
Даре ликда статика, кинематика, нуцта ва система динамикася, 1^атти1'\ жисм 
липамикаси, аналитик механика элементлари ва кичик тебранишлар назариясн 
баён Э1ил1;т.

Кигобла механиканинг асосий тушунчалари ва конунлари _'билан бирга 
1шжене/,л11к ихтисослигила учрайдиган бошк^а масалалар ^ а м  ёригилган, Яс­
си ф“ р.маларни >;исобла111. узгарувчан массали жисмлар механии^’и, Эйлернииг ди­
намик тенгламалари, Гам илью н— Остроградский принципи, динамиканинг каноник 
тенгламалари, устунор мувозанат на устувор харакаг назариясииинг асосий эле- 
мснглари, механик системанинг кичик тебраиншлари ана шулар жумласиданлир.

Дарслнкда ¡30  дан орп»^ гииик маса;1алар багафсил ечиб курсачилган.
Мазкур ки ю б олий тех1П1ка уцув юртларининг студентлари учун м улж алланган, 

\млан университегларнпиг амалий математика ихтисосликлзрн студентлари з̂ ам 
'! о|\адланишлари мумкии.

Iуп';цу пптрнсги, 1990

101»;̂ о;̂ (И)по - 142
—  инф. письмо

ISBN

')0



М, т. ^розбоевнинг ёрцин хотирасига багишланади

С ? 3  Б О Ш И

Узбек тилида назарий механикадан тулнк дарслик илк бор ^^зССР 

ФАнинг академнгн М. Т. Урозбоев томонидан ёзилган ва охирги 

нашри 1966 йилда чоп этил ган. Утган давр ичида иазарий .мехзника- 

нинг к^'лланнш сохалари яиада кеигайди. Шу муносабат билан уз- 

бек тилида хозиргн замой талабларига жавоб берадиган ва янги 

программага мос келадиган дарслик ёзиш э.^тнёжи тугллди.

Ушбу китобга муаллифлар{1ииг олий у|̂ уи юргларида ур^иган лек- 

циялари ас ос килиб олинди.

Дарсликнк профессор Т. Рашидов ва доцеит Ш. Шозиётов езнш* 

ган. Кинематика булимидаги 8.1— 8.5, 9.2, 9.5, 10.9, 11.1, И .6 , 

11.8, 12 . 1-параграфлар хамда 8.3, 8.7, 8.9 --8 . i l ,  9.1—9.3, 10.2, 

10.3, 10.5, 11.1 — {1.3-масалалар и ИНГ ечимиии К̂. Б. Муминов ёзгаи.

Муаллифлар кигоб кулёзмасиии сиичиклаб у1'̂ иб чиь̂ иб, [берган 

фойдали маслахатлари учуй ({)изика-матемагика фанлари доктори, 

пра})ессор А. 1  ̂ Азизов, техника (|)а1{лари докторлари ирофсссорлар 

Г .И . Болдииский, Т. Мав.тоно8, про^{)ессор Г. Ш . Ширнн1̂ уловларга 

\амда 1̂ улёзмаии та.\рир 1̂ илиб босмага гайёрлаш жараёкида жон- 

куярлик курсатгаи махсус редактор Э. В.Эргашев ва ианфист ре- 

дактори А. А .^1едовга чукур миннатдорчи.'П1к билдирадилар.

Дарслик сифатини оширишга ¡^аратилгаи барча тан1<̂ идий фикр- 

муло.'^а за ларни миннатдорчилик билан кабул ь^иламиз.

Муаллифлар
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<s.KuM каратт  конунлари билан mmuui 
булмасл, у uiaOuantHU f/рлша олмайди/>.

Г. Галилей
V.

>^аракат мптерия'^ипг мавжудлпк (!зор-\та.’!арид;1]) Гчфи булиб, упинг 
энг му.-̂ им характерен xycyciiiiTunM пфолалзйди. Материя ва хара­

кат тушунчаларипипг муфассал 1аъпп(|л1 ма|̂ 1:сизм-лениииям клас- 
сиклари томоипдаи ифодалаб берилгаи. «Материя,— деб ёзгаи эди 

R. И. Ленин, об1.ект!!и рсалликии ифода шидиг-’И фнлософик качего- 
рия булиб, бу объектив реалликии luicnii уз сс:п!1лари билап пдрок 
цилади, бу объектов реаллик би;л[П!!г с ч llлapи^íизгa боглик бучхж- 
гаи холла мавжуддир, биапи1и- ce:';jтlлapи^иí:̂  у!!даи Т^иия оладн, су- 
pai' олади ва уин акс эггиради»" ’̂.

Материя харак'ати деганда >кнсмла[:]1ииг оддпГ! кучи’иидаи тор­
тиб, исс'иклик, хи\и!явий, элек-1'рома1Нит, био.югик ва бшика узга- 

ртнларда соднр буладигаи мураккаб процессла[т тун!уин/[али. сС'уи- 
нинг эиг уму.\и1Й маьиос'ида кара.'1адиган, яъин маариян(1;нг яшаш 
усули сиф'атнда, материяга итдан хос атрибу'г сифагида 1ушуиила- 
дигаи харакат оддий жой алма1ии1длан тортиб то тафаккургача кои- 
иотда содир буладигаи хамма узгаришлар ва ироиессларии уя ичига 

олади»* *.
Харакатнинг одлий турларидан бири механик карак;ттдир. Ваи;т 

утин]и билан мод;и1Й жисмларнинг бир-бирлар1!га unc6aia[i куч1:ш1И'а 

механик \аракат  дейилади.
Моддий жисмларнинг узаро таъсири ва механик харакати ургани- 

ладигаи бир j^arop фанлар механика номи билан бол'ип'^днр. Магни- 

па ва механизмлар харакати у^ганиладигаи амалий механика, сую1̂- 

ликлар ва уларга богнрилгаи жисмлар1ии!г харакати урганиладигаи 
гилромеха1И1ка, газсимон жисмларнинг хаг)акати ва I'̂ aiTHi-̂  жисмлар- 
нниг газсимон мухитдаги >^аракати ypгaниvтaдигaи аэромеханика, ти- 

рик оргаиизмларнинг механик хоссалари ва уларда содир буладиган 
механик ходисалар ургаииладиган биомеха}тика каби фанлар ана шу- 
,лар жумласидандир. Турли и[Н1^оотлар, машина ва лгеха[шзм кисм- 

.чариии к̂ нлиш хамда лойнхалаишинг умумий усуллари ур-
ганиладиган техника с}зацлари материаллар каршилнги (курилиш ме- 

ханикасн, машина деталлари) :̂ а.м мехаиикага 'гааллуклидир.
Н азарий м еханика модди!! жисмларнинг бир-бирига таъсири ва 

механик харакатиинг умумий цоиунлари >^акидаги фаид[!р.

* Лении В. И. Материализм ва эмпириокритицизм,— Тула асарлар туплами» 

18- 1 ., 146-бет.
*♦ Энгельс Ф . Табиат диалектикаси. — Т., «^^збекистои», 1983, 50- бет.



Механ!жада модля") Ж1гс,\г’а:> уза."о гаъснр нинг мнгу^орнй улча- 

Б н г а  куч дейи.1ади, Якин вактгача назарий ,\1ехат!када асосан нла- 

нечаларнинг y^íipo тортилиш кучи, мухит (тунрок,, хаво ёки сув) нииг 

1^аршилик кучи, суюклик ёки газнинг Гюсимн, жис.мларипнс бир-би- 

рнга тегиб ¡урадигаи сиртида х/х'ил Суладиггн куч.!ар каби механик 

табиатга эга б̂ \тгаи кучлар таъс;1ридаги харакатлар текширилар эди, 

Хозир ядро энергетикаси, кссмои^цггика ва злс)^-1'рониканинг рнвг)ж- 

лянишн 1).)Т](жасилл мох^’и.чкада Tvp.'iffva физик /абиатга лос: элек- 
тромагппт, нссиклнк, ёр\1лнк на хи.миясий хусуснятларга эга бул­

гаи кучлар та'1.снридаги системаларнинг >^аракатини ур1анишга оид 

масалалар j' îíica,;iaH, элскчр двигатели якорининг хара-

ка-1И1Ш урганишда унга злек'гр майдснининг таъсир кучинм эътнбор- 

га 0̂ 1И1И керак; товушдан тез учувчи самолётларнинг харакати тек­

ширилаётганда, аэродинамик кучлардан ташкарн, хаво билан само­

лёт цисм.пари орасида hcchiíjuík алмаишши натижасида хрсил була­

дн гаи газлар М0лекулаларии!и-1г диссоциация кучларини хам хисобга 

олиш керак; Ер сунъий йулдои1ларинииг харакати урганилаётгаида 

Ернннг тортиш кучи са аэродинамик кучлардан ташк_ари, Ер ма­

гнит майдошии1иг '1'аъсир кучи ki йулдош билан ]<осмосдаги заряд- 

ланган зарралариинг узаро ¡аъсир кучларини хисобга олиш керак;. 

реак1ив лвигателнинг тортшн кучини хисоблаиьча сииш проиессида 

сужудга келадиган хи^^иягий ва тер.модииамик хсдисаларин эъчмбор- 

га о;и!ш )\ерак, Д\ех;:никада мазкур кучларнинг микдорий узгарн- 

шигина асссий аха.\;нятга зга булиб, yviapuHur физик ^абиати урга- 

нилмайдн.

[Цундай ки.[иб, хозирги замой механикаси (¡зизика, математика,, 

асгроиомии, химия, биологии каби фанлар билан чамбарчас бсглаи- 

гам )̂ ")лда ривожланмок^да. Шунингдек, техииканин!' барча сохалари- 

да. аини1хса, м.'чиинасозлик, acfoóco.vniK, 1<^урилии1, автоматика, ки­

бернетика ва к</смпнайтиканинг ривожланишида назарий махангжз 

ало.уиа уритш эгаллайди.

Жисмнинг барча хоссалариии .\iico6 ra олган .^олда содир бу/га- 

диган механик ходисаларин и<1зарий ва амалий жи.хатдан тскширии!! 

анча му|)аккабдир. [Цу сабабли масаланинг ь^шдай 1\уйилмшига [•̂а- 

раб, меха}1икала .Ччис>пппн' айрим х\сусиятлари эътиборга олинмайди. 

Масалан, жисмнинг де Ь0рмациялани1иини эътиборга ол.май, абсолют- 

цаттпц жисм тушуич;.си киритилади, Худдтг 1иу1ии]гдек, моддий иук­

та, идеа'1 суюкугик ка Г и туш\ичалар хам соддалаштирилган м о дел га' 

Taa.'ijiyiY'tH;urp, Л1ехапих;из бч1дай абстракт усулдан кенг (ройдалани- 

лад1г.

Дпа. ’ек гик \’aTepHaníi.iN^ii!nr билиш назарияси лс1ИИ1ча инъикос 

ца:«риьс;.’,'а асослаиади. Ьу назарияга кура, « . . .  би.здаи ташкарида. 

нар'салар мавжуддир. Бнзиииг идрок ва тасаввурларимиз бу нарса- 

ларнинг образларм.чир, Еу (.бра:!;;арии 1екш!^риил, уларнинг чннлари- 

Н11 сох та.'1 ар и да и а ра т и 1и и ■ >ai; т! i ка ор \\iu  и к. n:i í i ¡ ¡ а ди» .

* Ленин В, И . Xl-ii4'r;:iá.i;i3M ма эмпир;!пкг>ити и,-?м.— асар.тар тупламп, 
18-т., 121-бс1.



Назарий мехаииканинг асосий }^опуилари :>̂зм кузатиш ва прак^ 
тика натижаларнга асосла!)ади.

>^озирги замон техникаси купгина проблемаларии майдонга таш- 
лади. Сувда катта (100 м/с вк ундан катта) тезлгнчда )\аракат ь;и- 
ладиган жисмлар1'а ¡царшилик кучини };;.ма1'|тириш; катта бсюим ва 
темпера ту рал ар таъсиридаги материаллар хусусиятини анин;,лаш; зил- 
зилага бардо^и берадиган ишиоотлар }^уриш, Нрнинг сумъий йyлдoн^ 
лариии, нланеталараро космик кемаларни учирти каби проблемалар 
ана шулар жумласидандир. Бу ироблемаларни ечишда техника ф̂ н̂- 
лари }^аторида назарий механика хам муносиб урицнн эгаллайди.

Биз урганадиган назари1’1 .механика Галш1ей — Ньютон ь̂ пцунла- 
рига асосланган Пулиб, одатда, классик деб аталади. Клас­
сик механикада 1закг ва фазо жиcмлap^нíнг харакатига борли!^ эмас 
деб ь^аралади, Шунингдек, жисми!и1г массаси унинг тезлигига бор- 
ли1̂ булмаган узгармас мик.лор деб 1̂ ара/гади.

X IX  с;срнинг охири вя XX асрнннг бошида физнкада утказилган 
тад1>̂И1\0тлар классик механика 1̂ онунларин!{ ёруглик тезлиги (300000 
км/с) га Я1у 1н тезлик билан харакатланувчи микро.яа^лар жисм- 

лар учун 1\у̂:1лап1 мумкин эмаслигинп к>рсатди. XX аср боншда
А. Эйнштей1[ти!г (!В79— 1955) нисбийлик назариясига асослаигик 
релятивнстик механика бунёдга келди. Нисбийлик назарияси ёрдами­
да фазо билан иа1̂ г .хамда масса билан Э1!ергия орас1!даги 1'̂ онуний 
борланинглар ойдинлаштнрилди 1?а классик механика коиунлари у[)ин- 
ли буладН1'аи чегара аникланади. Х,озир]'и замон тсхиикасида кун- 
-чилпч ,?̂ олларда учрайдиган тезпиклар ёрурлик тезли/идан а^ча ки­
чик булгани учун классик механика ¡■^онунларидан хаётда у'файди- 
ган реал масалаларни хал 1̂ илип)да самарали фойдал;1ниш мумкии.

Д\е.ханика -¡-арихига оид 1'^ис1’̂ ача тарихий маълумотларни келти­
рамиз. Мехаиикага дойр дастлабки илмнл асарларии цаднмг1! юнон 
'Олнмлари ёзганлар. Жум^1адан, эрамнздан илгари 287 — 21"!йиллар- 
да ятаган Архимед жисмларнинг мувозанати ва огир.чик марказини 

а 1И1к.таш, и1у)и1нгдек, сувда сузадиган жисмларнинг мувоза1-?атига 
■оид^^\зарияларни ишлаб чи1̂ }^ан,

Сл^еханиканинг ривожланишида Шарк олимларн олиб боргаи нл- 
миЯ 1пнлар ало.\ида уриини эгаллайди. Лбу Ран.\он Беруни11 (973— 

1048), Лбу Али ибн Сипа (980 - - 1037), Улугбек Мух^аммад Тара- 
рай (1391-' 1449) каби .мутафаккирлар ана Н1улар жумласидандир*. 

Улар математика ва астрономии буйнча ¡<;атор илмий иш.парнннг му- 
алли})ла|)и булинпари билан бирга мexí^никaгa ,\;ам муносиб хисса- 

ларини и^ушганлар. Берумий ва М')и Сино асар1арида уму май хара­

кат {шу жумладаи, механик .\аракат) хямд1 план.^таларнинг >̂ apaкa- 
ти .\а1'̂ ила ажойнб фикплар баси этил ган. Нбн Сиио та ърифига 
кура, жисм холатпиинг узгари5 боришм .•! а̂рака1 ни ифода­
лайди; жисмларннн)- фазодаги >^аракати (механик харакаг) эса бу 

:^аракатн1шг хусусий >^олидир. Улугбек нланеталар >^а|)акатини.

* Григории А .т .  М с х ш т к а  от ,']и;н ;п'-'ст1) до нгипич лпей. 2-изд.,— М ..Н а у к а , 
197-1.



жумладан, 1<\уёш ва Ойнкпг .^ара^штиип катта ани1у'!нкда х,исоблаГ1  

шгап.
А\ехапика dwiTMiuiiir ривожлан^шила но.'жк истроломп Ы. Копер­

ник (1473— 1543) томонидян кашф ки,')ии;'ан гелиоцентрик система 
ало>^ида ахя.мнятга эга. Коперник уз системасида Нр хам oomiv-i сай- 

ёрадардск 1\усш атрофида ва уз у!*:!! атрофида айланади, деган фикр- 

нн илгари сургаи.
Италинлнк олим Галилео Галилей (1564 — 16'12) инерция цоиу- 

нини каи1ф этган. Бундай ташкари, Галилей узи утка1иан тажриба- 

лар асосида жисмнинг отма текисликдаги л,аракати, горизонтга маъ- 
jjyM бурчак остида отилган жисмнинг харакати, эркин тушит >̂а- 

цида|-н 1̂ онунларин кашф !^нлган.
Механнкаиинг асосий 1'^оиунлариин маш?^ур инглиз олими Исаак 

Ньютон ({643— 1727) 1687 нилда канг[) {^илган. Ньютоннинг бу­
тун олам тортилиш цонуни механикада алохида урин эгаллайди. 
Ньютон [^онуплари дозирги кунда хам уз актуаллщ-инн йу(^отмаган.

Рус академиги Л. Эйлернинг (1707— 1783) мехаиикага онд каш- 
фиёьчари !736 йили босмадан чик!\аи ик'кн томлнк «Аиалитик ме­

ханика» китобнда баён к^иннган.
Француз олимн Ж-Даламбернинг (1717 — 1783) 1743 йилда н̂ 1шр 

|;илинган «Динамика буйича трактат» асарида борланишдаги ме­

ханик системалар харакати xa^^идaги м.'^салаларни унинг номи билан 

аталувчи принцип асосида ечиш методикаси куреатилган.
Француз олнми Ж-Л. Лагранжнинг (1736— !8!3) «Аиалитик ме­

х а н и к а »  асари (1788) назарий механика тараь^циётида алохида урин 
эгаллайди. Бу асарда механика масалаларига мумкин булган кучиш 

приннипини ь̂ уллагн басн этилган.
М. В. Ломоносов (1711— 1765) физика-математика фан.лари, жум- 

ладан, механика фани сох;)снда олг:б борглн ажойиб текширишларк 

билан маш.курдир. Ломоносов материя булмаса, харакаг >̂ ам булмас­

лигини таъкидляб, \гатерия ва >^apaKa'!'iif)iir cafviaiHHu цонушнш каш;) 

этган.
Механика фзнининг ривожлаиишнга катта >̂ исса 1<̂ ушган рус 

олимларидан М.В. Остроградский (1801 — 1862) аналитик механика 
СО>;асидаги илмий ишлари билан шу>^рат цозонган; П. Л. Чебншев 

П 8 2 1 — 1891) машина ва механизмлар назариясига асос солгаи; 
С. В. Ковалевская (1850— 1891) цу:^ралмас Hyivia атрофида айламув- 
ЧИ 1̂ аттш^ жнем теигламаларини интеграллаш сохасидаги илмий иш­
лари билан ном чИ1̂ арган; И, Н. Жуковский (1847— 1921) азроди- 
н а м н к а н и н г ривожлаиитида мух^им ахамиип а эга булга îj ка тор асар- 

Ларнинг муаллифи, «рус авиациясининг отасидир» (В. И. Ленин); 

К. Э. Цно лковский (1857— 1935) ракета назарнисм ва cyjof  ̂ phh.'jfh- 
да и ш л а й д и ган ракета двигатели назариясига асос солган; И, R. Меш- 

«»ерский (1859 —  1935) асарлари ’̂згарувчан массали жисмларнинг 
ц в р а к а т и , реактив техника ва осмон мехаш^каси}н1нг i^aïop нроблс- 
Иа.ларини }̂ ал !^илишда илмий асос булди; С. А. Чаплигин (1869 — 
Ш2) аэрогидродинамика ^̂ а.мда богланишдаги механик система;1ар- 

ШИНГ ^^аракатнни текшириш со^^асидаги илмий ишлари билан маш- 
Цурдир; А. НЛчрилов (1863— 1945) кемаларнинг устувор :^аракати



ва Tauii^H баллистнкага оид мухим илмии ишлари билан танилган; 

С . П. Королев (1906— 1966), рахбарлигида баллистик ва ге0())изик 
ракета л ар, Ериипг сунъий йулдошлари, «Восток», «Восход» космик 
кемалари яратилган; Д\.В. Кслдишнмпг (!9 11 — 1978) аэрогидроди­
намика, тебрании1лар назарияси ва космонавтика со }̂ а лари даги тад- 
ь;и1̂ оглари ало>;ида ахамиятга эга; A .A . Ильюшин (1911 йилда ту- 
i  ил ган) эластиклик ва пластиклик иа;]ариясп, аэрогидродинамика, 

полимерлар мехаиикаси ва узо1<; .мухчатли муста:^камлик на:йр^1ясйга 
'ОИД илмий ии1лари билан машхурдир; А. Ю. И!илииск!ш (1913 йил­
да гу(Ч1лган) де(|юрмаиияла1[увчи му ;̂ит мсхаиикаси оа гироскоиик ас- 
■боблар тугр]1сида бир неча назария яратди,

( З  I О^^сханикэ фанининг ривожланишига улкан хисса i'^yHiran узбек I олимларидан М. Т. Урозбсев ( 1 9 0 6 "  1971) нн механикасн ва иншо- 

отларчинг сейсмик мус1а\камлиги назар.иягчи^а оид катор нлмий иш- 

лариУ1иг муаллифидир; Х .А . Рахматуллин (1909  - 1988) Ш'аюотлар 

заминиии >^иссблан;да ва уларни ло.чнхалашда, кема зирхи мустах- 

камлигини аии1'ЛРшда кулланнлгдигап «Рахматуллнн тул1-\инлаги» 

номинн 0ЛГГН1 г\\; Kjüi.’iap иайариясини кашф 1Л!Л;|И; В, 1\. Кобулое.Н1ШГ 

(1921 йилда 1угилгаи) '¡уташ мухитлар мсханика1% масалаларини 

алгоритмлаи.1, <:вюмагпк бхшкариш системалариии ираинш со>^аси- 

даги илмий и1.илари мухим амалнй аха!\!иятга эга.

.\озирги дав|;да мехаииканинг купгина масалалари электрон хи- 
соблаш маи^ниаларидаи фойдаланиб хал этнлмок^да. Механика соха- 
сига СИД илмлй тскшпри1илар СССР ва нтти ¡юкдош респуиликалар 
Фанлар академииларп |^оа]пдаги механика ппсгитутларида хамда оли;1 
у|\ув юртларпда олиб борплмок^да.

Мехаиш^а фаиипииг ривожланншнда совет 0л1шларин(и1г хизма- 
ти них^оитда катта. Уларнинг илмий ишларини бир-икки сах^1|>ада 

баё[1 ЭТИП1 муижуллнгидаи, механика ¡арихи билап 1;11:^илувчи.;1ар1н1 
бош1;а маноаларгл мурожаат килшпларинп тавсия этами:!*.

Назарий механика курса, сашгпика, кинема^яака ва д ¡нам икадан  
абопа'П уч к а с м а  в уаи н ад и .

Ciih inuiK ü'ki >1>;11смлари:!п;̂  муво^ап'гги. у'1Л'1га кулплгап куч.^зр- 

ип ссдда холга келти:апп ка'и  мпсзл »'i.ip na/iau шу|-уллани:'шли.

К:1исмапткадп  >лн.'мларн;!иг .чар?.к::1П! гео'1ет|‘)ик nyirran назар- 
дан, яьи[1 харакати;: вуасудга келтирусчн с;;оаОга бО( ламай урга­
нилади.

Д инам икада  моддп1 жисмла-шппг чара кати унга таьспр этувчи 
:кучларга бсглик раишила текширплади.

СС(]1Рда 198.) йил I янзардаи бошлаб Уз:ч')0 ]11чТисодп1 Срдам 

Кенгаши станд)р1и буйича СТ СЗ:^ 1952 — 76 га асосзн Xaai^apo 
бирликлар спс1емаси (СИ)га утилган. ynioy дарсликда барча катта­

ликлар СИ бирлпк.тар системасида берилган. Кнтоб охирида илова 
ки,;пиг^1п жадвалда асосий геометрик, статик, кинематик ва дина­

мик катталикларнипг \лчов бирликлари келтирилган.

!. 1-\̂ 31зигпе мехлинки в С С С Р ,—  М ., «Наука», 1967.
! jiiii[ '¡.H ii .V T., Фрад и т  Б .Н .  Механика в С С С Р ,— М ., «Наука», 1977.



I к и е м . КАТТИК ж и см  СТАТИКАСИ

к/шдай муво'юнат фа/^ат нис­

бий ва вщпшнчадир».

Ф. Энгельс.

1-боб. СТАТИКАНИНГ АСОСИЙ ТУШУНЧ\ЛЛРИ 

ВА АКСИОМАЛАРИ

1.1-§. Статиканинг асосий тушунчалари

Кадимгн ЮНОН олнми Архимед статиканинг асосчиларндап бпрн 
>^исобланади. У параллел кучлар таъсиридаги ричагнинг мувозапати, 

жисмларнинг огирлик M a p K a u i fH i  аииклаш иазариясинн яратиш билаи 
бирга гидростатика га >̂ ам асос солган. Геометрик стангканииг рн- 

вожланишига фра}[[1у'з оли.млари П. Варитюн (1G54 — 1722) ва Л, 
Пуансо (1777— 18Г)9) капа хисса ¡хушдилар.

Аналитик статиканинг асосчиси Ж. Лагранж >^исобланади. Сга- 
тикаиннг аксиоматик методларнии ривожлантиришда рус олимлари
Н . Е. Жуковскии оа С. А. Чаплигинларнинг роли каттадир.

Сгатиканинг асосий •|у(иуичаларидаи бири f '^ a iT n i;  Жм'смдир. Куч­
лар [аьснрида булган жнсм1ии(г ихтиёрий икки иуцтаси o p a c iT ia i 'H  

масо;Ьа узгармаса, бунда;'] жисмга абсолют наттик жисм деГнпа- 

д и ,  Боин-̂ ача ай т 1т 1н д а , а б с о / 1Ю Т кагги!^ ж и с м и и н г  геомстрнк ш л к л и  

узгармайди ('деформацняланмайди). Келгусида !̂ ^al■[■и^  ̂ жисм ( с к и  

жмем) де|андя абсолют кат1И!<̂ жисм туи1унилади.
Назс1рий мохлникада \̂1чамлари эътиборга олинмаГ1дигаи л:фа>!.:а- 

да кичик булгаи жисмга моддий н щ та дейилади. Берилган жисм­
ни тасиирловчи моддий иукта геометрик нукдадап 4)аркли ра1липда 
Г)ерилган жисми11)!г массасига теиг массага .хамда боип\а жясмл.чрг i 
узаро '1аъснр эпигн хусусиятнга эга булади*.

,\ар 1у1ид̂ 1й жисмни модди;1 иуцгплар тупламиди[1 ташкнч топган 
леб каран! мумк1!н. Л^азкур иут^талар орасидаги бо1Ланиш жисмнинг 
хусусиятларига боглик. б\\1адн.

Ку'пипгг жисмга таъсир!! куч !-̂ уйилга1! нуч̂ та, унинг йуналиш!! 

ва ми1'4ДОрн била}! ан!!кла1!ади. Кучнинг йуналиши деганда 'гинч .хо­
латда турган эркин > ia iC M H H H r мазкур куч ¡аъсиридан олгаи .v ip a i 'a T  

йуналиши тушуи!1;1адм. Кучнинг микдорини (модулини) аш1клаи] 
учу!1 уни куч б!!рлнги сифятида к̂ абул 1̂ илинган бирор катта,аик би­
лан с о.'! 111 итир и л а Д! 1.

Куч — вектор катталик бу̂ -]иб, уни чизмада узунл!1ги маъ/!у.м 
масштабдь куч .ми!'^дорини, стрелканинг . йуналиши куч йут1алиш!и:и 

ифодаловчи вектор кесма тарзида тасвирланади, Жисмнинг А Hyi îa-

* Ч 13м;:дл модлий пу;>;та(1 и геомегрик ну^та тарзида тасвирла'Ьшз.



сига Р куч [цуй̂ лгаи булсин ( 1 . 1-раем). 
Куч вектори йунал 1 прилган ВС турри 
чизикка кучнинг таъсир чизиги дейи­

лади.

Агар жисмга бнр нечта р 2 г • • • »
—̂
Р„ кучлар таъсир этса, бундай кучлар 

1-1-Р9СМ. тупла.мига кучлар системаси дейилади ва

{Р ,̂ р 2 -. .Р,,) деб белгиланади.

Таъсир этаётган (^ 1, Р^, • • • , Рп) кучлар системасини бошца

бирор (/^1, р 2............кучлар системаси билан алмаштиришда

жисм ^олати ргармаса, бундай кучлар систсмасига эквивалент куч­

лар системаси дейилади ва 1\уйидагича ёзилади:

(Г„ ЛО со (Л , Р ,............

Лгар (Г,, P.¿, . . . , Гп) кучлар системаси битта ^  кучга экви- 

валент, яъии

(?,. Тг............А )  СО 'Ж

булса, бундай кучга берилган кучлар системасннинг тенг таъсир 

этувчиси дейилади.
1чучлар системаси таъсиридаги жис.м тинч .^адатда ь^олса ёки 

ииернион харакатда булса (масалан, жисмнинг барча нуь^талари уз- 
гарм '̂С ва бир хил тезлик билан >^ракатланса), жисмнинг бундай ;̂ о- 
лагн мувозанат \олат дейилади. Кучлар системаси таъсиридаги 
жисм мувозанат )^олатида булса, бундай кучлар системасига муво- 

занатлаишн кучлар системаси ёки нолга эквивалент система 

дейилади;

(К. ............К )  СО 0 .

Статика б>^чимида жисм]и1нг мувозанати деганда ушгиг тинч ?̂ о» 

лаги тушунилади.

1.2-§. Статика аксиомалари

Статика да жисмга (ёки у^чаро таъсир этувчи жисмларга) 1̂ уйил- 
гаи кучлар хакидаги умумий конунлар тажриба ва кузатишлар ёрда­

мида аии!цланган (цуйидаги аксиомалар тарзида берилади.
1-аксиома. Абсолют к̂ атти̂ <̂  жисмга цуйилган иккита кун 

мувозанатлашиши учун бу кучлар миг^дор жау^атдан тенг, ш]на- 

лиши эса кучлар ¡куйилган нуцталардан утувчи тугри низик̂  вд- 

йича г^арама-!<^рши томонга йуналган брлиши зарур ва етарли­

дир.

1.2- расмда {Р ,̂ Г 2) со О ва (р^, со О шартларни т^аноатланти- 
рувчи иккита кучлар системаси тасвирланган. Бундай кучларнинг 

тенг таъсир этувчиси нолга тенг булади.
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1.3- раем.

1- аксиома эиг содда мувозанатлашган кучлар системасини ифо­

далайди, чунки тажрибаларнинг курсатишича битта куч таъсиридаги 
эркин жисм мувозанатда була олмайди.

2- аксиома. Берилган кучлар системасининг абсолют цаттиц 

жисмга таъсирини узгартирмай. бу кучлар системаси цаторига 
мувозанатлашган кучлар системасини цдшши ёки ундан айирши 
мумкин.

Бу аксиома га кура, агар , /̂ п) кучлар системасига

^ системами 5̂ ушсак, у .\олда

^ 2* • • ■ » ^  (^ 1> ^ 2» % Рпл Ql1 Qa)

муносабат уринли булади. Худди шунингдек, (Я^, Р^г • • • . Л .  Q^’ 

^ 2) кучлар системасида со О булса,

(К  Оа) со{?;, р , ............ р ,)

г̂ ам уриилидир,
Натижа. Кучни унинг таъсир чизиги буйлаб жисмнинг ихти­

ёрий нуцтасига кС}Нириш билан кучнинг жисмга таъсири дзгпр- 

майди.

Исбот. Жисмнинг А ну1цтасига 1̂ уйилган Р  кучнинг таъсир чи- 

:?игида ихтисрий В ну!<;тани олиб, шу ну1̂ тага ми1̂ дорлари Р »=
—̂ —>-

=  Г 1 =  2 булган ?̂ амда шу чизиту^а ётувчи Р^) со О системани 
Куямиз (1.3-раем). У >̂ олда 2-аксиомага асосан

7  сс (7 , ~р,).

1-аксиомага асосан {Р, Р.2) сс О булгапидан уни ташлаб юборсау,

А ну1̂ тага }^уйилган Р  куч урнига шу кучнинг таъсир чизигидаги

В  ну1̂ тада ётувчи р 1 ~  Р кучии оламиз.Н*

Исботланган натижадан курамизки, абсолют к;атти1̂  жисмга цу­
йилган куч сирпанувчи векторни ифодалайди.

• Д  белгиси «исбот тугади» деган иборани ифодалайди.



1.5- раем.

Бу натижага кура иккита ва <3 кучлар узаро эквивалент

булиши учуи /■ =  ^  шарт етарли булмай, бу шартдан таш1̂ ари 

мазкур кучлариииг таъсир чизш^лари хам устма-уст ту1ииши керак.
1 4-расмда узаро тенг, лекин эквивалент булмаган к у ч л а р  курсатил- 

гак.

.5-ак'иома (ппроА тепограмм аксиомаси). Жисмнинг бирор нуц- 
п'.аси-а К11йи,ь'4}н, бир тугри чизикда ётмаган икки кучнинг тенг 
таъсир этувчиси микхЮр ва йуналиш жихатидан шу кучларга 

к^урилган пираллело;^роммнпиг кучлар к̂ уйилган нук­тадан утуьчи 
диагонали пилон ифодаланади.

Жисмиииг бирор А 11у1̂ 1'аси1-а б]!р-бири билан ф бурчак ташкил

этувчи 1̂  Г.2, кучлар ¡куйилган б>\лсин (1.5-рас.м), Бу кучлар-

пииг теиг таъсир этувчисини Я билан белгиласак, аксиомага кура,

Я  =  у  2/■ С 05  { I & 0 ° —  ф )

( 1 . 1)

А ВС учбурчакдап косинуслар теоре.масига асосан тенг та ьсир 

этувчи1ии1г модулини ани1̂ лаймиз;

еки

( 1.2)

/? иппг ва Г .2 билаи ташкил килгаи бурчаклари ва ф, пи 
аии1»̂ лаи1 уч\ и сипу с л ар теоремасидан фой да л а на .миз:

к
51Г1 фг 5|'л Ф1 sin (180̂  — ((■)

бундан

р. . . г. .
ф ^  ~  5111 ф ,  5 Ш  ф о  —  — - $П1 ф . (1.3)
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4-аксиома (Иьютонштг учинчи г^онуни.) Иккита жисм бир- 
бирига микдор жи){шпдан тепг ва бир тОгри чизик бОйлаб ка- 
рама-к^арши томонга йуналган кучлар билан узаро таъсир зтади.

Масалан, К,уёп!нинг Ерни тортувчи куч[!ии /' билан бслгиласак,

Ернинг К^уёи1ни тортув':и кучи— /' га теиг Пулади, я[Л1И у.мар 

микдор жихатдап бир-бирига теиг булиб, бир туср!1 чи;ип\ буйлаб 
1-^арама-к.арши томопга йупалга!!.

5-аксиома (кртши п^^иништ). Агар сефо;)мацияланадиган 

жисм мувозанат холатида аОсолЮ'п каттик оили мга ай/кин.а, 
унин-’ мир.озаиати й'лгармайди.

Масалан, эгилусмап ср.м мувозанат холатида абсолют катти!^ 
стерженга айлапса, унинг му [розана ти узгармайди.

5-акс1Юмадаи (¡юйдаланиб, кучла:.) системлс1Г гзъсприлаги абсо'по'г 
катти!^ жис.мнкии" мувозанат ш артларини деф()рма1и1и/км1адмгл11 >к1к'.м- 
лар учун хам татби!«; зтипл мум кин. Л екии бу Н1артлар ;'С(|:оп'иа- 
ц ияланувчн ж исм лар учун (Ьакат зарурн;! иш^иларнигмга !г[,озалай- 
дн. Х ацнкатан хам, 1-акснп.мани учларпга куч.'1ар куГ:и;!ган абсс'лют 
к а т т и к  стерж ень хамда эгнлувчан Еа чу;<1! 1лзт"!днгаи сим мупо-^ п !- 
ти учун тагбунц килсак, хар иккала холда бу кучлар мик.дорлапи- 
нииг тенг булиш и са бир тугри чнзик б\йлг1б карама-карн1и н \н а - 
л и ш н  зарурий ш артни ифодалайди, л скш ! бу нгартла[) си>ичп1г ’̂y- 
ЕО'^анати Учун стапли бул.майди. З ги л у вч аи  га чу ч! ли 1.'пм
?,1уЕ0'аиатда булии,и1 учун Ю1-^ор1!даги шартлаоги:, силч-а \ч;1 чу:1П;н- 
га ингилуичи куч.'1ар т а ь с1{р ат :̂1дн, деган к^'чаимча икчрт билан т \ л -  
дириш  керак.

Богланиш ва богланиш реакциялари

Берилган жис.мнит кучити бош1'̂ а жгк'млар билан чекланган 
булса, у боглатиидаги жисм дейнладн. Берилган жисмнинг кучн- 

шини чекловчи жисмга борланиш дсйи.лади. Ма1иина г'ки механизм 
1̂ исмларинн1[г >^аракати олдиндан чекланган бу.зади. Масалан. ички 
ёнун двигатели цилиндри ичпда ха[)акатлянаётган поршень туг[>и 
чизик; буйича харакат 1у 1.лади. Бунд̂  ̂ норшен:!, борланннщаги жнс.м- 
дир. Цилиндр ва 1натун эса богланинт вазиЬасирщ бажаради.

Богланишнинг жисмга курсатадиган таъсирига богланиш реак­

ция кучи дейилади. Богланишаагн жис.мларнннг харакати канси йу­
налишда чекланган булса, богланиш реакция кучи шу йуналин1га 
тескари йуналади.

Харакати богланин1лар билан чекланмаган жисм эркин жисм 

дейилади. Масалан, хавода у част га и самолёт1И( эркин жисм леб ка­
раш мумкин.

Статикада эркин жис.мнинг муво.эанат шартлари чикарилади. 1)у 
шартларни бо(-лани1ндаги жисмга татбик этиш учун богланин^лар 
аксиомасидан фойдаланилади.

Богланишлар аксиомаси (борланишдан бушатиш принципа). 
Борланшиларнинг берилган жисмга таъсирини реакция кучи би­
лан алмаштириб, хар кандай борланишдаги жисмни эркин жисм 
деб ¡^араш мумкин.
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^09

Жисм

екислик

Б О г л а 1! 11 ш ,’1 а г и >1\ и с м л й р н и н г 
Гл1,> Г;|[|п;: 1 гегпб турган кпсмн- 

Л<1гп пшкалпниш кучини :^нсобга
о.1м;̂ й, боглиииш.'ктрни 1>;уйидаги 

учта г¡'yп[laJ-a ажратиш мумкнн,

1. С !1 л л н 1-; с и р т  вое и та - 
сила  б о г л а п и Н1 л а р. а) >Кисм 

силлнк, спр-1га А ну1<;тада таяиа-
6-раем. а). Силлм!  ̂ енрт

1.7- раем.

жисмпиш- 1ну сиртга утказилган пормаг буйича харакатини чеклай-

ди. 1иу сабабли силлш^ сиртнинг реакция кучи /У сиртга утказилган 
нормаль бу1Н1ча йуналади. Бу кучга нормал реак!{ия кучи дснила- 
дн. Хусусан. силлиц текисликнинг реакция кучи текисликка иер- 

иеиднкуляр йуналади ( 1 .6-раем, б).
б) Валка А нуцтада иолга, В ну1̂ тада вертикал деворга ва С  

пу1\тада икки ё)\ли бурчак 1циррасига таянади (1,7-раем, а). Пол-

нинг ва вертикал деворН1И1г реакция кучлари Л ва В пу|ц-

т¿iлapдa мое равишда пол ва деворга утказилган пернеидикуляр бу­
йича йуналади. Икки ёь;ли бурчакдан тaиJкил топгаи |у1ррпн1шг ре­

акция кучи эса С ну1цтада балкага утказилган перпеидикуляр 

буйича йуналади.

Агар балканинг кучтдаланг улча.млари >^иеобга oлин^тaca, уни 
битта А ну1';тага таяиган деб 1̂ ара1н мумкин (1.7-раем, б). Бу >̂0Л' 

да реа]Щ11я кучи А ну[̂ ^тадан утади, лекин кяиси томонга йуналга­

ни мт.лум эмас. Масала ечинтда бундай реакция кучини танлаб 

олиигаи координата у!ул^Р” буйича йуиалгац X ташкил Э1'ув- 

чиларга ажратиб, жисм1шиг мувозанат шартларидан ани1цланади. А
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1.Й- раем.

туси1̂ яипг реакция кучи хам таш­
кил этувчиларга ажратилиб, шун­

га ухшлт аншу'1анади (1.7-раем, е),
в) Жисм ¡-̂ узралмас текислик­

ка галтаклар воситасида таяниб 

турса ( 1 .8 -рас.м), Л иу1̂ тадаги реак-

ция кучи N ^ шу текисликка пер­

пендикуляр йуиалади. Шундан ¡■̂и* 

либ, ь{!]згалувчи таянчнинг реак­

ция кучи таянч текислигига перпендикуляр йуналади.
I I . Ш а р н и р л и  б о р  .т а и и 1и л а р. У мумий у1̂  ёки пук;: а ат! о- 

фида айлана оладиган иккита жисм орасидаги богланишга шарнир 

дейилади.
г) Цилиндрик шарнир. 1^узралмас асосга урнатнлг-т и,а.тндрик 

гиарнирнинг реакция кучи яйланиги уцига нерис[1ликуляр разшп- 

да йуналади. Масала ечишда бупдай рса]щия иучиш! а:";.'1аииш \1уига 

перпе:;;и1куляр текисликда ётувчи д; ва у у!>;ларга пара,плел {1\нал­
ган ташкил этувчиларга ажратиб, жисмнинг муво.-!Япат шартдан 

топилади ( 1 .9 -раем).
;]) Сферик шарнир. АО  стержень О ну1̂ тада с|:српк шарнир го- 

ситаеида борланган б)чтса, бу стержень О нукдадап утувчи .\а[) 1<ан- 
дай атрофида фаца г айлана олади (1.10-раем). Сфе/пт тарннр-

нинг реакция кучи О ну1̂ адаи утади, лек1И1 цайси томош'а ¿1у- 

налишипи олдиндан айтиб булмайди. Сферик шарнириипг реакции 
кучпни танлаб оли}пан координата укларига пара,1ле,1 ¡¡уиалгаи тан1- 
кил этувчиларга ажратиб, уларни жисмнинг мувозап:гг н!артларидан 

ани!-;лаш мумкин.
е) Бяянсиз сте^тжснь воситасида шаршгр.иг богланиш. Ж||см уч­

лари шарнирли бириктирилган ингичка {вазисиз деб ь;ара,тадиган) 

стерженлар воситасида богланган булсин ( 1. 1 !-рас.м). ^ з  огирлиги 
хисобга олинмайдигап, учларидан бошка нукталарига хеч [̂ андай куч 
1̂ уйн.’1маган стерженлар га вазнсиз стерженлар дейилади.

I-аксиомага кура, стерженларнинг .^ар бири мувозанатда булиши 
учун унга !<̂ уйилган кучлар ми1уТор жи.\̂ атдан тенг, стержень буй-

1.9 ч
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лаб 1{а})ама-к^арти томонга йуналган булиши керак. Бинобарии, бун­

дай стержеилар (Ьакат си[<илади ёки чузилади хамда реакция куч­
лари ]. 1 1-расмдагидек стержеилар буйлаб йуналади.

III. И и ,  за п ж и р  Б а к айишлао  в о с и т а с и да г и б  о f  л а- 

н  и  ш л а  р .  ж )  Жисл1 Л В ,  С О  иилар воситаспла осилган бу.1син 
(1.12- раем). Иплардя >̂ осмл бумадигаи реакция мучл^г)[\гл' т аранг- 
лик кучлари дейилади ва улар ии буйлаб 1'5у!!алади.

Борлаш^шларнипг боип^а турлари кейинчалик конкрет масалалар- 
ни е\ч:.ч1ла курилади.

2 - б  О  б .  К Е С И Ш У В Ч И  К У Ч Л А Р  С И С Т Е М А С И

Т а т ^ и р  ч и з и [ ч л а р и  б и р  н у 1̂ т а д а  у ч р а ш а д и г а н  к у ч л а р  с и с т е м а с и г а  

к е с и ш у в ч и  к у ч л а р  с и с т е м а с и  д е й и л а д и .

К у ч л а р и и  у л а р н и н г  т а ъ с и р  

г  ^  ч и з и к л а р и  б у й л а б  к у ч и р и ш

:■ ^  к и н  б у л г а и и  т у ф а й л и ,

, / ’ :.) к е с и ш у в ч и  к у ч л а р  си е -  

А ^  1 е м а с  и (2 .1 -  р.-ч-: м , а )  к  у  ч л а р н  и и  г  

^  т а ь с и р  ч г г з и к л а р и  к с с и ш г ' ; и  Л

А .
---- -о

HVKia.i'a куиилгаи кучлар с!?сте- 

'^aciira 5к1!ипа.'1еит булади (2 .1- 
')асм. б).

2 .1- Кесишувчи 

к у ч.’»а pH и геомстрик

}<УИИ1Ш

Л г,

;>асм

Б и р  i i y ^ v a i a  к у й и л г а и  ? у

/ 4  к у ч  " ¿ i p  б с р и . т г а н .  Б у  к у ч -

л а г К П П И Ш  у ■ ц у и  п а р а л л е л о -

г р а ^ : л [  : с о и д а с ; [ ; ; Л : - 1 К с Т л ;  I ' K C T  ф О Й -

: а п м л |  л н ; ; ! : 1 : ( ? . Ь р а с м ,  ^

-- — V-

в а  Д  к у - л а [ • н и  к у ш и б ,  R j

к у ч и и  а н и к ^ л а и м и з :
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; , —  / 2+-^3

ПН .-̂ осил 1̂ ]гламиз. Нидоят, R,̂  билан куч векторлари асосида па­

раллелограмм 1^уриб, берилгаи (Г,, F.̂ , F.,, Fi) кучлар системасининг 

тспг таъсир этувчиси R  учун 1^уйидаги ([.¡ормулани >^осил }^иламиз:

Бунда теиг таъсир этуичи R  нинг таъсир чизири ,4 ну|<;тадаи утади. 

Кесишувчи кучларни 1<5угииш учун хар гал параллелограмм ясаш

уриига f\ кучнинг учига кучни узига иаралле.'т равитда кел-

тнралшз; суигра F., кучнинг С учига Г , кучни \зига параллел ра-

опшда келтирамиз оа хрказо (2 . 1-раем, г). А ну1\ганн F^ кучиинг

учи Гилан туташтириб, тенг таъсир этуачн R  нн аниклаи\п!з. Теиг 

Ta'hciip эту[-;ч!И!И бу усулда ами|^ташга купОурчак ь о̂идски дейилади. 

ABCDE сниик чизик^а А'уч купбурчаги денилади.

Худди шунииглек, агар перплган кесии1увчи кучлар систе\:асп 

а та ку^лардап иборат б\лса, уларнинг гонг таъсир этувчиси

■ . • 4  ?  (2 -1)

г[орм\',!адги аникланади. Шуидай ки.'и[б, кестиуеми кцчтр систс- 

масиинпг тенг таъсир зтуочаси ташкил тпусчи кучларнинг гео- 

лклн.рик йш-индисн.га тенг иа шу кучлар таъсир чизи1^лиринннг 
кеааиган лутпасига куйилган булади.

2 .2-§. Уч кучиинг мувозанати ;^а1^идаги теорема

Теорема. Бир текисликда ётувчи ва ¡'¡заро параллел булмагап 
учта ку-t муеозанатлашса, уларнинг таъсир чизиклари бир нук̂ - 

тала кссиии\ди.

Псбот. Мувозанатдаги >киc t̂- 

НП1И' /li, Л.у /1;̂ пу1^таларпга бнр 

текисликда е'Т\вчи параллел бул-

мзгаи ¡ ¡ \ ,  У',, гд кучлар спсте- 

^:acп ^а'Пилгги иулсчи (2 .2-пасм).

Ку !̂;;Ир.:;;л! чк::.: масалаи,

1 5 га / 2 ¡‘Л1 уларгинг таъсир чи- 

311клппи kCi. :лдад|'гйи О нугаа.л 

кел пф иб, параллелограл;М коидаси 
асоси.ла ■'‘•''ик1а:из:

R j  n n f ^  куч билан ¡'^ушиб,

5 7' “ 'V'-/г- I У -  т ь



У  \олда (/^1, ¡ Г;,) кучлар с1!стемасн урнига унга эквивалент нк-

1\Ц]а кучдап иборат смстсмага эга бу.аамиз: {̂ \, 1\, со со

со 0 . 1' аксиомага асосан, /?1 ва кучларни!Л- ми1Цлорларн тенг, 
йуналиши эса б;Ер т\рри чизи!  ̂буйлаб 1'^арама-1-̂ арши томон1'а нунал-

гапдагина улар мувозанатлашади, Бинобарин, /'д кучнинг таъсир 

чизип! >̂ ам О нуцтадан утади.

2.3-§. Кучни ташкил этувчиларга ажратиш

К̂ уйндаги учта >̂ олии куфамиз: I) Г кучни шу куч билан бар 

текисликда ёщивчи берилган иккита йуналиш буйича ташкил
тгувчиларга ажратиш. Бунин г учун

Г кучнииг в  учидан берилган I  ва // 
т\три чнзицларга параллел булган ва 

улар билан С ва О нукта лар да хеси- 
шалиган ВС, ВО кссмаларии утказа­

миз (2,3-раем). АС~1\ ва век­

торлар Р кучнинг изланаётган тапл<ил

2.3-раем. этуDчил¿ipnии ифодалайди.

2 ) Р кучни шу куч билан бир текисликда ётувчи ва сон кий-

матлари берилган иккита таишил этувчига алсратшп. Р куч- 

иинг бонт А иа учидаги В нукталарни марказ килиб, радиуси бе­

рилган .масштабда танлаб олииган /“д ва Р^ га тенг ёйларни чиза- 

ЛН13 (2.4-рас.м. а). Бу ёйлар С ва В  иуцталарда кссишади, АСВ ва 
ЛОВ у4бурчаклар?1и диагонали АВ га тенг иараллелограммлар би-

/>

2.4- раем.
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2 ,5- раем,

лап т>̂ 1днрамиз. У )^олда АС АЕ ёки АО ва А К векторлари 

F кучиинг изланаётган ташкил этувчпларини пфодаоШйди.

3) F кучни бир-бирига перпендикуляр учта координата уц­

лари буйича йуналган f , ,  ташкил этувчиларга ажратиш. Бу­

нин!' учун наралделеиинед цоидаспдан фойд̂ к'1а1шб, днагоиали F кучгЗ' 
теиг, к_ирралари берилган йуналишларга мос келувчи параллелепи­

пед кур1ии кифоидир (2.4-рас.м, б),

2.4-§. Кучнинг текисликдаги ва у{цдаги проекцияси

Куч билан yî  бир текнсликда стгап холда F кучиинг Ох yiyia- 

гп проекциясини анн1̂ лаш учуй кучниш' боши А ва учидаги В nyî - 
талардам берилгаи укда 11ер11е11Д1и<уляр (Аа) ва (Bh) чизт'^ларии ут- 
кам.\1пз (2.5-раем). У холда мос ишора билаи олиигап аЬ кесма

F кучниш- Ох укдаги проекциясиии и([]одалайди. Агар а ну1угадан 

I) Hyi-̂ Tara кучиш Ох уциипг мусба')- йуналнши билан устма-усг туи1- 
са— мусбат ишора, уига тескари йуналса— манфий ишора о;и1нади.

F кучнинг Ох ук,ДЯ1’И проекцияси F^ ёки X  билан белгиланади;

F ^ ^ X  =  Fcosa, (2 .2)

2 ,5-раем, б даги ¡\ кучнинг х проекцияси хам шу тарзда
аиикланади; = /\ cosa ёки cos а  =  cos (180"" — ф) =  — cosfp бул­
гаии учун

X l =  /\ cos а  — —  Fy cos (p.

Шундай килиб, кучнинг бирор укдаги проекцияси скаляр миц~ 

дор булиб, куч модули билан кучнинг шу уц мусбат йуналиши би­
лан ташкил килган бурчаги косинусига купайтмасига тенг. Бу 
таърифга кура а  =  л/2 ёки а  ^  Зл/2 да X  =  0; а  ^  я да X  =  — F 
булади.

F кучнииг Oxyz координата уклари системаси билан таигкил 

1̂ илган бурчакларини а, р, у билан белгилайлик (2 .6-раем). У ;цолда
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2.7- раем,

диагонали Г га тещ- булгап параллелепипед (мос пшора бпла\\ олин­

ган) томопларппппг узуплиги (2 .2) га асосан F кучтп1г координата 
уцларидлгп нроелЦ!!яларини пфодалайдп:

X =  F cos а, У =  f  cos^, Z ^ F  cosy. (2.3)

Кучншл 'Модули лараллелепипеднипг диа1-опалнга тенг:

(2.4)

F кучиипг йуналишп1п1 топиш учуй пуиалтпрувчп коспнусларпп 

{2 .3 ) дан апицлапми.' :̂

X
(2.5)cos а  =

Г

F кучнинг бирор П те;<исликдагп проекциясиии аниклаш учун 

■шу текисликка Аа ва ВЬ перпендикуляр«'!арии туширамиз (2 .7-pacM)i

у \олда ah вектор Г куч1П1нг П текисликдаги проскциясипи и([)0-

л а .т а п л и  ка куиидагича белгила­

нади: аЬ "  f , -F кучиинг П те-

к!!слнк билаи ташк!1л !а-!лга!{ 

бурчагпни а  билаи белгиласак, 

кучиипг текисликдаги проекция- 

С и I и 1Н г модул и J F COS 0L tj.ор- 

мула ёрдамида аиицланади,

2 .8-рзсмда кучни!1г координата 

ут^ларидаги нроек1шялар!И1и бо!и- 

кача усулда тог1!ии тасвирлат-ан; 

дасглаб кучниш'' координата текис- 

ликларртдаги проекциялари (маса- 

расм. . ;ти, F ^ . ^ c d )  а и и к л а -
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нади, сунгра бу проекция координата текислигида ётувчи уч^ларга 

проекцияланади:

Л — С05 а ,

V =  С05 (л/2  —  а) 51п а ,

Z =  С05 у.

(2.6>.

2.5-§. Тенг таъсир этувчини аналитик усулда аницлаш

Кучни уиинг коордиц^иа уцларидаги проекциялари ва цуйилган 

нуцтасининг координаталари орцали топиш усули га аналитик усул­

да ашщАйш дейилади.

(/\, ^2.............кесишувчи кучларнинг тенг таъсир этувчи­

си (2 . 1) га кура ту  кучларнинг геометрик йигиндисига теиг. (2 . 1) 
ни координата уцларига проекциялаб, теиг таьсир этувчииинг коор­

дината уцларидаги проекцияларини аницлаймиз:

и п п

V-!

бунда Х^, бнлан / ’̂  кучнииг координата уцларидаги проек­

циялари белгиланган.
Теиг таъсир этувчииинг модули (2.4) га асосан цуйидашчаг 

аницлаиади;

\ г

йуналиши эса (2 .5 ) га асосан топилади:

\2
(2.7).

2.6-§. Кесишувчи кучлар системасининг мувозанати

Агар кесишувчи (F^, Г.̂ , кучлар системасининг тенг

таъсир этувчиси Я  нолга тенг булса, у холда бундай кучлар систе­

маси .мувозанатда булади, аксинча, кучлар системаси мувоза{1атда.

булса, тенг таъсир этувчи нолга тенг булади: — 0. Бу >̂ олда:

(2 . 1) цуйидагича ёзилади:

2 7 ,  =  0 . (2. 8)
V-!

Бииобарин, бир нуцтада кесишувчи кучлар системаси мувоза' 

натда булиши учун, мазкур кучларнинг геометрик йигиндиси нол­

ей тенг булиши зарур ва етарлидир.
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С2 .8) тенгламанинг геометрик 

маъноси цуиидагичадир: жисмга

Г,» . . . , кесишувчи куч­

лар системаси таъсир этсии{2.9- 
расм). Бу кучлар учун куч кут|бур- 
чаги ясалса, у ёпиц булади, яъни 

ма:жур куибурчакда биринчи куч­
нинг бои(И билаи охирги кучнииг 

учи устма-уст тушади. Куч куп*

бурчаги ёпиц булса, Я  ^ 0  була- 
да. Демак, бир нуктада кесишувчи кучлар системаси мувозанат- 
лашиит учун бу кучларга (^урилган куч купбурчаги епик бг]- 
лиши зарур ва етарлидир.

Тенг таъсир этувчи куч ^ = - 0  булса, (2.7) 1Ш эътиборга олсак, 

Я О, о, я, =  о

^ки

v=l

=  =  (2.9)

Бу тенглйклар кесишувчи кучлар системаси мувозанат шар- 
тининг аналитик ифодасидир. Демак, кесишувчи кучлар система­
си му{зо:йнатда булии|и учун кучлар1иигг .\ар бир координата \т̂ла- 

ридаги проекцияларининг йириндиси нолга ¡енг б^^1и[пи зарур ва 
-€тар.'и1дир.

Ёзувии цисцартири[и мацсадида (2.9) ни келгусида

S■^v==o. =  > ;2 , =  о (2 . 10)

куринишда ёзамиз.

Кеси1иувчи кучлар бир текисликда, масалан, Оху текислигида 
■ётса, (3.10) нинг учинчи тенгламаси айииятга айланади, Шу сабаб­

ли Оху текислигида ётувчи кесишувчи кучлар системасннинг муво- 
заиат шартлари цуйидагича булади:

= о, о. (2,11)
Статикада жисмнинг мувозаиатига оид масалалар цуйидаги тар­

тибда ечилади:

1. Мувозанати текшириластган жисм а1!ицлаиади.
2. Координаталар системаси танлаб олинади.

3. Жисмга таъсир этаётган 6ерил1'ан кучлар курсатилали ва 

-борланишларни реакция кучлари билаи алмаштириллди.
4. Таъсир этаётган кучлар цанда'! кучлар система .мни! таткил 

этишига 1̂ араб, уларга мос мувозаи.чт теиглзма.1ари тузи„'!ади.
5. Тенгламаларнн ечи(') !Юл1аълум кучлар апи!<;,напади, топилган 

•реакция кучи ишорасниинг мусбат булиши танлаб олииган йуна- 
Л ИИ 1НИ НГ турри эканлигиии, ман |шй булиш!! реакциянипг танлаб 

‘Олинга!! йут1алишга тескари йуналганлигиии курсатади.
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г
2.1-масала. АС па SC стерженлар 

узаро ва ьертяка«[ девор билаи и]яр- 
нирлар воситасида бириктирилган (2.10- 

расм, Í7). С шарнирга сгирлнги Р — 
=  1000 Н булган юк осилган. Атяп 
стерженлар орасидаги бурчак а  =  60" 
ва АС стержень билан девор орпсилаги 
бурчак р — 30“̂ булса, сте|)жс!1ла|'1 1 ‘!нг 
огирлигини NMCoóra олмай уларла хо- 
сил буладиган зурнкяшлар аниклаисгж.

Изо^. Оержень буйлаб йуиалтан 
чузувчи ёки сИ1^ув'ш куч стержендаги 
31'/р1щиш деб аталади. "ЧувуБми кучлаи 
фарк к»ли1 и учун сикувчи кучни маи- 
фии со'п билан ифюлалаймиз. Стержси- 

даги зури1^нш мн^дор жихатидан luy 
стерженнинг реакция кучи N га теиг 

б)^1ади.
Ечиш. С шарнирпи MOAanfí иуь^та
С иут^тага 1000 Н булгаи 

}^унилган.

2, Ю- раем .

лл̂ ,’нинг мувоя.чнагини ГСКИЛфЛМИЗ.
нертикал пастга иуиалгаи огирлик кучи 

ЛС ва ВС сгерженлариинг реакиия кучлари шу стсржсилар буПлаб

йуналган булиб, уларни м<к: равишда ríi билан беягилаймнз. Натижада

Я, Ni, N2 кучлар С нy^^тaдa кегишуачи кучлар системасини ташкил этади^

Жг ва N2 ни ани1^лаш учун кесишувчи кучлар системаси мувозанатининг гео-

мстрик шартидан фойдаланамиз.

(2,8) га кура {Р , N\, Л/2 ) кеси1 иувчи кучлар системаси таъсиридяги С hvk- 
та мувозанатда булиши учун уларнинг геометрик йигиндиси нолга були'”ч

керак:

~Р -Ь ^1 + "^ 2  =  О,

яъни Р , N j, N2 кучларга цурилгаи куч учбурчаги ёпиц бултни керак. Куч

учбурчагини чизиш учун бирор масштабда ихтиёрий D ну 1̂ тада Р  кучни узига

параллел равишда утказамиз (2.10-раем, б). Р  кучнинг боши D  ва учидаги Е 
нук,талардан АС ва“ ВС стерженларга параллел чизиклар 5тказами.з. Бу чизиц- 
ларнинг кесишгап нур^тасиш! К билан белгиласак, хосил булган DEK  учбурчак 
изланаётган ёгшг; куч учбурчагини ифодалайди. Бунда KD на ЕК векторлар мос

равишда Nt ва N2 реакиия кучларини ифодалайди. DEf( учбурчакнинг KD  вз

КЕ томонларини берилган масштаб бирлигида улчаб, Л/, ва кучларнинг мо- 
дуллариии аницлаймиз.

Ni ва N2 ларни DEK  учбурчакдан тригонометрик йул билан хам аняцлаш 
мумкин. )̂ 31̂ И1̂ атан ^ам, ясашга кура АВ [| DE, АС |[ DK ва ВС || ЕК булгаии

=  30° ва EJ(D =  а  =  60°, бинобарин, А РЕК  тугри бурчакли

Р  1000
/V, = -------= 1 1 ,5 4  Н ,

s in a

Л' 2  =  Я ctg а  =  1000 У  3"/3 =  Г)77 Н 

муносабатларии оламиз.

Ni ва N2 лар АС ва СВ стерженларнинг С шарнирга таьсир кучини, яъни 
мазкур стерженлар!ынг реакция кучларини ифодалайди. Сгерженлардаги зури 1^иш- 
ни топиш учун стерженларнинг сицилиши ёки чузилиши ни аницлаамиз. Лгар 
реакция кучи С шарнирлан стержень б^Н')лаб йуналса, стержень чузнлади; реак-

23

учун л:оя =  р
учбурчакдан



2.11 - раем.

иия кучи С 1 иарнирга йуналса, стер­
жень сиь^илади. Буни назарда ту­
тиб, топилган кучларии С шарннрга 
1^\̂йсак (2 .10-расм, в), АС сгержеиь 
чузилиши са СВ стержень си1<̂и- 
лишини курамиз. Шу сабабли 5 , =  

=  Л ^1= И 54  Н, 5* =  — Л'г =  
=  577 Н.

2.2- масала. 2 .II* расмла тас- 
вирлангаи АВ балка СО  стержень 
в<х:итасида горизонтал ?^олатда ту­
тиб турилади. Балка учига горизонт- 
га а  60° бурчак остида Р—30 кН 
куч таъсир этали. ^лчамларни раем- 
дан олиб, СО  стержендаги з5'рикиш
5 ва бал ка}) ИНГ деворга курсатади­

ган босими р  аниклаисин. А. С 
ва О иуь^таларга стержень ва балка ^иарнирлар носитасида бириктирилган. Си-р- 
-же]1 ь ва балкаларнинг окирлиги ?^исоб)а олинмасин.

Ечиш. АН балканинг мувозаиатини текширамиз. Вазнсиз СО стержеппинг

АВ балкона таъснрннн С нун;тадан О иу1^тага 1<;араб йуналган реакция кучи 

■билан алматтирамия. Л и]арнирнинг реакция кучинн Г<д билан белгилаГ ,̂

Rд нииг йуналиишни аии1^лат учуй бир текисликда ётувчи ва узаро параллел 

•булмаган учта кучнинг мувозанати ?̂ а1^чд.аги теоремадан фойдаланамиз. Бу теоре­

мага асосан Г, ва кучлар таъсиридаги балка мувозанатда булиши 

учун бу кучларнинг таъсир чизи1^лари бир нуь^тада кесиитши керак. Бииобарин, 

кучнинг таъсир чизиги хам Р ва кучларнинг таъсир чизи[<;лари кесн-

игадигаи Е нуктадан утади (2. II-раем, б). Шундай килиб, нинг таьспр

чизиги А Г билаи устмя-уст тушади.
Л' укни АВ буйлаб йуналтириб, АЕ билан х ут; орасидаги бурчакни би­

лаи Селгилаймиз. Кесишувчи кучлар системаси мувозанати иинг геометрик ва 
аиалитик шартларидаи ф ’ йдаланамнз,

1. Геометрик усул- Бу усулга кура Е, к д  кучларга ь^урилгаи куч

учбурчаги ёпи!'; бул1 ппи ке])ак. Куч учбурчагнии чизиш учун бирор масштабда 

ихтиерий Л| пу1̂ тада Е кучии узига параллел рав;)шда утказамиз (2.11-расм, в). 

Р кучиинг бои[н Л1 на учидаги N нуь;талардаи мос равишда АЕ ва ларга

параллел чизи!члар у 1 казиб, уларнинг кесишган ну1^тасиг{и К билаи белгилаймиз. 
Л/Л7\ излаиастган ёинк куч учбурчагини ифодатайди. Бунда ¡\К ва К М  лар

мос равишда RQ ва Рд реак[шя кучларни ифодалайди. куч учбурчаги-

н]шг Л'Л' ва КМ томонлариин берилган масштабда улчаб, ва кучлар­

нинг модулларини ани1^лаимнз. Ясашга кура курилган куч учбурчагииинг бурчак­
лари ]^у1 1 идагича буладн;

MNK =  £1,Л =  30^

NKM  =  LAE =  90" —  а .

Бинобарин, KMN =  60° +  а .

Рд ва ларни anni^iam учун синуслар теоремасидан фойдаланамиз:
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F Rr-
sin(90° — a) sin 30^ sin (GU' +  a}’

2.11-pacM, 6 дап; CE =  /?Ctg 60“ -  '[/З; AE У ' с Щ Ж ^  =  У Т ,

CE
sm a  — —

АЬ

AC 2 
cos a  =  -— ■ =  - =

?V7

A . y r

булгаии учук

f  sin 30"

F sin  (60°-[- a)
sin { — a)

F^in 30° 30* 1/2
---—  -  =  19,84 kH

t:os a 2V  7
F (sin 60" cos a  +  fiO° sin a)

cos a

з о / у з ^  2У7 1 . У 2 1 \
_  I 2 7 ^ 2  7 I

2У7
-  38.97 kH.

2. Аналитик усул. Мпс;к-1 ян'н аиалитнк усулда ечимг учун (2.11) тепгляма- 
ларни тузамиз:

\Х^ 0; — F cos 60" -f W^cos а  =  О,

V  ^ ~г А ^ =  О-

(1) нн эътиборга Ov'inf), Су -1 е 1 1 гламалард.чи ва R¿- ларии ани1^ла1 1 миз:

30.—
Е cos 60’’/?Д=.

2
cos а

= ____ ^  =  19.»4 кИ,
2У ?

^  /'cos ЗО'̂  -I- sin а  30 1/3 19,84
п/оТ

38,97 кН.

Балканинг яеворга курса 1 адисан бо­

сим кучи Q ми1^ло[) жихагидаи га 

тенг. йуналиши 9са унга карама-кармги 
булади, CD С1ерженда1и зу[)ии;иш1ш апи(̂ -

лаш учун ни С и\ктага к^уисак, у С 

■шарнирдаи С|ержень буйлаб íiyíia.iaTii, 
демак, CD стержень чу зил а ли.

ПТунда!! килиб, Q — — 19,8-1 kli 

.5 =  /?(; =  38.97 !íH.

<Vj \J 2,3-масала. В иу^;тала [оарпир ёг-ла 
м |Да узаро би; иктирилган rwpH чизи1̂ л’» 
бир жинсли Ап брус билан уки и.юиёри ' 

эгри чизи1\ шаклида булган ЙС стерженлаг 
битта горизонталда ётувчи Л па С таянчлар’ 
га >̂ ам шарнир носитасида \ицкамлэнга1 1 . 
АВ за ВС турри чизи!V^ap АС ¡угри чизи!^ 
билан ot=45° бурчак :>̂ осил 1^иладй. АВ брус- 
«инг орирлиги Р. ВС стержеиь орирлигини 
з^исобга олмай, Л на С таяичлариинг реак- 
«иялари аиик^лансии (2.12-раем, а).



Ечиш. Дастлаб ВС стерженнинг мувозанатипн текширамиз. Унга берилган- 
кучлар таъсир этмайди. bof/ifuiHUJAaii бушатиш ,\а(̂ ндаги аксиомага асосьн В ва

С шарпнрларпн борлаииш реакция кучлари R ва R(^ билан алмаиггирамиз.

ВС стержень R ̂  ва кучляр таъсирида мувпаанатда булади. 1-аксиомага 

кура бу кучлар микдор жнх,атидан тенг на бир тугри чизи!  ̂ буйлаб 1^арама-!^ар' 

ШИ lOMOHra йуналган булиши ксрак. Й куч В nyj^iara куч С  Hyi^iara- 

г^уйилгяни туфайли бу кучларнинг таъсир чизини ВС да ётади (2,12-расм, б).
Энди АВ брусиипг мувозанатиии тскширамиз. А ва В иуцталардагн шарнир- 

ларнииг тиъсириии реакция кучлари билаи алмаштирамиз, 4-аксиомага кура АВ 
брус ва ВС стерженлар мн1\Дор жи?^атидлн теиг ва бир турри чнзи1  ̂ буйлаб î a-

paMa-î apHJH томонга йуналган Я ^ ва кучлар билан бири иккинчисига-

таъсир этади. 1Иу сабабли =  ~  в ‘

кучнииг йуналтниии уч куч теоремасидаи фойдаланиб ани!^лаймиз. Тео­

ремага асосан, узаро нараллел булмаган И, R ва кучлар таъсиридаги

АВ брус мувозанатда булгани учун нинг таъсир чизири Р ва ларнинг

таъсир чизиь^лари кесишган О ну1^тадан утииди керак (2 .12-расм, в). Бундан таш- 

1^ари АВ брус мувозанатда булиши учун унга таъсир этувчиси Р, R  ва 

кучларга 1^урилган куч учбурчаги ёпи)  ̂ булиши керак. Ихтиёрий М  ну1 ^тада. 

ми1^лор ва йуналиши аниц Р кучии маълум масштабда узига параллел равиш­

да тасвирлаймиз (2.12-расм, г). М  ну(\таааи R нинг таьсир 4>-3HtH ВС  га, N

нук,тадан эса Rj^ пинг таъсир чизиги АО га параллел чиэш^лар утказамиз. 

Уларнинг кесишган ну!^тасини К Силаи белгилаимиз. AWf( куч учбурчагини пе- 

риметрн бу .ича Р  куч йуналишида шундай айланнб утамизки, натижада куч уч-
—̂ ^ f

бурчаги М ну1^гада снилсин. NK ва КМ векторл фи мос р а н и ш д а ва кучлар»

1 Ш ифодалайди. Л7( ва /(,М 1 Ш берилгаи масштаб бирлигида улчаб, ва 

ку':’ларнинг ми1^лори1 ж аиицлаймиз.

^'в ларнинг мн]^лорини AINK куч учбурчагининг DAO геометрик 

учбурчакка ухшашлигидан фойдаланиб >;ам аниь^лаш мумкин. Бу уч^^урчйклар- 
нинг мос томонлари пропорционал булади:

R^  _  й'в _  Р 
АО ~  W ~ A D '

2.12*расм, в да АП кесманинг узунлигини а билан белгиласак, £>£?== о , 

AB =  D B ^ 2 a ,  A D ^  У =  2 аУ Т , = а  У 5
тенгликлар уринли булади. Натижада (1) ни (^уйидагича ёзиш мумкнн.

Я , Rв

бУ»даи У Ъ  а 2 а У 2 ’

Р _ я У Т о . _ Р У 2
-----— . --- -— •

4 4

Ю 1^орида курганимиздек, булгани учун

РУ 2
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Ц  V

2.4- масала. А, В, С иукталордз 
шарнирли бириктирилган А В ва АС 
вазнсиз стержеилар AD нп постасида 
ушлаб турилади. А нуктага горизоитал 
текисликда ётуечи на уг текислиги Гж- 
лан V =  60“̂ бурчак ташкил атувчи

= 2 0  кН куч таьсир этади. АгарЛйС-

=  АСВг^ Р=45", ЛО£=а=-' 30° булса, 
сгерженлардаги зурни,иш па ипиниг та- 
ранглик кучи аии!\лансии (2.53-расм,й|.

Ечнш. Л иуь^танииг мувозамаятни 
текширамиз. Л nyi^ía AD ип ;((амда 
АВ ва АС вазисиз стержеилар восита­
сида ушлаб турилади,

Координаталар бошини А ну5^тада олиб, г уцш! вертикал ю('\орига куиалти-

ралшз, ху текислиги учуп F куч ёггаи горизонтал тскисликии оламиз.
Л Hyi^Tara таъсир этувчи кучларии курсатамиз (2ЛЗ-раем, б). А (¡yt^Tara го-

риэоитал текисликда ётувчи берилган F куч (Цуйилган. Богланишдан бучиатши

)^а1^идаги аксиомагя кур-з AD ипнинг Л »Vf^iara та1 .гири гярлиглик кучи 7’ >;ам'

ла АВ ва АС стержсилариипг таъсирини /Vj, /V̂  реакция кучлари билап алмаШ'

тириш мумкин. АВ ва АС стержеиларии чузилади де<̂  караб, ва N2 ларии 
А ну}^тала мос равии1 ла АВ ва АС буйлаб иуналтира.миз. Агар магалани ечгаида 
JVi ёки Мг маифий ишорали б\̂ тса, уларга мос стержень си^^илади.

А nyi^Taia \t\ Т, Ni, кесишувчи кучлар системаси таьсир этади. Л 
«ук;та учун {2,10) мувозанат тенгламаларини тузамиз:

=  0; f  sin V -  A'j cos p +  cos (3 =  0,

V  =  Ü; eos Y — A'i sin P eos a  — N2 sin eos a  =  0,

V  =  0; — Л', sin fi sin a  — /V̂  sin P sin a  -f- Г =  0. 

by тенгламалар системасини ечиб, иомаьлумларни аии1^ла!'|миз:

=  20,41 кН ,

sin V
- f -- }  = . - 4,09 кН,

cos р

Т =  f  cos — ''^.77 кИ,

Л/., нниг манфий ишорали булиши АС стержень биз ([юраз г̂ илгапдек чузил- 
йнай, Салки аслида синилитиии курсаитди.

З- боб . ТЕКИСЛИКДАГИ ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР ВА 

Ж УФТЛАР НАЗАРИЯСИ

3.1-§. Иккита параллел кучларни 1̂ ушиш

Таъсир чизи!^лари \\̂аро параллел булган к}'члар системасига 
параллел кучлар систсмаси деиилади.

Жисмнинг А т  в  нукталари1'а (Цуйилган па бир томонга нуР1ал-

ган параллел/^,, кучлар бер1!лган 6 > v ic h h  (3.1- раем). Бу кучлар-
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пинг тенг таъсир этувчисини то- 
пиш учун л ва й ну>^таларгз 
'¡лъсир чизицлари АВ ша ётувчи^ 
микдор жих,с!тидйн тенг, А В  буй­
лаб 1у1рама-1̂ арши томонга йу­

налган (Гу, Г^)соО системани 

jvyHMH3 . А ва в ну|^таларга цу- 
ни.лган кучларни параллелограмм

1̂ оидасига acocan 1'^ушиб, /"j-f- 

+  f-'з ва /?2 =  f  -2 + кучлар­

ии олампз. R i ва кучларнинг 

таъсир чизи5у^яри О иу]^тадз

кссиглади. О иун^тага /?, ва R^ 

кучлурш^ к>^п1риб, /?, ни Fj, кучларга, R^ ни F t \  куч­

ларга ажратамиз, О иуцтага цуйилган {/'3, / '4) 0 )0  булгани учун А ва 

В  Hyi'iTajiapra ^ 2  кучлар урнига О  nyivrara 1̂ уйил-

ган, ОС буйлаб ii>ч^aлгaн Т\ ва í\ кучларни оламиз. Бу кучлар- 
1Н1НГ тепг таъсир угувчиси уларнинг алгебраик йигиндисига тенг:

3.1- piiLM.

(3,1)

R ни тт.сир ЧИЗИРИ буйлаб С nyigara кучирамиз. Расмдаг! ОАС 
ва ОА.Л^ )<,амда ОСВ ва ОВ^В^ учбурчаклар ухшашлигидаи *̂ уиида-

АС ОС СВ ОС с  г  г   ̂
ги нрогюрцияларпи тузамиз: ■—  =  - ~ — -г~- ■ Бунда г^~ г

гз Fi Га
лигипи эътиборга олсак,

СВ

АС
(3.2)

хосил булади Пропорцияиинг хоссасига кура,

Л

СВ АС АВ
(3.3)

(,3 . 1) ва (3 .3 ) дай куиидаги натижа келиб чш^ади: быр томонга 
йСп-юлгон икки параллел кучнинг тенг таъсир этувчиси шу куЧ’̂ 

ларнинг алгебраик йигиндисига тенг еа шу кучлар билан бир mch 
монга йуналади. Тенг таъсир шувчининг таъсир чизиги эса 
кучлар куйилган нщ талар орасидаги масофани ички равишда шу̂  

кучларга тескари пропорционал булакларга булади.
;Ми1̂ ^дгфлари тенг булмаган (F^yF-i) параллел ва бир-бирига тес- 

Kapfi йупалгап иккита кучии j^yiunni учуй (3.1) ва (3.2) (}юрмула-

.чардаи фойдаланиб, F^ кучни ту куч билан бир хил йуналган

ва R кучларга ажратамиз. Буида F\ кучни В nyi^Tara т^уиилган ва
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— fa  деб {^арайммз (3 ,2- раем).

Шундай цилиб, (Я,, f.¿) сл) {R,

/■j). Бунла(/ ' , /■’.¿)соО булгани учун 

'2 - аксиомага Kÿpa уни тапитп юбп-

рши мумкии. Бинобарин, (/ ,, FjcoA\

(3 . 1) Bel (3 .2 ) га асосан теиг таъсир

этувчи куч R  ку1'1ила1Н шартларни 

1^аноатлантирали;

«  + Á  = Л ,  f- -  (3.4)
/W A¿

3 ,2- [viCM.

СКИ / 2 = / 2 булгапидаи

А’ - Г - Г , .

(3 .5) ИИ (3 .'1) нииг иккинчи формуласига куГто соддаланл'ирсак,

Г, £С 

F,, НС

(3 .5)

(3 .6 )

дМуиосаба'Е ни оламиз.
(3 .5) ва (3 .6) дан курамизки, мнкдор.три тенг бит маган '¡а 

бир-бират тескари йунааган шаатш параллел кучларнинг тенг 
таъсир этувчисн микОор жихатидан уларнинг, айи[>масига тсн-\ 

Тенг таъсир этувчининг таъсир чизиги яса Л В кесманинг катта 
куч г̂ 1Хшлган даволшда ётиб, uuj кесманн ташки равшида мазкур 
jajHACipea тескари пропорционал булакларга булади.

(3 ,4 ) Ra (3 .5 ) дай (¡Ю11даланиб, теиг таъсир '^tv;vih куч куии.ити! 

С  nvKTaiiH тонамия:

ЛС = АВ.
t\-F,

3 .2- §. Жуфт куч )^а!^ида тушунча

Бир-бирига тескари йуналган, кпи'̂ дор жихатидан теиг 

паралле.;! кучлар системаси -жуфт куч (цис1сача pfcycpm) деб

Жуфг куч (Г,, билаи белгиланадн (3.3- раем). Жуфт

э т у в ч и  куч.П ар1И !НГ П'.ЪСИр ЧИЗИ1\Л^1Р*^ 

орасидаги энг î HCKa масофага ж уфт - 
нинг елкаси денилади на у h би,1ан 
<)<̂ ’̂]гиланади. Жуфт ётган текисликка 

ж уф т н и н г ти^кастги ле1’1илади.

Моду л.лари те МЛ' булмаган {¡\'yF.,)

«ккита бир-бирига теска jjh ¡'пналган

парал;!Сл 1:учларни кJ“иJишдa F̂¿ куч­

нииг моду';и муг'гасил орта бориб, f ,  3.3-раем.

(3 .7)

иккнтл

ата.1ади.

ташкил
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нинг модулига яки и лата боради деб 1<:арасак, {F^, Г  2} кучлар система­
си лимит >^олатида жуфт кучии ташкил эт̂ кчи ,\амла (3.5) ва
(3.7) га асосаи кучларнинг теиг таъсир этувчиси нолга интилади; 
теиг таъсир этувчи i^yí'ii^qiíiH nyina эса, кучларнинг таъсир чизири- 
дан чскси'.нликка узок/к'ипа óopíWL Буидан кчрлмизки, жуфт куч 
учун тенг таьсир этувчи куч тушунчаси маънога эга эмас.

Шундай килиб, ж ус] л кучии би1та куч би;!ан алмаштириб бул­
майди. Жуфт куч, ба.мисоли кучдск, статиканинг мустацил элемеити 

:;исобланади.

3.3- §. Куч моментининг алгебраик н̂ иГшати

Жис>.И1инг ]^узгалмяс нукта (ёки уц) атрофидаги айланма >̂ ара- 

катиии ант^лаш кучиниг моменти тушунчасига богли!^ Шакл текис­
лигига перпендикуляр yi\ атрос1)ида an/iana оладиган жисмга шу те-

кисликда стувчи Г куч таъсир этсин. У 1у!ииг ша]<л текислиги билав 
кесишган иуз^тасиии О билаи белгилайлик (3.4- раем).

О ну(^тадан f  кучнинг таъсир чизирига перпендикуляр тушира-

миз. Бу перпендикулярнинг узунлиги h берилган F кучнинг О ну(̂ - 
тага нисбатаи елкаси дейилади. Куч моменти хисоблаиаднган Hyî - 

тага момент маркази дейилади.

F кучнинг G нуцтага нисбатан моменти деб, мос шиора 
билан олинган куч модули F ни куч елкаси h га купайтмасига 

тт?. катталикка айтилади. Куч моментининг алгебраик 1̂ иймати

Мо (F ) билаи белгиланади ва у куйидаги формула ёрдамида анит̂ - 

ланади:

M o (F )^± F - h . (3.8)

Агар”?  куч жисмни 3,4- расмдагидек О нукта атро ',л1да соат 
стрелкаси ;^аракатига тескари йуналишда айлантиришга интилса, 

куч момеити мусбат, акс }\олда манфий хисобланади.
Кучнинг ну}^тага нисбатан момеити куйидаги хоссаларга эга:
1. Кучнинг микдори ва йуиалипп1ни узгартирмай таъсир чизири

буйлаб ис1алгаи fíyf<jTara кучирилса, куч 
моменги узгармайди (чунки куч елкаси 

узгармай ь;олади).
2. Агар кучнинг таъсир чизиги мо­

мент марказидан утса, унинг шу ну1̂ та- 
га писбаган момеити нолга тенг булади 
(чунки куч елкаси нолга тенг булади).

3.4- расмдан курамизки, кучнинг Hyî - 
тага нисбатаи моментининг абсолют ¡̂ ий- 

мати (3.8) га асосаи кучнинг боши ва 
учини момент маркази билаи туташти- 

ришдаи хосил бхчтгаи АОВ учбурчак юзи- 

3.4* раем. нинг и;{киланганига теиг;
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М о  (F ) (3 ,9 )

Кучиинг Hyi^Tara иисбатан мо­
менти тушуичасидаи фойдаланиб, 

'Иккита [|арал.1ел кучиинг тенг тяъ 
сир этувчиси i';\iÍH;iraH ну[^тани 
1^уйидагнча тал!^ии }̂ илиш мумкин.

(3.2) проиорцияин Fi-AC^F.¿‘CB

^куринишда ёки ( f j  

куринишда сзя оламиз, Куч момеи- 

тининг ик.юрасини хисобга олсак, 
охирги тенглик куиидагичаёзнлади; 3,5- раем.

[Цундай (^илиб, иккита параллел куч1нй1г тенг таъсир этувчиси 

'1^уйилган нуг^та шу нуз-̂ тага нисбатан мазкур кучлар моментлари- 

/«ИНГ йигиндиси нолга тенглик шартндан аниь^лаиадп:

6  ^ 3 .1 -  масала. Агар трактор огирлск \;арказининг координзтялари/i- 731 мм, 
0= 813  М.М булса, трактор А нуь̂ та ^профили агдарилии кетма|"|дигак буйлама 
устуворлигини каноатлаптпрувчи а  бурчак аникламсим (3.5- раем).

Ьчиш. Трактор А i!,yi\Ta ат[о(1’|[да аглярилиши олдида уиииг огнрлпк кучи

G нииг Л нуцт^1 га иисбатаи момент >;амда Б ну1<(Тадаги реакция кучи иолга 
теиг булади:

Ма ( с )  - ^ а - Х = 0  ( I } ;  / ? л = 0.

Бунда X билаи С кучиинг А нуктага иисбатан слкаси белгиланган. (3.5) расм­
дан X учун цуйидаги ифодани оламн:н:

х—п COS га —  /i sin ос (2)

(1) да ОфО  булгани учуй х=0  ёки
а cos а  — Л sin сс =  О,

а «13
Бундан tg (X =  —  =  =1,14С2 хамда о;^'1& '^45' булии иии апнь^ла; миз.

Шундай {^нлиб, а<48 '" булса, гракюр А hví^tí] атрофида агдарилиб кег* 
майди.

3.4- §. Жуфт кучнинг моменти

Жуфтнинг момента деб, jmoc ишора билан олинган оюуфт 
ташкил этувчиларадая барининг линфорини ж уф т  елкасига ку- 

пайтмасага тенг катталикка айтилади. Ж уфт момента М би­
лан белгиланади:

M ~ ~ ± F ,- li- ~ ± F ,- h .

ЖуФ>т Ж1ТСЛШИ солт стрелк;5сп >;лракатнга lecFiapti йуиалишда 
айлантири1лга инти/ica, уииР5г люменги мусбат, соат стрелкаси л;а- 
ракати бу/'1ича анла1Г!ирншга интилса, маифнй ишора билан олииади.

Теорема. Ж уфт ташкил эпгуечи кучларнинс оюуфт текислиги- 

даги ихтиерий нуктага нисбатан моментларининг алгебраик 
йигиндиси ж уф т  моментига тенг.
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Исбот. (F^, F2) жy:fл■ текислигида их­
тиёрий О Hyi-̂ raHH олиб, ундам жу(|тг ту- 

зувчи кучларнииг Тссьсмр чизи1̂ ларига 
перпендикуляр 0D  чизт^пи ÿîKaaaMHa 

(3.6- раем). C D ^h , Fi-^F^ эканлигиии 
эътибг)рга олиб ¡';уйидаги теигликми ёзиш 
мумкин;

MoiF, ) -1- Ma (К) ■ ОС+ F^ OD== 

-F ,-O C  \-F,{h+OC)-^F^-h^M.

Момент маркази учун А ски В nyi^-
таия олсак,

AÎ-AL,(7\) (3.10)

яъни жуфт момеити, жу|я ташкил этувчи куч;1ардаи биринииг ик­
кинчиси 1\уйилган iiyi- îara iiiicoaiau моментига тенглиги кслиб чи- 
ь;ади.

3.5- §. ЗкЕИйалспт жуфтлар хацидаги теорема

Жуфтнинг асосий .хоссаларини и;родалаидиган к̂ уйилаги теорема­
ни исбоглаймиз.

Теорема. F>up текис ликда с туты, моментлари тенг ва айла­
ниш йуналиш лари вир хил буллт  u \ k îî  ж уф т  узаро эквибалешп 
булади.

Исбот, Бир текисликда стуичи (/'), F.̂ ) ва (Q, Q.) жуфт кучлар­
нинг моментлари тенг:

F Ji,= ^Q ,h , (3 .11>

са айлаиип! йуиа.'ииилари бир хил булат. }\уйидаги икки > о̂лнп 
а.юлида Курамиз:

а) П текислнкла стувчи (У-\, /\) ва (Qj, Q^) жуфтларнинг таш- 

кил этувчилари параллел булмасин (3.7-расл!), F^ кучни таьсир
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ЧИЗИ1^лари АВ ва AD да ётуичи /'^ ез I  ̂ та шкил этувчиларга, ^г

кучни таъсир чиз]!клари ВС вт Л ■> ля ёту'^чи ва ташкил

этувчиларга ажоатммиз: = - Г . . í\, - h f Матмжада {F ,̂ Г.) со

(^ 3, F^, f j ,  хосил булади. Ясалишига купа i f  .. F j  j:> О (rym m i 

учун

(Г,, 7^). (3.12)

Энди /^5—Qi экаилпгпии псботлаГогиз. Б\иинг учун (/'i. /■,.) ж\ч1)т- 

1ШПГ момеити (f'j, /',,) жу ртиин;- >,io.\[enr;tra теиглигпии исботлаЛ^гпз. 

i^v  ^ 2) жуфтниаг мстгптп F.,-hĵ  га ски расмча mrpFix,итгаи ЛВМ

учбурчак юзаси1гинг иккилангапнга тенг; (/'^, f . )  ;куфтиинг мо.менти 
эса/'.-Л^ ёки /ISiV учбурчак юзасииииг иккплангапига tcfip. Бу уч- 

бурчаклар умумий АВ асосга эга ва билаидликлари '¡еиг булганидан 
уларнинг юзалари узаро тенг. Бинобарни, F .y ih—F.^-h... Бу теи!’ликни

(3.11) билан солшнтирсак, F^-h^--^Qi-h, ёки}^,-=-^, келиб чнк̂ ади. Шун­

дай 1̂ илнб, (7^, fT)co(Q^ qT). (3.12) га асосан ( / ^  Й *  
яъни (а) )^олда теорема исботланди.

б) (^ 1, / '2) ва ((¿J, Q J  жуфтлариинг ташкил этувчилари нараллел 
ва уларнинг моментлари тен1' булсии (3.8-расм):

F,-AB=-Q,-CD. (ЗЛЗ)

Бу :^олда мазкур жуфтлариинг эквивалент булншиии исботлаш учун

С ва D  ну1̂ таларга фаз^ат (Qj, Qg) x ÜB a ( Q 2, (^4) со О мувозанатлашган

кучлар системаси 1̂ уйилган деб карайлик. F^ ва нараллел куч-

ларнп 1̂ ушнб, Е ну1<;тага куйилган R кучни оламиз. Бунда

R ^ F y ^ Q , ,  F ,.A F ^Q ,- F D

булади. Q4= Q i бул;пиини назарда тутиб охирги теигликдан 
ни айирсак.

F^{AE~AB)=Qy{FD~-CD) ёки F,-BF^-Q,-ЕС-

Худди шунингдек, / о ва Од куч-

ларин 1̂ ушиб, кучни оламиз. ^

(.'■ 14) да F i ^ f ^  ва Qi=-=Q.t б\лн- 

П1ИИИ эътиборга олсак, f \ , 'B É  =
=^^Q^‘ EC те;н'лнк уринли б\\тади 

.vi-vi;ui

Шундай 1'^нлнб, R^ куч хам Е  нуг;-

тагл ва R га 1-:арама-

K.!¡t;iiM йунгвлгаии учун (/^, íRj)coOb3

(/'„ /',) жуфт куч уриига ( ^ ,  q 3  
><ууфтпи оламиз. 3 .¿-pac«.

(3.13)

(3.14)

X

.4̂

--—л
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Шундай 1̂ илнб,

(■̂ 1̂1 Р 2» ^ 1» Q 2̂  Q■¿̂ ^ 1» ^11 Q2)^(Q l>  Q 2)>

нъни (б) ^¡олда т̂ ам теорема ’исботланди.Щ
Исботланган теоремадан куйидаги натижалар келиб чивдн:

1) жуфтни уз текис лигида ихтиёрий равишда кучирсак, 
■щфпншгг оюисмга таъсири узгармайди', 2) жуфтнинг моменти 
ва айланиш йуналишини узгартирмай унинг ташкил этуонилари 

ва елкаси узгартирилса, жуфтнинг жисмга таъсири узгармайди.

З.Р- §. Бир текисликда ётувчи жуфтларни 

Текисликдаги жуфтлариинг мувозанат шартлари

Теорема. Бир текисликда ётувчи ж уфтлар системаси битта 
жуфтга эквивалент булиб, унинг моменти берилган жуфтлар 

моментларининг алгебраик йитндисига тенг.
Исбот. Жисмга бир текисликда ётувчи ва момеитларн М^, Л1з, 

/И;, га тенг жу(|)тлар таъсир этсин. Шартли рави1лда жуфт кучларни 
ёйсимон стрелкалар билан тасвирлаш мумкин (3.9- раем). Эквивалент 
жуфтлар ,\;ан;идаги теоремага асосаи, берилган учта жуфтии момент- 
ларипи узгартирмай умумий к елкага эга б^чтгаи, ташкил этувчила-

ри А ва В ну1̂ таларга куйил]-ан (Г], 1-\), (Б., учта

жу(|плар сисгемасига келтирамиз. Буида к=М ^, Б-^-Н=М2 ,
^  Л'/у, А на В иу1<;таларга ¡куйилган кучларни а..’ю?{Ида-ало^{яда

1 б, А иуи^тала ва В нуктада /?2 кучларни оламиз. Бунда 
/'иН /д, Матижада берилган жуфтлар сис­

темаси тенг тагсир этувчи ж уфт  дсб аталадигаи (R l,R 2) жуфтга 
1(слтирилади ва унииг моменти

М = R , -Н^Б,-к— Б.,■ ¡1 -1-^5• П=Л4у+Аи + АЬ

формуладан ани!^ланади.
Учта жуг[>т учун теорема исботланди. Ху,ади шунингдек’, бир

текисликда ётувчи ва моментлари

М и  м , . уИ,; га тенг булган
п та жуфтлар системасини г^уишш 
натижасида битта генг таъсир этув­
чи жуфтии олиш мумкин хамда бу 

жуфтнинг момеити

Л'! =  М 2 +  М ч  —

\’=1
(3.15)

3.^-' пасм.

Исботланган теоремадан курамиз­
ки, текисликдаги жуфтлар систе- 
лшси лиувозанатда булиши учун 

берилган жуфтлар моментлари-
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нинг алгебраик йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва ет ар­

лидир:

0. (3.16)2 :

у
3.2- масала. Мувозанатлашган учта жуфт бир текисликца ётади. Бу жуфт- 

ларни ташкил этувчи кучларнииг мш-^лорлари мос равишда 2 Н , 3 Н  ва 5 Н; 
елкалари 3 м, л: м ва 6 м; биринчи ва учинчи жуфтларнинг моменти мусбат, 
иккиичн жуфтиинг момешл .манфни [^нйматга эга, [кки! 1 чи жуфт елкаси х то­

пилсин.
Ечиш. Жуфтларнинг моментлари 1<,уйидягига тенг;

М 1 = 2 .3 = 6  Нм; М а= — Зл: Нм; Мз==5-6 =  30 Нм,
Жуфт кучлар мувозанатда булгаии учуй А\ 1  фМ.^+Мз—О ёкн б— 3л:+30=0, 
Бундан д:=12 м келиб чикади.

4-боб . ТЕКИСЛИКДАГИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

4.1-§. Кучни узига параллел кучиришга оид лемма

унга

параллел

нккннчи

Агар жнсмга таъсир эгувчи кучлар бир текисликда ётса, 

текисликдаги кучлар системаси де(1илади,
Кучнинг жисмга таъсирини узгартирмай, уни ;узига 

равишда бир ну1̂ тадан келтириш маркази деб аталадиган 

ну}^тага кучириш масаласи 1804 йилда фран­
цуз ОЛИМП Л. Пуансо томонидан исботлан­

ган 1̂ уйидаги лемма билан ифодаланади:

Лемма. Жисмнинг бирор нуцтасига 
г^рйилган куч, жисмда олинган ихтиёрий 
келтириш марказига цуйилган худди шун- 
дай кучга ва моменти берилган кучнинг 
келтирши марказига нисбатан моменти- 
га тенг жуфтга эквивалент булади. 4,1-раем.

Исбот. Жисмнинг л нуцтасига Г куч »цуйилган булсин {4.1- 

расм). Жисмнинг ихтиёрий О нур;тасига таъсир чизири Г га парал­

лел ^")соО системани куя^^^з. Бу ноллик системанинг ташкил 

этувчилари ]^ ' =  Г булсин. Натижада Г  сп{Г, Г ' , Г"), ле~

кин (Г, Г' Р") кучлар системаси О ну}^тага {̂ уйнлган Р ' кучга ва

|,(Л Р')жуфтга эквивалент булади. Г") жуфгнинг моменти Р куч­

нинг О пу1̂ тага нисбатан моментига теяглиги жуфтлар назариясидан 

^цаълум: Л1 — М о (?).

Шундай т̂ илиб, А ну1̂ тага ¡цуйилган Р куч, келтириш маркази 

га {цуйилган Р кучга ва моменти М  = М о{Р ) булган {Р', Р'') 

"Куфтга эквивалент булиши исботланди.Щ

^  Кучни узига параллел равишда кучиришда з^осил булган жуфтга 
1̂ и л г а н  ж уф т  дейилади.
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4.2-§. Текисликдаги кучлар системасининг бош вектори 

ва бош моменти

Жисмни[1Г Ло, . . .  , A,¡ Hvi^Taларига бир текисликда ётувчи

Fu F^, . . .  , /^„кучлар таъснр этсии (4.2-раем; аниклик учун расм­
да /7 ~  3 }^олини курамиз). Пуансо леммасига кура, кучларни 

О марказга келтириш натижасида берилган кучлар системаси О нун,-
— - к  —

тага 1̂ уйилган F\= F F ' ^ ^ F ^ ,  . . .  , F '^= F ^  кучлар системаси 

ва .моментлари

М, =-- ( f  j), M , =  ( f ,), . . .  . == Mo ( f 7 )  (4.1)

булган р^ушилган жуфтлар системаси {F ,̂ F\), (f ,̂ f"), . . .  , {F^, f ' )  

ra эквивалент булади.

О марказга цуйилган f j ,  f ' ,  . , .  , F'̂  кучларни гсометрик î ÿ- 

hjh6, кучлар системасининг бош вектори деб аталадига^! битта R '
П — V

кучпи оламиз; R ' ^  2

(4.2)

Бинобарии, кучлар системасининг ваш вектори берилган (4,2) куч- 
ларнинг геометрик йигиндисига тенг булади.

Бир текисликда стувчи (/'j, Г,), (Z' ,̂ F"^, . . .  , {F^, F'[) жуфт- 

ларги! h;yíHn6 , моменти Aí^ га lenr битта жуфтии оламиз. Бу жуфт- 

нипг моменти (3.15) га асосан мазкур жу(|)т,тар моментларининг 
.■и1гебр;ии; 1’п!гиндисига тенг: (^-l) га асосаи

/И„ =  у  « о  ( f  (4.3)

Mq га текисликдаги кучлар сис- 

темасининг вош моменти дели­

ла ди. Дсмак, текисликдаги куч- 

лар системасининг бирор мар- 
казга нисбатан бош моменти 

ташкил этувчи кучларнинг шу 
марказга нисбатан моментла- 

рининг алгебраик йигиндисига 

т.енг.

Шундай i'jH.'Ho, г.уГтдпги 

те ОГ) е \ 1 а i [ с (')0 т л а п д 11 : п' г кис. i и.к~ 
; аги кучлар системасини 6u¡)op

О марказга келпип)’.си нагттса- 
сида бу кучлар системаси кел­

тириш марказига куйилган ooui 

еектор R ' га тенг битта куч.

гь



:^амда моменти бош момент Мд га тенг битта жуфтга экви­

валент булади.
Бу усул га текисликдаги кучлар системасини Пуансо усули би- 

лап берилган марказга келтириш дейилади.

Умумий ^олда текисликдаги кучлар системаси ¡[¡акат Н' га эк­

вивалент булмагани туфайли, Н' тенг таъсир этувчи{П[ ^¡юдала- 

майди. Бош вектор берилган кучларнинг геометрик йигиндисига 
тенг булиб, келтириш марказига боглш^ булмайди. Келтириш мар­
казиии узгартириш натижасида куч елкаси, де.мак бон: ^юмент \'з- 
гаради.

Бош вектор Н' нинг мицдор ва йуиалиитнн аналитик усулда 
ани1̂ лаш учуи келтириш марказида, куЧо'!ар стган тскисликда бх ва

Оу у^^ларии утказамиз (4.2-раем). кучнинг коорд[шата ук;.7ари- 

даги проекциялариии R ' нинг проекциялариии ва R'̂  ̂ би­

лаи белгилаймиз. У  холда (4.2) ни координата у]\ларига проекн,ия- 

лаб, /?' Вс1 R ’ ии aши ;̂лaймиз:У

Бош ЕСкторш1иг модули са йуналиши !чуГшдагича а|г-!к. 1аиад1г:

CO.S (А!', х) ~  cos {R\ У) -f-- (!.5)

Агар бош вектор R ' О, яъни берилгаи кучларга к.урилгаи куч‘ 
куибурчаги ёпи!< хамда бош мо.\1е.и г О булса, тскисл1ич'даги

кучлар системасини момеити га тен1̂ бптга /ку(Ьт кучга ¡.елти- 

рилади. Бу хрлда келтириш марказини узгартирган билац бош .мо­
мент узгармайди.

4.3-§. Текисликдаги кучлар системасими тенг таъсир 
этувчига келтириш. Вариньаи теоремаси

Жнем га бнр текисликда ётувчи {1\, t\, . . .  , /\,) кучлар систе­

маси таъсир этсин. Бу кучлар системасини ихтиёрий О марка.^га

келтириб, О нутага куйилган R ' =  у. бош векторга теиг битта

кучни ва моменти ( f j  га теиг би г га жуфт кучни ола­

миз. 1̂ уйидаги икки .^олии к\фамиз:

1. Таилаб олинган келтириш маркази О иухта учун бош ^foмeнт 
M q =  0 булсин. Бу }̂ олда текисликдаги кучлар системаси О nyî -

тага 1̂ уйилган битта R ' кучга эквивалент б\Ч1ади, яъни куриласт-
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ran ^олда бот вектор тенг таъсир 

этувчи кучни ифодалайди: R ' =  R 

?^амда (/\, Г 2, . . . , со /?.

Шундай 1̂ илиб, берилган кучлар 
системасининг О нуктага нисбатан бош 
моменти нолга тенг булса, бундай 

кучлар системаси таъсир чизиги О nyi^- 
тадан утувчи тенг таъсир этувчи куч

4.3 -раем. га келтирилади:

2. Умумий }^олда текисликдаги кучлар системасининг тенг таъ­
сир этувчисини аниь^лаш учун моменти га тенг жуфтнинг таш­

кил этувчилардан бири (— Щ ни шуидай танлаймизки/ у ми1̂ дор 

жи)^атдан га тенг ва йуналиши унга ь^арама-1̂ арши булсин. На­

тижада 4.3-расмда тасвирланган (^, —  R) жуфт кучни оламиз. Бу 
жуфтиинг моменти

формула билан анш^лянгани учун унинг елкаси

Л =  (4.6)

теы ликдан топилади. Шундай 1̂ илиб, текисликдаги берилган кучлар 

с 1тстемаси R ’ кучга ва айланиш й^^алиши га мос булган {К —̂

— R) жуфтга эквивалент булади, лекин {R\— О б>Кагани учун 
берилган кучлар системаси О нукдадан 00 ' — h масофада ётувчн

О' ну1\тага 1̂ уйилган битта R ^ R '  кучга эквивалент була­

ди. Бинобарии, R' ф  О, О булган холда текисликдаги кучлар

системаси R тенг таъсир этувчига келтирилади.
Вариньон теоремаси. Текисликдаги кучлар системаси тенг 

таъсир этувчисининг шу текисликдаги ихтиёрий нуктага нисба­
тан  моменти, ташкил этувчи кучлардан мазкур нуцтага нисба- 
тан  олинган моментларнине алгебраик йигиндисига тенг, яъни

• 'И „ № ) = 2 М о (?■.)• (4 .7)

Исбот. 4.3-рас.мдан курамизки, R  тенг таьсир этувчинииг О nyi^- 

тага нисбатан моменти A ip( /? )= /? • /г. (4.6) ни эътиборга олсак,

*)бунда >  О деб фараз ь^илдик; агар <  О булса, Mq — —

I 1h ~ !—— i- формула 5ФННЛИ булади.
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MQ{R) — М^. 5̂ 3 навбатида (4.3) га кура Мд бош момент ь̂ уйида-

гича ани1̂ ланади: ^  2  • Охирги иккита тенглнкларни со­

лиштириб, (4.7) уриили б5^тишини курамиз. Щ

4.4-§. Текисликдаги кучлар системасининг мувозанат 
шартлари

[©¡«^орида курганимиздек, текисликдаги кучлар сист?масиии 

бир нуь^тага келтириш }1а 1ижасида бундай кучлар системаси 1̂ ' Ф  О 

булса, тенг таъсир этувчи кучга; R ' ^  О, Ф  О булса, битта жуфт- 

га эквивалент булади. Лекин текнслнкдаги кучлар системасини шу 
текисликдаги ихтиёрий О нут^тага келтириш натижасида бир ва1̂т-

—>■
нинг узида бош вектор R ' >̂ ам, бош момент хам иолга тенг бу­

лиши мумкии, яъни

-  О, О, (4,8)

ёки

(4 .8 ) ёки ( 1.8 ') тенгламалар тскисликдяги кучлар систсмаси .муво- 
занатииинг зарур в̂ 1 старли и1арт1и1и ифодалайди. Х,ар̂ и1̂ атан .\ам

(4.8) даги 1иартн]П!г бирортаси бажарилмаса, масалаи, Н' Ф  ^ булса, 
тскисликдаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига келтирилади 

ёки ф  О булса, кучлар системаси жуфтга келтирилади. Натижа- 

дя хар икк̂ й’га холда ха.м кучлар системаси .муоо.занатда була ол.\:ай-

ди. (4.8) нинг старлилиги шуидан иборатки, /?' — О булса, текис- 
лг!кдя1и кучлар системаси момеити A1(J га тенг жу<[)тга ксмтирила- 

ди, лекин ~  О булгани учун бу кучлар систсмаси мувозанатда 

булади.
(4.4) ни эътиборга олсак, (4.8) ёки (4 .8 ') урнига текисликдаги 

кучлар системаси мувозанати шаргларииинг аналитик ифодаси учун 

1̂ уйидагн тенгламаларни оламиз:

V  X .  =  о, V  к ,  =. о, V  Мд (Т,) =  0. (4.9)

Демак, текисликдаги кучлар системаси мувозанатда булиши 

учун кучларнинг шу текисликда ётувчи иккита координата уцла­

рига проекцияларининг йигиндилари ало>{ида-алохида нолга тенг 
еа шу текисликдаги ихтиёрий нуцтага нисбатан моментларининг 
йириндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Текисликдаги кучлар системаси мувозанати нинг яна 1̂ уйидаги 

шартларини келтирамиз,
I. Текисликдаги кучлар системаси мувозанатда булиши учун 

барча кучларнинг шу текисликда ётувчи ихтиёрий икки нуцта- 
( нииг ^ар бирига нисбатан моментларининг йириндиси ало.\ида~

39



алохида нолга тенг ва мазкур нукт алардан ут увчи т ррри ч и зЩ ' 
перпендикуляр булмагаи укдаги проекцияларинииг йигиндиси  

нолга тенг бгулииш зарур ва ет арлидир:

S Л1а ( ? v ) 0. М, (FJ =. О, 2 = О- (4.10)
Кучлар системаси мувозаиа|да булиши учуи бу шарт ларнипг ба­

жарилити зарурлиги бевосита (4.8) дан келиб чш^ади. Чунки (4,10) 

дан бирортаси бажарилмаса ёки ф  О { М ёки булиб,

бундай кучлар системаси мувозанатлашмайди, (4.10) даги шартлар 
система мувоза}1атда булиши учуи етарли эканлигини исботлаймиз. 

(4.10) даги шарглардан биринчи тенгликии(]г бажарилишн А nyi^iara 

нисбатан бош моментнинг нолга тенглигини ифодалайди:

Бу .>;олда текисликдаги кучлар системаси Л нуЕ^тадан утувчи тенр 

таъсир этувчига келтирилиши мумкин (4.4-раем). (4.10) шшг иккин­

чиси ва Вариньон теорсмасига асосан /И^^(/^) — V  (f^) =  О тенг-

.тик бажарилади. Бинобарин, =  О ёки R  Ф ^  булиб, R  нинг таъсир 

чиз11РП В ну1̂ тада[] хам утади; яъни уиииг таъсир чизири АВ да 

€т̂ |ди. (4.10) нинг учиичи шартига кура — х АВ

га перпендикуляр булмагани учун охирги тенглик cjiaî aT =  О бул- 
гапдагина бажарилади, яъни кучлир системаси мувозанатда булади.

2 . Текисликда ётувчи кучлар сист емаси мувозанат да булиш и  
учун барча кучларнинг ш у текисликдаги бир m ijFpu чизикда ёт~ 
л:с>йдиган учта иикт анинг хар бирига нисбат ан момеит ларининг 
йигиндиси ал охи д а-aaoxjida нолга тенг булиш и зарур са етарли^ 
дир:

4. 1- р-;СМ,

=  (4.11)

Бу шартлариинг зар\р.-лии 
ху^1Д!1 слд1П!ги .YVi дагидек 

исботланади, (4 . 11) и]артлар 
сиелсма мувозанатда бултии 
учун етарли экаилиги теска- 
рисиии фараз ксилит билан не­
бо г л г> над!;, (4.11) ша ртла р ба- 

жарил1П11;;га ¡^арамай, кучлар 
сиотол:аои мувозанатда бул- 
маслиш учун бери.'!ган систе­

ма бир вацтиинг узида ‘ А, В, 

С ну1̂ талардаи угувчи тенг 

таъсир зтувчнга келтирилиши 
керак (4 .4-раем). Бунинг бу­
лишн мумкии эмас, чунки Л,

В, С нукталар бир турри чи-
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зи1у1а ётмайди. Бшюбарин, (4 .11) шартлар бажарилса, кучлар сис­
темаси мувозсиштда булади.

4.5-§. Текисликдаги параллел кучларнинг мувозанат 

шартлари
—̂

Бир текисликда ётувчи , Г„) параллел кучлар сис­
темаси берилган булсин. Оу уь̂ ни кучларнинг таъсир чизирига парал­

лел йуналтирамиз (4.5-раем). Барча кучлар (?д: у(^1̂ а перпендикуляр 
булгани учун :^ар бирининг Ох у1;даги проекцияси нолга тенг бу'­

лади. Натижада (4.9) нинг биринчи тенгламаси айниятга айланади 
ва текисликдаги параллел кучларнинг мувозанат шартлари 1̂ уйида- 

гича ёзилади;

=  S ^ o (? 'v )  = 0 - (4.12)

(4.12) дап курамизки, текисликдаги параллел кучлар муеоза~ 
натда булиши учун ташкил зтувчи кучларнинг алгебраик йирин­

диси ва шу текисликдаги ихтиёрий ну/^тага нисбатан момент­
ларининг алгебраик йириндиси ало^ида-ало)^ида нолга тенг були­
ши зарур ва етарлидир.

Агар бу кучлар системаси учун (4.10) ёки (4.11) ни татбш^ эт- 

сак, (4.12) урнига ¡куйидаги ифодаларни оламиз:

4.6-§. Ричагнинг мувозанати

О пуктадап Оху тскисликка перпендикуляр утган уЦ атрофида

01у текисликда ётувчи . . . , кучлар таъсирида айлана

оладиган 1-̂ атти1̂  жисмга ричаг дейилади (4 .6-раем),
Берилган кучлар 1̂ аторига О иу1̂ та богланиш реакция кучииинр

ташкил этувчилари ьа ларни {^ушамиэ. У  г^олда (4.9) тенг­

ламалар 1̂ уйидагича ёзилади:
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+  =  +  =  (4.13)

(4.13) нииг бириичи иккита тенгламасидан О ну1̂ танш1г реакцияси 
Х^, ани1̂ 1анади:

^ 0 = — 2 . ^ , .  У о  =  - 1 1 У ^

(4.13) нинг учинчи тенгламаси

2 ^ о ( ^ ) = о

да О нуь^таиииг реакция кучлари 1̂ атиашмайди. Шу сабабли бу 

тенглама ричагнинг мувозанат шартини ифодалайди. Бу тенгла­
мадан курамизки, ричаг мувозанатда брлиши учун унга г̂ дйилган 

барча кучларнинг таянч нук^тасига нисбатан моментларининг 
алгебраик йигиндиси иолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

4.7-§. Статик ани1̂ ва статик ноаниц масалалар

Берилгаи масалада иомаълумлар сони мувозанат тенгламалари 

сонига тепг булса, бундай масалага статик аниь{ масала, аксинча 
но\и1ълумлар соии мувозанат тенгламалари сонидан орти)^ булса,. 

статик  ноатщ масала дейилади.
Иккала учи ¡кузгалмас цилиндрик нгарнирли таянчга бириктирил­

ган АВ балкага ва кучлар таъсир этсин (4.7-раем, о), ^^лчов-

лар расмда к\фсатилган. Балкага таъсир этувчи берилган ва 
кучлар к^аторига Л ва Л таянчлйр реакция кучларининг ташкил

этувчилари X У ^  и 1̂ уи1иб, уни эркин жисм деб карай-

миз. Бу кучлар текисликдаги кучлар системасини таижил этади. 
Бинобарин, балка учун учта мувозанат теигламасини тузиш мум- 
кии. Бу мувозанат тенгламаларида Х ^ . Х^, У ^ туртта номаъ­

лум реакция кучлари 1̂ атнашади, Шу сабабли бу учта тенгламалар
воситасида иомаълумларип 
ани1̂ лап: мумкин эмас, яъни 

статик ноаник масаладир.
Бу масала статик аниц бу­

лиши учун таянчларлан бири­

ни (масалан, Б таянчни) 1̂ уЗ“ 
ралувчан шарнирли таянч би­
лан алмаштириш мумкии (4.7- 
расм, б). У  В ну1<̂ тада
вертикал ют^орига йуналган

битта Уд кучга эга буламиз 

з^амда номаълумлар ва тенг­

ламалар сони узаро тенг бу­
лади. Энди у статик ани!.; 
масалага айлаиди; номаълум­

ларни мувозанат тенгламалари

4.7-раем. асосида тоииш мумкин.

4
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Назарий механикада статик аниу̂  масалалар ечилади. Статик 
ноани!^ масалаларни ечииг усуллари материаллар т^аршилиги ва 1̂ у- 
рилиш механикасн курсида урганилади.

4.8-§. Та1̂ симланган кучлар

Техникада турли ипшоотларнииг мувозаиатини аниь^лаигда улар- 
11ИНГ айрим ну1̂ таларига ¡цуйилган кучлар билан бирга >^ажм, сирт 
ёки чизи1̂  кесмалари бунича маълум 1фнун асосида таь^симланган 
кучларни ?^исобга олишга турри келади. Бундай кучлар ;^ажм, сирт 

ёки чизи!^ бирлигига тугри келадиган катталик — та1̂ симлаигап куч­
ларнинг интенсивлиги билан характерлаиади.

Жисмларга, асосан, параллел ёки бир ну[^тада кесишувчи таь̂ - 

симлаиган кучлар таъсир этади. Масалан, жисм зарраларининг орир­
лик кучи ?^ажм буйича, сувнинг турон сиртига босим кучи сирт 
буйича та1̂ симлангаи параллел кучларни и(|юдалайди. Бир текислик­
да жойлашгаи берилгаи чизи?; буйича та1̂ симланган кучларнинг ай­

рим турлари устида батафсил тухталамиз. Бундай кучларнинг интсн- 
сивлиги Н/м да улчанади.

1. Т у р р и  чизи}^ к е с м а с и  буйича  т е к и с  так^симлан 
г а н  к у ч л а р (4.8- раем). Бундай кучларнииг интенсивлиги q узгар 

мае катталик Гу^^а^и. АВ кесма буйича текис Т31^симланган кучлар 
ш  АВ нинг у р таси га цуйилгаи.

Q = ^a q  (4.14)

тепг таъсир этувчи куч билан алмаштириш мумкин.
2 . Т у р р и  чизиц к е с м а с и  буйича  ч и з и л и ц о и у и б у- 

йича т а ц с и м л а II г а н к у ч л а р  (4.9- раем). Узунлиги а га тенг 

АВ сгерженга чизицли цоиуи буйича тацсимланган кучлар таъсир 
этсии. Ьу}1дай кучларга мисол тарицасида сув боси.м кучии!1нг тугои 
баландлиги буйича тацсимланишиии олиш мумкии. Бу[1Дай кучлар­
нинг интенсивлиги д узгарувчан булиб, иолдан то максимал цийма- 

™  Ятах  гача узгаради. Курилаётган .''̂ олда тацсимланган кучларнииг 
тенг таъсир этувчиси ЛВС учбурчакнинг ВС томонидан а/3 масо- 
фага цуйилган >̂ амда

Г

1

'(Г

4.8- раем.
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ч
ч

4.10- рас.м,

Q = - ^ a q ^ a x (4.15)

булади.

3. Т у р р и  чизи!^ к е с м а с и  буйича ихтиёрий 1̂ о н у н  
а с о с и д а  т а 1̂ с и . мланган  к у ч л а р .  Буидай кучларнинг тенг

таъсир этувчиси ^  микдор жихатдан мос масштабда улчанган А ВСО  

шакл юзасига тенг булади >̂ амда берилган юзанинг огирлик марка­
зига 1̂ уйилади (юзанинг орирлик маркази 7.2-§ да анш^ланади) (4.10- 

раем). Бу >̂ олга метро ва бош[^а ерости иншоотларига тупроь^нинг 
таъсир кучи мисол була олади.

4. Айлана  ёйи буйича т е к и с  т а 1̂ с и м л а н г а н  р ад  и ал 
к у ч л а р  (4.11-раем). Ох у1̂ ни айлана ёйи Л В нинг симметрия уь̂ и 

буйлаб йуналтирсак, радиал кучларнинг Оу у1хидаги проекциялари- 
иинг йигиндиси нолга тенг булади. Шу сабабли бундай кучларнинг

тепг таъсир этувчиси Q Ох у1̂ буйича йуналади ва унинг ми1̂ дори 
мазкур кучларн1шг Ох у1̂ даги проекцияларининг йигиндисига тенг 
булади:

Q =  1Q J  = 3 7 Д \ с о з а ^ ,  

бунда ¿7 А —  узунлиги А 5  ̂ га тенг ёй булакчасига таъсир этувчи 

куч; — бу куч билан Ох ущ орасидаги бурчак, 4 . И-расмдан ку­

рамизки, А 8  ̂соз а^  =  А булгани учун

Q = ; ^ q ^ У ,  =  q '^A y ,= = q ^ A B , (4.16)

Бунда АВ билан АВ ёйни тортиб турувчи ватар белгиланган.

Шундай 1̂ илиб, айлана ёйи буйича текио таг^симланган радиал

кучларнинг тенг таъсир этувчиси Q —  АВ ёйни тортиб турувчи АВ 

ватар узунлигининг таг^симланган кучлар интенсивлиги q га купайт­
масига тенг.
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4.12- раем.

4.13- раем.

5. Д е в о р г а  ц и с и б  мац- 
к а м л а н г а н  б а л к а г а  т а ъ с и р  

э т у в ч и  т а ц с и м л а н г а н  к у ч ­

лар .  АВ балканинг АС цисми де­
ворга цисиб ма^^камлангам булсин 

(4.12-расм). Бино балконларининг асоси деворга худдн шундай би- 

риктирилади.
Агар балканинг АС цисмини борланишдан бун]атиб, деворнинг 

унга таъсирини тацсимланган кучлар билан алмаштирсак, бу куч­
ларни С нуцтага келтириш натижасида тацсимланган кучларнинг

бош векторига тенг кучни ва моменти тацсимланган кучларнинг 

бош моменти га тепг жуфтни оламиз. реакция оюуфтининг

моменти дейилади. нииг йуналиши аниц булмагани учуй 

уни худди цузралмас шарнир реакцияси каби л: ва у уцларнинг мус­

бат йуналиши буйича йуналган ташкил этувчилардан иборат деб 
цараймиз. Шундай цилиб, деворга цисиб ма>^камланган балканинг 
деворга цисилгаи цисмидаги реакция кучи, и]арнирли борлаиипддан

фарцли улароц номаълум реакция кучидан ташцари моменти но- 

маълум реакция жуфтининг моментига тенг жуфтга эквивалеггг бу­
лади. ва лар балканинг мувозанат тенгламаларидан 

аницланади. _______^ ^ ------ - ---

^■■■■4'.Т^ас^ала. Арка глаклидТпГфё^апинг А ну1хтаси 1^узралмас шарпирли таяич- 
да ва В 1 1 у['̂ таеи горизоит билаи 30° бурчак ташкил [^илгаи силли!^ текислнкдаги 
цузралувчан шариирли таянчда турадн. Орали!^ АВ — 20 м. Фермаиииг ори[,'лиги 
Р = 1 0 0  кН. Шамол босимининг тенг таъсир этувчиси Р =  20 кН булиб, уиииг 
таъеир чизиги АВ га параллел >;олда ундан 4 м баландликдан утади. Таянч 
реакциялари топилсин (4.13-раем).

Ечиш. 1. Ферманинг мувозанатиии текишрамиз.
2. Координата у(^ларини 4.13-расмдагидек танлаб оламиз.
3. Фермага таъсир этувчи кучларни курсатамиз. Фермага С нуг^тага ку 1“ил- 

гаи Р =  100 кН ва ЛВ га параллел Р  =  20 кН кучлар таъсир этади. В нуктадаги 
5^)/згалувчан таям.ч реакция кучи таяич текислигига перпендикуляр йуналадн;

1 ^узгалмас шариирли А таянчнинг реакция кучини ва ташкил этувчи­

ларга ажратамиз.

4. Фермага таъеир этув'.и Р , Г, X кучлар текисликдаги кучлар 

системасини ташкил этади. 4.13-расмдан фойдаланиб, мувозанат тенгламалари 
<4.9) ни тузамиз:
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' ^ Х ^  =  0; R g  Gos 6(f +  =  0,

V K ,  =  0; R^cos 3 J ^ - F - ] - Y j i= 0 ,

_ p . l 0 + y ^ . 2 0  +  f . 4  =  0,

Бу тенгламалардан R b > ^A  зл^^'аълумларпн ани!^лаймиз:

p . l0 ~ f- 4
У . = ---------- =  46 кН,

^  20

=  =  62,36 КН.

A'^ =  f  — /?дС05 60° =  — 11,18 кН.

^  4.2- масала. Бир- бирига бикир
махкамла)!гаи стержснлардан ташкил 
топгаи ADCD рама А ну]^тада 
мас шарнирли таянчга бириктирилган, 
В ну 1^тада эса горизонт билан 30° бур­
чак ташкил этувчи силли!^ текислик* 
даги к.5-зралув’1аи таянчда туради. Е  
Hyi^Tara К блокдан утган в аР  =  25 кН 
юк осилган трос борланган. Рамага мо­
менти М =  60 кНм булган жуфт куч, 
L ну1^тада горизонт билан « t  =  60* 
бурчак ташкил этувчи Р =  10 кН ва Е  
нуцтада горизонтга а.̂  =  30“ бурчак ос* 
тида С? =  30 кН кучлар таъсир этади» 
К блокдаги иш1^аланиш кучини эъти* 
борга олмай, мазкур кучлар таъсирида 
Л ва £  таянчларда >;осил буладиган 
реакция кучлари аниг^лансин. 5^лчам- 
лар 4.14-расмда курсатилган булиб, 
а  =  0,5 м.

Ечиш. 1. ABCD раманинг мувозанатини текширамиз.
2. Координата ут^ларини 4.14-расмдагидек йуналтирамиз.
3. ABCD рамага моменти AÍ =  60 кНм жуфт куч, L ку1^тада а (  =  60'* бур­

чак остида =  10 кН, В ну{^гада ссг =  30° бурчак остида Q =  30 кН ва £  Hyií-

тада троснинг таранглик кучи Т (ми1^дори жи:^атидан Т =  Р) таъсир этади, А

шарнирнинг реакция кучини Х ^ ,  ташкил этувчилардан иборат деб i^apañ-

миз. Текислик силлиц булгани учун D  таянчдаги реакция кучи мазкур те- 

кислнкка перпендикуляр йуналади.

4. ABCD рамага таъснр этувчи моменти М га тенг жуфт ва Х ^ ,  Q,

F, hi кучлар текисликдаги кучлар системасини ташкил этадн. 4.14-расмдав

фойдаланиб, (4.8) мувэзанат тенгламалариии тузамиз. Б ун д *F, ~Q, N кучлар­

нинг А ну1^тага нисбатаи моментларини :^исоблаш учун Вариньон теоремасидан 

фойлаланам1̂ з, яъни F, Q ва N¡  ̂ кучларни F ',  F" Q \ Q", No, Nd {F ' *= 

=  f  cos 60°, /■'" =  F  sin 60°, Q' ~ Q  cos 30°, Q" := Q sin 30°, N'q =  cos 60°» 

д.'^ ~  ташкил этувчиларга ажратиб, jVÍ̂  (F) — (F') {F'')t

My, (Q) =  m  -b m ,  Aí^ {/^) =  Л1^  (^ D ) + (N"d)
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вкаплигини назарда тутам из. У  з(;олда

2  =  0; -  Q cos 30° -j- Г  +  J^cos 60^ -  cos 60^ == О,

2  —  Q s in  30^ +  F s in  60° -1- s in  GO" == O,

2  М д ( ? ^ ) =  0; —  3a Q sin 30° —  аГ  — Ai — 4a cos GÔ  ia  F sin 60° +

+  5ü Ng sin 60^ +  4ü N¡j eos 60" ^  0 .

Бу тенгламаларга берилган катталикларни 1^уйнб, таянчлардаги реакция куч- 

ларинн аннк;лапмиз:

=  27,7 кН; - 9 ,8 3  кН; Кд =  -  17,048 кН.

Yŷ  нинг манфий 1\ийматга эга булишн, yimirr з̂ а!̂ И1^атда вертикал пастга 

й^налиттш ифодалайди.
N¡U“' 4.3-масала-. АВ балка А иу1^тада деворга кисиб хицкамлангаи (4.1 Г)-раем,
О с ) . Агар Р — 4 кН, Л4 ~  2 кНм, ^ — 1,5 кН/м булса, А ¡аянчдаги реакция куч­

лари аницлансин.
Ечиш. Б и р и  ичи  у с у л . 1. АВ балканинг мувозацатини текширамиз. Балка 

А ну1^тада деворга кисиб махкамланган.
2. Координата у1^лари!Ш 4. Í 5-раем, б дагидек таилаб оламиз.
3. АВ балкага таъсир этувчи кучларни курсатамиз. Балкага В нут-̂ тага ь̂ уиил- 

(гаи f  =  4 кН куч, моменги М  =  2 кНм жуфт куч та1 :Сир этади. АС ора'ничдагн 
текис та1^симланган кучларни АС нинг уртасидаги £' ну1^тага ку: илган Q ~  q ‘ 
>АС =  4,5 кН вертикал пастга йуналган куч бплан алмаштирамиз. А ну1^тадаги 

^гланиш uiy nyi-̂та кучишини чеклаши билап бирга балканинг вертикал текис- 
ликда мазкур ну1^та атрофида айланишига ^ам тус1^иилик киладн. Шу caOaGjHi

€алка 1^исилган жойдаги богланигпни реак ия кучлари ва моменти Л! ̂

га тенг реакция жуфт моменти билан алмаштирамиз (4.15-раем, б).

4. АВ балкага таъсир этаётгап Р, Q кучлар, хамда реакция куч­

лари ва М, моментли жуфтлар текисликдаги кучла[) сисгемасиии ташки.т 

этади, 4,15-раем, б дан фоидалаииб, мувозанат тенгламалари (4.9) ни тузамиз:

V  =  0; -  Р cos 45" -  0;

^ 7 ^  =  0; К 4  —  Q +  Pcos45° =  0;

(F ^)=  0; — Л̂  + Р.Л5соз45° =  0.
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Бу тенгламалардан Х ^ ,  У ^ ,  номаълумларни ани1 .̂1 аимиз:

Мд =  — 5,39 кНм, =  2,828 кН, =  1,672 кН.

Aí^ пинг манфий ¡^иймзтга эга булнши, ?̂ а1^ицатда реакция момеити соат стрел* 

каси 6ÿiîii4a ¡(уналгаилипши курсатади,

И к к и и ч и у с у  л. Бу усулда хам масаланкнг боши хул,^щ биринчи усулда-

гидек ечилади. Р ва Y ^  кучларнинг таъсир чизи1';,лари кесишган ну1\тани D  би- 

лан бслгнлан.миз (4 Л 5-роем, 6) хамда СЛ — ЛВ ^  5м экаилигини назарда тутиб, 
АВ балка учун (4.10) мувозанат тенгламаларини тузамиз;

V  .11  ̂ ) =  0; Л'/^ -  AE.Q — М + Р./1Л eos 45° =  0;

=  - M  + E B - Q - A B . y ^ + M ^ ^ O ;

У  (^V ) =  ^D-X^ -AE-Q  — M=^0 .

Dy тенгламалардан Л /^, Xj^, иомпълумлярпи тикляйшз:

М д ^  — 5,39 кНм, Х ^  =  2,828 кН, Y.^ — 1,672 кН.

4.9-§, Бир текисликда етувчи бир неча жисмдан ташкил 

топган смстеманинг мувозанати

Rnp текисликда ётувчи, бир-бири билан борланган бир нечз 

мои’.мдаи ташкил топган системанииг мувозанатиии аниклаш уч>в 
сисге-мага таъсир этувчи кучларни икки группага: ташци ва ички 
кучларга ажра1'ампз. Система таркибига кирмайдиган жисмларнинг 
берилгаи системага таьсир кучлари (масалан, орирлик кучи, ташци 
б0гл;пп1п[ реакции кучлари) пшшци кучлар депилади. Система тар­

кибига кирувчи жисмларнинг бир-бирига узаро таъсир кучларига 

ички кучлар дейилади, Ньютоннинг учинчи цоиунига Kÿpa ички 
кучлар жуфт-жуфт равишда мицдор жи?^атдан теиг, ñÿнaлиши ца- 

рамаччарши булади.
Бир текисликда ётувчи п та жисмдан ташкил топган система 

мувозанатда булса, бундай система учун текисликдаги кучлар сис* 
темасининг учта мувозанат тенгламалари ÿpипли бу-лади ва бу Teiir- 
ламаларда ички кучлар цатиашмайди. Лекии барча номаълумларни 
аницлаш учун бу шартлар етарли булмайди. Бундай масалани ечиш 
учуп п — 1 га жис-мии ало.^ида ажратиб олиб, уларнинг хар бнри 
учуй учтадан мувозанат тенгламаларини тузиш мумкин. Натижада

— 1) =  3/i та мувозанат тенгламаларини оламиз. Система- 
даи ажратиб олингаи бирор жисмнинг мувозанати текширилаётганда 

бу жисмга системани ташкил этувчи бошца жисмларнинг таъсири 
];учлар би.'1ап алмаштирилади. Бу кучлар система учун ички кучлар 
хисобланади, аммо ажратиб олинган жисм учун ташци кучлар ка- 

•i ари1 а ки1')иди.
Бундай масалаларни яна куйидаги усулда ечиш мум:<ин. п та 

жисмдан таи:кмл топган системанииг мувозаиатшш аникллп! мацса- 

дпда хар бир жисмни худди юцоридагидек ажратиб олами:^ ва улар 
\'ч_\'и )'чтадаи мувозанат тенгламаларини тузамиз, Натижада яиа 3,  ̂

та м\'возаиат тeиглa^¡aлapиии оламиз.
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Системанп ташкил этувчи жисм­

лар узаро эркин таянч, шарнир ёки 

эгилувчан ва чузнлмайлиган ип 

(вазнснз стержеиь) воситасида бор- 
л̂ 1пган булиит мумкии.

"V 4.4-масала, Ту^'рк Г;урчак тяклнда 
эгилган ЛЕС балка оа СВ доираоий арка 
С ну!^тадя шарнир В'.>ситасида бнриктирил- 
га>( {4.1(1-раем), АНС ба.̂ 1 ка А 1 1 у1\тада 
ерга 1^окиб махкамлангап. В нуктада го- 
рнзонтга шарнирли бириктирилган верти­
кал стерженга СВ арка шарнир восита­
сида ма.^камланган, СВ аркага таъсир 
этувчи жуфт стрелка билан курсати.тган. 
]^уйилгап кучлар ва улчовлар 4,16- расм­
да белгилаш ан. Берилган кучлар таъсирида 
А ва В таянчда ^^осил буладнга1 г реак­
ция кучлари ?^амда жисмларни туташти­
рувчи С шар1 шрдаги реакция кучи апи!^- 
лапснп.

Ечиш. 1. АЕС балка ва СВ аркадан 
таткил топган системанинг мувозанагици 
текширамиз.

2. Координата у 1^лариии 4.17-расмда- 
Гйдек йуналтирамиз.

3. Системага таъсир этувчи кучларни 
курсатамиз (4,17-раем), АЕС балканинг 
ЕС  булагнга гориз;.нг билан а  =  60*̂  бур­
чак ташкил этувчи /^ = 1 5 0  кН куч 1 )̂'- 
йилган. Балканинг ЛЕ булагига таъсир 
атувчи чнзшуш к^оиуи буйича ТИ1\СИМ-

лаиган кучларни А ну1^тадан АК ~  —  х
3

4
Х А Е ——— м масофада К нуктага 1^уйилган,

О

(4.15) га асосан топиладиган

^1  =

П^ЮОпИ/м

2̂Ол/0 ^

'

!М '
—

1
»
1
1
1
<

д .
1

^̂ •9/пйл: =  80 кН

4.17- раем.

горизаитал унгга йуналган куч билан алмаштирамиз. СВ ёй буйича текис та)̂ - 
симлангаи ралиал кучларни унинг уртасига ¡<,уйилгаи ва (4,16) га асосан ВВ 
ватар!Ц1 нг узунлиги бнлан такснмланган кучларнинг интенсивлиги купайтмасига 
теиг

Q .,=  \DB\■q =  m  кН

куч бялан алманиирамнз. куч радиус бу'йлаб О марказга йуналади.

В нуктадаги реакция кучи К н и  стержень бунлаб вертикал юцорнга йунал- 

тнрамиз. А нуктадаги боглаииш шу нуктанииг кучишини чеклаши бмлаи бирга 
стерженнинг сертнкал текисликда мазкур ну1^га "атрофида аиланишига хам туе-

КИ1 МИК кнлади. Шу сабабли стержеиь ерга 1^окилган жоидаги бсьланишни Л '4 ,
- >-
У 4  реак:;ия к\ члари ва .моменти га тенг реакция жуфт моме£1ТИ билан алмаш- 

тирг:̂ ’ил.

4. Системага таъекр этувчи Q■̂, Qi, У X  кучлар ва мо-

мелтли жу(ртлар текисликдаги кучлар системасиин иникил зтади. 4.17-расмдан
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фойдаланиб, учта мувозанат теигламаларини

тузамиз, Бунда F  кучнинг А ну1^тага нисба> 
тан миментини анИ1^лаш учур1  уни1 !г х ва у 
у 1^ларига параллел ташкил этувчнларидан 
Л нуцтага нисбатан момент олиш мум­

кин. Худди шунингдек, ни таъсир чизиги 
буйлаб О Hyj^Tara кучириб, унинг х ва у 
у 1\ларидаги ташкил этувчиларидан А нуктага 
ннсбатан момент олиш мумкин. Натижада
(4.9) !Ш (^уйидагича ёзиш мумкин;

S X ,  =  0; Хд + Q i-  ^
— F cos 60“ — С? 2  cos 30° =  О,

К,. ^ - F c o s 3 0 ° -

— Qa COS 60° -f У g =  О,

(^v) =  0; - Q r — +-^("Cos30= + 

+  4 cos 60^) — M-Q2-2COS 60° +  -6 =  0.

(1)

(2)

(3)

Бу тенгламаларда туртта номаълум реакиия кучлари; Х д , Y q лар

'î^aTiiaïuaAH. Шу сабаб^чи системани ало;^ида жисмларга ажратиб бирортаси учун 

муБозанат тснгламаларини тузиш мумкин. Маса-чаи, СВ аркапи ало:1̂ ида ажратиб,

унга ЛЕС балканинг таъсирини X j , , Y^  кучлар билан алмаштирамиз оа 4Л8- 

; расмдан фойдала1 шб учта мувозанат теигламаларини тузамиз:

2  Х ^ -  0; Х(. -  cos 30° =  О,

2  -  0; -  Q, cos 60" 4- Уд -  О,

= 0; -A i-0 .,- r ‘Cos30° + K5 -r =  0.

(1), (4) ва (6) тенгламалардан Хд  , Х ^  ва ларни аннклаймиз 

Лд ^  +  /■ cos 60° +  CO.S ЗО'’ =  64,28 кН,

Х ^  =: Q., cos 30° =  69,28 кН,

(4)

(5)

(6)

AÎ+ Qa-rcos 30°
94,28 кН.

>К нинг бу ь;игматларинн (5), (2) ва (3) га 1^уйиб, Yq , Уд ва Л4д ларни

аниь^лаймиз:

У ^ =  Q.̂  cos 60° —  у ^  ^  —  44,28 кН,

Уд =  F  COS 30° 4- Qj cos 60° — У^^ ^  75,62 кМ,

З0 4 4  COS 60°)+Ai+Q, ■ 2 COS 60°— Уд . 6 —  147,61 кН .

4 /
4.5-масала. Огирлиг и j°j — ISO H булган бир жинсли АВ стержень А шар­

нир билаи нини'а махкам;|амган булиб, у oi-ирлнги Р^,~  108 Н булган бир ЖИ1 [С- 
лн CD стсржсннинг 6' учига эркин тиралиб туради (4.19-раем). АВ С1 ержеиь

АС 2
вертикал бнлан а --^45° бурчак ташкил этади хамда --—  =  — . Узунлиги 1,5 м

АВ 3
га тенг CD стержень D учи билан деворга 1^исиб ма^^камлаган. CD  стерженга 
чизикуш учбурчак {^онуии буйича та!^еимланган кучлар цуйилган ва бу кучлар-
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НИИГ максимал интенсивлиги q^ax— 120 Н/м. Л ва D ну{^таиииг реакция кучла­

ри ^амда стерженларнинг бир- бнрнга курсатадиган босим кучи аницлансин.
Ечиш, 1. АВ ва CD стержендан ташкил топгаи системанинг мувозанатиик 

текширамиз.
2, Координата у 1^ларини 4.20- расмдагидек йуналтирамиз.
3. Системага таъсир этувчи кучларни курсатамиз, АВ ва CD стерженларга-- 

уларнинг уртасига >;у'йил1 ан P j =  180 Н  ва / 2̂ =  Н огирлик кучлари таъсир 
атади, CD стерженга таъсир этувчи чизи1^ли 1^онун б ри ч а  та1^симлаиган кучлар-

CD
нн D нуцтадан = - —  масофада ь,5̂ йилгаи, (4.15) га асосан топиладиган

О

Q =  =  90 И

вертикал пастга йуналган куч билан алмаштирамиз.

А шарнирнинг реакция кучини Уд ташкил этувчилардан иборат деб ца-

ранмиз. Стержень цисилгаи О  нуцтадаги богланишни Х ^ , У ^  реакция кучлари. 

ва моменти М о  га тенг жуфт билан алмаштирамиз.

Шундай цилиб, системага бир текисликда жойлашган Р 1 , Р^, (2. ^А  *

кучлар ва М£, моментли жуфт таъсир этади. Бундай система учук- 

учта мувозанат тенгламаларини тузсак, унда бешта номаълум реакция кучлари 
1^атнашади. Шу сабабли системани иккита жисмга ажратиб, уларнинг )^ар бири 
учун ало}^ида мувозанат тенгламаларини тузиш цулай булади (4.21-раем). ЛВ 
стержень С ну1^тада эркии таянгани учун СО стерженнинг унга таъсиргши С

нуг^тада АВ га перпеидикуляр ю 1^орига йуналган реакция кучи билан алмаш­

тирамиз. Худди шунингдек, ЛВ стерженнинг СО  стерженга таъсирини С иуь^тада 
АВ га перпендикуляр равишда (ёки СО та 45° бурчак остида) пастга йуналган

N (2 реакция кучи билан ачмаштирамиз. куч система учуп ички кучии, АВ 

ва СО  стержень учун таш1^и кучнн ифодалайди.

4, АВ стерженга таъсир этувчи Р±, У кучлар текисликдаги 

кучлар системасини ташкил этади. па Х_д нинг кесишган нуцтасини Я ;

ва Кд нииг кесишган пу1^таснни О билан белгилаймиз ва 4,21-расмдаи фойдала- 

ннб (4.11) мувозанат тенгламаларини тузамиз:

(I>
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4.21- раем.

2  ( Л )  +  А С ~  АЕ) соз 45'’ +  Г д  . Я Л  ^  О, {2)

2  Л^о (~?у) =  ^1 С05 45° -  . ОЛ =  0. (3)

АВ 2
Бу тенгламаларда АЕ =  ~  , НС ^  АС =  — АВ, НА =  ОА =  АС =

2 "I/? Т/2~
^—  АВ, соз 45° =  —  экаилигини назарда тутиб, уларни АВ га г̂ исЕ̂ ар-
О ^

тирамнз ва номаълумларни аниь^лаимиз.

Мс =  95,46 Н , =  112,5 Н, =  67,5 Н.

(4,11) теигламаларни АВ стержень учун ¡^уллашнннг афзаллиги шундан ибо- 
ратки, АВ стержень учуй тузилган (1), (2) ва (3) тенгламаларда фа!^ат биттадаи 
номаълумлар ь^атнашадн.

СО  стерженга таъсир этувчи Р ,, Q, М^, Х ^ , кучлар ва Мд моментли 

жуфт, тек1^сликдаги кучлар снстсмасиии ташкил этади. 4,21- расмдан фойдаланиб, 
СО  сгср:к;-чп1 пи!' мувозанат тенгламалариии (4.9) куринин1 нда ёзамнз,

2 К ^ = 0 ;  У l^ - Q  — P^~ N (.co& 46^^0 ,

2  =  0; ~  ОЛ +  Л'с • С £)соз 45° О,

1 !
Бу тенгламаларда йК =  “  СО, ПЛ — —  СО экаилигини тшзарда тутиб, номат,-

3 2
лумларни анш^лаймиз;

Хд =  ,У^соз45"-=67,5 Н ,

Кд =  ^  +  Ра +  Л^с соз 45° =  205,5 И ,

Л1£, =  ( ^  ^  А  ^  соз 45-'1 • СО =  227,25 I Ь ; .
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АВ ва CD  стерженлариипг бир-бирига курсатадиган босим кучи Rq ми^- 
дор жи>;атидан шу пу1^тада ;^оснл буладиган системанинг ички реакция Кучи

Nq га теьт, яъни

=  =  95,46 Н . 

йуналиши эса унга ь^арама- ь;аршидир.

4. 10-§. Ишцаланиш. Сирпанишдаги иш(^аланиш

1 . 3 -§ да борляииишги жисмллр абсолют т̂ аттп!̂  жисмдан ибо* 
par ва уларнинг бир-бирига тегиб lypraH сирти идеал силлш^ хамда 
богланиш реакция кучлари фаь^ат нормал ташкил этувчидан ииорат 

деб фара я килинган эди. Лекии j^ap ь̂ аидай жисм оз булса-да, де- 
формациялапади ва уларнинг сирти абсолют силлик; булмайди. Шу 
сабабли реал босланиншарнинг реакция кучи жисмлар тегиб турган 
гозада нормал реакция кучи[’а перпендикуляр й>'налгаи яиа битта 

ташкил этувчига эга булади. Реакция кучинииг бу ташкил этувчи- 

сига иткаланиш кучи дейилади.
Техникада ин1|-̂а,:1аиип( кучиии хисобга олиш мухим ахамиятга 

эга. Масалаи, трамвай ёкн автомобилнииг етакчи гилдираги рельсга 

ёки йÿлгa иш1̂ алангани ту(|)айли улар харакатлаиади. Тасмали ва 
фрикцион узатмаларда, тормозларда иш1'^алаш1шда11 кеиг фо;'1далани- 
лади.

Бир ЖИСМПИ1П' нккинчи жнем устида еирп^шнии натижасида хр­

сил буладигаи ишк.алаиишга сирпаниш даги ии1кдлашпи дейи,лади.
Орир.чиги Р га тенг жисм горизонтал сиртга KviiiL'iraii булсии 

('1.22-раем), Жисмни блок оркали угклзил[аЕ[ ипга богллммиз. Лгар

сирт идеал силли!^ булса, жисм огирлик кучи Р  ва сиртнинг нор­

мал реакция кучн N таъсирида мувозанатда булади. Бу кучлар 
вертикал кучлардан иборат булгаии учун гшиинг иккиичи учига 

жуда кичик тош 1̂ уйсак, жисм :^аракатлани[ии керак. Лекин ишшнг 
иккинчи учига маълум ми1̂ дорда тош 1̂ уймагуича >iuicm харакатлан- 

майди. Чуики горизонтал сирт билаи жисмнинг юзаси абсолют сил-

лиц булмагани тус]:айли ипнинг тортилиш кучи Т га миедор жи-

з^атдаи тенг, йуналиши 1̂ арама-1̂ арши булган /■’ ишь^аланиш кучи^

:г̂ осил б5'Лади. F  куч сирпанишдаги иищаланиш кучи дейилади.
Агар ипнинг иккинчи учига тош

1̂ уя борсак, унга мос равишда Т куч,

сирпанишдаги ииталаииид кучи F орта­

ди ва жисм ^^аракатланиши олдида 

иип^аланиш кучи F =  F^^^ максимал 

1̂ ийматга эришади. Шундай !^илиб, 

сирпанишдаги иш1̂ аланиш кучи F нис­
бий мувозанат хрлатида нолдан то 
максимал ми1̂ доргача ÿsrapaAH: 4,22<расм.
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(4.17)

Жисмнинг тннч >;олатида }^осил бу­
ладиган и11л<̂ алаииш кучига статик  

ишцаланиш кучи дейилади. Сирпа- 
иишдаги иии^алапиш кучи жнсм- 

ларнинг бир-бирига тегиб турган 
юзаси орь^али утувчи уринма те­

кисликда ётади. Шундай к,илиб, га- 
дир-будир сиртнинг тули!^ реакция 
кучи мир^дор са йуналиш жи}^атлан 

нормал реакция кучи ва инл^аланиш 
кучларига р^урилган турри туртбур- 

чакнинг диагонали билан ифодала­
нади (4.23-раем):

Тажрибалариинг курсатишича, сирпанишдаги иш1̂ аланиш 1̂ уйн- 
_даги Амонтон — Кулон ь^онуни билан ифодалаиади,

Тинч ){олатдаги максимал ишцаланиш кучи жисмнинг таянч 
текислигига курсатадиган нормал босимига пропорционалдир.

(4.18)

Бунда ги / сирпонышдаги ишцаланиш коэффициентини ифодалййд(1 

:^амда иил<;аланувчи жиемлариииг материалига ва ;^олатига (намлик, 

температура, жисмлар сиртларииииг иигланишига) бо1\̂ ик бу.чади.

Бир жисм иккинчиси ус'1ида харакатланганда хосил буладиган 
иш^^алаииш кучи >̂ ам нормал босимга пропорционал булади: Г .

Бунда /' — жисм ){аракат лангандаги ишцалпниш коэффициента 
булиб, у жиc^шинг тинч хрлатидаги ии1каланиш коэффициеити [ 
дан кичик б)\тади: /' <  /.

Лгар бирор сиртга та ян и б турган жисм сирпаниш олдида (му­

возанат чегарасид^1) б\^1са, иш1\аланиш кучи максимал кийматга эри­

шади (4.24-раем) :^амда

(4.19)

Максимал тули1̂  реакция кучи нииг нормал реакция кучи

N  билан тан]кил 1';илган бурчаги ишцаланиш бурчаги дейила­

ди. 4.24-раем ва (4.18) га асосан

(4.20)

Жисмни силжитувчи актив кучлар турли йуналишда таъсир эти- 
ши мумкин. Турли йуналишдаги силжитувчи кучларга мос булган

барча тули!^ реакция кучларииинг геометрик урни конус сир-

тидан иборат булади. Бу конус ишцаланиш конуси деб аталади.



,----Л'^

4,25- pMt:i\i,

Горизонтал текисликда тмнч :?̂ олда стувчи жисмга текисликка'

5'тказилггн иормал бнлан а  бурчак таш1':ил этувчи Q куч таъсир-

этсин (4.25-раем). Q кучни нормал реакция кучи билан муво.занат- 

латувчи N — P — Q cos а  ва жисмни силжитинц-а интнлувчи S ~= 
—Q sin а  иккита ташкил этувчига ажратамиз. Жисмни силжитиш учун^

S кучнинг модули, максимал иш!^олаипи1 кучи = //V /Q cosa- 

дан катта булн1ни керак; Q sin а  > /Q  cosa ски f =  tgfp<ígct .  

Бундан

^  (4-2 !)■

натижаин оламиз. (4.21) тенгсизликдан курамнзки, агар Q куч тс-- 
кислнкка утказилган нормалга бурчакдан кичнк бурчак остила- 

таъсир этса, у >̂ олда бу куч >̂ ар каича катта булишига карамай, 
жисм тнич хрлатда келади. Вертикал га бурчак остида утка­

зилган турри чизицлар билан чегараланган (-4.25'рас.мда /птрихлан- 

ган) со){ага ишцаланиш coJíacu дейилади. Ишк.а.паниш сохаси î yíiH- 
даги хусусиятга эга: таъсир чм^игн 

ишкаланиш со^аси ичида ётунчи

Q куч í^ap ¡̂ а̂нча катта булса >̂ ам 

текисликка тая1Н1б турган жисмни 
харакатга келтир;. олмайди. Агар 
жисм турли йуналишда цapaк¿̂ тлa- 

на олса, иш1̂ аланиш сохаси учидаги 
бурчаги 2 га тенг иш1̂ аланиш 

конуси бнлан чегараланади. Бу )<̂ол- 

да иш1̂ аланиш конуси учидан утув­
чи ва бу конус ичида ётувчи >̂ ар 
1<̂ андай куч жисмни >;аракатга кел- 
тира олмайди,

Масалан, иккита текисликка

таянган ва орнрлиги Р  га тенг АВ 4.26-раем.
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4.27- раем.

брусга таъсир этувчи 'кучларнинг 

мувозанатини 1̂ арайлик (4.26- 
расм). Брус мувозанат ?^олатида 
булгаида Л ва Б ну1̂ таларни11г

реакция кучлари ва лар 

мос ишь^аланиш конуслари ичида 
ётади. Л ва i9 иу[^таларда текис- 
ликларнинг нормалларига

^ 2тах бурчаклар остида ЛЛ^, 

ЛЛ 2 }̂ амда В В 1 , В В 2 чизи1̂ лар- 
ИИ утказиб, ишцалании! конусла- 

рининг чегараларини оламиз. Бу 
чизицлар билан чегаралаиган 

туртбурчак иил^аланиш 
со:х^аеини ж{зодалайди V ........^ .

4.6- мзсала. Шстки учи билан горизонтал полга тиралган АВ нярвон вер­
тикал деворга куйилган (4.27- раем, а). Нарвоннинг вертикал девор билан шч- 
5^аланиш коэффициенти пол билан ишг^аланиш коэффициенти / 2 . Нарвой би­
лан унинг устидаги кнн1 ииинг орирлиги Р  га теиг булиб, нарвон узунлигини 
т\п нисбатда булувчи С ну]^тага Мувозанат ^олатида нарвон билагЕ

девор орасидаги энг катта бурчак ва шу ?;олат учун девордаги Лд ва

полдаги М иормал реакциялар топилсин.

Ечиш. К Н[1 рвоинииг мувозапати и и текширамиз.
2. Коорд;1::(Мллар сисгемасиии 4. 27-раем, б лагилек танлаб оламиз.
3. I Гарсон .харакйтлаишнн 0ь7дида унга нарвон билан у 1н1нг устидаги кнши-

нииг 01ирлик кучи Р  вертикал деворда )^осил буладиган ( Р ишкял^нгии!

кучи на Л'^ нормал реакция кучи хамда горизонтал нолнн-цг кшкала-

1ШИ] ку'ш б)!ллн N нормлл реакция кучи таъсир этади (4.27-раем, б). Кулон 

конуннгп кура

< / 1 ^ .4 ,  ( I )

s /

4, Нарзонгн таъсир згувчн кучлар Р, (i'_4 ),̂ N . И'т.ах'’ Л" текне-

ликлаги !!XTHÜp)!i''i кучлар системасини ташкил этади. 4.27-расмда',< фойдаланиб, 
текисликдаги куЧьН!]) cиcтe^гacиIШИг мувозанат шартлари (4.9J ни тузамиз:

у х ,  = 0,

+ = 0 .

— Л л • А!^ cos - Р - А С  sin ^   ̂АВ sin =  0.

Бунда нарвон харакатланиши олднда (1) да тенглик ишораеи олиннипшн ва 
АС ~  па, СВ — та, АВ ■— {т - - п) а эканлигини эътиборга олсак

Л'л-/эЛ 'в =  ^.

— (т 4- п) а -cos -P-rn sin (m + n) a* sin =  O,

Бундан
Л'л “  /̂ 2 »

N j, =  P - h N А »

(2)
(3)



(Д1  +  п) —  Рп] 5 Ш — п) соз

( 2) ни (3) га 1^упсак,

Л̂ ¿ =  í' /”1/2 *

Бундан

Р
Л̂ ,

0.(4)

1 +/1/3

<5} ни (2) га 1^у“нб Л^д ни аниклайдигз:

<4) ни соз ос га булсак

 ̂”г/1/а 

Л/д (т + п)

^  в ('тг + п) —

(5)

(6)

€ки (5) ва (6) ни эътиборга олсак

_  (г» + ») /г 

^  “  т-п  /,/а ‘

О у^  а  <  булганда нарвон мувозанатда буляди.

4.7-масала. Огирлиги (? — 100 Н булгаи В юк радир-будир СО горизоитал 
йуналтирувчи стержень буйлаб сириаинит мумкин. Юкка снлли!^ А тир1^нш ор- 
¡[̂ али уггаи ва учига Р  —'50 Н юк осилган трос богланган (4.28-раем). Юк би­
лан и ̂ нал тирувчи СО  сгсржсць орасидаги иш1^аланиш коэффициеити / =  0,1 , 
Агар СО ¡¡\ инлгир\'вчи билан тиркнш орасидаги масофа ОА ~  15 см бхЪюа, В 
дак мувозанат сохасммннг чсгараси (мусо^!анатда 1\олали1 'ан }^олатлари![ииг гсомет- 

рик урни) аник.'чансин.
Ёчиш. 1. В юк х;1 ракагла1иши1 олд^'даги мувозаиатини тскн'крамиз.
2. Коо]Х'н:наталар снсгемиенмн 4 .28- [)асл:дагндек танлаб ол'1лП13,

3. Юк харакатла!П1 шн олдида у(!га а[-и;!лик кучи С', максимал ишкалаиищ 

кучи иормал рсакн,1 1 Я кучи N ва тросиинг таранглик кучи Г (ми1^дор 

жихатидан Т =  Р) таъгмр этади.

4. Юкка тат.сир этувчи Q , па Т кучлар б1гр нуктада кесишув. 

чи кучлар системасини таи:кил этади, 4,28-расмдаи фо1иала1Н1б, кесишувчи куч- 
ларяннг мутюзанат тенгламалари (2.11) ии т̂ ’замиз:

— р.

N — Q - T  в\п - 0 . ( 2)

Бунда юк харакатланиши олдида X

уь; билан Т ораеидаги буочакни билди- 
ради.

(2) дан N =  Q-'L- '̂ ни аник-

лаб, Л' нинг бу кипматини Кулон конуки

^тах ~  ) }^у1(Сак,

^тах ~  ^  Т  / ' ^  а  (3)

<3) га асссан (I) ии 1^у1 !ндагича ёзамиз:
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— f Q — f T  sin +  T cos =  0.

Берилган катталикларни урнига 1^уйсак {Т — Р),

— 0 ,1 • 100 — О, Ь  50 sin 50 cos =  О

ёки

-  2 -  sin +  10 cos =  0.

Бунда cos а^ах У—  sin^ экаилигини назарда тутсак,

10 1 / 1 -  sin^ =  2 +  sin 

Квадратга ошириб, ихчамласак,

101 sin« -Ь 4 sin —  96 =  О,

4 ±  196,977 

(sin a ^a ^ ) i,2  =  202----

Бупдлй sin а , =  0,9553 нн аниклаймиз. Синуспинг иккинчи 1^инмати манфий 

булгаии учун упи эыпборга олмаймиз. Шунда!! ь^илиб, В юк мувозанатда були­
ши учуп ^  84“12' булиши керак. 4.28-расмдан изланаетган мувозанат со- 

?^асининг чсгьрасини апи1̂ лаймиз.

\В0\ =. О А ctg =  0 ,15.0,3096 -  0,0464 м.

Бинобарин, В юк мувозанат соз^асипипг чсгараси х — 0,0464 м га тенг була-
ДИ. ............. ..... . ............ ............... ............ , ....... ....................

4.11-§. Думалашдаги иш!^аланиш

Жисмларнинг думалашдаги ишк^алапишини абсолют т̂ аттнт̂ ; жисм 
доирасида изо; .̂лаб б} '̂Iмaйди. Шу сабабли бу lyicf^s маълу-
мотларнигина келтирамиз.

Орирлиги Р  ва радиуси R  га тепг цилиндр гор^1зоитал текис­

ликда стган булсии (4,29-раем). Цилиндрга горизонтал Г  куч куйил­

ган. Цилиндр ва текнсликнинг деформацииланишн натижасида ишка­
ланиш битта нуцтада >̂ осил булмай, икки жисмиииг бир-бирига те­

гиб тургаи эзилган юзасида хосил булади ва 7/ нормал реакция

кучи }̂ амда F иии^аланиш кучи О нуктадан утувчи вертикалдан 6  
масофада ётувчи С ну1̂ тага 1̂ уйилади.

(4.9) дан фойдаланиб, цилиндрнинг 

мувозанат тенгламалариии тузамиз:

У Х  - 0 ; r - f  =  0 ,

Í Q  =  0; N - b - ^ T ^ R ^ O .

Бундан

F ^ T ,  N =  P, Л^ . б-7-/ ?  (4.22) 

муносабатларни оламиз. Шундай 1{и- 
либ, цилиндр думалаши олдида унга4.29- раем.
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момеитлари тенг ва аГглапиш йуналиши ь^арама-1̂ арши булган

(Г , F)  ва { Р , N) жуфтлар таъсир этади. Цилиндрнииг думалашига

i^apmujJHK к>фсатувчи {Р, N) жу(1)Тга думалашдаги ишцаланиш жуф- 

ти , бу жуфтнинг моментига думалашдаги шицаланиш моменти 
дейилади. Тажрмбаларнинг курсатишича, думалашдаги ишь^алашгш 
моментининг максимал ¡̂ иймати иормал босимга пропорционал булади;

(5уида Ь —  думалашдаги ишцаланиш коэффшщенти булиб, узунлик 
бирлигида улчанади.

(4.22) нинг учинчисидан

^ - (4.23)

б
Бу формуладаги —  катталик кунчилик материаллар y îyH сир­

панишдаги иип<̂ алани1и коэффициеити / дан анча кичик бдлади. Шу- 
нинг учуй бундай жисмларии сирпантиришдаи кура думалатиш учуп 

кам куч сарфланади.

4,8-масала. Огирлиги Q — 1085 кН, диамстри d = l  м булган гплдпракнкнг

Горизонтал текистивда текис думалашк учун керак булган Р  куч, гггунингдек 
текисликнинг ркжция кучи ани[-̂ ла[!син; думалашдаги ишцаланиш коэффициент»

¿  =  0,2 см, Р  кучнннг горизонтал гекнслик билан ;^осил 1̂илган бурчаги аса 
а  =  30^ {4.30- ряс'м).

Ечиш. 1. 1-'и.'1Дирякт;нг горизонтал текислик буйлаб текис думалашида таъ­
сир эгунчи кучларнииг Л!унозанагиии текширамиз.

2. Координаталар сошини а нуктада олио, координата 5'!^ларини 4.20-раем» 
дaгиДL̂ к и уи;|лтирамиз,

3. Гилдиракка унииг огирлик марказига {̂ \Ч'[цлган огирлик кучи Q ва ак­

тив куч Р таъсир э'гядп {и1 акл аникро!^ ва яг̂ н̂ ол булиши учун гилднракникг 
текисликка ботиши, мъни гори.юитал текисликнинг дефопмацияси шаклдр. 
Kanapoí'í 1^нлнб курсатилган). Бундг^н та1 Н1\ари, килднракка горизонтал ва верти­

кал реакция кучлари Л' ва Т таъсир этади, уларнинг таъсир ну(^таси О а 
дан б масофада буладн.
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4, Рилдиракка таъсир этувчи Q , Р ,  N , Т кучлар текисликдаги кучлар 

системасини ташкил Э1 ади. 4,30-расмдан фойдаланиб кучларнинг мувозанат тенг­
ламасини (4,9) куринишида тузамиз:

/ ’ cosa  — Г =  О, ( I)

=  — Q + /^51па + Л ' = 0, (2)

Л '.б - Р ./1 = = 0 , (3)

(3) тенгламада Т кучнинг моменти р^атн^пимаиди, чуики а Ь iiyi^ra гори- 
вонталлари орасидаги масофа жуда кнчик бул 1 ами учун уни эътиборга олмадик.

аОК учбурчакдан Р  кучнинг елкаси атщлапади: Л =  г cosa , бунда л би­
лан гилдиракнинг раД!1 уси белгиланган. h нинг 1 и̂Г1 матнни (3) га 1^уйиб, N ни 
ани1^лаймиз:

Л' =  ^  ■ Р cos а .  (4)
о

N  нииг бу 1^нйматини (2) га и̂ уйсяк,

— Q Р sin а  -1 ' Я  CO.S а  =  О 
о

ёки

sill а  —  ■ cos а  =  Q,

Бундан

Q
Р =  —-----кН.

sin c¿ -j- —  COS a  
ó

(1) дан ишкалапии! кучи Т пи глни-^лаймиз- 7^=  Я cos =  4,33 к Н . ,
(4) ердамида пормал реакция кучи той ил ади: N -- 1Ü82,5 кН ,

5-б О б. ФЕРЛ^АЛЛРНИ ХИСОБЛАШ  УСУЛЛАРИ

5,Г’'--§. Ферма ха 1̂ ида тушунча

Шарнирлар воситасида геометрик \\'?гармас 1утлиб тутаиттирнлган 

стержснлардаи хрсил б\K̂ гaн конструкция ферма деб аталади. Стер- 
женлариинг учлариии туташтирувчи nyi^Ta тугун дейилади.

Фермалар кандай иишоогда 1̂ \71лаиишига 1̂ араб турлича ном би­
лан аталади. Маеалан, куприк 1̂ урилишида фой да лаиила диган куп- 

рик фермшшри {5.!-раем, а), нншоотлариинг томини ушлаб тура- 
дигаи ст р о т и а  фермалари {5,1-рас.м, б), кутариш 1̂ урилмаларида 

фойдаланиладиган кран фермалари (5.1-раем, е) ва к.
Одатда, куприк ва стропила фермалари бир томондан 1̂ узралмас, 

иккинчи томондан 1<^узгалуБчи таянчларга урнатилади. Кран ферма­

лари таянч подшипникка {нодпятникка) та ян иши ва цилиндрик шар­

нир воситасида ушлаб турилиши мумкии.
Стерженлари бир тскисликда ётувчи ферма ясси ферма дейилади.* 

Ясси фермаларпи хисоблашда уларга 1̂ уйилган актив кучлар таъсирида

*) Фззовии фермаларни )^исоблаш {^урилиш механикасида к^/рилади.
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5.1 - раем.

таянч реакциилари > а̂мда стержеиларда >;осил буладиган ички куч­
ларни (зуриг^ишни) ани1у[апг асосий масала :?^исобланадн. Бу масала­
ни ечишда:

1) ферма стсрженлар!! абсолют каттик, тутри чизие^ли деб 1^ара- 
либ, уларнинг орирлиги эътиборга олинмайди;

2) шарнирлардаги ин] кала ниш хисобга олинмайди;
3) ясси (|)ермага таъсир этувчи кучлар уиииг текислигида ётади 

ва фацат тугунларга ['^\чи1лади деб фараз ь^нлинади.
У ?^олда ферма стержеиларига факат буйлама (чузувчи ёки си-

1^увчи) кучлар таъсир этади (| .3 -§ ).
Реал (}^ерма,'1арнинг С1ерм<еилари шарнирлар с[)дамида эмас, бал­

ки пайоаидлаб ёки парчин михлар воситасида бириктирилади. Шу 
сабабли фер.ма стерженларига буйлама кучлардан ташцари эгувчн 
кучлар >;ам таъсир этади. Акадс.мик Е. О. Патон олиб боргаи тад- 
!^^и1^отларга кура эгилишда хрсил буладиган зу1.-;и1<̂ иш унча катта 
булмай, биринчи я1\иилашишда уни эътиборга ол.мас;шк мумкин.

Шундан 1^илиб, юкори;;а !^абул ки ’̂1ин1ан соддспаштиришлар на- 
тижаснда ферма стерженларидаги 
зуриЕ<^ишлар биринчи я1^инллппгшда 
яни1<^ланади. Стержеиларда ги зури- 
{̂ ишларШЕ аниклашга утишдаи олдин 
ферма структураси билан таниша- 
миз.

п та тугуидаи ташкил 'тоигяи 
ферма гсометрик узгармас булииш 
(яы !и  с'юрженлари бир-бирига нис­
батан куча олмасли1и) учун бун­
дай ферма камида печта стержен- 
дан ташкил топишиии куриб чи1\а- 
миз. Биринчи учта тугунни гео­
метрик у.^гармас к^илиб ^утахитириш с.г-
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учун учта стержень олиш керак (5 .2- раем, а), Бундай учбурчакли 
Л В С  фермага яна битта В  тугун  l^yшилиl]Jи натижасида ^^осил бул­
гаи ферма геометрик узгармас булиши учуй О  тугунни мазкур уч­
бурчакли с|№рмага камида иккита стержень воситасида бириктирищ 
керак (5 .2- раем, б). Худди шу тарзда А Б С  учбурчакли фермага {̂ ол­
ган/г—З т а  тугунларнинг ?̂ ар бнрини иккитадан стержеилар восита­
сида бириктириш натижасида п та тугундан ташкил топган ферма 
геометрик узгармас булиши учун у камида

Л̂  =  2( « — 3) - ^  3 - 2л — 3 (5 . 1)

та стержеыдаи ташкил топишига ишонч ?<;осил г^иламиз,
(5 . 1) шартни каноатлантирадиган ферма ортицча стерженга 

эга булмаган ясси ферма дейилади (5 . 1-раем).
Агар Л '> 2 /?— 3 булса, бундай (|)ерма ортицча стерженга эга 

булган ясси ферма дейилади (5 .2- раем, е).
Агар N  С  2п — 3 булса, бундай конструкция геометрик узгарув­

чан булади ва фермани ифодаламайди (5 .2-расм, г), п та тугундан 
ташкил тоиган ортиь^ча стерженга эга булмаган ферманинг ^ар бир 
тугунини борланишдан бушатиб, бир текисликда ётувчи кесишувчи 
кучлар системаси таъсиридаги ну1^та деб 1^арасак, бу ну1^таларнинг 
:^ар бири учун иккитадан мувозанат тенгламалари уринли булади. 
Натижада ^¿рма учун 2п та мувозанат тенгламаларини оламиз. Бу 
тепгламаларга таянч пу^^таларидагн учта номаълум реакция кучлари 
;<,ам киради.

Бинобарин, 2п та мувозанат тенгламаларидан 2п — 3 та стержен- 
даги зуриь^ишлар ва таянч ну1^таларидаги учта номаълум реакция 
кучлари allи^\лalIaди. Шу сабабли ортир^ча стерженга эга буммаган 
ферма статик аниц ферма, орти1^ча стерженга эга булган ферма 
эса статик ноаниц ферма деб :^ам аталади.

5.2*- §. Ферма стерженларидаги зури|^ишларни тугунларнн 
кесиш усули билан ани1̂ лаш

Ю{<10рида курганимиздек, тугун  кесиит усулининг мо^^ияти шун- 
даи иборатки, ферма тугуилариня фикран кетма-кет кеса борамиз 
ва тугун га 1< у̂йилган кучлар мувозанатиии текширамиз; бундай куч ­
лар к^аторига стерженларнинг реакция кучлари, тугунларга }^уйил- 
ган берилган кучлар ва таянч реакция кучлари киради. Кесилган 
тугун  мувозанатда булиши учун унга г^уйилган кучларга 1^урнлган 
куч купбурчаги ёгащ булиши керак. }^ар бир тугун  учун ёпиц куч 
купбурчаги1Ш ясаб, ферма стерженларидаги реакция кучларини гра­
фик усулда ани1^1аш мумкин.

Тугун кесиш усулида масалани аналитик ечиш учуп ?̂ ар бир т у ­
гунга 1^уйилгзн кучларнинг мувозанат шартларини (2.11) куриниши­
да тузиб, бу тенгламалардан номаълум кучларни ани!^лаш мумкин.

Мисол тари1<^асида 5 .3 -расм, а да тасвирланган ({ е̂рма стержеи- 
ларидаги зурш^ишларни тугунни кесиш усулидан фойдаланиб топа­
миз. Ферма Л ну1^тада шарпирли т^узралмас таяичга, В  ну1^тада шар-
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5.3- раем.

иирли 1^узралувчан таянчга урнатилган. Фермага III тугуи га  г^уйил-
ган вертикал пастга йуналган Р  куч таъсир этади,

Масала ечишии таянч реакция кучларини аниЕ^лашдан бошлаймиз. 
Ф ермага уиинг уртасига {^уйилган битта вертикал пастга йуналган 
куч таъсир этади. Шу сабабли Л ва В нуь^таларнинг реакция кучи
вертикал юь^орнга йуналади ва узаро тенг булади: =

Стерженлардаги зури1^ишни анир^лашдан аввал берилган ферма ста­
тик аниг^ ферма экаилигини текшириб курамиз. Берилган (|>ерманииг 
тугунлар соии п =  4 , стержеилар сонн Л/ — 5 . Буларш! (5 . 1) га 1^уй- 
сак , 5 =  2-4 — 3, яъни берилган ферма статик anui^ (¡>ермадир.

Тугунларни рим ра1<^амлари, стерженларни араб ракамлари билаи 
номерлаймиз,

Кесишии шундай тугундап бошлаш керакки, бу тугунда зуриь^и- 
пш ани1^лападиган стержеилар иккитадан орти^ булмасин, чунки бир 
текисликда ётувчи кесишувчи кучлар системаси1{инг мувозанат шарт- 
ларидаг! фойдаланиб фацат иккита номаълум катталикни aHHiv^ani 
мумкин. Шу сабабли курилаётган фермада кесишни 1 ёки IV  тугун-
дан бошлаш керак, I  тугунни кесамиз. I  тугун га маълум куч

:5^амда 1 ва 2 стерженларнинг реакция кучлари R i  ва ^^У^^илган. 
Бу кучларнинг таъсир чизик лари маълум (улар те1'пшли стержсиь 
буйлаб йуналган) булиб, уларнпиг микдорини анит^лаш керак, Бунинг
учун R  ,̂ , ~R̂  ва R,̂  кучлардаи т атк и л  тоиган куч учбурчагини туза­
миз: ихтиёр!н“1 нуь;тадан R a куч вскторини, бу кучнинг боши ва учидан 
зса / са 2 стерженларга параллел чизи1^лар утказамиз; бу чизи!^- 
ларнинг кесишган нуцтаси куч учбурчагининг учинчи учини ифо-
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далайди, унинг 1 ва 2 стерженларга параллел булган томонлари мос 
равишда ва пинг миг-^дорига тенг б5^оадг1 (5 .3-расм, б). ва 

нинг йуналишини ааи1^лаш учун куч учбурчагини уш1иг пери- 
метри буйича маълум куч йуналишида айланиб утиш керак. Куч 

учбурчагидаги кучлар люс равишда 1 ва 2 стерженларнинр
тугун га курсатган реакциясидир. пи куч учбурчагпдан 1 стер­
женга кучирсак, I тугуп га цараб йуналганлигини курамиз. I т у ­
гун  томонидан 1 стерженга 1̂  ̂ га 1^арама-!^арши йуналган ва мицдор 
жи^^атдан тепг сикувчи куч таъсир этади, яъни I  стержень си1^и-
лади. Л̂ 2 ни куч учбурчагидан 2 стерженга кучирсак, R^ I тугун- 
дан стержень уки буйлаб й>чшлади. I тугуц  томонидан 2 стержен­
га ^2 га 1^арама-1^арши йуналган ва мивдор жи.'^атдан унга тенг 
чузувчи куч таъсир этади, яъни 2 стерл^ень чузиладн. .

Шундай килиб, стержень реакцияси тугунга цараб йдналса, 
стержень сищ лади; акс .\олда, яъни стержень реакцияси тугун- 
дан стержень дци буйлаб йуналган булса^ стержень чузилади.

II тугунни кесамиз. Бу тугун га 1, 3 ва 4 стерженлар?1инг ре­
акция кучлари 1^уйилган. Бунда II тугун га  г<^уйилган I  стерженнинг
реакция кучи ми^^дор жи;^атдан R l  га тенг ва унга т^арамач^арши

йуналганлигини эътиборга олиш керак. Шу сабабли =  — R l, 
яъни иккита тугунни туташтирувчи хар бир стерженнинг уч- 
ларига Щйилган реакция кучлари мшфор оюахатдап тенг, йдна- 
лиши карама-}\иршидир. II тугун  учун куч учбурчагини ясашда
ихтиёрий ну1^тадан /?' векториии, уиииг боши ва учидан эса 3 ва 4 
стерженларга параллел чизи1^лар утказамиз (5 .3-расм, в). )^осил 1̂ и- 
лингап ёгоп  ̂куч учбурчагининг 3 ва 4 стерженларга параллел булган
томонлари мос равишда R^ ва R^ реакция кучларининг мш^дорига
тенг булади. ва пинг йуналишини ани}^лаш учуи куч
учбурчагини маълум куч йуналишида айланиб утиш керак.

7̂ 3 вектори II тугундан стержень у1̂ и буйлаб йуналгани учун 3
стержень чузилади; II тугун га  йуналгани сабабли 4 стержень 
сш^илади.
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Энди i n  тугунни кесампз. Бу тугунга берилган Р  куч > а̂мда 2, 3 
ва 5 стерженларнинг реакция кучлари 1^>1лилгаи. Куч купбурчагини
1^уришда 2 ва 3 стерженларниш' реакция кучлари ва R'  ̂ I  ва //

тугунларга 1-^у)1илган R-2 ва R . реакция кучларига микдор жихат­
дан тскг, йуналиши г^арама-к.арши эканлигиии эътиборга олиги ке­
рак. III тугун  учун куч куибурчйги 5 .3 -рас.м, г да тасвирланган.

III тугундан стержень у\\п буйлаб йуналгани учуй 5 стержень 
чузилади,

П 1 тугунни кесиш урнига IV тугунни кесиш хам мумкин. IV 
тугун  учун куч к>11бурчаги 5 .3 -расм, д да тасвирла1п-ан.

Шуидай к^илиб берилган ферманинг барча стерженларидаги зури» 
1^инглар ани1у|анди.

Масалалар ечганда учрайдигаи к;уйидаги хусусий >^олларни кура- 
миз:

1. Ферманинг икки стерженли тугуннга куч  таъсир этмаса (5 .4- 
расм, а), :?\ар стержендаги зури1^игилар иолга тенг булади.

2 . Ферманинг икки стерженли тугунига стерженларда!{ 6ир11иинг
у}^и буйлаб йуналган Р  куч таъсир этса (5 .4-расм, б), бу стсржеп- 
нинг реакция кучи мнь^дор жи>;атдан таъсир зтувчи кучга тенг,
йуналиши унга 1^арама-1^арши б у л а д н : ^  — Р, == 0«

3 . Ферманинг икки стерженли тугунига стержень у^^лари буйлаб
йуналган Р^ ва кучлар таъсир этса (5 .4-расм, в), ?̂ ар бир стер- 
женнннг реакция кучи миь^дор жи>;атдан мос равишда шу кучгаV —у-
тепг, йуналиши унга у-^арама-ь^арши булади: R^ ~  ~  Р^, R^ =  ~  р^,

4 . Ферманинг уч стерженли тугунида икки стерженнинг уци бир 
турри чизи}  ̂ б р л а б  йуналса ва тугунга 3 стержень уь^и буйлаб куч 
таъсир этса (5 .4-расм, г), 3 стерженнинг реакция кучи ми1^дор жи-

—V —̂
:^атдап Р  кучга тенг, йуналиши унга р^арамач^арши буладн: R^ =
=  — Я ; 1^олган икки стерженнинг реакция кучи миру^ор жи^^атдан 

тенг (улар нолга тенг булиши ?^ам мумкин).

5.3* - §. Максвелл —  Кремон диаграммаси

Т угун  кесигн усулида хар бир стерженнинг реакция кучи1ш куч 
купбурчакларида икки мартадан тасвирлашга турри келади. Бу кам- 
чилик инглиз физик олими Д> К .’Максвелл (1831 — 1879) ва италия- 
лик олим Л , Кремон (1830— 1903) томонидан кашф г^илинган ва 
улар номи билан аталадиган Максвелл — Кремон диаграммасида бар- 
тараф 1^илннади. Бу диаграммани ясаш учун яна Ю1^оридаги ферма­
ни оламиз (5 .5-расм, а ) .

Тугунларга таъсир этувчи кучни ферма контурииинг таш1^арнси- 
да тасвирлаймиз ва бу кучлар билан чегараланган со;^алар1ш С, О, 
Е ;  ферма стерженлари билан чегараланган ички соз^аларни Е, С  би­
лан белгилаймиз. Куч кут1бурчагини цуришда фермани ёки тугунни
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соат стрелкаси аиланишига тескари 
йуна;шшда айланиб утиш ь;ои да си­
ни 1у^бул 1-^иламиз. Бундай айлаииб 
утии!ла кучнинг боши на учини куч 
чегаралаб тургаи со.'^аларга мос ки­
чик харфлар билаи белгилаймиз. M a­
ca лай, Р  кучни cd, ни de, R^  

ни ес: III тугунга цуинлган куч­
ларни cd, dg, ¿г/ ва ¡0 билаи бел­
гилаймиз са х^оказо, г*

5.5-рлсм. Дастлаб таищи кучлл^> купбур-
чагини тузамиз. 1^уриладиган куч 

купбурчакларида кучларнинг учига стрелка ¡^у^масак ?^ам булади, 
чунки со:^аларни соат стрелкаси айланишига тескари йуиалишда ан- 
ланиб утиш 1\оидаси кучиинг боши ва учини бир 1у1Йматли аниь^лай* 
ди, Ташь^и кучларни уларнинг йуиалиишга мос равишда маълум 
масштабда ферма ни соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда 
айланиб утишда учрайдиган тартибда цуя борамиз ва cdec ии ола­
миз; таш1^и кучлар параллел булгани учун кучлар кунбурчаги бир 
чизикда ётади {5 .5-расм, б). Бу кучлар таъсиридаги с}юрма мувоза- 
патда булгани учун мазкур купбурчак хам ёпик булади.

Энди тугун  кесиш усулидан фойдалаиамиз. I тугуннк маълум куч
ес дай бон1лаб соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда айла­
ииб утамиз. ес куч шаклда тасвирланган, шу сабабли куч куибур-
чагида I тугун га таъсир этувчиси с/ ва /е кучлар[ш ¡^урииг ки(|-!Оя. 
Бунинг учун е нуь^тадан 1 стерженга ва с ну1';тадан 2 стерженга 
иараллел чизи1^лар утказамиз; бу чизи1у'1арнинг кесишган ну1';таси /
нуь^тани ифодалайди. с[ куч I тугундан стержень учу! буйлаб йунал­
ган, шу сабабли 2 стержень чузнлади; [е куч I тугун  томон йу­
налган, шу сабабли 1 стержень си1^иладн.

II тугунш ! Е Г О Е  тартибда соат стрелкаси айлагитшига тескари 
йуналишда айланиб утамиз. Бунда илгари тасвирланган е, / нук;та- 
лардян (¡юйдаланамиз. /" ну1^гада 3 стерженга параллел, е нylvгaдa 4 

стерженга параллел чнз)i^\лзp утказамиз; уларнинг кесишган иукта-
си ц нy!vгaии ифодалайди; ¡g  куч II тугундан стержеиь у1 1̂ буйлаб
1'(\н'мгани учуй 3 стер^^епь чузилади; gв куч II тугун га йуналга1ш 
ту;;)::;(ли 1 стержень си1\илади.

1Ü тугуцци C D G F C  тартибда
dg реакция кучини ант^лаймиз,
Ги:рлаштприи1 кифоя. dg  куч III

5 с гержень чузилади.

айланиб утиб, 5 стсржеига моа 
Бунинг учун d B'd g  п^м-^таларни 
тугундан стержень у)<;и буйлаб

нуи:.)/1га!1и учун
Шу тартибда ясалган 5 .5-расм, б даги фигурага Ма/ссбеугл—Кре- 

мои диа:раммаси дейилади. Ферманинг хар бир тугупига диаграм- 
;.:аии!П' бирор кунбурчаги мос келади, Аксинча диаграмманинг хар
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бир учига ферл!а текислигинниг 
бирор С0Х/1СИ мос келади, Шун­
дай 1'^илпб, бир (1}игураии11г учи­
га бош1\а фигураиинг кусизурчагп 
мос келади; бунда!! фигурадар 
бир-бирига .монанд фигуралар де­
йилади, 5 .5-раем, б ни 5 .3-píiC,\r, 
б, в, г, д бпдап солиштириб, к у ­
рилаётган ферма учу[] ^:еалган 
М аксвелл—Кремон диагра\.маси
5 .3-расмда ¡^урилган куч купбур- 
чакларидаи ташкил топгаилигиии 
Я1̂ 1̂ ол куриш мумкии.

Куч учун кабул  1^илинган масштабдан фойдаланиб, стерженлар- 
пинг реакция кучини топиш мумкин.

5.1-масала. 5 .6-расмда тасвирлаиган фермага Pi =  4k1I, =  2 кН кучлар 
таъсир этади. Улчовлар расмда куреатилган. А ва В таянчлариинг реакция куч- 
лари ва ферма стерженларидаги зури 1̂ ии]лар ани 1̂ ла!!син.

Ечиш. Дастлаб Л ва Б  иу1̂ таларнинг реакция кучларнни аницлаймиэ. Ферма- 

нинг мувозанат тенгламалариии тузит учун х ва у уцларини 5.6-расмдагидек йу­
налтирамиз.

Фермага таьсир этувчи Pi =  4 кН куч нертикал пастга, Рз =  2 кН куч sea го- 

ризоитал йуналган. А шарнирнинг реакция кучини ва ташкил этувчилар-

дан иборат деб г̂ араймиз. К,узралувчан шарнир В нинг реакиня кучи Rq верти­

кал ю1̂ орига йуналади.

Шундай 1̂ нлиб, фермага Р^, X j ,̂  ̂ Rq бир текисликда ётувчи куч­

лар таъсир этади, Бундай кучларнинг мувозанат теигламаларини (4,10) к^рини- 
ишда тузамиз:

S  = Л ^ + Р , = 0;

Бу тенгламаларни ечиб, номаълумларни ани1̂ лаймиз1

- 2 к Н ,

Я1-5 +  Р2-3

Ха =  - Р 2=̂

У .  =

10

— Яз-З +  Рг-б 
10

=  2,6 кН, 

1,4 Ktl.

манфий ишорали булгани учун чапга йуналади (б.7-расм, а). 
Стерженлардаги зурик;ншларни аниклашдан аевал берилган ферма статик аявд 

ферма эканлигини текшириб к^'рамиз. Берилган ферманинг тугунлар сони Л *з № 
стерженлар сони К — 9. Булар (5.1) тенгликни цаноатлантиради, 9 « «2 »б —-3. 
Демак, берилган ферма статик а т 1̂ дир. Куч масштабини маълум уЗунлин бирлй» 
гида танлаб оламиз ва стерженларни номерлаймиз (5.7-расм, а)*
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p. 7. раем.

Ферма стерженларидаги з\'ри1̂И1гиш 

тугун кесиш усули ва Максвелл— Кре- 

мол диаграммаси восичасвда аниклаймиз.

1. 'Г у г у н к е с и ш  у с у л и .  I 

тугуини кесамиз. Дастлаб вертикал

юкорига иулалгая кучни тасвирлай­

миз (5.7-расм, б), Унинг уииллн 8 

стержепга пара.тлел верижал чизнь  ̂ ут* 
казсак, Куч купбурчагн бнр турри чи- 

зи|^ла жойлаи^адн ва I тугун мувозанат-

да булиши учун Rg нинг учи нинг 

боши бнлан устма-уст туш иши керак. 

Буидан г= 2 , 6 кН . Бинобарин,

7 стержендаги зурициш нолга тенг.
1 тугунга караб йуналгани учуп 8 сгержепь спкнладн,

II тугуипя KiicaMH3, Бу тугунга 8, 2 ва 1 стерженларнинг реакпия кучлари 

куйилгаа, 8 сгержеши^нг реакция кучи маълум. Бунда II тугунга ку(1илган стер-

жени)ч;г реакция кучи мицдор жихатдан га теиг Da унга 1«;арама-1;арши ну- 

Haaiaiiiuiii эътиборга олиш керак. II тугун куч учбурчагини исаш учун-ихтисрий 

ну к ¡ада кскгориии тасвирлаймиз ?;амда унинг боши на учидан мос равихнла 1 ва

2 (.’терженларга нараллел чизнклар утказиб, куч купбурчагини оламиз (5.7-расм, «). 

П lyri'H  мувозанатда булиши учуп бу куч учбурчаги ёнии; булиши керак.

са ^ 2  нинг йуналишнпи aHHi^iam учун куч учбурчагини y in n r  периметри бу ­

йича Rg йуналиши буйнча айланиб утиш керак. Куч учбурчагинннг мос 

томонларини берилган масштабда улчаб, 1 ва 2 стерженларнинг реакция кучлари 

апи]-̂ лан<:*дн: /? 1 = 4 ,5 к Н , /?г ^- 4 ,5 к Н . II тугундан стержень yi^H буйлаб йу­

налгани учун I стерже1!ь чузилади; /?2 И тугунга йуналгани сабабли 2 стержень 

си1^илада.
III тугунни кесамиз, II I тугунга /-’а ва | /̂ 2 1 ~  I ^ 21 маьлум кучлар таъсир 

эт? If,. 2 с!ержень сиг^нлгани туфайли ^2 тугунга, яъни га г5арама-1̂ аршн

’■S

/f. 5
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in гпугум
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йуналади. 's>a кучларни узига пара.1лел равншда шундай кучирдмнзкн, 

R   ̂ нинг учи Р^ нннг боши билан устма-уст тушсин (5 .7-расм, г). Р 2 учн-

даи 4 стерженга, /?2 нинг боии1Д̂ 1н 3 стерженга параллел чиниклар утказамиз.
I I I  тугун мувозанатда булиши учун ясалган куч кунбурчаги булиши коряк,

Бу шартдан фoйдav^aниб, са  иинг йуналишини аниклаймиз. R^ III т у г у н ­

га йуналгани учун 4 стержень е-мь^нлади, II I  тугундан стержень у^и б\'илаГ> 
й\'налганидан 3 стержень чузилади. Куч купбурчагндан 2,4 кН , =  2 кЦ

булишини ани1̂ лаймиз.

Худди шунингдек, IV , V ва V I тугумла])нн кесиб, уларга  мос куч купбур^ 
чакларинн исаймиз (5.7-раСм, д, е, ж ) .

Бу усул билан ани!^ланган R i ва R^ { ¿ ~  1,9) лар битта номерли стержен­

нииг реакция кучлари булиб, мазкур стержень учларига 1̂уйилади }^амда ми1\до1) 
жи.\атдан тенг, иупалиши 1̂ арама-1̂ арши булади. Стержсндаги зурир^и1н мш^дор 

жи^^атдаи ундаги реакция кучига тенг буладн; сикиладиган стержеидаги зурнк.иш 

кучи шартли равишда манфий ишора билан олииади. Олинган натижалар цуйи- 

да'и жадвалда келтирилган:

Стержень помери 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Зури 1̂ иш, кН  ^^нсобнда 4,5 ~ 4 ,5 2 - 2 .4 2,4 2 0 —  2,6 —  1,4

2. М а к с в е л л — К р е м о н д и а г р а .ч м а с и. Фермага таъснр этунчи Л'^,

P i,  R^^, Р 2 кучларни ({)ерма коитуридан ташр^арида тасвирлаймиз (5.8-расм, 

и). Бу кучлар била{1 чегаралангаи со)^аларни С, D, Е, F, О, ферма стерженлари 

билан чегаралангаи ички сохаларни Q, L, М, N ор[^али белгилаймиз.

Дастлаб ташь^и кучлар купбу[)чагини тузамиз. Ташг-̂ и кучларгги танлп{нан 

масштабда уларни1гг Й\ч1али1и1иа мос равишда ферманн соат стрелкаси айланинп^- 

га тескарл йуналишда учрайди1ан 1артнбда цуя бо1)амиз ва cdejgc ни оламиз

(5.8'расм , 6). Cyiirpa ту!'ун кесиш усулидан ф^-)йдаланамиз. I тусуини

дан бошлаб соат стрелкаси )^аракатига тескари йуиалишда айланиб утамиз.«?/ куч

шаклда тасвирланган, шу сабабли куч купбурчагида I тугуига таъсир этувчи ¡¡>

ва ge кучларни к,урнш кифоя. Бунинг учун / ну!\тадан 8 стерженга пароллел ва 
е ну!^тадан 7 стерженга параллел чизн1^лар утк '̂г.тб, улар кеси1иаднган q нуи̂ тани

i?' п

5.8- раем.
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топамнз. Расмдан куринмб турибдики. q нуь^та е билан устма-уст тушади, яъни

7 стержендаги зуридиш нолга тенг булади. 8 стерженнинг реакиия кучи fg  I гу- 

гупга йуиалади. Ш у сабабли 8 сгержснь си1'^илади. fq ни танланган масштабда 

^^лчап, ^  2,6 кН  б\мии1инн апм1̂лаГ1Мнз. Стержень си 1̂илгани туфайли Sg =

— 2,6 кН булади.

И тугуипи QFL  тартибда соат стрелкаси айланишига тескари йуналишда ай­

ланиб утамчз. Бунда илгари тасвирлаиган £? ва / нук;талардан фойдаланамиз. q 
иуцтада 1 стерженга параллел, f нуь;тядгЗ 2 стерженга параллел чизиклар ;утка-

замиз; улар кесишган жойда I ну1̂ таия оламиз, fl II  тугунга йуналгани учун 2

стержень сикилади. eg I I  тугундан стержень уг^и буйлаб йуналгани учун 1 стер­

жень чузилади. Расмдан ¡1 ва tg ни танланган масштабда улчаб, 

кН эканлигини ани1̂лаймиз. Уларга мос зурик^ишлар 5 i  =  4,5 кН , S j =  — 4,5 кН 
булади.

Худди шунингдек, (долган I I I ,  IV  ва V тугунларни кесиб, 5.8-расм, б датас- 

вирлангаи Максвелл —  Кремон диаграммасини оламиз ва ундан 1̂ олган стерженлар­
даги зурик^ишни аии1̂лаймиз.

Олинган натижаларни юкоридягндск жадсалда келтирамиз.

5.4*-§. Риттер усули

Агар >;сси ферманинг барча стержснларидаги зурицишларни ани1 -̂ 
лаш зарур булса, Максвелл-Кремон усулидан фойдаланиш энг 1 у̂- 
лай >^исобланади. Лекнн ферманинг айрим стерженларидаги з>фиь;иш- 
ларни ани1^лап1 лозим булса, у .\олда Риттер ( 1826— 1906) томонидан 
кашф 1'^илинган ва упинг номи билан аталадиган аналитик усул- 
дан фойдаланиш мацсадга мувофикдир. Бу усулда хам дастлаб фер- 
маиинг таянч реакциялари ани)^1анади.

Риттер усулининг мо.\ияти шундай иборатки, фермами бирор а— а 
контур билаи с|)икран 1̂ ир1̂ иб икки ь^исмга ажратилади ва ажратилган 
бирор к^исмининг мувозанати текшнрнлади. Текисликда жойлашган 
кучлар системасининг мувозанат тенгламалари воситасида учта но­
маълум катталикни аник;лаш мумкин, Шу сабабли фермами шундай 
контур билан кесиш керакки, реакции кучлари номаълум б>^1ган стер- 
жеилар сони учтадан 01нмаслиги }^амда бир ну1'^тада кесиишдиган 
стерженлар сони иккитадан ошмаслигн шарт. Ферманинг кесилгац 
бир 1^исмини фикран ташлаб юбориб, уиинг с|)срмаии иккинчи 1^исми- 
га курсатадиган таъсирини стерженлар буйлаб ташлаб юборилган 
томонга йуналган кучлар билаи алмаштирамиз, яъни барча кесилган 
стерженларни чузилади деб фараз циламиз. Д\асала ечилганда бирор­
та стерженнинг реакция кучи манфий инюрали чи1^са, унинг йччш- 
лиши к̂ абу/1 килинган йуналишга карамам'^арши булиб, мазкур стер­
жень аслида сицилади. Ферманинг ажратилган иисми учун текис­
ликдаги кучларнинг мувозанат тенгламалари тузилиб, стерженлар- 
нинг номаълум реакция кучлари аниз’̂ лаиадн. Тенгламалар тузишда 
шунга :^аракат 1<̂ илнш керакки, нмкош! булса }̂ ар бир тенгламада 
номаълумлар сони биттадан ошмасии. Шу ну1^таи назардан }^араган> 
да (4 . 11) ёки (4 . 10) куринишдаги мувозанат тенгламаларидан фой> 
даланиш мацсадга мувофш^дир. (4 . 11) тенгламаларни тузишда момент 
лгаркази учун иккита номаълум реакция кучларининг таъсир чизи!^- 
лари кесишадигаи нут^тани олигн тавсия этила ди, Бундай нуцталар 
Риттер иукталари деб аталади. Агар реакция кучлари номаълум
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булгап стержсплардан иккитаси узаро параллел булса, (4 . 10) тенг­
ламалардан фойдала1!иш ь;улай, бунда кучлар проекцияланади ган х  
у1̂  учун параллел стержснларга перпендикуляр у(<̂, момент марказ- 
лари учун Риттер пу1^талари олинади.

Риттер усули билии 5. Ьмасалада берилган ферманинг 4, 5, 6, 7, 8 вл 9 стер- 

ж а 1ларидагя зурицишларни а;ш 1̂ '1̂11'МИз. Ю|\орида курганимиздек, Р , ~  4 кИ ,

2 ^  2 кН кучлар таъсир этади ва таянч реакциялари А’^  = 2  кЬ1, =  1,4 кН ,

— 2,6 кИ га теиг (5.9-расм, а).

Ферманинг Л ва В  чаяичларидгги тугуцлари 5.2-§ да к^аралгаи 3 аа 2 ху су ­

сий ^олларга мос келади (5.9-расм. 6, в). Бинобарнн, ва реакция кучла- 

ри равишда Л ва В тугунга йуналадн, яъии 9 ва Й сгерженлар сикилади 

з^амда бу стсржеилардагн зурнцишлар купидагича анн»;ланадн: 5^ =  —  ^9 — 

=  — =  -  1.4 кИ , Ss =  ~ R s ^ — Rl^--= - 2 ,6  кН.

/?й реакция кучипииг йуналиши Л ^ га карамам^аршидир, яъни А тугундан 

стержень ун,и буилаб йуналиб, 6 стержень чузилади ва 5^ = /?в =  2 кН . 7 стер­

жендаги зу р 11т^и:п 9са нолга теиг булади: =  0.
4 ва 5 стерженлардагл зури!\иш1ш ггпиш учун фермаиииг 4 , 5 ва #7 стер- 

жеилариия а  —  а контур билаи фикран кесамиз хамда фермаии1!г чашлаб юбори- 

ладиган уиг 1̂ исмининг таъсирини мос стержеилар буйлаб йуналган R^, ва 

Яд =  2 кН реакодя кучлари билаи алмаштирамиз (5.9-расм, г).

Риттер ну [^талари Ау ьа Ла га нисбатаи моментлау тенгламаснни тузамиз:

Ч ^ Л 1 д ( Г ^  =  0; .1 0 .5 ш а - = 0 ,
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Бу тенгламаларда 51’п а = -

=•- 0; Уд -5 — ♦ 10*51п а  =  0.

1,5

/?4 =  ^4 =
10-8111 а

К,

=  0,2874 эканлигиии эътиборга олсаК,

■ =  — 2,4356 кН.

=  3,4356 кН.10'51’п а
Д ем ак ,  4 стержень сиг^илаДи, 5 стержеиь чузилади .

Олинган натнжани 5.1-масаланинг жавобида келтирилган ж а д в а л  билап со ­
лиштирсак, Риттер усулида .т^исоблаиган ферма стерженларидаги зурицишлар 
циймпти аннкроь; булишини курамиз.

6-боб.  ФАЗОДАГИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

6. 1 - § . Кучнинг ну»^тага нисбатан момент-вектори

Тс1ъсир чизик^лари фазода ихтиёрий жоилашгаи кучлар система­
сига фазодаги кучлар системаси дейилади.

Фазодаги ку'ыариинг иу}^тага нисбатан моменти т^уйидаги учта 
фактор: 1) кучнинг модулини унинг елкасига купайтмаси Р-Н  га 
тен1' момент модули; 2) кучнииг таъсир чизири ва момент маркази 
ор1‘̂ али ^пувчи ОАВ айланиш гекислиги; 3) мазкур текисликдаги 
айлаииш йуналии1и билан ани1^ланади (6 . 1-раем). Агар барча кучлар 
бир текисликда стса, хяр гал О АВ  айланиш тскислигини ани1^лаилга 
эхтиёж колмайди хамда кучиииг нуктага 1шсбатаи моментини Л 
га тенг скаляр ксггталик билан аниклаш мумкин. Буида купайтма 
олдидаги ишора 3 .3-§  да кургаиимиздек айланиш йуналишини ифо- 
даляйли.

>1'ис\тга фазода ихтиёрий жоилашгаи кучлар таъсир этса, х;ар 
б11р кyчнш^г айл;ип1ш текислипиш алохдча а[ии^лашга тлтри кела- 
ди. Айланиш текмслигининг фазодаги холатипи ва айлзниш й\чш- 
ЛИШ1ИШ мазкур '1екис.'ии<1\а перпеиди ({у л яр пектор билан аниклаш 
мумкии. Агар тскисл1и<[ии1г Х0ла7ини белгиловчи векторнинг моду- 
лин11 кучшшг моменти \юдулига тенг ва уш и!г йуналишини куч­
нииг айлаиши йуналишини п:{;одалайдиган тарзда танлаб олсак, 
бундай вектор ёрдалшда кучнинг О нуктага нисбатан моментини ха- 
рак]ерлоБчи учала ф-акторни ани^^лаш мумкии.

1и у  сабабли Р кучни?!г О ну| т̂а> 
га иисбатан момент-векторшш О мар­
казга куйилгзи ва бу марказ хамда 
кучиииг таъсир чизиги ор!^али утган 
текисликка перпендикуляр йуналган
А'1̂ (Г ) вектор билан тасвирлаймиз.

(/’) векторининг й\ч1алирннш шундай 
таилаймиз1лг, уиинг учидан 1^арагаии- 
мизда куч жисмни О ну1^та атро(|жда соат

г
У

0'

6.1 - раем.
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стрелкаси айланишига тескари йуналишда аплантиришга интилсин. 
Агар F  куч 1^уйилиш иу1^тасининг О марказга нисбатан радиус- 

векториии г  бнлан белгиласак (6 .1 -раем),

M o { F } ^ T x f  (6 .1 )
муносабат уригиш булишини курсатамиз.

Векторлар алгебрасидаи маълумки, г x F  вектори г ва ёт­
ган текисликка перпендикуляр йуналган булиб, унинг учидан i^apa-
ганда векторлар фикран бир ну1^тага кучирилганда г ни F  вектори 
yciH ia тушириш учун соат стрелкаси айланишига тескари йуналиш- 
да энг î HCî a бурчакка буриш керак. Бу векторнинг модули

\г  X  F \  =  r ‘ F  sin {г , F ).  Расмдан Л — г sin (г, F )  булгани учун

{ F ) l  (6.2)

г x F  векторининг йуналиши кучнинр нуг^тага гшсбатан момент
вектори М о {F ) йуналиши билан бир хил булади. Шундай ь^илиб,
г X  f  ва Мо ( f )  векторлари мицдор жи)^атдан тенг, йуналиши уст- 

ма- уст тушади, яъни бу векторлар у^ р о  тенг. Бинобарин, (6Л) 
уринли булади.

Демак, кучнинг нуи^тага нисбатан момента вектор катталик 
булиб, куч куйилган нуцтанинг момент марказига нисбатан ра- 
диус-вектори билан шу кучнинг вектор купайтмасига тенг.

6.2-§. Кучиинг у1̂ ка нисбатан моменти

Фазодаги кучлар системасининг жисмга таъсирини урганишда 
кучнинг нур^гага нисбатан моменти билан бирга кучнииг нис­
батан моменти тушунчаси хам киритилади.

г ук  атрофида айлана оладиган жисмнинг Л ну1^тасига Г  куч 
таъсир этсин (6 ,2 '  раем). А  нуцтадан 
жисм1и1иг айланиш у^ига перпен­
дикуляр Я  текисликни утказамиз. 
г ут^нинг мазкур текислик билан 
кесишган ну1^тасини О, Г  кучнинг 
П  текисликдаги проекциясини 
билаи белгилаймиз.

Г  кучни ва 2 ут^ка параллел 

булган  ташкил этувчиларга аж ­

ратамиз. куч жисмни г у1̂  ат­
рофида айлантира олмайди. Бу 6.2. раем.
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куч Ж1тсмни г у{̂  буйичс! снлжитишга интилади. Бинобарин, Р  куч- 
иинг г у'^ атрофида айлантириш эффекти шу у1̂  атрофида куч- 
н11нг айлантнри1н э }̂х|)екти билан бир хил булади.

Кучнинг бирор ущ а  нисбатан моменти деб, унинг шу ущ а  
перпендикуляр текисликдаги проекциясининг у!  ̂ билан мазкур те- 
кислик кесишган нук^пшсига нисбатан моментига айтилади.

Р  кучнинг г у^да нисбатан моменти (Г) билан белгиланади; 
таърифга кура

М , (Г ) =  М „ {Р „ ).

(3.8) га асосан булгани учун

М ,{Г )  =  ± Г ^ - Н ,

(6 .3)

(6 .4)

Кучнинг у[^ь;а иисбатан моменти скаляр ми^^дор булиб, у1^нинг 
мусбат йуналпшидан 1^араганда кучнинг у!^на перпендикуляр текис­
ликдаги проекцияси жисмни соат стрелкаси ?^аракатига тескари йу­
налишда айлаптиришга интилса, куч моменти мусбат, акс ?^олда
манфий ишора билан олиг1ади. 6.2- расмдаги Р  кучнинг г у1 ь̂;а нис- 
баган моменти мусбат ь;ийматга эга.

Агар /■■’ кучиипг таъсир чизири г уь̂ т̂ а параллел б^^лса, ~
=  О, шyнинJ'дef':, кучиинг таъсир чизири у1^ни кесиб утса, /г =  О бу* 
либ, }̂ ар иккала .'^олда (6 .4) га асосан кучнинг у1^^а нисбатан мо­
менти полга тепг булади.

6 .3 - § .  Кучнинг у1 (̂ а̂ нисбатав! моменти билан шу у к ­
даги ну«^тага нисбатан моменти орасидаги богланиш

Лемма. Кучнинг бирор нисбатан моменти унинг шу ;/?{- 
да олинган ихпшёрий нуцтага нисбатан момешп-векторининг 
мазкур уцдаги проекциясига тенг.

Исбот. Г  кучнинг О нут^тага нисбатан момент-вектори (3 .9) га

6.3- раем.

асосан микдор жи>;атдан О АВ  уч­
бурчак юзасинипг иккиланганига
"генг: 1М о (Л 1 =  2 5 ^о^^ > а̂мда О А В  

30° ^  учбурчак текислигига перпендикуляр 
йуналади (6 .3-расм). У пи иг г у1̂  би­
лан ташкил ь^илган бурчагпни 7 билан
белгиласак, М^^{Р) момент-вектори нинг
2 уг^даги проекцияси 1^уйидагича ифо­
даланади.



-  |М^{О1'С05 7 =  (6 .5 )

О А В  ва ОаЬ учбурчакларпинг текисликлари орасидаги бурчак 
бу текисликларга перпендикуляр йунао’ггаи М д {Г ) вектор ва О 2 уц 
орасидаги у бурчакка тенг. О А В  учбурчакнинг П  текнслнкдаги 
проекцияси ОаЬ га тепг булгани учун

Н атижада (6 .5) ни цуйидагича ёзамиз:

[ Й , ( ? ) 1, - ± 2 5 ,о .ь- (6.6)
6 .3 -расмда булгани учун (6 .4) га асосан

М ^ (П  (6 .7)

(6.6) ва (6.7) ни солиштириб, исботлаииши зарур булган тенг­
ликни оламиз:

Худди шунингдек, кучнинг цолган иккита координата уцларига 
нисбатан моментлари ?^исобланади. Натижада

( ? )  =  [лТо (Я Ь . (7 ) =  Ш о  (П]у> М , ( П  -  [Мо ( П 1 (6.8)
формула уринли булади.

(6 .1 ) ва исботланган леммадан фойдаланиб, кучнинг координата 
5'цларига нисбатан моментларииинг аналитик ифодасини аиицлаймиа, 
Бунинг учун координаталар бошини О нуцтада олиб, Ох, Оу, Оз

уцларнинг бирлик векторларини ¿, /, /г; Г  кучнинг координата
уцларидаги проекцияларини X , У , 2 ; А  нуцта радиус-вектори г 
нинг координата уцларидаги проекцияларини л:, у, г билан белгнлай- 
миз (6 .3 -раем). У ^^олда (6 . 1) га асосан

М о {Г ) =
I ] к
X у 7.

X  V  I

<6.8) ни назарда тутиб, охирги ифодани Ох, Оу, Ог уцларга проек­
ция ласак,

М ,  ( Р у ^ у г ^  гУ , Му (? )  =  гХ  — д:2 , М , (? )  х У  —  у Х . (6 .9 )
<6.9) формулалар кучнинг координата уцларига нисбатан моментла- 
рининг аналитик ифодасиднр. (6.8) ва (6.9) ни эътиборга олиб, куч ­
нинг нуцтага нисбатан моментининг модули аницланадиган цуйида­
ги формулага эга буламиз:

* бу тенг л НК да у >тмас бурчак б^^лганда манфий ишора олинади.
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M o (F ) +

=  /  [ м ,  (O f  +  [ м ,  { Т ) ] \  [ м ,  (? )
J L ✓ J U J

=  / { y Z  -  z Y f  +  (zX  -  x Z f  +  (xY -  y X f .  ' (6.10)

Агар кучиинг нуцтага нисбатан момент-век тор ининг координата 
у л ар и бнлан таш]сил кил га и бурча к ларини а , р, у  билан белгила­
сак, бу векторнинг йуналтирувчи косинуслари 1^уйидагича ани1^ла1шдн:

cos а м ,  ( f )

cosy

Ш , ( Г )  +  +

My ( f )

У  [М , ( f )P  +  [уИ, i f ) p  +  (М Л Л Р  

M j T )

V i M , (F)r‘ + ['W, (F)f + IM, (ПГ

6.4 -§ . Жуфтни параллел текисликка кучириш :^а1^идаги 
теорема

Теорема. Параллел текисликларда ётувчи, моментларинине 
абсолют кийматы тенг ва бир хил айланши йуналишига эеа бул­
ган иккита жуфт куч узаро эквивалептдир.

Исбот. JJ текисликда ётувчи ва елкаси \ЛВ\ га тепг 
жуф т куч бсрил]-ан (6 .4 -раем), И текисликка параллел текис* 
ликда \Л В\ га параллел ва тенг C D  кесманк оламиз. С ва D nyi^-
таларга мик^дорлари {F,, л<уфтнинг ташкил этувчиларига тенг 
{F^ =--- f  i ^  F;̂  ^  =  F^), таъсир чи-
диклари (/'i, жуфт ташкил этув­
чиларига параллел (Z ,̂ /̂ 4) соО ва
(Г^, f'̂ ,) со О мувозанатлашгаи куч- 
ларпи цуимиз. У .^олда

(/\, F ,)rj, {F „  F „  F „  F „  F „  F ,)

(6.П)
булади. [AB] ва fC£>] ларга парал 
лелограмм 1^уриб, у  пинг [AD] ва 
[5 С] диагоналларинн утказамиз.
Л  ва F^ параллел кучларни i^y- 
шиб, уларга параллел ва \A D ] 
нинг уртаси О ну1^тага цуйилгап
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JRl кучга эга буламиз; R l =  =  2/̂ 1. Худди шунингдек,
ва Г4 параллел кучларни цуш‘1̂> У '̂1арга параллел ва [ВС] нинг ур- 
таси О ну!^тага ¡^уйилгаи ^  2Г^ кучии оламиз.

Rx йз 7̂ 2 кучларнинг миг^дорлари тенг, йу11алнши бир тугри чизи(^
—̂  - >- —>- —>

буйлаб !^арама-карши томонга йуиалгали учуй (/\, /■,, со 

(R l, /̂ 2) ^  Бииобарнн,

(/ 1̂, ^ 2, 1\) со (/3, /'е). (6. 12)

(6 .11 ) ва (6.12) ларни солтитириб, /'а) (/̂ у, lШ ('iiжaни
оламиз. 3 .5-§ да исботланган теоремага кура текисликда ётувчи
(Р'з >1<уф'гнй моменти шу жуфтнинг моментига тенг ва айлаииш 
йуналиши у  билан бир хил булган ихтиёрий жуфт куч билан ал ­
маштириш мумкин булгани учун 11 текисликда стувчи (F^, Г..) жу.})т- 
ни унга параллел П1 текисликда стувчи ва моменти берплга1{ жу(|л- 
пинг моментига тенг ^амда айланиш йуналиши у билан бир хил 
^булган ихтиёрий жуфт куч билан алмаштириш мумкии деган хуло­
сага келамиз.

6.5-§. Жуфтнинг момент-вектори

Жуфт кучнинг жисмга таъс11ри (худди фазодаги кучпииг пукда- 
га  ]1исбатан моменти каби) ь^уйидаги учта фактор: жу(|)т момеити- 
нииг модули, жуфтнинг таъсир текислиги ва айланиш йуна.тнши 
билан характерланади. К^айд этилгаи у^гга с})актор1Н1 ани1-^лаш учун 
жуф т моменти у ётган текисликка перне[1дикуляр 11уиалгаи ва мо­
д ул  жи?^атдан жу(1)т моментининг абсолют ¡<̂1 и”! мат и \М \^- Г.¿-II

га  тенг М вектори билаи ифодаланади. М  векторини унг ви[1т цои- 
даси буйича, яънн унинг мусбат йуналишидап [«^аралгаида жу\[)т 
жисмни соат стрелкаси ?^аракатига тескари айлантиришга интиладпган 
1^илиб йуналтирамиз (6 .5- раем).

Жуфтнинг жисмга таъсирини узгартирмай узининг таъсир текис­
лигида (3 .5 -§ ) ёки унга параллел текисликда ихтиёрий >^олатга ку- 
чириш мумкии булганидан (3 ,6 -§), жуфт моменти векторини жисм- 
1н{нг ихтиёрий ну1^тасига узига парал- _
мел равишда кучириш мумкин. Бино*
<3арин, жуфт моменти вектори эр- 
кин вектор булади.

(3 . 10) га б1июан, Л1 =  Л1л (/‘"г) =

=  6 .4 -расмдан курамизки, М ,

векторларнинг й\чга- 
лиши бир хил булади. Шу сабабли
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(6 . 13)
теиглик уриилидир.

Шуидай цилиб, .\ар бир жуфтга битта жуф т момемт-вектори мос 
Ke;]iUii, бириц бирор жуфт момент-век тор и га параллел текисликларда 
ё1увчи сои-саиоцсиз экБИ1к1леит жуфтлар мос келади.

fí.íi- §. Фазодаги жуфтларии кушиш\
Теорема. Кесишувчи текисликларда ётувчи иккита жуфт куч 

момеити берилган жуфт лар моментларини нг геометрик йигин- 
дисига тенг. битта жуфтга эквивалентдир.

Исбот, Кссишувчи ва Пд текисликларда ётувчи, момент-
— г- — >-

ларн мос раоишда Al, ва га тенг жуфтлар берилган булсин (6 ,6- 
расм)- Vil ^̂ 2 текисликларнинг кесишгйн чизирида бирор Л В  =  d  
кесма ни олиб, берилган жуфтларии уз текислигида умумий d елка- 
га келтирамиз, Натижада 6.6-расмда тасвирланганидек, текислик-
да ётувчи ( f j ,  fo) ва П , текисликда ётувчи (Fg, F^) жуфт кучлар­
ни г)ламиз. Бу жуфтлар моментларииинг модули цуйидагича аииц- 
лапс!ди:

M , ^ F ^ > d .  (6 . 14)

Л ва Z? нуцталарга цуйилган Fg ва fg» кучларни ц^/шамиз^

/?1 =  +  f j ,

^2 =  ^2 +  ^4-
(6.15)

Натижада ( f j ,  F^) ва (fg , F^) жуфт кучлар битта (R i, 

жуфтга эквивалент булади. (6.13), (6.15) ва (6.1) га асосан бу 
жу(|л ни}1г MOMejjT'BCKTopH цуйндагича аницланади:

AÍ =  ( ? 2 - f ? , )  =  A B x  +  í ! ; «

=  (F ¡) +  (F ¡) М ; -Ь Щ ,

Шундай цилиб,

Му ва Aíg момент-векторларига 
/^урилган параллелограмм момент- 
лар параллелограмма дейилади. Бу 
параллелограммнинг диагонали миц­

дор ва йуналиш жихатдан (fj, F ^  
ва (fg, F^  жуфтларии цушиш на- 

тижаеида олинган {R,, R ^  тенг таъ­
сир этувчи жуфтнинг моментини 
ифодалайди, Чунки моментлар па-0,6- раем.
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раллелограммининг томонлари F^, F.̂  ва F^, кучларга 1^ур[1лган 
параллелограммиинг томонларига перпендикуляр б>мгани учун мо-
ментлар параллелограммининг диагонали {R,, тенг таъсир этув­
чи жуфт текислигига перпендикуляр йуиалади ва модули A l ^ R i - d  
бу'лади. ■

Агар фазода параллел бÿлмaгaы текисликларда ётувчи иа момент-
лари M iy М2, . . . ,Мп га тенг жуфтлар системаси берилса, исбот- 
ланган теоремага асосан жуфтларии ке1'ма-кет цушпб, битта тенг 
таъсир этувчи жуфтни оламиз. Бу жуфтнинг моменти берилган 
жуф тлар моментларииинг геометрик йигиндисига тенг:

М  =  А - 1% +  . . .
€КИ

(G.17)

Бир неча кучлариииг тенг таъсир этувчиси куч куибурчаги у с у ­
лида тоиилгани каби ( 2 .1-§) генг таъсир этувчи жуф тнтл' моменти­
ни :^ам купбурчак усулида ани1<̂ лаш мумкин: теиг таъсир этувчи 
жуфтнинг моментн берилган жуфтлариинг момент-вскторларига î ŷ- 
рилган куибурчакда биринчи жуфт момент-вскторининг богиини п- 
жуфтнинг момент-вектори учи билан туташтирувчи ёиувчи томонн 
билаи характерлаиади.

А гар жуф т кучлар параллел текисликларда ётса, бундай жуфт­
ларни 6.4 - § да исботланган теоремага асосан битта текисликка 
кучириш мумкин. Маълумки (3,6 - §), бундай жуфтлар системаси 
битта жуф тга эквивалент булиб, унинг моменти берил1-ан жуфтлар 
момеитларинниг алгебраик йигиндисига тенг булади.

(6 . 17) дан фойдаланиб, фазодаги жуфтлар системасининг м уво­
занат шартларини келтириб чш^ариш мумкин. Фазодаги жуфглар 
системаси битта тенг таъсир этувчи жуф тга эквивалент ва унииг 
момеити (6 . 17) дан аниг^лаигани учун жуфтлар мувозанатда булгаи­
да М  =  0 ёки

2 ^ = 0  (6. 18)

jjiapT бажарилиши керак. Бинобарин, (разодаги жуфтлар момент - 
ларининг геометрик üufuhôucu нолга тенг булса, бундай жуфт- 
лар системаси мувозанатда булади.

Жуфтлар системаси мувозанатининг аналитик ифодаси куйида- 
гича ёзилади;

2  %  -= о, 2  м^^ =  о, 2  -  0. (6 . 19)

Шундай 1^илиб, фазодаги жуфтлар моментларииинг хар бир  
координата у!^ларидаги проекцияларининг йигиндиси нолга тенг 
ôÿAca, бундай жуфтлар системаси мувозанатда булади,
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6.7-§. Фазода ихтиёрий 
жойлашган кучлар системасини 
бир ну1̂ тага келтириш

Фазодаги кучлар системасини бир н у ^  
тага келтириш учун (худди текисликдаги 
кучлар снстсмаси каби, 4 .2-§) Пуансо усули­
дан фойдаланиш мумкин. А  ну1^тага 1^уйил-
ган Р  кучни ихтиёрий О иуь;тага кучириш
учун О нуктага Ь ' в а  ¥ ”  =  — Г  кучлар­
ни к^ямиз (6 .7- раем, а), Натижада Л ну{^та-
га 1^уйилтаи Р  куч О пук;тага 1^уйилган
р '  =  Р  кучга ва моменти М  га тенг { Р , Р " )  
к у шил ган жуф тга эквивалент булади )^амда

М = М ^ ( р ) .  . (6 .20 )

Бу ?̂ ол 6 .7 -раем, б да тасвирланган.
. . . , Л^ нукталарига с][>азода ихтиёрий йу-

Р^ кучлар таъсир этсин (6 .8 -раем, а). 
1\е. 1̂тири1и маркази учун ихтиёрий О ну1^тани танлаб, барча куч- 

ларич 1иу марказга жуфтлари билан келтирамиз. Нати­
жада келтирин! маркази О ну1^тага }^уйилган

К  =  ?1 . ^2' =  ...............^  (6 .21)
кучлар системаси ва моментлари

4  (Л)> А  =  . Я  ^  ^ о ( К )  (6.22>

булган (Р „  Р ,") , ...............(? „ , Ж )  1^ушилган жуф тлар
системаси }^осил б>мади (6 .8 -раем, б); ани1^лик учун расмда п =  3 
холи курилган.

/!~У-

6.7- раем.

Жисмнинг Л1, Л. 

налган /̂ 1, Р̂ у . . .

6.8- раем.
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о  HyixTara }^упилган ...............кучларни геометрик i^y-
шиб, бипа R ' кучнн оламиз; R ' — '^ F ^  ёки (6.21) га асосаи

(6 .23)
Худди текисликдаги кучлар системаси каби барча кучларнинг

геометрик йигиндисига тенг булгаи R ' катталикка фазодаги куч­
лар системасининг бош вектори дейилади.

(/1, )* (̂ 2> ^2 )» • • * . (^п. ) фазовии жуфтларии [̂ у̂шиб,
моменти М о га тенг битта жуфтни оламиз. Бу жус|1тиинг момеити
(6 . 17) га асосан 1хуйидагича ани1хланади. =  ски (6.22) и№
эътиборга олсак,

ÍMo =  S « o ( / v ) .  (6 .24)
— —>- - >-
М() га ( f i ,  /’з . . .  , f n )  кучлар системасини[[г келтириш марка­

зига нисбатан бои1 моменти дейилади. Бинобарин, фазодаги кучлар- 
системасининг бирор марказга нисбатан бош моменти ташкил 
этувчи кучларнинг шу марказга нисбатаи момептларинииг геомет­
рик йириндисига тенг.

Шундай цилиб, 1^уйидаги теорема исботланди: фазода ихтиёрий 
жойлашган кучлар систелшсини бирор О марказга келтириш. па- 
тижаеида бу кучлар системаси келтириш марказига куйилган

бош вектор R ' га тенг битта куч билап моменти Мо га тенг 
битта жуфтга эквивалент бС)лади (6 .8 -раем, в).

6 .8 -расмда моменти бош моментга тенг битта жуфт куч тас- 
БИрланмаган. Бунга сабаб, 6 .5-§  да таъкидланганидек, жуфт мо­
менти векторига параллел текисликларда ётувчи сон-сано1^сиз жуфт­
лар мос келади.

6.8-§. Фазодаги кучлар системаси бош вектори ва бош' 
моментининг аналитик ифодалари

Бош вектор ва бош моментнинг миедор ?хамда йуналиишни ана­
литик усулда аии!^лаш учун координата бошини келтириш маркази-
О иу^^тада оламнз (6 .8 -раем, в). F^ куч 1^уйилган нуг^танинг коор­

динаталарини 2̂  ?^амда fv  кучнинг координата укларидаги 
проекцияларини У^, билан белгилаймиз. (6 .23) ни координа­

та yi^-^арига проекциялаб, бош вектор R ' нинг Ох, Оу, Ог ут^пари- 
даги проекцияларини оламиз:

(6 .25)

Бош векторнинг модули

R ' (6 .26)
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формула ёрдамида, бои1 векторнинг координата у1^лари билан таш­
кил килган бурчак косинуслари эса

со5( у] сов[Я'^г
R'  ̂  ̂ R'

^  (6.27) 
Л*

формулалар билаи аииь^ланади.
(6 .24) ни координата укларига проекциялаб, кучнинг у1̂ 1̂ а нис­

батан моменти билаи шу \т^да олинган ихтиёрий нур^тага нисбатан 
моменти орасидаги (6 .8) муносабатни эътиборга олсак,

м . =  2 Мо ю ;

м , =  2 'м о  (Т.); ,= 2 :л т ,  { г х (6.28)

м . „  V

•ёки кучнинг уь̂ 1̂ а иисбатан моментини (6 .9) ор1^али ифодаласак,

2л) 2“у

= (6.29)

формулалар урш1ли булади. (6.10) муносабатга кура бош момент* 
нинг модули ¡цуйидагича ани1^ланади:

1/"
м „=1 1 мд^)Т+ [« .(^ )Г +К (к ;)г . (6.30)

Координата у^лари билан ташкил {рилган бурчак косинуслари эса

С08(^М ,̂ X 

формулалардан топилади.
Щ

Мо, у) со&(Мо, г] =  ^  (6 .31)

6.9-§. Фазодаги кучлар системасннинг инвариантлари

Берилган кучлар системасини унга эквивалент булган система 
билан алмаштиришда узгармай 1фладигаи вектор ёки скаляр катта­
лик кучлар системасинипг инеарианти дейилади.

Худди текисликдаги кучлар системаси каби фазодаги кучлар 
системасннинг бош вектори >̂ ам берилган кучларнинг геометрик йи- 
гиндисига теиг булади ва келтириш марказига богли1ц булмайди. 
Яъми, кучлар систе.масииипг бош вектори келтириш марказига нис­
батан ]1иварианг булади. Бош вектор Я ' кучлар системасинипг век­
тор ди инварианта дейилади.

Келтириш марказини узгартириш натижасида бош момент 1̂ аН'
дай узгаришини курамиз. Фазодаги > ^п ) кучлар систе-
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масини О марказга келтирганда уиинг 
бош вектори /?' ва бош моменти М^та 
тенг б^мсин (6 .9 - раем). Кслтириш мар­
кази учун бошь^а О' нук^тани олиб, бу 
ну!^^тага нисбатан ?^исоблангян бош мо-
ментни билан белгилайлик. Агар 
(V =  1, п) пукдага 1^уйилган кучнинг О" 
ну1^тага ниебатан радиус- векториии г'̂  
билан белгиласак, у  ?^олда (6 .24) га би­
ноан

6 .9* расмдан г'̂  =  о 'О  +  булгани учун 

Мд. =  - ^ (6Ъ  + О х  X ^  +  3 7 ,  X

=  о Ъ х  2 ? ,  +  ' ¿ К  х К = 0 '0 х ^ '  +  Ма. (6 .32)

(6 .3) га асосан О'О х  Н ' =  М^у (/?') бош векторнинг О' ну[^тага 
нисбатан моментини ифодалайди. Буни назарда тутиб (6 .32) н» 
1^уйидагича ёзиш мумкин

ёки
(6 .32)

яъни келтириш марказини рзгартириш натижасида бош, момгнт- 
нинг узгариши, аввалги келтириш маркази О га {^дйилган кучлар-

системаси бош вектори Я_' нинг янги келтириш маркази О' га 
нисбатан моментига тенг.

(6 *33) да эканлигини назарда тутиб, бу тенгликни

бош вектор га скаляр купайтирамиз:

еки

Мд, соз Ц)' =* 005 ф.

(6 .34)

(6 .35)

бунда гр' =  Мд, ва ф =  М^,

Бинобарин, кучлар системаси бош векторининг бош моментга 
скаляр купайтмаси ёки бош моментнинг бош вектордаги проекция-
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■СИ, келтириш марказига борли!^ булмаган узгармас катталикдир, Бу 
катталик фазодаги кучлар системасининг скаляр инварианта де­
йилади.

/ 6 .10-§ . Фазодаги кучлар системаси битта жуф тга ёки
/ с \  3   ̂ таъсир этувчига келтириладиган ?^оллар. Вариньсн

1 '' теоремаси

Юр^орида курганимиздек (6 .7 -§) жисмга таъсир этувчи фазода 
ихтиёрий жойлашган . . , , кучлар системасини О мар­

казга  келтирии! натижасида бу кучлар системаси бош вектор Н ' га 
тенг битта куч билан моменти бош момент га тенг битта жус|гг 
кучга эквивалент булади.

■—

Агар кучлар системасииииг бош вектори =  О, яъни берилгаи 
кучларга к;урилган куч купбурчаги епи1<; > а̂мда бош моменти ф

Ф  О бу;1са, бу11дай кучлар системаси моменти бош момент га
тенг битта тенг таъсир этувчи жуфтга келтирилади. Бу ^^олда
(6 .33) га асосан келтирити марказини О' га узгартирган билан жуф т 
моменти узгармайди:

Я ' А-

Тенг таъсир этувчи жуфтнинг моменти эркин вектор булгаии 
учуи уш! жисм1!ииг ихтисрий ну|^тасига ¡^уйиш мумкин. Тенг таъ-
сир этувчи жуфтнинг ташкил этувчилари эса, моме1гг-вектори М о га 
перпендикуляр ихтиёрий текисликда ётиши мумкин.

1^уйидаги икки ^олда фазодаги кучлар системаси тенг таъсир 
этувчи кучга келтирилади;

1. Агар келтириш маркази деб танланган О ну1*̂ та учун

Я ' ф  О, Мо =  О

■булса, у  :^олда фазодаги кучлар системаси берилган кучлариииг 
геометрик йигиндисига тенг ва О нуь^тага ь^уйилгаи битта кучга,
яъни тенг таъсир этувчи Н  га эквивалент булади:

(?Р К ............^  ^

:э^амда

V ?

2 . Агар келтириш маркази О нуь^та учун

Н ' Ф  О, Мо О

84



:?^амда бош момент б о т  вектор /?' га 
перпендикуляр булса, у  >^олда фазодаги 
кучлар системасининг скаляр инварианти

=  О булнб, бундай кучлар система­
си тен1' таъсир этувчига келтирилишнни ис- 
ботлаймнз. Бои! вектор Я ' ор1<̂ али бош мо­
мент Мд га перпендикуляр И текисликпи 

утказамиз ( 6 .10- раем). Моменти га тенг 

булгаи Я ") жуфтнинг ташкил этувчи- 
ларидан бири Я "  ни шундай танлаймизки, у  
ми1^дор жи^^атдан бош вектор га тенг,
йуналиши эса унга и^арама-1^арши булсии. У :>̂ олда (/?, Я ") жуф т- 
нинг моменти

М д = = Н '-!г --^ Я -1г

формуладан анн}^лаигани учун жуфтнинг елкаси

Л1.

6.10- раем«

Я'

тенгликдан топилади. (Я, Я ") жуфтнинг иккинчн ташкил этувчиси 
Я  О ну1';тадан М^, Н ' лар ётган текисликка утказилгап Н перпен­

дикулярнипг учига шуидай 1^уйилганки, векторнинг учидан \<̂ а-

рагаиимизда Я  куч жисмни О иу1^та атрофида соат стрелкаси -ба­
рака тига тескари йуналишда айлантиришга интилади, О нуг^тага
1^уйилган Я ' ва кучлар мувозанатлашган кучлар систсмасиии 
ташкил этади: Я ") со 0 . Шу сабабли берилгаи кучлар систе­
маси О' пур^тага 1^уйилган биргина Я  кучга эквивалент булади: 

^2, . . . , со Я. Буида Я  куч  берилган кучлар сиетемасннинг 
тенг таъсир этувчисини ифодалайди.

Демак, бирор О нуцтада бош вектор Я' бош момент га. 

перпендикуляр йуналган булса, кучлар системаси бош вектор
м

га параллел йуналган ва келтириш маркази О дан 0А =  к =
Я.'

масофада йуналишига мос равишда) А нуцтага Цуйилган

тенг таъсир этувчи Н кучга келтирилади,
Фазодаги кучлар тенг таъсир этувчисининг моментига оид 1^у- 

йидаги Вариньон теоремасини исботлаймиз (текисликдаги кучлар 
системаси учун бу теорема 4 .3-§ да исботланган):



Агар фазодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига кел- 
тирилса, бу тенг т аъсир. этувчининг ихтиёрий нуц^тага нисба­
тан моменти барча кучларнинг мазкур нук­тага нисбатан мо­
ментларининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. Фазодаги f  ̂ . - • • . кучлар системаси А  ну1цта-

та ь^уйилган Н тенг таъсир этувчига келтирилади деб царайлнк, 
Ихтиерий О нутцтани оламиз ва келтириш марказини узгартириш 
натижасида бош моментнинг узгарипшни ифодаловчи (6 .33) тенг­
ликка асосан система барча кучларининг О пу1цтага нисбатан бош 
;момеити учун 1цуйндаги ифодани ёзамнз:

Берилган кучлар системаси А  пур^тада тенг таъсир этувчига келти- 
рилгаии туфайли бош момент — О булади, бинобариц

( 6 .24) формулага асосан бош момент система барча кучлари- 
пинг О ну{^тага нисбатан моментларининг геометрик йириндисига 
тенг

Я  = 2^0  (О-
Охирги иккита тенгликни солиштириб, куйидаги патижани оламиз:

(6 -36)

(6 .36) тенгликни О ну1цтадан утувчи бирор Ог у д а  проекция- 
лаймиз:

=  I -

(6 ,8) тенгликка асосан охирги ифода 1'^уйидагича езилади:

Ж ^ (^ )= 2 ^ í.( ? v )•  (6 -37)

Демак, фазодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчисининг 
ихтиёрий у щ а  нисбатан моменти мазкур кучларнинг уш бу у( -̂ 
ка нисбатан моментларининг алгебраик йириндисига тенг.

6.П-§. Фазодаги кучлар системасини динамик винтга 
келтириш

Кучлар систсмасини содда ^олга келтириш билан шуруллана- 
миз. Берилган кучлар системасини О марказга келтириш натижа­
сида бош вектор Я ' билан бош момент орасидаги бурчак ф ^  
^ 90® }<̂ олии текширамиз (6 .11 -раем).
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17Т\ и‘

ff

6.11- раем,

Бош момент ни бош вектор буйлаб йуналган ва ун­

га перпендикуляр йуналган Мд ташкил зтувчиларга ажратамиз- 
(6 .11- раем, а):

• ,  , I R'Mo I eos ф 
М , = | Л 1 о С 0 5 ф | = ----- J ^

~  ) AioSincp ],

R'-Mo

R' (6 ,38)

М2 - L R '  булгани учун, ю1^орида курганидшздек, моменти М„ га

тенг н^уфт ва R ' бош векторни, О нуцтадан М2 га перпендикуляр»- 
утказилган П текисликдаги

00* ^
R'

Мо I s in  ф (6 ,39>

масофада, О* ну1^тага 1< у̂йилгап Н* =  Н ' куч билан алмаштириш. 
мумкии (6 .1 1 -раем, б).

Берилган кучлар системаси учун М^ вектори узгармас булиб, 
келтирип! марказига богли!^ булмайди, шу сабабли уни узига. 
параллел равишда О* иуи;тага келтирамиз (6 .11 - раем, в). Иатижа-
да берилган кучлар системаси О* ну]^тага 1< у̂йнлган Я* — Я '

’—>■ —>■ -—V
кучга ва шу куч буйлаб йуналган М^ моментли {Г, I ' ' )  жуфтга
келгирилади. Бу жуфт М^ га перг(ендикуляр текисликда ётади.

Битта куч ва шу кучга перпендикуляр текисликда ётувчи жуфт- 
даи ташкил топган система динамик винт дейилади.

Шундай 1^илиб, бош вектор нолдан фар1^ли ва бош моментга 
перпендикуляр булмаган )^олда, яъни фазодаги кучлар системаси-
нииг скаляр инварианти Я '- М д ф ( ^  :^олда кучлар системаси дина­
мик винтга келтирилади, Тинч ?^олатдаги эркин жисмга куч таъсир> 
этса, жисм илгарилама ^^аракат 1^илади; жуфт куч зса жисмни ай-
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ланма харакатга келтиради. Дина­
мик впит таъсиридаги жисм ил­
гарилама ва айланма ?^аракатда 
(яъии винт ?^аракатидз) булади.

Фазодаги кучлар системаси ди- 
цамик винтга келтириладиган О* 
ну1^та ягона эмас. >^а1^ицатан :?;ам,
М ,  вектори эркии сектор :^амда
Я* — Я ' кучни таъсир чизнги буй­
лаб кучнриш мумкин булгани ту ­
файли Я* =  Я ' векторнинг таъсир 
чизирида ётувчи ихтисрий иу]^тада 
кучлар системаси динамик винтга
келтирилади-

6.12-§. Марказий у1̂ тенгламаси

Фазода О* нун;тани шуидай танлаш керакки, берилган кучлар 
системаси шу нуь^тэда динамик винтни ташкил этсин, яъни бош
вектор Я ' билан бош момент бир турри чизш^ буйлаб йунал- 
син, Ву тугри чизи[<; берилган кучлар системасининг марказий 
уци дейилади.

Марказий у]<̂ тенгламаспии аии1у'1аш учуп ва Я ' векторлар- 
■¡и̂ н!' кол тинеарлик шартидан фойдалаиамиз (6 .1 2 -раем), яъни

(6 .40)
{Я‘

бунда р узунлик бирлигида улчанадиган узгармас катталик булиб, 
винт параметры де1»1лади. (6 .32) га асосан 0  ̂ ну^^тага нисбатан 
бош момент учун

Мд —  00* х Я '

булганидан (6 .40) 1>^унидагнча ёзилади:

Й ; — 00*
=  р. (6.41)

И'
(6 .41) марказий у^ тенгламасининг векторли ифодасиднр. 
А1а1:ч;азий тенгламасининг аналитик ифодсюини ёзиш учуЕ  ̂ их* 

тиёрий О пу1<5,тада .V, у, г координата у|<;ларини утказамиз.
О нуцтага кучларни келтириш натижасида б о т  вектор Я' ва бош

момент Мд == М , +  Мз га (бунда X  .Мд, М^ =  М^,) эга бу лай-

лик. Агар Мд, Я \  00* векторларнииг проекцияларини мос равишда
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М^, К '  00* (X * , у*, г*)

^билан белгиласак, (6 .38) ва (6 .40) га асосан марказий у1^да олин-
тан ихтиёрий ну тага нисбатан ^исобланган динамик винт бош. 
моментининг аналитик ифодаси

винт параметри

К  М ,+  1>'„Му +  К ',М ,

/ к г + к г + (« ;г  ’
■марказий у1̂  тенгламаси

— ( у* К  — — ( 2Г* — X

< ”
_  /?;)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

формулалар ёрдамида ани{^ланади.
6 .1 2 -расмда М ^ ^ < .Л 4̂  ски Л ,̂ < ; тепгсизлик урннли бул- 

гани учун марказий ут̂ д̂а ётувчи барча нуг^таларда б о т  момент ми­
нимум кийматга эришади ва (6 .38) нинг биринчисидан ани^-^ланади.

[Цуйидаги жадвалда фазодаги кучлар системасини бир пу1^тага 
келтириш холлари курсатилган (4-?^олиинг уринлгг экаилиги б .14- §  
да берилган)

Ж'
у: Келтириш )^оллари

1

I
Ж ф О Л Ф  0

Динамик виит

2
Ж '- М д ^О Ж' ФО

М о =  0

Тенг таъсир этувчи куч

3
Ж '. =  0 Ж ^.0 ^0  Ф  0

Жуфт куч

4 ^ ' . М о  =  0 Ж  ^ 0 7ио =  о Кучлар системаси мувозанатда 
булади

Агар кучлар системаси бир текисликда (масалан, Оху текисли­
гида) стса, у  ^^олда боги векторнинг г у̂ ЦДаги проекцияси ва бош 
моментнинг х  вгi у  у}^лардаги проекциялари иолга тен)? булади:

к  = о, м, = о, = 0.
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V

Бу цийматларпи

.>1

га 1<;уйсак, Я ' ■ Aíg =  О булишини к^- 
рамиз. Шундай ь^илиб, текисликдаги 
кучлар системаси жадвалдаги 2,3 ва 
4->;олларга мос келади.

Худди шунингдек, агар фазодаги 
кучлар системаси г у{̂ 1̂ а нараллел бул­
са, уларнинг X ва у у1^лардаги проек­
циялари )^амда г  у1̂ 1̂ а нисбатан мо­
ментлари нолга тенг булади, яъни

к = 0 ’ = 0 .
Бинобарин, бу з^олда >;ам кучларнинг скаляр инварианта

^  • Мо = /?; м, = о
б;улиб, фазодаги кучлар системаси1ш бир нук,тага келтириш ж адвал­
даги 2,3 ва 4- )^олларга мос келади ва текисликдаги кучлар систе­
маси ёки фазодаги параллел кучлар системаси динамик винтга кел- 
тирилмайди.

Фазодаги кучларни содда (каноиик) ;^олга келтиришга оид 1^уйи- 
даги масалани ечамиз.

6 . 1 - масала, Кубнинг иккита 1̂ ирраси буйича Р  куч  т^уйнлгап ( 6 . 1 3 - раем), 

Шу кучлар  системаси солда ?;олга келтирилсин.
Ечиш. Б у  хиллаги масалалар 1̂ уйидаги тартибда ечилади:
1. Координагалар бошини кучлар келтириладиган ну 1̂ тала оламиз, Б ерилгаи  

масалада координата у!^ларини 6 . 1 3 - расмдагилек йун;»лтирамиз.

2. (6 .2 5 — 6.27) га асосан б о т  вектор Я ' нипг ми 1̂ Дор ва йуналишини аниц- 
лаймиз:

л ' = у  ( к у + + (/?;)^ = р у 2,

г ,  х = 45“,

Р ',  2=45 °.

(6.28) га асосан:

М. м. fy) -  о.
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3. Динамик винт бош моментини (6.42) га асосаа аницлаймиз:

М1= . =  Р а У 1

4. Марказий теигламасини тузамиз. Б ош  вектор ва бош моментнинг к о­

ордината yцv^apидarи аницланган проекцияларини назарда тутиб, (6.44) тенглама­

дан цуйидаги муносабатни оламиз

О — (у^ Р  — г*-0 )  О — (2 * Р  — д:* Р ) - а Р —{х*-0—у*-Р)

О

Бунда г* =  г, =  О деб цараб, марказий уциинг Оху текислиги билан кесишган
а

А {Хи Уъ 0) нуцтанинг координаталарини аницлаймиз: дг1 =  О,

Марказий уцнинг йуналиши бош вектор йуналиши билан бир хил бул-
( а \

гани учун марказий уц б. 13-расмдагидек, /I О, 01 нуцта ва кубнинг мар-
\ 2 /

казн орцали утади, | /

6.13-§. Фазодаги кучлар системасини иккита узаро ке- 
сишмайдиган кучларга келтириш

Фазодаги кучлар системаси динамик оинтга келтирилган деб ца­
райлик. Динамик винтни бош вектор Н! га тенг куч )^амда ташкил
этувчилари Г ва га те[{г 
жуфтда[1 иборат деб цараш мум­
кин ( 6 . 14- раем). В нуцтага цу­
йилган жуф т ташкил этувчи
кучлардан бири Е ' ни Я  билап 
геометрик цушиб, уларнинг йи-
риндисини Q билан белгилаймиз.
Н атижада берилган кучлар сис­
темаси фазодаги параллел бул­
маган ва кесишмайдиган иккита кучлар; А  нуцтага цуйилган Г  ва

В  нуцтага цуйилган Q га эквивалент булади.

6.14-§. Фазодаги кучлар системасининг мувозанат 
шартлари

Теорема. Фазодаги кучлар системаси мувозанатда булиши 
учун

6.14- раем.

(6 .45)

тенгликларнинг баоюарилиши, яъни кучлар системасининг бош. 
вектори еа ихтиёрий келтириги марказига нисбатан бош мо­
менти нолга тенг бдлигии зарур ва етарлидир.
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(6 .46)

Нсбот. З а р у р  л и г и .  Агар Н' ва Л1  ̂ нолдан фартцли булса, 
бу1-!ла11 кучлар сис те мае!) мувозанатда була олмайди, чунки жуф т 
кучи и бнтта куч билан мувозанатлаш мумкии эмас. Лгар 1̂ ' ~  О,

ф  О булса, кучлар системаси битта жуфтга келтирилади ёки

^  О, R ' ф  О булган хрлда кучлар системаси келтириш марказига 
1цуйилгаи битта тенг таъсир этувчига эквива,'1е1гг булади. }^ар ик­
кала }^олда дам кучлар системаси мувозанатда булиши учун (6 ,45 ) 
нинг бажарил1иии зарурий шарт х^1соблаиади.

, Е т а р л и л и г и, (6 .45) И1артлар бажарилса, келтириш маркази О  
га кучирилган барча кучлар ?^ам, !цуи1илган жуфтлар системаси дам 
нолга эквивалент булади. Яъни берилган кучлар системаси мувоза- 
натлашгаи кучлар системасини ташкил этади.

(6 .45) шартлар фазодаги кучлар системаси мувозаиатининг 
векторли ифодасидир. (6 .45) нинг геометрик маъноси 1цуйидагича: 
фазодаги кучлар системаси мувозанатда булиши учун кучлар куп- 
бурчаги ва берилган кучларнинг исталган келтириш. марказига 
нисбатан момент векторларига г^урилган купбурчак ёпик  ̂ булиши  
керак.

(6 .26) ва (6 .30) ни назарда тутиб, (6 .45) урнига {^уйидаги тенг­
лама ларни оламиз:

^ к ,  =  о, =

V  (Г\ ) {Г,) =  о, V  (г1) =. о->1
Бу тенгламалар фазодаги кучлар системаси мувозанатининг ана* 
литик шартларини ифодалайди: фазодаги кучлар системаси му~ 
возанатда булиши учун барча кучларнинг координата у^^ларидаги 
проекцияларининг ва кучларнинг унта координата уг^ларига нисба­
тан моментларининг йигиндиси алохида-ало^ида нолга тенг бр~ 
лшии зарур ва етарлидир.

Кучлар системаси мувозаиатининг 1'^уйидаги учта хусусий долини 
алохида курамиз:

1. Бир ну»цтада кесишувчи кучлар системаси. Агар (/̂ 5̂ , . . .
Гц) иу1<;тада кесувчи кучлар системасини ташкил этса, келти- 
рип1 маркази учун кучларнинг таъсир чизи1цлари кесишган нуцтани 
оламиз. Натижада барча кучларнинг таъсир чизицлари уча л а коор­
дината уь^ларини кесиб утади ва кучлариииг мазкур у|\ларга нисба­
тан моментлари нолга тенг булади. Бинобарин, (6 .46) даги охирги 
учга тенглама айниятга айланади.

Шундай ]у1либ, бир ну1<̂ тада кесишувчи кучларнинг мувозанат 
тенгламалариии аввал келтириб чирцарилган (2 ,10) куринишида ола­
миз:

* Кучларнинг у в д а  ннсбатан момемтларипи :>^исоблашда (6,29) дан дам фойда- 
ланнш мумкин.
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2 . Текисликдаги кучлар системаси. Лгар . . . , /'„) бир 
текис,ликда ётувчи кучлар сисгемасиии ташкил этсу, кучлар ётгаи 
текислик учун Ол7/ текислигппи оламиз. Кучлар г уц1';а перпендикуляр 
текисликда жоп.чашгаии туфайли уларнинг г укдагн проекциялари 
нолга тенг. Кучлариииг таъсР!р чизи!^лари Ол: ва О у у^лар1И'а па­
раллел ёки кесиб утгаии \'чун ,\ар иккала холда хам кучларн!н!г 
О х  ва Оу у^ларга ннсбатан мо,\тснтлари но.тга тенг булади. Наги- 
ж ада (6.46) нинг учинчи, туртннч!! ва беп1иичи тенгламалари ай- 
ниятга айланади, Барча кучлар Оху текислигида ётганлиги сабабли 
уларнинг г хч'^ига ннсбатан моментлари координаталар боши О га 
нисбатаи кучлар моментларииинг алгебраик йириндисига тенг бу­
лади. Шу сабабли текисликдаги кучларнинг мувозаиаг те[1г;!амалл- 
рини илгари чн!';арилга11 (4 .9) куринишида ёзиш мумкин;

3 . Фазодаги нараллел кучлар сисгемасн. Лгар (/\, /3, . . . .
Гп) ([изодаги [¡араллел кучлар системасидан иборат булса, г у!у1и 
кучларга параллел йуналтирами.з. [\уч,/1арнииг таъсир чизик;.тари Оху 
текислигига 1!ерпеидикуляр булгапп учун уларнинг Ох ва Оу уц^пар- 
даги  проекциялари нолга тенг бyлaдlí. Кучлар г у-\К̂  параллел 
'булгашт учун кучларп1п!г г \т<да нисбатаи моментлари нолга тепг 
(булади. Натижада (6 .46) даги биринчи, иккинчи ва олтинчи теиг- 
ламалар апниятга айланади ва фазодаги параллел кучларнинг 
л1увошнат шартлари ь;уйидагича ёзНоТади;

0 . (6 .47)

6.15-§. Гvиp ну>^гаси билан махкамланган »^атти1̂  жисм ­

нинг мувозанат шартлари

Ю1^орида чиь^арилган (6 .46) курниишидап? мyпoзaF^aт тенглама­
лари эркии 1^атгиц жисмга [<;уйилган кучлар системаси учун ур^^нли 
булади. Богланинщаги жисмларнинг мувозанатиии ании^ланда (Зогла- 
нишдан бущатиш .^ак.ндаги акс и ома дан 
фойдаланамиз.

/̂ 2............... кучлар таъсири­
даги  жисм О ну}^тада с(} е̂рик шарнир 
воситасида ма^^камла[п'ап булсин (6 . 15- 
расм). Кузгалмас ну{^тани координата­
лар боши учун г^абул ь^ила.миз. Берил­
гаи кучлар 1^аторига сферик шарнир 
реакция кучииинг ташкил этувчилари
Хд Уд ва Zg ларии кушиб, (6 .46) га 

асосан мувозанат теигламаларини и̂ у- 
йидагича сзамиз: 6.15- раем.
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2  К  (К )  =  0. 2  ( ^ )  =  о. 2  =  О-
(6 .48)

Охирги учта теигламада номаълум реакция кучлари цатцашмайди 
ва бу тенгламалар мувозанат шартлариии ифодалайди. Бу шартлар­
нинг векторли ифодасини

(6 .49)

шакл нда ёзигн мумкин.
(6 .49) дан курамизки, агар актив кучларнинг цузралмас нуцтага 

нисбатан момент-векторларининг геометрик йнриндиси нолга тенг 
булса, битта нуцтаси билан мацкамланган жисм мувозанатда бу­
лади. Бошцача айтганда, битта нуцтаси билан ма^^камланган жисм 
мувозанатда булиши учун берилган кучлар системаси цузралмас нуц­
тадан утувчи

(6 .50)
тенг . таъсир этувчига келтирилиши керак. (6 .48) нинг биринчи 
учта тенгламасидан цузралмас нуцтадаги реакция кучи 7?^ нинр ко­
ордината уцларидаги проекциялари аницланади:

Л о = - 2 ^ , .  У о = - 1 ,У ,-  ^ 0 — 2 2 , .
Бу тенгламалар (6 .50) векторли тенгламанинг координата уцлари­
даги проекцияларини ифодалайди.

6 . 16- § .  Иккита нуцтаси билан маз^амланган цатти!  ̂
жисмнинг мувозанат шартлари

Иккита Л ва В нуцта лари сфе­
рик шарнир билан мацкамланган
жисм Гу. Г^, , . . , Гп кучлар таъ­
сирида мазкур нуцталар орцали 
утувчи уц атрофида айланиши мум­
кин. Координаталар бошини А  нуц­
тада олиб, 2 уцни Л ва В нуцталар 
орцали утказамиз (6 . 16- раем). }^уэ- 
галмао нуцталарнинг реакция куч- 
ларини координата уцларининг мус­
бат йуналиши буйича йуналган

тагакил

втувчиларга ажратамиз. Жисм муво­
занатда булиши учуй унга цуйил­

ган Гу Г 2, . • . 1 ^  А'

У^, кучлар мувозанат шартлари
6.16- раем. (6 .46) 1ш цаноатлантириши керак:



З Л 1 Д ) - К а - а  =  0.

2 М ^ ( ? ; , )  +  Х а -а  =  0.

2 / И , ? , ) = 0 ,

бунда а  билан Л ва Б пуь^талар орасидаги масофа белгиланган. 
Охирги теигламада реакции кучлари Е^атиашмайди, игу сабабли бу 

тенглама нккита нуцтаси ма^камланган цаттир^ жисмнинг мувоза­
нат шартини ифодалайди: иккита нуцтаси билап ма^камланган 
г^ттиц жисм мувозанатда булиши учун актив кучларнинг цуэ  ̂
еалмас нуцталардан ртувчи укца нисбатан моментларииинг 
йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Туртинчи ва бешипчи тенгламалардан топил ган

(^v)

*^ийматларни биринчи ва иккинчи тепгламаларга 1^уйиб ва 
ларни ани}^лаймиз:

(6 .51) нинг учинчисидан реакция кучларииинг г уци буйлаб 
йуналган ташкил этувчнларининг йириндисини аницлаш мумкин

2 л + 2 ^  =  - ( 6 -52)
яъни масала статик апицмасдир. Техникада бу .итцмасликни ?^ал 
|^илиш учун Л нуцтада таянч подшииник, В  нуцтада цилиндрик 
подшипник урнатиш мумкии (6Л 7-расм), Бу )^олда 2 ^  =  0 булади.

л и  И б . 2 -  масала ,  Огирлиги Р =  20 кН булган  бир жинс^тн турри бурчакли плита 
А сферик шарнир ва В цилиндрик шарнир воситасида деворга  бириктирилган

^улиб ,  ун([ СЕ  ар 1̂ ои горизоитал }^олда ушлаб ту рад и; ЕСА =  ВАС =  30*̂  
( 6 . 1 8 - раем.).  Плитага унинг текислигида ётувчи ва моменти М = Ь  кНм га  тенг 
ж уф т  куч  }(;амда ОС тоыоннинг уртасидаги К. н>1̂ тага уг текислигига парал­
лел  текисликда ётувчи ва ПС га 6 0 “ бурчак остида таъсир этувчи С̂ =  8|''^3 кН 

куч  !^уйилган. Л Й =  1 м. Лр1хОндаги тортилиш кучи ва таяич реакциялари ани 1̂ - 
лаисин.

Ечиш, I. Мувозанати текширилгётган жисм АВСП турри бурчакли плитл- 
дан  кбораг. Плнтаии иккнта пуг^таси билап ш>;камланган жисм  деб 1<4араш мумкин.

2.  Координата у 1̂ ларини 6 Л 8 - расмдагидек таилаб оламиз.
3. П лигага  таъсир зтувчи кучларни курсатамиз, Плитага орирлик 

маркази О нy^^тйгa к у 1'шлган Р  — 20 кН орирлик кучи; моменги =
5 кНм га  тенг ж уф т  куч ;  нуцтага £;уйнлгаи ва ОС  билаи 60^

Йурчак ташкил этувчи (  ̂=  8]/^3 кЫ куч ; СЕ  ипнингтараиглнк кучи ? ’ )^амда А
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6.17- раем. 6.18- раем.

сферик шарнир ва В цилиндрик шарнир реакциялари таъсир этади. А сферик 

шарнирнинг реакция кучини координата 5?1^ларинииг мусбат йуналишидаги 
— * 

ташкил этувчиларга,  В  цилиндрик шарнирнинг реакция кучларини цилиндр

перпендикуляр йуналган  Х ^ ,  ташкил этувчиларга аж ратамнз .
4.  6 . 1 8 - расмдан фойдаланиб, мувозанат тенгламалари (6.46) ни тузамиз.

Б у н д а  Тва Q кучларнинг х, у, г уК;Ларига нисбатан моментларини к^мсоблаш

учуп  (6. 37) куринишидаги Варипьон теоремасидан фойдалаиамиз, яънн Т в а  С?

кучларни {Т' cos 30°, Т "  =  Т cos 60°, Q'-=  Q cos 60°,
Q "  =  Q cos 30°) ташкил этувчиларга ажратиб, уларнинг мазкур  уЕ^ларга нисба- 
тяи моментларининг йиьиндисини ани^лаймиз. У  :^олда

У х  = 0 ; Х ^  +  Х  — Г  cos 30“ . cos  60° =  О,V л ‘ в >
2 / ^  =  0 ;  Уу̂  — Т cos 30°-cos  30“ — Q cos  60“ =  О,

S z  =  0 ;  Z .  +  Z „  —  P  —  Q cos 30“ -Ь Г  cos 60® =  0 ,
V A ij

^ 0 ;  — +  . ^ 5 +  Г . Л 5 с о 5 б 0 ‘’ — <? cos 3 0 ° .Z > / ( ^ 0 ,

T.AD  cos 60® +  Q cos 3(f-AD =  0 ,

(F^) =  0 ;  Л'ц ‘AB +  M  — Q-cos 6 0 ° -Л£) =  0 ,  
ЛВ

бунда  AD^ABig 30°, DK =  — .

5. Тенгламалар системасини ечиб, номаълумларни ани 1̂ лаймиз:

М
X ^ = - ~ — Q cos Ь0° >tg 3 0 ° = 1 к Н ,  Г =

I

АВ cos 60“
Х ^  =  ~ Х ^  +  Т cos 30°-co.s 60^ =  2,46 кН , 

=  Г  cos^ 30° +  Q cos 60° =  12, 93 кН ,

Р  ___ Q

— Q cos 30° = 8  к Н ,

Т cos 6 0 ° + — ^  cos 3 0 ° =  12 Ki:
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7-б о б . ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИ ВА ОРИРЛИК 
МАРКАЗИ

fMPHj:! таянч ну^посина берингл.;р, 
Ьрни ÿs [¡рнадан силжитаманЫ

А р х и м е д

7.1-§. Параллел кучларнинг тенг таъсир этувчисини 
ани|^лащ. Параллел кучлар маркази

Бу бобда тенг таъсир этувчига келтириладиган параллел кучлар 
системаси ¡^аралади. 6 .9-§  да курганимиздек, фазодаг]{ нараллел
кучлар учун скаляр ннвариаит i ? ' • =  О булиб, бундай кучлар 
система си тенг таъсир этувчига келтирилиши учун

(7 !)

тенгсизлик бажарилиши керак.
Жисмга (7 . 1) тенгсизликни ¡^аноатллнтирувчи ( f , ,  ............. / . )

параллел кучлар системаси таъсир этсин. Кучларнинг и,ÿйилгaн п} ! ’̂ 
таларини мос равишда Л ., A.¿, . . . .  Ап ва Oxyz коордииаталар сис­
темасига нисбатан бу нyIVгaлapиинг радиус-ве]чТорларини г^, . . . ,
Гп билан белгилаймиз (7 . 1- раем). М азкур кучларнинг тенг таъсир 
этувчисини ва унинг кÿÍIилгaн нуктасини анш^лаймиз.

Агар берилган кучларнинг таъсир чизиг^ларига параллел булгак
бирлик векторни е бнлан белгиласак, у  .\олда ихтиёрий F^ кучни

л-4

F  = F *  еi  ̂  ̂у

к\рииишда ёзи1и мумкин. Бунда F^ куч е вектор пуиалиши

бнр хил булса, F* F^

pa e бир-бирига ¡сарама-кар­
ши муналса,

Аввало Fy ва F  ̂ кучларни 
ь^ушамиз ва улариииг тенг таъ­
сир этувчисини билан бел- 
гилаймнз. (3 , 1) га асосан

Бунда R , билан е бир хил 
йуналгаин учуи Щ

(3 .2) га асосан /'* ва F* 
орсК'илз куйндаги муносабат 
уримли:

(7.2)

билан
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ски =:= ^ 1 1 ^ .  (7 .4)
СгЛ, Л1С1 Г,* Г,*

А гар /?1 1цуйилган иуктанинг радиус- векторини билан 
белгиласак, у  ^^олда 7.1- расмдан куйидагини оламиз:

Л1С1 — /1, С1Л2 =-Лг~л^._. (7 .5 )

(7 .5) пи (7 .4) га ¡цуйиб, ни ан:иу1ай\шз:

(7 .6)
г /■*

(7 .3) тенгликни ва Г* ~  — Г., экаилигини назарда тутиГ;, ва 

Г , кучларни 1цушамиз. (3 .5) га асосан

=  =  v f » ,
v=l

3 ^

С̂, "Г f.< Гл /-у г, +^2 Г; -!- ^3 Г.З '

R * + f * 3 V
2;v=l

Худди шунингдек, п та иараллел кучларни |цушиш натижасида С
ну1цтага куйилган битта тенг таъсир ':^гувчи кучни оламиз (азниц- 
л!1к учуй расмда п = 4  .\оли курсатилган):

=  2  (7 .7)

=

V’v=l 
п . “*■
V  г

У=̂1 (7 -8)
у  г;;

V-!

Ьунда куч е бирлик вектор билаи бир хил йуналса,
Я  ва е бир-бирига 1^ара\1а-1царши йуналса, — R  булади.

Агар параллел кучлар бир томонга йуналса, е нн т у  кучлар 
йуналишида олиб, (7 ,7) ва (7.8) да (*) ишорасини тутириб ёзиш 
мумкин.

(7.8) формула ёрдамида аиикланадиган С  нуь;та параллел кучлар 
маркази дейилади.

Параллел кучлар марка.зинииг коорди иаталари ни х̂ ., 
куч у йил ган иуктанинг координата.^1арини билан белги­
ласак, (7 .8) дан иараллел кучлар маркаяинииг координаталари aни^ц- 
лаиадиган ь;уйидаги му[юсабатларни оламиз;
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- - ■ ( 7 .9)

X л I   ̂' п
\=1 N-1 У =  1

(7 .Й) ва (7 .9) формулалардан куриниб турибдики, (¡зазодап! па­
раллел кучларнинг тенг таъсир этувчиси ¡цуйилган С  нукта[{и[1г 
?^олати кучларнинг йуналишига бог л и булмай, улариииг ммкдори 
ва !<^уйилган нуцталарининг координа таларига богликдир. Шу са- 
баблн кучларнинг куйилган нук;та,;гари,чи узгарт(ф\тай, блрча к у ч ­
ларни бирор а  бурчакка бурсак, кучларнинг тонг таъсир этуцчиси 
;^ам мос рави(нда а  бурчакка бурплади ва ¡■цуйилган нуЕ<^тасининг 
}^олати узгармайди.

(7.8) даги ^  Г*/"у катталик берилган кучлар системасининг С  
марказга нисбатан статик момента дейнлади.

(7.9) даги V / д , .  г̂ , катталиклар бери1гл(1 
кучлар системасининг мос равишда уОг хОг са хОу тскислик- 
ларга нисбатан статик моментлари дейиладгг

Лгар кос^рдинаталар бошини параллел кучлар марказ1)да олсак, 
х ^ = у ^ = г ^ ^ О  буладн ва берилган кучлар системаспшшг параллел 
кучлар марказига ннсбатан статик моментлари нолга теиг буладн.

—г^

I  7.2-§. Жисмнинг орирлик марка:}ини анмклаш

Иста^'гган каттш^ жисмни >1<удз кичпк заррачалардаи т а ш ч т  
топган деб караш мумкин. Ьупдай заррачаларН1!Иг хар бирига вер­
тикал пастга йун;пган Р ,̂ Я,,. . . . ^:рга торги ¡шгг кучлари (ог11р- 
лнк кучи) таъсир этади. Статика булимида урганиладигаи ж исм ­
ларнинг улчовлари Нраинг радиусига нисбатан ж уда к1гшк булгани 
учун жисм айрим зарраларипиш' грирлик кучии[1 нараллел кучлар 
деб к,аран1 мумкин, Жис.м барча з-г)Г)алари 0Р;1рти.< кyчлapинiи^г 
тенг таъсир этувчиси Р =  V  жисмнин.^ огирлик кучи дейилади 
;>̂ амда бу параллел кучларш^нг маркази мазкур жисмнинг огирлик 
маркази дейилади.

Жисм огирлик марказншшг ралиус-гектори (7.8), коо{йдипата- 
лари (7.9) формулалар асосида ан;1клаиади;

------Ус^- (7.10)

Бунда г^(г^, у^, 2̂ ) V—заррачаш!нг рзлпус-вехтори; г^ .{хс, с) 
жисм огирлик марка 11ии;и' радиус г'октори (7 2-рпсм).

Жисмиииг сгирлик .\!ира:.1з;) reo .lv-1;П1К нук.га.лаи ибора г булиб, 
баъзида бу нукда жисмга тааллук,.:;! бул.мас.тиги .чам мумкнн. Ма-
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Агар

сал^лт, Ri ва /?з радиусли ци- 
лиидрлар бнлан чегаралаиган 

чамбаракнииг o i-ирлик маркази 

1 1 ил!!ид;злар марказида ётади ва 

ча^;баракка '¡ааллуклп эмас.

Жисмиииг огирлик мар)ч 1̂ яи 

аник .холатга эга бÿлиб, ка ! };:(■; 

д I с \1 и и бирор; бу р ча к iva а й л íí í i- 
тиргаида y?niür огирлик маркпзи 

шу >кисм1 'а ни'сбатаи узгармалди. 

Чуики ОЛДМИ1 П параграфда к\р- 

гпни\гиздск, парал ; 1сл куч'лагжи 

маълум а  бурчакка бург-'тда 

уларнинг маркази узгармалд 1 [. 
булса, ог;;рлик маркази унинг 

булмай, 1|)ака г гео- 

асссан  6ifo Ж 1 'исли

жисм бир жинсли 
1^андай материалдан ташкил топганига Оогли:  ̂
метрик шакл1{га борли!^ булади. Келгусида 
жисм.тарнииг огирлик марказини а1и1!ула)’!миз.

Огирлиги Р  га тенг жисм V хажли а эга булсин (7 .2- раем). 
Лгар бирлик }^ажмга турри келган огирликпи у билан белгиласак, 
бир /кинслн жнем учун Y =  const булади ха\!да жисм у булакчаси- 
нииг ог ирлиги

(7 . 11)

(7 , 1 !) ИИ (7 . ! 0) га цуйиб, .чажмга эга булган жисм огирлик 
мар!;а íMüíun- радиус-вектори b¿i координаталарини аннклаймиз:

УМ'',. X,

V У с - V'

(7 Л 2)

(7 . 13)

бунда V =  бутуи жнем хажмиии и:}‘̂ одалайди.

Жис\пппн' б}л?.клар сониии орттира бориб, (7 . 12) ва (7 . 13) да- 
ги {ди’индиларда п -v оо , AV\-^0 булганда лимитга утсак , х;ажмга 
эга булган /кисм згирлик маркази учун куиндаги интегралли ифо-
ла,':пп1П1 олп' ■

XÜI"'
(Vj

{VлА- dV

I'-
i/dV

{V}
Ус -  - у V ■

(7 . 14)

(7 . 15)

Худди н]унги1гдек, ихтиёрий сир ¡ га эга булган пластинканинг 
огирлик NîapKa3üHn anniviani учун 1\уЙ1;даги формулалар уриили бу­
лади раем).

IÜÜ



¿41

л

7,3- раем. 7.4- раем.

еки

'X  _  ^  .' • о - ----- 3—

'̂ 'А-̂ \| \̂1 Ууд г с = ^ ^ _ ----- , 1/̂  =  *- - -
■удз,, г.

Г .VÍÍ.S

''с -  .я

(5)

Ы5
(5 )

( гс/5

— 5 ' ’ 5 ‘

(7 . 16)

(7 . 17)

(7.18)

(7.19)

Бунда 5  — [¡ластпнка сиртипш1г кззасп, .V, !/, 2 эса (̂ 5 элеме;! I ар 
юзапимг коордппи галйри.

Чизшцнинг огирлик ,̂ í¿JpKíl íИ цуитагича антцлаиади (/.4-ра .̂л!;.

^Л/,, .г.
-=

еки
а!

7 ,- -

Х111
(Л

=  ~1~> Ус ~  ’ "С

\ гЛ 
(О—г - ’

(7.20)

(7 .2 !)

(7.22)

(7.23)

бунда / — чизнгцнинг узунлиги; л', у,  ̂ эса сИ б\макча координа та­

лари.
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(7 .24)

(7.12), (7.14), (7. ¡6), (7. !8), (7,20) ва (7.22) формулаларла каср 
сур зп и а ги  векторли катталиклаг» ,\:ос равитда ш ж м , юза ёки ни- 
зицнинг нуктага нисбатин статик моментини ифодалайди.

(7.13,) (7.15), (7.17), (7.19), (7.21) па (7.23) с1х)рмулаларла —  

клер суратидаги скаляр катталиклар зса хазюм, юза ёки чизик- 
нинг люс координата текисликларига нисбатан статик момен- 
/пинп ифодалайди.

Хусусан хОу текислигида >койлашг:.н юзанинг Ох ва Оу щ ла- 
г и т  ИlIcб¿lтзи статик ,\:о\.чнтлари

I’ лг/5 — х^^ • 5 , '

{■М
1’ yLiS ^ y^ .■ S ¡

( } •  л а л ар ерда м ида  ̂чи 1 к.мя ляди.

^  • 7 .3- Огирлик марказиии ани^^лаш усулл р г

Жиемиинг огирлик марка:и5ни топииэнинг цуйидаги усулларини 
кура'>и(я,

1, С ;!мметр»я усули. Лгар бир жи[1 сли жисм симметрия текис­

лигига уга булса, огирлик ма1жазии!( топиш бирмунча соддалаша- 
ди. хОу текислигини си.мметрии текислигида ола.миз (7 .5-раем). У  

.холда .хар бпр у^, г̂ . координаталар билан ани:^ланадиган 

хажмли булакчага коорди[!аталари у^,—  булган ^ажмли
булакча л[ос келади. Ш у сабабли (7 . 13) да купайтмаларнинг
йигиндиси жуфт- жуфт равглща нолга тонг булади. Бинобарин,

— V - ‘

Шундай ь^илиб, сиЛ1Метрия те­
кислигига эга булган бир жинсли 
ж исмнинг огирлик маркази сим­
метрия текислигида етади.

т
7.6- раем.



Агар жисм Z симметрия у1\ига эга б\чпса (7 .6- раем), у  холда хар 
бир í/̂ , координаталар билан аникланадиган Д1/̂  хажмли бу- 
лакчага координаталари —л"̂ ., — 2-̂ , булган ДКу хажмли булакча 
мос келади. П 'у туфайли (7 . 13) да к5тайтмаларпт::
йири)!диси жуф т-жуф т равишда иолга тенг булади. Демак,

Лг у = 0 .

Бинобарии. симметрия укига эга булган бир жинсли 

огирлик маркази симметрия укида стада.
Худди шунингдек, симметрия нукдж'ига эга булгаи бир жинс.П! 

жисмн1шг огирлик маркази шу нук/га билаи \'cr.vía-ycr ту!ии)ьчп1и 
исботлаш мумкин. Масалаи, б!!и жинсли дойра ёки тар :!и яг орир­
лик маркази унииг си.ммстрия ну(\таси — гсометрик маркази бнлан 
устма-уст ту и ¡ади.

2 . Б улакларга ажратиш усули, Баъзида жисмни фикран шундай 
булакларга бу^тиш мумкинкм, бу булакларпииг огир.ии'и ва oí п[1- 
лик маркази ол;шпдан маълум була.ти. Г^уидай жис.млартт.'' огир­
лик марказ(1 (7 . 10) фоому.шлап ёрлямпда аши-^ланадн. Хусусан. 
си жисм учун бу формулаларни 1^уГп1дагича озиш мухисш;

5 , Ус

бунда 5^ — ясси жисм бирор булагишшг юзаси, г 
нипг радиус-вектори, 5  — ясси жисм ю.заси.

(7 . 12) ва (7 . 13) га асосап хажмга эга булган жис.и ёки 
нинг огирлик маркази ани!^ланад{{ган цур!идаги формулалар 
булади:

1

(7 .25) 

(7 .2(5)

— шу булак-

чизик̂ -
уринли

=  -  ' У

I

буида —  жисм бнрор булагининг 

^ажми, —  берилган чизш^ бирор бу 

лагинииг узунлиги: а'̂ ,, у^, лар з а  

мазкур булаклар огирлик марказииииг 

координаталаридир, V’—  жисмиииг хаж- 

мини, / —  чизикиииг узуилигиаи ифО' 

далайди.

Л  /  7.1 - м а с а л а .  T a i^ .n i  кС‘С!1М!гинг огирлик
V марказядй.; AD тсл'^^тач.! Cy.irati масофа то­

пилсин; тавр балйндля! II ii iei3opi:¡¡::nr калнп- 
Л11ГИ Ь, T0K4MCUi'iiHi' кен1 лиги 4D  — с, к/.лнн- 
лигн d га  теиг ( 7 , 7 - раем). 7.7- раем.
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I .  Ш̂ УуШ /Щ уу^Ш т Ш ^Л
.с ' «■

_ а _  ,

7.8- раем.

Ечиш, К урилаётгаи кесим, AD то* 

моаштг.г уртасидан утувч;! Ву симмет­

рия vK'íra эга. Ш у са5зГ)ли унииг Ofup- 

viHK !̂apкn. '̂•I By укда ётадн. Keen« 

юяаети! фик)'ан иккита lÿ^P " ivoT'A'p- 
чаклнн ибор.чг гаадга ажратимил. Дж- 

ратилгаи 1ур]бурч;1кллрии(1; ю:^:;ля;ж 
S 'i~ a d , S .^~ ô (f i— d); орирли;; M;jp. 

Ka3íi;(,'ii¡r ордиил (атарк млс рги^ипиз 

d h —  â h ^  d
í/i - ̂  -- , /.'г -  d 4 --- -—  =  — --. 1 2 ’ - 2 , 2 2
булгаии учун берилгаи кеснмнннг огир­

лик маркпзини (7.26) га асосаи 

лайми:з:

„S’ ■ad -f-
/j -f- d

d]

+  -S ad b(h — d)

ad'  ̂ 4- 0}^ —bd”-

2{ad bh —bd)

3 . Л1анфий K>?,a усули. Лгар ясси >KííCMíHíur маълум кисмлари 
т:;шланган булса, бупдлй жисмнанг огир.чик марказини анн1 -̂ 

лашдп \К:.ч<|')ИИ ]озл ivviijnm усулидан фойдаланилади. Бу усул булаК' 
ларг'с! 6v,nmi уеу 'итинг хусусий холи булиб, унинг мохияти шундан 
иборитки, /кис'лнп киркил.магаи яхлпг ячисл! ва Ш1р1\илган жисм:;ар- 
дяи иборат деб кара,лади; бунда кир;лпгаи булакларнинг юзаси 
Ш:1р!ли равишда. ма}[фип деб оапиади .чамла огирлик марказини аннк- 
лашда (7 .26) (|'')р^1улалардан (ройда.ай1Р(.-);»ди.

V'' 7.2- ^тсала, 1')íí;í Ь пн Cyint а га теаг 1у'лл( туртпурчак шаклилаги 

f:-x.c:-U]¡i :л!т е иа Суйи h la  те":г KLM V  1\гри i у|У1бурчйК шаклидаги 
О'И!;!!'.';!!. Л7. Са .V1V Vip /5/?,0¿’ T\‘i-pH TVpTÓvpuaK ТОМ'ППйрИГа

млс П1»ралл'.л. ’['ахта колгли кисмикчнг огирлик маркази KN  ;и  ётнши

y-iyn ]гл!г y ;y ií-лги клидаи СулиЛ1:1 керак (7.8- раом).

Гчиик Ох у-.ли) Ta.vTíi)i)¡)Jí- симмстри.ч vkü буйлап йуналтирамиз. У  ^¡oлдa 

7¿ ¡ \ ( -лгрли:; vajtKa^u х \'лла ётади ва ?'/’ ~  0.

А1лн:!и!Л 10<а vcsmíu:íh :о;!Да 'юиии.
f'

С
1л;р-алгаи фнгурэни ABDE  нхлит т\̂рт-

vr¡ ю ж а  маи:Ь:-'!< .\7,Af.V туртбурчакдап  иборат леб н^р;шмиз. 
л /г

A’i -  , -^1 “  ''/', .Vj — Í»— - ¿ 2 ==— eh экаилигини

î  ■ лм;пЛЛ| !;И (7.^;(:) га  куямиз :

назарда

2

M'
:■ '•> ■) •‘■(J ~  и — I 
Xr ИККТЛЛ

курл '['ЛМД i'P'. 
Ovj'tuui керак

'2{r.>~sh] 2{ah—i>.h:)
irau ки.,:м!гланг орирлнк >'йрказ;1 KiM да ёти-

лГ;мяг!?1;л сирл'ирига гепглао 1<,у^!идагиии оламяз. 

а-Ь —  2aeii-'-sh^

2{ah -  iîA)
Буи.даи /i пи яии{;лаш y j jó y  квадрат тепг.тамапи ечишга келтирилади;

е/1̂  —  2abh -j- сЛ  ~  0.

Шундай китиб,

у « ^ «  - j£ t e  ^  f  [(, _  V ? ( ^ l .
а I
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7.10- раем.

Квадрат  илдяз олдида мусбат ишоря олннса, масала ечимга эга эмас. Чунки
Ь

6 > - е булгаии учуи каадр^гг илдиа олдида мусбат пшора олипгаида п ' > а ~ ' >  

>  а; буинцг булимии мумкии -j>iac.

4 , Тажриба усули. Бир жинслп булмаган ёки мураккаб таклли  
ясси jKHCM/iapniiHr 01ирлнк марказини аниклашда куйидаги тажриба 
усулларидан хам фо!1л;1.'1ал1[лали.

4.1. Ипга осиш усули . Ясен жигммпиг и\тиерн('[ Л, иуцтаеидлк ипга осамиз. 
Ж^см ипнинг рс:икцяя кучи ва oi-нрлик кучи ча'ьсирила мунозанатда бу.'1пди

(7.9- раем, а). Огирлик к у т  Р  верч'ш<ал паетга ну{1алгяин туфа11;н( ипнияг реак­

ция кучи 7’ пер’1'икал iOi\opi<ra пуиа.лядп. Мпиинг йуна^тшипи этгириб, 

расмде" ог!/рлик кучииии!' таъсир чинишни билаи бслг1(.'!и!!мпз. Ш у тарзда 

жисмни В ну1<;тасиляи осиб, оги[)Лнк кучннинг таъсир чизиги ß iß j  аиикла. миа 

(7.9-раем, г7). I¡агижада ьа В^В , чиз1!:^1ариинг кесишган uyiyiacif С  берилган 

ясен жисмиииг <1г.ф.;:и:ч марказиии ифолг'лакди.

4.2. Таро,м!да тортии! ycyjüi. Ясси жягмии глроянга куйиб, уиинг огирлиги Р 
1Ш аииь^лайми.-;. С vni ра яс<'и жисмпи С на нуцталарда иккига таяичга (•^уямаз. 
D  луц'галаги таяичга тарози 1<;уимиа (7 Л О-раем, а ;. У  >^олда D  иуь;танииг реакция

кучи R,-, мицдор жихатдаи D нук^садагп тарози Kypcarraii  огирлик пучпгн тенг 
булади, Жисм таянч иук гааариинпг реакция кучи ва огирлик кучи таъсирида

муноэаиа 1Да булади. Жисмиинг огиолик кучи Р иа D пу 1̂ гаиииг реакция кучи 
маълум булгайа  учун С нуктага  нисбатан момеиглар теиглама^ипт тузиб, б у  
теигламадан огирл^^к куииии.нт гаъсир чизиригача булгаи Xj масофаии аии 1̂ лаимиз. 
Расмда С1-арлп1< кучииинг гаъсир чи.ниги А ¿А., билан белгилаигаи.

Худдп шунингдек, /кисиии 90^ бурчакка айлантт'фаб, C j  ва таяпчларга  
1 5̂ 'ямнз. Dj иу;^танииг [М-'акиин кучн ми!уДор жихагдап  иу 1<;тадагн тарози кур>

сатгаи огирлдк кучига теиг С)лади . Р аа ыaълy^í булгани учуи Cj нуц- 
та га  ннсбатан момен:лар тенгламасинн тузиб, бу тенгламалардан ü^иpлílк к у  и- 
нинг таъсир чизиги В , В -2 гача булган Хо масофаии япт^лаймиз. ва ß j ß ,
ларнинг кесншган и}’кгасн С жисынниг о!зфлик марказиии ифодалайди.

7.4-§. Оддил шаклли баъзи бир 
огирлик марказини аннь^лаш

жинсли

V -  
жисмларпинг

1. Учбурчак юза сининг огирлик маркази. ABD учбурчакни АВ 
томонга параллел булган кичик булакларга ажратамиз (7.11-раем). 
Ву булаклар j^ap бирининг орирлик маркази унинг уртасида ётади,
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1 Л \ -  'лс'

ЯЪНИ учбур1'акиинг опфлик маркази DG 
.\:елиаиада ётали. Шу тарзца учп\'].)чак 
ю застп! D B  7 ом сига параллел 6}\'i;iK,iap- 
i'a ажратсак, уларпииг орирлик маркази 
А Е  мелиаиада етади. Бинобарин, учбур­
чак юзасииинг огирлик марками yinipir 

K .̂̂ cniiira.1 С нуктада ётали. 
Учбурчак ётган текисликда хОу те- 

кислмкни утказаб , учбурчак’ учларииниг 
коордпиаталариин (.v,. у\), (х.,, /У.), (а'я,

У:̂ ) билан белгиласак, 
геомегрияда чицарилган

аналитик

3
л'̂  +  '’í'i л'о), =

(7 .29)

(|:ормулалаг)1'а бпиоап С нуь;танинг 
координаталари аии1у1анади. Маъ-
лумкн, CG — —  DG.

3

2 . Трапециянинг окирлик марка.^и. Лсослари а ва Ь ба."!анлли- 
ги fi га тепг A B D E  трапеция юзасининг 011флик марказини анн!^- 
лаш учун трап1лн1яии А Е  асосга параллел булакларга ажратамиз 
(7 . 12- раем). Ь\ булакларнинг орирлик маркази B D  в'л А Е  ассслар- 
пииг урталарини туташгирувчи K L  чиз]^к.и ётади, Бипибарин, тра- 
пецияиинг огирлик маркази л̂ ам шу чизшоа ётади. Траие[1.ия орир­
лик марказини аналитик усулда аниклаи! учун С  иукта1ншг битта 
координатасмпи, масалан у̂ . ни топиш кифоя. у^ ии топиш учун 
трапецияш! A B D  ва /Ш£ учбурчакларга ажратамиз. Бу учбурчаклар­
пинг огирлик марказини C,Í.Vi, í/,) ва f/J билан белгиласак, 
К Е  нинг С1С2 билан кесигиган нукдаси С  траиецнянинг орирлик 
марку !1!ни ифодалайди. Бу учбурчаклар учун

sh
т

у-, --  h,
3

с  1 I, Г1*Зо!

3iv:i'L.iij 1’ии эътиборга олиб, (7 .26) га асосан 1^уйидагинн ёз:1миз.
J _  I - oh

u^S,-'-u.S. 3 2
Ус =

/1.

Ыг
о

ah
' Y

2b)
3{a +  b] •

3 . Айлана ёйинииг орнрлкк маркази. Радиуси R, маркази11 бур­
чаги 2а  га теиг A D B  айлана ёйннинг огирлик марказиш! ани!\лай- 
миз. Координаталар бошини айлананинг маркази О нуктада олиб, х  
у]\нн А В ватарга перпендикуляр йуналтира\п1з,

7- §.
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7.13- prJCM. 7.14- раем.

Айлананинг ёии х  чккя нисбатаи симметрик булгаии учун унииг 
огирлик маркази л' укда отали =  0). 7 , 13- расмда = /^со ; г;;, 
dl =  Rd(^, l-~^2R a  экаилигини эътиборга олиб, (7 .23) нинг 1-фср- 
муласини ку11идагича ёзиш мумкин;

xdl
а

\R'̂  eo s ср íi ф

^  ______„  - к
с I 2R п

R sin а (7 .30)

экаплиг^:-

(7 .31)

XycycHfi ?^олда ярил1 айлана учун (7 .30) 
ни эътнборга олсак,

=  0,637 íR.

4- Дойра сектори юзасининг огирлик маркази. Радиуси R, 
казий бурч;ии 2 а  га тенг дойра сектори юзасииинг огирлик марка­
зини аниь^лаш учун х укни сектор юзииинг симметрия yiíii буйлаб 
йуналтирамиз. 7 . Ы 'расмда курсатилганидек сектор юзасини бир 
канча эле>теитар секторлапдан ташкил топган деб Е^яраймиз. >!,зр 
бир элементар секторни баландлиги R  га тенг учбурчак деб i-̂ apa*
сак, унинг огирлик маркази О [|у!^тадан масо^|)ада ётади. Би-

2
нобарип, доира секторининг орггрлик маркази, р ад и уси -^  R  га те?и'
айлана ейинииг огирлик маркази билан устма-уст туш^гди. (7 .30) 
га асосан

2 R sin OL

~
—

Ярим дойра учун 

тутсак .

(7 .32) да а  = экаили1-|!ни

=  J í_ ;^ := 0 ,424 /̂ . 
Зд

(7.32) 

назарда

(7.33) 

1(?Г



5. Ярим шар :^аж.\и.ч?инг огирлик
маркази. Радиуси Я т  тспг ярим шар 
хажмпнинг орирлшч марказини аш!ц- 

лнп! учун г укни симметрия \ки буй­

лаб йуналтирамиз, V холда лс =- ус ~  

О (7 . ; 5 - раем). (7 . 15) га кура

7,15- раем.

гс; ■ 1'2иУ,
ач

2 — >•'/?“ — г- эканлигини назарда тутиб, г, ф, 2 цилиндр1П< 
координаталарга утамиз ва яр!;л и:ар ^ а̂жлги V бу1И!ча уч каррали 
интегрални хисоблаимгш*^ ;

2 л R Н

I" гс1У =  I" ¿ /ф  I  гйг I* гйг —  2 я

IV) о *0 оо

г~
I2 4

Шундай килиб, ярим иларвинг огирлик маркази 

2,. =
4 а (7.34)2л

форм у ла да (I а н и !< л а н а д и,
6. Доиравий конус л^ажмипинг огирлик маркази. Леосииинг радиу­

си /? ва балаидлиги // т  теиг кои'/снииг огирлик марказини аник­
лаш учун г укии конуснинг симметрия уки буйлаб йуналтирамиз.
7 . 16- расмда курсатилганидек, К01!у(.'ни асосига параллел кесимлар 
бнлан чегаралаиган, х а̂жми с1У  га теиг элемс1ггар бч^паклардан 
тaиJKlfЛ топгаи деб !<̂ ара1и мумкии. У .холда

1/ =

булгани учуи (7. 15) га асосан

I •зVLLi> :o,
IV'! 5 Н‘

йг

Н

ШундаГ! к^пиб, доираоиГ; копус хажмининг 
орирлик ]\!аркази унинг асосидан балаидлмкнинг

к̂ 1'С.\1нча масофада стади.

Бу натижаии ихтисрий конус учун :>̂ ам 
умумла1ит{{риш мумкнн.

*) Пискуиов Н, С. Днфч|яфенциал ва интеграл х:;соб. ш увчи  Т . ,  1974, II 
г . ,  1 3 - 2 1 5 - бет.

7,1 б- раем.
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7 .5- 5 . Г?сльдея тсоремалзрк

Швед астроио\!и Г. Гю.-'1ьдси П 841— 1896) ксботлагля куйил:!:и 
теорема лар чис-ii^ юзанияг орирлик марказини aпиlv^^i^]¡гa тпал- 
луклиднр,

Í- теорема. Ясси эгри чизикни унинг текислигида стувчи ва 
уни кесиб утмййдиган у к атрофида ай лапти рши натижасида 
олинган жисмнинг capí ии мазкур чиш книн; узунлиги билан О у чизи)  ̂
орирлик маркази чиз/ан айлана узуилигининг купайтмасига тенг.

Исбот. .\0у текнслигпл,! ётупчи. Оу уцни ке'.:ма1 '1Л;иан ва узуи- 

лиги / га тепг /15 ?гри чизм{^ кесмаси берилган булсин (7 . 17- ра'лг). 

А В  эгрн чмзикии жула кичик dl булакларга буламиз. dl кесмаии 
Оу у\\ атрофида a¡"!,'i,¡trriíp¡nu натил^асида .'^осил булган сиртнинг 

юзасиии иккиичи тартибли чоклиз кичнк мицдоргача аниклик билан 
цилиндрик сиртга теиг деб олиш мумкин;

dS =  2.ixdl.

Л В  эгри Ч!Г'Д!киит- айлаиитидан хосил бу^тгаи сирт ни топиш учук 
охирги ифода!!П 1;нтег1'аллаимиз:

5  2 л I x dl .
{(]

(7 .23) гл кура { x d !  =  x j ,  буида билан Л В  эгри Чизие̂  к ео
(Л

маеп огирлик марказининг координатаси белгиланган.
Шуидай к^илиб,

S = 2n x c l . (7 .36)

(7 .36) дап бепилгаи ясен эгри чизи!^ орирлик марз'азининг коор- 
динатаси1ИЕ ани1у̂ з̂и1 мумкин:

S
2 л/

2- теорема. Я сси  фигу рани унинг текислигида ётувчи ва уни  
кесиб утмайдиган yt̂  атрофида айлантирши натижасида олин­
ган жисмнинг щ ж м и, мазкур фигура юзаси билан бу фигура

■ \

7Д 7- рисм. 7. 1.«- р-см.



огирлик маркази чиг„’с<н айлана изинли- 
гининр кС/пайтмасига тепг.

Исбот. xOij текислигида ётунчн, Оу 
ук^ни кесмайдпган ва юзги.и га тенг 
ясен фигура берилгаи булсии ('7 . 18- раем). 
Берилган яееи фигура юзасищ] ж уда ки­
чик dS юяача ларга була.миз. dS юза ни 
О у у к атрсх|)ида айляитирии: натижасида 
>̂ осил бу.'таи жисмнинг хажмм иккинчи 
тартибли кичик мин,лоргача аии^лик би­
лан 1^уйидагича ифодаланздя;

dV =  2л X dS,

7.19- раем. бунда X билаи dS юза огирлик маркази­
нинг координатаси белгиланган. Берилган 

юзани Оу >1̂  атрофида аилаитириш начижасида (олинган жисглиит' 
ха жми

V ^ 2  n j x d S

(5 !
формуладан аниклапади, (7 19) га 6iifU)aH, \ xdS ~  x̂  S. BvFua х^

билан яссп фигура огирлик марказининг координагасп белгилашаи. 
Ш\'идай килиб,

1/ =  2 л л ^ 5 ,  (7 .3 7 )

(7-37) дай берилган ясси 
натасиии аиик_ла!и мумкии:

1И'ура окирлик маркпз':ии(!г коорди-

'¿я S'
7 . 3 - масала.  Рядиуси R пя \tap;<a'i»1 гурчаги ?nt. гп теиг f v i i a n  A!.-h а лд- 

на ёйини ()l/ ук, гпрофила iirL4;jHin|.iiiii изгижисила о л и т а я  oqvi iuuir ю'июи V^'* 
Да олрихлаиган сстмопни Ои ук fit¡.'otnJii чплаитирти itaui^KiKit;« Сул­
тан ЖИГМ1ШИГ хажми э)1кк/ктсни (7.

R sina
Ечиш. (7.30) г Kvpa уй.’шпз ёйпчит ко |рЛ!Я1.'лас'ц Х с “  ----- > а.;ляча ё ;̂и-а

нилг узунлиги I — 2Ra.
xq ва / нииг (^ийматили (7,36) га к у  иГ% t-злаиагтгая снрч юзаснни йниь^лаи-

миз:

S — 4 л SU1 С£.
Сегменгии айлантириш натижасида ?^осил буладиган жисмиииг ?^ажми V ни то- 
ПИИ! учуи дастлаб сегментнинг огирлик марказини аии 1̂ лаймнч. Шу ма(^садда ман- 
фи 1 103R усулндан фойдал-шямиз. Берялгги сегментни юзаси =  га тенг

доираили сект(1рдаи иа =-
2 ‘ ‘2R sin a-R cos cc— — R- sin a  cos ct маифи t юза-

ли 0.4Д у '1Гур‘!акдаи иборат деб кара'"миз. (7.2fi) га асосан

бунда x¡̂
? /? sin G£

(1)

-------доиравии сектор огирлик марказининг коор-

ПО



Д5 )патаси; ~  T icosa —  ОД/5 учбурчак юзасиннпг огирлик мар-
3

казн.
S i, S i ва Xi, ларнинг кийматикн (1) га !^уйсак,

2 2
R'-̂ sin о, ~  —  sin a-cos-aJA bus -А/ -- < ' о 11 í v*-' - s-V 4j  ̂ . о

3 3 2 о  sin=^o: 
--  ---------------"  —  K

R- a — R'̂  sin cc -COS a  3 a — sinx  cos a

Сегмент юзаси 5  ^  ¿»j — 5 .̂  =  R'̂  {a — sina  ■ cas et).
(7.37) ra асосан изланаетган V .хажмни аннгучайми :

V =- 2ла> -S =  ~ 7 i R̂  sin  ̂а . ^L о

Д Л



II 1 ^ И С М .  КИНЕМАТИКА

8 - б о б. НУКТА КИНЕМ АТИКАСИ 
8 .1 -§ . Асосий туш унчалар

Назарий механиканииг кииематика булимида ну}^та ва абсолют 
1 а̂тти1̂  жисмнинг механик ^^аракати фаь;ат геометрик ну1^тан назар­
дан, яъни уларнинг массалари ва таъсир этувчи кучларга борли1^сиз 
равишда урганилади.

}^аракат тушунчаси ^^аракатланувчи жисм (объект), ваг^т ва фазо 
тушунчалари билан чамбарчас боглт^дир.

(макои) бир ва1^гда мавжуд б>\тган обьектларнннг жойла- 
шшп тартнби1^и ифодалайди. Ф. Энгельс бундай де1'ан эди; «}^ар 1̂ ан- 
дай борлт<;пинг асосий формалари мако1г ва вактдир» Классик 
мех^1иикада моддий жисмларнинг харакати уч улчовли Евклид фазе- 
сига иисбатан тск1ипр!1лади >'̂ амда фазо абсолют т^узралмас деб 1^ара- 
лади.

Жисм}ип!г механик ^^аракати ботка бирор жисм билан бирикти­
рилган ва деб ата.1увчи коордииата.'тар системасига 
н1?сбутан текширмлади, Саиок системасини шартлн равишда 1\узгал- 
мас деб олиш ски харакатдаги >к;!смга бириктирилган деб ¡'^араш 
мумкин.

Моддий }1у|^таш)иг самок системасига нисбатан харакатини ур га­
ниш учун унинг коордннаталарИ1!И вактнинг функцияси сифатида 
а]и!цлаш керак. Жисмнинг сано!^ системасига нисбатан харакатини 
урганишда эса мазкур жисм ну1<;галарииицг координаталари билан 
бирга бурчак ксординаталар'лни .\ам кнритигига тутри келади.

Назар!1Й мехаш1када узунлик би’:)лигн си |татида СИ системасида 
метр (м), бурчак координата.лари блрлиги учун радиан (рад) 1^абул 
ь^илииган.

Агар жисм барча нукталарининг координаталари танлаб олииган 
сано!»; системасига нп::бптан доимо узгармтсдан 1-̂ о'1са, у '^олда жисм 
мазкур системага иисбттаи тинч .^олатда булади. Агар накти'.ии- утиши 
билан жисм иу1\таларинииг коордии;1та.1а|)и танланган саио!-̂  систе.ма- 
сига нисбатан узгара бопса, жисм шу системага ни 'батаи харакатда 
бу:1ади. Жисм бирор сано1<̂  сисгемасига нисбатаи ларакагда булса,

* ' Эпгглг,'" Ф. Лити Дюринг. Т .,  Гзллчнаюр, 1957 й,
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иккин»’,:! c<iriOK cn'¡eM''Cir-'i кмсГ^итмн T'ihí холатл^) б\лпч1п мумкин. 

Ш у  н\-|-̂таи \Л:Х1;ч;л- i) njyi! ¡:ic¡i üifcoim хлрпкте;:1-а эга.,

Вш_ш  О'Зъектив борлпкда р\п берунчи холясалп 1 )[1 инг !\£)ича да- 

вом этишини Hij.,сдала.;дп. lla,-ap;ii"i мехчишсал?) пам' б;'!рча сано!^ 

системалари учун бир хилда утади са бир системаиииг 1 и<кипчи сис­

темага [Иисбатан >^аракатига бг)глиь; эмас деб ,>^исоб;]аиади, яъни вакт 

абсолют деб 1^аралади. Вактни улчаш учуи табиатла учрайдиган ва 
даври 1 1 такрорлаиувчи ходисалардаи (.маеалан, E¡:iHHHr уз y¡ î  ̂ ai'po- 

фидаги айланиии-1даи) ёки сунъий усулда хосил килинадиган дзвркй 

такрорлаиувчи ироиесслардан (маеалан, соат маятнипиишг тебранма 

;^а ра ка t i 1 да н) (|̂ о Да л а i-n i ,ла ди.

Дастлаб вактнинг знг кичик бирлиги учун бир йилдаги уртача
I

1^уёш суткасин 1и 1 г ~;̂ ”̂ ^ ^ ^б у л аги г а  тенг ва1\Т— секунд г-̂ абул килин-

ган ЭДН, Кузатишлар натижаси Прнинг уз ук.и атро;})ида суткалик 

айлании! eaiyni узгариб б ор 1ипи аникланди. Суигра С И  оистемасида

ва 1<̂т бирлиги бир секунд (1с) учун 1900 тропик й ил нииг

була гига теиг кат га лик олинган. Вакт одатда / билан белгилак^ди. 
Вактни улчаш б01илангич иайтдаи (масалаи, (. =  О дай) бошлаб 
^исобланади. Baií/r икки маънода: берилгаи он (пайт, маонлан, 
coa I' 5 ) ва хгаълум вакт орал1:ги (Niaca.ian, 4 соат давохи{да) тарзида 
ишлатилад[]. Вакт бпр у,там . ni на у орк^ага 1^айтмайди, иъии 
ва1-;т ут.'иишдаи кела/какка Kafiaj ривО/Клаиади деб .хпсоб.'гаймия.

.Харакати ургаиилаётгаи жисмпи бир к,анча нукталар тхпламг'.цан 

иборат деб караии мумкии. 1Пу сабаб; 1 и кинемагикада авнало пИ),::;.м 

нуктаи!ПН’ харакати у р 1 ам!1.'1ади ,

Танлаб о и 1игаи саиок^ системасига ткбатаи  нуктанинг харака'п^- 

ИИ ургани1и уиииг И1у системага иисбатан бирор вацт оралигид^гп 

траектори5.си11и ва ,\ар -оидаги 1 салик хамда тсхпанишини аник.:р:д 

ыаеаласидан иборат. / i Iv!\га Х'Ф'^ка глаигаила унинг берилгаи с-л-ок 

системасига иисбатап Ч1 г!ган узлуксиз чизири нуктанинг tnpaei'Uiio^ 
рияси дейилади. / Агар Hyi-̂ та траекторижл! тугри чизикдан иборат 

бу./1са, уиинг xapaKarid rni¡Fpu чизикли. харакат, траекторияси эгри 

чизи[^ булса, эгри чизикли харакат  дейилади.

Мук/а харакати урганилаётгаида унинг кучиш(^ тушунчасига дуч 
келинади. I ук;гаиииг харакати па кучиит ту[иуичалари?{и бир-бири- 
jXdw фар!“̂ КИЛИИ1 ксрак, MyiyraHiHir кучиши унииг бошланрич ва 
охирги холаглари хамда Kaî T орали|'и билан аницлаиади, бунда 
нуь;та!4инг аввилги хо.'!агдяи кейинги хр.^1атга кандай усул билан 
VIиши эътиборга олгиг\|а'1Ди. Х^аракат тушуичасида эса ну!^танир!Г 
бир холагдан икклитаи xo ia i'ra  ричтга боглик разишда цандай ycyjX 

билан утгаии. ;:ъи;: oo ;:i''аи! ич ва охирп; паатлар орасидаги истал- 
гаи вакд' учуи (*;азслаги хрии хиеобга о ’ииади.

Пукда кии.сматикаеида куйидаги ик.ки асосий масала курилади: 

I) берилган саиск, епстелгасига иисбаган н\ к_ :;ии:ьт хапмь.а гии'и .\га- 

тел'ати)^ усулда аишу'.а'и; 2} иук;:.ииии' бсрилгии X'ipíii^íir 1\0 и\иига

8—2282 ^



кура iMaJкyp ^^аракатнинг барча юшематик характеристика ларр! 
(траектория, тез­лик, тезланиш ва >^оказолар) ни аниклаш.

Кине>таг11ка булимн1н) уР^^нишни лектории и г скаляр аргу.\: 
буйича ,\()силас11ни ани!у1ашдаи ботлан.миз.

•мент

8 .2-§ . Векторнинг скаляр аргум ент булича хосиласи

Скаляр аргумент ( иинг (})уикциясидан иборат булган .'^амда
мшчдор ва йуналиш >ии>^атдан узгарувчи а век1'ор бери.а'аи бул- 
сии;

^ = 7 (0.

б\нда (I векторни t аргу.у’ентнииг у:-1/1\чл’из ва бнр к^ийматли функ- 
цнясм деб ь;ара1ши.з.

Дрг\ \:ентн11иг /,, . ^^и¡'fмaтлapидa а лектор мос равикида
^  а { 1̂ ), а., аЦ^), =  «(^з), • ■ • катталиклар1а эга булсин. Агар 

бу уягаруБЧН векторларнинг бошини бирор [-цузгалмас О нуктада 
олсак, уларнинг учи (.[азода векторнинг годогра'.1.)И деб аталувчи 

Л,„ .4 ;̂  ... чизик^ни чизади (8 .1 -раем).
Вектор годографи теигламасини Д екарт координаталар система­

си opi^;aлli иг|юдалаш учун О ну|^тада Д екарт координата \к^лари1Ш 
;\’ т;-:а,зпГ), (8.1) ни бу уь^ларга проекциялаймиз (8 .2 -раем);

X (/),
^  =  « у (0 .  (8 .2 )
г = а ,  (0 .

(8 2) т. игламалар системаси радиус-вектор -.осографинииг парамет­
рик тенгламалари дейилади. (8 .2 ) дагт ( параметрни йукртиб, годо­
граф тенгламасини икки цилиндрик сиртнинг кеси^иган чизиги тар­
зида ифодалаш мумкин. Масалан, (8.2) нииг учиичи leнглa^:acипи 
ва1^1та иисбатаи ечиб,

¿ =  Ф(г)
муносабатни олайлик. Буни (8 .2) иинг биринчи иккита тенгламасига 
\̂yЙ]íб
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8.4- раем.

еки

ф^(х, 2) - о, щ{у, z) =  о (8 .3)
системани оламнз. (8 .3) пинг биринчиси годографнинг Oxz текис- 
;!икд;и'[|, иккинчиси Oyz текисликдаги проекциясини ифодалайди 
(8 .3- раем). Шуидай килиб, годографни ясовчилари Ох ва Oz у\\- 
ларга параллел ва асослари (8 .3) тенгламалар билан ифодаланадтан 
цплипдрпк сиртлар]пп!г кеспшгаи чнзири деб ь^арап] мумкин,

’̂’згарЗ'вчи Û вектор аргументмнинг бир-бирига Я1̂ ин / ва / +
га ^:oc келувчи кийма гларипи а =  а (О ва =  a ( t ~ r A / )  билли
белгилайлик (8 .4- раем), п ва сц векторлариинг учлари]и5 lyraLUTH- 
риб, 1-;уйидаги муиосабат1И1 ёз^1.миз:

еки
Ü., Cl Aû

Aû =  Û1 — а.

Бунда А а вектор а векторнинг аргумент А/ га узгар1андаги орт- 
тир.масини ифодалайди,

нисбатнинг А / нолга интилгандаги лимшпи а векторнинг
Д i

t скаляр аргумент буйича хрсиляси ёейила^и. Шундай килиб,

(8 .4)à а Л а=  ит
dt \t -+ü Ai

d a 

di
векторнинг йуналишинн ани1^лаймиз. А/ мусбат скаляр ьат-

А аталик булгани учун вектори Ай буйича, яъни годографнинг/1Й 

кесувчиси буйлаб йу-налади. A i  нолга интилган лимит холатида ке-
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сув'П! /1 нуктада годогра'.'га утказилган Лг урянма буйлаб й\на- 
лади.

Дсл 1ак, векториинг скаляр аргумент буйича у^осиласи м.азкур 
векторнинг годо'рафига утказилган уринма буйича. йуналган век- 
т ор билан 1;фодалана!к1.

га ас()с;ц), некторпииг скаляр ар2'уменг буйича хрсиласп 
1̂ уй}1даг11 хоссаларга Э1'л:

У Агар а вектор мик.дор ва йуналиш жи^^атдан узгармас (а =  

=  сопь!) булса, у холда 0.

2 . Векторлар й]:р:1идисининг >;осиласи векторлар ^̂ оси лалари нинр
йм1'11пд!1сига тенг;

иь
¿и с1( <а

3 . Векторлариинг скаляр ва векторли кУгшйт.\;ал;'р:1 .\осиласи
учу.

(а-
Л

а'( (и
муносабатлар уриили булади.

4 . Агар X =  соп81 булса,

(И йг

8 .3-§. Ну|^та 5^аракатини ани}^лаи! ^cyллapи

Нукданинг бирор сано!^ системасига нисбатан исталган вацтдаги 
з^олатиаи апи1упап1 усули маълум булса, унинг щ ракат и анаклан-

ган ёки берилган дейилади; иук;га- 
 ̂ нинг 5^аракатини ани:^ловчи п(|:ода

унинг х<^ракат тенгламаси еки 
; харакат коицни де;ь[лади.

Нуктанинг >;;ар;и;аГ11 аспс;т г^у- 
йидаги уч усулда а[11:кл;!иадп:

1) вектор усули; 2) координата­
лар усули; И) табияЛ ус\.:

1. Вектср усул;!. .И К '
ралмас Охуг кг,о[щии;| ¡л иф с!!>. тс- 
масига нисбатаЕ? '-Ь'! бvлci.н.
О ва М  иу^^таларии Iута11!Т11!-И’''\ Л1

ну1\танинг г — ОМ [ ,и1!ус-пе1ггори- 
ни .\осил ^^илами! (8 .5-расм). М

8.Б-раем. ну)^та )^аракатлл’!г..:зп 1 \П 'мт

7
/ 7

л ■

Л
/
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би.лаи унинг радиус-се к тор и г мн}«̂ дор па йуиллти жи:^атдан уз- 
гяра Гюради. Агар нукдан1!Иг радиус-векюри вацт функцияси сифати- 
дэ aHHivianraii ски берилган булса, яъпи

7 - ^ / )  (8 .5)
маълум булса, т1уктанипг фалодаги холати истал 1-ан иайтда аии 1< бу­

лади. Бу!!да кур'тчадиган масалалар уч\и /■(/) фунгчция бир (<пй- 

матлм, узлуксиз ва кам 1 -;да иккинчн т ар 1 пбли хгсилога эга деб ica- 

раймиз. (8.5) иукта харакатининг вектор куринитидоги кинематик 
тен^^ламаси дсЙ 1 [лали. У  нукта траекториясин 1 Н1 г векторли '.'еигла- 

маси бул]:б, нуктанииг харакат 1^оиунини ¡{4-Одалайли. Иукта хара­

катининг шу тарзда аникланити (берилшци) унг;иг еектор усулда 
ифодаланиши дейилади.

г радиус-вектор учидаги М пуь;танинг гсометрш^ \ри>1 унииг тра­
екториясини, радиус-сскторнинг зса годографини ифодала;1Д1;.

Хгщ) г ----сотt булса, М иу[^та олингаи сано!'  ̂ системасига iiiic- 
батаи тинч >^олатда булади.

2. Координаталар усул11. Дастлаб ну1<^тан[тг хо ?атии!1 турри бур­
чакли Д екарт координаталар системасига иисбатаг! am ичлайли^з. Х'ара- 
катдаги  Л1 нуктанннг координаталарини х, //, 2 билаи бeлг^!лaймиз 
(8 .5 'расм). Hyi^Ta х,аракатланганда ва1\Т утиши билаи yiinnr ко­
ординат алари узгара боради, яъни х, у, z координаталар гак;ги^шг 
бир 1-^ийматли функциясидан иборат булади:

У = y i t ) ^  
г - z { l )

(S.6)

Агар (8.6) тенгламалар берилган булса, нукгаиииг исгалгаи пайт­
даги хрлатини ани1^лаш мумкин. (8.6) г|)ункционал муносабат. tap во­
ситасида нукупанииг харакатини  annt^jfam уни координаталар усу­
лида ифодалаи1 дейилади. (8.6) ис{)0далар нукта харакапшнинг Де­
карт коордииаталаридаги кинематик те.нгламаларини и |)Одалай- 
ди.

(8.6) те}Н'ла.малар нукта траекториясининг иара,\гстрик тснг.тахга- 
ларини м ['одалайди. Бунда параметр си.рятид^! / ва!;т олиг'ган,

(8.6) дон / oaivrHH йуи^отиб, ну}<̂ та траекториисии!ип' теигламасини 
олп:о мумюш.

М  пукданипг О координаталар бошига нисбатан радиус-вектори- 
ни г, коор»д1‘ката \’кларининг бирлик йуналт]1рувчи кекторларини i, 

/, k билан белгиласак,

г ^  X i -]-у i  (8 .7)
УР1ГЛЛН булади. (8 .7) тенглик .^аракатнинг вектор. ]и ва Декарт ко- 
орД11наталари ор}\али ани1^лаш усулларн орасидаги богланишни ифо- 
далайд!?,
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8.6- раем

Агар М  ну1‘̂ та Оху текислигида ;^арака1лаиса. унииг харакати

x=■x{f) ,  у = ^ у {1) (8.6, а)

тенгламалар билан анит^ланади.
Нуктанинг тугри чизикли >^аракатини битта

х - л '(0  (8.6, б)

координата билан апиклатп мумкии.
Хара катни Декар г координаталаридан таги1’̂ ари цилиндрик ёки 

а1х-*рик координаталар системасида >̂ ам аииклаш мумкии. Агар ну:^- 
та бир I скисликла харакатлаиса, к^тб координаталар системасидан 
фой да л а и I ни м м и ни.

Цилиндрик координаталар системасида иу1';танинг холати р 
рад[!ус. бурчак (кенглик) вл г аппликата билаи а]пи9'шнади (8 ,6- 
раем, а). Агар

Р --Р (0 . Ф=Ф(^). г --г (/ ) (8.8)
берилган б’лчся, нуктанинг щ ракати  ии.птдрик координаталорда 

аникланган б'ллади.

Сферик координаталар систе.маспда нуктании!' хо'ьати 1<̂ утб ра* 
диуси /•, кенглик бурчаги ф 1\утб бурчаги О билан аинцланади 
(8.6- раем, б). Агар

г = л { / ) ,  ф-=ф(/), 0 - 0 ( 0

:ферик

(8 .9)

коордииаталардаберилгаи булса, ну1-;таиинг .>;аракатиии 
анш^лаш мумкин.

Харакат 1<;утб коордипаталарнда аиикланишм учун !^утб радиуси 
г ва кутб  бурчаги ф вак^тнниг функцияси сифатида берилнит керак 
(8.6- раем, б).

г = г (0 ,  ф=-ф(0- (8-10)

Д екарт координаталарини цилиндрик ва сферик координаталар 
орцали мос равишда ушбу формулалар ердамида и}'одалаш мумкин:
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X'=pCOS(p, ^ ^ р 5 1 п ф ,  Z—Z\ ( 8 . 1  Г)

cos о cüs ф, / /= r c o s  051пф, ^ ^ r s i n e .  (8.12)

Декарг на i^yi6 координ;ггалари бир-бири би.чИ!

X г с («  (|>, у = г  sin ф (S.! 3)

тепгла'лалар восш асида богланган.

3. Та^Типи усул. О , л //г  координаталар ( п т .млгцга иисб^' гаи 

эгри чизикли харакатдаги нукта тра^кторнясинииг теигла\:аси1 и1

(л\//. j ^ { x , y , z )--̂0 (8 1-!}
сиртларнипг кесишган чпзити деб караш  мумкин (8.7- раем, а). (8,!-^! 

траектория тонгла.\:асипи ифодалайди, бу тсигламалзр ёрла;\и-л 

нуктанинг харл:<атин! 1  амиклао булмайди. Чунки оактнинг ут!и::1 ; 
билан мазкур т|)аоктория буйича nyi^Ta турлича конунга кура ха­

ракат к^илиши мумкин. Бо[икача айтганда, аггри ч[1 зи!чдл санок ucil-íí 

учуп олингаи к\т-:галмас О ну!^тага нисбатан хисоб.'апгаи AÍ и\'к- 

танииг cíi координатаси s оа;<^тнинг утиши билаи турлича уягарпши 

мумкин {8.7- раем, f5). Нукдаиииг траекториядаги лолаг 1 1 пи бир 

ки 1 1 матли аииклаш учуй ёй коордиматасининг мусбат ва Mafijinii 

йуналии1лариии (чизмада «-[-» ва «— » ииюра 6HviaHj оламиз.

A l ар  траектория тенгламаси ;^амда пуь{та си косрд!И1а тасининг 

ваь;т утиши билаи узгаришини ифодалайдиган

s = s (0  (8.15)

муносабат маълум булса, нур^танниг .'^аракатини тулич аниклаш 

мумк 1 И1 . Буида s(/) сак^тии1 и' бир {^ийматлн, узлукси.з ва ди;|у1)срсн- 

циаллаиувчи (.¡')ункциясидан иборат.

(8.15) тенглама нуь;1 апинг траектория буйлаб харакаг !^оиуш 1Ни 

нфода.чайди,

(/,5) текислигида s=s(í) муггосабатни ифодаловчи'эгргг чизи|<; т/к- 
танинг харакат графиги дейилади.

HyiviaiinHr х^аракатини (8.14) ва (8 . 15) тенгламалар воситасида 

аниклаш yHíinr табиий усулда аии1^лантии депиладн.

111ундай килиб, ииктинииг харакатини табиий усулда аник- 
лаы1 учун: 1) таилангли коо^/.-иитаталар системасш-л имсбатан траек­

торией тенгламаси *;8. Í4); 2) ¡раекторняда санок  üOíííh з чу!г слингл!,' 

к,\зралмлс О liyK ja хамда ёй ко- 

ордиил таг и иинг усба т ва ман- 

фи![ Гпналишн; 3) нуктанинг 

траектория б\тглаб харакат кону- 

н и н и 1 1фода л и D4 и (8.15) тенг л а ма 

борн.'1 ган булиши керлк.

Н у  клан ИИ г ёй координа таси 

S билан траектория буйлаб \л'- 

гаи йули а  доимо 6<i¡' ли,' бу- 

лавгрмайди. Агар s= s it)  функ­

ция f EaKTHiujr монотои функ-

пнясидан иборат булса, яъни к.7 . раем.
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нукта л о ш ю  бир йуналишда ^^^аракатланса, ёй координатаси билан 

утилгап й\ ^ 1  устма-уст тушади. Нуцта бошланрич ва 1̂ тда у̂ о- 

латии, ty вактда М  холатии эгалл^4сии (8 .7-раем, б). oai^T

ичида утилгап йулни топпш учун упи жуда кичик A i ^ ( v — 1,2, ... ,/') 

шунда!! nai^T оралпклар 11га буламизки. хар бир оралиь^ка ну?^та1 !ииг 

фак.ат бир хил ¿¡уиалтии мос келсин. Л/^, га мос келган ёй коор- 

длпатасининг орттирмасини Л с и л а н  белгилаймиз. Пуктаиииг утган 

riy.iii (т пусбат катталик булиб

Д S. (8 .16)V

\=1

lio,. .. К: ср,:ам!1 ла аникланади, Йул узуилигини хисоблп[п-1 а интег- 

pa.Liii ифода хам л:авжуд. Уни кейинро!^ келтирамиз.
8.1- масала. М h vk t9

лг=5 sin !0 {, y= 3 co s  \0i (1)
р^онун (бунда X, г/ лар мстрда, -сскундда улчаиади) асосида л^арж;]¡-ланади» 
Нукданинг траекторияси ва бошланрич пайтдаги хрлати аии1̂лаксин.

Ьчнш. Нуь^та траисторияс^шлиг ¡епгламасини топиш учун (1) дан eaj^T i ни 

йу1у)тамиз. Бупипг учун (!) пи

—  — sin 10 t, = с о з  10 t
5 3

11];:клида ё.ча.миз. Бу тенгламаларнинг иккала томониик кпл;;[ ::тг'; ci-Kpni), бяр- 
бирн билан i^yuiaMHs. Натижада

25 ^  9

куринишдаги траектория тенгламасини оламиз, Бинобарин, нуЕ^та ярим ^цлара
5 ва 5 га тенг эллипс буйлаб харакатлаиади (8.8- раем). _Ну[^ганинг бошланрич 
пайтдаги :^олатини анн:^лаш учуи (1) га /= 0  к;ийматии 1<̂ уйсак, Xq=0, У о=3 бу­
лади. Шунда11 ь^илиб, иуь^та бошлангич пайтда Оу улА^ (^13) ^олатни 
эгаллайди.

8.2- масала. Радиуси г га тснг рилдирак раем текислигига перпендикуляр 

булган ва рилдирак марказидаги О ну{^тадаи у^тувчи у\̂ атрофида ф = ш  t ^(буида 

(1) ^ const) конун буннча а 11лаиади. Рилдирак гардиишдагн .'И иуь^танипг Декарт 

коо11динаталаридагй ва вектор курииишидаги >^арякат тенгламаси аннк,лаясин 

(8.9- раем).

8.9- раем.
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Ечиш, Координа I ал rip aíijianniij

5'T';!U;ir>¡ О Hvi-^Taja олиб, кго('Динага vK-'ia- 
pni^ií рл” \гда к у р гати л га п п д ск  í í \ иалтирам из. 
HyKiíiüii'ir f:,: r;i4 ;so,'¡:¡T!ini: :^хтпе-
pHii 1;актааги x o ja T i’HH U C;i.'¡an Ссглтила^миз.

OM=--r ¡■ад-ус'0С1\тор;:;п:г Ол: чкд-)н
MVCí-'m- (е;;ат стрелки^,; ;:илаи;т;ига тескарг;) 
йл ^алишла х;к'''пл:ача;'гап ср Гу; чак билаи 
а'а;;у-;а!;М1:з. ,\! |[ук'ки1и;п к.-о]>ланагала [jíuih 
л:, [Í -f 6e.a¡ алаам из.

л; иуктапияг харакпт тенглам ас;;!!» аник- 
ла::; \ ' : \ и  а:у х, у r .a K ü 'a 'ir  ф ункцияси  
С1:фаги.;а иф(.лалап1 кс‘;;ак. Иг1̂ мдан: 

л- =  (У/\/ с оS , у =  О.VJ sin fj.:.

Буида fi.'i-: г, íj:—í,i>/ бумгаии учун нукта- 
im iii' и зланаетгая >а;::-жат К 'нгламаларини ку- 
йид аги’!а ё::1ампз:

x~rco%(j:t, у—г sin ш/.

V. 10- раем.

(1)
(1) !5!!нг хар и:ккал;к'ин[1 квадпагга оитриГу улаоми р;ушсак, nyi^ra траектория- 
синмнг х' \у'--г- п.-нгламлсиии хоссл 1̂ 1лами: .̂ Шуидай килно, гилдирак 
нидм ё'гган HVKia!'i;i;r граекторияси радкусн г га тенг ва маркази О иук т̂ада 
erví-i'iM а1!лаиалац f;!:;'pa:.

KvKTa ханакаг теигламасипмнг fíeKTopan иф^даснпи чи1\арио1 учун (3.7) дан 
ф':)1!лалаиами.-̂ :

г ~  X Í -\ - у j -^rt'co^fo/. i -1- sin (О / . j) .

8..‘i- м;)са,г1Л. Tvrpn бура;;к ги килаб ; г̂илгам BCD  стержень шуидаи харакат- 
лаигиаки, уигиг И иуктг^си оеч'чи.чал чизнк бу.гича сирпанади, CD  кисми доимо

А ку;^ра.л\;ас !!у;у1адап утади. (р бурча.ч эса (8. Ю-рас.м} 0^;: (р - оралигида

<Р"'- k t is'-нуага Kvf.a Jsrap'rUit, ВС — ОЛ — о. дсб ил.иб, С нуктанииг харакати ва 
TpacKTopiiiicii тен[ла>'пси йнакла!:ci!h.

Lmíhu. с  иукда xyijtaKírniHH ()x[i К'.!г![:1;[,ииг!тп aip сиосмасида aiii:!v';a¡n \ 4vh 
yiiiüi' Kv)Op^Huaiaja[úi aa aap aa:':; yTUia'i С.идам каадаи ’̂дга:)И-
шнни leKUinpaNíiia. Бери.;ган рас.ч'.таи х—ZiC c.os (j' ёки ,v-=íí ccs Д’ í эка![.'!игини 
топа i.

В С р —ОО'-' экаилигнла!; LCA~f¡:. ALC учбур'-'аггда/! ф, Рас\гдак
AL~OA— OL-=a [I— c;ns(¡;), u iyiaiur учуй y~ü{\ --cos Ф ). ct;:; ф ски 

Í/--- с; (i —Í-OS/’ /)-cíg А’/. (!)

Маълумки, I —cos/V/ = 2 з ; г 1 - Б у н и  назарда тутиО, (I) ни куГи'.дагича сзамиа:

kt
у ~ а - 2  sin-

2
cos k t 

sin k t
-- 2 a .sin --

ki cos и ¿
ki kt 

2 sin ”  ' cos

ёкк

kt
у =  aco% k -

Шундай {^илнб, лу{^танииг танлаб олингаи Декарт с;

х~а cos к t, ]

\:-1)2кати

У=й cos k i ‘ ta
kt

тенгламалар билан ана5^лаиади.

(2)

Ш,



Нук^та траекторияси тенгламасини ^осил кил;1ш у’!ун (2) дан í ни йу1̂ отИ1Ц

71
варур, 0<  ((■ <  ”  да

Т  1 +СП5 к I

уринли экаялпг '¿ътиборга олиб, (2) ни цуинд.-нича ёза оламяэ; 

х=й со& к (.

у =  а С05 к I
1 cos к I

Бу тенгламаларннн! биринчисинн иккинчисига 1'̂ \йсак,

/
у ^ х

1+
ёкн

X'

а~х 

' 0-1-х
, (0< х < :а ) . (3)

ваШуидан 1<̂ илиб, С пуцтапипг траекторияси (3) тенг лама билан аникланади 
расмда тасвирлаиган С^СС^А стр«})оида ёйидял иборат булади.

8.4- §. Нук^танинг тезлиги
1 . Харакати вектор усулида берилган нуи^танинг 

тезлиги.

Ну1\танинг харакати вектор усулда г =  г (/) тенглама 5!{, ¡ан 

берилган булсии. Ну1\таиинг бирор / пайтдаги траекторияд^! эгал­

лаган холатини ЛТ, радиус-вскторини г, ^1+ ^^ пайтдаги ^олатини 

радиус-вскторини билаи белгилайлик (8 -1 1-раем). Ну 1̂ таши1г М

ва Л11 >^ол а т.’] а ги I [ I > I ту та ш т иру вчи — А г век тор и у'ц т а н п н г А/ =

/ в;и̂ т 0рал;л-'идаги кучиш 
вектори дейплади. Рас.мдаи ку-

I - риииб турибдики, Г1=л +  Ал. Буи-
дап ¡{уктанииг А / вакт ичидаги 
к учи I ИИ (ра д ]! \.’с - вс к т ор ор т г:; |>' а - 

си) ии тоипт мумкии:

г.

К\'чиш вектори Л г (ИИ1Г и'.у 

кучиш содир булад1иаи Л/ па;чт- 
га нисбати нуктапииг мазкур 

вак;!' оралнгидаги уртача тезлик

вектора дейилади ва 

белгиланадн:

билан

т



Д г

Д t

Бундин Д / мусбат скаляр м т ^ю р  булгани уч>п \'рт̂  .а н с к -

т о р и Л г - ^ M M i вектор буйича, яъии М  nyi-^таиииг ?^аракат йуна- 

ли!1 1ида Л1М, кссувчи буйлаб йуналади.

Нукга уртача 'езлик векторининг Л / ?юлга инти'[гаггтагн ли­

м и т  нуктининг берилган ондаги тезлик вектори де/'шлади ва

V билаи белгиланади.

V =  И т ^
Лг-->0 AÍ

CiMl

яъни нуктанинг течлик вектори унлн^ p.rhiric-epji'no¡)uf)aH вакт 
^^^буйича олинган биринчи та/)тибли хоси 1ага !п.сн-г.

Юкорида кург г̂гчи-миздек, векто) by:f'<uii:iHii:ir ск'аляр аргумент 
буйича .\оснласи .мазкур вектор годогрз рига урил иа ó y . iu  la nvita-

лади; М иуцтаипиг траекгориясн bíi г р.'здиус-зектор 1'0Д0гра!и 

устма-уст туп_1ад!1 . Ш у сабао.ти берилгаи lIaГIтд¿^ги гезлик иекю ри 

Hvivi'a траек горияскга харакаг иуналнши ó y i ' i r ía  \ T Kaja;:ra ii \’рин- 

!ма буйлаб йуна.шди.

Н укта тсзл1и-1ии1нг ,\;отулини | ü ёки с' б'л i ;ih белги ¡аймиз.

yiMy.\!iiii лолда нук;пиики' бер!]лгаи оадага т.̂ 'з ¡ик чекторп о (uuihvc-

'i к  iвектор г 1!И1И' мсдулидан олингаи  ̂ хосилага гснг о\'лмайди.
dl '

Х,акикагаи \ам, агар излита радиуси г i’a генг an.iana {ёки с ¡¡ера) 
буйлаб харакат,'um ca , уиииг айл.ана марка.-пи'а нисбатаи радиусл^ек-

торн г фз1';,ат йуналиш жихатдан узгаради. Шу салаЗли nvivia

айлана буйлаб харакатлангаР1да = - ^ ^ 0 , лекин а'тлана уч\'н
rí t

бу^лганидан l ' i l 0. Биио-арин, 
ä t

dr

(8 .17; ra асосан тезликнинг улчов бирлигини аниг^лаймиз:

[узунлик] L

\ßn;:m] ~ Т ‘
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СИ бирлик лар спстсмаснда тезли!< улчов бирлиги м/с дап иборат.
2. \аракати координаталар усулида. берилган нуцтанинг тез­

лиги,

Hyi'^TiiHnnr >^аракати Декарт координаталарида (8 .6) тенгламалар 

ор 1̂ а̂ли берилган булсин. Нукта тезлнги век1орип1И1г координата 
укларидаги проекциялариии у „ билаи белгиласак, у хрлда

1̂ уиидаги тепгл!и< уриили булади:

у =  t', I -г V,, j -t- f ,  к, (8 .18)

бу и л ^/ . / ,  к ку::^калм;'с коорлпнята укларин 1и(г би рш к  йуналтирув* 

чи пекторлари :,:икдор он йуналиш жихатидан узгармас булади.

(8.17) га кур:! (8.7) дан пакт буй1ги  >^ооила олсак, тезлик 

вектори учуи яиа ¡^уиидагп iî ¡юдага эги оула'.т.'^:

d л ^  liy -у ÜZ - !■

^  ai ' ' dt  ̂ at

I;'/ три’.'ликип (8,18) билаи сотииггириб, тезлик!и1нг координата ук- 

.;!а[)ида1и ирос'кииялариии аииклозчи ушбу формулаларга эга бу- 

„чамиз:
'¡X ■ (iij - дг

1\ -  =  X, -= ;.г У' ^ 7 t  ^

Шуидт.''! 1-̂ ил)’б. нцкта гпезлигининс бирор к^узгалмас Цекарт 
KOnn^UHütna ■■кидаги про1’кци.чш харакат uini/вчи нук/панинг шу 
укка мос киорОппатасидан вакт бушта олинган биринчи >{осилага 

тенг.
Нукта тезлигииинг координата укларидаги проекциилари .маъ­

лум Oy,iCLi, унииг :.,одули

" -  I V  -г Î': I ;'i V х̂ +у̂ +г̂  (8.20)

фс:рмулад:;и, п\!!али1ии iica

COS и, X) -■ , CÜS ( j, у) ^  f ,  cos (l',2) — (8.21)

ф ор  M у ;; а л а p с fu  а м и д ; i а !-и i к.л а i : а д и .

Лгар иукта Ох;/ т:^:<исликда харакат,ian.:a, (8 .19)— (8.2 1) фop^:y- 

лаларда v.—O д ;̂б капалади.

Л;'арда иукта турри чизи:-5 чи харахатда бу,тса, бу харакагрш 

бит la (8 .6 , б) тс мг лама би.таа ai к г; таил мумки:!. Бу холда (8 .18) —

( 8 ,2 (̂ ) ф о 1 )мула тарли р ^  z О булиб, тезлик вектори 0 .\: ут'̂  буйи­

ча /|уп:|лали ;-а yi-uni' бу укдаги проекци^^:СИ

.'/.V

I,’ — -х: ~  ‘.Т 
Ü t

ф ор ■> • у ,';а дан а и и i;;ia на ди .

.Л г а р л > 0  булса, нукта тезлик вектори v нинг йуналиши Ох 

укнинг мусбат, л' < 0  да у1<;нинг манфий йуналишига мос тушади.
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Ну!^та бир текисликда харакат- 

лапгаиида унипг харакати ва тезли- 

гини кутб координаталар система-

сила хам аииклат мумкип. Агар г 

радиус-векториииг бмрлик сектори-

ни Г  билан белг]!ласак, 

г =- г-г“

му п cea бат \ ¡ л i или бу л ад и {8 . ] 2- 

раем).
Нукта харакатлаига11да уиииг 

радиус'вектсфи микдор ва йуиа- 

лиш жихатдаи узгаради, Шу сабаб­

ли г вя г"’ лар вактнинг фупкциясидаи иборат буладн. Bvhi 

да тутиб, {8.17) дай вакт буйича >;асила олсак, нукта!И!нг 
учун

-Г
d I

Í па:?зр- 

те.злиги

(S.22)

муносабат келиб чикадн. — ни aHtn^'iam учун Оху тск[|сликда г  вск-
dt

торга перпендикуляр булгаг! са ф бурчак ортадигаи т0\!0 Е̂га йунал­

ган бирлик векюрни киритамиз. ва вектор,'1арям Декарт

координаталарининг бирлик й\налтирувчи векторлари i\ 7  ^амда ф 
бурчак ор1\али к̂ уйидагича и}зодалаш мумкнн (8 . 12-jiacM).

г‘̂ ^  coscp' г sin(p • /,

“о Í ^
р  =  cos ( ф 4- j • / +  51/Í I Ф -¡---j I =  -- sill (¡' • í + cos (p - /.

Бу муноса-;1Тларни Г1;;зарда тутиб, ва /  нинг сакт буйича 
}^ос1!ласиии ли^-'облаимиз;

— (— sin Ц: • i cos ф • /■) [Г
^ i ■ d I d t

■ d<]>__

d l
(8.23)

—  (со-' ф ■ I -1 - sin гр • /) íí-í — _  -Т 
■ ' dt dt

Бу тенглик :зрни:[г биринчисига кура (8.22) пи

dr сир — V •

курлпни.'ила éj!\ni3 . frt.24) (¡юрмула ёрдамид.а нуктаршнг тезлик 

вектсфиии > заро ̂ ^ер;1е,мдикуляр булган г° ва р~ векторлар йунал?!- 

un^iarH иккита ~ г г~ ва v^-^r<¡'p^ тап1ки.л эт\'вчиларга ажратиш
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мумкин. Ьг тезликиинг радиал

ташкил этувчиси, эса кйида- 
лан^ /пашкил -этувчиси дейилади.

V ИИ г '  ва [У" й\¡:й/т1/!ларгя ирое.ч- 

циялаб, радиал ва кундаланг 

тезлнкларнииг алгебраик 1̂ иймати 
аникланадиган

(8.25)

ифодаларни оламнз. бул­
гани учун тезликнинг модулини

=1Л ^(/'ф )"(8-2б)

формуладан аницлыймИз. [ Пун дай 

р̂ илиб, >^аракати 1̂ утб координа­

талар системасида берилган [1у1\- 
танинг тезлиги (8.24) ва (8.26) 

формулалар воситасида а!1ицла- 

нади.
3. ^аракати табиий усулда 

ифодаланган нуцта1жнг тезлиги.

М  ну1\та берилган траектория буйлаб х~я(/) цонун асосида хара- 

катлансин (8,13- раем).
Ну1\,та11инг уртача тезлиги учун 1\уйидаги ифодани ёзши мумкин:

Д г Д г А & 

ММ  л .4
бунда Д 5 билан МА4̂  ёйнинг узунлиги белгиланган. У  холда .М 

нуь,1аиинг берилган ондаги тезлиги

А г ( А г Д 5
V —11т  ~— ^ и т  --  • —

д/-^()\Д4 Д г /

,. Д г ,, А 5 (1г
— Нгп--- ит  —  =  ---  ■ —-

Д 5 д.'- >0 А / с( 5 й I

формуладан ании;ланади. Агар А 5 > 0  булса, вектори Дг билан
Д 5

бир хил (8.13-раем, а), Д5 < 0  да А г га ь^арама-карши йуналади 

(8.13-раем, б). Шу сабабли Ал->0 да векторининг йуналиши
А 5

М  ну1̂ тада ёй коордипатасп ортадиган йуналишда траекторияга 
утказилган уринмага интилади. Бу векторнинг м од ул и  лимит х<> 

■:птилп Р1урга тенг булади:

¡1т.
д-.-.

Л ! d г

Ш\’1(Дс1,1 килиб, вектори микдор ж и.ха тд а и бирги тсш', йуна-
 ̂s
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лиши зса нуь^та трасктсриясига М нуктада eíi координатаси орта­

ди ган йуналишда уткази.'пан уринманниг йуналиши билан устма-

уст тушади, Бинобарин, —̂  вектори ёй координатасининг мусбат
Ü S

йуналиши буйича п\калган урииманинг бирлик вектори ни ифо­

далайди:

= ? .
d 5

Натижада }^аракати табиий усулда 6epii;j¿iH пук'1с)иинг тезлиги 
учун куйидаги ифодани оламиз;

7 = ^ ? .  (8.27)

d S
(8.27) да ^  хосила v тезликнинг уринмадаги проекцияси ни 

ифода;{а55ди в а тезликнинг алгебраик (^иймати дейилади:

(8-28)

нинг абсолют к;ииматн тезликнинг модулига тенг булади:

d s
и = — dt

Бииобарин, нукта тезлигининг модули ёй hooj^^niHamacudan 
вакт бийича олинган косили нинг абсолют тенг,

(8.28) га асосаи (8,27) ни куйидагича ёзамиз:

(8.27, а)

Ю[<;орида курганимиздек, урииманинг бирлик вектори т® доимо 

ёй кoopдинaтacиíн^иг Mvcoar йуи:1лин1и буйича йуналади. Агар бирор
с1ч

пайтда ^  >  О булса, 'éi\ координатаси орта боради ва нуцта тез­

лиги V Н1Н!Г йу[[алишзг т® билан устма-уст гуитади >̂ амда о =  ва 

ü^u-T®  булади. Агар ^ 7 " ^ ^  булса, niy пайтда ёи коордтш-

таси S камая боради ва v тезлик вектори га ^^арама-кар[пи йуна­

лади хамда ü = — ва и муносабат уриили булади (8.13- 

(is
расзда ¿ у О  булган хол куреатилган).

Нуь^танинг утган йули дои.мо мусбат булгаии учун d( гакт 
и ч ида у т ил га н i i у л do  ^  \ d фор м у л а да и а и; i к»т а и ад и. Ш у е а б а б- 
ли тез,ликнинг модули учун яна цуйидаги (¡юрмулани ола\[..з:

di iln

" =  ¡ r  =  7  ■ (íí-S)
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Агар Hyi^Ta тезлигининг модули вактнинг функцияси булса v
(8,29) дай фойдаланиб, иу1'^танпнг исталгаи пайтда утган 

йулини аииклаш .mvmkhh. Бунинг учун (8,29.) ии dt га купайтира- 

миз:

do =  ü-dí.

Бошланрич пайтда í~ 0  ва а =  0 деб танлаб олиб, охирги тенг- 
лашни Baî T ва у тилган буйича иктеграллаймиз:

о t

| íía  == ^o{t)d í,

Шундай 1̂ илиб, бирор вак;т оралигида траектория буйлаб утил- 

ган йдл узунлиги учуп

t

а =  \v{t)dt (8.30)
'о

муносабатни оламиз.
Бу муносабат Декарт координаталарида

o - l V  +  ^ ?3 i)

i^yif) K(,opa.,iiü мларида sea

г __________ф __________________

а -  J  V  + [г ф")" dt -  J  | /  J  (8.32)

формулалар билаи и;|)одаланади. (8,32) да ва ф билан бошла[!рич 
ва охирги пайтдаги 1<̂ утб бурчаклари белгиланган.

Агар харакат дaRO^нlдa nyi'̂ Ta тезлигининг модули доимо узгар­

масдан ь^олса, яъни V Ц ) ^  const булса, буидай >^аракат эгри 
чизикли текис харакат дейилади. (8.30) га кура эгри чизи̂ ути те­
кис >^аракатда йул узунлиги учуй

о  == f

формула >̂ ссил булади.

У 8.4-мас'1ла. Ну|^тани11Г ?^аракат»

1
дс ^  cos « о , £/ -  й/ Ъ1П — —  gf^ ( 1)

тен1 лпм:;Л-1]) билан берилгаи; бу ерда Ох ук; горня )нтэл, Оу вертнк-=л юкорига
я

йуналган, t'», g ва ао < — узгармас миь;дорлард[1р; Ij iiyi^ianniir траекто­

рияси; 2) унинг энг [0!<v0¡)vt хрлатидаги координаталари; 3) нукта Ох у|̂ да бул­
ган ват^тидаги тезлнкнннг координата укларидаги проекциялари топилсин.

Ечии1. 1. \прякат тенгламалари íl) дан вакт t ;ги и yĵ oTHO, uyi'iTOiíWHr ipa- 
екторикснии ани[̂ .-гаПми.ч. Ьугтиг учун (1) hüht бирнп ¡л теш ламасидси) I ни анн!\' 

лло, иккн!:чис! га 1̂уямиз:

£/ X iga ,̂ —
«О*
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Бу ифода параболанинг тенгламасидир. Нук- 
Танинг траекторияси мазкур параболанинг 
X >  О шартни 1̂ аноатлантирувчи ¡■̂ исмидан 
иборат (8.14-расм).

2, (8.19) га биноан тезликнинг коорди­
ната у1̂ларидаги проекциялари учуп ушбу 
ифодаларни оламиз:

Vjc ^  X — г?о cos щ ,  Vy =  yosin а.^ — g t. (2) 

Иуцта энг ют\Орн г^олатпи эгаллагаида 
унинг тезлиги х ÿi î^a иарал.тел булади. Шу 
сабабли Уу =  О ёкн Vrj sin af, ~  g íj — О була­
ди, бунда il билан uyi^ia энг кл-̂ ори >;олатга 
кутарилгунча утган aaí^x белгиланган. Охир­
ги тенгликдан

íj —

t̂o «о

Bai^T иинг бу киймятиин (1)га i^yunó, iiyi^ra энг ю^^opи холатинлпг 
натала^'ини анпк iaihíM3:

sin̂  ̂По.
2g

3. Нукта Ол: укла ётган вактла у — О ёки 7’ sin a,i

ди, бунда Т билан iiyKia Ох }кла булган ¡laisi белгиланган.
2 V <1п

ÜJíHprH теигликдаи Т, ~  О, 1., ^  ^  оактларни аии1̂ лаймиз, Т, ^

“ О вакт нуктанмнг ботланрич iига 'ifoc келади. Tj ва иинг кийматннч
(2) га 1̂уйий, нукта Ох укла булгаи вактидаги чезликнинг координата у(^чарида­
ги проекцияларини аии1\лаймиз;

Гд. =  СП<; ОС;,, C'y ^  ~  Г(, sin CCq.

Бунда мусбат мкюря нхцтаиинг бошланкич холатига .мос келади.
8.5-масала. Симдаи килиигаи Ü,1 м радиусли хал1̂ага ЛГ ;кал1̂ача кийгнзил- 

ган булиб, ха^н^ача х а̂мда }̂ ,ал1>;аиииг О ну!^тасидаи ОА стержень учади. Стержщ1Ь
О иу!^га атрофида текнс акланади (8.15-расм), Стерл<ень бошлангич пайтда ОТ,, 
;^олатни эгаллайди. Стерженнинг О  нута  атрофидаги айланиш бурчаги ф ваг^п а 
пропорционал бу’либ, у 5 с ичида тугри бурчакка бурилади. !\аЛ1̂ачани11г тезлиги 
ани1̂лансин.

Ечиш. М нуг^танинг г^аракат 1̂ онуиини та- ¡
Сиий усулда ани1̂лаймиз. Масаланинг шартига

Кура А(,ОА =  fp ни ва(^тнинг функцияси сифа 
тида аниклаймиз: <р =  tí, бунда k =  сопя! 
булиб, пропорционаллик коэффициентини ифс; 

я
далайди: /= 5 с  да ф =  булгани учун А

п
Бинобарин, ф =  —  /,

10 ' ’ ' 1в 
М з̂ ал1̂ ачанинг з^аракат 1̂ онуни 1̂ уйидагр 

муносабатлар ёрдамида аннг^ланади:

OOiM =  2 ф, ОМ =г S =  2г ф =  0,02 я  /.

(8.28) га асосан тезликнинг алгебраик 
^ийматини ^^исоблаймиэ:
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Ох =
¿/5

(И
= 0,02 я  м/с.

(¡5
^аракат давомида — — =  0,02 л >  О булгани учун тезликнинг модули 

0.1

v =  0,02 л м/с. ^

8.5'§. Нуктанинг тезланиши

\. Харакати вектор усулида берилган ну1̂танипг тезланишини 

аниклаш. Нукта харакати (8.5) тег1гла\|а билаи !к|)Одаланган бул-

сип. /И нуктанинг I пантдаги тезлигиии у, + ¿У пайтдаги >̂о-

латини ва тезлигиии £;д билан белгилайлик (8.16-расм). тезлик 
векториии узпга параллел равишда М ну1̂ 1ага кучирамиз ва тезлик

векторининг Д/ ва1̂ т оралиридаги орттирмаси Л у =- — и ни топа­
миз.

—̂
Тезлик вектори орттирмаси /\v нииг А/ вакт ораликига нисбати 

нуг\танинг мазкур ва1ч;т оралиг'идаги уртача тезланиш вектори дейи­

лади ва билаи белгиланадн:'!/Р

ЫЬ — 
УР

Бунда Д/ мусбат скаляр миедор булгаии учун тезланиш вектори Ду 
буйлаб йуналади.

Х^ртача тезланиш векторининг нолга интилгандаги лимити

ну1̂ танинг берилган ондаги тезланиш вектори дейилади ва ш би­
лан белгиланадн;

Л V

Д(-̂ 0 М

ёки

(8.33)

(8.17) ни эътиборга олсак, 
^

йи (Р г
(8.33, а)

Ш (И̂ 

муносабат уринли булади.

Демак, ну(^танынг тезланиш 
вектори унинг тезлик еектори' 
дан ваь̂ т. буйича олинган бирин­
чи ^¡осилага ёки радиус-вектори- 
дан вацт бдйича олинган иккин­
чи ^осилага тенг.
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М  Hyî Ta ?^аракатлапганда 

унинг j^ap ондаги тезлик век­

торини с1Йзонинг бирор кузрал­
мас Oi nyi^Tacnra муттасил цуя 
борсак, тезлик векторининг учи 

тезлик еодографи деб аталади- 
гаи эгри чизицни чизади (8.17- 
раем), Тезлик годогр^1фини чи- 

зувчи А ну1\танинг тезлиги.

dv

dt

яъни траектория буйлаб :>̂ аракат- 
ланувчи ну1̂ танииг тезлаиишнга 

тенг булади.
(8.33. а) га асосан тезланшн- 

нннг улчам бирлигини аннклай- 
мнз;

, [уэун.гук]

8,17- ¡хк'м.

J i\вакгп\̂

С И  бирликлар системасида тезлантти! м/С“ да улчанади.

2. Харакати координаталар усулида берилган ну1^танинг тезла­
ниши. Ну 1̂ танинг ?^аракати (8 .6) тенгламалар билан берилган бул­
сии. Тезлаииш векторини Oxyz Декарт координата у {^ларининг бир­
лик векторлари орк^али и{{)0далангаи ташкил этувчиларга ¡цуйидагича 

ажратиш мумкии:

W i -г I +  Шг k (8.34)

бунда Wĵ , Wy, z¿'̂  билан тсзланишниш' координата уЦ-^аридаги про­
екциялари белгиланган. Ну|'^танинг тезлигини (8.18) куринишда ёзиш 
мумкин булгани учун (8.33) га асосан

W —

íiv Y"

dt
í 4-

dí’y

~dT
}-h

dl

келиб чи1цади. Бу тенгликни (8.34) билан солиштириб, тезланишнинг 
координата у1цларидаги проекцияларини ифодаловчи формула^'1арии 
}^осил |циламиз:

_ dv̂  ^  düy _rfü.

dt '  ̂ dt ^

(8.19) га асосаи (8.35) ни купидагича ёза оламиз:

(8.35)

—  _ d-z _ _
-  — - -  У, ~  ^ (8 36)

Демак', иукгпа тезлатштнинг бирор укдаги проекщшса нуцта 
тезли.тнин: мазкур укдаги проек1{иясидйн вакпг буйича олинган 

биринчи :'Ж1!Лйм ёки ии; укка мос коордииатасидан еацт буйича 
огиигап iuíkuhhu хосилага тенг.
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Tt'3.!cililIliJ модули

¡-1—1' hi;^ -j- — I' ЛГ" H~ ¿/̂  1“ » (8.37)X ' у

й\ палиши

cof {ы\ x) — — . cos(i^', и) — ~ COS (u.', z) =  (8.38)
iZ' w w

формулалардан апик^ланади.

Агар Hyî Ta Оху текислигида харакатланса, z — О булиб,
(8.37) ва (8.38) формулалар

=  /■ *Ш =  У Х'̂  ,

_.

соз ( Ш, Л') — -С05 ( ип, У) =  —
1Я>  ̂ ю -

курииишда ёзилади.

Нукта Ох уц буйича турри чизикли харака т {^илгаида и ~ г — О 
булиб, тезланиш вектори Ох ук буйича йуналади, (8.30), (8.37)

формулаларга кура уг1инг бу ук,даги проекцияси ва модули — л:,

ги — I .V I тенгликлардан аии1<̂ лаиа;̂ и. А г а р .г > 0  бу.’1сл, нуь;7апинг ьу

тезлаиии! вектори Ох уч^нинг мусбат Г]уналии1и буйича, л'<СО да 
эса мапфий йуналиши б5т'1ича йуналади.

Агар V тезлик вектори билаи теялашил векторининг иупали- 

ши >̂ ар доим устма-ус'г тушса, ну|уганин[- бу1[дай харакати тСгри 
чизикли тезланувчан харакат, к^арама-каринт йуна.'юа, турри чизщ- 
ли секинланувчан :^аракат дейилади.

Ну1'^танинг харакати 1̂ утб коордииаталарида г г  (/), (р ф (/) 

тенгламалар билаи ифодалаш'ап булса, уиииг ге.злиги (8,24) .муно­
сабат билан ани1̂ ;лани)ии маълум. Шуиинг учуй (8.33) ¡цуйидагича 
ёзилади:

W
d r̂ ~t , dr , dr с/ф ^  , fi Ф ^  , f/ф

——  ---------—  — ~ p'̂  - - r ----- /?" +  /-
rtf fU Ht riiЛ2 (!( di сИ dt dt̂  Й й1

Агар (8.23) ни ^исобга олсак,

=  (г — /'ф )̂ -Ь (г ф +  2 гф) р®

муносабат уринли булади. Бу тенгликни узаро перпендикуляр г*^03

йуналишларга проекциялаб, радиал ва кундаланг тезланиш. лар ни 
ифода;!овчи ушбу муносабатларни оламиз:

=  ГФ +  2 гф.
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Б у  :^олда Hyí^Ta тезланишининг модули

7,,2ш =- 1 lí't W (8,40)

иу'налиши

 ̂ COS {г̂ , w) —  , eos w) =  ^  (8.41)
W W

форм у л а л а р е р да м ида а ин ií л а над и.
3. Харакати табиий усулда берилган ну(^танинг тезланиши; а)

Табиий ¡юордината yipiapu. Эгрилик вектори. Аввал iiyi^ia тезла­
нишини аиш^таш учун зарур булгаи диф^1)сренциал геометри5пп;нг 

айрим TyiijyHqajapH билаи таигнпиб чикамиз,
O^xyz коо}1Д1шаталар сисгемасида бери;1гаи М'М " эсри чияиг̂ - 

да .VI нукт'а о.тиб, шу ну1̂ тада мазкур чизнк̂ '̂ а утказилган

\фи и ма и и п г б и р: > и к век т ор  11 и и х ” билаи бел г и л а й л и к (8.18 - ра с м ). х ® 

векторни S ей координатаси)Ш 1Н' усишн томон йуналтирамиз. AVМ"

эгри MHSHi'̂ Aa М нукгага яцин булган uyivra олиб, т̂* нектори ва 
/111 nyivi'a оркали текислик ут1̂ азайлик; uyi'̂ Ta берилган чизик 
буйлаб ;Ví нуктага иитилгаила мазкур текнсликнинг эгал.тагаи ли- 
ммг хрлати /VI нуч^тадаги ёпшима текислик (éKw згри лик текислиги) 
дейилади. Агар М'ЛГ^ текисликла ётувчи згри чизи!\даи исорпч' 
булса, сишима текислик мазкур чизи!'̂  ётган тскис.тпк билаи\с.1\:а- 
усг тушади ва эгри чизн!'^нинг .хамма иукталари учун умуми;; б^та- 
ди, Л1'ЛГ^ згри чизиц бир текисликда ётмаса, М nyi^ra ч\[я\п{ буй­

лаб силиишаида, сиишма те!:!:слик уз хрлатини узгартириб боради.

.'VÍ Hyi-̂ гада уринмага иер;1сндикуляр р 1вишда угказилгаи те- 

кнслик нормал текислик дейи.падп. í^nHinvia ва нормал тскис:;иклар- 
1ТИИГ Мп кесишиш чи.:и!'м М иу1\|'ада1-и бот норма.ти ифод.алайди. 
Бо:и нормалнинг йуналгинн /VÍ нук;тадан эгри чизт^^нииг боти!’̂ то.мо-

иига йуналган я“ бнрлик вектор билан аии1у!анади,

Ёиишма ва иормал текнс;ип<лар узаро перпендикуляр жойлаша- 
дп. Ьу иккала гекислик1)ин1' хар бирига перпендикуляр 1̂ 1либ AÍ iiyiy 
тада утказилган (яъни Мп бош 

иормалга перпеЕ1дикуляр бу'лган) 
текислик уринлиг текислик де­
йилади, Нормал ва уринма те- 

кисликлариинг МЬ кесиишн! чи­
зири М  нуктадаги бинормални 
и̂ 1'ю да л а йд н. Б ин орма л ь йу 11 а л иши 
—>■
Ь"" бнрлик вектор би.таи аникла-

ниб, If  векто)) т°, rf билан умг 
CííCTC\ia}Hi тан1кил эгадиган 1'̂ и- 
либ олинади.

Нормал. ёиишма ва уринма 
текисликлардан ташкил топган 

yчë^v^ик табиий учёг{лик дейи­
лади.
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8.19- раем.

ва ор1ца;!и утказилган уь^лар М  лу1цталаги табиий коор- 
дината рцлари дейиляди.

ЛГ;И" эгри члзи1'̂ да бир-бирига >11̂ 1̂1 ва М 1 ну1̂ таларда ёй

коордипатасининг усиши томон йуналган ва бирлик уринма 

векторларини утказайлик (8.19-расм, а).

Аа =  А1Л1̂  ораликдаги т® векторнинг орттирмаси А учун Д т“=

^  т'̂  — г® тенглик уринли булади.

Ёй координатаси М'М'" мусбат булганда, яъни Д.ч >  О да Ат"

сектори эгри чизик,нинг ботикуиж то.монига, Аз <С О хрлида век­
тори М'М" эгри чиз])кп11пг 1̂ азар))к томонигя (8.!9-расм, б) йуналади.

^  /ИМ, оралнкда т° бирлик векторииинг М атро|)ида бурили-

шнни ифодаловчи вектор Э1'ри чизикнинг ма.^кур орали!^даги ур­

тача эгрилик вектори де1шляди ва билан белгиланади. Х^ртача 

эгрилик вектори Л билан бир чизикда ётади. Агар Д5 > - 0  бул­

са, вектори А т'̂  билан бир хнл, Д5 < 0  да А йуналиишга к,а-

рама-кар1ии йуналишда буладн. Бииобарин,-^— вектори доимо эгри
Д5

чизикнинг ботиклик томонига йуналади.
^у'ртача эгри.'пж вскторниииг А$ нолга и!П’илгандаги лимити эгри

чизикнинг М нуктадаги эгрилик еектори дейилади ва к билан бел-

;'И:

к =  П т
Д г"

(8.42)
Д з->0 Д 5

бир-'ш;-. ур;т '.!̂ 1 пек тори йуиалинш нyí îтaf!:lиг эгри чизи5цдаги >̂ о-
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латига борлглц бз^чганидая, у 5 ёй коордиц-^тасипинг фупкпиясилаи

иборат: г» (s).
Бинобарин. (8,42) куйидагича ёз)1лади;

Т(,
к —

ds
(8.43)

Демак, згр’с чиаи!^пин: бирор нуктадаги эгри.тк вектори шу ПЩ' 
тадаги уринманинг бир.тк векторидан ёй координатаси б1]йича 
олинган биринчи ,\осилага тенг.

Дз ораликда т® вектори йуналиши}1нпг узгариш бурчагини, яъни 
тенг ёнлн учбурча1\Да ВМЛ бурчакни ДО билан белгилайлик.

У  ?;олда Дб' иинг f^иJOpacllгa ¡■̂араб

=  90" ±
ДО

булади (8 .19-расм, а ,6). Дя иолга интилганда ДО хам нолга инти- 

либ, орасидаги бурчак 90̂ " га интилади. Шунинг учун к

1зектор йуналиши бош нор,ма;1ь бирлик вектори гС билан бир хил 
булади ва ёлишма текпсликда ётади. Эгрилик векторининг .модулини 

к билан белгиласак, (Й.43; к,уйидйги'‘-;а ёзилади:

к к-гг", бунда/?--
и Т

(8.44)

-  ^  П  I 4 I о  • Л 9
Эгрилик векторин(!(!г модулини хисоолаи.миз: АВ~  |.лт 1 — .: <т- —  

экан.'шгини эъ'гибсрга олсак,

2 ЯШ-

к

— кт
Д 5-^0

d т'̂
1 =  Пт.

Д т"
“  Пт

d$ 1 Д ч-»0 Дз Д 5—и

^  ¡̂п

2

ЛА \

ДО

А8

5!П

Бунда Игп 
л п->0

2

кт

=  Игп
9-̂0

1 Д , ч
ДО
.2

2

Д0
• ит  —

/\5

ЛВ

булга!!и У'.'УН
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Масалан, радиуси R га тенг айлана- 
нинг эгрилигини апш^лайлик {8 .2 0-раем). 
Бир-бирига Я1ЦИН /VI ва иуь^таларда 
анланага >п'казилгаи уринма нииг бирлик 

векторлари орасидаги бурчакни Д6 билан

белгиласак, As /ИЛ1 , . д о . Биноба- 

рмн, айлана эгрилиги учун ушбу ифода 
келиб чи!^ади:

k =  lim  ---.
лз-»а As R

яъии аилаиаиинг ихтиерии ну1цтасидаги 
эгрилиги узгармас 6ух1иб, айланаииг ра- 
диус!^га тсскари проиорднонал бумади.

Эгри ЧИЗИ1Ц эгрилигинииг тескари ¡циймати —  га чизикнинг эг­

рилик радиуси дейи.'1ади ва р билаи бсл1’илс1нади;

р = - '- . (8.45)

Айлана учун к — —  булганидан yHííHr эгрилик радиуси =  R 
R

га тенг бутади. (8.45) га кура (8.44) куйидагича ёзилади;

É l l
ds

(8.46)

яъни эгри чизикнинг бирор ну1'^тада1'и эгрн лик вектори ми}';дор жи- 
>̂ атдан ун1шг мазкур HyiviíUarn эгрилик радиусигитнг тесксфи 1цийма-

ти —  га тенг булиб, бош нормаль б)ч“шча йуналади,

б) Тезланишнинг табиий координата уцларидаги проекцаяшри, 
Харакати табиий усулда берилган нуктанииг тезлиги (8.27а) ифо­
дасини (8,33) га 1̂ уйиб, ну]<̂ танниг тсзлаиити формуласигш оламиз:

dv

dt

dv̂ d x'"

оунда
clt

— ti

di  ̂ dt dt 

ва v\ ^  булгани учун

í/[-

ds

ds

dt

w —
di ' ds

(8.46) ra 1чура охирги ифода г̂ уйидагича сзилади:

ш —
di

(8.47)

(8.47) ифодада нуцта тезланиши табиий координата уцлари- 
даги ташкил этувчилари оркали берилган. Тезланишнинг уринма 
буйлаб йуналган ташкил этувчиси
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=
а

г" (8.48)

нy^^maнuнг уринма (тангенциал) 
тезланиши, бош нормаль буйича

т„= ^— п- (8.49) '  
С  р

Йуналган ташкил этувчиси 

и-

эса нуь^гпанинг нормал тезланиши 
дейилади.

Бинобарин, М нуктанииг тезлл- 

ниш вектори шу ну['̂ та траектория- 
сига утказилган ёпишма текисликда 

ётадн ва бинормаль брича ташкил

этувчиси нолга тенг: =  0 .

(8.48) ва (8.49) га кура (8.47) ифода {̂ уйидаги курииишга эга 
булади:

8.21- раем.

(8.50)

яъни, эгри чизицли ^(^ракатдаги нуи^танинг тезланиши уринма еа 
нормал тезланишларнинг геометрик йириндисига тенг; гиу сабаб-

ли тезланиш вектори ва ларга ь^урилган турр[г туртбурчак1П!НГ 

берилган нуЕ^тадан утувчи диагонали билан ифодаланади (8 .2 1-раем). 
Теэланишнинг табиий координата уг^ларидаги проекциялари

у2^  = у  0̂ 6 = о (8.51)

формулалар ёрдамида аникланади.

й5
(8.51) да =

<й
5 , экаилигини эътиборга ол­

сак.

(8.51,а)

Нуь^та }^аракатланганда--->  О булгани учун нормал тезланиш

Р
доимо берилган ну|^тада траекторияга утказилган бош нормаль пу- 

йича траейториянинг боти1̂  томонига йуналади, уринма тезлар1иш

мусбат ёки манфий 1̂ ийматга эга булиши мумкин. Агар
Л

—У
>  О булса, уринма тезланишнинр йуналиши т® билан бир хил була­

ди; сс- ' ^ < 0  да уринма тезланиш т° га 1̂ арама-1̂ арши йуналади. 8 .2 1 - 

раем }^оли учун чизилган.
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лини,

ди.

Умумий .^олда 

dv

Uv dv dv

di i dt
, чупки

dt
тезланишнинг моду-

di
эса уринма ташкил этувчисининг моду лини ифодзлай- 

Шундай килиб, тезланиш модули

(8.52)

еки

формула ёрдамида аницланади.

Тезлаииш векторининг нуналишини уиииг боги нормал билан 
ташкил килгаи \х бурчак воситасида топиш мумкин;

\W  ̂ I р  rfi).

di (8.53)

Нуцта з^аракатининг хусусил ?^оллари

Нуцтанинг тезланишига цараб харакат турларини аницлаш (8.47) 
формула га асосла на ди,

1. Тугри чизи'^ли текис ?^аракат. Нуцтанинг .^аракати давомида

з^амиша — О, яъни ш =  0 булсии. Бу :^олда (8.51) га

civ t̂ ”
=  0 , =  о булиб, улард:1(1 и =  { t̂ i =  const ва р =  оаасосан

dt ' Р

эканлиги келиб чицади. Демак, курилаётгаи .^олда нуцта тугри чн- 
зицли текис >!;аракатда булади.

2. Турри чизицли узгарувчан )^аракат. Нуцта з^аракатн давомида 

Ф  О, сс'„ О булсин. Бунда сс> =  --тт- =  s О ва со — ---— О
т ’ fi  ̂  ̂ at fi р

iiiS
булиб, улардаи v ~  ¥= const ва р =  оо эканлиги келиб

dt
чицади. Демак, нуцтаиипг тезлиги йуналии! жи?^атдан узгармай, фа- 
цат мицдор жи?^атдан узгаради ва нуцта турри чизицли узгарувчан 
)^аракатда булиб, тезланишининг модули

W =  \ŵ\ =

формулм;^!!! аиикланади. Бинобарин, уринма тезланиш тезликнинг 
мицдор жи>[атдан узг.ариишни ифодалайди.

Агар фацат бир онда w^~  —  ^ 0  булса, нуцта тугри чизик бу­

йича з^аракатланмай, балки уша онда иуцта эгри ч]!зицли траекю-

dv^
С

dt
b
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риян1{пг букилкш ну|<;тасидан утади 

<8 .22- раем).
3. Эгри чизи1̂ ли текис ;|^аракат,

Бирор eaî T оралири учун Шх =  О,

7  ̂О булсин. Бу ?̂ олда

dy ' ’ ^
S =  О, W,

/ I

dt

/V

Бундан V ^  ~  \ s\ ^consf, рфоо  у '  

келиб чи!<̂ ади. р оо шарт харакат 

траекторияси эгри чизш^дан иборат

булишини, V =  const шарт эса нуг̂ - 8.22- раем,
та текис харакат {^илишини ифо­
далайди. Демак, бу ?̂ олда nyi'^ia эгри чизиг^ли текис з^аракат iv'/.iii- 

ди. Агар TesvnHKHHHr уринмадаги проекднясини билан белгиласак,

ёки ds ~ Vf̂ dt .■̂осил булади. Бошлангич пайтда,

яъни / =  О да S ^  булсин. Шу шарт }̂ амда =  const эканлиги- 

ли назарда тутиб, охнрги тенгликни интегралласак,

S “ S„ + tJo*i (8.54)

келнб чги^ади, (8.54) тенглама нуг^танинг эгри чизицли текио У̂а-
ракат тем г л амаси де й и л ади.

Кур{[лаёгган хрлда нуг'^танинг тезланиш вектори ю бош нормаль 
буйлаб йу11аладн ва унинг модули

булали. Шундай килпб, нормал тезланиш эгри чизик̂ ли харакатда 
•оужудса келади ва тезликнинг йрналиши узгаришини ифодалайди,

4. Эгри чияикли уларунчан ?^аракат. Бирор ва1̂ т оралири учуч 
rji. о, =7̂  о булсин. Бунда ну1̂ танинг тезлиги микдор ва йу- 

«алнш жн?;атдан узгаради, яъни нук^та эгри чизи/^ли 1]згарувчап 
харакатда бдлади.

Лгар Wx —const булса, nyf^ma текис узгарувчан ^аракатда

дейилади. с ва векторларвшиг йуналиши устма-уст тушса, нуь;- 

та эгри чизикли тезланувчан ?^аракатда (8.23-раем, а, б), улар к;а- 
рама-(<;арши йуналган булса, нуу^та эгри чизиь^ли секинланузчан Хс'.- 

ракатда (8.23-раем, о, г) булади,

Бошланрич /о =  О пайтда ёй координатаси ОМ^ =  Sg, тезлиги Vq 
га тенг булган (8.23-раем, а) ну!^танинг текис узгарувчан }^аракат

di\
тенгламасини ^пи- а̂рамиз. (8.51) формулага кура w  ̂=  - ^  =  const 

ёки • dt булади. Бу тенгламани Mq ва М  ну?^таларга мос

келувчи чегараларда интегралласак,
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келиб чи1̂ ади,
(¡5

Й.23- раем.

(8.55)

=  —  экаилигини иазурда тутиб, (8.55) ни Мд ва М нуч̂ та- 
(¿1

ларга мос чегараларда интегралласак.

5.56)5 — 5(3 + С'д/ + —

булади, (8.56) теиглама пуг^та эгри чизш\ли текис узгарувчаи 
ракатиттг тенгламасини ифодалайди.

Т\^ри чизи}^1и текис узгарувчаи харакат тезлиги ва харакат 
тенгламаси учуй хам (8.55) ва (8.56) формулалар уринли булади, 
факат ёй координатаси 5 урннда ну[^таиинг абсциссаси х (^атна;иади:

(8,57)

буггда =  соп51 булиб, ну1̂ та тезлаиишииииг л; уг^даги проекция- 
сини ифодалайди.

5. Гармоник тебранма ?^аракат. Коордимата боши О га нисба­
тан координатаси

.г =  а5то)^  (8.58)

р^онунга кура {а ва (о —  узгармас катталнклар) узгарувчи М  иу1̂ та- 
нинг тутри чизш^ли харакатини текширамиз (8.24-раем).

(8.58) ифодадаги й1пп)/ [— 1, 11. 

м ораликда узгаргани ту(|)пйли ;■!
—  ̂ ‘ ̂ ^  ну1̂ та Л Т ^ а )  ва .Ио ( — гг) иукта- 

лар оралигида тебраниш маркази О 
ну1̂ та атрофида тебраима )^аракат- 

8.24- раем. да булади. 11у¡^танинг тебраниш
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марказидан энг катта маеофага четга чи1̂ ишиии ифодаловчи клтта- 

лик а  тебраниш амплитудаси, (út тебраниш фазаси, oj эса теб' 
рапиишинг доиравий частотаси дейилади.

(8,58) да бошлангич / =  О пайтда л: =  О булгани учуп iiyi^ra 

тебраниш маркази О дан уз харакатини бошлайди. Синус фуплция- 
си даврий булгапидан, бирор t ва1\гда нуь̂ та эгаллаган М, уазия- 

тига — t + T вацт утгач япа ¡̂ а̂йтади. Нуктанинг бир марта ту- 
ли1̂  тебраииши учун nerrafí uai^T opa лиги Т тебраниш даври дейи­

лади. Тебраниш даврини

sin (Ú {t -f Т) =  sin foí (8 .59)

шартдан фойдаланиб ани1̂ 1аймиз. (8.59) тенглик

CÚ • Т =  2я 

булганда уринли, Бинобарин,

(8,60)
О)

Тебраниш даврининг тескари г̂ иймати

(8.61)

тебраниш такрорлигп дейнлади wd у 1 секунддаги гула тебраииш- 

лар сопини ифолалайди.
Нукдаиинг тезлик ва гезлаиипнши (8.58) дан мос равишда би­

ринчи ва иккинчи тартиб;1и .х^осилалар олиб тоиамиз;

V =  W —  ltd'д.], Vĵ  X' а  Ü) cos(o/,

=  Л' ^  - а о г  s in  (о/.

Бу И1Ьодалардаи курамизки, тебранма .\аракатдаги ну^^танипг тезли­
ги ва тсзланин1и ,\ам ьщт утиши билаи даврий равишда такрорла* 
5шр экан. Нукта тебраниш д!иркази О дан '̂' '̂зётганда л: — О, 
sin со/=  О, c o s t ó / 4- 1 булгауш учун бу ва1̂ гда ну1̂ та тезланиши 
!юлга тенг б^’либ. тезлиги модуль буйнча энг катта 1̂нймати асо га 

эрии1ааи. Четки /И  ̂ ва М , ну1̂ та.парда эса sinoü/ =  ±  U
€OS oj¿ ^  О булиб, М нуктанинг тезлиги ноль, тезланишининг аб­
солют 1̂ иймати а-о)“ га тенг булади.

са i¿[̂  ишораларига 1̂ араб, nyi^ra тебраниш маркази томон 
тезланувчан, тебраниш марказидан таш{^арига секинланувча[1 хара­
кат н^илншини куриш мумкгт.

Ну(^та :̂ =  fícoscf)/ конун буйича ?^аракатланганида хам гармо- 
н !к тебранишлар содир булади, фа[^ат б у х̂ олда харакат бошлангич 
/ ^ 0  пайтда тебраниш марказидан эмас, балки /И,((2) иу|'̂ тадан 
6 ои1ЛЯнади.

Hyi^ia X а sin (со/ И а) ёки х =  а cos (со / -f 6) (^онунга кура 
упракатланганда хам к.'Р̂ с̂ рида к у рил га и х,ол,пардаи губдан t|.!api>̂ 

з-̂ илмайди, с})акат / =  О да нукта тебраиим! марказидан <7 sin а  

ёки ,v— acosP масофада бyv^aди. а. ски [5 тгбранишиинг боииан- 
fU4 фазаси дсйт1лади.
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/
8.6-масала. Нуь^танииг :^аракати {^уйидага 

.тенгламалар билан берилган

х =  Ю cos 2л -

ÿ =  10 sin 2л — •

( 1>

{х, г/— са?1тиметрлар, ¡! — секундлар >^исобида). 
Ну]'^танинг 1раекторияси, тезлиги ва тезланиши- 
нинг микдори вя нуналишларн ани1̂лансип.

Ечиви. Ну 1̂1 а т[)аекторнясининг тенгламаси- 
ни аницлан] учун (1) тенгламалардан ва^^т t ни 
йук^отамиз. Бунлнг учун (1) тенгламаларнн ик­
кала томонини квадратга ошнриб, сунгра куша- 
миз:

100.
Демак, нук,та траекторнясининг тенгламаси 

радиуси г =  10 см = 0,1 м га тенг айланада» 

иборат (8.25- раем).
(8.19) га асосан ну 1̂та тезлигининг координата ук^ларидаги проекцияларини

аник 'laÜMHs:

t> „ =  X =  —  4 л sin 2п —:г- 
^ о

t

8.25- раем.

— 4п sin 2л-

L'y =  у =  4 я  cos 2л 

(8.20) га кура ну.-̂ та тезлигининг модули

V — j / "  д;3 _j_ у2 =

=  4 Я см/с — 0,04 л м/с га

тенг булади.

М нур^та 1-чоракда булган ;^ол учун (8.21) га асосан v тезлик векторининг 
д: ва ^  уклар билан ташкил г^илган бурчак косинусларини топамиз:

cos (у, х) —
V

— —  sin 2я  —  =  cos 
5 2

+ 2л

-  ̂ t
cos ( l ’, и) — —  — cos 2л --

V 5

Бундан тезликнинг д: ва ¿г ÿ!^лapй билан ташкил 1̂илган бурчакларини аш}ц- 
лаймиз:

л t п t

J О 2 5

■—V
М ну}^танинг радиуси х билан ф бурчак ташкил этгани туфайли и тезлик 
вектори Hiy нуктада айланага ^'тказилган уринма буйича Ох у1̂дан Оу 5'К,ЦЭ 90*̂  
га вйламиб ^тиш томонига йуналган.

(8,36) Ва (8.37) дан фойдаланиб. тезланипшинг координата уи^ларидаги про- 
ск1',;!яларн т  модулини топамиз;

tiV =  X =
8 л^ t

— :—  cos 2 л
5 •

Ш



Wy =  у =-
8  ̂ f

---- sin 2л
5 ’

w=  l /  xi-{- y^= у  (-
8 я^ t

+cos 2 jx —
5 5 /

! Д' 2
CM / С ^  =  - ; —  m / c ^.

8 Я- t Y
sin 2л —

5

5 125

(8.38) га к>фа тезланншнит' йуналтирувчи косинуслари

'  ̂ t ^
COS(i', д:) =  --  =  —  COS 2л —  — — cos Ф =  — cos {г, х),

W 5

cosCaj, у) ~  —  -- — sin 2л - ^  =  — sin ф ~cos(r, у) 
li) 5

'бу-^ади.

Бу ({юрмула.’тардан тс.'^лании! вектори аилаианинг радиуси бу-[лаб унинг мар­
казига йуиалганлнгиии курамиз.

Бу масалада тезлик ми1̂,дор жи^^атдан узгармаса-дл, уиииг йуиалшии узгар- 
гаии туфайли ге,нла!1иш манжуддир.

8.7-иасала. Поезд радиуси R =  \ км булгап а лаггла йулдл ,члр,1каг ь^илади. 
Уиииг бошлаирнч 1&злиги 54 км/соат булиб, биринчи 30 с да у 6()() м йул бос- 
ди. Поезд :^аракатини текис узгарувчан харакаг деб хисоблаб, уиииг 30 секунд 
охи ридаги тезлиги са т«з;[аииши аии1̂лаисии.

Ечиш, Поезд радиуси R — 1 км 1000 м айланма йу-1дл ^^арлдатлаиаётгани 
3?чуи унниг тезлаиишнии (8.52) га асосан аниклаш мумкин:

=  V (||

XíipaKar текнс узгарувчаи булгаии учуи поездиииг .^аракати (8.56) формула

5=  So -1- V (2)

билаи ифодаланади. Сано?^ бошини шундай танлаймизки, бунда S(, О булсии. 

(2) дан ИИ оламнз. Бунда s~  600 м, t'o =  54 км/соат =  15 м/с.

¿ =  30 с эканлигини эътиборга олсак,

=  “  м/с*

булади,

а Ь
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(8,55) ва (8,51) дан фойдаланиб, поезднннг тезлиги ва нормал тезланишии»
аник^лаймиз:

’̂ =  ^0 Ч- íy-t  ̂=  25 м/с,

V‘‘
=  0,625 м/с®.

R

RÍ1 c:’,j ларнинг т̂ ийматипи (1) га куйиб, шезднипг 30-секунд охирндаги 

тезланишиии топамиз (8,26- раем):

(0,625)2 =  0>708 м/с^

8.8-масала. Узунлиги АВ ~  I булган стержеиь В пукта атрофида fp “  со É" 
1̂ онуига кура, В ползун эса s — а - j - sin <о í конунга к\фа ?уаракатланади (8.27- 
расм, а). А ну1̂танинг траекторияси t =  I с пайтдаги тезлиги, тезланиши ка 
траекториясининг эгрилик радиуси аниклаиспн. а =  0,2 м, Ь =  0,6 м, / — 0,3 м, 

я
ÍI) —

3
деб олинсин.

Ечиш. Дастлаб А нуцтанииг Оху координаталар системасига нисбатаи хара­
катини ани}^лаймиа.

^  л: =  O S  -[- Л С  =  S +  / sin (р,

=  Í/ =  —  ЛС =  ~  / cos ф.

Демак,

X — a-f- (Ь 
у — —  ¿ cos ы (П

Hyi^Ta траекторилсиш' анИ1̂ла1и учун (1) системядан t ни пу:^отин1 керак. (]) ии 
1̂ унидагнча ёзамиз:

=  sin Cl) f.

=  — cos со t.

Бу ифодаларни квадратга ошириб 1̂ ушсак

{х — ау  , Í/2
1.

Бу тенглама маркази координата бошидаи Ох координата у1̂и б '̂йича а масофага 
силжиган :^амда ярим у1̂лари Ь +  í ва I га тенг эллипсдан иборат, Хусуса» 

я
Ф =  й1^ = —  га тЛг б5’лса, ЛВ кесма Лх^! х,олатни эгаллайди (8.27-раем, б).

(1) да Ь-\- 1~ d белгилаш кяритсак,

х =  а~\- d sin (Oí,

— I cos tiií

' булади.
(8.19) формулага кура тезликнинг х, у у1̂лардаги проекцияларини гопамизг

tíjf =  X =  d-cü cosC6t,

Vy ^  у =  I (о sin (0/ .

(8.20) формуладан тез.’тик модулини aни^^лañ^!из:

2>
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Ьш

f | A

< =  1 с булганда (2) ва (3) дан

=  0 ,15 л — 0,471 м/с,

Vy =  0,087 п — 0,272 м/с, 

и =  0,173 л — 0,513 м/с 

булишини ани1̂ лапынз. (8.21) га кура

cos '$Гх) =  =  М П  =. 0 ,866,
о 0 ,5 ‘Í3

^  у,, 0,272
cos (., у ) ^ ^  =  - _ = 0 , 5 .

|Пундап цилиб, {ti, >:) =  30°; (у, у) ^  60'̂  (8.27-рас:м). Hyi^xa тезлашдпииинг 
Лоордилата укларидаги проекциялари (8.36) дан гоииладн:

w ^  —  X — —  d 0)- sin ü) t,

W y ^  y  (Si- COS Ci)í.

(8,37) дан фовдаланиб, тезляииш модули учун

W =  -г у'̂  —  0j2 S ilí“̂ LO / I- COS'-̂  (i) /

ифодани оламиз.
í =  1 с да берилганларии цчЧкак, :у — — 0,854 м/с‘̂ ; х'у =  0,164 м/с^, w ^  

=  0,87 м/с^ 1̂ ийматларнн оламиз.

cos {W, ж) =  ~  =  — 0.9816, cos (i-, у) = - L =  0,1SS5.
w w

Демак, (ш, * )= 1 6 9 ° , {w, y) = 7 9 '’ , яъни курилаётган вацтда тваланиш вектору 
Ох JiíHHHr м^бат йуналиши билан 169°, Оу бнлан 79° бурчаи з^осил цнлаДЩ 

^.27- раем, а).
Энди Í =  1 с булганда ну1̂ та траекториясииннг эгрнлик радиуеини ани1̂ лаЙ- 

миз, (8.51) нииг биринчисига к^ра;

^  ]/о ,8 1  — 0,72 sin'^
dv л d

oJj «  =  —  “ГГ I /  0.81 — 0.72 sin'  ̂ —  i =

2 л
0,36 sin “ — t

0 ,8 1 - 0 ,7 2  sin*

í  =  1 С да t£í,j =  —  0,628 м/с^ б^'лади,

Л ну^^танииг уринма тввланшни 8 ^ -  расмда курсатилганидек, эллипсга утквр 
вилган уринма б ри ч а  йуналади.
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^  =  |/0-'^569 — 0,3944 0,61 м/сз.

(8,51) КИНГ иккинчисига асосан i — I с булганда А Hyt^ra траект0 рияс 1 нн1 нг 

т»Грилик радиуси

^  р =  0,485 м
Х’д

■булади.

8.9-масала. Я  =  Г>00 км би/иналикла гуиьий йулдош Ер атрофида доиравин 
орбита бурЪаб текис харакятлан;1ди. Унинг марказга интилма тезланити эркин 
тушувчи жнсмшшг тезланчшига юнг. Й улдошнинг тезлиги зи бир марта аила- 
«иш вр.кти аш11у'1апсин, Берилган бал;]ид;ткда д ~  8,5 м/с-; Ернинг радиуси 
Д ^  6370 км (8,28-раем).

Ечиш. Сунъий йулдои! opoi'TariuiHHr раднуспии г билзи белгиласак, у г ~= 
=  R \-Н-~^Н70 км га тенг булади. (8,51) формуланинг иккиичисидан фойдалз' 
либ, сумьий йулдои! 'юзлигнни аии1у 1аймиз;

Бунда () =  г ~  6870 км, — w — g — 8,5 м/с'̂  ~  0,0085 км/с^ экаялнгиг1и эъти­
борга слсак,

(8,52) формуладан нормал тсз^ланиинш алиь^лаймиз:

V ^  V  0,0085-6870 =  7,64 км/с.

Сунъий йулдош орбитада бир марта айланииж учун кетгап DaF^rnH Т билан 
йе.'1гилясяк, мазкур ьак̂ т ичида уиинг утган йули и-Т га тенг. Худди luy йул 
р(1диуси г га теиг айлана узунлигига тенг, яъии v-T =  2лг, бундам

2лг 2-3,14-68707  ---------- _  ----------------- ------  _   ̂ ^ 50g  CQg.j._
V 7 ,6 4 ’ 3600 

Ж авоб: у =  7,64 км/с, Т =  1,568 соат,

8, 10- масала. Ну[^та тскисликда логарифмик спираль буйича г =  ае^^ 1̂ онун 
«сосида ;^аракатланади, бунда

ф =  Ш, (со =  const, \ >  k =  const).

^Нуктанинг тезлик ва тезланиши г нинг функцияси сифатида аниг^лансин (8.29. 
раем).

Ечиш. Ну 1̂ танинг ?^аракати цутб координаталарида бсрилгап;

Ф =  м/.

8.29- раем.
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i Ну{^танинг тезлигини ани1̂лаш учун (8,25) формулага кура унинг радиал лл- 
 ̂ К^ндаланг гашкил этувчиларини anuf^.iaÜMHa:

Vr =  г =

Vp'^fÇr — iû-r.

Hyi^ra тезлигининг модулини (8.26) воситасида аниь^лайлшз:

(8,3&) формуладан фойдаланиб, пу1̂танинг радиал ва кундаланг тезланиш- 
ларини ани1̂лаймиз:

Wr =  r —  г =  йй-со% “̂  ̂—  Г()Г — Æ̂ cûV —  г<^ = г ( ^  —  1),

— 1 <  О бÿлгaни учун йуналиши г координата ^сишига тескари булади.

tt'p =  г-ф +  2 î' ф  =  2 /гшг-а) =  2 ^ « 2

(8.40) дан ну1̂танинг тезланиш модулини ани1̂лаймнз;

ш =  |/~ wl г= г со̂  ] /  {к̂  — 1)̂  4- 1) г. ^

9-б об . КАТТИК ЖИСМНИНГ ИЛГАРИЛАМА ВА

РАЛМАС S\{ АТРОФИДАГИ АЙЛАНМА >;АРАКАТЛАРИ

Каттит  ̂жисм кинематикасида асосан 1̂ уйидаги икки масала KÿpH- 
лади:

1. Жисмиииг танланган координаталар системасига нисбатан ?^ар 
ондаги ^олатини аниклаш.

2 . ^аракат тенгламалари маълум булгаи жисмнинг ёки жисм 

з^ар бир нуь^тасининг кинематик характеристикаларини топиш.
Дастлаб жисмнинг энг содда, хусусий :;^олдаги :?^аракатларпни 

KÿpHO чи1̂ амиз.

9Л-§. Жисмнинг илгарилама ?^аракати

Жисмда олинган ?^ар кандай кес̂ ма ?^аракат давомида доимо узи- 
пинг бошлангич :^олатига параллел равишда харакатланса, жисм­

нинг бундай ,\аракати илгарилама харакат дейилади. Масалан^ 
паровоз рилдираклариии туташтирувчи АВ спарник ёки велосипед- 
нинг АВ педали (9.1-раем, а, б) илгарилама харакатда булади. Бу 

мисоллардаи курамизки, илгари.']ама харакатдаги жисм нуцтасининг 

траекторияси умуман эгри чияикдан иборат булади.
Жисм Охуг цузгалмас координаталар системасига иисбатан ил­

гарилама }^аракатда булсин (9.2-раем). Бу }^олда жисмн1и1г иккита

нуг^тасини туташтирувчи A1 V вектор микдор ва йу̂ налииг 'жи.чатдан 
У'Згармасдгш колади, чунки абсолют каттик жисм таърифига кура 

A1N кесма узуи./пи и узгар.\шйди, илгарилама харакат таърифига кура

Л1Л' всктор узига параллел равиища ^^аракатлаиоди. Шу т\ч}аГ:ли

илгарилама харака.тлаги жисм уч^'н бу сектор узгармас Л1Л’

î= const — с век тори и ифодалайди.
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7 ^^

Жисмнинр илгарилама з^аракатини урганиш г̂ уйидаги теоремага 
■асосланади:

Теорема. Илгарилама харакатдаги Жисмнинг щмма нуцталари 
бир хил траектория чизади ва )^ар онда бир хил тезлик ){амда 
бир хил тезланишга эга булади.

Исбот. Жисмда ихтиёрий М ва N нур^таларни олиб, уларнннг

радиус- векторларини г ,̂ ва билан белгиласак,

+  (9.1)

уриили булади.
— — *■

Жисм илгарилама з^аракатда булганда ва узгаради, лекин
' ""О —>- ---•>

ММ =  с вектор узгармайди. Агар ММ векторнинг /1, /3, . . . ,
---- -V •—>

пайтдаги кетма-кет з^олатларини мос равишда М,М„ М^М^, . . . ,
' —

МпМ^ билан белгилаб, (9.1) га асссан, М иу1«^танинг траекторияси

^  ММуМ^. . . М^ ии ММ =  с векторга силжитсак, у М ну1̂ та. 

нинг траекторияси ^  ММуМ .̂ . .М  ̂ билан устма- уст тушади, яъни 

УИ ва нуцталар бир хил траекториялар буйлаб з^аракатла- 
нади.

(9 . 1) дап ва1̂ т буйича з^осила оламиз:

d '’N. й{Ш)
dt dt ' dt 

Бунда ММ =  с =  const булгани учун = 0 .

dr. dr^
Б и н о б а р и н , ё к и  (8.17) га асосан v ^ — v^ булади.
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by тепглик илгарилама ?^аракатдаги жисм барча пу1̂ таларининг 

опдаги тезликлари бир хил булишини ифодалайди.
Охирги теигликдан ва1<̂т буйича >^осила олсак,

dvĵ

~~dt

d  Vм
d t

ски ((S.33) га асосан

'N ~  '^М

булади. Бинобарин, илгарилама харакатдаги жисм барча нуь^талари- 

пинг \ар ондаги тезланишлари бир хил булади. g
Шундай цилиб, жисмнинг илгарилама >^аракати унинг ихтиёрий 

пуцтаси харакати билаи ани1̂ ланади. Илгарилама ;^аракатдаги жисм 
пу1̂ таларинииг >̂ ар ондаги тезлиги ) а̂м, тезлапн*»;,и хам бир хил 

булгапидаи, уларни мос равишда жисмиинг тезлиги ва тезланиши 

деб аташ мумкин.
Oxyz координаталар системасига иисбатан нлгарилама :;̂ аракат- 

даги 1<̂ атти1-̂ жисмнинг х,аракат тенгламасини чи1̂ ариш учун жисм­

иинг ихтиёрий М нуцтасипи олиб, унинг координаталарини х̂ ,̂, г/д̂ , 

билан белгилаймиз. Жисм ?^аракатлаиганда бу координаталар 

ва1̂ тнинг функцияси сифатида узгаради:

(О’ Ум == /2 =  /з (О• (9 -2)'

(9.2) тенглама М нуцтанинг >^аракат тенгламаси булиб, жисм­
нинг илгарилама х^аракат тенгламасини ?̂ ам ифодалайди.

9.2-§. 1^атти|̂  жислшипг 1̂узгалмас yi  ̂ атрофидаги ай­
ланма j^aракат тенгламаси

Иккита нуктаси доимо 1<;уз.ралмасдан ь^оладиган жисмнинг харака­

ти цузгалмас у;̂  атрофидаги айланма >{аракат дейилади. [{узгал- 
мас ну1̂ талардаи утувчи yi{ айланиш ф-̂ и дейилади,

Турбиналар диски, генераторларнинг ротори, станокларнинг махо- 
виги каби машина ва механизмларнинг Ĵ a- 
ракати 1̂ уз1'алмас yi  ̂ атрофида айланувчи 
жисмга мисол була олади.

Жисмнинг айланиш yi^i^a ётувчи барча 

ну1̂ 1'алари 1'^узгалмас булади. Айланиш yî n- 
да ётмайдиган нур^таларинииг траекторияла- 
ри айланиш у^^ига перпендикуляр текислик- 
ларда ётувчи айланалардан иборат булади,

Жисмнинг 1'^узгалмас уь̂  атрофидаги ай­
ланма .\аракатининг кинематик тенгламасини 

ани1'^лаш учун айланиш yi^nra бириктирил­
ган кузгалмас Р  текисликпи ^амда жисмга 
бириктирилган ва у билан бирга айланувчи 
Q текисликни утказамиз{9.3-раем). Бу те- 
кисликлар орасидаги ф бурчак жисмнинг 
айланиш бурчаги дейилади. Oz айланиш 9.3- раем.
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бирлик вектори k нииг учидан 1̂ араганда ф бурчакнинг уз- 

гариши соат стрелкаси з^аракати йуналишига тескари булса, ай­
ланиш бурчагини мусбат, акс з^олда манфий олинади. Айланиш 

'бурчаги радианда улчаиади. Агар жисмнинг айланиш сони N маъ­

лум булса, айланиш бурчаги ф =  2nN формула ёрдамида ани1̂ ла- 
шщи,

Айланиш бурчаги ф нинг миг^дор ва йушалиши маълум булса, 
Q текисликнинг Р  текисликка иисбатан >^олатини аиш^лаш мумкин. 
Q текислик жисмга ма^^кам бириктирилгани ва у билан биргаликда 

л^аракатлангани учун 1'^узгалмас yi<̂ атрофидаги жисмнинг з^олатинк 
:?̂ ам ф бурчак ор1<;али ани1-̂ лаш мумкин.

Жисм Oz щ  атрофида айланганда унинг айланиш бурчаги ф 
ва1̂ тнинг функцияси сифатида узгаради:

ф=ф(0- (9.3)

Бу тенглама жисмнинг цузралмас уц атрофида айланма у̂ ара- 
катпниинг кинематик тенгламаси дейилади.

9.3-§. Жисмнинг 1̂узралмас yi  ̂ атрофидаги айланма 
>^аракати бурчак тезлиги. Текис айланма ?^аракат

Жисмнинг 1<̂ узгал1мас yi  ̂ атрофидаги айланма з^аракатининг t 
■BaivTÄarn айланиш бурчагини ф, =  / + ва1̂ тдаги айланиш бур­

чагини ф1 =  ф + Дф билан белгилайлик. M  =  —  t Baî T оралиги- 
да жисм Аф =  ф1 — ф бурчакка бурилади.

Дф нинг М  га нисбати жисмнинг A i ва1̂ тдаги уртача бурчак 
тезлиги дейилади;

Аф

{̂ z)yp =  -дТ"-

Жисмнинг г^узралмас у\с, атрофидаги айланма з^аракатинипг бе­
рилган ондагн бурчак тезлигини топиш учун уртача бурчак тезли­
гининг Д/ нолга интилгандаги лимитини оламиз;

<o. =  Iim
dt 

•ёки

(о_, =  ф. (9.4)

Шундай 1у'1либ, жисмнинг бурчак тезлиги айланиш бурчагидан 
т ц т  буйича олинган ^осилага тенг.

Ф бурчакнинг узгариш г^онунига мос равишда со̂  бурчак тезли­
ги мусбат ёки манфий 1̂ ийматга эга булиши мумкин. Бурчак тез­

ликнинг модулини со билан белгилаймиз: со =  |ф|.
1̂ атти1̂  лшсм кинематикасида жисмнинг бурчак тезлигини век­

тор сифатида ис|)Одалаш купгина 1̂ улайликлар яратади.
1^узралмас yi<̂ атрофида айланувчи жисмнинг бурчак тезлик век­

торини мазкур yi  ̂ буйлаб йуналган ва унинг мусбат йуналишидаи 
■^^аралганда айланиш соат стрелкаси харакат ига тескари йуналишда
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куринадиган, айланиш ут^ииннг ихтиё' 

рий ну1̂ тасига ь̂ уйнлгаы вектор билан 
ифодалаймиз (9.4-раем). Бурчак тез­

лик ректорининг модули

rf(p

формула ёрдамида ани1<̂ ланади.

Агар айланиш п̂̂ и бирлик векто­

рини k билан белгиласак, бурчак тез­

лик векторини

(9.5)

Окуринишида ёзиш мумкин. (9.5) дан курамизки, ф > 0  булса,

вектори k йуналиши буйича (9.4-раем, а), ф < 0  да к га царама- 
1̂ арши йуналади (9.4-раем, б).

Айланиш бурчаги радианда, ваь̂ т эса секунд (с) да улчангани-

дан, бурчак тезликнинг улчов бирлиги —  ёки с~  ̂ булади.
с

Жисм х^аракати давомида унинг бурчак тезлиги узгар-

май ь^олса, жисм текис айланма щракатда дейилади. Бу .\олда-

(9.4) га кура =  «о =  const ёки d ф =  dt булади.

Bai^T О дан t гача узгарганда айланиш бурчаги ф̂ , дан ф гача-. 
узгаришини эътиборга олиб, охирги тенгликни интегралласак,

Ф =  Ф„ + о)о/ (9.6).

булади. (9.6) ифода окисм текис айланма харакатининг тенгла­
маси дейилади.

Жисм текис айлаима }^аракатда булса, техникада купинча унинг 
бир минутдаги айланишлар сонидан фойдаланилади. Жисм бир мар­

та тула айланганда айланиш бурчаги ф =  2jt булади. Жисм бир> 
минутда п марта айланса, аекис айланма ?^аракат бурчак тезлиги- 
1̂ уйидагича ани1'^ланади:

(О =
2пп

60

ЯП
= -- с

30

—1 (9.7).

9.4-§. Жисмнинг бурчак тезланиши. Текис узгарувчаи 

айланма >^аракат

Умумий ^олда жисмнинг бурчак тезлиги ва1̂ т функцияси сифа­
тида узгаради. Жисмнинг бирор t ва}^тдаги Oz щ  атрофидаги ай­
ланиш бурчак тезлиги со̂  (/) га, tx =  t + At ва1̂ тдаги бурчак тез­
лиги (£>г(̂ ,) =  ©^(О + А га тенг булсин. Бурчак тезликнинг Л 

вацт ичидаги орттирмаси Д со̂  =  (/i) — со̂ , (t) га тенг булади.
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A(Og нинг Аг? ват̂ тга нисбати жисмнинг шу ваь^тдаги уртача 
■бурчак тезланиши дейилади ва {г^ур билан белгиланадн:

(р \ _
\̂z)SP ~

At

Уртача бурчак тезланишнинг At нолга интилгандаги лимити 

Жисмнинг берилган ондаги бурчак тезланиши дейилади:

8 ,  =  Игл
До), did.

^  А/->о М dt

(9.4) тенгликни ;^исобга олсак, охирги ифода

8̂  =  со̂  =  Ф (9.8)

■ куринишида ёзилади.
Бинобарин, берилган онда бирор к^узралмас уи̂ атрофида ай­

ланма .\аракатдаги жисмнинг бурчак тезланиши бурчак тезлик- 
дан вак^т буйича олинган биринчи тартибли )^осилага ёки берил­
ган yf̂  атрофидаги айланма ^аракат /рнунидан eaf^m буйича 
олинган иккинчи тартибли ,\осилага тенг булади.

Жисмнинг бурчак тезланишини (бурчак тезлик каби) айланиш

yi^H буйлаб йуналган е вектори тарзида ифодалаш мумкин. Бунда 
жисмнинг бурчак тезланиш вектори шу жисм бурчак тезлик векто­

ридан вацт буйича олинган >;осилага тенг деб олинади (9.5-раем);

(О =-
d О) 

dt

с/со.

dt
к = г Л

еки

8 ~ к — ер к . (9.9)

Агар жисмиинг бурчак тезлиги модуль жихатдан орта борса, 
бундай ?^аракат тезланувчан айланма харакат, камая борса, секин- 
ланувчан айланма ^аракат дейилади. Текис айланма ^^аракатда со =:

=  const булгани учун 8 =  0 булади.
Бинобарин, (0  ̂ ва бир хил ишорали 

булса, :?^аракат тезланувчан (9.5-раем, а), 
турли ишорага эга булса, ^^аракат секин- 

ланувчан (9.5-раем, б) булади.

Жисм бурчак тезланишининг улчов

бирлиги
рад

ёки с~2 булади.

Жисм ^^аракати давомида бурчак тез­
ланиши узгармай 1̂ олса (яъни 8̂  =  const) ̂ 
жисм текис узгарувчан айланма у̂ ара- 
катда дейилади. Бу ^^олда (9.8) га кура

=  8̂  =  const ёки dca^ — Вц dt бу-
d (дг 

dt
9.5- раем. лади. Буни Baî T О дан t гача узгарган-
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да, бурчак тезлиги (Оо дан со̂  гача узгаришини эътиборга олиб ин­
теграллаймиз:

=  +  (9.10)

Бу тенглик ёрдамида текис узгарувчан айланма ?^аракат бурчак тез­
лиги ани1̂ ланади.

(9.4) ни >^исобга олиб, (9.10) ии

“  =  соо + г" ёки £/ ф =  (соо Н- /)

курииишда ёзиш мумкип. Бу тенгла.мани О дан  ̂ гача булган ва1̂ т 

оралирида айланиш бурчаги ф^ дан ф гача узгаришини }^исобга олиб 
интегралласак,

2̂

Ф =  Фо +  <»о̂  +  ег - у ’ (9-10

текис узгарувчан айланма .\аракат тенгламаси келиб чи!^ади.

^  9.1-масала. Гирокомпасни ишга тушириш ва1̂тида тинч з^олатдаги роторининг 
бурчак тезланиши ва1̂тга турри пропорционал равишда узгаради ва биринчи 5 ми­

нут охирида роторнинг бурчак тезлиги 18000--- га тенг булади. Шу ва1̂т ичида
мин

ротор неча марта айланади?
Ечиш. Масаланинг шартига ку-ра, оОо =  О, ф о = 0 , е^ =  а^, бунда а пропор-

айл
циопаллик коэффициеити.  ̂=  5 мин =  300 с да ротор п — 18000 ---  ёки со =3

мин
зх tx

= --- = 6 0 0 я с —1 бурчак тезлик билан айланади.
оО
Дастлаб пропорционаллик коэффициеити а ни ани1̂лаймиз. 8^ =  aí ва (9.8) 

формулаларни солиштириб,

---- =  а/ ёки =

муносабатни оламиз. Бу тенгламани мос чегаравий шартларда интегр аллаб, о> =  
а 2 (й,

=  ифодани оламиз. Буидан а =  — I ~  300' с да =  600 с-̂ 1 булгани 
^ ъ

учун

2-600 я  я
а =.

90000 75 

я
Шундай 1̂илиб, ротор бурчак тезлиги со  ̂= ----  1̂онунга кура узгарар экан.

150

я
(9.4.) га кура охирги ифодани с?ф =  — ¿ц к>^ринишда езиш мумкин.

150
Бу дифференциал тенгламани  ̂=  О да ф =  О булишини назарда тутиб интегралласак,

%
роторнинг 5̂ аракат 1̂ оиунини ифодаловчи ф = ---  тенгламани оламиз. I =  300 с

450
давомидаги роторнинг айланиш сонини N билан белгиласак, ф =  2яУ'/ булгани 

я
учун 2 я  Л /=  тенглик ^'ринли булади. Бундан /V = =  30000. •

Шундай [^илиб, 5 минут давомида ротор 30000 марта айланар экан.
9.2-масала. Двигатель вали 8 =  я с —2 бурчак тезланиш бнлан текис тезла­

нувчан айланма )^аракат 1-̂ илиб, —  Ь,— 10 с ва1̂т оралигида 100 марта айлана-
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ди. Валнинг ti ва 1̂. пайтдаги бурчак тезликлари аник;лансин. Бошланрич пайтда 
вал тинч ?^олатда булган.

Ечиш. Вал бошланрич пайтда тинч >^олагда булиб, текис тезланувчан айлан­
ма }^аракат г^илгани учун (9.11) ва (9.10) формулалар 1̂уйидагича ёзилади;

ф = — » . (1)

Иг =  и (2)

Масаланинг шартида ва пайтлар номаълум. Агар 1у, /г пайтллрга мос келув­
чи айланиш бурчакларини мос равншда ср̂  ва фа билан белгиласак, (1) га кура 
цуйидагилар )^осил булади:

Ф1 =  ; Ф2 =  . (8)

¿2 — вацт оралирида вал 100 марта айлаигани учун шу ва!^т оралиридаги бур­
чак орттирмаси ¡куйидагича ани1̂ланади:

Фг —  Ф1 =  2 100 =  200 я рад

ёки (3) ни эътиборга олсак, {Р̂ —  /)) == 200 я  ;^осил булади.

Масаланинг шартига кура =  я  с—2, /д —  1̂ =  Ю с ёки ю  экан-
лигини назарда тутсак,

у  (/1 -1-2О/Н- 100-/2) =  200я

ёки 201]_ =  300 булади. Бундан /1 =  15 с ?^амда ¿2 =  +  Ю =  25 с экаилигини 
ани1̂лаймиз.

У }^олда (2) дап =  1 5 я с—1, (о̂  = 2 5 я с —1 ёки (9.7) га к^^ра

60 аил 60 со, аил
Пу =  =  450 ------------- , «2 =  =  750--

2 мин 2 мин

булади. с/'

9.5- §. Кузгалмас уц атрэфида айланувчи жисм ну1̂та- 
сининг чизи1̂ли тезлиги

Кузгалмас Ог у1̂  атрофида бурчак тезлик билан айланувчи 

1̂ атти1̂  жисм ихтиёрий М нуцтасининг тезлигини анир^лаймиз. М 
нут^тадан айланиш у^^игача булган масофани (9,М =  R  билан бел­

гилайлик {9.6- раем, а). Агар сИ вацт оралигида жисм с1ц) бурчакка 
айланса, М  ну1̂ та айланиш урнига перпендикуляр текисликда айлана

буйлаб :?^аракатланиб ¿/з =  УИУИ1 = ср булган ёй координа тасини 

утади }^амда (8.28) га асосан М  ну1̂ та тезлиги!шнг алгебраик 1<̂ий- 

мати 1̂ уйидагича ани1̂ ланади:

г., =  ^  =  К ^ = / ? . ф ,  '(9,12)
а1 ш

Тезликнинг модули эса

V =
(18 с(ф
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ёки (9.4) га кура

V — Н-Сд. (9.13)

(9.13)формуладан анн1̂ лапади. 

воситасида ани1<̂ лаиадиган о тез­

лик и^узралмас ¡Ц атрофида ай­
ланувчи жисм нуцтасининг чи 
закали тезлиги деб аталади.

Демак, ¡кузгалмас ук атро­
фида айланувчи жисм ну/^та- 
сининг ^ар ондаги чизикли тез­
лиги микдор жихатдан мазкур 
нуктадан айланиш фщгача бул­
ган масофа билан жисмнинг 
шу ондаги бурчак тезлиги ку­
пайтмасига т ен ^

Жисм барча ну1̂ таларининг 
бурчак тезликлари }̂ ар онда уза­

ро тенг булади. Шу сабабли цуз- 
ралмас у1̂  атрофида айланувчи

9.6- раем.

ликлари мазкур нуцталардан айланиш уи;игача булган масофаларга
жисм ну1̂ таларининг чизи1̂ ли тез-

1Ш ^

турри пропорционал булади (9^- раем, 6)1^

Ну 1̂ танииг чизи1̂ ли тезлиги V нур^та траекториясиии ифодаловчи 
айланага >^аракат йуналиши буйича утказилган уринма буйлаб йуна-. 

лади (9.6-раем).
Координата бошини айланиш у1̂ идаги О ну1̂ тада олиб, г у 1̂ ни 

айланиш у1̂ и буйлаб пуналтира^миз.

М  нуктанинг О га нисбатан радиус-векторини г билан белгилай­

миз ва со бурчак тезлик векториии утказамиз (9.6- раем, а).

сох/" вектор купайтмани М пу1̂ танииг тезлик вектори V билан

солиштирамиз. сохл вектори, со ва г ётган текисликка перпендику­
ляр равишда жисмнинг айланиш йуналиши буйича йуналади, яъни

(ОХг вектори билан V тезликнинг й^чшлиши бир хил булади. Маз­

кур сектор купайтманинг модули

I соХ/" I =  (О-г 51П (со, г)=(й-1^, 

яъни и тезликнинг модулига тенг булади. Шундай 1<;илиб,

и =  а)хг (9.14)

вектор тенглик .исЧЗотлапди.

Бинобарин,'ж^аллшс атрофида айланувчи жисм ну}^таси- 
нинг чизик̂ ли тезлик вектори жисмнинг бурчак тезлик вектори 
билан мазкур нук^танинг айланиш укидаги ихтиёрий О ну{^тага 
нисбатан радиус-векторининг вектор купайтмасига тенг.
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М  нуь^таиинг координаталаррпш х, у, г билан белгиласак, сох/" 
вектор куиайтма учун

(О X г =
I / к
О О со̂

X у  2

муносабатни, тезликнинг Декарт координата уг^ларидаги проекция­
лари учун эса

— ¿/со̂ , Уу =хсо^, 0  ̂=  0 (9.15)

ифодаларни оламиз.

(9.15) га асосан тезликнинг модулини

ь =  +  =  [со̂  +  у  ̂

формула ёрдамида ани1̂ лаш мумкин^

9.6-§. Кузралмас у|̂  атрофида айланувчи жисм ну1̂таси- 
нинг чизи1̂ли тезланиши

[^узгалмас атрофида со бурчак тезлик ва 8 бурчак тезланиш 

билан айланувчи жисм ихтиёрий М  ну1̂ тасининг тезланишини (8.50) 
формулага асосан уринма ва нормал ташкил этувчилардан иборат 
деб 1̂ араш мумкин:

1Ю =Ы)^ + ХЯ)̂ =  п°. (9.16)

[М ну!<̂ тадан айланиш у1'^игача булган масофани билан белгиларь 
лик. (9.12) ва (9.13) ни (8.51) га 1<̂ уйиб, ¡^узгалмас у1̂  атрофида 
айланувчи жисм ну1<;таларининг уринма ва нормал тезланишлари 
учун ушбу ифодаларни оламиз:

=  у  =  = «■ »"• (9.18)

(9.17) ва (9.18) ни эътиборга олиб, (9.16) га кура ну1̂ танинг 
тезлаииш векторини куйидагича ани1̂лаймиз:

ш =  /? • 8̂  т° -}- п°. (9 ,19)

Бу с|)ормуладаги /?е^ х° вектор воситасида ифодаланадиган урин­
ма тезланиш бурчак тезланишнинг мусбат ёки манфий ■ 1̂ иймат 

1̂ абул 1у1лишига (’̂ араб, ср бурчакнинг мусбат ёки манфий йунали­
ши билан аиикланади хамда нуктанинг айланма тезланиши дейи­

лади (9.7-расм); /<со’-̂ > 6  булгани учун нормал тезланиш доимо бош 

нормаль брича йуиалади ва нуцтанинг марказга интилма тез­
ланиши дейилади.
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М  ну1̂ та тезланишииииг модули

»  =  (9.20)

формуладан анш^ланади. (9.19) ва (9.20) ёрдамида аиикланадиган 

тезланиш оюисм нуктасининг чизикли тезланиши дейилади.
М ну1̂ та чизикли тезлаиишииииг йуналишини анш^лаш учун

бош нормаль билан хл) вектори орасидаги ¡.I бур^такни аницлаш 

кифоя;

СО“*
(9.21)

\ Жисмнинг барча нуи;талари учун в ва м бир хил булганидан 

1̂ гал м ас у1̂  атрофида айлаиаётган жисм нукталарининг чизир^ли 
тезланиши айланиш уцидан мазкур пу1̂ таларгача булган масофага 

пропорционал равишда узгаради >;амда берилган онда жисмнгшг 
барча ну1̂ талари учун |л бурчак бир хил кийматга эга булади.

1^узгалмас у1̂  а1рофида айланувчи жисм нукталарининг чизиь^ли 

тезланкшини (9.14) дан ва1̂ т буйича ;^осила оли:3 ?̂ ам ани^^лаш 

мумкпн:

5унда
с/ О)
~нг =  е,

(1 г

Бу формулада

=  о булгаии учун

—>- —V- —V —V

1В) =  е X г +  ( о Х У .  

е X г =

(9.22)

(9.23)

уринма тезланишни ифодалайд ! ^  }(̂ аци1̂атан ?̂ ам унинг ми1<;дори

е ^ 5т ( е ,  г) га тенг, йуналиши эса о) ва е векторлари бир юмон-
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га йуналганда М  нуцтанинг 
тезлиги билан мос тушади (9.8-

расм, й) (О ва 8 1̂ арама-1̂ арши 
йуналган :>̂ олда тезлик вектори­
га 1̂ арама-царши йуналади (9.8- 

расм, 6). Шу сабабли /И ну1̂ та- 

да айланишнинг мусбат йунали­
ши буйича утказилган урин-

манинг бирлик векториии х"* би­
лан белгиласак, уринма тезла­
ниш учун

тенглик уриили булади. 

(9.22) даги

со X У =

(9.24)

(9.25)

1̂ ушилувчи марказга интилма (ёки у1̂ 1̂ а интилма) тезланишни ифо­

далайди. >^аци1̂ атан }̂ ам унинг ми1̂ дори со ва и лар узаро перпен­

дикуляр йуналгани учун соу ёки У?со̂  га тенг булади. со х  у век­
тор купайтма айланма харакат тезланувчан ёки секинланувчан були-

шидан катъи назар, со ва и векторларига перпендикуляр равишда 

доимо уЙ ну1̂ та траекториясинипг хмаркази томон, яъни бош нормаль 
Мп буйича йуналади. Бинобарин, марказга интилма тезланиш учун

(9.26)

формула уриили булади. Бунда п° бош нормалнинг бирлик вектори.

Шундай 1̂ илиб, (9,23 —  9.26) ларни назарда тутиб, (9.22) фор- 
муладаги векторли ¡сушилу вчи лар мос равишда (9.19) даги биринчи 
ва иккинчи 1̂ ушилувчилар билан ифодаланиши исботланди.

9.3-масала. Узунлиги ОЛ =  / == 54 см га тенг даста радиуси г — 27 см 
-5 бз^ган барабан билан биргаликда айланади. Барабанга ип уралиши натижасида 

М юк 8 =  2 л см 1̂ онунга кура 1\ия текислик буйлаб кутарилади. ОА даста 
бир марта тула айланган пайтда даста учидаги А нуг^танинг тезлик ва тезлани­

ши ани1̂лансин (9.9- раем).
Ечиш. М юк 1̂ия текислик буйлаб 

турри мизи1̂ли ;^аракат к^илади, Даст­
лаб }^аракат цонуни берилган ¿'А ну1̂та- 
нинг тезлигини (8,28) формулада би- 
ноан ани1̂лаймиз;

0̂  =  8 == 6л^^.

Барабан ва ОА даста О ук атро­
фида биргаликда айлангани туфайлн 
уларнинг бурчак тезликлари бир хил 
булади. Барабан гардишидагн нуцта- 
нинг чизикли тезлиги миг^дор жи5̂ атдак
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Ai нув[та тезлигига тенг. Барабан айланма ?<[аракатда булгани учун унинг гар» 
дишидаги ну1̂танинг тезлигини (9.13) формула ёрдамида ани1̂лаш мумкин. Шу 
сабабли

=  ю-г

тенглик уринли булади. Бундан барабан (ёки даста) нинг бурчак тезлигини 

ани1̂лаймиз:

(О — ----------- с .
г 9

(9.8) га кура дастанинг бурчак тезлачишини ?^исоблаймиз:

8 = С 0 = - С  .

ОА даста бир марта айланиши учуй кетган вацтни t\ билан белгиласак, t — 
=  <1 да М юк ция текислик буйлаб s, =  2яг айлананинг узунлигига тенг масо- 

фага кутарилади. Масаланинг шартига кура Si =  2я/^; бинобарин 2я/'  ̂=  2яг 

ёки ¿1 =  3 с.

(9.13) дан фойдаланиб, А ну1̂та чизи1̂ли тезлигининг модулини ани1̂лаймиз:

2я  см
V =  ю-ОЛ =  —-/2-54 =  \2nt̂

9 с

¿ =  =  3 с да у =  108я —  =  3 ,3 9 ” .
с с

А Hyt^Ta тезлигининг йуналиши 9.7-расмда курсатилгандек ОА айланиш ра- 

диусига перпендикуляр булади.

(9.17) га кура

4я/
=  ОЛ • • О А,

4я см ^ м 
t =  =  3 с да — . 54— =  2,26 — .

e > 0  булгани учун вектор буйича йуиалади. (9.18) га асосан

4я^ 8я2  ̂ см
=  ОЛо>а =  —  ¿«.54 — •

«<= =  3 с да w„ =  21,30

А Hyi^Ta чизи1̂ли тезланишининг ми1̂дорини (9.20) дан фойдаланиб анг-щлаймиз:

^  +  =  21,35-^•

ш билан О А орасидаги бурчакни |л билан белгиласак, (9.21) формулага 
асосан

1 & \= arc tg —  == arc tg 0 ,106,

<5ундан
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10-боб . КАТТИК 

Х^АРАКАТИ

ЖИСМНИНГ ТЕКИС . ПАРАЛЛЕЛ

У.

10.1-§. Катти!^ жисмнинг текис параллел з^аракатини 
ани1̂лаш. Текис шаклнинг ?^аракат тенгламалари

Барча нуцталари берилган к^фралмас текисликка параллел 
текисликларда харакатланувчи жисмнинг х<^ракатига текис па­
раллел щ ракат дейилади.

Жисмнинг текис параллел }^аракатига мисол тарицасида вагон 

рилдирагиыинг тугри чизт^ли изда думалашини ёки бир текисликда 
:?^аракатлаиувчи машина ва механизм 1'^исмларипинг :?^аракатини кел­

тириш мумкин.
Жисмнинг текис параллел ^^аракатини ани[^паш учун берилган 

кузгалмас текисликни П билаи белгилайлик (10.1-раем). Жисмни 
П текисликка параллел булган текислик билан фикран кесиш 

натижасида >;осил булган кесимни 5 билан белг’илаб, у{П1 текис 
шакл деб атаймиз. Текис параллел >^аракат таърифига к>^а, жисм­

нинг >^аракати давомида бу текис шакл доимо 1̂ узгалмас ГТ текис­
ликка параллел булган П| текисликда харакатланади. Агар 111 

текислик учун О^ху текисликни олиб, жисмда бу текисликка перпен­
дикуляр (ёки 0 у2 ук1̂ а параллел) М\М\ кесмани олсак, жисм х;ара- 

кати давохмида бу кесма доимо О̂ г ур̂ ?;а параллел кучади, яъни бу 
кесма илгарилама харакатда булади. Демак, жисхмнинг М\М\ кес- 

мада ётувчи барча нут^талари бир хил траектория чизади ^^амда ^^ар 
онда бир хил тезлик ва бир хил тезланишга эга булади.

Шундай Т'̂ илиб, жисмнинг М'УИ'' чизи1̂ а  ётувчи ну1̂ таларининр 

харакатини ургаииш урнига кесманинг текио шаклга тааллу!^-

ли Мг̂  ну1̂ тасининг :?^аракатини ани1̂ лаш етарлидир. Бош 1̂ ача айтган­

да, жисмнинг текис параллел харакатини урганиш урнига жисмни 
1̂ узгалмас П текисликка параллел текислик билан кесиш нати­
жасида олинган 5  текис шаклнинг уз текислигидаги (яъни те­

кисликдаги) харакатини аниг^лаш 

етарли булади.
5  юза харакатланадиран те- 

кнвлик текив шаклнинг даала/тг

10. 1- раем.



текислиги дейилади. )^аракат текислигидаги О^ху 1̂ узгалмас коо[)' 
динаталар системасига нисбатан текис шаклнинг }^аракатнни тек- 

шириш учун текис шаклда цутб деб аталадиган ихтиёрий О ну1̂ та- 
ни олиб (10.2-раем), бу ну1̂ гада текис шаклга бириктирилган Ох^у  ̂
координаталар системасини утказамиз. Агар 0{Хд, у ^  ну1̂ танинг 

координаталари ва Ох-̂  1̂ узгалувчи у1̂  билан О^х 1̂ узгалмас уь̂  ора­
сидаги ф бурчак маълум булса, у ?^олда 1̂ узгалувчи Ох^Ух нинг хр­
лати, бинобарин, текис шаклнинг >^аракат текислигидаги ?^олати 

маълум булади. Шу сабабли текис шаклнинг :>^аракат тенгламасини 

1̂ уйиДагича ёзиш мумкин:

У о ~  f  2 ( 0  >

Фо =  Ш  - ]

(10.1) тенгламалар текис шакл харакатининг кинематик тенгла­
малари ёки жисм текис параллел харакатининг тенгламалари 
дейилади.

(10.1) ифодадаги биринчи иккита тенглама цутбнинг ^^аракатини, 
учинчиси эса текис шаклнинг 1̂ утб атрофидаги айланиш 1̂ онунини 

Н(1)одалайди.
Айланиш бурчаги ф дан ваг̂ т буйича олинган >^осила текис 

шаклнинг бурчак тезлиги дейилади ва билан белгиланадн:

£/ф

( 1 0 . 1)

со, =
с11

Текис шаклнинг бурчак тезлигидан ват̂ т брича олинган ^^осила 
(ёки текис шакл айланиш бурчагидан ва1̂ т брича олинган иккинчи 
з^осила) текис шаклнинг бурчак тезланиши дейилади ва билан 
белгиланадн:

(1(а,

ш

Текио шаклнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши 1̂ утбнинр 
танлаб олинишига боглш^ булмаслигини исботлаймиз.- 10.3-расмда 

текис шакл сис з̂атида тенг ёнли ЛВС учбурчак тасвирлаиган. К^утб 
учун медианалар кесишган О нуг^тани оламиз. Жисхмга бириктирил­

ган ва у билан биргаликда ?̂ ара- 
катланувчи Охх у1̂ ни АВ томонга 
параллел, Оух у1̂ ни эса ОС брича 

йуналтирамиз. У  хрлда айланиш 
бурчаги Ц) ^  /^х^ОХх булади.

Агар 1̂ утб учун учбурчакнинг 

А учини олиб, жисмга бирнкти­

рилган ва у билан биргаликда з̂ а- 

ракатланувчи Лх\ у^^ни АО медиа­

на буйлаб, Ау[ ук̂ ни АО га пер. 

пендикуляр йуналтирсак, Ю.З- раем.
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ифода уринли булади. Бунда а  бурчак узгармас эканлигиии эъти­

борга олиб, (10.2) тенгликни икки марта дифференциалласак,

с1(рх _  d(p

Ф1 =  Ф +  а  (10.2)

dt
=  —  =  со.

dt

исботлаииши керак булган муносабатларии оламиз. Текис шакл их­
тиёрий куринишда б>^1гаиида .^ам бу теигликлар уринли булишини 
исботлаш мумкин.

Ало?^ида а.^амиятга молик булгаи 1̂ уйидаги икки ;^олии курамиз.

1. Агар Xq =  const, i/q =  const булса, 1<̂ утб 1<̂ узгалмай, ва1̂ тнинг 

утиши билан фа1<̂ат ф бурчак узгаради. Ву ?^олда текис илакл }̂ ара- 
кат текислигига перпендикуляр равишда О нуь^тадан утувчи yi<; ат- 

ро'1)ида айланади. Бинобарин, г̂ атти!̂  жисмнинг кузгалмас yt̂  атро­
фидаги айланма }^аракати текис параллел ?^аракатнииг хусусий 
.:?̂ оли ^исобланади.

2. Агар ц)= const булса, фа1̂ ат цутбнииг координаталари вацт- 
иинг функцияси сифатида узгаради >;амда 1<^узралувчи координаталар 
системаси узининг бошлангич >^олатига параллел равишда харакат- 

ланади. Бунда текис шакл ?^амда î aTTni'̂  жисм илгарилама харакат- 
да булади.

10.2-§. Текис шаклнинг кучишига оид теорема

Теорема: текис шаклнинг уз текислигидаги хар цандай кучи­
шини цутб билан биргаликдаги илгарилама кучиш >̂ амда цутб 
атрофидаги айланма кучишдан ташкил топган деб цараш мум­
кин.

Исбот. Текис шакл ОМ  кесмасииинг t, ва ихтиёрий пайтдаги 
?^олатларини мос равишда 0,М , ва ОзМз билан белгилайлик (10.4- 
расм). О ну1̂ тани р̂ утб учун 1̂ абул \\\аш6, текис шакл га шундай 

илгарилама кучиш берамизки, натижада унинг 0^ ну1̂ таси О.̂  билан 
устма-уст тушсин, М^ ну1̂ та .^олатни эгалласин. Бу кучишда 

OjAij кесма О^М'  ̂ (текис шакл пунктир чизи!-̂  билан курсатилган) 

^^олатни эгаллайди. Текис шаклнинг илгарилама кучиши Ofi^ век" 
тор билан аницлаиади. Сунгра текис шаклии уз >^аракат текислиги'^ 

да Og 1̂ утб атрофида ф =  А.М'р^М^ бурчакка айлаптирсак, 0 ^М2 

кесма Og/Wg ^олатга утади ва текис шакл II }^олатни эгаллайди.

Агар 1̂ т б  учун М  нуь^тани олсак, текис шаклни I ^^олатдан II

з^олатга кучиришда илгарилама

кучиш М ,М .2 вектор билан ифо- 

далаиади. Текис шаклни Mg 

атрофида /^0\Мр^ га айлантир- 

сак, текис шакл II хрлатни эгал­

лайди. Расмдан курамизки, 0,0
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УИ^Ма, яъни илгарилама кучиш 1̂ утбнинг тапланишига боглит-̂  булади. 

Илгарилама ^аракат таърифига кура О^М'  ̂ II ва II 0^/И^. Би-

Z./VÍ'02 /Ид =  /-О'.^Мр^ =  ф булади. Шу 

2 ва /Из ну1̂ талар атрофидаги айланиш йуиалишлари
бурчаги 1̂ утбни

нобарин, О^М'  ̂ II 

билан бирга О 
бир хил булади. Демак, 1'^утб атрофидаги айланиш 

танлашга борли!^ булмайди.

10.3-§. Текис шакл ну!^таларининг тезликлари

Текис шакл ну1̂ таларининг тезлигига оид 1̂ уйидаги иккита тео­

ремани куриб чи1̂ амиз.
Теорема 1. Текис шакл ихтиёрий М нук^тасининг тезлиги 

цутбнинг тезлиги билан М нущтанинг цутб атрофида айлани- 
шидаги чизии̂ ли тезлигининг геометрик йириндисига тенг.

Исбот. О ва М  ,ну1<^талариииг 1<̂ }}згалмас О^ху координаталар

системасига нисбатан радиус-векторлари мос равишда ва г бул­

син (10.5-раем). М иу1'^танинг О г^утбга нисбатаи радиус-векторини

р билан белгилайлик (жисм абсолют каттиц булганидан р вектор 

мивдор жи^атдан узгармайди). У

7 = ^ + ^  (10.3)

(10.3) ифодадан ва1̂ т буйича биринчи тартибли ^осила оламиз:

(10.4) да
йг

йг

~1Г

(1г,

й1 4- (И
(10.4)

ва -т.—  =  VQ булиб, моо равишда М ва ОШ ''м dt
иу1̂ таларнинр Оуху координаталар системасига иисбатан тезликлари-

сГр _
'моДир. (11

эса М  пу1̂ танинг О г^утбдан утувчи у{̂  атрофида

айланишидаги чизицли тезлигини ифодалайди. (9.14) га кура

булади. вектори айланиш йунали- 

и]ига мос равишда МО кесмага утка­
зилган перпендикуляр буйича йуна­
лади.

Шундай !^илиб, (10.4) ни 1̂ уйида- 

гича ёзиш мумкин:

(10.5)

МО

еки

'м

( 10 .6)

(10.7) 10.5- раем.
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10. 6- раем.

Текис шакл нуг^тасининг тезлиги­
ни (10.6) формула воситасида аниц- 

^¡лаш га }^утб усулида анш^лаш дейи-
I
лади.

Агарда ва ва улар ораси­

даги бурчак а  берилга1т булса, коси­

нуслар теоремасидаи фойдаланиб М 
\]у\\1а тезлигининг ми1̂ дори топилади:

' 'м = К  ''0 + "а!0 +  2И0'’м0“ 8“ - (10.8)

Теорема 2. Текис шакл иккита нуи^таси тезликларининг шу 
ну!щалардан утувчи укдаги проекциялари узаро тенг.

Исбот. Текис шакл О ва /И ну1̂ таларининг тезлик векторлари

^0 "̂N1 берилган булсин (10.6-расм). О нуг^тани 1̂ утб деб олсак, 

М  ну1̂ танинг тезлигини (10.6) куринишда ёзиш мумкин.

=  ^0 +  ^МО'

Бу ифодани ОМ уг̂ ца проекциялаймиз:

^Ром~^м =  «Р ом Я  +  т м  ~̂мо- (10.8)

вектор ОМ  у д а  перпендикуляр булгани учун

^Ром ̂ мо ~  ^

булади. Натижада (10.8) дан исботланиши керак булган

^Ром ~  ^Ром ̂ 0 (10.9)

тенгликни оламиз.

(10.9) ифода ёрдамида текис шакл нуктасининг тезлигини 
ани1̂ лашга проекция усули билан анш^лаш дейилади.

10.4-§. Тезликлар оний маркази

Текио шаклнинг берилган онда тезлиги нолга тенг булган ну1̂- 

таси тезликлар оний маркази ёки айланиш оний маркази дейи- 
лади.

Теорема. Агар текис шаклнинг бурчак тезлиги нолдан фарг^~ 
ли булса, тезликлар оний маркази мавжуд булади.

Исбот. Берилган онда бурчак тезлиги со̂  =  ф булгаи текио 

шакл ихтиёрий нуь^тасининг тезлиги нолга тенг булмасин 

(10.7-раем). О нур^тани 1̂ утб деб оламиз ва бурчак тезликнинр 
ишорасига г^араб текис шаклнинг г̂ утб атрофидаги айланиш йунали­

шини аник^лаймиз. Агар — ф >  О булса, текис шакл О нуцта 
атрофида соат стрелкаси айланишига тескари, со̂  <  О булса, соат
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10.8- раем.

стрелкаси айланадиган йуналишда айланади. со̂  >  О деб цараб айла­

ниш йуналиши буйича 1)д тезлик векторини О атрофида турри бур­

чакка буриш билан олинган ОК чизицда ётувчн ва

Р 0 = ^

тенгликка биноан аницланадиган Р  нуцтанинг тезлигини ?̂ исоблай- 

миз.

(10.6) га асосан Ур =  +  "̂ ро- '̂ ро вектори ОР га перпенди­

куляр булгани учун ва ОР кесманинг танлаб олинишига кура ва 

Урд векторлар царама-царши томонга йуналади. (10.5) га кура 

VpQ тезликнинг модули

^0
■'РО =  со. я о  =  —  • со =  У/

ва ирд тезлик векторлари мицдор жи}^атдан тенг, йуналишлари 

царама-царши булгани учун уларнршг йигиндиси нолга тенг, яъни

'vp =  ~Vo-{-Vpo=0.

Демак, тезлиги нолга тенг булган тезликлар оний маркази Р  мав­

жуд экан. @
Агар тезликлар оний маркази текис шакл. контуридан ташцари- 

да ётса, тезликлар оний маркази учун текис шаклга ма:?̂ кам бирик­

тирилган текисликнинг нуцтаси олинади.

Агар Р  нуцтани цутб деб олсак, Ур =  О булгани учун текио 

шакл М  нуцтасининг тезлигини (10.6) формулага биноан цуйидаги- 

ча ёзиш мумкин:

+  ^мр ~  ^мр •

Бунда ю^р =  (И'РМ (10.8-раем) экаилигини назарда тутсак,

=  со-РМ (10.10)
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муносабат уринли булишини курамиз. Шуидай килиб, текис шакл 
иу1<^таларининг тезликлар опий марказига нисбатаи )^ар ондаги тез- 

лмклари 1̂ узгалмас у[̂  атрофида айланувчи жисм ну1̂ таларининг тез­
ликлари каби таксимланади. Бунда айланиш оний маркази орцали 
текис шакл текислигига перпендикуляр равишда утувчи оний уц 
}^узралмас уц вазифасиш'1 ^п'айди.

Аг'ар тезлик ларнинг оний маркази ва текис шакл бирор М нуц-

тасининг тезлиги маълум булса, текис шакл исталган нуцта- 

сининг тезлигини аницлаш мумкин. Хацицатан ^ам (10.10) дан фой- 
даланиб текис шаклшшг берилган ондаги бурчак тезлигини ^амда 
ихтиёрий N нуцтаси тезлигининг мицдорини

Ом РМ

'' ~  ТЖ ’ ~  ^  ~  рм  (10.11)

формулалар восгугасида аницлаймиз. вектори айланиш оний мар­

кази атрофидаги айланишга мос равишда РМ чизицца утказилган 
перпендикуляр буйича йуналади.

—>•
Уд, тезлик векторигшнг учини Р  нуцта билан туташтириб, РЫ 

кесмада ётувчи нукталар тезликларининг таксимланиш эпюрасини 
10.8- расмдагидек тасвирлаш мумкин.

(10.11) ни яна цуйидагича ёзиш мумкин;

Р1У
—  =  (10.12)

яъии текис шакл нуг^таларининг тезликлари шу нух^талардан 
тезликлар оний марказигача булган масофаларга тугри пропор­
ционал булади.

(10.10) ёки (10.12) формулалар воситасида текис шакл нуц^та- 
ларининг тезликларини аницлашга тезликлар оний марказидан 
фойдаланиб анит^лаш дейилади.

10.5-§. Тезликлар онил маркази анмцланадиган баъзи 
доллар

Тезликлар 01И1Й марказининг асосий хусусиятларидан фойдаланиб, 
цуйидаги холларни курамиз.

1. Текис шакл иккита Л4 ва N нуцтаси тезликларининг йуна­

лиши маълум булсин (10.9-раем, а). М ва N иуцталардан ва

тезлик векторларига перпендикулярлар утказсак, уларнинг ке­

сишган Р нуцтасн тезликлар оний марказини ифодалайди.

2. Агар М ва N нукталарнинг тезлик векторлари узаро парал­

лел хамда булса, тезликлар оний марказини аницлаш 

учун текис шакл нуцталари тезликларининг мицдори шу нуцталар- 

дан айланиш оний марказигача булган масофага пропорционал бу-
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10.9' раем.

ЛИШИ хусусиятидан фойдаланамиз. Бундай ?^олларда тезликлар оний 

марказини ани1̂ лаш 10.9- раем, б ва б да курсатилгаи.

3. Агарда ва векторлари узаро параллел, лекин MN  кес- 

мага перпендикуляр булмаса, бу векторларга утказилган перпенди- 
кулярлар чексизликда кесишади :?̂ амда тезликлар оний маркази мав­

жуд булмайди (10.9-раем, г).
}^а1911<̂ атан >̂ ам (10.9) формулага биноан

cos а  =  cos а .

Бинобарин, =  (^О-б), (Ю-5) муносабатларии инобатга

олсак, (О X MN — О, яъни текис шаклнинг бурчак тезлиги берил­

ган онда нолга теиг: с о = 0 .  Демак, берилган онда текис шакл 

илгарилама >^аракатда булади хамда тез­

ликлар оний маркази мавжуд булмайди.
4. Текис шакл контури бирор 1̂ узрал- 

мас сирт устида сирианмасдан думаласа 

(Ю.Ю-расм), }̂ ар онда текис шакл билан 
LE чизикнинг уриниш ну1̂ таси Р  нинг 
тезлиги нолга тенг булади. Чунки сирт 

1̂ узгалмас булгаии учун ундаги ;^ар бир 
нуктанинг, жумладан уриниш Hyi-̂ таси- 

пинг тезлиги нолга тенг булади. Ури- 
ниш нуктаси уз навбатида текис шаклга 
:^ам тааллуклидир. Демак, текис шакл 10.10- раем.
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10. 11- раем.

контуринипг цузралмас ЬЕ чизицца уриниш нуцтаси тезликлар оний 
марказини ифодалайди.

\7ю. 1-масала. /- =  0,5 м радиусли рилдирак турри чизицли йулда сирпаниб 
рилдирайди. Рилдирак марказининг тезлиги узгармас булиб, 10 м/с га тенг

(10.11-раем, а). Рилдиракнинг О нуцтадан шакл текислигига перпендикуляр ра­
вишда утувчи горизонтал уц атрофидаги айланиш бурчак тезлиги (д =  12 с~^- 
Рилдирак гардишидаги Л ва 5  ну1̂галарнинг тезлиги ани1̂лансин.

Ечиш. Рилдирак ну1̂талари з^амиша раем текислигида ?^аракатлангани ту­
файли у текис параллел )^аракатда б}“лади. Л ва 5  ну1'^таларнинг тезликларини 
икки усулда ани1̂лаймиз.

1. 1{утб учун О ну1̂тани олсак, (10.6) формулага асосан Л ну1̂танинг тезлиги

~  +  булади. Бунда ми1̂дор жи.^атдан

VAQ =г-(0 =  0,5-12 =  6 м/с 

булиб, А нур^тада рилдирак айланишига мос равишда горизонтал буйича чапга 

йуналади (10.11-раем, а). К^утбнинг тезлиги ид ни Л нуцтага кучирами^. Од ва

векторлари бир турри чизик буГшаб царама-царши томонга йуналгани учун 

улар алгебраик цушнлади:

^ ^ ' 0  — ^АО =  4м/с.

1’0  >  булганидан Vŷ вектори ид вектори буйлаб йуналади.

В нуцтанинг тезлигини

— '̂0 + '̂во

формула воситасида аницлаймиз. Бунда мицдор жи^^атдан =  г-ю =

=  6 м/с булиб, В нуцтада рилдирак айланишига мос равишда вертикал буйича 

пастга йуналади. 1\утбнинг тезлиги Од ии В нуцтага кучириб, В нуцтага 

цуйилган узаро ^перпендикуляр ид ва v¿¡Q векторларни цушсак, уларнинг ии- 

риидиси турри туртбурчак диагонали буйлаб йуналади ^^амда нинг модули 

^в~  ]/" ^0 +  ^во =  6‘̂  =  11,66 м/с га тенг булади.
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2. Масалани тезликлар оний марказини топиш 

усули билан ечиш учун О нуь^тадан VQ векторга з̂ а- 

ракат йуналиши буйича тугри бурчак остида ОК 
'чизи1̂ни утказамиз (10. 11-раем, б). Р  айланиш оний 

маркази О цутбдан

Оп 5 
Р0 =  -2- =  — м

О) 6

масофада ётади.

ва векторлари мос равишда РА ва РВ 

га перпендикуляр булиб, рилдирак айланадиган то­
монга йуналади з^амда уларнинг модули (10. 10) га 

асосан ани1̂ланади:

1
.= й ) .Р Л =  12. =  4 м/с,

=  со.РВ  =  12 (0 ,5)2 =  11,66 м/с.

10.2-масала. Радиуелари =  20 см, Лз =  40 ем булган икки поронали Н 
барабан О нуцтадан утувчи горизонтал у1̂ атрофида со =  3 с“ 1 бурчак тезлик 
<билан айланади (10.12-раем). Н барабан пороналарига чузилмайдиган ип уралган 
булиб, у маркази С булган Р ралтакни хам цамраб олган. Ипни барабан ва рал- 
так сиртлари буйича сирпанмайди деб 1̂ араб,' ралтакнинг бурчак тезлиги, расмда 
куреатилган ?^олатда ралтак гардишидаги В ну1̂танинг тезлиги (ВС ± ЕО) ^амда 
галгак С ну1̂тасига осилган А юкнинг тезлиги аниг^лансин.

Ечиш. Г ралтак доимо раем текислигида з^аракатланади, яъни у текис парал­
лел харакатда булади.

Ралтак КО0_ЕЬ ипда сирпанмасдан думалагани учун

^ •

/С ва L ну1̂талар Н барабан гардишидаги ну1̂талар булганидан

=  оо'Л! =  0,6 м/с,

=  со*Г2 =  1,2 м/с.

Шундай'1̂илиб, Уд = 0 ,6  м/с, v^ =  1,2 м/с з^амда Ц X ЕВ. Биноба­

рин, ва v¡̂  векторлар учлари ор1̂али MN турри чизи1̂ утказиб, бу чизи!^нинг 

ЕО  билан кесишган Р ну1̂таси ралтакнинг тезликлар оний маркази булишини то- 

шмиз. (10,12) формулага кура ОР оралш^ни аниь^лаймиз:

ЕР ^  ОР ЕО — ВР

Бу тенгликда =  Гх +  Гг =  0,6 м булгани учун

ВР  *

ВР  = •ЕВ = 0 ,2  м.

о

Шундай цилиб, ВР =  0,2 м, Р С  =  0,1 м, РЕ =  0,4: м.
Ралтак бурчак тезлиги со̂ ? ни (10. 10) тенгликка биноан ани1̂лаймиз.

I

СОг. = ВР =  3 с-

У т



Б  ва Р  иукталарни тутаияириб ралтак айланиши йуналишига мос равишда ВР 

га перпендикуляр утказиб, В нук;та тезлигининг йуналишини топамиз. мо­

дули эса (10. 10) формулага биноан топилади:

'^в — ^р 'ВР ~  (úp • V ( Р С )2 -|- (СВу =  0,95 м/с.

РС
ВСи учбурчакдан; t g a  =  - ^ ,  a  =  a rc tg 0 ,3 =  18°30', АС стержень илга-

—>- —
рилама ?^аракатда булгани учун =  Vq . С нуцта F галтакка з̂ ам тегишли бул- 

гапидаи
Vq=  (úp’СР =  0,3 м/с.

Дсмак, 1'^ =  0,3 м/с.

10.3-масала. Планетар — кулиса механизмида ОА кривошип О yi  ̂ атрофида 
W Q бурчак тезлик билан айланиб, BF стерженга шарнирли борланган D сателлит- 

ни харакатга келтмради (10.13 - раем). BF стержень узининг харакатида доимо 

1\узралмас С ну1̂тадан утади, ОА кривошип вертикал з^олатнн эгаллаган, ср =  30°,

BAO =  90° булган пайтда BF стержень С ну1̂тасининг тезлиги ани1̂лансин. 
К^узгалмас шестерня радиуси 2л, 1̂ узгалувчи идестерня радиуси г га тенг хамда

АВ =  г у х
Ечиш. BF стержеиь С ну1̂тасининг тезлиги А ва В ну1̂талар тезлигига бор- 

ли1̂ булгани туфайли аввал А ва В ну1̂талар тезлигини ани1̂лаймиз.
А нур^та (ÚQ бурчак тезлик бнлан айланувчи ОА кривошипга тегишли бул­

ганидан Vyi ± ОА з^амда

у^ =  ОЛ.с0о =  3/-.С0о.

D  сателлит текис параллел >^аракат килади, бунда 1̂узралувчи ва 1̂ узралмас 
шестерняларнинг Р  уриниш нуктаси сателлитг.инг тезликлар оний маркази була­

ди. 1Лунинг учун сателлит В ну1̂тасининг v¡̂  тезлиги Р  атрофида сателлтнинг 

айланиш йуналишига мос равишда РВ кесмага перпендикуляр равишда йуналади. 
Турри бурчакли РАВ учбурчакда:

АР г 
tg ос = --- =  —— -  = яъни а  — 30°.

АВ У з  г 3 

Проекция усулидан фойдаланиб В нуг^та тезлигини ани1̂лаймиз:

«Рбл ^в^^Рва 

Шунга кура cos 60° =  ёки = =  6/-
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cos 60° -  "^0 •

BF стержень з^аракати ?̂ ам текис 
параллел ^^аракатдан иборат. Стержеи- 
нинг С ну1̂таси доимо 1̂ узралмас нук;-

тадан утгани учун унинг Vq тезлиги 

В Hyi^Ta тезлигига мэс равишда стер­
жень буйича йуналади ?^амда проекция

усулига асосан Vq ва Vq ларнинг СВ 

5̂ цдаги проекциялари jJ’3apo тенг бу­

лади:

^РСВ^С^^РС^В '

Бу формулага кура Vq — o^-cos 30° =

=  3 У 3 г . (

У



10.6-§. Центроидалар

Умумий }^олда тезликлар оний маркази вацтнинг утиши билан 
текис шаклнинг ;^аракат текислигида уз хрлатини узгартира боради. 
Агар тезликлар оиий марказининг ?̂ ар ондаги }^олатини текис шакл- 

да ва ;^аракат текислигида белгилаб борсак, уларнинг геометрик 
урни иккита чизицни ифодалайди.

Тезликлар оний марказининг текис шаклнинг }^аракат текнсли- 
гидаги геометрик урни кузгалмас центроида дейилади,

Тезликлар оний марказининг текис шаклга борланган текислик- 

даги геометрик урни кузгалувчи центроида дейилади,
Масалаи, \<̂ узралмас рельс устида сирпанмай думалаётган рилди­

рак учун кузралмас цегггроида турри чизиц, цузралувчн центроида 
гилдирак гардишидаги айланадан иборат (10,14-раем),

.\ар онда цузралмас ва цузгалувчи центроидалар тезликлар оний 
марказини ифодаловчи Р нуцтада умумий уринип! нуцтасига эга бу­

лади. Шу сабабли цаттиц жисмнинг текис параллел :>^аракатини 
геометрик тарзда цуйидагича талцин ци^шш мумкин: текис шакл­
нинг харакатини кузгалувчи центроидани кузралмас центроида 
устида сирпантирлшсдан думалатиш натижасида олиш мумкин.

10.4-масала. Узунлиги 2а га тенг булган эллипсограф АВ линейкасининг 
А учи Ох уц, В учи Оу ук буйлаб )^аракат цилади. Эллипсограф линейкасининг 
з^аракати учуй центроидалар топилсин (10,15 - раем).

Ечиш. Л ва В нуцтанинг тезлик векторлари Ох ва Оу уцларда ётади, Л ва 
В нуцталарда уларнинг тезликлари йуналишига перпендикуляр чизицлар утка- 
зиб, кесишган нуцтасида ётувчи тезликлар оний маркази Р нуцтани аницлаймиз. 
АВ Н1ШГ турли }(.олатига мос равишда Р нииг ;^олатини аницлаш мумкин. 10.15- 
расмдан курамизки, ОР =  АВ =  2а .^амиша узгармас булади. Бинобарии, Р  нуц­
таиипг цузралмас Оху координаталар системасига нисбатан геометрик урни радиу­
си 2а, маркази О нуцтада булган айланадан иборат булади. Бу айланани О би­
лаи белгиласак, у цузралмас центроидани ифодалайди.

Агар АВ нинг уртасидаги нуцтани С билан белгиласак, харакат давомида

>;амиша СР =  — ОР =  а узгармас булишиии курамиз. Бинобарин, Р нуцтанинг

.0 .14 ' |''асм.
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АВ билан биргаликда харакатлаиувчи 
АххУ-\ координаталар системасига нисбатан 
геометрик урни радиуси а га тенг а^ла- 
надан иборат булади. Бу айлаиани Е би- 
лай белгиласак, у ¡^узгалувчи центроидани 
ифодалайди.

АВ линейка )^аракатлангапда В айлянэ 
В  айлана ичида сирпанмасдан }^аракат- 

• ланади. Бошк;ача айтганда, АВ линейка- 
нинг харакати Е айлананинг В айлана 
ичида сирпанмай 1̂илган з^аракати билан 
айнан бир хил булади. . у

10.7-§. Текис шакл 

ну1̂тасипииг тезланишини 
кутб усулида ани1̂лаш

й и,,

л

с1 V.
^ ^ ¿ _ с О х  р 4- (О X —-Р .

(И (И ' с11
(10.13)

й  V,
=  мос равишда 1̂ узралмасБуидя — ^  — ¿̂1 за

(Н м ¿1
координаталар системасига нисбатаи Л4 ва О ну1̂ таларнинг тезлани-* 

шини, (9.14) га кура =  со х  р == ну1̂ танинг О 1̂ утб

атрофида со бурчак тезлик билан айланишидаги чизи!^ли тезлигини, 

й со

(И
=  8 текис шаклнинг бурчак тезланишини ифодалайди. 8 век­

тори (со вектори каби) ^^аракат текислигига перпендикуляр йуналади 

;^амда в =  е .̂ к формула ёрдамида аниь^ланади.

Шундай ь̂ илиб, М ва О иу1̂ таларнинг тезланишлари орасида г̂ у- 
йидаги муносабат уринли булади:

ЛЮ*
(10.14) 

Бунда

(10.15)

(10.16)

(10.15) ифода М ну{^танинг О 1̂ утб атрофида айланишидаги айуга«- 

ма тезланишини, (10,16) ифода эса М нуцтанинг О 1\утб атрофи­

да айланишидаги марказга интилма тезланишини ифодалайди.
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е X Р =  ®^,о, 

© X

Теорема. Текис шакл ихтиёрий 
10.16- раем. нуь{тасининг тезланиши к^утбнинг

тезланиши билан мазкур ну!^та- 
нинг кутб атрофида айланишидаги тезланишининг геометрик 
йиг11пдш:и^а тенг.

Мсбот. 'Гекис шакл /И нут^тасининг тезланишини ани1̂ лаш учуьв ]
(10.7) ифодадан вацт буйича ;^осила оламиз (Ю. 16-раем).



Шундай цилиб, (10.14) ифодани цуйидагича ёза оламиз:

=  ‘■о +  »м о+  < , (10.17)

Бу формулада • айланма тезланиш билан марказга интилма тезланиш­
ларнинг геометрик йигинднеи М нуктанииг О цутб атрофида айла­

нишидаги тезланишини ифодалайди:

12)\ X =  ш,/̂ИО ^  '̂МО ~  ^̂ МО-

Натижада (10.17) ни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

гом =  » 0  +  ®Л10-
(10.18)

W
ЛЮ’

Ы) ва 1ю

(10.17) формулалаги айланма тезланиш вектори М  нуцтани О 

цутб билан бирлаштирувчи ОМ чизицца перпендикуляр равишда йу­

налади; бунда со̂  ва бир хил ишорали булса, wl̂ Q ва век­

торлари бир йуналишда; турлича игнорали булса, нинг йунали­

ши га царама-царши булади (10.,16-расмда ва бир хил ишо­

рали булгаи >̂ ол тасвирланган). (10.17) даги марказга интилма 

тезланиш вектори >^амиша /И нуцтадан О цутб томон йуналади.

(9.17), (9.18) ва (9.20) формулаларга асосан 

ларнинг мицдори

Кю

нинг йуналиши эса (9.21) га кура 

формулалар ёрдамида аницланади.

МО МО

(10.19)

( 10.20) 

( 10 .2 1 )

( 10.22)

10.8-§. Кутб усули билан текис шакл ну1̂ таларининг 
тезлаиишларини аницлашга оид масалалар

Текис параллел ^^аракатдаги жисм нуктасининг тезланишини 

аницлашга дойр масалаларни асосаи 4 хил гуру^^га булиш мумк1ш. 

I хил масалалар. Текис шаклнинг бурчак тезлиги (о, бурчак

тезланиши е ;^амда бирор О нуктасининг тезланиши берилган

ёки уларни аницлаш мумкин булиб, текис шакл ихтиёрий М  нуц- 

тасининг тезланишини аницлаш суралади.

М  нуцтанинг тезланишини (10.17) дан фойдаланиб, 1ю1^̂  ва 

ларнинг мицдорларини эса (10.19), (10.20) ({юрмулалар ёрдами-
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да аницлаймиз. Сунгра (Ю.17)ни узаро 

ва Му йуналишга проекциялаб wм

перпендикуляр иккита М х 

нинг мицдорини =t

= /  < и  +  формула билан аницлаш мацсадга мувофицдир^

йуналиши эса йуналтирувчи косинуслар орцалн топилади.

V io  .5-масала. Радиуси R га тенг галтакка Е учи цузралмайдиган цилиб бор­
ланган ингичка ип уралгаи (10.17-расм, а), ралтак пастга тушишида уиинг уци

вертикал буйича йуналган Vq — —  gt тезлик билан 5̂ аракатланади. Ралтак гарди-

шидаги Р, А, В пуцталарнинг тезланишлари аницлансин; РВ i  АО.
Ечиш. Ралтак текис параллел х;аракат цилади. Ралтак марказидаги О нуцта» 

нинг вертикал буйича тугри чизицли з^аракати берилган. Бинобарин, О нуцтани 
цутб деб танлаш учун аввало унинг тезланишини аницлаимиз:

dvr
Wr

1
dt

Wg вектори вертикал буйича пастга йуналган.

Ип осилиб турган цисмининг тезлиги нолга тенг булганидан галгак Р нуц“ 
тасининг гезлиги ?̂ ам нолга теиг, яъни Р  нуцта галтакнинг тезликлар оний мар­
кази булади. Шу сабабли галтакнинг бурчак тезлиги

'•'о
ОР 2R

Л

булади. Vq тезлик йуналишига кура бурчак тезликни соат стрелкаси з^аракати- 

га тескари йуналган ёй стрелкаси тарзида тасвирлаш мумкин.

Ралтак бурчак тезлиги вацтнинг функцияси сифатида аницланган. Бинобарин,. 
ралтак{шпг бурчак тезланиши куйидагича топилади:

2R

сог ва Zz бир хил ишорали булгани учун галтакнинг бурчак тезланишини 10.17» 
раем, а да курсатилган ёй стрелкаси билан тасвирлаш мумкин.

О нуцтани цутб деб олсак, (10.17) формулага биноан тезликлар оний мар­
кази Р  нуцтанинг тезланиши цуйидаги тенгламадан аницланади:
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+  Р̂О'
<10.20) ва (10.19) га кура

^̂ 'ро =  б-РО= 4"Я

(2)

(3)

(1)

булиб, 11Ур0 марказга интилма тезланиш вектори Р дан О га 1̂ араб, — ай­

ланма тезланиш вектори эса ОР га перпендикуляр равишда 8 ёй стрелкаси йуна-
^

лишига мослаб йуналтирилади. 10.17-расм, б дан курамизки, ва век­

торлари бир турри чизи1̂ буйлаб к,арама-1̂арши томонга йуналган }^амда тд ~  

~''^Р0" 1̂илиб, (1) ифодада =  —  Шро булгани туфайли

-> ~̂Г1
Wp =  Х£)рд ва И«р =  —  ¿2.

4л:

Р  ну{^та тезланиши Р дан О га 1̂ араб йуналган. А ну1̂та тезланиишнн ани1̂- 

лашда яна О ни 1̂утб деб оламиз:

тл= о̂-\г ^А0+ ^АО' (4)

Бу ифодадаги вектори А дап О га 1̂ араб, яъни билан бир то-

монга, эса Ох у^У^инг мусбат йуналишига тескари йуналган. АО =  ОР =

=  Я булгани учун ва миг^дорлари (2) ва (3) тенгликлар билан аниь;-

ланади.
(4) вектор тенгламани узаро перпендикуляр Ох ва Оу у1̂ларга проекцня- 

лаймиз:

г ё
^Ах =  ~^АО =  ~-;Г>

^Ау =  -  “'о -  < 0  =  -  (2^ +  

Бинобарин, А нуг^та тезланишининг модули

™А=

1уд нинг йуналиши эса

соз (ш х) =
А̂х Н

С08 (Шд, ¿/) =  —  =  
А

: ]/
(2Р +

рмулалардан аи1л^ланади.
В пуц1а тезла1п-1ши >̂ ам аввалгига ухшаш аии1̂ланади:

(5)
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(5) тенгламада

ш ^О , w\o векторлари 10.17-раем, б да куреатилганидек йуналган.

(5) да W Q ва w^q бир ил й^^налишда, w^ q эса мазкур йуналишга пер» 

пепдикуляр булгани учун

Wb = У  (^%оУ + (®о+ ^£оГ = W

В нуцта тезлапишининг йуналишини а  бурчак ор1̂али ани1̂лаш мумкин: 

tea -  _  g ^4 /?

AR

4R

еки

а  =  arctg
gi­

ll ХИЛ масалалар. Вацтнинг бирор пайти учун текис шакл О 
нуктаси тезлапишининг микдор ва йуналиши, оний бурчак тезлик 

ва боил^а бирор М  нуцтаси тезлапишининг йуналган чизиги маъ* 
лум. Текис шаклнинг шу пайтдаги бурчак тезланиши ва М  нуцта- 
нинг тезланишини аницлаш талаб этилади.

М нуцта тезланишини аницлашда (10.17) формуладан фойдала- 
намиз.

Ундаги w^Q нинг мицдори (10.20) формула билан аникланади. 

Бинобарин (10.17) тенгликнинг унг томонидаги Wq ва w^ o вектор- 

лар мицдор ва йуналиш жи^^атдан маълум. w^ q МО та перпенди»

куляр булиб, унинг йуналиши маълум эмас. Одатда н и  йу-

налтиришда М  нуцтанинг О атрофида айланиши тезланувчан деб 

царалади. (10.17) тенгламани Wj  ̂ га перпендикуляр йуналишга про­

екциялаш натижасида нинг мицдори аницланадиган битта 

тенгламага эга буламиз. Агар бу катталик манфий цийматга эга 

булса, wliQ нинг :̂ ациций йуналиши олинган йуналишга царама- 

царши, яъни М  нинг О атрофида айланиши секинланувчан булади. 

wliQ ни билган з^олда (10.19) га асосан е ни аницлаймиз. (10.17)

ни га перпендикуляр булмаган уцца проекциялаб, ни миц-

дор ва йуналиш жи?^атдан аницлаймиз. Бунда нинг ишораси

\ / унинг йуналишини характерлайди.

wio.6-мacaлaЗ^Kpявtйш^I^шaтyí^ли механизмнинг берилган ?^олати учун В nyî -> 
танйнг тезланиши анш^лансин (10,18-раем, а), 1^уйидагилар берилган: АВ =  1̂ 
О А =  г, ©0^  =  o)q , Вол =  8о .
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Ечиш. О А кривошип ©о бурчак тезлик ва во бурчак тезланиш билан айлан­
ма )^аракатда булгани учун А нуцтанинг тезлик ва тезланишини цуйидагича аниц­

лаш мумкин:
Гу^ =  ®о -г, (I)

.

бунда

(2).

(3)‘

Бу векторларнинг йуналиши 10.18-расм, б ва в дагидек йумалпди.
А нуцтани цутб деб олиб, АВ шатун В нуцтасининг тезлаиншини (10.17) га 

биноан аницлаймиз (10.18-расм, в):

=  “ А̂ + ^ВА + ^ВА

еки

~^В^ +  ~^ВА +  "^вл- (4).

—̂  ^ о о I. и
в  нуцтанинг царакатини тезланувчан деб цараб, ни буйича йунал­

тирамиз.
(4) ифодада

^ВА — ^АВ'-^^ ~  ^АВ’ >̂ ^ВА — “ ЛВ* =  ®ЛВ*^ (5)-

булиб, 0)^^^ ва лар мос равишда АВ шатуннинг берилган пайтдаги оний 

бурчак тезланишини ифодалайди.

вектори В нуцтадан А цутбга йуналган; эса АВ га перпенди­

куляр й^^налган. В нуцтанинг А 1̂ утбга нисбатан айланишири тезланувчан деб 
фараз цилиб, АВ шатуйнинг Р тезликлар оний маркази атрофида айланишидаги

оний бурчак тезлик йуналишига мос равишда ни 10.18-расм, в дагидек й̂-
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(налтирамиз. Шатуппинг берилган з^олати учун тезликлар оний маркази Р nyi^Ta- 
да булгани учун

СОп г
АР 21 '

(6) формула ёрдамида механизмнинг берилган пайтдаги з^олатига мос ка^ув- 
чн АВ шатуннинг оний бурчак тезлиги ани1̂ланади. Шу сабабли, ни (6) ' ни 

дифференциаллаш йули билан ани1̂лаб булмайди. номаълум булгани учун

пи апит^лашда (4) ни вектори йуналишига перпендикуляр булгап 

■Ву yiy<¡a проекш! я лаймиз;

О =  ш^соз 30° —  .cos 60° +

Бундан

w]jA ~  ^А 60° ~  w^cos 30°.

(3) ни назарда тутсак,

(7)

(7) дан курамизки, 8q >  булса, w]ĵ  > 0  ва В ну1̂танинг А 1̂ утб атро­

фида оний айланиши тезланувчан булади са йуналиши 10.18-расм, в да 

курсатилганидек 1̂ олади; 8o<cOq1/3  з^олида t2'¿ ^  нинг йуналииди мазкур рясм- 

дагига царама-карши булади.

(5) га кура ^а в '  ̂ булгани учун

(4) ни Вх yiy^a проекцияласак,

W -f w\ COS 30° +  w’X cos 60° =  —

СОпГ бо лУЗ

Агар

COq

Т Г
“ о

21

мусбат, акс з^блда манфий йуналишига мос тушади. 
Шундай 191либ,

—̂  •
>  О булса, нинг йуналиши Вх нинг

I /

III ХИЛ масалалар. Ва 1̂ тнинг бирор пайти учуи текис шакл икки­
та О ва /И нур^таларининг тезланиши ми1<̂ дор ва йуналиш жи^^атдан 
маълум булиб, текис шаклнинг шу пайтдаги бурчак тезлиги, бур­

чак тезланиши, шунингдек ихтиёрий ну1̂ тасининг тезланишини аниц- 
лаш сура лади.

Масалани ечиш учун тезланиши маълум булган нукдалардаи 

■бири, маеалан О нуктани цутб деб олиб, иккинчи иу1<^тасининг тез­
ланиши учун (10.17) куринишдаги тенгламани олиб, уни иккита 
бир-бирига перпендикуляр йуналишга (одатда O lí ва унгя тик бул-
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ган йуналишга) проекция ланади.

)^осил булган иккита тенгламадан 

^  (10.20) ва

(10.19) воситасида со ва е лар 

аницланади. Бунда М  нуцта­

дан О га цараб йуналган.

вектори шмо га перпендикуляр ра­

вишда (10.17) тенглик асосида йу- 

палтарилади.

\/10.7-масала. Узунлиги 0,12 м бул- 
гм  бир жинсли стержень текис параллел 
з^аракат килади. Стержень учларидаги 
ну1̂таларнинг тезланиши =  0,24 м/с^,

Шд =  0,12 м/с2 х;амда АВ та перпенди- 

куляр равишда бир томонга йуналган.
Стержень бурчак тезлиги, бурчак тезланиши ва С орирлик марказининг тезланиши 
ани1̂лансин (10.19-раем, а).

- ■—► —->- '—>- 
Ечиш. В А билан —  юд айирма орасидаги бурчак 90° га тенг булгани 

учун масала ечимга эга.
1^утб учун А ну1̂тани 1̂абул 1̂илсак, (10.17) га кура С ну1̂танинг тезланиши

А. ^

Л /

у

л

10,19- раем.

(1)

формула ёрдамида ани1̂ланади. (1) даги ва ларни ани!^лаш учуп даст­

лаб бурчак тезлик со ва бурчак тезланиш 8 ларнинг г^ийматини з^исоблаш керак.
Бу катталикларни з5,исоблаш учун Б  ва Л нуь^таларнинг тезланишлари ораси ­

даги муносабатни ифодаловчи

^в =  ^ а + ^ 1 а  -^^вл 

тенгламадан фойдалаиилади. (10.19) ва (10. 20) га кура (2) да 

“'вл ~ & 'АВ, =  со̂ -ЛВ

(2>

(3>>

з^амда В дан Л га 1̂ араб йуналади; ни йуналтиришда В иинг Л 1̂утб-

га нисбатан айланиши соат стрелкаси айланишига тескари деб оламиз.
(2) ни танлаб олинган х ва у ^̂ 1̂ларга проекциялаб

^ < А >

^в =  ̂ А -  ̂ ел 1 

тенгламаларни оламиз. Шундай 1̂илиб,

=  0.

"̂вА ~ ^А —  

бки (10.20), (10.19) ларни эътиборга олсак,

со =  О,

АВ
С-*

(4)



8 > 0  булгани учун 10.19-раем, б дагидек йуналгаплигига ишонч з^осил 

чг^иламиз.
(4) ни эътиборга олсак, (1) да

“■сл =  =  0,06 м/е^,

=  соЗ, _  О

■булишини курамиз,

вектори АВ га перпендикуляр равншда С ну1̂танинг 1>̂ утбга нисбатан ай- 

ланиши йуналишига мослаб олиниши керак.

С иуктанинг тезланишини анш^лаш учун (1) ни х ва у у1̂ларга проекциялай-
. миз:

■= О,

Шсу =  йУд — =  0 ,24 — 0,06 =  0,18 м/с^.

Бинобарин, С ну1данинг тезланиши микдор жи;^атдан = 0 ,1 8  м/е^ га тенг

булиб, у Ву у1у 1ннг йуналиши буйича, яъни ва ларга параллел равишда 

:йуиалар экан. . ^

IV хил масалалар. Вацтпинг бирор пайти учуп текис шаклнинг 

оний бурчак тезлиги со ва О нуцтасиштг тезлаииши мицдор ва 

йуналиш жихатдап берилгаи, Ушбу текис шаклнинг ихтиёрий М 
нуктаси шакл текислигидаги бирор Оу цузгалмас у1\ атрофида сс»1 
бурчак тезлик билан айланувчи жисмга .^ам тааллуцлидир. М нуц- 

ташшг тезланишини, текис шакл, шунингдек, Оу уц атрофида айла­
нувчи жисмнинг бурчак тезланишини аницлаш с^фалади.

Бу хилдаги масалаларни ечишда бир томондан М нуцтани те­
кис шаклга тегишли деб цараб, (10.17) тенгламани, иккинчи томон­

дан Оу уц атрофида айланувчи жисмга тааллуцли деб цараб, (9.16) 
га кура

+  < 0 ,  («)

тенгламани ёзиш мумкин. (10.17) ва (а) теигламаларни унг томон- 
■ларини узаро тенглаштирсак,

'■= ^0  +  ^мо +  ^мо (^)

Фекторли тенглама оламиз. со ва со1 берилган булгани учун (б) тенг­

ламадаги Шд, ларни )^исоблаб топиш мумкин; ва

векторларинипг йуналиши М  нуцтанинг моо равишда Оу ва О 

ларга нисбатан айланиши тезланувчан деб тахмин цилиниб танлана- 
ди. (б) ифодани икки хил йуналишга проекциялашдан ?^осил булган 

тенгламалардан ва аницланади, Сунгра М  нуцта тезла­

ниши модули (9.20) га асосан

“ м =  /  (К ,о)" +  Н о / .

180



бурчак тезланишлари эса (10.19) ва

(9.17) га кура ани1̂ланади:

8 ==
^мо

81 =
МО МОх

Бу }^олда М нур^та тезланишининг 
йуналиши (9.22) теигликдан фой­

даланиб топилади.

10.8-масала. Шарнирли ОАВО,
»звеноли механизмда ОА кривошип узгар­
мас ©о бурчак тезлик бнлан харакатлана- 

ди. Агар О^В =  АВ =  2 ОА =  2а булса, 
механизмнинг 10.20-расмда к5фсатилгап 
з^олати учун АВ стержень ва О,В кри- 
вошипнинг бурчак тезлиги, бурчак тез­
ланиши ва В нуЕ^тасининг тезланиши ани(^- 

лансин.
Ечиш. В ну1̂та бир йула АВ кривошипга ва ВО1 шатунга тааллук^ли бул­

гани учун унинг тезланиши икки хил тенглама ёрдамида ани1̂ланнши мумкин;

10,20- раем.

Бунда

з̂ амда

^ В = ^А  +^ВЛ+^ВА>

~^в ==^во, +'^'вог 1

Я 1 =~^А

=  ОЛ-8о =  а-О =  О, 

йУд =  ОЛ*о)о =  а-соо. ]

’̂ВА =  Л5-г^д =  2с!8̂='ЛВ’

(1)>

(2),;

(3).

(4>.

^ВА ~ ЛВ ~ 2“® ЛВ*

ВО1 2а

Бу формулаларда лар мос равишда АВ шатуннипг оний бурчак тезли­

ги ва оний бурчак тезланишини ифодалайди. =  О булгани учун Л ну1̂танинг 

тезланиши Ф^^ат марказга интилма тезланишдан иборат булади ва

дан О га йуналади. тезланиш АВ га перпендикуляр, эса ВО, га пер­

пендикуляр йуналади. В нуцтанинг Л ва О, га нисбатан айланишини тезланувчан.' 

деб тахмин 1̂ илиб, ва векторларни 10.20-расмдагидек йу^налтирамиз.

—>- —>“
^А ва Уд узаро параллел ва уларга утказилган перпендикуляр чизи1̂лар- 

j^зapo кесишмаганлиги туфайли АВ шатуннинг берилган ондаги бурчак тезлиги’ 

=  О булади. Шу сабабли з^амда ,

\ /
(5)
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r..»  -

^2), (3) ва (5) га асосан (1) цуйидагича ёзилади:

7>%о, =~^А (7)

■-(7) ни Ву yi<;î a проекциялаймиз:

^во, = ^ А — ^ВА cos 30°,

бундан

2 _асОо

^  ~  _ a ( 4 V S
I3Ä

COS 30° 1 /  3

2
У  ?^олда АВ шатуннинг бурчак тезланиши

..Т „ 2 ^ / —
_  _ « “ o V 3 _  « о У  3

ЛВ 3-2а 6

8^5  >  О булгани учун Wq^  з^аци1̂атан з̂ ам 10,20-расмдагидек йуналганлигига 

«шонч з^осил 1̂иламиз.

(7) ифодани Вх уща проекцияласак, w\q  ̂=  cos 60°. Бундан w\q  ̂=

_  Q Д>о |/ 3  ̂ Шундай {^илиб 

6

,  /-- -------------  1 /  аИп 1/"3

^В  =  =  у  ~\2~ +  ~ 4 ~  ~  3 "

^ВО, У з  
tg!^ =  — = - ^  ёки t i= 3 0 ° .

^во

O jS  кривошипнинг бурчак тезланиши

Oiß 12

10.9-§. Тезланишлар оний маркази

'(ЗТезлаииши берилган онда нолга тенг булган текис шаклнннг 
(ёки текис шаклга ма^^кам бириктирилган ва у билан биргаликда 
^харакатланувчи текисликнинг) нуцтаси тезланишлар оний маркази 
дейилади.

Теорема. Илгарилама ^аракатда булмаган текис шаклнинг ха­
ракат текислигида хс̂ Р онда тезланишлар оний маркази мавжуд 
булади.

Исбот. 'Гекис шакл'нинг бурчак тезлиги со, бурчак тезланиши е 

па айл.'пппп йуиалинш )^амда О нуцтаси (цутб) нинг тезланиши Wq 

б1'|)плган булсии. 'Гсмлмнтмлар оний марказини Q билан белгилай-
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N

4̂ .(1»

10,21- раем. 10.22- раем.

ЛИК, Q иуцтаиииг >^олатинп аницлаш учун (10,22) формуладан ¡1 . 

бурчакни топамиз: 1л =  аг с1 £ '- ^ .
со̂

Шр вектори билан ¡д, бурчак ташкил этувчи ОМ тугри, чизицни  ̂

утказамиз; агар текис шаклнинг айланиши тезланувчан булса, ¡д, бур­

чак айланиш йуналиши буйича, секинланувчан булса, айланишга- 
тескари йуналишда цуйилади (10.21-раем, а, б). ОМ чизицда О нуц- 

тадан

0Q (10.23)
У  8̂  +  со«

масофада Q нуцтани олсак, бу нуцта тезлаиишлар оний маркази бу­
лади.

}^ацикатан }̂ ам, О нуцтани цутб деб олиб,. Q нуцтанинг тезла­

нишини (10.18) га кура :*̂ исоблайлик:

(10.21) формулага асосаи:

(10.24)

'со

(10,23) ни эътиборга олсак,

Уе^+ .
_'Уе^ 4- О)'* =  Шд,

тенглик келиб чицади. вектори 0Q билан [х бурчак ташкил эта­

ди, яъни вектори га мицдор жи^^атдан тенг, йуналиши цара-

ма- царши булади: Буни (10.24) га цуйиб, ^Q — 0 були­

шини курамиз. Шундай цилиб, Q нуцта тезланишлар оний маркази 

булади. И
Тезланишлар оний маркази Q >̂ амда текис шаклнинг оний бур­

чак тезлиги 00 ва оний бурчак тезланиши е маълум булса, текио
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■шакл ихтиерий М  нуктасининг тезланиши цуйидагича аницланади 

•(10.22- раем).
Q нуцтайи цутб деб олсак, (10.17) га кура

MQ ■'MQ'

;Бунда — О булганидан

(10.25)+  < Q  =  ®/И«

тенглик уринли булади.

Шундай цилиб, текис шакл ихтиёрий нуг^тасининг тезланиши 
.шу нуи^танинг тезланишлар оний маркази атрофида айланиши' 
■даги тезланишига тенг булади.

(10.21) ва (10.22) га кура цуйидаги формулалар уринли булади.

w^  =  M Q Y ^ ‘ + u,\ (10.26)

8
tg|Ll = (10.27)

Текис шакл бошка бирор L нуцтаси тезлапишининг мицдори 
.(10.26) га асосан цуйидагича аницланади;

(10.26 а)

йуналиши учун (10.27) формула узгармай цолаверади, яъни текис 
■шакл нукталарининг тезланиши мазкур нукталарни тезланишлар 
•оний маркази билан туташтирувчи чизш^лар билан бир хил 
■бурчак ташкил этади.

(10.26) ва (10.26, а) дан

(10.28)
MQ LQ

муносабатни оламиз.

Демак, текис шакл нУ^^^<^ларининг тезланишлари шу нукта- 
лардан тезланишлар тиМ марказигача булган масофаларга mijppu

пропорционал булади.
К,уйидаги хусусий ^олларни курай- 

лик.

1. Текис шаклнинг бурчак тезлиги 
нолга тенг, яъни 0  =  0 ва е =?̂= О булсин 

(10.23-раем). У хрлда (10.27) дан

=  arc tg - ^  =  arc tg сю =  90°

булиб, текис шакл ихтиёрий нуцтасииинг 
тезланиши шу нуцтани тезланишлар оний 
маркази билан туташтирувчи чизицца 

10.23- раем. перпендикуляр йуналади, яъпи текио
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.шакл ихтиёрий ну1̂тасининг тезланиши фа- 
г̂ ат тезланишлар оний маркази атрофидаги 

айланма тезланишдан иборат булади:

=  =  w¡̂  =  wlQ =  LQ•г.

Бу з^олда текис шакл икки нур^тасининг тез­

ланиш векторларига мазкур ну1̂ талардан 

перпендикулярлар у™^зсак, уларнинг ке­
сишган ну1̂ таси тезлаьшшлар оний маркази­

ни ифодалайди.
2. (О Ф  О, 8 =  0 булсин. У  :?̂ олда [х =

«=aгctg— = 0  булиб, текис шакл ну1̂та- 
0)'̂ 10.24- раем.

ларининг тезланишлари шу ну1̂таларни тез­
ланишлар оний маркази билан туташтирувчи чизи1̂ лар буйича Q 
ну1̂та томон йуналади <̂̂ амда =  MQ • оо̂  булади. Биноба­

рин, курилаётган ;>̂ олда тезланишлар оний маркази текис шакл нуг̂ - 

талари тезланиш векторларининг кесишган нуцтасида ётади (10.24- 
расм).

3. (0 =  0, 8 =  0 булса, берилган онда текис шакл барча ну1̂та- 
ларининг тезланиши геометрик тенг булади, чунки (10,17) га биноан 
текис шакл барча ну1̂ таларининг тезланишлари 1̂ утбнинг тезлани- 

шига тенг булади:

= .  =  ни.

г̂ амда

М ( 3 = - ^  =  оо.

Умумий }^олда тезликлар оний маркази ва тезланишлар оний 
маркази устхма-уст тушмайди. Мисол тари1<̂ асида радиуси Я  га тенг

ва маркази узгармас ид тезлик билан з^аракатланувчи рилдиракнинг 

турри чизи1̂ли рельсда сирпанмасдан рилдирашини курайлик (10.25- 

расм). Рилдирак сирпанмасдан >^аракатлангани учун тезликлар оний 
маркази гилдиракнинг рельсга тегиб турган Р  нуь^тасида ётади. Шу 
сабабли

=  РО-со = / ? -со.

Рилдирак со =
R

соп81 бурчак тезлик

билан з^аракатланади. Унинг марказидаги

О ну1'̂ та узгармас тезлик билан турри д

чизи1̂лн }^аракатлангани учун Шд =  0. 

Яъни тезланишларнинг оний маркази Q 
рилдиракнинг маркази О ну1̂ та билан 

устма- уст тушади ?^амда рилдирак ис­
талган нуг^тасинииг тезланиши унинг тез­

ланишлар оний маркази атрофида айлан-

тттштштш^штштш
10.25- раем.

185



ма :>харакатидагн марказга интил­

ма тезланишдан иборат булади. 

Масалан, гилдирак туринидаги 

Му, Мз, . . . , /И„ Р  нуцталар' 
нинг тезланиши цуйидагича аниц­
ланади:

=

10.26- раем.

Я

Рилдирак исталган нуцтасининг тезланиши тезланишларнинг оний 

марказига йуналади.
Юцорида курганимиздек, цаттиц жисмнинг цузралмас уц атрофи­

даги айланма >^аракати текис параллел ?^аракатнинг хусусий ^^олидан 
иборат булади. Бундай }^аракатдаги жисмнинг цузралмас у1̂ а  ётувчи 

барча нуцталарининг тезлик ва тезланишлари нолга тенг булади. 
Бинобарин, бу }\0лда тезликларн1П1г оний маркази ва тезланишлар- 

нинг оний маркази устма- уст тушади ва айланиш уцида ётади.

10.9-масала. ОА кривошип Оу у1{да ётганда кривошип-шатунли механизм 
В ползунининг ва АВ шагун уртасидаги С ну1̂танинг тезланишлари анн1^лансин 

(10.26- раем).
ОА кривошип О нуцта атрофида соо =  15с~1 узгармас бурчак тезлик билан 

айланади. Кривошипнинг узунлиги ОА =  0,4 м, шатуннинг узунлиги АВ =  2 м.

Ечпш. Шатун А ва В нук^таларинипг тезлиги ваи^ узаро параллел з̂ ам*

да АВ га перпендикуляр булмагани учун тезликлар оний маркази ( ва га 

А ва В ну1̂таларда утказилган перпендикулярнипг кесишган ну[^таси) чексиз 
узок,лашган нуцтидан иборат булади, яъни берилган онда С0у,д =  0 булади.

В нукта т^'рри чизи1̂ли Х(аракатда булгани учун унинг тезланиши Ох уц 
буйлаб йуналади; шатуннинг А ну|^таси ОА кривошипга ,\ам тааллу1̂ли булиб,

ОА кpивouJип текис айланма з^аракат 1̂илгани учун хюд тезланиш айланиа! мар­

кази О ну1̂тага йуналади, унинг 1̂иймати Юд =  ОЛ-со^ =  90 м/с^ га 1енг. <0^^ =  

=  О булгани учун ЛВ шатун тезланишларининг оний маркази А ва В нукталар- 

да ы'д ва тезлзнишларга перпендикуляр равишда утказилган чизицларнинг 

кесишган Q ну1̂тасида булади.

10.27- раем.
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с/
0) л о =  о, 8л к =  =  —т гги н г !: =  45,92 с“"^ булгани учун В ва С пук- 

АО 1 /2 2 - 0 ,4 ^

таларнинг тезланишлари фацат тезланишларнинг оний маркази Q нур^та атрофи­
даги айланма тезланишдан иборат булади:

=  =  0 ,4-45 ,92=  18, 37 м/е^,

10с =  CQ■ г 1-45,92 =  45,92 м/е^.

С ну1̂танинг тезланиши CQ га перпендикуляр йуналади.
10.10-масала. Томонлари а =  0,1 м булган АВСО квадрат шакл текислигида 

з(;аракатланади. Агар берилган онда квадрат А ва В нуг^таларининг тезланишлари 
квадрат томонлари буйлаб йуналган хамда ми1̂дор жи>^атдан 0,1 м/е^ га тенг 
булса, тезланишларнинг оний маркази хамда С ва В  ну1̂таларнинг тезлаииши 

аниклансин (10,27-раем, а).
Ечиш, А нуцтани 1̂утб деб кабул 1̂илсак, (10,17) га аеоеан В нур^танинг тез­

ланиши

^^В=^'Л+^ВА+^ВА> (1)
<1) да

и}1^^г-АВ,

=  со--ЛВ. I

90

(2)
'̂ВА

(1) да вектори В дан А томон йуналган. вектори ЛВ га перпендику­

ляр равишда (1) тенгликка риоя 1̂илган )^олда йуналтирилади (10,27-раем, б), 
<1) ни расмда курсатилган 13х ва Ву у1̂ларга проекциялаймиз:I (3,

^ \ а =  ^ А ’ I
(2) ва (3) ни солиштириб, квадратнинг берилгаи ондаги бурчак тезлиги ва 

бурчак тезланишини ани1̂лаймнз;

■ = 1 / -  =У АВ

0,1

ОЛ ^   ̂ ^ '
! (4)

0,1 Г

(10.27) га кура' 1 £ а = —- =  1 ёки [х =  45° булади.

А ъа В ну1̂таларда хюд ва x£)f̂  векторларига соат стрелкаси айланишига тес­

кари йуналишда =  45° бурчак остида турри чизиклар утказсак, уларнинг ке­
сишган ну1̂таси С квадрат диагоналлари кесишадиган нукта билан устма- уст 
тушади з^амда тезланишларнинг оний марказини ифодалайди. У  )^олда С ва О 
ну[^таларнинг тезланиши мнедор жихйтдан

=QC '̂\/г  ̂ =  —  1 / =0,1 м/с2,

ВЕ)
=  —  "1/е̂  + со* =0,1 м/е̂

булади, С ва В  ну1̂таларни <3 билан туташтиреак, ва вект^рлярн ОС ва 

QB га соат стрелкаси айланадиган йуналишга тескари 45° бурчак остида утка­
зилган чизи1̂ ^ар (квадратнинг СВ ва ВС томонл^^и) буйича йуиал?ди.
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11-боб. КАТТИК ЖИСМНИНГ КУЗРАЛМАС НУКТА 

АТРОФИДАГИ АЙЛАНМА ?^АРАКАТИ

Каттиц жисмнинг 1̂ узкалмас Hyi^xa атрофидаги 

айланма ?^аракат тенгламалари. Эйлер бурчаклари

Харакат давомида битта нук^таси щмиша цузралмасдан крла- 
диган к^аттик  ̂ жисмнинг щракати г^узралмас nyi^ma атрофидаги 
айланма харакат ёки сферик щракат дейилади.

Бундай }^аракатда жисмнинг барча ну1̂таларн умумий маркази 
1̂ узралмас nyi^xa билан устма-уст тушувчи сфераларнинг сиртлари- 
да }^аракатланади,

Таянч текислигидаги nyi'^racH 1̂ узралмас булган пирилдо1̂ нинр 
з^аракати ёки биргина сферик шарнирли богланиш ¡куйилган жисмнинг 
з^аракати сферик }^аракатга мисол була олади.

1^узралмас О ну|^тага эга булган жисмнинг О  ̂г) ^ 1̂ узралмао 
координаталар системасига нисбатан з^олатини ани1̂лаш учун жисм­
га бириктирилган ва у билан бирга }^аракатланувчи >;амда координа­
талар боши цузралмас О ну1̂та билан устма- уст тушувчи Охуг 
1̂ узралувчи координаталар системасини утказамиз (11.1-раем).

1^узралувчи координаталар системасининг 1<^узралмас координата­
лар системасига нисбатан з^олатини Эйлер томонидан тавсия этил­

ган ва Эйлер бурчаклари деб аталувчи учта бир- бирига богли!^ 
булмаган бурчаклар воситасида аии1̂ лаш мумкин. Эйлер бурчаклари 

1̂ уйидагича белгиланадн; 0 | i i  цузгалмас текисликнииг р^узралувчи 
Оху текислик билан кесишган чизиги 0N тугунлар чизири дейи­
лади. Тугунлар ЧИЗИРИ бир йула Oz ва 01, га перпендикуляр бул­
гани учун бу у1̂лар ор1̂али утувчи текисликка :?̂ ам перпендикуляр 
булади,

01̂ 1 (^узралмас текисликда ётувчи, О ; yi<̂ билан 0N  тугунлар 
ЧИЗИРИ орасидаги бурчак -ф билан белгиланадн ва прецессия бурчаги 
дейилади.

Тугунлар чизирининг Ол: р^узралувчи yt̂  билан ташкил 1̂ илган
бурчаги ф билан белгиланиб, у соф 
2йланиш бурчаги дейилади.] К,уз- 
ралувчи Oz ук сдф айланиш, уки 
дейилади.

О^г) ва Оху  текисликлар ора­
сидаги бурчак ёки ОС 1̂ узралмас 
yi  ̂ билан Oz 1<^узр^лувчи yi  ̂ ораси­

даги бурчак 0 билан белгиланадн 
ва нутация бурчаги дейилади.

\р, ф, 0. бурчаклар Эйлер бур­
чаклари дейилади,

Эйлер бурчакларининг мусбат 
йуналиши учун 0^ , Oz ва 0N 
уцларнинр мусбат йуналишидан î a- 

раганда мос равишда uiy у(^ларга)

11.1- раем. перпендикуляр текисликларда ĵ sra-
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11.2- раем.

РУвчи \j), ф, 0 бурчакларнинг соат 

Стрелкаси >^аракатига тескари йуна­
лишда орта борадиган йуналишла- 

рини цабул циламиз.,
Жисмнинг цузралмас нуцта ат­

рофида кучишига оид цуйидаги 

теоремани кущй, чицамиз.
Эйлер теоремаси. 1\аттик оюисм- 

нинг цузралмас нукта атрофидаги 
ихтиёрий кучишини мазкур куз- 
галмас нуцтадан утувчи учта уц 
атрофида кетма- кет учта айлан- 
тириш билан баоюариш мумкин.

Исбот. К^узгалмас нуцтага эга 

булган жисмнинг чекли вацт ичи­
да кучгандаги х^олати Oxyz коор­
динаталар системаси билан берилган булсин.

Бошланрич пайтда цузралувчи координаталар системасини О  ̂г] ^ 
цузралмас координаталар системаси билан устма-уст тушган деб 

царайлик. Мазкур цузралувчи координаталар системасини ОС уц 
атрофида I йуналишда бурчакка айлаитирсак, у 0Ыц,1 }^олатни 
эгаллайди (11.2-раем). Сунгра OA^iiiС координаталар системасини ОМ 
уц атро:}шда II йуналишда 9 бурчакка айлантириб, ОМц^г коорди­

наталар системасини оламиз. Ни>^оят, ОМц^^ ни Ог уц атрофида 
II I йуналишда ф бурчакка буриш натижасида цузралувчи Охуг 
коорднь13талар системасини оламиз. Ц

Шундай цилиб, бу теоремага кура цузралмас нуцта атрофида 
айланувчи жисмнинг исталгаи пайтдаги ^^олатини бир-бирига бор- 
лиц булмаган учта Эйлер бурчаклари воситасида аницлаш мумкин­

лигини курамиз. Жисмнинг >^аракати давомида бу бурчаклар вацт­
нинг узлуксиз функциясидан иборат булади:

Бу функционал муно'сабатлар цузгалмас нуцта атрофида айланув­
чи цаттиц оюислтинг кинематик тенглалшлари ёки сферик ха­
ракат тенгламалари дейилади.

11.2-§. Зйлер-Даламбер теоремаси

Теорема, ¡{узраллшс нуцтага эга булган цаттиц жисмнинг 
бир холатдан иккинчи холатга х̂ -Р Цандай кучишини цузралмас 
нуцтадан утувчи- уц атрофида бир айлантириш билан амалга 
ошириш мумкин.

Исбот. Геометриядан маълумки, жисмнинг фазодаги вазиятини 
унинг бир турри чизицда ётмайдиган учта нуцтасининг }^олати ор- 

цали ани1̂лаш мумкин. Сферик >^аракатдаги жисмнинг >холати унинг 
кузралмас О нуцтаси билан бир турри чизицда ётмайдиган яна икки­

та нуцтанинг хрлати билан аницланади. О нуцтани марказ цилиб
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жисмни кесиб утувчи ихтиёрий радиусли 

сфера утказамиз (11,3-расм, а). Бу сфера 
сиртида жисмга тааллуцли иккита их­

тиёрий А ва В нуцталарни оламиз. У  
^^олда жисмнинг )^олатини А ва В нуц- 

талардан утувчи сфера катта айланаси- 

нинг ёйи АВ билан аницлаш мумкин.
Айтайлик, цузралмас О нуцтага эга 

булган жисмнинг 1 вацтдаги ^^олати сфе­

ра катта айланасининг ёйи АВ билан 
аницлансин,  ̂+  А ̂  вацтдан кейин мазкур 

¥1 жисм билан биргаликда кучиб Аф^ 
хрлатии эгалласин (11.3-раем, б). 
Теоремани исботлаш учун Л ва Л 1 ?̂ ам- 
да В ва нуцталарни сфера катта ай­
ланасининг ёйлари билан туташтирамиз. 

АА-х ва ВВх ёйларнинг уртасидаги С 
ва О  нуцталардан сферик перпендикуляр 
ёйлар утказиб, уларнинг кесишган нуцта- 

сипи Е  билан белгилайлик. Е  нуцта Л 

ва Ах нуцталардан ?^амда В ва В^ нуц- 
талардан тенг узоцликда булгани туфайли

АЕ =  А^Е ва В Е ~ В хЕ . Жисм абсолют цаттиц булганидан

АВ — А^Вх. Бинобарин, АЕВ ва АхЕВ сферик учбурчаклар

узаро тенг булади. Бу учбурчакларни ОЕ уц атрофида АЕАх —

^  ВЕВ =  А а  бурчакка айлантирсак, АЕВ сферик учбурчак АЕВ^ 
сферик учбурчак устига тушади, яъни АВ сферик ёй АхВх ^^олатни 
эгаллайди. ^

^ч.

ОЕ уц чекли айланиш, уки дейилади, А^ЕА ,̂ — ВхЕВ^ =  А а  бур­
чак эса чекли айланиш бурчаги дейилади.

11.3-§. Оний айланиш уци. Аксоидлар

Эйлер- Даламбер теоремасига кура жисмнинг tx пайтда эгаллаган
I }^олатидан пайтдаги II ?^олатга кучишини жисмни ОЕ уц атро­

фида бир айлантириш билан амалга ошириш мумкин.
Аммо буидан жисмнинг At —  tx вацт ичидаги ?̂ ациций ĵ apa- 

кати айнан шундай айланма ?^аракатдан иборат булади деган хулоса 
келиб чицмайди. Дацицатда жисгл I }^олатдан II  ?^олатга бошца йул 

билан ^аракат цилиши натижасида утиши :?̂ ам мумкин. Лекин At вацт 
оралири кичрая борган сари жисмнинг I ва II ^^олатлари бир-бирига 

тобора яцинлаша боради :?̂ амда чекли айланиш уци ОЕ атрофидаги 
Д а  бурчакка кучиш жисмнинг }̂ ациций кучишига яцинлаша боради. 
Агар At нолга интилса, у ,^олда ОЕ уцнинг йуналиши бирор О Р
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Айлании/ 
отл) и/(и

11.4- раем.

ЛИМ ИТ з^олатига яь^иилашади. нолга 
интилганда ОЕ уь^пинг лимит холатини 

ифодаловчи ОР у1̂ айланиш оний у1{и 
дейилади.

1^атти!  ̂ жисмнинг ¡кузгалмас нукта 
атрофидаги з^аракатини кетма- кет узлук­

сиз элементар кучишлардан ташкил топ­
ган деб р^араш мумкин. Эйлер-Даламбер 

теоремасига биноан, бундай з^ар бир эле- 

ментар кучишни айланиш оний у1у1 атро­
фидаги оний айланма х^аракат тарзида 

амалга ошириш мумкин. Бинобарин, бит­
та [^узралмас ну1̂тага эга булган жисм­
нинг з<,ар цандай з^аракатини айланиш 
оний у1̂ лари атрос}шдаги кетма-кет уз­
луксиз оний айлаима з^аракатлар тупла- 

мидан иборат деб тасаввур этиш мумкин,
Жисмиинг .\аракати текширилаётган г^узгалмас координаталар 

системасига нисбатан айланиш оний ут^ларининг геометрик урни цдз- 
галмас аксоид дейилади. Барча айланиш оний у1<̂ лари жисмнинг 
цузралмас нуктаси оркали утгани туфайли 1̂ узралмас аксоид, учи 
1̂ узралмас ну1̂тада ётувчи конус сиртдан иборат булади.

Айланиш оний у1̂ларининг жисмга бириктирилган ва у билан 
<)иргаликда харакатлаиувчи 1̂узгалувчи координаталар системасига 

нисбатан геометрик урин копус сиртдан иборат булиб, цузгалувчи 
аксоид дейилади.

К,узралувчи ва 1'^узралмас аксоидларии ёлриз ОР айланиш оиий 
у 1̂ининг кучиши натижасида ;^осил 1<̂ илинга11и туфайли бу конуслар 

:?̂ ар онда бир-бирига умумий я с о е ч и  ОР оркали уринади (11.4-расм).
ОР 01И1Й у1<̂да ётувчи нуг^таларнинг тезликлари берилгаи онда 

нолга тенг булгани учун жисм }^аракатланганда 1<^узралувчи аксоид 

1̂ узралмас аксоид устида сирганмай думалайди. Бииобарин, к^узгалмас 
нуцтага эга булган жисмнинг хАракатини ¡̂ (¡згалувчи аксоидни 
г^узгалмае аксоид устида сиррантирмай думалатиш натиэюасида 
амалга ошириш мумкин.

11.4-§. Кузралмас ну1̂ та атрэ.])ида айланма харакатдаги 
жисмнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши

Кузгалмас ну1̂тага эга булган жисмнинг >;ар ондаги з^аракатини 
айланиш оний у1̂ 1 атрофидаги айланма з^аракатдан иборат деб 1<̂ араш 

мумкин булгани туфайли бундай з^аракатни характерлаш учун оний 
бурчак тезлик ва оний бурчак тезланиш тушуичаларини киритамиз. 
Оний бурчак тезликнинг ми1̂дорини Ы  ва1̂т ичида элементар айла­
ниш бурчаги Да ор1̂али ¡куйидагича ифодалаш мумкин;

1Ла1
(11.2)
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11.5- раем. 11.6- раем.

Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода а  бурчакдан 1 вацт буйича 
олинган з^осилага тенг булмаслигини ало}^ида уедириб утамиз, чун­

ки 1̂ атти1̂ жисм 1̂ узралмас нур^та атрофида :?^аракатлапганда бундай 
бурчакнинг узи мавжуд булхмайди. 1̂ атти1̂ жисмнинг г^узгалмас ыу1̂- 

та атрофидаги ^^аракат 1̂ оиуни маълум булганда со бурчак тезликни 
}^исоблаш хусусида кейинчалик (11.8- § да) батафсил тухталамиз.

К̂ атти!̂  жисмнинг 1̂ узралмас ну1̂та атрофидаги ?^аракатини урга- 

нишда оний бурчак тезликни вектор тарзида ифодалаш бундай )^ара- 
катнинг хусусиятларини урганишни соддалаштиради.

Келгусида {^узгалмас ну1<тага эга булган жисмнинг оний бурчак 
тезлигини цузралмас нуцтага цуйилган ва айланиш оний уци буйлаб

йуналган шундай со вектори тарзида ифодалаймизки, унинг мусбат 
йуналишидан цараганда кузатувчи жисмнинг айланишини соат стрел­
каси айланишига тескари йуналишда куриши керак (11.5-раем).

Жисм цузралмас нуцта атрофида }^аракатланганда айланиш оний 
уцининг йуналиши узгара боради, шу сабабли оний бурчак тезлиги 
з̂ ам мицдор ва йуналиш жи^^атдан узгара боради.

Оний бурчак тезлик векторидан вацт буйича олинган :^осила 
оний бурчак тезланиши дейилади, яъни

8 =
й й>

(11.3)

Шундай цилиб, оний бурчак тезланиш векторини оний бурчак 
тезлиги вектори учийинг тезлиги тарзида цараш мумкин экан. Шу

—

сабабли оний бурчак тезланиш вектори е оний бурчак тезлик век­
тори годографига утказилган уринма буйича йуналади (11.6-раем), 
*- >-
8 векторини 7{ам цузралмас О нуцтага цуйилган деб цараймиз. Де­

мак, умумий з^олда битта цузгалмас нуцтага эга булган жисмнинг

оний бурчак тезланиш вектори е билан оний бурчак тезлик век­

тори со бир чизицда ётмайди.
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11.5-§. Кузгалмас Hyi^xa атрофида айланув'.и жисм 

ну1̂ тасининг тезлиги

101^орида кургаиимиздек, кузгалмас iiyi'^xa атрафида айланувчи 

жисмнинг }̂ ар ондаги )^аракатини мазкур кузгалмас нуь^тадан утув­

чи айланиш оний у1̂и атрофидаги оний айланма }^аракатдан иборат 
деб г^араш мумкин хамда айланиш оний \кида ётувчи жисм нукта­
ларининг берилган оидаги тезликлари нолга тенг булади. Агар ай­
ланиш оний у1̂и ва жисмнинг оний бурчак тезлиги маълум булса, 

битта 1̂ узгалмас ну1̂ тага эга булган жисм ихтиёрий М  нуктасининг 
берилган оидаги тезлигини ани1<̂ лаш учун (^узгалмас атрофида 
айланувчи жисм пу1’̂ тасининг тезлиги ани1̂лаиадигаи Эйлер форму­

ласи (9.14) дан фойдаланиш мумкин:

dr ^  

dl
сох г, (11.4)

буида т билан М  нуцтанинг кузгалмас нуктага нисбатан радиус- 

вектори белгиланган (И .7-раем).

г радиус- вектор миедор жгцатдан цаттиц жисмнинг икки нуцта­
си орасидаги масофани ж1^одалагани туфайли шу жисм харакати да­
вомида унинг с};ацат йуналиши узгаради. Бинобарин (11.4) формула- 

ни ми1̂дор жи^^атдан узгармасдан, йуналиши жисмнинг цузгалмас

ну1̂та атрофида со бурчак тезлиги билан айланиши тус})айли узгара- 

диган векторнинг вацт буйича ;^осиласини }^исоблаш формуласи деб 

!^араш мумкин.
(11.4) га биноаи М  нуцта тезлигининг мнедори цуйидагича аниц- 

ланади:

=  (D-rsin ( (О, r ) = ( 0 ' h (11.5)

бунда = /* sin (со, г) булиб, М 

нуцтадан айланиш оний уци ОР га­
ча булган MN  масофани и(}зода- 

лайди.

Шундай 1-̂ илиб, [Цузгалмас ну!̂ - 
та атрофида айланувчи оюисм 
ну/^тасининг тезлиги микдор оки- 
Хатдан шу нуктадан айланиш 
оний ф\игача булган масофага про­
порционал булади, йуналиши эса

(О ва г векторларша (бинобарин 
MN га) перпендикуляр тарзда 
оний yf̂  атрофидаги айланишга 
мос. равишда йуналади.
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(О = (11.6)

Агар айланиш оний уцининг }^олати ва жисм бирор нуцтасининр

тезлиги V маълум булса, (11.5) формуладан фойдаланиб жисмнинг 

оиий бурчак тезлигини аницлаш мумкин:

К '  /

Оний бурчак тезликнинг цузгалувчи координата уцларидаги 
проекцияларини мос равишда со̂ ., оо̂ , со̂  }̂ амда М  нуцтанинг коор­

динаталарини X, у, г билан белгиласак, (11.4) пи цуйидагича ёзиш 

мумкин:

I /■ к

“х
X у г

=  (ю^ 2 —  0)̂  у) I +  (со̂  л; —  г) / -|-

Бу тенгликни цузгалувчи х, у, г >'цларга проекциялаб, тезлик век­
торининг мазкур у1̂ лардаги проекцияларини ^^исоблаймиз:

(11.7)

Худди шунингдек, тезликнинг цузгалмас координата уцларидаги 

проекциялари }^исобланади:

=  — са^Л.
У. =  соЛ —  со, ?, (11.8)

с;̂  =  со^г]-со^|.

(11.7) ва (11.8) формулалар Эйлер формулалари дейилади.

Хар онда айланиш оний уци нуцталарининг тезлиги нолга тенг- 
лигини эътиборга олсак, Vy, ларни нолга тенглаб (11.7) дан

а>2 X — со̂ г = о,

тенгламаларни оламиз. Бу тенгламаларни

X у г
О),

(11.9)

куринишда ёзиш мумкин.

(11.9) формулалар айланиш оний уцининг берилган пайт учун 
цузралувчи координаталар системасидаги тенгламаларини ифода­
лайди.

Худди шунингдек, айланиш оний уцининг О ̂  г] ^ цузгалмас коор­
динаталар системасига нисбатан тенгламаларини
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i-  =  ^ = : l -  (11.10) 
й)̂  «n

куринишда ёзиш мумкин.

®л:’ % ’ ®г» ^ 1’ Bai'̂ T функ­
цияси сифатида узгаришини назарда 

тутиб, (11.9) ва (11.10) ифодалардан 

Baî T t ни йу1̂отиш оркали мос равиш­

да (^дзралувчи ва щрралмас аксоид 
теигламаларини олиш мумкнн. 11.8- раем.

11.1-масала. Балаидлиги /г =  4 см, асосининг радиуси У? =  2 см ва учи цуз- 
ралмас О нуь;тада булган конус горизонтал текисликда сирпанмасдан юмалайди 
(11.8-раем). Агар конус асоси марказининг тезлиги 18 см/с =  coosi булса,

конуснинг бурчак тезлиги з^амда 1̂узралмас па 1<;узралувчи аксоидлар топилсин.
Ечиш. Конус текисликда сирпанмасдан юмалагани учун А нуктанинг тезлиги 

нолга тенг. Масала шаргига кура О nyi^ra з̂ ам 1̂узралмас. Бинобарин, ОА тугри 
чизик; айланиш оний уг̂ и булади. Конус текисликда сирпанмасдан юмалаганида 
ОА айланиш оний у1̂ининг цузралмас координата системасидаги геометрик урни 
шу горизонтал текисликдан иборат. Демак, т^узралмас аксоид горизонтал текис­
лик булади. ОА айланиш укининг 1̂узралувчн системадаги геометрик урнини 
кузатсак, 1̂ узралувчи аксоид учи О ну1̂тада ётувчи, асоси берилган конус асоси- 
дан иборат конуснинг ён еирти булишига ишонч з^оеил !^иламиз. Бу конуснинг 

^  1 
учидаги бурчаги а  =  АОВ =  2 arc tg ~ 2  ^  53° га тенг булади.

Энди конус оний бурчак тезлигининг ми1̂дор ва йуналишини ани1\лаймиз.

(11.4) формулага биноан и  ̂=  (а х О С  булади. Шунинг учун кузатувчи то- 
—>-

монга йуналган з^олда ю вектори айланиш оний yi^n буйича А ну1̂тадан О ну1̂- 
тага 1̂ араб й^^налади. (11.5) формулага асосан =  ю-CD булади. Расмдан CD —

18
=  /is in

h sin

И.6-§. Кузгалмас nyi^ia атрофида айланувчи жисм 
ну1̂тасининг тезланиши

К^узгалмас yi  ̂ атрофида айланувчи жисм М  ну1̂ тасининг тезла­
нишини ани1̂ лаш учун (11.4) ифода дан eai^T буйича .^осила оламиз:

dv da) dr
W = ---- = ----- X  /* +  CÖ X ----

dt dt dt

Бунда

da

dt
— 8 ,

dr

dt
=  V == coX r

булгани учун (11.11) ни

X  г +  CÖ X ((О X  г) (11.12)
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еки

W =  E X r - \ - ( ú  X V

куринишда езиш мумкин.

(11.12) да тезланишнииг

W =  Е X  Г 

ташкил этувчиси айланма тезланиш,

=  со X и =  со X  (со X  /■)

ташкил этувчиси эса фща интилма тезланиш дейилади. 
Шундай цилиб

W

(11.12, а)

(11.13)

(11.14)

(11.15)

(11.15) ис}юда Ривальс теоремасини ифодалайди,- к^узгалмас нук,- 
т а  атрофида айланувчи оюисм ихтиёрий нуи^тасининг тезланиши 
айланма ва yt̂ f̂ a интилма тезланишларнинг геометрик йиг̂ инди- 
сига тенг.

(11.13) дан курамизки, 1̂ узралмас nyi^Ta атрофида айланувчи

жисм нуцтасииинг айланма тезланиши е ва г ор1̂али утказил­
ган текисликка перпендикуляр равишда шундай йуналадики, унинг

учидан цараганда г векторини г вектори устига тушириш учун 

энг кичик бурчакка буриш соат стрелкаси айланишига тескари йуна­
лишда к^финиши керак (11.9-раем). '

Айланма тезланишнииг мицдори

= :£•/•-sin (8 , r)=8- /lg  (11.16)

тенгликдан анш^ланади. Бу формулада билан М  нуцтадан оний 

бурчак тезланиши вектори ётган чизикда туширилган МК перпен- 
дикулярнинг узунлиги белгиланган.

(11,14) тенгликка биноан у1̂ца интилма тезланиш со ва у 

векторларига перпендикуляр равишда, яъни М ну1̂гадан айланиш 
оний уци ОР томонга MN  буйича ̂ йуналади,

интилма тезланишнииг мш̂ -
дори

ну“ =  со • о sin (со, и) —d)'V =  (ú ‘̂h^

(11.17)

формуладан аниь^ланади. (11.17) да 

билан М нуцтадан айланиш оний ур̂ и- 

гача булган MN масофа белгиланган.
Агар айланма ва yi î^a интилма 

тезланишлар }̂ амда улар орасидаги 

бурчак маълум булса, [«кузгалмас nyi^-
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та атрофида айланувчи жисм нуцтаси тезланишипииг мицдорини, 

косинуслар теоремасидан фойдаланиб, цуйидагича аницлаш мумкин:

(ш“ )* + 2ш“ ш''' соз ( '  т^ ).

1̂ узралмас нуцта атрофида айланувчи жисм нуцтасининг тезла­
ниши аницланадиган формулалар кузралмас уц атрофида айланма 
.^харакатдаги жисм нуцтасининг тезланиши топиладиган формулалар- 

га ухшаса-да, умумий улар бир-биридан тубдан фарц цилади.
Буни цуйидаги жадвалдаи куриш мумкии.

№№ Кузралмас \>к атрофида 
айланувчи жисм учун

К<>зрялмас мукта атрофида 
гйлгтувчи жисм учун

Лц) — /1е Я

{11}̂ , Ш'п) =  90°

ьа V векторлари бир турри чи­

зик да ётади.

со ва 8 векторлари бир чизикда 

(айланиш уь^ида) ётади: со || 8

(йУ- ’ 1£;С0) :^ 90̂

1̂ 8 ва V векторлари бир турри чизикда 
ётмайди.

со ва 8 векторлари бир чизик;да ётмай­

ди: со 8

И.7-§. Оний бурчак тезланиш вектори

Агар цузралмас нуцта атрофида айланувчи жисм оний бурчак 

тезлик векторининг бирлик векторини со° билан белгиласак, у ?холда

со =  (О • (О'

муносабат уринли булади. е векторининг таърифига кура

еки

£1 =
й со 

с11

белгилашларни киритсак,

со > =  (0.
(И

(11.19) ^

(11.20) 5

(11.21) 'О8 =  8^+82

куринишда ёзиш мумкин.

( 11.21) ,да жисм оний бурчак тезланишининг 81 ташкил этувчи­

си вацт утиши билан оний бурчак тезлигининг мицдор жи^^атдан
¿со

узгаришини ифодалайди ва ~  >  О булган хрлд,а оний бурчак тез-
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11.10- раем.

лик вектори буйича (11.10-раем, а), ^ < 0  да эеа унга 1^арама-

{^арши йуналади (11.10-раем, б).

Бирлик векторнинг ва1<̂т буйича бириичи з^оеилаеи дифференциал- 

ланаётган векторга перпендикуляр йуналгани туфайли оний бурчак

тезланишининг ташкил этувчиеи оиий бурчак тезлик векторининг 
ваь̂ т утиши билан йуналиш жиз^атдан узгаришини ифодалайди ва 

оний бурчак тезлиги векторига з^амиша перпендикуляр булади
01.10- раем, а, б).

Алоз^ида а>^амиятга эга булган цуйидаги икки хусуеий з^олни 
курамиз.

1. Жиемнинг оний бурчак тезлик вектори йуналиш жиз^атдан уз-

гармай
¿/(0° 

V at
=  0 , фаг^ат унинг ми1̂дори узгареин. Бу з^олда

<11.2 1) да 82 =  О булгани учун

Ли
8 =  81=  —  (О 

dt

муноеабат уринли булади. Бинобарин, бу з^олда яшсмнинг г^узгал- 
мас Hyi^Ta атрофидаги айланма з^аракати 1̂ узгалмае yi  ̂ атрофидаги 
айланма з^аракатга эквивалент 63“лади.

2. Оний бурчак тезлигининг ми1̂дори узгармай (со =  const) фа-

1̂ ат йуналиши узгареин. У з^олда 8̂  =  О булиб,

¡ ^ = ¡ ¡ = 0 3 —  (1ь22)
dt

муносабатни оламиз. Бунда бевосита бурчак тезланишнинг бурчак

тезлик ор1̂али ифодаси 
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ганимиздек, мицдор жи^^атдан узгармас 
булиб йуналиши жисмнинг ¡кузгалмас

ну1̂та атрофида со бурчак тезлиги би­
лан айланиши туфайли узгарадиган век­
торнинг ва1̂т буйича >;осиласини (11.4) 

формула билан ?^исоблаш мумкин.

Худди шунга ухшаш ш ни мицдори 
вектор леб кярасак,

Е
d со

dt
=  ( ü i X  со

11.11- раем, 

узгармас булган радиус-

у  2

(11.23)

муносабат уринли булади. (11.23) да со^орк^али со вектор йуналган ай­
ланиш оний у1̂и?шнг бурчак тезлиги белгиланган (11.10-раем, в).

Бу цолда бурчак тезланиш векторининг мицдори у  ̂

е=С0|-со sin (сО| cd) (11.24)

формуладан аницланади.

[ / ^ 2 - масала. Учидаги бурчаги 2 а  =  60° булгап I дояравий конус, учидагн 
бурчаги 2 ^ =  120° булган цузралмас II конус ичида сирпанмаедан думалайди 
(11.11- раем, а). 1 конус асосининг маркази узгармас 0^=0,44 м/с тезликка эга. » 
конус аеосининг радиуси г—0,2 м, I конуенинг оний бурчак тезлиги, оний бурчак 
тезланиши ва унинг А ;^амда В ну1̂таларннинг тезлик, тезланишлари топилсин.

Ечиш. Г конус II конус ичида сирпанмаедан думалаганда унинг учидаги О 
ну|̂ та 1̂узралмаедан цолади :^амда I конуенинг II конуега тегиб турган ОЛ ясов-* 
чисида ётувчи барча ну1̂галарнинг тезлиги нолга тенг булади, яъни О А чизИ!^
I конуенинг айланиш оний у[уг1ни ифодалайди.

Агар С ну [^танинг тезлиги раем текислигидан кузатувчи томонга 1̂ араб 
йуналган деб олсак, оний бурчак тезлик вектори унга мос равишда 11.11- раем, 
а да курсатилгандек йуналади.

С ну1̂га тезлиги бернлгани туфайли конус оний бурчак тезлигининг ми1̂до- 
рини (И.б) формуладан фойдаланиб ашн^лаймиз:

=2 ,54 с-1. (1)
СМ г sin 60°

А ну1̂та айланиш оний ?̂к̂ .!да ётгани учун унинг тезлиги иолга генг, яъни
=0 .
(11,5) га асосан В ну1̂танинг тезлиги

Уд =  со-В/С, (2)



/ бунда В К билан В нуцтадан айланиш оний >цигача булган масофа—оиий айланиг 
радиуси белгиланган. АОВ учбурчак тенг томонли булгани учун, ОВК учбур/ 
чакдан

5/С =  2гз1п 2 а  =  0,35 м. (З)

(1) ва (3) ни (2) га цуйсак,

0 ^ =  0,89 м/с.

В нуцтаиипг тезлик вектори [.асм текислигига тик равишда кузатувчи то­
монга йуналган,

(О вектори мицдор жи.^атдан узгармас булгаин учун (11.23) га асосан I 
конусни*^" оний бурчак тезланиши

е = 0 1 X 0) (4)

формула ёрдамида аницланади. (4) да со, билан О А оний ;уцнинг ОВ уц атрофи­
даги айланиш бурчак тезлиги белгиланган. С нуцта тезлигини 001 орцали. цуйи­
дагича ифодалаш мумкин:

Бинобарин,

^  ^  л 60° ^

(Ох вектори Ус нинг йуналишига мос равишда 11.11- раем, б дагидек вертикал 
пастга йуналади.

(4) га кура е =  со1-0-51п 2 а  =  5,59 с~2 

— ^ 
булиб, е вектори ОАВ учбурчак текислигига перпендикуляр равишда ид га 

параллел йуиалади.
■ ■ ^

(11.15) га асосан А нуцтанинг тезланиши =<Мл"Ь®л тенгликдан топи­

лади.

=  8 хО Л  айланма тезланишни Л нуцтага цуйилган ва е, О А вектор­

лар ётган текисликка перпендикуляр з^амда 8 нииг йуналишига мос равишда 

йуналган вектор тарзида 11.11- раем, б дагидек тасвирлаш мумкин. ццд векто­

ри ОАВ учбурчак текислигида ётади вэ О А га перпендикуляр йуналади. (11.16) 

га кура, у ш ^=е-0Л =8-2г =  2,24 м/с га тенг.

Л нуцта айланиш оний уцида ётгаилиги 1уфайли = 0 . (11.17) га биноан уц-

ца интилма тезланиш нинг мицдори хам нолга тенг булади.

Шуидай килиб, Л нуцтанинг тезлаиишя фацат айланма тезланишдан иборат 

булади: = 2 ,2 4  м/с^.
—>■ —>- -■ у.

(11.15) га кура В нуцтанинг тезланиши =  +  ифодадан топилади.

— ^ХОВ  айланма тезланиш вектори В нуцтага цуйилади з^амда Т  

йуналишига мос равишда ОВ га перпендикуляр йуналади. Унин( мицдори

12.'^ =  8 *0 6 = 8 1 .2 л =  2,24 м/с'  ̂ га тенг.

=  (О X 0 ^̂ уцца интилма тезлаииш вектори ОЛ айланиш оний уцига 

перпендикуляр равишда ВК бу-йлаб йуиалади цамда

=  оз^-ВК =  co2.2r.sin 60° =  (2,54)2.2.0,2.0,816=2,23 м/сК
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— —>-cú „ ~̂ 8 “►(О
Wq ва ларни геометрик 1̂ ушиб, г<Уд ни ва ларга цурилган па­

раллелограмм диагоналига тенг вектор сифатида ани1̂лапмиз (11.11- раем, б). 
<11.18) га асосан эса у р^уйидагига тенг булади:

ау д =  | / ^ • oĵ -cos {w 

=  ■/2,243+ 2,232— 2.2,24-2,23-0,5 =  2,24 uJcK

fi. “ fi

11.3- масала. О А кривошипга эркин ^рнатилган ва О учидаги бурчаги 2 а

га тенг конуссимоп тишли гилдирак I конуссимон тишли г^узгалмас асос II да 
думалайди. О А кривошипнинг OÓj вертикал 1̂ узралмас yi^ атрофида айланиш бур­

чак тезлиги соо ва бурчак тезланиши 8q булса (11.12- раем), думаловчи гилди- 
ракнинг оний бурчак тезлик вектори ва оний бурчак тезланиш вектора топилсин.

Ечиш. О А кривошип 00 1 yi  ̂ атрофида Ио бурчак тезлиги билаи айланма 
:?^аракатда булгаии учун А ну1̂танинг тезлиги 1̂уйидагича анир^ланади;

ид =  ©о-ОЛ. (1)

Vĵ  вектори О АС учбурчак текислигига тик равишда у1̂увчи томонга йуналади.

I  гилдирак 11 гилдирак устида сирпанмай думалагани учун С ну1̂танинг тезлиги

Ve =  0. О ъа С нук[таларнинг тезликлари нолга тенг булгани туфайли ОС yi  ̂ I 
гилдирак учун айланиш оний у1̂ини ифодалайди. Шу сабабли гилдиракнинг

оний бурчак тезлиги со ОС бу’.'лаб йд^налади >^амда Л нуь^танинг тезлиги (11.5) 

формулага биноан топилади:

Vji~(ú'AN=(ú-OA sin а* 

<1) ва (2) ни солиштириб, оний бурчак тезлик учун

(2)

CÚ =
sin а

мун^^сабатни оламиз. Шундай 1̂илиб,

со =
CÜO

8Ш а

бунда билан ОС нинг бирлик вектори 
белгиланган.

I гилдиракнинг оний бурчак тезлани­
шини аниклаш учун вацт утиши билан

щ  >{амда $ 1  нинг узгаришини эътиборга 
олиб, (3) дан Baî T бри ч а  з^ссила оламиз:

Т -
__ d соо

d t dt s in a

бунда

d(ÜQ

dt

©о d ei

sin а  d i

:^амда (11,4) га кура

(3)

Л' с X ж ^

Jl  ̂  ̂
0/\2oi i

¿Ш т т

U.I2- раем.
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d
(5) д а----  нинг модули

dt

d 6i

di

—  =  ©0 X  e,. (5>
di

d e-i

=  ft)o*ei sin (90°— a ) = © ö  cosa

булиб, ■ - вектори раем текислигига перпендикуляр равишда у1̂увчи томонга 

б2 бирлик векюр буйлаб йуналади. Шу сабабли

d в-i —>■
— —  = (öo  cosa- ¿2 (6)

dt

деб ёзиш мумкин. Натижада (4) ни 1̂уйидагича ёза оламиз:

(7) пи (11.21) билан солиштирсак,

=  ’ 1̂ 2! " " “ о

экаилигини курамиз.
Шум дай цилиб, 1 рилдиракнипг бурчак тезлиги ва бурчак тезлани1ни, м 

равишда, (3) ва(7) формулалар ёрдамида ани1̂ланади.

11.8*-§. Эйлернинг кинематик тенгламалари

Агар жнем оний бурчак тезлигининг 1̂ узгалувчи ёки 1<̂ уЗ]Налма€ 
координата уь^ларидаги проекциялари маълум булса, (11.7) ва (11.8) 

формулалар ёрдамида жисм ихтиёрий ну1̂таси тезлигининг коор­
дината уг^ларидаги проекцияларини аницлаш мумкин.

Жисм бурчак тезлигининг {-̂ узралувчи ва 1̂ узралмас координата 
уч^ларидаги проекцияларини аниь^лаш учун оний бурчак тезлик век- 
ториии ОС, Oz, ON у1̂лар буйича йуналган ташкил этувчиларга аж- 
ратамиз:

со =  со, +  0) ^ + сОд,. (11.25)

Агар ОС, Ог, ON уцларнинг бирлик йуналтирувчп векторларини

мос равишда /г, п билан белгиласак (11.13-расм), (11.25) 1̂уйи- 
дагича ёзилади.

(О =  со. +  ©2 /г +  оод, л. (11.26)

11.1-§да баён этилган Эйлер теоремасига кура (11,26) даги 

со̂ , (о̂  ва сОд, лар мос равишда ij), ф ва 9 бурчакларнинг ва1̂т бир­

лиги ичида узгаришици ифодалайди:
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CO.
dij)

di
=  \1), 0)̂

11.13- pacM. 

_ dcp _ •

dt
=  Ф, iO„ =

dQ

dt

Бинобарин, (11.26) ни

-7~ - -7- • • — Г' ■ • '

со =  '1|)Со +  ф/г +  6/г =  'ф +  Ф +  0 (11.27)

куринишда ёзиш мумкин.
Аввал бурчак тезлик векторининг цузралувчи Ох, Оу, Oz yî -̂ 

лардаги проекцияларини аниь^лаймиз. Бунинг учун ОгС ва Оху те- 
кисликларнинг кесишган чизирини 0L  билан белгилаймиз (11.13-

расм, а), г}: ни 0L ва z у̂ -̂̂ р̂ буйича йуналган ташкил этувчиларга 

ажратамиз:

г]) =  \j) sin 0 • /° +  г!) cos 0 /г, (11.28)

бунда 1~ билан 0L  у1\нинг бирлик вектори белгиланган. (11.28) ни 

назарда тутиб, (11.27) нинг иккала томонини Ох, Оу, Oz у 1̂ ларга 
проекциялаймиз:

<0^ == (ij) cos 0) • cos 90° +  (\j5 sin 0) cos (90° —  ф) +  0 cos ф -Ь ф cos 90°, 

íOy =  (i¡) cos 0) • cos 90° +  (\¡5 sin 0) cos ф 4- 0 cos (90° +  ф) +  Ф cos 90°,

ío  ̂=  \j) cos О + 0  cos 90° +  ф.

ёки соддалаштирсак, ¡^уйидагилар ^^ооил булади:

• »

СОд. =  ij) sin 0 sin ф -Ь 0 COS ф, 

соу = -ф sin 0 COS ф —  0з1пф, (11.29)

(Ог =  ij) COS 0 4- ф.
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0)

(11.29) тенгламалар Эйлернинг кинематик тенгламалари дейи*- 
лади. Агар Эйлер бурчаклари я]), 0, ф лар ваг^тнинг функцияси си­
фатида маълум булса, Эйлернинг кинематик тенгламалари воситаси­

да 1<^узгалмас иу1<̂та атрофида айланувчи жисм оний бурчак тезлиги- 
иинг координата ук-^аридаги проекциялари ани1̂ланади.

Бу проекцияларни хисоблаб, оний бурчак тезликнинг ми1̂дор ва 
йуналиши ни

=  V (о; +  0)̂  +  0)2 =  +0'-+ф2 +  2 ф cos 0 , (11.30)

cos (со, Л-) COS (w, у) cos (ш, z) (11.31)
(I) со О)

формулалар ёрдамида аниклаймиз.

Худди шунга ухшаш, оний бурчак тезлик векторининг 1̂ узралмас

координата укларидаги проекцияларини >^исоблаш мумкин. г[) ва 0 
векто])ларнинг ОН, О т), 01, у1̂лардаги проекциялари осонлик билан 

—>■

хисобланади, ф гекторнинг кузралмас уа^лардаги проекцияларини >̂и- 

соблаш учун бу вектории O^z  ва От)Н текисликларнинг кесишгаг^ 
чиз!-:сн ОМ хамда 0 ^  уг^лари буйлаб йуналган ташкил этувчиларга 
ажратамиз (11.13-расм, б):

Ф =  ф81П 0-т° + ф COS0 (11.32)

бунла n f  билан ОМ уь^нинг бирлик вектори белгиланган, (11.32) ни 
эътиборга олиб, (11.27) ни 1̂узралмас у1̂ларга проекцияласак.

03. =  ф sin 0 sin ф -f 0 cos \|;,

(0^̂ =  — ф sin 0 cos я[) +  О sin -ij), 

0)̂  =  ij) +  Ф cos О

(11.33)

формула л арии оламиз.

(11 33) ни (11.29) билан солиштириб, оний бурчак тезликнинг 
модули

(О

хар иккала )^олда хам айнан бир хил 1̂ийматга эга булишига ишонч 
>̂ осил киламиз.

Бурчак тезлик векторининг 1̂ узралмас у 1̂лар билан ташкил цил- 

ган бурчаклари (11,31) формулалар каби формулалар билан .анир̂ ла- 
н ади.

(11.29) на (11.33) дан курамизки, Эйлернинг кинематик тенгла­
малари Эйлер бурчаклари ва уларнинг вакт буйича }^осилалари би­

лан оний бурчак тезлик векторининг цузралувчи ва 1̂ узралмас yî - 
лардаги проекциялари орасидаги борланишларни ифодалайди.
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11.4-масала. К,узралмас О нук;та атрофида айланувчи жисмнинг ?^аракати î y- 

йидаги Эйлер бурчаклари ор 1̂али берилган:

я  я

Жисм оний бурчак тезлиги, айланиш оний yi^i )^амда 1̂ у31-алувчи ва к;узрал- 

мае аксоидлар топилсин.
Ечиш . Эйлернинг кинематик формулалари (11.29) дан фойдаланиб бурчак 

тезликнинг г^узгалувчи координата укларидагн проекцияларини )^исоблаймиз:

(1) ни (11.29) га цу-ямиз;

я

¥
, е = 0, ф =  я.

я я
• sin я t,0)^ =

2
- sin ■

3

я я.
■ COS л t,0)у =

2
• sin

3

я я
— 2 3 +"■

(1)

Юк;оридагиларни ихчамлаб ¡куйидаги муносабатларии оламиз:

Уг _ ...................... _5

4
(Од. =  ---  я sin л /, СОу =  —;—  Я COS Я /, й)̂  =  —  Я. (2)

Бурчак тезлик векторининг к;узралмас координата у!^ларидаги проекщ1яларини 

а!ш1̂лаш учуй (1) ни (11.33) га 1̂уямиз:

я  я  
(О» =  я  sin — •sin —  /,

о ^

я  я  
ft)^ =  — Я51п—  COS Y  t,

я  я
Í0^ =  —  +  ЯСОЗ—  .

я  т/̂  3 я  1 ^ ^
Бу тенгликларда sin —  = — , cos =  булишини эътиборга олсак, на- 

3 2 3 2

тижада (Og, <»  ̂ лар учун ушбу муносабатларни оламиз:

i / T  я  х/~3 я
(Ot = - — я  sin—  / , 0)^ =  —  — —  я  COS —  t, (0^ =  я . (3)

¿t ¿I ¿t

у  ?^олда бурчак тезликнинг миу^дори 1̂уйндагича >^исобланади:

ft) =|/<»2 0)2 -I- а)2 =  ■)/ « I  0)2 о)| =  л с-1. (4)

(4) дан курамизки, бурчак тезликнинг ми(^дори вак;г угиши билан узгармас 

экан.
Бурчак тезлик векторининг к,узгалувчи у1̂лар билан ташкил т^илган бурчак- 

лари (11.31) га ку'ра ?^исобланади:



ч / (Ojr г/ 3
COS ((1), х) — — — — — — —  it sin я  ¿ »  0,325 sin я  t, 

« 2 / 7

cos (íO, у)
_  (Оу 

0)

COS (ío, г) =

: 0,325 cos J tí,

у ✓Ч
0,945 ёки (со, z) =  19°6'.

(5 )!

Шунингдек, бурчак тезликнинг 1̂ ;узралмас /̂х̂ лар билан ташкил 1^илган бурчак» 
лари

cos ,65 sin - -  í,

cos (О)

« S  т / ~ Т  Jt
(ш, — = | /  _

“ т1 т / ” 3 я  я
, г , ) = - ^ = - у  y c o s - í ^ - 0 , 6 5  C O S - Í . (6>

(<V 2 > ^
cos (w, Q — — ——  г» 0,7559 ёки (ш, Q =  40°54\

формулалар воситасида ани1̂ланади. (5) ва (6) тепгликларнинг учинчисидан кура» 
мизкн, оний бурчак тезлик вектори, яъни айланиш оний ук^ииинг Oz >^амдаО^ yi^- 
лар билан ташкил 1̂илган бурчаклари ;!^аракат давомида узгармас экан.

>^осил булган натижаларни (11,27) дан билвосита фойдаланиш йули била»

олиш мумкин. Курилаётган з^олда 0 =  0 булгани туфайли оний бурчак тезлик 
векгори гО^ текислигида ётади (11.14-расм) г^амда (11.27) га кура

=  'фТ® + ф ^ .

ffZ
Бу тенгликнинг унг томонидаги икки вектор орасидаги бурчак 0 =  —  б^^лгани

3
учуи косинуслар теоремасига кура ODC учбурчакдан

=  - 2 ^ я с - .
г|)2 -}- 2ф я|) COS 60° 

келиб чи1^а;ш.

Синуслар теоремасига кура ODC учбурчакдан оний бурчак тезликнинг йуна» 
ЛИШ11И1! аннклаймиз;

(О ф

11.14- раем,

sin 120° sin (й), z) sin (о , Q 

Бу тенгликлардан

“(©Г^) =  19°6', =  40°54«.

(11.9) ва (11.10) га асосан, г^узралувчв 
ва {̂ у’згалмас координаталар система­
сига нисбатан айланиш оний ;у1̂ининг 
тенгламаси, мос равишда цуйидагича 
ёзилади:

— ^ —  =  - . «
■/~3 sin я  Í /  3 cos я  Í 5
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2^ 2т1
=£. (8)

V  3 з1п  ̂ /  3 соз-^ I

(!) ва (8) тенгламалардан вар^т I ни 
йу1̂отиб, мос равишда 1̂узралувчи ва 
г^узралмас аксоидлар теигламасини }̂ о- 

сил 1̂иламиз:

22 = 0,

с

11.15- раем.

Бу тенгламалардан курамизки, ц^зга-
лувчи ва цузралмас аксоидлар доиравий конус сиртлардаи иборат булади (И . 10- 

расм).

12-6 0 6. ЭРКИН КАТТИК, ЖИСМНИНГ }<,АРАКАТИ

12.1-§. Эркин жисм з^аракатининг кинематик 

тенгламалари

Эркин жисмнинг бирор О̂Х]У̂г-у цузралмас координаталар сис­

темасига нисбатан >^олати унинг бир турри чизицда ётмайдиган Зта 
ну1̂тасининг з^олати билан ани1̂ ланади. Бу нур^таларни ^узаро тугри 

чизик; кесмалари билан туташтирсак, учбурчак >̂ осил булади. Жисм­
нинг з^олатини ани1-̂ ловчи мазкур учбурчакнинг ;^аракати 1̂ атти1̂ 
жисмнинг фазодаги }^аракатини батамом характерлайди.

Эркин жисмнинг кучишига оид ¡куйидаги Шаль (1793 — 1880) тео­

ремасини исботлаймиз.
Теорема. Эркин жисмнинг фазодаги у,ар кдндай кучишини 

(^утб деб олинган нуцтанинг бир илгарилама кдчиши ва ¡̂ упгбдан 
дтувчи д!̂  атрофидаги бир айланма кдчииьдан таилкил топган 

деб !^араш мумкин.
Исбот. Эркин жисмнинг пайтдаги I з^олати ОАВ учбурчак )̂ о- 

лати билан ани1̂ лансин: 2̂ пайтдаги II  з^олатда эса мазкур учбурчак

О И  1^1 учбурчак }^олатини олган булсин (12.1-раем). Жисмнинг I }̂ о- 

латдан II з^олатга утишини 1<̂у- 
йидагича бажариш мумкин. Ав- 

вало жисмга шундай илгарилама 
кучиш берамизки, унинг О ну1̂- 
таси О1 билан устма-уст тушсин, 

у з^олда А, В ну1̂ талар А ', В'
^олатни эгаллайди.

Сунгра Эйлер-Даламбер тео- 

ремасига кура Оу нуг^тадан утув­
чи бирор у1̂ атрофида бир ай- 
лантирсак, жисм иккинчи з̂ о- 

латни эгаллайди. В|
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Албатта, жисмнинг бир ĵ o- 

латдан иккинчи ;^олатга кучиши- 

ни бундай икки }^аракат йиринди- 

сидан иборат деб i^apaui унинг 

з а̂ци1̂ий 5^арака7ини тасвирла- 
майди.

Эркин жисмнинг }̂ ат̂ и1̂ий >̂а- 
ракати давомида бу икки :?^аракат 

бир вацтнинг узида содир булади.
Шу сабабли эркин катти!^ 

жисмнинг }̂ а1̂и1̂ий ?^аракатини 
1̂уйидагича тасвирлаш мумкин: 
эркии каттш^ жисмнинг >^арака- 
тини жисмда 1̂ утб учун танлак 

олинган нур^та билан биргалиб- 
даги илгарилама :>̂ аракат >;,амда 1^утб атрофидаги айланма }^аракат- 

дан ташкил топган деб 1̂ араш мумкин. 1Бу жумладан, 1̂утб атро- 
фидаги ?^аракатни мазкур ну1̂тадан утувчи оний у1̂ лар атро(|)идаги 
кетма-кет узлуксиз чексиз кичик айлаиишлардан ташкил топгав 
деб тасаввур г̂ илиш мумкин.

Жисмнинг ^^олатини ани1̂лаш учун унршг бирор О нуктасини 
кутб учун танлаб оламиз ^^амда р^утб орцали 1̂ узралмас
коордш-шталар системасига ?^амиша параллел равишда }^аракатланув- 

чи О S11С координаталар системасини ва жисмга ма^^кам бириктирил> 
ган Охуг координаталар системасини утказамиз (12.2-расм).

К^узралувчи Охуг координаталар системасннинг г^узралмас О-̂х-уУ̂г̂  ̂
координаталар системасига нисбатан ^^аракатини ургаииш эркин 
жисмнш^г OiA'ii/i?! координаталар системасига нисбатан }^аракатинк 
ургамишга эквивалентдир. Охуг ь^узралувчи координаталар система- 

сипинг 1̂узралмас координата лар. системасига нисбатан исталган пайт̂  
даги хрлатини анит^лаш учун О ¡^утбнинг координаталари 

2io ни ва1̂гнинг функцияси сифатида ифодалаш керак. 11.1-§дакур- 

ганимиздек, Охуг координаталар системасининг О ir) С координаталар 
смсгемасига нисбатан ?^олати маълум булиши учун учта Эйлер бур­
чаклари г|), 0, ср ни ва1̂тнинг функцияси сифатида ифодалаш керак. 

Бинобарин, эркин 1̂ атти1̂ жисмнинг 1̂узралмас О̂ х^у^г̂  координа­
талар системасига нисбатан ?^олати олтита: у-̂ ,̂ ф, а]), 6 ко­
ординаталар билан ани1̂ ланади;

Эркин 1̂атти1̂ жисм фазода :^аракатлангаида мазкур координата­

лар бир 1<̂ ийматли, узлуксиз ва камида ваг̂ т буйича иккинчи }̂ оси- 
ласи мавжуд функциялардан иборат булади, яъни:

■̂10 ~  /i (0> Ухо ~  /г (0> ~  /з (О» I (12 1'к

1̂) =  /, ( а  е =  /д (О, Ф =  /е (0. I
Бу тенгламалар эркин 1̂ аттиц жисмнинг исталган пайтдаги ^ о̂лати- 

ни ани1<̂ лайди ва эркин каттик жисм умумий х^аракатининг 
нематик тенгламалари дейилади.

(12.1) теигламаларнинг бириичи учтаси воситасида жисмнинг ил­

гарилама харакати ант^ланади. Жисм турли ну1̂таларининг коорди-
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наталари турлича булгаии тус})айли бу тенгламалар ¡^утбнииг тан> 
лаб олинишига борли!^ булади.

(12.1) тенгламаларнинг цолган учтаси эркин 1̂ атти1̂ жисмнинг 
з̂ ар ондаги сферик харакатиии ифодалайди ва 1̂ утбнинг танланиши- 
га борли!^ булмайди. Ха 1̂и1>̂ атан }̂ ам жисмнинг О ва О' ну1<̂ талари- 
да узаро параллел булган Охуг ;^амда О'х'у'г' координаталар сис­
темасини утказсак, бу координаталар системасининг мос у1-̂ лари 

жисм >^аракати давомида бир-бирига параллеллигича 1̂олади; О ва О' 
ну1̂ талардаги Эйлер бурчаклари бнр хил булади (12.3-расм).

Эркин 1<̂ атти1̂ жисмнинг бурчак тезлиги деганда унинг бирор нук- 

тасида олинган ва жисм билан биргаликда илгарилама }^аракат 1̂и- 
лувчи координаталар системасига нисбатан ^^исобланган бурчак тез­
лик тушу ни лади.

Эркин 1̂ атти1̂ жисмнинг бурчак тезланиши тушунчаси }̂ ам худ­
ди шу усулда киритилади.

Эркин 1̂ аттик жисмнинг 1̂ утб атрофидаги )^аракати 1̂ утбнинг тан- 
ланишига борли!^ булмагани учун эркин каттн1<̂ жисмнинг айланма- 
г^аракатидаги бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши ?̂ ам [-̂ утбиинг 
танлаб олинишига борли!^ булмайди, яъни О ёки О' нур^таларнн 1̂утб- 

учун танлаб олсак, у }^олда эркин з̂ аттиь; жисмнинг мазкур 1̂ утб-

лар атрофидаги айланма }^аракат бурчак тезликлари со ва со', шунинг­

дек, 8 ва & бурчак тезланишлари мос равишда тенг булади.

12.2-§. Эркин жисм ну1̂ тасининг тезлиги

Эркин 1̂ атти1̂ жисм иккита ну1̂ тасининг тезликлари орасидаги 

муносабатни ифодаловчи форму лани келтириб чи1̂ арамиз.
Агар эркин жнем бирор О ну1̂тасининг тезлиги маълум булса, шу 

пу1<̂ тани 1\утб учун 1-̂ абул 1-̂ иламиз. 1^утбнинг 1̂ узралмас СхХ-̂ у̂ г̂
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координаталар системасига нисбатан

радиус-векторини г̂ , жисм ихтиёрий 
М  ну1̂ тасининг мазкур координата­

лар системасига нисбатан радиус-

векторини г } а̂мда М  ну1̂танинг О 
р^утбга нисбатан радиус-векторини

р билан белгиласак (12.4-расм), эр­
кин жисм з^аракати давомида з̂ а- 
миша

( 12.2)

12.4- раем. муносабат уриили булади. Жисм­
нинг О ва h\ ну!^талари орасидаги

масофа узгармасдан 1̂ олгани туфайли р =  const булади, яъни р век- 

тори ми1̂ дор жиз^атдан узгармас булиб, ^^аракат давомида унинг 
фа1̂ ат йуналиши узгаради.

М  ну1̂ танипг тезлигнни ани1̂лаш учун (12.2) векторли тенглик- 
дан Baî T буйича з^осила оламиз;

d г 

di dt di
(12.3)

-бунда
d г d Гг

dt ‘ ' dt 
тезлиги.

Эркин 1<̂ атти1̂ жисм з^аракати давомида р векторнинг миг^дори

узгармай, фаг^ат йуналиши узгаргани учун з^осила М  нуг^танинг
at

О 1':,утб атрос|)идаги сферик з^аракат тезлигини ёки О 1̂ утбдан утув- 

’чи айланиш оний у{̂ и атрофидаги айланма з^аракат тезлиги ни 

ифодалайди. (11.4) га биноан

■ М ну1̂ танинг тезлиги, ___Ч. =  Vq —  О 1̂ утбнинр

dp _
(О X p  =  v .

dt ---- îo-

Натижада (12.3) ни ¡куйидагича ёза оламиз:

® X Р

(12.4)

■еки

МО

(12.5)

( 12.6)
Шундай 1̂илиб, эркин f^ammui^ жисм ихтиёрий М нуцтасининг 

тезлиги ¡^утбнинг тезлигига тенг булган илгарилама у:^аракат 
тезлиги билан жисмнинг шу г^утбдан утувчи айланиш оний 
атрофида айланиилидаги мазкур нущ а тезлигининг геометрик 
йириндисига тенг.
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Текис параллел ?^аракатдаги каби (12.5) формуладан бевосита 
келиб чи1̂адиган }^амда ало^^ида а^^амиятга эга булган 1̂ уйидаги нати» 

жаларни келтирамиз:
1. Агар берилган онда эркин жисмнинг бурчак тезлиги нолга- 

тенг булса, у }^олда жисм барча нур^таларининг тезликлари тенг ва 

жисм шу онда илгарилама )^аракатда булади.

Дат̂ иг̂ атан )̂ ам, со =  О булса, (12.5) га кура Оо == Ум булади. 
М  жисмнинг ихтиёрий нуг^таси булгани учун жисм барча ну1̂ таларИ" 

нинг тезлиги г^утбнинг тезлигига тенг булади.
2. Эркин жисм иккита ну1̂ таси тезликларининг шу нуг^талардак- 

утувчи ут^даги проекциялари узаро тенг булади.
)^а1̂и1̂ атан ){ам (12.5) ни О ва М нуь^талар орь^али утувчи ОМ 

у д а  проекцияласак, цуйидаги тенглик }^осил булади:

f̂ PoM Й)) =  Р̂ом Ы  +  Р̂ом
A m m o  о х р  вектори М ну1̂ танинг О ну1̂ тага нисбатан радиус-век-

тори р га ёки ОМ у д а  перпендикуляр булгани учуи унинг маз^ 

кур увдаги проекцияси нолга тенг булади. От^ибатда

Р̂ом 0̂ ~  Р̂ом
тенглик уринли булади.

12.3-§. Эркин жисм нуктасининг тезланиши

Эркин жисм }^аракатининг умумий ^^олида унинг бирор М  nyi^- 
таси тезланишини ани1̂лаш учун мазкур нуг^танинг тезлигини ифо» 

даловчи (12.5) формуладан ва1̂т буйича ^^осила оламиз;

Ум ->• -> dp , , ^

Бунда

 ̂ —>- “>■ —У-
d Vm ^  ^ dp

“ ЗГ”  ~-dT ^  ^0 ’ ~ш~ ® ’ ~Ж~ =  “  X р 

булгани туфайли (12.7) ни

=~Wq + Т X  Р X  (ю X  р ) (12.8)

куринишда ёзиш мумкин. (12.4) ни эътиборга олсак, (12.8) ифода

i n  = '^ о  +  ^ Х  X iiwo (12.8 а)

куринишни олади.

Эркин 1̂атти1̂ жисмнинг тезланиши учун чи1̂арилган (12.8) ифо-
— —>- —>- "*>- 

дани (11.12) билан солиштирсак, 8 X р +  со X (со х  р) йиринди М  
нур^та тезланишининг жисм О 1̂ утб атрофида оний айланма :^аракат-

211



да булган даги ташкил этувчисини ифодалашини курамиз. Тезланиш- 

шинг бу ташкил этувчисини билан белгиласак,

^ и = Я + '4 о -  (>2.9)

(12.9) дан курамизки, умумий ?^олда эркин 1̂ атти1̂ жисм ихти­
ёрий А4 ну1<^тасининг тезлаииши О 1̂ утбнинг тезланишига тенг бул­
ган илгарилама ?^аракат тезлаииши билан жисмнинг О цутб атро­

фида айланишида М  ну1̂та олган тезланишларининг геометрик йи- 
«риндисига тенг.

!3-боб. НУКГАНИНГ МУРАККАБ Х^АРАКАТИ

\Фанда кенг, тдппа- пфри йдл ва унинг чан,ир тошли 
М01^ларидан х̂ ориш би. май, тириишб-тирмашиб чш̂ а олган киши- 
гина унинг нурли чущиларига етишади».

К. Маркс

13.1-§. Ну1̂ танинг нисбий, кучирма ва 
абсолют ;^аракатлари

Шу пайтгача ну1̂танинг г^аракатини т^узралмас координаталар снс- 

темасига нисбатан текшириш билан шурулландик. Лекин механика 
масалаларини ечишда купинча ну1̂танинг )^аракатини бир ва1̂тнинг 
узида иккита координаталар системасига нисбатан текшириш маЕ̂ сад- 

га мувос1ш1'̂  булади. Бу ;^олда координата системаларидан бирини 

1̂ узралмас деб 1̂абул к;иламиз ва уни асосий координаталар систе­
маси деб атаймиз.

Масалан, узгармас тезлик билан турри чизиц буйича ?^аракатла- 
наётган самолётдан бошланрич тезликсиз ташланган юкнииг :?̂ ара- 

катини Ер билан борланган асосий координаталар системасига ?̂ ам- 
да самолётга бириктирилган координаталар системасига нисбатан 

текшириш мумкин. Бунда бир координаталар системасига нис- 
батаи ну1̂ танинг траекторияси турлича булади. Х,а!^и1̂атаи >̂ ам, х,а- 

вонииг 1̂аршилиги }^исобга олинмаса, самолётда утирган кузатувчига 

нисбатан юк турри чизи1̂ли ?^аракат 1̂ илаётгандек туюлади. Ха 1̂и- 
1̂ атан }̂ ам самолётдаги кузатувчи О^, Оз, Од )^олатларни эгаллаган- 

да юк мазкур иу1̂ талар билан бир вертикал турри чизи1̂ ларда ётув­

чи Му, М 2, /Из }(,олатларни эгал- 

^  лайди; Ерда турган кузатувчи эса, 
”  самолётдан ташланган юкнииг па­

рабола буйлаб }^аракатланаётган- 
лигинииг шо>^иди булади (13.1 -раем).

М  ну1<̂та бирор Охуг координа­

талар системасига нисбатан ?̂ ара- 
катлансин. $^з иавбатида бу коор-

,....... ..........................................  динаталар системаси кузгалмас деб

олинадиган 0.?г|? асосий коорди-

13.1-раем, наталар системасига 1шсбатан }̂ а-
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ракатлансии (13.2-расм). Одатда з̂ ар 

иккала координаталар системаси з̂ ам 
маълум жисмларга бириктирилган деб 
1̂ аралади. Аксарият з^олларда 1-̂ узрал- 

мас координаталар системаси Ерга 
борлаб олинади. 1\узралувчи координа­

талар системаси эса машина ва меха­
низм 1<̂ исмлари, кема, самолёт, поезд 
каби з^аракатдаги объектлар билан 

борланган деб 1̂ аралади.

I ̂ Нуктанинг кузгалувчи координа- 
шалар системасига нисбатан хара­
кати нисбий харакат дейилади.

М пу!^танинг 1̂ узралувчи координаталар системасига нисбатан

радиус-векторини р, координаталарини х, у, г з^амда т^узралувчи ко­

ордината у1̂ларининг бирлик йуналтирувчи векторларини моо равиш-

к билан белгиласак.да I, /,

р =  X / +  /у у +  2 /г

муносабат уринли булади.
М  ну1̂танинг иисбий з^аракат тенгламаларини Декарт координата 

у1̂ ларидаги ифодаси ¡куйидагича ёзилади:

х =  (О,

У =  У (0. 

г =  г (О-
(13.2)

Ну 1̂танинг нисбий з^аракати ¡^узгалувчи координаталар системаси 

билан биргаликда з^арака гланувчи кузатувчи томонидан 1̂аргд цили- 
нади. Ну 1̂ танинг ¡^узралувчи координаталар системасига нисбатан 
траекторияси нисбий траектория дейилади. Ну 1̂ танинг бундай з̂ а- 
ракатдаги тезлик ва тезланиши мос равишда нисбий тезлик ва нис-

—̂  —>-
бий тезланиил дейилади з^амда ва билан белгиланади.

Р^узралувчи координаталар системасининг ва у билан узгармас 
равишда борланган фазо нуг^таларигшнг 1̂ узралмас координаталар сис­
темасига нисбатан з^аракати кучирма з^аракат дейилади. Кучирма з̂ а- 

ракат тушунчаси нисбий з^аракатдаги ну1̂тага з̂ ам тааллу1̂ли бу­

лиши мумкин.
Бундай ну1^танинг бирор ондаги кучирма ){аракати деганда 

худди шу онда 1̂ узралувчи координаталар системасининг берилган 

нуцта билан устма- уст тушувчи ну1̂тасининг !^узралмас координата­
лар системасига нисбатан з^аракати тушунилади.

Нуг^танинг берилган ондаги кучирма з^аракатини тал1̂ин р^илиш 

учун ну1̂ танинг шу ондаги иисбий з^аракатини фикран эътиборга ол­
май, уии г^узралувчи координаталар системаси билан биргаликда ь̂ уз- 

ралмас координаталар системасига нисбатан з^аракати ¡^аралади.

Шу сабабли ну/<^танинг берилган ондаги кучирма тезлиги ва 

кучирма тезланиили деганда худди шу онда ¡^узралувчи координа-

21а.



талар системасининг берилган ну1̂ та билан устма- уст ту шувчи ну1̂-

тасининг тезлиги ва тезланиши тушунилади. Кучирма тезлик

кучирма тезланиш билан белгиланадн.

К5узралувчи координаталар системасининг турли нукталари }̂ ар 
хш  траектория буйлаб ^^аракатлангани туфайли умумий }^олда М 
ну1̂таш1нг кучирма ^^аракат траекторияси тушунчасини киритиш мум­
кин эмас.

Ну 1̂танинг 1̂ узгалмас координаталар системасига нисбатан }̂ ара- 
кати абсолют х^аракат дейилади. Нуз^та бир ваг^тнинг узида икки 
ёки ундан орти1̂ }^аракатда иштирок этса, бундай ^^аракат мурак­
каб щ ракат  дейилади. Нуг^танинг абсолют )^аракати уз навбатида 
нисбий ва кучирма ^^аракатлардан ташкил топгани туфайли ну1̂та- 
нинг абсолют ^^аракатини мураккаб }^аракат деб аташ мумкин.

Абсолют )^аракатдаги ну[^танинг тезлик ва тезланиши мос ра- 
вигпда абсолют тезлик ва абсолют тезланиш. дейилади. Абсолют

тезликни Уд, абсолют тезланишни Ша билан белгилаймиз.

Ну 1̂ танинг нисбий ва кучирма ^^аракатини Оилган :>̂ олда унинг 
абсолют ;^аракатини, бинобарин, абсолют }^аракат тезлиги ва тезла­

нишини ани1̂ лаш нукта мураккаб }^аракати кинематикасинииг асосий 
масаласи ^исобланади.

13.2-§. Мураккаб ?^аракатдаги ну1̂танинг тезликларини 
цушиш >;а1̂идаги теорема

К^узралувчи Охуг координаталар системаси 01^1]  ̂ асосий коор- 
дииаталар системасига нисбатан ихтиёрий равишда >^аракатлансин 
(13.2-раем). Юцорида курганимиздек, М ну[^танинг харакатиии 1̂уз- 
галувчи ва асосий координата системаларининг )^ар бирига нисбатан 

йниг̂ лаш мумкин. Бу параграфда ^нур^танииг танланган координата 
системаларига нисбатан тезликлари орасидаги муносабатни ани1̂лай- 

миз.
Агар М ва О ну1̂ таларнинг 1̂ узралмас координата системасига

нисбатан радиус-векторларини мос равишда г ва билан белгила- 
ласак, расмдан

'^== '^0+ ^ (13.3)

муносабат уринли булишини курамиз.*
(13.1) ни назарда тутиб, (13.3) ни

Т=7^-]-Я^^уТ-\-гк (13.4)

куринишда ёзиш мумкин.
Агар М  нур^танинг нисбий ва кучирма }^аракати маълум булса, 

яъни мазкур нуктанинг нисбий координаталари х, у, г ва ь̂ узга-
—>-

лувчи координаталар системаси бошининг радиус- вектори ва1̂т-
— —>-— * 

нинг функцияси сифатида :;̂ амда /, /, к ларнинг ва1̂т утиши билан 
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йуналиш жи}<;атдан узгариш 1̂ онуни берилган булса, нуь^танинг асс 

сий координаталар системасига нисбатан ^^аракати ;^ам берилган 
>^исоблаш мумкин.

М ну1̂ танинг абсолют тезлигини ани1̂ лаш учун (13.4) дан/ва1<;т 
буйича }^осила оламиз:

й г й Г(̂  ,  ^  .  - V  ,  (11 ¿у  Л к
=  + +  (13.5>

Бу тенгликда —  /И иуктанинг абсолют тезлигини, —^  =

=  VQ эса 1̂ узгалувчи координаталар системаси бошидаги О ну1̂та-

нинг тезлигини ифодалайди.
(13.5) да 1̂уйидаги белгилашларни киритамиз:

=  X I у 1 + г к, (13.6>

(11 й ] й к 

=  ~1Г’

(13.6) дан куриниб турибдики, тезликнинг V,. ташкил этувчисини! 
з^исоблашда нуг^танинг факат нисбий координаталаригипа узгариб,

Гд, ¿, /, к векторлар узгармас деб 1<^аралади. Шу сабабли нук- 

танинг нисбий тезлигини ифодалайди.

(13.7) да л:, у, г катнаигмай[ди, яъни ни ?^исоблашда нукда-

нинг нисбий у^аракати эътиборга олиимайди. Ш у сабабли М. нук- 
танинг кучирма тезлигини ифодалайди.

Шундай 1̂ 1либ, 1̂уйидаги тенглик }^осил булади;

^а= ^г  + е̂- (13.8>!

(13.8) тенглама мураккаб харакатдаги нуктанииг тезликларини 
н̂ ушиил хакидаги теоремани ифодалайди; ну ¡^танинг абсолют тез­
лиги мазкур нук,та нисбий ва кучирма тезликларининг геометрик 
йириндисига тенг.

Шундай 1̂илиб, ну1̂танииг нисбий ва кучирма тезликлари ми1̂  

дор ва-йуналиш жихатдап маълум булса, абсолют тезликнинг мо­
дули нисбий ва кучирма тезликларга 1̂ урилган параллелограммнинг 
диагонали билан ифодаланади. Шу сабабли бу теоремага тезлик- 
ларнинг параллелограмм к^оидаси дейилади.

Абсолют тезликнинг модули косипуслар теоремасидан фойдала- 

пиб аии1̂ланади (13.3-раем).

=  +  +  cosa. (13.9)

бунда а  =  0 ,̂ Vg билан нисбий ва кучирма тезлик векторлари ора­

сидаги бурчак белгиланган.
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13.3- раем. 13.4- раем.

Хусусан нисбий ва кучирма тезлик векторлари узаро перпепди- 
'куляр булса, яъни а  =  90° булган }^олда тезликларга ¡^урилган па­
раллелограмм тугри туртбурчакдан иборат булади. Шу сабабли бу 

:?̂ олда

(13.10)

Лгар ну^хтанинг иисбий ва кучирма тезликлари бир турри чизи1̂ 
■буйлаб бир томонга йуналса,

(13.11)

(13.12)

=  1/

з^арама- царши томонга йуналса,

=  ] /  +  — 2у/а, =  ¡v ^~ v J

муиосабатлар уриили булади.
Ну1\танинг кучирма тезлигиии анш^лаш устида батафсил тухта­

ламиз. Агар 1̂узралувчи координаталар системасининг берилган он­

даги бурчак тезлиги со̂  маълум булса, у ;^олда ^  ̂ ^  ̂ ^ ^
Ш

катталикларни мос равишда ¿, /, к бирлик векторларнинг учлари- 
даги ну1̂ таларнинг тезлигига тенг деб р^араш мумкин. Шу сабабли 
Эйлер формуласига кура ушбу

Л сИ

й к 

си

тенгликлар уриили булади.

(13.13) ни (13.7) га 1̂уйиб, (13.1) ни эътиборга олсак,

+ у1  + Л )  Х~р

формула уринли булади (13.4-раем).
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(13.14) ва (12.5) тенглнкларни солиштириб, (13.14) берилган 

онда М  нуцта Oxyz координаталар системасида эгаллаган з^олати билан 

устма-уст тушувчи нуь^танинг тезлигини ифодалашини курамиз.
К̂ уйидаги з^олларда ну1̂ танинг кучирма тезлигини з^исоблашни 

куриб чи1̂ амиз.
1. Агар кучирма з^аракат илгарилама з^аракатдан иборат булса,

—

i, j, k бирлик векторлар узига параллел равишда кучади. Бу з^олда 
<0  ̂=  0 булиб, (13.14) га кура кучирма тезлик учун ушбу муноса­

бат уринли булади:

2. Агар М  ну1̂танинг з^аракати давомида ¡^узгалувчи координа­

талар системасининг боши ¡^узгалмасдан 1̂ олса, Uo==0 булиб, (13.14) га 

кура М  нур^танинг кучирма з^аракат тезлиги худди сферик з^аракат- 
даги жисм ну1-^тасинииг тезлиги каби ани1̂ ланади;

Ve— (x)e'>̂  Р*

13.3-§. Мураккаб з^аракатдаги нуцтанинг тезланиш- 

ларини 1̂ ушиш >;а1̂ идаги Кориолис теоремаси

М  ну1̂танинг абсолют тезланиши Wa мазкур нуцтанинг абсолют 

тезлиги Va дан вацт буйича олинган з^осилага тенг булади:

d'Z

dt

(13.5) дан вацт буйича з^осила олсак, цуйидаги ифода з^осил бу­

лади:

¿г Го ¿2 t
w„ =  ——у— \-xi-\-y]-\-z к-{-х

dt'̂

+ 2
d i 

di Л- У

dt̂ +  У dt'̂ - +

ч d~k\

dt +  2 dt j •

С?2 k 
~df~

(13.15) да цуйидаги белгилашларни киритамиз: 

Wr =  x i- ^  у / +  2 к.

(13.15)

г

(13.16)

=
d^ro

dt̂

d? i 
~dF Л-У dt'̂

л:
d k

d/2

\

(13.17)

(13.18).^
dt dt dt /

(13.16) дан куриниб турибдики, тезланишнинг Wf ташкил этув­

чиси /*Q, i, /, к ларнинг з^осилаларига борлиц эмаа. ни з^исоб-
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лашда Tq, /, /, k лар узгармас, фа1̂ ат л:, у, z ларгина ват^тнинг

функцияси сифатида узгаради деб {^аралади. Шу сабабли Wr nyi^ma- 
нинг нисбий тезланишини ифодалайд1у  Ну1<̂ танинг нисбий тезла- 
нишици :?^исоблашда ь^узгалувчи координаталар системасннинг :^ара- 
кати эътиборга олинмайди.

(13.17) да Wg ни ?^исоблашда М  нут^та нисбий координаталари- 
нинг узгариши эътиборга олинмайди, яънн берилган онда

X =  const, у =  const, Z =  const

деб 1̂ аралади. Бошр^ача айтганда ни ^^исоблашда берилган онд» 
нуь^тани р^узгалувчи координаталар системасига нисбатан тинч 
латда деб 1̂ араб, унинг 1̂ узралувчи координаталар системаси билаи 

биргаликда :?^аракатлангапдаги тезлаииши назарда тутилади. Шу са­

бабли We нуцтанинг кучирма тезланишини ифодалайди.

(13.18) дан к^фамизки, тезланишнииг w,̂  ташкил этувчиси тар-

кнбига ну1̂та нисбий координаталаринииг ^^осилалари л:, у, z била» 

бир 1< а̂торда ¡^узгалувчи координаталар системасннинг бирлик век-

торларидан олинган }^осилалар >̂ ам г^атнашади. Ш у

—у-
нуцтаи назардан 1̂ араганда ни нисбий тезланиш таркибига з̂ ам„

кучирма тезланиш таркибига ?̂ ам киритиб булмайди. Кориолис 
тезлаииши ёки г^ушимча тезланиш дейилади.

Шундай 1̂илиб, ^ у 1̂танинг абсолют тезланиши учун р̂ уйидаги 
тенгликни оламиз:

Wa =  +  i  +  Й .  (13 .19)

(13.19) тенглик мураккаб харакатдаги nyi^ танин г тезланишларини 

1̂ ушиш ха1<̂ идаги Г. Кориолис (1792— 1843) теоремасини ифода­
лайди: мураккаб харакатдаги HyKjnaHUHe абсолют тезланиши 
унинг нисбий, кучирма ва Кориолис (ёки цушимча) тезланишла­
рининг геометрик йириндисига m eniS

Агар кучирма ^аракат илгарилалш ^^аракатдан иборат булса, у

з^олда 1̂ узралувчи координаталар системасннинг /, /, k бирлик век­
торлари }^аракат давомида .\ам\1ша узига параллел равишда кучади.

(13.17) ва (13.18) да /, /, k векторлардан ваь̂ т брича олинган би­
ринчи ва иккинчи тартибли >;осилалар нолга тенг булиб,

=  Wq, =  о

муносабатлар уриили булади. Бинобарин, курилаётган з̂ ол учун

(13.19) 1̂уйидагича ёзилади: У

Wa =  W r - \ - W e ,  (13.20)
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(13.20) тенглик кучирма )^аракати илгарилама харакатдан 
иборат бдлган нуктанинг тезланишларини кушиш ^а!^идаги тео­
ремани ифодалайди: кучирма харакати илгарилама харакатдан 
иборат булган нуц^танинг абсолют тезланиши унинг нисбий ва 
кучирма тезланишлари геометрик йириндисига тенг.

Агар нуктанинг нисбий ва кучирмаГ тезланишлари ми1̂ дор ва йу­
налиш жи)^атдан маълум булса, у }̂ олда абсолют тезланишнинг 
модули нисбий» ва кучирма тезлаиишларга ¡^урилган параллелограмм- 

нинг диагоналига тенг булади:

и)а= \ / ~ 2 Ш^Ш/05 К)̂ ,). (13.21)

Шу сабабли (13.20) теиглик тезланишларнинг параллелограмм 
цридаси дейилади.

13.4-§. Мураккаб >^аракатдаги ну{^танинг нисбий, ку­

чирма ва Кориолис тезланишлари

Нур^танинг нисбий тезланишини бевосита (13.16) формула ёрда­
мида ёки 1-^узралувчи координаталар системасини фикран 1̂ узралмао 

деб 1̂ араб, 8.5- § да чи1̂арилган формулалар ёрдамида ани1̂лаш мум­

кин. Р
Ну 1̂ танинг кучирма тезланиши (13.17) дан фойдаланиб ?^исобла-

нади. Бу форму лада __ ^  =  ¡^узгалувчи Охуг координаталар
сИ̂

системаси бошининг тезланишини ифодалайди. (13.13) тш эътиборга 
олиб (13.17) }^адларини куйидагича узгартириш мулжин:

(Р t ____
а« ~  си

с! I 

\ си У
=  4  к х 7 ) =  4 ^ х 7 + ® , х

0.1 0.1

X  = 8 ^  X  / +  со. X  (со. X  0 . 
а(

бу тенгликда билан берилган ондаги кучирма ^^аракат бур-
<а

чак тезланиши белгиланган. Худди шу сингари ларни }̂ и-

соблаш мумкин:

ёЧ
=  8̂  X / +  со̂  X  (со̂  X /), 

=  е^Х /г -{- со^Х (м^Х Щ.

Натижада

X ---- 1- у — - +  г ---= 8 »  X  у]-\-г ^̂ ) + со.Х
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X  fo)  ̂ X  (x г +  z/ / +  z Л)] =  X  P + 0)̂  X  ((0̂  X p)

тенгликни оламиз.
Шундай цилиб, кучирма тезланиш учун цуйидаги ифода \ост 

булади;

=  ^0  +  X  р + Ч  X к  X Р)- (13.22)

(13.22) ва(!2 .8) теигликларни солиштириб, (13.22) тенглик Олг̂ г 

координаталар системасининг берилган онда М нуцта эгаллаган хр­
лати билан устма-уст тушувчи нуцтасининг тезланишини ифодала­

шини курамиз.

Бинобарин, кучирма }^аракат тезланиши цузгалувчи коорди-
—>-

наталар системасининг бошидаги О нуцтанинг тезланиши Wq }^амда

айланма тезлании! р билан уцца интилма тезланиш wf =

=  (Og X  {(О,, X  р) иинг геометрик йигиндисига тенг булади, яъни 

(13.5- раем):

W, == Wq 4- +  wf. (13.23)

(13.13) ни иазарда тутиб, Кориолис тезланишини ифодаловчи
(13.18) тенгликни цуйидагича ёза оламиз:

u i  2 [X (со^х  Г) +  // (со^ X  Л +  2 ( о ^ х  k)] =

=  2[со^х(л: / + / / ' /  + 2  ^)].

Кориолис тезланишини ифодаловчи бу ифода (13.6) га кура цуйида- 

ги кур]шншни олади:  ̂ ^

=  2(ш^Х Vr). (13.24)

Демак, мураккаб харакатдаги нун^танинг Кориолис тезла­
ниши кузралувчи Oxyz координаталар системасининг берилган 
ондаги бурчак тезлиги билан нуктанинг нисбий тезлиги вектор­

ли купайтмасининг иккиланганига 
тенг.

13.5- раем.

^ Кориолис тезланишининг моду- 

ли (13.24) тенгликка биноан

=  2 (0  ̂С!;, sin (со̂ , (13.25)

формула билан аницланади.
—>
03̂  векторни узига параллел 

тарзда фикран М  нуцтага ку чир-

ганда Шй Кориолис тезланиши век-

//*■ тори со̂  ва Vr векторлари ётган те- 
кисликка перпендикуляр равишда 

шуидай йуналадики, унинг муо
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бат учидан 1<^арагаида оз̂  ня кичик бурчакка буриб устига туши- 
риш соат стрелкаси айланишига тескари йралишда булиши керак.

нинг йуиалшиини аии1̂лашда 1̂уйидаги Жуковский г^оидаси- 
дан }̂ ам фойдаланиш мумкии: Кориолис тезланишииииг йуналишини

—>
ани[^лаш учуй М  нуктанииг иисбий тезлиги нршг берилгаи ои- 

даги кучирма харакат бурчак тезлиги га перпендикуляр П те­

кисликдаги проек'цияси ни мазкур текисликда кучирма ^^аракат 

йралишида 90'’ бурчакка буриш керак (13.6-раем).

Хусусан, (úg±.Vr булса, Кориолис тезланишииииг йуналишини

ани1'^лаш учун ни атро})ида кучирма харакат айлапиши йуна- 
нишида 90“̂ бурчакка буриш ки;{юя (13.7-раем).

Куйидаги хусусий ;^олларни куриб чи1̂ амиз.

1. 1^узралувчи Охуг координаталар системаси илгарилама >̂ ара> 
«атда (яъни со^=0 булса), (13.24) га бииоаи —О булади.

2. Берилган онда Hyi'^raimnr нисбий тезлиги нолга тенг булса, 
<13.24) га асосан Шй= 0 булади.

3. Берилгаи оида иисбий ;^аракат тезлиги кучирма >^аракат бур-

чак тезлигига параллел (яъии =  0° ёки со,„ и^=180°) булса,

шу онда sin (со̂ , o^.)=0 булгани учуй (13.25) га биноан бу­
лади,

13.5-§. Ну1̂танинг мураккаб ?^аракатига оид масалалар

Ну{^танинг мураккаб ;^аракатига оид масалаларни ечии]да аввало 
1̂ узралмас ва цузралувчи координата сиетемалари танланиб, нукта- 
нииг абсолют )^аракати нисбий ва кучирма ,\аракатларга ажрати- 
лади.

Мураккаб харакатдаги ну1<;танинг тезлигини топишда (13.8) фор­
мула билан ифодаланадигаи тезликлар параллелограмми 1̂ оидасидан 
фойдаланилади.

Мураккаб ?^аракатдаги ну1̂танинг тезлаиишларини ани1̂ лашга 

оид масалаларни 2 турга булиш мумкин:
1. Кучирма }^аракати илгарилама ^^аракат булган ну1̂танинг тез­

лаиишларини аницлаш,
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2. Кучирма ?(;аракати илгарилама ?^аракатдаи иборат булмаган 
ну1'^танииг тезланишларини ани1̂ лаш.

Хар иккали турга оид масалаларни геометрик ёки аналитик 
усулда ечиш мумкин.

Масалани геометрик усулда ечганда нуз^танинг кучирма у̂ ара- 
кати турига 1-̂ араб (13.19) ёки (13.20) тенгликлардан фойдаланилади.

Масалани аналитик усулда ечганда проекциялар усули {̂ улла- 
нилади, яъни (13.19) ёки (13.20) тенгламаларни танланган узаро 

перпендикуляр координата уз^ларига проекциялаш йули билан нуг̂ та- 
нинг тезланиши ани1̂ланади.

13.1-масала. 8.8-масала шартида т̂ яйд этилган А ну1̂танинг тезлик ва тез­
ланиши тезликларпи ва тезланишларни кушиш теоремаларидан фойдаланиб ани!^- 
лансин (13.8- раем). К^уйндагилар берилган:

s =  j 0 ,2 -j- 0,6 sin n  M, cp =  рад, AB =  l =  0,3 m, t =  l c.
\ o j o

Ечиш. К^узкалмас 0^ ва кузралувчи Вху координаталар системасини 
расмда курсатилгандек танлаб оламиз. А нуктанинг х^узралувчи Вху координа-

я
талар системасига нисбатан I радиусли айлана ёйи буйлаб ф = - — / рад. 1̂ онун

3
асосидаги з^аракати нисбий з^аракатни ифодалайди. Вху координаталар система-

зх
сининг Oi|t] координаталар системасига нисбатан s =  (0 ,2-|-0,6 s in — О м i^o.

3
нун асосида турри чизи1̂ли з^аракати кучирма з^аракатдан иборат. А нуг^танинр 

координаталар системасига нисбатан з^аракати мураккаб з^аракатдир.
А ну1̂танинг берилган ондаги з^олатини ани1̂лаймиз. В ползуннинг O í |t) ко» 

ординаталар системасига нисбатан з^олати s координата билан аникланади. í =  1 с  
булганда

/
s = 0,2 + 0 ,6  s in —  = 0 ,7 2  м.

А ну1̂танинг Вху координаталар системасига нисбатан з^олати ф бурчак би­

лан анш^ланади. / =  1 с булгаида

ГС
ф =  —  рад.

В ползун ва А нур^танинг берилган ондаги з^олати 13.8-расмда тасвирлаиган, 
А ну1̂танииг абсолют тезлигини (13.8) формула воситасида ани1^лайми8в

с? ф п
Ушбу ну1̂та нисбий тезлигининг модули АВ— 1= 0,3=0,314 м/о

и I О

га тенг булади. вектори ф бурчактшиг мусбат й^налишига мос равишда АВ 
га перпендикуляр йуналади.
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кучирма ^аракат турри чизицли з^аракатдан иборат булгани учун =Уд  

тгенглик уринли б^/'лади. В nyi^ra тезлигининг модули v ̂  =  га тенг. Бунда 

билан В Hyi^Ta тезлигининг х у1̂дагн проекцияси белгиланган:

Vt>̂ ~  —  =  0,2 я  cos —  t м/с.

# =  1 с булганда

Vqx =  0,1 л =  0,314 м/с.

^Вх “ Усбат {^ийматга эга булгани учун i =  1 с булган пайтда В ну1̂танинг тез­

лиги X у1̂и буйича йуналади.

Шундай 1̂илиб, А ну1̂та кучирма тезлигининг мод/ли =  о ̂  =  0,314 м/с
—>* —у-

га тенг булади. Vg вектори га параллел йуналади.

—У- —V* —V —>-
Расмда {Vj-y =  булгани учун А ну1̂танинг абсолют тезлиги ва 

Ve ларга {^урилган параллелограммнинг диагонали буйлаб ’ уналади. Шу сабабли

=  -у/ (0,314)2+ (0,314)2+ 2 .0 ,314-0,314 cos 60° =  0.543 м/с. Vr =  Vg булгани

учун ва Ve орасидаги бурчак 30° га тенг булади.
Кучирма 5^аракат илгарилама— турри чизих^ли з^аракагдан иборат з^амда нис­

бий з^аракат I радиусли айлана ёйи буйлаб содир булгани учун А ну1^танинг

тезланишини wĵ -̂ -Wg формула ёрдамида ани1̂лакмиз.

я
Нисбий з^аракат бурчак тезлиги 0^ =  ~~ c~ i узгармас булгани учун нис-

О

бий уринма тезланиш модули 

б^'лади.
Нисбий нормал тезланиш модул жи5^атдан

г/11̂  —  7I й)2 =  0,3 I =  0,329 м/с2 
\ 3 /

узгармас б^шб, з![амиша А дан В ну1̂тага йуналади.
Кучирма ■ з^аракат турри чизицли з^аракатдан иборат булгани учун кучирма

з^аракат тезланиши = w q TSl, В nyiga тезланишининг модули эса Wq— [w^Ji 

га тенг булади.
Бунда в  ну1̂та тезланишининг х ух^даги проекциясини ифодалайди,

0,2 я® я

dt

ОХ \J vt t 19
VI) —  =  —  — ;;;—  cos —  t м/с^.

i  =  1 с да =  — 0,569 м/с2 булади. нинг манфий р^ийматга эга булиши

i  =  1 с да В ну1̂танинг тезланиши х yi î^a 1̂ арама-1̂арши йуналганини ифодалайди. 
Шундай г^илиб, i =  1 с да кучирма тезланишнинг модули Wg =  ¡ w —

= 0 ,56 9  м/с® га тенг булади. Wg вектори А ну1̂тада га параллел равишда

йуналади з^амда ю " билан орасидаги бурчак 30° га тенг булади,
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А ну1̂таиинг абсолют тезланиши вектори w" ва Wg ларга г^урилган па­

раллелограмм диагонали буйлаб йуналади, модули эса {^уйидаги формуладан то* 

пилади:

= У ^ ( ч- + 2
—>“ •—>-

Синуслар теоремасидан фойдаланиб, ва векторлари орасидаги бур­

чакни ани1̂лаймиз:

sin 150°
sin (Wa, We)

/

sin (w¿i. We) =  0,1891,

(Wa, We) =  11° ёки (Шд, x) =  169°.

8.8- масала жавоби билан бу масалада олинган натижаларни солиштирсак, 
улар бир хил экаилигини курамиз.

13.2- масала. Диск О ну1̂тадан утувчи yi^ атрофида соат стрелкаси х;аракати 
й^^налишида секинланувчан айланма )^аракат 1̂илади (13.9-раем, а). Дискнинг 
АВ ватари буйича Р  шарча 1,2 м/с тезлик билан }^аракатланади. Шарчанинг диск 
марказига энг яцин масофада булган пайтдаги абсолют тезланиши анн1хлансин. 
Ш у пайтда ОР =  30 см, дискнинг бурчак тезлиги 3 рад/с, бурчак секинланиши 
8 рад/с2 га тенг.

Ечиш. К,узгалмас 0|т1 ва 1̂ узгалувчи OiXi/ координаталар системасини
13.9-раем, а дагидек танлаб оламиз. Берилган онда Oi ва Р ну1̂талар устма-уст 
тушади. Р ну1̂танинг ОуХ yi  ̂ буйлаб тугри чизи1̂ли >^аракати нисбий з^аракат- 
дан, диск билан биргаликда О ну!^та атрофидаги айлана ёйи буйлаб ;<;аракати 
эса кучирма ;^аракатдан иборат. Кучирма ,%аракатнинг берилган ондаги бурчак 
тезлнги cog =  3 рад/с, бурчак секинланиши =  8 рад/с'^. Р  ну1̂танинг коор­
динаталар системасига нисбатан з^аракати мураккаб з^аракатдан иборат.

Р  Hyi^ra берилган онда у1^Да 
ОР =  0,3 м масофада ётади (13.9- раем, а).

Кучирма з^аракат О ну1̂та атрофидаги 
айланма з^аракатдан иборат булгани учун 
(13.19) га кура Р ну1̂танинг тезланиши 
нисбий, кучирма ва Кориолис тезланиш­
ларининг геометрик йириндисига тенг бу ­

лади:

еки

Wa =  Wr-\-We + Wk

13,9- раем.

P шарча X уци буйлаб Vr= 1,2 м/с 
узгармас нисбий тезлик билан з^аракатлан- 
гани туфайли ну1̂танинг нисбий тезлани-

ШИ Wj- =  ----- =  О булади.
dt

Шарчанинг кучирма з^аракатдаги урин­

ма тезланиши модули

=  О Р - =  0,3-8 =  2,4 м/с2. га тенг.6 в

Берилгаи онда кучирма харакат се­
кинланувчан айланма з^аракатдан иборат
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булганн учун Wg вектори Sg йуналишига мос равишда О^х увда 1̂арама-1̂ арши 

f/уналади.
Берилган онда шарчаиинг кучирма з^аракатдаги нормал тезланиши модули 

=  OP*fi)g =  0,3*3^ =  2,7 м/с^ га тенг булади. ш” вектори Р ну1̂тадан диск 

маркази О га йуиалади. ^

Кориолис тезланишп?ганг модули (13.25) га асосан аних^ланади. вектори 
кузатувчидан раем текислигига перпендикуляр равишда йуналгани учуи

sin (cog, Vr) =  sin 90° =  1 булганлигидап =  2-3 -1,2 =  7,2 м/с^.

(üe±Vr булгани учун (Og нинг мусбат йуналишидан Караганда ии (úg ат­
рофида соат стрелкаси з^аракатига тескари йуналишда 90° бурчакка буриш нати-

жасида Кориолис тезланишининг йуналишини оламиз. вектори О̂ г/ уц буйича 
йуналади.

Шарча абсолют тезланишининг ташкил этувчилари: wl билан да” , лар

орасидаги бурчак 90° дан иборат булгани учун Wa нинг модули 1̂уйидагича 
аникланади:

= V  +  =  к (2 ,4 )2 + (2 ,7 +  7,2)2 _1 о ,1 8 м /с2 .

11.9-раем, б дан курамизки,

2,7 +  7,2
cos (ш „ 0,у) =  ^  ~  =  0,9723,

Wa 10,18

(щ Го^у) =  13° 29'.

13.3. масала. Радиуси г =  0,3 м булган диск узининг вертикал диаметри ат­
рофида ср =  (2/ +  0,3/2) рад 1̂ онунга биноан айланади (13.10-раем, а). М ну!^-

я  t
та диск гардиши буйлаб Og =  s =  0,1 я  sin — м тенгламага мувофи!^ г^аракат-

2
ланади. t — =  булган пайтда диск раем текислигида ётади. М  нур^танкнг

О

ti пайтдаги абсолют тезлиги ва абсолют тезланиши топилсин.

13.10* раси.
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/ Ечиш. К^узралмас Ох ва к5^зралувчи Oxyz координаталар системасини
13.10-расмдагндек танлаб оламиз. М ну1̂танинг г радиусли айлана ёйи буйлаб

nt
Oxyz координиталар системасига нисбатан s =  0,1 я  s in —  г^онун буйича J^apa

4
кати иисбий >^аракатдир.

Дискиинг ср =  2 Í 0.3 1-^онупга бииоан yi^ атрофидаги айланма з̂ а-
ракати кучирма харакатни ифодалайди. М нуцтанинг координаталар сис­
темасига нисбатаи >;аракати мураккаб з^аракатдап иборат.

Дастлаб М нуь^танииг t̂  пайтдаги >^олатини аии1̂лаймиз;

---- ^ 2 я
= 0 , l я s ¡ n - — —  =  0 ,05ям . 

ó * 4

О2 М ёй узунлиги узи тиралган марказий бурчак а  билан улчанади:

О2 М ~  г-а.

Бинобарин, пайтда М 11у1\танинг радиуси 00.¿ yi^ билан

0,05 л я 

г 6

бурчак ташкил этади (13.10-раем, а).
М нуг^танииг абсолют тезлигини (13.8) формула воситасида ани1̂лаймиз:

Бу ифодадаги нисбий тезликиинг алгебраик 1̂ийма1иии (8.28) га асосаи ани1̂- 
лаймиз;

ds 0,1 я2 ...

t — tx да ü^^ =  0,21 м /О О  булгани туфайли иисбий тезлик модули =  0,21м/с, 

йуналииш эса Og М ёй координатаси ортадиган йуналишда М нух^тада дискнинг 
гардишига утказилган уринма буйича йуиалади.

М Hyi^Ta кучирма тезлигининг модули

Vg=()>e-ML (2)

формуладан топилади. (2) да билан кучирма з^аракат бурчак тезлигининг мо­
дули белгиланган. Кучирма з^аракат бурчак тезлигининг алгебраик 1̂иймати (9.4) 
формулага кура топилади:

а)^г =  ф =  2 + 0 ,6 ^ , (3)

2
¿ да (Оег =  2 +  0,6- =  2,4 с“ ! >  0.

3
Демак, CDg =  2,4 c~ i.
13.10-раем, б дан:

ЛÍL =  г соз а  =  0,3-0,866 =  0,26 м. (4)

■—У-
Шундай 1̂илиб, (2) дан =  2,4-0,26 =  0,62 м/с келиб чиг^ади. Vg вектори 

Ох ущг. параллел равишда кузатувчи томон йуналган.

[Vj. , Vg )=90° булгани учун =  ] /  — 0,654 м/с. вектори диск

текислигига перпендикуляр текнсликда жойлашади з^амда

eos (Од, Vg) — —  — 0,9480, (Уд, Ve) =  18° 30'',
'̂а

c o s ( í ,  ¿V) =  — =  0,3211, (Z . iv )  =  7 r3 0 '.
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Кучирма >;аракат Oz \̂\ атрофида айлапма харакатдан иборат булгани учун 
М. нуь^танииг абсолют тезланиши (13.19) тенглама воситасида аникланади. Уни 
1̂уйидаги куринишда ёзамиз:

Í  =  +  ^  е + "^е+  (5)

М ну1̂та нисбий х,аракати1шиг уриима ва нормал тезлаиишларини (8.51) фор­
мулага кура ани1̂лаймиз:

т; dVj.̂ . 0,1 nt
n^sin

dt 16 4

t — ti да w'l =  —  0 , 10m /c2.

< 0  булганч туфайли, ~ŵ  вектори ^  йуналишига 1̂ арама-1̂ арши 

йуналади (13.13-раем, б) ва со^ = 0 ,1 0 м /с ‘̂ .

Wr = _ L  =  0 , 1 5 m / c2,

Р г

вектори МО чизш^ буйича М дан О марказга цараб йуналади (13,10-расм,

б).
М ну1̂танинг кучирма >!;аракатдаги уринма тезланиши модули

Wg =  ML-Bg ,

бунда Se г= \sez\ кучирма з^аракат бурчак тезлапишининг модулини ифодалайди, 
у (3) дан Baî T буйича з^осила олиб топилади:

=  (úgz =  0,6 =  const >  0.

Бинобарин, 8g =  =  0,6 c” 2 булиб, М нуг^танинг кучирма з^аракати тезланув- 
чан булади.

Шундай 1̂ илиб, Í =  да

wJ =ML-eg = 0 ,26-0 ,6  =  0,16 м/e l

8^2 >  О булгани туфайли w1 вектори Ох yi î^a параллел равишда кузатувчи то- 

мон йуналади.
Берилгаи онда М ну1̂танинг кучирма з^аракатидаги нормал тезлаииши модули 

Wg =  M L‘(üg ~  1,50м/c^ га тенг булади.

Wg вектори М нуцтадан Oz айланиш у1̂ига перпендикуляр равишда ML 

буйлаб йуналади (13.10-раем, б).
М  ну1̂танинг Кориолис тезлаииши (13.25) га кура ани1̂ланади. Берилган

пайтда ^ 2 ^ )  =  ^  = - ^  булганидан w¡̂  =  2(ógVr sin == 0,50 м/с2 эканли­

ги келиб чиг^ади. Жуковский 1̂оидасига кура Кориолис тезланиши wi¡ Л'1 Hyî - 
тада кузатувчидан диск текислигига перпендикуляр равишда йуналади.

М ну1̂танинг абсолют тезланишини проекциялаш усули билан ани1'^лаймиз.
(5) ни X, у, г у'1̂ларига проекциялаймиз:

Wax ~ ~  м/с2,

X
COS 60° +  йу” cos 30° -{-Wg =  1 ,58м/с^, 

cos 30"̂  —  xi/} COS 60° =  —  0,6 м/с2.
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Щ  +  ^ly  +  ^1г =  1 ^2 ,98  «  1,73 м/сЗ.

М  нуцта абсолют тезланишининг йуналиши 1̂уйидагича ани1̂ лаиади:

cos = —  =  -  0,1965, ( i  Г ^ )  =  101°20«,

Биноборип,

— ^ ^

cos {Wa, у) —--- =  0,9133, (Wa, у) =  24°,
Wa

cos ( ^ ,  г) =  ^  =  —  0,3468, К  Г г ) =  1 Ю°20'. /

/

1 4-606. КАТТИК ЖИСМНИНГ МУРАККАБ Х^АРАКАТИ

14.1-§. Умумий мулоз^азалар

Техникада купинча 1̂ атти1̂ жисмнинг харакатнни бир неча коорди­
наталар системасига нисбатан урганишга турри келади. Одатда, берил­
ган жисм билан борланмаган координата системаларидан бири, маеалан, 

ни 1̂ узралмас деб 1̂ абул цилинади. Шунингдек, берилган 
жисм билаи борланмаган ва уз навбатида цузгалмас координаталар 
системасига нисбатан ?^аракатланувчи Oxyz координаталар системаси 

олинади. Маеалан, сунъий йулдош ичидаги жисмнинг Ерга нисбатан 
^^аракатини урганишда Ер билан борланган 0^1 г\ ^ координаталар сис­
темасини 1̂уз{^алмас деб олинади; i^yspaлувчи Oxyz координаталар 
системаси учун сунъий йулдошга ма:>̂ кам бириктирилган координата­
лар системаси олииади.

Жисмнинг 1̂ узгалувчи Oxyz координаталар системасига нисбатан 
}^аракати нисбий харакат дейилади. v

Ю 1̂орида курганимиздек, 1̂ уз?алувчи Oxyz координаталар систе­

масининг р^узралмас Oi  ̂т] С координаталар системасига нисбатан .ха­
ракати кучирма }^аракатни ифодалайди. Бунда 1̂ узралувчи координа­

талар системасининг ?^аракати деганда, у билан борланган фазонинг 
ь^узралмас координаталар системаси билан борланган фазога нисбатан 
}<;аракати тушунилади. 1{аттиц. жисмнинг берилган ондаги кучир­
ма харакати деганда, унинг шу ондаги фаг^ат 1<;узралувчи коорди­
наталар системаси билан биргаликда р^узгалмас координата­
лар/системасига нисбатан харакати назарда тутилади.

^/Жисмгшнг цузгалмас 0^ Н i] ^ координаталар системасига нисбатан 

}^аракати мураккаб ){аракат ёки абсолют )^аракат дейилади^>й]уи- 
дай 1<̂ илиб, 1̂9тти1̂ жисмнинг абсолют ^^аракатини нисбий ва кучирма 
}^аракатлардан ташкил топган деб р^араш мумки1|. /

Ю 1̂ орида эркин 1̂ атти1̂ жисмнинг харакатинй-'унинг 1̂ утб нукта- 
сн билан биргаликдаги илгарилама ^^аракат ва 1̂ утб ор1<̂ али утувчи 

оний yi  ̂ атрофидаги оний айланма ?^аракатлардан ташкил топган му­
раккаб }^аракат деб та>̂ лил 1̂илиш мумкинлигини курган эдик. Бу 

бобда жисмнинг ^^аракатини бошкача иу1̂таи назардан урганамиз.



Юцорида эркин цаттиц жисмнинг ^^аракати оддий }^аракатларга аж ­
ратиш йули билан урганилган булса, бу ерда жисмнинг мураккаб 

з^аракатини оддий >^аракатларни цушиш натижасида содир булади деб 

цараймиз. Нисбий ва кучирма ^^аракатларнинг цай тарзда содир бу­
лишига цараб, унга мос равишда цаттиц жисм нуцталари оиий тез- 

ликларининг j^ap онда цандай тацсимланишини урганамиз.

14.2-§. Жисмнинг илгарилама ?^аракатларини цушиш >̂ а- 

цидаги теорема

1<̂ аттиц жисм Oxyz координаталар системасига нисбатан тез­
лик билан илгарилама }^аракатда булсин. Ŝ 3 навбатида Oxyz коор­

динаталар системаси )̂ ам цузралмас Oi ^ т]  ̂координаталар системасига

нисбатан тезлик билан илгарилама )^аракат цилсин (14.1-раем). 
Жисмнинг координаталар системасига нисбатан >(^аракатини,

яъни абсолют ;^аракатини аницлаймиз.
Нисбий }^аракат илгарилама >^аракатдан иборат булгани учуп

жисмнинг барча нуцталари бирдек Vr=Vx нисбий тезлик билан >̂ ара- 
катланади. Худди шунингдек, жисмнинг кучирма >^аракати хам ил­
гарилама ?^аракатдан иборат булгани туфайли унинг барча нуцтала-

ри бир хил кучирма тезлик билан ;^аракатланади.
Жисм бирор М  нуцтасининг абсолют тезлигини аииклаш учун 

тезликларни цушиш теоремасини ифодаловчи

=  (14.1)

тенгликдан фойдаланамиз. Курилаётган }̂ ол учун бу формулани

=  +  (14.2)

куринишда ёзнш мумкин. (14.2) дан курамизки, жисм барча нуцта- 
ларининг абсолют тезликлари бир хил, яъни жисмнинг абсолют }̂ а- 

ракати -илгарилама >^аракатдан иборат булади.

Шундай цилртб, цуйидаги тео­
рема исботланди: агар жисмнинг 
нисбий ва кучирма \аракатлари 
илгарилама харакатдан иборат 
булса, жисмнинг абсолют .\арака- 
ти ){ам илгарилама .\аракатдан 
иборат булади }^амда абсолют ){а- 
ракат тезлиги нисбий ва кучир­
ма х^аракат тезликларининг гео­
метрик йириндисига тенгдир,

Агар жисм бир вактнинг узида

^2* • • >̂ п тезликлар билан со­
дир буладиган п та илгарилама 
;^аракатларда цатнашса, у }̂ олда
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дастлаб (14.2) га кура биринчи иккита тезликни геометрик 1^ушамиз, 
сунгра олинган тезликни учипчи тезлик билан геометрик цушамиз 
ва X. к. Шу тарзда илгарилама ?^аракат тезликларини геометрик 1-̂у- 

ша бориб, жисмнинг абсолют >^аракатн илгарилама }^аракатдан ибо-

рат ра жисм ихтиёрий ну1̂тасининг абсолют тезлиги . , . . , Оп
илгарилама :>̂ аракат тезликларининг геометрик йигиндисига тенг, яъни

=  + . + =  ^  
\=1

булишига инюнч ?^осил килиш мумкин.

(14.3)

14.3-§. Жисмнинг кесишувчи у 1̂ лар атрофидаги айланма 
?^аракатларини цушиш

Жисм 1'^узралувчи Охуг координаталар системасига нисбатаи Ог 
атрофида«! бурчак тезлик билан, уз иавбатида Ог у1̂ 1^узгалмас 

ОС у1\ атрофида айланма .\аракатда булсин (14.2-раем). Бош 1̂ача

айтганда жисм 1̂ узгалувчи Ог щ  атрофида о)̂  =  со̂  бурчак тезлик би­

лан нисбий >^арз1̂ атда ?̂ амда 1<^узгалмас ОС У1̂ атрофида со̂  =  щ  бурчак 

тезлик билан кучирма харакатда иштирок этсин. О ну1̂та жисм }^аракати 

давомида 1̂узг-алмасдан 1̂ олгани сабабли жисмнинг 1̂ узгалмас О Н Г1 С 
координатага нисбатан }^аракати О нуцта атрофидаги сферик ?^аракат- 
дан иборат булади. ^Кисм абсолют :^аракатинннг оний бурчак тезли­
ги 1̂андай булишини куриб чикамиз.

Жисм ихтиёрий М нуктасининг радиус-векторини г билан бел- 

гилаб, бу нуг^ганинг абсолют тезлиги ни анш^лаймиз. Курилаёт­

ган .\ол учун (14.1) да

=  0)1 X  г , =  сОз X  /■ 

экаилигини эътиборга олсак.

булади.

А4 нуь^тагшнг абсолют ?^аракат 
тезлигини Эйлер формуласи ёрда­
мида >̂ ам ани1-̂ лаш мумкин:

v,, =  ioxr. (14.4)

Бунда со билан абсолют ^^аракат 
бурчак тезлиги белгиланган.

Охирги иккита тенгликгш солиш- 
тириб, 1̂уйидаги муносабатни ола­

миз:

со Х Г  = ( ( 0 1 +  С02)ХА.
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м.  Hyi^xa ва унинг радиус-вектори г ихтиёрий булгани учуи

со =  со1 +  о)2 (14.5)
тенглик ур1'̂ нли булади. Шундай 1̂илиб, абсолют ?^аракат бурчак

тезлиги со̂  ва (О2 ларга 1̂ урилган параллелограммиинг О А диагонали 

билан ифодалаиади. (14.5) тенглик бурчак тезликлар нинг паралле­
лограмм 1\оидаси дейилади.

ОА диагонал орь^али утувчи укидаги жисм ну1̂ 1'алари1!инг радиус-

вектори (О билан бир турри чизи1\да ётгани учуп (14.4) га кура бу 
ну1̂1'аларнинг тезлиги нолга тенг булади, яъни мазкур у!'̂  айланиш 

оний у1<̂ идан иборат булади.
Натижада 1̂уйидаги теорема исботланди: агар жисм бар вакт­

да О ну1̂ тада кесишувчи иккита уц атрофида айланма .харакат­
да иштирок этса, у ){Олда эюисмнинг абсолют у^аракати О нук­
тадан утувчи айланиш оний фщ атрофида оний айланма х̂ ара- 
катдан иборат булиб, абсолют .^аракат оний бурчак тезлиги 
нисбий ва кдчи'рма >{аракат бурчак тезликларининг геометрик 
йириндисига тенг.

Агар жисм бир ва1̂тнинг узида О ну1̂тада кесишувчи п та у1̂-

лар атрофида СО1, со,, . . .  , со,г бурчак тезликлар билаи айлапма }̂ а- 
ракатда булса, у ?̂ олда жисмиинг абсолют }^аракати О ну1̂гадан 
утувчи оний у1̂  атрофидаги оний айланма >^аракатдан иборат булиб, 

абсолют }^аракат

0) =  COi +  со, +  . . . +  «/2 =  V  со̂
v==l

они1̂бурчак тезлик бнлан содир б)^1ади.
//14 .1-масала. 1̂ уш дифференциал кузралмас аЬ уц атрофида айлана оладиган 

ПГкривошиплан иборат (14.3-раем). Кривошипга IV сагеллит эркин урнатнлган. 
Сателлит иккита бир- бирига ма.\кам цилиб бириктирилган /"i =  5 см ва г, =  2 ем 
радиусли конус шаклидаги тишли гилдиракдаи иборат. Бу рилдираклар аЬ ат­
рофида айлаиадиган, лекин крин01иип билаи борланмаган конус шаклидаги тишлк 
рилдираклар I оа II билаи кутилгаи. 1 ва II рилдиракларнинг радиуелари =  
=  10 см ва R2 ~-o см, 6yp'!ítK тезликлари тегишлича cúj — 4,5 с~^ ва Юд = 9  c~ i. 
Агар иккала рилдмрак бир томоиса айлаиеа, кривошипиинг бурчак тезлиги (О3 ва 
сателлигнинг кривошипга иисбатан бурчак тезлиги cDĵ  аии1̂ланеип.

Ечит. кузралмас ва Oxyz 1\узралувчи координаталар си;'’емасинн

14.3- расмдагилек танлаб оламиз.
Сателлит кузг-алувчи Ог ук, атрофила 

—>- —>- —*■ 
криношипга нисбатан ш =  0)̂ 3 =  — k 
бурчак тезлик билан нисбий харакатда хам­
да кривотип билап биргаликда 1\узрялмас

атрофила =  — сОд j бурчак тез- 
лик билан кучирма >^аракатда булади, 
яъни сателлит бир ва1\тла О нуктада ке- 
сии.|увчи иккита ук атрофила ' айланма _
}^аракатда булади. Шу сабабли сателлит /

+ “ е =  — “43 /г — W 3 у

оний бурчак тезлик билан оний айланма 
>^аракатда булади.
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( 1)

М, ва УИз нукталарпинг абсолют тезлик'лари расмда курсатилганидек йуна 
лади ва уларнинг модули VI := У2 =  /?2®2 га тенг булади.

1'1 ва v.¿ тезликларни кузралувчи координата ух^ларига проекциялаймиз:

2̂Х — ^2 ®-2 > 2̂У — '̂2г — 0.

Мх ва ЛÍ2 нух^таларнинг абсолют тезликлариии бош!^ача усулда, Эйлер формула 
сидан фойдаланиб аних^лаш .^ам мумкин:

=  ©а X ОМ 1 =

—>• 
/

—>• 

/ т
0 -- С 03 — ■Ю43
0 Г1

1 1 к

0 --СО з — ®43

0 —  Г2 ^2

(2)

Оз =  сОд X ОМ^ =

ёки х^узгалувчи координата у1̂ларига проекцияласак,

2̂Х ~  ®3 ^2 — ®43 2̂> Щу ~  О

ларни > о̂сил киламиз.

(1) ва (2) тенгламалар системасини солиштириб, г^уйидаги иккита тенглама­
лардан иборат системан» оламиз:

®,ч ®4з <̂̂1 >

"̂̂3 ^2 + ®43 — Я2
Бу тенгламаларни биргаликда ечиб, изланаётган номаълумларни аних^лаймиз;

Г2 С01 + Г1 /?2 ©2 ^ ,
• = 7 с - 1 .

/"2 + ^2 

^2 (̂ 2 ~  Ц>1)

2̂ + ^2 /"Х
■=5с-1.

✓

14.4- §. Жисмнинг иккита параллел у1̂  атрофидаги 
айланма л^аракатларини цушиш

Жисмнинг нисбий ва кучирма .^аракатлари узаро параллел уцлар 
атрофидаги айланма ^^аракатдан иборат булган г^олларни курамиз.

Жисм цузралувчи г уц атрофида со̂  =  0  ̂ бурчак тезлик билан 
нисбий }^аракатда, уз навбатиди Ог уц узига параллел булган цуз-

ралмас О1С уц атрофида со̂  =  ©2 бурчак тезлик билан кучирма айлан­
ма ?^аракатда булсин (14.4-раем). Бу ?^олда жисм нуцталари нисбий 
г^аракатда ?̂ ам, кучирма ^^аракатда ?̂ ам Ог ва О1С уцларига перпен­

дикуляр текисликларда ^^аракатланади. Шу сабабли жисмнинг бундай 
}^аракатини текис параллел }^аракат деб цараш мумкин.

Бинобарин, бу ;^олда жисмнинг абсолют ?^аракатини урганиш' 

жисмни Ог ва 0 ^  уцларга перпендикуляр булган П текислик билан 
фикран кесиш натижасида ?^осил булган 5 юзанинг ^^аракатинн урга- 
нишга келтирилади.
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14.5- раем.

Айланма ^^аракатлар бир томонга ва 1̂ арама-1̂ арши тохмонга йу­

налган ^олларни ало^^ида куриб чи1̂ амиз.
1. Нисбий ва кучирма айланма з^аракатлар бир томонга йунал­

ган з̂ ол. Жисм (масалан, шкив 1) горизонтал текисликда з^аракат- 

ланувчи кривошип 2 га ма;^камланган вертикал г уг̂  атрофида 

<0  ̂=  СО1 бурчак тезлнк билан нисбий з^аракатда, уз иавбатида криво-

шип г у1̂ 1̂ а параллел булган ь^узралмас. С У1̂  атрофида =  сОд бур­
чак тезлик билан кучирма айланма з^аракатда булсин (14.5-раем). 

Айтайлик, нисбий ва кучирма :?^аракатлар 2 ва С уь^ларнинг мусбат 
йуиалишидан 1̂араганда соат стрелкаси айланадиган йуналишга тес­
кари йралишда содир булсин.

0)1 ва 0)2 бурчак тезликларни расмда курсатилгаиидек тасвир- 

лаймиз. Жисмнинг абсолют ;^аракати ¡̂ андай булишини куриб чи1̂а- 

миз. Шкивнииг 5 юзаси орг^али 2 ва С у^^ларга перпендикуляр П 
текисликни утказиб, уг^ларнинг мазкур текислик билан кесишган 

ну1̂ талариии мос равишда О ва 0^ билан белгилаймиз. 5 юза- 
нинг'ОхО чизиеда ётувчи С ну1̂ тасининг абсолют тезлиги унинг Ог

5̂ 1̂ атрофидаги айланма з^аракатдаги нисбий тезлиги и, } а̂мда О 1С

у1̂ атрофидаги кучирма тезликларнинр геометрик йириндисига 

тенг булади. Бу иккита тезлик О1 0  га перпендикуляр равишда бир- 

бирига 1̂ арама-1̂ арши йуналади. Шу сабабли

Va=Vг —  =  ОЗ1 СО —  (ОаОхС.

С  ну1̂тани шундай танлашмизки, бу ну1̂та учун СО1 СО— (020x0=0 ёки

со - ш.
тенглик уринли булсин. У  з^олда С нуЕ^танинр абсолют тезлиги нол­

га тенг булади. Худди шунингдек, С нуг^та ор1̂ али 0)1 ва 0)2 ларга 
параллел булган СА уеда ётувчи жисм ну1̂ таларининр абсолют тез­
лиги з̂ ам нолга тенглигига ишонч з^осил ь^илиш мумкин. Бинобарин, 

С А у1̂ абсолют з^аракатдаги айланиш оний уг^ини ифодалайди.

233



(14.6) дан курамизки, к>фнла- 

ётган хрлда СА айланиш оний уг̂ и 

0^0 кесмани ички томондан нис­
бий ва кучирма ?^аракат бурчак тез- 
ликларига тескари пропорционал 

булакларга булади. С А атрофи­
даги абсолют }^аракатнинг оний бур­

чак тезлигини ани1'̂ лаймиз. О ну1<̂- 

та у1̂ атрофида 0З2 бурчак тез­
лик билан айлангани, шунингдек, 
О ну1̂танинг абсолют з^аракати СА

оний у1̂ атрофида со оний бур­

чак тезлик билан содир булгани туфайли, 1̂уйидаги тенгликлар урин­
ли б^^лади:

Уо =  (02-010,

Од =  (О • с о .

Бу тенгликларни солиштириб, абсолют ^^аракат оний бурчак тез» 
лигини анир^лаймиз:

14.6- раем.

О) =  (£>2'
0,0

(о-СО =  сОоО^О, 

О1С +  СО

СО
=  СОо

СО
(О.,

О, С

со
ёки (14.6) га асосан

/ 1 _4- 11 I
(О =  СОо -- - "Г   ̂ =  со, +  (О2.М  «2 у 1 1 2 (14.7)

Шундай 1-̂ илиб, агар ошсм бир вактда иккита параллел ук

атрофида мос равишда со̂  ва сОз бурчак тезликлар билан бир томонга 
айланса, жисмнинг абсолют харакати худди шу йуналишда 
(О =  a)̂  + СО2 оний бурчак тезлик билан мазкур уг^ларга параллел 
булган ва (14.6) тенглик воситасида аникланадиган айланиш оний 
уь{и атрофидаги оний айланма \аракатдан иборат булади.

2. Мисбим ва кучирма ?^аракат бурчак тезликлари ми1̂ дор жи- 

;^атдап ?^ар хил, йуналиши карама-царши булган ?̂ ол. 14.4 ёки
14.5-расмларда тасвирлаиган 5 юзапинг П текисликдаги ^^аракатини 

текширамиз (14.6-раем). ^У̂ книнг мусбат йуналишидан 1<^араганда 5  
юза О г уц атрофида соат стрелкаси )^аракати йуналишида СО1 бурчак 
тезлик билан, 0^8 у\\ атрофида эса унга г^арама-1̂арши йуналишда 

(О, бурчак тезлик бнлан айлансин. Айтайлик, (01> 0)2 булсин. Худди 
олдинги }^олдагидек, 0^0 кесманинг давомида ётувчи С нуцтанинг 

абсолют тезлигини аниу^лаймиз:

=  V r - - V g  СО1 • ОС — (02-01С.

С ну1̂тани шундай танлаймизки,

С01-ОС ^сОз-ОхС
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еки

ОчС щ
^ = —  С4-8)

—>•
булсин. у  }^олда и^ — О з^амда со̂  га параллел булган СВ уу{ ай­

ланиш оний у1̂ идан иборат булади.
(14.8) дан курамизки, кзфилаётган з^олда СВ оний щО^О  кесма- 

ни таш1̂и томондан нисбий ва кучирма з^аракат бурчак тезликлари- 

га тескари пропорционал булакларга булади.

СВ у!"̂  атрофидаги абсолют з^аракат бурчак тезлиги со ни ани1̂- 
лаймиз. Бунинг учун худди Ю1рридагидек мулоз^аза юритиб, О ну1̂- 
танинг тезлиги аии1̂лаиадиган

00= (0 2 '0 р , 

ид == (О-ОС

тенгликларни оламиз. Бу тенгликлардан фойдаланиб, абсолют з̂ ара- 

кат оний бурчак тезлигини ани1̂лаймиз:

(й-ОС =  сОз-010,

V ОС

ОуО О1С-ОС  íOiC Л
0  =  0)9—!— = 0)„. ----- =  !----1 .

 ̂ ОС  ̂ ОС ^

(14.8) ни эътиборга олсак,

( Ч  —  10)  =  0);

ёки

(0 =  0)1 —  Юз (14.9)

тенглик з^осил булади.

Шундай 1̂илиб, агар жисм.бир ваг^тда иккита параллел

атрофида микдор жи.\атдан бир-бирига тенг булмаган о>1 ва 0)3 

бурчак тезликлар билан ('0)1 > 0)3) царама-щрши томонга айлан- 
са, оюисмнинг абсолют ^аракати катта бурчак тезлиги йунали­
шида 0) =  0)̂  —  0)2 оний бурчак тезлик билан мазкур у(^ларга па­
раллел булган ва (14.8) тенглик воситасида аник^ланадиган оний 
уц атрофидаги оний айланма щракатдан иборат булади.

Айланиш оний уг^ининг уг^ига нисбатан з^олатини ани1̂ лаш 

учун (14.8) дан фойдаланиб, з^осилавий пропорция тузамиз:

О^С —  ОС _  Сй1 — 0)2 

ОС 0)2

ёки

0^0 _  0)̂  —  сОд

ОС ~~ Ша
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Бундан цуйидаги тенгликни оламизг:

(14.10)

14.7- раем.

©1—02

3. Нисбий ва кучирма бурчак 

тезликлари мицдор жи?^атдан тенг^ 

йуналиши царама-царши булган ]̂ ол.
Агар цаттиц жисм иккита параллел 

у 1̂ атрофида мицдор жи^^атдан тенг^, 
йуналиши царама-царши булган бур­

чак тезликлар билан айланса, бун­
дай :?^аракат жуфт айланиш дейи­
лади.

14.4 ёки 14.5-расмларда тасвирланган 5 юза П текисликдаги 
жуфт айланишда иштирок этсин (14.7-раем). У  >̂ олда 5  юза ихтиё­
рий М нуцтасининг абсолют тезлиги учун

=  0)1 X  +  «2  X  Гу

муносабат уринли булади. Бунда г, билан М  нуцтанинг О нуцта- 

га нисбатан радиус-вектори белгиланган. Курилаётган 5^олда ©а =  

=  — 0)̂  булгани учун:

Х)а =  0)̂  X  ( /■! —  /"г) =  «1 X  ООу =  ОуО X  о>1, (14.11)

буида

ОуО =  г̂  — гу.

(14.11) тенгликдан курамизки, М  нуцтанинг абсолют тезлиги 
унинг ?^олатига боглиц булмасдан, берилган онда жисмнинг барча 

ну1̂талари миг^дор ва йуналиш жи^^атдан бир хил булган абсолют 
тезлик билан .^аракатланади, яъни жисмнинг абсолют }^аракати ил­
гарилама харакатдан иборат булади.

0), X  ОуО вектор куиайтма векторнинг О нуцтага нисбатав

моментини ёки (оз̂ , са̂ ) жуфтнинг моментини шфодалайди.' Шу са­

бабли

Я  =  Мо (щ)

муносабат уринли булади. Va ни жуфт айланиш моменти деб }̂ ам 

аталади.
Бинобарин, жуфт aйлa!п^шдa иштирок этаётган М. нуцтанинг

абсолют тезлиги ва Шд лар ётган текисликка перпендикуляр ра- 
вигида йуналади :?̂ амда мицдор жи^^атдан Уд =  о)! • 0,0 = о),'Н  га 

тенг булади.
—>• —

Бунда /г билан 0З1 ва ©2 векторлари орасидаги энг цисца масо­

фа белгиланган булиб, бу масофа жуфт айланиш елкаси дейилади.
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Шундай 1̂илиб, т̂ уйидаги теорегла исботланди: жуфт айланиш 
илгарилама )^аракатга эквивалент булиб, илгарилалш \аракат 
тезлиги жуфт айланиш моментига тенг.

I /  14.2- масала. Ернинг суиъий йулдоши доиравий орбита буйлаб экватор те­
кислигида з^аракатланади ва Ер атрофинп 1,5 соатда айланиб чн1̂ади. 1<,уйидагн 
икки з^олда: 1) сунъий йулдош шар1̂дан рарбга учаётганда, 2) рарбдан mapiy^a

учаётганда унинг Ерга нисбатаи бурчак тезлиги (о^ >;исобланспн.
Ечиш. Ер гарбдан mapiy-^a i^apa6 24 соат нчида уз у1̂и атрофида бнр марта 

айланади. Сунъий йулдошнинг Ер билан биргаликдаги з^аракатини кучирма }̂ а- 
ракат деб г^арасак, кучирма з^аракат бурчак тезлиги

1 2я
(Dg =  c02 =  —  айл/соат =  рад/с =  0,727« 10~^c~i

24 24.3600

га тенг.булади.
Сунъий йулдошнинг абсолют харакат бурчак тезлиги берилган:

1
(0= айл/соат =

2я
рад/с =  11,629-10-4 с-1.

1,5 1.5.J600

Нр ва унинг сунъий йулдоши параллел ут^лар атрофида айланади. Суиъий

йулдош шар[^дан гарбга учаётганда унинг нисбий бурчак тезлиги coi кучирма

г^аракат бурчак тезлиги ©2 царама-г^арши йуналади. Ш у сабабли (14.9) га 

кура

со =  Q)i — 02»

йундан

(Oj =  < й 02 =  =  0>708 айл/соат =  12,356-10~^c~ i.
1,5 24

Сунъий йулдош рарбдан шар1̂ца учаётганда 0 i нинг йуналиши 02 билан 

бир хил булгани учун (14.7) га асосан

0 =  01 + “2>

бундан

©1 =  (О — 02=  — =  0,624 айл/соат =  10,902-10—4 с—1,

И.'З-масала. OOi кривошип I ва II  тишли рилдиракларнинг О ва Oi у1̂ла- 
рини бирлаштиради, рилдираклар узаро, 14.8-расмда курсатилгандек, ташк,и 
тишлар билан илашади. II рилдирак ¡^узралмайди. 00^ кривошип 0   ̂ бурчак тез­
лик билаи айланади. Рилдиракларнинг радиуслари ва Гг булса, I рилдирак- 
нинг абсолют бурчак тезлиги © ва унинг кривошипга нисбатан бурчак тезлиги 

<01 з^исоблансин.
Ечиш. I рилдирак бир вацтнинг узида

О ва Ох ну1̂талардаи раем текислигига 
тик равишда утувчи )>заро параллел OyZ 
ва 0 ^ уклар атрофида айланма з̂ ара- 
катларда иштирок этади. I рилдирак кри­
вошип бнлан борланган О^хуг координа­
талар системасига нисбатан O^z yi^ атрофи­

да 0 ;. =  0 , бурчак тезлик билан, 0\ yi^ 
атрофида эса OOi кривошип билан бирга­

ликда ©^ =  ©2 бурчак тезлик билаи айла­

нади. ©1 ва ©2 векторлари узаро парал­
лел вз бнр томонга йуналади.



I /  Рилдираклар илаш ган С нух^танинг 
тезлиги нолга тенг булгани туфайли 
шу ну 1̂ тадан раем текиелигига перпен­
дикуляр равишда утувчи айланиш' 
оний yî HHH ифодалайди. Шу сабабли
(14.6) га  кура

г 2 COj

еки

01 = сОа-

14.9- раем.

I гилдиракнинг абсолют з^аракат- 
даги бурчак тезлигини (14.7) га биноан 
ани1̂ лаймиз:

. .. .. со =  Cöj[ —j— ©2 ©2 *
Г1

14.4- масала. ОА кривошип В  по- 
санги билан бирга т^узгалмас тишли 

. гилдиракнинг О у 1̂ и атрофида ©о =  
=  const бурчак тезлиги билан айлана­
ди, унинг А учида бош1̂ а тишли рил- 

диракнинг уци туради. Тишли гилдиракларнинг улчамлари бир хил булиб, у з ­
аро занжир воситасида туташади. Агар кривошипиинг узунлиги ОА =  I булса^ 
1̂ узралувчи тишли рилдиракнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши, шунинг­
дек, М  ну 1̂ тасининг тезлиги ва тезланиши аницлансин (14 .9 -раем).

Ечиш. А нуцтада кривошип билан мазикам борланган Ахуг  1̂ узралувчи ва О 
ну[^тада 1̂ узралмас О^ц^ координаталар системасини утказамиз. Айтайлик, 1̂ уз- 
ралувчн тишли рилдирак раем текислигига перпендикуляр Аг  yi^ атрофида
(Иг — ©J нисбий бурчак тезлик билан айлансин. К,узралувчи тишли рилдирак
г^узралмас 0^ yi^ атрофида кривошип билан биргаликда ©  ̂=  ©о кучирма бур­
чак тезлик билан айланади. Бинобарин, 1̂ узралувчи тишли рилдирак мураккаб' 
>;аракатда иштирок этади.

Занжирнинг берилган пайтда ц^^зралмас тишли рилдирак билан туташ ган 
ну[^таларининг абсолют тезликлари нолга тенг булгани учун тезликларни 1̂ ушиш 
теоремасидан

+  Vg — О ёки Vj. =  — Vg

з^осил булади. Бунда занжир нуцталарининг кривошипга ннсбатан нисбий
тезлиги, Vg эса занжир нух^таларининг кучирма тезлигидан иборат: ©  ̂=  ©о 
булгани учун Vg =  (ÜQ‘ r.  1̂ узралувчи тишли рилдиракнинг абсолют бурчак тезли­
гини © билан белгиласак, унинг нисбий бурчак тезлиги © — ©  ̂ га  тенг булади:

со,. =  со — ©д, (1>

Бинобарин, U;. =  (© — ©о)г.
Занжир 1̂ узралмас тишли рилдиракка нисбатан сирпанмагани туфайли, улар­

нинг бир-бирига тегиб турган ну 1̂ таларининг кривошипга нисбатан тезликлари 
ми1̂ дор жихатдан тенг булади, яъни:

(©  - -  © о) г  =  —  ©о г .

Бу тенглнкдан © == О келиб чи1̂ ади.
Шу сабабли (1) дан ©  ̂=  — ©о, яъни курилаётган ^олда жуфт айланиш 

содир булади. Исталган пайт учун © =  О булгани туфайли абсолют з^аракат 
бурчак тезланиши
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8 = Т - == 0.сИ
(0  =  0 , 8 =  0  булиши 1̂ узралувчи тишли рилдирак ?^аракати илгарилама з^аракат 
булишини тасди 1̂ ланди. Шу сабабли 1̂ узралувчи тишли рилдирак ихтиёрий нух̂ - 
тасининг тезлик ва тезланишлари мос равишда А нух^танинг тезлик ва тезланиш- 
ларига тенг булади:

0)2.

14.5- §. Цилиндрик тишли узатмалар

Цилиндрик тишли рилдираклардан (шестернялардан) ташкил топ­
ган узатмаларии кинематик нуцтан пазардан ?^исоблашда аввалги 
параграфдаги натижалардан фойдаланиш мумкин. Бирор валнинг 
айланма х^аракатини унга параллел булган иккинчи налга узашшда 
тишли узатмалардан фойдалаиилади. Тишли узатмалар гилдирак- 
ларнинг }^аракат турига караб оддий, планетар ва дифференщ1ал 
узатмаларга ажратилади.

Кетма-кет илашган тишли рилдиракларнинг айланиш уцлари 
цузгалмасдан цолса, бундай узатма оддий узатма  дейилади (1 4 .10- 
расм, а ва б). Оддий узатмада рилдираклардан бири, масалан, тиш­
ли рилдирак 1 етакчи, цолганлари эса етаклаиувчи .\исоблапади. 
Етакчи рилдирак бурчак тезлиги со̂  иинг етакланувчи рилдирак бур­
чак тезлиги (Оз га нисбати узатиш сони  дейилади. Узатиш соии- 
ни билан белгиласак,

С01 •)
4,2 =  —©2

муносабат уринли булади. Оддий узатма иккита тишли гилдиракдан 
ташкил топган булса, рилдираклар уринадиган С иуцтада уларнинг 
тезликлари Тенг булади:

14.10- раем.

*— бу параграфда со билан бурчак тезликнинг алгебраик циймати белгиланган.
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14.11- раем.

СОНМ учун цуйидаги мунссаоатлар уринли булади:

Ташци илашган тишли рилди­
раклар царама-царши томонга 
(14.10- раем, а) , ички илашгав 
тишли рилдираклар бир тохмонга 
(1 4 .1 0 -раем, б) айланишини :?̂ ам- 
да рилдиракларнинг тишлар сони
г ,  ва гз уларнинг радиуслари г ,  
ва Гз га турри пропорционал экан- 
лигини эътиборга олсак, узатиш

/ — —  о -  ''2 _ _ 1 _  2̂^1,2 —  --------- ^  ^
СОа (14.12>Г, 21

Ички илашган рилдираклар учун бу формулада мусбат ишора ,̂ 
таш 1̂ м илашган рилдираклар учун эса манфий ишора олинади.

Кетма-кет илашган тишли рилдираклардан бири цузралмас б у ­
либ, цолганлари мазкур рилдирак уци атрофида айланувчи АВ кри* 
вошипга урнатилган булса, бундай узатма планетар узатма  дейи­
лади (1 4 .1 1 -раем).

Агар планетар узатмадаги цузгалмас рилдирак :^ам уз уци ат~ 
рофида ЛВ кривошипга дахлсиз равишда айлана олса, бундай узат­
ма дифференциал узатма  дейилади.

Планетар ёки дж}х})еренциал узатмаларнинг кинематик характе- 
рпстикаларини аницлашда цуйидаги усуллардан фойдаланиш мумкин.

1. Бурчак тезликларни цушиш усули. Планетар ёки дифферен­
циал узатмалардаги рилдиракларнинг айланиш уцлари параллел 
булса, у )^олда (14.7) ёки (14.9) формулалар воситасида абсолют 
>^аракат бурчак тезлиги аницланади. Абсолют }^аракатнинг бурчак 
тезлик вектори айланиш оний уци билан устма-уст тушади.

2 . Тезликлар оний марказидан фойдаланиш усули. Планетар 
ва дифференциал узатмалардаги рилдираклар текис параллел :^ара- 
катда иштирок этгани туфайли дастлаб берилган рилдирак учуй 
тезликлариинг оний марказини, сунгра

формула ёрдамида унинг абсолют }^аракат бурчак тезлигини аниц- 
лаймиз.

Мисбий }^аракат бурчак тезлигини (14.7) ёки (14.9) фор>^улалар 
воситасида аницлаш мумкин.

3. «Тухтатиш» усули ёки Виллис усули. Бу усулнинг мо^^иятк 
шундан иборатки, планетар ёки дифференциал узатма оддий узат- 
мага келтирилади ва унга мос булган кинематик муносабатлардан 
фойдалаиилади. Бунинг учун планетар ёки дифференциал узатма- 
пицг кривошипи фикран тухтатилади ва узатма таркибига кирувчи. 
барча рилдиракларга мицдор жи^^атдан кривошип бурчак тезлигига 
тенг, йуналиши унга царама-царши булган бурчак тезлик берила- 
ди. У >̂ олда кривошипнинг бурчак тезлиги нолга, рилдиракларнинг 
бурчак тезлиги эса, дастлабки бурчак тезлиги билан кривошип.
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бурчак "тезликларииинг айирмасига 
тенг булади.

Бу усулларни 1̂ уллашга оид i^y- 
йидаги масалаларни ечамиз.

V  14.5- масала. Чарх тошини тез айлан- 
тирувчи илашма 1̂ уйидагича тузилган: IV 
стержень махсус даста воситасида 0± 
атрофида (О4 бурчак тезлиги билан айлан- 
тирилади' (1 4 .1 2 -раем). Стерженнииг 0^ 
учидаги бармо1̂ 1̂ а. радиусли II рилди­
рак эркин кийгизилган. Д аста айлантирил- 
ганда II рилдирак ¡^узралмас III рилдирак 
ичида сирпанмаедан айланади. Бунда иш- 
каланиш з^исобига II рилдирак чарх у̂ и̂ 
билан мазикам борланган I рилдиракии сир- 
пантирмасдан айлантиради. I l l  рилдирак- 
нинг радиуси Гд берилган деб 1̂ араб, г±

Wi
нинг шундай циимати топилсинки, — =  12

©2
булсин, яъни чарх уни з^аракатга келтирувчи дастага 1̂ араганда 12  марта тезро!^. 
айланеин.

Ечиш. 1. Масалани бурчак тезликларни 1̂ ушиш усулида ечиш учун рилди­
раклар абсолют бурчак тезликларининг 1̂ ийматини мос равишда ©х» ®а. 
(©8=0) билан белгилаймиз. Рилдиракларнинг IV стерженга нисбатаи бурчак 
тезликларини ©2г> Щг  билан белгиласак, (14.7) га биноан

(1).

Бунда ©4 билан ОхО  ̂ стерженнинг бурчак тезлиги белгиланган булиб, у 
кучирма з^аракат бурчак тезлигини ифодалайди.

1 ва II рилдираклар ташци, II ва  III рилдираклар ички илашгани туфайли- 
бу рилдиракларнинг нисбий з^аракат бурчак тезликлари орасида {^уйидаги муно­
сабатлар м авж уд булэди:

(1) ни (2) га  1̂ уйеак,

©1 — ©л

©1Г ___ [2_
®2Г fi

______________ ___
© 2— ©4 П

Бу тенгликларни jj'sapo купайтирсак,

©1 — ©4 Гд~ =  ---■> =
©4 Г1

6)f 1 
ёки —  = 1 2  булгани учун гх =  —  Гд.

©л 1 1

©о

©g — ©4 
— ©л

8̂
rt

© 1

©4
- 1= .^

Г1

(2>

2. Масалани тезликлар оний марказини аницлаш усули билан ечамиз. 1Г 
рилдирак 111 рилдирак ичида сирпанмаедан думалагани сабабли бу рилдираклар-
нинг илашган Р  нуг^таси II рилдирак учун тезликлар оний марказини ифода­
лайди. II рилдирак марказининг тезлигини

».  ̂ ' 0̂, — ®4 а)

формула ёрдамида ани1̂ лаймиз.

^  16—2282

(3)
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J I ва  и  рилдиракларнинг илашган С нуктаси иккала рилдиракка }̂ ам таал- 
я у 1̂ ли булгани учун

(4)
(5)

<3), (4) ва (5) дан фойдаланиб ушбу муносабатни оламиз:

2®4
-бундан

_

гх
©1

=  12  ни (6) га  1'^уйсак,

12 =

2 (гН-Га) 
Г\

10/-1 = 2 га

€ки 2  Га =  /"з — г, булгани учун 11 =  г^, 
Шундай 1̂ илиб,

1
11 ''з-

3. Масалани «тухтатиш» усули билан ечиш учун IV стерженни фикран тух - 
татам из ва барча рилдиракларга микдор жи:;^атдан dV стерженнинг бурчак тез­
лиги ©4 га  теиг, йуналиши унга карама-к,асши булган бурчак тезлик берамиз 
^амда мос бурчак тезликларни 1̂ уйидаги ж адвалга ёзамиз.

Е такчи  IV Р и лди р аклар
стерж ен ь III II I

Тухтатгунча бурчак тезлиги ©4 0 ©2 © i

Тухтатгаидан кейинги бурчак 
тезлиги

0 — ©4 ©2 — ®4 ©1—©4

Илашиш тури ички таш 1̂

III ва II рилдираклар ички з^амда II ва 1 рилдираклар таш 1̂ и илашганли- 
гини эътиборга олиб, (14.12) формулага асосан ушбу тенгликларни олалшз:

©9 — ©4
©а —  й>4
©1 — ©л

а

бундан

©i

©4
© I  —  © J Гь

еки —  =  12 булгани учун
©

I
/”1 = 11 ''8*

14.6- масала. Дифференциал узатмали тезликлар редуктори тишли туртта 
рилдиракдан иборат; бу лардан биринчиси ички томондан илашган б^^либ, бир

242
У



мииутда 160 марта айланади, тишлар- 
нинг сони 2х =  70, иккинчи ва учинчи 
рилдираклар бир-бирига бириктирил­
ган , уларнинг бурчак тезлиги 7 2 1 = !2 0 0  
айл/ мин булиб, етакловчи I валнинг 
атрофида вал билан бирга айланувчи 
у 1д а  уриатнлган; тишларининг сони 
22= 2 0 , 2д=30, туртинчи рилдирак учин­
чи рилдирак билан ички томондан 
илашган ва етакланувчи валга мазикам 
урнатилган булиб, тишларининг сони 
24= 8 0 . Етакланувчи валнинг бир ми- 
нутда неча марта айланиши топилсин,
I вал ва 1 рилдирак 1̂ арама-1-^арши то­
монга айланади (14,13- раем).

Ечиш. Масалани Виллис усули би­
лан ечиш учун 1 вални фикраи т)^тата-
миз ва 1, 2, 3, 4 рилдиракларга мих^дор жи);;атдан I валнинг бурчак тезлиги 
й)| га тенг, йуналиши унга 1̂ арама-1̂ арши булган бурчак тезликлар берамиз. 
ва мос бурчак тезликларни ушбу ж адвал га  жойлаштирамиз.

14.13- раем.

Е такловчи  
в ал  I

ри лди р ак  ( 

1

[ёки в ал ) лар

2,3  [ 4,11

Тухтатгунча бурчак тезлиги « 1 — 0)1 ---Й>23 - ( О ц

Тухтатгандан кейинги бурчак 
тезлиги

0 —©1—О) 5 —» 2 3 —

Илашиш тури ички ички

I вал ва 1 рилдирак з^амда унга илашган бошг^а рилдираклар царама-г^ар- 
ши томонга айлангани учун уларнинг бурчак тезликлари ? а̂р хил ишора билан 
олинган.

1 ва 2 з^амда 3 ва 4 рилдираклар ички илашганини назарда тутиб, (14.12) 
га  асосан 1̂ уйидаги тенглнкларни ёзамиз:

—  0>| —  (I)

Бу тенглнкларни купайтирсак,

(О II — О),

— е), — (О,

—  Ю,т —  Й),

2^  
21-2з

0) — 1

_ ^ _ 1
©1

21-28

бунда
©т

«1
эканлигиии эътиборга олсак.

л  тт — 2о 2,1 1 +
« I

—  1 =  1200
70-30
20 .80

160 \

1200
- 1 =  585 айл./МИК.

15



14.6-§. Жисмнинг илгарилама ва айланма з^аракатларини 
цушиш 

■—>-
К,атти1̂  жисм бир ваь^тнинг узида и тезлик билан илгарилама

^^аракатда ^^амда бирор yi^ атро(})ида 0  бурчак тезлик билан ай- 
•ланма ^^аракатда иштирок этсин. Улардан i âft бирини нисбий ^̂ ара- 
;кат ёки кучирма ^^аракат деб олиш а^^амиятга эга эмас. Чунки ;^ар 
ондаги тезликларнинг таг^симланиши ташкил этувчи ^^аракатларнинг 
урин алмашишига богли!^ булмайди. 1̂ уйидаги учта ?^олни куриб 
чиь^амиз.

1. Илгарилама ?^аракат тезлиги айланиш у«^ига перпендикуляр
■йуналган ?̂ ол («J_ (o ). Айтайлик, 1<̂ атти1̂  жисм ¡^узгалувчи Охуг
координаталар системасига нисбатан со бурчак тезлик билан Ог yi  ̂
.атра}зида айланма }^аракатда булсин. Уз навбатида Охуг координа­
талар системаси 1̂ узгалмас координаталар системасига нисба-
тап со векторга перпендикуляр йуналишда и тезлик билан (маса- 
лап, аравача билан биргаликда) илгарила^ма )^аракатда иштирок 
этсин (14 .14 -раем). Бу )^олда жисм г  yi î^a перпендикуляр П текис­
ликка нисбатан текис параллел >^аракатда булади. Агар 1̂ утб учун 
О ну1̂ гани олсак, у ^^олда жисмнинг }^аракатини 1̂ утбнинг тезлигига 
тенг Vq ~ и тезлик билан илгарилама ^^аракат ^^амда 1̂ утб атрофи­
даги со бурчак тезлик билан содир буладиган айланма ^^аракатдан 
ташкил топган деб 1̂ араш мумкин (10.3-§).

Жисмнинг абсолют }^аракатини анит^лаш учун илгарилама :>̂ ара- 
•кат тезлиги и ни шундай (о)', со") жус})т айланиш билан алмаштира- 
мизки, жус{зт айланишни ташкил этувчи бурчак тезликлар со'=оо, со" =
=  — со шартларни т^аноатлантирсин. Бунда ОА ~ d  масофа u==(a'‘ d  

"тенгликдан ани1̂ ланади:

14.14- раем.

ёки со' =  00 булгаии учун

d =  — . (14.13)
(О

'—У-
г\  00 ва со" векторларнинг йнриндисн 

нолга тенг булади. Натижада ку­
рилаётган жисмнинг ^^аракатини АР
yi^ атрофидаги со' =  оо бурчак тез­
лик билан ■ содир буладиган оний 
айланма ^^аракатдан иборат деб i â- 
раш мумкин.

Шундай 1̂ илиб, 1̂ уйидаги тео­
рема исботланди: агар жисм бир
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вактнинг у зида  Ог 1]к  атрофида со бурчак тезлик -билан айлан^
ма харакатда ^ачда  со бурчак тезликка перпендикуляр бул ган
и тезлик билан илгарилама харакатда иилтирок этса, жисмнинг
абсолют ^(^ракати Ог ркка параллел булган ва ун дан  ^
софада ётувчи атрофида мшфор ва йуналиш ж и щ п д а н  бе-
рилган со бурчак тезликка т енг булган  со' бурчак тезлик билан  
содир буладиган оний айланма харакатдан иборат булади.

2. Илгарилама ?^аракат тезлиги айланиш у|^ига параллел булган
з̂ ол (и  II со). Винт д а а к а т и . Агар жисмнинг абсолют ?^аракати Ог 
щ  атрофида со бурчак тезлик билан содир буладиган айланма >̂ ара-
катдан (нисбич ?^аракатдан) :^амда г  у 1̂ 1̂ а параллел булган =  и, 
тезлик билан содир буладиган илгарилама :?^аракатдан (кучирма ?̂ а- 
ракатдаи) ташкил топган булса, жисмнинг бундай }^аракати вишп  
харакати дейилади (14 .15 -раем). Айланиш содир буладиган Ог ут  ̂
винт у 1̂ и дейилади.

_Винт ^^аракатида булган жисмнинг ихтиёрий М ну1̂ тасидан винт 
у 1̂ "игача булган г  массфа узгармасдан 1̂ олади. Шу сабабли винт 
}^аракатида жисмнинг М ну1̂ таси г радиусли доиравий цилиндр сир- 
тида винт чизиги  деб аталувчи траектория брлаб  ^^аракатланади.

Агар со ва и векторлари Ог брича бир томонга йуналса,. 
ун г  винт, г^арама-1̂ арши томонга йуналса, чап винтни  ташкил: 
этади.

Жисмнинг винт у 1̂ и атрофидаги бир марта айланиш ват^тини Т 
билан белгилайлик. Агар берилган онда М нуь^та цилиндрнинг А& 
ясовчисида ётса, бу ну1̂ та

со
ват^т утгандан кейин яна А В ясовчи- 
ни кесиб утади ?^амда бу ясовчи б р -  
лаб

К =  (14.14)

масофага кучади. к  масофа винт }̂ а- 
дами дейилади.

Илгарилама з^аракат тезлиги и нинг 
айланма }^аракат бурчак тезлиги со га 
нисбати винт параметри дейилади ва 
у  р  билап белгиланади:

ш
(14.15)

(14.15) ни (14.14) га олиб бориб 
1̂ уйсак, винт 1̂ адами билан винт пара­
метри орасидаги 1̂ уйидаги муносабат­
ни оламиз: 14,15- раем.
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к — 2я  р.
М нуцта випт 5а<̂и атр(х|)ида модули =  ш  га тенг нисбий тез­

лик }^амда цилиндр ясовчиси буйлаб =  и кучирма тезлик билан 
:?^аракатланади. Тезликларни цушиш }^ацидаги теоремага кура М нуц­
танинг абсолют тезлиги цуйидагига тенг:

= V,

булгани учун абсолют тезликнинг мо^«ки курилаетган :^олда 
.дули

=  ] /  +  vl =  ] / 5 v i r i ?  = (14.16)

формула ёрдамида аиикланади.
Абсолют тезликнинг цилиндр ясовчиси билан ташкил цилган 

бурчагини у  билаи белгиласак, у }̂ олда

" (14.17)
Ve и р

муносабат ^финли булади.
Агар }^аракат давомида /;= const булса, у холда (14.17) га биноан

tg7 =  const
булади. Шу сабабли цилиидрни бирор ясовчиси буйича кесиб, те­
кисликка ёйсак, у хрлла винт чизиги бу текнсликда цилиндр ясов- 
чиси билан у  бурчак ташкил этувчи тугри чизицлардан иборат бу­
лади (14 .16-раем), Расмдан

h =  2n/'ctgY
ифодани оламиз,

3. Илгарилама ?^аракат тезлиги айланиш уци билан ихтиёрий 
бурчак ташкил этган ?̂ ол fl4.17-pacM j. Оний винт т^аракати. Бу
>̂ олда илгарилама }^аракат тезлиги а пи со буйича йуналган а' ва
унга перпендикуляр й^шалган 
ташкил этувчиларга ажратамиз:

и' = и cosa, и" =  и sina.

14.16- раем. 14,17- раем.
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14.18- раем.

1-}^олда курганимиздек, со бурчак тез­
лик билаи содир буладиган айлаима ?̂ а-
ракат ва и" тезлик билан содир була­
диган илгарилама х^аракатларни 1̂ ушиш 
натижасида Ог га параллел булган АР 

атрофидаги оний айланма ?^аракатга; 
эга буламиз. Бунда Ог ва АР айланиш 
уг^лари орасидаги масофа (14.13) га к>фа

О А = й ~ ^  (14.18)
со со

формуладан ани1̂ ланади. Натижада жисм
АР атро(})Ида о ' =  со бурчак тезлик 
билаи оний айланма >^аракатда ;^амда 
и' = и С05 а  тезлик билан илгарилама 
ракатда иштирок этади. Шу сабабли жисм
ну1̂ таларининг берилган ондаги тезлиги АР у 1̂  атрофида со' =  о> 

"бурчак тезлик ва илгарилама ?^аракати и' = исо5а  тезлик билаи- 
содир буладиган винт ^^аракатидаги каби ани1̂ ланади. Жисм ?^ара- 
катланганда АР уз ^\олатини узгартира боради. Шу сабабли; 
бундай }^аракат оний винт щ ш кат и  дейилади.

Шундай 1̂ илиб, жисм бнр вактнинг узида со бурчак тезлик би̂  
лан айланма .%аракатда ;^амда со' бурчак тезликка перпендикуляр бул- 
маган и тезлик билан илгарилама }^аракатда иштирок этса, жисм­
нинг абсолют }^аракати со вектори йуналган Ог у1у^а параллел ра­
вишда ундан (14.18) формула ёрдамида аницланадигаи d  масофада‘. 
утувчи АР уь; атрофидаги оиий винт >^аракатидан иборат булади.

14.7- мчсала. Куб шаклидаги цаттш^ жисм берилган оида АВ 1у 1рраси атро­
фида й) =  1с~^ бурчак тез 1ИК билаи айлаиади ва АС диагональ буйлаб

1 /  9'и  — ^ м/с тезлик билан илгарилама }<;аракат 1̂ илади. Агар кубиинг томони
2

а  =  0 ,5 м булса, берилган онда кубиинг абсолют ^^аракати аиицлаисии (14.18- раем).
Ечиш. Илгарилама харакат тезлиги и  ни ы  вектори йуналган кубиинг АВ хам­

да унга перпендикуляр булган АО кирраларн буйича и"  ва а '  ташкил этувчилар- 
га  ажратамиз. Бу ташкил этувчиларнинг модули 1̂ уйидагича аницланади:

и '  =  и  со5 4 5° =
/ Г  / 2

=  0,5 м/с, и"  =  и  з1п 45° =  0 ,5 м/с.

«"  =  0 ,5  м/с илгарилама ?^аракат тезлигини шундай (со', о " ) жуфт айланиш 5 *1-
лан алмаштирамизки, (о' =  о) ва ю" =  — со булсин.

3- >̂ олда курганимиздек, кубнинг берилган ондаги 5̂ аракати АВ у 1̂ дан

и
0 ,5

= 0 ,5  м = а
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■масофада ётувчи, яъни кублннг Е учидан утувчи' ЕК  цирраси атрофидаги оний 
винт ^аракагидан иборат булади.

Шундай 1̂ илиб, берилган онда кубнннг абеолют з^аракати унинг ЕК  1̂ ирраеи 
атрофида <о' =  1 бурчак тезлик билан еодир буладиган айланма 5̂ аракатдан 
)^амда и'  — 0 ,5  м/е тезлик билан еодир буладиган илгарилама з^аракатдан тэшкил 
топган оний винт >^аракатидан иборат булади.

14.8- масала. Парма п  — 120 айл/мин га тугри келадиган бурчак тезлик хам- 
да «  =  0 ,0 2  м/е илгарилама }^аракат тезлиги билан винт х;аракатда булади. Агар
айланма )^аракат бурчак тезлиги о> ва илгарилама х;аракат тезлиги и  парма у 1̂ и 

-буйлаб бир томонга йуналган б ул еа , винт 1̂ адами ва виит параметри ани1̂ ланеин, 
120 л

Ечиш. Парма ю =  — —-— = 4 я с ~ 1  бурчак тезлик билан айланади. (14,14) ои
(ва (14.15) формулаларга аеоеан винт 1̂ адами ва винт параметрнии ани1̂ лаймиз:

2яи
к  = --------  = 0 ,0 1  м,й>

р = —^  =  0 ,0016 м. Аш



Ш к и е м ,  Д И Н А М И К А

15-б о б. д и н а м и к а н и н г  АСОСИЙ К^ОНУНЛАРИ

15.1-§. Динамика предмети

Динамит  юнонча «dynamics» — куч сузидаи олингаи. Динами- 
када моддий нуцта, моддий иуцталар системаси ва абсолют цаттиц 
жисмнинг ^аракати шу }^аракатни вуж удга келтирувчи кучлар билан 
•биргаликда урганилади.

Юцорида жисмларнинг бир-бирига узаро механик таъсири кучни 
ифодалашини курган эдик. Статикада асосан узгармас кучлар ур­
ганилган эди. Динамикада узгармас кучлар билан биргаликда миц­
дор ва йуналиш жи.'^атдан узгарувчи кучлар таъсири .\ам урга1Н1ла- 
ди. Масалан, моддий нуцтанинг тебранма >^аракатида унга таъсир 
этувчи даврий уйготувчи куч вацтнинг функциясидан иборат булади; 
шунингдек, реактив двигателнинг тортиш кучи ёцилгининг ёниш 
вацтига боглиц; планеталарнинг тортишиш кучи ёки пру.жинанинг 
эластиклик кучи жисмларнинг }^олатига боглиц; нуцтанинг харакати- 
га муцитнинг курсатадиган царшилик кучи нуцтанинг тезлигига бог- 
лиц булади.

Умумий цолда кучлар вацтга, куч цуйилгаи нуцтанинг координа- 
таларига ва тезлигига боглиц булиши мумкин:

f  =  f  {t, X, у ,  г, л:, у, г)
ёки

? = ? ( / ,  Л Т ).
Механикада кучларнинг табиати урганилмайди; бундай масала 

билан физиканинг электродинамика, цаттиц жисм назарияси ва бош- 
ца булимларида шугулланилади,

Ишцаланиш кучи тушунчаси киритилганда к}фганимиздек, баъзан 
тинч турган жисмга куч таъсир этса цам у :?^аракатга келмайди. 
>̂ ар цандай жисмнинг .^аракати унга таъсир этувчи кучлардан таш- 
цари, материянинг асосий хусусиятларидан бири >^исобланган жисм­
нинг инертлиги ёки инерциясига боглиц булади. Куч таъсир этма- 
ганда л<исмнинг уз ;^олатини ёки }^аракатини сацлашида, куч таъсир 
этганида эса уз харакатини бирданига эмас, балки жисм ташкил 
топган модданинг микдорига боглиц равишда аста- секин узгарти- 
ришида бу хусусият намоён булади.
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1̂ атти1̂  жисм ташкил топгаи модданинг ми1̂ дори бнлан характер- 
ланувчи ва жисмнинг инертлик улчовини ифодаловчи катталик инер' 
цион масса  дейилади.

Жисм ташкил топган модданинг миг^дори жисмнинг огирлигига 
борли!  ̂ булади. Маълумки, жисмнинг орирлиги жисм турган жойнинг 
географик кенглиги ва денгиз сат} ;̂идан баландлигига богли!^ фак- 
торлар билан аииг^ланади, лекии жиемдагн моддаларнинг ми1̂ дори бу 
факторларга борли!^ булмайди, Кузатишларнинг курсатишича, Ер 
сиртига Я1̂ ин масофадаги жисмнинг орирлигини унинг эркин тушиш 
тезланишига нисбати узгармас булиб, кузатиш жойига борлиг  ̂ бул­
майди, яъни жисмнинг орирлигини Р, эркин тушиш тезланишини g  
билан белгиласак, у )^олда берилган жисм учуй

Р
— = m  =  const (15.1)
ё

булади.
Жисмнинг физик хусусиятларига борли!  ̂ булган ва (15.1) формула 

ёрдамида аиикланадиган т катталикка гравитацион масса  дейилади.
Одатдаги шароитда (жисмларнинг тезлиги ёрурлик тезлигидан ан­

ча кичик булганда }^амда гравитацион майдони кучли булмаганда) 
куплаб утказилган тажрибалар асосида олинган натижаларга кура, 
гравитацион масса ва ииерцион масса узаро теиг булиши исботлаи- 
ган. Бу ?^олат А. Эйиштейннинг нисбийлик назариясида му^^им урин- 
ни эгаллайди ва «эквивалентлик принципи» деб юритилади.

Шундай 1̂ 1либ, масса оюисм ташкил топган модданинг микадо- 
рий улчоеи булиши билан бирга инерция улчовини \ам ифодалай­
ди, бинобарин, динамикада жисмнинг моддийлик ва инерция хусуеи- 
ятлари намоёи б\ладп.

Нисбийлик назариясида жисмнинг массаси т унинг тезлигига 
борли!  ̂ равишда ушбу

пит

V
(¡)ормула ёрдамида ани1̂ лаииши исботланади. Бунда т^ — жисмнинг 
тинч >^олатдаги массаси; v — жисмнинг тезлиги ва с  — ёруРлик тез­
лиги. Классик мехаиикада жисмларнинг тезлиги ёрурлик тезлигидан
анча кичик деб 1'^аоалади. Шу сабабли -----катталик бирга нисбатан

ж уда кичик булгаии учун уни эътиборга олмай жисмнинг массаси 
узгармас деб 1̂ аралади.

СИ бирликлар системасида масса килограмм (кг) билан улчапади. 
Жисмнинг ^аракати унга таъсир этувчи кучлардан таш1̂ ари жисм­

нинг шаклига, яъни жисм масеасининг 1̂ андай та1̂ симланганига }̂ ам 
борли[  ̂ булади.

Динамикада дастлаб моддий ну{<;танинг )^аракати урганилади. 
Сунгра олинган натижалар моддий ну1̂ талар системаси ва 1̂ атти1-̂  
жисмга татби!^ г^илинади.
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Динамика асосида тажриба ва кузатишлар воситасида аииг^ланган 
т^онунлар ётади. Бу 1фнунлар XVII асрда Г. Галилей ва И.Ньютон 
томоиидан кашф 1у 1линган ?^амда Ньютоннинг «Натурал фалсафанинг 
математик асослари» асарида (1687 й.) баён цилинган.

Классик механиканинг биринчи 1фнуни Галилей томонидан кашф 
килинган булиб, жисмларнинг инертлик хусусиятиии ифодалайди ва 
ГПнерция конуни  дейилади. .

1-кfiнyн (инерция конуни). Таищи таъсирдан тан\оланган мод­
дий нукта куч таъсир этмагунча у зининг тинч у^олатини ёки  
турри чизик^ли текис щракатини саклайди.

Инерция цонунига биноан моддий ну 1̂ танинг тугри чизикли текис 
!5̂ аракати инерциал харакат  ёки инерция буйича \аракат  дейилади.

Инерциал харакатдаги нуг^танинг тезланиши нолга тенг булади
(йУ =  0). 1- 1<̂ онунга кура, агар нуцта тинч ^^олатда булса, у узича 
силжий олмайди ёки инерциал ^^аракатдаги нуг'^та уз-узича :^аракат 
тезлигининг мир^дор ва йуналишини узгартира олмайди. Моддий ну 1̂ - 
таиинг тезлигини 5̂ згартириш учун бирор ташь^и таъсир булишн ке- 
■рщ. Бош1̂ а л^исмларнинг берилган ну1̂ тага таъсири, яъни куч ана 
шундай таъсиргга ифодалайди.

Кинематика булимида иу1хтанинг механик ^^аракати бошка бирор 
жисм билан борланган ва сано1\ системаси деб аталган координата­
лар системасига нисбатан урганилди. Агар танланган санок система- 
си учун инерция 1̂ онуии 5финли булса, бундай координаталар сис­
темаси инерциал система  дейилади. Инерциал сано1̂  системасига 
нисбатан текширилаётган }^аракат абсолют харакат деб ь^аралади.

Тажрибаларнинг курсатишича, координаталар боши Р^уёш марка­
зида олинган ва у 1̂ лари учта « 1̂ узралмас» юлдузлар томонга йунал­
ган гелиоцентрик системани инерциал система деб ¡^араш мумкин. 
Техникада учрайдиган купгина масалаларни ечишда инерциал систе­
ма учун Ер била[1 боРланган координаталар системаси олинади. Бун­
да Ернинг суткалик айланиши ?^амда’К у̂ёш атрофидаги эгри чизи1-̂ ли 
орбита буйлай >^аракати эътиборга олинмайди.

2-1^онун (динамиканинг асосий к^онуни). Моддий нуг^та '¡{ара- 
кат мигфорининг узгариши у^аракатлантирувчи кучга пропорцио­
нал ва кучнинг таъсир чизири буйича содир булади.

Моддий нур^танинг массасини унинг бе­
рилган ондаги тезлик векторига купайтмаси­
га тенг д вектор нуктанинг х^аракат миц- 
дори  дейилади:

—>■ —
д = т ь .  (15.3)

М ну1̂ танинг ^^аракат мидари мазкур 
—>-

ну 1̂ тага ь^уйилган д вектор билан ифодала- 
нади (15 .1 -раем).

Ньютон иккинчи 1̂ онунининг векторли , ^
ифодаси 1̂ уйидагича ёзилади; 15.1-раем,

15 .2-§ . Классик механиканинг асосий 1̂ онунлари
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‘‘ {ш) = Р. ' (15 .4 )
Л

Агар вацт утиши билан нуцтанинг массаси узгармасдан цолса, 
у з^олда (15.4) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

тш = Р, (15 .5 )

бунда ш == нуцтанинг тезланишини ифодалайди. сИ
Нъютоннинг 2-цонунини ифодаловчи (15.5) тенглама нуг^та дина- 

микасининг асосий тенгламаси дейилади. Бу тенгламадан кура­
мизки, моддий нуцтанинг инерцийл системага нисбатан тезла­
ниили нуцтага таъсир этувчи кучга пропорционал булиб, мазкур  
куч буйича йуналади. Бинобарин, куч билан нуцта тезланишининг 
моду л лари орасида Р =  тхю муносабат уринли булади.

Бу тенгликдан курамизки, таъсир этувчи куч мицдор жи)^атдан 
узгармас булганда нуцтанинг массаси 1̂ анча катта булса, унинр 
тезланиши шунча кичик булади, яъни масса моддий нуцта тезлиги­
нинг узгаришига монанд буладиган царшяликни (инертлигини) ифо­
далайди.

3 -цонун  (таъсир ва акс таъсир цонуни). Х,ар цандай таъсир- 
га ун га  мицдор оки^атдан тенг, йуналиили царама-царши булган  
акс т аъсир мос келади, яъни  иккита моддий нуцтанинг у за р о  
таъсири мицдор жих^атдан т енг ва ш у  нуцталарни туташти- 
рувчи т угри  чизиц буйлаб царама-царши томонга йуналади.

Масалан, А нуцта В нуцтага Р куч билан таъсир этсин; В
нуцта эса А нуцтага Р^ куч билан таъсир этсин (15 .2 -раем). 3 -це­
ну ига кура

'Рв = - ' Р а (15-6)
ёки

Рв  =  Рл
теиглик уринли булади.

Кучлардан ихтиёрий биттаси «таъсир», иккинчиси эса «акс таъсир» 
деб аталади. Бундай иккита кучлар узаро мувозанатда булмайди,

чунки улар моддий нуцталар деб тасав­
вур цилинадиган бошца-бошца жисмлар- 

^  га цуйилади.
^ 4 -цонун  (кучлар т аъсирининг 1]за -

ро мустациллик цонуни). Агар моддий 
нуцтага бир нечта куч таъсир этса, 
нуцтанинг тезланиши ){ар бир кучнинг  

^  алохида таъсиридан нуцта оладиган  
тезланишларнинг геометрик йиринди-

15.2- раем, сига тенг бдлади.
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М моддий ну1̂ та (^1, ^ 2. • • • > Рп) 
кучлар таъсирида булсин. Бу кучлар сис­
темаси таъсиридан ну1̂ танинг олган тезла­
нишини хю, }̂ ар бир кучнинг ало^^ида таъси­
ридан ну1̂ танинг оладиган тезлаиишларини -

оУо, . . . , билан белгилайлик. У
^^олда 4 - 1̂ онунга асосан 

Ш = Ш1-\- Ы'2Л- +  W„. (15.7)

Натижа. Нуцтага таъсир этувчи куч­
лар системаси ш у кучлар сист емасинипг  
т енг таъсир этувчисига динамик эквива­
лент булади.

Исбот. М моддий ну!^тага (/̂ 1, . . . , ?„ ) кучлар таъсир эт­
син (1 5 .3 -раем, анш^лик учун расмда «==3 булган ^̂ ол тасвирлан­
ган). (15.7) нинг }̂ ар икки томонини нуь^танинг массаси т  га ку­
пайтирсак,

тш — тШу +  тт^ +

тенглик 5̂ осил булади.
2 - 1̂ онунга кура

пшу =  Ру, ты)2 =  /̂ 2»

+ тиг)п (15.8)

Шу сабабли (15.8) ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

=  Л + ^ 2 +  • • •
ёки

ти> = '^ Р ,̂ (15.9)

Бу векторли тенглама кучлар системаси таъсиридаги  нук^та 
у ч ун  динамиканинг асосий тенгламасини  ифодалайди. (15.9) ни
(15.5) куринишда ёзиш учун ну1̂ тага таъсир этувчи Р ,̂ ... , Рп 
кучларни уларнинг геометрик йириндисига (яъни бош векторига)
тенг булган Р  тенг таъсир этувчи куч билан алмаштириш керак.

(/̂ 1> Р,

тш = Р  1^ (15.10)

, Р )̂ кучлар таъсиридан М ну1\танинг олган тезла­
ниши хю кучларнинг тенг таъсир этувчиси ^  б р л аб  йуналади (15.3- 
расм).
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16-боб. ЭРКИН МОДДИЙ НУКТА Х^АРАКАТИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ ВА ДИНАМИКА­
НИНГ ИККИ АСОСИЙ МАСАЛАСИ

16.1-§. Эркин моддий нуцта ?^аракатининг дифференциал 
тенгламалари

—>- —>• —
Массаси т  га тенг булган М эркин моддий нуцта F„ Fo, , F  ̂

кучлар таъсирида Oxyz инерциал турри бурчакли Декарт коорди­
ната уцлари системасига нисбатаи .\аракатлансии. Юцорида к}фга- 
нимиздек [(15.9) ёки (15.10)] бу нуцта учуп динамиканинг асосийг 
тенгламаси

еки
mw  =  2  

mw  =  F

куринишда ёзилади. Бунда Р — нуцтага цуйилган кучларнинг тенг
таъсир этувчиси, w  — нуцтанинг Р куч таъсир чизири буйлаб йу­
налган тезланиши (16 .1 -раем).

Нуцта ^^аракатининг дж|х})еренциал тенгламаларини турли формада 
ифодалаш мумкин. Шулардан айримларини келтирамиз.

1. Эркин моддий нуцта ?^аракатииинг вектор формадаги диффе­
ренциал тенгламаси. Нуцтанинг тезланиш вектори w  тезлик вектори 
V дан вацт буйича олинган биринчи цосилага ёки нуцтанинг ради­
ус-вектори г  дан вацт буйича олинган иккинчи ^^осилага тенг бул­
гани учун охирги тенгламани цуйидагича ёзиш мумкин:

d Vт ----- =  Fdt
еки

d̂  гт -----=  F.dt̂ (16,2)
(16.1) ёки (16.2) тенгламалар 

эркин моддий нуцта )^аракати- 
нинг вектор формадаги дифферен­
циал тенгламаси дейилади.

2. Эркии моддий нуцта хара- 
катининг Декарт координата, уц- 
ларидаги дифференциал тенглама­
лари. (16.2) ни Oxyz инерциал ко­
ордината системаси уцларига проек­
циялаб, ушбу тенгламаларни ола- 
миз;
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ёки

тх = Рху ту == Ру, т г= Р ^ .  (16.3)

Бунда X, у ,  г  ^^аракатланаётган М  ну 1̂ танинг координаталари;
Л̂Х " ¿ 2у •• (¿¿2—— =  X. —-  — и , ---------нукта тезланиши ш нинг координата укла-

ридаги проекциялари; F^, Ру, Р  ̂ тенг таъсир этувчи куч Р нинг 
проекциялари. Агар Р.̂  {у = I, 2, п) кучларнинг координата
уг^ларидаги проекциялариии У ,̂ билан белгиласак, тенг таъ­
сир этувчининг координата уцларидаги проекциялари учун

^ ,  =  2 ^ ^  ^„ =  2  П . ^'. =  2  2 ^
муносабатлар уринли булади. Шу сабабли (16.3) ни

т х  =  2  =  2  =  Е
куринишда ёзиш мумкин.

(16.3) ёки (16.4) тенгламалар эркин моддий нуцта ^аракати- 
нин г  Декарт координата ук^ларидаги дифференциал тенгламала- 
рини  ифодалайди.

Ю вдида курганимиздек (15.1-§), умумий ^олда ну1̂ тага таъсир 
этувчи кучлар ва1-̂ т I га, ^^аракатланувчи ну1-^танинг координаталари 
X, у, г  га ва нуь^та тезлигининг координата у 1̂ ларидаги проекция­
лари X, у ,  г га боглш^ булади. Шу сабабли умумий }^олда (16.3) ни

тх = Р^ {и X, у, 2, Л', у , г ) ,

т у = Р у  (̂ , л:, у, г, х, у , г), (16.5)

тг = Р  ̂ (^ X, у, 2, ;с, у, г)

куринишда ёзиш мумкин.
Агар моддий ну1̂ та Оху текислигида :?^аракатланса, (16.3) нинг 

биринчи иккитаси уринли булади:

т х —Р^, т у = Р у .  (16.6)

Агар ну1̂ та тугри чизиг^ли харакатда булса, Ох укни }^аракат 
траекторияси буйлаб йуналтирамиз. Бу ?^олда ну1̂ танинг г^аракати
(16.3) нинг биринчи тенгламаси билан ифодалаиади:

тх = Р^. (16.7)

Бу тенгламага нуь^та турри чизик^ли щракат ининг дифферен­
циал тенгламаси дейилади.

(Рх п д?у г? ё Ь
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3. Эркин моддий iiyi^xa ?^аракатининг табиий координата ÿ j^  
ларидаги дифференциал тенгламалари. Агар М ну1̂ танинг ^̂ аракатр 
траекторияси берилган бÿлca, нуг^тадан М т — уринма, Мп •— бош' 
нормаль ва Mb бинормаллардан ташкил топган табиий координата 
ÿI^лapини (8 .5-§) ÿTKasaMHs (16 .2-раем). Кинематикадан маълумки 
[(8.51), (8.51, а) га асосан]:

dü~. ••
w , = - ^ = s ,  Ш„ =  — , w^=0,

бунда тезликнинг алгебраик г^иймати (тезлик векторининг урин- 
мадаги проекцияси), s — ну1̂ танинг ёй координа таси, р — траектория- 
•нинг Л4 нуцтадаги эгрилик радиусидан иборат. Тенг таъсир этув- 
чининг уринма, бош нормаль ва бинормалдаги проекцияларини моо 
равишда F̂  ̂ билан белгилаб, эркин моддий nyi^Ta ;^аракати-
1П1НГ табиий координата ÿ^^лapидaги дифференциал тенгламалариии 
цуйидагича ёзиш мумкин:

ms =  F ,̂ m (16.8)

(16.8) тенгламаларга эркин моддий нук^та щ ракат ининг табиий  
координата у}^ларидаги динамик тенгламалари дейилади. Бу тенг­
ламалар илк бор Л . Эйлер томонидан чи1̂ арилган.

(16.8) нинг охирги тенгламасидан курамизки, эркин ну1̂ тага цу-
йилган кучларнинг тенг таъсир этувчиси Р (худди тезланиш век­
тори хю каби) М ну1̂ тада траекторияга утказилган эгрилик текисли­
гида ётади.

4. Эркин моддий ну 1̂ та ^^аракатининг 1̂ утб коордииаталаридаги
дифференциал тенгламалари. Агар моддий нуг^та Рх, . . . , 
кучлар таъсирида бир текисликда ^^аракатланса, у  ^олда 1̂ утб ко­
ординаталар системасини утказиб, (15.10) ни 1̂ утб радиуси ва унга 
перпендикуляр йуналишга проекциялаймиз (16 .3 -раем). Тенг таъсир
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этувчи куч Р нинг бу уцлардаги проекцияларини Р̂ , Рр билан бел­
гиласак,

mw, = Рг, т-иор =  Рр (16.9)
з^осил булади.
Бунда т ~т — t<ŷ, =  rф + 2ф /• мос равишда радиал ва кун- 
даланг тезланишларни ифодалайди. Шундай цилиб, (16.9) ни цуйи­
дагича ёзамиз:

т  (/• — /' ф2) == Рг, т ( г  ф +  2 ф/) =  Рр 

ёки г ф +  2 ф г =  —  (/-2 ф) экаилигини эътиборга олсак,

т [ г  — г  ф2) = Рг, —  4  ̂ Ф) 1 б* ^г а1

(16.10) тенгламалар бир текнсликда харакатланувчи эркин мод­
дий нуцта >{аракатининг цутб координаталар сист емасидаги ха­
ракат дифференциал тенгламаларини ифодалайди. Уларга эркин 
моддий нукта х^аракатининг кутб координаталаридаги динамик 
тенгламалари дейилади.

Динамикада ?̂ ам борлапишдаги нуцтанинг ^^аракатини урганиш 
учун борланишдан бушатиш аксиомасидан фойдаланамиз, яъни нуц- 
тани берилган кучлар ва богланиш реакция кучлари таъсиридаги 
«эркин» нуцта деб цараймиз. Шу сабабли борланишдаги нуцта учун 
чицарилган динамик тенгламаларда борланиш реакция кучлари цам 
цатнашади*.

16.2-§. Л1оддий нуцта динамикасинияг биринчи асосий 
масаласи (турри масала)

Моддий нуцта динамикасининг биринчи асосий масаласи, нуц­
танинг массаси ва кинематик царакат теигламалари берилганда шу 
з^аракатни вужудга келтирувчи кучларнинг тенг таъсир этувчисини 
аницлашдан иборат. Бу масалага нуцта динамикасининг турри 
масаласи дейилади.

Кучларнинг тенг таъсир этувчисини аииклаш учун моддий нуц­
танинг кинематик царакат тенгламалари цандай усулда берилишига 
цараб, нуцтанинг векторли, Декарт координата уцларидаги, табиий 
координата уцларидаги ёки эгри чизицли координаталардаги динамик 
тенгламаларидан фойдаланамиз. Барча }^олларда хам масалани ечиш 
нуцтанинг кинематик тенгламаларидан тезланишни аницлашга кел­
тирилади .

1. Агар массаси т  га тенг моддий нуцтанинг >^аракати

(О

* Борланишдаги ну 1̂ танипг динамик теигламалари 18- бобда батафсил ёри- 
тилган.
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вектор усулида берилса, ну1̂ танинг радиус-векторидан Baî T буйича 
икки марта ^^осила олиб, ну1̂ танинг тезланишини, сунгра (16.2) га 
асосан тенг таъсир этувчи кучни топамиз:

7 = т % .  (16.11)

2. Агар массаси т га тенг моддий ну1̂ та кинематик ?^аракат 
тенгламаларининг Декарт координата у 1'^ларидаги ифодалари

х =  л: (О, у ^ у  (О, z = z{t)
маълум булса, улардан икки марта ва1̂ т буйича ?^осила олиб, тез­
ланишнинг координата yi'̂ -ларидаги нроекцияларини, сунгра (16.3) га 
кура тенг таъсир этувчи кучнинг проекциялариии ани1̂ лаймиз:

=  тх, Fy =  ту, F̂  =  тх. (16.12)

Натижада тенг таъсир этувчи кучнинг модулини

F - у  1-1 + F I + 1-1 ( 16-13)

Йуналтирувчи косинусларини

cos (7 , х) =  cos {F, у)  =  cos {F, 2) =
F  г  г

формулалар воситасида топамиз.
3. Агар массаси т  га ,т|;енг моддий ну1̂ танинг ?^аракати табиий 

усулда берилса, у :^олда тенг таъсир этувчи кучнинг табиий коор­
дината у 1̂ ларидаги проекциялариии (16.8) тенгламалардан ани1̂ лай- 
миз. Тенг таъсир этувчи кучнинг модулини

йуналишини

=  =  —^  (16.16)  ̂ ^ Fn Wn  ̂ '
формулалар ёрдамида ?^исоблаймиз. Бунда f,i орг^али F билан унинг

—>-
нормал ташкил этувчиси F„ орасидаги бурчак белгиланган.

4. Агар массаси т  га тенг моддий нук^танинг кинематик } а̂ра- 
кат тенгламаси

r =  r(/), ф==ф(/)
1<̂ утб координаталарида берилган булса, (16.10) га асосан кучнинг 
берилган координата у 1̂ ларидаги проекциялариии, сунгра тенг таъ­
сир этувчи кучнинг модуль ва йуналишини

F =  (16.17)

ифодалар орг^али ани1̂ лаймиз, бунда а  билан w  ва Wp лар ораси­
даги бурчак белгиланган.
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Баъзида моддий ну1̂ тага таъсир этувчи кучлардан бирортасини 
(масалан, номаълум реакция кучини) топиш талаб 1̂ илинадиган ма­
салаларни ечишга тугри келади, Масалан, массаси т  га тенг Hyi;-
тага F (X, У, Z) куч таъсир этади. Нуцтага F куч билан бирга- 
ликда 1̂ андай Q (Q̂ ., Q ,̂ Q̂ ) куч цуйилганда нуь^та

(16Л8)

1̂ онун брича ?^аракат 1̂ иладн?
(16.4) га асосан

тх — Х-\- Qx, ту = Y Qy, mz — Z + Q̂ .

Бундан изланаётган кучнинг координата у 1<^ларидаги проекцияларини 
ани1̂ лаймиз;

Qx =  /1 (О ~ f ¡  (О —  Q g .=  /Tí f ¡  (О —  2 .

16.3-§. Моддий Hyi^xa динамикасининг биринчи асосий 
масаласини ечишга дойр масалалар

Моддий Hyi^Ta динамикасининг биринчи асосий масаласи т^уйида- 
ги тартибда ечилади:

1. Моддий нур^танинг >^аракати цандай усулда берилишига 1̂ араб 
унга мос координаталар системасини танлаб оламиз.

2. Hyi^Tara таъсир этувчи берилган кучларни тасвирлаймиз. Агар- 
Hyi^Tara богланишлар 1̂ уйилган булса, борланишдан бушатиш j âi^n- 
даги аксиомани 1̂ уллаб, богланиш реакция кучларини курсатамиз.

3. Берилган кинематик ;^аракат тенгламаларидан тезланишни ёки 
унинг танланган координата у 1̂ ларидаги проекцияларини анш^лай- 
миз.

4. Танланган координаталар системасига мос булган }^аракат 
дис}х|зеренциал тенгламалариии тузамиз ва улардан изланаётган но­
маълум кучларни ани1̂ лаймиз.

16 .1 -масала. Массаси т  га тенг булган моддий ну 1̂ танинг ^^аракати

г  — а  i  c o s k t - \ - b  j  s i n k t  ( 1)
векторли тенглама билан берилган. Бунда
a b k  узгармас ми1̂ дорлар, i ,  / лар эса 
X ва  у  у 1̂ 1арининг бирлик векторларини 
ифодалайди (16 .4 -раем). Нуг^тага таъсир 
этувчи куч ани1̂ лансин.

Ечиш. Координата уг^ларини расмда 
курсатилгаиидек оламиз. (1) га кура М  
ну 1̂ танинг координаталари x — a c o s k t ,  
y  =  b s i n  kt тенгламалар билан ифодалан- 
гапи учун мазкур ну 1̂ та ярим у 1̂ лари а  ва 
Ь га тенг эллипс буйлаб }^аракатлаиади.

( 1) дай вацт буйича икки марта хоси­
ла оламиз:  ̂ ^
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\J á г 
dt

d’̂~r

=  — a k  i  s l n k t - { - b k  j  c o s k t ,

dt̂ ■ (a i c o s k t - [ - b  j  sin  k t) . (2)

(16.11) ra  асосан Hyi^iara таъсир этувчи куч

F  =  m
d^r
dt̂ — — mk^ {a i  cos k t - ^  b ¡  sin  k t)

ёки (1) ни ¡эътиборга олсак,

F — — mk ’’- г

ифодадан гопилади,
Бииобарин, ну 1̂ тага доимо уиинг радиуб^

вектори г  га тескари йуналган, яъни О мар­
казга тортувчи куч таъсир этади. Бундай куч­
га марка з и й  к у ч  дейилади.

1 6 .2 -масала. Массаси 0 ,2  кг булган nyt^- 
танинг з^аракати

=  3cos 2 я / с м ,  ^ =  4 s i n  см ( 1)
тенгламалар билан ифодаланади; бу ерда t 
секундлар з^исобида. Нуцтага таъсир этувчи 
кучнинг проекциялари унинг координаталари 
орцали ифодалансин.

Ечиш. Нуцтанинг кинематик харакат тенг­
ламалари Декарт координата ^цларида бе­

рилган. Координата ^цларини 1 6 .5 -расмдагидек йуналтирамиз.
( 1) дан вацт буйича икки марта з^осила оламнз:

X ~  — 6  я sin 2 я  Í, Í/ =  4 я  cos я  Í,

X =  — 12 я® cos 2 я / , у — — 4 я 2 s i n я í .
—>•

(16.12) га асосан F  кучнинг координата уцларидаги проекцияларини ани!^- 
лаймиз.

Fx — m  X =  — 2,4 я® cos 2 я  / 

Fy =  т  у  =  ~  0 ,8  я 2 sin  я  t

кг см 
сз 

кг см

ёки ( 1) ни эътиборга олсак;

к г  см кг м 
Fjc =  — 0 ,8  я2 д: — —  =  — 0,0789 ;с --------=  0,0789 л: Н.

С2 С2

кг см кг М 
Fy =  — 0,2 я2 у  ——-  =  — 0,0197 у ------- =  — 0,0197 у  Н.

1 6 .3 -масала. Массаси т \ г  тенг моддий нуцта цандай куч  таъсирида радиу­
си г  га тенг айлана буйлаб ^'згармас тезлик билан з^аракатлаиади?

Ечиш. Нуцтанинг траекторияси берилгани туфяйли унинг харакатини табиий 
усулда аницлаймиз. Бунинг учун уринма, бош нормаль ва бинормални 16.6- расм­
да к>фсатилгандек утказамиз; бош нормални аилананинг радиуси буйича унинг 
марказига, бинормални раем текислигига перпендикуляр равишда кузатувчи то­
монга йуналтирамиз.
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Тезликнинг алгебраик г^иймати узгармас бул- 
dv^

гаии учун (16.8) д а 8 = —-1 . =  0  булишини эъти- 
dt

борга олсак, кучнинг табиий координата /̂{̂ ла- 
ридаги проекциялари ¡куйидагича ани1̂ ланади:

mv'̂ Fb = 0.

Шундай 1̂ илиб, ну 1̂ танипг берилгаи }^аракати 
ми1̂ дор жи)^атдан узгармас ва айланиш маркази
О га  йуналган F — F„  куч  таъсирида содир 
булади.

16.4- масала. Узунлиги I га тенг чузилмай­
диган ипга борланган ва орирлиги Р  га тенг М  
моддий нуцта О ну 1̂ та атрофида

Ф =  Фо sin V i
1̂ онун буйича кичик тебранма харакат г^илади (1 6 .7 -раем); бунда фо — бошлан­
рич ориш бурчаги. М  ну 1̂ та энг пастки ;^олатдан утган да ипнинг реакция кучи 
ани1̂ лансин.

Ечиш. М  ну 1̂ танинг ^^аракатини

г  =  1 ~  const, Ф =  Фо sin

1̂ утб координаталарида берилган деб 1̂ араш мумкин. К,утб у^ларини расмда кур ­
сатилгандек йуналтирамиз.

Моддий nyi^Tara вертикал пастга йуналган орирлик кучи Р  1̂ уйилган. М  nyi^- 
та учун ип борланиш вазифасиии ^тайди. Борланишдан бушатиш аксиомасига
асосан ипнинг ну 1̂ тага таъсирини таранглик кучи Т  билан алмаштирамиз.

М  нуцта энг пастки )^олатдан утган пайтда Р  ъ г  Т бир турри чизи!^ буй­
лаб 1̂ арама-1̂ арши йуналади. Шу .%олат учун (16.10) нинг бириичи тенгламасини 
тузамиз:

m (г — гфЧ = Р —Г, 

бунда г =  /, г =  О, ф =  "j/^ -М- Фо cos t 5̂ амда ну 1̂ танинг курилаётган ĵ o-

лати учун cos Y булгани сабаб^ш

Т = Р + /п̂ ф§ = Р (1 +ф5).
1 6 .5 -масала. Ракета вертикал ю!^орига учи- 

рилганда мш^дори w  =  % g  га тенг тезланишга 
эга булади; бунда g  =  9,81 м/с’'̂  эркин ту 1ниш 
тезланиши. Орирлиги Р  =  600 Н булган космо- 
наптнинг ракета кабинаси тубига курсатадиган 
босим кучи ашн^ланеин (16 .8 -раем).

Ечиш. X укни вертикал ю1̂ орига йуналти- 
риб, ракетанинг х yi^n буйича турри чизицли 
^^аракатини текширамиз. Коемонавтни схематик 
тарзда орирлиги Р  г а  тенг моддий ну1\та деб 
1̂ араймиз. Космонавт учун кабина туби борллнии! 
вазифасиии утайди. Борланишдан бушатиш ак- 
сиомасидан фойдаланиб, борланиш реакцияси
/V ни вертикал ю1̂ орига йуналтирамиз. Моддий 
ну 1̂ та >^аракатининг дифференциал тенгламасини
(16.7) куринишда тузамиз: 16.7- раем,
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т  X (1)

Масаланинг шартига кура тезланиш д; =  а; =  8  g  булиб, верти­
кал ю1̂ орига йуналади }^амда

'^ Х ^ = Ы -Р .
Шу сабабли (1) ни г^уйидагича ёзиш мумкин:

—  . %ц = Ы — Р,

\
бундан

М =  9 Р  =  5400 Н.

Космонавтнипг кабина тубига босим кучи мИ1̂ дор жи?!;атдан 
N га тенг булади ва вертикал пастга йуналади. Шундай 1̂ илиб, 
р;.'кета старт }^олатидан учирилганда космонавтнинг кабина туби­
га курсатадиган босим кучи унинг огирлигига нисбатан ^ б ар а - 
вар катта булар экан.16.8- раем.

16.4-§. Моддий ну 1̂ та динамикасининг иккинчи асосий 
масаласи (тескари масала)

Моддий нуг^та динамикасининг иккинчи асосий масаласи, ну1̂ - 
тапинг массаси ва унга таъсир этувчи кучлар берилганда ну1̂ танинг 
кинематик тенгламалариии анш^лашдан иборат. Бу масала нук,та 
динамикасининг тескари масаласи  дейилади.

Иккинчи асосий масалани ечиш учун (16.2), (16.3), (16.8) ёки
(16.10) куринишдаги иккинчи тартибли ди(|з41еренциал тенгламаларнн 
иитеграллаш керак. Ну 1̂ тага таъсир этувчи кучлар умумий ?^олда 
вакт, ну1̂ танинг ^олати ва тезлигига богли!^ булгани учун бу диф­
ференциал тенгламаларнн умумий ?^олда иитеграллаш мумкин эмас. 
Моддий ну1̂ та динамикасининг иккинчи асосий масаласи айрим хусу­
сий ^^оллардагина ани!  ̂ ечимга эга. Шу сабабли техникада учрайди- 
диган хмураккаб масалалар интеграллашнинг сонли усули воситасида 
электрон ;^исоблаш машипаларини 1̂ уллаб та 1̂ рибан ечилади. Нуг^та- 
нинг .\аракати 1̂ андай усулда анир^ланишига цараб,’ иккинчи масала 
1̂ уйидагича ечилади:

1 . Агар нуг^тага таъсир этувчи кучларнинг теиг таъсир этувчи­
си вакт, ну1̂ танинг радиус-вектори ва радиус-вектордан ва1̂ т буйи­
ча олинган ?^осила (тезлик) нинг функцияси сифатида маълум булса, 
у  }^олда (16.2) ни

т  г =  / (̂/, г г ) (16.19)

к>финишда ёзиш мумкин. Бу векторли иккинчи тартибйи дис}х1)ерен- 
циал тенгламани интеграллаб, унинг умумий ечимини топамиз:

7 = 7 ( / .С 1 ,  Сз), (16.20)

бунда Су ва билан векторли иитеграллаш. доимийлари курсатил- 
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ган. (16.20) дан курамизки, Р куч таъсирида нуцта сон-саноцсиз
—̂ —V

цонунлар буйича з^аракатланиши мумкин, чунки ?̂ ар гал С, ва ни 
узгартириб, ЯНГИ царакат цонунни оламиз. Шу сабабли (16.19) ни 
интеграллаш учун конкрет динамик масала учун бошлангич шарт­
лар деб аталадиган цушимча шартлар берилган булиши керак. Вацт­
нинг бошлангич пайтида, яъни / =  /о да нуцта радиус-р>ектори ва 
тезлиги цабул циладиган

7  =  ^  (16.21)

цийматларга векторли куринишдаги бошлангич шартлар дейилади. 
Худди шунингдек, бошлангич шартларни Декарт координаталарида

^ =  ^0* =  2 =  0̂, л: =  Хо, у  = у ,̂ г =  го. (16.22) 
ва табиий координаталарда

5 =  ¿ = ¿ 0  (16.23)
куринишда ифодалаш мумкин.

(16.20) дан вацт буйича цосила олиб, интеграллаш доимийлари- 
га боглиц

■ ?= 7 (^  Су, Сг) (16.24)
нуцтанинг тезлигини оламиз.

}^аракатнинг бошлангич шартлари (16.21) ни (16.20) ва (16.24)
га цуйиб, интеграллаш доимийлари С, ва аницланадиган

0̂ ~   ̂ (̂ 0* 1̂* ^ 2)*

■̂0 ~  ^ (̂ 0 ^1’ ^ 2)
иккита векторли тенгламани оламиз. Бу тенгламаларни ечиб,
/о, /•(), Уо иинг функциясидан иборат интеграллаш доимийларини аниц- 
лаймиз:

С\ — Су (̂ ц, и̂ ),

^ 2=  Сг (/д,/"о,
Буларни (16.19) тенгламанинг умумий интеграли (16.20) га 

цуйиб, (16.21) бошлангич шартларга мос булган хусусий интеграли- 
ни аницлаймиз:

—>- —V
г  VQ).

Юцорида курганимиздек, нуцтанинг динамик тенгламаларини 
умумий з^олда интеграллаш цийин. Лекин баъзи з^олларда з^аракат- 
нинг умумий хусусиятларини характерлайдиган (16.19) ди(|)фереп-
циал тенгламанинг биринчи интегралини аницлаш мумкин. г  (/) нинг 
:?̂ ар цандай цийматларида (16.19) ни цаноатлантирадиган

Ф(/, 7 , 7 ) = : С у
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л,
муносабатга (16.19) дифференциал теигламанинг биринчи интег­
рала  дейилади.*

Агар (16.19) нинг бир-бирига боглш^ булмаган иккита

^ 1  (̂ 1  ̂> ^ )~  ^ 1»

Фз {t, 7 , 7 )  =
-биринчи интеграллари маълум булса, бу векторли тенгламалардан 
-Л-
г  тезликни йу1̂ отиб,

Q{t,7,Cl,~C^)=0
муносабатни оламиз. Бундан нуЕ^танинг радиус- векториии ани1̂ лаш 
мумкин:

г ~ 7  {I, Сх, Са).
Шундай к^мнб, (16.19) нинг иккита бир-бирига богли!^ булмаган 

биринчи интеграллари маълум б>̂ 1са, (16.19) нинг умумий интегра- 
■ЛИНИ оддий алгебраик амаллар ёрдамида топиш мумкин.

Агар ну1«^тага богланишлар 1̂ уйилган булса, (16.19) теигламадаги
кучларнинг тенг таъсир этувчиси Г нинг таркибига номаълум бог­
ланиш реакция кучлари :^ам киради. Бу номаълумларни динамик 
тенгламалардан йу1<̂ отиш усули аналитик механика булимида кури- 
лади. Лекин баъзи содда ?^олларда мос координата ут^ларини тан­
лаб олиб, богланиш реакция кучини скаляр куринишдаги айри\1 
тенгламалардан йу1̂ отиш мумкин.

2. Агар Р тенг таъсир этувчи кучиинг координата уг^ларидаги 
проекциялари Р Р у ,  Р̂  лар маълум булса, (16.5) куринишдаги учта 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни интеграллаб, олтита 
интеграллаш доимийлари С̂ , С̂ , С.̂ , С4, С̂ , Сд га борлш ,̂

X — X  (/, Сх,  С2, С3, С4, С5, Са),

У —У{̂'< СцС^, Сз, С4, Сд, Се), (16.25)
2 (/, Сх, С2, С3, С4, С5, Сд)

к)финишдаги умумий ечимини топамиз.
Конкрет динамик масалани ечиш учун (16.25) га г^ушимча равиш­

да (16.22) куринишдаги бошланрич шартлар берилиши керак.
(16.25) дан вакт буйича )^осила олсак, 6 та интеграллаш доимнй- 

ларига богли!^ 10^йидаги учта функция ^̂ осил булади:

X ~ х  (/, Сх,  С2, С3, С4, С5, Со),  

У ~У {и Сх, С2, С3, С4, С5, Сд), 

2 — 2 (/, Сх, С̂ , С3, С4, С5, Сд).

(16.26)

* Айрим )\Олларда динамик тенгламаларнинг бириичи ингегралини топиш з̂ а- 
?^ида 2 1 - бобда а;10}^ида тухтаб утилган.

264



(16.22) бошланрич шартларни (16.25) ва (16.26) га к;уйиб, 6 та 
интеграллаш доимийларн 1̂ атнашадиган 6 та тенгламалар сиотемаси- 
ни олахмиз. Бу тенгламалар системасини биргаликда ечиб, 6 та ин­
теграллаш доимийларини аниь^лаймиэ:

=  С; (/д, XQ, ^0, ZQ, Х0, Уа, ^о), (/ =3 1,6). (16.27)
Интеграллаш доимийларининг топилган бу г^ийматларини (16.25) 

га цриб, (16.22) бошланрич шартларга мос булган ну1̂ танинг Де­
карт координаталаридаги кинематик теигламаларини оламиз:

х==х{Г),  y  =  y{t),  2 =  г (0 .
3. Агар ну1̂ тага 1̂ уйилган тенг таъсир этувчи кучнинг табиий 

координата ук;ларидаги проекциялари ва (16.23) куринишидаги бош- 
ланрич шартлар берилган булса, нуг^та динамикасининг тескари маса- 
ласини ечиш учуи (16.8) тенгламалардан фойдаланиш керак. (16.8) 
даги биринчи теигламанинг умухмий ечимини

8=8{иС ^,С^)  (16.27)

куринишда ёзиш мумкин. Бундан ва1̂ т буйича з^осила олсак, иитег- 
раллаш доимийларн ва га борли!^

s= = s{ t,C ^ ,C ^  ' (16.28)

ну 1̂ танинг тезлигини ани1̂ лаймиз. (16.27) ва (16.28) га }^аракатнинг 
бошланрич шартлари (16.23) ни 1̂ уйиб, ва Сд интеграллаш дои­
мийларини ани1̂ лаймиз:

С1 =  С1 (/о, . (16.29)

^2 =  Сд (̂ 0* 0̂»
{16.29) ни (16.27) га 1̂ уйиб, ну1̂ танинг ёй координатасини ва 1̂ тнинг 
функцияси сифатида ифодалаймиз:

8 — 8 (О

=  §2 булишини назарда тутиб, ёй координатасининг бу 1̂ ийматинн
(16.8) нинг иккинчисига 1̂ уйиш натижасида г^аракатланувчи ну1̂ та тра- 
екториясининг эгрилик радиуси р ни ва1̂ тнинр функцияси сифатида 
ани1̂ лаш мумкин.

16.5-§. Моддий ну1̂ та динамикасининг иккинчи 
асосий масаласини ечишга дойр масалалар

Моддий ну1̂ та динамикасининг иккинчи асосий масаласи г^уйидаги 
тартибда ечилади:

1. Моддий ну1̂ танинг ^^аракатини аниг^лаш усулини танлаб, ун­
га мос координаталар системасини утказамиз.

2. Ну1̂ тага таъсир этувчи берилган кучлар ва борланиш реак­
ция кучларини тасвирлаймиз.

3. Динамик тенгламаларни тузамиз ва уларни интеграллаймиз.
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4. }^аракатнииг бошланрич 
шартларини аницлаймиз ва бу 
шартлардан фойдаланиб интег- 
раллаш доимийларини топамиз.

5. Иитеграллаш доимийлари- 
нинг топилган цийматларини ур­
нига цуйиб, моддий нуцтанинг 
кинематик тенгламалариии ола­
миз ва бу тенгламалардан изла- 
наётган номаълумларни аницлай- 
миз.

Эркин моддий нуцтанинг :>̂а- 
ракати текширилаётганда Декарт 

координаталаридан фойдаланиш мацоадга мувофицдир. Борланишдаги 
нуцтанимг эгри чизицли ^^аракатини урганишда нуцтанинг ?^аракат 
траекторияси маълум булса, табиий координата у 1̂ ларидаи фойдала­
ниш мумкии.

Агар ну1̂ та марказий куч таъсирида з^аракатланса,. 1̂ утб коор- 
динаталаридан фойдаланиш тавсия этилади.

16.9- раем.

16.6-маса.па. Горизонтга а  бурчак остида Оо бошланрич тезлик билан отилгану
фaIV̂ т ~Р =  орирлик кучи таъсирида булган моддий ну1̂ танинг ;^авосиз буш - 
ли1̂ лаги х,аракати аннцлансин.

Ечиш. Моддий нуктанииг харакатини вектор усулида ани1̂ ланмиз. Коорди­
наталар боши О ни ну1̂ танинг бошлангич }^олатида олиб, г  ^цни вертикал ю^о-
рига йуналтирамиз; бошлангич тезлик Сд уО г  текислигида ётади деб ;^исоблай- 
миз (16 .9 -раем).

11у1 т̂ага фацат Р =  т ц  узгармас орирлик кучи таъсир этганидан моддий 
ну|уанинг динамик тенгламаси }^уйидаги курииишда булади:

й  V

екн

д. у 
сИ

g  ми1̂ дор ва йуналиш жи)^атдан узгармас булгани учун 

булади. Бинобарин, ну 1̂ танинг тезлиги

v=Ti-\^Ci,

(I) да 0  = Л
экаилигини эътиборга олсак,

(1)

1^1
си
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\ /
7 = ^ + c T í + C j  (2)

2
5^осил бу’лади .

}^аракатнинг бошланрич шартларини 1̂ упидагича ёзиш mymkhhî

ío =  О да ^  =  О, == 0̂  =-• (Уо cos а )Т +  (»о sin а ) ^  (3)

(3) ни (1) ва (2) ларга i^ÿftnô C i ва ларни ани1̂ лаймиз:

Cl = (t>o cos а )  j  +  (Уо sin а )  k, = 0. (4)

(4) ни (2) га  1̂ уйиб, ну 1̂ танинг векторли кинематик тенгламасини ани1̂ лай-

cÿHFFH тенгламани интегралласак,

ш з :

+  [(üo cos а )  j +  (t»o sin a . )  k] t, (5)

Ну 1̂ танинг траекториясиии аннцлаш учун (5) да g =  — g k  эканлигини на- 
зарда тутиб, уни координата у 1̂ ларига проекциялаймиз:

g P
х — 0,  у  =  V()t c o s  (X, г  =  — —^  4 - Do t sin  а .  (6 )

( 6) дан Baî T t ни йуцотиб, нуь^танинг траекториясиии ани1̂ лапмйз:

" = "2 Ico s» а

Шундай килиб, ну 1̂ танинг траекторияси t/Ог текислигида ётувчи, коордипа- 
талар бошидаи утувчи ва 1̂ авари1̂ лиги ю1̂ орига 1̂ араган параболадан иборат.

Олинган тенгламалардан фойдаланиб, ну 1̂ танинг 1̂ андай масофага бориб 
тушиши за 1̂ андай баландликка ку-тарилиши, ш унингдек, бу масофа ва баланд- 
лик к;андай }^олда максимал кийматга эришишини ани1̂ лаш мумкин. 

t/l ни ани1̂ лаш учун (7) да г =  О деб оламиз, У  з^олда

У1 =  ------ sin 2  а .  (8 )
ё

(8 ) дан курамизки, моддий ну!^тага му.^итнинг 1̂ аршилик кучи таъсир этмаса, 
í/i максимал 1̂ ийматга эришиши учун s i n 2 a = l ,  яъни а  = 4 5 °  бÿлиши керак. 
Шундай 1̂ илиб,

vi
Утах — „ • 

g

H yiga  кÿтapилaдиraн энг loi^opn h i  баландлик параболанинг учида булади. 

Б у ну{^тада z =  Нц у  — — бу^лгани учун

V q  sin® а  с»о sin® а  Од
h i  = ---------------— — ----------- =  sin® а ,  (9)

 ̂ g  2 g  2 g  '  '

jt
(9) дан курамизки, а  =  —  бÿлгaндa, яъни моддий nyi^ia в е р т р щ ^ ^ ^ г а  отил- 

ганда у  максимал баландликка кутарилади з^амда ^
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/
Л тях —

булади.
Моддий ну1̂ та максимал узо1̂ лик 

Утих га тушганда унга мос кутарилиш 
баландлиги максимал узо 1̂ лик 1/тахНинг 
туртдан бирига тенг булади, яъни:

Л. 45° —

16.7-масала. Массаси т га тенг М моддий ну 1̂ та вертикал тикисликда шу—>- —̂
ну 1̂ тадан 1̂ узгалмас О марказгача б^птт  маеофага пропорционал Р  =  — к ^ т г
марказий куч таъсирида х;аракатланади, буида г — ^^аракатланувчи ну1̂ танинг ра- 
диус-вектори, — узгармас коэффициент. Агар бошлангич пайтда нуцта Мо (а,

----- ;^олатда вертикал юцорига йуналган бошлангич тезликка эга булса, ну 1̂ -

танииг траекторияси ани1̂ лансин (1 6 .10-расм.)
Ечиш. М  моддий нуцтанинг >;аракатини Декарт координаталар системасига 

нисбатан текширамиз. Координаталар бошини 1̂ узгалмас О марказда оламиз ва 
X , у  у|^ларини 16.10-расмдагидек йуналтирамиз.

Н у 1̂ тага таъсир этувчи огирлик кучи Я ва О марказга йуналган тортилиш
кучи Р  ни расмда тасвирлаймиз.

Н у 1̂ таникг динамик теигламасини (16 .2 ) куринишида тузамиз:

т  •
£г_
dî Р  -\-F

ёки — г , Р = т д ,  Р — — г экаилигини эътиборга олсак,

г = 8 — к^г .

Бу векторли тенгламани х ва у  ^цларига проекциялаб, ну 1̂ танинг Декарт ко­
ордината у 1̂ ларидаги динамик тенгламаларини оламиз:

х-\-кЧ = 0. (1)
(2>У +  k^y =  —g>

( 1) тенглама иккинчи тартибли бир жинсли тенгламадир. Уни интеграллаш 
учун характеристик тенглама тузамиз: - f  А® =  0; бундан — ±. Ы,  Биноба- 
рин, ( 1) тенгламанинг умумий ечимини

x =  Ci  cos kt +  Сг sin kt (3)
куринишда ёзиш мумкин. Б нда C j ва интеграллаш доимийларидир,

(2 ) тенглама (I) дан фар1̂ ли уларо!^ бир жинсли булмаган тенгламадир, Шу 
сабабли унинг умумий ечимини

У =  Ух-\-Уг W
к>'ри1шшда оламиз, бунда — бир жинсли булмаган (2) тенгламанинг кусусий 
ечимидир; í/i — эса

(б)
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\ /
куринишдаги бир жиисли тенгламанинг умумий ечимидир:

1/1 =  CgCosÄ/ +  С4 sin^/, (6)

(2 ) тенгламанинг унг томони узгармас ми1̂ дорга тенг булгани учун унинг 
хусусий ечимини У2 =  А курииишда ифодалаш мумкин; бунда А — узгармас кат­
талик.

(2) тенгламада у^ — А алмаштириш киритсак,

булишини курамиз.
(6 ) ва (7 ) ни (4 ) га  1̂ уйиб, (2 ) тенгламанинг умумий ечими учун цуйидаги 

ифодани оламиз:

у  =  Cgcos/?/ +  Ci  ú nkt  — (8 )
rv

Масаланинг шартига кура }^аракатнинг бошлангич шартлари к^уйидагича бу­
лади:

g  • •
ÍQ=:rO ла Хо =  а, Уо =  — >Со =  0, у  ̂— Vq. (9)

Иитеграллаш доимийлари C i, С^, Cg, С4 ларни аннк;лаш учун (3) ва (8 ) дан 
:!^осила олиб,

х =  — Cik  sin kt +  Cik cos k t, 

y  =  — Csk sin kt -|- C^k eos kt. j
(9) ни (3), (8 ) ва (10) га  1̂ уямиз. Н атижада

( 10)

Cl = а. Ca = О, Сз = О, С4 = (11)¡г
<11) ни (3) ва (8 ) га 1̂ уйиб ну 1̂ танинг Д екарт коордииаталаридаги кинематик 
тенгламалариии оламиз;

дс =  а  cos kt,

^ k k2

Бу тенгламалардан ва!^т i ни йуцотиб, нук^та траекториясининг тенгламасини 
оламиз:

—  = 1. (12)
k

( §\Шундай 1̂ илиб, нуг^танинг траекторияси маркази Oi О, — —  иу1̂ тада ётув-
\ «У

í’o ^чи, ярим у 1̂ лари а  ва —  га теиг эллипсдан иборат.К
16.8- масала. Огирлиги Р  =  196 Н булган М  моддий ну 1̂ та горизонтал стол 

устида ётади. М  nyi^ra узунлиги / =  0,35 м ип бнлаи г^узгалмас О Hyt^r-'ra бог- 
ланган. Таранг тортилган ипнинг йуналишига перпендикуляр йуналишда М nyi^- 
тага ^0 =  4 ,9  м/с бошлангич тезлик берилган, натижада М  nyi-^ia I радиусли ай-



лана ёйи буйлаб з^аракатланади (16.11- 
расм). Агар ну 1̂ танинг столга иш1̂ ала- 
ниш коэффициента / =  0,25 га тенг 
булса, 1 = \  с дан кейин ну 1̂ таиинг 
тезлиги ва ипнинг таранглик кучи ани1̂ - 
лансин.

Ечиш. М  ну 1̂ танинг траекторияси 
маълум булгани туфайли унинг }^ара- 
кагини габиий усулда ани1̂ лэймиз. М  
ну 1̂ тада а ‘ланага з^аракатнинг мусбат 
йуналиши буйича М т  уринма, айлана 
радиуси буйича О ну 1̂ тага йуналган 
М п  бош нормаль з^амда стол текисли­
гига перпендикуляр равишда ю1̂ орига 
йуналган МЬ бинормалларни утказами:*.

М  нур^тага 1̂ уйилган вертикал пастга йуналган орирлик кучи Л  ип буйлаб
О ну1̂ тага йуналган ипнинг таранглик кучи Т,  столга перпендикуляр равишда
вертикал ю1̂ орига йуналган нормал реакция кучи N ва з^аракат тезлигнга 1̂ а-
рама-1̂ арши йуналган иш1̂ аланиш кучи Р  (бунда F = f N )  ларни расмда тасвир­
лаймиз.

М  нуцта учун (16.8) куринишдаги Эйлер теигламаларини тузамиз:
йи

т  — =  - / Л - ,  (1)

т I =  Т,

0  =  Ы — Р ,

(3) дан N ~  Р  — т д  булгани учун (1) ни

do

(2)

(3>

т си

(IV

куринишда ёзамиз ва сунгги тенгламани интеграллаймиз:

Бошланрич пайт tQ — 0 да V— Со б^/лгани учун С =  Vo б^^лади. Шундай 1̂ и- 
либ, у =  Су — f g t ;  ( = 1  с  булганда о =  4 ,9 — 0,25*9,8 =  2 ,45 м/с.

(2) дан ипнинг таранглик кучини топамиз:

Т=^т—  =̂- 196-(2,45)2
=  342,14 Н.

I ц 1  9 ,8 .0 ,3 5

1б.Р-масала. Ер сиртидаги М  нув;тадан Ернинг радиусига перпендикуляр ра-
вншда VQ бошланрич тезлик билан ракета учирилган. Ернинг тортиш кучи раке- 
тадян Ер маркази О гача булган масофа квадратига тескари пропорционал равиш­
да узгаради. Ер сиртидаги эркин тушиш тезланиши ¿г =  9,81 м/с, Ернинг ради­
уси Я =  6370 км га тенг. )<,авонинг 1̂ аршилигини хисобга олмай, ракетани мод­
дий ну 1̂ та деб {^араб, унинг з^аракат тенгламаси ани1̂ лансин (1 6 .1 2 -раем).

Ечиш. Ракетанинг бошланрич пайтдаги тезлиги билан Ернинг тортиш кучи
Р  бир текисликда ётгани туфайли ракетанинг з^аракати доимо шу текисликда со­
дир була;^и, Ракетанинг з^аракатини 1̂ утб координаталарида аниг^лаймиз. Бошлан-
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I /
РИЧ пайтда 1̂ утб ОМд буйича йуналтира­
миз. Ракетанинг ихтиёрий М  з^олати учун бу

У'
у 1̂ нинг бирлик векторлари г° рас*мда тасвирлап- 
гаи .

Ракетага доимо Ернинг маркази О ну 1̂ тага

•йуналган тортиш кучи Г  таъсир этади, яъни раке- 
та м арка з и й  к у ч  таъсирида ;^аракагланади. Ма- 
салаиинг шартига К}фа бу куч О марказдан ра- 
кетагача булган маеофага тескари пропорционал 
равишда узгаради:

Р  =  ( 1)

бунда т  — ракетанинг массаси, ^ — аниг^ланиши 
лозим булгаи пропорционаллик коэффициеити.

Ернинг сиртида г  — ва р  =  Р  — т ц
эканлигиии эътиборга олиб, г ъ а Р  нинг бу 1̂ ий-
матларини (1) га 1̂ уйсак, к  =  муносабат уринли булишини курамиз. На­
тиж ада ( 1) ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

16.12- раем.

Р = mgR^
(2)

Моддий ну 1̂ танинг 1̂ утб координаталаридаги динамик тенгламалари (16.10) ни 
тузамиз:

• т  (I ’
т  (г - г ф 2 )  —  (г2 ф) =  Рр, (3)

Р  куч г  у{̂  буйича г° га 1̂ арама-1̂ арши йуналхани учун Р г  — — Р,  ^ р ~

(2) ни эътиборга олсак, Р р — — -  У  5<;олда (3) ни

<11 (г2 ф) =  О (4)

куринишда ёзиш мумкин.
(4) иинг иккинчи теигламасини интегралласак,

г2ф =  С1. (5)

С± ни ани1̂ лаш учун з^аракатнинг бошлангич шартларидан фондаланамиз, яъни

0̂ =  О да Го =  Фо =  О (6)

булганда ракета бошланрич пайтда з^олатни эгаллайди; бундан таш 1̂ ари бош- 
ланрич пайтда с̂о тезлик га перпендикуляр булгаии учун

0̂Го = О, Фо = R (7)

(6 ) ва (7) ни эътиборга олиб, (5) дан ни ани1̂ лаймиз; С± =  R Vo, Шундан 
а^илиб, (5) ни /-2 ф =  Rvo  ёки

RvQ
Ф =

куринишда ёзиш мумкин. I /
(8)
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(4) нинг биринчи дифференциал тенгламасини иитеграллаш учун г  — г(ф ) ,  

 ̂ * dr d(p ' dr •
бунда ф =  ф (/) экаилигини назарда тутсак, г  =  — . ~  =  —  ф. у  холда (8 ) г аd(p dt d(p
кура

=  — R Vo
dq> r 2 d<i>

1
r (9>

муносабат j/ринли булади. Бундан таш1̂ ари, г
dt d(p d i  dcp  ̂

даги

vi d̂  I \ \
булгани туфайли (8) ва (9) га  асосан г  учун г^уйидаги ифодани оламиз;

\ г  )¿ф2

Г ва ф ларнинг 1̂ ийматини (10) ва (8) дан (4) нинг биринчисига 1̂ ^йиб, 

d '" / 1 \ . 1 _  g

(Ю>

теигламапи ёки и  белгилаш киритиб.

d̂ u Р— +  (П>
^ф2 v¡

тенгламани оламиз.
( 11) ни интеграллаб, ракетанииг изланаётган з^аракат траекториясини ани1̂ - 

ламмиа. Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечимини

ы = üi +  Kj (I2>
курииишда иялаймиз. Бунда щ

d̂ u

куринишдаги бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини, «а эса бир жинсли бул- 
масаи (И ) тенгламанинг хусусий ечимини ифодалайди. (13) нинг характеристик
теш ламаси -{- 1 = 0  курииишда ёзилади, бундан 'k =  d z i ,  Бинобарин,

Ui =  Сг cos Ф +  Cg sin ф,

(II) нинг хусусий ечимини

«2 = „2

куринишда оламиз. Шундай 1̂ ;илиб,
а

u  =  Cz cos ф +  Cg sin ф -f- Т
*̂0

ёки и  =  —  булгани учун

—  =  Cg cos ф 4 - Сз sin ф ( 1 4 >  
г Í-0

ечимга эга буламиз, 
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. /
Сз ва Cg интеграллаш доимийларини ани1̂ лаш учун (14) дан Bai^t б̂ й̂ич*!.- 

1{0 сила оламиз;
1 • • •

— ~  г  =  — Са ф sin  ф +  Сз ф COS ф. (16)i

(6) , (7) бошлангич шартларни (14) ва (15) га  ц^йиб, Cg ва С§ ларни топа­
миз:

v l ~ - g R  
Q  ¡д_ ___  ̂ Сд =  О,

R v l

С2 ва Сз ларнинг 1̂ ийматларини (14) га  1̂ уииб, уни г  га  нисбатан ечсак,

хрснл  булади, бунда Р — ~ ^  чизи1̂ нинг параметрини,

v l ~ g R
е  =  ■ _ -  (17>

g R
8са унинг эксцентриситетини ифодалайди.

Аналитик геометриядан маълумки, (16) тенглама иккинчи тартибли чизнх^лар- 
нинг 1̂ утб координаталаридаги тенгламасини ифодалайди. Бу иккинчи тартибли 
чизиц: а) е =  0  булса, айлана; б) е <  1 булса, эллипс; в) е =  1 булса, пара­
бола; г) е >  1 булса, гиперболадан иборат булади. Бу з^олларни алоз^ида кура- 
миз:

а) ракета айлана буйлаб з^аракатланса, е =  О булиб, (17) га  асосан

Ü0 = (18)
тенглик уринлидир.

Бунда g== 9,81 м/с®, /? =  6370 км == 6 ,3 7 ‘ 10® м эканлигини эътиборга ол­
сак,

t>o =  7910 м/с « 7 , 9  км/с. (19) 

Бу тезлик б и р ин ч и  к о смик  т е з л и к  дейилади. ____
б) ракета эллипс буйлаб з^аракатланса, е <  1 б;^либ, (17) дан Оо <  

яънн
Уо =  11 179 м / с «  11 ,2км /с. (20)

Б у тезлик иккинчи  к о сми к  т е з л и к  дейилади.
Аплаиа эллипснинг лимит з^олати булгани туфайли, ракета эллипс б у й л а б

з^аракатланииш учун бошланрич тезлик Vq г^уйидаги тенгсизликни г^аноатлантириши
керак: ___ ____

l/ g ^  <  í'o <  V ^ g R  ёки 7 ,9  км/с <  »0  <  11,2 км/с. (21)
в) ракета парабола буйлаб з^аракатлапса, е  =  1 булиб, (17) га  асосан бош­

ланрич тезлик учун ____
t»o =  'V ^ g R  =  1 1 ,2  км/с (2 2 )

ми1̂ дорни оламиз.
г) ракета гипербола буГшаб з^аракатланса, е  >  1 булади ва (17) дан

Vq >  ' ] /2 gR  ёки >  11,2 км/с (23)

эканлигини аннклаймиз.
Шундай цилиб, ракетанинг бошлангич тезлиги 7 ,9  км / с^ 0 о < 1 1.2 км/с ш арт­

ни 1̂ аноатлантнрса, ракета айлана ёки эллипс б^^йича з^аракатланади з^амда Е р­
нииг сунъий йулдошига айланади. Агар Vq >  11,2 км/с б^^лса, ракета парабола 
ёки гипербола буйича з^аракатланиб Ердан узот^лаша боради. t>o<7,9 км/с бул­
са, ракета Ерга 1̂ улаб тушади,
18—2282 273
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16.6-§. Моддий ну1̂ танинг содда з^оллардаги тугри чи- 
зицли з^аракат дифференциал тенгламаларини интеграл­
лаш

Эркин моддий нукта тргри чизик^ли ^аракатда булиши учун  
ун га  таъсир этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчиси дзгармав 
йуналшига эга булиши ва бошланрич тезлик эса тенг таъсир  
этувчи куч буйича йуналиши ёки нолга тенг бдлиши зарур  ва 
<етарлидир.

}^а1-̂ и1̂ атан ) а̂м эркин моддий ну 1̂ танинг з^аракат траекторияси х
yí  ̂ билан устма-уст тушса, )^аракат давомида y ~ z ~ 0  ва y = z ~ 0  
булади, яъни нуь^танииг тезлиги л: yi  ̂ буйича йуналади ёки нолга
тенг булади. Бундан таил^ари у = г  = 0 булгани учун ну1̂ танинг 
Декарт координата ур^ларидаги динамик тенгламалари (16.3) га асо- 
-сан

f y  = 0 , F , =  0 (16.30)
шартлар айнан бажарилади, яъни тенг таъсир этувчи куч х щ и  
буйича йуналади. Шуидай 1̂ илиб, Ю1̂ р и даги  шартларнинг бажари- 
•лиши зарур эканлиги исботланди.

Агар координаталар бошини нуцтанинг бошлангич з^олатида олиб, 
X у 1̂ ни ну1̂ танинг бошлангич тезлиги брича йралтирсак, у  з^олда
(16.30) шартлар бажарилади, бинобарин,

т у — О, тг = 0 
''булади. Бу тенгламаларни икки марта интегралласак,

У ~  С*!, Z =  Сг,
y  =  C, t  +  C„ z ^ C ^ t  +  C^.'

X у 1̂ нинг танлаб олинишига кура бошлангич шартлар г^уйидагича 
^булади:

0̂ =  О да =  О, 2-0 =  0, у1 =  о, 0.
Бу шартларни (16.31) га 1̂ уйиб, Q  =  Cg =  Сз =  С4 == О булишини 
л<урамиз. Натижада

Í/ S  О, г ^  О
булади, яъии ну1<̂ танинг траекторияси х уг̂ и буйича содир булади. 
Шуидай цилиб, з^аракат тугри чизи1̂ ли булишининр етарли шарти 
з̂ ам исботланди.

Ёзиш î Hcî a булиши учун тугри чизи1̂ ли з^аракатдаги ну1̂ та тез- 
лигииииг проекциясини деб ёзиш урнига индексини тушириб v 
деб ёзамиз, яъии v билан тезликнинг алгебраик 1̂ ийматини белги­
лаймиз.

(16.7) га асосан ну1̂ та турри чизи1̂ ли з^аракатининг дифферен­
циал теигламасини

т х = Х  (д:, Ü, t) (16.32)
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куринишда ёзиш мумкин. Бунда X — тенг таъсир этувчи кучнинг 

алгебраик 1̂ иймати, V =  эса тезликнинг алгебраик 1̂ ийматинк
ифодалайди. (16.32) тенгламанинг умумий ечимида иккита интег- 
раллаш доимийси 1̂ атнашади:

х==х С1, Сг). (16.33)
Бундан ва 1̂ т буйича з^осила оламиз:

(/, Сх, Сз) (16.34)

}^аракатнинр бошлангич шартлари г^уйидагича булсин:

 ̂=  О да х = х̂ , V = VQ. (16.35)

(16,35) ни (16.33) ва (16.34) га г^уйсак, ва Са ни анш^лаймиз.
(16.32) тенгламани иитеграллаш мумкин булган айрим содда  ̂

з^олларни курамиз.
1. Моддий ну1̂ тага мицдор ва йуналиш жи:1̂ атдан узгармас бул­

ган Р куч таъсир этсин. Нуг^танинг бошлангич тезлиги Р кучнинг
таъсир чизигида ётсин. х уг^ни Р кучнинг таъсир чизиги буйлаб 
йуналтирамиз. У з^олда (16.32) пи г^уйидагича ёзиш мумкин:

тх = Р, (16.36)

бунда f  билан кучнинг алгебраик г^иймати курсатилган. (16.36) да

л; = ----- экаилигини эътиборга олиб, узгарувчиларни ажратиш йули
бХ

билан интеграллаймиз:

йх=^^(Ц , (16.37)
т

— / +  С1 . (16.38)
т

(16 .38 )'ни з̂ ам узгарувчиларни алфатиш усули билан интеграллай­
миз:

dx = { ~ t - ^ C ^  йи (16.39)
\ т  /

(16.40)
т

(16.40) ифода (16.36) нинг умумий ечимидир.
Даракатнинг бошлангич шартлари (16.35) куринишда булсин. У 

з^олда (16.35) ни (16.38) ва (16.40) га г^уйиб иитеграллаш доимий­
лари С1 ва С2 ни аниг^лаймиз: С1 == € 2 == х̂ , Бу г^ийматларни
(16.38) га цуйиб, нуг^танинг з^аракат 1̂ онунини анш^лаймиз:

=  +  ( 16 . 41 )
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(16.41) дан курамизки, nyi^xa уз­
гармас куч таъсирида текис узгарув- 
чан }^аракатда булар экан, Бу натижа- 
ни нур^та динамикасининг асосий тепг- 
ламаси (15.5) дан :^ам олиш мумкин:
F — const булгани учун w = const бу­
лади.

Изо; .̂ Даракатнинр бошланрич 
шартларини назарда тутиб, (16.37) ва
(16.39) дан ани1̂  интеграл олиш }̂ ам 

мумкин. Масалан, (16.37) ни (16.35) бошлангич шартларга кура i^y- 
ьйидагича иитеграллаш мумкин

dx ~ tdt.

t.

dx>Бунда V =  экаилигини эътиборга олиб, узгарувчиларни ажратамнз:

dx = (üQ-\- — t]d t .  
tn ;

‘Сунгги тенгламани (16.35) бошлангич шартларда интегралласак.

dx  = [ v ,  +  — t ) d t .

'(16.41) тенгламани оламиз. Келгусида бу усулдан :;̂ ам фойдалана-
:М И З ./

V/ 1 6 .1 0 -масала. Орир жисм горизонтга а  =  30° бурчак остида орган силли!^ 
г^ия текислик буйлаб пастга туш ади. Агар жисмнинг тезлиги бошланрич пайтда
2  м/с га тенг булса, жисм 9,6 м йулни канча вакт да босиб утиши топилсин 
(16 .13 -раем).

Ечиш. Ох у[^ни 191Я текислик буйлаб йуналтирамиз. Ж исмга вертикал пастга
йуналган орирлик кучи m g  ва 1̂ ия текисликка перпендикуляр йуналган нормал
реакция кучи N таъсир этади. Орирлик кучининг 1̂ ия текисликка перпендикуляр
йj?нaлишдaги ташкил этувчиси нормал реакция кучи N билан мувозанатлашади. 

(16.32) тенглама 1̂ уйидагича ёзилади:

тх  =  m g  sin  ос.
¡^■згарувчиларни аж ратсак,

dx =  g  sin а  dt .  

)^аракатпинг бошланрич шартлари к^уйидагича берилган: 

/q =  О да л: =  О, х =  2 м/с.
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(2) ни назарда тутиб , (1) ни интеграллаймиз:
V t

J  d x — g  s in  а  f di.
2 о

x = 2 -\ -  gt s in  a  ёки d x =  {2-{■ gt s in  a) dt.
С^/нгги тенгламани берилган бошлангич ш артларда интеграллаймиз!

X  Í

J  dx =   ̂ (2 +  g/ s in  а )  dt,
О о

aî
д: =  2/ -Ь ——  s in a .

Б унда л: = 9 , 6  м , gr =  9 ,81 м/с^, а  =  30° эканлигини назарда тутиб, t пи иппц- 
лаш  учун  1̂ уйидаги тенгламани оламиз:

9 ,81  /2_}_8/ — 38 ,4  =  0.

_  8 +  1 / 6 4 — 4 -3 8 .4 .9 ,8 1

2 .9 ,8 1 ------------------ "
t ни ани1̂ лашда квадр ат  илдиз олдида манфий ишора олинмайди, чунки luiivi 
мусбат цийматга эга .

2. Моддий ну|^тага фя1̂ ат Bai^xra борли!  ̂ куч таъсир этсии. У 
з^олда (16.32) ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

тх (/)

ёки т^три чизи1̂ ли :?^аракатда х — v,  л’ =  —  булгани учун
di

т ^  = Х(0. (16.^2>

Бу тенгламада узгару вчи ларни ажратсак,
m dv=X (t)d t .  ( le .'ia ) '

Бошлангич /q ~  ^ пайтда ну1̂ танинг тезлиги га тенг булсин. 
(16.43) ни бу бошланрич шартларда интеграллаймиз:

tnv — mv,'о =  j  X(t)dt. (16.4-1)

X (t) маълум функция булгани учун охирги интегрални ^̂ исобллГ), 
вацтнинг функциясидан иборат бирор /(/) функцияни оламиз, нати­
жада (16.44) ни

mv — mvQ =  /(/) (16.4Г))
куринишда ёаиш мумкин. (16.45) дан ну1̂ танинг тезлиги v  ни ан т; 
лаймиз:

Ü =г'о +  '-̂ - /(О-т
Бу тенгламада v  =  булгани учун
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<ёки узгарувчиларни ажратсак,
dx  = f o + — / ( о кт  J

з^осил булади.
Бошлангич ^ пайтда нур^танннг абсциссаси га тенг дей- 

лик. Бу бошлангич шартларда охирги тенгламани интеграллаймиз!
t

x — XQ =  v ^ t ^ - —  [ f { t ) d t
гп

о
^ки

х =  x^-\- v4 f{t)dt.
т  J  

о
Бу тенглама ва1̂ тга боглиг  ̂ функция тарзида берилган узгарувчан 

куч таъсиридаги ну1̂ танинг тугри чизи1̂ ли .^аракат 1̂ онунини 
.ифодалайди.

\/  1 6 .1 1 - м асал а . Массаси т  га  тенг моддий пуцта F =  F q cos (ot (бу ерда Fq 
ва  О) — ^^згармас мик;дорлар) i^OHyiira мувофи!^ узгарувчи  куч  таъсирида турри

чизи1̂ ли з^аракат 1̂ илади. Бошлаирич пайтда жисмнинг тезлиги x =  Vq булган . 
Н уцта з^аракатининг тенгламаси топилсин.

Ечиш. Бошланрич пайтдаги нуктанинг х;олатини координата боши учун i^a* 
•бул килиб, X уг^ни ну 1̂ танииг з^аракат траекторияси буйича йуналтирамиз.

Н уцтага F ~  Fq co sa t  вацтнинг ф ункциясидан иборат к у  4 таъсир этади . 
:Н у 1̂ тааинг з^аракат теигламасини (16.42) куриниш да тузам и з:

dv
t n -------=F q  cos (üt

at
•узгарувчиларни аж ратиб,

mdü  — F(¡ cos (Hi dt ,
бошланрич t =  0 пайтда x =  Vq шартни эътиборга олган з^олда бу тенгламани 
интеграллаймиз:

m v — mvo  =  —  s in  (x>t 
со

•ёки
0̂

о =  On + ----- sin  coi.
meo

йх
■Бунда v =  —  булгани учун 

at

dx Fo
t '0 +  ----  s in  CD Í

dt mco

.'ёки ;узгарувчиларни аж ратиб,

dx ~
/ F
Ü0 +  ~  s in  CO Í 1 dt

m CO
тенгламани оламиз.

ío =  0 пайтда л:о =  О бошланрич шартни эътиборга олиб, бу тенгламани интег- 
.раллаймиз:

Ро Fqк =  VqÍ + ------ ------------ - cos Ш.
т  со̂  т  со-̂

2.П
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Бу тенгламадан курамизки, ну 1̂ танинг F =  Fq eos coi куч таъсиридаги турри>
f

чизи1̂ ли }^аракатини xv =  Оп  ̂ 1̂ 0 нун аеоеида содир буладиган текис з^ара-та>̂Р
кат ва ДГ, =  — — — eos со t  тебранма з^аракатлардан ташкил топган деб к а р а т  тсд*
мумкин.

3. Моддий Hyi^xara фа1̂ ат ну1̂ танинг ?^олатига борли1̂ куч таъ ­
сир этсин. у  :?̂ олда (16.32) ни

т — ==Х{х) (10 .46)

ёки
d o  dx  V/ \ 
dx di

dxкуринишда ёзиш мумкин. Бунда — —v  булгани учун
d t

m v — =X{x). (16.47)
dx

^Узгарувчиларни ажратсак,
m vdü^X {x)dx  (16.48)

тенглама ?̂ осил булади.
Нуг^танипг бошланрич ^ пайтдаги абсциссаси Xq, тезлиги üp, 

га тенг булсин. Бу бошланрич шартларда (16.48) ни интеграллаймиз:

mv̂  mvQ
2 2 X{x)dx. (16.49):

(16.49) нинг унг томонидаги интегрални f{x) билан белгилаймиз.

2 2 '  ̂ '
Сунгги тенгламадан ну|^танинг тезлигини аницлаймиэ!

J y

ёки Ü =  — булгани учун 
dt

dx
i = ±

узгарувчиларни ажратсак,
dxd t ------ --------------- =  dt

булади.

* Илдиз олдидаги ишора ну 1̂ танинг х у 1̂ ии мусбат ёки манфий й;уиалишида 
;^аракатланишига 1̂ араб мос равишда танлаб олинади.
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г  м с( Мп Ыу1̂ танинРх бошлангич ^
пайтдаги абсциссаси Хо га тенглиги- 
ни эътиборга олиб, бу тенгламани 
интегралласак,

16.14- раем.
dx

0 + т
Их)

}̂ осил булади.
Бу тенгламани чап томонидаги интегрални ?^исоблаб, х ни ва1̂ т- 

адн'г функцияси сифатида ани1̂ лаймиэ,
^  16 .12-масала. Массаси т  га теиг ну 1̂ та Х о = а  з^олатдан бошланрич тезлик- 

«сиз координаталар бошидан ну 1̂ тагача булган масофага пропорционал булган =ш 
=  — Сх тл ; тортиш кучи ва масофа кубига пропор|’ИОпал QJc~C, ¡ ,mx^  итариш 
кучи таъсирида турри чизик;ли з^аракат цилади. С^, Са, а  лар и[андай муиосабат- 
да булгаида ну{^та координата бошида ту.чтайди?

Ечиш. X у 1̂ 1Ш нуцтаиинг з^аракат траекторияси буйича йуналтирамиз. Н у 1̂ та- 
•нинг бошланрич з^олатини расмда билан белгилаймиз (16 .14 -раем).

Нуктанинг ихтиёрий з^олатини Л4 билан белгиласак, унга =  — С^тх,  =» 
=  Сз тх^ фат^ат пуцтанинг коордииаталарига борли(  ̂ кучлар таъсир этади.

Ну 1̂ танинг з^аракат дифференциал тенгламасини (16.47) куринишида тузамиз:

dv

<еки

ти —  =  — Сх тх  +  тх^

\
vdv = (— С1Х-\- С̂ х̂ ) dx.

Бошланрич t  ̂=  0 пайтда Хо =  а ,  Vo — 0 з^амда координата бошида =  О, 
■0 = 0  экаплиги1ш эътиборга олиб, бу тенгламани интеграллаймиз:

о о
 ̂ vdv = {̂—С1х+С^х^)ёх

■еки

0 = ^ ^ - С ^  
4 ’

-Бундан I /

4. Моддий ну 1̂ тага таъсир этувчи куч фа1̂ ат нуктанинг тез- 
лигига борли!  ̂ булсин. Бундай .доллар одатда г^аршилик кучини :^и- 
собга олганда учрайди. х = [ (и) булган >̂ олда ну1̂ танинг тугри чи- 
зи 1̂ ли ^^аракат тенгламасини икки усулда интеграллаш мумкин:

1. Моддий ну1̂ та ^аракатининг дис{)4зере1щиал тенгламасини

т  —  =  /  (у )  dt ‘  ̂ ’
куринишда олиб, ^згарувчиларни ажратамиз:

mdv

(16.50)

т
■■М.
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Бошланрич 0̂ “  О пайтда х — и̂  экаилигини эътиборга олиб, бу 
тенгламани интеграллаймиз;

V

с1от
/ {V)

(16.51)

(16.51) нинг чап томонидаги интегрални ^^исоблаб, олинган ифода- 
ни V га нисбатан ечсак,

о =  ^ = ф ( 0  (16.52)
булади. Бошлангич /о =  О пайтда х — х̂  экаилигини эътиборга ол­
ган ?^олда бу тенгламани интеграллаб, ну1̂ танинг ;^аракат цонунини 
аниг^лаймиз:

 ̂=  -̂ 0 + 1Ф (О
о

И. Нуг^та }^аракатииинг дифференциал теигламасини яна г^уйида- 
гича ёзиш мумкин:

йх
^Узгарувчиларни ажратамиз:

тьйи ,--------= б,х.

Бу тенгламани ю^оридаги бошлангич шартларда интегралласак,
V

tnvdv ' -л у—  =Х — Х„. ; V, (16.53)

' • (16.53) нииг чап томонидаги интегрални' }шсо(Тлаб, олинган тенг­
ламани V га нисбатан ечсак, тезликни масофанинг функцияси сифа­
тида анир^лаймиз:

, =  ^  = ур{х).
Бундан

, Бу тенгламани юг^оридаги* бошлангич Шартларда интеграллаймизз
X

= /. (16.54)
Хо

(16.54) нинг чап томонидаги интегрални ^^исоблаб, олинган тенг­
ламани л: га нисбатан ечсак, л: ни ва1̂ тнинг функцияси сифатида ифо- 
д а л ^  мумкин.

^  16 .13-масала. Орирлиги Р  =  т£  булган моддий ну 1̂ та бошланрич тезликсиз 
вертикал буйича пастга тушади: з<,авонипг царшилиги ну1̂ танинг тезлигига про­
порционал булиб, унга 1̂ арама-царши йуналган, яъни — — k m v \  бунда к  про­
порционаллик коэс^фициенти, пг — ну[^танинг массаси. Нуг^танинг тезлиги о ва 
утган йули X ва 1̂ тнинг функцияси сифатида ани1̂ лансин.
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Ечиш. Hyf^тaнинг бошланрич пайтдаги з^олатини координаталар 
^  боши О учун 1̂ абул 1̂ илиб, х уцни вертикал пастга йуналтирамиз 

(1 6 .1 5 -раем).
Н у 1̂ тага узгармас орирлик кучи Р  ва тезликка пропорционал

— к т о  з^авонинг 1̂ аршилик кучи таъсир этади.
Н у 1̂ та з^аракатининг дифференциал тенгламасини (16,50) курини- 

^  шида тузамиз:

(1ь ,
М т -------=  т а  — к т

Р  ёки
(IV

^ Узгарувчиларни ажратамиэ 

16.15* раем. =  ¿//. ( 1>

Бошланрич /о =  О пайтда 4  =  О экаилигини эътиборга олиб, (1) ни интег­
раллаймиз:

к в

Б у тенгламадан V ни ани1̂ ласак,

еки

I, = (1 — е~Л0 (2)а

Узгарувчиларни ажратамнз:

=  ( 1 - в “ *^  Л . (3)к
Бошланрич ^0 •= О пайтда Хо =  О экаилигини эътиборга олиб, (3) ни интег- 

ралласак,

/ 1
* = 4 - —кГ

:^осил бу-лади.
(2 ) дай курамизки, I-*-  оо  да ну 1̂ танинг тезлиги узгармас цинматга эришалиг

81т о =  — ——
/|е-оо
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17-606 . МОДДИЙ НУК^ТАНИНГ ТУРРИ ЧИЗИКЛИ 
ТЕБРАНМА \АРАКАТИ

17.1-§. Умумий муло>^азалар

Бу бобда моддий нуцтанинг  з^аракат турларидан бири булган 
ва техникада ало>^ида а>^амиятга эга булган тебранма ^аракат  ус­
тида тухталамиз.

Тебранма з^аракатлар турли табиатга эга булиши мумкин. Маса- 
лан, иншоотлар пойдеворининг тебраниши, машина ва механизм 1̂ исм- 
ларининг тебраниши, товуш тул 1̂ инининг тар{<;алиши жараёнидаги теб- 
ранишлар механик >^аракат натижасида содир булади; тебраниш кон- 
тури, радиотул1̂ инлар каби тебранишлар электр ва магнит майдон- 
лари кучланганлмги узгариши билаи борли!  ̂ булади. Шунга 1̂ арамас- 
даи тебранишлар бир хил 1-^онуииятга буйсунади. Маеалан, маятник, 
пружинага осилган юк ва вагон кузовининг тебранишлари, электр 
коитуридаги тебранишлар ёки сувдаги кеманинг чаЙ1̂ алиши бир хил 
диф(}х'ре(щиал тенглама билан ифодаланиши мумкин.

Ну1<̂ танинг тебранма ?^аракатини урганишда
1) )^аракат дифференциал теигламаларини тузиш;
2 ) тебранма з^аракат 1<̂ онунини ани1̂ лаш;
3) тебра1шш давримн х,амда мувозанат ?^олатидан энг катта ори- 

шини хисоблаш каби масалалар билан шурулланамиз.
Бу бобда 1̂ айтарувчи куч (масалаи, пружинанинг эластиклик кучи), 

му?^итнинг р^аршилик кучи, вацтнинг функциясидан иборат уйротувчи 
кучлар таъсиридаги ну1̂ танинг тебранма }^аракатини текширамиз. 
Бундай кучлардан бирортаси ёки уларнинг маълум комбинацияси 
таъсиридаги ну1<̂ танинг дифференциал тенгламаларидан электротех­
ника ёки радиотехникада з̂ ам самарали фойдаланиш мумкин.

17.2-§. Моддий ну1̂ танинг эркин тебранма ?^аракати

Моддий нуцтани мувозанат з^олатига ¡■^айтаришга интилувчи кучга 
«^айтарувча куч дейилади. Ну1<̂ тага унинг мувозанат }^олатидан 
оришига' пропорционал булган ч и зи р ^ л и  1̂ айтарувчи куч таъсир этгап 
}̂ олни курамиз. х ут̂ ни М  [1у 1̂ танинг турри чизиг^ли харакат траек­
торияси буйлаб йуналтирамиз. Координаталар боши О ни М ну1̂ та- 
нинг мувозанатда булиши мумкин булган >^олатда оламиз (17.1- 
расм).

Агар ну1̂ та мувозанат з^олатидан л; Мс1Софага ордирилса, у  з^олда
унга X д а  буйлаб ?^амиша О нур^тага йуналган 1̂ айтарувчи Р  куч 
таъсир этади. Бу кучнинг л: уедаги проекцияси [^уйидагича анир^ла- 
нади:

Х =  - « ,  (17.1) ^ г  »  ,
бунда о пропорционаллик коэфс|)и- ' ? ^—  
циентини ифодалайди. -------- --------

М  нуь^танинг г^айтарувчи Р  куч 1 7 . 1 - раем.

283



таъсиридаги тугри чизиг^ли з^аракат ди4)4^ренциал теигламасини ту­
замиз:

тх =  — сх

ё1ш —  =  белгилаш киритсак, т

¿  +  ^2^ =  0. (17.2)

(17.2) тенглама нуцтанинг эркин тебранма х^аракат диффе­
ренциал тенгламаси дейилади.

Шундай 1̂ илиб, моддий ну1̂ танинг 1̂ айтарувчи куч таъсиридаги 
з^аракати иккинчи тартибли бир жинсли узгармас коэффициентли 
дифс))еренциал тенглама билан ифодаланади.

Бу дифференциал тенгламани интеграллаш учун унинг характе­
ристик теигламасини тузамиз:

0.
Бу тенглама =  ik, — ik илдизларга эга булгани учун

(17.2) тенгламанинг умумий ечими 1̂ уйидагича ёзилади:

х==С^  cos kí -Ь Са sin kt, (17.3)

бунда Cl ва Cg билан интеграллаш доимийлари белгиланган.
(17.3) дан Baî T буйича ;^осила олиб, ну1̂ танинг тезлигини ифо­

даловчи

X — — С^г sin k t +  C Ji cos k t (^7.4)

муносабатни оламиз.
Cl ва Са интеграллаш доимийларини ани1̂ лаш учун бошлангич 

шартлар берилган булиши керак. Айтайлик, бошлангич шартлар i^y- 
йидагича булсии:

/ — О да Л' =  л:̂ , х =  (17.5)

(17.5) ни (17.3) ва (17.4) га 1̂ риб,

эканлигиии келтириб чи1̂ арамиз.
Cl ва Са нинг бу 1̂ ийматларини (17.3) га 1̂ уйиб, М ну1̂ танинр 

З^аракат 1̂ онунини ант^лаймиз:

x = Xq c o sk t -{- —  smkt. (17.6)k
Ну 1̂ танинг з^аракатини ядалро!^ тасаввур к;илиш учун ва 

Са урнига
C i?= a  s in a , Са =  а  cosa
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тенглйклар воситасида аниг^лаиадиган а  ва а  янги доимийларни ки- 
ритамиз. У :^олда (17.3) ни

х = а sin {kt +  а) (17.7)
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама nyf^maHum гармоник т еб­
ранма у^аракатини ифодалайди (8 .6 -§  га 1̂ аралсин).

Шундай 1̂ илиб, моддий нуцтанинг чизи1̂ ли 1<^айтарувчи куч таъ­
сиридаги эркин тебранма ^^аракати гармоник тебранма з^аракатдан 
иборат булади.

Ну{^танинг }^аракат тезлигини ани1̂ лаш учун (17.7) дан Baî T бу­
йича }^осила оламиз:

X — ak  cos (kt +  а ) . (17.8)

а  ва а  ни ^^аракатнинг бошланрич шартларидан фойдаланиб аниг -̂ 
лаш мумкин. Айтайлик, ^^аракатнинг бошланрич шартлари (17.5) ку- 
ринишида берилган булсин. (17.5) ни (17.7) ва (17.8) га 1̂ уйсак,

Xq= а  sin а , x̂  = ak  cos а

з^осил булади.
Бундан а  ва а  лар анир^ланадиган

а = (17.9)

t ^ a kXo sin а  =

/ - i

cosa =

/ ■
(17.10)

муносабатларии оламиз.
М нук;таиинг О тебраниш марказидан энг катта оришига тенр 

булган а масофага тебраниш амплитудаси  дейилади. М нур^танинр 
берилган ондаги г^олати ва ундан кейинги }^аракат йуналишини ифо­
даловчи kt -\-а аргумент теб­
раниш фазаси  дейилади. Бош­
ланрич t = 0 пайтдаги фазанинг 
1̂ иймати а  тебранишларнинг 
бошлангич фазаси  дейилади.

НуЕ^танинг эркин тебранма .ха­
ракат графиги 17.2-расмда тас­
вирланган; бунда ^ :o= asin a nyi^- 
танинг бошланрич пайтдаги о р и - 

шини ифодалайди. Нук;та бир мар­
та тули!-  ̂ тебраниши учун кетган
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Т ва1̂ т тебраниш даври  дейилади. Сииуо функциясининр даври 
2 я  га тенг булгани учун . '

 ̂ +  Т )  +  а  —  +  а )  =  2 я

ифодадан тебраниш даври ани1̂ ланадиган 1̂ уйидаги формулани оламизг

Тебраниш даврининг тескари 1̂ ийматига тенг булган ва нут^та- 
нинг бир секунддаги тебранишлар согшни ифодаловчи

1 к
V  = Т  2 я

катталикка тебранишлар частотаси  дейилади.
(17.12) дан курамизки,

2 я = 2тív

(17.12)

(17.13)

катталик 2 я  секунд ва1̂ т ичида ну1̂ танинг тули 1̂  тебранишлар со- 
нини ифодалайди. Бу катталик тебранишларнинг доиравий часто- 
таси  дейилади.

Бу формулалардан курамизки, эркин тебранишлар частотаси ва 
тебраниш даври бошланрич шартларга борли!  ̂ булмай, фз1̂ ат ну1̂ та- 
нинг массаси ва о коэффициентга борли[  ̂ булади.

/ 1 7 .1 -м асала. Массаси тта  тенг булганЛ1 юк бикирлигисга тенгпруж инага 
сМ лган (17 .3 -раем). Пружинаиннг ч^зилмаган з^олдаги узунлиги АВ =  /о, унга 
осилган юк бошлангич тезликсчз к^утб  юборилган. Пружинанинг статик муво­
занат з^олатидаги чузилмши Хеш ни маълум деб 1̂ араб, юкнинг тебранма з^аракат 
цонуни, тебраниш даври ва пружина эластиклик кучининг энг катта 1̂ иймати 
ани1̂ лансин.

Ечнш. Координаталар боши учун юкнинг орирлик кучи ва пружинанинг 
эластиклик кучи статик мувозанатлашган О ну 1̂ тани о^^амиз, О ну 1̂ тада

т ^ С к ст  ) (О
муносабат уринли булади. Шундай 1̂ илиб, О координаталар боши В  нуг^тадан

масофада ётади. Ох у 1̂ ни вертикал пастга йу­

налтирамиз. Юкнинг ихтиёрий з^олатини М  билан белгилаб, 
унга таъсир этувчи кучларни расмда курсатилганидек тасвир­
лаймиз. Юкка унинг орирлик кучи т ц  ва пружинанинг элас-

тиклик кучи Р  таъсир этади. Гук р^онунига кура пружина- 
нипг эластиклик кучи унинг чузилишига пропорщюнал б^'ла- 
ди, яъни Р  — сХ,  бунда с — бикирлик коэффиииенти, А,= 
/ — /„ =  — юкнинг М  з<;олатига мос булган пру­
жинанинг чузилиши. Шу сабабли пружина эластиклик кучи­
нинг X у 1̂ даги проек1щясини л: =  — с  О̂ сгп +  формула 
ёрдамида аник;лаш мумкин.

Юкнинг з^аракат дифференциал теигламасини тузамиз:

тх ^ т ц — о {\ т  +  ¡с). (2)
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Статик мувозанат з^олатида (1) тенглик уринли булгани учун (2) ни цуиидагича 
ёзиш мумкин

тх — — сх
ёки

x -\ -k^x =  0,  (3)
с

бунда =  — . (3) тенглик эркин тебранма з^аракат дифференциал тенгламаси­

дир, Бинобарин, пружина осилган юк гармоник тебранма з^аракатда булади.

Курилаётган з^олда тебраниш частотаси учун k — Л /  •—  =  1 /  —, теб-
У  т  у  Kqjji

раниш даври учун эса (17,12) га  асосан

Г = 2 я | / ^  (4)

муносабат уринли булади.
(3) дифференциал теигламанинг умумий ечимини (17.3) курнишнда оламиз:

х — Сх cos kt Са sin  kt, (5)
бундан

х =  — Cik  sin  fe/ +  <̂2^ cos kt. (6)

Масаланинг шартига кура бошланрич шартлар 1̂ уйидагича булади:

t  ~  О да Xq =  '^cmt Xq ~  0. (7)

( I)  ни (5) ва (6 ) га  ц^/йиб, Ct =  — Q  =  О булишини ани1̂ лаймиз, Шун­
дай 1̂ илиб юк

X  = — с̂т cos kt (8)
цонунга кура з^аракатланади.

(8 ) дан курамизки, юкнинг тебраниш амплитудаси а пружинанинг статик 
чузилиши Хеш га тенг булади: а  =  кст. ’ Шу сабабли пружинанинг энг катга чу- 
зилиши учун

"^тах =  -j- а =  2Хст 
муносабат уриили булади. Бинобарин, пружинанинг энг катта эластиклик кучи

f^max =  c '^max =  ^ cX cm  =  2 m g ,
яъни Fmax  юкнинг орирлиги m g  дан икки баравар катта булади.

17.2- масала. Q юк Л =  I м баландликдан бошланрич тезликсиз тушиб, уч- 
лари маз^камланган эластик горизонтал балканинг уртасига урилади ва у  билан 
бирга тебранади. Юкнинг балка билан биргаликдаги кейинги з^аракат тенгламаси 
ёзилсин. Х,аракат тенгламаси юкнинг балка устидаги^  ̂ статик мувозанат з^олатидан 
вертикал пастга йуналган у^^ца нисбатан тузилсин. $^ша юк таъсирида балканинг 
статик эгилинш 0 ,5  см га теиг, балка массаси з^исобга олинмасин.

Ечиш. Координаталар бошини юкнинг статик мувозанат з^олатида олиб, х 
yî HH вертикал пастга йуналтирамиз. У з^олда з^аракатнинг бошланрич шартлари 
1̂ уйидагнча булади:

Í =  О да x — Xq =  ~  Хеш =  0,005 ы, х — Vq=  V 2 g h  — 4 ,43 M¿Cf (1)

бунда Vf¡ юкнинг балкага урилган пайтдаги тезлигини ифодалайди.
Юкнинг з<;аракат дифференциал тенгламасини тузамиз:

т х  =  m g  ~ с  (Хеш +  х), (2)
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I / Статик мувозанат з^олатида m g  =  c  "кет муно­
сабат }финли булишини эътиборга олсак,
(2 ) ни

х =  О
куринишда ёзиш___ мумкин, бз'нда k=>

}^аракатнинг бошланрнч шартларини ифо­
даловчи ( 1) муносабатларии назарда тутиб, 
ну 1̂ танинг тебранма з^аракат 1̂ онунини (17.6) 
га  асосан 1̂ уйидагича ифодалаймиз:

X — (0,005 cos 44,29 ¿ +  0 ,1 sin 44,29 /) м.

1 7 .3 -масала. Вертикал текисликда ж ои- 
лашган доиранииг горизонтал ватари буй­
лаб массаси 2  кг га тенг М  моддий нуг^- 
та ОМ ~  г  масофага пропорционал ва з̂ а-

миша О ну 1̂ тага йуналган F  куч таъсирида з<;аракатланади, пропоргшоналлиге 
коэффициенти эса 98Н /м га тенг (1 7 .4 -раем). Ишг^аланиш кучи з^исобга олин- 
майди, О марказдан ватаргача булган масофа ОС =  20 см, айлананинг радиуси 
эса 7? =  40 см. Агар нук;та бошланрич пайтда унг томондаги энг четки з^олатини 
эгалласа ва бошланрич тезликсиз г^уйиб юборилса, у  г^андай 1̂ онун буйича з^ара- 
катланади? Hyi^Ta ватарнинг уртасидан 1̂ андай тезлик билан ;утади?

Ечиш. Координаталар бошини доиранииг марказида олиб, у 1̂ ларни расмда 
курсатилгаиидек йуналтирамиз. М  нуцтанинг з^аракат дифференциал тенгламасини

т х  =  Х

куринишда тузамиз. Бунда m =  2 к г , лг == — f  s i n ф =  — 98/-s in ф = - -9 8 л ;Н  
экаилигини эътиборга олсак,

2 х
еки

(1)X J^k^x = 0

/
9^

(1) тенглама эркин тебранма з^аракатнинг дифференциал тенгламасини ифода» 
лайди.

Шундай 1̂ илиб, М  нуг^та горизонтал ватар буйлаб гармоник тебранма з^ара» 
катда булади.

(1) дифференциал тенгламанинг умумий ечимини (17.3) куринишида оламиз 

X =  Cl  c o s  k í C z  s i n  k t , (2)

бундан

X =  — C i k  s i n  kt -^ -C^k  eos kt, (3)

Масаланинг шартига кура бошланрич шартлар 1̂ уйидагича булади;

í = 0  да дго =  СМо =  =  0 ,346м , л: =  0. (4)

(4) ни (2) ва (3) га г^уйиб, C j =  0,346, Сз =  О булишини аииь^лаймиз. Шун­
дай 1̂ илиб, М  Hyi^Ta

0,346 cos 7/ (5)
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1/
1^онун буйича 5^аракатламади ва унинг тезлиги

д: =  — 2,422 sin 7 / (6)

тенгламадан ани1̂ лаиади.
М  ну 1̂ та ватарнинг уртасидан 5'тганла х =  О булади ва (5) га асосан

7 / =  +  2 я  П1. (7)

(7) ИИ (6) га 1̂ уйиб М  ыу[^та ватариимг уртасидан утган пайтдаги тезлигини 
ани1̂ лаймиз:

X =  ±  2,422 м/с.  \ У

17.3-§. Тезликнинг биринчи даражасига пропорционал 
булган 1̂ аршилик кучи таъсиридаги моддил ну1̂ танинг 
эркин тебранма з^аракати

Ю1фрида ну1̂ танинг эркин тебранма .^аракати курилганда му^^ит- 
нинг 1̂ аршилиги (иш1̂ аланиш, ?^авонинг ¡^аршилиги ва ?^оказолар) 
эътиборга олинмаган эди, ва>^оланки, техникада учрайдиган реал ма- 
салаларни ечишда 1̂ арп1илик кучини хисобга олишга туррн келади. 
К,аршилик кучи тебранма )^аракат характерига жиддий таъсир курса- 
тади. Масалан, бир учи ма^^камланган ва эркии учига юк осилган 
пружинани чузиб, ср гр а  цуйиб юборсак, юк бир неча марта тебран- 
гандаи кейин ^^авонинг 1̂ аршилик кучи туфайли тухтайди.

Ох брича }^аракатлаиувчи М моддий нуцтага F 1̂ айтарув- 
чи кучдан таш1̂ ари иу1̂ танииг тезлиги v га г^арама-т^арши йунал­
ган R 1̂ аршилик кучи таъсир этсии (17 .5 -раем). Ну1̂ танинг тезлиги 
унча катта булмагаида 1̂ аршилик кучини тезликнинг биринчи дара­
жасига пропорционал деб р̂ араш мумкин:

/? =  — ¡I í̂ ,

бунда |11, 1̂ аршилик коэффициентини ифодалайди. R 1̂ аршилик кучи 
нинг X у 1̂ даги проекцияси

R — — \ix.

F ва R кучлар таъсиридаги ну1̂ танинр }^аракат дифференциал 
теигламасини тузамиз:

т х =  —сх  — \1 Х.
Тенгламанинг иккала томонини пг га булиб, барча ?^адларини бир 
томонга утказсак, -  _

•• • о  F Т  М V X
x +  2nx +  k ^ x ^ 0  (17.14)

курииишдаги тенгламага эга була- 
миз, бунда 1 7 .5 . раем.
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2 =  2 д.

(17.14) тенглама ¡\айтарувчи куч ва нуь^та тезлигининг би ­
ринчи даражасига пропорционал булган царшилик кучи таъсири­
даги моддий нуцтанинг харакат дифференциал тенгламасини 
ифодалайди. Бу тенглама коэффициентлари узгармао булган иккинчи 
тартибли чизш^чи бир жинсли тенгламадир. Унинг + 2n'k-\-k'^=0 
характеристик тенгламаси ^1 2 =  — «  +  7/ илдизларга эга.

Моддий Hyi^Ta з^аракатининг характерн бу илдизларнинг 1̂ абул 
1̂ иладнган 1̂ ийматларига борли!  ̂ булади. Агар п < /г О^аршилик унча 
катта булмаган :^ол) булса, характеристик теигламанинг илдизлари 
ь^ушма комплекс сонлардан, п >  к ({^аршилик катта булган ;^ол) бул­
са, }̂ а1-̂ и1̂ ий сонлардан иборат булади.

Бу з^олларни ало.\ида-ало:?^ида куриб чит^амиз;
1. Му:^итнинг 1̂ аршилиги унча катта булмаган ?̂ ол (n c^k ).  

Бу >̂ олда — п  ̂ =  Щ белгилаш киритсак, характеристик тенглама- 
нипг илдизлари — n d t ik ^  булиб, (17.14) теигламанинг уму-
мий ечими 1̂ уйидагича булади:

— (Cl cos k^t -{-С  ̂sin k j ) .x = e~ (17.15)

Агар Cl ва Cg интеграллаш доимийларн }фнига 
C l— а sin а , C¡ = а cos а

тенгликлар воситасида анш^ланадиган а  ва а  узгармасларни кирит­
сак, ну1̂ танинг з^аракат г^онуни

л: =  а  sin (^1 Í +  а) (17.16)

тенглама билан ифодалаиади.
(17.16) тенглама ну1̂ танинг гармоник тебранма з^аракат тенглама- 

сидан купайтувчиси билан фар1̂  1̂ илади. Бу купайтувчи ва 1̂ тгшнг 
утиши билан нолга интилади, яъни t -^ o o  да Шу сабабли
(17.16) цонун асосида содир буладиган )^аракат с унувчи тебранма 
}{аракат дейилади. Буидай з^аракат частотаси ki ну!^танинг массаси 
от, пропорционаллик коэффициенти с  билан бир цаторда муз^итнинг

каршилик коэс}х|)ициенти ¡.i га з̂ ам 
борлиц булади,

Сунувчи тебранма з^аракат гра­
ф ит 17.6-расмда тасвирлаиган.

(17.16) да jsin (^1 ^ + а )1 <  1 
булгани учун х коордииатанинг аб­
солют 1<̂ иймати

l l̂ <  ja в—'̂ ‘\
шартни 1̂ аноатлантиради. Бипоба- 
рин, сунувчи тебранма з^аракат гра- 
фиги / ук\\а нисбатан симметрик

17.6- раем. жойлашган
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X = а е~' ‘̂ ва л: =  — а
чпзи1̂ 1арга галма-гал уринадпгаи синусоида билан ифодаланади, 

а ва а  иитеграллаш доимийлариии ани1<̂ лаш учун (17.16) дай 
Baî T буйича .^осила олиб, нуктанииг тезлигини топамиз:

X = а cos{kit +  сс) — а пе~'^‘ sinik^t-}-а). (17.17)

Агар бошлангич шартлар

 ̂=  О да д; == Xq, х =  Vq

куринишда берилган , булса, уларпи (17.16) ва (17.17) га 1̂ уйиб, 
ушбу тенгламалар системасини >̂ осил 1̂ иламиз:

^0 =  а sin а ,
Vq — а ki cos а  — п Xq.

Бундан а  ва а  лар ани1̂ ланадиган

а = (t)Q -\-ПХдУ

Sin а  =

cosa == aki

(17.18)

(17.19)

муносабатларии оламиз.
Сунувчи тебранма ^^аракат частотаси

=  т/ — п̂
з^аракат даври эса

2 jt

формула ёрдамида агшг^ланади. 
(17.21') ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

2 я

2 я

‘/ ‘- ( т Г  ~ V ' !LY 
к  ̂ I

(17.20)

(17.21)

(17.22)’

бунда Т = -----  билан ну1̂ танинг эркин тебранма }^аракат даври бел-
k

гиланган.
(17.22) дан курамизки, сунувчи тебранма ;^аракат даври ну 1̂ та- 

нинг эркин тебранма ;^аракат давридан бирмунча катта булади. Ле­
кин 1̂ аршилик кичик булганда бу фар1̂  унча катта булмайди ва 
бунда деб олиш мумкин. Бинобарин, унча катта б щ м щ н
:МУ^итнинг 1̂ аршилиги эркин тебраниш даврига ДеярЛи 
^айди. '• ’<

т . .

ч



Моддий ну1̂ танинг мувозанат }^олатидан у ёки бу томонга }̂ ар 
гал тебрангандаги максимал о р и ш и  сунувчи т еб  ранма >{apamni 
амплитудаси дейилади.

Агар бу амплитудаларнинг кетма-кет 1̂ ийматларидан ташкил 
топган а ,̂а ,̂ . . . , . . . г^атории олсак, бу г^аторнинг ик-

ткита кетма-кет а̂ , ?^адлари ва1̂ тнинг ва -----  ̂ пайт-

ларига мос келади (17.7-раем). Яъни t¿+1
т

и =■■ f  булиб,

а-у̂  а2, • • • , aij .

тенг арифметик прогрессияни ташкил этади г^амда

ларга органдаги ва1̂ тлар аиирмаси у

Hyi^ia 

П га

а е

Т  \

(17.23)
ai а е - n t ,

муносабат уринли булади. _i±i нисбат узгармас булгаии туфайлищ
—n i l

амплитудаларнинг кетма-кет р^ийматлари, махражи е  ̂ га тенг 
камаювчи геометрик прогрессияни ташкил этади.

е 2 га тенг булган абстракт сон тебраниш декременти 
дейилади. Декрементнинг натурал логарифми модулига тенг катта­
лик логарифмик декремент  дейилади ва у D бнлан белгиланади;

Z) =
пТ,

2
я  п

(17.24)Yk^ — n̂  ‘

Мш^дори п  га тенг булган коэффициент суниш коэффициеити 
дейилади.

(Пундай т^илиб, унча катта булмаган т^аршиликнинг моддий nyi^- 
тани эркин тебранма з^аракатига таъсири, ва!^тнинг утиши билан 
тебрантп амплитудасининг камайиши билан характерлаиади.

2. Апериодик >^аракат (n '>k),  
Бу }^олда белгилаш
киритсак, характеристик тенглама­
нинг илдизлари

==— /г =Ь —  1г̂  = — п + /г
}̂ а!̂ и1-̂ ий, манфий ва турлича г̂ ий- 
матларга эга булади. Шу сабабли 
(17.14) тенгламанинг умумий ечими 
т^уйидагича ёзилади:
л; {С/‘ +  Cge“ ''"). (17.25) 

Агар Cl ва Cg интеграллаш дои- 
17.7- раем. мийлари урнига
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тенгликлар воситасида 
киритсак, (17.25) ни

~т

А +  В

ани1<^ланадиган

А ~ В
2

ЯНГИ А т  В доимийларни

А
.—м \

куринишда ёза оламиз. Бу тенгламада
Jit -h t

á\ht,
,ht ,-h t

~  sh ht
2 '  2

гиперболик функцияларни киритиб, уни 1̂ уйидагича ифодалаймиз:
л; =  е -п ‘ (А chh t  + B sh ht). (17.26)

Нур^таиинг з^аракатини янада я[^колро1̂  тасаввур килиш учун 
А B2L В узгармаслар урнига

Л =  а sh а , == а ch а
тенгликлар ердамида аницланадиган 
миз. У }^олда (17.26) урнига

а ва а  узгармасларни кирита-

х — а е sh (ht -f- а) (17.27)
тенгламани оламиз.

(17.27) дан курамизки, /г>/г булган ?^олда Р1у 1<̂та тебранма >̂а- 
ракатда булмайди, чунки гиперболик синус (|)ункцияси даврий функ- 
Ш1Я эмас. Бу тенглама апериодик з^аракатни Иvфoдaлaйди.

Бундай :?^аракат графиги бошлангич шартларпинг ь^андай були- 
пшга (^араб, 17.8-расмда тасвирлаиган графикларнинг бирортаси 
каби булади.

Агар ну1̂ та бошлангич пайтда х ук̂ -1инг мусбат йуналиши буйи>
ча йуналган бои1лангич Vo тезликка эга булса, у ?(;олда бу тезлик 
з(^исобига иу1̂ та дас'глаб мувозанат з^олатидан узо 1̂ чаша боради» 
с>чи'ра 1̂ айтарувчи куч таъсирида му­
возанат }̂ олатига аста-секин Я1̂ инлаша 
боради (17.8-расм, а).

Агар нуг^та бошланрич пайтда л:
у 1̂ 1̂ а царама-[^арши йуналган бош­
ланрич тезликка эга булса, з^аракат 
графиги 17.8-расм, б, в дагидек бу­
лади. Бу хрлд.а ну1̂ танинг бошлангич 
тeзJШги Уо етарлича катта булса, ну1̂ - 
та мувозанат хрлатидан бир марта 
утиб, сунгра бу )^олатга аста-секин 
Я1̂ инлаша боради (1 7 .8 -раем, в).

3. Чегаравий з^олдаги апериодик 
з^аракат. Бу з^олда характеристик тенг- 
ламанинг илдизлари узаро теиг; )̂ а1̂ и- 
1̂ ий ва манфий {^ийматга эга булади:

¿\
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Ài =  ^2 =  ---п.
Бу (17.14) тенгламанинг умумий ечимини

KÿpHHHuiAa ёзиш мумкин. Бу }^олда ну 1̂ танинг тезлиги

i  =  — гг (Cl î  +  Cs) +  Cl

(17.28)

(17.29)

формула ёрдамида ани1̂ ланади.
Cl ва С2 ни топиш учун ?^аракатнинг бошлангич шартларидан 

фойдалаиамиз. Айтайлик, бошлангич  ̂=  О пайтда нуг^та х =̂ Xq îço-
латни эгалласин ва х ==Vq тезликка эга бÿлcин. Бу шартларни (17.28) 
ва (17.29) га i^ÿflcaK,

бундан

Xq -- С2,

V q  =  —  п С2 +  C l =  —  я  л"о +  С ц

Cl =  üo +  /гл:о
эканлиги топиладп.

Cl ва С2 ларнинг 1̂ ийматларш№ (17.28) га i^ÿftnô, ну 1̂ танинг 
з^аракат 1̂ опунини г^уйидагича ёза оламиз:

х ~ е 1 0̂ +  ( 0̂ +  о̂)

Бу тенглама воситасида аницланадиган ?^аракат }̂ ам с)”нувчи апе- 
ри(^ик }^аракатдан иборат булади.

17.4- масала. 17.3- масаладаги М  нуцтага F  кучдан таш 1̂ ари нук;танипг 
тезлнгига 1\арама-царши йуналган ва тезликнинг биринчи даражасига пропор-
шюпал 1̂ аршилик кучи R таъсир этганда нуцтанинг }^аракат 1̂ онуни ани1̂ лансин 
(17.9- раем). Пропорционаллик коэффнциенти 7 =  10 Н.с/м.

Ечнш. К,аршилик кучи R  нуг^танинг тезли­
ги V га карама- 1̂ арши иуиалганлигини назарда 
тутиб, ну(^танииг >^аракат тенгламасини г^уйида- 
гича ёзиш мумкин:

т  X =  X R.
ехи

17.9- раем.

2 х =  98 л ;— 10 д:.
Бу дифференциал тенгламани

х-\- 2 n x - \ - Î i ^ x  — О 
курииипща ёзиш мумкин. Бунда 2п =  5, k = 7 .

Характеристик тенглама тузиб, унинг ил- 
днзларини аннцлаймиз;
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= ~ Y ± ] /  ( j ) -49 =  — 2,5 ± 6 , 1 4 4  í.

Характеристик тенглама иккита мавз^ум «¡ушма илдизга эга б^^лгани учун М  
иу1̂ танинг з<;аракати тебранма з^аракатдан иборат булади .\амда (17.16) га кура 
» у 1̂ танинг )^аракат 1̂ онунини

х =  а  sin  [kx t-\-OL)

куринишда ёзиш мумкин.
Hyi^Ta / =  О да х  ̂=  СМ^ =  0,346 м, д; =  О бошлангич шартларда з^аракат- 

ланишини эътиборга олсак, (17.18) ва (17.19) га кура

а  =  -I / o , 3 4 6 2 + í M l M l ^  =  0,49 м, 
У  6,144

sin  а  =  —  =
дго 0,346
а  0 ,49 

а  =  0,25 д .

=  0,7061

Шундай г^илиб, М  нук;та

л: =  0 ,49 е -2 ,5  t sin (6,144 t -h  0,25 я ) м 

1̂ о’нунга к^ра сунувчи тебранма з^аракатда булади.

17.4-§. Моддил ну 1̂ танинг мажбурий тебранма ?^аракати

Моддий нут^тага 1̂ айтарувчи кучдан тани^ари ва 1̂ тнинг даврий 
функциясидан иборат булгап уйготувчи куч .^ам таъсир этса, у 
мажбурий тебранма }^аракатда б>^пади. Даврий куч маибаи уз та- 
биатига кура турлича булиши мумкип. Ёь^илри ёниши натижасида 
}(̂ осил буладиган газларнинг ички ёнув двигатели поршенига таъсир 
кучи, электромагнитларнипг узгарувчан тортиш кучлари, мувоза- 
натланмаган валнинг айланиш и натижасида хосил буладиган мар- 
каздац 1̂ очирма инерция кучи ана шулар жумласидандир.

Айтайлик, моддий нур^тага таъсир этувчи Q уйготувчи кучнинг 
X уедаги проекцияси =  Я  sin (р / +  б) га тенг булсии; бу ерда 
Н — уйготувчи кучнинг амплитудаси, р  — унинг доиравий частота­
си, б — бошлангич фаза.

F 1̂ айтарувчи ва Q уйготувчи кучлар таъсиридаги моддий 
ну 1̂ танинг )^аракат дифференциал тенгламаси цуйидаги куринишга 
эга булади:

еки
т х  =  — сх  Н ún{ p t  -\-Ь)

X X = {р \ б). (17.30)
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(17.30) тенглама моддий нун^танинг мажбурий тебранма 
ракат тенгламаси дейилади. Бу тенглама коэф4)ициентлари узгар­
мас б\^лган иккинчи тартибли бир жинсли булмаган чизи1̂ ли тенг- 
ламадан иборат. Унинг умуми^ ечими x-\-k^x — 0 бир жинсли 
теигламанинг умумий ечими-A'i =(2 sin +  а) ва (17.30) тенгла' 
ман1н1г хусусий ечими х̂  ларнинг йигиндисига тенг:

% =  (17.31)
Агар р Ф k булса, (17.30) теигламанинг хусусий ечимини цуйи- 

даги куринишда оламиз.

X2 =  ^ s in (/ ? í+  б). (17.32)

Бу теигламадаги А доимий катталикни аниг^лаш учун (17.32) дан 
ваь^т буйича икки марта ;^осила олиб,

х̂  = — Ар^ sin (р t +  б), 

сунгра 2̂ ва х̂  ларнинг цийматини (17.30) тенгламага 1̂ уямнз:

— А р  ̂sin (/3 / +  б) +  Л sin {р t -1- б) =  Яо sin (/? / +  б) 

ёки

А [k̂  — р )̂ sin {р / +  б) =  Яо sin {р t +  б). (17.33)

Бу тенглик уринли булиши учуи чап ва унг томондаги sin {pt +  б) 
олдидаги коэф(})ициентлар узаро тенг булиши керак:

A{k^-p^) = H,.
Бундан

4 -  ^0 (17.34)
íî  — p̂

ыуносабатни оламиз.
(17.34) ни (17.32) га цуйиб, хусусий ечим учун

^2 =  - 7г - ^  sin(yDÍ +б) 
/г- —

ифодага эга буламиз.
Шундай 1̂ илиб, (17.30) теигламанинг умумий ечими 1̂ уйидаги 

куринишда ёзилади:

X =  а sin {k Н -  а) -1--------^  sin (/? / +  б). (17.35)
—  р^

Бинобарин, моддий ну/^тага бир ва(^тнинг ^зида F t^ümapye-  
—

чи ва Q уйротувчи кучлар таъсир этса, мазкур нук^та k час­
тота билан содир буладиган эркин тебранма ^аракат, у^амда 
уйротувчи куч частотаси р билан содир буладиган мажбурий
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тебранма ^аракатлардан ташкил топган мураккаб щракатда  
иштирок этади.

(17 .35) даги а  ва а  доимийлар з^аракатнинр бошлангич шарт­
ларидан аницланади. Бу тенгламадаги нуг^танинр мажбурий тебран­
ма }^аракатини и4юдаловчи охирги в д д а  иитеграллаш натижасида 
^̂ ооил буладиган доимийлар г^атнашмайди. Бинобарин, мажбурий  
тебранма ^^аракат, nyt^ma у^аракатининг бошланрич шартлари- 
га  6oFAUf̂  бдлмайди.

Н у 1̂ танинр

Яо
/г®.

S i n ( p í - b 6 ) (17.36)

о^опун асосида содир буладиган мажбурий тебранма з^аракатини ба- 
тафсил текширамиз.

Мажбурий тебранма }^аракат амплитудаси

Но (17,37)

унинр амплитудаси
тепгликдап аниг^ланади.

Мажбурий тебранма ^^аракат тенгламасини 
opi- а̂ли 1̂ уйидагича ифодалаш мумкин:

^ >  р булса, лгз =  Al sin {pt -{■ S),
/г <  p булса, Xg =  ~  А (/?  ̂+  6) — s in (̂ o/ +  6  —  я ) .

Охирги иккита тенгликдан курамизки, агар ^ >  р булса, м аж ­
бурий тебранма >^аракат фазаеи, Qĵ  =  H sin (р í  +  б) уйротувчи куч 
фазаси билан устм а-уст тушади (1 7 .1 0 -раем); агар k<^p булса, 
мажбурий тебранма ^^аракат ва уйготувчи куч 1̂ арама-1̂ арши фазага 
эга булади, яъни мажбурий тебранма з^аракат фазаси уйротувчи 
куч фазасидаи я  га орцада 1̂ олади (1 7 .1 1 -раем).

Мажбурий тебранма ;^аракат амплитудасини чаатоталар нисбати 
ор 1̂ али куйидагича ифодалаш мумкин:

н о___ __
|fe^ -P 4 1 - 1 -

(17.38)

щ



нбунда билан H y^iara уй-
гь

ротувчи кучнинг максимал 1̂ ийма- 
тига тенг куч  таъсир этганда унинг 
мувозанат ^^олатидан статик ориши- 
ни ифодаловчи катталик белгилан­
ган. Агар —  нисбатни т] орг^алк

с̂т
белгиласак,

Л = _ 1

с̂т \ - Р "
. (17 .39)

мизки,

г\ катталик динамиклик коэф­
фициента  дейилади; бу коэффи­
циент мажбурий тебранма ?^аракат 
амплитудаси статик оришидан неча! 
марта орти1̂  булишини ифодалайди.

1 7 .1 2 -расмда ифодаланган (17 .39) ифоданинг графигидан кура-
да динамиклик коэффициеити ж уда катта г^ийматга

k
эришади.

17.5-§. Ну1̂танинг тепкили тебранишлари

(17 .30) тенгламанинг умумий ечимини яна г^уйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:

Я ,̂ s in (/ ? ^  +  6) .  (17 .40)

С, ва Сз интеграллаш доимийларини ани1'^лаш учун (17 .40) дан 
Bai^T буйнча >^осила оламиз:

x =  — k C i S ’mki- {-kC2Coskt-\-  / _ ”р Г  cos (р^ +  б). (17 .41 ) 

Айтайлик, ^^аракатнинг бошланрич шартлари ¡куйидагича булсин:

/ =  О да л: — Хо, л: =  л«. (17 .42)

(17.42) ни (17.40) ва (17.41) га 1̂ риб, ва Cg ни ани1̂ лаймиз:

ЯоCl — Xq sin  б,

COS б.

Cl ва Cz нинг бу 1̂ ийматларини (17.40) га 1̂ уйиб, тенгламанинр
(17.42) бошланрич шартлардаги умумий ечимини оламиз:
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ж ^  л:« COS ^   ̂ — sin ^ i ------------------- (sin б • cos ft i  +  —  cos б • sin kf)-\-
k — p"̂ k

+  - ^ ^ s r a ( p i  +  6). (17 .43)

(17.43) дан курамизки, Хд =  О, лгд =  О бошлангич шартларда ?^ам 
Biyi^TaHHHP уйротувчи куч таъсирида

--------^ ----- (sin б • cos ft — — cos б • sin ft f)
~ — p® k

i^onyn асосида содир буладиган тебранишлари эркин тебранишлар 
частотасига тенг частота билан тебранма г^аракатда булади :?^амда 
<)у тебранишлар амплитудаси бошланрич шартларга борли!^ булмайди.

Мажбурий тебранма }^аракат частотаси р  эркин тебраниш часто­
таси k  билан деярли устма-уст туш ганда, бир хил амплитудали ва 
царама-карши фазали иккита бир-бирига Я1̂ ин частотали ?^аракат- 
ларни 1̂ ушиш натижасида н у 1̂ танинг тепкили тебраниш (биение) деб 
аталадигаи ?^аракати содир рулади,

Айтайлик, — Äi 1, лекин (ft̂  — ф  0) булсин, у  ?^олда Хо =  О,

=  О бошланрич шартларда (17.43) ни 1̂ уйидагича ёза оламиз: 
Яоу Css: ____/е2 —р2

Р  I kёки — — Äi р  деб 1̂ а̂раб,

X ^  ■■ - [sin  ( p t  +  ô)—  sin (ft î  +  б)]/¿2 — p2

sin а  — sin ß =  2  sin - — ^  cos ”
2 2

формулаии 1̂ >^ллаб, умумий ечим учун
2 Яо [ p  — kX —  sin

к̂  — р'̂ t ] c o s { p i -{• Ô) (17 .44)

«фодани оламиз. 
Агар

A{0 = - é ^ s i n ( S ^ t ]  (17 .45)к̂  — р'̂
белгилаш киритсак, (17.44) ни

х  =  ^ (O c o s (p / - f  б) (17 .46)
куринишда ёзиш мумкии. Бундай г^аракат графиги 1 7 .1 3 -расмда 
тасвирланган.

(17.46) дан KÿpaMH3KH, тепкили тебранишни частотаси р, даври 

т; =  —  га тенг }^амда амплитудаси sai^Tra борли!^ (17 .45) тенглик

билан и(|х)даланадиган даврий 1̂ онун асосида ÿзгapaдигaн тебранма 
.?^аракатдан иборат деб дараш мумкин.
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Бу )^олда амплитуданинг узгариш даври
2 я  4 л

Г .  = р — к 
2

р — к

формула билан ифодалаиади.
р ‘̂ к  булгапп учун амплитуданинг узгариш даври т  =  —  га

р
нисбатаи анча катта булади.

1 7 .6 -§ . Резонанс ходисаси

(17.33) дан курамизки, булганда (17.32) куринишдаги ху-
суснГ! ечим м авж уд булмайди. Бу >;олда хусусий ечимни {^уйидаги- 
ча таилаб оламиз;

И. — (5тр1 —
— р̂

Бу ечимни (17.35) тенглик билан ифодаланадигаи умумий ечим- 
дан а, а  ва б катталиклар

сс =  О, б =  Оа == к̂
1̂ ийматларни г^абул р^илган ;^олда келтириб чик^ариш мумкин. Агар 
р = к булса, мазкур хусусий ечим куринишидаги аниг^маоликдав

иборат булади. Бу ани1̂ масликни йур^отиш учун Лопиталь 1̂ оидаси- 
дан фойдаланамиз:

—  (51‘ П pt — $\п к /)
_£Р___________________ _

(/¿•̂ — р̂ )ёр р=^к
=  —  М  

2к совШ. (17 .47)

Шундай к̂ '1либ, р ~ к  ;^олида (17.30) теигламанинг умумий ечи- 
миии

х = ав'т{к1+(х) — к1 (17.48)
2к

куринишда ёзиш мумкин. 
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1 7 .1 4 -расмда функция- 
пинг графиги тасвирланган бу- 
либ, р — к булганда ва)^тнинг 
утиши билан тебраниш ампли­
тудаси ва[-^тнинг чизик^ли функ­
цияси сифатида чексиз орта  ̂
боради. Бу }<;Одисага резонан с  
дейилади.

Резонанс }^одисасини эъти- 
<)Орга олмаслик натижасида 
Оаъзида иншоотлар тусатдан 
<)узилиб кетиши мумкин. Ма­
салаи, осма кунрик устидан 
солдатлар бир хил 1̂ адам таш- 
лаб утганда солдат ь^адам- 
ларининг частотаси кррикнинг тебраниш частотаси билан устма- 
уст туш ганда резонанс }^одисаси руй беради ва натижада кунрик 
бузилиб кетиши мумкин. 1850 йилда Анжер осма куприги устидан 
500 кишилик француз пиёда аскарлари батальони бир меъёрда ка- 
дам ташлаб утиб бораётганда бу к р р и к  бузилиб кетган ва нати­
ж ада 226 киши > а̂лок булган .

• Акустика ва радиотехника )^амда турли ин[ноотларнинг лойи)^а- 
сини динамик :?^исоблашда резонанс 5̂ одисаси ало)^ида а?^амиятга эга.

( / 1 7 .5 -масала. Бикирлиги с =  19,6 Н/м булган пружинага массаси 100 г 
<5улган магинт стержени осилган. Магнитнинг пастки учи ¿ =  20 sin 8 я/ /1 î o- 
нун билан узгарувчи ток 01^адиган ралтакдан угади. t — Q пайтдан бон1лаб 
стерженни соленоидга тортувчи ток ута бошлайди; шу пайтга н а̂дар магнит 
стержени пружинада 1-;узралмап осилиб турган (17.15- раем). Магнит билан рал- 
так орасидаги узаро таъсир кучи F — 0,016 n i  Н. Магнит стержени чузилма- 
ган пружинага осилиб, бошлаприч тезликсиз 1̂ уйиб юборилганда у 1̂ андай 
1̂ онун буйича з^аракат 1̂ илиши ани1̂ лансии.

Ечиш. Магнит стержени ту(-ри чизи1̂ ли илгарилама з^аракатда булади. Унга 
P =  t n g  орирлик кучи; =  с л: =  19,6л: Н эластиклик кучи; /̂  =  0 ,0 16 я/ Н  =  
=  0,320 я  sin Н — магнит стержени билан ралтак орасидаги уйротувчи куч 
таъсир зтад и .

Координаталар бошини магнит стерженининг статик мувозанат з^олатида 
олиб, з^аракат дафференщ1ал теигламасини 1̂ уйидагича ёза оламиз;

¿ки
тх =  — сх -\ -  0,320 я  sin 8  я/

х-\-к^х =  Но sin р  и

р =  8  я .Бунда é = - l / - ^  = - l / l M  =  14; Я« =  =  10,05 ü  .
У m У  0,1 0 ,1  кг

р~>к булгани учун резонанс з^одисаси руй бермаиди.
( 1) тенгламанинг умумий ечимини x =  Xi -\-Xc¿ куринишда излаймиз. Бунда Xi 

билан унг гомони нолга тенг б^^лган (1) тенгламанинг умумий ечими белгиланган. 
Маълумки, у {^уйидагича булади:

Xl =  Ci eos fe / +  Cg sin k t. (2)
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Xa эса ( 1) нинг хусусий ечими булиб, магнит стерженининг мажбурий тебранма 
г^аракатнни ифодалайди.

( 1) теигламанинг хусусий ечимини
х  ̂— As \ n p t  (3>

куринпшда оламиз. (3) дан вз 1̂ т буйича икки марта }^осила олиб, сунгра ва 
ларнинг г^ийматиии (1) те^гламага 1'^уямиз. У }^олда теигламанинг унг ва чав

н
томонидаги синуслар олдидаги коэффициентларни тенглаштирсак, А =  ” -

=  — 0,023 эканлиги келиб чи1̂ ади.
Демак, магнит стерженининг малсбурий тебраниши

^2 =  — 0,023 sin 8 л  t =  0,023 sin (8 я í — я)

1̂ онун асосида содир булади. Бу теигликдан курамизки, мажбурий тебранма 
ракат фазаси уйротувчи куч фазасига 1̂ арама-1̂ арши булади.

Шундай г^илиб, (1) теигламанинг умумий ечими учун

х =  Ci  eos 14 í +  Cg sin 14 í  — 0,023 s in 8  я/  (4)
ифодани оламиз.

C i ва Cg интеграллаш доимийларини ани1̂ лаш учун (4) дан ваг^т буйича 
з^осила оламиз:

х =  — 14 Ci sin I 4 Í + 14 Сй eos 14^ — 0,578*cos8 я/. (5 )
Масаланинг шартига кура бошланрич t =  0 пайтда магнит стержени л:о =

tTL0 • *
«= —■'кет ~  —------- == — 0,05 м з^олатни эгаллайди ва,д: == atq =  0. Бу бошланрич

с
шартларни (4) ва (5) га 1̂ уйиб, C j ва ни ани1;лаймиз:

C i =  — 0,05, Се =  0,0413.

Шундай 1̂ илиб, магнит стержени
х = ( — 0,05 CCS 14/ +  0,0413 sin 14/ — 0,023 sin 8 n í )  м 1̂ онун асосида ;!^аракат-
ланади. / 't/

17.7-§. Ну1̂танинг мажбурий тебранишига му?^ит 
1̂аршилигининг таъсири

Зркии тебранма ^^аракатдаги нуг^тага тезликнинр биринчи дара­
жасига пропорционал булган муз^итнинг г^аршилик кучи таъсир эт- 
гапда нуцта сунувчи тебранма г^аракатда булишини курган эдик. 
Энди мажбурий тебранма ^^аракатдаги ну1<;тага бундай г^аршилик к у ­
чи 1̂ андай таъсир этишини курамиз.

Ох yi^ буйича з^аракатланувчи М ну 1̂ тага 1̂ аптарувчи куч F, уй­
ротувчи куч Q ва тезликнинр биринчи даражасига пропорционал бул­
ган R =  — 1-1 1̂ аршилик кучи таъсир этсин.

Координаталар бошини пружина деформацияланмаган }^олатига 
мос келувчи нуг^танинр эгаллаган з^олатида олиб, унинр ихтиёрий 
пайтдаги координатасини х билан белгилайлик. У  з^олда нур^тага 
таъсир этувчи кучларнинг координата у 1̂ ларидаги проекциялари 1̂ уйи^ 
дагича ифодалаиади:

— сх, Q j c^ H sin (pt +  б) — \íx, R x ^  —
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Бундай кучлар таъсиридаги ну?;танинг ^^аракат дифференциал 
тенглама сини

тх =  — сх +  Я  sin {pt +  б) — \\,х

куринишда ёзиш мумкин. сх ва \ix }^адларни чап томонга утказиб, 
тенгламанинг иккала томонини т  га булсак,

х - \ -  - х - { -  — X =  —̂  sin(/?/ +  б) 
т т  т

XX С Ыва =  2/г, —  =  белгилашларни киритсак,
т т  т

x-{-2nx-{-k^x = Ĥ  sin {pt +  б) (17.49)
дифференциал тенглама )^осил булади.

(17.49) тенглама \аракат тезлигига пропорционал булган  
царшилик кучи таъсиридаги нуи^танинг мажбурий тебранма у^ара- 
кат дифференциал тенгламасини ифодалайди. Бу тенглама коэф- 
фициентлари узгармас булган иккинчи тартибли бир жинсли бул­
магаи чизикли дифференциал тенгламадан иборат булиб, унииг 
умумий ечими (17 .14) бир жинсли тенгламанинг умумий ечими х̂  би­
лан (17.49) тенгламанинг хусусий ечими Xg ларнинг йириндисига 
тенг булади;

х — х^-\-х .̂ (17 .50)
(17 .14) тенгламанинг умумий ечимини п ва k ларнинг 1̂ андай 

1̂ ийматларни 1̂ абул цилишига г^араб, мос равишда (17.15) ёки (17.16), 
<17.25) ёки (17.27) ^амда (17.28) куринишда олиш мумкии.

(17.49) тенгламанинг хусусий ечимини
=  Л sin ( р ^ б  — г) (17,51)

шаклида оламиз. Бундаги Л ва е доимийларни аницлаш учун Хд ва 
ларни }^исоблаб,

^2 =  Ар cos {pt +  d — 8),

^2 =  — Лp2sin (р/ +  б —  s),

сунгра ^2, ^2 ва Xg ларнинг т^ийматини (17.49) га к;уямиз:
— Ар  ̂sin  (pt-{- б — е) +  2пАр cos {pt -\-Ь — s) +  sin  {pt б —

— e)==^oSÍn {pt +  б). (17 .52)
Бу тенгламанинг унг томонидаги ифодани ¡куйидагича ёзиб:

Hq sin {pt +  б) =  /Уо sin  (р/ +  б —  8 +  8) =
^  Hq sin  {pt +  б — ̂е) • COS 8 +  Яо cos {pt б — г)  sin  е,

олинган натнжани (17.52) га р^уямиз:
Л (ft̂  — р )̂ sin  +  б — е) +  2прА COS {pt +  6 — s) =;

=  Hq cos 8 • sin (/?/ +  6 — e) +  Hq s in  e • cos (p/ +  6 — e).
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Бу тенглама t  вацтнинг j^ap 1̂ андай 1̂ ийматида уринли булиши 
учун sin {pt ‘\-Ь — е) ва cos (р/ +  S — е) олдидаги моо коэффициент- 
лар узаро тенг булиши керак:

А (k̂  — р )̂ =  Hf. cos 8,1 
2прА =  Н„&тг. |

(17.53) дан А ва елар  ани1̂ ланадиган ушбу муносабатларни ела-
миз:

А =  ■■ (17.54
Y  +  4л̂ р2

=  <‘ 7.55>

8 НИ (17.55) дан аиит^лаш мумкинлигини назарда тутиб, мажбу­
рий тебранма ^^аракат амплитудаси ^  нинг г^ийматини (1 7 .5 1)га 
сак,

^2 =  - 7 = з = = = г  sin  (р/ +  б — 8) (17.56)-
V \k'̂  — +  4/г2р'̂

тенгликни оламиз.
Шундай 1̂ илиб, k ва п лар орасидаги муносабат т^андай булиши­

га i'^apaó, (17.49) тенгламанинг умумий ечимини
\) п а  k булганда (/¿i =  '/ ' белгилаш киритиб)

х = е-'^̂  (CiC0s^ií +  C2SÍn^i^) + ^ s in  (/7̂  +  6 — е) (17.57>
ёки

x = ae~^^s\n (^ i¿ -{-а )  +  Л sin  {pt-\-b — 8); (17 .57а)

2) n > k  муносабат д ан л и  булганда ( h —У — k^).
X =  +  С̂ е-̂ ЛО +  sin  (/7/ +  б — е) (17.58>

ёки
л: =  sh (ht +  а )  +  Л sin  (р/ +  6 — г); (17.58а>

3) п =k 5^олида

л; =  е - « ' (Q/ +  С2) +  Л sin  Ípt +  8 — 8) (17.59>

куринишда ёзиш мумкин.
Бу тенгламаларда С ,̂ ва а, а  лар интеграллаш доимийлари 

булиб, 5^аракатнинг бошланрич шартларидан аниг^лаьшди. Масалан,. 
(17.57) даги Q  ва ларни аниг^лаш учун ундан ва 1̂ т буйича 
сила оламиз х^амда олинган тенгламага ва (17.57) га  ̂== О да л: =
X == Xq бошланрич шартларни 1̂ уямиз:

С2 =  —  [Xq +  пх  ̂— пА sin {б — г) — Ар cos  ( б — е)], 
h

Ci = Xq = А sin  (б — 8).
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г
ва Сд нинг бу 1̂ ийматларини (17.57) га 1̂ уйиб, моддий ну 1̂ - 

'щиииг Ж / г  }^олдаги з^аракат ь^онунини оламиз:

—  р—п1х — е Ч -I- «АГо 51п +  Хо соз klt

— еГ-п1

к,
[ П  $1П (б — 8) +  /7 СОЗ (б — 8)] З1п ку 1  +

+  Л з ш  (6 — е)-соз V }  +  {pt-\-Ь — г). (17 .60)

(17.60) дан курамизки, пС,к булганда моддий нуг^танинг .^аракати­
пи биринчи 1̂ ушилувчи билан ифодаланадигаи ва бошланрич шартларга- 
Гюгли!  ̂булган сунувчи тебранма з^аракат, иккиичи 1̂ ушилувчи билан 
и|[)()даланадиган ва уйротувчи куч таъсирида к̂  частота бнлан содир бу- 
л;|диган сунувчн тебранма з^аракат з^амда учинчи 1̂ ушилувчи билан- 
11(|)одаланадигаи соф мажбурий тебранма >^аракатлардан ташкил 
юиган деб 1̂ араш мумкин.

( 1 7 ,5 7 — 17.59) формулаларда 1̂ атнашувчи купайтувчи ва 1̂ т- 
иипр утиши билан нолга интилади, яъни бу купайтувчи цатнашган- 
^'|длар сунувчи тебранма ёки апериодик з^аракатии ифодалайди. Шу 
глбабли маълум ва 1̂ т утгаидан кейин ну 1̂ ганинг >^аракати фа1̂ ат

л: =  Л з1п (/?/ +  б — е)

|^)иуп билан ифодаланадигаи мажбурий тебранишдан иборат булиб' 
цолади }^амда мажбурий тебранма з^аракат 1̂ аршилик кучи таъсирида 
гуимайди.

Мажбурий тебранишдан фарцли уларо!^ эркин тебранма >^аракат* 
да ж уда кичик ¡^аршилик м авж уд  63" лганда з^ам з^аракат сунувчн бу­
лади.

1̂ аршилик м авж уд  булганда мажбурий тебранма з^аракат часто­
таси р  ва тебраниш даври т  =  уйротувчи куч частотаси ва дав-

Р
рига теиг булади з^амда му}^итиипг 1̂ аршилиги мажбурий тебранма 
.^аракат частотаси ва даврига таъсир этмайди.

Ь^аршилик кучи м авж уд  булганда мажбурий тебранма з^аракат 
(|)изаси (р/ +  б — е) уйготувчи куч фазаси (pt +  б) дан фаза силоюи- 
ти деб аталадиган ва (17 .55) формула ёрдамида ани1̂ ланадиган & 
катталикка оркада 1флади.

(17 .53) дан курамизки, з1п е = >  О булгани учун 8 катта-

лик 0 < е < я  сегментда узгаради. Шу сабабли е ни (18.55) фор­
мула воситасида бир 1̂ ийматли аии1̂ лаш мумкин:

2 ^
, 2пр / к к 2 13 2
t f f & = -------—  еки г — ---------------------= ------- '—
^  е  . / р \2 1 — 22

1 — \ к }
Бу формулалардан курамизки, е нинг ь^иймати уйротувчи куч 

частотаси билаи эркин тебраниш частотасининг нисбатига тенр бул?,.;|

2 0 -2 2 8 2



ган

17.16- раем.

Д И . Бу }^олда кичик частота

катталикка з^амда сд̂ '-
К

ниш коэффициенти деб аталадигаи 
/!•—  =  6 нинг МНКДОрИГа бОРЛИ!  ̂ бу- к

лади. Бинобарин, р га маълум 1̂ ий- 
матларни бериб, е билан г  ораси­
даги муносабатни 17.16- расмдаги- 
дек тасвирлаш мумкин.

К^аршилик кучи таъсир этмаган 
з^олда п =  О ва tg е =  О була-

билан содир буладиган маж-

■бурий тебранма з^аракат учун е =  О булиб, мажбурий тебранма з̂ а- 
;ракат фазаси билан уйротувчи куч фазаси устм а-уст  тушади.

р = к булса, яъни уйротувчи куч частотаси эркин тебранишлар 
частотаси билан устма - уст туш са, суниш коэффициенти р ¡•^андай 
■:-^ийматни 1̂ абул р^илишидан цатъи назар,

2рг
1 — г-*

оо ва 8

■булади. Бинобарин, мажбурий тебранма з^аракат фазаси уйротувчи
■куч фазасидан — га орр^ада 1̂ олади.

2
I V \Катта частота —  >  1 билан содир буладиган мажбурий теб­

ранма з^аракат учун е =  я  булиб, мажбурий тебранма з^аракат фа- 
заси уйротувчи куч фазасидан я  га ор1̂ ада 1̂ олади, яъни унга к,а- 
;рама-1<̂ арши булади.

к, р ш  п ларнинг г^ийматлари маълум булса, 1 7 .1 6 -расмда тас­
вирланган графикдан силжиш фазаси е ни бевосита ани1̂ лаш мум ­
кин.

Муз^итнинг 1̂ аршилик кучи м авж уд  булганда мажбурий тебран- 
•ма з^аракат амплитудаси (17.54) формуладан ани1̂ ланади. Бу фор- 
■муладаги касрнинг сурат ва махражини га булиб, мажбурий теб­
раниш амплитудаси учун т^уйндаги ифодани оламиз:

Л = к̂

] + 4
■еки

и ;

бунда
V (1— 22)»-{-4^*23

’‘ к '  Р

(17.61)
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Г)^лпб, катталик уйРОтувчи куч Q а 
ПИИ ’ максимал 1̂ ийматига тенг булган 
^згармао Н куч таъсирида ну/^танина 
мувозанат \олатидан статик сил' 
окишини ифодалайди.

(17.61) дан курамизки, ср и ш  коэф- 
(|)ициенти р берилганда А мажбурий 
тебраниш амплитудаси z нинг функ- 
циясидан иборат булади.

17 .17-расмда тасвирланган эгричи- ^ 
пш^ларнинг :^ар бири р нинг маълум 
цийматида А амплитуда билан z ора­
сидаги муносабатни ифодалайди.

(17.61) дан курамизки,

/ 2 
17.17- раем.

г^амда

Â)z—Q С̂ГП'!

lim  Л =  О,

(17.62>

яъни Z Щ 17 .17-расмда тасвирланган эгри чизи1̂ ларнинг асимпто- 
тасин! .^Чфода лайди.

Z 1̂ андай 1̂ ийматни 1̂ абул т^илганда А амплитуда максимал ¡^ийматга 
эга булишини аницлаймиз. Бунинг учун (17.61) да илдиз остидаги 
ифодани ¡{z) билан белгилаймиз, яъни

/(г) = ( 1 — 22)2 +  4 ^ 2 ^ 2 .

/(г) нинг мииимал цийматига А нинг максимал т^иймати мос ке­
лади.

/(г), экстремал 1̂ ийматларини аниг^лаш учун унинг z буйича би» 
ринчи ва иккинчи }^осилаларини :^исоблаймиз

= _ 4 2  ( 1 — 2 2 )4 -8 ^ 2 2 ,
dz

= _ 4 +  1222 +  Вр2, 
dẑ  1 1

dfjz)
dz

НИ нолга тенг лаб, z нинг А амплитуда экстремал 1̂ ий»

матларга эришадиган ва бизни 1<̂ изи1̂ тирадиган 2 >  О г^ийматларини^
аниг^лаймиз: ________

2i  =  О, 22 =  -j/ 1 — 2  р2 .

/ Т  ................................ <('№)Агар р < булса, у  :^олда 2  ̂ *= О да <  О, яъни2 ¿¿i 
f{z) функция максимумга, А эса минимумга эришади.

2g 1— 2 р2 илдиэ учун  ̂ -  s= 8  (1 — 2 р2) > 0 , яъни 

булганда f{z) минимумга, А эса максимал 1̂ ийматга эришади.
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1

(17.61) формулага г = У " 1  — пи 1̂ уйиб, мажбурий тебраниш
■ амплитудаси А нинг максимал 1̂ ийматини ани1̂ лаймиз:

=  — ( 17. 63)

(17.63)- ни (17 .62) билан солиштириб,

^тах ^  (-^)г=1
булишига ишонч з^осил 1̂ иламиз.

17.17-расмда пунктирли эгри чизи!^ амплитуданинг максимал ну 1̂ - 
талари ор1̂ али утади .

Бу расмдан курамизки, 2 =  1 га нисбатан г  етарлича катта ёки 
кичик 1̂ ийматларни 1̂ абул 1̂ илганда мажбурий тебранишлар ампли­
тудаси муз^итнинг к;аршилигига деярли борли!^ булмайди. Аммо 2 кат­
талик г =  1 га Я1̂ ин 1̂ ийматларни ь^абул 1̂ илганда муз^ит 1̂ аршили- 
гининг таъсири низ^оятда катта булади.

г/"2Шундай 1<̂ илиб, агар суниш коэффициенти р —  шартни р̂ а-

ноатлантрфса, у  з^олда г =  22 =  у^ I — 2 р̂  1̂ ийматга эришганда ре-
.зонанс  з^одисаси руй беради, яъии резонанс 2 =  — частоталар нис-

к
бати бирдап_бирмунча кичик булганда содир булади. (17.63) га кура 

'[/' 2
0 < Р < —^—  га мос булган резонанс пайтида мажбурий тебранма

з^аракат амплитудаси чекли булади.
Агар суниш коэффициенти ж уда  кичик булса, у  з^олда г  =  1 деб 

'Олиш мумкин. Бу }^олда р к булганда, яъни уйротувчи куч час­
тотаси эркин тебраниш частотаси билан устма-уст туш ганда резо- 
-нанс содир булади.

17.17-расмда р =  О га мос эгри чизш^ царшилр«<; м авж уд  бул- 
-магандаги нур^танинг мажбурий тебранма з^аракатига мос келади. 
Агар Р =  О, р — к булса, (17.61) формулага биноан мажбурий теб- 

'.раниш амплитудаси чексиз катта г^ийматга эга булади. Бу .^олда
I тебранма з^аракат 1рнуни (17 .48) формула

ердамида аниь^ланади.

ч/17.6-масала. Бикирлиги с =  19,6 Н/м булган 
пружинага магнит стержени ва мис пластинка 
осилган, уларнинг массаси 50 г дан. Магнит стер­
жень соленоиддан, мис пластинка магнит цутблари 
орасидан утзди (17.18-раем). Соленоиддан i ~  
= 2 0  sin 8  л Í 1̂ онун билаи узгарувчи ток утади ва маг­
нит стержени билан 0,016 я  i Н ми1̂ дорида узаро таъ­
сир кучи >̂ осил 1̂ илади. Мис пластинканинг уюрма 
токлар туфайли ?![0сил буладиган тормозловчи кучи 

га тенг, бу ерда jfe* =  0,001; Ф =  lO j/5 
Вб ва о —-пластинка тезлиги. Бошлангич пайтда 
магнит стерженини мис пластинка билан биргаликда 
чузилмаган пружинага осилган ва унга вертикал
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Kiicrra йуналган Xq =  5 см/с бошланрич тезлик берилган. Пластинканинг ?^аракат- 
к'игламаси ани1̂ лансин.

Ечиш. Alar I ИТ стерженининг орирлиги m^g  пластинканинг орирлиги rrizg га- 
КЧ1Г булгани учун пружинанинг статик чузилиши

{m-i +  ГП2) g _  (0,05 4 - 0,05) -9,8
19,6

Пластинка ва магнит стерженидан иборат система ва унинг инерция марка- 
П11 турри чизи1̂ ли илгарилама з^аракат цилади. Координаталар бошини система ,̂ 
ииерция марказининг статик мувозанат ?^олатида олиб, х yî HH вертикал пастга' 
йуналтирамиз } а̂мда кучлар схемасини тузамиз. Таъсир этувчи кучларнтшг xyi^> 
даги проекцияси ¡куйидагича ани1̂ ланади:

Fjc =  ~ c x  =  — \9,6x  Н, Rj,  =  — k * v 0 ‘̂  =  —  0 , 5 x  Н

Qx =  0,32 л sin 8  л / Н.
Пластинканинг стержень билан биргаликдаги з^аракат дифференциал тенгла- 

масини

тх =  — 19,6 X —0,5л: +  0,32 я  sin 8  я  / 
ски { т =  1 0 0  г =  0 ,1  кг булгани учун)

д: +  5х +  196 л: =  3,2 я  sin 8  я  / 
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламада

2п =  5, k'̂  =  196, Яо =  3,2 я  ва р =  8  я  
белгилашларни киритиб, уни

X -\-2п X ■}-к Ч  =  Но sin p t  (1>"
шаклида ёзамиз.

(1) теигламанинг умумий ечимини цуйидагича оламиз;
х= Xi-\- Х2. (2)

Бу ерда х̂  билан х +  2пх -\-k‘̂ x — 0 бир жинсли теигламанинг умумий ечими, 
Ха билан эса (1) теигламанинг хусусий ечими белгиланган. Хх ни ани1̂ лаш учун: 
ушбу з^исоблашларни бажарамиз:

п =  2,5, п2 =  6,25, k =  / 1 9 6  =  14,

— = У  196 — 6,25 =  13,77.
n < k  булгани учун бнр жинсли теигламанинг умумий ечимшт (17.15) ку-- 

ринишида оламиз:
XI (Cl cos 13,77/+  С2 sin 13,77/) (3)

(1) теигламанинг хусусий ечимини
Х2 =  А sin (pt — 8) (4)̂

К А ^р и н иш д а излаймиз. (4) дан биринчи ва иккинчи з^осилаларни топамиз:

Х2 =  рА cos ipt — 8 ),

Xa =  — рМ sin ipt — 8 ). J
(4) в a (5) ни (1) га i^y™6 , ушбу тенгламани оламиз:

—рЗЛ sin (pt — 8) 4 - 2прА cos (pt — е) +  k-A sin (pt — e) =  Hq sin pt.
Бунда

í/q sin р/=  Яо sin (pt — е-|-е) =  Яо sin (pt — e)-eos 8 + eos (pt — e )-s in e
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-тенглик уринли б^^лишини назарда тутиб, тенгламанинг чап ва унг томонларида- 
‘ГИ sin (р/ — 8) ва cos (р/ — е) лар олдидаги мос коэффициентларни тенглаштир» 
сак,

А (k̂  — р2) =  f í g  COS е 
2 прА =  Но sin 8 .

Бу тенгламалар дан А за елар анш^ланадиган
^  ^  ____________ Яо_________   ̂ 2пр

t g e  =
V (k-̂  — p y  + 4nY  ̂ — р»

.муносабатларни оламиз.
Курилаётган з^олда

3,2 л
А = ------  ■ =  0,022 м, (6 )

У  (196 — 631,65)2+ 4.6 ,25.631,65
2 .2 ,5 .25 ,13

tg 8 =  -------- ^ ^ -------=  — 0,2884.
 ̂ 1 9 6 -6 3 1 ,6 5  ’

Шундай 1̂ илнб, t g e < 0 ,  лекии s in e > О бу'лгани учун е бурчакни иккинчи 
чоракда олиш керак. Бинобарин, tg (л — е) =  0,2884, бундан я  — s =  16°5'з^ам- 
Да

16°5'
8  =  ^ - - ^ ,  б = 0 .9 1 я .  (7)

Демак, пластинка
^  Х2 =  0,22 sin (8 я/; — 0 ,91я) м (8 )

•г̂ онун асосида мажбурий тебранма з^аракатда булади.
(3) ва (8 ) ни (2) га (1) тенгламанинг умумий ечимини 1̂ уйидагича

5за оламиз;
х = — 1е -  2.5< (Cl cos 13,77^ +  Са sin 13,770 +

+  0 ,0 2 2  sin (8  я í — 0,91 я)] м. (9)1

C l ва Cg интеграллаш докмнйларини ани!^лаш учун X ни з^исоблаймиз:

¿  =  — 2,5 e - 2 .5 í  (Cl cos 13,77 Í+ C g s in  13,770 +
_l_e-2,5< ( _  1 3 j7 C i sin 13 ,77^+ 13 ,77  Cg eos 13,770 +

+  0,55 eos (8  я  í  — 0,91 Я). (10)

(9) ва (10) тепгламаларга í =  0 да x =  =  = — 0.05 м, ^ =  5 см/с =» 
=  0,05 м/с бошланрич шартларни 1̂ уйсак,

— 0,05 =  Cl — 0,022 sin 0.91 я ,
0,05 =  — 2 ,5 Cl +  13,77 Cg +  0,55 cos (—0,91 я ) .

Бу тенгламалардан C i ва Cg ларни ани1̂ лаймиз:
C i =  — 0,05 +  0,022 sin 0,91 я  =  — 0,05 +  0,022 sin 163°48^ =  — 0,0439j

0,05 — 2,5.0,0439 — 0 ,55 eos (— 163°48')
C2 = ------------------------------^ =  0,0342.

13,77
Ci ва Cg ларнинг [^ийматларини (91 га 1̂ уйиб, пластинканинг з^аракат 1̂ ону- 

■нини 1̂ уйидагича ифодалаймиз:

л: =  [e - a .6 í (_ 0 ,0 4 39  cos 13,77/ + 0 ,0342  sin 13,77í +
+  0,022 sin (8 я^  — 0,91 я)] м.
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Пластинканинг ;^аракат тенгламасини (17.57а) куринишда }̂ ам ёзиш мумкиНе 
Пупннг учун C l  ва Cg узгармаслар урнига а ва а  янги узгармасларни

Cl =  а  sin а ,  Cz — а cos а
формулалар ёрдамида киритамиз. Бундан

а =  ■/ +  С| =  V  0.04392 +  0,03422 =  0,0556 м,

Сх -  0,0439
t g а  = ------=   ̂ — =  — 1,2836.
^ Сг 0,0342

Шундай 1̂ илиб, t g a < 0  булади, лекин s i n a < 0  булгани учун а  бурчакни 
'1уртинчи чоракда олиш керак; 
а  =  — 52°5' ёки а  =  307°55' =  1,71 я  =  5,372 рад.

Натижада пластинканинг >^аракат тенгламаси1ш яна 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:
х =  [0,0556 е - 2 .5 < sin (13,77 Н - 1,71 я) +

-{-0 ,0 2 2  sin (8 я/  — 0,91 я)] м.
Бу тенгламада биринчи 1̂ ушилувчи тебраниш даври

2  я  2  я  6,28 „ ' у
Т = ------- - - г - : т  .....= - ^  =  0,456 с . У

ky у  13,77
булган эркин тебранишни, иккинчи I^y^^шлyвчи эса, частотаси уйротувчи кучнинг 
частотасига тенг булгап мажбурий тебранишни ифодалайди.

1 8 -б о б . БОРЛАНИШДАГИ МОДДИЙ НУКТАНИИГ 
>^АРАКАТИ

í8 .1 -§ . Боглаиишдаги ну|^та динамикасининг 
асосий тенгламаси

Агар ну1< т̂анинг з^аракати богланишлар билан чекланган булса, 
бундай ну1<̂та борланишдаги пункта дейилади.

Статика булимида к^фганимиздек, жисмлар сирт, ип, занжир, стер­
жень ёки шарнирлар воситасида узаро борлапган булиши мумкин. 
Аммо богланишлар 1<̂ андай предметлар воситасида амалга оширили- 
шидаи 1̂ атъи назар борланишларии аналитик усулда ифодалаш мум-^ 
кин.

Бу бобда актив кучлар таъсиридаги нуг^танинг ¡^узгалмас сирт 
устидаги ёки берилган эгри чизи!^ буйлаб з^аракати урганилади. 
М азкур сирт ёки эгри чизир н̂ и н г  тенгламаси борланиш тенгламаси- 
дейилади.

Борланишдаги нуцтанинг харакатини урганишда статика булими­
да курилган борланишдан бушатиш принципидан фойдалапилади. 
Бунинг учун борланишнинг М nyi-^Tara таъсирини борланиш реакция 

—
кучи R билан алмаштириб, мазкур ну 1̂ тани актив кучларнинг теиг
таъсир этувчиси F ва борланиш реакция кучи R таъсиридаги «эр- 
кин Hyi^Ta» деб цараймиз. У з^олда Ньютошншг иккинчи 1̂ онунига 
кура борланишдаги nyi^Ta динамикасининг асосий 1̂ онуни

m w = 7  + ~R (18.1)
к^финишда ёзилади.

Агар моддий nyi^Ta з^аракатланадиган сирт ёки эгри чизи!^ идеал
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•силлир  ̂ булмаса, у  }^олда борланиил реакция кучи ^  ни нормал
реакция кучи N ва динамик и • ь^аланиш кучи дан ташкил топ­
ган деб цараш мумкин. Шу сабабли идеал силлиг^ булмаган сирт 
ёки чизи!^ буйлаб з^аракатлаиаётган нур^та учун (18.1) ни 1̂ уйидаги- 

"ча ёзамиз:
+

Динамик иш1̂ аланиш кучи ну 1̂ танинг тезлик 
1^арама-1̂ арши йуналади ва Кулон р^онуиига асосан

~ришк _  __ и̂шк

муносабат уринли булади. Бунда — нут^та з^аракатлангандаги 
ишр^аланиш коэффициенти: N — нормал реакция кучипинг модули;
т° нут^та траекториясига з^аракатнинг мусбат йуналиши буйича ут- 

:1<азилган уринманипг бирлик вектори.
Агар моддий ну 1̂ та идеал силли1<̂ сирт ёки эгри чизи!^ буйича

( 8̂ .2)
вектори V га

• з^аракатлаиса, динамик 
ва бундай нуг^та учун

иш1< а̂ланиш кучи 

тии == Р N

м авж уд булмайди

(18 .3)
■тенглама уринли булади.

(18.2). ёки (18,3) тенгламалар воситасида ну1< т̂анинг массаси, 
унга таъсир этувчи актив куч ва нуь^та ?^аракатланадиган сирт ёки 
эгри чизицнинг тенгламаси берилганда: а) нур^танинг мазкур сирт 
■ёки эгри чизир̂  буйича з^аракат 1<^онупини агшр^лаш, шунингдек, б) нур̂ - 
та харакатланганда >̂ осил буладигаи реакция кучи, яъни борланиш- 
нинг димамик реакция кучини анш-^лаш каби богланишдаги нур^та 
.динамикасининг асосий масалаларини ечиш мумкин,

1 8 . 2 * - К узгалмас силли5̂  сирт устидаги ну[^танинг 
т^аракали. Лагранжнинг биринчи хил тенгламалари

Агар М иу1<;та бирор цузралмас силлиц сирт устида }^аракатлан- 
са, у  >^олда М ну 1̂ танинг координаталари

Цх, у, г) = 0 (18 ,4)
сиртнинг тенгламасини 1<^аноатлантнриши керак,

(18.3) ни Декарт координата ур^ларига проекциялаб, т^узралмас 
сирт устида }^аракатланувчи нур^^танинг мазкур ур^ларга нисбатан 
>^аракат дифс{зеренциал теигламаларини оламиз:

/72 X =■■ X  ^X*

т у  = У + Му\ (18,5)

т г  =  2  +  ^ 2  •

Бу ерда X , У, 1  билан Р кучнинг, N билан нормал 
■реакция кучи N нинг х, у, г  у 1̂ лардаги проекциялари белгиланган. 
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f  функциянинг градиенти сиртга утгазилган нормаль б р и ч а  
й^'пллгани учун

N II grad /

с^-лади. Бунда

дх д у дг

<'»̂ /лнб, d f  d f —  хусусий )^осилалар grad/ нинг координата 
д гд х'  д у

J/цларидаги проекцияларини ифодалайди. Шу сабабли N ва grad / 
iimir коллинеарлик шартини

N ==Х grad f

г +  Ny j  N^k — X
дх ду д г (18.6)

куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда X — пропорционаллик коэффи­
ииенти булиб, боРланиш купайтувчиси  дейилади.

(18.6) дан А/д., Му, N2 ларни анш^лаб, (18.5) га 1̂ р сак ,

ш. X = X “1-А, ^
дх

Ж.
д у

Ё1
дг

(18.7)

тенгламаларни оламиз. Бу тенгламалар кузРалмас сирт  у ст ида  
щракатланувчи нуь{та учун Лаграижнинг биринчи хил тенгла­
маларини  ифодалайди.

(18.7) ва богланиш тенгламаси (18.4) дан ташкил топган турт- 
та тенгламалар воситасида туртта х, у,  г, X номаълумларни ваг^т- 
нинг функцияси сифатида ифодалаш мумкин.

(18.6) га асосаи борлагшш реакция кучининг иормалдаги проек­
цияси

( d f
д х)

+ i d f \
д у

+
d f  \2

(18.8)

(}юрмуладан аниг^лаиади.
—>•

Агар нормал реакция кучи N нинг йуналиши М нуг^тада сирт­
га утказилган ташг^и нормаль буйича йуналса, (18.6) формулада 
мусбат ишора; таш 1̂ и нормалга к;арама-1̂ арши йуналса, манфий ишо- 
ра олинади. 13унда таш 1̂ и нормаль деганда ¡{х, у ,  г) =  О сиртга 
;5/тказилган ва ¡{х, у ,  г) >  О со^^ага йуналган нормаль тушунилади.

Таш 1̂ и нормалнинг ¡^андай танлаб олиниши сирт тенгламаси 
цандай олинишига богли!^ булади. Чунки (18.4) тенглама чап то-
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монининг ишорасттни узгартириш билан 
таш 1̂ и нормаль йуналищини карама-i^ap- 
ши томонга узгартириш мумкии.

Шундай 1̂ нлиб, богланишдаги Hyi^ra- 
нинг харакати фа%1 т таъсир этувчи куч­
лар ва бошланрич шартларгагина эмао, 
)алки мазкур нуг^тага цуш1лган борла- 

нишларга г а̂м боглир  ̂блКаадн. Шунингдек, 
бошлангич шартлар ихтиёрий булмай, 
балки борлаииш теигламаларини 1̂ аноат- 
лантириши керак.

18,1-масала. Огирлигн Р  =  m g  булган Af
моддий Hyi^ia узунлиги  I гя тенг, чузилмайдиган  
ипга осилган булиб ,  узининг орирлик кучи  таъ ­
сирида С(}жрик сирт нчида хэракатлянади ( 1 8 . U  
¡):!см). Мпнииг орирлигини эътибор|-а олм а й ,  
ну 1-\танннг харакат дифференциал тенгламаси т у -  
зилспи хамда иппипг тар ан глик  кучи аии1̂ лан- 

сии. К^андай бошланрич тезликда М  iiyi^ra борланишии доимо 1;ано'атлангиради?  
Бу масала  сферик тебрангичиинг харакати хгч^идяги масал;)днр.

Ечиш. К,\'зралмас коордииага у к л а р т ш  18Л-])асмдаги;№к тан лаб  олиб, орнр­
лик кучн Р пинг бу  чк лардаги  проекциялариии ан:иутаймиз:

А- О, Г  =  О, Р г -  mg.
М ну 1̂ та уч уи  0 Д1 ип боглаииш впзифасииг. утаиди, 11п чузилмагани туфай-

ли М иу]\та мувозанат холатидан огл(филип, у н г а  :'j боиыаигич теялик берил­
ганда мазкур ну!'' т̂а рялиуси / га теиг c'hfpiMi сирт ичида хлрлкагланяди. Агар 
нуь;та1н1нг коордииаталарипи х, у ,  z  билаи б елги ласак ,  боглании; тй^гламасинн

f{x, у ,  г) =  Р  — Х' — =  О {1>
куринишда ёза оламиз. Б ундан

Л
дх

>^осилаларни х;исоблаб, Лпграпжыинг б1!рпнчн х и л  тенгламалари ( ]8 ,7 )  ни тузами»!

т  .V =  —  2кх,

т — 2ку, , (2)
/гг 2 =  — 2/.? +  т,[г.

-  -  2л-, —  ^  ~  2у , =  ~  22
д у  д г

Бу то'пгламалар нуг^таиинг ,'^ярякпг диффереициая тенглалгаларини ифодалай­
ди. Нуктанинг харлкагики аипклаш учуи (2) ва (1) тенгламаларнн биргаликда 
ечиш ксрак.

(2 ) дан Я, ни и\'1фтиш учуп бу тенгламаларнинг бцриииисини л: га, иккин­
чисини у  га ва учинчиснки г га купайтириб

Л
т

dt
i/2

di
dz

бки х2 4 - уЗ 4 -  2  ̂ =  

вканлигини эъгпГюрга олиб интегралласак, 

814

г = —  хамда ( 1) га кура ¡ р ' ^
dt

=  const



=  m gz  — тц2(, (3)

тенглик урннли булади. Бунда билап нуктанииг бошлангич тезлиги, билан 
нуь^ташшг бошлангич пайтдаги апцликатасн белгиланган.

Курилаётган ?;олда боьчаниш реакция кучипинг норма«тдаги проекцияси

?̂ егас1/ - У ® -
а [ (̂ 1 \

+ д2 = 2 ?. (4)

формуладан апикланпди. Бу ерда сфера ичидаги сох а̂ учуп ¡{х, у, г) >  О б̂ -л> 
гани учун п нормаль I радиус буйлаб О нуз^гага ¿’¡уналади. Боьланиш реак­
ция кучи (ипнинг таранг.'гик кучи) N хам п нормаль буйлаб йуналгани 
учун (4) да мусбат [¡шо!';: олииади.

Боглапип! купа!пуочаси X нм (2) дан хам ани1'^лаш мумкнн. Бунинг учуй
(2 ) генглймаларнинг бириичисшш х га, иккинчисини у  га, учинчисини г  га к^- 
пайтирнб ¡-^уша.'шз;

( Р  / 4- -1

2
ёки богланиш тенгламаси (!) пи 31,тиборга олсак,

2X1 =  m g г  ти^. (¡5)
(5) ни назарда тутлб, (4) дан боглаиин! реакция кучининг нJpмaлдaги проек- 

дияснни аниклаймиз:

■5ки (3) га кура

3 ГПР2 пгс?.
~ r̂ng — • (б)

(6 ) тенгликдан ф'^идаллннб, ¡]у:^га ха'пшги богланишни 1̂ аноатлантирнши учун 
Оошлангич Гд тс'^лик кандай шарти;; кг!:г'атлаи 'Л 1рншиии топиш мумкин. Бунинг 
учун г =  — I б ул га ;!д а  минимум кш1м;!тга эга булишини ва нинг л;ар 
цандай р;иГ;мат1!Да (Л’„)„,,^,^ > О б>7шши учуп

т'Л [ 2гпо > 0

шарт Сажар11лиш1'ки назарда тутамиз. нгпг .энг капа {̂ ш1мати I га тенг бул- 
гМ и учун пу'.^та богланиш тенгламасини

Гр >  V 0̂ 1 
шарт бяжарилгапдагина ¡^апоатлантир^ди,

18 .3 -§ . Снлли!^ эгри чнзу.^ буйлаб ?^аракатланувчи ну?^- 
танипг .^аракат дифференциал тенгламалари

Айтайлик, М нуг^та Охуг координаталар системасига нисбатаи 
цузгалмас булган силли!'; згри чизил^ буйлаб >^аракатлансин. Бу чи- 
зИ1ип[ иккита

У> О,! /1й о\
!/. =  О I
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18.2- раем.

сиртларнипг кесишгап чизири деб 
i^apaui мумкии. Бу сиртларни идеал 
силли!^ деб i^apacaK, у ?^олда улар- 
нплг >̂ ар биртш молдий нуктага
-аъсириии мос равишда ва 
•ормал реакшш кучлари билан ал­

маштириш мумкин (1 8 .2 -раем). Би­
нобарии, силли!^ эгри чизи}^нинг нор­
мал реакция кучи ва ларнинг 
геометрик йнгиидисига тенг булади:

Л? =  Л/, +

Шу сабабли эгрн чизи!^ буйлаб ?^аракатланувчи ну 1̂ та учун
(18 .3) тенгламани 1<^уйидагича ёзиш мумкин:

mw  =  f  +  iVi +  Л̂ 2- (18 .10 )

(18,10) ни Декарт координата у 1̂ ларига проекциялаб, цузгалмас 
эгри чизи!-̂  б>11ича харакатланувчи ну 1̂ танинг мазкур у 1̂ ларга нисба­
тан :^аракат Д1к}х|;ерсн1.!,иал тенгламаларини оламиз;

m л: — X +  iVjj. +  

mij — К +

m Z  ^ ' ¿ А ^  ^2г-

(18 .11 )

yVj ва Л̂ 2 нормал реакция кучлари мос равишда grad ва grad 
гп коллинеар булгаии туфайли

/ал I +
V йх д у

iVa Т  .
дх д у

д г

7 + ^ * 1 .
(18.12)

Бунда Xl ва лар богланиш купайгувчиларини ифодалайди.
(18.12) ии назарда тутиб, (18 .11) ии

=  X +  +  '
ОХ
д к

д х '
dUт у  = Y +  A-i~  ?i2 —  

д у  д у

т г  =  г  +  ^1 ^  +  Ха ^
дг дг

к>финишда ёзиш мумкип.
(18.13) тенгламалар к^^згалмас силлин  ̂ эгри чизиц буйича у,ара  ̂

катланувчи nyt^ma учун Лаграижнинг биринчи хил тенгламала­
рини  ифодалайди.
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(18.13) ва богланиш тенгламалари (18.9) дан ташкил топган 5 
TÍ1 тенгламалар системаси восигасида номаълум х, у, г, ва 
ларни Bai^THHiir функиияси сифатида ифодалаш мумкин.

(19 .12) га acocan боглашшд реакция кучларининг ва нор- 
маллардаги проекциялари

4- \ду + т\ д г

(dh
дх

+ а/з
ду)

У
(18.14)

формулалар ёрдамида апи1̂ ланади.
Агар N у ва мос равипща /1(х, /у, г) =  О ва /^(х, //, г) О 

сиртларга утказилган таши^и нормаль б\тшча йуналса, (18 .14) да 
мусбат И1.иора олинади.

18.4-§. Берилган эгри чи̂ и!<, буилаб )^аракатланувчи 
ну|^та ?^аракат ди|)фереыциал тенгламасининг табиий к<юр- 
дината д аар и д аги  и1)Одаси

НуЕ'^та 1^узгалмас эгри чизиь  ̂ буйлаб .^аракаТо'1анганда унинг ? а̂- 
ракатини табиий координата у}<;ларига нисбатаи ^рганиш Е^улай бу-

лади. М ну!^та актив куч Р таъсир1а а  1̂ уз1-алмас силли!^ эгри чи- 
зи[  ̂ буйлаб %яракатлаисин. Бу эгри чизи1̂ да бирор О иу 1̂ таии сапо 1̂  
боши сифатида оламиз ва ёй координатасипинг мусбат ва ман(|1ий 
йуналишини к^рсатамиз. М иу1<̂ тада уриима т, бош нормаль п ва 
бинормаль Ь лардан ташкил топгаи табиий коордииата у^ларини 
(8 .5 -§ ) утказамиз (1 8 .3 -раем) ва М ну 1̂ танинг эгри чизик; буйлаб 
з^аракатини ифодаловчи (18 .3) тенгламани табиий координата уЕ'̂ ла- 
ри га проек 1.1 и я л а \\ миз;

та\ =

ёки тезланишнипг te.’ 
эътиборга олсак,

dv- ■• о»
_  — S , w  ̂=  — о проекцияларини

N. (18.15)

(18 .15) тенгламалар г^дзгалмас сил- 
л щ  эгри низик  ̂ буйича щ р а т т -
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ланувчи ну}^танинг табиий координата ^¡^даридаги ^аракат диф'  ̂
ференциал тенгламалари деймладн.

Бу тепглама.^арнииг (18 .] 1) тенгламаларга ннсбатан афзаллиги 
шундан иборатки, (18.15) тенгламалар воситасида ну;^танинг ?^ара- 
ка г конунмии в а  боьланип] реакция кучларини алохида-алохида 
аниклаш ^íy^iкпн. Хаг^ш^атан лам, (18 .15) нинг б]финчисида борла­
ниш реакция кучи ¡{атнашмагани туфайли бу тенгламани интеграл- 
лаб ну к,танин г тезлипщи ва берилгаи эгри чизт-^ буйлаб >^аракат 
1̂ онуниии аниклаш мумкин; ¡^олгаи иккита тенгламалар воситасида 
борлагнш! реакция кучгиишг ва таи1кил этувчилар1и1и, бино­
барин, б0 ]'лани1и реакция кучиии aииIV^auI мумкии.

Литайлик, моддий нур^га бир текислтисда ётувчи силли:^ 1̂ >згал- 
мао эгри чизи!^ буйлаб :<аракатлансии, Лгар нуктага эгри Ч!!ЗИ!̂  те-
кислигнда ётувч!! Г актив куч таъсир этса, у  .\олда =  О бу­
либ, ну1';;Тага бош нормаль буйича йуналган богланиш реакция кучи 
N таъсир этади. Бинобарин, курилаётган }^олда (18.15) ни

т з
(18.16)

курииишда ёзиш мумки?:.
Агар нуцта силли?^ булмаган згри чнзнт  ̂ буйлаб .'^аракатлапса,

(18.15) ва (18 .16) тенгламаларнинг биринчисида динамик нш1;аланиш 
кучи N) хам 1̂ атнашади.

18 .5 '§ » М атематик тебрангич

Вертикал текисликда лсойлашган силлш^ айлана буйлаб огирлик 
кучи таъсирида х,аракатланувчи моддий ну 1̂ та математик тебран- 
гич дейилади. Маеалан, бир учи ма^^камланган чузилмайдиган ва

орирлиги }^исобга олинмайдигап ип- 
га осилган М моддий ну 1̂ танй 
математик тебрангич деб р^араш 
мумкин. М нур^танинг .\олатини ип- 
пинг вертикал билан тап1кил ¡^ил- 
ган ф бурчаги бнлан ани 1̂ лаймиз.

Айтайлик, ну^^танинр массаси т ,  
нпнинг узунлиги / га тенг булсин.
М  ну 1̂ тага унинг огирлик кучн Р
ва нпнинг реакцияси N таъсир этади 
(18 .4- раем).

М ну}^танинг харакат дифч:|)ерен- 
циал тенгламасини тузиш учун

\\ 1 \\ \
\ \

Т1,
V
\
\

<

У

13.4« раем.
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= m g  sin Ф, mg  eos ф

б^^липшни эътиборга оламиз. У .^олда (18.10) ни ¡куйидагича ёза 
Ofla.Mvss:

mi ц! ^  — m g  sin ф, 

mi ~  — m g  eos ф +

Б у тенгламаларни

ф + - ^ м п ф = .0 , (18.17)

+  m g  eos ф (18 .18 )

куринишда ифодалаш мумкип. (18.17) тенглама воситасида матема­
тик тебрангичнннг ^^аракат }^онунини, (18 .18) ёрдамида ипнииг реак­
ция кучини аниь^лаш мумкин,

•

(18 .18) дан к^фамизки, ипиннг рсакциясини анш' .̂таш }^ун ф* 
катталикни ф бурчакнинг функцияси сифатида ифодалаш керак. Бу­
нинг учун

** „  _ * d(p _ 1
^  Йф dt  ̂ ¿ф 2 ¿ф

муносабат 5^инли булишини назарда тутиб, (18.17) ни к^уйндагнча 
ёзамиз:

—  /^ф ^=  — g  51Пф (/ф.
2

Бу тенгламани ú — О да ф — Фо. Ф === Фо бошлангич шартларда 
интеграллаймиз:

ф
— — g  51пф (¿ф

Фв Ф»
ёки

/ ф2 =  2 я  (eos ф — С05фо) -f- 1 'р1 (18 .19 )

(18 .19) ни (18.18) га !<̂ уйиб, ни анш^лаймиэ:

=  т /  ф̂  +  m g  (3 созф — 2 eo sфр).

Агар ну1̂танинг бошлангич тезлиги V o~l%  булоа, ипнинр р е а к -  
цияон

,  mvl
== —— ь m g  (3 eos ф — 2 eos фо) f l8 .2 0 )

форму ладан ани1̂ланади.
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Шуидай {^илиб, нпнннг реакцияси тебрангичнинг бошланрич отиш 
бурчаги ва бошланрич тезлиги га борлиг^ булади.

(18 .20) дан фойдаланиб, ну 1̂ та доимо богланншии 1̂ аноатлантй- 
риши учун (яъпи ип э ГИЛ мае лиги учун) бошлангич тезлик }^андай 
1̂ ийматга эга булишини а!Ш1̂ лаш мумкнн. Бунинг учун ф =  л бул­
ганда N„ минимум I'̂ HHMaTra эришишини ю  нинг j^ap 1̂ аидай ций- 
матида >  О булиши учун

rnv,

еки

= ---------- ( 3 + 2  COS Фо) >  О

üJ > ( 3  +  2 cos9 o)^ ¿

шарт бажарилм1;ип1и назарда тутамиз, 
Хусусан, фо =  О булса,

v , > y 5 g l  (18 .21)
шарт бажарилганда ип доимо эгилмайди (таранг ?^олда булади).

Дастлаб тебрангичнинг 51пфя:^ф шартни 1̂ аноатлантирувчи кичик 
тебранма харакатини текширамиз. Бу з^олда тебрангичнинг харакат 
диф(|зеренциал тенгламаси ¡куйидагича ёзилади:

ф +  -у-ф  =  0 . (18 .22)

B y эркин тсбранма харакатдаги нуь;танинг .\аракат лиф !)ерепциал
тенгламасига ухшашдир. (18.22) нинг умумий ечт1мини к^уйндагича 
ис}зодалаш мумкнн*

Ф sin í  +  a  (18 .23)

Бунда а  бурча]с амплитудасини, а  боп1лангич фазапи ифодалайди 
й^амда х^аракатнинг бошланрич шартларидан аши^ланади,

Шундай 1̂ илиб, математик tricóрангичнинг кичик тебраниш­
лари гармоник тебранма ^{аракатдан иборат бдлади. 

Тебрангичнинг кичик тебранишлар даври

Г  =  2 я | / у  (18 .24)

формуладан аникланади. (18,24) дан курамизки, тебрангичнинг ки­
чик тебра1П1шлар даври бошланрнч оршп бурчаги фд га богли!^ бул- 
майди,

ф бурчак ихтиерий ¡^ийматни 1̂ абул 1̂ илиши мумкин булган з^олда 
тебрангичнинг з^аракатини текшириш учун (18 ,19) ни ¿ — О да ф =*
=  Фо, ф =  Фо =  О бошланрич шартларда интеграллаймиз, У з^олда 
(18 ,19) пи

ф2 =  2 (cos ф —  cos ф„)
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ьурипншда ёзиш мумкин. Шу сабабли 

d(p ■d i — ~ =  Л/ " Г  V <̂05 ф — cos ф„ (] 8 .25)dt V '
муносабат уринли булади. Агар тебрангич ф бурчак ортадиган ну- 
иалишда .^аракатланса, (18.25) да .мусбат ишора, акс ?^олда маифий 
ШБОра олинади.

Ó 8.25) да узгарувчиларни ажратиб, куйидагинн >̂ осил т^иламиз;

V cos'f — MStfo ‘
Бу теигламада косииусларни ярим бурчак сииуслари

2 - 2 

орт^али алмаштирсак, у  шоу тенглама уринли булади:
zfc ф п ^

V . .. Фп . .  Ф V ^s.n^— ~ s m - -

(18 .26) ИИ иитегра»1лаи1 учун sin ни k билаи белгилаб, ф 

?̂’рнига

тенглик ёрдамида ани1'^ланадиган а  бурчакгиг киритамиз. У холда 

бунддн

cos —  =  Л' cos а  d а, 
2 2

, 2 k COS а d a  2 k cos a dad Ф = -----

Натижада (18.26) ни
± d a

V 1 —  ft' sin- a
| / _ £  dt (18.2Й)

куринишда сзиш мумкин.  ̂=  О да ф==фо бошлаирич шартларни хи­
собга олиб, (18.27) дай а  — бошланрич киймат учун

еки

sin =  ksinrj.f^

ифодани оламиз.
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Ш ундай 1^илиб, (18 .28 ) пи О дан t гача интеграллаб, 1^уйидагини 
^^осил и^иламиз:

_____«
t -  zb

d а
(18 .29)

Би1ю6 а])ин, t Bai^T бнлан а  орасидаги 6 of jjaHHtn бириичи хил r^Kfia 
ЭЛЛ1 ШТИК интеграл ор1'^али и(|юда./!аиади.

(18.24) дап курамизки, ф- манф^ий цийматга эга булмаганн учуп 
с05ф >со5ф (, ёки !ф 1 <̂ ф̂ „ яъгт ф бурчак --ф ^ дай ф̂  гача уз­
гаради. Шунингдек О А вер1икалга нисбатан симметрик булган uyi^-
таларда ф̂  бир хил |у(йматга эга б\\1ади хамда ф ~  +  ф,, да ф̂  
нолг^ тенг булади. Бинобарин, худ,ип кичик тебрани1илар каби ф 
бурчак ихтиёрий ¡^ийматни кабул 1у 1лганда хам тебрангич ф̂  бурчак 
би.тан аии1упанадигаи чекка хрлаглар орасида тебранма харакатда 
б}^')ади.

Мазкур тебрсИПШ1Лсф даври ни аник.лаиг учун (18.29) даги 
интегралнинг ь^уйн чсгарасн тебрангич ф — ф̂  га оггандаги чеккя хо- 
латига мос келитини эътиборга оламиз. Бу хрл.чтдаи тебрангич ф =  
=  — Фо чекка :^олатгача х^аракатланганда (18.29) да манфи.й ииюра 
олииади. Тебрангич чекка >^олатдаи энг пастки холатнгача кучишида 
у 7т-ан Bai^T тебрапишнннг чорак даврига телг булишини эътиборга 
олсак,

1 г = -  V -
 ̂ V ё i  )/1—r-sin-a

V (18 .30 )

ёкп

b y ia a  /С=-

К.

á  а биринчи хил тула -ллг.птю^ интегрални
у 1  — н- sin- а

V

ифодалайди. К  нинг киймати бошлангич ори[п бурчаги ф̂  га богл1и̂  
булиб, махсус функциялар жадвалидан ани1‘̂ ланади.

(18.30) даги интеграл остидагн н(|юдани (-^аторга ёйиб,
d  а .

(1 — //-sin'«) 1/2 i ' i— ~ sin^ а  И— si n' ^a d a
2 2 . i ’
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ифодани оламиз. Бундан ташкарн
Л
 ̂ 1 . 3 - 5  ••• (2п — 1) я

а  ■-=■ 2 -4 .6 2п
О

булишини эътиборга олиб, тебраниш даври учун

^ 1 =  2 л | /  у  [ 1  +  (-^ )=  ^ -  +  . . .

(18.31)

i 1 юрму ла ни ол а м 113,
(18.31) дан кура>.:из1(н, бошланрич огиш бурчаги ф(, катталашган 

сари тебрани)и даври 7\ хам орта боради.
нинг кичик киймати учуй деб, (18.31) да фат^ат

биринчи иккита хад1/и эътиборга олсак, тебраниш .таври[1миг та^фи- 
бий Ц11йматн кунидаг1{ча ёзилади;

Г Т
(18.32)

(18,24) ва (18 .32) формулалардагн тебраниш даири бир-биридан

16
га фарц килади. Бу фаршншг ¡^иЛмати га борлнц бу­

либ, куйидаги жадвалдан аникланади;

Фв 10" 20  ̂ ! 40" 90"

1 + 1,0019

1

1,0076 1,0304 1.0684 1,1539
16

1 8 .2 - масала .  /Массася т  =  600 к г  б ул ­
ган юк радиуси г  =  0 ,2  м г а  тепг чн{-ирмккл 
ураладиган  трос воситасида го р л зо т  бнлап 

бурчак тйшкил зтувчи 1̂ ия т(^кис-’]ик буй- 
.’¡аб кутарилали ( 1 8 . 5 - раем). Юкнипг кия 
тскнслик бнлаи ишкалаишп коэф1р:шиеитн 

~  0 ,2 ,  Агяр чирмрш^ ф =  0,4 1 '" конун 
асосида айляиса, тросн1Шг тарапглик куч!Г 
вакт!И;нг функиияси сифатида йииклаисип 
хамд :1 кутарЧ ’-' бoмlлa[!raыд¿)к 2 секунд 
г г тдагн  т^'.paнгл^:к кучининг мнлдср>1 апи 1̂ > 
.'¡аисгп!.

Ечиш. Коордш'ата укларпнк  )8 .й-р;;Сл1- 
дагидек тяилг.О олймпз, Координаталар  бо- 

ракпчнг бс^илаигкч .уол^лида ола .̂йз.
Юк .V ук  харакатлзн! аилигн т у ­

файли богланиш текгламасиым у~согЫ кури-
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пишлз сзиш мул'кин, Юк нх-^лёрни ?<;олз]Н! 1  эгалллган паптд;] унга таъсир 
SíTyB4H K)4;iápHii курслтамиз, 1\,ия токислнк 6yi"i;ia6 хлракатлэнувчи юкка унинг
( гирлик кучи Р m g  тр-с буйлаб иунллгап трос нинг тарапглик кучи Т 1̂ ия
7.кнсл11кн!шг нормал роак ия куч]; Л' d ; í  ц и я  текислик буйлаб пасгга йуналган
niui'ia.TaKiiiii кучи тйъсчр г<тади.

(18,2) га ассс;и{

т7--~Р-\ ^  :-lv 4-7'*'“''̂

=  я  ~  г  +  Л' +  7) (1)

тенглама уринли булади. Бунда i бнлак д: yi^iinnr бирлик пски ри белгиланган.
(!) ни X ва у у(\ларга проекциялаб, юкн'шг ция текислик 6 yii;ia6 )^аракат 

лифференциял тенгламаларини оламнз;

т х  =  ~  m g  cos 30'’ -\-Т — N, (2)

т у  — — m g  cos 60^ -j- N. (3)

у  =  c on s t  булгани учун y  — Q. Буни эътиборга олиб, (3) дан N ш  аницлай-
мнз:

Л’ — m g  cos 60^

Юкнинг X уь; буйлаб тезланиши х 4HrnpHî  туишидаги нуг^ашгнг урлнма 
тезла]шшнга тенг булгани учун

x = r 9  =  0 ,2 .2 ,4 i - - 0 ,4 8 i  м.

Натижада (2 ) дан троснинг таранглнк кучи Т нн йн!И';ла1п мумкин:

Г  =  mg cos 30° +  m g  cos 60^ -j- m x =  600-9,8
2

+  0 , 2 - 6 0 0 - 9 , 8 . ^  +  600 .0 ,48  i =  (56BO +  288/) H =  (5.68 +  0,28S i) кН,

/ =  2 с да ?■ =  6,256 кМ.

19-боб. МОДДИЙ НУКТАНИНГ НИСБИЙ ^АРАКАТ 
ДИНАМИКАСИ

19.1-§. Моддий ну1̂танинг иисбил хапакат ди}):})ереН' 
циал тенгламалари. Ку ириа на Кориолис ииерция 
кучлари

Ю1\оридаги бобларда моддий нуцтанинг )<;аракати инерциал сис­
темага иисбатан )70гапилди. Лекин купинча пу:^танииг харакатини 
ихтиёрий рапиища .харакатланувчи объект бллан борланган коорди- 
иаталар систе.масига нисбатан текширишга турри келади. ДАасалан, 
ну’г^танинг :?^аракатини тезланувчан >;аракатдаги ракета, са.молёт ёки 
кос.мик кема билан борлангаи координаталар системасига иисбатан 
ургани1ига э)^тиёж турилади. Нуктанинг инерциал булмаган бундай 
системага нисбатан ^^аракати унинг иисбий >^аракатини ифодалайди.
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Бу бобда массаси т булган ва бе- 
1>11,'1ган к у 1̂ пар таъсиридаги М нylvra- 
ии!1г з^у^ралмас 0 1 5 1 ] С ни<-фциал сис- 
тсмага нисбатан маълум крнун асоси- 
да ракатланувчи 1̂ узгалувчи О хуг 
к(юрдина талер системасига нисбатан 
,\а[)акатини текширамиз (19 ,1- раем). 
Колгусида ОхЕт]  ̂ инерциал системани 

1:злмас деб 1̂ араймиз,
¡Борланишдаги нуз^та динамикаси- 

нииг кузралмас координаталар систе­
масига нисбатан асосий тенгламасини

^  Г Я (19Л>

куринишда ёзамиз. Бунда /’ — актив кучларнинг тенг таъсир этув-
миси; ~  боРланиш реакция кучи.

Кориолис теоремасидан (13 .3 -§ ) фойдаланггб, ну1<; та нинг абсолют 
'гезланиипши унинг нисбий, кучирма ва Кориолис тезланишлари ор- 
|̂ 1ли ифодалаймиз:

{19 2
(19,2) ни (19.1) га к^^йсак,

т +  т +  т  =  /■’’ +  7?

ски Wg ва 1^атиа1.иган .хадларни унг томонга утказсак , 

т  ш ,  -1- ( —  т  1С’^) +  ( —  т  W!¡) (¡9.3)
тенглама уринлн булади.

(19,3) д а :1 курамизки, нуг^ганинг массасирн! унинг нисб{Ш тезла- 
Iи^шигa купайтмаси актив 1'сучларнинг теиг таъсир этувчиси билан 
борланиш реакции кучларининг йириндисига тенг булмайди. (19.3) 
да 1'^уйидаги белгилашларни киритамиз:

Ф^ =  — ’ ( 19. 4)

(19.5)

Ми1у 1,ор жихатдан 1!укдаиинг .массасгг билан унинг кучирма тез- 
лйниши купайтмасига тенг ва кучирма тезла!П1Шга к.арама-1<̂ ярши
йуналган вектори кучирма инерция кучи д015и.тади.

Микдор жихатдан нуь:таит1г массаси билан ун!шг Кориолис тез­
ланиши купа11тмасига тенг, йуналинш Кориолис гс!;:)ланишига карама-

—V
карши б\Ктган вектори Кориолис инерция кучи дейилади. 

Н атижада (19 .3) ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

(19-6)

325



(19,6) тенглама нух^танинг инерциал булмаган системага нис- 
Оатан харакат дифференциал тенгламасини  ски нисбий ^^аракат 
дифференциал тенгламасини  ифодалайди.

Дел1ак, нисбий харакат дифференциал тенгламаси (19.6) ни ту- 
зиш учун нуктага 1̂ уйилган актив кучларнинг тенг таъсир этувчиси
—4“ - -V

F Bei борлаииш реакция кучлари /? ¡унорига кучирма инсрцня кучи
ва Кориолис инерция кучи ларни т^ушиш керак.
Кучнрма Bei Кориолис инерция кучларини ?^исоблашда кинемати­

ка булимида чикарилг-аи кучирма тезланииши ифодаловчи (13 .22)

^  X  Р +  « е  X  (о>  ̂ X  р") ( 1 9 .7)

?^амда Кориолис тезлаииши аиикланадиган (13.24)

U'/, =  2 o)ßX u^ (19.8)
фор: îулзлардан фойдаланамиз.

(19.4), (19.5), (19.7) ва (19.8) формулалардан курамизки, кучир­
ма ва Кориолис гтерция кучлари иук;гапинг бош1'̂ а объе1\тлар билан 
узаро таъсир>1га эмас, балки нуктанииг массаси .\амда нисбкй ва 
кучирма харакатигагина борлш-  ̂ булади. (19.6) ни }^узралувчи коор- 
д;п !ага уклар15га ирсекциялаб, нисбий харакат дифференциал т ен г­
ламасини Декарт координата уклариоаги ифоЪсини оламиз:

тх F , -Ь А' , п Ф ,  ,  -f- Ф ,, , , ,

с т / . ; +  -;-'iVv-| (19.9)
¡riz ~  b  l \ 2 Ф̂,, -г ■ I

19.2-§. Классик мсхаяиканинг ннсбнйлик 
принцньп

Лйгайлик, !сучнр>;а харакат v^=consi узгармас тезлик билан содир 
буладиган т\гри чизш^ли илгарилама харакатдан иборат булсми, 
яъии Охуг кузгал\'1’чи координаталар систомасн х^м инерциал снс-
темядан иборат булсми. У холда ¡кучирма харакат тезлаииши О
булади, шунингдек, куч1;рма харакат турри чизикли илгарилама :^а-
ракатдан нбора г булгаиг! учун ва Корполпс тезланиш — О
булади. Бинобарин,

Ф ,= Ф ,
булиб, иисбий харакат ди'ффереиииал тенгламаси (19.6) ни

m w,^ -7~ V R  (19 .10)

куринишда ёзиш му.мкин. Бунда нисбий харакат дифференциал тенг- 
/¡амаси билаи абсо.’гют харакат ди.[>ференциал тенгламаси (19 .1 ) бир 
хил курииишга эга булади.
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Агар M нуцта OjErjC ва Oxyz инерциал системаларга нисбатаи 
ицаракатлапса ?^амда уларнинг иккинчиси биринчисига иисбатан i'q тез> 
лик билан турри чизи1̂ ли илгарилама ?^аракатда булса, у  ?^олда иу?^- 
тапинг мазкур системаларга нисбатаи радиус-рглт(^\7'!р[{ куйидаги 
муносабат ÔHviaH борланади:

r=^p + v j .  (19 .11)

Бунда иккала система учун ваь^т бир хилда утади, яъни

(Î9 .1 2 )

д(‘Г) караймиэ. (19.11) ва (19.12) формулалар Галилей алмаштири- 
IIIU дейилади. Бирор инерциал скстемадаи боил̂ а̂ инерцнал система­
га утишда динамика 1'^онунлари бу алмаштмрищга нисбатан нивариант 
булади. Бу натижа классик механиканинг нисбий.гик принципи  деб 
агалади. Бу принципга Kÿpa, барча инерциал системаларга нисбаган 
моддий ну1\та бир хил >;опун асосида харакатлаиади.

19.3-§. Ну{^ганинг нисбил мувозанати.
Вазнсизлик

Агар моащ1й нукла 1;уз;'алувчи Oxyz координаталар системасига 
ннсбатан тинч холатда булса, у  >^олда унинг нисбий тезлиги нис­
бнй тезланиши хамда Корио;1Ис тезланиши Wî  иолга тенг 6 ÿj!a- 
ди. Шу сабабли (19.6) дан ¡-^уйидаги куринигидаги нисбий мувоз^шат 
^генгламасинн оламиз:

=  0, ()9 ,1 3 )

Бу тенгламадан курамизкн, нук,та нисбий мув(Улйпшпда булса , 
нук^тага к,уйилган актив ва реакция кучлари кучирма инерция ку­
ча билан мувозанатлаш ад и,

Олинган иатижадан (|)Ойдаланиб, орирлик кучи майдоинда верти­
кал буйлаб тезлаиувчаи (ёки секииланувчаи) )^аракатлацуБЧИ жисм 
пазнцнинг ортиип! ёки камайишини тутуитириш  мумкин.

■ Жисмнинг уни тутиб туруячи горизоитал таянч тскислип!га 
курсатадиган боеим куч .ira унииг возни, дейилади.

Масалан, юкншн^ rapoaif палласига курсатадиган босими юкнинг 
пазиини ифодалайди.

Агар жнем к^уйнлгаи гаглик вертикал буйича тезланувчан хара- 
катда булса, у  холда л!азкур жисмга таъсир этувчи Iipmnir тортиш
кучи (огирлик куч]!) Р ^  m g  на жР!см!И1нг вазни бир-биридан фар!  ̂
Ц11ЛИП1ИИИ 1'^уйидаги miîcot ёрдамида изохлаш мумкин.

Агар лифт каб?;наса вертикал буйича а тсаланиш бнлан юкори- 
га караб харакатланса, бу тезлаииш кучирма тезлаингидаи ибсрат
булиб, кучирма инерция кучи ^  — т а  мавж уд булади. Лифт 
кабннаси иолидаги жисмга вертикал настга йуналган ушшг орирлик
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кучи хамда кабина полинннг реакция кучи
N таъсир этади (19.2-расм). (19 .13) га асосан 
бундзн жисмнинг мувозанат тенгламаси

m g  4- N + О (19.14)

куринишда ёзилади, (19 .14) ни лифт ?^ара- 
катланастган йуналишга проекцияласак,

—пщ  +  ¿V — та —О

муносабат уринли булади. Бундай

N (g  -Ь а)
ифодани оламиз. Бинобарин, куриластган >̂ ол-

19,2- раем. да юкнинг вазни ортади. Бу }^одиса орт щча
юкланиш деб аталади.

Старт 5̂ олатидаи вертикал юь^орига тезланувчан )^аракатланаетган 
космик кема ичидаги пассажирлар ории^ча юкланишга дучор б ;̂^^aди.

Агар а тезланиш вертикал пастга йуиалса, у  ?^олда кучирма
инерция кучи уз йуналишини узгартнради ^амда

N = т{§ —а)
булиб, юкнинг вазни камалди. Хусусан, a — g  булса, вазпсизлик 
хрлатига луч келамиз.

Космик кемаларпи учпригида ортиг^ча юклаР1ИШ ва вазнсизликпи 
з^исоблаш ало^ида а.\амиятга эга .

19.4-§. Жисмларнинг мувозанати ва з^аракатига 
Ер айланишининг таъсири

Ернинг уз у̂ 1^ атрофида
2 я

24-3600

бурчак тезлик билаи айланиши, Ер сиртига як̂ ин жисмиииг мувоза- 
нати ва харакатига кандай таъс11р этншици 1̂ уйидаги икки }^олда 
куриб чи5< а̂миз.

1. Ер сиртига нкин нуктанинг лисоий мувозанати. Ипга осилган 
ва массаси т га теиг А1 иу1'^таиинг Ер сиртига як^1н тинч .\олатинп 
текширамиз (19.3- раем).

Кз^галувчи координаталар системаси бош1'1Ни Ернинг марказида- 
ги О иу 1̂ тада о;и1б, Ог уь^ии шимолий 1-^утбга, Оу н у 1̂ тага
таа,'1лу]-^ли мepидиa[п^инг укватор билаи кесишган ну1‘;тасига, Ох 
укн1! эса мазкур меридиан текислигига перпендикуляр йуналтирамиз.

М  иу}^тага Ернинг марказига йуналган §■()—гравита-
цион тезланиш) тортиш кучи ва ипнинг таранглик кучи Т таъсир 
этади.
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(19.14) формулага асосан, М 
iiyi^Ta нисбий мувозанатда булиши
учун F ва Т кучлар {^аторига ку -
' 1ирма инерция кучи ни 
керак, яъни:

(19.15)
Г'рпинг суткалик айланиш бурчак 
тезлиги узгармас булгани туфай­
ли Фд куч фа1̂ ат айланиш yi^nra 
перпендикуляр йуналган нор- 
мал ташкил этувчидан (марказдан 
кочирма инерция кучндан) иборат 
булади }^амда бу кучнинг модули 
куйидагича анш^ланади:

=  т ~ m a ilR cos0,

бунда /?1 билан М nyi^Tara моо географик параллелнинг радиуси 
белгилангап. Натижада (19.15) ни

19,3- раем:

(19.16)
курииишда сзиш мумкин.

Т кучшшг ми1-^дорини улчаш учун ипни динамометр бнлан ал­
маштириш мумкин. Динамометр ёрдамида

Р — т g  — — Т (19.17)

Hyi^Ta орирлик кучипинг мт^дорини ани1̂ лаймиз. Буни назс$рда т у ­
тиб, (19.16) формуладан 1̂ уйидаги муносабатни оламиз:

(19.18)

Шундай 1̂ илиб, Ер сиртига якин нуи^танинг огирлик кучи Ер- 
нинг торпиаи кучи билан марказдан ¡^очирма инерция кучларининг 
геометрик йириндисига тенг булади,

19.3- расмда геоцентрик кенглик 0 билан белгиланган. М нуцта
Ерга нисбатан тинч ^олатда булганда ипнинг таранглик кучи Т йу- 
т л ш 1 чизи1<; У{акщий вертикал деб аталадигаи йупалишни Иí[)oдa- 
лайди. Бу йуналиш билан экватор текислиги орасидаги ф бурчак 
географик кенглик  дейилади.

19.3-расмда курамизки, }̂ а}̂ и1̂ ий вертикал билан Ер радиуси ора­
сидаги бурчакии у билан белгиласак.

ф 0 ^  Y

муносабат уринли булади.
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(19. i 6 ) ни ипга перпендикуляр булган МК  йуналишга проек- 
циялаймиз;

— F sin 7  -Ь sin ф =  0 .

Бунда Г =  cos Э булгани учун

4 r

éo
sin ф ■ COS 9

муносабат уринли булэди.
Ернинг бурчак тезлиги со̂  =  0,0000729 с"~̂ , радиуси R =г 

>=6 350 000 м ва огирлик кучииинг тезланиши о-^,=::9,81 м/с  ̂ були­
шини эътиборга олсак,

—^ ^ 0 , 0 0 3 4 ,

6 nHo6 ipi!i .̂ V 'Р — 0 бурчак ж уда кичик б)^шди хамда ти1фибаи
í<?„R

sin Y Ai у  л?- •sin 2  0

деб сзмш мумкин. 0  =  45'' б^ч^гаида у максимал кийматга, эришади.
(19.16) ни ипнипг йуналиши MB га проекциялай.миз:

Т ~  F cos у +  Ф^ cos ф =  О,

буидл wg-Q, Ф ' ' ш  a)^/^-cos0  ва у  бурчак географик кенглик ф 
га нисоатаи ж уда кичик бумганда cos ф л ; cos О эканлигини эътибор­
га o.jii6 , нининг таранглик кучи Т ни аниь;лай.миз;

Т л ;  — т  соя^ ф =  т — oy^R cos- ф). (1 9 .1 9 )

(19.17) пи назарда тутиб, (19.19) д а [1 Ер сиртидаги огирлик ку - 
чининг тезланишини ани1̂ паймиз

-if —
a)f/?

COŜ  ф).

Винибарин, g  катталик иу1< т̂аиииг географик кенглиги ф га бор- 
лик рп!̂ И11!да уягаради.

К_уГ|илаги жадвалда турли географик кенгликларга мос булгак 
оги])ллк кучн TC3 ,iaimiuH g  нинг 1х!{йматлари келтирилган.

15'> 30“ 45« 60® 75“ ОО*

9,7803 9,7838 9.7932 9,8062 9,8191 9 ,8287
1

9,8322

2 . Эркии туш аётгар! жисмнинг пертикалдан ориши. Хавоиинг 
картилнгини хисобга олмай, Ер сиртига Я1̂ ип масофада эркин т у ­
шаётган мо,д,'^пй иу 1̂ таиинг харакатига Ернииг уз уки атрос|)пдаги 
ñÍKiaHHiuH т^андаи таъсир эти1иини куриб чи1̂ амиз. Буиинг учуй }^уз- 
га л у вчи Оухуг координаталар системаси бошини М ну 1̂ танинг бош-
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лаирич Х(Олати /Wq ётган вертнкалнннг Ер сирти бнлаг! кесишгап 
жойида оламиз (1 9 .4 -раем). О̂ г ут^ни ^̂ аь̂ иь̂ ий вертикал буйича 
ю1̂ орига, 0]Х ÿi îiH меридиан текислигида Ô z га перпепди.куляр рл_ 
Биш да лчанубга . \а м д а  у;^ни mapi^^a йуналтирамиз.

М ну 1̂ тага Ернииг тортиш кучи F==mgQ таъсир этади. Нук/га- 
нинг иисбий :^аракат тенгламасини тузиш учун бу кучга кучирма
инерция кучи =  cp'J ва KopHOviHC инерция кучи Фд =  —
=  — 2т( 0)̂  X «^apini 1̂ ушамиз;

Фг — 2т(со^ X v^), ^  (19.20)
Ю1̂ орида кургаиимиздек, Ернинг тортиш кучи f  билаи кучир­

ма инерция кучи Фй ни огирлик кучи P ~ m g  билан алмаштириб, 
цуцтанинг нисбий ?^аракат тенгламасини }^уйидагича сзиш мумкин:

т о:'/. =  m g  — 2т (<о̂  X v )̂
ёки

=  Я — 2(со^ X (19.21)
Биринчи яциплаи1ишда Ерни[1г айланишиии эътиборга олмасак,

'—У
îîvi^Ta вертикал буйлаб g  тезланиш билаи .\аракатланади,

Кориолис инерция кучи Ф̂  ̂ иуь^таиинг огирлик кучи Р га нис­
батан aiî'îa KH4JiK булгаии учуп иккинчи якинлашишда нут^таиииг
нисбпй тезлиги Hti вертикал буйича пастга йуналган деб ?^араш 
,му.мкин. Ериинг уз у 1̂ и атро.1̂ идаги айланиш бурчак тезлик вектори

Ерпинг айлатии уки буйлаб ж а[1убдан шидюлга йуналади. У
.>;олда Кориолис тезлаииши ¿¿'f, =  2 (о)̂  х  и̂ ) NOS меридиан те.кис-
лигига перпендикуляр равишда гарбга, Кориолис ииерция кучи Фд=^
^  — эса loapiy^a йу'налади, Шундай 1̂ илиб, иккинчи Я1<;инла-

шишда нуцта вертикалдан шарк- 
i^a оради 0 9 .5 - раем). Бу огиш- 
иинг мш'^дорини .^^исоблайлптз.

/Î-

19.4- рас-м.
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(0  ̂ нинг координата у 1у1аридаги проекциялари
(О̂д. (О., cos ф, СО̂у ~  О, (0^, — 0)  ̂з1пф 

теигликлар воситасида апнцлангааи сабабли

^  Í / 1
0)е X COS ф О sin ф

X у  Z

муносабат )финли булади. Буни назарда тутиб, (19.21) пи л:, у, г  
цузгалувчи координата уг^ларнга проекциялаймиз:

(19 .22)

(19 .23)

X =  2  у  С0̂ 5]’Пф,

у  ^  — 2{XgW ̂ sin Ф +  г £0 ,̂ cos ф), 

г  =  — Я +  2  г/tóbeosф.

Нук^та ;^аракатини 1̂ уйидаги бошлангич шартларда текширамиз:
/ =  О да .ÍT =  О, у  = О, г  ~ Н;

X f/ =  О, г  — 0 .

ва ф узгармас бул 1'ани учуй (19 .22 ) ии (19.23) бошланри'! 
{U а j j т л а р,да и н те гра л л а й mi i з :

Л' •-■= 2 у  (О., sin ф,

у  = 2 со̂  (г co s  ф -Ь Л' sin ф),

г — g í  + 2 (o¿,y cos ф.

Бу)!да и)!теграллаш доимийлари нолга тенг б>ччишини осолгяна 
исботлаш лгум){ин.

Ернинг бурчак тезлиги =  0 ,0000729 с“  ̂ мш^дор >ки>^атдан 
Kíí4 ífK булгани учун бнринчи ш<;инлашишда (19 .24) да о>̂ 1̂ атиашган. 
хадларни xjico6 ra олмаймиз, У холда

х ^ О ,  у  ^  О, z ^ —gt.
Бу тенгламаларни (19.23) бошланрич шартларни эътиборга олиб 
иатсгралласак,

(19.25).

(19 .24)

Бу тенглама Ернинг уз атрофидаги суткалик айланишини 
эътиборга олмаган }^олдагн иуг-^танинг эркин тушиш 1̂ онунини ифо­
далайди, .V, у, Z ларнинг (19.25) воситасида аиш^ланадиган 1̂ иймат- 
ларини (19 .22) га г^^уямиз

л: =  0 , у  ^ 2  cú^gi cos ф , 2 = g
ва хосил булган тенгламаларни (39 .23) бошланрич шартларда ин­
теграллаб, иккинчи Я1^инлашишда эркин тушувчи нуцтанинг >^аракат 
1'^оиунини ани1̂ лаймиз:
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х ~  о, У (р, г /У-----gt'\ (19.26)
О W

(19.26) дан Bai^T z* ни йукотиб, iiyi^ja траекторияс!шииг теигла- 
ктасипи аиш^лаймиз

2
(// — 2)  ̂cos'  ̂Ф, (19 .27)

9 Я
(19.26) дан курамизки, Н балаидликдап бошлангич тезликсиз 

тушаётга!'. М Hyi^ia Ернинг уз у^и атрофида аилаимши натижасида

У =  -^«йЯг"^С05ф

1<̂ оаун асссида mapi^j^a оради. Hys^Ta Ерга туи 1гаи пайтдаги уиииг 
вертикалдаи ориши OiM^ нн билан белгиласак, ujy пайтда г  — О 
булгани учун (19 .27) дан фойдаланиб у  ̂ ни ани1̂ лаймиз:

2И
i/l = = ^ а д С 0 5 ф *

3/2

ё  /

20’ боб . МЕХАНИК СИСТЕМА ДИНАМИКАСИГЛ 
КИРИШ

20.1-§. Механик система. Механик система ну1̂таларига 
таъсир этувчи кучларни классификация цилиш

Механик система (ёки 1дю\ача система)  деб шундай модди11 
яут^талар тупламига айтиладики, унинг >̂ ар бир нуцтасининг харака­
ти ва долати система таркибига кирувчи бош1̂ а ну 1̂ талариинг >̂ ара- 
кати ва >;олатига богли!^ булади.

Механик системанинг к,андай таилаб олиниши бизнииг ихтиёри- 
ыизга 6 оРу1И1̂  масалаи, автомобилни механик система деб олиш 
мумкии ёки у 1И1Нг моторини, тормозла1и системасини (схуд улар­
нинг айрим звеноларини) алохида-алох^ида механик система деб н;а- 
раш мумкин. Шунингдек, исталган жисмни зарралар (нукталар) 
туиламидан иборат меха1иж система деб тасаввур цилиш мумкии.

Агар жисмлар (нуцталар) бир-бирига узаро таъсир этмаса (маса- 
лан, сувдаги кема, учаётгаи самолёт оа )^^аракатлаиаётгаи поездлар 
бир-бирига узаро таъсир этмайди), бундай жисмлар туплами меха­
ник система б>ммайди.

Агар механик система иу 1̂ талари орасидаги масофалар узгармас­
дан крлса (маеалан, абсолют 1̂ атти1̂  жисм), бундай система узгарм ас  
механик система  дейилади.

Механик система ну!^таларига таъсир этувчи кучлар1Ш ички ва 
таш 1̂ и кучларга ажратилади. Механик системани ташкил этувчи 
ну^^талар (ёки жисмлар) нинг узаро таъсир кучлари ички кучлар 
депплада. Маеалан, Р^уёш системасидаги плансталарнинг узаро таъ-
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сир кучлари ички кучлардан иборат. Механик система таркибига 
кир,\!айди1йи ну 1̂ та ски жисмларнинг берилган система ну}^таларига 
таъсир кучларн таищи кучлар дейилади. Масалан, кемани механик 
система деб 1'^арасак, кема кмсмларинииг орирлик кучи, сувнниг 
к.аршилик кучи ташки кучларни ифодалайди. Одатда, таил'^и к,учлар

, ич|;и кучлнр билан бслгиланади'^.
Механик системанниг 1-^андай танлаб олиииуимга ь;араб битта 

кучнинг узи ё таш 1̂ и, с ички кучдан мборат бу;ш/ии мумкин. Ма­
сала!!, автомобиль моторпда поршень, шатун ва тирсаклн валнн ме- 
.\aHiii; система деб 1̂ арасак, газларнииг иоршеига таъсир куч!] танл^н 
кучлардан иборат б\^^aди, ва.'^оланки, моторни механик система деб 
К;]расд;;, бу кучлар ички кучлардан иборат булади.

Мехлп1:к система 11у|^та.';арниинг >^аракати ички кучларга лам ,̂ 
ташки кучл;:[та хам борлиц булади,

Ныото1)}И1нг учннчи 1̂ онун;гга кура меха!1ик система ну^^таларн- 
Ус\ таъс1ф этувчн ички кучлар жуфт-жу4л' равшнда ми1̂ дор жи-'^ат- 
д;л: теиг, йуналиши к.арамал-^аршидир. ’Шундан келиб чнкнб, ичкif 
кучларнинг ]^уйндаги иккита ыу^^им хоссаларнни ола.миз.

1, Система барча ички кучларининг геометрик йигиндиси  (ич­
ки к!)'1:!арнинг бсчи вектори) нолга тенг:

= 0  (20 .1 )

-̂ 1
Буида билан номери V га теиг нуцтага таъсир этувчи ички 
куч'ларпинг тенг таъсир этувчиси белгиланган; N — механик сис тема 
таркибига киру11чи нуцталарнинг сони. Келгуощ а N та ну]\та буйн- 
ча ]"|иринди оли}1ганда нигинди чсгараларнни тушириб ёза.мнз.

2. Система барча ички кучларининг ихтиёрий нуцтага нис^ 
батан моментларининг ееометрик йигиндиси  (ички кучларнинг 
бош моменти) нолга тенг:

ек]^

Л '1 о ^ -2  X ==0 (20 .3 )

Система иккита ва ну 1̂ талардан ташкил топса, бу хусу* 
сиятларни осонлнкча исботлаш мумкин. Дакир^атан ,\ам, ва
нук^талар Р\ ва ички кучлар билап узаро таъсир этса, Нью-
то11НИР!г учинчи 1̂ онунига кура булгани учун Р[ +
4 - ^ = 0  тенглик бажарилади; О ну 1̂ тага нисбатан икг<ала кучнинг 
елкаси !г га тенг булгани учун бу кучларнинг О ну1<̂ тага нисбатан 
мол1ептлари >̂ ам мик^дор жи.чатдан тенг, йуналиши кзр‘ама-»^арши. 
булади (2 0 .1 -р^км); натижада

* бунда е ва г нпдскслари француз' 1а exteriгur — ва ш^ел/еи/— ичкк
с у -!,;лринииг бо;и хчрфларндап о/шиган.
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2 0 , 1 - раем.

тсиглик уринли булади.
Механик сис'1'ема N та ну 1̂ тадан ибо* 

рат булганда ички кучларнинг биринчи 
ва иккинчи хусусиятларини исботлаш 
учун ички кучлар система таркибига 
жуфт-жуфт булиб катнашишиии эъти­
борга олиш керак.

(20.1) ва (20.2) ни коор,аината у^лари- 
га проекциялаб 1̂ уйидаги тенгламалари11 оламиз;

“  0 . v r ;  =  о, 2 ^-; ^  о, 

2 { f i ) =  о, ) =  о, Z m , ( f i ) =  о,

Бу тенгламалар фа.чодаги кучлар системасининг муво.занат T̂ 'iii-- 
.¡амалари (6.46) га ухп:аса-да, ички куч.чар системаси мувозаиат- 
■;1ашмайди, чунки ички кучлар системанинг турли нукталарига !^у- 
йилган ва бу кучлар таъс!5ри,а,ан систе.ман!и1г иу'1сгалари бир-бирига 
и[!сГ:атан кучиил! мумкин.

М о ( 7 ( ) + М о ( / г )  =  0

20.2-§. Системанинг массалар w ai^aan

iH..xd!iHK системаниш^ харакатини ургани[пда мазкур си ск 'м а 
;}у!^та:1ари массаларпнииг т а 1'^симланигииии характерловчи катталик- 
ларии анш^^аш керак булади . Бу катта.чиклар массалар геометрия- 
сида  урганилади.

М еханик система N та  н у 1̂ тадаи таш кил топган б ул !1б, улар- 
иинг .массалари т^, т^, . . • , «д/ булсии. Система иуь^та-
.пари M j, /Vij, . . . , Мд, нинг 1^узгалмас Oxyz координата,лар снс-

темаснга нисбатан радиус-векторларини Го, координа-
таларини ixi  ̂ i/j, Zĵ ), У‘̂1 ^з)» • • • » {-̂ д" билаи бс^чги-
лаймиз (20<2-расм). Система таркибига кирувчи нукталар11ииг мас­
салари йигиндисига тенг

М =  2 ^ ^
катталикка системанинг массаси де- 
йилади.

Радн)'с вектори

Л.

м (20.4)

ла ердамида ани1̂ ланадигая 
геометрик С ну'-^тага системанинг 
массалар маркази деГичладн.

335



(20 .4 ) ни Декарт координата уг^ларнга проекциялаб, система 
массалар марказининг координаталари ани1̂ ланадиган

(20 .5 )
м м м

формула.’[арнн оламиз.
Системанинг массалар маркази системанинг бирор пу 1̂ таси билан 

уст.ма-у'ст тушмаслиги хам мумкин. Маеалан, бир жинсли хал 1̂ а- 
нииг массалар маркази унинг геометрик маркази билан устм а-усг 
ту.’лади ва хал 1̂ ага тааллу1\ли б\\амайди.

(20.4) ва (20.5) формулалардаи курамизки, берилган механик 
система массалар марказининг холати унга таъсир этувчи кучларга 
эмас, система ну 1̂ талари массаларининг таг^симланиитга борл1ц  б у ­
лади.

(20.4) Н1ШГ унг томонидаги ифодаиинг сурат ва махражинн ^  
га купайтирсак,

___2  ' ’у
' С

еки

(20,б>

булади. Бунда билан система ну 1̂ таларшшиг орирлигк
белги-ланган.

7 .2 -§  да курганимиздек, (20 .6) формула ёрдамида огирлик куч 11 
маГионидаги 1̂ 1тти 1̂  жисмнинг орирлик маркази аниг^ланади. Бино- 
барпп, 1̂ атти[^ жисмнинг ёки узгармас механик системанинг орирлик 
маркази унинг массалар маркази билан устма-уст тушади.

Лекии бундан орирлик маркази ва массалар маркази айнан бир> 
хил тушунчани ифодалайди, дегаи хулоса келиб чи1̂ майди. Берил­
ган узгармас механик система орнрлик кучларининг тенг таъсир- 
этувчиси ь^уйилган ну}^та унинг орнрлик марказиии ифодалайди. Би- 
иобар1П1, орирлик маркази тушунчаснни фа1̂ ат огирлик кучи майдо- 
1П!дап1 узгармас механик система (хусусан, ь^атти!  ̂ жисм) учун к;ул- 
лаш мумкин. Массалар маркази эса 1̂ андай кучлар таъсир этишидан 
1̂ тгъи назар, исталган механик система (хусусаи, дсформацияланув- 
чи жисм) учун маънога эга бу^шди.

20.3- § . Инерция моментлари

Система масса,тар марказининг .^олати система массалар1и!инг 
та 1̂ с11мланишини тули 1̂  характерлай олмайди. Маеалан, бнр хил Л 
ва В 1ла):)ларнинг марказларидан айланин! у[^и Ог гача булган к  
д?лсо:|.)аларни баб-баравар орттирсак (20.3- раем), у  .^олда А ва В
и]арлярдан 'гашкил топган систсманинг массалар маркази узгармай- 
Д11, би|Ю1̂  систсманинг массалари бошз^ача тат^симланади ва натижа- 
да системаннпг харакати' узгаради (бош1<;а шартлар узгармаганда ай-
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лапнш секинро!^ соднр булади). Шу ^  h 
сабабли мехаиикада система массала- 
рининг таг^снмланишиии хара1{терлаш 
учун системанинг инерция момеити 
тутунчаси  киритилади.

Моддий пуь^танипг массасини би- 
pop I уК^^ача б}ч1 ган масофа квадра- ф
тига купайтмасига тенг катталикка ^
!i{jf\maHUHd ущ а  нисбатан инерция  20.3- раем.
доменти  дейилади.

Система ну 1̂ таларииинг массаларини \ 1̂ \ача (ijyi^Ta ёки те{а!слик- 
]{ача) булгаи масофалар квадратига купаитмаларииинг йириндисига 
тсыг скаляр катталик мос равио1да системанинг й/ща (нукт а  ски 
текисликка) нисбатан инерция моменти дейилади.

Н уктага нисбатан ииерция момеити купинча кутбга нисбатан  
инериия моменти дсб }сам ага.тади.

Агар / yi^Ka, О ну 1̂ тага ва П текисликка иисбатаи система1(1и^г 
инерции мо-ментлариии ва /jj, билан белгиласак, таърифга ку-
ра

=  'o  =  S ' " v C  ^ n = S " ' v 4  (20 .7)

формулалар ури^ли булади. Бунда сисчема нуктасининг 
массасини; лар эса мос равишда Aí^ иуг^тадан I y^í^a, О
ну}^тига ва П текисликкача булгаи масофаларни ифодалайди,

СИ бирликлар системасидаги инерция момеитинииг улчамлиги 
[/] — КГ'М^ б5^^aди.

Агар механик система жнсмдан иборат 6\Kica, бу жисм-
илнг инерция моментларини а 1шклаш учун жисмнинг массалари 
Ат^ га тенг (v 1,2, ... , N) бу^пакчалар тупламидак иборат деб 
1̂ араймнз ва (20 .7 ) фюрмулаларда т^ лар урнига Ат^ ларии г^уя- 
миз. Сунгра жисм ташкил топган булакчалар сониии орттира бора- 
миз ва N-^ оо,Ат.^-^0  да лимитга утамиз:

=  l i m  V A hi  -  [ ! f d m ,  ( 2 0 , 8 ) '
;V->® (M)

Д <̂>0

бунда интеграл бутун жисм массаси бу^^ича олинади.
Х ажмга эга булгаи жисмнинг укда нисбатан инерция моментини 

анит^лаш учуй (20.8) да dm — p d v  муносабат уринли б;̂ 1̂ишини 
эътиборга оламиз, Бу ерда áv  жисм булакчасининг >;ажмини, р зич- 
лигини билдиради.

Бир жинсли жисм учун р =  cons¿ бу^1ишиии эътиборга олсак, 
yiy<a иисбатан инерция моменти учун яна т^уйндагн ифодани ола­
миз;

1 ,^  f/i^pdl/ =  p f/ iW . (20 .9)
(V) (V)

Dy интеграл бутун жисм ?^ажмн V буйича олинади.

2 2 —2282 ЗЗГ



Агар жисм 1<^алинлиги Ь га тенг 
(6 = -const} юп1̂ а сиртдан иборат бул­
са, d v — bds деб i\apa6 (бунда ds  сирт 
булакчасинннг юзи), (20.9) ни 1̂ уйида- 
гича сзиш мумкин:

1^—рЬ J h-ds — р 1 f Ii4s. (2 0 .10)
{¿) (s)

М азкур интеграл бутун  сирт S  буйи­
ча олииади ва — о Ь сирт зичлигини 
(сирт булакчаси массасииинг yiniHp 
юзига нисбатнии) ифодалайди.

Худдч и1уииигдек, к>'ндаланг кс- 
сим юзаси S  га генг ( s u ç o n s / )  ингичка 

20л- раем. CTep/Kein-iiiHr ущ^1 нисбатан инерция
момгнтиии хисоблашда du sdl {dl — 

■стер/Кеиь булукчасининг узуплиги) бу.шшини эътиборга оламиз:

Jihil ^  р . (’ иЧ1. (20.11 )
0̂ ) и)

Курилс'ёггян холда интегра/! стержень кесмаси (стср:кеиь vkjî) б у ­
йича о.11шади хамда с гержсниииг зичлигини ифодалайди, 

iWexfiiniK системани1и\ жу\г,тадан, iuItthk жисмиииг Охцг Д ек ар т  
: о:>рдил;п7  ̂ ÿi .̂’iapitra иисбатаи и|;ерци>т люментлари[!н >^исоблаймиз. 
Буиииг учуй ихтиёрий О нуктада координаталар бошини олиб, сис- 
темаиииг массаси га теиг ихтиёрий нуь^тасииинг коордииа- 
та.:арин1[ х^, билан белгиласак, мазкур Hyi'iTaAaH 
укларигача булган масофалар квадрати мос равишда

^  х1 +  г ;,

координата

ф'^рмулалар ёрдамида ани1̂ лаиади (2 0 .4 -раем). Координата у 1̂ ларига 
нисбатаи инерция момеитлариии билан белгиласак, у
.\олда улар учуй

L  =  S '" v {  ¿'v ^5)-
(20.12)

м у 1:ссасатлар уринли б\'лади.
Координаталар бо!иига ннсбатан системанинг инерция моменти 

i^yйидагича анш-^лаиади ;

Бу ерда билан массаси т^, га тенг ну 1̂ тадан 
бошигача булган масофа квадрати белгиланган.
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Худди шунингдек, координата текисликларига нисбатан инерция 
моментлари 1̂ ^̂  учун ушбу формулалар уриили булади:

'о «  = 2 ' ” .^ .-  ;(20.14)

(20 .12), (20.13) ва (20.14) дан куйидаги муносабатларии оламиз:

4  =  2^0- (20 .15)
¡ о у Л ' о . .  + ' о ч , ^ ' о ’ (20 .16)

К ~ 0̂2К О̂ху’ ^Оху 0̂,уг > К “  ^Огх ^  О̂уг ' (20 .17)

(20.15) системанинг учта Декарт координата у(^ларига нисбатан 
инерция моментларииинг йирипднеи мазкур еистеманинг координага­
лар бошига нисбатан инерция моментининг иккилакганига тснгл.'г- 
гиии; (20.16) систсманинг учта координата текисликларига нисбатан 
тишрция моментларининг йитнндиси мазкур системанинг координата­
лар бошига нисбатан инерция моментига тенглилиш; (20 .17) эса 
бирор ук.̂ -̂ а нисбатан системанинг инерция мо.менти м.-1.^кур сг[сте.\!а- 
нииг шу >т̂  буйича кесишувчи иккита узаро перпендикуляр текие- 
ликларга нисбатан инерция люментлари1шнг йи1'нид1̂ снга тенглигиии 
ифодалайди.

Купинча системанинг у 1<̂1̂ а нисбатан инерция моментиии

(20.18)

куринишда ёзилади, бунда М — б уту  и системанинг массаси. И![ер> 
ция моменти кг..м^ улчамга эга булишини назарда тутсак, узун- 
лик бирлигида улчанишига ишонч .^осил г^иламиз. Бу у з у 11лик с ж -  
тпеманине у щ а  нисбатан инерция радиуси  дейилади. Агар систе­
манинг у( 1̂<̂а нисбатан инерция моменти маълум булса, инерция 
радиуси

формула ёрдамида ани1̂ лапади,
(20 .18) дан курамизки, инерция радиуси жисмнинг масоаси му- 

жаесамлашган ну 1̂ тадаи г  булган шундай масо.факи, мазкур
ну 1̂ танинг г  у 1̂ 1̂ а ннсбатан инерция моменти шу у̂ 1̂̂ а нисбатан бу­
ту  н жисмнинг инерция моментига тенг.

20.4-§. Жисмнинг параллел у 1̂ларга нисбатан инерция 
моментлари ?̂ а1̂идаги Гюйгенс-Штейнер теоремаси

Жисмнинг массалар марка.зи ор1̂ али утуочи ук;1̂ а параллел бул­
ган нисбатан инерция моментини хисоблашии куриб чи1̂ амиз. 
Литайлик, узаро параллел булгаи Охуг ва Сх'у^г' Д екарт коорди- 
1̂ 31'а системалари берилган булсин, бунда С нуцта системанинг 
массалар марказида жойлашган (2 0 ,5 -раем).
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^ 1̂ ка нисбатан инерция хмомеи- 
тинииг таьрифига кура

(20.20)

20.5' раем.

бунда гп  ̂ билаи ну;^танииг мас­
саси; ва г ;  би­
лан мазкур нуг^танинг Охуг ва 
Сх-у'г' координаталар систсмасига 
нисбатан координаталари белгилан- 
гаи. Агар Охуг координаталар смс- 
темасига нисбатан массалар марка­
зининг координаталарини у^, 
билаи белгиласак, у  }\олда 

vяy^v!•aнllнг координаталари -  д-; у ^ ^ у ^ ^  у  с', 2-̂  =  < +  2-̂  
муносабатлар билан борлаиган б>^лади, Координаталарнинг бу 1'^ий- 
матларини (20.20) га 1{уйиб, соддалаштирсак,

/, -  -I- У'1) + +

:И([)Ода хрсил булади.
Ьу И(}юдада +  г/' )̂ жисмнинг массалар маркази ор[^али

утувчи у 1̂ )<;а нисбатан ииерция моменти; =  М — бутун жисм
массас!?; О ва '^пг^ у\ ~  М у'  ̂ =  О, чунки систсма­
нинг массалар марказиии ифодаловчи С ну1';та Сх'у'г^ координаталар 
системасининг бошнда олнигани туфайли =  — О, Бундан таш- 
1̂ ари х\, -\-у̂ (̂̂  — й - [ й  — Ог ва Сг' у|\лар орасидаги масо])а) эканли- 
гини э'ыиборга олсак,

=  (20.21)
формула хосил булади.

Бу формула Г юше НС'Штейнер теоремасини  ифодалайди: бирор
1]щ а  нисбатан системанинг инерция момента сист еманинг маС' 
салар маркази оркали ш у у щ а  параллел раешида фпган у щ а  
нисбатан инерция моменти билан система массасини 1](^лар 
орасидаги масофа квадратига купайтмасининг йириндисига тенг.

(20.21) формуладан курамизки, системанинг массалар маркази 
ор 1̂ али утувчи у|у^а нисбатан ^^исоблаш'ан инерция моменти унга 
нараллел булгаи уч^ларга нисбатаи хисобланган инерция моментлари 
ичида энг кичик 1<^нйматга эга булади.

20.5-§. Бир жипсли баъзи жисмларнинг инерция мо- 
ментларини )^исо5лаш

Купинча мураккаб И1аклга эга булган жисмни оддий шакллн 
жисмларга ажратиш усули билан унинг инерция моме1!тини ани}^- 
лаш 1̂ улай булади. Буидай жисмнинг инерция моменти унинг бу-
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20 .6 - раем.

лакларп инерция моментларининг 
йириидисндан иборат деб i^apam 
мумкии.

13ир жинслн оддий ишклга эга 
б} ;̂и'ан баъзи жисмларнинг ииерция 
моментларини ^^исоблашии куриб' 
чицамиз.

1. Бир жинсли стерженнинг 
инерция моменти. х vi^hh узунли­
ги / га теиг ингичка АВ стержень буйлаб йуналтирамиз (20.б-расм). 
Стерженнинг А учидан утувчи ва унинг yiyrra перпендикуляр йу­
налган г \т̂ 1̂ а нисбатан ииерция моментиии хисоблаймиз.

Айтайлик, стержениииг массаси М, зичлиги p j ^  “V
бу^тсин. У  ?^олда стержень dx булакчасининг массаси dm — p.¿íix 
эканлигиии назарда тутиб, (20 .11) га асосаи к^йидагини оламиз:

(20.22>

параллел равиища стерженнинг ^массалар маркази ор1^али' 
утувчи Cz' у^^з нисбатан ииерция моментирш Гюйгеис-Штей11ер тео­
рема cfíra асосан ан}п>:ла1 !миз;

бунда d - - = . | ' - L p Í ,

Бинобарин,

Ir,' =  ’а, — -'5 —  = м  ------С г  Л г  4 3 4 12 (20 .23 )

2, Ингмчка доиравий ?^ал1\анинг инерция моменти. Массаси М 
ва радиуси р  га теиг доиравий >̂ ал1̂ апинг марказидаи унииг тек1!с- 
лигига перпендикуляр равишда утувчи Сг укг'^а нисбатан инерция 
моментини хисоблаймиз (2 0 .7 -раем). }(,ал!<̂ ани{1г барча иукталари Сг 
укдаи  бир хил — Н масофада жойлашгаии туфайли (20.7) га 
асосан

=  =  =  (20.24>

булади, буида =  М .^алканинг мас­
саси,

(20 .24) формула массаси М, радиуси
га тенг юпка кобицли цилиндрнинг 

марказий буйлама )^^ига нисбатан инер­
ция моментини топиш учуй хам ур 1и1ли 
б\мади.

3. Бир жинсли доиравий дискнинг 
инерция моменти. Массаси М, радиуси 
и  га тенг доиравий дискнинг О нуктага 
нисбатан инерция моментини хисоблай- 
миз (2 0 .8 -раем). О 1<^утбга нисбатан диск- 20.7-раем.
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нинг инерция моменти шу ну 1̂ тадан диск 
тскяслигига перпендикуляр равишда утув ­
чи Ог у 1̂ !̂ а нисбатан хисоблакган инер­
ция моментига тепг б^^аади. Дискда ра­
диуслари г ва г А- с1 г  га тенг айланалар 
орасидаги доиравий }̂ ал1̂ ани ажратамиз. 
Бу .\ал1';анинг массаси

йпг — 2пгр^йг

^  Мга тенг. Бу ерда Рх ^
ЛИГИ1И1 ифодалайди,

(20.8) га асосан
 ̂ Di \̂R'̂

=  \гЧт — ■ 2^гр^(1г~ 2 лр1 [ гЫг =  2 хгр1 —  =
(М) "о о

Бу радиуси Я га теиг доиравий цилиндрнинг марказгн1
буйлама }4чига нисбатан инерция моментини тоииш учун хам урии­
ли булади.

Диск текислигидаги Ох ва Оу уг^ларга ппгбатаи уиинг иу[^тала- 
ри симмстрпк жойлатгапи учуп (20.15) га асосаи 2/^J—
^  ! А- 4- лекии / /„ булгани учун

20 .8 - раем.
л

диси1!и ;т .зич-

(20 .25)

л?/?-'
(20 .26)

4. 1\увурнмнг инерция мо.менти. М ассас]! М, та!:!!^и радиуси Л\ 
вп 1 1 4 1 ^) р^^диуск га тенг !-^увурнин]^ марказий буйлама й'^и Сг 
га нисбатан инерция момеити радиуслари на га тепг доира­
вий иилиндр.'1арн 1и!г м азкур  \т 1̂̂ а иисбатаи инерция моментларииинг 
айпрмаснга теиг б^^тади (2 0 .9 -раем). Ш уидан келиб чикиб, (20.25) 
га кура т^уйнД’Гппи оламиз:

(20.27;
2 2

бунда М, ва М.̂  билан радиуси ва га 
теш' цилиндрларипнг массаси белгплапган;

-  р Я  а  Щ, Щ -  р Н л  (20.28)

Бу ерда И — цувуриипг узунлиги. (20.28) 
1Ш (20,27) га цр'юак,

лекин 1̂ увурнипг массаси

М -  -  Мз =-- рл. Н [к\ -  Щ)
га тенг.чигини эътиборга олсак, кувурнинг 
марказий б^ч1лама у 1̂ и С гга  нисбатан инерция
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моменти учун 1̂ уйидаги тенглик уфинли 
булади:

/ с .=  +  (20 .29)

5. Шарнинг инерция моменти. Мас- 
сасн М, ралиуси га теиг шарнинг мар­
кази ва шу марка.здан утувчи координа­
та ур^ларига нисГатан инерция моментла- 
рини :^исоблаймиз. Шар ичида ралиуси г 
ва {^алинлиги йг га тенг шар (-^обигинн 
фикран ажратамнз (20 . 10-расм). Унинг 
массаси йт =  р йи булиб, бунда р —

~  ~  т ——  зичликни; ¿и  =  4 л г Ч гV
ажратилган  шар 1^обирининг хажмини ифодалайди. Натижада

(1 т р с1 ь ~  р 4 г-(1 г

тенглик уринли булади.
Шарнинг марказига иисбатаи инерции момеити

2 0 , 10- раем.

I г'^йт 4 лр \г Ч г  =  4 лр - М/?' (20 .30)
(Л!)

фop^ Л а да и н и п к, л а иа ди .
Шар1ии5г марказидан утувчи координата укларига нисбатаи инер­

ция момеи'гларнни хисоблашда бу \1у1арги нисбатан шар иук;галари 
симметрии жсйлашганлигини назарда ту  Iсак, ~ м \  носабат'
\риплп булади. Лекии (20 . 15) га кура 

Бинобарин,- 3 /  - 3 /

/ (20 .3 1>

20.6 §* . Жисм1ииг берилган ну 1̂ тадан угувчи у к л а ;г а  
нисбатан инерция моментлари

Жис?чни;нг бирор О ¡¡ук^аси орцали л', I/, г Д екарт  координата 
укляриии хамда ихтиёрий / у1' Н̂!г у'гказамиз; / ук^нииг л", //, 2 уь:ларг{ 
билан ча'пкил килган бурчакларини а ,  Р, у  билан белгилаймиз 
( 2 0 . 1 1 - раем),

Жисмнинг / у1у^а нисбатаи ииерция моментиии <\исоблаймиз. Бу- 
15ИМГ учуй жисмни =  нукталар т\т1ламндаи иборат деб
1у1р.^нмиз. (20 .7) га  кура  жисмнинг / учда нисбатан инерции мО' 
менти

(20 .32)

(})ормуладан аиик;ланади, бу ерда — ну1-^тадан / булган
масофа.
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ОК^М  ̂ тугри бурчакли учбурчакдан

h l= = rl-{ O K ,r . (20,33)
,0унда г  ̂= х1 +  у1 +  г’  булиб, х̂ , у^, лар iiyi^raiiHHr коор-

динатларипи ифодалайди. ОК  ̂ кесм аА ^ — л:^г +  Í + z j i  радиус-

Бекториинг О/ укдаги проекцмясипи ифодалайди. векториинг 01 
укдаги проекциясиии аник;лап1 учуй бу вектории мазкур уцнииг бир-
ли1ч BeiíTopn Г Í cos а  -¡- / cos р +  k с о ъу  га скаляр купантира- 
-.миз:

V  ̂ //v / +  ^ ¿ COS а  ч- / cos р +  /г cos 7 ) ==
- л -^ c o s a H -^ ^ c o sp +  г^,со5 7 . ( 2 0 . 3 4 )

(20 .33 ) да г\, ни nyi^iamiHr координаталари оркали ифодалаб, 
уни  co s-a  +  c o s '-p -f  cos‘̂  Y =  1 га купайтирсак, г'^уйидагини оламиз; 

h'l - -  ( л-з V y l ' г  ^5 ) (CO.S- а  - f  cos^ р co s- 7 ) — ( x^cos а  -j- г/^cos р +  

- г  CÜS ТJ- =- ( у 1  - г  ¿Jjco s- а  +  ( г2 +  x jjcos^  р +  ( - f  cos- 7 —

— 2у^ г,,со 5  р COS 7  — 2 г^ x^cos 7  cos а  ~  // ĉos а  cos (3. ( 2 Ü.3 5 )

(20 .35 ) ни (20 ,32 ) га 1^уйсак, 

h  ^  cos-cc2/74,( v i  +  г ;)  cos-^ Vm^( z\ +  xl) +  cos“72m ^,( +
H' ¿/v] — 2  eos p eos Y í/y ^  ^ V eos a  У т ^  —

— 2 cos a  ■ cos -̂ v У\'
Б у тенгликда (20.12) га кура

V m 4  ijI -i- г у  =- / ,̂ д ’  -h 4 )  == ¡,/ 2 " ’v( 4  +  i^í) =  'г

M0G равишда х, у,  z ут^ларга иисбатаи инерция моментлари,

S " 'v ¡ 'v ^ v  =  1„< “  ‘ г.- =  ‘ :ф (20.36)
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лар эса марказдан цонирма инерция моментлари  эканлигини эъти­
борга олсак, жисмнинг I y^i^a нисбатан инерция моменти }^уйида- 
гига тенг булади:

=  /^cos  ̂а  +  cos^p +  /^cos^Y — 21 cos р • cos y — 2/^/os у  cos a  —

~  2/ cos a -co s  p. (20 .37)

Жисмнинг I yi î^a нисбатан инерция моментиии ани1̂ лаш учун а ,  
р, у  бурчаклардан таш 1̂ ари О ну!<^тадан утувчи х, у , z уцларга нис­
батан / ,̂ 1у, /̂ , 1у̂ , I ĵ,, Ijcy олтита инерция моментларини 
л;ам билиш керак. (20 .57) да а ,  р, у  ларга турлича г^ииматлар бе- 
риб, О нуктадан утувчи уцлар  дастасига нисбатан жисмнинг инер­
ция моментларини аниь^лаш мумкин.

V 2 0 ,7 * -§ . Инерция эллипсоиди

ct» Р» Т 6yp4aKviapra мос равитда жисмнинг I у д а  нисбатан
инерция момеити 1̂ андай узгаришинн аии1̂ лаш учун мазкур у^^да О 
нук^тадан узунлиги

O ^V = :p !=  (20 .38)

га тенг кесмапи к^уямиз (2 0 .1 2 -раем).
0N кесманинг йуналтирувчи косинуслари учун г^уиидагй м ун о  

сабатлар уринли булади:

c o sa  = x Y l ¡ ,  

c o s P - - ^ = ¿ ' / ' //,

c o s v = ¿ y

бунда X, у, г  — М ну1-!;танинг координаталар!!. (20.39) ни (20.37) га 
1̂ уйиб, /̂  га }̂ ис1̂ артирамиз;

4- — 2/у̂ /У̂  — — 21_,уХу = [ .  (20 ,40)

(20.40) тенглама а,  Р, у  бурчаклар уз- 
гарганда (20 .38) шартни 1-^аноат;1аитирувчи 
N иуг^та кучадиган срфтни ¡кродалайди. Бу 
сирт эллпгюоиддан иборат булади, чунки 

^  О булгани учун (20,38) формула ёр­
дамида аникланадиган О/У маса|}а чекли бу­
лади. Бу эллипсоид инерция эллипсоиди 
дейилади,

Жис.мнинг ? а̂р бир иу)^таси учун узига ’ 
яраша инерция эллипсоиди м авж уд  булади.
Агар координата д аар и н и  сиртнинг О ну} -̂ 
тадан утувчи узаро перпендикуляр бош 20.12- раем.
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диаметрлари*) буйлаб йуналтирсак, эллипсоид- 
нинг тенгламаси соддалаш ади. Бундай у лар­
га  инерция бош уклари  дейилади. Ж исмнинг 
м ассалар  марказита нисбатан ясалган  инерция 
эллипсоиди марказий ин ерция  эллипсоиди  де- 

Щ \ йилади. Марказий инерция эллипсоидининг бош 
марказий ин ерция  бош ун^лари деб

аталади .
Агар XI, координата у 1̂ лари учун

20.13-раем, инерция бош у^арини  олсак (2 0 .1 3 -раем), эл­
липсоид теигламасида коордииаталарнинг к^-

пантмалари 1^атнашмаслиги аналитик геометрия курсидан маълум:

К А + ' у . < Л +  =  (20.41)
Б унда 1̂  , 1̂^̂, 1 лар  инерция бош моментларини ифодалайди.

А гар  О ну}^та орр^али Ох-̂ , Оу ,̂ Ог  ̂ бош ут^тар билаи мос ра­
вишда а ,  р, у  бурчак ташкил этувчи / у к ” и утказсак , у  з^олда
(2 0 .3 7 ) га  биноан бу у|у^а нисбатан инерция момеити

11 -  а  +  1^со5-^ р +  у  (2 0 .4 2 )

формула ёрдамида аник^лаиади.
А гар хусусий ^олда иккита инерция бош моментлари узаро  тенр 

б улса , у  холда инерция эллипсоиди айланма эллппсоиддан иборат 
булади . Учала 1 и1ерция бош моментлари теиг булса, инерция эллип- 
со]}ди а|)ерадаи пборат булад»!.

2 0 .8 * -§ . Инерпии бош у^^ларининг хусуси ятлари

Инерция бош у^лар]шииг г^уйидаги хусусиятлзрини куриб чи1 ;̂ •> 
миз:

I . Берилган нуь^та орцали у  т у т  и Декарт координата  
р и да н  би ри  у ш б у  нук^па уч ун  инерция бош уг^идан иборат  б ули ­
ши  уч ун  ш у  (]кк̂ а мос координата катнашади ган  марказ дан  но- 
чирлш ин ерция  моментлари нолга тен г  бдлииш з а р у р  ва етарли-  
дир .

Зарурлиги, Аитаилик, Ог О н у 1-^та учун ясалган  инерция 
ЭЛЛИИС0ИД1И1ИИГ бош ук^1 даи иборат хамда ва у  уклари ихтиерий 
булсии, у  :^олда инерция эл.,;ипс0 ид 1и̂ 1!и г хар бир /М(л', у, г) н у 1^та- 
сига унга симлгетрих б>1 тгаи М'{— х, — у ,  г) ну]^та мос келади  
(2 0 .1 4 - раем ).

(20 .40 ) теш 'ламага даст.таб М , с у 1 И'ра М' ¿!у1^танинг координа- 
таларини к.уйиб,

1^х- Ч- /у//2 -I- — 2/^ .̂гх — 21 ̂ . х̂у =  I,
“Ь +  ‘21у,уг +  2 ! , , гх — 21^уху =  1

♦) сиртга утказилглн нормаль билаи устма-усг тушувчи диамет] 
бош диаметр дейилади.
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тенгламаларни оламиз, Бу тенгла- 
малариинг иккинчисидан бириичи- 
сини айирсак,

еки

тенглама уринли булади. Л'1 ну1';та- 
нинг координаталари х, у, г лар 
нолдан (|:)ар1у '1И булганн учун охир­
ги 1'енглама фа1̂ ат

/ , .  =  0 ,  / , , - - ^ 0  (20АЗ) 
булгандагина урннли булади.

Етарлилиги. А гар (20 .43) бажарилса, ииерция эллипсоиД[1 тепг- 
ламасини

-I- -  2 1 , у х у  1

куринишда ёзии1 мумкин. Бундан курамизки, г уь̂  инерция бои1 
у?^идаи иборат б5\пади.

2. Агар бир  оюинсли Жигм симметрия  тскислигига эга булса,  
инерция  б ош  у}^.шридан бири симметрия, п екислиеига п ерп ен ди ­
к уляр  булади  х̂ 1мда «олгаи иккита ин ерция бош унлари ш у  те­
кисликда ётади .

Симметрия текислиги II да жис.мнииг и.хтис|зии О нуктасипи 
олиб, Ог уш 1и симметрии текислигига 1:ерпендикуляр й\иа^'!Т!фамиз 
(7 ,5 -раслп 'а караиг). У хр.чда хар бир т̂ . ^"ccгa;iн у ,̂,
н у 1^гага П текис.,чи!и:а симметртгк булган  худди и1ундаи массали 
Л'Г̂  l/v1 ь’у 1<да мос келади . ва М' ,̂ нукталарнинг коор­
динаталари факат ко^^рд^шатасииииг ишсраси билаи фарк, ки.лади.

А\арказдг:и 1{оч;:р:,та ии!.‘ри,ия момеити З’ч у н  куйидаги тенглик 
уринли б\^лади

(И)
чунки ЖИСМНИ1ГГ (?) кисм 1 {гз мусбат координата, (11) г^исмига— 
манфий координата мос кслад 1 1 . Худди шуниги^дек,

(1) (И)

/у г ва марказдан 1-^очирма ;:ие[:ция моментлари иол га тенг бул­
гани учун Ог уь; ииерция бои! \!-:идан иборат булади. 1^олгаи икки­
та Ох ва О у  у 1̂ '>ари О г  га перпендикуляр булгани учун симметрии 
текислиги П да ётади.

3. Аеар бир жинсли :шисм симметрия ¡Цига эга бС/лса, б у  {)}{ 
марказий инерция бош  укидан иборат булади.
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Агар жисмнинг симметрия учун г  у 1-̂ нн олсак, :?̂ ар бир
х ,̂ у^, мусбат координатали, массали нуктага худди шундай
массали, лекин х ш  у  р^ларга мос координаталари л.анфий булган
— X , нукта мос келади {7.6-расмга ^^аранг) ?^амда

(I) (П)
чунки (I) ва (II) йири]адилар с1х11̂ ат_ л:̂  о.адидаги ишора билан бир-би- 
ридан фар1̂  килади.

Шуига ухшаш 1у^~0  булишши! исботлаш мумкин.
Бинобарин, симметрия ук^и 2 инерция бои! укидаи иборат булади. 

Жисмнинг массалар маркази симметрия уи^ида етгани туфайли г  
марказий инерции бош лт̂ и билан устма-уст тушади.

4. Марказий инерция бот уци шу рцда ётувчи барча нyf^maлap 
уч ун  инерция бош уг^идан иборат булади.

Агар Сг у 1̂ ни марказий инерция бош у 1̂ и сифатида олсак 
(20.15* раем),

 ̂Сх =  2  •̂ V ^  О» С̂уг ^  2  '«V =  о,
Е  ""V  ̂ V

м  ~  У с^  
булади. Бунда бутун жисм массаси.

Сг укда ихтиёрий О ну1-^тани олиб, бу иу 1̂ тада Схуг  га параллел 
б\>лган Ох у̂ г̂  ̂ координаталар систсмасиш! утказамиз, У т^олда 
ОС — }г белгилаш киригиб (20.5) ни эътиборга олсак, 12 X̂1 ва /^1 ?  ̂
марказда]! кочирма инерция момеитларн куйидагича >^исоблаиади;

= « ; ■'V "'V =  0.

' у л  =  S ' " v  »V =  2  "‘у ^  Уу ~  =  О-
Бгшобарин, О̂ г  ̂ у!<̂ хам инердия бош у 1̂ идан иборат булади,

2 0 ,1 -масала. АВ вертикал валга хамда узаро перпендикуляр булгап г  узун- 
лнкдяги ОЕ Вг1 ОО стерженлар восигасида бир хил Е в г  О юклар бириктирилган 
(20.16-расл1). Сгержснлгф ва валнинг массасини з^исобга олман ва юкларни мод-
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ЛН|'̂  иу[^та деб {^араб, системанинг массалар маркази С топилсин, шупингдек^ 
^ х г  ^ху марказдаг! кочирма инеряня моментлари ^исоблпнсин.

Ечиш. Координаталар бошини О нуктада олиб, х у 1^ни ОЕ стержень, у уг^ни
0 0  стерлсеиь бунлаб, 2 т̂^ни эса АВ сая  бу;шча нуналгирамиз. Агар юкларнинг 
л’асса.1 ариня гп билап белгиласак, Е{г, О, 0), 0 ( 0 ,  г, 0) булгани учуй (20,5) га 
кура Е ва О ну}^талардан тапжил топган система массалар марказининг коорди- 
латалари цу1цаагича ани1^ 1 анади:

х_ — 2
-V

V—!
2

И У\У=1______
‘2

\'=1

т г
2т

тг
2т

г
2 ’

2’

у—1_______
2

v=l

=  0 .

1 I
Т ''"’2 2

нуцтада етади.Бинобарин, системаигтг массалар маркази С

г  ук; система иу!\талари ётган ху текисликка перпендикуляр й^?налгани учун 
й/ инерция бош уцидан иборат булади, шу сабабли I ^а /у  ̂ марказдан {̂ очир- 
ма инерция моментлари нолга тенг:

^гх ~  ^уг ~
Шунингдск, Е (г. О, 0), 0 (0 , г,  0) булгани учун

¡XV =  У  т  X а — 0 .V V V

^гх - -  ^уг — ^ху —Шундай кили б,
2 0 . 2 - масала. Массаси М" томоилари а на Ь га тепг тугри туфтбурчакли бир 

жинсли пластинка диагоналларидан бири орк,али утувчи г  \'(̂ к;а бириктирилган
гху у̂г> 'ху(20 .17-раем). 2 ва у у 1̂ лари раем текислиги да ётадн деб г-^араб, 

марказдан ь^очирма инерция моментлари аинцлансин,
Ечиш. Координата у(^ларини пластинкашшг массалар марказидаги О ну1̂ та 

ор1̂ али 20.17-рас\5дагидек йуналтирамиз. Бунда х у|̂  пластинка текислигига пер» 
пенднкуляр йуналгани ва унилг массалар маркази ор!^али утгани учун марказий 
инерция бош у£^идан иборат буладн. Шу сабабли

I г х ^  I х у ~  ^  

булади, ¡у^  марказдан 1<̂0 '1Ирма инерция 
моменти (20.38) га кура

.У.= 2 " ' , 'V V еки (1)
( М )

у;, ни ^исоблашформуладан а!Ш1̂ панади. 
учун О I Г|  ̂ янги координаталар систе­
масига утамиз. Бунда | у(̂  х бмлан уст- 
ыа-уст туш.ад!1; т] у 1̂  тугри туртбурчак- 
нинг Ь томоннга нараллел;  ̂ у}̂  унга пер­
пендикуляр йуналади. Ох ва 0 |  устма- 20.17- раем.
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л

X -J

су___

уст т^шганлш и туфайли О \ марказий инерциям 
6 o[u у|^идал ибор:п булади. Oij ва 0  ̂ ук-^^ри плас- 
тинкакинг м^л:салар маркази О нуь^та ор1̂ али утган» 
ва симметрия yiv'i 'ípi'iJ^H ибора г булгани учун бу 
у!^лпр ,'̂ ам маркаЗ!1Й инер:хия 6 oui yiVi¿Jpi^aH иборат 
бул:5дн, Бииобарин, 0 | i)t  координаталар системаси 
О HVî ia учу» ясял1 ан ннеримя э^тлипсоидининг бош 
координата уУ|,лариданн иборат булади. Ог ва 0 ^  
yiy-i.̂ ipii Орасидаги бурчак

(2>

20.18- раем.

ф-.)[!муладаи аиикланади.
Аналитик 1 ч>.!метриядйги координата у^ларини 

бурпш ф ор м уласилаи фойдаланиб, у  ва  г  координа- 
талзрни 1], I  «оордииатала[) ('р1̂ али ифодалаймиз;

у  ^ L c o s a  —  т| sin а ,  
г =   ̂ sin я  4 -  1| соз к.  

г  ларнинг бу ки1'1матларини (1) га 1̂ унсак,
sin  2гл 

hz " ~2 — 1] ’̂  dm -U COS 2oc 1] С dm.

Í3>

(4)

(5>

(M) (Л\) ■ tM)
O^TlC бош координата у^ларидан иборат б^^аганн учун

j’ т] t íím = 0.
( М )

(4 ) даги Бя j  Г|'̂  dm катталиклар мос равишда 0 |i] ва текис-
(Л\) (М)

ликларга нисбатан пластинканинг инерция моментларини ифодалайди ва г^уйнда* 
гича аи’.'̂ ЛЕ̂ ^̂ адн:

а  Ъ

(М )

Ai С Г'
J tíC ÍÍTI

Me»

i
( M )

r\̂  dm =
_M
ab

Tî  d  x]dl =
M
Т Г

©

(П

(5), (6 ) ва (7) HH (4) ra к;уйсак,

/ у . -
sin 2a

M ab ci- — ¿2

Л
12

12

2 0 .3 - мясала. .Массаси гп, балаидлиги i7, асосшпг,;г радиуси г  га тенг дойра» 
ВИЙ цялиидриинг орирлик марказига нисбатан ясалган инерция эллипсоиди тенг­
ламаси 1уаилсии. Коорл,ннага уклари 20 .18 -расмда тасвирланган. Координаталау 
боши О аллиндриииг о^ирлий маркази билан уетма-усг тушади.
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Ечиш. О ну 1̂ тага нисбатан инерция эллипсоядининг тенгламасинн (20,40) 
ринишда ёзиш мумкин:

(20,25) га к5^ра

тг®

/д. ва ¡ у  ларни ^̂ исоб̂ 1аш учун (20.17) формулалардан фойдаланамиз;

— ^Огх +  ^Оху > 1̂/ —  ̂О х у ^ О у г  •

Бунда

о̂ху =  йт-^рпг^ 
(т) __Я

2

тН̂
Т 2 - = 1 Г

X ва У уцларга нисбатан цилиндр бир хилда симметрнк жоГшашганн учун

== ^0^,2 • Шу сабай;ш

П г . т
=̂ Огх +  % г  =  ̂ О̂гл: ~  ̂  ̂Ог/г ~ = ~Т~ *

Натижада

т

т
— '̂ Ог/г +  О̂ху ' ^

1 \
Г2 + ~ Я 2

О

*, ^ ^ лар и  марказий инерция бош )̂ 1̂ лари булгани учун

= -̂ уг = -̂ л-у =
Бинобарин, цилиндрципг орирлик марказига нисбатан ясалган инерция эллип­

соидининг тенгламаси

тг* 2»= 1

куринишда ёзилади.
Б у эллипсоилиннг ярим у 1̂ лари

а = Ь =

1 / '
я м  * т

г а  тенг айланма эллипсоиддан иборат б^ладн.
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21-боб . ДИНАМИКАНИНГ УМУМИЙ ТЕОРЕМАЛАРИ

21.1-§, Механик системанинг :^аракат дифференциал 
тенгламалари

Айтайлик, механик система /М,, Мд,- . • , нукталардаи ташкил 
топган булсин. Массаси т^, бирор ¡'^узралмае Охуг  коордииаталар

системасига нисбатан радиус-век- 
тори га тенг система исталган 

иуктасига 1<^уйилган таш 1ут куч- 
ларнипг тенг таъсир этувчисини 

барча ичкн кучларнинг тенг

таъсир этувчисини билан белгн- 
ласак (2 1 .1 -раем), бундай нукта :;̂ а- 
ракат дис}х|)еренциал тенгла.масининр 
век тор ли исродаси

2 1 , 1- раем; с1̂ г
т.

Л'
(21Л)

куринишда ёзилади. Б у н д а м а з к у р  ну 1̂ танинг тезланиши. 

Системанинг :^ар бир ну 1̂ таси учун (21.1) тенглама уринли булади.

/72, Г.,

¿Г-
ре ̂ о  ̂ о »

т

(21 .2)

Бу тенгламаларни кис 1̂ ача ¡куйидагича ёзиш мумкин:

( у = 1 . 2 .............М).  ( 2 1 . 3 )

(21.3) тенгламаларни [^узралмас Охуг  Декарт координата >Н̂ ла- 
рига проекцияласак,

( у - 1 .  2, Л̂ ) (21.4)



...................  (!'- г,, -
Г)у ерду д: ,̂ 2̂  ор!\али - - - -  =  тезланишнпнг координата 
ук^ларидаги проокдиялари; Х .̂, У^, Ẑ , билан нуктага таъсир этувчи 
Парча ташки кучлар тенг таъсир этувч]1син;[иг гфс;кин>мари; 
Л ‘ . билан зса барча ички кучлар тенг таъсир этуБчнсИ'!1111Г
мазкз'р укдаги проекциялари белгиланган.

(21,3} ёки (21.4) тенгламалар механик системанинг  харакат 
дифференциал тенгламалари  дейилади. Умумий холда система иук.- 
'¡аларига таъсир этувчи кучлар ва1̂ т, система нукта;:арин1;нг к(Х)рД!1' 
иаталари ва тезликларининг функциясидан иборач  ̂ булгани учун бу 
тенгламалар биргаликдаг}! тенгламалар систсмасини ташкил этади. 
Бинобарин, система пу1\таларининг массалари ва уларга таъсир 
этувчи кучларни билган :^олда берилган бошлангич гнартларда ме- 
ха}П1К системанинг >^аракатини аниклаш учун (21.3) куринншдагн N 
та векторли тенгламалар системаси ёки ЗЛ̂  та иккгшчи тартибли
(21.4) скаляр тенгламалар системасини иигеграллашга тугри келади.

(21.4) тенгламалар систе.масини иитеграллаш натижасида хара- 
кат]ии1г бошлангич шартларидаи аникланадиган 6Л' та ¡штсграллаш 
доимийлари >̂ осил булади. Ва 1̂ тнинг бирор иайтидаги система нук­
таларининг координаталари ва тезликларининг киймати механик 
си стема уч ун  бошлангич шартларни  ифодалайди.

Умум 1!й (21 .3) ёки (21.4) теигламаларнинг аинц ечимини
аниклан! хатто механик система битта нуь^гадан ташкил топганла 
хам муаммодир. Агар механик система нукталарига богланигнлар 
куйил1’ан булса, бундай механик систе.ма11г[нг харакат дп,'|х{х‘рекш!ал 
тенгламалариии иитеграллаш яиада кийинлашади. Чунг.'н бу хрлда 
механггк системанинг т^аракатини аниклашдап таии^арн берилгаи 
кучлар ва борлашинлар асосида яиа кушимча номаълум боглаи;11н 
рсакдии кучларини хам аии 1̂ лашга тутри келади.

Механик система нукталарининг сони орта борган сари харакат 
дифференциал тенгламалариии иитеграллаш мураккаб.!аи1а боради. 
Одатда механик систсманиш' харакатини ани1<^лашда б0Е0с;1та систе- 
манннг харакат ди^jlí})epeнil.иaл тенгламалариии иитеграллаш билан 
шугулланилмайди. Куиинча система дннамикасинии|- масалалариии 
ечшнда механик сисгеманииг айрим характеристика лар тупламини 
аш1КЛ‘ ‘Ш е1арли булади. Б укдай  характеристикалар ту;па.'.ги (21 .3) 
ёк11(21.4) тснгламалардаи келтириб чикариладиган на дг .намикаиииг  
умцмай гпеоремалари  деб аталадигаи теурО‘.).!,лар восгтмсила ашгк^ 
ланади. Харакат л1икдср11иинг узгариши х.г.идаги теорема. к1Н1етик 
мамезгпншг у.згарнши ха1^ндаги теорема иа !;г!1ег'1К 'т ер гияии н г  
\згирпи1н хакидаги тсоремаляр аиа шулар и-умласида^лгр. Айрим 
хо.-1ларда бу теоремалардан фойдаланиб, спсте^аниаг харакат дп|':|;е- 
рс1:и.иал тенгламаси бнринчи ш п е гр ал л ар тш  (яъни координаталар' 
дап !’а1у! 0\иича олинган иккничп хосила 1г::т:1<и1шапд1и'аи му1!0са- 
б^п’ларни) 01И[П \п'ч:кин,

Лгар дифферпшпа.л л е;н ла>;ас;.н1;'^г б;!р[[НЧ[: ¡[н*
Т(Л]А:1ллари маьлул! б '̂-лса, бу бараичи актеграллар састемаинш' ла-
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ракатяни апш^ламаса-да, бутун системанинг з<;аракатини харак-
тер л атда  му;4>им а.^амнятга э га .

Баъзи хрлларда динамиканинг умумнй теоремаларидан фoйдav^a- 
ииб биринчи интегралларии топиш мумкин булмаса-да, системанинг 
харакати ха 1̂ ида алохида ахамиятга эга булган маълумотларни олиш 
мумкип. Бу теоремаларни а ло.\и да-алохида куриб чи1̂ амиз.

21.2-§. Л10ДДИЙ ну1̂ та?1инг ва системанинг }^аракат ми1̂ - 
дори. Куч импульси

Кинематика булимида теалик нуг^та харакатининг асосий курсат- 
ки ‘; .1аридспн бири экиплт-ции курган эдик. Динамикада нуцта (ёки 
система иукталари) нинг тезлиги бнлан бирга уларнинг массасини 
хам бплуш Зсфур. Масалан, иккита бир хил нгаклдаги пластмасса- 
дан ва металлдаи ясалган гилдираклар ашан  бир хил кучлар таъси- 
рида турлича харакатда б5vJaди,

Л\ехапикада моддий иу1' т̂а механик системанинг :^аракат улчовла- 
ридаи б11рп сифатида унинг ,\аракат ми 1̂ дори олинади. (15,3) дан
.маълумки, нуктанииг массаси т билан берилган ондаги тезлиги о 
нииг купа)'!тмясига теиг

г/ =  пго
вектор ничто нинг харакат лищдорини  ифодалайди.

Нуь;т 1̂ харакат .микдор1И[ИНг Декарт координата у!<^ларидаги про- 
ек;и;ялс)ри куйидагича аиикланади:

С] , =- т у / =  тх, ду — пЮу = ту, ^  =  тг.
л 1ел.1!,ч/к систе.ма ну1';галари л;аракат миг«;дорларинннг геометрик 

й{.’Л!пл);спга теиг вектор

(21.5)

системанинг харакат микдори (ёки т^аракаг микдорининг бош нек- 
тори) дс11илади.

(8.1) дп Уу (/' — Д'/ иуктаиинг иперциал сисчемага шю-
ё !  V  -  •

багап рядиус- вектори) :^амда система иукталарипииг массалари узгар­
мас б '-'1гаии \'ч\т!

(20 А) га асосан ^  (М —бутун  снстеманинг массаси, г^—
массалар марказииииг радиус-вектори) муносабат уринли булгани 
учун

о' =■ 4 -  =  м  J ' ' ‘■



бунда dr̂
dt

Vç система массалар мар-

Ü

казининг тезлигини ифодалайди. Де- 
ма) ,̂

(21.6)
булиб, системанинг у^аракат мuf<fдo• 
ри б у ту н  система массаси билан 
система массалар маркази тезлиги­
нинг купайтмасига тенг.

(21.6) ни бош1̂ ача 1̂ уйидагича тал- 
1̂ ин 1̂ илии1 >̂ ам мумкин: системанинг 
харакат мu^^дopu б утун  системанинг 
массаси мужассам.лашган деб  цараладиган 
марказининг харакат мшфорига тенг.

(21.5) ва (21.6) га кура, система .'^аракат микдорининг координа­
та уцларидаги проекциялариии аниклаш мумкин;

с?,

21,2- раем.

система массалар

0.\'уг инсрцпал 
масса .'¡ар мар-

Системанипг .%аракат ми[^дорини хисоблаш учун 
координаталар системаси билан бирга системанинг 
казн орь^али утувчи  ва ун га параллел равиш,’’а .\арси;я i лмиу1 .чи 
Cx̂ y ẑ  ̂ координаталар системасишт киригамиз (2 1 .2 -рас.м). Н атижада 
система иукталарииинг л;аракатини Cx̂ y ẑ  ̂ билаи бир1 а л 1 1клаги к у ­
чирма (и.'иариигама) ^^аракач’даи хамда бу координата утулармга müc- 
батаи нисбий .'^аракатдан иборат деб караш мумкии. U ly сабабли 
сис'геманинг ?^аракат ми{^дорини хам  {(учирма ва нисош !̂ харакат миц- 
дорларининг йириндисидан иборат деб оламиз;

.\аракатдаги координагалар c n c r e M a c H f iH H r  ô o u î h  системаиииг .мас­
салар .маркази билаи у с т м а -у с т  туш гаии сабабли нисбий харакатда

булади. Бинобарин, (21.4) га  кура

да Q =  теиглик }'ринли булади.
Ш ундай [^илиб, си стелшнинг  У{арака>п микдори у  пинг  м а с с а ш р  

маркази би .тн биргаликдаги  илгарилама кучирма .\арака!>п(ни ха­
рактер.птд и.

Л\аса,:ан, массалар маркази 0 р1уили y ryeT ii кузгал.\ 1 ас ÿi-̂  агрофи- 
да айланувчи }кисмнинг харакат микдор вектори

Q ^  'q  ̂ -  a Ç - ü
булади, чу Hiv и Ma^v>'uiap марка.чи 1̂ узгал.мас у 1̂ да ётадгг ва yuifHr тез-

— ■V
.чиги Vr ~  о булади. Лекин Tÿi-pn чизлклл рельсда сирпа1 !май >!japa' 
катлаиувчи ри;1диракнинг jjapaKai' MiSK^opn

S5>



Q — ^\vc Ф  О
б\мадн, чунки бу холда гилд1фак массалар марказининг тезлиги 

А О булади.
' —V

Нуктанинг харакат ми1^дори вектори д мазкур  пур^тага, система­

нинг харака т ми1^дори вектори Q эса системанииг масса;иф марказнга 
куйилган деб караладп.

Механик :\аракатттг векторли улчови  С1к1)лтида :^аракат ^нíí^- 
дори олииади.

Вери.лган нуктага  бошка моддий объек1ларнинг >;ар ондаги меха­
ник таьс11|1иии характерловш! улчов сифатида куч  олииади. Лекин 
куч тат^сиринииг э(|х{)скти унинг :^ар ондаги миь;дор ва йуиаличиига' 
ги]1а богл!П{ бу.:1ма}"1, балки унинг таъсир ва1<тига хам богли!^ булади.

Мик^дир ва йуналиш жихатдлн узгармас булгап 7' куч билан 
унинг таъсир вш^ти I нинг к\т1айтмасига ' ltnг

5 - 7 -/ (2 К 7)

вектор кучнинг импульсы  дейилади.
Куч имиульсининг йуна.'пшп^ кучнииг йупалиши  билан бир хил 

булади .
Куч и.\1пу,1ьси 1/заро механик т аъ сирни н г  векторли улчови  

дейи.!адп ва берилган ва:^т ичида моддий нукта  (ски система) га 
Гютья .моддий обкек гларттг  таъсирини ифодалайди.

С И  бирликлар системясида куч и.мпульси Н.с билан ^^1чанади,
Ага}) таъсп]) этувчи куч Р  Г (1) ва1^тгшнг функциясидан ибо­

рат булсп, кучиинг с11 ва1^т ичидаги таъс}фи кучнин г  элементар  
импу.1ьси  деб аталадиган

(21,8)

капа,пик он.чан аник.итади.
Куч элсмеитар пмпульспиииг координата уклапидаги ироекиияларн

=  ХШ, 4$,  -  Ы1 (21,8)

и1}10ла.1арлаи. чекли / ваг^т ичидаги к\ ч и^:tíyльcíí эса

5  — !'г с(1 (21 .9 )
I-

форму, !а.лан ^¡итчлаиади.
Куч 1-М1гульсии]И1г координата лту'кпрпдаги проекциялари ь^уйпта- 

гича аи\иу1аг1ади;

5 ,  -  : Х ( Н ,  3 ,  ~  '[ У ' Л ,  - - -  1 с П  ( 2  ] . 9 0

I 2 т  1 - маса. ’!;!. 2 1 . 3 - раем ла т¿KiiIIp.^;¡¡ll ;‘;н мсхапи.'^мда’л !  куЗр'‘;лмас 1!:л.'1! :рак 
Viп; к̂;г£'‘.■J; ;̂íyiJ :̂и Ги ;л1!ракп!П1Г рги^чси г ,  массаси Д\ иулиб, м:;сс;|лар мар- 

к , .л ; НУКтада Слали; туррн ДЯ С1е;'жс-(?к|'!'Г ^;acc:lcи А-М массалар мар-



I
K/nii с ,  иуцтада ( Л С ^ ^ С з в ) .  OOi крпношип О 
^ 1 . .(¡['офпда уэ!ар,мас w бурчак тезлиги билан
лГ1.-1;п|;1ЛИ.

Кривошип массасини хисобго олмай, система- 
х; 'ракат микдорн хисоблалгли,

Счип1. Бергигаи мехаиизмии радиуси г га 
-|с(ц- г .1л ; 'ярак  b;i ЛВ стержеидая ташкил топ- 
i.'iii СИС7СММ леб карлймиз. У ,\олла системаипиг

Q- QI ' '  Q-J б \I ади. Б у я да

(¿2 -'̂ са /1Я ст(:]}жеи-
x,-t¡i;iKí.T микдорн

'• рал; уели гиллирикиинг;
ИМИ!' х:;],г;кат микдорини ифодалайди,

i2í.G) ({юрмулаии хар бир жнем учун  кл\1 
лпсик,

( 1 )

;а ишгпрок аггани. гуфаили, 

(2)

Ьу ерда Jíap мое p'uiHuua гилдирак мар-
ка,.пл,ап1 Oi на ,4й стержень массала]> маркази 
С\ н\-кгала[)(»(гя' чеа'пгкларигга ифодала ди.

Ói' н\;'г\та OOi KpifSOHi.iii билаи -и'мапма ларакат 
■1сзл и гт а ;н г  модули

б\:п-.б, 0 0 1 га перпеиднкз'ляр ¡'Д'пплади.
АВ  стерячеиь Оу у'1\ буйлаб тугри чизикли илгарилама .харакат.г! булгаип учун 

унипг С\ иуг^часипмн!' тезлиги А иук^тапинг тезлигига тенг б у т а д а  на вертикал

Ю1̂ орнга й)т1аладя ;  Л н у 1'Д-а г радиусли гилдиракка 1аалту!^ли булгани
У'л’н А пуктаиинг те^мигмии топишда гнлднраклар тегиб тургаи С нукта  1езлик- 
t'japraiíu' oJiníi марказидан иборат экаилигидаи фойдалаиамиз:

J - ' - é i t  ^  2ып ф,
Ч., О-¡С г

бунда (f¡ =  íút — кривошипиииг айланиш бурчаги , Ш ундан килиб,

~  ’ 2sín ц> = 2río sin ш t. (3)

(2) ва  (3) ни назарда тутиб, (I) дан >̂ japaKaT миг^длрлпииг координата уь;ла- 
ридаги проекщ1яларннк аниклаймиз:

cos tf =  — Mí' cos w í ,
=  Mu^^sin Ф ' ¡ -  Mr w I;i Д- 2k) s in  ti)J^ -

f^2K 2- м асал а . Вертикал yr<, агрофида ю зланун- 
чин айлаима кар ака '1' ‘^илувчи маркаэдаи кочир'ма 
регуляториинг харакат  микдора хпсоблаисии. Буида 
(р-бурча 1Í ср =  г|:(/) KOiiyti осг'сида у.^глради на ОЛ,
ОЛ стержеилар ¿и'глаимиш ^гar^Jжac¡íДa А ва В  шар- 
лар куг-’рилали. О о[ 'ж е ! !лар !ш нг узунлш ’И ОЛ =
=  ОВ --- АО — BD I. Массасн At  ̂ г а  ¡ен г D муф- 
цт'лн? массалар маркази г стади. > а̂р бири-
шшг массаСИ M l га геиг ,4 ва В и!арлар rtyKva ^ie6 
каралсин . Сгержснларнинг Maccacji ?^иссбга олни- 
масин (2 1 .4 -раем ).

Ечиш. М ярказдан ^^очирма рег' лнюрнп А, В 
шарлар ва  D муфсадан ибйрят учта моддий нук,7а- 
дан таш кил топган система деб 1̂ араймиз. Ш у са- 
бабли

Q =  Qi +  Q2 +  Q3 »

зад



буидп Q j , Q ,̂ Qs — мос ранмшдя Л, В шлрлар вя D муфтанинг }^аракат мицдори. 
(15.3) пи системяннмг xfip fii'.p ynyn куллаймиз;

Q М J L’^ - ! ■ Mj Vj-j +  M.j с'д,

бунда , ü¿j , Vp лар мое равишда А, В, Ü ау[^таларнннг тезлигини ифода* 
лайди.

Ciicje.viri нуг^тялпрг; г  y;-:!-;.-) н]ч'блтач симметрнк жойлашгаим туфайли система- 
ИИИ1 массалар мпрказп ьзу > кла ёгади. I l j y  сабаб.7и

Q, -  M.V̂ ; = 0,

==0 , (1)

= AV‘’.4 ĥ̂ D-
Лгар стержс'пллр xi •'екислигида ётади дссак ,  =  / cos ф , / cos ф, 

=  2/ cos q> тси1'лчклгр !и1 оламиз. l l J y  сабабли

-.4 =  ̂ Ф- í' ф. (2)
(2) lili (1) га lí^yítraK,

“ ■ — 2 (,М, -I-M2 ) ^фк1п(р.

2Ь З '§ . Ну«^та харакат :̂и^^дop^шинг узгариши ха 1̂ идаги 
1 еорема

Ныотопппнг ]л<к]П1Ч]1 ка»у]!1]ни ( 15 .4) к>ринишда ёзиб,

dt
{mi') ̂ F ,

уни dt га ку11аитиро,ак, 

ёки (21.8) га кура

й (гни) ~ dS (21 11)

формула уриили булали.
(21.10) 1ки ( 2 1 . i l )  тенглама ну'к.та харакат мицдорининг узга- 

рити хаки/к!,т тсореманинг дифференциал куриниишдир. У  к.уйи- 
дап'1ча укплади: иукта. харакат. микдорининг дифферепциали нук,- 
тмга таъсир этувчи кучнинг злемешпар импульсига тенг.

(21.10) ни координата укларига проекциялаб,

й {пк1,) =  Хй1, d  У d(, d {ти,) ^Z d i  ( 2 1 . 1 2 )

ёки

¿>7, d S ,,  скр̂ , ^  d S у, dq^ =  ¿1 3 , (2 ! .  13)

те]1глмк.'>арни оламиз. Демак, нyKJna .харака/п микдори бирор коор­
дината укидаги проекииясииинг дифференциалы нуктага таъсир 
этусчи куч элементар импульсииинг мазкур укдаги проекциясига 
теиг.
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Чекли Bai^T ичида ну{^та j â- 
ракат л1ицдорипинг узгариш ини 
аииклаш учун (2 1 . 1 0 ) ии интсг- 
раллаймиз:

mv — //ш, =  . ¿i/ (21.14)

еки

21.5- раем.
mv  — m u g ~ S ,  (21.15)

бунда Vq ор1'^али =  О бошлаи­

рич па11тдаги теапнк, v  билан исталган t пайтдаги тезлик белгилан- 
гаи (2 1 .5 -раем).

(21.14) ёки (21.15) тенгламалар нукта .\аракат MUf\dopaHum 
чекли вакт ичида уз гариши .\акидаги теорелшни гтфодалайди: нук ­
та харакат MUKjdopuHUHe чекли вакт шшсЬ (узгариши нукупага 
таъсир этувчи кучнинг ш у  eaf^m ичидаги импульсига тенг.

—V-
Агар /q ва ва 1̂ тлардаги ну!^танинг ,\аракат мш^дорлари //ш̂, ва

mv  маълум булса, Ба1̂ тдаги Hyi^rara таъсир этувчи к\ч?И!пг
кмпульсини 2 1 .5 * расмдагидек тасвирлаш мумкин. Лксгигча, чекли

вау^т ичидаги кучнинг импульси j  Fdt ва ну 1̂ таиинг бошлаш-ич тез­

лиги ^0 маълум булса, исталгаи I 11айтдаги нуктанинг тезлиги

т \Fdt (2 1 . IG)

у(<^ларндаги
форму ладан ани!^лаиади.

Нуг^та .^аракат м]щдори узгаришииинг координата 
(скаляр) ифодас1Ши ¡куйидагича ёзиш мумкии:

mVj  ̂— т Vox ~  ^  ^  '̂оу ôz ^ ^ 2- (21.17)

Демак, Hyf^ma >;аракат микдорининг  бирор координата уки б уйи ­
ча чекли eat\m ичида у з гариши uty вакт ичидаги нуктага таъсир  
Ьтувчи куч импульсининг  мазкур укдоги проекцинсига тенг.

Ю 1̂ орида исботланган (21.14), (21.15) ва (21.17) ку[)пиишидаги
—>-

х^аракат микдор1ШИнг узгариши ?^аь;идаги теоремалар F куч (агар 
ну}^та F ,̂ /-'2, . . . , F,̂  кучлар систе,\гаси таъсирида булса, F куч 
учуй кучлар системасининг тенг таъсир этувчиси R оли­
нади) факйт вак п !1шг функш^ясилан иборат ёки микдор ва йуналиш 
ж/цатдаи узгармас булган .^^олларда уринли булади.

Куйида'ги холларда .^аракат ми1̂ дорииинг узгариши ?̂ а1\идаги 
теоремадан фойдаланиб, ну{^танинг ^¡аракат дифференциал тенглама­
лари (16.1) ёки (16.3} нинг биринчи интегралларини аиш^таш мумкин:
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Агар F  О булса, яъин лу ! ;  гс!га ,\еч !\апдай кучлар таъсир 
(ck:i гаъси[' этувчи кучлар нол1а sKBMBavieHT булса), у  

лолла (21 .10 j г<1 кура

d (т и) =  О,
бинобарин,

ёки (2 1 . !  4 ) га кура
гп V с —const (2 1 , 18)

т о  ^  rnv^ (2 1 . 19)
теигл1;к ур;:нли булади.

(2 1 . i 8 ) ёки (21.19> тенгликлар харакат микдорининг  сакланиш 
конуиани  билдир,1дл ва нукта .\аракат дис})ферепциал тенгламаси
(16.1) иичг биринчи векторли иитегралиии ифoдavЛaйдll.

(2 ). 18) да маеса узгармас булгани учуй  куриластган щчцд
V -- сопЯ булади, яъни нукта турри чизиь^ли текис .^аракатда 6 ĵ - 
ллли. Бу иагижа Ныотон^итг биринчи конуни (инерция 1\0 нуни) нн 
№!}Ода лайди.

2 ) .\jap куч[и1иг бирор укдаги проекдняси нолга тенг булса:

у .холла (21.17) га асосан

т v̂ . — т Vqj. О,
биноб^фин,

=  =  (2 1 .2 0 )
ёки

д; Cl
к\р[пит1днп} (16.3) теигламанинг бириичи иитеграликн оламиз. 
(21 2 0 ) д-и курамизки. таъсир этуичи кучиинг бирор укдаги проек- 
цияс!! ¡io'ira то];Г oy.'ica. нукд-а тезлигининг мазкур ^Ыдагп ироек- 
цияси узгар.масдан колади,

3) Лгар таъсир .етувчи ivyq хамиша уз  йуналии]ини са’^ласа, .ма- 
сал;и], г укка  »¡араллел булса, у  холда X =  1" О булади ва 2 - 
.хрлдагидек

¿ - С  (2 ! .21 )
биглтчи иитстгл.-’глар м?вж\-д булади,

(2 ¡ , 2 1 ) ИП;И' б!ф:!нт1'1: ;п г 1 //, iiKKiU-rnicHH:! .г га купай 1'ириб, олии- 
ган геиглиКг jiH.iiiH co.Uiiii'inpcaK.

Cj // С.  ̂X ски (?, d y  — С .  d  А'= О
муносабат ури.или буладг!. О.хирги тенгликни интеграллаб куйида- 
ГИ.Ш1 сла.\;из:

С \ у — С 2 X — const.
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1)V тенглама г у т а  параллел текнс- 
v'iuaa стувчи эгри чизи'-лптг тенгла- 
'̂,;ioини ифодалайди. БииоПарии, кури- 

.¡аётгаи холда нук/ганииг траекториями 

.\a.\jHLu< 2 укка  параллел текисликда 

ф
{ 21,3- маГала. Oí и;'тип; Р  И булган ав- 

1' iz  накт ичила ге:члиг1гг[[1 г,-, :■ 
'.' С гач.о камаи 1И[1аш у'-уп k:-ui.¡..}:'¡ k\-¡ билан 
¡|'Г'мо.-1.аЯ1и керзк?

Ечнж. Ангомо^тль тутри ч!1зи(^Л1! хара- 
каула деб ¡>.a¡jaílM^a (21.6- рас:^!). Лнт .̂1Мобил-

7

' [  ^

— ^
/ / / / л / / / / / / / / / ' '

,,3~

21.6- раем.

!нг огирлик
21.7- 1)псм.

кучи t ,  пормал реакция
к\чи Л', тормоялаш кучи f  ку;1илп)н булиб,  
барча кучлар  iiyiiaTiiui на л^икдор жихатдап  
)'зга-омаслир.

(21,17) нииг Гири!!Ч ' 1  u'H^aaMncuaí'H фоглаланиб, лг укка нисбатан 
,\р!кд0 рин 1 1 иг \згариш 1 ' хакцдгиа! а'и^^'млпи цуинда) ича езиш му.мкии:

>саракат

гп {:■ = — F-t
íKli

РГ -
^ ___  ^
( 21 .-1-л'узснла. е í!.;icktp з а р я д и т  sra булг;ч! т  массали з а р 1'ача E =  As\nkt  

кучданишли {А ьа /? — учгармас ^:^!кдopлap) сир жинсли электр майдош1да ха-

ракат ¡хилали, Лгар ..лектр ма' дпиида заррачага Е кучланиш томонига цуналгал-

р =  e t  куч тпъгир к;г!ТН11!и '.га;-.лу\1 булса, заррачаиинг í па1\тдан кеиг;»ги ха- 
плк;п тезлкгм аииклапсин.  Огирлик  кучниинг ¡аъснри ,х;.'Ообга о.тицмаскц. Зар. 
pa'iaiiíiHr сошланьич тезлиги к лтга геиг.

Ечиш. Лгар Ох укии / кччланиш ( у 1;ича i'i у иалтирсак,  эаррлчагя а а 1̂ тнин'' 
функииясид-;.-н аСорат ва л' ук  буйича i уи;;„1гап куч f  ~  el- ~  е Л sin k í таъсир 
,-̂ ъ'\ди (21,7- )?ас\;}. =  О ' í̂kíui т и п т и  э'ьтиборга олиб, ( 2 1 . 1G) н и х  у к к а  npccK- 
' 'мялпб, керакли 'к^злихии тс^чамиз:

sA (Г А
V =  =  —  \ F  Ü t =  — ■ \ sla k I dt ^  ~  — (eos к t — 1) 

ni J  m ....

2} .5-  масала, Т у л г ;б  су в  осги кемаси озгина \:а1;д irií р сугувчанлик
о.-|.ч5, ил!-ар;!лауа х ? , ;дат  ̂ и cvb <ч-,тг() чукади . Kcwa ки".гк глг.ыфий сузун- 
ч^иликка i r a  б улганда  ('ví;í"4:: :;ари:илигини чукнИ' [сзлипдц.нг Гч'ли:чи дара- 
>кгсига м; о п о р ц и ' г п  feo : '  га  'c i^r дьб каб ; л ка;!Нш m vikhh ; су и uí ;v — про- 
: : " p u ; ' ч :алл!!к к "■ ке\:а гг^ризоигал прсекч. ; :/ 'тптч ;ози, сувга
ч у к н 1и т<'Злиг;'Н1!ПГ М':Кдори. Ксма г,:ассаси У> ¡ а  тенг. Кед;..нинг тезлиги
V аниклаг.си;!,  /=--() булганда ~  0.

¡.ЧИП]. X и п:1 БертШгЛ iK,c:ra ¡.\дал/арсак, сув г,ст»1 Ксмасига тан.-;иагг-'.» \т̂
б уй л а б  узгар>'.ас \'апфиа сузу 1; ' :анлик р ва унга  к ар э- 'й -кар ти  йуналган ва 
тезликггинг фу1:кг ’! ;ясидан i ic rp a i  i-:a¡ кучи Р ^  t? п v таъсир этади
(21 .S- раем). Шу сабабли иукта  х аракат  хп?кдориииыг дифференциал xypiiimm- 
д а т  узгариши ха!у|длги (21.12) тем;-;!амал..р сис 1ем;чдди:иг ' биринчцсидаи фо:Ч- 
даланамИЗ:

361



ёки берилган масала учун
d {т v )̂ =  Xdt

d {b\v) — {р — k а v) d t.
Бу теигламада узгарувчиларни ажратиб интегралласак, кеманинг чукиш 

тезлигини топамиз:
V t

С d (Mv)
k o v

dt
о

еки

In ip — ko v)
k a t
~лГ

бундан

© I
k о 1 — e

k ai 
M

21.6- масала. Снаряд бошланрич О ;^олатдан энг баланд Л4 ?{олатга утганга 
1̂ адар кетган ва 1̂ т ичида унга таъсир 1̂ иладиган барча кучлар тенг таъсир этув- 
чисининг импульси топилсин (21.9- раем).

Беоилган: Vq =  500 м/с, =  60°, v =  200 м/с, снаряднинг массаси т == 
=  1 0 0  кг.

Ечиш. (21.17) дан фойдаланиб, барча кучлар тенг таъсир этувчиси импуль­
сининг коордннага укларидаги проекцияларини аницлаймиз:

=  т  (Vj, — Vox) =  100 (200 — 500 cos 60°) =  — 5 ООО Н-с.
Sy =  m (vy — Voy) =  100 ( — 500 sin 60°) =  — 43 300 Н^с. ^

21.4- §. Система ?^аракат ми»^дорининг узгариши х;аци- 
даги теорема

N та моддий ну 1̂ талардан ташкил топган система ну 1̂ таларира 

ички ва таш1\и кучлар таъсир этсин. У :?^олда (21.3) да

г., -> dт V-------=■ пг Wd/2 V V = 7^(«v«v)_ (v = l,2........ Щ
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эканлигини назарда тутиб, системанинг харакат дифференциал тенг- 
ламаларини куйидагича ёзиш мумкин:

“  '  Ъ + Р ‘ (V =  1,2, . . . , /V). (21.22)
с11

( 2 1 .2 2 ) тенгламаларни г^ушамиз;

^  2  гп̂  2 /"V + 2

бунда (2 1 .5 ) га к)фа = Q системанинг }«;аракат ми 1̂ дорини

билдиради. Ички кучларнгшг хоссасига кура 2 -^ ^  =  О булади. 2  Р\'~ 
тащци кучларнинг бош векториии ифодалашини назарда тутсак,

(21.23)
с11

муносабат уринли булади .
(21.23) тенглама система х^аракапг мик^дорининг у з гариши .ха­

кидаги теореманинг дифференциал куринишидир. У 1\уйидагича 
у 1̂ илади: системанинг .^аракат мш^доридан вакт буйича олинган 
биринчи щ .ила  системага таъсир  этувчи ташци кучларнинг бош  
■векторига тенг.

(21.23) тенгламада ички кучлар 1̂ атнашмайди. Х̂ а1̂ и1̂ атап хам 
ички кучлар система айрим ну 1̂ таларининг харакат микдори узга- 
ришига таъсир этса-да, система харакат микдорининг узгаришига 
бевосита эмас, балки билвосита, ташки кучлар ор1'^али таъсир этади.

Маеалан, автомобилни система деб царасак, акселератор педа- 
-лини босган сари (бунда )^осил буладиган куч ички кучдан иборат) 
•автомобиль двигателииинг айланишлар соии орта боради; агар ав­
томобиль силлик муз устида турган булса, двигатель айланишлари 
;^ар 1̂ анча катта булса ;^ам етакчи гилдираклар билан муз устида- 
ги иш1̂ аланиш кучи (таш1-̂ и куч) кичик булганда автомобиль жойи- 
дан силжимайди, яъни автомобилнииг >^аракат микдори нолга тенг 
булади. Лекии 1̂ уру 1̂  ва равон асфальт йул да иш1̂ аланиш кучи 
■етарли даражада катта булгани учун акселератор педалини босган 
сайин автомобиль тезрор  ̂ юра бошлайди, яъни унинг харакат мир̂ - 
дори орта боради. Бу мисолда ички кучларнинг таш 1̂ и кучлар во­
ситасида система .'^аракат кшь^дорининг узгаришига 1 аъсир эта олиши 
намоён булади.

Купинча машина ва механизм ¡у^смларига таъсир этувчи ички 
кучлар номаълум булади. Система ^^аракат миг^дорининг узгариши 
:5̂ а1̂ идаги теореманинг амалий афзаллиги шундан иборатки, бу тео­
ремани 1<^уллашда ички кучлар бутунлай эътиборга олинмайди. Шу 
сабабли механик системани шундай тан лаш керакки, натижада ол- 
диндан номаълум булган кучларни ички кучлар 1̂ аторига киритиш- 
та  эришиш зарур.
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Система харакат ми}^дор11:1ии‘Г узгариши .\а1-^пдаги теоремадаН' 
суюклик ва газ динамиK.-dCiaii хамда узгарз'ьчап массади жисм ди­
на м ика си да са ма ра л и (|ю й да л а i и i л а т .

Агар системага ташки кучлар таъсир эт.маса ёки тайней куч-
ларнин!- оош вектори нолга тепг булса (Д̂  = 0), (21.23) пи

^ - . =  0  
dt

курииишда esiiiu мумкии, Буидан

муносабатни оламиз. Вектопли интеграллаш донмнйси const >^аракат- 
HtHU' бошлангич шартлар11да}1 аннклаиа^и. Атар ? ^  О да система­

нинг ну)'^талар]1 . . . , те.чликларга эга  булса,

^  /?? V ^  о .

тенгликка эр1!и]амнз, бунда систематии' бол1ланрич пайтдаги 
харакат , !̂IПvlopи.

Шундий кнлиб, 21.24 пи к у ; 1идаги кур 1ни1шда езиш му.\ншн:

Q ^ 4 -  (21.25)
(21,24) ёки (21.25) теигликлар механик система шракат мик- 

cQK.uiHuui 1{оиуни деб ата.‘!ади хамда система .'^аракат 
диф'ференипа I тенгламалари (2 1 .3 ) ннн)' бириичн векторли интегра- 
ли)И! и(,')0 да,'!а11ди. Бу тенглшч.тардан курамизки, агар системага 
т.нъсир :-^тувни танпш куч.трнинг бош вектора нолга тенг  бул­
са. системанинг харакат микдор вектора мнк.дор ва йуналиш 
'жихатдан {¡у.гармас Ой лае) и .

(,21.23) ИИ Декарт коорд^шата уклар1;га проекциялаб, система 
харакат микдорниииг узгариши ха1;идаги теоремашшг скаляр ифода- 
C1U1H KviHiAiUTiMa езиш мумкин:

(21 .26 )
(it d t  ' d t

(2126) к V Й11Л,; i 1 ■ H Ч a у !•; u л; j д ж с acme л t a xa pa кй!П микдор и н инг бирор 
укдаги прогкциясидан викт бШича о.тнган хосила, системага 
¡.iuoCitp усни nuiUiKu кучла!) бои! векторининг мазкур укдаги 
11 роекц и я си га тем г .

(21.23) ■геигламан:ни' чаи ва уиг томоиини dt га купайтириб,. 
ии'1'егралласак:

Q ^ - Q o - - i R ' d t .
О

(21.27) тенглама система харакат микдорининг чекли вак^т 
ичида уз гариши xaf\uda2u теоремани  1к|юда^айди: система а̂ра-^
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ьит мьщдорининг чекли еакт ичида у з гарииш система нунтала' 
рига таъсир этувчи татки куч.тр бот векторининг  ш у  вакт 
ичидаги импульсига тенг.

(21,27) ни 1̂ узралм;^с Декарт коордниата укларига проекц([Ялаб, 
цуйидаги тенгламаларнн оламиз:

Qx — Qox == [ 
у

<3у —  Я о у  ^
а (21.28)

Шундай 1>;илиб, чекли вакт ичида бирор кузгаллшс координа­
ции у(^лари буйича система ,\аракат микдори нинг  у з гарииш худ­
ди ш у  вакт ичида системага таъсир этувчи таищи кучлар бош  
вектори импульсининг  мазкур укдаги проекциясига тенг  булади.

Агар ташк 1̂ кучлар бош векторининг бирор (масала!!, 0.x) >л̂ да- 
ги проекц![яси нолга теиг булса (У^^^ 0 ), (21.28) нинг биринчиси- 
дан

Я х  ~ Q o x ^ ^

тенгликни оламиз. Бинобарин,

Q., Qox = (2 1 .2 и>

б\\тадн.
(2 ! .29 )  тв11глик берилган ук буйича система харакат лищдори- 

нинг сакланиш конунини  ифодалайдг!: системага таъсир этувчи 
таищи кучлар бспи векторининг бирор укдаги проекцияси нолга 
тенг бцлса. система харакат микс'к>рининг мазкур укдаги проек- 
ция си , [¡згармае бу.гад:г.

^ 1 . 7  - масала .  Писрцияси бСГ^ича терлик бпл;|ц харакя1лп!:у13чи горизои-

ал Л пЛсГ|-фо: м?1 С'Ар.лаб .В ¡ ележ ка  11' ! 'сб(!1! тезлик билли хар<''1К;ггллнга(| (21.10-
рус%п, Мпт.лум ^еле.-ккА , 0 !!\!0.ч,;|>ц:1л;1. Лг;1() — lтл;^I(Ьof'^кi м;;сс'!си, 1?; —
'юлеичкя мясс;'си /\1''|Ь.'!ум булса, те !е>кк;1 г у х та 1анд;1!1 \ И1!(1Г ;1л ;1гф{!р\1а би- 
л;:а опргллсклмп; 1е : ;л ;и !1 Я['(1Кл:!ИС{:и.

Ич1ии. ,г ук.ч!; 1 Л'а]![)П'гмл1П!111' хп')я- 
К'М  1 !Л ;и 1 Г 0 ;'М л  1^1 'К :-

.¡со к;1: ; с;.к. С1,СИ ;̂'1
'I :г.'1Л1'ПП /Л ( 9~Ц-~^Н\ К! Л̂;1!!'!ГЛ I'' '.К:-Л [;:С!

ва К., ог!:['Л|1К хучл^'р»' т :п с :'0 углл . И!у
гпбпслм т;;и1!\1! к\‘';л;:р бош }ч 'к ‘М)у;41ИПГ .V 
укД:1''и Г11’оок::.;:лС!' нолга :о;;Г б\л;ип,

; /?'
У холл̂ ! .V у'ч бyi'h1':м с; си'м:1 хлрркат 

М':к ЛОр1']|)!1!1 С":!; Л:!]';:!: ’лЛИЛ!!' Г-’.
,лтс;:н

/1 Уг

<г

10-



Сл: — Qox 
тенглик билан ифодаланади, бу ерда

Qox =  т  (Уо +  «п) +  Mt'o, Qx =  (М +  m)v 
булгани учун цуйидаги хрсил булади;

(М т) у =  m +  и„) +  М Vg.
_ т
Бундан изланаетгаи тезликни тоиамиз: v = V q

21.5-§. Система массалар марказининг ^^аракати 
^ак^идаги теорема

Система )^аракат мш^дорининг узгариши ха1<̂ идаги теоремадан фой­
даланиб, система массалар марказииииг ?!;аракати ;^аь;идаги теореманй 
келтириб чи'^арамиз.

(21,6) дан Q HHiir 1̂ ийматини (21.23) га 1̂ \тшз;

(21.30)Ui
СКМ

(21.31)

ti V(J
бу ерда ~  — система массалар марказининг тезланиши.

(2 1 .30 ) ски (2 1 .3 1 ) тенгламалар система массалар марказининг 
}^ар{:хати xoKj^dacu теоремани ифодалайди: системанинг массалар 
маркази массаси бутун система, массас ига тенг еа система nyf\- 
таларига mai>cup этувчи m a u im  кучларнинг бот вектори таъси- 
ридиги моддий нукта каби харакатлаиади.

Система масса, lap марк'азитшнг харакати ха1^идаги теорема ва сис­
тема харакат м11)<^доринииг узгариши хак.1даги '1'еоремалар битта тео- 
реманииг турли курииишларидир.

(2 1 .30 ) ёки (2 i , 3 1 ) теигламалар.аа ички кучлар цатиашмайди. 
Шуидан келиб чикиб, ички кучлар система хмассалар марказ1а1ииг 
}1,аракатин11 узгартира олмайдн, деган иатижани оламиз.

Агар ташки кучларниш' бош вектори нолга теиг б\мса (/ ‘̂̂  =  0 )^
(2 1 ,30 ) га кура,

d CJ-

бунлан
^ ---------^

const



и5,'лади. Бу тенглик система массалар маркази >^аракатииинг caf -̂ 
ланиш цонунини  ифодалайли: ташки кучларнинг бош вектори нол­
га тенг  булса, системанинг массалар маркази тинч .\олатда ёки 
тугри чизикли текис  харакатда булади.  Агар системаниир
массалар маркази ботланрич иайт да 1̂ 5^згалмас б>'лса =  0 ), сис- 
те.манинг массалар маркази кейинчалик ;^ам цузралмасдаи 1̂ олади

(г с  = cons t ) .
(21.31) ни 1'^узгалмас Декарт координата ^п^ларига проекциялаб, 

'-;уйпдаги тсиглама.'шрни оламиз:

Ш с  =  R i , jM =  R ^ ,  М г ^  =  R ^ . (21 .32)

(21.32) тенгламалар система массалар марказининг  /^узгалмав 
Декарт коордиишпа укларига нисбатан у^аракат дифференциал 
тенгламалариии ифода./1айди.

Агар тап.п-̂ и кучларнинг бош вектори иолга тенг булмай, унинг 
бирор (масалан, Ох) уцдаги проекцияси нолга тепг, яъни

Ri = 0

булса, (21.32) га кура

à xç 
dt

еки
u^  ̂=  tw isi

î )

(21.33

булади. Бинобарин, системага таъсир этувчи кучлар 6oui векто- 
рининг  бирор чузгалмас укдаги проекцияси нолга тенг  булса, сис- 
тема массалар маркази тезлигининг  мазкур уф а ги  проекцияси 
йзгармас булади,  Лгар бои1лангич / =  О Ис1йтда система массалар 
MijpKaan тез;и1гииинг х укдаги 
ироекиияси =  О булса, кс-
й;:ич;!.лг!К ' .хам — О, бниоба- 
рии, л у  — con s t  булади, яъии 
системанинг массалар марка.зи бу 
холда .1' \\\ 6 ÿîiii4a кучмайди. Бу 
натижа система массалар мар­
кази кпордииата -шрипинг сак- 
лая иш кону и пи и н(|)одя,'чайди.

^ 21.8- Mi'ica.riH. ¡Ма«'/1С11 ¡ООО кг га 
теи 1 ' üiiiOMaLiiuiirira электр ре-
Mi.Hi- 1';нли1п,'';‘1 !1Ш л.' т̂илалип:!! Kÿ/ii‘;i- 
.Tyti'm aii.'iriüMri кран у р и я т и л и и .  Крин- 
Hüiii сс.'.:а кижаоаси Д'[>асм к ’кислнгига  
[.'српснликулир горизонтя-т О у к  атро­
фида aii .ia iia ан L сгерж^^игп би- 
рикгнрмлган (21 .1  1 -р;к\ 1 ). Бг'.'ллангич
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пайтди кр."и горизонтал ?;олда са автомашиигт тинч холатда булгаи. Агар KpaR 
а  = 6 0 ' ’ бурчакка айляиса, тормозлапмагаи машина 1̂ :1;лай масофага силжийди? 
Бир жинсли Лс'герженнинг узунлиги 3  мегр са м;]ссаси 10(J к г  га тенг. К аж ава -  
иииг массаси 200 кг булиб, унинг ^iaccaлap .марками О ук л ак  ОС =  3 ,5  м масо­
фада ж о 1 !Лашгаи. Х^аракагга куреатиладигаи карш илик кучи ,\^исобга олиимасин.

Ечиш. Бу масалада автомаижиа L стержень са К осма каж авад аи  ташкил 
топган учта жисмдаи иборат системага эгамиз. Улариииг ofиpлик кучлари мос
равии;да Р\, Р 2 , Ря тенг, рилднракларга нлрмал реакиия кучларининг йирин

дней jV га тенг куч  >̂ ам таъсир этади. Б у  кучлариииг барчаси вертикал б улган к  
учуй  }’ларлииг горизонтал х у’1удагн проекцияларининг йигиндиси нолга тенг бу­
лади,

Шу сабабли (21.33) га кура массалар маркази тезлигининг х ^{^дагй проек- 
цияси узгармас булади:

Хс =  “  const.

Бошлангич пайтда Vq̂  — О булгани учун

=  con sí

булади.
(20.5) ни эътиборга олсак, ( 1) ни 1̂ уйидагича ёзиш мумкнн:

__ -j- 

'Г -Ь +  Щ
ёки

пц (X'l — Xjo) m2 {ЛГ2— >“20) + ^̂ 3 fe  — ^30) о.

(1)

(2>

Бунда дгю, Х20, л:,то автомашина, L стержень ва К кажава массалари марка­
зининг бошланкич иайтдагн абсциссаларини; x i, х.̂ , лар эса кран а  = 6 0 '’ бур* 
чакка кутарилгапдан кейинги абсциссаларини ифодалайди.

2 1 . 1 1 -расмдан;

JT, х -\ - X-
0D

АГг ~ СС,

Хз =  ОС cos а , =
0D

■̂30 — ОС.
(8^

(3) ни (2) га i ĵí'ñcaK,

ЩХ]̂  "Г >’’''■1
0D

X —  1) ,'«3 [л: ОС (cos ос — 1)] =  О,

т ,  0D
(1 — cos п) -у /П3ОС (1 — cos а)

1 0 0 0 - h i 0 0 - ^  2ü0

' 100-3
-^-20Ü-3,5i  ( 1 — 0 ,0) =  О,
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21 .6*-§ . Система ?(;аракат мш^дорининг узгариши 
даги теоремани сую1^ликнинг стационар 01^имига татби- 
ки, Эйлер тенгламаси

Система .'^аракат мш^дормнипг узгариши хагутдаги теоремадан ту* 
таш му>^итлар дниамикасида ? а̂м фойдалаиилади. Бу теоремами узга- 
рувчан кссимга эга б\^1ган 1̂ увур ичида xapaкaTv^aиyDчи сую1\ликминг 
стационар окими учун цулдаймиз, яъни |<увур деворига п.ерисидику- 
ляр утказилгап бирор кесимдаги сую 1̂ лик зарраларининг тезлик.гари' 
ни бир хил ва вактга борли!^ эмас деб (-^араймлз.

1\увур девори хамда ва 5 ., кесимлар билан чег;фйла{[гаи >;ажм- 
даги суюи^ликка ?^ажм кучлари (одатда. 01'ирлик кучлари) ва сирт 
кучлари (масалан, сую1у 1ИКН1И1г 1'^увур деворига ти калати и  кучлари) 
таъс1ф э'гади.

Таш 1̂ и хажм кучларииинг бои1 вскторинн ва ташки С11рт куч-

ларининг бош векторини билаи белгилаймиз,
Агар берилган .^ажмдаги сую 1̂ '1икнш1г бирор пайтдаги харакат 

ми1̂ дори Q га тенг булса, .\аракат мицдоршишг уз1ариа1и .\а1-,и,хаги

=  л , + /СС1!
(2 1 .34 )

тенглик уфинли булади.
Айтайлик, суюр^лик узгарувчаи кесимга эга булгаи кувур  буй­

лаб .v^P‘'̂ Ĵ ‘¿lTлaнcя]] (2 1 . 12 ' раем). Суюь^дикнииг зичлигигш (>[ьни бир- 
лик ?^ажмдаги массасини) р билаи белгилайлш<. У холда кесим­
даги суюкликнииг зичлиги рх га, 5.̂  кесимда эса р.̂  га теиг булади.

ва купайтмалар ва кеси\тлар оркали ва'-^т бирли-
ги ичида 01^иб утувчи сукл ’̂ лик массала|ли1и ифодалайди. Л1ассаиин1 
са^ланиш копунига кура

Р] — р2 5^
муносабат хринли булади.

Исталган кссим op[^aJíи ва1^т бирлиг}] 
нчида 0('^иб >тувчи сую!^ликиинг масса- 
С1ПН1 М̂ , билан белгиласак, у  1^уйидаг)!- 
га тенг бу^тади:

^ р ^ у , 5 , - р ,  у . ,5.,. (2 1 . 3 ")

СИ бирликлар системасида к а т т а ­
лик кг-с^^ улчамга эга  б5^\1ади.

А н т а й л ; ; ,  / в.^^^тда 51 ва юза лар 
орасидаги сую:у1ик хажми т ¡-а тем!' Оул- 
СИ1!; / -- (// вяут ичила х\'.и п  ту  л;асса- 
га эга булгаи суюклик ва кеси>'лар 
би :аи чсгараланган ха’к^тчи ;л; -
ди (21.12- p;k■ l̂). к-."ип
курн.лагтгаи масса харака : л;1пуюр!:л!1нг 2!. ¡2- г̂ с̂м.

2 4 - 2 2 8 2 зед .



узгариши SJ ва юза лар орасидаги суют^^ик }^аракат ми1«;дори11инр 
камайиши ха.мда ва 5.̂  юзалар орасидаги сую 1̂ лик х^аракат миь^до- 
рииииг ортитии хисобига содир булипшга ишонч ?^осил }^иламиз.

Сую]у1и]<нг!нг 01^ими стационар булганда 5  ̂ ва кесимлар ор1̂ а- 
ли (И вя 1̂ т ичида А\̂ сИ сую!^лик массаси утади ?^амда ?^аракат МИ1̂ -
дорлари ^\,div¡ ва га тспг булади. ва}';т ичида }^аракат
-мнцдоршшиг узгаришинн dQ билан бел¡’И.ласак,

d'Q — M^dt а.2 — M̂ diUl 
тенглик уринли бvлnди. Бундан

йТ2
с11 - М ,  у , — М, V, (2 1 .36)

муносабатин ола^пи. Ьу теигламадаги \̂cV̂  ва ^\cV.2 к у 1!ийт.\галар 
ва)\Т бир.^иги ичмдаги 5  ̂ ¿.¡а кесимтардаги >^аракат мик;дорини ифо­
далайди .

(21.36) нм (21.34) га 1<̂ уйиб, цуйидаги тенгламани оламиз:

(21.37)

(21.37) тенглама Эйлер тенглалшсини Н'|юда:1а 1’)ди; кувурнинг  
иккита ихтигрий кесими оркали окно утувчи суюкликнинг  шу  
кесимлар орасидаги вакт бирлигидаги х/шмнинг инки пюмонига 
йуналган харакат микдорлари хамда хажм ва сирт кучлари бош 
вскторлариыииг геометрик йигиндиси нолга тенг  булади  (21.13-
р а с м ) ^

р?ТГ9-масала .  1м 1р1̂ ими у .̂ 1 ариб борадигаи )^узрал\1ас кана.шз гориз(?чтгл а  =  
Г<()‘ б\ рчпк ост!!Д;| г.’, =  2 м/с чсадик 6плт\ сун кмр.\ю;^да; канал вертикал  те ­
кисликка иисГ,;) ¡ли симметрии: булиб, сув  кирадиг?1н жойидлги кпрцмми .ч, =  

0 .02  суну.паг калаллан жоиидагл тe■dяиги о., =  4 .м/с бглиб, горизинт-
г;-| о: ^ 3 0 ’ бурчак остида нуиа.1ган. Канал деворида сув  >̂ осил ¡{иладиган реак-  
:;ияи;!Н1 горизо'ггал тузувчися аииклаисин (21,14-раси),

Ечиш. Координата ут^ларнпи 2 !. 14-раг.мдагидек йу1!ялтир.чм:1э. К анал  буйлаб 
■1у'.(:пган сув зарраларнга хар онда орирлик кучи ея канал дс-ворида хрсил б?’- 

аи реакция кучи таъсир этади. О гигл-к  хаж м кучларидаи иборат
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f iy .- l l iû ,  } / I r i p l i i ! l i r  CluLU B e K i'O p H  К.':'1Й,-!-(И1!Г K / l/ l .M liH .I  Н Ш Г О Л  'i iT t 'i l l  C V H H i lU r

( tii[:.inK ку'ШГО l e u r  ва i ie p T 'iK a - i r>vfui:i6  riviin.'i:a:i!i учу;| vi;:inr горизсшал уц- 
даги проекцияси нолга тепг --- 0),

Канал деворида сув лосил ::кладигач реак!1пя[1:п г̂ горизонтал тузувчиси 
каиал деворида ^осил булади' аи сирт кучларидан иборат {^еакиия кул ! бс»ш век-

—►
•горининг горизонтал таи'кил эт\ кчкси X,: га ди-'клор жихатдал тепг, ну^алишн
карама-{^арши булади. Каналга кирувчи сувнннг у-, 1езлиги х укига перпеиди- 
)суляр ва каиалдан чикувчи сувнниг тез.тигн эса д: ÿi'i билан 30' бурчак таииси.т. 
&ТИСИ1НИ иаза!'да тутиб, (21,38) иинг бнринчи тенгламагиип ку:гал,тача туаа- 
миз:

М(,.у I CO.S 90° —  3 0 ” =  9

у
ёхи Xc =  Nj(, =  — - 5]У(, у  =̂  9803 ,92  П/м^ бчлгани v iya

g

у  9803 ,92  1 / Т
cos 30" =  — ^ —  . 0 , 0 2 ■ 2 ■ 4 • 138 H б улади.

g 9 ,81  2

21.7-§. ^^згарувчан массали жисм ха^^ида тушунча

Нязарий мехаиикада асосан массалари узгармас булган система 
ва жисмлярш11{г .харакати ургзии.'шди. Локии жисмлар харакатлап- 
ганда унга моддий зарраларнппг (^ушилпши ёки ажралити иатижа- 
смда жисмларнинг массаси сезнларли даражада узгарин^ига куплаб 
мисоллар келтирии! мумкигг. .Масалагг, ракета ¿{ichîb уч ;̂ст1и и з  хара- 
катлангаида смуИЛрн ёниб, ундан аж|шлиши иагяжасида раксг^танг 
массаси ка.маи боради; айсоерглариинг эрпи1и (ёки музлаши) нати­
жасида улариипг массаси камаяди ёки ортади; барабаи1'а к/л Оо’, ип 
ёки кабелиинг урзлтии  ^¡атижасида унии]  ̂ массаси ортади ва >;̂ .к. 
1969 йил 16 июлда «Сатурп-5» ракегаси ёрдамида А^уПда учирил- 
ган «Аполлон-1 Ь> космик кеманинг старт холатидаги массаси 2 950 ООО 
кг ;  Ойдан Ерга ¡-^айтиб ly iaraft бошкарг?ш кабииасанинг массаси 
5 561,5 кг  булгап'^). Буидан курамизки, космик кема массаси бош- 
ланрич пайтдагн ми1у 10р1!га иисбатан 99,81 % га кам;;йгаи.

Жисм массаси узгаритиииинг узига хос хусус[гятлари[г[г ургиглии^ 
дан агшал узгарувчаи Aîaccaajj жисм тушуичаспни кирита.'лиз.

Вакт ушши билаи моадий зарра;1арнииг ¡'^уатлиши ёки ан"- 
ралиши натижасида массаси узлуксиз равишда узгарадигаи жисм уз-  
гарусчйн массали жисм дейилади. Агар узгарувчлн у^'сс^ии жисм 
илгарилама ларахатда булса, бу]1дай жис\;ни узгару^чди массали 
HyKja дсб караш мумкин.

V Лсвпитовскнй В. И. Механика кссмнческаго иг^лета в элементарном ü:-!.Iv)îkc- 
нии. М . :  Н аук а ,  1980, 278, 280 б.
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21.8-§. И. В. Мешчерский тенгламаси

Узгарувчаи массали н\л-̂ та уч)'н узгармас массали нут^̂ та динаии- 
касинипг асосий к^онуниыи бевоситл кул,лаш мумк11И эмас, j

сарф булиши натижасида массаси узлуксиз равишда ка- 
майиб борувчи ракетаип моддий нукта деб к.араб, уиииг актив участ- 
кадаги харакат ди(.}х|)е[;сициал тсигламасиии чиклрямиз. Ракета мас- 
с.аси АИ/) вактл)И(Г узлулал.'з лиф(}юрсши!алланувчи функшшси- 
даи иборат деб каряймиз. Ракетами ¡и- харакатини бирор кузралмао 
Oxyz координаталар системасига иисбагаи текширамиз. Лжралувчи 
.̂ ;1ррала].)нинг ракетага курсатадиган босим кучиии ички куч деб ола-
;,И13. и'ьпи ракета ва ундан ажралувчи зарраларни битта механик сис­
тема дсо ара и миз,

A.'iTan Л1К, биро;) / плйгда ракетаиииг массаси . М ,V\ (/) ва тез­
лиги 7 ¡'а томг ov.iCiWi. ' ; 1у пайтдаги ракетаиииг харакат ми[^лори

Qo -  M v
булади. di вак;1 пчиди ракетадаи абсолют те.з,-]иги и гл тенг ¿iM мао- 
сали зарргпар ажрал'смн. Ракетаиииг массаси \̂ клмаювчи функци51- 
лаи ибо])ат булгаии учуп ^/Д\<: О ва |JM| = — dA\. t -\-dt ва 1̂ тдан 
кеГти система (ракета ва упдаи ажралгап зарралар) нинг ?;аракат 
микдори 1'^уйидагича атпчлапади:

Q =. { Л1 ~  ( - dW} ] • {v +  d u f  —  f/M • 7 .

¿It вщт ичида харакат микдориои(!г узгари(!!пни dQ билаи белгн- 
ласак,

ёки

dQ =  (Л\ Ч- dS\) {V -Ь (Ги) -  d^\ • 7i — ^ \ 7 -

=  M d 7 -, d M  (Г —  и) - f  d ^ \-dv. (2 ! .3 9 )

Агар [>::.'чстага таъсир этувчи тапгки кучларнинг бош вектори F 
6 ]1лаи б. ’г.лллпса, система харакат микдорининг узгариши :?^ат^идаги 
(21 .23 . ■[мл•.л: '̂лгa i-vpa.

^  = (21.40)

(21.39) пи (2 1 , 1 0 ) га куйиб, ci.W-(it; иккиичи тгф1лклли кичик ми1̂ - 
дорни эътиборга ол.масак,

\ \ ^  ( 2 i . 4 1 )



ёки и —  и ^ — ажралувчи зирралариинг иисбий тезлиги эканлиги- 
ни эътиборга олсак,

М - “ - -/■■-!- а ,  ^  (21,42)
сИ "

тенгламани оламиз.
(21.41) ёки (21.42) тенгламалар узгарувчан массали нуктанинг  

^¡аракат дифференциал тенгламаси ни ифодалаГ(ди. Бу тенглама 
И .В . Мешчерский тенгламаси де1ш.'1али.

(21.42) да

(21.43)(Н

катталик куч х-лчамига эга булади; — - катталик ва ’̂ г̂ бирлиги нчи-

даги ёкилги массасииииг узгаришини ифодалайди. Ф  куч зарралар-

нинг ракстадан и]1сбий тезлик билан ажралиши натижасида ?̂ о- 
сил булади ва реактив куч дейилади.

(2 1 .43 ) ни эътиборга олиб, (2 1 .4 1 ) ни цуйидагича сзиш му.мкии:

(21.44)(11
(2 1 .44 ) теигламадан курамизки, хар онда уз гарувчан массали 

нуь^та массасини унин г  тезланишига купайпгмаси мазкур нуь{та- 
га таъсир этувчи та1аь{и кучлар бош вектори билан реактив куч­
нинг  геометрик йириндисига тенг.

Агар ажралуачи ззрраларнинг абсолют тезлиги и нолга теиг б ул ­
са, (2 1 .4 1 ) ни

1 ж р liЛ1LМ ----- — —  VМ й1
ёки

—  =  ?  (21-45)

к>фипишда ёзиш мумкин. Би1Юбарин, агар ажралувчи за].)раларнинг 
абсолют тезлиги полга тенг булса, узгарувчан массали ну}^танинг 
щ ш <ат  днф^оеренциал тенгламаси (2 1 .45 ) билан Ньютоннинг иккнн* 
чи конунини ифодаловчи ( 1 5 .4) тенгламалар бир хил к5^ринншга э г а  
булади.

Шунингдек, ажралувчи знрраларни1и’ нисбий теааиги ~0г =и~~ V 
булса, (21.42) дан

ш
тенгламани оламиз.

(2 1 .4 6 )

373



Шундай цилиб, рякетадан ажралувчи 
зарралариинг иисГгий тезлиги иолга тенр 
булса, узгармас масса/ги ну!^танинг ?^ара- 
кат  лиг|)())ере1щиал тенгламасс ( 1 6 . 1) бп- 
лан узгарувчан массали ну!';танинг хара­
кат  ди(}хреренциал тенгламаси (2 1 .46 ) бир 
хил курнншига з га  булади. Ленин (2 1 .43 ) 
ва (2 1 .46 ) те^!глама гарда массанинг Уз- 
гарувчан эканлигиии назарда тутиш ке- 
р а к ._ ( .

Узгарувчан масса,ли жисмнинг хара- 
катига оид масалаларни ечишда (2 1 .4 1 ),
(2 1 .4 2 ) ва (2 1 .44 ) тенгламалариинг Д е ­
карт координата у 1-̂ лари ёки табш;й 

координата укларидаги проекгщяларидан фойдалаиилади.

’ Г 2 1 Л0 -масала. Узунлиги I га тенг ва млссаси т  -^гп (О ц'щуп .^соскдд ^̂ •íгa-
рувпи хамда бурчак тезлмкка пропорцтюнал булган  R г- капишлик кучи таъ- 
сиридяги гебра'нгичиинг хяракат тенгламаси (узилсил, Тебракгач.^ан .П}{фя1у}г(ц 
заррплирнинг нисбип те.члиП] нолга теиг деб к,яралгии,

Г.чиш. Тс‘бранги')га уиипг сглрлик кучи т { 1) ва тезликка кзряш'ь^арши
йуналган кучитяппг 5^аршнляк куча таъ'сяр этадп (2 1 ,15-расм). А ж рал уача

21.15- раем.

зарра.!ар}а1иг н!‘.еГ)ий тсзлиги » ^ ^ 0  булгани учун Ф ---0 . 
(2 1 . 4 4 ) ни Д' пу1у|'1Лан ,'^аракат траекториясига угказилгг:

цлялай.миа:

М dv
иг

ан уринмага р.роек-

(1)
М аа 1ла шартнга к^^ра М =  т  ((), =  — т  (/) ^ з1п ф — т  (О ^ «¡и ф —

— Рф, =  О булгани учуй ( 1) Ш1 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

т  (О

Бунда о =  / С'улгаки учун тебрангичнинг харакат Д1!фференциал теигламасини

§ . Р •ф = —---- 51Пф— / фI т (О I
1кн

+  Ф-Ь —  з!пф = 0т (/) • I I
куринишда ёзиш мумкт-и__|

21 .9-§ . Циолковский формуласи

Ерпипг то р ти т  кучи ва >^авокииг каршилигини т^исобга олмай, 
ракетаиииг ({)ан;ат реактив куч  таъсиридаги >^аракатини текширамиз. 
Ё р̂ илри ёниши натижасида ракетадан ажралувчи зарра.париинг аб-

C0v^ют тезлиги мик^дор ва йуналиш жихатдап  узгармас булиб, ра-
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*^етаиинг тезлнги v  i'a }^арама- 1̂ арши йуналган деб }^араймиз ва 
§1̂ илри ённб булган иаитдаги ракетаиинг тезлигнпи анпь^лаймиз. х yiq-
ни ракета :>^аракати буйича йуналтирамиз ва f  О экаилигини на- 
еарда тутиб, (21,42) пи бу проекциялаймиз:

dt ~ dt
ёки

, dMdü — — Ur------
М

Бу тс'нгламаи11 интеграллаимиз:
г м

, Г dM

¿0 Мо

ü =  +  (2Ь47>'

бунда Уо, ^̂ Q — ракетанииг бошланрнч иайтдаги i t a шгл ва массаси.
Агар ракета корлусининг массасини М^, ёнилрн массасини М̂ - би­

лан белгиласак, ракетаиинг бошланХ^ч пайтдаги массаси =  М̂ .-1- 
+  С1̂ илрн ёииб булгандан кейинги массаси М =  булади. 
Ё 1̂ илрк ённб булгаи пайтда, яъни актив участка охнрида ракета энг 
катта тезликка эришади ва бу тезлик (21.47) га асосаи

1п Í 1 +  (21 .47 ')
\  ̂ ‘к ^

формуладан ани1̂ ланади.
Циолковский сони деб аталадигаи

(21.48)
М«

катталикни киритсак, (21 .47 ') ни 1̂ уйидап1ча ёзиш мумкин:

+  (21.49)

Бу формула Циолковский формуласи дейилади.
(21.49) дан курамизки, актив участка охирида ракетаиинг теЗ' 

лиги унииг бошлангич тезлиги га, ажралувчи зарралариинг нис­
бий тезлиги га, Циолковский сони z га борли!^ бу^тади. Бундан 
ракетаиинг максимал тезлиги ё 1̂ илрин[и1г тез ски секин cApcfjjutni- 
шига бо[ЛИ1̂  булмайди, деган хулосага келамиз.

(21.49) дан курамизки, ва 2 ортган сари ракета тезлиги 
з а̂м орта боради. Ерниш' суиъий йулдошларини учиришда ни 
ошириш учуй куп боа^ичли ракстадаи фойдалапилади. Бирор бос- 
1̂ ичдаги ё}^илри ёииб булгач, бу бос(^ич ракетадан автоматик тарзда
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•лжрялл ni l;.': г л к ’'т;ч к"ппр1Ч,'5 Гюи1лянг!.'ч тез лик o ’Iîm,!', и,, га г лариа 
oiimpiü;; j>;ii4tTa kcüctvVK;ji;,Cii вл ёкил[к тур;;гл боглик.

Агар [}акета]пи1г бошланкич тезлиги иолга теиг булса , {'2 1 .47 ') ни 
î<,yiiii,aiiiii4a .му\1кпн;

—- а .  1п 2 . (2 1 .50)

Bv (|)ор.\!¥ла хам lln-i.iuoccKuù формаласи лсб аталади,
1 2 1 .50 ) д а н '

г =  е  ̂ (21 .5 !)

му 1юса па т н и ола .v i i s .

П Г,2 1 .1 1 - масала. Уч боскич.'П! р.жета и !rri');i;iaMi харакат  киладн, уига  Ериииг 
lopmii) 1«) г.I\‘|':ч'фс])п ¡\.а]>;им.;1мП( т;гьги,п '+(л!->йл;1. ,\/Тр бнр бг'Скнч учуи аж-
pa.ii!ijj '1о:*Л!;)11 вг) Циолкс;не-кип otain би() \n,;i Vf--  2500 м.-с,
г 4. Биринчи, нккиичн ия учпи'чи боскичл^рДс! екилги i’ttiib iv inru i i  nnin'.aaru 
раки!аи.ии i ¡ ;л)н ;!ИИ)у¡ан^'ии,

11.4(1 1:;);;[Н1Г i<'prn:;i ку .и в :1 а ¡м!Ч'ф:;|)пиин1' к а р iии.-тиги хисобга олнлмлган

лилда p'iâiL'ia у!\и а;к];алии1 .̂ ф<[0К1ии кллигп v,, ьл ажралуичм ¿̂¡рраларнинг
;]нсГлн'( тоз !ИП1 II,- iLiii Суладн \v̂  -  и̂ ).

1:чиш. 1 Ьллиасчг;;и то̂ шктпрмк о, 6ib;j';Fi Г(мгиллсак. (21.50) о?? (21.49)
.Ци '.ïKOFiCKHii ф, р',;у'ia.-̂ г'чи а кура

1п г — 25üi)’ ln 4 = 3465 м/с:,

- t'i 1п 7 = 3465 -р 2500 1п 4 G93Ü м/с,

^ Л - -'i? lu г 6930 ф >500 ! п 4 i 0; j ' ^5 л;/с. ^

Л^('ддмй нуцта харакат микдоржииг моменти 
рл сисгеманинг кииет5;к момеичи

Д\?1ссд:с]1 !'!. у '̂рпко']' 'гелшги v га тспг Л-î нуктанинг 6ni}op О

>::1рг:л-.г:1 i;:a;6:Ti\;i' радиус^ вектс^рн г га тспг бу.';смн. О марк^1:^га 
iii !c6;n;iii  i:\;riN ,\;’p:.i':ai л^;;!Д(,ор1т!и;г мсоклпл! деб,

i‘\j (mv) г у  /гю ¡21.52)

га 'i'viii' i;L'KTüp кл ¡л ,'i niK!i;i а11тнлади
(2 Î . 16- р/С\:г

М  л;:[\л^лг :.:гкл1-р!!^11нг мо­

менти л;о\:снт маркази Ü н уктага  
1а“иилади,

КиорЛ!]н;гга.1ар ôguihhh О мяргсаз- 
,ia олг:б, к_узгалмас х, г/, г \’1у-]арни

21 .16 -раем. у т ’ ;м;'!с;'’л, (21.52) ни
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к о  (/771>) П1
г I к 
X у  г

А- у  г
л(\фини111Да ёзиш мумкии. Бу теш'лик- 
ли координата хкларяга проекциялаб, 
у1у1ир1'<̂  нисбатаи ха]1акат .ми1чЛоринииг 
моментлар1 и!и аниклаймиз;

= ' М ^  (ть) =  т [иг —  гу),

ку =  Му (п7) -  т {гх — х'г), ■ (21 -520

к2  = Мг ~  У' )̂-
СИ ч")ирликлар системасида харакат 

мик/],орин{ии' момеити кг-м^/с ёки
21.17- рас.м.

момеити 
Н - м - с  билан улчаиади.

Механик систе.ма барча ¡;уцтг!ларииииг О .марказга нисбатан }̂ а- 
ракат микдори моментларииинг геометрик 11игиидиси

( 2 1 . 5 3 )

га теиг век'тор системанинг О марказга нисбатан кинетик мо­
менти ёки система харакат микдорининг б с п и  мо.]1ен!пи дегиьаади.

Системанинг ки15етик .момеити .дюмеит маркази О нуцтага 
'^\т1илади.

Агар  механик систе.\:а иукталари бирор >^ажм (сирт ёки чизик) 
оуйичя узлуксиз  та1:симлангаи булса, у  холда (2 1 .53 ) да й^гринди 
урнига массанинг !- с̂1Идай таксимлатиш^га .мос интеграл олинади.

(21 .53 ) 1И1 координата \кла{;ига ппоекииилаб, :.,(.с и-;ларга иис­
батаи системанииг кииетик момеитгши аиицла1Ъи1з;

К . =  у  ■ %  V  '«V  ( / / . г ,  — 1/^ ),

1.  '*!, ^  22 "ч.

Л',., =  --- .'.'ч, (.'ч.'/... )

(21 .53 ')

Систсмаиииг харакат ^¡илдори уиимг '.;ассалар маркази о!1лан бир- 
галикдаги и.'и'лрилама ,чаракат1ти (2 1 .2 -^  га мувофик). кинетик мо­
менти 3;са у;:.:ит ал :̂  нм : 1  харакати;!; ! ха!),ла'ер'таи:а!.

K vJ ta л ^ i a c  у к  атрофида а1!лануичи жиciv^нl!нг апланиш уциг а

нисбатаи кине гик ’̂oмeнт!^. .: дт-; атро|л!да со бурчак тезлик бил.чн 
аилануЕЧи ;кисмилиг г \кига и':сбатан к1п!ет;!к М0>[бити шг хн- 
соблаимиз ( 2 1. 17 - рас.м). 1‘>уиин1 учуй жисмлан массаси сРп га тепр 
.А! булакчасини ажратамиз ва мн?! модлий ну;<^а деб 1\араймиз. Жисм 
¡о"зра,'!мас У1ч атг'Оридя айланганда пу булакча маркази айланиш 
уа^ид.нги О н\'к^ад!! огу!'.’ !)! на рад!1уси к га теиг айлана б>,ч'1лаб >;а-

377



ракатлаиадн, М  нуктаннмг тезлиги V мазкур айланага Л1 ну 1̂ тада
—

утказилган урмима буйлаб йуналгани учун и йт уринма буйлаб 
йуналади. Шу сабабли г у 1̂ ! а̂ нисбатан А! булакчанниг харакат
до|.)и V (1т нинг момеити (и с1т) ^  V йтН =  со к-(1т га тенг
булади, Бутун жис.мнииг кинетик моменти зса Л", =  [ о)/г йт ^

»М)
— О) 1” йпг га тенг булали.

( М )

(20.8) га кура, \ ¡'г (1т— булганидан 1̂ уйидаги формулага эга
'(ЛИ

була миз:

Кг  -(0. (21 .54)
Демак, кйзгалмас (¡к атрофида айланувчи жисмнинг айланиш 1]кига  
ни с бш ш н  кинетик моменти жисмнинг мазкур у щ а  нисбатан  
инерция моменти билан бурчак тезлигининг купайтмасига тенг .  

Агар система т^узгалмас уц атрофида айланувчи бир неча ж и см ­
дан та 1икил топган б\̂ 1са, уиинг кииетик моменти

Кг — Лг Н“ -̂ ¡¿2 '̂̂ 2 +  • • • “Ь ^я2 (21.55)

формула ёрдамида хисобланадн. Буида о)̂ , . . .  , лар ^ар бир 
жисмнинг бурчак тезлигини; /22, ■ . •, 1,,  ̂ эса жисмларнинг 
г уь̂ к̂ а иисбатан инерция моментларини ифодалайди.

21.11-§ . Ну 1̂ та ?^аракат ми{^дори моментининг узгариши 
>^ацидаги теорема

Л'1 нyl^тaииi^г массаси т  га тенг булиб, Р  куч таъсирида V тез­
лик билан >^аракатлансин. Бундай ну 1̂ та учун динамиканинг асосий

1̂ онунини (16.1) га асосаи т курннишда ёзиш мумкин.

Бу тенгламанинг ^ар иккала томонини ну}^танинг радиус- вектори 
Г га векторли кулайтирамиз

7 х  т  —  (21.56)

Тенгламанинг чап томонидаги ифодани 1̂ уйидагича ёзиш мумкин;

г  X т (г X т и ) ----- ^  x m v .Ш dt dt

А м м о = ' у ;  ЁГх /тгу вектор куп ай ш а нолга тенг. Шу сабабли
Л

Гх пг ~  /̂ 5 тенглик з̂ ринли булади. Натижада (21.66) dt
дан
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ш [ г  X m v )  ~  г  X F (2 1 .5 7 )

(21,52) га кура (mv) ~ г  х mv  вектори Hyi^̂ iaHUHr О мар-
ка зга нисбатан харакат мицдори мо.меитини ифодалайди.

Статика булимида кургаиимиздек, (6.1) га кура Mq {F) г  х F
М иуктага {-^упилгаи F кучиинг О марказга иисбатан момеитини 
ифодалайди.

Шундай килиб.

тенглам ани олам из.

(г X т  V) ^  yVÍо {F)dt (21.58)

ÍKH

dk.

dt - M A F ) (21.59)

тенглама урннли булади.
(21.58) ёки (21,59) тенгламалар иукта mpoKatn микдора мо- 

менптнинг у з гарииш хакидаги куйидаги теоремашс  ифодалайди; 
моддий иукта харакат мицдорининг бирор кузралмас марказеа 
нисбатан моментидан вакт буйича олинган хосила ну!\тага таъ- 
^пр этувчи кучнинг шу  марказга нисбатан моменпшга тепг.

(21.59) ни Декарт координата укларига проекциялаб, нукта ха­
ракат .^tuKdoptiHum координата укларига нисбатан моментлари 
узгарииш. хтидаги теоремани оламиз:

- s f  - dt -  м ,  (П,
dk.
dt M JF ) ,  (21.60)

яъни моддий нуц.та харакат мик^дорининг бирор к^узгалмас укка 
нисбатан моментидан вак^п буйича олинган хосила HUí^maea таЪ' 
сир этувшс кучнинг  шу укка нисбатан моменгти’а тенг.

Координата у!^‘>‘''Р^н'а нисбатаи кинетик моментнинг ифодаси (21,52) 
за кучиипг у щ а  иисбатан моменти учун у^жнли булгаи (6.9) ларни 
иазарда гутиб, (21 .ьО; ни (ууйидагича ёзамиз:

tn

dt
_d_
dt

( zx~xz ) - -^zX -xZ ,  .

tn — (xy — yx) = xY — yX. 
dt

(21,Üij

Нуг^та харакат ми>^дори моментининг узгарииш n; кидагн теоре- 
маии к^у.']лашга мисол тари^^асида иу 1̂ танинг .мярк ;̂.^ии куч таъсири­
даги х'.'.ракатини куриб чнка.хиг .̂
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21,12-§ . Нуцтанинг марказий куч таъсиридаги ?^аракати.
Юзалар 1̂ онуни

Таъсир ч и з и т  хамиша фазонинг бнрор кузгалмас  пуцтас!! ор[^али 
;у’тувчи куч марказий куч дейилади. Масалаи, Ерга .1 а̂\и}ша К,уёш 
марказига йуиалгаи уиииг тортиш кучи таъсир этади.

М  иуцгага  Р  марказий куч т;гьсир этс1ш ( 2 1 , 18- раем). Е  куч­
нинг таъсир ЧИЗИ1-И хамяиш О нуктадан угганп туфайли унинг шу 
ну)<^тага иисбгиан моменти нолга теиг булади. Бинобари]!, (2 1 ,59 ) га  
асосан

dkQ
~ й Г

О,

яъни, о  марказга }И1сбатап иу1';та харакат  микдори;; и и г мо.меити у з “ 
гармас вектордан иборат булади:

А’у =  г X ttlv =  ш Ы  =  ~с. (2 1 .62 )

Бу тенглама нуцта ракат микдори моментининг сацланииш 
){акидаги ку11идап1 конунна н({^одалайди: марказий куч таъсиридаги 
ну(\та харакат микдорининг куч марказига нисбатан моменти 
узгармасдан кр лади.

(2 1 .6 2 ) ни Д екарт  координата укларига проекциялаб, нукта  ха­
ракаг дифференциал те11гламаларниинг учта скаляр биринчи иитег- 
ралиин оламиз:

т  {уг — гу) =

т [гх — хг) ~ С 
т [ху — ух) =  Сз,

(21.63)

бунда С^, Сз, Сз лар интеграллаш доимийларн булиб, :?^аракатнииг 
бошланрич шартларидан ани1^ланади.

(2 1 .62 ) га 1<уйидагпча геометрик интерпретация бериш мумкин:

г ва V ётгаи теки.с.шкка хар он да иерне1!дикуляр йуналган г х  т и
вектори \а\шша узгармас йуна:п;шга эга  булади. Шу сабабли г оа 
векто;.)лари доимо О мярка.здан утувчи бир тскисликда стадт’ . Бппо- 
ба]');ш, маркамй куч пгаъ:.иридаги иуктснинг траскпюрияси бир 
тгкис.шкда етувчи эгри чизикдан иборат булади. Бу эгри чизш^ 
буйича харакат кандай 1;оиун асссида содир бу.'пииини аник;1аш учун 
иу^'.ташшг сектор тезлиги туп1уичасипи киритамиз.

А11таилик, 1 вактда иукта  уз трсшкториясида ЛГ холатии, 1 Л- 
вак^да Л11 .чолат}1и эгаллас1;и (2 1 . 19- рас.м). Агар  О М М ^  ^•^^бypчaк

юзини Л(Т бнлан белгиласак, расмдан Аа юза г радиус- вектор билан
Дг ~  Г1 (/Н-А/) — г  (1) куч;1ш вектори векторли купайтмаси модули- 
нииг ярдшга тенг бу\тишига ишоич .\осил 1̂ иламиэ:
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1\уйндаги формум'! cprv-p.n^ii с1Н1!!чла1шдигаи 

Д о (г X Лг) (21.64)

А а юза векторини кнритамиз.
Юза вектори i \ ü  нинг шу юзяга мос Л/ па!\т орилнгяга нис- 

батипикг даги ли,мити иу1\пшнинг О марказга нисбатан
сектор тезлиги дейилади.

Шуидай килиб, сектор тезлиг{г учун

дТГ
— lim

Af->0 Д t
еки

d а 
dt

формула ур[[нли булади.
Сектор тез;1иги ни иуцтаииш’ тезлиги v  орцали ифодалаит учуй 

(21.61) иинг иккала толгоииии Л/ га бу\либ, да лимитга
утамиз:

=  lim  — -  =  —  lim  г X  1 =  ~  ( г Х  ü) 
ч;.. .0 Л / 2 Д ,^ 0  V м  J  2

еки

X -  М о  (^)- (21.65)

ЬкИоГк^!,',;!. н'-ктанинг бирор марказга нисбатан иккиланган 
сектор тс.>лиги ту HyKjna тезлигинин.^ мазкур марказга нисбатан 
MüMj-H’^uien тенг.

Aiiip н\'к;га бир гекпс и !кда .харакатлпнса, у  холда к у т б  коор- 
дьиаталприпл кпр;п ио, с.лчгор гезлпгииииг хипчдори учун уш оу фор-

З'П



do 1 , 7^ Т  1 
Угу — —  “  —  г и sin {г, v) — —  r v ,  

dt 2  ̂ 2 ^
г2ф. (21.6б>

(2].G5) нинг иккала томонипи т Гс? купайтирсак,

2 m Уд =  г X  mv  — kg 

Теш лик \|.)11ялм булади. Бу тенгликна (21.62) билан солшлтириб^

ко =  2 mv^ -= const  (21 .67 )

булиишга ишонч .\осил 1<^иламиз.
Шундай 1у 1либ, марказий куч таъсиридаги ну{^танииг сектор тез- 

лиги-.узгармас булади, яъии нуктанинг радиус-вектори иккита бир хил 
Bai^T оралирида узаро тенг }озалар чизади. Бу натижа юзалар г^онуни 
дейилади. Юзалар 1<̂ онуни нланеталар харакати учуй уринли булиб» 
Кеплер 1<;онунларидап бирини ифодалайди.

Агар 2 1 .2 0 -расмда тасвирлаиган эллипс бирор плапетаниаг ор- 
битасини ифодаласа хамда унинг О фокусида К^уёш ётса, у  :^олда
перигелий деб аталадиган П ну[-^тада планета энг катта тезлик­

ка, афелий деб аталадиган А нуктада энг кичик тезликка эга

булади. Бу патижаии ва тезликлариинг О нуь;тага нисбатан 
моментларииинг тенглигпдан келтириб чик^ариш мумкин:

• ОЛ.

(21 .(]б) 1П] назарда тутиб, (21.67) га кура юзалар 1̂ оиум!!Н[мта 
ь^уйидаги к\ф)ииишда ёза оламиз:

еки

/п г- ф — const

г^ф =  const. (21.68)

Агар нук.тсн'а таъсир этувчи нолдан фарг^ли f  куч бутун хара­
кат давомида 2 yi' î â параллел булса ёки уаииг таъс[ф чизири г ут^ни
кес1к1 утса, у  >̂ олда — О ва (21.60) нииг учинчи тенглама-
сига кура

i b .  
dt

hiw

«г ^  '"•'h V) =  (21.69)
булади, яъии нуктага таъсир эпгув' 
чи кучнинг бирор кузралмас y i g^

382



нисбатан моменти хамиша нолга тенг 
билсйу у хрлда нуктанинг шу уккр 
нисбатаи кинетик мом.сшпи узгармас­
дан колади, Бу ху.юса н укта  кинетик 
момеитининг берилган укка нисбатан 
сакланиш конунини п(|)Одалайлн.

21,21-

2 1 .1 2 - масала .  .’И нхкта гаъсир чизиги доимо

\) 'ну1\таллп у 1ялпган м^рказя; ! /' куч таъсирида 
харакг]тлана,чИ, А|-ар Л11 холатда иукгаикнт  тез- 

О.И, 3' ■
— 4 м с бу ; :см ,— ~ ии'рчни ка-

:юатлант1!р\'Вчи нунганииг Л1г холатдагн тезлиги аниклансин. ЛТх иу 1̂ тада Vi
Оиллн /■' ораси.тагн бурчак а  ^  9 0 “, Л/з нук^адя билап Г  к у ч  орасидаги бур- 
чяк 60^ ( 2 1 .2 1 -р ае м ) . А1 пуцтанкш’ огирлик кучн эътиборга олинмасин.

?:чиш. Л' иукта учун О иуктадаи раем текислигига перпендикуляр рави1ида 
у гувчн г у кка  [пюбатаи пу|уга кинетик моментининг узгарииш хакидаги теоремани 
куллайм из .  (2 ! .6 0 )  иппг у ’;инчи к 'пглам асига  кура

с!:
А1  ̂ (/■) =  О бу;л а}1И учу[( узгармас  буляди. Шу сабабли

(1)
Бунда OЛf, г— иуктапиггг VÍ, >;олагдаги кинетик м о м е н т ;  =
~  mü2 ОЛ!., sin f’i — íjvKifDíHHr Л), холатдаги кипетик момеити. ва k.,¿ лар- 
líiiur кииматлариии (1) га к уйсак ,

OMi — myj ■ 0Л1, 5Ín fj>.

бундай

ОМ.

21.1о-§. Система кииетик моментининг узгариши ? а̂1\и- 
ДИ1 и теорема

Л' та п\ктадан тамжнл гонга!! механик система нукталарига цу- 
Й1!лган ба)У4а борланиик!арин богланиш реакиия куЧо:1ири билан ал- 
мапгтириГ), система иу1-;талир1;га '¡аъсир агунчи барча кучларни (>ку\г-
ладан, бог.таптн реакция кучларини хам) ташки иа пчки куч­
ларга ажратамиз. Натил^ада бундай система пукталарини эркии дс'б 
5̂ араб, уларнинг .\ар бири учун кинетик моментнинг узгарн[ни у к ;  
лаги (21.58) теоремани г^уллаш мумкин:

^ Л 1 о ( т Я ) “ ^ ' о т а  +  % ' ^ ; ) ’ ( ' ’ =  1. 2 ............... ЛГ).

знз



Бу теигламаларни 1ф псак, 
d

^  Л '1  о  О ' К

тенглик уриили булади.|

^  ^  ( и ,  IT,) =  V  V  { .« о  ( F ‘) (21.70)

(21.70) да (21.53) га кура А̂ о =  2  системанинг ки­
нетик момен']'ини ифодалайди.

Барча ташр^и кучларнинг О ну 1̂ тага нисбатаи моментларининг 
геометрик йигиидисига тенг

(2Ь71)

катталик таищи кучларнинг О нуг^тага нисбатан бош моменти 
дейилади.

(20.2) га кура барча ички кучларнинг О нуг^тага нисбатан мо- 
ментларниинг геометрик йигиндиси нолга тепг;

2/ И о  ( Я )  =  о.

Шундай ]<;илиб, (21.70) пи 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

ак
dl (21.72)

Олинган тенглама система кинетик моментининг у з гариши  
){ащдаги ушбу теоремани  ИfjJOдaлaйди: системанинг бирор к^ргал- 
мас ну}\тага нисбатан кинетик моментидан вакт буйит  олин­
ган хосила система нуь^таларига таъсир этувчи ташкой кучлар- 
нинг. шу марказга нисбатан бош моментига тенг.

(21.72) ни иккала томонини ь^узралмас Декарт координата уц- 
лар1]га проекциялаб, цуйидаги тенгликларни оламиз;

_ ли ‘'■‘''У _ -̂21
dt - .Л И , — di У dt

бунда лар мос равишда О х , О у , О, ул^ларга нисбатан
системанинг ь:ипегик .момент,^aj^nHH; Ai^ лар эса мазкур
уцларга [шсбатап гашци кучларнинг 6oiiJ моме[)тлариии ифодз.лайди.

( 2 1 .73 ) гбигламалар кузралмас координата уцларига иисбигап 
система кпиетик момеити хацидаги leopeMaHii ифодаларии: си сте­
ма нинг бирор к̂ ! з га л мае (щка нисбатсш- кинетик моментидан 
eat^m буйича олинган хосила система ну шпала рига таъсир э.пиус- 
чи ma.tnKji кучларнаиг ш у  yKJyi иисбатан бот момснти-и:: тенг.

Снстома KiiiieTiiK л;0А1ептип1Шг узгар.пии хакидаги теоремадаи 
yivifCMiiiiJii'' к v3i'a.‘iM;jc yiv агриф11даг1! ja. iaiiMa xnoai-.  ̂ги, сферик ха̂ -<- 
г.ат! ri:pocivi);!.-iap!^:iiir >.;:pnx;:'i]i) ип ' м  самара-
ли фи;;.и1.':а1!а,мди,

(21.721  ];а (2 i . 7 3 i т^'Чглмм;;,'!;!]" 
ички куч, iap катпаишайди. Ф акат  пчиа ¡-;уч. ;ар

';yji;;';,4nKii, у/:арда 
с1;стсманинг кинетик

'ч.1



моментиии узгартира олмайди. Ички кyЧv^ap 
Пилвосита ташци кучлар билан биргаликда сис­
тема кииетик м о м е т ^ и н г  узгаришига таъсир 
'■/гишн мумкин.

2Ы З-масала. Электр чигириь^ни юргизиш лайтида 
у 1̂ »1нг А барабаиига ва 1̂ тга пропорционал айлантирувчн 
момент цуйилади, бунда а — узгармас миь;-
лор. массали В юк массаси га тенг !за г ради­
усли А барабаига ураладиган арцон воситасида кута- 
риладн (2 1 . 2 2 -расм)/ Барабанни доиравий цилиндр деб 
х,исоблаб, унинг бурчак тезлиги ани1^лансин, Бошлангич 
пайтда чинири}̂  тиич ^олатда булади деб 5^исобланадн.

Ечиш. Чигириц барабани ва В юкнн система деб
' (^арасак, барабалга унинг огирлик кучи тая1[ч

реакция кучи N ва аилантирувчи момент таъсир 

этадн, В юкка эса унинг огирлик кучи {^уйилган.
О нуктада раем текислигига перпендикуляр йуналган Ог у!\1-1И у/кузиб, бу 

нисбатан кипетик момеитнинг узгариши >̂й1̂ идаги теоремани ^^улла11миэ. 
(21.73) нинг учиичи тенгламаси

дан фондаланамиэ. 
(2L51) га асосан

бунда
M,r

(l)

С̂)

(3)

б^либ, барабан ва В юкнииг г ущ а нисбагаи инерция моментини; ¿о эса бара- 
баннинг бурчак тезлигини билдиради.

Таъсир этувчи кучлар раем тскислигидл ётгани туфаили =  Л1* тенглнк

уриили булади. M^g ва W кучлар О ну!^тага 1'̂ 5;^йилгани учуй уларнинг шу 
»yj^rara нисбатаи моментлари нолга тенг булади. Шу сабабли

К  К lg' ' '  —  (4)

(2) ва (4) 11Н (1) га }^уйиб, узгарувчиларни ажратиб инюгралл^^пмиз:
d и 
dt

1
— Aii grt

1 V 2
(3) ни эътиборга олсак. ь^уйидаги тенглик )̂ осил булади:

{а1 — 2М̂ г̂)
(2М,

25—2282 щ



2 М 4 -§ . Система кинетик моментининг са«;ланиш 1̂ онуни

Система кияегик моментипииг узгариши ^а!^идаги теоремадан 
1^уйиляги патнжа.тарни олал]ИЗ.

1. Агар система нукталарига таъсир этувчи ташг^и кучлар­
нинг  бирор Марказга нисбатан бош. моменти нолеа тенг булса, 
системанинг uiy нуктага нисбатан кинетик моменти мшфор 
ва йуналиш жихатдан уз гармас булади.

Х;1К1П{атаи ха'.'., агар булса, (21 .72)га кура

dKn
- О

булс?ди. Ь}'11да!!

const (21 .74)

2, Агар системи иукуиаларига таъсир этувчи таищи кучларнинг  
бирор укка (маеалан, Oz укка) нисбатан 6oUi  люменти нолга тен г  
б у к а ,  системанинг шу укка нисбатан кинетик моменти ракат  
ааеомпди уз гармасдан крлади.

Лгар О булса, (21.73) га асосан

dK,
di

б\.1ади, Гл’пдаи эса
/V,- c o n s t  (21.75)

экаили) II келиб чикади.
i 21,74) ва (21.75) тенгламалар система кинетик моментининг  

сак ta ниш конунини  ифодалайди.'

2 J, 14-масала. Массаси Д/, ва радиуси г га теиг &-tp жинсли диск уз мг|рка- 
31!;|.Л11 yiys 'iii [зертикал yi\ атрофида Wq бошлангич бурчак тезлик билаи айл;ша-

ди. Бошлангич пайтда диск марказидан уняпг ра­
ди уси буйлаб Л?2 массали нуктя и тезлик билан 
харакат киляди (21.23-рас.м). Таянч ну1̂ таларидаги 
пикалании! кучларини хисобга олмай дискнинг би­
рор г'1 БЕзктдж! Keiinnni хямда пукта дискиицг тар* 
дтсига етгаи пайтдаги (/i <  ¿2) айлйииш бурчак 
■1'сяликлари ка апик^лапсия.

Ечит. г рядиусли диск на М  нуктани сисгсма 
ДСП клрасак ,  система нукталарига  диск са иукта-

иииг ОгИрлик кучля]1И ва Л/25 ;̂г1мда А на В
иукталпрнинг таяич реакция кучлари У Zj ,̂

1S таъсир этади, Бу кучлярдан Л1 1 д,/иа,?.

Z 4  лар <• у^ь;а )1араллел хал1да , X Yg
.тар г укии кесиб умаип учуи уларнннг niy \к:-;а 
;;ис('атаи ,\юменглари нолга тспг бумади. П|и;обя> 
рин,

21.23- гаем.
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II 1\' сяблб/1М г  ук да  иксОаган кии^ггик м-л!('!1Т!Н!иг СоК,''а!;."!!] .-.оиуиин;! ;;фодаловчи 
Л > соп51 ёки

К,, == /V,, -  /(., (1)
К1\'[|псабат;и1р урикли б ул ал » .  Бу,!Л;- А'-;- пп с::-:!?:;!"';, чг бо!илгн-
|/1Ч пи/плит, /[ иа ко;1

( 2 1 .5 4 ) ,  ( 2 1 , 5 2 ' )  вл (20.25)  кмчл

=. /Ю; -I-

м.:;:: : цф̂ )л::Л,'1;ЛИ.

/и̂  -  / с-2 т- ■•¿2̂ ' «О ^  -:■■

1̂ ';одалар!-]п о;1,'!м'1.'.-!,
(2), (о) вл (4) 1!!1 (О гя к\П!1б, г», (’'л ':иг

ог,
\'4 -1-

■'К!:!'ла;,м;:з:

(2)

(3)

(4;

Л11̂ ' со,)
Л'/; — 2.1/2 '■7

__ Л Г; ___
А11 -¡- 2А!2

к

2 М 5-§ . Мураккаб :»^аракатдаги системанииг кинеткк 
момеити

Купинча мо.одий пу!<^талур систсмасинииг ь^узралмас коорди[1ата- 
лар системасига нисбатан харакатини мураккаб харакатдлн иборат 
деб караб, уни содда харакатларга ажратиш система кинетик мо- 
ментнни хисоблан1ни осонлагитиради.

Кузралмас О Н  ̂ с; координаталар системасига иисбатаи система- 
Елиг массалар маркази б)1лаи илгарилама харакат к^^лувчи С ху2 
координаталар систсмасмни киритамиз (2 1 .24-расм),

Массаси га тенг снсгеман1П1г ихтиёрий ну1<^тасинииг О
нуктага }и!сбатан радиус-векторини г массалар маркаэндаги С

иу!^тагй 1тсбатаи радиус-вектортш хамда С нуцтанинг О 
координаталар системасига иисбатан 
радиус-векторини билаи белгила- 
аи<,

' ,̂ = Гс + Р, (21.76)

теиглик уриили булади.
Кинематика булимидаги (13.8) 

га кура, ¿М̂  иу 1̂ танинг 1̂ узралмас
О 2 т)  ̂ координаталар систсмасит 
нисбатан тезд'иги нисбий ва 
кучир.ма тезликлариинг геометрик 
йирипдисига теиг булади:

т



V = v  -4- у  .

1^уа»»лувчи координаталар системаси илгарилама ?^аракатда булгани]

dt

t ' .v  (21-77)

(21.53) га кура, цузралмас О nyi^xa ва системанинг массалар 
маркази С га нисбатан системанинг кинетик момеитларн учун i^y- 
йидаги муносабат,’]ар уринли булади;

Л'о =  2 л  X (21,78)

=  (21-79)

/(q ва лар орасидаги богланишни тониш учун (21.78) га

1!ШП’ цийматитш (21.76) дан, нинг 1̂ ийматини (21,77) дан 
келтириб цуммиз;

<̂0 ^  '■(; X +  2  i-\ X +  S  ^  X ^ v 4 v  +

!-V  ¡Г X ( У  +  ( S m ,P v )  X ¿ с  +  ̂  X V/,;^ +

- i - V  Pv X (21 .80 )

(21.80) да У  =  М — бутуи система массаси; (20.4) га асо-

сан 2 - V ^  i ’c ~  ® (чунки С ну'цта координаталар богиида 
—̂ d

о,'1инг;и1). У . r̂v ~  ~ ~  2  Ру ~  ^ >\амда (21.79) га кураdt
X X/А’, бу.’[гпни учун yiHi купидагичя ёзиш мумкин:

■̂̂0 X +  Д'с (21.81)

CK1I

+ (21.82)
( 2 Л' П1 курамизкп, системанинг бирор кузгаллшс марказ- 

■XI нпс'иипан абсолют шракапшнинг  кинетик моменти, массаси 
бипи/н система массасига /иен.  ̂ д еб  каралади ган система масса- 
аар марказининг ту нуктага нисбатан кинетик моменти билан 
сттеманинг  массалар марказига нисбатан HucGuii харакат ки­
нетик моментининг геометрик 1лигиндисига тенг.  Буида система- 
иииг 1И1С011Й харакати, координатлар боп.1И системанинг масса.тар 
маркази билан устма-уст тушувчи ва илгарилама харакатдаги Cxyz 
координата, lap системасига нисбатаи царалади.
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(21.82) ни к^^зралмас Н, т],  ̂
инордината у{^ларига проекция- 
лаГ), куйилаги учта скаляр тенг- 
.¡иИ'.ларни оламиз:

=  л г , ( А ^ )

Р г

К С1'

(21,83)

1’ 1 .15-масйла. Планетар узатманниг 0C\̂  крисоиаш билан усгмп_уст гу- 
и1\'вчи цузгал?ч!«с г  у 1\1\а иисбатан кинстик моменти м!соб,'1апсин (21.2о-р;к'м>. 
К,'. чралмас 1 ва !\уЗгалувчн 3 1-илдл!>ак,аару1ИНг г радиуслари бир хи.’1, 3 ['илди- 
р.;к массаси т  га ,  2 гнлдирнк!1н!£г массаси гп̂ , г а ,  радиуси эса га тенг.  Кри- 
1(01:.ип бу])чяк тезлигининг г  ук^чаги проек! ;ияси о,ь га  тенг, К[)И!зои[Кп массаси 
хисобга олинмасии. Рилдираклар бир жннслн деб кисоблансин.

Ечиш. Планетар узятмаии 2 ва 3 ^клдираклардап ташкит топган система 
деС караймиэ. Д астлаб  Виллис усулидан фойдаланиб. 3 гилди].->акнииг бурчак 
■¡салпгиии аингутайыиз. Бунин!' учуй  ^-илдираыар бурчак тезлиги асосида к;уиида'
1 и жадвалии  т\'замиз.

Гя,:1Днраклар
Етакчи

стержень
ОСз 1 2 1 3

Ту’хтагунча бурчак тезлиги 0 «•г 0>з
Т]/>хтагакдан кейинги бурчак тезлиги 0 — СОг (Оо—со «3— (.Ог

Илашиш тури таш1̂ и таш К И

Бинобарии,

~  сйг
Бу тенглнкларни купайтирсак, 

~(й.

СОз—СОг Гг
(1)

(2)

Шундай килиб, 3 рялдирак илгаргиама хараклтда булади .
}^уз?алмас г <т-;ки О нуктада  раем текислигига перпендикуляр  раиишда ут- 

каэпб, бу у>̂ 1̂ а нисбатан (21,83) ¡шнг у-:)!нчи теигламасини

[п :7 с )~ К ’Ьг
ёзауиз.

Снстеманинг г  -’ ¡а^а нисбатан кикс-тик моменти

Лг ~ 4“

(3)

¡(4.
га те)!Г булади, бунда Кг2 С-1!лан 2  П5ллир2 кн!шг, Кхз билан 3 рилдиракнинг г 

ни.сбатан кинетик моментлари белгиланган.
{с) ИИ 2  ва 3  рилдираклар учун ь;уллаймнз;

^г2  =  '̂ 2̂ (̂ 2̂ “Г

369



('■ -  -̂ 2 ) ®г . -С, = 2(r Ч- 2̂ ) "г
буЛ1анУ1 учуп

AL {то t e )  = í'‘ -'- 2̂ ) ''‘2 %  = '̂j t (7)

М , ija,, v ^ j  =  2 {г - -  r.¿ ] mvc^ =  4 (;• -; (8) 

урпплп бгляди.
с., ¡ ly ii raan!) раем текислигига 1:е!, 'пейдикуляр равшида у гув ч ; :  укк^а

н1;сбатлн 2 шлдмракнинг кипетик момеши / (^ ^ 2  ~  ^2 »енг, бунда /2  =
;\! ,

— "ti/üijí 2 ¡■'плдираки^гпг С^гз у к к а  нисбатан инерция моменти, билан

2 килдир;;:-;;!;; Л1 Vr; агр/фидагп hiícóhíi харакг;Т бурчак тез,1!тги белгиланган.
2 гмлдирак учун Л пу!'^та тезлнкларнннг оний маркази булгани учун

г  ̂ г f -\- ''гг2 =  {г 4 -  Г, )со^ еки 10  ̂=  — -— —̂  й)^

тенгликлар урпили булади . Бинобарин,

ш,^г5 г +  п  I
^ C j í~  2 ' г ’̂̂ 2 ~  2 С''^''■‘¿) (S)

3 гилдирак нлгарилама ^арикатда булгани уч ук

А'с.г-О- (9)
(5) — (У) лдрга acocan (4) ни цупидагича ёзиш mví.;iíiih :

- -  ('- - f  ^2) “ й г  +  ( г  +  Гз) +  4 (г -I- Гз)^ m  (0̂  =  ~  [ /?га (2^ +

’̂ 'c) "Г ĉ̂ z'
(5) ва (6) да

3r.¿) -i $ т  (г -р г , ) ]  (г -р г?) \

2 М 6 - § .  Система массаллр марказига нисбатан нисбий 
хгфлк;1г KHiiíMiíK Mo^iejíTiíHííHr узг'^риши 5^а1^идаги теорема

( J ] . 7b) :;:í тутиб, система яу;^га.тярига таъсир этувчи
KV^i,:;ij;jii:i;ir ó(.*!Lí \;üa;cjítjíüí! }\}‘[1'1дагмчл xiícoünaiu мумкии;

-= í ;  ' ■ ' 1 "  1  i ĉ - ь .'V ^  “ ' с  >;' ~ÍJ%. s ? v  X
ёк']|

7^ X (21.84)

буила — ciíCTc.'.iJ Hyt'^T¿LiapHra таьсир :->тувч:! таш(-у11 куч«

лар;-;!иг бош вектори: =  t ' l — таил^и кучларнинг систе­
ма массалар марказига нисбатан бош моменти.

(21.81) ва (21.84) га асосан система кинетик моменишинг узга ­
риши xaí-^идаги теоремани ифодаловчи (21.72) тенгламани

390



ríí  ̂ d¿

1<\рян1 1 шда ёзУ1 Ш мумкин.
[ Ьу тенгламада

+  Í ?  X  Мш'^, =  ^  X  M w c

d Vq
булгани учу'Н (бунда ^ --- система массалар марказининг
тезлаииши) у ни цуйидагича ёза oлa^пIз;

7 ^  X  M Í ^ '  +  =- ~Гс "< 'Ь  % ■  (2  Í -85 )

Массалар марказининг харакати xaцидaг̂ [ тсоремаии ифодаловчи
(21,31) тенгламага асосан

М =  R'̂ .

Бу тенгламанинг иккала томоииии га векторли купаГипрсак, 

X  ^  X  R^.

Бинобарин, (21.85) дан

Tí'¿ (2 i ,bb)

ф:ор:,1 улани оламиз. Бу формула саспыматтг массалар м а р ттга  
нисбатан нисбий хиракат кинетик момен!пининх изгарил’л хаки- 
саги теорсяани- пфодалайлгк система ^жсаллр маркл2Л-х1 н:и ''■л- 
тсн  хисобланган сиапвманин; кнн.;пг\1х ^юигни-тдан cu'-ci буйи- 
'<а олинган хссила система НцК-!'о,1,1рП:'а птъеир r:¡rjcc' ;лли<ки 
кучларнинг массалар марказига нлспаллн :̂ле. мл':нн’н >а 7^  ̂

( 2 1 . 7 2 '  ни ( 2 1 . 8 6 )  6n:iRV{ co.';;íliítt;.v:-  ̂ ' гл*г  im ,: ': : -ap
ciiCTeiviacnra ва с1 :стема м̂ с̂салар л^очизч' бпл::л б;lp;^^т':;гlл илга  ̂
рилзма >̂ зр;:!катда бумуичи координ'т;;ллр слстем:сига л':с :̂;7ли ки- 
иет'г: MCV'GHTHníir узгарии::! л'ЛуДЛ":!. 1-еоп-:;м:;.~ар 0::р XíL': таъри'р- 
.■D э и) ?' И И !-л ? í: ”■ па N !И 3,

í2 !, í 6} ;;а хз’ддп (21.72) даги каоп ичкл куч/:ар ка:г;лШ’ 
маиди. ‘ ‘

Системанинг массалар '.'арказпга н;1 Сбата!г кинетк:-:
^згсрпши ха;у1даги теорема лап цаттиц жис.\нп;ьт текис нар.: .ел 
:^аракати ид вркин кагтиц жисмнинг харакатини тзепкил э тувчи '̂  рга 
ажратганда жисмнинг массал.ар :̂apкaзи атрО:ридаги айлан:::! .\apa- 
каткни урганишда бевосита фонда лаН1 !дади.
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1

К^уйндаги иккита хусусий холии курамиз:

1 . Агар /Vi  ̂ =  О булса, у  холда (2 1 .86) т<з кура — — = 0 , би­

нобарии,

К: = const. (21.87)

(2 1 .87 ) тенглик система массалар марказига нисбатан кине­
тик момттнинг сщланиш конунини  иЬодалайди: агар система  
массалар марказига ыисбатан таилки кучларнинг 6oui момеити 
нилга тенг  булса, у  холда системанинг массалар марказига 
нисбатан кинетик моменти уз гармасдан крлади.  Буида, хусусан , 
бои].чан1 ]̂1ч иайтла системаниих^ .массалар мар1^а?.ига нисбатаи

тик момеити нолга теь:г булса, бутуи >̂ ара!-сат даво^1ида узгар- 
маслаи колади.

2 . А гар  б)\7са, у  холда (2 1 .86) n i iar  ироекция-
(НУгу

СИ — ^  бинобарии, К''., —const булади .
d i  '

Яъии системанинг массалар маркази билан илгарилама хара­
кат килувчи координаталар системасининг  бирор укига нисбатан  
система нукталарига таъсир этути кучларнинг 6oui момента 
нолга тенг  булса, у  холда б утун  харакат давомида системанинг  
мазкур {¡кка нисбатан кинетик моменпш уз гармасдан кхиади.

21,17-§. Кучнинг иши ва 1̂ уявати

Айтайлик, Oxyz инерциал координаталар системасига нисбагаи

радиус- вектори г га теиг /VI nyiyra миг^дор ва йуналищ ' жи.хат-

дан \\^гарувчи F куч  таъсирида бирор эгри чизикли траектория 
буйлаб хара.катлаисин (2 1 .2 6 -рас:,;). .Vi ну;-;тапииг dt ваь;т ичидаги

dT
dt

эле.менгар кучии1}пи) d r  билаи белги.шсак, (8.17) га кура о —

булгаии учун элементар кучиги тезлик йуналишн бп'игча содир бу­
лади .хамда 1̂ ^уйидаги тенгл{П’: уриили 
булади:

v d f  dx i ^ d y  j dzk,
(21,88)

21.26- p.'iCM,

бунда dx, dy, uz бнл'П элсмстпар ку- 
чиитипг Ox, Оу, Oz ииерииал \цлар- 
га нисбатаи г!;)оскииялар[1 бслгилан- 
гаи. Кинематика булимида кургаш!- 
ми?дек (8,-1-§), элементар кучишниир
.модули траекториянинг М иу{ -̂

^■адиги ёй узуилигп д , 1̂ х1 епеии 1̂ али d s
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га ёки у'гилгап йул ли|’>г|->ереициали d a  га тенг:

j d г \ =  d o -г. (dx)- Ч- (dy)'^ +  (dz)- . (21.89)
F кучнинг элементар шии деб, iriy куч билан у  куй;1Л['аи нуь;- 

та элемеит^1р кучишинииг скаляр купайтмасига тенг

(21.90)
катта л и кка а í i тел ад ¡ i .

(23.89) ни назарда тутиб, скаляр купайт.манинг т '̂.ърифига кура,
(21.90) нн куйидаг1!ча сзиш мумкин:

ü ' í\^ -Fd<so :n (F , l ) ) .
М нуктаиннг трае^^ториидаги .холатиии s == ОЛТ ёй координатаси 

билан хам я.ииь^ла’и мчмиия Санок бошл учуп О ну1- т̂ани
олиб, л/ (туктада тр:1е!чторпяга \л';чазтган уринманпнг бирлик цек-
торя ни ёй коорд'лиатао}! ортадигаи томонга йуналтирамиз (21 .27- 
рас.м)-

Агар М пукта ёй Koop;i'aHaiacii орт-^диган томонга харакатланса

(21 ,27-расл1, а), d< >  О булиб, d а  =  \ds\ ™ ds ва cos ( f , v )  =

— cos ( f , T*̂ ) теигллклар урииля.иф. чупки бу холла у иа т** 
ларнинг йун.пиши бир хил б\\иаи. Курилаёгган \о 1Д:; (21.91) ни 
1<^уиидагичи Г'зиш му.мк'ии

d ’A ^ F d s c o s ( F ,

Лгар М nyí-̂ та ей координатаси камаядиган то.монга .^^аракатлагг-
—>■

са (21.27-расм, о), dsc^O  булиб, ¿ía ~  ¡ds¡ — — ds ва с о з (^ ,  и ) —
=  — c o s (F ,  т®) тенгл1гклар уринли булади, чунки бу >^олда
V ва лар ¡-;арама-царши томонга иуналади. Шу сабабли (21.91)
ни

yif ^

21.27* раем.

•> у\|умий ^̂ олда (21.90) нинг упг тимоня бирор функциянинг тули^ дггфферен*
киглин’! ифодчламамди. Шу сабаблтт диффереггдпал белгисм устига 'м.ц .чх к.\йилган*
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(ГА — F ds cos (F, г®) 
куринишда ёзнш мумкин.

Бииобарин, хар иккала ^^олда хам

d ' A ^ F d s co s (F, х“) (21.92)
формула уринли булади.

Агар F кучни уринма ва нормаль буилаб йуналган F̂  ва F
ташкил этувчиларга ажратсак, у холда F кучнинг уринма ва нор- 
малдаги проекциялари ¡^уйидагича ашп^лаиади;

F.^^ F cos (F, т>̂),

F^^^Fco<(F. п )̂. (2 1 .93)

(21.93) даги биринчи тенгликка кура ку ¡;;ипг э'и.'.\тентлр пиш 
учун ёзилга]! (21.92) формулаии яна ¡(уйидагича ифoдaлaиJ мумкин:

d\4 -^F^d^. (21.94)

(21.91) дан курамизки, d  ̂ ,^>лемелтар куттла F кучнинг  фа.-^ат 
уринма тйщкил yiyi3'-!ncn иш бчжаради; F^^.Lv булгани учуй 
кучипиг ds кучитдагп тпи no'ira теиг булади.

F ку 'ипп 'г .Y, Í/, г v i a ’ini irpoe.viiiui’uipaiui X, У, Z билан белги- 
лас;.1К, (21.90) га Kv¡ia  эле\1ентар и т  учуй

d'A ~ Xd.y -ф Vdy У Zdz (21.95)

ф0р\'\-л<'ии ола'':из. Бу фогтаула куч элеменпшр тиининг аналитик 
ифоопси :1Сми.']адп.

K y ’iHíií-íe чекли - И ; ú ч; шии де", э юмептар и:ида[! траек ' 
тор;:>иип1г Ciin бу)!пчп o/í:;;íi'S'í 1;п:'Д‘рал опкалк И'])Олаланувчн

1 i' F a r  Г F - c o i ( l \  T^]ds (21,96)
■>;, .Ml

ски

A ^ l í X d x  (21.97)

ска 'г ;р  : 1. : : а:1Т1;,”ади.
(2 ' . 9 üi фор\:у,')а кич ге-).П1::П'::’К ¡и'кУпси. (2 1 .97 ) эса

К;/-1 ткана Иг аналитик ифодаси дейплад.и
CÍI сирлик'лар cücre-,'й^'ида г: а блртдгл учун ж а у л ь  ( I ,Ж =  1 Н.м 

ёки ’ .И—0. 102  КТ к бул п т и  учун I /К=П, '02  к г к .  м) кабул ;у1лииган.
.‘Ле>'.л;;:када иш туип'кчаси билан бппга кучнинг кувБати тушунча“ 

си :угл кириталади. Ку'шинг ва1̂ т блолигадаги ишл кучнинг  кувьати 
д^^аила^а;.
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Агар жуда  кичик d i  Eai\T лчидаги F  кучнинг нши c Í ' A ~ F d r  
га тенг oivíca, таъри(])га кура кучнинг 1'^увгати

=  f  (21.98)

тенглнк урин,-;и бу;;ади.
Ш\'ила1’1 ки.либ. кучиипг цуввати куч ва тезлик не!аорларпнинр 

скаляр KvnaíiTMacui'a те^г.
К у ч  KjjeeaniUHum аиилитик ифосаси

^ X x ^ V u S - Z z

кСрикмшда ёзиладп. Б\-нд'  ̂ л:, у ,  z лар к\-ч куйилган нукта тезли- 
гшишг коорд!!!Уата у[у^!ар:-;дап1 прс^екцпяларини ифодалайди.

(2 1 .98 ) га кура

А ' с и п

формула vpnH,-¡!! бу.чади.
' с и  бирликлар с;:с1смасида кучнинг ку!шати ватт (Вт) билан ул- 

чаиэди 1 В т 1 Ж/с ihvU Í Ж О ,  i 02  к гк .м  булгани учун
1 В т 0 ,Ю 2 КГК'М С. Текиикада купинча [^увваг бирлиги учун кило­
ватт  (кВт), .'^егазагт (МВт) иа кучи» (o .k .) олинади ха.мда 
1 к В т ’--- 1000 Вт, 1 МВт -  1000  000  Вт, '[ о .к , - 7 3 6  Вт.

2 Ы 8 ' § .  Тенг таъсир этузчининг и;ии ,’^а}^идаги лемма

Л'1 модд[1{"1 нуктага  Г-,, f.,, . . . , кучлар та^.снр этса, бу куч- 
лариинг тенг таъсир э'тувч1(си

R  -  ï \  - Ь 7 ,  Ж . . .  7 ' ( 2 1 . 1 0 0 )

нинг ИИ1И учун куйидаги лемма уринли булади.
Л емма, Х^аракатланивчи .vi нихтага куйилган тепг т аъсир  

этувчи "кучнинг бирор чсг:.ш йулни упииидагй шии ташкил ятув'  
чи кучларнинг >:удди ш у  йулка улшшдаги ш и л а р и н и т  алгебраик  
Ù ириндисига т еп г.

Исбот. (21.96) га асгса.: R ку'.'итилг Л/, Ггулни утишдат иши 
учун

Л =  Г R d r
ЛК

формула уринли булади. (21.100) кн назарда тутиб, бу фор.муланн 
Куйидагича ёзтш мумкин

ЛГ, ^  AÍJ ^  Ai, ^
Л =  ( F , d r +  Ç F, d r  + . . . +  { F^ d r .  (21.101)

.\u .Mt M,

39S



Бу теигламанинг унг томонидаги эгри чизи^ш иатеграллар мос ра­
вишда f i ,  , F y  кучларнинг /И.̂  йулни утишдаги Л,,
. . . , Лд, ишларини ифодалайди. Шундай килиб, тенг таъсир этуочи 
кучнинг иши учуп

Л =  +  Лз Н- . .,

муносабатни оламиз.

21 .19-§ . А'лрим холларда кучнинг ишини хисоблаш

К^уиидаги .\олларда кучнииг i i l u ¡ íh : í  хисоблашиц куриб чикамиз.

I. Агар F.~Fzo%{F,x-')  катта 1ик ей Koopaín-taTacHtnnír функ- 
ииясидан иборат булса, у холда (21.96) га кура кучиинг иши учун 
к''йил;'ги viVHOcaóaTHí! оламиз;

- V  — ^

Л -  I F COS f F, т") ¿/s ---  ̂ ds, (2 ] Л 02)

6 y i ' ja  ,Si ва s„ оркали ва М., нукдаларнинг ей координаталари 
бслгп,']ап]'аи.

Xycycnii холда /' куч мик,дор са йСчшлиш жи.'^атдаи узгармао 
бу.'шб, куч куйилган iiyi'^ia тугри чнзпк буйича .^аракатланса, у
>̂ олда Г  ̂ =  /'co^(/', х') = const булиб, тугри чизи1̂ ли кучнш-

даги F кучн]пи' iíuüí (21.102) га асосаи
Л - ^ f s c o s a .  (21Л03)

формула ёрдамида ани'-^ланади. Бунда s нуктапинг кучишини; а  —

бурчакии и.Ьодалайди (2 1 .2 8 -раем).
(21 Л О'З) да агар

а  =  O'" булса, Л =  f -5; 
а  ~  180  ̂ бУлса, Л — — F -s, 
а  ~  ЭО"’ булса, Л =  О

тенглик.lap уринли б)\^ади.
2. Умумий >̂ олда нук^ага таъсир этузчи куч t вакдга, ну^^та-

нинг радиус- вектори г (ски х, у, z координаталари) га ва тезлиги

v ~ r  га борлик бу.тади (15Л-^). Шу сабабли пук^атш г чекли
кхчишдагн иши учун

у, J y  л ^ У а , 7 , 7 ) й 7  (21.104)

> "I--
-— ---------- ---------- >4 (Ьормула уриили булади. Бу эгри чи-

2i.:?.v [)í:c':. зи1-;ли иитегрални хисоблаш учун nyi;-
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т;ишнг у^аракат цоиуниии, яъни ну 1̂ танинг радиус- векторин?! Baf^T- 
нниг функцияси сифатида ифодалаш керак:

7 - 7 ( 0 .

У ?^олда г  = г ( 0  ва!-^тиипг функциясидан иборат булади. Иати- 
ж'пда (21.104) ни 1̂ уйпдагича ёзиш мумкин:

л  =  ( " f  [Í, 7(t),7(l)\ - 7 ( 0  dt = ^ 0 {l)dt, ( 2 1 .1 0 5 )
il

»"'унда

ib { i )^ F [t ,  г (О, r (O lT ( i )
’йи^тнииг маълум функцияси; ва лар эса .моо равиш.да 
üyi^Ta /Vit ва .\олатлардан утган пайтдаги ва1̂ тни ифодала11Ди. 
Натижада кучнинг итини .ут^облаш / аргумент буйича (21.105) 
куринишдаги &\тк интеграл1т  хисоблатга келтирилади.

[Цуидан келиГ) чикиб, умумий холда F {t, г , г ) куч куйилга[1 
нуцтанинг харакат коиунини билмай туриб, яъни дастлаб бу куч 
таъсиридаги nyi^Ta учун диинмиканииг иккинчи асосий масаласини

счмасдаи /■’ (/, г, г) куч[ии1Г шииии х̂ 1соблаш .\:умкин э.мяс дегаи 
хулосага кслумиз.

Шу сабабли нуктага таъсир этувчи кучлар т  улар 1̂ уйилган 
иукталариияг кучиити яеосида бу кучлар таъсиридапг !)у(^танинг 
харакат ¡фи\'иини билмай туриб ишим >̂ исоблаш мумкин булгаи куч­
ларни аииклаш NiyxjiM ахамиятга эга. Шундай кучлардаи айримлари- 
иииг иши цапда15 хисоблаи'лшиии куриб чикамия.

3. Огирл«;к кучииииг иши. М 11укта[1инг Р огирлик KV4ii таъ- 
сирида Л7, хрлатдаи AU га эгри чизик буйлаб кучишидаги иш1ши 
Х!к:обл:шмиз (21.29* раем). Бунииг учун г yiuni вертикал юкррига
¡¡vn<!jTiipi:n, Р кучнииг коорди11ата укларидаги ироск)и1яляпит! уи- 
собля1г.!1п: ' ^

х  = о, )' =̂ 0 , / =  — я .  7  ^

(21.95) ва (21.97) ларга кура Р . ■
кучнинг элемеитар иши
d'A ^Xdx^r У du +  Z d7 = — P  dz. -
чекли кучии1д:!гм иши эса

A = ~ \  Pdz г _______

ёки ^
/1 : ~P{Z.^ — Zi)= Р{г^—2,) )̂ 21.29- р;юм.

* бу формула AI ну 1̂ тапинг огирлик кучи Р узгармас б\'лгап холл<т vpiui.itt 
б^лада.
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фпр>:\'лалар ёрдамида аы1Щ- 
л а н иди. Б у-11 да г  ̂  — 2 ̂
М  нуктани1!Г верт1!кал ку- 
Ч1ПШ1К!11!фода.:айд11, Ну(\та- 
шшг лр.'1ат]! уVI2 долаг- 

■% дай балалдрокбулса , >¿'2
^^либ, Р  КУЧНИНГ шпи м ус ­
бат; Л/; нук;га дан паст- 
рок булса, булиб,

Ркучнинг 1ППИ манфий ций- 
/латгп эга б;^■]aди. Ь ]тсба-  
]'1!н, оп1рл;;к кз^чииинг иши

А = ± РН  (21.106)

фоп">гула. ёрдамида >^исобланади. Агар нуу-^та юь:ор1]га харакатланеа , 
бу 'Ьорл-улада мапфий ишора, пастга харакаатлаиса, м\'сбат ишора 
олииади.

(2 1 . 106) дан кура.мизки, огирлик куиппии' и и т  нуу^таиинг кан- 
дай траектория буй,паб кучишига эмас, балки иуктапикг б0шлар1рич 
ва ох11р1-п иаитдаги .холатлари op^;aли \тувчи горизонтал те1\исликлар 
орасидаси масоЬага боглик булади. Хусусаи ну1 ;̂та горизонтал те- 
кисликда харакатлаиса, н уктага  таъсир этувчи огирлик кучининг иил1 
нолга тенг булади.

4 . Элас'шклик кучининг иши. А уч.и кузрялмас {у1либ бирнкти- 
р11лган Л 8  иружинаии чуЗ]'анда иружинаии чузуичи жисмга эластик-

лик куч]? Г  таъсир .этади (2 1 ,3 0 - раем). Бу куч пружинами эркин 
уч]1Даги ну1^тани1и' кучигиига к;арама-1^ари1и йупалади }^амда унииг 
модули пруж]и-!анинг чузилишига проиори^лоиал булади:

Р = с-В^В,

буида с  —  иружипаиинг бикирлик коэффиииеити.
Кос1рдинатала[1 бошиии пружина деформациялан.маган ^^олатдаги 
нуктада олиб, х  уцпп пружина уь^и буйлаб вертикал пастга 

йуиалтирамнз.

Пружина эластиклик к у ч и н и н г  координата у1\ларидаги проек- 
цииси ~  — с х ,  Ру —  О, буУ1ади.

(2 1 .97 ) га асосан = к кучишдаги пружина эластиклик ку- 
чипинг и и т

(21.107)

формула ёрдамида лисоблаиади.
(21.107) дан курамизки, эластиклик кучининг иши шу куч цуйил- 

ган нуктанииг кандяй конун асосида харакатлан;1шига эмас, балки 
ну 1̂ таип)!г Оот,'!а1?гмч па охирги холатларига богли}^ булади.
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5, Тортилиш кучииинг иши. Айтайлик, массаси га тенг М 
моддий HViviara фазода доимо ¡^"зралмас, массаси т . ,  га тенг С пук- 
тага й) нал гак ва микдори

т-1 т.2

га тенг тортилиш кучи таъсир этсин (2 1 .3 1 -раем). Бунда / — торти­
лиш доимийси; г — С ва М пу 1̂ талар орасидаги масофа.

F куч М яур^танинг радиус-векторига ?^амиша к;арама' 1̂ арши 
й\Т1алгаии учун

(21. 108)

тенглик уриили оулуди.
(21.108) Kii координата ут^ларнга проекция л асак,

т .1 X у г
X = — f  =  — ¡т,  /п.дТГ . У  ̂ Z -  — [ т , т ,
тенгликлар >̂ оспл б>\пади.

(21.95) га кура F кучиинг элементар ишн

ёки

xdx-\- и d y ^ iá z
á'А== X d x +  Y dy  Л-Хйг ^  — ----------

л: dx Ч- У dy  г dz ^  \  d [х"'- -h "Ь 2 )̂ =  —  dr̂  ~ r d r

булгаии учун
., , г г dr £ árd ' А ^  ! пц п и -----=  — l —г'- т-

га теиг
F кучнииг . 'Í  иукта Д1, холатда и холатга кучип;ида1'и иши

/1 =  f j ~  --------- - j  (21.109)
I

(Ьормула ёрд-г5ида хисобланади,
(21.109) дли курамизки, кузгалмас  лгарказга тортилиш кучииинр 

иши хам н у к т а Hiiiír ’. 'раекюриясига бог-лШ'; булмайди.

2 1 .2 0 -§ .  Катти»^ жисмга г^уйилган кучларнинг иши

К^аттиь; жисхгни иукугплари орасидаги Maco:}wfap узгармас б\^лган 
мехауи1к систеч'а деб ¡yípnó, уи га  култилган кучларнинг иитии хисоб­
лаймиз.
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1. КаттИ!^ жисм ички кучларинииг 
иши ва  1̂ уввати. Эркин 1̂ атти!^ жисм­
нинг Л ва Л нут^таларига таъсир этувчи
кучларни Р\ ва билан белгилаймиз 
{21.32-раем), Ньютоннинг учипчи 1̂ 0- 
нунига кура ички кучлар ми[^дор жи^^ат- 
дан тенг, йуналрши 1̂ арама- 1̂ арши бу­
лади, яъни

Я  =  ^  Я  ■'2 -'1’ *2 — ^1*
■*>- — ̂  

21.32-раем. Агар Р\ куч буйича йуналган а°бир-
лик векторнн киритсак, у  ?^олда

Р\ = Р[2\
деб ёзиш мумкин. Бу кучларнинг элементар ишлари йигиндисини 
анит^лаймиз:

й'А\ +  й'А\ =  1р [ "уд Ш +  р 1 (И -  Р\ Ш (1Г̂  ?  ? ) .

Бунда =
экаилигини назарда тутсак,

ё'А\ + (1'А̂  = ?\11< {пр̂ 1̂ 7̂  — прл^7^ ^ 0
б5^шди. Чунки кинематика булимида курганимиздек (12 .2-§),  эркин 
жисм иккита нур^таси тезлмкларинииг т у  ну 1̂ талардан утувчи у 1̂ да- 
гн проекциялари узаро тенг булади:

^Рлв\ - ^ Р ав ' в̂ ‘
Шундай 1̂ илиб, ]^атти1-̂ жисмнинг иккита ихтиёрий ну 1̂ тасига 

Р^уйилгаи ички кучлар элсмеитар ишларининг йигиндиси нолга тенг 
булади.

К^атти!  ̂ жисмни ички кучларииинг йигиндиси нолга тенг булган 
жуфт- жуфт ну 1̂ талар туиламидан ташкил тоиган деб 1̂ ара1и мум­
кин. Шуидан келиб чи!^иб, жисмнинг барча жуфт ну 1̂ таларига 
]^уй”-' г̂ан ички кучлар элементар ишлари11инг йигиндиси иолга тенг, 
яъни

;^ £ / 'л ;  =  о (21.110)

булишига ишопч хрсил циламиз.
К а̂тти]  ̂ жисмнинг бирор нуктасм^'а [^уйилган кучнинг иши 1̂ ат- 

ти1̂  жисм ну 1̂ 'галарипинг !^тндай харакат (^илишига борлш^ булади. 
Айрим хо,’1ларда г а̂ттш'  ̂ жисмга таъсир этувчи кучларнинг иши ва 
ь^увкати ка ]1дай хисобланишини курии чш̂ а̂миз.

2, Эркин 1̂ атти»^ жисмга таъсир этувчи кучлар системасининг
ииш ва )^уввати. Эркин 1̂ атти1<; жисмга Р̂ , Р ,̂ . . . , Р^ кучлар 
системаси таъсир этсии.
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Д астлаб  кучнинг к увва -  
тини аниклаймиз. (2 1 .98 ) га 
кура

(21.1 !1)

бунда  — к^'згалмас коордипа- 
талар системасига нисбатан эр­
кин к^аттн!^ жисм ну1^таси- 
нинг тезлиги (2 1 ,3 3 - раем). Кине­
матика булнмнда курганимиздск,
( 1 2 .4) га  биноан

+  0) X
- >-

формула уринли булади, бунда — }^атти1  ̂ жисмда {^утб учун 

танлаб олннгап ихтиёрий ну1^тапинг тезлиги; со — 10тб  атро4нг 

даги айланма харакат  бурчак тезлиги; нуь^танинг О цутб-
■—

га нисбатан радиус-вектори. ь^ийматини (2 1 .111 )  га у^уйсак,

X Pv)

тенглик 1{осил б>^^ади.
Аралаш купайтманинг хоссасига кура

X «  (Pv X  ^ v )-

Б у тенгликиинг у н г  томонидаги i-̂ aoc ичидаги купайтма кучнинг О 
Hyi^Tara нисбатан моментиии ифодалайди, яъни

X (f )̂.

Ш ундай 1^илиб,

тенгликни оламиз.
Статика булимида курганимиздек (6 .3 -§ ) ,  кучнинг бирор у д а  

нисбатан моменти ш у уг^да олингаи ихтиёрий nyi^Tara иисбатан куч 
момент- векторинииг мазкур  у{^даги проекциясига тен г ;  бу yi^ учун 
бурчак тез.'1ик йуналган  О Р  уции олсак,

оГ Mq (F )̂ =  са Mq (/’\,) cos (о>, Л/ )̂ =  «  М^р (F̂ ) 
муносабат уринли булади.

Ш ундай 1^илиб, F ^  кучни и г 1^уввати уч ун
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тенглт!К1П1 оламиз. Б у  тенгликни с11 га купайтириб, кучнинр 
влементар лши уч ун  куйидаги формулага э га  буламиз:

с1'Л̂  (И сИ -Ь О) (1(. М^р (Р )̂
ёкн

буида 1\, с1( ~  (1 г^у -~ \\\1'вп\шг элементар кучиши; (а(Ц —  с1 ц) жисм- 
нииг О Р  \к а1[1о))идаги J/тeмcнт¿lp айланма кучиит.

Зркии каттпк жисмга таъс1!Р этувчи барча ку'шариииг элемен­
тар т и п

V  гГ А  ̂ (V  Г )  ^Т ; г  1V  ( Г ) ]  ^ф

ГК и

А - - ^ ( { ^ ^ - 1- {2 1 ,]  13)

фс;рм\ ла ёрдамида апиклападп. Б\ нда /? — V  —- жислгга }^уйил-

га!1 куч, !ар еистс.маси1ип1Г боп] вектори; ^ о р  ^  ^
ук1\а нисбатаи .ма:жур кучлар сисгемасниинг бои! моменти.

(21.113) дан кура\]и:ж11, 9рыин кат пш к ж исм га т аъсир этувчи  
кучларнинг элементар шии ж исм кцаю вилан илгарилсша х а р а ­
кат (\илганОа элсм.гн.гтр кичитидаги кучлар бош вектори н и н г  
шии билан кучларнинг купюдшг улгувчи О Р  у щ а  нисбатан бош  
моментинииг ж исм шу ук шарофида айланганда элементар К1]чиши- 
даги ишлари йш индисига тенг.

(2 1 . 113) ни dt га булиб, эркии катти!^ жисмга таъсир этувчи 
кучларнинг ¡^уввати]и1 хисоб.шймпз;

Л ' ; М о р { о ,  (21.114)

бунда

г.% = ----- , (О — —-  .
 ̂ (¡1 Ш

Эрк'ии 1у:1тги1-; жисмга таъсир этувчи кучлар  системасининг чек« 
ли ку'!)11ид:;г11 ини'ди! ани 5̂ ла!п учун  (2 1 . 113 ) ни пптл  раллаймиз:

ли
= \ .И„,йф,  (21.115)

м, л/,
Ьу ф;.;рмул^;лардан фойдаланиб, к а н и ц  жисмнинг асосий ^ара- 

катлари учун таъсир этувчи куч л а р з и тг  иши ва 1^увиатини .\нсоб- 
лаймиз.
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3. Илгарилама харакатдаги жисмга таъсир этувчи кучларнинг 
нши ва 1̂ упвати. Б у хо.'Ш cf ф ~  со d / -= О булгани учун

d ' A  ^ R d  г =:̂  R_̂  dx R ,  dy -т- R ,  dz (21 .П6)

тенглик уринли булад!! , 6 y ; u a  dr^ d r  жисдг ихтиёрий и}'ктаси-
нинг Ky4i:LHHHH ифодал^йл:'.

Курилаётган :^олда кувват  ку11!-дап1ч;'! тогиладд;

Л'

с “ ЖИСД1 ¡¡Х'ГДЬиН 1Гу!уГ::С:''1ЧИ1' ТО:-!ЛЧГП.
К\'члар ciicie\rac!iii( ' iir чекл(1 ¡4y4:i:ijAarii ц\'д;:,х:г;1ча

ланади:
Л!„

R  d r .
(21.118)

All
Бинобарин, илгарилам-л хараиа’пдаги ?:а;см нукпи..и>р1^^о. т а ъ ­

сир этиочи кучлар системасининг чекли к^читОа-л! итлл. кучлар  
систе.Мйси бош вектораяинг мазкур кучшидаги иитга тенг.

4. Ky.ira.TMac ук, атрсфида айланма харакат килувчк /1;мсмга 
таъсир этувчи кучлар системасининг иши ва к^вваги. Агар  жисм
F i, /̂ 2, . . . .  / у  кучлар citcTC,\uicn таъсирида ify.?,ia.'ivrac 2 }К атро­
фида а11ланма хяракатда б\лса, кутбни айланиш укнда олам1гз; на- 

тпжада d r Q ~ 0  м^амда бурчак тезлик йуналган  О Р  ва г укларн 
устлга-уст ту!иади {2 1 .3 4 - раем)- BiiHoaapiiH, куриластган  хрлДча

d ' A ^ M . d c p  (2 1 , 119 )

формула уринли булади, яъни круэгал.мас ф\ тчрофида айланма х а ­
ракат  1̂ илувча жисмга таъсир этувчи кучлар систс.часиттг вле- 
меш пар шии мазкур укка нисбат а н кучлар ваш мо.иентинине  
ж и с м  гу/i атрофида ай.гангаяда элеменгтгр кучишидаги шпига  

тенг.
Бу х;олда ку'члар системаси 1ншг 1хуввати

чекли айланма кучншдаги мши эсл

ли

м,

(21,120)

(21. 121)

21.34- раем.

форму'л а .лар ёр да м и да а им ц;1 а ; la д и.
5. Текис параллел ^харакатдаги жнем ну 1̂ та- 

лариш таъсир этувчи кучларнинг иши ва цув-
вати, Бу х о л л д  ОР  yi^ текис шаклнннг айла­
ниш 01ШЙ уки били'{ устм а-уст  тушади ва (21.113),
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(21.114) :>̂ амла (21.115) га кура кучларнинг элементар иши, цувва-
ти ва чскли кучишдаги иши учун

+  (21.122)

Л ' -  ^  - г  (О, (2 1 . 123 )

Л ^ \  ^ с 1 г ^ - и \  M o p d € p  (2 1 . 124)
Л!,

с|)ормулалар уринли булади. Бунда ОР у!-̂  к утб  ор[^али .^аракат те- 
кис.'шгига перпендикуляр равпшда утади,

6. Сферик :>^аракатдагн жисм ну1̂ таларига таъсир этувчи куч-
ларнинг иши ва (^уввати. Б у холда ¡^̂ утб учун  жисмнинг 1^уйгал-

мае нуг^тасини олсак, с1гд = 0 булади хамда ОР уц оний уц билан 
у с т м а -у с т  тушади. Шу сабабли курилаётган  холда кучлар  система- 
стшинг элементар иши, 1^уввати ва чекли кучишдаги иши

d ' Л ^ M o p C i л p ,  (2 1 . 125)

N = (21.126)
Л],

Л =  I' (2 1 . 127)
Л1,

форм\’ла.':а[:1 ердамида али^^ланади. Бунда ш жисмнинг оний бурчак 
те.^л; I Г) 111 и ]1'фодалайди.

2 1 .2 1 -§ . Моддий нуь^та ва системанинг кинетик 
энергияси. Кёниг теоремаси

Мехаиикада моддий н укт а механтс харакат ининг скаляр ул- 
нови с]]фатида унииг кинетик эиергияси олинади. 11у!<̂ та массасини 
унииг тезлиги кнад])атига ку!7а1ггл1асинннг ирмига теиг скаляр кат-

талик нукт а нииг кинетик энергияси  деиилади.

КГ ‘ГЛ1 б}фл1'.1;лар сисгемасида иуктгити ! '  кинетик эпсргияси -----^

ёки жоул.ча улчат^али; 1 Ж — 1 И.м,
Меха]ппч' eи .̂'гe^Ia барча иукта , ’1ар1шинг кинетик энергиялари 

йириил.иснга теиг

Т V   ̂у (2 1 Л 28)

кат|алик сш.Ч}и:манинг кинетик энергияси  дейилади.
Нук.та ёки системанинг кинетик .энергияси маякур ну 1̂ талар тез- 

ликларинии]' йуналишига боглиц булмайди. Фа[^ат система нy^^тaлapи 
ии]ч холатда булгаидаг!и1а системанинг книетик эиергияси нолга 
тенг булади.
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Кинетик энергия харакатнииг век гор,ли улчпнинп и[;одаловчи \а~ 
ракат ми!^дори1’а нисбатан универсал каттали){ хисоблалади, чуики 
механик харакат поии' а̂ хил харакатларга, маеалан, иссшчлик ёки 
электрга айланганда, меха1ин\ада туи;унилад]]гаи харакат йуналиши 
уз маъносиии йу^отади.

Механик харакатнинг скаляр улчовига к} чнипг к^ввати, элемен­
тар иши ски чекли кучишдаги иши каби узаро механик таъсирнинг  
скаляр ¡¡лчовлари мос ¡чслади. Улар орасидаги муносабатлар кнне- 
'гик энергияииш’ узга[Я1ши ,' а̂к̂ 1д ап 1 теорем;) воситасида урнатилади.

Дарака'1'нинг иккала улчовшт \yivi Ф. Энгс. и-.с « Т а б и а  г диалек- 
тн!<:аси» асарида аник; изоху1аб берган: «[Цу^ндай кJIЛиб, биз механик 
>̂ ар;и\а1нпнг икки хил улчони бо1)Лигини га'^^амия, лекин бу улчов- 
ларнинг ,\ар бирн гояг муай>!Н даражада чекланган доирадаги ходи- 
салар учун амал !'^илн1иига хам ишонч хосил !'^илам1и. Лгар мавжуд 
булиб т\^рган механик харакат кучган так^дирда хам механик хара- 
катлигиии са1у'1аб колса, бундай холда у маесанииг тезликка к\Л1аЙ1' 
маси гут'риендаги ([юрмула би.1ан и(|)0даланади. Ага]) у кучган ч'а! -̂ 
дирда мсхашп': )^аракат сифатида йук булиб. иогеидиал эиергия, 
исси1̂ лик, э .1сктр ва хр]<азолар ншклида яиа найдо булса, а(ар, хул- 
лас, у харакатнинг бирон-бир бошка ишклш'а мГгланса ,  б у н д а й  )^олда 
харакатиинг бу яши и1аклининг ми{<дори дастлаб харакат цилган 
массанинг теялик квадратига куиайгмасига пропоршюиалдир. Хуллас,
m v  механик харакатиинг узи билан улчанадиган механик харакат-
дир; узининг муайян ми^ ;̂дopдaпI башка харакат шаклига ай-

лаиа олиш цобилияти билан улчанадиган механик .'^ара]':атднр»*^
Механик система кузгалмас О Н т|  ̂ координаталар системасига 

нисбатаи харакат,тансии. Системанинг массалар маркази ор1- а̂ли ха- 
миша ОНт^ь га иарал,1ел равишда харакатлаиувчи Схуг координа­
та. 1ар системаси и и хтказамиз.

Системанинг кинетик энергияси аннцланадиган (21.128) форму-
лада система ^!yJ^тacининг абсолют тезлипш!! ифодалайди. Тез­
лик,тарии 1-^ушиш хак^идаги теорсмага (13.2-^) кура, Л1̂ , ну1\танинг 
абсолют тезлиппиг

--  т)' (2 1 . 129)

куршшшда и[)0Далач1 л1ул!кин. Бунда 611 ¡ан система массалар

марка.зида[Т1 С ну|\Т^иишг тезтмги (|\учир:та тезлик); билан 
нуктанинг С х у г  коордимата.тар системасига нисбатаи тез.7иг[1 (иисбий 
тез/!1!к) белгиланган,

(2 1 . 129) ни ( 2 1 , 128) га к\ йсак,

с;,'!!-с Ф. Т.'УЛИПТ ДИс1ЛСКТИКЛС;Т. т.: <:У̂ :Х'К!1СЮН». 1933, 7 7 'б.
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+  I ^ ' ” v (К>̂

■з̂ осил булади, бунда Vm^, = М  — бутун система .массаси; V

----- > ,/,'iv f- ~  —  (Л! г,,) =- О (nvíiKit коорди1:;аталар бошм С
di Aíníd dt

нуь^тада булгаки учу»  ^  — системанянр

массалар .^гарка^ига нисбатан hucdíííi харакат кпнетик энергияси. Сис- 
тсманииг кииетик энергижи учун к у 1;идаг :1 иЬадани оламиз:

Т=̂ - (21.130)

(2 1 ,!-Иу) гсиглик системонииг  кангтик энергичен хакидаг!^ Кё­
ниг теоремасини  пфодялаидн; система абсолют харакатининг ки~ 
нетик энергияси  б утун  система массаси мужассамлатгин деб  ка~ 
раладигйн система массалар мауказининг  кинетик энергияси  би-  
лап системанинг м.ассалар мауказига нисбатан кинетик энергия '  
ларииинг  йигиндисиги тенг.

21 .22 -§ .  Каттлц жисмнинг кшгетик э]1ергияси

К^атти!  ̂ жисмнинг асосии харакатлари учун кинетик энергиями 
;рюоблашни курнб ч1п«̂ ад!и. .̂

1 . И л г а р и л а м а  а р а к а т д а г и ж и с м  н и п г к и н е т íi к  э  н е р-
- >

ГИЯ си ни хисоблпшда унииг барча нукт^тлари бир xílt тез-
ликка эга булинпшн эътиборга олам!{з.

п. г?, V I  
Т ^  2 j  i r  2 j °

бунда “  М бутун скстел!а Maccícínü: ифодалайди.
Бинобарин, илгарилама хауакйг>Ш1ги жнсмнинг кингтик энгр'  

гияси массаси Оут.ун система массасига тенг  система их:тгёрий 
нуктасинитг кинстнк эн еу гия сига тенг,

2. 1\ у з 1 а л м а с  ул% а т р о ф и д а  а й л а н м а  >; а р а !с а т л :i г и 
ж и с м н и н г  к и к е т р г к  э г-: е р г и я с  и нн хисоблашда жисм пхгл- 
ёрии ну 1̂ таси1шнг те,зл;;гк ~(У>к  ̂ формула ёрдамида аи1:;Г!аг;и- 
шнни эътиборга оламиз, б}’нда со — жис'-'нинг }^узралмас ук  атро Ь:гда- 
ги айланиш бурчак тезлиги; /г̂ , — жис'лнинг ну:-^тасиднн айла­
ниш уг^игача булган масофа.

Шундай }^илиб,

т, h\.

405



Агар бу формула да ^  — жисмнинг айланши >iiHra 
нисбатан инерция моменти эканлипши хисобга олсак, кинетик энер­
гия учун 1'^уйидаги формула .\оснл булади;

 ̂ ' •’ (21 .132)(I)

(21,132) дан курамизк^,,. Kíjsra.huac атрофида айланувчи 
Жисмнинг кинетик эн ертя си  жисмнинг  айланши у  к ига нисба­
тан инерция моменти билан унин г  бурчак тезлиги квадрата 
купайтмасининг ярмига тенг.

Т е к 11 с п а р а  л л е л х а р а к а т д а г и ж и с м н п н г к и и е т м к 
э н е р г и я с и н и хисобла1ида жисмьинг >̂ ар ондаги харакатини тсз- 
ликларнинг оний .маркази Р орцалп утувчи атрос|}идаги айланма 
:>^аракатдан íi6opaT деб караш мумкин. Шу сабабли бу холда >̂ ам 
(21.132) формулани 1<;уллаш мумкип:

(21 .132

буцда 1р билан тезлнкларнииг оннй маркази оркали харакат 
текислигига перпендикуляр утувчи yi\\\a (айланиш опий укига) нис­
батан жисмиииг инерция моменти, w билан эса айланиш оиий бур­
чак тезлиги белгиланган.

Шундай килиб, текис параллел тракатдаги  окисмиинг кине­
тик эн ергияси айланиш оний укига ни сбатан окисмнинг инерция  
моменти билан оний б у рчак  тезлиги квадрати кутшт.часининг  
ярмига тенг.

Гюйгенс-Штейнер теоремяси-т ифодаловчи (20.21) формулага асосан

Л/ (PC)- (21.133)

муносабат уриили булади (2 1 .3 5 -раем). Бунда 1 .̂ — система масся- 
лар маркази ор1^1ли aiiiaHiiiii onníi ук_ига параллел утувчи yi î â 
нисбатан л'пс.мнинг инерция моменти; PC — мазкур уклар орасида­
ги масофа; Л1 — бутун  жлслт массаси.

(2 1 . 133)' ни (2 1 . 1 3 2 ) га куйиб, текис параллел ^харакатдаги 
жисмиинг кинстик эиерги^;сп учун яиа куйидаги ифодаци оламиз:

Т = — — М сом Р О -

марка^'И-ёки со PC --= 
нииг тезл; лл 
сак, к\'йи.л:;

I',.. жисм Mí.vCÍ 
ИИ ифодалали;: 
и 1л0рмула \фИг

азардз
б\’лад’

■"С (21.134)

Бу Формула текис  пароллел харакат- 
даги. ЖШ.М учун Кёниг  гпеоремасини i:';|'0- 
далаПди’: т.екис параллел харакатдаги 
жисмнинг  кинетик эн ер гия си  б утун 21,35- раем.
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ж исм  массаси мцэаассамАСО.иган дрб капаладиган система мас­
салар марказининг кинетик энергияси билан массалар маркази  
оркали харакат гпскис.тгига перпендикуляр равшида утувчи ///̂ 
атрофида айланма харакат кинет ик эиергияларининг йигинди-  
сига тенг ойлади.

Эркии ]-;аттик жи'смилиг кинетик энерп.'яси учун .- а̂м (2 1 . 134) 
П1 у.хши'и ф'ор.мула ур/игти була.тп.

4 . С (.}) е р и к X а р а к а т д а т- и ж и с м н и н г  к и и с т и к э н е р- 
г и я с I! и и уисоблаица .\ар опдаги сферик .уаракитни жисмнинг 
¡^узгал.мас ни-^тасидлн }ту1Гчи О Р  апли)тш оиий уки атрофидаги 
айланма харакатдаи иборат деб ¡сараи! мумкпилигидаи (¡зойдалана- 
миз. Бу хол учу ;!  (2 1 . 132) (|)Ормулаии кулласак .

Г  - ■ ОР

- - - аиланиш оиии уь;нга 
(О - -  оипГ[ бурча.к те-->чиги, 

окисмнпнг кин'^пик  ,

(2 1 . 135) 

нисбатантенглик ypиílли булади, Буила /, 
лак'мнммг и!1е[ш;1я момеугги;

'нергияси
оюисмнинг айллАНШп оний ¿кига нисОалши инер1и.:ч :ю м :н 'л .л  Зиллхь 
оний бурчак г/.е:>лиеи. кгчк’ратига купайтметииинг ярмига тенг.

1\ а т т и к  ж и с м н и н г  а с ( х и й  х а р а к а т л а р и  к т 1е ' гик э и е р г и я с и и и  ифо- 
даловчи ! ! | О р м у т а л а р д а н  1чурам;;зки. киг1е'г.1к э н е р 1и я  ж и с м н и н г  
илгари т:1м а  х а р а к а т н н и  ха\; ,  а ^ ' г т а нма  х а р а к а т и и и  х а м  х а о а к т с р л а й  
о л а д и .

А гар  м е х а н и к  c J i c т e м a  б и р - б нр и  б и л а н  б о р л а и г а н  б и р  иеча 
жисмлардан т а ш к и л  Т01а а 1{ б у л с а ,  б у п д а й  cиcтe^ra [ИIHг  к н н е т и к  
энергияси с и с т е м а  т а р к и б и г а  кирувчи ж и с м л а р  к и н е т и к  э н с р г и я л а р и -  
н и н г  й н р и и д п с и г а  тенг б у л а д и .

21.23-§ . Моддий нукда ки15стик энергиясининг узгариши 
;^а1̂ идаги теорема

Массаси т га тенг Л! эркин моддиГ! ну!-;та Г  куч  таъсирида 
{^узрал.мас О хуг  координаталар системасига нисбатан харакатланс1П1 
(2 1 .36 - рас.м), ( 16 . 1) га  кура бундай ну1уга учун  Н ь‘ютоии;[]1г

иккинчи КОНУНИИИ

2i.ЗfЗ- рагм.

т --

.:!а1ИГкуринг1ии!,я езио, оу тсл[г

иккала Т0.\!01пши куч куиилган 
М  ну1\таии!и' элементар’ кучиши

ё. г ~  ис11 га скаляр купаЙ7ира- 
миз:

m v  с1 и ~  Г  с1 г
еки



í л  \rn F d r .

Бу генгламада эканлишни эътибор1'а олсак,

d i ' ^ ] = ^ 7 d T (2IJ36)
еки

/ rn tí'̂
d \ - ^ ] ^ d '  A ( 2 1 .1 3 6 'Ч

\  ̂ J '
тенгликни оламиз, Бу формула моддий нуктанииг дифференциал 
формадаги кинетик эн ер гиясшитг  узааршии xafiudasu теоремани  
ифодалайди: нукта кинетик внергиясининг дифференциали н ук ­
тага таъсир этувчи кучнинг элементар ишига тенг.

 ̂ - > f¡ /■ —>■
(21.136) нинг иккала томошши dl га булиб. Г —j — ^  F ■ о — Ы

кучнинг 1>;увватиии ифодапаптни на?,арда 'гутсак. HVi îa кинетик 
энергиясининг узгариши хакидаги теоремани яна куиидагича ёзиш 
мумкин;

d
d t -  -  N. (21.137)

Бинобарин, моддий пикета кинетик энергиясидан ва'<̂ т буйича 
олинган хосила нуктага таъсир этувчи кучнинг кь/вватига тенг.

(21,136) ни иуктанинг бошлангич р,а охирги ,\олатлари .Ид ва 
Ml  га мос чегараларда интeгpa,ллaн^!из:

Л1.

еки

— - )  
F d r

^ А ,

(21.138)

(21.139)

бунда Л
Mi 

к
~F d Г ~  F кучнинг нукта A'if, хо la .Vil .\олатга

кучишидаги иши, (21 Л38) ёки (21.Í39) тенгламалар нуь утнинг  чекли 
формадаги кинетик энергиясининг  у згариши хакидаги теоремани 
ифодалайди; чекли кучишдаги нукта кинатис энергиясининг  у з га­
риши ун га таъсир этувчи кучнинг худди илу кучишдаги ишига  
тенг.

1л;н.л‘ик зиергиянииг узгариши хакидаги теоремадаи фоидала- 
ниб, acocan к\'йидаги икки хил мага ла lapHU ечиш мумкин. Биринчи 
хил маса 1аларда нул'^таиинг бошлангич ёки охирги тезлиги ани 1̂ лана- 
ди. Ну!\данинг харакат !^оиунини ани1-^ламаи тури б, нул-^тага таъсир 
Э '1 у о ч и  кучнинг ишиии хисоблаш мумкии булган хрлда мазкур тео- 
ремани кул .1аш максадга мурюфи^  ̂ була;;и, албатта, Иккинчи хил
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маса,1г.':арла нуктанинг тезлиги бе- 
ри.лганда уига таъсир этуЕЧИ куч- 
ларюшг }ii!j)í (хусусан, куч ёки 'ёй  
к о орд и I! а та с I)) а л ¡ i к ,л а 11 а ди. 11 \ л ; j  а га 
таъсир этувчи кучнииг аналитик 
ифолас!) иомаь.|ум булганда ски 
куктанинг харакат криупил!! аннк- 
лал1ай туриб бу хил ^^acaлaлapки
(21.139) (1)ормула ёрда.м]1да ечиш ай- 
ии5-;̂ са кул ке."1ади.

21,37- раем. 21 .1 0 -м а с а л а .  О пуктага  б1!р ; ’ктир!!л- 
г а я  Ва бпкирлигп г.ч /енг пруж ика  

таъсирида т  массали А потзун (21,37. раем) горизоитал АО 11у:!алТ)1рувчи буй- 
лаб нш1^аланмасдян .^аракаглаиади. Агар ползул Гкхилаигич па|'1тдй А„ пу1(та- 
дан бошлянгнч юлликсяз к^уяиб юборилса, ползун О ну!-;,1а д а 11 к а ; ; д а !1 тезлик 
бнлан >мади? АО =  а ва ползун О нуг^тада булгаи да  г;руж;|иа}гинг узунлиги
I га теиг >^амда деформанияданмагаи деб ;^аралади.

Ечиш. Ползупга лрулсинян!)нг эласт ик тик кучи =  — с г (бунда г — А 

н у 1̂ тапинг О н уктага  нисбатан радиус-Бектори), огирлик кучи Р ва нормал реак-  

и и я к у ч п у У ^  таъсир этади. Р ва  Л'^ кучлар  А ну1\̂  аинкг х аракат  йуналишига 

перпендикуляр б у л 1 анп учун бу кучмариинг иши нолга тенг бу'лади, П руж нна-  
НИН1' ч у зн л и ти  \1 =  у ' а - — I булгани учуй (21.107) г а  к у р а  эластнклнк 
кучининг И]НИ ]'^уиидагича ,\нсоблаиали;

Л =  I с г

( V7̂ To“—ñ 
ttg =  О ва (3) !1и (21.139; га 1̂ уйсак,

(1)

бундаи 5 CD

0 =  (V í^ - f  а^ -/ ) т

:^осил б улади .
21.17-масала. /С жисм (31.35* раем) гадир-будур текнсликда тиич ;̂ о- 

латда туради. íok, с,.; ik-.iiüf 5:;' Ялик бурчаги а  ва /o>-t^ot, бунда /̂  — тннч

ttO

21 .38 -р«ж.
I

J



хрлатдлги и ::ка 1 ;;ии:п к - ^ ч ' е и м ! .  Л'-яр ж;!смгп Soima.tFf'i v„ uüíiuk берплса 
хамда «ш.ча 7а:!«ш ко--л-|».Ьишг.»и1н / га гечг ' у  í :a . ж<к’м кяидий .s йулии ути б 
тухтайди?-

Ечиш. К :̂;:гo■¡t■a v'imjr Огирчич марлазадагп .VÍ пучгада мужас1;ам-
лаи’г?1н мс'ддип иукта :ч’б ка[пт;'-и:з.

ЛГ HVi^iara уиинг п[ирЛ1!к кучи f ’ — т  нсйуаламид/ кучи па тсксс-

ликкилг н?р:,:.';л реакция ку-а Л’ : агспр э;ати,
Н уктага  таъсир этуич ! кучлар  узгйрмае хамдп ну 1 ^таяинг ох и р ги  иа й тдя г«  

тезлиги О экачлиглам ¡¡ааау'Да тутсак, ( 2 1 . Í 3 J t  фО[!.\;ула купидаги курини!Н-  
нн олади: 2

— - у - “  sin CÍ — S. (1)

бУида :'о — a\';4 i;'4 iUHF бо[1 !лапг! 1 ч па('|гдаги тезлиги; s —  нтлапаётган ’/¡илган й\'Л. 
(Í) да ■ ^

т  =  —  , / Р, =  ! Р cos -i
<?

эканлигини ;ът;’ ')трг^ олсак, .куиидаги тенглик хосил булади:
„2

2 g а cos о. —  s in a)
2 1 .1 8 -мясала. AUiccacu 3 к г  булган  модднк нуг^тя горизонтал r y í -ри чизи»^ 

б'л 'лаб .3 м/с течлик бплан чаг1 TONr'aira х аракат  ¡^нлади. Унга vnr томонга й^нал- 
гагЕ узгар 'тас куч тат^сир чтгирлладп ва 
уииг^г та"'('ир;1 30 г ,чч!1 Keí'aiii т ух !а ти -  
ЛЗЛП, 14унда !í\T-vT;í4H)íí' тсэлиги м/с 
'"f- !иб, '.'ч{Г том-ч'нгл ¡''1уц.'''ЛГ1Д1:. И1у куч- 
H4H¡- лч1КД;ар!! вч бажйгган ччи; топич-
CÍ!fU

ÍL4 HLC. ■ Д'одд:ч; Jiyiyia б'аплпнгчч 
па:л'да косрД|:ната-̂ |а].) боччидй булиб, 
гори:?онтал х у к буГч'габ хпракаглантдч 
деб 11̂ 2 ра й м из (21 .39  - ¡■!ac^1) .

Н укта га  ун г  том.лзга йуналган узгармас f  к\ч, огирлик кучи Р ва нормал реакция
кучи Л’ таъсир этади. Н у к га  харакат микдорииаиг (21,17) теиглик билаи нфо- 
даланадиган х уь; буйича 'узгариш и хщилагп теорсмага к^ра

fu
А 7Г

7 г f
0 \р 3

Р
X

2 1 .o 9 -  рас.м.

т  -  ni  -  1 F .̂ d t  =  F^  t.
o

Буи,;а —5 м/с, м/с, F =  F экмитпп’.',;'! :,LT;í6 c'¡ira олсак.

m 3 (5ч -г5) _-=G H.
t 30

Огирлнх кучи P ва нор.мал реакция кучи V харакат  ку.чаличччга псрченди- 
к у л -и  булгаглт учун уларнимг иши нолга toítr бутади .  Шу сабаблч (21.139) га
к5’ра F к у -iHHHr иши

Л =  ( .2  ^  ~  (552 _  52̂  =  4500 д  _  4,5 ^Ж-

¡lyf^Ta харакат  ми^Доринииг ^^згаришида nyt^ia тезлиги йуналишининг узга -  
рнши ¿LTOxiKU'’- ахамиятга  ьгалигк ,  нукта  кипетик энергиясининг у з г а р т н и га  эса 
мутл''!>с таъсич згмаслиги бу масалада якн^ол намосн булаяпти.
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21.24-§. Система кинетик энергиясининг узгариши 
>;а1̂ идаги теорема

Система кинетик эиергияси билап система нукталарига Е^уйилган 
кучларнинг иши орасидаги муносабатни а[1нклаймиз. М^, М.„ . . . , 

ну}^таларда[1 т а т к и л  топган системанинг нхтиёрий нуктаси-

га таъсир этувчи таииу! кучларнинг тенг таъсир этувчисини 

ички кучларник]и1н эса / билан белгилаймиз,
Системанинг хар бир ну1'^таси учун кинетик энергиянниг узгари­

ши >̂ а1̂ 11даги теоремани к^)\тлай.мнз, Айтайлик, система бошлангич хо- 
латдан нсгалган хрлатга к\чганда унииг ихтисрин Р!у1\таси >{о-

латдан >;,олатга кучсин х^амда бу иу1^танииг тезлиги ио\’ Дан*Т^ 
га узгарсин (2 1 .4 0 - раем). У холла (2 1 . 139) га кура с{1стеманипг 
)^ар бир ну1^таси учун

тенглйклар уринли булади. Буида — Л' кучнинг; 
куч 11шдаги ишлари.

Ю^^орндаги барча тенгликларнн 1̂ уН1сак,

f ' i  куч ­
нинг

ёки (21.128) га кура

(21.140)

системан!ии" б 01н.ланрич 
А̂  оа барча ташки

тенглик уринли булади. Бунда Гр ва Т 
ва исталга!! пайгдаги кинетик энергиялари; 
ва ички кучлар еисгемасининг шнлари.

(21.140) тенглама чекли вакпг ичида система кинет ик эн е рги я­
сининг узгариши хакидаги теоремани ифо.ипайди.- системанина  
бир ^{олатдан 6 ouiKa холашт кучишида кине;пик вперги.чсинин.г 
узгариши система нукталарига таъсир эл;увчи т аш ки  ва ички 
кучларнинг мос кучишлардаги и ш л арини нг й ип т д и сига ии'н-г.

Систе.манннг ж у д а  кнчмк !пк;г ичидаги э.'юменгар кучиши учун
т с п п е м а

с1Т~ ,̂ГА  ̂ Ус1'А̂  (21.141)

' ■. .::имда ёз1!лади, Буида й 'А ^  ва с1 ' А '  
■ мос ра!?итд'! система ¡¡уцталарига 
таьснр этувчи барча таи1!<;{ ва гг-1ки )\уч- 
ларннмг элементар ишлар1ли1 ифода- 
л а 1!Д11.21. lu-

412



{21.141) ни d t  га булиб, ^  таш 1̂ и кучларнинг 1̂ уввати,

d'Â
dt

dt

ички кучларнинг 1̂ увиати эканлигиии эътнборга олсак.

г^уйилаги тенглик хоснл бу'ллди:

^  +  N', 
dt

(21.142)

(21.142; тенглама си с тема к и пет ик энергинсини и г рзгари иш 
ха к i ¿даги теорема нинг дифференциал кур и п иш и и и и d ) о да .'1 а йди : с иС’  
тема кинетик энергиясидан вакт буйича о.тнган xocu.ia система  
нукталарига т аъсир этувчи барча т.аии^и ва ички кучлар кувоат-  
лар ининг йигиндисига тенг.

Аввалги теорсмалардан фар!^лн уларо.-; (21.140) — (21.142) тенг- 
лама:]арда ички кучлар ха.м катнанк^ди. Агар механик систе\!а уз­
гармас системадан ёки абсо:1ЮТ к^ап ii>< >кис\!даи nôofiar булс;1, 2 !. 19- § 
да курганимиздек, бу >;о.1Да ички кучлар lüH/iapiiiHiiir Г[líFHffдиcи иолга 
тенг булади хамда (21,140) теш'.лама

(21,143)
к у pt i н IÍ иJ да ёзи л адi f.

(21.140) — (21,142) тенглама.марда тан!кп ]за ички кучлар тарки­
бида актив хамда б01-лаиии1 реакция куч,!арн кагиашади. Агар сис­
тема ну!-;^талари идеал силлиц сирт ёки угри чизшч буйича харакат- 
ланса, бо1 лаииш peaKiuivi кучи (jiai'^ar нормал гжпкил этувчидан ибо- 
рят б\\тиб, харакат йуналитига перпендикуляр' йуиалади, niynimr 
учун у!Н1Нг И1ИИ иолга тенг буляди. Бу ,\о 1Д'1 система кинстик энер- 
гияспнииг узгарииги хакидаги т(‘оремаин И'{^ода:1овчи тенгламаларда 
идеал боглаиин] реакция куч.'кфи кати.'пи.майди,

21.19'масала, Ря.'(иуси lia .массаси Л1  ̂ га гонг чигярик бараб;п[(!га L íiTi- 
л л п т 1 1 })увчи момент к у и и л г г т ,  Б а р аб а ш .'! ур алган  'рос учига .Ŵ  .массали С  гил> 
днрал}]И1 1 г VKH бириктирилгаи ( 2 1 . 1 1  - p.чí■̂ ¡), Imí. ¡ l a p  гл Г0 ри.(0 И! оч.чаа v. бурчак  
ташкил эгуичи кия текислкк б\Г!лчЛ C!ipnai¡.\i.'iíi (окорагч .чум.'.'лаадя, Бар.чбап п  
марта ;)i'¡:i:!í¡r;tiijn каплай бу[)чак те.з.чпкка з*га була,л(‘ ? Bonia.4Uí-n4 паИтла система  
Т1 ИП \ о л а 1л л  Та'..1 глп Тросч'ми' массаси па ;!!(и\ал.чтчм \nc:;'óra п л ин м аст ' .

Ь;чиш. Ьара!''/!и иа гплдиракдан тапп<и..т ю и ган  систсма[ Л rH^,!,iipaKii¡a¡r огир-
ЛЧК К\ЧИ 1Л!;Т ТСКМГЛИКЯИИГ псрмлл [)С:ПК!1 ИИ кучи узгармас L момент
laLCiíp .^та.чи. Варабаииииг бурч^а< re.i- 
ли:'и -3 IKI аиикла^и учун г и с т т а  ki-- 
1) -гак  s;jeprnací4¡aHr p ra p a iü n  хакп,тл- 
ги (eopi‘M;ii¡a ифо.чаЛ'-^вчи (21Л13) гсиг- 
ламалпи ф ■iLaaaaíiaNaia:

7 ' _'с’ Í ЦJ ¿ у - о . (i)

Системач.чиг кинсшк ьиергияси

(2)

буняа  Т-, «а  7У мос равишда гилдирак 
ва барабаниинг киистнк энергиясини 
и(}х>дзлайди. 21.11-  рас

413



Рп-ынрлк текнс- па[).'!ллел лп[’акатдз  булгани учун у'шнг кинетик энергнясини
(21.13^) (j^^l;' !̂yллГil r,cnc;¡n яп^к

1 . i

\í ■'
Рплди1.-1К iiof!(:>:iL.[iÍ! 1'Мли1!.1 р;;;;и иб.-.Г'Ят Г.улган^ учуй / ;̂ = - I Ü ,  сирпанмяс-

даи лумг1л:г ,iiin уч\:; ^

-L . . _L м —  •̂ ■ - -  М 2 -   ̂ V ,2М -  о " г - 6 ' “   ̂ -'-■’2 -  2  ̂ - --'С — ^

'¡■р-г vy п iv'-"::.';-; С r v s ! ¡иг::'т-л rap.iHi”!a?Jru nví r̂a-
HHHi '".-ü. ■,; ;v r . ’ i,;,i '.iü :'\ла';:!, >П:::л :y- =  í̂ >r,. [Цукда:! к !1либ,

У 1 ~  “  -М; iij-rj . (3)

'У''т v:m4 í' (! Лгр^'ч'лл а 11л;1!:мг) \ппа;;аг;]э '"'улгппи учуп уиинг 
К1'и ” "ч л ; л - ;;>:с ib; ( 2 ! . !3 ’0 Ф';рмула ё[};;.амила х;к'облл|5\и1з: ’

! i '1 ' М i'-í (оЛ (4)

(3) IJil (,1) ни (1) Гг1 Ку.'С Л Х ,

3
7' -  — ''>" 'I М,лТ, -  ^  гj г,)- (ЗДи + Mi).

Бтилаигич ил1’|гда сисгемп тмнч .\олагла булгани учун

Т'о =-- 0. (6)

Барабан п марта а лзнганда систсмага таъсир этувчи барча кучлдрнинг ишини 
^^исоблаймнз. Гилдирак сирпанмай думалагани учун  барабая п марта айланганда 
унинг марказидагн С iiyiyia  цин текислик буйлаб  s = 2 n r j / i  ыаеофага кучади ,

S —V
барабан эса (р — —  — 2 ,п д  бурчакка аГ'ланадн. Нормал реакц ия кучи N нинг 

''i
йуналиши рнллнракнинг к у ч и н т г а  перпендикуляр булгани учун  унипг i' кучишн- 
даги иши иолга теиг. lU y сабабли система н у 1̂ таларнга таъсир этуечи кучларнинг 
иши

л =  Al  +  Лз

га тенг буладн. Бунда Л̂  гилдирак онирлнк кучи g нинг 1̂ ия текислик бунлаб 
Ю!^орига S масофага кучгшдаги иши булиб, Л ,=  — sin а=  ̂ — M^g-^n г̂ п sin а ;

эса L мо.ментнииг бараёап ф= 2  л п бурчакка яйланглпдаги ишини ифодаландн 
з^амда

Лу =  I  ф =  ¿ " 2  я  л.

Шуидай
A ~ 2 n n { L — гх sin а ). (7)

(5), (6) ва  (7) ИИ (1) га  ?;уПиб, излакаетган ш бурчак тезликни аниг^лаймиз;

— Гу s in а
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Куч 1<̂ уйилган иуктакинг харакат коиуниии билмап туриб. шипи 
;^исоблаш мумкии булган яиа бии туркум кучлар хаки да тухтлла- 
миз. Бунинг учун куч ма|'[Доии гущунчасипи кггритамиз,

Фазонипг бирор сохасилаги :̂ !одлии нуктага унинг ксордипатала- 
рига борлш;, микдор ва 1!унлл1!шл маълум булгаи куч ¡ар таъсир 
этса, мазкур со̂ а̂ к/уч майдони денилади.

Агар майдон кучлари вяктга бо-ляк буллкк’П, бундай майдон 
стационар куч майдони деиилпди.

Агар куч майдони вакд га хам бослпк бу- с̂ч, бупдай мяпдон с т а ­
ционар булмаган куч майдони дсГп1/1адн.

Куч  эле^!еитяр ишииниг аиалитик ифодаси булмиш {21.9о) ([юр- 
мула

сГА = Х й х - У с1 у ~ 7 л 1 г

нинг унг 'гохилтдаги ди([хЬсрсициал уч хад б11[)ор и  {х, у, г) (Ьунк- 
циянииг тулик Д11фференциа/!пга теиг булса., бу (¡ди.кция кучнинг 
потенциали ёки куч ф у т и щ я т  дейилади. Куч фуч1К[П1яси мавжуд 
б5̂ г̂aн майдон потенциалли кич .гииЮани дс1П[.чади. БуидаГ! .\:а;'!Дон 
кучи потенциалли куч С1чи консер/^аптв куч дечи1,'1ади.

Агар Г  кучнииг коордииатл укларидаги про '̂кцт-лари

Л -  — . У— Z -  —  (21.1 ¡4)
г ..V с у  С7

Н1ар1'лар[1И каиоатлантирса,

и^Л -  Хс1х -г Ус11/ с1у -\ - — :/г -  лУ (21.14 5)

теиглик ур11‘!‘Ч1 булади. Таъри({')га кура, буидай майдоп ио1е!и;иа.'1ли 
!чуч майдоиидан иборат булади .чамда (|)акат координата,члрга боглт^ 

{а‘, у , г) 4^ункция кучнинг иотенцналиии и(|юда.'1айди.
{21.144) илартлар (22.145) ге!1глик уршми бххипиииинг 

фака'г е 1арли шартидаи иборат бу:1иб, зарурн11 шартини ифодаламай- 
ди. дакикатаи хам, агар кучнинг координата ук/^аридаги проекция- 
лари куйидаги шартларни каиоат.чантирса,

Х =  — +  Qг-/?íУ,
с-Л' 

с2

(бунда Р, Р  лар /, л:, у, г, х, у, 2 лариниг ихтиёри11 ф\ l̂кцt[̂ ĉи- 
дан ]¡борат), у холда

X  а V йи А-7. с1: --- ^  (1х +  —  с!и Ц- —  (¡7 +
'З.Г ■ с •! ?

21.25-§. Потенциалли куч майдони
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+  Qdi ( z Л' — л: z) +  Rdt ( у ~~ у x) +  

P d i iy z ги , , ¿и , , su , ,,, z У) ^  —  dx --- dy -h —  dz — du
¿X cy ¿2

муносабат уринли б>̂ 'шди.
Потенциалли куч майдонида нуктанинг у̂ , т^олатдан

М (х , у, г) ?^олатга чекли кучишидаги иши
м м

А =  I [Xdx -}- У  dy -f- Zdz) — - \ dU —
'М, Л1„
—U {х, у, z) U q (Xf), Уд, Z(j)

ёки
A = U — C/̂  (21.146)

га тенг булади.
Бинобарии, потенциалли кучнииг иши ну!^танинг охирги ва бош- 

ланрич .^^олатларпга мос булган куч функцияси р^ийматларилинг айир- 
масига тенг б>\тиб, ну1̂ танинг траекториясига ; а̂мда траектория буй­
лаб ну1̂ таиииг }\андай 1̂ онун асосида кучишига борли!  ̂ булмайди, 

Келгусида куч (lJyнкцияcи бир 1̂ ийматли, чекли ва бутун майдон 
буйича камида биринчи на иккинчи тартибли :^осилага эга булган 
потенциалли куч майдонини карайлтз.

(21.146) дан курамизки, nyi^Ta ёпи!̂ ; траектория буйлаб ?̂ ар гал 
бирор белгиланган иук;гйдан утганда унинг иши нолга тенг б^тади, 
чунки бу хо.’1Да ну!уганииг бошлангич ва охирги }^олатлари устма- 
уст тушади, бииобарин, U булиб, /1 ■■= О тенглик бажарилади.

21.26-§. Тенг потенциалли сирт. Куч чизи1̂ лари

Куч фуик1шясииинг 1̂ ийматлари бир хил булган потенциалли куч 
майдонидиги нуктанииг геометрик урни тенг потенциалли сирт 
дейилади. Шуидан ¡'̂ илиб, тенг потс1щиалли сиртнинг тснгламасигш

U(x, i/. г )= С  (21.147)
куринишда ёзиш мумкип. С га турлича кийматлар бериб, тенг потен­
циалли спртлар туиламини оламиз (21.42-раем).

Агар ну1̂та U  (х, у, 2) =  Стенр 
потенциалли сирт буйича элементар 
кучиш олса, у холда dU =  О тенг­
лик бажарилади. Ш у сабабли

d ' A - ~ = f d r ^ \ f rfr i cos (F ,d r)~0 , 
(21.148)

яъии тенг потенци.алли сирт оуй- 
лаб харакатланувчи нуктага таъсир 
этувчи кучнинг элементар иши нол­
га тенг. (21.148) дан курамизки,
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21.43- раем. 21.44- раем.

I / 'I 0. | ( i r | ^ 0  6\\!гани учуп cos (/', г) = О. Яъни Г  куч >̂ар 
онда тепг потепци'а.'кчи слртга ггказилгаи нормаль буйича йуналади 
(21.43-раем), Шундай кплиб, скаляр фупкциянинг вектор градиент
т\' и i у п ’-:а и: la \ i (рой да л а пса к,

, cU ^  , ¿и /о» 1t  =-- grad и = — г +  —  / Н--- k (21.149)
()х г у ¿Z

деб ёзиш мумкмп. Бунда I, /, k лар коордимата уч^^^рчнииг бирлик 
векторларини ифодала иди.

Куч майдонида теиг потенциалли слрт билян бир 1'̂ аторда куч 
чияиги тушунчас!! хам кпр.чтилади. Куч чизиги учун хар бир ну!^та- 
сида унга утказилган уринма берилган майдон кучИ1-а коллинеар 
булгаи ЧИЗИК олинади (21.44-раем). Куч чпзиркнииг х, tj, z коор-
дииаталарга нисбатан дифференциал теигламасини d r ва F  вектор- 
ларнинг коллииеарлик шартндан ф011даланиб,

= (21.150) 
А' Z

курииишда ёзин1 мумкии.

21.27-§. Потепииал энергия

Потенциалли куч ма/щонида кучнгжг иогегишали U  би.лаи бир 
1̂ ато[)да ма1"1доннинг бирор ну['^1асидаги тунчанган энергия .мш̂ дори- 
ни и(])0дал0вчи на поп'еициал энсрг(!я деб аталадигаи бошца П фупк- 
цияни киритиш мумкин.

Моддий нук;га бирор М  хрлатдан бои^лангич щчатга кучи­
шида унга ’¡аъсир этувчи майдон кучларининг иши майдоннине бе- 
рилган М нуктадаги П потенциал энергияси дейилади.

[Цундай 1̂ илиб,
П -  Л (21.151)

27— 2282 417



бунда V q \чзгармас бу.'гиб, иуцтанинг бои1лаирнч ?̂ ола-
тига бор.'нп'̂  булади. ilJy сабабли майдоннинг бирор нуктасидаги 
потенциал энергия ихтиёрий узгармасгача ани(^лик билан мазкур 
нуктадаги манфий шиора билан олинган куч функциясига тенг 
булади.

Агар нук;ганинг бош;ширич >̂ олатм — О нуь^тада олинса,
11 -- — Ü

булади. Бу тенглик ни назарда тутиб, элементар и|и ва чекли кучиш- 
даги Ш И учуй цуйидаги ифодаларни ёзиш мумкин;

— dn, А —  (21.152)

Потенциалли куч майдоиилаги нукда >;ар онда Т га теиг

кинстик энергияга ва И — — Í/ потенциал энергияга эга б}\1ади. Бу 
энергияларнинг йигиндиси, яъни

В - = Т  ~ и  (21.153)
моддий нуктанинг тулик механик энергияси дейилади,

21.28-§. Куч функциясини ани1̂ лашга оид мисоллар

Бир жиис.и! срир/1и!< кучи майдони, чизнкуи! эласгиклик кучи 
ва Ньютон торги 1ИШ (^онунига бтизаи, таъсир этувчи куч майдои- 
ларкнинг куч (|)ункциис1ч;и хисоблаймиз. Агар куч функцияси маъ­
лум бу,!са. погенциал :^иергпя (21.152) га асосан .^исоблаиади.

1. Вир жинсли оки;?лик кучи майдони. Агар майдон кучи mhí;- 
дор на 11уиали;ц жи.чатдаи узгармас б)^лса, бундай майдон бир 
жинсли майдон дейилади. Масалаи, Ер сиртига Я!\ин ,Maco(|jaAa орир- 
лик кучи майдонини бир жинсли майдон деб í^apaiii мумкии. Ер 
сиртида к^уяралмас Oxyz координаталар системасини олиб, z у^ни 
вертикал loi^opnra й у нал тира,миз (21.45* раем), бу >̂ олда бир жинсли
огирлик кучи майд01и1даги нуктага таъсир этувчи Р  кучнинг коор­
дината у1>̂ ларидаги проекциялари [куйидагича ани[^ланади:

Х  = К = 0, — Р  =  — mg, (21.154)
(21.95) га асосан Р  кучнинг элементар ишини ?;исоблаймиз:

d'A =- Xdx Ь ydy -i- Zd¿ =  — mgdz -^d{—  mgz) =  dU.

Бу теиг.шкдан курамизки, P  кучнинг элементар иши — mgz 
функциини]ц' 1'ули]  ̂ диф;}}ереициалига тенг булгани учун орирлик 
кучи мамдоии потенциалли майдондан иборат булади. Бинобарии, 
орирлик кучи майдонииинг куч функцияси

t/ = — +  const. (21.155)

б5̂ лади. Курилаётган :^олда U =  С ёки z =  const тенглик билан ифо- 
далаиадиган тенг потенциалли сиртлар горизонтал текисликлардан 
иборат булади.
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Sl.-lo- раем.

2. Чизиь^ли эластиклик кучи г'яйдони. Пружинанинг чИзицли
эласгиклнк кучи

f  с/

.46- раем)
кирли.к коэффицисити; г —■ пружннаиинг эркин ynn.v r̂H ну!^тании1
(¡юрмуладан анш^г^нади (21.46-раем). Бунда с — !1ружинанннг

радиус-вектори.
Г]ружинанипг ма^^камлаигаи О учида координаталар бопуини олио,

X, у, г ук;ларга t  кучни проекциялаймиз.
X - — « ,  У --— су, Z =  — C2 ,

Биь’Обарлн, кучнинг элементар иши
d̂ A = Xdx + Ydy - f Zdz = — с {xdx -[- ydy -f iidz)

формуладан анп)^ланади. = л:- +  тенгликни дифферен1и1ал-
ляп.

г dr ^  - у  ^  +  У^У +

эканлигини эътиборга олсак,

d ' A ^ — c r d r = d { ----=dU

тенглик уринли б\мади. Бу тен1'ликни интеграллаб, куч фу1£кция- 
синн аннклаймиз:

и ■=--- ^  -f cons/ = ---- (х̂  + -Ь . (21.165)

Курнлаётган }<;олда U — С тенг потеициалли сиртлар г ^  const 
булган сфералардан иборат.

3. Ньютон тортилиш кучи майдони. Массаси trii га тенг М  nyi\' 
тага доимо т^узралмас С марказга йуналган ва (21.108) формула 
ёрдаМИДа аницланадигаи

t' = — f /п, гпа г
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Ньютон тортилиш кучи таъсир этсин (21.31-расмга царанг). Бунда 
f —  тортилиш доиммйси; — торгилнш марказидаги ну[^танинг мас­
саси; г — М ну1̂ ганинг С нуцтага иисбатаи радиус-вектори.

(П .  109) га кура Р  кучигтг элементар иши учун

(21.156)

формула \фиили б}^тади, Бу тенгламани интеграллаб. куч функция- 
сини ани1̂ ^аймиз;

и  А-const. (21.157)

Бу хрлда хам тенг иотеициалли сиртлар маркази координата,лар 
бошидаги сфераларда]! иборат булади.

21.29-§, Моддий Hyi^ia ва механик система учун энер- 
гиянинг сакланиш »̂ онуни

(21.152) га кура — П булгани учун моддий нуг^та кине­
тик энергиясининг узгариши хацидаги теоремани ифодаловчи (21.139) 
формулаии ь^уйидагича ёзиш мумк]ш;

—  — П„ — П
2 2

ёки

2 2

бунда h — узгармас булиб, бошлаприч пайтдс1ги тулик  ̂ механик энер­
гия и н ифодалш'ип.

(21.153) га куря T  +  U =  E  тулю^ механик энергияни ифода­
лайди. Бинобарин, энергия интеграла дсб аталадигаи

£  =  Г 4-П  = /1 (21.158)
тенглик уринли буладм.

(21.158) формула моддий нук^та механик энергиясининг сш л̂а- 
нши (^онунини ифодалайди: потенциалли куч майдонида у^аракат- 
ланаётган нщтанинг тЦлин̂  механик энергияси дзгармасдан (\Ола‘ 
ди.

Агар механик система иу1̂ галарига таъсир этувчи кучлар потен­
циалга эга булса, у >̂ олда системанинг ĵ ap бир ну1̂ таеига }^уйилган 
кучларнинг иши (21.152) га кура

(21-159) 
формуладан аннь л̂анади. Шу сабабли система ну1̂ таларига таъсир 
отувчи барча таш1̂ и ва ички кучлар ишларининг йириндиси 1̂ уйида- 
гига тенг булади:

^  - 2  П , -  П , - п .  (21 ,160)
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1'1унда П , =  Е П о .  ва 11 — ^  мос равмшда система ну[^талар[{- 
la Таъсир этувчи барча г<учларнииг ботлангич ва охирги иаитдаги 
потенциал энергияларпиинг йининдмсини ифодалайди.

(21.160) ни система кииетик энергиясииииг узгариши хакидаги 
теоремани ифодаловчи (21.140) формулага 1̂ уйсак,

ёки
Г  4-11 -  Го-г 11, (21.161)

тенглик ?̂ осил булади.
Бу тенглама механик система знергиясининг сакланиш конунини 

ифодалайди: агар система нукгпа.юрига таъсир этувчи таищи ва 
ички кучлар потепуиалга эга булса, у холда мазкур системаиинг 
т у л 1Щ энергияси узгармасдан крлади.

Механик энергия1и1нг сацлаииш коиуии уринли булгаи мехагшк 
система консерваишв система дейилади.

Моддий ну1\та ¿Kíi система нук/галарлга готетша.’И'а эга булма­
ган царшилик кучлари (масалаи, пшкалаиии! кучи) таъсир этса, 
механик энергиянинг бир ¡̂ ис.ми исслк/тк , плектр са бош!-̂ а эиергия- 
ларга айланиш натижасида механик энергия калгая боради. Fiiniooa- 
рин, бу ;^олда механик энергиянинг саклапит копуни v[)i[h/ui б\\т- 
майди, Лекии барча куринишдаги (мехаиик, иссик/шк, эле!;гр ва 
бои1ка) энергиялардан ташкил Toiuafi тули!'; энер1'(п, .механик систе­
ма хар 1̂а и дай куч майдонида харак п'лапса ,\ам. узгармасдар! 1̂оладн.

22-БОБ. КАТТИК ЖИСМ ДМНАМИКАГ.И

22.1-§. К^аттиц жнем дпиамикасинииг ас-смй мас^лаларм

С'1атика булимида кучлар системаси '[аъсиридаги каттик жисм- 
кинг мувозанат шартлари ургаиилгаи зди. Кинематика були.мида 
эса KaTTíHx жисмиинг > а̂ракатиин аииц ¡аш усуллари, ихтиёрий нуц- 
тасииинг гезлиги на тезланишини аииклаш устида тухталган эдик. 
1{^ат'1'иц жисм динамикасида ;'чра1"щиган масалаларни acocan i^yiuuari! 
икки груинага ажратиш мумкин: бириичи группа масалаларда \а- 
ракатн берилган каттик; жиc^шшíг i-̂ андай кучлар системаси таъси­
рида булиши аникланади; иккинчи груиь’яга оид маса.лаларда берил- 
гяи кучлар таъсирида маьлум боиглангич шартларга кура K-inni«; 
жисм 1̂ андай >̂ аракат 101лиши, бог:1аннп1даги жисм учуй эса бсгла- 
HIIU! реакция кучлари хам аииклаиадн.

Каттиц жис\г харакат1ши урганииаа система дииамикасииинг 
умумий теоремаларидан фойдаланалади, Киие\1атика булимида к\ф- 
ганимиздек, эркин ¡̂ аттиг̂ ; жисмнинг , ;̂арякатиии мураккаб .-̂ аракат- 
даи иборат деб караш мумкнн (12.1-§). Бундай мураккаб х^аракатни 
1<;угб учун та и лаб олинган жисм ихтиёрий нуу^тасинииг нлгарилама 
>̂ аракати (кучирлга ракат) за кутб атрофидаги айланли харакаг 
(нисбий харакат) дан ташкил топган деб !\араш мумкин.
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Динамика булимида н̂ утб учун одат/'а жисмнинг массалар мар­
кази олинади. Ш у сабабли массалар марказининг ,\аракати хак;!д;‘,ги 
теоремадан (21.5-§) фойдаланиб, жисмигшг илгарилама ^апакат дн 
ферснциал тенгламаси тузилади. Бу теоремани и.^юлалозчи (21.31) 
тенгламага купа

М 1с'^= 75% (22,1)

бу ер да Ai — бутуи жис.м массаси; — ViTTHi  ̂ жисм массалар
марказининг тезланиши: таи1ки кучларнинг бо!н вектори.

Система .массалар марказига нисба тан нисбнй харакат кинети'к 
момепти>!И1п- узгариши xai^iAard '¡еорема воситасида жис.чшинг мас- 
ca„iap маркази aTjio})идаги ай/;анма харакат диф:|7еренциал тенглама­
си т\зилади. Бу георемзни ифодалозчи (21.86) тенгламага кура

dlCr
=' Л 'Ь  (22.2)

6yi:.ia Л 'с— iviTTHK жисмпннг мяссалар \и1рказига иисбатап кинетик 
'

моменти: Мс — таш1-̂и кучларнинг массалар марказита иисбатап 
6ouj .«омеитн.

(22. 1) 1за (22.2) теигтамалар воситасида i-̂ атти!̂  жисм динамика- 
сиин'нг юк/)рнда баён ?лилгап иккита acocitn масаласини ечиш мум­
кип.

пу бобда v;aTTiUv жисмг^ушг оддуп! харакатлари учун [̂ аттп[<; 
жисм динa^нlкacинииг acocnii масалалари 1̂андай ечилншнии куриб 
чнк а̂миз.

22.2-§. { а̂ттик̂  жисмнинг илгарилама ?^аракат ди|)фереи- 
циал тенгламалари

11лга|и;лама харакатдаги 1̂ атти1>̂ жисмнинг барча ну1̂ талари худ­
ди >кл1смни[|г масса.тар маркази кабн :^аракатланади. Шу сабаб.ли 
илгарилама }̂ ара1сатдагн жнслп1инг \аракат дифференциал тенглама-

сини (22. J) курннишда олнш мулжин. (22,1) да wc = гс эканлигиии 
йьгнборга олсак, жисмнинг илгарилама ;^аракатини г^уйидаги битта 
пкк1М)Чн тартибли векторли тенглама билан апн!^таш мумкин:

(22,3)
(22.3) ни икка.та t o m o f ih ih ; т^узралмас координата у 1̂ ларига проек­
ция,лалб, каттик, жисмнинг илгарилама > а̂ракатини ифодаловчи скаляр 
<|)ормадаги учта иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар сис­
темасини оламиз:

М ^  /<■, М 'у^ ^  М . (22.4)
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Илгарилама :>̂ аракатдаг]1 1̂атти)<; жисм учун дниамнкянинг икки 
iк't)CIlй масаласи худди моддий ну1>:та динамикаспдаги каби счилади.

1̂ узралмас 01г\ъ координаталар сиегемасига ¡¡исбатан илгарила- 
м;1 ?\аракатдаги жисм утш г мгссалар марказ1иа б!ф]1ктнрилган 
('хуг координаталар системасига нос'батан \ар;1.1;атлаимя1;лн. 11]у са- 
Пабли илгарилама ?^аракатдаги жисмьииг масса,'’ар м̂ :р]ч ¡.̂ нта нисба- 
ган нисбий харакат кинетик моменти

 ̂ (22.5)

буладн,
(22 .5) ни (22 .2) га 1̂ уйиб, илгарилама харакатдаги жисм учун

М с - 0  (22 .6 )

булиптга ишонч ^осил киламиз.
Демак, жисм илгарилама харакатла булиши учуп тапи̂ м̂ кучлар- 

нз1нг жисм массалар марказига П11сбатан бош моменти пол га тенг 
булиши шарт, дегап ху.тосага ке.'!амиз.

(22.6) теиг,лик жисм илгарилама харакатдл б>\1ии1шпии- зарурий
тартини ифодалайди. Чуик11 ,\Гс = О булиитга к.ар̂ 1май, жисм мас- 
са,лар марка.зи атрофида айла[(.ма харакатла булти!; мулаат.

Агар ААс ^  О бу.лиши би.ма!! биргааа1кда бо[![ 7.:!!:гач илмтда жь'см- 
иинг бурчак тезл{пл! .хал; иолга тенг буасл, бупдлй жисм и,и'ари' 
лама харакнтда бу.лишиш1 осоиликча г.сбсггл̂ ан Л1_\ \;ь:;;п (буи'лнг ис- 
ботп устида тухталмаймиз).

Шуидай 1̂ илиб, Ж11смни1и' илгари.гама хиракатиин \рг:1нпш, мае- 
саси бутуп система мяссасига теиг иук;га (млсса.пр л’арк.лз;:) иинг 
ташци куч.лар бош исктори таъсиридаги ху^ракатпии урганшига кел- 
тириаади.

22.3-§. Цузралмас у 1̂  атрофида айла![::а харткатдаги 
1̂ атти|̂  жисмнинг харакат дя;Ь|;е ■¡еплма.ч тенгламаси

Кузралмзс 2 у 1̂ атрофида айланма хар;- 
катдаги жисм бо.гланишдагг! жисмдан ибе­
ра г булади. Бундай жисмнши' харакатини 
уфгяниш учун борлаиишдаи буилатиш прии- 
дипидан фойдалаиамиз. Агар иш1̂ аллниш 
-\исобга олинмаса, А ва В  гюдш)апи!клар-

—у - V
иинг таяич реактишларини Р а > билан 
алмаштириш му.мкии (22.1-раем). Натижада 
мазкур жисмни /’р , /̂ д,, ^
кучлар таъсиридаги эркии жисм деб кяраш 
мy^жин.

_ ¿Ф

чак тезлик билан айланма харакат 1̂ илувчи 22.1- раем.

1\узгалмас г у 1̂ атрофида со бур-
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нсисмнинг харакат диф:|х.'ренциал тенгламг.сини тузиш учуй z 
Нисбатан жисм кинетик моментининг узг^фиши >;акидагн георем̂ ж̂и 
ифодаловчи (21.73) нинг учинчи тенг.шмасидаи фо1шаланзмиз:

-  V/:, (22.7)rfl
бунда /\г— жисмнинг г укка кнсблтан кине гик мо.мснгн; Д1“ ^

~  жисмга та ьенр этувчи/'j, F.,, . . .  , кучларнинг г

>Kjv‘ нисбатан бош момситн. R ва реакция кучюрн г vî ûn ке- 
сиб у ггани ту(раГг,1и у.ларнииг шу ук;>"̂ а нисбатан i ларн нолга
тс1;г булади.

М'.чкалаи .̂чн кучи .̂ raíГ/¡чyл булганд?! All таркнбига нпи- а̂ланиш 
кх''!'.моипииг момент!1Ни хам кушиш кегзак,

dK̂
(2 1.о1; га ку | ) 1  /\̂  = / .0J Ф булгани учун теиг*

лих була;’1И. ILIy сабабли (22.7) 1Ш ¡- у̂йидагича ёзчт мум­
кин:

/Л' -  М : (22.8)
ска

/М (22.8 ')

{22 S) скн (22.8') letHVia.Ma.'iap жисмнинг 1\Цзгалмас yt\ атрофи­
да айланма харакати диф-ференциал теигламасини ифодала1!Ди.

Агар жисмнинг z у\\ агрофидаги ай'1аима >̂ аракат цоиуни (р
— (¡'(/) ва ииер!1ии моменти 1̂  берилган булса, (22.8) дли фойдала- 
нпб, га кучларнинг бош моменти /Vi® ни аннь;лаш мумкии,

(22.8) теигламада реакция кучлари 1'^атнашмайдн. Л ва В  таянч- 
ларнинг реакция кучларини ани1-;лаш устида 23.4-§ да бата({;сил 
'i ухталампз.

инерция моменти аии1<; ва F ,̂ . • • , /'.у берилгаи кучлар 
та-ъсиридагп жисмнинг бер]1,]ган бошланрич шарглардаги >̂ аракат цо- 
иуни1Ш топиш учун (22.8') дифференцг1ал тенгламани мазкур бош- 
л:п1гич шартларга .муво(|)И(̂  инте]’ралла1и керак.

Агар айланиш yixu z га !И1сбаган Tamiyi кучларнинг бош момеН' 
ти но.'п а тенг бу.:са, у холда жисмнинг г yî î a иисбатап юшетик 
моменти ysrapNUiC булади. Ха 1 И̂1<̂ атан >̂ ам, агар б\\7са,
(22,8) га кура

F  Ф -  О,
бундай

А\ F  (.0 = /, =- const (22.9)
булишини курамиз. (22.9) да to, (о̂  лар жисмнинг охирги ва бош- 
лангпч riaiiT.napra мос бурчак тезликларини ифодалайди. Бу  \ол
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иперциясн буйича айланаётган жисмпииг харакатига мос келади. 
Лгар бирор машинанинг вали текис айлаима харакатда б\\.1са, бу 
хрлда валии >̂ ара[̂ атга келтирувчи кучлариииг моменти билан ит- 
:\̂ алаии[и кучларингигг моментн микдор жихатдаи тенг, йуналиши 
1̂ арама-кар1 ни булади.

(22 .8') ни ¡̂ аттн!<; жисмиинг нлгарила.'^а харакат тенгламалари- 
даи бирортаси, маеалан, (22.4) нииг биринчи тенгламаси

(22, 10)

билан солин1Тирсак, айланма харакатдаги 1-:атти1̂ жисми11иг инерция 
моменги худди нлгарилама >^аракатдаги жис.миинг массасига ухиши? 
фуикдиянн бажаради, яъни инерция моменти айланма .\араксуп- 
даги жисмнинг инертлик улчоеини ифодалайди.

Агар ташь^и кучларитгг бош мо.\!еити ва ф маълум бужя,
(22.8) дан фойдаланиб, жисмигшг айланиш уцига нисбатаи инерция 
моменти ИИ анш^лаш мумкии.

22.4'§. <Гизик тебрангич

Массалар мар1̂ ази ор1̂ али утмайдиган 1оризонтал у^ атрофида
узининг огирлнк кучи Р  = Mg таъсирида .\^аракатланувчи жисмга 
физик тебрангич дейилади.

Физик г?июрангичниня айланиш уь̂ и тебрангичиинг осилит Щи 
дейилади. ОС масофаии а билан белгиласак, тебрангичиинг .\олати 
ОС чпзиК(Нинг вертикалдаи ерши бурчаги ср билан ании^ланади.

Горизонтал 2 уц1И1 тебрангичиинг айлании! у1<̂и буйлаб й\л1алти- 
рами  ̂ (22 .2-расм). Оллу тек]юликни тебрангичиинг сгирлггк маркази 
С  ор1̂ али утказиб, бу текислик учуй раем текислипии! оламиз. Тинч 
>;олатдан ф бурчакка о(-дирилган тебрангичга унинг ОРирлик кучи
Р  ва О нуь^тадаги цилиндрик шарнир реакция кучииинг Х^, 
ташкил этувчилари таъсир этади. Иш 1̂ аланиш кучи ни .\исобга ол- 
маймиз.

Тебраигичга таъсир этувчи кучларнинг 2 ут;ца нисбатан бош мо­
менти

(Р ) +  ( Х^) +  М^(Уо) ^  Ра  ф 

булгаии учун (22.8) га кура

/ Ф =  — Ра 51п ф

еки

Ра
Ф +  —^ 5 Ш ф = 0  (22,11)

тенгламани оламиз. Бунда тебрангич- 
нииг осилит уч̂ ига нисбатан ииерция мо 
ментиии ифодалайди.

425



(22.11) тенглама физик тебрангичнинг у^аракапг дифференциал 
тенгламаси дейилади, 51'Пфяг:ф муносабат лфинли буладиган физик 
тебрангичнинг кичик тебраима харакат дифференциал тенгламасини

Ф +  (22.12>
■'г

курииишда ёзиш мумкии. Бу диф̂ |)ере]1циал тенгламанинг умумий 
ечими г^уйидагича булади:

Ф =  Л 51п (  -1 / 5 2   ̂+  е 1. (22.13)
\ г 2̂ /

(22.13) дан курамизки, ф  бурчак тебраниш даври

Т =  2 п л / ' Л ^  (22.14)
V  Mga

б>̂ 1ган гармоник тебраима харакат т^онуни асосида узгаради.
(22.11) тенглама математик тебрангичнинг :^аракат дифферен- 

ЦИ2Л тенгламаси (18.17) дан фа1̂ т̂ 51Пф олдидаги узгармас коэф- 
фициентлари бнлан фарк 1̂ илади.

Тебраниш даври физик тебрангичнинг тебраниш да ври га тенг 
булгаи математик тебрангичи1шг узунлигини ани{^лаймиз. Бунинг 
учун (22.11) ва охирги теш',¡амадаги 5Шф лар олдидаги коэффи- 
циемтларни тснглаймпз:

_  е

бундан

(22->5)
(22.15) формула ёрдамида ани]^лаиалпгаи I катталикка физик 

тебрангичнинг келтирилган узунлиги дейилади,
(20.21) тенглик била л )тфодаланадиган Гюйгенс-Штейнер ']еоре“ 

масини цуйидаги курииишда ёзамнз:
=  +  (22.16)

бунда /̂ , билаи тебрангичн1шг огирлик маркази орг а̂ли г )т̂ 1̂а па» 
раллел равишда утувчи у 1̂1̂а иисбатан инерция моменти белгилан- 
ган.

{22.16) ИИ (22.15) га 1̂>лйиб, физик тебрангичнинг келтирилган 
узунлиги учун

¿ = ^ - 1 - 0  (22.17)

ифодани оламиз.
О и)т^гйдан огирлик маркази йуналишида бу катталикни куйиб, 

О; н\1-̂ тани оламиз (22.2-расм). 6-, ну1̂ та физик тебрангичнинг 
силкинши маркази дейилади. Огирлик марказидаи силкиниш мар- 
казигача булган масос{)а учун
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а, = 'с
iMa (22.18)

тенглнк уринли булади.
Лгар физик тебрангичннпг осмлиш уч̂ и учун силкиниш маркази 

оркали утувчи уг̂ ни олсак, (22.15) га icypa келтирилгап узунлик 
учун

формулани ола>и1з. (22.18) га асосан

Бииобарин,
Mat ’

4  =  а -i - üi /

тенглик уриили бу­лади.
Шундай 1̂ илиб, Oi ва О2 иу1<̂ талардан утувчи yiyiap учуй ва 

I келтирилгап узунликлар узаро тенг булади, Бо;.ч!<ача айтганда, 
силкиниш маркази ор1̂ али утувчи ут̂ ни осилит уч̂ и учуй олсак, у 
^̂ олда аввалги осилит yi'̂ H янги силкиниш марказини ифодалаидгг, 
яъни бу yiyiap уриини узаро алмаштириш мумкии.

22.5-§. Жисмларнинг инерция моментларини тажриба 
усули билан ани1̂ лаш

Техникада ихтиёрий шаклдаги бир Ж!и!сли ёки бир жинссиз 
жисмларнинг ук̂ у'"* нисбати инерция момешлиш аниклашда тажри­
ба усулндан фойдалаиилади. Тсбратти усули на буралма тебраниш 
усули ана шундай усуллар жумласидандир.

Í. Тебратиш усули. Аитаилик, срирлиги Р  га тенг гнатуининг 
орирлик маркази С ор1̂али утувч11, Oz га параллел горизоитал ут̂ - 
ка нисбатан-инерция моментини аиш^лаш керак булсии. Бунииг 
учун дастлаб шатуннинг огирлик .марказини аниг^лаймггз (7.3-§). 
Сунгра шатунни О втул1;а opi-̂ али утувчи [^узгал.мас Oz горизонтал 
у ща оса ми 3 (2 2 .3- раем) ва s i п ф s í ф.' м >■' н о - 
сабат у^зинли бу^падигаи кичик бурчакка of- 
дириб тебратамиз. Тебраниш бошлангандаи 
кейин шагу НИИ нг т ва}-̂ т ичидаги тебраниш- 
лар сони п пи анш^лаймиз. У  холда кичик
тебраншй даври Г  = —  cJ'oP-'̂ LV-'Ta ёрдамида

п
ани1̂ ланади.

Бундай гиатунни осилит у̂ и̂ Oz билан 
устма-уст тушувчи физик тебрангич деб 
¡^араш мумкин.

(22.14) га асосан физик тебрапгичнинг 
кичик тебра]Ц(Ц1лар дазри у ч̂ун
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= 2 л л / ^
V  Ра

(22.19)

уриили булади. Бунда Р  — шатуннинг огирлик кучи; а — орирлик 
марказидан осилит ун;и Ог гача булгаи маса}за.

Шундай гу1либ шатуннинг, тебраниш даври Т, оРирлиги Р  ва 
огирлик марказидан оснлип! у1̂ игача булган а .масо|̂ а маълум бул­
са, шатуин!И1Г осилиит у]^ига нисбатан инерция моменти (22.19) га 
кура

(22 .20)4 п-

тенглик воси1асида анн!^ланади. Ог ущ а параллел рази.ида татун- 
нинг огирлик марказидан утувчи Сг, у1-̂ (̂ а нисбага;! инерция момен- 
тиин ^иссблаш учуй Гюйгенс-Штейнер теор 'г: !!!!! ифодаловчи
(20.21) форму ладан фойдала5шмиз:

Бундан
=  ( 22.21)

НИ билга]! >̂ олда (20.19) га биноаи шатуннинг у 1̂ \3 пис- 
батан инерция радиусини ани1упаш мумкин:

Ри

2. Буралма тебраниш усули. Бу усулда ихтиёрий шаклдаги Л 
жисмнинг инерция моменти]ш аниклаш учун дастлаб Ю1̂ ори учи 
1̂ у^ралмас 1\илиб ма>^камланган симнинг пастки учига ниерция мо­
менти маълум булган эталон жисм (маса.лап, бир жипс.т диск) 
осилади ва у]1и кич1п< ф бурчакка буриб ]-̂ уйиб гоборилади (22.4- 
расм, а). Буралгаи симиинг эластш^лик кучи таъсирида эталон 
жисм бурал\га тсбранма > а̂ракатда булади. ф бурчак кичик булган­
да эластиклик кучиш^нг моменти буралиш бурчагига проиорционал 
булгани учун бурал.ма тебраниш >̂ аракат дифференциал теиглпмлск 
1';уйидаг1]ча сзилади:

Ф ф

еки

I I ,4 Ф +  ^  Ф -  О,

1с ) бунда к — узгармас коэффициент бу-
симиинг эласпи{лик хусусияти* 

— пи ифода.1айди.
 ̂ ^ Эталон жис.\п1инг тебраниш даври

22,4- раем. учуй
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Т, -  2 л (22.23)

<■1 юрм у .л а у ри 11 ли бу .чади.
Худди шуниигдек, эталон жисм 

уриига берилган А жис.мни ск'иб (22.4- 
рисм, б), бу жлс.мнннг тебранин] дяв- 
ри учуй

-  2 • / i (22.24) 22.5- рйсм.

м у и ()с;ч б 5Í т н и ол а м из.
(22.23) ва (22.24) тенгликлардаи k 

жисмнинг ииерция моменти учун
KOí)})J()i[uneHTHH пур-̂отиб, А 

(22.25)

4^рмулани оламиз,

 ̂ 22.1-масала. Диюсмси А1 1  ва р.члиусн г т  теиг барабян бнр учнга Ма массллн 
'С юк осилгян 1рос ёрдамида айлантирплади (22.5- рясм). Трос В  блок оркали уткя- 
зилгап булиб, Л баряпангз ^филган. А барабанга унинг бурчак тезлигнга про- 
порциинал булган 1-^аршилик моменти таъсир этяли; пропорциг наллик коэф- 
фшшентн а  га теш'. Агар бошлангич пайтда систе.ма тнпч )^о.яатдя булса, бара- 
баннкнг бурчак те.злиги анш-^лянсин. Трос на В  блокнинг массалари х.мсобга 
олннмаГ1дн. Барабан бир жинслн хюиранай цилиндр деб каралсин.

Ечиш. Барабан во С юкдап татчил тонган системанинг О нуктаддн раем 
текис;:нгнга перпендикуляр раватда утган 2 уч-̂ ка ннсбатан х,аракат дифферен­
циал тенгламас41ин (22.7) га кура (^уйидагича ёс!амнз;

^  (1 )
d(

Бунда /(г — барабан ва С юкдан ташкил топгян снсге.маиииг 2 у^ь;а ннсба- 
тан кипетик моменти булиб,

/^со-Ь М .о-л  (2)
(2) да /̂ 0) — г ук атрофида ю бурчак тезлик билан айланувчи барабаннинг ки­
нетик моменти; Мг'ь'л — у тезлик билан илгарила.ма ?^аракатланунчи С юкнинг 
кинетик моменти.

М1 Г““

булгани учун
ли tó 

2 М Ма). (3)

Барабан ва юкдан ташкил топган системага таъсир этувчи кучларниР1г г уЦ» 
ка нисбатаи бош моменти 1̂ уйидагича ани1̂ ланади:

\̂l М., и г — — Мг g r~ a (á .
(3) ва (4) ни (1) га куйсак,

(4)

_ £
dt

M i-H2 =Ма g г — аса
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еки

Ai 1 -f 2 М„ I w = Мз g г — a 0) (5)
диффер('й11иал генгламапи оламиз. Бу теигламада узгаруСЧиларпи ажратиб, бош- 
лаии1ч шартларга мос чегараларда интегралласак.

d (О
■’ Ма gr — аю

— —  in (A\.j gr — а id) 
а

г- (М]-1-2 М 2) 5 

^ _________ 2 t

et.

г2 M )̂

Бундан Г)арабг51п!ипг бурчак тезлигнии ани1̂ лаймиэ

М2 R г -BÎ

2а
гМАЬ ¡-2Мг)

(6) да t-̂ oo да лимлтга утсак,

Селгилап! кнритллган.

булади.

М, g г lim 11) =---= consi
“_______ . /

22.6* §. 1̂ атти1̂ жисмнинг текис параллел харакат диф­
ференциал тенгламалари

АЛтайлик, 1-̂ атти}̂  жисмнинг массаси бирор О^^ху текисликка 
нисбатан еи.мметрик жойлашган Cÿ^cnn; т̂ атти!̂  жисмга таъсир
этувчи f j ,  F.J...........F„  нучляр эса шу текнс-чикда стсии л;амда
жисм ну1̂ таларининг бошлаирич тезлиги мазкур текислик]\а ларал- 
лел булсии. Бу шартлар бажарилса, 1<;аттик жисм текис параллел 
?^аракатда булади .\амда бундай харакатни ÿpi'aînim учун жисмьш 
OjA'// текислик билаи кссиш пати)?<асида киркнмда хссил булган 
текис шаклппиг харакатшт урганиш кифоя (22.6- раем).

Кинематика булимида кургашгмнздек, бундай текис шаклнииг 
хрлатинидЗ-ппиг бирор С нукдасииинг координаталари у̂ , (Д)Н1а- 
микада одатда бундай иуцта учуй ж ]1С.\ппшг массалар маркази оли­

нади) Вс\ бу нук^тада жисмга махкам би- 
риктири.’1гап Сх^Уу координата. lap систе- 
.\jacji A'j укипииг ÿî  билан ташкил кил- 
гаи ф бурчаги ёрда.мпда аииклаш мум­
кин,

Массалар марк 1̂зининг ^ а̂ракати ?̂ аки- 
даги теоремани ифодаловчи (22. 1) тенг­
ламани р у̂зралмас х ва у удларга проек­
ция лаб, Xç. ва ани1̂ ланадиган 1̂ уйидаги 
ик!<ита дифференциал тенгламани ола- 

22.6- раем. миз:
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Мл;. I (22.26)
М  ^  Rl, I

riyii.aa М — жисмнинг мпссаси; — бош векторнинг х ва у
у 1чларЛпГИ 11]'оекциялари.

AUicca.’ap марказига иисбатан нисбин харакат кинетик моменти- 
■иим!' узгариши хакд^даги теоремани ифодаловчи (22 .2) тепгламадап 
фо;"!,и'1лапиб, ф бурчак аиикланадиган дифс{:еренциал тенгламани олиш 
мумкгл,

Arat) С иу!'^тада О^ху га параллел равишда : а̂ра1̂ атланувчи 
Сх.,у., координаталар системасини утказсак, текис шаклнинг Сх^у^ 
коордп.чаталар системаслга иисбатаи нисбий харакати С ну}'^тада 
Л1ИКЛ теь'ислигига перпендшчуляр равишда утувчи 2з уь; атрофидаги 
айлаих:а харакатдан иборат булади, Шу сабабли (21.54) га асосан 
.г.т ущл нисбатан текис шаклнии]' нисбий >̂ аракат кинетик моменти

(О Ф муносабат ёрдамида ани^^ланади. Бинобарин, (22.2) 
га биноан к^уйидаги тенглама \ф(шли булади:

/^Ф= Ж с, (22.2 Г)

бунда — жисмнинг yî îv̂  нисбатан и[1ерция моменти; 
yiy\a нисбатан таии<̂ и куч;1арнинг бош моменти.

Шундай !^илиб, (22.26) ва (22.27) тенгламалар системаси f̂ am- 
ти к  жисмнинг текис параллел харакат дифференциал тенглама- 
лирини ифодалайди.

Агар 1̂ агти1̂ жисмнинг тскис параллел харакат i^ohvhhhfi ифо­
даловчи

Ус = /2(О, Ф==/п(0 (22.28)

тсн1'ламалар маълум булса, яъни массалар марказининг координа­
талари Xf , хамда ф бурчак ва!\тнинг фуикги1яси сифатида маъ­
лум булса, у хг,'1да бу функциялариииг Bai-̂ i буйича иккинчи хрси- 
ласиии ани!^лаб, (22.26) ва (22.27) га ¡■̂ уйиш натижасида жисм 
нукталарига таъсир этувчи кучларнинг бош вскторини ани[^лаш 
мумкин.

Агар ж}К'мга таъсир этувчи кучлар берилган, яъни 
маълум бу.'са, у .%0‘1ДЗ (22.26) ва (22 .2?) тсн1"ла.малар систсмасини 
интеграллаб, иитеграллаш доимийларини х^аракатнинг бои]лаигич 
шарпаридан аншраш натижасида жисмнинг текис параллел >̂ ара- 
каг криун1ши ифода.'ювчи (22.28) теигламаларни олиш .мумкин.

Лгар ~t\, . . . , f  д, кучлар таъсирида текис нараллел хара­
кат 1'^иластган жисм борланишда булса, у >;олда жи.'мга таъсир 
этувчи таш1̂и кучлар {^аторига бор л аниш реакция кучларини 
цучниш керак; натижада борланишдаги жисмнинг текис параллел 
харакат дифференциал тенгламалари
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М  -i- R^,

М  Ус =  R'„ +  « у .

! с 'е ^ - Щ  +  ‘Ч

(22 29)

куринишда сзилади. Бунда Rĵ , Ry — борланиш реакция кучлс'1ринлнг 
координата у^ларидаги проекцияларининг йигинднси; —  массалар 
марказита нисбатаи реакция кучларининт бош момеити.

(22.29) тенгламалар г^аторига богланиш теигламаларини хам 
1̂ ушни1 керак. Лгар текис параллел харакат 1^илувчн богланишдаги 
жисм массалар марказининг траекторияси маълум булса, у ;^олда 
(22.29) тенгламаларнинг биринчи иккитаси урнига бу тенгламалар* 
нинг Тс1биий координата у ’̂ ^^рндагн 1̂ уйидаги И'.|одаларидаи fj;oíi- 
дала1Н1ш мумкин:

dvc

M !k  = R ‘̂  +  R „. I (22.30)
Р

бунда — массалар марказ[1нинг тезлиги; р — массалар маркази 
траектория си НИН г берилган ондаги эгрилик радиуси; — таш-
1 и̂ кучлар бош векторининг уринма ва нормалдаги проскциялари, 
R ,̂ — боглаиИ1п реакция кучларшшнг уринма ва нормалдаги 
проекцн ял api ин ¡ н г йири 1 1 диен.

Баъзан (22.26) иа (22.27) тенгламаларнинг бирортаси урнига 
кииетик энергиянинг узгариши }̂ а!̂ идаги теоремадан хам фойдала- 

_ниш мумкии.

22.2- масала. Диск учиимиг огирлик кучи таъсирида вергпк-пл текисликдэ 
пастга тушали. Бошлангй'1 пангда дискка fiyp'iaK теялик берилган х̂ амда 
унинг массалар маркази координагалар бошнда жойлашган на горизонтал йунал­
ган тезликка эга. Дискка уиииг массалар маркази ор1;алн ^аракат текислиги- 
П1 перпендикуляр равишда утувчи yi\h;a нисбмган айланма >̂ аракатига карама-
1\арши йуналган ва (р диск бурчак тезлигининг бириичи даряжасига проиорино- 
нал булган кари]илик моменти таъсир этади (22.7- раем). Пропорционаллик коаф- 
фицие'мти р га, z yi'̂ ív̂ a нисбатан дискнннг инерция моменти га теиг. Диск- 
нннг >;аракат тенгламаси тузилсин. л: ва г/ уклари расмда тасвирлаиган.

Ечиш. Дискка уннлг огирлик кучи ка 1̂ арши'шк моменти — — Р ф
таъсир этади. (22.26) ва (22,27) тенгламалардан фойдаланиб, дискнинг ихтиёрий 
пайтдаги :^аракат дифференциал теигламаларини тузамиз:

М А'̂  = 0, М. tjQ = ŷ g, /с Ф = ~  Рф

ёки

%  = 0. Ус = —  = “  — ф. (1>dt J(~
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22.7- раем.

Бу тенгламаларни / =  О да Ф =  Шу, =  Сд, у с О бошлангич 1Г!яр-п- 
лар буйнча иптеграллаГшиз:

У с^  е ,̂ 0̂0 9 о
ёки

’̂о» У с ~ ё ^ >  (р =  0)(, е

};̂ осил булган тенгламаларни ¿= 0  да = О, 1/̂ -— О, ф — О бошланьич 
шартлар асосида ннтегралласак,

Р

2
Р

/с «о /, /с «о
(1 - е ) .

лар ^осил булади, бунда ф optíaли бошланкнч пайтда горизонтат хрлатни эгал- 
ловчи диск дияметрининг х у(̂  билаи ихтиёрий пайтда ташкил килган бурчаги 
белгиланган.

^Лундай 1̂ илнб, дискнииг х.аракат тенгламаси р<;уйидаг»ча ёзилали;

Хс = Щ ‘, Ус =  <Р= о —

22.3- масала. Радиуси г га тенг рилдирак туери чнзи(^ли горизонтал ре.,'{ьсда 
5

^ай1 ~  ^айлаитирувчи момент таъсирида ^ а̂ракатлапади (22.8- раем); бунда

( — офпанишдаги йш5^алаяиш коэффициеити, Р  — гилдиракнипг орирлнги. Агар д̂ -
малашдаги иш1̂ алашш коэффищ1енти /̂  = — /л булса, гилдиракнинг рельсга

4
тегиб турган А ну1̂ тасининг тезлиги аниклансин. Рилдирак массаси унинг гардиши 
буйлаб текис тэ1̂ симланган. Бошлангич пайтда килдирак тиич х;олятдз булган.
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Ечиш. Рилдиракка упннг огирлик кучи Р, А нут т̂адан масофага 1<,уйил- 
—*- —>■ 

ган иормал реакция кучи /V, сирпанишдаги нш|-̂ алаииш кучи {Кулон î oiiy-

нига кура = f Л'), айлаитирув™ момент = —  I ^ таъсир этадя.

Гилдирвкннпг массалар марказн турри чи'̂ ит̂ ли харака1да (р ^  оо} булали. 
Ш у сабабли (22.30) ва (22.27) тсигламалардан фонда.'1иниб рилдиракнипг >;аракат 
ди(!)фсреи1 'иал тенгламалариии туз.шиз:

Р dt'r
-------=  (1 )

Я dl

 ̂ Р ~ N , (2)
ё р

<2) да р ^  o-t. , =/. О булгани учун

Р ~  Л' -  О, ^  N = Р. (4)
(4) ни (1) га 1̂ ^йиб, мос бошлангич шартларда интегралласак,

р  I
—  J düc’̂ i p y i .  ^¡,^.==1 et. (5)

.3) да ^ , „  = /-V = / i ’ . ié
_5 
2

ласак,
— экаилмгини г-̂ ъти{Л)))га олиб, мое бошлангич шартларда интеграл-

бундаи

Т d i  = \ (~-j P r ~ J L ^  P r-\-^ f Рг  )d/, 
и V> О \ 4 2

>f =. J-  L U  (61
4 r

булишини аннк.и,! MH3.

(10.6) дан фо11Даланиб, А ну1<;та тезлигини ани(^лаймиз:

(7) нн горизонтал л: ук^а проекцияласак,

ёки (5) на (6) ни аътиборга олсак,

тенглик .'̂ оснл булади,

Шуидай 1̂ илиб, А ну1̂ та тезлигининг ми1̂ дори v^—— f gt га тенг )̂ амда 
X >'кк,а 1̂ арама-1̂ арщи йÿнaлaди.
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( у )
22.4- масала. Массаси т  га теиг А диск пфдишгу В  

учи кузьалм;1и.Л1И'ан килиб богл^жган ннгичка ии уралгаи. £’ 
.Циск И11НИ чуват1!б, бошаацрнч 1езликсиз пастга тушади 
(22.9- раем), Лкскпипг А 11у 1̂ >талаи диск текислигига пер- 
[¡еидикуляр [)анижда учувчн укм Н бг1л<:11длнкдан тушганда 
уп1;нг тезлиги аии1у1 ансии ва иппииг тортилии! кучи топил- 
сип,

Ьчиш, Диск боглаиишдаги Ж 1!смдан ибор^и. Нпии 
фикран кесиб, унинг днскка таъсирини гаранглнк к\чи
Л' билаи алмяштирсак, лискни ошрлнк кучи т  д 1'Я ¡а-
раиглик кучи 5 таъс11рндаги эркин жнем деб караш м\м- 
кнн. Лнскнин!' массалар марказида1 и А иу1\та А' у;̂  буй­
лаб тугри чизи1̂ ли харакатла булади. Ш у сабабли .масса- 
/гар марказииннг харакатини аннклаш учун (22.26) тш г 
бириичн теигламасини тузамиз;

гп X л ~  т  V — S
22.9- раем.

бунда иу 1̂ таиипг те.^ланиии1 . (1) дан 5 ни аницлаймиэ;

5 = т  {д — ¿г.'̂  ).

Диск учун (22.27) тснгламанк тузиш уриига кинстик эиергиянинг узгариши 
>;а1̂ ,идаги теоремани ифодаловчи (21.143) тенгламадан фоидаланпмиз:

Г -  Т, А'’.
Диск бэшлан(-ич пайтда тинч )^олат.ча оу.агаии учун

Т’о -О .

(3>

(4)-

Дискни!!Г нсталган пайтдаги кииетик эп'фгияегити хисаб.(,иилп гекис парал­
лел }^аракатдаги жисм учун Кеимг тсэремасиии ифодаловчи (21.134) формуладан 
фглиалаиамиз:

=  ■— ■ та 
2

I
(5)

бунда — диск массалар марказининг тезлиги.
Дисккя гаъсир этувчи кучларнинг ишнпи хисоблай.миз. /^иск И баландликка- 

пастга туи!гаида орирлик кучииииг иши т ф  га, С ну 1̂ та }̂ ар он ш тезликлар-
нинг оиий маркази билан устма-усг тушгани учун унга 
И1ПИ иолга тенг булади. Бинобарни,

— mgh,

кучнинг

т
(4), (5) ва (6) ни (3) га куйсак,

буидан

—  = mgh,

(7)-

цосил булади.
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Шундай 1\илиб, цилнндр уцн

(8)

ггезлнк бтан  харакатланяди.
(7) дан iiaî T буйича >;о̂ ила олсак,

2 у ,
dv  ̂ 4 dh 
dt ^  3 ^ dt

at I Jv
■бунла

A
- ~ ' " A  эканлигини эътиборга олиб, л1иск укинипгiii ' dt 

ланишмпи апицлаймиз;
2

тез-

(9) и1) (2) га цуйиб, ипиииг таранглик кучи учун
2 т

S^ m  (S - ~ g )= = - ^ g

(9)

(9)

ифоланн олами-i. Демак, харакат лапомила ипнинг таранглик кучи узгарм--глак 
)^олали.

22.7*-§. Цузгйлмас ну1̂ тага эга булган жисмнинг 
>̂ аракатн па асссий динамик характеристикалари

К\:-Т(';1мас нуктага эга бу.чгап жисмиинг .%аракати!!ч ypramuii 
технпкада му,\;нм ахаминтга эга. Лйншчса, гнроеконнинг ажойиб ху- 
cycH^i.iapiiHii талкин 1у 1ли1ида 1<̂ узгалмас ну1«̂ та['а эга б\\.1ган жисм 
харакатга оид пазариядан самарали фонда,ланилади. Бундан таш1<;а- 
ри, эркин ¡̂ ат-гт-̂  жнсммш/г харакатнни урганншда ха.\г кузгй.лмас 
пук/гага Э1'я б;^тгап жисмнинг харакаг назариисн^и! татби!^ этиш 
мумкии, чуики эр[а1н жисмн]1нг харакатиии нлгарилама ва унинг би­
рор иуцтаси атро[)ида айланма > а̂ракатдан таи1кил топган деб î a- 
paui мумкии.

Дастлаб ц>\̂ 1'алмас iiyi'^iara эга булг-аи жисмнинг динамик ха- 
рактеристикала1)и, яъни к)и1етик момент иа кипетик энсргияси i>;an-

дай >;исоблании1ини к\риб чикамнз
1. [̂ у:чрс1лмас Hyf^iara эга булгап 

жисмнинг кинетик моменти.
Жнс.мнинг 1̂ узгалмас ну i<; таси да би- 

pop Oxi/z коорд}жаталар системасини 
утказамиз (22.10-расм). К^аттнк жисм­
ни N 'га кичмк эле.ментар бу^чакчалар* 
дан ташкил топган деб i^apacaK, (21.53) 
га кура жисмнинг ¡^узралмас О ну1̂- 
таспга нисбатан кинетик моменти 
учун

^ 0 = 2 - X (22.31)
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форму/:а уриплл б>'лади. Бунда —^жисм пуг^тасинннг радиус-

вектори; т ,̂ — мазкур ну1̂ танинг массаси ва — Охуг координата­
лар системасига нисбатаи !)у}^танинг тезлиги.

Кииематика булимида курга.чимизД2к, Л4̂  ну{^танинг тезлиги 
( П А )  Зилер форму.lacii ёрдамида аии1'̂ ,ланади;

и'^=шх7^. (22.32>

(22,32) ни (22.31) га к^'йсак,

^ 0 “ - - X "'v (22,33)-

Икш кай1али вектор купайтма учун

X т.^, (ш X г J  -  W т^, {(ù  г, )

формула уриили булга!1и учуй

'̂ '■0 -  Z  " Ч  '̂v - 2 ]  (^  ^  ) • (22-

Агар 0::уг координаталар системасини жисмга махкам бирикти- 
рилгам деб ка раса к, нинг K ÿ̂'Fa лунчи Ох у к да г и проект гияси куйи- 
дагич'а х ;̂собланади;

^  ('Ч  ^  '/v ~  -''v -̂ V ~

ёки

Буида У  (•̂v “Г i4) оркали \ 1;ка иисбатаи жисмн1м1г 
инерция моменти; х̂  f ва I  лар билаи ьса
марказдан комирма инерция момеиглари белгиланиипши иа:^1рда туг- 
сак, учун ва худди ¡иукицгдек Ку, лар учуй [^уйидаш ифо- 
даларии олами: :̂

--- (О / ,. —  (О , / уу - - 0J- /
/Cv---^4 A rv- r(o ,/ ,- cü ,/ ,,, (22,35)
/С -  -  W , I,,,-  f ) ,  l'y, i- /,.1

Агар ,v, !/, 2 уклапни жисмнинг {^узгалмас О иукт-icn учун яеа.л 
ган инерция эллинсоидининг бон1 хклари буйича й\иалтирсак, у хрл­
да 20.8-§ да курганимиздек, маркаядан кочирма инерция момеиглари 
нолга теиг булади, бинобарин, инерция бол. ÿi^iapn учун

-  /, со,, /С, /,, (о„ К ,  ^  L  со, (22.36)

формула,пар уринли булади.
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(22.36) дан курамизки, у, г у1̂ лар 
инерция бош укларилан иборат б>мса, 
кинетик момеитнинг йyнav^иши бурчак тез­
лиги (1) нинг йуналиши би.чаи устма-уст ту­
ша ди.

Хусусий холда жисм }<;узгалмас г уг̂  
атра]дада айланма харакатда булса (22.11-
расм), у хрлда со бурчак тезлик вектори 
айланиш у1'̂ 1̂ буйлаб йуна.'1ади ва С0д,=с0,,=-
— О б>\тади. Жисм НИИ г кузгалмас у 1̂ ат- 
ра1)идаги айланма ^^аракати кузралмас иуь̂ - 
та атра})ндаги харакатнинг хусусий ?;оли- 
дан иборат б\^тгани туфайли бундай жисм 
учун (22.36) ни

К ,  = -  = -  1уг ¡ г (22.37)
куринишда сзиш мумкин. Агар г у 1̂ О ну1̂ та учун ясалган инер-
дия эллипсоидининг бош \1̂ )дан иборат булса, =  О була- 
дн ва (22.37) дан

К , ^ 0 ,  Ку = 0, = (22.38)
муносабатларии оламиз.

2. Кузгалмас нук^тага эга булган жисмнинг кинетик энергияси.
(21.128) га кура жисмиинг кинетик энергияси учун

ёки
Ц т ,  а , о, (22.39)

формула \ринли булади.
К̂ 5'зга;1мас нук,тага эга булган жисм нуь^тасининг тезлиги учун

(22.32) формула уринли булишини эътиборга олсак,

ифода хрсил булади. Бунда (оз х (о (г  ̂ х  булишигш на­
зарда тутсак,

(22.40)

(22.40) да У  г̂ , х билан системанинг О ну1̂ тага ыисба-
таи кинетик моменти белгиланган.

Шундай )<̂ илиб, кузгалмас нущпгага булган жисмнинг кинетик 
энергияси жисмнинг айланиш бурчак тезлигини 1̂ узгалмас ну/̂ - 
тага нисбатан кинетик момент векторига скаляр крпайтмаси' 
нинг ярмига тенг.
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¡■ у̂зралмас пуцтага эга булгаи жисмнинг кинетик энергияси учун- 
яна 1̂ уйидаги формулани езиш мумкин:

т 1 < 0  cos (ш + ,„^Л '^ , +  и Д >  (2 2 ,П )

(22.41) дан курамизки, жисмиииг кииетик моменти хамиша \iyc-

бат цийматга зга булгани учун cos (ш буКлади, яъни к̂ уз-
галмас nyi^rara эга бу^тган жисмнинг бурчак тезл]^ги билан кине­
тик моменти орасидаги бурчак доимо vTJiHp бурчакдан иборат бу­
лади .

(22,35) ни (22.41) га куйсак,

=  7  (/ ,  -ь -  2 0,  ̂ -

-2/„(о^ (о , -2/^.„<о,м,, (22.42>
формулани оламиз, Демак, кузралмас нуктага эга 6y,'[rafi жис.миинг 
иинсти]  ̂ Э1!ергияси бурчак те.^л]паи!нг коордика-га укларидяги про­
екциялари нинг квадратик формас;1дан иборат булади.

Ai'ap Охуг коордтигга cnci'fMiJCHHl'Hr у1\лари инерция бот у^- 
ларидан иборат uy.ica, у холда марказдлн кочпрма гшерция момент- 
лари ^  fŷ  — К.х = бу­лади ва (22.42) ии

Т ^  Y  у̂ (22.43)

куриии1Г1да СЗИ1И мy^tкин,
Лгар (22,42) дан tô , со̂  ва со̂, лар буГшча xycycHii хосила олиб,

(22.35) ИИ эътиборга олсак,
г  л ' ,^ 7  wf cil ciY i t t

= ~ . A , (22,44)
d (0 ^  ■ (Hi) у (ко ,

формулалар уринли булишига ишоич хосил i>̂ n,;ia\i!i3,

22.8*-§. Эйлернинг динамик тенгламалари

1\узгалмас HVKjara эга булган жисмнинг харакат дифферсии!!а. i 
тснгламсыариии чи}уариш учун 1<̂ узгал.\шс О ну!-̂  гада О с г] [<̂ узгал- 
мас координаталар системаси ва жисм билаи бирга,¡икда .харакатла­
нувчи Oxyz координаталар системасини отказамиз,

Т^узгалмас О Е ii  ̂ координаталар системасига нисбатан кииетик 
момеитнинг узгариши ха}^идаги теоремани И1[)одаловчи (21.72) фор­
мула га кура

■ ^ = 4 .  (22.45)

бунда /Сд — жисмнинг кузралмас О nyt^Tara нисбатан кинетик мо­

менти; /Щ — .мазкур Hyj^Tara нисбатан таш1̂н кучларнинг 6ouj мо­
менти.
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Охуг 1«)ординаталар системаси у;^’1арииииг бнр лик векторларини 
г, у. к билан белги,';асак, ни х, у, г у1̂ лари буйича ташкил 

5)тувчиларга ажратиш мумкии:

/ -|-/Сг к. (22.46)

Кузкалмас ну1̂ тага эга булган жисмнинг динамик теигламалари- 
1И1 чикари111да Эйлер иккита соддалаштириш киритадп. Улардан би- 
ри11члси ш\'ндан иборатки, (22.45) тенгламаларии к^'згалувчи коор­

дината уцларига проекциялаиади. Бунинг учун дастлаб 

}^уз1-алуоч!1 координата \ь^ларидаги ифодасини аниг^лаймиз:
сИ

с1 к __  ̂I ___+ _____ £ к  -
(И Л сИ (11

о

Кинематика бул1тмида курганим]1здек, (13,13) га асосан

нинг

(22.47)

(22.48)

булади, бунда (о билан жисмиииг бурчак тезлиги белгиланган.
(22.48) ва (22.46) ни назарда тутиб, (22,47) ни ь^уиидагича ёзиш 

■^П'мкин:

о —
С{1

с!А' ■  ̂ , (¡К ,
~-=~- —  ' -г- ^ / -г о, а1 сИ

к  О) X К(^

_  ‘¡Ку-Г ПК, -Г ' ' / *

к +  г {акКг —  '1'

/ {ЬУ,К, —  С0^Л%) +  (озД., —  со^/с )̂

•еки

^Л'.,— — / ___ 4- (О Л\ —  -]- / с1К̂  
{~1 Г

~ к ( ^ ^  ~  —

0\ К   ̂ ,/\г) +

(22.49)

Ташки кучларнинг бош ^̂ ô íê п'!{ учун

% -Л -Ь ;Г+ :1 1 ^ 7 + Л '/ {7 г  (22.50)
тенглик уринли булишини назарда тутсак, (22.49) ва (22..~)0) га асо- 
<.ан (22.'15) тенглама куйидаги учтя скаляр тенглама га »киивалент 
^улиши1П! к\ра'>.'из:
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-r «гА,. — } (22.51)
<

—- + <1>дЛ\, — = /V]̂iU  ̂  ̂ ^

3iVicp ИККЛНЧ11 coj..Li!.'ia!irr:ipHin I'ii |;'ат1[да кузралувчм координата 
лклар!! учун О Hyi’̂ iíiaani инерции бош yiv'iapiniH олади. Натижада
(22.36) га кура

А;, =  'д- W.v- /у t*)y, -- /, 0)̂

булали By >̂ олда (22.51) тенгламалар системаси ]^уЙ!1ла1'ича с.̂ и̂ла- 
ли;

\ ,v> . ( / , - g - A í * |

-Н «г'".- ('х — = MJ, j (22.52)

(22 52) тенг.аама/шр Эйлернит динамйк гпенглаАилари дейила- 
ди. Бу тенглама,;'(арш1 Э'¡лернинг кинематик теиг.тамалари (11.29)

ü.)j. ^  \J; sin и sin (р + О CO.S ф, 
ü)̂ , \р sin О COS q; — 0 sin ф, (22.53)
со_, ~  v|' CO.S о <р

.би :а:; биргали!;да е иш керак.

22.9*-§. Кузгалмас нуктага г̂а булган жисм учун 
динамиканинг асосии масалллари

1(.уаг,1лмас пуцтага эга булгаи жисм учун динамикашшг асосии 
масалалари; а) жисмишп'

f(' -- /l (О, -  ¡2  (0 . t) =  /, (/) 
геш’лама.аар билаи ифодалаиган харакат тенгламалари берилганда 
raiu'V'' куч lapH'.mr бот момеигини ани! л̂аи1 ва б) жисмга таъсир этув­
чи кучларнинг моменти .маълу.м булганда жнс.мнинг .харакат теиг- 
ламаларини анмклашдан иборат. ДинаАИ1канинг биринчи масаласини 
ечиш ф, ij-, О лариииг хосилалариии Tonnnjra келтирилади; дгшами- 
капипг иккинчи масаласини ечиш зса (22.52) ва (22.53) теш’лама- 
aa¡)í!ii ечишга келлирнлади,

Fiy геигламаларнииг аии1̂ ечимини жис.мга куйилган кучларнинг 
м(Л1СНти, инерция моментлари ва бошлангич шартларга маълум чек- 
лаи]лар кунилгандагина ани1<̂ лаш мумкин,

Лгар бошлангич шартларга >̂еч ¡-̂ андай чек !^уйилмаган булса, 
с'̂ ака: 01'И|'Лак кучи таъсири лаги кузгалмас ну к гага зга булган ж и см-
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нииг харакати ха1'̂ идаги масаланинг ани!  ̂ ечнмнни (^уйидаги учта- 
>^оллагина аиш'^лаш мумкин.

1. Э  м л е р-П у а II е о о л н. Бу >̂ олда нхтлёрий шаклдаги жисм- 
пи}1Г окирлик маркази 1̂ у:;1ялмас ну1̂та билаи устма-уст тушади 
ва Эллор бурчаклари ыахсус эллнптик фуикциялар ор{^али ифодала­
нади .

2. Л а г р а н ж-П у а с с о и .холи. Бу .>̂ олла жис.м силшетрия \ кн- 
га эга бу.лади. Агар жисмиииг симметрия уь̂ и учун г у1уш  олсак

булади, яъии О ну1̂та учун ясалгаи инерция эллипсоидн 
айланма элл)л1с0идда;1 пборат булади. Курилаётган ^олда к^узгалмас
О ну|^га на жисмнинг массалар маркази симметрия у1̂ ида ётади. Бу 
холда Эйлер бурчаклари квадратура орцали анит^^ланади.

3. С .В , К о в а л е в с к а я  холи .  Ковалевская з^олида/^ =
= 2/̂  бу. ¡адм, яъни О пук;га учун ясалган тшерция эллипсоиди чу-- 
ЗП1̂ а(Г1аима э.'1Л1[;;соиддал иборат буладм. Жисмнинг 1̂ узгал.мас 11у1-̂- 
таси симметрий! у1\ида сгади хамда унинг огирлик маркази инерция’ 
эллппсопдининг :^квагориал текис.’шгида ётади. Бу ? о̂лда Эйлер бур- 
чаклариии аницлаш гиперэллнитлк ([.)ункцмялар орг а̂ли ифодаланади.

Лагранж-Пуассон хрлидан гироскоплар иазариясида самарал}! фон- 
да.^!ап1'лади.

22.10*-§. Эркин гироскопнинг ^аракати

чУзпнинг симметрия у1»;11 атро():ида тез айланадиган ва симметрия  ̂
у^идаги к^'згалуас пу1̂га атро(])ида >^аракатлана оладиган жисм ги­
роскоп де!П1ллди.

Ги))0ск0пга оддий ммсол тари1{асида бир учи горизонтал гелчнслик- 
ка таянгаи ва симметрия у^и атрофида тез айланувчн пирплдокни 
0ЛИИ1 лЕумкь'п (22. 12-расм). ']’ехникада гурли гироскоиик асбобларда 
гир(К'К0;] иоторм 22.13- расмда схематик тасвирланган кардан осма- 
сига уриатилади. Кардан осмасп одатда г^узгалмас 0^  у'1̂ атрофида 
айлаил оладиган ташки / ду.мало!  ̂ хаЛ1'̂ адан ва унга иодптшилклар 
воситасида бириктири/и аи на горизонтал Ох у 1\ атрафида айлана ола­
диган ички 2 думало}^ халкадаи иборат булади, 0 .̂ : у}̂  таш1̂;п >;аЛ“

^Л-У/у/Ш/У/Ш 
22.12- раем.
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ь;ага, Oz я>са ички ха libara поцпяпниклар всситасида 
Гироскоп ÜZ v^uiiinir бу тярзла уриа гилиши у;и1иг Оигта О к'аси 
к\’зга.'!мас бу.итшики таъминлаши би.'̂ ан бирга л.язкур \кн!:иг фазода 
и хт пёрни йу на лишни эга л л аш ига хам нмкои берали.

Кардан осмасига з рнзтилга:! гироскоппннг хрлати Ог. О  ̂ ва Ох 
уклари атрофидаги учта айлаии[и бурча к лари ф, i¡-, О билан он1;1'̂ ла' 
кади. IlJv  сабабли бундат rnpocKOíniHnr эркинлик дп''ажасн 3 га 
теиг бСлади

V A iap  гигюскопга таь:'пр этувчи таш1̂и к\'Ч ларнинг кута  лмас О 
nyiviara нисбатан бом моменти нолга теиг 6v;ica, бул да и г проскоп 
:3/жггн гироскоп дейилади, Эркин гнроскоини баъзида Jí:/вüлâ ¿í̂ ,7í,?a/г̂ - 
cíí/' ёкп астатик  <-ироскоп деб аталадн

Кардан осмасига уриатилган ва глирлик маркаги к,\:л-алмас О 
нукта билаи устма-уст туи[увча гироскоп эркин гироскопга >:исол 

^була олади,
Эр;-ап1 гироскоиин Эллер — Пуансо ол Лангранж — í lyaccoH 

л а Р' и н и н г ма >км >■ и да и и бора г дс б к.ара ш м у и и .
Эркин гироскопга таъсир этузчи таи1к̂ и кучларнинг бош momcfí-

ти О булгани учун гироскопнинг абсолют харакат кинетик
моменти и ИНГ узгапити ^а1<̂нД£̂ ги теорема га кура

i y » - %  = 0 (22.51)
a i

булади. Бинобарин, г^узралмас О нуцтага нисбатан гироскопнинг кн- 
летик моменти микдор на йуиалиш жн.хагдан узгармас булади:

consL (22.55)
Гироскопнинг элементар наяариисида /(^ вскториии гироскоп- 

нинг Ог ущ1 буйлаб йуналган деб каралади. Бгпюбарин, эркии. ги- 
роскопнинз фщ инерциа.г ^^исоблаш саапемасига нисбатаи узгар- 
лшс йуналишини саклайди. Эркин гнроскоининг бу асосий хусусня- 
тидаи турли навигация асбоблари ердамида фазода узгармас йуиа- 
лишни таъмттлашда кенг фойдаланилади.

22.11-§. Pe.iajib теоремаси

Кузгалмас О nyi^rara эга булган жисм учун кинегик люмен гнинг 
узгариикг хакидаги теоремани

= Щ ]  (22.45)

кури11ии1да сзиш мумкнн. Бунда — жисмга таъсир этувчн тайней 
кучларнинг кузгалмас О нуг^тага нисбатан бон! моменти.

A q вектордан ваг̂ т буйича олинган :^осила бу вектор учининг 

тгезлиги и ни ифодалайди, яъни
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~df

О _— и.

Бунда и пекторп Ко rein ори 1'0Д0гра({?нга уринма буйича
йуиалади. Шундай ¡•̂ илиб, (22.45) ни цуйидагича ёза оламиз:

(22.56>
В у ()юрмула Р  еза ль теоремасини И'|)о дала или: жисмнинг 1\уз' 

FQAMac О нукупага нисбатан кииетик момеути вектора учининг 
тезлиги барча пюищи кучларнинг шу нуь{тага нисбатан бош мо- 
ментига тенг.

Резаль теоремаси жисм кииетик моме!тги узгариили ха1̂идаг'и тсо- 
реманииг ¡ашематнк интсрпретациясиии ифодалайди.

22.12-§. Гироскопнинг элементар назарияси

Техникада 1̂ ул.'1а)и1ладнгаи гироскоп роторининг уз атро:}ж- 
да а11ланиш бурчак тезлиги 20 000— 60 000 айл/мин га тугри кела­
ди. Гироскоп,lap кема, самолс!, ракета ка кссмик кемаларни бошн;а- 
piiiiaa ксиг ц\'ллаии/;ади.

Гироскоинипг xapaKaiHfiii урганишда купинча унинг ротори ;̂ара- 
катнин ап1!к,л;)ш алохнда ахамиятга эга.

Лгар гироскоп рогори фа1\ат рипинг Oz симметрия viiH атро- • >• — 
фида o)i бурча]( тезлик би.лан айлаиса, унинг Кд кииетик моменти

Oz УК буйлаб со̂  б]1лаи бир хил йуиалад!] (22.14-раем, а) хамда 
(21.54) га кура

К ,  -  /,0),

тенглик уринли б̂ ллади. 2 уГ'̂ ии билап бир хил йуналиилда олсак, 
^ 0  =~- ^г булиб,

А'о •
Аитаилик, гироскоп ротори уэ

yi\ii Ог атро|:'Ида tô  бурчак тезлi¡к 
билан айланспн; Oz ук ьса, О пук-
та arpoibjfja (i)j бурчак тсз;:ик пи- 
лгш айлянс1И1 . У  х,о,:[да ¡<;а'гт11]< 
ж и с \ 1 и 1 п i г а й л а 11 ма хи ра к а i . i íф;; и 11 
куши HI ха1^идаги теоремага accicaH 
iTipccKon роторининг абсатют бур-
чак тезлпгн со̂  па cij, бурчак те.з- 
.!нк.лар1и1нг гсометрик йигиндисига 
т 1- н 1' б у ;;а д и (22.14- ¡‘)я с м, о).

Oxyz координаталар систсмаси- 
22.15- раем. нииг г чтении гироскоп ротори yt̂ H
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;'\йлаб й^лшлгирсак, бу коорлпната.'!ар системасинипг ŷ л̂;ipи О 
нукта учун ясалгап и мерим я -з/ктпсоилииинг бели уцляридаи иборат 
Г)\̂ пади, бииобирин, (22,361 га асосаа кинетик !̂0^^eитнинг х, у, г 
\1̂ 'шрдаги проекцииларгг учун

/дЫ,,, К у /\% ^  /-(̂ 1 -!̂  (Л.) (22.57)

муносабатларии оламиз. Буила ги[.оскои г \к с̂'1 нисбатаи симметрик 
булгани учун —

Замонавий гнроскоиларда ш, -~ 6000с~‘ ёки « = 60 000 ай.’!/мип 
гача булган и^ийматга эришади; соз аса одапда 0,01 с дан от май-
,ди. Биринчи я}-^инлаи[ишда си̂  ми эътиборга олмасак, (22.57) ни

== О, Д\, О, К, -  //1),

к\ринип1да с:̂ иш мумкин Натижада кинетик момент /\̂  ни О: у!̂  
буйлаб (¡уиалган деб царап! лл^лкнн ва авв;1лгидек

Ао -  / 1̂ (22.5(Я)
формула уринли булади.

Шундай !̂ '1-1иб, алсмеитар наззриида гироскомнинг книетик мо­
менти уиинг симметрия уцч буйлаб йуналган ва модули зса 
гнроскоининг симметрии уци Ог га нисбатан уни[(Г инерция момен­
ти бнлан мазкур уц атрофидаги айланиш бурчак тезлиги куиайтма- 
снга тенг деб 1-̂ аралади. Бундай ги))0ск0(шинг а1’1ри\1 хусусиятларинм 
курнб чи1̂ ампз,

1, К у ч н и н г  г и р о с к о п  у ц н г а т а ъс н р и. [Цу пайтгача 
гироскопнинг цу31-алмас ну1-̂ тага нисбатан .\аракагини таш1<;и куч- 
ларнннг моменп! нолга тенг булган ,>̂о.тда тскипфдик. Энд.ч 1Т1рос- 
копга таъсир этувчи ташци кучларниш' моменти нолдан (}?арь̂ ли 
булгаи холни курамиз.

Айтайлнк, огирлик .маркази О ну[<̂ тада булгаи гироскоп ротори
ут̂ и̂га унга перпендикуляр равишда йуна.’1ган Г  куч таъсир ^¡син 
(22.15-раем). Агар гироскоп ротори уз у|̂ и атрофида айланмаса, у
Р  куч таъсирида О ну'^та атрофида мазкур куч йуналишида кучади. 
Агар гироскоп ротори уз у1-̂н атрофида жуда капа бурчак тезлтгк
билан айлапса, у ^̂ олда Р  куч таъсирида гпроскон бугунлай бош- 
ь̂ ача }^аракатда булади.

)^а1̂ ш а̂тан :̂ а.м Резаль теоремасига асосан Кд вектори учи ни иг 
тезлиги

(22.59)
ёки унинг мир̂ дори

и =  М о = Г - а  (22.590

формулддан «нш^анади.
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Шундан 1̂ илиб, (О, бурчак тезлик бил а не
айлаиувчт! гироскоп И куч таъсиридан шу 
куч йуналшинда эмас, балки уиинг момент«

- >■
вектори й у на л иши да, яъни кучнииг йу.на- 
лишига перпендикуляр текнсликда кучади. 
(22.59') форму л а да и курамизки, Г  кучнгшг
таъсири т\ хтаган захоти а — О булади. Демак,. 
роторр! тез айланастган гироскоп yl̂ Îl инерциок 
хусусиятга эга бу т̂лизили.

Агар гироскоп у]^1га оний куч тат с̂пр ^гса 
(яъни зарба берилса), у холда кииетик мо- 
лтент вектори учидаги А нуг̂ та жуда кичик т
ва'^г ичида и-т га теиг кучии) олади хамда 
гироскоп уци деярли Сютлаигпч лолауинп са!'̂ * 

гироскоиниш' асосий хоссаларидан бири булиб, 
гироскоп ук^ининг уст.уеорлик хусусиятини ифодалайди.

Айтайлик, оний Г  куч гироскоп уцига жуда кичик какт / — т 
давомида таъсир этсин, у >̂ олда гироскоп у1̂ ида1’и А ну|-̂ та Ох у1\Н 
йу};ал]1шида и = т  = Рат масо<|)ага кучади. Бунда гироскоп } 1{и

22.15- рас .м. 

лапди. Ву натижа

У!-»1
(22.G0>

бурчакка огади.
(22.60) ([юрмуладан курамизки, а>, бурчак тезлик орта борган 

сари а бур'чак камая борадп. Л\асалан, огирлиги Р  — 50 Н, инер­
ция радиуси — 0, 1 м булган гироскоп ротори п ^  60 ООО айл/мин 
бурчак тезлик билан айлансин. Агар гироскоп укига перпендикуляр 
йуналган ва О ну1л;тадан а 0,2 м маеофага !̂ > й[1лган F  = 100 Н 
^ 'ч  т = 0 ,1 с давомида гаъсир этса, шу вак;г ичида гироскоп уи;и
F  кучи1'а перпендикуляр йунал11шда

F t n  1 0 0 - 0 , 2 . 0 , 1  л  Л А Г - о  ОЛ-.-----  = 0,0063 ра^ = 0,36'а  —

р:
2лп
6(7

Гл

50
9,8

■0,01
2-3 J 4  ■ 60000

60
бурчак[;а огади, яъни гироскоп \\и 
деярли кучишга улгурмайди.

 ̂2 . Í" и р о с к о и ÿ и н и н г  п р е- 
ц е с с и я с и. Пи.рилдок харакат- 
ланганда, преис-ссия кандай содир 
булишини куриб чиц:1миз. ÍGi'̂ O' 
рида чи1'^арилган (¡10[)му.'1аларии vt- 
кпр учи силлиц ярим сф'срик сирт­
га та5И!ган ва симметрия \ 1̂и атро-
’)ида узгармас о\ бурчак тезлик 
билан айланувчи пирилдо!  ̂ учун 
{^уллаймиз (22.16- раем). ‘ Гироскоп-



^инг элементар назарпясига кура, пирнлдсл^ницг О нуктага нисба­
тан кинетик моменти мицлор жи.^ат'даи -= 1 га теиг булиб, 
пирилдо('^нипг симметрия yî n Ог буйлаб йуналади, бунда — пи- 
рил доцнинг О г ук’̂ а нисбатан инерция моменти, Мормал реакция 
кучи (V нинг О н\';утага нисбатаи моменти иолга тенг булгани

->■ ^
учун тан»\и кучларнинг О нуктага нисбатан моменти ДГ  ̂ огирлик

кучи Р  нинг шу ijyi^Tara нисбатан момснтигагииа тег;г булади. 1<̂уз- 
ралмас О нуь^талан пирилдо1̂иинг огир.шк маркази С нут^тагача 
■булган маса^^ашт ОС = а са сим.метрии yiyi Ог билаи иертикал 01 
yi\ орасидаги бурчакни G билан белгиласак,

A ío - = P a !. ii i ( J  (22.01)
— >

чбулади хамда вектори сим.метрия у!̂ и стгаи вертикал текислик­
ка перпендикуляр йуналади,

(22,61) ни эътиборга олсак, Резаль теопе,\:асига кура 1хуйидаги 
тенгликни ёза оламиз:

и — Ра sin О. (22.62) 

Бунда и вектори Ог yî  ётган вертикал текмс.шкка перпендикуляр 
булиб, /Vjq билаи бир хил иуналншга эга б\лади. 

Л HVfvra иирилдо[-^пинг симметрия у!<;пда етгани туфайли, бу ук̂ - 
■нинг харакати Л ну|^танинг .харакаги билан аиикланади, Бинобарин. 
пнрилдо{^нин[' симметрия yjyH огирлик кучи Р  ётган вертикал текис- 
ликка перпендикуляр равишда х^аракатлаиади. Бунда О бурчак уз- 
гармай, мазкур доираний конус сирти буйлаб. 22.16-расмда тас­
вирланган стрелка йуналишида айланади. 11и[)илд0!̂  у|<;ининг бундай 
:? а̂ракати прецессия дейилади.

Ог симметрия у 1<;и вертикал ОС атро|)Ида со̂  бурчак тезлик
билан айланганда K q вектори учндаги А нуктанииг те.члиги 

и = о\, х К о  (22,63)

тенгликдан аниг-̂ лападн. Шунингдек, гироскопнинг элементар [laaa- 
риясида K q — й>1 деб олннишнни назарда тутсак,

7i = /,( X tój), (22.64)
унинг ми1у 1,ори эса

и — /̂ cOiCOoSinO (22.65)

формуладан аииь;ланади. (22.62) ва (22.65) формулаларни солишти­
риб,

o)i0)2 sin 0 — Ра sin о
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тенгликни сламиз, Бундан пирил- 
Д01̂ нинг прецессия бурчак тезлиги 
0Ü2 HI i ангичлаймнз:

Ра

Бу тенгликдан курамизки, íMj
ортган сарн iipoHccciin бурчак тез­
лиги камая боралп.

3. Г п р о с к о п и к м о м е II т . 
Гироскоп yi-̂ ииннг харйкаги маътум 
булганда бу yî  танигин нукталар- 
да хрсил буладиган кучларп;! апту 
лаймиз,

Айтайлик, Л ва В  П0д1!1инникларга урнат1!„’П’ин гироскоп ротопи
симметрия \1̂и атрофида со, бурчак тезлик бплан айлансип (22.17- 
расм); А ва В  нодшипниклар эса всргикал yî  атрофида уз(армас
o)g бурчак тезлик билан ай.паиувчи рамкага )^.)иатилгаи б\\пс}И1. 
ш, >  0)2 булган .\олда гироскопнпиг элсмснгар назариясини 1'^уллаш
мумкин. Гироскоп уки 6:̂2 бурчак тезлик би.1ан вертикат yi\ атро.))1!- 
да прецессия .^аракатида булгаии учуй (у2 у;̂  6yii;;a6 йуналган
/(о ^  /,̂ 1̂ вектори учипииг тезлиги и учун (22.59) (]}0р\!ула урии- 

улади. Лекин и = их. х K q  ~  /Jo\^ X  w j булгани туфайли

(22 .66)

ЛЦ

(О., X 0),

момент А ва В  лодтипннклариинг гироскоп yt^nra босимм

натижасида хрсил б} ;̂1ади ва K q вектори учининг тез;пни и билан 
бир хил иуналади. Таъсир акс таъсирга тснглиги ха1>;илаги ]^оиунга 
кура уз нацбатида гироскоп yiyi Л ва В  подщипникларга ми1̂дор 
жихатдаи ма.зкур реакция кучларига тен]-, йуналиши эса улар1'а ка-
paMa-i-̂ apnm йуналган (N ,̂ уУ..) жуфт куч бмлан акс таъсир курсага- 
ди. Бу жуфт куч гиро(жопик ж уф т  дейилади. Унинг мо.меити эса
гироскопик момент дейилади ва билаи белгиланадн. Гироско-
пик момент мщ^дор жихатдаи таш;-̂ и кучларнинг бош моментига 
тенг ва йуналити унга ь^арама-i âpiuH булгани учун

ёки (22.66) ни эътиборга олсак,

М о "  =  —  X  ш,) =  / ,(и , X  Я ) .

Бундан гироскопик моментнинг модули нн ании^лаймиз:

M q  ̂ sin 6.

(22.67)

(22.68)
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Курилаётган холда (} 90̂  ovjiriimi учун
Ч : cUO f
Л)^ = //'> Г«2- (22,68')

(22.67) ген г л НК Ж;,-кг.вс кий коидасиии ифодалайди: агар гирос­
коп уки мау.бцрий прецессия .\аракати()а иштирок эп:са, ij холда 
гироскоп уки урнапшлган псдтипниклорга моменти гироскопик
момент M g ’" га тенг oifi/фт куч тсгьсир этади ва бу ж у ф т  кун

ескпюри со., усти-а энг к^сна йрл билан тушадиган йуналиш- 
да гир(}Скопнин^ симметрия укини прецгссия уки билан устма- 
у с т  та/ширшага интилади.

Лгар А b:i В под.чшнпиклар орасидаги масофа / га теиг булса,
у холла (Л'\, i\\) гироскопик жус|)т момеитннипг мн1̂ дорч учун

(22.69)
фор м\' л а урин ли б у л а Д! i.
(22.68 ') ва (22.69)'ни солин'тириб, ¡^уйидаги тенгликни оламиз:

N^-L

Бундан гироскопик бссим кучлар1И1И зиш^лаймиз:

(22.69)

А ва В  под:нип1Н1кларга ва N., гироскопик босп м кучлари- 
дан таш1̂ари jV^’’ ва /Vj'‘ статик босим кучлари хам таъсир этади

(22.18-раем) , а̂мда бу кучлар гироскоп орирлик кучи 7̂  нинг ярми- 
га тепг булади:

(22.70)

Шундай (^илиб, А ва В  иу!^галарнинг тули1<̂ реакции кучи ста­
тик ва гир1х:копик ташкил этусчилардан иборат булади. 22.17 ва
¿2 .18-расмларда тасвирлапгап ва .V“ ", кучларнинг йу-

налишици эътиборга олиб, (22.69) на (22,70) га асосан М^ ва 
тули!^ босим кучларининг ми[^дорларини

22.18- рясм.

'i

р--------- О

}
‘Г

г/г/N 't

22.19- раем.
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LO

N  -  /V, +  Л 'Г  =  Л' —  Р,
/ 2

л , — - рВ 1 2 I 2

формулалар ёрдамиди анж^лай.миз (22.19-раем).
Гирископлар BüCüTciciaa снаряд, самолёт ёки ракета каби тур,ли 

учувчи аппарг5тларнинг препессия бурчак тезлигини апит^лашда ёки 
уларн1шг стаблл холатиии таъмннлаи1Да самарали фоидалашишдн.

 ̂ 22-5'Macaría. Мсссас» Ai =  J400 кг, радиусл а =  75 см ви у? укига иисбя- 
тап олинуап инсрияя рпдиуси 1,^0,55 0 булгян рилдирак скяги горнзстал
текнсликда ридиусн 200 м булгаи бурилишда узг;)рм:к' v ^  20  м/с -¡езлик 
билаи -\ap;iKín ]-;илади (22.20-расм). Лгар рсльслар' оралиги / = J , 5  м булса, 
скигдпи рельсга гуи'ядя/ап босим сшиклаасин.

Е'мип. Ги 'дярзк ск;1ти11!1Н1- абсолют харакатини унинг массаляр тркязи  би­
лаи бирголикла?и илгар.чляма харакат (кучирма харак;г!) ва м;'1сс }̂лар ма|)казн 
атр:фид;чн аилг'';пмя .\;'.|,\4кат (кисбий харакат) дан ташкил топгап деб [̂ ¡.чраимиэ 
х:)мда м;и.'салчр м.мгжази лк^фидагн айланма ^аракаги учун кинстик м'-меитнииг 
уз;а[)иши >̂ а];идаги '1е.)рем:аи1 1>;уляанмйЗ.

Гил лиряк скати[1>и;г .\¡ ¡ссадар марказига нисбатан кинетик момеити нинг
М1!К М'рИ

к;, -  /ü)̂

формула ёрдамида аиикуганади, Бунда / =  Мр^ рилдирак скатининг массалар 
марказига нисбатан инерция моменти; Ц — скатиннг уз уг\;з атрофидаги ай^чаниш

6y¡niaK тезлиги. Рилдираклар снриянмасдан рилдирайди деб Е а̂расак, соГ =  ~а
тенглик уринли бу ь-.ди. Бинобарии.

Г.Г _

Лгар иккала ре.тьс битта горизонтал текнсликда ётади деб í^apacaK,
V

ннерлия маркази С атрофида скат <s>.¿ ~  бурчак тезлик билаи айланади.
R

Бунда некторинипг учи

aR
(1)

тезликка эга б '̂лади ва и,-пинг й^налнши 22.21-растда курсатилгандек, t>

а

‘Й,

/У,¿ар

J r ^  с

22,2Ü- раем.
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тезликнинг йуналиши билаи бир хил булади. (1) ни эътиборга олсав, Рв8АШ 
тсоремасига кура

_1400.0,55.0,75^20^ ^
 ̂ aR 0,75-200

1 улади. Гироскопик момеш микдор м̂ мхатдан га тенг

йуналити эса М^1ск» ~»г ) га ь^арлма-каршн булади. Ш у сабабли гироскогащ 
момент таъсирнла ташк.и пельсда босим (фтади, ички рельсда эса камаядн.

Рельсдарга гушадиган босимш! х,исоб;.а[11да ^;apкaздaк ь̂ очирма инервдя кучи
нипг .-̂ ам мпмс!1ти}1и хисобга олиш керак. ф„ ни С иу1̂ тага куйилган деб 

^̂ араймиз, Бу кучикш- мицлори

= ---  -  2 800 Н

формула ёрдамида хисобланади. ф„ таъсиридан хам ташки рельсда босим орта- 
ди, ички рельсда камаид1к

Л\ о
Рельсларга туи1адиган статик босим — ■ га теиг булипжнн эътиборга олсак,

таици ва ички ре.'!ьсларга тушадиган босимлар куиид;1гиц;1 аиик,ланади:
Мй ф Й ■! - 3400-9,8 2800 • 0 ,75 -1 1155

2 1 2 ~ 1,5
^  (6 860 2 170)Н - (6,8() I: 2 ,17|кН.

Буила та[П1̂и рельсга тутадпггл б<1сим!!и аияклаш;1а мусбат ииюра, ички рельс- 
ляги босимни ати-^лашда мапфи;! И1Ь';)ра олииади.^

23-БОВ. Д А Л А М ВЕР ПРИНЦИПИ. К^^ЗРАЛМАС У К
АТРОФИДА АЙ ЛАН УВЧИ  ЖИСМИИНГ АЙЛАНИШ  УКИ-
ГА  КУРСАТАДИГАН БЭСИ ,Ш

23.1-§. Моддий нукта учун Даламбер принципи

Ньютон 1̂ оиу1!ларидап нлк бор эркии моддий нуь т̂а ёки эркин 
1̂ атти1̂ жисмиинг харакатиии ургаиитда фойдаланилган. Борланиш- 
лар аксномасин]!яг кабул }-̂ илинипи1 натижасида бу 1̂ онунлар ихтне- 
рин механик система учун ¡^уллаиа боитланди. Богланишдаги мод- 
Д1!й нур̂ та ёкл системалариииг харакатиии урганишда Ж .  Даламбер 
томон1!дан кашф ¡'^илингаи »а «.Даламбер принципиу> деб аталадиган 
махсус приициидан фойдаланилади. Эркии моддий ну{\та учун Да­
ламбер пр!тицигаг динамиканинг асосий р^онунига эквнвалентднр. Бор- 
ланишдаги ну1’̂ та учун бу принцип богланишлар аксиомаси билан 
биргаликда олинган динамиканинг асосий цонуннга эквивалент 
лади.

Массаси т  га тенг богланишдаги Л4 нукта учун (18.1) га кура 
динамиканинг асосий цоиуиини

пгт — Р  +  Я  (23.1)
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23.1- PfX'M. 

Селгнлап! киритсак,

куринишда ёзиш мумкин. Бунда w ~ M
нуцтанинг тезланиши, /■’— мазкур ну:̂ - 
гага таъсир этувчи актив кучларнинг
тенг таъсир этувчиси, R  — богланиш 
реакция кучи. .

(23.1) ни F  -\- { — niiii) ~  О ку- 
рмнитда ёзиб,

— /77 LL' ^  Ф  (23.2)

t  'т' +  Ф  -= О (23.3)
тенгламани оламн.з.

Ми!<̂ дор жн.чатдан иук^анртг массаси билан унинг тезланиши 
купайтмасига тенг ва ну|^танинг тезланишига 1'^ар'^1У-1̂£1рши йунал­
ган куч иуцтанинг инерция кучи дейилади.

(23.3) тенглик бог.шншидаги нук^па учун Даламбер npunnunu' 
ни ифодала"1ди; агар мо')дий нукупага пигьсир этуечи барча актив 
ва богланиш реакция кучлари ка тор ига инерция кучини кСшсак, 
и холда хар онда мувомнатлашган кучлар системасини оламиз 
(23.1- раем).

Хусусан, Горкин моддий nyi^ra учун (23.3) да /? --= О деб олина-
ди:

? Н - Ф - 0 .  (23.4)

(23 1) тенглик эркин моддий нук^та учун Даламбер принчипц' 
ии ифодалайди: эркин моддий нукуиага та7?сир этувчи актив куч- 
гар каторига хар онда инерция кучини куушеак, бу кучлар узаро 
мувозанатда булади.

Лслид! инерция кучи мохтий ну1̂ тага 1<;уйилган булмайди. fUy 
сабаб.ли Даламбер принцииида кирнтиладпган муво.занат тушунчаси 
шарглп тушунчадир. Даламбер принцииида uyi^rara хар онда инер­
ция кучи куПмлгаи деб карашдан ма1̂сад, динамиканинг асосий î o- 
нунини формал ра1?ишда статиканинг мувозанат тенг.'шмаснга ух- 
н̂ аш тенгла.маларга ке;1тириб, динамика Л!асалаларнга статикадаги 
мувозана-]' шартларнни к,уллашдан иборат. ГПу бонсдан бу усулга 
кинетостатика усули дейнлади.

Инерция кучицпнг актив куч ва богланиш реакция кучларидан 
принципиал фарки шундан иборатки, инерция кучлари акс таъсир 
этувчига эга эмас, Бош|<̂ ача айтганда, инерция кучининг берилган 
iiyi^rara 1'аъс1фини вужудга келтирадиган жис.мгш курса та олмай- 
ми.̂ . Шунинг учун .\ам баъзида инерция кучини «сохта куч» .хам
дейилади. Масалан, математик тебрангичга таъсир этувчи Р  огир-
лик кучи Ернинг тортии! кучидан, борланиш реакция кучи N  эса
ипнинг таранглик кучидан иборат, лекин ши.' га тенг инерция
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кучннинг таъсирини вужудга келтирадиган жисмни курса та олмаи- 
миз.

(23.3) ни Декарт координата проекциялаб.

-f к ,  +  ф,. -  0.
/̂ у +  ~
Г ,  +  Я , Ч- Ф , -  о

(2а.5)

тенгла.маларнн оламиз. Ьупда Ф .̂ = — т.г, Фу = — т  у , =
~ — т г  инерция кучларииииг Декарт координата \г^^аридап1 ироек- 
цияларини и(|)0далайди.

Агар иу1̂ та т\рри чизикли харакатда булса, к  мазкур чизик 
буйлаб йуиалади. Бу т̂ олда ииерция кучи1и;нг ¡̂икдори учун Ф  =
— тенглик уринли булади. Вашарти нукта ту1'ри чи.зику1и текис 
харакатда иштирок этса, у хрлда и:'^ О булгаии учун мут^таиинг 
ииерция кучи хам иолга тенг булади.

Эгри чизи|<;ли харакатдаги ¡¡укташшг ]и1ериия кучини о:.'̂  урин- 
ма тез.'1ани(ига 1̂ арама-кариш йуналган (Рт уринма инерция кучи 
ва нормал тез.лаиишга 1̂арама-ь а̂рши йуналган Ф,, по|).мал (мар- 
каздаи 1̂ оч{трма) инерция кучларига ажраинп .м\мкии (23.2-расм):

(23.6)

Хусусаи иу1-̂ та г радиусли айлана б\1'1лаб (¡) бурчак тезлик ва 
е бурчак тeзv^aииц( билан ^^аракатланса, ииерг^ия кучинииг уриима 
ва нормалдаги проскциялари учун

[Ф^ =  т г  |е1, т г  со̂  (23,7)

формулалар уринли булади. Бу ? о̂лда ну1̂ танинг уринма ва нормал 
инерция кучлари мос равишда айланма ва марказдан (^очирма 
инерция кучлари дейилади.

К^унидаги жадвалда айрим ху­
сусий холларда ииерция кучини 
?^исобла!н келтирилган:
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Нуктаиинг ;^аракат тури Уриимл ва I гор мал Уркнма ра нормал
тезланиш инерция кучи

1.
2.

3.

4.

Турри чизи[\Ли текис

Турри чи.чик̂ ли потскнс х а̂ракат

Эгри чизикли текнс харакат 

Лилаия буйлаб харчкг1т

IV
dv,
dt , -О |Ф^ dt’

L/
-  О, -  ^  —

10  ̂ =  г> в 
Щ',. = л-ю'̂

т
Фп^О

dt

Фт 0. Ф. =
V-

= т  '— '
Р

l'i>T \= ’ПГ-\&\
Ф „ — тг'Ы-

Дяламбер прикцигт тенгла.\:аспип М  иур^тадан утказилган та* 
бний координата \т*;,/1арига проекциялаб,

г,  + /?, 4 ф , -  О, F„ ■ I- + (1)„ О, F„ +  Л , -  О (23,8)
те11 r.'i а м а л api 1 л о п а м i« .

Даламбер лринииилдан иомат^тум реакция кучларини анн!';лашда 
сама[)али 4^ида.'1анилади,

2;^.1-мас^ла. Р^^дпусп г =  2 м булган ва ички сирти силлик конак хялка 
осртик;,л А В  диаметр:! птрофидл — 3'J анл/мии бурчак тезлик бнлп!' аилаиади 
(23.3-расм). Хплка ичила 0 1ирл1:гк Р -- 19,86 Н булган Д/ шарча жойлашган. 
Шарчппииг ха iiyira тгг.бгуглн мувопаиатда буладиган h баландлцк ва бу ^^олатга 
мос булган халканниг реакция кучи N апи1̂ '1анснн.

Ечиш. Х,арп;(а1лаги координата укларнии тундан танлаамизкп, Оху текисли-
гн хали̂ лиаиг текисл!плиа ётсич. М ш̂ ]рчтга упинг орирляк кучи Р ва а̂л!̂ а-
нкиг нормат реакция кучи ¡V таъсир этади.

Х,ал1̂ а узгармас
2 vT п 2 л 30

бурчак тезлик билан >:арак;плаиг;1)и1 учун шарчанинг инерция кучи
ф  — -- т  ■ O^Aí • CÚ- = тг  ■ cos а • а- (2 )

1К)рмал таткил этуичилаи нборпт булади, Ш у  сабабли шарчага ф  ф ^  инер­
ция КУЧИИИ ку:”;сак, 1 {аламбср приннипига асосан шарча мувозаиатда булади. 

Шарча учун (23.5) 1е!:гламалариин1' бир!и1чи иккитасини гузамиз

-- Л' cos а -4- ф о, ~  р -̂ N sin а == 0. (3)

(2) ни на^арла ivthó, (3) пинг биринчи тецгламасндан jV cos а  — тг  cr-s a-fo  ̂
мут:саба)ни олами:?. Бундам

Р , 19,86 
;V ^  тг  W- =- —  /■ 0)- =  —  -2- 3,14- =  40 Н.

9 8

(3) иинг нккии ;и тенгламасидаи s in a  =

мна. Ьинобарпн, а  ЗО". 
Д Oi-VJC дан

iV
20

40 =  0,5 эканлнпши топа-

С0( =  г sin O'— 2 • 0,5 — 1 м.
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Шундай 1̂ илиб,
/1-= ОС — OiC -  2 — 1 =  1 м.

23.2-масала. Вал 1 вертикял yî  атрофила 
\згармас со бурчак тезлик бнлан айлана ди. Ва.-п а 
ср бурчак остнда стержень 2 11айванлланган.Улар 
ораснга радиуси г га тенг б ир  жинслги диск 3 
1̂ \-йилган (23.4-раем), ы 1̂ андай ¡'̂ ийматга эриш- 
гапда дискнинг валга босими нолга тенг булади.
Валнинг йугонлигн :)чисобга олинмагин.

Ечииь 0;у укни вал буйлаб, 0[л: vi ĥh эса 
дискнинг маркази оркали уткязамиз, Дискка
упипг огирлкк кучи т  о. вал ва стерженл;!р1шиг
нор.м:1Л реакция кучлари Mi ва N 2 т;п!сир этади.
Д)]скии]н- валга босими мнкдор жихатдан 
га тенг б\\пади.

Вал ^'згармяс бурчак тезлик билан айлан! а- 
ни учуй дискнинг инерция кучи

Ф Ф г ,  =  тг  0)̂  (1)

пормал таи1кнл этувчидан иборат булади. Лгар дискнинг марказнга Ф  инериня 
кучини {^уйсак, Даламбер прг^нциаига асосан диск мунозаиа'Ла бу^^ади.

Диск учун (23.5) тенгламаларнинг биргичн иккитасинл тузамиз;
A’ l — Л'2 cos ф - Ф  =  О,

А'.2 sin ф — mg — 0.
Бу 1с.пгламалардан ва Л', ларни аниг^лаймиз;

(2)
(3)

mg- — , i\ \ ~  cos ф — Ф  = mg'CtQ (р ~  тг  оа-. 
sm ф

Охирги теигламадан курамизки, \\~ Q  булиши умун
0

ÜJ —  ctg ф г
шарт бажарилити керак.

23.2-§. Механик система учун Даламбер принципи

ЛТр М.̂ , . . . , Л4д, моддий нуцталардан ташкг?л топган MexafrHK 
системага геометрмк борланишлар !<̂ уйилгап булсин. Система пу! |̂'ала-
рниипг массаларигп! /«,, /72 „  билам белгилаймиз. Система-
нииг бирор ну]^тасига таъсир этувчи актив кучлариииг теиг

таъсир этувчисини борлании! реакция кучларининг теиг таъсир

этувчисини ва бу ыу1̂ танинг ииерция кучини билан бо/1ги-

ласак, нуцта учун баён этилган Даламбер иринципига кура
ва Ф ,̂ кучлар .\ар онда узаро мувозаиатлашади. Ш у сабабли сис­
теманинг jî ap бир нуктаси учун

\  Л- -  О, (V  = 1.2, . . .  , Щ  (23.9)

тенглик уринли булади.
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(23.9) теигликлар систслт учуй Даламбер принципини ифода­
лайди; о'ар актив ва оогланит реакция кучлари таъсиридаги 
системаиип:' ххгр бир нуктасиеа инерция кучини куйсак, б!! куч­
лар системаси мувозанатлашган к!1члар системжини ташкил 
этади.

Система ну1 т̂;1."арига таьс::р к;ипар:';: актив ва рс;-:лция
кучларига ажратма'1 , балка ички ва кучл-ардаи ибора! деб
}^араса::,

тенглик ypiHiJiH бу,!ади. Вуида F  ̂ нуктадаги ташци кучларни11г
тепг та'ьсир эт\-ц1-п1сп, — ич': ;1 кучларнниг тенг таъснр этувчиси. 

С;х1:ргн теигликни назирд;! тутиО, система учун /Даламбер прин-
nni'I’HIi

¡ \ ■ /'v ^  'bv -  О, (V -  1,2, , N) (23.10)

KV П'иии.да xa>i ёяти мумкии.
Ь 1:!;ебарми. /сашки еа ички кучллр таъсиридаги системанинг 

ху.1г о;у-> H!iKn:ncu'a .ха;) онда ииеууия кучыни куйсак, бу кучлар 
мп(>() :)!нипла11!--ии кучлар cucmvwuKHHit ташкил этади.

Олс\'..-Ус\ \ 4VH Лаламбер прнппппнпп ифодало15Чи (23.9) ва (23.10) 
leni ’м.к-¡арчан ‘-¡[Сгема нукта, :rU)n хар оп.’],а муиоаанатда буладп ае- 
гпп xv.x,e;i ке,и1Г) ';1:цмаиди, ч^пкн аслнд;) системанинг >̂ар бир ну;̂ - 
тасиг-; паериия куч/iapn 1^уйн.Т!’ам булмапди.

A'v, "Йу, <j>v (ёки f ’v , , ']>,) куч,ъ'-1|)ни (v --1,2, . . . , .V) фа- 
золя са куч 'lap систомаси деб караб, батика булимидагидек, умумий 
.холд,’) otTiiia KUHcmocman'iUKa тенгламаларини олиш мумкин. 
(23 9) тчл1глал:а.тзрни ¡■̂ ушнб, систем;-) учун

-  'Л  =-0 (23,9')
иф(л";и!п оллмиз.

'•?3 :л Т1чп ,'<i',:a. ¡арианг хар бирннн /ИДу 1,2, . . . , N) нукта- 
ла’};!и[и' гадиус-ьеатор 1;1]>и га нскторли купайтириб кушсак,

7,.) V ( % x  ? v ) ^ - Z K x « v - o
ёки

У [ Л 1 о ( Л )  ■ r^ b (^ .)4 - . l7 o (Jv )J  -  О (23.11)

тенглик уринли булади.
(23,9') ва (23.П ) тенгламаларни координата у^ларига проекция­

лаб, олтита кинетостатика тенгламаларини оламиз:
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(23,12)

1 ( Л \  -

V  ( 7 ^ - ( - / ^ ^ ^ - ! - Ф д - 0 ,

^ [Л 1 , ( ? , )- :- / И ^ (Й , )Ч 'Л 1 ,  ( Ф , ) ] - 0 .

(?,,)•: м ^ (Я ^  +  м̂ ^

( ? )  -н Л ^ ( ^ )  +  Л^, ( Ф , ) 1 - 0 .

Лгар система ку 5̂ галарига цуйилгаи кучларни (1Чки ва таг-1кп 
куч.ларга ажратсак, ички кучларнинг хоссасига кура ^  ^

у7/^(/^)=-^0 булгани учун (23.9') ва (23.11) дан

(23,13)

тет'Л^1м;:.':?;ппи оламиз.
(23.13) ни координата у^ларига проеки^шлаб, яиа олтита муьо- 

занат те[П’ламаларин;1 олиш мумкин. 15у тенглама. ¡арда ички кучлар 
г^атнашмагани туфайлн улардан система динамикасинииг купгнка 
масалалариии ечли1да самара.лн (|)Ойдаланиш мумкин.

(23.13) да — та5н1̂н кучларнинг боги вектори; У  

— инерция кучларинииг бош иектори; ^

*уг кучларш.ч^г О марказга нисбатан бош мо.меити ва У А 1̂ (̂ Г\,) —

■= Л] о — инерш1я кучларинииг О марказга нисбатан бош моментини 
нфодалаи!Г!Ни эътиборга олсак,

Мо +  -  О
(23.14)

тенгл.амалар уринли б>\ а̂ди.
Система харакат ми1<;дорииинг узгаршии ?̂ а1̂идаги теоремани нфо- 

далоБчи (21.23) ва система кинстик мо\[ентннинг узгариши хаи̂ ида- 
ги теоремани ифодаловчи (21.72) тенгламаларш!

Ж ' .

й1

сЩ
т - О

(23,15)

куринишда ёзиб, (23.14) ва (23.15) тенгламаларни со.тиилг.'рсак, сис­
тема инерция кучларинииг бош вектори ва бош моменти учун
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а

М  о = ---

(23.16)

(23.17)

нфодаларни оламиз.
Демак, систе.ма лиерцля кучларининг бош. вектори системанинг 

>̂ аракат ми1̂доридан ва1̂т буйича олинган хосилаиинг — ] га ку- 
лайт.масига тенг; система инерция кучларининг бирор О марказга 
н^юбатан бош моменти зса мазкур марказга нисбатан системанинг 
К]|не']ик моментидан ВсИ̂ т буйича олингаи ^^осиланинг — I га ку- 
пайтмасига тенг.

)^аракатдап1 система нукталарига \\ушмш борланиш реакции 
кучлариии ани19таища, мъни динамик реакция кучларини апи1̂ лан1Да 
Даламбер приицнпини 1̂ уллаш, айниь с̂а, 1̂ ул келади.

23.3-§. Каттиц жисм инерция кучларининг бош вектори 
ва бош моменти

(21.6) га к\фа ихтиёрий >;аракатдагн катти!  ̂ жисмнинг :^аракат 
мри̂ дори формула ёрдамида ани1̂ лаиади, Ш у сабабли бундай
система инерция кучларининг бош вектори учун 1̂ уйидаги формула 
уринли булади:

ф  = (23.18)

бунда М — жисмнинг массаси: — жисм ¡массалар маркази1шнг 
тезлани1ии.

Шуидай 1̂ илиб, ихтиёрий :^аракатдаги 1̂ атти1̂ жисм инерция куч- 
лар11 ПОИ] век10ри1шнг модули <1) = М шс булиб, массалар маркази-
иинг тезлаииши га 1\арама-1' а̂рши йуналади.

Ихтиёрш'! харакатдап} цаттит  ̂ жисм ннерцил кучларининг бош. 
л!0\!е }т1!П1 .\исоблашда 1̂ утб учун одс1Тда жисм массалар марказида- 
ги С иу|'̂ та 0Л1И1ЯДИ. У  :̂ о̂лда (23.17) ни

(23.19>

курииишда ёзилади.
Агар Сх^2 координаталар системаси жисмга ма:*̂ кам бириктирил- 

ган булса, (22.'19) га кура

с1 Кс -г
■ I(¡1 + со» Ксг — г̂^Су +

/ £ ^  ''
<а 
i

(11

/ аксу
+ / ~ —  + соДс^ — ) 4-
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\  сИ
—  -г --'^уКСх (23.20)

муносабат уринлн булади. 
(23.20) да

>̂ амда

Ксу =  1 ху 'Ь  /у 0)у Iуг 03;, 
1\  ̂XI:  ̂ ^У ^̂

Ш  - -  Л й Л  +  М с Л - 'г  М с Л

булишини эътиборга олсак, (23.19) га биноаи ихтиёрик харакатдаги 
жисмнинг инерция кучлари бот моментинииг координата уь;- 

ларидаги проекциялу|Ж 1̂ уйидагича аиик^лаиади;

• ''е , "  -  «« -  ’ .и (%  -  »>.“ ») +  -

- <"Р “  V  “ / V
Щ\ =  “  б„ +  - «И",) + 1,„ -

-  ' . » “ Л .
(е , (.),, О),) +  (е,, +  со, 0) )̂ —

(23.2!)

Хусусий >;олларда 1̂зтти}  ̂ жясм инерция кучларинипг бош мо­
менти цандай хггсоб.'шнишини куриб чиру-кмиз.

1. Моддий симметрия текислигига эга булгаи 1̂ атти1̂  жисмнинг 
текис параллел г^аракати. Агар Сг >̂ аракаг текислиги билан 
устма-уст тушувчи моддий симметрия текислигига псриендикуляр 
булса, у ?̂ олда бу инерция бош у^ндан иборат булади х̂ амда

=  О' е,- =  Ву=-0, 0 ) ^ - С 0 з , - 0 .

Натижада (23.21) га асосаи курилаётгаи текис параллел хара- 
катдаги жисмнинг инсрц!^я кучлари бот моменти yчyf{

(23.22)

формулалар уринли булади.
2. 1^аттиц жисмнинг к^узгалмас атрофидаги ааданма лара-

кати. Бу >̂ олда (^утб учуп аНтнпш уг̂ ида ётувчи ихтиёрий пункта' 
ни олиб, .г у1̂ !1и айланпш у^и буйлаЬ йуналтирамиз; х, у ylv^apни
.эса жис.мга бирнктирилган деб караймиэ. (о ва е векторлари ай­
ланиш у!\Н буР1лаб йуналгани туфайли со̂  =  сОу =  О, Иу ~  О бу­
лади .

Бундан таш1̂ ари го̂  =  со̂  булишини эътиборга олиб, (23.21) ни 
г^уйидагича сзиш мумкии:
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, М Ф = - / , е , .
(23.23)

3. Илгарилама т^аракат. И;и'ури,.1ама харзкатдаги [̂ аттнь̂  жисм 
учун (0̂  = (!)у — ^ 0 ,  — бу ^  = О булгани туфайли Мсх — 
=  Мсу ^  М с2 = о булади.

Бинобарин, илгарилама харакатдаги l<ammû i жисмнинг инер-
ция кучлари унинг массалар марказидан утувчи —  ты>^ 
тенг таъсир этувчига келтирилади.

23.4-§. Жисм 1̂ у‘1 ^^лмас у1̂  атрофида айланганда под- 
шииникларнииг динамик реакции кучларини ани1̂ лаш

Айтайлнк /'р , Ь'^ кучлар таъсиридаги 1̂ атти1̂ жисм В
ну{^тада цилиндрик подшипник ва А иу1̂ тада подпятник (таянч под­
шипник) ка урнатилган г ук, атрофида о) бурчак тезлик ва г бур­
чак тезланиш билаи айлаима .^аракатда булсин (23.5-расм). Агар 
таянч ну1̂ таларида .\осил буладиган иш1̂ аланишни г^исобга олмасак, 
бог.'1анишдаи бушатиш ; а̂}̂ идаги аксиомага кура А ¡юдпятпнк оа В
подшипникии ва реакция кучлари бттлаи алмяттприш мумкин.

А В  таянч ну1̂ талари орасидаги масофани Н билан белгилай- 
миз- Бундай жисмга Даламбер принципини т̂ у̂ллаш учун келтириш
марказини Л ну1'̂ тада олиб, жисмнинг ;̂ ар бир иу1̂ тясига Ф^ инер­
ция кучини 1̂ уямиэ ; а̂мда (23.10) ва (23.11) тенгламаларнн тузамиз:

(К )  +  А  (^Л) +  ( 4 )  +  2  (Ф .̂) =  0.
(23.24)

бунда (/^^) ^ 0. ^
(23.24) дап ва ни анш^лаш учун 

ииергиш кучларининг бош вектори Ф  = 

ва бош моменти /VÎ  =  2 '^ л ^\исоблаш
керак. Шу ма1>̂ садда Ф^ инерция кучлариии 

айлапма ва марказга интилма тезла- 

нишларга 1<̂ арама-карп1и йуналган ва Ф^^ 

ташкил этувчиларга, ва ларни эса

ташкил этувчиларга ажратиб»
(23.24) пи жисмга бириктирилган ^^узгалувчи 
координата уЕ^ларига проскциялаймиз:
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V  Z - I  - Z ,, = 0,
(23,25)

v A i ^  +  =

V A J ^  ( f ) + A , ^ . / 2 - ~  V M ^ ) ^ 0 ,

(23.7) ни наз'-1рда тутиб, инерция кучларинииг координата yi\- 
ларидаги проекциялари учун [^уйидаги муносабатларни оламиз;

_ Х \
î\,v =  (Ф ,,, х) +  \(\)J cos (а\,„, х) =

f-' X  ,
0)" —^  ^  i/̂  е +  х̂

/ \
î vT̂ . COS У) +  1Ф,„ 1 COS (Ф^^, У) =

-̂v , ., i/v , 2—  +  ni r̂ , W---- ^  8 +  a)^

(23.26)

Бииобарин,

V -̂ 'v V y, "= ~  e -b Mt/c .

Курилаётган холда г̂  ~ е  бу̂ 1гапи туфайли, (23.23) га кура 
инерция куч.лари боиг ,\1о.ментииинг координата уцларидаги проек- 
циялари куйидагича aiiHivтанади:

0)“,

(23 2G) ва (23.27) пи (23.25) га }^уисак,

^  А\, ^  Л"̂  ^  X  Ч- г +  Мх^ СО' — О, 

:i: -Ь ^̂ 4 ■ I- -  М а-,- в Ч- М.//С =  0.

2 / М Д )  +  ;^ „-й  +  / ,„е  +  /„со* =  0.

У . м Д ) - / ^ е  =  0.

(23.27)

(23.28)
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(23.2î ) тенгламаларнинг биринчи бештаси воситасида Л ва 5  
нуь^талардаги таянч peaKUHHviapHHHHr тапшил этувчилари Y  
Z^, Х^, У ̂  л ар ни анш^чаймиз.

(23.28) нинг олтинчи тенгламасида таянч реакциялари катнаш- 
маиди ва бу тенглама 1̂ атти1̂ жисмиинг т^узралмас aтpo;jJидaгй 
айлаима )^аракат диф(1зеренциал тенгламаси (22 .8) га эквивалептдир.

Агар жисм нуь^таларииинг массалари 1̂андай та[^сим.лангани ва 
rauii^H куч,лар маълум б5̂ ĉa, ре£1кция кучларини ь^уйидаги тартибдз 
aHHiviaiij мумкин. Дастлаб Ус. М, /,,, I V  VZ^ ,

^Л1^(/^^), -'̂ ypни aни¡v^aймиз; (23.28) нинг
олтинчи тснгламйси ёрдамида е бурчак тезланигини, сунгра иитег- 
раллаш йули билан ш бурчак тезликни .'^исоблаймиз. о:> ва к лар­
нинг топилган 1̂ ийматларини (23,28) га 1̂ уйиб, А подиятиик ва В  
иодшипиикпниг реакция кучларипи топамиз.

23.5-§. КУзгалмас ун атрофида айланувчи жисмни ста­
тик ва динамик мувозанатлаш

А ва В  тяянч ну|<^тиларининг реакция кучларини статик ва ди- 
иа.мнк ташкил этувчиларга ажратамиз.

-  '̂ ‘в +
Жисмга таъсир угувчи берилган f^.(v — 1, /V) кучларни муво-

занат.'ЮБЧИ реакция кучларттиг ва ташкил этувчилари
с т а т и к  реакция кучлари дсйи.1ади. Статик реакция кучларини 
йни1̂ лап1 учун (23.28) нинг бириичи бештасида к =  О, w = О деб 
оламиз, У ^̂ о̂лда к '̂йидаги тенгламалар .\осил б̂ П̂сипг.

V  -f 4  -  О,
У  V; + Ч- -  О,

(23,29)
у . И  (> ; ) - к - « .л - о ,

Бу тенгламалар статика б\\1имида чикарилган р^узгалмас yî i<;a 
эга бул|'ан жисмнинг мувозанат тенгламалари ни ифодалайди.

Бсри.и^ан кучлар таъсирида жисм z yî  атрофида айланиши мум­
кин. Бундай айланма .'^аракат натижасида жисм Hyî  та лари нинг 
ииерция кучлари хрсил булади. Бу инерция кучларини .мувоэанат-
ловчи реакция кучлари нинг ва ташкил этувчилари дина- 
мик реакция кучлари дейилади.

Жисмга таъсир этувчи берилган кучлар статик реакция кучлари 
билан мувозанатлашгани туфайли, (23.28) дап динамик реакция 
кучлари аиир^ланадиган ?;уйидаги тенгламаларии оламиз:
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+  к  +  Щ : •  ̂ ’
У'\ 4- ■ г +  М£/ -̂(о2 =  О,

- К « Л  +  / „ - е - / , , - ( о "  =  0. 

Х'>.Л +  / „ ,-8Ч-/„-ш^ =  0.

(23,30)

Айлаишп >!<;’! г буГкпаб й у нал га и инерция кучлари мавжуд буя- 
маганп ту(Ьау1Ли, бу >к буйнча йуналган динамик реакции кучлари 
хам бу;1манди.

¡\узралмас айланиш у[-̂ ига эга булган ва огнрлнк шркази айла­
ниш ?;у'!Да ётувчн жисм ста ти к  мубозанатлашган жисм дейилади. 
Ог айла1иип уцига эга булган статнк мувозанатлашган жисмнинг 
массалар маркази учун = булади. Бу )̂ олда (23.30) нинг
бириичн иккита тенгламасидаи

-Ь =  0. {23.31)

яъни

муносабатни оламиз. Бииобарин, статик мувозаиатлашгаи жисмнинг 
динамик реакция кучлари жу;рт кучни ташкил этади. бундай >ку<|)т- 
ки факат жуфт куч билан мувозанатлаш .мумкин б улга1И1 ту­
файли динамик реакция кучларгти мувозанатловчи жисм нуь^талари- 
нииг инерция кучлари хам жуфт кучга келтирилади.

(23.31) ни назарда тутиб, (23.30) нинг охирги иккита тснгла- 
масидан дииа.мнк реакция кучларинииг таи1кил этувчиларини ани̂ -̂ 
лаймиз:

Л Л

Л —   ̂ В  /I

Динамик реак1г,ия кучларииинг мщ^дори

(23,32)

формула ёрдамида аниклаиади.
(23.32) дан курамизкн, динамик реакции кучлари фа{̂ 1̂тгина бур­

чак тезланишига борли!  ̂ б\Клмай, бурчак тезликка хам боглиг-̂  бу­
лади. Демак, жисм фаг̂ ат ![иерцияси б>л"тча узгармас бурчак тезлик 
билан айланганда хам динамик реакция кучлари .^осил булади.

Динамик реакция кучлари нолга тенг булган жисм динамик 
мувозанатлашган жисм дейилади.

(23.32) дан курамизки, марказдан 1̂ очирма инерция моментлари
I ва }у2 нолга теиг булгаидагина динамик реакция кучлари иол г» 
тенг булади. Бунинг учун динамик мувозанатлашган жисмнинг ай̂
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лапиш у1̂н инерция бош увидан иборат булиши керак. Курилаётг£1н 
:?̂ олда Ж11смни]1г орирлик маркази айлаииш уклда ётгани туфайли 
динамик мувозанатлошган жисмнинг айланши у!\и марказий инер­
ция бош укидан иборат булади.

Дипами]': pcaкuи̂  ̂ кучи таъсир эт.май лига и марказий инериия бош 
у}\Н эркин айланиш дни дейилади.

Айланиш у 1̂и эркин булиши учун тсхникада махсус баланслаш 
!0 рилмасидаи фойдалянилади. Бунинг учун жисмларни пармалаб 
уйиш ёкн маълум 1\исмига ¡^ушпмча юк бирик1Тфи[п усул план (,|юй- 
даланилади.

Жисмда утказилган ихтиёрий у 1̂ни иккита нуг^тавий масса кСтииш 
йулн билан эркин айлани1н уцига айлантириш мумкиилигини нсбот- 
лаймиз.

Массаси М га тенг булган ж[!см учун Л'̂ ,, у^, I лар маъ­
лум ва нолдан фаркли булсин. Бундай жисмга коорди}1аталарн 
у̂ , 2,) ва (л'о, У2, -̂г) га тенг т^ ва /п._, массали иукталарни бирик- 
тнрамиз. У  :?̂ олда (20.5) ва (20.36) тснгликларга кура

М х  ̂ т ,  х̂  +  т.  ̂л-2 =  О,
М у ^ ^  у̂  О,
х̂г +  О,

(23.33)

шартлар бажарилса, х  ̂= у^ ~  — О булишига ишонч ,’>̂ осил
)^иламиз. (23.33) шартларин 1̂ аноатлантирувчи ва массаларнн 
ва улар 1̂ уйилган ну1';таларнинг координяталаринн танлаш усули 
билан 1̂ уйилган масалани ечиш мумкин. Бунинг учун айрим кагга- 
ликларни олдиндан берилган деб и̂ араш мумкнг!. Масалан, т^, 
ва Zj, Z2 (г̂  =/= лар берилган деб ] а̂раб, х̂ , у̂ , х̂ , у  ̂ ларни (23-33) 
дан аин1̂ лаш мумкин.

Техиикада бу усулдан тирсакли вал, кривошии хамда узяро бн- 
риктирилган к у̂шало!  ̂ рнлдиракларни динамик мувозанатлашда кенг 
фойдаланиладн.

Одатда айланин! у^ига тушадиган босимнн аниклашда тайёр (23.30) 
формулалардан фойдаланмай, балки .̂ ар бир масала учун бевосита 
Даламбер принципи 1̂ улланнлади.

23.3- масала. Вертикал атрофида 
узгармас бурчак тезлик бнла!1 айланувчи 
валга «  =  30"̂  бурчак остида массаси 
узунлигн I га тепг стержень бириктирил­
ган. Стержень учига массаси m2 га тенг 
М 2 Hyi r̂a бирнктирплгап. Агар С0,=  D0 =
— — 2 //3 ва OOi ~  I булса, С ва D 
нуцтавий массалар р̂ андан 1̂ ийматни 1̂ абул 
1̂ илганда А ва В таянч ну1̂ таларида дина­
мик реакция кучлари ^осил булмайди 
(26.3-раем, а).

Ечиш. ОМ2 стержень >;амла М ,̂ С ва 
D ну1̂ талардан ташкил гонган система 
ш =  const бурчак тезлик билаи вертикал 

атрофида айланганда Л ва В  таянч
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пу;^таларнла хосил булад!1г;1Н дииами]< ¡н‘-1киия куч.~лп>«ни лник '1;|ш учун Лллам- 
(Jtp принципидлн фоилалагимиз. (.м — consi С.у.паии учун система пу1';тал;)[>.чнинг
инерции кучлари (Dj , пормал тгипкил этунчилардан ибор^п с'у.чади
(23.6-раем, б) ва уларнпнг миклг1ри куйилагичя аниклапили:

Ф| cí, 0)

Фз =  m.jb̂ '2 — '^2®  ̂/ sin а, (2)
20)- /j = — 0)- í, w)

9
Ф д =  Шд Ü-J- ^ =  - y  '»í/'í- (4}

' Ф '2 , Ф с  ’ кучлари Mcc píiHuii.víí) Л/о , С, D лу(^тмларга куГлыган.

Агар у'уунлиги ¿íc ii\ тенг сгержсиь Сулакчасипинг инерция кучиии аФ  билан 
(^елтласак, а Ф  учуп цуч/илиги формула урнпли булади:

d Ф  = с sin О С ' (5)

бунда Y — стерженнннг уяуплнк Г.ирлнгнга мос с'у тган масса. Ф , кучнинг цу- 
йилган иукгасини иникляш учун 0 x^2 координаталар системасини туидай тяилай- 
мизки, стержень Оуг текислигида стсип. > хрлда стержень оулакчаларинииг инер> 
ПИЯ куч.'(ари Оу укка гзараллсл кучлар системасидан ибо{)а'г булади ва бу куч- 
ларнипг О нуктага нисбатан момешларининг йигиндиси мазкур кучлар тенг таъ­
сир этувчисииииг моментита тенг буляди:

i
— Ф^. ;г^ — j |-cosa-tí®, (6)

0

бунда h — Ф 1 ку'!ШИ]г О »уцтага нясГатан елкаси;  ̂— аержень булакчасинннг 
координатаси.

(1) ва (5) ИИ иы'нбор(а олиб, (6) ни
1

rriiísi-1 sin а-А  =  Í  i  sin а  co^y-E'Cos a-d^ (7)

куриншида ёзиш мумкин.
(7J ИИ яитеграллаб, h ни апиг;лаимиз;

2 У з “h = —  / eos а =  —— I. (8)
О О

А ьа R пуцталарда динамик реакиия кучлари з̂ осил булмаслмги учун Ф^, 
Фд , Ф ^ , Ф^; параллел кучлар системаси мувозанатлашган булиши керак, яъни 
бу кучлар системаси куйидаги тенгламаларни 1̂ аноатлантириши керак;

2 Ф ,^  =  0; Ф , 4 Ф 5 =

2  (фу ) ~  — Ф^‘/з — Oj*/ cosa -}- *1 = О

ёки (I) — (4) 5̂ амда (8) ни эътиборга олсак,
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I sin а  ^  n i2 со- / sin а  — (й‘̂  I — —— Ш£, со̂  I ^  О,

1 V s—  nij W“ I sin l m.̂  (0- i sin (X ■ l -cos а 4- f̂ c  ̂ ^

;10) дан

(m̂  +  3 tn̂ ) = 0,216 (m̂  +  Znî ).
с S

(11) НЯ (9) ra К)ниб, rriij ни ани|>̂ лаймиз:

(10)

(П)

(9)

=  0,1Г>9 !п̂  +  0,102

Шунл.чй кнлиб. А вя В нур;таларда динамик реакция кучлари х,осил булмпс* 
лиги учун С ва D нукт:* ]̂арнипг массплари

-0,216 (m̂  +  3m^), =  0,159 +  0,102

1<,иим'1тларга :-ira бу ични керак,
23.4- масала. Огнрлиги F булгйн бир жкнсли тукри бурчакли пластинка узи- 

нннг AB дмагопали ¡̂рофида w бурчак leSviHK билан айланади. Агар томонлари- 
нинг у.^уилиги а ва Ь булса, пластннкалан А пя В талнчларга тушадиган дина­
мик босим яни1учзн1.:ин {23.7- раем).

Ечиш. >Ki!Cv Гтлаи Гчф!аликла харакатлйнувчи Cxi/z ксординатялар система- 
сини р'.смдаги 1СК йуналтирамиз. ^  ^

Айланин] у1ч,ига куйилгам бсглапишларни на динамик реак­
ция кучлари билан плма1итирамиз. У >̂ олда Cxi/z координа1алар системаси)1инг 
ук,лари марказий у^лараан ибсрат эканлмгипи ва пласжнканннг г уц атрофида 
^згармас бурчак тез.'1нк Гнлан айла111[тини з.ътнбор|а олиб, (23.30) га ух>̂ ‘‘̂  
тенгламаларни тузпмиз*).

(1)

ö'
(-V . -  .Yl) =

раем.

Сх ук, n.'iacTUHKa текислигига нарген- 
днкуляр йуналган яъни бу уь; мар­
казий ииерпия бош укидан иборат булган 
>̂ олпи ку'рямиз. Бу хг-лд;̂

/гг -  0. (2)
А1-|рклзлглн к;очирма инг-рпни м. .мен- 

тчни ^исоблаи! у ‘0'‘* марказш) ва
бош координата лар систем мси ни шундай 
тпнлаймцзки, Сх ук С | 6n.'ian устма-усг 
гушсин; С£ у:-̂ пластинкакинг ü тоУ(^нига 
параллел, Ci] эса унга перпендикуляр йу- 
налсии.

*) Координаталар боши С иу1̂ тада олингапи учун (I) теигламаларпинг учинчи 
ва туртипчисила Хд ва лар 5̂ ям 1̂ атиашади, Бинобарии, (23.30) ии тузишда 
координата у)\;1яриии каядай танлаб олиниши алох,ида а>̂ ймня1та эга.
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Сг ва с  I  ^1̂ лари орасилпги а 6yp iaK

1€пгламадап аницланади.
Координата у 1̂ .']зрини буриш формулалари восигасида марказдан !;очирм*р 

инерция моменти ани}^ланадигаи
\ уг dm 
ÍM)

интеграл остидаги г, у катталиклардаи ц катталикларга ^тамиз:
г =   ̂ sin а +  ^ COS а,

Í/ =   ̂ COS а  — г| sin а. 
г вз у ларпипг бу цийматларини /y¿ га 1̂ уйсак, 1̂ уйидаги ифода >̂ осил б\лади: 

sin 2 а  , ,
■ dm — ат  4- eos 2 а  т)  ̂dm.Ьг =

(М) (М) (М)

с  ё с бош координаталар системасидан иборат булгани учун марказдан î o- 
чирма инерция моменти [ т] ь dm = Q булади.

(М)

С I  Т1 ва С  ̂  ̂ текисликларга нисбатан инерция моментларини ^̂ исоблаймиа!
А  —
2 2

Р с г _ Ра'̂

(М) -  L
2

Jl
2 2

1 2 ^ '

г\̂  dm
(М)

ti"
Pb̂
12

Шундай 1̂ илиб,

' у г 12
1+ I L

а'’
6«

‘+ 1 Г

РаЬ а^~~Ь^
“  12 ^ ' а *-f 6» *

(2) ва (3) га асосан (1) ни цуйидаги к^ринишда бзамиэ:

У ‘л + у 1 = 0.
РаЬ (£>̂ с- — Ь- ^
~ 6 j  '{а '̂  Ь-у^ “

yá

(3 )

(♦)
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гецгламалар системасидан излан;)ёггнн номаълумларни апи1̂ ланмиз:

.а _ п v<) „  {д- -̂Ь~)
\2ц (a^^b^Ÿ 

РаЬ 0J- (а- — ЬЦ
12йМ* +  Й ” -

24-БО Б. АНАЛИТИК МЕХАНИКА

Аналитик лгеханикада механик систсмаларнииг мувозанати ва 
харакати урганилади. Лкханикан{!нг асосий принципларин.ч басн 
-лиш, улардан .^аракат дифференциа.1 тенгламалариии чт^ариш, ма.з- 
кур тенгламаларнн изо.^лаш ва интеграллац] усуллари аналитик ме- 
хаииканинг асосий мавзуинн тапжил этади. Аналитик мехаиикада 
1<̂\\?1ланиладиган умумий усулларни механик системаларга татби!*; 
этиил билан блрга бу усуллардан электр ва э.'1ектромеханик ходиса- 
ларни тад1\И1̂ ¡^илишда хам самара;1и фойдаланшн мумкин.

24.1-§. Богланишлар ва унинг класси^икацигси

18-бобда бигга модди;1 HVi*;rara l̂ ívйи.■'и'aн боглаиишлар устица 
тухта,1ган эдик. Бу гутунчлларни механик система учун умумлаш- 
тирамиз.

Система н\'1-̂ та.1арининг харякагинп уларнинг харакат цоиупига 
борли!  ̂ булмаган ва олдпидаи берилган гсометрик ёки кинематик 
шартлар бмлаи чекловчи жисмларга богланишлар ёки аналитик бог- 
ланишлар дейилади.

Бу таьри})га кура систе.ма иу|^^таларинииг харакатини чекловчи 
хар к.андап жисм аналитик борланишдан иборат бСма олмас..'Н1[-ини 
алохида таькид'1аб уга\шз. ДАасалан, юх осилган пружина аналитик 
боглаиишдан иборат булмайди, чуйки юкшшг харакатмга пружина 
томонидан куйи.чадиган чс'к юкнинг .\аракат i<çoiiyiHira бoгли̂  ̂ бу­
лади.

Ai'ap система иуг'^галарига богланишлар к^уйилмаган булса, бун- 
л;и'1 cl:cie.^̂ a апкии иителш :’сйилад)|. Акс л,олда система борлаипш- 
даги ciicriCMü де1и1ладя

Куёш с]1с'гемасига кт-луунчи илгчнеталар эркин системаии та[икил 
гт̂ 1ди. Бу планеталар бир-бирига' Пут\'и олам тор-милиш коиуни 
асссида таъсир этади Плапе1алаг'и;ип- .чаракати ол дни дан берилган 
бирор п'арт.-̂ '![> кинематик :анма!(ди.

Иста'1гаи маитиа ёки мехаииз.м б0рлаиии1да1и системага мисол 
б\’ла ола.ш. Д'\асалаи, теилоиозии боглаиишдаги механик система деб 
'^apacaji, у х̂ :пда темир й\\т борланиш вазифасини у'|айли.

Л' la моддий ну1̂ талардан ташки.'i тслн'ан механик система ну̂ -̂ 
таларига 1\,уйилгаи бог-лаиишлариииг математик и']юдаси Bâiyi, сис­
тема нукталарининг координаталарн ва уларнинг хосилаларига бог> 
/1111̂ тенгламалар ёки теигсизликлар билан аникланади:

- //v- 2',, У̂ , (р -  1, 2, . . .  , /) (24-1)
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ёки

/дК’ 2^, о >  о, (!̂  =  1, 2............[). (24.2>
Бу ерда ва кслгусида х̂ , у^, г̂ , 1) ифодада

'̂ v̂  •'Чар урнида барча л-̂ , у,, г,, . .. , х̂ ,, у^, г^, х,, у̂ ,̂

^1, . . .  , //д„ гд, лар 1>̂ атнашади хамда функция ва уминг >̂о- 
силалари узлуксиз фу11кция;!зрлан иборат деб 1̂ аралади,

Тенгламалар билан ифодала!1аднгап богланишлар бушатмайдиган 
богланишлар, тенгсизликлар билаи и({^одаланадиган богланишлар зса 
бушатадиган богланишлар дейилади.

Масалаи, иккита моддий нукта узгармас / узун.’(икка эга булган. 
стержень билан тутапиирилгаи булса, бундай борлашии

{х̂  —  х,у ■ Ь О/, - //.)' - Ь (г, — — Я -  О (1)
тенглама билан ифодалаиади. Агар иккита моддий нуь т̂а эгилувчан, 
чузилмяйдигаи ва узунлиги / га тенг ип билан туташпгрилгаи бул­
са, боглаиии]

Г- _  (.v̂  — X,)- — (//, ~  У2)̂  — (г̂  — г,)'̂  >  О (2)
тенгсизлик билаи ифодалаиади. Ип таранг холатда булгаида, теиг- 
лик ииюрас15, акс хрлда тепгсизо'тк ишораси олииади.

Агар богланишлар фат'̂ ат система ну1̂ таларикииг коордииаталарига 
чек (^уйса, бундай богланишлар гс.ометрик богланишлар дейилади. 
Геометрик б0рлантш]ларн]1нг те1тгламаси

/ (а;„  г̂ , 0 - 0  (24.3)

куринишда ёзилади.
( 1) ёки (2) муиосабатлар била}1 ифодаланган боглан1!Ш'лар гео­

метрик боглаиишларга мисол була олади.
Агар борланигилар система ну1\таларгшинг координаталаридаи 

ташцари те^пигига }̂ ам чек 1<̂ уйса, уларга кинематик ёки диффе- 
ренциалли богланишлар дейилади. Кинематик богланишлариипг ана­
литик }1фодаси (24.1) ски (24.2) курииишда ёзплади.

Агар борланиш тенгламалари (24.1) интеграллаиадигаи булса, 
боглаии1и голономли богланиш: ин[еграллаима}1Д1гган булса, бвсоло- 
ном богланиш дейилади.

Маеалан, радиуси R  га теиг гилдирак тугри чизиь л̂и рельс буй- 
лаб сирпаимай харагчатлаисин (24.1- 
расм), Бундай гилдиракши1г 0\Ху хара­
кат текислигидаги .\олати гилдирак О 
марказининг координаталари л ,̂ ва бу 
маркаэ атрофидаги айлатш! бурчаги ф 
билан анр!1̂ ланади. Агар х уь̂ ни рсльс 
буйлаб йуналтирсак, у холда

Уо — ^  (3)
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муносабат гсометрик бог-лапишни 
ифодалайди. Буидан таш!' а̂ри, рил- 
дирак сирианмасдан харакатлангапи 
учун рилднракпииг рельс га теп 16 
тур ган С ну1̂ таеининг тезлиги нол­
га тенг булади. Бу шарт

XQ — R^f -  О (4)
кинематик борланиш билан ифода- 
ланади. (4) ни интеграллаб, ва 
Ф  орасидаги муносабатни анИ1^,1ай- 
миз;

Хд — /̂ гр ^  сопЧ..
Бинобарни, (4) тенглама билан ифодяла1шлиган борланггш голономлн 
борланишдан иборат булади.

Беголоно.м борланиш ¡■̂ уйилган жисмга мисол тариг^асида гори- 
■Зопга.'! текислик б}Т1лаб сирпан.иасдаи харакатланувчи радмуси Н га 
тенг шарпи олшн мумкин (2'1,2-раем). Шарга к^уйилган борлаинш- 
■7ар иг'фнииг марказидан текнсликкача булган масофанинг узгармас- 
лмгини ифода.'ювчи R  геометрик борлаишн на шарнинг текис-
-ликка тегиб турган С ну1̂ тасининг тезлиги иолга 'гепглигини ифо­
даловчи 1'̂ , = О ёК]}

+  а) X  — О (5)
кинемпти]; бО;.:анл1и билан ифодаланади.

Эплериинг кинсматик тенгламалари (11,29) дан фойдаланиб, (5) ни 
с^уйидагича сзиш мумкин;

хо  ̂+  ¿'о У +  0̂ ^ “Ь

\ I  ̂ к
+  I О сох 1|) +  (() е ■ 8'И11|; 6 51п 1[: — ф 51П 6 С05 т]; +  ф соз 0

о О
=  0-

Бу пекторли тенгламани координата \'1<̂ ларига проекциялаб, цуйи- 
ндги учта скаляр тенгламаларни оламиз;

—  /? ( 8 sitl — ф 0 С05 \|;') = 0 ,

У о -Ь ^( О с 05 11: Н- 'Г  ̂ ) =  О, 
г,. 0.

(6)

(6) тенглама, :ари)!нг бир!и1чи иккитаси интегралланмайди, шунинг 
учун бу тенгламалар бсголоном богланиш тенгламаларини ифодалай­
ди.
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Агар бoFv^aни[u пинг апалитак ифодаси ва1̂гга оплкор равишда 
борлп!  ̂ булса, у(!га стационар булмаган богланиш дейилали. Ста­
ционар бу;1маган голономли ва бушатмайД15ган боРла1шш тенглама­
лари умумий ?̂ олда

Фц '/V О О, ( [I
к>фипишда сзиладц.

Масалаи,
+  г  +  (7)

те][глама билан ифодалаигаи богланик! стационар б̂ ’ммасун борла- 
нишдаи иборат. (7) и т 1г геометрик маъноси шуидан иборатки, нукта 
радиуси вак^га пропорционал равишда ортиб боради1'ан сфера сирти- 
да харакатлаиади.

Агар борланишнииг аиалитик ифодаси ва1̂ 1га ошкор раииииа 
боглиц булмаса, бупдай борланшп стационар богланиш дейи.7ал!1. 
Голоиомли, стационар »а бушатмайдиган бор.'шнтилар тенгламаси 
умумий холда

Фи К ’ “  О’ =  1 , 2 , . . . , / )

куринишда ёзилали. (I) — (4) тенгламалар хам стационар борланиш 
тснгламаларини ифодалайди.

Келгусида (Ьа(̂ '1Т голономли буиттмайдиган богланишлар устида 
тухталамиз.

24.2-§, Мумкин булган кучиш. Системапинг эркиилик 
даражаси

Агар механик системага боклаиишлар куйилган булса, бундай сис­
тема ихтиёрий равишда куча оамайди, чунки борланишлар система 
иукталарининг факат баъзи кучишляригагина йул куяди.

Борлаиншдаги механик система учун мумкш! булган кучиш ту­
шу нчасинм киритамиз.

Системага г'^уйилган борланиш1П1 каноатлантиргаи .-̂ олда система 
ну1̂ галарининг берилган онда тасаввур килинадиган чексиз кнчик ку- 
чииьляри механик систе.чанинг мумкин булган кучиш и дейилади.

Худд!; шун1шгдек, борлапишдаги ку!^са учун мумкин булгап ку­
чиш тушунчаси киритилади.

Мумкин булгаи кучишлар вактиинг кайд к.илииган пайти учун со­
дир б\̂ 1ади деб [^аралгани туфайли система ну1';таларига '¡аъсир 
этувчи кучлар хам умумий хрлда ва1<;тга борлиц булишига карамай, 
худди шу кайд ¡^илингаи пайт учун узгармао деб ь^аралади. (Пу- 
ниигдек, система нукталарига мумкии булган кучиш берилган пайт­
да стационар булмаган богланиш тенгламаларида ва1̂ г узгармао деб. 
О ЛИпади.

Мисол тари}^асида
I  (х, г/, 2, /) = 0  (24.4)

куртшншдаги стационар булмаган, бушатмайдиган голономли борла-
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ниш куйилган битта моддий нуктапипг мумкии булган кучиши кан- 
дай аниклаиишини куриб чикамиз.

Айтанлик, ва1̂ гиинг цайд килиги аи t иайтида HVKTá .Ví̂  (х̂ ,,
Zf) хрлатни эгалласип ва уиинг радиус- иекторм булсиа. Худди
1пу кайд ]<илинган вакт учун nvi^iara фикран Ьг кичик кучиш бс-
рамиз. 1\аидай шарт бажарилгаида 6г борлани!И!ш каиоатлгшi ири-
шиии аии1̂ лай\1из. Нукта Ьг га кучгаидаи сумг Л1 (,v̂ , /у̂ , z,) хо-
латии эгаллайди ва унинг радиус-вектори - о/- га тенг бу­
лади. Л/, нук;гаиинг коорд11наталари учун ¡' у̂йпдаги теигликлар 
ури11ли булади:

-̂ü -i- í/i -  -f 6 ,̂ г, -  +  б г,

бунда 6 Л', Ьу, 6 г билан Ьг ве к т о р и н р о е кш ;я л а р 1т болгплангаи 
булиб, улар коордиил галариинг вари;^ииялари дрйи.тади,

/Vil Hyi'̂ Ta хам бо^лакши тснгла.масини каноатлангкргаии туфа!1ли

I (Ло+<^А', í/o+6//, z^^bz,  t) ^ 0

муносабат уриили булади. Бу и(|юдани Тейлор Kírrüpiu'a ёйсак,
/ г}/ \ / d ¡ \ / д[ ']

/ (•’̂ 0’ Уь' ü̂- -г j i оу +  ()г j'J

Ьунда уч nvKja билаи юк.ори тартибли .-̂ адлар белгиланган,
.1'],̂  ну1-̂ тан1птг координаталари боглаиит тенгламаси (24.4) ни 

1<;аноа глактиргаии ту(Ьамли /' (.г̂ , у̂ , 2 ,̂ /) -- О булади. Бинобарии,
юÎ ;üpи тартибли >;адларни эът'иборга олмасак, 6г мумкин бу.тган ку- 
чишиши^ координата уь^ларидаги проекциялари {^уйндаги шартни î a- 
носгглаигириши керак:

+  +  (24.5)

Ai'ap ¡«̂ айд ¡^илиигаи t вакт учуй функциянинг ну1<;тадаги 
тради1Ч1ти

/ ()¡ \ Í  df \ -> / df 
(Srad +

ИИ гсак, (24.о) нинг чаи томаннни {grad /')„ га Ьг векторлар- 
нинг скаляр 1\уиаймаси тарзида ^.¡золалаш мумкии:

{grad Оо-йГ-О. (24.6)
(2I.G) дан фойдаланиб, мумкин булган кучи ¡и га куйилган чектт 

]^уйидагича геомстрик нзо.\лай оламиз. 1̂ айд 1у 1линган t ва1̂тда
(24,4) богланиш тенгламаси фазода бирор сиртни ифодалайди. Л\аъ- 
лумки, функциянинг Л'1о ну1̂ 'гадаги градиеити шу ну1̂тада сиртга 
утказилган нормаль буйича йуиалади, (24.6) дан курамизки, .\ар
| а̂ндай мумкин булгаи кучин] Ьг сиртга утказилган нормалга пер" 
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. 21.3- раем.

хюндикуляр йунал^ия, яън !1 кайл ¡^и/ишгап / ва(-̂ тда ну[\тагшьт м у м ­
к и н  булган к\чиш11 {24.4} 0!1ртга /11̂  нуцтада уткази.'пац уринма 
тскисликла ёчади (24.3'р^;см, ¿̂ ).

Лгар кyl̂ т̂a;■I¡mг xalчJlKJIЙ кучишипи с1г билан бел г и ласа Гч, бу ку-
чиш ну}-^танннг ^^yмкIUl булган кучмшн бг дан ф'ар1уап равишда с11 
иа!<,г и'шда нукта га таъсир этувчи кучлар таъснрида содир бу.лади 
хамда нуг^тяпииг траектсриясига \тказилгап уринма б\1П1ча Г!̂ Ис';.:а-
ди, чунки ¿¡г = у Ш (24.3-раем, б). Ьннобарин, иу1̂ 1̂ иа (24 4 ) к\'р|!- 
нишдаги сташюиар булмаган бО]-ланиш !';уЙ11лса, нуктаипиг траск- 
торияси сирт билаи устма-уст тушмагани учуй унинг хак.ицкй ку-
ЧИИ1И с1г бирорта хам мумкин булган кучиш (V' бидан устма- уст 
тушмайди.

Хусусан, ну1̂ тага /(х, //, г , )--= О кури[П1Шдаги сталпопар бор- 
ланиш [<̂ уйилса, у холда ну|^таиииг т['аектор1;яси / (л', //, г)  ̂ О 
сирт устида ётади {24,3-раем,б), демак, бу .холла доимо ну(<^танинг
хакш^ий кучиши йг билан устма-уст тушадиган бирор Ьг мумкин 
булган кучнижи курсата оламиз.

Шундай [^илиб, нуктага С!по!{иоиар бог-тниш к{:1Ь 1лса, унииг
хакикий кучиши с1г бирорта мумкин булган кучиши Ьг билап ус/п- 
Аш- у с т  туш ади.

Агар механик системага
/Л -Ч ’ = 2. . . . ,/) (24.7)

куринишдаги / та (/<;ЗЛ'') стац!юнар булмагаи бо1-;!анишлар 1̂ уйил- 
ган булса, ху,дди (24.5) каби система нук^аларннинг 6^1, Ьг.,, . . .  
Ьг.̂ , мумкин бу/1ган кучишлари к^уйидагн шартларни [^аноатлантири- 
ши керак:

г А! . \ / r}f \ / ЛГ \ 1
=  0./̂'м ^ 6 а: -г ( \ + ( ^ б г

V ) V '
0 [ ) 0 \ } V

0

(ц = 1. 2, . . . , /). (24.8)

Бунда бл:̂ , 6 ^̂ ,̂ лар Ьг̂  вскторларнинг проекцияларини ифода- 
лайд! г.
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(24.8) ни } у̂йидагича ёзиш >̂ам мумкин: 

/̂ )о • -  О, (f̂  = U 2, . . . , /). (24.9>
V

Шундай ь̂ илиб, бермдган механик системаиииг хар 1̂яндай мум­
кнн булган кучиши (24.8) ёки (24.9) тенгламаларни }^аноэтлаитира- 
диган 6 г̂  (V 1, 2, . , . , ;V) еарнацияларнинг 1̂ иймагла-
ри би.лан аналитик ани1̂ 1анадл. /<; 3/V булгани учун (24.8) тенг- 
ламалардаги ?>N та нар;1ан,нялардан I тасини колган 37V— / таси. ■] 
ор1̂ алн ифодалаш мумкнн. illy сабабли ЗЛ' — 1 = п та вариациялар» j 
эркин булиб, 1̂ олган I таси эса (24,8) тенгламалар воситасида аник;- | 
ланадн. Мумкин булган эркин кучишлар сони системапинг эркин- : 
лик даражаси дейилади.

Эркин моддий ну1\танннг эркинлик даражаси 3 га тенг б)̂ ,̂ aди. ; 
Агар нуи̂ та (24.4) тенглама билан ифодаланадиган сирт устида ха- ' 
ракатланса, 6 х. Ьу, 6z орасида (24.5) куринишидаги битта муноса­
бат мавжуд булади. Шу сабабли сирт буйлаб харакатланаётган 
ну1̂ танииг cípкинлик даражаси 2 га тенг булади. Агар nyi^ia эгри 
ЧИЗИ1«;, буйлаб харакатланса, эгри чизик^н! иккита сирт нинг кесншган- 
чизиги деб !̂ араш мумкин булганидан, бундай ну1̂ ганинг эркинлик 
д;!р.'!.>каси би1та булади.

24.3-§. Кучнинг MyiviKHH булгаи кучишдаги элел^ентар 
иши. Идеал богланишлар

Пуцтага таъсир этувчи F кучшшг 6 г мумкин булгаг! кучишдаги 
элементар ишини 6/1 билан белгиласак, элементар иш хисоблапади- 
ган (21.90) ва (21.95) формулаларга асосан

ЬЛ = 7' ♦ б Г - Х 6 л: +  Кбг/Ч-2 б2 (24.10>

муносабатлар уринли булади, Худди шунингдек, N та моддий Hyî - 
талардан та1нкил топган механик система ну1̂ таларига таъсир этувчи 
кучлариииг системанинг мумкнн булган кучишидаги элементар иши

К .  (24.11)

формула ёрдамида х^исобланади.
Система иу1̂ галарига цуйилган борланиш реакция кучларини

R билан белгилаймиз.
Агар система нукупаларига куйилган борланиш реакция кучла- 

рининг системанинг ){ар 1\андай мумкин булган кучишидаги эле­
ментар шилари йирпндаси нолга тенг булса, бундай гюгланишлар 
идеал богланишлар дейилади. Бинобарни, идеал богланишлар учун

(24.12)

тенглик уринли булади.
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fix, у, г) — о богланиш 1̂ уйилган битла 
,ну1'̂ тз учун (24,12) пи

R f r ^ O  (24.13)
курииишда ёзиш мумкин. Демак, идеал бог-
лаьиии реак!шя кучи R Hyi-̂ таиииг хар каи-
даи мумкин булга({ кучиши Ь г га перпен­
дикуляр буйича, яъни мазкур иу1С('ада 
f (х, у, г) = О сиртга утказилган нормаль 
буйича йуиалали,

Мдеал борланишлариииг айрим тур.пари устида тухталамиз.
1. А б с о л ю т  {^атти(^ ж и с м  и у (^талари орасидаги борла- 

ыишии идеал боглаииглдан иборат деб ¡̂ араш мумкин, Бу холда 
бог "ici ниш реакция кучлари ички кучлардан иборат булади хамдм худ- 
ди (21.110) даги каби ички кучларнинг хар i-̂ аидай мумкии бул1ан 
кумии'даги элементар ишларининг йигиндиси иолга тенг булади.

2. С ¡̂ с т е м а м а îç к а м л а н г а и н у т а л а р и и и и г хар б(?ри 
идеал богланишдаи иборат булади, чунки бу ну!\таларнинг мумкин 
булгаи кучиши иолга тенг.

3. А б с о л ю т  а т т и ж и см  б о ш а а т г и ж и с м у' с г и 
да с и р и а и м а с д а н д у м а л а с а, бу нда11 борланиш хам идеал - 
борлапишдан иборат бу'лади (24.4-раем). Ха!̂ ин̂ атан хам бу >̂ олда 
думэлатдаги ишкалаииш мавжуд булмайди. Абсолют силлиь̂  булма­
ган сиртнинг реакция кучи R 1̂ уйилган С нуь;таиинг мумкин бул­
ган кучип.1и дгс = О бучтади. Бинобарин, R  кучнинг мумкии бул­
ган кучишдаги иши Ô Л ^  R>ôr^ ~  О булади хамда таърнфга кура 
йуидай борланиш идеал боглаиишдан иборат булади.

24.4-§. Мумкин булган кучиш принципи

Бу парагра([1да моддий нукталар системасннинг му воза и а типи 
тек'ширамиз. Аввало «мувозанат» сузн «гипч ?̂ олат» га эквивапент 
булмай, моддий нуг-̂ талар сисгемасига ¡^араганда Kÿnpot̂  унга rai,- 
■сир этувчи кучлар системасига тааллу1у’̂ идир. Ха1<̂ ицатан .\ам моддий 
nvi-̂ Tara таъсир этувчи кучлар узаро му воза патлам ira н булишига i<;a- 
рамай. модтн1! нукта тинч х,олатда булмай, тугри чизиь̂ ли 'юкис ха- 
ракатда булипш мумкин.

1788 йилда Лагранж идеал, стационар ва бушатмайдиган борла- 
ншнлар 1<;уйилгаи mo.whi нукталар системасинипг мувозанати xaî ii- 
даги лгумкии булгаи кучиш приншши и и баёи этди. Бу принципна 
Н11ЮЮН 1'̂ оиунларидан фойдаланиб исбо'глаш мумкии, Шу сабабли 
бу ириишиши теорема тарзида баён эгамиз.

Теорема (.ш/м/<ин булган кучиш принципи). Идеал, стационар 
ем. бйшшпмайдиган богланишлар куйилган моддий нукталар сис- 
гпе.поси муеозанатда бглшни учун система ичкуиаларпга куйилган
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барча актив кучларнинг система нуи^таларинине ^ар г̂ андай мум­
кин булган кучишидаги элемеишар ишлари йигиндиси нолга тенг 
булиши, яъни

2  -  О (24.14)'

хамда система барча нуь{таларининг берилган ондаги тезликлари’ 
нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Исбот. З а р у р л и г и .  А)-ар механик система мувозанатда буяса,. 
у холда система иукталарпга ¡ууйпдгаи актив кучлар (24.14) шартни; 
ь;а110аи'1а]ггир11шини исботлай.миз. }\ац1цатаи .̂ ам, агар механик сис­
тема мувозанатда пу.чса, мазкур системанинг }̂ ар бир ну!<;тасига<
{^уйилган актив куч ва богланиш реакция кучлари статика 
булимида чи1̂ арнлган бир ну[ г̂ага ¡куйилган кучларнинг мувозанат 
теигламала1)и

= (у = I, 2, . . . , Щ
ни 1̂ аноатлантиради.

Берилган . о̂латдан система иу1̂ таларига бг^, . . .  , Ьг мум­
кин булгаи кучииллар берамиз ва мувозанат тенгламаларииинг >;арг 
бирипи бг̂  га кул1айтириб 1̂ ушамиз:

1  + л») к  “  о
ёки

(24.15)

Система ну:<;таларига ]^уйилган борланишлар идеал борлаиишлар- 
дан иборат булгани учун Шундай 1̂илиб, (24.15) дав
исбот к̂ ил!1ии111и зарур булган

тенгликрш олам1!з.
Е т а р л и л и г и .  (24.14) бажарилса, система мувозанатда булиши- 

ни исботлаш учун мулохазаии тсскаридан бошлаймиз. Лйтайлик, 
теоремами иг барча шартлари бажарилишига 1̂арамай, система ну!-̂ та- 
ла|)м \:увозаиатда булмасгиь Бу холда системанинг камнда битта 
иук;гаси учун кучларнинг мувозанат шартлари бажарнлмайди, яъни

+ к  ^  о-
С11стема нукта л а рига мумкии булган кучиш берамиз. Систсмз 

нукталарига 1{у5П1лган борланишлар стацтк:>}1ар борланишдан иборат 
булгаин учуп система ;̂ ар бир ну{';тас1нпип̂  иолга тенг булмаган 
тенг таьспр этувчи кучдан олган хацш̂ нй алемеитар кучиши мум- 
К1!н булган кучишларнинг бирортаси билан устма-уст тушади. Тео-
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])ема шартига кура система ?^р бир нуь г̂асининг берилган ондаги 
гезлиги нолга теиг булгани учун элементар кучишлар маз­
кур ну1̂ танинг тезланиши ёки тенг таъсир этувчи к>ч буйлаб йуна-
лади. Охирги тснгликни Ьг^=с1г^ га скаляр кунайчирсак, система- 
пинг мувозанат ?^олатидан чи1̂ арилган бирор нуь̂ таси учун

(F . + K )
булади. Бундай тенгсизлнкларпи системаi h í h г барча нуь т̂алари учуй 
ёзиб, уларни ь̂ ушсак,

2  К К. +  ̂ (24-16)
м у и оса ба т ¡ i и ол а м i! з.

Идеал богланишлар учун у  Ьг̂ , ~  Q булг.'-нп ту| айли (24.16) 
Лан 1̂ уйидаги тенгсиз т̂икни оламиз:

2 ^ К , > о .

Бу иатижа (24.14) шартга зиддир. Бинобарин, (24.1 Í) тарт б̂ )жа- 
рилса, система мувозаиаг .-̂ олатида цолиши керак. Шундай 1̂илиб, 
(24.14) шарт механик система мувоза[1ати[шиг зарур ва етарли шар- 
тини ифодалашини исботладик.

Агар берилган онда система ну[^таларининг тезлиги иолга тенг- 
лигиии ифодаловчи г̂ ушимча шар г киритилмаса, мумкин булган ку- 
чит принципи фа1\ат с1гстема иуктапаринипг тезланинш нолга тенгли- 
гини ифодалайди. (2ч,М) пшрт бажарилгаи онда у билан бирга система 
1!у!<;таларииин1' театиги нолга теш̂  булса, система музозанатда бу­
лади. Агар чекли Baií,T оралпгида (21.1 1) шарт ба/ка,'илса, у холда 
система мувозанатда бу-ппии учун шу b.̂ Iv̂ t ора’тгининг бошламрич 
пайти учун система ну[^таларшш[И' тез.тиги нолга тенг 6\\1И1ПИ ке­
рак.

Элементар ишнииг анатитик ифодасидан (¡юйдалаииб, мумкин 
булган кучиш приицштии

. 2 ( . 'í ,6 ; ; , .|- y .6 í/,, + Z . 62j = 0  ,21,17)

курпнн1ида ёзиш мумкин.
Мумкин б у л га 11 кучиш при н ut И1 и н! i И( j/ода л о нч и (24,14) и' ¡ )о да да 

богланиш реакция кучлари цатнашма11ди. Лскин бу принцип ёрда­
мида номаълум богланиги реакция кучларшп! хам аник,ла!ц мумкин. 
Бунин г учун системани реакция кучн ани1';ланадиган борланишдан 
бу1иа'1иб, унинг системага курсатадиган гаъсирш1и реакция кучи би­
лан алмагнгирамиз ва бу кучни актив кучлар ца;орша [̂ уи1амиз. 
Р^олган богланишлар эса идеал богланишлардан иборат булии1и ке­
рак.

Баъзац мумкин булган Ky4Huj ирипципини идеал булмаган бор­
ланиш {^уйилган система учун ;̂ ам 1̂ улланилади, Бунин г учун бог- 
ланишнинг ноидеаллик шартини мос реакция кучи билац алмаш-
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тирнб, бу куч!ш актив кучлар 1̂ аторига }^ушиш’ 
керак. Масалан, богланиш силли}  ̂ булмаган 
сиртдан иборат булса, актив кучлар 1̂ аторига сир- 
панишдаги иш[<аланиш кучи ски умумий >(40лда 
буидан ташцари думалашдаги лш1̂ аланиш жуфти- 
ли }̂ ;ушиб, борла}1ншли ]]леал богланишга келти­
рилади. Деворга ь̂ исиб махкамланган стержень 
(4.15-рас.м) тарзидаги богланишни реакция жуфт' 
моменти .̂ '̂ мда боглан11ш реакция кучининг гори- 
нонтал ташкил этувчиси (ёки вертикал ташкил. 
этувчиси) бнлан алмаштириш нули opl̂ ;aли идеал 
Оогланигнга келтирилади.

24,5-§. Мумкин бз̂ лган куниа! 
принципини оддий машиналар1а 
|\уллаш

Эркиилик даражаси битта булган оддий ма- 
шиналарга мумкин булган кучиш нрипципинк- 
}<̂ уллаймиз.

1. Полиспаст. Полиспаст иккита обоймага ур­
на гил га и блоклар системасидан '¡ашкил топади: 
(24.Г)-раем). Обоймалардан бнри ¡^узралмайди, 
иккинчиси эса блоклар op̂ âли утказилган игх 
воситасида ларакатланади.

Блокларда }̂ осил б\̂ 7адигаи иш1«;аланиш кучини хисобга олмай,
мувозанат : о̂латида Г  вп Р  кучлар орасидаги муносабатни ани!̂ -
лаймиз. Полисиастга мумкин б\\Т1ан кучиш берамиз. Агар /■' куч 
цуйилган ну1̂та 6 5̂ , га кучся, блоклар орасидаги олтита ип була-

гининг .\ар бири б 5̂  га [^искарали. 1Пу сабабли Р  куч }^уйилган 

6
нуь̂ та б 5р = -;;~б5̂ , маеофага юцорига кучади.

Полиспаст учун мумкин булган кучиш принципини цулласак.

еки

Р Ь в ^ - Р - -  65, = 0 .

Буидан F ^  —  Р  булишини ани1̂лаймиз. Демак, з^аракатлан- 
6

тирувчи Р кучнинг миь̂ дори кутариластган юкнинг огирлигидан 
полиспаст рилдиракларннинг сони к^нча булса, шунча марта кам б̂ -̂ 
дади.
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24.6- раем.

2, Винтли пресс. 24.6-расмда вннтли 
:Пресс схемаси тасвирланган. Пресснииг
жисмга босими ( Г , Р ') жуфт куч таъснрида 
;̂ осил булади. Си1̂ илувчи жисмнииг рсак- А
цня кучи N билаи мазкур жуфт иинг мо­
менти орасидаги борлаиииши мумкин бул­
гаи кучии! принципи нос и таек да анш̂ л̂ай- 
миз.

ЛВ ластага ( жуфт йуналипшда 
■6 ф мумкин булган кучин; бсрамиз. У хрл­
да N куч !<̂ уйилгаи ну! т̂а бу кучнинг йу-
налишига (̂ а̂рама-!̂ арши йуиалииша 65д, кучиш олади. Виитли пресс 
учуй мумкин булган кучиш прнн1И'1пиии ифодаловчи

М 6ф — Л' б5̂ , = 0 ( 1)

тснгликни тузамиз.
Даста тулии; бир марта айланганда винт \т-̂и (винт цадами деб 

аталувчи) Н масофага кучади. бф ва 6.Sд орасидаги муносабат1!и аии1̂- 
лаш учун виит уци!ишг буйлама кучиши Ш1иг виит цадами К га 
писбати 6 ф кучиишинг 2 л бурчакка иисбатига тенглигидан фойда- 
лаиамнз:

н 2я

Бундан 6?̂  ̂ г^ийматгиш ( 1) га и̂ уйсак,
2 л

2 Г ' / • 6 ф’ — Л' • б ф — 0.

Бундай N = А п Р —  булишини аии!у1аймиз.
Жисмни си[ у̂ичи куч ми1̂дор жихатдап аиш^ланган реакция кучи 

N га тенг булади.

24.6-§. Мумкин булган кучиш принципини 1̂ уллашга 
оид масалалар

Мумкин булгаи кучиш приидипи1'а онд масалалар ни и;уйидаги уч 
груипага булиш мумкин:

1. Берилган онда мувоззнатда булган системага таъсир этувчи 
кучларни ёки бу кучлар орасидаги муносабатларии ани!^лаш.

2. 1аъсир этувчи кучлар берилган холда системанинг мувозанат 
^олатини ани1̂лаш.

3. Мумкин булган кучиш принципини 1̂ уллаб, борланиш реакция 
кучларини ани1^лаш. ^

14.1* 11аайм . Домкрат шхвнизиида уаумлиги Л булган А даста айлаити< 
Т Ш Ш  1, 9, д. 4 и  & яар 1ЙЛ11га бошлайди аа домкрат.



Н1Ч1Г т1)Ц|.'1м в реГ;клсг)1и '¡арг-клтга ксчти' 
р^дч, Лс\1крат муЕ.оч::иг!1 хо.;1;инлп б\лга- 
ничя С Тс1ггг;да С/—- 4,8 кП бос;;м хрсг.л 
цилиит у'^уи даС1ан1'Ц-1г уч^та унгя тлк

!0 ;^яб ка]1.:шп Р  куч ку!̂ }?Ш ксряк?
Т ршли рилдирг)кла[}нииг ралиу слари 

геглшлчча/-, =  3 гм, л, =  12 см, == 4 ем, 
Гд =  15 см, Г5 =  3 см |-;1, л а ст  узу.¡лиги 

~  Р'-. см гп теиг (24.7 - рг-см).
Еч(Ш1. Домкрат мс,чанм?м1 С тяя!1чга 

ку|’,'1;лги[1 Q куч оа Л ласташгнг уч[';я:1гп

и  иук'[^га ¡куйилган Р куч таьслрйд:-! му-
003 н;! г д;-1 бу 'I а Л11 •  ̂е х и н -чм ,л 11 о л а [ л 1 ] -я 
н',л’(идг!Г)1 мумк::!1 Гу,пак кучи!1!.'1л:\чн г'е-

р;|миз. А ласта килл11рак 1 Оллан биргяликля Р куч йум̂ кт̂ псида бурчакка
бурмлсин. У хрлда О ну|̂ та 6 5;;) га, рилдирак 2 !1Л 3 ляр б гр.; 6у[!чакка, t■lfл- 
лмрак 4 в;, 5 лпр 6 ф- бурчаккя, рейка -зса й га кучали.

Ломкра! мехпниом;! учуй мумк^п булгап кучиш прпипнпт’ии

7 А
1 '^у7■/

1
/

1 У  2

^ гаем.

0)

курнлгшда сзлмкз.
Сипема ^веполарипииг мумкин булгаи кучишлари орасплагп мунос;!оатларнм 

аниклаПмиз, А ласта вл гилдирак ! ¡атг пурилиш бурчаги билаи ласта учидаги
О нуктамипг куш ти  уртлсида цуйидагм муносабат )фи)!лк булади:

1 гилди[)̂ '.к тС11ии!даги Е  нукта 651 =  ^1 6 9 = —  б .5̂  мт^дорга кучади.И
р 1мднрлк 1 на 2 лар узаро си[)!1аимасдаи анлангапи учун улар уринган Е  

нукг;л)инг мумкии б^тгои кучи'шлари и;иг булади ва гилдирак 2 б 9 ., =  - ^ ^ = :

га к’.'чади.Р-г..
Гилдир'як 3 иа 4 узаро сир|1анмас,дан айлапгппи учун улар уринган К  пу(̂ т»-

„ . 6  52П1П1Г мумкин булган кучии;лари теиг булади л̂ амда гилдирак 4 о ~ --- =

Л;, б фз
б ŝ  ̂ га кучадм.

Гилдирак о са В  тишли рейка узаро с^̂ рпаимасдаи ?̂ яр?>катлангани учун гнл-
дирак 5 тугииидяги Л-? иу1̂ таиинг кучиши Ц куч куйилган С таяичиииг кучиши
6 га те.чг булади:

6  =  г̂ б ф5 — —■  ̂ О 5■'с- (2}
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ПГ\'НДЯГ| глстемя иук^л-
лариинпг MVMKini fy^ÜÍJH к у  il';",-];;: jn;; 

fisy- o]'>vvm мфоап:;пи! v v m k ü h . í l l y  t.а 'а г  ^  

ли мз'мкин Г:ул;;-н 5;;кял к 5 чишлг1р сс'НИ i гг; 
теиг, bi!Hof;ipHH, курилась íiii ломкрлг мс- 
KaiiMv/fHHHF э|жинлик даражаси 1 г я теиг,

(2) ни (I) га KvíicáK,

т ' \г

Í“ f

PSso~ Q- Ь&п --- О
2̂ r

тенглик хосил булади. Бундан

_t.u- [чи̂ м.

р „ е / Л ^ _  4 8 0 0 .Ь ^ Н д а ^ _ .5 0 Н .
ro^r.R 0.12-0,16-0,18

24.2-масала. Иккита бир хил бир жшк'ли ЛБ kíi ВС слсрженлар узпр ; В  
шаримр билан бириктнрилгаи. АВ стержень к у:;)-а,'!мас А шари^р атрпфила ¡̂иланл 
олали. ВС стержеииинг С учиг а ми1\дор >|Д1ха:ля[1 стержень о(-ирлигииинг ярмига
теяг гаризон'1̂ )Л f  куч («¡уиилгаи (24.8-раем). lii;ipn;qi гардаги ии1калаииип1и эъти* 
óopi'a олм;1И, система;!и1н' мувозанаг >;олагита1й а ьи бу[)чяклар аниклансин.

Ечиш. Л нукдуня коорд!'н;.(тил;лр боти vm)TI ка''"ул ко.:1|)Дииа1я укл;!-
рити! ¿4.8'р^смлагидс1\ йу^ялткраммз. Х̂ ар бир стержеииинг узуилимши / Oi'ianhf 
6t '̂niL'iacaK, систем,ч fí ва С нукталарига ь̂ уйнлг'ан 6(jmafiH¡LLTap ку|'(идаги 2 1з

4-г У'в -  О- )■ -  У̂с ~Ун О
шаптлар билли мфодоланади. Бинобарии, сиск'л'Лиинг ^riis',iii'ííik лар;’:'!<;к'м п --
— 2 Л ' / í i 2-2 —  2 2  га icinr булади. П]уидан келиЗ си(л1'млн ¡hi- \о-
латини 2 та а  ва Р бурчаклар била11 яннклоим1и.

Хмр бир стержеппииг огирлик ку'чнпи 'yfiMHr yaa^fuira к\иилган кккитач.'и? 
ташкил Э'1уичи,'|арга ажра'1сак, натижада систем.:1га цуиилган кучлар систгм'к'ан!^

Á ну(\тага [^уйнлгап , В нутугага цуиил! ан Q , Q _ Q хпмда С иуктага kv-

( 1 )

п н л г а и ^  кучлар системасига келгирамм:^ {24.8-раем, б).

Мумкин булган кучиш  принципини (24.17} га асосам,
' - Q , О

2 А “1" ^ “Г 6 í/¿̂  = О
К>ф!ШИ-НДа сзиш мумкнн,

л ну1-;та к у̂згалмас булгани учуг) -  0; буид::и гаш1-;ари Г  — ^  эканли-

О
га ¡хнскартирсик.

Q

гини эътиборга олиб, (1) ни
2

2 ~г ~Ь У̂с ■ '  ̂ (2)
тенгликпи оламиз.

6x¿ ,̂ ñXf̂  ва bíj(̂  ларми а. на р бурчаклариинг нариацияларн 0])цали ифо* 
далат учун ва í/¿; координаталарни а  ва [j бурчакларнинг функцияси
си Ьатида 1̂ уйилагича ифодалаимиз:

— I cos <х, Xq ^  I cos а -'г Í cos |i, |
У(̂  ~  I sin а  +  / sin p. I (3)
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24.9- раем.

HvKTíini'.jir мумкин булган кучишлари мос координаталарнииг вариацнялариг» 
тенг f'\ ii.mnHH эътиборга олиб, "(3) мунос{)батларни вариаииялаймиз:

Ь — / sin а  6 а , Й =  — / sin сс 6 а — / sin {5 ó Р,
Ь ~  I coi r¿  ̂а I  cos Р б р. (1)

(4) ни (2) га ь̂ уииб, б а ва бР  1\атнаи1гая ?̂ адларни ало?̂ ида ажратиб, ушбу 
тенг;]икпи оламиз:

I (cos о. — 3 sin а) б а  / (cos Р — sin р) б р =  0.
Бу тснглпк сисп млнипг хар i\an4aií мумкин булгаи кучишлари, яъни б а  ва 

6р HMpitaii.níL'KípHHHi хар кандан ( и̂ймати учун \финли хамда б а ва бР лар уз- 
8ро бокликснз \ц\\\ бу вариациялмряянг х,ар бири олдидаги коэ([)фнииент-
ла]) иолга тенг б\шли:

cos а — 3 sin а ”  О, 
cos Р — sin р ^  О

ёки

lyü.vHi кНЛИб,

24.3- масала. Система 24.9-]:лс-у, о да пагвнрланган мувозанат холатннн эгал'
лп1;и1. f  кучнинг гаъснр чнзнри ВС стсрженга перпендикуляр йуналган; текнс 
такгн\1Л!1нган KV'i.Tíipi'HHi ишенсивлигн q га тенг булиб, АС стерженга гу1фИ бур* 
чак 0С1)1ДП KvüH !г;!и.

Al ар f  10 кИ, ¡ Í— 2 K Í I/ M  булса, стсрженлариниг огнрлнпшн >;мсобга ол- 
ма;1. А li\i4i;!Hi!Hi ргакцня momcmih на шу нуцТ‘‘Даги бюгланиш реакция кучипинг 
Г0рм.«))1Глл ТЛШК1ГЛ 3¡yB4ifC!í а1!И(̂ ланснн.

Р.чиш. Тскис таксимлаиган кучларни улар таъсир этувчи участкаиинг уртиси- 
дагн D пук raía Kviiiuraí) = í)--3--2-3 =  6 кН Гичта куч билан алмаштирамиз»
¡' купин юризоптал ва вертикал тантил этувчиларга ажратамиз;

CCS 30°-: 10 = 5 у з  =  8,66 кМ,
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Дмстлаб A нуктадаги реакция момента ни Буиинг учун А
нукдадзги борланишни куЗ{-алмас тарпирлн таянч бнлан алма:итщ)гмнз ва систе- 
мани А нук1а атрофида"айланишига тусь^инлнк кнлувчи борланишдан бупштамнз 
дамда унинг системага таъсирини реж тп  момент билан а:;маштнр;)миз (24,9- 
расм, б).

Сисгсмапн А нукта атрофида бф бурчакка буриб, упга мумкин булган ку- 
ЧНН1 берампз. Айтайлик, бу кучиш соат стрелкаси харакатига тескг'рн йуналишда 
б\лс)1н, У холда система ifiKHc параллел харакатда булади. С ну[-;таипи1' мумкин 
булгал кучншнни 6 i f  билан бе.тги,'(асак,

6sc = ĈnVp.

АС слержгпь А нуь̂ та атроф;1да бф га бурнлганда Q куч ¡^уйилгаи D ну1̂ та 
иарал.тел рави1ида 6s¡j га к у чади л;â !Д<')

f 2 COS60'’ =  10-j ^ 5 kH.

Ô5, АО
Je

ЛС ЛС
тешлик уринли булади.

С ва* В нуь^таларнинг кучиши параллел па у паргл утказилган г;ерпе:-анк\'ляр- 
лар бир Tÿi-ри чазт-̂ да ётмагани Tyi|:iail.'m СВ илга[)илама xapa!íaтдa булад1г. Биио-
барпн, F куч р;уйилгаи К  пу1\танииг к\ 1̂и1ли лам la параллел бутади на

Ô5 = ÔS,-; =  АС бгр

муносабат уфишт булади.
24.9-раем, б да тасвнрлавган система учун Myv(KH!f пу i, <in icvwnin арчиди- 

пнпи 1<;ул.та1'1М11з:
Ô Ф -1 - Q б i - А  • () =  О

Ь ф +  QAD Ô ф -I- F 2 ■ ЛС - 6 ф -  0.
Бундан М ^  ~ . Q . АП ^  F., ■ АС =  — Q • 2,5 — 5 - 6 -  45 к!4м. Пу ерда 
ыан;|)ий iHUopa М реактив момент аслида еоаг стрелкаеи харакати буйнча 11уиал- 
ганлигнля би.тдиради.

Л нуктадаги боглашнп ргакдия ку-
ч ИИ ИНГ !'(;1)иаои сал таи1кил чтупчиеи 
А’ _4 ни ан]:1у'1аш учуй А нукдадаги бе.)- 
лаиишш! горизонтал i':\ иалтпрувчи 
б\ кича ,\ар;дсат,таг.а оладнгаи сирпапгпч 
билан а.тмам:тир;|миз (24.9-раем, в).

Системаиин!' А нуктясига 1ч;[)и- 
йпнта I йуир.лишда ÔS кучиш бе}>амиз.
Л !]')лзу11нииг харакати чеклангаии 
учуй АС стержень нлгарилама хара­
кат да булади ьа С нукта хам Ьь га 
к у чади. ЕС те к не ira галдел хпракат- 
да булади. С са В нук;1ала])нииг 
мy '̂Kиi¡ булгаи кучнши Ô5 яа ô.ŝ  
ла|)га перисндикулярлар угказиб, ул"р-

в
24. 9-расм.
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нииг кссишгип нуктасини Р  бнлан белгиласак, бу iiyj r̂a ВС пинг аПланиш 
оний маркаяипи и(})одалайдя. К  пуктани Р  билан туташтириб, К, ну1‘̂ танинг мум- 
кип б\лган кучиши РК  га порпепднкуляр булишига ишонч ,̂осил киламиз.

 ̂ РК  ' “ РК
Ь sx пи —— =  —  теигликлан апицлапмиз; =  —— 65. Бунда PC =

О S л L* * О

=  4-sin GÔ  = 2 ~\/3 м,
24.9-раем, в да тясвнрляиган система учун мумкин булган кучиш приици- 

лиии куллаймиз:
.Y 5s -I- Г 1 cos 30=- — /'а cos 60° =  О

ёки
К Р

Xj^ S S f }  -— ' cos 30'" 6 s — p2 cos 60"̂  6s =  0 .
PC

Бунлап A'^ ни аии[̂ л?л''1миз;

К Р  i  1  ̂ V ^ \  2 
Хд -  (/^.cosGO^ -  Л  cos 30") — 2, 88кИ.  

^ PC \ 2 2 / 2  У з
Л'^ Hiiiir манфий кмйматга эга булими!, у аслида курсатилган иуналншга 

тескари йупалганлигинн ифодалайди.

24.7-§. Системанинг умумлашган координаталари

Агар механик система N та .мол;1.ий нуцталардан ташкил топган 
булса, yuiiiir хрлатини Oxifz инерциал >;исоблат системасига нис- 
батап ЗА’ та л'̂ , //̂ , г̂ , Декарт координаталари билан ани[̂ лаях [̂yм- 
К1И!. Айтайлик, MexamiK системага

/m(-V /V 0 - 0 ,  (ц ^1 ,2 .......... I) (24.3)
куринтпдаги голономли, стационар булмаган, идеал ва бутатмайди- 
гаи OOF,!а1111шлл|) куйилган б\мсии.

холда системя]иии  ̂ 3.V та координаталари / т;; бег­
ла niiin тенгламалариии каноаглантиргаии туфайли, улар эркии була 
ол\'.и1'1Ди, 3/V коордииаталардан фацат л = ЗЛ '— / таси ?)ркии коор- 
Л1И!а галардан иборат булади. Системанинг хрлат1П!И мазкур п та 
урки и координаталар воси гасида, колгаи коорд1п-1аталарни эса богла- 
HHfii тенгламалари восигасида аниклаш мумкин. Бирок куииича ь*]>кин 
коордииаталарни бундай танлаш мак.садга мувофик̂  булмайди, чуики 
бу ус\лда системанинг хрлатиии аликлап! анча мураккаб булади. 
Aiia.JirnJK’ лк'.х^иткада бу}1Дай системанинг ?;олати1т  бир каайматли 
аиикла]и учуй умумлашган координаталар деб аталадигаи п та 
максадга мусо}лиу рави:нда тан.паб о/иштан Qi , cf̂ , . . . , уркин 
параметрлар олииади, Бундай координатала[) учун узуи.чик ёки бур­
чак катталиклари улчовига эга булган парамстрларни oлииJ мумкин. 
К>пинча бунда)! коордшьаталар учун Туутб координаталари, нили[{- 
дрик ёки с(})ерик координаталар олииади. Уму\1.'1аи1гаи коордииага- 
лар с/,- бплаи бе.тгпланади.

Л\асалаи, 1̂ узгалмас уц атрофида айланувчи жисмнинг хрлатини 
аии1ч.'|; 'мда умумлашган координата сифатида айланип! бурчаги (р ни
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{д = ф), с4 с̂рик }^аракатдаги жисм учуп эса Эйлер бурчак.тарнн» 
((У1 = (р, С]., — — 0) олнш мумкин. Умумпй хр,'1да текис парал- 
лсл харакагдап! жисмнинг .\ола1 ин11 аии)' л̂ао1 учуй 1>̂утб координа- 
талари ва битта айлаииш бурчагини олиш мумкин (<71 — —

У С' Ь  =  1̂̂) •
Лйтайлик, механик системанинг хрлат!! п та ¡7 ,, , д,1

ум\ \тла1игап координаталар воситасила ант^тансил. Бун;ин! система-
ннлг хар бир иy:vгacи хрлатини унинг радггус- вектори оркалм
аникл:иа .мумкин булгани ту([}айли, ларин умумлашгаи координа- 
та.'1ар ва цактнинг функ'цияси си(|затида Н'фодалаш мумкин:

Я - Л  ( 1̂ , Яг..........V,. /). (V -= 1,2, . . . , Л г (24.18)
У  хрлда система ну1';талар1 1 иинг координаталари кл'ии.тагича ифо­

даланади:
-̂Л: =-^4(^1. ‘/2. ‘ - Яп' О- 
У у --- ^̂/1’ 2̂̂  • ■ ■ , Яп̂
^  ^  ¿/2. • • ■ > Яп' О-

Агар система ну1̂ таларига голономли, стаииоттпр б':рлаимшлар 
к '̂йилгаи булса, умумлашгаи координаталарни (24.19) ля ва:{т оижор 
равишда катиашмайднга]! !V!■̂и.б танлаб олиш мумкнм.

Умумлашгаи коордииаталаргишг а'[иал.ии'И шунда1( пборатки, бу 
координаталар эркнн булиши билан бирга ула.рии кпритпи! нагижа- 
сида голономли борланишларнм эътиборга олиш .'̂ арур<'Т11 тугилмай- 
ди. Чунки умумлаи1ган координаталаргш танлаш жараённда бсрла- 
ниш тенгламалари автомаиж тарзда и,аиоаглаитт1рнлади. Ю 1̂орида 
курганимиздск (24.2-§), мумкии бу’идн эрк'гпг кучиштар (ёки эрк!:н 
координаталар вариадияси) сонига системати1нг эркиили]': даражаси 
дейилади. Бииобарин, гояоисш.:Ш богланиш.!ар нуйи.иан шстсмп- 
нинг Эркаплик даражаси эркин координаталар сонига тенг булади

(24.18) га кура система нуцталарининг <;// вакт ичидаги хакркил 
кучтиш! с1г̂  цуйндпппа ани1̂ ланади;

¿ Я  “  Ч ]  ^  Л . ('■ -  1,2.......... .V). (24.20)
£=»1

Маълумки, мумкии булган кучишнн анну̂ .ташда богланиш тенглама- 
сида ва1̂т узгармас деб } а̂ралади. Шу сабабли (24.18) ёрдамида мум- 
101Н булган кучишнн хисоблашда 6  ̂ = 0 деб олинади:

о г.V
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24.8 §, Умумлашган кучлар

К.;;ч/зрида кургаиимпздек, система ну1'̂ гала[)ига гаъс!1р этувчи ак­
тив кучларн1шг мумкин булган кучишдаги ии1ларннинг йигиндиси
(24.11) формула ёрдамида ан[[кланади. (24.21) ни назарда тутнб.
(24.11) ни ь̂ уйидагича ёзиш мумкии:

v^l ¿=1

ёки й;;? :;:;л;;-!арнинг тартибини алмаипирсак,

1 = 1 v^i
тенгли]< хрсил булади. 

Агар

Qi
N

ИV-! 41

белгил;ни и1>итсак, охирги тенгликни
П

2 б л , =  У ](з ,« 9 ,

(21.29)

(24.23)

куринишда ёза оламиз.
Ql катталикка (?¿ умумлашган координатага мос булган умум^ 

лашган куч дейилади.
Шундай {̂ илиб, система нур т̂аларига {̂ у̂йилгал актив кучларнинг 

с̂ 1сте.машшг мумкин булган кучишидаги элементар ишлари йирин- 
дисидаги бирор умумлаи1ган координатанинг вариацияси олдидаги 
коэ{1х|)1ишент мазкур умум.1ашган коордииатаг-а мос булган умум- 
ла!игаи кучни и(|>одалайди.

Умум.чашглн к’учнинг улчови унга мос булгаи умумлашган 
коорллпатгтииг и!човига борлш̂  булади ва к\ 1!;1лигича аникланади:

[<3,] “

бунда 1/1] — И1П1П1НГ улчови. Лгар умумлашган коорлипата узун- 
лик бирлигида у;;ч;1пса, умумлашган куч бирлиги (Н) да }^^чaнaди; 
агар уму\1ла1иг.1]] ко^пдииага бурчак улчовига 5;га булса, умумлаш- 
гаи куч кучнинг .момснт[1 бирлиги (М.м) да улчаиади.

Умумлаил'ан кучларни х1'соблаги усуллари устида тч'хталамиз.
1. '̂м\-\',лаи;гаи куч^шрни (21.22) формула воситасида >̂ г[Соблаш 

мумкин. Б\ форму.(адаги иккита векториинг скаляр купайтмасшш 
уларии1-1г координат.) \кларидаги проекциялари оркали ифодаласак, 
ум\млашган куч учуп



! о  ̂у„ о г..
+  (24.24)дд1 дqi )

\>=1

муносабат уринли булади,
2. Умумлашган кучни, масалан ни, хпсоблаи! учун систе.ма1а 

шундай мумкин б\Кпган кучиш берамизки, иати>{чйда фíiкâ  6171 нол­
дан фар1̂ ;ш булсин:

Ьд̂  ^ 0, 6^2 = О, . . , , ~  О-
Бу кучишдаги система нуцталарига г у̂йилгаи барча кучларнинг му.тГ- 
кин булган иши ни (24.23) га кура хисоблап.мнз:

= <?1 ¿̂/l■
Бyнлaн

(2-1.25)

булади.
К^олган умумлашган кучлар .\ам худди птушиггдек хисоблаиади.
3 . Агар система ну1̂ таларига таъсир этувчи кучлар потенциалга 

эга булса, у >̂ олда
X  — ^  У  — —  I  =’ '' ду̂  ’ V а 2̂

тенглйклар урнилн булади. А\„ У ,̂ ларнинг бу ]^ии.матЛо[;ии{ 
(24.23) га 1̂ уйсак,

V  -I- }̂L л_ }̂L .
^  0Ц1 ду  ̂ 'дqi Ьг  ̂ Q '

Бу тснгликнинг унг томони и  функциядан умумлантлп координата 
б>т1ича олинган хусусий хосилага тенг:

<?. =  ■ (24.26)

Щуп дай 1̂илиб, потенциалли кучлар таъсиридаги системанинг 
умумлашган кучи, кучнинг потенциалидан мос умумлашган коо1- 
дината буйича олинган хусусий хосилага тенг булади.

Системанинг потенциал энергияси
^ (^ 1» 7-2» ■ • - » 9п) ~  ^ *?2* • ' • » 

формула ёрдамида аиикланишннм эътиборга олсак, умумлашган 
куч учун

(?,.==- (24.27)

формула уринли буладм.
Лгар иuii•̂ aлaни!!I кучи мавжуд булса, у -\олда бу кучларни ак­

тив кучлар !-̂ аторига кушиб, унга мос умумлашган кучлар }̂ исоб- 
лаиади.

Ш



24.G-§. Системанинг умумлашгаи координата л а рдаги 
мувозанат шартларм

Юкори да кургантшздек. Л' та молдип н\тугаларлан ташкил топ- 
ган механик сист^мага / id гилономли борланигилар 1^уйнлган 6 >'Л- 
са, иунда’11 системанинг хрлатини л 3¿V— / та q̂ , > Q„
уму.млаи.л-пн кгординаталар оркали аии1у1 аш мумкин.

.\1_ \!кин Cyiraii кучиш ири1н|ипига асосап голономли, идеал, 
стациои;:!р ва б\шатмайдигаи бо1-ланни1лар куйилган системаиинр 
Г:=])ил[аи оида Сарча HVKTanapiniHHr тезликлари нолга jear булиши
бипаи б'.рга булптм, иъии барча актив кучларнинг
хар ь̂ аидйй мулч;ин булгаи кучишдаги ишларииит' иириндиси нол- 
гч г иг б\ 1;:!;]!! 3::руп Ра етарлидир.

(24.] ¡I га асосан (24.14) ни
V(3,ó^, ^ 0

С1{И

курн1н];!!да mvmkhíí Варча q..,, . . . , q̂  ̂ умумлагиган коор-
д];иаталар :̂ р:;ии Суиаии учун голономли бсгланишлар i-̂ уйилган 
с;;с;е\:а у^ун ула; и;и;1 нариаииилари хам эркнн булади, Шу сабаб- 

Ог/, ¡у..':гаи Гар^а :-:ариациилар bq,,— bq..^ . . .  
деб глбул KüM’iii мумкин. }>' хо/1да (21.28) дан Qi = 0 шартни 
олализ. Худди: шунпигдек bq̂ _ =?= О хамда bq^^bq.^= bq^^^ О 
д-.;б î apao, i) на .чока.̂ о 1иа[)тларш1 оламиз. Шундай килиб,
(24.28  ̂ дан 1.уйидаг11 мувозанат шартларннн оламиз;

-= 0. = О, . . . , -  О (24.29)

(2 1 2 ;)) т(-иглл;:л,1 ;) -ю.юном.ул системанинг ij.h'jm 2й 'и\т !о:юр- 
диии?::и,},.р iOuC.i M.íJOiüHcmi тартларини }!|)одалайди; с-о.юно.чли, 
иасйл, г.,.иц: оийр са OiiiuüinMaüduaaH 6oF.iaHtiiu.iap {\уйилгаи еис- 
nic.v.u .■:¡;;.(KAiHi¡!!iOü víi.mmu учун тан,ктган q̂ , . . ., q̂  у.мум- 
лаи(гйн к-^<:-рданата.шрга мос умумлашгаи кучларнинг нолга тенг 
бу.пний зарур еа етарлидир (бон1ланрнч пайгда сис'гема барча nyî - 
та. 1арииии]' тезлш'и но/тга тенг деб ¡'̂ арай.миз)-

Al ар состе'ла нукталарига 1^уйилган кучлар потенциалга зга 
булса, у холда (21.26) ни назарда тутиб, системанинг мувозанат 
шартлари (24.2l')hh

=0, ~  ^  О, . . .  , —  =  0 (24.30)
(íi/l д̂ 2

ёки (24.27) га кура

— - 0 .
dí/i дг/2 dq̂
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24.10- p.'iCM.

кур и н и и ш  ези;1! мумкин.
ОКИ (24.30') 1иарглар куч фуик- 
njbicH (ёки Г:0т е п т 1ал э1К ]̂ти>;) экс-
TptJ^iy^И'a Ъ1'с\ 6\MUiUlli!!lHr 3‘ipvpi!ill
niapTiHin ифолаla iL iii. Ш ундай ки- 
■'шб, пп.'пеиии i.iAU кичлар тоъси- 
vudcL'Li механик ни п:ем'лнпнг .\щ- 
^̂■к’л н а т  x(;.Krtiu/ki кун фунК1п:яси 
ёки патепципл .унерги  ̂ экст/н.иум- 
Л'1 :>puu!!!titu мумкин.

24.4 -мае я ;i. /1и I’p b',: ре i mi i я у а  гм а О 
VK а1рофида aibian.iiura;! икк;;'1а I ва 
111 гикшт 1--1!лл;!ракла(;1Л,:и хамлл 0/1 д;к;- 
та ёрдамп.1я х.'Ц)акя] r;t кс.ттрилалиган 
зя унга эркин у[)иа11!Лг;;м II шшли югу;>- 
лак кнлдиракла]! j-aiiiKVLi югл'/л) (24.10-
расм). Ласт,на моменти ,\I,i га тенг жу(!л i;v'; \"а! i ; ан. I вя 111 гнлл ]
.нкнг ралмуслар!! мос {»а.^ишла г, р.а л, га тела'. .Механизм гсризонтал теки  ̂.:икля 
жойлашган. I !.:.’iva.иипт.'и)!;; з.7.-.̂ иб(;рга ол.май, м!'хаии.зм муволанатда булити учун
i ва I I I  '1НШТИ ги.')дираклар! а кхйалалиган жуфтлариинг мол!енти M i ва .Ид 
;-\анлам киймал'а si'a бу.'1иши аашута'катн.

E'THfii. \п:.цуи ОА ластаиинг айла.нпн! бурчаги фу хамда 1 TiVii-
ли тлдиракнинг а/^ланшн бурчаги (j', пилан бир кннматл!! аниклапалн. Ха 1̂ икаглн 
хам, агар ОА дас1а ва I шпьлп гл.т лиракии !<,узралмас деб :-:.а(1Ясак, у холла система 
к\".зралмас ^̂ у.тади. Бнн''юа:т;|ц. С!1пч'м;|.-ч1нг [̂.’кннлнк даражаси 2 га гепг булади. 
■фо «а ф̂  бypчalvл¿lpиu у.мумлашган киординагалар учун ь а̂бул циламнз:

 ̂1 = ФО’ V2 = Фл-

Системага мгмеит!' ЛГ, га теиг булган жуфт куч таъсири йуналинтндп бфо 
ва б ф 1 мумкии бул1ан кучиш берамиз. холла U тишли рилдярак ILI
тиньти рилдирак эс'а мумкин булга!! кучингтарии олади. Бу кучишларн^!нг 
:1уналишл 6 ср̂  ва 6 ф[ ларга блр.;ч1к булади.

Механизм горизои!ал текяеликда ж'йлашгани ту({1айли гилдиракларнинг орир- 
лик кучи ИП] бажарма1"[;’и.

.■\иг'!Г|лик, м'..!мс;!тларк М, па ..Ц, га теиг жуфт кучлар I па II I  тишли рил- 
диракларни бф, вг; 6 cj.. мумки" буЛ1'аи бур".ак кучиш !1уналии1ида aii таитиренн, 
У хс'лда система мунпзапатда булип1п уч\т[ мумкии булган ку'чи;н с; !'игмпига 
асосан

V  6.4̂  = 1L, йф, н бф1 -b-Vf. бфз -  О (I)

тенглчма ypniiTM були;;:!! керак.
бфз 1!И на 6 ф. ^'р.'ал!!

да.таниб, i l l  тп1нл;1 р); ;,:и|.'й̂ г̂],'Н[ 
лаймиз.

1';):^далпш уч\'н дпстлаб Виллис усулидан фой- 
бурчак те.злиги tOg ни а>о ва f<), орг^али /гфола-

Ол д*!Ста
Ти.'лли рцлдитаклар

I ri t HI

Тухтагунча бурчак теялти й)о 0)1 соа tt>3

Тухтагаидан ке1;пнги бурчак тезлиги '1 1 ©1 — 1 W2 “  «0 «3 ~  «и

'ТИШЛЛШПП! Т\'ОЯ ташки ички
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Жадвалдан фойдатаннб, (14.12) га асосан ¡ у̂йидагн тенгликларнн ёзамиэг 

~  Si. Гч
Г1 ’ СОз — Шо«2 — (Jly

Бу тенглнклзрнн купайтирсак,
'̂>1 — 0̂11____
Q3 — ())q л -j

'3

Гг

( г. \ 1 -I--- (2)
Богланишлар стаиионар Г^улганда бурчак it-зликлар уларга мос мумкин бул­

ган бурчак кучншларга пропориионал бу т̂ишнни ^ътибпргэ олсак, (2) дап

г-6 ! (3)

муносабатни оламиз.
(3) ни (1) га i^yAcaK,

У ,6Л,= Л](, 4* 1  ̂ "I" Фо Н" L
fi Ф, =  0.

(24.25) га асосан ва бурчакларга мос умумлашган кучларни аннк^ланмнз:

1 +Q, = _

( 2   ̂ 7̂ ) Ч'' '‘l
6ф,

(24,29) га куфа системанинг мувозанат шартларини, нънн Q, 0. Q2 ■ 
тенгламаларнн >̂ нсобга олиб, (4) лон Aig ва Aij ларни аииь л̂аймиз:

Л]о +  Ms (1 -f ™  ) =  О, Л1, —  М з“ , =  О, =i-\ r . J  Гз

Л^з=— ---^ --- ;--- .

(4>

(б>

Б у ифодалардаги манфий ниюрп I ва III гиллнракларга ь у̂нилган ж,уфтлар- 
нинг таъсири дастага ь;\ йилган жуфт куч таъги[>ига 1\арама-1̂ арши йуналганлигин»
И1|>;>ллл’'1Йли.

24.10“ §. Динамиканинг умумий тенгламаси Даламбер- 
Лагранж принци[1и

iV та моддий ну1̂ талардан ташкил гопгаи механик система нуь;та‘ 
ларига I та идеал oii буи1атмайдиган б01-'лании1лар 1̂ у11илгаы булсин. 
Даламбер принцииига кура системанинг бирор .17̂  ну|^тасига таъсир
этувчи Ь\. актив ва богланиш реакщ1я кучлари ciii'piuin ку­
чи бнлан биргаликда хар онда

?v  -г К  +  Ч  (V -= 1, 2........... Л’, (23.9>
мувозанат шартларини каноатлантиради. Вактнинг каГи ! )̂!лмнган 
бирор пайти учун система иук/галарша мумкин булган кучиш

— >
берамиз. (23.9) тенгламаларнннг хар биринп 6 г , мумккн булган 
кучиш га Kyiiairrnpiiu, 1';у1̂ сак,
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^осил булади.
Идеал борланишларнинг таърифига кура = о '̂лиши

учун
+ (24.31)

ёки эканлнгн >̂ исобга олинса,

У ( ? ; - т Д ) в 7 ' ;  =  0 (24.32)
тенглик уринли булади. Бу тенглама динамиканин,: умумий тем г- 
ламаси дейилади.

(24.32) га асосан, идеал ва б;]иштмайдиеан борланишлар щ)- 
йилган харака/пда.т сиашма щ/кталарига таъсир этувчи барча 
.актив л'(7лгс}а инерция крчлариниги' хар кандай мумкин бултн кО~ 
чишдоси эле мен тар ишларининг йипшдиси хар онда пил га тенг 
■’булади.

(24.31) ёки (24.32) тенгламалар Даламбер на Лагранж прнннии-
■ ларииииг маж\|\-а(.'.мди11 иборз! 6 \К'1гани учун Дала.мбер — Лагранж 
принципа Деб а 1аладн.

(24.31) нниг Д.'карг координагаларидаги и'.̂ юдаеини куйидагича 
■ёзп«у ]мум1снн:
: ¿ [ ( ^ v  + 'r'„)йд^ ! + + -О- (2-1.33)
[Зунда л'̂ , б!1лан 4/̂ , нук;1 а!!,1н!- !<{Х)рл1ПШталар[| бсл1 !иа!1 гаи.
<24,33) да

'булгани учун динамиканинг умумий чеиг.чамасини

V  [ (Л\. —  л'^ 6 л\, -г {\ \  —  т ,, /;/,) 6 У,, -г { I ,  —  Шу г̂ ,1 д \ -  О
(24.34)

куринишда Д1 :[х)далад] мумкин.
24.6-масала. Ое'ирляги Р га тенг Л юк О блок орцали V гка.чи.тгаи чузил.май- 

ли'ми ип во<.чггасия:1 р;1дпус.и г на х̂-ир.ини О га теш цплиидрак Л калтякни 
•.V ■!г-̂ !ч':ггп кел1 ¡'■'.члм (24-1 !-1'?1Сл?). Ралтак с!!р)[анмасдан р11Л и'райди ва ду.малаш-

2 4 .i.i- раем.
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даги ituiiwiJiauHU] к« 9;{')фипис11ги га тенг. D акжнинг массаспни эътиборга ол- 
В юкиинг гезлаинши ¿1ниь,ланс1!н.

1:чмш. Ьернлг;5н В  юкнинг гирлик кучи Р, галтзкнинг прирлик кучи Q вэ 
ду^ала.'пдаги инну^ляншп жуфтинппг момелтн Л1_, лярни 24.12-р1Хмда курсагил- 
гаилск таси-1рла:'-.мид, |

г'нсриия куч.’1й])ин)1 'гопамия. ;c'i '¡сзлашсп балан liTpii ^харакат \

лувми В юлнннг liHepuiiH кучп (]>i — — ----вектор билан кф<’д?;1лакалп. ;
У

Тек1!С плр?1л le.’i >;аракйтл 1̂ги галтакии.чг ииср:д1Я кучлари галтаи марказига- 

'|ган ^  — —  Х'2 RCK iopra |Гг. ада — к;лтак Ma.jiKasiiiin ¡¡г тс:.ла1и;и-П)'

)^амда момеити га телг >к>фг К)чга кслигр^.лч'д». Бунда /2_,.—
рллтаклипг О и\'ктал!П! гал1Ч:к токиглигin'a перпендикуляр pacniij^a утусчн -
нисбатан инерция м^мемш: — г ::л:акаг;^г б\ ¡ ч̂ак тезлаи)(ши.

В  юк <Ь мумкин бул1аи кучн!л ')л(ч), ¡¡п ^рилмаслнгн сагабли калтак гяр- 
д:г-:1).;аг'! Е HyivM хам б': MVMKiiH бул; ан кучиш олад!!. Fa.iiaK сирпанмаедан. 
думалагани ту([)айли С HVKja тс.;ликл;-:о!;и;л' гч[ий марка.^ини ифодалайди ва гал-

Ъ я
так марказиииаг кучиши га тенг -..'.улади. Бунн иазарда тутиб, линамик.-1)!ииг 

умумий хен1 ламасини тузамиз;

Я 6 S _  (])j й J, _  <Н ~  Щ  Ф - о 2 =  О* (О-

ft S
Б\нда 6 <j: =  -^— галтакниш' мумкии бул1'ан бурчпк кучишики ]!фодаланди,

Лп чузилмае-тги сабабл!) .с, А нукта т\кри чизикли ^;аракатда

булади. Ш у сабабли бу иукта!1!'иг тезлаимти ^ ку>;танииг тезланищи Wf̂  г&

параллел булга}шлаи гс̂  =  генглик \р!;пли булади. Бинобарин,

РШ] - iv'.

- Я ' g 2
л.

g g 2 '
Думачашлаги ин1калянит лчуфтииииг молк'нтн ,\î  ̂= f^Q формула ёрдамида 

ата^ланали, Натнжада (1) ни куйндагича ёзиш мумкии:

Я , ,  ^ 6 s Q г fis Q W 6s
Р  ~  --  Klà S — f^Q  — —  — --- ~  'X' — -  —  —  —--- —  ae 0.

g  ̂ 2r g A 2r g 2 2

Охнрги тенгламанинг барча ^̂ алларики ôs га буламкз:

2г I 8 4 У g
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^ - - 7Ц' = 8£- -------- ̂ зд + 8Р

Г̂ ундяи В юкнинг те̂ ланн̂ ии п» <1нИ[сл'1йми-с

24.11-§. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари

Динамиканинг умумий тенгламаси воситасида идеал богланиш 
реакция кучлари г^агнашмайлиган >̂ аракат Дli(|xf)cpelJЦнaл тенглама- 
ларнни чиь̂ арнш мумкии. Буиинг учун ди[1амиканинг умумий тенр-

ламасини ифодаловчи (24.32) тенгламада . булишини эъти­
борга олиб, }'ни к̂ п1идагича ёзамиз:

V £/и.
•6 г, = 0. (24.35)

\>=1
<24-21) га кура раднус-векторнинг вариацияси

у  а;г
6 /-..=

(=1
— Ьд., (V = 1, 2...........М)

снгликдан аниклаиишуши назарда тутсак,
N п

-4 — <5̂ , = 0
1 1=1 1-1

тенглама \7'>инли булади. Ву тенгламада йириндилар тартибини уз- 
гартириб, у ни

п X Л'
Я ,  аТ:, К 6 <7; = 0

ш '̂''Ч' лшятж /[■=[ 4 — 5 \r--i

|да ё:̂ амиз. Бу тенгламада (21.22) га асосан

0̂ : Оси

-  О ,  ( /  ^  1 ,  2 .  . .  .  .  Л О

7му\!лау1ган кучларни 1к|.>0дала!1ди. Шунинг учун

.•-I
генглик уринли булздн.

(24 об)

1.^



ёи дг
(24.36) да ^ ифодаии 1̂ уйидаги куринишда 

ё31ни ’.¡умкнн:

и (   ̂  ̂ и  ̂''л.
= - ^  Ш и ■ (24.37>(И \  ̂  ̂ дд1 /  ̂ сИ дд/ '

Ог̂ ,  ̂ дг
(24.37) даги ~̂ 1---хадларнинг факат голопомли си с*

тема учун уриил!  ̂ булган бош̂ '̂ а̂ куринпшдагк 11фодасини ани1̂ лай- 
миз. Буиинг учун ну1̂ танинг тезлиги унинг радиус - век1 оридан 
вак;т буипча олишан >;осилага теиг булишиии хамда ! вар̂ тнинг
радиус - вектор и 1)0даси1-а фаи̂ ат ошкор равишда ь^атиашибгина 
}̂ олмай, балки с/.,, . . . , умумлашгаи }юорд1П1аталар ор}<̂алИ: 
лам катнашишиии эътиборга олсак,

- ^~д^‘1̂ + -т^Ч2-г- . . . - Г ' ^  Ч„ +  —^г- -

<21-38)
г —1

муносабат уринли б\лади. Бунда — (¿^  !. 2, . . .  , п)'' (И
умумлашгаи тезлик дейилади.

(24.38) пипг хар иккала томонидан умумлаитган тезлик бу- 
йича хугусий хрсила оламиз:

'/ 1\. г) л,.
(24.39)

дг,.
Бу е,''-д-тмпда — ■ ани1у1апади.

(21.38) нинг иккала -юмонидан буйича хусуси11 хосила олсак^

д'̂  Лу * д- г ‘ д- г
¿/1 +  . . • +  —,)Г7) ^  +  л/л., (24.40)Л// д1̂ д̂д1 ' ' ' дд„д:ц ~  01 дд1

с! ^ ’'v  ̂ ‘-- ми хисоблаи! учуп ~ —  каг7алик умз’м.гашгаи коорди«
наталар ва ва1<;т1пптг функциясидан иборат экаилигини эътиборга 
ол]1б, уиипг ва!уг буйича тули!  ̂ хосиласиии тоиа.миз:

 ̂ а г., д- • д- • (V /■
-ш +  +  (24.41)
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(24.40) ва (24.41) ни солиштнриб, иккита ;^эгарувчи буйича ху­
сусий ^̂ осилалар дифференциаллаш тартибига борли!̂  булмаслигиии 
зшзарда тутсак,

А<И дд1 дд}.
тенгликни оламиз.

дгШундай к ^ и л и б , н и и г  ¡^ийматини (24.39) ва —дд1 ‘ ' ' dt dql
Е^ийматини (24.42) дан (24.37) га келтириб 1̂ уйсак, В  учун

(24.42)

НИНР

В  = т
до.

— дЯ1

И(1л‘)Да уриили булади. Бунда и1 ^  >̂ амда

т.. и:.2 \ / 2 Оу
V 2

телгликларни назарда тутиб, В  учун яна 1̂ уйидаги ифодани оламиз:

й ■ а ~ д 1

йг . ас//\ 2 }
\

В  иинг бу кийматини (24.36) га ^̂ уйиб, ^̂ осилани йигнидидан таш- 
5̂ аркда сзсак, 1̂ уйидаги тенгламани оламиз:

и"

¡ = 1
(24,43) да

дд: 2=̂1 / J

Л' <2

Ьд,=0, (24.^3)

(24.44)

сис1с:̂ 1анипг кинетик эиергиясиии ифодалайдм- Шу сабабли бу тенг­
ламани куйидагича ёзит мумкин;

0- —
I (1 дТ дТ \

К (И а V/ дй1 !
Ьд. = 0 . ^24.45)

(24.45) тенглама умумлашган координаталар ор>\али шрода- 
.латан динамиканинг умумий тенгламасидир. Бу тенгламада

- V ' й  д Т д Т

сИ дц1 дд1 ;
Ьд.
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д а  системанинг дд̂ , . . . .  д̂̂  ̂ мумюп! булган кучишидаги 
барча инерция кучлари ии1ларинт1г йириидисини ифодалайди.

Голопомли богланишлар 1̂ ;уйилгаи система учун барча б̂ ,̂
. . . , Ьд̂  лар эркии булгани учун улар олдидаги ифодаларни ало- 
: и̂да-ало̂ ида нолга те иг лаш мумкин;

— 1 ( / = 1, 2, . . , п )

еки

\ dt дя1 дц1,

(1 дТ 5/' п  / • 1 ог~ — (̂  — 1. 2, . . .  п) (24.46)
Л о дя1

(24.46) тенгламалар Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари 
ёки механик системанинг умумлашган координаташрдаги х̂ ара- 
кат дифференциал тенгламалари дейилади. Бу тенгламаларнинр 
сонн системанинг эркиилик даражасига тенг булади. Лагранжнинг 
иккинч11 хил теигламаларида идеал богланиш реакция кучлари 1̂ат- 
нашмайди.

(24.38) ва (24.44) лардан курамизкп, систсманицг кинетик энер­
гияси ати'^ланадтан ифодаии 1-̂ уйидагича ёзиш мумкин:

Л’ п

V-!  ̂ 2-1
п п

^ “ 2" Л ; С, (24.47)
/, /=] ¡—I

..ьни систсмаипнг кинеп:к энерп^яси умумлашган тсзлпкларнинг 
квадратик фvнlШИяcидaIi иборат булади.

(24.47) да

d;í ‘ с),7у ’ д(ц д1 '
>’=1

Л' / -V \ао г..
С = У л , ,

V--)

б’'л[:б. /1;;, ва с  катталнклар умумлашган координаталар ва 
]>, п̂ гга иогли!̂ , лекин умумлашган тезликка богли!  ̂ эмас. Шу сабабли

^‘>1 15*
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ва

аВ1

муносабат уринлн булади,
Охирги ифодада умумлашган координаталарнипг икки];чи хосиласи
}^атиашади. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламасидаги бошца 

з̂ адлар умумлашган координаталарнинг бириичи даражадаи Ю1̂ори 
булмаган .'^осилаларини уз ичига олади.

Шундай (̂ илиб, Лагранжиинг иккинчи хил тенгламалари
2, координаталарга нисбатан иккинчи даражали од,анй
дж|х1̂сре1Н№ал тенгламалар системасидан иборат бумади.

24.12'§. Потенниалли кучлар таъсиридаги механик система 
учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари

Агар механик с!!стема нукдаларига потеициалли кучлар таъсир- 
этса, у :̂ олда (24.27) га кура

(<■= 1.2...........п)

тенгликлар уринли булади. Шу сабаб^т бундай система учун ,Паг- 
ранжнинг икктн1чи хил тенглама.'1арини

— , ( / = 1, 2, . . . ,  п)
(И д сц дс]1 д(ц

куринишда с.̂ иш мумкии.
Агар Лагранж функиияси деб í!тaлaди!■all

функцияни кири'тсак, — — О бу,':пии1 х-чун Лагранж;!; н." •¡кí■:i’лч,̂  
дд;

хил '1'енглг]маларпии ку!Н!д;1П1ча ёза o,̂ aми;i:

~  -  О (/ -- 1, 2, . . .  , п) (24.48)
(К д(!1 %,■

(24.48) тенгламалар по‘пенииа г.т кучлар пюъ 'ирЧ'Ь^^и механик 
система учун Лагранжиан-^ ик!а!нчи хил тенеламаларини 1т}юда- 
лайди.

24.!Л-§. » '̂агран'Х' имг мккипми хил тенглагталарини 1̂ ул‘ 
лаипа СИД л:ас;1л;;лар

Лагранжнинг иккинчи хт;л темтламиларигл дояр ?.и{салалар ¡̂ З'ЙИ' 
даги тартибда ечилалм.

1. Системапинг ■•)]‘)]<пнлтч даражаси аииц.аанади ва умум-ч^ШЕ'ан 
координаталпп тпнлмп

(Ц (̂ 1 dt
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2. Системага таъсир этувчи актив кучлар расмда тасвирланади 
ва умумлашгаи кучлар 24.8-§ да баён р̂ илинган усуллардан бири 
билан }^исобланади.

3. Сисгсманинг кинетик энергияси умумлап1ган координаталар 
ва умумлашгаи тезликлариинг фуикиияси сифатида аииг^лаиади,

4. Лагранж тенгламаларини тузиш учун зарур булган кинетик
дТ d 'д Г  дТ эиергияиииг хрсилалари — —---- , —  топилади.

at дсц dqi
5. Лагранжпин]’ иккиичи хил тенгламалари тузилади ва бу тенг­

ламаларни берилган бошлангич шартларда интеграллаб изланаётган 
н ом а ъ л у м л а р а н и i< л а н ад н.

24.6- масала. Вертикал текнсликда жойлашгаи кулакли механизмда кулак 1 
Oj нук̂ тадан утузчи горюоктал ук; атрофида анланувчи г радиусли, массаси т  
га тенг бир жинсли дискдан иборат. Кулакка моменти М га тенг жуфт куч таъ­
сир Э1ЯЛИ. Ттллн рспкп 2 вертикал 1(унл,.1тирунчи буйлаб з^аракатланали ва 
ТНЛ1ЛИ блок Зни айлянтирали. Блок 3 билнн спарник 4 шарнир воситасида борлан- 
ган (24.13-ряс\:. а). Тишли рейка на cnapiiHKiiHur массаси мос равишда ва

га тепг. Блокиипг айл<''пиш укига иисбатап инерция моменти I  га тепг. ^
— 2гд; гз ^  2г/3; — /«/-=т/6; ! = 2тг  ̂ деб {^араб, системанинг хара- 
кат дифференциал тенгламаси тузилсии. Кривошип 5 нинг массаси эътиб()рга 
олиимясин.

Ечиш. Систома]И1нг холатм кулак 1 нииг аГитаииш бурчаги ф билан бир 1\ий- 
.матли апикланади. Х,аки;^атаи хам, amp кулак 1 ии ь;узгалмас деб ii,apacaK, у 
холда система кузгалмас булади. Бииобарин, системанинг эркинлнк даражаси 
бирга тенг. Кулакн]П[г айлаимш бурча!и ф ии умумлашгаи координата учун
тйилаб оламиз: д — Ц'. У  хол;и) куллкнии! бур1;ак тезлиги ^  ф .

Бу геометрик мулохазалнрии аналишк усулда хам изохлаш мумкии. К,ара- 
лаётган систем? кулак 1, тишли рейка 2, б.’]ок 3 ва спарник 4 дан ташкил топ- 
тан булиб, у.тарг̂ д цу11идаги голономли борлаиншлар ¡-̂ уйплган:

i / ^ —  2 /-co s ip , ( I )

f'c Ф.1-
'■-> ‘is ,

о 2
-̂Г,1 У]А 3̂-

(2)

(3)

(4>

"\чV
V-
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Бунд;) у — В пу1';г;1}1ин1 орлиппасч], рг'йкн ва 'хюк С иу!-̂ тпс1!П[([|г гсзлн-

ги, ф., — блокпннг пурчак [¿;зли1и. С:;1ок ва спяриик Л пу:и. с;ти11г им-
лиги, (1) т(;нгл;1м;| ре1!к: нинг В н\ !ч!;н-ц доимо кулакка тегип туримпши,
(2) тенглама тишли ре̂ к̂и ва О.:ок •п1;11.)?';шгг1п С. нуктада хар ;̂кат сирпанмасдан 
содир булншиии, (3) эса блок Л иуктсс.инииг тезлит илгарилама харакатдаги 
спарппк Л ¡'уктяспнтщг тез ли гига тс а г лп гм ни, (1) гекглама А нукта Гц р;̂ л1̂ \ч̂ 1И 
айланя бч'йллб хяракатланна;иии ифодалайди.

Куляк I 0-1 нукталан утурчи 1'0ри.зонтал ук гкрофндя айлр.има харяклгла 
булгани учун унинг хрлати О, нукм атроф-адаги айланиш бурчаги гр бнлан аник- 
лянадн, Т'л:;ли рейка пертикал йч’иалтнрувчи бм^ича т\гри чизикли .харакаиа 
булггни УЧУП уиинг холаги В нуктанииг Л1')Д!!натаси у^\ блокти:г х/'лати О 
ну1<;тп атрофи.чати айланин! б\'рчагн |̂);5 ; спа]1н1ткн!!нг холати зса .V, г/,̂  коор- 
дннаталар билан аникланади. 1л.'унлг,!г к.млиб, с11с7емяг:?[/1г лолатгг бешта ф, у^, 
ср.; . д-̂ д, нарам^л'рлар Гилан г'никлаиади ва улар орагида туртта голоноМ 'И 
бокланншла[) мавжу.д. Дсмак, снстсманннг 'эркинлик ларажлси I га тенг.

1̂ ясмл;1 кулакка тяъснр этупчн жуфт моменти .V/, кулпк, ти!!1ли рейка ьа
спарник'1арнннг (¡гир.;|;к куч.тар'И .'¡¡¡), .'«.3 ,;/ ка '’«4 лар^1ч 1аски[). (лймиз (24.13-

Кулпк ф' бурчакка айланганда ти1н.:и ¡)сйка Л ■= 2/■ ( I --созф') мясофага вер­
тикал пастга силжнйдн; б,;ок

/7 3
; ^ " Т " <5,

бypчaкlía а!1ля11лд'л.
Kvлaккa  .VI м<;мепт й\'!1али:ипда, 6(р мумкин булган к\'иит геп 'яч, кулак 

Марказ1н1инг К0(^рдинагасн упун г/.) — — г(ч>:ф' Т1мплнк урин.ти !'\' на;1|ц туф^Гг'н: 
уипцг нцникал буйича м\-\!.ч1н; бул: аа ¡ч\ чп::;н куачдл! ича ани , тпа 1 ::и:

п''(т --- г ,̂1п <1. ф.

(П га кура ти’[;.а! пе;н:;л1 л]! В  нук'^ ч̂'н
2 лч;мф 6ф

КУЧИН1 олади; (5) га ;л'о::г;н блок

6ф;, г:= SЛ1 ф Лф

бурчакка а1?лаи;‘ллг; ? / 1 4 ' ' бу. /; анп учуй спарник 1)у  ̂ ~
1 3

— —  Гп Я1П ц-’г̂ йф.; - ■ г 51П Ф ЯП I -д- п  —  сом (Г) )'л КУПЛИ. Бунл-я
2

И1нора Л н у к 1а юкорлга к У‘-И1!’Н[!Н ифлдяла;1Дн. Бу кучишларда М, mg, пц^ ва 
лар и]нлг;риннн!- йи:-1н!днсиня юпамиз.

6,4 == .1]6ф , ^  '” 4 ~
т  т  3

=•! Л 1 -ф г 5 1Г! ф' -ф 2  г ,ч1п ф- ■ —7- ,sin ф ■ ( 1 —  сох ф) [ бф
I I,; ^

I 5 //7 Г
=  ■; .И ^  т^г  .м;п ф — ¿»г ^лт ф' .̂ ¡п (1 соз ф)

Иати/кала \л1умт:;:1:гаи кл;1рлпнатлгя мос булгаи уму^гнанган куч куйида- 
гича аинкланалн:

6/1 ,, 5 . гп
р  . — ---- — -- т<УГ S'!П Ф —  —^  ЯШ ф-5Н1 ̂ 6(р ' ' о '

3
( 1  —  СОл ф') (0)

Систсмг.иин! кмнсти̂ ; '̂ нсрп я̂с:;
7 г '̂ ■¿ ‘ ‘ ' Г) -I *' 1
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'формулад.'ш аниклзнади. Буплз Т ,̂ Т ,̂ Т̂ . 1\ лар мос равишда кулак, тишли 
рейка, блок ва спарникларннн! кннетик эиергияларинн ифодалайди.

Кулак Oí ну1\тадаи утувчи горизонтал yv, атрофида айлаима )̂ аракатда бул­
гани уч\'И

л —
Гюнгенс—Штсниер теорсмасига кура,

г
^ ' 2 ‘ “  2

тг’̂ 3
^  4- = —  и/'»

булгяни туфайли
3

Гншли репка чн.̂ нкли >;арг1кагда булгани учун
1 1

' г = —  %  УЪ-
}>унда rn.¿ = m¡3 rh (1) га к^ра

У и sin ф
■булгани сабабли

2
Тп — ' 7 ~ тг- ф- sin- ф. (9)3

Блок Ог нуцтадан утувчи гор»зоктл.т ук атрофида айланма з̂ аракатда бул­
гани учун Tg =  / Фз- Бунда / — 2тг  ̂ халтда (5) га(L

3 •
Фз---

С5'лглни сабабли
Фз--=̂

T'i — wir- ф* sin* ф. (11)

OiMjíHHK 4 илгариламп харакат кнлади. П1у сабабли

T,=  ^ n ,v \ .

2г В .
Бунда т^ = т/& х;амда (3; ва (10) са куря = г  ФJ ^  Ф sin ф =А
— гф51Пф 6yir;iHH'l'i:;

1
7'̂  ~ / ' И  (| Ч!п-ф (12)

хосил Г;ул^л;|,
(8), (9), ( I l'i Ir: {!_ ' i!:i (7) га ■vyrció, снстг\!,?пк!!Г KHíierWK -•нергиясинк 

уыумллшгаи Küopánncii:! í?;í ум\млпшгян тезлнкларнннг функтг.ли г:иф,чйия анн>̂- 
лаймиз;

1 / 3 \Т = - т  I —  -г t iMi q. ¡ г- t|'. (13)



Лагранжнннг иккинчи чнл тенгламаларини тузиш учун зарур булган кине- 
гая энергия нинг >̂ осш1аляриии хисоблаи mi ¡з;

дГ _  

д(р
d дТ

/ 3 \ ■—  -f 6 51П‘ф т г  ф ,
2

i 3 \—  -1 • 6 5115-ф !пг- Ср -f sm 2ф,
2

(14)
dt (? ф 

дТ
— • =  3 тгЧ(р- sin 2ф.5ф

Берилган система учун Лагранжнинг 1:ккннчи хнл тенгламаларини
d дТ дТ

dt с) ф гЗф; 
куринишда ёзиб, (6) вэ (14) ни эътнГюрга олсак,

(15>

7“- -¡- 6 sin-ф I inr'̂  Ф +  3 тг'  ̂ф- S ín 2ф' — М —

(1 — eos ([) rngr sin ф

тенгламага эга б^ламиз,
Шундай берилган системанинг харакат диф(.|)ере11циал тенгламасит?..

куйидагича ёзамиз;

-¡-6з1п^ф фЗ.тг/"^ sin 2ф si n ф-sin — П —созф)2 J Ь I 2 \ _
5

— —  nigr sin ф “  Л1-
О

24.7'масала. Диф(|1еренциал мс,\а[1нзмда mi массалп шестерня 1 ва етакчк 
стержень 4 О нуг^тадяп утувчи вертикал уц агрофидя бир-бирига борли;<;сиз ра­
вишда айланади (24.14-раем). Шестерня Í массали шестерня 2 билан тишла- 
шади, уз навбатида шестерня 2 м̂ ксп.пи шестерни,? билан тишлаигали. Шестер­
ня / ва етакчи стержень 4 га моментлари ва /Ví̂  га 'генг жу1|тг кучлар 
1̂ уйилган. líJeciepHH 3 га Aíg каритилик моменти та1>спр этади.

Шестерня 1 ва етакчи стержень 4 нппг Оурчзк тезланишлари анш '̂1ансин. 
Шестернялар радиуслари мос ранншда Г], ва Лз га тенг бир жипсли диск деб 
каралсин. Етакчи стерженнинг массаси эътиборга олинмасим. 1\уйндагилар бе* 
5ши-аи; //íj :==/Пэ = 9т .2 =  90 кг, Mi — 150 Н-м, Aíg =  120 Н-м, — 180 
hl - М, Í I  —- г ■ - Зг 2 ~ (̂ ,3 м.

Ечиш. Системапнн!' х;олати и!сстсрня 1 на етакчи ciep/кень 4 лариннг айла~ 
нйш бурчаклари ф̂  ва Ф4 билам бир киймагли аниклапади. Х,ацикатан хам, агар 
шестерня / ва етакчи стержень 4 mi ку.чралмас деб г^арасак, у ?̂ олда cucK'va 
1̂ узралмас бз^ладк. Шу сабабли унинг 
аркинлик даражаси 2  га тенг. ф£ ва Ф4 
бурчакларнн умумлаии'ан коорднната- 
лар \'чун и;лбул р^илямю: (>, — ф,,

^  Ф 1' У  Яг =  ф,. 72 =  Ф4
мос рм1!И!пда и1е£'терия 1 на етакч]-! 
ст!‘рж('Иь 4 ларшитг бурчак гезликлн- 
рини ифодалайди.

Дастлаб Виллис усулндан фойда- 
ла];;гб, шестерня 2 ва 3 лпрштг б} рчак
тезликлари q:̂  ва фз ларня ламда

лар ор1̂ али ифодалаймиз.
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Шьстср;|;1.1а[5
4 с те,-..'КИНЬ

/ 2 1
тухтагунча бурчак тезлиги Ф4 Ф1

.
Фз

.
Фз

Тухтагандлн кейинги бурчак тезлиги 0 91“  Ф4 Ф2“ Ф4 Фз ф|

Тишлашнш тури тагн)̂ « таш1̂ и

— — , 
''г

_  ''3 .

(1)

(2)

Жадиа->Д?*и фойдалакиб, куйидлги мун >сабат.;|ярни о;1амиз:

фт ~  ф4 
9г — Ф4

"  Ф4

Ф з-Ф4 '2
(1) вп (2) ч'пг-'икларии купяйпириб ихчамласак,

Фт -  Ф< _  ^3 _  ,
Фч — Ф4

Бундан гилдирак 3 нииг бурчак тез-ииини апи1\лайммз:

Ф. = ф].

(3) ИИ (2) га цу'йиб — ^ =  3 экан. П!ГИ]1И эътиб(.)рга олсяк, Фа Ф  ̂ =  —  3
Фт ~  Ф4

б\,тади, буидан тсстсрия 2 иипг бурчак тезлиги апиг^лаиалиган

(3)

Ф2 = —3 ф] -1-4ф̂ (4)
тенгликни о.1яуиз.

(?, на (?2 умчмлапллж кучларни аниклаш учун системага таъсир этувчи жуфт 
моментларииииг гистомаии м\мкин булгаи кучишларидаги элементар ишлари йи- 
гинднсини хисоблаймиз;

(3) га асосан
ЬЛ =  М 16 фт Н- Л'4?ф4 — Мзйфэ.

ф̂д = 6ф1
теиглик уринли булади. Бинобарин,

б .4 =  (.М, — .и,) бфт ^  б ф1.
ХуД/И! И1у алементар ишларнннг йириндисиин

б Л =  (5 ̂  бф 1 б [̂'2
курииишда ифодалаш мумкин. (5) са (б) ни солиштириб,

С, Q,= M4
муносабатлар уринли булншнга ишоич хрсил 1-;иламиз.

Системанинг кинетик энергияси
Г = Г 1 + + Г,

булиб, бунда Т ,̂ Та ва Гд лар мос равишда шестерня 1, 3 жл 8  дарнинг кине« 
тик энергияларини ифодалайди.

(5)

(6)

(7)

(8)
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Шестерня I  О нуг т̂адан утусчи вертикал у 1̂ атрофчда айланма )^аракатда^ 
шестерня 2  ва 3  лар эса текис параллел ,\аракагда булгани учун

Т’. - т ' -

т,= 1
2 -1-'т '= Ф?,

г , -
1
2■ + 2

Бу!1Да

’ '̂О, — ( ''1 + /"2 ) Ф4 ' 2̂ —

'Л
%  -  (г1 + 2̂ 2 +Гз) • (р„ /э = — 2

х,амда (3) ва (4) ни эътиборга олиб, Т ,̂ ва Г;, ларнинг {^ийматларини (8) га 
куйсак,

+ 8л12 + т ^  ^  2̂ 2 + з̂) ]̂ ф5 -  12̂ 2 А ф̂ }.
Бундан

дТ
¿91

— (^1 г] + 9тз 4 И* Шд г5) Ф -  6т^ ф̂ ,

£( дТ I
- = — (т^ г‘2 -Ь 3̂ з̂) <?! -  г\ ;

Л  (? ф( 2
ЗТ" *

—  =  [/712 ( +  ^"^2 2̂ +  ^3 ( ^1+ 2^2+ Лд)2] ф̂  -
дф4

— 6/П2 ф, ,

^ X  ( ^  +  8^2 2̂ "Ь +  2̂ 2 +  Гд)^ ] ф4 —

— бт  ̂ Ф( ,
Л  5ф, 

дТ
аф1
дТ
дщ

= 0,
0.

Берилган система учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалариии
(1 дТ_ дТ_ _  ^
сИ д ф1 дц>1 
(I дТ дТ

■- — = (?2
Ш д фо ^фг 

курииишда ёзаб, (7) вя (9) ни (10) га 1̂ уйсак,

(т^ + 9т^  г; ) Ф1 — =  М, — М, ,

(9)

( 10>

боа



"̂ 2 ( 1̂ "  2̂ )“ л«з ( Л; + -НГ̂  )2] — 6/П2 '’2 ф1 ==

тенгламаларни оламиз. Берилган ифп.1;-;.'1а|нп'лг сон 1̂ нимлтлари1ш 1̂ уйиб, бу 
тс11гламаларни

8,55ф| — 0,(нГ4 ^  30, I 

СОс(:̂  — 0,6 --- 1Й0 >
ку|)11м11шда езиш :̂yмj:Jlн,

(11) дан шес7ерия 1 ва етакчи стержспь 4 ларнинг излан;’■гг,',!- б\пчак теа1а- 
нишлариии ;-п1!Клайм11з; ’

Ф1 ^  3,72 рад/с̂ ,
Ч  ~= ф'4 3,01 рад/с’̂ .

24.14*-§. Гамильтон — Остроградский принципи

Аитаилик, Лагряпж функцинси — Т -^1' га тенг механик сис-
темаиинг холэтп г/,, (¡.,.......... ум}’мл;лнг̂ и! коо’)Д1и;агалар билан
ап1пу'|>'зксин. |,']с!гранж ф\'икиияси билан

/,
(24.49)

тенглик воситасида богллнгаи 5 динамик каттал1п<ка Гамильтон таъ ­
сири деииладп,

Ла] |<анж функцияси Л -- /. (/, (¡¡, ('/,) б)\'1гаи!т тус^йили Гамильтон 
тг.ъс:! ,̂! ил х;кч;блаш учун  ̂ ^, нэкт оралнгида д-. {/) 
(/ - V.) 'рункцнялар берилган булии1и керак. Боть;ача айт-
глнда, Га:.п;л.>тон гаьсири системанинг .\аракатта боглт^ фуш^цио- 
налдан иборгт.

Механик системанинг харакаттп! п улчовли (|тазода коорднната- 
ларн 1̂ , (¡., . . (/., га тенг битта ну1-̂ танинг хар̂ п̂ ати билаи хара]̂ - 
т::\;а[и \!ум!;ии, Аиг̂ т5л:1К, пайтда системанинг холати п ул-
Ч')г..'И1 (|)й юд.'1 А нукта, I — гакт.аа ¿̂са В  ну! г̂а!И4нг ^̂ олатларн би­
лан аип] ,̂1аиси11 хам,].а систематни харакат граскториясн ЛВ эгри 
ЧГ!У1 1 !̂  билан ифодала]1Снн {24.15-расм). Худли шу ва1 т̂ ичида
система 24.15-па см да штрих бн.лан курсатилган кинема тик .мумкии 
б̂ т̂ган траекториялар буйлаб хам харакатланиши мумкин. АВ га 
системанинг ха̂ '̂ ш̂ ии траекторияси дейилади.

Гамильтон иринципи воситас,ида система- 
НИН1' иккита А ва В  холатлари орасида ки- 
немат!1к мумкин булган траекториялар нчн- 
дан худди шу холатлар орасидаги >̂а!̂ и1 и̂й ха- 
ракат траекториясинн ал<:ра]иш мумкин,

Гамильтон принципи ¡куйидагича ифодала­
нади; системанинг иккита А еа В  )^олатла- 
ри орасидаги х̂ аь̂ икий харакати, худди шу
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}̂ 0л^1плар орасидаги в а айнан ищ вакт оралигида содир бфтди- 
ган кинематик мумкин булган барака■плардан шундай хусусилти 
билан фа г к килааики, хакикий харакат учун íüMu.ibmoH maî cu- 
рининг вйриацияси нолга тенг ски боткача айтганда, система­
нинг xaKuKjiu харакати учун Гамильтон таъсири стационар кнй- 
матга jea булади, яъни

ó S = 0. (24 50)
Бу принцип стационар борланишлар куии.чган система учун 1834- 

1835 йилларда У. Гамильтон томоиидаи баёи ь«тилган. Лекин стацио­
нар булмагаи богла1П1Ц1лар куйилгаи уму.\:ий хо;!да бу приниплни 
М. В . Остроградский 1848 йилда баён этган. Шу сабабли бу иринцип- 
га Гамильтон — Остроградский принципи хам лей|[лади.

Голономли богланиц]лар кут'тлган система учун б\- иринцигши 
?̂ у«''1лашда солцштириластган харакатлар айнан бир хил ва̂ т̂ ичида 
содир булади деб каралади. Шу сабабли б/ = 0 деб олинади. Бун­
дай вариацияга пзохрон вариация дейилади. Голономш бсгланиш- 
лар ц\д“1илгаи система учуй изохрон fiapnaunn ва uai î буйича олиц- 
ган }\Осила коммутатнвлик Х)'сусиятига эга:

d e  с dq
di dt (24.51)

Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларидан Гамильтон нрииципи- 
ни келтириб чикарамиз. Эркинлик даражаси п га тенг ва по1еициал- 
ли кучлар таъО'фидаги системанинг хакиций харакати учун Лагранж­
нинг иккинчи хил тенгламалариии (24.48) курииишда ёзиш мум­
кин:

d di
dt дЯ1

dL
dqi

0. ( / = 1,2,. /2).

Бу тснгламаларнинг х;ар биринн Ь(р га купайтириб к '̂шсак, 
/ d dL

У
i=\ dt dqi

bqi-

(24.51) ни эътиборга олсак,
dL dL

- Ó ?í = —  
dq; didt dqi

Буни (24.52) га р̂ уйиб, 
d dL

dL
dqi

/ dL
\ o gt

dL
dqi

(24.52)

dt d Qi

муносабатни оламиз.

П

§ ' ^ б д ,  +  — б<!,) (24.93)
\ dqi dq¡

Лагранж функиияси L  ** L  {i, q, q) ;̂ амда курилаётган з̂ олда 
в / »  О булгани учун
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\ 4̂1 дд1 /г=1  ̂ ^
Шу сабабли (24.53) ни [ у̂йидагича ифодалаймиз:

^ ' У  
^тЛ дqi(-1

Бу тенгликнинг иккала томонмни системанинг Л :^олатига мос 
келувчи / = /о ва) т̂дан то системанинг В  хрлатнга моо келувчи
1 ва! т̂гача интеграллаймиз;

1 1 ^  дЯ1

г,
=  I  ы ш .

А ва В  нук̂ -алар ¡^узралмас булгани учун {8д[](^^=0 Ба[8д[](^: 
0. Бинобарин, системанинг >̂а1̂и1̂ий >;аракати учун

(о
ёки вариация и'юхрои булгани учун

б ] ’ы/==0 (24.Ь4)

тенглик уринли булади.
и

(24.54) да булишини з̂ исобга олсак,

6 5 - 0
тенгликка эга буламиз.

Гамильтон таъсири иш х вак̂ т бирлигнда (СП системасида кгм^с 
да) улчанади.

24,15*-§. Каноник тенгламалар

Ю 1̂орида курганимиздек (24.11-§), Лагранжнинг иккинчи хил тенг­
ламалари д1 умумлашган координаталарга нисбатан иккинчи тартиб- 
ли п та оддий ди(}уференциал тенгламалар системасидан иборат бу­
лади. Бу тенгламалар системасини 2п та биринчи тартибли тенгла- 
малар билан алмаштириш мумкин эканлигини исботлаймия.

Бунин г учун умумлашган импульс деб а та л ади га н ва Лагранж 
функцияси I  ёки системанинг кинетик энергияси Т билаи

р.г=— г= - - -  (24.55)
д.1;
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= +  (24.56)
/=1

тенгликлар воситасида борлангаы динамик катталиклар ни кирита­
миз.

(24.56) да a¡J Ф  О булгани учун барча лар ни р-̂ лар орь̂ али 
ифодалаш мумкии. Шу сабабли Ь функцияни фа£̂ аг р-̂ ва <7̂ лар ор- 
1̂ али ифодалаймиз.

Гамильтон функцияси деб аталувчи

= р,д, (24.57)
(-=1

-функцияин киритсак, бу функциян11нг вариацияси учун

6 Л  = . _ ' У « ^ 6 „ - У ^ в „ +
J .4  дщ а«,,

+  'E^PtЯ^ +  ^ZP^^Я^ (24.58)
формула уринли булади.

(24.58) да (24.55) га кура р̂  = булишини эътиборга олсак,
д

унинг унг томонидаги иккинчи ва туртинчи хадлариинг йигиндиси 
нолга тенг; бундан ташк;ари, Лагранжнинг иккинчи хил тенглама- 
■сига кура

д1 _  (I д1 др1
----- - ■ — г - - = Р1
дц1 <и дд1 д(

булади. Бинобарин,

бЯ = -  2  Р1 б д1 I-2  б Л  (24.59)

(24.56) воситасида (24.57) да барча ¿7̂ ларни йур̂ отиб, И (р1, <7̂ , 
¿) функциянинг вариг11.;иясини .^исоблаймиз:

б н  (р, ч,. 0  = 2 - ^ / ^ ' +

(24.59) ва (24,60) га асосан ь у̂йндаги тенгликни оламиз;

Голономли система учун ва лар узаро борлиц булмагани 
э̂ амда охирги тенглик ва 6 /?̂  ларнинг }?,ар цандай 1̂ ийматларида 
уринлн булгани учун улар олдидаги коэффициентлар мос равишда 
тенг булади.

•ёки (24.47) га кура
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дН
dPi

ОН (24,61)

(24.61) тенгламалар Гамильтон- 
нине каноник тенгламалари дейилади.

Агар система иукт алариг̂ ) стацио­
нар б0 1 маи11и1лар 1'^уйилгап булса, у 
холла (24.47) га кура системанинг 
кииетик энергияси умумлашгаи тез- 
„тикларнииг бир жинсли квадратик 
функциясидан иборат булади, бино- 
барин, ?)1 1 ,')ер[и1иг бир жипсли íjJyик- 
циялар хаки да] и теорем ас и га кура

24.1G- рмсм.
P¡ я i

t i  ÜL
dqj

= 2Г
Oq¡

тенглнк ке.тиб
Бу >̂ олда Гамильтон функцияси учун 1*̂ уйидаги муносабат урин- 

лн булади:

И ^p,q^ — L = 2 T - - ( T ^ U ) ^ T  — U ^  Г  +  П; (24.62)
яъни стационар борла]1иш 1̂ уйилган .̂ о.’гда Гамильтон фуикиияси сис* 
теманинг тули!  ̂ эиергиисига тенг бу̂ а̂ди.

24.8-масала. Огир.^ик кучи таъсирада ¡̂ у^галмас О iiyi^ra атрофида д;аракат- 
лапуг.чи ш̂ риляо!-̂  симметрия ys^Hínnir холати Эйлер бурчакларини ифодаловчи пре­
цессия бурчаги т|з ва нутация бурчаги 0 билан ани1̂ .чанади. Агар пирилдо!̂  масса­
си т ,  уиилг мпссалар марк;|.чилин О i'.yinüra'ia бУ'пан мгкч'фя /, г укка нисба­
тан мнерпич М0 МСН1И С, О нуктадпн Угувчи ва экваюрнал текнсликда ёгувчи их- 
iiicinií* vKK.a 1Пк:(')аТг|И 1н1ср..ин \и.меиги А га тенг булса. \|5, О хамд  ̂ соф а1ша- 
лии: ''урчаги ф уч>’п Гамилыои фупкаияси ва пир!!лдск!!ииг каионик тенг.чамала- 
ри ту;̂ илсип (24.1б-pac !̂).

Ечиш, Ц]1рилдо1\ огирлик кучниииг питсициалини уисоблаш учуй огирлик ку- 
чининг О iiyi\iara нисбатан моментининг элементар ишинн }̂ исоблай.миз:

dA — n:pj fl ci 0,
Бу элсмснтар hhi куч фуцииясниинг дифферент; ал ига тенг булади;

dU ~  mgl siri 0 J  О,
бупдан

и =  — mgl eos 6 -¡- Ci-

Потенг^:ял функщгл ихтиерий узгармасгача апи1̂ лик билан >;исоблангани ту­
файли, Ci =  О деб 1<;араш .мумкин. Шундай кнлпб,

и ~  — mgl eos 0. 
Пирилдот̂ ттинг кинетик энсргняси

[А(р^^-д )̂-\-СгЦ

(I)

(2>
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формула ёрдямидл аниклпияди. Dyn/i.a р, q на г лар пирнлдок бурчак тезлнгинипг 
X, у, г ког)['дингла у1уТс1ридуги ¡¡роеюшяларнни 1и!ю.шл;'иди; 21. i6-piic*\u;iH

ик;|нлтп1!к ionaMiî
(3) пя (2) га K.yiicaK,

Т =  — [А 01:- sin̂  О -|- t)-’) j - С (ф 4- f  СОч 0)‘̂ ],

Шундай килиб, Л^и'раиж функцияси L учун ¡^уйидаги ифодани и uimh.i : 

+ = ^  И  (Й-Чш^е-Ь0 )̂ +

~  с  (ф -f яр COS 0)̂ 1 — mgl cos 0.

(4)

(5)

(24.35) га кура рф, р ,̂ pQ умумлашган импульслар учун yui6y тепгликларни 
оламиз

6L
Рф = — г = С (Ф -Ь 4’ cos 6),

С>ф
P\i, = Л sin  ̂0 -f- С (ф i|- cos 0) cos О, j 

д Ф

Ре = = Л 6. 
д о

Ь у н д я и

А .  
с ’

0 =

А sin- В 

Pi)
А sin* 0

cos 0.

(6)

(7)

t4) ва (7) ни эътиборга олнб, (24.62) ([юрмула ёрдамида Га.милыок функ. ил- 
гини 21Ш1̂ лаймиз;

« = Г - 6^ = - (Рг;- — Pip

1
-Рг

sin̂

mgl cos 0.

Ро

2С
(24.61 Г'1 ,!'.':)сан, (‘ г̂.иь'гьгонмниг k;-ihoiiiik тепглямалариии

дН . ОН ■ д!1 и = —  , ср

Рф-

др, 
ди 
<ч ’

ОА,
дН

. Рг. -
си̂
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ёки

1|5 = Pj - Рф
А sin- О ’ 
р,|. - cos 0

0 = Л
Рф

Р,1: == t'- РО -■- ~  

Рф = О

курнпнтдл t'.-iHIJt му!\{КИИ.

л tg О iia 8 ' С
(Рф cos 9— р,|.) (р̂|. cos 0 —

А sin̂  О + mgl sin G,

2 4.16-§. Механик системанинг устувор мувозанати 
)̂ а}̂ ида тушунча

А\еХгЧ]П1К cfjcieAiaiiMiir мувозапатини 3 турга булиш мумкин: ус- 
тувор, ноустувор ва (:ефир1\ мувозанат.

Агар м\вoз¿:il-íT >олати;1аги механик система ну)-:та,ларп;;1 кичик 
бо]и.'1аип;ч K\4i:LL' ра КНЧПК Гси!лак|'ич тез.'Л1к ссрпш натижасида сис­
тема иукталари мугозаиат холгти ^кпиила тсбранма харакатла бул­
са, ciiC'iCMam îr б\'}!лаа м\'Б0:'а1;ати i;cri:!jco/j лп/во:мнат‘, мулозаиат 
хо.'1;т!дан y3(:i</iai]ja Го[са. h o i  сип,(ор лп/ыпоналг С̂!;!(.'гад[!.

Лга|) мсха.шк ci стел ани мукозаи;!! хсла-и!Дйн кичик ч̂ рлирит на- 
ти/касида !\;схаиик спсюма vniai хо,',ат:;а у;!м мугоаагатла ¡чо;;са̂  
системаштг гугааи \('/’aii! (̂ (/{>/..4 м1 И':снс;п л̂ ;̂:1 'лали.

24,1 7-pM'\i;;;i тасрпр '̂анггн ИИ "¡и’дрнит' 1-хп, :ати устуьор, 2-хо- 
j]:n\\ И(ЛС1 > ) С1' La З-хозат feij а; и лпл сззпагга \:гссл о\л:а олади.

Af,-]ai4';]iK. ro/obiCM/ii Г(л.'■аьии'лар к\ыччган лхлатик п'стсма- 
нииг xo.-iM-iJi i/j, t/., . . .. i;„ \ ]̂yмrmI'г¿■¡l ¡чсорланаталар биаал ани!-̂ - 
лаистн.

лМ\ млаип а)1 1\0 (.:|!линмта. larmi системаниш' м\'И!,):л1мат хо:лплдп1: 
Геи;,"ап уис'Гл■]f̂ \lи;л яъни л;урсзанат лолатпда Озрч:! г/,, о., . . q,̂  
коорданат;', за ]М:И ис'зга тенг леГ- 1д:р;1 Ймиз.

Ваьлнииг оирор naiiTiua спг/емаии \1\'воззи.;Т х(;,1атилзп орди- 
риО, скстемапизг uiy иаитдаги у\;ум.‘:за1га(1 коорД!1 [{аталапа иа \мум-
лаиггаи 1 ез )ик.'1арпни ;/;(j ва ncr;t;u'aii / паГ[тдаг1!С[!][и аса ва а-. 
била1] ('l. :Г;!лайм11,:>.

Сисюмаиииг уст̂ /вор мувозаиатига аникрок г.гьриф берпл) учук 
системанинг умх'млапи-пп коордииатааарн иа улум la-uran к'зликла-

рининг сои /уиГгмат'ани улчо!к313 кат- 
тали к ка кел riipa.MVia.

Лгар исталгаича кичпк Myco.ii 
сои е борамц npvnnaii i] >> О 
солки топиш мумкаи v>V3'icaKri,

Г|, (/ 1, 2, . . ., п) 
(24.63)
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булганда ва}̂ т учун

шартлар бажарилса, систсманинг бундай мувозанат ,\олати Ляпунов 
таърифига кура устувор мувозанат дейилади.

24.17-§. Лагранж-Дирихле теоремаси

Ю!\орида курганимиздек, потеициалли кучлар таъсиридаги меха­
ник системаиииг мувозанат шартлари (24.30') га мува[и1 [̂

Й11 ^  о, —  =  о,, . . ,  — - =  о

1-7,'|<е (24.64)

7̂,
купшшшда сзилади. Бу тснглама.чардаи курамизки, потеициалли куч­
лар таъсирида1 'и системанинг муЕ0 за!1ат холатлармга cílcгe r̂a потен­
циал ;)нергиясииинг экстрема. 1 (-̂ ииматлари мос келади. Лекгш (24. 
30') тенгламалар воситасида сисге.ма мувозаиашиннг усгувор.'шгиии 
íJиик̂ лaй олмаимиз.

Лаграиич 1788 йилда голономли ва идеал борлашии лар [̂ у̂йнл- 
ган, иогонциаллн куч.чар таъсиридаги механик система устувор му- 
возаиатининг етарли ¡иартлири ¡ч̂ йидагп теорема билан ифодалаии- 
И1ИИИ курсагган:

Потеициалли кучлар таъсиридаги систсманинг папенииал энер­
гияси минимум кийматга эса буладиган мувозанат холатлари 
истуеордир.

Исбот. КоорД1шаталар бошиш! системаиииг мувозанат хрлатида 
олсак, системанинг мувозанат холатида ^-0 (г 1, 2, . . ., п) бу* 
лади. Потенциал энергиянинг циймати ихтиёри!! узгармасгача аник- 
ликда хисоблангаии ту(})айлн мувозаиа г холатида у ни нолга тенг 
деб кабул килиш мумкгш: П (0,0, . . 0) — 0.

Агар мувозанат хрлатида системаиииг потенциал энерпи!си ми­
нимум кий\!атга эрншса, у хр.'1Да мусбат (■, сонни шуичалги< кичик 
танлат мумкшжи, уиииг атро])идя 1! =П(;7 1 , д.,, . . 7„) фуш-̂ ции- 
цн1И' 1^ушшГ экс'|'румумларн катиаи1масин. .\о:!да е тещ--
си '̂::?к ур!и1.'!и бу:!адм1 'ан О солада иотснцма.л эиср}'пи И м\'сбат 
¡чизматга булади.

Координаталардан бири, маснлац [) соханниг чегараспга тсгтм* 
.'1И ./, "  1-;ийматлариц, к_о,;1г<'!п координаталар ъсз, Ь  сохадя их- 
чнёрий кийматчарни (жум.аадаи, чегаразип 1-;иГ1м;тгла[)!Н1 хам) 1чабул 
к̂ 1лганда но'!енциал ::и-1ергияницг эиг кичик к.нйма'гиин И; бп:1ли бел- 
гплаймнз. П, албатта мусбат ¡сиймагга эга булади. Худд[1 шхиинг- 
дек, о координата чегаравий 1 0 и1 матин, 1'̂ 0 ,'п-ан коорд1:наталмр (жум- 
ладан .хам) О со.\ада ихгн"'рии 1;иамат;1а;)1ы (ёкн чегарзвии к_ий- 
матларни) 1^абул !^илганда нотенциал энергиянинг м(И1Нмал 1̂ пима- 
тин1{ 1 1 2  билан бе,лгилаймиз. 1Пу тарзда барча п та у^|умлашган ¡-.о- 
юрдинаталар учун катор

и „  И,.......п ,
ГЛ1



мусбат кийматлпрни оламиз. Агар уларнинг энг кичигиии П* бнлан 
белгиласак, у холда координата л ар дан бнри MHiv'lop Лчи>̂ атда11 е га 
тенг, 1̂ олганларн абсолют киймаш б>тп!ча е дан катта булмаганда

П iq̂ , >  П"*
булиши .му1*̂ аррар. Система координатзларига абсолют 1̂ иймаги t дан 
кичик булгаи q̂^̂ ь^ийматларни бериб мувозанат .̂ ола-
тндаи ордирамиз ва система ну1̂ таларига q,̂ f, бошлан­
гич тез а̂иклар берамиз.

Агар системага идеал ва стационар боглапииллар г^уйилгзн бул­
са, боглаш1ш реакция кучларииинг системанииг xaî Hî Ĥi! кучишида- 
ги ишлари иолга тенг булади. Бинобарии, бундай ?̂ аракат учуй энер- 
1 МЯИИНГ саклании! 1̂ онуни уринли булади;

Х а̂ракат давомида систе.манииг кинетик энергияси .\амиша мусбат 
бу̂ пгй]щ учун бу ифодадаи

П < Г ,  + П, (24.65)
теигсизлик кслиб чикади. D сохда потенциал энергия П мусбат 1̂ий- 
матга эга булгани учун {Tfj-^Y\^) хам албатта мусбат булади. 
ва Пр узлуксиз булгани туфайли -f- йигиидини исталганча ки­
чик 1̂ илиб таи.;1пб олиш мумкин. Бош[^ача айтганда, е дан кичик
шундай ц сонни топиш мумкники. I ва булгацда

теигсизлик уринли булсии. Бу тен1 снзлик i/,,„ ва t/„ ларнинг сои-са- 
Н0 1 с̂из 1\ийматларн учуп уриили булади.*

Шундай 1 и̂либ, (21.65) i'a асосан
r v ^ _ n > 0  (24.66)

У\!ум;]ишган коордииаталаримиг- бо1илангпч кий\!а'1',;!ари D соха 
ичида ётгапи ¡учрайлп (24.66) га асосаи харакат давомида умум.гаш- 
ган i/i коорД1Н1а галардан бйрор'1 аси xavi е цийматгл эрии/а о.̂ мяйди 
(яъни система иу1 -̂!и 'ари О cfivijiaH Ч135̂иб кета олмайди), чут^и ;-;кс 
хр,1да — И ман'|)ий киймагга эга булиши керак, бу иатижа (24. 
66) га апллмп.

Демак, системанииг тек'1 ]ириласт1'аи холат;: \-с'г\'ворлп;). К  
Бу тсоремаш;иг кат'ьи:'! исботи 1847 Й1Г‘1да Леж-и Дирпх;:  ̂ то- 

моипдан берилгаи. Uly сабабли бу viopcî vd Лагранж—■ Дирихм: те- 
орвмаси деб >̂ам агалади.

Агар потенциал энергия таркибида айрим умумлашгаи ксг-рди- 
наталар ошкор равишда катнашмаса, у х̂ олда мазтсур коордаиа галар- 
га нисбатан система бе|фар1̂  мувозанатда булади.

*) Масалан, бу тепгсизликнн ¡ '̂игоятлантириш учун 7'о< на И, 

буладиган qî  ва ларни илгаи eTaii;m,
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Maca'iaii, горизонта.i ясовмига Э1'Э булгаи дилиндркк сирт )'сти- 
даги сгир моддии иукди!и1нг муспзанати каралаётг;1[1Да .v и-̂ ии г[Н- 
диндрн!и1г ясоБЧиси буилаб йупйлтирсак, л' коордннагага иисб.'пмп 
нуцтанинг мусозапатн со.Ьапк ,\!yp,o.4ai!;iгдан иборат булади.

Потенциалли Ky4,i¿^ таъсиридаги, )̂Сжинлик даран̂ аси б[фга тенг 
булган систсмании]' ,\!}Еозанати битта

-О  (24.67)
dq

тенглама билан ифодаланадн.
Системанинг р̂ аралаётган мувозанат :?̂ олати устувор .жанлигини 

аницлян! учуй системанинг ногенциал энергияси бу .\олатда мини­
мум кинматга эга булиш-булмаслигини текишриш керак.

Агар q = мувозанат ^олатида
> 0  (24.68)

Ы-ч,
буч1Са, потенциал энергия минимум i\HÍÍMaTra :-)риШс’Ди.

Мабодо ( — \ = 0  булса, иккинчи >;осила потенциал энер-
- ‘̂0гиянин)' минимум к̂ ийматга эга булиш аломатинн и((юдалай олмаи-

/ И \дн. Бу холда потенциал энергиянниг навбатдаги ( —~  хоси-
à r

латариш! х̂ 1Соблашга тугри келади.
Агар погенциал энергичниг1 г биринчи нолга тет' бу.шагай .хо- 

силаси жуфг та[)ти5ли î a .мусбат киймагга эга бутса, v \о 1да q -~~ 
í/,i мувозинаг холатмда гютепипал энергия ми1П1му\1 1̂ ['(матга Э1’а 

б\'лзди, бинобарин, системанинг бу угувозанат .\о,'1атн устувор му- 
во. ;̂натдан иборат булади,

Д|'арда ноте!Шиал эиергиянинг биринчи нолга тенг бчлмагаи .\о- 
сил.чсн то;'; тартибга эга булса, у ,\олда с/--<7о да на Mnini\ry,\î ва 
па максимум мавжуд пулманД1г

Потенциал энергия минимум !\ннматга эга бу/гмаганд i система 
мувозанапши A M . Лянуион теорома.'1ари воситасид i '̂’¡ицл.анади.’"

ÍÍ4.9- масала. [\узк̂ .̂1м:1С О шприпр ¡-ирофп.чл 
()Лг1ДиГ'!Н 0 |-ир,:иги G вя учук ^̂ гн I гя 

leur ОЛ С-тержепиинг учигя ЛВ пружина (">ирик- 
THpĤ iriiH (24.18' рлсм). .'\гпр чС.чилг.гщ':-'.!! пружи- 
HiiiiHHi' узунлигн / на пружин они иг пикирлик 
K0 ï 4^ “ îint‘HTii с га )'ен1 булса, с ¡qy/Kciiunur ус- 
ту вор мувоз 1̂нат хола'1и аптупяисин.

Г.чнш. Стержс!Н1Пиг холгииин ср бу|)Ч9к бн­
лан яь'иклаш мумкин. líly  сабабли yMVMoiíiiíiraii 
координата учун <7 — <р бурчякни сламня. Систе­
ма нииг [тотенпнал ^иергимсн стержень гтирлик 
кучипинг нитенциял эиоргнясн 1Í,  в.ч дс(}юрма- 
иияЛ'Л?увчи ируж)П1.')Н!!нг потен.лал эниргняси lío 
л;|пп'шг йи)-индисидаи ибора1

1Í -  I Í , 24.18- [;асм.

1950. 

33—2282

) Ляпу|.'ов Л. А5. Ог'щая чадяча об уст^ичпросги двн>1;еиня, М: Гостехиздат,
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Бунда

TÎ  —• — G Zq f П2 — cĥ

б^лйб, Zq ва h лар

cos (180° — ф) =  — -^со8ф;

ЛВ ~ l  =  21 sin — / =  /^2sin — l )

-(ялар срдамиля анмклаияди.
I !:1Т11жада системанинг мотепциал энергияси учун

С I
и  -  - соз ф с /-2 ф2 sin - f - l

70НГЛ11К уринлн булали.
Потенпнал энергиянинг умумтянн'ан координата ф буйича биринчи ва иккии- 

чи тартибли >:ис!1лаларинн питутайыиз;

ап
г7ф

0 (f-
Спстсмлпинг м '̂возапат холатида

(2 с I —  С) I sill — с cos

2 c l ~ G  \1 sin'̂

2 ’

д ф
(2 с / — G) I sin - -- — с cos

с /а ф
—  Si n

Бу 7п1гл!1клпн гистелгянпиг м_\'мкин булглп иккита мувозанат шлртларини олашз!

j 2 с / ■ G j I sin ~  — с Р  ^  О, 

Ф'.

Sjn Ф1 cl
2 c l ~ G  ’

2) cos -  0, -  9 0 ^  ф . =  180^

Сиси'ма устувор мунозоиатда булиигя учун

д-̂ п
-Г > 0atp-

iiuipi |'аж;|рпл11Н1и яарурлигини назарда тутиб, системанинг устувор мувозанат 
xo ianua  G с1 орасида i-^aiuaii муносабат мавжуд булишини з̂ ар иккала 
.\плла к'кншриб курамиз:

с/
I ) Я П  -

Б\ 11\я

2 d -- G

/ Э ■ л '

бУлгандя

дш Ф1

2  с (

I {С I — О) {3 с 1 — G) 
2 ( 2 c l ~ G )

<1, G<clcl

S14



д , ф ((,
шарт бажарилзди. Бипоба|;ин, слстеы.'пшнс ф, бурчакка мос мувозанат ;̂ олати 
устувордир.

2) фз = 180̂  Оулса,
' æ П ]  { G ~ c l ) l

булгани Tyi[)aiuiH

ф = Фа
У  ?̂ олда О  с/ шарт бажарилганда

(— } >0[ д (р̂  /(р (Р2

теигсизлик уринли б^ляди са системанинг бундай мувозанат хрлати уступордир.

24.18- §. Системанинг устувор мувозанати Я1̂ инидаги 
кинетик ва потенциал энер«иялари

Агар систелта иук^таяарига голономли стационар богляиншлпр

1^уйнлса, Í/2 , . . , , í/„) хамда 1 ^  = 0 булади. Вуни
д!

назарда тутиб, (24.47) га асосаи мазкур системаргииг кинетик эпгр- 
гияси учуй

^hiChqi (21.69)

формулами оламиз. Буидя A¡¡ коэф{1'1 ;ц|'1еитлар умумлаи1га!! коорди- 
иаталарнипг dункци5:с1!лан иГграт xâ :лa .4;^--Иу, ii, j 1. /;)■ 

Агар гистемапинг мувозаиат .\(м;гп1 устувор бу.'К'а, CMcieiVaiinrc 
бундай лолати учуп потеиш:ал ^н^рггя ^■!Г;■v̂ y ¡л'Г^'пгл ГУ- 
лади. Потенциал энергия :!>;ii'cpi:¡i агл :̂a aîii iv'aníTiin ту­
файли координаталар гслг'Л’н í : ore пмл' :v;';iiop ;рла- 
тила олсак, бу холатда i:orciiri:ao эпсргнгш! исола тенг ,i,c6 uapant 
мумкин: '■

Л , - î t (0 .  О, . . . , 0) -  О (У4.70)

/l-,(i/i, , (¡n) К(вУфиил-Л1 г;: , t; > [;01-М1Л1:ал
ЫгЛЛ'П ’̂ЛЛ (7, — О ~  1, ,'í) Г.НОЛ.:'̂ Т:Г лоЛ':';Ч TciïiGp IUÍTO- 
р;аа (л;У!Я:

Л; - - У; ! л ¡ т “ У" i ■' 
л'М '■ у у  : У:л i ■■■■■

(У!!СТеМ;И:ИИГ уСГ\ЛЗ';0 ',:yi" ■ 'Т л ■:Л::'ИЛа:ч КЛЧЛК хаг>'*ка'1'ини 
теклпмлплля уии!й' кплсгпл ла i-' л:::--. i -и :;| :'лси тарК1гбид:;! л д.
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ва naprii нисбатан учинчи ва ундап roî opn тартибли кнчик мик> 
дорларни эътиборгл олмаимиз, У >̂ олда (24.71) да фат̂ ат би-
р;:пч1! хяд билан чегараланишга турри келади. Чунки (24,69) га
асосан кол гаи бошка хадларни га купайтирганда учинчи ва 
уцдаи кжрри тартибли кичик мицдорларни оламиз, Натижада систе- 
îa]ИillI' кииетик энсргияси учуп 1^уйидаги ифодага эга буламиз:

1,Ы\
(24.73)

бунда О:.; ~  коэффициентлар узгармао булиб, Оу = üji муно-
c;i6,-n,-'Лрии каиоатлантиради.

(24.72) да (24,70) ва (24.30) ларни назарда тутиб, учипчи ва 
\ндаи iCK/зри тар)'нбли кичик мнкдорларии эътаборга олмасак,

булади, б\чг

и
¿,/=1

д- И
( i , ],П)

(2 4,74)

(24.75)

узгармас булиб, бикирлик коэффициен/плари дейилади ва Cij = с?; 
му]!(Х'абмтлнр уринли булади.

А\аълу\ИчИ, утбу куринишдат

F(.v„ . . . , лд -  У  aijX;Xj (24.76)
0)-1

IIKKHM4Ü даража.'ш бпр жипсли кугг'̂ ад квадратик форма дейилади.
(1>;иугг мусблт ;^ийматга эга вл a'i, . . . , ÿзгapyJ^чил;Jpнинг 

барч 1C1I ч.) ]га теиг кдьтматларни 1^абул 1>;нлгандагина нолга теиг 
бу.мдлг.н! кн̂ .'̂ p.лlnк рорма яусоапг аниклан^^ан квадратик форма 
дсаиладп.

ßy таърифга кура, о<к:гемлиппг кин: г̂ик эи^ргияс;! мусбат квад­
ратик (|))р\1 аД1 н и5')рлт булади. Шунингдек, муиозаиат холатида 
11̂   ̂О ва муво^ипт .\олати Л1<;ицид:1 иотеидатл энергия .мусбат, 
я 1 . 1 П1

п - - -  V  с„  ,,,Ч1 > 0  (2-1.77)
01=12

булгаии \чуи у хам мувозанат .хрлатп Я1упи1да мусбат anniv îanran 
квадратик формадан иборат бу..'!адп.

! 1ста Iran квадратик (¡.юр.ианииг мусбат аипклаш'аилиги цуйидаги 
Д Л . Склы.сст/) (1814 — 189 7) кршперийси ор1у̂ л и а и ШуЛ а на ди: 
K<iadi)amuK форма мусбат аникланган булшии учун мазкур форма 
матршии ииинг барча ôouj диагаиал минорлари, яъни

Л, -  а,1. Д., !а.„ ü„.

i î , j  0 ^ 2  • • • « 1 «

• д .
^ 2 1  ^ ^ 2 2  ■ • • ( h n

1

■ ■ ^ ; г ,

(24.78)
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у/Уу-У/у/у/ У/УУ/у̂ У/'̂ уу̂ уД

О
ь

ч и ш

24.19- раем.

т'пталиклар мцсшт бумиии с̂ арур еа епиу'.лиоыр.
Бу критериГшн фойдаляниб Лагранж-Дирихле теоремаспми ¡̂ уйи- 

даг.п тартпбда цуллаш мумкин; иогснциал эиергияиинг му:озп'аг 
>/.)латл я ц и н и д а л а р н и н г  даражасм буйича иккинчгг 
даражалн кичик мш'^доргача а!ги(̂ ликда 1^аторга ёйиб, бпкир.-!ик ко>ф- 
фи"и11е!1тлари с̂ у ;шрии то1И1б, (24,78) детерминантларии т\-япми;̂ .
Агйр Л / > 0 ( / 1,2.........../г) шарт;[ар бажарилса, спстемииин!  ̂ \ту-
Бозанат ,\олати устувор булади.

‘¿4. 10- масала. 24.19-раем, ¿1 да тг:1С0ир.'!Лига!1 мпягиик.к'р с;л'Г(-масм к̂ .-рги- 
кал хо.'иттининг уступ; ¡:ч':игн текширилссн; Гкркн';!) маишик
И1!Н1̂ мг уз\'1!:п;ги' 4/и иккппчксиникн ЗЛ ва учтагчисиники >са 2Л га и ш . X : гпмп 
м :̂йТуи1Кла]')ПИНГ Л!ассал 1̂ри вс. пружиналариипг бпкиронии бир мглла Г)\’л 1̂ и, лг с 
равмшда т  в:) с га тепг. Пруж;п!ллар бириктгрмлгги: 1;\ктал;,[',|; I! мглппик 
чал^5п;!Н1П1Г орярлик марка:5лар^1гача булгаи масофалар /; I а тс'И!. Ст^^р;ко1! :а|Ч1,тг 
шсса-;ари ,\исобга олнимаС1!п, ¡:1ярчалар эса моллий нукталар Л1;б караиаш; 
млятнпклар вертикал вазиятла булгйндя пружиналар кучлапмагаи холатда су- 
лад я.

Ечиш. Система!!^!!!!' эркпнлик даражаси 3 га '1енг, мумлаим ап ю.ю]\'111и?1- 
7ПЛЮ уч\Ч1 ^:aятник с'к'ржсакТарнмгг всртикалдан сшш бурчакляршл! олал-мз 
¿24.19-*рйсм, 6}

Я\ - '■/2 Тг- Я-̂ —
I!р'ужчи,'!ларнинг .5ласт1и-;.7,;к к>'члар;и[и Р , , Рл, Р-̂  билаи белгиласак. оу 

кучлар1Ш/;|- мии̂ дори к и 1идап;ча ;^иикл;!нади;
¡■\ ^  г сЬцу, =- 2 кс (()-, — ср1), Г,^^- Не :(г̂  -- ПЧ)-

Систсм;л:инг потсниил.! эпсрги '̂сини деформацпяланган ир\жипа 1,'1рпипг по- 
тек;и';г;л 5>ь‘ер1т’н<;:-: пя стрлик кyчлapíi по1с::и1и1.1 А(;сч)гинлари Пц нииг йи-
рипд;;с;:л-.н ¡юорат леб карайм!)^:

9/1- . 4  /1̂  /I-
C(f¡ ^  у -   ̂ -  >р,)- -'Ге)-;

Пм — 4 т  ^ /I (1 — СОЛ Ф 1! ~ З m g Í 7 ( l ~  соч Ф,1 — 2 ^ /г (I — с ф;*}.

9/1-2 .п  = ГЬ Н- Пп -  —  '.ф| — 2Н'- (Ф^— Ф1)- Ч- -,7— <ф:) -Ф-.) —

— А т  g h { \ ~  С05 ц\) — Згп g к{1 — со? (, Л — 2 т ^ П ( \ ~  са? гр̂ ).

517



Г1от(.-'!5ч,мгп энсргиь-мп ipi, (f.. (j i ф.| л ipiiiíHr Дйрмжаси бупнча ^̂ аторга еямиз
еа Gvii.'iíi

’ГТ '1'cns Cfi i— . , coí '■j, i — ^  -i-9 ■ '
Фз

eos фч = I
2

урки Kí íy.iH:!:;-'!;' :^ь,и0оргя оламиз. Агар учи!!чи ва уидан юкрри 
t:i|)¡;íó hi Kii'Uiíí M H i < v s r i í o o p r ? !  олми.'як, системпнииг noTeimnavi энергияси

9 ¡Í- Ii-
11 = -у- с q] 2 /;■' с ((], — ф,) ̂ ^  —  с — ф̂ )'' —

3 р .
-  2 т  g h (¡ í - —  т  g h <̂ -2 ~  и h Фз

формула ёрдямидл пникляпади.
(24.75) гя асосан бикнрлик KÔ |j;i)miHCHTviapnnn хисоблаГ(миз:

<̂ 11 —

0̂  П \
 ̂ ) --- ¡ЗЛ^с — А т  g Н.

/а^п\
2 — Ъ К ^ с  —  З т  g h ,

Ф2/0

= fî  с — 2 т  gh,

Cj2 — C2I —
f д^П \ 
, Ф1 ¿ Ф2

= ~4h^c,
i о

{ д'̂  и \
йз — — л . I =  0>, f) Ф1 (5 фз 1о 

/ дН1 \
\ ^ Фг ^ Фз /о

=  - h ^  С.

Сильвестр критерн1’1силн (^уллаб, 1<,уйвдаг1г устувор мувозанат шартларини 
оламиз:

1) Д| — Cji >  О,

2) Дг =
\3 h - i  т  g h:> 0\

1̂1 1̂2 I
С>1 Сц I ,

\ 13 h- с — 4 т  g h — 4Л^с 1 ^ а
I — 4hU sh^-c^3/n g

49 /[1 с- — 59 m g h'’̂  с ^  12 m- g- /¡‘- >  0; 
1̂1 1̂3

3) A3 =  C21 Cj.i C23 > 0 ,
С3] C32 Cj3 I

13 h'̂  с — 4 rn g h — 4 /¡2 с O
— 4 с Sh'^c— 3m g h — h- с

0 —  с h-c —  2 rn g h

(l)

(2)

> 0,

36 Л“ c* — 153 rr, g - [- 130 m- с — 24 /1̂  ‘> 0. (3)
Шундай 1\или5, сис1ем;]иннг устувор мувозан’ат ¡н.-фглярн (1) (2), (3) тсиг» 

сизлнклир билаи и(|юда,'1;1н̂ !ди.
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24.19-§. Эркинлик даражаси бирга тенг механик систе­
манинг устувор мувозанати я^̂ инидаги кичик тебраниш- 
лари

Эркинлик даражаси бирга теиг механик системага ку|;илгаи ггь 
лономли борлапитлар сташюнар богланишлардан иборат бу.юа, б_\н- 
дай система]шнг мувозанат хрлати якчнидаги кинетик ва noTei-iHiai 
эисргиялари (24.73) ва (24.74) га асосан куйндаги формулалар ёр­
дамида хисобланади;

бунда с —
Ja-

Айтайлик, с > 0  булсин. Бу >̂01да потенциал энергия \tniHuiy\f- 

га эта булади ва Лагранж — Дирихле теоремаснга кура, систсма­
нинг мувозапати устувор булади.

Курилаётгйн .-\'ол учуп (24.79) ни на.эард-! тутиб, Лагранжнинг 
икииичп хил тспглалгасп

J _  07^ д Т  £И

dt  ̂Я dq dq
ИИ тузсак,

еки

Бунда

ад ^  — с q

(24.80)

г
(24.81)

I' а
(24.80) тенглама (17.2) га ухн1ашдир. (17.2) битта .mojitíih нуц- 

танинг гармоник >̂ аракати1П1, (24.80) эса эркинлик даражаси бирга 
тенг механик системаиииг .^аракатнии характсрлайдн.

(24.80) генгламанинг умумий ечимини (17.3) вя (17,7) га ухшаш 
бяр-бкрнга эквивалент булган ¡^уипдаги икки xiu куринишда ёзиш 
мумкии

q = cos к ¿ С, .sin k t
ёки

q ^  sin (/г í — о.). (24.82)

Ьу тенгламалардаги С, иа Cj ёкп tf, ва а. .vap интегра.'1:1аш дои- 
мийлари булиб, .харакатнипг бошлангич шартлари дан ан и ланадн. 
(24.81) тепглик ёрдамида тебрани!илариииг доиравий часготаси .\и- 
собланади,
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Te6pai¡nuj::¿ip даври учун

Т = 2 я
2 л

фюрм\'ла уринли булади.

(24.83)

24.11- маса.па. Л^ассаси Л.' га тепг булган юк, 2 хамла бяр-бирига г.гахкам 
Сипи к i ап 1 иа 3 1!:и]ли ¡Ч'ллпраклар ёрламила ларгскачта келтирнлалиган 
т  мл'/сяли TUiJi.'in реГ:кп учига урнатлган (24.20- р̂ с̂м, а). 1 ва 3 тишлн 1 :̂лдн- 

ракларп.-:1)г киириия момоглларм j^, 2 рил.чиракники sea /g; радиуслар ;̂ мо;: ра- 
вишда R i, г, Г<2 2 гиллирак бикирлик козффи1!ие5Гги с га тсиг ва
раем '.-í шаптли равяшлн с11Н1:.ал пружина тарзида бери̂ и'ан етаклоБчи салга бн-

С1!С1 '̂>'';)!И11г ;,рл1'и тебраииш часготаси ани1̂ лансиг1.
Гчпт, x̂ ■̂̂ aтиi¡и етакло? ч̂и валк.-шг аплаиши бурчаги билан

аи[11:лп1и .м\мкиц. B:n¡: бл]:'И!, c Îcтe !̂aиlIнr эркинлик даражаси бирга була-
Д;|  ̂ yvM larirau коорлинг;:! учуь; с/ - ии олами̂ !. 5 ')L!J'!.i;ifii4 па;:тдг; гишли 
pciKaii!!!!'' :.п;;;гч унаиг г радаусли рилдирак билан tí^iü'¡ашган О
nvKi.i.jiii I ''v ii’ü'i. Я|:ИЛ ■: — П да у — О, .tj — — а булсмн. Бунда .у, б;;лан юк- 
H1ÜÜ’ бо.!1 ¡Mi!; :i'i коо,)Д1и̂ э:;;СИ сел1'иланган.

к'л вп т!ии И1 !'е;^<аларнинг о^арлик куп ар и  Л1^ вг: nig ларпя хам­
да ек;к.'И');'^л1 15;;лиич:- 0 \;у:ли:[1га кар"Л1а-лаати ¡К'налгаи этастаклик жуфт 
M'.M'I Л':1 .1;, П!1 Tt'С 3'! I'Ла1! Mi! 1 ;2^.20-раСМ, б).

í ;:¡K ;i: !!': (-:;!р 'ик млрк...̂ и С >узлат!пг ^галлаганда yiimir когр л!натси г, 
У :а'.| х — ;; га тенг пулади; гилдирак 2 эс?. (nrr^-rV:; Г'.‘П'1ак- 

и: ;а. Б\.ма билан пм.яарак 2 нинг статик л'увсзаиатига ай*
урчаги белгилалгаа.

Ai .•!)? t|'., ó>{'-ia<4iii) кичик даб ьарасйк, у хрлда гилдирак 2 га микдор жя-
VH-aii

A'íi — с (фг фз)
га ';с]|Г Е:'лас1иклик >;{уфт моменти таъсир этади.

С-чстеманин! пс-генциал ьнергияси юк ва тишлк репка орирлик кучларининг 
no'jcH ка,; ь;:оргиялари 111, Tig хамда етакловчи валнинг еластиклик момента 
ncTtiaaiaa ьнсргияси I I 3 ларг[ннг гт-ннднсидан иборат

11 =  П } -j- П 2 П 3.

ка
ла1а

Г
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Бунда
П 1 ^  ~  ггг g X, По — —  (х ~  а),

1 . Щеп,1̂3 ”7)̂  ̂(Фйст г Ф̂ )2 2 
булиб, X, ф] ва фз лар орасида {^упидаги муносабат мавжуд б^лади:

X ^  Г = Г щ.

Шуядай цилиб, сисгемаыинг потенциал эпергиясп учун цуйидаги ифодани 
‘Оламиз:

^^1ст ^

с фо
=  —  (:И -I- т )  [Уг — - Фг +  Л? g а с  Фа ф ,- [------

■ 2
Спирал пр\'ж!п!н;4гнг статик леформацияслга мос мувозанат ?^олатила

—  =  О бГ'Ианн учуи 
\5ф2/ф,=а ■  ̂ ^

— (Л1 т ) gr -^с == О

тепглик \финлн бутади. Б }’ни иазар;и1 гугиб, смсгематтг потенциал энергияси 
;у'чун цу1"1идап1 ифодага эга буламиз:

1 2П = Л1 §а~ -ус  ,

Погсшшал 5н;.:рг;гяни11г ф-2 буйича хосп "аслшн храдблаймиз:
а 11
д ф2

-  с Фа. (I)

---- = с > 0  булгалн учун потенциал .̂ »ноогия мииимум цийматга эга булади ва
ЗФз ■
Лагранж-Дирихле тооре̂ ,:ас-1:га куря, ф'̂  =  О атроф!1дап1 систсманинг мусозанати 
устувордир.

Смстс'макинг 1СП1етяк ан1̂ рг11яси

Г=Г,4-Г2:-Гз (2)
бГ’Лнб, бунда Г-; за Т, лар рагч'кида 1, 3 оа 2 г'.!/диракларнинг; эса юк 
бнлан ТИП1ЛИ рс-]1каг:;г:!г к^яешк :уиергияс1и111 иф.''дала11ди.

1, 3 ва 2 F̂ f.':лг;ppк;:ap У31-а 1мас у:члар атроф'Идп aГIлaн^ш харакатда, тншли 
рейка ва юк у;^ бр;ллб 'гугрл ч!1:5икл1: харакат,чя булгг-ни учун

^1— ^  ^  2̂̂ *̂

^  '̂ 0 х̂ '

Вувда
• /?г • * * /?а •Ф г = - ^ Ф 2,  ̂= =  ̂—/\ 1
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булишнки назарда тутиб, (2 ) ни куйндагича ёзамнз;

(М 4- ггЛг Ф2- (3)-и г У  ‘ .....  ' и , /
\2 / /?2 \2

(3) Лй ;; =  /, -г -Ь;//)/'- I “  Ое':гилат кирптсак, кинетик энер-\ « I / \ м /
гия}шн( хрсилалари учун [ у̂йидаги ¡]фол )̂ла['11И ол^миз:

дТдТ (I дТ
Ш Фг. д ф..о Гр 2 (,/ ф

Система учун Ляграижнинг :̂кки;p̂ и хил тенглам^синн
дТ дТ

Л
ку|:нн15шда ёз:^б, (1) ва (4| ни (5) га купсак,

бфг

(4>

(5>

еки

бунда

а ч'2 с ср.,

Ф, /г-'ф,_, = о.

I  а I/  (

систе‘'1аи11и1 кпч)]к теСр̂ ^шит.чар лоирпвпи частотясиил ифодал;1Йди.

24.20-§. Эркиилик даражаси питта булган системанинг 
сунувчи тебранми .\аракаги

Техиикада учрайдпгнн купгина мясалаларпи счишда эркинлик да- 
ражаси бирга тенг механи.к система ну1^таларига потенциалли куч- 
лардан 1 а1 1 1кари, мухитшшг

(24.84)
к\ ринишдаги чи1!1пчли кар]л)1лик ¡(учи таъсир этадигаи холлар уч- 
райди. Бунда карти.тк к^}Эффициентика ифодалайди. Система. 
1'!инг харакат ди̂ 'хрерсициал тенгламасмнл тузиш учун

А   ̂ ^
(¡1 --

дч
(24.85)

фор.мадаги Лагранжнннг и]а<инчи хил телгламаларидан фо'аалаиамиз
(24.85) да

Q--Qn+Q^^ (24.86)
бунда система 1]у1̂ таларига таъсир этувчи потенциалли кучларга 
мос, эса каршилик кучи га \гос умумлашган кучларни И(})0 ' 
далаиди.
522



{2'* ни
С)П _

гЛу
(}П 111 (24.87)

'ни (24.22) га асосан
— V

(24.88;
v--t

формула ёрдамида аникл;и1ади.
—> —̂ дг., дг

(24 88) да -— ^  == -—  муносабат уринли б>̂1ишини назарда 

тутиб, 1!мнг ( и̂йматпип куямиз:
.V

,24.89,
•“  й« '5'.' 3^

(24.89) Д!1П1 с Ч у диссипатив функция ск!1
Jmш ^
V— !

Релей функцияси дейнлади. Г)у функция хзииинг гузмлиши буиича 
системангшг кине'гик эиергиясига \̂ \ша[Г1, лек(ги унда н\ кталарни1 1г 
массаларп урпида ь;ари!илик коэффициентларч 1^атна;гади.

Ф  фулкци,я1 'и () ва д ор1 а̂ли исродалаймиз. Бунииг учуи =
^  -V (Гг\. .=  (с/), ^ С} экаплигипи уътиоорга оламиз:

-V . 9
ф =- =“  4  У !  и» ( 4 ^  г  -  4- (24.90)\ о.] /'2

\—1 \=1
2

л

бунда ж.'/) — "^^1 !ч1 - --— 1 узгзрувчи булг1б, уки ^  О атро ̂ ида
4£̂аий ■

о, П1И1Г лпражалар;: пУГ’пча Тейлор катормга сями: :̂

В (1/)--я, + | ^ )  + . . .  (21.91)

Агар дпссипатив фуикппяии хисоблашла уч[1ичм ва упдан Ю1̂ ори 
тарт!5бл1( к!1ч:гк мп/^юр.(арка Э]-.ть1'к/[;Гс1 олмасак, у .к(1 '!да {24.91 да) 
г!'.ак;'т бирин'н! ,\ад В,, Салан чегаралалатга пт'ри келади, ч\лши 
^24.90) га асосам бошка хадларни \я купайтиргаида учинчн оа 
упдан юкори гартиб п! кпчпк ми!'дор. \нрни г:‘Л:-.>!из. Бунда /5о = 
бслги,'|ат кмшп'иб, ¡ччч'шлага иг|юдага эг̂ ;
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u катталик ^згармас булиб, уму.члшиган партилик коэффициенти 
деЙ11лади.

(24.79) ва (24.92) га асосан, Лагранжтшг иккинчи хил тснгла- 
маларини тузмш учун яурур Султан кипетик эпергияникг ^̂ сснлала- 
рини ва нн хисобл<1Ймпз;

о!' ■ d дТ "  дТ---^  ау, —  ----ад, —  = О, (24.93)
дд д:!

- - - - - -  = — Р (24.94)
дс/

(24.86), (24.87), (21.93), (21,91) ларни (21.8,1) га [-̂ уйиб, эркинлик 
даражаси бирга теиг системаиыуг мухитиинг низиклп кариш- 
лиги птъгАгридаги ¿:(;иусми тебранма харакат дифференциал: 
теис'ламасини !<;yni';jai-i! куртттда o.'iaviio:

Ф  =  (24.92)

а i¡ — с L/ — U q
еки

Н- 2/ ;̂///-.7 -  О, (24.95).

булдл — = А’“, î - 2/г г:е.-;г!?,)ашлар KiípiíTu.-iraH.
.7

(24,95) Tei¡i'.'ia.\::-i модЛ!':п íí\'угаш'нг cvi¡\вчи 1 'ебрппма харакат 
ди,|у|)ере1]ц1)ал теш ламася (17.11; га ;\хшаш булиб, уни Ештсграллаш 
17.3-';̂  .la бата:.|<си;1 ба.ён этилгаг;, (24.95) ini яптегра,1ла1ида 17.3-§ 
лап'дск упта .чолки ;мо.\ил'!-а,ло,\,мла кургип керак; 1) п<Ск (t̂ apiiiii- 
лик кичл]< бу.-jrají .хо..'); 2) п > k ()-̂ ярп1Н.‘1пк кагта булган .\ол); 3) 
п ^  к (чегар.чвий хрл). Бпримчи хрлда механик система .муво.-;анат 
хрлати якинида с\нупчи Т'сбран.ма .̂ р̂акатда, пккинчп ва учинчи 
хрл.'зарда sea апсриольч-; .харакатда бу..̂ 1ад|).

21.21 -§. Эпк1!нлпк даражаси бирга тенг механик систе- 
мпнлнг мал(б'*рий тебракма харакати

Эркин,аик да[)а>кас1! бпрга тенг механ!!К система •1у>'таларнга по- 
теиаиа.'ми ]<уч, Агулятити' тс.пикка ироиорциги'ал 1':ар!иилик кучи 
на |-5а:д 1!ииг 0;ун1д[ияси,1,а|1 ¡юорат уйготунчп куч таъсмр ;̂ тс1!п, Уй- 
готувчл кучга мос у.мум':ап[Г(И] куч 

Q, -  //sin ipt^-b) (24.96)
формула ëpлa.̂ гидa аниклападигал хрл пн ¡уараймиз. Бу .уолда (24.87), 
(24.94) ва (24.96) га acocan, Q умумлашган куч куйидагича анп1у 
ланад]!:

Q = QH дф _1_ __  ̂̂  Р1 sin (.̂ / 4, (24,97>
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еки

(24.93) ва (24.97) ни (24.85) га кСйсак,

ад ~  — С(] — 1̂] -\- И {р1 4* б)

д+  2п о-г — Н^%\п{р(-тЬ) (24.98)

тенгламани оламиз. Бунда //,»-- — .а
(24.98) те и г лама тезликка пропорционал каршилик куча е.а 

вактнине фуикаиясидаи иОорат уйп1туб'чи1куч пшъсирида оулс-ан, 
эркаплик даражаш Оиргс тенг сыс/пеманинг мувоэанапг холата 
янинидаги кичик .шжбурий тебрсшма харакат дифференциал 
тенгламаларини и'})0 далайди. Бу [онглама х\’дди шуггдай !чу'̂ -'(ар 
таъсу1ридаг11 иу 1̂ таиннг мажбурий тебранма харакат диф(|)ерснциал 
тенгламаси (17.49) га пулиб, уни интеграллаш 17.7-§ да
батафснл баён этплган.

Шуида11 ки.1иб, эркпнлик даражасн бирга тенг механик система- 
н;п1 Г мувозаиаг хрлатм яц!1нидаги кичик харакатларини урганиш 
моддий пу1\1анинг харакатини ургании1га келтирилади.

24.22*-§. Зркинлик даражаси иккига тенг механик сис- 
теманинг устувор мувозанати якимидаги кичик тебра- 
ииииар:!

11оте1п;,иаллн кучляр таъсмрпдаги голопомли, стационар борла- 
яиш.лар к\йилга1 ! на эркгимик даражаси иккига теиг булган мела- 
и;]к систс‘М̂ и1 [:ц|- уст\'вор м\возаг1ати якпнидаги кич[1 ;< тебранишла- 
ри!и1 теки1Мр!!1и учун умумлашгаи координата.чар учуй системанинг 
м\'Воза1К:Гг \олггп1дап хпсоб.тниадиган са (¡.̂  координаталарни ола­
миз. Сл!с:'еман1 ;]П’ му'В0 заи.-1Ти усчувор б}мга!И1 туфай.ш с/,, хам-
,,"1а о',, ;/V лар ('■■.Л1 дай .м',л>оз;и1ат хр.лгп'м '/¡1';инида хамиша мицдор 
■.■кп/̂ :'тд-1 ' 1 ка^л"' хпймат'1ар1 а эги б\'лаД(1 .

';:л{м::л;1л длр-.кпсл оккпга те!1г булган системанииг кинетпк 
энергии.СИ-(2 ; . 73) ¡-а к}Д);|, к\'йндаг1 !ча а1ии\ланади:

Г

Иисри;!;  ̂ -ол)?'и^ционт/зарп сг. умумпй холда ва д,, координа­
та л::'ла:;г 'рупк;и:>51;лдл;н пборат с'^ладн. Кинстик эиергияни иккин- 
^1! длк1лК;1 !11 1ч!1чд;-; м;пучс:ргача аншу-икда хисоблайдиган булсак, 

!.;;>пм , га пап г даражаси бупача Мак.юрен каторига ёйган- 
ла, ЦП |пнч|| тартиб.:1и 1Л1чик .мту|0 рлар1и1гина эътиборга олишга 
'Ч'Г'И келади:

и/„ д.) «11,1
¿/о)^^ ,̂2(0, 0)=-(7 124 (24.100)
с.,) ^  ¿7.,,, ({), 0)
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Бунда Оц, ai2, а 23 инерция коэффициент лари узгармас булади. 
Шуидай к,и.’1иб, эркинлик даражаси иккига тенг булган системанинг 
KHijerHK энергияси р̂ уйидаг.'̂  узгармас коэ(}х}л1циентли 1щадратнк 
форма ёрдамида аникланадн:

(24.101)

Тезлик нолдан фарцли булганда кинетик энергия мусбат !̂ ий- 
матга эга булгани туфайли (24.101) квадратик форма (24.78) Силь> 
вестр критерийсинн >;аноатлантиради. К5филаётган система учун бу 
шартлар } у̂й]адагича сзилади;

a,j > 0 , — 0̂ 2 > 0 , (24.102)
(24.74) формула ёрдамида эркинлик даражаси иккига тепг система­
нинг потенциал энергияси ани1̂ ланади:

(24.103)

Устувор мувозанат хрлати учун (24.103) квадратик форма мус­
бат ани1̂ ланган формадан иборс1т булиб, у (24.78) Сильвестр крите- 
рийсинп каноатлантиради;

(24.104)1̂1 > 0, —

Курилаёгган сис']'ема учун
d <)T (IT d II ’
dl (} q-y dq, ’
d дТ дГ __ dl\

(ii с) q? dq.. dq.

курмиишдлгп ^Плгран к̂ leiг[гламалар;!ни тузиш учу
циа.'1 энергии '¡Припнг лОС1:i,';a/inpnii;i хис()б.'1;;ймпз:

с'Г ■ d o  r
Oy,CI„-- -  - -'и 'Л1 ’̂,'т

ii
f':.

L  0, ii "
М '̂/1

0
г  ^  ■■ •7 ’ “  -1

д
(>Т (i ii

i I

== !>■

(21 И;6) 
(21.106) га !■:

’ -i Л:,:п!11 -i:i

:.v': ' '■.!

--i- -i- , '--0 j

(24.105)

(2^.106)

(24.107)

теиг,‘"ама;1̂ ',п;11: о. ¡;'л:мз



Шуидай 1̂ илиб, Эркин ик дараотси иккига тенг булган /го- 
тенциалли кучлар пигъсиридаги механик системанинг устцоор 
мувозанати н1\инидаги кичик тедранма ,\аракат дифференциал 
гпенгламалари иккита иккинчи тартибли ургармас коэффициент- 
лп бар оюинсли тенгламалар системасидан иборат бг/лади. Бу 
теиг^шмаларнинг умумий ечимини

= А sin {k¿ + е), = В sin {kt -Ь е,) (24.108)

к^фипцшида из.лаимиз. Бунда Л, В, к ва е лар иитеграллаш допмпн- 
ларн булиб, >̂ аракатн1шг бошланР!1ч шарт.чаридап ани1'̂ ланадр?.

ва ларнинг ва̂ т̂ буйича иккинчи хосиласини хисоблаимиэ:

= — Ák'̂  sin {ki -f к), f/э -= — Bk- sin (kí + g)

ва уларппиг ь^ийматларини (24.92) га г-̂ уямиз:

—  sin {kt +  e) — â B̂k- sin (kt 4 - 8 ) +  Сц A sin (ki -b e) -- 
-i- ¿ ’ 12 В  sln{k¿ +  e) = O,

— Ü2i Ak- sin (kt +  e) — a.¿̂ , Bk^ sin {kt -¡- e) -r c^iA sin [kt -r e) -r 
H- 6^22 В  sin {kt +  s) =0.

By тенгламалар t f'iiHi- xap у̂ андай [^пйматларида айиац бажари- 
-лиши учуй sin {kt +  е) олдидаги коэффициентлар иолга тенг були- 
шп керак:

(̂ 11 + (̂ 'l2 5 ~  0,1
(с,, -  a,̂ k̂ ) А Ч- (6-,, -  a,,k^) 8 = О./

Система харакат.танганда бу чизи{^ли бир жинс.ли алгебраик 
тенгламалар еистсмаси А на В га нисбатаи нолдан фар1 1̂ и ечимга 
эга булшпн {<ерак (акс холда (24.108) га биноан gi =  0, q.^^0, 
>(ъии система тинч холагда булади). [íly сабабли (24.109) система- 
líuiir детерминант!I иолга тенг булиип! керак;

\c,,~a,,k^ t l2 — «1-2/̂ ''
I б'о, — с.,.у — « 22^“

- 0 . (24.110)

Бу детерминарп'нп очиб ёзсак,

(̂ н (c.).,̂ ~Q.̂ r,k') — (í[., — 6í(.i/í")' “  о, (24.111)

(21.110) ски унга акв11ва.1еит булган (24.11 1) тенглама частота- 
Лйр тспг.кпии.и лейнлади.

Ч ;̂сгота.'1ар теиг;!ммасининг k- га нисба1'ан иккала илдизи хам 
хацтои'т иа мусбат бу л ии! мни исботлаймпз. Бунин г учун (24.110) ёки 
(21.11!) тенгламаларнннг чап гомо1Н1ни \{k-) билаи белгилаймиз. 
У  )̂ о̂ тда

.Л (/.2) [с ,̂ — Дт I k'̂ ) (б\,„ — <7.,.Jv') — (Ci, — а,
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24.21- разм. 

/ с,, \

\

генглама пар:;боланинг тенгламаси- 
1ПТ нфода л а йд и (2 4,21 - рас м). Ч ас* 
тоталар тенг.чамасининг к\ па ил- 
дизларнга параболанинг билан
кесншган ну1̂ талари мос келади.

(24.102) ва (24.104) муносабат- 
лардан фо11далапиб, 1̂ уйидагн кат- 
таликларни хисоблаймиз;

А (о) =  с.,2 —  А  (оо) >  О,

о, л
/

с,.

Бундан курамизки, == О ва = оо лар орасида 
ук,ни ва ларнипг мусбат нлдизига мос равишда
кесиб утадн (мазкур графикни чизишда ацицлик учун

'■̂11
ва к1<.к1 деб олингап). Бинобарии, (21.110) ёкн (24.111) 
малармииг к'̂  га нисбатаи иккала илдизи }̂ ам >̂а1уи^ий ва 
ь;ийматга эга булади:

парабола 
икки марта
Ст1 ^  С22

О к \ с < ~ ^ < к 1 <  со.

<  
тенгла- 
мусбат

(24.112)
'11 2̂2

Агар (24.109) тенгламалар бир-бирига борлиь; булмаган тенгла- 
малар системасидан иборат б>̂ 1са (маеалан, а̂  ̂— О ва ¿'12=*
= С.2- = О хрлида), бу >̂ олга мос тебраниш частотаси парциал час­
то та  денилади ва куйидагича ант<,лапади:

1 / ^  г а„
2̂2

(21.112) формула на 24.21-расугдак курамизки, парцмт частота- 
лар к̂  ва к.̂  частоталар орасндаги 1̂ ийматларнгт 1̂ абул ¡у'ладп, яъни 
/?1 кичик частотадан катта ва катта частотадан кичн,; б^'1ади. 
к̂  ~  к-2 булишл учуп система

к̂ 'П _

частота билан тебраниши керак. Бу хрлда парабола к' \ Iy v4 \ р11пали.
Частоталар тенг булганда (21.109) тенгламаларипнг \а[) бирк 

Л ва В .'шрнинг хар канда!! киймятила уринли бх'ладиган айният- 
лардан иборат булади. Бу .чолда (24.107) тепг/шмалар </, иа лар 
ани:-;,ланад1н'ан иккита бир-бпрлга богли[<; булмж'ан система пи таиь 
кил этади 1У-1 уларнмнг ечимини куГщдигн !ч\’;.’ИН1Г!:да \!у\;к!1н:

^ /1, -'П |/г/-Ь-а,), , >'П (.7; - ) ;21 М.)>
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(24.113) дл А,, Л.,, а, b.íí а., узгпрш1сляр .^зр'^к.эптнг 6o:!L'i¿I!ii'JJ4: 
iiiapT.iapiiaai! аникланадп.

Бу хр.7ла система гар.мокик тебрац.ма харакаг.га булади, \ар бир
ва ¿/-1 коордииаталар спь'усопда коиуин буЧ'тчв блр-бирига бог\'ипу 

сиз рав!гшда бир хил частота била и узгарад!’.
(Система турлича частота бплан харакатлангац холда ва к\ 

лардаи квадрат илдяз чикар110, ва ларнинг мусбат ки1’1матла- 
ридаи фüйдav âнaм!iз. ва к., ларнинг хар бирига (24.108) теигла- 
маларнииг биттадан хусуснй ечн.\ш мос келади. Бунда ч.астптага 
Ли ва >̂ амда /¿2 частотага Л̂ , ва е-д ларипнг Kjin\iaT;iapn 
мос келади. Хусуснй ечимлар узаро чизнкли борли!̂  булмагани ту- 
файли умумнй ечимулариинг чизи1̂ли комбииаи.иясидаи иборат булади.

sin (^ 1 / 4-8i) +  ^gsin (^2 / +  е̂ )
2̂ ~  ¿̂ 1 síri (ki t -\- Bi) -}“ ^2 (̂ 2 ̂  “Ь ®г)') 

ва Ла ва сонлар орасида (24.109) теигламалар билан аиш̂ - 
лакадиган борланиш мавжуд. Бу тенгла.маларга ва A-g ни цун- 
сак, у .̂ олда (24.109) теи/ламалар системасинипг детер.минанти 
натга тепг булади. Бинобарии, бу иккита тенгламалар системася- 
нинг факат биттаси борлт-̂ сиз б5̂ 1ади. Бу тет'ламаларнииг бнрор- 
тасидаи (.масалан, блриичисидан) [ у̂йидаги нисбатни ани1у 1ай.миз;

—  = -  (, =  1,2). (2-1.115)

Хар бир ki ва к2 частоталарнииг 1<̂ ии.матига уларга мос ва 
турри келади. (24.115) иоситасида аницланган 

(24.116) 
ифодаларни (24.114) га г у̂йсак, у,\тумий ечим { у̂йидаги кури1и-1шга 
эга б̂ т̂ади:

(?1-Л,51п(/с1/ +  к,)ЧЛ,,5!п(/?,^ + е,), 1 
92 ~  Нт  ̂ ¡'2 Л251П (̂ 2 * “Ь г̂)-)

Бу ечимда fci ва часгогялар хамда [ц ва p.¿ коэ;|х})иц11ентлар 
мазкур системани характерловчи маълу.м сонлар булиб, Л]̂ , 
ва fc'2 ихтисрий узгармас/1ар харакатпинг бошлангич шартларидаи 
аии1^ланади.

(24.117) ёрдамида анш^таиадиган умумий очим формуласидан 
курамизкн, эркиилик даражаси иккига тенг систе.манинг мувозанат 
холаги Я1<̂ инидаги xapaiía'iii иккита бир-бирига боглик булмаган теб- 
рапигилар ühíüií'iíici.U'ííí пборат булади:

/̂] =" vi” +  í/p, <?2 í/p •
Бунда

v i" = '1|SÍ" t*. f + '•,)• 9 f  “  Л, sin d!, I -- 1
= Uj Л) sin (/'j i Ч- (■:,}, f/'r : i , .4-, sin (/г. / H- ■ í  ̂ ^  
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21,22- раем.

?1 ккс1ла коордикаталард {̂ >̂<тм биринчи 
г&браниш /̂ 1 , иккинчиси частота 6и- 
лa]í солир булади, Бу частоталарга мос 
тебраниш л ар системапинг бот тебра- 
нитлари денилади,

(24.115) дан курамизки, барча коор- 
.̂ миаталар хар бир бо:и 1 ебранищда гар- 
л;оиик 1-{онуи асосида бир хил частота 
ва фаза билан харакатланади.

(24.115) га acocan, ва р, ларнинг 
(Ьизик маъноси i^yiiiuaniwa буладк: коор- 
динагалардан бирида бош тебраниш ам­
ил итудаси óomi-̂ a координатадаги амили- 
тудадан 1 а̂нча катта (ёки кичик) булн- 
шини ифодаланди.

2 4 ,1 2 -м?''ал;1. N'^yii aini / пл млсеяси гп б)мган иккнтя бир хил маятник бн- 
К11р.1иг.1 с б у л  ак, учларч маятиикларнинг стерженларигл ма.^камланган пружина 
бмлан 1г бал'андликдч бир-бирага борлаиган (24.22-расм, а). Маятниклардан бпри 

аг :̂aз;■iтт;!;Ií’н а  бурчакка ордирилгандал кеннн системапинг маятмиклар 
муво-<анат текиолигидаги кичик гебранитлари яннклансин; маятникларнииг бош- 
лангич 1езлн1 и иилга тенг. Мяятииклар стержепларииинг массалари би.таи п р у ­
жина массаси хисобгя олннмпо.и,

Ечиш. Cи̂ .•т̂ м̂a¡иlиг эркинлнк даражаси яккша теиг. ^■мyмлatпгaн координа- 
талар учун маяiииклариии! всртакалдан ufuai бурчаклари í/j =  <р̂ ва =  ifa 
ларии оламиз.

Сиск'манипг киисгик упергияси
!

'“ I Чл (1)

Систсмаиши иотетхиал энергияси огир;1ик кучларниннг потенциал элер- 
гияси llj ва д(.'формациялан1'ан нружинапин!' аластнклик кучи дотенцилл энергия- 
сп П ]1 ларимнг Й1!1 инлмги: а тенг була.чи:

Л -  11,

Бунда
П — mgi (1 — i-os ([ i) -f пщ1 (1 — cos Фа)

■ёки ]1| ни кат-'!>га oiiiin иккинчи даражали кичик \ж1̂ дорлар билпн чгк.'1ансак,

1 .llj ( ,¡ - | .

npv/.xb'ifi ííi.4 к>-|итшг потенциал .чиергияси иккии'п :• .".и'̂ ли кичик ми(̂ -
доргача аа '■ 'ü  аа) 'алииса,

Ulyll.r:.: .\ИЛИб,

И = ü j -Г n¡¡ [ (mol 4- с h-} ( Cf] -1-- ф-i) — 2 с ft Ф2] . (2)
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(l) Da (2) дан
d_ дТ дТ _  _ ап
dt  ̂ф| д д ф1
d д Т ОТ ап
dt 0фз а Фа

(3V

курпнншидаги Лагранж тепгламаларини тузиш учун зарур булган ?^осилалзрни 
аник[лаймиз

бГ  ̂ d дТ дТ ^----- = ml̂  fpi —------ = m /3 (р̂  ---- — о ,
0 ф1 ' 
ап—  -= {mgl с ĥ ) (Pi — 2 с Фа;
0 ф1
дт . d аг  ̂ дТ ^

-- —̂  = т Р  Фг . — --- Г -Ф‘2 . — “  = О ,
аф= б Фа ' '
а И
6Ф2

= + сЛ-) Фа — 2 с¥ ф1 .

(4).

(4) ИИ (3) га куйиб, барча >^адларпи ча^ юмонга утказслк, системанинг >̂а- 
ракат тепглималариии

tni- ф: -;- {mph +  ch~] ф, — c/i- Фа О,
ТПГ- Ф2 “  Ф1 -1“ ф2 = О I
курииишда e:-i)üi! мумкнн.

(Г)) ни)11' умумий ечимини (24.1()Я) гл лс^'ган

ff;.j =  А sin (kt -4- i-),
Ф'̂  -- В s'iu {kt Ч- £)

кур11пи1пда
/■) ДПИ к

(6)

ÜJ., = О, Сц ^  mgl +  cĥ , 
с.,.-, = mgl ch'\ c’ia = — сК ,̂

([} iiii ( i- L ii lj  чггстотрлар тенгламаси

(c, i — у, 1 /¿■’i (i.̂  ̂— cL.-i k~) — (t'i; — i?!.;, k-)"- ~  0 
rn куйсяк,

dl' — ЫЧг-у̂  — сЧ̂  -  0.

(7)

Бу ■и'1[Г-;;:\!йДГ:и ooiii тсбрапиш,¡.: 
,q '2ch

а)(1!клаимнз

(8)

i;
-■'i

х:Ч'' оир 6o:u тебраншилар алил1!1 уда.1а!л;нинг lüicrjiü \ ivü

I
rn̂ l -J- cĥ  — nJ- —
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24,22- pacM 

mgl +  cb? — m/2 l ml̂
с 12 — Ol8̂ 2 

тенгликларни олямиэ.
Шундай 1̂ плнб,

В,
Патижадп (21.114) га асосан (5) теигламаларниш- умумнй ечнмиш .^уйидаги- 

ча сзиш мумкии:
ф, = A-̂ .sin (k^í -f в,) /Ijsín (k f̂ 4- Ea)p 
*Тг ■--- ^2 sin (k t̂ — t'i) — A., .sin (̂ 2̂  +  8j)

6yn.iarn ва A-, л;1р (fi) темгликл;)р срда.мнда аник;ланади- (9) га крра биринчм 
Гюш Г(.'б]'ч1ИИШ учуп

■<1'= л, sin (/;./4 е,), (¡4̂  ̂=  Л] sin (Al/+  Bi) , (10̂

) J

,ЧКК!!))Ч;1 i'oill И’Г('Л1ЛПи учу.'; .тСЗ

<■[ - Л_> .‘̂ in (A.;;.í ■: 8..), t| '/■ =  — A¿ sin (k̂ f +  8j) <U)

л'уио;м'Г|! l'-iy rcüi .'шкларга мос бош тебраиитлар 24.22-¡ ' а с . «
да т-'ĵ i!! '\'uJ■ I' Гз4,

ilO) л1п i а:пп Cioiu тебранишда биринчн маяпшк верги*
s:n;;an 'р['' 'yî Kiî -̂') иккинчи маягник хам худди шу й '̂нэлишда ф2 ' =

1 Kvpn ifKKüHui! Гх1ш тебраиишда бярШ1чн маятник]-- ({ 1 буГ'Ч :̂ <;к:) i.i а i ’i.  ̂1
óyptiaiíKí! I кь:!1.."и л;[15:'П.1̂ к \1!!а KÍÍрэма-ь̂ арши йунмишда

“  — q',’'
(9) .uij)! Л(> /|..,, t-', 1!Г; e, ихтпёрнй у.чгармаслар хяракатнинг бошланрич 

тар’гларнлпи а̂ лн.ллиа iii.
Мас.ал;л!Ииг jba:i!Hia к\'ри Га;алаигпч í= ü  пайчда

= а, ff-.il ^  Фи. = 0. Ч'2о О- 
(9) ла!{ ва!<;т буиича .^осялл оламиз;

fi ,  ̂ Лт ki eos е,) Ч Ai к.у CCS (k̂ t +  е.̂ ) ,
f j, “  Л, eos (A'i ( -\ t-’i) — k-2 cns (kyt h:̂ ) . r

a 2)

(13)
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(9) ва  {13) га ^аракатнинг б о тл яти ч  шар:лари (10) ни ь^уямиэ:

а  — Л, sin -I- А .2 s in  Кп,
О — /1, sin t’ ¡ — А 2 sin E.¿,

O =  Л eos |- , 4 sin  Bj,
O ^  eos fc'i — A.¿k.¿ eos Ej.

Бунла»
A-iki eos — O,

eos ír'i =  eos e¿ O,

— T -
2 Al  sin El — 2 5in s;.j a ,

(14) ва (15) ни назарда тутиб (9) im куш иагича ёзиш мумкин:

(14).

(15)

sin =  — (eos kit - \ ■ eos k.,!

+a  e o s ------------- t eos — -- ------ t ;

-  сОл
a  Г / j i\  í  \ 1 ce /

Ф , =  Y  s i n ( é i í  +  ~ j  — sin  = ~ \ c o i k ^ i

h-i hn — b  t
=  a  s in  ■ ^ / sin - -  - - -  i.

Шуидай г^илиб, (12) 6cm,'iaHFH'i ííiapT.Tapra мос булган (5) тепглам; 
сусий ечими 1̂ уйидагича аникланади;

;¡i vy

t ■ eos
k, —k.,

t.

Ф2 a  sin — —------í - s m ------ ------- 1.

24,23*-§. Устувор ?̂ ар£1кат ?̂ а1̂ ида тушунча

Д инам 1ж ан и нг нккинчп асоеий масаласипи ечиш натижасида сис­
тема }ÍJapaкaт дифференциал теигламаларинннг берилган кучлар  ва 
бошланрич шартларга мос еч1г\1гп-т янт^ьпГглиз. Биро!*  ̂ масалада бе­
рилган бошламрич шартлар ха(^и1‘;атда  бир оз узгариши мумкин бул- 
гаи  .\оллар]]п х̂ ам [^арашга туррн келади. Л1исаляР1. снар^гд, ракета  
ёки самолёт н!1нг б01планрпч те л и гм х а м и т а  хисобланган бошлангич 
тезлик билам устм а-уст  1ушаверма|1ди. Еуидан ташцари, система 
>^аракати лаво\птда ун га  масалапи ечи!.ила назарда тутилмяган оний 
кучлар ёки ваь^тинча к у ч л а р  таъсир этади ган  х р л л а р  хам учрайди. 
Л\асалаи, самолёт учаётганда хавонииг зичлиги узгарииш натижаси- 
да ¡^арпшлик кучи узгариши ёки бошь^а 1-^ушимча кучлар таъсир эти- 
ши мумкин. Бошлангич иайт учун  бундай ¡^ушимча кучларни иг таъ- 
сири тухта гам  пайтнн олиб, иккинчи .\олни биринчи хрлга  келтириш 
мумкин .
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Берилган кучлар ва шартларга мос булган харлк<;':тни а с о с и й  ха* 
ракат ,  берилган кучлар ва узгар!ан бошлапсич шартларга мос бул- 
ган харакптии эса, уш(Упил?ан харакспп леб атаилтиз. Асосий хара­
кат содир буладиган бошланрич шартлар билан улгарган бошлангич 
1партлар орасндагн фар1̂  кичик б\\т ганда, уйгот!Т1ган ха рака тип нг 
асосий харакатга я!\Н/1 буЛ11!.чи .м}’хлм а^1алий ах.амиятга эга. Шу 
маънода ас(Х'нй харакатпи устурор деб караш’ мумкнн.

Системаиин)' устунор х/лракатиии анн1' р̂о1'̂  таърифла:п учун хр- 
лати (7.,, . . . , координаталар билан аииклаиадиган ва эркин- 
лик даражаси п га теиг булган механнк системаиииг харакат диф* 
фсрснциа.ч тенгламалариип ¡^уйидаги ч ^  2п та бириичи тартибли 
дифференциал тенглама.'зарга келтнрамиз:

((.и,-
у, .  У,, . . . , У), (1 = 1 2 ,  . . . , 5) . (24.119)

Бунда //. система нуь^таларининг координаталари, тезликлари ёки 
уларнинг бирор фуикциясидяи иборат ь^андайдир парлметрларнп и.|о- 
.далайди.

А й тай лик,

У;  =  ! ;  (Л

берилган ( да = у^̂  бошлангич ишртларга мос булгаи (24.119) 
генгламаларииинг хусусий ечимини и ¡)0лал^1сии. Бу .хусусил ечили-а 
люс харакатил асосий харакат учун олсак, (21,119) теигламанинг 
бошка }̂ ар 1\аидай бошлангич и!зртларлаги хусусий ечимларига мос 
харакатлаг) эса ¡шгатилгач \апакатларнп  ифодалайди. Уйгогилган 
харакатнниг асосий харакатдаи оп 1и;л у  ̂ лариннг айирмпси билан 
аниклаиади.

Усту.^ор .\апл:{лтга Л. Д\ Ляпунов томонндан берилган таъри1> 
ларни келтирамиз.

Агар исталганма кичик м'./сба>п е с он  уч!./н ун.кг бо г  лик т ун -  
дай му сбат  т) с он  топилсаки, бошлангич ( ^  пайтда

124.120)

т а р т .т р  Оожарилади^ан барча гп'Ь'отилгап хараь:ааьтр {¡чцн

(0 ! < е  (2 ^ 1 2 1 )

тенрсизликлар бпжарилса,  систгмаи'лнг буноай  асо сий  харакаиш 
у ст у в о р  д ейплади .

Агар бирор лайд килинган  в с он  ичун исталганча кичик ш ун да  г 
т ] С г  с онни  пютпа мумкин брлсаки,  ( 2 4 ,1 2 0 ) т си г а к и и к  бажй'  
риладиган бирорта уйсоптлган харакат учун  вакптинг  бирор  
тштида

(24.122)

тсигдик.  у ринли  б ул са ,  с и ст ем а п и н г  б у п д а й  харакати н о у с т у в о р  
X а ра кат  дейил а д и .
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24.24*'§ . Уйротилган :^аракат дифференциал тенгла- 
малари

Х^аракатнинг устуворлигини урганиш учун ?^аракат тенгламасмда

( / - ] ,  2, S) (24.123)

тенглик ёрдамида аннкланадиган янги узгарувчига у^гампз. Бунда 
/у (/) асосии харакагга мос о р г а н  (24.119) тенгламанпнг хусуснй 
ечпмиии; Xj эса acociui .'^аракатдан о^-ишини нфодалайдн. Япги узга- 
рувчллар оркалн ифодалан1'ан куйндаги тенгламалар

^1' ' • ’ > -̂ 1 +  /i> • ■ ■ J +  fs) —
(24.124)

уй г отил ган  харакат дифференциал тен гламалари  дейнлади.
Л'; ysiapyB4iK'U]p орк а̂лр! (24,120) ва (24.121) теигсизликларЕШ

! ^ ) ( g j < r i ,  Ш .1 2 5 )
( 0 | < £  (24.126)

куриппшда сзиш мумкин. Шу сабабли устувор >^арака;га яна цуйи- 
даги таърнфпи бериш мумкнн.

Л ^ар и стал ганча  кичик м у с б а т  е с о н  у ч у н  ш у н д а й  м у с б а т  т] 
с о н  пюпил саки ,  б ошлан гич  / =/(, пайт да  (24.125) т ен г с и зликлар  
б а ж а р и л а д а г а н  барча  уйр отил га н  \аракатлар у ч у н  (24.126) т е н г ­
с и зли клар  у р и н л и  б ул са ,  с и ст ем а н и н г  б у н д а й  а с о с и й  харакати  
уст:. ! -юр д е й и л а д и ,

Агар а с о с и й  харакат  у с т у в о р  б у л с а  ва барча  у й г о т и л г а н  у;а- 
ра катлар  у ч у н  (24.125) ни  г^аноатлантирувчи ш у н д а й  исталган^  
на кичик  Г] с о н  топилсаки ,

Пт x j ( t )  =  0 (24Л 27

ш ар т л ар  б аж арил са ,  у  х,олда а с о с и й  х^аракат ас. .м : ..}лтк у с т у ­
вор  х^аракат д ейилади .

2 4 .1 3 -масала, Х^аракатп

d X
=  у  — х — х ,̂

а I 
d у
d t Зх — у —

О)

тенгламалар бнлан ифюдаланадиган ну1^танинг мувозанат ^олата Я1^инидаги уйро* 
тилган ?^аракат тенгламалари тузилсии.

Ечиш, Системанинг мувозанат >;олатн

I/ ~  X — =  0,
Зх — i/ — х‘̂ = О

тенглймалйр -.ii.i/ yii.ny i.ih )ли. Бу тенгламаларни биргаликда счиб, цуйидагн
иккита мувозйнат х,ола[:1Ии ;-1ниК;Ла11миз:

X, = О, (/, -  О, 2̂ =  I, 1/2 = 2.
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ДГ, о, о муво.-!-:1 Г1 г холагига мпс уГи’ОТИлгаи х;ф'и<ат теш-[амал^рини
чикариш уч\н

X -- -|- с, у  iJi г  Т)

1'енглнк;1лр Г.плап ппикланалиган янга у:-!га1)учч'г!арга утамиз. ^у'йротнлган г^ара* 
КЯ1 Д!г1\|)е;>1:'нш1ал генг,';амалари у.удди (1) ¡ ъ  ухш аш  б ули б ,  ф31^аг уида  инги 
С’ .i г а р. \ в -а I а р к м т н ai и а л ii:

,v,̂  ~ 1. i/з ~  2 MyB03aiiai xo-̂ 'iaTH HiyiiiiL'iarn харакат'генгламалартш  чи1̂ ариш учун 
X ва у  ури1:га

J c = i + S ,  у  =  2 ^ ц

тенглйклар билан анит^лападигап ^ ва узгаруичнларни киритамиз, Бу }^олга 
мос уГ!ГОтилган х^аракат тсигламалари

d t
r ill

Tjvpmniiij.u'i ёзнлади.

24. 25*-§. Х^аракатнинг устув0пли!и ^^акидаш Ляпунов 
теоремалари

Ляпунов хуракатпинг устуворлпги аии[у'1аиадиган иккита усулни 
курсатган. Бирппчп усул (24,124) уйрошлг::!;! харакаг Д!1ф: ере!1ци-1Л 
TeHr.iaMa/i'ipinmf'r ечимларипи ':ексяз катор тарз^ща п |адала;1и ан  
кбор;:т uy.aio, бу y'cwi (2'1.123) TOiir.iaMaja.fiintiii' баъзи х\сусиГ1 
:^оллар11 учун кулланадп. b:ipmi4 ii усу,¡ни кхллаипа жула к\п хпсоб- 
лашларии бажаргиш’а тугри ке.аади. l i l y  c:‘ 6 a6 .iii харакатнлнг усту- 
вор’:игин1; annipaiuaa ик.атчи усулдлн фп:;да^аниладп, Л я1!уповн;];1г 
!iK;aa)4 ii уо\’ли Mahiv\; laapiviapiia ;\а:ь:.л,1а:ггиру«чи ва Л51ауиов 
фумхдпяса дсб аталадлсаи onpi^a V фу|а;цм;'И1] гоаиил'а кслтирп- 
лади. ]\елгусила коордппа 1т1Ла[! биши aipij:j ада аипклааг^т .v,, . . . , Xg 
уи 'а1)ув4иларл1;::г ^vHKiuii^ci! V (.Vj, . . ■ , лу) \чл-цда т\хт.мами:!. Ьу 
ф\нкц;;я)Д1 б!';.» -..aiAia'ivaa (ракаг лу -Л )  да иолга тенг \:Л
ya.'iyKCii;. \ус\чД|Л х о ’дда lapra дс'б Kaj-aii^aia.

Т а ъ !) и (|) .а а р. i .  Агар / '> 0  канча к 1’';ик булма.ал!
|vy</! (2 :. 128)

сохада V {-̂ i> • • ■'̂ у) (1)уикцил факат о т  га ани!  ̂ итирала (aiia:^ 
мусбат ёк!1 aiiKi  ̂ манфай) !Д1Ймат.'1арип кабул кпаса ва факят 

лд — о да НОЛ га те fir булса, у холда V — \" (.Vj, . . . , лу) 
функция (24.128) сохада аник  ииюралн функция  дейилади.

2. Агар V (а'̂ , . . , , л-̂ ) (;)упкцпя (24,128) сохада ([закат бир хил 
ипJOpaд!i к;п:Ъ’атларт) 1у:бул килса хамд^ .v̂  -j- . . . +  .v̂  ^  О да хам
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нолга тенг була олса, у хрлда V V (л:,, . . . д,) функция мазкур 
сохада у з га рлтс  (мусбат ёки \ган'}жй) ишорали ф ун к ц и я  де1шладп.

3 .  Агап ?г цанча.шк кичик булмасин ( 2 4 . 1 2 8 )  сохада V" (л' ,̂ . . . , 
функция х;’.\1 мусбат. хам манг|1ИЙ ки!1,мат..1арии кабул 1^ила олса, у 
холда V (л',, . . . , л' )̂ функция мазкур сохада узгарцрми шпора  ли 
ф у  нкии я  :1С й 11 л а д и .

Куйида б;5сн этплгац ,Пяпун овштг  бир инчи  гп еор емаси  а с о с и й  
харакат у ст и е о р л и г и и и н г  етарли шартиии ифодалайди :

Агар у й г отил ган  харакат дифференциал тенглалшлари у ч у н  
а н и к  ии.иорали ш у н д а й  V (л ,̂ . . .  , ф у н к ц и я н и  тотаи. мумкин  
б улс аки ,  м а зк у р  тен^\тмаларда к ат на и 1увчи  V ф ун к и и я н и и г  т 1ргиь  ̂
хрсиласи  V га ка рама- кари/и у з га рмао  ишорали  еки  айнан  по  л га  
тен г  б ул са ,  у  хрлда а с о с и й  харакат у ст у в о р д и р .

Л я п у н о в н и н г  куй}|да1'и иккинчи т ео рема си  ёрдам.ида .щ?акат-  
н и н г  а с и м пт от ик  у ст у в о р л и г и  аникланади .  '

Агар у й г о т и л г а н  харакат дифференциал т ен гла  малари у ч у н  
ипундай аник  ишорали  V (х^, . . . , л' )̂ ф у н к ц и я н и  т опиш  мумкин  
б улс аки ,  лшзку р  тен^ламаларда к атнашувчи  V ф у н к ц и я н и н г  
ва!\П1 б у йича  т улик  хо силаси  хам V га карама-  к;арит ан ик  и ш о ­
рали ф ун к ц и я д а н  и б орат  б ул са ,  у  хрлда а с о с и й  харакат а си м пто '  
т и к  у ст у в о р д и р .

2 4 .1 4 -масала. Лгар уч'и-отилган ха1'акат тснгламалари 

X ~  I/ —  3 г - - X {у — '2 г )  , \

у  — 2 X |-З г — Зуг, I (П
г  — '2х ~  у  у -  ]

кури1!И1ида бс'рмлса, асгосиа харлиатпнпг устув '1рляги анил 1аи':!П1.
Пчиш. Лялулои функциясипи аник иш:)р̂ 1ли мусбат функци)! ¡паклида ¡-̂ уни- 

.дагича 1аилаб оламиз.
V ~  2х - у'^ ~  Зг’ .

хрлда
й \

=■ \х X 2 у у  4 -  бгг (2)

ёк!г а; , у  , г  ларнинг к;н1маг11ки (1) келтириб к^нс^ж,

^  4л'г/ ^ \ 2 х г  — 4а'' [у — 2г)  ̂— i x u  буг — 6?/'-2 4- \2х1 — 6^2 +  ЬуЧ =
д I

=  — 4л-  ̂ {у ^ - 22) ’ .

й’ \ '
—  < 0 (б уи д а  тепглик ишораси координаталар боши хамда х--=0 ва у = 2 г  гекисликларда

I '
с [\

Соянли) болтано \'чу!1 —----- л\-?гарм.1с ишорали млпфи!! ф\'икшгядаи иборат булади.
' ' й г  '

Бинобарип, Ляпуновнинг биринчи теорсмаснга асосан, асосий ?;аракат устувордир.

 ̂ —  Л япуновнинг бу теоремалари исо /шнн II, Г. Малкнннинг «'Георпя устойчи- 
йосг:! ДБИЖен1!̂ т» (Л!.: Наука, II боб, 9. 10 -§, 1966) китобкдан укиш мумкин.
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2 4 .1 5 -масала. Лгяр уГ-ротилган :^аракат теигламялари

X =  у  — дс̂ , 

у

KvpHiii-iQua Cej)n:ica, х - - у  О координаталар 6ouiH яципндаги асосий .\аракатнинг 
асимптотик устувор бумнши нсботлансин.

Ечнш. Ляпунов функцияснпи аник, иторали мусбат фуикш{я таклила цуйи- 
дагича таплаб иламиз: У — х’- ^ у - .  У ?^олда V нинг вакт буйнча ;^осиласи

d V  д \  ■ д\' ■
^  -= (I/ — л-’*) 2у { — А- — У") =  — 2 -i- у*)

d t д X ' У

узгармас пщорали мапфц]! функция булгани учун

а: i/ =  О

асоснм харакп! Липуногшннг иккинчн теор(^масига l i ip a  асимптотик yc ivo . 'p  Гу- 
лади >^амда бу хрлатдан кичик ордирилган систсма (мг^тнииг хтшии билаи бу хо- 
латгл якиилаи)а боради.

24.26*- §. Биринчи яцинлашишдаги устувор мувозанат

Купинча уйготилган харакат д;!ф(|)е[)еицнал тепг.'!амаларин11нг 
ечимиим апиклаш амримахрл булгани учун харакатнииг устуворли- 
гини бирипчп якиилашмш усули билаи хам аниклаиад)!. Бу усул- 
нинг мохияти шундай мборатки, биринчи якинлашитда харакатнинр 
устуворлигини ани:-^лаш учун уйротилгаи харакат диф(])еренцна.'1 тенг* 
ламаларида чизнкли хадлар алох^иа ажратиб ёзилади. Мазкур тенг- 
лямалариинг унг толюш! ва1<;тга бо/̂ -пи̂  булмаган .\ол билан чекла- 
намиз:

—  =  Ojx -̂ 1 +  «>2 -̂ 2 +  • • • +  CLjs ^ {Л’!» ■ • * (24.129)

б5'пда <7д = .  , _  „  „  о булиб, Z ( x ^ ......... л-J эса ик-

кинчн ва у к дан юкори тартпбли Xj ларии уз ичига олгап ?^адларии 
ифодалайди. 

Биринчи Я1̂ инлашишда .\аракатнинг устуворлшлши текшириш 
учуй (24 .]29 ) да чизиь;сиз хадларшз эътиборга олмай 

4 г ^  =  £/д .’i'l Н- й;, Хо +  . . . -Ь а,-, (24 .130)  

тенгламалар 1̂ аралади ва уларнннг характеристик тенгламаси 

Л, +  . . . +  Л , - 0  ( 24 . I 31 )  

тузи ладя, У >̂ олда ?^аракатнинг устуворлиги аниь;ланадигаи 1̂ уйи- 
даги Ляпунов  теоремалари  уриили булади. ^

— ЛяпушБиинг бу теоремалари исботини I-I. Г. ,Малкипнинг 
«Теория уетоГ[чивости движения» (М.; Н аука, III боб, 2 2 -§ , 1966) китобидан 
yi^HiJi мумкии,
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î- Tif)peMa. Лгпр биринчи я к а и л ш и и ш д а г и  с и ст ем а  х а р а к т е р и с ­
т и к  т еи глам а синин г  бипча илди злари  манфий хакикий к и см га  
э га  б'^лса, у  х о и Ъ  у й г о т и л г а и  харакшп т ен глам а си да ги  tof iopu 
т а р т и б л и  ха'^лар каН'Ъй б ул ш ии да н  катъч  шг зар а с о с и й  .\аракат 
у ст и в о р ,  UIU билан бирл7 а с и м пт от ик  у с т у в о р  била ди .

2 - тсоре.ча. Агар биринчи якинлаиилтдаги си стема характерис ­
тик тенгламасининг  хеч булмаганда битта илдизи мусб(ип хаки- 
кий ки смт эга б у к а ,  у  v 'v?b уй^о т и г а п  хараксип тенгяамаси -  
даги  икк инчи в а р нда н ю со ;; % т а и ii лб л и хадла р н и ха р  к^андай 
т а НА аниш ига щ р  л май , аса  сий хар л кат но у  с  т у  вор бул ас) и .

Характеристик те»[глама иллил^^рининг  ншорасиии аишу/шшла 
г^уйндаги Гурвиц теоремасидан фойдалапилади.  ^

Теорема, п - т а р т и б л и  хаки -̂^ий к о эффициентли

CL̂̂ х'' X* +  +  . . . -f- ~  О

т ен гл ам ани н г  б арча  ил ди зл ари  лшнфий хщик^ий ь''' 
ш и  у ч у н  ь^уйидага

=  t ïi ,  До =

/ э га  бС/ли-

^ 1  ^ 0

1 Д 3
« 1 O q 0  1

Û 3
а ^

“‘ 1ü i «31
« 0 0 0 , 0

Û J а, а . • ♦
. 0

—  1 - - 2 ■

(24.132)

д ет е р м и я а ш п л а р н и н г  барч  
Бунда / > - 5  булса, Д/=  0.

( 2 4 .2 3 - раем, а). Верти- 
стерженлар воситасила

Л

2 4 . 1 6 - масала .  У а п  регуллтори узунликлпри I гя тенг на О п у 1̂ тада шар 
нирли бнрнкгирилгг;и ОА ел ОВ стерженлар.чян т а тк и л  топгяп б\лнб, бу стер 
жсн^ярнити' учпга w массалп тарча.'юр бирнктирилган ' ' ~
к ал  у 1ч, oyii iiqa cupiiana отид,и1ан С му(|'Л71 СП ил CD 
шарлар уриатилган стерА'ен.чя|и .; uiapiiiip- 
лар битан Сирлкт1;ри,'[1;1н, Ki;tp,iap мол- 
дий пукталар  леО кара: .чти . Бурчак теп- 
лик ор'1Г.-1н criju: iiimxinp 6 i ip -бнрил"и 
к  >чад11 на С му(р-га ioK<'piTa к v !а[1и:,7>л.и, 
бурч';к ;езлггк камписа, lu'ip. iap бир-бир1г- 
г а  ик! :1!лал;пди г;а С «ус ''Ч1 ! 'л с п а  тушали.

■Муфга ва стержеиларкпнг гч^зрлигини 
эьтиборга о;;май, регулятор харакапшкш' 
усгуг ; 'рлпги  :^никл;:цгцц. Апланувчи кисм- 
лармал I (тлрлл:'! бу хисобга к ; ’рм[;!"|лп) 
вер‘п!кал y iv ia  гпк-бптан ги ер 1:ин ^^ГJ '̂('нта 
/., ,гй reîtr .

Щ бурчак Г:!:лан анику;а;;алигаг; асосий 
харакатдан регуляторпи ф бурчакка сги- 
шя натижасида буладиган тнкловчн
м '.мект

‘ I - Гурвиц теоремасинииг исблтинн 
1963) ки'< бидям viatrn мумкин.

24.23'

А. Г. Курош «Курс высшей алгебры»
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л/, ^  — А’ (ф - i f j

га теиг. Бунда k — уэгармас мусбат коэффиинен i .
Ечиш. Peí улнгсриииг эркинлнк даражаси иккига телг, Умумлашгаи коорди- 

наталар учун ()С vis, атрсфи,;а1 и ai'i.u'iHniTi 6yp'!rjni ва 0/1, ОВ стержеи.:ариинг 
ОЛВ ¡L'Kiic.iHKKa перпепдику.)яр гориз(,тал ук атроф^^лаги а;1ла|И:ш Г;урчаги
ф ни оламиз. Регу1Я'юр ÿsj армас Р — ù)o бурчак тезлик би;иш аилаш анда ф,, 
бурчании аии1̂ лаймиз. Бунинг учун ш ар л ар тт г  (incCiiit мувозакаиши тскширнш
кифоя (2 4 .2 3 -раем, б ) .  Шарларга гаъсир зтувчп окя/иик кучи Р  ( P ^ n i g )  ва  
реакция кучи/V 1̂ аторига Hop>ia;i инерция кучи ф ^ ( ф ^ =  ml  (o¡) sincpQ ки 1\уш- 
сак, бундай кучлар системаеиии ыун(;яакат;|.а деб кар ат  мумкии.

Бу кучларии /а исрпсндикуляр /¡Д’ у щ а  лроекцняласак, 

coscfo ~  rng  s in if o ^ O

ёки нииг 1\иймати1ш KÿficaK,

/п I Wq s in  (¡:(J Cüb Cf ̂ j — mg s in  =. 0.
Буидан

„ • (П
,2 ______ 8.

I c o s  фо
Ш у]1дай килиб, регулятпр ОС уц агрофида берилген Шд бурчак тезлнк билан 

айлаиса, у холда ОА ва ОВ стержсмлар вергикалга фд бурчак остнда орган хрл- 
да харакаглаг.ади, Бу .\аракач1-;м acocHi'i харакат деб атаимиз.

Системанинг харакаг диффереициал теигламасини тузи т учун Лагранжпинг 
иккинчи хил 1еигламаларидаи фоГ1далаиамиз.

Умумлашгаи кучларии >̂ ис0 бла11миз. Регуляторга шарларпииг огирлик куч- 
лари ва тикловчи момент так'ир этади.

Шарлар Огирлик кучларинииг потсициал эиергилси ихтиёрий у31армасгача 
аии1̂ лик билаи

П —- ~' 2т  g l  cos Ф

ф<^рм>ла ёрдамида апиклаиади. Шу са:'абли ишрларлииг орирлик кучларига мос 
булган умумлашгаи куч ыаифи11 ито[;а билаи олиигаи потетщал эиергиякинг 
Ф буйича xycycnii ;^осиласига тенг булади:

а  II
— -----= — 2/71^/ sin  ф, (2)

^ о ф

Тикловчи момеитга мос умумлашгаи кучии билан белгиласак, ни 
элсмеитар иш ис}х)дасидаги i\\\ мумкни булган кучиш олдидаги коэффициентга теиг 
деб 1̂ араш мумкин:

ЬА^ =  б [i.

Бинобарии,

Q. .̂ =  =  — ft (ф — фо)*

CHCTeMajiHHJ' кинетнк зиергиясинп ^^исоблаймиз:

=  +  Ф' )̂.

Бунда ¡ i  регулятор айлапусчи {^исмларииннг (шарлар  б у  ¡ ^ к о б г а  кярмайди) я 
yi î^a нисба1ан инерщ^я моменти /ц билан ф бурчакка борлиь; шарларпииг г  
нисбатан инерция моментлари йириндисига тенг:

=* 0̂ “Ь 2 ^  ф.
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Шарлариипг х ук^^а нисбятап инерции момснн

/.J — 2 гп 1'̂

l l lv n ia i i  кплмб, гистрмаиинг килкчкк чпергигси умумлашган Kcc'p,ii:t:fíir. inp ' ['f-.a- 
ли i^yйидагнча кфс^да;: акад11:

Т — —  [{/(, -|~ 2 гп !- sin- q) fv- -~2 т  I- ф̂ ].

Берилган система учун
d дТ о т

--- — --
dt dÍ> ó f i
d. <-)T r)T-- —  ■ — —

d t 0 Ф' d Ф

(4)

кур.';ни1лдаги Л аграиж иипг И хил т е г г ;ia\!a,Tapmin тузнш учун за]'у1 б ул ган  кн- 
?!етик эм(-1рпгя11ппг >;осила,;1ариш1 x!ícc6..h;íimh:í

{) Т   ̂ d  д Т
■—- .гг. (/„ -'р 2 т  /- sin'- ф) р, '—  —
(■? h t д  (■"-

4 m /- sin (p cos (p Ф P - (/o 2 ф) P.

' 1 1 = 0 ,  ^ = 2 , ^ Г - ф ,
Op ó ф d t  д  ц
д Т
fi l.p

— 2 т i -  sin Ф cos ф

í5!

(2), (3) ва (5) ни (4) га куГ'сак,

4 /л Р sin ф cos ф ф' р 'Г  (^0 2 ^ ‘ i ' ~  — ^ (Ф — Ф(|).
2 m i -  ф — 2 гп sir! ф cos ф ~  — 2 т ^ ! sin ф. (̂ i)

Системапинг (1) acocuii харакат якнннлагн кичнк тебранн1пларин» (^аранмиз. 
В у т н г  у п у н  !^уи»дагн алмашгиришни KupiiiaNiii:);

ф - - <Г, -i- j:, - ' - у  íV)„-J-í/. (7)

bvHjia V оя у  лар ф ва у з г а р х ' п ч п л а р п г ' т  кнчи к  орттир.маларипн ифода- 
лайли. (7 пи í6j va киртмо, KVüMj.'ni 1енгл;1:>и1л;-;рна а'-'амн.^;

4 m i  ' МП (фо +  XI C-.S ((j'o +  .г) X !■) [ /,■) — 2 !П 1'̂  51Г1-{фо- “ >■'}} У ——

—  Ф о+ у)^к1п{2ф о-;-2лг)-^
г

íin (ф,. -Ь А') ^  о.
(8)

Дсоси;! харакат якпч'иаги кичпк харакатларяи тскширит учун Г̂ зрча ,\ад- 
лярлп б^ршшп тартип.'ш кичпк N[HK,T,Gpra4a ai¡n!v,;iHK Гнлаи хисоПла^мич. Бунииг 
',’Ч\н sin ,>í ;5-; ;t, cos .v 1 Roú фч))ма i'.a.'iriMns. Натпжадя (8) tm ку''И;,."|Гяча с-чпи
;i!V%!KHii;

(/ Ц ~  2 rn !'- sin- фо) y  - 2 m  sin- фц • д: — Á’v — O, :

11, sin 2ф,,- ij I —  со^фо — eos 2ф(,
(9)
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Шундай килиб, систсмяцниг асосиГ; х;')ряк;1 т  ятч^инлдаги кичик харакатлари 
учун (9) куриншиидаги иккитя коэ!|4 1Ициектли чизщ^ли дифференциал
тенг./1ймя;|;)р сислемпснни о.^амнз. Уларнн ечиш учун

деб флраз кнламиэ. Бунла С^, Сц лар узгармгк мицдорлар. У  ;^олда (9) га мос 
характеристик тсигламаии

( ¿ 7 ^  ^  Фо (I +  2 созз 9о+

' 2 т Р
кхршиппда ёзилади. Бунда

) л - 1 - ; Г ^  Ро 51п2фо =  0 ао)

7 -fs iп ■ ф o , ^1 =  0,

2 т  } *

аз =
2т1^

Ро 5)'п 2 Фо

белгилан1ла])н11 киритсак,

тспглп.мп уринли булади. Бу Л2рг>:а1:рисгик тенг.лама илднзларининг 
к)!сми мапфи;'! булпшини ]1фода-'ЮЬ':П Г> рии 1 UJal■) ¡'лари

и г п.

«1 ('■’о О
а.2

О О Пп

-- «,(70 — Оу(7;, >  о,

^  (Т., ((7 ,172  —  >  О

1ч\-рт1И111 ДМ Г' .и и л и ,  К\'Г’И'1:1уЧГ'|Ц хо-гч^  ̂ >  О, а., >  О, й ,  >  О, £11 =  0 булган'и
учун Г\’рвиц Ч1л]‘>) '^пноя!лмимшкц!, бпиобярмн, регулятор пи нг х?1ракати иоус-
т\’вор б у л а д п .  Ь\ эк;';]е;)!!\;ем! [(уш  •"¡[.[¿¡г! \;:л! тасдик дангап .  1Лу с ;1бабл1]
бо 111!у!р:;Ц1 СИСК м к Слкш ш  >[ллк).тар[1[1 к и ;л п м т са  т\т):ч-; келлдк.

2!,27" - Харакати:? оптимрл бошкаргип хак!};1,а тушулча

Tt■‘vм^]l:;■ ■;) л - 'р '! ; . ; ! ! ’ ли ; бо:;1кя;);]1и с;) бонгкарИ !]]-
1!мнг :̂ 1!Г 5 \'С\' ¡'мч тлП'^Ц!! /г'ЮлЮЛ п 7г:', Л():п1[)ги

1;:\‘ 'Км.) >;лл:, ;лСИЛ^:лЛ:'|1.
'.-Г‘Ь' Ч'‘'ПИ П)-' \0 ,'!г: ]’Л:И! '¡х 'р.'Д 'ча

о '; ; ! ' Д : К М л ! . ' !  ИГ:Л! (.¡ПК;-

ь.1';
•: ';Чл: ;!'-:;;‘:л б\'ПЛЛД



маса/1алар бошкариа] фу[1к1лияси ¡чатнапладиган мacav^a.^ap дейилади. 
Агар бошк/.'риш ф у и к и п я с и  на таъспр эту вчи кучлар маълуы б\̂ 1са, 
у .\олда харакатни ботцарнт берилган объектнинг мазкур кучлар 
та ьс при д а т  ха рака ги ни аинк.лашга дойр механ икании г оддий маса- 
ласига келгирилади.

Бош!^ари1инипг о!ггималлмги олдиндаи белги.'1анган сифат белгн- 
сига {»̂ араб ани]^ла1[ади. А\асалан, икки пункт орасида учадиган са- 
молс'Ц[ииг эиг ь;мс1̂ а ва)<;тда маизилга етишиии боии'^ариш масала- 
сида сифат белгиси учишга сарф булган вакт, максимал юк ташиги 
масаласида эсл сифат бслгиси ташилгаи юкнинг орирлиги билан 
ифодалаиади.

Купинча мехсшик системаиииг ?^аракат диффере11циал теиглама- 
лари

...............и , .......................... щ).  (/==1,2.................. 5) (24,133)

ёки
ё  X
с1 í

- Ц л \ и )  (24.134)

курииншдаги тенгламаларга келгирилади, Ьуида л' ,̂ , . . , лар 
системапинг берилган ондаги холати ва те,г1игини ифодалончи мик- 
дорлар, //1, . . . , ¿¿д. лар эса бошкариш парамсгрларпии ифодалл:';- 
ди. Л\асала1Г, ту['ри чизи1̂ ли харакатдаги автомобмлиииг .\аракагини 
уиииг босиб утган йСли 5 ва харакат тозлпги V бплаи .характерлаш 
мумк!1П, Бу катталиклар вактии1и' фу1[кщгяси си(|]атида у,:^гарали 
на улар двигателнииг тортиги кучи Ь ¡ш хайдовчи Т0 .\!0 ндаи узгар- 
ти!!!!1!1 орла;1л бош!^арилади. Бу масалада Р бошкарувчи параметрии 
и: |Х)дала иди.

Одатда, бош1̂ арап[ параметр три . . . , лар и\1иёрий бул- 
май, уларга маълум (иартлар к^'йилади. Мпс,алаи, и — автомобиль 
двигатсли1П1Нг '|Ортиш кучи б у ;1са, и. параметр О куги-
ни[пдаги шар гни ¡{аиоатлантириил ! керак.

Бош..'1ангич / ~/о пайтда система X(̂  холатда булиб, / =  пайт­
да у ни хрлатга олиб ксли;п талаб 1̂ илинса, боил^арип! масаласп

и (01
о  I

дифференгшал тенгламаларии уи1бу

хЦ^) =  Хо, х Ц , )^ -  X,

чегаравий пшртларда ечимга эга буладигаи l l (í) бошк.а|.иш (руикгши- 
сини танлаи1га келтирилади, Ьу масаланиггг ечими А'(/) булса, бош- 
|^аришнинг сифат белгнси

/== ] 1 , [ х { / ) , и т с И  (24.135)

формула буйича ^(исоблапали.

543



Харакат дифференциал теигла.хталари (2-1.133) ёки (24.134) 1енг- 
ла.малар билаи ифодаланядиг'аи, механик енстемаиинг харакатини 
оптимал боии ,̂ар))ш масаласи (24.135) функциопалиинг мумкин б\̂ 1- 
ган энг кнчпк 1ч^н";мапн[и аниклашга келтирила.^и.

25- БОБ. ЗАРБА НАЗАРИЯСИ

25.1-§ . Зарба назариясининг асосий тушунчалари

Жуда кичР1к ва(>̂ т нчида система!шнг айрнм ёки барча ну{^тала- 
рипинг тез.чнги, бинобарин, :>̂ аракат ми1̂ дори чек;]и катталикка уз* 
гарса, бундай >̂ одиса з а р б а  дейилади.

Зарба содир буладиган ва!^т з а р б а  ваг^ти дейилад1{. Зарба ва}̂  ̂
ти т секунднинг миггдан бир  ёки ундан кичик улушига тенг бу­
лади.

Механик система ну 1̂ галарига бирдаиига борлаииш 1̂ уйилганда 
ёки система борланишдан бир зумда бушатилганда зарба ;^одисаси 
содир булади. Масалан, илгарилама ^аракатдаги жисм }^узралмас 
жисм билан тук^нашганда зарба содир булиб, бунда 1\узралмас жисм 
бирданига н^уйилган борланиш вазифасини утайди. Спортчи трамп- 
линдпн сакраш иайтида х̂ ам зарба содир булади, бунда зарба спорт­
чи борлпнип]дан (трамллиндац) бушатилган (ажралгаи) пайтда содир 
6улзд\\. Шy^iиигдeк, туп отилганда ёки снаряд портлаганда }̂ ам 
Хфба содир булади.

Зарба даврида нужудга келувчи ва т\л^нашувчи жисмларга лíyдa 
кичик ва1̂ с ичида таъсир этиб, ута кагга ]\И]1матга эришадиган ва
им17у,льси чскли булган куч зарба/щ куч  дейилади. Лгар Р  куч 
зарбали кучдан иборат булеа, одагда бундай куь’нткнг узгариш 1̂ о- 
ну1И1 маълум булмайди, лскин бу куч модулининг га[^рибий гра- 
фигини 2 5 . ! ' расмдагиде]^ тасвпрлаю мумкин, Зарбали куч зарба 
ва 1̂ тида жуда тез орта бориб, максмма.т т^иймап-а эришади, сунгра зар­
ба даври о.хиригача тез суръатда камаяди. Купинча зарба.чи кучнинг

батае|)С11Л узгариш цонугиши аииклаи]га э .у  
тиеж турилмай, балки зярба давридаги куч 
имиульсини ани1̂ лаш му.'^им ахамиятга эга 
бу.'|;)ЛИ. У т б у

5  -  .1 /■ ‘ сП (25.1)

формула ёрдамида ант^ланадигаи вектор 
катталик за р б али  куч  импульсы  дейилад11. 
.Зарба.ти куч имиулт.си 25 .]-расм да  тасвир- 
л.тнгаи з а р б а т  куч  графиги  хамда абсцис­
са yкji I бмлан чегараланг.'ш штрихлаиг2н 
юза оркали и:|)одп.7анад!1.

Баъзида зарбали кучнии.г лаъсиркни та- 
саввур к^глтпи учун зарба вактпда узгармас-
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дан г^оладнгап ва эарбали куч ймпульсй таъсйрйни бера оладигай 
г^амда

F c . .  •  ̂ -  5  (25.2)

i|.opN:yc':a с[;д<;л;ида гникл^:ладша]] уртача зарбали  куч  кирити- 
лзли.

Техликада зарба )^одисасплан болгалаш, штамповка, тая[{4 (̂ ози{̂ - 
л ар )-̂01-^итда ва бошка сохаларда фондаланилади.

25.2' §, Зарба на.^ари^сининг асосий тенгламаси

Массаси т  га тепг молдин Hyi^rai-a жуда кичик т ваг^т ичИда 
■—>-

зарбалн F куч ва зарбали булмаган ва1\тнинг функциясидан иборат
Q куч таъсир этсин. Ну!^танииг з^фбадан олдингн тезлигини v, зар-
бадан кейинги тезлигнни «  билан белгиласак, зарба т; ичида
;^аракат микдоришшг узгариши .^а}^идаги теоремага асосан

т и ^ т и  ~  jF d / - h  (Q df (25.3)

формула уринли булади.
(25.3) тенгликиинг унг томогшдаги биринчн 1̂ ушилувчи зарбалй

куч импульси 5 га тенг; иккиычи 1̂ ушилувчи учун Лаграижнинг 
урта Е̂ иимат хакидаги теореА]асинн 1̂ улласак,

т ->
[ O d f  =  û .  -т :.

Бунда билан Q кучнинг (О, т) оралйр^да 1̂ абул 1̂ Иладиган уР'

тача циймати белгиланган. чекли катталик, т эса кичик {̂ ий*

матга эга булгани туфайли деб олиш мумкии. Я^ни зар­
ба ва}^тпда зарбали булмаган кучларнинг кмиульсини зарбали куч 
импульсига иисбатап эътиборга олмаслик мумкин, Шундай цилиб, 
з а р б а  вак/пида ну>\та \аракат м ик д ор ин ин г  у з г а р и ш и  >^акидаги 
т еоремана  и;уйидагича ёзиш мумкин:

т и ~ ~  (25.4)

яъни за рб п  ваг^пшда н у щ а  щ р а к а т  MUfidopu/uiH^ 1, з г а р ш и и  нуи -̂ 
гпага т а ъ с и р  этувчи  з а р б али  куч импуль си га  тен г .

(25.4) тенглама з а р б а  н а з а р и я с и н и н г  а с о с и й  т ен глам а си  дейи­
лади .

Агар ну1<̂ тага бир Baî THHiîr узида бир неча зарбали кучлар таъ­
сир этса, (25.4) да мазкур зарбали кучлар импульсларининг гео­
метрик йи/-индиси олинади.

(25.4) тeнглa^’a яифференииал тенгламадан иборат булмай, бал­
ки чекли миь^дорлар 1у 1т[1ашадигац а/леораик тенгламадан иборат.
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Ву тенглама воситасида зарбали импульс ма-Ьлум булганда зарба 
ва1>тида нуь т̂а тезлигииинг \згаришини ёки зарбадан олдингн ва 
зарпадан кепипги ну|^танинг тезликлари берилганда зарбали куч 
импульсини апи1';лаш мумкин.

Худдп [цунингдек, келгуспда учрайдигап зарба назариясига оид 
барча тенгламалар дис}х}1еренциал теягламалардаи иборат булмай, 
балки алгебраик (чекли) тенгламалардан ташкил топади.

(25.4) ни Декарт координата уч^ларига проекцияласак,

(25.5)
гп Ну — т иу 
т  —  т  ^  5^,

яъии за р б а  вактида  нг/купа харакат м ш ф ирпнин г  б и р о р  1\узгал- 
мас  у к д а г и  п р о е к ц и я с и н и н г  у з г а р и ш и  т у  иукупага т а ъ с и р  этувчи  
за рбали куч им пулъ си нин г  м а зк у р  у к д а г и  проек'ция сига т ен г .

Агар зарбали куч импульси маълум булса, у кол да (25.4) дан 
фойдаланиб, нуь^таиинг зарбадан кейит-н тезлигини аннклаймиз:

+  (25.6)
т

(25.6) теигламадан курамизки, зарбадан кейинги тезлик V зар­

бадан олдииги тезлик и дап — га теиг чекли катталикка фарк ки-
т

лади. Зарба ва)‘̂ ти т жуда кичик ва <5у ва]^т ич15да ну 1̂ танинг т?3' 
лиги чекли микдорга узгарга)1и туфайли зарба ваг^тида нy^^тaнпfiг 
куп1Ш1и л<уда кичик булади ва одатда упи эътиборга олинмайди. 
И^упдай к 1̂либ, зарба вз}^гида нуь^та кучишга улгурма11ди.

25.3- §. Зарба ва)^тида система ^^аракат ми1̂ дорининг 
узгариши ;^а1̂ идаги теорема

Айтайлик, N та моддий ну1<;талардак ташкил топган механик 
система берилган булсин. Зарба вя1̂ тида зарбали булмаган кучлар- 
нинг импульсини эътнэорга олмаслик мyмк!í!^ булгани учуп с]1сте- 
ма ну 1̂ таларига таъсир этувчи кучлариинг импульсини таил^и иа 
пчки зарбали кучлар имнульсидан та;пки 1 топгаи деб ('^араш мум­
кин. Агар система пхтиёрий ну1̂ тасииинг зарбадан олдииги ва

зарбадан кейинги тез.ликлариии мос равишда иа билан белги- 
ласак, зарба назариясииинг асосий тенгламасига кура

5̂  ̂+  5^ (25.7)

тенглик уриили булади. Бунда 5^ ва 5^ мос равишда та1И(̂ н оа 
ички зарбали кучлар импульсларини ж|юдалайди. Система учун бун- 
дай тенгламалардан N тасмии ёзиб, уларни .\адлаб
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3 ^ «  V "ч—2 '« v  = 3  '5'' -г 2  .

Бунда

мос равншда системанинг зарбадап кейинги ва йарбадам олдинги 
харакат ми1̂ дорларипн ифодалайди. Б}ч-1Дйн таип^ари, ички кучлар-
нинг хусусиятига кура, 2  = О б^Ктгани учуй

(25,8)
Бу тенглама з а р ба  вацпшда си стема у^аракат микдорининг  

у з г ариши  хацидаги теоремани  ифодалайди: зарба вак/пида с и ст е ­
ма х^аракат лищдорининг у з г а риши ,  си стема ну}^таларига (^уйил- 
ган т.аш^\и зарбали кучлар импульсларининг  йигинди сиеа  тенг .  

Агар

2 ? ,  =  о
булса, (25.8) га кура

( 2 5 .8 0

яъяи фщ!̂ ат ички зарбали кучларнинг импуЛ1>си зарба ва1^тида бутун 
системанинг ;<,аракат мицдориии узгартира ол.майди.

(25.8) ни координата укларига проекцГ{я.[асак,

Q . ~ Q o x ^ Ж ^ ^

■ (25.9)

(25.9) дан курамнзки, 2 5 «  =  О булса,

С .. -  Qo,^
яънн агар ташки зарбали куч имиульсларининг бирор уи^даги проек- 
цияси НОЛ га тенг булса, система ^^аракаг ми^^дорининг мазку р уг<;да- 
ги проекцияси зарба ва!^тида узгармасдан 1̂ олади.

(21.6) га кура

с  == , 5  =  « » " с  . (2 5 -

бунда ДА ^  2  бутун систе.ма массаси, и^ ва лар мос равишда 
система массалар марказининг зарбадан кейинги ва зарбадан олдинги 
тезлнкларнпи ифода.'1айди. (25.9) ни назарда тутиб, (25.8) ни цуйи- 
дагича сзиш мумкин:

М ( ' ^ с - » с )  “ - ^ 5 -  ( 2 8 - И )
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(25-11) тенглама з а р б а  вацтида  с и ст ем а  мас салар  маркази  
харакат микдор инин г  у з г а р и ш и  \ак^1д а , и  тео ремани  ифодалайди' .  
з а р б а  вш^тида с и ст ем а  мас с алар  м арка зи  харакат ми!\дорининг  
у з г а р и ш и  си ст ем а  н уцталари га  т а ъ с и р  этувчи  таш^и за р бали  
кун  им пуль сларинин г  г с ом ет рик  й и г и н д и с и г а  тен г .

Хусусий )(;олда 2 О булса, (25.11) га кура

^ с = ^ с *

Демак, таищи з а р б али  куч  импульсларининг  г е ом етрик  йи гин -  
ди си  нолга т ен г  б 1]л са,  с и ст ем а  мас салар  м арка зи нин г  з а р б а д а н  
к ейинги  ва з а р б а д а н  олдин ги  т е з ликлари у з г а р м а с д а н  ырлади.

(25.11) ни координата укларнга проекциялаб ¡^уйидагн теиглама- 
ларни оламиз:

(25,12)

25.4*- §. Зарба вaк^тидa нукта ва система кинетик мо- 
ментининг узгариши :i âи^идaги теорема

Ю1̂ орида к>фганими.здек, зарба ВЕИ̂ тида пу 1̂ та кучишга улгур- 
майди, Шу сабабли зарбадзи олдииги ва кейин1'и ну1'^таиинг радиус-
векторипи г  билан белгилаб, зарба назариясининг асосий тенглама­
си (25.4) ИИ т га векгорли купайтирсак, 1̂ уйидагини оламиз;

г  X т и  — г  X т о  — г  х  8.
Бу муносабат за р б а  вак^пида нукпьа кин ет ик  м ом ен тинпн г  у з г а ­
р иш и  ,\а>^идаги п ге ор емапи  ифодалайди, Зпрва  ва'утида нуг^та ки ­
нетик  мом ентинин г  б и р о р  марказ г а  н и с б а т а н  у з г а р и и т  ну?\т.ага 
ь^уйилган за р бали  куч ымпульсининг  мазк ур  маока з г а  н и с б а т а н  
моментига  тенг .  Бу теоре.маи'! N та нуктадан ташкил тош'ан сис- 
тсманинг .ч̂ ар бир ну1-̂ таси учун ¡^^улласак,

^  X т^ и  ̂-  X  т^ X  5^ + Я  ^  5^, (V -  1 ..V) (25.13)

те11гла.\1алар уринли булади. Бунда 5", ва лар мос ргшишда сис­
тема нииг ну1’;(Тас!И'а таъсир этувчи таш1̂ 1 ва ичк;1 кучлар зарба­
ли имиульсларини ифодалайди, (25.13) тенгламаларни 1̂ ;ущамиз:

X  Е Г  X  2 / ^ Х 5 ; , ,

бунда 2 ^ ^  X т^ ^  =  К'^ мос равишда системанинг

<1 \’арказга нисбатан зарбадан кейинги па зарбадан олдинги кинети^; 
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моментларпии; 2^^. X 5 ^—- таш!<̂ и зароали кучлар 
импульсларининг О марказга нисзатан момеитларпнинг йириндисини 
ифода>1айди. Ички кучлариинг хусусиятига кура, 2 ^ ^  X 5^ =  

=  0 .

Шундай !^ил]1о, ¡^уйидаги муносабат урннли булади:

^ 0 - ^ 0  = 2 Я  ^5)- (25.14>
Бу тенглик з а р б а  вакгпида с и ст ем а  кин етик  м ом ен т ин ин г  у з г а -  
риш и  >̂ акида<̂ и т ео р емани  И(Ьодалайди: з а р б а  в актида  с и с т е м а  
кин етик  мом. ентининг  б и р о р  марказ г а  н и с б а т а н  у з г а р и ш и  си сте^  
ма нук/паларига ¡\уйилган зарбали  кучлар  им пул ь сларинин г  м а з к у р  
марказ га  н и с б ат ан  м о м е н т л а р и н ш г  е е ом етрик  йи г и н д и с и е а  тен г .  

Агар

2 4 ^ ^ )  =  о
булса, (25.14) га кура,

К о ==Кф

яъни факат ички кучларнинг импульси зарба вар^тида система кине­
тик момеитини узгартира олмайди.

(25.14) ни координата у 1̂ ларнга проекцияласак,

К , - К о , ^ Ъ м , { 5 Ь .  

к , -к -  = 1:мД0- \
К , ~ К Ч  = Е 'И , (

(25.15)

Хусусий уолда О б>^пса, (25.15) га асосан К ,

25.5- §. Зарба ва1̂ тида зарбали кучнинг иши ?^ацидаги 
Кельвин теоремаси

21 .17 -§  да чи1̂ арилгаи (] ормулалар ёрдамида зарбали кучларнинг 
зарба па]^тплаги ишинн бевсслта хисоблаи! анча мураккабдир. Чунки 
зарбали кучлар жуда катта г^ийматга эришади :^амда зарба ва 1̂ тила 
система пукдаларииипг кучиши эътиборга о.пинмайдиган даражада ки­
чик булади. Зарба назариясининг асосий тенгламаси (25.4) дан фой- 
даланиб, зарбали кучларнинг зарба ва(^тидаги ишини г^исоблаш мум­
кин.

(25.4) ни дастлаб и га, кейин v га купайтирсак,

— m u ‘ V = S Ui 

m M ‘ V —  m v^  — S
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Бу тенглик лар ни 1̂ ;ушнб, 2 га б)^1сак,
ти^ mi'2 1 -*■------------— ^ ~ S { u  + v). (25.16)

Нуктл кипетик энергиясининг узгариши .^акидаги теорема га aco­
can (25.]6} тенгликнинг чап толюни унга таъсир этуо-т F кучиинг 
иши Л га тенг. Шу сабабли

А ( ¡Г -ь7 ) .  (25.17)

(25-17) тснг.пама кучиииг ишини ма.якур куч импульси ва Hyî - 
танинг уртача тезлиги opiva.'iH анш<;лайдигаи Кельвин т е о р ем а сини  
ифодалайди: б и р о р  вакт о р а л ш и д а  н у к т а г а  куйилган  к уч нии г  
иши,  к учнин г  м а зк у р  вакт о р а л ш и д а г и  импульси  билан пуцта-  
н и н г  бошлангич  ва охирги  т е з л ик л ар и  й и г и н д и с и  ск аляр  к упайт-  
м а си нин г  я рм и га  тен г .

Кельвин теоремас]1Ни ну)\талинг >̂ар 1̂ андай харакатларига ?̂ ам цул- 
лаш .мумкин.

Механик система учун Кельвин теоремасини келтириб чит^аришда 
системапинг хар бир ну1'утаси учун (25.17) га yxiuam тенгламаларии 
ёзиб, улар у^аро к^уилилади;

(25.18)

—V
Бунда билан системаиииг ну|\тас1И'а таъсир этувчи lamiyi ва 
ички кучлар имиульслари1п^иг геометрик йигиндиси бслгилангаи; 
i \  =  5 Í  +  5 ; .

25.6-§ . Жисмнинг цузгалмас сиртга урилишидаги тугри 
зарба. Тикловчи коэ])фициентни тажриба нули билан 
ани{^лаш

Агар жисм массалар марказининг тезлиги 1<;узралмас сиртга ури- 
лиши олдида сирт билан жисм уриладигаи нуг^тада 1\узга.тмас сиртга 
утказилган нормаль брича йуцалса, бундай зарба т у г р и  з а р б а  де­
йилади .

Айтайлик, бошлангич тезликсиз эркии тушаётган ва массаси 
т  га теиг шар ь^узгалмас горизонтал текисликка (оки урилши nyi^- 
тасидаги нормаль вертикал Ю1̂ орига йунал1'ан цузгалмас сиртга)
V тезлик билан урилс^^н (25 .2 -раем). Бундай тутри зарбада niap-
нннг зарбадан кейинги тезлиги и сиртга утказилган С п  нормаль 
буйича юцорига йуналад1г.

Зарба ваь т̂ини икки даврга булиш мумкин; бириичи даврни 
билан белгиласак, бу Bat̂ T мобайиида шариииг тезлиги нолга тенг 
булгуича, у деформзцияланади: иккинчи даврида эса эластиклик 
кучи таъеирида, бутунлай булмаса-да, шар уз шаклини тиклайди
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ва и тезлнк билан cuptAaii цапчииди.
Lily сабабли зарба ва1̂ типи т билан 
бслгиласак, т = Xi4- булади.

Шар ('^узгалмас текисликка урил- 
ганда буладиган турри зарба да шар- 
luiur зарбадан кейинги ва олдипги тез- 
лиги ми1чДорларпнинг узаро иисбатига 
тенг к;ггтал1и< sajxviaaDi тикжнти ко ­
эффициент дейи.'1ади ва к билан белги- —  
ланади:

I г, г<>

о

к  - (25.19)

Яа

W /// /A
~1Г

2 o , i  раем.Агар к ~\  булса, бундай з¿̂ pбa 
аб с о лют  эл а стик  з а р б а  дейилад!!. Бу
хо.1Да [̂  =■-у бyл^iб, зарба натижасида и1ир1п тг те31иги зарбадан 
олдинги тезлик йуиалишига каралта-карши й\иалади.

Агар А: О булса, б>'нда{’1 зарба а б со лют пластик б р м а г а н  
з а р б а  дейнладн. Бундай зарбадан кейинги шарнинг тезлиги и — о  
бу:!ади.

Тикловчи коэф(|}ициснт 0 < / ^ <  1 булган xoЛv^apдaгн зарба эла с ­
тик  з а р ба  дейилади.

Зарба вацтииинг бириичи даврида силли}  ̂ сиртнинг шарга таъсир
• >

зтувчи узгарувчи .эдрбали реакция кучиии Л\, иккинчи давридагн* 
—>

сини N.. билан белгилайлик, У .-̂ олда хар иккала ваь т̂ оралири учун 
зарба назариясининг асссий тенгламаси (25.4) ни тузиб, нормалга 
проекцияласак,

О — (— ть)  ^  5^,
—  О —

Т, Хг 1Т,
,л.сил булади, бунда ва 5 ,=  | лар биринчи ва

о т,
иккинчи зарба даврларига мсс булгаи реакция кучларининг зарбали 
имнульслари1П1 ифодалайди. Зарбали булмагаи кучларнинг, масалан, 
огирлик куч и НИН г зарба вактидаги имиульсини эътиборга олмаймиз. 

П1уидай 1<;илиб,
m v  — т и  =

тенглйклар уринли булади. (25.19) ни назарда тутиб, бу тенглйклар* 
дай тикловчи коэффициент ва зарбали импульслар орасидаги 1̂ уйи* 
даги муносабатни оламиз;

/! =  ^ ,  ( 2 5 .2 0 )
‘5’!

ЯЪНИ ш а р  к у з г алм а с  с и р т г а  у р и л с а н д а г и  т у г р и  з а р б а д а  зарба 
eaкJnuнuнг  иккинчи д а е р и т  мо с  з а р б али  куч  им пул ь синин г  б и р инчи
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'8аврибаги зйрбали куч импульсига нисбати Шклоечи шффици' 
ентга тенг бдлади.

Тикловчи коэффициент тажриба усулида (^уйидагича анир^ланади. 
Синалаётган жисм материалидан ясалгаи шарча /ц баландликдан 
худди шундай матсриалдаи (ёки бошца синалувчи мa•|epиaлдai^) ясал- 
ган салмо}^ли горизоитал плитига бо!илан1'ич тсзликсиз ташланади 
(2 5 .2 -раем, б) .  Зарбадан тейин шарча ба чаидликка кутарилади.

уУ1о.М1 участка учун кинетик энергия ни нг узгариши .'̂ а̂ и̂даги 
теоремани ь^уллаб, п!арча[1ииг зарбадан олдинги тезлиги и ни анш̂ ;- 
лаймиз; и — Y2g} l l .

Худди шу'нингдек, участка учун бу теоремани [^улласак,
шарчанинг зарбадан кейинги тезлиги учу?1

и = У 2 gh.¿
формула уринли булади. и ва V нинг }^нйматларини (25.19) га 1̂ у- 
йиб тикловчи коэффициентии ани!^лаймиз.

(25.21)

К,уйидагк жадвалда катта тсзлик билан туь^нашувчи айрим жисм- 
ларнинг тикловчи к0эф(|)ициеитлари [^иймати бсрилган:

Т^-киашувчи ж и см лар

ёроч шар резннага урнлгаида 
Ёгоч шарлар у^аро урилганда 
Г1ул4т шарл-1р ч'заро урнлганда 
Шиша шарлар узаро урнлганда

0 ,26
0 ,5 0
0 ,5 6
0 ,94

Агар шар ь^узгалмас сиртга урилган гтьггда у нинг массалар мар- 
кйзииинг тезлиги урил1! т  ну1<̂ тасида цузгалмас сиртга утказилгап 
нормаль билан а  бурчак ташкил этса, бундай зарба кийшиц. з а р б а  
дейилади (25 .3 -раем), а О  б>%1са, тутри :зарба соднр бу.')ади.

а  бурчак туигши бурчаги  дейилади. Умумий .\олда шар сиртга 
урилгандан ксйин унга утказилган Мп  иормалга  ̂ бурчак остида

и тезлик билан 1\апчийди.  ̂ бурчак­
ка }\айтши б у р ч а ги  дейнлади.

Агар сиртни идеал силлн(^ сиртдан 
иборат деб 1̂ арасак, зарбали реак1щя 
кучи сиртга утказилган нормаль буй- 
лаб йуналадн ва унинг уринмадаги 
[]роекцияси нолга тенг булади. Бу }<,ол- 
да зарба назариясининг асосий тенгла­
маси (25.4) ни уринмага проек- 
цияласак,

25.3- раем. =  О

ЬЬ2



екм

t{uüuiW\ з а р б а д а

IK  о. ( 2 5 . 2 2 )

(25.23)

га теиг катта'тикка тикловчи к о эф ф ш ш ент  дейилади. Бунда } |
ва оркали и ва v теоликларшии' нордгалдагн пр0екимялари[1инг 
абсолют ¡«^нймати бе,н илангаи.

(25.23) дан
(25.24)

(25.22) ва (25.24) га асосан шар .марказининг зарбадан кейинги 
тезлигл 1̂ уйндагича аии1̂ ^анади:

и =  и \ - г  u l  =  ]/"' ^  ], ’ (v ^ i n a p  +  (kv c o s a ) -

25.3- расмдан
— V y  sin*“ a  -Г Cüs'̂  a .

Шундай 1̂ илиб,

t g P
R.

(25.26)

Бу формула воситасида }^айтиш бурча ги билаи ту шиш бурчаги opa« 
сидаги муносабат ани1̂ ланади.

25.7-§. Иккита жисмнинг тугри марказий зарбаси

Агар иккита жисм бир- бирига уриладиган ну1'^таларидаги уму- 
мий нормаль жисмларнинг массалар маркази ор^ а̂лн утса х^амда 
зарба олдидаги жнсмларн]шг тезликлари мазкур умумий нормаль 
буйича й̂ ’налса, бундяй зарба ту гри  марказий з ар ба  дейилади.

Массалари пц ва га тенг иккита жисм зарбадан олднн хам, 
ксйин хам нлгарнлама харакатда булсин. Бундай жисмларнинг тугри 
марказий зарбасини тскширамиз. Жисмларнинг зарбадан олдинги
тезликлари ва u.j га тенг булиб, 
жисмлар урнлганда уринин! ну|<̂ тасида 
утказилган умумий нормаль б\лшча 
Ayiíaлсшг (25.4- раем).
Агар жисмлар бир том он га хара- 
катланса, зарба содир булиши учун 
с?1 >  v.y шарт бажарнлишн керак, Ж'исм' 
ларнинг массаси, рлрбадаи олдингн 
тезликлари ва зарбадаги тикловчи 
коэг|)фициент маълум булганда зарба- 2 5 .4 - раем.
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дак 1\ейин1'и жисмлпр массалар марказининг тезлиги ва зарбали им- 
пульеин аиии^лаймиз. Тагш̂ н̂ зарбали импульслар таъсир этмагани 
туфайли (25.8") га асосан ь^уйидаги тенглик уриили булади:

Н- т 2 « 2  “

яъни системанинг зарб^^даи олдинги ва зарбадан кейинги ?^аракат ми1̂ - 
дор,']ари з'зиро reHj- булади. Бу векторли тснгликии жисмларнинг 
массалар марказини ту гаштирувчи С- х̂ yi î â проекцияласак,

г п J и  -L п I , и 2J, /Л nu v^ x -  ( 2 5 ,2 7 )

Ву тснгламадт из ги^китл :;о'л.яъл\м 1;атнаи1пдн. Агар 
тикловчи коэ:1)чЛ1цие!1т 6ери;!|-аи булсз, бу иомаъл\л1ларии ани:улйП1 
учун üH'i битга ¡е11гллмаг1и олпш ксрак. За1юадан кейин
иккимчи Ж!1смн1]иг те--;,л[Г1: бири:р::?С11га нпсблтлп орп'апи туфайли 

жисмларнинг т^трп 3apöi.cn.v\ тикло!4Чи коэффициент жисм- 
лариииг з^фбад: !̂ ксйннгп ва зарбад'и олдиигп и[|сбий тезликларн- 
нипг писбатига тенг булади

k =- Л " ' ^  _  » » т .» “ , (25.28)

бунда г̂ -д > г ; 2д карай\и13. (25.28) дан

i‘ ->T Щх) (25.29)

теигликни оламиз. (25.27) ва (25.29) тенгламаларни биргаликда 
t-чиб, Жисмларнинг зарбадаи кейинги тезлик.ларини ани1 ;̂лаймиз:

« U  О +  Л’) ----- -(Vu  —
/7? I

^2Х +  (1 Н' ------ -------  (^\Х ---  ^2х) ’
Щ  -i- щ

(25.30)

Илгарилама харакатдаги жисмлар урилганда >̂ осил буладиган
ва So {S■̂ =  — 5g) зарба,ли импульсларни аниклаш учун жисмлар­
нинг бирортаси, масао '̂аи, биринчиси учун (25.3) ни У 
холда иккита жисмдан гаткил топган система учуй ички т^исоблан- 
ган з;}рба,ли импу.'1ьс биринчи жисм учун таип-^и и.\IпyvTЬCдaн иборат 
булади. Натижада

(''n.V ~  ‘̂u') “  -̂ lA- ~  ‘̂ '2ЛГ (25.31)
ёки (25.30) га асосап

- 1.V -  5 , ,  -  О -1- /:; -  (t»,, -  (25.32)
m, И- r?i2

Агар ЖА;-см:!йриинг икки[1чиси 1<̂ 'узгал,мас булса, у  т^олда (25.30) 
ва (25.32) да =  0 булгани туфай,!и



т-1 -I - т..
1!1л

пи —  ПЬ,

5 ^ ^ ^  — 5 , ,  =  —  (1 - ь  к ) /«1^0
1̂ 1Л'

( 2 5  : >■] )

т , — пц

1̂ унидаги хусусий хрлларни курлми?:
1. Абсолют эл^(стпк булмагуп з̂ 1рба (/¿ — 0). Бу хрлда (25.30) га 

кура
__ m^Vxx —

- г
и!) г --- (25.34)

яъни абсолют э л а ст ик  бГ^ьмаган з а р б а д а н  к ейин  жисмлар би р  хил 
т езлик  билан :>^аракаг}ыанади, ¿чйтганда, абсолют эластик
бу*пмаган зарба патнжаснда иккала жисм б]1р -биридап ажралмаГ!, 
бир хил тезлик билан харакатланади.

Бу ?^олда зарбали куч и.мпульси учун
/«1^2

{^1Х ^2;с) (25.35)
ТП̂ — /̂ 2

формула уринли бyv^aди.
2. Абсолют эластик зарба (^= 1). Бу ?^олда (25.30) ва (25.32) 

га асосан
2̂ 12

Щх =  {^1х ~/П| ТЛ2 
2/Т2 

/71̂  “р Шд

Ш\П12
гх

4* Щ
{Щх —  и2:г)<

(25.36)

(25.35) ва (25.36) формулаларнг! солиштириб, абсолют эластик 
зар^даги зарбали импульс ми1̂ дори абсолю'г эластик булмаган зар- 
бадаги импульо ми1̂ дорига нисбатан икки баравар катта булишига 
ишонч г^осил г^иламиз.

Жисмларнинг массалари тепг {т.̂  — булган хусусий ^^олда
(25.36) дан ь^уйидагини оламиз:

Чх ~  ^'¿х ~  ^1х'

Яъни абсолют эластик Зсфбада иккита бир хил массали жисмлар 
тур^нашиши натижасида уларнинг тезликлари алмашади. Агар ик- 
кннчи жисм тинч >^олатда б̂ ^пиб, биринчи жисм унга келиб урилса,

О, ¿¿2̂  -  ^1, ,

яъни зарбадан кейин иккинчи жнем ху'дди биринчи жисм эга бул­
ган -]сзлик билан .\аракатланяди; биринчи жисм эса тинч з^олатда 
булади.
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2 5 .¡-м а с а л а , Бир  хилдяги иккита А ва
В эласоп-; шар бир-бирига !\араб >^лракатла- 
нади, Урм .'.ч'шдап олдинги гезликлар ннсба- 
'¡и ¡хаи.'ха:"! булгапда  Л шар урилншдац кейи }1 
гух габ  к ' ;лад !1? Зарба ва 1̂ тидаги тикловчи 
коэффициент /г га тенг.

Счит. X укни шар ’?̂ '̂ р трказинн  туташ>

тирук'И! ч1: ;’ик б\ 1-;ича йуналган томонга 
1: у па'мирами.-) ( 2 5 . 5 - раем), У  холла (25,30) 
форм;-■¡?.!>инг бнринчисидь ~  О, ~  

■ш^т^— тп, булишики э1зтиборга олсак,

О =  ^  ^  ^в'^’

бундан шарларнппг урилишдан олдингн тезликлари ниебатини ашп^ла^кмиз;

V.  1 • ^

25,5- раем.

' в 1 — А ■

25.8-§. Зарба ва 1̂ тида кинетик знфгияиинг йу1̂ олиши.
Карно теоремаси

Иккита жисмнинг турри мирказий зарбасила (^ 1 .̂ { ^-15,^ | — 
белгилат кир'-^тсак, у >\олда >̂ар 1̂ айси жиамга таъсир этувчи зар­
бали импульслар ва тикловчи козфе|жциеит (25.31) ва (25.28) га кура 
{^уйидагича аниь^ланади:

Щ  (^1х —  ^l.v) =  *5̂ ^

^ 2  Ы2х~~^2х) — --- (25.37)

(25.29) ни назарда тутиб, (25,37) нинг бнринчисини 
иккинчисини « 2л: 'Ь купайтириб, олинган тенгламаларии Щ'Ш*
сак,

Щ {Щх — 1̂х) {Щх +  -Ь /^2 (Щх— Щх) {̂ 2х +  О* (25.38)
Бу тенгламани бо(ш<̂ ача куринишда ёзиш учун ?^уйидаги эйният- 

.лардан фойдаланамиз;

1.x О !,) =  -^Г  <“ 1, - -  '* ?,) -I- ( “ и  -

к у . (“и -  »1.) = ”7  К  -  “У — »1
уларни 1̂ ушсак,

(25.39)
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Худди и1упш!гдек, 1*^уйидагн 4 )0 pMyvia уринли булади:

К  -  " J  (“ г .  +  =  Т  ^ +

+  ^  (1 — А) («2 , — ü2 )̂2. (25.40)

(25,39) па (25.40) ни эътиборга олиб, (25.38) ни 1̂ уйидагпча 
ёзиш мумкиИ:

(1 +  /?) [ ( т ,  т ,  u ¡ J  —  (т^ +  r i u v ¡ J ]  +  - ^  (1 —

— к) [mi («1^ -  -f  пц (и . ,  — v^.yi  =  0. (25.41)
Бунда

T i  =  - J  ( " h v l  +  m , v l ) ,  

Т-2 ^  Y  ^  '"2

лар MOG равишда системапинг зарбадан олдит'и ва зарбадан кейинги 
юшетик эыергияларн2]К ифсдалалдл: 

j_
Y

катталик sea зарба иптимчасида й\1\0тилгаи тсзликка мос кипетик 
энсргияни 1к{юдалайди.

Ю1\0ридаги белгилашларми назарда тутиб, (25.41) ни ь^уйидагича 
ёзиш мумкин;

(25.42)

(25.42) теиг.пик иккита жисмнин г  туьри  марказий эластик  
з а р ба си да  кинетик энергии нинг  й у щ ш и ш г а  оид Карно теорема’ 
с ини  ифодалайди: эластик зар бада йдкртилган кинетик энергия,

\ — kиук^отилган тезликка мос кинетик эн ер ги янин г  "pZjT)̂  тенг.

Абсолют эластик зарба учун 1 ва

Г, Т,,
яъни абсолют эластик зарбада кинетик энергия ну1';олмайди.

Абсолют эластик булмаган зарба учун /г ^  О булади ва

Г , — Г з - Г  (25.43)

форму,та уринли булади. Бу холла кипетик энергия максим']л дара- 
жада йуколади (потенциал ва исссш^лик энергияларига айланади).

(25.43) тепглик абсолют эластик булмаган зар ба  (fuin Карно  
теоремасини  и<]ю;1,алай;(и; а б с ол ’от эластик  бйлмаган за р ба да  йу-  
котилган кинетик  эн ер ги я  йОкотил^ап тезликка мос кин ет ик  
д н е р т я г а  таяг.
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Абсолют эластик булмаган зарба патилосида жисмлар бир хил 
тезликка эга булади:

Шу сабабли (25.37) иинг биринчи иккита тенгламасини

'«1  ( " , - ' ‘■'1.) =  - ^ * ., Ч с , (25.44)
" ' г К  — ^2л) = 5 ,  /

к\рииишда ёзии) мумкин. Бу тснгламалардаи фойдаланиб, ва 5̂  ̂
ларни аии1̂ лаймиз;

(25.45)

(25.44) ИИ эътиборга олиб, йуч^отилгаи тезликка мос кинетик 
энергия учун

52 5^ ^2 
Г  -  ^  ^  ^  ^  {гпг +  т,)  (25.46)

2/77, 2/??2 2п1ут2
ифодани оламиз. (25.46) га 5^ нинг ь^ий.матини (25.45) дан келти- 
риб 1̂ уйсак,

' р  „  ^^1^2 (̂ ТХ /20
2 (О т т • /??2)

Т  нинг бу ь;иймат1̂ нп (25,43)га к.уйиб, абсолют эластик булмаган 
Ж1!см учун Карно теоремас1НН1 янт 1<^уйидагнча ёзиш мумкин:

Т _  ^   ̂ (25.48)
2 (/;?! -|-

(25.48) ни иккинчи жисм кузга .1мас булган ?̂ ол учун куллаймиз. 
У ^олда =  О булгани сабабли

Т — Т  ^̂ 3 ’̂1.у
2 (/«1 т )̂

ёки курилаётган >;олда булгани учун

Ту — Т , ^ -----— Т .̂ (25.49)
пц  пь,

Шундай 1̂ илиб, иккинчи жнем к;узга1 >тйс булганда кинетик энер- 
гиянииг сарф булнит биринчи жисм кинетик энергиясинннг — ——

/711 Щ
1̂ исмига тенг булади.

Ьу (})ормулал;-'рдап (¡:ойдаланиб, сандон устига куйилган 1';изди- 
рилгаи мета:1лга урилаётган болгаиииг фойдали иш К0эс|)с|̂ ициенти' 
ИИ с1ник;;аш мумкгл. Болгаиинг маесаси т^, киздирилгаи металл ва
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сапдо1Ш1ШГ биргг.лнкдап! т.  ̂ гл тенг булсин. 1-\)плпр1:лгпи 
мета л л ни абсолют э..'’астмк булмаган жнем леи !yip:üjj мумкии. Г) у 
}^олда мега./1лпи ;;ефо]к\!ац!1я,.1;;п1 учун сг|):р бу'лга}! 7 ^ — liÿ- 
1̂ отилгаи кпнетнк энергия о.юй.т.̂ ли хксобланали; — Т., ни болк!- 
иинг кнпетик энергияси га нисбати болг£н::пг f! nni ко'̂ ф- 
фициснтини ифодалайди:

Т , — Г , tru -лч
^  "------. (2о .оО ) 

7j  гп̂  
(25.50) дай ку-рзмизки, бол1анииг массаси сандои массасига нис- 

батан етарлича кичик булганда упинг фондали иш 1̂ оэф({?ициепти 
катта булади.

25 .2 'м асала. Тоблаиаётган металл билзн бирголнкдаги массаси /772 =  240 т 
булган сайдой устнга массаси =  iO т булган бол га мухраси а = 5  м/с т^-злик 
билпн тушади. Бунда тикловчи коэф|:иииснти k ~  0 ,3 га тепг эластик зарба содир 
булади деб i^apad, болгянинг фойдзли кш коэффиписнти аниклапсин.

Ечиш. Болр-анинг мух,раси сайдой устидаги тобланаст! ан металл устига тушгаи- 
да тугри марказий зарба содир булади деб кяраимиз. Ох ук^ни балганинг хара­
кат йуналнши буйича, яъни вертикал пастга йуналтирамиз. У >̂ олда бг.-лранинг 
зарбадан олдинги тезлиги =  у :^амда сапдо!! 1̂ узралмас булгани учун унинг 
зарбадан олдииги тезлиги == О булади. (25.33) га асосан, болга на сандомнинг 
зарбадаи кейинги тезликлари ва и^х ларни ани1̂ лаймнз:

(I)Uar (1  k) и,
гп X - f  гп^

(t) ни 5Ътиборга олиб, (25,41) формула ёрдамида у т и л г а н  тезликка мос 
системанинг кинетик энергиясини хисоб;1аймиз:

Т =
(frii —  кШ2) V

тх  + т а

2
+

/Л| +  mj

гпх v'^ml (1 4 - m^ml  (1 +  к' )̂ (1 +  kŸ

2 (m i H- m̂ )'  ̂ 2 {mj +  mj)'^ 2 (т^ +  vi^)
(25.42) ra  биноан, йу(^отилган кинетик энергия учуп

7̂  ̂_  7̂  ̂_   ̂ ( ! - * ' )  пх ̂ m,v^
1 +  é 2{п1у-\- гп )̂

ис|К)Дани оламиз« Бу масалада металлни деформациялаш учун сарф булган —Г , 
йу(^огнлгаи кинетик энергия фойдали ?;исо'бланади. Шу сабаб^1к болранинг фойда- 
ли иш коэффициеити {^унидагича ани1̂ ланали:

т , - т ,
11= — -------' i

буида ^—  — болганинг кинетик ьиергняснга тенг барча сарф булган

энергии.
Шундай 1̂ илиб, болгапииг фойдали иш-коэффициенти

(  ̂ -  Щ [I  - ( 0 , 3 ) ^ |-24Q.IQ3 _

^ m J - f  /722 ( lù  - г  240)- i0 ‘* ^  ’ *

ш



2 5 . 9 * Зарбали кучларнииг цузгалмас уц атрофида 
айланувчи ва текис параллел >^аракагдаги жисмга таъ- 
сири

АГпяй.'пи;, катти!^ жисы у зга л мае г  yi-̂  атрофида cOq бурча к  
тезлик биляи аи.^иишотган бучлсни. Ьунлай жисмга зарбали куннинг 
таъсир идтнжасида унииг бурчак тезлиги каидай узгаришини
к\риб 4HK;a\uw. Шу ма!{садда зарба ва1’;тида г \т̂ т<;а нисбатан кине­
тик моментнинг узгариши >̂а1̂ идаги теоремани и(1'Одаловчи (25,15) 
нинг y4Ui'i4H тенгламас]щаи фойдалаиамиз:

^  (25.51)

(21.54) га acocan, 1̂ узгалм?с yi  ̂ атрофида анлаиувчи жисмнинг 
айланиш >1\ига иисбатаи кинетик моменти

/(, =  /,Ш, Л'“ =  /,(о„

формулалар ёрдамида ани1̂ ланади. ва /<J нинг бу ¡^ийматларини 
<25,51) га 1̂ уйсак,

/ ^ ( о ) - ( о , ) - у . И ^ ( 5 ; ) .  (25.52)

Бундам

о )-с о , = (25.53)

Бино’̂ р̂.чн, ь^у^ралмас атрофида айланувчи жисмга ташр;и 
зарг̂ 'а-'И! кучлар таъсир эти1ич натижасида унинг бурчак тезлигининг 
уяглритп, тапл^и злрбали куч импульсларииниг мазкур ннсба-
таи момеитларн ймгииднсилипг xyдд;^ шу у}̂ !̂ а иисбатаи жисм — 
ииерпия мометига иисбатига геиг.

кучларимиг текяс пчрчллел >;аракатдаги жисмга таъси- 
ринч амчклаш учун жисмнчнг массалар маркази ^аракатланадигаи 
текисликд ) Л' ва у  у[^1арии утказамиз. Жисмнинг текнс параллел 
.\аракатини жисм масснлар марказчнинг илгарилама харакати ва мас­
салар маркчз.1 ор1<̂алп > а̂рлкат текислигига иериеидикуляр равишда 
утувчи у^1у̂  нисбатан айланма >;;1р;и{атларнинг мажмуасидан иборат 
деб караш .чл.мкип.

Л11тайлмк, массалар марказ1и т и г  зарбадан олдинги тезлиги
ц., жисмиипг бурчак тез ни и эса а>„ га тенг б\Клсии. У )^олда
(24,12) га <1с о с и 1 массалар м=фкази тсгинлшинг л: ва у  у 1̂ лари бу- 
йича узгариши а![И1учап;^дчган 1'^уйндаги иккита тенгламаии оламиз

(25.54) да 5^  ̂ ва 5'’,̂  лар 5'-, таш!^ч зарбали имнульснинг л: ва 
у у 1̂ лардаги проекцияларини иф0да;|а11ди.
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Агар жисмнинг масса„'1ар маркази орцали ;^аракат текислигига 
нерпендикуляр равишда г у 1̂ ни утказсак, зарба ваь^тпда г  у к к у ­
чишга улгурмайди, шу сабабли г у ^ а  нисбатан зарба ваь^тида ки- 
нетнк ыомснтнниг узгариши (25.52) га асосан

(25.55)

тенглик ёрдамида ани1̂ ланади. Ьу ерда — массалар маркази 
билан биргаликда ?^аракатлаиувчи у 1̂ [-̂ а нисбатаи жисмнинг 
инерция моменти; (5*^ — таш!^и зарбали куч импульси 5* нинг 

уь̂ 1̂ а нисбатаи моментинн ифодалайди.
Шундай }^илиб, ташь^и зарбали импульслар т аъ сири да  текио  

параллел ^аракатдаги ош см  массалар марка зинин г  зар ба дан  к е ­
йинги тезлиги (25.54), жисм  бу рчак тезли гинин г  зарба ваг^гпида- 
ри у з г ариши  (25.55) формулалар ердамида  ани/^ланади.

2 5 .1 0 * -§ . Зарба маркази

Айтайлик, !\узгалмас уь; атрофида айланувчи жисмнинг бирор М
Е(у[̂ 1 асига ташь;и зарбали импульс 5  таъсир этсин. Бу импульс
таъсири/[а таинч ну(^таларида 5,̂ , зарбали реакция импульслари 

;̂оси ч булади на таянч ну 1̂ таларига зарбали боснмлар таъсир этади.
Координата у! ;̂ларини 1<^уйидагича танлаймиз: г  уь^ни зарбадан

олдинги жисмнинг бурчак тезлиги со̂, буйлаб йуналтирамиз: Оху 
текисликни зарбали импульс [^уйилган М. ну1̂ та ор1̂ али, х у 1̂ ии ОМ. 
буй.лаб йуналтнраммз (2 5 .6 -раем). У )^олда М  нуь^танинг коорди- 
дшгалари 1̂ уЙ1)дагига теиг булади:

= ОМ = /г. ¿/д, = О, = 0.

Зарба ва1̂ тида жисм кучии1га ул- 
гурмагани тус|)айли жисм билан бор- 
ллнган 0ху2 координаталар системаси- 
ни зарба ват-̂ тида 1̂ ;узралмас деб цараш 
мумкин.

Л ва В  таянчлардаи Оху текисли- 
гягача булгаи масофзларни мос ра- 
аип(да а ва Ь билаи белгилаймиз,

О нуь^тага нисбатаи зарба ва1̂ тида 
система .\аракат миь^доринииг узгари­
ши ва кинетик момептнинг ^^згариши 
^̂ ак̂ идаги теорсмаларни ифодаловчи 
(2 5 .!0) ва (25.14) тенгламаларии ту- 
замиз:
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(25.56)

Айтайлт^, /хис1\1 зарбадан олдин ва зарбадан кейнн 25.6-расмда. 
тасвирлаяга;! ;о„ вектори йуналпшнга мос айлли син. У х^олда 

(О  ̂ 0)  ̂ =  О, — со,

0.)л

ва

'9 0

СОЛ” -  О,С’ ‘'̂ Cг^Су

С̂х ^  — ®о̂ /С, 1'Су =  =  О,
кура,

К ,  О).

Л’?  =

К , ^ - 1  

К  =  - ‘ у Л ^

. (О, К г  =  ^

[:у муносабатларни эътиборга олиб, (25.56) ни коорД11ната ^ 1̂ - 
ларига проекцияласак,

—  Мг/С ((О СОд) =  5 ^  +  +  5гд:,
Мхе (со — со̂ ,) =  5у 4- 5|у +  5зу,

О ~  5^ +
^гх —  ®о) == ^ ' ^ 2 Г

— /у  ̂(о) — (Оц) =  — — /1*5 ,̂
(со —  соо) = /г5у.

(25.57)

(25.57) тенгламаларнинг биринчи бештаси воситасида зарбали 
реакция импульсларининг проекциялари: 5,^, 5^у, 5^ ,̂ ва 5ау 
лар ани1̂ ланади; охирги тенглама воситасида жисмнинг зарба ва 1̂ ти- 
даги бурчак тезлигининг узгариши ани1\лаиади.

К^андай шартлар бажарнлганда таш!^и зарбали импульслар таъ­
сир этгапда таяич нуь^таларпда зарбалн реакции импульси >̂ оснл 
б>̂ 1маслигини кург;б чи1̂ амиз. Ву холда д., 5,^, лар
нолга тенг булиши керак. Натижада (25.57) ни ^^уйидагича езии: 
мумкин:

—  Щ ,  (С1) —  соо) =
(о) —  Шо) == 5^,,

О =  '
~/^^(со — сОр)-=0, ?
— (со — соо) ^  — НЗ, I 

(о,) — (.)(,) =- / г -5 у , <

(^15.58)

(25.58) л;’ м таянч пулталарнда запба/:и р^акцих кучлари хосил бул- 
майдпгап иалаиастган таотлпош: о

РЬ2



1) (25.58) нинг учинчи тенгламасига к^ра зарбали куч импуль­
си айланиш ут'^ига перпендикуляр булиши керак;

2) 5 .  =  О булгани учун (25,58) нинг туртинчи ва бешинчи 
тенгламаларига acocan, 4 ^ . О, яъни Oz айланпш у^и бу yi -̂ 
нипг Оху текислиги билан кесншган иу1̂ тасида бош инерция уь^идаи 
иборат булиши керак;

3) (25.58) нинг биринчи ва иккинчи тенгламаларидан курамиз­
ки, +  Ус^у = О ёки гс -5  =  О булиши керак; бош1̂ ача айтган- 
да, жисм масса марказининг радиус-вектори г с  ?^амда зарбали им­
пульс 5  векторлари узаро перпендикуляр булишн керак, яъни зар­
бали куч импульси айланиш yt^n са массалар маркази орцлли утув- 
чи текисликка перпендикуляр йуналиши зарур;

4) (25.58) нинг иккинчи ва олтинчи тенгламаларига биноач, i^y- 
иидаги тенглик уринли булиши керак:

X c ' h
М

(25.59)

бунда р жисмнинг айланиш yi^nra нисбатан инег'ция рллиусини ифо- 
далайди. (25.58) формула ёрдамида зарбали и.миу.1ьс 1>^уйиладиган М 
ну 1̂ танинг холати ани(^ланади:

h л и .
(25,60)

зар оа  мар'Ю1;оридаги шартларни 1̂ аноатлантираднган М ну 1̂ та 
казн  дейилади.

Агар жисм моддий симметрия текислиги П га эга буяса, юр̂ ори- 
даги шартлар соддалапшди. Бу ^^олда айланиш уь̂ и моддий симмет­
рия текислиги П билан кесншган О нуь^тада инерция бош уцидан 
иборят булади ^амда жисмнинг орирлик маркази С >̂ ам П текис- 
л т а а  ётади (25.7-расм). Курилаетган хусусий ;^олда зарба таянч 
яукта.''грига таъсир зтмаслиги учуй 1;уйидаги шартлар бажарилишн 
керак;

1) .S зарбали импульс П текисликда ёт- 
1пи ва ОС га перпендикуляр булиши керак;

2) зарбали импульс 3  1пп1г таъсир чизи- 
гидаи айланиш уь^пгача булгаи масо[|к

Н = (25.61)

формула ёрдамида аникланади. Бунда р би­
лан жисмнинг айланиш у^чига нисбатаи инер­
ция радиуси белгиланган.

(25.61) дан курамизки, з а р ба  маркази  
айланиш  у щ г а  мос бул ган  силкиниш  мар­
ка зи  (2 2 .4 -§) билан у ст м а-у ст  т ут ш ии  
керак .  25.7. раем.
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25.8- раем.

Зарба марказини анир^лаш техиикада куп 1̂ улла- 
пилади, Масалан, материалларниыг муетахкамлигини 
динамик сниаш учуп цулланиладиган зарба маитипа- 
сида зарба марказини аии1̂ лаш ало^^ида а,\амиятга эга.

25.3-масала, Зарба марказини ашцлашда ишлагй.-.ялига» 
асбобда массаси т  ва узунлиги I га гснг стержеиь унинг О 
училан унга перпендикуляр равишла утувчи кузгалмас ¡ч'ри- 
.:!онтал атрофида аГ(лала оле1 ли. 25.8-расмла тлсвлрлян- 
глп мувозанлт холатида зарба импульси стержень ва пйланти 
укигл перпендикуляр йуналган -^рба бериладн. Зярба мар- 
клчи в¿̂  стсрженнинг зарба л?, и кейинги бурчак тез.^шги аннц- 
;)мн','ин,

Ечиш. X укпи стержень б^^нлаб вертикал пастга Ауиал* 
тириб, (25,60) тй acocan О н у 1̂ тадан зарба маркйаигача б у л ­
гаи /; =  ОМ масофани ани1̂ лаймиз;

1г 2mi^ 2 
h =  —.тт— ------- =  —— I.

Зарба олдида аер ж ен ь  тинч хола-тла 
(25,55) формула восигасида С1ержеиии1и- 
ани1̂ лаймиз.

((Оц =  0) б 5 '̂1ишиин зътиборга олиб^ 
зарбадан кейинги бурчак тезли тн к

23
1-т

25.4 - масала.  Зарба машинасипииг ралиуси г — 0,1 м )за калиилигн Ь ~  0 ,05  w 
булгаи А пула г дискдаи ва диам(>тр;т rí — 0 ,02  h ;i у.чунлиги / = 0 , 9  м б ул гак  
доиравий В пулаг  стержснляп иборат. О у)<,ка зарба ic i-ммслиги учу)!  урилаётгаи 
С брус О айлаиит  уг^и ё'и ан горизонтпл тс'кнс.-уикдан кандан h  vacotjjara урнати- 
ЛИИ1И керак? Зарба горизоытил йуиалишда бериладт! де5 (^аралскн {25.9 - р аем) ,

Ечиш. Стержень ва днскнпиг огирлигипи Л’ , вя билан белгиласак,
JI d'^

Pi — у I —^—  , Рз =  Y л п,

бунда у  — бирлик >^ажмга тугри келгаи пулатпинг огирлнги,

О HybjiaAaH снегемаии1тг масеалар маркази1'ача булгзп масофе

~2~ “Г ^2 
0С = -------------------------------------

Л - f  ^
формула ёрдамида анш^ланади, Бундай таш 1̂ .чри,

I' . г .
} 3 -4“ - г  P i  2

ni  --------- =  ——----------------------------------------- -
М -f- р ,

муносабат Гринли булади. Олинган ифодаларии

_Ё_
ОС

щформулага

12
Й“

-= 0 934

25.9- [-аем.
- f  б {/ -f- п
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Айркм механик íiatтaлJИклapttиыг улчов бйрликларн

/- и лШ

Асосий катталиклар
5^лчамлиги Улчов бирлиги Бошкл бирликлар билаи СИ бир*
СИ ва СГС МКГСС 1 СИ 1 СГС 1 МКГСС ликлари орасидаги борлакишлар

1 2 3 1 4 1 5 1 1

Узунлик
Масса
Ва{^т

Асосий бирликлар

1 1 м см м
м кг г т.м .б .-кгк. с^м
г т с с с

1 см =
1 т .м .б  =  9 ,81кг

К,ушимча бирликлар

Ясен бурчак 1 1 рад рад рад ___
ФазовиЛ бурчак 1 1 ср

)^осилавий (

ср

5ирликлар

ср

Юза м2 см‘̂ 1 см^ — 10“  ̂ м*
Х,ажм М̂ см^ 1 СМ'* =  10~® м^
Тезлик ^Т~1 м/с см/с м/с 1 см/с =  м/с
Тезланнш Д 7'-2 L T - м/с^ см/с'-̂ лг/с'̂ 1 см/с'’ — 10“  ̂ м/с-
Бурчак тезлик 7 - 1 Т - х р ад^ рад/с рад/с —
Бурчак тезланиш т - ^ рад/с- рад/с- рал/с2 —

Зичлик КГ/\5̂ г/смз Т.М. б./\Г>=:гКГК.с2/м4 I г/см* — 10^ К] /м^
Куч Ш Т - ' ^ Г Н

1 кН =  103 Н
дина кгк 1 к гк  ==9,81 И

Босим Па дина/см'^ кгк/м^ 1 кгк/м2==9,81 Пя 
1 атм — 1,01325 Па



Давома

Кучнииг импульси 
Х,аракат мицдори 
Кучнинг моменти 
Инерция моменти 
Кинетик моменти 
Иш, эиергия

К,увват

Тебраниш частотаси

1МТ~^

¿2Д ^7-2

7-1

Г Г
гт
1Г
ЬРТ’̂ь гг

1ГГ-
г -1

Н .с 
кг.м/с 
Н. м 
кг.м^ 
кг.м'^/с
ж
Вт

Гц

дина, с
г. см/с 
дина, с 
г.см  ̂
г.см'̂ /е
эрг

эрг/с

Гц

кгк .с  
г.м .б. м/с =  кгк .с . 

кгк.м 
' - М .П .Ч “ — кгк.м.с"^
■ .М.б.М-/с ■-= КТ К.М.С.-
^̂ ГК.М

кгк.м/с 

Гц

1 кгк.с ~  9,81 н.с.
1 кгк .с  ~ 9,Й 1 кг . м/с
1 кг к м ---9 ,Я1 Н.м.
I г.см- =  [0^'^ КГ.М“
1 Г.СМ-/С— 10~  ̂ кг.см^/с
I к г к .м .- -9 ,8 1  Ж
I :.рг -  10 -Щ
1 ст кучл — 736 Вт
I эр [7 с=  10” ? Вт
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Иомлар курсаткичи

у\Г)у Али ибн Сино (980— 1037)— урта аср Шар^ининг энциклопедист олими в  
А.монпон Гильпм (1663— 1705)— француз олимн 54
Архимед (эрамизгача 287 — 212) — мутафаккир, цаднмгн Юлонистопнинг бую » 

математиги ва физиги 9 , 97 
Беруиин Абу Paiixon (973 — Ю48) — S^pta Осиё (Хоразм) олими, математика, фи­

зика, астрономия, фалсафа, геология каби со^аларда ыу^^им асарлар ёзган Ö 
Вяриньоп Пьер (1654 — 1722)— француз механиги вя математиги 9 
Галилей Галилео (1564 — 1642) — итальян олими 4 , 7 
Гюльден Гуго (1841 - -  1896) — шпсд астрономи 109 
Даллмбер Жаи Лерон (1717— 1783)— француз математиги ва физиги 7 
Дирихле Петер Густав (Лежен Дирихле) (1805— 1859 )— немис олими 512 
Жуковский Николай Егор-^пич (1847 — 1921) — рус математиги ва механиги малр- 

лакатимиз гидро ва аэродинамика фанинмнг асосчиси 7 , 9 
Ильюшин Александр Антонович (1911 йиада турнлган)— совет механик олими 8 
Ишлннский Александр Юльевич (1913 йилда туги лган )— совет механик олими 8 
Карио Лазар Ннкэла (1753— 1823)— француз математиги 557 
Келдин! Мстислав Всеволодjbh4 (19Ц -~  1978) — совет математиги ва механигн^ 

академик 8
Кельвин (Томсон Упльям) (1824 — 1907)— инглнэ физиги 550 
Ковалевская Софья Васильевна (1850— 1891)— рус олимаси. Д унёда биринчи

мэтсматик 7
Коперник Николай (1473 — 1543) поляк математиги вя астрономи 7 
Кориолис Гюстав Гаспар (1792 — 1843)— француз механик олими 218 
Королев Сергей Павлович (1906 — 1966) — атоцли совет конструктори, амалий 

космонавтика асосчиси, академик 8 
KpeMOFi Луиджи (1830— 1903)— италнялик олим математик 65 
Кулон Шарль Огюстом (1736— 1813) — француз ииженери ва физиги 54 
Лагранж Ж.озеф Луи (1736—1813)— француз математиги вз механиги 7,9,475,511 
Ленин Владимир Ильич (1870— 1924) — мутафаккир, революционер, Совет Ит- 

тифо1̂ н Коммумнистик партияси ва О  вст давлатининг асосчиси 4 , 5 
Ломоносов Михаил Васильевич (1711 — 1765) — рус энциклопедист олими, шоир 7 
Ляпунов Александр Михайлович (1857— 1918)— рус математиги, академик 536 
М аксвелл Жемс Кларк (1831 ~  1879) — инглиз физик олими 65 
Маркс Карл (1818— 1883) — мутафаккир, революционер, илмий коммунизм асос- 

чнси 212
Мешчерский Иван Всеволодович (1859— 1935) — рус механик олими, ^згарувча» 

массали жисм механикасининг асосчиси 7 
Ньютон Исаак (1643— 1727) — буюк инглиз олими, файласуфи. Классик механи­

ка 1̂ онунларининг асосчиси 7 
Остроградскнй Михаил Васильевич (1801 -  1862) — рус математиги, академик 7 
Пуансо Луи (1777— 1869) — француз математиги, мехаииги, инженери 9 ,  35 
Ра^^матуллин Халил А>^меДович (1909 — 1988) — узбек совет мсханик-олими, 

академик S
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Сильвс'стр Ж емс Жозеф (1814— 1894)— ннглиз математнгн 516 
У ,:у 'о ек  М удам м ад  Т арагай (1394— 1449)— Урта Осиёлнк б у ю к  олим, астро« 

ном, матем атик 6
ЦиOv'^кoнcкнй Константин Э дуардович (1857— 1935)— рус совет олнми ва  их» 

тирочнси, ракета двигатели назарияси1-а ас(х: солган 7 
Чаплигин Сср1ей Александрович (1869—1942)— рус совет математиги, а к ад е ­

мик 7,9 Ш аль Мишель (1793— 1880)— француз механик-олими 207 
Эйлер Л еопард (1707—1783)— матем атик, механик, физик, Россияда яш агак  

ва  ижод к_илга1! 7, 256 
Эйнштейн Альберт (1879— 1955)— немис физнк-олими, ннсбнйлик наяариясн- 

нинг асосчиси 6
Энгельс Фридрих (1820— 1895)— му.гафаккир, революционер, клмий  ко м м у­

низм асосчиларндан бири 4, 9, 112, 405 
Урозбоев Му?^аммад Тошевич (1906— 1971)— узбек совет :,̂ е .1к-олими, ака« 

демик 8
Кобулов Восил Кобулович (1921 йилда турилган)— ^збек совет механик-оли- 

ми, академ ик 8



АСОСИЙ ТУШУНЧАЛА! НИНГ AJ;ФA:^ИT САТККЧИ

абсолют цатти!^ жисм 9
— эластик булмаган зарба 551 
  зарба 551

айлапа ёйннинг OFиpлик маркази 106 
айланиш оний уки 191 
айланма инерцнн кучи 453 
аналитик борлаитилар

— механика 468
аяи 1̂  ншорали функция 53б 
алериодяк ларакаг 292 
асимптотик устувор харакат 535 
асосий х,аракат" 534 
беголопом борлаяиш 469 
бефарк; мувозанат 510 
бнкирлик коэффициеити 516 
бинормаль 133 
б о т  нормаль 133 
богланин! 13

— купаитувчиси 313
— реакция кучи !3
— тенгламаси 311 

борланишдаги механик система 468, 471
^  ну{^та 311
-------учун Даламбер прииципн 451г
— система 458

бОрланишдг1н бушатиш прииципи 13 
борлаиишлар 468

— аксиомаси 13
бурчак тезлнкларнииг параллелогр-:.мм 

1̂ оидаси 231 
б^'шаталиган бoFляí^иlн 469 
бушатмамднган борланиш 469 
вазнсиз ск'ржень 15 
вазнсизлих ;^олятг1 328 
Варииьон теорем^к'и 38, 85 
ва1<̂ т 113
винт параметри 88

— чи:^и1и 245
— уци 245
— (ралами 245
— х,аракати 245 

Галилей алманиириши 327 
Гамильтон таъсири 504

— Осгроградский принципн 505 
Гамильтон)1инг каноник тенглама­

лари 508
гармо1()1к Т1'браима ?^аракат 140 
географик к « 1глик 329

геометрик богла[[иш 469 
геоцентрик к сн 1 '̂;ик 329 
гироскоп 442 
гироскопик жуфт 448

— моме^йт 418 
голопомли боглглиш 469 
граьнтг'лиоп масса 250 
Гурвиц ¡еоремаси 539
110 иге ¡ .с— 1еоремаси 340 
Гюльде1| 1шремалари 109 
Цаламбср и!' !(;.ц,1Г)и 451 

—■ Лагра!. 'ж 1!()инци!1и 491 
динамик К)ИП 87

------- б'.ии ^¡u.Mí:lmиl.ll!r ;]н;|.1итик ифо-
л 1СИ 89

— мувозана глаи1ган жисм 463
— реакция ку 'мари  462 

динамика 8 ,  249 
динамикаиинг асосий кону1П1 25 !

— умумий гешламаси 491 
------- тс'0рсмал;(рн о53

ди'.1амиклйк коэ;1)фициснги 298 
дифференциал геигламаиипг биринчи 

интеграли 261
— ууатма 210
— формалаги модди:; ну^та кинетик 

‘■̂'К>:1гиис'111п1нг уагарм ит  >;а!^идаги 
тeope^:a 409

Дм4 фереипиалаи б01-л^!ииш 469 
;1умаляшд;иа и1111\^алаити жуч[)тн 59

— — ^uvЦJф|■IциPllти 59 
 - момемтн 59

дойра секторннииг огирлик маркази 107 
доиравий дискиинг инерция моменти 341

— коиуо(и1!1г орнрлик маркази 108
— з<,а,и<,иничг инерции момеи"»'и 341 

спншма гекпслик 133
ЖЧСМН.-1ИГ абсолют >;аракати 228

— берилгаи оидаги бурчак тезлани- 
ши 152

— бурчак тезлиги 150
— вазни 327
— нлгарил;!ма харакат тенгламаси 422 
 }^аракати ¡47
— кучнрма харакати 228
— мураккаб ;^аракати 228
— нисбий х,аракати 228
— оиий бурча<{ тезланиши 192
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— огкрлж «учи 99 
 ияркйаи 99
1«-т«кисвяланмв)^йрйкт TCuiviaMiicii 151
— З̂ йрйКйТН 61

-  Уагарувчаи айлинмл ?^лрак;пи 152 
•^екинлануйчпн ПЙл;п1м;| ,\apfiK;iTH 152
—  сферик )^праклт кчи-лпм/ичари 189 
 :\арякнти 188
■W- тезлйнунчг-щ jiitiriHMa хлракати 152
— г^^зп1ЛМ;и' iiyivi.i агрйфпдаги ай- 

л;и1ма ^apaкгlт гсигла^.'аляри lö9
.......... ....... — харакпти 18S
—  — vi  ̂ пгрофила айл8 )1мп харакат 

ктгема ГМК юнг.чамаси 150
■— — -------- хапзкати 149

Жуковский кпиласи 449 
Жуфт айлатии 236

— — моменти 236 
~  куч 29
— моменти пектори 77 

жуфтнинг елкаси 29
— моменти 31
—  текислиги 29 

варба 544
— влн̂ ти 544
—  ва 1̂ тида нуь т̂а харакат ми1̂ дори- 

1Ш11Г узгяриши хацндаги теорема 545
---- нуг^та кинетик моментининг ^з-

гариши хак^идат теорема 548
■----система кинетик моментининг

узгариши хакилаги теорема 549
---- система ^аракат ми1̂ дорининг

узгариши ;;а1;идаги теорема 547
—  маркази 563
—  назарияситшг асосий тенгла­

маси 545
варбали куч 544

---- графиги 544
----  импульси 544

идеал борлаииш 474 
иаохрон вариация 505 
инерциал система 251

— )^аракат -251 
ииерцион масса 250 
инерция бош vi v̂iapH 346

— эллипсоиди 345
— цонуни 25J 

ички кучлар 333 
иш»^алании1 бурчаги 54

—  конуси 54
— кучи 53
—  соз̂ асм 55 

Карно теоремаси 557 
Кельвин теоремаси 550 
кеситувчи кучлар системаси 16

— кучларнинг мувозанат тенглама- 
лари 92

кинематик борланиш 469 
кинетостатика тенгламалари 456

— усули 452 
Ковалевская )^оли 442

консерватив куч 415
— система 421 

Кориолнс 1;нерция кучи 325
— течл;;п11ши 218, 220
— теоремаси 218 

кран фс[)ма..1а1)И 60 
кине.магика 8
куч 25]

— тнпиипг reoMc’ipiíK мфолас!) 394 
  аналитик ифодаси 394
— купб>"рчаг!-! 22
— ма;1Л(1ни 415
— функцнн1-,и 415
— чизмгч 417
— здемонтар ишининг аналитик ифо- 

дяся 394
— кувватииииг аналитик ифодаси 395 

кучлар системаси 10
— сис1сл[асининг бош вектор» 36 
  векторли нноарианти 82
— ннварианти 82
— — марказга нисбатан статик ы** 

менти 99
•-------марказий у 1̂ и 88
------- текисликка нисбатан статик мо­

менти 99
— таъсирининг Jaapo мустз 1̂ иллик 

1{онупи 252
кучня аналитик усулда а н н ц л ш  21 
кучнинг елкаси 30

— импульси 356
— й5’нал1Ш]и 9
— MHf̂ ÄOpH 9
— Hyi^iara нисбатан момент век- 

тори 73
-----------  моменти 30
— таъсир чиаири 10
— текисликдаги проекцияси SO'
— чекли йулдагн иши 394 
■— элементар импульси 356
— yi^i^a нисбатан моменти 74
— 1^уввати 394 

к^пбурчак 1̂ оидаси 17 
Куприн фермалари 60 
кучирма инериия кучи 325 
Л агранж—Дирихле теоремаси 512

— Пуассон >̂ оли 442 
Лагранжнинг биринчи хил тенглама­

лари 312, 316
— иккинчи хил тенгламалари 406 

логарифмик декремент 292
Ляпунов таърифига к^'ра устувор му* 

вззйват 511
— теоремпмари 536 , 538
— функиияси 537 

Ляпуновнинг иккинчи усули 536 
ЛАаксвелл—.Кремон диаграммаси 65, 66 
марк^)здан цочирма инерция кучи 453

-------— моменти 345
марказий 1и)ерция бош уь^лари 346 

-------  эллипсоиди 346
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— куч 380
массалар геометрияси 335 
математик тебрангич 318 
мех?)ник снс1ема 333

-------уиуч бошллнрич шяртлар ЗйЗ
-------^н;-ргиясининг са 1̂ ланиш ь;(;ну-

ИИ 421
-------}^аракат ми1̂ доринниг саг^лапиш

1^01;уни 361
— системанинг мумкии б р ' . г г я  ку- 

ЧМ1ЛИ 471
------- харакат дифференциал тенгла­

малари 353
— ?^аракат 4
— л^аракатнипг векторли улчови 356 

Мешчерскии тенгламаси 373
МОДДиГ( ну1^та 9

•------- ,динамикасининг биринчи асосий
масаласи 257

-------------иккинчи асосий масаласи 262
--------механик энергинсининг са!^-

лаииш ]^оиуни 420
— ну 1̂ танннг мажбурий з^аракат тенг- 

ламаси 296
------- тебранма ^^Р^^кати 283
------- тулнк, механик энергияси 418

моментлар параллелограмми 78 
мувозанпт хрлати 10 
мувозанатлашган гироскоп 443

— куч ¡лр системаси 10
мумкин б\М)Га» кучиш принципи 475 
назарий механика 4 
нолга зкпио(леит система 10 
•нормал инерция кучи 329

— реакция кучи 14

—  теки с^ тк  ¡3 3  
ноустувор мув;>занат 510

— хяракят 534
«ук;та Д)11!с1микасининг асосий тенглама­

си ^52
-------  гсскари масаласи 262
■— — I урри масгь’тси 257
— механик харакатинииг скаляр ул- 

чови 401
— (езланиишнинг кундаланг ташкил 

Э1увчж'и 132
------- ралиа.'! (гиикил этувчиси 132
— тезли1'ининг алгебраик [^иммати 127
------- куидалпн!' ташкил эгувчиси 126
-------  модуля 127
-------радиал ташкил этувчиси 126
— харакат ман’дори моменгинингса!^* 

ланит (^онуни 380
----------------уаглриши > а̂!^идаги тео­

рема 379
-------мицдоришшг чекли ваь;т ичида

5-згарии]и ха1̂ ил!1ги теорема 359
--------- узгариши з^акидаги теорема 358
--------------------теоремянинг дифферен*

1:иа .'1 кури ниши 358 
нукшнинг 2 (^олют тсзланиши 214

-------  ^аракаги 214
— айланма 1езлани1ии ]56, {72
— берилгаи ондагн тезлаииш векто­

ри 130
----------- тезлик ьекюри 123
— киl!0 ^;aiик ¡енгламаси 117
— 1 ;;рм('иак тебряпма харакати 2i>5
— имериия кучи 452
— кинс'шк эн^с-ргияси 404
— кучир.мя тсзлнги 213, 215
-------5\арака']- тазланиши 213, 218
----------- тезлиги 213, 215
-------  харакати 213
— кучнш вектори !23
•— марказга интилма тезлани- 

ШИ 156, 172
— мураккаб з^аракатн 214
— нисбнй тезланиши 213, 218 
 .\аракат ди( )̂фере1!циал тенгла­

маси 326
-------  тезлиги 213
-------  траекторинси 213
-------  харакати 213
— нормал тезланиши 137
— сектор тезлиги 381
— тебраниш фазаси ¡41 
 амплитудаси 141
— текис узгарувчан ;;аракати 139
— тепкили тебрани1ии 298
— траекторинси 1Í3
— тчтри чизи1̂ ли харакат дифферен­

циал тенгламаси 255
— уринма тезланишн 137
— эгри чизицли текис узгарувчан х;а- 

ракат тенгламаси 140
■--------------- ?^гфакаг тенгламаси 139
-----------  узгарувчан харакати !39
— эркии 1еб1)анма >^аракат диффе­

ренциал теигламаси 284
— уртача тезлапиш вектори 130 
 тез '̂иж вектори 122
— утган нули 128
— yi^hja нисба ган инерция моменти 337
— х,аракаг микдори 354
— >;аракатини векторли усулда аниц- 

лаш 117
-------табиий усулда аник;лаш 119
— — цилиндрик координаталарда 

ани[^ла1и 118
Иъюгоннинг учмичи ¡^онуни 13 
оддим узатма 239 
оиий винт харакати 247 
орти1̂ ча юкланиш 328

— стержепга ьта булган ферма 62 
  булмаган ферма 62

орирлик кучипииг пши 397
— марказини аннЕ^лашнинг булаклар" 

га аж р аш т усули ЮЗ
-----------  манфий юза усули 104
----------- cи^íмeтpия усули 102

------- тезлиги 214
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-----------т«Ж(1Н0п усули ЮГ)
пар;зллел кучлпр мп|>кпям 1)14

------- сис1ем11с11 21
парлллело1р!1мм пкопимас» 12 
пляпстпр уч.'пма 2К) 
потештолл» куч 4 1Г>

-------ма11Д1чт 415
препе'тич бурчлш 188 
Пулмсо угу.'ш йО 
Резоль пмргм.к и 444 
резомлт: 3 0 1 
Рипср (|у|'^1аларп 70
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Т, РАШИДОВ, 
Ш. ШОЗИЕТОВ, 
К,. Б. МУМИНОВ

Назаоий механика

Х^зССР Хал1̂  таълими миннстрлигининг республика 
методика марказп олпй техника укув юртлярм- 

НИР1Г сту/К'птлпрп учуй дарслик сифатнла таисия этглн

Р в С а ^  ФА нин г  а кад еми ги ,  п р о ф е с с о р  Т. Рашидов .  
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