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Qisqacha sharh

Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining gamrovi keng bo‘lib,
ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy matematika va infor-
matika ta‘lirn yo‘nalishlari talabalari uchun fanning amaldagi dasturi asosida
yozilgan.

Kitobda dastlab umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirish-
lari keltirilgan bo'lib, bunda umumlashgan funksivalar nazaryasining bosh-
lang‘ich tushunchalari misollar yordamida bayon etilgan. Dirakning delta-
funksiyasi xossalarini o‘rpanishga alohida e’tibor qaratilgan. Umumlashgan
funksiyalar nazavivasi keng bo'lib, uning elementlari kitob doirasida zarur
bo‘ladigan hajmda keltirilgan. Differensial tenglamalarning umumlashgan
yechimi tushunchasi kiritilgan, o‘zgarmas koeflitgientli differensial operator-
larning fundamental yechirnlari qurilgan, hamda shu asosda to‘lgin va issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun qo'yilgan umumlashgan va klassik Koshi
masalalarining yechimlari hosil gilingan.

Shuningdek, kitobdan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tengla-
malarning uchta tipiga mansub: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar nchun korrekt qo‘vitgan boshlang'ich (Koshi), boshlang‘ich-che-
garaviy va chegaraviv masalalarning yechimlarini topish keng o‘rin olgan.
Bunda masalalar yechimini beruvehi formulalar olingan bo‘lib, yechimni yago-
naligl va berilganlardan uzliksiz bog'ligligi o'rganilgan. Bundan tashqari,
xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishda ko'p qo'llaniladigan o'zga-
ruvchilarni ajratish, integral almashtirishlar usullarida keng ishlatiladigan
ayrim maxsus funksiyalar va nlarning xossalari keltirilgan.

Darslikni yozishda muallifning gator yillar davornida Buxore davlat uni-
versitetida o‘gigan ma‘ruzalari hamda ushbu soha bo'yicha tanigli olimlar-

ning rus va ingliz tillaridagi o'quv adabiyotlaridan foydalanildi.



Aunsoranus
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Byxapckoro rocyiapcTBeHHOIO YHIBEDCUTETA.
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Annotation

The subject Partial differential equations is so extensive that this text-
book is written for the undergraduate students of Mathematics, Applied
mathematics and IT directions basing on the current program of this course.

The hook deals with the generalized functions and their Fourier trans-
formation, in which the initial concepts of the generalized functions are il-
lustrated using examples. Particular attention is given to the study of the
properties of Dirac delta-function. The theory of generalized functions is
wide, and its elements are presented in the necessary volume within this
book. The concept of generalized solutions for ordinary differential equa-
tions and partial differential equations is introduced; fundamental solutions
of differential operators with constant coefficients are constructed. On this
basis, solutions of the generalized and classical Cauchy problems for the
equations of wave propagation and heab conduction are obtained.

And also in the textbook a significant place is occupied by the traditional
sections of the theory of linear partial differential equations of the second
order of hyperbolic, parabolic and elliptic type. The methods of solving
initial (Cauchy), initial-boundary and boundary problems for such equations
are described. Formulas are obtained that give solutions to problems, and
questions of uniqueness and continuous dependence of a solution on data
are investigated. In addition, the hook contains some special functions and
their properties, which are often used in solving partial differential equations
using the methods of separation of variables and the integral transformation.

In the process of writing the textbook, the anthor used his lectures those
are given ab Bukhara State University for many years and Russian as well

as English textbooks by prominent scientists in this sphere.
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So‘z boshi

Ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy matematika va in-
formatika ta'lim yo‘nalishlari talabalari uchun o‘qitiladigan "Xususiy hosilali
differensial tenglamalar® fani dasturi asosida yozilgan. Xususiy hosilali diffe-
rensial tenglamalarning doirasi keng bo‘lib, bu kitobda fizik, texnik, mexanik
va boshqa jarayonlarning matematik modellarini tuzishda hosil bo‘ladigan
xususiy hosilali tenglamalar uchun masalalar o‘rganiladi.

Kitobning o‘ziga xosligi - bu unda umumlashgan yechimlardan keng foy-
dalanilganligidir. Umumlashgan yechim tushunchasi umumiashgan hosila
va, umuman aytganda, umumlashgan funksiyalar tushunchasiga tayanadi.
Hozirgi kunda umumlashgan funksiyalar nazariyasi xususiy hosilali differen-
sial tenglamalar uchun qo‘yilgan umumlashgan va klassik masalalarni tek-
shirishda qulay matematik vosita bo'lib xizmat gilmoqda. Kvant fizikasining
matematik modellarini o‘rganishda matematikaning ushbu vangi sohasidan
keng foydalaniladi.

Umumlashgan funksiyalar birinchi bo‘lib P. Dirak tomonidan kiritilgan.
U kvant fizikada sistematik ravishda delta-funksiyadan foydalangan. Bu
funksiya kevinchalik uning nomi bilan atalib, Dirakning delta-funksiyasi deb
yuritiladigan bo'ldi. Umumlashgan funksiyalar nazariyasi matematik asoslari
1950-yillardan boshlab S.L. Sobolev va L. Shvars ishlarida o'z aksini topgan.
Hozirgi kunda tez rivojlanib borayotgan umumlashgan funksiyalar nazariyasi
matematika, fizika va boshqga soha vakillarinining ilmiy tadqgiqotlarida asosiy
matematik vosita sifatide namoyon bo‘lmoqda. Ushbu darslikning 1-bobi
umumlashgan funksiyalar va ularning Furve almashtirishiga bagishlangan
bo'lib, bunda umumlashgan funksiyalar nazariyasining boshlang'ich tushun-
chalari misollar asosida keltirilgan. Shuningdek, Dirakning delta-funksiyasini
o‘rganishga alohida ¢’tibor qaratilgan. Qolaversa, bu bobda turli urnumlash-
gan va klassik funksiyalarning Furye almashtirishlarini hisoblash keng o'rin
olgan. Aytish lozim umumlashgan funksiyalar nazariyasi keng bo‘lib,
uning elementlari keyingi boblarda qo‘ilaniladigan hajmda keltirilgan. 2-bob
xususiy hosilali differensial tenglamalarni klassifikatsiyalash va ular uchun

asosly masalalarning qo'yilishiga bag'ishlangan. 3-bobda differensial tengla-
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malarning umuomlashgan vechimi tushunchasi, o‘zgarmas koeffitsienth dif-
ferensial operatorlarning fundamental yechimlarini qurish hamda to‘lqin va
issiqlik o'tkazuvchanlik tenglamalari uchun go‘yilgan umumlashgan va klas-
sik Koshi masalalari o‘rganiladi. O'rganishning xususiyati shundan iboratki,
umumlashgan Koshi masalasida boshlang'ich shartlar oniy ta’sir etuvchi
manbalarga kiritiladi va bu yechimni manba bilan mos ravishda tanlan-
gan fundamental yechimning yig‘masi ko‘rinishida qurishga imkon beradi.
4-, 5 va 6-boblar uchta klassik: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar uchun go'yilgan boshlang‘ich, boshlang‘ich-chegaraviy va chega-
raviy masalalarni o'rganishga qaratilgan. 7-bobda xususiy hosilali differen-
sial tenglamalarni yechishda tez-tez qo‘Haniladigan o‘zgaruvchilarni ajratish,
integral almashtirishlar usullari bilan bogliq ba’zi maxsus funksiyalar va
wlarning xossalari keltirilgan.

Darslikning ayrim boblarini yozishda muallif O’zbekiston Respublikasi
"El-Yurt umidi" jamg‘armasi tanlovi golibi sifatida Ispaniyaning Valen-
siya politexnika universitetida malaka oshirishda bo‘lgan davrida ushbu scha
bo‘yicha ingliz tilidagi adabiyotlardan foydalandi. Foydalanilgan adabiyotlar
ro‘yxati darslikning oxirida berilgan. Shuningdek, darslikni yozishda mual-
lifning qator yillar davomida Buxoro davlat universitetida o‘gigan ma’ruzala-
ridan foydalanildi.

Darslik to'g'risidagi kitobxonlarning tanqgidiy fikr va mulohazalarini mual-
1if mamnuniyat bilan qabul qiladi.

Muallif



1-Bob. Umumlashgan funksiyalar.

Furye almashtirishi

1.1 Funksiya berilishining turli xil usullari haqida

Matematik tahlilda, odatda, funksiva analitik usulda beriladi. Masalan,
bir o‘zgaruvehili y = f() funksivaning ta'rifini eslatamiz. Agar X, Y — R!
sonli to'g'ri chizig nuqtalaridan iborat to‘plamlar bo'lsa, X to'plamda y =
flz) funksiya berilgan deyiladi, agarda har bir z € X nugta bilan yagona
y € Y nugta o‘rtasids moslik o‘rnatilgan bo'lsa, hoshqacha aytganda, y =
f(z) funksiyani berish har bir £ € X uchun uning qiymati f(z) =y € Y
ni ko‘rsatishga teng kuchli. Bunday usulgs funksiyani nugtaviy berish usuli
ham deyiladi.

Funksiyani nugtalar yordamida bermasdan, uning "integral” xarakteris-
tikalaridan foydalanib ham berish mumkin. Masalan, funksiyaning bunday
Uintegral® xarakberistikalari sifatida biror bir pi(x), k = 1,2,... funksiyalar
sistemasidagi uning Furye koeffitsientlari kelishi mumkin. Ma'lumki, ixti-

yoriy f(z) € Lgla, b} funksiya o‘zining Furye koeffitsientlari

b
fr = (f(z), @r(x)) :/ f@)yerlz)de, k=1,2,...
yordamida bir giymatli Furye gatori

flz) = ZJ"}:%:‘J. (x)

k=1
bilan aniglanadi, bu yerda {px}52., —la, b] kesmada aniglangan to'lig ortonor-

mal funksiyalar sinfi.
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Kususan, [0, 7] kesmada uzluksiz f(z) funksiya

K3

fi= \/;/ flz)sinkzdz, k=1,2,....

0

sonlar to'plami bilan bir qiymatli aniglanadi. Demak, {fz} sonlar ketma-
ketligining berilishi [0, 7] kesmaning ixtiyorly nugiasida f(x) uzluksiz
funksivaning berilishiga teng kuchli. {f;} sonlarni cheksiz o‘lchovli fazodagi
f(z) funksiyaning koordinatalari, ¢g(z),k = 1,2,... funksiyalarni esa fa-
zodagi bazis deb garash mumkin. Geometrik nuqtayi nazardan fi larni
f(z) funksiyaning py(z) koordinat funksiyalardagi proeksiyalari deb ham
tushunsa bo'ladi.

f{z) funksiyani biror bir usut bilan tanlangan { fx(x)} bazis funksiyalardagi
proeksiyalari bilan emas, balki ba’zi kengroq {py(z)} funksiyalar toplamidagi
proeksiyalarini berish bilan aniglab bo‘lmavdimi, degan savol tugiladi. Bu

savolga keyingl paragraflarda javob beriladi.

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari

Bir o‘lchovli holni qaraylik. Soddalik uchun R! = R deb olamiz. C(R)

bilan R da cheksiz marta differensiallanuvehi funksiyalar fazosini belgilaymiz.

T a’r if. Biror chegaralangan to'plamdan tashqarida nolga teng
bo‘lgan funksiyva finit deyiladi. Bir o‘lchovli funksiya uchun boshqacha ay-
tadigan bo'lsak, agar ¢ : R — R funksiya uchnn shunday {a,, b,] C R kesma
topitib, 2€[ay, b,} larda ¢(z) = 0 bo'lsa, bu funksiya finit funksiya va. [ay, by

kesma uning tashuwv- chisi deyiladi.

T a’ rif. Cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar to'plamiga

asosiy funksiyalar fazosi deyiladi va u D{R) orqali belgilanadi. Shunday qilib,

D(R) = {¢ € C(R)| [a,, b,| kesmadan tashqarida@(z) = 0} .



1-Bob. Umumlashgan funksiyalar.

Furye almashtirishi

1.1 Funksiya berilishining turli xil usullari hagida

Matematik tahlilda, odatda, funksiva analitik usulda beriladi. Masalan,
bir o‘zgaruvchili y = f(z) funksivaning ta'rifini eslatamiz. Agar X, Y — R?
sonli to'g'ri chizig nuqtalaridan iborat to‘plamlar bo'lsa, X to'plamda y =
f(z) funksiya berilgan deyiladi, agarda har bir x € X nuqta bilan yagona
y € Y nugta o‘rtasida moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, boshqacha aytganda, y =
f(z) funksiyani berish har bir £ € X uchun uning giymati f(z) =y € Y
ni ko‘rsatishga teng kuchli. Bunday usulgs funksiyani nugtaviy berish usuli
ham deyiladi.

Funksiyani nugtalar yordamida bermasdan, uning "integral® xarakteris-
tikalaridan foydalanib ham berish mumkin. Masalan, funksiyaning bunday
"integral" xarakteristikalari sifatida biror bir (), & =1,2,... funksiyalar
sistemasidagl uning Furyve koeflitsientlari kelishi mumkin. Ma'hunki, ixti-

yoriy f(z) € Lala, b] funksiya o‘zining Furye koeffitsientlari

b
fo = (f(z), pr(z)) = ;/ F(@yer(x)de, k=1,2,...

yordamida bir giymatli Furye gatori

f(@) =" frprlz)

k=1
bilan aniglanadi, bu yerda {y;.}7° , —la, b} kesmada aniqlangan to'liq ortonor-

mal funksiyalar sinfi.
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Xususan, [0, 7] kesmada uzluksiz f(z) funksiya

fi = v/—% ;/f(z) sinkzdz, k=1,2,....
0

sonlar to‘plami bilan bir giymatli aniglanadi. Demak, {f3} sonlar ketma-
ketligining berilishi [0, 7] kesmaning ixtiyoriy nugtasida f(z) uzluksiz
funksivaning berilishiga teng kuchli. {fz} sonlarni cheksiz o‘lchovli fazodagi
f(z) funksiyaning koordinatalari, ¢r(z),k = 1,2, ... funksiyalarni esa fa-
zodagl bazis deb qarash murnkin. Geometrik nuqtayi nazardan fi larni
f(z) funksiyaning () koordinat funksiyalardagi proeksiyalari deb ham
tushunsa. bo'ladi.

F{z) funksiyani biror bir usul bilan tanlangan { fx(x)} bazis funksiyalardagi
proeksiyalari bilan emas, balki ba'zi kengroqg { ()} funksiyalar to'plamidagi
proeksiyalarini berish bilan aniglab bo‘lmaydimi, degan savol tug'iladi. Bu

savolga keyingi paragraflarda javob beriladi.

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari

Bir o‘lchovli holni garaylik. Soddalik nchuu R! = R deb olamiz. C*®(R)

bilan R da cheksiz marta differensiallanuvehi funksiyalar fazosini belgilaymiz.

T a’ rif. Biror chegaralangan to'plamdan tashgarida nolga teng
boflgan funksiya finit deyiladi. Bir o‘lchovli funksiya uchun boshqacha ay-
tadigan bo'lsak, agar ¢ : R — R funksiya uchun shunday {a,, b,] C R kesma
topilib, z€[ay, by] larda ¢(z) = 0 bo'lsa, bu funksiya finit funksiya va [a,, b,]

kesma uning tashuv- chisi deyiladi.

T a’rif. Cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar to‘plamiga

asosiy funksiyalar fazosi deyiladi va u D{R) argali belgilanadi. Shunday qilib,

D(R) = {¢ € C*(R)] [ay,b,] kesmadan tashqarida¢(z) = 0} .
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ey, (3}
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2 ¢

i wke wal
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1-chizma. Turli k lar uchun wy(x) funksiyaning grafigi.

M i s o L. Quyidagi funksivani garaymiz:

e e—?%rf. |z < R,
A

wplr) = ~
‘ 0, 2| > h,

bu yerda o‘zgarmas A ushbu fp wa(z) = 1 shartdan tanlanadi, ya’ni

5 ]
X= h/{ml__““
i

= =

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya - finit. Undan tashqari cheksiz marta
differen- siallanuvchi (biz buni keyingi paragrafda ko‘rsatib o'tamiz) bo'lib,
bu funksiya- ning z = 3-h nugtadagi ixtiyoriy bir tomonlama hosilalari nol
ga teng. Shunday qilib, wy(z)— asosiy funksiyva. Ba'zan, (1) funksiyaga
"shapkacha" funksiyasi deb ham aytiladi. Uning grafigi 1-chizmada keltiril-
gan.

Asosiy funksivalar fazosining ha'zi xossalari bilan tanishamiz.

1} ixtivoriy ¢, ¥ € D(R) funksiyalar va «, f € R sonlarning chiziqli
kombinatsiyasi (ap + F1) € D(R) bo‘ladi, ya'ni D(R)— chizigli fazo.

Haqigatan ham, o, ¥ € D(R) ekanligidan, aw+ B funksiya chegaralan-
gan tashuvchiga ega ekanligi hamda bu yig'indining cheksiz differensiallanuv-
chi bo‘lishi kelib chigadi. Quyidagi xossalar ham shunga o'xshash osongina

isbot qilinadi:
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2) ixtiyorly ¢ € D(R) va € C®(R) [unksiyalar uchun, ularning
ko'paytmasi asosly funksiyadir, ya'ni gt € D(R);

3) ixtiyorly ¢ ¢ D(R) funksiya uchun uning k—tartibli hosilasi asosiy
funksiya bo‘ladi, ya'ni ¢'*) € D(R);

4) ixtivorly ¢ € D(R) funksiyaning ixtiyoriy tayin a € R nugtadagi
siljishidan hosil bo‘lgan funksiya ham asosiy funksiyadir, ya'ni p(z + a) €
D(R).

Yuqoridagi xossalardan foydalanib ‘“shapkacha" funksiya yordamida

ko‘plab asosily funksiyalarni qurish mumkin. Masalan,

d"(e*wp(z))

o(x) = 2* sinzw) (z — a) + dz™

ham asosiy funksiyadir.

Endi, D(R) da yaqginlashish tushunchasini kiritamiz.

T a’rif Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) shunday [a,b] C R kesma topilib, ixtiyoriy n € N sonlar uchun |[a, b]
kesiadan tashgarida ¢, (z) = 0;

2) ixtiyoriy k € NU{0} sonlar va ixtiyoriy tayin z € [a, b] nugtalar uchun,
n - oo da ushbu ¢l () =¢*) (x) ketma-ketliklar tekis yaqinlashadi.

U holda {12, ketma-ketlik n — oo da v € D(R) funksiyaga yagin-
lashadi deyiladi.

M is ol Ushbu

‘Pn('E =5

{} (L,a> lz| < a

z| > a,

funksiyalar ketma-ketligi nolga yaginlashadi, shuning bilan birgalikda

1= n? A
= exp (lf—zbng), lz] <n

on(z) =
0) II‘ 2 TL)

funksiyalar ketma-ketligi D(R) {asosily funksiyalar) ma’nosida yaginlashuv-

chi emas.
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Yuqoridagi ta’rifga o'xshash ravishda, D{R™), D({?) fazolarda ham yaqin-
Inshish ta’viflari kiritiladi. Bunda R™— n o‘lchovli haqigiy sonli evklid fazo

va §2— unda biror soha.

Lemma. [ab] kesmada uzluksiz va finit bo'lgan ixtiyoriy f(z)

funksiya ushbu
h
/ flx)p(z)dz, ¢(x) € D(R)

integral bilan bir giymatli aniglanadi.

Isbot. f(z) funksiyani [a,b] kesmadan tashqarida nolga seng gilib

aniglab, quyidagi funksiyani qaraymiz:

fulz) = | F(E)wn(€ — x)dg,
/

bu yerda wy(z)— ’shapkacha" funksiyasi va [wp(z)dz = 1. wi(z) ¢ R
R

ekanligidan fj,(x) funksiya ixtiyorly A > 0 uchun cheksiz marta
differensiallanuvchi funksiya va [a — h, b+ h] da fi(z) = 0. Shu bilan birga,

juw—f@%:/U@)—ﬂ@wM6—M%=

h
- / (@ +8) = f(2)wn(t)dt,
Zh

[fi(z) = f@)| < max [f(§)— f(=z)]-

7 h<f<pih
Bu yerdan, {fi(x)} ning h — 0 da f(z) ga z € [a, b} lar uchun tekis yaqin-
laghishi kelib chigadi.
Lemmani ishotlash uchun ixtiyorly ¢(x) € D(R) uchun

b
[ f@olziaz =0

tenglikdan f(z) =0, = € [a, b] kelib chigishini ko‘rsatish yetarli.
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fr(z) € D{R) ekanligi uchun p(z) funksiya o‘rniga f,(z) ni olamiz.

b
| / f(2) fulz)dz = 0

tenglikda kb — 0 da limitga o‘tamiz. f(x) funksiiyaning [a, b] oraligda uzluk-
sizligidan va oxirgi tenglikdan f(z) = 0 ekanligi kelib chigadi. Lemma, is-
botlandi.

Shunday gilib, uzluksiz finit f(z) funksiyani nugtaviy berish va uning
D(R) funksiyalar to‘plamidagi "proeksiya" larini berish f(z) funksiyani
berishga teng kuchli. Amino ikkinchi usulda funksiyani berish qaysidir ma'noda
qulaydir. Ya'ni u funksiya tushunchasini kengaytirishga, fanga yangi ba'zi
nuqtalarda ma’'noga ega bo‘lmagan biror funksiyalar to‘plamida o‘zining qiy-
matlari bilan to'liq aniglanadigan funksiyalarni kiritishga imkon beradi.

Bunday funksiyaga misol tariqasida ixtiyorly ¢(z) € D(R) funksiya

uchun ,
/I d(z)p(z)dz = »(0)

tenglik bilan aniglanadigan Dirakning é(z) delta-funksiyasini keltirish mumkin.
&(z) funksiya wp(2) ning h -+ 0 dagi kuchsiz limiti hisoblanadi. Hagiqatdan
ham, ixtiyorly @(z) € D(R) funksiya uchun

/ wlr)wp(x)de = @(0h) fu;,(.l{]r.i.‘:: =p(fh), -1 <l <1.
“o0 -0
Bundan,
= o0
}lil%/ga(m)wh_(z')da::(p(O)z / d(z)o(x)dr
11—
—00 —D0

ekanligi kelib chigadi.

T a’rif (Uszluksiz funksiyaning tashuvchisi). Uzluksiz ¢ funksiyaning

tashuvchisi deb, »_ushb‘u

*UPIM = {z]o(z) # 0} ' J/ 5{%
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to'plamga aytiladi.

Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi tushunchasidan foydalanib, D(R) da
yaqinlashish tushunchasini quyidagicha berish ham mumbkin.

T a’rif (D(R) manosida yaqinlashish). Agar

1) shunday M > 0 son topilib, ixtiyoriy n € N soni nchun suppy,, C
[~M, M| munosabat bajarilss;

2) ixtiyoriy p € N son uchun {@7(171 ) % 1 funksiyalar ketma-ketligi R da
@ ga tekis yaginlashsa () - © ning p tartibli hosilasi), u holda {¢,}3%,
asosiy funksiyalar ketma-ketligi n — oo da @ ga D ma’nosida yaginlashuvehi

deyiladi va gisqacha tarzda quyidagicha belgilanadi:
D
Pn > P-
Aynan noldan farqli asosiy funksiyalar mavjudmi, degan savol tug'iladi.

Biz yuqorida ko‘rgan (1) "shapkacha"

11§ ex (— —-ﬁ;),_ < h
-Ddh_{-'f:} = 7 . i | l )

i =1

A= h./exp (il’ ]_ i)dt , zER

. 1 el

funksiyasi asosiy funkstyaga misol bo‘la oladi. Hagigatan ham, uning finitligi
berilishidan ayon va suppwy(z) = [—h, h]. Cheksiz uziuksiz differensialla-
nuvehi ekanligini ko'rsatamiz. Ravshanki, bu funksiya 2 = 4h nuqtalardan
tashqari barch nuqtalarda cheksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Ixtiyoriy bir
tomonlama z = —h da o'ngdan va z = h da chapdan hosilalari nolga teng

ekanligiga ishonch hosil gilish uchun A? — 22 = y? deb belgilab,
h2.
fly) =exp{ ——
®=o0(-5)

funksiyaning y = 0 nuqtadagi barcha tartibli hosilalarining nolga teng bo'li-
shini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham, y # 0 da hosilalarni hisoblaymiz:

: 2h? i
.f’(y) = TJ‘;— exp ( ) ;5>
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uinumali, 5
1w =BG o (- )

1

P (] f,u) — 1/y ga nishatan ko‘phad:

IR
P"’(a) =Ly ynﬂ—;k’
b k=1
bu yerda my € N, Ay, - b ga bog'liq koeffitsientlar.

Quyidagi lim f(™(y) limitni hisoblab,
y—0

lim f™(y) = lim P, (—]—) exp ( — E) =
y=0" T 50T My y?
bo'lishini ko‘rish giyin emas (y — 0 da exp ( — :-;) nolga tez yaginlashadi).

limexp(— ﬁ) =0 = f(0)

y—+l ye

tenglikdan f(y) funksivaning y = 0 nuqtada uzluksizligi va yugoridagilarga
asosan bu nugtada differensiallanuvechanligi hamda f/(0) = U ekanligi kelib
chigadi. Shunday qilib, f” funksiva y = 0 nugtada vzluksizdir. Xuddi shunga
o'xshash f"(y) funksiya uchun yugoridagi mulohazalarni takrorlab, y = 0
nugtada f”(y) ning mavjud ekanligi va f”(0) = 0 hamda f”(y) ning y = 0
da uzluksiz ekanligiga ega bo'lamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy
n=1,2,... lar uchun f'"(y) funksiya yugoridagi xossalarga ega bo‘lishiga
ishoneh hosil gilish mumkin. Demak, wip{x) € C®(R), suppws(z) = [-h, k]
ekanligidan wy, funksiyaning finitligi va, umuman, wy, (z) € D(R) kelib chigadi.

Quyidagi lemma asosiy funksiyalarga ko‘plab misollar keltirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi.

L e m m a. Ixtiyorly [e,b] kesma va h > 0 soni uchun 0 < y(z) <
1; n(z) =1, z € [a,b], n{z) =0, £€[a—2h, b+2h| shartlarni qanoatlantiruv-
chi n(z) € C®(R) funksiya mavjud.

7(z) fanksiya grafigi 2-chizmada tasvirlangan.
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s
£ ]

2-chizma. n(x) funksiya grafigi.
Is b o t. Faraz gilaylik, y(x) — [a = h, b+ h| kesmaning xarakteristik
funksiyasi bo‘lsin, ya'ni

() 1, z€la—h,b-+h],
o =
& 0, zEla — h, b+ k.

U holda n(z) = [ x(y)wn(z — y)dy € D(R), ya'ni bu funksiya talab
R

etilayotgan xossalarga ega. Hagiqatan ham,

wyp € D, 0 < wy(x), suppwi(zr) = [—h, ] [m;.{_ar}d;r: =1

14
ekanligidan
b+h
n(z) = / wi(z — y)dy € C*(R);
a—h
o0 20
0<n(x) < / wp(z —y)dy = / wh(§)dE =15

Tayin z lar uchun suppwy(z — y) = [z — h, z -+ h] ekanligidan

-
n(z) = [ x(ywp(z — y)dy =
:;.‘ h
z+h h
) ez —y)dy= [T w(§)dE =1, T € [a,8)],
= z—h

0, r€la — 2h, b+ 2h].
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3a-chizma. g(z) funksiya grafigi. 3b-chizma. u(x) funksiya grafigi.

Lemma isbotlandi.
Bunday funksiyalarni gurishning boshqga usuli ham mavjud. Masalan,
ushbu
9(z) =wplz +1+h) —wp(—x+1+h)
fu.lnksiyani garaylik. Uning grafigi 3a-chizmada keltirilgan. Endi p(z) =
fl g(r)d7 funksiyani quramiz. Uning grafigi 3b-chizmada tasvirlangan.
N Ko'rinib turibdiki, p(z) funksiya cheksiz differensiallanuvehi va [-1,1]

kesmada birga teng bolgan giymatni qabul giladi. Agar
Yop(x) = wi(z + e+ h) —wp(—z+a+h)

funksiya uchun
T

Hap(T) = / Gap(T)dT
Zoo

funksiyani qarasek, 1 holda u [a, b} kesma uchun n{z) funksiyaning yugoridagi
lemmada keltirilgan barcha xossalariga ega boladl

Osongina payqash mumkinki, 7(z) funksiyaning finit bo‘lmagan cheksiz
differensiallanuvchi funksivaga ko‘paytmasi ham D(R) ga tegishli bo‘ladi.
Ko'rilgan misollar D(IR) to‘plam yetarlicha ko'p funksiyalarga ega ekanligini
ko‘rsatadi.

Turli xil masalalar uchun funksiyalar ketma-ketligi garalganda yagin-
lashishning har xil ta’riflari bulan ish ko‘rishga to‘g'ri keladi. Shuning uchun

ko‘p ishlatiladigan yaqinlashishlarning ta'riflarini eslatamiz.

{un(®)} = {wi(x), us(z), .., un(2)} 2)
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ketma - ketligi (a,b) oraligda tekis yaginlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy
& > 0 soni uchun shunday N sonini ko‘rsatish mumkin bolsa, bunda n,m >

N natural son va ixtiyoriy x € (a, b} lar uchun
fun{z) — um(z)| < £

shart bajarilsa.

(2) funksiyalar ketma - ketligi (a,b) oraligda o'rta kvadratik ma’noda
yaginlashadi deviladi, agarda ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N sonini
ko‘rsatish murmkin bo'lsa, bundan, m > N natural son va ixtiyoriv 2 € (a. b)

lar uchun

b

[ten(2) — n,_.l(:.r'}lfzd:r. < £

st

tengsizlik bajarilsa.
(2} funksiyalar ketma-ketligi (a, b) oraligda kuchsiz yaqinlashadi deyiladi,
agarda ixtiyoriy uzluksiz f(z) funksiya uchun
by
lim | f(z)u,(z)dz

N0
a

limit mavjud bo‘lsa.

(a,b) oraligda aniglangan uzluksiz funksiyalar sinfini qaraymiz. Yaginla-
shuvchi ketma-ketliklar o‘rganilganda, odatda, limit elementlar kiritiladi.
Tekis yaginlashishda limit element ham aynan shu funksiyalar sinfiga tegishli
bo'ladi. Birog bunday holat o'rta kvadratik ma'noda va kuchsiz yaginlashish-
larda hamma vagt ham o‘rinli bo‘lavermaydi. Agar limit element garalayot-
gan funksiyalar sinfiga tegishli bo‘lmasa, u holda dastlabki sinf kengaytirilib,
limit elementlar bu sinfga kiritiladi. Bunda kengaytma sinf sifatida dast-
labki va limit elementlar to'plami tushuniladi. Kengaytma tushunchasi bilan,
masalan, hagigly sonlar nazariyasida duch kelish mumkin: irratsional sonlar
ekvivalent ketma-ketligi sinfl orqali aniqlanuvchi limit elementlar tarzida ki-
ritiladi. Kuchsiz ma’noda yaqinlashishdagi limit elementlar hagida fikr yurit-

ganda, ikkita {u,(z)}, {v.(2)} ketma-ketliklar bitta limit elementga yagin-
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lashadi deyiladi, agarda bu ketma-ketliklar ekvivalent bo'lsa, ya'ni quyidagi

{un(2) — v, (2)} ketma-ketlik nolga kuchsiz yaginlashsa:

b

nlggo/ [tn(z) — v (2)]* dz = 0.

@

1.3 Umumlashgan funksiya tushunchasi.
Regulyar va singulyar funksiyalar

Quyidagi ta'riflarni kiritamiz:
Ta’rif f:DR)— C— akslantirishga D(R) da funksional deyiladi,
bu yerda C - kompleks sonlar maydoni.
f funksionalning ¢ € D(R) funksiyadagi qiymati (f, ¢) bilan belgilanadi.

Ta'rifga asosan (f, ¢)— kompleks son.

T a’rif Agarixtiyoriy ¢,¢ € D(R) va a, 3 € C lar uchun
(f, ap + B} = alf,0) + B(f, %)

tenglik o'rinli bo'lsa, f: D(R) — C funksional chizigli deyiladi.

T a’rif. Agar D(R) da nolga intiluvchi ixtiyoriy funksiyalar ketma-
ketligi {ox(%)} € D(R) uchun k¥ — oc da (f, px) — 0 bo'lsa, f: D(R™) —
C funksional uzhiksiz deyiladi.

T a ' rif. Chizigli, uzluksiz f : D(R) — C funksionalga umumlashgan
funksiya deviladi.

D’ = D'(R) orqali barcha umumlashgan funksiyalardan tuzilgan to'plamni
belgilaymiz.

Agar ixtiyoriy u,y € C sonlar va umumlashgan f va g funksiyalarning

if + xg chizigli kombinatsiyasini ixtivorly ¢ € D lar uchun

(uf +x9,0) = p(f,0) + x(g,0)

tenglik bilan aniglansa, D'(R) to‘plam chizigli bo‘ladi.
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)+ xg funksionalning D da chizigli va uzluksiz ekanligini ko'rsataniiz.
Hagiqatan ham, agar ¢ € D, i € D va «, B - kompleks sonlar ho'lsa, u

holda ta'rifga ko'ra

(Bf +xg, 0 + BY) = p(f a0+ fY) + x (g, 0 + Bib) =
=a[u(f,0) + x(g. O)] + Blu(fv) + x(g, )] =
= a(pf +x9,9) + Bluf +x9,9)
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu esa, uf + xg funksionalning chizigli ekanli-
gini anglatadi. Uzluksizligl esa, f, ¢ funksionallarning uzluksizligidan kelib
chigadi: agar ¢ € D ketma-ketlik & — oo da 0 ga intilsa, u holda k& — oo
da
(uf +xg.06) = 1 (f,00) + x(9,00) = 0

bo‘ladi.

DY da yaginlashishni kuchsiz yaginlashish kabi kiritamiz: Agar ixtiyoriy
@ € D uchun k — oo da (f3, ¢) — (f, @) bo'lsa, umumlashgan funksiyalar
fi € D' ketma - ketligi f € D’ funksiyaga yaqinlashadi deyiladi. Bunday
holda, D' da fr, — f, & — oo kabi yoziladi. D' chizigli to‘plam unda
aniglangan yaginlashish bilan I umumlashgan funksiyalar fazos: deyiladi.

Lokal integrallanuvehi funksiyaning ta’rifini n— o‘lchovli funksiya uchun
keltiramiz.

Ta’rif f:R"— R funksiya ixtiyoriy chegaralangan @ C

R" to‘plam uchun u @ da absolyvut integrallanuvehi bo'lsa, v R da lokal

integrallanuvehi deyiladi.

Bu tarif yanada tushunarli bo'lishi uchun uni bir o'lchovli hol uchun
quyidagicha ta'riflaymiz: R da barcha lokal integrallanuvchi funksiyalar to*p-

lamini TE(R) ko‘rinishda belgilaymiz, u holda

[
Li*(R) = {f R - C: / |F(@)ldz < oo},

bu yerda a, b— chekli hagiqiy sonlar.
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Keyinchalik biz qiymatlari hagiqiy sonlar to'plami R ga tegishli bo‘lgan
funksionallarni qaraymiz.
M i s o 1. Faraz qilaylik, f(z) R da lokal integrallanuvehi funksiya
bo'lsin. U holda ixtiyvoriy ¢ € D (R) uchun

() = / f@)o(z)dz 3)
R

funksional chizighi va uzluksizdir. Shuning uchun bu funksional umumlash-
gan funksivadir.

T a’rif Lokal integrallanuvchi funksiya yordamida quriladigan
wirumlashgan funksiya regulyar umumlashgan funksiya (yoki regulyar funksiya)
deyi- ladi.

T e orem a (Umumlashean regulyar funksiyaning umumiy ko‘rinishi).
(3) ko‘rinishdagi funksional (regnlyar) umumlashgan funksiyadir.

I sbot. fakslantirishni chiziglilikka tekshiramiz. Ixtiyoriy ¢y, 09 €

D(R) va on, a9 € C lar uchun

(f, rpr + caope) = /f(l)(ﬂ’l(ix)SDI(l) + () a(2))ds =
R

=0 jr f@)ei(@)dr + on / flaoypa(z)dz = ar(f, 1) + aa(f, w2)-
R
Endi f akslantirishning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, 0 ga
intilavehi {0 }2¢, asosiy funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. D dagi
vaginlashish ta'vifiga ko'ra, shunday M > 0 soni mavjudki, {i, }52, ketma-
ketlikdan barcha funksivalarining tashuvchisi [—M, M| kesmada yotadi. f €

LY%(R) shartdan quyidagi o'rinli,

def/ |f(z)|dz < oo.

M
Erdi, istalgancha kichilk ¢ > 0 soni berilgan bo‘lsin. {122, ning tekis

vaginlashuvchi ekanligidan shunday NV € N son topiladiki, » > N lar uchun

i 12N < By
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baho bajariladi. Bundan esa, ixtiyoriy n > N larda

M

M
/f(sc),on(x)dx & / Lf(@)]lon(2)|dz <
i

/‘Pu /f fDn(l)dl‘ =

< max [ (@) / f@)lds < P <

e M
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

T a ' rif Regulyar bolmagan umumlashgan funksiyaga singulyar
urnumlashgon funksiya deyiladi.

M is o L Ixtiyoriy p(z) € D(R™) funksiyalarda (§(z}, p(z)) = (0)
tenglik bilan aniqlangan §(z) funksionalni garaymiz. Bu funksional chizigli
va uzluksizdir. Demak, n umumlashgan funksivani aniglaydi. (z) umum-
lashgan funksiya singulyardir. Uni (3) ko'rinishda hech bir lokal integralla-
nuvchi f funksiva yordamida ifodalab bo'lmasligini ko'rsatamiz. Faraz gi-

laylik, bunday funksiya maviud bo'lsin. U holda, ixtiyorly ¢ € D(R) uchun

(4, ) /f(l)cp(x

tenglik o'rinli. ya'ni

/.fi:ﬂ}-;-'{-r}d:'t' = (0).
R

w(z) = wy () deb, ushbu

/. Flow(z)de = wp(0) = =
R

ifodaga ega bo'lamiz. f(z) lokal integrallanuvehi ekanligl uchun

h
}lii_-.]é / | f(z)|dw = 0.
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Bu tenglikdan wiy(z) < 1, € (—h, h) ni hisobga olib, quyidagilarga ega

ho‘lamiz:

h h
2= | [tz < [ @@t <3 [ I@)ds
R {o esh s=hy

Bu yerda A — 0 da limitga o'tsak, l < 0 ko‘rinishdagl ziddiyatga ega
ho'lamiz. Demak, § funksiyani (3) ko'vinishida ifodalab bo'lmas ekan. d(x)
funksiya "shapkacha" wy,(z) fanksiyasining h — 0 da umumlashgan funksiyalar
fazosidagi limiti ekanligini isbotlash giyin emas. Buning uchun, ixtiyorly

w € D uchun

”

_lirn/ wip{z)p(z)de = p(0)

h—=0
R

tenglikning bajarilishini ko‘rsatish kifoya. Hagiqatan ham, ¢(z) funksiya-
ning uzluksizligidan, ixtiyoriy # > 0 soni uchun shunday € > 0 soni mavjudki,
barcha {z : |2] < ¢} lar uchun |p(z) — ¢(0)] < 1 tengsizlik o‘rinll. wy(x)

funksiyaning xossasidan foydalanib,

[ oo = ¢0) < [anla)lp) ~ oOlds < [z =n
it R R
ifodaga ega bo'lamiz. Bu esa yuqoridagi tenglikni isbotlaydi. Formal ke-
lishuvga asosan 8(2) funksiya uchun
: (3@, o(o) = [ dla)o(o)de
i

yozuv ishlatiladi. Bunga asosan, ixtiyoriy v € D uchun:
[ @plalds = w(0). (@)
R?‘L
Eslatma. (4) tenglik z = 0 nuqgtada ugluksiz ixtiyoriy ¢(z) funksiya
uchun ham o'rinli.

M 1 s o 1. Ushbu ixtiyoriy ¢ € D uchun

1 ple) o def . ol
(‘om,_“_f.:) = u.p. /"—{i}'d:’:‘ det lim. / (I}d.:r
r / X e—++0 I

\



Umumlashgan funksiya tushunchas: 29

tenglik bilan aniglangan chiziqli p2 funksionalni qaraymiz. Bu funksional-
ning uzluksizligini isbot gilish uchun D(R) da ¢ — 0, k — oo ketma-
ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlik uchun ¢i(z) =0, |z} > M va D%pp(z) =

0, k — oo munosabatlar o‘rinli. Shu bilan birga

(Leoe)| = [o [ 2] -

R

= ‘[—M, M] kesmadan tashqarida ¢(z) = Ol =

B IU " / r(r) — pp(0) + i;:'k(U]d_r[ Lagranj formulasiga ko'ra

z [
&

e (€) 1 0
= 'v.p. / L(E’dx + v.p. / ﬂudm‘ <
Z; g x
R R
M
< / l©(€)ldz < 2M max |pi(x)] — 0, k — oc.
Jel<M
-M
Demak, p%— umumlashgan funksiya. Uni (3) ko‘rinishda lokal
integrallanuvchi funksiya yordamida ifodalab bo'lmasligini oldingi misoldagi
kabi osongina ko‘rsatish mumkin. p%—funksiya ham () kabi
singulyar umumlashgan funksiyadir. Unga % integralining bosh giymati de-
yiladi.
Misol

] ‘. M —_ ]
,.p_Jf SL.{TJ}"fI :/_MM(;I
R l '

tenglikni isbotlaymiz. ¢(z) funksiyaning finitligidan

M
11.p./£§$)—d:c:v.p. /w—i@da:=

R —~M
M M
=u.p /(p( )-'()dl—ky(ﬂ)v.p./%.

~M M
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Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagt birinchi integralda bosh giymat belgisini
tashlab yuborish mumkin, ikkinchi integral esa nolga. teng.

Yuqoridagiga o'xshash p_,. funksionalning ham umumlashgan funksiya
ekanligini ko'rsatish mumkin. Buning uchun, quyidagi munosabatdan foy-
dalanish yetarli: ixtiyoriy n € N va ¢ € D lar uchun

) -

5(%) = o)k
p(x) ~ Z et p(z) - Z s
oW / i

dx 1—f limn /
'/L-’n _._Jn d

le}>e

dz.
R

Quyidagi, ixtiyorly ¢ € D(R) uchun bajariladigan muhim tenglikni isbot

qilamiz:
o), I
(1-15-10 / T+ i dz = —imp(0) + v.p. z

R R
Hagigatan ham, agar |z] > M lar uchun ¢(z) = 0 bo'lsa, u holda,

R
0
limn / #(z) d.l”“‘ hm/
e—++0 T -+ 0
-R

dy =
R
i . I .
) x—ie | . ey o
=60 i, [ 2 o@an+ i, [ 525 0tw) - pl0)in
~R “Rr
BT p@) -
= —2ip(0) lin arctg — +/M
e+l € r
R

= —p(0) + v.p. !/ @dw
J
Demak ~L- ketma-ketlikning ¢ — +0 dagi limiti D{IR) da mavjud ekan. Uni

— bilan belgilasak, bu limit ~imé(z) + p ga teng bo'lar ekan. Shunday
qilib,

1

1
“—‘—'((5 [ %
i (a")+px
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Xuddi shunga o‘xshash

1
— = wd(z) + p—.
T —ic T

Oxirgi ikkita tenglik kvant fizikasida keng ishlatiladi va ular Soxotskiy for-

mulalar deyiladi.

T a’rif Ixtiyoriy w(x) € D(R™), suppp(z) C Q uchun (f,¢) =0
bo'lsa. umumlashgan f(z) funksiya () ochig to‘plamda nolga teng deyiladi.

Bu ta'rif umumlashgan funksivaning tashuvchisi tushunchasini kiritishga

imkon beradi.

Ta’rif f(z) = 0 tenglik bajariladigan barcha ochig @ C
R™ to‘plamlar birlashmasiga f(z) funksiyaning nol to‘plami deyiladi, un-
ing R" gacha to‘ldirmasi umumlashgan funksiyaning tashuvchisi deyiladi va

suppf(z) kabi belgilanadi.

Ta'rifdagi suppf(z) to'plamni quyidagicha yozish mumkin.

suppp = R"/{Q : plg = 0} (5)

[ +o00,2=0
Misol 4z =«
l 0) T % 07
qiyin emaski, bu funksiyaning nolga aylanadigan nugtalar to‘plami (—o0, 0)U

(0,c0). U holda (5) ga ko‘ra suppd(z) = {0}.

funksiyani qaraymiz. Anglash

T a’rif Agar umumlashgan n - o‘zgaruvchili f(z) funksiyaning

tashuvchisi chegaralangan bo‘lsa, u R" fazoda finit deyiladi.
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Umumiashgan funksivalar fazosi §2"

EERESER S S

i

g - s s, ©
/ % et
F f° Oddiy funksiyalar

fixd i

i I Loer Singulyar umumlashgan
/ funksiyalar
/ i i
7 {
f' Hagqiqiy voki
" * kompleks sonlar
. ot "'

4-chizma. Klassik va umumlashgan funksiyalar to‘plamlari.

7§~ shaklli" ketma - ketliklar. Misollar

Tarif. Agar
1) har bir £ € N uchun A : R* — R funksiya R® da integrallanavchi;
2) ixtiyorly z € R" va k € N lar uchun hy > 0 tengsizlik o'rinli;
3) har bir k € N uchun shunday £, > 0 sonlar topilib, bunda = — 0,k — o0
da, |z} > £, tengsizliknini ganoatlantiruvehi barcha z € R™ lar uchun hy = 0
o'rinli bo'ladi, hu yerda k& — oo da g — 0
4) barcha k& € N lar uchun

fiLk(w)dx =l

Rn

bo'lsa, R™ fazoda aniglangan hagiqiy o‘zgaruvchili funksiyalarning

hl,hg,...,hk,...
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ketma-ketligi 78— shaklli" deyiladi.

T e o r e m a. Aytaylik,

funksiyalar ketma ketligi " é— shaklli" bo'lsin. U holda,
lim k() = 6(x)
k—oc

boladi, bu yerda limit umumlashgan funksiya ma’nosida tushuniladi, ya’ni
D' (R™) da.

I s b o t. Faraz qilaylik, ¢— ixtivoriy asosiy funksiya bo‘lsin. Umum-
lashgan funksiyalar ketma-ketligi limiti ta'rifidan va hy asosly funsiyaga in-
tegral yordamida ta'sir giluvehi regulyar umuilashgan funksiya ekanidan

foydalanib, quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:

(kﬁfvlc- J'f.;\:(iﬂ],l,(]{lﬁ::l) = Ji:{)lu{]&_(:{ib'),lj’.‘{.l,'}} = A—.H-E-’L/M( Neo(n)de =

nn
= ;_lim / hi(z)p(z)dz. (6)
' Ifl?l<£k
Bizga, matematik tahlil kursidan ma’lum bo‘lgan o‘rta glymat haqgidagi teo-
remaga ko'ra va "d—shaklli" ketma-ketlikning 3 va 4 - xossalaridan foy-

dalanib, (6) formuladagi oxirgi ifodani o‘zgartiramiz:

IIIIIQC.E;"J / hp(z)dr = lml oz ) /h ==

|z <=k

= lim o(zi) = p(0) = (4, ),
bu verda z € {]z| < e;} sharning biror nuqtasi.
Shu tariga kh_)n;c hy va 6 umumlashgan funksiyalar istalgan asosiy o(z)
funksiyaga bir xilda ta’sir giladi. O‘z-o'zidan bu umnmlashgan funksivalar

ustma-ust tushadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Misollar.
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L n =1 bolsin. Quyidagi funksiyalerning e — -0 da 8(z) ga intilishini

ishotlang:
e
LD he(z) = v i
12) he(z) = £ =i

1Lt — +oo quyigagilarning o‘rinli ekanligini ko‘rqating:
L) £ — 2nid(x);  IL2) £ 50, I13) &
14y &= — —2mé(z).

I+ !{} - 0’
mt

z-+10

Yuqoridagi munosabatlarni ishotlashga o‘tamiz.

1.1) ni ko‘rsatishda (1.9) formuladan foydalanamiz. Bunda

hi(x) = -e %

ga teng. Hagigatan ham,

(o) = (e 00 =

T p()de =

2
_ s H (@) = )
/lim (2,/7?! k’(p(L)) L /2«/;&&

-2 /TER =

2
= lim ¢(ex) /-————— e B 4y = lim o(ek)
k—o0 i k—»00

2. /ex
=¢(0) = (6(z), ())-

Shu kabi 1.2) ning o‘rinli ekanligini ham ko‘rsatish mumkin. Bunda

1
2./7eg

; Ek

hi(z) = =

T r?4ed

(hk(m) (.L)) (lnn L i s e ))

koo T 3%+ €7

AR ots, o SRR -
*éiﬁ(;'zzz‘;g""(“)—é?&,/ Pl =
R

. ] 7 -
_ }E}}C @(Ek)/w 2-4»5 —dz = llm (e k)/’“ gk"‘:“z’“l‘dac =
: A
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= lim t,o(sk)—f— .3 2arctan — = w(0) = (§(z), p(z)).

k=00 m  Er EL
Endi misollarning ikkinchi gismidagi munosabatlarning o‘rinli ekanligini
ko‘rsataniiz:
11.1) ni isbotlash uchun

etrt irt
— := lim - — 27mib(x)
z—i0 - 0 2+ ie
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, f.(z) = +— funksivalar ketma-

ketligining kuchsiz limitini hisoblaymiz. Kuchsm hmltmng aniglanishiga

ko'ra, istalgan uzluksiz (z) funksiya uchun bajariladigan ushbu

(lllllf (x), )) == hm / Je(z)p(z)da

JR

tenglikdan foydalanamiz. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan

ma‘lum bo‘lgan Eyler formulasiga asosan

e [ coszt i sinxt \
r+ic \z+ie x4l
bo‘ladi. Bundan foydalanib,

( fm. Fla) ) ( Tieis (cosazrt . sinatl \ (@ 0
m f-lx), @] = i w —
e—+—0"" 2 -0 \T + 1€ :t: - zs/ )/

cosxt smat N
= ( L (as)) + k — % :[:;.-;) =S+ J.

limitni hisoblaymiz, bu yerda Ji, J» lar orqali mos ravishda oxirgi tenglikdagi
birinchi va, ikkinchi go‘shiluvchilar belgilangan. Soxotskiy

1
z +1:0

= Twrd(z) + ’P%

formulasidan foydalanib, yuqoridagi ifodalarni soddalashtiramiz:

cosxt
,} == F—
1 (x —0° 90(77))

= (r-osmi (a'r-rr&'(.-r} <+ Pi),p(.’i‘_)) = (:’.m\'{.r_) -+ cosxt - ’P%, p{.;:}j =
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= (wwd(z), p(z)) + ((:osxt : ’Pi—;, tp(w)) (7)

ekanligi uchun ( coszt - PL, olz )) ni alohida hisoblaymiz.

Lagranjning chekli orttlrmalar hagidagi teoremasiga ko'ra

p(z) = 0(0) +mp (£), £ € (0,)

ekanligidan foydalanib,

(wmﬁé’@(@):?ﬁé / */ 2 (p(0) + o (€))dz | =

-z o0
= (0) fim (/‘ coscctdz +-/cosa:td$) n
&= T xr
£ r

\-0o

—& %0
+1171>% / cosaty(€)dz +/00s xlp(&)dx
. 00 =
Birinchi qavsdagi integrallar integral osti funksiyasi tog bo‘lgani uchun nolga
teng. Ikkinchi qavsdagi integrallar ¢ — co da nolga intiladi. Shunday gilib,

(7) ga asosan

5 (;"m‘@ )_(,,.,s 2), ().

Jo ni hisoblashda ham Soxotskiy formulasidan foydalanamiz:

Jy = ( ;Trt,gﬁ(z)) = (isinzt(iwé(a@) + P-};),go(x)) =

stret
= (zszmrt 73 g .L) = l}_lI}% ) ~5f—;‘;—i—cp(ac)d::: =
|t>e

— hm ) j[ sinxt o(0)dz + szmvt

E

tp(O)d:c)

—&

+711n%( / sinzty (€)dz + [ s-infctcpJ(f)dw\) =

-0
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oG

—ig(0) [ 2dz = imp(0) = in(3(2), (@)

—0e

Natijalarni umumlashtirib,

Jmt

lim
t—=oc b — ¢

0 =L +h= 227T(5(£C)

formuls, o'rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz.

11.2) % funksiyaning € — —0 dagi kuchsiz liritini hisoblaymiz.

Yugoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib quyidagilarga ega bo'lamiz:

( lim f( ), ) _ (__lim (COSSE‘-t _Z_sz'm:t)’w(m)) X

£-3—0 -0\ -+ 1€ T+ 1€

N CO:*::J"O(”L)) - ﬁ(f‘?’%: 99(9?)) = J1 + .

Soxotskiy formulalaridan foydalanib, hisoblashlarni davom ettiramiz:

Jy = (;(jijoﬂ(?")) = (cosxt (iﬁd(m) + P%)‘P(@) =

= <(17r(5(%) + coszt - P%) k g)(’L)) =
= (iwd(x), p(z)) + (coswt . P-j\p(z)) =: Ji1 + Jis.

1.1} misolda Jis = ( coszt - PL, Lp(l')) = 0 ekanligi ko‘rsatildi.

J2 ni hisoblaymiz:

Jy= ( — ?:TJ&{J {p{.‘:f)) = ( - isinwt(rﬁm\'(;y} + P%) ) ,9(:1,)) =

sinxt

= —i lim p(z)de =
g~

Jz|>e

— — lim [[ ””“Lt EORER" (g)] da+

e——0
—00

+oc

f/“”w@+z¢@w4:

&
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+oo

80(0> f S+ / sinzte (€)dx } -

00

P sinat _
= —ip(0) / :%Tfl de = —imp(0) = (—iwd(z), p(x));

—0oC

Olingan natijalarni umumlashtiramiz:
S A J = Jy + Sy = (iwd(z), elz) + (—ind(z), e(z)) =

Demak, _
e—txt

lim —— = 0.

t=oo 1 — 4

= ~ketligining £ — ~o da kuchsiz limitini hisoblay-
miz. Bunda ham yuqorldaglga o'xshash mulohazalar yuritib, quyidagilarga
ega bo‘lamiz;

(fa)ooe)) = (Jim (25 40250 (@) =

T+ 1€ T 1€

- 7 coszt ( "J) " ( senrl

k.e‘ + iO’g) 'L ] T 4 j(;"'*'}(‘r}) =1+ Ja.
Ji = (;Oji:),up(n)) = (cosxt( —imd(z) +P—j—;>,.’0($:}) S

L 1
= (—ewd(x), o(z)) + (czoswt . 77;, 'p{_::r)) = Iy + Ijy;
bundas Ji; = (—iwd(x), o(z)) ga teng.
Jig = (cos:ct . ’P%,@(:ﬁ)) =0

ekanligi 11.2) misoldagi kabi ko‘rsatiladi. Jp ni hisoblaymiz.

Jo = (;M,(p(.:)) = (isinmt( —wmd(z) + 7’%);%’(«5)) =

x40

(wmxt 'P—,go(w)) = (imd(z), o(z))

ekanligini 11.2) ga o'xshash ko‘rsatiladi.
Shunday qilib,

B d = i+ Jy = (—ind(@), @) + (im6(@), p(a)) = 0.



__" _6— shaklli” ketma - ketliklar 39

Bundan esa }
em

im —
t=roc 1 4 U
tenglik o'rinli ekanligi kelib chigadi.
11.4) '—%—é funksiyalar ketma-ketligining ¢ — 0o da kuchsiz limitini hisoblay-
miz. Bu miselda ham yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib, quyidagini

olamiz:

. cosrl st
(z), 0(z)) = ( 1 — ) =
(fe(=), () (531}0 \z —ig %-zs) ola /

- (;Oﬁ)"”“‘)) -i( ;Z:lz’w(m)) = Jy + .

Soxotskiy formulasidan foydalanib, hisoblashlarda ifodalarni soddalashsiramiz:

= (25 t0) = (om0 7)) -

= (( — imd(x) + cosat - P%) . (p(:[;)) -

= (—rd(z), p(z)) + (cosxt . 73% gD(J‘)) = (—ixd(x), p(z));

bu yerda ((:osact . Pi,cp(m)) = 0 ekanligi va Jy = ( — R o (x )) =
(—1md{x), p(x)) ekanligi olding! hisoblashlarda ko‘rsatilgan edi. Shuning

uchux,

Ji+Jo = i+ Jp = (—ind(x), p(x)) + (—ind(x), o(z)) = (—2mid(z), p(z)

e—fia:t

lim = —2m8(x).

oo -+ 30
¢ ~ funksiyaning Furye gatoriga yoyilmasi.

(=1, 1) oraligda aniqlangan funksivalardan iborat ushbu

mmco ST AT T
8, A7, 20) l E j b sin i sin —; =
i

11
=onhy Zcos-n——;z(a: —zg) = d{z — mp)

m=1
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voki kompleks ko'rinishdagi

= 1 . 7T
dule —zg) = 5 Z exp {sz(:L - scn)}
|l <n
funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.
Osongina ko'reatish mumkinki, Furye qatoriga yoyiluvehi ixtiyoriy g(z)
funksiya uchun
lim [ 6,(z — xp)g(z)dr = g{x)
00
-1
tenglik bajariladi. Bu tenglik Furye qatoriga yoyiluvehi {g(z)} funksiyalar
sinfida yugorida aniglangan 5”@6-1'0) ketma-ketlik bo‘sh yaginlashish ma’nosi-
da 7d—shaklli" ketma-ketlikka ekvivalentligini ko‘rsatadi, ya'ni

mw

1 1l
olr —@xg) = =+ = cos ——(x — @p).
=]
Shu nugtayi nazardan, ushbua

3o —xo) = Z on(2)@n(T0), )

=1

fe.e)

) R 1
o) =g [ g =1 [emt@—spte @

o 0

=

ham o‘rinli bo‘ladi. (8) formulada {¢,(x)} — biror (g, b) oraligda aniglangan

ortonormal funksiyalar sistemasi

1.5  Umumlashgan va cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalarning
superpozitsiyasi

Flz) — R? da aniglangan, lokal integrallanuvehi funksiva va y = w(z)—

» :
: g 7 . A (x) ,
cheksiz marta differensiallanuvehi maxsus bo‘lmagan ‘\ det 7} # O) R®



Funksiyalarning superpozitsiyasi 41

ni o‘ziga akslantiruvehi vektor funksiya bo'lsin. U holda ixtiyorly o(z) €

D(R™) uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

(fw(2)), p(z)) =
1( )

),

(@) e@) = (fa) o) as 220N o

- [ f@)plads = / Fwyot () ot 22 gy

(f(y) ow () [doti—w—

Ny

ya'ni

o] aee 2220 < ey

ekanligi sababli bu tenglikni berilgan f(z) funksiya bo'yicha umumlash-
gan f(w(z)) funksiyani aniglash uchun ishlatish mumkin. Xususan, o =
Ay + b, det A # 0 maxsus bo'lmagan R” ni o‘ziga akslantiruvchi chizigli

almashtirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ € D lar uchun

(flAy+ b)) = /r F(Ay + b)o(y)dy =
L4y

1 1
e z)o[A ez — b)]de = ——=(F, Yz — b)),
o] | F@lA @ = Blde = (ol @ - 1)
R‘n
Shunday qilib. yugoridagi tenglikka asosan,

F(ay+0,9) = (559350

munosabat o‘rinli.
T a’rif Umumlashgan f(w(z)) funksiya deb, qiymatlari ¢ € D{R")
funksiyalarda (10) tenglik hilan aniqlanadigan funksiyaga aytiladi.

Misol n=1bolsin §(z—2%, z° € R funksiyani aniglaymiz. (10)
formuladan ixtiyorly » € D(R) funksiva uchun

(8(z - 2°), ¢(2)) = (8(y), oy + 2°)) = (°)
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tenglik o‘rinli, yani §(z — 2°) quyidagi tenglik bilan aniglanadi:
(6(z — 2°), o(x)) = ().

Mis ol §(z) = d(—z) ekanligini ko'rsatamiz.
Ixtiyoriy ¢ € D(R} uchun
(6(~2), p(2)) = (8(z), p(—z)) = (0) = (6(z), p(2))
ekanligidan yuqoridagi tenglik kelib chiqadi.

Misol neNvaw!(0)=2z"€R"bolsin. U holda,

S(w(a)) = ————= - 6(z — ).
\ ot 220

Bu tenglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiyalarning qiymatlari asosiy
funksiyalarda ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Hagigatdan ham, ixtiyorly
w(z) € D(R™) uchun

(d(w(x)), ¢(z)) =
bl ) A y) | <+ At (0)
= 1 Wlw L 1 = = @lw . 2t =
= (6(). (" (1)) det x ) = ¢l (0))) det % |
; 1 1
S S 8z~ 1), ¢(a)
[ det 2242) ‘ det 2422 X

tengliklar o‘rinli. Bu esa talab etilgan tenglikni isbotlaydi.

1.6 Umumlashgan funksiyalarning dekart
ko‘paytmasi va cheksiz differensiallanuvchi
funksiyalarga ko‘paytmasi

f(z) va g(y) lar mos ravishda R™ va R™ fazolarda aniglangan umumlash-
gan regulyar funksivalar bo‘lsin.
T a’rif (umumlashgan regulyar funksiyalarning dekart ko‘paytmasi).

wle,y) € D(R™™) funksiyalarda aniglangan

(f(z) - 9(g), () = (F(2), (9(y), (=, 9))) (11)
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formula bilan berilgan funksionalga f(z) va g(y) umumlashgan funksiyalar-
ning Dekart ko'paytmasi deyiladi va f(z) - g(y) kabi belgilanadi.

T e or e m a (Umumlashgan funksivalar Dekart ko‘paytmasining
korrektligi bagida). Ixtiyorly f € D/(R") va g € D'(R™), buyerdan, m € N,
lar uchun f- g € D'(R™™) o‘rinli.

Teoremani ishotlash uchun ta'nifning korrekt ekanligi, ya'ni (11) teng-
likning o‘ng tomoni hagigatdan ham D(R"™™) da chizigli va uzluksiz funk-
sional ekanligini ko‘rsatamiz.

Dastlab quyidagi lemmani keltiramiz.

L e m m a. Ixtiyoriy g(y) € D' (R™) va @{z,y) € D (R*™) lar uchun
¥(x) = (9(v), (z,y)) funksiya D (R") sinfga tegishli, bunda barcha o lar
uchun

D*(x) = (g(y), Do(z,y)) (12)

Shuningdek, agar ¢, D (R*") da k - oo lar uchun nolga yaginlashuvchi
ketma-ketlik bo'lsa, u holda D (R**™) da & — oo lar uchun

(@) = (9(¥), pr(z,y)) = 0

bo'ladi.

Isbot. Har bir z € R™ uchun ¢(z,y) € D (R™) bo‘lgani sababli ¢(z)
funksiya R” da aniqlangan. Uning wzluksiz ekanini ko'rsatamiz. © ni tayin
qilib, & — oo da x — z ketma-ketlikni olamiz. U holda R™ da k& — oo lar
uchun

pzr,y) = o(2,y), (13)
w(z,y) € D(R™™) bo'lgani sababli suppy(zx,y) to'plam R™ da chega-

ralangan va k ga bog'liq emas hamda barcha £ lar uchun
Dlp(wr,y) = Dige(z,y), k— 00, y € R™,

g{y) funksional R™ da uzluksiz bo‘lgani nchun (13) dan (z) funksiya-

ning z nugtada uzluksiz ekani kelib chiqadi:

¥(zxk) = (9(y), w(zr,9)) = (9(y), o(z,v)) = ¥(z), k — 0.
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Endi (12} formulani isbotlaymiz. Buning uchun z ni tayin qilib, h; =
0,---,h,---,0) (hsoni h; vektorning i—komponentasi) belgilash kiritamiz.
U holda R™ da h — oo lar uchun

1+ Op(z,y)
) -2 IR
X @) = g le@+ hiy) - ez y)] =» =5,

o(x,y) € D(R™) bo‘lgani uchun x, )(y) funksiyalarning tashuvchisi h ga

bogliq bo'lmagan tarzda R™ da chegaralangan va barcha j lar uchun
DPxiy) =

g 00T, y)

I A ! m
= | Dol + by y) — .ngo(m, 1/)] - Dy , k= oo, ye R™

L_}Ij

g(y) € D' (R™) ekanligidan & — 0 lar uchun

PRI =V _ 2 g(4), oo + hiy) ~ (9o ol )] =

- (g(y) 2 ]“;z) = W(I’y)) = (g(fl/)vxff)(y)) - (g(J), dwéj; 1”)) .

Bu yerdan (12) formula z; koordinata bo'yicha birinchi tartibli hosila uchun

o'rinli ekani kelib chigadi. Shu tariqa, bajarilgan tekshirishlarni hosil gilin-
gan formulaga yana go‘llash yo'li bilan (12) formulaning barchs o uchun
o'rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. Demak, barcha e lar uchun D*y(z)—
R”™ da uzluksiz funksiya. Shunday qilib, ii(2) € C* (R?). p{z,y) funksiya-
ning R™"™ da finit ekanligidan w(z) funksiyaning R® da finitligi kelib chiqadi.
Demak, ¥(z) € D(R™).

R da k — oo lar uchun ¢p(z,y) — 0 bolsin. U holda R™ da k — oo
lar uchun ¥y(z) — 0 bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun @x(z,y) larning
tashuvchisi R™™ da chegaralanganligidan y(2) funksiyalarning tashuvchisi
ham k& ga bog'lig bo'lmagan holda R™ da chegaralangan bolishini hisobga

olsak, barcha « lar uchun
D*ip(z) =30, k — o0, z € R”

lirnit munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish kifova.



Urnumlashgan funksiyalarning dekort ko ‘paytmast 45

Teskarisini faraz gilamiz: yani bunday bo‘lmasin. U holda shunday &g
Y o

soni, oy indeks va . nugtalar ketma-ketligl topiladiki, bunda
[ D" ()| > €0, B=1,2,--- (14)

tengsizlik bajariladi. 1 () funksiyalarning tashuvchisi k ga bog'liq bo'lmagan
holda R™ da chegaralanganligidan ;. ketma-ketlikning R™ da chegaralan-
ganligi kelib chiqadi. Shuning uchun bu ketma-ketlikdan, matematik tahh]
fanidan ma'lum bo‘lgan Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko'ra, yaginia-

shuvehi ketma-ketlik ajratish mumkin. xg, —> 2o, 2 — oo bo'lsin. U holda.
DYwp (@, y) =0, © — o0, y € R™,

Bu yerdan ¢ funksionalning R™ da uzluksizligiga ko‘ra (12) formuladan

quyida- giga ega bo'lamiz:
Dy (z,) = (9(y), Dew,(@r, ) — 0, 14— oo,

Bu esa yuqoridagi farazimizga, ya'ni (14) tengsizlikka zid. Lemma ishotlandi.

Dekart ko‘paytmaning ta'rifiga qaytamiz. Isbotlangan lemmaga asosan
barcha p(z,y) € D (R™ ") lar uchun ¢(x) == (g(y), ¢(z,y)) funksiya D (R?)
sinfga tegishli. Demak, (11) o‘ng (f,v) qismi ixtiyoriy f va g umumlash-
gan funksivalar uchun ma'noga ega, va demak, 1 (R™™) da funksionalni
aniglaydi. f va g funksionallarning uzluksizligidan bu funksionalning uzhuk-
sizligi kelib chigadi.

(f,%) funksionalning D (R™*™) da uzluksizligini ko'rsatamiz. 1 (R™'™)

da k — oo lar uchun p; — 0 bo'lsin. U holda yuqoridagi lemmaga. asosan
(9(y), ulz,y)) 2 0, k= 00, y € R”

ekanligi va f funksionalning D (R*) da uzluksizligidan
(f(), (9(v), ee(z,9))) =3 0, k — o0

kelib chigadi. Bu esa (11) tenglikning o‘ng tomonidagi funksionalning uziuk-

sizligini bildiradi.
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Shunday qilib, f(z)-g(y) € D' (R™™), ya'ni f(z)- g(y) - umumlashgan

funksiya. Teorema isbotlandi.

Umumlashgan funksivalarning Dekart ko‘paytmasi quyidagi xossalarga

ega:

1) kommutativiik f(z) - g(y) = g(y) - f(z);

2) assotsiativlik {f(z) - g(y)] - h(z) = () - lgv) - ()
3) supp(f{x) - g(y)) = suppf(x) - suppg(y);

4) DgD}{f(z) - 9(y)] = Dg f(z) - Dijaly);

5) o)) - 9] = [o(e) ()] % Bly)gwl:

6) [f(@) - gw)l(z + 2%y +¢°) = fz +2%) - gly +¢°).

Bu xossalarning isboti (11) tenglikdan kelib chigadi. Masalan, 2-assotsia-
tivlik xossasining o'rinli ekanligini, ya'ni agar f(x) € D' (R"), g(y) € D' (R™),
B(z) € D' (R¥) bo'lsa, [£(2) - g()] - h(z) = £(@) - [9(y) - h(2)] tenglik baja-
rilishini ko‘rsatamiz.

Rn+m+k)

Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢(z,y,z) € D ( uchun

((@,u,2), [f(z) - g} - (2)) = (22,9, 2), (f(=) - 9(0)) - (=) =

= (((plz, 9, 2), £(2)), 9(y)) , h(=)) =
= (((p(z, 9, 2), f()), () - (2)) = (e(@,9,2), (=) - [9(y) - h(2)]) -

Fndi umumiashgan funksivalarning cheksiz differensiallanuvchi funksiya-
larga ko‘paytmasini qanday aniglanishini ko‘rib chiqamiz. a(z) € C*(R"?)
va f(z) - R* da lokal integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. U holda a(z) f(x)
ko‘paytma ham lokal integrallanuvchi funksiya va ixtiyorly ¢ € D{R™) uchun

quyidagl tenglik o'rinli:
(alz) f(z),p(z)) = /a(:(:)f(m)ga(a;)dm = (f(z),a(z)p(x)) .
n

Bu tenglik yordamida ixtiyoriy f(x) lokal integrallanuvchi funksiyaning

cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyaga ko‘paytmasini aniglash mumkin.

T a’rif. Agar a(z)f(x) ko'paytma ixtiyoriy € D(R™) uchun

(a(2)f(z), p()) = (f(z), a(z)p(2))
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tenglik bilan aniglansa, unga umumlashgan funksiya deyiladi.

Misol f(z) =4(z),a(x) € C*(R),n = 1bo'lsin. U holda ixtiyoriy
w € D(R) uchun

(a(z)d(z), () = (d(z), alz)p(z)) = a(0)p(0) = (a(0)d(2), ¢(x))
Binobarin a{z)d(x) = a(0)s(z).

Xuddi shunga o'xshash

a(z)8(z — 2°) = a(2®)é(z — 2°) (15)

ekanligini ko‘rsatish mumkin.
E slat ma. (15) formula z = 2° nugtada uzluksiz ixtiyoriy a(z)
funksiya uchun ham o‘rinli.
Misol §(z,y) =d(z)-6(y) tenglikni ishotlang.
Isb ot. Ixtiyorly v € D(R?) uchun
(0(z) - 5(y), olz,y)) = (0(=), (6(y), wlz,y)) = (¢(z), (=, 0)) =

= ¢(0,0) = ((z,9), 9(2,v)).

Eslatma. z= (1, 22, ..., Z) € R™ uchun
5(x) =8 (21, T2, oo ZTn) = 8(z1) - O(mg) - ... - O(zn) (16)

tenglik ham yugoridagi kabi ko'rsatiladi.

Misol xp% =1, n = 1 tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Hagigatan ham, ixtivorly ¢ € D(R) lar uchun

1 1
(o). (o)

— i o BB, o= [ o(z)de = (1.«
= lim it dz = lm / p(z)dz —/vﬂ(ﬂf)dﬁ =(1,9)
lz}>e |z{>€ R
tengliklar bajariladi.
Misol

Tp— = p—
p:vz p.’L‘
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tenglikni isbotlang.

Yuqoridagi kabi, ixfiyorly ¢ € D(R) lar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:
! 1 .
(\mp;,w(w)) = (ﬂ;.w(m) =

- zp(z) = 0p(0) , 1
-y, [ R~ (o ot2)
|z|>e

1.7 Umumlashgan funksiyalarning hosilasi.
Misollar

Faraz gilaylik, f(z) € C*(R), ¢ € D(R) bo'lsin. Bo‘laklab mtegrallash

yordamida quyidagi formulaga. ega bo‘lamiz:

(F@).pl@) = [ £ o)olalds =

e or / F@)e™iwide = (=1)"(f(z), o ().

Shunga o‘xshash, n o‘zgaruvchili funksiya holda. ya'ni z = (24, ...,z,) va
f(z) € C™ |o| = a3 + s + ... + &y, - multiindeks, ¢, - manfiy bo‘lmagan

butun soular bo‘lganda, ixtiyorly ¢(z) € D(R™) lar uchun

(a3
K L 8' |

Axdas®.. .Oran

umumlashgan hosila quyidagi formula yordamida aniglanadi:

(/@) ¢(@)) = [ D*f(@)p(a)da —

Rn
= (1) / f(2) D*o(2)dz = (~1)P(f(z), Do (x)).
S

Demak,

(D*f(2), p(@)) = (1)1 (f(z), D*0(=))
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tenglik vordamida aniglangan D®f(z) umumlashgan funksiya f(z) umum-
lashgan funksiyadan olingan D* umumlashgan hosila deyiladi.

Misol n=1, f(z)— bo'lakli uzluksiz funksiya. Bu funksiya R da
lokal integrallanuvchi bo‘lgani sababli unga ixtiyorty ¢ € D(IR) uchun

(fiz), elz)) = /j'(;:.'}n,:(;!’)d.lr
R

tenglik bilan aniqlanuvchi f(x)—regulyar umumiashgan funksiya to‘g'ri ke-
ladi. Ma’lumki, bo‘lakli uzluksiz funksiyaning klassik hosilalari mavjud emas.
Amino uning ixtiyoriy tartibli umumlashgan hosilalari mavjud va quyidagi

formula bilan aniglanadi:

(1@, (@) = (1" '/'f<$>§§é‘p(”d‘”

R

Mis ol f(z) funksiya sonlar to‘g'ri chizigining hamma nugtalarida
aniglangan, z° nuqrada chekli uzilishga ega va f(z) € CHz > 2Y), f(z) €
CY{(z < 2°) bo'lsin. U holda d—i f{2) ni aniglovehi formulaga asosan, ixtiyoriy
w(x) € D(R) uchun

(L f(e). 0la)) = ~ (G0 0(a)) =

= —/f(:v)—d%go(w)dm— /f(w)%cp(a:)dw:
= 5@ -0 + [ { 1@ }elada + 1+ 0)ple)+

Iy i
+ [{ @ e = [{f@helaas
@ +0) = £a® — 0)p(a®) = (fi + [flaomasd(z = 2°),9(a)),
ga ega bolamiz, bu yerda f — f(z) funksiyaning & # z° nugtadagi klassik

hosilasi,

[flomao = £(2° +0) = f(=° — 0)
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esa f(z) furksiyaning x = z¥ nugtadagi sakrashi. Shunday qilib, f(x)

funksiyaning nmumlashgan hosilasi uchun

——f(ir) foo + [fe=0d(z — 2°) (17
formula o‘rinli.

Misol f(z)=|z| fuoksiya urauman olganda butun sounlar o'qida
Idassik ma’noda hosilaga ega emas. f(z) funksiyaning umumlashgan hosi-

lasini topish uchun ixtiyorly ¢ € D(R) uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

d :
(E{ﬂ.:p{.r]) = —(|z], ¢'(z)) /I & (x)de =

] o0

= / 2o’ (z)dr — [ z (x)dr =
5 5] .I'I
o os o
= — / wla)de + / plx)de = / sgn(z)e(r)dz = (sgnz, (x))
J Jo .
-0 —00

Demak, :
p 1,z >0,
—|z| = sgnz, sgn(-)=+ 0, £ =0,
dx
l -1,z < 0.

M i s ol Quyidagi Xevisayd funksiyasi

G(t)zj 1,¢>0,
{0 t<o.

uchun —'i()( t) = d(t) ekanligini ko‘rsatish mumkin. Haqigatan, #'(t)y = 0,
[6];=1 = 1 bo'lgani uchun (17) ga asosan £0(t) = §(t). Bu yerdan

dlc +1

i ®
STt = dtk (t)mé (), k=10,1,2,.

ekanligi kelib chiqadi.
Misol z&Rvan— butun son. U holda

‘--'»--.-rdi-'r:' I:'J} = (_-].}n :'.-..fr?(:r)



Umumlashgan funksiyalarning hosilasi 51

o'rinli.

Isb o t. Ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

(x”é(")(m),go@)) = (5(n)($)a$n‘f’($)) 3

() == (I )| =

=)

= (-1)"(é(=z)

= (~1)"nlp(0) = ((~1)"nlé(x), o(x).

T dxn

Mis ol (In|z|) = p} tenglikni isbotlang.
Is b ot. Eslatib o'tamiz, In|z|— regulyar umumlashgan funksiya.

Bundan esa ixtiyoriy € D(R) uchun
((ujzl)', ¢(z)) = — (nla], ¢'(z)) =

L ok TR, T ,-’ Py o
= /ln ||’ (z)dx 51*1);1:0 / In |z |¢' (x)dx
R

|z|>e
= lim (—/hﬂw{p’(a‘)dw»— /lnlxltp'(m)dx) =
e—4-0 J
—00 €
= 1})1110 (— In|z|e(z)] + / (In|z]) p(z)dz — In|z|p(z)] +

+f (lnlwi)’so(w)dw> = lim |l (o)~ o)+ [ Es

11[}5

= lim | Oelnje| + / de) =
e—>+0 5 x
|z|>e

= lim / (L(E’:—)dx: (p—i—,cp(m))

e=+0 T
|z]>e

Misol
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ekanligini ko‘rsating. Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

Y o) = —op [ €Pe -y [ [+ [} 2@y
((’x) 9 )) pR/Vx d lim —£+E/ ‘Px d
:—Iim{ j€+7 .fégldm_(w(w)“@(0)+w(0)) :

x T ~€

Bu yerda, ushbu

Jim (sa(m) i sa(O)) ° _g

>0 x | ¢ =

{Lopital qoidasiga ko'ra),

tengliklardan foydalanildi.

Mis ol R"da markazi 2° nugtada bo‘lgan sferik koordinatalar

sistemasini qaraymiz:

g=al+rv, r=z—2% v=(v,0m. ., %), V=1,

vy = cos fy,
vy =sginficosfy, 0<O<m k=12,...,n—2,

v3 =sinfy sinfy cosb;, 0 < 8,7 < 2m,

Vo1 = 8inf;sinby...sinf, scosb, 1,

v, =sinf;sinby...sinf, »sinb, ;.
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Delta funksiyasi uchun guyidagi tenglik o‘rinli:

{_I'Jn—lz

A= i(
wh( L——l)’

3z —2% =

bu yerda w, — R" da birlik sfera sirti yuzi.
Isbot. §(f) funksiyaning juftligidan ixtiyoriy » € D(R) uchun

[o®eoa =3 [ 3@ = 500
0 R

ekanligi kelib chiqadi. Ma'lumki, hajm elementi sferik koordinatalar sis-

temasida quyidagicha aniglanadi:
de = " Y drdw,

bu yerda dw,—birlik sfera sirt elementi. Quyidagi tengliklar ketma-ketligi

asosiy formulaning to‘g'riligini ko‘rsatadi:
Y g

(—————&En_(.l)” 2 :J”_lﬂ;{' — :J.'[)I},\,-'L'_.i-‘)) -

n—1)!
‘_”” 12 H 1 0
r' o(z” + rv)drde, =
T wy(n—=1)! wo(n— 1)t )
0 |v|=1
je e}
2 1 p |
= — w(a® + rv)drdw, = — o’ +rv)dw,] =
Wy Wy
0 v|=1 v]=1 =0

= (a") = (8(z — "), ¢(x)-

Misol 2™f(z)= 0 tenglamaning umumlashgan yechimlari topilsin.

Dastlab, zf(z) = 0 tenglamaning umumlashgan yvechimi f(z) = Cé(x)
ekanligini isbotlaymiz.

Buning uchun y(0) = 1 qo‘shimcha shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy

iwo(z) asosiy funksiya uchun

P(z) = — [p(z) — P(0)po(x)]

HH—‘
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vordamchi funksivani garaymiz, bu yerda ¢(x) - ixtiyoriy asosiy funksiya.
¥(z) € D(R) ekanligini ko‘rsatamiz. Bu funksiyaning finitligi wo(z) va o(z)
funksiyalarning finitligidan kelib chigadi.
() funksiyani ushbu
z 1
v@) =3 [ 100 - o0l = [ 1at) ~ o(Opp(at)
0 0
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan va @o(z), ¢(z) funksiyalarning cheksiz
differensiallanuvchanlidan, 1(z) ning ham cheksiz differensialga ega bo‘lishi
kelib chiqadi.
xf(z) = 0 tenglamani ganoatlantiruvchi f(x) funksjonalning giyma-
tini #(z) funksiya yordamida ifodalangan ixtiyorty @(2) asosily funksiyada

quyidagicha bo‘ladi:

(f: (F) = (fa P + QD(U)‘:DU) = ('Tf ¢) + (p(O) (f: 900) =C (57 (P) )
bu yerda C = (f, o) (eslatib o‘tamiz wo(x) ixtiyoriy ravishda tanlangan)
va 10(z) € D(R) ekanligi uchun (zf(z),¥(z)) = 0. Shunday qilib, f(z) =
Cé(z).
m = 2 bo'lganda, ya'ni 22 f(z) = 0 tenglamaning umnmlashgan yechimi

f(z) = Ci6(z) + Cod'(z) bo'lishi quyidagi tengliklardan kelib chigadi:

(7 f(z), 0(2)) = (2% [C1d(2) + Cod'(2)] , 0 () =

=0y (2%(z), p(z)) + C2 (2°8 (2}, 0(x)) =

= C; (8(z), 2¢(z)) + C2 (5’(m),x2go(:v)) =

= Cy [FPo(z)],_, + C2 [z%0(2 ]]_ —=0=(0,0(z)),
bu yerda p(z) € D{R).
Ixtiyoriy natural m soni uchun ™ f(z) = 0 tenglamaning yechimi
m—1

flz) = 5‘ ;

d:v‘

ekanligi yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi. Haqigatan ham, ixtiyoriy ¢(z) € D(R)

uchun



[
&5

Umumlashgan funksiyalarning hosilasi

(w'”"f(w) p(x)) =
m—1 g /m—1 A
_ (;r.m Z C; T iz), plz ) (Z( rbf : (:r._--})

1=l =()

m—1 m 1 s ~
(ZC (- 8(@), " pol } .G Ci{ g "0 @] }0 = 0= (0,5(=))
tengliklar yugoridagi mulohazam 1sb0'tla,ydi.
Misol _
H,(z,t) = H(Q——"e ‘_EI;E
(2av/7t)n

funksiyani qaraymiz va X
/ Hy(z,t)dz = 1,
&
H.(z,t) = (Air—alf)T?_ﬁL_ — d(z), t — 40
raunosabatlarning bajarilishini ko‘rsatamniz.
Hagigatan ham, { < 0 da H, =0vat > 0 da

1 C ok b T 2
H(z, t)de = ————r .“1— o de, = 1.
/ g (?m/ﬁl‘l“./ S s v’x/P di=1
- R

R" E
Endi (x) € D(R") bo'lsin. U holda |¢(z) — p(0)| < K|z|, K = const

dan
K ' . 1= _
W. e Wi |ydy =
ﬂl_l

Ky, floa o 2}\’{&’!1 fo_“- ?I —u? o

= —— e wirtdr = ————— [ ¢ wdu = CVE

dra?t) J, /2 ’
@) J /

C = const, w — R™ da birlik sfera yuzi. Bu yerda £ — +0 deb limitga o'tib,

(Hp(z,t),0) = | Hyulz,t)p(z)ds = ¢(0) | Hy(z, t)dz+
/ /

/' Ho(,8)]o(w) — (0)]dz

+ / Holw, B)[e(z) - 0(0)]dz — 9(0) = (6, ¢)

vuqoridagi limit munosabatning o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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1.8 Umumlashgan funksiyalarning yig‘masi va
uning xossalari

T a’rif (Klassik funksiyalarning yig'masi). R 2> RvaG:R-=R

klassik funksiyalarning yig‘masi deb,
(fxg)(z)= /1 fW)glx — y)dy
I

ko‘rinishdagi funksiyaga aytiladi, bunda integral barcha ¢ € R da yagin-
lashuvehi bo'lishi talab etiladi

Yigma mavjudligining (integralning vaginlashishi) yetarli shartlari sifatida
F{y)G{z — y) funksiyaning ixtiyorly tayin x uchun lokal integrallanuvehi
bo'lishi va quyidagi sharflardan birortasiving hajarilishi talab etiladi: 1)
F{x) va G(z) funksiyalarning birortasi finit, 2) ikkala funksiva ham yarimfinit,
va'ni < a yoki z > b lar uchun nolga teng. Ravshanki, funksiyalarning
finitligi o‘rniga ularning cheksizlikda tez kamayuvchanlik shartini talab qilsa
ham bho'ladi.

Aytaylik, f(z),g(y) lar R da lokal integrallanuvehi funksiyalar bo'lsin.

Ta’rif (D dagi umumlashgan funksiyalarning yig'masi). f € D'(R)
va g € D'(R) funksivalarning vig'masi deh, ixtiyoriy ¢ € D(R) uchun

(f *g(x), p(z)) = (f(=), (9(y), w(z + ¥))) (17)

formula yordamida aniqlangan akslantirishga aytiladi, bunda D'(R) dagi
umumlashgan funksiyalarda (17) formula korrekt aniglanadi.

T e o r e m a {(Unumlashgan funksiyalar yig'masining mavjudligi
hagida). Faraz gilaylik, f € D'(R), g € D'(R) va quyidagi shartlarning
hech bo'lmaganda bittasi o'rinli bo‘lsin:

(1) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, suppf C {—M, M} bo'lsa;

(2) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, suppg C (—~M, M) bo'lsa;

(3) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, suppf C (M, +oc)va suppg C
(M, +00) bo'lsa;

(4) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, supp f C (—o0, M)va suppg C

{—oc, M) bo'lsa, u holda f * g € D'(R) yig‘'ma korrekt aniglangan.
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Teoremaning isboti yig‘maning ta'rifidan kelib chigadi, masalan, 3-bandni

“isbotlaylik. Hagigatan ham, ixtiyoriy katta R (R > M) soni uchun

R R =z
//f(y)g(m—y)dydlf = // lg@)| [ f(z —y)| dydz =

R R MM

R R ] R
= [l [ 11t ~yavaa < [ lgtupiay [ 170 <.
M v M M

T eorem a (Unumlashgan funksiyalar yig'masining xossalari).

Faraz qilaylik, f € D'(R), g € I'(R) va yugoridagi teoremaning (1)-(4)
shartlaridan kamida bittasi bajarilsin. U holda
(1) frg=gxf;

(2) (f*g) = f' *xg= f* ¢ munosabatlar orinli bo'ladi.

Is b o t. Oldingi teoremaning {1)-sharti o‘rinli bo‘lgan holda isbot-
laymiz. Qolgan hollar shunga o‘xshash isbotlanadi. Aytaylik, x—funksiya
quyidagicha aniglangan bo‘lsin:

o x € C*(R);
e z€[-R,R] x(z)=1
o 2€[—(R+1),R+1], x(x) =0
Funksiyalarning yig'mast ta‘rifidan ixtiyorly € D(R) nchun

(f *9(2), (@) = (F@) - ) x(@)olo +9)) =
= (9v) - @), x@)ele + 1)) = (9% F(2), ().

Teoremaning (2)-shartining bajarilishini ko‘rsatainiz. Ixtiyoriy p € D(R)

uchun

(= 9 (@), p(@) = ~(f * 9(2), /@) =
~(f@) - 9 o)z +9) &

=8

(@) 99), B:x(@) (2 + 1)) + (£(2) - 9(0) X (@l +v) ) =
(0.(/@) 900} x(@)elz +9)) + (K (@)1 @) - 9}, el +)) =
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= (,f”(:ir'} ~gly), x(2)ele + ;:;)) = (f’ * g(z), ga(x)),
L (4@ 9), a(x(@)e' (@ + 1)) = (37 @) 9w), x(@pz +1)) =

= (F@) - d W) x@)p(z+9)) = (£ <g(@),9@)).
Bu yerda x/(z) f(z) = 0 ekanligidan foydalanildi.
Mis ol d(z—a)x f(z) ifodani soddalashtiring, bu yerda ¢ € R va
feD(R).
Ixtiyoriy ¢ € D(R) lar uchun

(6(z - @) x f(2), ¢) = (8@ — 0), (F(W), pla+))) =

= ([(n) ely +a)) = (f(z = a),p(z)).
Demak, §(z — a) = f(z) = f(z — a).
M is ol 8x6(x) ifodani soddalashtiring,
Ixtiyorty ¢ € D(R) lar uchun

o0 o0

(0*9999): 0()1({9(/)1 ("L"F()\ T d ( )d' T
(I Y,¥ U)) O/fL'!SDfL"*“yy
= .?d.-: I (2)dz = mdz (2)dy =
0/ Z/@ Z Iz U/ .O/QDZ Y

o
- [ 20tz = a0, 0(2)
0

Demak, 8 * 8(z) = z0(x).

Endi z € R” bo'lsin. Umumlashgan funksiyalar yig'masining ba’zi xos-
salarini keltirib o‘tamiz.

a) (Kochish). Agar ushbu, f * ¢ yig‘ma mavjud bo‘lsa, u holda barcha,
h € R" larda f{z + h) * g(x) mavjud bo'lib,

flz+h)xg(z)=(f*g)(z+h)

munosabat o'rinli.
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b) (Qaytarish). Agar ushbu f * ¢ yig'ma mavjud bo‘lsa, 1 holda
f(=z) x g(—z) = (f x g)(-2)

munosabat o‘rinli.

¢) (Differensiallash). Agar ushbu, f % ¢ vig'ma mavjud bo'lsa, u holda
Df x g, f *+ D%g lar ham mavjud bo‘lib,

Defxg=D*(f*g)=f*D%.

Bu xossalarning o‘rinli ekanligi bevosita yig‘maning ta'rifidan kelib chigadi.

1.9 Dirakning delta funksiyasi xossalari

Quyida keltirilgan dirakning delta funksiyasi xossalari xususiy hosilali dif-
ferensial tenglamalar uchun qo‘yilgan boshlang‘ich, boshlang'ich-chegaraviy
va chegaraviy masalalarni yechishda keng go'llaniladi.

1) ¥ = w(z) : R* — R"— cheksiz differensiallanuvchi akslantirish uchun

& = wl(y)— teskari akslantirish mavjud va det 5% # 0 bo‘lsin. U holda

8(z — 2%

. | a, o

5((@))

=1
2) agar x € R” bo'lsa, u holda

_ 2(_1)1L~1

§(z — %) = ————————-«wn<n = 1)!(5(‘"’"1)(7‘),

bu yerda 7 = |z — 29|, w,, — R da birlik sferaning yuzi.
3) agar £ € R", t € R! bo'lsa, u holda quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:
L5, n=3,
a) 6(x,t) = —o0'(t) %}1 n=2,
6, n=1.



60 Umumnlashgan funkstyalar

|' L5(r), n =3,
(I

b) 0= - ,l;l'd[(] 1y, n =2,
l 9(1’) n=1,
bu yerda I" = a?t* — |z{%, a = const > 0.

1) - 2) xossalarning o‘rinli ekanligi oldingi paragraflarda ko'rsatilgan edi.
3) xossaning birinchi tengligini isbot gilamiz. Ixtiyoriy ¢(z,t) € D(R*), z €
R* ¢ € R! lar uchun

(- 8008 ~ o), ol 0)) = - j' F@)5(a282 — |zP)o(, O)dedt =
&3

= (5’(t), ,"[ 5(a*t? — |.z'|2)<p(a:,t)(ixdt) =

R?
P o 21r kil
BLI / / / 5(a’t? — ) p(ry, t)r? sin 9d0d<pd1l !
g i
200

tengliklar o'rinli, bu verda

v = (sin & cos i, sin 8 sin @, cos ).
Oxirgi tenglik bo'laklab integrallash yordamida hosil bo'ladi. w(r) = r® —
a*t? deb, 1) xossadan foydalanamiz:

8(r - at)

-1 =
( ) 2r

.r>0.

Bu forrmulani etiborga olib quyidagiga ega bo'lamiz:

o0 2 W
f)_ (252 © RN 9 . g 4
3t[ / / / 8(a’t” = r)p(rv, t)r 31119d0d¢cl,]t=0 =
00 0
9 o 2T w o( )
1A r—at) 2l : B
~ ot [/ // o(rv, t)r*sin 9d6‘d<pd7]t:0 =
0.0

2r w

d rat P ok )
) [E‘ / / p(aty, t}sin Gd{)d@} =

0 0
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2r W
- %[ / / .,ﬁ(rn’w,ﬂ)Sinf')rf.n‘)r!g]ul_l-—
0o it

2r «
// platv, t) medew} = 2map(0,0) =
00

= (2mad(z, 1), p(z.1)).

%lm

a
2

Bu tengliklar 3.2) ning birinchi formulasini isbot giladi. 3.s) ning ikkinchi
formulasini asoslaymiz. Ixtiyoriy o(z,t) € D(R%), z € R? ¢ € R! uchun

quyidagi munosabatlar o'rinli:

(¢ 22 | . !
() (4) / ___i_—l——— ol ”d.’l‘) -
\/u)(“ — |x}?

o1 [ 8~ |z*) B
O[]

Vot — |z?

2 22 Il
it T
r, t)rdrdy|
=l [* et ,
0 0

R2

a2t2

S:’!%

bu yerda v = (cos g, sing). Oxirgi tenglikda o‘zgaruvchini almashtiramiz

r=at- 2

27 00

o 9(at? — |z)?

5;[ / / --——Q-tg------lzi—z-rq(m [ .fdrdxp]
00
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1
{ zdz
3

\/'1 — z*
0

= 2map(0,0) = (2rad(z,t), oz, t)).

27a

3.a) ning oxirgi tengligini asoslashga o‘tamiz. Ixtivoriy p(x,t) € D(R?), z €
RY ¢ € R uchun:
(500 - ), p(z,1)) =

at
¢ J 5 : i) o
= — &'t W at? — 22 o(x, t)dz ) = — —lx 2 =
B! —at

= 2a¢(0,0) = {2a6(z, 1), ¢(x,1)).

3.b) tengliklar quyidagicha isbot gilinadi. 3. a} tengliklari ¢ ga ko*paytiriladi.
t8(z,t) = t6(t)d(x) = 06{x) = 0, —1d'(¢) = 5(¢) ekanligini hisobga olsal, 3.
b) tengliklar kelib chiqadi.

1.10 Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va

ularning Furye almashtirishi

1.10.1 Klassik Furye almashtirishi

Bu paragrafda klassik Furye almashtirishi hagida ma’lumot keltirib
o‘tamiz. Bu verda bajariladigan amallar ma’noga ega bo‘lishi uchun Furye
almashtirishini aniglanadigan funksiyani yetarlicha silliq va cheksizlikda tez
kamayuvchi (Shvars ma’nosida) deb faraz gilamiz.

Ta'rif. f(z), x € R funksiyaning Furye almashtirishi deb,

fe) = [ e stono

R

tenglik yordamida aniglangan £ o‘zgaruvchili funksiyaga aytiladi.
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Zarurat bo‘lganda f(£) o‘rniga umumiyroq bo'lgan F[f(z)](€) belgilash-
dan ham foydalanamiz.

Tabity ravishda Furye almashtirishi kompleks giymatli funksiyalar sinfida
qaraladi, ya'ni f(g) funksiva kompleks givmat gabul giladi va hattoki f
haqiqiy giymatli funksiya bo‘lganida ham. Juft funksiyalar bundan istisno.

Furye almashtirishining ba’zi xossalarini keltiramiz;

1) 1—»[ mj (x)](f) ___? __i zm—lf(x)e-ié:cdl_ = .. = (_i-)vuf'?(m)(g);

2) FLF (@)](€) = / FOD ) D = - = (i)™ Q)

3) Flf(z —zo)l(§) = / Fly)e W dy = e f(8);
R

9 FE@e@)©) = [ falecods = fig + &)
R

1 va 2-xossalarning isboti bo‘laklab integrallash formulasidan f(z) funksiya
va uning hosilalarining cheksizlikda tez kamayuvchi ekanligini hisobga olgan
holda kelib chigadi. 3 va 4-xossalar esa sodda almashtirishlar natijasida hosil
bo'ladi.

E s1at m a. Tasdiqning 1-xossasidan ko‘rinib turibdiki, agar f(x)
funksiya cheksizlikda o( l—n':) tartibda kamayuvchi bo‘lsa (bunda 1-xossadagi
Flz™f(z)](¢) mavijud boladi), u holda uning Furye almashtirishi m tartibii
hosilaga ega bo‘ladi; shunga o‘xshash 2} dan ko‘rish mumkinki, agar f(z)
original funksiya qanchalik ko'p hosilalarga ega bo‘lsa, u holda uning f({)
Furye almashtirishi cheksizlikda shuncha tez kamayadi.

Faraz qilamiz, o'z navbatida f (&) funksiyaning ham Furye almashtirishi
mavjud bo‘lsin.

Ta’rif. f (€) funksiyaning teskari Furye almashtirishi deb,

e 1= 5 TN -0) = 5 [ Flee as = S FT-9)lt
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tenglik bilan aniglangan F1[f(€)}(z) funksiyaga aytiladi.

Teorema. FUf(&))(z) = f(z) munosabat orinli.

Teoremaning isboti Furye qatorining qaytish formulasidan kelib chigadi.
Buni matematik tahlil fani biror darsligidan ko‘rib olish mumkin. Yugoridagi
ta'rifga asosan F[ (f)] = 27 f(—~z) tenglik o'rinli.

T a s diq (Furye almashtirishining klassik yig‘masi}. Funksiyalar
vig'masining Furye almashtirishi. bu funksiyalar Furye almashtirishlari

ko'paytinasiga teng:

Fl(f * g)(@)](€) = F(&) - 3(¢).

Ishot. Quyvidagi tengliklar tasdigning o'rinli ekanligini ko‘rsatadi:

FI )@@ = [ ( [ gt - it)eeao =

R R
— [ rwar( [ gtc - Hetaz) =
e
- [ 10tz [ wiesaz = Ferate)
R R

T as diq{ Parseval tengligi). Parseval nomi bilan yuritiluvehi ushbu

J@ra=s [ |rof
; R

dg

tenglik orinli.
Isbot. Ushbu
/ |F@) do = / 1@ Fwys = [ (5 [ Fre =) Tw)da =

R R

..... / fj ¢ ‘*‘rh f(«. (E‘—/Iff)l 3

tengliklar tasdlqmng 0 rmh ekanligini ishotlaydi.

Eslatma. Agar funksiyaning normasini

1P = [ 15(@)Pda
R
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ko‘rinishda kiritsak, u holda Parseval tengligini

1
§F|F.f!|:||f|i

shaklda yozish mumkin, ya’ni Farye almashtirishi (,i ko'paytuvehi anigligi-
gacha) unitarlik xossasiga ega.
Kvant mexanikasida ko'p ishlatiladigan quyidagi tengsizlik Furye almashti-

rishi xossalaridan kelib chiqadi:

Jles@Pa [
R R

Bu tenglikni isbotlash uchun ¢ hagiqly parametrga bog‘liq bo‘lgan

2
g w2 [lr@Pa) . as)
R

J(t) = / jt2f() + 7 (@) do (19)
i
integralni qaraymiz. Osongina paygash mumbkinki, J(¢) funksiya ¢ bo'vicha

nomanfiy kvadratik uchhad. Undan tashqari, agarda ushbu

[lr@ w=g [|Fofe-5 [
R R

R

- 12
EF (&) de

Ve

[ (@t@F +5F@)1 @)do =~ [ 11 ts
R’ i
munosabatlarning o‘rinli ekanligini hisobga olsak, (18) tengsizlik (19) kvadrat

uchhadning diskriminanti noldan katta bo‘lmasligini anglatadi.

1.10.2  Asosiy va umumlashgan funksiyalarning Furye
almashtirishi
D(R™) dan olingan () funksiya R” da lokal integrallanuvehi bo‘lganligi

sababli, bunday funksiyalar uchun Furye almashtirishi aniglangan:

FIRl(©) = [ o)z, (20)

R™
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bu verda
n
(SC! 1) - Z fzxu
g==1

Flol(€)— () funksiyaning Furye almashtirishi.
a = (04,09, ...,0n) manfly bo'lmagan, komponentalari butun a; son-
lardan iborat vector bo'lsin (multiindex}). D*f(z) orqali f(z) funksiyaning

la] = a1 + ag + ... + o, tartibli hosilasini belgilaymiz:

O (1, m, .y Tp)

D*f(x ; D = f{al:
f(z) o1 il S S e D f(z) = (=)
7
D=(Dy, Dy, s Do), Di= 5= §=1,2,sm

Shuningdek, keyinchalik vozuvlarni gisqartirish magsadida

o L («

2% =Py a5, ol = oglogl. oyt

kabi belgilashlar ham ishlatiladi.
() asosly funksiyalar unchun (20) integral aslida chekli soha bo‘yicha in-
tegraldan iborat. Shuning uchun Furye almashtirishini £ o‘zgarnvehi bo'yicha.

integral ostida istalgancha differensiallash mumkin:
DUFlpl(§) = / (i) ()’ dz = Fl(iz)*0](£).

D(R™) dan olingan ¢(z) funksiyalarning Furye almashtirishi R™ da absolyut
integrallanuvchi va uzluksiz diffevensiallanuvehi bo‘lgani uchun, Furye
almashtirishlarining umumiy nazarivasidan unga teskari I~ almashtirish-

ning mavijudligi kelib chigadi:
() = F'[Flp]] = FIF'[g]],

bunda

) = gy | e -

R»
i 1 .
SNl | (W, CSUL IR, oy G P 12
{%)ﬁ»[.}( %) = Gy / p(—€)e ¢

mn



Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar 67

1 : ;
= = Fle(-§).

(27)
Endi f(z) funksiya R™ da absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda

uning Furye almashtirishi

&= / flz)e®2)dg, ;F[f](g)j < / |f (@)lde < oo
R" L%

R™ da uzduksiz va chegaralangan bo‘lib, ixtiyorly ¢ € D(R") funksiyalar

uchun umumlashgan funksiyani aniglaydi:
(Fifle) = [ FUAI©p©
Rﬂ

Integrallash tartibini o'zgartirish haqidagi Fubini teoremasidan foydalanib,

oxirgl integralni o'zgartiramiz:

[rn©eteie= [ | [ raecaas]oeras =

Rr R» R~

= [ 1@ [ ot aeas ~ [ s riaiaa,
Br Re R~

Demalk,
(F(f1,9) = (. Fle]), f € DR, p € D(R"). (21)
Bu tenglikni umumlashgan funksiyalarning Furye almashtirishi sifatida qabul
qilamiz.
Misol

Fd(z — zq)] = "6 (22)

tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

Haqigatan ham, (21} ga asosan, ixtiyoriy ¢ € D(R") uchun
(Flo(z — 20)], ) = (8(x — z0), Flop]) =

~ Flol() = / P(€)Eme = (6w, ).

E»
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Agar (22) da 2o = 0 bo'lsa,

Fl§l=1
bo‘ladi. Bu yerdan
Fl]

J,‘(‘E) =F ’[I iy (27.()'n'

Shuning uchun
F[1] = (2x)"8(8).

Mis ol n=1bolsin. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

r

Fl6(r — |z|)] = J/ € dy =

2sinré

(23)

Fle @] = %f -5 (24)

(23) tenglikning o‘rinli ekanligiga integralni hisoblab ishonch hosil qilish

mumkin. (24) ni isbotlaymiz. Hagigatan ham,

Flr e o / et T iR g —
R

= l/c,_yl}.i%ydy s le—‘fgf/c_(?/--—;%)zdy —
a (67
R

R

e & j/ e Tdn.

—so— i

l
o

Bu integralda integrallash Imn = ﬁ chizigi bo‘ylab amalga oshirilvapdi. Bu

chizigni haqiqly o‘qqa siljitish mumkinligi va ixtiyoriy ¢ € R uchun

20
/ e Tdn = / eVdy = /7 (25)
Ian=a —00

bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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Buning uchun Koshi teoremasiga asosan
/e_"zd'r; =0, p=y-ir (26)

98

tenglikning o‘rinli ekanligidan foydalanamiz. Bu yerda C, = CLUC”Ue Ue,

kontur chizmada tasvirlangan.

T

C-ri!

5-chizma. C, konturning tasviri.

et :=[0 <7 < a, 7= £r] kesmalarda
Ie—'llzl — |e—'y2+'rz—2iy7'| - e--‘rﬂﬂ—-r2

e o 2 2 g
formula o‘rinli bo'lib, r — co da e " = 0 ekanligi uchun

[+ [)eterms
et e

tenglik kelib chigadi. Bunga ve (26) formulaga asosan, (25) ning hirinchi

tengligiga ega bo‘lamiz:

lim /e‘"zd'r]: lim (/ +/>e‘7'2d7 = /e"y2dy—- / e dr = 0.
=300 F—2C0O . o

0o
Cr GCls. G —00 T=ig

Ikkinchi tenglikni isbot gilish uchun f(z.y)} = i rusbat, juft funksiyani

va

()

'z
Yy = {; y: V2 +yr < p= arctan < € IO, =
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"/o={‘r.-y:0ﬁz§r,oéwér},

Yo = {a;,y 22y <2, = arctan% € [0,%]}

sohalarni olib va v C v C 7,45, ekanligidan foydalanib,
/e‘xz' 3’2cl:rdy < / e'IZ"ydedy < / e”zzﬁ?’zdzdy
T To Y2r

tengsizlikni hosil gilamiz. Soddalashtirishlarni bajarib.

rg
I = /e'”z"yzda?(ﬁ =//e”"2pdg0dp:
00

Yvar

>

/e ? pdp = (1—@ TZ);
0

Ig:/ 3 "’d:Ldz/—/ ﬁ”d:zr/_"'dy-— /e‘daz

l\’?lﬁ
rikl‘i

%o 0 0 0
r g
Iy = / PN d:rdy— //6 # pdpdp =
MWer
Var
= g / e pdp = g—(l - 6_2T2)
0

formulalarni yozamiz. Bularni yuqoridagi tengsizlikka qo'yib,

r

%(1 - e--,ﬂ) < (‘/e_xzd.-n)ﬂ < %(1 — ‘M)

[1]

ga ega ho‘lamiz. Bu yerda r — oo da limitga o'tib,

2

o0

i e
/ S B
1]
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yoki
oC
/(-: iy = V;—R {27)
0

tenglikni hosil qilamiz. Integral ostidagi funksivaning juftligidan (25) teng-
likning ikkinchi qismi kelib chiqadi.

1.10.3  Sekin o‘suvchi S asosiy funksiyalar fazosi

Regulyar umumlashgan f(z), € R funksiyaning Furye almashtirishi,
tabiiyki, ushbu

(o) = [ ([ s@eeaa)otente - [ 1) (o()a)dz = (7,5,
3 R R

integral tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi. Biroq, hamma vaqt ham p(z) €
D (R} dan @(&) € D (R) kelib chiqavermaydi. Masalan,

f(z,):{ L |z <a,

0, lzl >a
funksiya finit (ammo silliq emas) va uning Furye almashtirishi

7 2sinal
£ - -

dan iborat bo'lib, u finit funksiya emas.

Shunday qilib, D (R) dagi barcha funksionallar uchun Furye almashtirighi-
ni aniglab bo‘lmas ekan. Ammo funksionallar sinfini torayfirib uni amalga
oshirish mumkin. Buning uchun ularni kengroq asosiy funksiyalar sinfida
{(xususiy hol sifatida finit funksiyalarni o'z ichiga oluvchi) qarash zarur,

T a’rif Aytaylik, ¢(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar o‘rinli
bo'lsin:

1) ¢ € C= (R); 2) ixtiyoiy k,! € NUO sonlar uchun || — codazF¢®(z) —
0.
U holda bu funksiyalar to‘plamiga S (R) asosiy funksiyalar fazosi deb

aytiladi. Demak, S (R) to‘plam cheksiz differensiallanuvchi va |z| — co da
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nosilalari bilan birga |z] ! ning ixtiyoriy darajasiga nisbatan tezroq kamayuv-
chi funksiyalardan iborat.

S ea tegishli oddiy funksiya sifatida o(z) = e ni misol keltirish
mumkin.

Ravshanki, D < S. Demak, ixtiyoriy finit va cheksiz differensiallanu-
vehi funksiva S ga tegishli bo‘ladi. Bundan tashqari, 1) S chizigli fazo
hisoblanadi; 2) S dan olingan funksiyalar ko‘paytmasi yana S ga tegishli;

3) ixbiyoriy k,{ € NUO sonlar uchun |z = oo da

]hl(m)| < Cilz|, Cy, = const

tengsizlikni qanoatlantivuvchi silliq A(z) funksiyaning ixtiyoriy ¢ € S funksiya-
ga ko‘paytmasi yana S ga tegishli bo'ladi.

T a’rif Agar ixtiyoriy k1 lar uchun z*¢%(z) =3 0 bo'lsa, d.(z)
funksiyalar ketma-ketligi § da nol funksiyaga vaginlashuvchi deyiladi, ya’ni
L — 00 (1a dn(1) 5. Agar n — oo da ¢,(z) — $(z) 50 bo'lsa, n — cc

da ¢n{z) - 5 d(z) boladi.

Masalan, & se =" funksiyalar ketma-ketligining n — oo da S asosiy funksiya-
lar fazosida 0 ga yaginlashishini ko‘rish mumkin.

Tasdigq D asosiy funksiyalar fazosi S da to‘la (D = §), ya'ni
ixtiyorly ¢ € S uchun shunday ¢, € D ketma-ketlik mavjudki, u .S da ¢ ga
vaginlashadi.

Isbot. Hagiqatdan ham, yugoridagilarni hisobga olib, ko‘rsatilgan ketma~
ketlikni har doim

bul®) = d(a)n (%)

7/
ko‘rinishda olish mumkin, bu verda n(z) € D va |x| < 1 da aynan birga
teng. Bunday funksiyalarga "qirgish funksiyalari" deb yuritiladi. Misol

uchun, 7 — oo da

#@) =6 @ (5) + Loty (2) = 6 @)

va boshqa hosilalari uchun ham vaginlashish shu kabi ko‘reatiladi.

Endi S dagi asosiy funksiyalarning zarur xossalarini keltirib o‘tamiz.
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Tasdiq. Ixtiyorty ¢ € S uchun ¢ € S munosabat o'rinli.

Isbot. 1) |z] — oo da |6(z)] < & baho bajarilishidan [ ¢(z)e**dz in-
tegralning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi., ya'ni 1‘{f1y0]1Rw ¢ € & uchun
¢ mavjud, bu yerda C— biror o‘zgarmas son;

2) hosilani

oW (€ /(11:) o(x)e* du

integral ko‘rinishda tasvirlash mumkinligi va |¢(z)| < =75 bahodan ixtiyoriy
tartibli ¢()(€) hosilaning mavjudligi kelib chiqadi;

3) l-xossadan ixtiyorly k € N uchun {{| — oo da £516(€) - 0 ekan-
ligi kelib chigadi. 2-xossadan esa bu mulohazalar H(€) uchun ham o‘rinli
ekanligini olamiz. Shunday qilib, &(£) funksiya S dagi asosly funksiyalarning
barcha shartlarni qanoatlantiradi.

Tasdigq. Ushbu F[S] C S munosabat orinki.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shunday ¢¢ € S funksiya to-
pilib, S dagi qandaydir funksiyani Furye almashtirishi ko‘rinishda tasvirlab
bo‘lmasin. Ammo, ¢y = F' I[r.-;n{‘f)] = _,1—_ Flog(—¢)] tengliklar bu farazning

noto'g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.

1.10.4 Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va

umumlashgan Furye almashtirishi

Ta’rif S daaniglangan chiziqli uzluksiz funksionallar sekin o'suvchi
umumlashgan funksiya deb aytiladi va bu funksiyalar to‘plamini S kabi bel-
gilanadi.

Ko'rish mumkinki, ' ¢ D', ya'ni finit funksiyalarda aniqlangan funk-
sionallar kamayuvchi funksiyalarda aniglangan kengroq sinfda, ma'noga ega
bo‘lmasligi mumkin.

M is ol Klassik ¢* funksiya D' da regulyar umumlashgan funksiyani
hosil qiladi, ammo S da u regulyar umumlashgan funksiva emas (ixtiyoriy

¢(x} € S uchun e ¢(z)dz integral uzoglashuvehi).
R
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Birog 2™ klassik funksiya yordamida qurilgan regulyar umumlashgan
funksiya ixtiyoriy m uchun S’ ga. tegishli.

T asdigq. Agar f(z)-- loka! integrallanuvehi funksiya uchun |z| ~ oo
da [f(z)] < co|z|™, ¢y = const > 0 tengsizlik o'rinli ho'lsa, u holda

(f(2), $(z)) = / F(2)p(z)ds (28)

funksional chizigli va uzluksizdir.

Isbot. S asosiy funksiyalarning xossasiga ko‘ra |¢(z)| < ‘p; tenggiz-
lik o‘rinli., bu yerda k ni ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin. Uni k =
m + 2 ko'rinishda olsak, u holda | f(z)¢(z)| < 5. Bu yerdan, (28) integral-
ning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Xuddl shunday mulohaza yuritib
va @(z) ni ixtiyorly k,! larda z%¢"(x) ga almahstirilib, (28) integralning

mavjudligi isbotlanadi, va agar
*¢O(z) =30

bo'lsa, |z| = oo da integral nolga yaginlashuvchi bo‘ladi.

Oson ko‘rish mumkinki, 4, ’P_%,_ 0,--- € 8. Shuning uchun quyidagi tas-
dig o‘rinli.

Tasdiq. Agar f € D' —finit funksiya bo‘lsa, u holda f € & boladi,
undan tashqari ixtiyorly ¢ € & uchun (f, ¢) := (f,né), bu yerda 5(z) € D—

"qirgish funksiyasi" bo‘lib, suppf atrofida aynan birga teng,

Isbot. Modomiki, n{z)é(z) € D ekan, v holda (f,n¢) ni n(z) "qirqgish"

funksiyasiga bog'liq emasligi ko'rsatish yetarli. Hagiqatan ham, ixtiyoriy

&{z) € D va suppf atrofida mi1(z) — 7e(x) = 0 bo'lgani uchun
(fime) — (fyme) = (f, (m —m)é) =0.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asoslanib, §' fazoda Furye alinashtirishini
kiritish mumkin.

Ta’rif f(z) € S funksionalning Furye f almashtirishi ' dagi
funksional bo'lib, (f, ) = (f, @) qoida orqali aniglanadi.
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Misollar. 1) 4= 1. Hagiqatan ham,

(5,6) = (6.6) = $(0) = f o)z = (1, 6).
R’

2) Flé(z + a) — §(z — a)] = —24sin(a), a = const.
Bu tenglikning ishoti (22) dan kelib chigadi.
3)

(F0@), @) = (0,6) = [ | L-a(ar:-*ﬂ-wa) d (29
o \R /

Modomiki, (29) integral z bo'yicha uzoglashuchi bo‘lgani uchun, integrallash
tartibini almashtirish mumkin emas. Biroq integral ostida limitga o'tib,

soddalashtirishlarni davom ettirish mumkin:

[ ([ otreac)aa—tm [ ( [ oretcrac)ae -
D R 0 R
= hrn/05(1) /u( eHEHie "d.?)d«_ :lun/—-.—r'ai{i),—.—rﬂ{_
J I”R —1(§ + i£)

Shunday qilib, F[f] = 5.
Ushbu paragrafning 1-bandidagi xossalar umumlashgan Furye almashtirish-

lari uchun ham o‘rinli bo‘ladii. Ulardan birinchisini tekshirib ko‘raylik:

(£7.6) = (7.~¢) = (£.-Fl61) = (. ()P) =
~ (6)f,0) = (Fli)fl, ).

ya'ni

‘Ef Fl(iz)f].

Qolganlari ham shunga o'xshash ko'rsatiladi.

Teskari wmumlashgan Furye almashtirishini

FFE)@) = 5o FIFE](~)
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yoki y
FAf(Ol(x) = ;P‘[ F(=(=x)
ko‘rinishda aniglash mumkin. Bu formulalar ekvivalentdir.

Tasdiq. Umumlashgan Furye almashiirishi uchun
FFfl=F'Ff=f

munosabat o'rinli. Bundan F?[f] = 27 f(—z) ekanligi kelib chigadi.

Isbot. Ushbu

(FF'f],0) = (F'[f],¢) =
1 -
= (5= FUf1(~8),9) = (f, 5= FIH-0)) = (£.9)

tengliklar tasdigning o'rinli ekanligini ko’rsatadiA

Masalan, F'[1] = § va F~'[1] = 3-F[1] ekanligidan F[1] = 276 tenglik
kelib chigadi.

F[PL] ni topamiz. Soxotskiy formulasi va F[§] = zwl Pr= —if + 1m6
tengliklardan

F[’P%] = —2ml{—E&) + iw = iwsign(£)
ekantigiga ishonch hosil gilamiz.

Yugorida ta’kidlab o‘tilganidan, klassik funksiya cheksizlikda ganchalar
tez kamayuvehi bo'lsa, uning Furve almashtirishi shuncha yugori tartibli
sillig bo‘ladi.

Shunday gilib, quyvidagi mulohaza o‘rinli:

Agar f € D'~ umumlashgan funksiya finit bo‘lsa, u holda Ff] € C*,
undan tashgari

FIf1&) = (f,n(x)e™)
o'rinli, bu yerda n(z) € D funksiya supp f atrofida birga teng.

T as di q (Funksiyalar yig'masining umumlashgan Furye almashtirishi).
Faraz qilaylik, f € S', g € S. U holda F[f * gl =

Isbot. (F[f *g],¢) = (f *9,6) = (, (9, é(z +y))). Oxirgi ifodaning
ichki qavsida g regulyar funksiyaning klassik Furye almashtirishidagi giymati

keltirilgan. Shuning uchun

(9, 0(z +y)) =
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- / g(y)dy / ek (E)de = / tp(€)e s ( / e"5"’9(114)dy) d¢ = Fl¢g).

R R R R
Bu tengliklarni davom ettirib,

(£, Flgg)) = (f.69) = (Ja, )

ga ega bo'lamiz.
Misol n=2da p-——- € D'(R?) funksivani ¢ € D lar uchun quyidagi

tenglik bilan kiritamiz:

(PT;P»HZ‘) = / Sp(x)—lgs—l-z——(—o)da“ -4—1 f fé%)-dm

i<l 2| >1

Bunday aniglangan funksiyaning Furye almashtirishi

P(prj-ﬁ) = =2 ln|&] — 2y (13)
ga teng, bu yerda
L 00
= _// e iﬂ('{”.-ﬂ-ﬁ. - / ']Ogu) du
0 1

va o0 k
- oo (_]} T 2k
Jolz) = ; W(;) ..

0 indexli Bessel funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qarang). (13) tenglik-

ning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D lar

(il )~ (o) -

[ Flel(@) - Fll©) Fld)
"f B *m[l P ©

/mz/ (O[5 — 1]deda + / e |/ () deda =

<1 ] >1

uchun
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1 27
= /_L /Q{f] /(;;-u-lf_lcusn - 1) d0ddr+
i r _
0 B2 0
o P
/ = [ ete) / st dodedr =
o
'1 ®2 0

1 [29)
1 7 . 1 X .
=9 / - / (&) [o(rl] — 1] dédr + 27 [ ! / o(€) Jo(r|€l)dedr =
0 EE—’ 1 U'E?
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tengliklar (13) formulaning o'rinli ekanligini ko‘rsatadi.

111 Oddiy differensial tenglamalarni

yvechishning Furye almashtirishi usuli
Bu paragrafda biz
LE(z)=16(z), z€R
ko'rinishdagi tenglamaning yechimini Furye almashtirishi usuli bilan topishni

organamiz. (1.13) da
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L= Zpk % Pr— O'zgarmas sonlar .

(1. 13) nmg har ikkala tomoniga Furye almashtirishini qo'llab,

7l
ga ega bo'lamiz, bunda L(X) — ko'phad, L(A\) = ¥ peA*.
k=0
L(—1)E = 1 tenglamaning yechimini hozircha

f:':

I (il' 3 + "bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi”
ko'rinishda yozamiz, bunda birinchi qo‘shiluvchi gandaydir xususiy yechim.
Mea'lumki, € ga teskari Furye almashtirishini qo‘llab, £ ni topishimiz mumkin.

Ba'zi hollarni muhokama etamiz. Birinchidan, oldin aytilgani kabi, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi ¢d(z — &) ko‘rinishdagi ifodalarni
yig‘indisidan iborat, bu yerda c;— ixtiyoriy koeffitsientlar, &,,— £{—§) ko'phad-
ning ildizlari (agar £(—¢) ko'phad ildizlari karrali bo'lsa, bu yig'indiga delta
funksiyvaning hosilalari ham kiradi). Shuning uchun bir jinsli tenglama, umu-
miy yechimining teskari Furye almashtirishi ixtiyorly koeffitsientli exp(2{mx)
ko'rinishdagi ifodalardan $uzilgan yig'indiga keladi (agar L(—¢&) ko‘phad il
dizlari karrali bo'lsa, bu yig‘indida z" exp(i&nz) kabi go‘shiluvchilar ham
ishtirok étadi). Shunday qilib, bir jinsli L(—i{)y = 0 algebraik tenglama-
ning umumiy vechimi va Ly = 0 differensial tenglamaning umumiy yechimi
Furye almashtirishi orqali bog'langan.

Ikkinchidan, L(—i£)y = 1 tengiamaning xusuly yechimini ifodalovchi

funksionalga aniq ma’'no berish zarur. Agarda L{—if) ko‘phadning

L{- :{)
hagiqiy ildizi mavjud bo‘lmasa, f(_—ifi ifoda haqiqiy sonlar o‘qida silliq funksi-

va ho‘ladi va bu qo’shiluvchining teskari Furye almashtirishi klassik ma'noda
tushuniladi (bu holda, odatda, integral goldiglar yordamida hisoblanadi).
L(—i¢) ko‘phadning haqiqiv ildizlarl mavjud bo‘lgan holda (aytaylik, £—n,
karrali bitta ildiz) “ 1fodam oddiy kasrlarning yig'indisi shaklida yozish

kerak. Hagiqiy sonlau o'gida maxraj nolga aylanmaydigan kasrlar bilan

__'__
{_'ll?

qo‘shiluvchilarni pr— ( e funksional ma ﬂO%Jdd tushunish mumkin {3-paragraf-

ga qarang).

yuqorida bayon etilgani kabi ish tutiladi. n; < n; ko‘rinishdagi
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Mis ol Ikkita £, = —%n + a? operatorni qaraymiz. Furye al-
mashtirishini qo‘llab, (62 + a?)€ = 1 ni olamiz. "+" ishora bo'lgan holda,

quyidagiga ega bo'lamiz

) =

L Cd(€ — ia) + Cad(E + ia)

yoki
1 —&x
£@) =5 [ et 3G 5 Cae
2r
R

(keyinchalik tenglamaning umumiy yechimini keltiramiz). Integralni hisoblab.

e—a|1‘.[
2a

(5] =

ni hosil gilamiz. " holda esa,

yoki (4-paragrafga garang)
; : : 1
E(z) = zl (—sign(z)e "** + sign(z)e'™) = B sin(az)sign(z).
‘ a

Mis ol Oddiyy = 1 ko‘rinishdagi tenglamani Furye almashtirishi
usuli yordamida yechamiz. Furye almashtirishini qo‘llagandan so‘ng —ify =
276(&) ni olamiz. Modomiki, 6(¢) funksiyaga faqat uzluksiz yoki silliq funksi-
yeni ko‘paytirish ma’noga ega ekan, oxirgl tenglamani £ ga bo'lib xususiy
vechimini topish mumkin emas. Shunday qilib, bu yerda Furye almashtirishi
usulini qo‘llash giyinchilik tug‘diradi (chunki, keltirilgan tenglamaning o‘ng
tomoni oo da kamayuvchi emas). Biroq misol oddly bo‘lgani uchun bu giy-
inchilikni chetlab o'tish mumkin. Hagiqatan ham, —iy = 276(¢) tenglama-

ning umuriy yechimi

3

L

§(&) = Ca) + —5 (€)= ylz) =

dan iborat bo‘lishini oson tekshirish mumkin.
Misol
2y + (1 - Ny = 6(z)
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tenglamaning yechimini quramiz. Furye almashtirishini qo‘llagandan so‘ng
&+ =-1
tenglikni olamiz. Oson tekshirish mumkinki, bu tenglamaning xususiy yechimi
Y, = —1+ agar X # 0 bo'lsa, va aksincha holda, 3. = —pi ga teng.
Bu misolda oddiylik uchun manfiy bo'lmagan butun A larni garaymiz,
ya'niA=m € Z, m > 0.
m =0da
o ] — )
§(&) = P + C16(§)
ga ega bolamiz. y(z) yechimni topish uchun oxirgi tenglamaga Furye al-

mashtirishini qo'llaymiz va

sign(z)

zy(z) = +C

yoki :
y(z) = CIP; + Coé(z) + yu(z)
ga ega bo‘lamiz, bunda y,~ funksional zy(z) = sign(z)/2 tenglamaning

xususiy yechimi hisoblanadi. Modomiki,
(sign(@). ) = [#(x) ~ o(~2)]de
0

ekan, y, sifatida

(y*1 ¢) =

2

R
L [ ¢(x) + ¢(—2) — 20(0) ,
2 0/ : o

formula yordamida quruladigan funksiyani olish mumkin.
Endi faraz gilaylik, m # 0 bo‘lsin. U holda
b, s -
T = —_—— 28 P e b C. 5""" £
y§) =-—+C Pg,,‘ 20" (£)

bao'lib, Furyening teskari almashtirishini go‘llash natijasida berilgan tenglama-

ning umumiy yechimini hosil qilamiz:

y(z) = "ﬁé(r) + Cz™ Lsign(z) + Coz™.



2-Bob. Xususiy hosilali differensial
tenglamalarning
klassifikatsiyasi.
Asosiy masalalarning

qo‘yilishi

2.1 Sterjenda issiglik tarqgalishi.

Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi

Sterjenda issiglik targalishi jarayonini qaraymiz. Ox o‘qni sterjen bo‘ylab
yo'naltiramiz va u(z, t) orqali  nugtaning ¢ vaqtdagi haroratini belgilaymiz.
Faraz qilaylik, sterjenning harorati y va z koordinatalarga bog'liq bo‘lmasin.
Bu esa har bir tayin vagtda sterjenning izotermik kesimi uning ko‘ndalang
Z = const kesimi bilan ustma-ust tushishini va barcha ko‘ndalang kesimlari
bir xil S yuzaga ega bo‘lishini bildiradi.

Haroratning o'zgarishi faqat issiglik tarqalishi natijasida ro‘y bersa,
energiyaning saglanish qonuniga asosan sterjenning [z, 5] oraliqdagi gis-
mining [t1,s] vaqt mobaynida haroratini o‘zgartirishga sarflangan issiglik
energiyast sterjenning [#1, #] gismi uchlari orqali olgan issiglik miqdoriga
teng bo'ladi. Bu fagat ajratilgan |21, %] gismning = = zy va z = z, uchlari
orqali o‘tgan issiqlik oqimi u(z,t) issiglik o‘zgarishini aniglashni bildiradi.

Sterjenning x koordinatali kesimi orgali issiglik ogimi birlik vaqt mobaynida
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Oz bo‘ylab bu kesim orqali o'tuvehi issiglik miqdoriga teng.

Issiglik ogimining zichligl w (z nugtada) deb, ko'ndalang kesimning bir-
lik yuzasi orqali o‘tuvchi ogimga aytiladi. Ravshanki, issiglik sterjenning
vuqori haroratli qismidan past haroratli gismiga uzatiladi. Bu fakt w va va
u migdorlarni bog‘lovehi quyidagi Furye gqonuni bilan ifodalanadi:

W= —k@,
ox
bu yerda k > 0 issiglik oftkazuvchanlik koeflitsienti bo‘lib, u sterjen materiali

xossalariga bog'liq. [z, 22} kesma orqali 7 vagida o'tuvchi issiqlik ogimi

. i Oulz, 'r)l Ou(z,T)

P gy
ga teng. Faraz qilaylik, sterjenning solishtirma issiglik sig'imi (birlik massaga
ega bo'lgan jismning issiglik sigtimi) ¢ = const > 0, chizigli zichligi p =
const > 0 va issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti & = const > 0 bo'lsin,
J T J
[c] = grad o’ o] = #7 (k] = Py —t

U holda [z3,z2] kesma va [t1, %] vaqi oraligii uchun issialik muvozanati
tenglamasi

£

5 / eplu(z, ts) — ulz, b)) dz = 8§ / [w(zy, 7) — w(me, 7)] dr =

Ty t;

b
du(z. 7) kr'}u.f:r, T)

:‘S‘ 4
/ i dx dr

fl . T=ILa L=y =

dr (1)

ko‘rinishida bo‘ladi.

u(z,t) funksiya uzluksiz u; va v, hosilalarga ega bo'lsin. (1) tenglama-
ning chap va o‘ng somonlarini (f2 — ¢1) (2 — #1) ga bo'lamiz. Hosil bo‘lgan
ifodalarga integral ko‘rinishdagi o‘rta qiymat hagidagi teoremani qgo‘llab,
ty, to larni ¢ ga va Z1, Zo larni esa x ga intiltiramiz. Natijada issiglik mu-
vozanati tenglamasi

, a
W= a*ugy, o’ =— (a=const>0)
cp
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ko'rinishda yoziladi.

Bu differensial tenglamaga issiglik o‘tkazuvehanlik tenglamasi deyiladi.

Sterjenning harorati nafaqat unda issiglik tarqalishi natijasida, balki tashgi
kuchlarning ta’siri ostida ham o'zgarishi mumkin. Bu ta’sirlar sterjenning
w(z, ) haroratiga bog'liq bo‘lmasin. Faraz qilaylik, oniy issiglik manbalari-
ning hajm zichligi F(z,t) ma'lum bo'lsin. Bu esa sterjenning |z, + dz]
kichik gismidan [t, 1 + df] vaqt oralig'ida

o
s - sm?

F(z,t)Sdzdt, [F]=

issiglik ajralishini bildiradi. U holda (1) issiqlik muvozanati tenglamasining

t2 1.2
S//F(:L‘,T)dzdr

t 23

o'ng tomoniga

ifoda go'shiladi. F(z,t) funksiyani o‘zining argumentlari bo'yicha uzluk-
siz deb faraz qilib, integral ko‘rinishidagi o'rta giymat haqidagi teoremadan
foydalansak,
. F
U = gy + f(z,t), f= > (2)

bir jinsh bo'lmagan issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi hosil bo‘ladi.

Agar sterjen bir jinsh bo‘lmasa, uning materialini xarakterlovchi funksiya-
lar = ga bog'lig bo'ladi, ya'ni ¢ = ¢(z), p = p(z), k = k(z). (1) issiglik
muvozanati tenglamasida bular hisobga olinsa, (2) chizigli o‘zgarmas koeffit-
sientli tenglama o‘rniga quyidagi o'zgaruvchan koefhitsientli issiglik o‘tkazuv-

chanlik tenglamasi hosil bo'ladi:

e(z)plo)u(, 1) = (} (H;)du(git)>+}'( t). (3)

Sterjen materialining xossalari uning haroratiga ham bog'lig bo‘'lishi mum-
kin, masalan, issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti haroratga boglig, ya‘ni

k = k(z,u) bo'lsa, (3) tenglama o'rniga chizigh bo‘lmagan

@)ple)ue,t) = 5 (;.p,m f;_a—"‘%ﬁ>+F(z,t) (4)
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tenglamani qarashga to'g'ri keladi. ¢ = ¢(z,u), p = p(x,u) bo'lgan hol-
lar ham uchrab turadi. (3) va {4) tenglamalarni keltirib chiqarishda ¢ va
p funksiyalarni uzluksiz, k funksiyani esa uzluksiz differensisllanuvchi deb
hisobladik.

Sterjen haroratining o'zgarishi uning yon sirti orqali tashgl muhit bi-
lan issiglik almashinuvi natijasida bam ro‘y berishi mumkin., Faraz qilay-
lik, tashqgl muhitning harorati = va ¢ larga bogliq bo‘lmasin va sterjen yon
sirti orqali tark etayotgan oqimining zichligi Nyuton gomuniga bo‘ysunsin.
ya'ni u(x, t) — ty, ayirmaga proporsional bo'lsin, bu yerda u,,— tashqi muhit
harorati. Bu holda {21, 2] kesma va [t1, ta] vaqh uchun issiglik muvozanati

tenglamasini yozamiz:

S /cp [u(z, to) — ulz, t1)] dx =

€y
oz

[:?u Au(z, )
ta zo t-% €y
+S //F(:L 7)dzdr = / /c.u(u(y;,'r)—um) dzdr,

i1 t1 21

— k%ﬂ! dT-I—

bu yerda p - sterjen izotermik ko‘ndalang kesimining perimetri (v holda pdz
- yon sirt yuzasi elementi), « > 0 - sterjen sirti va muhit o‘rtasidagi issiglik
almashinuv koeffitsienti.

Bir jinsli sterjen (k, ¢, p, e, S, p - o'zgarmaslar) uchun (1) issiqlik mu-
vozanati tenglamasida bo‘lgani kabi, issiglik yo‘qotish effekti inobatga olin-

gan quyidagi issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini olamiz:
wy = 0Py, + fz,t) — blulz, t) — ), (5)

bu yerda b = = const > 0.
Agarda u(a:,t) funksiva o‘rniga v(z, ) = u(z,t) — u,;, funksiya kiritilsa,
bu funksiya

v = a2'U.'m; + f(a/v 1’) -
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tenglamani ganoatlantiradi. Bu tenglamaning o'ng tomonidagi oxirgi hadini
yo'qotish nchun yangi w(z,t) funksiyani v(z,t) = e %w(z,t) formula bilan

kiritish kifoya. U holda w(z, ) funksiya uchun
Wy = azwza: o ehtf

tenglama hosil bo'ladi.
Ba'zi hollarda issiglik targalish jarayonlari vagtga bog'liq bo‘lmaydi, ya‘ni

u = u(z). Masalan, (2) tenglama bu hollarda

stasionar issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasiga o‘tadi.

z va t erkli o‘zgaruvchilarning o‘rniga yangi ' va t' o‘zgaruvchilarni 7' =
x, t'= @’ formulalar bilan kiritsak, u; = a®u,, tenglama u(z’,t') funksiya
uchun 4 = wzp ko'rinishni qabul giladi. Unda u = 6 (2'(z), ¢'(¢)) bo'ladi.

Tenglamani noma'lum funksiya o‘rniga boshqa yangi funksiya kiritish
natijasida ham soddalashtirish mumkin. Quyidagi misolni garaymiz:

M is ol (Byurgers tenglamasi).

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi bilan bog'langan Byugers tenglamasi
deb ataluvchi ushbu

Up = Uz + (Up)* (6)

chizigh bo‘lmagan tenglamani qaraymiz.

Agar (6) tenglamani z bo'yicha diffirensiallab, v(z,t) = u,(z,t) deb
belgilash kiritsak,

Vg = Ugg + 20Uz
tenglama hosil bo'ladi. Yana bitta yangi funksiyani w(r,t) = e“®# tenglik
bilan kiritib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:

we =we", wy = Uge", Wiy = (tzx + (us)?)e".

U holda (6) dan w(z, t) funksiyaning w, = wsy issiglik o‘tkazuvchanlik tengla-
masini ganoatlantirishi kelib chigadi. Bunda fagat musbat w = e* > 0

vechimlar garaladi.
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2.2 Fazoda issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.

Chegaraviy shartlarning qo‘yilishi

Bu paragrafda issiglik tarqalish tenglamasini uch o'lchovli (fazoviy o‘zgaruv-
chilar bo‘yicha) hol uchun keltirib chigaramiz. Muhit ¢ = (zy, %2, 23) nug-
tasining ¢ vaqtdagi haroratini u(z,t) orqali, shu nuqtani o'z ichiga olgan
biror hajm (soha) ni D orqgali belgilab olamiz. D ning chegarasi S bo'lsin.
Ravshanki, muhit turli gismlarining harorati turlicha bo‘lsa, u holda ko‘prog
gizigan gismidan ozroq gizigan qismga qarab issiglik harakatianadi. D
hajmda [t1, %] vaqt oralig'i issiqlik o‘zgarishini tekshiramiz.

ds sirt elementi orqali issiqlik ogimi deb ds dan birlik vaqt ichida o‘tuvchi
issiglik miqdoriga aytiladi. Uni issiglik ogimi zichligining w(z,{) vektori
orqali aniglash mumkin. Agar n — ds sirfga o‘tkazilgan tashqi birlik normal
bo‘lsa, u holda ds orqali o‘tuvchi issiqlik ogimi (w, 7}ds ga teng boladi.

Izotron muhitlarda (issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti & issiglik tarqa-
lish yo'nalishiga bog'liq emas) Furye qonuniga asosan w = —kgrad,u, bu
verda k > 0 issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti bo‘lib, bir jinsli muhislar
uchun k& = const va bir jinsli bolmagan muhitlar uchun k = k(z). Yopiq
bo‘lakli silliq S sirt bilan chegaralangan D' C D sohani ajratamiz. Faraz qi-
laylik, p(z) muhitning zichligl, ¢(2) uning solishtirma issiglik sighimi bo‘lsin.
F(z,t) orqali issiqlik manbalarining zichligi (birlik vagt ichida birlik hajm-
dan ajralgan, unga o‘tgan issiglik miqdori) ni belgilaymiz. D’ scha va [t1, tg]

vaqt oralig'i uchun issiglik muvozanati tenglamasini yozarniz:

/_//c(:c)p(:c) [u(z, ts) — u(z, )] dzydwadas =
2

i & [
= —/dt//(w,n}a’is—} / ///F(:c,t)dx]d:czdacg.
Hho & W g

Ravshanki, Gauss-Ostragradskiy formulasiga ko'ra

//(w,n)ds :—-///divl.wdxldxgdxg,
& D
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bu yerda divyw = wy, + Wy, + Wy, Faraz qilaylik, u(z, t) funksiya bir marta
t bo'yicha va ikki marta z1, T2, 23 o‘zgaruvchilari bo'yicha uzluksiz differen-

siallanuvchi bo‘lsin. U holda Furye qonuniga ko'ra
divgw = —div,(kgrad,u),
va issiglik muvozanati integral tenglamasi ushbu

///L(I)P(:C) [u(z, t2) — u(z, 1)} dzrdzadzs =
b

rl" p e
= / dt / / / div, (kgrad u)dzdrodas+
Hh D
+/dt///F(m,t)da:lda:2dx3 (7)
t D

F(z,t) funksiya barcha argumentlari bo'yicha uzluksiz bo‘lsin. (7) for-

muladagi har bir ftlz va f [ [ integrallarga o‘rta qiymat hagidagi teoremani
Dl

ko‘rinishni oladi.

qo‘llab, natijani D' sohaning hajmiga va t3 — t; ga bo‘lamiz. ' soha
hajmini kichraytirib, 2 nuqgtaga, t1,% larni ¢ ga intiltirib limitga o‘tamiz.
u{z,t) funksiyaning yugorida qayd etilgan hosilalari mavjudligi to'g'risidagi

farazimizga asosan quyidagi tenglamani olamiz:
clz)p(z)u(z, t) = divg(k(z) gradyu(z,t)) + F(z,t). (8)

Bu tenglamaga uch o‘lchovli o‘tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi. Agar ¢ =

const, p = const, k = const (bir jinsli muhit) bo'lsa, (8) tenglama
wy(, 1) = a®Agu(z, t) + fz,t) 9)

soddaroq ko'rinishni oladi. Bu yerda A,u = div, grad,u(z, t) - © o'zgaruvchi-

lar bo'yicha Laplas operatori,

d=X fy=1E0
cp c
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Issiglik tarqalish jarayonini to'la ifodalash wchun muhitda haroratning
boshlang‘ich tarqalishi (boshlang‘ich shart) hamda muhitning chegarasidagi
harorat berilishi zarur. Boshlang'ich shart w(z, t) funksivaning boshlang‘ich

t vaqtdagi giyraatini berishdan iborat, ya‘ni
Ul = (). (10)

Chegaraviy shartlar haroratining chegaradagi rejimiga garab turlicha bo'lishi
mumkin. Ularning ba‘zilarini ko'rib chigamiz.

Agar § chegarada berilgan bir xil up harorat saglanayotgan bo'lsa, u
holda

uls = ug, ug = const. {11)
Agar S ga issiglik ogimi bir xi] bo'lsa, u holda

s

o W Uy, Uy = const. (12)

S

Agar S ga issiglik ogimi bir xil bolsa, u holda

l—kgg + hlu — um)} =0 (13)

L

g
bo‘ladi, bunda A - issiglik almashinish koeffitsienti, u,,— atrofdagi muhitning
harorati.

Xuddi issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasiga o'xshash zarrachalar diffuziyasi
tenglamasi keltirib chigariladi. Fagat bunda Furye gonuni o‘rniga birlik
vagtda ds elementar gisindan o‘tuvchi zarrachalar oqimi uchun Nerist qo-
nunidan foydalanish kerak. Bunga asosan

u

ds,

bu yerda E(z)— diffuziya koeffisenti, u(z,t)} - t vaqtda = nuqtadagi zarralar

zichligi. wu(z,t) zichlik uchun (8) ko‘rinishidagi tenglamaga ega bo'lamiz,

unda p g'ovaklik koeflisentini belgilaydi, p = E(z), ¢ esa mubitning singdirish-
lik xossasini ifodalaydi.
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2.3 Statsionar issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi:
Laplas va

Puassan tenglamalari

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun shunday qo‘shimcha shartlarni
tanlash mumkinki, bunda harorat ¢ vagtga bog'liq bo'lmay qoladi: u, = 0.
Bunday issiqlik tarqalish jarayoni statsionar deyiladi. Agar issiglik o‘tkazuv-
chanlik koeffitsienti k = const bo'lsa, u holda statsionar u(z), z € D harorat

F(x)

A’U,(QI) = ——k— (14)

tenglamani qanoatlantiradi. (14) tenglamaga Puassan tenglamasi deyiladi.

Agarda D sohada issiqlik manbalari bolmasa, statsionar u(x) haroras D

da
Au{z) =0 (15)
tenglamani ganoatlantiradi. (15) tenglaraga Laplas tenglamasi deyiladi.

Nostatsionar issiglik o‘tkazuvchanlik va diffuziya tenglamalari, Laplas
va Puassan tenglamalarini [ sohaning anig shakliga bog'lig ravishda max-
sus tanlangan koordinatalar sistemasida vozish qulaydir. Masalan, agar
D to'g'ri burchakli parallelepiped ko‘rinishida bo'lsa, u holda tabiiyki, bu
tenglamalar uchun qo'yilgan masalalarni dekart koordinatalar sistemasida
tanlagan ma‘qul. Shardan iborat D scha ucbun sferik koordinatalar sis-
temasi qulay hisoblanadi.

Ba'zi hollarda harorat fazoviy koordinatalardan biriga bogliq bo'lmay
qolishi mumkin. Masalan, O zs2y dekart koordinaralar sistemasida bunday
koordinaca sifatida z3 ni olaylik, ya'ni v = u(xy,z9,%) bo'lsin. U holda D
sifatida Oz tekislikka {egishli soha garaladi. Bunda ham (8), (9), (14),
(15) tenglamalar o'z ko‘rinishini saqlaydi (fagat  funksiyasining z3 bo‘yicha
hosilasi nolga tengligini hisobga olish zarur). Bu holda D sohaning shakliga
mos ravishda Ozyx, to'gri burchakli koordinatalar sistemasi o‘rniga boshqa,
masalan, quth koordinatalaridan foydalanish qulaydir.

Laplas operatorini yuqorida aytilgan koordinatalar sistemasida yozamiz:

Oxzexs dekart koordinatalar sistemasida:
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52 2, 52
VY e R 11
—r 2 BT S T

Sferik koordinatalar 1 = rsinycosy, 1z = rsinYsing 3 = rcosYP

sistemasida:

1 17 - 1 &%
te——— o | S P |+ s )
risiny N r2gin? g

T1 =Trcosy, Ty=rsing xg==z sistemasida:

19 < 8u) 18% &%u

M=o \"or) Y RE T

Tekislikda bu operator quyidagi koordinatalar sistemasida ko'p uchraydi:
Ox 1z dekart koordinatalar sistemasida:
Pu B
Au= g+ o5,
Oxi O

qutb koordinatalar sistemasida:

il 3 (,?ﬁ) L 18%
rOr \ Or 2 92

Eslab o‘tamiz, statsionar jarayonlarni to‘la ifodalash uchun chegaradan
holatni, ya‘ni (11), (12) va (13) chegaraviy shartlardan birini berish zarurdir.

Endi haroratning statsionar taqsimotiga doir masalalarni ko‘ramiz.

M i s o l. Issiglik manbalariga ega bo‘lmagan bir jinsli sterjen (D =
(0,1)) boshlang‘ich ¢ = 0 vagtda u(z,0) = ugz, wup = const haroratga. ega
hamda ¢ > 0 vagtlarda sterjenning uchlarida %(0,¢) = 0 va u(l,t) = uge,
sterjenning yon sirti muhitdan ajralgan issiglik almashinuvi yo'q bo'lsin. U
holda u(z,t) = wz funksiya u; = a’u,, tenglama va barcha shartlarni
ganoatlantiradi, ya‘ni u sterjenda haroratining statsionar tagsimoti bo'ladi.

M is ol Agar t = 0 boshlang'ich vaqtda bir jinsli tekis doiraviy plas-

tinka (D = {(r,p) : 0<r <ry, 0<¢<2n}, 70— quth koordinatalari)

u(r, o, 0) = wrsing, wug = const



92 Xususty hosilaly differensial tenglamalar

haroratga ega bo'lib, barcha ¢ > 0 vagtlarda u chegarasi orqali
u(r, o, t) = ugresing

harorat bilan taminlanib turilsin. U holda bevosita hisoblashlar yordamida
u = uprsin ¢ funksivaning u, = a®Awu tenglamani qanoatlantirishini, yani
haroratning plastinkadagi statsionar tagsimoti bo‘lishini ko‘rish mumliin.
Misol Birjinsh D ={(rg.¢):0<r <ry 0<e<270<
o < 7}, shar uchun uning chegarasida barcha t < 0 vagtlar uchun doimiy
u(ry, @, ¥, t) = ugro(up = const) harorat va sharning ichki nuqgtalarida

vagtga nishatan doimiy bo'lgan haroratning markaziy simmetrik

2
Flr,p,0,t) = F(r) = —-?

tagsimoti berilgan bo‘lsin. Bu holda shardagi harorat .1 burchaklarga

bog'liq bo'lmaydi va

10 [ L8u\ _ 18%(ru)
A“_ﬁar (’ o) v e

Bevosita hisoblashlar vordamida u(r, ¢, 4, t) = uer funksiyaning

2a%u, 2u

2 0 . U0

Uy = a" Ay — yoki Ay = —
r T

\

tenglamani qanoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin.

2.4 FElastik sterjenning bo‘ylama tebranishi

Tashqi kuch ostida elastik sterjen cho'ziladi yoki gisqaradi, ya'ni ster-
jen zarralarida ko‘chish ro‘y beradi. Bunda sterjenda bu kuchlarga qarshi-
lik ko‘rsatuvchi o‘zaro go‘shni zarralar o‘rtasida ichki elastik kuchlar paydo
bo'ladi, ya'ni sterjen deformatsivalanadi. Agarda sterjendan tashqi kuch-
lar olinganda deformatsiya yo‘qolsa, bu deformatsiya elastik deyiladi. Tinch
holatda sterjenning barcha ko‘ndalang gismlari bir xil § yuzaga ega deb

hisoblaymiz. Faraz gilaylik, Oz o‘qi bo‘ylab yo‘nalgan tashqi kuchlar ta‘sirida
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sterjenning istalgan ko‘ndalang kesimi o‘zining shaklini o‘zgartirmaydi. Bun-
day sterjenni bir o'lchovli deb hisoblash mumkin. FElastik tutash muhit-
larda paydo bo‘ladigan kuchlanishlar va kichik deformafsiyalar orasidagi
bogflanishi Guk gonuni bilan ifodalanadi. Kuchlanish bu jism kesimining
birlik yuzasiga to‘g'ri keluvchi elastik kuchdir. Agar elastik Fy kuch sirt
kesimiga perpendikulyar bo'lsa, u normal elastik kuch deyiladi. Faqat ster-
jen bo‘ylab yo‘nalgan tashgi kuchlar ta'sirida unda hosil boladigan normal
kuchlanishlarni qaraymiz, ya'ni kuchlanishni o orqali belgilasak, u holda
o = F,/S. Guk qonuniga binoan normal kuchlanishli nishiy uzayishga pro-
porsional: agar sterjen tinch holatdagi { uzunligi tashql kuehlar ta'siri ostida
I+ Al ga teng bo'lib golsa, u holda O'Eéfl'- bo'ladi. Bunda F > 0 sterjenning
materialiga, bog'liq bo'lib, unga Yung moduli deyiladi, [E] = gr/(sm - s?).

Dastlab sterjen bo‘ylab tagsimlangan kuch ostida hosil bo‘ladigan stat-
sionar deformatsiyani qaraymiz. Tinch holda [z, z -+ Az] holatga ega bo‘lgan
sterjenning qismi uchun Guk qonunini yozamiz. Tinch holda 2z koordinataga
sterjenning biror zarrasi to‘g'i kelsin. F(z) - Oz bo‘ylab tagsimlangan va
f(z) chizigli zichlikka ega bo'lgan sterjenga ta'sir etuvehi tashqi kuch bo'lsin.
Ma‘lumki, f(z) - birlik uzunlikka to'g'ri keluvehi kuch: f = %1:: Tashgi kuch
ostida z zarra (nugta) biror u{z) migdorga ko‘chadi. Tinch holda z + Az
koordinatali zarra esa u(x + Az) ga o'tadi. Demak, sterjenning ajratilgan
gismi

[z 4+ u(z),z + Az + u(z + Ax)]
holatga siljiydi. Bu gismning nishiy uzayishi
u(z + Az) — u(z)
Az

ga teng. u(z) funksiya uzluksiz va differensiallangan deb, u(z + Az) — u(z)

ayirmani Lagranj formulasiga asosan vozib olamiz. U holda Guk gonuni
o(z) = Elx)u,{z +0Az), 0 <6 <0

bo'lishini ko'rsatadi. Agar Az — 0 desak, u holda o(z) = E(zx)u,(z), va‘ni

elastik kuch x nugtada

Fy(z) = o(2)S = SE(z)u,(x)
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ga teng. E = F(x) sterjen bir jinsli emasligini bildiradi.
Endi [z, 22] kesmani ajratamiz. Agar sterjen holati statsionar, ya'ni
cho‘zilish jarayoni tugagan bo'lsa, u holda sterjenning ixtiyoriy [z1, Z2] kesmasi

uchun

/f(a:,\da: + SE(z2)u(z2) — SE(x1)ug(z) =0

a

muvozanat tenglamasi o'rinli. Agar sterjen nuqtalari uchun f(z) > 0 bo'lsa,
2 nuqtada {z1, 7o) sterjenning ajratilgan gismiga Oz o'gining nmusbat tomoniga
vo‘naltirilgan z > 29 tomondan, 21 nugtada esa Oz o'gining manfiy tomoniga
yonaltirilzan z < z; tomondan elastik kuch ta'sir evadi. Faraz gilaylik, f(z)
uzluksiz, E(z) uzluksiz differensiallanuvchi, u(z) esa ikki marta uzluksiz
differensiallanuvechi funksiyalar bo‘lsin. jrj, f(z)dz integralni o‘rta qiymat
hagidagi teorema yordamida yozib olamiz va SE(z) = k(z) belgilash kirita-
miz. Kuchlar muvozanati tenglamasini zo — x; ga bo‘lib olib, 1 va #; larni

2 ga intiltiramiz. U holda u(z) funksiya sterjenning statsionar cho'zilishini

:—z (k[:::){i“(‘r}—) = —f(z)
da da

oddiy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bir jinsli sterjen (k = const)

ifodalovehi

uchun
Ugg (1 ) e

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamaga, odatda, bir o'lchovli Puassan tenglamasi
deb ham aytiladi. Agar elastik sterjenning holati nostatsionar bo'lsa, u holda
w siljish vagtga ham bogliq bo'ladi. w(z,t) funksiya tinch holda z koordi-
nataga ega bo‘lgan nugtaning ¢ vaqtdagi sterjen bo‘ylab ko‘chishi bo'lsin.
U holda u;(z,%) funksiya ¢ vagtdagi « nugtaning harakat tezligi. Umu-
miylik uchun sterjenni bir jinsli emas deb hisoblaymiz. Agar p{z) z nug-
tadagl massaning hajm zichligi bo'lsa, p(x)Sdz sterjenning dz uzunlikka
ega bo'lgan qismining massast bo'ladi. Sterjenning ixtiyoriy [zy,z2] qis-
mini tanlaymiz. Bu kesma uchun [y, o] vaqt oralig'ida harakat migdorining
o‘zgarishi (harakat migdorini o'zgarishi sterjen bo‘ylab f(z,t) chizigli zich-

lik bilan tagsimlangan F'(z,t) tashqi kuchlar va ko‘rsatilgan vaqt oralig'ida
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ta’sir etuvchi elastik kuchlar hisobiga ro'y beradi) quyidagiga teng:

S/ [ui(z, ta) — ue(z, t1)] plz)dz =

ty T to

//f(:n, t)dzdt -+ / [SE(m2)uz(z2,t — SE(z1Yuy(z1,1)] dt

t 1 4
f(z,t) funksiyani har ikkiala argumenti bo‘yicha uzluksiz deb

ty T2
/ flz, t)dzds
t

integralni o‘rta giymat haqgidagi teoremaga ko‘ra yozib olamiz. Faraz gilaylik,
ey VA Uy hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lsin. Qolgan ikkita integralni ham
o'rta qiymat hagidagi teoremaga ko'ra yozib olamiz. Hosil bo‘lgan tenglikni
To—11 vata—1 larga bo'lib, 21, 2o larni z ga, ¢y, £ larni esa ¢ ga intiltiramiz.
U holda u{z, t) funksiya

Dulz,t) O (k(L ?EE::BL_t)) o)

PSS =57~ = 5

tenglamani qanoatlantiradi. Agar k = const, p = const bo'lsa, tenglamani

Ugy = a2um -+

8

ko'rinishida yozish mumkin, bu yerda a®> = % > 0, a = const > 0.. Bu
tenglamalar to‘lgin yoki tebranishlar tenglamasi deb yuritiladi.
Agar F(r,t) = 0 bo'lib, tebranishi faqat elastik kuchlar (masalan, ster-

jenning biror boshlang‘ich cho‘zilishidan so‘ng) ta‘sirida sodir bo‘lsa, u holda
'u'tt(z) t) = azuz:(:r»t)' (16)

(16) ga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Tebranish jarayonida ster-
jenga ishqalanish kuchlari ta‘sir etishi mumkin. Agar ishqgalanish kuchi
u(z,t) tezmlikka proporsional bolsa, (16) tenglama, o'rniga uy = @y — by,

b = const > 0 tenglama garaladi.
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2.5 Tor va membrananing ko‘ndalang tebranish
tenglamasi.

Fazoda tovush to‘lqginlari

Tor deganda erkin egiladigan, ingichka ip tushuniladi, boshqacha aytganda,
tor shunday gattig jismki, uning uzunligi boshqa o‘lchamlaridan anchagina
ortiq bo'ladi. Muvozanat holatida torni Ozyz fazoda butun Oz o'q yoki
uning biror gismi kabi tasavvur etish mumkin. Tor (z,0,0) nugtasining

muvozanatdan chigarilgandan keyingi holatini berish uchun

{'”'! {*T' {t)s ”‘2{-51 ”s 'H-;;{.'L', 1{)}

vektorni kiritamiz. Biz torning tekis ko‘ndalang tebranishini tekshiramiz,
ya'ni bu shunday tebranishki, tor hamma vaqt Ozz tekislikda yotadi va un-
ing har biv nuqtasi Ox o'qga perpendikulyar to‘gri chizig bo‘yicha siljiydi.
Bu degani, muvozanat vaqtida z absitsaga ega bo‘lgan torning nuqtasi tebra-
nishi jarayonida ham shu absissaga ega bo'ladi. U holda z nugtaning ¢ vagtda
muvozanat holatga nishatan Oz o'q yo‘nalishida siljishini belgilovehi u(z, t)
skalyar funksiyage qarash yetarli. Torni egish natijasida unda ichki elastik
kuchlar paydo bo‘ladi. Torning elastikligi bu kuchlarning har bir vaqtda
torga o‘tkazilgan urinma bo'ylab yo‘nalishini bildiradi. Tor tebranishini
kichik va Guk gonuniga bo‘ysinadi deb hisoblaymiz. U holda T elastiklik
kuchi z, ¢ larga bog'liq bo‘lmaydi va uning Oz o'qqa proyeksiyasini Tug(x, t)
ga teng deb olish mumkin. Bundan tashqari, ko'ndalang tebranishlar gara-
layotganligi uchun torga ta'sir etuvchi barcha kuchlarning Oz o‘qqa proyek-
siyalari yig'indisi nolga teng bo‘ladi.

Faraz qilaylik, torga Oz o'q yo‘nalishida f(x,t) chizigli zichlik bilan
tagsimlangan tashgi kuch ta‘sir qilsin. Xuddi oldin bo‘lgani kabi torda
[z1, z2] kesmani ajratib olib, {t;1,¢s] vaqt oralig'ida uning harakat migdori-
ning o‘zgarishini topamiz. Agar p(zr) tor massasining chizigli zichligi (bir

jinsli tor uchun p(z) = const) bo'lsa, puy(z,t)dz - dz vsunlikka ega bo‘lgan
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tor gismining impulsi bo‘ladi. Bu holda muvozanat tenglarnasi

/p(u,{_:c, o) —w(, ty)) do = /f (mg(an, t) — wilx, L)) di-
b

Ty

ta T2

/ / flz, t)dxdt

f o
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamadagi har bir integralda o‘rta qiymat hagidagi
formulani qo‘llab, hosil bo'lgan tenglamalarni xg — z1 va &y — &1 ayirmalarga
bo‘lamiz. u(z,t) funksiya uzluksiz ikkinchi tartibli sz, t), uy(z,t) hosi-
lalarga ega deb faraz qilib, xuddi oldin bo'lganidek, z1, z3 larni x ga va 1,12

larni ¢ ga intiltiramiz. U holda quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

Uzz(% t) = azum‘(x7 t) + g(ﬂ'), t)ﬂ (17)

bu yerda a® = % = const, g{z,t) = %Jf(a:, t). (17) ga torning ko‘ndalang
tebranishlar tenglamasi deyiladi. Agar f(z,f) = 0 (u holda ¢(z,t) = 0)
bo'lsa, unga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

a > 0 tor materiali xossalari bilan aniglanadi. Bu migdor Oz bo‘yicha
torning tebranish tezligiga teng ekan. Endi Oy tekislikda chegarasi .S ga
teng D sohani qaraymiz. Uni ikki o‘lchovli bir jinsli muvozanat holdagi
membrana deb hisoblash mumkin. Faraz qilaylik, membrananing (z,y,0)
nugtasi muvozanat holatdan chigarilgandan so‘ng ¢ vagtda Oz o'qi ho'yicha
u{z,y,t) miqdorga siljisin. Membranada to‘lqin tarqalish tenglamasini olish
uchun xuddi torning ko‘ndalang yoki sterjenning bo‘ylama tebranishlaridagi

kabi farazlarni qabul gilamiz. U holda

utt(xv Y, t) = az(uﬂiw(g;’ Y, t) + ’U,yy(.’l?, Y, t))

membrananing kichik erkin ko‘ndalang tebranishlar tenglamasini hosil gi-
lariz. Agar membranaga ko'ndalang tashqi kuchlar ta'sir qilsa, unda memb-

rananing tebranish tenglamasi

U (T, 9, t) = a*(ugs(2, 9, 1) + wyy(2,9,1) + 9z, t,y)
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ko'rinishida bo‘ladi.
un(M,1) = a®Au(M,t), M = M(z,y, 2)

ko'rinishida to‘lgin tenglamasi hilan fazoda tovush targalish jarayonlarini
ifodalash mumkin. Tovush chigaruvchi jismlar: tor, membrana, musigali
asboblar va har qanday boshga tovush manbalari havoning bo‘vlama tebra-
nishini hosil giladi. Tovush to‘lginlarining tarqgalishini o‘rganish uchun havoni
Guk gonuniga bo‘ysunuvchi elastik muhit deb hisoblab, Gyugensning to‘lgin

harorati prinsipidan foydalanish mumbkin.

2.6 Moddiy nuqtaning og‘irlik kuchi ta’siridagi

harakat tenglamasi

Dekart ortogonal koordinatalar sistemasida Ox1xs vertikal tekislikda mod-
diy M{z1,22) nugta og'irlik kuchi ta'sirida (£, &2), & > 0 holatdan (&, 0),
& > &4 holatni egallash uchun harakatlanayotgan bo'lib, ¢ vaqt & baland-
likning funksiyasi bo'lsin, ya/ni ¢ = #(&). M(zy,z} nuqta harakat trayek-

toriyasini topish talab etilsin.

dry dzy

4 ) moduli uchun

Ma'lumki, M(z1, z9) nugta tezlik vektori 0 = (
[of? = 29(& — z2)

tenglik o'rinli, bu yerda g— og‘irlik kuchi tezlanishi.

Agar y(z, xz)— soat mili harakati yo‘nalishiga teskari yo'nalish hisoblana-
digan tezlik vektori bilan z; o'gning musbat yo‘nalishi orasidagi burchalk
bo'lsa, yuqoridagi tenglikka asosan

d-i.ll;;

5 = llsiny = /2g(& — z2) siny

formulani hosil qilamiz. 1 = z1(xs) traektoriya noma’lum bo‘lgani uchun,

ushbu
]

i L= T ) > 1
gy o o e lp(22)]

plzg) =
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funksiya ham noma’lum bo‘ladi. Bu va oldingi formuladan

o(xs)dzs
v29(& — x32)

tenglikni olamiz. Bu tenglikni 0 dan & gacha oraliqda integrallah,

di =

LE7 d.Eg

\/2(] & — 3)

yoki

CZ(‘Q(F"—*M"’: ¢ = —/20t(&
/\/m27 .f(SQ)) f(é-z) i (k‘.}

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamada noma’lum funksiya integral ostida
bo‘lgani uchun, u integral tenglamadir.
Bu tenglamaning |¢(x2)| > 1 shartni ganoatlantiruvchi yechimini topsak,
u holda
dzy

L o
— = ctgy = v/ cosec’ —1
d(l)z

tenglikdan izlanayotgan traektoriyaning
&
oi(as) = [ VPO -1t
0

tenglamasini topamiz. Bunga tautozron to‘g‘risidage masala deyiladi.

2.7 Xususiy hosilali differensial tenglamalar va

ularning yechimi to‘g‘risida tushuncha

n o‘lchovli R™ Evklid fazosida nugtaning dekart koordinatalarini z1, 29, . . ., Tn,
n > 2 orqali belgilaymiz. Tartiblangan manfiy bo'lmagan n ta butun son-
ning @ = (a1, 00,-..,0,) ketma-ketligi n tartebli multiindeks deyiladi,
lal = ar + as + ... + @, soniga multiindeks vzunligi deyiladi. @ - R*

fazodagi biror soha {ochiq bog'langan toplam) bo'lsin.
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w(z) = u(z1, Za, . - ., Tn) Mnksiyaning z € Q nuqtadagi o] = a; + as +
...+ «, tartibli hosilasini

':j|!r.'t|” 0

D% = DU'Dy* ... Dyry = DPu = u(z)

Oz 0xy? ... Oy

ko‘rinishda yozamiz. Masalan, o = oy xususiy hol uchun

%y du 0%y
e — e — - 2, — .
= om = Diftu, Diu=— =wuy,,, Dju= 33 = Yo
T,

Dy
ary 2

F = F(z,...,qq,...) lunksiya @ soha z nuqtalarining va g, = oy, =
D%y, o; = 0,1,... hagigiy o‘zgaruvchinig berilgan funksiyast bolsin.
T a’rif. Ushbu

F(z,...,D%,..) =0 (18)

senglik noma’lam u(z) = u(z1, Za, - . ., ) funksiyaga nisbatan zususiy hosi-
lali differensial tenglama deyiladi.

(18) da qatnashayotgan hosilaning eng yugori tartibiga tenglamaning
tartibi deyiladi.

Agar F barcha g, (lo| = 0,1,...,m) o'‘zgaruvchilarga nisbatan chizigli
funksiya bo‘lsa, (18) tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi.

Agar tenglamaning tartibi m bo‘lib, F' barcha q, , |a] = m o‘zgaruvchilaz-
ga nisbatan chizigli funksiva bo'lsa, (18) tenglama kvazichizigli differensial
tenglama deataladi.

T a’rif. () schada aniqlangan «(z) funksiya (18) tenglamada. ishtirok
etuvchi barcha, hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni ayniyatga aylantirsa, u(z)
ga (18) tenglamaning klassik yechimi deyiladi.

Xususiy hosilali m—tartibli chizigli differensial tenglamani ushbu
Lu= Z ael(z) D%y = f(x) (19)
ja|<mn

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda a,, lar tenglama koeffitsientlari,

L= Z ag(z)D*

joei<m
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esa xususiy hosilali m— tartibli differensial operator deyiladi.

Barcha x € @ lar uchun (19) tenglamaning o‘ng fowmoni f(z) nolga teng
bo'lsa, (19) tenglama bir jisnli, f(x) nolga teng bo'lmasa, bir finsli bo Tmagan
tenglama deyiladi.

Agar u{z) va v(z) funksiyalar bir jinsli bo'lmagan (19) tenglamaning
yechimlari bo‘lsa, ravshanki (tenglama chizigli bo‘lgani sababli) w(z) =
u{z) — v(x) ayirma bir jinsli (f = 0) tenlamaning yechimi bo'ladi.

Agarda u;{x), ¢ = 1,...,k funksiyalar bir jinsli (f = 0) tenglamaning
yechimlari bo'lsa, u(z) = Ei;l c;ui{z) Tunksiya ham, bu yerda e;— hagigly
o'zgarmaslar, shu tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Xususiy hosilali ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama

Z Aij() ZB

3,7=1

2)u = f(z) (20)

ko'rinishda yoziladi, bu yerda Ay, B;, C, f - @ sohada berilgan hagigly
funksiyalardir.

(20) tenglama berilgan sohada hech bo'lmaganda bitta A;;,4,5 = 1,...,n
koeffitsient noldan fargli deb hisoblaymiz. Tenglamada ¢ # 7 bo'lganda
alohida-alohida A;jts,z;, AjiUrs qo'shiluvchilar ishtirok etmay balki ular-
ning yig'indisi (Aij + Aj) Uz,z; ishtirok etadi. Shu sababli umumiylikka
7iyon yetkazmay hammea vaqt A;; = Ay deb hisoblaymiz.

Eslatib o‘tamiz, ) sohada aniglangan va k—tartibgacha xususiy hosi-
lalari bilan uzluksiz bo‘lgan haqiqiciy u(z) funksiyalar sinfi C*(Q) orqali
belgilanadi, C(Q)— @ sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. g(z) € C¥Q)

funksiyaning normasi

k
lgll = > max |D*g(x)]
i==(] ¥

kabi aniqlanadi.
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2.8 Xarakteristik forma tushunchasi, ikkinchi
tartibli differensial tenglamalarning

klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi

Faraz gilaylik, (18) tenglamaning tartibi m bo‘lib, F(z, ..., g, ... ) funksiya
Qo = Gay.og,0nr | & |= m o‘zgaruvchilar bo‘yicha uzluksiz birinchi tartibli

hosilalarga ega bo'lsin. Ag, ..., A, hagigly o‘zgaruvchilarga nisbatan ushbu

KA = ggw, XSIEREHIETN, Mas (21)
(89

=M
m darajali bir jinsli ko‘phadni yozib olamiz. Bu ko‘phadga (18} tenglamaga
mos bo‘lgan zarakteristik forma deyiladi.

Ikkinchi tartibli kvazichizigli

Z Aij (3 + Gz, 0, Uny, - ooy Ug,) =0 (22)

nj=1

differensial tenglama uchun, bu verda Ay {x) € C(D), (21) forma

n
QA1) = D Ay(m)hidy (23)
ig=1
kvadratik formadan iborat bo‘ladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar, shu jumladan (22) ko'rinishidagi
ikkinchi tartibli tenglama o‘rganilganda, erkli o'zgaruvchilarni almashtirib,
tenglamalarni soddarog ko‘rinishga olib kelishga harakat gilinadi. Shu maqgsad-
da dastlab (22) tenglamada erkli o‘zgaruvehilarni almashtirganda uning A;; (z)
koeflisiyentlari ganday o‘zgarishini qarab chigamiz. x = (z1,...,z,) o'zgaruv-

chilar o‘rniga y = y(z), ya'ni
Y = yi(,’L‘l,fl’,'z,...,.'I'n), 7= 1,...,”

o‘zgaruvchilarni kiritamiz. T nugsaning ¢ sohaga tegishli biror atrofida y, €
C? bo'lsin va ushbu yakohian

D(y].;""yn)

Dlzy, ) 0
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Bu shartga ko'ra ¢ o‘zgaruvchilarni y lar orqali bir giymatli ifodalashimiz
murnkin, ya'ni z = z(y). (22) tenglamadagi u(z) funksiyaning hosilalarini

yangi y o‘zgaruvchilarga nisbatan hisoblaymiz:

(’9u_ e _,()’iayk

%{ ‘r; ayk dz; i

Pu _ i: Pu_ By i | ‘;\ Ju Py
O0z;0z; OyiOy; Ox; Oz ' e Oy, Oz;0x;

Hosil gilingan ifodalarni (22) tenglamaga qo‘yib, uni ushbu

Z: Aptigy + Gy, w,uy,, . .-y uy,,) =0, (24)
ki=1

ko'rinishda yozib olamiz, bu verda

; = . Oy oy
Ay = A 2
ki Z 16T1 a,EJ ( 5)

ij=1

G orqali G dan va birinchi tartibli hosilalar ishtirok etgan hadlardan tashkil
topgan ifoda belgilangan.
Zg € ( nugtani tayin qilib,

Yo = y(o), Bt = —5—=

belgilashlarni kiritamiz.

(25) formula zy nuqtada quyidagicha yoziladi:
Au (yo) = Z Ag g (20) B B (26)
k=1

(23) kvadratik formani zy nugtada yozib olamiz:

Q=" Alzp)Nr; (27
.J’t f i

1,7=1

Maxsus bo'lmagan ushbu

A = Zﬁkiﬁk, det(Bri) # 0 (28)

k=1
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Afiin almashtivish natijasida {27) kvadratik forma

n
Q= Au(w)aé (29)
k=1
ko‘rinishga keladi. Bu kvadratik formaning koeflisiyentlari (9} formula bilan
aniglaniladi.
Shunday qilib, (22) tenglamani zp nugtada z o'zgaruvchilar o‘rniga yangi
y = y(z) o'zgaruvchilarni kiritib soddalashtirish uchun, shu nuqtada (27)
kvadratik formani maxsus bo‘lmagan (28) chiziqli almashtirish yordamida
soddalashtirirish yetarlidir.
Algebra kursidan ma’lumki, hamma vaqt shunday maxsus bo‘lmagan
(28) almashtirish mavjud bo'lib, u yordamida (27) kvadratik forma quyidagi

ko'rinishga keltiriladi:
n
Q= Z ."-‘Jﬂ.‘.éfn (30)
k=1

bu yerda pp, k = 1,..., n koeffitsientlar 1, —1,0 giymatlarni qabul giladi.
Shu bilan birga musbat (manfiy) koeflitsientlar soni va nolga teng bo‘igan ko-
effitsientlar soni (forma defekti) affin invariantdir, ya'ni bu sonlar fagat (27)
forma bilan aniglanib, (28) almashtirishning tanlanishiga bog'liq bo‘lmaydi.
Bu esa (22) differensial tenglama A;;(x) koeffitsientlarining zo nugtada qabul
qiladigan giymatlariga qarab, klassifikatsiya gilish imkonini beradi.

Demak, yuqorida almashtirishlardan so‘ng (25) tenglama

n
Z Pty + Gy uym, . uy) =0 (31)

ko'rinishga olib kelinadi.

Tkkinchi tarvibli differensial tenglamaning aralash hosilalar qatnashma-
gan bunday ko‘rinishi, odatda uning kanonik (sodda) ko‘rinishi deyiladi.

Agar barcha py = 1 yoki barcha p, = -1,k = 1,...,n bo'lsa, ya'ni O
forma mos ravishda musbat yoki manfiy aniglangan bo‘lsa, (22) tenglama
z € ( nugtada elliptik tipdagi yoki elliptik tenglama deyiladi.

Agar ), koeffitsientlardan bivtasi manfly, qolganlari musbat (yoki aksin-

cha) bo'lsa, (22) tenglama z € @ nuqtada giperbolik tenglama deyiladi.
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[y koeffitsientlardan [ tasi, 1 < I < n — 1, musbat, golgan n — [ tasi
manfiy bo'lsa, (22) tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglame deyiladi.

Agar py; koeffitsientlardan bittasi nolga teng, golganlari noldan fargli
bo‘lsa, (22) tenglama x € @) nugtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar koeffitsiyentlardan kamida bittasi nolga teng bo'lsa, (22) tenglama
keng ma'noda z € @ nugtada parabolik tenglama deb ataladi.

Agar (22) tenglamada @ sohaning har bir nuqtasida elliptik, giperbolik
yoki parabolik ho‘lsa D sohada mos ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik
tipdagi tenglama deb ataladi.

Agar noldan fargli bo‘lgan, bir xil ishorali oy, o1 haqiqiqy sonlar mavijud

bo'lib, barcha z € @ nugtalar uchun ushbu

(3

Q[;Z:\f ‘f: Qlt/\h, = ..J\,l} ‘E- ¥ ‘S__: \‘._}
=1

i=1
tengsizlik bajarilsa, {2 sohada elliptik bo‘lgan (22) tenglamaga tekis elliptik
tenglama deyiladi.

Masalan, ushbu Trikomi
Ugpyz; + T1lhpazy = 0

fenglamasi z; > 0 yarim tekislikning har bir nuqtasida elliptik bo'lishi bilan
birga, 1 bu sohada tekis elliptik emasdir.

) sohaning turli gismlarida (22) tenglama har xil tipga tegishli bo'lsa,
unga aralash tipdagi tenglama deviladi.

Yuqorida keltirilgan Trikomi tenglamasi @y = 0 o'gning ixtiyoriy gismini
o'z ichiga olgan ixtiyoriy ¢ sohada aralash tipdagi tenglamaga misol bo'ladi.

Yoqorida bayon gilingan (22) tenglamaning klassifikatsiyasini ekvivalent
tarzda A = || Aj;|| matritsaning xarakteristik sonlariga asoslanib ham berish
mumkin. Buning uchun algebradan ma’lum bo‘lgan (27} kvadratik for-
maning (30) kanonik ko‘rinishidagi pk, k = 1,...,n sonlar A matritsaning
xarakteristik sonlaridan iborat ekanligini eslash yetarli. Ma'lumki, simmetrik
(A;; = Aj;) matrisaning barcha xarakteristik sonlari hagigiydir.

Eslatib o‘tamiz, A matrisaning xarakteristik sonlari ushbu

det(A— M) =0
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algebraik tenglamaning ildizlaridan iborat, bu yerda I - birlik matritsa.

Demak, (22) tenglama berilgan ) sohaning ixtiyoriy = nuqsasida A
matritsa xarakieristik sonlarining ishorasini aniglab, (22) tenglamaning qaysi
tipga. tegishli ekanini bilib olish mumkin.

Endi xarakteristik sirt tushunchasini kiritamiz. Ushbu

d dw

Z Al = 0
= c):rL EXS y
tenglamaga (22) differensial tenglama xarakteristikalarining tenglamasi de-
yiladi.

Agar w(a, . . ., z,) fanksiya xarakteristikalar tenglamasini qanoatlantirsa
w(Z1y ..., 2,) = ¢, ¢=const

tenglik bilan aniqlanadigan sirt berilgan (22) differensial tenglamaning zarak-
teristik sirts yoki xarakteristikasi deyiladi. O‘zgaruvchilar soni ikkita bo‘lganda
xarakteristik egri chizig haqgida so‘z boradi.

Xarakterisvikalar tenglamasini qurish uchun (22) differensial tenglamaga
mos bo‘lgan (23) kvadratik formani tuzib, unda X; = :’ Aj = 7’: deb, hosil
bo‘lgan ifodani nolga tenglashtirish zarur.

Faraz qilaylik, w € C? bolsin. (22) tenglamani kanonik ko'rinishga
keltirish magsadida z, o‘zgaruvchilar o‘rniga kiritilgan y; o‘zgaruvchilardan
bittasini, masalan, ¢ ni y1 = w(z, 29, ..., %) deb hisoblasak, u holda
xarakteristikalar tenglamasiga ko‘ra Aj; = 0 bo'ladi. Shuning uchun ham
diffe- reusial tenglamaning bitta yoki bir nechta xarakueristikalar ailasini

bilish, bu tenglamani soddaroq ko‘rinishga keltirish imkonini beradi.

2.9 Yugqori tartibli differensial tenglamalarning
va sistemalarning klassifikatsiyasi
m-tartibli xususiy hosilali kvazichizigli differensial tenglama

Z ao(z) D% + G(z,u,...,D%,...) =0 (32)

je|=1n
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ko'rinishda yoziladi, bu yerda G orgali  o'zgaruvchilar, noma’lum « = u(z)
funksiya va uning 1,..., m — 1 tartibli hosilalarini oz ichiga olgan ifoda
belgilangan.

(32) tenglamaga mos bo‘lgan xarakteristik forma (21) ga asosan

K, hn) = Y a(z)A (33)
ferl=m.

ko‘rinishda yoziladi.

Agar z € @ nugtada Aq,. .., A, o'zgaruvchilarning shunday A, =
= A1, - -, a), © = 1,...,n aflin almashtirishini topish mumkin bo‘lsaki,
natijada (33) formadan hosil bo'lgan forma p; o‘zgaruvchilarning fagat !
tasini, 0 < [ < m. o'z ichiga olsa, (32) tenglama z nugtada parabolik yoki
parabolik buziladi deb aytiladi.

Parabolik buzilish bo‘lnaganda, K(Ay, ..., ) = 0 tenglik fagat Ay =
0, An = 0 bo'lganda bajarilsa, (32) tenglama z & () nugtada elliptik
deyiladi.

Agards, Ay, ..., A, o'zgaruvchilardan biror A; ni ajratib olish mumkin
bo‘lsa (zarur bo‘lgan holda bu o‘zgaruvchilarning Affin almashtirishidan so‘ng),
barcha A = (A1, -+, Aii1; A1y - --» An) € R™T nugtalar uchun A ga nis-
batan xarakteristik

KX, A)=0
tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy bo‘lsa, {32) tenglama z € @ nugtada
giperbolik deyiladi.

Agarda, X ildizlarning bir gismi hagiqiqiy, qolganlari esa kompleks bo'lsa,
(32) tenglama = € @ nugtada go‘shma tipdagi tenglama deyiladi.

Bunga asosan m > 3 bo'lgandagina (32) qo‘shma tipdagi tenglama
bo'lishi mumkin.

Qo‘shma tipdagi tenglamaga
5,}: (uhﬂ?l + Uzye, )

tenglama misol ho'la oladi.
Xuddi shunga o‘xshash, (18) tenglama chizigli bo'lmagan holda (21)

forma xususiyatiga asosan tiplarga ajratiladi. (21) forma koeffitsientlari z
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nuqta bilan birga izlanayosgan u(z) yechim va uning hosilalariga bog'liq
bo'lgani sababli, tiplarga ajratish bu holda fagat shu yechim uchungina
ma'noga ega bo'ladi.

Masalan,
n
w(T) iy, + E Uy, =0
=

tenglams u{z) > 0 bo'lgan = € ¢ nugtalarda elliptik, u(z) < 0 bo‘lganda
giperbolik va u(z) = 0 bo'lgan z € @ nuqtalarda parabolik buziladi.

M i s o] Chizigli bo‘lmagan
o>
F (1'1, T2y Uipyirys Uaygy ul’ziﬂz) = Uz o+ Uy Umgzy + Uy, — Ay, = 0

tenglamani qaraymiz. Bevosita tekshirish yordamida ishonch hosil gilish
mumkinki, (21, 22) = 225, ux(21,22) = 5T1Ts, ug(z1,72) = 7 lar bu
tenglamaning xususiy yechimlaridir. Tenglamani
L 2
Uz z, + Uy oo Unsry e AUy Yzgmg -+ Ugory ™ ‘i”mn.m =1

2 2

ko'rinishda vozib olib, (16) kvadratik formaning

ar oF _ aF oF 1u
{1 e T e gy = = ———— = - "
- 6qu f‘)'u._, LY ’ 12 8(]12 811-,;13;,, 2 ™
oF  OF OF  OF o
9 = — = —— = d12, U2 = = = Uggwy T LUppgy, — 4

A Oy, Oquy  Otigyg,
koeftitsientlarini aniglaymiz.
1. wy yechimni qaraymiz. Bu yechimda o33 = 1,019 = @91 = 2,099 = 4

bo'lib, (33) kvadratik forma
K, A2) = A2 4 4hhg + 403

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Ogongina tekshirish mumkinki, bu kvadratik forma
koeffitsientlaridan tuzilgan matritsaning xos sonlart 4, = 0, 95 = 5 lardan
iborat. Shunung uchun vy, ¥ o‘zgaruvchilarni shunday tanlash mumkinki,
kvadratik forma

K(v, ) = fyluf + 721/§ = 58
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ko‘rinishga, o‘tadi. Demak, u; yechimda tenglama parabolik tipga mansub
ekan.

2. uy yechimni qaraymiz. Bu holda a11 = 1,012 = a1 = Q,a9 = 1
bo'lib, (33) ga ko'ra kvadratik

K, ) = A+ A8

formaning o'zi kanonik ko‘rinishga ega. Bundan wug yechimda tenglama el-
liptik tipda ekan.

3. ug vechimni garaymiz. Bu yechimda a1y = 1, @19 = ag; =0, a99 = —4
bo'lib,

KA, ho) = N — 40},
Demalk, u3 yechimda tenglama giperbolik tipda ekan.

Qaralgan har uchala holda ham uiy, 2, j = 1, 2, koeffitsientlar 1, x3 0‘zga-
ruvchilarga bog'liq emas. Shuuing uchun har bir holda tenglama () sobaning
barcha nugtalarida faqat bitta tipga ega bo‘ladi.

(32) tenglamaning quyidagi xususiy holini o‘rganamiz.

Biror erkli o‘zgaruvchiga (bu o‘zgaruvchini ¢ orqali belgilaymiz) nisbatan

m - tartibli hususiy hesilasi ajratib yozilgan

DPu+ > are(t,z)D§Dfu= f(t,2) (32))

ko[ <m.k#m
tenglama Kovalevskaya tipidagi chizigli m - tartibli hususiy hosilali differen-
sial tenglama deyiladi. Bunda, avvalgi kabi, o = (e, ..., o, )-roultiindeks.

32"} tenglamaning chap tomonini m-tartibli hosilalar gatnashgan
q

Dl'u+ Z g ot il»‘)DfDé"u.,
k- la|<mk#m
berilgan tenglamaning bosh gisms deb ataluvchi hainda (¢, z) va uning

1,...,m — 1 tartibli hosilalarini o'z ichiga olgan

Z agalt, z)D°DFu

kit x| <

qismlarga ajratamiz.
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DD} = DA D% ... D)

differensial operatorni

PSP VD L e

bilan almashiirib, tenglamaning bosh gismini unga mos keluvchi

™ -+ Z i o(t, )N T

k| <k
ko'rinishdagi xaraktiristik formaga keltiramiz.
Faraz gilaylik, (32') tenglamaning koeffisientlari D ¢ R"™ sohada haqiqiy
va uzluksiz funksiyalar bo‘lsin.
Ta rif Agar

™Y agalte, T) AT (33)
k+|aj<m k#m
xarakterisiik tenglama & # 0 lar uchun (o, z5) € D nugtada faqat hagiqiy
7= ity 20, &)y - s T = Tm(to, To, €) ildizlarga ega bo'lsa, u holda (32)
tenglama (g, 29) € D nuqtada giperbolik deyiladi.

Agar (33') xarakteristik tenglama £ # 0 lar uchun faqat haqiqily va har
xil 7y = 7i(to, %0, &), - - -, T = Tm{%o, Zo, £) ildizlarga ega bo'lsa, u holda (32")
tenglama,

(to, z0) € D nuqiada gat'iy giperbolik deyiladi.

Agar £ # 0 lar uchun (32') tenglama haqiqiy ildizlarga ega bo‘lmasa, u
holda

(32') tenglama (ty, 29) € D nuqtada elliptik deyiladi,

Agar (32} tenglama D sohaning har bir nugtasida giperbolik (qat’iy
giperbolik, elliptik) bolsa, u holda u D sohada giperbolik {qat’iy giperbolik,
elliptik) deyiladi

M is ol R? tekislikda

u ,0%

22 Tgm
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tenglamani qaraymiz. bu tenglamaga mos keluvehi xarakteristik tenglama-
ning yechimlari 74 = —f€ va 7, = t£ lardan iborat. Demal, ta’rifga ko‘ra.
tenglama giperbolik tipga ega. Ravshanki, {(z,t) € R? : ¢ # 0} sohada
tenglama qat'ly giperbolik bo'ladi.

Endi xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining klassifikat-
siyasiga gisgacha to‘xtalib o'tamiz.

(18) tenglamada F funksiya k o‘lchovli F = (Fy, ..., F},) vektor funksiya-
dan iborat bo'lsin. Faraz gilaylik, bu vektorning F3,. .., Fi komponentlari Q)
soha z nuqtalari va g} = u;, ¢}, = D*u;,5 = 1,..., [) haqgiqly o‘zgaruvchilar-
ning berilgan haqiqiy funksiyalari bo‘lsin.

Ushbu

Fyz,...,D%;,...y=0,4i=1,...,k, 7=1,...,1 (34)

ko'rinishdagi tengliklar, noma’lum wy, ...,y funksiyalarga nisbatan xususiy
hosilali differensial tenglamalar sistemasi deviladi. (34) tenglamalar sis-
temasida gatnashayotgan noma'lum funksiyalar hosilalarining eng yugori
tartibiga shu sistemaning tartibi deyiladi.

(34) sistemasining tartibi m ga teng bo'lsin. Agar F, i = 1,..., k

funksiyalar barcha ¢, o'zgaruvchilarga nishatan chizigli bo‘lsa, (34) sistema

chiziqli, agarda F} lar, 4 = 1, ..., k, barcha ¢, |&| = m larga nisbatan chizigli
bo‘lsa, (34) sistema kvazichiziqli deyiladi.

Agar (34) sistemada & = Lk > [,k < [ bo'lsa, u mos ravishda aniq,
ortig'i bilan aniglangan va yetarlicha aniglanmagan deyiladi. (34) sistema

aniq bo'lib, uning har bir tenglamasining tartibi m ga teng bo'lsin.

Ushbu )
OF Lhi=1,. 0k, Zr‘q:m
i=1

A,

kvadratik matritsani tuzamiz.

K., M) =det Y apX*=det 3 au 0 AP, A2 (35)

|a|=m joel=m

Oy =

ifoda hagigly skalyar Ag,..., A, parametrlarga nishatan km tartibli for-
madan iboratdir. Bu forma (‘34 sistemaning zarakteristik determinants dey-
iladi.
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(35) formaning xarakteriga garab, xuddi (32) tenglamaga o‘xshash, (34)
sistema ham tiplarga ajratiladi. Ko‘p hollarda tadbiqiy masalalarda uchray-

digan tenglamalar sistemasini ushbu matritsali

> aDu=f (36)
fuj<m,
tenglama ko‘rinishida yozish mumkin. (36) ifodada D2 differensial oper-
ator u = (ur(z),...,up(x)) vektor-funksiya yoki v = |lu;ll,7 = 1,...,k
matritsa-ustunining har bir komponentiga ta’sir giladi, a, - koeffitsientlar k-
tartibli matritsadan iborat bo'lib, ular hamda (36) sistemaning o'ng tomoni
f=,-..fn)yokif = f;ll z = (=1, ...,z,) o'zgaruvchilarga, noma’lum
u;(z) funksiyalarga va ularning tartibi m — 1 dan katta bo‘lmagan hosilalar-
iga bog'lig bo'lishi mumkin. m = 1 bo‘lganda (36) sistemadan birinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi
E: a;Dju+bu = f (37)
i=1
differensial tenglamalar sistemasi kelib chigadi, bu yerda b—k-tartibli kvadratik
matritsa.
(37) tenglamalar sisternasiga to‘g'ri keluvehi k-tartibli xarakteristik forma
ushbu ”
Ky, dn) =det ) a;)
=1
ko'rinishga ega. Soddalik uchun (37) tenglamaning xususiy holini qaraymiz,
va'ni (37)dan=%k=2,b=0, f=0,

10| 0 —1]
iy = , g =
1o 1] 1 10 i
bo'lsin. Bu holda quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:
10 8wl flo-1]awu|_
0 1§l 0r: Il uy _ ‘1 0 |32E2 s
} .D]’Uq +0 0-— D2u2 . ‘ D1u1 bl DzUz 0
' 0+ Dyuy Douy +0 ‘ Douy + Diug 0
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yoki
Juy  Oug  Owy Oug Ly !
B = T T = B (38)
Ma’lumki, (38) kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazarivasidan tanish
bo‘lgan Koshi-Riman tenglamalari sistemasidiv. Bu sistemnaga mos bo‘lgan

xarakteristik forma
A =X

K = det(ai A1 + as\y) = det
(a1A1 + az)\s) e )

=M+ A

ko'rinishga ega bo‘ladi.
Demak, Koshi-Riman tenglamalaxi sistemasi elliptik tipda ekan. 2z =
1 + 1z konipleks o‘zgaruvchini hamda
o 1 / o oi% KA \I
5z 2 \Bx. Oy /
differensial operatorni kiritih, (38) sistemani bitta differensial tenglama
duw
Oz

ko'rinishida yozish mumkin, bu yerda

=0

w(z) = ugry, T2) + iug(T1, Za).

2.10 Tkkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili
differensial tenglamalarni kanonik ko‘rinishga

keltirish

Ikkita = va y haqigly o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichiziqli {yugori

tartibli hosilalariga nisbatan chizigli) differensial tenglama ushbu
FPu FPu Pu du du A
a(z, y)éﬁ + 2b($,y)m + c(at,y)@ +G (x Yt g By =0 (39)
ko'rinishda yoziladi.
(39) tenglama xarakteristikalarining tenglamasi chizigli bo‘lmagan

ow\ 2 8w (%) /ﬁw\ 2
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tenglamadan iboratdir.
Bu tenglamani oddiy differensial tenglamaga keltiramz. Agar w(z,y)
funksiya (40) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda w(z,y) = const egri

chiziq (39) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida

Ow dw
b S L
3 dr + 5y y=10
voki
Gl el ot
Oz Oy  dzx
munosabat bajariladi.
(40} tenglamada
Ow Ow
8 Oy

nisbatni —dy : dx ga almashtirib,
ady” — 2bdydz + cdz® = 0 (41)

oddiy differensial tenglamaga ega bo'lamiz.

Aksincha, agar w(z,y) = const (41) tenglamaning integrali bolsa, u
holda w(ir,y) funksiya (5) xarakteristikelar tenglamasini qanoatlantiradi.
(41) tenglik xarakteristik egri chiziglarniug oddiy differensial tenglamasidan
iboratdir.

(41) tenglik bilan aniqlangan(dz, dy) yo'nalish odatda xarakteristik yo'na-
lish deyiladi.

Apgar (39) tenglamaning a,b, ¢ koeflitsientlari tenglama berilgan biror
(x,v) € @ sohada yetarli silliq funksiyalar bo‘lsa, u holda z, y o'zgaruvchilar-

ning shunday maxsus bo‘lmagan

£ =¢&(z,y), n=nlz,y)

almashtirish mavjud bo‘ladiki, (39) tenglama @ sohada bu almashtirish yor-
darmida quyidagi kanonik ko‘rinishlardan biriga keladi:
Elliptik holda

Uge + Uiy + G(E, 7, 6, Ug, Ug) =0, (42)



Kanonik ko ‘rivishga keltirish 115

giperbolik holda

Uge — Uny -+ G(§7 77, U, g un) =0 (43)
yoki
Ugy + G(§1 7, U, U, un) =0 (44)
va, parabolik holda
gy + é(f) 71, U, U, 'U'n) =10. (45)

Faraz qilamiz, (39) tenglamaning a, b, ¢ koeffitsiventlari (z,y) nugtaning

biror atrofida C? sinfga tegishli bo‘lib,
a®(z,y) + b*(w,y) + A(z,y) # 0

bo'lsin.

Umumiylikka ziyon yetkazmay a(z,y)} # 0 deb hisoblashimiz murmkin.
Hagigatan ham, aks holda c¢(z,y) # 0 bo'lishi mumkin. Bu holda z va
y o'rnini almashtirib, shunday tenglama hosil gilamizki, unda a(z,y) # 0
bo‘ladi.

Agarda a va c lar bir vagtda biror nugtada nolga teng bo‘lsa, bu nugta
atrofida b{z,y) # 0 bo'ladi. Bu holda 2’ = z +y, ¥ = z — y almashtirishlar
natijasida hosil bo‘lgan tenglamada a{z,y) # 0 bo‘ladi.

(39) tenglamada. erkli o‘zgaruvchilarni ixtiyoriy (qaytarituvchi) almashti-
ramiz:

¢ =¢(2,y), n=ulzy)
Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni quyidagicha hisoblah:

Uy = Uels + Upgllz, Uy = Uely + Uy,
Ugy = ‘E_i'u._,‘{ a3 2‘5:?7}37“1;.5 + nﬁump + f:mué + Nazthy,
Ty = g:zf-fyuﬁ.f + (f:tny + ‘Ey T }un& + Ny Uy, + ‘Ery?‘".i + Ny,
Uyy = 557%5 + 26y tge + 77,3“'7)'1 + Eyytig + My,
{39} tenglamaga qo‘yamiz. Natijada (39) tenglama

5u % 5% du Bu

alaéz‘Flea e A+cla 94-st,n, ’65’55):: (46)
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ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda
a1(€,m) = a&l + 268, + ek,

by [.‘5"7) = e + b(éz'r]y + ‘-fy”ur) + ny"?y,
cu(€,m) = an + 2bnemy + e,
u(€,n) = ulz(€,n), y(€, 1),

z =2z(£,n), y=y(§,n) almashtivish esa £ = {(z,y), 7 =n(z,y) ga teskari
almashtirishdir.

(40) xarakteristikalar tenglamasini
b+vV=-A b—+-A
a (Lul + ———%———wy) (wz + ———a———a,y) =0 (47)

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda A = ac — b%. Dastlab (39) tenglama
elliptik tipga tegishli bo‘lsin, ya'ni (z,y) nuqta atrofida A(z,y) > 0, shu
bilan birga v—4& = iVA.

Bu holda (47) tenglama hagigily yechimlarga ega emas. Shuning uchun
w(z,y) = &(z,y) +inlz, y)

deb belgilab olamiz. Agar (40) tenglamaning chap tomonini ¢ orqali belgi-

lasak, bevosita hisoblashlarni amalga oshirib,
=q1 — ¢; + 2tb (48)

bo'lishiga ishonch hosil qilish mumkin. Shunga muvofiq w(z,y) funksiyani

ushbu ikkita
_b+ivA

a

b—iVA
a

Wy - wy = 0,

Wy -+ wy Cl O (49)
tenglamadan birining yechimi sifatida izlash tabiiydir. Bu tenglamalarda w,
oldidagi koeffitsiventlar o‘zaro qo‘shma kompleks ifodalardan iborat. (49)

tenglama ikkita birinchi tartibli

ak; + b, — \/Z?).,J ={
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ans + by — ‘/ny =0 (50)

tenglamalar sistemasiga ekvivalentdir. (50) venglamalar Beltrami tenglamalari
deb ataladi.
Endi £ = &(z,y)va nn = n(a,y) sifatida Beltrami tenglamalarining yako-
biani .
9(&,m) 51)
Az, y)

bolgan yechimlarni olamiz. w(z, y) funksiya (40) xarakteristikalar tenglamasi-

ning yechimi bo‘lgani uchun (38) tenglik nolga teng bo'ladi. Bundan
ai = Cy, b1 =0

kelib chiqadi. (50) tenglamalardan &, va i, ni topib ay, by koeffitsiyentlar-

ning ifodalariga go'ysak,
.A
ap=c = 2+ ny) #0

bo'lishiga ishonch hosil gilamiz. (46) tenglamaning barcha hadlarini noldan
fargli bo'lgan
{‘*u + ”:J
ifodaga bo'lib, (42) tenglamani hosﬂ gilamiz.
Endi {z,y) nuqta atrofida (4) giperbolik tipga tegishli bo‘lsin, ya'ni A <
0, £(x,v), n{z,y) funksiyalar esa mos ravishda

f‘r 53 O R T — 0
& = §y

b—vA
a
tenglamaning (51) shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin.
Bu holda, {(52) ga asosan

Mg + ny =0 (52)

A
ap=c =0, b= 2;&7/"7?/ # 0.

Agarda &, = 0 yoki 7, = 0 bo'lsa, (52) asosan (51) yakobian nolga teng
bo‘ladi. {(z,y), n(z,y) funksiyalarning tanlanilishiga muvofiq bunday bo‘lishi
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mumkin emas. Shu sababli (&, y) nugta atrofida by # 0 bo'ladi. (46)
tenglama 2b; ga bo'lingandan so‘ng (44) ko‘rinishga keladi. @ =& +5, =
¢ — i almashtirish natijasida (44) tenglamadan (43) tenglama kelib chigadi.

Nihoyat A = 0, ya'ni (z,y) nugta atrofida (39) tenglama parsbolik
bolsin. &(z,y) sifatida

a€s + b6, =0 (53)

tenglamaning o‘zgarmas sondan fargli bo'lgan yechimini olamiz.

Bu holda a; = by = 0 bo'ladi. n(z.y) funksiyani shunday tanlab
olamizki, natijada ¢1(£,1) # 0 bo'lsin. Natijada, {(46) dan (45) tenglama
hosil bo'ladi.

Yuqorida hosil gilingan xususiy hosilali birinchi tartibli chizigli differen-
sial tenglamalar yechimlarining mavjudligi masalasi birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalar nazariyasi bilan uzviy bog'ligdir. Oddiy differen-
sial tenglamalar nazariyasidan ma’tumki, a, b, ¢ funksiyalar yetarlicha silliq
bo‘lganda xususiy hosilali chizigli tenglamalarning (50} sistemasi hamda (52)
va (53) chiziqli tenglamalar (39) tenglama bilan berilgan (z,y) € D nugtasi-
ning kichik atrofida yakobiani noldan fargli bo'lgan yechimlarga egadir.

Shu bilan (39) tenglamani (z,y) nugta atrofida, ya'ni lokal (42), (43) (
yoki (44)) va (45) kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin.

Misol Ushbu

Ugy + TUyy = 0

Trikomi tenglamasini Qzy tekislikning tenglama tipi saglanadigan sohalarida
kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

A = ac — b = z bo'lgani uchun, < 0 sohada tenglama giperbo-
lik, z > 0 sohada esa elliptik tipga ega. Dastlab giperbolik holni qaray-
lik. Bu holda xarakteristikaning differensial tenglamasi (dy)® + z (dz)”> = 0
yoki dy = ++/~xdz ko'rinishga ega bo'lib, u ikkite y + 2(—z)%? = const
va y — 2(—z)*? = const haqiqiy integrallarga ega. £ = y -+ 2(—z)%2,
n=y— %(—w)?’m almashtirishlarni bajaramiz. Buning uchun wu,. uy, %,

Uy, hosilalarnt £, lar orqali ifodalab, tenglamada uyy, u,, larning o‘rniga
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qo‘yamiz. Natijada

ni hosil gilamiz. (—z)g = %(& — 7) ekanligini inobatga olsak,

Ug — Uy
Uy — ——— =0, £ > 7.
T8l —n)
Bu qaralayotgan tenglamaning birinchi kanonik formasi. ¢, 75 lar o‘rniga
boshqa & = y, n = 2(—x)%? o'zgaruvchlarni kiritamiz. Yana wug, y, Ugs,

Uy larni f ,7 lar orqali ifodalab, tenglamani ushbu

Uy

=0
317)

YgE = g 7
ikkinchi kanonik formaga keltiramiz. Ravshanki, £ = 1+, 7= %({ -
n) almashtirishlar yordamida bu kanonik formalarni biridan ikkinchisiga

o‘tkazish mumkin.

Endi z > 0 sohani garaymiz. Bu sohada tenglama elliptik bo‘lib, xarak-

teristik tenglamaning ikkita kompleks-qo'shma. y + %ia®?

2:.3/2
31T

= const va 1y —
= const yechimlarini olamiz. Yangi o‘zgaruvchilarni £ =y, §j = 2z°/2
kabi tanlab, w,, uy, 4., w, larni yangi o‘zgaruvchilar orqali ifodalaymiz.
Natijada tenglamaning

U =
Ugg + Uy 5—’ =0,7>0

]

kanonik formasini hosil gilamiz.
z = 0 hol parabolik tipgs to‘g'ri keladi. Bunda qalayotgan tenglama
xususiy hosilali differensial tenglama sifatida gizigish tug‘dirmaydi.
Eslatm a. Osongina tekshirib ko‘rish mumkinki, birinchi para-
grafda keltirib chigarilgan bir, ikki va uch o‘lchovli issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamalari parabolik tipga, Laplas va Puasson tenglamalari elliptik tipga,

to‘lgin tarqalish tenglamalari giperbolik tipga tegishii bo‘ladi.
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2.1 Koshi masalasi va uning go‘yilishida

xarakteristikalarning roli

Bir jinsli bo‘lmagan tor, sterjen, membrana, uch o‘lchovli hajmlarning
tebranishlari hamda bir jinsli bo‘lmagan mmhitlards elektromagnit, elastik
va akustik to‘lginlarning tarqalishi kabi ko‘p tadbigiy masalalar 4-paragrafda

keltirib chigarilgan

5% ,

PoE = div (pVu) — qu + F(x,t) (54)
ko'rinishdagi tenglamalar yordamida ifodalanadi. Bundagi u(2,t) noma’lum
funksiya umnumiy holda n ta fazoviy « = (21, ..., Z,) koordinasalarga va t vaqt
o‘zgaruvchisiga bog'iqdir. p, p, g - keeffisientlar n ta fazoviy z = (@1, ..., Tn)
koordinatalarning funksivalari bo'lib, fizik jarayon sodir bo‘layotgan muhit-
ning xossalari bilan aniglanadi, ozod had F'(z,t) esa ta’sir gilayotgan tashqi
kuchlarning intensivligini ifodalaydi. (54) tenglamadagi div va V operator-

lari qatnashgan ifoda yig'indi ko‘rinishida quyidagicha yoziladi :

div (pVu) =Y o (pg;-l—)

i=1 i

(54) tenglama uchun (giperbolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha
qo'yilishi murnkin:

C?(R" x R,) NCY (R x R,), bu yerda R, = {t € th > 0} R, =

{!. e Rt > O} sinfga tegishli, (R™ x R.) yarim fazoda (54) tenglamani va
t=40da
ou
uit:-i.—() = uo(), _§£|t=+0 = uy(x) (55)

boshlangsch shortlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

5
p(—? = div(pVu) — qu + F(x,1) (56)

b5
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diffuziya tenglamasi uchun {parabolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha
qu'yiladi:

C*(R* x Ry ) N C (R™ x R,) sinfga tegishli, (R™ x R)0 yarim fazoda
(55) tenglamani ve t = 40 da

u|t=+0 = ug(z) (57)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) funksiya topilsin.
Koshi masalasini umumiy hol uchun ham go‘yish mumkin. Shu magsadda

x = (X1, ..., Tn) o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

n

}_‘ Aij(z)- e ‘_u, - ® (:L'.u, i ..... i) =0, = €Q. (58)

Bz,

i,7=1
kvazichiziqli differensial tenglamani qa,xaymlz (58) da barcha A,; koeffit-

sientlar va & funksiya uzluksiz hamda y A% (z) # 0 deb hisoblaymiz.
t,7=1
Quyidagi umumiyroq bo'lgan Koshi masalasini o‘rganamiz: yetarficha

sillig S := {z € R" | w(wy, ..., zn) = 0} sirt va bu sirtga urinma bo lmagan,
uning har bir nugtasida biror | yo‘nalish berilgan bo‘lsin. S sirtning biror
atrofida (58) tenglama va Koshi (boshlang‘ich)

| du

u| g = uo(Z), Bl = uy(z) (59)

shartlaring qanoatlantiruvchs u(z) funksiya {opilsin.

M i s o I. Sterjenning ko‘ndalang tebranish tenglamasi uchun u(z, 1)
funksiyaga nishatan S vazifasini t = ¢y vaqtda Oz o'qining [0, I] kesmasi yoki
butun Oz o°‘q o'ynashi mumkin. Bunda u.{h__‘”: ¢ = uo(z) shart t = ¢, vaqtda
Oz o'q ko'rsatilgan qismining u(z, o) = ue(x) siljishini bildiradi. Agar z,t
o‘zgaruvchilarning R? fazosida tanlangan S da Ot o‘qning musbat tomoniga

du

qaratilgan yo‘nalishni bersak, 5

= wuy(z) shart £ = #; vaqtda Oz
(z,£)eS
o‘qning ko‘rsatilgan gismida %“{(z,t(,) = ug(x) sterjenning ko‘ndalang siljish

tezligi ma’lum ekanligini bildiradi. Bu holda sterjenning ¢ > ¢y vaqtlarda S

ning bir yoqlama atrofida tebranishlari o‘rganiladi.
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R3 da sigilmaydigan suyuglik oqimi potensialini ifodalovehi Laplas tengla-
masi uchun § sirt sifatida, masalan, to'g'ri burchakli dekart koordinatalari
On12973 sistemasida Oxyzs tekislikni tanlash mumkin. u (27, x9, 23) |{.Z|,1.g,]:3)ES
= ug(z) shart 23 = 0 da potensialning u (2, T2, 0) = wp(x1, z2) giymatlari
ma’lum ekanligini bildiradi. Agar 21, 2y, Z3 o‘zgaruvchilarning R? fazosida

S (z3 = 0) ning barcha nugtalarida Oz3 o‘qga parallel yo‘nalishni bersak,

%77’ = u3(21, 22) shart Ox12e da oqim tesligi normal tashkil
() .Fex3)ES
etuvchisi '—‘”{,:—_“J = w1 (71, z2) oqim tezligi normal tashkil etuvchisi-

ning berilayotganinikaiTgiradi. Bu holda u(z) yechimni zz > 0 da yoki barcha
R? fazoda topish masalasi o‘rganilishi mumkin.

Boshlang'ich shartlar berilayotgan S sirt etarlicha silliq ekanligi va [
yo‘nalish bn sirtga o‘tkazilgan urinmada yotmasligi sababli, (59) shartlar-
dan foydalanib, S sirtda izlanayotgan funksiyaning barcha birinchi tartibli
hosilalarini topish mumkin. Eundi (58) tenglama va (59) shartlardan foy-
dalanib, S sirtda u(z) funksiyaning {(58) tenglamaning u{z) yechimi mavjud
deb faraz gilamiz) ikkinchi tartibli hosilalarni topish mumkinmi savolini
qo‘yaniiz.

Ta’rif. R”-n o'lchovli Evklid fazosidagi (n — 1) o'lchovli tekislikks,
gipertekislik deyiladi; n = 3 da gipertekislik oddiy tekislikdan, n = 2 esa
to'gri chizigdan iboratdir.

Avvalo, boshlang‘ich shartlar z; = ¥ gipertekislikda (R® - n o'lchovli
evkiid fazosidagl (n — 1) o'lchovli tekislik gipertekiskik deyiladi; n = 3 da
gipertekislik oddiy tekislikdan, n = 2 esa to*g'ri chizigdan iboratdir) berilgan

holni ko‘ramiz:

du

31'1 I]=I?

uizl:a:? = wo(z2,-..,Tn), = o1(Za,-- ., Zn), (60)

bu yerda ! yo'nalish sifatida normal olinyapti, (60) shartlar asosida z; = 29

gipertekislikda ‘.f;‘l hosiladan tashqari u(z) funksiyaning birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarini aniglash mumbkin. %‘z ni aniglash uchun (58) tenglamadan
1

foydalanishimiz kerak. Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:
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1) A]l(.’II?,.’Eg, o ,il,‘n) % 0, 2) A]](.’Eg,l‘z, - ,En) =0.

1-holda z; = z} 0 gipertekislikda 2 ;3:5 ni yagona ravishda aniqlash mumbkin;
2-holda esa aniglab bo‘lmaydi. Endi umumiy holni, ya'ni boshlang‘ich

shartlar biror S:

W(Z1, T2y Ln) =10

sirtda berilgan holni ko‘ramiz. S sirt atrofida zy, . . . , 2, o'zgaruvchilar o‘rnigs

yangi v, - - -, Yn O‘zgaruvchilarni

m=wi(z), yi=wlz), 1=2,...,n (61)

formulalar bilan kiritamiz.

Shu bilan birga, w;(z) funksiyalar yetarli silliq va (61) almashtirishning
yakobiani noldan farqli qilib tanlab olinadi. Yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan
(58) tenglamaning koeffisentlarini Ay, orgali belgilab olsak, Ay, = A teng-

likni e’tiborga olib, (58) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olish mumkin:

— B - () S ( ou du
A= — - Ape——+9 fL,u,,—m,,.,.,-,——--):O.
153 ZZ "0y kéz “By.dy. e T T
(62)
S sirt tenglamasi esa y; = 0 dan iborat bo‘ladi, ya’ni bu holda masala

avvalgi xususiy holga keladi:

ou

% :(Pl(yZ"")y’n.)'

n=>0

u‘m:():@f)(y?) :?/u),

Agar S sirt (58) tenglamaning xarakteristik sirti bo'lmasa, Ay # 0
bo‘ladi. Bu holda (62) tenglamaga kirgan barcha hosilalarni 3 = 0 da
hisoblash mumkin. Agarda S xarakteristik sirt bo'lsa, Ay, = 0 boladi.
Natijada (62) tenglamada 57 94 hosila ishtirok etmaydi. (62) dan boshlang‘ich

shartlarga asosan y = 0 bo' Iganda ushbu
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n

) o 0%, — _ _ O 83,
Z Aie M——_{”QLAICM(‘.)yﬁ_'_@ (y27‘-'=yn7"1007 (pl}—ﬁg inina’ 21 =0
ke=2 e=2 7o

By, oy" " By )

tenglik hosil bo‘ladi.

Bu tenglikdan agar S xarakteristik sirt bo‘lsa, boshlang'ich shartlarda
berilgan @y va ) funksiyalar o‘zaro boglangan bo'lib golishi kelib chiqadi.
Demak, xarakteristik sirtda boshilang’ich shartlarni ixtiyorty berilish mumkin
emas. Bu holda Koshi masalasi umuman yechimga ega bo‘lmasligi mumkin
yoki yechimga ega bo‘lsa ham u yagona bo‘lmaydi.

Yuqoridagi fikrlarning tasqigh sifatida quyvidagi misolni keltiramiz:

Mis ol Ushbu

8
dxdy

tenglamaning

ou
tlyess = 20(@)s 5 el
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Ravshanki, & = zy = const, y = y = const to'g'ri chiziglar oilasi,
jumladan y = 0 ham berilgan tenglamaning xarakteristikalaridan iborat.
Demak, boshlang'ich shartlar xarakteristikada berilyapti. O‘rganilayotgan

tenglamaning umumiy yvechimi

u(z,y) = filz) + foly)
dan iborat. Umumiylikka ziyon yetkazmay fa(0) = O deb hisoblashimiz

mumkin.

Boshlang'ich shartlarga asosan

Oy

Agar @1{x) # const bo'lsa, oxirgi tenglikning bajarilishi rnumkin emas,

= fz'(y)'y:w = p1(z).

ul,_o = fi(2) = po(2), :
y=+

bu holda Koshi masalasi yechimga ega bo‘lmaydi.
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Shunday yilib, ¢1(x) = const = a bo‘lgandagina Koshi masalasi yechimga
ega, bo'lishi mumkin. Bu holda fs(y) sifatida ushbu funksiyani olishimiz

mumkin:

foly) = ay + c(y).
bu yerda c(y) funksiya C?*(y > 0) sinfga tegishli va ¢(0) = ¢/(0) = 0 shart-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya.
Agar po(z) € C? bo'lsa, Koshi masalasining hagigatdan yechimi mavjud

bo'lib, u yechim

u(z,y) = po(x) + ay + c(y)
formula bilan aniglanadi, lekin yechim yagona emas.

Matematik fizika tenglamalari uchun qo‘yilgan masalalar aniq fizik jara-
yonlarning matematik modeli bo'lganligi sababli, bu masalalar quyidagi shart-
larga bo‘ysunishi lozim:

a) biror M; funksivalar sinfida yechim mavjud bo‘lishi,

b) biror M, funksiyalar sinfida yechim yagona bo‘lishi,

c) yechim berilganlardan (boshlang‘ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar-
dan, ozod haddan, tenglama koeffitsientlaridan va shu kabilardan) uzluksiz
bog'liq bo'lishi zarur.

u yechimning berilgan 4 funksiyadan uzluksiz bogligligi quyidagini bildira-
di: faraz gilaylik berilgan 4y, k& = 1,2, -+, funksivalar ketma-ketligi © ga
biror ma'noda yaginlashsin va w., k = 1,2, - - - , u— masalaning mos yechim-
lari bo‘lsin. U holda mos ravishda tanlangan yaginlashish ma’nosida & — oo
da u, — u bo'lishi kerak.

Masalalards berilgan funksiyalar, odatda, tajriba asosida aniglanadi, shu-
ning uchun ham ularni absolyut aniq topish mumkin emas. Demak, bu
funksiyalarda biror xatolikning bo'lishi tabitydir. Bu xatolik o'z navbatida
yechimga harn ta'sir ko'rsatadi. Masalalarni tekshirishda, yechimning mavjud-
ligi va yagonaligidan tashqgari berilgan funksiyalardagi xatoliklarning yechimga
sezilarli ta’sir ko‘rsatmasligi, ya’'ni yechimning berilganlardan uzluksiz boglig-

ligi muhim ahamiyat kasb etadi.
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Yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvehi masala My 0 My funksiyalar sin-
fida korrekt go‘yilgan masala yoki to'g'ridan-to‘g'ri korrekt masala deyiladi.
a)-c) shartlardan kamida bittasi bajaritmasa ham masala korrekt go ‘yilmagan

masale deyiladi.

2.12 Koshi - Kovalevskaya teoremasi va Adamar
misoli

Oddiy differensial tenglamalar va tenglamalar sistemasi nazariyasida Koshi
masalasi yechimining lokal mavjudlik va yagonalik teoremalari (Pikar teore-
malari va uning analoglari) yaxshi ma’lum. Ushbu bandda biz o‘xshash
teoremani xususiy hosilali tenglamalar uchun keltiramiz. O‘rganiladigan
tenglamalardagi nomaTum funksivalar n + 1 o'zgaruvchiga bog‘liq bo‘lib,
bulardan bittasini ¢ orgali, qolganlarini esa z = (2, ..., %,) orqali belgilab

olamiz. Avvalo ikkita ta’rif kiritamiz.

T a’rif N tanomalum uy,...,uy funksiyali ushbu
r':)'é-’ g o =
ki =15 (m7tau17 cey UNy ey Dr- ,D__..’LL,:, = ) (63)
1 =12,...,N

differensial tenglamalar sistemasining o‘ng fomonidagi ; funksiyalarda ¢
o‘zgaruvchi bo'yicha k; —1 dan yugori tartibli boshga o‘zgaruvchilar bo‘yicha
k; dan yugori tartibli hosilalar ishtirok etmasa, ya’ni ap + a1 + ...+ a, <
ki, o < ki —1 bo'lsa, (63) sistema t o‘zgaruvchiga nisbatan normal sistema
deyiladi.

Masalan, to‘lgin tenglamasi, Laplas tenglamasi, issiglik tarqalish tenglamasi
har bir z o‘zgaruvchiga nisbatan normal tenglanadir, bundan tashgari to'lqin
tenglamasi ¢t ga nisbatan ham normal tenglamadir.

Ixtiyorly xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasini umuman
{63) ko'rinishga keltirish mumkin emasligini eslatib otamiz.

Ta’'rif. Agar f(z), z = (24,...,%,) funksiya, z5 nugtaning biror

atrofida tekis yaginlashuvchi
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, o — D f(xq) ]
fz)= ) Colz —x)" = ) ———(z— o),
Ca = Ca;,...‘n,- 3 (I - 1;0)“ = (J’-l - 5501)(“ s ($] = won)u“

darajali gator bilan ifodalansa, u zy nugtade analitik funksiya deyiladi. zg
nugta kompleks bo'lishi ham mumkin.

Agar f(z) funksiya G sohaning har bir nugtasida analitik bo'lsa, u G
sohada analitik deyiladi.

t ga nisbatan normal sistema uchun Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi:

(63) sistemaning t =ty da ushbu

Ay

oy =wuplz), k=01 ... 51 4=1,2,... N (64)
Ad8 R

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi wuy, ..., uy yechimi topilsin. Bu
verda () - biror G C R™ sohada berilgan funksiyadir.
Berilgan (64) boshlang'ich shartlarga asosan ®; funksiyalar ishtirok eta-

yotgan barcha hosilalar t = 3 va ¢ = 2y da ma’lum bo'ladi, masalan

Dgui(z, t)'t=t0;1=$c = D%yo(z0), D" D'JI'TT"""!';r_.tu..-x_.r,, = D*Pjag(0)-

Xususan, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning

normal sistemasi

Ou; (! duy Oun .

— =D T Uy UN, =y — ], t=1,2,... N 65

at ' \r' e N a4 d:r.,,) o (65)
ko'rinishda bo‘ladi. Bunda tenglamalarning o'ng tomoni noma’lum funksiya-
larning ¢ bo'yicha hosilasiga, boshqa o‘zgaruvchilar bo‘yicha birinchi tartib-
dan yugori bo‘lgan hosilalarga bog'liq emas. Birinchi tartibli normal sistema

uchun boshlang'ich shartlar

uilnzto =gpplz), 1=12,...,N
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ko'rinishga ega bo‘ladi. Bu shartlarsa ko'ra, (65) sistema o‘ng tomonidan @,

funksiyalarning argumentlari (zg, t9) nugtada darhol aniglanadi.

Koshi-Kovalevskaya teoremasi. Agar barcha gu(z)
funksiyalar zo nuqtaning biror atrofida analitik, ®;(z,%,..., %, 0. ---)
funksiya esa (zg,%0, .- ., D%@ige(Z0), - . -) nugtaning biror atrofida analitik
bo'lsa, u holda (63), (64) Koshi masalasi (zg,%y) nugtaning biror atrofida
analitik yechimga ega bo‘ladi, shu bilan birga bu yechim analitik funksiyalar
sinfida yagona bo‘ladi.

Bu teorema analitik funksiyalar sinfida Koshi masalasining yechimi yetarli
kichik sohada mavjud va yagona ekanligini tasdiglaydi.

Analitik bo‘lmagan, lekin yetarli silliq funksiyalar sinfida (63), {64) masala
yechimining yagonaligi Holmgren tomonidan isbotlangan. Koshi - Kovalevska-
va teoremasining tola isbotini R. Kurantning kitobidan o‘gib olish mumkin.

Shuni aytish lozimki, Koshi - Kovalevskaya teoremasi (63), (64) masala-
ning korrekt go‘yilganmi yoki yo‘aligi haqidagi savolga to‘liq javob bera ol-
maydi: birinchidan, masalaning bir qiymatli yechilishini (29,%o) nuqtaning
biror atrofida (lokal ma’noda) ifodalaydi; ikkinchidan, teoremada yechimning
berilgan funksiyalarga uzluksiz bog'ligligi hagida hech narss deyilmayapdi.
Quyidagi misol, agar (63) tenglama o‘rniga elliptik tenglama qaralganda,
yechimmning boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog'liq emasligini ko‘rsatadi:

Adamar misoli.

Tkki o'lchovli Laplas tenglamasini

Pu Py

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki, bu normal tenglama va u uchun ikkita
Koshi masalasini qo‘yamiz:
. = Ou| -0
1) ula:1=0 T Oz in =0

y = (. & .

2) u’tzl:() =0, I Ia;I:O 1l

Yetarlicha katta k lar uchun bu boshlang'ich shartlar, mos ravishda, bir

1 sin(kx,).

- biriga istalgancha yaqin ekanligini payqash ¢iyin emas. Shu bilan birga, bu
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masalalar yechimlari bo‘lgan
u'(xy,20) = 0

va

iz, 2) = %sin(kazg)sh(kml),

bu yerda shz; = gpkz;ﬁgiz—!) - giperbolik sinus, (yechim ekanligi to‘gridan -
to‘g'ri tekshiriladi) funksiyalar yetarlicha katta k larda z; > 0, z2 € R lar
uchun bir - birigan istalgancha katta miqdorga farq qiladi.

Ushbu kitobda korrekt qo‘yilgan masalalar o‘rganiladi.



3-Bob. Fundamental yechim.

Koshi masalasi

Oldingi bobdada ko‘rilgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun
boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni ifodalovchi funksiyalar etarlicha silliq
bo‘lganda mos masalalarning klassik yechimi tushinchasi kiritildi. Ammo
fizik masalalarda hamma vagt ham bu funksiyalar etarlicha silliq bo‘lavermaydi.
Agar boshlang'ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar uzluksiz va kerak-
licha diffrensiallanuvehi bo‘lmasa. masalaning differensiallanuvchi yechimi
mavjud bo‘lmasligi ham mumkin. Bunday hollards differensiai tenglamalar-
ning wmumlashgar yechimi tushunchasini kiritish muhim ahamiyatga egadir.

Bu tushunchani oddiy differensial tenglamalar uchun aniglashdan boshlaymiz.

3.1 Oddiy differensial tenglamalarning
umumlashgan yechimlari va fundamental

yechim tushunchasi

Ushbu

Iy(@) = 3 pla) () = (2) )
k=0

ko‘rinishdagi silliq koeffitsientli (p,(z) # 0) n—tartibli chizigli oddiy diffe-

rensial tenglamani garaymiz.

T a’rif nmarta uzluksiz differensiallanuvchin va (1) tenglamani

ganoatlantiruvehi y(z) funksiyaga bu tenlamaning klassik echimi deyiladi.



Oddiy differensial tenglamalarning umumlashgan yechimlars 131

T a’rif. L operatoriga qo‘shma operator deb quyidagi tenglik bilan

aniglanuvchi L* operatoriga aytiladi:

n

k
L(@) = Y (-1 (oy(a)

k=0

Ta’'rif (1) differensial tenglamaning umumlashgan yechimi deb,
ixtiyorly o(x) € D(R) uchun

(y(x), L*¢(2)) = (f(2), v(x))

tenglik (integral ayniyat) ni qanoatlantiruvchi y(z) funksionalga aytiladi.

L e m m a. a) klassik yechim umumlashgan yechim hamdir; b) n marta

uzluksiz differensialga ega bo'lgan umumlashgan yechim klassik yechim hamdir.

Isbot. Lemmaning isboti silliq yechimlar uchun bo‘laklab integrallash

yordamida olinadigan quyidagi ayniyatlardan kelib chigadi:

(2, L*0()) = / y(@) (Lp(z)) do = / (Ly(e)) ole)d =
R

R
- @)@ = @), @)
R
T asdiq. y'(z)=0 tenglama faqat klassik yechimga ega.
Isbot. [ o(z)dz = 1 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy po(r) & D(R)
R
funksiyani tayin qilamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy ¢{z) € D{R) funksiyani p(z) =
¥'(z) + epo(x), bu verda 1(z) € D(R) va ¢ = [ p(z)dz, ko'rinishda yozish
R

mumkin. Hagigatan ham, bu tenglikni ¥'(z) ga nisbatan yechib va so‘ng

‘ntegrallab,
plz) = v(-c0)+ [ wlt)it—c [ ety

ga ega bo'lamiz. Bundan 9 (z) funksivaning cheksiz differensiallanuvchanligi

kelib chiqadi. 3(—00) = 0 deb olamiz. ¢(z) va wo(x) larning finitligidan,
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yetarlicha katta M uchun z < —M larda 4(z) = 0 kelib chiqadi. Shu-
ningdek, z > M lar uchun

M

M .
PW(M) = / w(t)dt — c/ wo(t)dt = / e(t)dt —c=0
R

—00
—00

tenglik o'rinli, ya'ni ) (x)— finit funksiya. Shunday qilib, ¢(z) € D(R).

y'(z) = 0 tenglamaning ixtiyoriy yechimi uchun

(y(@), o(2)) = (y(z), ¥'(2) + cpo(z)) = (¥ (2), =¥(x)) + c (y(@), po(z))

tengliklar bajariladi. Bu yerda y/{(x) = 0 tenglamaga asosan, birinchi go'shiluvchi
nolga, ikkinchi qo‘shiluvehi (y(z), wo(z)) esa po(z) ga bo'glig bo'lgan o'zgarmasga
teng. Shunday qilib, bu o‘zgarmasni ¢y orqali belgilab, quyidagiga ega
bo‘lamiz: :
(0o, o(0)) = 0 = <o [ ele)ds = (o, (@)
B

va'ni y(z) = ¢y = const. Tasdig isbot bo'ldi.

M is ol zy(z) = 0 tenglamani qaraymiz. Ma'lumki, bu yerdan
y'(z) = c16(z). e;— ixtiyoiy o‘zgarmas, chunki 1-bobdagi (15) formulaga
asosan umumlashgan funksiyalar ma’nosida ¢;zé(z) = 0. ¥'(z) = 16(z)
tenglamaning xususly yechimi y(z) = ¢;0(z) dan iborat. Unga mos keluvehi
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi ¢y = const ga teng. Shuning uchun

y(z) = e18(z) + ¢a.

Misol zy'{z)+ (1~ Xylz) = 0 tenglamani qaraymiz. Bu Eyler
tenglamasidir. Ma’lumki, uning klassik yechimi yu(z) = 2'~* dan iborat.
Bu tenglama ganday umumlashgan yechimlarga ega degan savol tug'iladi.
y(z) funksiyaning yugori tartibli hosilasi oldidagi koeffitsient nolga fagat
z = 0 da erishgani uchun, winumlashgan yechimni 6 — funksiya va uning hosi-
lalarining chiziqgli kombinatsiyasi ko‘rinishida gidirish magsadga muvofigdir.
207 = —ps®=1) ekanligidan, —p — A = 0 tenglikni qancatlantiruvchi, biror
manfiy bo‘'lmagan butun p va musbat be‘lmagan butun A sonlari uchun

bunday yechim maviud. Bu yechim ggeq(z) = 6" (z), A < 0 ga teng.
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Bu funksiyaning umumlashgan funksiyalar ma’nosida tenglamani ganoat-
lantirishi to‘gridan-to'g'ri ko‘rsatiladi.

T a’rif. L operatorning fundamental (elementar) yechimi deb
Le(z) = o(x)

tenglamani ganoationtiruvchi £(x) umumlashgan funksiyago aytilads.

Ravshanki, fundamental yechim unga bir jinsli Ly(z) == 0 tenglamaning
ixtiyoriy yechimini qo‘shgan bilan o‘zgarmaydi.

Misol L = fT_ — 1 operatorning fundamental yechimi e(z) =
&(x) sinh(z) bo'lishini ta’rifdan foydalanib, osongina ko‘rsatish mumiin. Birog
bu yechimdan bir jinsli Ly(xz) = 0 tenglamaning yechimi y(z) = (1/2) exp(z)
ni ayirib, uni simmetrik

1
Y = =]
e(z) = ——e
ko'rinishga keltirish ham mumkin.

Keyinchalik biz €|;<0 = 0 shartni ganoatlantiruvchi e (z) fundamental
yechimlarni qaraymiz.

Tasdiq. y(z)=(e* f)(z) vig'ma (agar u mavjud bo'lsa) Ly(z) =
f{z) tenglamani qanoatlantiradi.

Hagiqatan ham,
L(e * f)(z) = (Le) (z) » f(z) = (0 = f) (z) = f(=).

Masalan, y"(z) — y(z) = f(z) tenglamaning xususiy yechimi bo'lib

Ypur (T) = /‘&'(t}f(:g: —1)dt = /sinh(t)f(z‘ —t)dt
J
B 0
yoki
1
ypur(l> =75 eAItlf("E —t)di
2 T{

funksiya xususiy yechimidir.
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p,(0) # 0 shart bajarilganda, (1) tenglamadagi L operatorning funda-
mental yechimi hagida quyidagi tasdiq o'rinli:

T asdiaq. (1) L operatorning n > 2 uchun fundamental yechimi
quyidagidan iborat: e,(z) = u(z), agar ¢ > 0 va e (z) = 0, agar £ < 0

bo'lsa; bu yerda u(z) funksiya
U(O) =N U’(O) = 0, u(""z)(O) = O, u(”' ”(U) — ]_/pn((])

boshlang‘ish shartlarni qanoatlantiruvchi bir jinsli Lu(z) = 0 tenglamaning
xususiy yechimi.
Isbot. Ko‘rinib turibdiki, £, (z)— bo‘laklari sillig regulyar umumlash-
gan funksiya va u uchun &, (z)|e—o = €,(2)lg=0 = . = €5 %(Z)|z=0 = 0,
£ Hx)|ym0 = 1/pn(0) shartlar bajariladi. Binobarin, e.(z) ning klassik

hosilalarini figurali qavslar bilan belgilab,

4 (@) = (£, @)} + 1 @lenod(@) = {4 (2)},

dz
dd_z;~+(x) = {1 (2)} + &, (z)|+=00(z) = {e" ()},

et = {47 @) )+ ) cll) = {7 x>}

dn o (n .
d'L”EJf (-E) { (17)} +e; ( )|T=0(5(.’L { J;)} + ol z)
tengliklarga ega bo'lamiz. Natijada,

_ .”!: } < s
Le, = Lu(z) + —— PnLU] d(z) = é(z)

ifodalar tasdiqni isbotlaydi.

Ushbu paragrafning so‘nggi misolidagi aynan sinh(z) funksiya, yugoridagi
tasdigning boshlang'ich shartlarini qanoatlantiruvchi u(z) funksiya bo‘lib
xizmat giladi.

Endi (1) tenglama uchun pi(z) € C*{R.}, Ry = {z € Rlz >0}, i =
1,2, ....n va py(z) # 0 shartlar bajarilganda ushbu
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Ly(z) = f(z), Ym0 =w. i =1,2...,n — 1 2)

Koshining klassik masalasini qaraymiz. Masalaning yechimini z € R, lar
uchun quramiz.

Quyidagi masalani go‘yamiz: z > 0 larda (2) Koshi masalasining yechimi
bo‘lgan va £ < 0 sohaga nolgu teng qilib (uwmuman olganda silliq emas)
davom ettirilgan y,.(2) funksiya topilsin. Xuddi shu tarzda f.(z) funksiyani
kiritamiz, birog davom ettirilgan funksiyalar uchun oldingi belgilashlarni
goldiramiz: yy ~~ vy, fy ~= f. Buumurnlashgan funksiyalar qanday tenglama-
ni ganoatlantirishini ko‘ramiz. Yucoridagi kabi uroumlashgan hosilarni hisob-

laymiz:

¥ (2) = {¥'(2)} + vod(x), v'(x) = {y"(2)} + yod' (z) + md(z),

i—1

y9(@) = {30@)} + 34,6 (a),

7=0
bu yerda figurali gavslar bilan klassik hosilalar belgilangan. Bu formulalarni

(2) tenglamaga go‘yib,

n—1
Ly(x) = {Ly(x)} + ZQO@ (z) =
7=0
n-1 N n--i-1
=] J’(J] -+ Zf-;.i“:'[.r')_, ¢, = Z—‘ Deyj1 (.’L)T,’J (3)
=0 §=0

tengliklarni hosil gilamiz.
Shunday qilib, quyidagi ta'rifga kelamiz:
T a’rif (3)tenglamadan y(z) funksiyani topish masalasiga L oper-

abori uchun umumlashgan Koshi masalasi deyiladi.

Umumlashgan Koshi masalasi fundamental yechim yordamida hal qili-

nishi mumkin:

n—1 n—1
ylx) = (f(l) +Lq5(‘)(x) er* flz)+e, *} ¢ (5()(:1:)

=0 =0
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Yigmaning
n—1 n—1
erx Y ab(@) =3 ae,»50()
= =

xossasiga ko'ra

y(z) = \f (z) + U“)(l‘)) :

bunda u(z)— so‘nggi tasdigda keltirilgan Lu(a:) = 0 tenglamaning xususiy
yechiml.

(2) masalaning xususiy, yani f(z) = 0, o = y1 = ... = Yp2 =
0, Y1 = 1/p,(0) tengliklar bajarilgan holini garayrmiz. Ma'lumki, umum-
lashgan yechim

Ly(z) = é(z)

tenglamani umumlashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantiradi. ylyco =0
shartni hisobga olsak, bu yechim fundamental yechim e ekanligini ko'rish
qgiyin emas. Bu g, funksiyani Ly(z) = 0 tenglamaning ey |mp = 0, &/, [z=0 =

(n~‘7} [n—1)

0,.., lp=0 = 0.4 |g=o = 1/0a(0) shartlarni qanoatlantiruvchi Koshi

magalasining yechimi sifatida qarashimiz mumkin.

3.2 Xususily hosilali differensial tenglamaning
umumlashgan yechimi tushunchasi.

Fundamental yechimlar
(£ R™ sohada m—tartibli chizigli

Lu = Z a,(2)D% = f(x) {4)
lal<m
xususiy hosilali differensial tenglamani qaraymiz. a,(z) koeflitsientlar yetar-
licha sillig funksiyalar bo'lsin.
Ma‘lumki, bu tenglamaning klassik yechimi deb € sohada (4) tenglikni
ganoatlantiruvehi barcha D%y, e < m] hosilalari bilan uztuksiz bo‘lgan u(x)

funksiyaga. aytiladi.
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Tarifdan ko‘rinib turibdiki, (4) tenglamaning har qanday o‘ng qismi
uchun ham yechim mavjnd bo‘lavermaydi. Yechim mavjud bo'lishi uchun
f(z) funksiya hech bo‘lmaganda uzluksiz bo‘lishi zarur. Differensial tenglama-
larning tadbiqi nugtai nazaridan bu talab juda ko‘p hollarda bajarilmaydi.
F{z) funksiya fizik jarayonni go‘zg'atuvchi tashgl manbalarni ifodalaydi. Shu
sababli n, masalan, uzilishga ega bo'lishi mumkin. Ko'p hollarda tashgi
manba R” da z¥ nugtaning biror atrofida jamlangan bo‘ladi. Bunday man-
balarni f(z) funksiya sifatida §(z —z0) delta-funksiyani olib modellashtirish
qulaydir. Shuning uchun (4) tenglamaning, umuman aytganda, umumlash-
gan f(z) funksiyaga mos keluvchi yechimini qarash magsadga muvofiqdir.
Tabiiyki, bunda yechim ham umumlashgan funksiya bo‘ladi.

Ushbu ¢(z) € D(R"), suppp(z) C Q funksiyalarni kiritamiz. Bunday
funksiyalar sinfini D(Q) bilan belgilaymiz. (4) tenglamani ¢(z) funksiyalarda

garab, quyidagilarni hosil gilamiz:

(£0) = ( Y aa@Dup) = Y (@Duyp) = 3 (Dua00) =

|| < x| < lovi<m
= Y (=1)"(w, D*(aap)) = (1:, (=)D (auy)).
|| <

T a’rif wulz)umumlashgan funksiya (4) tenglamaning ) sohada
umumlashgan yechimi deyiladi, agarda har qanday @(z) € D(2) uchun
(fip) = (u, Z (=1)*pe [r':.uc,f,“}) (5)
Jej<m
tenglik o‘rinli bo‘lsa. L orqali (4) tenglikning chap tomonidagi differensial
operatorni belgilaymiz:
L= Z a(z) D" (6)
|| <m
Le=Y (-1)FD(aey)
|er|<in
tenglik bilan aniglangan L* operatorni Lagranj ma’nosida L operatorga qo‘shma
operator deyiladi. Kiritilgan belgilashlar yordamida (5) tenglikni quyidagicha,
yozish mumkin:

(f) <p) - (’LLJ L‘¢)'
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T a’rif Agarixtiyoriy ¢ € D(Q) va 2% € Q tayin nuqta uchun
p(a®) = (G, L)
tenglik bajarilsa, yoki G(z,z°) funksiya (4) tenglamaning
flz) =d(z —2°), 2" € O

bo‘lgandagi vechimi bo'lsa, G(z,2%), z € , 2° € Q umumlashgan funksiya
L operatorining ) sohadagi fundamental yechimi deyiladi.
Misol n=10=R holsin. Bevosita umumlashgan hosilalarni

hisoblab, ishonch hosil qilish mumkinki,
G(z,2% = (z — £98(z — 2°)

funksiya

Ull) =6z —2"), 2 €R
differensial tenglamaning, binobarin L = di;f differensial operatorning fun-
damental yechimidir.

(6) differensial operator fundamental yechimining mavjudligi o‘zgarmas
a,, koeffitsientlar holida va ikkinchi tartibli giperbolik, elliptik, parabolik
turdagi operatorlar uchun esa a,(zr) funksiyalarga go'yilgan ancha umumiy
farazlar bilan isbot gilingan.

Qayd qilmoq lozimki, L differensial operatorning fundamental yechimi bir
giymatli aniglanmaydi. Haqiqatan ham, agar G(z,2") fundamental yechim
bo'lsa, u holda

G(z,12°) = G(z,2°) + g(z)
funksiya ham L operatorining fundamental yechimi ho‘ladi, bu yerda Lg = 0.

Xususan, yuqorida keltirilgan misolda
(z — 290(z — 2% + e12 + e,

bu yerda ¢, ca— ixtiyoriy o‘zgarmaslar funksiva, hamn fundamental yechim
bo‘ladi.
L operator o‘zgarmas koeflitsientli bo‘lgan holda fundamental yechimni

z, 2" nuqralarning 2 — 2° kombinatsiyasiga bog'liq holda tanlash mumkin,
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ya'ni G(z,2°%) = Gi(z — 2°). Bu faqgat L differensial operatorning z — 20 =

y o‘zgaravchilarni almashtirishga nisbatan invariantligi natijasida namoyon
bo'ladi. Bu holat L operatorning koeffitsientlari z ning biror koordinatasiga
bog'lig bo‘lmaganda ham o‘rinli. Masalan, L operatorning koeffitsientlari x;

ga bog‘liq bo'lmasa, fundamental yechimni
Gz, 2% = Gi(x1 — 23, %, %), T = (22,...,20), T° = (23, ...,20)

ko'rinishda tanlash mumkin.

Q soha R™ bilan ustma-ust tushganda (6) tenglik bilan aniqlangan L
operatorning G fundamental yechimi yordamida (4) tenglamaning yechimini
hosil qilish mumkin.

Teorema. f(zx) € D'(R") funksiya uchun G * f yig'ma mavjud
va D' (R™) sinfga tegishli bo'lsin. U holda (4) tenglamaning yechimi D’ (R")
sinfda mavjud va

u=Gxf (7)

formula bilan aniglanadi.

Bu yechim G funksiya bilan yig'masi mavjud bo‘luvehi D' (R”) dan olin-
gan funksiyvalar sinfida yagonadir.

Isbot. 1-bobning 8-paragrafidagi yig‘mani differensiallash formulasiga
ko'ra va ¢ fundamental yechimning umumlashgan funksiyalar ma’nosida

LG = §(z) tenglamani qanoatlantirishini inobatga olib

LGxf)= > aD*(Gx*f)=

o <ane

laj<m /
tengliklarni hosil gilamiz. Bu esa, hagiqatan ham, (4) tenglamaning yechimi
u = G * f bilan berilishini bildiradi.
Bu yechimning G funksiya bilan yig‘masi mavjud bo‘luvchi D' (R™) ga
tegishli funksiyalar sinfida yagona bo‘lishini ko‘rsatish uchun (4) tenglamaga

mos keluvchi bir jinsli Lu = 0 tenglamaning fagat nol yechimga ega bo‘lishini
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ko‘rsatish yetarli. Hagiqatan ham,
w=u*x0=ux LG =LuxG=10.
Teorema isbotlandi.

Agar (4) tenglama © € R™ sohada qaralib, G(z, z%) funksiya L opera-

torning fundamental yechimi bo‘lsa, u holda tenglamaning yechimi

ulx) = fG(i'.x:t]')f(;trn}(izg
a

formula bilan aniglanadi.

3.3 Differensial operatorlarning fundamental

yechimlari

Mazkur paragrafda wmumlashgan funksiyalar nazariyasi oldingi bobda
keitirib chigarilgan tadbigiy masalalarda ko'p uchraydigan xususiy hosilali
differensial tenglamalarning fundamental (elementar) yechimlarini topishda
hamda to'lqin va issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun Koshi masalasi-

ning yechimini qurishda qo‘llaniladi.

3.3.1 Bir o‘zgaruvchili chiziqli differensial
operatorning fundamental yechimi
Bir o‘zgaruvchili n—tartibli o‘zgarmas koeflitsientli

mn n—1

b= ™ +a1dt" e +illa

operatorning fundamental yechimi
H(t) = 0(t)Z(t)

formula bilan ifodalanishini ko‘rsatamiz. Bu yerda, Z(t) bir jinsli LZ = Q

tenglamani va

Z(0) = Z'(0) = --- = Z"(0), Z"V(0) =1
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boshlang'ick shartlarni qanoatlantiruvchi funksiya. H(¢) funksiya funda-

mental yechim bo‘lishi uchun uning
LH = 6(t)

tenglamani qanoatlantirishini ko‘rsatish zarur. Hagigatan ham,

d H} {(_’ Loz + 0z () =00 Z'(1), (9(t) = b(2)),
dh‘;{l’) U“JZ{:I 1;”) d" ::{” (f)+9(t)Z(ﬂ)(f)
tengliklardan

LH =0()LZ + 6(t) = é(¢)
ekanligi kelib chigadi.
Xususaii,
H{t) = 0(t)e ™ (8)

sin af

H(t) = 6(t)

(9)

€l
funksiyalar mos ravishda

-d +a -di +a?

dt 7 dt?
differensial operatorlarning fundamental yechimi ekanligini ko‘rish givin emas.
Masalan, agarda a = 0 bo‘lsa, u holda bu yechimlar mos ravishda 6(¢) va

t0(t) lardan iborat bo'ladi.

3.3.2 Issiqlik o‘tkazuvchanlik operatorining

fundamental yechimi

8H y
—; ~CAH =8(z,1), s ER", A= Z

tenglamaning yechimini topish uchun Furye almashtlrlshldrm foydalanamiz.

(10)

ar?

(10) tenglikka = bo'yicha F, Furye almashtirishini qo'llab,

E[2T] - @ RIAH] = s, 0)
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quvidagi formulalardan foydalanamiz:

Fild(w,t)] = Fyl8(x)3(t)] = F8](£) - 6(8) = 6(3),

re H P ,
] = — '2 o
'“{ ot } a Fi[H), FlAH] [E1°FL ]
Natijada, H(€,t) = Fp[H){¢, ) nmumlashgan funksiya uchun
—a— + lEPH(E ) = 6(t)

8H(E 1)
e
tenglarmaga ega bo‘lamiz. (8) formulaga asosan bu tenglamaning yechimi

H(E, t) = O(t)e 1 (11)

funksiyadan iborat bo'ladi. H{z,t) funksiyan: aniglashda 2-bobning (7) for-

mulasidan kelib chiquvehi

o] = (21) P [eler] =
=

1 —a?J¢Pt4a(e 1 - —(a&; V) ik,
e /6 EPeHED) g = WH/Q (Vi titsrsge, —
2m)"

R»

SR | L R W -
2m)» AL ot 2a/7t)"
F=1

tengliklarni e’tiborga olib, (11) formulaga Furyening teskari almashtirishini

go‘llaymiz:

e s i o) et
H{z.t) = P! N = ol Pt—ilt) gg — 1o
(.0) = (e 0] = o [ et = 00

Shunday qilib, issiglik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi
b(t)

-
H(z,t) = (2@/%?)"6

o

formula bilan ifodalanadi.
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3.3.3 To'lgin operatorining fundamental yechimi
O Hy = d(z,t)

. . a . .
tenglumani qaraymiz, bu yerda O, = %5 — a’A - to'lgin operatori. Bu

tenglikka Furye almashtirishini qo‘llab, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

) .' -
PHAED) |, (e, 0) = 8(0), Fu(eot) = i)
(9) formulaga asosan
= sin a|¢lt
(6, t) = 6(t .
o(6.t) = 80T
Bu yerdan esa
L_iTsinal&lty
H(a,t) = Fy [Hale, 0] = 00| m{‘* (12)
n=3bolsin. F;'[22) i hisoblashda
Fi5(at — z|)] = dmat— alélt (13)

(3]
formuladan foydalanamiz. Buning uchun (13) fenglikning o‘rinli ekanligini

ko‘rsatamiz. Hagigatdan ham,

Plo(at — al)] =

/(5(at — |eNei W dy = / e HES)ds = (at)2/ HEs) g =
S

n 2w

at)z/ / ¢te1eosb sin 9dfdy = dra ml[g:ﬂt,
00

bu yerda Sy = {z : {z| = at}. (12) formulaga teskari Furye almashtirishini

go'llab,

0(t) (t)

e St ~jaP) (4

uch o‘lchovli to'lgin operatorining funda.mental ye(..hlmini hosil gilamiz. Bu

Hj(z,t) =

(at — |z)) =



144 Fundamental yechim. Koshi masalasi

umumnilashgan funksiyadan quyidagi qoida bo'yicha foydalaniladi:

(Hs(z, t), p(z, 1)) = ﬁg/(a(at - |z}), ¢(=, t))d?t =
0

0(.

mlr—-\

/ o, 1)dS,dt, o(z,t) € D(RY).

|z|=at

47ra
0

Shunga o‘xshash to‘lgin operatorining fundamental yechimlarini mos ra-

vishda n = 1 va n = 2 lar uchun hosil gilish mumkin:

a(t
() 2‘—;}9(@— l)), (14)

8(at — |z|)

2ma+/a?t? — |z

Ho(z,t) = 0(1) (14")

3.3.4 Laplas operatorining fundamental yechimi
AH, = 6(z) (15)

tenglamaning yechimini » ning turli natural giymatlari uchun topamiz.
n =1 da (15) tenglama
THI = d(x)
ko‘rinishni oladi va uning yechimi 1-paragrafda o‘rganilgan )ci + a® opera-
torning fundamental yechimi bilan @ = 0 da ustma-nst tushadi.
(9) formulada @ — 0 da limitga o'tib, (15) ning n = 1 dagi fundamental
yechimiga ega bo‘lamiz:
Hy(z) = z8(z)

n > 2 lar uchun (15) tenglikka Furye almashtirishini qo‘llab, quyidagini hosil
qilamiz:
—I¢*F(H,) = 1.
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n = 2 bo'lsin. — pi{;_‘i‘j umumlashgan funksiya oldingi tenglikni qanocatlantirishi-

ni tekshiramiz. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R?) uchun

— [6Pp©) e

|<E?2

dé+

Shuning uchun,

F(H,) = PR

Bu yerdan 2-bobdagi (13) formulani Furyening teskari almashtirishi uchun

Hy(z) = F' {*Plz.l‘tg} =

L 1 ; 1 - 1 Ch
a 47(2F {plélz] 9 n || + o

formulani hosil gilamiz. Har ganday o‘zgarmas, bir jinsli Laplas tenglamasini
Y 028 J P g

go‘llab,

qanoatlantirgani sababli oxirgi tengjhkdan 52 qo'shiluvchini fashlab yuborib,

fundamental yechimni

ko'rinishda tanlash mumkin.

n = 3 da H,(z) fundamental yechimni issiglik o‘tkazuvchanlik opera-
torining fundamental yechimidan ¢ o‘zgaruvchisi bo‘yicha tushish usuli bilan
olish mumkin. Issiglik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimida

a = 1 deb, quyidagi formulani olamiz:

A / H{z, t)dt =

0

WLl A *f*f-di _ e i g, 5200 =
=" T e wh ) ° W M
0
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n }x|—n+2 1
= —I‘(-— = 1) e coo —n+2‘
2 472 (n— 2)wy, !

o
bu yerda I'(z) = [ e *#*~1dt - Gamma funksiya,
o
noo\ 4r?
Pl=—t)= ———
( 2 7 (n—2uwy’

wn, — R™ da birlik sfera yuzasi.

3.4 To‘lgin potensiallari

3.4.1 To'lgin operatori fundamental yechimining

xossalari

To‘lqin operatorining fundamental yechimlari oldingi paragrafdagi (14),
(14") va (14") formulalarga ko‘ra

f(at — |z|)

Hi(z,1) = 92%)9(@ ~ Il Halat) =800

: (L) 0(t) .
Hy(z, t) = hi_m!,é{.«){a.t —|z|} = mé (azt2 - |z[*)

umunlashgan funksiyalardan iborat. H; va H, lar lokal integrallanuvchi
funksiyalar, H3 umumlashgan funksiyaning asosiy ¢ € D(R") funksiyalardagi

qivmati esa

0o o o
1 "1 ' 1 ey (.I., T)
(Hs,0) = W/ 7] @(z,t)ds = / ——dg (16)
i}

d7ra? |z]
E:f R:‘

qoida bilan anglanadi, bu yerda ¥% - markazi = va radiusi af bo'lgan sfera.

Hy va H, funksiyalarning tashuvchisi T, = {(a:, t) ER*x (¢ > 0) :at >

] ]), n = 1,2, yopig konus bilan ustma-ust tushadi.
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. 7
6-chizma. I', soha.

Hj umumlashgan funksiyaning tashuvchisi esa I'j konusning at = |z|
chegarasida yotadi.

f(z,£) € D'(R") va ¢(z) € D(R®) bo'lsin. (f(z,t),¢(z)) € D'(R)
umumlashgan fanksiyaning 1 (t) € D(R) lardagi giymatini

((f(z,8), 0(2)), (1)) = (f (2, 2), p(x)b(2) (17)
qoida bilan aniqlaymiz. Bundan quyidagi tenglik kelib chigadi:
" f(z,t) ! d* .
(~——r}(1‘*—— L,-.'."{_:I'I)) = (f(z.1),0(z), k=1,2,... (18)

Haqigatan, har qanday v € D(R) uchun

dFp(t
— (-1 (o) ot ME )) (0, p(2)) 910,
Bu esa (18) tenglikning o‘rinli ekanligini bildiradi.
T a’rif. Agar ixtiyoriy o(z) € D(R") uchun (f(z,1), v(z)) umumlash-
gan funksiya C(a,b) sinfza (mos ravishda CPla,b| ) tegishli bo'lsa, f(z,t)

umumlashgan funksiya ¢ o‘zgaruvehi bo'vicha (a,b) (mos ravishda [a, b] da

) CP, p € [0,00] sinfga tegishli deyiladi.
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Lemma. H,, n=1,2,3, fundamental yechimlar ¢ bo‘yicha C*[0, c0)
sinfea tegishli va D'(R™) ga ushbu

; AH(x, 1 £
Ha(z,t) — 0, ‘Hz# — d(), d_f‘;—r-’-ﬂ 0 (19)
limit munosabatlar ¢ — +0 da bajariladi.

Isbot. n = 3 va p(z) € D(R®) bo'lsin. (16) ga ko'ra

(o, 0, 0(2) = g [ ola)ds =22 [ ofatsyis.  (20)
B o
(20) ning o‘ng tomoni cheksiz differensiallanuvchi ekanligidan Hj(z,t) ning
t bo‘yicha C*°[0, c0) sinfga tegishli bo'lishi kelib chiqadi. Bundan tashgari,
(20) ga asosan
(Hs(z,t), o(z)) = 0, t — +0. (21)

(18) formulada f = Hz va k = 1,2 deb, (20) dan ¢ — +0 da quyidagilarni

hosil gilamiz:
‘OHz(z,t) .\ d[t / 1
(_—Bt :W(Jf)) T [Zr‘ plats)ds| =

b,
t t d
= / plats)ds + o / plats)ds — p(0) = (4, p), (22)
! 3] ]
O Hy(z, t d’ [ i
(%, f,(.!.)) = Hﬁ E /‘f‘{ﬂ.is}d& —
t d d?
= J/ ¢(at9)ds+ a2 /cp(ats)ds - 0, (23)
El 21

bu yerda [ o(ats)ds = f @(—ats)ds - t bo'yicha juft cheksiz differensial-
yf) 0
lanuvehi funksiya ekanligidan uning birinchi tartibli hosilasi ¢ = 0 da nolga

teng bo‘lishidan foydalanildi. (z) € D(R?) ning ixtiyoriy tanlanganligidan
(21) — (23) limit munosabatlarning n = 3 da (19) ga ekvivalentligi kelib
chigadi.
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Endin = 2,1 va o(z) € D(R?) bo'lsin. U holda £ > 0 uchun

1 wlz) 1 / wlatn) .
H: ax, b y L = ————.___:ﬂ’..l" = — "———d e (24:
(Ha(z,t), (=) 2ma J V@t — |2 2m J V1=TnP " '
T3 i)
ai 1
1 . (2

(i@ 0,9(@) = 5 [ o)t =3 [olaman.  (29)

—at -1

Bundan, n = 3 da bo'lgani kabi, lemmaning barcha tasdiglari kelib chigadi.

3.4.2 Yig‘'ma haqida go‘shimcha ma’lumotlar

Keyingi o‘rinlarda U] orqali markazi z € R® nugtada va radiusi  bolgan

R™ fazodagi shar belgilanadi.

T a’ rif mz) € D(R") asosly funksiyalar ketma-ketligi D(R™) da 1
ga yaginlashadi deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

a) ixtiyoriy K kompakst to‘plam uchun shunday N ragam maviud ho'lib,
barcha z € K va k > N lar uchun m(z) = 1

b) nx, k = 1,2,... funksiyalar ixtiyoriy tartibli hosilalari bilan chega-
ralangan .

Tasavvur etish uchun m, k£ = 1,2, ... ketma-ketlik grafigi n = 1 quyidagi
chizmada keltirilgan.

Qayd qilish o‘rinliki, bunday ketma-ketlik har doim mavjud. Masalan,
ne(z) = (%), buyerdan(z) € D(R™), n{z) = 1,z € Uj— ixtiyoriy funksiya,

u yuqoridagi ketma-ketlik shartlarini qanoatlantiradi.

7-chizma. n(z) funksiya grafigi.
Ixtiyoriy w(z) € D{R") uchun yig'ua

(frg,0)= / F(@)g(y)p(z +vy) dzdy (26)
R2n
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formula bilan aniglanadi.
{26) tenglikni ixtiyoriy ¢(z) € D(R™) uchun

(f*g9,9) = lim (f(z)g(2). m(z; y)p (= + 1)) (26')

ko'rinishda yozish mumkinligini ko‘rsatamiz, bu yerdani(z,y), k = 1,2,... —
R?" da 1 ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik.
Hagigatan ham, ¢ |f(z)g(z)¢(z + y)] funksiya R?" da integrallanuvchi

F@g)m(z y)e(z +y) < o |fl@)gy)e(z +y)], k=1,2,...

tengsizlik o‘rinli. Deyarli barcha (z,y) € R*" nuqtalar uchun &k — oo da

F@)g(me(z; v)e(z +v) = flx)g(y) o(z +y)

boladi. Matematik tahlil fanidan ma’lum bo‘lgan Lebegning integral ostida

limitga o‘tish hagidagi teoremasiga ko'ra

} F@)g(y)e(x + y) dedy = lm J/ f(@)g)m(z; y)o(z + y)dedy

R2n R2n
tenglikni olamiz. Bu esa (26) ga asosan (26') ga ekvivalent.

f(z) va g(y) funksiyalarning f(z) - g(y) dekart ko‘paytmasi va R*® da. 1
ga yaginlashuvchi ixtiyoriy {nk(z)} € D(R*") ketma-ketlik uchun quyidagi

sonli ketma-ketlikning limiti mavjud va
Jim (£(2) - 9(y), (=5 9) - ez + ) = (f(2) - 9(y), vz +v))

bo‘lsin, bu yerda limit {nk(r)} ga bog'liq emas. Har bir &k da mi(z;9)-¢(z+
y) € D'(R™) bo'lgani uchun yugoridagi ketma-ketlik aniglangan.

(26) va (26') larga ko'ra yig‘maning quyidagi ta'rifini gabul gilamiz.

T a’rif f*gyig'ma deb ixtiyoriy ¢(z) € D(R") uchun

(f*9,9) = (f(2) - 9(y) ez +v)) = lim (f(2) - g(v), m(@, y)p(z +v))

formula bilan aniglangan funksionalga aytiladi. Bu funksional D'(R") ga

tegishli. Ya'ni f % ¢ umumlashgan funksiyadir.
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Teorema. f(zr,t) € D'(R™) va g(z,t) € D'(R*!) umumlashgan
funksiyalar f(z,t){;co = 0 va suppg C I't, T+ = {(r, t) € R": af >
a.]:r]} shartlarni qanoatlantirsin. U holda D’ (R™1) da f * g yig‘ma mavjud

va u ixtiyoriy ¢(«,t) € D (R™!) achun

(f *g,9) = (F(&1) - gy, 7)., n(On(T)n(@®® = [yP)e(€ +y, i+ 7)) (27)

bo‘ladi, bu yerda n(7) uzluksiz funksiya bo'lib, n(r) = 0, < —§ va 77(7) =
1,t > —& (6 va ¢ ixtiyorly sonlar, & > ¢ > 0). Shuningdek, (f = q)i
tenglik o‘rinli va bu yig‘ma f va g funksiyalarning har biri bo‘yicha u,zlukcaz
ya'ni 1) agar fi ketma-ketlik D’ (R™1) da k — oo uchun fi — 0, jkltd): 0
bolsa, D' (R"!) da k — oo uchun fi * g —> 0 bo'ladi; 1) agar gy ketma-
ketlik D' (R™*) da k — oo uchun g — 0, g}, _,= 0 bo'lsa, D' (R"*"!) da
k — oo uchun f * g — 0 bo'ladi.

Isbot. ¢(z,t) € D(R™), suppp(z,t) € Ug' - ixtiyorly funksiya va
(€, 4y, 7) € R2*2 funksiyalar D (R??) da k — oo 1 ga yaqinlashuvchi
ketma-ketlik bo'lsin. U holda yetarli katta k lar uchun

ve = n(On(r)n (@®7* — ) m(& 6y, T)e(E + 9t +7) =
=n(On(rn (& — yP?) e +y,t+7) = ¢ (28)
tengliklar o'rinli.
(28) formulani isbotlash uchun v(z) € D(R?"*2) ekanini ko‘rsatish yetarli.
Bu esa uning cheksiz differensiallanuvehi ekanligi va tashuvchisi chegaralan-
gan
Ag = {(E,ty, 7)1t > —8,7 > —8,a%7 — [y|* > 4,
ly+ &P+ Jt+7> < Az} C Ay == {(ﬁ,t,y‘r) i =8 <t < A+,

< T<A+68y < VA +0)2+0, 8| < V(AT o) +6+ A}

to‘plamda joylashganligidan kelib chigadi.

Tanlanishiga ko‘ra f(¢,?) funksiyaning tashuvehisi atrofida n(¢) = 1 va
gy, t) funksxyamng tashuvchisi atrofida 7(7)n{a®>r? — |y|?) = 1. Bundan
F& 0 =n(t) f(€,1), gly, ) = n(T)m(a®r?—|y[*)g(y, 7). Buva (28) tenglikni
inobatga ohb, (27) tenglikning o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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{f = g) li<n = 0 tenglikni ko'rsatamiz. @(z) € D (]R”“) va. suppyp C
{R" x (t < 0)} ixtiyorly funksiya bo‘lsin. suppy ning R™™' da kompakt
to‘plamligi uchun shunday &; > 0 son mavjudki, bunda suppy C R" x {t €

—&} munosabat o'rinli bo‘ladi. U holda d sonini § = % shartdan tanlab,

n(t)n(rm(ar? — e +y,t+7) =

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan esa (27) tenglikka ko‘ra ¢ < 0 lar uchun
(/ *g,0) =0 o'rinli.

Yig'maning f va g funksiyalarga nisbatan uzluksizligi (27) tenglik va
&) - gly,7) dekart ko‘paytmaning f va ¢ larning har biriga nisbatan
uzluksizligidan kelib chigadi. Bunda yordamchi n funksiyani k larga bog'liq
bo'lmagan holda tanlash mumkin. Teorema isbotlandi.

Natija. (27) formulada f(2,t) = u(z) - 3(t), u(z) € D' (R") deb

olinsa, undan ixtiyoriy g(z,t) € D' (R™*!), suppg C Ty funksiya uchun
g+ [u(z) - 6(t)] = g(x,¢) * u(z) (29)

formula kelib chigadi. Shuningdek, bu formuladan hamda dekart ko‘paytma
va, yig'mani differensiallash goidalaridan foydalanib, quyidagi (29) muno-

sabatni winumlashtiruvehi formulaga ega bo'lamiz:

1 1 B k £ k
g * lu(m) . 6<k)(t)J = % lg(z, 1) * u(z)] = ;%I_q{l:, t) = u(x). (30)

Endi keyinchalik zarur bo‘lgan, R” da wmumiashgan funksiyalar yig'masining
ekvivalent ta’rifi va ba’zi xossalarini keltiramiz. f(z) va g(z) lar R® da

aniqlangan va lokal integrallanuvchi funksiyalar uchun
h(z) = / lg(v)f(z - v)l dy
Br
funksiya ham R” da lokal integrallanuvchi funksiya bo'lsin. f *g yig‘ma deb

(r+0)@) = [ fwa=vidi= [ lewfe-vldy= (=) 61
RT\

tenglik bilan aniglangan (f * ¢)(z) funksiyaga aytiladi. fxgva |fl*|g| =h

yig'malar bir vaqtning o'zida mavjud bo‘lib, {(f x g)(z)| < h(z) tengsizlikni
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qanoatlantiradi. Shuning uchun yig‘ma ham R” da lokal integrallanuvchi
funksiya bo‘ladi. Binobarin, u ¢ € D(R") asosly funksiyalarga quyidagi

goida bilan ta'sir etuvchi umumlashgan funksiyani aniqlaydi:

p(€)de =

(f*g,0) =/(f*y.}(£}¢(€}df=/ l{ /g(y)f(é'—y)dy
g .

i S

/q(v 1/}‘(5 ’u)w(ﬁ)d‘ dy* l/f J”)tp(:c—n‘-y)dz}
R

Bundan, matematik tahlil fanidan ma'lum bo‘lgan Fubini teoremasigs. asosan

(fxg,0)= / f(@)g(y) p(z +y) dedy
R2ﬂ

tenglikka ega bo'lamiz.

h(zx) funksiya lokal integrallanuvchi va (31) formula bilan aniglangan
(f * g) vig'ma mavjud bo‘ladigan ikkita holni keltiramiz.

1) f(z) va g(z) funksiyalardan biri finit, masalan, suppg(z) C U™
bo'lsin. Bu holda

l/mm/Uz—mm@</wwm7/xﬂM@<w,

nl U‘;w-; Hy

U
R > 0 - ixtiyoriy son.

2) f(z) va g(z) funksiyalar R" da integrallanuvchi. Bu holda

/ h(z)dz =

RBn

/Mm/Vw—Mm@ /MM@/U@m<m

R

munosabatlardan f * g yig‘maning R™ da integrallanuvchanligi kelib chigadi.



154 Fundamental yechim. Koshi masalasi

3.4.3 To'lgin potensiali. Kechikuvchan potensial
f(x,1) € D'(R™) funksiya f(z,t)|;<o = O shartni qanoatlanirsin.
V;L(wyt) = (Hn * f) (1‘, t)

umumlashgan funksiyaga fo ‘lgin potensiali, f(x,t) funksiyaga esa uning zich-
ligi deyiladi, bu yerda H,~ to‘lgin operatorining fundamental yechimi.

suppH,, < T'F bo'lgani uchun oldingi paragrafdagi teoremaga ko‘ra V,(z, 1)
to'lgin potensiali maviud va V, € D'(]R""H) bo'ladi. Bu funksiya ixtiyoriy
asosiy (x,t) € D'(R*+!) funksiyalarda

(Vo) =

= (Haly,7) = f(&,7), n(n)a(')n (a®7° = WyiP) ly + &, 74 77)  (32)
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerdan(r) =0, 7 < —=6; n(r) =1, 7 > —& §,
e sonlar ixtiyoriy bo'lib, § > £ > 0 sharini qanoatiantiradi va (7} € C®(R).
Yana shu teoremaga ko'ra V|0 = 0 va V,, potensial f(z,t) funksiyadan
D'(R™1) da uzluksiz bog'liq.

Ushbu bobning 2-paragrafidagi teoremaga ko‘ra, to‘lgin potensiali
-__'lf.' V‘“ = f

tenglamani qancatlantiradi. To'lgin V,, potensialining kevingi xossalari uning
f zichligining xossalariga bog'liq.
L em m a. Agar f(z,t) funksiya R*™ da lokal integrallanuvehi bo‘lsa,

Vi, t) ham R™ da lokal integrallanuvehi va u

Jt— e
L[ et- 15,

V(o t) = dra? z—& (33)
[at '
Va(z,t) = o— f = &
i 27ra Var(t —7)% — |z — ¢
0 g
t zta(t—7)

Rat) =g [ [ fenadr (33

&

0 z—a(t—-7)
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formulalar bilan aniqlanadi. (33") formulada K7 27 markazi 7 nuqtada va
radiusi a(t — 7) ho‘lgan doira.

(33) formulaning o‘rinli ekanini isbotlaymiz. ¢(z,t) € D'(R*) bo'lin.
flz,t) € LIFERY) va f(z,8)|ic0 = 0 bolgani uchun integrallash tartibini
o‘zgartirish hagidagi Fubini teoremasiga ko‘ra (32) dan quyidagi tengliklarni
olamiz:

(Va, ) =

= | Hsl, I (@ = o) [ 1€ 7nr ) ety + 6.7+ 'T")dt'u’-’r) -
4 ,

= (H;‘(;g, t), T}f'f.)'i;(rf-ZJ[? - |-_:,r|2) / fle —y,t — 7))l t’.}d.cd{.) -
[R'!

1yl
L n(F)n(0) ly
= — paas"Y - IR T - L !
g | T (=) oo
n3
(* — gt — |—j')

/ oz, t) / m dydzdt.

lat

df)‘ =

Bundan ko‘rinib turibdiki, V3 - lokal integrallanuvehi va

e e / f('r_y"_%)dy. (34)

4ma? lyl
Pt
(34) da z — y = £ almashtirish bajarib, (33) formulaga ega bo‘lamiz.
O‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlar bilan, V5 va V; potensiallar
uchun (33") va (33") formulalar asoslanadi.
Har bir (z,t),t > 0 nugtaga uchi (z,t) da, asosi Ug" va yon sirti B(z,t)
bo'lgan ochig

Folz,t) =T (z, 1) N0 <7 < t)

konusni mos go‘yamiz.
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8-chizma. ['g(z, t) soha.

Teorema. Agar f(z,t) € C?(R*x(t>0)),n = 3,n = 2
va f(z,t) € C*(Rx (t>0)), » = 1 uchun bo'lsa, u holda V, potensial
Vo(z,t) € CHR™ x (t > 0)) vau

i
7 {5 Li o
Va(a, t)] < 55 o nax | F(z, )],
12 _
(Va(z, t)| < 5 Jmax_ [zt n=1,2 (35)
(w.t)ely
baholarui va 5
oo =0, 22| =0, n=321 3
Vn-|t~0 O; It li=0 Oa n 3, ) ( 6)
boshlang‘ich shartlarui qanoatlantiradi.
Isbot. Teoremani n = 3 uchun isbotlaymiz. (21) formulada y =

atn, > 0 tenglik bilan o'zgaruvchilarni almashtirib, uni

/ flz +atn, t(1 — n]))

dr 37
m 7 (37)

Va(z t):—-

ko‘rinishida yozamiz. f(z,t) € C’Z(]R3 x (¢ > 0)) ekanligi va (37) ning in-
tegral osti ifodasi integrallanuvchi maxsuslikka egaligi uchun Va(x,t) € C?
(R? x (t > 0)) bo'ladi. (37) formuladan V3 uchun (35) baho kelib chigadi:

. dr}_f_z ‘|
|1/3(1,t l 5 T’)tB(”)If( ; )'/|77| -3 u}eb’(gr}| flw,t);
U{J

Bu )erda f 4 = 2 tenglikdan foydalanildi. Va(z, ) € C2(R® x (t > 0))

ekanligidan boshlaug ich shartlar o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
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Endi n = 2 bo'lsin. € =z +aty, ¢ =1— ot almashtirishlar V5 potensial

uchun (33") formulani

1
2 / fla -+ atn, £ — at)
= — —_— ——nda

hilnt=g 5 Ve —nl?

ko‘rinishga o‘zgartiradi. Ravshanki, bundan bu potensialning talab etilayot-

gan xossalari kelib chigadi. Vj potensialning xossalari esa (33") formuladan
bevosita kelib chigadi.

Va(z, 1) potensialga kechikuvchan potensial ham deyiladi. Uning bu nomi

potensialning kuzatilayotgan ¢ vagida x nugtadagi giymati f(¢, 7), £ € Ugf

manbaning orgada goluvchi vagtning 7 = £ — 'T“

Bunda kechikish @ vaqti kattaligi to'lginning £ nugtadan z gacha ke-

giymatiga bogligligidir.

lishi uchun sarflangan vaqgtiga teng. Boshgacha aytganda, Vi(z,t) poten-
sial f(£,7) manbaning I'y(z,t) konus yon B(z,t) sirtidagi giymatlariga

bog'ligdir.

3.4.4 Sirt to‘lgin potensiallari

Ixtiyoriy ug(x), ui(x) € D'(R™) funksiyalar uchun f(z,1) = w1 (7)d(t) va
flz,t) = up(z)d () funksiyalarga mos keluvehi to‘lgin

Ve Al {ul(m)é(t)} Vi=H,x* [uo(x)bj(t)ji L= 1,263

potensiallariga sirt potensiallari (mos ravishda uy va ug zichlikka ega bo‘lgan
oddiy va kkilangan gatlam) deyiladi.
(29) va. (30) formulalarga asosan V0 va V] to‘lgin potensiallari
VY = Ha(z,t) = uy (), (38)
y1 _ 0Hs(z,t)
v ot
ko'rinishda ifodalanadi.

(39)

ar
* ’U,()(.T/') = (_‘B—t- i}[:?;(ma t) * ’UU(IE)

Lemma. VY va V! sirt to'lgin potensiallari ¢ bo‘yicha C°°[0, o0}
sinfga tegishli va t — 0 da D'(R™) funksiyalar sinfida
oV2(z,1)

- —+ u{x), (40)

Vz,t) — 0,
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S7/1
VH@,t) — ugl), a—Vd(T“—) -0 (41)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi.

Isbot. To'lgin operatorining fundamental yechimi xossalari hagidagi
lemmaga asosan Hy(z,t) umumlashgan funksiya ¢ bo‘yicha C™ sinfga te-
gishli. Har bir tayin ¢ > 0 da H,(z,#) ning tashuvchisi U sharda yotadi,
demak, ut — fy > 0 uchun R” da tekis chegaralangan. Yig'maning I’ da
uzluk- sizligidan ixtiyorly ¢ € D(R™) uchun

((1 H,(x, 1)

51k * Uy (7)), cp(a)) Cl0,), £k=0,1,2,....

Bu verdan

ol —— ' 9
W(Hu[ma“ ¥ I£|(_:J’.')I.g)[;]’:}) o (

ekanligi uchun

H,,Lz £) % uy ( u) o(x ))

(Ha(z,t) *uy(z), p) € C[0, 00)
kelib chiqadi. Bu esa D'(R™) da V%(z,t) ning ¢ bo‘yicha C*[0, oo) sinfga
tegishli bo'lishini bildiradi.
uy ni up bilan almashtirib, V]! potensial ham bu xossalarga ega bo‘lishiga
ishonch hosil qilish murnkin.
(40) limit munosabatni isbotlaymiz. (31) limit munosabatlar va Hy(z, t)*

uy () yig'maning D'(R™) da uzluksizligini inobatga olib, £ — +0 da

V;?(:t;, t.) i Hg(;’l:,i) *ul(m) » 0 ’11,1(.’5) =0,

v 8 BHy (s, ¢
Pt _ 2 thy(a, 0w )] - 220l

munosabatlarning D' (R") da bajarilishini ko‘ramiz. O‘xshash tarzda (41)

*u(z) = 6 xuy = ua(z)

ham ko‘rsatiladi. To'lqin V,, potensiali uchun bo‘lgani kabi sirt to‘lgin poten-
siallarining keyingi xossalari u; ni ug zichliklarning xossalariga bog'liq. Agar
uy € LP(R™) (L{*R™ - lokal integrallanuvchi funksiyalar sinfi) bo'lsa, V! €
L2(R™1) bo‘ladi va V? uchun
ot
Vi(z,t) = ® uy (£)ds, (42)

4ma?t
Y
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o(t) 1) ,
27ra/\/azt2 5]9 (42)

Ve, = 20 / wi(€)de (42)
& z—at
formulalar o‘rinli. (42) formulani ishotlaymiz. (38), (41) formulalarga asosan
ixtiyorly ¢ € D(R™) lar uchun

(V3. ¢) = (Hs(z,t) x wi(z), 0) =

= (Hs(y,t),n(aztz— lyl) ;[ m(f)w(ﬁ)d&) =

R’

o0
tfno)/./" urgpeaak
4Ta/ t J ui(z — y)e(z, t)dzds,dt =
0 oy B
plz,t) ]
47'a2// /Ul(l-—y)dsydm_dt
0w 5

Bu yerdan V3 € LP¢(R%) va

a0 f
= Ara’t ] tale —uldoy

Zat
0

bo'lishi kelib chigadi. Bu integralda z — y = £ almashtirishlarni bajarib,
(42) tenglikni olamiz. O‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlardan so'ng
(42') va (42") formulalar I@wl va VI(O) potensiallar uchun keltirib chigariladi.

Teorema. Agar ug € C3(R™), u; € CHR™), n = 3,2 vauy € C3(R),
uy € C'(R), n = 1 bo'lsa, u holda O v e e (R™ x (t > 0)) va

Vi%(@,0)] < ¢ max ()},
gext’
V(2,6 < t max | m(€)], n=1,2, (43)

ViV (2, )| < max |ue(€)| + at max |grad ug(€)}, (44)
g3y gy
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V" (2,0)] < max fuo(€)| + at max grad uo(€)], (44')
V2 (z,0)] < max |grad ue(€)| (44)

{€lxz-at,z+at]

baholarni.
GVH(O)[ r

=0 0, ot lig (), (45)

av(l)

V(l) = n =

=50 (46)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi.
Isbot. n = 3 bo'lsin. (47) formulada z — ¢ = ats, t > 0 almashtirish-

larni bajarib,

0(t)t
Vi (1) = —: :

-7

/ul( o — ats)ds (4m
o

formulani hosil qilamniz. Ravshanki, bundan V;'l) (z,t) € CP?(R x (t > 0))
ekanligi kelib chigadi. (47) tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallaymiz va (39)

formuladan foydalanib, IJ' ) potensial uchun

(AL
Wz, t) = s /uo(a — ats)ds — /(gT‘adﬂLo(l — ats), s)ds

dn
o o

afﬁ (t)

formulani olamiz. Bundan esa (44) kelib chigadi:
!V:g(l)(w: )l < Ilnlaal( |ug(z — ats)| + at e (grad.ug(z — ats), s)| <
< max |ug| + at max [grad;uo(z)].
e )74
up € C3(R3) ekanligidan V" € C2 (R3 x (¢ > 0)) bo'ladi. n = 2 uchun
& = z —ain, t > 0 almashtirish (42') va (39) ko‘rinishdagi V," va ‘.-".2[”

potensiallarni
() [ uo(z — atn)dn

2 a0 2
e V1=n|

Vi (g4 = G{f}/ up(x — atn)dy a0 (L)t / (qradzuo(x —atn),n)dn
i V1= 1-nf

'lf;(m{w, t) =

2n
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ko'rinishiga. o‘tkazadi. Bu yerdan talab etilayotgan silliglik va Y{JU}']‘ 3m

potensiallar uchun (43), (44°) baholar kelib chiqadi. Masalan,

t

i t d { d
Vi (z,8) < — max |uy (1 — atn)] [__TI—_) :tm@,_x|u1(£)lj ,LL—’
27 yeu) J1 \/1 —in? CEli / 1= p
7

V;‘['n, VLH‘\ potensiallarning mos xossalari (44") va (38) formulalardan kelib
chigadi, masalan,

0

‘G(l)(l':t) = —L{up(z + at) + ulz — at)] .

Endi (45) va (46) boshlang'ich shartlarning bajarilishini ko'rsatamiz.
(40) va (46) limit munosabatlarga ko'ra bu shartlar D'(R") fazoda yaqgin-
lashish ma’nosida bajariladi. Biroq isbotlanganga asosan V,{:O), vl funksiyalar
C2(R™ x (t > 0}) sinfga tegishli. Demak, bu funksiyalar (45) va (46) shart-

larni klassik ma’'noda ganocatlantiradi. Teorema isbotlandi.

3.5 To‘lgin tenglamasi uchun umumlashgan
Koshi masalasining qo‘yilishi
Ma'lurnki, to‘lgin tenglamasi uchun klassik Koshi masalasi
Ou= f(z,t), zeR™, t>0 (48)

tenglamaning
du

dt le=0
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini topishdan iborat. Bunda
feCR % (t>0)), ug € C*(R"), uy € C(R") shartlar bajarilgan deb

hisoblanadi.

o = (%), =wu(z), z € R" (49}

Faraz qilaylik, (48), (49) masalaning klassik yechimi mavjud bo‘lsin, ya’ni
(48) tenglamani va (49) shartlarni ganoatlantiruvchi C? (R* x (¢ > 0)) sin-
fga tegishli u(z,t) funksiya mavjud bo'lsin. ¢ ning manfiy gqiymatlari uchun

u va. f funksiyalarni nolga teng qilib, davom ettiramiz, ya'ni
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S|

u, t20, - [jt>()
0, t<0, ! [0t<0

U holda u(z, t) funksiyaning R**! da ushbu
Ogu = Fz,t) -+ up(z) - &'(8) + us(z) - 6(2) (50)

to'lgin tenglamasini umumlashgan funksiyvalar ma’nosida ganoatlantirishini
ko'rsatamiz. Hagigatdan ham, ixtiyoriy ¢ € D(R™7) lar uchun quyidagi
tengliklarga ega bo‘lamiz:

(Daa: 99) =] (’U,, Daﬂ”) =

o

O = — a® Ay =
//u opdadl = hm// df" azlw)dxdt
0

R~ e Rn»

= lim / / —_—— azAu) dadt—
=0

¢ R»

—/dy(d—é ----- ZLL(I 6)d.’L‘+/x/)(CL“ )~-(§~€—)d2“} =

R R7

= i fgod:vdt—/ } O)u(m 0)dw+/tp( O)d“' i O) =

¢ R7 R~ R~

= / go?dxdt—/uo(.fc) ----- d:c + /ul(x)p(m 0)dx =
Rt R" r:

Bu formulalarda oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indini F(z, ) orgali
belgilaymiz, ya‘ni

Flz,t) = f(z,t) + uolz) - 6'(t) + us () - 6(2).

(50) tenglikdan ko‘rinib turibdiki, (49) boshlang‘ich shartlardagi ug va
uy funksiyalar @(z,¢) funksiya uchun ¢ = 0 da oniy ta'sir etuvchi ug(z) -
& (t) +ui(z) - 8(t) manba rolini bajaryapti. (48) va (49) Koshi masalasining
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klassik yechimi (50} tenglamaning ¢ < 0 da nolga aylanuvchi yechimlari
orasida gamrab olingan. Bu esa (50) tenglamaning ¢ < 0 da nolga aylanuvchi
yechimini izlash masalasiga to‘lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi
masalasi deyishga imkon beradi. U holda (50) tenglamaning o‘ng gismini
umumlashgan funksiya deb hisoblash mumkin.

Ta’rif F e D'(R"™) manbali tollgin tenglamasi nchun umum-

lashgan Koshi masalasi deb,
O,u = F(z,t) (51)

tenglama va

u =0 (52)

t<0
shartni qanoatlansiruvehi v € D/(R™1) funksiyani topish masalasiga ayti-

ladi. (51) tenglama ixtiyoriy ¢ € D'(R™*?) uchun

(u, Dag) = (F, ¢)

tenglamaga teng kuchli. To'lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasi
bir giymatli yechilishining zarurly va yetarli sharti £ < 0 da F = 0 bo'lishidan
iboratdir.

FPlz,t) € D' (R*™), F(g, t)lr..:'” = 0 bo‘lsin. U holda 4-paragrafning 2-
bandidagi teoremaga ko'ra (51), (52) masalaning yechimi D’ (R""!) sinfda
mavjud, yagona va D' (R™!) da F(z,t) ga uzluksiz bog'liq. Bu yechim

2-paragrafdagi teoremaga ko'ra
w(z,t) = (Hp* F)(x,t)

formula bilan beriladi, bu yerda H,,(z,)— to‘lgin operatorining fundamental
yechimi, n = 1,2, 3.

(51) va (52) masala yechimini batafsilroq qaraymiz:
u(z, t) = (I « F)(z,t) =

= Hy(x,t) * (f(z,1) + vo(z) - 8'(2) + w1 (2) - 6(2)) - (53)
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o F
Fundamental yechimning tashuvchisi F:L = i(:z:, HeR"x(>0):at>

|z} }, n = 1,2, 3 yopiq konusda joylashganliei va F'{x, ) funksiya ¢ bo‘yicha
varim finit ekanligi sababli yig'maning mavjudligi hagidagi xossaga ko'ra
(53) formuladagi yig'ma mavjud. Yig‘maning ushbu
9g(z, t)
oL

bu verda #— # bo'yicha yig‘ma, xossalariga ascsan (53) dagi ¢ bo‘yicha

dg(z, t)

g(x,t) % 8(t) = g, t), glz, t) % 8'(t) = p

* 6(t) =

yig'malarni hisoblab, uni

dH,(z, ()

w(z,t) = (Hn * f) (z,t) + a up(z) + Ho(x,t) *yug(z)  (54)

ko'rinishga keltiramiz. (54) umuimniy holda to‘lgin tarqalish tenglamasi uchun
nmumlashgan Koshi masalasi yechimini ifodalaydi. Shunday qilib, bu yechim
zichliklari mos ravishda. f(z,1), uo(x) va us(z) funksiyalardan iborat bo'lgan
to‘lgin va sirt to'lqin potensiallari yig'indisiga teng ekan. Keyinchalik biz bu

formulani turh xil o‘chovlarda batafsilroq muhokama etamiz.

3.6 Koshining klassik masalasi yechimini
beruvchi formulalar va ularni tekshirish.
To‘lginlarning diffuziyasi

4-paragraining 2-bandidagi, 5- va 6-paragraflardagi teoremalardan quyidagi
teorema, kelib chigadi.

Teorema. n=23, 2larda f € C*(R"x[0,00)), ug € C*(R") vau; €
C?(R*); n = 1da foy € CH{R x [0,00)), up € C*(R) va ug € C(R) bo'lsin.
U holda Koshining {48), (49) klassik masalasi yechimi mavjud, yagona va
quyidagi

n = 3 da Kirzgof formulast

u(x, t) = : _,/ ({ ‘f. _
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1 L a7l f ;
S — # © G-
+ dmwa®t / Ball)de + dma?® Gt [i / uo(€)ds ] ! &

):g:t yat

n = 2 da Puasson formulasi

o / / e )isdr
277(1 \/m!—r — |z — &P

4 / wy (€)dE 1 0 / ug( )d¢ Anl
N e SRR Pl Ry

"2ma VI |z - €F  2nadt
g Fot)

n =1 da Dalamber formulasi

1 i e+a(t—7)
,u,(:.r.':t):—Z—oj / / L&, 7)dEdT+
0 z—a(t-7)
x+at
b wi(€)dg +— lugla+at) + )
2@/ Uy 5 oz +a up{x — @ (57)
z—at

bilan ifodalanadi. Shuningdek, bu yechimlar f, ug va 11 berilganlarga uzluk-
siz bog'liqdir.
Endi (53) yoki (54} formula orqali ifodalanuvchi yechimning fizik ma’nosini
o‘rganamiz.
Avvalo, yig‘ma F'+H, ko‘rinishida fodalanuvchi u(z, t} yechim x nugbada
va t > 0 vaqtda
F(&, 7y« Hy{z — £, 8 —7)

"elementar" ta’sirlarning superpozitsiyasidan iborat bo‘ladi.

Faraz qilamiz, F'(z,t) finit funksiya bo‘lsin. U holda u(z,t)— ham finit
funksiya va uning tashuvchisi (£,7) nugta F(£,7) funksivaning sashivchi
to'plamida o‘zgarganda H,(z — £, ¢ — 7) funksiyaning tashivchi to‘plamiga
tegishli bo‘ladigan (z,t) nugtalar to'plamlarining birlashmasidan iborasdir,
ya'ni

suppu = U suppH,(z — &,t — 7).
(&,;7)esuppF
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Boshqacha aytganda, finit bo‘lgan F(z, t) to'lgin targatish "manba"lari har
bir tayin ¢ lar uchun fazoning chegarslangan sohasida noldan farqgli yechim-
ning hosil bo‘lishiga sabab bo‘ladi.

Bu jarayonning ganday kechishi H,,(z, ) fundamental yechim tashuvchisi-

ning tuzilishiga bog'liq va turli fazolarda turlichadir.

n = 3 bo'‘lsin. Bu holda

o(t)

Hy(z, 1) =
bo'lib, bu funksiyaning fazoviy tashuvchisi radiusi at bo'lgan sferadan iborat.
Shu sababli, Hz(x — £, ¢ — 7) ning tashuvchisi markazi « nugtada va radiusi
alt — 7| bo‘lgan sferadir. Bundan va yuqoridagi mulohazalardan, u(z,t)
funksiyaning tashuvchisi (&, 7) € supp F bo‘lganda bunday sferalarning bir-
lashmasidan iborat bo‘lishi kelib chigadi. Faraz gilaylik, x nugta supp F

dan tashgarida, ya’ni
xEsupp U supp ug U supp uy

(boshgacha aytganda, bu nuqtada tashqi kuchlar va boshlang'ich vaqtda
to‘lgin yo'q). U holda yetarlicha kichik ¢ vaqtlarda w(z,t) = 0; to‘lgin z
nuqtaga t vaqtning

alt —7l > inf |z —¢|
(&r)esuppF

shartnl ganoatlantiruvchi qiymatlarida yetib keladi. Bu ¢ giymatlarning eng

kichigiga to‘lgin old frontining 2 nuqtadan o‘tish vagti deyiladi. Ravshanki.

di-1|> sup |o—g
(&7)esuppF

shart bajarilganda z nuqgta tinch holatda, ya'ni bu nugtadan to‘lgin o'tib

ketgan bo'ladi. Bu ¢ qiymatlarning eng kichigiga to‘lginning orga frontining

z nuqtadan o'tish vaqti deyiladi. Bundan esa yechimning old va orqa front-

larining o'tish vaqti oralig'ida noldan farqli ekanligi kelib chigadi. Shunday

qilib, n = 3 bo‘lganda aniq old va orga frontlarga ega bo‘lgan to'lginlarning

tarqalishiga ega bo'lamiz. Bu holat Gyuygens prinsipi deyiladi.
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n = 2 bo‘lgan holda
Hy(z,t) = ———————G(Qt _‘iﬂ__

T = {z1,%3) € R%, t > 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi ¢ > 0
vagtda markazi = 0 nuqtada va radiusi at ga teng bo‘lgan doiradan ibo-
rat bo'ladi. Demak, suppHs(z — £,t — 7)— markazi z nugtada va radiusi
alt—7| bo'lgan doira. Bu holda u(z, ¢) funksiyaning tashuvchisi (¢, 7) nugta-
lar suppF to‘plamga tegishli bo‘lganda bunday doiralarning birlashmasidan
iboratdir. Yuqoridagi kabi fikr yuritib, suppF’ to‘plamga tegishli bo'lmagan
z nuqtalarda to‘lginning old frontining mavjudligi va uning a tezlik bilan
tarqalishiga ishonch hosil gilamiz. Uch o'lchovli holdan fargli ravishda, old
frontning orqa gismida hamma vagt ham to‘lgin mavjud bo‘ladi. Shunday
qilib, aniq old frontga ega bo‘lgan orga froniga esa ega bo'lmagan to‘lqin
targalishi ro'y beradi. Bunday holga to‘lginlarning diffuziyast sodir bo‘lishi
deyiladi.

Endi n = 1 bo'lsin. Bu holda

Hy(z,t) = %B(czt — |z},

x € R, ¢ > 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi [-at, at] kesmadan
iborat bo‘ladi. Biroq ikki o‘lchovli holdan fargli ravishda
2D 25 (ot~ Jal)
funksiyaning tashuvchisi ikkita z = d-af nugsalardan iborat bo‘ladi. Shuning
uchun, bir o'lchovli holda to'lginning old fronti hamma vaqt ham mavjud
bo‘lib, orqa frontuing mavjud bo‘lishi yoki yo‘qligi boshlang‘ich shartlarda
berilgan funksiyalarga bog'liq. Haqiqatan ham, (54) formulada f(z,t) = 0,
41(z) = 0 bo'lsa, yechim
AH (z,t)

L el -

%5 up(T)

formula bilan ifodalaradi va bunday to'lqin har ikkala frontga ham ega
bolladi. f(x,%) # 0 yoki wi(z) # 0 bo'lse, yechimda Hy(z,t) funksiya-
ning o‘zi gatnashib, to'lgin orga frontga ega bo'lmaydi, ya’ni to‘lginlarning

diffuziyasi sodir bo'ladi.
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3.7 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

Koshi masalasi

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimi ham

oldingi paragrafdagi usul yordamida topilishi mumkin.

3.7.1 [Issiglik potensiali

1.3.2 paragrafda
6(t) la[?

Hy(z,t) = ——re—e %%
(2a\/7rt)”

funksiya issiglik o‘tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi ekanligi
ko‘rsatilgan edi. Bu funksiya uchun quyidagi xossalarning o‘rinli bo'lishini
osongina payqash mumkin: Hp(z,t) > 0, Hy(z,t)ico = 0, Hylz,t) €
Li“(R") va (z,t) # (0,0) nugtalarda cheksiz differensiallanuvchi. Bundan

tashqari, 1-bobning 7-paragrafida uchbu
/ H (&, de=1, t>0; (58)
R

Ho(z,t) = 6(z), t— +0.

munosabatlarning bajarilishi ko'rsatilgan edi.
Faraz qilaylik, f(z,t) € D'(R*!) funksiya ¢ < 0 da nolga teng bo‘lsin.
Ta rif V = H,x f umumlashgan funksiya issiqlik potensiali, f
funksiya esa uning zichligi deyiladi.
Ma’lumki, V issiglik potensiali D'(R™*) da mavjud bo'lib,
av

- = AV + f(z,1)
(f

tenglamani ganoatlantiradi.
M orgalit < 0 danolgateng bo‘lgan va R*x {0, T] (T > 0—ixtiyoriy son)

sohada chegaralangan funksiyalar sinfini belgilayvmiz.
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Teorema. Agar f € M bo'lsa, V issiglik potensiali M funksiyalar

sinfida mavjud va

V(z, 1) =J/ / _ ST o -ESaear (59)

)
APV

formula bilan ifodalanadi, V potensial

Wz, t)| <t suwp [f(&T), >0 (60)
(ERn, 0<r<t

]

bahoni va z € R™ uchun
[V(z,t)] 20, t— +0 (61)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, agar f funksiya
flz,t) € CHR™ x [0, +00)) va uning ikkinchi tartibgacha bo‘lgan hosilalari
ixtiyoriy chekli 7' > 0 soni uchun R" x [0, 7] sohada chegaralangan bolsa,
u holda

V(z,t) € C?(R™ x [0,400)) N CH(R™ x [0, +00))
bo‘ladi.
Isbot. Agar

h(w,t)z//]f(f,‘r)[Hn(;v——f,t—T)dfdr

0 R~

funksiva R da lokal integrallanuvchi bo‘lsa, u holda H, va f funksiyalar-

ning lokal integrallanuvchi ekanligidan ularning

¢
H,x f= // |F(€&, 7 Hp{z — &,t — T)dEdT
0 R
yig‘masi mavjud va R""da lokal integrallanuvchi bo‘lishi keiib chiqadi.
Bu shartuing bajarilishini tekshiramiz. ¢ < 0 da h = 0 bo‘lgani uchun A

ning £ > 0 da (60) bahoni qanoatlantirishini ko‘rsatish yetarli. Bu esa (58)
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tenglik va integrallash tartibini o‘zgartirish haqgidagi Fubinl teoremasidan
g B g qlaag

kelib chigadi. Bunga asosan

i
Mo < _sw 7€) [ [ Hia -6t -r)dear =
0 Rn

LR, 0<T<t

=t sup |f{& 7)), t>0. (62)

geRn, O<r<t
Shunday qilib, V' = H, = f issiqlik potensial (59) formula bilan ifo-
dalanadi. [V! < h bo‘lgani uchun ¢t < 0 da V' = 0 va (62) tengsizlikka
asosan (60) bahoni qanoatlantiradi. Bu esa V' € M bo'lishini bildiradi. (60)
bahodan V ning (61) boshlang'ich shartni qanoatlantirishi kelib chigadi.

(59) formulada integrallash o‘zgaruvchilarini
E=x—2a\sy, r=t—s

kabhi almashtirib, uni

Viz,t) = .._.?/ /f(m — 2ay/sy,t — s)e " dyds {59
.r! {
ko'rinighda yozib olamiz.
Faraz qilaylik. f(z,t) € C?(R" x [0,-+00)) va bu funksiya ikkinchi tar-
tibgacha barche xosilalar bilan M sirtga tegishli bo‘lsin. U holda matematik
tablil kursidan ma’lum bo‘lgan parametrga bog'liq integralning uzluksizligi

va differensiallanuvchanligi to'g'risidagi teoremaga ko'ra, (59) formula va

aV(xt) 1 [8f

% ) ot
RTL

Lz - 20v/5y,t — s)e 1 dyds+

/ fz — 2av/ty, +0)e ¥ dy

R’

'(”’/

tengsizlikdan V, Vi, Vi, Vi, Veu funksiyalarning ¢ > 0 da, Vi funksiya-

ning ¢ > 0 da uzluksizligl kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
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3.7.2 Sirt issiqglik potensiali
f(z,t) = ug(z) - 5(t) zichlikka ega V) issiglik potensiali sirt issiglik
potensiali (ug zichlikka ega oddiy qatlam) deyiladi va

VO = H, x [ug(z) - §(t)] = Hnlz,t) * uplz)

kabi aniglanadi.
T e or e m a. Agar yp(z) funksiya R™ da chegaralangan bo'lsa, Vig)

sirt issiglik potensiali M da mavjud, ushbu

VO(g,8) = —8__ [ y(e)e T (63)
(2ayat)* J
Rn
formula bilan ifodalanadi va
[VO(z, )| < sup |ug(é)], t>0 (64)
£eRn

tengsilikni qanoatlantiradi. Shuningdek, wo(z) € C(R™) bo'lsa, VIV €
C (R™ x [0,4+0)) bo'ladi va

VOl = uo(z) (65)

boshlang‘ich shart bajariladi.
Isbot. Ushbu

w6 = [ 1006) Halo - €.0)d¢
Rn

funksiya t < 0 da nolga teng va ¢ > 0 da (58) tenglikka asosan

h(z,1) < sup |Uo(£)| / Ho(z — £, )de = sup [Uo(é)]
13334 in £cR»

bo'lgani uchun uning R *da lokal integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Bundan esa
VO = Hy(z,t) * uo(z)
potensialning .
VO (z 1) = / wg(€)Hp(x — &, t)d¢ (63"
R



172 Fundamental yechim. Koshi masalast

tenglik yoki (63) formula bilan ifodalanishi, ¢ < 0 da VO = 0 bo'lishi va
[VO < h ga asosan (64) bahoni ganoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz.
Bular V© € A ekanini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, ug—R" da uzluksiz va chegaralangan funksiya bo'lsin.
U holda VI ¢ C (R x [0, +-00)) va (65) tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz.
£ > 0 ixtiyoriy tavin son, {(z,t) -~ (zo,%0), t > 0 bo'lsin. ug(z) funksiya
uzhuksiz bo‘lgani uchun shunday § > 0 son mavjudki, |§ — xzp] < 26 tengsiz-
likni ganoatlantiruvehi £ lar uchun jug(€) — uo(zo)| < € bo'ladi. Shu sababli
agar |z — x| < & va |y| < 8 bo'lsa, |z — y — zp| < 26 bo'ladi va (58), (63)

larga asosan ¢ > 0 da

Vo(w,8) = ua(eo) < [ fuol€) = uon)| Hae — . ) =
5

/ fuo(w = y) = wo(o) | Hnly, t)dy + / fuo(z — y) — uo(z0}| Ha(y, t)dy <
iyl<d ls]>6
SH%{S};}?‘ |uo(§)] / e Kl ag (66)

S

{~
|€I i éll\,

munosabatlar hosil bo‘ladi. (66) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi go'shiluvehini
t ni nolga intiltirib, & dan kichik gilish mumkin. Shu sababli biror & < 4
uchun

VO (z, 1) — uy(mo)| < 2¢, |z ~20) < &1, [t|<dr

tengsizliklar o‘rinli. Teorema isbotlandi.

3.7.3 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun
umumlashgan Koshi masalasi
To’lqin targalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yechimda foydalanil-
gan usul bu yerda issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

% = a*Au + f(z,t), (67)

wlgp = up() (68)
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Koshi masalasining yechimini topishga qo‘llaniladi. Bunda f(x, 1) € C
(R x [0, +o0)) va up{z) € C(R") deb hisoblaymiz.

Faraz qilaylik (67}, (68) masalaning klassik yechimi maviud bo'lsin. Bu
u(z,t) € C? (R" x (0, +00})NC (R™ x [0, +00)) bo'lib, u(z, t) funksiya (67)
tenglamani ¢ > 0 da qanoatlantirishini va ¢ — 0 da (68} boshlang'ich shart
bajarilishini bildiradi.

u va [ funksiyalarni ¢ < 0, £ € R" sohada nolga teng deb davom etti-

ramiz. Ravshanki, davom ettirilgan © va f funksiyalar R™" da

%? = a’At + f(z,1) + uo(2)(t) (69)
issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantivadi. (67), (68) Koshi masala-
sining klassik yechimlari (69) tenglamaning ¢ < 0 da nolga aylanuvehi vechim-
lari ichida bo'ladi.

Xuddi oldingi paragrafdagi kahi, quyidagi issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi
uchun umumlashgan Koshi masalasining ta'rifini keltiramiz.

T a’rif Issiglik targalish tenglamasi uchun umumlashgan Koshi

masalasi deb, ushbu

Q%_fA)umﬂ flz, 1) + up(z) - 6(1)

tenglikni umumiashgan funksiyalar ma’nosida qanoatlantiruvehi w(x, t) funksi-
yani topish masalasiga aytiladi.
Ushbu paragrafdagi teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija.

Flz,t) = f(z.t) + up(zx) - 8(1), f € M
va up — R™ da chegaralangan funksiya bo'lsin. U holda issiglik o‘tkauvchanlk
tenglamasi uchun umumnlashgan Koshi masalasining yagona yechimi mavjud,
M sinfga tegishli va
u(z, 1)

o) / : / ] m I
= _ y Wi dE 4 TR dEdr
(2av/mt)" wld)e ft [2a\/m(t - T'i Za/m(E =) o
Ru
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formula bilan ifodalanadi.

Bu yechim f va u funksiyalardan uzluksiz bogiq. Agar f(r,t) funksiya
go‘shimcha ravishda f € C*(R™ x [0,+00)) bo'lib, ikkinchi tartibli barcha
hosilalarl bilan M sinfga tegishli va ug € C(R™) bo'lsa, u holda u(z,t)
klassik yechimdir.

Quyida muhim hisoblangan yana bir ta'rifni keltirib o‘tamiz.

T a’rif Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining Grin

funksiyasi (x ga nisbatan umumlashgan funksiya, £ esa parametr) deb ushbu

ot
tengliklarni ganoatlanciruvehi G(z, t) funksivaga aytiladi.
E s1at m a. Yuqorida olingan fundamental H,(z,t) yechimdan

(g —_ (LQA) g(]},t) =3 0, g]!'::() = 0(7’)

1 =2

Gz, t) = ———=Fpe %

(2av/7t) g

ekanligi kelib chigadi.
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41 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi

masalasi. Dalamber yechimi

Bir jinsli cheksiz tor tebranish

1
c'—z"t‘l.,r_; — Ugr = U (1)

tenglamasini qaraymiz, bu yerda u = u(z,t) - ikki o'zgaruvehili funksiya va
¢ - musbat o‘zgarmas son. (1) ga bir o‘lchovli to‘lgin tenglamasi ham deb

aytiladi. Bu tenglamada
E=x—ct, n=z+ct

xarakteristik o‘zgaruvchilarga o‘tsak, u ushbu

3u(€,m) _

)
€ g

ko'rinishni oladi. Bundan esa u,(£,n) = go(1). Bu yerda go— 7 o'zgaruvchining
ixtiyoriy funksiyasi. Bu tenglikni  ho‘yicha integrallab

w(&,n) = f(5) +9(n)

vechimga ega bo'lamiz, bunda f(£)— ixtiyoriy funksiya va

g(x) = / go(m)dn.

Endi (z,t) o‘zgaruvchilarga qaytib, (1) tenglamaning

w(z,t) = f(z + ct) + gl — ct) (2)
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ummmniy yechimini olamiz.
Tabiiyki, (2) tenglik bilan aniglangan u(z,t) funksiya (1) tenglamaning
yechimi bo‘lishi uchun f va g funksiyalar C2(R) sinfga tegishli bolishi kerak.

Koshi masalasi: (1) tenglamaning ushbu
'LL(.’E, 0) = (p('ll:)a

w(2,0) = ¥(z)
shartlarni qanoatlantiruvechi u(z,t) € CHR x Ry), Ry = {t € R; £ > 0}
yechimi topilsin. Bunda ¢(z) € C*(R), )(x) € C*(R).
T e or e m a. Koshi masalasining C2(R x Ry) funksiyalar sinfiga

tegishli bo‘lgan yechimi mavjud va u

plz —ct) + oz + ct)

x+id
- 1
Wz, t) = ! +%/¢@m (3)

&=

formula bilan beriladi.
Isbot. Faraz gilaylik, Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘lsin, u

holda (2) ga asosan

w(z,0) = f(2) + g(z) = o(), (4)
w(x,0) = cf'(z) — cg'(z) = b(x). (5)
(4) tenglikdan
fi(@) + (@) = ¢'(2)

ga egs bo'lamiz. Bu va (5) formuladan

o _ (@) +
/(E) Z T
’
g'(z) 5
tengliklar kelib chigadi.
Bulardan ;.
fa) = B4 - [wispas +an

]
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. o) 1 o s
g(z) = %—) - }—{] i(s)ds + Co
]

ekanligini topamiz. Cy, Co o'zgarmaslar, (4) ga ko'ra
C1+Cy = f(z) + g(z) — o(z) = 0

tenglikni qanoatlantiradi. f(z) va g(x) funksiyalar uchun hosil qilingan for-
mulalarni (2) tenglikka qo‘yib, (3) ni olamiz. (3) formulaning o‘ng tomoni
bilan aniqlanuvchi u(z,t) funksiya Koshi masalasining yechimi ekanligiga

to‘g‘ridan-to‘g'ri hisoblashlarni bajarib ishonch hosil qilish mumkin.

12 Koshi masalasi yechimining fizik ma’nosi.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (3) formula bilan
aniglangan yechimi ¢ = 0 vagtda torning boshlang’ich tezligi va boshlang‘ich
siljishi ma’lum bo‘lganda ¢ > 0 vaqtlarda uning tebranish jarayonini ifo-
dalaydi. Tor tebranish tenglamasining (2) umumiy yechimning fizikaviy
xususivatiga asosan (3) formula ikkita to'gri to'lginning yig‘indisidan ibo-
rab, yani f(x + ct) + g{z — ct), bulardan biri ¢ tezlik bilan o'ng tomonga

ikkirchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga targaladi.

A .

e e o

i

9-chizma. D soha
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Bu holda
1
flz+ct) = se(z +ct) + ¥(z + ct),

g(z —~ct) = %<p(:1: —ct) —¥(z —ct)

tengliklar orinli bo‘ladi. Bu yerda,

I3
¥ = 5. [w(s)as.
0

(z,t) o‘zgaruvchilar fekisligida 2 + ¢f = ¢; = const va z — ot — ¢y = const
to'g'ri chiziqlar (1) tenglamaning xarakteristikalari bo‘lgani uchun u(z,t) =
w(r+at) funksiya z4at = ey xarakteristika bo'ylah o'zgarmas va bu giymat
@(c1) ga teng. Xuddi shunday u(z,t) = p(z — at) funksiya r — ¢t = ¢y =
const xarakteristika bo‘ylab o‘zgarmasdir.

Faraz qilaylik, w(x) funksiya bivor (i1, 25) intervalda noldan farqli va, in-
tervaldan tashqarida nolga teng, ya’ni finit funksiya bolsin. (zy, 0) va (22, 0)
nugtalardan (1) tenglamaning o —ct = ¢; va  —cf = ¢y xarakteristikalarini
o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar ¢ > 0 yarim tekislikni uchta I, I7T va 1T
bo'lakka bo‘ladi (5-chizma).

w(z,t) = po(x — ct) funksiya 11 : 21 < x - ct < x, sohada noldan fargli,
bunda z — ¢t = 1 va x + cf = xy xarakteristikalar o‘ng tomonga. ¢ tezlik
bilan tarqalayotgan to'g'ri to‘lginning oldingi va orga. fronti deb yuritiladi.

Faraz qilaylik, M = (z9,%) nugta ¢ > 0 yarim tekislikda tayin nugta
bo'lsin.  Bu nugtadan (1) tenglamaning @ — ¢f = zg — ¢ty va 2 + ¢f =
Ty + cto xarakteristikalarini o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar Oz o'qi bilan
P = (21,0) = (20 — cty,0) va Q = (2, 0) = (m + cty, 0) nugtalar kesishadi.
Tor tebranish tenglamasi (2) umumiy yechimining M nuqtadagi glymati
u(zg, o) = g(x1) + f(z2) ga teng, yani f(z) va g(z) funksiyalarning qiy-
mati mos ravishda M PG uchburchak asosining (z1,0) va (z2,0) uchlaridagi
glymatlari orgali iffodalanadi (6-chizma).

MP, MQ xarakteristikalar va Oz o‘qida PQ kesmadan tashkil topgan
M PQ uctburchak M nuqgtaning zarakteristik uchburchagi deyiladi.
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Koshi masalasining yechimini ifidalovchi (3) formuladan torning zg nug-
tasining o vagtdagi u(z, to) siljishi mos ravishda boshlang‘ich holat va bosh-
lang'ich tezlikning P, ) nugtalar va PQ) kesmadagi qiymatlariga bog'liq
ekanligi ko‘rinadi. (3} formulani quyidagi

() 1 i
(@) )—/ml('s]ds
- P

to .J

u(M) = Pl ;

ko‘rinishda yozish mumkin. PQ kesmadan tashqarida berilgan boshlang'ich
shartlar u(x,t) yechimning M nuqtadagi giymatiga hech ganday ta'sir ko'rsat-
maydi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich shartlar butun o‘qda
emas, balki PQ kesmada berilgan bo‘lsa, Koshi masalasining yechimi M PQ)

xarakteristik uchburchakning ichida aniqlanadi.

£ 3
& {_.X’;) g )}
& L i
Plxy — aty, 0} %y + Gty )

10-chizma. D soha tasviri.

Yuqoridagi mulohazalardan Koshi masalasining u(z,t) yvechimi (=g, tp)
nugtada ¢(z) funksiyaning [zo — ctp, Zo + clg| kesma chetki nugtalaridagi
giymatiga, ¥(z) funksiyaning esa [zy — cfo, Zo + cto] kesmaning barcha nug-
talardagi qiymatiga bog'liq bo'lishi kelib chigadi. [zg — ctp, To + ct] kesma

yechimning boshlang‘ich funksiyalarga bog ‘liglik intervali deyiladi.
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4.3 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama. Dyuamel
prinsipi. Dalamber formulasi. Yechimning

berilganlarga uzluksiz bog‘ligligi
Bir jinsli bo‘lmagan cheksiz tor tebranish

éutt ~ Uz = f(,1) (6)

tenglamasining
u(z,0) = p(z), u(z,0) = v(z)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. Buning uchun
masalani ikkiga ajratamiz:
1). Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan boshlang‘ich shartli
masala

=Vt — Ugz = 0,
c

v(x,0) = p(z), w(z,0) = y(z).

2). Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli boshlang‘ich shartli
masala

i
C—zwtt — Wy = f(x,t),

w(z, 0) = 0, we(z,0) =0.
U holda, ravshanki, u(z,t) = v(z, t) + w(z, t).
Birinchi masalaning yechimi (3) formula bilan ifodalanadi:
z+ct

= w(:c—d}?;ar:(_.z-ﬂ-f.} § }_lc / »(s)ds.

r—ct

Ikkinchi masalaning yechimini topish uchun biror p(xz. ¢, 7) (r— parametr)

funksiyaga nisbatan ushbu

1
c_zptt = Pzz =0,

p(z,t,T)h:T =0, pelz,t,7) ik flx,7)



Bir jinsti bo‘lmagan tenglama 181

yordamchi masalani qaraymiz {Dyuamel prinsips). Bu masalaning yechimi

(3) formulaga ko'ra

s+e(t—T)
p(l',t,’r) = % f(é,T)dg
#—e(t—r)
Shuning uchun
¢ t mo(i—7)
w(z,t) =& / p(z,t,7)dr = %/ / f(€,7)dedr
0 0 z—c(t—7)

formula bilan ifodalangan w(z, ¢) funksiya ikkinchi masalaning vechinu bo'li-
shiga bevosita hisoblashlar yordamida ishonch hosil gilish mumkin.
Shunday qilib, bir jinsli bo‘lmagan cheksiz tor tebranish tenglamasi uchun

Koshi masalasining yechimi

( ) T+cl ¢ ate(t—7)

wlr — ct) + +ct i

u(z,t) = = T — ct) 3 LERE) + " / w(s)ds + 5 / / J¢, 7)dédr
zct 0 x—cl(t—'r)

(7)
formula bilan berilar ekan.

Eslatib o‘tamiz, (7) formulaga Dalamber formulasi deyilib, u 3-bobning
6-paragrafida boshgacha usul bilan keltirib chigarilgan edi.

Koshi masalasi yechimining vagonaligi (7) formuladan kelib chigadi. Haqi-
gatan, aynan bir xil boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi (6) tenglama-
ning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib va (7) formula yordamida bu
vechimlarning ayirmasini tuzib olib, uning aynan nol ekanligiga, va’ni bu
yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch hosil gilamiz.

(7) formula bilan aniglangan u(z,t) yechim (6) tenglama o'ng tomoni va
boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'liq, ya’ni turg'un bo‘ladi.

T e or e m a. Faraz gilaylik, u(z, t) va v{x, t) funksiyalar mos ravishda
1
(T:"”-tf — Ugg = fl(a;;t)

uw(z,0) = o1 (z), wlz,0) =1y (x)
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va
l

=W — Vo = Jolm, 1)
cé
0(z,0) = 0a(z), v(2,0) = a(x)

masalalarning yvechimlari bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 va T' > 0 sonlar
uchun shunday § > 0 (§ = & (¢, T)) son topiladiki,

lo1(z) — wa(z)| < 0, |un(z) —a(z)] <4, zER,
|f1(:£-'_.f}—f2(.’£,t)l<5, .’L'ER, th (8)
tengsizliklardan barcha (z,t) € (R x [0,7]) lar uchun
|u(z, ) — v(z,t)| <& (9)

tengsizlik kelib chigadi.
Isbot. u(z,t) va v(z,t) yechimlar uchun (7) formula va (8) tengsizlikdan

foydalanib, quyidagilarni yozamiz:

1 1 .
lu(z,t) —v(z, t)] < §|<P1(17 —ct) — p2(z = o) |+ Sler (@ + ct) — ol +ct) |+

| -t t z4c(t—T)
b s e C
to [ 10©-w@lde+5 [ [ 1A - faleridear <
vk 0 m—ef{t-7)
Tl ot zHc(t—T)
0 de
<6+ — /dE }.,_L] / dédr <
20 2 |
T—ct 0 g~cl{t-7)

¢
i 5/ - 5 b - (5 VD
<640t 5" f %(t — 7)dr = 6(1 +1t) + ‘5&1? <3(1+T)+ 58T
0
Agar § = 2¢ [2+ 2T + *T?] ! deb olsak, (9) tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Bu esa Koshi masalasi yechimining berilganlarga uzluksiz bog'ligligini ko‘rsatadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt go'yilgan.
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44 Yarim chegaralangan scha va davom ettirish

usuli

Yarim chegaralangan = > 0 to'g'ri chizigda bir jinsli torning tebranishi
haqidagi masalani, ya'ni z > 0, t > 0 sohada (6) tenglamaning u(0,t) =
u(t) yoki ug(0, ) = v(t) yoki

au(0,t) + Pug(0,1) = v(t), t>0 (10)
chegaraviy va
w(z,0) = (), w(z,0)=v(z), >0 (11)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvehi u(z, t) yechimini topish masalasini
o'rganamiz. Soddalik uchun dastlab p{t) = 0 deb olamiz, ya‘ni cheksiz
uzunlikdagi torning z = 0 uchi maxkamlangan bo'lsin.

Ma’lumki, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
u(z.t) yechimi (3) formula blan ifodalanadi. Bu yechim uchun quyidagi
leruma o‘rinli.

L em m a. Agar o(z) va ¥(x) funksiyalar ¢ = 0 nuqtaga nishatan

1) toq funksiyalar bo‘lsa, u(0,t) =0,

2) juft funksiyalar bo'lsa, u(0,¢) = 0 bo'ladi.

Isbot. 1) ¢(z) va ¢(z) funksiyalar z = 0 nuqtaga nisbatan toq bo'lsin,
ya'ni p(—z) = —@(2), ¥(—xz) = —¥{z). U holda (3) formulaga ko'ra

ch
u(0,6) = 7 fo(—ct) + plet)] + . / W{s)ds = 0
et
bo'ladi, chunki juft funksiyaning hosilasi toq funksiyadir.

2) ¢(z) va ¥(z) funksiyalar z = 0 nuqtaga nisbatan juft bo'lsin, ya'ni

o(~z) = p(x), ¥p(—z) = ¥{x). U holda vuqoridagiga o‘xshash ravishda

: 1
uy (0, 1) = % [¢'(—et) + ¢/ (ct)] + 5 [H(et) —v(=a)] =0

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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Bu lemmaga tayanib, yarim chekli sohada {6) tenglama uchun qo‘yilgan
w(0,t) = O chegaraviy va (11) boshlang’ich shartli masalaning yechimini
topanmiz.

() va ¥(z) funksiyalarni = 0 nugtaga nisbatan = < 0 sohaga toq
davorn ettiramiz va hosil bo'lgan funksiyalarni mos ravishda ®(z) va ¥(x)
orqali belgilaymiz. U holda

sy={ #hE20 g, {

{ —p(-2), z<0,

(), >0,

(~z), z=<0.

Ravshanki, bu funksiyalar butun R sohada aniglangan. Dalamber formu-
lasiga ko'ra
x+-ct

o L [<I>(:c-—ct)+<1>(1+cz‘)] L /\If(.s)ds sER t>0. (12)

x—ct

Lemmaning 1-gismiga ko'ra 4{0,7) = 0. Bundan tashqari bu funksiya

t = 0vaz > 0larda (11) shartlarni qanoatlantiradi. Demak, (12) dan

T+t
E[@+de&—d 5 [ w(s)ds, t<E z>0,

u(z, 1) = agfét
sleletct) ~pl@—a)l +4 [ dle)ds, 1>%, o>0

(13)
vechirnga ega bo'lamiz.
Shunga o‘xshash z = 0 da u,(0,1) = 0 chegaraviy shart berilsa, ¢(z) va

() boshlang'ich funksiyalar juft davom ettiriladi:

o W{x)

(.’E) - { <10('7’)‘ z >0, ; - I T,IJ‘(I)‘ x>0,
o(—z), <0, | ¥(-2), z<0.

U holda (6) tenglamaning {& > 0, ¢ > 0} sohada (11) boshlang‘ich va

u,(0,t) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
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i 4ot
Holz+at)+olz—ct)] + 5 [ w(s)ds, t<Zz22>0,

B L‘:;t—fct ct--2\
u(®@ 1) =\ Loz + o) + oo - b)) + & \f el vi(3)ds
t> x>0,

ko'rinishda bo‘ladi.
Endi faraz qilaylik, {z > 0, ¢ > 0} sohada (6) tenglamaning u(zx,?)
yechimi quyidagi

(z,0) =0, @(z,0)=0, z>0,

(0, 1) = u(t),

shartlarni qanoatlantirsin.

U holda (6) tenglamaning umumiy yechimi
Uz, t) = f(x - ct)
ko'rinishga ega bo'lib, u(z,t) = u(t) shartdan

@) =u(-2)

tenglamaga ega bo'lamiz. Bundan esa W(z,t) = p(t — %) kelib chigadi.

Ammo p(t) funksiya ¢ > 0 da aniglangani uchun

(-3 - (-235)

funksiya z — ct < 0 da aniqlangan. @(z,t) funksiyani barcha z € R, ¢ > 0

giymatlarida aniglash uchun u(¢) funksiyani ¢ < 0 giymatlarda nol bilan
davom ettirish lozim (bu %(z, t) funksiya uchun £ —ct > 0 bo‘ladi). Natijada
(z,1) butun = € R, ¢t > 0 sohada aniqlangan bo‘ladi va

0, agar L < = bo'lsa,
Uiz t) = N x>0,
p(t— (i] , agar t> % bo'lsa.
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Nihoyat, (6) tenglamaning (11) boshlang'ich va u(0,t) = p(t) chegaraviy

shartlarni ganoatlantiruvehi yechimi
u(z,t) = ulz, t) + ulz, t)

bo'lib, bu yerda u(z, ) funksiya (13) formula bilan aniglangan.

Endi z > 0, £ > 0 sohada bir jinsli bo‘lmagan
Uyt ~ CPutge = f2,1) (14)
tenglamaning
w(0,8) =0, u(z,0) =0, u(z,0)=0, ¢>0, z>¢ (15)

bir jinsli shartlarni qanoatlantiruvehi yechimni topish masalasini qaraylik.
Agar f(z,t) va u(z,t) funksiyalar x € R, ¢ > 0 sohada aniqlanganda

edi bu masalaning yechimi

. t wte(t-r)
oty = far [ e mg (16)
) :z:—th—r)

bo'lar edi. Demak. yechimni z < 0 giymatlarda aniglash uchun tabiiyki,
f(z,t) funksiyani 2 < 0 da ham aniglash zarur. Shu maqsadda quyidagi
lemmani keltiramiz.

L em m a. Agar (16) integralda f(z,t) funksiya z o'zgaruvchiga
nisbatan toq bo‘lsa, u(0,1) = 0; juft bo'lsa, u,(0,t) = 0 bo'ladi.

Hagigatan, agar f(x,t) funksiya £ = 0 nugtaga nisbatan
a) toq bo'lsa, (18) dan u(0,t) = 0,
b) juft bo'lsa, u,(0,%) = 0 bo'lishini tekshirish giyin emas. Demak, (14},
(15) masala yechimini ifodalovehi formulani yozish nchun f{z,#) funksiyani

T o'zgaruvchi bo‘yicha & = 0 nugtaga nisbatan toq ravishda davom ettiramiz:

flz, 1), >0,

—f(—=z,1), z<0

Fa.t) =

va

Uﬂt—a2Umr:F($,t)7 zER, >0
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Uz, 0) =0, Ufz,0)=0, z€R
Koshi masalasini qaraymiz. Uning yechimi esa
t e(t—7)
Ulz,t) = — /a"r / F(€, 7)dE.
T—clt—1)
Quyidagi hollarni qaraylik:
Nz>0 z—ct>0 (t<¥).
Unda £ — e(t — 7) = x — ¢t + c7 > 0 bo'lib,

t rte(t—7)

uw(z,t) = Ulz,t) = i—;— [d-r / (€, T)dE.

c.)
0

z—c.(’t—'r)

2)z>0, 2—c <0(t>Z). Buholda

r—ct—7)=x—cttecr
l>0, T Dl ==
Shu sababli

-2 ge(t-7)

Wz, ) = Ule, ) = / dr / £(E,7)de+

0 x--c(t—7)
i z+c(t—T)
1
o= d’l' E,'a‘ E =~
vy [a [ ren
t-Z r—c{t—T)

-2 z+c(t—T)

z- c(f -7) 0
Tope{hT) t~-2 r+e(t—7)

+_/dT [ rere=o /dr [ renas

=L zect-r) elt—r)~x

w-te(t—r)

/ dr / F(E.TYde.

z—c{t-7)

!<Q <7 <i—§

|

- / - / fl-gmig+ [ f(E,T)dEJ'MTJr
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Nihoyat, 1 va 2-hollarni birlaghtirib, yechimni

fdﬂff(f T)d¢, x>0 t<%,
u(z,t) = — 1 3,
ry } .f f(&, f)d§+fd7] (&, m)dé, >0, t>¢

0 —T3 @

ko‘rinishda hosil qilamiz. Buyerda 1 = z—c(t—7), 2o =2+c(t—7}, {1 =
t— —_.

4.5 Ko‘p o‘lchovli to‘lgin tenglamasi uchun Koshi
masalasi. To‘lqin tenglamasi uchun Koshi
masalasi yechimining yagonaligi

Endi to'lgin tenglamasini 1 > 1 o‘lchovli hollarda garaymiz.

9 g 0*
Ou=1wuy —cNu. A=L0,= ag-l——l—gﬁ;
kabi belgilashlar kiritib, ushbu
Ou=0, (z,t)€eR"x(>0), (1
uw(z,0) = f(z), zeR", (18)
w(z,0) = g{z), zeR" (19)

Koshi masalasining vechimini qidiramiz. Bu yerda f(z), g(z) - berilgan va
C? (R™) sinfga tegishli bolgan funksiyalar.

Sferik o‘rta giymatlar usuli va (3) formuladan foydalanib, to‘lgin tenglamasi
uchun Koshi masalasi yechimini topamiz.

Sferik o‘rta giymatlar usuli.

ulz,t) € CHR" x (t > 0)} yechimning sferik o‘rta giymatini

M(r,t) =

1 5 :
: / (48, (20)
it

“x

Wy
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bilan aniqldymiz bu yerda ¥I - markazi z nugtada va radiusi r bo‘lgan

(2m)3 N . =
sfera, w, = €m? 5 o'lchovli birlik sfera uzasi, wrt!
Ty

esa radiusi r ga teng
bo'lgan sfera yu/asidir.
Integral hisobning o'rta qiymat haqgidagi teoremasiga ko'ra biz gidira-

yotgan funksiya

u(z,t) = lim M(r,t) (21)

tenglikdan topiladi.
Boshlang'ich shartlardan foydalanib,

. 1 )
M(r,0) = — / F(w)dS, = P(r), (22)
1
My(r,0) = = / g(y)dSy, = G(r) (23)

formulalarga ega bo'lamiz. Bular esa mos ravishda f(z) va g(z) funksiyalar-
ning sferik o‘rta giymatlaridir.

Endiki gadam M (r, ) funksiya uchun hususiy hositali differensial tengla-
mani hosil gilishdan iborat. (20) formulada tayin £ va r lar uchun & =

(y — z)/r almashtirish bajarib,

M(r,t) = (—3—- /u(l + &, 1)dSe
(3

s
54
ni olamiz.
Bu verdan
rit)= /Zuy(z + &, 1)&dS: = vis e / Zu% y, £)&:dSe.

o i=1

Bo'laklab integrallab, &€ = (y — z)/r ning X7, sirtga tashqi normal ekan-
ligidan foydalanib,

1L

M. (r,t) = ]rr = Z Uy, (45 L)y

yr =1




19y Giperbolik tenglamalar

formulani hosil gilamiz, bu yerda U — markazi « nuqtada va radiusi r bo‘lgan

shar.
Faraz qilaylik, u(z,t) funksiya to‘lgin tenglamasining yechimi bo‘lsin. U

holda

”
. ' l i i
'r" ]MT = (/-20) / utt(ya t)d’y = ZQ;T‘/ / uﬁ-(?}’ t)dSUdp
n “n
ur 0 AB,(z)
Bu yerdan
n—1 ! . >
(" M), = 2 e (y, L)dSy =
C"Wy |
v
’l”n_l 82 i P |
T u(y,1)dS, | = —— M.
& of? (wn’l‘”_]' fit(y_ﬁ,'ltf ! c

\
Shunday qilib, (r" *M,), = ¢ %™ 'M,, tenglamani hosil qilamiz. Uni

a1
M, + ”—T-Mr =My, (24)

ko‘rinishda yozib clamiz.
(24) tenglama Eyler- Puasson-Darbu tenglamasi deyiladi.
n = 3 bo‘lgan hol.
Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi bu holda (r M), = ¢ 2(rM)y, ko'rinishda

bo'ladi. Demak, 7M funksiya bir olchovli to‘lgin tenglamasi va

(rM)(r,0) = vF(r), (rM)y(r,0) =rG(r) (25)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiradi. (3) formulaga asosan

T+t
M(r,t) = (r+ct)F(r + ct) ;; (r — et)F(r —ct) + 2_; I/ cG(E)de. (26)

r—ct
Bu formulaning o‘ng tomoni aniglangan bo'lishi uchun {r — ct,r + ct] C
(0, 00) bolishi kerak. F{r) va G{(r) funksiyalarni (—oc, oc) schaga quyidagi

tarzda davom ettiramiz:
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F(r), r >0, ’f Gir), r>0,
‘Fh(”, = f(’l‘), U 0: GO(T) =y 9(7')7 U= 01
F(—r}, r <0, l G(-r), r<Q.

T as diaqg. rF(r) va rG(r) tunksiyalar ikki marta uzluksiz differen-
siallanuvehi ya'ni, rFy(r), rGo(r) € C*(R?).

Isbot. F(r), G(r), r > 0 funksiyalarning aniglanishi va o‘rta qiymat
haqgidagi teoremadan hm F(ry = f(z), rl—'>u£0 G(r) = g(=) kelib chigadi.
Demak, rFy(r), 7Gg(r) E C(R). Bu funksiyalar C*(R) ga ham tegishli.
Buni fagat Fy(r) funksiya uchun ko‘rsatamiz. Go(r) uchun shunga o‘xshash

ko‘rsatiladi. Hagiqatan ham,

Fr /qu(, +1E)E;dSe,

l n ) .
+U) / E j‘.‘, (I)H?dgx = E -lr.T.i_, (x) /J'J_,-tf.‘)ll =0,

5 =1 =t 5
Bu verdan esa F” va G" lar » — +0 da chegaralangan bo'lsa, rFy(r),

rGo(r) € C*(R) o'rinli bo'ladi. Bu funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalarining
r = +0 da chegaralanganligi

F'(r) = ” /Z Fy (T + 7E)&E;dSe,

Ll 4,5=1

F'(+0) = Z jr— / nin;dSe

big=1 Ll
formulalar va (f, 9) € C?(R) ekanligidan kelib chigadi. Tasdig isbotlandi.

(26} formula Fy va Gy lar uchun

. , [ et
My(r, 1) = (r + ct) Fy(r + ct) ;(r — ct)Fo(r —ct) r ElT / £Go(E)de
Tct

ko‘rinishni oladi.
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Fy va Gy funksiyalar toq bo‘lgani uchun

ct—-r

/ £Go(€)de = 0.

Shunday gilib,

citr
Miylrity = (r+ @) Fp(r + cf) ; (r — ct) Fy(r — ct) 2 / £Go(E)dE,

s > 0 lar uchun.

Fo(s) = F(s), Go(s) = G(s) bo'lgani sababli tayin t > 0va 0 <r < ct
larda My(r, ¥) bir o‘lchovli to‘lgin tenglamasining (25) boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvehi yechimi bo'ladi. u(z,t) = lg% Mo(r,t), ¢ > 0 ekanligidan

Lopital qoidasiga asosan

w(z,t) = ctF'(ct) + Flct) +tG(t) = (tF(ct)) + G (ct).
Bu formulaga asosan (22) va (23) larnin = 3 da inobatga olib,

N

1 ’ )
drrct /f(y)dsl/ + M/g(?/)dsy (27)

Tiet
g

wla,t)

&l

formulani hosil gilamiz.

Eslatma. (27) formula 4-bobdagi (48), (49) Koshi masalasining
yechimini beruvehi (55) Kirxgof formulasining bir jinsli tenglama bo‘lgan holi
{(f(z,t) = 0} uchun ustma-ust tushadi. Shuningdek, n = 2 bo‘lgan hol uchun
yuqoridagl mulohazalarni takrorlab, 3-bobdagi (56) Puasson formulasining
bir jinsli tenglama bo‘lgan holidagi vechimini hosil gilish mumkin.

Koshi masalast yechimining yagonaligi n = 2,3 hollar uchun mos ra-
vishda 3-bobdagi (55) va (56) formulalardan kelib chigadi. Hagiqatan ham,
aynan bir xil boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi va bir xil o'ng tomonga
ega bo'lgan tenglamaning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib hamda yechim-
larni beruvchi formulalar yordamida ularning ayirmasini tuzib olib, uning
aynan nol ekanligiga, va'ni bu yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch

hosil gilamiz.



Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish tenglamasi uchun Asgeyrsson
prinsipt 193

46 Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish

tenglamasi uchun Asgeyrsson prinsipi

Ushbu
Pu_ o _
oz 92

tenglama uchun Koshi masalasi umumiy qo‘yilganda, ya'ni boshlang‘ich shart-
g Yy QO ylg Yy g

(28)

larni £ = 0 dan fargli bo‘lgan, berilish chizig'i L ganday bolishini va beril-
gan funksiyalar masala korrekt qo'yilgan bo‘lishi uchun qanday shartlarni
qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. D orqali z, ¢ o‘zgaruvchilar tekisligida chegarasi
bo‘laklari sillig S chizigdan iborat bo‘lgan sohani belgilaymiz. Faraz qilaylik,
u(z,t) funksiya D sohada (28) tenglamaning klasssi yechimi bo'lib, DU S
da birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. (28) tenglamada t va

larni mos ravishda 7 va £ o‘zgaruvchilar bilan almashtirib, uni

0/3u>‘. o [ du -0

et e
or\or)  o9¢\ o€ )
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglamani D soha bo‘yicha integrallab, Gauss-

Ostrogradskiy formulasini qolaymiz:

)N r'J‘ o e cu
L g ( ) idr = f —dr 4 —d¢ 2
/f;, ar 7 ) | K% i =l (29)

Faraz qilaylik, L - yopig bo‘lmagan silliq Jordan chizig'i bo'lib, quyidagi
ikkita shartni ganoatlantirsin:

a) (28) tenglamaning £ —t = ¢1 , £ + ¢ = ¢ xarakteristikalar oilasiga
tegishli bo'lgan har bir to‘g'ri chizig L bilan bittadan ortiq nugtada kesish-
masin;

b) L egri chizigqa uning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning yo‘na-
Ushi hech bir nugtada (28) tenglama xarakteristikalarining yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushmasin.

O¢r vekislikda ixtiyoriy C(z,t) nugtadan o'tkazilgan £ —2z =7 — ¢,
£~x=—(r—1t) - (28) tenglamaning xarakteristikalari L egri chiziq bilan

mos ravishda A va B nugtalarda kesishsin.
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Cexiti

11-chizma. D soha tasviri.

(29) formulani AB egri chiziq, C'A va C'B xarakteristikalar bilan chegara-

langan sohada qo‘llab, ushbu
O
%d+—% 0

AB+BC+CA

tenglikni hosil gilamiz. C'A va. BC da, mos ravishda, d¢ = dr va d§ = —dr
bo‘lgani uchun oldingi tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

ou ou / [,
ang—L—dE jdu+j du = 0.
AB BC CA
Bundan q | i 8
u
= =\ s -1 d
u(C) 2u( A) + 2u(B) + ang + 5 £ (30)

tenglik kelib chigadi. Agar (28) tenglamanmg u(z, t) yechimi

! du
Hlf =

— =
T P (31)

shartlarni qanoatlantirsa, bunda ¢ va v berilgan, mos ravishda ikki va bir

marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar, [ esa L da berilgan yo‘nalish

bo'lib, L ning urinmasi bilan ustma-ust tushmaydi, u holda r‘;‘;‘ - ?)Z noma’lum

funksiyalarni
ou 3§ Oudr %
8Eds FBoR O
oud¢ Oudr

Dl WD Bl =
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tengliklardan aniqlab olamiz, bu yerda s - L ning yoy uzunligi. Aniglangan

du Hu
U, ar? r}{

ning (31) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz. Shunday qilib,

migdorlarni {30) tenglikning o‘ng tomoniga qo'yib, (28) tenglama-

faqat shu tarzda Koshi masalasi qo'yilsa, masala yagona va turgun yechimga
ega bo'ladi.

Endi Gursa masalasini (yoki zarakteristik masala) ko‘rishga o‘tamiz.
Tayin A(zo, tp) nugtadan chiqarilgan (28) tenglamaning AB: —zp = 71y,
AD: € —zy = —(7 — tp) xarakteristikalari va C{z, t) nuqtadan o‘tuvchi CB:
E—z=1—tvaCD: £ —x = —(7 —t) xarakteristikalaridan tashkil topgan
xarakteristik to‘rtburchak sohani G orgali belgilab olamiz.

AT exs

o g
12 - chizma. D soha
(29) formulani G soha uchun go‘llab,
ou ou
i I o e
aéd[ + 8ng O

AB+BC+CD+DA
tenglikka ega bo'lamiz. AB va CD da df = dr , BC va DA da d§ = —dr

bo‘lgani uchun avvalgi tenglikni quyidagi ka‘rinishda yozib olamiz:

r’m du Ju . u
/ d{ / + - & -+ /)—Eﬂfl = Eﬂf—
AB BC cD

dn
f—zi /a’u - [u’u ; /du - /n’u =
AR cn DA

= 2u(B) — 2u(A) — 2u(_C’) + 2u(D) = 0.
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Bundan

w(A) +u(C) = u(B) + u(D) (32)
Asgeyrsson prinsipr yoki o‘rta giymat to'g'risidagi teoremani ifodalovchi
tengliq kelib chigadi. Bunga asosan (28) tenglama u(z, ¢) yechimining xarak-

teristik to'rtburchak qarama-garshi uchlaridagi qiymatlarining yig‘indisi bir-

biriga teng. B va D nuqtalarning koordinatalari mos ravishda (

r—i+irnt+a -o+i+xgtty
va (EEget, 3

) lardan iborat. Agar Gursa masalasining shartlari
ma'lum bo'lsa, ya'ni ulan = ¢(£), ulap = ¥(€), p(A) = ¥(B), u holda (32)
ga asosan

M%ﬂ=w(£it%ﬂlﬁ)+¢(£:2%@iﬁ>-¢@® (33)

va @(z), ¥(z) funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
bo'lsa, (33) formula bilan aniglangan u(z,t) funksiya Gurss masalasining

yechimidan iboratdir.

a7 Xarakteristikalarda berilgan masala.

Integral tenglamalarning ekvivalent sistemasi
Ushbu

Uy (7,y) = (T, y)ue (2, ) + bz, y)uy(z, 9) + fz,y,ulz,y),  (34)
O<z<l, O0<ax<ly

tenglamani va
u(z,0) = p(z), 0<x<l, (35)
u(0,y) = d(y), 0<y<h (36)
shartlarni qanoatlantiruvchi w(z, y) funksiyani topish masalasini qaraymiz.
Bu yerda Iy, ly— berilgan musbat haqiqiy sonlar va p, ¢— C! funksiyalar
sinfidan bo‘lgan ¢(0) = ¢(0) shartni qanoatlantiruvehi berilgan funksiyalar.
Bu masalaga (34) chizigli bo‘lmagan giperbolik tipdagi tenglama uchun
qo‘yilgan Gursa masalasi deb ataladi. Ma'lumki, (34) tenglamaning xarak-

teristikalari dzdy = 0 tenglamaning yechimidan iborat. Bu yechimlar z =

2

Tt den—iy z+t—zo+to'}
] } p
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const, y = const ko‘rinishdagi to‘g'ri chiziglar oilasidir. Shunday qilib, (34)
tenglamani va {35), (36) xarakteristik = 0, y == 0 chiziglarda berilgan
shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani topish talab etiladi.
Ta’rif (34)-(36) tengliklarni qanoatlantivuvehi u (z,y) € C?
{[0,1)] x [0, 15]) funksiyaga (34)-(36) Gursa masalasining yechimi deyiladi.
Qo‘yilgan masala yechimining mavjudligi va yagonligini bir necha
etaplarda isbotlaymiz. Dastlab (34) — (36) masalaning qandaydir chizighi
bo‘lmagan integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, u(z,y) funksiya (34) — (36) masalaning yechimi bo‘lsin. U
holda (34) tenglamani dastlab y bo‘yicha keyin @ bo‘yicha integrallab, quyida-

gilarni hosil qilamiz:

u (2, y) = u.(z,0) + / alz, n)u.(x,n)dn+
0

Y
+ / bz, n)uy (2, n)dn + / f{z,n,u(z,n))dn;
0

0

u(z,y) = uw(0,y) + u(z,0) - v(0,0)+

X

Ty
}-/ /a Enug(é,n dnd§+/ /b(f n)uy (&, n)dndé+
0 0 0 0

Ty

+//f(§,:},e.—.({;,r;}}(h]rﬁ.ﬁ. (37)
00

Tkkita yangi funkiyalarni v(z,y) = u.(x,y), w(z,y) = uy(z,y) kabi kirita-
miz. U holda, (34) — (36) boshlang'ich shartlarni go‘llab, (34) tenglamani

guyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

u(z.y) = o(y) + ¢(z) — $(0)+

+ / O/ o€, mo(E, ) + b(E, myw(€, m)] dedn + / / F(E 7, w6, 7)) dedn.

(38)
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Bu tengiamani z bo‘yicha differensiallab

v(z,y) = ¢ (2)+

y y
+ [ latwayoto,n) + oyl dn+ [ famundn 69)
0 0
tenglikni va y bo‘yicha differensiallab esa

w(z,y) = ¢ )+
+ [ ol vl v) + e ot et [ v @
0 0
tenglikni hosil gilamiz.

Demak, agar u(x, ) (34)—(36) masalaning yechimi bo'lsa, u holda, (38) —
(40) tenglamalarni qanoatlantiruvehi v(z, £), w(z,t) funksiyalar mavjud bo'ladi.
Teskarisi: (38) — (40) tenglamalarning yechimlari bo‘lgan u, v, w- uzluksiz
funksiyalarning maviundligidan v = u,, w = u, ekanligi kelib chiqadi. (38)
tenglamada navbat bilan £ = 0 va y = 0 deb (35) va {36) shartlar hosil qiki-
nadi. Shuningdek, (39) va (40) tenglamalarni hevosita differensiallash orqali
u(z, t) funksivaning (34) tenglamani qanoatlantirishini ko‘rish mumkin.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimning mavjudligi.

Teorema (Mavijudlik teoremasi). Quyidagi shartlar bajarilgan
bolsin:

1) a(z,y), blz,y) € C([0,4] x [0,b]);

2) f(z,y,p) € C([0,l1] x [0,13] x R}, bu yerda (34) tenglamadagi
f funksiyaning u(z, y) argumenti p ixtiyoriy giymat qabul giluvehi o‘zgaruvchi
bilan almashtirildi;

3) ixtiyorly = € [0,l1], y € [0, o] va p1,p2 € R lar uchun

[f(z,y,p2) = f(z,y,p2)| < Lp1 — pol (41)

tengsizlik o‘rinli, bunda L > 0;
4) o(x) € CM0, L), @ly) € CO, L], ¢(0) = &(0).
U holda (34) — (36) masalaning yechimi mavjud. (41) tengsizlikka Lipshits

sharti, L soniga. esa Lipshits o ‘zgarmast deyiladi.
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Isbot. (34) — (36) masala (38) — (40) integral tenglamalargaga ekviva-
lentligini hisobga olib, (38)—(40) ni qancatlantiruvehi u(z, y), v(z,y), w(z,y)
uzluksiz funksiyalar mavjudligini isbotlaymiz. Bu funksiyalarni ketma-ketligi
yaginlashish usuli yordamida topamiz. Ketma-ket yaginlashish jarayonini

quyidagicha quramiz:

up(x, y) = volz,y) = wo(a,y) =0,

un11(2, y) = w(y) + ¢(z) — H(0)+

T Y T

+ / / (&, m)onlE, 1) -+ (€, m)wal€, )] dndé + / f F (&, unl&, ) dde
0 0

vnp1(2,y) = ¢ (y)+

Y

+/[a(a:,n)vn(:1:,77) + bz, mwn(z,n)] dn+b/f(w,n,un(:v,n))dn,

0

Way1(2,y) = ' (y)+

z

/ (a6, 4)va(€, ) + B(E, mwal€,y)] dE+ / FE T, A= T ark
(¢}

0

Bu jaravonning vaginlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun
Uy, Upn, Wy ketma-ketliklarning hadlari orasidagi farqlarni baholaymiz. .,
hadlarning aniglanishi va teoremaning 3-shartidan quyidagi tengsizlik kelib

chiqadi:

x ¥
|un+l — “-ni < ff ['”’(f!??)l |1-'-u{6|'ff) . U’n—l(&)n)l +

0 0

z Y

-+ ‘b(fa 77)' |wn(‘£, 77) - wn—l(gv 77)| ]d{d’f}‘i‘/ / L lun(£1 77) — - t(f: In' d’{d”
00
Faraz qgilaylik, (z,y) € ([0,4] x [0,%5]) da

M = max {mex |a(z,y)|, max |b(z,y)|, L}
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bo'lsin. U holda

Iu7b+l D unl <M // [IUTL(Sa 77) TH 'Un~1(§v 77)' S5
00

+ |'u'n(‘i.‘ 'U} n 'wn—l(ér 77)| + lun(gﬂ’]) - un—l(f; 77)[ } ddeI

Uy, Wy funksiyalar uchun ham shunga o‘xshash quyidagi baholarni olamiz:

[ty = un} < j’VI/ [|un(a:,'r)) — up1(z,m)] +
+ wn(z, ) — wo-1(z,n)] + |unlz,n) - unfl(f~77)|]d71,
lwn+1 - 'wnl <M / [J?‘R({? y) ol 1"ﬂ—l(‘E‘y)I +

- fwn(€,4) — w1 (€, )| + un(€,y) — o1 (€, 9)1 [,
Ketma-ketlikning barcha elementlari uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi sababli,

(z,y) € ([0,l1] % [0,12]) lar uchun
1“”; . II‘u] . |'wul

larning biror H > 0 o‘zgarmas bilan chegaralanganligi kelib chigadi. U holda

ketma-ketlikning no‘linchi hadlarining aniglanishiga ko‘ra
lup —ug| < M, o1 —wg| <M, jun —wo| <M
kelib chigadi. Bularni inobatga olib, quyidagi baholarni olamiz:
(z+y)?
5

]uz——ull(M/ /3]1d§d7)~3HMasy<3H]VI
o o

Y
s —vi| < M / 3Hdn = 3HMy < 3HM(z + y),
0

wy —wy| < M / 3Hd¢ = 3HMz < 3HM(z +y).
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Ketma-ketlikning tekis vaginlashuvchi ekanligini isbotlash uchun majorant

qator qurishga to‘g'ri keladi. Dastlab uchbu

n
[un,9) — tn1(z, )| < 3B M2 0T
7Ll
. yn—1
[‘UTL('T? y) i Un—l(a:, y)! S 3H :11”‘_!_{{“ 2 (': +—————-UJ;JI .
=1

n—1
wn(2, y) — o1 (2, y)] < BHM" K™ (TT-;‘—_U)); L n=12,...

baholarni isbotlaymiz. Bu yerda K = 2 + [; 4+ [ls. Isbotlash uchun in-
duksiya usulidan foydalanamiz. Faraz gilaylik, yuqoridagi baholar n = j
uchun o‘rinli. n = 7 + 1 uchun isbotlaymiz. Induksiya farazidan foydalanib,

[uj41 — ;| ayirmani baholaymiz:

wjr — uy] <

r ¥ _
. // servi- g2 8D o a2 ©E T e, o
a0 gt (7 -1 J
L= (€ + ?;}J"w u (;_ b ,J,}J (=g
< 3HM/K’™? [ LR/ L B 8§ hal
= J (I} lp=0 %1 j' :,—uk

0
Ravshanki, bu tengsizlikning o‘ng tomonida integral osti ifodalarning n =0
dagi qiymatlarini tashlab yuborishdan tengsizlik {fagat kuchayadi. Natijada,

golgan integrallarni hisoblab va

T4y
2<h+lh+2=K
+2+ 1+ 2+

ekanligidan foydalanih,

@ty @yt

G+l GOl

ftjer — 1y} < SHMIKI?

tyyYT jzty N ¢ R
— SHMI K~ 2@ty : 2] < BHMIKRI1ETY
s T GT D
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tengsizliklarni hosil qgilamiz. Shunday gilib, u, ketma-ketlik uchun induk-
siya farazi isbotlandi. Qolgan ikkita ketma-ketlik uchun baholarning o‘rinli

bo'lishi shunga o‘xshash isbotlanadi. Bu baholarning bir xilligi uchun fagat
fon(z,y) ~ 1’11—1(337 y)l

uchun bahoni ishotlaymiz. Yuqoridagi kabi faraz qilamiz, bu baho n = j
uchun o'rinli bo'lsin va. n = j + 1 uchun bajarilishini ko‘rsatamiz. Induksiya

faraziden foydalanib, |v,,1 — v;] ayirmani quyidagicha baholaymiz:

i1z, 1) — ui(z, )] <

T g j=1
'2————{"‘ .";‘} +2. 311.\{1",’{3'_3(;—’_—77-2—} dn <

Y
<M / 3SHM'KI o
J [ 7! G-

< SHMI K2 @y (e ty)
- G+ 774!

(z+y)

= 3HMIKI 2L

Y |21 4

gt j+1
Endi u,, v,, Wy, ketma -ketliklarning tekis yaginlashuvchi ekanligini is-

<< 3HM]KJ--.1_(_{+'_(_U)J‘
o 7

botlaymiz. Ko'rinib turibdiki, bunday ketma-ketliklarning har bir hadini

tegishli gatorning xususiy yig'indisi shaklida ifodalash mumkin:

n
Un, (x1 y) = Z (um (3"7 y) — Um-1 (:L,y}) s
m=1
n
U (.’E, l/) = Z (Um (-'L', y) — Um-1 (ﬁ,y)) 5
m=1

0

wy, (z,y) = Z (Wi (2,Y) ~ Wiy (2,7))

m—1

Birinchi gatorning hadlari uchun baholar olgan edik. Ulardan foydalanib,

]un (1‘, 'l/) — Un—1 (.’L‘, 1/)| < 3H M [\'n.—2u =

n!

QI n—1 g7n—32 (l] & l2>71- at y
<3HM'T KA = C—-i, C, a = const
ni

7
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munosabatlarni hosil qilamiz. Bu yerda C = 3HM™ 'K™ 2 a = {; + .

20
Malumki, :.":J—T qator yaginlashuvchi. Bundan Veyershtrass alomatiga
n=1

ko‘ra, u,, ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Hadlarning uzluk-
sizligidan limit funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadi.
Shunga o'xshash qolgan ikki ketma-ketlik uchun ham ushbu

v (2, ) = v (2, y) € C([0, 1] x [0,1))

wn (2,9} = w (z,9) € C([0, 1] x [0,13])

raunosabatlarni ko‘rsatish mumkin.

Shuday qilib, n — oo da yugorida yozilgan ketma-ketliklar (38)-(40) in-
tegral tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lgan u, v, w funksiyalarga tekis
vaqinlashishini ko‘rsatdik. Bundan bu integral tenglamalarning vechimlari
mavjudligi kelib chiqadi. (38)-(40) integral tenglamaler sistemasining (34)-
(36) masalaga ekvivalent ekanligini esga olsak, teorema ishot bo‘ldi.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimining yagonaligi.

Endi (34)-(36) masala yechimining yagonaligini isbotlaymiz. Ravshanki,
bu (38)-(40) integral tenglamalar sistemasi yechimining yagonaligiga teng
kuchli.

T e or em a (Yagonalik). Faraz gilaylik,

{U'l (17 U) , U1 (I) y) y Wi (IE, y)} 3

{u2 ($7 y) y U2 (1', ZU) , Wo (.’17, ?j)}
ikkita funksiyalar sistemasi mavjud bo'lib, ular (38)-(40) integral tenglamalar
sistemasining yechimlari va bunda (34) —(36) masala yechimining mavjudligi
haqidagi teorema shartlari bajarilgan bo‘lsin. U holda

u(z.y) =ur (z,y) —us (z,y),v(z,y) =v1(z,y) —n{zy),

’LU(I', y) =wi (.’E, y) — Wy (',I“)y)

funksiyalar [0, ;] x [0, l5] to'g'ri to‘rtburchakda aynan 0 ga teng bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

uy (z,y) = ¢(y) + ¢ (z) — ¢ (0) +
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-:

[@ (&, m)v1 (& m) + b(E,m) wi (E,m)] ddé+

+
:\H

+i/.f(€,n,zt1 (&,m)) dnd¢,

g (3, y) = ¢ (y) +  (z) — ¢ (0) +

x

Y
s 5 (€, 1
; / 0/ fa (€, 7) v2 (€,1m) + b (€, ) wa (€, m))dmde+

z Y

+ O/ / £ (€7, uz (€,m)) dnde.

Bu tenglamalarning biridan ikkinchisini ayirib va f(z,y,p) uchun Lipshits

shartini go‘llab,

lu2—~m!</][Mlvz(6,n)—v1(£,?7)l+
0 0

M [ (§,m) = wn (6, 0)] + M Juz (€, m) — va (&) | i

c
< // [M [o (&, m) + M |w(E.n)|+ M |u(,n) Jd':}(fcf (42)
0 0

tengsizliklarni hosil gilamiz. Shunga o‘xshash munosabatlar v (z,y), w(z,y)

funksiyalar uchun ham o‘rinli:

Y
@)l < [ [Mlo )|+ Mlw @) + M )] o
0
w @)l < [ M0 (6,)] + M fu €.9)| + M u €, 1) de.
0
Bu tengsizliklardan w (z, %), v (z,y), w{z,y) funksiyalarning [0, 1] x [0, I5]
to‘g'ri to'rthurchakda 0 ga tengligi kelib chiqishini isbotlaymiz. Dastlab ular



Xarakteristikalarde berilgan masala 205

[0, z¢] x [0,yg] to'g'ri to‘rtburchakda 0 ga tengligini ko'rsatamiz. Bu yerda
zg € (0,11), yo € (0,{y) lar ushbu

’ 3royoM < 1,
& 3rgM < 1,
L 3y < 1
shartlarni qanoatlantiradi.
Faraz gilaylik,
g= max |u(z,u)l,

(z9)€[0.0]x[0,40]

U= max [ (z, 1),
($,y)€[0,Io]X[0;y0]

w = max wAx, y).
(r,y)el&zo]x{ﬂavo}l =)l

Ravshanki, umuriylikka ziyon yetkazmasdan 4 > max {v,w} deb olish
mumkin. U holda (42) tengsiziiklardan quyidagilar kelib chigadi:

T ¥

@ (z,y)] < M/ / [+ @+ 2] dédn < 3Mzoyt
0 0

yoki
u < 3]\/[1'0?,/0@, ((IJ, [/) & [O, .770] X [O,y(,] o

3zoyeM < 1 bo'lganligi sababli, oxirgl tengsizlik fagat u = 0 bo‘lganda
bajariladi. Bundan ke‘rinib turibdiki w(z,y),v (x,y),w (z,y) funksiyalar
[0, 2:0] % [0, 7] da aynan 0 ga teng. Keyingi gadamda biz shunday z, (21 >
Zo) 1i olamizki,

3 (@1 — zo) oM < 1,

3(m —zo) M < 1,

3yoM < 1
shartlar bajarilsin. [0, z1] x [0,y0] to‘gri to‘rtburchakni qaraymiz.U holda

(42) tengsizliklar quyidagi ko‘rinishga ega boladi:

I (z,9)| < M f / [+ @ + @dédn, (z,y) € [0,21] x 0,30].

.’L'[)O



206 Giperbolik tenglamalar

Oldingi isbotdagi kabi, u (z,v), v(z,y), w(z,y) funksivalar [0, z1] x [0,y
fo'g'ri to'rtburchakda aynan 0 ga tengligini hosil gilamiz. Bu kabi mulo-
hazalarni davom etib, chekli sonli gadamlardan keyin bu funksiyalarning
[0,11] x [0,90] da 0 ga teng ekanligini ko'rsatish mumkin. So‘ngra, [0, yo]
kesma uchun ham yuqoridagi kabi ish tutib, ularning [0, 4] x [0, l5] da aynan

0 ga teng ekanligi ko‘rsatiladi. Teorerma isbotlandi.

48 Qo'shma differensial operatorlar. Riman
usuli

Ushbu ikkinchi tartibli

11

) 3*u
Lu= y i B0z + Z T —l— ap(z)u

1,9=1 i=1

chizigli differensial operatorni qaraymiz. D - R™ fazoda bo'laklari silliq §
sirt bilan chegaralangan soha bo‘lsin. Faraz gilamizki, ai;{z) koeflisiyent-
lar ikkinchi tartibli, a,(x) - birinchi tarbibli uzluksiz hosilalarga ega, ag(x)
koeffisivent esa uzluksiz ho‘lsin.

e P (ay(zv) | " 0 (ai(z)v)
My = _Y_‘ oase Z{ - + ag(z)v (43)

i,7=1
ifoda Lu ga qo‘shma differensial operator deyiladi. Bevosita hisoblashlarni
pajarib,

A

LN O MNaij(z)v)
vLu — uMy = e L " Pl A rera
viu — uMwv ;dr/ {; {”a'-/(x)(‘)zj 4 dr;

tenglikning to‘g'riligiga ishonch hosil gilamiz. Agar

Pila)i= {i

=1 b

+ ai(;v)uv}

3
w22 S

T dr;

+ a, (.‘.!.-‘)?.I-’a‘.’} - (44)

belgilash kiritsak, avvalgi tenglik quyidagi ko‘rinishda. yoziladi:

i 3

— )
vlu —uMv = — Pz
25
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Agar L = M bo'lsa, L operator o'zi-o‘ziga qo'shma operator deyiladl. L
operatorni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
n n X
d du dasj(z) Ou
Tap'= ez |l —— ) — i o - ARt
0= 3 () - L BT+ Saw g el
1,j=1 J ij=1 J i=1

Agar

= a;(z) Z agij), ap(z) = c(z)

belgilashlarni kiritsak, L ushbu

Luzf:g%( )+Zb(f +Za c(z)u (45)

ij=1
ko'rinishga keladi. U holda M operatorni quyidagicha yozish mumkin:

n

. d [ Oay(z) dv a (bi(z) 3
My = Z;}E ( Ba; v+ ag(z )r}!‘ —;T4 agl\T)u -

ij=1

S5 L vien. @

Agar M operator berilgan bo‘lsa, unga qo‘shma operator L bo'lishini tek-
shirib ko'rish qiyin emas. (43) va (45) formulalardan ko'rintyaptiki, qo‘shma
operatorlar fagat o‘rta hadlari bilan bir-biridan farq giladi. &(z) = 0,

= 1,2....,n shartlar bajarilganda L = M bo‘ladi. Demak, o‘zo'ziga
qo‘shma operatorni

T

0 ou
Lu= Z &‘L (am(fr);)—;j) ot (,(vb)u, a,-j(z) = aji(l)

ig=1

ko‘rinishgs keltirish mumkin. Laplas va to‘lgin operatorlari o'z-0'ziga go‘shma
operatorlardir, lekin issiglik tarqalish operatori o‘z-o'ziga qo'shma operator
bo‘la olmaydi.

R? fazoda u(z, v) funksiya uchun quyidagi differensial ifodanini qaraymiz:
Lu = Uyy + @ (.’E, y) Uy (SE, U) +b (‘T: y) Uy (.’L‘, y) +c (-177 y) u (.’1,'. y) (47)

Ta'rifga ko'ra, unga qo‘shma operator quyidagi ko‘rinishga ega:
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M[v] = tiay — (a(z,y)v), — (b(z,y) ), + c(z,¥)v
Ravshanki, (46) formulada

1
’IL=2, a11=a22=0, Q12 = Q21 = =, bl-—a, bg=b, cC=c.

2

Ko'rinib turibdiki, (44) formuladagi P, P lar

1
Pi'= E(Uuy — uvy) + auv,

1
Py = 5(vuy — uvz) + buv

kabi hisoblanadi.

Endi Ozy tekisligida biror y = f(x) egri chiziq berilgan va ixtiyoriy z lar
uchun f'(x) < O shart bajarilgan bo'lsin. y = f(z) funksiyaning grafigini
Ly orqali belgilaymiz. R? tekislikning f (z) funksiya grafigidan yuqorida

Jjoylashgan gismini F} bilan belgilaymiz, ya’ni
R} ={(zy): y> f(»)}.
Quyidagi chegaraviy masalani qo‘yamiz:
Lu=F(z,y) (z,y) R} (48)

tenglamaning

w(z,y) =@l y), (x,y) € Ly, %(.r:, y) =w(z,y), (x,y)€ Ly (49)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda Lu (47) formula bilan
aniglanadi, n - Ly chizigga o‘tkazilgan ]R;Z sohaga nisbatan tashqi normal.

Ixtiyoriy A(zo,yo) € R}' nugtada (48), (49) masalaning yechimini ifo-
dalovchi formulani topamiz. Buning uchun A nuqtani Ly egri chizig bilan
koordinata, o‘glariga parallel bo‘lgan kesmalar yordamida birlashtiramiz va
mos ravishda B(z, %), C(Zo, y) kesishish nuqtalarini hosil gilamiz. AB, AC
kesmalar hamda BC yoydan hosil bo‘lgan konturni S deb, uning ichki qis-

mini esa D bilan belgilaymiz.
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L va unga go‘shma differensial M operator uchun o‘rinli bo‘lgan

d.-”l o
My=—L 22
vlu—u =% - By

tenglikni D soha bo‘yicha integrallaymiz:

an P,

[ (2 )e
& dx Ay

b D

Bu tenglikning o‘ng gismini matematik sahlil fanidan ma'lum bo‘lgan

/' R Q= / (Qu — Ry)ds
L D

Grin formulasi yordamida o‘zgartiramiz. U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

// (vLu — uMv)ds = /—Pgd.l-' — Pidy.
D 7

L kontur qismlarining koordinata o‘qlariga parallelligi va Py, P larning

yuqoridagi ifodalarini inchatga olib, avvalgi tenglikni davom ettiramiz

/ —P_)dl' - Pldy =
L

¢
/ ({ (vuy — wvy) + a'zw} dy — E— (vugy — wvy) + buvw dz) +
J |
A

4 / { (vuy—uvy)—!-auv] P Bj [ D uvi)—l—lmv}d‘ (50)

Ravsha,nkl,

hS

’ ;
[5(7)% — uvy) + auwv

Ao

dy + / { (vug — uvy) + buv} dr =
B

A

12k :
E[-uu,y — uvy) + auww
J :

1 _
dy + = (v, - uvy) b-uv] dr

B
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tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘ng tomonidagi integrallarni mos ra-
vighda I 4 va Ipg orgali belgilaymiz.
Hozirgach v funksiyaga hech ganday shart go‘yilmagan edi. Endi faraz

gilaylik, v funksiya ikki marta nzluksiz differensiallanuvehi bo‘lib, ushbu
Mv = vy — (a(z,y)v)s — (Bz, y)v)y +c(z,y)v =0, <z, y< o

tenglamani va

y

v(z,y) = exp /I a{zg, s)ds| , v < o, (51)
o d
" @

v{z,yo) = exp /b(s, Yo)ds| , = < zg (62)
of

shartlarni qenoatlantirsin. Bu masalada chegaraviy shartlar xarakteristikalarda
berilgan. Oldingi paragrafds ko‘rsatilgani kabi bunday masalalar yagona
v(x, y) yechimga ega bo‘ladi. Bu yechim bizga ma’lum deb hisoblaymiz va
keyingi o‘rinlarda shu yechimni ifodalovehi v(z, y) funksiyadan foydalanamiz.

Bularni va (48) tenglamani hisobga olib, (50) formulani soddalashtirishni

// v(z,y)F(z,y)ds =
D

1 _
= / ( [%(vuy — uvy) + au'u] dy + I§(vu,,, — uv,) + buw
L. a

davom ettiramiz:

"
dﬂ?) +Ica + Ipa

Io 4, Inaintegrallarda koordinatalaridan biri tayin ekanligidan foydalanamiz.
v(z,y) uchun (51) shartdan £ = zo bo'lsa, v, — av = 0 bo'lishini oson
aniglash mumkin. U holda

A

5 dy =

) 1 ]
Iga = S(ouy — uvy) + auv
-C .

A
1 3 1 1
= / IE{W}” —u(vy, —av)| dy = 5{'u1.')|_4—-§(m1)|c.
g L
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Xuddi shunga oxshash. y = 7 bo‘lganda, (52) tenglikka asosan u, —bu = 0
ekanligini inobatga olsak,
A
(1
= B (vuy — wvg) + buv | dz =
i )

/ ’ (vug — u(vy —bv)

dx = (uv) (u'u)|B

formula hosil bo'ladi. Shunday qilib, (50) ifodani quyidagi ko‘rinishda yozish

C
// viz, y) F(z,y)d / ’ (w1 — wwy) + auv | dy—
B

dm) + ':ij—%(uvﬂC—%(uv)]B.

mumkin:

— wug) + buv

Bundan esa, o‘ng tomondagi uv go‘shiluvchining A(zo, ¢o) nugtadagl qiyma-
tini ushbu

u(zo, yo)v(xo, yo) =

c
: L, ;
5 /‘( ‘ :_]—2('!.??!,; — ) 4 amw dy — 15{-3:&_, — ) + bm-] L.L]') 4+
By -
o / / o(@,y) F(z, y)ds
D

(51), (52) chegaraviy shatrlardan v(zg, yo) = 1 ekanligi kelib chigadi.
U holda

1 A L
§(WJ !C+§(-.-;.-n)

tenglik bilan ifodalaymiz.

¢ .
u(zo, Yo) = — /(B (vuy — uvy) + auv | dy — [é(vua —uv;) + bu'u] dm‘) +
J |
1 1 ‘
S| 45|+ [[ v P s (53)
D

hosil bo‘ladi. Bu u(wy, y5) uchun vakuniy formuladir.
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Ly konturda u(z, y) funksiyaning xususiy hosilalarini {49) shartga asosan
berilgan funksiyalar orqali ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
(49) tengliklarni

u(z, f(2)) = ¢z, f(2), (f(w)) plz. f(x))

ko'rinishda yozib olamiz. L ga urinmaning birlik vektori 7 quyidagi ko'ri-

nishga ega:

?:( 1 [() )
VI+ (@) 1+ (f(=))

bulzy) _Bu___1 u__f(x)
o T B TR @R 0 yIT (@)
ifodaga. ega bo‘lamiz.

du
ar

Bundan

ushbu

2 e, fa)) = 2T | Qe S @) pig) - T ),

dy

tenglamadan topiladi. Ma'lumki,

o ;
=2 (7. gradu).
on

Ly chizigga o'tkazilgan normalning, 7 vektorga ortogonal bo‘lgan birlik

vektori quyidagicha hisoblanadi:

ﬁ:( ey 1 )

VI+F@? I+ ()]

Bundan

Oulz,y) Ou f{z) du 1

o o T+ (F@)R 01+ (@)’

formulani hosil gilamiz.

Yuqoridagilarga asoslanib, chegaraviy shartlardan L; konturda u(z,y)

ning xususiy hosilalarini topish uchun

50 @) = 52 + 5@
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ol “(z) a 1
w(x, f(z)) = ou f_{_;_____ Y

tenglamalar sisternani olamiz. Uning determinanti hech qayerda 0 ga teng
emas. Bundan kelib chigadiki, uz(x,v), uy(z,y) lar mavjud va berilganlar
orgali bir giymatli topiladi. Shunday gilib, (53) formulaning o‘ng tomonidagi
barcha funksiyalar aniglandi. Uni hosil gilish uchun go‘llaniladigan usul
Riman useli deyiladi.

Eslatma. (7) Dalamber formulasi (53) formulaning xususiy holidan

iboratdir.

4.9 Tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich-

chegaraviy masalalarni Furye usuli bilan yechish

4.9.1 Birinchi boshlangich-chegaraviy masala. Bir jinsli
tenglama va bir jinsli chegaraviy shartlar. Xos

son va xos funksiya

Xususly hosilali differensial tenglamalar nazarivasida chegaraviy yoki ar-
alash masalalarni yechishda eng ko'p go‘llaniladigan usullardan biri bu o'zga-
ruvchilarni ajratish yoki Furye usuli hisoblanadi. Bu usulni bayon etishni
ikkala uchi ham mahkamlangan tor tebranish tenglamasi uchun birinchi
boshlang’ich - chegaraviy masalani yechishdan boshlaymiz. Qolgan chegar-
aviy masalalar va aralash masalalar xuddi shunga o‘xshash tarzda vechiladi.
Quyi- dagi

U = azu:tz (54)

tenglamaning bir jinsli
w(0,t) =0, u(l,t) =0 (55)

chegaraviy va
u(z,0) = p(z), ul(z,0) = (z) (56)
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boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini topamiz. (54) tenglama
chizigli va bir jinsli bo‘lganligi uchun, uning xususiy yechimlari yig'indisi ham
tenglamaning yechimi bo‘ladi. Ularning hiror koefiitsientlar bilan yig‘indisini
izlanayotgan yechim sifatida qarash mumkin.

Dastlab, quyidagi yordamchi masalani garaymiz:

2
Ut = G Ugy

tenglamaning aynan nolga teng bo‘lmagan
u(z,t) = X(z)T(t) (57)

ko‘paytma ko'rinishidagi, bu yerda X, T lar bir o'zgaruvchili, mos ravishda

z va t larning funksiyalari, bir jinsli
u(0,£) =0, u(l,t)=0 (58)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Bu masalani echish achun (57) ifodani (54) ga qo‘yib
L
X"z)T(t) = ?\’{ x)T"(¢)

yoki, X(z)T'(t) ga bo'lgandan so‘ng

X"z 1Tt
X ~# 10 )
tenglikni hosil gilamiz. (57) formula bilan aniglangan funksiya (54) tenglama-
ning yechimi bo‘lishi uchun, (59) tenglik erkli o‘zgaruvchilarning barcha
0 < z < I, t > 0 qiymatlarida bajarilishi shart. Bu tenglikning chap tomoni
fagat x o'zgaruvchining, o'ng tomoni esa, faqat ¢ o'zgaruvchining funksiyalar-
idir. Navbat bilan, ularning birini tayin qilib, ikkinchisini o‘zgartirib, (59)
tenglikning chap va o‘ng tomonalari o'zgarmas songa teng ekanligiga ishonch
hosil gilamiz:
X"z) 1 w _

X(z) a2 T()

bunda o‘zgarmas A ni qulaylik uchun manfiy ishora bilan oldik.

(60)
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(60) tengliklardan X (z) va T'(t) funksiyalarni aniqglash nchun
X"(z)+2X(z) =0, X(z) #0,

T"(x) -+ a®XT(z) =0, T(t) #0 (61)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz. Shuningdek, (58) chegaraviy
shartlardan

u(0,) = X(0)T(t) =0,
u(l,t) = X(T(t) = 0

kelib chiqadi. O‘z navbatida, bu tengliklar (57) formula bilan aniglangan

u(z,t) funksiya nolga teng bo'lishi uchun X (z) funksiyaning
X(0)=X({1) =0

shartlarni qanoatlantirishi lozimligi, aks holda T'(t) = 0 bo'lishini ko‘rsatadi.

Shuning uchun, yugoridagi chegaraviy shartlardan
X0)=X({1)=0

shartlarni hosil gilamiz. Shunday qilib, biz qo'yilgan chegaraviy masalani
yechish jarayonida X(x) funksiya uchun Shturm-Livwill masalasi deb ata-
luvehi quyidagi masalaga keldik:

Ta’rif. \uing
X"z} +2X(z) =0, X(0)=X({) =0 (62)

masala notrivial yechimga ega bo‘ladigan giymatiga shu masalaning xos soni
va unga mos notrivial yechimga esa A xos songa mos keluvchi xos funksiya
deyiladi. Umuman, differensial tenglamalarning xos sonlarini va unga mos
keluvchi xos funksiyalarini topish masalasiga Shturm-Liuvill masalasi deb
yuritiladi.

Bu masalaninig yechimini topish magsadida A ning manfiy, nolga teng

va musbat giymatli hollarini alohida qaraymiz.
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1-hol. Faraz gilaylik, A < 0 bo‘lsin. Bu holda oddiy differensial tengla-
malar kursidan bizga ma'lumki, (62) tengliklardagi ikkinchi tartibli oddiy

differensial tenglamaning nwmumiy yechirni
X(z) = Cie/ M 4+ Coe Ve (63)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda Cy, C; - ixtivoriy haqigiy sonlar. Ularni shunday

tanlaymizki, natijada (62) dagi chegaraviy shartlar o‘rinli bo‘lsin:
X(0)=CL+Cy =0, X(I) = Cre¥™ M 4 G~V

yoki
Ci==Cy, Gy (/M —eVH) —0.
QELI alayotaan holda A < 0 va l > 0 hagiqiy sonlar bo‘lganligi uchun eV
* £ 0. Demalk, ikkinchi tenglamadan C; = 0 va birinchisidan esa
(72 = (C} = 0 hosil bo'ladi. Demak, bularga asosan, A < 0 bo‘lganda (62)
masala fagat nol yechimga ega bo‘lar ekan, ya'ni bu holda Shtuurm-Liuvill
masalasi xos son va xos funksiyaga ega emas ekan.
2-hol. Faraz qilaylik, A = 0 ho'lsin. Bu holda (62) dagi ikkinchi tartibli
oddiy differensial tenglama X"(z) = 0 ko‘rinishda bo'lib, ununig umumiy
yechimi
X{z) = Ciz + Cy (64)
dan iborat bo'ladi. Bunda Cy, O - ixtiyoriy hagiqiy sonlar. Ularni (62)

dagi chegaraviy shartlardan tanlaymiz:
X(0)y=0Cy X()=Cl+Cy =

yoki
Ci=Cy=0.
Demak, (64) ga asosan, A = 0 holda ham (62) masala faqat nol yechimga
ega, bo'lib, Shturm-Liuvill masalasi xos son va xos funksiyaga ega bo'lmas
akan.
3-hol. Faraz qilaylik, A > 0 bo'lsin. Bu holda differensial tenglamalar
kursidan bizga ma’lumki, (62) dagi ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama
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ikkita qo‘shma kompleks xarakteristik ildizlarga ega bo'lib, uning umumiy
yechimi

X(z) = Cycos VAz + Cysin vV Az (65)
ko‘rinishda bo‘ladi. Cy va Cy o‘zgarmaslarni shunday tanlaymizki, (62) dagi

chegaraviy shartlar o‘rinli bo‘lsin, ya'ni:
X(0) =C, =0, Cpsinv N = 0.
X(z) # 0 ekanligidan (5 # 0 bo'ladi. Demak, bu sistemadan
sin VAL =0

ekanligini hosil gilamiz. Bu sodda trigonometrik tenglamaning yechimi quyidagi-
dan iborat:

M (%1)2 nel.

Shunday qilib, (63) masala fagat A = A, = (71)1’ n € Z bo'lgan holda
aynan nolga teng bo'lmagan (notrivial)

T
33t
{

Xu(z) = C,sin
yechimlarga ega bo'lar ekan. Bunda (), - ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Demalk,
{62) Shturm-Liuvill masalasi uchun A = A, = (#)2 >0,n=12...,

sonlar xos sonlar va
nw
—

[
funksiyalar esa o‘zgarmas ko‘paytuvchi aniqligida olingan (uni biz birga teng

Xn(z) =sin

deb olarmiz) xos funksiyalar bo‘ladi. Bu xos funkiyalarning skalyar ko‘paytmasi
uchun
l

!
(Xu(z), X () = fX,, ()X (z)dx = /sin 7—?—:3 sin ?wdz =
0

0

U E
— X -, M =",
=S /cos ﬂ#z~ cos fmﬁa;d:c = ¢ 2’ i
'(')f ' ] 0, n#m.

tenglik o‘rinli. Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik:
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Teorema. (62) Shturm-Liuvill masalasi fagat A = A, = (ﬂ,l)z
bo'lgandagina notrivial yvechimga ega bo‘lib, barcha xos sonlar musbag va
har xil xos songa mos keluvchi xos funksiyalar o'zaro ortogonaldir.

Endi topilgan xos sonlarga to‘g‘ri keluvchi (61) ning ikkinchi tenglamasi-

ning vechimini topamiz. A = X, = (%)2 bo'lganda

T"(z) + a®AT(z) = 0, T(t) #0
differensial tenglama (61) ning birinchi differensial tenglamasiga o'xshash
bo‘lganligi (X (z) o‘rnida T(t) va X o‘rnida esa a?X ishtirok gilyapti) uchun
uning umumiv yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Tu(t) = An cos 2Z ; Lot + Bysin ;_at (66)

U holda, (54) torning erkin tebranish tenglamasining (55) bir jinsli chega-
raviy shartlarni qanoatlantiruvehi xususiy yechimi (57), (65) va (66) larga

asosan quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
un{z, 1) = Xz )Tu(t) = (,—'1“ cos .E;Irj'.r‘. + B, sin N—":T-r.u') sin ?:r,

Berilgan (54) tenglama chizigli va bir jinsli ikkinchi jartibli xnsusiy hosilali
differensial tenglamna bo‘lganligi nchun bu xususiy yechimlarning yig‘indisi

ham (54) tenglarnani va (55) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi:

- - nw .

)71(' . Uy 7t e (An B T t) i —p 67
u(z, 1) 7?:1 Un (T, 1) = "S“] cos 2 ] aH— sm ot ) sin—=a (67)
Bu yechimdagi A, va B, koeffisientlarni shunday tanlaymizki, (56) bosh-

lang'ich shartlar ham bajarilsin, ya'ni:

o0 o0
: — 2 191 nw
uix,0) = L A, sin Z’—F:v = p(x), u(x,0) = Z‘ T—;—aB sin —Tx = 1(x)
pa=l n=1
(68)
bo'lsin. Bu sistemadan A, va B, koeflisientlarni topish uchun [0, ] oraliqda

aniglangan har ganday uzluksiz differensiallanuvchi f(z) funksiyani sinuslar
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(yoki kosinuslar) bo'yicha Furye qgatori deb ataluvchi trigonometrik qatorga

yoyish mumkinligidan foydalanamiz, yani

o]
TEIT
f(z) = by, sin —x
f@) =2 basin 7

bo'lsin. Bunda b,, 7 € N sonlarga f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

deb ataladi va ular

by =

Nlt\.r

!
/ ) sin —:cd.z:
0

tenglik bilan aniglanadi. Bundan foydalanib, (68) tenglamalardan A, va B,
larsni topish uchun uzluksiz differensiallanuvchi p{x) va ¥(z) funksiyalarni

Furye gatoriga yoyamiz va mos ravishda Furye koeffisientlarini yozamiz:

2
plr) = y ©On sin L~ :rdx On = % / () sin —xdcr, (69)
n=1 ‘é
= Z 1, SN ?xdx, Uy, = 7 }/ Y(z)sin ?mdw. (70)

0
(69) va (70) larni (68) ga qo'yib, mos koeffitsientlarni tenglashtirish bilan A,
va B3, lar uchun quyidagi ifodalarni hosil gilamiz:

] ]
[ 2 . onmwo
/ w(z) sin = .Z‘CL.L B, = —, = — | ¥(x)sin —zdx.

le

T™a TN )

0 0

(71)
A, va B, larning (71) formulalar orqali topilgan bu giymatiarini (67) ga
qo'yib, (54)-(56) bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun 1-tur chegaraviy
masalaning formal ko‘rinishda yozilgan yechimini hosil gilamiz. Chunki,
bu ko‘rinishda vozilgan (67) yechim cheksiz hadli gator bo'lib, bu qator
uzoglashuvchi bo'lishi yoki uning yig'indisi differensiallanuvchan bo‘lmasligi
mumkin. Bu holda (67) qator orqali ifodalangan funksiyani garalayotgan
magalaning yechimi deya olmaymiz. Shu magsadda koeffitsientlari (71) for-
mulalar hilan aniglanuvchi (67) funksional qatorning va uni ikki marta differ-
ensiallash natijasida hosil bo‘lgan qatorlarning ma’lum bir shartlar bajaril-

ganda tekis yaginlashuvehi bo'lishini ko‘rsatsak. {67} qator bilan aniglangan
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funksiya haqgiqatan ham (54)- {56) masalaning yechimidan iborat bo‘ladi.
Quyidagi teorema o'rinli:

T eorema. Agar p(z) funksiya [0, {] oraligda ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, uchinchi tartibli bo'laklari uzluksiz bo'lgan hosi-
laga ega bo'lsa, ¥/(z) esa uzluksiz differensiallanuvehi bo‘lib, ikkiinehi tartibli

bo'laklari uzluksiz bo‘lgan hosilaga ega bo‘lsa, hamda
@(0) = ¢(1) = 0, ¥(0) = (1) =0, ¥"(0) = ") =0 (72)

kelishuvchanlik shartlari bajarilsa, u holda {57) qator bilan aniglangan u(z, t)
funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, (54) tenglamani,
{(55) chegaraviy va (56) boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi. Shu bilan
birga (67) gatorni z va ¢ bo'yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin
bolib, hosil bo‘lgan gatorlar ixtiyoriy chekli £ > 0 da 0 < 2 < [ oraligda
absolyut va tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Isbot. (72) shartlar ganday kelib chigqaniga to‘xtalaylik. (72) ning
birinchi ikkita shartlari w(z.t) funksivaning z = 0, t = 0Ovaz =1, t =
0 nuqualarda uzluksizligidan (55) va (56) shartlarga asosan kelib chiqadi.
{72) ning ikkinchi ikkita shartlari esa xuddi sha nuqtalarda w{z, t) funksiya-
ning uzluksizligidan hosil bo'ladi. Uechinchi juft shartlarni esa quyidagicha

asoslash mumkin: (54) tenglamada £ = @ deb,
Uy |1=0= CLQQC’"(J,‘)
tenglikui hosil gilamiz. {55) shartlarni ikki marta ¢ bo'yicha differentsiallab,
Ut |70= Ugt |z=r=0

tengliklarga ega bo'lamiz. Bu verda t = 0 deb, oldingi tenglikda z = 0
va & = | desak, (56) ning uchinchi juftlik shartlarii kelib chigadi. (55)
formulalardagi integrallarning birinchisini uch marta, ikkinchisini esa ikki
marta ho'laklab integrallaymiz. (56) shartlarga ascsan, guyidagilarni hosil

qilamiz:

i !
212 nw 2I° w'(z) | nw
A, = ——s ] —1d = : in —zdz.
(m_l)s/ga (z) cos ; zdz, B (ﬁn)d/ L S zdz
0 0
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Ushbu

{ f
2.F s 2 [ nm
= /c,o” () cos --j---;:d:f:., Pn =7 / y"(2) sin "II',"-"-'d?'-
", 3 " WJ 1) L
0

belgilashlarni kirttamiz. U holda A, va B, koeflitsientlar o, va 8, lar orqali

quyidagicha ifodalabadi:

[ 3 Cn 5 Br
An = - (-7;) gé‘, Bn, —= (7{) ,'73. (73)

o va By, migdorlar "' (z) va ‘%ﬂ funksiyalarning Furye koeflitsientlaridan

iboratdir. Trigonometrik gatorlar nazariyasidan ma’lumki,

o0 B
Z l - |

= nzl

gatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi. (73) ni (67) gatorga qo'yamiz:

3 2
I 1 nw Y . T
u(r,t) = — (;) E L e (rr;-, cos T at 4+ [4, sin Tcm‘) sin Tr

Bu gator va uni ikki marta hadiab differensiallash natijasida hosil bo'lgan

qatorlar uchun ushbu

=]

|n,,| | | Bl e |u,,._ .l ,_x.ar ['@n |+ | Ba |
o 1ol o5 1ol g5 lenl2ifel

n=1 n=1
C1, Cy, Cs - o‘zgarmaslar, yaqinlashuvchi gatorlar mojoranta gator rolin
o'ynaydi. Demak, (67) qator va uni ikki marta differensiallash natijasida
hosil bo‘lgan qatorlar absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan (67)
gatorning yigindisi hisoblangan funksiya o'zining birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalari bilan birga nzluksiz ekanligi kelib chigadi. Shu bilan teorema isbot
bo'ldi.

4.9.2 Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan torning tashqi kuchlar ta'siridagi majburiy tebra-

nishi masalasini qaraymiz.
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Bir jinsli bo‘lmagan
Uy~ gy = f(2,8)  x € (0,0), >0 (74)

tor tebranish tenglamasining (56) boshlang’ich va bir jinsli (55) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvehi u(z,t) yechimini topamiz. Bu yerda f(z,t)
funksiya torga ta'sir qiluvchi tashqi kuchlar yigtindisini ifodalab, 0 < z <1,
t > 0 sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi deb faraz etiladi.

Bn masalaning u(z,t) vechimini quyidagi
u(z, t) = v(z,t) + w(z,t) {75)
ko‘rinishda gidiramiz. Bu yerda v{z, ) funksiya bir jinsl bo'lmagan
Uy = a’vgg + f(2,1) (76)
tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang'ich
¥ 0= 0, 2 l1==10 (77)

va chegaraviy
v ]sz: 0, v lu;——-l:: 0 (78)
shartlarni qanoatlantiruvehi yechimi;
w(ix, t) funksiya esa bir jinsli
=a® 79
Wi = @ Wy (79)
tenglamaning quyidagi boshlang‘ich

w i—0= o(z), W |imo= 1(x) (80)

va chegaraviy
Wlheo=0, w|p==0 (81)
shartlarini qanoatlantirnvehi yechimidan iborat.
Yuqoridagi masalalardan ko‘rinib turibdiki, w(z, t) funksiya uchlari mah-

kamlangan bir jinsli torning f(z, ¢) tashqi kuchlar sa’siridagi majburiy tebra-
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nishini, w(z, ) esa shu torning erkin tebranishini ifodalaydi.(79)-(81) masala-
ning w(z,t) yechimi oldingl paragrafda topildi. U (67) formula bilan ife-
dalanadi.

Shuring uchun bu yerda (76)-(78) masalaning v(x,t) yechimini qurish
yetarlidir.

Bu masalaning v(z, ) yechimini ushbu
v(z,t) = ZTn sin % (82)

gator ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda T),(¢) hozircha no‘malum funksiyalar.
(82) qatorni chekli ¢ > 0 uchun {0,1} oraliqda yaqginlashuvchi va shu sohada
z va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha hadma-had differensiallash mumkin bo'lsin. U
holda (82) gator bir jisli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

Bu gatorni (77) boshlang‘ich shartlarga qo‘yib, T;(¢) funksiyalar uchun
quyidagi

T,(0)=0, T.(0)=0, n=123... (83)

shartlarni olamiz.

Endi f(z,t) funksiyani [0,1] oraliqda z o‘zgaruvchiga nisbatan sinuslar

bo'yicha Furye gatoriga yoyiladi deb faraz gilamiz ya'ni

flet) = fult)sin —— (84)
na=1 :
bunda f, koeffitsientlar quyidagi
i
2
ful(t) =7 / g(z,t) sin :_r_r (85)
0

formula bilan aniglanadi.
T,.(t) funksiyalarni topish uchun (82) va (84) ifodalarni (76) tenglamaga
qo'yib, ushbu
= ke
DT + Wi T(@)] qm—l— = f(z,t) (86)
n=1

wmr

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu yerda wy, = 5-.
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(84) va (86) yoyilmalarni o‘zaro taqqoslab, n ning har bir giymatida chi-

ziqli o'zgarmas koeffitsientli
Ty (t) + wiTn(t) = fult), £>0 (87)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz.

Demak, T;,(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (87) oddiy dif-
ferensial tenglamani (83) boshlang‘ich shartlar bilan garaymiz. Bu masala-
ning yechimini o'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida topamiz. Bir jinsli

{87) tenglamaning umumiy yechimi
Tn(t) = Cy coswyt + Cysinwyt,

bu verda Cy, C; - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini
Tu(t) = C1(t) cos wyt + Co(t) sinw,t (88)

ko‘rinishida izlaymiz.
(88) formuladagi noma'lum Ci(¢) va Cy(t) funksiyalarni topish uchun,

differensial tenglamalar kursidan ma‘lumki, bu funksiyalarga nisbatan ushbu

C1(t) coswnt + Cy(t) sinw,t = 0,
—C(t)wn sinwat + Cy(t)wn coswyt = fu(t)
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bundan Ci(t) va Cy(¢) funksiyalarni

Ci(t) = iﬂ——anwni Cyt) = Lult)

COS wyt

topamiz va bu tenglamalarni integrallab, Ci(¢) va Cy(t) funksiyalarni
, t
Ci(t) = —— [ fu(r)sinw,rdr + CP,

()
b [

¢
Oh(t) = l / FulT) cosw,Tdr + CF

ko‘rinishda aniglaymiz. Bunda Cf va C§ - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
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Topilgan C} (t) va Cy(t) funksiyalarni (88) formulaga qo‘yib, (87) tenglama-
ning umumiy yechimini
t

1 . - s
L) = ;/y-,,(f) sin [wa(t — 7)|dT + C coswyt + CF sinwyt (89)
i

ko'rinishda topamiz. (83) boshlang‘ich shatrlarni qanoatlantirib, (89) umu-
miy yechimdan C’O % = 0 ekanligini olaniz.
Agar f,(t) € C[0,T] bo'lsa, u holda (87) tenglamaning (83) boshlang‘ich

shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi

To(t) = (—U—]— / Fu(7) sin [wy(t — 7)]d7T (90)
0

formula bilan aniqlanadi.

Endi (82) qatorning yopiq 0 < ¢ < 7T, 0 < x < | sohada tekis yaginla-
shuvchi ekanligini hamda uni z va t argumentlar bo‘yicha ikki marta hadma-
had differensiallash mumkin ekanligini ko‘rsatamiz.

Agar f(z,t) funksiya yopiq 0 < ¢ < T, 0 < x < I sohada uzluksiz,
shu sohada z o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi
va ixtiyoriy ¢ € {0, 7] uchun f(0,t) = f(I,t) = 0 bo'lsa, u holda (85) ifodani

ikki marta bo‘laklab integrallaymiz, natijada

fult) = =32 (;) / usmﬁl-dz-——(g)”;@ (o1)

ifodani olamiz, bu yerda

[ V]

t
a,(t) = ; / (z,1) sin Td@
0
Uzluksiz funksiyalarning kvadradlaridan tuzilgan a,(t) fanksional

Zai(t) < 00, (92)
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Qator ixtiyoriy chekli ¢ > 0 da Bessel tengsizligiga asosan yaginlashuvchi
bo'ladi. Endi (91) ifodani (90) formulaga qo'yamiz

g nk
To(t) = — G) éf%ﬂmmu(r — 7)dr
0

Hosil bo'lgan oxirgi fodani esa (82) formulaga qo‘ysak,

v(z,t) = ( ) 5 Z ~ /ak 7) 8in [w, (t — :)]drsmift,——i (93)

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ¢ € [0, T bo‘lganda.

(L) 25 bt
@ ey

sonli qatorning har bir hadi bilan chegaralangan. Bu yerda |a,(fo)| =

ushbu

Juax |an(t)], to biror tayin nuqta.

Shuning uchun (93) qator {[0,77, [0, ]} sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi qator bo‘ladi.
Endi (93) qatorni hadma-had ikki marta z va t o‘zgaruvchilari bo‘yicha

differensiallaymiz, natijada ushbu

Z / ai(7) sin [wi(t — 7)]d7 Sln— (94)

(17_

I3 5 1 nm
Up=—1|— Z —an(t)Tbm—T——;—

2
mn
4 =1

+l_a— Z 7_15 / @ (7) sin [wy, (¢ — 7)]d7 sin Tlr—l (95)

n=1

3

qatorlarni olamiz. Ma'lumki, bu gatorlar z € [0,1], ¢ € [0,T] da quyidagi

gatorlar uchun
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(@) r S trp

n=l =1

qatorlar mojoranta bo‘ladi. Bu qatorlarning yaqinlashishi (92) qatorning

vaginlashishidan va
la,l?(fo)| — 2 (t0)
tengsizlikdan kelib chiqadi.

U holda (94) va (95) qatorlar {0,1], [0, T] sohada absolyut va tekis yagin-
lashuvchi bo‘ladi, bundan esa v;»(z,t) va vy(x,t) hosilalarning bu sohada
uziuksiz ekanligi kelib chigadi.

Endi (94)va (95) ifodalarni (76) tenglamaga go‘ysak, (82) formula bilan
aniglangan v(z,t) funksiya bir jinsli bo'lmagan tor tebranish tenglamasini
qanoatlantirishiga ishonch hosil qilish mumkin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:

T eorema. Agar p(z) va w(z) funksiyalar oldingi banddagi teorema
shartlarini ganoatlantirsa va f(z,t) fanksiva yopiq (0,1} x [0,7]) sohada
uzluksiz, shu sohada ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lib, f(0,t) = 0,
f(l, ) = 0 tengliklar o‘rinli bo'lsa, u holda (74}, (55), (56) masalaning yag-

ona yechimi mavijud va bu yechim

o0
u(z,t) = Z T,.(t) sin %4—

n=]

( nmal . nag
—I—E ancoq |—b,,7 8in ] sm—T—

n=1

formula bilan a'mqldnadl. Bu yerda

t

Tu(t) = ;—12; sm—(t—'r Ydr [f(:z: 'r)sm—T—da,
0 0

i

Oy, = %/,o(:c) sin n—}m—dm,
b
!

2 I . AT
bn = Ea '/ ’lj)(.l) S1IL Tda:
0
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4.9.3 Uchlari qo‘zg‘aluvchan torning majburiy

tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo‘lib, ular biror qoida asosida harakat-
lansin va tor tashqi kuch ta'sirida tebranayotgan bo'lsin. U holda bu masala
bir jinsli bo'linagan

Uy = @ Uzg + flz,t)
{74) tor tebranish tenglamasining (56) boshlang'ich va ushbu chegaraviy

w(0,t) = wm(t), u(l,t)=w(t), 0<t<T (96)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga keladi.
Qaralayotgan wmumiy holdagi (74),(56),(96) masala yechimining mavjudli-
gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib ifodalash mumkin.
Buning uchun p(¢) va pa(t) funksiyalarni C?[0, T} sinfdan deb talab qgi-

lamiz. U holda (96) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi quyidagi
l(e,) = ne) + 7 lma(t) — g (0]

yordamchi funksiyani kiritamiz, ya’ni
2(0,8) = m(t),  2(Lt) = pa(t)

Endi {74) tenglamaning (56) boshlang‘ich va (96) chegaraviy shartlarini

qanoatlantiruvehi u(z, ) yechimini
u(z, t) = v(z,t) + 2(z,t)

ko‘rinishda ishlaymiz, bu yerda v(z,t)-yangi noma’lum funksiya. Bosh-
lang‘ich va chegaraviy shartlarga asosan v(z, t) funksiya uchun quyidagi bir

jinsli chegaraviy
v I:l::O: U(ﬂ:,t) I.’IT-—"O _':(‘Il‘.ﬁ U Ifﬂ:ﬂ: nu'l(t) — M3 (t) = 0)

V |o—t= (@, 1) |o=t —2(2,1) |om1= pa(t) — p2(t) = 0
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va, bir jinsli bo‘lmagan boshlang'ich
. x
v Jre0= 0 li=p =2 [r=0= p(z) = p(0) — [2(0) = 1 (0)]5 = %(2),

I V1L b
t pm= U [1m0 —2¢ [=0= P(x) — p1(0) — [5(0) — 11/1(0)]72‘ = ()
shartlarga ega bo‘lamiz.

(90) tenglikka ko‘ra noma‘lum v(z,t) funksiyaga nisbatan ushbu
Uy — 02z = (U — 2)3 — a2 (U — 2) gy =
= Uy — ajua:x - (ztt == ajzzzc) =
e - T

= fla,t) = pi(t) = [p3(8) — s (O] = fl2,2)

yoki
Uy = 02y + [z, 1)

tenglamani olamiz. Bu yerda

== " T

Fl@,t) = f(=,) = w(t) — [up(t) — i (D)5

Shunday qilib, biz v{z,t) funksiyani topish uchun quyidagi masalaga

keldik: bir jinsli bo‘lmagan
Vi = @ Vg + F(Z,1) (97)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
0(2,1) |m0= B(x),  Ve(2,1) |o= 1y (2), (98)
va. bir jinsli chegaraviy
v(,1) lz=0=10, v(z,t) ;=0 (99)

shartlarni ganoatlantiruvehi v(z.t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bandda batafsil o'rgandik. Agar B(z), ()
va. 7(.1:, t) funksiyalar oldingi banddagi teorema shartlarini qanoatlantirsa,
(97)-(99) masalaning C? ([0,1] x [0, T)) sinfga tegishli bo‘lgan v(z, t) yechimi

mavjud va yagona bo'ladi.
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Shunday gilib, (74), (56), {96) aralash masala yechimining mavjudligi va
vagonaligi haqidagi quyidagi teorema o'rinli:

T e or e m a. Agar berilgan funksiyalar
p(z) € C¥0,1], w(z) € C?0,1}; (), ualt) € C2O, T);

{f(z,t), felz,t), fu::t(l'; t)} € C([O,l] X [O,T])

bo‘lib, ular uchun uchbu
p(0) = m(0), o) = u(0), ¢"(0)=¢"(l) =0,

P(0) = 41(0), v(1) = p5(0), F(0,8) = (1), f(l,¢) = us(t)
tengliklar o‘rinli bo'lsa, u holda (74}, (56), (96) aralash masala yechimi

mavjud bo'ladi.

4.9.4 Ikkinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala

Ushbu o2 52
- @22 ze(0l), t>0, (100)
at? e

tor tebranish tenglamaning quyidagi

uw(z,0) = p(z), w(z,0) =), 0<z<I (101)
boshlang‘ich va
ug(0,8) =0, wu,(l,t) =0, 0<t<T (102)

chegaraviy shartlarini qanoatlantiruvehi u(z, t) yechimi topilsin.
Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining u.(0,t) = u.([,¢) = 0
chegaraviy shartlarini qanoatlantiruvehi w(z, t) yechimini u(z, t) = X{(z)T(t)

ko‘rinishda islaymiz. Bundan X (z) funksiya uchun ushbu
X'(0)y=0, X'(I)=0

chegaraviy shartlarni olamiz.
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Endi u{z,t) ko'paytmani (100) tenglamaga qo‘ysak,
X(2)T"(t) = &> X" (2)T(t)
tenglikka ega bo‘lamiz.
Oxirgi tenglikni a®X (x)7T'(t) # 0 ifodaga bo'lib,
X"z)  T"() _

X(z)  a?T(t)

ni olamiz. Bundan esa X (z) funksiyaga nishatan
X"x) + 2 X(z) =0
X'(0)=0, X'()=0
Shturm-Liuvill masalaga, T(¢) {unksiyaga nisbatan esa
T(t) + &®XT(t) =0, ¢>0

tenglamaga ega bo'lamiz.
(103) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
X(z) = CreV=g 4 Coe V/_X;v, agar A < 0,
X(z) = Cycos VAx + Cysin vz, agar A >0,
X(z)=Clz+ Cy, agar A =0

ko‘rinishda bo‘ladi.

(103)

(104)

(105)

Agar A < 0 boflsa, u holda X(x) = 0 bo'lishini ko'rsatish giyin emas.

Agar A > 0 bo'lsa, u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

X'(z) = —CiVAsinVAz + CoVAcos VAz

kelib chigadi. (104) chegaraviy shartlarga asosan Cs = 0 yoki X(z) =
C' cos v Az = 0 kelib chigadi. Bundan X'{z) = —C} A cos Vz = 0 bo'ladi
va X'(I) = 0 chegaraviy shartga ko'ra VAl = nx yoki Shturm-Liuvill

masalasi cheksiz ko'p

ng 2
M:(?}, n=0,1,2,...

(106)
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xos sonlar ega ekanligi kelib chiqadi. Bularga mos xos funksiyalar

nw
T

T n=0,1,2,... (107)

Xa(z) = cos

bo'ladi.

Agar A = 0 bo'lsa, 1 holda (103) tenglamening umumiy yechimidan
yuqoridagi kabi C) = 0 va X(z) = C% ekanligi kelib chiqadi, bundan esa
X'(l) = 0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, {103), (104) Shturm-
Liuvill masalasi uchun A = 0 xos son va unga mos funksiya Xo(z) = 1
bo'ladi, ya'ni

Ao=0, Xolz)=1

(103}, (104) masalaning {106) A xos sonlarini (107) va xos funksiyalarini

n = 0 bo‘lganda (107) ko‘rinishda, ya'ni

70 0
Ao = <jl_> =0, Xo(z)=cos —7rl—x =1

kabi yozish mumkin.
Demak, {103), (104) Shturm-Liuvill masalasi uchun

n\ 2 nmw
/\n.=("‘— 3 r'n. 0) = CO8 — &, = )jv pooo
l) X,(z) = cos & m 0,1,2

xos son va xos funksiyalarga ega bo‘ldik.

Endi (105) tenglamani garaymiz. Bu tenglama A = A, bo'lganda ham
ma'noga ega va

Tty + a*2Tu(t) =0, £>0 (108)
tenglamalarni qaraylik. Agar m = 0 bo‘lsa, oxirgl tenglamaning umamiy
yechimi
To(t) = Ag + Byt

bo'ladi, bu yerda Ay, By - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Agar n = 1,2,... bo'lsa, (108} tenglamaning umumiy yechimi

T.(t) = Ancos (L;ﬂ) t -+ B,sin ('—M;i) t, t>0

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda A, va B, - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
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Endi qaralayotgan (100)-(102) aralash masalaning yechimini

w(a, 1) Z Xo(z)T, (1)

n=0

) o ()

ko'rinishda izlayniiz, ya‘ni
) t -+ B, sin (
(109)

.'I t)—— 1{;+B()t+z [flrrCOS(

n=1

Qaralayotgan masalaning boshlang‘ich shartlariga ko'ra
o0

= Ao+ Y AuXn(a),

=3 X (@)T.(0)
n=0 n=1
Plx) = ZX,,(:(’)T;:(U) By + Z 1”‘0‘3 Xa(2)

=0
bo'ladi. Faraz qilaylik o(z) va (z) fun,ks1ya,la1 kosinuslar bo‘yicha Fury

qatoriga yoyilsin, ya‘ni
= nn
0
( ) ( ) = 2 = TE“] ,Sn COs <T) .

+ E &y COS

p(z) =

Bu yerda o, va 5, koefftsientlar

ay = —/go(a:) cos

Shunday qilib, Furye gatorlari uchun standart formulalardan foydalanib

TJ)d(L'

/ Y(z) cos

) d'l/, IBN = S
nmra

ko‘rinishda aniglanadi

(109) formuladagi A,, va B, koeffitsientlar uchun quyidagi

3 !
An =y = 7/(;'(.1‘) COb )d:c n==l, 2, .,
0
l 2 /
nrT
= —— 208 || ——— : - 2 '
- z;(xc)cos( 7 )d:L, n=1, 2,

Br N iy
7 T
0
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formulalarni olamiz. Endi topilgan A, va B, koeffitsientlarni {109) formu-
laga qo‘'yib, (100)-(102) ikkinchi boshlangich-chegaraviy masalaning u(z, )
vechirini hosil gilamiz.

Ba‘zida yugoridagi masalalarning yetarlicha silliq bo‘lmagan umumlash-
gan yechim deb ataluvehi u(z, ) yechimini topishga to'g'ri keladi. Umum-
lashgan yechim tushunchasi turli tarzda kiritilishi mumkin. Yetarlicha nzluk-
siz differentsiallanuvchi funksiyalar ketma-ketligi yordamida u quyidagicha
Yiritiladi: fagaz qilaylik, u,(z,t) funksiyalar (54) tenglamaning (55) chega-
raviy, u,(z,0) = @n(x) va {u),(z, 0) = 1n(2) boshlang'ich shartlarni ganoat-
lantiruvchi klassik yechimlari va bu funksiyalar ketma-ketliklarining limitlari
mos ravishda u(z, t), @(z), ¥(2) lar bo’lsin. Ushbu

7
i

!
tim | foala) = vl P 20, Tith / [n(@) — $(@)]? = 0
e Jo

n—0oa 0

munosabatlarni qanoatlantiruvehi yetarlicha silliq w,(x,t) funksiyalarning
limiti u(x, t) (silliq bo'lishi shart emas) ga (54) - (56) masalaning umumlash-
gan yechimi deyiladi. U ham (67) qator bilan ifodalanadi. Eslatib o‘tamiz,
yugoridagi yaginiashish 1-bobning 2-paragrafida kiritilgan o‘rta kvadratik

ma’nosidagi vaqinlashishdir.

110 To‘g‘ri to‘rtburchakli membrana tebranish
tenglamasi uchun aralash masalani yechish

Membrana 0 < z; <p, 0 <29 < g to'g'ti to'rtburchakli G' soha bilan
ustra-ust tushsin, Uning kichik tebranighlari
Pu a2 &

: 2
Sl D2AL A = el
oz = ¢ o, 93 Ox3

(110)

tenglamaning

’U’,(SL‘I, 2, 0) 5 ({9(531, 1’2),
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u(z1, 22, 1)
Sl Tt 2 R0 Y
ot - (1, 22), (Z1,22) € G (111)
boshlang‘ich va

u:1;1=.0 T 0, U:n:p = O, uxz._o A O, ’Uw2=q =) (112)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi vechimini topishdan iboratdir. Bu
masalaning yechimini

u(xlv T2, t) - T(t)v("‘cl’ -7"2)

(113)
ko‘rinishda izlab, T'(¢) funksiyani aniglash uchun
T"(t) + 12a®T(t) = 0 (114)
tenglamaga, v(z1, z2) uchun esa
Av(z1,2) + pPv(zr, 22) =0 (115)
tenglama va
Up=0 = 0, Up=p =0, U0 =0, Ugpmg =0 (116)

chegaraviy shartlarga ega bo‘lamiz. (115) tenglamaga Gelmgols tenglamasi
deyiladi.

(115), (116) masalaning xos sonlari va xos funksivalarini topamiz. (115)
tenglamada

’U(l‘l, 122) = X1 (.’L‘])Xz(.’bz)
deb, o‘zgaruvchilarni ajratamiz:

22 - 2 = —ﬁ = I"L
Xo X g
Bundan quyidagi ikkita oddiy differesial tenglama, kelib chigadi:

X{' (@) + i Xi(z) =0,  X3(22) + 15 Xa(z2),

(117)
bu yerda

ps =y’ — 4} (118)
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(116) chegaraviy shartlarga asosan (117) ning birinchi tenglamasini
X1(0) = Xi(p) = 0, (119)
ikkinchisini esa
X2(0) = Xa(q) = 0, (120)
shartlar bilan yechish kerak.
(117) tenglamalarning umumiy yechimlari, ma’lumki,

X1(z1) = Cj cos (piz1) + Casin (ji21) ,

Xi{1) = Cs cos (uaza) + Casin {(az2)

ko‘rinishga ega bo'ladi.
(119) va (120) chegaraviy shartlarga ko‘ra C; = C3 = 0 bo'lib, agar
C5 = C4 = 1 deb hisoblasak,

Xi(zy) = sin (p1z1), Xo(za) = sin (pezs)

tengliklar hosil bo'ladi, shu bilan birga

sin (p1p) = sin (42g) = 0 (121)
bo'lishi kerak.
(121) tenglamalardan py va py lar cheksiz ko'p

mm nmw
Pim = — Mopn=—, mn=12...
p q

sonlarga ega bo'lishi kelib chigadi. U holda, (118) tenglikdan p? ning mos
sonlarini hosil gilamiz:

2 2
2 o m 7 2
M?u,'n, o .u'l,m + ﬂ'g,n 4 (? b 'q_z—> T (122)

Shunday qilib, (122) xos sonlarga {115), (116) chegaraviy masalaning

. (mmrr\ . [nrzs
vmyn(zl,.rz)—smi\ » )sm( . ) (123)

xos funksiyalari mos kelar ekan.
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Agar (123) tenglik bilan aniglangan xos funksiyalarni 55 songa ko‘paytirsak,

WV
bu funksiyalar ortonormallangan funksiyalarning sistemasini tashkil qiladi,

ya'n

P g
4 . (mrxy\ . [(nwze\ . [(minxy\ . (n'mag
e sin sin sin sin dxidxy =
pq g p q p q

14 !
_{1, m=m, n=mn,

0, m+#m' yokin#n'

Aytish joizki, (115) va (116) masalaning topilgan xos sonlari orasida kar-
ralilari bo‘lishi mumbkin, ya'ni shunday xos sonlarki, bularga bitta emas, bir
nechta chizigli bog'liq bo‘lmagan (xos sonning karrasi qadar) xos funkiyalar
mos keladi.

Endi (114) tenglamaga murojaat qilamiz. Har bir u? = p2,, xos son

uchun uning umumiy yechimi
Tnn(t) = A cos(aptpnt) + Bion sin(aptnmt) (124)

ko'rinishga. ega bo‘ladi, bunda A, va By,— ixtiyoriy o'zgarmaslar. Shun-
day qilib, (110) tenglamaning (112) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
xususiy yechimlari (113), (123) va (124) larga asosan quyidagicha bo‘ladi:

umn(alla T2, t) =

/ \ L
- (A'm,n cos(a,u,mnt) - B‘m.n Sin((l/tmnt)) sin I\m’n—xl sin knﬂ-’DZ) .

Tabiiyki, bundan kelib chigib, (110)-(111) masalaning yechimini

o<
u(ty, 29, 1) = Z (_:‘lmn COS{@ bt )+
m,n=1
+ B sin(aumnt)) sin (mrzl) sin ( mrx?) (125)
p q

ko‘rinishda qidiramiz.
Agar ikkilangan (125) gator va uni z1, T2 va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki

marts differensiallashdan hosil bo‘lgan qatorlar tekis vaginlashuvehi bo'lsa,
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u holda uning yig'indisi (110) membrana tebranish tenglamasini va (112)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. (111) boshlang‘ich shartlarning baja-

rilishi uchun

maz\ . nmy
w(z1, T2, 0) = 0z, 32) = Z A,m,sm< ” )sm( . ),

mn=1

(whm t) ]
ot im0 -
= {fmrzy\ | [(nwze
- "5.-'Illllr~'3: ;L2 = A flpn B.‘.‘u'. sin { Sm ( ) 126
L22) >— f \p ) q (126)

ma=1
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarurdir.
(126) formulalar (z(, 22) va ¥(z1, Zo) funksiyalarning sinuslar bo‘yicha
ikkilangan Furye qatoripa yoyilmasidan. Bundan nomalum Ay, va By,

koefhtsientlar

¥
4 f . mmrry\ . [ nwTs
App = — / /‘;0(15171'2) 8111 ( l) S ( _)) dz1dxs,
pqJ J p

q
0 0

= / / (i, To) sin ( i) ) sin (HIHIE\ drydes  (127)
T g /

formulalar hilan aniqlanadi.

(127) bilan aniglangan formulalarni (125) qatorga qo'yib, (110)-(112)
masalaning yechimiga ega bo'lamiz.

Agar (1, 1s) va (21, 22) funksiyalar 0 < z; <p, 0 < zy < g to'ghi
to‘rtburchakdan toq ravishda butun Ozyze tekislikka 21 boyicha 2p davr
bilan, 22 bo'yicha esa 2¢ davr bilan davom ettirilganidan so‘ng to‘rt marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (125) gator va uni ikki marta
hadlab differensiallagandan so‘ng hosil bo‘ladigan gatorlar tekis yaginlashuchi
bo'ladi. Bunga xuddi oldingi paragrafdagi kabi ishonch hosil gilish mumkin.
Demak, bu holda (110)-(112) masalaning yechimi uchun Furve usuli tola

asoslangan ho’ladi.
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uchun aralash masalani yechish

Markazi koordinatalar boshida radiusi » bo‘lgan va girralari mahkamlan-
gan doiraviy membrananing erkin tebranishini o‘rganish (110) tenglamaning
(111) boshlang‘ich va

u) =0 (128)
le2raz=r2 '
chegaraviysartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishga keladi. Bu masalani
organishda
z1 = pcosf. xy=psinf
tengliklar bilan aniglanadigan (p, @) quth koordinatalariga o‘tish qulaydir.
Ikki o‘lchovli Laplas operatori bu koordinatalarda
#1819
"o o8y o
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunga asosan (110), (111) va (128) masala quyidagicha
yoziladi:

Oy 10w 10%  15%

E— T + et el ol 1
Op? * pOp poF: a2 82’ (129)
.. Oul
ulmo = 0(p,0), = =4(p,8), (130)
adt l=n
Ulper = 0. (131)

Oldingi paragrafda bo‘lgani kabi, bu masalani yechish uchun o‘zgaruvchilarni

ajratish usulidan foydalamiz:
u(p,0,1) = T(t)v(p, ).
Ravshanki, noma’lum T'(t) funksiva uchun
T"(t) + a®®T(t) = 0
oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uning umumiy yechimi

T(ty = C cos(aut) + Cy sin(aut)
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ko'rinishga ega.
D

v{p, @) funksiya uchun

%y 1év 100w,
5?4_;8_,04_?5—054_#“_0 (132)
V|per =0 (133)
chegaraviy masalani hosil qilamiz. Bu masalaning yechimini uhbu
v(p,0) = R(p)B(9)

ko'rinishda izlaymiz. Bu ifodani (132) tenglamaga qo‘yib.

e"(0) _ p’R'(p) + pR(p) + p*0*R(p)

5(0) R(p) il &
tengliklarni hosil gilamiz. Bundan quyidagi ikkita oddiy differenial tenglamalarni
olamiz:
P’R"(p) + pR(p) + (4*p” — w) R(p) = 0, (134)
"(#) + we () = 0. (135)

R(p) tunksiya p = r da nolga teng va p = 0 da esa chegaralangan bo‘lishi
kerak, ya'ni bundan

R(r) =0, R(0)+# >

chegaraviy shartlarga kelamiz. v(p, #) funksiya bir giymatli aniglanishi uchun
v(p,8) = v(p,6 + 2m) bollishi, bundan esa (133) ga asosan ©(0) funksiya
27 davrli

O(f) = (6 + 2n)

davriy funksiya bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa o'z navbatida (135) tenglamadagi

2

o'zgarmas w = n°, n— ixtiyoriy butun son, bo‘lishini ko‘rsatadi. Demalk,

(135) tenglamaning umumiy yechimi
©,.(8) = oy, cos(nld) + By sin{nd),

fo

bu yerda o, 8,— ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
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Endi {134) tenglamaga murojaat gilamiz. Bu Bessel tenglamasi bo'lib,

uning yechimi w = n? da
Hu{:P) - Dan(/.Lp) + B, -"\‘rn(ﬂ'f‘.}

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda J,— n indeksli Beccel, N,— n indeksh
Neyman funksiyalari (7-bobga garang). R(p) funksiya p = r da nolga teng
bo'lib, p = 0 da chegaralangan bo‘lishi kerak. N,(up) funksiya p = 0 da
cheksizlikka aylanishi sababli, E, = 0 deb hisoblashimiz zarur. Bundan
Dy Jp(ur) = 0, Dy, # 0 bo'lgani uchun J,(ur) = 0. pr = o belgilash kiritib,
¢ ni aniglash uchun ushbu

J,;(.t‘_J\} =0

transendent tenglamaga kelamiz. Ma'lumki, bu tenglamaning cheksiz ko'p
musbat

R

ildizlari mavjud. Bu ildizlarga
[n)

T

Hmn = T: m = 1,2. R 0, 1,2,

sonlar mos keladi. Y holda biz tekshirayotgan masalaning mos yechimlari

ushbu 5
W1
Ra(6) = Ju (— ”)

ko'rinishga ega bo'ladi. U holda (132), {133) masalaning

’ 2
. _ (e
M = r

xos soniga ikkita chizigli bo'lmagan

(n) (n)
th (gn:; p) C()S(na)“ J“ (M) Si]lhle}: m=1, 2: ey B 07 1)2a“'
"

xos funksiyalar mos keladi.
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Shunday qilib, yuqoridagilarga asosan (129) tenglamaning (131) chega-

raviy shartni ganoatlantiruvchi cheksiz ko'p

@ )
Umn (/), 0) f) = [(Amn Cos (g%‘i—t) + an sin (ag;n t)) COS(’)’IH)-F
(n) () (n)
.0 : .0m”t ]
+ (C‘mn cos (a@: ) + Dy Sin (ag;n )) sm(n@)] I (Oﬂ; p)

xususty yechimlarini tuzish mumkin.

Endi (130) boshlang‘ich sartlarni qanoatlantirish magsadida ushbu ikkilik

(r) o)
m 1 m
P, 0 t Z Z [( mn COS (”{JrI ) + Bn'ui sin (U—Qr. {) ) COS(TLG)‘F

n=0 m=1

(n) (n) (n)
m f e . i
+ (C’,,m cos (agr ) + Dy 8in ( QT t)) sm(n@)] I (,{_) ; p) (136)

gatorni yozamiz. Bu gatorning noma’lum koeffitsientlari {130) boshlang'ich

sartlardan aniglanadi. Hagigatan, (136) qatorda ¢ = 0 deb,
()

p(p,0) = Z Anndo (m ;}\ 7 (Y L=y (ﬂm ﬂ)) cos(nd)+

m=1 =] rn =1

S ( S G ( o ’)) ) sin(nf)

n=1 \m=1

gatorni hosil gilamiz. Bu qator ¢(p, #) funksiyaning (0, 2% ) intervalda Furye
qatoriga yoyilmasidir. Demak, Furye gatorlarining umumiy nazariyasiga
ko‘ra cos(nd) va sin(nf) funksiyalar oldidagi ifodalar Furye koeffitsientlari-

dan iborat bo‘lishi kerak, ya'ni

1 7 oo)p
&m
5“/ P H)dg ZAmOJO < ) s
0

m=1

2w
1 ] - om’ P
- / ©(p,0) cos(nf)dd = > Apnn ( ) ‘

‘0 m=1
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2
1 onp)
/go(p, ) sin(nf)db = Z Cnndn ( -

0

Bu tengliklardan ayonki, ular ixtiyoriy ¢(p) funksiyaning Bessel funksiyalari
bo‘yicha

20 /US:)P\
Bo) = emn | = )
m=1 AN /

yovilmasidan iboratdir. ¢, koeflitsientlar Bessel funksiyalarining ortogonal-

ligidan foydalanib,

’ (n)
2 / Om P
tp = —————— [ pd(p)Jn ( y ) dp
2721 (91("?)) d

formula bilan aniglanadi.

Bu formulaga asosan

1 r 27 o(o)p
A = —— [ [ olo.000s (L) pdpas,  (13)
nr2J? (Qm) T

r 2w (")

Am;u e IR R o // p; 9) ]n (
il (97(77)

) cos(nf)pdpdf,  (138)

Cmn -

(n)\

7TQm 7"2 J?,+1 ka

o(p,6)J, { en'p sin(nf)pdpdf. (139)
O/U/» P \ )q pdp 139

Xuddi shunga o'xhash, Bpg, Bmn, Dmn koeflitsientlarni ham topamiz.
Buning uchun (137), (138) va (139) formulalarda @{p,#) ni ¥(p,0) bilan
almahtirib, mos ifodalarni —Qﬂ— ga bo'lish kerak. Koeffitsientlarning topilgan
giymatlarini (136) gatorga qo'yib, (110), (111), (128) masalaning yechimini

hosil gilamiz.
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412 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
va Gursa tipidagi masalalarni yechishning

boshqa usullari

1-paragrafda bir jinsli tor tebranish tenglamasi nchun Koshi masalasini
yvechishda Dalamber usulidan foydalanildi. Dalamber yechimi yordamida
Dyuame! prinsipini go‘llab, bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun ushbu masala-
ning yechimi olindi. Ushbu paragrafda bu kabi masalalarning yechimini to-
pishda yugoridagilardan farqli ravishda boshqacha usul qo‘laniladi. Bu usul
tor tebranish tenglamasi uchun xarakteristik masalalarni tadqiq etish uchun
go‘llaniladigan usulga yagindir. Malumki, xarakteristik masalada noma’lum
funksiya xarakteristikalarning ustida beriladi va uni xarakteristik chiziglar
bilan chegaralangan sohada topish talab etiladi. Bu usul yordamida xarak-
teristik masalalarga vagin bo‘lgan, aniqrog‘i noma’lum funksiya xarakteristik
chiziglarning va. tekislikdagi Dekart koordinatalar sistemasidagi o‘glarning
birortasida berilgan holda uni bu fo'g'ri chiziglar orasidagi sohada topish
masalalarini yechishda qulaydir.

1. Xarakteristik masala yoki Gursa masalasi. Bir jinsli cheksiz

tor tebramsh tenglamasini qaraymiz.

S u "

o2 ox2

Ma'lnmki, {140) tenglamaning C{z, ) nugtadan o‘tuvehi xarakteristikalari
ikkita

0, z€R, t>0. (140)

E=z—~t+7, E=z+t—71

o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziglardan iborat. Faraz qilaylik,
(140) tenglamaning yechimi koordinatalar boshidan o‘tuvchi xarakteristikalalar-

ning ¢ > 0 schadagi gismida ma’lum bo'lsin

uitzw =), ul,__, =0(=), @0)=1¢(0). (141)
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Ma'lumki, (140) tenglamaning (141) sharslarini qanoatlantiruvchi klassik
yechimini topish masalasiga xarakteristik masala yoki Gursa inasalasi deyi-
ladi.

¥

12-chizma. D soha tasviri.

C(z,t) nugtadan chiquvchi £ =2 —t 4+ 7, { = &+t — 7 xarakteristikalari
£ = 7 va £ = —7 chiziglarni mos ravishda A (%, 5H) va B (51, —5F)

nugtalarda kesadi. O7¢ Dekart koordinatalar sistemasida pastdan 7 = |{]

va yuqoridan 7 = ¢t — |{ — z} chiziglar bilan chegaralangan sohani D orqali

belgilaymiz, ya'ni

D={{¢m): ] <r<t-|{—zf}.

(¢, 1) o‘zgaruvchilarga nisbatan yozilgan (140) tenglamani D soha bo'yicha

integrallaymiz. Gauss—Ostragradskiy formulasini go‘llash natijasida

o (Ou 8 [ou ou
/[E(E)"az(sﬂdé‘” /{ s a—g“}zo
D gD

hosil bo'ladi, bu yerda 8D orqali D schaning chegarasi belgilangan. 0D =
OA + AC + CB + BO ekanligidan oxirgi tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:

“ou du

[ Ou ou o a'r.- ¢
[ 8] 3 03
OA .

[ Ou ou
/ 8§d 5 —"df = 2u(A) — 2u(0) — 2u(C) + 2u(B) = 0.
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Bu yerdan A, B, C, O nugtalarning keordinatalarini hisobga olib,

41N\ o —1
u(ac,t):ap(f ; )—i— 1.-’"(1 = t) — w(0)

Cursa masalasining yagona yechimini hosil gilamiz. Ravshanki, bu formula

(33) formule bilan ¢ =y, £ = z¢ bo'lganda ustma-ust tushadl.

Bir jinsli bo‘lmagan cheksiz tor tebranish tenglamasi
FPu O

o ox?
uchun (141) shartlarni qanoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimi, ravshanki,

Y+ (55) - o0+ 5 [ e
D

formula bilan beriladi. Bu tenglikdagi soha bo‘yicha integralni takroriy in-

flz,t), zeR, t>0 (142)

-+t
'__3

u(z, t) =sﬁ(

tegral ko‘rinishida yozsak,

ot 1
2t

u(x,t) = (J' ; f) + (I-f-' ; I.) ~ p(0) + %/ /{_:rlf(&, T)drd¢ (143)

1::{—.! |E I

hosil bo‘ladi. {143) formula masalalar yechishda qulaydir. Bu formula bilan
aniqlangan u(z,*) funksiya (140), (141) masalaning klassik yechimi bo‘lishi
uchun qaralayotgan sohada o va v funksiyalar ikki marta, f funksiya esa bir
marta uzluksiz differensiallanuvehi bo'lishi kerak.

2. Gursa tipidagi masala. Differensial tenglamalarning tadbiqiy

masalalarini yechishda z > 0, ¢ > 0 sohada garalgan (140) tenglamaning

ul,_, = o@), ul,_g=1v(@), »0)=1p(0) (144)
shartlarini qanoatlantiruvchi z = 0, ¢ = 0 chiziglar bilan chegaralangan
burchak sohada yechimini topishga to'g'ri keladi.

Bu kabi masalalar ham yugoridagi yuritilgan mulohazalarga asoslanib

yechilishi mumkin.
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O&r tekislikda biror Oz, t) (£ > z > 0) nugtadan o‘tuvchi (140) tenglama-
ning xarakteristikalari £ = 7 va £ = 0 chiziglarni mos ravishda A [Jw_,t ’—2'-)
va B(0,t — z) nugtalarda kesib o‘tadi. B nugtadan chiquvchi{ =t—2 —7
xarakteristika £ = 7 chiziq bilan (T_TT, '—d,—rj nugtada kesishadi FA, AC,CA
va, BE kesmalar bilan chegaralangan 13-chizmadagi to‘g'ri to‘rtburchakli so-
hani D; orgali belgilaymiz, ya'ni

. t—z t—z
Dy = {(g,r):-—T—l— f———2—’ <'T<i—l§—.f.‘|}.

E 3

T PEERE:

B

L 4

o

{
13-chizma. D soha tasviri.

(¢, 7) o'zgaruvchilarga nishatan yozilgan bir jinsli bo‘lmegan (142) tenglamani

Dy soha bo'yicha integrallaymiz. Gauss-Ostrogradskiy formulasiga ko'ra

quyidagiga ega bo'lamiz:

1O [Ou a (ou
[ (&) -5 (57) o~
Dy
ou ou
-3 e ey = lEdr. 14
[ S+ 8ng} / f€,7dedr.  (145)
EA+AC+CB+BE Dy
EA,AC,CA va BE kesmalar mos ravishda 7 = &, 7 =2+t —-§ 7 =
t—z+& 17 =1t—1x—¢ to'grl chiziglar ustida yotadi. Shuning uchun
FA da dr = d¢, AC da d7 = —df, CB da dr = df va BF da dr =
—d€ tengliklar bajariladi. Bularni hisobga olib, (145) tengliklardagi ikkinchi

ifodani quyidagicha almashtirish mumkin:
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/ [d'uk_l Qul ! f {azd£ Bu }_!_/ (?

EA AC B

12, Io;
- / L)un"“ + a—ga’r] = 2u{A) + u(E) — 2u(C) -+ 2u(B).
BE >
Olingan natijalarni (145) tengliklarning oxirgi ifodasi bilan tenglashtirib

(142), (144) masalaning yechimini hosil gilamiz

@) =v (1) -0 (557) +vtt—a)+ 5 [[ e rcar
w(x. t (p( 2) @ 5 + (i 1J+££/ T T

1

Bu formulani quyidagi ko‘rinishda ham vozish murnkin:

u(z, ) = (L%—!) - ('v ) +ap(t — z)+

e
+1 / / F(€, T)dedr.
L 4. trTI

3. Koshi masalasi. Endi Gauss-Ostrogradskiy formulasini qo‘llash

orqali bir jinsli bo'lmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimini to‘gridan-to‘g'ri hosil gilamiz.
(&,7) o'zgaruvchilarga nisbatan yozilgan cheksiz tor tebranish tenglamasi

uchun quyidagi Koshi maslasini garaymiz:

Urr — Uge = f(€,7), (ER, t>0 (146)

w(0,8) = (&), u(0,6) =%(E), ¢€R (147)

Berilgan funksiyalar f(r,€) € CHR x {r > 0}), ¢ € C*(R), ¢ € C(R)
shartlarni ganoatlantiradi deb faraz qilamiz. (146) tenglamaning (z,t) nug-
talaridan o‘tuvchi xarakteristikalari va 7 = 0 to‘g’ri chizig bilan chegaralan-
gan xarakteristik uchburchak deb ataluvehi A(z,t) = {(§,7) 12— (t—7) <
E<ax+4(t—7), 0 <7 <t} soha (14-chizma) bo'yicha (146} tenglama-
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ning ikkala tomonini integrallaymiz. Natijada tenglamaning chap tomoni
quyidagi ko‘rinishni oladi:

Su 8 Ou Ou
/ dr (r)h r} k ) dfdr = — / [;j‘;dé it agd/j =
A{z.t) GA{a,t)

= — [g—un’{—i— ﬁ{i?} +j lrdudf d—uaa l -+ /!' [dig + %n'.'r:l

AC cB " BA

st i

Cixr
i

14-chizma. A(z,t) soha tasviri.

AC kesmada 7 = 0, OB kesmada £ = z +t — 7 va BA kesmada

¢ =1 — (t — 7) ekanligini inobatga olsak, oxirgi tengliklardan

[ (20)- 5]
A(z,t) )

T

_ / (Jaz
a . ar T=0)

dé — /:Zu rrt+t—7)+ / du(r,e—t+4+7)| =

i —1 0 0

at

/ u
(ilr =0

-t d
kelib chigadi.

(146) tenglamaning o‘ng qismi va. (147) boshlang'ich shartlarni e’tiborga

olib, oxirgi tengliklardan Dalamber formulasini hosil gilamiz:

df — 2ult, z) + u(0, 2 + 1) + w0, 5 — 1)
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-+

1
ult, 2) = 3 lp(@ + 1) + plo —t)] + 3 / W(E)dE +~%//f(r,£)d£d7-

Alr.t)

Bu formula (7) formula bilan ¢ = 1 da ustma-ust tushadi.



5-Bob. Parabolik tenglamalar

Bu bobda parabolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi, hoshlang'ich-chegara-
viy masalalarining yechimi, fundamental yechim va uning xossalari hagida

fikr yuritariz.

5.1 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.

Masalalarning qo‘yilishi

Issiqlik o‘tkazuvchanlik

c(z)p(z)us = div(k(z)gradu) + F(z,t) (1)

tenglamasi fazoviy va vaqgt o‘zgarishlariga bog'liy bo'lgan w(z, ) haroratni
ifodalaydi. U parabolik tipdagi tenglamadir.

Chegaraviy shartlar. Fazoviy o‘zgaruvchilar tegishli bolgan R! =
R, R? yoki R® - bir, ikki yoki unch o'lchavli fazolardagi sohani D, uning
chegarasini esa S orqali belgilaymiz. Eslatib o'tamiz, soha - bog'langan
ochiq to‘plam. D soha chegaralangan deyiladi, agarda u chekli radiusga ega
biror shar (D < R®), yoki chekli radiusli doira (D ¢ R?) ichida yotsa, yoki
chekli oraligdan (D C R) iborat bo‘lsa. S chegara silliq (bo‘lakli sillig )
D < R? soha uchun ikki yoqli sirt yoki D C R? uchun silliq (bo‘takli siliiq)
xo0s nuqtalarga ega bo‘lmagan va o'zaro kesishmaydigan egri chizigdan iborat
deb hisoblanadi. D C R uchun S bitta yoki ikkita nuqgtadan iborat. S ning
har bir nugtasida D sohaga nisbatan tashqariga yo‘naltivilgan n,|n| = 1
normal vektorni qaraymiz. U holda, n normal bo‘yicha +- hosila aniqlangan

dn
bo'ladi.
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Masalan, [ uzunlikka ega bo‘lgan sterjenni D = {z € R : 0 < 2 < [} soha
kahi beramiz. U holda,

a

S={z=0}u{z=1),

! ] d
(JH 5= Li r':.i{:—:r.'_) P,

Fm Te=| i l‘:j-.i_ .r:z.’1
nur - S = {& = 0} chegaragaega D = {z € R: 0 < £ < +0oc} cheksiz soha,
31 _ @9 |

a"| A3, -u:'
to‘gri uhmq -D={zecR}, =0
doira. - D = {(z,y) € R*: 0 <a?+y® <y} soha, § = {r = ro} -
; 17 It i

aylana, 2 e % o

shar chegarasi § = {r = ry} sferadan iborat bo‘lgan
D={(w,za3) ER*:0< 2} +ad+a3<rl} =

={O<7‘<'r0,—_§0§ L 0< g «27—}

t\.‘>|‘~"1

(ST ]

= %);:—,, va boshqalar.

(1) tenglama DD sohaning 1chk1 nuqta.lari uchun keltirib chigarilgan. T

to‘plam bilan aniglangan soha, 4~

S chegarada bajarilmasligi ham mumkin. Aniq issiqlik tarqalish jarayonini
ajratish uchun S chegarada beriladigan qo‘shimcha shartlar zarur bo‘ladi.
Ularning ba’zilari bilan tanishamiz. D sohaning chegarasida berilgan haro-
rat ushlab turilsa, u(z,?) = u(z,t), z € S, ¢ > 0 shart beriladi, bu yerda
w(z,t}— ma'lumn funksiya. Bunga birinchi chegaraviy shart yoki Dirizle
sharti deyiladi.

Agar S chegarada issiqlik oqimi berilgan bo'lsa, bu shart

Ou(z,t) t)

. v(z,t), z€S5,t>0

(v(z,£)— ma'lum funksiya) kabi yoziladi. Bu ikkinchi tur chegaraviy shart
yoki Neyman sharti deb yuritiladi.

Shuningdek, uchinchi tur
"+ Mz)u(z, t) = n(x,t), z €S, t >0,

bu yerda h(r) va 'r,(a;, t) - ma'lum funksiyalar, chegaraviy shartlar ham beri-
ladi.
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M i s o L. [ uzunlikka ega bo'lgan sterjenning uchlarida quyidagi chega-~
raviy shartlar qo‘yilishi mumkin:

u(0,t) = py(t), u(l, t) = po(t)— birinchi tur chegaraviy shartlar;

uz(0,8) = v1(t), uz(l,£) = va(t)— ikkinchi tur chegaraviy shartlar;

ug(0,8) — hqu(0,8) = 11(£), 1e(0,2) + houe(0,1) = 14(f), bu yerda by =
const > 0, hs = const > 0 - uchinchi tur chegaraviy shartlar.

Eslatm a. Bayon etilgan chegaraviy shartlar u(z,t) funksiyaga
nisbatan chiziglidir. Murakkabrog fizik qonuniyatlarni ifodalovchi chizigli

bo'lmagan chegaraviy shartlar ham garalishi mumkin.

5.2 Boshlang‘ich-chegaraviy masalalar. Klassik
yechim
O‘zgarmas koeffitsientli
w = a*Au+ f(z,t), u=u(z,?) (2)

issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun masalalarni qaraymiz.

Ta’kidlash joizki. ularning asosiy xossalari (1} tenglama uchun go‘yilgan
o‘xshash masalalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Fazoviy o‘zgaruvchiga nis-
batan garalayotgan sohaning S chegarasida qo‘yiladigan chegaraviy shart-
lar (2) tenglamaning yagona yechimini aniglash uchun yetarli bo‘lmasligi
mumkin. Yana, u(z,0) = (), v € D hoshlang‘ich shartni ham qo‘yamiz,
bu yerda ¢— berilgan funksiya. Bu shart ¢ = 0 vagtda haroratuing ma’lum
ekanligini bildiradi.

D chegaralangan soha bo‘lsin. Ochiq @Qr silindr deb,
Qr =D x(0,T] ={(z,t) :z € D, t € (0,T]}
sohani ataymiz.
Qr=Dx[0,T}={(z,t):2e D, te[0,T)}

yopiq silindr. Agar T' = -+oc bo'lsa, u holda @ = D x (0, 4+0c).
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Issiqlik o‘tkazuvchalik tenglamasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy masala

quyidagicha go'yiladi:

u, = a*Au+ f(x,t), (z,t) € Q (3)
tenglamaning
uw(z,0) = (), €D (4)
boshlang‘ich va
dulz. t) ;
a———+ fu(z,t) = x(z,1), z € 5, t € [0,+00), (5)

au
a+p>0, >0, >0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) yechim topilsin.

T > 0 sonni tayin qilib, boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning D ¢ R®
bo'lgan holi uchun klassik yechimlari ta’rifini beramiz. D ¢ R? va D C R
hollar nchun ta’riflar o‘xshash ravishda kiritiladi.

T a’rif Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masalaning (e = 0,8 # 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvehi u{z,t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(z, t) Qp sohada uzluksiz;

2) u(z, t) ochiq Qr sohada uzluksiz ug, Uy, z,, Uryry, Uze, T = (T1, Ta, T3)
hosilalarga ega va bu schada (3) tenglamani qanoatlantiradi;

3) u(z,t) t = 0 da berilgan (4) qiymatlarni gabul giladi;

4) u(z,t) funksiva uw(z,t) = p(z,t), £ € S, t > 0 chegaraviy shartni
ganoatlantiradi.

Ta'rifning 2-shartida qayd etilgan uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan funksiya-
lar sinfi, odatda, C*1(Qr) kabi belgilanadi. Bundan

u(xz,t) € C(Qr 0 C*M(Q7).

T a’rif. Ikkinchi boshlang‘ich - chegaraviy masalaning (a # 0,5 = 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(z,t) Qp sohada uzluksiz;
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2) u(z,t) Qr sohada uzluksiz uz,, Uy, Us,, T = (T1,Z9,23) hosilalarga
ega (t = 0 da D sohaning ichki nuqtalaridan tashqari);

3) u(z, t) ochiq Qr sohada uzluksiz ue, U x,, Ugyy, U, hosilalarga ega
va bu sohada (3) tenglamani qanoatlantiradi;

4) u(x,t) t = 0 da berilgan (4) giymatlarni gabul giladi;

5) u(z,t) berilgan

Oulz,t)
—’—='v',t, ze8, t>0
Ou (#9), @ -
chegaraviy shartni qanoatlantiradi.

Bunda
u(z,t) € C(Qr NCY(Qr UTT) NC*H(Qr),
bu yerda I'r = 5 x (0,7T).
T a * r i f. Uchinchi boshlang‘ich - chegaraviy masalaning (« # 0)
klassik yechimi deb, oldingi ta’rifdagi 1)-4)- shartlarni hamda
au(x t)
T

chegaraviy shartni qanoatlantiruvehi u(z, t) funksiya aytiladi.

+ h(z)u(z,t) = x(z,t), z€ S, 1 >0

Ta'riflardagi berilgan barcha f, ¢, i, v, h, x funksiyalar uzluksiz deb faraz
gilinadi.

Eslatma. (3)-(5 boshlangich-chegaraviy masalaning klassik
yechimi mavjud bo‘lishining zarurly sharti quyidagi (4) boshlang‘ich va (5)
chegaraviy berilganlarning kelishuvchanlik shartidir:

8
a %“—’ + Bp(z) = x(z,0), z€ 8
oy

Ko'pincha, klassik yechimning mavjudligiga qo‘yilgan talablarni qanoatlan-
tirmaydigan masalalarni tekshirishga to'g'ri keladi. Masalan, kelishuvchan-
lik shartlari bajarilmasligi mumkin. Bunday yechimlar umumlashgan yechim

ma’nosida tushuniladi.

5.3 Maksimum prinsipi

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi yechiminig rmuhim xossasini ifodalovehi

teoremani ko‘rib chigamiz. D chegaralangan soha va I' > 0 tayin son bolsin.
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T e or e m a (maksimum prinsipi). Issiqlik o‘tkazuvchanlik
w = a®Awu, (z,t) € Qr

tenglamasining Q7 yopiq silindrdagi uzluksiz yeehimi o‘zining maksimum
qiymatini yoki ¢ = 0 da, yoki D sohaning S chegarasida gabul qiladi.
Isbot.

A =max 1maxu z,0), ma.féﬂu(a, t)l
€D zeS,te

belgilashui kiritamiz. Barcha (z,t) € Q nugtalar uchun u(x,t) < A ekan-
ligini ko'rsatish zarur. Teskarisini faraz gilamiz, shunday (zg, t) € Qr nuqta
mavjud bo'lib, bu nugtada u(z,t) funksiys o'zining A dan katta bo‘lgan

maksimal glymatiga erishsin, ya'ni u(xg,t9) = A+ ¢, € > 0. Yordamchi
v(x, t) =u(z, t) + allg—1), >0
funksiyani qaraymiz. Ravshanki,
v(zo, to) = u(To, ty) = A+ ¢

Endi v(z,t) funksivaning D sohaning S chegarasida yoki boshlang'‘ich

t = 0 vagtdagi maksimal giymatini baholaymiz:

maa;{maxv(z’,O) max v(z,t) 1 <A+aT<A+—
zeD €5.tef0,7] 2

agar & < gr.

Shunday qilib, v(z,t) funksiyaning silindr chegarasidagl maksimal qiy-
mati uning silindr ichidagi biror giymatidan kichik. Bundan esa v(z,?)
funksiyaga silindr ichida maksimal glymat beruvchi (z;, £;) nugtaning mavjud-
ligi kelib chigadi, ya'ni v{zy, 1) > v(ze, t0) = A+, (z1,81) € Qr. (21,1;)
maksimum nuqta bo‘lganligi sababli v(z,t) funksiyaning birinchi tartibli
hosilalari uchun

v

>
En 0

t=ty,xr=x;

grad v(z,t;) =0,

{Ov

dv !
— t # T yok: >0
"\01‘. t=ty.z=11 = 0 ggar ta T yoki o tlt—T.z: =z1 )
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va, ilkkinchi tartibli hosilalar uchun
A’U(.’El, tl) S 0

munosabatlar o'rinli. Bulardan u(z, t) funksiyaga nishatan quyidagilar kelib
chiqadi:
u(z,t) = v(z,t) — ally — t),a > 0,

grad u(z1,t1) = grad v(z;, t1) = 0,

Au(a:l,tl) = A’U(Il,tl) < O,
@i = f'j—UI +a=za=>0
Ot L=ty o=z, Ot li=ty 5=2y,  — ’
Shunday qilib, Qr schaning ichida yotuvchi (z,t) nugtada Au < 0, u;, >
0, ya'ni bu nuqtada u(z,t) funksiya issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini

qanoatiantirmaydi. Hosil bo‘lgan ziddiyat teorema isbotini yakunlaydi.

5.4 Ekstremum prinsipi

Bir jinsli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun minimum prinsipi ham
o‘rinli.

T eorem a (minimum prinsipi). Issiglik o‘tkazuvchanlik
uy = a’Au, (z,t) € Qr

tenglamasining Q7 yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o'zining minimal qiy-
mati yoki £ = 0 da, yoki D sohaning S chegarasida qgabul giladi.

Isbot. wu(z,t) = —u(z,1) funksiya ham issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini
qanoatlantiradi.

u1(z, t) funksiyaning maksimal giymati u(z,t) funksiya uchun minimal
givmat bo‘ladi. Bundan teoremaning isboti maksimum prinsipidan kelib
chigadi.

N atija. Maksimum va minimum prinsiplaridan ekstremum prinsipi
kelib chigadi:

Issiglik o‘tkazuvchanlik

uy = a’Au, (z,t) € Qr
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tenglamasining Qr yopiqg silindrdagi uzluksiz u(z, t) yechimining barcha qiy-
matlari uning soha chegarasidagi minimal va maksimal qiymatlari orasida
yotadi:

o e, .
min iml_n uw(z,0), min wulz,t) }> <ulz,t) <
zcD #€8,t€[0,T] )i

< max [ma.x u(z,0), max wulz,t);.
1 zeD 2ES,t€[0,T]

Eslatma. u(zt) = const funksiya issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamasini ganoatlantiradi va ekstremum prinsipiga zid emas.
Mis ol u(zt) =2+ 2a’t funksiya

Qr=(z,t):0<z <, 0<t<T
sohada, u; = a®u,, tenglamani qanoatlantiradi va
Qr=(z,t):0<z <, 0<t<T

vopiq sohada uzluksiz. Bu funksiya Q7 sohada o'zining maksimum qiymatiga
z = [, t = T nugtada, minimum giymatga esa = 0, ¢ = 0 nugtada
erishadi.

Maksimum va minimum prinsipidan amumiyroq bo‘lgan
cpwy = dw(k(z)grad u) —qu, ¢ >0, ¢>0, p>0

tenglama uchun ham o'rinli.

5.5 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining yagonaligi

Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchuu birinchi boshlang‘ich-chegaraviy
masala ushbu

w = a’A + f(x,t), (z,t) € Q (6)

tenglamani va

u(z,0) = ¢(z), z € D, )
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u(z,t) = p(z,t), €S, te Ry, (8)
@ =D xRy, R, = (0,+00)
boshlang'ich-chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvehi u(z,¢) funksiyani to-
pishdan iborat.
T e or e m a. {6)-(8) masala yagona klassik yechimga ega.
Isbot. Faraz qilaylik, (6)-(8) masalaning ikkita u;(z,t), 1 = 1,2 klas-
sik yechimi mavjud bolsin. T > 0 - tayin son va w(z,t) € C(Qp) N
C?*(Qr), 1 =1,2. U holda v(z, t) = us(x,t) — ua(z,t) funksiya

vy = azAv, (z,t) € Qr,

v(z,0) =0, z € D,
v(z,t) =0,z €8, t€[0,T), veC(Qr)

masalaning yechimi bo‘ladi.

v(z, t) funksiya uchun ekstremum prinsipi o‘rinli (u;(z,t), ¢ = 1, 2 funksi-
yalar bir jinsli tenglamani qanoatlantirgani uchun ekstremum prinsipini qo‘liab
bo‘lmaydi). Bundan ekstremum prinsipiga asosan 0 < wv(z,t) < 0, ya'ni
v(z,t) = 0.

5.6 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining turg‘unligi
Maksimum prinsipidan ixtiyoriy 77 > 0 uchun quyidagl teorema kelib
chiqadi:
Teorema. (6)-(8) masala yechimi boshlang‘ich va chegaraviy

shartlarga uzluksiz bog'liq.
Isbot. u;(z,t), ¢ = 1,2 funksiyalar ushbu

u = a?Au+ f(z,t), (z,t) € Qr,

u(z,0) = p;(x), = € D,
u(z, 1) = pilz,t), €8, t€ 0.7, i=1,2
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masalalarning yechimlari bo‘lsin.

Faraz qilaylik, ixtiyoriy € > 0 soni uchun | pi(z) — ¢a(z) [< 6, z € D
va

[pa (2, t) — palz,t)] < 6, x € S, t € |o,T)] tengsizliklar orinli holsin.
[ui(z,t) — us(z,t)| < €, (2,t) € Qp bo'lishini ko‘rsatamiz. w(z,t) =

(2, £) — us(z, t) funksiyani qaraymiz. Ravshanki, v(z,t) funksiya
v = a’Av, (z,t) € Qy,

v(z,0) = ¢1(z) — pa(x), x € D,
v(z,t) = i (z, 1) — po(z,t), € 8, L € [0, 7]

boshlang'ich chegaraviy masalaning yechimi.

v(z,t) funksiya boshlang‘ich va chegaraviy nugtalarda |u(z,0)} <g, z <
D va |u(z,t)] < e, z € 8, t € [0,T] shartlarni qanoatlantirgani uchun
maksimum prinsipidan |v(z,t)] < ¢, = € Qr tengsizlik kelib chigadi.

(6)-(8) masalaning yechimi f(z,t) funksiyaga nisbatan ham turg'undir.
Bu tasdiq maksimum va minimum prinsiplarini bir jinsli bo'lmagan (6) tenglama

uchun umumlashtiruvehi teoremalardan kelib chigadi.

5.7 Issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

Koshi masalasi

Chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi.
Ma'lumki, chegaralanmagan bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi

uchun Koshi masalasi quyidagicha qoyiladi: {z € R,t > 0} sohada

du 0% '
5 a o922 (9)
tenglamani va
u(z,0) = p(z), TR (10)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvehi u(z, ¢} funksiya topilsin.

Avvalo (9) tenglamaning trivial bo‘lmagan

w(z,t) = X(2)T(t) (11)
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ko‘rinishdagi xususiy yechimni topamiz.
(11) ni (9) ga qo'yib,
T X"2) _ .,
T o = AT = t
2T()  X(z) i
yoki
T'(t) + a®NT(t) =0, X"(t)+ 2 X(z)=0

tenglamalarni olamiz va bularning yechimlari mos ravishda
T(t) = exp(—a®M’t), X(z) = Acoshz + Bsindz

bo'lib, A va B ixtiyorly o‘zgarmaslar A ga boglig bo‘lishi mumkin. U holda
(11) ga ko'ra ixtiyoriy A(A\) va B(X) lar uchun ham

u(z, t, ) = [A(Ncosrz + B(N)siniz] exp(—a®\%t) (12)

ifoda (9) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Agar (12) ni barcha A lar bo‘yicha jamlasak,
x
A= / il )X (13)
“a
va bu integral chekli bo‘lib, uni ¢ bo'yicha bir marta, z bo'yicha bir marta
differensiallash mumkin bo‘lsa, unda (13) funksiya (9) tenglamaning yechimi
bo'ladi.
Endi A(A) va B()) koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, (13) tunksiya

(10) boshlang'ich shartni ham ganoatlantirsin, ya’ni

w(z,0) = () = /[A(/\)cos/\:c + B(A\)sinz| dX. (14)
R

o(z) funksiya uchun Furye integralini yozamiz:

] =
‘/‘d)\m/t,a(f)cos)\(f —z)d¢

o(z) = o
R

= é%/d/\/‘p(.f) [cos écosdz + sinAEsinAz] dE.
R R
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Ko'rinib turibdiki, (14) da A va B larni

AR = o= [ ez, BO) = - [ o(@)sinrgae
23 R

kabi tanlasak, bu tenglik o'rinli bo‘ladi.

So‘ngel ifodalarni (13) ga qo'yib, quyidagi yechimni olamiz:

w(x, t) = ﬁ/d)\ /(p(E)cos/\(ﬁ — z)exp (—a’\t)d¢ =
R R

N

/d)\ /'ip(f,)cos/\(ﬁ — z)ezp(—a®Xt)d¢ = (15)
0

-

XD
1
g2 ;/c;(f)rlf/emp(—az)\2t)cos)\(§—:c)d)\.
i
R 0
Ichki integralni hisoblaymiz. Buning uchun
aWit=2, Af—1z)=pz

almashtirishlar bajarib,

i dz £—um
an = ——=, i =
i T
ekanligini inobatga olsak,
/ exp(—a*A)cosA(§ — z)dA = —= [ e cospzdz {16)
0 G 0

tenglikka ega bolamiz. (16) formulaning o‘ng tomonidagi integralni quyidagi-

cha belgilaymiz:
2

/ e cospzdz = ().
0
I(p) integralni o parametr bo'yicha differensiallab va natijani bir marta

ho'laklab integrallasak,

[a9)

00
22 . i _
I'(p)= —/ze'”zsmuzdz = —%/e P cospzdz
0 0
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yoki ushbu
, 1
I(p) + spl(p) =0

oddiy differensial tenglama hosil boladi. Bundan esa

169 = e (-12).

8

~2

C o'zgarmasni C' = I(0) tenglikdan aniglaymiz. I(0) = [e #dz va 1-

O

bobuing (27) formulasiga ko‘ra. C = "T:;

Demalk,
oL 1
I{p) = 5eap | =1

va (16) ga asosan

oG — )?]
/emp(_g?)\zt)cos)\(ﬁ —z)d\ = 2;/\7_;561729 _(54(12‘:) J
0

Nihoyat, (15) ga ko'ra, (9), (10) masalaning yechimini olamiz:

wot) = 5 / p(E)eap [—ﬁ%t—’] dé. (17)

(17) ga Puasson formulasi deyiladi.

5.8 Koshi masalasi yechimining mavjudligi

T e orem a. p(z) uzhiksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsin, ya’ni
shunday N soni mavjudki, bunda |p(z)] < N barcha z € R uchun. U holda
(17) formula bilan aniqlangan u(z,t) funksiya (9), (10) Koshi masalasining
klassik yechimidir.

Isbot. Avvalo u(z,t) funksiyanng mavjudligi va chegaralanganligini ko'r-
satamiz. Buning uchun (17) integralda

E—x

z = =4
2a+/%

£ =2tz +x
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almashtirishni bajarib, integralni baholaymiz:

lu(z, t)] < —/ erf" -+ ?) e dy < = ?dz < N.
R ' vr .
Bundan Veyershirass alomatiga ko'ra {(17) integral —oo < & < oo, t > 0
sohaning ixtiyorly nugtasida tekis yaginlashadi va chegaralangan uzluksiz
w(z,t} funksiyani aniglaydi.

Endi —co < # < 00,1 > 0 sohada u(x, t) funksiyani t va x o‘zgaruvchilar
bo'yicha istalgancha differensiallanuvchi ekanligi va barcha hosilalarni (17)
tenglikni integral belgisi ostida differensiallash natijasida hosil gilish mumkin-
ligini ko‘rsatamiz. Masalan, ’:Tf hosilani tekshiramiz. (17) formulaning o‘ng

tomonini formal differensiallab, quyidagi ifodani hosil gilamiz:

L Lo o [ m)j "

5 \/—/‘0(5)[“2' e }

Bu integralning ixtiyoriy (z,t) € Q:__T =Rx[e,T], € >0, T > & uchun

4a?t

£

tekis yaginlashuvchi skanini ko'rsatamiz. Yana yuqoridagi kabi z = i
almashtirishni hajaramiz. Natijada hosil bo‘lgan
1 : 1 o (2atz +x)
————— —— 22 i—(——---—————)e"' dz
Nz 2 t
R
integralni -@a:’f sohada bhaholaymiz:
1 o] ¢ (2aviz+z)
s s T T T <
t\/ﬂ' 2 t
I 4 N
S —— / '_"— + ZZ —“ -—— / ,— —l_ ZQi e_z dz
VT, 2 ¢ \/evr
R
Bu tengsizliklardagi oxirgi integralning yaqmla,shuvchl ekanligidan tekshiri-
fu

layotgan integralning tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa 3
hosilaning mavjudligi va uzluksizligini bildiradi.
O‘xshash ravishda

Uy (.'1.'_ [!} = - {_ 1 u

R Wy o8 , : (e
»__)_”I:smk[&/(él | exp{

4a*t

2" 2
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hosilaning mavjudligi va uzluksizligi isbotlanadi. Bu hosilalarni (9) issiglik
o‘tkazuvchanlik tenglamasiga qo‘yib, u ayniyatga aylanishiga ishonch hosil
gilamiz.

Endi u(z,t) funksiyaning (10) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini

ko‘r- satamiz. Yugoridagi kabi, z = fﬁ; almashtirishdan so‘ng

u(z,t) = % / @ (Za,ﬁz -+ "r) e dz
R

ga cga bo‘lamiz. Bu integralning z,¢ lar bo‘yicha tekis yaqginlashuvchi ekan-
ligidan va integral osti funksiyasining ¢ € [0, 7] bo'yicha uzluksizligidan
integral ostida lmitga o'tish mumkinligi kelib chiqadi:

_¢lo)

Bm w(u,t) = =52 [ e ¥ dz = o(z).
Jim w(u,t) 7 e “dz = ¢(z)
R

T a’rif. Ushbu

Uz, t) = (18)

1 x?
2/t [’m]
funiksiya (9) tenglamaning fundamental yechimz deyiledi. Bu funksiya (9),
(10) Koshi masalasining Grin funksiya deb ham yuritiladi.

Eslatib o‘tamiz, (18) fundamental yechim 3-bobning 3-paragrafida n o'lehovli
issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun keltirib chigarilgan edi.

Agar boshlang'ich shart t+ = 0 da emas, biror ¢ = 7 da berilsa, (18)
formulada ¢ ni ¢ — 7 bilan almashtirish lozim.

Endi fundamental yechimni qurishning boshqa bir usulin keltiramiz. (9)
tenglamaning

u(z,0) = o(z — xq) (19)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvehi Koshi masalasi yechimini qidiramiz.
Bu yerda §(z — z¢)— Dirakning delta-funksiyasi (1-bobga qarang). Qayd
etish zarurki, (19) tenglik umumlashgan funksiyalar ma’'nosida bajariladi.
1-bobdagi () formula bilan aniglangan Dirakning delta-funksiyasi Furye in-
tegrall

%
§(r —x4) = l/ cosA(x — xg)dA

Y
G
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ni e’tiborga olgan holda fundamental yechimni H(z — g, %) orqali belgilab,

uni
17
H(x — zg,t) = ;/ Ar(t)cosA{x ~ x9)dA
0

ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyani (9) tenglamaga qo‘yib, A, ga nisbatan

AL+ a®XAN() =0
differensial tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib, (19) boshlang‘ich shartga
binoan A,(0) = 1 ekanligini inobatga olib,

Ay(t) = exp(~a®APt)
ni aniglaymiz,

Shunday gilib,

H(x — zp,t) = 1 / exp(—a*M’t) - cosA(z — mp)d) =
™
0
1

o sl (xisiro)i]
N t 4a2t |

5.9 Ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lgan hol

Ushbu paragrafda ko'p o‘zgaruvchili issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi
uchun go'yilgan Koshi masalasining Grin funksiyasini quramiz.

Lemma. Agar
wp = a?Au,  u(z,0) = o(x), z = (21,2, .., Tn) {(20)

Koshi masalasida ¢(z) boshlang’ich funksiya

plx) = @1 (1) - pa(za) - 3(z3) - .0 - PalTn) = H (k)
E=1

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

w(z, 1) = ﬁ up(xp, t) (21)
k=1
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funksiya (20) masalaning yechimi bo'ladi. Bu yerda ug(z, ) funksiyalar

%au

a e 2 , ur(zy,0) = or(ze), k=1,2,..,n

bir o‘lchovli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalalarining
mos yechimlaridir.

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra
T
A (Hu;‘;(:l)],«,,t)) =
k=1
2

n
0 Uk
=a Uy U2 U~ .o. " Ug—1 * U1 - " Up —’(}Wi_ =
k=1 Ok

'U41($_[, t) Uo -7;2; t) ’U/’(!L':;, t) uk-—l(a;k—l: t)'uk+1($k+lv t)'“"un(xn, t)

5 0%y, 8 4 e~
(a (73:;) = b—t(gm\(.q,f}),

ya'ni (21) funksiya (20) masalanlng yechimi bo‘ladi, bu yerda up(zp,t) = 1
deb oldik.

Dirakning § funksiyasining 1-bobdagi (16) formula bilan aniqlangan xos-

Z .

k=

sasiga ko‘ra
n
;5-{,]'“ EJ — l_l f“(‘.‘f'.k — EL]
k=1
tenglik o'rinli. Lemmani ushbu
Uiz, &,t) = a?AU(z, &, 1),

U("L'7 57 0) = 5("5 - f)

maxsus masala uchun qo‘llasak, ushbu

k=1

Ule.&t) = [V —~&0t) = o2 ﬂ [ itZ(uwm} (22)

Koshi masalasining Grin formulasi (yoki issiqlik o‘tkaznvchilik tenglarnasi-

ning fundamental yechimi) ni hosil gilamiz.
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Bu funksiyaning ba’zi xossalarini keltirib o‘tamiz. Soddalik uchun (22)
dan =3, a = 1deylik (¢ = 1 gat ni ¢* bilan almashtirib erishish mumkin).

Unda (22) ning ko'‘rinishi quydagicha bo‘ladi:

1 T 2]
(M. Pt —7) = sl | 2
UM, Pt ) ————~—-———(2 \/.____._ﬂ“ = _‘_})Rt rp ‘ s . (23)

bu yerda M = M(z,y,2), P=P¢,n(), M#P, t#7

r={z -8+ {y—n?+(z-{>
1-xossa. (23) funksiya (z,y, 2,t)— o‘zgaruvchilari bo'yicha

aU
T AU=0
o U=

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini, (£,7,(, 7) - o’zgaruvchilar bo‘yicha esa

unga qo'shma bo'lgan

tenglamani ganoatlantiradi.
Bu xossaning isboti (23) dan bevosita hisoblashlar orqali kelib chiqadi,

2-xossa. Ixtiyoriy ¢ > 7 uchun

/U(M,P;{ - 7)dédndl =1

tenglik o‘rinli.
Haqgiqatan ham, sferik koordinatalar sistemasiga o'tib, so‘ng bo‘laklab
integrallasalk,
;'/ U(M, P;t — 7)dédnd¢ =
k3
7 2

/ ridr / /U(M Pt — 7)sinbdfde =

g 0

oo

2
= d =
2(t \/rf! — ) ] ( 4(t — }) '

0
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\/w(t——f/“"d(“"( (th))):

vﬂ(t-—T)/ ( i"”'))dr:
f/ o (-5 =) ¢ (avi=s) -

=— [ exp(—2%)dz =1
=/

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bu esa xossaning o'rinli ekanligini isbotlaydi.

3-xossa. Har qanday chekli (yoki cheksiz) © soha uchun quyidagi tenglik

o‘rinli:
1, agar M € Q,
lim /U(M, Pt — 7)dédnd( =
Faad 0, agar MEL.
Isbot. Agar

Bi~E Y= S

AR — = s
Jier 0 s " E—r

almashtirishlarni kiritib, yangi o‘zgaruvchiga o'tsak, integrallash sohasi §2

21

koordinata boshi M(z,v, z) nugtada bo‘lgan biror §); sohaga o'tadi. Agar
M € Q bo'lsa, € soha butun R fazo bilan ustma-ust tushadi va 2-xossaga
ko'ra integralning giymati 1 ga teng bo‘ladi. Agarda MEQ bo'lsa, u holda
; sohaning nugtalari M (z,y, z) koordinata boshidan cheksiz uzoqlashadi
va integralning giymati nolga intiladi. Soddalik uchun bir o'lchovli holni
qaraylik, yami Q = {a < 2 < b}, ¢t > 7 bo'lsin. U holdaz =& +VE—7 724

almashtirish bajarsak,

exp (-J—_if) d (%) .

ﬁTH
kh-\’f:ﬁ

z—b
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Bu tengliklardan esa t — 7+ 0 da

1) a <z < bbo'lsa, Lol —00,

‘ ¢ 11 . z—h

2) z < a < b bo'lsa, = — —oc, =L — —o0,
3)a<b<1bolsa - 2 +oo

munosabatlarni 1nobat<fa olsak, olgingi 2-xossaga ko‘ra isbotni yakunlaymiz.

4-xossa. Har gqanday chekli yoki cheksiz Q sohada uzluksiz va chegara-

langan ¢(x, ¥, ) funksiya uchun

tim [ UM, P.tyo(PAP = (M), dP = dédndg
Q

tenglik o'rinli va bu limit har qanday M (z,y, 2) € §}; C §2 ga nisbatan tekis
vaginlashadi.

Isbot. Bu xossani ishotlash uchun quyidagi ayirmani qaraymiz:

/ U(M, P,t)o(P)AP - (M) / U(M, P,t)dP —
0 y

— [ U004, P)lo(P) - p(a)iap
@
3-xossaga binoan bu ayirmaning ikkinchi hadi o(z, y, z) ga teng va 4-xossani
isbotlash uchun ayirmaning t — +0 da nolga intilishini ko*rsatish lozim. Shu
magsadda M(z,y, z) nugtani § kichik radiusli shar bilan o‘raymiz. Aytaylik,

o shunday kichikki, barcha r < § lar uchun

B3l ™

lp(€m, €} — (2, 2)] < ;
tengsizlik bajarilsin. U holda

/ U(M, P;t) [p(P) — p(M)] dP =

1]

_ / U(M, P: t) [o(P) - w(M)] dP+

r<i

f{ M, P;t) [io(P) — @(M)] dP. (24)
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(20) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralni baholaymiz

£
Ji E

[}

/U (M, P;t)dP <

[\_)]Cn

/U(MPth~—

<é

Berilgan o(x,y, z) funksiyaning chegaralanganligidan shunday N son topi-

ladiki, [p(z,y, 2)| < N bo‘ladi va
5 < 2 [ v, pyvyap = / (
'S ./ ) 4’7\/—-152 A fi

Agar £ = V1€,

N
4

IA

J

2K

Oz navbatida

’f'2
4t) dPp.

r>4
n=+/lp, (= \/541 desak, % = r{ bo'lib
r? N 7 : r2
[ e (-5) dtiamac = 2 / resp (-7 ) .
le\ft 7

2]

2 77
/ riexp| —4 dry
0

integralning vaqinlashuvchiligidan, yetarlicha kichik ¢ lar uchun

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa 4-xossaning tasdig'i kelib chigadi
Yugorida keltirilgan xossalardan foydalanib, (20) Koshi masalasining ye-

chimi

ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda dP = d&d§;...d&, shuningdek, bir jinsli bo'l-

magai

M, t) = / - [ U(M, P; t)p(P)dP (25)

R R
S it

n fa

(26)

= —azAu+f(M t)
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tenglamaning u(M, 0) = 0 bir jinsli boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi

yechimi
£
w(M, £) = / / / U(M, P;t — 7)f(P,7)dPdr (27)
o k_ R

nta

bo‘ladi.
Tabiiyki, (26) tenglamaning bir jinsli bo‘lmagan u(M, 0} = (M) bosh-
lang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi (25) va (27) funksxyala.r yig'indisi-

dan iborat bo‘ladi.

5.10 Koshi masalasi yechimining yagonaligi

Ma'lumki, bir o‘lehovli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasi @@ = {(z,t) : 2 € R, 0 <t < +o0} sohada qo'yiladi.

Teorema. (9), (10) Koshi masalasining chegaralangan yechimi
vagonadir.

Isbot. Faraz gilaylik, shunday M > 0 soni mavjud bo‘lsinki, bunda
fu(z,t)] < M, (z,t) € Q@ = {(z,t): 2 €R, 0 <t < 4oc}. Teoremani
teskarisini faraz gilish usuli bilan ishotlaymiz: (9), (10) masalaning chegara-
langan ikkita u;(z, t), ¢ = 1,2 yechimlari mavjud bo'lsin. v(z,t) = uy(x,t)—

ug(z, t) funksiyani kiribamiz. Ravshanki, v(z, ¢} funksiya bir jinshi
v = @V, (x,1) €Q, (28)

v(z,0) =0, z€R (29)
Koshi masalasining yechimni bo‘ladi. u(z,t) va ug(z,t) funksiyalarning chegara-
langanligidan v(z,t) ning ham chegaralanganligi kelib chigadi:

fu(z, ) = Jua(z, 1) — ualz, 1)] < |us(z, )} + |ua(z, 1)) < 2M,

bu yerda |ui(z,t)] < M va jus(z,t)| < M.
Shunday qilib, v(z, t) funksiya (28), (29) Koshi masalasining Q sohada
chegaralangan yechimi bo‘ladi. v(z,t) = 0, (z,t) € Q ekanligini ko‘rsatamiz.
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@ yarim tekislikda || = L, ¢ =T to‘g'ri chiziqlarni tanlab, chegaralangan
Qrr={(z,t}: —L<z <L, 0<t<T},

(Qrr={(z,t): —=L<z <L, 0<t<T})

sohani garaymiz. Shuningdek,
wy = 6 W,y
isiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantiruvchi
aM (z*
w(x,t) :-ZT (7+at

funksiyani kiritamiz. ¢ = 0 da

2Mz?
w(z,0) = T2 > |v(z,0)] = 0.
|zl = L bo‘lsin. U holda
AM a’t

w(+L,t) =2M + >2M > v (LL,1).

[

Q11 soha chegaralangan va v(z,t), w(z,t) funksiyalar bir jinsli issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasining yechimlari bo‘lgani hamda soha chegarasida
[v{z,0})] < w(x,0), |[v{£L,¢)] < w(+L,t) tengsizliklar bajarilgani uchun
v(z, 1), w(z,t) funksiyalarga maksimum prinsipini go‘llab, jv(z, t)| < w(z,t),
(z,t) € Qp.1, yoki

"2 2
—4]3—]‘2/[ (% + a2t) <v(z,t) < %{ (% +a2t)

tengsizliklarni hosil gilamiz. Bu yerda (z,t) € C_JL.T nugtani tayinlab, L —
+oc da limitga o‘tsak, L}i>va(z,t) = 0. v(z,t) funksiyaning L ga bog'lig
emasligi va (z,t) nuqta ixtiyoriy tanlanganligi sababli @ sohaning barcha
nuqtalarida. v{z,¢) = 0 bo'ladi. Bu yerdan ui(z,t) = us(z,t) ekanligi va
demak, Koshi masalasi yechimining yagonaligi kelib chigadi.

Eslatma. u(zt) funksiyaning fizik ma'nosi muhitning harorati
ekanligini hisobga olsak, unga go'yilayotgan chegaralanganlik talabi tabiiy-
dir.
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E sl at m a. Koshi masalasi yechimiga |z] — +oc da go‘yilayotgan
chegaralanganlik shartini ancha yumshatish mumkin. Buning uchun butun
R va t > 0 larda |u(z,t)] < Mexp (Nz?) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
funksiyalar sinfini kiritamiz, bu yerda M, N lar u(z,t) funksiyaga bog'liq
ravishda aniglanuvchi musbat o‘zgarmaslardir. Bu funksiyalar sinfida ham

yagonalik teoremasi o‘rinli.

5.11 Koshi masalasi yechimining turg‘unligi

Bu paragrafda Koshi masalasi yechimining berilgan (M), f(M) funksiyalar-
ning kichik o‘zgarishiga nisbatan turg'unligini, ya‘ni yechim ham kichik o'zgari-
shini ko‘rsataniz.

Teorema. Agar
w = a?hu, u(x,0) = ¢ (z), (30)

v = a*lv, vz, 0) = py(z), == (21, ey In) € R® (31)

Koshi masalalarida barcha z € R™ lar uchun

lp1(z) — pa(@)| <€ (32)

bo'lsa, u holda (30), (31) masalalarning yechimlari u(z,t), v(z,t) uchun
barcha x € R"™, ¢ > 0 giymatlarda

lu(z, t) — vz, t)] <e

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (30), (31) masalalarning (25) formula bilan ifodalangan mos
yechimlarini yozib, (32) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalanamiz.
Natijada,

lu(z, t) - v(z,t)] < / Uz, &, 1)]¢1(x) — do(&)]dE <

Rﬂ
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<e [Vl =e, €= (@bo)s de = dir- . d,
Bn
teoremaning ishotini olamiz.
T eorem a. Ixtiyoriy £ > 0, 7 > 0 berilgan sonlar uchun shunday
§ = 8, T) > 0 soni topiladiki,

w, = a*Au + fi(wx,t), ulz,0) =0, (33)
v = @*Av + fo(z,t), v(z,0) =0 (34)
Koshi masalalarida barcha x € R?, t > 0 giymatlar uchun
|fi=,8) = falz,t)] < (e, T) (35)
bo‘lsa, u holda u(z,t), v(z,t) yechimlar uchun
lu(z,t) — v(z,t)| < e (36)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Ma’lumki, (33) va (34) masalalarning yechimlari (27) ko‘rinishda
ifodalanadi. (35) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalansalk,

u(z, 1) — v(z, 1)) < / / Uz, &t — i€, 7) ~ falé, 7)ldedr <
Uz, &t —71)dédr =6 | dr < T
<o/ /

tengsizlikni olamiz. Agar § = % deb tanlasak, (36) tengsizlikni hosil gilamiz,

va‘ni teorema isbotlandi.

5.12 Koshi masalasi uchun Grin funksiyasini

qurishning boshga usullari

Biz bu paragrafda umunmlashgan funksiyalar (1-bob) elementlaridan foy-

dalanib, Koshi masalasi uchun Grin funksiyasi (fundamental yechim)ni qu-
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rishning ba’zi usullarini keltiramiz. Buning uchun, avvalo, quyidagi

Uy = @ U, (37)
- [U._ z <0,

w(z,0) = () = 8(z) =< (38)
(1, z>0

maxsus Koshi masalasini qaraymiz. Ma'lumki, #(x) funksiyaga Xevisayd

funksiyast deyiladi. Bu masalaning ushbu

u(z, i) = f (%) (39)

ko'rinishdagi avtomodel yechim deb ataluvchi yechimni izlaymiz. (39) ni (37)
ga qo'vsak,

& By QT (TN

et \go) T ! )
tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik » = £ ga nisbatan ayniyat bo‘lishi

uchun o = 0,5 bo'lishi kerak. U holda f(z) ga nisbatan

F'(2) + 55£'(2) = 0 (40)

tenglikni olamiz va (39), (38) larga ko'ra

Jim f(z) =0, lm f(z)=1 (41)
shartlarga ega bo‘lamiz.

(40) ni integrallab,
! z2
Inf'(z) = 7 +Inc, ¢ = const >0

ni hosil gilamiz. Bundan esa

P
9 S

f(z) = c/ exp (—%) d§ = 2ac/ exp(—y*)dy

-0 -

yechimlarni olamiz. Bu funksiya (41) shartning birinchisini qanoatlantiradi.
Ikkinchi shartdan ese ¢ ni aniglash uchun foydalanamiz:

20

2ac/ezp(~y2)dy =1

—00
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yoki

[v o}

/ ezp(—y*)dy = V7

ekanligidan ¢ = _,"]—\/; kelib chigadi. Shunday qilib, (37), (38) masalaning

yechimi

2avt

u(x,t)=f(:%) =% / exp(—y?)dy

ko'rinishda bo‘ladi. Bu yechimni quyidagicha ham vozish mumkin:

0 Tt
1 1
u(z,t) = —= /ea;p(—yz)dy 4= / exp(~y*)dy =
VT VT )

; [1 +® (ﬁ\/—%)} . (42)

D(2) = % / exp(—y®)dy.
0

bu yerda

Bu integralga zatolik integrali deyiladi.

(42) funksiya (37) tenglamani qanoatlantirish bilan hirga uzluksiz vy,
va, u,; hosilalarga ham ega. Shuning uchun (37) tenglikni z bo‘yicha differ-
ensiallasak,

(us)e = az(um)m
ayniyat hosil bo‘ladi olamiz. Bu esa (42) yechimning  bo'yicha hosilasi ham
(37) tenglama uchun yechim bo‘lishini ko‘rsatadi. Shuningdek, u u.(x,0) =
7/(x) boshlang'ich shartni ham qanoatlantiradi, bu yerda 1-bobning (17)
formulasiga ko‘ra Xevisayd funksiyasining umumlashgan hosilasi '{x — £) =
0(z — £) dan iborat.
Demak, (42) dan differensiallash yordamida ushbu

v 1 (z-¢&)?*
ur - &) =U(x,&t) = - exp | — :
(e = £51) (.6%) 2a\/mt P { 402t

Koshi masalasining Grin funksiyasi (yoki fundamental yechim)ni olamiz.



278 Parabolik tenglamalar

Endi faraz qilaylik, biror U(z,t) funksiya
U = @z, ulz,0) = 6{z)

Koshi masalasining yechimi bo‘lsin. U holda
U = a®Usy, U(z,0) = 6(x)

ayniyatlar (umumlashgan funksiyalar tengligi ma’nosida) bajariladi. Bu

ayniyatlarga Furye almashtirishini go‘llasak, va

glw,t) =/U(w,t)ewp(—iwx)d:1;
R

belgilash kiritsak, g(w, t) funksiyaga nisbatan
g (t) +a’w?g(t) = 0, (43)

9(w,0) =1 (44)

masalani hosil gilamiz, bu yerda 1-bobning (22) formulasidan zg = 0 da
foydalanildi.

Malumki, (43), (44) masalaning yechimi
glw, t) = exp(—a’w’t)

bo'lib, unga teskari Furye almashtirishini qo‘llab, 1-bobning (24) formulasiga

250881
o 4a?

. . e 2
/ exp(—a’w” + iwz)dw = v—1exp ( l )

munosabatdan foydalansak.
U(z,t) : / (w, 1) exp(iwz)dw L ( 28 )
z,t) = — [ g(w,t)exp(iwz)dw = ——ezp | ——
) 27 s g 5 2{1\/;11'_ ¥ 4a2t

fundamental yechimni olamiz. Demak, x = ¢ nugtada maxsuslikka ega
bo‘lgan Grin funksiyasi G(z, &;t) = Uz — &; t) bo'ladi.
M is ol Ushbu a®uy, = ug; u(z,0) = ¢y exp(—z?), ¢y = const Koshi

masalasi yechilsin.
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Bu masala yechimi

u(z,t) = cg | Ulz — &;t) exp(—£2)de
/

bo'lib, unda o = zTT_\}LT almashtirish bajarsak,

w(z,t) = —= exp(—- %) exp [ (x — 2!1\/1;.&)2] da =

\/_

= :/% exp(—z?) /exp [-—4aa:c\/tl — (4a’t + 1)052] da =

 Cpexp (—2?) (Aot "\

P\ 1%
B
2 t o
X /exp f azvt + a'\/l - -'lu,'?f.) dox
J \ v1+ 4a%t J

tengliklarga ega. bo‘lamiz. Oxirgi integralda

2ax+/1
V1 -+ 4a?t

almashtirishni amalga oshirib, sodda hisoblashlardan so‘ng. quyidagi yechimni

+ay/1+4a% =3

olamiz:

2

Cy 4 1 ;a2
(5,1 = L o] exp(—F2)df =
B Xp( 1+4a2t> 14—4(1275! P(=F7)
}

. 2 2
Cy Z
=—————exp| | .
V1+4a?t ( 1+4a2t>
M i s ol Bir jinsli bo'lmagan w — Ugy — Uy, = €' tenglamaning
u({z,y,0) = coszsiny boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini to-
ping.
(25), (27) formulalarga ko‘ra bu yechim quyidagi yig'indi ko'rinishida
bo'ladi:
1 j (-6 4 ly=m)®
u(z,y,t) = ﬁ] cos€ sinne g dédn+
2 2
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(=) +iy—-n)" n)? ..
/ /t e Tt dfdndr = uy + ua.

Birinchi integralda § = z+2vs van = y~+2+/ts almashtirishlar bajarily,

sodda hisoblashlardan so'ng, ui(z,y,t) uchun
u, =e Zeoszsiny
ifodani olamiz. Shuningdek, ikkinchi integralda ham & = z+2+/f —7s, n =

y -+ 24/t — 75 almashtirishlar bajarib,

t
i

T ix

(t—7)dr=¢€"—1

U o
0

ni va nihoyat,

u(z,y,t) = e Fcoszsiny +e — 1
vechimni hosil gilamiz.

5.13 Yarim chegaralangan sohalar uchun qo‘yilgan

masalalar

Koshi masalasining yechimini topishdagi kabi yarim chegaralangan so-
halarda go‘yilgan masalalarni ham yechish mumkin.
Ushbu ikkita
) = auy,, z>0, t>0,
w(0,t) =0, t >0, ulz,0)=¢(x), ©>0
va
2) s = 0%Ugg, >0, t >0,
0, 8) =0, t>0, u(z,0)=p(r), >0
mos ravishda birinchi va ikkinchi tur boshlang‘ich-chegaraviy masalalarui

garaymiz. Bu masalalarning Grin funksiyalarini mos ravishda Gi(z,§;t) va
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Ga(z, ;1) orqali belgilasak, 1- va 2-masalalar yechimlari mos ravishda:

u(z,t) ~'] Gy(a (£ )dE,
u(z, t) = J/; Galw, & t)p(€)de

formulalar bilan aniglanadi.

1- va 2-masalalarning G va. (75 Grin funksiyalarini qurish uchun Koshi
magalasi yechimining quyidagi xossasidan foydalanamiz, va’ni agar u(z, [)
- Koshi masalasining yechimi va ¢(z) boshlang‘ich funksiva toq bo'lsa, u
holda w(0,t) = 0; agar () juft funksiya bo'lsa, 4,(0,t) = 0 bo'ladi.

Xuddi giperbolik tipdagi tenglamada ko‘rganirmizdek, bu yerda ham yuqo-
ridagi xossalardan foydalanib,

I-masala uchun:

- 1 (B o (P
Suadit) =5 = {Cm( 4a?t ) o <_—4‘12t—)}

2-masala uchun esa:

4@’1‘ J
- Grin funksiyalarini hosil gilamiz.

Agar bir jinsli bo'lmagan
9 g
Up — O Ugg —f($1t)

tenglama qaralsa, I- va 2-masalalarning yechimlarini topish uchun mos ra-

[ [Guwt=nstenrasar
J

0

vishda,

(J](i,g‘i - T)j(f,’]’)dfd’?'

on._,\g

ifodalarni bir jinsli tenglama uchun olingan vechimlarga qo‘shib qoyish vetarli.
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5.14 Chegaralangan sterjenda issiglik tarqgalishi.
Furye usuli

Ushbu paragrafdan boshlab chekli sohalards parabolik tipdagi tenglamalar
uchun go'yilgan masalalarni o‘zgaruvchilarni ajratish - Furye usuli bilan

yechish hagida fikr yuritamiz.

5.14.1  Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli chegaraviy
shartli masala

Chekli { uzunlikka ega bo'lgan bir jinshi sterjenda issiglik tarqalish tenglamasi

uchun birinchi chegaraviy masalani qaraylik: {0 <z < I, t > 0} sohada

Oun @8 G ST 150 (39)
at 8%’ 4
tenglamaning
w(0,8) =0, w(l,t)=0, t>0 (40)
chegaraviy va
uw(z,0) = p{z), 0<z <] {(41)

beshlang'ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda o(x)
berilgan funksiya bo'lib, ©(0) =0, (I) =0.
Furye usuliga ko'ra (39) tenglamaning trivial bo‘lmagan xususiy yechi-

mini

ul(z, t) = X(x)T(t) {42)

ko‘rinishida izlaymiz va (42) ni (39) ga qo‘yib, ushbu
T'{t) + a®XT(t) = 0, (43)
X"@)+2X(x) =0, X=const >0 (44)

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.

O'z navbatida X (z) funksivani aniglash uchun {44) tenglamaning

X(0)=0, X(1)=0 (45)
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shartlarinil qanoatlantiruvehi yechimini topish, ya’ni xos sonlar haqidagi masalaga
kelamiz. Ma'lumki, tor tebranish tenglamasidagi kabi, A parametrning faqat

A=Ay = (%)2 n=1,23,...

giymatlaridagina (44), (45) masalaning trivial bo‘lmagan
X,.(z) = sin %’Iw, n=1,23,...

yechimlari, ya'ni xos funksiyalari mavjud bo‘ladi.

Shuningdek, (43) tenglamaning A = A, xo0s sonlarga mos yechimlari

To(t) = Ay - exp (— (E{Ilz)zt)

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda A,,— ixtivorly o‘zgarmas koeflitsientlar.

Shunday qilib, ixtiyoriy o‘zgarmas A, sonlar uchun

)
un(x,t) = Ay exp [~ (91;—75) '[} sin ?—er-fc (486)

funksiya (39) tenglamani va {40) shartlarni qancatlantiradi. Ravshanki,

2

- (%) t] i e (@)

u(z,t} = Z A, exp

n=1

qator ham {39) tenglamani va {40) shartlarni qanoatlantiradi.

Endi (47) gatorning (41) shartni ganoatlantirishini talab gilamiz, ya'ni

o0
. onw
w(z, 0) = v(z) = Z Apsin—x (48)
n=1 N
ho'lsin. Bu gator berilgan ¢(z) funksiyaning (0, [) oraligdagi sinuslar bo‘yicha
Furye gatoriga yoyilmasini ifodalaydi. Shuning uchun A, koeffitsientlar

quyidagi ma‘lum

Ap =

o~ D

!
[ #t€)sin e (49)
0

formula bilan aniglanadi.
Endi {47) gator (39), (40), (41) masalaning barcha tenglamalarini ganoat-

lantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa, (47) gator bilan ifodalangan
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w(z, ) funksiyaning yetarlicha differensiallannvchanligini va {0 < z < I, £ >
0} schada tenglamani ganoatlantirib, z = 0, = =1, = 0 chegaralarda
uzluksiz ekanini ko'rsatish kerak.

Agar (47) qator yaginlashuvchi bo'lib, uni # bo‘yicha ikki marta, £ bo'yicha
bir marta hadma-had differensiallash mumkin bo‘lsa, bu qator (39) tenglamani
ganoatlantiradi, chunki (39) tenglama. chiziqli bo‘lgani uchun uning xususiy
yechimlaridan tuzilgan gator ham yechim bo‘ladi.

Ixtivorty ¢ > £ > 0 uchun quyidagi

> A X 8
z a'u.n(:rr, i), Z Eu,,{:t, t)
n=1 =1

gatorlar tekis yaginlashadi va ushbhu

nw

iy, .
sin 7—-:1: <

ot

7an 2 l ranm\?

<[ () e |- ()

< |Ay| (amr) exp [— (GmTW)Zt:

tengsizliklar o'rinli. Agar |p(z)] < M desak,

< ? / ) sin?fd& < oM

0

bo'ladi va t > 1), uchun

{Ou,, | 2 [ ranm\2
] <o (2 e (Y]
Kuddi shunga o‘xshash

| Py,
ey

<o (7)o |- (7)'u

baholarni olamiz.

Umuman olganda, quyidagi
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baholar o‘rinli va ushbu
= an
T
>~ Nty [- ()" ] =3 eutt
n=}1 n=i
majorant qatorning yaqinlashishini tekshiramiz. Dalamber alomatiga ko'ra

Him

700 | o,,'n(t n—$00

< ar\2 (¢ i
|onstl® _ iy (M 1)20Xp FEL ezl

n —exp {— (%’5)2 n2t1}

Ex? .
= lim (l + —) exp {— (n ) (2n 4 l)fJ
N300 T )

Bundan esa (47) qatorni ixtiyoriy ¢ > ¢; > 0 nchun istalgancha hadma-had

differensiallash mumkinligi kelib chigadi. O‘z navbatida yechimlar super-
pozitsiyasi prinsipiga ko‘ra (47) gator bilan aniglangan u(z,t) funksiya (39)
tenglamani qanoatlantiradi. ¢ ixtiyorly bo'lgani uchun bu mulchazalar ix-
tiyoriy >0 uchun ham o‘rinli. Shunday qilib, agar ¢(z) funksiya uzluksiz va
bo'lakli uzluksiz hosilaga ega bo'lib, ¢(0) = 0, (l) = 0 shartiar bajarilsa,
u holda (47) qator ixtiyorly ¢{ > 0 lar uchun uzluksiz funksiyani aniqlaydi.

(47) qatorning (40) va (41) shartlarini ganoatlantirishi osongina ko‘rsatiladi.

5.14.2  Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan

masala
Endi (39) tenglamaning bir jinsli bo‘lmagan
u(0,t) = ¥u(8), u(l,t) = va(t) (50)

chegaraviy va (41) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish
masalasini garaylik, bu yerda ham ¢ (), s(t) berilgan funksiyalar bo'lib,
$1(0) = ©(0), ¥1(0) = (1) shartlar bajariladi.

(39), (50), (41) masala yechimini

20
u{z, 1) Z T, (t)sin —1 (51)
n=1
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qator ko'rinishida izlaymiz.

Bu yerda
{

2

T.(t) = 7 J/ u(z,t) sin nTz (52)
0

bolib, uni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz va (39), (50) larni e‘tiborga

olsak,

2 n dz nmw
Tu(t) = - [w(0,t) — (—1)"u(l,1)] — 27r2 32 sin Tzdz
202 / o

n U T

[w(t)—( 1028 = Ty / Fon o (53)

0
tenglik hosil bo‘ladi.
Endi (52) tenglikni differensiallaymiz:
Ti(t) = 8u(;v t) sin P2 pda (54)

l ot [

(43), (44) tenglamalardan T,(¢) funksiyani aniglash uchun quyidagi
T1Il.(t) + )\TI.,EL(t) il f'n(t) (55)
bir jinsli bo‘lmagan oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda

/(177,71')

Falt) = 2 [at) — (—1)"a(D)].

An

{(55) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:
T.(t) = (f_',. ffu{r) exp(A,7)dr | exp{—Ant). (56)
0

{(51) dan (41) shartga binoan

u(z,0) = (z) = Y Tx(0)sin I-IIEJ?

=1
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bo'lib, bundan
L
7,(0) =c, = % / z) sin —rdv (57)
0
kelib chigadi. Shunday gilib, (39), {50}, (41) masalaning vechimi (51) qator-

dan iborat bo'lib, T;,(t) koeflitsientlar (56) va (57) tengliklar bilan aviqlanadi.

5.14.3  Bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun bir jinsli

chegaraviy shartli masala

Bir jinsli bo‘lmagan

Ju zd U .
%% a2 + f(z,t) (58)
tenglamaning bir jinsli
u(z,0) =0, 0< <, (59)
u(0,t) =0, u(l,t)=0 (60)

shartlarni qanoatiantiruvchi yechimni topamiz. Bu yerda berilgan f(z,t)
funksiya = bo‘yicha birinchi tartibli bo‘lakli uzluksiz hosilaga ega hamda
barcha ¢ > 0 lar uchun f(0,t) = f({,t) = 0 deb faraz qgilamiz. (58)-(60)
masala yechimini
u{z,t) = ;Tn(t) sin ?:r (61)
ko‘rinishida izlaymiz.
Faraz gilaylik, f(z,%) funksiyaning = o'zgaruvchi bo‘yicha Furye qatori

mavjud bo'lsin, ya‘ni

(z,t) = an(f) smfzi (62)

2
1

Fult) = / 7 £)sin “l"—m (63)
0
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{61) qatorini (58) ga qo'yib, (62) ni e‘tiborga olsak,

o
Z ’VT'(t) + (cmrf) Tu(t) — fn(t) sin % — ¢
el L ! l
tenglikni olamiz. Bundan esa
T(@®) + e Tu(t) = fult) (64)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda o, = (anw)/l. (61) ni (59) ga qo'yib,

T.(0) = 0 boshlang'ich shartga va uni qanoatlantiruvchi
¢
T.(t) = /fn(r) exp (—al(t — 7)) dr
0
yechimga. ega bo'lamiz. Bu ifodani (61) ga qo'yib, (58)-(60) masalaning

ulw, t) = Z /J"u{ }fxp = (1_”} : nmz

yechimini hosil qilamiz. Bu yechimda f,(r) funksiyalarning o‘rniga {63)

ifodani qo'yib, uni quyidagicha yozish mumkin:

t 1
Wt = / / Glo, €t — 7)f(€,7)dédr, (65)
00
bu yerda
Gz, Zexp —a*(t —7)] 81n—£;5111£7l—r—(£—

Odatda G(x, &; t) funksiya manba funksiya yoki Grin funksiyasi deb yu-
ritiladi va u uchun
G ifv=0 == 01 GII:l =0
shartlar bajariladi.
Agar boshlang‘ich shart bir jinsli bo‘lmasa, (65) yechimga (39)-(41) masala

yechimini qo‘shish yetarli,
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Bir jinsli bo‘lmagan masala.

Endi (58 ) tenglamaning (41) boshlang‘ich va (50) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasini qaraylik.

Agar v(z,t) va w(z, t) funksiyalar mos ravishda (39), (41), (50) va (58)-
(60) masalalarning yechimlari bo'lsa, u holda u{z.t) = v(z.t) + w(z,t)
funksiya (58), (41), (50) masalaning yechimi bo‘ladi.

Agar (58), (41), (50) nrasalada v = v+ w va

w = g1(8) + 7 [r(2) = ¥a(t)]
deb olsak, v(z,t) ga nisbatan quyidagi
v = @2y, + flz,1), v(z,0) = @(z), v(0,8) =v(l,t)=0
yechish o‘rganilgan masalaga kelamiz. Bu yerda

F@,t) = f(z,t) — wy + aPwge, $(x) = () — 91(0) — :%1(14;2(0) — % (0)).

5.5 To‘g‘ri to‘rtburchakli sohada issiqlik
tarqalishi hagidagi masala

Tomonlari uzunliklari p va ¢ bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yupqa.
plastinkada issiglik tarqalish tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalani

qaraylik: {0 <z <p, 0<y<g, t>0}sohada

u 5 {Pu S
— = — 6
ot " ‘\3:2:2 u 6y2> (66)
tenglamaning
U|p=0 = '“'I:uip =0, "’-"'|_T.!=“ - u[:,,_—., =0 (67)
chegaraviy va
w(z,y,0) = p(z,y), 0<z<p, 0<y<g (68)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, y, ) vechimi topilsin.



290 Parabolik tenglamalar

Furye usuliga asosan (66) tenglamaning trivial bo'lmagan xususiy yechi-
mini
u(r,y,t) = X(2)Y ()T'(t)
ko'rinishida izlashimiz va X (z), Y(y), T(t) funksiyalarni aniqlash uchun
mos ravishda
X"(z) + XX (z) =
Y'(y) + 1Y (y) =0,
T'(t) + a*(0\ + )T (t) = 0
tenglamalarga ega bo‘lamiz, bu yerda o?, u? lar o‘zgarmas sonlar. Ravshanki,

bu tenglamalarning umumiy yechimlari mos ravishda
X(z) = ¢; cos Az + cpsin Az,

Y (y) = ¢z cos py + ¢y sin uy,
T(t) = Aexp [—a®(\® + u?)t]
formulalar bilan ifodalanadi.
(67) shartlar bajarilishi uchun ¢; = ¢z = 0,
A=ZL p=ll (mn=1,235.)
P q’
deb olish kerak bo‘ladi.

Shunday qilib, (66) tenglamaning (67) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

B 9 2 =
5 s fms  nF
—a?n? (? + ?) t

' m?  n? J i
—a*7? | =+ = | t{ sin —J: sin —y 69
( P qz) P (69)

quyidagicha bo‘ladi:

mm . nmw

Urrers (T, Y, £) = Apr, XD sir

Ushbu

w(z,y,t) = Z Amn exp

m,n=1

gatorni tuzamiz va unda ¢ = 0 deb, (68) boshlang'ich shartdan foydalanamiz:

oc

mr nw
w(z,y) = Z Apin i 71 sin —y.

m,n=1 g
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Bu esa w(z, y) funksiyaning ikki karrali Furye qatori bo'lib, A, quyidagicha
aniglanadi:
4[]
. mar I
Al — == oz, y) sin —z sin —ydxzdy.
mn / / b= P q y

Pq
0

Bularni (69) qatorga qo‘yib, qo'yilgan masalaning yechimini hosil qilamniz.

5.16 Boshlang‘ich shartsiz masalalar

Boshlang'ich vagtga nisbatan yetarlicha katta vaqtlardan keyin issiglik
tarqalish jarayonlari o‘rganilsa, kuzatilayotgan vaqgtdagi issiglik tarqalishiga
boshlang‘ich shartning ta‘siri deyarli bo'lmaydi. Bunday hollarda issiglik
o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun barcha t — +oo giyvinatlarda fagat chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topish masalasi qo'yiladi. Agar
sterjen chegaralangan bo‘lsa, uning ikkala uchida ham chegaraviy shart-
lar beriladi. Yarim chegaralangan sterjen uchun esa bitta chegaraviy shart
go‘yiladi.

Avvalo, yarim chegaralangan sterjen uchun birinchi chegaraviy masalani
qaraylik: bir o‘lchovli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining x > 0 schada
chegaralangan va

w(0,t) = (t)
chegaraviy shartni gancatlantiruvehi u(z, t) yechimi topilsin. Faraz qilaylik,

u(z, t)| < M, |p(t)] < M bolsin. Tadbigiy masalalarda ko‘p nchraydigan
g
©o(t) = Acoswt, A =const, w = const >0 (70)

chegaraviy shartni olaylik. Bu masala fransiyalik matematik J. Furye tomonidan
o‘rganilgan. Agar issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining kompleks ¢(¢) ==

4 exp(iwt) boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilgan bo'lsa,
uning hagigly va mavhum gismlarining har biri alohida tenglamani hamda
mos ravishda (70) va

o(t) = Asinwt

shartni qanoatlantiradi.
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Shunday gilib, ushbu

v qd v
= il

e

masalani garaylik. Bu masala vechimini

0(0,t) = Aexp(iwt) (71)

v(z,t) = Aexplaz + Bt) (72)

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda a va 8 hozircha noma’lum o‘zgarmaslar.
(72) ni (71) ga go'yib,
1 .
= !:5/37 IB = w

munosabatlarni olamiz. Bundan
wi
—2 = ‘/4 (1 -+ Z)
a \/-

bo'lib, v(z,t) uchun esa quyidagi ifodani hosil gilamiz:

PSP I ST RN | R

O‘z navbatida, bu yechimning haqiqiy qismi

v(z,t) = Rev(z,t) = Aexp (:t, / 52—)5%) cos (:t\/gg + wt) (74)

issiqlik o‘tkazuvehanlik tenglamasi va (70) shartni qanoatlantiradi. Yechimni

==

chegaralanganligi va w > 0 ni inobatga olsak, qo‘yilgan masalaning uzluksiz

chegaralangan yechimini quyidagicha olish magsadga muvofiq bo‘ladi:

w(z,t) — Aexp (j:\/;;%) cos (m - \/%) (75)

Endi chekli 0 < £ << ! soha uchun boshlang'ich shartsiz
Uy = a*yy, u(0,t) = Acoswt, u(l,t) =0 (76)

masalani qaraymiz. Bu masala ham xuddi yuqoridagi kabi yechiladi. Chega-
raviy shartlarni
u(0,t) = Aexp(—iwt), u(l,£)=0
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kabi yozib olib, yechimni
w(z,t) = X (x) exp(—iwt) (77)
ko‘rinishida izlaymiz. Bu ifodani {76) ga qo‘yib, X (z) funksiya uchun
X"(z) + 42X (z) =0, X(0)=A, X() =0
masalani olamiz, bu yerda

 fiw  Jwl4d
oNE T Va2 o
Bundan esa X{z) funksiyaning hagiqiy va mavhum qismlarini X;(z) va
Xo(z) kabi belgilasak,

x() = A2 (o) + ixale)
bo'lib, (77) ga ko'ra
Uiz, t) = Aim—(l—-i_——gﬁ exp(—iwt).
%

Bu ifodaning hagigiy gismi
u(x,t} = Xi(z) coswt + Xo(x) sinwt

chekli soha uchun go‘yilgan (76) boshlang‘ich shartlarsiz masalaning yechimi
bo‘ladi.



6-Bob. Elliptik tenglamalar

6.1 Garmonik funksiyalar. Grin formulalari va

fundamental yechimlar

Ushbu paragrafda biz xususiy hosilali differensial tenglamalar kursida
keng qo'llaniladigan Grin formulalari bilan tanishamiz. Grinning birinchi
va. ikkinchi formulalarini nisbatan umumiy bo‘lgan elliptik tipdagi operator
uchun keltirib chigaramiz.

Faraz qilaylik, R™ da S yopiq sirt bilan chegaralangan D soha berilgan
bo'lsin.  Eslatib o‘tamiz, agar sirtning har bir nuqgtasida urinma tekislik
{yoki normal) mavjud bo‘lib, sirtda bir nuqtadan ikkinchi nuqtaga o'tganda
bu urunma tekislik (normal) holati vzluksiz o'zgarsa, bunday sirtga silliq sirt
deyiladi. Matematik tahlil kursidan ma'lumki, D da uzluksiz va D sohada
uzluksiz differensiallanuvehi F(z), = € R™ vektor funksiya uchun Gauss-
Ostrogradskiy formulasi o‘rinli:

/ divF(z)dr = % A F(s)ds. (1)
D s
Bu yerda 70 - D sohaga nisbatan tashqi bo‘lgan S sirtga o‘tkazilgan normal-
ning birlik vektori, ds - sirt elementi.

Agar u(z) = u(z1, T3, ..., Tn) funksiya chekli I sohada ikki marta uzhik-
siz differensiallanuvchi bo'lib, Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u chekl
D sohada garmonik deyiladi.

Faraz qilaylik, C* (D) N C*(D) sinfga tegishli bolgan u(z) va v(x)
funksiyalar berilgan bo‘lsin. Ushbu

L = div (kVu) — qu,
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bu yerda k(z) va g(z) funksiyalar D da uzluksiz, k(z) funksiya D schada
uzluksiz differensiallanuvehi; differensial operatorni qaraymiz. To'g'ridan -

to'g'ri tekshiriladigan

vdiv (kVu) = div (kvVu) — EVuVo

tenglik va (1) formuladan foydalanib, Grinning birinchi formulasi deb ata-

luvehi

/ vLudzx = 7( k:vg%ds - / (kVuVv)dz — / quudz (2)
5 D

D o
formulani hosil gilamiz. Bu formulani olishda #'Vu = %‘ tenglikdan foy-
dalanildi.

(2) formulada u va v funksiyalarning o‘rnini almashtirib,

] ov "
/ ulvdz = f kuﬁds — | (kVuVv)de — f quudz (3)
D s D b

tenglikni ham yozish mumkin. (2} dan (3) ni syirib,

] ou S
/ (vLy —ulv)dr = 7{ k <v§—_ﬁ; - U;,)—%;) ds
D s

Grinning ikkinchi formulasini hosil gilamiz.
Aytaylik, kK = 1 va ¢ = 0 bo'lsin. U holda L operator Laplas operatori
bilan ustma-ust tushadi, ya'ni Lu = Awu. Ravshanki, Laplas operatori uchun

Grin formulalari quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

/vAud;z: = }év—g%ds - / (VuVv) dz, 4
D 3 D

du dv
/('UAu — ulv)dz _f (uﬁjn - u—ﬁ) ds. (5)
D S

Endi Laplas tenglamasining fundamental yechimi deb ataluvchi maxsus
yechimini uch va ikki o‘lchovli hollarda topamiz.
Faraz qgilaylik, %o nuqta D C R® schaning tayin nuqtasi bo‘lsin. Laplas

tenglamasining 2o nugtadan hisoblangan masofaga bog'liq bo‘lgan yechimini
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gidiramiz. Buning uchun, markazi zy nugtada bo'lgan sferik koordinata-
lar (v, 8, ) sistemasini kiritamiz. U holda masala Laplas tenglamasining

radial-simmetrik yechimi u(r) ni topishga, va'ni

1d [ 5du
i (7F) =0

tenglamani yechishga keladi. Bu tenglamaning wmumiy yechimi
C)
u(?") = T + Cg

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yerda r = |o — xp], C1, Cs - o'zgarmas sonlar.

1
[z — 2o
tunksiyaga uch o'lchovli Laplas operatorining fundamental yechimi deyiladi.

vz, p) =

E'tibor bering, bu funksiya Laplas tenglamasini xg nugtadan boshqa barcha
nugtalarda ganoatlantiradi, ya’ni u garmonik funksiyadir, 2y nugtada esa
maxsuslikka ega.

Ikki o‘lchovli holda xy nuqtani markaz qilib, qutb koordinasalar (r, ¢)

sisternasini kiritamiz va Laplas tenglamasining +/(z1 — zo1)? + (22 — zp2)?
masofaga bog'liq vechimini topamiz. Bu holda Laplas tenglamasi
1d /7 du
"Ij— :O
rdr A\ dr
ko'rinishga ega va uning umumiy vechimi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:
1
w(r) =C In—+ Cy.
m

1
|z — zg]
funksiyaga ikki olchovli Laplas operatorining fundamental yechims deyiladi.

v{z,20) =In

6.2 C? sinf va garmonik funksiyalarning integral

ifodasi

Tp nugta D C R® sohaning ichki nuqtasi bolsin. Bu nuqtani markaz

gilib, D sohaning ichida to'liq yotuvehi e radiusli ¥, sferani chizamiz. U =

a0
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{z: |z — x| < £} bolsin. U holda D sohaning chegarasi S bilan %, sfera
orasidagi soha D\U; kabi boladi. D\UJ, sohada ixtiyoriy

u(z) € C¥HD)ynC' (D)

funksiya va yugorida kiritilgan v(z, z9) fundamental yechimga, Grinning ikkinchi

formulasi (5) ni qo'llaymiz:

/ (vAu — ulv) dz =

D\U,
o) Ou ou ou
= f (dﬁ = ’Uﬁ) d9 = % (&ﬁ == ’Uﬁ) dS. (6)
S S
. sirtda
r ’_—1_ d’()l ___n’.(_]; | _i
V=0 g7 " "o \r) " g2

bo‘leanligidan, o'rta giymat to'g'risidagl teoremaga asosan
< 7 1 o

'f'[ v D Su g % ipdc AL ou ) g
5, bl

1 . . 10u(z")]

—,‘,U.[.'F.'  {e
{e*

9
= 4me” ,

bu yerda 2* € ¥., tengliklarni hosil gilamiz. D\U; sohada Av = 0 va
u(x) € CHD) N C* (D) ckanligidan, (6) da  — 0 da limitga o‘tib,

/ e dx =

} [
| — Zg|

D

TR ! 1 u)
= ¢ [u—s e TN ds — dmu(zo), 10 € D
'\“a‘n R |$_m0wn/!ds wu(zg), To €

formulani olamiz. Bundan,

(z0) = 1 % 1 foii} %] 1 ) e
SRV A7 i = x|l IV uﬁ_'h_,) |z — 24l -

1 Fax”

—_— ) ————dz, = D. 7
4 i:c——:cg|d$’ %o € (™
D
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Bu formulada D scha bo'‘yicha integral ikkinchi tur xosmas integral kabi
tushuniladi. (7) ga C? sinf funksiyalarining integral ifodasi yoki Grinning
uchinchi formulasi deyiladi.

Eslafib o‘tamiz, (7) formula zy nuqea D sohaning ichki nugtasi bo'lgan
hol nchun keltirib chigarildi. A gar 7 nugta D sohadan tashqarida joylashgan
bo'lsa, u holda v(z, xp) = —— funl\mya garmonik bo'ladi va Grinning
ikkinchi formulasiga ko‘ra

] S 2]
){] I\ z—mo| BT 7?|1:——10|) j |:E— am 2&D.

tenglik o'rinli bo'ladi.

Endi 2y nugta S sirtga tegishli bo‘lgan holni ko'ramiz. Faraz gilamiz, S
sirt zy nugtada uzluksiz burchak koeffisientli urunma tekislikka ega bo'lsin.
Navbatdagi mulohazalar xuddi (7) formulani oliqhdagi kabi bo'ladi. Grinning

birinchi formulasini D\U;, sohada v(z, 2q) = _Ldr va,
u{z) € C*(Dyn C* (D)

funksiyalarga qo‘llaymiz. Hosil bo'ladigan tenglikda sirt integrallari S’ U XL
chegara bo‘yicha olinadi, bunda %! - S sferaning D soha ichidagi qismi,
S = S\S;, S. - § sirtning U shar ichidagi gismi. Yetarlicha kichik e
larda 3 sirt markazi x¢ da va radiusi € bo‘lgan yarim sferaga yagin bo‘ladi.
Natijada, (7) formulani olish jarayonidagi kabi, £ —» 0 da limitga o'tih, 4

ko’paytmani 27 bilan almashtirib,

1 /7 1 0Bu %) 1 3

?.L{H}} = ‘2; J"l'l \_i—_,’]j — _-;_-“| ('j_?? = {E'{ﬁFJ—‘m) tds—
S

1 7 A

——/ R
2n | |z — zo)

D

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda sirt integrallari xosmas inbtegrallar
ma'nosida tushuniladi. Har uchala holni birlashtirib, Grinning uchinchi for-
mulasini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

1 f / 1 Bu a 1 1 [ Ay

— @ U—— T | g —— dr =
47Tj \lx —xo| 0T Yo [fI;——:L'o[) S J lr— g :
D
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u(zp), agar zg € D,

ulxg)

=4 =5%, agar Iy € S, (8)
~0, agar ToED.

Grinning uchinchi formulasi schaning ixtiyoriy ichki nugtasida u(z) silli
funksivani soha chegarasida o‘zi va normal hosilasining giymatlari hamda
butun D sohada bu funksiyadan olingan Laplas cperatorining qiymati orqali
ifodalanadi. Garmonik funksiya uchun Grinning uchinchi formulasi oddiyroq

ko'rinishga ega. Masalan, £y € D uchun

1 1 Ou d 1
r

Tkki o‘lchovli hol uchun Grin funksiyasi yugoridagiga o'xshash keltirib

chigariladi. U quyidagi ko'rinishga ega:

L ( l O — U 2 In ! )rr’»—— /In

Aulz)dr =
oar ] \ |x—a0|d IR |z — x| uz)d

J—Ju

ré

u(zg), agar o € D,
= %‘ﬁ, agar g € S,
I(), agar oED.

Shuningdek, yuqoridagi kabi mulohaza yuritib, (7) Grinning uchinchi

formulasini ixtiyoriy » > 3 uchun quyidagidek yozish mumkin:

u(zo) = /j ;Df( i(z, J«o)? F(.I, 130)) ds—
5
._—(;)J-—n/E(-Ty xO)AU(I)d.’L‘, T € D C R (10)
D

Bu yerda wy, = 27 /I1 () ~'_R™ da birlik sfera yuzi, I'- Eylerning gamma-

funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga garang),

|z~ zo*™, n> 3. (11)

1
Bz, zg) = "
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E(z,xy) funksiyaga n (n > 3) ¢'lchovli Laplas operatorining fundamen-
tal yechimi deyiladi. U z % zg lar uchun har ikkala argumenti bo'yicha
Laplas tenglamasini gancatlantiradi. Hagiqatan, z # x¢ lar uchun hosi-

lalarni hisoblab, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

PE

- ek |z — 0| ™" + |z — 2o "2 (25 — z0i) -
O
Bu ifodalarni Laplas tenglamasiga go‘yib
- ';-’2 E - =2 -
AE:_JW:—-nI:t—a:O] +n |z — x| Z(:L‘i—xo.‘-)z()
=1 ! =1

ekanligigs ishonch hosil gilish mumkin. E{z, zq) funksiya simmetrik bolganligi
uchun, & # xy larda Laplas tenglamasini z¢ bo‘yicha ham ganoatlantiradi.

n = 3 da 7-bobning 2-paragrafidagi Eylerning gamma-funksiyaning I" ( ;) =
4 xossasidan wq = 47 tenglik kelib chigishini inobatga olsak, (10) dan (8)

formula hosil bo‘lishini ko‘rish mumkin.

6.3 Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari.

O‘rta giymat haqgida teorema

Grin formulalaridan foydalanib garmonik funksiyalarning asosiy xos-
salarini keltirib chiqaramiz.
1-xossa. Agar u{x) funksiye D sohada garmonik bo‘lsa, u holda
5
s = 0, (12)

on
s

bu yerde S— D sohada to‘liq yotuvchi yopiq silliq sirt.

Hagigavan ham, Grinning birinchi formulasini S sirt o‘rab turgan sohada
% va v = 1 funksiyalar uchun go‘Hasak, (12) tenglik kelib chigadi.

2-xossa (o‘rta qiymat hagidagi teorema). - Farez gilaylik, u{x)
Sfunksiya D sohada garmonk funksiya bolsin. U holda

. ] :
ulzg) = o f u(x)ds,

En
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bu yerde Yop— D sohada yotuvchi, markazi xo nugteda radiust R bo‘lgun
sfera.
Isbot. (9) formulani markazi zy nuqtada va sirti £p dan iborat bo‘lgan

shar uchun yozamiz:

(o) = -1; f ( 1 Ou 0 1 )ds

! S —— 3 (i ol T}
4 | — @l O IR & — ol

4 J
1 1 9 1 _ 8 1) 1

|z —wollzems R’ 87 Jz — o|isy ORRlg=r 12

ayniyatlardan, (12) tenglikka asosan
L. f ;
u(zg) = o ]) u(z)ds
Tk

formula hosil bo'ladi.

Shunday gilib, D sohada garmonik bo‘lgan u(z) funksiyaning z, nug-
tadagi giymati uning markazi shu nuqtada joylashgan D sohada yotuvchi
ixtiyoriy S, sferadagi o'rta givmatiga teng.

D sochada garmonik va D sohada uzluksiz u(z) funksiya uchun sfera
D sohaning chegarasiga urungan holda bam o‘rta giymat haqgidagi teorema
o'rinli bo‘ladi.

Haqiqatan ham, faraz gilaylik, ro radiusli 2., sfera D sohaning chegarasiga,
urunsin. U holda o‘rta giyinat hagidagi teorems kichik radiusli (r < rp) %,

sfera uchun o‘rinli:

. 1
'U.(.E[;_) — m f LL(.’L')CZ&.
Z,
Bu formulada u(z) € C (D) ekanligidan foydalanib, r — 1o deb limitga

o'tsak,

1
LENE _ ¢ w(z)ds.
u(x) T }(’U,(.L)( s
b
Tkki o‘lchovli holda o'rta giymat haqidagl teorema quyidagi formula bilan

ifodalanadi:
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w{zy) = i udl,
o 2mr
C
bu yerda C,— u funksiya garmonik bo'lgan sohada yotuvchi, radiusi 7 va
markazl zy nuqtada bo'lgan aylana.

3-xassa. D sohada garmonik funksiye shu sohada cheksiz differensiallanvv-
chidir.

Bu tasdigning isboti (9) ko'rinishda yozilgan Grinning uchinchi formu-
lasida oy € D lar uchun sirt integrallari xos integrallar bo‘lganligi va ularni
Tp nuqtaning koordinatalari bo'yicha istalgan marta differensiallash mumkin-
ligidan kelib chiqadi. Shuningdek, (9) formuladan D sohada garmonik funksiya
sohaning barcha ichki nuqtalarida hagigly o‘zgaruvchili analitik funksiva
ekanligi, ya'ni ©p nuqtaning atrofida yaqginlashuvechi darajali qatorga yoy-
ilishi kelib chiqadi. Bunda gaterning yaginlashish radiusi oy nuqbadan D
sohaning chegarasigacha bo'lgan masofadan kichik bo‘ladi.

4-xossa {Maksimum prinsipi). D sohada garmonik va D sohada
vzluksiz u(z) funksiyo o‘zining maksimal va minimal giymatlariga D soha-
ning chegarasida erishadi.

Isbot. u(w) funksiya D sohada uzluksiz bo'lganligi uchun o‘zining maksi-
mal giymatiga shu sohada erishadi. Bu maksimal giymat sohaning chegarasida
crishilishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz: u(z) funksiya maksimal
giymatga D sohaning biror zg ichki nuqtasida erishsin, ya'ni

Sy

7o nugtani markaz qilib, D sohada yotuvehi p radiusli sfera chizamiz va bu

sfera uchun o'rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra

; 1 1
u(ep) = — ?,(-u.(_;;:)ds < 5 f u(xyhds =
darp® A p®

5 Yo

‘e F

P | X -
- H{‘El}}mg} ds = u(ay). (13)
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Ravshanki, bu munosabatlar fagat
u(z | = u(x
( )IIEZ,, ( 0)

bo‘lganda o'rinli. (13) dan

u{z)ds = 47rp2u(a;0)

Pa

tenglik kelib chiqadi. Faraz gilaylik, hech bo‘lmaganda ¥, sferaning bitta x;
nuqtasida u{z;) < u(zg) tengsizlik bajarilsin, u holda u(z) ning uzluksizligi-
dan bu tengsizlik zy nuqtaning I, sferadagi biror atrofida ham bajariladi.
Bundan

fu(z)ds < 4mpulw,)

2

kelib chiqadi. Bu esa yuqoridagi farazimizga zid. Demak, ¥, sferada
uw(x) == uzp).

p ixtiyoriy ekanligidan £, sferani D sohaning chegarasiga urunadigan qilib
tanlash mumkin. Urunish nuqtasini =, bilan belgilaymiz. Aynan shu z.
nuqtada ug = w(z.) maksimal glymatga erishiladi.

Yuqoridagi mulohazalarni v = —u garmonik funksiyaga qo‘llab, minimal

qiymat D sohaning chegarasida erishilishi ko‘rsatiladi.

6.4 Dirixle va Neyman masalalarining qo‘yilishi

hamda ular yechimlarining yagonaligi

R™ fazoda biror chekli sohani D orqali belgilab, uning chegarasi § bo‘lakli
silliq sirtdan iborat bo'lsin, deb faraz gilamiz. R™\D ni D; bilan belgilab
olamiz, yani D; = R\ D.

Diriglening ichki maselasi. D sohada garmonik D = D U S da uzluksiz
va

lim w(z) =p(z), z0€S, zE€D
TTH
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chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(z) funksiya topilsin.
Durizlening tashgi masalosi. Dy sohada garmonik shunday u(z) funksiya

topilsinki, u S da berilgan uzluksiz giymatlarni gabul qilib, ya‘ni
lim u(z) = @(xo), 20€S, =z
T4y

|z] — oo da m > 2 bo'lgan holda |z|>™™ dan sekin bo'lmay nolga intilsin,
n = 2 esa chekli limitga intilsin.

Neymanning ichki masalasi. D sohada garmonik, D U S da o‘zining bi-
rinchi tartibli hosilalari bilan birga uzluksiz bo‘lgan u(z) funksiya topilsinki,
uning normal bo‘yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga teng bo‘lsin,
ya‘ni

15
lim ,..—_u-=u')(r,0), zeD, z€S8

Tz O
bu yerda n — S ga o‘tkazilgan normal.
Neymanning tashqi masalasi. Dy sobada garmonik shunday u(x) funksiya
topilsinki, uning normal bo‘yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga
teng bo‘lsin, ya‘ni

lim — =¢(zg), wz€D, xz€S

w—rriy ML

hamda funksiyaning o‘zi cheksiz uzoglashgan nuqtada: n > 2 bo‘lgan holda
nolga, n = 2 da esa chekli limitga intilsin.

Dirixlening ichki va tashqi masalalari bittadan ortiq yechimga ega bo‘lmaydi.
Hagigatdan ham, bu masalalar bir xil chegaraviy shartlarni qanoatlantiruv-
chi ikkita u; va ug yechimlarga ega bo‘lsin. U holda u = u; —uy funksiya ham
garmonik bo‘ladi va uls = 0 shartni qanoatlantiradi. Avval ichki masalani
ko‘ramiz. Maksimum prinsipiga ko‘ra barcha D sohada u = 0 bo'ladi, de-
mak, u; = us.

Endi tashgl masalani tekshiramiz. Avval n > 2 bo'lsin. Shartga asosan
u{z) funksiya D; sohada garmonik, shu bilan birga u|s = 0 va z nuqgta
koordinata boshidan yetarli uzoqglikda joylashganda.

C

“I_‘l—n“T,':, C = const (14)
| o

ju(x) <
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tengsizlik o‘rinli bo'lishi kerak. Bu Neymanning ichki masalasi yechimga ega
bo'lishi uchun zaruriy shartdir. Keyinchalik (14) ning yetarli shart ekanini
ham ko‘rsatamiz. Agar fazoning o‘lchovi n > 2 bo'lsa, u holda Neyman-
ning tashqi masalasi yagona yechimga ega bo‘ladi. Bu fikrning to'g'riligiga
ishonch hosil gilish uchun yuqorida kiritilgan chegaralari S va Sg dan iborat

bo‘lgan Dy sohaga Gauss-Ostrogradskiy formulasini qoHaymiz:

i ou\? " Ou " Ou
Z / ( (%i) do= [ uz=dS+ [us-dSp. (15)
=lpy s

Sr

S sfera bo'yicha olingan integralni baholaymiz. Yetarlicha katta bo‘lgan R

lar uchun, ya’ni R — oc da

—a3 0

Ju C’C’lwn
/U%dSR S R"_2

Sr

munosabat o‘rinli bo‘ladi. U holda %¢|s = 0 bo‘lgani uchun (15) formuladagi

o

S bo'yicha olingan integral nolga teng. Shunday qilib, R — co da

i . p 2
Z/ (%) dr — 0
=" Dp

Demalk, ﬁ =0,4=1,2,--- ,nu=const. Ammo |z] - oo dau — 0 ekan-
ligidan u = 0 kelib chiqadi. Agar n = 2 bo'lsa, Neymanning tashqi masalasi
o‘zgarmas son anigligida topiladi. Bu holda ham xuddi yugoridagidek u =
const tenglikka ega bo‘lamiz. Cheksiz uzoqlashgan nugtada n = 2 hol
uchun garmonik funksiya chegaralangan bo'lishidan, yuqoridagi fikrimiz-

ning to'g'riligiga ishonch hosil gilamiz.

6.5 Kelvin almashtirishi

Markazi koordinatalar boshida radiusi r ga teng bo‘lgan sferani X7 orqali
belgilaymiz.

Agar z va y nuqtalar sfera markazidan o‘tuvchi nurda yotib, |z|- |y| = r?

tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda bu nuqtalar X7 sferaga nisbatan go‘shma yoki

simmetrik nugtalar deyiladi.
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Simmetrik nuqtalarning dekart koordinatalari quyidagi munosabatlar bi-
lan bog‘langan bo‘ladi:

2

T

r? 2y o
5L, €Tr = ij |J.‘{ = \.'( Ty S RSPt L ] (16)

[z]?

yoki
P 2

Yi = 5Ty, i = Tl
|z:] [y]?

(16) almashtirishga inversiya almashtirishi deyiladi.

Agar u(z) [unksiya biror n-o'lchovli sohada garmonik bo‘lsa, u holda
ravshanki, w(az + b) = u(az; + by,...,az, + b,) funksiya ham garmonik
bo‘ladi, ya'ni soha parallel ko‘chirilganda va o‘xshashlik markazi ixtiyoriy
zy nugtada bo‘lgan o‘xshashlik almashtirishida funksiyaning garmonikligi
saglanadi. Inversiya almashtirishida funksiyaning garmonikligi saglanib qo-
ladimi, degan savol tug‘iladi.

Umuman aytganda, n > 2 bolganda inversiya almashtirishning o'zi
funksi- yaning garmoniklik xossasini saglab qolmaydi.

Soddalik uchun r = 1 deb olamiz. Masalan, n = 3 da u(z) = %I funksiya
z # 0 bo‘lgan nugtalarda garmonik. z = Tj’r almashtirish natijasida hosil

bo'lgan
y ) 1
Ul s | == =Wl
(\i."'/'r/ I”"IL

funksiva esa garmonik bo‘lmaydi. Biroq inversiya almashtirishining bu kam-

chiligini shu almashtirishdan so‘ng funksivani |y|" 2 ga ko‘paytirib bartaraf
etish muinkin.

T a’rif Ushbu

_ (v,
w0 = e () n23 a7

funksiya u(x) funksiyaning Kelvin almashtirishi deyiladi.

Kelvin t e or e m a s i. Apar u(z) funksiya D C R™ sohada garmonik
bo‘lsa, (17) formula bilan aniglangan funksiya D sohadan uning birlik sferaga
nishatan inversiyasi natijasida hosil bo'lgan Dy sohada garmonik bo‘ladi.

Isbot. D, soha o'zining chegarasi bilan Dy da to'la yotuvchi soha, D, esa

Dy ning inversiya almashtirishi natijasida hosil bo‘lgan soha bo‘lsin. U holda
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D, soha D da o‘zining chegarasi bilan to‘la yotadi. Ds sohaning chegarasini

o orgali belgilab olamiz. (10) formulaga asosan

= 1 {1 oug) .0 1
i (n—2w, /] \Jz—£"2 8n U“’}Bn |z — &2 ¢
2

(17) Kelvin almashtirishiga ko'ra

o(y) = (i) SR
|U|" W2 \E) (- 2)wn

ou(g) 9 1

1
X / = —u€)s — | dea. (18)
' 2 }71 : : 1n—-2
J tyln_zlﬁﬁi"gl i G }_y|ﬂ.--z rusi_ _E’
Ushbu
1

T n—2
lyin2| e — €|

ifoda & ga nisbatan garmonik funksiya, y bo'yicha ham garmonik funksiya
bo‘ladi. Hagigatan ham,

1

[G%-éM)ji

- 4

[1 - 260 = " = ' (% ~ ) l i

-4

|yl =&yl =

Ul’ Iul

— Yl

i!-- e |\ — ¢l

I|. |
Shundey qilib,
1 1
in—Z = 9 n—2
T}ﬁ’! - §1 |£| “{| y|

ly[n—2

Bu ifoda & ;é bo‘lganda garmonik funksiyadir, £ € ¢ da bu tengsizlik
o'rinli bo‘ladi.
Demak, (18) formula bilan aniglangan v(y) funksiya ¢ bo‘yicha garmonik

funksiyadir.
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Agar n = 2 bo'lsa,

0-(%)-

funksiya Dy sohada garmonik bo‘ladi. Bevosita hisoblash natijasida bunga

3 ( ylz’ y22\
[yl yl>/

ishonch hosil gilish mumkin.
Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda, garmonik funksiyaning cheksiz
uzoglashgan nuqta atrofida ta’rifi beriladi.

Agar
2-n, i n—
o(y) = |y’ (m ) ~ | ?u(z)

funksiva y = 0 nugtada 111_11% v(y) tarzda qo‘shimcha aniglangan bo'lib, y = 0
nuqgta atrofida garmonili bolsa, u holda u(z) funksiya cheksiz uzoglash-
gan nugta atrofida (ya'ni yetarlicha katte radiusli yopiq |z| < R shartdan
tashqarida) garmonik deb aytiladi.

6.6 Shar uchun Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Uy markazi koordinata hoshida radiusi r bo'lgan n-o‘lchovli

shar va %, bu shar sirti bo'lsin. £, da
uly, = f(.L'), T € X,

berilgan giymatni qabul qiluvchi Uy ning ichki nuqgtalarida garmonik u(z), z =
(%1, ..., z,,) funksiyani topish talab etilsin. Bu masala yechimini mavjud va
kerakli shartlarni qanoatlantiradi degan faraz bilan uni berilgan f funksiya
orgali ifodalaydigan formulani topamiz. So‘ngra esa topilgan formula hagigatan
ham masala yechimi bo'lishini ko‘rsatamiz.

Shunday qilib, yuqoridagi masalaning u(z) € C*(T}) yechimi mavjud
bo'lsin. Bu yechimning integral shaklini, (10) formulaga ko‘ra, quyidagicha

VozZamiz:

'
Wy

u(z) = : f (E(f, o) )_, - ug%ﬂ(& J}) dse (19)
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x sharning ichki nuqtasi bo‘lib, unga ¥, sferaga nisbatan simmetrik joy-
lashgan nugtani ' orqali belgilaymiz. Simmetrik bolgan = va 2’ nugtalar
sharning markazidan o‘tuvchi bitta nurda yotib, ular uchan

{ 2
|z| - |2’| = +*

tenglik o‘rinli. € nuqta &, sferada o‘zgargani uchun |z’ — &| # 0. Endi

v(¢) = E(¢, o)

funksivani qaraylik. Ma'lurnki, bu funksiya har qanday (2’ nugtani o'z ichiga
olmagan) sohada garmonik, shu jumladan U§ sharda ham.

Garmonik bo‘lgan u va v funksiyalarga Grin formulasini go‘llasak,

/1

S

nOu®)

.
B(¢, )%= BT

(.s} E(€, 2)| dsg =0 (20)

tenglikni olamiz. Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalar boshini
O, z,7’,¢ nuqtalarning o‘rnini mos ravishda M, M’, P harflar bilan belgi-
lab, bu nugtalarni tutashtirib, hosil bo‘lgan uchburchaklar uchun AOMP ~

AOM'P munosabatni olamiz. Bundan esa

|MP| |OM]|
|M'P| T
yaki |
z—§ |z

tengliklar hosil bo‘ladi. (21) dan

1 . T
z—¢l Jafle’ — ¢

1 - ( ?_)J‘J 1
R \lel) e

kelib chigadi. Bu esa (18) va (19) dagi birinchi integral ostidagi ifodalar

yoki

£ nugtaga bog'liq bo‘lmagan (-(1,/'|33|)n_2 ko‘paytuvchi bilan farq gilishini
bildiradi.
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e ()

ga ko'paytirib, uni {19) dan ayirsak,

Eudi (20) tenglikni

o)

1
w(z) = " 2 X

70 [(8)" % (=) - (=) 2

izlanayotgan yechimni beruvechi formulani olamiz. Bu formulani yanada sod-
daroq ko'rinishga keltirish mumkin.
Tashql normallar radiuslar bilan ustma-ust tushgani uchun

&k g 0% 0

cos (7, ) = = éﬁg - %
9., -z O & —
slemd=Eh k=g

buverdazy (k=1,n)vaz, (k=1,n)mosravishda M va M’ nugtalarning,
£ (k=1,n) esa P nugtaning koordinatalari.

Bulardan foydalanib, (22) integral ostidagi ikkinchi hadni hisoblaymiz:

g { 1 { ‘)‘;E# 1 a | c!
- - :—-“.—_!—-__—_, —
R \F=ars) Ry Tl
o m=2) s e dn =12) o
= ._____T.i:{: ___£|“ . ‘\,l‘-:(.‘n:'-' Ti) = '!'|.J:_ rll”(f — & I“ (23)

Xuddi shunga o‘xshash

3 i o Y (n-2) ,
o (|:c =) e )
Bu ifodani (r|z{)" % ga ko‘paytiramiz va yugorida olingan
T 1

lelle’ =€l ~ Jo - €]
munosabatdan foydalanib,
AENGEER Il i mah -2 f |z|?
\ 1 ')

o . L 2 _
(&) =) == (o -6
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tenglikka ega bo'lamiz.
M va M’ nugtalar koordinata boshidan chiquvchi bitta nurda yotgani
uchun
oM _, st laP

Ty = $;CW = ka =T,

?

r2

bundan esa

r\"? 8 o
(m) Hnﬁ (t_r -1 &|n- ’) = £|n (Iz' {-kﬂ?k) o (24)

Nihoyat (23) va (24) ni (22) ga go'yib,

uw(z) = — f(()——LLE:—r_f,.‘;{ (25)

i . | _E\|
g

Puasson formulasini hosil gilamiz, bu yerda |z| > 7 bo'lib,
r? — |z)?
o=
ifodaga Puasson yadrosi deyiladi.
Eslatib o‘tamiz, yuqoridagi farazimizga ko‘ra har qanday u € C*(Tf)
garmonik funksiya uchun (25) Puasson formulasi o'rinli.

Endi Puasson yadrosining ba’zi xossalarini keltiramiz.

1. Puasson yadrosi manfiy emas. Shuningdek, u M # P va |z| = r da

nolga teng.

2. U} sharning ichki nugtalaride Puasson yadrosi garmonik funksiya

bo‘ladi. Buni ko‘rsatamiz. Agar M nugta U] sharning ichida bo'lsa,

|z — £] # 0 bo'lib, Puasson yadrosi istalgan tartibli hosilaga ega. U-

ning Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Leybnits for-
mulasiga ko'ra,

P (PP __1 &

ot \rle—¢F)  rle — & o2

2 _ ]2 - . e
il = W N __1__,) PR .
Oxy, g \ 7|z — " o} |1 — &

(r? = |z]*) +
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Bu yerda _
Ole|  z 8, o T &k
e i b T I"I =
Oz |z|” Om |z — ¢
larni e’tiborga olib, & bo‘yicha yig'sak

g |:L,|L=.' on | \ )
A - — —1 0 lnef2 2 o 0,
(T-H-_&'rﬁ) |I c|n { + !J;_EP(T + I:Ll xk&k)

chunki |z — ¢J? = (]\7[?’, W) =724 |22 -2 (0_1\71,5]3) =7+

|22 — 263

. Ushbu

(%)

I / r? — |zf? ‘

— gy =1, zf<r 26

Wi ;!-?" y ‘f!" & | l ( )
5

tenglik o ‘rinli. Buning isboti sharda garmonik bo‘lib, uning chegarada

1 ga teng bo‘lgan funksiya uchun yagonalik teoremasi va (23) formu-

ladan kelib chigadi.

4. Endi 27 sferada uzluksiz bo‘lgan f funksiya uchun Puasson integrali

bilan ifodalangan u(z) yechim sharda garmonik bo‘lib,
ulg, = f(z), z€Z,
shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, w(z) UjJ sharning ichida (25) Puasson formulasi bilan
aniglangan bo'lsin. Unda ma’lumki, bu funksiya sharning ichki nugtalarida

istalgan tartibli hosilaga ega va u U] da

Au=-2 [ fe)n (r=lal? ’“"' \ ds; =0

war J \ |z —

garmonik bo‘ladi.
Yuqoridagi chegaraviy shartning bajarilishini ko‘rsatish uchun x ichki
nugta ¥, sirt ustidagi biror xg nuqtaga sohaning ichki tarafidan intilsin deb

faraz gilamiz. (26) ni f(zo) ga ko'paytirib {26) dan ayiramiz. Natijada

/”(’3 fn}‘ | i dse (27)

u(z) — f(2o) = - fz —&I"

L ¥

3
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tenglikni hosil gilamiz.
J € C(5,) bo‘lgani uchun istalgancha kichik € > 0 son olib, g nugtaning

shunday o sferik atrofini olamizki, barcha § € o uchun

() = flao)] < 2

bo'lsin. Agar ¢ ning radiusini 4 desak, £"\o sohada [{ — z5] > & bo‘ladi.
u(z) — f(zo) ayirmani baholash maqgsadida (27} integralni o va ¥,\& sohalar

bo'yicha ikkiga ajratib yozamiz:

u(z) — f(20) = / [f(z) - (ﬂ}g)] d.,\. +

."1:3
J’U ] | —E:|” d.‘:‘{ = I; =+ .Ir'g‘

E,\v:r

Birinchi integralni baholaymiz:

£ r? — |z|? e f r2 — |zf? s

7 i |

= .
2wy | |z — &
[ed

ya‘ni, biz I; integral uchun M nuqgtaning holatlga bog'liq bo‘lmagan baho
oldik.

I integralni esa © va 29 nugtalarning vetarlicha yaginligi hisobiga kichik
gilishimiz mumkin. Bu nuqtalarni shunday yaqin olamizki, |z — 2| < §/2

bo'lsin. Unda
lz — €] > |z —xp] = [ — 20| > 5

bundan esa
1

PR

Q—IM

shuningdek,

1= lolt (= Jal)tr+lal) _ 2~ Ja])
=€ rla ¢ a
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f funksiya yopiq sohada vzluksiz bo'lgani uchun | f| < N = const bo'ladi va
|£(€) — f(zo)| < 2N.

Bulardan esa

. £ e 2""IN(r—|z|)
[u(z) — flzo)| < 5t || < 5 + i e / dse <

2n+2 n—1 N

< =4 (r = |z|).

| ™

Endi A > 0 sonini shanday tanlaymukl
ort 21
3 - Nh < E
tengsizlik o'rinli bo'lsin. Agar |o— x| < & bo'lsa, unda r—|z| = |zo| — 2| <
[z — zo| < b va ju(z) — f(zg)] < € bo'ladi. Bundan esa ixtiyoriy zp € ©7
uchun
lim u(@) = f(z0)
kelib chiqadi. Shu bilan shar uchun Dirixle masalasining yechimi (25) formula
orqgali ifodalanishi to'liq asoslandi.
n =3 van = 2 bo‘lgan hollarda (25) Puasson formulasi sferik va quth

koordinatalar sistemasida mos ravishda guyidagicha yoziladi:

= 12
w (T, o, T3) = — /rlt'h/j{kj ! 2] - sin i,

— 2r|z| cosy + |z[?

F) = f(€,6.8),  lzlcosy = (z,8),

& =rsinycosp, & =rsinycosy, £ = rcosy;

. o . r® = |z
1y Fn ) = — *COS @, 18N ) : 3 1,
u (@1, 22) 2 / Jreos g roinp) r? — 2r|z| cos(y — ) + |:I:|2dy' (28)

T = [zlcos, zp=lz|sinty, & =rcosyp, & =rsine.
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6.7 O‘rta giymat haqidagi teoremaga teskari
teorema. Chetlashtiriladigan maxsuslik
to‘g‘risidagi teorema

Markazi ixtiyoriy @ nuqgtada radiusi 7 bo‘lgan sharni U orqali belgi-
laymiz. £, — U7, sharning chegarasi. u(z) € C(D) funksiyani garaymiz.

Agar U C D shar uchun u(z) funksiya

) = s [ u(E)ds
b1
shartni ganoatlantirsa, u holda bu funksiya D da garmonik bo'ladi.

Buni isbotlash uchun U7 sharda garmonik ho'lib, Uz, da uzluksiz va
Sr da u(z) qiymatini gabul giluvchi v(z) funksiyani kiritamiz. Bunday
fanksiyaning mavjudligi Puasson formulasidan kelib chiqadi. Ravshanki,
v(z) — u(x) ayirma U} sharda uzluksiz bo'lib, %, da aynan nolga teng. Shu
bilan birga bu ayirma uchun o‘rta qiymat haqidagi teorema o'rinli. Unga
ko'ra v(z) — u(z) ayitma o‘zgarmas sondan farqli bo‘lsa, ekstremum prinsi-
piga asosan u U sharning ichki nuqgtalarida maksimum va minimum giy-
matga ega bolmaydi.

Biroq X, da v(z) —u(z) = 0 bo'lgani uchun U} ning barcha nuqtalarida
v(z) — u(z) = 0, yoki v(z) = u(z) bo'ladi. Shunday qilib, u{z) funksiya U}
da garmonikdir. zo nugta ixtiyoriy bo‘lganligi uchun u(z) funksiyaning D
sohada garmonik ekanligi kelib chigadi.

Chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘risidagi t e o r ¢ m a.

Agar u(z) = u(x1,22,..., %) funksiya D sohaning zo nugbasidan
tashqari barcha nuqtalarida garmonik bo'lib, bu nuqtaning biror atrofida
chegaralangan bo'lsa, u holda U(z) funksiyaning zo nugtasidagi giymatini
shunday aniglash mumkinki, natijada, u D sohaning barcha nuqtalarida gar-
monik bo'ladi.

Teoremani isbotlash uchun D sohada yotuvchi U7 sharni qaraymiz. X
esa Uz sharning chegarasi bo'lsin. Puasson formulasiga asosan Uy da gar-

monik va 5, da u(z) bilan ustma-ust tushadigan w; () funksiyani aniqlaymiz.



316 Elliptik tenglamalar

Buning uchun markazi 2 nugtada radiusi § < £ bo‘lgan U_fo sharni chizamiz,
Y5 bu sharning chegarasi bo'lsin. U, ning UT‘D shardan tashgari gismini U;f;f
orqali belgilaymiz, ya’ni Ul = Ugo\U.;O. Ravshanki, v(z) = u(z) - w(z)
funksiya ¥, da nolga teng va. § ga bogiliq bo‘lmagan shunday o‘zgarmas

C > 0 sonni ko'rsatish mumkinki, bunda

max vz} < C
TEUmO

bo'ladi. n=2da
In|z — 24| — Ine

vs(z) =

Iné ~Ine

van > 3 da
c'.! | — 2—n
i) = 0=

E2-n f')".!—.l'.'

funksiyalarni kiritamiz.

Bevosita, tekshirib, bu funksiyalarning U,‘f' sohada garmonik ekanligiga
ishonch hosil qilish mumkin (n = 2 holda shar va sfera o‘rniga mos ravishda
doira va aylana tushiniladi). Shu bilan birga, agar z € £, ya'ni |z — x| = ¢
bo'lsa, vs(z) = 0 va a2 € By, yani |z ~ 2o = § bo'lsa, v3(x) = C bo'ladi.

Ekstremum prinsipiga asosan, f.f;f"f sohada
v5(z) —v(z) >0, ws(z)+v(z) >0
tengsizliklar o'rinli. Bundan
[v(a)]| < vs(a)

Demak, 6 — 0 deb limitga o‘tsak, U;, ning barcha nugtalarida (ehtimol zq
dan tashqari) v(z) = 0 bo'ladi. v(zp) = 0 deb hisoblab, Ui, dav(z) =0
wrw u{x) = w (z) bo'lishiga erishamiz.

Teoremaning isbotidan ko'rinadiki, u(z) funksiyaning x, nugta atrofida
chegaralanganlik shartini biroz yumshatish mumkin. Masalan, u(z) funksiya

T —+ xg da ushbu

w(z) = Oz — 2o*™), n>3 (O(njz -z}, n=2)
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shartni ganoatlantirsa ham teorema o'z kuchini saglab qoladi, ya'ni u(z)

funksiya g maxsus nugta atrofida

1 1
_— . n>3 l//ln—-—, n=
|z — o> \lE— 2o

2)
ifodaga nisbatan sekinrog o‘ssa ham teorema tasdigi o'z kuchida qoladi.
Haqiqatan, yuqorida kiritilgan v(z) funksiva . da nolga teng. Shartga
ko'ra. |z — zo|" "%u(z) ifoda zp nugtaning kichik atrofida yetarlicha kichik,
uy(z) funksiya bu atrofda chegaralangan bo‘lgani uchun |z — zp|" 2wy (z)
ham yetarlicha kichik bo‘ladi. Shu sababli

£(4)

|z — ZIIOI”""} izeXs

[0(2)]zex, <
tenglikka ega bo'lamiz, bu verda () migdor & — 0 da nolga intiladi. Ek-
stremum prinsipiga asosan v(z) funksivaning qiymati T—_H_ ning giymati-
dan katta bo‘la olmaydi. Agar zp nuqtadan fargli biror nugtada o(z) # 0

o) .
= 1 bu

deb faraz qgilsak, darhol garama-qarshilikka kelamiz, chunki
nuqtada & ni vetarli kichik tanlab istalgancha kichik qilib olish mumkin.
Shunday qilib, u(zo) = u1(zo) deb olsak, u(x) funksiya ui(x) bilan U7 ning

barcha nuqtalarida ustma-ust tushadi.

6.8 Garnak tengsizligi va teoremalari. Liuvill

teoremasi

Faraz gilamiz, u(z.y) funksiya markazi (zg, yp) radivsi R ga teng (z —
70)2 + (y — o)? < R? doirada garmonik bo'lib, doiraning ichki nugtalarida
u(z,y) > 0 bo'lsin. Unda 0 < p < R sohada quyidagi Garnak tengsizligi

deb ataluvchi munosabat o'rinli:

U5 ) ) _
ul Ty, < ulx COSCY, Yy + PSITNQ) <
R+p (o, v0) < ulmg + peosc,yo + psina) < B

p“(ico, Yo)-
p

Bu tengsizlikni isbotlash uchun

R_p_RZ__pz _ RZ__pZ . R+p
Rtp (R+p?~ (R-p2 R-»
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tengsiziik va quib koordinabalarida yozilgan (28)

u(xg -+ pcosa, yp + psina) =

21

RZ_/)Z
= — (0 -+ Reose Rsing ‘ ;
o u(xo -+ Reose, yo + %ny/)Rz 7 — 2Rpcoslp — o)
0

Puasson formulasidan foydalanamiz. Shartga ko'ra,

dyp

u(xo + Reosw, yo + Rsing) = f(p) > 0.

Bundan esa

1 ﬁ
——"7)— / Flp)de < u(mg + peosar, yo + psina) <
0

R—ipl
p2fr/f

Ofria giymat hagidagi teoremaga ko‘ra esa

2t

1 .

I / f(p)dyp = ulzo, o).
0

Bulardan Garnak tengsizligining o‘rinli ekani kelib chigadi.
Shunga o'xshash ko'‘rsatish mumkinki, n— oflchovli fazodagi p < R
sharda manfiy bo‘lmagan u(M) garmonik funksiya ushbu

(R+ (R+p)
(R )n -1

I"—Z’r—‘— (Mp) < u(M) < R*?

(R-+p)"~

Garnak lengsizligi o'rinli, bu yerda p = |[MMy|, M = M (21, %2, - ,%p),
My =M (29,25, ,29).

Garnakning birinchi t € o r e m a s i. Agar chekli D sohada gar-

u(My)

monik, D da uzluksiz funksiyalarning {u(z)} (¢ = 1,2,---) ketma-ketligi
D ning chegarasi S da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
1) {ui(z)} ketma-ketlik D yopiq sohada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi;

2) u(z) = lim ux) limit funksiya D da garmonik boladi;
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3) D sohaning ixtiyoriy yopiq D, gismida ux(z) funksiyalar istalgan tar-
tibdagi hosilalarining ketma-ketligi limiti u(z) funksiyaning mos tartibli hosi-
lasiga tekis yaqinlashadi.

Isbot. {u,(z)} ketma-ketlik S da tekis vaginlashuvehi bo‘lgani uchun
ixtiyoriy € > 0 uchun shunday yetarlicha katta N natural soni topiladiki,

1 > N lar va ixtiyoriy natural p son uchun
fuisp(2) - wlz)] < & (29)

bo'ladi. wiyp(z), ui(z) funksiyalar garmonik bo‘lgani sababli, ularning ayir-
masi ham D sohada garmonik, D da uzluksiz bo‘ladi. Ekstremum prinsipiga
asosan (29) tengsizlik barcha D sohada bajariladi. Bu esa {ui(z)} ketma-
ketlikning yopiq D sohada tekis yaginlashuvchanligini ko‘rsatadi. Demiak,
D da aniglangan va uzluksiz u(2) = lim u;{z) limit funksiya mavjud. D da
to‘la yotuvchi markazi biror zy nuqt;H: radiusi R bo'lgan Qg shar olamiz.
Puasson formulasiga asosan & € (Jg nugtalar uchun

. 02 _ |y — 2
w(@) = [ wOK@OSn K6)= - B o= )

I T

(30)
A5

{ui(z)} ketma-ketlik tekis yaginlashuvehi bo’lgani sababli, avvalgi tenglikda,
i — 0o da limitga o‘tib, limit funksiya u(z) uchun

w@) = [ wOK @ easn (1)

#Qp

formulaga ega bo'lamiz. Bu formula u(z) ning Qp da garmonik funksiya
ekanligini ko‘rsatadi. Bundan Qg ixtiyoriy shar bo‘lgani uchun w(x) ning
barcha D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chigadi. (30), (31) teng-
liklarning o‘ng tomonini z nugtaning funksiyasi sifatida Qp sharning ichida

istalgancha differensiallash mumkin. Ushbu

u(z)

_ dulz) 'K (z,8)(z)
3z"11 ... Ozl E)zlf ... 9zk

)
n

I
Oy - - - Ozy

dSR:

< / fu(€) — u©)]
Qr

bunda [ = I; + --- + [, tengsizlikdan hosilalar ketma-ketligining 7 —» oo

da z ga nisbatan bu nugtaning biror atrofids, masalan, markezi zy nugtada
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radiusi (Jp sharning radiusidan ikki marta kichik bo‘lgan sharda tekis yagin-
lashuvchanligi kelib chiqadi. Agar D’ soha D da to‘la yotuvchi yopiq soha
bo‘lsa, u holda Geyne-Borel lemmasiga asosan D' ni chekli sondagi sharlar
bilan qoplash murmkin. Bunga asosan hosilalar ketma-ketligining I’ da tekis
vaginlashuvchi bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

Garnakning ikkinchi t e o r e m a s i. Agar D sohada garmonik
funksiyalarning {u;(z)} ketma-ketligi monoton o‘suvchi bo'lib,
sohaning kamida bitta nugtasida yaginlashuvchi bo‘lsa , u holda bu ketma-
ketlik D sohaning barcha nugtalarida biror u(z) garmonik funksiyaga yaqin-
lashadi. Shu bilan birga ixtiyoriy yopiq D C D sohada yaginlashish tekis
bo‘ladi.

Isbot.Teoremaning shartiga ko‘ra uy(z) < ug(z) < - < u(z) < -+ va
bu ketma-ketlik 9 € D nugtada yaginlashuvehi bo‘lsin. Markazi Ty nugtada
bo'lgan R radiusli @z ¢ D sharni olamiz. & € Qg nugtalar uchun

0% t1p(0) = (o) < L) ) — (ool

Garnak tengsizligi orinli bo'ladi. Bu tengsizlikdan markazi zy nuqtada
bo'lgan biror sharda, masalan, R/2 radiusli yopiq sharda {u;(z)} ketma-
ketlikning tekis yaginlashuvchanligi kelib chigadi. D sohaning ixtiyorly z
nuqtasi atrofida {u;{z)} ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘r-
satish uchun zg nuqtani z nuqta bilan D da to'la yotuvchi uzluksiz egri chiziq
bilan tutashtirib, maksimum prinsipining isbotidagi mulohazalarni yurita-
miz. Xuddi yugeridagidek, z nugtani oz ichiga olgan sharda {u;(x)} ketina-
ketlik tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. U holda Geyny-Borel lemmasiga asosan
bu ketma-ketlikning D' sohada tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

Garnak tengsizligining yana bir tadbiqi quyidagi Liuvill teoremasi hisob-
lanadi:

T e or e m a. Har qandoy chekli sohada garmonik bo‘lgan funksiya
quyidan va yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u o‘zgarmasdir.

Agar u(M) funksiya garmonik va u(M) < N = const bo'lsa, —u(M) ham
garmonik va —u(Mj > —N bo‘ladi. Demak, garmonik funksiya «(M) > m

quyidan chegaralangan holni qarash yetarli. Umuman, m > 0 deb olish
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mumkin (agar bunday bo‘lmasa, u(M) funksiyaga yetarlicha katta musbat
sonni go‘shib m > 0 ga erishish mumkin).

M nugtani tayin qilib, markazi koordinata boshida bo‘lgan shunday 7
radiusli U] shar chizamizki, M nuqta uning ichida yotsin. w(M) funksiya
ixtiyoriy chekli sohada garmonik bo‘lgani uchun, jumladan, Uj sharda ham
garmonik va (25) formulaga asosan

won) = = [ T2 E )0,

wy J rlz =g

¥
Puasson formulasi o‘rinli, bu yerda X7 — Uj shar sirti.

Ravshanki, r — |z] < |z ~ &] <7+ |z} va u(M) > m > 0 dan

a2 il i
'mT-/ AT
7+ |z} 1 , :
= rlr =) Twn / u(é)dse. (32)

¥

O‘rta giymat haqidagi teoremaga ko‘ra

1
u(O) = m/u(f)d‘vg

27‘
Bundan esa (32) tenggizlik ushbu

r+ |z

=2
r— |(f.'|)'“ l

T — |z =
-u(0) <ulz) <7 2f u(0)

CEE
ko‘rinishri oladi (Garnak tengsizligi}). Radiusni r — co deb

w(0) < u(z) < u(0)
tengsizlikni olamiz. Bundan u(z) = u(0) = const kelib chigadi. Teorema
ishotlandi.
6.9 Shar uchun Dirixlening tashqi masalasi

Faraz qgilamiz. £ soha I, sfera bilan chegaralangan markazi koordinatalar

boshida 7 radiusli U] sharning tashqi gismi bo'lsin, ya'ni = R” va Q da
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garmonik bo‘lib, X, sirtda
ulg, = f (33)
qiymatni gabul giluvehi u(z) funksiyani topish talab qgilinsin.
Bu masalaning yechimi

|J.12 e ,;.!
rlrx — &

u(z) = f(&)dse, |z| > (34)

-
Puasson formulasi bilan berilishini ko‘rsatamiz, bu yerda hamz € Q, € € %,.

Xuddi 6-paragrafdagi kabi bu yerda ham ko‘rsatish mumkinki, (34) for-
mula bilan aniglangan u(z) funksiya 2€X, bo'lganda istagancha tartibli hosi-
lalarga ega va u Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. {34) funksiyani oo da

tekshiramiz. Ma‘lumki, |z — £| > |z| — r. Bundan

lu(z ;E(_r_ﬁl_{”_r__ C /f )dse.

(lz| — 7)1’ B .u”

Bizni |z| ning katta qivmatlarida gizigtirgani uchun |z| > 2r deb olamiz. U
holda r < |z|/2, |z|—r > |z|/2 bo'lib,
ﬁﬂ

Ju(@)] < @’

In-—

va u(z) funksiya (0 da garmonikdir.

Eundi ixtiyorly zo € ¥, tayin nuqta uchun

] — P 5
Jim u(z) = f(z0) (35)
limit tenglikni ko‘rsatamiz. Buning uchun (34) integralni f(z) = 1 da

hisoblaymiz. z nuqtaning %, sferaga nisbatan simmetrik 2’ nuqtasini olamiz.
Unda
NN 1 7

W lz—¢ 7 =¢lal

bo‘lib, Puasson yadrosini quyidagicha yozamiz:

|:c|2 — 2 S "2 2 |_,Cr|z
rle— & klw_I) Tl =&

jof? =
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7’ nugta ¥, sferaning ichkarisida yotadi va (26) formulaga ko'ra

flalf=r? o (r\"TL [Pt (L)
7\l

—_ —l5e = | el | ——(1.8¢
ond =€ T\Tal) )

>

Bu tenglikni f(zg) ga ko‘paytirib, (34) dan ayiramiz:

: ~ o - 1 |.f|l) 2 ] = Jo
U(l) - (lz_l) (TO) wy J Tle — §| [f(é) - .f(‘(H”LL‘!E,
Z

i

6-paragrafdagi mulohazalarni takrorlab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

i e (l)H ) [

=) 2]
o= (5)]

Bundan esa  — 2 da

u(x) — (LYPE f(zo)

\lzi/
bo‘ladi. Shu bilan (35) tenglik isbotlandi.

|u(z) — f(@o)| <

6.10 Doiraning tashqarisi va halqada Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalar

O‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan doirada Laplas tenglamasining yechi-
mini quramiz. Doira markazini koordinatalar boshi qilib, qutb (p, ¢) koor-

dinatalarini kiritamiz. Ushbu koordinatalarda n = 2 uchun yozilgan Laplas

19 { du 1 0%
:;a—p<p5"5>+;5&§=u. 0<p<a (36)

tenglamasining yechimini
u(p, 9} = R(p)2(p) # 0 (37)
ko'rinishda. gidiramiz. (37) ni {36) qo'yib va o‘zgaruvchilarni ajratib,

o () wp)
Rp W) 22)
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A = const, tengliklarga ega bo‘lamiz. (36) tenglama 0 < p < a doirada
bajarilishinl inobatga olsak, u(p,p) funksiya ¢ bo'yicha 27 davrli va bu
doirada chegaralangan bo‘lishi kerak.

(37) dan R(p) va ®(yp) funksiyalar uchun tenglamalar olamiz. Dastlab
@ () uchun

D"+ AP -0, 0< p <2
tenglamani davriylik
®(p) = B(p + 27)

sharti bilan qaraymiz. Demak, ®(w) uchun davriylik sharti bilan Shturm-

Liuvill masalasi hosil bo‘ldi. Uning yechimi (4-bobning 9-paragrafiga qarang)

fcosm_o, )
() = Pulp) ={ A=d=n% n=01,..
{ sinng,

(38} dan A, ning topilgan giymatlarini inobatga olib, R(p) funksiya uchun

P’R" + pR —n*R =0 (39)
tenglamani hosil gilamiz. Bu Eyler tenglamasi bo‘lib, uning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishga ega:

R(p) = Ralp) = Cip" + Cop™, n £ 0,

RO(p) = CI + CZ hlp: n= 0) (40)

1, Cy— o‘zgarmaslar. Yechim 0 < p < a larda chegalangan bo‘lishi uchun

(40) ning birinchi formulasiga ko‘ra

-Rﬂl(p) = Clpny n= 0’ 19
Shunday qilib, Laplas tenglamasining 0 < p < a doirada chegaralangan

yechimi quyidagi funksiyalar sistemasidan iborat (C) = 1 deb olindi):

Sp— [ cosny, -
un(p, ) = p A=l =n", n=0,1,... (41)
sin iy,
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Laplas tenglamasining umumiy vechimi bu xususily yechimlardan hosil

gilingan cheksiz

u(p, ) = —2— -+ Z " (A cosng + By sinng) {42)

=1
qator ko'rinishda bo‘ladi.
Laplas tenglamasining doiradan vashqarida {p > a) yechimini hosil gi-
lish uchun (37) tenglamaning doiradan tashqaridagi sohasida chegaralangan

xususiy yechimlarini tanlash lozim. Ular

1 | eosne, .
Un(py ) = — TTA=d=n a=01,.. (43)
A7 | sinng,

ko‘rinishga ega. Shuning uchun Laplas tenglamasining doiradan tashqaridagi
sohada, cheksizlikda chegaralangan yechimi quyidagi qator ko‘rinishida yozi-

lishi mumkin:

u(p, ) = =+ L - (A cosny + By sinny) . (44)

=1
Endi chegaraviy masalalarni yechishga o'tarniz. Doira uchun ichki masalani

qaraymiz:
Au=10, 0<p<a, (45)

Fu '
Pl = (a5 +6u) |, = £0), lal-+181 20 (46)
p=a
(45), (46) masala yechimini (42) qator ko‘rinishda yozish mumkin, bunda
noma’lum koeffitsientlar chegaraviy shartdan topiladi.
Doirada. Laplas tenglamasining birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
masalalarini alohida yozamiz.

1. Dirizle masalasi: u! = f(y),
o0=a

HAgft s
u(p, ) = = +Z( ) (A cosnyp + Bysinneg) . (47)

n=1
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2. Neyman masalasi: %& = fle),
o pn
u(p, p) = z =y (A, cosmyp + By sinnip) + C. (48)
3. Uchinchi chegaraviy masalast (ﬂ}t + u) = f(p),
p=u
ulp, ) = An i; (A, cosnp + By sinng) . (49)
' (n+ ah)a™!

(47)-(49) formulalarda A,, B, kocffitsientlar chegarada berilgan f(¢)

funksiva orqali

2r P

1 1 S
A, =— / ) cosngdp, B, =— [j'[_g;) sinrupdip,

n=>0,1, 2
tengliklar yordamida aniglanadi. (48) dagi C— ixtiyoriy o‘zgarmas. Eslatib
o'tamiz, Neymanning ichki masalasi yechimi

%

/ flo)dp =0

0
bo'lganda maviud va Dxbiyoriy o‘zgarmas anigligida topiladi. Doiraning tash-
qarisi uchun chegaraviy masala ham xuddi shunga o'xshash yechiladi. Uning
yechimini qurish uchun (43) xususiy yechimlardan foydalanish kerak.

a < p < b halgada chegaraviy masalani batafsilroq o‘rganamiz. Aniglik

uchun

Hu=0, a<p<hbh,

ul_ =hle) u| =) (50)

lp=g
Dirixle masalasini tanlaymiz. Bu holda (40} yechimlarning har ikkalasidan

ham foydalanish zarur. Biroq har bir n uchun quyidagi shartlarni qancat-
lantiruvchi (39) tenglama Ry a( IR RY )(p) maxsus yechimlarining fundamen-

tal sistemasini qurish qulay:

RiNa) =0, RY®)=0, n=0,1,.... (51)
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Bu yechimlar sifatida

) F}‘Zn — a‘Zn ‘1,212 21
(2 = :
ﬁ:ﬂ { r } = Pﬂ ? " p P

p b b
B ()=t RP(p)=In-
funksiyalarni olish mumkin. U holda (50) masala yechimini ushbu

AR G)  CRY()
2 R0 2 RP(a)

u(p, p) =

e A COS N -+ B sin 7 2/4,0) 4
( u) ( n n

2 RO (p)
2 R (a)

ko'rinishda yozamiz. Bu formulada p = a deb, (50) masalaning birinchi

(Cy cosnp + Dy sinngp)

n==1
chegaraviy sharti va (51} dan foydalanib, C,, va Dy, larni topamiz:
1 2 2%
g ;
Ca=~ / filp) cosngdp,  Dn =~ / filp) sinnipdep.
0 0

Shunga o‘xshash, 4,, B, koeffitsientlar p = & da ikkinchi chegaraviy shart-

dan aniglanadi:

2% pra
1 1 !
Cn=— / Falyp) cosngpdp,  Dn= / folep) sinnpdp.
0 0

Halga uchun boshqa chegaraviy masalalar ham yuqoridagi kabi yechiladi.

6.11 To‘g‘ri to‘rtburchak uchun Dirixle masalasi

Laplas tenglamasi uchun to‘g'ri to‘rtburchakda qo‘yilgan chegaraviy
masalalar ham o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechilishi mumkin. Masalan,
ushbu
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Ay=0, 0<z<a 0<y<bh (52)
Ulpmo = 01(y), Ule=a = P2(¥), (53)
uly=0 = Y1(2), Uly=p = V2(z) (54)

Dirixle masalasini qaraylik. Bu yerda ¢1, wa, Y1, 1o funksiyalar to‘ghi
to‘rtburchakning uchlarida ¢1(0) = 1(0), 1(b) = ¥2(0), ©2(0) = ¥1(a),
wa(a) = 1po(b) shartlarni qanoatlantiradi.

(52)-(54) masalani ikkiga ajratamiz. Bunda har bir masala (z, y) o‘zgaruv-
chilarning biri bo‘yicha bir jinsli chegaraviy shartlarga ega bo'lsin. Bu masala-
lar yechimlarini

U(I)y) = ’U.l(.’I/', 'U) +U2(-'L', 7/)

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda ui(z,y) va us(z,y) funksiyalar mos ravishda

Ay =0, Auy = 0,
Ut lz=0 = U |pma = 0, UZ!y-—-O = u2'7)=b =0,
Uy ly=0 = Y1 (), Ug|z=0 = 1 (),
Ul’y:b = ya(x), u2|I=() i (PZ('U)

Dirixle masalalarining yechimlari.
Avvalo, ui(z,vy) funksiya uchun masalani ko‘rib chiqamiz. Buning uchun

dastlab Laplas tenglamasining
w(z,y) = X(@)Y(y) #0 (55)

ko‘rinishdagi
] 10 =1 e =0 (56)

x bo‘yicha, bir jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini quramiz.
(55) ifodani Laplas tenglamasiga qo‘yib, o‘zgaruvchilarni ajratgandan so‘ng,

X(z), Y(y) funksiyalarga nisbatan
X"+ 22X =0, 0<x<a, (57)

Y — Y =0, O<y<b (58)
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tenglamalarni olamiz. (56) shartlarni inobatga olsak, X (z) uchun ushbu
X"+ XX =0, 0<z<a,

X(0)=X(a)=0, X(z)#0

Shturm-Liuvill masalasiga kelamiz. Uning vechimi quyidagi funksiyalarden

iborat (4-bobning 9-paragrafiga (arang):

A\ 2
X=X”:sinv/x,:;c. ,\“:(7%1) , n=12,....

A = A, da (58) tenglamaning umumiy yechimi

Y (y) = Ya(y) = Ashy/Any + Bsha/An(b — )

ko‘rinishda yoziladi. Shunday qilib, Laplas tenglamasining xususly yechim-

lari
up(z,y) = {Ansh\/):;y + Bshy/An(b - y)} snvAiz n=12... (59

hosil bo‘ldi. u; funksiya uchun masalaning vechimini (59) funksiyalar sis-

temasi bo‘vicha gator ko'rinishda yozamiz:

il .Sh,\/ )\,ﬂ/ Sh\f /\n(b — U) } :
) = A, . B, e S Anit,
(@) Z { sha/Anb & sha/Anb X H

n=1

(60)

bu verda A, By, koeflitsientlar y o'zgaruvchi bo‘yicha chegaraviy shartlardan

quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:
2 o ‘ - 2 [ ‘
B, = - P (z) sin \/)\nwda:, A, = > Ya(z) sin v/ Apzdz. (61)
0 0

Demak, u;(x, y) uchun masals vechimi (60), {61) formulalar bilan aniqlanadi.
Shunga o‘xshash ravishda ue(z,y) funksiya uchun qo'yilgan masala ham

yechiladi. Uning yechimi

= shy/Anz shy/Anla —1‘)} o £ 2 =
gz, y) = C, + D, > S A 62
us(x, y) Z{ N s T sin v/ Apy (62)

n=1
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ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda A, = (%2

b b
2 I . - 2 . =
Dy =+ / i(y)sin v Aydy, C,= ’ / o (y) sin /A, ydy.
G 0

Shunday qilib, (52)-(54) masalaning yechimi
v =u(2,y) + ua(z,y)

ko'rinishda bo'lib, uy va ug funksiyalar mos ravishda {60) va (62) formulalar

bilan aniglanadi.

6.12 Shar uchun Dirixle masalasining

Grin funksiyasi

(10) formulaga ko‘ra D sohaga garmonik bo'lgan va D U S da birinchi

tartibli hosilalari bilan uzluksiz bo‘lgan u(z) funksiya uchun

L b A
w(ry) = — ./ (.":?(,r. :r:“)% — u.WE{.;r.::‘[.)) ds, ;g€ DC R"  (63)

(
&

tenglik o'rinli.

T a’rif. Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirizle masalasining Grin
Junksiyasi deb quyidagi shartlarni ganoatlantirwochi G{z, o) (2,19 € DU S)
funksiyaga aytilad:

Gz, z0) = E{z,20) + g(z, 7o),

bu yerde F(x,xo) (11) tenglik bilan aniglangan Laplas tenglumasining fun-
damental yechimi, g(x, x) funksiya shunday tanlanadiki, bunda u har ikkala
argumnents bo‘yicha garmonik va z € S yoki zy € S bo'lganda G(z,z¢) = 0
shart bajarilodi.

Ushbu paragrafda, qulaylik uchun, yechim gidirilayotgan nuqts sifatida

z va sohaning ichida yoki uning chegarasida o‘zgaradigan nuqgta uchun -
t=)
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harflarini ishlatamiz. Agar (63) tenglikni w(x) - Laplas tenglamasi uchun

Dirixle masalasining yechimi va G(z,y) Grin funksiyasi uchun go‘llasak,

1 I3}
u(z) = e ﬁG(x,y)qp(x)ds, (64)

bu yerda @(z) - S da berilgan haqigiy o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya. De-
mak, (64) formula Grin funksiyasi ma’lum bo‘lganda ushbu
Au=90, z €D, linézqo(g), zeD, tefS
£-+€

Laplas tenglamasi uchun D schade Dirixle masalasining vechimini beradi.
Lemma. Laplas tenglamasi uchun |z| < 1 birlik sharda Dirale masalasi-

ning Grin funksiyasi ushbu
Glz,y) = E(z,y) - & (i-ri:u- ﬁ) (65)

ko ‘rinishge ega.

Isbot. Hagigatan ham,

L— =

e

2 = Pyl - e, 18 =yl 2l =gl f
oty 5| = el — 26 + 11 = o = | = o

w

~ ey — 5 @) = D
g=1

tengliklar bajarilganligi uchun

m%@:—E(mméo

funksiva |z] < 1. ly] < 1lar uchun har ikkala & va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha

garmonik funksivadir. Shu bilan birga |y| = 1 lar uchun
e Y 5
ly—z|=+/|z>?—2zy+1= }ly|:1: - —7] = £|’I'|l/ - —|
il | |l |
tengliklar o'rinli. Bundan esa (65) formula bilan aniglangan G(x,y) funksiyan-

ing Grin funksiyasi xossalarini qanoatlantirishi kelib chigadi.
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6.13 Chegaraviy masalalarni potensiallar

yordamida yechish

Ushbu paragrafda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman masalalari

potensiallar yordamida integral tenglamalarni yechishga keltiriladi.

6.13.1 Oddiy va ikkilangan qatlam potensiallari. Hajm

potensiali

Grinning uchinchi formulasi yetarlicha silliq chegaraga ega bo‘lgan va
chegaralangan D C R3 sohada u(z) € C*(D) N CY(D) sinf funksiyalarining

integral ifodasini aniqlaydi:

_1gf 1t e a0 1Y as— L [ 20
~lifr_f [_|x—£| n u(é)én(|x~f|>_‘ e [m—§|d

(66)

buyerdax € D.

(66) formula uch xil integralni o'z ichiga olgan:

w(€)
“?{| Bl (67)

48 0 1 ¥ )
r—5£ %n(;% §|)‘“ (68)

(69)

p(¢
= d¢
T -
D

Bu integrallarning har biri aniq fizik ma'noga ega. (67), (68), (69) in-
tegrallar mos ravishda oddiy qatlam, ikkilangan qatlam, hajm potensiallari
deyiladi. u,», p funksiyalar esa shu potensiallarni aniglovchi zichliklar deb
afaladi. (67) - (69) lar z ea parametr sifatida bog'liq bo'lgan integrallardir.
Bu integrallargs, shuningdek, Nyuton potensiallari ham deyiladi. Shu bi-

lan bir vagtda 2-paragrafdadgi ikki o‘lchovli hol uchun yozilgan Grinning u-
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chinchi formulasidagi integrallarga mos ravishda logorifmik potensiallar ham
kiritiladi. Bu potensiallar quyidagi ko'rinishga ega:

1

A= ;4 p(E)in—dl (70)
C
d 1 -
H= frz({)aiﬂ.mdi. (71)
c
——/:(f { —]—————d‘ = ( df = d€,d¢§ 72
JJ;—‘ f s)n-i._r_ﬂ £, &= (31, %), df = d§1dE,. (72)

D
Bu yerda (67) — (69), (70) — (72) integrallardan Dirixle

Au(z) =0,z € D,

'ula:ES = f(l'), f(I) € C(’S)a (73)
Neyman
Au(z) =0, z € D,
o
a” ]_'r.-:-__‘.'I

masalalar yechimlarining mavjudligini ko‘rsatishda foydalaniladi.

= g(z); g(x) € C(S) (74)

Bunda Dirixle va Neyman masalalarining yechimi zichligi Fredgolm ikkinchi
tur integral tenglamalarini ganocatlantivuvchi mos ravishda ikkilangan va
oddiy qatlam potensiallaridan iborat bo'lar ekan. (69) {yoki (72)) poten-
sial D sohada Puasson tenglamasini qanoatlantiradi. Shuning uchun ham
Puasson tenglamasining xususiy yechimini berilgan p(z) zichlik bilan (69)
(voki (72)) ko'rinishda gidirish qulaydir.

Avvalo, uch o'lchovli hol uchun

Y 03)
® ! P

Fizika kursidan ma’lumki, T—l_‘i funksiya x # ¢ nugtalarda aniqlangan

r--
3

hajm potensialini gqaraymiz.

bo'lib, £ nuqgta atrofida jamlangan birlik nuqtaviy zaryadni aniglaydi. Agar
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D sohada hajm zichligi p(€) dan iborat zaryad uzluksiz ravishda tagsim-
Jangan bo'lsa, u holda superpozitsiya prinsipiga ko‘ra bu zaryad tomonidan
hosil gilinadigan potensial (69) integral bilan ifodalanadi.

Hajm potensialini regulyar umumlashgan funksiya sifatida qarab, agar

p(&) kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsa, u
Al = —4mp

Puasson tenglamasining umumlashgan yechimi bo'lishini ko‘rsatamiz. Ma’-
lumki, hajm potensialini finit umumlashgan p funksiya va Laplas opera-
> p Y

torining él fundamental yechimining yig‘masi deb qarash muinkin (3-bobga

/Ip(E) %T*p

Yig‘mani differensiallash qoidasi va umumlashgan funksiyalar ma’nosida ba-

garang).

jariluvchi
1

.f_\.{z > = —4xé(z — £)

tenglikni inobatga olsak,

Al = A (l—i—I * p) = (AI_};O w«p=—4n(d % p) = —dwp.

p(€) funksiyaga nishatan kuchliroq talablar qo‘yilganda hajm potensiali ma’lum
bir silliglik xossalariga ega bo‘lgan klassik funksiyadan iborat bo‘ladi. Xusu-
san, p chegaralangan va integrallanuvehi funksiya bo‘lsa, hajm potensiali
barcha fazoda uzluksiz differensiallamivchi funksiva bo‘ladi. Agar p o‘zining
birinchi tartibli xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo‘lsa, hajm potensiali p

funksiya uzluksiz differensialga ega bo‘lgan barcha nuqgtalarida
Aly = —4mp

Puasson tenglamasini qanoaslantiradi.
Ikki o‘lchovli holda p(€) funksiyaga nisbatan xuddi yugoridagi talablar
bilan (72) logarifmik potensial AJ; = —27p tenglamaning yechimi bo‘ladi.




Chegaraviy masalalarni yechish 33

6.13.2 Parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallar

Keyinchalik zarur bo‘ladigan parametrga bog'liq bo‘lgan ikkinchi tur

xosmas integrallar hagida ma’lumotlarni keltiramiz.

V() = / F(z, €)f(€)de (75)
D
ko'rinishdagi xosmas integrallarni qaraymiz. bu yerda F(z,€) - £ # £ da
uzluksiz va z = £ da chegaralanmagan funksiya, f(¢) - chegaralangan funksiya.

T a’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun §(¢) > 0 son mavjud bo‘lib,

/ F('va)f(é)dzg{ <e
Digg)

tengsizlik ixtiyoriy z € UL\ nuqta va Dy € U2t soha uchun bajarilsa, bu

yerda U2 - markazi zo nuqtada radiusi 6(¢) bo‘lgan shar, (75) integral zq
nuqtada tekis yaqginlashuvchi deyiladi.

Teorem a. zynuqtada tekis yaginlashuvchi (75) integral bu nuqtada
uzluksiz funksiyadir.

Isbot. Ixtiyoriy £ > 0 soni uchun |z — x| < é(g) bo'lganda |V{z) —
V(zg)| < e tengsizlik bajariladigan ¢(¢) > 0 sonining mavjudligini ko'rsatamiz.
Biror D; C D sohani tanlaymiz, bunda 2y € Dy. (75) integralni V{(x) =

Vi(z) + Va(z) ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda
W) = [ P 1@, Vi) = [ P65, Dr=D\D
I D,

|V(zg) — V(z)] ayirmaning modulini baholaymiz:
[V (20) — V(z)| < [Va(zo) — Vale)| + [Vi(zo) — Vi(z)}.

(75) integralning z nugtada tekis yaginlashuvchanligidan shunday 6:(g) > 0
son mavjudki, |z —zo| < d1(e) lar uchun [Vi(xo)| < § va [Vi(z)| < § bo'ladi.
%o ¢ Dy ekanligi uchun Va(z) xos integraldir, demak, u zy nugtada naluk-

siz. Bundan shunday ds{¢) sonining mavjudligi va |z — zo| < do(e) lar uchun
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Va(zo) — Va(z)| < § bo'lishi kelib chiqadi. d(e) = min(é;(g), d2(¢)) bo'lsin.
U holda |z — zp| < é(c) lar uchun

IV(z0) ~ V(@) < <.

Bu esa V{z) integralning zo nuqtada uzluksizligini bildiradi.
E slatma. Buteorema nafagat hajm integrallari uchun, balki sirt
va egri chizigli integrallar uchun ham o‘rinli. Bu faktdan biz keyinchalik

foydalanamiz.

6.13.3  Sirt potensiallari

Qdatda 1kki xil sirt potensiallari qaraladi: Oddiy va ikkilangan gatlam
potensiallari.

(67) formula bilan berilgan oddiy qatlam potensialining fizik ma’nosini
zichligi u(z) dan iborat S sirtda tagsimlangan zaryad tomonidan hosil qgilin-
gan potensial deb talgin gilish mumkin.

(68) formula bilan aniglangan ikkilangan qatlam potensiali uchun S sirt

nugtalarida ——= iunk&yamng normal hosilasini hisoblab, uni
_cosg

ko‘rinishida yozish murckin, bu yerdaL @ — S sirt & nugtasidagi ichki normal
va &T:Z vektor orasidagi burchak.

Tkkilangan qatlam potensialining fizik ma’nosini ifodalash uchun & € S
nugtada S sirtga o‘tkazilgan normalda yotuvchi & va & nugtalarga qo'yilgan
qarama-qarshi ishorali —e va-+e nugtaviy zaryadlar tomonidan hosil gilina-
yotgan potensialni qaraymiz. Zaryadlar joylashgan nuqtalar S sirtning turli
tomonlarida, aniqlik uchun £ nugta S sirtning ichki normalida joylashgan

bo'lsin. Ma'lumlki, bu potensialning ixtiyoriy z{z # &,z = &) nuqtadagi

1 1
Wolé1, &2,2) = —e L )
W) f(l&z—xl 61— xl)

formula bilan aniglanadi. & va & nuqgtalar orasidagi masofani d bilan bel-

qiymati

gilaymiz: d = |& — &} vy = ed migdorni doimiy saglagan holda, e zaryad
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miqdorini oshirib, & va & nuqtalarni § nugtaga intiltiramiz. e = 4 bo‘lgani

uchun, d — 0 deb limitga o'tib,

v ]
lim  Wy(&y, &, 3) = Wol& ) = v

b2 " an e — 2|
formulani hosil gilamiz.

Bu formuladan foydalanib, (68) integral yadrosining fizik talginini berish
mumkin: & nugtada joylashib, bu nugtada S sirtga o'tkazilgan tashgl nor-
mal ho‘ylab yo‘nalgan va 1y momentga ega bo‘lgan dipol tomonidan & dan
boshga nuqtalarda hosil qilinadigan potensial.

Ikkilangan gatlam potensiali esa zichligi v(€) bo‘lgan dipolli moment
tagsimotiga ega ikki tomonlama zaryadlangan .S sirt hosil giluvehi poten-
sialdan iboratdir.

Endi sirt potensiallarining xossalarini tekshirishga o‘tamiz.

Agar T nuqta S sirtga (yoki C egri chizigga) tegishli bo'lmasa, potensial-
lar ixtiyoriy tarsibli hosilalarga ega va ularni integral ostida differensiallab,

hisoblash mumkin. Shuningdek, wlar garmonik funksiyalardir:
AL{z) =0, i=1,2, 2 &S,

ikki o‘lchovli holda
Adi(zy=0,1=1,2, 2 & C.

Qayd etish joizki, chegaralangan sirtli potensiallar uchun r — oo da quyidagi

munosabatlar o‘rinli:

Ll (%) Y (Tz%) i oo

Jile) = (él) g i

Ikki o'lchovli holda oddiy qatlam

A ; 1
H@) = § u)in

&
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potensiall, umuman aytganda, z ning cheksiz katta givmatlarida chegaralan-

magan va cheksizlikda In |z| kebi o'sadi. Agarda uning zichligi
[ wea—o
c

shartni ganoatlantirsa, |z] — co da Ji{z) = O (Iilf_l) bo'ladi.
Hagigatan ham, x va £ o‘zgaruvchilarga mos ravishda (r,¢) va (p, @)

qutb koordinatalari sistemasini kiritamiz. U holda

In|z — €| = ln/r2 + p? — 2rpcos(y — a) =

1, f, p p’
= 5[‘)1{7" (] - 2;005’(@ — )+ =

=lInr — Ecos(f,p —a)+ 0 (%)
r T
mumosabatlar 7 — 0o bo‘lganda bajariladi. So‘nggi tengliklarda y — 0
bo'lganda In(1 + ) = z + O(2?) ekanligidan foydalanildi. Demak,
Ji(z) =0 <i> . x| = co.
||
Keyinchalik, sirt potensiallarining xossalarini uch o‘lchovli hol uchun tekshi-
ramiz. Tkki o'lchovli holda tekshirishlar o'xshash ravishda amalga oshiriladi.

Shu sababli bu hol uchun yakuniy natijalarni yozamiz.

6.13.4 Oddiy qatlam potensialining uzluksizligi

z € S bo'lsa, potensiallar xosmas integralardan iborat bo‘lib, ularni uzluk-
sizlikka tekshirish kerak bo‘ladi. S sillig sirt bo‘lsin, ya’'ni uning har bir
nugtasida uzluksiz normal mavjud.

T e o r e m a. Sillig sirtda berilgan uzluksiz va chegaralangan zichlikka
ega. ikkilangan qatlam potensiali barcha fazoda uzluksizdir.

Isbot. Potensialning S sirtdan tashqgarida uzluksiz funksiya bo‘lishini
ko'rsatgan edik. Teorema shartlari bajarilganda ikkilangan qatlam poten-

sialining § sirtda uzluksizligi va uning S sirtdan tashqaridagi giymatlari
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uzluksiz ravishda S sirtdagi giymatlariga tagalishini ko‘rsatamiz. Buning

uchun isbot gilingan tekis yaginlashuvehi xosmas integralning xossasiga ko‘ra
ds
(@) = [ we) =", Il < A= const
J |z — ¢

integralning S sirtda tekis yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.

xg € S - ixtivorly nuqta. Markazi 2y nuqtada radiusi 6 ga teng bo‘lgan
Y sferani qaraymiz. Sp orgali S sirtning % sfera ichida yotuvchi gismini
belgilaymiz. Sy = 5\ 51 bo'lsin. U holda

ds ds : 5
i) = [upZgt [Ty =+
4 5

S Sz

Ixtivoriy £ > 0 soni uchun |z — z¢| < 4 shartni qanoatlantiruvchi barcha

V £|| §

tengsizlik bajariladigan § > O sonining mavjudligini ko'rsatamiz.

x larda

Koordinatalar boshi zg = (zg1, To2, Zo3) nugrada bo'lgan, z3 o'q 7o nug-
tada S sirtga o‘tkazilgan tashgi normal bo'yicha yo'nalgan dekart koordina-
talar sistemnasini kiritamiz. € = (&,&, &) — 51 sirtda o‘zgaruvchi nugta.
Bu koordinatalar sistemasida S sirtning a1 Ozs tekislikka proyeksiyasi S|
bo'lsin, ds = E—E bu yerda v — & nugtada normal bilan a3 o'q orasidagi

oS

burchak. I% (z) ni ‘baholaymiz:

» .4/. ds = / dédés g
T J =4 cosyr/ (w1 — &) + (za — &2)* + (w3 — &)* —

S

lfll('f)

41 dgs
<A :
- b/ cosy/ (@1 — &) + (2 — &)

Markazi ' = (21, 2, 0) nugtada va radiusi 28 bo‘lgan va 5] sohani o'z ichiga
] ) q = 1 o

oluvehi doirani Kas orqali belgilaymiz. Ravshanki. u holda

d§1d€2
<OA
/ \/ £L1 Ty — fz)

@) <
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arkazr r nugrada joyias 1ga.n qu [),ip oorainatatar sistemasini Kirlti .
Markazi ¢’ nugtada joylast tb koordinatalar sistemasini kiritib
20 27 1od
(L W] ~ .
<onf f P207% _ 8rAS
J P
0 ¢

L (z)

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa d sonini &(g) < g shartdan tanlash
mumkinligini ko‘rsatadi.

Shunday qilib. 0, sirt bo'yicha integral z ga nisbatan zq nugtada tekis
yaqinlashadi va u bu nuqtada uzluksiz funksiyani aniglaydi. Bundan esa
oddiy qatlam I({z) potensialining S sirtda uzluksizligi kelib chigadi. Teo-
rema. isbotlandi.

Ikki o‘lchovli holda oddiy qatlam Jy(z) potensialining uzluksizligi yugorida-
giga o'xshash tarzda ko‘rsatiladi.

Ikkilangan ¢atlam potensiallarining mavjud bo‘lishi uchun silliq S sirtga
kuchliroq shartlar go‘yiladi. Quyida Lyepunov sirtlari deb ataluvchi sirtlar
sinfini kiritamiz.

T a’rif. S sirt Lyapunov sirts deyiladi, agarda quyidagi shartlar
bajarilgan bo'lsa:

1. S sirtning har bir nugtasida normal (yoki urinma sirt) aniglangan.

2. Shunday d > 0 soni mavjudki, bunda S sirtning £ nugtasida o‘tkagilgan
normalga parallel to‘g'ri chiziglar § sirtning markazi £ nugtada radiusi d
bo'lgan sferaga tegishli gismini bittadan ortiq nugtada kesmaydi.

3. S sirt x va £ nuqtalarida o‘tkazilgan normallar orasidagi v(z,€) =

(7, 1) burchak
Yz, &) < Alz — €}°, A = const > 0,

shartni ganoatlantiradi. Bunda z nugta S sirtning markazi £ da radiusi d
bo‘lgan sferaga ichida gismiga tegishli.

Endi ikkilangan qatlam potensiallarini tekshirishga o‘tamiz. Potensial-
larni Lyapunov sirtlarida berilgan deb hisoblaymiz.

o € S biror nugta bo'lsin. Markazi zy nugtada, 2z o'q shu nuqgtada S
sirtga o‘tkazilgan tashqi normal bo‘ylab yo'nalgan mahallly dekart (1, zq, 2)
koordinatalar sistemasini kiritamiz. Bunda z10zs tekislik S sirtga g nug-

tada o'tkazilgan urinma tekislik bilan ustma-ust tushadi. S Lyapunov sirti
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bo‘lganligi sababli shunday py > 0 maviudki bunda p = \/z%+ 22 < pp

uchun S sirtning tenglamasini
z = z(w1, 22)

ko'rinishida yozish mumkin, bu verda z(z1, x9)— bir glymatli uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi funksiya. (1, x2) nugbaning ko'rsatilgan atrofida z = z(z )., 22)
funksiya va uning birinchi tartibli hosilalarining baholarini olamiz. £ nugtada

S sirtga o‘tkazilgan ng normalning p < pp uchun yo‘naltiruvchi kosinuslari
ushbu

2y y, 2y Zx3
CO8x — —= _, lf.‘-!'J-'.\'_I]‘ = T, 08} = TR
V1+2z5 + S+ 2+ Vit + 2,

tengliklar bilan ifodalanadi. ng vektorning 2109 tekislikka proyeksiyasini
ng bilan, of va B’ orqali esa ng vektorning mos ravishda x; va 73 o‘glar bilan

tashkil gilgan burchaklarini belgilaymiz:
cosa = cosa'siny, cosf = sina/sinsy.
Koordinagalar sistemasining tanlanilishiga ko‘ra
2(zo1, To2) = 0, 24, (o1, Zoz) = 0, 2, (%01, Zo2) =0

bo‘lishidan gy > 0 ni yetarlicha kichik tanlash mumkinki, p < pg lar uchun

Zgy

————————— >
N e )

cosy =

[N-R

bo‘ladi.

U holda Lyapunov sirtlarining 3-shartiga asosan

lcosa| < siny < Alzg — &, lcosf] < Alxo — él°, (76)
1
|| = || < 2icosa] < 24z — €[ (77)
| cosy

Shunga o‘xshash
|25, | < 2470 — £J°. (78)
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zo nugtaning atrofida 2z(x;,z9) funksiya uchun, Teylor formulasidan foy-

dalanib quyidagini olamiz:
21, m2) = 2(0,0) + 2124, (T1, T2) -+ Ta20, (T, T2)s
buyerda 0 <7 < z1, 0 < T3 < z9. Bundan
[2(x1, 22)| < ple, |+ plze,| < 4420 ~ €17 (79)

T e or e m a. Chegaralangan »{¢) zichlikka ega bo‘lgan ikkilangan

gatlam

BEts
h(o) = [ vy (80)
J |z — €J2
5
potensiali € S nuqtalarda yaginlashuvchi xosmas integraldir.
Isbot. z € S ixtiyoriy nuqta bo'lsin. Bu nuqta atrofida (80) ning in-
tegral osti funksiyasini baholaymiz. Yuqoridagi kabi qo‘zg‘almas koordina-

talar sistemasini kiritamiz, § nugta (&1, €2, &) koordinatalarga ega. U holda

& §a $s
cosyp = o8 + ———0080 + ——c08y.
lz — ¢ lz — ¢ lz —¢|
Bundan, (76)-(79) haholarui hisobga olib,
1£a l
[cosp| < |coscl + |cosBl + - z = £ <
< Az - €" + Alz — €] + 44|z — &)’ = 64|z — ¢’ (81)

tengsizliklarni hosil gilamiz.
Teorema shartiga ko‘ra v() funksiya chegaralangan, |v(£}] < const. Bu
va (81) bahoga ko'ra z nuqta atrofida £ € S nugtalar uchun (80) ning integral
osti funksiyasi quyidagicha haholanadi:
cosp | 6AC
|l ~ &2~ |z~ &>

Bu esa (81) xosmas integralning z € S nuqtalarda yaginlashuvchi ekan-

124

(82)

ligini bildiradi. (82) baho S sirtning ixtiyoriy z nugtasida o‘rinli bo‘lgani
sababli u (80) integralning ixtiyoriy £ € S nugtada z ga nisbatan tekis
yaginlashishini va S sirtda uzluksizligini ta'minlaydi. Tekislikda ikkilangan
gatlam potensiali sivt uchun 1)-3) larga o‘xshash shartlar bilan aniglanuvchi

Lyapunov egri chiziglarida yotuvehi nugtalar uchun mavjud.
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6.13.5 Ikkilangan qatlam potensialining uzilishi.
Gauss integrali. Teles burchak
Oddiy qatlam potensialidan farqli o'laroq ikkilangan gatlam potensiali
butun fazoda uzluksiz emas. U garalayotgan sirtda uzilishga ega.
Buni ko‘rsatish uchun, avvalo, zichligl vy = const bo‘lgan ikkilangan

gatlam
1 .
I(z) = uuf o T L (83)

on |z — £
g

potensialini qaraymiz. v = 1 bo‘lganda (83) integral Gauss integrali deyiladi.
S ni yopiq sirt deb hisoblaymiz. U holda (83) integral osongina hisoblanadi.

Buning uchun (8) Grinning uchinchi formulasida u = vy deb,

—Ary,, x € D,
o 1
———ds = ¢ — ; 84
Vo/an e —¢| ] 2rv,, € 5, (34)
4 0, z&DUS, n=3.

Ikkilangan qatlam potensialining & € S nugtadagi giymatini I9{&p) bilan
belgilaymiz, ya'ni bu uning & € S nuqtadagi to'g'ri qiymati. [5(£y) — L(z)

potensialning sirt ichkarisidan & nuqtada hisoblangan limit giymati, ya'ni
L&) = lim ILz), z € D
r—EES
I4(&) — Ip(w) potensialning & da sirt tashqarisidan hisoblangan limiti:
I&) = lim Iyz), 2 ¢ DUS.
2b) = lim L(z), o ¢

O'zgarmas vy zichlikka ega bo‘lgan potensial (84) formulaga ko'ra bo'lakli
o‘zgarmas funksiyadir. (84) formulani
L(x) = I3(z) + 2ruy,
L(x) = I{(z) — 271 (85)

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Endi zichligi uzluksiz »(¢) funksiya bo'lgan ikkilangan qatlam poten-
sialini qaraymiz va bu holda ham (85) ga o‘xshash formulalar o‘rinii ekanli-
gini ko'reatamiz.

& € S ixtivoriy nugta bo'lsin. Ikkilangan qatlam potensialini quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:

cosy

Lz)= ¢ ——ds =

fo— P

~ § o)~ el

8
Bu yerda ikkinchi qo‘shiluvehi zichligi 1(&g) o‘zgarmas bo‘lgan ikkilangan

ds-l~)1§ C Osgpldé To(z) + I(x). (86)
5

qatlam potensiali va uning xossalari ma’lum. Birinchi qo‘shiluvchining &y
nugtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun T»(z) integralning
2 parametrga nisbatan & nugiada tekis yaqinlashuvehi bo‘lishini ko‘rsatish
yetarli. Ixtiyoriv € > 0 sonini olamiz. v(£) funksiyaning & nuqgtada uzluk-
sizligidan ixtiyoriy & > 0 uchun § sirida £y nugtaning shunday K atrofi

mavjudki, £ € K lar uchun

(&) —v(&)l <&

T, () integralni K bo‘yicha baholaymiz:

140 -1 < |
I»L‘ |2

=i

(84) ga ko'ra yetaa‘ncha kichik K va ixtiyorly z 1ar uchun

5

/ TMJY s < B = const
K, I
tengsizlik o'rinli. Bundan
!/ () - y@g)], ('flzda <eB
K,

kelib chigadi. Bu esa T3(z) integralning & nuqtada tekis yaginlashuvchi

ekanligini bildiradi. Dermak, I, funksiya & nuqtada uzluksizdir.
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Shunday qilib, ikkilangan qatlam potensialining &y nugtada uzilishi (86)
formulaga asosan ikkinchi i (z) qo'shiluvehi bilan aniglanadi.
(86) formulada z — & deb, limitga o‘tamiz. Oldingi belgilashlarni saglabh

va o‘zgarmas zichlikka ega potensialning xossalaridan foydalanib,
Ti(6o) = Ta(&0) + Li(&) = Ta(&) + I3 (&) — 2mv(&e) = B(&) — 2mv(&0),

IL(&0) = Ta(&o) + Io(éo) = Ta(éo) + (&) + 2mv (&) = I3(6o) + 2m1(&o)

munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda I9(£5) = Ta(€o) + I9(&) — I3(z) ning
& € S dagi to'g'ri giymati.
Demak, ikkilangan gatlam potensiali sirtni kesib o‘tganda uzilishga ega

va bu uzilish migdori

3(6) = 19(€) - 2mw(2), (7)
14(e) = (&) + 2mv(€), (88)
I4(€) — I3(€) = 4mv(€) (39)

formulalar bilan aniglanadi. (89) tenglik ikkilangan qatlam potensialining
£ € § nugtadagi sakrashini ifodalaydi.

Agar § sirt yopiq bo‘lmasa, quyidagicha yo'l tutiladi. S sirt S5 bilan
shunday to‘ldiriladiki, bunda SUS* yopiq Lyapunov sirti bo'ladi. S* da v(§)
zichlikni 0 deb qo‘shimcha aniqlaymiz. Ravshanki, bajarilgan tekshirishlar
v(&) funksiya uzluksiz bo'lgan barcha nuqgtalarida o‘rinli bo'ladi.

Tekislikda ikkilangan gatiam potensiallari vuqgoridagilarga o‘xshash ra-
vishda tekshiriladi. Bu holda potensialning C egri chizig nugtalarida nzi-
lishiga. oid kattaliklar

J3(&) = Jg(s‘:) — (),
J3(€) = B (&) + mv(6),
Jy(€) = J3(€) = 2mv(€)

formulalar bhilan aniglanadi.
Bo‘laklari silliq, umuman olganda, yopiq bo‘lmagan va unda normalning
mushat yo'nalishi aniglangan S sirtni garaymiz. Bu sirtning nugtasini §

va bu nuqtada S sirtga o‘tkazilgan normalni n orqali belgilaymiz. = € R
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(z€8) nuqsa shunday nuqgta bo‘lsinki, bunda undan ixsiyorly £ € S nug-
talarga o‘tkazilgan radius-vektor m normal bilan o‘tkir, hech bo‘lmaganda
to‘grl burchak tashkil qilsin, ya’ni cos(n,r) > 0 bo‘lsin. z nugtadan S sirt-
ning barcha nuqtalariga radins-vektorlar o‘tkazamiz. Bu radius-vektorlar bu
sirt bilan va sirtning chetki nugtalariga kelib tushgan radius-vektorlar hosil
gilgan K konik (konussimon) sirt bilan chegaralangan sohani qoplaydi.

Agar S yopig sirt bolsa, # nugta sirtning ichida yotishi kerak (aks holda
{n,7) burchak o‘tmas bo'lishi mumkin) va K soha § sirtning ichidan ibo-
rat bo‘ladi. @ nugtani markaz gilib ixsiyoriy p radiushi sfera chizamiz. K
konusning ichida yotgan bu sfera gismining yuzasini o, bilan belgilaymiz.
Ushbu

7,

wr (§) =~

nishat p ga bog'liq bo‘lmaydi va u teles burchak deyiladi. Bu burchak ostida

2 nugbadan S sirt ko'rinadi. Yuritilgan mulohazalarda S da cos(n,r) < 0

bolishi ham mumkin. Bu holda teles burchak deb, yuqoridagi nisbat teskari
igshora bilan olingan miqdorea aytiladi.

Eslatma. (84) formulani ixtiyoriy S sirl uchun umumlashtirish

mumkin, Agar z€S bo'lsa, Gauss integrali teles burchalkka teng bo‘ladi (sirt

tomonining ishorasiui inobatga olgan holda).

6.13.6 Oddiy qatlam potensiali normal hosilasining
uzilishi
Oddiy gatlam potensiali § sirtdan tashqarida barcha tartibli uzluksiz
hosilalariga ega. Uning normal hosilagini S sirt atrofida tekshiramiz. pu(€)
zichlikni sirtda uzluksiz funksiya deb hisoblaymiz.
¢ € S ixtiyoriy nugta bo‘lsin, n,(&y) orqali bu nugradagi tashqi normalni

helgilaymiz. Oddiy qatlam I;(z) potensialning n;(£y) yo‘nalishdagi

ol,(x) = (m(&), gradli(z)) = S/l‘(f) <m(§0)gradm ;i—§> )

oy

hosilasini qaraymiz va uni 2 ~> & da tekshiramiz. Fagat 2 nuqta & ga n(&)

normal bo‘ylab intilgan holni chuqurroq o‘rganamiz.
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|z — &| funksiyaning faqat z va £ naqtalar koordinatalari sistemasiga

bog‘ligligini inobatga olib, (90) formulani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
dila o 1
”—?Ll = —'/ u(é) (m({.]) qr mr’« &) § =
S

- S/ &) (in©) = e grode ) o~

- [ wte) (@) grade— ) s (o)
J

bu yerda my(€) — S sirtga & nuqgtaga o‘tkazilgan tashqi birlik normal. (91) da

—grady

"‘__]-.t.' =

1
gr(l,dwm =

tenglikdan fovdalanildi. (1) ning ikkinchi infegrali

Iy(z) =/Jt'l J— 2 —I—Tii-ﬁ'

Ine |z — &
ga teng bo'lib, u xossalari o'rganilgan zichligi p(§) bo‘lgan ikkilangan qatlem
potensialidir. Shuning uchun

Aal(z)
Bm

, | ) ——
= /;;.{_E)!m[_{) - nl(cfg)]gradgl—_—r——c[ds — Iz) = I%z) — L{z).
=&
5

(92)
I(x) ning & nugtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun in-
tegral osti funksiyani & nugta atrofida baholaymiz. |(u(§)| < C = const

ekanligidan

f e ,U,(é)[”l(a) — nl(@)]g?"a,dg%ﬂ‘ <

) 1
(&) — m(&o)l [Py

tengsizlikni hosil gilamiz. Ushbu

Iru(€) — mi€o)l = v/ (u(€) — nu(£0)) (i) — (b)) =

7
!

— /3.2 =2|'
cosy sin |,
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bu yerda v — £ va & nuqtalardagi normallar orasidagi burchak, formulani va
Lyapunov sirti uchun bajariluvehi v < A€ — &]° tengsizlikni inobatga olsak,
sin 4 o de 2
5 2c |sin | <_e < Aclé _50'
=& Tlp—£P T |z -gP

baholarga ega bo'lamiz. Bu esa 2 nuqta ¢ ga n(¢) normal bo'yicha in-

tilganda I7(z) integralning & nugtada uzluksizligini ta’minlaydi. Demak,
I{(z) integral & nuqtada uzluksiz.

2his) = funksiyaning uzilishlari ikkinchi

Shunday qilib, (92) formulaga ko‘ra,
I,(z) integral bilan aniglanadi. Ikkﬂanga.n qatlam potensiali uchun olingan
(87), (88) formulalardan foydalanib, (92) dan quyidagilarni olamiz:

3[](’1;) -

zskp, wED Oy

a1,(£)

(!T.F‘J ;

~ I(60) — Li(60) = I2(e0) — 10(60) + 2ms(&s) = ( )TQM(&)),

u
bu yerda ('—j—g-';f—f‘—)-) — normal hosilaning ¢y nugtadagi to'g‘ri qiymati. Bularga

o‘xshash tarzda

lim O4L(z) /3]1(5)\.U

—— _2 |
a—pzel Oy {\ ony } 7rlu’(§0)

(%’;&fl) va (%’_”_)l lar wos ravishda oddiy qatlam potensiali normal
hosilalari ichki va tashqi limit giymatlari bo'lsin. Agar sirt yopiq bo‘lmasa,
sirtning ichki va tashqi tomonlari tashqi normalning tanlanishi bilan aniglanadi.
Kiritilgan belgilashlar yordamida oddiy qatlam potensiali normal hosilasi-

ning uzilish xossalari quyidagi formulalar bilan yozilishi mummkin:

(29 - (DY, oy, (93)

() = (B9) - 2eute o9

CH) () o o

d’ng
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Ichki normal bo‘yicha hosila uchun olingan (93). (94) formulalar faqat
ikkinchi qo‘shiluvchilarning ishoralari bilan farq giladi. (90) formuladan

oddiy gatlam potensialining normal hosilasi uchun quyidagi ifodani olish

o11(§) cosy
= [ p&)——mzds,
! lz— ¢

ony

mumkin:

bu yerda 1 — z nuqta yotuvehi S sirtga £y nuqtada o‘tkazilgan n(&) normal
va J_.E vektor orasidagi burchak.

Tekislikda ham oddiy qatlam potensial normal hosilasi C egri chizigdan
o‘tishda uzilishga ega. Bu hol uchun uzilish migdorini aniglovchi formulalar

quyidagi ko‘rinishga ega:

e\ _ (01N . _ .
( ny )1_( any Fmuld),

')JL(E} N ‘]}l(‘f) ”_.— (&)
EE T iny e

8J1(§) ('U-fl{.f]\ R ——

Sirt integrallarining tekshirilgan xossalari p(¢) va v(§) funksiyalar S

sirtda, (yoki .S egri chizigda} chegaralangan va uzluksiz bo‘lgan hol uchun
olindi. Bu shartlarni yumshatish mumkin. Chuqurroq tekshiruvlar u(§) va
v(€) lar S da kvadrati bilan integrallanuvchi (u(€), 1/(€) € L2(S)) funksiyalar
bo‘lgan holda ham sirt potensialining asosiy xossalari o'rinli bo‘lishini ko‘rsatadi.
Bunga mos sirt integrallari S dan tashqarida garmonik funksiyalar bo‘lib,
ularning limit giymatlari uchun olingan ifoda ham S ning qariyb hamima
glymatlarida (bajarilmaydigan nuqgtalar to‘plami 0 nol o‘lchamga ega) ba-
jariladi.

6.13.7 Fredgolm integral tenglamalari haqida

Xususiy hosilasi differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishda integral tenglamalardan keng fovdalaniladi. Bu yerda ular Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalarni yechishda go‘laniladi.
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Ushbu paragrafda ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamalari nazariyasi-
ning asosiy teoremalari isbotsiz keltiriladi. Quyidagi birinchi tur Fredgolm

integral tenglamasini qaraymiz:

M@=A/K®@M@%+ﬂ@- (96)
D

Bunda D— n o'lchovli chekli soha. K (z,£) yadroni hagiqiy funksiya deb

faraz qilinadi. K*(z,¢&; = K (&, z) funksiya go‘shma yadro,

@) =\ [ Kz, u(de 1 o(a) (97)
D
integral tenglarua esa. go ‘shma integral tenglama deyiladi. Keyinchalik, K(z, £)
vadro yoki o'z argumentlarining uzluksiz funksiyasi yoki qutbli funksiva,

ya'ni u ushbu

Ko - pod,

ko‘rinishga ega deb hisoblanadi, bu yerda H(z, {)— uzluksiz funksiya. Agar

a<n

a < § bo'lsa, K(z,&) yadro kuchsiz qutbli deyiladi.

A soni K (x, &) yadroning zos sons deyiladi, agarda bir jinsh

u(w) = A [ Kz, eu(e)de (98)
D

integral tenglamaning trivual (va’ni nol) bo‘lmagan yechimi maviud bo‘lsa,
har bir A xos songa mos keluvchi (95) tenglamaning yechimiga zos funksiya
deyiladi.

Noldan farqli haqiqiy, simmetrik, uzluksiz yoki qutbli yadro hech bo'lma-
ganda bitta xos songa ega bo‘ladi. Xos sonlar to‘plami sanogli bolib, quyi-
lish nuqtalarga ega emas. Agar xos sonlar chekli bo‘lsa, u holda K(z,§)
aynigan yadrodir. Xos sonning rangi deb bu songa mos keluvchi chizigli
bog'liq bo'lmagan xos funksiyalarning soniga aytiladi. Xos sonning rangi
cheklidir.

Bir jinsli bo‘lmagan integral tenglamaning yechilishi masalalari Fredgolm

tenglamalari (Fredgolm alternativalari) bilan hal gilinadi.
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Fredgolmning birinchi t e o r e m a s 1. Agar A soni K(x,£)
vadroning xos soni bo‘lmasa (ya'ni bir jinsli (98) tenglama nol yechimga
ega), u holda bir jinsli bo‘lmagan(96) va unga qo‘shma (97) tenglamalar
ixtiyoriy uzluksiz f{z), g(x) funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Fredgolmning ikkinchi t e o r e m a s i. Agar A soni K(z,§)
vadroning xos soni bo‘lsa, u holda u go'shma yadroning ham xos soni bo‘ladi
va ularning rangi bir xil.

Fredgolhmning uchinchi t e o r e m a s i. Agar A soni K(z,§)
yadroning xos soni bo‘lsa, 1 holda bir jinsli bo‘lmagan (96) tenglama yechimga
ega emas yoki bittadan ortiq yechimga ega. (96) tenglamaning bir giymatli
yechilishi uchun uning o‘ng gismidagi f(z) funksiya X xos soniga mos ke-
luvchi qo‘shma yadroning barcha xos funksiyalariga ortogonal bo‘lishi zarur
va yetarli.

Qayd etish lozimki, Fredgolm teoremalari integral tenglamalar L2(D)

fazoda garalganda ham o‘rinii.

6.13.8 Dirixlening ichki masalasi uchun integral tenglama

o

Dirixlening (73) ichki masalasini garaymiz. S ni Lyapunov sirti deb
hisoblaymiz.

Bu masala yechimini ikkilangan gatlam

L@ 1
)= f u(& Pl ds (99)

“Onlz — |
s

potensial ko‘rinishida izlaymiz. (99) integralning yadrost avvaldek S ga &
nuqtadagi tashgi n normal bo'yicha Laplas operatori fundamental yechimi-
ning hosilasidan iborat. Malumki, #(£) zichlik uzluksiz funksiya bo‘lganda
(99) funksiya D sohada Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Endi v(£)
funksiyani shunday aniglash lozimki, bunda

Vélﬁinzl.FDu(a:) = f(&), & €8 (100)

L

limit munosabat o‘rinli bo‘lsin, ya'ni chegaraviy shart ham bajarilsin. D

yopiq sohada uzluksiz yechimni olish uchun S sirtdagi yechimning chegaraviy
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giymatlari sifatida ikkilangan gatlam (99) potensialining soha ichkarisidan
hisoblangan limit (&) givmatlarini garash zarur. (100) chegaraviy shart-
dan, ikkilangan gatlam potensialining {87) xossasini inobatga olib,

a1

V(&) mm—Fpds — 27v($o) = f(&), {0 € S
on € — &l
S

tenglamaga ega bo‘lamiz. Buni ushbu

: 1 a 1
v(§o) — E% (su]—[f & | Zﬁ_f(@))u £Ees (101)

ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasi ko‘rinishida yozib olamiz. (101)

tenglama quth

o 1
Kl =gl
yadroga ega bolib, (81) ga asosan,
A
l'r‘ (&”s%) 'f § 12_07 >O

baho o'rinli.

Agar (101) tenglamaning () yechimi mavjud bo‘lsa, uni (99) formulaga
qo'yib, (73) Dirixlening ichki masalasining klassik yechimini olamiz. Shun-
day qilib, Dirixlening ichki masalasi yechilishi (101} integral tenglamaning
yechilishi masalasiga. olib kelindi.

Ixtiyorly uzluksiz f(z) funksiva uchun (101) tenglama yagona yechimga
ega ekanligini ko‘rsatamiz. Qutb yadroli Fredgolm integral tenglamalari
uchun Fredgolm teoremalari o‘rinli. Fredgolmning birinchi teoremasiga ko‘ra,

(101) tenglamaning bir giymatli yechilishi uchun unga mos

l 7] 1
”(HU) e gf!!(f)zjﬁgmdb =0
S

bir jinshi tenglama fagat nol yechimga ega bo'lishini ko‘rsatish yetarli. Fred-

golmning ikkinchi teoremaga ko‘ra, dastlabki va unga go‘shma

gl
(o) — )i fnt&)  _ds=0 (102)

{}”i‘.ti |E X é[]
S
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integral tenglamalar bir xil xos sonlarga ega va ularning rangi ustma-ust
tushadi. Bu yerda (102) tenglamani tekshirish osonroq.

(102) tenglamaning fagat nol yechimga ega bo'lishini ko‘rsatamiz. Teskari-
sini faraz qilamiz: (102) tenglama po(€) # O yechimga ega bo'lsin. Zichligi
1g(€) bo'lgan oddiy gatlam

[¢

1s
L(z) = ;fﬂo(f)g*_—ﬂ (103)
potensialini qaraymiz. D, va D) — D sohaninig mos ravishda ichki va tashqgi
gismlari bo'lsin. v(z) funkstya D; da garmonik va Dy da Jz] — co bo'lganda
nolga tekis yaqinlashadi. wv(x) funksiya normal hosilasining S dagi limit
giymatini qaraymiz. (94) formulaga ko'ra

I ] . d 1 .
(——](IJ) = ?é Jr.h;(t} —ds — Q?T!ﬂn(fu)‘ &p € 8
il .

s F T 7 L
ang Ing [€ — &l

(&) funksiya (102) tenglamaning yechimi ekanligidan S sirt nuqtalari uchun

(),
oy J,
tenglik bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib, I;(z) funksiva Neymanning
bir jinsh tashqi
AL (z) =0, z € D
iy ls =0, Li(z) =0,

mssalasi yechimi bo‘lar ekan. Neymanning tashqi masalasi yechimi yagona,

z| — o0 (104)

bo‘lgani uchun uch olchovli holda (104) masala faqat
Il(l') EO, rE DlUS

nol yechimga ega bo‘ladi. Ii{z) funksiyva (103) formula bilan aniglangan
oddiy qatlam potensiali sifatida S sirtni kesib o‘tishda uzluksiz. Shuning

uchun bu funksiya D; sohada ushbu

Az} =0, z € D;,
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Ii(z)ls =0

Dirixlining bir jinsli masalasining yechimi bo‘ladi. Dirixlening ichki masalasi
yechimining vagonaligiga ko‘ra I1(x) = 0, z € D,US. Shunday qilib, butun
fazoda L{z) = 0. (95) formuladan foydalanib,

() =0, €S

bo'lishini topamiz. Bu esa farazimizga zid. Demak, (102) tenglama fagat nol
vechimga ega ekan. U holda Fredgolmning birinchi tenglamasiga binoan bir
jinsli bo‘lmagan (101) integral tenglama ixtiyoriy uzluksiz f funksiya uchun
yagona yechimga ega.

Bu yerdan ixtiyoriy f € C(9) lar uchun Dirixlening ichki (73) masalasi
vagona klassik yechimga ega bo'lishi kelib chigadi.

Shunday gilib, quyidagi teorema o‘rinli.

T e or e m a. Dirixlening ichki (73) masalasi ixtiyorly uzluksiz f
funksiya uchun yagona yechimga ega.

Ma'lumki, Dirixle masalasi uchun Grin funksiyasini qurish chegaraviy
masalasini maxsus chegaraviy shart uchun yechishgaga ekvivalent. Bu yer-
dan Lyapunov sirtlarl bilan chegaralangan sohalar uchun Dirixle masalasi-
ning Grin funksiyasi mavjudligi kelib chigadi.

Shu bilan birga, yugoridagi tekshirishlar jarayonida yo'l-yo‘lakay quyidagi
tasdig ham ishotlandi:

T asdiq. Agar uzluksiz zichlikka ega oddiy gatlam potensiali D; yoki

Dy sohalarda nolga teng bo‘lsa, uning zichligi S sirtda nolga teng.

6.13.9 Neymanning tashqi masalasi uchun integral

tenglama

(74) masalani D, soha uchun qaraymiz. Qo’shimcha ravishda z — oo da
u = 0 bo'lishini (u(z) funksivaning nolga tekis yaqinlashishi) talab etamiz.
Bu masala yechimini(67) oddiy qatlam I;(z) potensiali ko‘rinishida izlaymiz.

Ma lumki, (&) zichlik usluksiz funksiya bo‘lganda [i(x) potensial D, da
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garmonik funksiya va cheksizlikda nolga tekis intiladi. p(€) zichlikni

lim Bu(z)
2—3€9,£€ D, an

= f(é), €S (105)

tenglamaning yechimi sifatida aniglaymiz.(94) formulani inobatga olib, (105)

dan

; & 1 .
)5 e grs — 2munl) = o)

Mgy 1S

yoki
1
.\‘_[ I " LIV AR ) S
@) f MO 5 grte =5/ @) bes (09

integral tenglamani hosil gilamiz. (106) tenglamani yechib, olingan vechimni
(67) ga olib borib qo‘ysak, (74) Neymanning tashqi masalssi klassik yechimiga
ega bo‘lamiz. Sunday qilib, (74) Neymanning tashqi masalasi yechilishi ham
integral tenglamaning yechilishiga olib kelindi. (106) integral tenglama, Fred-
golmning birinchi teoremasiga muvofig ixtiyoriy uzluksiz f(¢) funksiya uchun
yagona yechimga ega. Chunki unga mos keluvchi bir jinsli (102) tenglama
yechirmi, oldin ishot etilganiga ko'ra, noldan iborat. Shunday qilib, quyidagi
teorema isbotlandi.

T e o p e m a. (74) Neymanning tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz f

funksiya uchun klassik yechimga ega.

6.13.10 Neymanning ichki va Dirixlening tashqi

masalalari uchun integral tenglamalar

Oldingi paragraflardagi tekshirishlar shuni ko‘rsatdiki, Dirixlening ichki va
Neymanning tashql masslalari uchun yozilgan tenglamalar go‘shma bo'lar
ekan. Tablivki, bu masalalarni bir vagtning o‘zida o‘rganish mumkin va
bunday holni Neymanning ichki va Dirixlening tashqi masalalari holida ham
kutish mumkin.

(74) masalani D sohaning ichki D; qismi uchun garaymiz. Masala yechi-
mini (67) oddiy qatlam I;(z) potensiali ko‘rinishida izlaymiz. U holda u(¢)
zichlik (93) formuladan aniqlanadi. Unga ko‘ra p{¢) funksiya

1 a 1 1
(&) + p j‘i”(aﬁ;:]_é:éjds = §;f(§o)u beES (107)
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integral tenglamani ganoatlantiradi. (107) tenglamaning yechimini (67} ga
qo‘yib, Neymanning ichki masalasi yechimini hosil qgilamiz. Eslatib o‘tamiz,
{74) masala D; soha uchun hamma vaqt ham yagona yechimga ega bo‘la-

vermaydi. Yagonea yechim mavjud bo‘lishi uchun
y{ f(§de =0 (108)
5

tenglik bajarilishi zarur.

Shu bilan bir vaqtda (73) masalani D sohaning tashqi D, gismi uchun
qaraymiz. Chegaraviy shartga go‘shimcha ravishda |z| — oo da u(z) =
0 bo'lishini ham talab etamiz. Bu masala yechimini quyidagi ko‘rinishda

qidiramiz:

u(z) = yf (»S)f}nI 1t|'£{'+.,-- ; (109)

Bu yerda ¢« = const, y = (yl, Y2, ¥3) € D; - biror tayin nuqta, [t —y| -z vay
nugtalar orasidagi masofa . Yechim ikkilangan qatlam va D; schadagi nug-
taviy zaryad potensiallari yig'indisi tarzida ifodalangan, bu yerda o migdor
keyinroq aniglanadi.
Potensialning »(§) zichligi
m-—)g:‘“i?‘fl) u(z) - f(g())7 50 € S

chegaraviy shartdan topiladi. (88) ni inobatga olib, (109) formuladan

£l IEI

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan »(£) funksiya uchun

1
veo) + 5 f(& o = 3 |1 - e .

integral tenglamani olamiz. (107) va (110) lar qo‘shma integral tenglamalar.

N
,Z§ AE) g e g + 20 + e = 1)

, & e S (110)

Shuning uchun ularning yechilishini bir Vaqtda tekshirish mumkin. Bir jinsh

e 3 15 = 0, c 8 111
v(&n) }{ (£) Bng |; — wi{ 5 o (111)
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integral tenglamani qaraymiz. (84) formulaga ko‘ra & € S lar uchun

1 o 1 )
— p ———ds = —1.
2r | One € — &

)

Shuning uchun, ravshanki, v(§) = vy = const - (111) tenglamaning yechimi.

Bu esa A =1 ning
K(60,6) = o
S T 5 A T~
o dn< € — 50]
yadro uchun xos son bo'lishi va unga v = 1y = const xos funksiya mos

kelishini bildiradi. Fredgolmning ikkinchi teoremasiga ko‘ra A = 1 soni

1 d 1
o :'}rzc £— fﬂ‘

go‘shma yadroning ham xos soni bo‘ladi. Shuning uchun, avvalo, bu xos

K (&.¢) =

sonning rangini hisoblaymiz. A = 1 xos sonning rangi birga teng ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun bir jinsli

1 f o 1
. | o ___...____f'_[ 2
n(&o) + o j “(t"}:‘;m{ €= Eulm ) (112)

integral tenglama bitta xos funksiyaga ega ekanligini ko‘rsatish yetarli. po(€)
funksiya (112} tenglamaning xos funksiyasi bo‘lsin. Zichligi po($) ga teng

bo‘lgan oddiy qatlam
. . 1
oe) = f )=
P e
S

potensialini tuzamiz. uy(£) funksiya {112) tenglamani ganoatlantirishi sababli

(%)i:fum 0 e £|dé+2ﬂt0(so}“0
S

munosabatlar o'rinli. Demak, v(x) funksiya Neymanning bir jinsli ichki

Ov(z)

on. s

Av(z) =0, z € D;,

masalasining yechimi bo‘ladi. Shuning uchun v(z) = C = const, € DUS.

Uzluksiz zichlikka ega bo‘lgan oddiy qatlam potensiallarining D; yoki D,
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sohada nolga teng bo'lishidan uning zichligi S da nolga teng bo'lishi kelib
chigishini hisobga olsak, C' # 0 bo'ladi, aks holda ug = 0 bo‘lar edi.

(112) tenglamaning A = 1 xos songa mos keluvchi noldan fargli 1ig(€)
vechimi, ya'ni yo(€) bilan chizighi bog‘liq bo‘lmagan funksiya mavjud bo'lsin.

U holda oldingiga o‘xshash ravishda

1 .

(z) = fﬂg({)ﬁ—_—ﬂds =C=const#0, z€ DUS
5

kelib chiqadi. Ushbu

i) = gfu(:v) )i ]{ (g/to - ;;O) Iz—d_s?] (113)
S

funksiyani garaymiz. Qurilishiga ko‘ra, bu funksiya v1(z) =0, z € D,US va
{113)ga asosan vy(z) funksiya oddiy gatlam potensiali bo‘lgani uchun uning

zichligiga S da nolga teng, ya'ni

e - €)= 0, £ € 8.

Bu esa ji(£) va fig(€) funksiyalar chizigli bog'liq ekanligini bildiradi. Demak,
A = 1 xos sonning rangi birga teng. (112) tenglamaning fio{€) xos fuksiyasini
v(z) = }f ﬂo(g)]—agf_—glds =1,zeD,US (114)
s
shartdan tanlaymiz. Zichligi po(€) bo‘lgan bundayv potensialga Roben poten-
siali deyiladi. Shunday gilib, (112) tenglama yagona pg(€) xos funksiyaga
ega, qo'shma bir jinsti
o) + 5 f O s =0, o€ S (115)
2 / ng € — &)
tenglama esa yagona v = 1y = const xos funksiyaga ega, bunda vy = 1
deb hisoblash mumkin. Bu yerdan esa, Fredgolmning uchinchi teoremasiga

asosan, bir jinsli bo'lmagan (107) tenglamaning yechilish

1) 1-ds=0
5
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sharti kelib chigadi. Shunga o‘xshash, (110) tenglama uchun
% ,f(é) — } jp(€)ds =0 {116)
shartni hosil gilamiz. (108) shart bajarilganda (107) tenglama yechimi quyidagi
ko'rinishga ega bo'ladi:
(&) =€) + cpo(§), (117)

bu yerda (&) - bir jinsli bo'lmagan (107) tenglamaning biror yechimi. c¢ -

ixtiyorly o‘zgarmas. (117) ni (107) ga qo'yib, Neymanning ichki masalasi

. ds ; ds
u(z) = }f Fi(E)— + ¢ f Hof——m
J lz — €| J |.r. £|

yechimini yoki (114) ga asosan

u(e) = §

)

(118)

yechitmni hosil gilamiz. Shunday qilib, (108) shart nafagat Neymanning ichki
masalasi yechilishinining zaruriy sharti, balki yetarli sharti ham ekan. Bu
masala (108) shartni qanoatlantiruvehi ixtiyoriy uzluksiz f funksiya uchun

{118) ko'rinishidagi yechimega ega. Endi (116) shartni qaraymiz. Uni
ds R
Q fif-r:(g_}“t - _”;- = f,u-n(ﬁ),}{&)r.‘]&
s RS
ko‘rinishda yozib olamiz. y € D; ekanligidan (114) tenglikka ko'ra
ds
¥ rui](k. |E

8

Shuning uchun

o= § m©)€)ig (119)
g
{110) tenglama. ixtiyoriy uzluksiz f lar uchun vechimga ega. Birog bu yechim

yagona emas va u quyidagi ko‘rinishga ega:

v(§) =T(&) + a, (120)
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bu yerda 7i(€) - (118} tenglamaning biror yechimi, ¢y - ixtiyoriy o‘zgarmas.
{120) ni (109) ga qo'yib, Dirixlening tashqi masalasining
o 1 g 1 e
ulz) = — %;J{f);——?ds — ¢y % ~(— —ds -+ - - (121)

dnlr — & J on|z—¢| lz — 1yl
5

yechimini hosil gilamiz. & € D, ekanligidan (121) formula

o 1 T

onle —él Te—dl

1 .)tiﬁm (e) 2

ko‘rinishni qabul qiladi. e soni (119) tenglik yordamida aniglanadi. Shun-
day qilib, Dirixlening tashqi masalasi ixtiyorly uzluksiz f funksiyalar uchun
vagona yechimga ega.

Demak, quyidagi teoremalar isbotlandi.

T e o r e m a. Dirixlening (73) tashqi masalasi ixtiyorly uzluksiz f
funksiyalar uchun klassik yechimga ega.

T e o r a m a. Neymanning (74) ichki masalasi (108) shartni qanoat-
lantiruvehi ixtiyoriy uzluksiz f funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Biz faqat Laplas tenglamalari uchun chegaraviy masalalarni yechishning
integral tenglamalar usulini bayon gildik. Puasson tenglamasi uchun chegar-
aviy masalalar o‘xshash tarada yechiladi.

Misol uchun, Puasson tenglamasi uchun Dirixlening tchki
Ay =—F, x & D;=D, ulg = fz), flx) e C(Y) (122)

masalasini qaraymiz.

v(x) orqali zichligi F(£) bo‘lgan hajm potensialini belgilaymiz:

( ) A (‘50)

tes 4W D|Jf’“f|

u(z) funksiya o'rniga
w(z) =v(x) + w(x)

formula bilan w(z) funksiyani kiritamiz. U holda (122) dan hajm poten-

sialining xossasini inobatga olib, w(z) uchun chegaraviy
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Aw(z) =0, z € D, wls = f(z), f(z) = flz) - v(=z) (123)

|
I
masalani olamiz.

Shunday qilib, (122) masala (123) Laplas tenglamasi uchun chegaraviy
masalaga. olib kelindi. O‘xshash ravishda Puasson tenglamasi uchun boshga
chegaraviy masalalar ham Laplas tenglamasi uchun mos chegaraviy masalalarga
keltiriladi.

6.14 Xususiy hosilali differensial tenglamalar
yechimlari silligligining xususiyati to‘g‘risida

1. Parabolik va elliptik tenglamalar bo‘lgan hol.

5-bobning 8-paragrafida ¢(z) = u(z, 0) funksiva uzluksiz va chegara-
langan bo‘lganda (9) issiglik o‘tkazuvchantik tenglamasi uchun (10) Koshi
masalasi u(z,t) vechimining ixtiyoriy tartibdagi hosilalarining mavjudligi
ko‘rsatilgan edi.

Ushbu bobning 3-paragrafidagi 3-xossadan ma‘lumki, D sohada garmonik
w(z) funksiya D sohada barcha o'zgaruvchilar bo‘yicha ixtiyorily tartibdagi
hosilalarga ega bo‘ladi. Shu bilan birga, D sohada garmonik funksiya shu
sohada analitik funksiya bo‘ladi, ya'ni absolyut yaginlashuvchi darajali qator
bilan ifodalanadi.

u(z) funksiya D sohada analitik funksiya ekanligini ko‘rsatish nchun
bu schada to‘la yotuvehi ixtiyorly sharda uning snalitikligini ko‘rsatish ki-
foyadir.

Bunga ishonch hosil qilish uchun 7 = 2 bo‘lgan hol bilan cheklanamiz.
Koordinata boshini D sohada joylashgan deb hisoblab, quth koordinatalar
sistemasida yozilgan (28) Puasson formutasida ¥ —p = 0, Iél = p helgilashlar
kiritamiz. U holda, Puasson formulasining yadrosi ushbu

r? — |z]? 1—p°

72 + |z|2 — 2rjz|cos(¥ — ¢) 1+ p® —2pcosl
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ko‘rinishda yoziladi. Bu vadre p < 1 bo‘lganda darajali qatorga yoyiladi.

Hagigatdan ham,

1—p* 1 SN
—————————— = — 2Re———— = —~1-2 MY —
L+ p? —2pcost Llis Rel — pett N Re;p i
o oo
=—-1+2 Z plcoskf =142 L pF cos k(v — ). (124)

k=0 k=1
(124) gator p < 1 da absolyut yaginlashuvchi bo'ladi. Bunga asosan (28)

Puasson formulasi

X oe Nk
142 Z (i?—l) cos k(1 — f;‘:}:! dip. (125)
; =1 '

| '.3:-‘[ .
ulx) = 7_:17/ bi krf_"‘”)
0

ko'rinishega ega bo'ladi. (125) formulada |z| cos, |z|sin larni z; va xy lar
bilan almashtirib, u(z) funksiyaning 1, 23 o'zgaruvchilar bo‘yicha darajall
gatorga yoyilmasini hosil gilamiz. Ravshanki, bu qator |z| < r doirada ab-
solyut yaqginlashadi. Shu bilan Puasson formulasidan |z| < r doirada Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasining yechimi u(x), |®| = r aylanada beril-
gan f(z) chegaraviy shartlarning giymatlari fagat uzluksiz bo'lganda ham
analitik ekanligi kelib chigadi.

2. Giperbolik tenglamalar bo‘lgan hol. 4-bobning 6-paragrafida
ko'rilgan to‘lgin tenglamari uchun Koshi, Gursa va boshqa masalalar uchun
avvalgi bandda bayon qilingan fikrlar to'g'ri bo'lmaydi. Masalan, to'lgin
tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi u(x, ¢) Kirxgof formulasi bilan
aniqlanadi. Bu formulada berilgan o(z) va ¥(z), f(2,%) funksiyalar mos
ravishda uch va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgandagina u(x, ¢)
yechim ikki marta uzluksiz differensialanuvchi bo‘ladi.

Yoki tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasining yechimi 4-bobdagi
(33) formula bilan ifodalanadi. Bu formulada soddalik uchun g = yo = 0

desak, (33) formula

u(z, t) = (“ ; t) oy (l ; t) — (0) (126)
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ko‘rinishda yoziladi.

Bu formuladan ko‘rinadiki, u(z,t) yechimning silliglik tartibi berigan
o(x) va w(z) funksiyalorning sillighk tartibi bilan bir il bo'ladi, ya'ni bu
masala izlanayotgan u(z,t) yechimning k tartibdagi hosilalarining mavjud
bo‘lishi uchun berilgan w(z} va ¥(z) funksiyalarning % tartibli hosilalari-
ning mavjudligini talab gilishga to‘g'ri keladi.

Agar () yoki ¥(z) funksiya z = 0 nugtada uzilishga ega bo'lsa, (126)
formulaga asvsan, u(z,t) funksiya ham z + ¢t = 2¢ yoki z — t = 2£ xarak-
teristikalar bo‘yicha uzilishga ega bo‘ladi, yani ¢(z) va y(2) funksiyalarning
uzilishi w(z, ) to'lginning tor tebranishi tenglamasining xarakteristikalari

bo‘yicha uzilishiga sabab bo‘ladi.



7-Bob. Maxsus funksiyalar

7.1 Eyler integrallari

7.1.1 Beta-funksiya (I-tur Eyler integrali)

Ushbu g
/ 21— z)dz, a >0, b>0 (1)
1

xosmas integralni qaraylik.

a va b sonlarning quyidagi hollarini ko‘ramiz:
0<a<1,b>1Dhbolganda ¢ = 0 maxsus nugta; 2) ¢ > 1,0 < b < 1
bo'lganda 2 = 1 maxsus nuqta; 3) 0 < < 1,0 < b <1 bo'lganda z = 0 va
T = 1 nuqtalar maxsus nugtalar bo‘ladi.

Binobarin, (1) parametrga bog‘liq bo‘lgan chegaralaninagan funksiyaning
xosmas integralidir.

T a’rif. (1) integral beta-funksiya yoki Itur Eyler integrali deb
ataladi va B(a, b) kabi belgilanadi, demak

1<
B(a,b) = / 21—z 'z (a>0,b> 0).
0
Shunday qilib, B(a,b) funksiya R? fazodagi M = {(a,b) € R®: a €
(0,+0c), b€ (0,+00)} to‘plamda berilgandir.
Endi B(a,b) funksiyaning xossalarini o‘rganamisz.
Xossa. (1)

1

B(a.b) :/J:“"(] — x)" Y

il
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integral ixtiyoriy
My = {(a,b) € R*: a € (ag, +0), b € (by, +00)} (a0 >0, by > 0)

to‘plamda tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Isbot. Tekis yaginlashuvchanlikka tekshirish uchun B(a, b} integralni

1

/xrr ]'_ ]d;[? =

0 (]

22 H1 - ) dr+ [ 21— z)'dx

— e
n—\ o

ko'‘rinishda. yozib olamiz.
Ravshanki, ¢ > 0 bo'lganida fol /2 014y integral yaginlashuvchi, b > 0
bo'lganda esa f (1 — z)*~dz integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametr o

1/2
ning a > ap (ag > 0) giymatlari va ixtiyoriy b > 0, x € (0,1/2] lar uchun

:L‘u_l(l . .’L‘)b -1 < .’Ilao—l(l _ z)br)--l <‘ 2$ug-—1

tengsizliklar o'rinli. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

/:L'“"l(l — ) ldz

0
integralning tekis yaginlashuvchanligini topamiz. Shuningdek, parametr b
ning b > by (by > 0) glymatlari va ixtiyoriy ¢ > 0, x € (%, 1] lar uchun

1

211 -zt <21 — )l < 2(1 — g)P!

bo‘ladi. Yana Veyershtrass alomatidan foydalanib,

1

/w“_l(l —z)" e

1
2

integralning tekis yaqinlashuvchan ekaunligiga ishonch hosil gilamiz.

Demak,
1

[.‘lfd_l(l — )" ldr
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integral @ > ag > 0 va b > by > 0 bo‘lganida ya'ni,
Mo = {(a,b) € R?*: a € (ag, +0),b € (by,+00)} (a0 > 0,b9 > 0)

to'plamda tekis vaginlashuvchi bo'ladi.

Eslatma. B(a,b)ning M = {(a,b) € R?: a € (0,+00), b € (0, +00)}
to‘plamda notekis yaginlashuvchiligini ko'rish giyin emas.

X 0 s s a. B(a,b) funksiya M to‘plamda uzluksiz funksiyadir, ya'ni
B(a,b) e C(M) .

Hagigatdan ham,

1
Bla,b) = /:1:“‘1(1 —z)"
0

integralning My to‘plamda tekis yaginlashuvehi bo‘lishidan va integral os-

tidagi funksiyaning ixtiyoriy (a,b) € M da uzluksizligidan B(a,b) funksiya
M = {(a,b) € R?: @ € (0,+00),b € (0,+00)}

to‘plamda uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

X o s s a. Ixtiyoriy (a,b) € M lar uchun Bla,b) = B(b,a), va'ni
beta-funksiya simmetrikdir.

Darhagiqat, B(a,b) = fol %Y1 — z)*"'dz integralda z = 1 — ¢ al-
mashtirish bajarib,

! L
Bla,b) = /:5“_1(1 — ) e = / 711 —t)* 'dt = B(b,a)
0 i

bo'lishini topamiz.

X o s 8 a. B(a,b) funksiya quydagicha ham ifodalanadi:

00
. td—l
0

Hagigatdan ham, agar (1) integralda £ = & almashtirish bajarilsa, u

holda ;

Bla,b) = / 24 Y1 — ) Ve =

.ti
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T 0/ (t +1))a‘ ( 1i-t>)bm1(1 ft)Q 2 U/ § Z;wbdt

tengliklar xossaning o‘rinli ekanini ko‘rsatadi.
Xususan, b=1—a (0 < a < 1) bo‘lganda esa,

/ __lr ~ sinam’ (3)

(3) formulada a = 1/2 deb, quyidagini topamiz:

11

X o's s a. Ixtiyoriy

(a,b) € My = {(a,b) € R*: a € (0,+o¢), b€ (1,+00)}
lar uchun
b—1 .
3o, b0) = —————Bla.b—1,
Bla,b) e o Bla.b—1) (4)

tenglik o'rinli.
(1) ni bo‘laklab integrallaymiz:

1

1
B(a,b) :f 4 L(I }r, Yde = /(1 —.-ir)!"'!ff. (%) =
U}

Lob—1 a
+ —/.L‘"{l — )" 2de =
0 a

)]

1
[ —CL‘“(I - CC)U_[
&)

1
h—
= l/:::“(l — )" ?dx (a>0, b>0),

]

Agar

(1 - 2)"? =

2 yh—1

=2 M1-(-2)(1-2)"?=a"11-2)"? -2 (1 - 2)
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ekanligini etiborga olsak, u holda

1 1 1
/:1:“(1 = zv)”’"ldzu = /a:”"'l(l — w)b_zdx / 2711 = ’E)b gy =
0 0 0

)

= B(a,b—1) — B{a,b

bo'lib, natijada
-1
Bfa,b) = ——[B(a,b — 1) ~ B(a,b)]

tenglik bajariladi. Bu tenglikdan esa
b—1
B(a,b) = ———B(a,b—-1) (a>0, b>1)
a+b-1
bo'lishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash, ixtiyoriy
(a,b) € My = {(a,b) € R?: a € (1,+ox), b€ (0, +00)}

lar uchun

a—1

Bleb) = 51

Bla-1,6) (a>1,0>0)

bo‘ladi.
Xususan, b = n € N bo‘lganda

B{a,b) = B(a,n) = L—]—Iﬂ(a,n -1)

a—+n-—
bo'lib, {4} formulani talror go‘llash hisobiga quyidagini topamiz:

n—1 n—~2
+n—-1 a+n—2 a—|—

B(a,n) = 1B(a 1).

Ko‘rinib turibdiki,
1
a—1 1
B(_(L, 1) = % dr = a
0

Demak,
1-2:3---(n—1)

ala+1)(a+2)---(a+n-1)

Bla,n) = (5)
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Agar (5) da ¢ = m(m € N) bo'lsa, u holda

1-2-3---(n—1) ~ (n-Dl(m - 1)!
mm+1)(m+2)---(m+n—-1)  (m+n—1)

B(m,n) =

tenglik bajariladi.

7.1.2 Gamma-funksiya (II-tur Eyler integrali) va

uning xossalari

Ushbu
+o0

/ % e " dz (6)
0
xosmas integralni qaraylik. a ning a < 1 giymatlarida, z = 0 nuqgta integral
ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘ladi, chunki z —» 4-0 da integral os-
tidagi funksiya cheksizga intiladi. Demak, bu holda {6) integral ham cheksiz
oraliq bo'yicha chegaralanmagan funksiyadan olingan xosmas integral ekan.

Bu integralni ikki qismga

+co 1_ +o0
/y““re":}.’.;r :]x"_le'xdw—i— /w“—le‘”‘d:l;
0 0 i

ajratib, ularning har birini alohida-alohida yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

Birinchi .

/;r.” le *dx
0
integralda, integral ostidagi funksiya uchun
1 1 1
<zle"<— (0<z<1)

e zl-e pl-e

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Ushbu
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integral 1 —a < 1, ya'ni ¢ > 0 da yaqginlashuvchi, 1 —a > 1, ya'nia < 0

da uzoqlashuvchi. Endi jl 2" 'e™"dz integralni yaginlashuvchilikke tek-
shiramiz.
Bunds,

it T iy B

T—+00 = oo e¥

o'rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin.

Ushbu [, Ldz integral yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, ST e te2dy
integral ham yaginlashuvchidir. Shunday qilib, []H” o le~Tdy mtegral a
ning ixtiyoriy giymatida yaginlashuvchi. Natijada berilgan f e~ %dy
integralning a > 0 da vaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

T a’rif (6) integral Gamma-funksiya yoki Il-tur Eyler integrali deb
ataladi va I'{a) kabi belgilanadi. Demak,

oo
I'a) = / pirle T
0

Shunday gilib, I'(a) funksiya (0; +00) da berilgan. Endi I'(a) funksiya-
ning xossalarini o‘rganaylik.

X o s s a. (6) integral

4*‘?0
Ma) = / r* le %dz.
0
ixtiyoriy [ag, bo] (0 < ag << by < +o0) oraligda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
Isbot. (6) integralni quydagicha ikki qismga ajratib,

+00 1 +oc
/a:“"lc‘wdw:/ g1 ~J”(M,Jr/ le=2dy
0 0 1

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.
Agar ag (ag > 0) sonni olib, parametr a ning a > ay giymatlari garalsa,
unda barcha z € (0,1] uchun % le™* < L

asosan

—1%s ,,n bo‘lib, Veyershtrass alomatiga

1
/3;“‘1@"1'0330
0
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integral tekis yaginlashuvehi bo‘ladi.
Agar by (by > 0) sonni olib, parametr a ning a < by giymatlari qaraladi-

gan bo‘lsa, unda barcha z > 1 lar uchun

bO 451 > bo+1 1

wa—le~a: S xbg—le-—w < ( B
€

+00 1
1

integralning yaqinlashuvchanligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko'ra,

+00
/ 2% e da
0

integralning tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini kelib chiqadi. Shunday qilib,

2

bo'lib,

oo
T(a) = / % e %dy
0
integral {ag, by] (0 < ap < by < +00) da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
Eslatma. I'(a) ning (0, +c0) da notekis yaginlashuvchiligini ko‘rish
giyin emas.
X o s s a. I'(a) funksiya (0, +oc) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi
uzluksiz hosilalarga ega va n—tartibli hosilasi
+00
IM(a) = / z% e % (Inz)"dx
0
ga teng.
Ixtiyoriy a € (0, +00) nugtani olaylik. Unda shunday [ag, bo] (0 < ag <
by < ++oc) oralig topiladiki, bunda @ € [ag, bo] bo‘ladi. Ravshanki,
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integral ostidagi f(x,a) = 2" 'e ™ funksiya
M = {(z,a) €R*: z € (0,+00), a € (0,+00)}

to‘plamda uzluksiz funksiyadir. (6) integral esa (vuqorida ishot etilganiga
ko'ra) [ao, bg] kesmada tekis yaginlashuvehi. U holda, I'(a) funksiya [ag, b
da shu bilan bir qatorda a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. (6) integral ostidagi

flz,a) = 2 te® funksiya
fiz,a) =2 e *Inx

hosilasining M to‘plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash giyin emas.
Endi

+oo

+00
/ fi(z,a)dz = / 2* e Inzde
0 0
integralni [ag, by| da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ushbu

+oc
/ % e " In zdz
0
integral ostidagi z* le™” Inz funksiya uchun 0 < 2z < 1 da

|z* e lnz| < 2% |lnz]

tengsizlik o‘rinlidir. ¢ = 2%/2 [Inz| funksiya 0 < £ < 1 da chegaralan-
1 L
ganligi va [ % ~'dz integralning yaqinlashuvchiligidan [ 2%~ |In | dz ning

0 0
ham yaginlashuvchi bo‘lishini va Veyershtrass alomatiga ko‘ra garalayotgan

1
/ 2" e Inz| dx
0

integralning tekis yaqginlashuvchi bo‘lishiga ishonch hosil qilamiz.
Shunga o‘xshash quyidagi
+oc
/ 297 e ™% In zdx
0
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integralda, integral ostidagi 2% 'e % Inz funksiya uchun barcha z > 1 da

I by—1_—a | z bo+2 g
e Tl <z e "hhx <z T < | —— - —
€ z*
oo
bo‘lib, 4 integralning yaginlashuvchanligidan, yana Veyershirass alo-
2 er g ¥ & by o Y
0

+cc
matiga ko'ra, [ z* e %dz ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. De-

1
mak, [ag, bg] da

+oc
/z“‘le”x In zdz
0
integral tekis yaginlashuvchidir. Unda
+00 ' 4o +00
(a) = /z“‘_le“xdw = /(3:"‘1@"1)’011': /w“"]eﬂ' In xdz
0 0 0

boladi va I'(a) [an, bo] da shu bilan birga a nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo'l bilan I'(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tar-
tibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
oo
r™(a) = /x“ﬁle“”(lna;)”dx, n=123,..
0
bo‘lishi ko‘rsatildi.

X o s s a. I'(a) funksiya uchun ushbu
Te+1)=a-T'a), a>0

formula o‘rinli.
Hagigatan ham,
+20 +00 ;
I'a) = /z‘“’le_mda; = / e ’d ('—)
X G (i
integralni bo‘laklab integrallasalk,

+x
F(a)—e‘m-ﬂ+°°+/£-€'”d1;—ll‘(a+1)
' N a0 a a

0
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hosil bo'lib, undan
I'(a+1) = al'(a) (7)
bo'lishi kelib chigadi.
Bu formula yordamida I’(a 4+ n) ni topish mumkin. Darhagigat, (7)

formulani takror go‘llab,
Pla+2)=T(a+1)-(a+1)

Fa+3)=Tla+2)-(a+2)
Ma+4)=T{a+3)-(a+3)
MNa+n)=T{e+n-1)-(a+n—-1)

bo‘lishini, bulardan esa
I'a+n)={(a+n—Da+n—=2)---(a+2)(a+1)al(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a = 1 bo‘lganda
I'n+1)=nn-1)---2-1-T(1)

bo‘ladi. Agar I'(1) = fC+°C e “dr = 1 bo'lishini ¢'tiborga olsak, unda

Pin+1)=mn!

ekanligi kelib chigadi.

Yana (7) formuladan foydalanib, I'(2) = T'(1) = 1 ekanini ko'rish giyin
emas.

Shunday gilib, I'(a) funksiya (0, +o0c} oraliqda berilgan bo‘lib, shu oraliqda
istalgan tartibdagi hosilaga ega. Bu funksiyaning a = 1 va a = 2 nuqtadagi
qiymatlari bir-biriga tengligi uchun unga matematik tahlil fanidan ma’lum
bo‘lgan Roll teoremasini go‘llaymiz. Demak, Roll tecremasiga ko‘ra, shun-
day a*(1 < a* < 2) topiladiki, I'(a*) = 0 bo'ladi. Ixtiyorly a € (0, +c0)
da,

+00
M(a)= / z* e *In’ zdz > 0
0



Eyler integrallari 375

bolishi sababli, TV(a) funksiya (0, +00) oraligda gat’iy o'suvchi bo'ladi. De-
mak, I'(a) funksiya (0, +o0) da ¢* nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga ay-

lanmaydi, ya'ni
+00

Ma) = / 2" e *Inadr =0
0
tenglama (0, +00) oraliqda a* dan boshqa yechimga ega emas. U holda
0<a<a* dal’(a) <0,

a* <a<+oo da [(a) >0

bo‘ladi. Demak, '(a) funksiya a* nugtada minimumga ega. Uning minimum
giymati I'(a*) ga teng.
Tagqribiy hisoblash usuli bilan a* = 1,4616... va T'(a*) = minl'(a) =
0, 8856... bo'lishi topilgan.
T'(a) funksiya @ > a* da o‘suvchi bo‘lganligi sabablia >n+1, n € N
bo‘lganda I'{a) > I'(n + 1) = n! bo'lib, undan
lim I'(a) = 400

00
bo'lishini ko‘rish mumkin.
Ikkinchi tomondan, a — +0 da I'(a + 1) —» I'(1) = 1 hamda I'(a) =
_l"(at_{+1) ekanligidan
(0] = o

kelib chigadi.

7.1.3 Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish

Quyida B(a, b) va T'(a) funksiyalar orasidagi bog'lanishni ifodalovchi for-
mulani keltiramiz.
Ma’lumki, T'(a) funksiya (0, +00) da, B{a,b) funksiya esa R? fazodagi

M= {(a,b) €R*: a € (0,+0), be(0,+00)}

to'plamda berilgan.
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T e o r e m a. Ixtiyoriy (a.b) € M uchun

T(a)'(d
Bl = I‘(a,)—{- b))
formula o'rinlidir.
Isbot. Ushbu
+oca
Fla+b) = / 2 1e~%dy (¢ > 0,b > 0)
0

integralda z = (1 + t)y, t > 0 formula bilan o‘zgaruvchini almashtirib,
quyidagiga ega ho'lamiz:
oo
[(a+b) = / (1 + t)arblyetb—le=(Hy(] | gy =
0
+00
.. (1 75 t)a--l—b / ya+b—le—(1+t)ydy.
0
Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlarini noldan farqli (1 + )%+ ifodaga
bo'lib,

-+o0

P((J,‘|‘ b) atb-1 (141
G = [ v ety

formulani hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini %! ga ko'paytirib,
natijani (0, +-0c) oralig bo‘yicha integrallaymiz. Natijada
oo I+ x R
r { - h) / = ”_, It / / ya-;—-b—I(_—{Ifl-l-r};;d?j l\ﬂ_de-
0oL _

tenglikni olamiz. (2) formulaga ko‘ra

+00 ta—l
—————dt = B(a;
Tt =B@b)
ho'lishini e’tiborga olsak, unda
+05 | +00
T(a+b)- Bla,b) = / / g2t le= (At gy | o1y (8)

0 0
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bo'ladi. Endi (8) tenglikning o'ng tomonidagi integral I'(a)I'(b) ga teng
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, avvalo, bu integralda integrallash
tartibini o‘zgartirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Xosmas integrallar tartibini
o'zgartirish haqidagi teorema shartlari qanoatlantirishini tekshiramiz.

Dastlab a > 1, b > 1 bo‘lgan holni ko‘ramiz. a > 1, & > 1 da, ya'ni
{{a,b) e R*: a €(1,+0), be (1,+00)}
to‘plamda integral ostidagi
F(t,y) = yr-tge-le-U+ty

funksiya ixtiyoriy (t,y) € {(t,y) € R?: ¢ € [0, +00),y € [0,+00)} da uzluk-
siz bo'lib, f(t,y) =yt te 40y > 0.
Ushbu

+oc

/ f(f y)dy . / n+b—1ta-—le—(1+t)ydy
0
integral { o‘zgaruvchining {0, 4+-co) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki

+-20 .
-t

i1, atb—1 ~(1+t)y 7.,
/t‘ y° e Ydy = I'(a + b) - (14-15)'””
0

+00
/ t(LAl,ya--.Lb—le-—(l—}-f;)ydt 2 I‘(a) 3 _Ub——lefy
0

formula o‘rinli ekanligidan ushbu

b

+oc
/ f(t, U)d,t = / ta-—lya.-kb——le—(l—f-t)ydt
v

0

integralning y o‘zgarnvchi bo‘yicha [0, +oc) oraliqda uzluksiz funksiya bo‘lishi

kelib chiqadi. Nihoyat, yuqoridagi (8) munosabatga ko'ra

400 [ -+oc ']

/ /ta -1, a+b— Ler (Ht)ydUJ dt
0
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integral yaqinlashuvchi. U holda

+00 Ho0
/ / 40 1 a+b 1 —(1 H)ydt d’y
0o Lo ’
integral ham yaginlashuvchi bo'lib,
+C30 +0
] /t“_ly”": b-lg-(+thigy | di =
o Lo
+oo [ +oc
i / / -ty gy | gy
o Lo
tenglik bajariladi. O‘ng tomondagi integralni quyidagicha soddalashtiramiz:
{“x‘. B I'n
/ /5“' Lyoth-lo=(+ygy | dt =
o Lo ]
+oo [+ i
= / / ta——lya+b—le—-(l+t)ydt d'l/ _
o Lo :
+20 " +oe L
— / yu+b—le—y / 1o ]l-'- —t¥ It (E_” =
n .0 .
+oc " +oo
] 1 '
Hu-{-fi i‘,._—lr;_a / (t.y)ll—letyd(ty) dy =
0 =l
“-oc
~ [yt T @y =T(@re). (0)

0

Natijada (8) va (9) munosabatlardan

T{a +b)B(a,b) = ['(a)L'(b),

va'ni,
(a) - T{b) (10)

RI b\:
AN = Ta+b)
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bo'lishi kelib chigadi. Biz bu formulani ¢ > 1, b > 1 bo‘lgan hol uchun
isbotladik, endi umumiy holni ko‘ramiz.
Faraz gilaylik, a > 0, b > 0 bo'lsin. U holda isbot gilingan (10) formulaga

ko'ra
M(a + 1)T(b+1)

a4+ 1,54 1) = =
Bla Ll Ma+0+2)

(11)
Shuningdek, I'(a), B(a,b) funksiyalar uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

8L giain

Bla+1,b+41) = a+b+la+b

—2% _ _Blab+1)=
a-+b+1 8:941)

U(a+ 1) =al'(a), D(b+ 1) = bI'{h),
Tla+b+2)=(a+b+ 1) (a+b+1)=(a+b+1)}{a+b)(a+b)
Natijada, (11) formula quyidagi

a-b a-[Ma)-b-T'(D)

Bla,b) =
(a+b)la+b4+1) {412 (a+b)lat+b+ D{a+b)

ko'rinishga keladi. Bu esa (10) formula @ > 0, b > 0 da ham o'rinli ekanligini
ko‘rsatadi.

N a t ij a. Ixtiyoriy a € {0,1) uchun

(@)(1 - a) = — 1
P@)r(1 - a) = = (12
bo‘ladi.
Hagigatdan ham, (10) formulada b = 1 — a deyilsa, unda
@)1 —a)
B(a,1—a) = 0

bo'lib, (3) va I'(1) = 1 munosabatga muvofig,

(@)1 - a) =

~1).
sin air (0<a<1)

Odatda, (12) formula keltirish formulasi deyiladi. Xususan, {(12) da ¢ = %

deb olsak, unda
1 ;
Ti=)=+/n
(5)-v

bo'lishini ko‘ramiz.
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N atija. Ushbu

rlar (a+ ) = 525

formula o'rinli.
Dastlab (10) munosabatda a = b deb hisoblab,

I'(a)T'(a)

B =R
(a,0) I'(2a)
bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz. So'ngra,
1 1 b . yya-1
— . - a=L yu Hoag—— ey =
Bla,a) = / (1 —z)|*" do = / 1 (? JL) da
0 0 .

tengliklarning oxirgi integralida 1-g= %\/ t almashsirish bajarib,

1
Lol 1 i
B(a, ) :2/ h(l = t}J ¢ i =

0

1 3 -1 74 a1 1 1 ‘
=eorT ]ﬁ 72(1 =) dt = a1 B (E'G)

ga ega bo'lamiz. Natijada,

e 1 _(1
I'(2a) 2%13 2)

formula hosil boladi. Yana (10) formulaga ko'ra
,T}'/l u\ :I‘(%) -T(a) = [(a)
2 } P(%%—r}.} ¥ P(% - a)
bolib, (13) munosabatdan
Pfa) 1 1
T'(2a) 2%1
ekanligi kelib chigadi. Demalk,

Ia)l <a + 3) /T T'(2a).

2 = 220,4-1

Odatda, (14) formula Lejandr formulasi deyiladi.

(13)

(14)
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7.2 Bessel funksiyasi

7.2.1 Bessel tenglamasi

Ushbu _ -
y”+1y’+ (1—3"-\ y=0 (15)
D> a; ZEZ) >
tenglamaga Bessel tenglamas: deyiladi. Matematik fizikaning ba’zi masalala-
rini o‘zgaruvchilarni ajratish usuli (Furye usuli) bilan vechishde Bessel tengla-
masiga kelinadi. (15) tenglamaga ekvivalent bo‘lgan quyidagi tenglamalar

ham uchrab turadi:

2y + oy + (af ~ )y = (16)

3

7 v
(@y) + (@~ —)y=0. an
(15) Bessel tenglamasining har gqanday nol bo'lmagan yechimiga silindrik

funksiya deyiladi.

7.2.2 Bessel funksiyasi

v indeksli Bessel funksiyasi

A

I .
Jo(z) 1;\;;-111%71}() (19)

gator bilan aniglanadi, bunda I'(z)— Eylerning gamma-funksiyasi.
Qulaylik uchun Bessel funksiyasini quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

Tu(z) = (%) ( =),

\2/

bunda
(1lck

ZI‘(k—H)Jrl)l k+1)

(20)

Dalamber alomatiga ko'ra (20) qator barcha |2| < R, Jv| < N larda tekis
vaginlashuvchi, bunda R, N -ixtiyoriy musbat sonlar. Ko‘rinib turibdiki,
(20) qatorning har bir hadi butun funksiyalardan iborat bo'lib, bu funksiyalar
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barcha kompleks tekislikda analitikdir. Bundan tashqart, (20) qatorning har
bir hadini tayin v ga mos z o‘zgaruvchining butun funksiyasi deb garasak
bo'ladi voki tayin z ga mos v o‘zgaruvehining butun funksiyasi desak ham
bo‘ladi. U holda f,(2) ham komleks o‘zgaruvchili butun funksiyadan iborat
bo'ladi.

J,(z) funksiyaning (17) tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun (19) qatorni hadma-had differensiallaymiz va hosil bo‘lgan ifo-

dalarnini soddalashtiramiz. Nazijada

V(2k+v) gz \ 24y
= fi=
(=) = zr(kﬂ;ﬂ)r(kﬂ) \2)

k(')k_;_? 12 o
“’_ kzglmvﬂ)l(k“)( )

ifodalarni hosil gilamiz. U holda

o i . V(2% + v)? — 0¥ it
e U 7)) ~ i) Z(u,nr(mu() il

k=0

... L —1)*4k(k + v) A @)
Tk +u+1r(k+1) \2/

Gamma, - funksiyamng X058a51ga asosan
Tk+v+1) = (k+v)['{(k+v), [(k+1) =k['(k)

ekanligidan foydalansak, (21} quyidagicha soddalashadi:

d 2 ) % —]J 2k+v
s @@~ h@) =43 mre (5)

k — 1 = m belgilash kiritib,

d : 4 J.)m 1 N 2mtud
a— (xJ (z)) — v2 I 4 =
g ) =UiduE) = Z I( m+11 F T (m + 1)( )

e 03\ (_l)m 3 2m-tu _ .2
. mz_j)l"(m—l—er Hr(m+1) (2) =—2"Jz)
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ayniyatlarni hosil gilamiz. Bu esa J,(z) funksiya Bessel tenglamasini qanoat-
lantirishini ko‘rsatadi.
(15) tenglamada v ni —v bilan almashtirsak, u holda J_,(x) funksiya
ham (15) tenglamnaning yechimi bo‘ladi.
ke —u

N - (—1)* @\ 2
el kZ_: ), (22)

0

Ko'rinib turibdiki, (19) va (22) funkstyalarning har biri v ning butun bo‘lmagan
giymatlarida & = 0 nuqta atrofida o'zini turlicha tutadi:

1:!:

Ju(l) = m[l + 0(232)], z — 0, (23)
J—U(Z) = ’EUF—(.;:.II—T)[I + O(.CCZ)], r — 0. (24)

Bu funksiyalarning birinchisi £ = 0 nugta atrofida chegaralangan, ikkin-
chisi esa bu nugta atrofida chegaralanmagan. Shuning uchun v ning bu-
tun bo‘lmagan giymatlarida J,(z) va J.,(z} funksiyalarning har biri o‘zaro
bog'liq bo‘lmagan holatda (15) tenglama yechimlarining fundamental sis-
temasini tashkil etadi. Yuqorida keltirilganlarni hisobga olib. (15) tenglama-
ning yechimini butun bo‘lmagan v lar uchun .J,(z) va J..,(z) funksiyalarning

chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin:

y(z) = C1du(z) + CaJ(z).

7.3 Bessel funksiyasining asosiy xossalari va

rekkurrent formulalar

Quyidagi lemma Bessel funksiyasi asosiy xossalarini ifoda etib, "Xususiy
hosilali differensial tenglamalar" uchun turli masalalarni echishda keng qo‘lla-
niladi.

I. e m m a. Bessel funksiyalari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

Jon(z) = (~1)"Jo(z), n € Z, (25)
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d [ J,(x) Jogi(z)

& ( ) = (26)
d .

a(:t"'u‘;.(i‘}) =a¥Jy,1(z), (27)
Jr.'-FI(:T.J = %:JU(!) - J:,(.'.".‘}, (28)
Joa(@) = ZJu(a) + i), (29)
Jor1 + Jo1(z) = —2J5(x), (30)
Jos1(@) = Joa(z) = —2J5(=), (31)
/ gt o de = £ T, (x) + C, (32)
/:z:Jg(w)dm = zJi(z) + C, (33)
/ 2 Ji(z)dz = —2*Jo(z) + 22J(2) + C, (34)
/ 23 Jo(z)dx = 222 Jy(x) + (2® — 4x) Jy(z) + C, (35)

: . B, (az)J (Bz) — ax (cx) . (Px
/Jf-h-(rir.ffJJf-(r"J'i!-')ffi?-‘ _ Pz (e} T J{:l - Sj Jex)dy(Bx) LC, (36)

bunda o # 3,

/u:.ff[n-;r}d;;: =

o

/ A (%> 4 (M) dr =0, k#m, (38)
o ZTg

0

bunda g, va pr— lar guyidagi tenglamaning musbat ildizlari:

22

}:r.'""(l_.’,,(ﬂ.r.‘)}g + (:r.‘3 - %) (Jt_.(ﬂ:r?))?'l + C, (37)

b3 =

oy (1) + Budy(p) = 0.

Isbot. (25) ni isbotlaymiz. Umumiy holda n > 0 holatni ko‘raylik
va (22) qatorda v = n bo'lsin. (22) gatorning dastlablki n ta hadi uchun
gamma-funksiya xossasiga asosan ﬁl—) =0, bunda k =0,1,2...,n -1,

ekanligidan,
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_ b (-1)k N 2k—n
J-n() —Z-—::F(k—n FOT(k+1) (:\

bo'ladi. Bu yig'indida k& — n = m belgilash kiritish natijasida

( )m+n _'1;\ 2(m+n)—n
b L =
Z —~ D(m+ )T (m+n+1)\ /]

T ( 1)"" 2m+n L
il ZI’m—l 1)1‘(m+n+1)( ) = (= 1)"n(z).

(26) formulani tekshirish uchun (19) ning chap va o‘ng tomonlariga & ni

ko'paytiramiz. Natijada

Jo(z Y — [=1)F 2\ 2
v _( ) Z[ "——'.'.J—i-l)(;)

mm==l)

ni hosil gilamiz. Bu gatorning ikkala tomenini differensiallasak, u holda

d {J(z) kP (-1)*k 2%-1
2= Lt )

dz | zv

NEE (k o 261
:(E) Z:I‘(Ic)I‘(k+v+1) (5} :

Oxirgi yig'indi indeksida k¥ — 1 = m almashtirish bajargandan so‘ng ifoda

quyidagi ko‘rinishni oladi:

d J,,,(.’I,‘) b Y, 80 ( 1)1n+1 [IE\'|2m+l
dr | =¥ | — T'(m + 1) (m + v +2) \2/

= (2/ Z T(m+ 1)r(13r:l+ v+ 2) ( )MH ' (39)

(26) formulaning o‘ng tomonidagi ifoda ushbu yoyiladi

Jop1(x) . ( 1

( 1)"" / T\ 2m+1
v 2

v oa
40
2) = T(m+1)(m+v+2) \3) (40)

qatorga yiyiladi. {39) va (40) formulalardan {26) kelib chigadi.
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Quyidagi tengliklar (27) munosabatning bajarilishini ko‘rsatadi:

iz ol 1 _%f. o s (=1) N\ 2k+v B
a T =g (“' %r(kw F)I(k + 1) (5) ) ¥

TTlie Lo (—1)F EA
o %6 T(k+v+ )O(k+1) (2) *

.- (_1)1:@;_") s\ 2k+o—1
;.E; FErorDrren ha) =

o
) _1)k T\ 2k+v-1
== .?uv——_(— z .

Y Tk + o)k +1) (2) 2" Jy-1(2).

(26) dan (28) tenglik kelib chigadi. Haqigatan, (26) tenglikning chap

tomonini ko'paytmaning hosilast

J@) 0@ _Jenlz)

v -t 1 v

ko‘rinishida yozib olamiz. Hosil bo‘lgan tenglikni z¥ ga ko'paytirib,

Fh L UJ‘U(I) P
L) — % = —Jopn L)

ifodani hosil gilamiz.

Bevosita (26) dan (29) formula kelib chiqadi.

(28) va (29) tengliklarni o‘zaro qo‘shish natijasida (30) munosabat kelib
chigadi.

(28) va (29)tengliklarning birini ikkinchisidan ayirib, (31) munosabatni
olamiz.

(27) formuladan foydalanib, ushbu

/ m'”HJ,,(J:)dx

integralni hisoblaymiz.

(27) da v ni v+ 1 ga almashtiramiz va

- d v
£ J,(x) = E;(x L (z))
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tenglikka kelamiz. Bundan esa,

/.’r:“ LT, (z)dz = / ;—i(;r:""rIJ,..H(‘C))d;a.- =" 1 4(z) + C.
(LT

(33) integral (32) integralning xususiy holi bo‘lib, u (32) da v = 0 deb olsak
hosil bo'ladi.
Endi (34) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. (32) infegral v =1

da quyidagicha ko‘rinish oladi:
/I2J1 (z)dx = 22 Jo(z) + C

v = 2 indeksli Bessel funksiyasi uchun (30) rekkurent formuladan foydalanib,

Bessel funksiyasining indeksini pasaytiramiz va
Jo(x) = —J()(x)% + Ji(z)
ni hosil gilamiz. U holda
/wzJj_(m)d:c = —2%Jo(z) + 22J,(x) + C

(34) bilan ustma-ust tushadi.
Ushbu

/z3J0(x)d.7;

integralni hisoblash uchun (27) formuladan v = 0 bo‘lgan holda foydalanamiz:
zJo(z) = d [zJi(z))
O 27 = dl. t. 1 .
U holda hosil bo‘lgan
d
/ Phia)ds= / P e ()l

integralni bo'laklab integrallash natijasida

/:1;3J0(x)dm =23 Jy () — 2 /xZJL(x)dw

ga kelamiz. Bu ifodaga (34) formulani go‘llab, isbotlanishi talab etilayotgan

tenglikni hosil qilamiz.
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(36) tenglikui ishotlashga kirishamiz. Buning uchun ushbu

1 v
%{,ry') + (n T — —) y=0 (41)
ar
tenglamani qaraymiz. Bu tenglamadagi noma’lum funksiyaning argumentini
E=ax, >0

formula bilan yangi erkli o‘zgaruvchiga almashtiramiz. U holda bu funksiya
y(z) = y(€) ko'rinishda yozilsin. Hosil bo‘lgan funksiyani (41) tenglamaga.

qo'yish uchun avval bu funksiyaning hosilasini topamiz:

(@) = 7O /() =710, 5,0V(@) = EEFTO)a

Bularni (41) ga qo'yib, ushbu

d, ., o N e
%(S?J )+ &~ )= 0 (42)
Bessel tenglamasiga kelamiz. (42) Bessel tenglamasining yechimlaridan biri

(&) = J(¢)

dan iborat. Bunda oldingi o'zgaruvchiga o‘tadigan bo‘lsak, y(z) = Ju(ax)
{41) tenglamaning yechimini topamiz. Natijada J,(cz) funksiya (42) tenglamani

qanocatlantiradi va undan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

L ,;:d"}"(f”]) + | oz — 1 Jy(az) = 0.
dx dr | T

Ravshanki, quyidagl munosabat esa J,(8z) uchun o‘rinli:

d‘i( d"j}f”)) (ﬂ2 2) (82) = 0

Yugoridagi tengliklardan birinchisini J,(8z) ga, ikkinchisini J,{az) ga ko'pay-
tirib, birini ikkinchisidan hadma-had ayiramiz. Natijada quyidagi tenglik
hosil bo‘ladi:

d dJ (o dJ dJy(Bz)

da: Cdr T dr



Bessel funksiyasining asosty xossalari 389

—(a® — ﬁZ)IJl,((.rrr;}._!,.['_U:'.:;) = (),

Bu tenglikning har ikkala tomonini integrallab,

[ o59 () - (42

(@ = ) [ 2dilan) Bz = C
J

formulani olamiz, bu yerda C - ixtiyoriy o'zgarmas. Birinchi ikkita integralni

bo‘laklab integrallaymiz:

dJ,(ax) d.J,( m‘ui}t\fh}
i St/ SN AV onc K ) %

)
=
dz dx dz gt )

Ju(Bx)x

dz dx
Ravshanki, bu munosabatlardan (36) tenglik kelib chigadi.

+/. lMd—'}igﬁm—)dm — (e? — 8% J,If zdy{az)dz = CJ,(fz).

(37) formulani isbotlash uchun (36) tenglikda 5 — « deb, limitga o*tamiz.

Ko‘rinib turibdiki, chap tomondagi ifodaning limiti

/ xJ (ox)dz (43)

ga teng boladi. O'ng tomondagi ifodaning limitini topamiz. Payqash giyin
emaski, bunda o‘ng tomondagi 1f0da ; ko‘rinishidagi anigmaslikdan iborat.
Limitni hisoblash uchun Lopital qmdaSLdzm foydalanamiz. Natijada quyidagi

ifodaga kelamiz:

Bady(az)J( ,dL — o) () (Fx)
fre — 52 B

S d,. [Bzdy(ax) (B} — azd(az)],(5x)) B
'i—mr —2/3 o

= -—-2—1& %1? [z, (az) JL(Bx) + B’ Jolax)J)(Bx) — ax?J, (ax)J!(Bz)] .
| (44)

7,(z) funksiya (16) senglamani qanoatlantirishini hisobga olsak, ushbu

" Bx) = —BaJ( (fx) 4 [_U?' — (I;'_'i_-z.')z},}.“{.."'J'.'f:}
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tenglik o'rinli bo'ladi. J(Bz) ifodani (44) ga qo‘ysak, quyidagi munosabat-
lar o'rinli bo‘ladi:
. Bady(ax)(Bz) — axd)(ax)J,(Bz)
him =
B-a a? — ,32

- 1 = 2 gt 4
o= /Iglm{zJu(ax)J (Bz) — az® T (ex) T (Bx)+

+EJ,,(a:v) [~Bzy(Bz) + (V¥ - (bz)*) Ju(Bz)] } =

= % hm aJszJ'(omc)J’(,S'x) + —b;{)————
(8

Jo(ax)J,(fa )I

1 N
= — |2%(J)(ax))? + (:c2 - :—15) J,_*.(ozz) X (45)
(43} va (45) dan (37) munosabat kelib chigadi.

Nihoyat (38) formulaning o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz. (36) tenglikdan

f aJ, (“"‘”’”") & (M) o =
To y 70

o
= 3 2 =
eZ ) | EmZ
(=) - (&) :
”rrr (,ui ] JT fult.,”;l 'L ;U'f."}:(."-E'k)Jm(,“'m.) 2
9 T (46)
I k — Man

lar kelib chigadi. Bu tengliklarda py va pm lar ady(u) + BpJ)(u) =

tenglamaning musbat ildizlari ekanigini hisobga olsak,
oy (i) + By (px) = 0

OlJu(/J»m) + Bpimd, (llm) = (47)
tengliklar bajarilishi shart. Bu yerda «, # lar bir vaqtning o‘zida nolga teng
emas, ya'ni a® + % # 0. U holda (47) sistema determinanti nolga teng
bo'ladi:

Jolie) gy ()

- P s - /«Lva(ﬂk)J{’(p’m) = #kJ:'(»uk)']v(/l‘m)-
i Jf.'i.*’-"-!r:) f"'!r"If.-“"'r-'l)

Bu esa, (46) bilan birga (38) tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.
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7.3.1 Neyman funksiyasi

Ushbu
Jo(z)eosmo — J_,(z)

L UHEN (48)

Ni(z) = sin v

formula bilan aniglanadigan funksiyaga v indeksli Neyman funksiyasi deyi-
ladi. Ko'rinib suribdiki, Neyman funksiyasi (15) tenglamaning yechimi bo‘ladi,
chunki bu funksiya J,(z) va J_,(z) funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi-
dan tuzilgan. v > 0 bo‘lgan hol uchun Bessel va Neyman funksiyalari-
ni o‘zaro bog'ligsiz ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun z ning yetar-
licha kichik qiymatlarida bu funksiyalarning asimtotik formulalarini keltirish
yetarli. Bessel funksiyasi uchun bu (23) formula bilan ifodalanadi. Neyman
funksiyasi uchun bu (23). (24), (48) lardan kelib chigadi:

J.._.“{;L‘.j ) 2v = il

sinty  avsinwrl(l —wv)

N,, (:1‘) Lo d

Bu holda z = 0 nugta atrofida Besse! funksiyasi chegaralangan, Neyman
funksiyasi esa chegaralanmagan bo‘ladi. Bunday funksiyalar o‘zaro chizigli
hog'liq bo‘lmaydi. Shuning uchun v ning butun bo‘lmagan qiymaslarida (15)

tenglamaning yechimini quyidagicha yozishimiz mumkin:
y(x) = C1J, () + CaN,(x). (49)

Agar (48) formulaning o'ng tomonida v = n bunda n = 0,1,2,... deb
qarasak, u holda bu bizga g ko‘rinishidagi anigmaslikni beradi, chunki cos tn =
(=), sinwn =0, J_p(z) = (—1)*Ja(z). Bu holda biz Lopital qoidasidan

foydalanamiz va 7 indeksga ko‘ra Neyman funksiyasini
N,(z) = lim N,(z)
v—n

limit yordamida aniglaymiz. Lopital goidasidan foydalangan holda Np(z)

Neyman funksiyasining ko'rinishini aniglab olaylik:

Jfz)ycosmv — J (x)

N,(z) = lim
von T COS T
iyl . a0
’Tr(‘l cos v — Jy(x)m stn v — ‘————’

= lim =
v—n TCOSTU
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1 (aJv(w)
5 w

6?} ’U:’n) i (50)

Faraz gilaylik, n > 1 bo'lsin. (19) va (22) gatorlarning v o‘zgaruvchi bo‘yicha

xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

Oy gz (TN o= (—1)* T\ 2
5 '_) “\2)%:0P k+v+1)I‘(k+1)( Jiiv

2N kg2
13} ZF((A}i-)l) (5) & (th))

k=0 t=k+v+1
z v (=1F szN\2% d 1
=1 (3) %@+ (3) z%r Pt D) G & (I‘E) il
aJ ., EN"Y, 7D S (=1)" 2k )
B "(5) ‘“\é)Lr( —v+1)P(k+1)( )

=0

v Sy (=1)F gz d (1
) 2. OF(L+1)( ) Ei(f@N,;k_Hx:

:—ln() ~o(@) — ZFE’C:‘)D( >2k1]§£<f%5)

t=k--uv-+1

Oxdrgi formulada v = n deb olsak,
adl
)R
: = (-1DF % d (1
=in (3) i) + (3)’ >—'F(ﬂ“+l} ) @ (Tﬂ) T
0.3
M |y
; —1)* k o
=~ (3) Lte)=(3) Zrikl—)l)( ) gy

Hosil bo‘lgan (52) formuladagi qatorda dastlabki n hadini ajratib olamiz va

(25) formulalarni go‘llaymiz. Natijada quyidagi ifodaga kelamiz:

aJ. v
v

v=n
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. T\ N _--(—..—l)k } 2k 1 l
=—In ( ) -n(2) = (2) ; Ik + 1) (2> dt (f‘([}j) femk—n+-1 -
_(EY" N (D a2 d (L)
(2) ;FU&-}‘ 1) <2) AN YA
Ushbu yig'indida k — n = m deb belgilash kiritamiz:
aJ_, 7
00, fyep S l)bln( ) In)=

(~1)F_(zy2
-G T ) 2 ()

t=k—n+41

AN E (=)™t spnem g / 1 \
~\3) ZF(m+n+1) 2) @\t (53)
Gamma-funksiya xossalariga ko‘ra
d 1 il k—-n+1p
dt (F(t)> t=k-nt1 == Ln—F), 54
d (1 T T
dt \P t)} t=k—n+1 r t) 1t=m41
— I = 09
= F(ﬂr ey m=123,..,
d 1 0
@t \T(@&) ) by (55)

ktre

1 / PR 1) (56)

t=kAn-1 l"ﬁ-i»n—]—l) \ s E

df1
3 \T )
formulalar o'rinli. (56) ni (51) ga va (54), (55) larni (53) ga qo‘ygandan so‘ng

quyidagi ifodalarga kelamiz:

aJ, % k bt
WM:h( ) Ju(@) +Cn(w) - ( ) ,CZ;FIH( DIEJETLH)Z%
S| (E) e (5 S DesB y
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—(=1)"Cn(2) + (- UHZFUL+11)I’M(7(Y;1—TL+1)L

Bu tengliklarni (50) ga qo‘ysak, quyidagi formula hosil bo‘ladi:

- oo EGHO
(-1)* ()™ Li Zl}
’U

B L
_(E) [‘f”_u_[ Ld;r; ZF{L+1L!JF£—;—1] p_l e
(57)

(57) funksiyada n = 0 deb olsak, Ny(z) funksiya ushbu

C2f, a 2 () ()" 1

() = = u AL TR ST

.Nl_.f.; = 1 Il ) u’u(l‘} 2 I_,g(k . I] Z ? (58)
k=1 =1

ko‘rinishda topiladi. (57) va (58) lardan z — 0 dagi Neymanning asimtotik

funksiyasi kelib chiqadi.

2\ (n

Na@) ~ - (3) Sr s,
2 [z
I\TO(LL') (~ 7—1_ In §

Ko'rinib turibdiki, Neyman funksiyasi 2 = 0 nugta atrofida chegaralanma-
gan, shuning uchun v ning ixtiyoriy giymatida (15) Bessal tenglamasining

umumiy yechimini (49} ko‘rinishda ifodalash mumkin.
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