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KIRISH

Matematik hisoblashlar fanning turli yo‘nalishlariga texnika, iqtisodiyot,
boshgaruv va shu kabi insoniyat faoliyatida matematikadan foydalaniladigan
sohalardan tashqari ilgari matematika qo‘llanilmagan boshqa sohalarga ham
chuqur kirib bormoqgda. Shu sababli matematika fan va texnikaning tili bo‘lib
qoldi. Uning yordamida tabiat va jamiyatda sodir bo‘layotgan hodisa va
jarayonlar modullashtirilmoqda, o‘rganilmoqda va oldindan aytib
berilmoqda. Hozirgi kunda ko‘pgina sohalarda matematikaning shunday
bilimlarini amalda qo‘llanilmoqda, ular bir oz avval tor yo‘nalishdagi
mutaxassislarga ma’lum emas edi.

Ko‘pgina rivojlangan fan sohalari matematik uslublar, apparat
qo‘llanilishi yordamida yuqori darajaga erishmoqda, chunki bir gator asosiy
murakkab masalalarni fagat yuqori rivojlangan matematik apparat yordamida
yechish mumkin. Bundan tashgari asosiy tushunchalar va hodisalarni
izohlashda, asosiy masalalarni qo‘yishda matematikadan foydalaniladi.

So‘nggi yillarda matematika sohasida misli ko‘rilmagan yutuqlarga
erishildi, uning rivojlanishiga aynan amaliyot yo‘nalishining rivojlanishi
ustun bo‘lmoqda.

Ma’lumki, ko‘plab hodisalarni o‘rganish jarayonlari differensial
tenglamalarni tuzishga olib keladi, ya’ni izlanayotgan integral holati
noma’lum funksiya orqali ifodalaniladi va uni ba’zi differensial tenglamalar
sistemasining yechimi ko‘rinishiga olib kelinadi, bu esa aniq matematik
ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘ladi.

Differensial tenglamalar metodi paydo bo‘lishi, ko‘pchilik fizik
hodisalarni differensial tenglamalar tili bilan izohlash imkoniyatini berdi.
Matematika tilidan bunday foydalanish fizika va boshqga tabiiy ilm sohalarida
yangi yo‘nalish paydo bo‘lishiga olib keldi.

Tabiatdagi ro‘y berayotgan hodisa va jarayonlarni o‘rganish, xossalarning
tavsiflash, kattaliklarning o‘zgarish qonunlarini o‘rganishda matematika fani
boshqa fanlarning ma’lumotlarini o‘z ichiga oladi. Bu fanlarning
mavjudligida matematik asoslarining qo‘llanmasligi mumkin emas.



Differensial tenglamalar matematikani fizikaning turli gismlari,
astronomiya, kimyo, biologiya va boshqga tabiiy ilmiy fanlar bilan tarixiy
bog‘lanadi.

Tabiatshunoslik va texnikaning ko‘pgina masalalarini hal etish
qaralayotgan hodisa yoki jarayonlarni tavsiflovchi noma’lum funksiyalar va
ularning hosilalarini o‘zaro bog‘lovchi munosabatlar ma’lum bo‘lganda bu
funksiyalarni topishga keltiriladi. Bunday munosabatlar differensial
tenglamalar deyiladi.

Differensial tenglamalar ilm-fanning turli sohalarida qo‘llaniladi.



1. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarga
keltiriladigan masalalar

Differensial tenglamalarga olib kelinadigan masalalarning ko‘pchiligi
mexanikaga doir, ta’sir etuvchi kuchlar ma’lum bo‘lganda moddiy nuqgtaning
harakat gonunini aniglash nugta dinamikaning klassik masalasi hisoblanadi.
Bu holda Nyutonning ikkinchi gonuni differensial tenglamaga olib keladi.
Ta’sir etuvchi kuchlarga qarab har xil tipdagi tenglamalar hosil bo‘ladiki, biz
ular bilan ish ko‘ramiz.

1.Baktyeriyaning ko‘payishi. Ko‘payish tezligi m(t)-ni uning
ko‘payishini m(t) bilan belgilaymiz. U holda quyidagi tenglama ko‘rinishda
olishimiz mumkin:

m't) =k -m(t)
bu yerda k bakteriya turiga va tashqi muhitga bog‘liq kattalik. Bu
tenglamaning yechimi m@)=ce® funksiyadir. C o‘zgarmasni, t=0
boshlang‘ich shart yordamida aniqlanadi. m()|_,=m, bo‘lsin, u holda
m, =Ce*° =C bo‘ladi. Demak, m(t) =mg"' - yechimga ega bo‘lamiz.

2. Kimyoda moddaning boshlang‘ich konsentratsiyasi a bo‘lsa, x metrda

% reaksiya tezligi. Bu paytda harakatlanuvchi massa a—x, u

holda quyidagi differensial tenglamaga ega bo‘lamiz:

dx
—=k(a-x),
™ (a-x)

bunda k proporsionallik koeffitsiyenti. Buni yechimi x=a@-e™) bo‘ladi.

3.Astronomiyada Keplerning “yuzalar integrali ” nomi bilan mashhur
bo‘lgan birinchi qonuni:

“mol”lar soni,

292 _c
dt

differensial tenglama bilan ifoda qgilinadi, bu yerda r va ¢ quyosh atrofida
aylanuvchi samoviy jismning qutb koordinatalari, ¢+ vagt va C o‘zgarmas
miqdor.

Geometriyaga doir masala

1.1-masala. Egri chizigga uning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan
urinmaning ordinatalar o‘qidan kesgan kesmasi urinish nugqtasi
ordinatasining ikkilanganiga teng. Shu egri chizigning tenglamasini tuzing.



Yechilishi. Izlanayotgan egri chizigda ixtiyoriy m(x,y)
nugta olamiz (1-rasm). ™M nuqtada o‘tkazilgan
urinmaning tenglamasi
Y-y=Yy(X-=X)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda x va vy-urinma

nugtaning koordinatalari, y- izlanayotgan funksiyaning
berilgan nuqtadagi hosilasi. Urinmaning oy o°‘qidan ajratadigan OB
kesmasini topish uchun x=0 deymiz. U holda oB=y=y-xy. ikkinchi
tomondan, shartga ko‘ra os=2y, bulardan.
y-yx=2y=

xy'+y=0 1.1

1-rasm

tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamaning ikkala tomonini dx-ga ko‘paytirib, quyidagi ko‘rinishga

keltiramiz:

xdy +ydx=0=d(xy)=0=

xy=C @.2)
@.2) tenglik izlanayotgan egri chizigning tenglamasini beradi. Uni

=X

ko‘rinishda ham yozish mumkin. c-ning turli giymatlarida asimptotalari
koordinatalar o‘qidan iborat bo‘lgan giperbolalar oilasini beradi.

Fizikaga doir masalalar.

To‘g‘ri_chizig harakat tezligi. Agar moddiy nuqgtaning harakat tezligi
kuch ta’sir etadigan chiziq yo‘nalishda bo‘lsa, u holda moddiy nuqtaning
harakati to‘g‘ri chizigli bo‘ladi. Harakat chizig‘ini ox 0°‘q uchun qabul
gilamiz.

Nyutonning ikkinchi gonunidan nugta harakatining differensial tenglamasini
hosil gilamiz:
dv
ma =F @.3)

bu yerda O('j—\t’—tezlanish, m- harakatlanayotgan nuqgta massasi, F- kuch

kattaligi.



Bu tenglama, shuningdek jismning hamma nuqgtalari birday
harakatlanayotgan ilgarilanma harakatini ham tavsiflaydi va shuning uchun
jism harakatini uning og°‘irlik markaziga joylashgan moddiy nuqtaning o‘sha
jismning og‘irlik markaziga qo‘yilgan kuch ta’siri ostidagi harakati deb
garash mumkin.

X kuch t vaqtning funksiyasi sifatida berilgan bo‘lsin, v|_ =V, bo‘lsin.

@.3) ni integrallab,

:—jx )dz+C

umumiy yechimni hosil gilamiz. BOShlang‘ich shartdan foydalanib c=v,-
aniqlaymiz, demak,
:-jx )dz +V, =mV —mV, jx )dz,

bu tenglik quyidagi qonunni ifodalaydi. Nuqgtaning biror chekli vaqt
oralig‘idagi harakat miqdorining o‘zgarishi, ta’sir etuvchi kuchning shu vaqt
oralig‘idagi impulsiga teng.

Agar x funksiya nugtaning koordinatasi x- ga bog‘liq, ya’ni X = X(x)
bo‘lsa va harakat x=x, boshlang‘ich ko‘chishidan boshlansa, u holda (1.3)
tenglikning ikkala tomonini dx ga ko‘paytirib quyidagini hosil gilamiz:

m%—vdx = X (x)dx

yoki mvav =Xx(dx, chunki -9V o&_, dv
dt  dx dt dx

Integrallab topamiz:

mv? 7§
: =jF(x)dx+c

2
v| =V, boshlang‘ich shartdan c- ni aniglaymiz: mVo__
X=X,

xususiy integralni quyidagi ko‘rinishda topamiz:

m\: mVe” _ j F(x)dx (L4)

(L.4) nugtaning x-x, masofaga ko‘chishda uning kinetik energiyasini

o‘zgarishi kuchning shu berilgan oraligda bajargan ishiga tengligini



ko‘rsatadi. Bu munosabat nuqtaning tezligini ham ko‘chish funksiyasi kabi
ifodalash talab gilingan hollarda juda qulaydir.
1.2-masala. (O‘gning harakati). O°‘q V,=400m/sek tezlik bilan

harakatlanib, h=20sm qalinlikdagi devorni teshib, undan v,=100m/sek tezlik

bilan uchib chiqadi. Devorning qarshilik kuchi o‘qning harakat tezligi
kvadratiga proporsional deb olib, o‘qning devor ichida harakatlanish vaqti
7 - ni toping.

Yechilishi. Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan o‘q harakatining

differensial tenglamasi.

m(:j—\t/ = —kV? (L.5)

ko‘rinishga ega (manfiy ishora devorning qarshilik kuchi o‘qning tezligiga
garama-qarshi bo‘lgani uchun olindi).

(L.5) o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
dv

L.5)-dan W:kldt, (bu yerda kl=%) ni hosi gilamiz, buni integrallab

1 1
~—=—kt-C ==kt+C V
Toktc Taktic v

V,

t=0 0

dan foydalanib c :Vi— ni aniglaymiz. Shuning uchun

0

1 1

v = klt+\70 (1.6)
Agar v =V, deb olsak t=T bo‘ladi va binobarin, izlanayotgan 71, vaqt
1 1 1,1 1
\Tl—le +\703T—k—1(\71+\70) (1.7)

(1.7) da noma’lum k —Kkattalik ishtirok etayapti uni aniglash uchun (1.6)
umumiy yechimini quyidagicha gaytib yozib olamiz:

o __ Y,

dt 1+kVt’

bu yerda v =3—)t‘. Bu tenglamani integrallab topamiz:

X = ki In(L+k\V,t)+C,

1

X, =0 (0‘q devorga kiradi)va shuning uchun c,=0 . t=T va x=h (o‘q

devordan chigayapti), shuning uchun h =ki|n(1+ KV,t).
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VO
1+kV,T

bu yerdan 1+kV,T =V,/V,. Shuning uchun h ning ifodasi ushbu ko‘rinishda
bo‘ladi:

(1.7) dan V, =

1,V 1
h= kl Vl yoKi k_:l : (1.8)
1 In
h 1 1
18)—>@L7) T= , G

Sonli  hisoblashlarni bajarib v, =440m/sek v, =100m/sek, h=20sm deb olib,
T =0,00108 sek —Ni topamiz.

Reaktiv harakat.

Massalari  o‘zgaruvchan jismlar (masalan, raketalar) harakatini
o‘rganishda Nyutonning 2-qonuni qo‘llanib bo‘lmaydi, chunki u massalari

o‘zgarmas jismlar uchungina o‘rinlidir. Bunday holda kuchni tezlanish bilan
bog‘lovchi boshqga tenglama qo‘llaniladi.

Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta vaqtning t momentida V (absolyut)
tezlikka ega bo‘lsin. At vaqt ichida unga yig‘indi massasi Am, qo‘shilgunga
gadar tezligi u bo‘lgan zarralar qo‘shiladi. t+At momentda nuqgta va unga
qo‘shilgan zarralar m+Am massa va Vv +AV tezlikka ega bo‘ladi.

Sistemaning t— momentdagi harakat miqgdori

Q=mV +UAm
ga teng, t+At momentda esa u
Q+AQ=(m+Am)(V +AV)
ga teng bo‘ladi. Demak, butun sistema harakat miqdorining At vagt ichida
o‘zgarishi
AQ=mAV +(V —U)Am+ AmAV
ga teng. Faraz gilaylik m=m(t) bo‘lsin. Tenglikning ikkala tomonini At— ga

bo‘lib At —0 da limitga o‘tamiz. Bunda Iim AMAV._,

At—0

Ekanligini nazarda tutib Z—?zmd—v V- U)—— ni hosil gilamiz. Agar

o‘zgaruvchan massali jismga qo‘yilgan tashqi kuchlanishning teng ta’sir
etuvchisi F- ga teng bo‘lsa, harakat miqdori haqidagi teoremaga ko‘ra
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+(v U)——F (L.9)

tenglamani hosil gilamiz. (1. 9) ga Misherskiy tenglamasi deyiladi

%T 0 da nugtaning massasi ortishini (zarralar qo Shl|adl) <0 bo‘lsa
kamayishini(zarralar ajralib chlqadl) —0 da nuqgta massasi o zgarmaydl u

holda dt Misherskiy tenglama5|dan Nyutonning ikkinchi gonuni kelib
chigadi.

1.3-masala. Jismning parashyut bilan tushishida havoning garshilik kuchi
harakat tezligining kvadratiga proporsional. Tushishning chegaraviy tezligini
toping. Parashyutni yuk bilan birga o‘rtacha og‘irligini 80kg ga teng deb, uni
hisoblang. Proportsionlik koeffitsiyenti K =3-10*g/sm.

Yechilishi. Masalaning shartidan tasvirlangan jarayon Nyutonning
ikkinchi gonuni F=ma ga bo‘ysunadi. Bunda F ta’sir etuvchi kuch, m-
harakatlanayotgan jism massasi , a— harakat tezlanishi, t— vaqtni argument
sifatida gabul gilamiz. Izlanayotgan funksiya sifatida xarakat tezligi V =V (t)

ni gabul qgilamiz. Berilgan qiymatlar masalaning boshlang‘ich shartlariga
kiradi. Ta’sir etuvchi F kuch og‘irlik kuchi F,=mg va havoning qgarshilik

kuchi F,=-kv?, K>0. F=F+F, bo‘lgani uchun ma=mg-Kv? bo‘ladi. Shunga
tezlanish a:(jj_\t/ bo‘lsa, m(jj—\t/:mg—KVZ differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
Uni yechib v :\/m?ig ni olamiz. Berilgan qiymatlarini qo‘yib Vv =5/1v/cek €ga

bo‘lamiz.
1.4-masala. Boshlang‘ich massasi M, bo‘lgan raketa undan ajralib

chigayotgan gazlarning uzluksiz jarayonini ta’sirida to‘g‘ri chizigli harakat
giladi. Gazlarning ajralib chiqgish tezligi u, (raketaga nisbatan ) kattaligi
jihatdan o‘zgarmas va raketaning boshlang‘ich v, tezligiga garshi tomonga

yo‘nalgan. Og‘irlik kuchi va havo garshiligini hisobga olmasdan raketaning
harakat qonunini toping (raketaning bo‘shligda to‘g‘ri chizigli harakati
hagida Siolkovskiy masalasi).

Yechilishi.
n® _p, dmy
dt dt
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ko‘rinishidagi Misherskiy tenlamasidan foydalanib va ox o‘gni Vv,

boshlang‘ich tezlik yo‘nalishida tanlab, raketa harakatining shu o‘qdagi

proeksiyasi bo‘yicha differensial tenglamani hosil gilamiz:

WYy, o

- 1.10
dt ° dt (1.10)

Bu yerda dd_'\t/': pu “‘sekund massa”, yonilg‘i massasining har bir dt

sekundagi sarfi, yonilg‘ining barqaror yonish prosessida g=const, M
raketaning o‘zgaruvchan massasi (1.10) dan o‘zgaruvchilarni ajratib,

dV=—UOO'V'VI ni hosil gilamiz va V=-U,inm+C yechimni topamiz. V|_ =V,

M|_, =M, shartdan foydalanib ¢ o‘zgarmasni topamiz, u holda C=U,InM,+V,
va shuning uchun
V =U, |n%+v0 (L.11)

Bu formula birinchi bo‘lib Siolkovskiy tomonidan kashf gilingan va uning
nomi bilan yuritiladi (Siolkovskiy formulasi).

Raketa harakati formulasini topish uchun Siolkovskiy formulasida v - ni
dx

5 92 almashtiramiz; ushbu differensial tenglamani hosil gilamiz:

dx M . .
5 = Yol +V, va x| =0 da integrallaymiz:

t
X:UOJ'In%dHVOt (1.12)
0

Agar harakat boshlangandan biror vaqt o‘tgach, t=t, momentida tezlik,
massa va bosib o‘tilgan yo‘l mos ravishda V=V,, M=M,, x=x_0a teng
bo‘lsa, (1.11) va (1.12) formulalar quyidagicha yoziladi:

V, =U, In%+vo,
t
X, :Uojln%dr+votk
0

bu yerdan bunday xulosaga kelamiz: oxirgi tezlik massaning o‘zgarish
qonuniga bog‘liq bo‘lmasdan balki raketaning boshlang‘ich tezligi v, ga
gazlarning ajralib chigish nisbiy tezligi u,- ga hamda oxirgi va boshlang‘ich
massalar nisbati m,/M,— ga bog‘lig, x, yo‘l esa massalarning yonilg‘i yonish
tezligi bilan aniglanuvchi o‘zgarish qonuniga bog‘liq.
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Raketa massasi M =M, (1-at), bu yerda a=const, « >0 chizigli gonun
bo‘yicha o‘zgaradi deb faraz qilaylik.

U holda
h M
=U,[In———dz+V,
X UOE[ nMo(l—aT)dT+ A
yoki
x=-U, [Inl-ar)dr +V,t.
0
So‘ngra

j.ln(l—ar)dr = La-at)in-at)+ at]
0 (04

bo‘lgani uchun

X = —%[(1—0&) In(l—at)+at]+Vt.
Agar raketa massasi
M=Mse™*, A=const, 1>0
ko‘rsatkichli (eksponensial) gonun bo‘yicha o‘zgaradi deb faraz qilsak, u
M 0
M Oefm ’

t t
holda x=U,[In dr+Vit yoki X=UyA[rdz+V,t
0 0

binobarin,

o U At?

+V,t.

Mexanika gonunlaridan kosmik tezliklarning kattaliklarini aniglash uchun
foydalanish mumkin. Birinchi kosmik tezlikni ya’ni raketa yer atrofida
yo‘ldosh bo‘lib doiraviy orbita bo‘yicha aylanishi uchun zarur bo‘lgan v,
tezlikni aniglaymiz. Buning uchun raketaning markazdan gochma kuchi

yerning tortish kuchiga teng bo‘lishi kerak; demak, M, V{ =M,g, bu yerda r—

orbita radiusi, ya’ni yer markazidan orbitada harakat qilayotgan
yo‘ldoshgacha bo‘lgan masofa, g— og‘irlik kuchi tezlanishi. Agar r— ni

tagriban yer radiusi r,, ga teng deb olsak, u holda

V, =fgr = [gR,, =+/10-6400000 =8u/cex  yana aniqrog‘i V, =7,93xw/cex.

Orbita bo‘ylab harakat qilayotgan yo‘ldosh yer sathidan ancha
uzoqlashganda, ya’ni r>R  bo‘lganda balandlik o‘zgarishi bilan og‘irlik

12



kuchi tezlanishining ham o‘zgarishi bilan o‘zgarishini hisobga olish kerak.
Tortishish gonunidan kelib chigadiki, yer markazidan r masofada bo‘lgan M
massali jism yerga F=yMM,_/r* kuch bilan tortishadi, bu berda ™, —yer
massasi. Birog, ikkinchi tomondan, F=azg, (bu yerda g, - yer markazidan
masofada og‘irlik kuchi tezlanishi) bo‘lgani uchun yMM, /r*=pg ., bu
yerdan g,=yM,_/r’,r=R, bo‘lganda; demak, g=yM,_ /R >bu yerdan
y=gR,?/M,, shuning uchun g,=gR,*/r*. Bunday holda markazdan qochma

A 9R,

kuchning va og‘irlik kuchining tengligidan: MkT:Mk =, b yerdan
R 2
V, =

Bu formuladan r gancha katta bo‘lsa, ya’ni yo‘ldosh yerdan ganchalik
ko‘p uzoglashgan bo‘lsa, yo‘ldoshning tegishli orbitada aylanish uchun zarur
bo‘lgan birinchi kosmik tezlik v, shunchalik kichik bo‘lishi kelib chiqgadi.

Masalan, 1000km balandlikda V, ~5xu/cex,380000xn (yerdan oygacha bo‘lgan
tagribiy masofa) balandlikda esa v, =1xw/cex . Shunday qilib oy yerga qulab
tushmasligi uchun uning tezligi 1 xu/cex bo‘lishi yetarlidir.

Raketa yerning tortish doirasidan chiqib keta olish uchun u v, dan katta

tezlikka ega bo‘lishi kerak. Bu tezlik ikkinchi kosmik tezlik (yoki yerning
ta’sir doirasidan chiqib ketish tezligi) deyiladi va v, orqali belgilanadi. Uni
hisoblaylik. Buning uchun yer markazidan r masofada bo‘lgan raketaning
E,=M,g,r potensial energiyasini tezligi v, bo‘lsin raketaning E =M\V?/2
Kinetik energiyasiga tenglaymiz; natijada

2 RZ
Mk—2\/2= M,g,r =V, =/2g,r =,/2 grep ~V,\/2.

Shunday qilib, ikkinchi kosmik tezlik birinchi kosmik tezlikdan
taxminan 1,4 marta katta. Shuning uchun yer sirtida Vv, =4,2xw/cex, 1000xn

balandlikda v, =7xw/cex, 0y yerning tortish doirasidan chigib ketishi uchun
1,4xm/cex tezlikka ega bo‘lishi kerak.

Yo‘ldoshning oy, Mars va Venera planetalari atrofida doiraviy orbita
bo‘yicha aylanish uchun zarur bo‘lgan v, tezlikni shuningdek, uning bu

osmon jismlaridan chiqib ketishi uchun zarur bo‘lgan v, - ni tagribiy topish
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mumkin. Oy uchun: V, =1, 7xw/cex, V, = 2,4xm/cex. Mars uchun: V, =3,6xwu/cex,
V, ~5,4xm/cex. Venera uchun: V, = 7,3xm/cex, V, ~10,3xm/cex.

1.5-masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqtaga ta’sir etadigan
kuchning bajargan ishi harakat boshlangandan keyin o‘tgan t vaqtga
proporsional (K -proporsionallik koeffitsiyenti) ekanligi ma’lum bo‘lsa,
nuqtaning to‘g‘ri chizigli harakat qonunini toping. Boshlang‘ich yo‘l va
boShlang‘ich tezlik mos ravishda S, va v, ga teng.

Yechilishi. Mexanikadan ma’lumki, nuqtaning to‘g‘ri chiziqli
ko‘chishida ( kuch va tezlik yo‘nalishlari bir xil) bajargan ishi

A:jF(U)dU

formula yordamida hisoblanadi. Bu yerda F(S)- nuqtaga ta’sir etayotgan
kuch.

Masala shartiga ko‘ra A=kt bo‘ladi. A ning har ikkala ifodasini bir-
biriga tenglashtiramiz:

S
[F(U)du =kt
S

Bu tenglikning ikkala tomoninis bo‘yicha differensiallaymiz
dt

F(S)=K (1.13)
v =z_f:§_;= \% ekanligini hisobga olib, (L13) tenglikni quyidagicha yozamiz:
K
Ikkinchi tomondan Nyutonning ikkinchi gonunidan
dv
F(S)= ma,

U holda F(s) uchun topilgan ifodalarni tenglashtirib, ushbu differensial
tenglamani hosil gilamiz:

md—V:E: mVdV = Kdt
dt
Bu ifodani integrallab
2
m;/ —Kt+C, (1.14)

V|_, =V, —asosan
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C. = 1.15

1= (1.15)
(1.15) — (1.14) V= ﬁwoz, V:z—? bo‘lgani uchun ‘z—f 2Kt +VZ2 —ni
integrallab

2K ¥2
S_R(—uv j +C, S|, =S, ga asosan
2
C,=S,— m;/O (1.16)

2K ¥ mv/?
1.16 1.15 S=—/|=—t+V,; S,——%.
0105015 S=go Eeavg] s,

Bu tenglik moddiy nugtaning harakat gonunini ifodalaydi.

1.6-masala. Boshlang‘ich massasi M, bo‘lgan raketa undan ajralib
chiqayotgan gazlarning uzluksiz jarayoni ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakat
giladi. Gazlarning ajralib chigish tezligi (raketaga nisbatan ) Kkattaligi
jihatdan o‘zgarmas va raketaning boshlang‘ich v, tezligiga garshi tomonga

yo‘nalgan og‘irlik kuchi va havo qarshiligini hisobga olmasdan raketaning
harakat qonunini toping. (raketaning bo‘shligda to‘g‘ri chiziqli harakati
hagida Siolkovskiy masalasi).

Yechilishi. Oy o‘gqni yuqoriga yo‘naltiramiz. U holda harakatning

differensial tenglamasi ushbu ko‘rinishda yoziladi:
fo % =-U,r0-of ()

bu yerdan f'(t)=dd—'\:I “sekund massa. ”’

o‘zgaruvchilarni ajratamiz:

v = —gdt—U, + O g
f(t)

bu yerdan

V =—gt+U, In o +vV, V=
f(t) dt

Shuning uchun keyingi tenglikni o‘zgaruvchilari ajralgan ushbu differensial

ko‘rinishda yozish mumkin: dy={—gt+Uoln%+Vo}dt

bu yerdan integrallab, topamiz
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2 t
y:_%mojm fMO dz+V,t+C,

0 T
yl, =0 dan ¢, =0 demak,

2 t
—£+Uofln M,
2 ) ()

Xususiy holda, raketa massasi M = f (t)=M,(t—at), bu yerda a=const, a>0,
chizigli gonun bo‘yicha o‘zgarganda quyidagiga egamiz:

y= dz +V,t.

_ gt2 t
y = _7—UOJ.In(1—aT)dT +V0t
0

binobarin,
y=—g7t2+%[(1—at)ln(l—at)+at]+V0t
Agar son qiymatlar beradigan bo‘lsak, masalan, Vv, =0, U,=2000x/cex va
a:ﬁcekl desak,

Bunday holda raketa 10cex dan keyin 0,54« balandlikka, 50cex dan keyin
5,65k 0a 90cex dan keyin esa 18,4xn ga ko‘tariladi.

Raketa massasi M =f(t)=M,* (bu yerda A=const, 1>0 ) ko‘rsatkichli
qonun bo‘yicha o‘zgarganda ham yuqoridagiga quyidagini hosil gilamiz:

t

y:—thz+U0£|n

Ul-g
O _dr+Vt=—2 t? +V. t.
Moe’“ 0 2 0

Raketa harakatining butun yonilg‘ining yonib tamom bo‘lish momenti
t=t_ gacha bo‘lgan v tezligi y dan t bo‘yicha olingan hosilaga teng:

V :%:(Uoﬂ,—g)wvo

t=t_da, ya’ni butun yonilg‘i zonasi yonib tamom bo‘lish momentida

Uol_g
2

V=V =UA-g)t, +V,, y=Y, = t? +Vt.

w —tezlanishni hisoblaymiz. Quyidagiga egamiz:
W:d—22y=Uo/1—g=const
dt
Bu yerdan raketa o‘zgarmas tezlanish bilan harakat giladi deb xulosa

chigaramiz. u,2-g<0 da harakat tekis sekinlanuvchan, u,1-g>0 da harakat
tekis tezlanuvchan, u,i—g =0 da esa harakat tekis, bo‘lib, v, tezlikda bo‘ladi.
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U,A-g <0 bo‘lgan holda t=V,/(g-U,4) da nuqta tezligi nolga teng bo‘ladi, bu
momentda raketa y . maksimal balandlikka ko‘tariladi:
= V02
2(g-U,1)
Butun yonilg‘i yonib tamom bo‘lgandan so‘ng raketa harakati

ymax

2

S= —%+th+ Yy

gonun bo‘yicha davom etadi.

Raketaning y=y, balandlikdan eng katta uzoglashishi s_ - ni
funksiyaning t=v, /g statsionar nuqtadagi maksimum sifatida topamiz:
V2
Smax :i—'— yk

Raketaning yer sathidan maksimal balandlikka ko‘tarilishi y,__ ni
V2
ymx:Smx+yk:£+2yk

formula bo‘yicha topamiz.

v, va y, ni ularning u,, o« va t_ orgali ifodalari bilan almashtirib, uzil-
kesil quyidagini hosil gilamiz:
_Ud-0)'t

29

1.7-masala. Raketa V,=100m/cex boshlang‘ich tezlik bilan yuqoriga
uchirilgan, havoning garshiligi raketaga manfiy kv? tezlanish berib, uning
harakatini sekinlashtiradi (bu yerda: v- raketaning oniy tezligi, K-
proporsionallik koeffitsiyenti). Raketaning eng yugori nugtaga chigishi
uchun ketgan vagtini toping?

Yechilishi. Shartli ravishda raketaning harakatini moddiy nugtaning

harakati deb garaymiz. Bu holda raketaning umumiy tezlanishni
W =—g—KV? (1.17)

Yimax +(Uoﬂ'_ g)tk2 +2V0tk :%(Uozﬂ'2 _gz)tk2 +2V0tk .

ga teng bo‘ladi. Bu yerda: g-erkin tushish tezlanishi. Lekin w =%—\t/ bo‘lgani
uchun (1.17) quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

dv )
E__(QJFKV ).

O‘zgaruvchilarni ajratib, ushbu tenglamani hosil qilamiz
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dv

— _dt
g+KVv?

@.18)-ni integrallash uchun quyidagi almashtirishni bajaramiz:

d[ Kv}
0 =—qdt

(o]

i

(1.19) -ni integrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz

yoki

—qgdt

arctg 5V:— gKt+C.
g

t=0 da Vv =V, =100.u/cex Shartdan czarczglooE kelib chigadi.

Natijada quyidagi xususiy yechim hosil bo‘ladi
arctg \/%V —arctgl00 g = —Jg_K -t

(1.18)

(1.19)

(1.20)

t=T da v=0, g=10m/cex’*. Qiymatlarni (.20)-ga qo‘yib, quyidagi ifodani

yozamiz:

K
. arctgloo\/g arctg (31, 624/K )
- Jik 3162VK
vaqgt ichida raketa eng yugori nuqtaga chigadi.

1.8-masala. Ko‘p bosqichli raketaning y yo‘ldoshini orbitaga chiqgarib
quygandan keyingi v, tezligini aniglang. Bunda reaktiv jarayonning tezligi

o‘zgarmas va uning kattaligi U,-ga, tezlik yo‘nalishining gorizontga nisbatan

og‘ish burchagi a(r)ga, aerodinamik garshilik x(t) ga teng.

18



Yechilishi. Agar raketaning vaqtga bog‘liq bo‘lgan jami massasini G(t)
orqali belgilasak raketa massasining o‘zgarish tezligi (yonilg‘ining massa
sarfl) ga reaktiv tortish esa

-, g6
g, dt
ga teng bo‘ladi, bu yerda g, -Yer sathida og‘irlik kuchi tezlanishi (h baland-
likdagi tezlanishini g, orgali belgilaymiz).

Og‘irlik kuchi va tezlik (ataka burchagi) yo‘nalishlarining bir xilda
emasligi natijasida raketa tezligining kamayishi juda ham kichik bo‘lganligi
uchun uni xech olmaslik mumkin, natijada raketa harakatining uning

traektoriyasiga urinmasidagi proeksiyasining differensial tenglamasini

Ed—V:P—X—EghSiI‘IH
g, dt 9o
ko‘rinishda yoki P-ni uning t orgali ifodasi bilan almashtirib va

tenlamaning ikkala tomonini Cy ga bo‘lib

v U, dG
dt G dt

ko‘rinishda hosil gilamiz.
Start momenti t=0 da raketa v =0 (boshlang‘ich shart), raketa yo‘ldoshini
orbitaga chigargandan keyingi t=t vagt momentida raketa tezligi v =v,.
Shuning uchun t bo‘yicha integrallashdan va bu qiymatlarni qo‘yib
chiggandan so‘ng izlanayotgan tezlikni hosil gilamiz:

v, = Zlu Ing—:—gozédt—zghsin ot 1.21)
bu yerda n- raketa bosqgichlari soni, u,,G,,G,, - mos ravishda ogim tezligi,
har gaysi ayrim bosgich uchun boshlangan va oxirgi massalar.

(.21) da o‘ng tomondagi birinchi had Siolkovskiy formulasiga mos keladi va
raketaning xarakteristik tezligini anglatadi (1.21) ning o‘ng tomondagi
ikkinchi va uning hadlari mos ravishda aerodinamik garshilik kuchlarini
yengishda yo’qotilgan tezlikni anglatadi.

Radioaktiv yemirilish

Ba’zi elementlar atomlarining yadrolari «, g va y nurlar chigarib boshqga,
elementlar yadrolariga o‘z o‘zidan aylanishi radioaktiv yemirilish deyiladi.

Radioaktiv yemirilish statistik xarakterga ega atomlarning yadrolari hammasi
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birdaniga yemirilmay, balki izotermaning butun mavjud bo‘lish davrida
yemiriladi, bunda birlik vaqt ichida yemiriladigan atomlar soni har bir izotop
uchun o‘zgarmas bo‘lib, uning yemirilmagan atomlari miqdorining biror
gismini tashkil etishi aniglangan. Bu kattalik ( gqism) yemirilish doimiysi
deyiladi va A-bilan belgilanadi. Shunday qilib, dt vaqt davomida yemirilgan
dN atomlar soni AdNga teng, bu yerda N son t vagt momentlarida
yemirilmay kolgan atomlar sonidir.
Natijada ushbu differensial tenglamaga ega bo‘lamiz;
dN =—ANdt (1.22)

manfiy ishora yemirilmagan atomlar soni N vakt o‘tishi bilan kamayishini

ko‘rsatadi O‘zgaruvchilari ajratgandan so‘ng.

dWNz-/ldt integrallasak InN =—4t+InC yoki N=Ce™*

Agar atomlarning dastlabki soni N| =N, ma’lum bo‘lsa, u holda C=N,
bo‘lib.
N =N,e"

[zotop atomlari miqdorining yarmi yemirilishi uchun kerak bo‘lgan T vaqt
shu izotopning yarim yemirilishi dari deyiladi. Turli izotoplar uchun
T =1590 yil uran uchun T =4,6mlyard Yil, radioaktiv kobalt uchun T =5,3
yil, radon uchun T =3,82 cymxa .
T va A orasida osongina topish mumkun bo‘lgan bog‘lanish bor. Vaqtning
t=T momenti uchun N=N,/2 va demak;

N, _

2

va T=(n2)/1=0,693/4, so‘ngra A=(In2)/T=0,693/T.

Noe—ﬂ ,

| —

bu yerdan e‘“=2

Bu ~nva 4 orgali emas, balki T- orqali ifodalanishiga imkon beradi,
chunonchi N =Nge T,
Masalan yarim yemirilish davri T=1590yil bo‘lgan radiy uchun
N = N,e (1In2/se0 _ | g0 0004t
Bu formuladan atomning aytaylik 200 yil ichida gancha gismi yemirilish
mumkin; t=200 desak, 200 yildan keyin N| =N, *® =0,915N, ta atom

qolishini ya’ni bu vaqt davomida bor bo‘lgan atomlarning 8,5% yemirilishini

ko‘ramiz.
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Izotopning radioaktiv yemirilish tezligi bu izotopning ( yoki uning
pereparatining) aktivligi deyiladi. a aktivlik a:‘dd—l:l‘ ga, yoki (1.22)

differensial tenglama va uning yechimiga ko‘ra ushbuga teng:
a=AN=Ng_e™".

Aktivlik yemirilish davri orgali a= N;”Z = 0’6$3N formula bilan ifodalanadi.

Agar a, = AN, pereparatning boshlangich momentidagi aktivligi bo‘lsa,

u holda a,=Ae ™
Radioaktiv modda bitta atomning o‘rtacha yashash davrini hisoblaymiz.
t— vakt ichida saglangan va keyingi, dt vakt oralig‘ini ichida yemirilgan
atomlar soni dN quyidagiga teng:
—dN = AN_e"dt

Bu atomlar t ga teng bo‘lgan o‘rtacha yashash davriga ega. Bitta atomning
o‘rtacha yashash davrini topish uchun dN ning t- ko‘paytirib t— bo‘yicha 0
dan +o0 gacha integrallash va atomlarning boshlangich soni N, ga bo‘lish
kerak.

f AN e *dt
_ 0

TN, 1Tz

Masalan radan ( T =3,28 sutka uchun atomning o‘rtacha yashash davri
a=5,552 sutkaga teng.

1.9-masala. (Jismning sovishi) Massasi m, issiglik sig‘imi ¢ o‘zgarmas
bo‘lgan jism boshlang‘ich momentda 9, temperaturaga ega bo‘lsin. Atrof
muhit temperaturasi o‘zgarmas va 9(% >9,) ga teng. Jismning cheksiz
kichik dt vaqt ichida bergan issigligi, jism va uning atrofidagi muhit
temperaturalari orasidagi farqga, shuningdek vaqtga proporsional ekanligini
(Nyuton gonuni) e’tiborga olgan holda jismning sovish qonunini toping.

Yechilishi. Sovish davomida jism temperaturasi 4, dan ¢ gacha
pasayadi. Vagtning t momentida jism temperaturasi 9 ga teng bo‘lsin.
Cheksiz kichik dt vaqt oralig‘ida jism bergan issiglik miqdori yuqorida
aytilganiga ko‘ra

dQ =—a($-9,)dt

ga teng, bu yerda « = const-proporsional lik koeffitsiyenti.
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Ikkinchi tomondan, jism ¢ temperaturadan & temperaturagacha
soviganda beradigan issiglik migdori Q ushbuga teng: Q =mc(9-9 ), demak,
dQ =mcd 4.
dQ uchun topilgan har ikkala ifodani taggoslab,
medd =—a(9-4 )dt
differensial tenglamani hosil qilamiz. O‘zgaruvchilarni ajratish bu

tenglamani ushbu ko‘rinishga keltiradi:

dg
=7 Dt

S—Sm mc
Buni integrallab, quyidagi formulani topamiz:
IMQ—&Q:—ﬁ%t+MC:33—%fﬂleﬂwm.

Boshlang‘ich shart (t=0 da 9= ) C-ni topishga imkon beradi:
C=9-9,

Shuning uchun jismning sovish qgonuni (xususiy yechim) quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:
9=28_+ (9~ )e (M)

a koeffitsiyent yo be’vosita berilgan, yoki qo‘shimcha shart, masalan,
t=t da 9= orqali topilishi kerak.

Bunday holda quyidagiga egamiz:

3-8, =(9—39,)e ™,

i
bundan e /M — A= .
'90_19m
9 9 t/y
Demak, 19:l9m+(190—l9m)( L m] .
l90 _‘9m

Sonli misol keltiramiz. Agar muhit temperaturasi 9, =20°C bo‘lsa va

m

t, =10mun ichida jism 4 =100°C dan 4 =60°C gacha sovisa, u holda

1\
9:20+80-(2) .
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Aytaylik, jism temperaturasi gancha vaqt ichida 25°C gacha pasayishini

£/10
topiSh kerak bo‘lsin. Formulada $=25 deb olib, 25:20+80-(§j ni yoki

/10 4
@ :@j ni hosil gilamiz, bu yterdan t —4omin ekanligi kelib chigadi.

1.10-masala. (Quymaning qizishi). Temperaturasi 4 bo‘lgan po‘lat
quymani prokatga gilishdan avval temperaturasi bir soat ichida 9, dan g
gacha bir tekis ortadigan pech ichiga joylanadi. Agar pech va quyma
temperaturalari farqi T bo‘lganda quyma KT grad/min tezlik bilan gizisa,
uning gizish gonunini toping.

Yechilishi. Pech vagtning t momentidagi temperaturasini ¢ orgali
belgilaymiz. U holda quymaning ¢ temperaturasi $=6-T farqga teng
bo‘ladi. Masala shartidan pech temperaturasining o‘zgarish gqonuni = At +B

ni topamiz, bu yerda A va B lar doimiylar ¢ =9, 94,=9 shartlardan
aniglanadi, ular mos holda A=(9,-9,)/60 va B =4, gateng.
Masalaning differensial tenglamasi
CLA,
dt
ko‘rinishda bo‘ladi. So‘ngra
dg d d dT

9 _dy =% (ateB-T)=a_9T
a0 =g (A BT = A

bo‘lgani uchun yuqoridagi tenglama

A-9T it yoi ST kT — A0
dt dt

ko‘rinishga keladi. Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama.
Uning umumiy integrali:

%In(kT—A)th :%InC yoki kKT—A=C.e™.

7|_, =0 boshlang‘ich shartdan C=-A ni topamiz, demak,
T =$(l—e"‘)=kT T=0-9=At+B-39,
almashtirish bajarib,
9= At+B—/—:(1—ek‘)
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. 98-8 :
yoki 9=9 - go-k (1-e™ —kt) ni

hosil gilamiz.
Quymaning bir soatdan keyingi, ya’ni t=60mindagi temperaturasini
topamiz:

8-8 -8, (1
Y =9 - go.ka(l—e “ —60k) =9, - go‘ka(l—e“k).

1.11-masala. (Yorug‘likning suv orqali o‘tishida yutilishi.) Yorug‘lik
ogimining yupga suv gatlami tomonidan yutilishi gatlam gqalinligiga va
gatlam sirtiga tushayotgan ogimga proporsionaldir. 2x gatlamdan o‘tishda
dastlabki yorug‘lik ogimining 1/3 gismi yutilishini bilgan holda uning necha
protsenti 12.n chuqurlikka yetib borishini aniglang.

Yechilishi. h chuqurlikdagi sirtga tushayotgan yorug‘lik oqimini Q orgali
belgilaylik. Qalinligi dh bo‘lgan suv qatlamidan o‘tishda yutilgan yorug‘lik
ogimi dQ ushbuga teng bo‘ladi:

dQ =—kQdh,
bu yerda k (k >0)proporsionallik koeffitsiyenti.

Bu differensial tenglamaning umumiy yechimi: Q=C.e¢™*. Dastlabki
yorug‘lik ogqimi Q, ga teng bo‘lsin. U holda h=0 da Q=Q, ligidan
(boshlang‘ich shart) C =0, ni topamiz, shu sababli

Q=Q,-e™.
Masala shartiga ko‘ra h=2x da Q=2Q,/3, shuning uchun

2 k\2 K 2 y2 ~ 2 \2
§Q0=Q0(e ). bu yerdan e _(Ej va Q_QO.(EJ

6
h=12x chuqurlikda Ql:QO(%j ~0,0878Q, ga teng bo‘lgan Q yorug‘lik

ogimi yetib boradi. Bu dastlabki yorug‘lik ogimi Q, ning 8,78 % ini tashkil
etadi.

1.12-masala. (Gazning ionlanishi) o‘zgarmas (doimiy) nurlanish ta’sirida
gazli muhitda ionlanish protsessi ro‘y beradi, unda bir sekund ichida berilgan
hajmdagi gazda q ta musbat va shuncha manfiy ion hosil bo‘ladi. Musbat va
manfiy ionlar yana o‘zaro birlashganliklari uchun ularning migdori kamaya

boradi.
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n ta musbat ionning umumiy migdoridan har sekundda ularning migdori
kvadratiga proporsional bo‘lgan qismi birlashishini nazarda tutib, ionlar
miqgdori n ning t vaqtga bog‘lanishini toping ( proporsionallik koeffitsiyenti
a =const gazning holati va tabiatiga bog‘liq).

Yechilishi. lonlanish protsessining

dn=qdt—an*dt (1.23)
differensial tenglamasi bevosita masala shartidan hosil bo‘ladi.

O‘zgaruvchilarni ajratish tenglamani
a n“-Q/a
ko‘rinishga keltiradi. (1.23) Tenglamaning umumiy integrali:

! Inn_“’q/a+t= 1 InC,
ZM nN+.0/a ZJCZ_q

bu yerdan
n-\q/a _ e 2t
n+.q/a
e ™ c.e V™
yoki ~ n=,[>.

a gV _c.gEmt
t=0 da n=0 bo‘lganligidan C=-1 va ionlar sonining vaqtga
bog‘lanishini aniqlovchi xususiy yechim ushbu ko‘rinishni oladi:

n:\/gth\/a .

1.13-masala. (Sexni ventilyasiyalash) sig‘imi 10800* bo‘lgan sexdagi
havoda 0,12% karbonat angidrid gazi bor. Ventilyatorlar tarkibida
0,04% karbonat angidrid bo‘lgan toza havoni « m*/min migdorda berib turadi.
Karbonat angidridning konsentratsiyasi sexni hamma gismida vaqtning har
gaysi momentida bir xil deb hisoblab (toza havoning ifloslangan havo bilan
qo‘shilishi juda tez bo‘ladi), 10min dan so‘ng karbonat angidrid 0,06% dan
oShmasligi uchun ventilyatorlarning quvvati qanday bo‘lishini toping.

Yechilishi. Vaqgtning t momentida havodagi karbonat angidrid migdorini
x(%) orgali belgilaymiz. t momentdan boShlab o‘tgan dt vaqt oralig‘i uchun
sexdagi karbonat angidrid balansini tuzamiz. Shu vaqt ichida ventilyatorlar
0,0004 adt »* karbonat angidrid olib kirgan bo‘lsa, sexdan 0,01xadt»’
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karbonat angidrid chigib ketdi. Binobarin, dt min ichida havodagi karbonat
angidrid dqg=(0,01x—0,0004)adt »* kamaydi. Havodagi karbonat angidrid
miqgdorini protsentlarda kamayiShini dx orgali belgilasak, bu migdorni
boShqga yo‘l bilan

dq=10800-0,01dx s
formula bo‘yicha hisoblash mumkin (manfiy ishora dx<0 bo‘lgani uchun
olindi) dg uchun topilgan ikkala ifodani tenglab, ushbu differensial

tenglamani hosil gilamiz:
(0,01x—0,0004)a dr =10800-0,01dx

O‘zgaruvchilarni ajratib topamiz:
_adt  dx
10800 x-0,04

Umumiy integral: x—0,04=C.e %%
t=0 da x=0,12 bo‘lgani uchun C=0,08 va xususiy integral
x—0,04 = 0,08g /1%
ventilyatorlarning quvvati « ni aniglash uchun x=0,06 va t=10 deymiz. U
holda

0,02 =0,08e "
bu yerdan e ¥ =1/4 va a=1080In4~1500 1/ yun .

1.14-masala. (Gazni tozalash) Biror gazli aralashmadan gazni tozalash
uchun uni skrubber ( u yoki bu yutuvchi modda bo‘lgan idiSh) orqali
o‘tkaziladi. Yutqichning (apparatning ma’lum tayin rejimida) yupqga qatlami
yutadigan gazsimon aralashma migdori aralashma konsentratsiyasiga,
Shuningdek, gatlamning ko‘ndalang kesim qalinligi va yuziga proporsional
dir. Skruber asosining radiusi RrR, balandligi H bo‘lgan konus shakliga ega.
Gaz konus uchidan kiradi. Agar kelayotgan gazda aralashma konsentratsiyasi
a % , chigib ketayotgan gazda esa b % bo‘lsa, skrubberdagi gazli aralashma
konsentratsiyasini gatlamdan konus wuchigacha bo‘lgan masofaning
funksiyasi sifatida toping.

Yechilishi. Aralashma konsentratsiyasini q % orgali, gqatlamdan konus
uchigacha bo‘lgan masofani h orqali belgilab, ushbu differensial tenglamani
tuzamiz:

dg = kgzrdh
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bu yerda r- konusning yupga gatlami kesimining radiusi, u konus
o‘Ichamlari bilan r =rRh/H munosabat orgali bog‘langan, demak,

RZ

Bu tenglamaning umumiy yechimi
q= Cek;z-thz/(3H2)
h=0 da gq=a, Shuning uchun C=a, va demak,
q= aek;rthz/(3H2)
h=H bo‘lganda q=b shartdan x koeffitsiyentni aniglasak kifoya. Quyidagiga
egamiz;
b= aek;szhz/(3H2)
bu yerdan x ni emas, balki x gatnashgan ifodani aniglash qulayroq:

yH?
kzR?n?/(3H?) _ b
e —| =

a

b h?/H3
-2

d
Xuddi shu masalani R radiusli shar shaklida bo‘lgan skrubber uchun
yechaylik. Bu holda  dq=kqzr’dh, bu yerda r— sharning yupga gatlami
kesimining radiusi: R va sharning quyi nuqtasidan qatlamgacha bo‘lgan
masofa h bilan r?>=R*-(h-R)* munosabat orgali bog‘langan. U holda

dg=kgz| R* - (h—R)? |dh

bu tenglamaning umumiy integrali:

3
|nﬂ=k;{R2h— (h-R) }
C 3

C va « nianiglash uchun g =a, q|

=b shartlardan foydalanamiz:

h=2R

3 3 3
& KR 0D | ore R USKRD
C 3 C 3 3
Ushbu
3
|n£ _ |n3 —In b — 4kzR ayirmadan krz= is In b ni topamiz. Shuningdek,
C C a 3 4R a

IS 3
N9 2 9 e ren (=R RO Ree M0
c "c™Ma 3 3 3
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ayirmani olaylik, bunga kr ning ifodasini qo‘yib, tenglamaning xususiy
2
integralini Inﬂz% ko‘rinishda hosil gilamiz.
a

1.15-masala. (Ilmiy axborot oqimi ). Fanda axborotlar oqimi, ya’ni ilmiy

dy

nashrlar sonining o‘sishini tekshirishda nashrlarning o‘siSh tezligi

nashrlar sonida erishilgan u darajaga proporsional degan kelishuvga
asoslanadi, ya’ni o‘sishning nisbiy tezligi %3—{ o‘zgarmaydi. Nashrlar
sonining erishilgan darajasini vaqtga bog‘liq holda aniglaydigan gonun
ushbu differensial tenglamadan topiladi:

1dy _dy

==L~k yoki = =ky (k >0),

y dt yoki — y (k>0)
bu yerda k- u yoki bu fan sohasidagi axborotlarga bildirilgan fikrlarni
(o‘rtacha) xarakterlovchi konstanta.

Bu differensial tenglamaning yechimi y=ae“ eksponenta ko‘rinishga

ega, bu yerda a- fan rivojlaniShining ma’lum bir boshlang‘ich darajasini
xarakterlovchi o‘zgarmas kattalik.

Y A O‘sishning nisbiy tezligi 7% iga, ya’ni k =0,07

1 ga o‘sish darajasining taxminan 10 Yyil ichida
1/2/_ ikkilanishi  to‘g‘ri  keliShini qayd qilib o‘tish
_/ mumkin. Haqgigatdan ham, y,=a darajaga t=0
0 X boshlang‘ich momentda, 2y, darajaga esa t=T ( bu

2-rasm yerda T - yil hisobida hisoblangan izlanayotgan vaqt) da
yerishilgan bo‘lsin. 2y, =ae"“. Bu tenglamaning ikkala qgismini y,=a
tenglikning mos qismlariga bo‘lib, 2=¢* ni hosil gilamiz, bu yerdan
logarifmlab topamiz:

Tashqi sharoitlar keskin o‘zgarganda, tutib turuvchi faktorlar tufayli
o‘sishning eksponensial qonuni saqlanmaydi. Darajaning o°‘sishi uning
birorta qiymati bilan cheklanadi va nashrlar sonining o°‘sish mehanizmi
ushbu differensial tenglama bilan tasvirlanadi:
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%:ky(b—y) (k>0, 0<y<b),

bu yerda b y kattalikning mumkin bo‘lgan maksimal giymatini bildiradi.
O‘sishning

nishiy tezligi endi o‘zgarmas bo‘lmay, balki y ning chizigli funksiyasi
bo‘ladi.

Bu differensial  tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
O‘zgaruvchilarni ajratamiz va tenglamaning ikkala qismidan integral olamiz:

dy = kdt yoki [ —kt+C
y(b—y) y(b-y)
Ma’lumki,
T (Lijdy:l.ni
y(o—y) by b-y b b-y
tenglama yechimi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
1Ini+llna:kt,
b b-y b

bu yerda ¢ :—;Ina deb olingan.

Hosil gilingan yechimni o‘zgartiramiz. Potensirlasak,

ba;yy — ebkt ; ay — (b _ y)ebkt ;
bebkt
a+e™)=be™, y=—"T—:
Y( ) y (a+ebkt)
) b
va nihoyat =—
y y 1+ae™

Bu tenglama bilan aniglanadigan egri chiziq logistik egri chiziq
deyiladi. Vaqtning boshlang‘ich momentlarida y ning giymatlari b dan
ancha kichik bo‘lganda bu egri chiziq y=be™ eksponenta bilan deyarli
ustma-ust tushadi, y=b va y=0 to‘g‘ri chiziqglar logistik egri chizigning
asimptotalari bo‘ladi.
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M(IESZ] nugta bukilish nugtasidir (2-rasmga garang, u yerda a=b=1
deb gabul gilingan).

2. Bir jinsli va bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial
tenglamalarga keltiriladigan masalalar

2.1-masala. (Garmonik tebranishlar).
Og‘irligi P bo‘lgan yuk tinch turgan
holatidagi uchunligi ¢ bo‘lgan vertikal %
prujinaga osilgan. Yuk bir oz pastga tortilib,
keyin qo‘yib yuboriladi. Prujina massasini o
va havo garshiligini hisobga olmay, yukning é

harakat qonunini toping. -
Yechilishi. Ox o‘gni yuk osilgan nuqta
orqali  pastga vertikal yo‘naltiramiz.

Koordinatalar boshi O ni yuk muvozanatda bo° lgan 3-rasm
holatda, ya’ni yukning og‘irligi  prujinaning reaksiya kuchi bilan
muvozanatlashgan nugtada olamiz (3-rasm).
A — purjinaning ayni momentdagi uzayidhi, A

cT

¥
4—>)—><—~.—>

esa statik uzayish, ya’ni
cho‘zilmagan prujina oxiridan muvozanat holatigacha bo‘lgan masofa. U
holda A=4,+x yoki A-14_ =x.

Harakatning differensial tenglamasini Nyutonning ikkinchi gonuni

F =ma dan topamiz, bu yerda m :g—yuk massasi, a— harakat tezlanishi, F—

yukka qo‘yilgan kuchlarning teng ta’sir etuvchisi. Mazkur holda teng ta’sir
etuvchi kuch prujinaning taranglik kuchi va og‘irlik kuchi yig‘indisidan
iborat.

Guk qonuniga ko‘ra prujinaning taranglik kuchi uning uzayishiga
proporsional , ya’ni —cA ga teng, bu yerda c¢- o‘zgarmas proporsionallik
koeffitsiyenti, u prujinaning bikrligi deyiladi.

Shuning uchun harakatning differensial tenglamasi ushbu ko‘rinishda
bo‘ladi:

mdX_ _cisp.
dt
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Muvozanat holatida prujinaning taranglik kuchi og‘irlik bilan
muvozanatlashgani uchun P=cA_ bo‘ladi. Differensial tenglamaga P ning

2

ifodasini ko‘yib va A-4_ ni x bilan belgilab, tenglamani m%:—cx
ko‘rinishga yoki ¢/m ni k2orgali belgilab,

d?x

e +k?x=0

ko‘rinishga keltiramiz.

Bu tenglama yukning erkin tebranishlari deb ataladigan tebranishni
ifodalaydi. U garmonik ossillyatorning tenglamasi deyiladi. Bu
koeffisientlari o‘zgarmas bo‘lgan ikkinchi tartibli chizigli bir jinsh
differensial tenglama. Uning xarakteristik tenglamasi r>+k*=0 mavhum
r ==ki ildizlarga ega, bunga tegishli umuiy yechim:

X =C, coskt +C,sinkt.

Yechimning fizikaviy ma’nosini aniglash uchun yangi ixtiyoriy
o‘zgarmaslar kiritib, uni boshqa shaklga keltirish qulayroq ,/C?+C’ ga
ko‘paytirib va bo‘lib, quyidagini hosil gilamiz:

C C :
X =4/CZ +C} | -—=——coskt + ——=2—sinkt |.
B W e, Jcz+c? }
Agar

JC2+C2=A, C/{C?+C?=sina, C,/\[C?+C? =cosa
desak, yechim

X = Asin(xt + a) (2.1
ko‘rinishga keladi.

Shunday qilib yuk muvozanat holati atrofida garmonik tebranadi.

A kattalik tebranishning amplitudasi, kt +« argument esa tebranish fazasi
deyiladi. Fazaning t=0 dagi qiymati, ya’ni « Kattalik tebranishning
boshlang‘ich fazasi deyiladi. k=./c/m Kattalik tebranish chastotasidir.
Tebranishning I=27z'/k:27z'\/m_/c davri va k chastota fagat prujinaning
bikrligi va sistema massasiga bog‘liq. ¢=P/4, =mg/A bo‘lgani sababli,
davr uchun

T=27JA./9
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formulani ham hosil gilish mumkin,
Yukning harakat tezligini yechimni t bo‘yicha differensiallash orgali
topamiz:

9:%: Ak cos(kt + @) .

Amplituda va boshlang‘ich fazani aniglash uchun boshlang‘ich shartlar
berilgan bo‘lishi kerak. Aytaylik, boshlang‘ich t =0 momentda yukning holati X = X,

vatezligi 9=, bo‘lsin. U holda x, = Asina, 4, = Akcosa , bu yerdan

2
A:,’xj +%, a:arctg%.
0

Amplituda va boshlang‘ich faza formulalaridan ko‘rinishicha, ular
xususiy tebranishlar chastotasi va davridan farqli o‘laroq sistemaning
boshlang‘ich holatiga bog‘liq. Boshlang‘ich tezlik bo‘lmaganda (9 =0)
amplituda A=x,, boshlang‘ich faza esa « =z/2 va shunday qilib,

X = X, Sin(xt + 7z/2) yoki X=X, COSK? .

Agar sonli ma’lumotlar berilgan bo‘lsa, masalan, P=2H, /=40cwm,
A.. =4 cm, shu bilan birga yuk x=2cm ga tortilib, boshlang‘ich tezliksiz (4, =0) qo‘yib
yuborilgan bo‘lsa, u holda harakat qonuni (2.1) formulaga ko‘ra

x=Asin(kt + )
ko‘rinishda aniglanadi, bu yerdagi K :W chastota P =C-A_ munosabatdan aniglanadi, bu

yerdan C=1/2, demak, k=./g/2, A=x+%F/k’=2 va a=arctg(k¢/$)=r/2.

Shunday qilib,
t
X= 2005?/9 :

Yukning  tebranish davri T =2x/k= 47[/\/5 ~0,4cex. Eng katta cho‘zilish
Avax = Aer + A=06 cm prujinaning eng katta taranglik kuchi F. =cA ., =3H.

Elektr zanjirdagi tebranishlar
2.2-masala. Elektr yurituvchi kuchi e(t) ga teng bo‘lgan manbaga

ketma-ket ulangan L induktivlik galtagi, R omik garshilik va ¢ sig‘imdan
iborat kontur ulangan. Agar boshlang‘ich momentda konturdagi tok va
kondensator zaryadi nolga teng bo‘lsa, zanjirdagi i tokni t vaqgtning
funksiyasi kabi toping.
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Yechilishi. Kirxgof qonuniga ko‘ra zanjirdagi elektr yurituvchi kuch
induktivlikdagi, qarshilikdagi va sig‘imdagi kuchlanishlar pasayishi
yig‘indisiga teng:

e(t)=u_+uz+Uc,

ular i tok bilan quyidagi munosabatlar orqgali bog‘langan:

di : 1¢,
= LE U, =Ri, U, =E£|(T)dr

Shunday qilib quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:

e = —+R| _[

Bu integral differensial tenglamadir, ya’ni tenglamalarning eng murakkab
turlaridan biriga mansubdir, birogq mazkur holda differensiallash orgali undan
oddiy differensial tenglamaga o‘tish mumkin. Hagigatan ham, t bo‘yicha
differensiallab, koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

d?i d 1. de

W‘l‘Ra‘i‘E':a (22)

Ikki holni garaymiz.
1-hol. e(t)=E =const. Bu holda E_O va (2.2) tenlama bir jinsli

di Rdi 1.

—+——+—1=0

dt> Ldt LC
tenglamaga aylanadi. Bu tenglama erkin mexanikaviy tebranishlar (muhit
garshiligi  hisobga olingandagi) tenglamasiga o‘xshashdir. Uning

r2 +%r +% =0 xarakteristik tenglamasi

R 1 R / R?C —4L
he =7 42 |_c 41°C
ildizlarga ega bo‘ladi. Agar R’C-4L>0 bo Isa xarakteristik tenglamanig
ikkala ildizi hagigiy va umumiy yechim nodavriy funksiya bo‘ladi. Bunga
mos ravishda tok ham nodavriy bo‘ladi. R*C-4L=0 bo‘lgandagi kabi,
zanjirda hech ganday elektr tebranishlari vujudga kelmaydi. Agar rR*C-4L <0

bo‘lsa,
i=e™(C,cosmt+C,sinamt),
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(bu Yerda s=R/2L, o =1/(LC) - R?/(4L*) deb olingan) umumiy yechim elektr
tebranishlarini ifodalaydi.

L? -E ekanligini ko‘rish oson, bu Yerdan % =% va shunday qilib,
boshlang‘ich shartlar quyidagicha yoziladi:

. di E

il =0, —| ==

=0 dtf, L

i Nni t bo‘yicha differensiallab, topamiz:
di

" e [-5(C,cosmt +C,sinamt)+a, (-C, sinmt +C, cosvt) .

t=0 Nii va % ning ifodalariga qo‘yib,

0=C,, %z—aclmlcz

ni topamiz, bu yerdan c,=0 va C,=E/(Lw), natijada yechim ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

. B 5.
i=—-e"sinat.
Loy,

2- hol. e(t)=Esinet. Bu holda %=Ea)cosa)t. Quyidagi chizigli bir jinsli

bo‘lmagan tenglama hosil bo‘ladi:

Ld—2i+Rﬂ+£i=Ea)COSa)t.

dt> dt C
Bu bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga mos bir jinsli tenglama yuqorida

ko‘rilgan tenglamadan (1-hol) iborat bo‘ladi, shuning uchun bir jinsh
bo‘Imagan tenglamaning xususiy yechimini topish goladi. Uni

i = Acosat+Bsinat
shaklda izlash kerak. Anigmas koeffitsiyentlarni topish uchun quyidagilarni

hisoblaymiz:
l‘i_ = Acos wt + Bsin ot
R|i" =—Awsin et + Bocosat
L|i" =—Aw’ cos ot — B’ cos at
va A B ga nisbatan algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

(é—La)sz%ra)RB:Ea), —a)RAJ{é—La)ZjB:O.

34



Bu sistemani echib,
Eo(YC-Lo) o Eo’R
(]/C—La)z)2+a)2R2, _(l/C—La)z)2+a)2R2

ni topamiz, koeffitsiyentlarning bu giymatlarida xususiy yechim quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
i = sz Ki—La)zjcosta)Rsin a)t}.
(VC-Lw’) +0’R?L\C
Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umuiy yechimi mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi va bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning xususiy

yechimi yig‘indisidan iborat, ya’ni

i=1+i= e (C,cosmt+C,sinamt)+ []/( )E ]2 ZKCL—La;)cosa)HRsinwt}.
Co)-Lo| +R o

2
Belgilashlar Kiritamiz? Lo~ =X; J[Ci_mj +R? = X7+ R% —z:u holda
[0 w

i=e(C,cosaqt+C,sin a)lt)—Z—EZ(X coswt—Rsinat).

a1 _o, (keyingi

t=0

C, va ¢, larni boshlang‘ich shartlardan topamiz: =0,

1o

shart

—+R| j dr_Esma)t

tenglamadan t=0 da hosil bo‘ladi).

Shu magsadda hosilani yozib olamiz:
di

T —5e(C,cosat +C, sinat) +e ™ (~Cy, Sin oyt + C,m, cOs at ) +

— (X wsin ot + Rwcos ot)

va t=0 giymatni i va % ning ifodalariga qo‘yamiz:

ozcl—i—f, bu yerdan c, =i—)§;

ERw
O:—5CI+C{)1C2 +?,

bu yerdan

c2=i(5cl—ER2“)j=— = (Ro-X0).
0} VA Zw,
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Qavsda turgan ifodani quyidagicha o‘zgartiramiz:

Ro—XJ = Rw—Z—F?_(Lw_i): Ro_R2, 90 _

Cw 2 Co
@+i=5(m—ij=5xz
2 Co Cw
bu yerda Lo+1/(Cw)=X" deb belgilangan.
Shunday qilib,
i = wae(st (X, cosat—X'Ssin a)lt)—;(x coswt —Rsin ot).
Belgilash kiritamiz: X /\(X?@? + X"26? =siny,, X'5/\[X?w?+ X5 =cosy, yoki
Z2
X20)12+X!252 ZE (23)

bo‘lgani uchun
X\LCw /Z =siny,, X'\JLCS/Z =cosy,
(2.3) munosabat quyidagicha hosil bo‘ladi. Quyidagiga egamiz:

Lm:X+éL,Lw:XLéL,
Cw Cw
bu yerdan
X'=X+-2 va x'2=x2+i(X+ij
Cw Cw Cw
Demak,
X2m12+X'252=X2(i—52)+ x2+i(x +ij 5=
LC Co Cw
2 2 2 2
:X_+i(Lw_i+ij52:X_+ IR _ L (xriRe)=Z
LC Ca Co Cw)' LC C.4C LC LC

Xuddi yuqoridagiga o‘xshash belgilaymiz: X /X2 +R? =siny,
R/VX?+R* =cosy X/Z=siny, R/JX?+R?=cosy. yOKi natijada quyidagiga ega

bo‘lamiz:
—ot

ZJLCew,
bu yerda tgy, =(Xw)/(X'5), tgy=X/R.
o= bo‘lgan holda xususiy yechimni
i =t(Acosat+Bsinat)

ko‘rinishda izlash kerakligini eslatib o‘taylik.

36



t ko‘paytuvchining borligi tebranish amplitudasi cheksiz o‘sishini

ko‘rsatadi; o= bo‘lgan hol rezonansni bildiradi.

2.3-masala. 1-Masaladagi zanjirdan R qarshilik yo‘qligi bilan farq
giluvchi va Ecos(et+y) ( bu yerda w=1/JLc) EYUK bo‘lgan LC- zanjirni

garaylik.
Bu holda differensial tenglama ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
LgTzzi+éi =—Ewsin(at+y),
boshlang‘ich shartlar: il_, =0, % = %cosw (keyingi

L%+ét i(r)dr =Ecos(at+y) tenglamadan t=0 da hosil bo‘ladi).
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
| =C,cosapt+C,sinet, bu yerda o, =1/J/LC.

Xususiy yechimni topamiz:

%‘T: Acos ot + Bsinat,

0|% =—Awsin ot + Bwcos wt,

d2i .
L| = =—Aw’ cos wt — Bo’ sin wt
dt?

A(é— La)zjcos ot + B(é— La)zjsin ot = —Ewsiny cos wt — Ewcosy sin ot.

Demak,
AL(i—a)sz—Ea}sinw, bu yerdan A=-—S2SNV_
LC L(ef - )
BL(i—a)zj:—Ewcow, bu yerdan B=--S2CV
LC L(e® - )

Shuning uchun

—a)(Sinl/ICOS(Ot-i-COSl//Sin wt)
L(a)2 —caoz)

yoki

- Ew .
| =————sin(wt .
L(a)z—wg) (at+y)

Shunday qilib, umumiy yechim ushbu ko‘rinishda hosil bo‘ladi:
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i =C, cosayt +C,sin ot + sin( ot +y).

L(wz—af)
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradigan xususiy yechimni topish uchun

hosilani yozib olamiz va i hamda % ning ifodalariga ularning t=o0 dagi

qiymatlarini qo‘yamiz:

Ewsiny Ewsiny
O:Cl +L2ﬁ y bU yerdan Cl :—Lzﬁ f
(60 a)o) (a) a)o)
E Ew’ cos @, E cos
ECOSV/:CZG)O +L2—_l/2/ y bU yerdan C2 :—LOZ—_VZI ’
(0 —}) (0" —})
va demak,
. E ) . )
i =—————| wsiny cos wt + m, cosy sin ot — wsin(at +y) |
L(a) —a)o)
yoki

. E . . .
i= W[a)sm(aﬁ +y) - msiny cos ot - m, cosy sin ot |

Ixtiyoriy o‘zgarmaslar boshlang‘ich shartlardan oldingi holdagi kabi
aniglanadi.
Agar o=1/LC =@, bo‘lsa, xususiy yechimni
i =t(Acosat+Bsinat)

ko‘rinishda izlash kerak, u holda (Zl_l =t(—Awsin ot + Bocosat)+ Acoswt + Bsin at,

2%
?jT; =t(-Aw’ cosat - B’ cosat ) +(-2Awsin et + 2Bocosat). Lo’ —é =0 bo‘lgani uchun
- 2-_ . . . . . . . . .
tenglamaga i va (ZT; ning ifodasiga qo‘yib, ushbu ayniyatni hosil qilamiz.

L(—2Awsin at+2Bwcoswt) = Ewcos at
bu Yerdan A=0, B=g/(2L) ekanligi kelib chigadi va shuning uchun
i_:Etsin wt.
2L
Bu holda (R=0) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

: - : E. .
I=1+I =Clcoswt+C7_sma)t+ztsma)t.
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c, va c, larni i_, va % =0 boshlang‘ich shartlardan topamiz. Buning

t=0
uchun

a_ —C,wsin at +C,wcos ot +@cos ot +£sin ot
dt 2L 2L

ni yozib olamiz t=0 va giymatni i hamda % ning ifodasiga qo‘yamiz,

natijada c,=c,=0 ni, ya’ni i=i ni hosil gilamiz. Nihoyat quyidagiga ega

bo‘lamiz (rezonans hol):

i:Z—ELtsin ot,bu yerda 0=

Jie
2.4-masala. EYUKIi Esin(et+y)ga teng bo‘lgan LR- zanjirni garaymiz. Bu

holda birinchi tartibli
di . .
La+ Ri = Esin(ot+y)

tenglama va i =0 boshlang‘ich shart hosil bo‘ladi. Bu koeffitsiyentlari
o‘zgarmas bo‘lgan chizigli tenglama bo‘lganligi uchun uni yuqori tartibli
chizigli tenglamalar yechiladigan usullar bilan yechish mumkin.

Lr+R=0 Xarakteristik tenglamadan r=-r/L ni aniglaymiz va mos bir
jinsli tenglamaning yechimi 1=ce™®" ni hosil gilamiz. Bir jinsli bo‘lmagan
tenglamaning xususiy yechimini anigmas koeffitsiyentlar usulidan

foydalanib topamiz:
R|i = Acosat +Bsin at,

L|% =—AwCcos wt + Bwsin wt.

(RA+LwB)cos et +(+LwA+RB)sin at = Esiny cos et + E cosy sin .
RA+LwB=Esiny |R| Lo
—LoA+RB=Ecosy |-Lw|R;

E(Rsiny —Locosy)
ZZ
E(Losiny +Rcosy)
22

(R*+L0’) A=E(Rsiny - Locosy), A=

(R*+L°0’)B=E(Lwsiny +Rcosy), B=

bu yerda z?=R?+1%»*;
E
z?

[ (Rsiny —Lacosy )cos at +(Lawsiny +Rcosy )sin ot | = ;[La)(sin wtsiny —
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—Cos at cosy )+ R(sina;tcostrcosa;tsim//)]=;[—La)cos(a>t+y/)+ Rsin (et +y)|;
Agar R/Z=cosy, Lw/Z=siny desak,
i_:gsin(a)tﬂ//—y).
Shunday qilib,
i:CleRt/L+§sin(a)t+z//—y).
c, ni aniglash uchun i|_ =0 boshlang‘ich shartdan foydalanamiz:
O:Cl+§sin(z//—y), bu yerdan cl=§sin(y—y/).
Uzilkesil

~Rt/L

i :g[sin(y/—;/)e +sin(a)t+gu—y)]

ga egamiz, bu yerda tgy = Lo/R.

3. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar va ularga
keltiriladigan masalalar

Fizikaga doir masalalar
3.1-masala. (Elektr zanjiridagi o‘tish protsessi). Induktivlik zanjirida

o‘tish protsessi sodir bo‘ladi. L induktivlik va R aktiv qarshilik —
o‘zgarmasdir. U quchlanish t vaqgtning funksiyasi sifatida berilgan: U = f (t).
Boshlang‘ich tok i, ga teng. i tokning t wvaqtga bog‘lanishini toping.
Jumladan, U =U, =const bo‘lgan holni qarab chiqing.

Yechilishi. Zanjirdagi i tok vaqt o‘tishi bilan o‘zgargani va L
induktivlik mavjudligi tufayli o‘z induksiyasining |, =—L% EYUK . hosil
bo‘ladi. Kirxgof qonuniga ko‘ra, zanjirdagi kuchlanish pasayishi Ri EYUK
lar yig‘indisi U —L% ga teng. Shunday qilib,

di

U-L-—=
at

Ri yoki Lﬂ+ Ri=U.
dt
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Bu birinchi tartibli chizigli differensial tenglama U ni f(t) bilan
almashtirib va tenglamaning ikkala gismini L ga bo‘lib, quyidagini hosil
di R. f()

gilamiz. —+—i=
dt L L

Bu chizigli tenglamaning t=0 da i=i, boshlang‘ich shartni ganoatlan-
tiruvchi xususiy yechimi

U ]
i=e Rt/{lo+tl‘f(r)eR/Ldr}

funksiyadan iborat bo‘ladi.
f (t)=U, =const, bo‘lganda

t
/{ + I (f)eRt/Ldf}

t
yoki IeR’/Ldr = %(eRt/L ~1) bo‘lganligi uchun
0

i:\i+(i —ﬁje-m
R |° R

t ning o‘sishi bilan e™" ko‘paytuvchi kamayadi va biror vaqt oralig‘idan
so‘ng protsescni amalda bargaror deb hisoblash mumkin, bunda tok OM

qonuni bo‘yicha aniglanadi.
U

==

R
Agar i,=0 desak, zanjirning ulanishidagi tok uchun formula hosil

gilamiz:
: Uo —Rt/L
=—(1- :
=)
Tenglikdan ko‘rinadiki i tok batariya ulangandan so‘ng OM qonuni bilan
aniglanadigan U,/R qiymatgacha o‘sib etadi.

Chunki tutashuv ekstratoki deb ataluvchi U?:e‘m” tok juda tez kamayadi va

amalda tezda sezilarsiz bo‘lib goladi deb hisoblash mumkin.

Agar u, -0 desak, zanjirning uzilishidagi so‘nish toki uchun formulasini
hosil gilamiz:
i — ioe—Rt/L
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Zanjirda kuchlanish bo‘lmaganda fagat o‘zinduksiyaning EYUK ta’siri natijasida zanjirda
o‘tadigan bu tok uzish ekstratoki deyiladi. t 0°sishi bilan u nolga intiladi.

O‘zgarmas L/R Kattalikni zanjirning vaqt doimiysi deyiladi.

Ko‘rib chiqilgan masalalar tutashish va uzilish ketma-ketlikda juda tez
sodir bo‘lganda, masalan, telegraf aloqasida muhimdir.

Tok manbaining quchlanishi U =Esinet sinusoidal qonun bo‘yicha
o‘zgaradigan hol ( masalan, RL-zanjir o‘zgaruvchan tok manbaiga
ulanadigan hol) alohida diggatga sazovordir. Bu holda formulaga binoan
quyidagiga egamiz:

: . E :
=gt |0+—.[eRT/Lsma)rdr .
LO

Quyidagini tekshirib ko‘rish oson:
2

_ RL : @
J‘eRT/LSIna)z'dT=eRT/L 27 5zoMNOT ——5—5——>C0SaT |.
o’l’ +R o’L” +R

Shuning uchun

t 2 2

!eRf/Lsina)rdr:eF“/L(ﬁsinwt—a)zlioz—l:rRzcosa)tj+a)2i)2—|:rRZ
va biz tokning vaqtga bog‘lanishini ushbu qo‘rinishda hosil gilamiz:

i :(i0 +ﬁje‘wL +%sin a)t—%cosa)t
e ™" ko‘paytuvchi t o‘sib borgan sayin tez gamayadi. Shu sababli bu
formuladagi birinchi qo‘shiluvchi qisqa vaqt oralig‘idan so‘ng i kattalikni
aniglashga amalda ta’sir ko‘rsata olmaydi. Qolgan ikkita qo‘shiluvchining
yg‘indisi U Kkuchlanishnig o chastotasi kabi o‘sha @ chastotali, biroq
boshga amplitudali va boshqga fazali sinusoidal kattalikdan iborat: Shu bilan
birga u i, boshlang‘ich tokka bog‘liq bo‘lmaydi. Bu tok barqaror tok
deyiladi.
3.2-masala. (Argonning sirpanishi) Argon stol ustida yotibdi.(4-rasm)

Uning uchlaridan biri stol ustidan « masofada bo‘lgan silliq blok orqali
o‘tkazilgan. Boshlang‘ich momentda 2a uzunlikdagi arqon bo‘lagi blokning
narigi tomonida erkin osilib turibdi.
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Argonning bu uchining harakat tezligi ¢ ni S yo‘lga bog‘liq ravishda
toping, bunday harakatda ishgalinish garshiligi

tezlik kvadratiga teng, boshlang‘ich tezlik esa nolga ‘T' .

teng deb gabul giling. i ‘
Yechilishi. Agar blokni yo‘lning sanoq boshi Zas

sifatida tanlab olsak, OS o‘qgni pastga yo‘naltirsak, l

Nyutonning ikkinchi gonuni m‘i_'tg: F bizning holda

ushbu differensial tenglamaga olib keladi:

4-1dSIT1
(S+a)‘;—f=(8—a)g—92,

bu yerda g-og‘irlik kuchi tezlanishi.
45 _dg ds_ do
dt dS dt dsS
mumeKin:

bo‘lgani uchun tenglamani quyidagicha yozish

(S +a)l93—§+192 =(S-a)g.
Bu Bernulli tenglamasidir. (n=-1) Ushbu 9 =z o‘rniga qo‘yish (mos
ravishda 93—? = %g—; ) bilan uni chiziqli ko‘rinishga keltiramiz;
EJF 2 Z:29(S—a)
dS S+a S+a
y'+P(X)y=Q(x)
chizigli differensial tenglamani umumiy yechimi

y=e 170 UQ(X)eIP(X)dde + C} 3.2

umumiy yechimini (1) formula bo‘yicha topamiz:
7 — a-In(s+a) {zgj‘ﬁezm(wa)ds + C} .
s+a
Biroq

1
s (s+a)’’ e = (s +a)’,

3
S—a S
j_eZIn(a+S)dS — J.(SZ _ az)dS _> a‘2 .S
s+a 3
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va shu sababli

3
Z:SZ:ﬁ:{Zg(%—az-Sj+C}

s=2a da 9=0 boshlang‘ich shartdan C=-4 da 3/3 ni topamiz, natijada
xususiy integral ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

92— 29 (33—3a2-s—2a3).
3(s+a)’

Qavs ichidagi ifodani ko‘paytuvchilarga ajratish mumkin:

s—3a’-s-2a’=s>-2a-s°+2a-s°—4a’*-s+a’-s—2a’=

=s’—3a*-s-2a’=s°(s—2a)+2a-s(s—2a)+a’(s—2a) = (s—2a)(s + a)’
Shunday qilib 4 ni s ga bog‘liq holda hosil gilamiz

,9:‘/2?9(5—2a) :

Harakat tekis tezlanuvchan ekanligini isbot gilamiz. Buning uchun hosil
qilingan tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko‘taramiz va t bo‘yicha
differensiallaymiz. Natijada

2
2 d_'9:_29ds, lekin %:9 va d_9:d_25
dt  3dt dt dt dt
Shuning uchun
2
d—zszg:const
dt® 3

Shuni isbot gilish kerak edi.

Geometrik masalalar.
3.3-masala. A(a;a) nuqtadan o‘tuvchi va 5-rasm

quyidagi xossaga ega bo‘lgan egri chizigning PM ordinatali istalgan M(x;y)

nugtasidan Oy o‘gning T nugqtasi bilan kesishguncha urinma o‘tkazilsa,
OTMP trapetsiyaning yuzi o‘zgarmas bo‘lib, «* ga teng bo‘ladi (5-rasm).

OT+PM

Yechilishi.  Trapetsiya yuzi S= OP formula bo‘yicha

aniglanadi. OT=y-xy’, PM=yva OP=x bo‘lgani uchun differensial
tenglama quyidagi ko‘riniShda bo‘ladi:
(2y —xy")x = 2a°
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yoki y ——y——zi
X2
Bu chizigli tenglama. Uning umumiy yechimini (3.1) formula bo‘yicha

topamiz:

e—ZInx
y= 2Inx[ zaj N dX+CJ,
bu yerdan
i 2a’
-2a°|—+C oki X | —+C |,
( P j Y V= (Sx J
binobarin,
2a’
=— +Cx%.
y 3X

Umumiy yechimga x=a, y=a boshlang‘ich shartni qo‘yib, C=1/(3a)ni
topamiz, u holda izlanayotgan egri chizig tenglamasi ushbu ko‘rinishda

bo‘ladi:
2a° Xx° y

:§+£.

3.4-masala. Egri chizigning istalgan M(x;y)
nugtasining OM radius-vektori OM, shu nugtadan
o‘tkazilgan MP urinma va Ox o‘q hosil qilgan
uchburchakning yuzi 2 ga teng. Egri chiziq A(2;-2)

nuqgtadan o‘tadi. Uning tenglamasini toping (6-rasm).
Yechilishi. ~Uchburchakning  yuzi s :%OP-MN
formula bo‘yicha topiladi, bu yerda MN=y son M nugtaning ordinatasi

OP =x —l, . Differensial tenglama quyidagi ko‘rinishga ega:

y
g
y

yoki
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Bu y argumentning noma’lum x funksiyasiga nisbatan chizigli
differensial tenglama. Umumiy integralni (1) formula bo‘yicha topamiz:

—Iny
x=e'”y(—4j‘ey2 dy+Cj yoki X = y(%+€].

x=2 da y=-2, demak, C =-3/2. Natijada egri chizigning izlanayotgan

tenglamasini ushbu ko‘riniShda hosil gilamiz:

3y*+2xy—4=0.

3.5-masala. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi shunday egri chiziq
tenglamasini tuzingki, uning normalining egri chiziq istalgan nugtasidan Ox
o‘qqgacha bo‘lgan kesmasining o‘rtasi y* =ax parabolada yotadi.

Yechilishi. Egri chiziqga ixtiyoriy M(x;y) nuqgta olamiz. Egri chizigning
M nugqtasiga o‘tkazilgan normalning Ox o°‘q bilan kesishish nuqtasi x+ yy’
vaO koordinatalarga, normal kesmasi MPning o‘rtasi N esa

yy' y

Xy =X+ Va y, =3 koordinatalarga ega.

N nugta y>=ax parabolada yotganligi uchun uning koordinatalari parabola
tenglamasini ganoatlantiradi; natijada

2 '
V_(W)
4 2

yoki
Y&
Y "% y
Differensial tenglama tuzildi. Bu Bernulli tenglamasidir (n=-1).

2

Uni ZW’—y—=—4x ko‘rinishda gayta yozamiz va y®=z deymiz, mos
a

ravishda 2yy'=7".
Tenglama chiziqli ko‘rinishga keladi:

Z
7' ——=-4x.
a

Uning umumiy yechimini (3.1) formula bo‘yicha yozamiz:
z= ex/a(—4jxe‘x/adx + C) .

So‘ngra

46



_[ xe ¥3dx = —axe ¥* —a% /2

bo‘lgani uchun
z=y*=¢"" [4a(xefx/a + aefx/a)+C] yoki  y*=dax+4a®+Ce"?,

x=0 da y=0 boshlang‘ich shartidan C=-4a*> ni topamiz. Egri
chizigning izlanayotgan tenglamasi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
y2:4ax+4a2(1—ex/a).

4. Yugori tartibli differensial tenglamalar va tartibi
pasaytiriladigan tenglamalarga keltiriladigan masalalar

Garmonik tebranishlar. Fizikada o‘rganiladigan deyarli barcha
jarayonlar davriy takrorlanuvchi jarayonlardir. Ko‘pgina bunday masalalarni
yechish quyidagi differensial tenglamani yechishga keltiriladi:

y'=-a’y, (4.)
bu yerda o berilgan musbat son, y=yx),y =(y) (4.1 tenglamaning
yechimlari

y(x) = C, sin wx+C, cos wx
ko‘rinishdagi funksiyalardir. Bu yerda c, va c, -lar berilgan masala bilan

bog‘liq o‘zgarmas sonlardir.

4.1-masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta og‘irlik kuchi ta’sirida
yerkin tushmoqgda. Nugtaning harakat gonunini havoning garshiligini
hisobga olmagan holda toping.

Yechilishi. Sanoq boshi o tanlab olingan va pastga yo‘nalgan vertikal o‘q
olaylik. Moddiy nugtaning vaziyati t vaqtga bog‘liq ravishda o‘zgaradigan
oM =S koordinata bilan aniglanadi (7-rasm). Dinamikaning ikkinchi asosiy
gonuni

F=ma
ko‘rinishda yozamiz, bu yerda m-massa, a- nuqgtaning tezlanishi, r-ta’sir
etuvchi kuch. Shartga ko‘ra nuqtaga faqat og‘irlik kuchi ta’sir etadi, demak,
o F=P=mg, bu yerda g-og‘irlik kuchi tezlanishi, a- tezlanish

: yo‘ld_an vaqt bo‘yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga teng,
s, shuning uchun
| 2 2

d<S d“S
: m e =mg = prea g. (4.2)
b IM
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(4.2) tenglama noma’lum s=s() funksiyaning ikkinchi hosilasi gatnashgan
differensial tenglamadir. Ushbu holda bu ikkinchi hosila argumentning
ma’lum funksiyasi bo‘lgani uchun izlanayotgan funksiyani t bo‘yicha ikki

marta integrallab topish mumkin:

ds
V=—=qt+C 4.3
praal L (4.3)

2

s-Z-+ci+c, (4.4)

(4.4) tenglik izlanayotgan harakat qonunini beradi, biroq integrallash c, va
C, o‘zgarmaslarga ega. Nuqgtaning boshlang‘ich vaziyatini va boshlang‘ich
tezligini bilgan holda c, va c,-o‘zgarmaslarni aniglash mumkin, ya’ni;

V|, =Vy, S|, =S,.
bo‘lsin. (4.3) dan c,=Vv, , (44) dan c,=s,-ni hosil gilamiz, natijada harakat
gonuni

2
S :%+V0t+80

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Fizikaviy masalalar. Mexanika va materiallar garshiligining ba’zi
masalalari.

Bu yerda tartibini pasaytirishga imkon beradigan va chekli ko‘rinishda
integrallanadigan differensial tenglamalarga olib kelinadigan bir qator
masalalar garab chigiladi.

Nugqtaning to‘g‘ri chiziqli harakati. Birinchi navbatda m massali
moddiy nugtaning F kuch ta’sirida to‘g‘ri chizigli harakatini tekshiramiz. F
kuch faqat quyidagi argumentlarning biriga bog‘liq bo‘ladi: vaqt, tezlik yoki
nugtaning koordinatalari.

Ox o‘gni nuqta harakatlanayotgan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘naladi va
harakatning differensial tenglamasi quyidagicha yoziladi:
2
m% =F. (4.5)
Ushbu boshlang‘ich shartlarni gabul gilamiz:
Xl o =% I _,=%-
Uchta holni garab chigamiz:
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1) Kuch vaqgtga bog‘liq: F=F(t).

2
dx =9 d’x_d9 bo‘lgani uchun (45) tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan

dt U odt? dt
birinchi tartibli tenglamaga keltiriladi:
dg
m—=F(t),
i (t)
bu yerdan

t
S:EJ.F(u)du +C,,
m;

bu yerda u—integrallash o‘zgaruvchisi.
C, ixtiyoriy o‘zgarmasni x\tztc =x, da 9| =9 boshlang‘ich shartdan

aniglaymiz: C, =49, demak,
1t
$=94 +=|F(u)d
o+mtj0 (u)du

yoki
dx

1t
— =% +=—|F(u)du.
dt ° m;[ )

Ikkinchi marta integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

1t z
x:190t+aj'(.fF(u)du)dz+C2,

t z
bu yerda .[ (IF(u)du)dz— takroriy integraldir. Ixtiyoriy o‘zgarmasni x|_ =x,
boShlang‘ich shartdan topamiz: C,=x,-94-t,, demak, nuqtaning harakat
gonuni uzil-kesil ushbu ko‘rinishda yoziladi:
1t z
x:xo+90(t—t0)+aj(jF(u)du)dz.

th 1
Masalan, massasi m bo‘lgan nuqta vaqt o‘tishi bilan bir tekis
kamayadigan kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan bo‘lsin.
Boshlang‘ich t=0 momentda kuch F=F,, tezlik $=0 va koordinata x=0
bo‘lsin. Yuqorida topilgan formulalarimizdan foydalanish mumkin bo‘lishi
uchun F kuchni topamiz. Masala shartiga ko‘ra F=F,—kt, bu yerda k

49



koeffitsiyentni  topish kerak. t=T da F=0 bo‘lgani uchun
F,—-kt=0=k=F,/T vademak, F=F,-t/T). Shuning uchun
F, t?

_Rfq U ki g=rol¢_ 1
9_m£(1 T)du yoki g m[t 2Tj’

2m

Vaqgtning T momentidagi tezlik va o‘tilgan yo‘lni topish uchun hosil
gilingan munosabatlarda t=T deyish kerak. Natijada quyidagiga ega
bo‘lamiz:

_it z _E . :Fotz _L
x_mg(.([(l S)du)dz yoki  x il 3T)'

2
o =y A =2
2)  Kuch tezlikka bog‘liq: F =F(9).
Bu holda differensial tenglama
md_2x =F(9)
dt?

ko‘riniShda bo‘ladi. Yuqoridagiga o‘xshash, %:9 almashtirish bajarib,
quyidagini hosil gilamiz :
dg

mE:F(Q),

9
bu yerdan mj%:ncl. J|_, =9, shuning uchun C =-t, va eng keyingi
u -0
%

tenglamani quyidagicha gayta yozib olish mumkin:
m;% =t-t, (4.6)
Aytaylik, bu tenglamani integrallashga erishgan va hosil bo‘lgan
munosabatni 9= % ga nisbatan yechgan bo‘laylik:

I=o(t,t,4,)
u holda

t
X= I¢(z,t0,30)dz +C,,

ty
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X\t:tozxo boshlang‘ich shartdan C,=x,. Shunday qilib, nuqtaning harakat

gonuni

t
X=X, +j¢(z,to,90)dz

ko‘rinishda hosil bo‘ladi.

Agar (4.6) tenglamadan ¢ ni t ning funksiyasi sifatida aniglash mumkin
bo‘lmasa, u holda berilgan differensial tenglamada quyidagicha
almashtirishlar bajaramiz:

%:9 d’x _d9 dg dx _ dx

dt dt? dt  dx dt dt
va tenglamani ms?j—g = F(9) ko‘rinishda gayta yozib olamiz, bu yerdan
X
udu
X=m|——
I:(U)

ni topamiz. C ni x| =x, da g_ =49, boshlang‘ich shartdan C =x, ni

aniqglaymiz. U holda

£ udu

% 4.7)

X=X,+Mm

Ta’sir etuvchi kuch tezlikka bog‘liq bo‘lgandagi to‘g‘ri chizigli harakatga
qarshilik  ko‘rsatuvchi muhitdagi harakat (garshilik kuchi tezlikka
proporsional bo‘lganda) misol bo‘ladi. Bu holda F(%)=-k$ deb hisoblash

mumkin bo‘lgani uchun (4.7) tenglik
x =Ky _%('9_'90)

ko‘rinishni oladi, (4.6) formula esa

—InL—t—t
kK 9 0

yoki
G=ge I (4.8)
ko‘rinishga keladi.
Bunday turdagi aniq masalani ko‘raylik.
4.2-masala. Motorli qayiq 10km/soat tezlik bilan harakat gilmoqda.
Shunday ketayotgan gayiqning motori o‘chirib qo‘yildi, natijada 20 sek dan
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keyin uning tezligi 6 km/soat ga teng bo‘lib qoldi. Motor o‘chirilgandan keyin
2 min o‘tgach, qayigning tezligi ganday bo‘lganini va o‘chirilgandan keyingi
bir minut ichida qayiq qancha masofani bosib o‘tganligini anig-lang.

Yechilishi. Masala shartiga ko‘ra: t,=0 x,=0, & =10 xw/coam.
=6 xm/coam . Shuning uchun (4.8) formulaga binoan: 6=10-¢™®™ bu

‘t=20C€K
yerdan ¢ ™ =(0,6)" yoki k/m=-180In0,6=180-0,5108 = 91,944
180
Demak, 9|, =10-(0,6)* =10-(0,6)" = 2,16 xu/coam
va
= (10-2,16)/91,944 = 7,84/91,944 ~ 85,3 u

t =1 mun

Endi 9, =15 m/cex, J|_, =1m/cex deb faraz gilamiz. Qancha vaqtdan

so‘ng qayigning tezligi 0,01 .n/cex ga tushib qoliShini va to‘xtaguncha gayiq

gancha masofani bosib o‘tishini hisoblaymiz. Quyidagiga egamiz: 1=1,5¢*/",

1
e M =(i)4 yoki 5=%|n1,5=%-0,4055=0,1014.

15 m
1 1, 1 107
Demak , t\g 001 In ° IN150 = 5,010 ~ 50 cex
Mycer ~ 0,1014 O, oL 0,1014 0,1014

X g_p =15/01014 ~ 14,8 x.

Endi massasi m bo‘lgan jismning yuqori balandlikdan tushish holini
garaylik, bunda jism moddiy nuqta kabi harakat giladi, havo qarshiligi esa
tezlikning kvadratiga proporsional deb faraz gilamiz. Shuningdek, ushbu
boshlang‘ich shartlarni ham gabul qilamiz: x| =0, 9| =9,

Tushayotgan jismga ikkita kuch: jismning og‘irlik kuchi va havoning
qarshilik kuchi ta’sir etadi: ularning teng ta’sir etuvchisi: F=mg-k%*,
shuning uchun

N
tzmj du >
5 Mg — ku
Jism fagat F>0 bo‘lgandagina tushgani uchun mg-k% >0 yoki
9<.Jmg/k . Buyerda \/mg/k =9, (kritik tezlik) deb belgilaymiz. U holda

m[|9+9 9+9J

= In
k9, 9,-9 8, -3

Kp
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yoki

t:1 Arthi— Arthi :
k3 9

Kp Kp Kp
2 i i kg . . . -
%:i ligidan, va binobarin, szlgi ligidan keyingi tenglikni
g m Kp

quyidagicha o‘zgartirib yozamiz:

Arth g = Arth 5 +g_t.
9 g 9

Kp Kp Kp

Tenglikni ikkala tomonidan giperbolik tangens olamiz:

. 9,/9, +th(gt/3,,)
- “1+(8,/9, )th(at/4,)

yoki

o g (/5 I0(08,)
7 1+(8,/9, )th(at/9,)
Xususan, 9, =0 da
9=3,-th(gt/3,),

=49, da esa I(t)=9 =9, ga egamiz, ya’'ni jismning tushishi o‘zgarmas
tezlik bilan sodir bo‘ladi.

Argument cheksiz ortganda giperbolik tangens birga intilgani uchun t =00
da 9(t) tezlik g ga intilishini qayd qilib o‘taylik. Bu $(t) =9, tezlik bilan
tushayotgan jismning tezligi kritik tezlikka asimptotik yaqginlashib kelsada,
lekin jism kritik tezlikka hech gachon erisha olmasligini bildiradi.

Chekli o‘lchamlarga ega bo‘lgan jismlarning tushishida havoning
qarshiligi jismning kattaligi, shakli va og‘irligiga, shuningdek havoning
zichligiga bog‘liq bo‘ladi. Bu bog‘lanish k, =k/m koeffitsiyent orgali hisobga
olinib, u

Sd

k=aa— (4.9)
P
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emperik formula bilan aniglanadi, bu yerda d-1° havoning og‘irligi (H
larda; o‘rtacha d =12H/?), bu 760« bosimdagi va 15°C dagi 1.° havoning
og‘irligiga mos keladi; S-jismning harakat yo‘nalishiga perpendikulyar
bo‘lgan tekislikdagi proeksiyasining yuzi (’larda); P—-jismning og‘irligi
(H larda), a-esa jism shakliga bog‘liq bo‘lgan va tajriba yo‘li bilan
topiladigan o‘lchamsiz “qarshilik koeffitsiyenti”, masalan, gorizontal
tushuvchi kvadrat plastinka uchun «=0,631; tirgishi (ochiq tomoni) pastga
garagan yarimsfera (parashyut) uchun o =0,664.

4.9) formula yuqoridagi natijalar bilan birgalikda, masalan, harakat
boshlanguncha tinch holatda turgan hamda tomoni 1x va og‘irligi 19,6 H
bo‘lgan kvadrat plastinka tusha boshlagandan 2cex o‘tgach, u qanday

tezlikka ega bo‘lish masalasini hal etishga imkon beradi.
Bu holda
0,631-12-1
17106
Bu giymatlarni, shuningdek, t=2cex ni (4.8) formulaga qo‘yib, quyidagini
topamiz:

=0,386, $,=5038, g/9,=1947.

SLZZ =5,038-th3,894 =5,038-0,999 =5,033x/cex .

Bu natija tik tushayotgan plastinka umuman esa bo‘lishi mumkin bo‘lgan
$,= =9 _ =5038xn/cex tezlikdan deyarli farq gilmaydi. Shunday gilib,

Kp
nazariy jihatdan cheksiz katta vaqt oralig‘idan so‘ng erishiladigan eng yuqori
tezlikka, amalda tushishning ikkinchi sekundi oxiridayoq erishilar ekan.

x ning koordinatalarini topish uchun

9,/9,, +th(gt/3,,)

~ i (9,9, )m(a 4, )"

differensial tenglamani integrallaymiz, natijada:

L9/, +th gz/ )

0 e T

dz+C.
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O‘ng tomondagi integralni th(gz/gkp):u yoki z :(Skp/g)Arthu o‘rniga
qo‘yish bilan va bir vaqtda ,/9 —ni « bilan almashtirib hisoblaymiz; unda
integral (9, ko‘paytuvchi bilan birgalikda) ushbu ko‘rinishni oladi:

19;, r a+Uu
= j ——du
g 5 @+au)l-u)
bu yerda u, =th(gt/3,,). Kasrni elementar kasrlarga yoyamiz:

a—+u _a 1 N 1
A+au)l-u?) l+au 21+u) 2(1-u)’
Buning natijasida

2

| = i[ln(ﬁ au)
g

Up

CIn(L+u) In(l—u)T) _ 9%, i A+ au)

2 2 ], 9 -7,
2 14(9,/9.)-th(gt/9.) &
S *+(%/9, ) th(gY “p):lg"pln ch 9L S gy 9L |
9 -thi(etg) 9 L% 8 S,

Shunday qilib,

'92
x:ﬂln[ch gt + % sh gt ]+C
g 9

Kp Kp Kp
agar x| =x, bo‘lsa, u xolda c¢=x, va demak,

'92
X=X, +—~ In(ch at + % sh gtJ

g

Kp Kp Kp

agar x,=0 desak

32
x:ﬁln[ch ot + 5 sh gt}
g 9

Kp Kp Kp
Xususan, yana ham 9, =0 desak,

'92
x=ﬁlnchg—t.
g 4,

Bu formula yordamida quyidagi masalani yechish uchun foydalanish
mumkin.
4.3-masala. Parashyutchi 1,5xu balandlikdan sakradi va parashyutni

0,5xm balandlikda ochdi. Odamning normal zichlikka ega bo‘lgan havoda
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tushishining kritik tezligi 50.m/cex deb olib va havo zichligining balandlikka

qarab o‘zgarishini hisobga olmay, parashyutchi parashyuti ochilguncha
gancha vaqt tushganini aniglang.
Yechilishi. Bu yerda x=1,5xu—0,5xm =1xn =1000.1. Demak,

2
1000—%Inch5g—(t),:> g ~10 w/cex? deb quyidagini hosil gilamiz:

Inch(T/5)=4=T =5Arche™
Ko‘rsatkichli va giperbolik funksiyalar jadvallaridan
e* =54,598, Arch54,598 = 4,693 ni topamiz. Demak,
T =5-4,693 =23,465cex = 23 cex.
3) Kuch nugtaning vaziyatiga bog‘liq. F = F(x)
Ushbu

d?x
m—s;-=F(X
dt? )

differrensial tenglamada

2
_g. dx_do_,do
dt dt dt dx
almashtirish bajaramiz. U holda
de—l9 =F(x),
dx
bu yerdan o‘zgaruvchilarni ajratish orqgali quyidagini topamiz:
2 X
Y [Fudu+c,
2 Xo

bu Yerda u- integrallash o‘zgaruvchisi.
9|, =8- boshlang‘ich shartdan C, =md; /2 ni aniglaymiz, demak,

mg* m32 X
5 _[F(u)du

Bu tenglamani 9 ga nisbatan echib va 9 ni % orgali almashtirib,

quyidagini hosil gilamiz:

‘;’t( Jsz < j F(u)du,,
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bu Yerdan
T dz

2
“\/9§+;jF(u)du

=x, boshlang‘ich shartga asosan C,=t, bo‘lib quyidagiga ega

+C,.

X,
bo‘lamiz:
T dz

ttﬁx{\/gusz(u)du'
0 mX

Bu yerdan x ni t ning funksiyasi sifatida ifodalab, nugtaning harakat

gonunini hosil gilamiz.
Masalan, agar nugta F=km/x’ kuch ta’sirida t=t, da x=x, va 3=4

boShlang‘ich shartlarda to‘g‘ri chiziqli harakat qllsa u holda

t:J' dz

%[ =
X tk & k
0\/9§+ri;[ ur3n Ve )Z

yoki

W[\/(gzxz KX — K — X }

Bu tenglamani x ga nisbatan yechib, nugtaning harakat gonunini
topamiz:

,  kt?
x:\/(x0+80t) +x_§ :
Agar nugta 0 markazdan itarish kuchi ta’sirida harakat qilayotgan bo‘lsa,
k >0; tortishish kuchi ta’sirida harakat gilayotganda esa k <0 bo‘ladi: keyingi
holda nugta markazga T vaqtdan so‘ng etadi, T ni t=T bo‘lganda x=0
shartdan topiladi. k =—k? deb, quyidagini hosil gilamiz:
(% +9T) k;l' 0.

0

Bu tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga ajratib, ularning har
gaysisini nolga tenglaymiz:
x0+90T—|(1—T=0, Xo + 9T +kl—T=0.

X Xo
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Ikkinchi tenglamani T >0 bo‘lganligi uchun tashlab yuboramiz. Birinchi
tenglamadan

T= R, —)(Ogoxg
ni topamiz.
Kuch nugtaning vaziyatiga bog‘liq bo‘lgan quyidagi masalani ko‘rib
chigamiz.

4.4-masala. Yerdan cheksiz katta masofada dastlab tinch holatda bo‘lgan
meteor to‘g‘ri chiziqli harakat qilib yerga tushmoqda, shu bilan birga
meteorning tezlanishi undan yer markazigacha bo‘lgan masofaning
kvadratiga teskari proparsional deb faraz gilamiz. Meteor yerga ganday
tezlik bilan urilishini aniglang.

Yechilishi. Meteordan yer markazigacha bo‘lgan masofani r orqgali belgi-
laymiz va

dr_k
> r?
- - - - - 2 -
differensial tenglamani tuzamiz. Tezlanish w=%=‘3—f bo‘lgani uchun
tenglama ushbu ko‘rinishga keladi'
dg dg «
oki 9-2==,
dt r2 y dr r?

chunki dg9_dd dr_ gd‘g

dt dr dt dr

Oxiri tenglamaning umumiy integrali ‘972=—$+c ko‘rinishda bo‘ladi. Bu

yerdagi ¢ ni 9 _ =0 boshlang‘ich shartdan c=0 ekanligini aniglaymiz.
Demak, $=-2k/r.

Yerga tushishdagi tezlikni r o‘rniga yer radiusi R~6,377-10° ni qo‘yib
topamiz, proporsionallik koeffitsiyenti k ni yerdagi og‘irlik kuchi tezlanishi
g=9,8m/ce* VA R orqali ifodalash mumkin: —-g=k/R*= k=-gr? [masofa r=0
dan ( sanoq boshi) boshlab hisoblanganligi va tezlanish markazga tamon
yo‘nalgani uchun manfiy ishora olinadi ].

Shunday qilib, izlanayotgan tezlik quyidagicha bo‘ladi:
9=\[2gR?/R = [29R =[2-9,8-6,377-10° =11180 n/c ~11 k/cex.

58



Ipning muvozanati.

Ikkita uchi bilan A va B nuqtalarga osib qo‘yilgan og‘ir egiluvchan bir
jinsli cho‘zilmaydigan ipni ko‘z oldimizga keltiraylik (8-rasm). Ip
joylashadigan egri chiziq tekislikda yotadi,
deb faraz qilib, bu tekislikni xOy koordinata
tekisligi uchun gabul gilamiz. Koordinata
sistemasini shunday tanlab olamizki, ox o‘q
gorizontal jaylashsin. oy o‘q esa ipning eng
pastki o, nuqgtasidan o‘tsin (O, nugta A va B
nugtalardan pastda joylashgan).

8-rasm lpning o, nugta va ixtiyoriy M(x,y)
nuqgtasi orasidagi gismi oM ni ajratamiz. Ipning bu gismi quyidagi kuchlar

ta’siri ostida bo‘ladi:

1) o, nugtaga quyilgan & taranglik kuchi, unining 4o, gismi tomonidagi
hosil gilingan va o, nuqtadagi urinma bo‘ylab (gorizontal) yo‘nalgan;

2) M nuqtaga qo‘yilgan 7 taranglik kuchi, u ipning mB gismi tomonidan
hosil gilingan va M nuqtadagi urinma bo‘ylab yo‘nalgan;

3) Ipning oM gismiga tushgan w yuklama, u pastga yo‘nalgan,

Ip muvozanatda bo‘lgan uchun statika qonunlariga ko‘ra bu barcha
kuchlar-ning koordinata o‘qlariga proeksiyalari yig‘indisi nolga teng bo‘lishi
kerak. Demak,

Tcosa—H=0, Tsina—W =0,
bu yerda «- taranglik kuchi 7 va ox o‘qining musbat yo‘nalishi orasidagi
burchak, #,7,w tegishli kuchlarning kattaliklari.

Agar bu tenglamalarda mos ravishda # va w ni o‘ng tomonga o‘tkazib,
hosil bo‘lgan ikkinchi tenglamaning ikkala qismini birinchi tenglamaning
tegishli qismlariga bo‘lsak,

tga—v—v
H

ni hosil gilamiz. tga:% bo‘lgani uchun birinchi tartibli

ay _W

4.10
dx H ( )
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differensial tenglamaga kelamiz, uning integrali ipning muvozanatda
bo‘lgandagi shaklini tasvirlovchi egri chizigdan iborat.

Gorizontal taranglik H#- o‘zgarmas kattalik. Shuning uchun agar w
yuklama x ning funksiyasi sifatida ma’lum bo‘lsa, w = F(x), u holda (4.10)
ni bevosita integrallash mumkin. Bu holda uning yechimi

y:%jF(x)dx+C

ko‘rinishda bo‘ladi, ¢ boshlang‘ich shartlardan aniglanadi.

Biroq, shunday hollar bo‘lishi mumkinki, unda w funksiya emas, balki
uning x bo‘yicha hosilasi ma’lum bo‘ladi. Bunday holda (4.10) tenglamaning
ikkala tomonini x bo‘yicha differensiallab, ikkinchi tartibli

dy_ 1w

- 411
dx* H dx ( )

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Agar CL—V)\(Iz f(x) (bu yerda f(x) ma’lum

funksiya) bo‘lsa, bu tenglamaning yechimi ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
y= %I(I f (x)dx)dx+C1x+C2 )

bu yerda c, va c, lar boshlang‘ich shartlardan aniglanadi.

Umumiyroq hollarda, (4.10) va (4.11) tenglamalarning o‘ng tomonlari faqat
x gagina bog‘liq bo‘lmay, balki y va y' ga ham bog‘lig bo‘lib, bu hollarda
yechimni topish uchun turli usullarni qo‘llanishiga to‘g‘ri keladi, chunki
bevosita integrallash mumkin emas.

Barcha hollarda ham yechimda o‘zgarmas kattalik # gatnashishini gayd
qilib o‘taylik, Ipning uchlari A va B larning koordinatalarini va o, nugtani
bilgan holda # ni hisoblab topish mumkin.

4.5-masala. Egiluvchan (elastik) bir jinsli cho‘zilmaydigan arqon uchlari
bilan ikki nuqtada mahkamlan va arqgonga uning gorizontal proeksiyasi
bo‘ylab bir xil tagsimlangan ga/» yuklama tushadi. Arqonning og‘irligini
hisobga olmay, uning muvozanat holatdagi shaklini aniglang.

Odatda osma ko‘priklarning zanjir yoki arqonlarining muvozanat
holatidagi Shaklini aniglashda bunday masala yuzaga keladi: Yuklama
(zanjir yoki arqonga osilgan ko‘prik) gorizontal proeksiya bo‘ylab bir tekis
tagsim-langan va uning kattaligi shundayki, zanjir yoki arqonning og‘irligini
hisobga olmasa ham bo‘ladi.
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Yechilishi. Bu holda w =gx, bu yerda x arqonning M nugtaning koordi-
natasi, bir vaqtning o‘zida u arqonning oM gismining gorizontal proeksiyasi

ham bo‘ladi. Shuning uchun 4.10) differensial tenglama 32(’ ‘2‘ ko‘rinishini

- - - - - 2 - - -
oladi. Uning umumiy yechimi y:giHm parabolalar oilasidan iborat.

c ni anglash uchun o, nugtaning y=q/# ordinatasini beramiz. U holda
boshlang‘ich shart x=0 da y=q/# bo‘ladi, demak, c=q/# va izlanayotgan
Xususiy yechim

paraboladan iborat bo‘ladi.

4.6-masala. (Zanjir chiziq). Egiluvchan bir jinsli cho‘zilmaydigan arqon
ikki uchidan mahkamlangan bo‘lib, o‘zining og‘irligi ostida osilib turadi.
Agar arqonning bir birlik uzunligining og‘irligi q ga teng bo‘lsa, arqonning
muvozanat holatdagi shaklini aniglang.

YechiliSh. Bu holda w =gs, bu yerda s arqonning o,M yoyining uzunligi.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, s= j 1+(3 j dx. Shuning uchun

W = qJ' 1+(j jdx demak, dW_q 1+(2ij

%—V)\(/ hosilaning ifodasini (411 tenglamaga qo‘yib, x argument va

izlanayotgan y funksiya gatnashmagan ushbu ikkinchi tartibli differensial
tenglamani hosil gilamiz:
el
dx* H dx
dy

ol o‘rniga qo‘yish orqali bu tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan

ushbu birinchi tartibli tenglamaga keltiramiz:

du 1 1+u?

dx a
tenglikni integrallab In(u+x/1+u2)=5+lncl, bu yerdan (a=H/q belgiladik)

x/a

U++1+u? =Ce
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1+u? =Ce¥*—u dan 1=cz**-2cue” ni hosil gilamiz, bu yerdan

dy C x/a i

e, (4.12)
dx 2 2C,

chunkiu=9X.
dx

Birinchi tartibli eng sodda tenglama hosil bo‘ladi. Uning umumiy
yechimi:
aC,

y=" ex/a+2‘é e 1C,. (4.13)
1

c, va C,larni aniglash uchun o, nugtaning y=a ordinatasini olamiz. 0, nugtada
urinma ox o°‘qqa parallel ekanligini e’tiborga olib, boshlang‘ich shartni
quyidagicha yozamiz: x=0 da y=a, y'=0. x va y ning giymatlarini (4.12)
tenglikka qo‘yib, ¢, ni aniglash uchun ushbu algebraik tenglamani hosil
gilamiz:

c, 1

0=2-— =, =1.
2 2C,

x va y larning giymatlarini (4.13) tenglamaga qo‘yib quyidagini hosil
gilamiz :
a=%+%+cz:>c2=o.
Shunday qilib, izlanayotgan xususiy yechim
y= 2(ex/f"+e ) yoki y:a-chg
funksiyadan iborat ekan.

Bu masalaning yechimi ikki uchidan osilgan egiluvchan cho‘zilmaydigan
arqon o‘z og‘irligi ta’sirida giperbolik kosinusning grafigi shaklini olishini
ko‘rsatadi. Giperbolik kosinusning zanjir chiziq deb atalishi ham shu bilan
tushuntiriladi.

a=H/q Kattalikka geometrik talqin beradigan bo‘lsak, u zanjir chizigning
quyi O; nuqtadagi egrilik radiusidan iborat bo‘lishini qayd qilib o‘tamiz.
Bunga quyidagi hisoblaShlar bilan ishonch hosil gilish mumkin:

[1+( )]

| -0 "
V'
x=0

Shunday qilib, a Kkattalik zanjir chizigning shaklini xarakterlaydi: a
qanchalik kichik bo‘lsa, chiziq shunchalik tor va tikroq bo‘ladi.

!

_Oy

n|

Yl
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Balkaning egilishiga doir masalalar.
4.7-masala. (Konsol balkaning egilishi.) Chap qismi qattiq

mahkamlangan, o‘ng tomoni esa Yyerkin bo‘lgan ¢(») uzunlikdagi balka
berilgan. Agar balka bir xil tagsimlangan q #/»m intensivlikdagi yuklama
ostida bo‘lsa va o‘ng tomonga PH kuch qo‘yilgan bo‘lsa, egilgan o‘q
shaklini va 0‘ng tomondagi maksimal egilishini aniglang.

Yechilishi. Balkaning egilgan o‘qning differensial tenglamasi

e (5.14)
dan foydalanishimiz mumkin, shuning uchun
ish M) Dbukuvchi momentni topishga b
keltiriladi, so‘ngra ikki martta integrallash , I ,
yetarlidir. T L
Koordinata o‘qlarini 9-rasmdagidek tanlab 1

olamiz va chap tomondan x masofada turgan ab  2@M  kesimni
qaraymiz. Bu kesimda o‘ng tomonga qo‘yilgan P kuchdan Vujudga keladigan
bukuvchi moment

M, (x) =—P(/—X) (4.15)
ga teng, shu bilan birga p kuch balkaning o‘ng gismini soat strelkasi harakat
yo‘nalishi bo‘yicha olingan.

O‘ng tomonga qo‘yilgan bir xil tagsimlangan yuklama wvujudga
keltiradigan bukuvchi momentni hisoblash uchun koordinatalar boshidan t
masofada joylashgan dt elementni garaymiz, unga qdt kuch ta’sir
etadi. (4.15) dagiga o‘xshash ab kesimda bu elementga ta’sir etadigan kuch
vujudga keltirgan bukuvchi moment

dM, (X) = —q (£ — X)dt (4.16)
ga teng.

ab kesimda balkaning o‘ng tomonida bir xil tagsimlangan yuklama
vujudga keltiradigan bukuvchi momentni joylash uchun barcha (4.16) ifodalarni
balkaning o‘ng tomoni bo‘yicha yig‘ib chiqish kerak, ya’ni

Mz(x):—q.[(t—x)dtz—q% :—q@. (4.17)

X
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Endi har ikkala ko‘rinishdagi yuklamadan paydo bo‘ladigan bukuvchi
momentni topish uchun

Y =M (4.18)
[1+(y)] El
(4.15) va (4.18) ifodalarni qo‘yish Kkerak, shundan so‘ng balkaning egilgan

o‘qining differensial tenglamasi bizning hol uchun ushbu ko‘rinishda
bo‘ladi:

N__i _ (E_X)2
y'= EI{P(E x)+q—2 }

E va | o‘zgarmas bo‘lgani uchun ikki marta integrallash natijasida ketma
— ket quyidagiga ega bo‘lamiz:
L e Xy Lgx e+ X
y'= £ {P(fx 2)+2q(€ X—IX" + 3)}rcl,

X2 2 X3

1 .1 X x*
=——|PUl=—-2)+=q(/*=——r=—+) |[+Cx+C,.
d EI{ PR YA L PR 12)} v

Mazkur hol uchun boshlang‘ich shartlar y| =y| =0 ko‘rinishda bo‘lib,
C,=C,=0 ni hosil qilamiz, shunday qilib, egilgan o‘gqning shakli quyidagi
tenglama bilan ifodalanadi:

2 X3

1 x> X3 1 X x*
B YR W Y L L L 418
y EI{ ( 2 6) Zq( 2 3 12)} ( )

0‘ng uchdagi maksimal egilish

1(x 1
== | X pyZqe.
Y|X=,{ E|{3 8q ]

4.8-masala. (Uchlari sharnirli mahkamlangan balkaning egilishi.) ¢ ()
uzunlikdagi balkaning uchlari shunday mahkamlanganki, y aylanishi

“
==
v

10-rasm
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mumekin, biroq siljishi mumkin emas. Balkaga uning chap uchidan m
masofada P # yuklama ta’sir etadi. Balkaning egilgan o‘qining shaklini
aniqglang.

Yechilishi. Balka muvozanatda bo‘lgani uchun P kuchning ta’siri
tayanch reaksiyalar Kkeltirib chigaradigan tayanchlarning balkaga bosim
kuchlari . va p, kuchlar bilan muvozanatlashishi kerak (10-rasm.) Bu
kuchlarni topish uchun yo‘naltirilgan Pyuklama qo‘yilgan nuqtadan
balkaning o‘ng uchigacha bo‘lgan masofani n=¢—m bilan belgilaymiz va
muvozanatlik shartlariga binoan barcha kuchlarning istalgan kugtaga
nisbatan momentlar yig‘indisini olib , R/-Pn=0 tenglikni hosil gilamiz, bu
yerdan P,=np/¢. Xuddi shunga o‘xshash, balkaning chap uchiga nisbatan
momentlar yig‘indisi -P,¢+Pm=0 bo‘ladi, bundan P, =Pm/r.

Egilgan o‘qning differensial tenglamasini tuzish uchun, oldingi masalaga
o‘xshash, (4.7 tenglamadan foydalanamiz. U yerga bukuvchi momentning
analitik ifodasini qo‘yiSh etarli. Balkaning chap uchidan x masofada
joylashgan ab kesimni ko‘raylik. Agar x<m deb faraz gilsak, u holda
balkaning chap yarmiga fagat chap tayanchning reaksiyasi P, ta’sir giladi va

bu holda bukuvchi moment
nPx

M) =R ==~
ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, x<m uchun, ya’ni balkaning chap qismi uchun (tashqi
yo‘naltirilgan yuklama qo‘yilgan nuqtaga nisbatan olganda) egilgan o‘qning
differensial tenglamasi

»_ 1 nPx
ElI 7
ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu tenglamani ikki marta integrallasak,
nP x°

ylzm-?-i-cl, (419)
nP x°
y:m'E-FClX‘FCZ. (420)

(4.20) tenglamadagi ixtiyorty o‘zgarmaslarni topilgandan so‘ng, u
balkaning egilgan o‘qi chap qismining shaklini beradi.
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O‘ng gismdagi elastik egri chizigning shaklini aniqlash uchun balkaning
chap uchidan m<x<¢ tengsizlikni ganoatlantiradigan x masofada joylashgan
ab, garaSh kerak. Bu holda balkaning chap gismiga bunday kesimga

nisbatan endi ikkita: P va P, kuchlar ta’sir etadi: bu kesimda bukuvchi
moment

M, (x) = Plx—P(x—m)znTI?X—P(x—m)

ga teng. (4.18) differensial tenglama mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

L BLSV
) (421
Bu tenglamani ketma — ket integrallab quyidagilarni hosil gilamiz:
r_i n_XZ_(X_m)Z
y' = Eg( e j+c3, (4.22)
_P(n (x-m)®
y= EE( Y, 5 J+C3x+C4. (4.23)

(4.20) ga o‘xshash (4.23) ifoda balka o‘qining P kuch qo‘yilgan nugtadan
o‘ng tomondagi egilgan shaklini ifodalaydi.

Shunday qilib, balkaning egilgan o‘qi ikki oraligda turlicha: 0<x<m
uchun (4.20) tenglama bilan, m<x<¢ uchun (4.23) tenglama bilan analitik
ifodalanar ekan.

Ixtiyorty o‘zgarmaslarni aniqlashda boshlang‘ich shartlar yo‘q, yoki
quyidagi ikkita chegaraviy shartlarga egamiz:

y‘x:o - y, x=0 0,
biroq to‘rtta ixtiyoriy o‘zgarmaslarni aniqlash uchun etarli emas. Shuning
uchun silliglik sharti x=m da (4.19) va (4.22) ifodalardan hisoblangan vy’

burchak koeffitsiyentlarini tenglab quyidagini hosil gilamiz:

P M, c-PM_ ¢, buyerdan ¢ -c,
El/ El2¢

ckanligi kelib chigadi. So‘ngra x=m da (4.20)) va (4.23) ifodalarni tenglab va
bunda c, ni ¢, bilan almashtirib, ushbuni topamiz:

nP mé Pnm?
_.—+ 1m:
El/ 6 El6/

ya’ni ¢,=0. Endi y|_, =0 shartdan foydalanib x=¢ ni (4.23) ifodaga qo‘ysak,

+Cm+C,,
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3 )3
i %_M +C1€:0
El| 6/ 6

m=/-n ekanligini e’tiborga olsak,
P

a[ﬁz—nz]wﬂ:o

ni hosil gilamiz, bundan
P 2 2
C,=———| P -n?].
=~mLt ]

Aniglangan o‘zgarmaslarni (420) va (423) ga qo‘yib balka egilgan
o‘qining chap va o‘ng qismlarining shaklini ifodalovchi tenglamalarni hosil
gilamiz.

5. O‘zgarmas koeffitsiyentli yuqori tartibli differensial
tenglamalarga keltiriladigan masalalar

5.1-masala. (So‘nuvchi tebranishlar) Yukning oldingi masaladagi
shartlarda harakat gonunini toping, bu yerda harakat tezligiga proporsional
bo‘lgan havo qarshiligini hisobga oling.

Yechilishi. Bu yerda yukka ta’sir etadigan kuchlar qatoriga havoning
garshilik kuchi RrR=-w (manfiy ishora R kuch v tezlikka teskari
yo‘nalganligini bildiradi) qo‘shiladi. Harakatning differensial tenglamasining
Ox 0‘qqa proeksiyasi ushbu ko‘rinishga ega bo‘ladi:

dt? dt
yoKi ¢/m=k?, u/m=2n desak,
2
9% kex =0, (5.)
dt dt

Bu tenglama ham koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan ikkinchi tartibli
chizigli bir jinsli tenglamadir. Uning r?+2nr+k*=0 Xarakteristik tenglamasi

r,= —ni\/m (5.2)
ildizlarga ega.

Harakat xarakteri bu ildizlar bilan to‘la aniglanadi. Uch hol ro‘y berishi
mumkin. Dastlab n?-k*<0 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu tengsizlik muhitning
garshiligi uncha katta bo‘lmaganda o‘rinli bo‘ladi. Agar k*>-n?>=k? desak,
(5.2) ildizlar r,=-nxik, Ko‘rinishiga ega bo‘lib umumiy yechim ushbu
ko‘rinishda yoziladi:
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=e " (C,coskt+C,sinkt)
yoki o‘zgartirib yozsak,
x=Ae"sin(kt+a). (5.3)
Agar boshlang‘ich shartlar t=0 da x,=x,,v=v, berilgan bo‘lsa, A va « ni

aniglash mumkin. Buning uchun
V= % = Ake™ cos(kt+a)—Ane™ sin(kt+ar)
ni topamiz va t=0 ni x va v ning ifodasiga qo‘yib, ushbu tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:
X, = Asina,
Vv, = Ak cosa — Ansine.
Ikkinchi tenglamaning ikkala tomonini birinchi tenglamaning mos

tomonlariga bo‘lib, v,/x, =k ctga—n ni hosil gilamiz:

bu yerdan
ctga = 1Xoo yokKi tga _volitxr(:xo' o= arctg%
Ma’lumki,
sing - 19 KXo/ (Vo +10%,) k,X, |

Jl+tg’a \/1+k (Vo + 1%, )’ \/kfx§+(v0+nxo)2

shuning uchun

\jk v +nx
“sina kl

(5.3) yechim so‘nuvchi tebranishga ega ekanligimizni ko‘rsatadi. Haqgiqatan

ham, tebranish amplitudasi Ae™ vaqtga bog‘liq va monoton kamayuvchi
funksiyadir, shu bilan birga t -~ da Ae™—0.

So‘nuvchi tebranishlar davri ushbu formula bo‘yicha aniqlanadi:

T=2_7z_ 27

k  Jk2—n?

Yuk koordinatalar boshidan maksimal chetlanish olgan (muvozanatlik
holati) vaqt momentlari ayirmasi yarim davr 1/2 ga teng bo‘lgan arifmetik
progressiya tashkil etadi. So‘nuvchi tebranishlarning amplitudalari maxraji
e yoki e™? ga teng bo‘lgan kamayuvchi geometrik progressiya tashkil
etadi. Bu miqdor so‘nish dekrementi deyiladi va odatda D harfi bilan
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belgilanadi. Dekrementning natural logarifmi InbD=-nT/2 so‘nishning
logarifmik dekrementi deyiladi.

Bu holda tebranishlar chastotasi k =+k*-n? oldingi holdagiga nisbatan
kichik (k,<k) birog, u yerdagiga o‘xshash yukning boshlang‘ich holatiga
bog‘liq emas.

Agar sonli ma’lumotlar berilgan bo‘lsa: tebranish davri T =2cex,
tebranishning so‘nish dekrementi D=1/2 shuningdek, boshlang‘ich shartlar
X, =0 Va v,=1m/cex bo‘lsa, u holda yukning harakat qonuni (5.3) formulaga
ko‘ra ushbu ko‘rinishda topiladi:

x=Ae"sin(kt+a),
bu yerda k, va n quyidagi munosabatlardan topiladi:
T =2x/k, =2, bu yerdan k, =z ;
D=e"?=¢" =12, bu yerdan n=1In2.
t=0 da x,=0 va v,=1m/cex boshlang‘ich shartlar A va « ni aniglashga
imkon beradi. Quyidagiga egamiz:

<

a=arctgﬂ=0, °=1,
T

V, +NX, k_l
va nihoyat:
sin zt
X= .
72

Agar muhitning qgarshiligi katta va k*>-n*>0 bo‘lsa, n’~k*=h* deb, (5.2)

ildizlarni r,=-nth=-(n¥h) ko‘rinishda hosil gilamiz. h<n bo‘lgani uchun
iIkkala ildiz ham manfiy. Bu holda tenglamaning umumiy yechimi
X =Cg "M 4 C e v
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerdan harakat nodavriy va tebranish xarakteriga ega
emasligi ko‘rinadi. n’-k*=0 bo‘lgan holda ham harakat shunga o‘xshash
xarakterga ega bo‘ladi, bunda umumiy yechim
x=e"(C +Cyt)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Keyingi ikki holda t -« da x—0 ekanligini ko‘rish oson.
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Agar x(0)=x, va x'(0)=v, boshlang‘ich shartlar berilgan bo‘lsa, n’-k*>0
bo‘lgan holda x ,=C,+C, va v ,=—(n+h)C,—(n-h)C, ga egamiz. Bu sistemani c,
va c, ga nisbatan echib,

h—n)-— h
C1:X°( 2:) Yo szxo( Z:)“’o

ni topamiz, demak,

| Xgn+v, eM—e™ e" +e™
—e +X,
h 2 2

=e™ (xoch ht + xonh+v0 sh htj.

n’—k*=0 bo‘lgan holda ¢, =x,, C,=x,n+v, ga egamiz, va binobarin,
x=e""[ Xo+(Xon+V,)t].

5.2-masala. (Muhitning qarshiligi hisobga olinmaydigan majburiy
tebranishlar). p og‘irlikdagi yuk yuklama bo‘lmagandagi uzunligi | bo‘lgan
vertikal prujinaga osilgan. Yukka qo‘zg‘atuvchi Qsinpt davriy kuch ta’sir
etadi, bu yerda Q va p- o‘zgarmaslar. Prujinaning massasini va muhitning
garshiligini hisobga olmay, yukning harakat gonunini toping.

Yechilishi. 1-masaladagiga o‘xshash ushbu tenglamani hosil gilamiz;

2
m%=—cx+Qsin pt.

Yugoridagiga o‘xshash, k?=c/m deb, bundan tashqgari, q=Q/m deb tenglamani

d’x .0

F-ﬁ-k X =qsin pt (5.4)
ko‘rinishda qayta yozib olamiz. Bu koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan
ikkinchi tartibli bir jinsli bo‘lmagan chiziqli tenglama shu bilan birga (5.4) ga
mos keluvchi bir jinsli tenglamadan iborat. Shuning uchun X = Asin(kt+a); x

ni topish qoldi. Agar p=k deb faraz qilsak, x xususiy yechimni
x =M cos pt+Nsin pt ko‘rinishda izlash kerak, bu yerda m va N - topilishi kerak
bo‘lgan koeffitsiyentlar. Shunday qilib,

k?|x =M cos pt+N'sin pt,

0/X" =—Mpsin pt+ Npcos pt,
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1X" =—Mp?sin pt—Np®sin pt,
hisoblashlani bajarib, quyidagini hosil gilamiz:
~Mp®>+Mk?=0, —Np*+Nk?=q,
bu Yerdan M =0 va N=gq/(k’-p*). Shunday hosil gilingan

g

X k2_p2

sin pt

(5.5)
Xususiy yechim Qsinpt qo‘zg‘atuvchi kuch vujudga keltiradigan majburiy
tebranishlar deb ataluvchi tebranishlarni aniglaydi. Majburiy tebranishlar
qo‘zg‘atuvchi kuch ega bo‘lgan davra ega bo‘lib, k>p da u bilan faza
bo‘yicha ham bir xilda bo‘ladi, yoki k<p bo‘lsa, ya’ni N<0 bo‘lsa, = ga
farq giladi.

Harakat qonuni quyidagi umumiy yechim bilan ifodalanadi:

q
kZ_pZ

U tashqi qo‘zg‘atuvchi kuch bilan aniglanadigan xususiy majburiy
tebranishlar (5.5) va butunlay ichki sabablar prujinaning bikrligi va yuk

X =

sin pt+ Asin(kt+a). (5.6)

massa-siga bog‘liq bo‘lgan xususiy tebranishlarning yig‘indisidan iborat.
Agar boshlang‘ich shartlar: x(0)=x, va x'(0)=v, berilgan bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy A va o o‘zgarmaslarni aniqlash mumkin. Buning uchun (5.6)

funksiyani differensiallaymiz:

dx _ qgp
dt  k*—p®

cos pt+ Ak cos(kt +a)

va x hamda ‘;—1‘ ning ifodasiga argumentning t=0 qiymatini qo‘yamiz;

natijada A va « ga nisbatan tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
X, = Asing,

Uni quyidagicha o‘zgartiramiz:
X, = Asine,

1 ap :
—(Vo e pzjz Acosa ;
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bu tenglamalarning ikkala gismini kvadratga oshiramiz va qo‘shamiz. U

holda
2
1 ap
/A\:\/XO2 “FP(VO —szj .

a ni topish uchun birinchi tenglamaning ikkala gismini ikkinchi
tenglamaning mos qismlariga bo‘lamiz: natijada

XK

tger = XK buyerdan o =arctg N—
Vo —ap/(k* - p?)

Shunday qilib, berilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradigan
izlanayotgan xususiy yechim
q

k2 2

X =

sin pt + Asinkt cosa + Acosktsin

yoki

X = 2 q > Sin pt+%(v0 - kqupzjsinkuxocoskt

funsiyadan iborat.
Xususiy majburiy tebranishlarni xarakterlovchi (5.5) xususiy yechim p =k

degan Shartda, ya’ni tashqi kuchning chastotasi xususiy tebranishlar
chastotasi bilan birga bir xilda emas degan shartda hosil gilingan edi. Agar
p=k bo‘lsa, ish mutlaqo boshgacha bo‘ladi. Hagigatan ham, bunday holda
(5.4) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

?j—:z(+k2x:qsin kt. (5.7)
Xususiy yechimni x =Mcospt+Nsinpt shaklda izlash kerak, bu yerda m va
N - aniqlanishi kerak bo‘lgan koeffitsiyentlar. Shunday qilib,

kz‘f — Mt coskt + Ntsinkt,

0|x" = —Mktsinkt + Nkt coskt + M coskt + N sinkt,

1| X" =—Mk?t coskt — Nk?sinkt — 2Mk sin kt + 2Nk coskt,

bu yerdan -2mMk =g, 2Nk=0 ni topamiz, va binobarin, xususiy yechim ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

X =—J tcoskt. (5.8)

2k
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Bu holda umumiy yechim:

X = —%tcos kt + Asin(kt+a).

dx

m ni topamiz va x hamda % ning ifodasiga t=0 qiymatni qo‘yamiz:

%z—icoskugtsin kt+ Ak cos(kt +a);

dt 2k
X, = Asina;
q 1 g
V,=——+Akcosa YOKI =|v,+—-|=Acosa.
2k k 2k

Keyingi ikki tenglikdan :

A= 2+i(v +ij2 tga =— oK __
oYty ) v, +q/2k’
bu yerdan
o =arctg Xk ; sinazﬁ, cosa:i(v“ij.
v, +0/2k A KA 2k

Umumiy yechimni quyidagicha gayta yozib olamiz:

X = —Z%tcos kt + Asinkt cos o + Acosktsin ¢,

U holda boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi izlanayotgan xususiy
yechim quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

x=—J tcoskt +1(v0 +ijsin kt + x, coskt.
2k k 2k

(5.8) tenglik majburiy tebranishlar amplitudasi gt/(2k) bu holda, g hatto

uncha katta bo‘lmaganda ham, cheksiz katta bo‘lib qolishi mumkin.
Boshgacha aytganda qo‘zg‘atuvchi kuchlar kichik bo‘lganda yetarlicha katta
amplitudalarni hosil gilish mumkin. Bu hodisa rezonans deyiladi. Shunday
qilib, qo‘zg‘atuvchi kuchning chastotasi xususiy tebranishlar chastotasi bilan
bir xil bo‘lib qolganda rezonans ro‘y beradi.

Shunday bo‘lsada, aslida bu chastotalarning aniq bir xilda bo‘lishi zaruriy
emas. Majburiy tebranish uchun chiqarilgan (5.5) ifoda chastotalar bir-biriga
yaqin bo‘lganda gq/(k*-p?>) amplituda tayin k va jp chastotalarda
chegaralangan bo‘lishiga qaramay juda katta bo‘lishi mumkin.

Amplitudasi katta bo‘lgan tebranishlarni vujudga keltirish imkoniyatidan
ko‘pincha turli kuchaytirgichlarda, masalan, radiotexnikada foydalaniladi.
Boshga tomondan, ko‘pchilik hollarda katta amplitudalarning paydo bo‘lishi
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zararlidir, chunki konstruksiyalarning (aytaylik, ko‘priklar yoki tomlarning)
buzilishiga olib kelishi mumkin.

5.3-masala. (Muhitning garshiligi hisobga olinadigan majburiy
tebranishlar). oldingi masala shartidagi yukning harakat gonunini muhitning
harakat tezligiga proporsional  bo‘lgan qarshiligini hisobga olgan holda
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi o‘xshash

mi—?:—cx—y%+Qsin pt
yoki
d—22(+2m%+k2x=qsin pt. (5.9)
dt dt
(59) ga mos bir jinsli tenglama ildizlari (5.2) xarakteristik tenglamani
ildizlari bo‘lgan (5.1) tenglamadan iborat bo‘ladi. Muhitning qarshiligi uncha
katta emas, ya’ni n’-k*<0 deb faraz gilamiz. Bunda bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi (4.3) ko‘rinishda bo‘ladi:
X = Ae " sin(kt + @)

Bu yerda k =+vk’-n*. Bu yechim so‘nuvchi bo‘lgan erkin tebranishlarni
aniglaydi. Majburiy tebranishlarni topish uchun xususiy yechimni
x =M cos pt+Nsin pt ko‘rinishda izlaymiz. Quyidagiga egamiz:

k2/x =M cos pt+ N sin pt,

2n|x" =—Mpsin pt+Npcos pt,
1IX" =—Mp? cos pt—Np?sin pt.
Koeffitsiyentlarni taggoslab, ushbu sistemani hosil gilamiz:
M (kz— p2)+2npN =0,
~2npM +(k?* = p? )N = q}

Ma’lumki,
k2_p2 an 2
— (K%~ p?) +4n? 2’
—2pn  k*-p? ( p) P
0 2np k?—p®> O
=-2npq, =g(k?-p?
‘q A L T q‘ a(k*-p?)
Demak,
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2npq N = Q(kz—pz)

(kz—p2)2+4n2p2 ’ (kz—p2)2+4n2p2 '

Xususiy yechim quyidagicha yoziladi:
g
(k*- pz)2 +4n2p?

[—ancos pt+(k* - p*)sin pt} .

Bu ifodani quyidagicha o‘zgartiramiz:

— q 2np k?—p° .
X = L — |- . cos pt + ) sin pt |.
(k*=p?) +4n’p \/(kz—pz) +4n2p? \/(kz—pz) +4n?p?
Quyidagi belgilarni kiritamiz:
q2 -B
\/(kz -p’) +4n*p?
2 2
2P =sing, P = c0s . (5.10)
\/(kz—pz) +4n2p? \/(k"'—pz) +4n?p?
Endi x ni
X = Bsin(pt-5) (5.11)
ko‘rinishda yozamiz.
Ushbu
2np
& =arctg 7 (5.12)

ifoda faza siljishi degan nom bilan yuritiladi. Umumiy yechim, oldingi
masaladagiga o‘xshash formulaga garang, erkin tebranishlar va (5.11)

majburiy tebranishlar yig‘indisidan iborat bo‘ladi:
x = Ae “sin(kt+a)+Bsin(pt-5). (5.13)
Birinchi qo‘shiluvchi, yuqorida aytganimizdek, so‘nuvchi tebranishlarni
aniglab, katta k larda tezda sezilmaydigan bo‘lib qoladi. (5.11) majburiy
tebranishlarga keladigan bo‘lsak, ularning (5.10) amplitudalari vaqtga bog‘liq
emas va q=Q/m bo‘lgani uchun davriy qo‘zg‘atuvchi kuchning amplitudasi
Q ga proporsional . U g dan

A(p) = L

\/(kz - pz)2 +4n?p?
ko‘paytuvchi bilan farq qiladi, bu ko‘paytuvchi majburiy tebranish

amplitudasining qo‘zg‘atuvchi kuch chastotasiga bog‘lanishini xarakterlaydi.
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Bu amplitudaning maksimumini aniglaymiz. Buning uchun (5.14)
funksiyaning hosilasini topamiz:
(k*—p*)2p—4n’p
[(k2 -~ pz)2 +4n2p2}%

A(p)=0 deb (k*-p*)-2n*=0 tenglamani hosil gilamiz (p=0 mumkin

A(p)=

bo‘lmagan hol sifatida tashlab yuboriladi, uning ildizi tashqi kuchlarning
chastotasini beradi: p=+vk?>-2n’, bunda, ekstremumning yetarli shartlarini

tekshirish ko‘rsatishicha, majburiy tebranishlar amplitudasi maksimal
bo‘ladi. Amplitudaning maksimal qiymati ushbuga teng:

B—— 4 (5.15)

ZnM
(5.15) formula n ganchalik kichik bo‘lsa, tebranishlar amplitudasi shunchalik
katta bo‘lishini ko‘rsatadi. Kichik n larda p chastota xususiy tebranishlar
chastotasi k ga yaqin bo‘ladi.
(5.11) yechim
(k2 - pz)2 +4n%p? £0
bo‘lganda har doim mavjuddir. (k*- p2)2 +4n°p? =0 bo‘lgan holda p=k va n=0,
natijada (5.9) tenglama (5.7) tenglamaga aylanadi. Bu erda yana rezonans

hodisasi ro‘y beradi, unda, yuqorida ko‘rsatganimizdek, majburiy
tebranishlar (5.8) ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Elektr zanjirdagi tebranishlar

5.4-masala. EYUKI e(t) ga teng bo‘lgan manbaga ketma-ket ulangan L

induktivlik g‘altagi, R omik garshilik va ¢ sig‘imdan iborat kontur ulangan.
Agar boshlang‘ich momentda konturdagi tok va kondensator zaryadi nolga
teng bo‘lsa, zanjirdagi i tokni t vaqtning funksiyasi kabi toping.

Yechilishi. Kirxgof qonuniga ko‘ra zanjirdagi elektr yurituvchi kuch
induktivlikdagi, qarshilikdagi va sig‘imdagi kuchlaniShlar pasayishi
yig‘indisiga teng:

e(t)=u_+ugz+Uuc,

ular i tok bilan quyidagi munosabatlar orqali bog‘langan:
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di

UL = La,

Oll—‘

== [i(z)
Shunday qilib quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:

e = —+R| J.

Bu integral-differensial tenglamadir, ya’ni tenglamalarning eng
murakkab turlaridan biriga mansubdir, birog mazkur holda differensiallash
orqali undan oddiy differensial tenglamaga o‘tish mumkin. Hagigatan ham, t
bo‘yicha differensiallab, koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglamani hosil gilamiz:

2. -
d—;+Rﬂ+£i=% (5.16)
dt* dt C ot
Ikki holni garaymiz.
1-hol. e(t)=E=const. BU holdad——o va (5.16) tenlama bir jinsli
2. -
d—2|+Eﬂ+ii=0 (5.17)
dt* Ldt LC

tenglamaga aylanadi. Bu tenglama erkin mexanikaviy tebranishlar (mubhit

qarshiligi  hisobga olingandagi) tenglamasiga o°‘xshashdir. Uning

r’ +%r +% =0 Xarakteristik tenglamasi

R? R?C -4L

he = 4 LC al’c
ildizlarga ega bo‘ladi. Agar R°C-4L>0 bo Isa xarakteristik tenglamanig
ikkala ildizi haqiqily va umumiy yechim nodavriy funksiya bo‘ladi. Bunga
mos ravishda tok ham nodavriy bo‘ladi. R*C-4L=0 bo‘lgandagi kabi,
zanjirda hech ganday elektr tebranishlari vujudga kelmaydi. Agar rR*C-4L <0
bo‘lsa,

=e " (C,cosmt+C,sinat),
(bu yerda s=R/2L, of =1/(LC) - R?/(41%) deb olingan) umumiy yechim elektr

tebranishlarini ifodalaydi.
L? -E ekanligini ko‘rish oson, bu yerdan % :% va shunday qilib,

t=0 t=0

boShlang‘ich shartlar quyidagicha yoziladi:
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o 4 _E

I|t:0 o at:o - L

i Nni t bo‘yicha differensiallab, topamiz:

% =e"[-5(C,cosmt +C,sinmt) + o, (-C, sinmt +C, cosvt) |.

t=0nNiiva % ning ifodalariga qo‘yib,

0=C,,
%= —0C, +oC,

ni topamiz, bu yerdan c,=0 va C,=E/(Lw), natijada yechim ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

i— 5 esin wf.
Loy,

2- hol. e(t)=Esinet. Bu holda %:Ea}coswt. Quyidagi chizigli bir jinsli

bo‘lmagan tenglama hosil bo‘ladi:
d—22i+ R4, Li_Encosat. (5.18)
dt dt C
Bu bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga mos bir jinsli tenglama yuqorida
ko‘rilgan tenglamadan (1-hol) iborat bo‘ladi, shuning uchun bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy yechimini topish qoladi. Uni

i = Acosat+Bsinat
shaklda izlash kerak. Anigmas koeffitsiyentlarni topish uchun quyidagilarni
hisoblaymiz:

%‘i_ = Acos wt + Bsin wt

R|i_' =—Awsin wt + Bocosat ,

L|i" = —Aw® cos wt — Bw’ cos wt

va A B ga nisbatan algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

(é— Lw2)A+a}RB =Ew,

—a)RA+(£— La)zj B=0.
C

Bu sistemani yechib,
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Eo(YC-Lo’) o Ew’R

(VC-Lo?) +a®R? (VC-Lo?) +oR?

ni topamiz, koeffitsiyentlarning bu giymatlarida xususiy yechim quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

i_:( Eza))z . 2Kl—La)zjcoswtﬂoRsina)t}.
1/C-Lw’) +o°R

Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umuiy yechimi mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi va bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning xususiy
yechimi yig‘indisidan iborat, ya’ni

i:I+i_:e‘5‘(ClcOSa)lt+Czsina)lt)+[]/( )E ]2 2Kci—La)jcoscohtRsincot}.
Co)-Lo| +R w

Belgilashlar kiritamiz? Lo--~ - x: J[L_Lmj +R? = X7+ R% =z:u holda

Cw Cw

i=e(C,cosat+C,sin a)lt)—Z—EZ(X cos ot —Rsin at).

_o, &

c, va ¢, larni boshlang‘ich shartlardan topamiz: i, "

-0, (keyingi

t=0

shart
- t
L4 Ri+iji(r)dr= Esin ot
dt c9

tenglamadan t=0 da hosil bo‘ladi).
Shu magsadda hosilani yozib olamiz:
% =-5e " (C,cosamt+C,sinamt)+e ™ (-Cim, sin mt + C,m, cosat) +

+£2(Xa)sin wt+Rocoswt)
Z

va t=0 giymatni i va % ning ifodalariga qo‘yamiz:
EX EX
0=C-— bu yerdan Ci=—7

ERw
O:—5CI+C{)1C2 +?,

bu yerdan

1 ERw E
C, :;1(5C1— 22 j:— o (Ro—X5).
Qavsda turgan ifodani quyidagicha o‘zgartiramiz:
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Co 2 Cow
Ro_ o _ (Lw_ij_gxr,
2 Co w
bu yerda Lo+1/(Cw)=X" deb belgilangan.
Shunday qilib,
i=Z|2E (X, cosat— X'Ssinat)— E (Xcoscot Rsinat).
w
Belgilash kiritamiz: X, /\(X?@? + X"6? =siny,, X'5/\[X?w?+ X5 =cosy, yoki
ZZ
X 2w + X "25% = (5.19)
LC

bo‘Igani uchun
xﬂwl/z =siny,, X'\JLCs/z =C0Sy,
(5.19) munosabat quyidagicha hosil bo‘ladi. Quyidagiga egamiz:

Lm:X+éL,Lw:XLJL,
Cw Cw
bu yerdan
X'=X+-2 va x'2=x2+i(x +ij
Cw Cw Cw
Demak,

X2m12+X'252=X2(i—52)+ x2+i(x +ij 5=
LC Cw Cw

2 2 2
XL L L X R L 2

LC Cao Co Cw)’ “LC C.4 LC LC

Xuddi yuqoridagiga o‘xshash belgilaymiz: X/\X2+R? =siny,
R/VX?+R* =cosy X/z=siny, R/\NX?+R®=cosy. yoki natijada quyidagiga ega
bo‘lamiz:

Ex—bt

. E .
= t—v),
i= ZFa)l sin( ot y/l)+zsm(a) 7)

bu Yerda tgy, =(X®)/(X'S), tgy=X/R
o= bo‘lgan holda xususiy yechimni
i =t(Acoswt+Bsinat)
ko‘rinishda izlash kerakligini eslatib o‘taylik.
t ko‘paytuvchining borligi tebranish amplitudasi cheksiz o°‘sishini

ko‘rsatadi; o= bo‘lgan hol rezonansni bildiradi.
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5.5-masala. 1-Masaladagi zanjirdan R qarshilik yo‘qligi bilan farq
giluvchi va Ecos(et+y) ( bu yerda w=1/yLc) EYUK bo‘lgan LC- zanjirni

garaylik.
Bu holda differensial tenglama ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
LSTZZi+éi =—Ewsin(wt+y),
boShlang‘ich shartlar: il_, =0, % =%COS(// (keyingi shart

L%+ét i(r)dz =Ecos(at+y) tenglamadan t=0 da hosil bo‘ladi).
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
| =C,cosapt +C,sinaw,t, bu yerda @, =1/JLC.

Xususiy yechimni topamiz:

é‘i”: Acos wt + Bsin wt,

O|% =—Awsin ot + Bocos at,

d?i .
L| = =-Aw’ cos ot — Bo’sin at,
dt?

A(é— La)zjcos ot + B(é— Lcozjsin ot =—Ewsiny cos ot — Ew cosy sin at.

Demak,
1 . Ewsiny
AL| — —@? |=—Ewsiny, buyerdan A=-——"""+"_|
(Lc J v Y L(ef o)
1 Ewcosy
BL| ——? |=—Ewcosy, buyerdan B=-—"""_,
(Lc j v DY L(e ~af)

Shuning uchun

=0 (siny cos wt +cosy sin wt)
L(a)2 —woz)
yoki

Ew
L(co2 —a)é)

sin(ot+y).

Shunday qilib, umumiy yechim ushbu ko‘rinishda hosil bo‘ladi:

i =C, cosayt +C,sin oyt + sin( ot +y).

L(a)2 —a)g)
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradigan xususiy yechimni topish uchun
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hosilani yozib olamiz va i hamda % ning ifodalariga ularning t=o0 dagi

qiymatlarini qo‘yamiz:

0=C,+—2V_ hyyerdan c,=-—-2¥_.
L(a) —a)o) L(a) —a)o)
2
E cosy =Coa+ =2V puyerdan c, = %=V
L L(a) —a)o) L(a) —a)o)
va demak,
iz%[a)sinyxcoswua)o cosy sin et — wsin (ot +y) |
L(a) —a)o)
yoki

. E . . .
i= m[a)sm(aﬁ +y ) — wsiny cos wt — @, Cosy sin wt ]

Ixtiyoriy o‘zgarmaslar boshlang‘ich shartlardan oldingi holdagi kabi
aniglanadi.
Agar o=1/LC =@, bo‘lsa, xususiy yechimni
i =t(Acoswt+Bsinat)

ko‘rinishda izlash kerak, u holda ((jj—l=t(—Aa)Sina)t+Ba)COSa)t)+ACOSa)t+Bsina)t,

2%
?jT; =t(-Aw’ cosat - B’ cosat ) +(-2Awsin et + 2Bocosat). Lo’ —é =0 bo‘lgani uchun
- 2-_ . . . . . . . . .
tenglamaga i va (ZT; ning ifodasiga qo‘yib, ushbu ayniyatni hosil qilamiz.
L(—2Awsin at+2Bwcoswt) = Ewcos et

bu yerdan A=0, B=E/(2L) ekanligi kelib chigadi va shuning uchun
i_:Etsin wt.
2L
Bu holda (rR=0) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
=1 +i_:Clcosa)t+Czsina>t+£tsina)t.
2L

di

c, va c, larni i|_, va 2l 0 boshlang‘ich shartlardan topamiz. Buning
t=0
uchun
ﬂ=—Cla>sincot+C2a)cosaotJr@cosa)tJrESina)t
dt 2L 2L
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ni yozib olamiz t=0 va giymatni i hamda % ning ifodasiga qo‘yamiz,

natijada c,=c,=0 ni, ya’ni i=i ni hosil gilamiz. Nihoyat quyidagiga ega
bo‘lamiz (rezonans hol):

. E, 1
|=Itsma)t,bu yerda 0=

5.6-masala. EYUKI Esin(et+y) ga teng bo‘lgan LR- zanjirni garaymiz.
Bu holda birinchi tartibli

L%+ Ri = Esin(at+y)

tenglama va i =0 boshlang‘ich shart hosil bo‘ladi. Bu koeffitsiyentlari
o‘zgarmas bo‘lgan chiziqgli tenglama bo‘lganligi uchun uni yuqori tartibli
chizigli tenglamalar yechiladigan usullar bilan yechish mumkin.

Lr+R=0 xarakteristik tenglamadan r=-r/L ni aniglaymiz va mos bir
jinsli tenglamaning yechimi 1=ce™®" ni hosil gilamiz. Bir jinsli bo‘lmagan
tenglamaning xususiy yechimini anigmas koeffitsiyentlar usulidan

foydalanib topamiz:
R|i = Acosat +Bsinat,

L|% =—AwCos wt + Bwsin wt.

(RA+LwB)cos at +(+LwA+ RB)sin wt = Esiny cos et + E cosy sin at .
RA+LwB=Esiny | R|Lw
—LoA+RB=Ecosy |-Lo|R;

E(Rsiny —Locosy)
ZZ
E(Lwsiny +Rcosy)
ZZ

(R*+ L0’ ) A=E(Rsiny — Locosy), A=

(R*+ %0’ )B=E(Lwsiny +Rcosy), B=
bu yerda z?=R?+1%»*;

;[(Rsin v — Lwcosy )cos wt +(Lasiny +Rcosy )sin ot | = ;[La}(sin wtsiny —

—cos wt cosy )+ R(sin a)tcos://+coswtsiny/)]:%[—La)cos(a)t+y/)+ Rsin(at+y)];
Agar R/Z=cosy, Lw/Z=siny desak,
i_zgsin(a)tﬂ//—y).
Shunday qilib,
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i:CleRt/L+§sin(a)t+z//—y).
c, ni aniglash uchun i|_ =0 boshlang‘ich shartdan foydalanamiz:
O:Cl+§sin(z//—y), bu Yerdan cl=§sin(y—y/).

Uzil- kesil

|:§[sin(y/—;/)eR‘/L+sin(a)t+z//—y)]
ga egamiz, bu yerda tgy = Lo/R.

Yuqoridagi hamma masalalar koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan
differensial tenglamalarga olib keldi. Quyidagi fizikaviy masala bizni boshga

turdagi tenglamaga olib keldi.
5.7-masala. (Qalin devorli trubadagi zo‘rigishlar). Ichki radiusi r, va

taShqi radiusi r, bo‘lgan qalin devorli trubaning ichki yoki tashqi o‘zgarmas
p yuklama ta’sirida zo‘riqqan va egrilangan holatini tekshiramiz.

Trubani cheksiz uzun deb faraz gilamiz va qutb koordinatalarni
Kiritamiz. Trubaning sirti rdrdp va balandligi 1 bo‘lgan elementiga radial va
urinma yo‘nalishlarida ta’sir yetadigan kuchlar simmetrikdir. Shuning uchun
markazi truba o‘qida bo‘lgan konsentrik aylanalar buzilmaydi. Radial
zo‘riqishni o, orqali, halqa bo‘yicha zo‘rigishni o, orqali belgilaymiz. Ichki
sirtda radial ta’sir etuvchi kuch ordp g@a, tashgi sirtdagisi esa
(o, +do,)(r+dr)dp ga teng. Radial kesimlar sirtida halqa bo‘yicha ta’sir

etuvchi kuchlar o,de ga teng. odr urinma kuch radial tashkil etuvchi

a(pdrsin(d?(pj ga va unga normal bo‘lgan o dr cos(%”j komponentaga ajralishini
ko‘ramiz. de ning kichikligini e’tiborga olib, ularning birinchisini awdr[d%pj

ga ikkinchisini o dr ga teng deb olish mumkin. Qarama-garshi kesimlarga
qo‘yilgan normal komponentalar o‘zaro muvozanatlashadi. Agar uchinchi
tartibli cheksiz kichik kattaliklarni e’tiborga olmasak, radial yo‘nalishdagi

muvozanatlik sharti

(o, +d0,)(r+dr)d(p—a,rd(p—2%¥:O

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Qavslarni ochib va de =0 ga gisgartirib, hosil gilingan tenglamani
o dr+rdo, —o,dr=0

yoki

d (;ff) ~0o, (5.20)

ko‘rinishga keltiramiz. o, va o, zo‘rigishlarni mos ¢ va ¢, cho‘zilishlar
orgali ifodalash mumkin. Agar x ko‘ndalang cho‘zilish koeffitsiyentini

bildirsa, u holda Guk gonunidan:
1

&, =E( r—ﬂO'(p).

1
&y :E(O-fp_‘uo-f)’

bu yerda E- elastiklik moduli. Bu tenglamalarni zo‘rigishlarga nisbatan
yechib, quyidaini hosil gilamiz:

o =1 (ue,+¢.)
(5.21)
o, =1 (e, +¢,)
Radikal siljish u uchun
_de _u
T Ty
shartlar bajariladi.
Demak,
o, =1_E (e, +2,),
z (5.22)
c,= 1- 7 (,Ué‘r +g¢).

Bu (5.22) ifodalarni zo‘riqishlar uchun (5.20) tenglamaga qo‘yib va umumiy

E/(1-4*) ko‘paytuvchiga qisqartirib, ushbuga ega bo‘lamiz:

9 e )0
dr a dr #dr r
yoki uzil-kesil:
2
rzd_qu_u_ =0



Eyler tenglamasini hosil gildik. U yerda r=e¢' deb va oldingi paragrafdagiga
o‘xshash

du_du du_du_du

dr dt'  dr® dt* dt
almashtirish gilgach, umumiy yechimi

u=Ce'+C,e* YoKi u:C1r+%

bo‘lgan o‘zgarmas koeffitsiyentli
ﬂ—u:O
dt?
tenglamaga kelamiz.
Siljishning topilgan giymatidan endi o, va o, zo‘riqishlarni topish

uchun foydalanish mumkin, buning uchun u va ‘;—‘; ning ifodalarini (5.22) ga

qo‘yamiz. U holda quyidagini hosil qilamiz:

o, = E 2[,L1Cl+’ucz:2 +C1_&J:A_E
1-u r

o, :1—Ey2 (,uCl—ﬂr(Z:2 +Cl+%): A+rE2
bu yerda A=EC,/(1-u), B=EC,/(1+x) deb belgilangan.
Endi dastlabki qo‘yilgan masalaga qaytsak bo‘ladi.
Doimiy p ichki yuklama ta’sirida bo‘lgan truba uchun r=r, ichki devorda
o,+p=0 Shart, yuklamadan xoli bo‘lgan tashqi r=r, devorda o =0 shart
bajariliShi kerak. Bu shartlar chegaraviy bo‘lib, o°‘zgarmaslarning
A=pr /(K -r7), B=rr’/(r?-r) giymatlariga olib keladi, natijada zo‘rigish

uchun

(5.23)

ni hosil gilamiz.
Xususan, ichki va tashqi devorlardagi kuchlanishlar uchun
quyidagilarni topamiz: radikal kuchlanish kutganimizdek ushbuga teng:

5, (1) ==p. o, (5)=0,
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urinma kuchlanish esa:

r?+r? 2r?
Gw(rO)z rlz_ 02 > P, O-w(rl) :
1 0

Radial ko‘chish

_ g _ [
u= E(rf—roz){(l O +(1+ ) . } (5.24)

ga, xususan, ichki devorda

ga, tashqi devorda esa:

ga teng.

Zo‘rigishlar va radial siljishning (5.23) va (5.24) larga o‘xshash ifodalarini
boshga holda trubaning ham hosil gilish oson. Bu hol uchun r=r, da ¢, =0 va
r=r, da o, +p chegaraviy shartlarga egamiz, bu yerdan kerakli formulalar
osongina topiladi. Buni o‘quvchining o°ziga havola gilamiz.

(5.23) va (5.24) formulalarga o‘xshash formulalarni yupqa devorli truba

uchun ham hosil gilish mumkin; buning uchun ularda r,-r,=h va r+r,~2r

deb olish etarli. Bu almashtirishlarni ham mustaqil bajarish giyin emas.

6. Differensial tenglamalar sistemasiga keltiriladigan masalalar

6.1-masala. (moddaning parchalaniShi ). A modda P va Q moddalarga
parchalanadi. Ularning har birining hosil bo‘lish tezligi A moddaning
parchalanmagan miqdoriga proporsional . p va Q moddalarning miqgdorlari
x va y ni t vaqtga bog‘liq ravishda o‘zgarish qonunlarini toping. Bunda
parchalanish protsessi boshlangandan 1 soatdan keyin x va y mos raviShda
a/8 va 3a/8 ga tengligi ma’lum, bu yerda a kattalik A moddaning dastlabki
miqgdori.

Yechilishi. Vagtning + momentida A moddaning migdori a-x-y ga teng,
binobarin, ushbu birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasiga
egamiz;
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%=kl(a—x—y),
iy (G
E:kz(a—x—y)
Ikkinchi tenglamaning ikkala gismini birinchi tenglamaning mos gismlariga
bo‘lamiz; u holda %:t—i, bu yerdan y=k,x/k+C. So‘ngra t=0 da x=y=0

bo‘lgani uchun ¢ =0 va shuning uchun y=k,x/k, .

Birinchi tenglamada y ni k,x/k,bilan almashtirib,
%+(kl+k2)x:k1a

ni topamiz. Birinchi tartibli bu chizigli tenglamaning umumiy yechimi

X = kla + Cle*(kﬁkz )t
k, +k,

Boshlang‘ich shartlardan (t=0 da x=0) foydalanib, c,=-ka/(k +k,) ni
topamiz, demak,

y= klk:’:lk2 (1_ef(k1+k2)t )

x ning bu ifodasini y=k,x/k, tenglikka qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

y= klkj_iz (1_ G )

Vaqt birligi uchun soatni gabul gilamiz. t=1 da x=a/8 va y=3a/8 ekanligini
bilgan holda k, va k, koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi tenglamalar
sistemasini tuzamiz:

kl (1_e—(k1+kz)) — l

k, +k, 8’
K, (1-e ) = 3
k, +k, 8

Ikkala tenglamaning mos qismlarini qo‘shib, 1-e* =1/ ni topamiz, bu

yerdan e ™) =2 va k +k,=In2.

Ikkinchi tenglamaning ikkala gqismini birinchi tenglamaning mos

qismlariga bo‘lib, k,=3k ni topamiz. Shunday qilib, k1:%In2, kZ:%InZ, va

izlanayotgan yechim quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
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a —t
X:Z(l—Z ).
3a S
y=7(1—2 ).
6.2-masala. (Bakteriyalarning ko‘payishi ) Ba’zi bir bakteriyalar
o‘zlarining bor bo‘lgan miqdorlariga proporsional ravishda ko‘payadi, biroq
xuddi shu paytning o‘zida ular zahar ishlab chiqgarib, bu zahar ularni
bakteriyalar miqdoriga proporsional  ravishda qirib turadi. Zahar ishlab
chigarish tezligi bor bo‘lgan bakteriyalar miqdoriga proporsional
Bakteriyalar soni N dastlab eng katta M qiymatgacha o‘sishini, so‘ngra
M
oh (kt/2)
formula bilan aniglanishini ko‘rsating, bu yerda t vaqt N=M bo‘lgan
momentdan boshlab hisoblanadi.
Yechilishi. Zahar migdorini x orqali belgilaymiz. Masala shartiga ko‘ra

ushbu differensial tenglamalar sistemasini tuzamiz:

dN dx
—=kN —k Nx, —=k,N. 6.2

nolgacha kamayishini ko‘rsating; vaqtning t momentida u N-=

Bu yerda %—T va % mos ravishda bakteriyalarning ko‘payish va zahar ishlab

chigarish tezliklari, k,k,k, va esa proporsionallik koeffitsiyentlari.
(6.2) ning birinchi tenglamasining ikkala gismini ikkinchi tenlamaning
mos qismlariga bo‘lib, ushbu differensial tenlamani hosil qilamiz:

aN_k_k
dx  k, k,
bu yerdan
N zhx—LxZ+Cl
k,” 2k,

N=0 da x=0 bo‘lgani uchun ¢,=0 va bakteriyalar soni bilan zahar miqgdori
orasidagi bog‘lanish

N = ax—bx*
Formula orgali aniglanadi, bu yerda

=a, ——=b (6.3)

deb belgilangan.
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y=N(x) funksiyaning grafigi koordinatalar boshi va A(%;Oj nugtadan

o‘tuvchi, simmetriya o‘qi Oy o°‘qga parallel bo‘lgan va uchi 0(21 ij

nuqtada bo‘lgan paraboladan iborat. Demak,
N, =M =2 - K (6.4)
4b 2kk,
endi bakteriyalar migdorini t vaqtga bog‘lanishini topamiz. Buning uchun

(6.4) tenglikni

bx* —ax+N =0
ko‘rinishga keltiramiz va uni x ga nisbatan yechamiz:
_a, & N
2b \4b® b
(6.3) ning N orqali bu ifodasini (3) tenglamalarning birinchisiga qo‘yamiz; u
holda

2
GV CIVE DY V) L (65)
dt 2b ° a

(6.3) va (6.4) munosabatlarni ko‘zdan kechirib, o‘ng tomondagi dastlabki
ikkita son o‘zaro gisqarib ketishini ko‘ramiz, keyingi son esa FkN1-N/M @a
teng. Shunig uchun (&.5) tenglama quyidagicha yoziladi:

AN _ N oW M
dt

bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir. O‘zgaruvchilarni
ajratsak, u quyidagi ko‘rinishga keladi:
dN

N1-N/M
integralni \1-N/M =y o‘rniga qo‘yish bilan yechamiz, bu

=Fkdt. (6.6)

|:J'd—N
N1-N/M

o‘rniga qo‘yishdan N =M (1-y?), dN =—2|v|yo|y shuning uchun

_I B 1+y C
Shunday qilib, (6.6) tenglamanlng umumiy integrali quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

1Y c, -7k
1+y
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Ixtiyoriy c, o‘zgarmasni t=0 da N=m boshlang‘ich shartdan topamiz: y=o,
demak, c,=0 binobarin, (6.6) tenglamaning xususiy integrali quyidagicha
bo‘ladi:

bu yerdan

Hkt/2  *kt/2
e kt
- +kt/2 +kt/2 yOkI y= +th_

Avvalgi N va m Kattaliklarga qgaytib, ushbuni h05|l gilamiz:

Nk
M 2

Buning ikkala gismini kvadratga oshirib, N ga nisbatan yechamiz:

) kt .M
N = M(l th 2) yoKi N_—chz(kt/z)'

6.3-masala. (Sharchalarning naychadagi harakati.) Gorizontal naycha
2 paojcex burchak tezlik bilan vertikal o°q atrofida aylanadi. Naychada
massalari m =300 g va m,=200 g bo‘lgan ikkita sharcha joylashgan. Ular
uzunligi 1=10cu bo‘lgan elastik prujina orqali bir-biri bilan bog‘langan
bo‘lib, prujina cho‘zilmagan va sharchalar aylanish o‘qidan bir xilda
uzoqglashgan (11-rasm).

(7]

— == — 00— —a —— — 0

11-rasm

Sharchalar  ko‘rsatilgan holatda biror
mexanizm yordamida ushlab turiladi. Boshlang‘ich momentda mexanizm
ishlashdan to‘xtaydi va sharchalar harakatga keladi. Agar 24000 dina kuch
prujinani 1cu cho‘zishi mumkin bo‘lsa, har bir sharchaning naychaga
nisbatan harakat gonunini toping.

Yechilishi. Og‘irroq sharchaning koordinatasini (naychaga nisbatan) x

orgali yengilroq sharchaning koordinatasini x, orgali belgilaymiz, bunda
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sanoqni aylanish o‘qidan boshlab hisoblaymiz va o‘ng tomonga yo‘nalishni
musbat deb hisoblaymiz (11-rasm).
Agar masala shartiga muvofiq F=kx deb olsak (bu yerda F, prujinaning

har gaysi sharchaga ta’sir kuchi, x- prujinaning deformatsiyasi), u holda
k =24000 bo‘ladi.

Har qaysi sharcha nisbiy harakatining defferensial tenglamasini
tuzamiz:

d2
T)Z(i:mla)le—k(xl—xz—lo),

d’x,
2 dt2

Hosil gilingan differensial tenglamalar sistemasi normal emas, biroq
yugorida qaralgan usullar yordamida yechilishi mumkin. Birinchi
tenglamaning ikkala gismini ikkinchi tenglamaning mos qismlari bilan
qo‘shsak:

m

(6.7)

m =m,w’X, + k(X — X, —10).

MyX] +M,X; = @’ (M X, +M,X, ).
mx +m,x, =u deb belgilab, u"-«*u=0 tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy
yechimi: u=Cghat+C,shat YOKI 3x +2x,=Cch2t+C,sh2t, bu yerda shartga ko‘ra
o=2 deb olingan va cji00=c, hamda c,/100=c, deb belgilangan.
Boshlang‘ich shartlar t=0 da x, =5, x =0, x,=-5, x,=0..

3 +2x,=2(Csh2t+Cych2t) ni hisoblaymiz va bu yerga hamda 3x+2x,
ifodaga ularning t=0 dagi giymatlarini qo‘yamiz, u holda C,=5 C,=0 va
demak, 3x +2x, =5(e* —e™)/2 YOKI 3x +2x, =5ch2t.

Bu yerdan xzzgcth—gx1 ni topamiz va uni quyidagicha o‘zgartirilgan
sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yamiz:

x," =—76x, +80x, +800,
X, =120x —116x, 1200}

O‘rniga qo‘yish x, o‘zgaruvchini yo‘qotadi va fagat x, hamda x" larga

ega bo‘lgan tenglamaga olib keladi:

X, =—T6x, +80(gch2t—gx1j+800
yoki
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x," +196x, = 200ch2t +80.

Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi: X,=C, cos14t+C,sin14t. Bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy yechimi x ni x =Ach2t+B ko‘rinishda
izlaymiz.

Bu holda x'=4Ach2t bo‘lgani uchun x, va x/ ni differensial tenglamaga
qo‘yib, ushbu ayniyatni hosil gilamiz:

200Ach2t +196B = 200ch2t + 8000,

bu yerdan A=1 B=200/49 ni topamiz: demak, x =ch2t+200/49 va x, umumiy

yechim quyidagicha yoziladi:

X, = C, cos14t +C, sin14t +ch2t +%.

c, va ¢, larni topish goldi. Boshlang‘ich shartlardan: 5=c, +1+200/49, bu
yerdan c,=-4/49; 14C, =0, demak, c,=0.
Massasi m =300 g bo‘lgan sharcha uchun uning harakat qonuni uzil-

kesil

X, :ch2t—419cosl4t+%;J (6.8)

bo‘ladi.

Massasi m =200 g bo‘lgan sharchaning harakat gonunini topish uchun
(6.8) Nni x, ning x, orqali ifodasiga qo‘yamiz, natijada:
X, :§ch2t—§(ch2t—icosl4t+@j
2 2 49 49

yoki

X, =ch2t+4%cosl4t—@ (6.9)

49

6.4-masala. (Zanjirni EYUKi o‘zgarmas bo‘lgan manbaga ulash). L
induktivlik ¢ sig‘im va R qarshilik 12-rasmda S S
tasvirlangan sxema bo‘yicha ulangan. Zanjir o‘zgarmas { -
EYUK E ga teng bo‘lgan manbaga ulanadi, bunda
ulanishga qadar zanjirda tok va zaryad bo‘lmaydi.  12.rasm
O‘zinduksiya g‘altagidan o‘tadigan i tokni t vaqgtning
funksiyasi kabi toping.

Yechilishi. O‘ng konturdagi toklarni ii va i, orgali belgilab, Kirxgof
gonuni asosida masalaning tenglamalar sistemasini tuzamiz:
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° (6.10)

bu yerda i-i,=i,. Bu sistemadan i, ni yo‘qotamiz. Ikkala tenglamaning mos

qismlarini qo‘Shamiz:
L%+ Ri, = E. (6.11)

(6.10) ning birinchi  tenglamasining ikkala gismini t bo‘yicha
differensiallasak,

Ld—2i+1i—1il=o

> ¢ C
ni hosil gilamiz, bu yerdan

: di .
Il:CLWH'
i, Ni (6.11) tenglamaga qo‘ysak,
- 2.
Lﬂ+CLRd—2'+Ri=E
dt dt
yoki i, tok ishtirok etmagan
di 1di i E
—t—++—=—
dt?® CRdt CL CLR
tenglamani hosil gilamiz. (6.12) tenglamani yechamiz. Uning xarakteristik

(6.12)

tenglamasi ildizlari r,=-e+p ga teng, bu yerda quyidagicha belgilangan.
Y(2CR)=a, \Ja’-1/(CL)=2
Dastlab «*>1/(cL) deb faraz gilamiz. U holda mos bir jinsli

tenglamaning yechimi quyidagicha bo‘ladi:
z=e""(Cchpt+C,shpt).

Bir jinsli bo‘lmagan (6.12) tenglamaning Xxususiy yechimi i ni i=A
ko‘rinishda izlaymiz. U holda i =i" =0 va A/(CL)=E/(CLR), bu yerdan A=Eg/R.
Demak, i=g/rR, (6.12) tenglamaning i+z ga teng bo‘lgan umumiy
yechimi i ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:
[ :%+e“t(clch/3t +C,shpt). (6.13)
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C, va c, ni boshlang‘ich shartlardan topamiz. t=0 da i=0 bo‘lgani uchun
(6.13)  dan: %+cl=o bu yerdan cl=—§ va shuning uchun
. E . E

I _E+e (Czsh,b’t - chﬂtj.

% ni hisoblaymiz. Quyidagiga egamiz:
di_
dt

Bu yerda t=0 deb, quyidagini hosil gilamiz:
di aE
al, "R

Endi ¢, ni ham topsak bo‘ladi. t=0 da fagat i=0 emas, balki i =0 ham

ekanligini nazarda tutsak, (6.11) tenglamadan LLRE+ LpC, =E ni hosil gilamiz,

bu Yerdan
Cz:i[l‘ﬂjziﬂﬂ‘“j-
LA R ) RAlL

a’>1/(CL) bo‘lgan hol uchun i Xxususiy yechim uzil-kesil quyidagicha

yoziladi:
i= E{l—e‘“‘ {chﬁt +(%—L—sthﬂt}}

Endi «*>1/(cL) deb faraz gilamiz. U holda p mavhum son bo‘ladi va
= jo-1 deymiz, bu yerda o, hagigiy son \fy/(cL)-<? ga teng.

Bu holda xususiy yechimni quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:

e ™ {—o{czshﬁt —%chﬂt} + ﬂ(Czchﬂt —%shﬁtﬂ.

i= %{1—e"t [cosat+(a/o—R/Lay)sinet ]}

6.5-masala. (Induktiv bog‘langan ikkita
konturdan iborat zanjirni ulash.) Elektr
yurituvchi ~ kuchi  o‘zgarmas  bo‘lgan
manbaga 13-rasmda tasvirlangan induktiv

bog‘langan ikkita konturdan iborat zanjir ulanadi. Agar  13-rasm
zanjirga ulash nol boshlang‘ich shartlarda amalga oshirilsa, shu bilan birga
LL,=M? bo‘lsa, har ikkala konturdagi i, va i, toklarni t vaqtga bog‘liq

ravishda toping
95



Yechilishi. Kirxgof gonuniga asosan masalaga doir differensial

tenglamalar sistemasini tuzamiz:
d|

LS+R +M G2 -E,
" y (6.14)
L2 4R, + M 22 =0,
dt dt

Bu Yerda M- konturlarning o‘zaro induktivlik koeffitsiyenti; qolgan
belgilashlar oldingi masaladagiga o‘xshash.

(6.14) tenglamalar sistemasidan % ni yo‘qotamiz. Buning uchun birinchi

tenglamaning ikkala tomonini L, ga, ikkinchi tenglamanikini esa -mM ga

ko‘paytiramiz va ularni qo‘shamiz. U holda

(LL,-M )d—I+LR1| ~MR,i, = LE

bu tenglamaning ikkala gismini LL, ga bo‘lib, M?/(LL,)=k?* R/L =2,
R,/L, = 2a, belgilashlar kiritsak, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
_AMaa, 204E

dll 1 —
(l—k)d + 2, — R i, = R (6.15)

Bu tenglamaning ikkala gismini differensiallaymiz,

‘3'2 ning ifodasi ni topib,

uni (6.14) tenglamalarning birinchisiga qo‘yamiz:
%_Rl(l—kz)dzi“r R di
dt  4Mae, dt? 2Ma, dt’
1-k
Mﬂ+2051|1+[ R LR j—+R1|

doja, dt? 2a, 20{1

Hosil qgilingan tenglamaning ikkala qismini 3—2' ning oldidagi

t2
koeffitsiyentga bo‘lamiz:
d%i 2(e+a,) diy 4a,. 4Eaa,
—+ — + )
dt?  1-k* dt® 1-k* " R(1-k?)
YoKi (¢, +a,)/(1-k*)=0o deb belgilasak:

d?i, di, 4aa,. 4Eaq,
_2+ 2 I1 = 2\ "
dt dt 1-k* ' R (1-K?)

(6.16)
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Xarakteristik tenglamaning ildizlari r,=-c+pg bu yerda g= /JZ—%

(- hagigiy son, chunki radikal ostidagi ifoda noldan katta). U holda mos bir
jinsli differensial tenglamaning z umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:
z=e"(Cchpt+C,shpt).
Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning i Xususiy Yyechimini anigmas
koeffitsiyentlar usuli yordamida topamiz. i, =4 Bo‘lsin, bu yerda 4- topilishi

kerak bo‘lgan koeffitsiyent.
di, d?i,

=0 va =0 bo‘lganligi uchun (6.16) differensial tenglamadan 4 ga
nisbatan algebraik tenglama kelib chigadi:
4o,  4AEaa,
1-k* " R (1-K?)

bu yerdan 4=E/Rr,.
Shunday qilib, i =g/r. demak (6.16) tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘riniShda bo‘ladi:

E:%w%t (Cchpt+C,sht). (6.17)

Ixtiyoriy o‘zgarmaslarni aniqlash uchun ushbu boshlang‘ich shartlardan
foydalanamiz: t, =0 dai,=0 va i, =0.

Bularning birinchisini (6.17) yechimga qo‘ysak, darhol ¢,=-£/R. ga ega
bo‘lamiz. Shuning uchun (6.17) yechim quyidagicha yoziladi:

iy :§+e”‘t (Clshﬁt—éczchﬂt]. (6.18)

Hosila olamiz:

%=e‘°"[—a(Czshﬂt—%chﬁt}rﬂ{gchﬁt—%shﬂtﬂ
va uning giymatini t=o da hisoblaymiz:
dif| E
aho —UR1+C2ﬂ.
Hosilaning topilgan qiymatini va boshlang‘ich shartlardagi i =i,

giymatlarni (6.15) tenglamaga qo‘yib, ¢, ni topish uchun tenglama hosil

gilamiz:
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20,E
1-k?)| ==+C, o=
( )(Rl ﬂ] R
o =(+a,)/(1-k*) ekanligini nazarda tutib, keyingi tenglamani

(al+a2)E 20,E

+C,B(1-Kk*)=
ko‘rinishga keltiramiz, bu yerdan

(o, —a,)E .
B(1-K*)R,
i, Xususiy yechimni uzil-kesil quyidagicha yoziladi:

-_E —ot| O 0O _
|1R1{1+e [—ﬂ(lkz)Shﬂt chﬂt}} (6.19)

i, Xususiy yechimni (6.15) munosabatdan topish mumkin. Buning uchun u

(:tl ni yugorida i ni t ning funksiyasi "

sifatida topilgan ifodasiga va bu funksiyaning t i i

bo‘yicha hosilasiga almashtirish kerak. Buni mustaqil U(I)RI 3t 2 )

g =

yerda i va

bajarishni o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz.

6.6-masala. (Yuklama ulangan o‘zgaruvchan tok
zanjiridagi  transformator.) Yuklama ulangan tok zanjiriga ulangan
transformatorning ikkala konturidagi toklarni toping.

Yechilishi. Ma’lumki, transformator induktivlik va ichki garshilikka ega
bo‘lgan va induktiv bog‘langan ikkita konturdan iborat. Shuning uchun 13-
rasmdagi sxemadan fagat ikkinchi konturida r yuklamasi bo‘lishi bilan farq
giladigan sxemaga ega bo‘lamiz (14-rasm). Bundan tashgari, tok
manbanining elektr yurituvchi kuchi E o‘zgarmas deb emas, balki
U (t)=ucos(at+¢,) deb olinadi, bu yerda u- amplituda, »- chastota va ¢,-
manba kuchlanishining boshlang‘ich fazasi.

Kirxgof gonunlariga binoan mazkur holda masalaga doir differensial
tenglamalar sistemasi (6.14) ga o‘xshash ko‘rinishda bo‘ladi:

14-rasm

LRI +M S 2U 1)

di, d
L,—2+(R, +R)i -0,
2olt +H(Re+ ) d

(6.20)
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bu yerda u(t)- manbaning elektr yurituvchi kuchi. Soddalik uchun
boshlang‘ich faza ¢, ni nolga teng deb olamiz va kuchlanishni u (t)=ucosat
ko‘rinishda yozamiz.

d  d

(6.20) ni noma’lumlari bo‘lgan 1ikkita algebraik tenglamadan

iborat sistema deb garab va ularni odatdagicha yechib, koeffitsiyentlarni
o‘zgarmas bo‘lgan ikkita chizigli tenglama sistemasiga kelamiz:

i M (R, +R
G Rl M(RR), LU
t D D D (6.21)
di, _RM. L(R+R). MU
d D ° D * D'
bu yerda b=LL,-M? - sistemaning determinanti.
(6.21) sistema bir jinsli emas va uni yechish uchun dastlab mos bir jinsli
di, _ RL,. Mﬁi
1 R~ 1A 2
¢ DD (6.22)

di, RM. LR.

d¢ D ' D°

sistema yechish kerak, bu yerda R,+rR=R deb belgiladik. Sistemaning
xarakteristik tenglamasi quyidagi ko‘rinishga ega:
—RL,-r MR
RM ~LR-r
chunki umumiy maxraj D ni yozmasa bo‘ladi. Bu yerdan

r*+(RL, +RL )r+RRD =0
ni hosil gilamiz, shuning uchun xarakteristik tenglamaning ildizlari

=k ;*ﬁLl i\/( R1L2;§L1 jz +RRD (6.23)

bo‘ladi.

(6.23) dan ko‘riniShicha, D>0 bo‘lganda Xarakteristik tenglama yo
ikkita manfiy haqiqiy ildizga, yoki haqiqiy qismlari manfiy bo‘lgan ikkita
kompleks ildizga ega bo‘ladi. Bu holda (6.22) bir jinsli sistemaning i
tutashuv elektr tokini aniglovchi umumiy yechimi t o‘sishi bilan elektrotok
tebranish xarakteriga yoki nodavriylik xarakteriga ega bo‘lishidan qat’1 nazar
tez kamayadi. Barqaror jaryonni o‘rganishda yechimning bu qismini

e’tiborga olmasa ham bo‘ladi, shuning uchun umumiy holda uni yozmaymiz.
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Qaralayotgan sxemaning ideal transformator deb ataluvchi xususiy holi
alohida qiziqish uyg‘otadi. Ideal transformator o‘zining ichki R, va R,
garshiliklari tashgi yuklama R wva taqriban nolga teng bo‘lgan D ning:
giymatiga nisbatan amalda nolga teng deb hisoblash mumkin, bu yerdan
ushbu tagribiy tenglik kelib chigadi: M ~./uL,. Bunday farazlarda r =r deb
hisoblash mumkin va (6.23) dan r,~0, , ~-RL, kelib chigadi, demak, bir jinsli
sistemaning umumiy yechimini ideal transformator bo‘lgan hol uchun ushbu
ko‘rinishda yozish mumkin:

|, =CY+Clet |, =cl?+CcPeru,
Ikkinchi qo‘shiluvchilar t o‘sishi bilan tez kamayadi; barqaror jarayon
birinchi qo‘shiluvchilar va bir jinsli bo‘lmagan (6.21) sistemaning xususiy
yechimi bilan birgalikda xarakterlanadi.
U(t)=ucoswt bo‘lgani uchun bu xususiy yechimlarni

i, = Acoswt + Bsin at,
(6.24)

i, = Pcosot +Qsin ot
ko‘rinishda izlaymiz. (6.24) ni (6.21) ga qo‘yib topamiz:
D(—Awsin wt +Bwcoswt) =—-R,L, (Acos ot + Bsin at) +
+MR(Pcos ot +Qsin at)+ L,u cos at,
D(—Pwsin wt+Qwcoswt) = RM (Acos et + Bsin wt)—
~L,R(Pcosat +Qsin wt) - Mucos at.
Yozilgan tenglamalarning chap va o‘ng tomonlaridagi cosat Va sinet oOldidagi
koeffitsiyentlarni o‘zaro tenglab, to‘rtta A B, P, Q noma’lumli to‘rtta chiziqli
tenglamadan iborat ushbu sistemaga kelamiz:
BDw=-ARL, +PMR+L,u,
~ADw=-BRL, +QMR,
QDw=ARM +PL,R-Mu,
—PDw=BRM +QLR.
Bu sistemaning yechimi (6.24) xususiy yechimning ifodasini beradi. Bu

umumiy holga to‘xtalib o‘tirmasdan, ya’na ideal transformator bo‘lgan
xususiy holga gaytamiz. Uning uchun ushbu tenglamani hosil gilamiz:
PR\LL, +Lu=0, QRLL, =0,
bu yerdan
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Q=0Vva P=—JL,/Lu/R.
P ning topilgan giymati yuklama zanjirdagi tok amplitudasini aniglaydi. U
holda yuklamadagi kuchlanish pasayishining amplitudasi u,=-/L,/Lu ga
teng bo‘lishini gayd gilamiz. Shunday qilib, kattalik yuklama zanjiridagi va
manba zanjiridagi kuchlanishlar nisbatini ifodalaydi. Uni transformatsiya
koeffitsiyenti deyiladi. Biroq elektrotexnikada transformatsiya koeffitsiyenti
ko‘pincha boshgacha ko‘rinishda yoziladi. Silindrik cho‘lg‘amli g‘altakning
induktivligi cho‘lg‘amlar soni kvadratiga proporsional  bo‘lgani uchun
transformatsiya koeffitsiyenti transformator o‘ramining birlamchi va
ikkilamchi cho‘lg‘amlari soni nisbatiga teng bo‘lar ekan.
6.7-masala. (Past chastotalar filtri.) 15-rasmda
elektr sxemasi keltirilgan: o‘zaro teng 2 ta L
induktivlik, ¢ sig‘im va R Yyuklama qarshiligi
U(t)=ucoset qonun bo‘yicha o‘zgaradigan kuchlanish

manbaiga ulangan. Yuklamadagi kuchlanish pasayishi  15_asm
tebranishlarining xarakterini aniglang. Bunda bargaror
jarayon bilan cheklaning.

Yechilishi. Chap va o‘ng konturlardagi toklarni mos raviShda i va i,

orqali belgilab, sig‘im orqali o‘tuvchi tok i,-i; ga teng ekanligini topamiz.
Kirxgof qonuniga ko‘ra i, va i, larga nisbatan ushbu differensial tenglamalar

sistemasini hosil gilamiz:
L% Ry —u),
dt - dt
i L (6.25)
) o N
LE+R|Z+E!(|2—|l)dT—O.

(6.25) ning ikkinchi tenglamasini t bo‘yicha differensiallab, quyidagini

hosil gilamiz:
d’i di, 1, .
L—2+R—2+—=(i,—i,)=0,
dt?  dt C(2 )
bu yerdan
2. -
=Lcdl podl
dt dt

i, ning ifodasini t bo‘yicha yana differensiallash va (6.25) ning birinchi

tenglamasiga qo‘yish mumkin, u holda tenglama
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3- 2. -
9% iRl g &
dt a7 dt

L2C +Ri, =U (t) (6.26)

ko‘rinishni oladi.

(6.26) ga mos keluvchi bir jinsli tenglama barcha koeffitsiyentlari

musbat bo‘lgan
L’Cr® + LRCr? +2Lr +R=0
kub tenglamadan iborat bo‘ladi.

Bunday tenglama musbat haqiqiy ildizga ega bo‘lmasligi bu yerdan
ko‘rinadi, chunki r>0 da chap qismdagi barcha qo‘shiluvchilar musbat va
ularning yig‘indisi nolga teng bo‘la olmaydi. Bundan tashgari, bunday
tenglamaning mavhum ildizlarining hagiqgiy gismlari manfiy bo‘lishini isbot
gilish mumkin.

Shunday qilib, (6.26) ga mos bir jinsli tenglama umumiy yechimining
barcha qo‘shiluvchilari manfiy ko‘rsatkichli eksponentlarga ega va shu
sababli t o‘sishi bilan tez kamayadi. Bizni gizigtiradigan bargaror jarayon
shuning uchun bir jinsli bo‘lmagan, (6.26) tenglamaning Xxususiy yechimi
bilan to‘la aniqlanadi, uni, U =ucosat bo‘lgani uchun

I, = Acos ot + Bsin wt
ko‘rinishda izlaymiz.

Bu ifodani differensiallo va i, ni hamda uning hosilasini (6.26) ga
qo‘yib, ushbu tenglamalar sistemasiga kelamiz:

A(-2Lo+’Co®)+B(R-LRCo’) =0,
A(R-LRC&’)+B(2Lw-L"Co’)=u }
yoki
2lp+’Co’=a, R-LRCo’=p
belgilashlar kiritsak:

aA+ BB =0,
PA-aB=a

Bu sistemadan topamiz:
A=puf(a’+p), B=-au/(a’+5).
i, yechimning amplitudasi
o] =\/A%+B? =|u/(«*+5?) munosabat orqali ifodalanadi, yoki va ularning

qiymatini e’tiborga olsak:
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ol- d - (627)

\/ L’ (LCa® ~2) +R?(1-LCw?)

Yuklamadagi kuchlanish pasayishini (6.27) dan tenglikning ikkala gismini r
ga ko‘paytirib topish mumkin, chunki u, = Ri,.

Tebranishlar chastotasi » ning yuklamadagi kuchlanish amlitudasining
kiriSh yuklamadagi kuchlanish amplitudasiga nisbatan ta’sirini qarab
chigamiz. o chastotalar kichik bo‘lganda «* va undan yuqori tartibli
kattaliklarni e’tiborga olmasa ham bo‘ladi. U holda (6.27) ning mahrajida o
bo‘lmagan hadlargina qoladi, demak, radikal ostidagi ifoda R? ga teng
bo‘ladi. Demak, |v|~|u[/R va talab etilayotgan nisbat |v|-R/ju|~1.

Bu past chastotali tebranishlar berilgan sxemadan amplitudani amalda
o‘zgartirmasdan o‘tishini bildiradi. Aksincha, katta » chastotalar uchun
(6.27) da ildiz ostidagi ifodaning bosh hadi » ning yuqori darajali hadi

bo‘ladi. Shu sababli bunday chastotalar uchun |v|~[u|/(l’Co®), u holda ya’ni

yuqori chastotali tebranishlar berilgan sxemadan amalda o‘tmaydi, u past
chastotalarni o‘tkazadi va yuqori chastotalarni deyarli o‘tkazmaydi. Xuddi
ana shu sababga ko‘ra bunday sxema past chastotali filtr deyiladi.
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