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ANNOTATSIYA

Darslikning 2 qismida eng kichik kvadrat usulining geodezik
tenglashtirishda qo‘llaniladigan asosiy usullari yoritilgan. Ko‘p xil o‘Ichashlarni
birgalikda tenglashtirish nazariyasi: parametrik, korrelat va ko‘p guruhli
tenglashtirish usullarining moxiyati, algoritmi va ularni EHM da hisoblash usullari
chet el tajribalarini hisobga olib yoritilgan

Darslik  «Geodeziya, kartografiva va kadastr» yo‘nalishi va ushbu fanni
o‘rganadigan turdosh yo‘nalish talabalari uchun ham mo‘ljallangan.

AHHOTAIMS

Bo BTOpO#t yacTn yueOHuKA NpHUBEREHB OCHOBHBIE METOMLI, MPHMEHAEMBIE
B reo/e3NyecKOM YPaBHHTEJLHOM BBLIUECNIEHHH CNOCOOOM HaHMEHBLUIMX
kBagpaToB. OTpaxkeHbl TeOpHs COBMECTHOTO YPaBHMBaHHA HEOAHOPOAHLIX
BEJMUMH MapaMeTPHYECKHM, KOPPENAaTHBIM M MHOTOTPYNINOBOM CMOCOOQM C
YUETOM COBDEMEHHbBIX 3apyDBDKHLIX NpakTHK Ha OBM

VYuebuuk pacuuraHo Ha cTydeHTOB Hampasnenns “Teonesns, xaprorpadus
M KajacTp” Afs caMOCTaATeNbHOTrO H3YUeHHs Kypca.

ANNOTATION

In the second part of the textbook, the main methods used in geodetic
equalization in the least squares method are given. The theory of simultaneous
equalization of inhomogeneous quantities by a parametric, correlative and
multigroup method is reflected, taking into account modern logging practices on a
computer

The textbook is intended for students of the field "Geodesy, Cartography and
Cadastre" for self-study of the course.
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KIRISH

Geodezik ishlarning asosiy gismini geodezik asboblar orgali o’lchashlar
tashkil qiladi. O’lchashlar hamma texnika fanlarida bosh axborot manbai bo’lib
xizmat qiladi. O’lchashlar natijasida sonli miqdor olinadi. Geodeziyada bu sonli
miqdorlar ko’p o’lchanadi. O’lchash sifatini oshirish magsadida yana kerakli
miqdorlardan tashqari ortigcha miqdorlar ham o’lchanadi. Geodezik asboblar
orqali olingan bosh informatsiyani gayta hisoblab sonli qiymat olish uchun
matematik hisoblash ishlari olib boriladi. Olingan natijalarni matematik qayta
ishlangan ma’lumot ilmiy va amaliy ahamiyatga ega. "O’lchash natijasida
yo’'qolmaydigan kichik xatoliklar borligi matematik qayta ishlash usullarining
ganchalik zarurligini ko’rsatadi. Bundan tashqari o’lchashlarni sifatini va
ishonchliligini ta’minlaydigan origcha o’lchamlarning ko’pligi  natijalarni
matematik qayta ishlashda matematik usullarning eng qat’iy usullarini talab qiladi.
Shunday gilib, o’Ichash natijalarini matematik qayta ishlashning asosiy magsadi
natijaning haqiqiy giymatga yaqin bo’lgan aniq giymatini olish, natija sifatini
aniglash va natijani ishonchli baholash. Bu masalalarni matematik qayta ishlashda
miqdorning optimal giymatini topish, o’ Ichash sifatini aniglash va natija aniqligini
baholash kichik kvadratlar usuli orqali amalga oshiriladi.” -

Geodezik o'lchashlarni  matematik  hisoblash  nazariyasi  vazifasi
quyidagilardan iborat:

— Geodezik o’Ichash natijalarini qayta ishlashda kichik kvadratlar usulini asoslash;
— kichik kvadratlar usuli prinsipini amalga oshirishda usullarni yaratish;

— geodezik o’lchashlarni matematik gayta ishlashni zamonaviy matematik
algaritm bilan ta’minlash;

O’Ilchashlarni matematik qayta ishlash uchun juda muhim o lchangan
miqdorlar orasida matematik munosabat mavjud. Qayta ishlash natijasida u .
qanoatlantirilishi kerak. Teskari holatda ortigcha o’lchashlar befoyda bo’ladi.
Shunday qilib, ko’p o'lchangan miqdorlamni birgalikda matematik qayta ishlash
masalasining matematik mazmuni juda kata ahamiyatga ega.

Tenglashtirish masalasining paydo bo’lish sharti va sababi ortiqcha
o’lchangan miqdorlarning borligi va yo'qotib bo’lmaydigan kichik o'lchash
xatoliklarining bo’lishi. Ortiqcha o’lchangan miqdorlarning  bo’Imasligi
yechiladigan masalaning bo’Imasligidir. Agar bir 0’lchangan miqdor bir martadan
topilganda edi, tenglamani tuzish mumkin bo’lmasdi va bog’lanmaslik xatoligi
to’g’risida gap bo’lishi mumkin emasdi. Lekin ortigcha o'lchangan miqdorsiz
kuzatishni ishonchli tekshirish ham yo’q va aniglikni oshirishning foydali yo’llari
ham yo’q.
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2-QISM
ENG KICHIK KVADRATLAR USULI

13. ENG KICHIK KVADRATLAR USULINING ASOSLARI
BIR NECHTA O’'LCHANGAN QIYMATLARNI BIRGALIKDA
TENGLASHTIRISH MASALASINING MOHIYATI

O’Ichashlar xatoliklari nazariyasi ko’p marta o’lchangan bitta miqdorni
matematik hisoblash tartibini o’rganadi. Lekin geodezik amaliyotda kerakli
o’Ichash miqdorlaridan tashqari ortigcha o'lchash miqdorlari ham o’lchanadi.
Masalan, uchburchakda hamma ichki burchaklarining o’lchanishi. Ortigcha
miqdorlar aniglanayotgan miqdorning o’lchash aniqligini oshirish va kerakli
miqdorlar bilan matematik bog’liglikda bo’lgan aniqlanayotgan miqdoming
anigligini eng ishonchli aniqlash imkoniyatini beradi. Bundan tashqari olingan
bog’lanmaslik xatosining ishonchli tekshirish bilan ta’minlanadi va o’Ichashlarning
sifatsizligi aniqlanadi.

Xatoliklar nazariyasi o’lchangan miqdorlar orasidagi matematik bog’liglikni
e’tiborga olmagan holda ko’p marta o’lchangan bitta miqdorning eng ishonchli
giymatini topish qoidalarini o’rganadi. Har xil sharoitda o’lchangan miqdorlar
orasidagi matematik bog’liglikni e’tiborga olgan holda teng aniglikka ega
bo’lmagan miqdorlarning eng ishonchli qiymatini topish masalasi kitobning
itkkinchi gismida bayon etiladi. :

Ta’kidlaymizki, kursning ikkinchi gqismi qoidasiga ko’ra o’lchangan
miqdorlarning  qiymatini  topish  tenglashtirish  deyiladi  Ko’pincha
“tenglashtirilgan” ham deyiladi, lekin bu termin noqulay ko’rinadi. Chunki teng
aniqlikdagi o’Ilchash miqdorlari “tenglashtirilgan”dan keyin teng aniqlikka ega
bo’Imay goladi.

Tabiiyki, savol tug’iladi: kursning birinchi va ikkinchi qismidagi yechiladigan
masalani umumlashtirish mumkin emasmi? Buni qilish mumkin, lekin masala
murakkablashadi, hech qanday foyda chigmaydi. Tanlangan tenglashtirishni bo’lib
bajarish tartibi masalani juda soddalashtiradi, bunda o’lchashlarning hamma
natijalarini birgalikda qayta ishlash kabi oxirgi natijani beradi. Aytilganlarni
e’tiborga olib, hamma keyingi mulobazalarda, bitta o’'lchash natijalari bo’yicha
bitta 0’Ichangan miqdori uchun ko’ pmarta o’Ichashlardan o’rtacha vazn qaraladi.

O’Ichashlarni matematik qayta ishlash uchun juda muhim o’lchangan
miqdorlar orasida matematik munosabat mavjud. Qayta ishlash natijasida u
qanoatlantirilishi kerak. Teskari holatda ortigcha o’lchashlar befoyda bo’ladi.
Shunday gilib, ko’p o’lchangan miqdorlarni birgalikda matematik qayta ishlash
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masalasining matematik mazmuni quyidagidan iborat.
Biror masalani yechish uchun haqiqiy qiymatlari X, ..., X, bo’lgan n miqdor

o’lchangan. O’Ichashlar natijasida p,, .., p, vaznli x, .., x, o’lchash miqdorlari

natijasi olingan. Masala sharti bo’yicha o’lchangan miqdorlar bir-biri bilan
quyidagi matematik formula bilan bog’liq

............................. (13.1)
@, (X,,...X,)=0

O’lchash migqdorlari orasidagi matematik aloga, berilganlarni e’tiborga
olganda, bir-biri bilan bog’liq bo’lgan har xil tenglamalar bilan ifodalash mumkin.
Bog'lig bo’Imagan bunday tenglamalardan bir nechta sistema hosil gilish mumkin.
Bu sistemadan birini tanlagandan keyin, boshqa tenglamalar tanlangan sistemaning
hosilasi bo’ lishini e’tiborga olish kerak emas.

(13.1) sistemada soni ortigcha o’lchangan miqdorlar soniga teng bir-biri bilan
bog’liq bo’Imagan tenglamalar olinadi. Ta’kidlaymizki, bu tenglamalar “shartli
tenglamalar” deyiladi. Chunki ortigcha o'lchangan miqdorlar soni hamma
o’Ichangan miqdorlar sonining bir qismidir, ya'ni

r<n.

(13.1) shartli tenglamalar sistemasi yechimi noaniq, chunki tenglamalar soni
noma’lumlardan kam. Shuning uchun juda ko’p cheksiz masalani yechishga to’g’ri
keladi.

O’lchash  natijasi  berilgan shartli (13.1) tenglamani qanchalik
qanoatlantirilishini tekshirish kerak. Buning uchun o’Ichash natijasida topamiz

' @ (Xpye s X,) =W, ‘
........................ (132)

O’Ichashlar xatoliklardan iborat, (13.2) tengliklikning o’ng tomonida noldan
farqli miqdor — bog’lanmaslik xatoliklari W), W,,. . ., W, mavjud.

Birinchidan, tenglashtirishda nima bo’lishi kerak — o’Ichashlar sifatini oxirgi
tekshirish. Buning uchun hamma bog’lanmaslik xatoliklarining mos chekini
tekshirish. Juda qo’pol xatolik natijalarni yo’l qo’yilmaydigan bog’lanmaslik
xatoligi yo'li bilan aniglash va tashlab yuborish, kuzatishni qayta bajarish.

Tenglashtirishda bajarilishi kerak bo’lgan asosiy masala - bog’lanmaslik
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xatoligini yo'q qilish va o’lchash natijalarini to’g’rilash. Boshqa masala -
tenglashtirish masalalari bo’yicha aniqlikni boholash.

Tenglashtirilgan natijalarni

x+w (i=1,..,n),
orqali belgilab,
bu yerda v, — topiladigan tuzatma,
@ (x5 + v, X, +1,)=0
........................ (133)
o (x, +v,....,x, +v,)=0
topamiz.

Demak, x; + v, qiymati o’lchangan miqdorlarning tenglashtirilgan qiymati
deyiladi. Tenglamalar sistemasi (13.3) va (13.1) n noma’lumli va r tenglamalar
sistemasini tashkil giladi. Chunonchi r < n, u ko’p yechimli tenglamalarga yo’l
qo’yuvchi, noaniq tenglamalar sistemasini tashkil qiladi.

Ko’rinib turibdiki, bog’lanmaslik xatoligini yo’qotish masalasini ko’p yo’llar
bilan hal qilish mumkin. Imkonli yo’llardan qaysi birini tanlash mumkin. Masalani
aniq hal qilish absolyut giymat bo’yicha o’lchash xatoligi miqdoriga teskari
ishoradagi v, tuzatmani topishdir. Lekin bunday masala yechimsizdir.

Demak, birinchidan tuzatma v; bog’lanmaslik xatoligini yo’qotadi, ikkinchidan
xatolik absolyut qiymat bo’yicha o’lchashning haqiqiy xatoga yaqin ekanligi
isbotlaydi. Tkkinchi talabni bajarishda birinchi talab tuzatmalarning ishorasi
xatoliklar ishorasiga teskari ekanligini ta’ minlaydi.

Yana bir nechta qo’shimcha mulohazalar qilamiz.

Tenglashtirish masalasining paydo bo’lish sharti va sababi ortiqcha o’lchangan
miqdorlarning borligi va yo’qotib bo’lmaydigan kichik o’lchash xatoliklarining
bo’lishi. Ortigcha o’lchangan miqdorlarning bo’ Imasligi yechiladigan masalaning
bo'Imasligidir. Agar bir o’lchangan miqdor bir martadan topilganda edi, (13.1)
tenglamani tuzish mumkin bo’lmasdi va bog’lanmaslik xatoligi to’g’risida gap
bo’lishi mumkin emasdi. Lekin ortigcha o’Ichangan miqdorsiz kuzatishni ishonchli
tekshirish ham yo’q va aniqlikni oshirishning foydali yo’llari ham yo’q.

Tenglashtirishdan maqsad - (13.2) tenglamadagi #; bog’lanmaslik xatoligini
yo’qotish uchun x;,. . ., x, 0’lchangan migdorlarga v; tuzatmalarni teng tagsimlash.

Bog’lanmaslik xatoligi yo’qotishdan maqgsad bitta, ya’ni har xil yo’llar bilan
hisoblandigan har bir topiladigan miqdor giymati bir-biri bilan tengdir. Buni
masalaning nomi aytib turibdi. Bog’lanmaslik xatosini yo’qotishdan tashqari
tenglashtirishning yana maqgsadi — hamma qidirilayotgan miqdorlar aniglanayotgan
qiymati anigligini oshirish.
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13.1. ENG KICHIK KVADRATLAR USULINING PRINSIPI

Yugqoridagi qo’yilgan masalani yechishda tuzatmalarni topish uchun o’lchash
xatoliklari absolyut qiymatining qandaydir ehtimoliy xossalari masalasini ko’rib
chiqish kerak. Bunda o’Ichashlarning tasodifiy xatolari hisobga olinadi.

Xatoliklar A;, . . ., A, majmuasining ehtimolini topamiz. Ehtimollarni
ko’ paytirish nazariyasiga asosan topilayotgan ehtimol

1fal A
R T o V8

e 134
(,)2;;)" t m, m, ( )

teng,

Tenglik (13.4) dan ko’rinib turibdiki, R (4, . . . ,A,) miqdorning eng katta
giymatiga (13.4) tenglamaning o’ng tomonidagi daraja ko’rsatkichining eng kichik
absolyut qiymati kamlik qiladi, ya’ni quyidagi shartga mosdir

n 2

2 —r=min. . (13.5)

Olingan (13.5) shartni e’tiborga olib, agar v;, tuzatma uchun shartni qo’ysak
i}i =min. (13.6)
i=l mi‘z '

Ehtimoliy tushuncha bo’yicha v; tuzatmalar absolyut qiymatining yig’indisi
xatoliklar absolyut qiymatiga yaqinlashadi. Chunki (13.3) shart bo’yicha ¢;
funksiyaning haqiqiy xatoligi bo’lgan tuzatma xatolikni yo’qotishi kerak. Tuzatma
ishorasi bo’yicha mos ravishda o’lchashlar natijasi haqiqiy xatoliklariga teskari
ishorada bo’lishi kerak.

2
Hamma v—'1 qiymatlarni u* ga ko’paytirib, tenglama (13.6) quyidagi qulay
m

ko’rinishga keltiramiz
2
g 2
[m—zv ]=[pv ] = min 57
Funksiyalarni doimiy miqdorga ko’paytirish nuqtanining minimum

3

2
koordinatasiga ta’sir gilmaydi. Qiymat p,=£- o’Ichangan migqdorlar vazni
m;
deyiladi.
Tenglama (13.7) matematik ifodalangan eng kichik kvadratlar prinsipidir
Eng kichik kvadratlar usuli tenglamaning yagona yech1m1m beradi va qator
imkoniyatlarga ega. U quyidagi qulayliklarga ega:

9 t.me/books taqi



1) minumum shartida ikkinchi darajali v; bo’lishi yirik tuzatmalarni
chegaralaydi, shuning uchun teng aniqlikdagi o’lchash miqdorlarida tuzatmalar
ko’ pmi ozmi o’lchangan miqdorlarga teng tagsimlanadi;

2) teng aniqlikdagi o'lchashlar natijasida vazn 7; vda tuzatma eng aniq
natijaga kamayadi, noaniq natijaga tuzatma ko’ payadi. '

Ikki aytilgan xossalar ham qo’yilgan fikr talabiga mos keladi. Kichik
kvadratlar prinsipi foydasiga ishonchli dalil bor.

Kichik kvadratlar prinsipi bo’yicha noma’lumlarning tenglashtirilgan giymatini
topish eng aniq natijaga olib keladi. Bu kitobning birinchi bo’limida olingan
quyidagi o’rtacha vazn formulasini keltirib chigarishda ko’rinib turibdi.

Qandaydir X qiymat n marta o’ Ichangan va mos 7,,..., p» vaznlix,, . . .,x, natija
olingan. Eng kichik kvadratlar prinsipiga asoslangan x eng ishonchli giymatini
topamiz, ya’ni [pv’] = min sharti bo’yicha.

Chunki

VieX—X;
tenglama (13.7) ko’rinishga keltirish mumkin;

F0)=3 p,(x—x)* =min.

i=l

Ma’lumki, bu shartni bajarish uchun

T,
: dx
yoki
327, (x-x)=0.
i=1
Endi topish qiyin emas
2XZP.' _Zzpi , =0
=1 i=1
va
p=l88 3
(2]

Bu formula o’rtacha vazn formulasidir.
Eng kichik kvadratlar usulining yana bir afzalliklaridan biri uning
umumiyligidir. Eng kichik kvadratlar usulida tenglashtirish masalasi boshqa
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usullarga qaraganda eng ason yechiladi.
13.2. TENGLASHTIRISH MASALALARINI YECHISHNING ASOSIY
USULLARI

Eng kichik kvadratlar usuli bilan bir nechta miqdorlarni birgalikda
tenglashtirish masalasi eng qulay masaladir.

Agar o’zgaruvchi v, mustaqil shartli tenglamalar (13.3) bilan bog’liq bo’lsa,
funksiyaning minumumini topish talab qilinadi

[pV’] = min,

Bu masalani yechishda ikkita asosiy usul qo’llaniladi:

Bu masalani yechish uchun ikkita usul qo’llaniladi: noaniq ko paytmali
Lagranj usuli va absolyut ekstremum usuli. Buni qo’llashda, hamma o’Ichangan X
qiymatlar qandaydir bog’lanmagan noma’lumiar parametrlari funksivasi
ko’rinishida beriladi.

Kombinirovan usullar ham mavjud.

Lagranj usuliga asoslangan tenglashtirish birinchi usulini korrelat usuli deb
ataymiz. Bu usul avval adabiyotlarda shartli tenglamalar usuli ham deb amlgan

Ikkinchi usulning mohiyati quyidagicha:

O’lchangan X, (i = 1,.. n) miqgdorlar funksiyasi bo’lgan shunday musmgqil
noma’ lumlar parametrlari 7}, ..., 7} tanlanadi. Berilgan funksiya quyidagicha

Xi=f(T,...To) (=1...,n), (13.8)

Unda yozish mumkin .

xitvefi(th...t (=1....n) (13.9)
bu yerda x; — X; miqdorning o’lchangan qiymati; f, — tanlangan (v =12,...&
parametrlarning tenglashtirilgan qiymati.

Keyinchalik yozamiz

ijj;: (t,,...,tk)-x, ﬁ=1,.... n), (1310)

Shunday qilib, bir-biri bilan bog’liq bo’lgan hamma qidinlayotgan »;
tuzatmalar, bog'lanmagan ¢ noma’lumlarning funksiyalari bilan almashtinish
mumkin. Unda [pv’] = min sharti, (13.10) tenglikni e’tiborga olganda quyidagicha
yoziladi

ip.-{.ﬁ(f,,tz,...,tk)—xi}’ e

i=l

Ya’ni, shartli ekstrimum masalasini absolyut ekstremum masalasiga keltimmiz.
Ikkinchi usul tenglashtitishning param et rik usuli deb ataynuz.
Bu usul geodezik adabiyotlarda yana «kerakli noma’lumlar usuliv nomu
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bilan uchraydi. «Shartli usul» va «kerakli noma’lumlar usuli»y B. S. Kuz’min
tomonidan taklif qilingan.

Shunday qilib ikki asosiy tenglashtirish usuli o’xshash(ekvivalent) va bitta
masalani ikkita hisoblash usuli bilan yechishdir. Ya’ni, (13.8) tenglik o’lchangan
qiymatlar X ni (13.1) bog’liglik bilan ifodalanishi kerak. Shuning uchun (13.8)
tenglikdan (13.1) tenglik kelib chiqishi kerak. Buning uchun

n—k=r,
tenglama ganoatlantirilishini ko’ rsatamiz.
bunda # — o’Ichangan X qiymatlar soni;

k — kerakli T noma’lumlar soni;

r — shartli tenglamalar soni (13.1).

(13.8) tenglamalar sistemasini ikkita guruh ko’rinishida yozamiz:

1-chi guruh

X, =T, L, T,)

--------------------------- ; (13-11)
Xk =f£-(Tl-T2:"'»Tk)

2-chi guruh
‘ X =fk+l(7;1T2"">7;)

X, =101, T,)
1-guruhdagi (13.11) tenglikning hamma T noma’lumlarini X; . . . Xi
noma’ lumlar funksiyasi ko’rinishida ifodalash mumkin

T,=F(X, Xs...%) (0=12...k (13.12)

2-chi guruh (13.11) tenglikni (13.12) tenglikda F,, ifodani topilgan T}, . . ., T},
o’'miga qo’yib, X; noma’lumlar bilan bog’liq » — k  tenglama olamiz.
Bog’lanmagan shartli tenglamalar soni, (13.1) sistemadagi, ortiqcha o’lchangan
qiymatlar soniga teng bo’lishi kerak, ya’ni r.

Shuning uchun

n-k=r, (13.13)
ni isbotlash kerak edi.

(13.13) tenglamadagi olingan xulosani quyidagi tarzda ta’riflaymiz: kerakli
noma’lum 7, o’lchangan yoki o’lchanmagan miqdorlardan tanlanishidan qat’iy
nazar o’ Ichanishi kerak bo’lgan miqdorlar X soniga teng bo’lishi kerak. Hamma
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qidirilayot miqdorlar giymatini birdaniga topish uchun. Masalan, tekislikda birorta
punktning koordinatasini, ikkita to’g’ri burchakli yassi koodinatalari x,, y; va x3, y2
berilgan bo’lsa, topish talab qilinsin. Bu holda uchburchakning beshta elementi
o'lchangan bo’lishi kerak — uchta burchagi va ikkita tomoni. Bunda har qanday
ikkita elementini o'lchash kerak. Kerakli noma’lumlar sifatida uchburchakning
ikkita elementini tanlash mumkin, misol uchun uchburchakning aniqlanayotgan
uchi qidirilayotgan x; absessani va y; ordinatani tanlash mumkin, yani ikkita
elementini. _

Kursning birinchi qismida ta’kidlanganidek, o’lchash amaliyotida kerakli
miqdorlarni o’Ichash bilan chegaralanib qolmaydi. Doimo ortiqcha miqdorlar ham
o’lchanadi. Ya’ni uchburchaklarni o’lchashdagi geodezik ishlarda, uni yechish
uchun bitta tomon va ikkita burchak kifoya bo’lsa ham, uchta burchak o’lchanadi.
Teodolit, nivelir yo’llari ikkitadan kam bo’lmagan tayanch punktlarga bog’lanadi.
To'g’ri kesishtirish ikkita yo’nalish yetarli bo’lsa ham, kamida uchta yo’nalish
bilan amalga oshiriladi. Teskari kesishtirish uchta yo’nalish yetarli bo’lsa ham,
kamida to’rtta yo'nalish bilan amalga oshiriladi. Ketma ket triangulyatsiya
to'rlarida kerakli o’ Ichashlar ikki marta ko’p bajariladi va h.k.

Tushunarli, kerakli va ortigcha miqdorlar soni sharcit va masalaning
qo’yilishiga bog’liq, tenglashtirish natijasida nima olish talab qilinishiga.

Alohida miqdorlarni ko’p marta o’lchaganda aniglikning oshishi ma’lum
o’lchashlar sonigacha bo’lishi mumkin. Undan keyin o’lchashlar anigligi,
sistematik xatoliklarining ta’siri yo’qotish mumkin bo’imaganligi uchun yoki bu
xatolikning yeyishmasligi uchun, kamayadi. Ortiqcha miqdorlarni o’lchash
aniglanayotgan miqdorning aniqligini oshirishda quyidagi katta gadam bo’ladi. U
boshga shoroitda bajarilgan o’lchash natijalari qidirilayotgan miqdor uchun
qo’llaniladi. Masalan, uchburchakda uchinchi burchakni o’lchash hamma
burchaklar aniqligini oshiradi. Bunda ikkita qiymat olinadi: bevosita o’Ichangan va
yassi uchburchakning ikki qolgan burchagigi yig'indisini 180° ga to’ldirib
hisoblanganligi. Asosiy tenglashtirish usullarini ko’rib chigamiz.
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13.3. TENGLASHTIRISHNING PARAMETRIK USULI

Kerakli noma’lumlar T}, ... T tanlanib, o’Ichangan miqdorlar X}, .. ., X,
orqali funksiya ko’rinishida ifodalanadi )
Xi=f(Ty...TY (=12...n. ‘ (13.19)

~ Bu ko’rinishdagi tenglama parametrik tenglamalar bog’ligligi deyiladi.
Kerakli noma’lumlarni tanlash ~ tenglashtirish usulida eng muhim o’rin tutadi,
Chunki yechiladigan tenglamaning murakkabligi va hisoblash hajmi unga bog’liq.
O’Ichangan miqdorlar tenlashtirilgan qiymatini x; = x; + v; bilan belgilaymiz.
Bunda »; — o’lchangan x; qiymatlarga tuzatma. Kerakli noma’lumlarning
tenglashtirilgan qiymatini / bilan belgilaymiz va yozamiz

X+ v =Sty .ot (13.15)

yoki

Vi =fift, ... ) —X (i=12...n) (13.16)

Endi shart '
[pV’] = min

Quyidagi ko'rinishga keltirish mumkin

S b, filtss - . t) — 53’ = min. L (3.17)

i=l

Ifodaning (13.17) chap tomonida fagat ¢ noma’lum. Shuning uchun uni
gandaydir funksiya F{t, . . .,5) ko’rinishida yozish mumkin. Ya’ni

F(t, ...ty = min. (13.18)
Shunday qilib, shartli ekstremum usulida tenglashtirish masalasini yechish
kerakli T noma’lumlarni absolyut ekstremum masalasiga kiritish yo’li bilan

bajariladi. Buning uchun f;, . . .4 noma’lumlar olinishi kerak bo’lgan aniq
tenglamalar sistemasini tuzish kerak
§= 0 (=1,...5, (13.19)

Lekin, agar (13.19) tenglama chizigsiz ko’rinishda bo’lsa, unda uning yechimi
amaliyotda yechib bo’lmaydigan masaladir. Shuning uchun masala quyidagicha
yechiladi.

t, parametr uchun u yoki bu yo’l bilan, berilgan aniglikda fi(t, . . ..t = x; + ¥
(° funksiyani to’g’ri chiziqli ko’rinishga Teylor gatoriga yoyish yo’li bilan
taxminiy giymat topiladi.

Bunda yoyishning ikkinchi va yuqori darajali e’tiborga olinmaydi. Bu
tenglashtirish masalani yechiladigan giladi. Bundan tashqari yechish algoritmiga
keltiradi, ya’ni bir xil darajali hisoblashga keltiradi.
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Noma’lumlar ¢, . . .,# ni ko’rinishga keltiramiz
t, =47, (v=1.,k) . (13.20)

Bu erda £,° taxminiy qiymat, 7, — unga tuzatmalar. Bu qiymatlarni ¢, ga qo’yib,
(13.16) tenglamani olamiz

v, =it 47,000 +1)—x, (i=L.,n)  (13.21)
Funksiya f; ni Teylor gatoriga yoyib topamiz,
ox! . | ox
v, = £, nty) +(—£—) T+ o+ [L) 7, +R—x, (13.22)
o J o J,
Bu yerda R — hamma yoyilgan hadlar yig'indisi. Taxminiy giymatlar ¢,....¢¢
shunday aniqlikda topilishi kerakki, R qiymatni hisobga olmasa ham bo’lsin.
Eslatamiz, ¢* ning juda aniq gqiymatini topish juda murakkab bo’ladi,
masalan juda katta triangulyatsiya to’rini tenglashtirishda.
(13.22) tenglamadagi R qiymatni hisobga olmay yozamiz,

’

T ) o

ox! [()x}) (dxﬁ)
= | T |5 T[T T
oty J, o, ) o ), (13.24)

L(l,",...,r,‘,’)—x, =x —x, =1,

Belgilaymiz

Endi tengliklar sistemasini yozish mumkin
V, =a,T, +a,7, +..+a,7, +1, (@(=1..,n) (13.25)
Chizigli (13.25) tenglama tuzatmalar parametrik tenglamasi deyiladi. Uni
qisqacha gilib tuzatmalar tenglamasi deb ataydilar.
Agar funksiya f(1, . . .,t;) chizigli ko’rinishda bo’lsa, unda taxminiy qiymat ¢,
ni hisoblamasa ham bo’ladi.

Tenglama (13.9) ko’rinishda bo’lsin

X+ V=i (o, ) =Quty +apty + ...+ aule + Ly
Unda
1,' = L] — Xy
va tuzatmalar tenglamasi quyidagi ko’rinishni oladi
vi=ayti+aptyt ... Faet t
i=1...n (13.26)
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Lekin hisoblash amaliyotida taxminiy qiymat ¢’ doimo hisoblanadi, bunda
parametrik tenglama chiziqli ko’rinishda bo’ladi.
Unda
L=at +a.+. +at)+L ~x

va tuzatmalar tenglaniasi (13.25) ko’rinishga keladi. Bu keyingi tenglashtirish
hisoblarini yyengillashtiradi. Chunki ¢ qiymatning o’rniga T kichik tuzatmani
hisoblash osonroq.

(13.25) tenglamadagi [pv’] = min shartni hisobga olib yozamiz:

[pv*1=2 p,(a,7, +a,7;, +...+a, 1, +1) =F(z,,...1,) =min  (13.27)

i=]

Masala aniq tenglamalar sistemasi bilan yechiladi

oF ~0
or, v=1..k (13.28)
Hosila olamiz va ularni nolga tenglaymiz
oF ov ov
—=2py—+..+2pyv,—2=0
or, P a1, Py or, (13.29)
(13.25) ifodani hisobga olib yozamiz
ov;
1 =a'_
a7, :

Endi, (13.29) ifodani 2 ga qisqartirib yozamiz
oF -

—_— va. = v]=0
201’1 ;pl il [pal ] (1330)
O’sha (13.25) tengsizlikka asosan topamiz
oy, oy, oV,
—-——.:a_’ — PR ——:a',
ar, * or, ° or,

va xuddi shu asosda (13.30) ifoda topilgan edi
[paxv] =0, [paw]=0,..., [paw]=0.

Demak, tenglamalarni topdik
[palv] =0
[pa,v]=0

(13.31)
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(13.31) tenglikdagi v; o’rniga (13.25) tuzatmalar tenglamasining o’ng tomonini
qo’yib, 7, .. .,% noma’lumli k chiziqli tenglama olamiz.

Tuzatmalar parametrik tenglamalar sistemasini {(13.25) yana bir marta yozamiz

V,=a,7 +a,n, va,n 4 ra,r, + (i=1,...n)

Bu tenglamalarning har birining ikki tomonini mos ravishda pa, ga

ko’ paytirib va yig'ishtirish natijasida topamiz
PV, + Py Y, + PyayVy +o0+ paay, =[payl=[paa Jr, +
+[paja,]z, +[payaJr; +---+[ paa, Iz, +[pal].

(5.25) tenglikning pa,>, ga ko’paytirib topamiz

[pa,v]=[paa,]r, +[paa,lr, +[paalz; +---+ [ paa, Jr, +[pad].
Xudi shunday topamiz
Lpav] =Lpaia,]z, +---+[paya;Jz; +-+-+ [ paya, Ir, +[pasl]
‘ [pay]=[paalr, + - +[paalr, +[pal]
Endi tenglama (13.31) ko’rinishga keladi
[paa e, +paa,le, +-+[paa.lz, +[pal]=0
[paa.]r, +[pa a,]r, +- +[p¢?"tj A +[pa 11=0 (13.32)
[paa,]r + [P“:ak Jry ++[pa,a,Ir, +[Pak{] 0

Tenglama (13.32) normal tenglamalar deyiladi. Ulark
noma’lumli k chizigli tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. Bu sistemani
yechishdan kerakli noma’ lumlar taxminiy qiymatiga tuzatma 1, hisoblanadi.

Chizigli normal tenglamalar sistemasi quyidagi xususiyatlar bilan farq qiladi:

1. Diagonal bo’yicha joylashgan chapdan pastga o’ngga yo'nalgan
koeffitsiyentlar hammasi musbat sonlardir, ularni kvadratli diagonal deb ataladi.

2. Qolganlari, kvadratik diagonaldan tashgqari koefﬁts:yentlan kvadrank
diagonalga nisbatan simmetrik joylashadi.

Normal tenglamalar sistemasining jkki xossasi tenglamalar yechimini
osonlashtiradi.

Noma’lumlar 7j, . . ., ni topib, keyinchalik (13.25) tuzatmalar tenglamasi
yordamida v; tuzatmalar, o’lchangan miqdorlarning tenglashtirilgan x]=x, +v,
qiymatlari va r, =¢! +7, noma’lumlar topiladi.

Tenglashtirish hisoblarini tekshirish uchun (13.15) tenglik xizmat qxlada va
quyidagicha bo’ladi

X+ vi=fit, .. 1)
(i=1...k
(13.31) tenglamadan foydalanib, mustaqil ko’pmarta o'lchangan alohida
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miqdorni X; tenglashtirish ikkita bosgichda bajarilishi.kerjak: bosh.lanishida ko’p
marta o’lchangan har bir migdor uchun-o’rta vaznni olish, keyinchalik ushbu
qiymatlarning vazni va matematik alogalarini hisobga olib, birinchi bosqichda
olingan giymatlarni tenglashtirish.

Deylik, v,=v+v] bunda v - tenglashtirishning birinchi bosqgichidan keyin
6lingan o’lchangan natijalarga tuzatma, v/ hamma o’lchangan miqdorlarni
birgalikda tenglashtirishdan olingan ikkinchi tuzatma. v/ tuzatma hamma
o’Ichangan natijalarga bir xil miqdorda taqsimlanadi.

Hamma o'lchangan natijalarni birgalikda tenglashtirish (13.31) tenglamaga
olib keladi va quyidagi ko’rinishda keltirish mumkin

0=[payvl=[pav]+[pa V] (v=1...k)

Lekin

[pav]=a,[pV] + -+a,[pV],
bunda yig’indi [pv]; — ko’p o’Ichangan alohida X; qiymat uchun. Bu o’lchashlar
uchun har bir X miqdor va a, koeffitsiyent bir xil bo’ladi. :
Xatoliklar nazariyasidan ma’lumki (IV.52 formulaga qarang), [pv]; =0 (i=
1, .. .,n) shuning uchun [pa, v = 0 va quyidagicha

[par]l=[pary] (13.33)
Yig'indi [pa, v”] ko’rib chiqamiz.
Tuzatmalar tenglamasida bir xil ko’p o’lchangan miqdorlar uchun a;,
koeffitsiyentlar va v} tuzatmalar doimiy bo’ladi va quyidagicha yozamiz

N [pay"1=a, VPl ++a,vilp),

Lekin [p]; — o’rtacha vazn vazni, ya'ni o’Ichangan miqdorlar birinchi bosqich
tengla§htirilgah qiymatining vazni. Shuning uchun, [p]; = P; belgilab, (13.33)
formulani e‘t.iborga olib, yozamiz

N ar : '
ijajvv! =ZR-".-.V: (v=1...,k).
J1 i=1

bunda N — hamma o’Ichashlar soni, n — o’lchangan miqdorlar soni (albatta, N >
n). ) ‘
Shunday gilib, [pv/] — min shartni saqlagan tenglama, [PV'] = min
o’Ilchangan miqdorlar giymatining xatoliklar nazariyasi qoidasi bo’yicha oldindan
to'g’rilangan [PV)] = min shartni saglagan tenglama bilan bir xildir. Ya'ni
v=v +V" tuzatma [pv’] = min shartdan kelib chigadigan (13.31) tenglamani

ganoatlantiradi. o .
Parametrik usulda tenglashtirish masalasi quyidagi kehna—k.ethkda yechiladi:
. O'Ichangan %, X, . . ., % qiymatlar (unga hisoblanadigan v; tuzatmalar)
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shunday o’lchamda hisoblanadiki, x; miqdorning m, o’rta kvadratik xatolik imkoni
boricha birga yaqin bo’lsin. Chiziqli miqdorlar detsimetr yoki santimetrda,
burchaklar sekundda, kichik aniqlikdagi burchaklar minutda ifodalansin

Vazn hisoblash uchun koeffitsiyent k formula bo’yicha

shunday tanlanadiki, vazn imkoni boricha birga yaqin son bo’lsin. Bular
hisoblashni yengillashtirad:. : '

2. Kerakli #;, . . ., #4 noma’lumlar shunday tanlanadiki, tuzatmalarning
parametrik (13.25) tenglamasi eng oddiy ko'rinishda bo’lsin. Noma’lumlari bir-biri
bilan matematik bog’liglikda bo’lmasligi kerak, hamma o’lchangan miqdorlar
tanlangan noma’lumlar orqali ifodalangan bo’lishi kerak. Noma’lum sifatida
o’lchangan va o’lchanmagan qiymatlar olingan bo’lsin. .

3. Hamma o’Ichangan miqdorlar quyidagi funksiya ko’rinishida ifodalanadi

x; = filtyenty) @=L..,n),
bunda x; =x; +v,

4. Noma’lumlarning taxminiy fxo covesly qiymati topiladi va ular tenglashtirilgan
giymatlar qanday o’nli sonlar bilan ifodalangan bo’lsa shunday sonlar bilan
ifodalanadi. (13.24) formula bo’yicha koefitsentlari va tuzatmalar (13.25)
tenglamasining ozod hadi topiladi. Noma’lum ¢ uchun shunday o’lcham
qo’yiladiki, bunda tuzatmalar tenglamasi koefTitsiyentlari migdori darajasi imkoni
boricha birga yaqin bo’lsin.

S. Normal' (13.32) tenglamasi tuziladi va yechiladi. Natijada 1, . . ., tuzatma
olinadi.

6. Tenglama (13.25) yordamida tuzatmalar v; (( = 1, . . .,n) qiymati
hisoblanadi. '

7. x;=x,+v, tenglamadan o'lchangan miqdorlar tenglashtirilgan qiymati
topiladi va f, =lf +7, (0 = 1, ..., k) tenglamadan noma’lum tenglashtirilgan

qiymati ¢ hisoblanadi.
8. Hamma hisoblashlar quyidagi tenglik bilan tekshiriladi

x = fi(ty,..nty) (@=L...,n),
Shuni nazarda tutish kerakkki, bu tengliklarni tekshirishda xatolik hisoblash
xatoligidan kelib chigmaydi. Balki noma’lumlarning £ty taxminiy
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qiymatining noaniqligi va tuzatmalar 7;,...,7, absolyut qiymatining cheksiz katta
bo’lishi. Chizigsiz funksiya f,(r +7,,...,¢0 +7,) badlarni yoyishda e’tiborga
olishga to’g’'ri keladi. &

Bunday holda tenglashtirishdan keyin olingan #,,..., 4 miqgdorlar aniqlangan
taxminiy qiymatlar deb qarash kerak va tenglashtirishni ular bilan qayta bajarish
kerak.

Ko’'pincha kerakli aniq ¢

...ty qiymatini olish imkoniyati yo’qligi
tenglashtirishning boshida ko’rinadi. Unda ¢7,...,1f{ qiymatni aniglash bo’lib
xizmat qilgan birinchi tenglashtirishda hisoblashlarni oddiylashtirishga yo’l
qo’yish kerak: hisablashlarni oxirgi tenglashtirish hisoblariga nisbatan kam o’nli
sonlar bilan ishlash. - “

13.4. MATRITSA IFODASIDA PARAMETRIK USULDA
ENGLASHTIRISHNING NAZARIYASI.

Tuzatmalar parametrik tenglamalar sistemasi (13.25) matritsa ifodasida
quyidagi ko’rinishda bo’ ladi : '

V=AT+L (13.33)
Bu ifodasiga kiruvchi matritsa elementlarining yoyilgan ko’rinishi
quyidagicha

Yi a b - ; o
V= V2| | _[ay b - ) T=[3|.

v, a, b, t, (o

A ‘ a0 -0
L= IZ . P= 0 12 0 «

., o 0 - p,

Eng kichik kvadratlar usuli matritsa ifodasida quyidagi ko’rinishda

bo’ladi
VPVT=min

13.5. PARAMETRIK USUL BILAN TENG ANIQLIKDAGI O'LCHASHLAR
NATIJASINI TENGLASHTIRISH MISOLI

1-Masala. Parametrik usul bilan ko’p kombinatsiyada o’lchangan burchaklar
natijasini tenglashtiring. 13.1-rasmda burchaklar O’Ichash sxemasi, 13.1-jadvalda
burchaklar o’Ichash natijasi berilgan. Tenglashtirish natijasida quyidagilar olinishi
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kerak; hamma burchaklarning tenglashtirilgan qiymati, o’Ichangan burchaklarning
o'rta kvadmtik xatosi, ikkinchi, uchinchi va oltinchi burchaklarning
tenglashtirilgan qiymatining o’rta kvadratik xatolari.

0’lchangan miqgdorlar.

13.1-jadval
Burchaklar | Burchakla | O’lchangan
Ne r qiymatlar "x "
1 AOB 58" 15' 41,8"
2 BOS 38 10 06.8
3. COoD 61 0L 07.0
4, AQOC 96 25 45.1
5 BOD 99 11 133
6 AOD 157 26 52.6

13.1-chizma

1. Kerakli noma’lumlarni (parametrlarni) tanlash

Bu masalada oltita o’ichangan burchakdan har qanday 3 tasini bilish kifoya
va shular orqali qolganlarini aniglash uchun. Demak kerakli noma’lumlar
(parametrlar) k=3 . Agar k=2 deb xato gabul qilsak, unda parametrlar orqali qolgan
4 ta burchakni topish qiyin bo’ladi. Agar k=4 deb xato qgabul qilsak, unda
parametrlardan bittasini boshqalari orqali ifodalashga to’g’ri keladi va u kerakli
0’lcham bo’lolmaydi. Parametrlar bog’lanmagan (mustaqil) bo’lishi kerak.

Parametrlar sifatida oltita o’lchangan burchaklardan birinchi. uchtasini
olamiz. Ularni tenglashtirilgan qiymatini ¢, ¢, va r4 orgali belgilaymiz. .

2. Parametrlarning taxminiy qiymatini aniqlash

(13.20) asosan yozamiz:
W=+, , h=h+1,.  L=h+7

Kerakli noma’ lumlarnig taxminiy qiymati sifatida ularning o’Ichash

natijalarini olamiz, ya’'ni - B

£ =58° 1541,8" , 1 =38° 10'06.8", f =61° OI' 07,0"

3 Parametrik tenglamalar bog’ligligini tuzish
Hamma oltita o’ lchangan miqdorlar tenglashtirilgan giymatini uchta kerakli
noma’lumlarning tenglashtirilgan qiymati orqali ifodalaymiz:
X = x, +¥; = fi(4,4.0)
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Misolda

1) xi=t 4) x4 =1, +t,
2) x, =t, 5) xs =t, +1,
3) xs =4, 6) x6 =1, +1, +1,

4, Tuzatmalarning parametrik tenglamasini tuzish
Umumiy holda (13.24) va (13.25) larga asosan bo’ladi:

V,=ay7 +a,7, +a,T, +1, i =126
. axi ) . 8x1) . ox
bu yerda: an=(a—,l) > a =(6T:) I =(6’_:l)u L=f00.0,6)~x,

4-chi tuzatmalar tenglamasi misolida qanday tuzishni ko’rsatamiz. 4-chi
tenglamalar bog’ligligi uchun bo’ladi:

x4 x4 dx4
a,=|—1] =+1 ; a,.,= — =+l; A = — =0
0zod had:

1, =( ) +13) - x,=58°15'41,8"+38°10'06,8"~96°25'45,I" = +3,5"
Demak,
V,=1+7,+35"
Hamma tuzatmalar tenglamasini yozamiz:
1) V=g
2) V= 1,
3) Vu= T3
4) Vy=r+7, +3,5"
5) Vs=  7,+7,40,5"
6) Ve=1t1,+7,+3,0"
Tenglama (13.32) bo’yicha tuzatmalar tenglamasi koeffitsiyentlari jadvalini
(13.32) formula bo’yicha tekshirgan holda 3.2 jadvalga mos ravishda tuzamiz,
Ustunlar bo’yicha sonlarning yig’indisi bo’iganligi uchun, S, ning hamma
giymatlarining yig’indisi ikkilangan -chiziqning ustida joylashgan giymatlar
yig’indisiga teng bo’ladi.
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13.2-jadval

Tenglamal a, a, a, I, sek. da S V, sek. Vv

ar Ne da

1. +1 +1 -1.5 2.25

2. +1 +1 -1,00 1.00

3. +1 +1 0,00 0.00

4, +1 +1 +3.5 +5.5 +1.0 1.00

5. +1 +1 +0,5 +2.5 0,5 0.25

6. 1 +1 1|30 +6,0 +0,5 0.25

b +3 +4 +3 +7.0 +17,0 =

Noma'l. |-150 |-1.00 |0.00 =4.75
ai] as] a3] 1] S]

[a, +3 2 1| +65 125

(a,, +4 +2 [ +1.0 +15.0

[as, 3 [+35 +95

[l +21.5 +38.5

S 155

5. Vazn funksiyasini tuzish
Shartga asosan oltinchi burchakning tenglashtirilgan qiymatining aniqligini
baholash talab qilinadi. Uni kerakli noma’lumlar orqali ifodalaymiz.
F=x, =, +1, +t,
Funksiyanining aniqligini baholashda qo’llaniladigan koeffitsiyentlarni
(13.23) ga asosan topamiz.

oF oF oF
=l—| =+1 . = =+] =l—] =+1
j; (6‘1 ]v '/.2 (6’2 )o i j; (6‘ ]0

3

‘6. Normal tenglamalarni yechish

Uchta normal tenglamadan iborat bo’lgan sistema harfiy ko’rinishda
quyidagicha bo’ladi:

[aa]r +[aa,] 7, +laa]n +af]=0

[a,a,07, +[aya,]7, +a.a; 17, +[a]=0 (1349)

la,a,]7, +[a,0,]7, +[aya;]7, +[a,]] =0

Bu sistemadagi koeffitsiyentlar va ozod hadlarning qiymatlari 13.2-jadvalda
berilganlar bo’yicha 13.3-jadvalda yechiladi. Yechish ketma-ketligi 13.2-jadvalda
ko’rsatilgandek hisoblanadi. Hamma hisoblar quyidagi formula bilan tekshiriladi:

1) +3+2+1+6,5=+12,5 [as] =+12,5
2) +2+4+2+7,0=+15,0 [a,5] =+150
3) +1+2+3+3,5=49,5 [a;s] =+9,5
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4) +6,5+7,0+3,5+21,5=+385 [Is] =+385
5) +12,5+15,0+9,5+38,50=+75,50 [ss] =+75,50.
Funksiyaning aniqligini baholash uchun tekshirishlar yig’ indisini topamiz:
> =lasl-laf]+ f; =+12,5-6,5+1,0=+7,0
3 2 =lays]-[a,f1+ f =+15,0-7.0 +1,0=+49,0
Y s=las]-[ad]+ f, =+9,5-3,5=1,0=47,0

[> 1 =+230
13.2-jadval
®laa| aal aa| ol | a5 | maf aa) al | ays | a0 a6l [ays |1 Is |58
1. |+ +1 +1
2 +1 +1 +1
3. +1 +1 +1
4. |+ +1 +3.5 | +55 +1 +35 | +5.5 +12.25 | +19.25 | +30.25
5. +1 +1 +0.5 | 425 +1 +0.5 | 425 +0.25 +125 | 4625
6. +1 +1 +1 +30 | +60 +1 +1 +3 +65 +1 +3 +6 +9 +18,00 | +36,0
3] +3 +2 +1 +65 | +125 +4 +2 +7.0 | +15.0 +3 +35 | 495 +21.5 +38,5 +75,5

Tekshirishlar yig’indisini hisoblash quyidagi formula orqali tekshiriladi
(21=U/1+a,s1+[a,s1+[as] + (]~ [Is) = +3.0+12.5+15.049.5+21.5-38.5=+23.5
Jadvaldagi berilganlardan  foydalanib quyidagicha normal tenglamalar
sistemasini olamiz;
37,+27,+7,+65=0
27, +47,+21,47.0=0

7, +27,+31,+3.5=0

7. Normal tenglamalarni yechish

Eslatamiz, 1-ilovada noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuli bilan uchta
normal tenglamalmi yechishning harfiy belgilarda ko'rsatilgan. Normal (13.35)
tenglamalar yechishning sonli misoli ko'rilayotgan masala uchun 13.3-jadvalda
berilgan. Ikkita oxirgi ustundagi hisoblashlar aniqlikni baholashga bog’liq va
normal tenglamalarni yechishning qo’shimcha hisoblari deyiladi. Shuning uchun
ularni tushintirish ulardan oldingi hisoblashlardan keyin amalga oshiriladi.

1) Birinchi tenglamalardagi noma’lumlar koeffitsiyentlari, ozod had va [a,S]
ko’chirib yoziladi.

-2) Birinchi qatorning hamma sonlari kvadrat koeffitsiyentlarga [a,a,]
bo’linadi. Hosil bo’lgan sonlar ikkinchi qatorga teskari ishora bilan yoziladi.
Ishoralarning almashishi keyinchalik yig’indilarda ayirishda qo’1 keladi.

Ikkinchi qator eliminatsion gator deyiladi.

Eliminatsion qator koeffitsiyentlari ko’p marta ishlatiladi. Ularni topish oson
bo’lishi uchun odatda qizil rangda yozish kerak (darslikda raqamlar qalin gilib
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ko’rsatilgan).
Agar foydalanilayotgan bo’lish jarayoni (protsessi) qiyin tuyilsa, unda

E=[ L ] qiymatni hisoblab, 3-qatorga yoziladi. Olingan natijani ketma-ket
aq,

birinchi qatorga ko’ paytirib ikkinchi qatorga yoziladi.
3) Eliminatsion qator qiymatlari S ustungacha yig'iladi. Yig’indi
[a,5]

"Tekshirish" ustuniga yoziladi. U —
[a)a]

qiymatga teng bo’lishi kerak. Ya’ni

quyidagi:
s laa] laas]  [af] - [a;s]
[aa] laa] [aa] [aa)]

tenglamani hosil gilamiz.

Bu tekshirish joriy tekshirish deyiladi va u hamma eliminatsion qatorlarda
bajariladi. U verguldan keyin uchta sonning oxirgi raqami qiymatining chekigacha
hisoblanadi.

13.3-jadval
qator-r | 4, a,. a, 1 s Tekshiris F I, =81
N & £
T, 7, T3 h

L. +3.00 +2.00 +1.00 +6.50 +12.50 +1 +7
2. -1 -0.667 -0.333 -2.167 -4.167 -4.167 -0.333 -2.333
3. (-0.3333)
4. +4.00 +2.00 +7.00 +15.00 +1 +9
S. -1.33 -0.67 -4.33 -8.34 -0.67 -4.67
6. +2.67 +1.33 +2.67 +6.67 +6.67 +0.33 -4.33
7. -1 -0.498 -1.000 -2.498 -2.498 -0.123 -1.622
3. (-0.3745)
9, +3.00 +3.50 +9.50 +1 +7
10 -0.33 -2.17 -4.17 -0.33 -2.33
11 -0.66 -1.33 -3.32 -0.17 -2.16
12 +2.01 0.00 +2.01 +2.01 +0.50 +2.51
13. -1 0.00 -1.000 -1.000 -0.250 -1.250
14. (-0.4975)
15. -2.167 -1.000 0.000 +21.50 +38.00 0.000 +3.000
16. 0.000 0.000 T, -14.09 -27.11 -0.33 -233
17. +0.667 -1.000 -2.67 -6.66 -0.04 -0.53
18. -1.500 T, 0.000 0.000 -0.13 -0.63
19, T, [VV] .14 +4.73 -0.50 -0.49
20 +75.50 1 1

P, P,
21. -52.12
22. -16.64
23, -2.00 - -
24, [VV] +4.74
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Normal tenglamalar yechimini tekshirish:

1). 3 (-1,500)+2(-1,000)+(0,000)+6,5=0,000
2). 2 (-1,500)+4(-1,000)+2(0,000)+7,0=0,000
3). 1 (-1,500)+2(-1,000)+3(0,000)+3,5=0,000

4) To’rtinchi gatorga ikkinchi normal tenglamalar koeffitsiyentlari [azaz]
dan boshlab ozod had va [a,s] qiymat yoziladi,

5).. Birinchi eliminatsion tenglamaning  koeffitsiyentlari —%,

19,
diagonalidan boshqa ketma-ket yuqoridagi birinchi normal tenglamalar
koeffitsiyentiga ko’paytiriladi. Ko’paytma 5 — qatorga mos ravishda ikkinchi
normal tenglamalar koefTitsiyentlari tagiga yoziladi.

6). Oltinchi qatorga yuqoridagi 4~ va 5— qatorlarning mos ustunlaridagi
qiymatlarni qo’shish yo’li bilan olingan ikkinchi ekvivalent tenglamalarning
koeffitsiyentlari yoziladi.

Tkkinchi ekvivalent tenglama quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

[a,a, 1]z, +[a,a,l]z, +[a.l1]=0
quyidagi tenglik orqali tekshirish bajariladi.
[a,a,1]+[a,a,1] =[a,s1]

U verguldan keyingi 3-ragamning 1-2 birlik cheki aniqligida hisoblanadi.

Tenglikning chap tomonidagi olingan yig'indilar "Tekshirish" ustuniga
yoziladi. -

Ekvivalent va eliminatsion tenglamalar koeffitsiyentlari normal tenglama
koeffitsiyentiga qaraganda verguldan keyin bitta yoki ikkita raqam ortiqcha
aniqlikda hisoblanadi.

7. Oltinchi qator koeffitsiyentlari shu gatorning diagonal elementiga
bo’linadi. Hosil bo’lgan sonlar teskari ishora bilan yoziladi va natijada ikkinchi
eliminatsion gator topiladi. Bular sxemaning 7—qaforiga yoziladi. 3—bosqichda
yoritilgan hisoblash tekshirishiga o’xshash tekshirish bajariladi.

8. Kvadmatik koeffitsiyentdan boshlab uchinchi normal tenglamaning
koeffitsiyentlari yoziladi.

9. Shu ustunda joylashgan 1- va 2— eliminatsion gator koeffitsiyentlari
diagonal koeffitsiyentlaridan boshqa hamma mos ekvivalent tenglama
koeffitsiyentlariga ko’ paytirib, natijalar 10— va 11— qatorlarga yoziladi.

10. Har bir ustundagi 9, 10— va 11— qator qiymatlari yig’iladi. Natijada 12—
qatorda sistemaning uchinchi ekvivalent tenglamasi uchun giymatlar hosil bo’ladi.

[a,a,2)r, +[a,i2] =0
quyidagi tenglikka asosan hisoblashlarni tekshirish bajariladi:

[a,a,2 ]+ [a,12 }=[a, S 2]
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11. O'n ikkinchi gator koeffitsiyentlari shu qatorning diagonal elementlariga
bo’linib, teskari ishora bilan olinadi va 13- qatorga yoziladi. Bu uchinchi
eliminatsion qatordir. Uchinchi punktda yozilgan hisoblash tekshirishlari
bajariladi,

Uchtadan ortiq tenglamalarda hisoblash jarayoni yuqorida berilganlarga mos
ravishda davom ettiriladi.

Yuqorida yoritilgan hamma hisoblash jarayoni "to’g’ri yo’l" degan nom
bilan yuritiladi.

12. "To’g’ri yo'l" dagi hisoblashlarning to’g'riligini tekshirish quyidagi
tenglikning bajarilishini tekshirish yo’li bilan amalga oshiriladi:

[lik]=[1sk]= [ssk]
giymatlar [llk] va [Isk] bir vagtda L va S ustunlarda mos ravishda hisoblanadi.
Keyinchalik S ustunda [ssk] topiladi. Tengsizlik yuqori qatorlar bo’yicha
tekshirishga o’xshash jiddiy tekshiriladi. Farq verguldan keyin 3 chi ragamning
oxirgisining 1 va 2 birlik aniqligida bo’lishi mumkin.

13. "Teskari yo'l" deb ataladigan yechish sxemasi bajariladi. Formula (1.13)
bo’yicha noma’lumlarga tuzatmalar t,, t,, , T, qiymatlarini hisoblanadi. Bu
formulalarning alohida yig’iluvchilari 13.3-jadvalning pastki chap burchagiga mos
ustunlarga yoziladi.

14. Normal tenglamalarga noma’lumlarning giymatlarini qo ylsh yo *li bilan
normal tenglamalar sistemasini yechishni tekshirish bajariladi.

13.3—jadvalning oxiridan oldingi ustunida normal tenglamani yechish bilan
bir vaqtda quyidagi formulani qo'llab funksiyaning F=t,+t,+t, teskari vazni
hisoblanadi:

1 __ AP LA

P, [aa,] [a.a,1] [a,a,2]
Bu formuladagi kasr suratining ikkinchi va uchunchi hadlari algoritmlari
quyidagicha ochiladi:

["1“1]
f,1 ,
S Cary i

[aia;] [a,a,1]
[f:2]1=f-—"7" A 101
3 3 [,a,] 1 [aa,1] 2
13.3-jadvalning oxirgi ustumdag: funksiyaning teskari vazni tekshiruv
formulasi bo’yicha olingan

i -—1—=[f]— A2y LAND N [42]e,213,2]
Pr [aa] [a:a,1] - [a;a,2]
Berilgan masala uchun Z,, ,, Z, qiymatlar normal tenglamani tuzishda
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hisoblangan.

8. O’Ichangan natijalarga tuzatmalarni hisoblash
O’lchangan burchaklar qiymatiga V, (13.25) formula bo’yicha . 13.2-
jadvaldan topiladi va ushbu jadvalni tuzish tugatiladi. Shuningdek quyidagi
tenglik tekshiriladi:
[a,V]=[a,V]={a,V]=0 va [VVI=[IV]=[S V]=[l13]=[IS 3]=[SS 3]

9, Noma'lumlarning (parametriarning) tenglashtirilgan
giymatini hisoblashi
Demak bu misolda parametrlar sifatida o’lchangan miqdorlar tanlangan,
ko'riladigan hisoblarni keyingi bosgichdagi hisoblar bilan birgalikda bajarish
muvofiqdir. .

10. O’Ichangan miqderlar tenglashtirilgan qiymatini hisoblash
Tuzatma V,.dan foydalangan holda 13.4-jadvalda burchaklarning

tenglashtirilgan giymati hisoblangan.

11. Tenglashtirishning yakuniy tekshirishi

U tenglamalar bog’ligligi (13.15) bo’yicha burchakning tenglashtirilgan
qiymatini gaytadan hisoblashdan iborat

Tekshirish hisoblari 13.4-jadvalda berilgan

13.4-jadval
Tar. | Bur- | O'lchangan | Tuzat | Tenglashtiril | Tenglama- | Tekshirish ]
Ne | chak- | qiymatlar x, | malar gan lar
lar V, giymatlar | bog’ligligi
x, X =
£.(t,,t,,t)
1 |[AOB [58°1541,8" |-1,5" |58°15'40,3" |t 58°15'40,3"
2 BOC | 381006,8 |-1,0 381005,8 t, 381005,8
3 COD | 610107,0 {00 61 01 07,0 t, 6101 07,0
4 AOC | 9625451 |[+1,0 962546,1 |t H+, 96 25 46,1
5 BOD | 9911133 |-0,5 991112,8 |t,+t, 9911128
6 AOD |1572652,6 |+0,5 157 26 53,1 |t +t,+t, 157 26 53,1
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12 Aniglikni baholash
1. Bevosita o’Ichangan natijalarning o’rta kvadratik xatosi va "xatoliklar
xatoligining” o’rta kvadrati

1
m= ‘/—[V ] _ ‘fﬂ =1.26"; T, S L2E =0.51"
n-k 6-3 J20-k)  J2(6-3)

2. Oxirgi noma’lumning vazni P, =[laa,-2]=2,0.

3. Oxirgidan oldingi noma’lumning vazni

— [azaz * 1] 2.67 g _ [a[aj] ~
= P, ==—=20=20; 1= B . 1=3.0-0 33=2.67.
" mayel] b 267 12,2, 1170858, [a,al][alﬂ,] 33=2,6

4. Noma’lumlarning o’rta kvadratik xatosi:

n L26 m 051 _
=——=——=0,38"; — 0,36
m, J_ J_._ m, ‘/__ J._
m 1,26 m, 0,51
m, = =—=0,88"; = ,36"
i J_ \/_ m, \[_'_’_ J— —=0

5. Tenglashtirilgan burchaklar yig’indisi (oltinchi burchak) o’rta kvadratik
Xatosi.

mg =mdr-‘-‘;t=l,26,(‘0,50 =0,88"; ,, =m_J}-=O,51 J0,50=0,36".
F F .

13.6. TENG ANILIKKA EGA BO’'LMAGAN O’LCHASHLAR NATIJASINI
PARAMETRIK USUL BILAN TENGLASHTIRISH MISOLI

2-Masala. 13.5-jadvalda berilgan nivelirlash natijalarini parametrik usulda
tenglashtiring. Nivelir to’ri (13.2-chizma) sxemasida oltita o'lchangan yo’lning
yo’'nalishi strelka bilan ko’rsatilgan, yo’lning nomerlari aylana bilan belgilangan.
Bosh (isxodnoe) nivelir markalari 40, 41, 42 tenglashtirilayotgan to’rdan yuqori
toifa (klass)ga kiradi. Bu markalarning absolyut balandlik(otmetka)lari 13.5-
jadvalda berilgan

Tenglashtirish natijasida 14, 15, 16 tugun reperlarining otmetkasi va yo’llar
bo’yicha nisbiy balandliklarining tenglashtirilgan qiymati topiladi.. Aniqlikni
baholaganda o'rta kvadratik xato hisoblansin:

— 1 km yo’lni nivelirlashdagi, reperlar otmetkast va tenglashtirilgan ikkinchi
nisbiy balandlik.
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13.2-chizma

13.5-jadval
Yo'l |Yo’luzunligi | O’lchangan nisbiy | Tayanch Tayanch punktlari
Ne L;, (km.) balandlik h;, (m.) | punktlari Ne | otmetkasi H;, (m.)
1 25.0 -1,807 M 40 122.356
2 7.9 +3,901 M 41 118.874
3. 58 +5,554 M42 110.870
4. 6.1 -9,952
5. 8.0 43,593
6. 9.6 +6,077.

1 Kerakli noma’lumlarni (parametrlarni) tanlash

Nivelir to’rida nisbiy balandlik va otmetka aniqlanadigan elementlardir.

Uchta tugun nugqtalarning (reperlarning) otmetkasini topish uchun uchta
nisbiy balandlik A, h,, hy,larni o’Ichash yetarli. Boshqa nisbiy balandliklar tugun
reperlar va bosh punktlar otmetkasi bo’yicha hisoblanishi mumkin. Demak bu
nisbiy balandliklarni o’Ichashlar ortigcha o’lchashlar deyiladi.

Demak, kerakli noma’'lumlar (parametrlar) soni k=3 teng. Nivelir to’rida
parametrlar sifatida nisbiy balandliklarni qabul qilgandan ko’ra, tugun
reperlarining tenglashtirilgan otmetkasini qabul gilgan afzalroqdir. Ya’ni

h=H,; L=Hs ; tH=H;

Nivelir to’ri sxemasida (13.2-chizma) bu belgilar mos reperlar yonida

yozilgan

30 t.me/books_taqi



2 Parametrlarning taxminiy qiymatini aniglash
L=t L=h4T, L=+

Tuzatma 7, juda kichik miqdor bo’lishi uchun ¢} qiymatini iloji boricha
reperlarning otmetkasining tenglashtirilgan qiymatiga yaqin qilib olish kerak. Biror
bir nisbiy balandliklar bo’yicha topilgan reper otmetkalari parametrlarining
qiymatini taxminiy qiymati deb gabul qilamiz. Ya’ni

f =H, +h =122,356 - 1.807 =120.549 m,

£ =H, +h,=118.874 + 5.554=124.428 m,

10 =K, +h, =110.870 + 3.593 = 114.463 m.

3. Parametrik tenglamalar bog’ligligini tuzish

Hamma tenglashtirilgan nisbiy balandliklar qiymatlarini reperlarning
tenglashtirilgan otmetkalari orqali ifodalaymiz, ya'ni parametrlar orqali

Umumiy holda:  x, = £,(t,.fs,1,)

Misol uchun:

1) "_1 =t —Hy )
2) hy=t, -t

3) h=1,-H,

4) hy=ty-1, ’
5) hs=t;-Hy

6) hs=n-14 4

Tenglamalar bog’ligligi soni o’ Ichangan nisbiy balandliklar soniga teng

4. Tuzatmalarning parametrik tenglamasini tuzish
Shuni ta’kidlash kerakki, (13.25) ga asosan tuzatmalar tenglamasi uchta
parametrda quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

Vi=a,t +a,17, +a,1, 41,

oh, ) . AR oh,
a” =[a_{1-) an -=[F:)o, aﬂ ={a‘3] ‘ i " =j;(‘r":.t:)_h'

? ’
v (]

bu yerda

Misol uchun ikkinchi tuzatmalar tenglamasini tuzishni batafsil ko’rib
chiqamiz. Ikkinchi tenglamalar bog’ ligligi uchun quyidagi hosilaga ega bo’lamiz:
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ah, 3h, oh,
ay=|—=|=-1;, a,=|=2|==1; ay=|—|=0
" [ arl )n " [Of! )n ° { 613 ]n

Ozod had:
1,= (13 -1 )-h, = (124,428-120,549)-3,901= - 0,022 m.
Ya’'ni,
Vi,=7,-1,-0.022 m.
Ozod had o’lchami(razmeri) keyinchalik shunday tanlanishi kerakki,
ularning sonli giymati birga juda yaqin bo’lsin. -
Hamma tuzatmalar tenglamasini yozib chigamiz:

1.V, =+1,

2ZV,=—=114+15 —22sm

3= +17;

4 Vy= —1,+7,-13sm
S. V5= +17

6. Vg=+1 -7, +09sm

Tuzatmalar tenglamasini tuzishni juda diqqat e’tibor bilan bajarish kerak,
chunki bu bosgichda yo’l qo’yilgan xatolik tenglashtirishning oxirida aniq bo’lishi

mumkin,
13.6-jadval

O’l- | Yo'l a a, a, 1 S V, (sm) Lv plv pv pl?
rMe | vazni

P:

10

i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1. 040 | +1 +1 -1.223 -0.489 0.598
2 127 | -1 +1 -22 -2.2 -1.014 +2.231 +2.833 -1.288 1.306
a 1.72 +1 +1.0 -0.037 -0.064 0.002
4. 1.64 -1 +1 -13 -1.3 -0.821 +1.067 +1.750 -1.346 1.105
5. 1.25 +1 +1.0 ,0.442 +0.552 0.244
6. 1.04 | +1 -1 +.9 | +09 -0.765 -0.688 -0.716 -0.796 0.609
z +1 +1 +1 +H0.4 3.867 3.864
Noma'lumla | 1223 | 0037 | +0.442
r

Yig'indilar usuli bo'yicha tekshirish bilan tuzatmalar tenglamasi
koeffitsiyentlarini tenglama bo’yicha hisoblab, 13.6-jadvalni to’ldiramiz.
O’Ichashlar teng aniqlikka ega emas, unda ularning vazni hisoblanadi. 7 ta ustun
to’ldiriladi. O’ngdagi va ikkilangan chiziqdan pastki qismi tenglashtirishning
oxirida bajariladi. ;
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S. Funksiya vaznini tuzish
Shart bo’yicha tenglashtirilgan nisbiy balandliklar aniqligini baholash 2 -
yo’l bo’yicha bajarish talab gilinadi. Bu nisbiy balandlikni kerakli noma’lumlar
orqali ifodalaymiz;
F=h =t -4 }
Funksiya aniqligini baholash uchun koeffitsiyentlarni hisoblaymiz. -

_[eF — 2 . oF 1
ﬁ-(w] SR ["'2)0 ot e (a‘z]n %

6. Normal tenglamalarni tuzish
Uchta noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi harfiy belgilashda quyidagi
ko'rinishda bo’ladi:
[paa]z + [pa,a,]r, + ...t [pa,a ]z, + [Pall] =0
[pa,a,]7,+[pa,a,]7,+.... +[pa,a,]7 +[pa,1]=0 -
[pa,a,]nt [pa,a,]nt ... +[pa,a,]z, +[pa,l]=0
Normal tenglamalar koeffitsiyentlari 13.6-jadvalda berilganlar bo’yicha
13.7-jadvalda hisoblanadi. Malakali hisobchi oraliq hisoblash natijalarini
yozmaydi. Bunday holda normal tenglamalar koeffitsiyenti 13.77- jadvali kabi
Jjuda ixcham ko’rinishda bo’ladi.

13.7-jadval
Ne paia paia; pajaz Pa;l pais paa paza: pa:l
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1. +0.40 +0.40
2, +1.27 -1.27 +2.79 +2.79 +1.27 -2.79
3. +1.72
4, +1.64 -1.64 +2.13
5,
6. +1.04 -1.04 +0.94 +0.94
P +2.71 -1.27 -1.04 +3.73 +4.13 +4.63 -1.64 -0.66
13.7-jadvalning davomi
Ne pazs pazay pasl pass pl pls pss
10 11 12 13 14 15 16
1. +0.40
2. -2.79 +6.15 +6.15 +6.15
3. +1.72 +1.72
2. |+213 |+164 2.13 2,13 277 [+2.77 +2.77
?.'—— +1.25 +1.25 +1.25
G +1.04  |0.94 0.9 [ 083, TR _
T +1.06 [+393 [-3.07 [-182 ‘]*E‘m‘““ ¥§"1(s repRrsEaT Kazi
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13.7"jadval

a ] a,] ay] 1] s )
[pa, +2.71 -1.27 -1.04 +3.73 4.13
[paz +4.63 -1.64 -0.66 +1.06
[pas +3.93 -3.07 -1.82
[p! | +9.76 +9.76
[ps +13.13

13.7 va 13.7° jadvaldagi hisoblashlar albatta quyidagi formulaga mos
formula bilan tekshiriladi:

1) 42,71-1,27+1,04+3,73=+4,13 [ pa,S]=+4,13
2) —1,27+4,63-1,64-0,66=+1,06 [ pa,S]1=+1,06
3) —-1,04-1,64+3,93-3,07 =+-1,82 [ pa,S 1=1,82
4) +3,73-0,66-3,07+9,76 =+9,76 [pIS 1=+9,76
5) +4,13+1,06-1,82+9,76 =+13,13 [pSS] =+13,13

Normal tenglamalar sonli koeffitsiyentlari bilan quyidagi ko’rinishda
bo’ladi:
+2,717,-1,277,-1,047,+3,73=0 .
-1,277,+4,637,-1,647,-0,66=0
-1,047,-1,647,+3,937,-3,07=0
Normal tenglamalarni yechish
Normal tenglamalarni yechish (noma’lumlaring taxminiy giymatiga ), 1,
va T3 tuzatmalarni topish uchun) 13.8-jadvalda l-ilovada ko’rsatilgan sxema
bo’yicha va 13.3-jadvalda yuqorida tavsiflangan 1-topshiriq kabi bajariladi.

Asosiy oraliq tekshirishlar "qatorlarni yig'indisi" bo’yicha tekshiriladi.

Sxema yechishning to’g’ri yo’lining oxirida qiymatlar taqqoslanadi:
[ptr-k J=[pts-& ]

Noma’lumlar 7.7, va r, topgandan keyin ularning to’g’riligini normal
tenglamalarga qo’yish orqali tekshiriladi.

Jadval 13.8" da o’sha normal tenglamalarni yechishning qisqartirilgan
sxemasi ko’rsatilgan. Bu holda 4 va 7-qatordagi ekvivalent tenglamalar
koeffitsiyentlari oraliq natijalarni ko’ paytirish sonlari elektron hisoblash mashinasi
xotirasida saqlangan holda yozuvsiz olinadi.

Hisoblash mashinasida  hisoblanganda, ko’paytmalarni yig’ indisini
topayotganda verguldan keyin bir xil aniglikdagi son bo’lishligiga e’tibor berish
kerak.

Oraliq yozuvlarsiz 7z, , 8,, |pll-k |, |pls-k | va —1—- iymatlar ham
. L. ¥ Py i

hiscblanadi. .
34 t.me/books_taqi



:O
=8 [
617 0+ £01 0~
-w_o 6170+ 6510
STrps : 2
—
D 5
H £97 0+ AT
20 STI 0+ +50°0~
ST 0+ 8+7 0+ =
- - - -0
‘ £ e6%c+ 5 b0 - U bn* 2 50
000°0=L0"€(TH'0+) £6°¢HLE0O-WOT-(62T T- W0 T—L0's- 52 £6°c+ 12 P T-240°1- (g o .v?:.f SILo-
£00°0= 99'0~ (TH0+) +9'THLE0'0)E9 +HETT 1)L T T=00'0-51 $0°1- 2 9P+ (T BTor Sllor | goro:
+ - O - & 3 . €, & 5 - -, 2
E00'0+=EL"E+ThH 04) $0' 1-LE0°0)LT T-ETT 1L T=EL e+ b0 T- L2 4T 1- L 11T a 5
. 7Tl
t.lm [3 L1090~
TYSUSIPI WS04 NUeEIe[3ua) [emon = Tior ol=
Fl F)
T 'd
S — 10+ KT L
1 1 Ladl [:Ad]
o o0 {087« 158§ = [
001 0= 000 65 0+ [ [
1260 300~ L08°0- E6C0 #
1o St £39°5- HE17c- £l
T : el or i
{ )
SO O~ ZET0 0 FLEY 0+ ELFF 0= orir o= L8170+ 198 {(— §6<s 0 LI G A1 0~ & F
90t L+ ore- £180 30 1~ LLS O 1£90- STE s T+ $901- Ot ¢+ [1]]
98T 1+ 050 £03°0- {50 LECO &SI+ £15°0~ - []
oo BT 101+ 380 $85°1~ EE' = 6680 ]
SCI= T I O L0°¢- £6°¢+ ¢
[GIswe)
SO0 (- QIFT O S8LF 0 FR.C0- BLYT D+ LT 0= SirL g FILL B 9697 0~ TL08 O~ 1- 9
SEE T~ 1€5 0= £I5°[+ LTS 1= 1- [ 966 T+ $86 T+ £30' 1+ LI T- GEQ &+
150 &+ 9= e o SE6 [+ Bl L8b 0 $65 0 A
oz 1+ 90’0~ - 0T+ o0 891 £9' 7 5
€0
FIZ3 0~ [ [ 0T - DEOT 0~ oris I~ 0res I- oL t- SFET 0~ PEOY 0+ =
[ha I- 15~ 1- flbs £ f~ 01 LTI | {rd L
£1 Tl 11 01 [ 3 L 9 § 3 £ [ I
] 4] wmmEpl | Pogeg k) D Y ) B 1 w a W
O] W IFepa Ty RRRQOTH MRRIna0y ay TR TGRS G | =]

_taqi

t.me/books ta

35



® D 'R

SIKo-1 6D+ To-

L'} e )

ST D+ 274 s

1)) &) 'y

ir £ W] AT @

d d.
T T k| [ad
£H'C- §Hr o3Pt 8 £+ i B ar
%) 2 el o] wve|  wov it g
(a1
Bgr-] 0G| ek | BETG] s} @il SIE) IECT| USSC| sime- r '
e 1) N 11 ol NN 3 15 ] sese  1or] stei-f mee]  oc]| ep- f
&l ai I (44 s wi-l - P
Cu40y)

W] SUTF | SR ]  ruiy A0 O Sl 4 I R el T - .
] wse| st | wsie U oY) S6€t-)| w6e]  mote] | seabe "
i b 9I¢+ I Wi+ %yl b 9% ¢

- ‘cowec
Pl ORF OS01-| 81T CEOFC+] INET-| OkTST- HET- ] eesee-| o vl ;
N - [- (1§53 I 1y $Le+ T i "

£l il 1t 0l 5 8 L 9 § t ¢ . ;

det5Rg | TIGRL | Mueag L) ) D) ww 3 : " " N
TaRCasY "
HEEEM_% S\ et Dt i e i) T i oy x

mapk 55E

_taqi

t.me/books ta

36



7.1 Vazn koefTitsiyentlarini hisoblash
13.8 va 13.8" jadvallarning qo’shimcha 6,, &, va 6; ustunlarida vazn

koeffitsiyentlarini aniglash bo’yicha hisoblar keltirilgan. 8, ustundagi 8, , 6,,,
6,5, ni topish uchun vazn sistemasi ozod hadlari yoziladi. L ustunini &, ustuniga

almashtirish berilgan vazn koeffitsiyentlarga noma’lumlarning hisoblashlarini
keltirib chiqaradi. '

6, va 8, ustunlarga ozod hadlar sistemasi yoziladi va u bo'yicha mos
ravishda qolgan vazn koeffitsiyentlari 8,;, 65, 8,5, va 8,,, 0,,, 05,. topiladi. §,,
8, va 6, ustunlardagi o’zgartirishlar bosh normal tenglamalar sistemasini yechish
bilan birga amalga oshiriladi. Qo’shimcha ustunlardagi hisoblarni tekshirish uchun
quyidagi ifoda qo’llaniladi

§/=8,-1

Berilgan masalada

§1=4,13-1=3,13; 5'2=1,06-1=0,06; §3=-1,82-1=-2,82

Vazn sistemasini yechishni tekshirish quyidagi usulda amalga oshiriladi:

1. Vazn koeffitsiyentlarining simmetrik &, =6, xossaga ega ekanligi
tekshiriladi, Bu tekshirishning eng oddiy usulidir, lekin bir nechta diagonal
koeffitsiyentlari 6, tekshirilmasdan qoladi.

2. quyidagi tekshirish formulasi qo’llaniladi:

(61 +6,, +613)8, +(0y +65y +603)S, + (6 +03 +63)5; =K
bu yerda :
S, =[paws 1-[pat 1=+4,13-3,73 = +0,40
S, =[pays J-[pay? 1=1+1,16-(0,66) =+1,72
S, =[pays 1-[past 1= -1,82-(-3,07) = +1,25
Berilgan misolda:
(0,589+0,254+0,262)0,40+(0,254+0,363+0,219)1,72+
+(0,262+0,219+0,415)1,25=3,000

Geodezik ishlab chiqarishda kam qo’llaniladigan vazn koeffitsiyentlari
matritsasi juda katta foydali ma’lumotga ega. Shu munosabat bilan koeffitsiyentlar
Q; tenglashtirilgan noma’lumlar t; va t;, bog’liqligini ko’rsatadi va quyidagi
korrelyatsiya koeffitsiyenti bilan ifodalanadi:

= o

! ‘\/Qﬁ ' ij

Bu vaziyatni boshlang’ich ma’lumotlar xatoligi ta’sirini e’tiborga olishdagi
masalalani to’g’ri yechishda e’tiborga olish kerak.
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7.2 Tenglashtirilgan qiymatlar funksiyasi teskari vazni
Tenglashtirilgan qiymatlar funksiyasi teskari vazni vazn koeffitsiyentlar

yordamida quyidagi formulada hisoblanadi:
1
P [0+ 100 + 705 + 20/, £:00 + /1500 + 1:0n)
F

bu yerda: Ll # chiziglashtirilgan noma’lumlar funksiyasidagi

koeffitsiyentlar.
Berilgan masalada F =¢, —1, funksiyani baholamogdamiz, shuning uchun

formula quyidagi ko’rinishni oladi:

1 ;
P—=Q11+Q22"2Q12: chunki  fi+1; f,=1; f;=0,
F

bu yerdan: -;—=0,589+0,363-2 0,254=0,444
F

Har gqanday tenglashtirilgan nisbiy balandliklarning teskari vaznini

aniqlayotganda baholanayotgan funksiya quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
F=t;-1t;
va formula oddiylashadi:

1

E‘: i T ij & 2Q,;i

13.8-jadvalning oxirgi ustunida funksiyaning teskari vazni -PL=—0,443
F

topiladi. U quyidagi formula bo’yicha hisoblangan:
R S /SR 03 S 3
Fe [paa] [pa,a,1] [pasa;2]

Formulaga mos bo’lgan tekshirish formulasi 13.8-jadvalning oxirgi ustunida
ishlatiladi.

Katta sonli baholanayotgan funksiyada va kichik sonli noma’lumlarda vazn
koeffitsiyentlarini oldinroq ishlash afzalroqdir, keyinroq formula bo’yicha teskari
vaznni topish kerak. Formula bo’yicha qo’shimcha ustunda bitta yoki ikkita
funksiya uchun baholash osonroqdir.

7.3 IkKita oxirgi noma’lumning vazni

Oxirgi noma’lumning vazni, ushbu nomalumdagi oxirgi ekvivalent
tenglamaning koeffitsiyentiga teng

P, =[pa;a;2]
10—qatorning 3—ustuni (13.8-jadval) kesishishida topamiz:
P, =241
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Oxiridan oldingi noma’ lumning vazni quyidagi formula bilan aniglanadi;

_ [Pazaz 1]
" [payal] ®
Berilgan masalada:
[pa,a,1]=3.93-0.399=3.531
[pa,a,1]=4,035
P’x =i35— —-241=275
3,631
Olingan natijalar yuqorida formula bo’yicha olingan vaznlar qiymatiga mos
keladi:
1 1 1 1
5= BAls o =g, "o
33 » 22 ]
8. O’Ichash natijalariga tuzatmalarni hisoblash
Noma’lumlar 7,,7, va 75 qiymatini topilgandan keyin, formula bo’yicha

]

13.6-jadvalda o’ichangan nisbiy balandliklar qiymatiga tuzatmalar V, ni topamiz
va ushbu jadvalni tuzishni tugatamiz. Shu bilan birga tenglikning bajarilishi
tekshiriladi:
[p¥V]=[plr]=[pll-3]=pls-3]=[pSS-3]
9. Noma’lumlarning tenglashtirilgan qiymatini hisoblash
(Ne 14, 15, 16 reperlar otmetkasini hisoblash)
Hy, =t =1 +7,=120,549 m.-12,2 mm.=120,5368 m.
H =t, =13 +1, =124,428 m.-0,4 mm.=124,4276 m.
H =t; =t; +7, =114,463 m.=4,4 mm.=114,4674 m.

10. O’Ichangan mikdorlar tenglashtirilgan qiymatini
hisoblash. (nisbiy balandliklarning tenglashtirilgan
giymatini hisoblash)

Tenglashtirilgan nisbiy balandliklar 13.9-jadvalda hisoblangan.

11. Tenglashtirishning yakuniy tekshirishi.

Tekshirish 13.9-jadvalda bajarilgan, u tenglashtirilgan nisbiy balandliklarni
gaytadan reperlarning  tenglashtirilgan otmetkasi funksiyasi deb qarab
hisoblashdan iborat.

Shuni ta'kidlash kerakki, tenglashtirishda bajariladigan tekshirishlardan
birortasi tenglashtirish boshidagi o’ lchashlar vaznini hisoblashda qo’llanilmaydi va
shu kabi yakuniy tekshirishda ham.

t.me/books _taqi
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13.9-jadval

Yo’ll | O’Ilchangan Tuzat | Tenglashtirilga | Tenglamalar Tekshirish

ar Ne | nisbiy malar | n nisbiy bog’ligligi h, ()
balandliklar |V, balandliklar h,
h,(») (mm) | &, (m)- = fi(ty 1y.15)

1 |-1,807 J22 |89 L, —H, -1,8192

2 [+3,901 -10,1 | +3,8509 &k +3,8908

3 |+5,554 0,4 |+5,5536 5~y +5,5536

4 [9952 82 |-9,9602 B =k 29,9602

5 |+3,593 +4.4 | +3,5974 B — R +3,5974

6 +6,077 -1,6 +6,0694 L=t +6,0694

12. Aniqlikni baholash
1) Vazn birligidagi 1 o’rta kvadratik xato (10 km yo’l bo’yicha nisbiy

balandlik)
- ‘
- fw - ’ﬁﬁ_ =+1,13 sm=¢11,3 mm
n—k 6-3

Vazn birligidagi xatolikning o’z xatoligi:
moe B _ 113
“Jue-k) J26-3)

= 4,6mm

2) Bir km yo’lning o’rta kvadratik xatoligi
113

J_ _T_3 ,6mm

3) Noma’lumlarning tenglashtirilgan qiymatlarining o’rta kvadratik xatolari
(reper otmetkalari)

m, =.‘-‘1’Qu =11,340,59 =8,7mm ; m, =m, O, =4,6y/0,59 =35mm
m, =p1/ 0,, =11,3,/0,36 =6,8mm ; m,, =m, |0y =4,6{/036 =28mm
Iﬂ =u Il 3 0 42 7 3"!‘"! m"" =m# Q” =4,6,l0,42 =3’0mm

4) Funksxyanmg o'rta kvadratik xatosi (ikkinchi tenglashtirilgan nisbiy
balandlik)

my =u /}1—— =113y0,44 =7,5mm ; m, =m, /L =4,6,/0,44 =3,Linm
F

t.me/books taqi
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13.7. TENGLASHTIRISHNING KORREILAT USULI

Korrelat usuli bilan tenglamalarni yechishning mohiyati quyidagicha:
bog’langan o’zgaruvchi funksiyaning [pv’] minimumini topish masalasi mustagil
shartli tenglamalarning yordamchi ko’paytmalarini kiritish yo’li orqali Lagranj
usuli bilan yechiladi.

Bir-biri bilan bog’langan mustaqil shartli tenglamalar hosil qilgan X,..., X},
qiymatlar n marta o’Ichangan.

@ (Y,,.....Y,)=0
@ (X, X,) =0 . (1338)
¢r(Xl,' X_)——O

Tenglama (5.38) ni shunday ko'rinishga keltirish kerakki, uning o’ng tomoni
nolga teng bo’Isin.

Qiymatlar X; uchun xy,..., x, natijalar mos vaznlar py,..., p, bilan olingan
bo’Isin.

Chunonchi x; qiymatlar o’lchash xatoliklaridan iborat. - Ularni shartli
tenglamaning chap tomoniga joylashirganimizda tenglamaning o’ng tomonida
noldan farqli haqiqiy xatoliklar funksiyasi @, @,..., ¢, ni tashkil qilgan W
bog’lanmaslik xatosi hosil bo’ladi.

Demak tenglama quyidagi ko’rinishda bo’ladi

@ (e X)) =W (7=12,...,7). “ 7 (13.39)

Tenglashtirishda hamma bog’lanmaslik xatoliklarini yo’qotish talab qilinadi.
Shuning uchun o'ichashlarning to’g’rilangan natijalari quyidagi tenglamani
qganoatlantirishi kerak

@ (xr+ v, Xy V) =0 G=12,...,n. (13.40)

Ma'lumki, noaniq (13.40) sistemani yechishning ko'p imkonli yechimidan
shuday tanlanadiki [pv’] eng kichik giymatni qabul qilsin.

Yechilayotgan masalani matematik ifodada quyidagicha hal qilinadi:

[pv’] = min,
topish.

Agar o’zgaruchi w,..., v, tenglama (13.40) bilan o’zaro bog’liq bo’lsa.
Ma’lum bu masala shartli tenglamalarning noma’lum ko’paytmalari yordamida
Lagranj qoidasi bo’yicha korrelat usulida yechiladi.

Ta’kidlaymizki, parametrik usulda bu masala, ekstremum shartida yechiladi

41
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shartli ekstemumdan absolyutiga o’tish mumkin bo’lgan, qo’shimcha mustaqil
noma’lumlar yordamida yechiladi.

Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishda
F (v,-..,v0) = [V'] + 1 + Mo +-+ A
bu yerda: : :

: ' o= @0 +vit,.. X, + V) G=12,..,0.
- ,

: M@y + 2202 H+ A9, = 0.

Kiritilgan r noaniq ko’paytmalar A, Az,..., A, Lagranj funksiyasini mustaqil

o’zgaruvchi sifatida garashga imkon beradi. Unda topiladigan tuzatma qiymati
ushbu tenglamani qanoatlantirishi kerak

b
*®_, 13.41
o, | ( )

(13.41) tenglikni (13.40) tenglikka bog’lab, » + r rioma’lumli n + r tenglama
olamiz (vy,..., v, tuzatmali va A,,... A, noaniq ko’paytmali).

Masalani yechishning sxemasi shunaga.

Lekin, agar shartli tenglamalar chizigsiz ko’rinishda bo’'lsa, unda masalani
umuman yechib bo’ Imaydi.

Tenglashtirish masalasini hal gilish va yechish algoritmini topish uchun (13.40)
tenglamani chizigli ko'rinishga keltiramiz. Bu yerda v tuzatma yetarli darajada
kichik son.

Chizigsiz hadlarni etiborga olmay ¢, funksiyani Teylor gatoriga yoyib topamiz

ox, ox

b, 3
@, (x VX, +v,) = 9,(x,,.... X,) +( ¢’) v +--~+[ qu) Vv,
: ] [}

Belgilaymiz
op
[Tj) =a, (1342)

il

va tenglama (13.39) hisobga olib yozamiz
apv, +eeet AniVy + W, =0 (f= ],2, ® % 7 "),
ya’'ni ‘
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ay +---+taw, +W, =0
av +-+a,v, +W, =0

.............................. (13.43)
av, ++a, v, +W, =0
Yoki gisqartilgan ko’rinishda
[av]+ W, =0
Lo ) +¥; =01 (13.44)
[av]+W, =0

Tengsizliklar (13.43) va (13.44) tuzatmalar shartli tenglamalari deyiladi.
Bog’lanmaslik #; bu tenglamalarning ozod hadi deyiladi.

Agar shartli tenglamalar boshlanishidan chizigli ko’rinishda berilganda edi,
(13.42) formula kerak emas edi. Chunki a;, ap,..., a, koeffitsiyentlar ma’lum
bo’lardi.

Endi yechiladigan masalani quyidagicha fikrlash mumkin. Minimum
funksiyani [pv’] topish talab gilinadi, agar v o zgaruvchl (13.43).tenglama bilan
bog’liq bo’Isa.

Lagranj ko’paytuvchisini hisoblashni osonlashtirish uchun A, == 2k, 2 =-—
2ks,..., A = — 2k deb belgilaymiz. Ko’paytuvchilar k, ks..., k
korrelatlar deyilad:.

Lagranj funksiyasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi

F (W,...,vn) = [pV] = 2ky([aV]+ Wy) —-— 2k ([a,v]+ W,).

Keyinchalik yozamiz-

od
-é-v-;- =2pv,=2ka, =2k,a, —--=2k.a, =0,
Bunda
vi=qayk; + qapk; + ... +qak;  (=1,...,n), (13.45)
bu yerda
q —i-
)
yoki
v'=0|,kl+auk:p+--.+ﬂa_kr (i =L....n). (]346)
i

Tenglik (1345) va (1346) tuzatmalar korrelat
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tenglamasi deyiladi. Bu tengliklalarda k; korrelatlar ma’lum bo’lsa v,
tuzatmalarni topish mumkin.
Korrelatlarni topamiz.
Tenglamalar sistemasi (13.45) yozamiz.
vi=qaik + qapk; + ... +qak. ([=1,...,n).
Hamma tenglamalarni navbatma-navbat a,, a;, . . ,a, f=1,...,n) ga
ko’paytirib va har birining yig’indisini olamiz
[av] =[qaq,)k +[gaa, )k, +---+[qaa, }k,;
[av] =[ga,a, )k +[gqa,a,]k; +--- +[qa,a, )k ;

...................................................

ld,.V] = [qa|a,-]k| o= [flﬂlﬂ',]k; v [qarar]kr;

Tenglik (13.44) ni hisobga olib, topamiz
lgma Ik, +[qaa, )k, +:--+[gaa, ]k, + W, =0
[9a,a. 1k, +[ga,a, )k, +---+[qa,a, )k +W, =0

[qa,a,)k, +[qa,a 1k, + ~+[gaaJk +W, =0
(13.47)

Ko'rinib turibdiki, tenglik (13.47) tenglamalar soni (r) noma’lumlar soniga
teng bo’lgan korrelat normal tenglamalar sistemasini tashkil gildi.

(13.47) tenglamaning yechimidan korrelat topiladi, (13.40) tenglamaga gaytib,
u yordamida o’lchash natijalariga qidirilayotgan tuzatma v, topiladi.

Demak, korrelat usuli bilan masalani tenglashtirish quyidagi tartibda yechiladi.

1. O’Ichangan natijalar x;, . . ., x, va ularning vazni p,, . . ., p, parametrik
usuldagi kabi aniglanadi .

2. Shartli tenglama tanlanadi va tuziladi (13.38). Shartli tenglamalar quyidagi
talablarga javob berishi kerak:

A) tenglamalar bir—biriga bog’liq bo’lishi kerak emas, yani biri ikkinchisining
hosilasi bo'lishi kerak emas;

B) shartli tenglamalar r soni n — k ga teng bo’lishi kerak, bunda » — hamma
o’Ichashlar soni, & — kerakli miqdorlar soni, tenglamaning eng sodda ko’rinishini
tanlash kerak;

Birinchi talabni bajarmaslik masalaning noaniqligiga olib keladi, r <n — k
bo’lganda qandaydir tenglamalar hisobga olinmay qoladi, natijada
tenglashtirishdan keyin gandaydir bog’lanmaslik xatoligi qoladi.

3. (13.39) va (13.42) formulalar bo’yicha ozod had va tuzatmalar shartli
tenglasining  koeffitsiyentlari hisoblanadi. Bunda parametrik tuzatmalar
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tenglamasini tuzish kabi shartli tenglamadagi tuzatma va koeffitsiyentlarni ¢
funksiya uchun mos o’ lchamni(razmernost’) kirish orqali, bir xil darajali miqdorga
keltirish kerak;

4. Korrelat normal tenglama koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlar jadvali
yordamida hisoblash kerak.

Korrelat va parametrik usuldagi koeffitsiyentlar jadvalining farqi quyidagicha:
birinchidan, birinchi usuldagi tuzatmalar shartli tenglamalar koeffitsiyentlari
grafada pastdan yuqoriga joylashadi, tuzatmaning parametrik tenglamasi
koeffitsiyentlari gorizontal qator bo’yicha joylashadi. Bundan tashqari, jadvalda
«ly grafa yo’q. Chunki korrelat normal tenglamasining ozod hadlari shartli
tenglamaning ozod hadlaridir.

Bog’lanmaslik xatoliklari W;, Wa,..., W, qiymatlari mos shartli tenglamalar
grafasdagi koeffitsiyentlar tagidagi gatorga yoziladi.

Korrelat normal tenglamalarida vazn p emas, teskari vazn ¢ ishlatiladi.

5. Normal tenlamalar yechiladi va natijada korrelat £ hisoblanadi.

6. Koeffitsiyentlar jadvalining mos grafasiga korrelat qiymatlarini ko’chirib
yoziladi va (13.46) formula bo’yicha v tuzatma hisoblanadi.

7. O’lchangan miqdorlarning tenglashtirilgan qiymati x, =x;+v,, hisoblanadi.
Keyinchalik oxirgi tekshirish hisoblari bajariladi. (13.40) shartli tenglamadagi x;
tenglashtirilgan qiymatlarni qo’yganda hisoblashda xatohkmng yo'qligi
tenglashtirishning qanoatlantirilganligini ko’rsatadi.

Koeffitsiyentlar jadvalini to’'ldirishda yana quyidagi tartibni saqlash kerak. Bu
jadval grafasining chapdan birinchi eng oddiy tenglamalarning koeffitsiyentlarini
+1 koeffitsiyentlari bilan ko’chirib yozish kerak. O’ng grafalarga esa murakkabroq
tenglamalar koeffitsiyentlarini ko’chirib yozish kerak. Bu normal tenglamani
yechsshm osonlashtiradi.

13.8. NIVELIR TO'RINI KORRELAT USULI BILAN TENGLASHTIRISH
MISOLL

3-Topshiriq. Nivelir to’rini (1-chizma) korrelat usuli bilan tenglashtiring.
O’Ichash natijalar va bosh ma’lumotlar 1—jadvalda berilgan.

Tenglashtirish natijasida 14, 15, 16 tugun reperlarning otmetkasi va yo'llar
bo’yicha nisbiy balandliklarining tenglashtirilgan qiymati hisoblanishi kerak.
Aniglikni baholaganda quyidagi o’rta kvadratik xatoliklar hisoblansin: 1 km yo’Ini
nivelirlashning, ikkinchi tenglashtirilgan nisbiy balandlik
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6 Pnl6
1-chizma
: 1-jadval
Yo’ | Yo'l Nisbiy Tayanch punktlar | Tayanch
INe | uzunligi balandlik nomeri punktlar
L (kmda) h;(m. da) otmetkasi N
(m.da)
1 25,0 -1,807 M 40 122,356
2 79 +3,901 M 41 118,874
3 5,8 +5,554 M 42 110,870
4 6,1 -9,952 '
5 8,0 +3,593
6 9,6 6,077

Tenglashtirish uchun parametrik usulda tenglashtirishda foydalanilgan to’r
olindi.

1. Shartli tenglamalar sonini hisoblash.
Shartli tenglamalar soni ‘
r=n-K=6-3=3
Bundan boshqa nivelirlashda r ni quyidagi formula bo’yicha ham topish
mumkin: -
r=P+M-1

bu yerda: R — shartli tenglamalarga mos keluvchi, yopiq poligonlar soni;

M — boshlang’ich markalar soni. Ochiq to’r uchun M=1. Misolda: r = 1+3—

1=3

2. Tuzatmalar shartli tenglamasini tuzish.

Poligondagi nisbiy balandlikiar belgilangan shartni bajarish kerak bo’lgan
poligonlar yo’nalishi va nomerlarini ko’rsatuvchi strelkalar 1-chizmada

ko’rsatilgan.
Birinchi poligon bo’yicha nisbiy balandliklarning tenglashtm fbn qlﬁmatl
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yig'indisi nolga teng, boshqasida oxirgi markalar otmetkasi farqi nolga teng
bo’lishi kerak. Shartli tenglamalarga ega bo’lamiz;

1) hy +ha+hs =0 yoki 1) (b, +V,)+ (h, +V,) +(hg +V,) =0

2) i+ h2 —.Tla—(H“—H,w)=0 yoki

2) (+ )+ + V) = (I + V) —(Hyy —H ) =0

3)hy+ha—hs—(Hy, —H,)=0  yoki

3) (hy + )+ (hy +Vy) = (hs + Vi) —(H, —H ) =0

Tuzatmalar shartli tenglamasini topamiz:

1}V, +V, +V; + W, =0. bog’'lanmaslik W, =h, +h, + kg

)V, +V, =V + W, =0. bog'lanmaslik W, =k +h, ~hy —(H, —H,,)

3)V; +V, Vs +W, =0, bog'lanmaslik W, =h; +h, ~h; —(H, - H,,)

Bog’ lanmaslikni hisoblashni bajarib, tuzatmalarning shartli tenglamalarning
oxirgi ko’rinishini olamiz:

D)V, +V, +V, +2,6 sm=0

Q)W +V, -V, +22sm=0

3) Vy+V, -V, +1,3sm=0

Ozod hadlar o’lchami shunday tanlanadiki, bunda ularming sonli giymati
imkoni boricha birga yaqin bo’lishi kerak. Berilgan holatda mm va dm dan sm
qulayroq.

Tuzatmalar shartli tenglamalarini tuzishda yo’l qo’yilgan xatoliklar
faqatgina tenglashtirish oxirida ma’lum bo’ladi.

3. Vazn funksiyasini tuzish
Ikkinchi tenglashtirilgan nisbiy balandlikni aniqligini baholash uchun
quyidagi funksiyaga ega bo’lamiz:
F=hy yoki F=hy+V,
Berilgan funksiyaning koeffitsiyentlari argumentda quyidagicha:

E=F-0 p-P wr-5=-f=-F=0
ohy oh,

4. Korrelat normal tenglamasini tuzish

Berilgan misolimizda korrelat normal tenglamalar harfiy ko’rinishda
quyidagicha:

[gaa 1K, +[gaa,]K,; +[gaa;]K; + W, =0

[9aya, K, +[94,a,]K, +[ga,a;]1K; + W, =0

[qaya;]K, +[9a,a;]K; +[ga;a;1K; + Ws =0

. t.me/books_taqi



bu yerda: —q, = % —o’Ichashlarning teskari vazni
Berilgan misol uchun -
n
[qaa,1=3 9,0.a; = 948,,0;; + 005 +..+q5a5a5
=]
2—jadvalda shartli tenglamalar koeffitsiyenti va vazn funksiyasi ustunlar
bo’yicha yozilgan. Ustunlar §" va X hisoblarni tekshirish uchun foydalaniladi.
Normal tenglamalar koeffitsiyenti qisqartirilgan sxema bo’yicha hisoblangan.

2 jadval

Y [g= |a] [a] |as] s1  |F z] qVv PV*
ol| L (sm.)
»* |10
1 {25 +1 +1 +1 -1,222 10,597
2 10,79 |+1 +1 +2 +1 +3 -1,014 [1,302
3 |0,58 -1 +1 0 0 -0,037 |0,002
4 [o61 |[+1 +1 +2 +2 0,822 [1,106
5 10,80 -1 -1 -1 +0,442 | 0,244
6 10,96 |+1 +1 +1 -0,763 | 0,606
Yig'indi +3 +1 +1 +5 +1 +6 3,857

w 2.6 +22 [+13 +6.1

K -0.795 | -0.489 |-0.552
[qa1 +2.36 [+0.79 [+0.61 [+3.76 [+0.79 |+4.55
[qa:z +3.87 |-0.58 [+4.08 [+0.79 |+4.87
[qas +1.99 [+202 |- +2.02
[gs' +9.86 [+1.58 |+11.44
[gF +0.79 |+2.37
[qZ +13.81

[pV*]=-[KW]=3,860

Yig’indilarni hisoblash ~ S=S"+W

S1=[qa,;S'[+W,=+3,76+2,6=+6,36

S,=[qa,S'[+W,=+4,08+2,2=+6,28

S;=[qa;S'|+W>=+2,02+1,3=+3,32

Normal tenglamalar koeffitsiyentini tuzishni yig’indilar usulida tekshiramiz.

Masalan, ikkinchi tenglama uchun tekshirish tengligiga ega bo’lamiz:
[qa12,]+[qa>a;]H qaza3]=[qa.S]

Sonlarda +0,79 +3,87 -0,58 =+4,08
Korrelat normal tenglamalarini sonli ifodada yozamiz:
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+2,36k;+0,79k,+061k3+2,6=0
+0,79k;+3,87k,-0,58k3+2,2=0
+0,61k;-0,58ky+1,99ks+1,3=0

5. Korrelat normal tenglamalarini yechish.
Korrelat normal tenglamalarini  3-jadvalda Gauss sxemasi bo’yicha
yechiladi.

3-jadval.
K Kz K3 w S Tekshirish F T =S-W+F
+2.36 +0.79 | +0.61 +2.6 | +6.36 +0,79 +4,55
-1 203347 [-0.2585 | -1.1017 | -2.6949 | -2.6949 -0.3347 | -1.9280
(0.42373) |+3.87 |-0,58 +22 | +6.28 +0.79 +4.87
0264 |-0.204 -0.870 |-2.129 0264 |-1.523
+3.606 |-0.784 +1330 | +4.151 | +4.152 +H0.526 | +3347
-1 +0.2174 | -0.3688 | -1.1511 | -1.1514 0.1459 | -0,9282
(0.2773)
+1.99 +13 | +332 +2.02
0.158 0672 |-1.644 0204 |-1.176
0.170 +0.289 | +0.902 +0.114 [ +0.728
+1.662 +0.917 | +2.578 | +2.579 0090 [+1.572
-1 -0.5517 | -1.5511 +0.0542 | -0.9458
(0.60168)
- +6.1 +0.79 +2.37
-2.864 | -7.007 0264 | -1.523
0491 |-1.531 0077 |-0.488
-0.506 | -1.422 0.005 | +0.085
-3.861 |-3.860 +0.444 | +0.444
-1.102 0369 |-0.552 -pv | -pvA 1 1
+0.143 0120 |k, Pr Pr
+0.164 0.489
-0.795 k,
kl

Normal tenglamalar yechimini tekshirish:
1) 2,36(-0,795)+0,79(-0,489)+0,61(-0,552)+2,6)=+0,001
2) 0,79(-0,795)+3,87(-0,489)-0,58(-0,552)+2,2=0
3) 0,61(-0,795)-0,58(-0,48)+1,99(-0,552)+1,3=0
Sxemaning to'g’ri yo'lda hisoblarning to’g’riligini tekshirish quyidagi
formulalar bo’yicha W va S ustunlarda [pV?] hisoblash yo'li bilan bajariladi.
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2 E 2 W. 2
A AV 2
[qaia)] [g9a,a,1] [ga;a52]
_[pV2]=[W]_ H/ISI _[Wzl][sll]_[%2][6'32]:_3,860
[qaa,] [gqa,a,1] [gaya,2]
Oxirgi ikkita ustunlarda quyidagi formulalar bo’yicha funksiyaning teskari
vazni hisoblanadi:

~[pV*]=

—1—=[qFFr]=[qFF]-[qa'F]z _[qazFl]z =10

,444
Pp [gaia,] [ga,a,1]
_1_ =[qm] - [qFE] - [qalF]{qalz] = [qaZFIanzzll = +0,444
Pr lgayq,] [ga,a,1]

6. Tuzatmalarni va o'lchangan miqdorlar tenglashtirilgan qiymatini hisoblash

O’lchangan miqdorlarga tuzatmani 2-jadvalda tuzatmalar korrelat

tenglamasining formulasi bo’yicha hisoblaymiz:
V. =q,(a,K, +a,K, +a;K,)

Hisoblashni osonlashtirish uchun korrelatlar jadvalning "k" qatoriga
yozilgan

Tekshirish uchun [pV?] bevosita tuzatmalar bo’yicha va formula bo’yicha
hisoblaymiz:

[pV’]=—[KW]

Bu olingan giymatlarni korrelat normal tenglamalarini yechish sxemasi
bo’yicha olingan giymatlar bilan solishtiramiz

O’lchangan nisbiy balandliklarning tenglashtirilgan qiymatini 4-jadvalda
hisoblab, tugun reperlar Rp14, Rpl5, Rpl6 ning otmetkasini topamiz.

4-jadval
Yo’llar | Nisbiy Tuzatmalar V; Tenglashtirilgan
Ne balandliklar h; | (mm) nisbiy
(m) balandliklar
h ()

1 -1,807 -12,2 -1,8192

2 +3,901 -10,1 +3,8909

3 +5,554 04 +5,5536

4 -9.952 -8,2 - |-9,9602

5 43,593 +4.4 +3,5974
6 +6,007 -7,6 +6,0694
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Tugun reperlar otmetkasi
Hy=Hio+ h, =122,356-1,8192=120,5368m,
H,s=Hq+ h, =118,874+5,5536=124,4276m,
Hy=Hur+hs =110,870+3,5974=114,4674m,

7. Tenglashtirishni yakuniy tekshirish.
U poligon bo’yicha tenglashtirilgan nisbiy balandliklarini hisoblaganda
bog’ lanmaslik xatolikning yo’qligini tekshirishdan iborat.
1. B2 + Fia + he =+3,8909 — 9,9602+6,0694=+0,0001 m.
2.h +ha—h3—(Hy —Hy)=
=-1,8192+3,8909 — 5,5536 — (118,874~122,356) = +0,0001 m.
3. h3 + ha —hs —(Hp-Hy)=
=+5,5536 —9,9602 — 3,5974 — (110,870 — 118,874)= 0,0000 m.
Qoldiq bog’ lanmaslik xatoligi 0,3 mm. aniglikda nolga teng bo’lishi kerak.

Bajarilgan tekshirish 2- jadvalda o’lchangan miqdorlar teskari vaznini
hisoblashlarga ta’lugli emas.

8. Aniqlikni baholash
1. Vazn birligidagi o’rta kvadratik xatolik (10 km dagi yo’l bo’yicha nisbiy

balandlik)
2
;¢=J[—”—V—] = 1:—6 =+ 1.13 sm =t 11.3 mm;
r

vazn birligidagi xatolikning o’z xatoligi

3. Funksiyaning o’rta kvadratik xatosi (ikkinchi tenglashtirilgan nisbiy
balandlik)

me=p H— =11,3,/0,44 = 7,5mm; m, =m, ‘Fl- = 4,6\/0,44 =3,bum
F F

Tenglashtirishning korrelat va parametrik usullari bir xil natijani beradi.
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13.9. TRIANGULYATSIYANING NAMUNALI SHAKLLARINI KORRELAT
USULI BILAN TENGLASHTIRISH

4-Masala. Markaziy sistemadagi burchaklarni korrelat usuli bilan
tenglashtiring va OC tomonini hisoblash aniqligini baholang. O’lchangan
burchaklar qiymati 1-jadvalda berilgan. Boshlangich tomonining logarifmi
1gS=1gAB=3,3182719.

1-chizma

1. Shartli tenglamalar sonini hisoblash

Aniglanadigan ikkita punkt O va C ning koordinatasini hisoblash uchun 4 ta
burchakni o’lchash kerak bo’ladi. Shuning uchun ortiqcha o’ lchashlar miqdori

r=n-k=9-4 =5

2. Tuzatmalar shartli tenglamasini tuzish.

Umumiy holda bu tenglamalar oldingi bo’limda ko’rib o’tilgan edi
2.1. Figuralar shartli tenglamalari

1). (1)H2)+(3)+5.3"=0

2). (4)+(5)+(6)-5,9"=0

3). (7)H(8)+H9)+5,1"=0

52 t.me/books_taqi



Ozod hadlar 1-jadvalda hisoblangan.

1-jadval
A- | Burc O’Ichangan Tuzatma | Tenglashtirilgan | Tenglashtiril- Tomonlar
lar | hakl burchaklar ~lar burchaklar gan burchaklar | logarifmi
No [ ar Ne sinuslar
logarifmi
1 1 106°50'40,3" | -0,7" 106°5039,6" | 9.9809554 3.3182719
2 [4216'386 [-3,1 4216'355 9,8278276 | 3,1651441
3 [3052'46,4 -1,5 3052'44,9 [9,7103110 | 3,0476275
v |180%°00053 [-53 180° 00 00,0
W,=+53"
2 |4 [20"58202 0,0 20°58'20,2 [9,5537814 | 3,0476275
5 12520'36,8 [+3,4 12520'40,2 [9,9115244 | 3,4053705
|6 [3340'57,1 +2,5 3340'59,6 [9,7439805 | 3,2378266
T |179°59'54,1 |+5,9 180" 00 00,0
W,=-59
3 |7 [28%26'125 [-35 28°26'09,0 [9,6777659 |3,2378266
8 [2345'11,9 |-1,1 -2345'10,8 [9,6050836 |3,1651443
9 [12748'40,7 [-05 127 48'40,2 [9,8976467 | 3,4577074
r [180°00051 [-5,1 180" 00 00,0
W, =+5,

2.2. Gorizont shartli tenglamasi

4). (1H5)+9)-22"=0

Ozod hadni hisoblash
Burchaklar | Burchaklar qiymatlari
Ne
1 106°50'40,3"
5 125 20 36,8
9 127 48 40,7
= 35959 57,8
W,=-272
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3. Qutb(polyus) shartli tenglamasi
Bu shartli tenglamani tuzishda tegishli bo’limlarni chuqur o’rganish talab
etiladi.

W, =1 S‘in3s?n68%n3
sin2sm4sin7
0zod hadni hisoblash 3- jadval
Burch. | Burchaklar Burchaklar Al" Burch. | Burchaklar Burchaklar Al"
Ne qiymatlari sinuslar Ne qiymatlari sinuslari
logarifmi * logarifmi

3 [30°52'46.4" | 97103163 |+352 | 2 |4216'38,6"|9,8278348 |+23,2

6 3340'57,1 |9,7439726 |+31,5 4 20 58'20,2" | 9,5537814 | +54,9

8 2345'11,9 [9,6050889 |+47,9 7 2826'12,5 |9,6777795 |+38,9

b2 9,0593778 2, 9,0593957

W;=%,-%,=-179-10"7 = —179 birlik 7—chi darajali logarifmi

Normal tenglamalardagi katta koeffitsiyentlardan qutilish uchun, qutb shartli
tenglamasining ozod hadini va koeffitsiyentlarini 5—chi darajali logarifmda
ifodalaymiz. ;

5). =0,232(2)+0,352(3) —0,549(4)+0,315(6) —0,389(7)+0,479(8) —1,79=0

3. Vazn funksiyasini tuzish.
Tomon OC ni topishdagi aniqlikni baholash uchun vazn funksiyasini
tuzamiz, ya’ni tenglashtirilgan burchaklar orgali shu tomonni hisoblash ifodasini:
sin{3 + (3)}sin {6 + (6)}
sin{l + (1)}sin{4 + (4)}
Chizigli ko’rinishga keltirgandan keyin
F=Fy=A(1)+A53)-A,(4) + Ag(6),
bu yerda: F,— funksiya aniqligi baholashiga ta’sir qilmaydigan kattalik.
Logarifmlar o’zgarishini 5—chi darajada ifodalab, quyidagiga ega bo’lamiz:
AF =+0,064(1)+0,352(3) —0,549(4)=0,315(6)
Shu narsaga e’tibor berish kerakki, birinchi burchak sinuslar logarifmi o’zgarishi
(- belgi bilan olinmogda, Ya’ni burchak giymati 90° dan katta.
4. Korrelat normal tenglamalarini tuzish. ‘
Berilgan misolimiz uchun korrelat normal tenglamalari sistemasi harfiy
belgilarda quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
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[2,a, 1K, +[a,a,]K, +[a,a;]K yt[a,a,]1K, +[a,a,]K; + W =0
[a)a, 1K, +[a,a,]1K, +[a,0;]K; +[a,a4]K, +[a,a,]Ks + W, =0
[@a;1K, +[a,a,]K, +[a;a;1K; +[a;a,1K, +[asa5]K;s + +; =0
[ea 1K, +[a,a,1K, +[a,a,1K; +[a,a,1K, +[a,a,]Ks + W, =0
[aa:1K, +[a,a5]K; +aza]K; +[a,a5]1K, +[asa;]Ks + W5 =0
2.2.4. bo'limda yoritilgan mos hamma hisoblashlar 2.6-jadvalda benlgan

Korrelat normal tenglamalari sonli ko’ rinishda quyidagicha:

" 1)+3,000k, + k+0,120k, . +5,300=0

2) +3,000k; + k;-0,234k,  -5,900=0

3) 43,000k, + k,+0,090k,  +5,100=0

4) k, + k, + k; + 3,000k, -2,200=0

5)+0,120k, -0,234k, +0,090k, +0,95%,  -1,790=0

4-jadval

Burc g ] | @] |a3] |a] |as) §'] F] by | v
h.Ne
1 +1 +1 +2,000 | 40,064 | +2,064 | -0,65
2 |+l T 0232 | +0,768 +0,768 | -3,14
3 +1 +0,352 +1,352 +0,352 +1,704 -1,51
4 +1 0,549 | +0,451 0,549 | 0,098 |+0,04
5 +1 +1 +2,000 +2,000 | +3,41
6 +1 +0315 |+1,315 | +0315 | +1,630 |+245
7 +1 0,389 [+0611 +0,611 | -3,48
8 +1 +0,479 | +1,479 +1,479 | -1,06
9 +1 +1 +2,000 +2,000 | -0,56
IR EE +3 | 0,024 | +11,97 | +0,182 | +12,158
W |+53 |59 [+51 |22 [-1,79 +0,51 [V2]=43.74
K -2,491 | 41,571 | -2,397 | +1,839 | +2,787 [V2]= [KW]=43.73
[, |*3 +1 40,120 | +4.120 | +0,416 | +4,536
[a, +3 +1 023+ |43776 | 0234 |+3532
(a3 3 [+ +0,000 | +4,000 |0 +4,090
[a, +3 +6,000 | +0,064 |+6,064
las 40959 |[+0,935 | +0,525 [+1,460
(8! +18911 [+0,771 |-
[F , 40,529 | +1,299
> +20,981
Yig'indilarni hisoblash S=S“+W Sy=[asS'H+W3=+4,090+5,100=+9,190
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Si=[a:S'[+W;=+4,120+5,300=+9,420

S=[a:S"]+W,=+3,766-5,900=2,134

S¢=[a4S']+W,=6,000-2,000=+3,800
Ss=[asS']+Ws=0,935-1,790=-0,855

5. Korrelat normal tenglamalarini yechish.

Normal tenglamalarni yechish S-jadvalda bajarilgan.

Ekvivalent va

elliminatsion tenglamalar koeffitsiyentlarini hisoblashning to’g'riligini joriy
tekshirishni bajarish natijalarini sxemada yozmaslik ham mumkin, shuning uchun
unda ushbu ustun yo'q.

S-jadval
K, K, K, K, K, w 8 F T=S-W+F
+3,000 +1,000  |+0,120 |+5300 [+9.420 [+0.416 [+4.536
-1 -0,3333 -0,0400  |-1,7666  {-3,1400 [-0,1387 |-1,5120
0,33333 |+3,000 +1,000 0,234 -3,900 -2,134  [-0.234  |+3,532
0 0 0 0 0 0 0
+3,000 +1,000 0,234 -5,900 -2,134  [-0,234  |+3,532
-1 -0,3333 +0,0780  [+1,9666 [+0,7113 |+0,0780 (-1,1773
0,33333
+3,000  [+1,000  [+0,090 |+5100 |+9,190 |0 +4,090
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
+3,000  |+1,000__ |+0.090  |+5,100 |+9,190 |0 +4,090
= -0,3333__ |-0,0300 _|-1,7000__|-3,0633_|0 -1,3633
-0,33333
+3,000 -2,200 _ [+3,800 |+0,064 |+6,064
20,3333 |-0,040 |-1,767 _ |-3,140 |-0,139 |-1.512
-0,333 +0,078 _ |+1,967 _ [+0.711 |+0,078 |-1,177
0,333 20,030 |-1,700 _ |-3,063 |0 -1,363
+2,001 __ |+0,008 [-3,700  |-1,692 [+0,003 [+2.012
-1 -0,0040 |+1,8491 |+0,8456 |-0.0015 |-1,0055
-0,49975
+0,959  |-1,790 _ |-0,855 [+0,525 |+1.460
-0,005 -0,212 -0,377 |-0,017 ]-0,181
0018 |-0,460 _|-0,166 |-0.018 [+0.275
20,003 |-0,153 |-0,276 |0 0,123
0 +0,015__[+0,007 |0 -0,008
+0,933__ |-2,600 _ |-1,667 |+0,490 [+1,423
1 +2,7867 | +1,7867 |-0,5252 |-1,5252
-1,07181
0,00 +0,51 [40,529 |+1,299
1767 |+1967 |-1700  [+1,850 __ [+2.787 [-936  |-16.64 |-0,058 |0,629
0,111 |+0.217 |-0,084 |-0,01! Ks -11,60  [-4,20  [-0,018 [+0,275
0613|0613  [0613 [+1,839 -867  |-1562 |0 0
0 0 2,397 |Kq 684  [313 [0 -0,003
0 +1,571 _|Ks 725 [-464 |-0257 |-0,747
2,491  [Kz 43,72 [-43,72 [+0,196 [+0,195
[, v vy [ VR [P
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Korrelat normal tenglamalarini hisoblashni tekshirish

1). +3,000(-2,491)+1,839+0,120 2,787+5,300=0,000 i

2). +3,000 1,571+1,839-0,234 2,787-5,900=0,000

3). +3,000(-2,397)+1,839+0,090 2,787+5,100=-0,001

4).-2,491+1,571-2,397+3,000 1,839-2,200=0,000

5). +0,120(-2,491)-0,234 1,571+0,090(-2,397)+0,959 2,787-1,790=0,000

Hisoblash sxemasining to’g’ri yo’'nalishida hisoblash to’g’riligini tekshirish
W va S ustunlarda bajarilgan va (2.7) va (2.8) formula bo’yicha [V'?] miqdorni
aniqlashdan iborat.

Funksiya teskari vazni oxirgi ikkita ustunda (2.13) va (2.14) formulalar
bo’yicha bajariladi.

6. Tuzatmalarni va burchaklarning tenglashtirilgan
giymatini hiseblash

O’lchangan  burchaklarga tuzatmalarni 6-jadvalda teng aniqlikdagi
o’Ichashlar uchun tuzatmalar korrelat tenglamalar quyidagi formulasi bo’yicha
hisoblaymiz

Vi=a,K| +a,K; +....+ 05K

Migdor [V?] bevosita tuzatmalar bo’yicha va tekshiruv quyidagi formulasi
bo’yicha topamiz:

[V?]=~KW]

Olingan bu qiymatlarni korrelat normal tenglamalari sxemasi bo’yicha
olingan qiymatlar bilan solishtiramiz.

Burchaklarning tenglashtirilgan qiymati 2.5-jadvalda hisoblangan, Shu joyda
burchaklarning tenglashtirilgan qiymati bo’yicha va bosh tomon logarifmi
bo’yicha uchburchakni yechish ham bajarilgan,

7. Tenglashtirishning yakuniy tekshirish
U tenglashtirilgan burchaklar qiymatlari bo’yicha shartli tenglamalarda

bog’lanmaslik xatoligi yo’qligini tekshirishni o’z ichiga oladi.
1-jadvalda uchburchakning ichki burchaklar yig’ indisini hisoblash, birinchi
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va oxirgi uchburchak uchun umumiy bo’lgan tomonlar logarifmi ikkita
qiymatlarini taqqoslash yetarlidir. OA tomon uchun mos ravishda ular 3.1651441
va 3.1651443 ga teng. Moslik oxirgi ragamning 3 birlik chekidan oshib ketmasligi
kerak

Triangulyatsiya to’rini tenglashtirishda ikkinchi bosh tomon bo’lsa, uni ham
uchburchaklarni yechish bo’yicha olingan logarifm bilan taqqoslash kerak.

8. Aniqlikni baholash
1) Burchaklar o’Ichashning o’rta kvadratik xatosi

2
m=: M:s,o-’
r U 5

xatoliknig 0’z xatoligi
] 30

m =——==—
" J2r V1o

2). OC tomoni logarifmi o’rta kvadratik xatosi
g, = ’PL =3,0°J0.196 =133 birlik 5-chi darajali logarifmi
F

3) OC tomonini aniqlashning nisbiy xatoligi
m, My, 133 . 1
S M 0434-10° 32600

0,95

13.10 TENGLASHTIRISH MATERIALLARI BO’YICHA ANIQLIKNI
BAHOLASH TO’G’RISIDA

Aniqglikni baholash deganda o’Ichashlarning va o’lchash miqdorlari
funksiyasining tenglashtirishdan keyin o’rta kvadratik xatoligini topishga aytiladi.

Umumiy holatda har ganday miqdorning o’rta kvadratik xatoligi quyidagi
bunda # — vazn birligidagi xatolik;

formula bilan aniqlanadi
1
=p|= 13.49
M,=p f 1 (13.49)
Pr—undagi baholanadigan miqdor.

Shunday qilib, aniglikni baholash ikkita alohida masalaga bo’linadi: vazn
birligidagi xatolikni topish va baholanadigan migdorning vaznini topish.

Chunki p miqdor tenglashtirish natijasi bo’yicha, o’Ichash natijalari vaznini
tanlash sistemasi uchun tenglashtirishgacha qabul qilingan qiymatdan farq qilishi
mumkin. Quyidagi formula bo’yicha
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2 £y
P (13.50)
tenglashtirishdan keyin (13.49) formula bo’yicha hisoblanadigan M, miqdor
tenglashtirishgacha oldindan hisoblangandan farq qilishi mumkin.

Savol tug’iladi, ikkita miqdordan qaysi biri afzalroq: tenglashtirishgacha qabul
qilingan = (13.50) formula uchun - yoki pastda keltirib, chigariladigan
tenglashtirishdan keyin, formula bo’yicha? Bu savol har bir alohida holatda aniq
yechilishi kerak: ishonchli oraliq miqdoriga bog’liq holda vazn birligidagi hagigiy
xatolik qiymati uchun. Shubhasiz, eng tor ishonchli interval qiymatiga afzallik
imkonini berish kerak.

Demak, aniqlikni baholash masalasini yechish uchun, birinchidan, vazn
birligidagi xatolikni aniqlash va ikkinchidan, aniqlanadigan miqdor vaznini
aniqlash usulini topish zarur,

Ikkinchi masala quyidagicha yechiladi: aniglanadigan miqdor y o’lchash
natijalari funksiyasi ko’rinishida beriladi

y=fx,.., xy) (13.51)
keyinchalik o’lchash xatoliklari nazariyasining ma’lum formulasi qo’llaniladi
1 (oY1 »
—= == 13.52
P, §(BL,J 14 ( )

bunda r; — o’Ichash vazni,

Bir nechta miqdorlarni birgalikda tenglashtirishda aniglikni baholashning katta
qiyinchiligi (13.51) formulani topish, ya’'ni aniqlanayotgann miqdorni o’lchash
natijalari orqali keltirishdir. Tenglashtirishning hamma usullarida bu masala
normal tenglama koeffitsiyentlari teskari matritsasini bevosita shu tenglamalarni
yechish algoritmi bilan birgalikda yechiladi. Bu masalalarning to’liq ifoda etish va
mos hisoblash usullarini keltirish keyingi boblarda keltirilgan.

Bu yerda faqat vazn birligidagi xatoliklarni hisoblash usullarini keltiramiz.

1. Vazn birligida xatolikni topish

Vazn birligida xatolikni topish uchun, birinchidan, xatoliklar nazariyasi
formulasidan foydalanish mumkin

9]

H=y""

n.
Haqiqiy xatolik @ sifatida bog’lanmaslik xatoligi W olish mumkin.
Bog’lanmaslik xatoligi vazni quyidagi formula orqali hisoblash mumkin:

1 (2] L

P o) p i
bunda — 0o'Ichangan miqdorlar orasidagi bog’liqlikni ifodalovchi, shartli
7 . t.me/books taqi
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tenglamaning chap tomoni.
Endi vazn birligidagi xatolikni hisoblash uchun formulani topamiz

p=‘/[%"ﬂ. (13.53)

bunda N — hosil bo’ladigan bog’ lanmaslik xatoliklari soni

(13.53) formulada hamma hosil bo’ladigan shartli tenglamalar bog’lanmaslik
xatoligi foydalaniladi, shuning uchun N > r. Lekin ishonchli chegarani qo’yish
uchun “ko’rsatkich darajasi’(«cTeneueit ceobonsi») ortiqcha o’ Ilchangan miqdorlar
soniga teng sonni gabul qilishi kerak r = n-k;.

Vazn birligidagi xatolik o’lchash natijasidagi v tuzatma yordamida ham
aniglanishi mumkin. Bu tuzatma o’lchash anigligiga bog’liq. Mos formulani

topamiz.
Chunki tenglashtirish shartni saqlagan holda bajariladi
[pv’]= min,
biz tenglikni yozishga haglimiz
[p5’] >[pv’],

bunda A — o’lchashlarning haqiqiy xatoliklari,
Bu tenglikning ikki tomonini o’ Ichashlar soniga bo’lib, topamiz
n n
Bunda p — empirik qiymati (p? = — M (pA?) aniq giymati). :

Oxirgi tengsizlikni tenglikka keltirish uchun, o’ng gismi maxrajini hozircha
musbat noma’lum x miqdorga kamaytirish kerak. Tenglikni keyinchalik yozish
mumkin

I ] (13.54)
n—-x

Masala x qiymatni topishga olib keladi. Bunda quyidagicha fikr yuritish kerak.
Birinchidan, o’lchangan miqdorlar #n soni kerakli miqdorlar sonidan kam
bo’Imasligi kerak, ya'nin > k.

Bundan ko’rinib turibdiki

x< k (13.55)

Hagiqatdan, x > k bo’lganda (13.54) tenglikning maxraji manfiy, bu bo’lishi
mumkin emas. CHunki 4’ va [pv*] — qiymatlar albatta musbat. Bu (13.55)
tenglikning hagli ekanligini isbotlaydi.

x ham k dan kichik bo’Imasligi kerak. Quyidagi fikr teskarisini isbotlaydi.

Deylikki, x < k bo’lsin. Unda # = k bo’lganda (13.54) tenglikning maxraji
musbat son bo’ladi. Lekin, agar n = k, ya'ni faqat kerakli miqdorlar o’Ichanganda
o’Ichash natijasida bog’lanmaslik xatoligi paydo bo’lmasdi. Binobarin natijalarga
tuzatma ham bo’lmasdi. Lekin bunda [pv] = 0 va (13.54) tenglik
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qanoatlantirmaydi, chunki p*> # 0. Shuning uchun x hech qachon k dan kichik
bo’lishi kerak emas. !
Shuning uchun, (13.54) formula umumiylik talabiga x = k bo’lgandagina javob
beradi
Agytilganlarni hisobga olib, vazn birligidagi xatolik formulasini yozamiz

2
n= ’lﬂﬂ' (13.56)
n—k

Bunda n—k =r - ortigcha o’Ichangan miqdorlar soni;
v — tenglashtirishdan olingan tuzatma;
r —tenglashtirishgacha gabul qilingan o’lchash miqdorlari vazni.
(13.56) formuladan ayrim bir hol kabi bitta miqdorni ko'p marta o’Ichaganda
vazn birligidagi xatolik uchun formula kelib chiqadi, ya'ni o’Ichash xatoliklari
nazariyasi formulasi -

_ [lpv*]
S P

Ko’rinib turibdiki bu holda kerakli miqdorlar soni k=1 ga teng.

Faqat kerakli miqdorlar o’lchangan holatni ko’rib o’tamiz. Ya'ni soni & ga teng
yoki n = k. Bu holda o’Ichash natijalariga tuzatma kiritilmaydi. Biz v; =0 va [p’]
=0 qabul qilishga majburmiz. Lekin 4’ # 0, bu holatda (n = k bo’lganda) u miqdori
to’g’risida fikrni aytish qiyin, p miqdor noaniq. Demak (13.54) n — x = 0 bo’lishi

kerak, ya'ni x =k vabiz % ko'rinishda noaniqlikka ega bo’lamiz.

Shunday qilib, (13.54) formula (13.56) ko’rinishdagi ifodani oladi.

Yana quyidagi holatni e’tiborga olish kerak.

(13.53) va (13.56) formulalar o’Ichash aniqgligini to’g’r1 baholashga shunday
holatlarda beriladiki, bunda bog’lanmaslik xatoligi bosh berilgan xatolik bog’liq
bo'lmasin. Misol, nivelir yo’lidagi boshlang’ich reper balandligi yoki bu
xatoliklarning e’tiborsizligi. Berilgan bosh xatoliklarda e'tiborli xatoliklarning
borligida o’lchash aniqligini (13.53) formula bilan eng to’g’ri baholanadi. Agar
bunda fagat bosh berilganlarga bog'liq bo’lmagan bog'lanmaslik xatoligi
foydalanilgan bo’Isa. Masalan uchburchaklar bog’lanmaslik xatoligi. Agar (13.56)
formula bo’yicha hisoblangan giymat p (13.53) formula bo’yicha hisoblangan
giymatdan, bosh berilganlarsiz, sezilarli katta bo'lsa, bosh berilganlar
aniqliginining noaniglikini o’Ichash aniqlikka nisbatan bildiradi. Bunday xulosani
u ning ikkala qiymati kerakli ishonch bilan olingan bo’lsa.

(13.56) formula bo’yicha tenglashtirishdan keyin olingan vazn birligidagi
xatoliklar migdoriga ishonch darajasi savoliga gaytamiz. Bunda foydalanilgan
mustagil bog’lanmaslik xatoliklari sonini hisobga olish kerak, ya'ni r=n-k.
Chunki bog’ lanmaslik xatoligi funksiyalarning hagiqiy xatoligidir. Shuning uchun
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ishonchli chegarani qo’yishda r (umcno «cteneneii ceoBons») sonini e’tiborga
olish kerak.

"+ r2 19 da qiymat hisoblanadi x” (1-qismga qarang).

_0,75u
=
va normal tagsimlanish gonuni qo’llaniladi.

M

2. Parametrik usulda tenglashtirishda ( pv°) ni hisoblash usullari

l.L.Koeffitsiyentlar jadvali yordamid a. Koeffitsiyentlar
jadvalida (13.25) tuzatmalar tenglamasidan foydalanib v; tuzatma hisoblanadi.
Shunday usulda 26-jadvalda bu tuzatmalar hisoblangan.

Hamma tuzatmalarni olgandan keyin [pv’] hisoblash qiyin emas.

2.[pv}=[pvl] formula bo’yicha Buformula deyarli qo’llanilmaydi,
lekin katta nazariy giymatga ega.

Tuzatmalar tenglamasini yozamiz

vi=a;t +aptate+aptetl (i=1,.. .. H).
Bu tenglamani p,v; ga ko’paytiramiz va ulami yig’amiz. Unda
[pV']= [payv] 1+ -+[paw] t . +[piv]. (13.57)

lekin, (13.31) tenglikka asosan,
[pay]= [pay]= - =[pa v]=0,
Shuning uchun (13.57) tenglikdan topamiz
[pV']=[plv]. (13.58)
3.Formula bo’yicha
[pv’]= [pav] v+ -~ + [pad] © o +[pli].
Hamma tuzatmalar tenglamasini
vi=ayny tagttl (i=1,.....n).
rl; ga ko’ paytirib va natijani yig’ib, topamiz
[plv]= [pa)d] v+ - +[pail] T +[pll].
(13.58) tenglikni e’tiborga olib, yozishimiz mumkin
[pv']= [pajh] ©1+ .. ..+ [pacl] T+ [pl]. (13.59)
4. Normal tenglamalarni yechish sxemasida.
(13.59) tengsizlikni normal tenglamalar sistemasiga qo’shamiz va quyidagicha
topamiz
[pa,aj ]T] +"'+[pajaﬁ ]tk + [pasll =0,
[paja, g, ++-+[paa, e +pad] =0,
[pa/iz, +--+[padle, +[pll] =[pv’].
Yangi olingan tenglamalar sistemasi normal tenglamalarning hamma
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xossalarini  saqlaydi. Shuning uchun bu tenglamani yechish giyinchilik
tug’dirmaydi. )

Hamma noma’lumlar 1 yo’'qotgandan keyin [pv'] qiymatini topamiz (bu
yechimning batafsilligi VI bobga qarang)

3. Korrelat usulida tenglashtirishda (pv*) ni hisoblash usuli

1. Koeffitsiyentlar jadvali yordamida Tuzatmay,
koeffitsiyentlar jadvalida (27-jadvalga qarang) formula (13.46). bo’yicha
hisoblanadi. Tuzatmalarni topgandan keyin [pv] hisoblanadi
2. Quyidagi formula bo’yicha
- [PV ]=Wiky+ Wikt ...+ Wk,

Tuzatmalar korrelat tenglamasini yozamiz
_ak+ask +-+ak,
- 2

Bu tenglamalarni pv; ga ko’paytirib va ularning yig’indisini olamiz. Bunda
topamiz

@=1,...,n).

[(pV'] = [apvik; + [av]ky +-+ [av]k, (13.60)
Tuzatmalar shartli tenglamalarni e’tiborga olib, ya’ni (13.44) tenglikni
[av] =W,
[av] =W,
lav]=-W,
Natijada (13.60) tenglama quyidagi korinishga keladi
-[pV]= Wik) + Wik + ... +Wik. © (13.61)

3. Korrelat normal tenglamalarini yechish sxemasi
bo’yicha.

(13.61) tenglikni korrelat normal tenglamalari sistemasiga qo’shib, topamiz

[9aa ]k, +---+[qaia,Jk, + W, =0,
[gaa 1k +---+[qa,a ]k, + W, =0,
Wik +-+ Wk =~ pv'].

Oxirgi tenglamalar sistemasi normal tenglamalar sistemasining hamma
xossalarini saqlaydi. Shuning uchun uni yechish qiyinchilik keltirmaydi. Bu
sistemadan hamma korrelatlarni chigarib tashlab /pv’] qiymatini olamiz (yechimni
VI bobga qarang).
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4. Eng kichik kvadratlar prinsipini algebraik asoslash

Olingan (13.58) formula eng kichik kvadratlar prinsipiga yana bitta asos
berishga imkon beradi. Bu formula yordamida eng kichik kvadratlar usuli bilan
tenglashtirishdan keyin o’lchangan migqdorlar aniqligi yanada oshganligini
ko’ rsatish mumkin.

Quyidagi tenglikni yozamiz

9’”5"“}. (13.62)
vV, =X X,
Bunda 8, — o’Ichashlarning haqiqiy xatoligi;
x, — eng kichik kvadratlar usuli bo’yicha o’lchangan miqdorlarning

tenglashtirilgan qiymati
(13.62) tenglikni olamiz
6, +v,=x-X,.

Chunki X, o’lchangan miqdoming haqiqiy qiymati, farq x;/ — X,—
tenglashtirilgan giymatning haqiqiy xatosi. Bu xatoliklarni 4; orqali belgilaymiz.
Endi yozishimiz mumkin.

§i=6+v (i=1,...,n).
Keyinchalik yozamiz
[p5’] = [p0] + [pV'] + 2(p6V] (13.63)

Miqdor [p@’] o'Ichash anigligini ta’riflaydi. Shuning uchun [p#’] miqdor
o’lchangan miqdorlar tenglashtirilgan qiymati anigligini ifodalashini mantiqan
to’g’ri. Miqdor [pd’] ni olish uchun miqdor /p6v] ni topish kerakligi tengsizlik
(13.63) dan ko'rinib turibdi. Buning uchun parametrik tenglashtirish usuli
formulalaridan foydalanamiz.

Noma’lumlarning ¢ taxminiy qiymati sifatida ularning T haqiqiy qiymati
olingan, ya'ni t* =T, (i = 1,..., k). Unda tuzatmalar parametrik tenglamalari ozod
hadlarini (13.24) formulaga asosan quyidagi formula bo’yicha hisoblash mumkin.

1,=ﬁ(T;,...,Tk)-—x,.

Lekin, shubhasiz,

S@T,....T)=X,
shuning uchun
I=Xi—x;=-6,
Endi (13.58) formula quyidagi ko’rinishni oladi
[pv’] =—[ptv]. (13.64)
Chunki tenglashtirish natijalari noma’lumlarning taxminiy qiymatini qabul
qilish sistemasiga bog’liq emas. Shuning uchun (13.64) formula universal
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qiymatga ega,

Formula (13.63)ga murojaat qilib va (13.64) ifodani hisobga olib topamiz,

[p3°1=[p0°]-[pv’]. (13.65)

Formula (13.65) eng kichik kvatratlar usuli bilan tenglashtirilgandan keyin
o' lchangan miqdorlar aniqligi doimo oshishini tasdiglashga imkoniyat beradi va bu
aniglikning oshishi darajasini tahlil qilishga imkon beradi. Buning (13.65)
tenglikning ikki qismini # ga bo’lamiz

[ps’] _[pE"] _[PV’I_

n n n

2
Lekin 221, ¢ . Shuning uchun quyidagicha yozamiz.
n

lpo] _ -k, [pv'] )
n n n—k n n
yoki
FEO
2] & 8 (13.66)
n n
[pS7]
n
xatolik, p2 — 0’Ichash aniqligini ta’riﬂaydigan miqdor deb, topamiz

=M?* — tenglashtirilgan qiymatlar anigligini ta’riflovchi vazn birligidagi

M’ zﬁp’
n
yoki
£
MYk

Chunki o’rta kvadratik xatoning kvadrati vaznga teskan proporsional
bo’lganligidan yozishimiz mumkin
[EJ ] (13.67)
P ol k
ya'ni o’lchangan miqdorlar tenglashtirilgan qiymati vaznlarining o’lchangan
miqgdorlar vaznlariga nisbati o’rtacha -"[1 ga teng. Ifoda (13.67) “vaznlarning

o'rtacha nisbati” formulasi deyiladi. U tenglashtirilgan mlqdorlarm aniqligini
baholashda juda katta rol’ o’ynaydi.

Yugqorida keltirilgan eng kichik kvadratlar usulini asoslash o’Ichash natijalari
uchun majburiy normal tagsimlanishni talab qilmaganligini eslatib o’tamiz.
Formulalar (13. 65) va (13.67) hamma tagsimlanishda to’g'ri bo’ladi. Shuning
uchun eng kichik kvadratlar usulining ko’pgina  afzaligiga uning to’liq
universalligi ham qo’shish mumkin.
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14. NORMAL TENGLAMALARNI TUZISH VA YECHISH

14.1. NORMAL TENGLAMALAR KOEFFITSIYENTLARINI
HISOBLASH

Normal tenglamalar sistemasini matritsa ko’rinishda quyidagicha
yozish mumkin:
NZ=-1, (14.1)
bunda N —kvadrat koeffitsiyentlari matritsast;
Z — noma’lumlar ustuni matritsasi;
L — ozod had ustuni matritsasi.

(14.1) ifoda yoyilgan ko’rinishda quyidagicha:
NN % 4
. ~ o | (14.2)

N, Z. L,

...............

N

ml e

Parametrik usulda tenglashtirishda tenglamalar soni m = k ga teng, ya’'ni
kerakli miqdorlar soniga teng, korrelat usulda tenglashtirishda tenglamalar soni
m = r, ya’'ni ortigcha miqdorlar soniga teng.

Normal tenglamalar koeffitsiyenti ikkita usulda ham bir xil ko’rinishdagi
strukturaga ega. Quyidagicha:

N,; = [pa.a;] — parametrik usulda,

N,; = [ga,a;] — korrelat usulida,

z =1 va L; = [pa;l] — parametrik usulda,

zj=k; va L;=W;—korrelat usulida.

Tuzatmalar parametrik tenglamalari va tuzatmalar korrelat tenglamalari
koeffitsiyentlari to’g’ri burchakli matritsani quyidagi orqali belgilaymiz

Bypseer Oy

A e, (14.3)

bunda » > m.
Keyingilarda bu matritsani b o sh 1 a n g’ i ch deb ataymiz. Mos tenglamalarni

ham boshlang’ich deb ataymiz*,
Transponirovan matritsani A” orqali, vaznlar diagonal matritsasini yoki teskari
vaznlarni » yoki g orqali belgilab quyidagicha yozish mumkin.

N=A"pA— parametrik usul uchun }

N =A"gA — korrelat usul uchun** (14.4)

Eslatma:
* Geodezik adabiyotlarda boshlang'ich matritsmning har xil ustnlerini lotin alfavitining har xil harflari bilan
belgilaydilar, Bunda ustm noman harfing tartib ragumi bilan belgilaydi, qatorlar nomer sonli indeks bilan belgilanadi.

Misol, 4 chi qatoming elementlori dy b4 ¢4 va bk yoziladi,
*¢ Tuzatmalar shartli tenglamalari kocffitsiyentlarining transponirovan matritsasi qutorida tuzatmalar Korrelat
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tenglamalar kocfBitsiyentlari joylashadi.

(14.4) tenglikdan ko'rinadiki N — bosh kvadratik diagonaliga nisbatan
kvadratli va simmetrikdir yoki Ny, =N, ekanligini ko’rsatdik. Shuning uchun
normal tenglamalar koeffitsiyentlarini qisqartirilgan ko’rinishda quyidagicha
yozish mumkin:

(14.5)

Ya'ni, koeffitsiyentlarni har bir qatorga kvadratidan boshlab yozish kerak. Tartib
ragami j normal tenglamalar koeffitsiyentlari quyidagicha o’qiladi: j - chi ustun
yuqoridan pastga kvadratik koeffitsiyentlargacha va so'ng o’ngga qator bo’yicha,
misol N;s. Nj3, Nss, . . ., Nom

1. Normal tenglamalar koeffitsiyentlarini hisoblashni tekshirish

Normal tenglamalar koeffitsiyentlarini hisoblashni tekshirish quyidagiday
bajariladi.
Har bir tuzatmalar parametrik tenglamalari uchun yig’indi hisoblanadi
a;1+a52+...+a,1-+[,'=5'f (i=1,...,n),
undan keyin quyidagi ko’rinib turgan tekshirish tenglamasidan foydalaniladi*:
[pa,a,] + [pa,a,] + ...+ [pa,a,] + [pa,]] = [pa,s]
[pa,a,] +[pa,a,1+ ... +[pa,a,] + [pa,l] = [pa,s] (14.6)
[paja,] +[pa,a, ]+ ...+ [pa,a,] + [pa,]] = [pa,s]
Korrelat usulida

Si=ap;tap+...+a;
(=4 .:un),
Va tekshirish tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi
[qa)] + [qaiay] + ... + [qaia ] = [qais]
[qaia2] + [qaxa3] + ... + [qaz,] = [gaxs]

[qaia] + [qax,] + ... + [qaa,] = [qas]

Normal tenglamalar koeffitsiyentlarini yordamida hisoblanayotgan tuzatmalar
tenglamasi koeffitsiyentlari jadvalida ikkita usulda ham tekshirish uchun «s» grafa
berilgan.

* Hamma tuzaimalar tenglamalani koefTitsiyentlari @ harfi bilan belgilangan. Ular ikkita indeksga ega: birinchisi
indeks i qatorlar nomerini belgilaydi, ikkinchi koeffilsiyentlar jadvalidagi ustun nomeridir. Qisqartirilgan
yozuvda koeffitsiventlar ko'paytmasi joriy indcksi i tushirib qoldiriladi. Misol (14.6) tenglikdan ikkinchi
qatordagi uchinchi ustun yoyilgan yozuvda quyidagicha bo'ladi
[paxas] =3 pasais = piapay + pianay; + psanas +. .. + Plures )
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1. Tenglamani teng aniqlik ko’rinishiga keltirish

© Normal tenglamalarning koeffitsiyentlari va ozod hadlari teng aniqlikdagi
o’Ichashlarda quyidagi ko’rinishda bo’ladi fasa,], faay], .. ., [a,l], ya’ni ikkita
ko’paytmaning yig’indisi bo’ladi. Bunday ko’paytmaning yig’indisini
hisoblash mashinalarida alohida ko’paytmalarni oraliq yozuvisiz olish
mumkin amaliyotda juda muhim. Lekin ko’paytmalarning yig’indisi
ko’rinishidagi [pasa;], [paa; ], . . ., [pa;l] va h. k. Ko’msatilgan yo’l bilan olish
qiyin va hisobni giyinlashtiradi. Shuning uchun tenglamani teng aniqlik ko’rinishiga
keltiriladi (vazn birligiga). Bu o’zgartirishning ma’nosi shuki, tuzatmalar parametrik
tenglamalarning hamma koeffitsiyentlari va ozod hadlari \/p_, ga ko’paytiriladi,
bunda i — mos o’lchashlarning indeksi.

Jp_,- ga ko’paytirishdan keyin redutsirovan tenglamalarni teng aniqlikdagi
o’lchashlar uchun tenglama deb qarash mumkin. Haqiqatdan, belgilab

aup; =ay, app; =a'z, .., arJp;, =a'y I, = JE =]

topamiz '

['a'] = [pai],  [aha]=[paiaz), ..., [a'il]] = [pa,l],

Va huddi shuni isbotlash talab qilingan edi.

Tuzatmalar korrelat tenglamalarini teng aniqlik ko’rinishiga keltirish uchun bu
tenglama koeffitsiyentlarini \/g ga ko’ paytirish kerak.

Tenglamalarni teng aniqlik ko’rinishiga keltirishda koeffitsiyentlar jadvalini
o'ngdana’y, .. ., a%, ..., I' s grafa bilan to’ldiriladi. Bu go’shimcha grafaning
pastki qismiga quyidagi qiymatlarni ko’ chirib yoziladi

[a’,a,'], [a',ag'], & ¥ [a',lyva h.k.

Agar tenglamalar koeffitsiyenti absolyut qiymati bo’yicha birga teng bo’lsa,
ularni teng aniqlik ko’rinishiga keltirishdan foyda yo’q.

Ikkita asosiy tenglashtirish usuli uchun koeffitsiyentlar jadvali (29 va 30 jadv.)
formasini eng umumiy ko’rinishda keltiramiz. Graf F qo’llanilishini VII bobda 30
jadvalda tushuntiriladi.

29jadvalga tushuntirish(parametrik usul)

1. Tuzatmalar tenglamasining redutsirovan koeffitsiyentlari aniq yig’indisi va ozod
hadlari s' grafaga yoziladi. U tenglik bilan tekshiriladi:

Yi=aptapt... tag+ IJ'ZS,\/-‘DT.

2. Normal tenglamalarning koeffitsiyentlar yig’indisining aniq qiymati ¥ va ozod
hadlari jadvalning past qismidagi shu grafa s’ ga ko’chiriladi. Tenglikning bu
yig'indilar quyidagicha tekshiriladi

Yi=[ars], ¥o=[a)’s'] vah k.

3. Tuzatma v ni hisoblash quyidagicha tekshiriladi:

v = a'yt; +... + a'sz + I olinadi va keyinchalik v',=v,.[p. tenglik tekshiriladi
p t.me/books_taqi
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[p¥)] = [vV] ishonish giyin emas. Ozod hadlar grafasida normal
tenglamalarni yechish sxemasida [ pv’] ni hisoblash tekshiriladi.

30-jadvalga tushuntirish(korrelat usuli)

1. Yig'indi s;ga Fy; i F;; qiymatlar kiradi: yig’indi 5" ga — F;; va F;; Fj;
(F'= 6F/ dx, ), bunda F— qandaydir x;, ..., x, o’zgaruvchining funksiyasi.

2. [pv’] = [v"v'] . Bundan tashqari [pv’] = - [kW] . Uchinchidan korrelat
normal tenglamalari sxemasini «#» grafada olamiz. Qoida bo’yicha
pastda olamiz.

29-jadvalga berilgan qolgan tushuntirish mulohazalarining 30-jadvalga ham
ta’luqlidir.

Birinchi va ikkinchi jadvalni to’ldirishga yana bitta muhim fikr bildiramiz.

Tuzatmalar parametrik tenglamasidagi va tuzatmalar shartli tenglamasidagi
noma'lumlar shunday nomerlanish kerakki, jadvalning «a» grafaning chap
tomoni o’ng tomoniga qaraganda kam to’ldirsin. Ya’ni grafalarda nolli
koeffitsiyentlar ko’proq bo’lsin. Boshqa sharoitda ham 1 teng
koeffitsiyentlarini ham chaproqqa joylashtirish kerak.

Qoidada bosh tenglamaning koeffitsiyentlari uchun noldan keyin uchta ragamni
saqlash yetarli ozod had wuchun ikita-uchta. Normal tenglamalarning
koeffitsiyentlari va ozod hadlari uchun noldan keyin uchta ragam yetarli bo’ladi.

Koeffitsiyentlar jadvaliga tushuntirishlarga berilgan hamma takliflarga amal
gilish tenglashtirish hisoblarini juda osonlashtiradi.

Teng aniq o’lchashlarda yoki koeffitsiyentlari absolyut qiymat bo’yicha birga
teng holatlarda jadvalning o’ng tarafi (ikkita chiziq bilan ajratiigan) kerak emas.

14.2, NORMAL TENGLAMALARNI YECHISH
1. Gauss algoritmi

Normal tenglamalarni yechish - tenglashtirish hisoblarining eng giyin
bo'lagi hisoblanadi. Shuning uchun unga katta e’tibor berish kerak. Buni xilma
xil usul bilan yechish mumkin.

K. Gauss noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usuliga asoslangan, juda yaxshi
belgilash sistemasini kiritish orqali masalani osonlashtiradigan usulni batafsil
ishlab' chigdi. Gauss algoritmi deb ataladigan bu usulni batafsil ko’rib o’tamiz.
Normal tenglamalarning katta sistemasini yechishning eng oson usuli Gauss
algoritmidan u yoki bu darajada foydalanishini eslatib o’tamiz.

Amaliyot shuni ko’rsatadiki, opredelite]’ usuli ikkita tenglamani
yechishda juda qo’l keladi. Katta sistemalarni yechishda opredelitel’ usuli
Gauss algoritmi bilan bellasha olmaydi. Buni normal tenglamalar sistemasini
yechish uchun chiziqli algebraning boshqa usullari hagida ham aytish

n t.me/books taqi



mumkin.

Kal’kulyator tipidagi hisoblash mashinalarining borligi normal tenglamalar
sistemasini yechishda Gauss algoritmi bilan hisoblashlar yozuvi sonini bir muncha
gisqartirish mumkin.

Elektron hisoblash mashinalarning imkoniyatlaridan foydalanishning eng
qulay usuli krakovyanov usulidir.

Juda katta sistemalarni, o’nlab tenglamadan iborat hottaki yuzdan iborat
tenglamalarni yechishda yaginlashtirish usuli qo’llaniladi. Alohida bo’laklarga
bo’linadigan mustaqil sistemadan iborat katta sonli tenglamalarni yechishda
Pranis-Pranevich usuli qo’llanishi mumkin. Normal tenglamalarning katta
sistemasini yechish masalasi 18-bobda ko’riladi.

Gauss algoritmini ko’rib chigamiz.

_ Oldin aytganimizdek, Gauss algoritmining asosiga noma’lumlarni ketma-ket
yo'qotish usuli yotadi. Gauss belgilashning qulay usulini kiritish, masalani nazariy
qarashni osonlashtirish, hisoblash tartibini eslab qolish, ketma-ketlikning bir
xillligi, oraliq hisoblash natijalarining to’g’ri ishonchli tekshirilishi bu usulning
katta yutug’i ekanligi bildiradi.

To’rtta normal tenglamalarni yechish misolida Gauss algoritmini ko’rib
o’tamiz.

Npiz; + Nj2z; + Niazs + Nyzg + Ly =0
Ny z, + Nyzzp + Ngszz + Nagzg + Lo =0
Naiz; + Niozp + N33z + Nygzg + Ly=0 . (14.7)
Ngzi + Nazzz + Naszy + Nyyzg + Ly =0

Normal tenglamalar sitemasi kvadratsiz koeffitsiyentlarning bosh
koefTitsiyentlarga nisbatan simmetrik xususiyati ega, ya’ni kvadratli diagonali
Nj= N

Birinchi tenglamadan birinchi noma’lumni boshqalari orqali ifodalaymiz

(14.8)

(14.8) tenglama eliminatsion tenglama deyiladi (eliminatsion so’zi lotin
elimino so’zidan «tashqariga chigarish» yoki yo’qotish ma’nosini bildiradi).

(14.8) dan z ikkinchi, uchinchi va to’rtinchi qo’yib, koeffitsiyentlarning
simmetrikligini hisobga olib, topamiz

N,N NN N,N N.L
;e | g N, 2B N, - 270 |, 4 _NuL )
[A * Ny JZI ( oo, : ) Ny s Ny 0
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NN, N3N N, N N,L
(Nn-—;\'%JZZ‘F(N”——-N"—"]z]'!'[[vu— ; M)Zq"'[[q"_]:; ')=0

1 1 11 1n

NN, NN NN N,L
b))

u ] n 11

Tenglamalar sistemasining birinchi noma’lumini yo'qotgandan keyin
o’zgartirilgan  kvadratsiz  koeffitsiyentlar simmetriklik xossasini saqlaydi
(sistemaning birinchi boshlang’ich koeffitsiyentlari simmetrikligi hosilasidir)

Belgilash kiritamiz

NN, NN 3
o A bl =N(9, Ny — 38013 _ ar)
n "N_” 22 k3] _"N“ 3
N,.N NN,
N:: ___1;_13_=N1(l) N, ——13u =N(u
N“ 3 34 7 ° —N—“ 4
PO R N T
11 Ny
o
L, —%= £ N -2ty
1 1

L—%:ﬁ:ﬁ," g
1)

Belgi ® birinchi noma’ium yo'qotilganligini bildiradi. Endi o’zgartirilgan
sistema quyidagi ko’rinishda bo’ladi

Nz, N2, + Nz, + 190

NQz, A NQz, +NOz,+19=0 (14.10)

Nz, + Nz, + Nz, + [{'=0

Tenglamalar sitemasidan ikkinchi noma’lumni yo’qotib, ikkinchi eliminatsion
tenglamani olamiz '

NO N o ;
=N N LY (14.11)
TONRT ONRTYONR

va ikkinchi o’zgartirilgan tenglamalar sistemani olamiz
' NONO NON® NOLO
[Arj(ls) e 23 Z:+ A’J(.? e IAJ 24 z,‘+ L(,l) - ..N!’O)l ;.0

NY ] 0
Nm - Nﬁ[ll)N‘.S:) ; + (Nu) - NS,‘N’:.) ]2 +[Lm N Ni:)L(:l) ):O
k2] | 3 44 “""—"—l) 3 31 ——(1)
N{,’ . N gz Na

Oxirgi tenglamalar sistemasi ham koeﬂitsiyentlar{xitrgﬁesj 8e0 iksligi{\é qi

n =



saqlaydi.
Keyinchalik belgilashni kiritamiz

0 a7 M ar@®
Ng) . NNy = N;;) N(? - NNy - Nﬁ)
Nz ’ TR ’
W Arm [OF 4]
NO - N:J Nu =N AL Nn Lz - L(;)
3 N“) 34> 3 N(l) »
n n
[OF 4]
- Ny Ly =™
4 Nw 4

undan keyin ikkinchi o’zgartirilgan tenglamalar sistemasi quyidagi ko’rinishda

bo’ladi
NPz, 4 NQ 2, +19P=0
N@z +NQz,+LP=0.
Endi uchinchi eliminatsion tenglamani olamiz
@ [
L | (14.13)

(14.12)

va uchinchi o’zgartirilgan sistemani olamiz

@ @
@ Na Na () NivLy -
(N“ s ]‘V'E‘l.)‘ )z,.+[[._. —————Ng) 0

yoki Gauss belgilashlarini qo’llaganda
Nz, +I[9=0 (14.14)
bundan
Ly

z¢ hisoblab, (14 .13) eliminatsion tenglamalarga qaraymiz, undan z; ni topamiz.
Keyinchalik z; va z, (14.11) tenglamaga qo’yib, z; ni topamiz va oxirida (14.8)
tenglama yordamida z, ni topamiz.

Noma'lumlarni topish uchun (14.7), (14.10), (14.12) va (14.14) birinchi
tenglamalar sistemasidan olinadigan, faqat eliminatsion tenglamalar (14.8), (14. 11),
(14. 13) va (14 15), kerakligi ko’rinib turibdi,

Ko’rilayotgan usulda normal tenglamalamni yechish birinchi o’zgartirilgan
tenglamalar sitemasini topish va undan eliminatsion tenglamalarni topishni o’z

2,=

ichiga oladi.

#Biz Gauss kiritgan belgilashning tashgi ko'rinishini o'zgartirdik. Gaussda:
ND = [pbb 1]yoki N2 =[gbb 11; L3 = [pbl 1] yoki [Wy 1I; N33’ = [pec 2]

yoki N = [qee2]; LY = [pel 2] yoki L = [We 2] a bk
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Boshqa o’zpartirilgan tenglamalar sistemasi kerak bo’lmay qolarkan. Bunga
ishonch hosil qilish uchun normal tenglamalar boshlang’ich sistemasining
koeffitsiyent va ozod hadlarini 31-jadvalning pastgi qismiga birinchi boshlang’ich
birinchi tenglamalarning va o’zgartirilgan sistemaning va eliminatsion
tenglamalarning koeffitsiyentlari va ozod hadlarini ko’chirib yozamiz. Bunda
oxirgi belgilash uchun Ey.i, Eij+2, Ejjezy va hk.ni go’llaymiz(j-gacha
tenglama uchun).

31-jadvalning pastki qismi har qanday elementini, (14.8), (14.11), (14. 13) va
(14.15) tengliklar strukturasini hisobga olgan holda, 31-jadvalning yugori
qismida berilganlardan foydalanib topish mumkinligi ko’rish qiyin emas.

Tablitsa 31

Ny Nn Nis Nu L,
N2z N2z Ny L,
Nss N3y L;
Ny Lg
Nu Ni2 Nis N L,
Ep Ei; En En
1
W
L Ezy Es
N
Esy Es
| D
Ey =24

31-jadval normal tenglamalar sistemasini Gauss . algoritmi bilan hisoblash
sxemasiga asoslanganligi yotganligi ko’rinib turganligi takidlaymiz.
Hamma sistemalarning birinchi tenglamasi umulashgan holda quyidagi
ko’rinishdagi ekvivalent sistemani hosil giladi h
Nz, +N,z,t Nz, t Nz, +L=0 iy
Nz +NOz +NOz,+ L[, =0 - _ (14.16)
NGz, +NFz,+L}=0 -
N@z,+['=0
Endi gabul qilingan belgilash sistemasi tushunarli bo’lmoqda. Birinchi
tenglamaning birinchi no’ma’lumidagi har bir o'zgartirilgan sistemadagi
shunday pastki indeksga ega bo’ladiki, xuddi birinchi boshlang’ich
sistema noma’umlaridagi kvadratik koeffitsiyentlari kabi. Boshqa
koeffitsiyentlarning pastki  indekslari, xuddi shunday birinchi
boshlang’ich sistemaning tenglamalardagi mos noma’'lumlarniki kabi.
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Yuqori indekslar, berilgan sistemani olgunga qadar yuqotilgan
noma’lumlar sonini ko’rsatadi. '

Har ganday o’zgartirilgan tenglamalar sistemasini oson yozish mumkin,
Endi, misol, sakkiz tenglamalar sistemasidan beshta noma’lumni

chigargandan keyin quyidagi olinadi

NGzt NGz, + Nz, +L5=0
N2+ N2, N2, [9=0
NQzg+ NQz,+ NJ 2, + 10=0
- Oxirgi noma’lum uchun qiyinchiliksiz quyidagi ifodani yozish mumkin
L

Zg=——
Ny

Umumiy holda
L(nl—l)
=
bunda f — noma’lumlar soni.
Boshqga eliminatsion tenglamalarni yozish ham qiyin emas, masalan,
NU) NU) N(i) (E)] 3)
2m-er - g, T
NM N-N N44 N44 N“

Umumiy holda

{i=1 it - !
_ N.-l(m)y _ N,%,,’, ) N.-(.: 1) LE. 1)
z, _N‘S'._“ sl —-—NS._]) ie]™ s aes sie tua eas _W‘z.‘_——N};—u

yoki
%z =EBgpzm+tEanzat. .. tEgzn + By (14.17)

O’zgartirilgan tenglamalar koeffitsiyentlami belgilash va ozod hadlarni
quyidagi qoida bo’yicha ochiladi. ‘

O’zgartirilgan sistemaning koeffitsiyenti (ozod hadi), xuddi shunday minus
kasrli pastki indeksli oldingi o’zgartilgan sistema koeffitsiyentiga teng. Maxrajida
oldingi sistemaning  birinchi  kvadrat koeffitsiyentlari, sur’atda  ikki
koeffitsiyentlarining ko’paytmasi. Birinchi indeksi maxrajidagidek, ikkinchisi
kamayishiga qaytariladigan indeks. Ozod hadni belgilashning bir nechta
xususiyatini misolda ko’rsatamiz. _

@ pr@ @) pr(2)
N oy _No Ve N N0 _ NNy
kB | ) 48 )
Ns : Nss
(3) pr(® () pr(2)
N@ _ NO _Na N a NG = NO _ NNy,
W T 6] 44 T
NN i Nn .
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va hk.
Ozod hadlar quyidagicha ochiladi:

7@

O = [® NG
? N

3

o

Jicl _L(;) _NJJLZ
L [0}
N.ll

Umumiy holda

(p=1) pr(p-1)
Né.") =N __ P A

) (p-1)
N o
N g2p-h)
LE-”) =L$”_l) Ty ) [ (14.18)
ng

doimo j >7 > p bo'ladi.

Ekvivalent sistemaning har qanday tenglamasi koeffitsiyentlari va ozod
hadlarini berilgan qoida bo’yicha ochish, ekvivalent sitemaning oldingi
tenglamalarining faqat birinchi boshlang’ich tenglamalari kerak ekanligi talab
gilinishiga ishonch hosil qilamiz. Ya’'ni, o’zgartiriladiga sistema uchun fagat
birinchi tenglamalar kerak. Gauss algoritmi shunga asoslangan.

Har qanday o’zgartirilgan sistemaning bosh diagonalida joylashgan
koeffitsiyentlarning hammasi musbat ekanligini ko’rsatamiz. Chunki kvadratlar
yig’ indisidir.

Boshlang’ich tenglamalar sistemasini ko’rib o’tamiz

auzi+apz;t. ..+ Gz + W=V Gi=1..,n). (14.19) -

“Boshlang’ich” sistema deganda, tuzatmalar parametrik tenglamalarning yoki
tuzatmalar korrelat tenglamalarining teng aniglikka keltirilgan ko’rinishi
tushuniladi. Ikkinchi holatda w, =0.

(14. 19) tenglamadan birinchi eliminatsion tenglama yordamida noma’lum z; ni
chiqaramiz. Unda topamiz

sty ale, v W =w' (14.20)

(14.20) tenglamaning o’ng tomoni o’zgarishsiz qoladi, [pv’] = min shartidan

normal tenglamalar sitemasini olish mumkin.

[a¥a]zot.......... H & a® ]z H aPw® ]2,=0

vah k.
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Yig’indini ochamiz [a{’al’)

Chunki
1 1
a}z) =4ap ""'—2“:1
11
bunda
2
aWaM= Ny, i Nj NNy
a; A, ——=a; | =a,a;y —2a;,a;, —=+a,4a;
a2 93 ( i2 N“ rl) 242 i2%i2 N” 1441 N“N"
Keyinchalik bo’ladi
(l) (l)_ Nu 12Nt2
=Qa,,0;5 —20;,4; +a;,a;
i24i2 pooad 1 N“ 1“5l N“N“

Normal tenglamalar koeffitsiyentlarini belgilashni hisobga olib, oxirgi tenglikni

quyidagicha yozamiz:
a(znag)=sz Nr.:Nu +#liy NipNp =N, _NpNjp
Ny - NgNy Ny
yoki ‘
N,
aPa®=N,, NNy
Ny

Ya'ni, koeffitsiyent N$)— kvadratlar yig’indisi. Shuni isbotlash talab gilingan
edi.
Ishonish giyin emas va
oa) =N

a0y =LY

va h k.
(14. 20) sistemadan ikkinchi eliminatsion tenglama yordamida z; noma’lumni

chigarib, topamiz
(2) - ()
N3 —a§ ‘7;

va h k.
Shunday qilib normal tenglamalarning o’zgartirilgan sistemasi birinchi

boshlang’ich sistemaning hamma xossalarini saglaganligini ko’rsatdik. Bosh
diagonal bo’yicha kvadrat koeffitsiyentlari joylashadi, qolgan koeffitsiyentlar
diagonaldagi kvadratik koeffitsiyentlarga nisbatan simmetrik joylashadi. Bu holat —
normal tenglamalar sistemasini yechish uchun noma’lumlarni ketma - ket
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yo’qotish usulining katta yutug’idir,
2. Normal tenglamala sistemasining shartlanganligi

Normal tenglamalar sistemasining shartlanganligining(obuslovlennost’) eng
muhim ko’rsatkichi — D sistemaning ko’rsatkichi(opredelitel’).

Normal tenglamalar sistemasining ko’rsatkichini ekvivalent tenglamalar
sistemasidan oson olish mumkin Bu sistemaning koeffitsiyentlar matritsasi
uchburchakdir. Uchburchakli matritsaning ko’rsatkichi diagonal elementlarining
ko’paytmasiga tengligi matritsalar nazariyasidan ma’lum. Shuning uchun,

D=Ny MY ¥D ... Nim=D (14.21)

Bunda D qiymati har doim musbat ekanligi ko’rinib turibdi.

Bir xil tip sistema, bir xil tartibdagi va bir xil o’lchamli bosh tenglamalar
koeffitsiyenti uchun D qanchalik katta bo’lsa, shartlanganlik shunchalik yaxshi
bo’ladi.

Sistema shartlanganligining to’liq xarakteristikasi uchun koeffitsiyentlar
matiritsasining “shaxsiy soni” juda murakkab hisoblash ishlarini bajarishga to’g’ri
keladi. Amaliyotda bajarishi qiyin.

Normal tenglama sistemasining yaxshi shartlanganlik belgilarini keltirib
o’tamiz:

1. Kvadratik koeffitsiyentlari kvadratiksiz koeffitsiyentlarini absolyut qiymati
bo’yicha sezilarli kattadir. Hamma kvadratsiz koeffitsiyentlar nolga teng bo’lsa
yoki koeffitsiyentlar matritsasi diagonal’ bo’lsa eng yaxshi holat hisoblanadi.

2. Kvadratsiz koeffitsiyentlar bosh diagonol atrofida guruhlashadi va
matritsaning boshqa elementlari nolga teng bo’ladi. Bunday matritsa diagonal
yaqini matritsasi deyilad:

3. Ozod hadlari unchalik katta emas.

Berilgan belgilar oydin, isbotlashga o’rin yo’q. Har qanday teng sharoitda
sistemaning kattalashi shartlanganlikni yomonlashtiradi.

3, Normal tenglamalarni yechilishini tekshirish usullari

1. Yordamchi noma'lumlar bo yicha tekshirish
Noma'lumlarni kiritamiz

w=z—1(=1...1. (14.22)

Bunda, z;=i;+ 1 (i=1,..., 1) vayozish mumkin

N+ 1)+ Np(uz+ D) + ..ot Ny (it + 1) + Ly =

=NJJ;UJ+M2U;)+...+M m+m{fl+Nf2+--- +N,,,,+L1)=0.

Lekin

N+ No+...+ N+ L = 5

* Shartlanganlik tenglamalar sistemasining yechish anigligini ko'rsatadi. Yomon shartlanganlikda, hisoblash
jarayonida yaxlitlash xatoligi bog’liq bo’Jgan, noma'lumlar katta xatolik bilan hosil bo' ladi.
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Shuning uchun tenglamalar sistemasini yozish mumkin

Nju; + ...+ Nyt + Z} =0

........................ A | (14.23)

Npp+ .o ot Nty + 3y =0

Quyidagi natija olindi: agar tenglamalarni Y; (i = 1, .. ., #) ga teng, ozod had
bilan qayta yechsak, (14.22) tenglikka muvofiq, asosiydan birga farq qilgan
tekshirish noma’ lumlarini olamiz.

Bu tekshirish uchun fagat bitta grafaga yoziladigan, tenglamaning yangi
noma’lumlarini hisoblash, koeffitsiyentlari va ozod hadlari yig’indisining yozish
kerak bo’ladigan, o’zgartirishlarni qaytarishga to’ g’ri keladi.

2.0raliq tekshirishlar Tenglamalar sistemasini yechishning
qiyinligi va faqat katta hajmdagi hisoblashlarda, keyingi hisoblash ishlari natijalari
oldingi hisoblash ishlari natijasining nechog'lik xatosiz bajarilishiga bog’liq. Agar
oldingi hisoblash ishlarida qo’yilgan xatolik keyingi hisoblash ishlarning noto’g’ri
bajarilganligiga olib keladi. Shuning uchun normal tenglamalarni yechishda
hisoblash natijalarini oraliq tekshirish juda muhim rol o’ynaydi .

Navbatdagi o’'zgartirishning boshida birinchi tekshirish — quyidagi tenglama
yordamida ellimatsion tenglamani tekshirish

NUD G-l =1y gG-b (i-1)
Bt 5 T . i JaoR . ) (14.24)
Nii Nl’f ' Nn' Nvi Nil
bunda }, — i-chi ekvivalent sistemaning koeffitsiventi va ozod
hadining yig’indisi.

Yechish sxemasining > grafasiga (14. 24) tenglikning chap
gismining aniq giymatini ko’chirib yozish kerak. O’ngdagisi tekshirish
uchun, qiymati hech joyda yozilmaydi.

Har bir keyingi ekvivalent tenglamaning (“qatorlar yig’indisi bo’yicha”
tekshirish) koeffitsiyentlari va ozod hadlarini to’g’riligini tekshirish uchun asosiy
oraliq tekshirish quyidagi formula bilan bajariladi.

NI B E D v b M D L o D (14.25)

m

bunda ¥, — > giymatni o’ zgartirish natijasi.

Migdor 3 bilan bu tekshirishni amalga oshirish uchun boshqa
grafalarda ganday o’zgartirish bajarilgan bo’lsa shunday o’zgartirish
bajariladi. 3 grafaga (14. 25) tenglikning chap gismidagi aniq qiymatlar
ko’chiriladi.

(14. 25) tenglikning to’g’riligini isbotlaymiz.

(14. 23) ni e’tiborga olib, ikkita tenglikni quyidagicha yozish
mumkin.

NGDz o NGD o g L NG

G+1)<i+] " oot im “y

i~1
L+ I D=0

80 t.me/books_taqi



N Dy e N i e NGEDy =300

i+ i+l

Yugori tenglikdan pastki tenglikni ayirib va (14. 22) tenglikni e’tiborga
olib topamiz

f=1 i—1 i-1) i-1) _ =1
NI WD s conens ol O+ BT

Va shuni isbotlash talab qilingan edi.
. Parametrik tenglashtirish usuli normal tenglamalarini yechishda yana [p/l] va
[psi] qiymatlar sxemaga ko’ chirilib yoziladi. Ularni belgilaymiz:
[pl]= Ngspaeny - } (14.26)
[pst]= 2+t
Bunda normal tenglamalarni yechishning oxirgi tekshirish tenglama
sini olamiz
N((ﬁ-l)(kﬂ):zs:?l
Yoki bunday
N ((ﬁl)(kn): V]
3. [pv’] be’yicha te ksh irish.

Normal tenglamalar sistemasiga, parametrik usulda tenglashtirishda hosil
bo’ladigan, normal tenglamalarning koeffitsiyentlari va 0zod hadlari uchun biz
tomonidan qabul gqilingan belgilashlarni hisobga olib tenglik (V.59) ni
qo’shamiz.

letl A +N&Tk+Lk= 0.
Lig; +... + L + Ngspary = [PVZJ-
bunda

Noer sty = [PH].
Yangi k+1 tenglama k+1 noma’lum bilan olingan sistema normal
tenglamalarning hamma xossalarini saqlaydi. Shuning uchun bu sistemadan
hamma noma’ lumlarni tenglamadan 1 yo’qotib topamiz

NG ywy=1pV] (14.27)

Shunday qilib N((:z-l)(kﬂ): [pll] miqdor bosh diagonalda turganligi uchun
kvadrat koeffitsiyentining o’zgaruvchanlik rolini o’ynaydi. Bunda N((fll)(k+l)=
[pV’] qiymat quyidagicha ochiladi:

Ng:ll)(ku) =Ngeanesny TE1LIF Ey IO +EyI®+.. ... +Ey LFD

yoki o gt .
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[pV']= [pll]+ iEiLL?"” (14.28)
r=1

(14.28) ko'rinishdagi ifoda qoidasini quyidagi ta’riflash mumkin: [pv’]
miqdori =[pll] plyus yechish sxemasining yuqorida joylashgan sonlar L
eliminatsion grafasi kesishgan qatordagi senlar ko’paytmasining yig’indisiga
teng.

Agar L grafa o’miga N, grafa foydalangan bo’lsa, ekvivlent tenglamaning
hamma kvadratik koeffitsiyentlari ¥~ ushbu qoida bo’yicha hisoblanadi.

(14.28) formula bo’yicha hisoblangan [pv*] qiymati, koeffitsiyentlar jadvalida
olingan miqdor qiymatiga, hisoblash aniqligi chekida bo’lishi kerak.

Korrelat usulida tenglashtirishda ham huddi shunday tekshirish amalga
oshiriladi. '

Korrelat tenglashtirish usulida hosil buladigan (V.61) tenglikni normal
tenglamalar sistemasiga ulaymiz

.......................

Niki+...— Nk + W, =,
Wiki+...+ Wk + Nppyouny= - [pV'),

Nesyyreyy = 0.

Qayta olingan sistema normal tenglamalar xossalarini saqlaydi. Shuning uchun
hamma undan noma’lumlar & chigarib tashlab, topamiz
- [PVZJ =N ’)(H'l)(H-l) =Npsprent En* W+ Ep * Wi,

yoki
- [PV]= B (1429)
i=l
Ya’ni, giymat [pv’], yechish sxemasida turuvchi ellimatsion qator va # grafa
kesishgan son bilan yuqorida joylashgan sonlar ko’paytmasining yig'indisiga teng.
Ushbu qoida bo’yicha olingan [pv’] qiymat koeffitsiyentlar jadvalining «w»
grafasida keyinchalik hisoblangan va (V.61) formula bilan hisoblangan ikkita
qiymat bilan taqqoslanadi.
4Noma‘lumlarni tekshirish. Hamma noma’lumlami topgandan

keyin tenglamalar yig’indisi bo’yicha quyidagi tekshirish bajariladi: .
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(ZirL)*zr+(Ta- L)z + . . . + (L) *z+[L]=0. (14.30)

Ammo, katta tenglamalar sistemasini yechishda mos eliminatsion
tenglamalardan har bir navbatdagi noma’lumlarni topgandan keyin ekvivalent
tenglamalarga noma’lumlarni qo’yib tekshirib chiqish kerak. Yoki koeffitsiyentlar
yig’indisidan va L dan foydalanib, tekshirish noma’lumlarini i =z — 1 hisoblash
kerak,

Tenglashtirish hisoblari natijasini oxirgi tekshirish uchun, o’lchangan miqdorlar
orasidagi matematik munosabatlarda bog’lanmaslik xatoligi yo’qotildimi
tekshiriladi. Agar tenglashtirish parametrik usulda bajarilgan bo’lsa, undan tashqari
tenglashtirishda o’lchangan miqdorlarnt tanlangan kerakli noma’lumlar orqali
ifodalangan tenglikning to’g’riligi tekshiriladi )

Tenglamalarni - yechishning to’g'riligini  bundan tashqari tekshirish,
tenglashtirish natijasi o’lchash sifati va boshlang’ich berilganlar asosida tahlil
qilinadi. Tuzatmalarning miqdori bo’yicha va ularning geodezik to’rga
tagsimlanishiga qarab fikr yuritiladi. Normal v tuzatma absolyut qiymati bo’yicha
belgilangan o’lchash xatoligi chekidan oshmasligi kerak. Ularning tagsimlanishi
absolyut qiymat bo’yicha ozmi ko’pmi bir tekis bo’lishi kerak. Yo'l go’yilmagan v
katta tuzatmalar bosh berilganlar yoki o’Ichashning sistematik xatoliklari sezilarli
ta’siri ekanligini bildiradi. Boshlang’ich berilganlar atrofida katta xatoliklarning
tagsimlanishi boshlang’ich berilganlar xatoligining anchagina ta’siri borligidan
guvohlik beradi.

14.3. GAUSS ALGORITMI BILAN NORMAL TENGLAMALARNI
YECHISHNING TO’LIQ VA QISQARTIRILGAN SXEMASI

1. To’liq sxemasi

Quyida Gauss algoritmining eng to’liq hisoblash sxemasi keltirilgan. U odatda
Gauss — Dulitl’ sxemasi ham deb ataladi. Bu sxemani oddiy kal’kulyatorda
hisoblashni qo'llash mumkin. Hotirali kal’kulyatorlarda ishlashda judda oddiy
sxemani qo’ llashni eslatamiz.

Hisoblash tartibini sxemada ko’rsatish uchun bu sxemani Gauss algoritmi
formulasiga mos belgilangan uchta tenglamani yechishda beramiz (14.1 -jadval).

Sxemaga tushuntirish(14.1 jadval).

1. Hamma hisoblashlar ketma-ket yuqoridan pastga bajariladi. Eliminatsion
qatorlar quyidagi tarzda yechiladi. 1/N, (yoki 1/N}} va h. k.) giymatlar olingandan
keyin, bu sonlar ekvivalent tenglamalar sistemasining boshqa koeffitsiyentlariga
ko’paytiriladi. Ellimatsion tenglama koeffitsiyentlarini yuqorida turgan ekvivalent
tenglama sistemasi koeffitsiyentlariga ko’paytirilib huddi shunday qatorlar E;2N,
EiN, EuN, EuN® va h. k. ham olinadi. Eliminatsion qator sonlari doimo
yugoridagi sonlarning ishorasiga qarama — qarshi ishorada bo’ladi (“yuqoridagi”
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qator va sonlar deganda bevosita ushbu qator va son ustida turgan qator va sonlar
tushuniladi).

2. Gorizontal chiziq tagiga ko’chirib yoziladigan ekvivalent sistema
koeffitsiyentlari pastki yaqin yuqori eliminatsion gatorida turuvchi berilgan
grafadagi sonlar yig’indisi kabi olinadi.

14.1-jadval (shakl)

Tar- T T2 T3 L ¥ Izoh
tib
0 1 2 3 4 5 6
Ny Ny N2 Nis Ly i
E, -1 N, Ny L Iu
N" “\fll NII
Ny N2 Ny L, 2
Ei2N 7 7
" -—Nj; -—1Np —hLl . . P
11 11 Nll A”] 1
NP N ? Noy” Y] T
E; -1 _NG® _ Ly h2 )
N v
N31 N33 LJ 23
EisN r N
? = l,.'—’-Nu = AAL! = g
A 1 NII NII
)
ExN¢ _Ng Np® _NR LM _ND TN
N Ny N T
Nsim N”u) L](Z) E.ij
E, 1 D Ea
Ny
N [pl] 34
Eul R Bl e
A,II A’H
1y
ExN' - L{:': L0 - (:) TN
Nz(z) Ny
@
EuN@ ‘ _ L(J(z)) L® _ LG S N®
NJ; N33
N4 Naa™ =y 4"=[pv]
5= L
NY
= _ Arg) _ Lgll
Ny ® g
N” ‘VIJ Nl]
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3. 2 pgrafaga mos tenglamaning koeffitsiyentlari va ozod hadlari
yig'indisining aniq qiymati yoziladi. Sxemadagi tenglamalar sistemasi uchun
qisqartirilgan  sxema yozuvini qo’llash kerak. Ya’ni fagat kvadratik
koeffitsiyentlaridan boshlab ko’chirib yozish kerak.

14.2-jadval
Tar- T 2 T3 T L po ’ Tek-
tib shirish
0 1 2 3 4 5 6 7
N; | 3,00 +0,39 -0,28 0,26 +3,36 +6,21
E, -1 -0,130 +0,093 | +0,087 -1,120 2,070 -2.070
Ny 2,53 +0,20 | -0,17 +3,34 +6,29
E;2N 0,05 +0,04 | +0,03 0,44 0,81
Ny;" 2,48 40,24 0,14 +2,90 +5,48 +5,48
E: -1 -0.097 | +0,055 -1.170 2,212 -2.210
Na; 1,08 +0,29 2,62 -1,33
E;3N -0,03 0,02 +0,31 +0,58
ExN 0,02 | +0,01 0,28 20,53
N3 1,03 +0,28 2,59 -1,28 -1.28
Es -1 0,272 +2.516 +1.244 +1.244
N,y 1,60 +2,99 +4.45
EisN 0,02 +0,29 40,54
Ea NV 0,01 +0,16 +0,31
E3N@ 0,08 +0,70 +0,35
Ny 1,49 +4,14 +5,63 +5,65
E, -1 -2.780 -3.780 -3,780
Ns 35,68 42,75
EisN 3,76 6,96
EasNY -3,39 6,40
EjsN@ 6,50 -3,23
E4sN® -11,51 -15,65
N ) 10,52 +10,51 =[pv]
T3 -2.78 ‘
n +328 | +0,76 +2,52
T -1,63 0,32 | 0,16 -1,17
-0,85 +0,21 +0,30 | 0,24 -1,12
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Eslatma. Odatda «Tekshirish» grafasi bajarilmaydi. 14.2 jadvalda o’quvchining hisoblash
tartibini o°zlashtirishini yyengillashtirish magsadida bu grafa joylashtirilgan.

Tekshirish qiymatlari (2“ s X 52), Sf) , va h. k. Hech qayerga yozilmaydi.

Faqat parametrik usuldagi ZE‘P“) qiymat bundan mustasno.
4. Noma’lumlar giymati eliminatsion qator £ £; va E, yordamida topiladi.
Bu qatorlar ajralib turishi uchun ular odatda boshqa rangli ruchkada
yoziladi. Bu qatorning tagi bo’sh qoldiriladi.
Noma’lumlar qiymati hisoblanadigan sxemaning pastki

“tepalik” deb ataladi.
5. Eliminatsion qator koeffitsiyentlarida verguldan keyin boshga qatorga

qaraganda bitta ikkita son ko’ proq olinadi.
14.2 — jadvalda Gauss — Dulitl’ sxemasi bo’yicha to’rtta normal tenglamalarni

oddiy kal'kulyatorda yechish misolda keltirilgan.
Tenglamalar sistemasi va ) yig’indi berilgan

qismi

3,007, +0391,—0,28 13— 0,26 14, +3,36=0; Y1 =+621;
+0,397 +2,531,+0,2013—0,1714+3,34=0; Y2 =+46,29;
-0,281, + 0,20 t,+1,08 15 +0,29 1,—2,62 =0; Y3 =—1,33;
-0,261—0,171,+0,2913+1,607,4+2,99=0; Y =t+4,45;

[pll) =35,68;, ¥s=142,75= [pls].

Hisoblashlarni oxirgi tekshirish uchun topilgan noma’lumlarni tenglamalar
yig’indisiga qo’yamiz. Koeffitsiyent va ozod hadlarni hisoblaymiz. (14.30
formulaga qarang).

Y -L;=+6,21 +3,36 =+ 2,85

¥2-Lp=46,29 -3,34=+2,95;

¥3—Ls= —1,33 +2,62 =+1,29;

Y,—Lg = +4,45 — 2,99 =+ 1,46;

¥s- [pll] = +42, 75-35,68 =+7,07.

Endi olamiz

—2,85x0,85—2,95 x1,65+1,29 x 3,28 — 1,46 x 2,78 + 7,07 =

=—242—4.87+4,23 —4,06+707=—0,05.

Olingan xatolikni e’tiborga olmasa ham bo’ladi.

2. Hotirali kal’kulyatorda hisoblash uchun gisqartirilgan sxema

Oddiy kal’kulyatorda hisoblangan tenglamalar koeffitsiyenti yig’indisi va ikkita
ko’paytuvchining ko’paytmasi yig’indisi (V) hisoblangan o’zgartirilgan tenglama
koeffitsiyentlarini oraliq yozuvisiz birdaniga hotirali kal’kulyatorda hisoblash
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mumkin. Bunda hisoblash sxemasiga fagat asosiy eliminatsion tenglamalarning
o’zgartirilgan koeffitsiyentlar ko’ chirib yozish mumkin. Hamma eliminatsion gator
sonlarini yuqoridagi qator sonlariga (va'ni E;,T Ep;N, Ex N va hk)
ko’paytmasini ko’chirib yozish kerak emas. Huddi shunday oraliq yozuvisiz
noma’lumlarni ham topishimiz mumkin,

Hotirali kal'kulyatorda berilgan usulda hisoblash aniqligi oddiy kal’kulyatorda
hisoblashga qaraganda ancha yuqori bo’ladi. Chunki hotirali kal'kulyatorda
hisoblashni katta o’nli sonda bajarish mumkin va oraliq hisoblashda yaxlitlash
xatoligi uncha ta’sir qilmaydi. ;

14.3—jadvalda normal tenglamalar qisqartirilgan sxemada hotirali
kal’kulyatorda yechilgan. Bu jadvalda noma’lumlar tekshirishlari w=z-I
hisoblangan. Bu tengliklarning anigligi mos tushadi.

14.3 jadval

Tar- 2] T T T L Y Tek-
tib shirish
0 1 2 3 4 5 6 7
Ny 3,000 +0,390 -0,280 -0,260 +3,360 +6,210
E, -1 -0.1300 | -0,0933 | +0.0867 -1,1200 -2,0700 -2,0700
Nz 2,530 +0200 | -0,170 +3,340 +6,290

N 2479 +0,236 -0,138 +2,903 ¥5,480 +5,482
E. = -0.0952 | +0.0557 11710 -2.2105 -2.2106
Ny 1,080 40,290 2,620 -1,330

Ny 1,031 +0.279 2,583 1,273 -1272
Ex -1 -0.2706 +2,5053 +1.2347 +12347
N, p 1,600 +2,990 +4,450

Ny’ 1,494 +4,142 +5,636 +5,638
E, -1 27724 37124 37724
Ny 35,680 42,750

N 10,563 +10,563
= 0,844 -1,635 +3.255 -2.772 -0.007
u= -1,844 -2,635 +2.255 -3,772

Olingan noma’lumlarni yig'indilar tenglamasiga qo’yib, qoldiq xatolikni
topamiz. Bu 0,007 ga teng

Tekshirish natijalarining mosligi oddiy kal’kulyatorda hisoblaganga qaraganda
hotirali kal’kulyatorda hisoblanganligi ancha aniqroq. Hotirali kal’kulyatorning bu
afzalligi katta sonli tenglamalarni hisoblashda yana ham yaqqolroq ko’rinadi.

Lekin oddiy kal’kulyatorda ham dala sharoitida oddiy geodezik to'r uchun
kerakli aniqlikni ta’ minlash mumkin.
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14.4. KRAKOVYAN USULI

Noma’lumlarni ketma ket yo'qotish uchun EHM da ishlashda, polyak
astronomi Banaxevich yaratgan, krakovyan usuli foydali. Bu usulda eng yuqori
darajada kolkulyator imkoniyati foydalaniladi, yaxlitlash xatoligi eng oz ta’sir
qgiladi va hisoblash protsessi sxemada joylashtiriladi.

Usulning mazmuni quyidagilardan iborat, kvadrat ildizini shu tenglamalarning
kvadrat koeffitsiyentiga bo'lib, kal’kulyatorda ekvivlent sistemaning tenglamalar
koeffitsiyentlari oraliq yozuvisiz olinadi. Shu mos qatorlarni «krakovyan» qatori
deyiladi. Tushunish qiyin emas, eliminatsion tenglamalar elementlarining Gauss
algoritmida o’zgartiriladigan jarayonda yig’'iladigan ekvivalent tenglamalar
elementlariga ko’paytmasi. Bunda shu grafada turgan krakovyan qatorlari sonining
ko’ paytmasiga teng,

Uchta tenglamani krakovyan usulida Gauss belgilashlashlari bilan ko’rsatamiz.

Yechish sxemasi 35-jadvalda berilgan. K harfi bilan krakovyan qatori
belgilangan.

Hisoblashlarni yengillashtirish uchun, hamma N gator(ya’ni asosiy tenglamalar)
migqdorlari, kvadrat koeffitsiyentlaridan tashqari, sxemaga teskari ishora bilan
yoziladi.

K, qatorni topish tartibi tushuntirish kerak emas; kal'kulyatorda [N, quyidagi
tarzda olinadi: kal'kulyatorga ildizning taxminiy qiymatini qo’yiladi va Ny,
giymatga bo’linadi; qidirilayotgan ildiz bo’linmaning o’rtacha arifmetik ga teng;

ys 2

X

a=
2

xp — ildizning taxminiy qiymati.
Boshqa K; qator miqdorlarini ham kal’kulyatorda odatdagi bo lish usulida
emas, ko’paytirish usuli bilan foydaliroq olishni ko’rsatamiz.

" Umuman geodezistlarga krakovyan usuli kvadrat ildiz usuli yoki Holetskiy usuli nomi bilan

mashhur. Usulning birinchiligi Holetskiyga tegishli, lekin Banaxevich bu usulni krakovyan
hisoblashlarining u yaratgan xususiy holini olgan
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14.4 jadval

Tar- T 12 T3 L b} Tekshi-
tib rish
0 1 2 3 4 5 6

Ny N -Ni2 - Ni3 -Ly -z
Nai N2 - Nas -L2 -z,
Nsi - Ny -Ls -z,
N (1] E,
Kii Ny, =Ny =Ny =4 -ZKi -
d Nll '\[A_II_ Nl] Nll
2 | 2 ik | -
W v W
Ks; N® -2 -ZKs -z
NG s
) )
Na NS) 24
Noma’
lumlar | 1 32} 3 -
wg

Miqdor N huddi farq kabi olinadi
== le

Nz~ y
N

yoki sxemaning belgilashida, N 5 — K;;¥ ( Ny migdomi kal kulyatorga

— NI'.'
Natijada quyidagi giymat olinishi ko’rish qiyin emas.
LALUTS
Ny ;

Olingan N miqdomni kal'kulyatorda o’chirmasdan, yugoridagi bayon
gilingan usulda ildizdan chiqariladi va natija K qatorga yoziladi.

K qator kasrining surati formula bo’yicha hisoblanadi.

e NG ==Nyg + KoK s

-LY =- Ly +K1 K4

-Ng =-22+ KpKis;

Migdorlar— Yy, i 3k chapda joylashgan sonlar yig’indisi kabi olinadi. Bunda
chapdan oxirgi songa minus belgisi qo’yiladi.

qo’yganda K, =

miqdor kvadratlirining o’nlik sonini hisobga olish kerak).

Ng)z sz'
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Qiymat N{2’ formula bo'yicha topiladi

N(") Ny — Kg _K(z)

N$2 miqdordan ildiz chiqarishdan oldin(umuman — ekvivalent sistemaning
oxirgi tenglamaning kvadratik koeffitsiyentlari) 35-jadvalida ko’rsatilgandek
“Noma’lumlar” qatoriga «L» grafasining pastiga yoziladi. Huddi shunday miqdor
— ng) ham(umumiy holda — L/ miqdor ham).

K5 qator surati formula bo’yicha olinadi.
-Lf? = - L3 +K)3K 14 + K23K4;

T = -5 +K1Kis+ KosKos;

Hamma krakovyan qatorlari qiymatlari, ildizdan chiqarish va 1/Nl , \/Ng‘z’ ,

V2 ga bo’lish kal'kulyatorda oraliq yozuvlarisiz bajariladi. Endi, kal’kulyatorda -
2.3 +K13Ks+ K;3:Kss, yig'indini olib, uni o’chirmasdan birdaniga K3 qatorda oldindan

yozilgan |/N{?’ miqdorga bo'linadi. Hisoblash sxemaga oxirgi natija yoziladi.

Huddi shunga o’xshash qoida bilan miqdorlar ham olinadi.
Nei = [M]-Kiy K3y = Kia;
54 = T +K K st KoKs + K3aKs.

Quyidagi farq ko’rinib turibdi. Chapdan krakovyan gatori miqdorini birinchi olishda
N qator miqdorlaridan krakovyan qator sonlaridan ayirib tashlanadi; boshqa krakovyan
gatorlarining miqdorini hisoblashda jadvalning yuqori qismidagi sonlar krakovyan qatori
sonlari ko’aytmasi bilan algebraik yig’iladi.

K qator bo’yicha tekshirish Gauss — Dulitl’ sxemasidagi ekvivalent tenglama
gatori bo’yicha tekshirish kabi, agar chapdan birinchi sonni minus ishora bilan olinsa
(bu sonlar sxemada doimo musbat). '

Oxirgi noma’lum (bizning misolimizda ;) odatdagi formula bo’yicha hisoblanadi

= [g:)

3= »
N(Z)
umumiy holda
gD
Tk=-_-
(k=1)
Nltk
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Boshqa noma’lumlar kal’kulyatorda krakovyan qatori yordamida oraliq yozuvisiz
quyidagi formulalar bo’yicha topiladi

Koy + K73
l ’
NG
Ky + K373 + Ky
VN
ya’'ni, Gauss — Dulitl’ sxemasidagi kabi eliminatsion qatordan, fagatgina kvadrat
koeffitsiyentlardan ildizga bo’lish bu yerda qo’shimcha.
14.5 — jadvalda to’rtta normal tenglamani krakovyan usulida yechlsh misoli
keltirilgan. Tenglamalar sistemasini oldin ikki marta yechilgani olingan. Bu

sistemaning hamma miqdorlari, kvadrat koeffitsiyentlaridan tashqari, sxemaga teskari
ishora bilan ko’chinladi.

=

T)=

14.5 jadval
Tar- 2] 1) T3 7] L - b)) Tekshi:
tib rish
0 1 2 3 4 5 6 T
N, 3,00 -0,39 +0,28 +0,26 -3,36 -6,21
N, 2,53 -0,20 +0,17 3,34 -6,29
N, 1,08 -0,29 +2,62 +1,33
Ny 1,60 -2,99 -4.45
Ns 35,68 -42.75
K, 1,732 | -0,225 | +0,162 | +0,150 -1,940 -3,585 -3,585
K> 1,575 | -0,150 | +0,087 -1,843 -3,481 -3,482
K 1,016 | -0,274 +2,542 +1,252 +1,251
K4 1,223 -3,383 -4,606 -4,606
[pvi] = 10613 10,615
Noma'- | -0.844 | -1.632 | +3.248 | -2.768 | -4.138/1.495 -0.001
lumlar

Olingan noma’lumlami tenglamalar yig mdmga qo'yganda, hammasi bo’lib —
0,001 ga teng, qoldiq xatolik olindi.

Krakovyan qatorlarida, 14.3 — jadvaldagi eliminatsion qatordagiga qaraganda,
o’ndan bir son oz saqlanib qolgan bo’lsa ham, krakovyan usulida yechishda tekshirish
natijalari Gauss algoritmi bilan yechishdagiga qaraganda yomon emas. Bir xil o’nli
sonlarni yaxlitlaganda krakovyan usulida natija aniqligiga Gauss algoritmiga
qaraganda o’rtacha kam ta’sir qiladi. Absolyut qiymat bo’yicha eliminatsion gator
sonlari, qoida bo'yicha, mos krakovyan qatori sonidan kam, demak, eliminatsion
koeffitsiyentlaming nisbiy yaxlitlanish xatosi krakovyan qatorlarining mos
koeffitsiyentlari xatosidan ko’p. Shuning uchun, normal tenglamalami yechishda
xatoliklaming bosh manbai hisoblangan, ko’paytmalaming yig'indisi yaxlitlash
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xatoligi krakovyan usulida bir xil o’nli sonlarda yaxlitlash xatoligi kam.

EHMda hisoblash uchun krakovyan usuli juda foydali.. Chunki, bu usulda,
Gauss algoritmiga qaraganda, oraliq informatsiyalar ikki marta kam (ikkita gator
bitta qatorni egallaydi).

14.5 — jadvalda [pv’] qiymati [p/l] minus krakovyan qatorlari kvadrati
yig’indisi kabi hisoblangan. Ya’ni

[pV]= [PII]-K}s —K3s— K35 - K3
(fpll]= 35,68)
14.5-jadvalda sistemaning aniqlovchisi(ditermenant) quyidagicha hisoblangan.

2 2 L2 g2
D=Kj, K3 K33 Kiy.

14.5. ODDIY ITERATSIYA USULIDA TENGLAMALARNI
YECHISH !

Katta va yaxshi shartlangan tenglamalar sistemasi(20-30 tenglamalargacha)
oddiy iteratsiya usulida yechish qulaydir (Gauss — Zeydel’ usuli).

-Bu usulning ketma — ketligi quyidagicha:

1. Har bir noma’lum boshqalar orqali ifodalanib, tenglamadan foydalaniladi.
Aniqlanadigan noma’lumlar kvadratik koeffitsiyentlar bilan bu tenglamaga
kiradigan.

" _ My Ny L )
] 23
My Ny Ny ]
iy e Ny, z - Ny 25— L > (14.31)

Ny J

Bu tenglamalarni iteratsion tenglamalar deb ataymiz

Iteratsiya (yaqinlashtirish) jarayonida navbatdagi har bir noma’lumning
qiymati, mos iteratsion tenglamaga qolgan noma’lumlaming oxirgi giymatini
qo’yish orqali yo’li bilan olinadi. Birinchi yaqinlashtirishda z; ni topishda z; va z;
qiymatlar, z, ni topishda z; qiymat esa nolga teng deb olinadi.

Berilgan iteratsiya jarayonining mosligi § 75 da isbotlangan

¢ Tenglamaning kvadratik koeffitsiyentlari har doim birdan katta t me/books ta qi
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14.6 jadval

E Ei Ei;; E;3' E;y
Eyi’ -0,154 +0,259 +0,162
Ey' -0,130 -0,185 40,106
Eii' +0,093 -0,079 -0,181
E4' +0,087 +0,067 -0,269
Lei -1,12000 -1,32000 +2,42600 | -1,86900
Y ki -1,070 -1,486 +2,231 -1,782

- TN -2,070 -2,486 +1,231 -2,781

Eslatma. Iteratsion tenglamalarining koeffitsiyentlari va ozod hadlarini
hisoblashni tekshirishni quyidagi formula bo‘yicha amalga oshiriladi ¥gi — 1

=31 / Ni,

hadlarini yig’indisi.

. Bunda ¥ gi — Iteratsion tenglamalari koeffitsiyentlari va ozod

14.7 jadval

I Sxema
-1,12 | -0,98 | -0,87 -0,85 -0,85 T
-1,15 -1,53 | -1,62 -1,63 -1,63 T2
+2,35 | 43,15 | 43,24 | 43,25 | +3,25 T3
260 | 276 | 277 | 2,77 | 2,77 T

[pv?] = -3,35%0,85-3,34*1,63-2,62*3,25-2,99*2,77+35,68=10,58

Hisoblashlar ikkita qog’0zda joylashgan ikkita sxema yordamida bajariladi.
Birinchi sxemaga (14.6— jadv.), ustunga yuqoridan pastga joylashtirib,

iteratsion tenglama o’ng qismining koeffitsiyentlari va ozod hadlari

yoziladi.

navbatdagi noma’lumlarning qiymatlari ko’ chirib yoziladi.
Noma’'lumning navbatdagi qiymatini hisoblashda ikkinchi sxemaning chap

ko’chirib

Ikkinchi sxemaga (14.7— jadv.), yuqoridan pastga joylashtirib,

chett birinchi sxemaning mos grafasi o’ng chetiga tutashtiriladi. Undan keyin
iteratsion tenglamaning mos ko’paytmalari va ozod hadlari kal’kulyatorda
yig'iladi. Ikkinchi sxema grafasining to’lishi bilan uning chapki grafalari qirqib
tashlanadi. Yaginlashtirish navbatdagi noma’lum qiymatlari qaytarilganga qadar
davom ettiriladi.

14.6-jadvalda boshqa usullar bilan oldin uch marta yechilgan normal
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tenglamalarning yechimi ko’rsatilgan. Qiymat [pv’] quyidagi formula bo’yicha
yechilgan

[PV2]= Lyty + Lty + Lytz+ Lyre + [pll].

Tenglamalar sistemasi

3,000,+0,391,—0,28 13 — 0,26 7, +3,36=0; 3} ,=+621;

03971,+2,531,+0,201;—0,171t4+3.34=0;, Y,=+6,29,

-0,28 1+ 0,201, + 1,08 13 + 0,291, —2,62=0; Y;=-1,33;

—0,261,—0,171,+0,29 15+ 1,607,442,99=0; 3},4=+445,

[pll] = 35,68.

Oddiy iteratsiya usulida olingan natijalar qiymati, oddiy kal’kulyatorda to’liq
sxemada olingan natijalar giymatidan aniqroq bo’lib chiqdi.

Iteratsiya usulining eng muhim qulayligi shundan iboratki, xatolik
yaqginlashtirish jarayonida yaqinlashtirishni ko’paytiradi. Lekin oxirgi natijaga
ta'sir gilmaydi. Lekin bu usul yaxshi shartlanganlikda foydali Yomon
shartlanganlikda yaqinlashtirish soni ko’ payadi, usul qulay bo’lmay qoladi.

Oddiy iteratsiya usulini qo’llash bo’yicha yana ikkita izoh beramiz.

1. Katta sonli tenglamalarda I sxemada chap tomoni ozod hadlar absolyut
qiymati bo’yicha katta bo’Isin. Bunda, bizning sxemamizda tenglamalarni quyidagi
ketma -ketlikda joylashtirish kerak: 3-chi, 4-chi, 2-chi, 1-chi Kam sonli

tenglamalarda joylashtirish tartibi amaliy qiymatga ega emas.
2. Tekshirish uchun noma’lumlarni hamma tenglamalarga qo’yib chiqish kerak.
Noma’lumlar giymati oldindan olinganligi uchun biz bunday qilmadik.
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15. FUNKSIYALAR VAZNLARINI HISOBLASH USULLARI.

15.1. PARAMETRIK USULDA TENGASHTIRISHDA FUNKSIYALAR
VAZNLARINI HISOBLASH

Yuqorida aytilgandek, har qanday miqdoming aniqligini baholash uchun uni
o'lchangan natijalar x; ni funksiya ko’rinishiga keltirish kerak. Undan keyin
ma’lum xatoliklar nazariyasi formulasini qo’llash mumkin

=%

Topilishi talab qilinadigan vazn miqdori, masalaning sharti bo’yicha kerakli
noma’lumlarning tenglashtirilgan ¢ qiymati orgali yoki o’lchangan miqdorlar
tenglashtirilgan x/ qiymati orqali ifodalanishi mumkin Aniqlanayot migdorni F
orqali belgilaymiz.

Birinchi holda quyidagicha bo’ladi

F=F(,...t.)
ikkinchida ;
F=y(x,...,x).
Ammo, o’'lchangan miqdorlar kerakli noma’lumlar orqali quyidagi
ko’rinishdagi tenglik bilan ifodalanadi.
xl= (i) - =L 0);
va ikkinchi holat birinchi holatga olib keladi.
Demak quyidagi ko’rinishda
F=F(Q,...4;)
va F qiymatning vaznini topish talab gilinadi. Qiymat ¢ — o’Ichash natijasi emas.
Shuning uchun shunday fikr yuritamiz: = #° + t va qiymat F ni noma’lumlarning
v funksiyasi deb qarash mumkin, ya’ni normal tenglamalarning noma’lum
sistemasi. Agar bu noma’lumlarni o’ Ichashlar natijalari orqali ifodalasak masala
yechilgan bo’ladi: F qiymat o’Ichash natijalari ko’rinishida ifodalangan bo’ladi.

Buning uchun quyidagi tarzda kirishamiz. Boshida noma’lumlarni normal
tenglamalar ozod hadlari chizigli funksiyasi ko’rinishida ifodalaymiz. Chunki ozod
hadlar [pail], [padf), ..., [pad] larning yig'indisidir va noma’lumlarni chiziqli
funksiya ko’rinishida ifodalash giyin emas, ya'ni tuzatmalar tenglamasi ozod
hadlari. Shunday gqilib, masala yechilgan bo’ladi, agar miqdorlar vazni
I = £t t)) =%, =%/ —x, teng, o’lchash natijalariga tengligini hisobga olsak.
Miqdor /; aniglikni baholashda o’ Ichashlar natijasi rolini o’ ynaydi.

Noma’lumlar T ni normal tenglamalar ozod hadlarining chizigli ko’rinishini
kari matritsa yordamida oson ifodalash mumkin. Normal tenglamalar
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sistemasini matritsa ko’rinishda yozamiz

N,=-L
bundan
t==-N'L
belgilaymiz
N'=Q

va mos ravishda teskari matritsa elimentlarini Q, orqali, bunda j — qatorlar nomeri,
s—ustunlar soni. Unda

t==0L
yoki
LA Qe ) (-4
Ty Ousens Qi ) L
Har qanday 1, noma’lum uchun yozish mumkin

t,=0,0-0pL 0,1, (15.1)

Parametrik usulda normal tenglamalar koeffitsiyentlari teskari matritsa
elementlarini vazn koeffitsiyentlari ham deyiladi.

1. Qo’shimcha grafa usuli bo’yicha vazn koeffitsiyentlarini hisoblash
Vazn koeffitsiyentlari g, teskari matritsaning diagonal elementlari kvadratli

deb ataladi. Quyida ular doimo musbat ekanligini ko’rsatamiz. Qolgan vazn
koeffitsiyentlari kvadratsiz deyiladi. '

Kvadratsiz koeffitsiyentlar bosh (kvadratli) diagonalga nisbatan simmetrik
Xususiyatga ega, ya’ni

Qja = Qy (1 5-2)

Bu tenglikning to’g’riligini isbotlaymiz.

Matritsalar nazariyasidan ma’lumki kvadrat matritsa uchun nazariya
N =N (15.3)

ya’'ni, transponirovanlash ishlari va kvadratik matritsani teskarilash joylarni
almashtirish mumkin. :

Normal ' tenglamalar koeffitsiyentlari

matritsasi uchun simmetrikligi
natijasida yozish mumkin

N =N;

(15.4)
shunig uchun, (15.3) va (15.4) hisobga olib, topamiz

(Nr)-] =N—1,
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bunda

N—-l =(N-I)!"
yoki

0=0'
ya'ni, teskari matritsa ham bosh diagonalga nisbatan simmetrik. Shuni isbotlash
talab qilingan edi. '
Endi vazn koeffitsiyentlarini hisoblash usullarini ko'ramiz. Bu usullar ma’lum

o’zaro bog’lanishga asoslangan.

N'N=NN"'=E (15.5)
bunda £ ~ birlikk matritsa. N va QO matritsa uchun (15.5) tenglik yoyilgan
ko'rinishda quyidagicha:

2| e | e o | Bhemns (15.6)

0,...,01
Matritsalarni ko’paytirish qoidasiga asosan, N va Q matritsa kvadratsiz
elementlarining simmetrikligini hisobga olib, har qanday j-chi qator (ustun) vazn
koeffitsiyentlari uchun quyidagi tenglamalar sistemasini yozish mumkin.

....................................

N,O, +-+N,0, =1 (15.7)

....................................

Asosiy sistemadan (t noma’lumlar uchun) faqat ozod hadlari bilan farq
giladigan normal tenglamalar olindi. (15.7) sistemada hamma ozod hadlari, j-
chi tenglamalarni hisobga olmaganda, nolga teng. Bunda ozod had — 1 ga
teng.

Vazn koeffitsiyentlarning s—chi qatorini topish uchun, huddi shunday
(15.7) tenglama kabi, tenglamalar sistemasini yechish kerak. Lekin ozod hadi
-1 ga teng, s—hi tenglamaga qo’yish (boshqa ozod hadlar nol bo’ladi)

(15.7) tenglamalar sistemasida vazn koeffitsiyentlarnini qo’shimcha grafa
usuli bo’yicha hisoblash asosi yotadi. Bu quyidagidan iborat.

Normal tenglamalarni yechish sxemasida, har bir topiladigan vazn
koeffitsiyentlari j~y gatori uchun qo’shimcha grafa qilinadi. Bu grafaga asosiy
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sistemaning j—chi qatoriga —1 yoziladi. Qo’shimcha grafada L grafadagidek
o’zgartirishlar bajariladi.

Hamma o’zgartirishlarni bajargandan keyin vazn koeffitsiyentlari noma’ lumlar
ganday hisoblangan bo’lsa huddi shunday hisoblanadi. Buning uchun mos
qo’'shimcha grafadagi L grafadan foydalaniladi.

Qo’shimcha grafa yordamida vazn koeffitsiyentliarini hisoblash usuli teskari
matritsaning qandaydir qatorlari aniqlash talab qilingan hollarda go’llaniladi. Agar

teskari matritsaning hamma elementlarini topish talab gilinsa Ganzen usulini
qo’llash qulay.

2. Ganzen usuli bo’yicha vazn koefTitsiyentlarini hisoblash

Agar teskari matritsaning hamma qatorlarini, oxiridan boshlab birinchida
tugatib, kema—ket hisoblasa go'shimcha grafa talab qilinmaydi. Hamma vazn
koeffitsiyentlarini topish uchun asosiy normal tenglamalar sitemasining faqatgina
eliminatsion tenglamalari kerak bo’ladi. Bunday yechim vazn koeffitsiyentlarining
kvadratik diagonalga nisbatan simmetrik xossasi tufayli bo’lishi mumkin.

Vazn koeffitsiyentlarini Ganzen usuli bilan yechishni to’rtta normal tenglama
misolida ko’rsatamiz.

Birinchi navbatda vazn koeffitsiyentlarini oxirgi qatorini topamiz. Mos
tenglamalar sitemasini yozamiz
N»Qa +N,00 + Ny Qp + NiyQyy =0
NuQy +NpQOn +NpQy + Ny Qy =0
Ni3Qy +NpQp + NyQi + Vo0 =0
NuQu +NuQn + N3y 0p + Ny Qug —1=0
Bunda birinchi uchta tenglamaning ozod hadlari nolga teng. Bunda birinchi
uchta noma’lumni yo’qotgandan keyin oxirgi tenglama ozod hadi o’zgarishsiz
goladi. Natijada quyidagini olamiz.

(15.8)

. Ng)Qu -1=0
bundan
L -,
Qu= N—s)-
Umumiy holda
1
O = W (15.9)

Qus, Osz va Qg vazn koeffitsiyentlarini normal tenglamalar yechish sxemaS?
eliminatsion qator yordamida oson topish mumkin. Bu qatorlarda ozod hadlarni
nolga teng deb gabul qilish kerak. Bu (15.8) sistemani qarashdan bilinadi. Shunday
qilib, -
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Oy =E 04
0n=E,0,+E.Qu d (l 5. 10)
Qn=EQn + E Oy + E,,0y

Teskari matritsaning uchinchi qatori uchun tenglamalar sistemasini yozamiz
NyQy + Ny + NyOyy + N 0y =0
NGy + NypQy, + NyyOyy + N3 0y, =0
NIJQJl + NE}Q}: + N!!QJJ *; N]JQJ-G . l = 0 i
NMQ.'H + NZﬂQH + ‘MIQQJJ + N44Q34 = 0
(15.11) sistemaning to’rtta noma’lumidan oxirgisi topildi. Chunki O34 = Q43
Qolgan noma’lumlarni topish uchun yozamiz
Oy, =E,,05, + ‘ﬁé‘
Oy = EyyOyy + E3,0, [ (15-12)
Oy =E;30s + E 0, + E\ Oy,

(15.11)

Vazn koeffitsiyentlarining ikkinchi qatori quyidagi tarzda topiladi
0,s=04 ]

O =0, )
1 15.13
On =E.0y, +E,0,, +‘ﬁ'a)_ [ ( )
n

Q!l = EIIQE + ElJQ!! +'EIIQ14
Oxiri, vazn koeffitsiyentlarining birinchi qatorini hisoblash uchun quyidagi
formulani yozamiz

Q.=09,
Q=05
0, =0y (] 5-14)

1
O =EpQ, +EpQy, + 0, +N_

1

Teskari matritsaning har bir navbatdagi qatorini topgandan keyin tekshirish

quyidagi formula bo’yicha bajariladi
(EI -L, pjl +(Zz "L:)Q;z +"'+(zk _Lkp;\ =1 (15-15)

Bu formulani vazn koeffitsiyentlar uchun har qanday tenglamalar sistemasi
tenglamalarini yig’ib oson topish mumkin.

Ganzen usuli bo’yicha hamma hisoblashlami oralig yozuvlansnz hotirali
dasturlangan kal’klyatorda hisoblash mumkin.
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3.Noma’lum T ning vaznini hisoblash

(15.1) asosan yozish mumkin
B = _[pa:IIQjI. “'ipa:"]Q,‘: _"'_{Pakl]Q,t-
Qavsni ochib va /; (i = 1, 2,..., n) ozod hadlar bo’yicha hadlarni guruhlashtirib

topamiz
;= —P,(Cl“Qﬂ + anQﬂ Fdwnk: au—Qﬁ: y. =
= pn(aulQ}I + aanﬂ izt a-tQﬂ:yu-
yoki
T, =_zp|‘(adel+a!2 42+"'+atQ,kyt (1516)
i=l
Belgilaymiz
P:(an a ek anQ,t)= &; (15.17)
Unda
7, ==Y a,l, =] (15.18)
izl
(=L....k)

Shunday qilib, noma’lumlami [/ ozod hadlarning chiziqli funksiyasi
ko’rinishida ifodaladik. Oldin biz aniqlikni baholashda /; miqdor o’lchashlar
qiymatlari rolini o'ynaydi va p; vaznga ekanligini aytgandik.

Endi (15.18) ga asosan yozamiz

1 =iaj—£—=[ﬁ} (15.19)

bunda R, — noma’ lum 7, vazni.
Miqdor o hisoblash ancha qiyin. Ammo o migdor va Q vazn koeffitsiyentlari
orasida oddiy aloqa borligi ishni ancha osonlashtiradi. Uni belgilaymiz.
Tenglamalar sistemasini yozamiz
a; = P.'(“.:le Aeind a.n—Q,k)

( =L....n)

Bu hamma tenglikni %"- ga ko’paytirib va ularni yig'amiz
i

[d/aa J - [axa, ]Q.Il Yewvad [ala’ ]Q,, Fina [akar]Q_,k (l 5.20)
p

[aicss),..., [ams).. ., [at,] larning yig'indisini topamiz va tengsizlik
sistemasini yozamiz.
a, =p; (an a + '+au-Q.t)

100 t.me/books taqi



(=L...n)

Bu tenglamalarni boshida a, ga ko’paytirib, keyinchalik a,; ga va h. k. a4 (j =
1,..., n.) gacha va har doim ko’paytirgandan keyin ularning yig’indisini olamiz.
Natijada topamiz :
laa,1=lpaa]Q, ++-+[paa, 10,

................................................

la,2,1=[paa,]Q, +:-+[pa,a, 10,

yoki umumiy belgilashda
[ae,]=N,Q, +-+ N, O,
[alaa]=Nl.lQﬂ+.“+NJl’Qﬂ‘ (15'21)
lax,]=NyQ, 4+ NuQ,,
Oxirgi tenglikning o’ng tomoni Qy1, Ou...., O vazn koeffitsiyentlarini topish
uchun tenglamalar sitemasining chapki qismiga kiradi. Shuning uchun (15.7) ni
e’tiborga olib va (15.21) hisobga olib, yozamiz

a1 = 0} nollar
[a,2,]1=1 (15.22)
i = O}nollur
(15.22) ni hisobga olib (15.20) tenglik quyidagi ko’rinishga keladi
[%]ﬂ,a (15.23)

(15.23) tenglik o giymat va Q vazn koeffitsiyentlari orasidagi alogani
ifodalaydi.
Endi (15.19) formulani quyidagicha yozish mumkin:

1_
+=0 (15.24)

Kerakli noma’lumlarning teskari vaznlari mos indeksli kvadratik vazn
koeffitsiyentlariga teng ekanligi ko’rinib turibdi.

0, =[f-f§-f‘-] tenglikdan ko’rinadiki, matritsa Q ning diagonal elementlari har

101 t.me/books taqi



doim musbat, kvadratlar yig’indisining musbat p giymatga bo’linganligini o’z
ichiga oladi.

4. Oxirgi ikki noma’lumning vazni

(Enke usuli)

Nemis geodezisti Enke normal tenglamalar sistemasidagi oxirgi ikki noma’lum
uchun, koeffitsiyentlarni o’zgartirishda qo’llaniladigan oddiy formulalarni taklif
qildi. Ko’ pgina amaliy holatda bu formulalar bemalol yetarli.

(15.9) va (15.24) formulalarga asosan yozamiz

11
B Ny
bundan
B =N, (15.25)

ya'ni oxirgi noma’lumning vazni ekvivalent sistemaning oxirgi tenglamasidagi
kvadratik koeffitsiyentiga teng.

Oxirgidan oldingi noma’lum vazn uchun formulani to’rtta tenglama misolida
topamiz. Oxirgidan oldingi noma’lum bu yerda 1; bo’ladi.

T3 va T4 noma’lumlarning joyini almashtiramiz (albatta mos koeffitsiyentlari
bilan). Bunda N;; va Ny lar rol almashayotganligi uchun yozishimiz mumkin.

()37 ) (@) \P(D)
B = N = Nﬁ’ ..._J__N N3 = Ny .\rﬁ) - N3/NG, }
2) @\ )
N44 NM NJ!
lekin
2) Ar(2)
NN

NG~
2)
Ny

=Ng,
Shuning uchun

P =—3N® (15.26)
yoki, (15.25) hisobga olib,

P=22p (15.27)

Normal tenglamalarni yechishning har qanday sxemasida N& i N3 =P
qiymatlarni oson topish mumkin.
N qiymat quyidagi formula bo’yicha hisoblanadi.
N(ﬂN(I)
. —(——’&(—,,"} (15.28)
33

(15. 28) hamma qiymatlari bor yoki ularni har ganday yechish sxemasida oson
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(2) Ar(2)
NNy
(2)
NJJ

hisoblash mumkin. Yechishning to’liq sxemasida (14.1 va 14.2 jadv.) -

qiymatlar bor. Misol, 14.2 jadval: N = 1,49+ 0,08 = 1,57.

Shunday qilib noma’lumlar vaznini hisoblashning ikkita usulini ko’rib chiqdik:
1) har qanday noma’lumning teskari vazni mos indeksli vazn koeffitsiyentlari
kvadratiga teng, ya’ni

1
—=0,
B

2) oxirgi ikkita noma’lumlarning vaznini (15.25), (15.26) va (15.27) yoki
(15.28) formulalar bilan oson topish mumkin.

Noma’lumlarning teskari vaznini hisoblashning yana bitta quyidagi ko’rib
chigiladigan usuli mavjud.

5. Funksiya vaznlarini hisoblash

Funksiya F (t,...,t) berilgan va uning anigligini baholash talab qilinsin.
Chunki vazn birligidagi xatolik ma’lum deylik. Masala funksiya wvaznini
aniqlashga olib keladi. Agar olingan natijalamni hisobga olsak, bu masalani yechish
yetarlicha oson. Oldin funksiyani chiziqli ko'rinishga keltiramiz.

F(ty, . ) =F) +7,,..,t8 +7,) =
=F(‘f,---=‘:)+[%)nfx +-~+(%]nr, +R, (15.29)
bunda R — ajralish(razlojenie) chiziqsiz hamma hadlarining yig’ indisi .

Chunki taxminiy f,...,t{ giymat uchun, har qanday funksiyani chizigli gilish
uchun uning aniqligi yetarli bo’lish uchun shart qo’yiladi. Qiymat R ga axamiyat
bermasa ham bo’ladi. -

(15.29) asoslanib va belgilashlarni hisobga olib

F(t],.. i) = F,

15.30
o ),
topamiz
F(t,..t,)=F +Fr +-+Fz,. (15.31)

Endi (15.18) e’tiborga olib yozish mumkin
F(t,..ot,) =F, = Flal]—-—Fa,l].
Qavsni ochib va / 0zod had bo’yicha yig’indilarni guruhlab topamiz
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F(t,,...t,)=F, - Za.:F.+ +a,F), (15.32)

thdor l; aniqligini baholashda o’lchangan miqdorlar rol’ o’ynashligini
eslatamiz. Shuning uchun (15.32) tenglikning o'ng gismini o’lchangan natijalar
funksiyasi deb qarash kerak, ya'ni F (fy,...,5) = F (I1,....1,).

Unda (15.32) asosan quyidagini yozamiz

Z(a,,F e +a&F) —=
PF i=l

—Z (anadFF +20,0, B F, 4+ a0, F, +
l=l

+ 2,0 B F, + -+ a0, FF).

Hadlar bo’yicha yig’ib topamiz

'_FF[“'“‘]+2FF[ }+ +2FF|: ]+
P P p P

+F,F,[a’a’]+F F[ ]4— +2FF[ ]+---+FkF,,[a*a‘}
4 P P p

Endi (15.23) munosabatn e’tiborga olib oxirida yozamiz
1
7 =EEQ, +2R R0, +++2FF.0, +
F
+ B F 0+ + 2R F0y, +1. (15.33)

+EF Q.

Bu (15.33) formula qo’yilgan masalani yechadi. Lekin amalda qachon
noma’lumlar kam va baholanadigan funksiya ko’p bo’lsa, uni shunday holatda
qo’llash kerak. Unda teskari matritsa topib, har qanday funksiyani baholash oson.
Bunday holat fotogrammetriyada ko’p bo’ladi. Juda katta sonli noma’lumlarda
matritsani teskarilash ancha qiyin masala va (15.33) formulani qo’llash foydasiz
bo’ladi. Bunday holatda teskari vaznni hisoblash, pastda bayon qilinadigan

go’shimcha grafa usulida bajariladi.

6. Funksiya vaznini go’shimcha grafada hisoblash

Vazn koeffitsiyentlarining simmetrikligini hisobga olib, (15.33) formulani

quyidagi tarzda ko’chirib yozamiz:
o= FiRQ, + G +FFQy ++ FFQy +
F

+FFQy, +F 0y +FFQy +o o+ B FOy +
+FFQ, +F 05 + By F0y ++ B EO,, +
+F R0, + FF,0n +F F30n ++ FF0y.
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Har bir qatorda umumiy ko’ paytmani gavsdan chiqarib, topamiz

1
PT":-F;(PIQU + 50, +FQ, +-+F0, )+
F

+5 (Figu + 5,00 + B0+ + Fszk)"’
+FJ(EQJI + R0y, + R0, +-+F0, )+

................................................

+ F;:(Flgu +EQn+ B0+t F;:ka)v

yoki
k
2 =3 (RO, + R e+ i) (15.34)
oA
Belgilash kiritamiz
FQu+FQ,++EQ,u =4, (15.35)

Unda (15.34) ifoda ko’rinishni oladi

~f =~Fh=Fh =R (15:36)
(15.35) formuladan A miqdorini normal tenglamani yechishdan olish mumkin,

agar ozod hadlar grafasiga F qiymatni qo’yib chigsak (Q miqdor teskari matritsa

elementlari ekanligini ko’zda tutib). Unda (15.36) formulaning algebraik mazmuni,

korrelat usulida yechiladigan qiymat — [pv*] (V.61) formulaga o’xshash bo’ladi.
Ya’ni quyidagi formula

"LV"Z]=W1"1 + Wik, ++ Wk,

Lekin bu -[pv’] qiymatni normal tenglamalarni yechish sxemasi grafasida olish
ham mumkin, Eliminatsion qator tepasida turgan sonlar ko’ paytmasining yig’ indisi
tarzida [VL1.29-formulaga qarang]. Bundan funksiyaning teskari vaznini
hisoblashning quyidagi qoidasi kelib chiqadi.

Qo’shimcha F grafaga teskari ishora bilan funksiyaning xususiy hosilasi asosiy
tenglamalarning nomeri F; qiymat indeksining nomeriga teng qatorlarga qo’yib
chigiladi. Shu grafada huddi shunday o’zgartirishlar L grafadagidek bajariladi.
Hamma o’zgartirishlar tugaganidan keyin teskari ishoradagi funksiyaning teskari
vazni (ya'ni minus ishora bilan) yuqoridagi E qator bilan F grafa kesishib turgan
qator sonlar ko’paytmasining yig’indisi kabi topiladi. Ya'ni quyidagi formula
bo’yicha
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-PL=EIFF| +E2FFlm +'“+Euﬁ*" (15'37)

F

7. O’Ichangan miqdorlarning X; tenglashtirilgan qiymati vazni

X; miqdorning vazni funksiya vazni kabi olinadi
x: =.f|'("h"‘1rk)'
Hamma xususiy hosilalar bizga ma’lum bo’lganligi uchun hisoblashlar

osonlashadi: F;=ay

8. #; noma’lumlarning vaznini qo’shimcha grafada hisoblash

Tenglikni yozamiz
by = Bl orstysesnt s
bunda
F=F,=-=F, =0,
F, =1
Fj+l =F;+1 =..=F, =0.
Bundan shunday qoida chiqadi: noma’lumlarning teskari vaznini hisoblash
uchun qo’shimcha grafadagi asosiy sistemaning j — chi tenglamasi qatoriga F; = -1
ko’chirib yoziladi va keyinchalik funksiyaning teskari vaznini olgandek bajariladi.

9. Aniqglikni baholash

Qandaydir y tenglashtirilgan miqdorning vaznini topgandan keyin, uning o’rta
kvadratik xatosi quyidagi formula bo’yicha hisoblanadi

bunda p — vazn birligidagi xatolik.
Y miqdorning haqiqiy giymati uchun ishonchli oraligni formula bo’yicha

topamiz
Y=y+tiM,,

bunda ¢ koeffitsiyent, vazn birligidagi xatolikni topish uchun foydalanilgan qabul

qilingan ishonchli ehtimollikka, tagsimlanish qonuniga va “ko’rsatgich darajasi”

soniga, ya'ni ortigcha o’lchashlar soniga yoki mustaqil haqiqgiy xatoliklar soniga

bog’lig. Vazn birligidagi xatolikni tenglashtirish natijasi bo’yicha olinish majburiy

emasligini hisobga olish kerak. U boshga yo’llar bilan ham olinish mumkin.
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O’lchashlarning oldin bajarilgan katta materiallarni qayta ishlash yoki maxsus
qo’yilgan eksperement materiallari bo’yicha. Ishlab chiqarish materiallarini(u katta
bo’lsa) tahlil qilish doimo eng ishonchli natija beradi.

15.2. FUNKSIYALAR VAZNLARINI KORRELAT USULIDA
TENGLASHTIRISHDA HISOBLASH

Korrelat usulida, huddi parametrik usuldagidek har qanday migdorning
aniqligini baholash uchun uni o’Ichash natijalari ko'rinishida F = F(x, ,..., x,),
tagdim qilish kerak. Keyinchalik o’lchash xatoliklari nazariyasi formulasi

qo’llaniladi.
1_1_ [ag)’._l_
P P |\ax) p

Kerakli formulalarni keltirib chigarish ketma-ketligini shuday qilamiz:

1) funksiya chiziglashtiriladi;

2) v tuzatma korrelat orqali ifodalanadi, keyinchalik F miqdor o’lchash
natijalari funksiyasi tarzida beriladi va korrelat, ya’ni

F=y(x,...% k..., ),

3) maxsus tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari teskari matritsasi elementlari
yordamida vy funksiya x),..., x, qiymatli va ® bog’lanmaslik xatoligi
ko’'rinishidagi funksiyaga o’zgartiriladi. Chunki bular o’lchash natijalarini
funksiyasidir.

Shunday qilib, qo’yilgan masala quyidagicha yechiladi.

Masalani yechishga kirishamiz.

0’Ichangan miqdorlarning tenglashtirilgan giymati funksiyasi berilgan bo’lsin,
ya'ni F(x,...,x,) va uning aniqligini baholash talab gilinsin.

Chunki ¥ =x,+v, (i=1,..., n), unda

F(x,....x)=F(x, +v,....x,+Vv,).

Funksiyani Teylor qatoriga yoyib (ajratib), topamiz

oF oF
Fx +v,...x, +v,) =F(x,...,X,) +El-vl +eet E—v,, +R,

bunda R — yoyishning hamma hadlari yig’indisi, chiziglidan boshga.
R qiymatni e’tiborga olmay va belgilash kiritib
%: E(@i=1,...n),

olamiz
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F@xy. X )=F(x,,..x,)+ v, 4+ Fv,,
yoki :
F(x,...,.x))=F(x,..x,)+[Fv]. (15.42)
[Fv] topish uchun korrelat va tuzatmalar tenglamalar sistemasini olamiz (V.45)

vi=qa.k+-+ q,a,,’k,
(i=1,...,n).

Mos ravishda bu tenglamalarni F; (i = 1,..., n) ga ko'paytirib va ularni
keyinchalik yig’ib, topamiz
[Fv] = [qaFTk + - +[ga,Fk.. (15.43)
(15.43) e’tiborga olib, tenglamalar sistemasini yozamiz
lgaya )iy +---+]gaya )k, +0 (HFV]) =¥,
[gaa Jk ++-+[qa.a ]k, +0 ({Fv]) =W, [
[qa,Flk +---+[ga Flk +1(-[Fv])=0
Tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari teskari matritsasining oxirgi qator
elementlarini py,..., pr1 orqali belgilaymiz. Unda (- [Fv]) noma’lum tenglik bilan
aniqlanadi ‘

(15.44)

- _[;:V]=_p,ur,—---—p,W,wMO}_ (15.45)

[Fv]= pW, +--+ p I,
Matritsalarning ma’lum tengligiga asosan
N'N=E .
(15.41) Sistema koeffitsiyenti teskari matritsa gqidirilayotgan elementlar
aniglash uchun topamiz, ya’ni py,..., p+1 elementlar uchun tenglamalar sistemasini
[gaalp, +-- +1gaa,)p, +1g9a,F)p.,, =0

lgaa)p +--+[ga,a,]p, +[qa.Flp,,, =0
0-p+-40-p, +1:p,, =L
Oxirgi tenglamadan ega bo’lamiz
Pra =1,
Shuning uchun yozish mumkin
[9aa]p, +---+[gqa,8 ]p, +[ga F]=0
............................................. Y (15.46)
lgaa)p +-+lqa.a1p, +[ga F]=0

Shunday qilib masalaning quyidagi yechimi bo’lishi mumkin.

(15.46) sistemadan py,..., Pr teskari matritsaning elementlarini topamiz, (15.45)
tenglik yordamida yig’indini [Fv] bog’lanmaslik xatoligi orqali ifodalaymiz, oxiri
(15.42) dan, W, = @ (¥1,--» ¥) (= 1,..., r) hisobga olib, gidirilayotgan o’lchash
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natijalari funksiyasini topamiz. Lekin bunday yo’l juda giyin va amaliyotda
qo’llanib bo’lmaydigan. Amaliyotda qo’llanib bo’ladigan eng oson yechim ham
bor. Bu yechim teskari vaznni qo’shimcha grafada yechish o’z ichiga oladi.

Bu usulni ko’rib chiqgamiz.

1. Qo’shimcha grafada funksiya vaznini hisoblash

(15.45) hisobga olib, (15.42) tenglikni quyidagicha yozamiz
F(#ﬁ' "vlJu) =F(x|" ' "xn)+ plpvl +eeet prurry

yoki
F(#:"')‘x'ln)=F(x1:"'»xn)+p!¢l(x1"":xn)+"'+pr¢r(x‘l!"'1xn)
=¢(“h"‘:xn)
(15.47)
Endi ega bo’lamiz
1 1 ol 1
ST
yoki, belgilab
e )

=[qd"]. (15.48)

op _oF _dg, op,
—=—+ +ort
& o Pax B o
@, =a,p++a,p +F, (15.49)

PL=[q<D2] qidirilayotgan miqdorni topish uchun (15.49) hamma tenglikni g;F;

F
(i=1,..., n) ga ko paytiramiz va keyin ularni yig’amiz.
[9F°) =[qaFlpy + - +{qa,Flp, + [qFF).  (15.50)
(15.50) tenglikdagi py,..., pr ni koeffitsiyentlarni topamiz. Buning uchun yana
(1 5.49) tenglikdan foydalanamiz, '
l[ga®]l=[qaa)p + - +lgaa ] o, +[qaF]
[ga,®]=[gaa,1p +:- +]ga.a,]p, +[qa,F].
Lekin (15.46) tenglikdan, oxirgi tenglikning o’ng tomoni noiga tenghgl
ko’rinib turibdi. Shuning uchun bu tengliklamning chap qismi ham nolga teng, ya’ ni
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; lga®]=[ga, @] =---=[qa.P] =0,
va (15.50) ko rinishga keladi

[¢D*] =[gF®). (15.51)
[gF®] migdorni aniqlash uchun yana (15.49) tenglikka murojaat gilamiz
[¢F®]=[gaF]p, +-+[qa.Flp, +[qFF]. (15.52)

Endi (15.48), (15.51) va (15.52)e’tiborga olib, yozishimiz mumkin
=[ga,Flp, ++++[qa.Flp, +|qFF].

y
Oxirgi tenglamani (15.46) tenglamalar sistemasiga qo’shib, yozamiz
[qa,alp, +-+lqaa,]p, +[ga F]=0

lqaa, 1o, ++[9a,a,)p, +19a,F1 =0} (15.53)

[gaFlp, ++--+[ga Flp, +[gFF}=—
F

r + 1 tenglamali r + 1 noma’lumli (15.53) tenglamalar sistemasi normal
tenglamalar sistemasi hamma xossalariga ega. Shuning uchun bu sistemani
quyidagicha ko’chirib yozamiz:

Nyp ++N,p, +L,=0
N,p +-+N_pr+L =0 5 (15.54)

1
Lp ++Lp 4Ny =5
F

bunda
L =[qaFl; L,=[ga,Fl;..; L =[gaF]; (r+|)(r1-l) =[gFF].

(15.54) tenglamadan py,..., p, noma’lumlamni chiqarib tashlab, oxirida topamiz,
: (15.55)

P = ((’)IJ( n
r+l)(r+1) 2
F

bunda N, ., =[9FF] yoki, ochilgan ko’rinishd&
r-1)
) - r=1]
—-[qFFl—% N;'; Oorm B (1556)
(15.56) Formuladan ko’rinib turibdiki, 0’Ichangan migdoming har qanday vazni
tenglashtirishdan keyin oshadi. Chunki, bu formulaning o’ng tomonining birinchi hadi
tenglashtirishgacha teskari vazndir, qolgan hadlari son tepasidagi grafada joylashgan
eliminatsion qator elementlarining ko’paytmasidir(manfiy). Bu eng kichik kvadratlar
prinsipining afzaligining yana bir dalili ekanligini bildiradi, Formula orqali quyidagi
ko’rinishdagi qoidani keltirish mumkin.
Koeffitsiyentlar jadvalida F(x,...,x)) funksiyaning teskari vaznini topish uchun

hirib
go’shimcha F grafaga xususiy hosnlam gatorga mos i mdek{lsfhglfad% Sl taC]I
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yoziladi
oF .
P; = gi(l = L...,ﬂ)

Normal tenglamalar koeffitsiyentlarni hisoblash bilan yo’'lma-yo’l [gaiF],
[ga2F]...., [qa.F] va [gFF] qiymatlar ham hisoblanadi.

Normal tenglamalarni yechish sxemasida ham qo’shimcha F grafa gilinadi. Bunga
[ga\F],..., [ga.F] qiymatlar Nj,..., N, qatorga va pastga [¢FF] qiymatlar ko’chiriladi.
Bu grafada ham W grafadagiga o’xshash yechish jarayonida o’zgartishlar bajariladi.

Hamma o’zgartirishlarni tugatgandan keyin teskari vazn, E qatoming F grafa
bilan kesishgan joydagi sonlar ustidagi, [¢FF] qiymatlaming algebraik yig’indisi va
sonlar ko’paytmasi kabi olinadi

Qo’shimcha grafa sonlari funksiyaning baholanadigan soniga teng bo’lishi
kerakligi aniq.

Yuqoridagi ta’riflangan qoidani yana quyidagi tarzda algebraik o’xshashlik
bo’yicha olish mumkin. ‘

(15.49) tenglikni tuzatmalar parametrik tenglamalari bilan taqqoslaymiz

Vo =a, 0 ++ar +L (i=L...,n),
(15.46) normal tenglamani -t noma’lumlar uchun normal tenglama bilan
[pag ]z +---+[paaJr, +[pal]=0,
[paalz, +- +paalz, +[pa,d] =0,
1

F:[qtb‘] qiymat huddi shunday [pv*] giymat kabi algebraik ma’noga ega. [pv’]
F

giymat ganday qoida bo’yicha olingan bo’lsa PL =[g®"] qiymat ham huddi shunday
F

koeffitsiyent jadvalining / grafasi va normal tenglamalami yechish sxemasining L
grafasi yordamida olinadi. Buning uchun shartli tenglamalar jadvaliga F grafa va
korrelat normal tenglamalarin yechish sxemasiga qo’shimcha F grafa kiritiladi: Bunda
I; xususiy hosila F; rolini, p; esa teskari vazn o’mnini oladi: g, = %
2. O’Ichangan miqdorning tenglashtirilgan qiymatining vazni
Quyidagi tenglamani yozib ' )
x; =F(x,--, %)),

yechimni topamiz. ‘
Madomiki bu holatda Fy =F,=--=F;_; =0;
Fi=1 Fin=F.,=F,=0,

yechimni quyidagicha qoida ko’rinishda ifodalash mumkin: tenglashtirilgan va x/ migdor
teskari vaznini topish uchun koeffitsiyentlar jadvaliga qo’shimcha grafa kiritilib bunga i —
chi gatorga +1 ko’chirib yoziladi. Keyinchalik funksiyaning teskari vaznini hisoblash
kabi bajariladi.
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16. TENGLASHTIRISHNING BOSHQA KO'RINISHDAGI
USULLARI

SHARTLI TENGLAMALARNI YECHISHNING
GURUHLI USULLARI

Quyidagi nom bilan atalgan korrelat usuli tenglashtirishining to’rtta
ko’rinishini ko’rib o’tamiz: 1) Gaussning ikki guruhli usuli, 2) Gaussning
yaginlashtirish usuli, 3) Kryuger usuli, 4) Bol’ts usuli.

Bu to’rt usullardan geodezik ishlar amaliyotida faqgat ikkinchi va uchinchi
usul go’llaniladi. Birinchi fagat uchinchi va to’rtinchi usullarni asoslash uchun
kerak. To’rtinchi usul esa, qandaydir tadqiqot va eksperimentlarda ahamiyatga
ega. Ishlab chiqarishda hozirgi vaqtda bu usul qo’llanilmaydi.

Aytilganlarni hisobga olib, tenglashtirishning faqat ikkinchi va uchinchi
usullariga misol keltiramiz. Birinchi va to’rtinchi usullarga qolganda faqatgina
ularning nazariyasini keltirish bilan chegaralanamiz.

16.1. Gaussning ikki guruhli usuli.

Bu usul quyidagilardan iborat. Shartli tenglamalar [pv’] — min sharti bilan
ikki guruhga ajratiladi. Boshlab birinchi guruh tenglamalari yechiladi, birinchi
tuzatmalar topiladi va ularni o’lchangan migdorga kiritiladi. Tuzatmaning oxirgi
qiymati ularning yig’indisi olinadi

v, =V, +v, (16.1)
bunda v; —ikkinchi tuzatma, buni topish uchun hamma berilgan shartli
tenglamalar sistemasi birgalikda [pv;’]=min sharti bilan yechilladi, Bunda II
guruh tenglamalarning ozod hadlari v, birinchi tuzatma bilan to’g’rilangan natija
bilan hisoblanadi. To’g’rilangan o’Ichash natijalari birinchi guruh ozod hadlari
baribir nolga teng bo’ladi.

Bunday qatorning to’g’riligini to’rtta shartli tenglama misolida

ko’rsatamiz. Bunda tenglamalar ikkitadan ikki guruhga bo’lingan.

[av]+#, =0}

[a,v]+W, =0
[a,v]+ W, = 0} (162)
["AV]+W4 =0

(16.3)

v, tuzatmani korrelat orqali ifodalaymiz. Ya’ni, (16~2) va (16) hamma
tenglamalarni birgalikda yechib, tuzatmalar korrelat tenglamalarini yozamiz
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= anky + aipky +apks +aiky (i=1..;n). (16.4)
Pi
Endi I guruh tenglamani alohida [p¥*}= min shart bilan yechamiz va bu
yechimdan v,-2 birinchi tuzatmalarni topamiz. Alohida yechiladigan guruh

tenglamalari korrelatlarini k&’ va kY orqali belgilab yozamiz.
; a,-,k? +a,1k2
Y
Pi
k; va k; korrelatlarni k,“,k;’ taxminiy qiymatlar orqali ifodalab va ularga

(16.5)

tuzatmani

ky =k +,,

ky= kg + &k,
va bu ifodalarni (VII1.4) formulaga qo’yib topamiz.

ank? +ai2k3 e a; Ok, +a;5k; +apky +aky
i Di . P ’
yoki (16.5) ifodani hisobga olganda
a, &k, + a0k, +asks +ak, (=1,...0)
Pi

v, ikkinchi tuzatmani topish uchun &, ,&, k;va ks noma’lumli korrelatli

(16.6)

normal tenglamalarni yechish kerak. Bu normal tenglamalar koeffitsiyentlar
matritsasi I va II guruh tenglamalarniki qanday bo’lsa shunday bo’ladi. Lekin ozod
hadlari farq qiladi: I guruh tenglamalarda ular nolga teng bo'ladi, I guruh
tenglamalarida esa qandaydir bizga hali noma’lum WJ' va W4' qiymatlar. Shunday
qilib
7 [qalal}il [qala‘b{ +[qa azy‘:i"'[qal 4]"4
+\lga +|qa,a, |k, + 1V,
qa([zzklk':' [q‘[lqaz ]a‘]l;z+ [qa*)a:]l‘l * [q"za4 P‘q
Gy a,a, +{ga,a,
g‘;l":]&k: +[gl‘7:a:}]$‘2 +l_qa)3a3]k, +[‘1“3“4]+ [ (&7
+{{ga,a, ) +[qa +
[qa.qz R, ]il[qagmﬂ ]k+ [qaaﬁ K, +lga,a, +
+([Qa|"4]'l1 [‘1"1":]"1 +W4)—0
(16.5) ga asosan (16.7) birinchi ikki tenglamaning ozod hadlari (aylana qavs
ichidagi) nolga teng ekanligi ko’rinib turibdi. Endi (16.7) oxirgi ikki tenglamaning
o0zod hadlarini qarab chigamiz. Bu ozod hadlarni birinchi tenglashtirishdan keyin
to’g’rilangan o’ Ichash natijalaridan foydalanib olish kabi topish mumkin. Uchinchi
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tenglamaning bog’lanmaslik xatoligini W; orqali belgilab va uni yuqorida
ko'rsatilgan yo’l bilan yechamiz
Wy =3l + V), +v,)  (16.8)
Bu funksiyani qatorga yoyib va yoyishning chiziqli hadlari bilan
chegaralanib, topamiz ‘
w, =.;03(J¢:l VX +v;,)= goj(xl,...,x,, +v;,)+
+Zx&vl+ A+ o6

1 "
ya’ni W, =W, +|ay |- (16.9)
(16.5) tenglamadan [a3v'] qiymatni olamiz

v =W, +a13V: +a23v2 +.. +a,,3v,,

‘-’.I' - qiailklo + ‘Iia.'zkg (’l = 1,---,")-

L’JV' ] = [‘101‘13 ]"10 + '[‘I“zas }"g i

Endi (16.9) ko’rinishga keladi
#, =[gaya; K +[gasas 3+
ya’ni (16.7) sistema uchinchi tenglamasining 0zod hadi (16.8) formula bo'yicha
topiladi. Biz shuni isbotlashimiz kerak edi. Xuddi shunday qilib to’rtinchisini ham
topamiz
w, =¢4(x, V] ey Xy +v;) (16.10)
Shunday qilib Gaussning ikki guruh usulida v; tuzatmani quyidagi yig’indi
kabi topish mumkin
v, =v, +v),
bunda v; birinchi tuzatma (16.2) shartli tenglamalar sistemasini yechishdan
olinadigan, v, — (16.6) formula bo'yicha, bunda ék,, &:2 , k, va ks normal
tenglamalar sistemasidan topiladi
[‘1"1”1]‘9‘1 +[‘1"|“2 I, +[qala:,]k3 +[‘l"|“4]"4 =0
[ga,a, |, +lgaga, Pk, +lgaya, s +[ga,a, )k, |=0
[‘1“1“3]‘*1 "‘[‘1‘1203}57‘2 +lgasa, ;s +[gasa ]+ W5 =0 [
[‘1‘3104]5‘1 +[‘l“z“4]&z +lgasa Y, +lgasasfes + W, =0
Ozod hadlari W, va W, esa shartli tenglamalardan, birinchi tuzatma bilan
to’g’rilangan o’ Ichash natijalaridan foydalanib (16.8) va (16.10) formula bo’yicha

topiladi.
Shunday qilib, ikki guruh usulning to’g 'riligi isbotlandi. By, usul odatdai;
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usullarga qaraganda shunday hollarda foydasi borki, I guruh shartli tenglamalari
mustaqil tenglamalarga bo’linsa. Unda ular oson yechiladi. Unda korrelat normal
tenglamalarini yechish sxemasining W grafasi hisoblari yengillashadi.
Mavzuning boshida aytilganidek, Gaussning ikki guruhli usuli pastda
ko’rsatiladigan yaqinlashtirish usuli bilan Kryuger usulini asoslash uchun kerak.

16.2. Gaussning yaqinlashtirish usuli

Yuqoridagi qaralgan usuldan kelib chiqib, shartli tenglamalarni yechish
uchun Gauss yaqinlashtirish usulini taklif qildi. Ikkinchi guruh usulida oldin
alohida (VII 1.2) guruh tenglamalari yechiladi va birinchi v, tuzatma topiladi.

Keyin shartli tenglamalarni birgalikda yechishdan v, ikkinchi tuzatma topiladi:

I —gurh
[a,v’] =0
I - guruh fe]=0 , (16.11)
[a,v'] + W, =0
[ayv]+#; =0

bunda W, va W, (16.8) va (16.11) formula bilan yechilgan.

(16.11) Shartli tenglamalar sistemasini boshlang’ich deb qarab, unga
Gausning ikki guruhli usulini go’llaymiz. Chunki (16.11) tenglamalarning I
guruhidagi ozod hadlari nollar, bu tenglamalarni alohida yechish hech ganday
o'lchamlarga tuzatma keltirmaydi. Shuning uchun oldin alohida IO guruh
(16.11)tenglamalari yechiladi, yani tenglamalar ' ‘

[a,v']+W,' =0
[a,v']+W; = 0}’ g

Natijada uchinchi tuzatmani olamiz. Bu tuzatmalarni kiritgandan keyin W,
va W,, bog’lanmaslik xatoliklari paydo bo’ladi. Lekin ¥, va W, bog’ lanmaslik
xatoliklari yo’qoladi.

Bu hisoblash jarayonini davom ettirib, shartli tenglamalar guruhlarini
navbatma — navbat yechib, sekin — sekin bog’lanmaslik xatoligini kamaytiramiz.
Hamma bog’lanmaslik xatolarini yo’qotgandan keyin berilgan shartli tenglamalar
sistemasini yechish tugatiladi. Chunki yaqinlashtirish jarayonda har bir
yechilayotgan tenglamalar sistemasi oldingilarga teng va topilayotgan
tuzatmaning qiymati aniqlanadi va yaqinlashtirishda olingan taxminiy v,v;,v;
tuzatmalar har bir o’'lchangan x, miqdorga v, yig'indisini beradi. Ya’ni
v, =v, +v, +..+v?), bunda s — yaqinlashtirish soni, bunda hamma bog’lanmaslik
xatoliklari yo’qotiladi. 16.1 bandida berilgan yaqinlashtirish jarayonining mosligi
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isbotlangan.

Har bir ikki guruh tenglamadan o’z navbatida yechish uchun yana ikkita
guruhga bo’lish mumkin va umuman shartli tenglamalarni xohlagan guruh soniga
bo’lish mumkin. Eng foydali bo’lish bu tenglamalarning mustaqil ajralishidir.

16.3. Kryuger usuli

Kryuger usuli ham Gaussning yaqinlashtirish usuli kabi ikki guruhli Gauss
usulining o’ zgartirilganidir. Kryuger usulining mazmuni quyidagidan iborat.

Tuzatmalar shartli tenglamalari ikki guruhga bo’linadi, tenglashtirish I guruh
tenglamalarini hisobga olib bajariladi va o’lchash natijalari birinchi tuzatmalar
bilan tuzatiladi. Keyinchalik to’g’rilangan o’lchash natijalanidan foydalanib I
guruh bog’lanmaslik xatoliklari topiladi. -

Yo’lma-yo’l normal tenglamalarning I guruhini yechib, qo’shimcha graf
yordamida o’tuvchi ko’paytmalar deb ataladigan topiladi Shu bilan
tenglashtirishning birinchi bosqichi tugatiladi. Bunda Gaussning ikki guruhli
usulining birinchi bosqichidan faqatgina o’tish ko’paytmalarini topish bilan farq
qiladi.

Tenglashtirishning ikkinchi bosgichida o’tish ko’paytmalari yordamida II
guruh tuzatmalar shartli tenglamalarining yangi koeffitsiyenti hisoblanadi. Bunda
II guruh tenglamalarini yechish bilan chegaralanadi va ikkinchi tuzatmalarning
oxirgi giymati olinadi.

 Shunday qilib, Kryuger usulida umumiy normal tenglamalar sistemasi
o’miga tenglamalari oz sonli ikkita sistemani yechishga to’g’ri keladi va
Gaussning yaqinlashtirish usulidan farqi faqat bir martagina.

Kryuger usulining nazariyasini ko’rib o’tamiz. Ikki guruhga bo’lingan

beshta tuzatmalar shartli tenglamasiga egamiz deylik.

I guruh
’ [a,8]+ W, =0,
fa,8] + w, =0,
[a39] + w5 =0,

Oguruh

e8]+ Wa=0,
[, 9] + W5 =0,

Tenglashtirishning birinchi bosgichidan keyin va o’lchash natijalarini
to’g’rilangandan keyin quyidagi tuzatmalar shartli tenglamalari sistemasini yozish

mumkin.
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I guruh I_al.9"]+W| =0,
lox 8" |+ w2 =0,
|z, 8" |+ w5 =0.
Oguruh la,.9"'|+W4‘ =0, .
sznl_}_ WS' =0, : < g
bunda W; va WS' to’g’rilangan o’Ichash natijalari orqali hisoblanadi.”
Endi II guruh tuzatmalar shartli tenglamasining koeffitsiyentlari, ya’'ni
a;, &y, yangi koefffitsientlar Ay, A (i=1,. .., n) bilan almashtiramiz. Ular
shunday tanlanganki, normal tenglamalarning umumiy sistemasi ikkita mustaqil

sistemaga bo’linsin. A koeffitsiyentlar @ va « koeffitsiyentlarning chizigli
funksiyasidir,

Deylik o’zgartirish qilingan va quyidagi shartli tenglamalar sistemasi
olingan: i i
I guruh
[a,v“]= 0
[a,v" =0
[aa""] =0
II — guruh(o' zgartivilg an)
[4v]+7, =0
[4,v]+m; =0
(16.13) shartli tenglamalar asosida normal tenglamalar sistemasini yozish
mumkin :

(16.13)

[‘I“lal }7‘1 “‘[‘l“laz]ﬂ": +[‘1"1"3P‘3 +[‘I"|Aa]"; +[4"|A:]"; =0
[ga0. )%, +[gasa, 1%, +[gazas s +HaaA i +lga 4 s =0
[0}, +[ga.a; 1%, +[gasa:f, +[gad, J; +[gayds s =0 (16.14)
[qa, 4 ]"kl + [‘1“2-41 b‘z +lgayd ey + a4 Jeg +[a4 4, Jes +17, =0
[g0n4, 1% +[aas4, bk, +[gasd, s +[ga 4, e +ads s +175 =0
(16.14) sistema ikkita mustaqil sistemaga ajralish uchun quyidagi shartni
qo’yamiz: “
' lga4]=0
lgar4}=0¢, (16.15)
[qa3‘41 ]= 0
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[‘Ial A, ]= 0
[ga,4,]=0 (16.16)
[‘IﬂaAz ] =0

Masalani yechish uchun oltita 0’tish ko'paytmasini aniqlash talab qilinishi
ko'rinib turibdi, umumiy holda r; r; ko’paytmalari, bunda r— I guruhdagi
tenglamalar soni, r; — I guruhdagi tenglamalar soni,

Oltita o'tish ko’paytmalaridan uchtasi A4; koeffitsiyentlarni hisoblash
uchun, va uchtasi 4, (i = 1, .. ., p) koeffitsiyentlarni hisoblash uchun. 4,
koeffitsiyentlar uchun tenglamani yozamiz . ‘

Ap=aypy +a,py +agpy +ay  (=1..n),  (16.17)
bunda p— o’tish ko’paytmalari.

(16.17) Tenglamadan har birini mos ¢; an ga ko’ paytmb va ularni yig’ib,
topamiz

lqa14)] = [qaiai] py+ [qaia2] pat [gaias] oy, +[garey ]
Xuddi shunday a; va a;; koeffitsiyentlardan foydalanib, topamiz

[gaz41] = [qaa2] pyy+ [gaza3) P+ [gaza3] p3 +[gaye ],

[gas4i] = [qaras] pyy+ [qazas] part [qasas] p3) +lgaze ]

(16.15) e’tiborga olib, p;;, o, i py o’tish ko’ paytiruvchilarini topish

uchun normal sistema tuzamiz. 4,; o’ zgartirilgan koeffitsienlarni hisoblash uchun
[gaa ] +lgaa, ) oy +ligaias] oy +[9"|al]= 0
[‘I“l"z]Pll +[qa2a7_lp2| +[qaz"3]P]1 "‘[‘I"zal] =0 (16.18)
[9a,a5] 91, +[9a:03] 05, +gama3]py + [‘I"aa|]= 0
A, koeffitsiyentlar uchun tenglikni yozamiz
A =aypy + a0y +anpy +an  ((=1,..,0), (16.19)
va undan normal tenglamalar sistemasini
[qaa]p, +gaa,)p5 +qaia3)p5 +[qa!a2]= 0 ’
lga,a; 101, + (920, )0s; +[gasa5)ps, +lgaya,] =01 (16.20) ; -
[gma;1p; +ama) oy, +l9mya3104 +[gaya;]=0 7

(16.18) va (16.20) mustaqil sistemalarni yechishdan mos o’tish
ko’ paytuvchilarini topib va (16. 17), (16. 19) tengsizliklar yordamida o’zgarish
koeffitsiyentlari 4 ni hisoblab, (16. 15) va (V1. 16) shartlarni hisobga olib quyidagi

ikkita mustaqil normal tenglamalar sistemasini yozish mumkin,
[qa,a, )%, +[qaja, 1%, +[ga,a;)d; =0
[qalazldq +[qa,a,]ﬂ€2 +[gaa Jk; =0 (16.21)
[qa,a;18, +[qa,a;1%; +[ga:a;)8%; =0
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WAM+W@H+M=?
ladiA; Jeg +[ady 4, Jes + W =0
Chunki bir xil (16.21) tenglamalar sistemasi ko’rinarli yechimga ega

o =k, =y =0,
Tenglashtirishning ikkinchi bosqichida fagat (16.22) tenglamalar sistemasini
yechishga to’g’ri keladi. Bu usulning gat’iyligini isbotlaydi.

(16.18) va (16.20) tenglamalar sistemasini ko’rib chiqib, I guruh korrelat
normal tenglamalar sistemasidan fagat ozod hadi bilan farq qilishini ko'rish giyin
emas. Shuning uchun gy, P9, p31 1 P12, P22 va P33 132 0'tish ko’ paytuvchilarini
ikkita qo’shimcha graf va ikkita “tepalik” (umumiy holda — r; qo’shimcha graf va
«tepalik» yordamida) yordamida yo’'lma-yo’l I guruh korrelat normal tenglamalar
yechish yo’li bilan hisoblash mumkin. Bundan I guruh tenglamalari yetarli oson
yechilganda Kryuger usulining qo’llash foydali ekanligi ko’rinib turibdi. Guruh
shartli tenglamalar bir-biri bilan mustaqil bo’lsa bu usulni go’llash juda foydali

Kryuger usuli bilan tenglashtirish tartibi quyidagida iborat:

1) I guruh shartli tenglamalar yechiladi, v’ birinchi tuzatmalar olinadi va
o’lchash natijalari to’g’rilanadi, I guruh normal tenglamalarini yo’lma-yo’l
yechishda qo’shimcha graf yordamida o’tish ko’ paytuvchilari topiladi;

2) to’g'rilangan o’lchash natijalari bilan II guruhning A’ bog’lanmaslik
xatoligi hisoblanadi, (16.17) va (16.19) tenglamalar yordamida Il guruh shartli
tenglamalarining o’zgartirilgan koeffitsiyentlari hisoblanadi va (16.22) normal
tenglamaning koeffitsiyentlari hisoblanadi.

3) (16.22) tenglamalar sistemasini yechishdan korrelatlar topiladi va
keyinchalik v* ikkinchi tuzatmalar.

4) oxirgi tuzatma v yig'indi kabi olinadi.

v=v 4+

Tenglashtirilgan miqdor funksiyasi vazni Kryuger usulida quyidagi formula

bo’yicha hisoblanishini eslatib o’tamiz*.

A= {lorr)- {1 o -

FPe [‘101 ] [‘1 aa) l]

{mﬂ[ . learF 1l %PJ{I)
F) lg4F1]-..t = | =
[qALAl] lg4,4; - ] Pg Pp
Bunda, birinchi figurali qavs ichidagi ifodalar [ guruh tenglamalarini yechish

jarayonida qo’shimcha F grafa yordamida olinadi, ikkinchi figurali qavs ichidagi
ifodalar IT guruh tenglamalarim yechishda olinadi.

. (16.23)
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Guruhlardan har qandayini yechishda ikki guruhli Kryuger usulini qo’llash
mumkin. Umuman aytganda, Kryuger usuli ikki guruhli hisoblanmasdan ko’p
guruhli hisoblanadi.

16.4. Bol’ts usuli

Bu usulni Kryuger usulining qandaydir revojlantirilgani deb qarash mumkin.
Normal tenglamalar koeffitsiyenti matritsasini teskariga aylantirish yordamida
yangi bajarilgan o’Ichashlarni birgalikda qayta ishlash uchun oldingi
tenglashtirishga ulashga imkon beradi. Xususiy holda yangi geodezik to’rlarni
oldingi tenglashtirganlarga ulash mumkin. Bol'ts usulining mazmunini oddiy
misolda tushuntiramiz.

0’Ichangan miqdorlar shartli tenglamalar bilan bog’langan deylik

[alv]+ W, =0
[a,v]+ 7, =0 (16.24)
[ayv]+ w7y =0

O’lchangan miqdorlar soni, birgalikda tenglashtiriladigan bor bo’lgan
miqdorlar bilan, oshadi. Natijada eski va yangi o’lchashlarning bir-biri bilan
bog’lig bo’lgan yangi shartli tenglama hosil bo’ladi. Bunday hol bir necha marta
bo’lishi mumkin, ‘

Keyingi gayta tenglashtirishning kerakligini hisobga olib quyidagicha
kirishish mumkin.

Birinchi tenglashtirishda faqat I guruh shartlarini hisobga oluvchi, ya’ni
(16.24), shu guruhning korrelat normal tenglamalarining teskari matritsasi
hisoblanadi.

Keyin I guruhning korrelati ma’lum formula bo’yicha hisoblanadi

ki =0y W) - Q1,2 — 0135
ky =0 W) ~ QW — 03 (16.25)
k3 =-04,W, —05W, - OnW;

bunda Q — teskari matritsa elementlari.

Agar endi yangi shartli tenglamalar paydo bo’lsa

[a4v] +W, = 0}

[asv] +W;=0
oldingi olingan teskari matritsa elementlaridan foydalanib yangj shacti; tenglamalar
koeffitsiyentlarining Kryugerning o’zgartirilgan o’tish ko’ paytuvchilarini quyidagi
formula bo’yicha hisoblash mumkin.

(16.26)
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Pis =‘Qu[“:"4]‘le[“za-:]"gnlaza-t]
P = _Qzl[“1“4] Oz ["2“4]‘ QB ["3“4}
= '0["1"4} On ["za-u]‘QJJ[aaaal (VI 1.27)
Pis —‘inalas OIZ‘ 295 Qn&a.\"s]]
P =—Uylaas a,a5 |- 0nlaa;
P = _Qﬂl{alas] Qaz[“zas] On [":"5]
va o'zgartirilgan koeffitsiyentlari )
Ay =Py + APy + APy +ay  (=1,..0),
As=a,ps +a,p55 +appys +a; (i=
O’ zgartirilgan shartli tenglamalar sistemasini yechib
o]+ 7, =0
[a5V1+ W; = 0 ’
0’z navbatida, u orqali korrelatini hisoblash mumkin bo’lgan, mos teskari matritsa
elementlarini olamiz

ky = —Q44W4 —Q45W5:} (16.29)
ks =—Q0s Wy — OssWs
Keyingilarida paydo bo’ladigan, shartli tenglamalarni o’zgartirish uchun o’tish
ko’ paytuvchilarini olamiz
Yangi shartli tenglamalar paydo bo’lganda, misol.

[agv]+ W, =o}’

(16.28)

sl e (16.30)

I guruhning 11 guruh bilan bog’langan oltita o’tish ko’ paytuvchilari olinadi.
P15 = ["1“6]— O [‘1206 ]— i3 [4306]
....................................................... s (16.31)
P17 =-0y [ala'l ]— Os, ["2"7 ]— 033 ["3"7 ]
Keyin boshlab IIl guruh shartli tenglamaning o’zgartirilgan koeffitsiyentlar va
ozod hadlar formula bo’yicha topiladi.
Aig =016 + A Pag + A3 P36 + is, (i=1..,n),
We = 05kt + Vvt +v,)
An =801 + 800 +appy +ag - (t=1...n),
W, = q)-,(xl + v;,...,x;, +v,,)
Keyinchalik o’tish ko’ paytuvchilari hisoblanadi
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Pas =—Quldids]- 0usl4: 4 i
pss =—0salAaAs)- Ossl4s4s]| 7 (16.32)
Pa1 =—ua [A4A7 ]— Oss [AsA'/]
Psy =—0sq [A4A7 ]" Oss [AsAv]
va, oxirida, ikkinchi o’zgartirilgan koeffitsiyentlar va ozod hadlar formula bo’yicha
topiladi
Alm =A,'4p46 +A;'SPSG +AI'6’ (i=1,...,"),
Wc; =Wypys + Wspss + W,
A, =8upy +asps + Ay (=1...n)
Wy =Wypy +Wsps; + Wy,
Keyinchalik navbatdagi normal tenglamalar sistemasini yechib, uning teskari
matritsasi va keyin korrelati topiladi.

ks =_QﬁGW6: _QGTW']:} (16.33)
ky = QW — 05
va keyingi o’ zgartirishlar bajariladi.

Q’Ilchangan miqdorlarga tuzatmalar qiymati quyidagi formula bo’yicha
hisoblanadi.

v; =agky +apk, +agky + Ay + ks + Aigks + Ak +..(i=1,...,n)

Oxirgi formulaga (VIL25), (16.29) va (16.33) ifodalardan korrelat
giymatlarini qo'yib, shartli tenglamalarning ozod hadlari bo’yicha chizigli
yoyilgan ko’rinishdagi tuzatma uchun formulani olamiz.

Yangi paydo bo’ladigan shartli tenglamalami e’tiborga olish uchun (yangi
o’Ichashlar bilan alogador), oldin hisoblangan normal tenglamalarning teskari
matritsasi elementlaridan foydalanib ular o’zgartiriladi. Keyinchalik yangi normal
tenglamalar sistemasini yechish jarayonida teskari matritsa elementlari topiladi.
Bundan keyin ozod hadlar bo’yicha v tuzatmalar yoyishining qo’shimcha hadlari
hisoblanadi.

Bol'ts usuli geodezik amaliyotning gandaydir xususiy va kamdan-kam
hollarida foydalaniladi.
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17. TENGLASHTIRISHNING KOMBINATSIYALANGAN
(BIRGALIKDAGI) USULLARI

17.1 Ortigcha noma’lumli parametrik usul

Ko’pgina hollarda o'lchangan miqdorlarni va faqat kerakli
noma’lumlar orqali ifodalash mumkin, balki noma’lumlar orqali yoki
keraklidan ortigcha orqgali ifodalash mumkin, ya’ni ortigcha noma’lumlar
orqali, Ortigcha noma’lumlar kerakli noma’lumlar bilan matematik
bog’liglikka ega. Bunday hollarda tenglashtirish uchun. ortigcha noma’lumli
parametrik usulni qo’llash mumkin. Bu usulni odatdagi parametrik usulning bir
ko’rinishi deb qarash mumkin.

Bu usulning nazariyasini ko’rib o’tamiz. Noma’lumlar sifatida miqdor
tanlangan deylik. Ular bir-biri bilan uchta bir-biridan mustaqil tenglama bilan
bog’lig.

@ty =0 "
@5ty -ty )=0¢ . _ (17.34)
e (1) =0

Bunda ‘" o’lchangan miqdorlarning x;,...,x;, tenglashtirilgan qiymati
noma’ lumlar funksiyasi ko’rinishida ifodalanadi :

%= Flteity)  Geloan)®® (17.35)

Noma’lumlarning t? ,...,l,? taxminiy giymatini tanlab tuzatmalar parametrik

tenglamalar sistemasini topamiz

V; =auTy + ATy +.. T+ (i =1l (17.36)
Bunda T noma’ lumlar tenglamalar bilan bog’langan.
[4z]+w, =0
[Br]+wy =0}, (17.37)
fer]+we =0

Bu yerda kerakli migdorlar soni k¥ — 3 ga tengligi tushunarli.
(VIIL.36) va (VIIL.37) Tengliklarda quyidagi belgilashlar ko’zda tutilgan:

t=fy+71; a,-l=[— ap=|="11,.,

_| 9.
a&—(atk)u,

;= fj(t:) ,...,t,?) —x;; x; —miqdorlamning o’ lchangan qiymatlari;
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), m) )

Wa=@allati) Wp=gpnti),  We=gc(tli),
Lagranj funksiyasi ko’rinishni oladi
D(zy,.... 7, )= lp(r:tlr1 +a,Ty 4.+, +) ]+
+2k,(A7]+W,)+ 2k (B7)+ W)+ 2k (Co)+ W),
bunda k- noaniq ko’ paytuvchilar.
F funksiyaning xususiy hosilasini olamiz

g‘p =2[payv]+ 2k A, + 2kgB, + 2kcC,

7

Bt el

a_ = 2[pa,.v]+ ZkAAk + ZkBBk + 7kcck
Tk

Chunki Lagranj funksiyasining xususiy hosilalari nolga teng bo’lishi kerak
2 ga bo’lgandan keyin topamiz
[palV]= AlkA -+ BlkB +Clkc =0

'\=A,k; + Bikp +Cikp =0
[Paz‘] 2K 4 1%B 1*c (17.38)

[payv]= Ak, + Bikg + Cike =0
(17.38) tenglikka v ning o'rniga (17.36) tuzatmalar tenglamasining o’ng
tomonini qo’yib va olingan tenglikka (17.37) shartli tenglamalarni ulab (%+3)
noma’lumli (k+3) tenglamalar sistemasini olamiz (umumiy holda %4+s noma’lumli
k+s tenglama, s — noma’lumlar tanlashning shartlar soni):

[pa,al a\ay [Ty +Alk4 +B] B +ClkC 0'11] 0 )
ﬂlaz qazak +A2kA +szB +C2k(‘ + 021] 0

[paya, Jry +...+ [paya, i + Ak g + Bk +Cka +[pat]=0l

A+ + ATy +W, =0
B]Tl +...+Bf7‘. . +WB =0
C]TI+...+C‘.1} +WC =0 )

Tenglamalar sistemasida koeffitsiyentlar kvadratli diagonalga nisbatan
simmetrikligi saqlanadi va uning davomi. Shuning uchun bu sistema odatda
normal tenglamalarni yechadigan har ganday usul bilan yechish mumkin. Faqat
yaqinlashtirish usulidan tashqari, bu holda bu usul foydasiz. Jumladan pastda
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ko’riladigan Bessel’ ‘usul qo’llanilishi mumkin. Normal tenglamalarni yechish
uchun birinchi u taklif qilgan ko'rilayotgan ortigcha noma’lumli parametrik usul
uchun.

(17.39) sistemani yechishdan 7,...,7;, noma’lumlarni olib, ¢=¢°+<7
qiymati hisoblanadi va (17.36) tuzatmalar tenglamasidan v tuzatmalar topiladi.

[pv’] qiymati bu usulda odatdagi qoidaga asosan topiladi: normal
tenglamalarni yechishda ozod hadlar grafasidagi eliminatsion qatorlarning o’zidan
yuqorida joylashgan sonlarga ko’paytmasining yig’indisi. Buni ko’rsatamiz.

(17.36) tenglikni p,v; ga ko’paytirib va natijalarni yig’ib topamiz

lP ZJ‘ lpak + [pavles +...+ [payvle, + [p].

(VII 1.38) tenglikni hisobga olib topamiz,
|.P l —(Aiky + Bikg +Cike )ry = (Aak g + Bokg + Cokc Jry =

— (Agky + Bekg + Cic Yo + [p]
Tuzatmalar tenglamasining o'ng tomaniga v o’miga [p/v] ni qo’yib va
hadlarni guruhlashtirib topamiz
lP"z]= [}k, - [Bzleg —[Crlec +[pailk, + [payilk, +
.+ payile, +[pl]
(17.37) e’tiborga olib, topamiz
leail, +payile, +..[payile, + 7,4k, +Ws’~3 +Weke +
+ [pll] = [pv:]

(17.40) tenglik tekshirish formulasi bo’lib amaliy ahamiyatga ega.

Bu tenglikni oxirgi tenglama sifatida (17.39) tenglamalar sistemasiga
qo’shamiz. Yangi sistemaning oxirgi tenglamalar koeffitsiyentlari (17.39)
sistemadagi ozod hadlarga teng. Bunda normal tenglamalar sistemasining
simmetrikligi saqlanadi. Shuning uchun hamma t va & noma’lumlarni
yo’qotgandan keyin topamiz

lpv?}= o),

Shuni isbotlash talab qilingan edi. (umumiy holda
|2 = [puf+).).

Ko'rilayotgan usulda funksiyaning teskari vazni qo’shimcha grafada
parametrik usuldagidek xuddi shunday yo’l bilan topilishi mumkin, Bu yo'lni
eslatamiz: normal tenglamalarini yechish sxemaning qo’shimcha F grafasiga
minus ishorasi bilan F; xususiy hosila ko’chirib yoziladi. Keyinchalik shu grafada
ozod hadlar grafasidagi o’zgartirishlar bajariladi va oxirida funksiyaning teskari

(17.40)
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vazni minus ishora bilan (N, qatorning F,) eliminatsion qatorning F grafasi
yugorisidagi songa ko’ paytmasining yig’ indisi kabi olinadi. Buni ko’ rsatamiz.
Teskari matritsaning elementlaridan foydalanib hamma 7 noma’lumlarni
quyidagi ozod hadlarning chiziqli funksiyasi ko’rinishida ifodalaymiz.
7, ={pajl0, - [paril0,; ...~ [parl 10y -
_WAQ}'U-H) = WBerh-:) - "’Canﬂ)'
Yig’ indilarni tuzatmalar tenglamalarining ozod hadlari bo’yicha guruhlab, topamiz

(17.41)

T = “{al"]_ WAQy[L'H) = WBQ;{kﬂ) i Wch(tu)- (l 7. 42)
bunda
a,; = pi(a10n +a0,2 +...+ a3 0 ). (17.43)
Berilgan usulda ham va odatdagi parametrik usulda ham tenglik to’g’ri ekanligini
ko’rsatamiz
a,a;
binobarin, '
["":'] =0,. (17.45)

o
(17.43) tenglikni —% ga ko’paytirib va yig’gandan keyin, topamiz
p.

i
[a,a g
P

Yig’indini [a,ajj...,[akajj topamiz. Buning uchun quyidagi tenglikni

] = [c:r,ajb‘rl +... +[",“,bq +.,.+[a,‘a,.k2,*. (17.46),

a,,....a ga ko’paytiramiz
a; = (a,-,Qﬂ +.+ a,-ij_.)p,-
ko’ paytirishdan keyin har birini yig’indisini olamiz
[a,aj]=[palalpﬂ +...+Lua]a}-bj’- +...+[paa, 10,

[aja,-]= [pa,a‘,-bj1 ot [Pajajbi +o4 [paja,‘b),, (17.47)

[a]=[paa )0, +...+[pa,a o, +.Ipaca, )0s
Teskari matritsaning elementlari uchun normal tenglamalarni e’tiborga olib,
(17.49) sistemadan oson olish mumkin. Quyidagicha yozish mumkin'.

1 Ma'lum QN = E o’zaro bog’lanishga asosan, bunda E — birlik matritsa.
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laiajj= "AIQ_;(M) "B;ijnzj = CIQj(J:+3J;
lo,,]=1- AJQJ(H’U_B Q;(k—:) ‘C Q:(ha)’

[ﬂk“ ,-] = AkQ;(lul),_ B, Qj(l-d) = CA—Q,(L-+3)-
(17.46) tenglikka kr,a} }-daja;)- Jare ;| o’ miga (17.47) tenglikning o’ng

qismini qo’yib va mos hadlarini guruhlashtirib, topamiz
a,o;
‘ T =Q,-0 _,(k+1j(A|Qr1 +.+ A0 )~ ;(k+2)(B O+t ByQy)-

;(k+3)(c \On +..+CeQ0 )
Lekin @ (i=L..,k+3) elementlar uchun oxirgi uchta normal tenglamalar

sistemasi e’tiborga olsak
AQ=+.+A4.0, =0

B0, =+.+B.0,=0;
GOy =+.+C0, =0

[a ; ] 0
P ”
Bu usulda noma’lumlarning vazni mos kvadratik vazn koeffitsiyentlarga

1 @,
i i =er’
Pe [ p ]

Agér (17.42) ifodani e’tiborga olsak va W, Wp va #c qiymatlar‘o’lchash natijalari

shuning uchun

va shuni isbotlash kerak edi.

teng ekanligi eslatamiz. Ya’'ni

funksiyasi emasligini hisobga olsak. )
Teskari vaznini topish kerak bo’lgan F (ll, &), noma’lumlar funksiyasi
berilgan.
Funksiyani chizigli ko’rinishga keltirib yozamiz
Fltyynty)=Fy + Bty 4.+ By,
Bunda '

Fy = F(:{’,....!x'? ) va d =[_6"f-]

of;
iJg
(17.42) Tenglikni e’tiborga olib yozishimiz mumkin
F(h, ......... " tk)'—'Fo-F][(IlI]- ............ - Fk[akl]+R
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bunda R — o’Ichash natijalariga va F, qiymatga bog’liq bo’lmagan ozod W,, Wjp i
W., hadlaming qandaydir funksiyasi.

Agar R o’lchash natijalaring funksiyasi bo’lmasa, funksiyaning teskari vazni
uchun bizga ma’lum bo’lgan formula ham to’g’riligicha goladi.

1
rn =FRF0, +2FFK0, +...+ 2RO, +
F

+ FF00 +..+25,E,0,, + (17.48)
+F RO

(17.48) formulada vazn koeffitsiyentlari,  (17.39) umumiy normal
tenglamalar sistema yordamida aniglanadigan, hisobga olinadigan va shartli
tenglamalar, umumiy sistemaning qismi.

Formula (VII 1.48) ga asosan yozamiz

=[Fx] (17.49)
F
bunda
#, =F 0, +F0, +..+ {0,

Chunki Fy, = Fy,5 = F;,3 =0, endi yozish mumkin

7 = F Oy +ot FiQip + B Qi) + FeinQupaa) + Fris Qi) (17.50)

(17.50) formulani (17.41) formula bilan, (17.49) formulani (17.40) formula
bilan taqqoslab bu usulda go’shimcha grafada funksiyaning teskari vaznini ma’lum
hisoblash qoidasi bilan hisoblash to’g’ri ekanligiga ishonch hosil qildik. Oxirgi
tenglamaning F grafasida Ny.; boshlab (ya’ni, Wy, Wp qatorida va h.k.) hamma
vaqt nol turishini eslatamiz.

Shunday qilib, ortigcha noma’lumli parametrik tenglashtirish usulida lpvzl
va teskari vaznni hisoblash qoidalari odatdaga parametrik tenglashtirish
usulidagidek o’z kuchida qoladi. Faqatgina normal tenglamalari farq qiladi.

Ko'rilayotgan tenglashtirish usulida normal tenglamalar odatdagi
tenglashtirish usuliga nisbatan har doim katta bo’ladi. Ikkita bog’langan
noma’lumlar sharti soniga. (Har bir kerakli ortiq songa qo’shilgan noma’lum bitta
shartli tenglamani beradi).

Ortiqcha noma’lumli parametrik usulini tasavvur qilish uchun 2—misolga
qaraymiz. Bu misolda kerakli noma’lumlar sifatida ikkita burchak olingan.

Noma’lum sifatida uchburchakmng uchta burchaglm olamiz, ya’ni egamiz

tl -—Il, fz-xz, t3—X3
Bu tenglamalar ko’rinishini soddalashtiradi, tuzatmalar tenglamalarining
koeffitsiyentlarini va ozod hadlarini hisoblashni osonlashtiradi. Lekin noma’lumlar

soni bittaga ko’payadi va yana bitta shartli tenglama pa "hadi jaga .
o ere/BB Rt )



normal tenglamalar soni ikkitaga ortadi. O’'lchangan miqdorlar ¢/ noma’lumlar
orqali quyidagi ko’rinishda ifodalanadi

' ; sint,
x,=1, x4.=C " I.

sinfy

! ; ¢+ .sint
Xy =iy, o s

sint;

X3 =13,
Xususiy hosilaning strukturasi soddalashadi.
Tanlangan ¢ noma’lumlarni bog’laydigan shartli tenglamalarni yozamiz,
o+t +1,—180° =0
Agar belgilasak

"unda
L=l =1,=0
f-cSE
sinx,

sinx,

I =C—
sinx,

-

Normal tenglamalar ko'rinishni oladi
fpaa Jr +[pac: Jra + [paas s + 4 + [P‘?LI] =0,
~ lpaa; Jr +[paay Joa + [ponas Jr; + & +[payt]=0,
[paas Jr +[paas Jes + [pasas Jrs +k +[part]=0,
7 + 7y + T3+ w
bunda W — uchburchak bog’ lanmaslik xatosi.

0

17.2. Bessel’ usuli

Ortiqcha noma’lumli parametrik usuli paydo bo’lishiga bog’liq F. Bessel’
usulining nazariyasini ko’rib chigamiz.

Bessel’ usuli normal tenglamalarni yechish uchun taklif gilingan. Bu
usulning mazmuni quyidagidan iborat.

Normal tenglamalar sistemasi ikki guruhga bo’linadi. Keyinchalik I guruh
alohida yechiladi, bunda II guruh noma’lumlarni hisobga olmasdan yechiladi. I
guruhning noma’lumlaning taxminiy qiymati hisobanib, ularni II guruh
tenglamalariga qo’yiladi va unda yo’lma-yo’l ozod hadlari to’g’rilanadi. Yo’lma-
yo’l guruhning noma’lumlarining taxminiy qiymatini hisoblab, shu I gruppaning
normal tenglamalarining teskari matritsa elementlarini topamiz, ya'ni, Q
miqdorlarni.
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Ko'rsatilgan hisoblardan keyin I guruh noma’lumlarning va II guruh
noma’lumlarning taxminiy qiymatiga tuzatmalar bilan yangi normal
tenglamalar sistemasini olamiz. I guruh tenglamalarning oxirgi sistemasi ozod
hadsiz bo’ladi.

Keyinchalik olingan Q elementlar yordamida yangi sistemada I guruh
noma’lumlarga tuzatmalar yo’qotiladi va fagat II guruhning noma’lumlari bilan
normal tenglamalarining o’ zgartirilgan sistemasi topiladi.

Oxirgi tenglamalar sistemasini yechib, II guruh noma’lumlari topiladi va
oxirida teskari matritsa yordamida I guruh noma’lumlarining taxminiy qiymatiga
tuzatma hisoblanadi.

Bessel’ usuli bo’yicha beshta tenglama misolida hisoblash formulalarini
olamiz. Bu tenglamalar sistemasini uchta va ikkita tenglama qilib ikki guruhga
bo’lamiz.

Quyidagiga egamiz

[cm]rl +[ab, + [ac}l; +[ad}, + [ae]{s +W, =0
[aa), +[po), +[ock; + [pd}, +[pe)s + 7, =0
[ack, +[bck, +lecks +[calk, +[ceks +#; =0 (17.51)
laal, +[bak, +lcd}; +[dak, +[de}s +w, =0
[ack, +[bel, +[ce}s +[del +[ecks +#; =0
Tenglamani yechib
[aa},u + [ab}‘g +[ac](§' +, =0
[ab}y +[ob}S +[bc)? +w, =0 (17.52)
[ack? +[be}s +[cck +m, =0
Noma’lumlarning tf ,:3 ,13 taxminly qiymatini topamiz va yo'lma-yo’l —
O11,12,C13, 023,023,033 koeffitsiyentlarni l
Endi belgilaymiz
=t + & (17.53)
va (17.52) tenglamani e’tiborga olib, tenglamalar sistemasini olamiz
[aa}s, +[ab)p, +{aclpr; +[ad), +[acks =0
[aal, +[pb)ex, + [ockts +[balk, +[beks =0
[acky, +[bckx, +eckts +[edl, +[ceks =0 (17.54)
[ad}, +[6d ), +[cdlen, +[da}, +[de}s + W, =0

[ac)s, +[peler, +[celrs +[def, +[ecks +; =0

bunda, '
L) 0 0
W4.=W4 +[ad]'|(; +[bd]f§ +["d]’03} (17.55)
s, el + ok
Belgilash kiritamiz
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[adh +[ae}‘5 =L, !
[bak. +[be}s =L, (17.56)
[cdh +[¢:e}5 =L
Unda birinchi uchta (17.54) tenglamalar sistemasini bunday yozish mumkin:
[aal, +[ab}; +[acky; +L, =0
[abler, +[bbler, + bk, +L, =0 (17.57)
[ac]b'l, +[b1::-_‘(5l2 +[cc]()?, +Ly=0
Endi yozishimiz mumkin
& ==L~ 0Ly - L,
&, =—0y L —Onl, _QDLJ] (17- 58),
&y =0y L -0y L, —Oxl,
yoki, (17.56) dagi belgilashlarni e’tiborga olib,
& =0y [ad}, - Oy laeks - 0. [pd), — O, [bels -

-Qu[“"h Qu[ce}s =‘(["dbu "’[bdplz +[°"']Qu)f4 -

&, = (_—-?ZZE:IL { %2 +[f:a' ;,_.,y,, +([aclo,, +[pelos, +[celon Xs ' (17.59)
8ty = (~[ad )0y, +pd 0, +edon b - (aclos, +[beloy +[celos Xs

Belgilaymiz ' O
~(adlp,, + bl + [calen) =4,
~(laclp,, +[peloy; +[cel0)= B,
"(["“']Qzl +[bdpzz +[cdlo,) = 4, , (17.60)
~(aegs, +[pelon +[celon)= B
= (adloy, +[bd]0y; +[cdln) = 4,
=~ (laelo;, +[bel0s, +[eelos) = B,
Tenglikni (17.58) quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:
&y = Aty + Byt
8y = Ayly + Byts (17.61)
8y = Azty + Byls
(17.61) tenglikdan olinadigan &;,&,, va &; qiymatlarni oxirgi ikki
tenglamalar (17.54) sistemasiga qo’yamiz
fad)at, +[ad]Bits + [pd)Ast, +[bd1Bats +[cdldst, +
+[cd]Byts +[ddk, +[de}s + W, =0,
[aela, +[ae]Bits +[be]dyts +[be]Byts +[celast, +
+[ce]Bsts +[de}y +[eels + W5 =0.
Shunga o’xshash hadlarni keltirishdan keyin topamiz
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(dd]+[ad)4, +[bald, +[ed]ay)e, +

/) = "
e bl S )
+([ee] +[ae]B, +[be]B, +[ce]B.)ts +W5'=0

Oxirgi tenglamalar sistemasi o’zgartirilgan sistemaga ekvivalent bo’lishi
kerak

NG+ NP+ 15 =0,
N+ N + 1) =0,
Boshlang’ich (17.51) sistemadan #,,f5,, va f; noma’lumlarni yo’qotishdan keyin
olingan bo’lishi mumkin.
[de]+[ad1B, +[ba]B, +[cd1B, =[aelA, + [beld, +[celd;. (17.63)

Oxirgi tenglamani hisoblarning to’g’riligini tekshirish uchun foydalanish
mumkin. Tenglamaning to’g’riligini, unga A4,,4;,4, B|,B;,B;, giymatlarni
qo’yib va kvadratsiz koeffitsiyentlarning simmetrikligi xossasini hisobga olib
tekshirish mumkin,

Belgilab )
. ldd)+ladl4, +[bal4, +[cald; =C
el sl - (17.64)
[ee]+ [ae],B, + [be]B, + [ce]B y=E
Oxirida olamiz,

Cty+Dis +W, =0 ‘ (17.65)
Dt, +Et; +W; =0

Shunday qilib, Bessel’ usulida normal tenglamalarni yechish quyidagi
ketma-ketlikda bajariladi:

1. (17.52) I guruh tenglamasi yechiladi. Natijada 1{,13,#), qiymatlar va
11,012,013, 047,053 koeffitsiyentlar (teskari matritsa elementlari) olinadi*.

2. Formula (17.55) bo’yicha o’zgartirilgan II guruh tenglamaning W; va
W, ozod hadlar va formula (17.60) bo’yicha — A4, By, 4,,B;,4;,B; qiymatlari
hisoblanadi. ' . '

3. Formula (17.64) bo’yicha I guruh o’zgartirilgan C, D, E
koeffitsiyentlari hisoblanadi va (17.63) formula bo’yicha tekshiriladi.

4. Tenglama (VII 1.65) yechiladi va II guruh #4 va fsnoma’lumlari topiladi.

5. Formula (17.61) bo’yicha &,,8,, va &;tuzatmalar topiladi va keyin

noma’lumlar
L= +'&[
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t =15 +8,
ty =15+
Agar Bessel’ usuli ortiqcha noma’lumli parametrik usul bilan birga qo’shib
qo’llanilsa I guruh tenglamalariiga 7 noma’lumlar tarkibli tenglamalar kiritiladi
((17.39) formulaga qarang).
Bessel’ usuli o’zining murakkabligi bo’yicha amaliy qo’ llanilishini topmadi.

17.3. Qo’shimcha noma’lumli (o’Ilchanmagan) korrelat usuli

Ko’p hollarda shartli tenglamalarning ko’rinishini soddalashtirish
uchun unga qo’shimcha noma’lumlar kiritiladigan imkoniyati bo’ladi.
Soddalashtirish shartli tenglamalar sonini qo’shimcha noma’lumlar i ga
oshirish yo’li bilan erishiladi. Ko’pincha bu foydali bo’lishi mumkin (misol,
triangulyatsiya qatorlari yoki poligonometriya yo’llari tenglashtirish
sistemalarida).

Qo’shimcha noma’lumli korrelat usuli nazariyasini ko'rib o’tamiz.

Deylik x;,..,x, o'lchangan miqdorlar va ¢, va t,ikkita qo’shimcha
noma’ lumlar o’ zaro shartli tenglamalar bilan bog’langan bo’lsin

?ﬂ{rlv ’1»'2} 0
@ x;,...,x;,r,,:, =0 (17.66)
aa,(.r;....,x,',,t,..'z)=0

Bu holda ortiqcha o’ Ichashlar soni ( — 2)ga teng. Qo’shimcha noma’lumlar
soni kerakli miqdorlar sonidan kam bo’lishi kerakligi tushunarli Agar bu
noma’lumlar soni kerakli miqdorlar soniga teng bo'lsa, parametrik usulga o’tish
kerak edi. Agar noma’lumlar soni kerakli miqdorlar soniga teng yoki katta bo’lsa
ko’rilayotgan usul bilan masalani yechib bo’lmaydi.

Masalani umuman olganda. shartli tenglamalardan qo’shimcha
noma’lumlarni yo’qotish yo’li bilan yechish mumkin. Unda, fagat o’lchangan
miqdorlarni o’z ichiga olgan, (r — 2) shartli tenglama olingan bo’ladi va masala
odatdagi korrelat usuli bilan yechishga olib keladi. Lekin bunday yechim hamma
vaqt foydali emas. Masalani boshqa yo'l bilan yechamiz.

Oddiy yo'l bilan (17.66) tenglamani chizigli ko’rinishga ke}tlramlz va
yozamiz

[av]+ A7, + A7, + W, =0
[pv]+ Bz, + Byz, +W, =0 (17.67)

W]+ Rz, + Ry, +W, =0
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bunda:
nh=t>+r, W, =¢»,,(x,,...,x,,,t,°,t§),...,W, =

0,0
¢r(xl""»xn’tl 2 )'

a; = % ‘._"r'_=&i ‘Aiz Epl "'"RI'= .a_g'_ .
a‘ti 0 axl 0 6": 0 ati 0

Langranj funksiyasi ko’rinishga ega bo’ladi
D)y V,s 7,75 ) = [va]— 2k, ([av]+ A+ Aty + W, )=
=2k (W] + R7, + Rz, + W)

F funksiyaning xususiy hosilasini olamiz

§=2P|Vi_2kaai _"'—Zkrrl' (’f=lv'--:”);

i

29 =2k, A, ..~ R, (j=12)
a;

Bunda Lagranj funksiyasining xususiy hosilasi nolga teng. Endi yozish
mumkin
v =qak, +..+qrk, (i=1.n), (17.68)
Ak, +..+ Rk, =0 (j=12). (17.69)
(17.68) tenglikni navbatma-navbat a,,...., r; ga ko’paytirib va har
ko’ paytirgandan keyin ularni yig’ib topamiz
[av]=lgaak, +...+[gark,;

[bv] = [qab ](:,i +...+ [qbrk,;

[v]=lgark, +...+ [k,
Oxirgi tenglamani e’tiborga olib, (17.67) tenglamani quyidagi ko’rinishda
yozish mumkin ;
[qaa}ka +...+[qar]k, + AT + A7, +W, =0
............... (17.70)
lgark, +..+larrk, + Ry + Rz, + W, =0
(17.70) tenglamaga (17.69) tenglamani qo’shib, quyidagi k va 7, (r+2)
noma’lumli, (r+2) tenglamalar sistemasini olamiz (umumiy holda r+s noma’ lumli
r+s tenglama, bunda s — go’shimcha noma’lumlar soni):

[qaa]k, +... +[qar]lr, + ATy + A7y +H, =0

—

(17.71)

Ak, +..+ Rk,
Ak, +...+ Rok,
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(16.71) Tenglamalar sistemasi, yaqinlashtirish usulidan boshga, normal
tenglamalarni yechishning har qanday usuli bilan yechilishi mumkin. Tuzatma v
bizga ma’lum bo’lgan formulalar (17.68) *bo’yicha hisoblanadi.

Ko'rilayotgan usulda [pv’] giymati korrelat usulidagiga o’xshash yechiladi.
Uni ko’ rsatamiz. ;

Hamma (17.68) tenglikni p;v, ga ko’paytirib va ularni yig’ib, topamiz

[pv:] = [av]k,+. . . + [rVv]k,.
(17.67) tenglikni e’tiborga olib, yozishimiz
|2 = ke, == Wik, ~ (i, +..c4 R Yoy
—(Ak, +.t Ryk, )z,
(17.69) ifodani nazarda tutib topamiz
|2 |=-w ke, —...— Wk, =iw] (17 .72)
ya’ni odatda korrelat usuli formulasi. Tenglikni (17.71) sistemaga qo’shib
Wk, +..+ Wk, =—|pv?|
oxirgi tenglama sifatida. Ko’rilayotgan usul bo’yicha tenglashtirishda [pv’]
qiymatini normal tenglamalarni yechish sxemasining. # grafasida hamma
noma’lumlarni yo’qotgandan keyin korrelat usulida tenglashtirishda ham topish
mumkin.

Funksiyaning teskari vaznini qo’shimcha grafada xuddi shunday korrelat
usulida tenglashtirish qoidasi bo’yicha olish mumkin.

Buni ko’rsatamiz.

Buning uchun oldingi funksiyani chiziqli ko’rinishga keltiramiz

F(x'l,...,x:_')=F(x1 Vs X +v,,)=)"'(xl — )+[Fv1 (17.73)

(17.68) tenglikni navbatma — navbat F; ga ko’paytirib va ularni yig’ib

olamiz
[Fv)=[gaFk, +..+[arFl,. (17.78)

Korrelatdan W ozod hadlarga — o’lchash natijalari funksiyasiga o’tish
uchun noma’lum ko’ paytmalar usulini go’llaymiz.

Birinchi (17.71) tenglamani p, ga ko’paytirib, ikkinchini g, ga va hk.
oxirgi W tarkibli tenglamani p, ga, boshqa tenglamalarni p;, p, ga. Keyinchalik
hamma tenglamalarni yig’ib topamiz

‘ (Iqaalpa +...+[qar]a, +Ap +A,2p1)’fa +..+
(garlo, +...+[ar)o, + Ripy + RopiJb, + (i, + 4 Rp )+ (17.75)
(A, + ot Rypr )1, 4 Wopy + 4 W,p, =0

(r+2) noaniq ko’paytuvchilamni kiritish (r+2) tenglamani yozishga imkon

beradi
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[qaalp, +...+lgarlp, + 41, + Aap; +lgaF]=0
[qar']_ﬂ‘l +...+[qrr]p,. +Rp +Rpy + [qu] =0
Ap,+..+Rip, =0 }. (17.76)
Ayp, +..+Rap, =0

(17.76) ifodani hisobga olib, (17.75) tenglikni quyidagicha yozamiz:
~lgark, -..~larF ¥, +W.p, +..+ W,p, =0
yoki
[gaFk, +..+[arFk, +W,p, +...+W,p, =0 . 1777
(17.77) va (17.74) tengliklarni taqqoslab yozishimiz mumkin
[Fv =p W, +..+o,W..
va, oxiri, (17.73) tenglikni ko’rinishda yozamiz
Flc o, )= Fle, ok, )+ p T+t B, (17.78)

Endi biz yozishga hagimiz bor F ( (e ¥ ) di(xl, ,x,,), ga asoslanib

bunda

(-@) =a,p, +..+rp, +F (17.80)
o Jo

(17.79) va (17.80) ni hisobga olib keyinchalik yozamiz,

1
sa<E [gaa)o? +[gablo,p, +... +[aar)o.p, +lgaFlo, +
F

+ [qab]pb Pa+ [qbb]p,f +.t [qbr]pbp,. + [qu 10,, +
+[garlo, p, +labrlo py +..+ la]e? +larF lo, +
+[gaFlp, +[gbFlo, +...+[grFlo, +1aFF]

Oxirgi ifodaning har bir qatoridagi umumiy ko’ paytmani qa.vsdan tashqanga
chiqarib va (17.76) hisobga olib topamiz

1
P =—p, (Ao + Ayp3)- Py (Bipy + Byp2) = Pr (Rlpl +Rypy)+
F

+[gaFlp, +1abFlo, +...+|grFlp, +1aFF]=
- (4P, +Bipy +..+Rp)-
= py(Azpq +B2Ps + -t R.p, )+
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larlo, +[abFlo, +...+[arFlo, +[aFF)
Oxirgi (17.76) ikki tenglamani e’tiborga qabul qilib yozish mumkin

lgaF]p, +[qu]ob +..+[grFlo, +[qFF]PL. (17.81)
F

Oxirida (17.81) tenglikni (17.76) sistemaga qo’shib oxirgi tenglama sifatida
formulaning to’g’riliga ishonch hosil gilamiz.
L= [gFF (r +2)]= N
F
bizning holat uchun va

"
——=laFF - (r+s)l= N3y
Pp

bunda s — qo’shimcha noma’lumlar soni — umumiy holat uchun.

Ko'rilgan usul triangulyatsiya qatorlari sistemasini (Pranis-Pranevich usuli)
va poligonometriya yo’llari sistemasini (Pranis-Pranevich va B. A. Litvinov usuli)
tenglashtirish uchun qo’llaniladi. Bunda qo’shimcha noma’lumlar sifatida
koordinatalar va direksion burchaklar kiritiladi. Triangulyatsiyada esa yana
qatorlar va yo’llarni kesuvchi chiqish tomonlari kiritiladi. Shu tufayli sharthi
tenglamaning umumiy sistemasi bir-biri bilan juda zaif bog’langan alohida
zven’ya uchun shartli tenglamalar sistemasiga bo’linadi. Qo’shni zven'ya uchun
faqat qo’shimcha noma’lumlar umumiy bo’ladi.

Qo’shimcha noma’lumli korrelat usulida normal tenglamalarni tuzish va
yechish uchun ko'proq va Pranis-Pranevichning ko’p guruhli usuli qo’llaniladi.
Bunda bog’lovchi sifatida go’shimcha noma’lumlar tanlanadi.

18. KO’P NAMA’'LUMLI TENGLASHTIRISH HISOBLARI

KO’P NOMA'LUMLI NORMAL TENGLAMALARNI TUZISH VA
YECHISH

1. Umumiy mulohazalar

Parametrik va korrelat usullari tenglashtirish masalasining har xil matematik
usuli bo’lsa ham tenglashtirilgan miqdorning bir xil qiymatini beradi. Lekin
geodezik hisoblarning turli hollarida hisoblash ishlari hajmi va murakkabligi
bo’yicha ular bir xil emas. Bu usullarning ustunlik jihatlarini taqqoslaymiz.

Juda ko’p sonli kerakli va ortiqcha o’lchangan miqdorlarning borligi normal
tenglamalarni yechishda katta hajmdagi tenglashtirish hisoblaridan iborat. Bunda

137 t.me/books_taqi



shuni e’tiborga olish kerakki, normal tenglamalarni yechishga sarf qilinadigan
mehnat miqdori tenglamalar soniga proporsional ko’payish emas balki bir necha
darajada ko’p bo’ladi. Ma’lumki, parametrik usulda tenglamalar soni kerakli
miqdorlar soniga k, korrelat usulida normal tenglamalar soni ortiqcha migdorlar
soniga r = n—k teng.

Shunday qilib, ko’p o’lchamli miqdorlarni tenglashtirishda tenglashtirish
usulini tanlash, birinchi navbatda k va r qiymatlarga bog’liq. Agar k¥ < g,
parametrik usul foydaliroq, r < k .bo’lsa korrelat usuli afzalroq. Lekin
tenglashtirish usulini tanlaganda parametrik va shartli tuzatmalar tenglamalari
ko’rinishini ham e’tiborga olish kerak. Katta sistemali normal tenglamalarni
yechish samaradorligi ushbu tenglamalardagi noma’lumlarning bir-biri bog’liglik
xarakteriga ham bog’liq. Agar birdan bir noma’lumlar bir nechta tenglamalarga
kirsa, yechimni ancha yengillashtiradi. Quyida hozirgi paytda ishlab chiqarishda
qo’llaniladigan ko’p sonli kerakli va ortigcha miqdorlarni tenglashtirish
hisoblarining eng samarali usullarini ko’rib o’tamiz.

18.1 Mustagqil bo’laklarga bo’linadigan normal tenglamalar sistemasini
yechish

Hozirgacha hamma noma’lumlar har bir tenglamaga kirishini nazarda tutib,
normal tenglamalarni yechishning umumiy ko’rinishini ko’rib o’tdik. Lekin
geodezik amaliyotda katta sonli tenglamalarda bunday bo’lmaydi. Odatda
noma’lumlar ba’zi tenglamalarga kiradi. Shuning uchun ko’p sonli normal
tenglamalarni mustaqil sistema bo’laklariga bo’lish mumkin. Bu yechimni
osonlashtiradi.

Normal tenglamalarni samarali yechishning keyingi holati parametrik va
korrelat tuzatmalar tenglamasida noma’lumlarning joylashish tartibiga bog’liq. Bu
tenglamadagi oxirgi joylarga tenglamalarda ko’p uchraydigan shunday
noma’lumlarni joylashtirish afzalroq va oldingi joylarga kam noma’lumlarni
joylashtirish afzalroq:

Deylik, uchta noma’lumli tuzatmalar parametrik tenglamalar sistemasi
quyidagi ikkita alohida mustagqil sistemaga bo’linadi:

1. an ten+l =y,
(¢ =L...,n)
2. b, +¢ry 4+l =v,
(G=m+L....,n)

Normal tenglamalar sistemasini tuzamiz va uni 1zchnl o Zgartlramlz Bu vilia
o’Ichashlar tcng aniqlikda deb, nazarda tutamiz, :
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ok, +fecl +[pr]=0
[ac]'r, [bc]':z +[cc}t3 cl] 0
Quyidagi sistemani olamiz NV
e oo oo} 122
Ishonch qilish qiyin emas, chunki [6b - 1] — [bb], xuddi shunday [ab] =
Sabab shundaki [bs-1]=[bs] va [bl-1] = [b]]. Keyinchalik ekvivalent sistemaning
oxirgi tenglamasini olamiz

(18.1)

[aale, +[ac]e, +[ar]=0 ’

[ec- 2], +[c1-2]=0. (18.3)
Normal tenglamalarni yechishda hisoblanadigan ekvivalent tenglamalar
sistemasining koeffitsiyentlarini yozamiz,
[aa}r, + [ac}r, + [al] =0
[b8]z, + ke, +[pi]=0 (18.9)
[cc-Z]t, +[cl-2]=0 }
Endi ko'rinib turibdiki, faqatgina ikkita ekvivalent koeffitsiyent sistemasini
yechishga to’g’ri keladi — [ec - 2] va [¢f - 2]
. Bizning misol uchun uni to’liq ochamiz
[acllac] _bcllbe)

[ec-2] =[cc] - Tad] bb]
; (18.5)
el -2) = (e - Lockal] _ [belibl}
[aa] [bb]

Tenglik (18.5) berilgan masaladagi noma’lumlarni yo’qotish bo’yicha ish
hajmini xarakterlaydi
Uchinchi noma’ lumni tenglamaning birinchi o’ringa qo’yamiz:
ez, +a, r, +1 =v,
(@=
2)c, 7y +b,rl +‘1‘ =v,
(i=n+1,...n0)
Normal tenglamalarni tuzamiz
[cc]-z, + [bc}t2 + [ac}rl + [cl] =0
[k + ok, ... +[p1]=0 (18.6)
[ac]t3 ......... [an}rl + [al ] =0
Sistema (N( )) quyidagi ko’rinishni oladi
bb-1fr, +|ab-1jr, +1b!-1]=0
{ab l]l:i +{aa li +[[al 1]] 0} . (183)
Ekvivalent sistemaning oxirgi tenglamasi ko’rinishni oladi
[aa-2}r, +lat-2]=0 (18.8)
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Ekvivalent sistemani yozamiz
fecle, +[belr, +[ack, +[er]=0
[bb 1k, +[ab -1, +[bi-1]=0 (18.9)
[aa- 2], +[at-2]=0
Bu holatda noma’lumlarnij yo’qotish bo’yicha ish hajmi quyidagi tenglik bilan
aniqlanadi

[b6-1)=[66] - ”"Cfﬁl W

[ab'l]=-[bc ac

cC

for-1]= 1] "“[d] (18.10)
foa- 2] - aa] - lee] Lllai._l

[ ]

[b

Tengliklar (18.5) va (18.10) taqqoslab, ko’ ramlzkl, ikki gisman mustaqil
noma’lumning sistemasi uchun umumiy joylashishi tenglamaning oxirgi joyida
tenglashtirish hisoblari bu noma’lum boshida joylashganga qaraganda umumiy
hajmi sezilarli qisqarganligida.

Korrelat usulida tenglashtirishda koeffitsiyentlar jadvalidagi parametrik
tenglamalar o’rini quyidagi tenglik egallaydi

ak, +bk, +...4rk ~pyv, =00 =1...,n) (18.11)

Agar ularning vaznini shartli ravishda quyidagicha desak

q,= '1_
P

Shuning uchun korrelat usulida tenglashtirishda koeﬂitsnyentlar Jadvalx katta
sonli v; tuzatmalar shartli tenglamalari uchun o’ng grafasi ajratiladi. Bu shartni
bajarishda yana quyidagiga e’tibor berish kerak: koeffitsiyent jadvalida
hisoblashlar uchun chapga +1 va -1 koeffitsiyentli tenglamalarni, o’ngga —
boshqa tenglamalarni joylashtirish kerak.

Eslatamiz, katta sonli bosh tenglamalarni tenglashda ularni teng aniglikka
keltirish kerak.

18.2. Pranis-Pranevichning ko’p guruhli usuli

Yugorida ko’rsatilgan hisoblash tartibida fagat hisoblash hajmini kamaytirib
golmasdan bir vaqtning 0’zida bir nechta hisoblovchilarni jalb gilish imkoniyati
bor. Mashhur geodezist olim I. Yu, Pranis—Pranevich gisman mustaqil sistemaga
bo’lingan bosh tenglamalarni yechishning quyidagi tartibini taklif qildi:

1. Tuzatmalar parametrik va korrelat tenglamalari gisman mustaqil sistemaga
ajratiladi. Har bir sistemaga bitta hisoblovchi ajratiladi.
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2. Har bir hisoblovchi o’zining normal tenglamasini tuzadi, ya’ni mos
koeffitsiyentlar va ozod hadlar hisoblanadi va undan qisman mustaqgil normal
tenglamalar sistemasi olinadi.

3. Har bir sistemadagi normal tenglamaning boshqa sistemaga kirmagan
hamma noma’lumlari yo’qotiladi. Natijada har bir hisoblovchi beg’lovchilarga
kiradigan normal tenglamalarning xususiy bog’langan sistemasini oladi, ya’ni bir
nechta sistema uchun umumiy bo’lgan kerakli noma’lumlarning tuzatmasi 7= va
korrelati k.

Normal tenglamalarni yechishning odatdagi tartibining farqi qisman
bog’langan sistemalarda normal tenglamalarni yechish mos o’zgartirilgan
tenglamalarning hamma koeffitsiyentlari hisoblanadi. Birinchi tenglamaning emas
yoki ekvivalent tenglamalarning emas.

Qisman bog’ langan sistemalar koeffitsiyentlarini krakovyan usulida yechishda
kvadrat koeffitsiyentlari ildiziga bo’linmaydi.

4, Kvadrat diagonali nisbatan bir xil joylashgan gisman bog’langan sistema
mos koeffitsiyentlarini yig’ib, umumiy bog’lovchi sistemani olamiz.

5. Q'z sxemasini yechish eliminatsion (krakovyan) qatori yordamida
hisoblovchilar boshqa noma’lumlarni topadilar.

Pranis—Pranevich usulining kamchiligi© shundan iboratki, bog’lovchi
sistemalarni yechishda ayrim yakka hisoblovchilarning qatnashishidir.

Pranis—Pranevich usulining matematik qat’iyligini oddiy misolda ko’rsatamiz.
Buning uchun umumiy sistemani yechishni ikki marta gaytaramiz: bir marta
odatdagi usul tartibida va ikkinchi marta Pranis-Pranevich usulida. Buning uchun
ikkita qisman mustaqil sistemaga bo lmad:gan quyidagi tuzatmalar parametrik
tenglamasini olamiz:

Da,z, +d,.zf4 +er +1 =v,
(G=L...m)
)b, +cty+d T, rer +1 =V,
(@=n+L...n)

- Normal tenglamalarning sistemasining umumly ko’rinishi gisqartirilgan yozuvda
quyidagicha bo’ladi ! :
7] i —— +[ad]lr, +[ae] T+ fatl
[6). 7, +[bel. 7, +[bd).z, +[be],z, +[bi],

[cc']zr3 +[cd],‘z'4 +[ceL T, +[cl}: (18.12)
[ddle, +[dekr, +[di]
: [ee]z's +[el]

Gauss yig'indisidagi indekslar, mos xususiy sistemadan olingan ushbu kupaytmalar

yig’indisidir. Chunki noma’lumlar 14 va <5 ushbu ikki sistemaga kiradi va unda
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(@)= [de}, + [al],
[de]: [de]1 +[d¢]:
[ar] = [ar], +[an],
[ee]=[ee], +[ee],
[ct’]= [al]. + [B’L
Uchta noma’lumni yo’qotgandan keyin  olingan to'liq bo’lmagan ekvivalent
sistemani yozamiz,

(18.13)

[aa]1 Tyssssnnininss +[ad],z, + [aell 75+ [ai]l =0
[bo), 7, +[bc), 7, +[bd), 7, +[be], 2, +[01]), =0
[cc-l}r, +[cd-2]r,+[ce-2}r,+[cl-2]=0 (18.14)

lda 3k, +[de -3}, +[ar-3]=0

[de -3, +[ee-3]es +[er-3]=0
Bu sistema to’liq ekvivalent sistemadan fagatgina oxirgi tenglama bilan farq giladi
Yozilgan ekvivalent sistemaning o’zgartirilgan koeffitsiyentlarini ochamiz

- fec-2]= [cc,l—_—_""[];;;’:]!
2= _[b‘]:[b‘ﬂl
fed-2)={ed]), - =
[ee-2]=[cel; —Lbc[];‘b[fh
[6¢c]a[61]
1-2]= [ LAl 2 L
[el-2]=[c], T
[ad)[ad), [bd),[bd]); [cd-2][cd-2]
dd 3] = [dd] - = & ]
R [aay] (6], [ec-2]
[ad}\[oe), _[bd];(be]; _[cd-2][ce-2]
de -3} =[de]~
[ i [aa), [b8], [ee-2]
(d1-3) = ()~ L2hlal _[ba(0) _[ed-2]icl-2] . (18.15)
[aa], (&6, [ee-2]
AT [ae),(ae]; _[bel,(be]. _[ce-2]ce-2]
T3] =doe] [aal, [bb], [cc-2]
[ei- ]] =["]_ [ae}l[a’]l - [belifblll - [c" 2][‘:" 2]
laal, - [bb]; fec-2]

Endi bog’langan sistemaning koeffitsiyentlari va ozod hadlarini topdik, ya’'ni
Pranis—Pranevich usuli bo’yicha [dd - 3], [de - 3], [l - 3], [ee - 3], [e] - 3].
Mos tuzatmalar tenglamalaridan olingan 1-chi qisman mustagil normal
tenglamalar sistema koeffitsiyentlarini yozamiz,
‘ [aa,r, +dd]j 74""[“]1 75 +[at],
[dd},z, +[de) =, +[dr], (18.16)
. [ee]l T+ [el],
Sistemadan (18.16) noma’lum 7; ni yo'qotib xususiy bog’langan sistemani
olamiz
ldd 1)z, +[de 1],z +[a'[-l],} (18.17)
[ee-1) 7, +[e-1]
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bunda koeffitsiyentlari quyidagi strukturaga ega bo’lgan

ldd -1} = faay, - Lodhladh
‘ . [aaﬂI
(de- 1), = [de], ~ 122 Lzeh
‘ aa[]l
[dl -1, =[d1), —["[ia]'a-;ﬂ} (18.18)
1
[ac] el

fee 1], =[ee], - [aa),

[el-1); =[el), = [aebtar,
[aa],

2-chi qisman mustaqil normal tenglamalar sistema koeffitsiyentlarini
yozamiz

[pb, Jra +1bcly 75 +[bd], T, +[bely7s +[b11,

[ecly 7y +ed ], T4 +cely7s +el],

[dd],z, +[de], 7, +[dl],

[eel, s +[el];

Sistema (18.19) dan noma’lumlar t; va 13 ni yo’qotib, 2—chi xususiy

bog’langan normal tenglamalar sistemasini olamiz

[dd-2),7, +[de-2],7, +[d! - 2],

. lee-2), 14 +[el-2],}

(18.19)

(18.20)

bunda koeffitsiyentlari quyidagi strukturaga ega bo’lgan
_[bdl;[bd], [ed - 1;fcd-1]; |
[bb], [ee-1],
[bd),[be), [cd 1)s[ce- 1],
bk [ec- 11,
_lbdL[bll, _led-Mlel 1), | (18.21)
[6b], [ec 1]y
_[bellbe], [ce-1];[ce- 11,
[bb], [cc-1],
[bel,[bi], [ce-1],[ci-1],
T bl [ec-ll
Mos xususiy bog’langan sistemalarning koeffitsiyentlarini yig’ib, umumiy
bog’langan sistemaning koeffitsiyentiarini olamiz.
Ifodalar (18.18) va (18.21) hisobga olib, misol uchun yozishimiz mumkin
lde- 1], +1de-21, = [de), +[del, - 122h1aeh el loeh, _[ed 1) fee-1)
[aa], (6], fee 1],
Tengliklardan (18.18) va (18.21) tashqari hisobga olib ushbu tenglikni
yozamiz

[dd 2], =|dd],

[de-2], = [de],

[di 2], =[dl],

[ee 2], =[ee],

[ef -2], =[el},
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[de], +[de], =Tde]
fed -1}, =[cd -2]
[ce:1), =[ce 2]
[ee-1], =[cc-2]
(2-chi sistemaning birinchi noma’lumi umumiy sistemadagi ikkinchidir),
topamiz
(de 1], +[de-2], =[de]_[ad]ae]_[bd-l]bed]_[r:d-Zlce-Z] —(de-3],
[aa] [66-1) [ec-2]
Ya'ni, tenglamaning to’g’riligiga ishonch hosil qilamiz
[de- 1], +[de-2], =[de-3]
va shuni isbot qgilishimiz kerak edi.
Qolgan tenglamalarning to’g’riligini mustaqil ishonch hosil gilish uchun
o’quvchiga imkoniyat beramiz

[dd 1), +[dd .21, = [dd -3]
[dl-1], +[d!-2], =[dI-3]
[ee-1], +[ee-2]), =[ee-3]
lel-1, +[e/-2], =[el-3]

Pranis-Pranevich ko'p guruhli usul bo’yicha
normal tenglamalarni yechish misoli
Ikkita gisman mustaqil normal tenglamalar sistemasini yechish talab
gilinadi:
1)
41 47, -275+2
T +31, +75 =1
=21, +1, +575 -2
Y=3r+57, +4r5 -1

2)

A7) -7, —7,+15 +3
=Ty 4373 -7, =275 +2
=T, —Ty+31,+275,-3
727, + 27, + 575 +4

3 ,=31,~73+37, +67,+6

Bog’'lovchi nomalumlar 7, va ts deylik. Qolgan noma’lumlar har bir
sistemada yo’gotiladi.

Birinchi sistemani yechish 1-jadvalda berilgan, ikkinchisi 2—jadvalda.
Yechish uchun Gauss algoritmining qisqartirilgan sxemasi qo’ llanildi.

Koeffitsiyent
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[ee 1], =4,00=5,00-0,50-2,00
e/ -1}, =~1,00 =-2,00+0,50-2,00
[es-1], = +4,50 = +2,00+0,50-5,00

1-jadval

Qatorlar T 1 T l S Tekshirish

hY 4,00 +1,00 -2,00 +2,00 +5,00

E 0,25 +0,50 0,50 -1,25 -1,25

Ns 3,00 +1,00 ~1,00 +4,00

Ns 5,00 2,00 +2,00

N® 2,75 +1,50 ~1,50 +2,75 +2,75

N 4,00 ~1,00 +4,50 +4,50

Noma'lumlar -1,24 +1,07 -0,94
2-jadval
Qatorlar T T3 T4 Ts I} S Tekshirish
N 4,00 -1,00 -1,00 +1,00 +3,00 46,00
E, +0,25 +0,25 —0,25 -0,75 -1,50 ~1,50
N 3,00 -1,00 —2,00 +2,00 +1,00
N3 2,75 -1,25 -1,75 +2.75 +2,50 +2,50
E; +0,45 +0,64 ~1,00 0,91 0,91
N, 3,00 +2,00 -3,00 0
Ns 5,00 +4,00 +10,00
N i 2,19 +1,46 -1,01 42,64 +2,63
NO 3,63 +5,01 +10,10 +10,10
Noma’lumla 053 -112 +1,07 -0,94
I

Qator N oddiy usulda olingan. Qatorlarning N koeffitsiyenti quyidagi
tarzda olingan:
[ee - 2] =5,00-025 1,00—0,64 - 1,75 =3,63;
[el - 2] = +4.00 025 - 3,00 + 0,64 - 2,75 = 5,01;
[eS - 2], = +10,00~ 0,25 - 6,00+ 0,64 - 2,50 = +10,10,

sistema koeffitsiyentlarini yig’ib, bog’langan ]
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sistemalar koeffitsiyentini olamiz. Ya'ni, N va N® qatorlar 1 va 2 jadvallarda.
4,94 1,+29615—251=0; X,=+539;
+2,96 14+ 7,63 15 +4,01 =0; X, =+14,60.

3—-jadval
Qatorlar T4 1s ! S Tekshirish
NY 4,94 +2,96 -2,51 +5,39
E, —0,60 +0,51 -1,09 ~1,09
NO 7,63 +4,01 +14,60
N© 5,85 +5,52 +11,37 . +11,37
Noma'lumlar +1,07 0,94

Olingan 74 = +1,07 va % = —094 noma'lumlarni 1- va 2-jadvaldagi

Eliminatsion qatorlarga qo’yib, qolgan noma’lumlarni topamiz
n= 1,24, Ty =— 0,53 vaTi=-— 1,12‘

Yechimning to'g’riligini tekshirish uchun hamma normal tenglamalar
yig'indisidagi topilgan noma’lumlarga qo’yamiz. O’z navbatida ¥; va X,
tenglamalar yig’indisi kabi(1-chi va 2-chi sistemalar yig’indisi)

31 +31, - 13+ 813+ 1015+ 5=
=-3.1,24-3-0,53+1,12+8-1,07-10- 0,94 + 5,00 =—0,03.

Qoldiq xatolikni hisobga olmasa ham bo’ladi.

Pranis—Pranevich usulining qat’iyligiga amalda to’liq ishonch hosﬂ qildik

Demak bog’langan normal tenglamalar, o’z navbatida gisman mustaqil
sistemaga bo’linsa ularni Pranis—Pranevich usulini qo’llab yechish mumkin.

Pranis—Pranevich ko’p guruhli tenglashtirish usuli qo shlmcha noma’lumli

korrelat usuli bilan birga qo’shib go’llaniladi.

18.3. Katta sistemali normal tenglamalarni yechish uchun hisoblash
sxemasi. Yechishning go’shimcha nazorati
Katta sistemali normal tenglamalarni yechish uchun odatdagi gisqartirilgan
hisoblash sxemasi noqulay bo’ladi. Chunki, ko’paytiruvchi va o’zgartirilgan

koeffitsiyentlarni hisoblashda ko’paytmalar yig’indisi bir-biridan juda katta grafa
soniga uzoq bo'lib qoladi Bu vaziyat hisoblashni murakkablashtiradi va
yanglishishga imkoniyat ko’ payadi.

Ko’rsatilgan kamchilik ikki hisoblash sxemasini qo’llash bilan yo’qotiladi.
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Sxema 1 ga birinchi boshlang’ich sistemalar koeffitsiyentlarini N va ekvivalent
tenglamalar sistemalarini N, ko’chirib oladi. Sxema 2 ga eliminatsion tenglamalar
koeffitsiyentlarini £ ko’ chirib yozadi.

Qog’ozni Sxema 2 navbatdagi grafasining chap qirrasi bo’yicha qayirib, sxema
1 mos grafasining o’'ng qirrasiga taqab qo'yadi. Natijada ko’paytiriladigan juft
ko’paytuvchilar qatorda joylashib qoladi.

Sxema 1 va sxema 2 ning ko'rinishi 3-jadvalda ko’rsatilgan.

Sxema 2 ni sxema 1 ga tutashtirayotganda adashmaslik uchun sxemaning
yuqori girralari qalin chiziq bilan belgilangan.

Birinchi boshlang’ich sistema koeffitsiyentlari (sxema ! da yarim qalin chiziq
bilan ajratilgan) ekvivalent va eliminatsion tenglama koeffitsiyentlariga nisbatan
boshqga rangdagi siych bilan ko’chirilishi kerak.

Sxema 1 da hamma qatorlar to’ldiriladi, sxema 2 da bitta qator tashlab
to’ldiriladi.

Katta sonli geodezik o’lchashlarni matematik qayta ishlash tajribasi shuni
ko’rsatdiki, birinchi boshlang’ich normal tenglamalar koeffitsiyentlari va
ekvivalent sistema koeffitsiyentlari qiymatlarida verguldan keyin uchta sonni
saqlash, eliminatsion tenglamalar koeffitsiyentlarida bitta ikkita son ko’proq
saglash kerak bo’ladi. Noma’lumlami hisoblagandan keyin iloji boricha ularni
navbatdagi ekvivalent tenglamaga go’yib borish kerakligi eslatib o’tamiz.

3 jadval
1 Sxema 2 Sxema

y = 5 2
£ §_ n |z ||z |s=z | |'L n |z | & | a |2 || L % '3_
s S s
M| Nu | Ne | N | Nu | Mis Ly

NO | vy | N | N | N | s L, E Ey | Eu | Eis E; | £
N, Np | Noy | Nog | Nos | -oe L,

N® NOINY I NQIND - | 10 En | By | Bss | - | B | B2
Ny Ny Ny | Nssg | «-0 Ly

N ve lve vy | .. | By | Bxs | oo | Bx | B
Ny Nu | Nes | - L,

N NO | N | - | LD Es | oo | En | E
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“Tepa” hisoblarining to’g’riligining noma’'lumlarning hisoblanish i = z — 1
yaxshi tekshirish nazorati hisoblanadi. Buning uchun quyidagi grafadan
foydalaniladi ’

s;=Ny+-+Ny+Ny+L.

Parametrik tenglashtirish usulida albatta quyidagi tekshirish tengligidan
foydalanish kerak

[paiv]=[pa;v]=[pasv]= - =[payw]=0

Korrelat tenglashtirish usulida o’lchangan miqdorlarning tenglashtirilgan
qiymatini hamma shartli tenglamalarga qo’yib chiqish kerak.

Agar tenglamalarni yechish uchun krakovyan usuli qo’llanilayotgan bo’lsa, 1 —
sxema dagi N®, NQ,.., N gqatorlarga va 2 — sxemadagi E qatorlarga
krakovyan qatorlari joylashtiriladi. Bu gatorlarni ikki marta ko’chirib yozishga
to’g’ri keladi. Krakovyan usulini bunday go’llash katta sistemali tenglamalarni
kal'kulyatorda yechishda ancha foydasizdir. Kompyuterda bu usulda yechish
Gauss algoritmiga qaraganda samaradordir.

19. PLANLI GEODEZIK TO’RLARDA SHARTLI TENGLAMALARNING
BA’ZI TURLARI

Triangulyatsiyalarni tenglashtirish uchun korrelat usulini amaliy qo’llashda
shartli tenglamalarni tuzishni bilish juda muhim,

Quyidagi masalarni va Ned tekshirish ishi topshiriglarini bajarishda
uchraydigan shartli tenglamalar to’rini ko’rib o’tamiz.

1. Figura (uchburchak) sharti
Uchburchakning burchaklari haqiqiy qiymatlari (1-chizma) figuralar sharti
quyidagicha .
I+H+IT+180° =0
Burchaklarning haqiqiy ~qiymatlarini o’lchangan haqiqiy
giymatlarga  almashtirish  tenglikning o’ng tomonida
bog’ lanmaslik xatoligiga olib keladi.
1umama 14243-180"=W

Tenglashtirilgan burchaklar uchun topamiz:
1H(1)+2+(2)+3+(3)-180°=0 yoki (1)+(2)+(3)+ W=0
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2. Gorizont sharti

O nuqtada burchaklarning hagiqiy giymatlari quyidagi
shartni qanoatlantiradi:
IHIHIHIV-360°=0

Pt z D'lchungan  buschaklar yig'indisi©  buglenmaslik
0\3 xatoligiga olib keladi:
1+2+3+4-360" =W
2-un3ma Tenglashtirilgan burchaklar uchun gorizont sharti
quyidagicha:

H()F2H)H3+(3)+4H4) 360°=0  yoki  (I)HRHBIH@)FW=0

3. Stansiya shartlari,
Alohida burchaklardan boshqa O nuqtada ularning
yig’indisi o'lchansa shunday shart paydo bo’ladi (3-chizma):

0O 1
P I+I+HI1=0
‘l\ Burchaklarni o’Ichash bilan bog’ lanmaslik
B A 1+243=W xatolikni va shartli tenglama (1)+2)+(3)+ W =0
topamiz.

4. Yig’indilar sharti (qattiq burchaklar sharti)

A Agar AOB burchak berilgan bo’lsa, ya'ni aniq
| o’Ichashlar natijasida olingan bo’lsa,
unda quyidagi shart paydo bo’ladi:
I+V+VII- 40B=0
Yig'indilar sharti tenglamasi quyidagicha:
(2)H(5)HB8)+W=0
bu yerda: W=2+5+8-A0B

4-ypama
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Yig'indilar sharti — bu direksion burchak

sharti uchun xususiy hol, ya’ni boshlang’ichi qattiq

B direksion burchaklar bilan berilgan ikkita tomon
bo’lsa.

Samsma Vg

S. Tomonlar(bazis) sharti
Tomonlar sharti OB tomonini ketma-ketlik bilan uchburchaklar AOC va OBS
larni yechish orqali OA tomonni hisoblab topilgan qiymatining, ularning berilgan
qiymati bilan mos tushishini ganoatlantirishi talab gilinadi. Bunda "a" va "b"
tomonlar - bazis tomonlar.

Sinuslar teoremasidan foydalanib uchburchaklarni yechib,

asinlsin/V . asinlsinlV
b=——«—— yoli..——=
sinfIsinV bsinlfsinV

Oxirgi ifodani logarifmlaymiz:
lga+lgsinl+lgsin/V —lgb—Ilgsinl ~1gsin¥ =0

Burchaklarning haqgiqiy qiymatlarini o’Ichangan qiymatlar bilan almashtirish

tenglamaning o’ng tomonida bog’ lanmaslik xatosini beradi:
lga+Igsinl +Igsin4—lgh —Igsin2 —lgsin5=W

O’lchangan burchaklarga tenglashtirishdan tuzatmalar kiritish quyidagi

ifodaga olib keladi:
Iga +Igsin{l + (1)} + Igsin{4 + (4)} —1gb —1gsin{2 + (2)} - Igsin{5 + (5)} =0

Teylor qatoriga yoyishdan foydalanib funksiyani chizigli ko’rinishga

keltiramiz:

u=Igsin{i + ({)} =Igsini + %(i) lgsini + Mctg(i) =lgsini +M—(—-)—ctg1
1
Oxirgi had (i)"=1" dagi qiymatini A, orqali belgilaymiz, ya’ni
Mctgi

P

bunda: o
bu yerda: A,— burchakning 1" ga uzgarishida lg sin o’zgarishi. Yetti

qiymatli jadvalda logarifm d ning 10" ga o'zgarishi berilgan, shuning uchun

A = i 90° dan kichik bo’lgan burchaklar uchun A; giymat plyys ishoraga , 90°-
10

dan katta burchaklar uchun minus ishoraga ega bo’'ladi.
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Endi chizigli ko’rinishga keltirilgan shartli tenglama quyidagicha bo’ladi:
lga+lgsinl+A;(1) +1gsind + A, (4)~lgb —lgsin2 - A,(2) - lgsin5— A,(5)=0
yoki 0zod hadni hisobga olganda A(D+A,(D)-A,(2)-A;(5)+W =0
Agar bitta bazisdan ikkinchisiga o’tishda bir nechta yo'nalish bo’yicha
o’tishga to’g'ri kelsa, unda uchburchaklar kamrog’i tanlanadi.
6. Qutb(polyus) sharti

6-chizma

Qutb sharti shunday vaziyatda bo’ladiki, agar biror tomonni biror boshga
tomon orqali hisoblab topish imkoniyati bo’lsa. Shart hisoblangan qiymatlaming
tengligini talab qgiladi. To’r bunday holatda qutb degan nuqtaga ega bo’lishi kerak .
Bunda yopiq figuraning hamma nugqtalarida yo’nalish o’ Ichangan bo’lishi kerak (6-
chizma) yoki diagonal bo’lishi kerak.

Polyus sharti bazis sharti kabi tuziladi, faqat ozod had formulasida bazislar
logarifmi olib tashlanadi, chunki bu yerda bosh berilgan tomon yagona
hisoblanadi.

Qutb (polyus) shartini quyidagi usul bilan tuzish mumkin. Nugta O ni qutb
deb olamiz va uchun quyidagi tenglikni yozamiz:

————— 1. Ushbu uchburchaklardan ikki tomonlarining tomon

OC OB 0OA _ _
munosabatlarni sinuslar munosabatlari bilan almashtiramiz:

sinVIl sinVIsinlll 1
sinVIlsinIVsinll

Mos ravishda tomonlar sharti bilan topamiz:

= 8,20+ 85 (3) = B, (4) + Ag (6) = A, (1) + Ag (8) + W =0

" topamiz.
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20. Tnangulyats:ya namunaviy figurasini ikki guruhli tenglashtirish usuli
misoli

Ikki guruhli tenglashtirishning bir nechta usuli mavjud. Eng ko’proq
qo’llaniladigani Kryuger usulidir. Uning ma’nosi shundan iboratki, shartli
tenglamalar sitemasi ikki guruhga bo’linadi. Ikkinchi guruh shartli tenglamalar
noaniq ko’paytmalar yordamida shunday o’zgartiriladiki, bunda korrelat normal
tenglamalari umumiy sistemasi ikkita bog’lanmagan gismga bo’linadi. Bu bilan
normal tenglamalarni yechishda hisoblash hajmini kamaytirishga erishiladi.

Ikki guruhli tenglashtirish usuli tartibini aniq misolda ko’rib o’tamiz.

5. Topshiriq. Markaziy sistemadagi (1-chizma) burchaklarni ikki guruhli
tenglashtirish usuli bilan tenglashtiring va OC tomonini aniglashning aniqligini
baholang. O’lchash natijalari oldingi topshiriqda berilgan va 1-jadvalda
ko’ rsatilgan.

1. Shartli tenglamalar sonini hisoblash
Oldingi topshirigda r = 5 ekanligini topdik.

2. Birinchi guruh shartli tenglamalarini tuzish.
Uning qatoriga figuralar shartli tenglamalarini kiritamiz
1) (1)+H)H3)+53"=0

2)  (4)+H(5)H6)-5,9"=0

3)  (IHB)H9)+5,1"=0

Bog’lanmaslik xatoligi 1—jadvalda hisoblangan

2.1. Birinchi guruh shartli tenglamalarini yechish.

Birinchi guruh tenglamalari umumiy tuzatmaga ega emas, shuning uchun
uchburchaklar bog’lanmasligini teng uch bo’lakka tagsimlaymiz. Shu tarzda
olingan 1-jadvaldagi birinchi tuzatma o’Ichangan burchaklarga tuzatma kiritiladi.

3. Ikkinchi guruh shartli tenglamalarini tuzish,

Ikkinchi guruhga gorizont va qutb(polyus) shartlari kiradi.

Bu shartlarning ozod hadlarini oldmdan to’g’rilangan burchaklar qiymati
bo’yicha hisoblaymiz.

3.1. Gorizont shartli tenglamasi.

(1)H5)+(9)-3,7=0
Uchburchaklarni yechish
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1-jadval

Bur | O'Ichangan Birin- | Oldindan ; Tkkin-chi | Tenglashtirilgan | Tenglashti- Tomonlar
cha | burchaklar chi to'g nlangan tuzatmal | burchaklar rilgan logarifmi
khe tuzatma | burchaklar ar burchaklar-
- ning sinus
logarifmi

1 106" 50' 40",3 -1,7" 106" 50' 38,6 +1,1 106" 50' 39".7 9,9809553 33182719
2 42 16 38,6 -1,8 42 16 36,8 -14 4216354 9,8278273 3,1651439
3 3052464 -1,8 305244,6 +0,3 3052449 9,7103110 3,0476276
b 180° 00' 0573 =53 1807 00' 00,0 0,0 180" 00" 00",0

W, =453
4 20" 58 20,2 +2,0 20°5822,2 219 . [20°58203 9.5537819 3.0476276
5 125 20 36,8 +1,9 12520 38,7 +1,4 12520 40,1 9.9115246 3.4053703
6 3340 57,1 +2,0 334059,1 +0,5 33 4059,6 9,7439805 32378262
> 179759541 +59 1807007 00" 0,00 180° 00" 00"

Wy=-59
7 28°26' 12",5 -1,7 28°26'10" 8 -1".8 28726'09",0 9.6777659 3,2378262
8 2345119 -1,7 2345102 +0,6 2345108 9,6050836 3,1651439
9 127 48 40,7 -1,7 127 48 39,0 +1,2 127 48 40,2 9,8976467 3,4577070
3 180" 00 05",1 -5,1 180° 00' 00".0 0 180° 00 00"

Wi=+5,1

[V'V']= 29,65

3.2. Qutb(polyus) shartli tenglamasi
Uni oldingi topshiriqda qanday bajargan bo’lsak shunday bajaramiz, fagat
oldindan tenglashtirilgan burchaklardan foydalanish bilan.

Ozod hadni hisoblash
Burchaklar N Burchaklar qiymati
1 106" 50' 38",6
5 12520387
9 127 48 39,0
35 59'56" 3
W, =-31"
Ozod hadni hisoblash
Burcha | Burchaklar Burchaklar Al" Burcha | Burchaklar Burchaklar A"
klarNe | qiymati sinusi klar Ne | qiymati sinusi
logarifmi logari fmi
3 30°52' 44”6 9.7103100 +352 |2 42°16' 36™,8 9,8278306 +232
6 334059,1 9.7439789 +31,5 4 2058222 9.5537924 +549
8 2345102 9.6050808 +479 |7 2826 10,8 9,6777729 +38,9
El 9,0593697 p> . 9.0593959

W,=3% -%,=-262-10"
Ozod hadlami 5~chi darajali logarifm bilan ifodalab, qutb shartli tenglamasini
olamiz.
-0,232(2)+0,352(3)-0,549(4)+0,315(6)-0,389(7)+0,479(8)-2,62=0
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4. Vazn funksiyasini tuzish.

OC tomonni aniglashning aniqligini baholash uchun vazn funksiyasini tuzish 4.3
bo’limda qanday gilingan bo’lsa shunday bajariladi.

AF = 40,064(1) + 0,352(3) — 0.549(4) + 0.315(6)

5. Ikkinchi guruh shartli tenglamalari koeffitsiyentlarini

almashtirish va normal tenglamalarni tuzish.

Agar ikkinchi guruh birinchi shartli tenglama koeffitsiyentlarini &, deb belgilasak,
unda almashtirilgan koeffitsiyentlar A;; quyidagi formulalar bo’yicha topiladi:

1

4 =ay “;(“n +ay +ay)
1

Ay =ay _S(a’u +ay +ay)
1

Ay =ay, _5(‘7‘:1 +ay +ay)
1

Ay =ay _E(au +ag +ag)

1
Ay =g —E(a'n +ay +ag,)

Har bir uchburchakka tegishli 2.9-jadvalda (2.25) formulaga asosan berilgan
tenglashtirish uchun koeffitsiyentlar yig'indisi hisoblangan. Yig’indining uchdan biri mos
uchburchakning almashtiriimagan koeffitsiyentlaridan ayrilgan. Xuddi shunday ikkinchi
shartli tenglamalaming almashtirilgan koeffitsiyentlari Aj; va funksiyaning almashtirilgan
koeffitsiyentlari hisoblanadi.

fh"' a |a, A Al 8] F] Z] Vi
X
] 0064 | +2 0,040 +1,060 -0,075 +1,885 LI
2 0232 -1 0272 1,272 -0,139 1411 137
3 0352 | +0352 |-1 30,312 0,688 10,213 0475 +0.26
= 40,120 | +0416 [0 0,000 0,000 -0,001 -0,001
4 20,549 | -0.549 | -1 0471 1471 -0,471 -1,942 -1,93
R E 2 0,078 2,078 +0,078 +2.156 1,44
6 +0,315 +0,315 -1 +0,393 -0,607 +0,393 0214 10,48
T 0234 |-0234 [0 0,000 0,000 0,000 0,000
7 0,389 -1 0419 1419 VI ECE
3 +0,479 -1 +0,449 -0,551 -0,551 0,64
9 [+ +2 0,030 +1970 +1,970 +1.14
T +0,090 0 0,000 0,000 0,000 14,08
W 37 [-262 -11,1 2,62 vl
K +0,613 | +2,793 MVI=(w=1@12 |
AL +18,00 | +0,024 +18,024 | +0,010 118033
[Az 0,933 +0,957 +0,490 +1477 ]
s vI8981 | +0.500 [ wiogsr |
(F 0,453 +0.952
3 20,433
| I
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Qachon boshlang’ich koeffitsiyentlar 0 va 1 ga teng bo’lsa, unda almashtirilgan
mos ravishda - 1/3 yoki +2/3 ga teng bo’ladi. Kasrli sonlar bilan ishlashni qulay qilish
uchun unday koeffitsiyentlar va mos ravishda ozod hadlar 3 ga ko’paytiriladi.

* Har bir uchburchakdagi almashtirilgan koeffitsiyentlar yig’indisi 0 ga teng bo’lishi
kerak.

Korrelat normal tenglamalari koeffitsiyentlarini hisoblash 2.9-jadvalda odatdagi
tartibda bajariladi.

Yig'indilarni hisoblash: S=S+W
Si=[A,S]+W,=+18,024-11,1=+6,924
S=[A,S]+Ws=+0,957-2,62= -1,663

Ikkinchi guruh normal tenglamasi quyidagicha bo’ladi:

+18,000 K,+0,024 K,-11,1=0
+0,024 K,+0,933 K, ~2,62=0

6. Ikkinchi guruh korrelat normal tenglamalarini yechish.
Yechish: quyidagi jadvalda bajariladi.

K, K; w S F 2 =S-W+F
+18,000 +0.024 -11.1 +6,924 +),01 +18,034
-1 -0,0013 +0,6167 -0,3847 -0,0006 -1,0019
(-0,05556)
+0.933 -2,62 -1,663 +0,490 +1,447
0,000 +0,014 -0,009 0,000 -0,023
+0,933 -2,606 -1,672 +0,490 +1,424
-1 +2,7931 +1,7921 -0,5252 -1,5263
CLOTIED
- -13,72 +0,453 +0,952
-6,845 +4,270 0,000 -0,011
-7279 -4,670 -0,257 -0,748
+0,617 +2,793 -14,124 -14,120 +0,196 +0,193
-0.004 K2 [V v ] [V v ] I’P[ l/Pr
0613
Ky

Nommal tenglamalami yechishni tekshirish
1)+18,000-0,613 + 0,024 - 2,793 —11,1 = +0,001;

2)+0,024-0,613 + 0,933 - 2,793 — 2,62 = +0,001.

7. Ikkinchi tuzatma va burchaklarning tenglashtirilgan
giymatini hisoblash
Ikkinchi tuzatmalar quyidagi formulalar bo’yicha hisoblanadi:

v, =A4,K, + A K,
Qiymat [v'v) bevosita tuzatmalar bo’yicha va tekshiruv formulalari bo’yicha
topiladi:
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[VV=-[kw]
Bu giymatlami olingan giymatlar bilan solishtiramiz.
Burchaklaming tenglashtirilgan giymatlari  hisoblangan. O’sha joyda
uchburchaklami yechish tenglashtirilgan burchaklar bo’yicha va boshlang’ich tomonlar
logarifmi bo’yicha hisoblangan,

8. Tenglashtirishning yakuniy tekshirish.

I-jadvalda uchburchaklar tenglashtirilgan ichki burchaklarini yig indisini
hisoblaymiz va birinchi va uchinchi uchburchakdagi olingan AO tomonlar logarifmi
qiymati bilan solishtiamiz.

9. Aniglikni baholash.

1) To’liq tuzatmalar kvadratlari ylg "indisi

[v 1= [vv]+[v v ] 29,65 +14,08 =43,73
2) Burchaklar o’lchashi o’rta kvadratik xatosi

r 5

xatolikning o’z xatoligi

m 30 .
i L.
\J V10

3) OC tomoni logarifmi o’rta kvadratik xatosi

' 1
mks =m i =3,04/0,196 =1,33 birlik 5-chi darajali logarifmi.
F

4) OC tomonini aniglashning nisbiy xatosi
Mo Mes 133 1

S M 0434-10 32600

Ikki guruhli tenglashtirish usuli natijalar oldin ko’rib o’tgan usul natijalari bilan
mos keldi.
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