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KIRISH

Respublikamizda olib borilayotgan demokratik islohotlar,
igtisodiyotning turli sohalariga bozor munosabatlarining jadal Kirib
kelishi, jahon bozorida ragobatlardan mahsulotlami ishlab chiqgarish
strategiyasi va “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi” asosida ta’lim
sohasida ustuvor yo‘nalishlami belgilash, chuqur bilimga ega
barkamol avlodni tarbiyalash, yoshlarni o0‘z ustida mustaqil
ishlashga o‘rgatish va tashabbusini oshirish - eng muhim
ahamiyatga ega bo'lgan vazifalardan biri sifatida garalmoqda.

Shu dolzarb masalaga oz bo‘lsa ham 0z hissalarini qo‘shish
magsadida Islom Karimov nomidagi Toshkent davlat texnika
universiteti “Oliy matematika” kafedrasi professori A.B.Axmedov,
dotsentlar R.N.Shamsiyev, D.N.Shamsiyev va Sh.T. Pirmatovlar bir
gancha yillar davomida universitet talabalariga o'gigan ma’ruzalari
va olib borilgan amaliy mashg‘ulotlari asosida to‘plangan tajribal-
ridan foydalanib, oliy matematika kursidan darslik yozishga jazm
etishdi.

Kitobxon e’tiboriga havola etilayotgan mazkur “Oliy mate-
matika” darsligi oliy texnika o*‘quv yurtlari talabalari uchun
molljallangan. Unda keltirilgan mavzular oliy texnika o‘quv yurt-
larining barcha texnik yo‘nalishlari uchun oliy texnika o‘quv
yurtlari uchun tasdiglangan namunaviy o‘quv dasturiga to‘la mos
keladi.

Darslikda keltirilgan barcha mavzular mumkin gadar gat’iy
matematik tilda va tushunarli bo‘lishiga harakat gilindi, hamda har
bir mavzu ko‘plab misol va masalalar bilan ta’minlandi.

Darslik oliy texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun yozila-
yotganligi e’tiborga olinib, ayrim teoremalar isbotsiz keltirildi.
Bunday teoremalar isboti bilan giziggan kitobxon uni adabiyotlar
ro‘yxatidagi asosiy adabiyotlardan topish mumkin.

Darslikning  1,2-boblari ~ A.B.Axmedov, 3,4,5,6-boblari
R.N.Shamsiyev, Sh.T.Pirmatov, 7,8,9,10-boblari D.N.Shamsiyev
tomonidan yozilgan.



Darslikning qo‘l yozma matnini sinchkovlik bilan o'qib chiqib,
o‘zlarining gimmatbaho maslahatlarini ayamagan tagrizchilar
fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent G‘. Shodmonov va
fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent A. Abdikarimovlarga
mualliflar o “zlarining alohida minnatdorchiliklarini bildiradi.

Darslikda quyidagi belgilashlardanfoydalanilgan:

» -teorema isbotining boshlanishi va oxiri;
» .4 - misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri.



I-BOB. CHIZIQLI VA VEKTOR ALGEBRASI
1.1. Matritsa va ular ustida chizigli amallar

Kundalik hayotimizning turli jabhalarida, xususan fan, texnika
va iqtisodiyotning xilma-xil sohalarida elementlari haqiqiy,
kompleks, mantigiy va simvollardan iborat bo‘lib, 0°zi hech ganday
giymatga ega boMmagan jadvallar bilan ish ko‘rishga tog‘ri keladi.
Masalan, chizigli tenglamalar sistemasini ba’zi usullar yordamida
yechishda qulaylik uchun fagat noma’lumlar koeffitsiyentlaridan
tuzilgan jadvallardan foydalaniladi

1.1-Misol. Hafta davomida talabalar uchta fan bo‘yicha necha
soat shug‘ullanishini quyidagi jadval ko‘rinishida beramiz:

35}
8t g o S s
2858 s8¢
Fanlarnomi & & § £ § § 5
S 8§ ¢ 2 ° &6 =
a o § &£ N
O >
Matematika 4 3 2 2 1 5 4
Fizika 2 1 1 4 6 2 1
Ingliz 1 4 3 5 2 1

Satr va ustun izohlami yo‘qotsak, 3 ta gator va 7 ta ustunli
jadval hosil bo'ladi.

43 2 2 1 5 4
2 1 1 4 6 2 1
l 4 3 5 2 1 1

I.I-Ta'rif. Biror w, (i=1,m,j = 1,n) giymatlar to‘plami-
ning mxn ta elementlaridan tuzilgan to‘g‘ri burchakli jadval

matritsa deb ataladi va quyidagicha yoziladi:
an al? aln\ m|Nn 312 " aln’

a2l a2 a2l yoki A= a2l a2 " a2

“m am2 amn” iml aTr ' 4mn-



Matritsaning elementlari 2 ta indeks bilan tartiblanadi. ay
elementning birinch i indeksi satr, j - ustun ragamini belgilaydi.
Ularning kesishish nugtasida esa matritsaning ay elementi turadi.
Matritsalar odatda lotin alifbosining katta harflari bilan belgilanadi.
A, . Agar matritsa m ta satr va s ta ustundan iborat bo‘lsa,
ta’rifga asosan uning o'lchami mxn bo‘ladi. Zarur hollarda u Amd
kabi belgilanadi. Agar matritsaning ay elementlari sonlardan iborat
bo‘lsa, matritsa sonli matritsa deyiladi. Agar matritsaning ay
elementlari funksiyalardan iborat bo‘lsa, funksional matritsa,
vektorlardan iborat bo‘lsa, vektor matritsa deyiladi va hokazo.

Agar matritsaning ustunlari va satrlari soni teng, ya’ni m=n
bo‘lsa, kvadrat matritsa deyiladi. Agar /=1 bo‘lsa, satr matritsa, j=\
bo‘lsa, ustun matritsaga ega bo‘lamiz. Ulami mos ravishda vektor-
satr va vektor-ustun deb ham ataymiz.

1.2-Ta’rif. Barcha elementlari noldan iborat matritsaga not
matritsa deyiladi.

Masalan:

1.3-Ta’rif. Agar A kvadrat matritsaning i>j (i <j)
munosabatni ganoatlantiruvchi barcha ay elementlari 0 ga teng
bo‘lsa, u holda A matritsaga yugori (quyi) uchburchak matritsa

deyiladi.
Demak, 1.3-ta’rifga asosan:
/lan ai2 "® am)\ [an 0 w 0\
A=( a2 i az2nJ-yuqoriB=| a2i a2 0 J_
Vo 0 LLnm 'Ami am2 amn'

quyi uchburchakli matritsalardir.
Agar A matritsada i~ j uchin, atf = 0 bo‘lsa, diagonal
matritsa hosil bo‘ladi.



1.4-Ta’rif. Bosh diagonali elementlari birga, qolgan elementlari
nolga teng kvadrat matritsa birlik matritsa deb ataladi va E harfi
bilan belgilanadi.

1 0 e 0\
2] (i.3>
0o 0 - 1/

Matritsalar ustida amallar. Matritsalarni fan va texnika
sohalarida qo‘llash uchun ular ustida qgo‘shish, ayirish va
ko‘paytirish kabi amallarni kiritish talab gilinadi.

1.5-Ta’rif. (Teng matritsalar)Agar ikkita A va B matritsalar
o‘lchamlari teng bo‘lib, elementlari uchun ay =by shart bajarilsa,
ular teng deyiladi.

Matritsalar tengligini quyidagi rajsol orgali tushuntiramiz:

=

= 2
# HB=0 ~7 6 9

Agar A matritsadagi x element 6 ga teng bo‘lsa A va B
matritsalar teng bo‘ladi. Qolgan hollarda esa ular teng emas. x
element ganday boimasin baribir A matritsa C matritsalaming
o'lchamlari har xil bo‘lganligi uchin ular teng bo‘la olmaydi.

1.6-Ta’rif. Bir hil rnxn oMchamli A \a B matritsalarning
yig‘indisi (ayirmasi) huddi elementi A va B matritsalaming mos
elementlarining yig'indisidan (ayirmasidan) iborat mxn matritsani
hosil giladi.

(AxB)jj=(A)  (B)t=aytby (1.4)
/1 4 6\ /12 3
1.2-Misol. A= (8 3 -2 15=12 1 4,
Vo 6 4/ \3 41
mumkin bo‘lgan matritsalarni go'shing va ayiring.
/2 6 9\ /0 2 3\
»1+B=(l0 4 2)A-B =[B 2 -6)
Vv8 10 5/ V2 2 3/

Turli o “lchamli F bilan A va B matritsalar o‘lchamlari har xil
bo'lganligidan ulami qo‘shish yoki ayirish mumkin emas. A



1.7-Ta'rif. A matritsani ixtiyoriy ¢ soniga ko‘paytirish nati-
jasida B=cA matritsa elementlari A matritsaning elementlarini c
soniga ko *paytirishdan hosil bo‘ladi.

B=cA=c(A)ij-cay (1.5)
Masaian, X~2, a- 3 0”berilgan bo‘lsin. U holda

71

3 0 -6 0
M=-21
7 -1 -14 2

Bir xil oichamli Ai Az,...,A,, matritsalar va ci,c,...c,, haqiqgiy
sonlar uchin

M i + c2A2 + s+ cnAn = Y j=1GAj (1.6)
ifodaga berilgan matritsalaming chizigli kombinatsiyasi deyiladi.
1.3-misol. aJI_ZI O3_2:|:/L 5=11‘_34}312 bo‘lsa, 5A - 2B matritsani
toping.

> 5= 10-55 28, °©*
]:-5 0 -10j 1-6 2
sA0R. J10-8 -15-6 5-4wW 2 21 1
[-5+46 0-2 —30+8) 1 -2 -2
Shunday qilib, 5A-2 5 = ~ n

1.8-Ta’rif. 0 ‘lchami mxp bo‘lgan A matritsa va o‘Ichami pxn
bo‘lgan B matritsalaming ko ‘paytmasi o‘lchami mxn bo‘lgan:

c«r:JHa,A> = >nj=I , 1.7)

C matritsaga teng bo‘ladi.

Demak, cv element A matritsaning i - satrini B matritsaningj -
ustuniga ko ‘paytmasining yig‘indisidan iboratdir.

Matritsalami ko‘paytirish amali umumiy holda kommutativ
emas, ya’ni ABpBA. Hagigatdan ham, AB ko ‘paytma mavjud bo‘lsa,
o‘lchamlari to‘g‘ri kelmasligi sababli BA ko'paytma umuman



mavjud bo‘lmasligi mumkin. Agar AB va BA lar mavjud bo‘lsa
ham, ulaming o'lchamlari har hil bo'lishi mumkin.

Bir xil o‘lchamli kvadrat matritsalar uchun AB va BA
ko‘paytmalar mavjud va o‘lchami bir xil bo‘ladi, ammo umumiy
holda mos elementlari teng emas.

Agar A mxn oichamli matritsa bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik
o‘rinli:

AE =AvaEA=A.

14-Misol. a= 1 2B matritsa berilgan. Yugoridagi

°21  °Z2 azi

tenglikni isbotlang.

(100 .
v el @) 0 =1 @ @
Ui &9%J 0y 2 B

£N —11 0,2 1 - (°u 0,2
lo AANZI °23 ) vAL A22 «23
1.9-Ta’rif. A ning transponirlangan matritsasi deb, mos
. o . &3 N .
satrlari ustunlari bilan almashtirilgan at=., ¢, », matritsaga

A3 °23 )

aytiladi.
Masalan,
5 -2
f
A= 4 3 uchin AT= > 4T
\-2 3 Y
\3 K

Elementlari bosh diagonalga nisbatan simmetrik A kvadrat
matritsa uchin A=Ar munosabat o‘rinli bo‘ladi. Masalan,
f-1 3 —4n
A= 3 8 2=AT
<4 2 1,

Agar A kvadrat matritsada A—AT bo‘lsa, ya’ni afj=-ap
(bundan i=j lar uchun au=-au=0) bajarilsa, bunday matritsaga
asimmetrik matritsa deb ataladi.

1.5-misol. Agar



-5 84
4 B=-2 -3  bo‘lsa, AB va BA ni toping.
4 3 4
, 3 /
» AB O Bu yerda

cu=4(-1)+(-5)(-2)+8 3=30; c,2=4 0+(-5)(-3)+8 -4=67;
c2i=1(-1)+3(-2)+(-1)3=-10; c2=1 ®+3(-3)+(-1)4=-8.

Natijada AB= _:ﬁ i « A4=C3& a1 o . Buyerda
43 @ &Y
S(DA+51=T Za=(-1X5)+53=2  ?B=(-8+5(-))=-13
MA=(-4H(-3) 1=, €2=(-2XB)+(3B=1; B=(-2)8H-3)(-1)=-13;

=3-4+41=16 R=3-5H+43=-3; =38+4(-1) =2,
120 -13>
va quyidagiga ega bo‘lamiz ba= -11 1 -13 | Shunday qilib,
16 -3 20
AB* BA."
1.6-misol. A= 31 ‘Z’ B= ., I matritsalar berilgan. AB va BA
lami toping.
» =13 15(-1) I-5)+5-2) _ f-2 -5 BA = 3¢5 154 52
Nel+2(-1) 1(-5) +2-2 -l -5 LED3+2-1 (H)5+2-2
2 -5" _
15 .Bundan AB = BA.A
1 3
1.7-misol. A= -1 | 5 =\o . C = , bo‘lsa, (AB)C va
A(BC) ni toping.
53-2 i
>AB= -19-2 (AB)C= 1
19 3-3, t-isj

i
BC=\ ™], A(BBC)= u ya’ni (AB)C=A(BC).A
v 15,

10



Matritsa ustida amallarning asosiy xossalari:

1 A+B =B+A 8. a(B+C)=aB+aC

2. A+(B+C)=(A+B)+C 9. a(B-C)=aB-aC

3. A(B-C) HA-B)-C 10. (a+b) C=aC+bC

4. AmB+C)=A-B+A-C 11. (a-b)C-aC+bC

5 (B+C)A=BA+CA 12. a(bC)=(ab)C

6. AB-C)-AB-AC 13. a(BC)=(aB)C'-B (a C)
7. (B-C)A=BA-CA

1.2. Determinantlar va ularning xossalari.
n-tartibli determinant hagida tushuncha

1.10-Ta’rif. n-tartibli determinant deb kvadrat jadval ko‘ri-
nishida yoziluvchi va determinantning elementlari deb ataluvchi,
berilgan at](i,j =\,n) sonlar orgali (ular hammasi n2 hisoblanuvchi
A,, songa aytiladi:

ai2 an «l4 s

(1.8)

.2 «,3 an,d e «u

bu yerda i indeks (1.8) kvadrat jadvalning satr ragamini,y-esa ustun
ragamini ko‘rsatadi. Ularning kesishgan joyida av element
joylashadi.

Determinantning asosiy diagonali an, a2..., au element-
lardan iborat.

L, determinantning a<$ elementlari funksiyalardan iborat

boisa, umumiy holda determinant funksiya bo‘ladi (xususan, son
boiishi ham mumkin).
oos* simi . 0os* -sim
1= - =
s onf 0052X-SiN2X =0052X; Sre cost
As determinantni hisoblashda uchburchaklar qoidasi (Sarryus
goidasi):

Masalan: =co*4sirfjc=l,



«1l  «12 «13

IUI_«Zl «22  «23 «N«22«33+ «M«21«32+ «12«23«31  «|3«22«3| «|2«21«33  «1]«23«32°

«31  °32  «s3:

Bu goidaning sxematik yozuvi quyida keltirilgan.

2M3
A3 =
Masalan:
12 -3
3= 46 5 =-6-1+2-5-2+4-(-1)-(-3)-((-3)-6-2+2-4 1+5-(-1)-I) =71
2-11
Determinantlarning asosiy xossalari:
1 Determinantning satr elementlarini mos ustun elementl
bilan almashtirsak determinant migdori o‘zgarmaydi, ya’ni
«11 «12 «13 «11 «21 «31
«21 «22 «23 = «12 «22 «32
«31 «32 «33 «13 «23 «33
2. Determinantning satr (yoki ustun) elementlari biror k son

ko‘paytirilsa, determinantning giymatini shu songa ko'paytirishga
teng kuchlidir, ya’ni

*«11 [T «n «12 13
«21 «22 «23 = k«zl «22  «23
«31 «32 «33 31 «32  «33

3. Nolli satr (yoki ustun)ga ega bo‘lgan determinant nolga teng

an a\l °I3

= 0.
ald a3 an
4. Ikkita bir hil satr (yoki ustun)ga ega bo‘lgan determina
nolga teng:
a, an aBB
1 1 us =0
dad @ “3
5. Ikkita satr (yoki ustun) elementlari o‘zaro proporsion
bo‘lgan determinant nolga teng:

12



6. Determinantda ikkita satr (yoki ustun) elementlari o‘zaro
almashtirilsa, uning giymati fagat ishorasini almashtiradi

«21  «22 <V «11  «12  «13
«H o «l2 a3 T 7«2, «22  «23
«31 «32 «33 «31  «32 «.3
7. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlari ikkite

go‘shiluvchining yigindisidan iborat bo‘lsa, u holda bu determinant
ikki determinant yigindisidan iborat bo‘ladi, ya’ni

6,+c, br+cr b3+c3 ., c. .
«1 «22 *23 T @1 «22  «23 Y «21  «22  «23
«31 a2 *33 “31 0«32«33 «31  «32  «33
8. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlarini biro

songa ko‘paytirib, ikkinchi satr (yoki ustun)ning mos elementlariga
go‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi, ya’ni
au +ka2 «12 +*«22 «13 + *«23 «11 «12 «13
«1 «22 «23 = «21 «22 «23

«31 «32 «33 «31 «32 «33
Ushbu hossalaming o'rinli ekanligini Sarryus qoidasidan foy-
dalanib isbotlashni o*quvchining o‘ziga havola gilamiz.

Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar

1.11-Ta'rif. Agar A kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda uning
minori My ko‘rinishida belgilanadi va u A matritsaning i - satri,y -
ustunini o°‘chirishdan hosil bo'ladi. Aik=(~I)HkMik soni matritsaning
algebraik to‘ldiruvchisi deyiladi va n -tartibli determinant uchun

. (1.9)

o'rinlidir. Bu yerda Mm minorlar An determinantdan | —satr va k-
ustunni o‘chirishdan hosil bo*lgan (n-1) -tartibli determinantdir.

n=2uchun A2= F" ‘;212 A, =02, A



AD=(-1)+IM2=(-1)}2 2 =

Ai3= (-1)HMn= (-1)13 4 a2 |
1.8 -Misol.
> Ar-2 "3j=35- (-2)- 1= 17,

Ao—s s =, L "0‘1:4(-7)-7(21-25)-

o7 |5 1
25 =-10;
10200 o o L o
IA4':D4 1-2:717371071 17110+21-3 0 .o 1 -3 -1
1 -3 -i 0
=- (4(-4) +3-4-2 0)- (0-(-4) -4-2 ®)+2 M0 ~(-12) -4 -4-
2 15)=-74. <

Uchinci tartibli determinant ucun (1.10) formula o‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz:

«ll «12 «13
det(A) = 0j, a2 an T2 B “@a @
«32 «33 «31 «33
«31 «32 «33
= «11 («22«33 —«32«23) —«12 («21«33 - a31«23) + «13 («21«32 ~ a3ian) ~
=—anauan +analsal + auazia? - a\\aaan - auaziau + «n«2xss-

(1.9) formula ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari va ularga-
gina mos bo‘lgan algebraik to‘ldiruvchilar ko‘paytmasining
yig‘ndisiga teng bo‘ladi, ya’ni:

det(A) =

auAu +al?Al2 + anAB =
«N4t+«2i4i+Gidi =
«2IN 1+ «22N1 2+ «32732 = ..

1.9-MisoL Berilgan A determinant uchun an. an element-
laming minorlari va algebraik to'ldiruvchilami toping. A deter-
minantni: a) birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib; b) ikkinchi
ustun elementlari bo‘yicha yoyib; c) birirtchi satr elementlarini

nolga aylantirib, hisoblang.
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- 3210

2 -214
4 0-14
,3 1-14
» Quyidagilami topamiz:
12 141 1-310
94 -1 2j=—8-16+6+12+4-16=—18 M= 2 14
13 -1 4] (3-14

-12+12-12-8—20
au, as2 elementlaming algebraik to‘Idiruvchilari mos ravishda
quyidagilarga teng:
An=(-)™Mn=-(-18)=18, An=(-1)**Mu=-(-20)=20
a) A determinantni  birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyil
hisoblaymiz:
=a,,A,+anA,, +a,A, +a,A,,=-3\ 0 .

j 1 -1

Rl SR
~
IS
-
~
+
[any

s 0 2 -3(8+2+4-4)-2(-8-16+6+12+4-16)+(16-12-4+32)=38;
b) A determinantni ikkinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib
hisoblaymiz:
2 14 -3 10 -3 10
4-12 -2 4-12 +1 2 1 4 =36+8-6=38
3-14 3-14 4-12
d) A determinantni birinchi satr elementlarini nolga aylantirib,
hisoblaymiz. Determinantning uchinchi ustunini 3 ga ko‘paytiramiz
va birinchi ustunga qo‘shamiz, so‘ngra uchinchi ustunini -2 ga
ko‘paytiramiz va ikkinchi ustunga qo‘shamiz. U holda birinchi
satrning bitta elementidan boshga barcha elementlari nollardan
iborat bo‘ladi Hosil bo‘lgan determinantni birinchi satr elementlari
bo‘yicha yoyib hisoblaymiz:
-3 210 0 0 1
2-2 14 5-4 1
4 0 14 1 2 -1
13 1.14 0 3-14
1.10-Misol. Determinantni hisoblang:

-1

N-bO
I
w
oo

-4
2
3

o U
N RN
o r o
w NP
NS
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30 -10 120 80

-5 3 -34 -23
fa= 1 1 3 -7
-9 2 8 -15
> Determinantlaming 2-xossasiga asosan birinchi satrdar

ko‘paytuvchi 10 ni chigaramiz, hosil bo‘lgan satrni ketma-ket 3,1 va
2 sonlariga ko‘paytirib, mos ravishda ikkinchi, uchinchi va
to‘rtinchi satrlarga go‘shamiz. U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
3 -1 12 8
4 0 2 1
AT=10 4 0 15 1
3 0 32 1
Detenninantlarni ikkinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyish
mumkin. U holda

4 2 1
A4=10 4 15 1
-332 1

Sarryus goidasi bo‘yicha hisoblash mumkin bo‘lgan uchinchi
tartibli determinantni hosil qgildik yoki buni ham yuqoridagi usul
bilan bitta ikkinchi tartibli determinantni hisoblashga olib kelish
mumkin.

Hagigatan ham, hosil gilingan determinantning ikkinchi va
uchinchi satrlaridan birinchi satrni ayirsak, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

4 2 1
J4&=10 0 13 O :10_;) g=10-713:910 A
730 0 '

Determinantni uchburchak ko ‘rinishiga keltirish.

Asosiy diagonalning pastki yoki ustki gismida joylashgan
barcha elementlari nollardan iborat bo'lsa, uchburchakli determi-
nant hosil bo‘ladi. Ma’lumki, ushbu determinantning gqiymati
asosiy diagonal elementlarining ko‘paytmasidan iboratdir. Har
ganday An determinantni har doim uchburchak ko‘rinishiga olib
kelish mumkin

16



1.11-Misol. Determinantni hisoblang.
58 7 4-2
-1 4 2 3
A5= 927 6 10
396 2
13 2 8 -1
> Quyidagi amallami bajaramiz. Determinantning beshinch
ustunini birinchi ustunga go*shamiz Ushbu ustunni 3 ga ko‘paytirib
ikkinchi ustunga, 2 ga ko‘paytirib uchunchi ustunga, 8 ga
ko'paytirib to‘rtinchi ustunga qo‘shamiz. Natijada berilgan deter-
minantga teng kuchli bo‘lgan, quyidagi uchburchak ko‘rinishidagi
determinantga ega bo‘lamiz:
323 -12 -2
074 11 1
As— 0 0-12 -62 -9 =-3.7.12.22 =-5544 -4
000 -22 -3
000 0 -1
Berilgan determinantini ixtiyoriy satr yoki ustun elementlarini
mos algebraik to‘ldiruvchisiga ko‘paytmalarini yeig'ib hisoblanadi.
Agar ixtiyoriy satr elementlarini mos bo‘lmagan algebraik
toidiruvchilarga ko‘paytirib qo‘shib chigsak, natija 0 ga teng
bo‘ladi. Bu fikr ustunlar uchun ham o‘rinli.
1.12-Misol. (rtxn) oMchovli®

A=

matritsaning bitta satrini boshqga satri algebraik to‘ldiruvchiga
ko ‘paytmasini toping.
> Awal (3x3) oflchovli A matritsa uchun algebraik to‘ldi-
ruvchilar funksiyasi yordamida algebraik to‘ldiruvchilar matritsasini
tuzib olamiz.
N2312 - ar\Gbv az2la32-a22a3l
al3a32~al2a33 011<%3~"3731 A2N1 ~ MIN32

alza23 ~ "13a22 a\3a2{~ aiiai3 Chian ~ a\2a2lj
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Agar biz dastlabki matritsaning 1-satrini hosil bo‘lgan matritsa
1-satriga ko'paytirsak quyidagiga ega bo‘lamiz:
a\3{aiidi2~ada3iy~ai\{¢za3~ ~ ai\aii)
Agar biz hosil bo‘lgan matritsaning satrini 0'zgartirsak
quyidagi natijalarga ega bo‘lamiz:
1°32 ) + M1 (ai3a32~ al2a33)+ al?.(alla3l~ alzas\) = ®
O|3{anal2—anan ) +all("1222-~"13*22),  (a\saH ~aunars) = ®-"
Bu esa algebraik toidiruvchining bir giymatli aniglanishini
bildiradi. Bu natijadan biz teskari matritsani topishda foydalanamiz.
1.12-Ta’rif. A (nxn) o'lchovli matritsa bo‘Isin, u holda
fAn N2 m A*)
An An mm a2

4. R, - AR
A matritsaning algebraik to'ldiruvchilaridan tuzilgan transpo-
nirlangan matritsa deyiladi.

1.3. Teskari matritsa

1.13-Ta’rif. Agar A A~'=E o‘rinli bo‘lsa, A'l A matritsaga
teskari matritsa deyiladi

I.I-Teorema. Agar A matritsaga teskari matritsa mavjud
bo‘lsa, u quyidagiga teng:

A -N-A AT (1.11)

Mdet(A) skalyar migdor bo'lgani uchun (1.11) dan quyidagi
egabo‘lamiz:
det(A) A<J=Ar.
Bu tenglikning ikkala tomonini chap tomondan A matritsaga
ko‘paytiramiz:

det(A)AA-"=AAT (1.12)
Teorema shartiga ko‘ra AA'I=E, demak,
det(A) E =AAT (1.13)

Endi tenglikning 0°‘ng tomonini ko ‘paytiramiz
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@.@ l' & “ (A A 4

AAT= . A A ee 42
Xg|
n 4. A
QR 7 @
AA r ko‘paytmaga mos matritsaning i-satri va j-ustuni
elementlari quyidagicha aniglanadi:
andji +ai2A2 +  va,nAjt
Agar i=j bo‘lsa, u holda bu yoyilma det(A) ga teng. Agar L
bo‘lsa, matritsaning elementlari va algebraik to‘ldiruvchilari turli
satrlarga tegishli bo‘ladi va yoyilma 0 ga teng (1.12-Misolga

garang). Shunday qilib,
fdeth) 0 .. 0 ~

0 0 Cet(A) /

Demak, (1.13) tenglik ayniyatga aylandi, (1.12) ni det(A) A ga
bo‘lsak (1.11) hosil bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.»

Xulosa. A matritsaning teskarisi mavjud bo‘lishi uchun
det(A)£0 bajarilishi zarur. Bunday matritsalar xosmas matritsalar
deb ataladi.

1.13 - Misol. Ikkita A va B matritsalar berilgan

4 01 12 -3
A= 213, B= 20 1
3 22 21 3

Quyidagilami toping: a) AB ; b)BA ;c)A d)AA.v e)A~'A
> a) A matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar sonige
teng, shuning uchun AB ko‘paytma ma’noga ega bo‘ladi. Ele-
mentlari
c#Ewibv+a(by+alObJ + .. +a,,b,,
formula bilan aniglanuvchi C = AB matritsani topamiz.

-4 01 ©£12-3"
2 -1 3 20 1
3 22 -2 1 3

19



-4+0-2 -8+0+1 12+0+3 -6 -7 15

2-2-6 4+0+3 -6-1+9 = -6 7 2
3+4-4 6+0+2 -9+2+6 3 8 -1
b) BA matritsani hisoblaymiz:
12 -3' -4 0T -4+4-9 0-2-6 1+6-6"
BA= 20 1 2-13 = -8+0+3 0+0+2 2+0+2
21 3; 3 22 8+2+9 0- 1+6 -2+3+6
-9 -8 1
-5 2 4
19 5 7
Demak, AB(hBA,;
d) A matritsaga teskari matritsa A~l quyidagi formula bila
aniglanadi.
Al - 1
detA
-4 O il
buyerda detA 2 -i 3|=8+4+3+24 =39%).
3 22j

Bundan ko‘rinadiki, A xosmas matritsa, demak, unga teskari
matritsa/1 mavjud, quyidagilami topamiz:

-1 3. ol_ 01
A=, , 78 Al 22 4 3=k
2 3 -4 1 -4 1
A*= 4, =5 An 3 2:11 3 o714
| 40 -4 O
4313 " 43= 4, 21
2 1
8 2 1 *3 39 39
A-'= 5 -11 14 _%_ N
;8 4 39 39 39
™ 4
39 39 39
2 J_
- o 39 39 39 100
e) AA = .13 P 1 010 E;
3 2 2 ?;9 3: 32_ 0 0 1
9 3 I
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8 2 I -4 o 1 ]0O
f)yoki: A'A = 5 -11 14  2-13 010
7 8 4 3 22 001

Demak, teskari matritsa to‘g‘ri topilgan. M

1.4. Matritsaning rangi

Bizga (mxn) o'lchamli biror
an ai2 ai3 " %n
a2l A-22 a32 '"m a?2n

A13  — °mny
matritca berilgan bo‘lsin. Matritsaning rang/ tushunchasini
kiritamiz. A matritsada K ta satr va K ta ustunni ajratamiz, bu yerda fc
- m va n laming kichigiga teng yoki undan kichik sondir. A mat-
ritsaning k satr va Kk ustun elementlarining kesishishidan hosil
boigan elementlardan tuzilgan k - tartibli determinant A mat-

7-14 5
ritsaning minori deyiladi. Masalan 8 matritsa uchun
-2
i 3 -1 51 .. . _— ) .
06 2 -q ikkinchi tartibli determinantlar berilgan

matritsaning k =2 dagi minorlari bo‘ladi.

A matritsaning rangi deb ushbu matritsaning, noldan fargli
minorlarining eng yuqori tartibiga aytiladi va biz uni rangA kabi
belgilaymiz. Agar K -chi tartibli barcha minorlar nolga teng bo!lsa,
u holda A matritsaning rangi k dan kichik bo'ladi.

Matritsa rangi uchun quyidagi xossalar o‘rinli ekanligini
ta’kidlaymiz:

1) ixtiyoriy ikkita parallel satr yoki ustunlarning o mini
almashtirilsa;

2) satr yoki ustunlarning har bir hadini noldan fargli biror
XpOKo paytuvchiga ko paytirilsa;

3) satr yoki ustunlarning hadlariga unga parallel bo'lgan
biror noldan farqli kopaytuvchiga ega boshga gatorning mos
elementlarini go Shilsa, matritsaning rangi o zgarmaydi.

1-3 almashtirishlar elementar almashtirishlar deb ataladi. Agar
biror matritsa, ikkinchisidan elementar almashtirishlar yordamida
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hosil gilinsa, bu matritsalar ekvivalent matritsalar deb ataladi.
Ekvivalent matritsalar A ~B  kabi belgilanadi.

Tartibi berilgan matritsaning rangiga teng bo‘lgan noldan fargli
har ganday minor matritsaning bazis minori deb ataladi.

Matritsaning rangini topishning asosiy usullarini ko‘rib
chigamiz.
1 Birlar va nollar wusuli. Elementar almashtirishlar

yordamida ixtiyoriy matritsani har bir satr yoki ustunlari fagat
nollardan yoki bitta bir va qolganlari nollardan iborat bo‘lgan
matritsa ko ‘rinishga keltirish mumkin.
Hosil gilingan matritsa dastlabkisiga ekvivalent bo‘lgani uchun
undagi birlar soni berilgan matritsaning rangiga teng bo‘ladi.
1.14-Misol. Matritsaning rangini toping
1 12 3-1"

2 -10-4 -5
T 10 -3 -2
6 3 4 8 -3
> A matritsaning 3-chi ustunini Vi ga ko‘paytiramiz. So‘ngra

hosil bo'lgan birinchi satrni 2 ga ko‘paytiramiz va uni 4-chi satrdan
ayiramiz. Endi uchinchi ustun uchta nol va bitta birdan iborat bo‘lib
goladi. Birinchi satrda birinchi, ikkinchi, to‘rtinchi va beshinchi

elementlami osongina nolga aylantiramiz va quyidagiga ega
bo‘lamiz
0 0 1 0 0 -
2 -10-4 -5
A -1 -1 0 -3 -2
4 1 0 2-1

Oxirgi matritsada to‘rtinchi satrni 2-chi va 3-chi satrga
go‘shsak, ikkinchi ustunda yana ikkita nollar hosil gilamiz, so‘ngra
to'rtinchi satrda to‘rtinchi satr va ikkinchi ustun kesishgan joydagi
birdan boshga hammasini nol gilamiz. Natijada quyidagiga ega
bo'lamiz.

'"01 00 WO0O1 00" 00100
,. 60026 000 00 00000
300-1-3 300-1-3 00010
010 00 010 00 01000
Uchta birni hosil gildik. Demak, rangA- 3
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Bazis minor sifatida, masalan birinchi, uchinchi, to‘rtinchi
satrlar va ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi ustunlar kesishishidagi
(oxirgi matritsada satrlar va ustunlar kesishishida birlar turibdi)
uchinchi tartibli determinantni olish mumkin

12 3

-1 0 -3*0-7
3 4 8
2. 0 ‘rab oluvchi minorlar usuli. Jttartibli Mi minomi 0z
ichiga oluvchi (k+1) tartibli Mk+ minor, M*ni o'rab oluvchi minor
deb ataladi. Agar A matritsada MO mavjud bo‘lib, uni o‘rab
oluvchi barcha minorlar Mk+i=0 bo‘lsa, u holda rangA=k bo‘ladi.

'L -3 5 &4
1.15-Misol. Matritsaning rangini toping 2-643
3-932

» Quyidagiga egamiz: At - Z Z*Q M2 minomi o‘rab

oluvchi minorlar ikkita bo‘lib, ulaming har biri nolga tengdir

1 -3 5 -3 5 4
M3=2-6 4=0, M'=-6 4 3=0
3-9 3 -9 3 2

Shuning uchun rangA=2. M2 minomi bazis minor sifatida gabul
gilish mumkin.»

1.5. Chizigli tenglamalar sistemasi. Asosiy tushunchalar

Umumiy holda n noma’lumlar gatnashuvchi m tenglamadan
iborat sistema deb
allxl + al2*2 + —+ alnxn = "1
* N\ - —
@QI*1 + «22"2 + - + az2nXn = B2 (1.14)
ramixl ~ ~ 221 mrdn = wm
ga aytiladi. Bu yerda aff, i=1m, j—I,n sistemaning
koeffisientlari, bt,i = 1,m esa ozod hadlar deyiladi. Xj,j = 1,n
aniglanishi lozim bo‘lgan noma’lum sonlar.
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Endi (1.14) sistema Kkoeffisientlaridan tuzilgan quyidagi

( an ai2 —a?‘\ /* i\ . /bn
! @l:? (<:(t “ustun
thnlam2  &mnj \ xnJ \6 m/

rjiatritsalami Kiritsak, u holda matritsalami ko‘paytirish goidasiga
jco‘ra, (1.14) uchun quyidagi ixcham va qulay formulani hosil
gilamiz:
AX=B
(1.14) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deb
Oil a12 —aln W
a2la2 a2n b2

amlam2 —Omn m
ga aytiladi. Yuqoridagi sistemani ganoatlantiruvchi xr = kx,x2 =
k2, ...,xn —kn sonlariga shu sistemaning yechimi deyiladi.
Sistemaning bu yechmini ham gisgacha

kabi yozish murnkin.

Agar sistema yechimga ega bo‘lsa uni birgalikda, aks holda
birgalikda emas deyiladi. Sistemaning yechimi yagona bo‘lsa u
aniglangan, yechim cheksiz ko‘p bo‘lsa aniglanmagan deb ataladi.
Oxirgi holda har bir yechim xususiy, ularning to‘plami umumiy
yecbimni tashkil giladi.

Sistemaning satrlari ustida bajarilgan elementar almashtirshlar
bilan farglanuvchi sistemalar o‘zaro ekvivalent deb atalib, ularning
yechimi ustma- ust tushadi.

1.6. Kroneker - Kapelli teoremasi

1.2. Teorema (Kroneker-Kapelli) n-noma’lumga nisbatan

to (1.14) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi birgalikda boMadi,
fagat va fagat shu holda gachonki sistema asosiy va kengaytirilgan
matritsasining rangi teng bo‘lsa, ya’ni rangA—rangB=r.
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bo‘Isin, u holda quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi
ailkl +alk1+...+atrkr —6,

al +a22+" +aK="2 (1.15)

% A+ aTX1+...+a,,,,KNn =b,,

Kengaytirilgan A matritsaning 1 - ustunini ki ga, 2- ustunini
k2 ga va hokazo n- ustunini k,, ga ko*paytirib yig‘amiz, so‘ngra
oxirgi ustundan ayiramiz va (1.15) ni hisobga olsak, A ga
ekvivalent matritsa hosil gilamiz

«, o
a. o

Ushbu matritsaning oxirgi ustunini o‘chirish bilan A hosil
bo'ladi. Usbu amallar  elementar almashtirishligidan:
rangA=rangA. »

Agar rangA= rangA va r=n bo‘lsa, (1.14) sistema yagona
yechimga ega;

agar rangA= rangA va r<n bo‘lsa, u holda (1.14) sistema
ixtiyoriy n-r parametrga bog‘liq cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi uchun hamma vaqt rangA=
rangA, va ular har doim birgalikda bo*ladi.

1.16-Misol. Tenglamalar sistemasi birgalikda yoki birgalikda
emasligini ko‘rsating

djic, +3x2-3x}- xt =4
bxx+ x2-3ar3- 2xi =1
3jc, + x2 - xt=0

+4x2- 2x3- x4=3

> Berilgan matritsaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz,
hamda asosiy va kengaytirilgan matritsalaming rangini topamiz.
Asosiy va kengaytirilgan matritsalaming rangini birdaniga topish
uchun ozod had turgan ustunni matritsaning boshga ustunlari bilan
almashtirmaymiz
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4 3 -3 -1 4
3-1 3 -2 1
31 0 -10

5 4 -2 13

A matritsaning ikkinchi ustunini 3 ga ko‘paytiramiz va birinchi
ustundan ayiramiz, hamda ikkinchi ustunni to‘rtinchi ustunga
go‘shamiz. Natijada uchinchi satrda ikkinchi ustundan boshga
barchasida nollami hosil gilamiz. U holda ikkinchi ustunning golgan
barcha elementlarini nolga aylantirish oson.

Quyidagiga ega bo'lamiz

-3
3
0

'
o w N

-5 0
6 0
0o 1

0

w O - b

-7 -2 5
Endi ikkinchi satrni birinchi va to‘rtinchiga qo‘shamiz, so‘ngra
hosil bo ‘lgan matritsada birinchi ustunni to‘rtinchi bilan go'shamiz:
100005
6 0331
A9 1000
-1 0114
Bu matritsaning uchinchi ustunini unga teng bo'lgan to‘rtinchi
ustundan ayiramiz va birinchi ustunga go‘shamiz. Hosil gilingan

birinchi ustunni 5 ga ko‘paytiramiz va beshinchi ustundan ayiramiz:

1 000 O ' 00 00O
9 0 3 0 -44 000 01
0100 O 01 000
001 0 4 00100

rangA=3, rangA=4 ekanligini hosil gildik, bundan rangA£ rangB,
ya’ni berilgan tenglamalar sistemasi birgalikda emas. A
1.7. Chiziqgli tenglamalar sistemasini matritsa usulida yecish
n- noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘Isin.
alrxr + alx2+ ..+ alnxn = bx

<21*1 + a22x2 + - + a2nXn = b2 (1.16)

<OnlXi + + ...+ OnnXn
Yugoridagi kabi
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OuwdAnr =m&nn

belgilashlar kiritib
AX =B (1.17)
matritsaviy tenglama hosil gilamiz.

Bu matritsaviy tenglamada A xosmas (det(A)£0) matritsa
bo‘lsa (1.17) ni chapdan A'lga ko‘paytirib, A"JAX- A ’B, A~'A=E
ekanligidan, EX-X yoki

X=A'B
yechimni hosil gilamiz. Shunday qilib, X matritsaviy yechim A'lva
B laming ko ‘paytmasi yordamida oson topiladi.
2x-4y+z-31
1.17- Misol. x-5y +3z=n tenglamalar sistemasini matritsa usuli
X-y+z=11

bilan yeching.
» Quyidagiga egamiz:
2 -4 T X '3
A=1 -5 3,x=Yy,B="-1 det A--S
1 -1 1 z 1
-2 3
Teskari matritsa quyidagiga teng bo‘ladi:/r‘= g 2 1
4 -2 6
Noma’lumlarni topamiz
-2 3 -i '3 -2-3+43(-1)-7 f -16 "2
X=-2 1 -5 -1 5 23+()-51 = 0 =0
" 28 1 m-3-2(-1)-61 8

ya’ni berilgan sistemaning yechimix=2, y=0, z--1.M

1.8. Chizigli algebraik tenglamalarni yechishning
Kramer qoidasi

1.3. Teorema (Kramer). Agar (1.16) sistema uchun detA ~ C
bo‘lsa, u holda x(,i = I,n noma’lumlami hisoblash uchun quyidagi
Kramer formulalari o'rinlidir



(1.18)

Bu erda njl=detn, aJd esa A,-da r-chi ustunni berilgan
matritsaning ozod hadlaridan iborat ustunga almashtirishdan hosil
bo‘lgan «-chi tartibli determinantdir.

1.18- Misol. Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari
yordamida yeching

2c, - x2-3*3=3 1
3 +ax2-X =8
2Xr+r3=17 J
2 -1 -3
» Ani hisoblaymiz: g=6ebl=3 4 -5 =56-18+20+21=79
02 7

Asda birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlami ketma-ket ozod

hadlar ustuni bilan almashtirib, quyidagilami hosil gilamiz

A =35_
o m
2 3-3
02=3 -8 -J=-15§ = =B 2
h h 4 79
0 17 7
2-13
0®=3 4 -8 =237,
0 2 17

1.9. Noma’lumlarni ketma-ket vo*gotishning
Jordan-Gauss usuli

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning universal va
mukammal usuli Jordan- Gauss usuli bo‘lib, unga ko‘ra noma’lar
ketma- ket yo‘qotiladi.

Agar (1.14) sistemaning asosiy matritsasi A r<n rangga ega
boMsa, u holda bu sistemaning kengaytirilgan matritsasi A ni har
doim elementar almashtirishlar yordamida satrlari va ustunlarini
o‘rinlashtirib, quyidagi ko‘rinishga keltirishimiz mumkin:
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1 a - aw a\rd\ mm a, b,

0 1 m air arrd\ em ar, b2

0 0 - 1 oATH am K (1.19)
0 0 .. o 0 0 c

0 0 [o] 0O m 0 K

(1.19) matritsa berilgan sistemaga ekvivalent bo‘lgan sistemaning
kengaytirilgan matritsasi bo‘ladi (ya’ni berilgan sistema bilan bir xil
yechimga ega boiadi)

X,+ai2X2+ mm + jer + air+i ar,,, + m+ ainx,, = bi

# v mmoenzrer s peeaxe, + ST =H

Xr+ ot + eset @, X, - br (1.20)

Agar Hi.. b1 sonlaridan hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli
bo‘lsa, u holda (1.20) sistema va asosiy sistema (1.14) lar birgalikda
bo‘lmaydi va aksincha bI=...=*=0 bo‘lsa, sistema birgalikda bo'ladi,
(1.20) sistemadan Xr,,Xr.j,...,X2,xi bazis noma’lumlami Xr+i,...,X,,,
ozod noma’lumlar orgali ketma-ket ifodalash mumkin. Agar r=n
bo'lsa, bu sistemaning yechimi yagona bo'ladi.

1.19-Misol. Jordan-Gaussning ketma-ket yo‘qotish usuli
yordamida berilgan sistemaning birgalikda ekanligini tekshiring,
birgalikda bo‘lgan holda yeching

2%, +3*2+11*3+5*4=2
*,ob *2 4+ 5*3 4+ 2%4 = 1
FFL+3*%2 + 9%, + 5% = 2
2%+ =2 + 3*3+2*%4=-3
* b K+ 3% +4%4= -3

> Kengaytirilgan A matritsani tuzamiz va satrlar ustida zarur

elementar almashtirishlami bajaramiz
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Oxirgi matritsa yordamida berilgan sistemaga mos keluvchi
yangi algebraik tenglamalar sistemasi hosil boMadi
X, +X2+5x3+2x4=1
X2+ X, + x4=0
x3+ x4=2
X4 =-1j
Bundan, pastdan yuqoriga harakatlanib, ketma-ket topamiz
x4=-1, x3=2+x4=2-1=1 x2=-x3—x4=-1+1=0,
X, =1-x2—-5x3. 2x4=1-5+2=-2.

Shunday qilib, berilgan sistema birgalikda va uning yechimi
yagona ekanligi kelib chigadi (r=w=4).Tekshirish yordamida
topilgan yechimning to“g‘riligiga ishonch hosil gilish mumkin. <

1.20-Misol. Jordan-Gauss usuli yordamida berilgan sistema
ikki parametrga bog'liq cheksiz ko‘p echimga ega ekanligini
ko‘rsating va bu yechimlarni toping
X, + 2x2+ Xx3+x4=5

X2+ x3+ x4=3 =
X, +X2 =2

> Kengaytirilgan A matritsani tuzamiz va elementar alm:

tirishlari yorda r ? lami to@?iqj

-3 000O0O
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Ko‘rinib turibdiki, rangA = rangA=2<n=A. Shuning uchun
sistema birgalikda va ikkita parametrga bog‘liq ( n-r =4-2=2 )
cheksiz ko‘p yechimga ega.

Berilgan A matritsaga ekvivalent bo‘lgan oxirgi matritsaga,
berilgan sistemaga ekvivalent

,qej+2(2+x,+x4:5j

X2+ Xbr X4=3
sistema mos keladi 5. . i 3*0 Dbo'lganligi  sababli bazis
noma’lumlar sifatida x, va x2 ni olamiz, x, va xs« larni ozod
noma’lumlar (parametrlar) deb qgabul gilamiz. U holda oxirgi
sistemaning ikkinchi tenglamasidan quyidagini hosil gilamiz:
x2 =*3-x3-x 4 Bu ifodani birinchi tenglamaga qo‘yib x, ni topamiz

=5-2(3-x3- x4) - x3- x4=-1+Xx,+*4"

Iz o h. Bazis noma’lumlar sifatida x,,x3 yoki x ux4, yoki x2,Xs
, YOKi X2,x4 larni gabul gilishimiz mumkin edi, ammo x3x4 larni
gabul gila olmaymiz, chunki ularning oldilaridagi koeffitsiyntlardan

tuzilgan determinant nolga teng -j=oj, shuning uchun xs va X

larni xi \&X: orqgali ifodalab bo‘Imaydi.

Ozod hadlari nollardan iborat bo'lgan chizigli tenglamalar
sistemasiga, ya'ni

( arixr +aiz2x2 + ...+ alnxn

a21XX + az2X2 + ...+ az2nxn

0
0 (121)

&M2X 2 11 wmir &MNXn ®
ga bir jinsli sistema deb atalib, u har doim birgalikda, chunki uning

doim nol yechimi mavjud. Bu sistemaning notrivial, ya’ni nolmas
yechimi mavjudligini ta’milovchi quyidagi teorema o ‘rinli.

1.4. Teorema. Bir jinsli (1.21) tenglamalar sistemasi nolmas

yechimga ega boMishi uchun bu sistema asosiy matritsasining rangi
noma’lumlar sonidan kichik, ya’ni rang™ < n bo‘lishi zarur va
yetarli.

Noma’lumlar soni tenglamalar soniga teng bo‘lganida bu
teorema quyidagicha ifodalanadi:
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1.5. Teorema. n ta noma’lumli n ta ta chizigli bir jinsli
tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun bu
sistemaning asosiy determinanti nolga teng bo'lishi zarur va yetarli.

1.10. Ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajratish

Umumiy holda x ga nisbatan n tartibli ko'phad deb
M{x) = alxn + a-iX1'l + a2xn~2 4— + cin-ix + % (1-22)
ko‘rinishda aniglanuvchi funksiyaga aytiladi. Bu yerda at —(i =
1,n) ko‘phad koeffitsientlari, n - ko‘phad darajasi.

Bu ko‘phadning ildizi deb, uni nolga aylantirubchi songa
aytiladi. Ko'phad ildizlarini topish ba’zi amaliy matematik
masalalami hal etish uchun zarur bo‘ladi. Shu sababli biz quyida
1799 vyilda birinchi marta buyuk nemis olimi Gauss tomonidan
isbotlangan algebraning asosiy teoremasini keltiramiz va ko‘phadni
ko‘paytuvchilarga ajratishga doir bir necha misol garaymiz.

1.6. Algebraning asosiy teoremasi:

axn +a"xm'l + axn~24— +an-tx +an=0 (1.23)
tenglama hech bo‘lmaganda bitta hagiqgiy yoki komleks yechimga
ega bo‘iadi.

1.7. Bezu teoremasi:

M(x) = aOxn + aiXn_ 1 + axn~24— + a”"x +an
ko‘phad x-c ga bo‘linganda qoldig berilgan ko‘phadning Pn(c)
giymatiga teng:

M(x) = (x-c) Qn-rCx) + P(c),
bu yerda Qn-t(x) - boiinma n-1 darajali ko‘phad. Agar ¢ soni
(1.23) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda ko‘phad
ko‘paytuvchilarga ajraladi: m(x) = (x —c)Qn,,1(x).

Kvadrat uch had ucun bu teorema sodda ko'rinishga ega, ya’ni
ko ‘paytuvchilarga ajratish formulasi quyidagicha:

ax2 + bx+ c=a(x - xt)(x - x2),
bu yerda x*"-kvadrat tenglama yechimlari.
1.21-Misol. Kvadrat uch hadni ko'paytuvchilarga ajrating:
> a) P2(x) = 4x2~5x + 1, kvadrat tenglamlamia yechimi

Xr = t,x2=Jdemak, 4x2- Sx + 1= 4(x —I)(x —)
b) P2(x) = x2 + x + 1, kvadrat tenglamlamia yechimi



Xp = gl X = eyl

demak, x2 +x+ 1= X+*"—i)(X+ "+ —i)4

Yuqori tartibli ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajratish uchin
Bezu teoremasidan foydalanib tartibini pasaytiramiz. Ko‘phadning
koeffitsientlari butin sonlardan iborat bo‘lsa, 0zod had bo‘luvchilari
ichidan yechimni izlash usulidan foydalanishimiz mumkin.

1.22-Misol. P4(x) = x4 + 3x3 —x 2 —9x —18 ko‘phadni
ko‘paytuvchilarga ajrating:

»Ozod had 18 ning bo‘luvchilari +1, £2, +3, 6, +9, +18
ichidan x ning o'miga qo‘yib ko‘rish natijasida xx = 2,x2 = —3
ko‘phadni nolga aylantiruvchi yechimlami aniglaymiz. Berilgan
ko‘phadni guruhlash natijasida

PA(x) = x4 + 3x3~x2 —9x —18 =
= (Xx—2)(x3+5x2+9x+9) =
= (x- 2)(x+3)(x2+2x+ 3) <

Ko‘phadning bosh koeffitsienti 1 dan fargli bo‘lgan hollarda
o0‘zgaruvchilarni almashtirish usuli yordamida ushbu koeffitsientni 1
keltirish mumkin.

1.23-Misol. P3(x) = 2x3 + 19x2 + 41x + 15 ko‘phadni
ko ‘paytuvchilarga ajrating:

» Ko*phadni 4 ga ko‘paytirib y=2x belgilash kiritsak

4P3(x) = (2X)3 + 19 m(2x)2 + 82 m2x + 60 =
=y3 +19y2 + 82y + 60 = (BCY)

Agar hosil bo‘lgan ko‘phad butin yechimga ega bo‘lsa, ozod
handing bo‘luvchilari £1, +2, +3, +4, £5, 6, £10, +12, +15, £20,
+30, +60 dan biri, ya’ni y=-5 yoki x = — yechim bo‘ladi.
Berilgan ko‘phadni x + 1 ikkihadga bo‘lamiz.

2x3 + 19x2 + 41x + 15

-2Xx3 + 5x2
_14xz + 41x + 15 2x2 + 14x+ 6
14x2 + 35x
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__bx+15
6x+15
)
2X3 + 19x2 + 41x + 15 = (x + (2x2 + 14x + 6) =

= (2x + 5)(x2 4 7x + 3)

Kvadrat uch handing ildizlarini aniglab quyidagi ifodani hosil
gilamiz
2X3 +19x2 + 41x + 15 = (x + (2x2 + 14x + 6) =

(2,46 (L H41-F)(x +1+~7

Mashgqlar.
1 Agar
3 1 _s 00 1 |1
A= 12 4 DbA- 2 j ;'71 bo'lsa, berilgan A matritsaga teskari
32t 12 2 1

matritsa A1 ni toping.
3. Asosiy matritsa A va kengaytirilgan matritsa B ni bilgan holda ularga

mos keluvchi chizigli tenglamalar sistemasini yozing va uning birgalikda
emasligini Kroneker-Kapelli teoremasi yordamida ko‘rsating

3 -1 T 6"

-1 1 -2 1 1 -5 1 12
a)a= | -1 2 -1 B= A 2 b) A-2 4 0o, B=A -6
5 .5 8 -7_ 3 2 1 3 3

5 0 4 9

4. Kroneker- Kapelli teoremasi yordamida sistemaning birgalikda
ekanligini ko'rsating, sistemani matritsa ko‘rinishida yozing va uni matritsa

usulida eching:
f2jc,—x2 =-1 MM, +2x,- x3 =0

+2Xr-xr=-2 ; b) { xj+2x2+x, - 1

5. Kramer formulalaridan foydalanib, tenglamalar sistemasini eching:
2x, +3x2 +8x4= 0

x2- x3+3x4= 0
a) b) X+ =1
+x, =-24
6.  Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usulida eching:
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7. Tenglamalar sistemasi birgalikda ekanligini tekshiring, agar birgalike
bo'lsa, uni yeching
2X, + Sx2- 8x, = 8,
4x, +3x2- 9xj = 9,
2., +3nm;, - 583= 7,
X, +%x2- 7xi = 12.

3 -2
8. VWA=1. 2 matritsaga teskari matritsaA'1ni toping.
6 -3
-3 2
2) A- 175 151 bo*!sa, elementar almashtirishlar yordamida A
1 8

matritsaning rangini toping va biror bazisli minorini ko‘rsating.
1.11. Dekart koordinatalari sistemasi

Tekislikda o‘zaro pedendikulyar bo‘lgan ikkita to‘g‘ri
chizigni: Ox - gorizontai va Oy - vertikal o‘gni belgilaymiz. Bu
o‘g'ar uchun masshtab birligi (uzunligi 1 ga teng kesma) ni tanlab
olamiz. Natijada Ox, Oy koordinata o'glariidan iborat Dekart
koordinatalar sistemasi hosil bo‘ladi. Koordinata o'glarining
kesishgan o nugta koordinata boshini belgilaydi.

Dekart koordinata tekisligidagi ixtiyoriy M nugtaning
joylashish holatini aniglash uchun ushbu nugtadan absissa va
ordinata o‘glariga perpendikulyar tushiramiz. Bu pedendikulyarlar
koordinata o‘glaridan mos ravishda ikkita kesma ajratadi. Agar
kesmalar Ox o‘gining 0‘ng, Oy o0‘qining yuqori gismlaridajoylashsa
kesmalarning oxirlari aks holda ishora gabul giladi va ular
mos ravishda x va y orqgali belgilanadi. Odatda, x,M nugtaning
absissasi, v esa ordinatasi, x va y birgalikda M nugtaning
koordinatalarini aniglaydi. Mnuqta koordinatalar orgali M(x,y) kabi

yoziladi. Masalan, n,2), B(-1,3), c(-i,-i)nugtalaming
tekislikdagi tasvirlari 1.1-rasmda ko'rsatilgan



Y Eslatma. Absissa o0 gida
B -3 joylashgan barcha nugtalarning
Y A ordinatalari, ordinata o gida
joylashgan barcha nugtalarning

absissalari nol bo 1adi.

-1 0 3
c — -1
1.1-rasm.

1.12.Vektorlar va ular ustida algebraik amallar

Ko*pchilik fizik kattaliklar, masalan uzunlik, shakl yuzasi,
hajm, jism massasi bitta giymat bilan to‘la aniglanadi. Bunday
kattaliklar skalyarlar deb ataladi. Boshqga fizik kattaliklar, masalan,
kuch, tezlik, tezlanish uchun giymatining o‘zi etarli emas, ular
uchun yo‘nalishni ham e’tiborga olishga to‘g‘ri keladi. Ya’ni ular
kattalik va yo‘nalish orqgali beriladi.Tabiatda shamol yo‘nalish va
tezlikka ega bo‘ladi. Masalan, shimoliy-sharg yo‘nalishida 20
km/soat tezlik bilan shamol esadi. Bunday kattaliklar vektorlar deb
ataladi.

Bu paragrafda 2 va 3 o'Ichovli vektorlar, ular ustida arifmetik
amallar, ulaming geometrik talgini, asosiy xossalari o‘rganiladi.

1.14-Ta’rif. Yo'naltirilgan kesma vektor deb ataladi.

Agar vektorning boshi A nugtada bo‘lib, uchi (oxiri) B nugtada

bo‘lsa, uni AB kabi belgilanadi. Vektorning boshi va uchi (oxiri)
ko‘rsatilmasdan, uzinligi orgali ham uni ifodalash mumkin, ya’ni

lotin alfavitining kichik harflari d, b, ¢* lar bilan belgilanadi.
Chizmada vektorning yo‘nalishi strelka orgali tasvirlanadi (1.2-
rasm).

1.2-rasm. 1.3-rasm.
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Bitta to‘g‘ri chizigda yo‘ki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yo‘tuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

Bir xil uzunlik ya bir xil yo‘nalishga ega bo‘lgan vektorlar
ekvivalent yo‘ki teng vektorlar deb ataladi. (1.3-rasm)

Bir tekislikda joylashgan ixtiyoriy uchta vektorlar komplanar
vektorlar deyiladi.

Biror AB vektorga garama-garshi yo‘nalgan vektorni BA kabi
belgilanadi. Agar vektoming boshi va oxiri ustma-ust tushadigan

AA bo‘lsa, uni nol-vektor deb atalib, 0 kabi belgilanadi. Mazkur
vektoming yo‘nalishi noaniq bo‘lib, unga ixtiyoriy yo‘nalishni
berish mumkin.

Vektoming moduli yoki uzunligi uniga mos kesmaning
uzunligiga teng. AB va cf vektorlaming modullarini mos ravishda
| AB\ va | a*| kabi belgilanadi.

1.3-rasmda o‘zaro teng vektorlarjuftligi ABvaCD, cCvab
tasvirlangan AB = CD va d =b. Vektorlaming tengligi ta’ri-
fidan, ularning uzinliklarini o‘zgartirmasdan parallel gilib ko'chirish
mumkinligi  kelib chigadi. Vektorlaming ustida ulami songa
Ko paytirish hamda ulami qo Shish kabi chizigli amallari
aniglangan. Biror d vektoming a*O songa ko‘paytmasi deb,

b —a a* kabi vektorga aytiladi va uning moduli |af | Zf| bo‘ladi,
agar a>0 bo‘lsa, uning yo‘nalishi bilan bir xil, agar a<0 bo‘ladigan
bo‘lsa, a* vektorga garama-garshi yo‘nalishda bo‘ladi.

Vektorlami ikki xil usulda gqo*shish mumkin:

Uchburchak qoidasiga ko‘ra v va w vektorlami parallel
ko‘chirib w vektoming oxiriga v vektoming boshi mos keltiriladi.
w vektoming boshidan v vektoming oxiriga garab v + w mos
qo‘yiladi.

Parallelogram qoidasiga ko‘ra, v va w vektorlami parallel
ko‘chirib, boshlari bir nugtaga keltiriladi va ularning oxiiiaridan
ushbu vektorlarga o‘tkazilgan parallel chiziglar yordamida
parallelogram yasaladi. v va iv vektorlaming boshidan chiggan
dioganal v +w vektorlaming yig‘indisinianiglaydi(1.4-rasm).
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1.4-rasm.

1.5-rasmda v —w ayinna tasvirlangan v —w =v + (—w)
vektor v, —w vektorlardan tuzilgan parallelogramning diagonalidan
iborat.

Vektorlar arifmetikasi va moduli

Quyida ikki va uch o‘lchovli vektorlaming asosiy xossalarini
keltiramiz. 3

1 a+b = b+ a (Kommutativlikxossasi).

2. cf+0 = 0+ ~a=a

3. (a+b) +c*=b + (a +c*) (Assosiativlik xossasi). 4.
a*+(—ef) = 0

o
1.5-rasm. 1.6-rasm.
Vektorlaming chizigli kombinatsiyasi
Chekli sondagi a*i(/=1,n) vektorlamingyig ‘indisi: a* = Yfl =
M

0d: 02+ +ov

A ixtiyoriy sonlar uchin kabi ifodani a* vektor-
laming chizigli kombinatsiyasi deb yuritiladi. a”ixu yt; zi) uchun:

a*:(l_I!Ena,q LI ny.; if’z’)'
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Agar n dona (I, vektorlar uchun £ ncT; =0 tenglik fagat h=0
M

bo‘lganda o‘rinli bo‘lsa, u holda <? vektorlar chizigli bog‘lanmagan
bo‘ladi.

h sonlardan hech bo‘lmaganda biri noldan fargli bo‘lgan holda
/£In,<fi=0 kabi tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda cfi vektorlar chizigli

bog‘larigan bo‘ladi. Masalan, ixtiyoriy kollinear vektorlar, uchta
komplanar vektorlar hamda uch o‘Ichovli fazodagi to‘rtta va undan
ko‘prog vektorlar chizigli bog‘langan vektorlardir.

Chzigli bog‘langan n = w, + 42+ LW, vektoming kombina-
siyasini tashkil etuvchi vektorlar Oxyz Dekart koordinatasi o‘glariga
mos ravishda kolleniar bo‘lsin. U holda n vektoming uzunligi yoki
moduli Pifagor teoremasidan

iai = Vin,i2+ |u2i2 + ia3i2

ga tengligi kelib chigadi. Moduli birga teng vektor birlik
vektor deb ataladi.

Agar Oxyz koordinata sistemasida Mi(xi; yi; zj) va Mr(xz; yr,
ti) nuqtalar berilgan bo‘lsa, u holda W[MI=(xz-xi; yr-yr; z2-zj), yoki

WJQ =Vfe - x1)2+ O2- Y1)2+ O2- Zi)2
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1.15-Ta’rif. Fazodagi uchta tartiblangan va o‘zaro chizigli
bog‘lanmagan e\, ér va e3 kabi vektorlarni bazis vektorlar deyiladi.

Fazoda har ganday -a vektomi e\, er, e3 bazis vektorlar
bo‘yicha yoyib bazis vektorlaming chizigli kombinatsiyasi shaklida
ifodalash mumkin:

di=aie i+aie s

Bu yerdagi ai, d. va a3 lar €\, 7%, €*3, bazislardagi a*
vektorning koordinatalaridir. Agar bazis vektorlar o‘zaro perpen-
dikulyar hamda birlik vektorlar bo‘lsa, ulami ortonormallashgan
bazis vektorlar deb ataladi. U xildagi bazis vektorlarni T, ¥ va K
deb belgilanadi va gisqacha ortlar deyladi.

Musbat yo‘nalishi berilgan biror I to‘g‘ri chizigni | o'qi deb
yuritiladi

1.9-rasm.

Biror a* vektorning | o‘qdagi proeksiyasi (izi) deb, | a*| bilan
cf vektorning 1 o‘gning musbhat yo‘nalishi bilan tashkil etgan
burchagi < ning kosinusiga bo‘lgan ko*paytmasiga aytiladi, hamda
nptd kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga binoan, nptd =| a*|-cos <
(1.9-rasm).

Chizmadan ko‘rinib turibdiki, a* vektorning 1 o‘qdagi
proeksiyasi geometrik jihatdan MN kesmaning uzunligi bilan
xarakterlanadi. Bu yerda 0 < <p<n. Xususan, agar (p- | bo‘lsa, MN
kesma nugtaga aylanadi va npta =0 bo'ladi.

1.24-Misol. a, b, vaT vektorlar berilgan (1.10 a-rasm).
Ulaming chizigli kombinatsiyalari -2a + ~b + 4c* ni chizmada
tasvirlansin.

» Tekislikda 0 nugtani ixtiyoriy tanlab, undan -2a ni olamiz
(1.10 b-rasm) Uning uchiga - vektomi qgo‘yamiz va -b
vektorning uchiga 4c* vektomi qo'yamiz Agar O nugta bilan 4c*
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vektomi birlashtirsak, natijada garalayotgan vektorlaming chizigli
kombinatsiyalari hosil bo‘ladi-4

a

1.10-rasm.
1.13.Vektorlaming skalyar ko'pavtmasi

Biror moddiy jism kattaligi va yo‘nalishi o‘zgarmas boigan
tashgi F kuch ta’sirida biror P nugtadan Q nuqtaga ko‘chsin. Fizika
kursidan ma’lumki, bu eyrda bajarilgan ish A, |f| kuch miqgdorini

ko'chish yuo'nalishi masofasi PQ, hamda ular orasidagi burchakni
kosinusi ko *paytmasiga teng
A=\fjp~cos(F;PQ)

Ushbu qoida asosida aniglanuvchi skalyar kattaliklar
texnikaning turli sohalarida uchraganligi sababli, matematikada
vektorlaming skalyar ko paytmasi tushunchasi kiritilgan.

1.16-Ta'rif. Berilgan ikkita ~a va b vektorlaming skalyar
Ko paytmasi deb

o’b- \a\\b\-cos(anb),
ko’rinishida aniglanuvchi songa aytiladi, bu erda (a®/T) burchak, a*
va b vektorlar yo’nalishidagi kichik burchak bo’lib, u har doim 0 <

(anb) <n kabi bo’ladi.
Skalyar ko‘paytmaning asosiy xossalari:

1) db=b —g
2) (Xa)b'=l(ab") =aQSy,
3) a'(b+F)=da b+-~a<c\
4) a b*=[a"|npa b= |F| prg a:
5 aa=lak
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6) ab=0«a 16
Yugoridagi xossalardan foydalanib o‘zaro ortogonal birlik ' 1J* 1
K  vektorlar uchun M=fj =kk=1 Tj=rk=ki =0
natijalami hosil gilamiz. U holda, agar
CL ail +a2j +a3k=(a/;a2;a3) , b -bjT+b2j+b3k = (bi;b2;b$) (1.26)
bo‘lsa,
cCb = aibi + a2o2 + a3b3, (1-27)

hamda |<f|=Vai2+ a22+ a32 , \b|[=7jbi2+ fr22+ b32 kelib
chigadi.

Agar a =(anQq), 6= (anQy), y =(aA0z) bo‘lib, d” = (av; >, zj)=xii
+vyij + zik kabi bo‘lsa, ortonormallashgan vektorlar xossasiga ko‘ra
quyidagi formulalar o‘rinli bo'ladi: _

cf- Xr o] yi
—_ S e =S —= = ..o =
Ba la $ JxP2+y12+712 cos B la | MVETE Y

2’1 Vhi2+yi2+zi2’
cos2a + c0s2/? + cos2y = 1
bu yerda cosa, cos/? va cosy lar a* vektorning yo ‘naltiruvchi
kosinuslari deb yuritiladi.
Agar kosinuslar teoremasini qo‘llasak

ja—b| = |a|2+ |E| —2|a||lblcosO
skalyar ko‘paytma uchun qo‘shimcha quydagi natijaga kelishimiz
mumkin:

\a\\b\cose =|[(|a |2+ \b\2- |a - Db|2)

yoki
d-b = |(1«12+ |E]2- |a~b]|2)
[aj]2=a\ + a\ + a |, |[b|]2= o+ bf + bf
la- bf = (ax- bx)2+ (a2- b2+ (a3- b3)2

0 ‘miga olib borib go‘ysak, a-b= axb*+ a2b2+ a3b3 Kkelib
chigadi.
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Skalyar ko'paytmaning ta’rifidan ikki vektor orasidagi burchak
kosinusining formulasi kelib chigadi  cos(a>b ) = w b

Natija. Agar it va v vektorlar noldan fargli, & esa ular
orasidagi burchak bo’lsa:

u-v> 0 bo'lsa, B o‘tkirburchak;

n v <0 bo'lsa, B 0‘tmas burchak;

u-v =0 bo'lsa, 8 to‘g‘ri burchak.

1.25-Misol. Agar moddiy jism Fi=(3; -4; 5), F2=(2; 1; -4) va
Fy=(-1; 6; 2) kuchlar ta’siri ostida Mj(4;2;-3) nugtadan M2f7; 4; 1)
nugtaga tomon to‘g‘ri chizigli harakat gilgan bo‘lsa, teng ta’sir
giluvchi F kuchning bajargan ishi hisoblansin.

» F=-Fi + F: + F3 = (4;3;3) hamda MiM2 = ~s= (3;2;4)

boiganligi uchun A=~F-T==43+3-2+34 =30 M

1.14.Vektorlaming vektor ko‘paytmasi

Agar uchtao’, b, € kabi tartibdagi nokomplanar vektorlar bitta
O nugtaga qo‘yilib, ¢ vektoming uchidan garalganda o' vektordan

b vektorgacha bo‘lgan eng gisga burilish soat strelkasiga teskari

yo‘nalishda bo‘ladigan bo‘lsa, c1, b,c* vektorlar o'ng sistema
tashkil etadigan vektorlar, aks holda chap sistema tashkil etadigan
vektorlar deb ataladi (1.11 a va b rasmlar).

1.17-Ta’rif. Berilgan cf va b vektorlaming vektor Ko paytmasi
deb, c —axb kabi belgi bilan yoziladigan va quyidagi uchta
shartni ganoatlantiruvchi c*vektorga aytiladi:
1) |F| = |a>|b|sin(a*AF);
2) I la*, I Ib*;
b)1x,b,~c vektorlar 0’ng sistema tashkil etadi (1.12 - rasm).
Vektor ko‘paytma yordamida, biror A nugtada biriktirilgan
jismning ixtiyoriy B nuqgtasiga qo'yilgan F kuchning aylanma
momenti M ni hisoblash mumkin, ya’ni: M = AB (1.13 —asm).
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1.12-rasm. 1.13-rasm.

Vektor ko paytmaning asosiy xossalarixn sanab o ‘tamiz:

Dcixb--(bxd); 2)(Xa)xb=X@xb)=a*xQJ));

JJax(b +c)=a *b+a xc; 4)a*xb=0«=>a>||b;

5) Vektor ko*paytmaning moduli <fva b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuziga teng, ya’ni: |<f x b | = 5 (1.12 -
rasmga garalsin.)

Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan ortlar uchun
quyidagi tengliklar kelib chigadi

Fxi=~fxf =F xk=0 Ixj =k, XX K-T, kK xf =1J
FxI'=—k, Fx/ =—-i, 1xk =*
Bu natijalarga ko‘ra  koordinatalari  bilan  berilgan
(Mr=(auaz;a3), V= (b/;b2;b3) lar uchin vektor ko‘paytmani ifoda-
laydigan vektorning koordinatalari quyidagicha aniglanadi:
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X J K ., a3 % a3 % a2
al a2 a3 < Tlbt b3l*bj & (1-28)
N2 *3
1.26-Misol. Berilgan /1(-11 2, 4) nuqgtaga qo'yilgan F =(3, 2, 1)
kuchning koordinata boshi 0 ga nisbatan aylanma momenti M ning
koordinatalari topilsin:

a**p =

]
» M=0OAxF = _1 9
3 2

(-6,13,-8) <

= B~ X

1.15.Vektorlaming aralash ko‘paytmasi

1.18-Ta'rif Fazoda berilgan uch o‘Ichovli a, b va ¢ vektorlar
uchun (a xb ) vektor ko’paytmaningc* vektorga skalyar
ko‘paytmasi uch vektoming aralash ko paytmasi deb ataladi.
Agar bu vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, aralash
ko’paytmaning giymati ularning koordinatalaridan tuzilgan
matritsaning determinantiga teng:

(7x?)-F= bj b2 b3 (1-29)
cl c2 3
(1.29) formulani o‘rinli ekanligi (1.27) va (1.28) formulalardan

kelib chigadi.

1.27-Misol. a*= (1, 3, 1), b = (-2, 4, -1) va T = (2, 4, -6)
vektorlar berilgan. Ushbu vektorlaming komplanar yoki nokomp-
lanar ekanliklari aniglanib, agar nokomplanar vektorlar bo'lsa,
ularning o°ng sistema yoki chap sistema tashkil etishlari ko‘rsatilsin
hamda ularga qurilgan parallelopipedning hajmi hisoblansin.

pof bo= —2 1 Y-7g ekanligidan  ko‘rinib

turibdiki, vektorlar nokgmpénarsbo‘lib, chap sistema tashkil etadi
hamda V-78 ga teng.®
Aralash ko paytma quyidagi xossalarga ega:
D(ab )~c=CL-(b xI).
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Shuning uchun aralash ko‘paytmani d b o’ kabi belgilash
mumkin.

2~ab T=b c"'a=ca"b=-bcCc'--c‘b ef=-cIT b;

3) Aralash ko‘paytma, geometrik jihatdan shu vektorlarga
qurilgan parallelopipedning hajmiga teng, ya’ni: d b €= + V. Bu
erda, agar cC,b,~c vektorlar o‘ng sistema tashkil etsalar “+” ishora
olinib, agar chap sistemaga bo'ysunsalar ishora olinadi (1.23 -
rasmga garalsin).

4)a*w c*= 00 cl, b, lar komplanar vektorlar;

1.28-Misol. a=(2;-1; 8), ?,=(1; 2; 3), e 2=(I; -1; -2) va ? 3=(l;
-6; 0) kabi vektorlar T, J* k ortonormallashgan bazis vektorlarda
berilgan. Ulardan keyingi uchtasi bazis vektorlar ekanligi isbotlanib,
~a vektoming shu bazisdagi koordinatalari aniglansin.

> Agar e\, <2 va e3 vektorlaming koordinatalaridan tuz
determinant nolga teng bo‘lmasa, <I'bé*,<3 vektorlar chizigli
bog‘lanmagan bo'lib, ular bazis vektorlardir, ya’ni:
12 3
A= 1 -1 —2=-1970.
1 -6 N~ 0

Demak, garalayotgan e\, e2va e3ve ctorlar bazis vektorlardir.

a*vektoming ei, e2, e3 bazislardagi koordinatalarini x, y, z deb
belgilaymiz U holda: d = (x; y; z) =xe / + ye 2 + ze 3 Masalaning
shartiga binoan, a = 2 I - J* + 8/t ,8\=T+2]*+3k, er=I-/-2/c,
~e3=F-6jf boMgangi uchun, vektorlaming tenglik shartidan foy-
dalanib, 2T -/+8/c M+(2x-y-62) J* K ni yozamiz
Bu tenglikdan esa

Xty +z2=2
2x—y—6z=-1
3Xx —2y = 8

kabi sistema hosil bo‘ladi. Uning yechimi: x = 2;y =-7;z=7
Demak: a*=2ei-8*26*y=(2; -1, 1). M

Nazorat savollari
1. Determinant tushunchasi va ularning xossalari.
2. Yuqori tartibli determinantlar, ulami hisoblash qgoidalari.
3. Matritsa va ular usitida amallar. Minor va algebraik to‘Idiruvchi.
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4. Chizigli tenlamalar sistemasini yechishning Kramer, Gauss va teskari
matritsa usuli.

5. Vektorlar va ular ustida amallar.

6. Vektorlaming skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari.

7. Vektorlaming vektor ko'paytmasi va uning xossalari.

8. Vektorlaming aralash ko*paytmasi va uning xossalari.

Mashglar.

1. Uchburchakli SABC piramidada ISA = c1, SB = b* va SC = ¢* bo'lib,
agar ABC uchburchak massasining markazi 0 nugtada boisa, u holda SO vektor
aniglansin.

2. Biror vektorlar bazisida a*=(l,1,2), ei =(2,2, -1), e2=(0,4, 8), e3=(-1, -
1, 3) kabi vektorlar berilgan bo‘lsa, eu e2va e3 vektorlar, vektorlar bazisini tashkil
etishliklarini tekshirib, bu bazisdagi a4vektorning koordinatalari aniglansin.

3. Agar AB = c¢* BC = ¢l va CA = b vektorlar ABC uchburchakning
tomonlarini tashkil etsalar, uchburchakning medianalari bilan ustma-ust tushadigan
AM, BN va CR vektorlarni ~a,b va c*vektorlar orgali ifodalansin.

4. Asoslarining uzunliklari AD = 4 va BC = 2 bo'lgan ABCD to‘g‘ri
burchakli trapetsiyada ID = 45° bo‘lsa, AD, AB, va AC vektorlaming &)
vektor bilan berilgan | o'qdagi proektsiyalari topilsin.

5. ABCD parallelogramning ikkita uchi A(2,-3,-5) va B(-1,3,2) nugtalarda
boiib, uning diagonallarining kesishish nuqgtasi E(4, -1, 7) nugtada bo‘lsa, uning
golgan ikki uchining koordinitalari topilsin.

6. Agar P = (@A) = ~ bo'lib, |a*|=3, |b|=4 bo‘lsa, quyidagilar
hisoblansin: a2 b2 (a+b)2 (a-b)2 (3a-2b) (a+2b).

7. Jismga ta’sir etayotgan kuch F, |[F| = 15, uni 0‘z yo‘nalishiga ¢ = 60°
burchak ostida 4 m masofaga siljitsa, natijada bajarilgan ish migdori aniglansin.

8. Moddiy jism, F*= (5,4,3) kuch ta’sirida C= (2,1,-2) vektorning
boshidan uchiga tomon ko‘chgan bo'lsa, u kuchning bajargan ishi A ni hamda F*
kuchning yo‘nalishi bilan siljish yo'nalishlari orasidagi <pburchak aniglansin.

9. a"=at-3] +2k bilan b =T+ 2/- ak vektorlar a ning ganday giymatida
o°zaro perpendikulyar bo‘ladi?

10. Agar ¢l vektor Ox va Oy koordinata o“gtari bilan mos ravishda a=60°
va p=120° burchaklar tashkil etadigan bo‘lib, |a*|=2 bolMka, a* vektorning

koordinatalari hisoblansin (Javob: <J= (1,-1,11/2] yoki 3 = (1,4,—J2)).
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M-BOB. ANALITIK GEOMETRIYA KURSI
2.1. Qutb koordinatalari

Ma’lumki, tekislikdagi Oxy Dekart koordinatalari sistema-
sidagi har ganday M nuqgta x va y sonlar orgali aniglanadi, ya’ni,
Xf{x,y) (2.1-rasm). Ushbu nugtani masalan, p=\(LL, masofa hamda

qutb o gi deb deb ataluvchi Ox o‘gining om radius vektorning soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda hosil gilgan g=burchagi orgali ham
aniglash mumkin. Bu holda Mp,<p) yozuvidan foydalanamiz. Bu
yerda, p masofani qutb radiusi, (pni qutb burchagi, O nugtani esa,
qutb deb gabul gilingan. 2.1- rasmga ko‘ra M nugtaning x va y
Dekart koordinatalari bilan p va (p qutb koordinatalari orasidagi
bog‘lanish quyidagicha ifodalanadi:

X =pcos<p, p~20

y =psm(p, 0<<p<2n (21)

yoki mazkur formuladan:

2.1-rasm. 2.2-rasm.
2.1-Misol. Qutb koordinatalari bilan berilgan quyidagi nuqta-
larning o‘rinlari topilsin: w (rx/6\ wm2(131-/4), W,(3,50-/4), wm<(2,53/6\
M, (3/2,9/72), M6(4,0), M 7(b,Ir/4)
» (2.1) formuladan Dekart koordinatalari sistemasida berilgan
nuqtalar quyidagi koordinatalarga ega bo'ladi:
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2.2. Ikki nuqgta orasidagi masofa

Tekislikda ikki A(xj,yt) va 5(*>>2nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu
nugtalarni tutashtirishdan hosil bo‘lgan AB kesmaning uzunligi d
ni topamiz (2.3-rasm)

Keltirilgan rasmdan ko‘ri-
nadiki, aabc-to‘g‘ri burchakli
uchburchak bo‘lib,

AC=x2-xl, CB~y2-yx AB=d
bo‘ladi.  Pifagor teoremasiga
ko‘ra

2.3-rasm. d=\1(x2-")2+(y2-y,)2 (2.3)

Bu ikki nugta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir.
Xususan, koordinatalar boshi <9(0,0)bilan A(xy) nuqgta orasidagi
masofa QA=Jx2+y2bo‘ladi.

Masaian, tekislikda’4(1,2) va B(4,6)nuqtalar berilgan bo‘lsin.
Ushbu nugtalar orasidagi masofani topamiz:

d=7(4-12+(6- 2)2=V9+16 =5+

2.2-Misol. Qutb koordinatalarda berilgan MX{p\,(p")va
nuqtalar orasidagi masofa topilsin.

> Faraz qilamiz, bu nuqgtalar tekislikda 2.4-rasmda ko‘rsa-
tilgandek tasvirlansin:

Keltirilgan rasmdan
MrM2 = d, OMX= plt OM2 = p2,
[-POM-1 = (pit /1IPOM2 = (p2,
M10OM2 = (p2—P\
bo‘lishini aniglaymiz.
2.4-rasm.
Endi MxoM2 uchburchakdan kosinuslar teoremasiga ko ‘ra
d2=rf +pl - 1f\p2cos(<z\ -«s,)

ya ni d= +Pi ~ 2plp2cos (<2 - ) (2.4)
bo‘ladi. 4
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2.3. Kesmani berilgan nisbatda bo‘fish

Tekislikda ikkitaa(xl,yl)vaB(x2,y2 nugtalar berilgan bo‘lib, ular-
ni to‘g‘ri chiziqg bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil
gilingan va 4> 0 son ham berilgan AB kesmada BC:X shartni

ganotlantiruvchi ¢ nugtani aniglash garalayotgan kesmani berilgan
nisbatda bo‘lish deyiladi. Izlanayotgan ¢ nuqtaning koordinatalarini
x vaydeylik:C{x,y) (2.5-rasm).

Ravshanki,

. AD=x-xl, CE=x2-xhamda,
bE AACD\&DCBE laro “xshash.

) Bi i = “adi
x_ e inobarin CE " cB bo‘ladi
yl D

_» Demak, -—=4.
0O 3. S & X
2.5-rasm.

Keyingi tenglikda x-x1=J/1x2-/1x bo‘lib, undan x= 1411

kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash y- Zrt  bo‘lishi topiladi.

Shunday qilib, berilgan®(jcljM)va5(”,ynugtalami birlashti-
rishdan hosil bo‘lgan kesmani berilgan sson nisbatda bo‘luvchi
C(x,>) nugtaning koordinatalari

Y= Xl + JIx2 _ N+ Ny2 n
1+4 1+ A '
bo‘ladi. Xususan, C(x,y) nugta AB kesmani teng ikkiga bo‘luvchi

nuqta bo‘Isaéé€=A=1, va C(x,y) uchin x=hJ_er., v=21t2b.
ko‘rinishida aniglanadi. Masalan, A(2,9) va B(-4,3) nugtalami
birlashtiruvchi AB kesmanig=1 nisbatda  bo‘luvchi C(xy)
nuqtaning koordinatalari

_ 2= 254744) 3 953 9.543.7 1l
1+ 2 o2 ng 12 =2

X

bo'ladi.
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2.4. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

2.1-Teorema. Tekislikda Oxy Dekart koordinatalari sistema-
sida har ganday to'g'ri chizig, x vay noma’lumlarga nisbatan
birinchi darajali

Ax + By + C—0 (2.6)
algebrik tenglama bilan beriladi va aksincha har ganday (2.6)
tenglama to‘g‘ri chizigni ifodalaydi (bu yerda: A2+ B2> Q A,B,C
lar haqiqgiy sonlardir).

ATo'g'ri chizigda Me(x0,y0) nugta va ciziqga perpendikulyar
bo'lgan n = (A,B) togri chizigning normal vektori berilgan
bo'lsa, to‘g‘ri chizigda yotuvchi M{x,y) nuqgta uchim
MOM ={x-x0,y-y0} va n vektorglar perpendikulyar bo'ladi.
Perpendikulyarlik sharti n-'mQv =0 ga ko‘ra yoki

A(x-x0)+B(y-y0)=0

Qavslami ochib va C=-Ax0-By0 belgilash kiritsak, yugor-
dagi tenglamani (2.6) ko'rinishiga keltirishimiz mumkin. »

Agar (2.6) tenglamada B £ 0 bo'lsa, uni

y = kx +b(k =tga) (2.7

ko'rinishiga keltirish mumkin va u to‘g ri chizigning k burchak
koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi. Bu yerda, a - to'g'ri chizigning
Ox o'gining musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan hamda soat
strelkasiga qgarshi yo'nalishga ega burchak bo'lib, to'g'ri chizigning
og'ish burchagi deb yuritiladi, b esa, to'g'ri chizigning Oy o'gidan
kesib o'tgan kesmasining giymatini belgilaydigan sondir.

Tekislikdagi to'g'ri chizigning boshga xildagi tenglamalari
ham mavjuddir.
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To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi (2.6) uchin uch holni
ko‘ramiz:

1) ¢=0, bimda tenglama Ax+By=0 Kko'rinishni oladi, bu
tenglama koordinatalar boshidan o‘tgan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.
Hagigatdan, x=0,y =0 koordinatalar bu tenglamani ganoatlan-
tiradi.

2) A=0,B*0, bunda (2.6) By+C=0 ko‘rinishga keladi, bu
tenglama x  o‘giga parallel o‘tadigan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.
Hususan, agar c=0 bo‘lsa, y=0 hosil bo‘ladi, bu Ox o0°‘gining
tenglamasidir.

3) A*0,B” 0, bunda (2.6) Ax+C=0 ko‘rinishga keladi, bu
tenglama Oy o°‘giga parallel tofg‘ri chizigdir. Agar C=0 bo‘lsa, bu
Oy o°‘gining tenglamasidir.

A*0,B*0,C*0 bo‘lsin U holda (2.6) ning ozod hadi c¢ ni
tenglikning 0‘ng tomoniga o‘tkazsak va - ¢ ga bo!lib yuborsak:

-2-HL=i
_Cc _¢C
A B

Quyidagi belgiiashlarni kiritsak: a-—C,b=-C—tengIama

a b

ko‘rinishga keladi (2.8) ni to‘g‘ri chizigning kesmalardagi
tenglamasi deb ataladi, chunki bu to‘g‘ri chizig har bir koordinata
o‘glaridan mos ravishda a va b ga teng kesma ajratadi.

Agar Mo(x0,y0) to‘g‘ri chizigning berilgan nuqgtasi va
a-{m,n} uning yo‘naltiruvchi vektori bo‘lsa, ushbu chizigning
tenglamasini hosil gilish mumkin. Agar M(x,y) to‘g‘ri chizigning
ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, a Ba MoMm vektorlar o‘zaro parallel bo*ladi.
Vektorlaming kollinearlik shartidan

= (2.9)
m n

Usbu tenglama to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

Agar (2.9) da kasrlami t ga tenglasak,
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to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari deb ataluvchi tenglama
hosil bo‘ladi.

Agar to‘g‘ri chizigning ikkita Mr(x1y*,M2(x2y2) nuqtalari
berilgan bo‘lsa, holda a=MIML yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi, demak
garalayotgan to‘g‘ri chizigning tenglamasi (2.9) ga asosan

X-X, y-y.
----- (2.11)

Ushbu tenglama ikki nuqtadan o‘tuvchi toqg ‘ri chizigning
tenglamasi deyiladi.

| to‘g‘ri chizig va uning normali n berilgan bo‘lsin. Agar a, h
vektoming Ox o‘giga og‘ish burchagi bo‘lsa, u holda s vektoming
ortin0={Cosa.Sina} bo'ladi va [»0=1- Mx,y) to‘g‘ri chizigning
nugtasi va ON=p bo‘lsin. U holda

p = NpOM = |n| *npi"OM = n 0OM = xCosa +ySina.

Bundan

xCosa +ySina- p=0 (2.12)
kelib chigadi. (2.12) to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi deb
ataladi.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga
keltirish uchun, to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi (2.6) ni
+jA2+B2 ifodaga boiish kerak:

t7=N=* - j=£=yT-—£== =
a2+b2” -hil+Bl1
va (2.12) tenglamada ozod had manfiy bo‘lganligi sababli, oxirgi
tenglamada ham ozod handing ishorasini manfiy qilib tanlab

olinadi. +-==L = ifoda normallovchi ko‘paytuvchi deb ataladi.
"Ja2+b2



2.5. Ikki to‘g“ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikda £ly=kX+b, Ba [|2:y=kX+b2 to‘g‘ri chiziglar
berilgan bo‘lsin. Bizga ma’lumki, « =tgai,kz =tgaz Va mos
ravishda ti,i2 to‘g‘ri chiziglaming Ox o‘giga og‘ish burchaklari.
Ushbu burchaklar musbat yo'nalishga mos va ar>c\ bo‘lsa,
to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak a =a2-a, bo‘lib

1+tgaxstga2 1+ k2 v
kelib chigadi. Agar f;=k2 bo‘lsa, a-0,d, ya’ni AJr tog‘ri
chiziglar parallel bo‘ladi. Agar ~i,i2to‘g‘ri chiziglar perpendikul-
yar, ya’ni «=2 bo‘lsa, u holda (2.13) dan 1+kr k2=0 Kkelib

chigadi. Ushbu tenglik to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarlik
sharti deyiladi.
1. Ikki to‘g‘ri chiziq tenglamasini birgalikda tekshirish.

IKKi to‘g‘ri chiziglariga mos keluvchi tenglamalaridan tuzilgan

\Ax+B,y+C, =0,

Alx +Bly +C1=0 \Y y
sistema berilgan bo‘lsin.  Ushbu sistema yagona yechimga ega
boMishi uchun *0 shart bajarilishi zarur va yetarlidir. Ushbu
shart tengsizlikka olib keladi. (2.14) ning yagona yechimi

to‘g‘ri chiziglarini har birini ganoatlantimvchi nugtaning
koordinatasini, ya’ni to‘g‘ri chiziglaming kesishish
nuqtasini aniglaydi.
Agar * ® = bajarilsa, bunda ikki hoi yuz berishi
noA, Ay B,
mumkin:

1) 22 +% i shartlar bayarilganda (2.14) cheksiz kop ye-

chimga ega bo‘ladi, ya’ni to‘g‘ri chiziglar ustma-ust
tushadi;
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2) ﬁ\z =.@~ £1 Shartlar bayarilganda (1.34) yechimga ega emas,

Br C2

ya’ni & w:to‘g‘ri chiziglar parallel bo'ladi.
2.6. Nuqgtadan berilgan to‘g‘ri chiziqgacha bo'lgan masofa

MO(x0,y0) nugtadan £ to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan d masofani
aniglash uchun, to‘g‘ri chizigning % normalini joylashtiramiz. Agar
MO nugta fm ga nisbatan, «0normalning musbat yo‘nalishi

Yy

N
\MO
7@5‘ 4
2.8-rasm

tomonida joylashgan bo'lsa masofa +d, aks holda -d bo'ladi,
ya’ni MO nugtani &to‘g‘ri chizigdan chetlanishi 8 deb belgilaymiz.
Chizmadan ko‘rinmoqdaki p +S =npi@OM( =x0CoSa +ySina, yoki
5 = x0CoS a +y0Sina - p YoKi
d = k0CoSa+y0Sina- p\ (2.15)
2.3-Misol.  3jc—5jv+15=0 to‘g‘ri chizigning kesmadagi
tenglamasini tuzing
» Ozod had 15 ni tenglikning o°ng tomoniga o‘tkazib -15 ga
boiamiz, u holda -jj +j =1 Demak, berilgan to'g'ri chizigx vay
o‘glaridan mos ravishda a=-5, b=3 kesmalami ajratar ekan. A
2.4-Misol. ABC uchburchakning uchlari /4(4; 3); B(—3; —3)
va C(2;7) nugtalarda bo'lsa, a) ABtomon tenglamasi; b) CN
balandlik tenglamasi; ¢) AM mediana tenglamasi; d) AM mediana
bilan CN balandlikning tenglamasi kesishish nugtasi; e) C uchidan
o'tib AB tomonga parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi; f) C
nugtadan AB tomongacha bo'lgan masofa aniglansin.
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> a) AB tomon tenglamasini (2.11) formuludan foydalz
tuzamiz:

S =S yoki 6 x-7y-3 = 0;

b) AB tomon tenglamasini y ga nisbatan yechib, AB to‘
chizigning burchak koeffitsiyenti k1 = - ni topamiz AB bilan CH
to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarlik shartidan foydalanib (2.13
formulaga qaralsin), CH balandlikning burchak koeffitsiyenti k2 =
_— ekanligini aniglaymiz. U holda, (2.13) tenglamadan foydalanib,
CA balandlikning tenglamasini yozamiz:

y —7 - —--(x —2), yoki 7x + 6y —56 = 0;

d) BC tomon o‘rtasi bo‘lgan M (x,y) nuqtaning koordinatalari,

X=— =—4vays= =2 larni  topib, AvaM
nuqtalardan o‘tuvchi rnediana tenglamasini tuzamiz:

= 2x —9y + 19 = 0;

2

e) BC bilan CN balandliklaming tenglamalarini birgalikda
yechib, ularning kesishish nugtasi bilan N ning koordinatalarini
aniglaymiz,

(7X+6y- 56=0 26 49.

\2x - gy+19 =0 ssteman] yechlb N(T ’is) ni toPamiz’

f) C uchdan o‘tib AB tomonga parallel bolgan to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentini ham kx = 6/7 bo‘ladi. U holda,
(2.13) tenglamaga ko‘ra hamda C nuqtaning koordinatalariga
binoan, CD to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz:

6
y —7 = - (x —2), yoki 6x —7y + 37 = 0;
g) C nugtadan AB tomongacha bo‘lgan d masofani (2.15)
formuladan foydalanib an\g\aymizzd =\ D H \ = "=

Ushbu masalaning yechimi 2.9-rasmda aks ettirilgan. -4

2.5-Misol. 2.10-rasm OACD parallelogrammning ikkita uchi
0(0,0) va A(—2,0) nuqtalarda bo‘lib, diagonallarining kesishishi
nuqtasi 6(2,—2) bo‘lsa, parallelogramm tomonlarining tengla-
malari yozilsin
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> OA tomon tenglamasining y = 0 ekanligi ma’lum.
B (2, —2) nuqgta AD (2.10-rasm) diagonalning o‘rtasi bo'lganligidan,
D (x,y) uchining koordinatalarini kesmani teng ikkiga boMishi
formulasidan foydalanib topamiz:

2= 2=~~~iyoki x =6y= 4

Demak, 5(6,—4) endi, OAvaCD tomonlar parallel bo‘lgan-
liklari uchun CD tomon tenglamasi n = —4 ekanligini topamiz OD
tomon tenglamasi: , yoki 2x + 3y = 0 AC tomonning
tenglamasini tuzish uchun uning A{—2,0) nuqgtadan o‘tib, OD
tomonga parallel ekanligidan foydalanamiz (2.13 tenglamaga

garalsin), y —0 ——"(x + 2) yoki2x + 3y + 4 = 0.-4
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Mashglar

1 x—Ty—lvax +y = —7 to‘g‘ri chiziglar tashkil gilgan burchak
ichidagi A(l,1) nugtadan o'tuvchi burchak bissektrisasining tenglamasi yozilsin.

2. Agar ABCD parallelogramning AB,BC,CDvaDA tomonlari mos
ravishda P(3,0),()(6,6),/?(5,9)vaS(—5/4) nugtalardan o‘tib, diagonallari Af(l,6)
nuqgtada kesishadigan bo‘lsa, uning tomonlarini tenglamalari tuzilsin.

3. Radiusi R = 5 bo‘lgan aylanaga 3x + 4y —30 = O va 3x —4y + 12 =
0 to‘g‘ri chiziglar urilib o‘tadilar ushbu urinma to‘g‘ri chiziglar hamda urinish
nugtalariga o'tkazilgan aylana radiuslari hosil gilgan to‘rtburchakning yuzasi
hisoblansin.

4. Ox Kvadrat shaklidagi yer maydoninmg chegarasini saglanib golgan
ustunlar yordamida tiklash lozim bo‘lsin: ulardan biri, maydonning o'rtasida
joylashgan, qolgan ikkitasi chegaraning garama-garshi tomonlarida joylashgan.
Shuningdek, markazidagi ustun M1(1,6) nugtada bo'lib, qolgan ikkitasi esa,
/4(5,9), va B(3,0) nugtalardadir. Maydonning chegarasini ifodalaydigan to‘g‘ri
chiziglaming tenglamalari tuzilsin.

2.7. Ikkinchi tartibli egri chiziglar.
Aylananing umumiy tenglamasi

0 ‘zgaruvchilarning 2 darajasi gatnashgan tenglamalar ikkinchi
tartibli egri chizigni bildiradi. Umumiy holda uning tenglamasi
quyidagi ko ‘rinishda bo‘ladi.

Ax2+Bxy+ Cy2+Dx+Ey+M =0, (2.16)
buyerda A 4CLAM lar okgarmas koeffisiyentlar boi ib, bulardan
OAC koeffitsiyentlaming kamida bittasi 0 ga teng bo‘lmasligi
kerak. (2.16) tenglama koeffitsiyentlarining giymatiga garab ganday
egri chizigni tasvirlashini ko ‘ramiz.

2.1-Ta'rif. Markaz deb ataluvchi C(a,b) nugtadan bir xil R
masofada joylashgan nuqgtalaming geometrik o‘mi aylana deb
ataladi.

Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga asosan

(x-af+(y-bf=R 2 (2.17)
kelib chigadi.

Qavslami ochib bu tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

X2-2ax+a2+y2-2by+b2=R2,
bu tenglamani (2.16) tenglama bilan solishtirib, xy oldidagi
koeffitsientni yo‘qligini va x2 va y2 oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro
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teng ekanligini ko‘ramiz. Shunday qilib, X,y ga nisbatan ikkinchi
tartibli umumiy tenglama aylana tenglamasi bo‘lishi uchun undagi
X2 va y2 gatnashgan hadlar oldidagi koeffitsiyentlar teng va xy
ko‘paytma oldidagi koeffitsiyentlar 0 ga teng bo‘lishi zarur va
etarlidir. (2.17) tenglamaga aylananing umumiy tenglamasi deb
ataladi.

Xususan aylananing markazi koordinatalar boshida joylashgan

bo‘lsa, tenglama x2+y 2= R2ko‘rinishga keladi.
2.8. Ellips

2.2-Ta’rif. Ellips deb, fokuslar deb ataluvchi nugtalargacha
bo‘lgan masofalarining yig‘indisi o'zgarmas 2a bo‘lgan tekislik
nugtalarining geometrik o ‘miga aytiladi.

Fokuslami deb belgilaymiz, ular orasidagi masofa 2c
teng bo‘lsin Ellipsning ta’rifiga asosan,

FIM +FIM =2a (2.18)

Bizga ma’lumki 2a>2c. Dekart koordinatalar sistemasini
olamiz. Tanlab olgan koordinatalar sistemasida chap fokus va
o‘ng fokus F2(c,0), M(x,y) ixtiyoriy nuqgta ellips tenglamasini
keltirib chigaramiz

M{\="{x+c)2+y W~ rx-cY+y*
(2.18) ga asosan

Jix+cf+y2gp -cf+y2=2a (2.19)
Tenglamani soddalashtirish uchun yuqoridagi ifodani quyida-
gicha  yozamiz: n/(x+c)2+Y =2a-*J(x-c)2+y tenglamani ikkala

tomonini kvadratga oshirib
(x+c)2+y2-4a2+(x-c-)2+y2-4anj(x-c)2+y?2
va soddalashtirib aftx-c)2+y2=a2-cx, yana kvadratga ko ‘tarib soda-

lashtirsak
(a2-c x2+c?y* =<f(d2- c2)

(a2-c 2) musbat son, shuning uchun (cil—2)=b deb olsak yuqo-
ridagi tenglama quyidagicha ko ‘rinishga keladi:
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=1 (2.20)

Oxirgi tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Endi
ellipsning kanonik tenglamasidan foydalanib uning shaklini
tekshiramiz. (2.20) tenglamaga ellipsning x va y ning kvadratlari
gatnashadi, shu sababli (x,y) nuqta ellipsning nuqtasi bo'lsa,
(X, £y) nuqtalar ham ellipsga tegishli bo‘ladi. Demak, ellips
koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik joylashgan, bundan ellips
birinchi chorakda tekshirilishi yetarli ekanligi kelib chigadi.

yzhniaz-x?
a
y haqiqiy son boiishi uchun al-x1>0 yoki [*|~ a bo‘lishi kerak.

Koordinata o‘glari ellipsning simmetriya o‘glari deyiladi,
fokuslar yotgan simmetriya o‘g ellipsning fokal o‘qgi deyiladi.
Simmetriya o‘glarining kesishgan nuqtasi ellipsning markazi
bo‘ladi. Ellipsning simmetriya o‘glari bilan kesishgan nuqtalari
uning uchlari deyiladi. 1.35-rasmda A(a,0), Al(-a,0), B(Q,b), 5, (0,-6)
nuqtalar ellipsning uchlari AAl=2a ellipsning katta o‘gi, 55, =2b
ellipsning kichik o‘qi deyiladi (a>b bo‘lishi shart).

Ellipsning ekssentrisiteti. Ellipsning fokuslari orasidagi
masofaning uning katta yarim o°‘qi uzunligiga nisbati ellipsning

C
ekssentrisiteti deyiladi va s ~~ deb belgilanadi 0<e <1.

Bizga ma’lumki, c=Va2-b1 buyerdan g=-a2~>=Ji~.
a V cr

Agaroa a=b bo‘lsa ellips aylana bo‘lib qoladi va e=0 bo‘ladi. Agar b
ning giymati a dan 0 gacha kamaysa, s, 0 dan 1 gacha o‘sib boradi.
Shunday qilib, ellipsning s ekssentrisiteti 0 ga gancha yagin bo‘lsa
ellipsning shakli aylanaga shuncha yaqin va ekssentrisiteti 1 ga
gancha yaqin boisa u shuncha ingichkalashadi.

Ellipsning fokal radiuslari. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan
fokuslargacha bo‘lgan masofalari ellips nugtasining fokal radiuslari
deyiladi KM va ~Jl/ellipsdagi M nugtaning fokal radiuslaridir,
bulami r,va r2deb belgilaymiz:

rj=FM=,J(x-c)2+Y¥2 r2=F2M = *J(x+c)2+y?2
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fokal radiuslami kvadratga oshirib, natijalami ikkinchisidan birin-
chisini ayiramiz:
r2- r2=4cx
Agar m+r2=2aekanligini e’tiborga olsak ri-r1=2-x tenglik
a

hosil bo‘ladi, ulami hadlab qo‘shsak,
rYy=a + ex
rh=a-~£x
fokal radiuslar uchin tegishli formulalar hosil bo‘ladi.
Ellipsning direktrisalari. Ellipsning direktrisalari deb, uning

(2.21)

katta o‘giga perpendikulyar bo‘lgan va markazidan +7 masofa
uzunligida o‘tadigan ikkita to‘g‘ri chiziqga aytiladi. Ellips
direktrisalarining tenglamalari X:+é x:——e bo‘ladi Direktrisalari
ellipsning a va -a uchlaridan tashqarida joylashgan bo‘ladi, chunki
S <1, 3> a, —? <-a.Direktrisalar quyidagi xossaga bo‘ysunadi:

2.2-Teorema. Ellipsning ixtiyoriy M(x,y) nuqtalaridan
fokuslarigacha va direktrisalarigacha bo‘lgan masofaga nisbati e
(o‘zgarmas songa) teng

N dx=M, c~=l sonlar M nuqtadan direktrisalargacha
bo‘lgan masofa, r, va r fokal radiuslar, 2.11-rasmdan

dx=ml1=0D-ON = =— - . Demak,
e S

n-a~a _£~1R2_a+sc_ »
a~a d a+x E
e e
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2.9. Giperbola

2.3-Ta’rif. Giperbola deb har bir nugtasidan berilgan ikki
nuqtagacha (fokuslargacha) masofalaming ayirmasi o0°‘zgarmas
songa teng bo'lgan tekislik nugtalarining geometrik o ‘rniga aytiladi
(2.12-rasm).

Fokuslar orasidagi masofani 2c deb belgilaymiz. Giperbola
ta’rifiga asosan, MF]-MF2=xZa (a0)

Giperbolaning berilgan koordinata sistemasida tenglamasini
keltirib chigaramiz. Uning uchun Ft va R nugtalardan o ‘tuvchi
to‘g‘ri chizigni absissa o‘qi deb, FR2 kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi
va bu o‘qga perpendikulyar to‘g‘ri chizigni ordinata o‘qi deb olamiz
Mx,y) nugta giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi. Bizga ma’lumki,

W=~ (x+c)2+y2 , MR2=J(x-c)2+y2,
demak,
J(x+€)2+ [ -J(x-c)2+y2=%2a
yoki
J(x+cf+y2=J(x-c)2+y2+2a

Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko ‘tarib, ixcham-
lashtirgandan so‘ng, yana bir marta kvadratga ko‘tarib, c2-a2=b2
deb belgilasak, giperbolaning kanonik tenglamasini hosil gilamiz

=1 (2-22)

Hosil bo‘lgan tenglamani giperbola tegishli nugtalarining
koordinatalarini ganoatlantiradi. Quyida giperbola qanday egri



chizig bo‘lishini o‘rganamiz. Tenglamada noma’lum koordinata-
larining juflt darajasi gatnashadi. Shunga asosan giperbolaning ikki
simmetriya o‘gi mavjud. Bu Ox va Oy o‘qglaridir, simmetriya o ‘qlari
giperbolaning o‘qlari deyiladi.

Giperbolaning koordinata o‘qglari bilan kesishish nugtalarini
topish uchuny=0 desak, x=*a bo‘ladi. x=0 bersak, boiadi.
Demak, giperbola”™ o4yi bilan kesishmaydi. Giperbolaning fokuslari
joylashgan Ox o‘gi, uning hagigiy o°‘gqi Oy esa mavhum o‘qi
deyiladi.

Giperbolaning asipmtotalari. Giperbolaning tenglamasini y
ga nisbhatan yechib, quydagini topamiz:

y==x-4x-c? =+ - Jx2AI- ~) :i*xU-?L
a aV F a i
bu yerdan x yetarli darajada katta boMganda, ya’ni cheksizga

intilganda birga yaqin bo‘ladi. Demak, giperbola tenglama-

sidan yetarli katta x lar uchun y=+—x to‘g‘ri chiziglar

ko‘rinishidagi giperbola asimptotalari tenglamalari hosil bo°‘ladi.
Giperbolaning ekssentrisiteti. Fokuslar orasidagi masofa 2c

ning 2a ga nishbati e =~ giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
Bizga ma’lumki, c)a, bundan e)l ekssentrisiteti giperbolani
formasini ifodalaydi cl=02+b2 dan =Q -i=e2-l. Demak,

ekssentrisiteti kichik bo‘lgan sari giperbolaning tarmoglari shuncha
sigilgan bo‘ladi s gancha katta bo‘lsa, giperbola tarmoglari shuncha
yoyiq bo‘ladi.

Giperbolaning direktrisalari. Giperbolaning direktrisalari

deb uning markazidan +— masofada fokal o‘giga perpendikulyar

bo‘lgan ikkita to‘g‘ri chizigga aytiladi. Demak, direktrisa tengla-
malari quyidagicha ko'rinishda bo“ladi:

x~+2&  y=_2

€ £

Giperbolada e)l bo‘lgani sababli —<a bo‘ladi. Giperbolaning

direktrisalari mavhum o ‘qga parallel bo‘lib, bu o0‘q bilan giperbola
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uchlari orasida joylashgan.

Giperbola direktrisalari quyidagi xossaga ega: Giperbolaning
ixtiyoriy nugtasidan fokusgacha bo'lgan masofani, mos direktrisa-
gacha bo'lgan masofaga nisbati e ga (0‘zgarmas songa) teng.

Agar nuqta giperbolaning chap tarmog'ida bo'lsa, u holda bu

nugtadan direktrisagacha bo'lgan masofa d, ="~-x bo'ladi. Agar
nuqgta giperbolaning o'ng tarmog'ida bo'lsa, u holda direktrisagacha

bo'lgan masofa d =x~“ gateng. Endi nisbatni ko'ramiz M nuqta

o'ng tarmoqda bo'lgan holda IL - =£ - e M nuqgta
dx Xx_a ex-a

s
chap tarmoqda bo'lganda ~ =e. Demak, ikkala holda ham s ga teng

bo'ladi.
2.10. Parabola

2.4-Ta’rif. Parabola deb har bir nuqtasidan berilgan nugta-
gacha (fokusgacha) va berilgan to'g'ri chizigqacha (direktrisagacha)
bo'lgan masofalari o'zaro teng bo'lgan tekislik nuqtalarining
geometrik o'miga aytiladi.

Direktrisasidan fokusgacha bo'lgan masofa p parabola para-
metri deyiladi.

Parabola tenglamasini Kkeltirib chigarish uchun tekislikdagi
koordinata sistemasini quyidagicha olamiz. Berilgan nuqgtadan
o'tuvchi va berilgan to'g'ri chiziqga perpendikulyar to'g'ri chizigni
absissa 0'qgi deb, nuqtadan to'g'ri chizigga tushirilgan perpendi-
kulyaming o'rtasidan o'tuvchi va absissa o'giga perpendikulyar
o'gni ordinata 0'qi deb olamiz.

Tanlab olingan koordinatalar sistemasida fokus koordinatalari

F(],0, direktrisaning tenglamasi x=-| va bu to'g'ri chiziqg Oy

o'qiga parallel. M(x,y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
Parabolaning ta’rifiga asosan
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2.13-rasm.

Ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib ixchamlashtirsak parabo-

laning kanonik tenglamasi hosil bo‘ladi:
y2=2pX (2.23)
p masofa ekanligidan, xE [0; co) v&yE (—00; 00) kelib chigadi.
Parabolaning ekssentrisiteti va direktrisasi Parabolaning
ixtiyoriy nuqtasidan uning fokusgacha bo'lgan masofani p bilan
direktrisasigacha bo‘lgan masofani d bilan belgilab, parabola

ta’rifidan p=d bundan ~ ~1shuning uchun parabola ekssentrisiteti
s =i, direktrisa tenglamasi *=--m.

2.6-Misol. ~(1,0) nugta hamda tenglamasi x=2 bo‘lgan chiziq
Dekart koordinatalari sistemasida berilgan. Shunday egri chiziq
tenglamasi tuzilsinki, uning har bir M (x,y) nugtasi: a) berilgan
to‘g‘ri chizigga nisbatan A nuqtaga ikki marta yaqin bo‘lsin; b)
berilgan to‘g‘ri chizigga nisbatan A nuqtadan ikki marta uzoqgda
bo'lsin; v) ham to‘g‘ri chiziggacha, ham A nuqtagacha bir xil
masofalardajoylashgan bo‘lsin.

> a ) shart bo‘yicha 2ma =mn, hamda N(2,y) bo‘lganligidan,
quyidagilami hosil gilamiz:

%j(x-N2+ | =j{x-2f, 4(r2-2x+1+/)=x2-4x+4, 3IR2+4y2-4x =0,

Shunday qilib, ellipsning tenglamasi hosil gilindi. Bu erda 4/°)
nuqta, o ‘ng fokus nuqta bilan ustma - ust tushadi, x = 2 esa, 0‘ng di-
rektrisadir.
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b) Shartga binoan, MA = 2MN , Demak,

+>2 =2011(X-2)2 X2- 2X+ 1+y2=4x2- 16x+ 16,
3x2—12-14x+15:0, b;xr?x+3)] -/ :?-15::?,, 419 l4/3
Bu giperbolaning tenglamasidir a(1,0) nugta chap fokus bilan
ustma-ust tushadi, x=2 esa, chap direktrisadir.

d) Shartga binoan, MA=MN. Demak: /(x-If +y2=m/(*-2?,
X2-2X +1+y2=x2~4x+4, y=-2x+3yoki y2=-~Ax-~"

Bu esa, parabolaning tenglamasi bo‘lib “4(1,0) nugta fokus bilan
ustma-ust tushadi, x = 2 direktrisadir. <

Agar (2.16) umumiy tenglama, ellips yoki giperbola yoki
parabolaning tenglamasini ifodalagan bo‘lsa, u holda koordinata
o‘glarini koordinata boshi atrofida tg2a-2anl(au-a2) tenglama
orgali aniglanadigan a burchakka burish hamda bu o‘qlami parallel
ko‘chirish yordamida har doim yangi koordinatalar sistemasida
ularning kanonik tenglamalarini hosil gilish mumkin bo‘ladi.

Agar (2.16) tenglamada al2=0 bo‘lsa, uni kanonik shaklga
keltirish yanada osonlashadi. Bu holda, to‘la kvadrat ajratish
usulidan foydalaniladi.

2.7-Misol. 4x2+9y2+32jc-54>,+109=0 tenglama bilan berilgan
egri chiziq tenglamasini kanonik shaklga keltirilib, uni chizmada
tasvirlansin.

> x va y lar gatnashgan hadlami to‘la kvadratgac
to‘ldiramiz:

42+ 8x+16)+9(y2- 6V+9) =64+81-109= 36,

Ax+4)2+9(y-3)2=36 yoki (X+4) +(y.j3. 1

Bu esa, markazi c(-4;3) nugtada bo'lib, katta va kichik yarim
o‘qlari mos ravishda a=3 va b=2 bo‘lgan ellipsning kanonik
tenglamasidir.

2.8-Misol. a) ellipsning katta yarim o‘qi 3 ga teng bo‘lib fokus
nuqtasi f{Js”o) bo‘lsa;

b) giperbolada mavhum yarim o0‘q 2 gateng va f(-Vi3,0) bo‘lsa;
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d) parabolaning direktrisasi x=-3 bo‘lsa, mos ravishda ular-
ning kanonik tenglamalari tuzilsin.
»a) Shartga ko‘ra, a=3 va c¢=V5 bo‘lganligi hamda

B2=c?-<? dan, b2=9-5 =4 Demak, 49r+T4~= I;

Shartga ko‘ra, 6 =2 va c¢=VI3 bo‘lib, 62=c2-c”ekanligidan,
a2 =9. Demak,

d) Parabolaning tenglamasi y2=2px hamda uning direktrisasi
N =~x ekanligidan va shartga ko‘ra x=-3 yokip =6 dan, y2=12*

kelib chigadi.

2.9 - Misol. Markazi x2+4y2=4 ellipsning yuqori uchida
bo‘lib, ushbu ellipsning fokus nuqtalaridan o‘tuvchi aylananing
tenglamasi tuzilsin.

» Ellipsning kanonik tenglamasi X—2+y—2=1 boMganhgidan,.
a— va b=1, uning yuqori uchi ~(0,1) nuqgtadadir

c=Va2-b2="4-1 =& bo‘lganligi uchun fokus nugqtalari F,(-V3,0) va
F2(V3,0) kabidir. Aylananing radiusini ikki nuqta orasidagi masofani
topish formulasidan foydalanib aniglaymiz:

R=|W, =\AFA=yl (£/1-0} +{0-1)2=2

U holda masala shartiga ko‘ra, (x-0)2+(y-1)2=22 yoki
x2+(y-1)2=4 Bu esa tenglamasi tuzilishi lozim bo'lgan aylananing
tenglamasidir. -4

2.10 - Misol.
X = I+3(:osf,4l

y =2-2sintj
parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziq chizilsin.
» Egri chzigni aniglash uchun tenglamalar sistemasidan

0<t<2rc

t parametrni  yo‘gotamiz.  “=cosf, A-y-=sint.  Bundan,



Umuman olganda egri chiziglar fagat (2.16) ko‘rinishidagi
ikkinchi tartibli tenglamalar bilan ifodalanishi shart emas, balki
irratsional tenglamalar ham bo‘lishi mumkin. Ushbu turdagi tgru
chiziglami oson tasvirlash uchun qutb koordinatalari sistemasidan
foydalanish maqgsadga muvofigligini quyidagi misollarda ko‘rib
chigamiz.

2.11-Misol. (x2+JF232=4(x2-3y2) tenglama bilan berilgan
chizigning qutb koordinatalardagi tenglamasi yozilsin.

» (2.1) formulaga binoan,
—4(/>2c052cb 3p2sin2d)

p* 0 deb hisoblab, p="coicp-sin2 - 2sin2$)=4oas2<z>- 1+ cos2™)
yoki /j=4(2cos2~-1) ni hosil gilamiz. A

2.12-MisoL p2=Bsia22p tenglama bilan berilgan egri chizig-
ning Dekart koordinatalariga nisbatan tenglama yozilsin.

» sin2~=2sin~cos™ ekanligidan, p2=32sin2~>cosV da  sinp

bilan as<p lami (2.2) formuladagi giymatlari bilan almashtiramiz:
S2 N

f
w7 ]

Ne " +>m'

Bundan esa, (xXl+yX =32*V ni aniglaymiz. A

Mashglar
1. Qutb koordinatalarida berilgan chiziglami tasvirlab, ularning Dekart
koordinatalaridagi tenglamalari yozilsin:

1) p=-e {parabola)

1--cos P
2) p=a(l-cos”), (kardioida)
3) p=3/(p (giperbolik spiral)
4) p=2d p=(1/2)'p (logarifimikspiral)
5) p =asm3<p (uchyaproqli atirguty,
6) p —tfsin21<p (to rtyaproqli atirgul).

2. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziglaming qutb koordinatalariga
nisbatan tenglamalari yozilib, keyin ularning chizmalari chizilsin:

J) XR+y2=5" +y2
2) x4- 1 =(x2+y23; 4) {R+y2f =1/;
3) 3x2-y2=(x2+Y"; 5) (x2+y*Y =4xy 2
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2.11. Tekislikning umumiy tenglamasi

2.5-Ta'rif. Fazoda Dekart koordinatalari sistemasida
P=P (a Q =Q (a2b2c2 nuqtalardan bir xil masofada joylash-
gan nugqtalar to‘plami (nuqtalarining geometrik o‘mi) tekislik deb
ataladi.

Fazoda ixtiyoriy M =m(X,j,z)nhuqtani olamiz. Bu nuqta bilan
berilganP(alfelcl) hamda 0(a2£2c2nuqtalar orasidagi masofani
quyidagi formuladan foydalanib topamiz:

\WMP\= yj(x-a, )2+ (y-b,)2+(z-¢,)2
lal0]=
Shartga ko‘ra, ‘mp\=\ng\ya’ni
ViX- «lY +(y- bif +(*-¢)2=yj(x- a22+(y- b2)2+(z- c2)2

Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng
gisqa ko'paytirish formulasidan foydalanib topamiz:

X2- 2a,x+a] +y2-2bw -\-b2+z2- 2c,z+c2=

=Xx2- 2aXx+a\ +y2-2by+b2+z2-2cZ+c?2

2(a2~0i)x+2(b2-b{)y+2(c2-c~z+a2+b2+c]-a\-b2-c2=0

Agar
A=2(ar- al),B =2(b1--£>,),C = 2(cr-C,),D =a2+bf +cf - a\- b] - cl
belgilansa

Ax+By+Cz+D=0 (2.24)
kelib chigadi.

Tekislikning tenglamasif [ C,Dsonlarga (koeffitsiyentlarga)
bog‘lig bo‘lib, ular yordamida tekislikning fazodagi vaziyati anig-
lanadi.

Tekislik tenglamasi (2.24) ning xususiy hollarini garaymiz.

1) (2.24) tenglamada” ¢o, BdO, ¢ 0, D=obo‘lsin. U holda
tenglama ushbu Ax+By+Cz=0
ko‘rinishga keladi va u koordinatalar boshi 0(0,0,0) nugtadan
o'tuvchi tekislik tenglamasi bo“ladi.

2) Umumiy tenglamada”™ 0, By O C=0, D" OboMsin. U
holda Oxy tekislikdagi Ax + By + D =0 to‘g‘ri chizigdan o ‘tib, Oz
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o'qiga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi hosil boMadi.
3) Umumiy tenglamada A-Q B -0, Ch0, D*0 bo‘lsin. U

holda Oz o‘gining-— nugqtasidan o‘tib, Oxy tekislikka parallel

bo‘lgan Cz + D - Otekislik tenglamasi bo‘ladi.

4) (2.24)tenglamadayl*0, 5=0, C=0, D=0bo‘Isin. U holda

Ax=0 ya’'ni x=0

Oyz koordinatalar tekisligining tenglamasi bo'ladi.

Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi. (2.24) tengla-
madaA 0, B 0, C 0, D hb0bo‘lsin. Demak, tekislik koordinatalar
boshidan o‘tmaydi va koordinata o‘glari va koordinatalar tekislik-
lariga parallel boMmaydi. (2.24) tenglamada ozod had D ni
tenglikning o‘ng tomoniga o ‘tkazib tenglamani ikki tomonini - D ga
bo‘lamiz. Natijada

Ax By Cz _j

~D+"A~D+ D ~
Agar a= , b= , C= belgilash kiritilsa, unda ushbu
A B C
§+ ﬂ + gzl (2.25)

tenglama hosil bo‘ladi. Tenglamadagi a,fe,csonlar sodda geometrik
ma’noga ega. Ular tekislikning koordinatalar o‘glaridan ajratgan
kesmalarning miqgdorini bildiradi. Shu sababdan (2.25) tekislikning
kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi.

Masalan, koordinata o‘glaridan
ajratgan kesmalari a—2, b=3, c-2
bo‘lgan tekislik tenglamasi

ya’ni 3x+2y+3z~6-0 bo‘ladi.
2.14-rasm

Tekislikning normal tenglamasi. Koordinata boshidan
tekislikka perpendikulyar o‘tkazamiz. Ushbu perpendikulyar tekis-
likni P nuqtada kesib o‘tadi. OP to‘g‘ri chizigning uzunligini p ga
teng bo‘lib, ushbu chizigning Ox,0y,0z o‘glarini musbat yo‘na-
lishlari bilan tashkil etgan burchaklami mos ravishda a,f3,y
tengdir (2.15-rasm).
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2.15-rasm.
Tekislikdagi to ‘ri chizig singari tekislikning normal tenglamasi
x-cosa +y-cosfi+z-cosy-p =0 (2.26)
ko‘rinishda hosil gilinishi mumkin.

Uchta nuqgta bo‘yicha tekislik tenglamasi. Agar tekislik bitta
to‘g‘ri chizigda yotmaydigan Mi(xt) yt;zt) (i = 1,3) nuqtalaridan
o'tadigan bo‘lsa, u holda ulami ixtiyoriy M(x,y,z) nuqta olib, uchta
komlanar MXM, M1M2, MrM3, vektorlami hosil gilamiz. Komplanar
vektorlar uchun:

X—Xr y~Y\ z—x
¥ * Y2-Y1 z22-Z =0. (2.27)
% ~ Y3~ Yl *3~Z

munosabat o ‘rinlidir.

2.12. Fazoda to‘g‘ri chiziq

Fazodagi to‘g‘ri chizigni ikki tekislikning kesishish nugta-
laming geometrik o‘mi sifatida garash mumkin.Fazoda dekart
koordinatalar sistemasi o'matilgan bo‘lsin. Bu sistemada ikki o‘zaro
kesishuvchi tekisliklami garaymiz (2.16-rasm).

Fazodagi to‘g‘ri chizig yugoridagi
tekisliklaming kesishish nuqtalaridan iborat
ekan, ravshanki bunday nuqtalar ushbu

\A +By+C,z+Di =0
+B% +CZ + DZ=0

tenglamalar sistemasining cheksiz
ko‘p yechimlaridan iborat bo‘ladi.

(2.28) sistemaning yechimi quyidagicha topiladi. Noma’lum-
lardan birini, masalan z ni biror z=zo giymatini uchin, ushbu
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Nx+Bty =-D, - C,z0 (2.29)
N2 + fi;>=-jD2- CZ

sistemani A0 yechimning yagonalik sharti asosida
.n. ClzZo B, 4 .4 -C.zo0
-D2—¢€ 220 Br n -C 220
Yo =
A bx 4 B,
a2 b2 4 Br

va {xQy0z”™ (2.29) sistemaning yechimi bo‘ladi. To‘g‘ri
chizigda ihtiyoriy M=M(x,y,z) nuqtani olamiz. Ushbu,
M=M{x,y,z), MO0=M(x0y0z0 nuqtalar to‘g‘ri chizigda yotgani
uchun ulaming koordinatalari (2.29) sistemani ganoatlantiradi'
fAx+ S y+Cjz+ D[=0 JAx0+ Byt Q\Zg+ —0
\AX+BY +C2Z+D2=0 i + B0+ C20+ D2 =0
Sistemalardagi mos tenglamalarini ayirib:
M4, (x - x0)+ Bt(y - y0)+C, (z- z0)=0
{A2(x - xO)+B2(y -y 0)+C2(z-z0)=0
quyidagi munosabatlami hosil gilamiz:

B c, c, A
2
x-x,, = B ;2 \Z 20, Y Yo=- A mz ~z0>
nz pr A B
yoki
X- % y- Yo z - 20 (2.30)
C C A A B
B Q QA A B
kelib chigadi. Agar
B/ C’l T= Cl A9 rl=A B
B CA Cr A A Br
belgilash kiritilsa
Y"'YO Z~10 (231)
m n
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fazodagi tog ‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi
tenglama hosil bo‘ladi.

Bu yerda MOM=(x-x0,y-yo,z-z0), a-(I,m,n) vektorlar
(1.52)o‘zaro collinear ekanliklari kelib chigadi, demak, a=(l,m,n)

fazodagi to‘g‘ri chizigning yunaltiruvchi vektori bo‘ladi.
2.13-Misol. Ushbu

J3jct2y +4z-11 =0
[2x+y-3z-1=0

sistemasi bilan aniglanadigan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi topilsin.
>

Awalo, izlanayotgan to‘g‘ri chizigning biror M=M(x0,y0,z(

nugtasini topamiz Aytaylik, z0=1bo‘lsin. U holda berilgan sistema
quyidagi

[3x+2_y =7
[2x+y =4
sistemaga keladi. Bu sistemani yechib, x=1,y=2 bo‘lishini
topamiz.

Demak, n*=1, y0=2, z0=1 bo‘lib, m0=m0(l,2,)nuqta to‘g"ri
chizigqga tegishli bo‘ladi.Berilgan sistemadan

4 =3, Bl=2, C, =4,

4 =2, B2=1, C, =-3
bo‘lishini aniglaymiz. Unda

L q 24=_10 C A 43: A 3 32
B2 C2 1 -3 " c2pA 32 77 A B 21
boiadi (2.31) formuladan foydalanib, izlanayotgan to‘g‘ri
chizigning kanonik tenglamasi

x-1_y-2 z-1

ljo~ 17 ~~-T
ni topamiz, A

Fazodagi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasida, tenglikdagi
har bir nisbatni t bilan belgilasak, ushbu

X = X0+ £t,
my =y0+mt,
z—z0+nt
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ifodalar kelib chigadi. (2.32)fazodagi tog ‘ri chizigningparametrik
tenglamasi, t parametr deyiladi.

To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasidan ko‘p foydala-
niladi. Jumladan, to‘g‘ri chizigning tekislik bilan kesishish nuqtasini
topishda undan foydalaniladi.

2.14-Misol. Ushbu

X-2 _ y-3 z-4

1 - 1 2
to‘g‘ri chizig hamda 2x+y+z-6=0 tekislik berilgan.Ulaming
kesishish nuqtasi topilsin.
> To‘g‘ri chizigning tekislik bilan kesishish nugtasi (x,y
bo‘lsin. To‘g‘ri chizig va tekislik tenglamalaridan foydalanib,
kesishish nugtasining (x,y,z) koordinatalarini topish lozim bo‘ladi.

To‘g‘ri izigning parametrik tenglamasini yozamiz:
X-2 _y-3 _ z-4 _

1~ 1~ 2 ~
Unda
(x =2+t
|y =3+t
=4+ 2t

bo‘lib bu giymatlarini tekislik tenglamasidagi x,y,z laming
o0‘miga gqo‘yamiz:
2(2+1t)+(3+t)+(4+2t)-6=0
Ushbu tenglamani yechimi t=-1 ekanini topamiz. Undan x=1,
y=2, z=2 bo'lib, kesishish nuqtasi(l, 2, 2)bo‘ladi.-4

2.13. Fazodagi tekislik hamda to*g‘ri chiziglaming o‘zaro
joylashishi

Ikki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislik berilgan bo‘lib,
ulaming tenglamalari
I A+ByY+(Ir+ 2, =0,
[ A +By+C2% +D1=0.
bo'lsin. Bu tekisliklar hosil gqilgan go'shni ikki yoqli
burchaklarda biri(qo‘shni burchaklar yig‘indisi n ga teng bo‘ladi)
ikki tekislik orasidagi burchak deyiladi (2.17-rasm). Bu burchak
quyidagi formula bilan topiladi:
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— T _ AAr+BBl1+CEr
-A2+B3+c 2V +a2+¢2

F -7

2.17-rasm

2.15-Misol. Ushbu
rn+y=Q
[*-r=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.
> Berilgan tekisliklar uchun Ai=I1, Bi=Il, Cj=0, A2=0, B2=I
C2—1, bo‘ladi. U holda
10+ M +0(-1) B

COoOS® = e
VI2+12+02,/02+ 12+ (-1)2 2

bo‘lib, undan”™ =-jbo ‘lishi kelib chigadi.-»

Ikki tekislikning parallellik hamda perpendikulyarlik
shartlari. Agar ikkita
fAx+B,y+Clz +DI =0
| A A+B% +CZ +D2=0

tekisliklar uchun A|=B—l(=: I shart bajarilsa, u holda
2 @

A
tekisliklar o‘zaro parallel bo‘ladi. Agar bu tekisliklar uchun
A2+ BXB2+CX2—0
shart bajarilsa, u holda tekisliklar o‘zaro perpendikulyar
bo ‘ladi.
Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. Fazoda biror
Ax+By+Cz+D =0
tekislik va bu tekislikda yotmagan M0= MO0(x0,_\0,z0)nuqta berilgan
bo4sin Bu nuqgtadan tekislikka o°‘tkazilgan perpendikulyaming
uzunligi berilgan nuqgtadan berilgan tekislikkacha masofa deyiladi.
U quyidagi formula
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, \Ax0+ByO0+ Cz0+ D\

*Ja2+B2+cC2
yordamida topiladi. Masalan, M0=M0(3,0,1) nugtadan
X-2y +z-\ =0
tekislikkacha masofa

3,1Ve6
SI2+(-2)2+12 T6 2

teng bo‘ladi.

Fazodagi ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigq tenglamasi.
Aytaylik, fazoda ikkita Mx= Mx(x,,y\,z¥ M2=M2(x,,>2,z2) nuqta-
lar berilgan boisin, bu nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng-
lamasi quyidagicha

x-xI _y-y, _z-z,
b-b Y-y, z22-z,
bo‘ladi.

Fazodagi ikki to‘g‘ri chizigning parallellik hamda perpendi-
kulyalik shartlari yunaltiruvchi vektorlar orqali tekislikdagi kabi
aniglanadi.

Fazodagi ikki to‘g‘ri chizig orasidagi burchak. Ikkita

I X L, W t2 L, n2
to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lsin. Fazoda biror nuqgta olib,
undan berilgan to‘g ‘ri chiziglarga parallel boMgan to‘g‘ri chiziglarni
o‘tkazamiz. Ular orasidagi”™ burchak berilgan to‘g‘ri chiziglar
orasida burchak deyiladi. U ushbu

L +m -tru+n wu
cosfl'?-—p= —, (233N

+ ﬂ") i +«?
formula bilan topiladi.
Fazodagi to‘g‘ri chiziq va tekislikning parallellik hamda
perpendiklyarlik shartlari. Aytaylik, fazoda
X-*0 Y~Yo_ z~10
| m n
to‘g‘ri chizig hamda
Ar+By+Cz+D =0
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tekislik berilgan bo‘lsin. Agar bu to‘g‘ri chiziq va tekislik uchun
A B_C_
I m n
shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq tekislikka parallel bo‘ladi. Agar
berilgan to‘g‘ri chizig va tekislik uchun
A£+Bm+Cn=0
shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo“ladi.
To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak.
Fazoda to‘g‘ri chiziq
sovo =Y-Y0 _1-20
t m n
hamda Ax+By+Cz+D =0 tekislik beril-
gan bo‘lsin (2.18-rasm). Bu to‘g‘ri chiziq
hamda tekislik orasidagi burchak quyi-
dagi formula yordamida topiladi.

sin(p= (2.34) 2.18-rasm
NA2+B2+G2-yje2+ml+n2

2.16-Misol. Fazoda M = M (2,3,4)nuqtadan

X y-2_--7
1.3 _ 0
to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa d topilsin.
> Ma’lumki, M (2,3,4)nuqgtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi

A(X-2)+B(y-3)+C(;-4)=0
ko‘rinishda bo'ladi. Bu tekislik bilan garalayotgan to‘g‘ri chizigning
perpendikulyar bo‘lishi shartidan foydalanib topamiz:
1e(x- 2)+3¢(y - 3)+0(z- 4)=0 =>x+3>=11
To‘g‘ri chizigning berilgan tenglamasidan parametrik ko ‘rini-
shini topamiz:
L. L=0, x=t, y=2¥3t, =k
Natijada x+3y=\\ tenglama t+3(2+3t)=0 ko‘rinishga
kelib, undanr =1b o ‘lishi kelib chigadi Demak, m (2,3,4)nugtadan
tekislikka tushirilgan perpendikulyaming asosini ifodalovchi N
nuqtaning koordinatalari
X=t= 5 y=2+3t=32, z=7.bo‘ladi: n=n{\-2, Sé’ 75



Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

bo‘ladi.-4

2.17-Misol.  To‘rtta " (4,7,8), A2(-1,13,0), A3(2,4,9),
va /14(1,8,9) nugtalar berilgan a) A1A2A3 tekislikning; b) ArA2
to‘g‘ri chizigning; d) A1A2A3 tekislikka perpendikulyar bo‘lgan
A4M to‘g‘ri chizigning; e) ArA2 to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgan
A4N to‘g‘ri chizigning tenglamalari tuzilsin f) AXA4 to‘g‘ri chiziq
bilan AXxArA3 tekislik orasidagi burchakning sinusi; g) Oxy
koordinata tekisligi bilan ArA2A3 tekislik orasidagi burchakning
kosinusi hisoblansin.

> a) AxA2A3 tekislik tenglamasi (2.27) formula orqali

aniglaymiz:
XxX—4 y—7 z7—8
-5 6 —8 = 0, yoki 6x —7y —9z + 97 = 0
-2 -3 1

ni hosi gilamiz;
b) AxA2 to‘g‘ri chizigning tenglamasini yozish uchun berilgan
ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi ((2.11) formulaga

garalsin) dan foydalanamiz:
X-4 _y— _ 2-8

5 - -6 - 8"
d) AaM to‘g‘ri chizig A1A2A3 tekislikka perpendikulyar
bo‘lganligi shartiga binoan, to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektori 5 uchun A1A2A3 tekislik normal vektorin = (6, —,—9) ni
olish mumkin n holda A4M to‘g‘ri chizig tenglamasini (28) ni
hisobga olgan holda quyidagicha yozamiz:
X-1_y—8_ z-9
6 — -7 ~ -9
e) AAN  to‘g‘ri chiziq ArA2 to‘g‘ri chiziqga parallel
bo‘lganligi bois ulaming yo‘naltiruvchi vektorlari va  ni, % =
= (5,—6,8) deb yozish mumkin Natijada, A4N to‘g‘ri chiziq
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
x—21_ y-8_ z-9
5 ~ -6 ~ 8"~
f) Yugorida keltirilgan (2.34) formulaga binoan:
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of™ - 116-5+(-7)-(-6)+(-9)-8| _ 34
N VB2+(-7)2+(-9)2V52+(-6)2+82  VHV166°
g) (2.33) formulaga binoan:

COS(p = = 06+0'(—A)+I-(—9 ) __ 9
A InTHRIL  VT-VB2+(-7)2+(-9)2 V166
2.18-Misol. Berilgan M(4,3,1) va N(—2,0,—1) nugtalardan
o‘tuvchi, hamda Nn(14,—1) va5(—3,1,0) nugtalardan o'tuvchi

to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi tuzilsin.

» AB to'g'ri chizig tenglamasi kabi

yoziladi. Tekislik M (4,3,1) nuqtadan o'tganligi uchun uning
tenglamasi
A(x—4)+B(y—3)+C(z—1) =0
kabi bo'ladi. Mazkur tekislik, N{—2,0, —1) nuqtadan o'tgani uchun
A(-2- 4)+B(0- 3)+C(-1- 1) =0yoki 6A+3B+2C =0
shart o'rinli bo'ladi. Shuningdek, tekislik AB to'g'ri chizigga
parallel  bo'lganligidan, —4A + 05 + 1C = Oyoki4dA —C=20
shart bajariladi N sistemani yechib, C = 4A,
u v 4A —C—U
B = ——Am topamiz. U holda:
AX—4) —y My —3)+41(r—1) =0
va bu vyerda /470 ekanligini nazarda tutib, 3(x —4) —
14(y —3) + 12(z —1) = 0 yoki
3x - 14y + 122+ 18 =0
ni topamiz. -4

2.19-Misol. Mi(6,—4,—2) nuqtaning g+y+z—3=0
tekislikka nisbatan simmetrik bo'lgan M2(x2,y 2jz2) nuqtasining
koordinatalari topilsin.

» Mtva M2 nuqtalardan o'tib, berilgan tekislikka
pedendikulyar bo'lgan to'g'ri chizigning parametrik tenglamalarini
yozib olamiz: x = 6+t y= -4 + +t; t= =2+t Bu to'g'ri
chiziq bilan berilgan tekislikning tenglamalarini birgalikda yechib,
t = 1 va u orqgali, M1IM2 to'g'ri chizigning berilgan tekislikning
kesishish nuqtasi M (7, —3,—1) ni aniglaymiz. Ushbu aniglangan

nugta, MXM2 kesmaning o'rtasidagi nuqta bo'lganligi sababli, 7 =

X2, 3= Y2 o 1= 22 i yozish mumkin (2.5 - for-
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mulaga garang) va undan esa, M2 nuqtaning koordinatalari x2 =
8; y2=-2 va z2= 0 larni aniglaymiz. M

Mashglar
1. _Ztl=£4i va j* _ "™+ ”"to‘g‘ri chiziglaming kesishish
nugtasi A topilsin,
2. Berilgan P(7,9,7) nugtadan —1 ~ = to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan
masofa topilsin.
3. Uchlari ne4.1,-2),B(2,0,0) va C(-2,3, -5) nugtalardagi

uchburchakning B uchidan garama-garshi tomonga tushirilgan balandlik
tenglamasi tuzilsin.

4. Qirrasining uzunligi 1 bo'lgan kubning uchidan, shu uchidan
o'tmaydigan diagonaligacha bo‘lgan masofa aniglansin..

5. x =x0+ Ity =y0+mt, z—z0+ nt to‘g‘ri chizig orgali o‘tib,
Ax + By + Cz+ D = 0 tekislikka perpendikulyar bo‘lgan tekislikning tenglamasi
guyidagicha bo‘lishi isbotlansin:

X-x0 y-y0 z-z0

I m n =0
A B C

2.14. Ikkinchi tartibli sirt tushunchasi. Sfera.

Fazodagi Dekart koordinatalar sistemasidax,y, z larga nisbatan
biror
+aR¥2+2alXxy+2a2iyz+2adtxz+2alk+2ad+2a¥+a0=0 (2.35)

tenglamani ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plami ikkinchi
tartibli sirt deyiladi Bu tenglamadagi as,,a22a3r,an,al3a3koeffit-
siyentlardan hech bo‘lmasa bittasi noldan fargli bo‘lganda sfera,
ellipsoid, giperboloid, silindrik sirt, konus sirt yoki bir gancha
aylanma sirtlami ifodalash mumkin, shuningdek, bu tenglama
yordamida ikki tengsizliklar oilasi, nuqta, to‘g‘ri chizig va hatto
bo‘sh to‘plamlami ham aniglash mumkin Biz bu bobda eng sodda
(aylanma sirtlar) sferalar, konuslar, silindrlar, ellipsoidlar, giperbo-
loidlar, paraboloidlar va giperbolik paraboloidlar bilan tanishamiz.

2.6-Ta’rif. Fazoda berilgan nuqtadan teng masofada yotgan
nuqtalarning geometrik o‘midan tashkil topgan sirt sfera deyiladi.
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2.19-rasm.

Sfera tenglamasini tuzish uchun fazoda O (xl,yl,zI) nugta olaylik,
undan teng masofada yotgan nugtalar umumiy ho\daM(x,y,z) va
masofa R bo‘lsin U holda ta’rifga ko'ra, 2.19-rasmdan: |on/|=R yoki

Jix-xtf+iy-yf+(z-z,f =R
(X-xfMy-y$ M?-2$ =& (2.36)
sferaning (kanonik) tenglamasi deyiladi.
Agar sfera markazi koordinatalar markazi bilan ustma-ust
tushsa uning tenglamasi quyidagi ko ‘rinishda bo‘ladiC*i =y{=z1=0)
X2+y2+zI1 =F? . (2.37)

2.15. Ikkinchi tartibli sirtlarning kanonik tenglamalari

Sferaning Oxyz koordinata sistemasining bosi 0(0,0,0) va
Oi(xi,yi,zi) nugtalardagi tenglamalari (2.36) va (2.37) solistirish
natijasida X=x-x/, Y=y-yi, Z=z-z/ almashtirish natijasida tenglamalar
ustma- ust tushishini aniglaymiz. Bundan koordinata sistemasi
parallel ko‘chirish va koordinata o‘glarini biror qo‘zg‘almas nugta
atrofida burish yordamida ikkinchi tartibli umumiy tenglamasi
(2.35) ni sirtlarning kanonik tenglamalaridan biriga kelnirish
mumkinligi kelib chigadi.

Yangi Oxyz koordinata sistemasiga koordinata o‘glarini
koordinata boshiga nisbatan ma’lum burchaklarga burib o ‘tamiz:
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Xx~X cosa{+y'cos/3l + z'cosft,
-y =x'cosa2+y'cos/32+z'cos/2, (2.38)
z=X'cosa3+y'cos +Zz'COSyb.

Hosil bo'lgan (2.38) ifodalarni (2.35) Xy, X7, y7
ko‘paytmalar oldida gatnashgan koeffitsiyentlarni nolga tenglab olib
qo‘ysak, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

AX'2+ ANY'2+Bz'2+2d% +2a'y" +2a[z' +a0=0 , (2.39)
bu yerda AN A3 quyidagi xarakteristik tenglamadan aniglanadi:

an-n al2 an3
w2 az2~A am =0 (2.40)
ald azi ai3 ~ 4

Xos sonlarga mos kelivchi mos keluvchi burchaklar esa,
quyidagi sistemaning yechimi tarzida aniglanadi.
(@jj- N)cosor, +al2cos, +al3cosy; =0,
eal2cosai+(a2-Ai)cospi+a23cosft =0, (2.41)
Ol3cosar, + a23cos 1 +(a33- A,)cos™ =0, ie [1,3].
U holda (2.39) xarakteristik tenglamani quyidagi ko‘rinishga

keltirish mumkin
\2 f ,\2

x| HMR\Y +~ +73 2%
n *2) \ JTb)

~2 c£ _a?
<7497 0 .
n »~ ~3

bu yerda £=- Yangi OXYZ koordinata

AN
sistemasini A'=x,+-1, F=/n--2, Z=z+-"~ belgilashlar asosida
A b 13

kiritsak
AjX2+ A2+ ANZ2=D (2.42)
tenglamani hosil gilamiz.

I Jy®0, ~ A0, JB* 0 bo‘lgan holni ko‘rib chigamiz.

yerda quyidagi holatlar bo‘lishi mumkin:
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1) Agar Je, A3, D bir xil ishoraga ega bo‘lsa va

D D w . D . .
J- b -\ C'-y> belgilash kiritsak, (2.35) tenglaxnaga mos
keluvchi sirt ellipisoid deyiladi (2.20-rasm);
2.20 - rasm.
2) Agar J1), /e, JB bir xil ishoraga ega bo'lib, D teskar

ishoraga ega bo‘lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt bo‘sh
J_
to‘plam 3t 6‘ +ET:-1 (mavhum ellipisoid) deyiladi;

3) Agar A, 12, D bir xil ishoraga ega bo‘lib, /“teskar
ishoraga ega bo'lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt

—'E y% _2=1 bir pallali giperboloid deyiladi (2.21 - rasm);

2.20-Misol. X2+5y2+22+2xy+6xz+ +lyz-2x +6y+2z2=0
sirt kanonik ko'rinishga keltirilsin chizmasi yasalsin.

> Berilgan  sirtning  x2+5y2+z2+2xy +6xz + 2yz kvadrati
formasiga mos keluvchi matritsani hosil gilamiz

113
A= 151
311
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2.21-rasm.

Ushbu matritsaning xos sonlarini aniqlash ucun xarakteristik
tenglamadan

1-N 1 3
1 5-/ 1 =0.
3 1 1-n

N =3, =6, /lj =-2yechimlami hosil gilamiz.
Ushbu xos sonlarga mos xos vektorlarni topamiz:
\ =3 x0s son uchin a vektorning koordinatalari
~2al+a2+3a3=0, |
ml|+2a2+a3=0, tenglamalar sistemaning yechimlari a- -I
3al+a2-2a3=0, I
ega bo'lamiz.
4=6 xo0s sonuchin p vektorning koordinatalari
~50+/?2+ 3" =0, Mn
mJ - p2+/23=0, tenglamalar sistemaning yechimlari p -
bpx+& ~5p3=0.
ega bo‘lamiz.
=-2 xo0s son uchin a vektorning koordinatalari
'3n+r2+3r3=0, (-IN
e\ +7/2 +/3 =0, tenglamalar sistemaning yechimlari /= 0
3/i+r2+3/3=0. 11
ega bo'lamiz.
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Bu yerda («,/?)=1 1-1-2+bl =0, (a,")=-i i-i o+i-i=o0,
(p,y)=-11-20+11 =0 ekanligidan, xos vektorlar o‘zaro ortogonal
ekanligi kelib chigadi. a, /3, y vektorlami uzinliklarini aniglaymiz:
[a| =2 +(--1)2+12=73, [A=712+22+12=76 ,|/|=-~-1)2+ @+ 12 =72.

Demak, ortnormallashgan bazislar vektorlarini

I n
72 -
I 2 W=
~73 \: 1
I 1
73, T6;
ko‘rinishda aniglanadi va Oxyz sistemasiga o ‘tish matritsasi
fj_ J_ L
73 72
1 2
=757 °
i 1
73 76 7a,
. \ . ’ 1 1
ko‘rinishga  ega  bo'ladi. Demak, x_%_x sy — gl

:—1Ar'+ 2 = hyd Ay pz
(G RS TR Sh AL
boshlang‘ich tenglamaga qo‘yib va ixchamlashtiramiz
: . X + 2y W7 =0

3X2+6y2-227 7?3: Py 712

va to‘la kvadratlami ajratib olamiz.

Hosil bo'lgan ifodalami

2 2 Y] A
n=—x 1+6 - .
73 T3 76]
2 2 +1=0,
7Ty W
yoki

. 2 z2°-

3 X 73 ’ 7T\]

Parallel ko‘chirish natijasida x=x'--~, y=y'+~ , z=z'--j~

yangi koordinatalar sistemasida
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bir pallali giperbaloidning tenglamasi hosil bo‘ladi. Sirtning
chizmasi quyida keltirilgan (2.22-rasm). A

2.22-rasm.
4) Agar /), bir xil ishoraga ega bo'lib, A3f>teskari
ishoraga ega bo‘lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt

X2y z2 - o . _—
—i =1 ikki pallali giperboloid deyiladi (2.23-rasm);

2.23-rasm.

5) Agar A, JR. A3 bir xil ishoraga ega bo‘lib, D=0 bo‘lsa,
(2.39) 0(0;0;0) koordinata boshini aniglaydi;

6) Fazoda yo‘naltiruvchi deb atalgan L- chizigni kesib
o‘tuvchi va berilgan ga-nuqtadan o‘tuvchi barcha £ to‘g‘ri
chiziglardan hosil bo‘lgan sirt konus sirt deb ataladi (2.24-rasm).

Agar Au Jr, bir xil ishoraga ega bo'lib, A3,teskari ishoraga ega

] X2 y2 r* . . .
bo'lib, Z>=0bo‘lsa, ?ér—+{;7—02:0 konus sirt hosil bo'ladi;
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2.24-rasm.

Faras gilamiz, 4*0,~*0, A =0. U holda
PP 2 f S
Alx+<T 4+ pp Vi.p =273 _D_

2.43
K n2/ \ 2°3/ ( )

bu yerda d :—oq+-nY 'ah n g i OXYZ koordinata sistemasini

=y "4+ N_ ] - -~ - . . .
X =X +,,|, y By +*2, z =2 543 belgilashlar asosida kiritsak

\X 2+AqY2=2d¥ (2.44)
tenglamani hosil gilamiz. Quy idagi holatlar bo‘lishi mumkin:
1) Agard, Je, -2d3 bir xil ishoraga ega bo‘lsa, (2.35)

X2 V2
tenglamaga mos keluvchi sirt*+'pr—2pz  elliptik paraboloid
deyiladi (2.25-rasm);

2.25-rasm.

2) Agar -2d3  bir xil ishoraga ega bo‘lib, /"teskari
ishoraga ega bo‘lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt

£ giperbolik paraboloid deyiladi (2.26-rasm);
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2.26-rasm.

Silindrik sirttlar. Faraz gilamiz, *1*°, 4*°, =0, " =0.
U holda v
A 92 D, (2.45)
ARy h

bu yerda £=-a0+— +— e Yangi OXYZ koordinata sistemasini
\' h

X =X +h, Y-y ’+F, belgilashlar asosida kiritsak

ax 2+ak/2=d (2.46)
tenglamani hosil gilamiz.
Quyidagi holatlar bo‘lishi mumkin:

2.27-rasm.
1) Agar D bir xil ishoraga ega bo'lsa, (2.35)
X y2 o :
tenglama elliptik silindirni aniglaydi(2.27-rasm);

Agar D, bir xil ishoraga ega bo'lib, ~teskari ishoraga ega

X2 y2
bo'lsa, (2.35) tenglama’\z-g-=1 giperbolik silindirni aniglaydi

(2.28-rasm);



2.28-rasm.

2) Agar A, $, bir xil ishoraga ega boiib, ZJteskari ishoraga
ega boMsa, (2.35) tenglama mavhum elliptik silindirni;

3) Agar A, Jp, bir xil ishoraga ega bo‘lib, D=0 bo‘lsa, (2.35)
Oz o‘gini aniglaydi;

4) Agar J) bir xil ishoraga ega bo‘lib, #2,teskari ishoraga ega
boflib,D=0 bo‘lsa, (2.35) ikkita kesishuvchi tekisliklarni aniqlaydi;

5 Agar 4*0, -*=0, %=0, a*=0bo‘lsa u holda (2.43) gyedagi
ko‘rinishga keladi:
D

+-a! -
A X 2any 23

(2.47)

n . . . ..
bu yerda o =-a$ +K . Yangi O'XYZ koordinata sistemasini
X-X"+—, Y=y"- —Dr , z=z",, belgilashlar asosida kiritsak
2a'
\ X =-2d2Y (2.48)

X -2py, P—~~Z? parabolik silindr tenglamasi tenglamasi hosil

bo‘ladi (2.29-rasm).

6 Agar A-°s 4-°, a2~Qbo‘lsa u holda (2.43)
quyidagi ko‘rinishga keladi



| A)

2
bu yerda D=-a0+— - Yangi OXYZ koordinata sistemasini
A
X=x'+%, Y=y*, z=z', belgilashlar asosida kiritsak

\X 2=D (2.50)
Quyidagi holatlar bo‘lishi mumkin:
1) Agar —>0 bo‘lsa, (2.35) parallel tekisliklar jufti bo‘ladi;
A

2) Agar —<o bo‘lsa, (2.35) mavxum parallel tekisliklar jufti
A

bo‘ladi;
3) Agar D=0 bo‘lsa, (2.35) Oyz koordinata tekisligini
aniglaydi.

2.16. Silindrik va sferik koordinatalar

P E R 3 nuqtaning (x,y,z) koordinatalrini tasvirlashni davom
ettirib, silindrik koordinatalami muomalaga Kiritamiz.

Buning uchun P nuqtaning xy tekislikdagi P' ortoganal
proeksiyasining (x,y) koordinatalarini uning (r, 0) qutb koordina-
talari bilan almashtiramiz z koordinataning o°zini olamiz.
P nugtaning silindrik koordinatalrini (r,6,t) orgali belgilasak, u
holda

X —r cosB, y —rsing, z —t
silindrik koordinatalardan Dekart koordinatalariga o‘tish formu-
lasini hosil gildik Bu holda 8 burchak 2n aniglikgacha olinadi va
(—m,7r] oraligdan olinadi Dekart koordinatalaridan silindrik
koordinatalariga o‘tish qutb koordinatalari singari bo‘lib, fagat t =
z go‘shiladi (2.30-rasm, chap).

(r,<p,B) sferik koordinatalar quyidagicha aniglanadi. r =
yx2+y2+ z2 koordinata P nuqgtadan koordinatalar boshigacha
bo‘lgan masofa, Oz o‘gning musbat yo‘nalishi bilan 0 va P
nuqtalardan o‘tuvchi nur orasidagi burchakni < orqali belgilaymiz,
Ox o‘gning musbat yo‘nalishi bilan P nugtaning Oxy tekislikdagi



proyeksiyasi bo‘lgan P' nuqta hamda koordinatalar boshidan
o‘tuvchi nur orasidagi burchakni B8 orqgali belgilaymiz. Ushbu
munosabatlar 2.30-rasm (o‘ng)da yorqin tasvirlangan. Geografiya-
dagi terminlarga ko‘ra sferada B-uzoqlik, (p-kenglikni aniqlaydi.

Shuning uchun P nuqtaning Dekart koordinatalriga (r,<p,B)
sferik koordinatalardan

X = r msin (p mcos B,
<y = 1 *sin (p *sin s,
Z —r mCos (p
tengliklar orgali o‘tiladi.

Teskari almashtirish burchaklarga chegara qo‘yib osongina
o‘tiladi. < burchakni it uzunlikdagi intervalda, masalan, [0, 7]
intervalda o‘zgarsa, B burchak 2n uzunlikdagi, masalan, ikKi
o'lchovlidagi singari 8 € (—n, it] intervalda o‘zgaradi.

2.30-rasm.
2.20-misol. x2-2/+4z2+2x-12v-8z-3=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirib, mazkur tenglama bilan berilgan sirtning turi,
xossalari hamda uning Oxz koordinatalar sistemasiga nisbatan
joylashganligi aniglansin.
> Tenglama tarkibidagi x, y, z larga nisbatan hadlarda to‘la
kvadratlar ajratib, quyidagini hosil gilamiz:
(x2+42x +1-1)+2(y2+6y +9-9)+4(z2-2z +1-1)-3 =0,
(x+12- 2(y+32+4(z- )2=3+1-48+4=—10
(*+2 (y+3)2 (z-1)2
10 5 5
2
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Agar x=x+\, y'=y+3 va z‘=z-1 formulalar orgali koordinata
o‘qglarini parallel ko‘chiriladigan bo‘lsa, yangi sistemaning koor-
dinata boshi <7(-I;-3;) nugtada bo‘lib, sirtning kanonik tenglamasi

2

ko‘rinishda yoziladi. Mazkur tenglamadan ko‘rinmoqgdaki,
garalayotgan sirt ikki pallali giperboloid boiib, u yangi Oy"' o0‘qg
bo‘yicha cho‘zinchog hamda uning markazi o{-\-3l) nugtada bo‘lar
ekan @« =7i0"b=" . =Vs2}(2.31-rasm).

Yuqorida sanab o‘tilgan barcha sirtlarning shakllari va
xossalarini parallel kesimlar usuli yordamida aniqlash mumkin
boiadi. Mazkur usulda sirtlarni koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar bilan kesiladi, so‘ngra, kesimlardagi chiziglar orgali
sirtning shakli va xossalari hagidagi ma’lumotlar hosil gilinadi.

xossalari aniglanib, uning chizmasi chizilsin.
» Sirtni, tenglamasi z=h bo‘lgan gorizontal tekisliklar bilan

kesamiz
X242 g, oy
i16 4 9
[ z= A

tenglamalar sistemasidan ko‘rish mumkinki, bu xildagi har

ganday kesimda yarim o‘glari a-4>\+h2/9 va b=2"\+h2/9 lardan
iborat ellips hosil bo'lar ekan.
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Tenglamalari, x=A va y=h lar bilan berilgan tekisliklar orgali
kesilganda, kesimlarda mos ravishda quyidagi giperbolalar hosil
bo‘ladi:

9 4> 116 9 4>
X —h [ y=h

Xususan, agar h=o0 bo‘lganda biz bir pallali giperboloidning
z=0 yoki x=0 yoki y=0 koordinata tekisliklar bilan kesilgandagi
kesimlami hosil gilamiz. Ularni odatda bosh kesimlar deb ataladi.
Bosh kesimlaming o‘lchamlari quyidagichadir: z=0 tekislikda
ellipsning yarim o‘glari a=4 va 6=2; x=o0 tekislikda giperbolaning
haqigiy yarim o°‘qi b=2, mavhum yarim o‘gi esa, y=0
teislikda, giperbolaning hagiqiy yarim o‘gi a=4 bo'lib, mavhum
yarim o‘qi ¢=3 dir Koordinata tekisliklari, simmetriya tekisliklari
bo‘ladi A

Muhandislik masalalarida ko‘pincha, turli xildagi aylanma
sirtlar deb ataluvchi sirtlar uchraydi. Ushbu sirtlar biror egri chizig
bilan bir tekislikda yotuvchi va sirtning aylanish o ‘gi deb ataladigan
to‘g‘ri chizig atrofida aylanishidan hosil bo‘ladi.

Agar egri chizig Oy. tekislikda yotib, uning tenglamasi fi(y,2)=0,
x=0 bo‘ladigan bo‘lsa, uni Oz o‘gq atrofida aylantirishdan hosil
bo‘ladigan aylanma sirtning tenglamasi f(x7*2+32,z)= Okabi ko‘ri-
nishda bo‘ladi; agar aylantirish Oy o‘qi atrofida bajarsak, aylanma

sirttenglamasiningko'rinishi F”jx”~+2z1)=0 kabiyoziladi.
2.22-Misol. Kanonik tenglamasi a b =] bo‘lgan

giperbolaning Oz o‘gi atrofida hosil boigan aylanma sirtlaming
tenglamasi yozilsin.

» Yugorida keltirilgan qoidalarga muvofig, giperbola

x2+ 1 71

tenglamasidagi y ni *Jx2+y2bilan almashtiramiz: —aj-— -b7 =1
Mazkur tenglama, o ‘z navbatida bir pallali aylanma giperboloidning
tenglamasidir. Uning gorizontal kesimlarida ellipslaming o‘mida
aylanalar yotadi(2.32 - rasm). <
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2.32-rasm.
2.23-Misol. Quyida berilgan tenglamalarga binoan, ularning
har biri ganday sirt ekanligi (nomi) aniglanib, ular chizilsin

a)

2,

» a) Tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz:- 1
Bu esa, shakli 2.33-rasmda keltirilgan giperboloidning tenglamasi

bo‘lib, undagi ellipsning yarim o‘qglari OB:i2 va OC=2 lardir;
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Bu esa, ikkinchi tartibli konus tenglamasidir Uning shakli
2.34-rasmda tasvirlangan Uning z=const tekislik bilan kesilgandagi
kesimlari ellipslardir.-"

2.24-Misol. 1) z="y2parabolaning a) Oy o‘qi atroflda hamda,

b) Oz o‘g atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtlarning
tenglamalari yozilsin;

2) V—2+1ZN?:1 ellipsning a) Oz va b) Oy o‘glar atroflda

aylanishidan hosil bo‘lgan sirtlarning tenglamalari yozilsin.
> 1) Aylanma sirtlarning tenglamalarini hosil qilishning
umumiy qoidasiga binoan, yozamiz:

a) +Ix2+z2=~yr,4"-/+4z2=0. Bu esa, 4-tartibli algebraik sirtdir
(2.35-rasm).
b)zm (fx2+y2),z~~" +y )} Bu esa, aylanma paraboloiddir

(2.36-rasm).
2) a) Aylanma sirtni  hosil qilish qoidasiga ko‘ra

NEIRY o, 1 YO0 G4+ 64 +7T=L Bu esa, Oz o‘qi bo‘ylab
“sigilgan” aylanma ellipsoid (sferoid) bo‘lib, uning bosh kesimining
yarim o‘glari OA=0C=2 va OB=8 (2.37-rasm) lardir;

N . v A
b) Yuqoridagi kabi 6 4+2X i. yoki 4+6%+4 i. Bu

esa, Oy o‘qi bo‘ylab chizilgan aylanma ellipsoid bo‘lib, bu erda
OA=0C=2, OB=& (2.38-rasm). A
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2.17. Fazodagi egri chizigning parametrik tenglamalari

Yuqorida egri chiziq va sirtlaming umumiy tenglamalari taxlil
gilinib, hususiy hollari o‘rganib chigildi. Endi fazodagi egri
chiziglami parametric tenglamalari ustida to‘xtalib o‘tamiz.
Quyidagi tenglamalar sistemasi

Y= (2-51)

Z=/13N
ni fazodagi chizigning parametrik tenglamalari deb yuritiladi. Bu
yerdagi /(t) f2t) va f3t) lar t o‘zgaruvchi parametrga bog‘lig bo‘lgan
funksiyalardir. Xususan, /3<)=o bo‘lganda, z=0 tekislikdagi chizig-
ning parametrik tenglamalarini hosil gilamiz. Ta’kidlash lozimki,
(2.51) tenglamalar, nafagat chiziglaming berilishini, balki Mm(x,y,2)
nugtaning ushbu chiziqdagi "harakat qonuni*'ni ham ifodalaydi.

2.39-rasm.
2.25 - Misol. Quyidagi parametrik tenglamalar, ya’ni:
X = atcost, 1
y = atsint, a>0,b>0,t>0>
z = bt,
lar ganday chizigni tasvirlaydi?
> Bu tenglamalar, z=o0 tekislikdagi proeksiyasi Arxime

spirali bo‘lgaiy?=<70> vint spirali deb ataluvchi egri chizigni ifoda
etadi (2.39-rasm)."
Agar (2.51) parametrik tenglamalardan t parametr yo‘qotilsa,
chizigning Dekart koordinatalardagi tenglamasi hosil boMadi.
2.26-Misol. Quyidagi parametrik tenglamalar
x =0 1
y =t-Mt+2,\
z=f+1/f-3,J
bilan berilgan chiziq chizilsin.

96



> Ushbu chizig Oyz koordinata tekisligida yotadi. Parametr t
ga turli xil giymatlar berib, chizigda yotuvchi yetarli migdordagi
nugtalar hosil gilinadi va ularni birlashtirib egri chiziq hosil gilinadi.
Mazkur chizigni anigroq o'rganish magsadida parametmi yo‘gotish
usulidan foydalanamiz. Ikkinchi va uchinchi tenglamalardagi 2 bilan
-3 ni tenglikning chap tomoniga o‘tkazib, tengliklami kvadratga
oshiramiz, so'ngra, (z+3)2dan (y-2)2 ni ayiramiz. U holda:

Natijada, *=o0 koordinata tekisligida teng tomonli giperbola
@=b=2) hosil bo‘ldi. Uning markazi c¢(0;2;-3) nuqtadir (2.40-
rasm).-»

Nazorat savollari

1. Dekart va qutb koordinatalar sistemasi.

2. Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalari. To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak,
ulaming parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

3. Ikkinchi tartibli egri chiziglar (aylana, ellips, giperbola, parabola).

4. Tekislikning turli tenglamalari. Tekisliklar orasidagi burchak, ulaming
parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

5. Fazoda to‘g‘ni chiziq tenglamalari. To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak,
ulaming parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

6. Fazoda to“g‘ri chiziq va tekislik orasidagi munosabatlar.

7. Ikkinchi tartibli sirtlar.

Mashqlar

1. Qutb koordinatalarida berilgan chiziglami tasvirlab, ulaming Dekart
koordinatalaridagi tenglamalari yozilsin:
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1) p oo (p(parabola)

2) p=a(]~oxs@), (kardicida)

3) p=3/<p (giperbolikspiral)

4) p-2<p, p=(/"2r (logarifimikspiral)

5) p=ain3<p {uchyaprogqli atirgul)-,

6) p =asin2kp (to'rtyaproqli atirgul)-,

2. Quyida keltirilgan sirtlar bilan chegaralgan jism chizilsin.

1) &)z=x2+y2,2=0,Xx=1y=2>=0; b)x2+y2=2x,z=0,; =x.

2) a)x2+y2=z2 7 =0, y"=2x, y =41, x =3; (2> 0); b)jr2+y2=4y, z =0, >4-2=5.

3) &) W+3zJ=6,2x2- 2y2=75,220; b)x =4, y=2, x+2y+3z=12, =0,y =0, zkQ

4) a)z =5y, Xx2+y2=16,2=0;b)x + y+z =5 3%+j>=52x+y =5,y =0, Z=0.

5) a),v=3xy=Qit=2, zHiy, z=0; b)8(*2+y)=22 /B+Y2=12jc+m=5 z™0.

3. Quyidagi masalaiar yechilsin.

1) Qisga intervalli tovush jo‘natish manbai noma’lum M punktda. Tovush
uchta kuzatish punktiga turli vagtda etib bordi: A va S punktlarga V punktga
nisbatan mos ravishda ti va fc muddatga kechikib keladi. Tovush tezligini 330 m/s
deb hisoblab M punktning joylashgan o*mini aniglang. (Javob: M nugta fokuslari A
va Vnugtada bo‘lgan \AM - \BM\ =330t, giperbolaning o‘ng shoxida va fokuslari V
vas$ nugtada bo’lgan |Bn/|-|CM|=-330n giperbolaning chap shoxidajoylashgan.)

2) Osma ko‘prikning zanjiri y=px2 parabola shaklida bo‘lib, ko‘prikning
uzunligi 50 metrga, zanjirning egilishi 5 metrga teng. Ko‘prikning eng chetki
nugtasidagi egilish burchagi a ning giymati aniglansin.

3) Projektoming oynali sirti parabolaning o‘z o‘gi atrofida aylanishidan
hosil bo’'lgan. Oynaning diametri 80 sm, chuqurligi esa 20 sm ga teng. Nurlami
parallel dasta bilan gaytarish uchun, u parabola fokusida joylashishi lozim bo‘lsa,
yorug‘lik manbaini parabola uchidan ganday masofadajoylashtirish kerak.

4) x2+y2+z2=R2 sfera va x2+y2-2x =0 aylanma silindr kesishishidan
hosil bo‘lgan chiziq parametrik tenglamasini tuzing. Parametr sifatida chizig
ixtiyoriy M nugtasi OM radius vektorining Oxy tekislikdagi proeksiyasi va Oxo‘q
musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan < burchak olinsin.

5) j2+2y2=2z va x+2y+z =1 kabi sirtlarning kesishishidan hosil bo'lgan
chizigning Oxy koordinata tekisligidagi proeksiyasining tenglamasi tuzilsin.

6) xr +2y24z2=9 ellipsoidni markazi C(3,2,1) nugtada bo‘lgan ellips
bo‘yicha kesadigan tekislikning tenglamasi tuzilsin.

7) Simmetriya tekisliklari koordinata tekisliklari bo‘lib, M (3,1,1) nugtani
hamda x2+y2-z2=9, x-z=0 aylanani o ‘z ichiga oladigan ellipsoid tenglamasi tuzilsin.

8) x2+2y2=4z+10 paraboloid bilan x2+y2z2=6 sferaning kesishish chizigi
ikkita aylanadan iborat ekanligi isbotlanib, u aylanalaming kesishish nuqtalari
hamda radiuslari aniglansin.
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lL-BOB. SONLITOPLAMLAR.
SONLI KETMA-KETLIKLAR.

3.1.To‘plamlar nazariyasi elementlari

To‘plam tushunchasi. Matematik to‘plam tushunchasi maj-
mua, yig‘indi, birlashma, birikmalar kabi tushunchalardan sekin-
asta shakllanib kelgan. G.Kantor to‘plamni “bizning ongimizda yoki
intuitsiyalarimizda farglanadigan ob’yektlarning bir butun bo‘lib
yig“‘ilgan yig‘indisi” deb ta’rif beradi.

N.Burbaki tahallusi bilan ijod gilishgan bir guruh fransuz
matematiklari tomonidan yo'zilgan “To‘plamlar nazariyasi” (1939)
kitobining birinchi nashrida “To‘plam ayrim xossalarga ega va
o‘zaro yoki boshga to'plamlar elementlari bilan ba’zi muno-
sabatlarda bo‘ladigan elementlardan tashkil topadi” deb to‘plamga
tushuncha berilgan. To‘plam tushunchasini aniglashda ganday
giyinchiliklar tug‘ilishidan qat’iy nazar, bu tushunchaning o°‘zi
garalayotgan obyektlami o‘rganishda kuchli qurol hisoblanishini
ta’kidlab o ‘tish kerak.

Shunday qilib, to‘plam tushunchasi boshlang'ich tushuncha
bo‘lib: unga gat’iy ta’rif berilmaydi, ammo u misollarda izohlanishi
mumkin. Masalan, guruhdagi talabalar to‘plami, kutubxonani
tashkil giluvchi kitoblar to‘plami, to‘g#i chizigning barcha nugtalari
to‘plami, berilgan tenglamaning yechimlari to'plami, barcha juft
sonlar to‘plami hagida gapirish mumkin.

To‘plamlarni katta A,B,..., X, Y,Z harflar bilan belgilaymiz,
ulaming elementlarini esa kichik a,b,..,x,y,z harflar bilan
belgilaymiz. Bu goidaga har doim ham rioya qilib bo‘lmaydi,
chunki ba’zan to‘plamning o‘zlari ham boshga bir to'plamning
elementi bo‘lib kelishi mumkin. x element E to‘plamning elementi
ekanligi x EE ko‘rinishda belgilanadi va x element E to'plamga
tegishli deb aytiladi. x & E yozuv “x element E to'plamga tegishli
emas” degan ma’noni anglatadi. Agar E to‘plamga x,y, z elementlar
tegishli bo‘lsa, x € E,y e E,z GE deb yozish o‘miga x,y,z GE
ko‘rinishda yoziladi.

Ikkita A va B to‘plamlar bir xil elementlardan tashkil topishgan
bo‘lsa, ular teng (A = B) deb ataladi. Agar biz to‘plamning
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elementlarini bilsak yoki topa olsak, bu to‘plam berilgan deb
hisoblanadi. To'plamni uning elementlarini ro‘yxat qilib ko'rsatib
ham aniglash mumkin. To'plam elementlarining ro'yxati figurali
gavs ichiga yoziladi. Masalan, elementlari fagat 1,2,3,4 sonlar
bo'lgan to‘plam A = {1,2,3,4} ko'rinishda yoziladi. Bitta a
elementdan iborat to‘plam {a} ko‘rinishda belgilanadi.

To‘plamni uning ixtiyoriy elementini tavsiflovchi xossani
ko'rsatish yordamida berish keng qo'llaniladi. q(x) xossaga ega
elementlar to‘piami (x:q(z)} ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,
A —0 ‘zbekistonning shaharlari to‘plami bo'lsa, ya’ni

A={x: x - 0 ‘zbekistondagi shahar},
ixtiyoriy x elementning tavsiflovchi gq(x) xossasi, x ning 0 ‘zbekis-
tonning shahri ekanligini anglatadi.

Ko‘rsatilgan tavsiflovchi q(x) xossaga hech bir element ega

bo‘Imasligi ham mumkin. Bunday holda bu xossa bo'sh to'plamni
aniglaydi va bu to'plam 0 ko‘rinishda belgilanadi. Agar to‘plam
chekli sondagi elementlardan iborat bo‘lsa, u chekli to'plam, aks
holda cheksiz to plam deyiladi.
Qism to‘plam. Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga
ham tegishli bo‘lsa, A to'plam B to'plamning gism to'plami deb
ataladi va bu munosabat A ¢ B ko'rinishda yoziladi. B to'plamning
0‘zi va 0 bosh to'plam B to'plamning gism to'plami bo'ladi. B
to'plamning barcha gism to'plamalari to'plami boshga bir yangi
to'plam bo'ladi va u P(B) orgali belgilanadi.

3.1-Misol. Agar E = {a, b, c} bo'lsa, P(E) to'plamni tuzing.
»P(E) = {0, {a}, {b} {c} {a b}, {a, c} {b, c} {a, b, c}}. <

Umuman olganda, agar E to'plam n ta elementdan iborat
bo'lsa, u holda P(E) to'plam 2n ta elementdan iborat bo'ladi.

To'plamlaming tengligini gism to'plam tushunchasi bilan ham
berish mumkin. Agar Ac Bva B c A, ya’ni A to'plamning har bir
elementi B to'plamning ham va aksincha bo'lsa, A va B to'plamlar
teng deyiladi va A = B ko'rinishda yoziladi.

Agar Ac B, ammo A =£B bo'lsa, A to'plam B to'plamning
to g Tigismi (B to'plamning chin gism to plami) deb ataladi.
To'plamlar ustida amallar. A va B to'plamlar berilgan bo'lsin. Bu
to'plamlaming yig'indisi yoki birlashmasi deb, A va B to'plamlar-
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ning hech bo'Imaganda biriga tegishli bo‘lgan elernentlardangina
tashkil topgan C = AU B to‘plamga aytiladi (3.1-rasm).

3.1-rasm

A va B to‘plamlaming kesishmasi deb, A to'plamga ham, B
to‘plamga ham tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan C =
A M B to‘plamgsa aytiladi (3.2-rasm).

A va B to‘plamlaming oyirmasi deb, A to‘plamning B
to‘plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan C= A\ B
to‘plamga aytiladi (3.3-rasm).

Masalan, agar A = {1,2,3,4,5} va B = {4,5,6,7,8} bo‘lsa, u
holda NnuwB ={1,2,3,4,5,6/7,8%, NMNB = {45}, A\B =
{1,2,3}, B\ A= {6,7,8} bo‘ladi.

Ixtiyoriy sondagi to‘plamlaming birlashmasi va kesishmasi
xuddi shu singari anialanadi. Agar ANMB = 0 bo‘lsa, A va B
to‘plamlar kesishmaydi deb aytiladi.

A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar A to‘plamning har bir
elementiga B to;plamning yagona elementi mos qoyilgan bo‘lib,
bunda: 1) A to‘plamning har xil elementlariga B to‘plamning har xil
elementlari mos qo‘yilgan va 2) B to‘plamning har bir elementi A
to‘plamning gandaydir elementi mos qo‘yilgan bo‘lsa, A va B
to‘plamlar o‘rtasida o zaro bir giymatli moslik o‘matilgan deb
aytiladi. Agar chekli A va B to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘matilgan bo‘lsa, ulardagi elementlar soni teng. Agar A va
B to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o ‘matish mumkin
bo‘lsa, ular ekvivalanet to‘plamlar deb ataladi va J1~B ko‘rinishda
belgilanadi.

Agar cheksiz A to‘plam bilan N natural sonlar to‘plami
o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘matish mumkin bo‘lsa, ya’ni
j4~N bo'lsa, A to‘plam sanoqli to‘plam deb ataladi. Har ganday
cheksiz to‘plam tarkibida sanoqli gism to ‘plam mavjud.
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3.2. Sonli to'plamlar

Haqiqgiy sonlar.

3.1-Ta’rif. Koordinatalar boshi deb ataluvchi 0 nuqgta,
masshtab va yo'nalish aniqlangan | to‘g‘ri chizig son o‘qi deb
ataladi.

Har bir r songa son o‘gining fagat bitta nugtasi mos keladi va
aksincha, ya’ni son o‘gining har bir nuqtasiga faqgat bitta haqiqiy son
mos keladi. Boshgacha qilib aytganda, haqigiy sonlar bilan son
o‘gqining nugtalari o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o'matilgan.

Haqiqiy soanlar tartiblanganlik xususiyatiga ega: agar a va b
haqiqiy sonlar bo'lsa, u holda yoki a —b, yoki a < b, yoki a > b.
Hagiqiy sonlar son o‘gida o‘sish tartibida tasvirlanadi. Haqiqiy
sonlar to'plami R orgali belgilanadi.

Agar R haqigiy sonlar to‘plamini ikkita +00 va —eo elementlar
bilan to'ldirilsa, u holda kengaytirilgan son o‘qgi va kengaytirilgan R
hagiqiy sonlar to'plamiga ega bo‘lamiz. Bunda ta’rifga ko‘ra
quyidagi munosabatlar o‘rinli bo'ladi:

I.Wx ER uchun -00 < x < #4co, x+ 00= +00, X - 00 =

00;

2.Vx > 0 uchun x m(+00) = +00, x m(—00) = - 00;

3.Vx < 0 uchunx ¢(+£») = —00, x m(-a>) = +00;

4.(+00) + (+00) = +00;

5.(-00) + (-00) = - 00;

6. (+00) *(+00) = +00;

7.(+00) »(—00) = -co, (-00) *(+00) = - 00;

8.(+00) + (—60) va ~ amallar aniglanmagan.

Hagiqiy sonning moduli.

3.2-Ta’rif. x haqiqiy sonning moduli deb

X, agar X >0
—X, agar X <0
shart bilan aniglanuvchi manfiy bo‘Imagan |x| songa aytiladi.
Agar £ >0 ixtiyoriy son bo'lsa, u holda \x\ < s tengsizlikdan
—e < x < £yoki x E [—s; €] ekanligi kelib chigadi.
Haqigiy son modulining xossalari.
a va b ixtiyoriy haqigiy sonlar bo'lsin.U holda:
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ab| = [a||bl;

1

2 fl = W'(A #°):

3. a+ b\ < Ja] + \b\ (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi);

4. a-bj> jaj- \b\;

Chegaralangan to‘plamlar. D¢ R sonli to‘plam berilgan
bo‘Isin.

3.3-Tarif. Shunday b hagigiy son topilib, ixtiyoriy x ED
element uchun x < b tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to'plam yuqoridan
chegaralangan deyiladi.

3.4-Ta’rif. Shunday a hagigiy son topilib, ixtiyoriy x ED
element uchun x > a tengsizlik o‘rinli bo'lsa, D to‘plam quyidan
chegaralangan deyiladi.

3.5-Ta'rif. Agar D to‘plam yuqoridan va quyidan chega-
ralangan bo‘lsa, D to‘plam chegaralangan to'plam deyiladi.
Boshgacha qilib aytganda, agar D to‘plam chekli [a; b] kesmada
joylashgan bo‘lsa, u chegaralangan deyiladi.

a D b
3.4-rasm

Chekli sondagi nuqtalardan iborat to‘plam chegaralangan
bo“ladi.

3.2-Misollar.

1. Natural sonlar to‘plami a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy a son bilan quyidan chegaralangan.

2. Manfiy sonlar to‘plami ixtiyoriy b > 0 son bilan yuqoridan
chegaralangan.

3.6-Ta’rif. Yuqgoridan yoki quyidan chegaralanmagan to‘plam,
chegaralanmagan to ‘plam deb ataladi.

3.1-Teorema. Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday x ED
element topilib, ular uchun |x| > M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D
to‘plam chegaralanmagan bo‘ladi.

> Teskarisidan faraz gilamiz, ya’ni D to‘plam chegaralanga

bo‘lsin, ya’ni D to‘plam quyidan a son bilan yugoridan b son hilan

chegaralangan bo‘lsin. U holda D to‘plamning ixtiyoriy x elementi

uchun a < x < b, tengsizlik ol'rinli bo'ladi, ya’ni D to‘plamning

barcha elementlari [a; b] kesmada yotadi. Ammo teorema shartiga
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ko'ra M = max{|al, [b|} son uchun shunday x E D element topilib,
ular uchun |x| > M tengsizlik o‘rinli bo'ladi, ya’ni D to‘plamning
[a; b] kesmaga tushmaydigan x elementi mavjud ekan. Qarama-
garshilikka duch keldik. Ana shu qarama-qgarshilik qilingan
farazning noto'g'riligini anglatadi.-»
3.3-Misol.
1.Z butun sonlar to'plami chegaralanmagan.
2. (—00; +03),(—¢o0; b), (a; + 00) interval lar chegaralanmagan.
To‘plamning quyi vayuqori chegaralari. Agar D to'plam
yugoridan b son bilan chegaralangan bo'lsa, b soni D tofplamning
yuqori chegarasi deyiladi. b sondan katta har ganday son ham D
to'plamning yuqori chegarasi bofadi.
3.7-Ta’rif. Agar
1)ixtiyoriy x E D son uchun x < M;
2)ixtiyoriy £> 0 son uchun shunday x* 6 D topilib, ular
uchun M —£ < x* < M tengsizliklar o&inli
boflsa, M soni D tofplamning aniq yuqori chegarasi deyiladi.
Boshgacha qilib aytganda D to'plam yuqori chegaralarining
eng kichigi uning aniq yuqori chegarasi deyiladi.
D to'plamning aniqg yugori chegarasi
M = sup D yoki M = sup{x}
X€D

ko'rinishda belgilanadi (lotincha supremum - eng katta ma’noni
anglatadi).

Yuqoridan chegaralanmagan D to'plam uchun uning aniq
yugori chegarasini (+co) deb gabul gilamiz va

sup D = +00

ko'rinishda vozamiz.

Agar D to‘plam quyidan a soni bilan chegaralangan bo'lsa, bu
a sonini D to'plamning quyi chegarasi deb ataymiz. a sondan kichik
har ganday son ham D to'plamning quyi chegarasi bo lishi ravshan.

3.8-Ta'rif. Agar

1) ixtiyoriy x E D son uchun x > m;

2) ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday x* E D topilib, ular
uchun m< x* <m + £ tengsizliklar o'rinli boisa, m soni D
to'plamning aniq quyi chegarasi deyiladi.
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Shunday qilib, D to'plam quyi chegaralarining eng kattasi bu
to‘plamning aniq quyi chegarasi bular ekan.
D to‘plamning anig quyi chegarasi
m = inf€> yoki m= inffx)
ko‘rinishda belgilanadi (lotincha infir%(ﬁPn—eng kichik ma’noni
anglatadi). Quyidan chegaralanmagan D to‘plam uchun
infD= —eo
deb hisoblaymiz.
Masalan. sup [a; b] = b, inf[a, b] = a, sup [a; +00) = + 00,
inf (—00;11] = —00, sup Z = +00, inf Z = —00.
Nugtaning atrofi. XX va x2 orasidagi masofa deb
p(x1,xz) = |*i —x2\ songa aytiladi.
3.9-Ta’rif. a E R nuqtaning e atrofi deb
t/E(ci) = {x;a—£ < x < a+ e}
to‘plamga aytiladi(3.5-rasm).

a—e a AXé
3.5-rasm
3.10-Ta’rif. a nuqtaning UEa) atrofidan a nuqgtani olib
tashlanishidan hosil bo'lgan UE(a) = t/E(a)\{a} to‘plamga a
nugtaning o‘zi kirmagan atrofi deb ataladi (3.6-rasm).

a-s a (@) a+E

3.6-rasm
Agar a nugtaning atrofini olishda e > o giymatini ko‘rsatish shart
bo‘lmasa biz umumiylashtirib a nuqtaning biror atrofi deb aytamiz
va uni U(a) (nuqtaning o‘zi kirmagan atrof uchun esa U(a)) orgali
belgilaymiz.

3.3. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

3.11-Ta’rif. Agar har bir n natural son uchun hiror xn ER
haqigiy son mos qo‘yilgan bo‘lsa,
Xi,X2,X3, ...,Xn, ...
ketma-ketlik berilgan deyiladi, u {xn} orqali belgilanadi. xn-ketma-
ketlikning umumiy hadi deb ataladi.
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Ketma-ketliklarga misollar.

{27}=248..... 2n......
{1} = 144....... O.......
{sinn} = sinl, sin2,sin3,...... .sinn, ...
Ketma-ketlikning limiti. {xn} ketma-ketlik va a soni berilgan
bo“Isin.
3.12-Ta’'rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik e > 0 son uchun
shunday musbat butun N = iV(f) son topilib, n > N tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda \xn —a\ < e tengsizlik
bajarilsa, a soni {xn} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
a = lim xn
>0}
ko'rinishda belgilanadi.

. f2n-5 . .
3.4-misoi. {xn}=,|4:+2} ketma-ketlik a ~ \ limitga ega

ekanligini isbotlang.
2= §| _ I -i2 j
142 21 12(4n+2)I 2n+l
Ixtiyoriy e > 0 son uchun \xn —a| < £ tengsizlilz< o‘rinli bo‘ladigan

N musbat butun sonni topamiz. Buning uchun—z—r—]—ﬁ< £ tengsizlikni

yechamiz: n > e T35 U holda N sifatida N —[z—dl deb

olamiz, bu yerda [c] orgali ¢ sonining butun gismi belgilangan.

Agar e = 0,01 bo'lsa, N = [_2-8,0|J = 150. n > 150 uchun

Zin < 7asom < 300 - 100 -~ O0Ls

ya’ni a = - soni berilgan ketma-ketlikning limiti bo‘lar ekan. A
3.13-Ta’rif. Ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son

topilib, barcha n > N uchun \xn\ > M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {xn}

ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi va u r|+i>r&)xn = oo ko'rinishda

yoziladi.

Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib,
barcha n > N uchun xn > M (mos ravishda xn < —M) tengsizlik
o'rinli bo'lsa, bu holda ham ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi

|xn - a\ =
n
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va u I_Il_i,rggoxn: +00 (mos ravishda nI_i»ryoxn: —¢t0) ko‘rinishda
yoziladi.

Agar ketma-ketlik (chekli) limitga ega bo'lsa. uni biz
yaginlashuvchi, limitga ega boimasa, uzoglashuvchi ketma-ketlik
deb ataymiz.

Quyida muhim ahamiyatga ega bo‘lgan tasdigni isbotsiz
keltiramiz.

3.1-Lemma. (Kantor) an = [cy;bn] n —1,2,3,... kesmalar
to'plami bir-birining ichiga joylasgtirilgan, ya’ni on+lc €n(n =
1,2,3....) bo'lsin va nI_i,[rr]o(bn —a”) —0. U holda barcha an

kesmalarga tegishli bo'lgan yagona nuqta mavjud.
Bu lemma haqiqiy sonlar to'plamining uzluksizlik xossasini

yoki son o'gining to'lalik xossasini ifodalaydi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.

3.2-Teorema (ketma-ketlik limitining yagonaligi). Yaqin-
lashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega.
» {*n) ketma-ketlik a limitga ega , .
bo'lsin. Har ganday b @ a son {xn} * k *
ketma-ketlikning  limiti bo'la 3.7-rasm
olmasligini isbotlaymiz. Buning
uchun £> 0 sonni a va b nuqgtalaming Ule(a)l, U£(b) atroflari

kesishmaydigan qilib tanlaymiz, masalan £ = —— deb olamiz (3.7-

rasm).
Shartga ko‘ra, #%n = a u holda (a —£;a + s) intervaldan

tashqarida, xususan (b —£; b + e) intervalda {xn} ketma-ketlikning
chekli sondagi hadlari yotishi mumkin. Shuning uchun b soni {xn}
ketma-ketlikning limiti bo‘la olmaydi.-4

3.14-Ta’'rif. Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday musbat
butun N son topilib, barcha n > N uchun xn > M (yoki xn < —M)
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, bu holda ham {xn} ketma-ketlik cheksiz
katta deb ataladi.

3.15-Ta'rif. Agar ketma-ketlik giymatlari to'plami yuqoridan
(quyidan) chegaralangan bo'lsa, u holda bu ketma-ketlik yugoridan
(quyidan) chegaralangan deyiladi.
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3.16-Ta’rif. Agar ketma-ketlik yugoridan ham, quyidan ham
chegaralangan bo‘lsa, u chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.

3.3-Teorema. (Yaginlashvchi ketma-ketlikning chegaralangan-
ligi) Har ganday yaqginlashuvchi ketma - ketlik chegaralangan, ya’ni
ketma - ketlikning hamma hadlari uchun m < xn < M tengsizlik
o'rinli bo‘ladigan m va M sonlari mavjud.

» {xn} ketma - ketlik a limitga ega bo‘Isin. Ixtiyoriy £ > 0
sonni olamiz. U holda shunday N natural son topiladiki, n> N
bo‘ladigan barcha n larda {xn} ketma - ketlikning hadlari
Ue(a) = (a —e; a + e) oraligga tushadi. Bu oraligdan tashqarida

esa fagat ar; a2; ... ; aN hadlar yotadi (3.8-rasm). Ulaming soni
chekli.
a-e a+e
ax aN @+l d oml a2
3.8-rasm

Shuning uchun ulaming eng chapdagisi a_ va eng o‘ngdagisi
a+ mavjud. a_ va a—£ sonlaming eng kichigini m orqali
belgilaymiz.

m = min(ja_\a —e)
M orgaliesa a+ va a + e sonlaming kattasini belgilaymiz.
M —max(a+;a + e)

U holda [m;M] kesmada ar; a2 aN nugtalar, hamda
n> N + 1 tartib ragamli {an} nuqtalar yotuvchi (a —e;a +e)
interval yotadi. Shuning uchun [m;M] kesmada {xn} ketma -
ketlikning barcha hadlari yotadi. Bu esa uning chegaralanganligini
anglatadi. A

3.4-Teorema. Agar Jimx,, = a ®0 bo'lsa, biror N tartib

ragamidan boshlab ketma - ketlik hadlari ishorasi a limit ishorasi
bilan bir xil boiadi.

» Umumiylikni buzmasdan a > 0 deb faraz gilamiz. £> 0
sonni s < a bo‘ladigan qilib tanlaymiz. nIi>rg1oxn = a mp0 bo‘lgan-

ligi uchun biror N tartib ragamidan boshlab {xn} ketma -
ketlikning qolgan barcha hadlari (a —e;a + s) intervalga tushadi,
ya’ni 0 <a —E£<xn<a + £ Butengsizliklar esa {xn} ketma -
ketlikning N dan keyingi hadalari musbat, ya’ni a Imitning ishorasi
bilan bir xil ekanligini anglatadi. *4
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Natija. Agarr!j;goxn —a, ﬂaﬂ/n —b va a<b bolsa, u
holda biror N tartib ragamidan boshlab xn < yn tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.

3.5-Teorema. Agar {*,} va {yn} ketma - ketliklar yaginla-
shuvchi va r!_i;a)xn = a, IJ.Lrgoyn = b bo'lsa, {xn+yn} ketma -

ketlik ham yaginlashuvchi bo‘ladi va

Iilgﬂo (xn+ yn) = rII_ircrgxn + rII_i*ryoyn Za+b (3.1)
tenglik o'rinli bo'ladi.
» limx,, = a, Krgoyn = b bo'lsin. U holda ixtiyoriy £> 0 son

n—o00
uchun shunday tartib ragam tanlanadiki, bunda n> Nt
bo'lganda
Xxn-a\< £/2 (3.2)
bo'ladi. Xuddi shu singari shunday N2 tartib ragam tanlanadiki
bunda n> N2 bo'lganda
\yn-b\< £/2 (3.3)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. N = max{N1;N2} deb olamiz. U holda
n> N bo'lganida (2.2), (2.3) tengsizliklar o'rinli bo'ladi.
Shuning uchun n> N bo'lganida
IOn +¥Ynm) - (a+b)]=\xn- a) + (yn- b)\ <
< \Xn- a\l+ \yn- b\<~ A= ¢f
bundan esa limitning ta’rifiga ko'ra (2.1) tenglikning o'rinli
ekanligini anglatadi. -4 Xuddi shu singari mulohaza yuritib quyidagi
tasdiglami isbotlash mumkin.
3.6-Teorema. Agar {xn} va {yn} ketma - ketliklar yaginla-
shuvchi bo'lsa, {xn —yn} ketma - ketlik ham yaginlashuvchi va
r!imo(xn —yn) = Iiryoxn —Iirp yn tenglik o'rinli bo'ladi.
3.7-Teorema. Agar {xn} ketma - ketlik yaginlashuvchi
bo'lsa, {c mxn} ketma ketlik ham yaginlashuvchi hamda lime -

XN~ ¢ lﬂg@(n tenglik o'rinli bo'ladi.

3.8-Teorema. Agar {xn} va {yn} ketma - ketliklar yaqginla-
shuvchi bo'Jsa, (xneyn) ketma - ketlik ham yaginlashuvchiva
Iimagx,, eyn) = limxn mlimyn tenglik o'rinli bo'ladi.
n-> THOO n->00
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3.9-Teorema. Agar {xn} va {yn} ketma - Kketliklar
yaqinlashuvchi, hamda ixtiyoriy n uchunyn ®0 va limyn”" 0

boMsa, u holda ketma - ketlik ham yaqinlashuvchi va

(Xn\]_ P32 tenglik o*rinli bo“ladi.

ynJ ™M . , : -

> {ynj ketma - ketlik yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun u
chegaralangan ham bo‘ladi. Shuning uchun shunday NO tartib
ragami mavjudki, n > NO tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n
natural sonlarda ketma-ketlikning hadlari uchun m < \yn]< M
tengsizlikni ganoatlantiruvchi m,M  sonlar mavjud boiadi.
r%_i»r(gloxn = a, limyn = Db,b ®0 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy e > 0

n-»00

son uchun shunday Nz tartib ragam tanlanadiki, bunda n>
bo‘lganda
\xn —a\ < me/2 (3.4)

bo‘ladi. Xuddi shu singari shunday N2 tartib ragam tanlanadiki,
bunda n> N2 bo‘lganda

\yn -b\<e/2:(\a\/\b\rn) (3.5)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. N = max{NO; NX N2} deb olamiz. U
holda n> N bo‘lganida (3.4), (3.5) tengsizliklar o‘rinli boMadi.

Shuning uchun n >N bo‘lganida
Fn £ bxn-ayn lbxn-ab+ab-ayn b(xn-a)+a(b-yn)l

Iyn b by\n I"_ 1 byn
xn-a\ , lai A< 1A 4 1E-lvn- bl <
™ Ibyn\Iy | m \Tme|yn bl
"mel la] £ Ilal —£-|1£

s omz om = 2T 2= E

Limitning ta’rifiga ko‘ra bu hosil gilingan tengsizlik lim
lim xn
rlri‘g(&)yn

Qismiy ketma-ketliklar. Agar {xn} ketma-ketlik berilgan va
uning ayrim xI'k hadlaridan tartib ragamlari o‘sib borish tartibida
(k > k" ekanligidan nk > nk< kelib chigadi va aksincha) tuzilgan
yangi {xnJ ketma-ketlik {xn} ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketligi deb ataladi.

tengliningo‘rinli ekanligini anglatadi.
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{xnJ qismiy ketma-ketlikda k bu ketma-ketlik hadining tartib
ragami bo'ladi, nk esa uning dastlabki ketma-ketlikdagi tartib
ragami bo'ladi. Barcha k = 1,2,... natural sonlarda nk > k ekanligi
ravshan, shuning uchun i!_i>r(1)10n1’e= +00 bo'ladi.

Yuqorida agar ketma-ketlik chegaralangan bo'lsa, u yaqin-
lashuvchi ekanligini ko'rsatgan edik. Aksincha albatta o'rinli emas.
Masalan, xn = ()n,n = 1,2,..., ketma-ketlik chegaralangan,
ammo u limitga ega emas. Shuning bilan birga chegaralangan
ketma-ketliklaming shunday muhim bir xossasi borki, u quyidagi
teoremada keltirilgan.

3.10-Teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har ganady chegara-
langan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik tuzish
mumkin.

> {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo'lsin, ya’ni m < xn <
M,n = 1,2,..., tengsizlikni ganoatlantiradigan m,M sonlar topiladi.

[m,M] kesmani (m + M)/2 nuqta yordamida ikkita har xil
kesmaga ajratamiz. U holda bu kesmalardan kamida bittasida {xn}
ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari yotadi va biz uni [m1, Mr]

orgali belgilaymiz. Ketma-ketlikning kesmada yotgan
ixtiyoriy bitta hadini tanlaymiz. Uning tartib ragami n1bo'lsin:
xUi E [Tr,Mr], Mx—T1r= (M —m)/2 (3.6)

Yugoridagi singari [m1(Mj] kesmani ham ikkita har xil
kesmaga ajratamiz, ulardan kamida bittasida ketma-ketlikning
cheksiz ko'p hadlari yotadi va biz uni [m2, M2] orgali belgilaymiz.
[m2,M 2] kesmada ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari yotganligi
uchun, ular orasida tartb ragami w, natural sondan katta bo'lganlari
ham bor. Ulardan birini tanlaymiz. Agar uning tartib ragami n2
bo'lsa, u holda

*n2 £ [M2,M2<z[m1,M1]t n2> w (3.7)

M2-m 2= = (M- m)/2z (3.8)

Bu jarayonni davom ettirib, {xn} ketma-ketlikning shunday {xI'k}
gismiy ketma-ketligini hosil gilamizki, uning uchun

mk < xk < Mk (3.9)

(3.10)

Mk-m k= (M- rri)/2k, k = 1,2..... (3.11)



lim {Mk—mk) = lim —0

lc—00" K K k-x00 2

shartlar o‘rinli bo‘ladi. Biz uzunliklari nolga intiluvchi biri-birining
ichiga joylashgan [mk,MK], Kk = 1,2,..., kesmalar ketma-ketligini
hosil gildik. Kantor lemmasiga ko‘ra bu kesmalar ketma-ketligining

barchasiga tegishli bo‘lgan yagona £ nugta mavjud bo'ladi va

I!immk = kIim Mb = E munosabat o'rinli bo'ladi. (3.9) tengsizlikga
-*00 -+00
ko'ra

limxn =

k—00 '

Bu esa {xnk} gismiy ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligi-
dan dalolat beradi. -4

3.17-Ta'rif. Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N tartib ragami
topilib, N> N,m> N tengsizliklami ganoatlantiruvchi barcha n,m
tartib ragamlari uchun

kn-"mliI<g£ (3n2>

tengsizlik o'runli bo'lsa, {xn} ketma-ketlik fundamental ketma-
ketlik deb ataladi.

Bu shart Koshi sharti deb ataladi.

3.2-Lemma. Agar fundamental ketma-ketlikning biror gismiy
ketma-ketligi yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda uning limiti asosiy
ketma-ketlikning ham limiti bo'ladi.

> (*n) ketma-ketlik fundamental, {xrfgd esa uning qismr
ketma-ketligi va

limxn -a (3.13)
k-*00 K

bo'lsin. Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. Koshi shartiga ko'ra shunsay
bir N tartib ragami topiladdiki, n,m> N tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n, m natural sonlarda

N - x m\<e/2 (3.14)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. kOtartib ragamini barcha k > kO uchun
nk > N

bo'ladigan gilib tanalymiz (Il(i_n;loonk = +00 bo'lganligi uchun bunday

kO tartib ragamini tanlash mumkin). U holda barcha n > N va K >
kO uchun

| *n-*nj <e/2
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tengsizlik orinli bo'ladi. Bu yerda K -» oo deb limitga o'tamiz,
(3.13) tenglikni inobatga olsak, barchan > N uchun

Wn-a\<-<£
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa '{:I_)Iaj(n = a degan ma’'noni

anglatadi. -4

Quyidagi teorema ketma-ketlik limitining mavjudligi uchun
zaririy va yetarli shartni beradi.

3.11-Teoreraa (Koshi kriteriyasi). {xn} ketma-ketlik yagin-
lashuvchi bo‘lishligi uchun u Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va
yetarli.

> Zarurligi. {xn} ketma-ketlik chekli a limitga ega bo'lsin. U
holda limitning ta’'rifiga ko‘ra ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday N
tartib ragami topiladiki, n > N,m > N tengsizliklami ganoatlan-
tiruvchi barcha n, m tartib ragamlari uchun

£ £
n-a\<~, wm-a\<-

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. U holda
£ £
= \ixn —a) + (a —xm)] <\xn-a\ + xm~ al <j +- = e

Bu esa shartning zarurligini ko'rsaradi.

Yetarliligi. Dastlab agar ketma-ketlik Koshi shartini ganoatlan-
tirsa, ya'ni u fundamental bo'lsa, uning chegaralangan ekanligini
ko'rsatamiz. Koshi shartiga ko'ra shunday N tartib ragami
topiladiki, barchan,m> N uchun

(3-15)
tengsizlik o'rinli bo'ladi (e = 1 deb olindi). Bu yerda m = N + X
deb olsak, (3.15) tengsizlik W —xN+1\ <| ko'rinishni oladi.
Bundan esa

Xo+i —1< xn< Xj+i + 1,7A—N + L,N + 2,...,

ya'ni {*,} ketma-ketlikning dastlabki N hadini tashlab yuborishdan
hosil bo'lgan ketma-ketlik chegaralangan ekan. Shuning uchun (xn)
ketma-ketlikning o'zi ham chegaralangan.

Shunday qilib {xn} chegaralangan ketma-ketlik ekan. Shuning
uchun Bolsano-Veyyershtras teoremasiga ko'ra {xn} ketma-
ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.
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U holda 3.2-Lemmaga ko'‘ra ajratib olingan gismiy ketma-ketlikning
limitiga berilgan {xn} ketma-ketlik ham yaginlashadi. -4

Monoton ketma - ketliklar. {xn} ketma - ketlik berilgan
bo'lsin.

3.18-Ta'rif. Agar Xr <x2< x3....< XN < X+l < e o'rinli
bo‘lsa. {xn} kamaymaydian ketma-ketlik deb ataladi. Agar <
X2< X3...< XN < XN+l < o'rinli bo'lsa, {xn} gat'iy o'suvchi
ketma-ketlik deb ataladi.

3.19-Ta'rif. Agar XX > X2> X3....> XN > XHl > e o'rinli
bo‘lsa. {xn} o'smaydigan ketma-ketlik deb ataladi. Agar xr >
X2> X3....> XN > XX > o‘rinli bo'lsa, {xn} qat'iy kama-
yuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

0 ‘smaydigan va kamaymaydigan ketma - ketliklar monoton
ketma ketliklar deb ataladi.

Monoton o‘suvchi ketma-ketliklar o‘zining birinchi hadi bilan
quyidan chegaralangan, monoton kamayuvchi ketma ketliklar esa
0‘zining birinchi hadi bilan yugoridan chegaralangan boiadi.

Agar kamayadigan ketma-ketlik yugordan chegaralangan bo'l-
sa, ya'ni shunday M soni topilib, bunda ixtiyoriy n sonda xn < M
bo‘lsa, u holda {xn} chegaralangan bo’ladi.

Hagigatan ham bu holda ketma-ketlik hadlari [x1(M] kesmada
yotadi. Agar o'smaydigan ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo‘lsa,
ya'ni shunday m soni topilib ketma-ketlikning barcha hadlari
uchun xn >m bo‘lsa, u holda {xn} ketma-ketlik chegaralangan
bo'ladi.

3.12-Teorema. Har ganday monoton chegaralangan ketma-
ketlik limitga ega.

> {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo'lgani uchun uni
hadlari to‘plami aniq quyi va aniq yuqori chegaraga ega bo‘ladi. M
soni {xn} ketma-ketlik hadlari to‘plamining aniq yuqori chegarasi
bo‘lsin. Agar {xn} kamaymaydigan ketma-ketlik bo'lsa, u holda
rl)i_g&ﬁ(n = M ekanligini ko*‘rsatamiz.

Aniqg yuqori chegara ta'rifidan, ixtiyoriy £> 0 son uchun
shunday xn element topilib, bu element uchun xn> M —e va
On < M tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu ikki tengsizlikdan 0 < M —
Xn < £ quyi twngsizlik hosil bo'ladi. {xn}  kamaymaydigan
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ketma-ketlik bo'lgani uchun ixtiyoriy n> N uchun 0< M —
Xn< M —Xn o'rinli bo'ladi. Bundanesa 0 < M —Xn < e yoki
ixtiyoriy n > N uchun \M- Xn\< e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu
esa M soni {*,} ketma-ketlik limiti ekanligidan dalolat beradi.

Agar {xn} o‘smaydigan chegaralangan ketma-ketlik va m
ketma-ketlik elementlari to‘plamining aniq quyi chegarasi bo‘lsa, u
holda J/fgaos(n = m ekanligi xuddi shu singari isbotlanadi. A

Mulohaza. Monotonlik ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lish-
ligi uchun zaruriy shart emas. Masalan, monoton bo' Imagan

ketma-ketlik yaginlashuvchi: limxn = 0
71-*00

e soni. Dastlab matematik induksiya metodoga asoslanib
ixtiyoriy  nEN va n> —1 uchun Bemulli nomi bilan
yuritiluvchi

1+K)n>1+n-h (3.15)
tengsizlikni isbotlaymiz.

Bu tengsizlik n = 1 uchun o‘rinli. Faraz gilaylik, tengsizlik
biror n = m > 1 uchun isbotlangan ya'ni (1 + KKim> 1+ m <h
tengsizlik o‘rinli bo'lsin va u n=m+ 1 uchun ham o'‘rinli
ekanligini ko'rsatamiz. So‘nggi tengsizlikning ikkala tomonini 1 +
h > 0 songa ko‘paytiramiz.

(1 + > L +wnm@a+h)=1+ (im+ 1)h+ mh2

0 ‘ng tomondagi ifodada manfiy bo‘lmagan mh2 hadni tashlab
yuborsak,

L+ h)ml> 1+ (m+ 1)h tengsizlikka ega bo‘lamiz, ya'ni
tengsizlik n = m + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Shunning uchun
matematik induksiya prinsipiga asosan (3.15) tengsizlik ixtiyoriy
natural n soni uchun o‘rinli.

Endi {*,} = }  ketma - ketlikni garaymiz. Bemulli
/ J
tengsizligiga asosan xn= "M+ -J > 1+ ne- = 2 Berilgan

{xn}  ketma-ketlikdan boshga yn= xn~1+ > 2 ketma -
ketlikni tuzamiz. TJholda yn ketma - ketlik uchun
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,oiln+ : s n i\n+ \
yn= {1+ 3" va bundan =" = ir:) ' :2'-:r)n+r =
(n-m)2n+3 _ _rr_ T (n+1)2 10+2 _ _n_T. 1 1n+2
nn+1{n+2)n+2 n+1l L(n+1)2-1J n+lL (n+NH)2-13
0 ‘ng tomondan ikkinchi ko‘paytuvchiga Bernulli tengsizligini
go‘llaymiz.

11+ al+<£h =1+w k =1+;
U hold» yani vy,>

yn+1-
Shunday qilib, yn o'smaydigan ketma- ketlik va u quyidan 2 bilan

chegaralandan shuning uchun u limitga ega. U holda {xn} ketma-

ketlik ham Imitga ega va rl}l_g&ﬁ(n = lim ﬂ.l;; rlﬁ&yn.
Bu limitni biz e orgli belgilaymiz va uning giymati

e= #ﬁ%&l + -7_?/ = 2,7182818459 ...

ko'rinishida bo'ladi.
3.4. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

Kompleks son tushunchasi. Kompleks sonning algebraik

shakli.
3.20-Ta'rif. Kompleks son deb,

Z=X+1iy (3.16)
ko'rinishdagi ifodaga aytamiz, bu yerda x vay haqiqiy sonlar bo'lib,
ular z kompleks sonning mos ravishda hagigiy va mavhum gismi
deb ataladi va ular

X = Rex, Yy = imz
ko'rinishda belgilanadi, i esa i2 = —1 xossaga ega bo'lgan mavhum
bir deb ataladi. z —x + KO ko'rinishdagi kompleks sonni X hagiqgiy
son bilan bir deb hisoblanadi.

Kompleks sonning algebraik, trigopnomentrik va ko'rsatkichli
shakllari mavjud. (3.16) tenglik bilan ifodalangan shakl, kompleks
sonning algebraik shakli deb yuritiladi.

Dekart koordinatalar sistemasida z = x + iy kompleks sonni
geometrik jihatdan M(X,y) nugta sifatida, yoki 0(0,0) koor-
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dinatalar boshini M(x, y) nugta bilan tutashtiruvchi vektor sifatida,
yoki proyeksiyalari (x,y) bo‘lgan f radius vektor sifatida talgin
gilish mumkin (3.9-rasm).

Kompleks son tasvirlanadigan
tekislik (Z) kompleks tekislik deb vy
ataladi.

Agar kompleks son z = x + iO

ko‘rinishda, ya'ni u hagiqgiy sondan
iborat bo‘lsa, u holda unga mos
keluvchi nugta Ox o‘qda yotadi,
shuning uchun abssissalar o'qi haqiqgiy
0'q deb ataladi. Sof mavhum z = iy
kompleks son Oy o‘qda tasvirlanadi, 39rasm
shuning uchun ham ordinatalar o‘qi
mavhum o‘q deb ataladi.
Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar. Agar ikkita
zi = xi + iyi- z2 = x2 + 1¥2 kompleks sonlar uchun xr — y1tx2 =
yr tengliklar o‘rinli boisa, ulami biz teng kompleks sonlar deb
ataymiz: zx —z2.

Ikkita zt = x4+ iyltz2~ x2+ iy2 kompleks sonlaming
yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasdi va nisbati quyidagicha
aniglanadi:
1-Zt + z2= (xx+ iy-0+ (X2+ iy2 = (X, £ X2 +i(ytty2
2.Ziz2= (Xr+ iyl)(x2+ iy2) = (Xtx2- yty2) + i(xty2+ x2yt)

321 - XI+iyi -~ +fyi)fe - ty2) _ (*i*2+ yty2 + i(x2yl- xty2)
z2 Xx2+iy2 (x2+ iy2)(x2- iy2 X222+ y22
_FIF2+Y1Y2 KA xry2
X22+y 22 1 x22+y22°
Kompleks sonlami go‘shish va ko‘paytirish amallari quyidagi
xossalarga ega:
1 Kommutativlik
i+ z2=72+ zX, zZX mz2 —z2e*7zX
2. Assotsiativlik
Oi + z2) +23=2z1+ (z2+ 23);
(zt mz2) mz3=z1-(z2m3);
3. Distributivlik
Zl m(z2+ z3) = z1-z2+71-73
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i mavhum bimi darajaga ko‘targanda, quyidagi giymatlami go'yish

kerak: i2= —1; i3= -i; i4= 1, i5=1i;i6= -1; i7= < va
hokazo.

z —x —iy kompleks son z = x + iy kompleks songa go‘shma deb
ataladi. Qo'shma kompleks sonlar uchun ayrim xossalarini

ko'rsatib o‘taylik:
Z+z2=(x+iy)+ (x-10y) =2x; z-z - (c+ iy) =(x- iy) =x2+y?2
Z1+ 22 —71+ z2>71wz2 —71mz2>
_ Ei
&y "2
3.5- Misol. Ko‘rsatilgan amallami bajaring:

1.(2+40(4-0; 2.7%; 3.(2-V3Bi)(V3 +i)+ 5",
» L(2+ 40(4 - i) =6]7i- 3i2= 9+ 7i,(i2= -1).

w Y30 _ (¥Y3->)(3-;y3) _ 3V3-6GI+HAB_ ry3Ber_ B_ £
™+ i3 (3+iV5)(3-iV5) _ 9+3 ~ 12~ 6 2-

3.(2-v30(V3 +0 +~ =3V3-i+~]=3V3-i+

3V3 - i+ « * A~ = 3V3 ~ *+

By'3T _ 84V3-28t+5V3-11t _ 89y3 _ 39 .

28~ 23 ~ 28 28
Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakli. z

kompleks songa mos keluvchi f radius-vektor uzunligi kompleks
sonning moduli deb ataladi va

\OM\ =1 = \A\=Vx24y2 (3-17)
formula bilan hisoblanadi. OM vektor va Oxo‘gning musbat
yo'nalishi orasidagi ¢ burchak z kompleks sonning argumenti
deyiladi va Argz ko'rinishda belgilanadi, ya'ni @ = Argz. Bunda @
burchak soat strelkasi harakatiga garama-garshi yo‘nalishda
hisoblansa musbat deb olinadi, aks holda, ya'ni soat strelkasi
yo'nalishida hisoblansa manfiy deb olinadi. Argyment bir giymatli
aniglanmaydi, 2rc ga karrali bo‘lgan qo‘shiluvchi anigligida
aniglanadi:

Argz = argz + 2kn,
bu yerda k = +1,+2,.. va argz bosh giymat bo‘lib, u quyidagi
shartlarda aniglanadi:
—A < argz < 5n1 yoki O < argz < 2«
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arctg(y/x), x> Q
n + arctg(y/Xx), x<0y>Q
argz = — + arctg(y/x), x< 0,y <0, (3.18)
™72, x=0,y>Q
-a/2, x = 0,y<0.

3.6-rasmdan ko ‘rinib turibdiki,
X = T COS<p;y = T sin(p.
Shuning uchun z = x + iy kompleks sonning trigonometrik shakli
Z=rcosP+ irsing yoki z = r(cos (p+ isin<g (3.19)
ko'rinishni oladi, bu yerda r kompleks sonning moduli, @@ esa
argumentning bosh giymati bo'lib, u tg® tenglikni
ganoatlantiradi.
Algebraik shakldan trigonometrik shaklga o'tish
r= \A\—yjx2+y2va cos = x/r,sirup = y/r (3.20)
formulalar orgali amalga oshiriladi.
3.6-Misol. Ushbu kompleks sonning moduli va argumentini
toping

Lo I
Z = —sin——Ii cos—
8 8
» Hagiqiy va mavhum gismi uchun
n n
X = - sin—< 0, y ——cos—< 0.
8 8
(3.18) formulaga ko'ra argumentning bosh giymati
argz = -7r + arctg (ctg O = -n + arctg [tg (J - =-n +
i | 3n\ i 3n 5tt
+arctg(tgT ) = -it+ T = - T

bo'lganligi uchun
Argz = — + 2kn, k= 0,£1,£2,.,;
WA = }sinZ—-h cos2- = 1. <
\ o] 8
Yugqorida keltirilgan kompleks sonlar va vektorlar orasidagi moslik
kompleks sonlami go'shish va ayirish amallarini geometrik talgin

gilish imkonini beradi (3.10-rasmda zx va z2 kompleks sonlaming
yig'indisi va ayirmasi tasvirlangan).
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Kompleks sonlar ustida qo‘shish va ayirish amallari uchun
quyidagi tengsizliklar bajarilishini osongina ko‘rsatish mumkin:
ki +z2\< \&x\+ |22]
w-z 21> o\ |12 (3.21)

Kompleks sonlar uchun muhim formulani keltiramiz:
cos(p+ isinp= elp (3.22)
(3.22) formula Eyler formulasi deb vyuritiladi. Bu formulaning
ma’nosini va isbotini keyinroq beramiz. U holda (3.19) formulaga
(3.22) formulani go'llasak
z =reip (3.23)
kompleks sonning ko'‘rsatkichli shaklini hosil gildik.
Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakllari
kompleks sonlar ustida ko‘paytirish va boiish amallarini bajarishga
juda qulay. Agar zx = rxel(pl vaz2= r2eiq2bo'lsa, u holda

rxeiqx mr2eiqR = rlr2ei(qR2{2> (3.24)
(3.24) tenglikni osongina isbotlash mumkin:
ziz2 = m2elqR2 = rx(cos<qT + isin<Pi)r2(cosqR+ isinq®) =

= rir2[(cos gt cos g2 + sin gt sin g2 + i (sin gxcos (p2+ sin gR2cos (p~] =
= rrr2(coB((pr + 92 + i sinQiOj + q@)) = rxr2el($P2<A).
Shunday gilib kompleks sonlar ko‘paytirilganda ularning modullari
ham ko'paytiriladi, argumentlari esa go‘ shilar ekan:
|ziz2|= |zj m|22), arg(z1z2) = argzj + argz2. (3.25)
Agar r2” 0 bo'lsa, xuddi shu singari kompleks sonlaming nisbati
uchun
Z=wW*1=1d iOpi-9N) (
zZx r2elP2 r2 P-Z0OJ
tenglikni hosil gilish mumkin. (3.26) tenglikdan ko'rinib turibdiki
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IH1=S ’ arg® = argzi - argz2 (327>
z kompleks sonni n natural darajaga ko'tarish amalini kiritamiz:
zn=12 z.
n marta
(3.24) formulaga ko'ra, z = r(cos P+ isin <) kompleks sonni n
darajaga ko'tarish

zn = (r ei9n = rneinp —rn(cosn(p + isin T (3.28)
goidaga ko'ra amalga oshiriladi. So'ngi tenglikdar —1 bo'lsa
(cos p+ isin<pn = cosn(p + isinnNP (3.29)

Muavr formulasini hosil gilamiz.
Kompleks sondan ildiz chigarish amali quyidagicha amalga
oshiriladi. Agar
wn =2 (3.30)
tenglik o'rinli bo'lsa, w kompleks soni z kompleks sonnning n
darajali ildizi deb ataladi vauw = Vz ko'rinishda belgilanadi.
Ixtiyoriy z & O uchun V~z ildiz n turli giymat gabul gilishini
ko'rsatamiz. (3.30) formulaga z =re'® w = p ew ifodalarni
go'yib
pneine=r e ip (331)
tenglikka ega bo'lamiz. Ikkita kompleks sonning tengligidan, ular
modullarining tengligi, argumentlari esa teng bo'lishi yoki bir
biridan 2n ga karrali bo'lgan go'shiluvchi bilan farg gilishi kelib
chigadi. Shuning uchun (3.31) munosbatdan
pn—r, NnB —(p+ 2kn yoki
p=Vf, 9=2i27 (3.32)
formulani hosil gildik. (3.32) formuladagi birinchi tenglikdan z
kompleks sonnning n darajali ildizlari-
ning barchasi bir xil modulga ega ekan-
ligini, ikkinchi tenglikdan esa argu-
mentlari bir-biridan Sl ga karrali bo'lgan
go'shiluvchi bilan farq qilishini ko'rish
mumkin. Bundan esa z (p0 kompleks
sonning n darajali ildizilarining turli
giymatlariga mos keluvchi nugtalar
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markazi w = 0 nugtada va radiusi ~/Jzj bo'‘lgan aylanaga ichki
chizilgan n burchak uchlarida yotishi kelib chigadi (3.11-rasm).
(3.32) formulada K soniga O[, ...,n —1 giymatlami berib

Yr = Vr(cos(ip 4 2kn)/n + isin(<p + 2kn)/ri), k=0[4 ,,n- 1, (3.33)
yoki

__ ,<p+2kn

Vz = Vrel— K=0,1,.,n—1 (3.34)
n turli kompleks sonlarni hosil gilamiz.
3.7-Misol. VI ildizning barcha giymatlarini toping (3.12-rasm).

» z -= i kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozamiz
ZzZi=eo2.
(3.34) formulaga asosan
(n 2 y
wft = K= 0,1,2.
Bu yerdan X
s n n n/3 1 V3 + t
Wo= ~6= cos- + isin-= — + i- = A - 4
S 57 5n Vs
-V3 o+ v /
2 y
;34 34 Fr . w2
wO=¢e 2 = cos— + isin— = — ~
- § 3.12-rasm

Kompleks sonlar ketma-ketligining limiti. (znj kompleks
sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

3.21-Ta'rif. Ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday N = N(je) tartib
ragami topilib, n> N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n
natural sonlarda

ln- A< e
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, z kompleks soni {zn} ketma-ketlikning
limiti deyiladi va u
z — limznyoki zn-» 00 (3.35)
JA% )

ko‘rinishda yoziladi. z limitga ega bo'lgan {zn} ketma-ketlik z
soniga intiladi deb aytiladi.

{zn} ketma-ketlikning har bir zn —xn+ iyn hadi bir juft
Xxnva yn hagiqy sonlar bilan aniglanadi. Shuning uchun {zn}
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kompleks sonlar ketma-ketligiga bu ketma-ketlik zn hadlarining
haqgigiy va mavhum gismlaridan tuzilgan ikkita {xn},{yn} haqiqgiy
sonlar ketma-ketligi mos keladi.

3.13-Teorema. {zn} kompleks sonlar ketma-ketligi yaqin-
lashuvchi bo‘lishligi uchun, [xr, {yn} hagigiy sonlar ketma-
ketligining ikkalasi ham bir vaqtda yaqginlashuvchi bo'lishligi zarur
va yetarli.

> Zarurligi. {zn} ketma-ketlik z soniga intilsin. U holda
ta'rifga ko'ra ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday N tartib ragami
topiladiki, n > N shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural
sonlarda \an —2\ < e tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Ma’lumki

- A= X, +iyn - ix+iy)] = en- x) +i(yn- yl

> - X\
N~z = \Nom+iyn) - i(x +iy)] = \Xxn- x) + t(yn- y)|
" V—

Shuning uchun n> N shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural
sonlarda
M- A< M- A<svalyn-y\<\zn-z\<e
tengsizliklar o'rinli bo'ladi, bundan esa
l'im=x limyn=y (3.36)

Tl—"00 TII—*oo
ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Agar (3.36) o'rinli bo'lsa, u holda hagiqgiy sonlar
ketma-ketligi limitining ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy £> 0 soni uchun
shunday Nr tartib ragami topiladiki, n > Nt shartni ganoatlan-
tiruvchi barcha n natural sonlarda

| *,-x1<-1, \yn -y \ < JL

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Shuning uchun
¥n-~z\ = |xn+iyn) - i(X+iy)] = 7(xn- x)2+ (yn- y)2
< £
Bu esa
7!LI—»T0 Zzn = 7Ill_[ro10(xn +yn) = X+ 1y

ekanligidan dalolat beradi. A

Isbotlangan tasdiq haqigiy sonlar ketma-ketligi uchun olingan
barcha natijalami kompleks sonlar ketma-ketligiga ham o'tkazish
imkonini beradi.
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Nazorat savollari

1. Qanday to'plamlar chegaralangan to'plam deyiladi?

2. To'plamning aniq yuqori va aniq quyi chegarasiga ta'rif bering?

3. Nuqgtaning atrofi deb ganday to'plamga aytiladi?

4. Sonli ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

5. Qanday ketma-ketliklar yaginlashuvchi deyiladi?

6. Qanday ketma-ketliklar cheksiz kichik va cheksiz katta bo* ladi?

7. Chegaralangan ketma-ketlik har doim ham yaqinlashuvchi boMadimi?
8. Kompleks sonning ganday ko'rinishlari mavjud?

9. Kompleks sonning moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?

Masbqglar

1. j~ j ketma-ketlikning limiti nol ekanligini isbotlang. Agar: a) ixtiyoriy £ >

O;b)£- 01;v) £= 00,1 bo'lsa, n tartib ragamimning qanday giymatlarida® <
£ tengsizlik o'rinli bo'ladi.

2. ketma-ketlikning limiti bir ekanligini isbotlang.
Limitlami toping:
N (n-3)2 R n4+3n3-Sn+7
n™ ’ n™ n3+7n2-87!—I1"
5. 1im — 6. lim
n-*oo 5nr—b n-*o00 In-—1
rj WR2~Pr-2- 20 N Vn*g6nprh-~2n-1
mn->00 VNn3—3nJ+8n+1-Vn3+5n-4 'n>a>Vns-7n+1-i/4n+-6
Limitlami ioping:
9 lim — — . 10. lim (- + - + — t—Y
n—00 (n+ 1)!-n! n-»a> \3 9 31
1 3 4 .. nsin5n
Woaaim=(+ 2+ - +n). 12.jirn n,+2-.
13. Hm(V2n + 3-V2n + I). 14. Hm (~ + "~ + - +

Kompleks sonning moduli va argumentning bosh giymatini toping:
a) ; b) ~2 + 2V3i; v) - cos? + isin’l\; g) sin’; +icos|;d)l- v3i
15. Kompleks sonni trigonometrik va ko‘rsatkichli shaklda yozing:
a-\ + fiib)~j;v)-Ug)-v2+1lv2
17. Quyidagi tenglamalaming haqigiy yechimlarini toping:
a) (L + i)x + (-2 + 5i)y = -4 + 17i;b) (2- 3i)*+ (3 + 2i)y = 4-19i
20. Hisoblang:
a)(l- 2)(2+o02;b) (~[)3;v) (TN)2

21. lldizlaming barcha giymatlarini toping:

a)VI;b) V-T; v) V-9;g) VI + iV3d) M(2- 2i)s-
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IV-BOB. BIR O*ZGARUVCHIL.1 FUNKSIYANING LIMITI
VA UZLUKSIZLIGI

4.1. Funksiya tushunchasi. Funksiyalarning berilish usnllari

Funksiya tushunchasi. Birorta X, Y hagiqiy sonlar to‘plamlari
berilgan bo‘lsin.
4.1-Ta'rif. Agar har bir x E X son uchun birorta gonun-goida
asosida aniq bir y GY soni mos go'yilgan bo‘lsa, X to'plamda
funksiya aniglangan deyiladi va
Y —f(x) y°ki ¥ = y(x), X GXyokuf:X -*Y
ko'rinishida yoziladi. Bunday funksiyalami sonli funksiyalar deb
ataymiz. X to'plam funksiyaning aniglanish sohasi, x erkli o‘zga-
ruvchi yoki argument deb ataladi. y = f(x) funksiyaning aniglanish
sohasi D(y) yoki D(f) orgali belgilanadi. Y to‘plam esa
funksiyaning giymatlar sohasi deb ataladi va u E(y) yoki E(f)
orgali belgilanadi.
Ba'zi funksiyalami ko‘rsatishda f(x) o‘miga f belgi ham
ishlatiladi.
Shunday qilib, agar:
1 X aniglanish sohasi;
2. Har bir x EX songa funksiyaning y = fix') qgiymatini mos
go‘yuvchi / moslik berilgan bo‘lsa, funksiya aniglangan bo‘ ladi.
Agar / va g funksiyaning anglanish sohasi ustma - ust tushsa va
aniglanish sohasidan olingan har bir x uchun f(x) = g(x) o‘rinli
bo‘lsa, ular teng funksiyalar deb ataladi. Ushbu y = x2, —¢0 <
X<o va y=x2 0<x<l funksiyalar teng emas; ular
fagat [O; 1] kesmadagina teng.
Funksiyaga misollar.
I.{x,} ketma-ketlik natural sonlar to‘plamida
aniglangan butun argumentli funksiya bo'ladi
va f(n) = xn, (n = 1,23....)
1, agar x > 0
2.y =signx = 0, agar x =0
ml, agarx < O 4.1-rasm
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sign belgisi lotincha signum - ishora so'zidan olingan. Bu
funksiya —00 < X < 00  son o‘gining hamma joyida aniglangan;
giymatlar to‘plami esa uchta {—1,0,1} sonlardan iborat (4.1-
rasm).

3. y=[x] bu yerda [X] sifatida x b

sonning butun gismi olingan, ya'ni [X] g

giymat X dan katta bo'Imagan eng katta 2

butun songa teng. N < X < X+ 1 uchun 24 ~“Tr 34 r
[X] = n, n=0,+1,+2,+3,.. bu funksiya 1

son o‘gining hamma joyida aniglangan, % 2
giymatlari to'plami esa butun sonlardan 4.2-rasm

iborat (4.2-rasm).

Endi funksiyalar uchun muhim bo'lgan ayrim tushunchalami
kiritamiz.

4.2-Ta'rif. Agar har bir x € £>(/) nugta uchun bitta /7 (x) G
E(/) nugta mos qo'yilgan bo'lsa, y = /(x) bir giymatli funksiya,
aks holda ko'p giymatli deyiladi.

E (f) to'plamda birorta y = yO0 nugtani olamiz; u holda £>(/)
to'plamda kamida bitta shunday x0 nugta topiladiki, uning uchun
Yo —A*0) tenglik o'rinli bo'ladi. Bunday nuqgtalar bir nechta,
hattoki cheksiz ko'p ham bo'lishi mumkin. Shunday gilib, E (f)
to'plamdan olingan har bir y nugta uchun £>(/) to'plamdan bitta
yoki bir nechta x nuqgta mos qo'yildi. Natijada bir yoki ko'p
giymatli x = g(y) funksiyani hosil gildik. Bu funksiya y = /(x)
fijnksiyaga teskari funksiya deyiladi va u x = /_1(y) orqgali
belgilanadi. Agar /-1 funksiya ham bir giymatli bo'lsa, u holday =
/ (x) funksiya o‘zaro bir giymatli deb ataladi.

Funksiayaning berilish usullari. Funksiya uch xil: analitik,
grafik vajadval usul bilan beriladi.

Analitik usul. Agar y = /(x) funksiya x o'zagruvchi-
ning giymati ustida gandaydir amallar bajarilishini ko'rsatib turuv-
chi formula bilan aniglansa, bu funksiyani biz analitik usul bilan
berilgan deb ataymiz. Masalan ,

y =x3+ 1,—00< X < 00
funksiya analitik usul bilan berilgan.
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Bu holda funksiyaning aniglanish sohasi deganda (agar u alo-
hida ko‘rsatilmagan bo‘lsa) x argumentning funksiyani aniglovchi
analitik ifoda hagiqiy va chekli giymatni gabul gildiradigan barcha
haqigiy sonlar to‘plami tushuniiadi. Bunday ma’noda funksiyaning
aniglanish sohasini yana mavjudlik sohasi deb ham yuritiladi.

y = /4—x2 funksiya aniglanish sohasi —2 < x < 2 kes-
madan iborat.

y = x2+ 5x + 7 funksiyaning aniglanish sohasi —o0 < x <
CO son o‘gining barchajoyidan iborat.

Har ganday formula har doim ham funksiyani aniglayver-
maydi. Masalan,

y = V1—x2+ Vx2—4
Formula hech ganday funksiyani aniglamaydi, chunki yuqgoridagi
ikkala ildiz ham bir vagtda hagqiqiy sonni aniglaydigan X argu-
mentning haqiqiy giymati mavjud emas.

Funksiyaning analitik berilishi murakkab ko‘rinishda ham
bo‘lishi mumkin.  Xususiy holda, funksiya ozining aniglanish
sohasining turli gismlarida turli formulalar
bilan aniglanishi mumkin. Masalan,
fun

0, x<0
X, 0<x<
2—x, 1< x<
N 0, x> 2 4.3-rasm
Grafik usul. Agar y = /(x) funksiya grafigi berilgan
bo‘lsa, u grafik usul
bilan berilgan deyiladi. Bunda Y.
grafik (x,7(x)) nugtalar to'pla-
mi ko‘rinishida berilgan bo'lib,
uning absissasi  funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli, ordi-
natasi esa funksiyaning mos qiy-
matiga teng bo'ladi (4.4-rasm).
Har ganday funksiyaning

... . i} 4.4-
grafigini ham chizmada tasvirlab rasm
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bo‘lmaydi. Masalan, Dirixle funksiyasini

agar X —ratsional
dw = [o: agar X —irratsional

chizmada tasvirlanmaydi. D(x) funksiya son o'gining hamma
joyida aniglangan, giymatlari esa ikkita O va 1 sondan iborat.

Jadval usul: Argumentning bir nechta giymatiga mos keluv-
chi funksiyaning giymatlari biror jadvalda keltirilgan bo'lsa, funk-
siya jadval usulda berilgan deyiladi. Funksiya jadval usulda beril-
ganida uning aniglanish sohasi jadvalda keltirilgan xItx2,x3...xn
giymatlaran iborat bo' ladi.

Murakkab funksiyalar. Ba'zan y = f(u) funksiyaning n
argument! erkin o'zgaruvchi bo‘lamsdan, u ham o'z navbatida bosh-
ga bir o‘zgaruvchiga, masalan X o'zgaruvchiga u = g(x)
ko'rinishda bog'lig bo'lgan holga duch kelamiz. Bunday holda y
o‘zgaruvchining X o‘zgaruvchiga bog'ligligini ifodalash uchun n
oraliq o‘zgaruvchi o‘miga g(x) ifoda go'yiladi: y = f(g(x). Bu
goida bo'yicha ifodalangan funksiya murakkab funksiya yoki / va g
funksiyalarning superpozitsiyasi deb ataladi. Ba’zan bu yozuv
o‘rniga y = f°g(x) ifoda yoziladi va u / va g funksiyalarning
kompozitsiyasi deb ataladi.

Murakkab funksiyaning giymatini hisoblashda dastlab x
0'zgaruvchining giymati bo‘yicha oralig u o'zgaruvchining giymati
hisoblanadi. So'ngra esa hisoblangan n giymat bo'yichay = /(u)
giymat hisoblanadi. y = /(u) va u - g(x) funksiyalar y =
f(g(x)) superpozitsiya tashkil qilishlari uchun birinchisining
aniglanish sohasi bilan ikkinchisining giymatlari sohasi bo‘sh
bo‘Imahgan kesishmaga ega bo'lishlari lozim, ya'ni D(/) N E(g) ®
0. Bunda murakkab funksiyaning D(f°g) aniglanish sohasi g(x)
funksiya aniglanish sohasining n = g(x) qiymatlar f(u) funksiya
aniglanish sohasida chigib ketmaydigan gismidan iborat bo*ladi.

Ushbu misolni garaymiz: f(u) = mw,n = g(x) = x —1 bo'l-
sin. U holda D (f) = [0, +00), D(g) - R bo‘ladi. Demak D(J°g) =
[I,+00). Murakkab funksiyaning o‘zi esay = f(g(x)) = y"x—1
ko'rinishda bo'ladi.
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Funksiyalarning ayrim xossalari.
Davriy funksiyalar.
4.3-Tarif. X QR to'plamda aniglangan f(x) funksiyaning
davri deb, shunday T > O songa aytiladiki, bunda ixtiyoriy x E X
nugta uchun (x —T, X + T) E X munosabat va
/(Xx+r)=/(x-r)=/(%*) (4.2)
tenglik orinli bo'ladi.

NnT,n GN son ham funksiyaning davri bo'ladi. Masalan, T
berilgan f(x) funksiyaning davri bo'lsa 2T ham uning davri
bo'ishini ko'rsatamiz. Hagigatdan ham, ixtiyoriy X EX nugta
uchun, birinchidan x + 2T = {{x£T) +T) EX va ikkinchidan
(4.1) tenglikka ko'ra

fix £ 2T) = fix £+ T+ T) = fix £ T) = fix).

Bundan keyin funksiyaning davri deganda uning davrlarining
eng kichigi tushuniladi.

Agar fix) funksiyaning davri T bo'lsa, g{x) =f{ax + b)
funksiyaning davri T/a bo'ladi, buyerda a > 0, b o'zgarmas sonlar.

)—g?tdan ha?lg § teifflkbo rn II H:

="gix

Davrga ega bo'lgan funkswgnl davriyfunksiya deb ataymiz.

Davri T bo'lgan X £ R to'plamda aniglangan fix) fimksiya-
ning grafigini yasash uchun, uning grafigini ixtiyoriy [a,a + T]
kesmada yasash yetarli, bu yerda a E X —birorta son. So'ngra Ox
koordinata o'qi bo'ylab =T, £27,..., davrga surijadi.

4.5-rasmda davri T = 2n bo'lgan y = 2¥/sinx funksiyaning

4.5-rasm
Monoton funksiayalar. fix) funksiya X c¢ R to'plamda
aniglangan va xx,x2 bu to'plamning ixtiyoriy nugtalari bo'lib, ular
uchun xIt < x2tengsizlik o'rinli bao'lsin.
1) Agar /(Xi) < /(x2 bo'lsa, fix) funksiya X to'plamda o ‘suvchi;
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2) agar / (xx) < f(x2 bo'lsa, kamaymaydigan;
3) agar / (Xi) > /(x2 bo'lsa, kamayuvchi;
4) agar / (Xi) > /(x2 bo'lsa 0 smaydigan funksiya deb ataladi.
Barcha to'rt holda funksiyani X to‘plamda monoton deb ataladi,
1) va 3) hollarda gat'iy monoton deb ataladi. Qat'iy monoton
funksiyaning teskarisi mavjudligi va teskari funksiya ham gat'iy
monotn boiishi ravshan.
4.1-Misol. »y = X,y —x3 funksiyalar R son o‘qgida o*suvchi
boiadi, y = x2 funksiya esa (—00,0) intervalda kamayuvchi va
(0, +00) intervalda o'suvchi bo‘ladi, ammo x = 0 nugtani o‘zida
saqglovchi har ganday intervalda monoton bo‘lmaydi. y = ¢ =
const:, funksiyani bir vaqtning o'zida ham kamaymaydigan, ham
0‘'smaydigan funksiya deb hisoblash mumkin.
Juft va toq funksiyalar. /(x) funk-
siyaning D (f) = X ¢ R aniglanish sohasi O
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
bo‘lsin (4.6-rasm), ya'ni agar X EX bo'lsa,

—x E X bo'ladi.
4.4-Ta'rif. Agar ixtiyoriy X E X nugta
uchun 7/ (—x) = /(x) tenglik o'rinli

bo'lsa, X £ R to'plamda aniglangan/(x)

funksiyani juft, agar /(-x) = -/(x) bo'lsa toq funksiya deb

ataymiz.
Juft funksiyaning grafigi Oy o'gqa nisbatan
simmetrik (4.6-rasm), toq funksiyaning grafigi
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
(4.7-rasm) bo'ladi. /7 (x) funksiyaning juft yoki
togligini aniglash uchun /(—) funksiyani
tahlil qgilish kerak. Har doim ham bir
garashdan funksiyaning juft yoki togligini
aniglab boimaydi. Bunday hollarda ayniy
almashtirishlami bajarish kerak.

4.2-Misol. Ushbu
fix) = loga(x + Vx2+ 1) ,x ER
funksiya toq ekanligini ko'rsatamiz.
» Hagigatdan ham
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/(-x) = loga( x + Vx2+ 1) =

X+yfx*+1
= -loga(x + -jxz+ 1) = -f{x). A
4.1-Teorema. [-a,a] kesmada aniglangan har ganday funk-

siyani juft va toq funksiyaning yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin
va bu tasvir yagona bo'ladi.

> f(x) = 9859 + ip(X) vyig'indini yozamiz, bu yerda <p(x)-

juft funksiya, V>(x) esa t04- U holda 7/ (—x) = (pi~X) + rp(—x) =
<p(x) —i/>(x) tenglik hosil bo'ladi. /7 (x) va / (—x) uchun tuzilgan
tengliklami hadma-had go'shib

izlanayotgan funksiyalami topdik. Bu esa 7/ (x) funksiyani yagona
usul bilan juft va toq funksiyalaming yig'indisi shaklida tasvirlash
mumkinligini ko'rsatadi.

Funksiya oldidagi ishoraning o'zgarishi funksiyaning juft yoki
togligiga ta’'sir gilmaydi. Fagat juft yoki fagat toq funksiyalami
go'shganda ularning yig'indisi yana juft yoki toq bolib qolaveradi.
Ixtiyoriy sondagi juft funksiyalaming ko'paytmasi yanajuft bo'ladi,
tog funksiyalaming ko'paytmasi esa ko'paytuvchilar soniga bog'liq:
ko'paytuvchilar soni juft bo'lsa ko'paytma juft, ko'paytuvchilar soni
toq bo'lsa ko'paytma toq bo'ladi.

Juft ham toq ham bo'lmagan funksiyalami umumiy ko'rinish-
dagi funksiyalar deb ataymiz.

Chegaralangan funksiyalar. D Q R to'plamda aniglangan
/ (x) funksiya berilgan bo'lsin.

4.5-Ta'rif. Agar shunday M (mos ravishda m) o'zgarmas son
topilib, barcha x ED nugtalar uchun /(x) < M (mos ravishda
fix) > m) tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya D to'plamda
yugoridan (mos ravishda quyidan) chegaralangan deyiladi.

4.6-Ta’rif. Agar shunday C > 0 o'zgarmas son topilib, barcha
X E D nugtalar uchun |/(x)] < C tengsizlik o'rinli bo'lsa, fix)
funksiya D to'plamda chegaralangan deyiladi.

Funksiya D to'plamda chegaralangan bo'lishligi uchun u
quyidan ham, yugoridan ham chegaralangan bo'lishi kerakligi
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ravshan. Agar D to'plam funksiyaning aniglanish sohasi bilan
ustma-ust tushsa va flinksiya bu to‘plamda chegaralangan bo‘lsa,
uni biz chegaralangan funksiya deb ataymiz. Aks holda funksiyani
bu to‘plamda chegaralanmagan deb ataymiz. Bu esa, ixtiyoriy C >
0 son uchun |/(a@)] > C tengsizlikni ganoatlantiruvchi a E D nugta
topiladi degan ma’noni anglatadi.

4.3-Misol. R son ogida aniglangan

funksiya D = R to‘plamda chegaralangan, chunki ixtiyoriy x € R
uchun 0 < f(x) < 1tengsizlik o'rinli.

4.4-Misol. gix) —\/x funksiya [1,+00) yarim intervalda
chegaralangan, chunki ixtiyoriy x E [1, +00) uchun 0 < g(x) < 1
tengsizlik o'rinli. Xuddi shu funksiya (0,+00) intervalda
chegaralanmagan.

Elementar funksiyalar. Quyidagi funksiyalarni asosiy
elementar funksiyalar deb ataymiz:

1 y = xa darajali funksiya, bunda a E R. Umumiy holda
uning aniglanish sohasi (O; +00) son offjining yarmidan iborat.
Agar a=nEN bo‘lsa, xa funksiya (—o0;+00) son o‘gining
hamma joyida aniglangan.

2.y = ax ko'rsatgichli funksiya, bundaa > 0, a® 1 U
son o' gining hammajoyida aniglangan.

3.y = logax logarifmik funksiya; bunda bunda a > 0, a £
1 Uning aniglanish sohasi (O ; +00) intervaldan iborat.

4. y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx trigonometrik
funksiyalar. y = sinx, y = cosx funksiyalar son ofining hamma
joyida aniglangan. y = tgx funksiya X® ™ + KA boiganda
aniglangan. y = ctg x funksiya esa x ® kn boflganda aniglangan,
bu yerda K ixtiyoriy butun son.

5.y = arcsinx, y = arccos X, y = arctgx, y = arcctg x tes-
kari trigonometrik funksiyalar. y = arcsinx, y = arccos x funksi-
yalarning aniglanish sohasi [—1; 1] kesmadan iborat. y = arctg X,
y = arcctgx funksiyalar esa son o0#fjining hamma joyida
aniglangan. Bu elementar funksiyalarning grafigini chizish ofjuv-
chiga mustagqil bajarishga qoldirildi.

i
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4.2. Funksiyaning limiti

Funksiyaning nuqgtadagi limiti. Funksiyaning limiti mate-
matik tahlildagi markaziy tushuncha hisoblanadi.

f(x) funksiya a nugtaning biror U(a) atroflda aniglangan
bo'lsin (a nugtaning o‘zida aniglanmagan ham bo'lishi mumkin).

4.7-Ta'rif (Koshi). Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8 > 0
son topilib,

I*- a\< 8 4.2)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchax 6 U(a) uchun
\f(x)-A\<s (4.3)

tensizlik o'rinli bo'lsa, A soni f(x) fimksiyaning a nuqtadagi limiti
deyiladi vau Hm/(x) = A ko'rinishda yoziladi.

4.5-Misol. f(x) = ¢ = const funksiya uchun lim/(x) = c

X-*a

ekanligini ko'rsatamiz.

» Ixtiyoriy e > 0 son va X uchun f(x) —e = ¢ —c = O<E£.
Shuning uchun 8 sifatida ixtiyoriy musbat sonni olish mumkin. M

4.6-Misol. Hwx = 0 ekanligini isbotlang.

» Ixtiyoriy £> 0 sonni olamiz va \x—0L = |x] < £ bo'sin.
8 = e deb olsak ta’rifiiing shartlari bajariladi. A

4.7-Misol. limx2 = 4 ekanligini isbotlang.

» Ixtiyoriy £ > Olsonni olamiz va |[x2—4] < £bo'sin.
p2—4] = J(x- 2)(x + 2] = \X- Am\(x- 2)+ 4] <
<Ix-21(Ix-2]+4)
ekanligini inobatga olsak - 2]2+ 4]|x- A< £ terigsizlikni

garash yetarli. Bu tengsizlik esa
\X—2| < 2+ /4+ £

tengsizlikka teng kuchli. Shu sababli |x2 —4] < £ tengsizlikning
bajarilishi uchun (4.2) munosabatda 5 ——2 + V4 + £ deb olish
yetarli.

4.8-Misol. Tenglikni isbotlang: )I(ir>r;|x| = Jal.

» Ixtiyoriy hagigiy a, h sonlar uchun o'rinli bo'lgan |Ja] —
Ibll < la—b\ tengsizlikdan foydalanamiz. U holda |Ix] — Jal] <
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|x—a\ va (4.2) munosabatda 8 = £ deb olish kifoya. Hagigatan
ham |x—a] < 8 —£bo'isa,

ilxl - lall < \x-a\ < 8- e
bo‘ladi. -4

Topshirig. Quyidagi limitlami tengsizliklar yordamida (£ —8
tilida) ifodalang
1) !(I_r*gflx) =3 2 Xl_lll’_]lflx) = 4 3)>I(|~r>12/(x) = 7,

4) lim f(x) = -8.

X-*-6
Y =/700 funksiyaning a nuqtadagi \Y
limitining geometrik talgini 4.8-rasmda
tasvirlangan. Tasvirga ko'ra a nugtaning
8 atrofidan olingan barcha x nugtalarga A
mos keluvchi fix) giymatlar A nugta- . -
ning £ atrofiga tushadi. y —f(x) funk- —
siya a nugtaning biror U(a) atrofida
aniglangan bo'‘lsin (a nuqtaning o‘zida 4.8-rasm
aniglanmagan ham bo' lishi mumkin).

4.8-Ta’rif (Geyrte). Agar x argument giymatlarining a nuqtaga
intiluvchi ixtiyoriy {xn} ketma-ketligiga mos keluvchi {7 (*,))
ketma-ketlik A soniga intilsa, bu A soni fix) fimksiyaning a
nugtadagi limiti deyilaadi.

Keltirilgan ta'rifdan fix) funksiyaning a nuqtada limiti
yo'‘gligini ko'rsatishda foydalanish qulay. Buning uchun limiti
mavjud boMmagan birorta {/(xn)} ketma-ketlikni topish yetarli,
yoki turli limitlarga ega bo‘lgan ikkita if(xn)} va {/ (~} ketma-
ketliklami ko'rsatish kerak.

Misol sifatida x = 0 nugtada boshga hamma joyda aniglangan

fix) = sin- funksiyaning X —O nugtada limiti mavjud emasligini
isbotlaymiz (4.9-rasm).

» Xx =0 nurc]]taga intiluvchi ikkita f_n—JrJI va H— ketma-
ketliklami garaymiz. Funksiya giymatlarining mos ketma-ketliklari
turli limitlarga intiladi: {sin nn} ketma-ketlik nolga, jsin  + rutjj
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ketma-ketlik esa birga intiladi. Bu esa f(x) —sin” funksiyaning
X = 0 nugtada limiti mavjud emasligini anglatadi. -4

Mulohaza. Funksiyaning nugtadagi limitining ikkala ta'rifi
(Koshi ta'rifi, Geyne ta'rifi) teng kuchli.
Funksiyaning cheksizlikdagi limiti.
4.9-Ta'rif. Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday M > O son
topilib, barcha x > M uchun \f(x) - A\ < e tengsizlik o'rinli
bo'lsa, A soni fix) funksiyaning x argumenti +oo ga intilgandagi
limiti deyiladi va ux!irpqpfix) = A ko'rinishda yoziladi.
Cheksizlikdagi limit-
ning geometrik talqgini
4.10-rasmda  keltirilgan.
Rasmda e —ning berilgan
giymatiga ko‘ra M nug-
tani ta’'rifning sharti ba-
jariladigan gilib ganday
tanlash kerakligi ko'rsa-
tilgan. X -* +00 da 4.10-rasm
fiinksiyaning grafigi y = b gorizontal to‘g‘ri chizigga cheksiz
yaginlashib boradi. X -» —00 dagi limit ham xuddi shu singari
kiritiladi. X -* oo dagi limitni beradigan bo*lsak: Ixtiyoriy £ > 0 son
uchun shunday Af > O son topilib, barcha [x] > M uchun
I/CO —/1] < £tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni fix) funksiyaning x
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argumenti oo ga intilgandagi limiti deyiladi va u HTn/(x) = A
ko' rinishda yoziladi.
Bu holda funksiya grafigi ikki tomonlama y —b gorizontal
asimptotaga ega bo'ladi (4.11-rasm).
4.9-Misol. 0 < a < 1 uchun
limax =0

X->+00

ekanligini ko'rsatamiz.

» Ixtiyoriy £> 0 uchun ax< e

bajariladi deb faraz gilamiz. 0 < a <

1 boiganda logax funksiyaning

xossalaridan  foydalanib ax < £

tengsizlik 0'‘miga X > logaf 4.1l-rasm
tengsizlikni

olamiz. M = loga£ deb olsak ta’'rifning sharti bajariladi. <

4.10-Misol. )Q%}z 0 ekanligini |sbotlaym|z‘.J .
> Dastlab ixtiyoriy £ musbat son uchun — < £ bo'lsin. U
holda x2>~e , yoki [x] > j=. Agar ta'rifdagi M sifatida M =

sonni olsak \x\> M uchun | - OI < £ orinli bo'ladi.

Funksiyaning cheksizlikka intilishi.

4.10-Ta’rif. E > 0 son ganday bo'lishidan gat'iy nazar shunday
S > 0 son topilib, a nugtaning o'zi kirmagan Us(a) atrofidagi
barcha x nugtalar uchun f ix) > E tengsizlik bajarilsa, +00 berilgan
fix) funksiyaning X = a nuqtadagi limiti deyiladi va u lim/(x) =

+00 ko'rinishda yoziladi.
4.12-rasmda E ning giymati bo'yicha
S = min{a —xx,x2—a} giymatini
ta’'rifning sharti bajariladigan qilib
ganday tanlash ko'rsatilgan. x argu-
ment a nugtaga intilganda funksiya-
ning graftgi vertikal asimptota deb
ataluvchi X = a to'g'ri chizigga chek-
siz yaginlashadi.
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—o0 funksiyaning biror nuqtadagi limiti bo‘lish ta’'rifi ham xuddi
shu singari kiritiladi.Buni o‘quvchiga mustagil bajarishiga
goldiramiz.

4.11-Ta’rif. E > 0 son ganday bo'lishidan gat’'iy nazar shunday
5> 0 son topilib, a nugtaning o‘zi kirmagan Us(a) atrofidagi
barcha x nugtalar uchun | /7(x)I > E tengsizlik bajarilsa, oo berilgan
/ (x) funksiyaning X = a nuqtadagi limiti deyiladi vau lim/(jc)

X->a
0o ko'rinishda yoziladi.
4.13-rasmda E ning giymati bo'yicha
6 = min{a —xItx2—a} giymatini ta’- a+)
rifiling sharti bajariladigan gilib ganday
tanlash ko'rsatilgan. x argument a
nugtaga intilganda funksiyaning grafigi
vertikal asimptota deb ataluvchi x = a
to'g‘ri chiziqqa cheksiz yaqginlashadi.
Endi x argument cheksizlikka intilganda
f(x) funksiya giymati ham cheksizlikka
intilish ta'rifini beramiz. 4.13-rasm
4.12-Ta'rif. E > 0 son ganday bo'lishidan gat’iy nazar shunday
M > 0 son topilib, barcha [x] > M nugtalar uchun If(x)\ > E
tengsizlik bajarilsa, oo berilgan f(x) funksiyaning X argument!
cheksizlikka intilgandagi limiti deyiladi va u )I(i_l%/(x) = 00

ko'rinishda yoziladi.

4.14-rasmda E giymat bo'yicha
ta’'rifdagi shartni ganoatlantiruvhci
M sonini topish usuli ko‘rsatilgan.

4.11-MisoL l_lor)rzzz +00 ekan-

ligini isbotlaymiz.
> Dastlab ixtiyoriy E musbat
son uchun = E o'rinli bo‘lsin. 4.14-rasm

U holda x2< \ , yoki M\ < jF. Agar ta'rifdagi 6 sifatida 6 =
sonni olsak [x] < S uchun e\2\l=’;<§> E orinli bo'ladi. Bu esa

ta'rifga ko'rax -* 0da—  +00 degan ma’noni anglatidi. M
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4.12-Misol. limx3 = oo ekanligini tekshiramiz.

X->co

> Ixtiyoriy E > O soni uchun |x3]> E bo'lsin. Bundan esa
N > YE tengsizlikni hosil gilamiz. Ta'rifdagi M sifatida M = YE
sonni olsak ta’'rif sharti bajariladi. /1

Bir tomonlama limitlar. 4.2.1. bo'limda f(x) funksiyaning a
nuqtadagi limitining ta’rifini berishda X argument a nuqgtaga uning
biror o‘zi kirmagan U(a) atrofi doirasida ganday ko'rinishda intili-
shiga hech ganday chegaralash go'yilmagan edi. Birogq a nugta funk-
siyaning D (f) aniglanish sohasida o‘zi kirmagan atrofga ega bo‘ Imas-
ligi ham mumkin (masalan, f(x) —s¥X funksiya uchun D(f) —
{x e R:x > 0} sohada x = 0 nugtaning o‘zi kirmagan atrofi mavjud
emas). Bunday holda x argumentning a nuqgtaga intilishi a nugtaning
bir tomonlama bo‘lgan o‘zi kirmagan yarim atrofi doirasida ma’noga
ega bo‘ladi. Ammo funksiya a nugtaning o‘zi kirmagan atroflda anig-
langan tagdirda ham x argument a nugtaga intilganda funksiyaning
o‘zgarish xususiyatini o‘zi kirmagan yarim atrof doirasida amalga
oshirilish magsadga muvofiq bo'ladi. Bunday chegaralash bir tomon-
lama limit tushunchasini kiritishga olib keladi.

a nugtaning chap yarim S atrofi deb

Us(a) = {X: x < a,a—x < 5}
to‘'plamga, chap yarim o‘zi kirmagan S atrof deb
Us (a) = Ug(a)\{a)

to'plamga aytiladi.

4.13-Ta'rif. Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday S > 0 son
topilib, a nugtaning chap yarim o‘zi kirmagan Ug (a) atrofidan
olingan barcha x € Ug (a) nugtalar uchun

\f(x)-A\ <£

tengsizlik o‘rinii bodisa A soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap
limiti deb ataladi va u lim f(x) = A ko'rinishda yoziladi.

a nugtaning o'ng yarim atrofi U$(a) = {x: x > a,x- a< 6} va
o‘ng yarim o‘zi kirmagan atrofi esa Ug (a) = Ug(a)\{a} ko'rinish-
da aniglanadi. Funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti ham xuddi chap
limit singari aniglanadi.

Funksiyaning a nuqgtadagi chap va o‘ng limitlarining giymatlari
uchun
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Jim f(x) = f(a -0, Jim f(x) = f(a 0
belgilashlar ishlatiladi.

Funksiyaning nugtadagi limitini bir tomoniama limitlardan farg-
lash uchun uni biz ikki tomoniama limit deb ataymiz. Funksiyaning
nungtadagi ikki tomoniama va bir tomoniama limitlarining mavjud-
ligi orasidagi bog'liglik ushbu teoremada keltiriladi.

4.2-Teorema. A soni f(x) funksiyaning a nugtadagi ikki
tomoniama limiti bo‘lishligi uchun A soni bir vagtning o‘zida ham
chap, ham o‘ng limit bo'lishi zarur va yetarli.

> Zarurligi. )I(ig;l/(x) = A bo'lsin. Ta'rifga ko'ra ixtiyoriy £ >

0 son uchun shunday 8 > 0 son topiladiki, \x —a\ <8 tengsizlikni,
shu jumladan x < a,a—x < S tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x nugtalat uchun |/(x) —A\ < e tengsizlik o'rinli bo‘ladi.
Bu esa bir tomoniama limitning ta’rifiga ko‘ra /(a —O0) chap
limitning mavjudligini va uning A soniga tengligini anglatadi.
Xuddi shu singari f(a + 0) o'ng limitning mavjudligi va u A soniga
tengligi ko'rsatiladi.

Yetarliligi. /(a —0) va /(a + 0) limitlar mavjud va ular A
soniga teng boisin. Bir tomoniama limitlaming ta'rifiga ko'ra
ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday 8X S2 > 0 sonlar topiladiki, x <
a,a—x < 8rvax > a X —a < 62 tengsilikiami ganoatlantiruvchi
barcha x nugtalar uchun |/(x) —/1] < £ tengsizlik o'rinli bo'ladi.
8 = min{51(52 deb olsak \a—x\ < 8 tengsizlikni ganoatlantiruv-
chi x nugtalar yoki a —x < 8Xyoki x —a < S2tengsizlikni ganoat-
lantiradi va ular uchun |]/(x) —A\<e o'rinli. Bu esa ikki
tomoniama limitning ta'rifiga ko'ra )i—L;/(x) = J1 ekanligini

anglatadi. <
4.3. Limitlar liagida teoremalar
4.3-Teorema (limitning yagonaligi). Agar /(x) funksiya a

nugtada limitga ega bo'lsa, bu limit yagonaair.
» lim/(x) = A bollsin. Har ganday B ® A soni /(x)

funksiyaning a nugtadagi limiti bo'lmasligini isbotlaymiz. |/(x) —

139



B1 ayirma modulini bahoiash uchun |Ja] — |bl] < |a—Db\ tengsiz-
likdan foyfalanamiz:
Fix) -B\ = J(f(x) —A) —(B —A)] > [I/(X) - AA\- \B- A\ =
= \\B-A\-\f(x)-A\\. 4.4)
e= !®%d| > 0 deb olamiz. lim/(x) = A bo‘lganligi uchun, olingan
X-*a

e > 0 soni uchun shunday 6 > 0 son topiladiki, |[x—a\< 5, x ®
a tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun F(x) -
A\ < £ tengsizlik bajariladi. U holda (4.4) munosabatdan |/ (x) -

B|> BJ-- = £ tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib, shunday

£ > 0 son topildiki, S> 0 son ganday bo'lishidan qgat'iy nazar
shunday x =£ a nugtalar topiladiki, 0 < |x—a] < 6 tengsizlik bilan
bir gatorda Fix) —B\ > £ tengsizlik ham bajariladi. Bu esa B ®
)I(ig; / (x) ekanligini anglatadi.-"

4.14-Ta'rif. Agar shunday M > 0 va S > 0 sonlar topilib, a
nugtaning Us(a) atrofidan olingan barcha x nugtalar uchun
[/xX)] < M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, fix) funksiya a nugtaning
atroflda chegaralangan deyiladi.

4.4-Teorema (limitga ega funksiyaning chegaralanganligi).
Agar fix) funksiya a nugtaning atroflda aniglangan va a nuqtada
limitga ega bo'lsa, u holda fix) funksiya bu nugtaning biror
atrofida chegaralangan bo'ladi.

» lim/(x) = A bo'lsin. U holda ixtiyoriy £ > 0, xususan, £ =
X-+a

1 uchun shunday 5 > 0 son topiladiki, |[x—a\ < S tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x ® a nuqtalar uchun

I/7(x) —N < 1
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Har doim

\fix)\-\NAN<\fix)-A\

ekanligidan

/)] < M+ 1
tengsizlikka ega bo'lamiz. M = max {|]/1] + 1, |/(a)]} deb olamiz.
U holda a nugtaning Us(a) atrofidan olingan har ganday x nugtada

/)] < M

tengsizlik bajariladi. Bu esa ta'rifga ko'ra fix) funksiyaning a
nugta atrofida chegaralanganligini anglatadi. A
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Aksincha, fix) funksiyaning a nuqgta atrofida chegaralangan-
ligidan fix) funksiyaning a nugtada limiti mavjudligi kelib
chigmaydi. Masalan, fix) = sin™ funksiya X = 0 nugtaning
atrofida chegaralangan: barcha x ® O nugtalarda

ammo uning bu nugtada limiti mavjud emasligini 4.2 da ko‘rgan
edik.

4.5-Teorema. fix) funksiya a nuqgtada A limitga ega bo'lsin.
Agar a nugtaning biror US(a) atrofidagi barcha x nugtalar uchun
f(x) > 0 tengsizlik o'rinli bo'lsa (a nugtaning o‘zida esa o'rinli
bo'Imasligi mumkin), A > 0 bo'ladi.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya'ni A < 0 bo'lsin. U holda a
nugtaning yugorida aytib o'tilgan US(a) atrofida fix) —A > 0O
o'rinli bo'ladi. fix) funksyaning a nugtadagi limiti A soniga teng
bo'lganligi uchun ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8" > 0 son
topiladiki \x—a\ < 8" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalarda \f(x) —A\ —f(x) —A < e tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Agar e= —A deb olsak oxirgi tengsizlik f(x) —A < —A
ko'rinishni oladi. Bundan esa fix) <0 tengsizlikka ega bo'lamiz.
Agar 8 —min{5',5"} deb olsak barcha x € Usia) nugtalarda
fix) < 0 tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa teoremadagi fix) > 0
shartga zid. Ana shu zidlikdan teoremaning isboti kelib chigadi. A

4.6-Teorema. fix) funksiya a nugtada A > 0 (A < 0) limitga
ega bo'lsin. U holda a nugtaning shunday Ug'ia) atrofi topilib, bu at-
rofdan olingan barcha x nugtalar uchun fix) > 0 (fix) < 0) teng-
sizlik o'rinli bo'ladi (a nugtaning o'zida esa o'rinli bo'lmasligi
mumkin).

» lim/(x) = A bo'lsin. U holda ixtiyoriy £ > 0, xususan, 0 <
X -*CL

e < A uchun shunday 8' > 0 son topiladiki, \x—a\ < 8' tengsiz-
likni ganoatlantiruvchi barchax @ a nuqtalar uchun
\f(x)-A\<e
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikni
A—E£<fix) <A + £
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ko'rinishda yozishimiz mumkin. A —e > 0 ekanligini inobatga
olsak, so'ngi tengsizlikdan Us'ia) atrofdan olingan barcha X
nugtalar uchun f(x) > 0 tengsizlik bajarilishi kelib chigadi.

A < 0 bo'lgan hoi ham xuddi shu singari isbotlanadi.

4.7-Teorema(tengsizlikda limitga o‘tish). Agar a nugtaning
biror atrofidagi barcha x nugtalarda f(x) < g(x) tengsizlik o'rinli
(a nugtaning o'zida esa o'rinli bo'lmasligi mumkin) va bu
fix), gix) funksiyalar a nugtada limitga ega bo'lsa,

lim/Z(x) < lim~(x)
X~*a X-+a
tengsizlik o'rinli bo'ladi (4.15-rasm).
» Teskarisidan faraz qilamiz, ya’'ni
lim/(x) = A, lim(pix) = Bva A> B
X-*a X-»a
bo'lsin. Teorema shartiga ko'ra a nug-
taning biror U5(a) atrofidagi barcha x
nugtalarda <p(x) —fix') > 0. Bundan
tashgari limf(x) —A va lim<p(x) = B
X->a X->a
bo'lganligi sababali ixtiyoriy £> 0 son
uchun shunday 8" > 0 son topilib,
barcha x e US'(a)
nuqgtalarda]/0) - Al< |, \<p(X) - B\ < - tengsizliklar o'rinli
bo'ladi. 8 = min{5',5"} deb olsak, barcha x 6 Us(a) nugtalarda
g(x) ~ffr) +A-B> 0

hamda
9ix) - f(x) + A—B — pix) -B + A - fix)\ <
< \gix)-B\ + \fix)-A\ <f +f=¢

o'rinli bo'ladi. e = A —B deb olsak
(pix) —fix) +A —B < A—B yoki <p(x) —fix) < 0

tengsizlik barcha x E Usia) nugtalarda o'rinli bo'ladi. Bu esa teore-
madagi shartga ziddir. Bu zidlikdan teoremaning isboti kelib
chigadi.-4

fix) < gix) gatiy tengsizlikdan ulaming limitlari uchun
ham qat'iy tengsizlik o'rinli bo'lishi kelib chigmasligini aytib
o'tish kerak. Bu limitlar mavjud bo'lsa, u holda ular uchun
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lim/(x) < lima(x)

X-*a X-+a
bo'lishinigina tasdigiay olishimiz
mumkin. Masalan,

/M =*2vatf(*)={£2
funksiyalar uchun 7/ (x) < gix)
tengsilik o'rinli, ammo ularning li-
mitlari teng:
)I(!ga/(x) < )I(!gaglx) = 0.

4.8-Teorema (oraliq funksiyaning limiti). Agar a nugtaning
biror atrofidagi barcha x nugtalardag(x) < fix) < cp{X) tengsizlik
o‘rinli bo'lsa (a nuqtaning o'zida esa o'rinli boimasligi mumkin)
va g{x), (p{x) funksiyalar a nugtada bitta A limitga ega bo'lishsa, u
holda fix) funksiya ham a nugtada A soniga teng bo'lgan limitga
ega bo'ladi (4.16-rasm).

> a nuqgtaning Uei(a) atrofidagi barchax nugtalarda g{x) <
fix) < (pix) tengsizlik o'rinli bo'lsin. limg(x) = limcofx) = A

X->a X~>a

ekanligidan ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8" > 0O son topilib
\x —a] < 8” tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda
\<p{X) —A\ < |, |i/nx) —B | < | tengsizliklaming o'rinli bo'lishi ke-
lib chigadi. 8 = min{5',5"} deb olsak, barcha x E Usia) nugtalar
uchun

IF(x)- A\ = j/0) - g{x) + g(x) -AN<\f[x) - fIf)] + |"(x) - A\ =

fix) - gix) + pix) -A I < (pix) - gix) + yix) -A\ =
<pX)-A + A - g(x)+ Ig{x)- A\ < \(p(x) - A\+ \g(x) - A\+ g(x)- A<

s e e
"3 +3+3=f-

Bu esa limitning ta’rifiga ko'ra lim/(x) = A ekanligini bildiradi.-»
X->a

4.9-Teorema (Koshi kriteriyasi). fix) funksiya a nugtada
limitga ega bo'lishligi uchun ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday
8 > 0 son topilib, a nugtaning U${a) atrofidan olingan barcha
xX,X2 6 Usia) nugtalarda
\fixi)-fix2\<e (4.5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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> Zarurligi. / (x) funksiyaning a nuqtada A soniga teng limiti
mavjud bo'lsin. U holda limitning ta'rifiga ko'ra ixtiyoriy £ > 0 son
uchun shunday S > 0 son topilib, a nugtaning Us(a) atrofidan
olingan barcha x1,x2 £ Us(a) nugtalarda

\Nf(xJ-A\N<e\nX2)-A \ <e
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. U holda
V(0 - /7(*2] = 1700 - A+ A- f(x2] < if (XI)~ A+ \A- /(x2)] =
=1/ - L+ 1/¢r) “mA< | +1=«e

Yetarliligi. Bu yerda biz funksiya limitining Geyne ta'rifidan

foydalanamiz. a nuqtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy {xn} ketma-

ketlikni olamiz: lim xn= a. U holda shunday N tartib ragami
Nn—»+00

topildiki, (N + 1)- hadidan boshlab barcha hadlar a nugtaning o'zi
kirmagan Us(d) atrofiga tushadi va ular uchun (4.5) shart bajariladi.
Bu esa ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday N tartib ragami topildiki,
barcha m,n> N wuchun |/(xn) - f(.xm\ < e tengsizlik o'rinli
bo'ladi degan ma’noni anglatadi. Boshgacha gilib aytganda {/ (xn)}
ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik bo'ladi. Ketma-ketliklar
uchun Koshi kriteiyasiga ko'ra bu ketma-ketlik biror A soniga
intiladi va ana shu A soni / (x) funksiyaning ham a nuqtadagi limiti
bo'ladi. A

4.4. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksyalar

Cheksiz kichik funksyalar tushunchasi. a(x) funksya a
nugtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin, a nuqtaning o'zida esa
aniglanmagan ham bo'lishi mumkin.

4.15-Ta’rif. Agar )I(|>n; a(x) = 0 bo'lsa, a(x) fiinksya x o'zga-
ruvchi a nugtaga intilganda cheksiz kichik funksya yoki x = a
nugtada cheksiz kichik fimksiya deb ataladi.

Masalan, a(x) = x —1 funksya x = 1 nuqtadada cheksiz
kichik funksiya bo'ladi, chunki )I(i_r;l(x —1)=0.Buy=x—1
fimksyaning grafigi 4.17-rasmda tasvirlangan.

Umuman olganda, a(x) = x —a funksya x = a nuqtada eng
oddiy cheksiz kichik funksiya bo'ladi. Endi limitning ta'rifidan
foydalanib, cheksiz kichik funksyaga ta'rif beramiz.
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4.17-rasm
4.16-Ta'rif. Agar ixtiyoriy £> 0 son uchun shunday 8 > 0
son topilib, 0 < \Xx—a] < 8 shartni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalarda
lax)l < £
tengsizlik o'rinli bo'lsa, a(x) fonksya x —a nuqgtada cheksiz kichik
funksiya deb ataladi.
x -* a da cheksiz kichik funksiya tushunchasi bilan bir gatorda
X -> 00, X -» H-oo va X -» —00 da ham cheksiz kichik funksiya
tushunchasini kiritish mumkin.
4.17-Ta'rif. Agar ,[_i‘r&)a(x) = 0 bo'lsa, a(x) funksya x -> oo
da cheksiz kichik funksiya deb ataladi.
Agar XI_i)r_rf]ma(x) = 0 yoki ><I_itr_ncoa(x) = 0 bo'lsa, a(x)

funksya mos rafishda x -» +o<? yoki X -» —oo da cheksiz kichik
funksiya deb ataladi.
Masalan, a(x) = -~,x ® 0 funksya x -* oo da cheksiz kichik
bo'ladi, chunki
limna = 0.

X->00x

Ushbu a(x) = ex funksya esaf = —00 da cheksiz kichik bo'ladi,

chunki
)!_',Qesex =0

Bundan keyin fimksyaning limiti bilan bog'liq barcha tushuncha
va teoremalami fimksyaning fagat nuqtadagi limiti bo'lgan hoi
uchun keltiramiz. x -* oo, X ->+°° yoki X -* —oo hollar uchun
mos tushuncha va teoremalami ifodalash va isbot qilishni
kitobxonning o'ziga havola qilairuz.

Cheksiz kichik funksyalarfling xossalari.
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4.10-Teorema. Agar a(x) va fi(x) funksyalar x = a nugtada
cheksiz kichik bo'lsa, u holda ularning a(x) + P(x) yig'indisi ham
bu nugtada cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

» Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. a(x) cheksiz kichik funksiya
bo'lganligi! uchun shunday St > 0 topiladiki 0 < \x—a] <
shartni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

\a(x)\<£/2 (4.6)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Xuddi shunday /?(x) cheksiz kichik
funksiya bo'lganligi uchun, shimday S2> 0 son topiladiki O <
X —a | < S2tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

I0OCO! < f/2 4.7)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. 6 = min”, S2} deb olamiz. U holda 0 <
X —a\ < S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Xx nugtalarda
(4.6),(4.7) tengsizliklar bir vagtda o'rinli bo'ladi. Shuning uchun

B(x) + P\ < ()] + \p(X)\ < - + 1= £

tengsizlik 0 < \x—a\ < 8 tengsizlik ganoatlantiruvchi barcha X
nugtalarda o'rinli bo'ladi. Bu esa a(jx) + (3(x) yig'indi x = a
nugtada cheksiz kichik funksiya ekanligidan dalolat beradi. A

Mulohaza. Teorema X = a nuqgtada ixtiyoriy chekli sondagi
cheksiz kichik funksyalar uchun ham o'rinli.

4.11-Teorema. Agar a(x) funksiya x = a nuqgtada cheksiz
kichik, f(x) esa bu nugtaning atrofida chegaralangan bo'lsa, u
holda a(x) mf(x) ham x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

» Teorema shartiga ko'ra f(x) funksya a nugtaning atrofida
chegaralangan, ya’'ni shunday > 0, M > 0 sonlar topiladiki,
\X—a\ <8-i tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X nugtalarda
\f(x)\<M o'rinli bo'ladi. Ixtiyoriy £>0 soni olamiz. a(x)
cheksiz kichik funksiya bo'lganligi uchun, shunday S2> 0 son
topiladiki \.x—a\ < S2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchax ® a
nuqtalarda

o'rinli bo'ladi. 8-= min{51; 82}3 b olsak, uholda 0 < \x—a\ < 8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X nugtalarda

I/COI < M,va \ax)\ < "
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tengsizliklar o'rinli. Shuning uchun yuqgorida aytib o‘tilgan x
nuqgtalarda

B(x) «fix) |= |a0O]I/X)] < -jj*M = s

o‘rinli bo‘ladi, ya'ni a(x) sfix) ko‘paytma X = a nuqtada cheksiz
kichik funksiya bo'ladi.A

4.13-Misol. y —x sin- (4.18-rasm) funksyani a(x) = x va
fix) = sin- funksyalaming ko'paytmasi sifatida garash mumkin.
x = 0 nugtada cr(x) cheksiz kichik funksiya, fix) = sin- funksya
esa x = 0 nugtadan boshqga barcha nugtalarda aniglangan va bu nug-
taning ixtiyoriy atrofida (x = O nugtaning o'zi kirmaydi) chega-
ralangan. Shuning uchun 4.10-teoremaga ko'ra y = X sin” funksya

X = 0 nugtada cheksiz kichik bo'ladi, ya'ni lim xsin™®= 0. A

Natija. Agar a(x) funksiya X —a nugtada cheksiz kichik, fix)
funksya esa bu nugtada chekli limitga ega bo'lsa, u holda a(x) =
fix) ko'paytma ham x = a nugtada cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

> a nugtada limitga ega bo'lgan funksya a nugtadan boshga
barcha nugtalarda chegaralangan ekanligidan 4.10-teoremani qo'llab
aix) mfix) ko'paytmaning cheksiz kichik funksiya bo'lishiga
erishamiz. A
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4.1-Lemma. Agar fix) funksya a nugtada noldan fargli
limitga ega bo'lsa, u holda —| funksiya a nugtaning o‘zi kirmagan
atrofida chegaralangan bo'ladi.
» limf(x) —A ® 0 bo‘lsin. U holda ixtiyori £> 0 son uchun,

X-+CL
xususan £ = '\—/l uchun, shunday S > 0 son topiladiki, O <

\x —a\ <8 shartni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

o'rinli bo'ladi. M—f(xX)\ > W\ —\f(x)\ tengsizlikka ko'ra
NAN-\NFf(x)\ <A

bundan esa 0 < \x—a\ <8 shartni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalar uchun

1/0)1 > y
tengsizlikka ega bo'lamiz. Shunday qilib yuqorida ko'rsatilgan X
nugtalarda aniglangan va uning uchun

1/001 /M1 \A
tengsizlik o'rinli bo‘ladi, ya’'ni funksya a nugtaning o'zi
kirmagan atrofida chegaralangan bo'ladi.

4.12-Teorema. Agar a(x) funksiya X = a nugtada cheksiz
kichik, f(x) funksya esa a nuqtada noldan farqli limitga ega bo'lsa,

u holda /00 nisbat ham x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya

bo'ladi.

» — c nisbatni aix) = 7—ko'paytma shaklida yozamiz. Yuqorida
/0) /0) .

keltirilgan 4.1-lemmaga ko'ra I funksya a nuqgtaning o'zi

kirmagan atrofida chegaralangan. Shuning uchun aix) e

funksiya cheksiz kichik funksiya bilan chegaralangan funksyaning

ko'paytmasi sifatida X —a nuqgtada cheksiz kichik funksiya
bo'ladi. M

4.13-Teorema. fix) funksya a nugtaning biror atrofida anig-
langan bo'lsin (a nugtaning o'zida esa aniglanmagan bo'lishi ham
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mumkin). /(x) funksiya a nuqtada A limitga ega bo'lishi uchun
fix) funksiyani

fix) —A + a{x)
yig‘indi ko'rinishda tasvirlash mumkin boiishi zarur va yetarli, bu
yerda a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik.

> Zaruriigi. fix) funksya a nugtada A soniga teng limitga ega
bo'lsin:
limfix) = A
X~>a
U holda
a(x) = f(x) —A (4.8)

deb belgilash kiritamiz va a{x) funksiya x —a nugtada cheksiz
kichik bo'lishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy £ > 0 son olamiz. Limitning
ta'rifiga ko‘ra tanlangan e son uchun shunday 8 > 0 son topiladiki
[x —a\ < 8 shartni ganoatlantiruvchi barcha x ® a nugtalar uchun
\fix)-A\ <£ tengsizlik o'rinli bo‘ladi. (4.8) tenglikga ko‘ra
so'ngi tengsizlikni Ja(x)] < £ ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa
a(x) funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligidan dalolat
beradi.
Yetarliligi. f(x) funksya

fix) = A+ a{x) (4.9)
ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lib, bunda /1-o'zgarmas son, a{x) esa
X —a nuqgtada cheksiz kichik funksiya bo'lsin. fix) funksiya a
nugtada A soniga teng limitga ega ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy
£> 0 son olamiz. Shartga ko'ra, a(x) funksiya X = a nugtada
cheksiz kichik, u holda shunday S > O son topiladiki |x—a] < 8
shartni ganoatlantiruvchi barcha x ® a nugqgtalarda |a(X)] < £
tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda (4.9) tenglikka ko'ra a(x) =
f(x) —A. Shuning uchun yuqorida aytilgan x nugtalarda |/ (x) —
A\ < £tengsizlik o'rinli bo'ladi. Limitning ta’'rifiga ko'ra bu

A = lim f{x)

X->a
ekanligini bildiradi.®
Cheksiz katta funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalar
tushunchasi bilan bir gatorda cheksiz katta funksiya tushunchasi
ham kiritiladi.
f(x) funksiya a nugtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin, a
nugtaning o'zida esa aniglanmagan bo'lishi ham mumkin.
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4.18-Ta’rif. Har ganday katta M > 0 soni uchun shunday 8 > 0
son topilib, \x —a\ < 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x =£a
nugtalarda \f{xX)\ > M tengsizligi bajarilsa, fix) funksiya x = a
nuqgtaga cheksiz katta funksiya deb ataladi va lim/(x) = oo
ko'rinishda yoziladi.

Ta'rifdagi 1/0/01 > M teng-
sizlikni fix') > M yoki fix) < —M
tengsizliklar bilan almashtirib, mos
ravishda musbat cheksiz katta f(x)
funksiyani: lim/(x) = +oo yoki

X-+CL
manfiy cheksiz  katta fix)
funksiyani: Ii>m/(x) = —o0 hosil
X->a
gilamiz.

4.14-Misol. Barcha x ® 0 nug-

talarda aniglangan fix) =~ funk-

siya X argument nolga intilganda
cheksiz katta funksiya bo'ladi (4.19-rasm).

» Yetarlicha katta M > O sonini olamiz. |[/(X)] = NN=w > M

tengsizlik |x] = \x—0Q] < Vi tengsizlikka teng kuchli. Shuning
uchun, agar -1 deb olinsa, u holda X—0] = [¥] < 1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x =£0 nugtalar uchun
17/(X)i = |1 > M tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ta'rifga ko'ra X

argument nolga intilganda fix) = - cheksiz katta funksiya degan
ma’ noni anglatadi. A

Barcha x & 0 nugtalarda aniglangan fix) = funksiyax = 0
nugtada cheksiz katta funksiya bo'ladi (4.20-rasm).

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar o'rtasidagi
bog'liglik quyidagi teoremada ifodalangan.

4.14-Teorema. Agar fix) funksiya x = a nuqtada cheksiz
katta bo'lsa, u holda 1/fix) funksiya x —a nugtada cheksiz kichik
funksiya bo'ladi. Agar a(x) funksiya X —a nuqgtada cheksiz kichik
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va a nugtaning biror atrofida noldan fargli boisa, u holda 1/a(x)
funksiya x = a nuqtada cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

» f{x) funksiya X = a nugtada
cheksiz katta funksiya bo'lsin. Har
ganday katta M > O soni uchun
shunday 8 > 0 son topilib, [x—
a\ <8 tengsizlikni ganoatlanti-
ruvchi barcha x ® a nugtalar uchun
1/xX)] > M tengsizligi bajariladi.
Xuddi slhunday X nugtalar uchun
< —tengsizlik o'rinli bo'ladi.
U holda ixtiyoriy e = — uchun
ugorida aytilgan X nugtalarda
)11ql 1yt J 1 .
7wl = 1/001< mten& *lik o bo'ladi. Shuning uchun cheksiz
kichik funksiyaning ta’'rifiga ko'ra funksiya X —a nuqgtada
cheksiz kichik bo'ladi.

a nuqtaning biror atrofida noldan fargli a(x) funksiya x = a
nugtada cheksiz kichik bo'lsin. U holda ixtiyoriy £= ~>0 soni
uchun shunday 8 > 0 son topiladiki, \x—a\ <8 tengsizlini
ganoatlantiruvchi barcha X @ a nugtalarda Ja(x)] < e = 1/M
tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda ana shu x nugtalar uchun J./
aix) 1> M o'rinli bo'ladi, ya'ni 1/aix) funksiya X = a nugtada
cheksiz katta bo'ladi. M

4.5. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari

Limitlar ustida arifmetik amallar. fix) va gix) funksiyalar
a nugtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin, a nugtaning o'zida
esa aniglanmagan bo'lishi ham mumkin.

4.15-Teorema. Agar fix) va g(x) funksiyalar a nugtada
limitga ega bo'lishsa, u holda ularning fix) + g{x) yig'indisi ham,
fix) - gix) ayirmasi ham, fix) mg(x) ko'paytmasi ham,

151



lima(x) ® 0 go‘shimcha shartda o) nisbat ham bu nugtada
X-*a

limitga ega bo'ladi va

lim[/(x) £ g(x)] = lim/(x) £ lim#(x); (4.10)
lim [/(x) mg{x)] = lim/(x) limflf(x); (4.11)
lim 7 (x)

lim~~ =r a /~T> limflfCx) @ O; (4.12)
x7ag(x) lim~(x) x*a
X->a
tengliklar o‘rinli bo'ladi.
» lim/(x) = A, lirng(x) = B bo'lsin. 4.13-teoremaga ko'ra,
X-*a

X~>a
fix) = A+ aix), gix) —B + /2(x),

bu yerda x ->a da a(x) va /?(x) funksiyalar cheksiz kichik
funksiyalardir.
Bundan esa

1) fix)+ g(x) = [A+ aix)]+[B + p(x)] = [A+ B\ + [a(x) = /?(*)]
X -» a da ar(x), /?(x) funksiyalar cheksiz kichik bo‘lgani uchun,
ulaming yig'indisi ham ayirmasi ham cheksiz kichik bo'ladi.

Shunday qilib, fix) + gix) funksiya A +B o'zgarmas son
bilan x -* a da cheksiz kichik bo'lgan funksiyaning yig'indisi
shaklida tasvirlandi. Shuning uchun 4.13-teoremaga ko'ra fix) *
gix) funksiya a nugtada A+B songa teng bo'lgan limitga ega
bo'ladi:

lim[/(x) £ gix)] = A+ B=Ilimfix) = lim gix).
X-*a X->a X-*a

2) fix) mgix) = [4+ a{x)] m[B + /2(*)] = AB + Apix) + Baix) + a(x)/3(x)

Bu yerdagi Afiix), Baix), a(x)/?(x) funksyalar x -» a da cheksiz
kichik funksiyalar bo'lganligi uchun cheksiz kichik funksiya bilan
chegaralangan funksiyaning ko'paytmasi sifatida ularning yig'indisi
ham x -* a da cheksiz kichik bo'ladi.

Shunday qilib, fix) «gix) ko'paytma funksiya AB o'zgarmas
son bilan X -» a da cheksiz kichik bo'lgan funksiyaning yig'indisi
shaklida tasvirlanadi. Shuning uchun 4.13-teoremaga asosan fix) e
gix) funksya a nuqtada AB songa teng bo'lgan limitga ega bo'ladi:

lim[fix) egix)] = AmB = lim fix) «lim gix).
X-*a X-*a X—a
3) Qo'shimcha B & 0 shartni inobatga olsak
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fix) _ A+a(x) _ MB+P{X)}[A+a{x)}-*"P(x)~"*p{x)a(x) _

gix) ~ B+PW ~ B+f3(x) ~
=i[A+a(®)Jd-w -~ T - fitxj =
= +t«(*>;-«*)
x~ada(x)j, P (x )™ ~ r(I(x)~ ~ hadlar cheksiz kichik

funksiyalar bo'lganligi uchun (cheksiz kichik funksiya bilan
chegaralangan funksiyaning ko'paytmasi sifatida) ularning
yig'indisi ham cheksiz kichik bo'ladi.

fix)

Shunday qilib nisbat £ o'zgarmas bilan x ->a da

cheksiz kichik bo'lgan funksiyaning yig'indisi shaklida tasvirlanadi.
Shuning uchun 4.13-teoremaga asosan ) funksya a nuqgtada 2
nisbatga teng bo'lgan limitga ega bo'ladi:
im/w=d="£W
x40.4(X) B

Natija. O'zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashqgariga
chigarish mumkin.

4.1-Masala. f(x) funksiya a nugtada limitga ega, g(X)
funksiya esa limitga ega bo'lmasa, fix) + g{x) funksiya bu
nugtada limitga ega bo'lmasligini ko'rsating.

» Teskarisidan faraz gilaylik, ya'ni lim[/(x) + gix)] limit

X-*a
mavjud bo'lsin. fix) + gix) va fix) funksiyalar a nugtada limitga
ega bo'lganligi uchun 4.15-teoremaga ko'ra ularning ayirmasi ham
a nugtada limitga ega va
lim[(/(*) + gix)) - fix)]J = Iin;[fix) +g{x) - fix)] = Iirg’\(x)
X~* X~*

ya'ni gix) funksiya ham a nugtada limitga ega ekan. Bu esa masala
shartiga zid. Ana shu zidlik gilgan farazimizning noto'riligini
ko'rsatadi.-4

4.2-Masala. Agar limAx) ~ 0 va lirng(x) limit mavjud

X-*a X-*a
bo'lImasa lim | /(x) =gix)] limit mavjud bo'lmasligini ko'rsating.
» Teskarisidan faraz gilaylik, ya'ni lim]/(x) =gix)] limit mavjud
X-*a

bo'lsin. lim/(x) ® 0 bo'lganligi uchun funksiya a nugtada
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1
limitga ega. f(x) *g(x) va mfunksiyalar a nugtada limitga ega

bo'lganligi uchun 4.15-teoremaga ko‘ra ulaming ko'paytamasining
ham limiti mavjud:
to [aw 9 «) eTY =to [/w BBW — ]=tosw,

ya'ni £f(x) funksiya a nuqgtada limitga ega ekan. Bu esa masala
shartiga ziddir. Ana shu zidlik gilgan farazimizning noto‘g‘ri
ekanligini anglatadi.

Murakkab funksiyaning limiti.

4.16-Teorema. Agar y = /(x) funksiya a nuqgtada A chekli
limitga ega bo'lsa va A giymatni a nugtaning o‘zi kirmagan biror
U(a) atrofida gabul gilmasa, g (y) funksiya esa A nugtada B limitga
ega bo‘lsa, u holda gifix)) murakkab funksiya a nugtada limitga
egavauB soniga teng.
» Geyne ta'rifiga ko‘ra )I(Ln;/(x) = A ekanligidan

IrIli>r£10 XN = a (413)
munosbatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {xn} ketma-ketlik
HIir(r)1of(.Xn) =A (4.14)

tenglikni ganoatlantiradi. Aksincha ham o‘rinli, ya’'ni (4.14) tenlikni
ganoatlatiruvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik (4.13) tenglikni ham
ganoatlantiradi.

Xuddi shu singari )I/i[/rg’\(y) = B ekanligidan

limyn= A (4.15)
n->
munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {y n} ketma-ketlik
r!!rﬁf"(yn) —B (4.16)

tenglikni ganoatlantiradi va aksincha, (4.16) tenglikni ganoatlanti-
ruvchi ixtiyoriy {yn} ketma-ketlik (4.15) tenglikni ham ganoatlan-
tiradi.

{xn} berilgan a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik va
barchan G N uchunxn ® a bo'‘lsin. U holda 7I|_i>rcr(13/(xn) = A, ammo

barcha n GN uchun /7(xn) ® 0. Bu yerday, = /(xn) deb olamiz.

limyn= A va barcha n GN sonlarda yn ® A bo‘lganligi uchun
n->

7I{_* (¥Yn) = B tenglik o‘rinli boiadi. Shunday gilib, (5.4) munosa-
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batni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {xn} ketma-ketlik Iir‘ajg (f(xn)) =
n->

B tenglikni ham ganoatlantirar ekan, bu esa Geyne ta'rifiga ko‘ra
teoremani isbotlaydi.-»
Bu teorema murakkab funksiyaning limitini hisoblashda
o'zgaruvchilami almashtirishni
limg(J(x)) = N1 (y) (4.17)
X-*a y-*b

formula bo'yicha amalga oshirish imkonini beradi.

Ikkita ajoyib limit, a nugtada limitga ega bo'lgan funksiyaning

yugorida qgaralgan xossalari funksiyaning bu nuqgta atrofida
o'zgarishini tahlil gilish imkonini beradi. Ammo ayrim hollarda bu
xossalar va limitni hisoblash goidalari yetarli bo‘Imay goladi. Bunga
(sinx)/x funksiyaning a = O nuqgta atrofida o‘zgarishini misol
sifatida keltirish mumkin.
X — vradiusi 1 bo‘lgan aylananing
markaziy burchagi yoki yoyi uzunligi va
0 < X< n/2 bo'llsin (4.21-rasm). OAB
uchburchakning Sx yuzini, AOB sektor-
ning S2 yuzini va OAC uchburchakning
S3yuzini taqgoslash natijasi < S2< 53
tengsizlikni beradi. |JGM] = 1 boiganda

5j = (sinx)/2, S2= x/2, S3 = (tg X)/2

ekanligidan ixtiyoriy x E (0, n/2) nugtalarda
Sinx x  tgx

2 2 2
tengsizlik o‘rinli bo'lishi kelib chigadi.
Dastlab ixtiyoriy X 6 R nuqgtalar uchun
Isinx] < X (4.18)
tengsizlikning o'rinli ekanligini isbotalymiz. Hagigatdan ham x E
(0, n/2) bo‘lsa (4.18) tengsizlik yuqoridai qo‘sh tengsizlikdan
kelib chigadi. x > n/2 > 1 bo‘lsa (4.18) tengsizlik |sinx] < 1
tengsizlik tufayli o'rinli bo'ladi. (4.18) tengsizlikda faqgat juft
funksiyalar gatnashgan, shuning uchun u x < 0 uchun ham o'rinli.
Nihoyat x = 0 bo'lsa (4.18) tenglik o'rinli bo'ladi.
Tengsizlikda limitga o'tish haqgidagi teoremani (4.18) teng-
sizlikka go'llab lim sinx = O limitni topamiz. Xuddi shu teoramani
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Jcosx —1] = 2sin2(x/2) < x2/2 tengsizlikka qo‘llab lim cosx:= 1

limitni topamiz.

Endi yugqoridagi qo‘sh tengsizlikka gaytaylik. Uning chap
gismidan x G (0, a/2) nugtalar uchun (sin x)jx < 1 ekanligi kelib
chigadi. (sin x)/x juft funksiya bo‘lganligi uchun bu tengsizlik x G
(—a/2,0) nugtalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Qo'‘sh tengsizlikning
ong gismidanx G (0, a/2) nuqgtalar uchun cosx < (sinx)/x ekan-
ligi kelib chigadi. Tengsizlikdagi funksiyalar juft bo‘lganligi uchun
uXx G (—na/2,0) nugtalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib,
X = 0 nugtanig Un/2(0) atrofidan olingan barcha x nugtalar uchun

cosx < —'——)—( <f
tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan, ya ni (sinx)/x funksiya x = 0
nugtada limitlari 1 bo'lgan ikkita funksiyaning orasida yotar ekan.
Oraliqg funksiyaning limiti hagidagi teoremani qo‘llab, birinchi
ajoyib limit deb ataluvchi
sinx

=1 (4.19)
tenglikka ega bo*'amiz.

(4.19) tenglikni geometrik jihatdan quyidagicha talgin gilish
mumkin. X markaziy burchakning (4.21-rasmga garang) kamayishi
bilan yoy uzunligi uni tortib turuvchi vatar uzunligiga yaginlashib
boradi. (4.19) yordamida 0/0 ko'rinishdagi anigmasliklami ochish
muiTikin.

Endi ikkinchi ajoyib limit deb ataluvchi
lim (I + H =e (4.20)
X-*co \
tenglikni isbotlaymiz.
» X > 1boMsin. U holda
1<[x]< x<[x] + 1, (4.21)
bu yerda [X] orqali x sonning butun gismi belgilangan. Bu

tengsizlikdan
[x]1+1 < ; < /[% < I

tengsizlikni hosil gilamiz. Tengsizlikning har bir gismiga bimi
goshib uni
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1+—~I<1+ <1+-|[-£

ko‘rinishda yozamiz. So‘ngi tengsizlikning barcha gismi birdan
katta. Shuning uchun ulami (4.21) tengsizlikning mos gismlariga
teng musbat darajalarga ko‘tarsak
/ 1 \M /7 I\ / 1\wl
<(1l+i) <(1+m) (4M)
3.2 da ton (I +~ = e tenglikni isbotlagan edik. U holda bu

tenglikni hamda yaginlashuvchi ketma-ketliklaming xossalarini
go'‘llab

lim (1 +-)"+1= lim (1 + (I +-) =

n—o00 V 717 n—co V 7/ 71/

(4 M) = et e

/ 1 \TIT1

dim (1 +— ) = lim-+Pj— =
-»00 V 71+17 n-*o0o0 L -5
\n+1
_ H)
Ap(H n#l/ L

tengliklami yozamiz. Bu tengliklarni ketma-ketlikning limiti ta’rifi
bo'yicha yozsak, ixtiyoriy e > 0O soni uchun shunday N € N topilib,
barchan > N uchun
i\n+i

1+-) SETI(L+A )" - el <£
tengsizliklar o‘rinli bo'ladi. U holda (4.22) tengsizlikni inobatga
olsak x > N + I,[x] = n> N uchun

/ 1 \M / +\X ( 14M+1

e- £<(l+mMT1;) < (1+;) < (1+w) <e+f

o'rinli bo'ladi yoki

I(1+;)* = el<£-
Bu esa argument +0o0 ga intilgandagi limit ta’rifiga ko‘ra
Ao (1 3%= @ 23
ekanligini anglatadi.
Endi X -* —oo bo'lsin. X = — deb olamiz, u holda x -*
—o00, U -» +00. Ayniy almashtirishlardan so‘ng
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(~r = (i-r=+"~Fc)*“= (" vy (i+=h)
tenglikni hosil qgilamiz. (4.17) formulaga ko'ra o‘zgaruvchilami
almashtiramiz va ko'paytmaning limiti hagidagi teoremani va (4.23)
tenglikni qo‘llab

lim + :Iim(l+-1)U_1-_Iim (l+—)=e-1=c¢
x——0 \ XJ 11-»+00 V XI—1/ xi—+00 V u—17

limitni topdik. Xulosa gilsak, x cheksizlikka har ganday intilganda
ham (4.20) o'rinli.

(4.20) tenglikda (4.17) formulaga ko‘ra y —1/x deb
0‘zgaruvchini almashtiramiz va X -* oo da y ® O degan shartni
go‘yamiz, u holda

Iim(l +yYY =e (4.24)
y-*o
natijani hosil gilamiz.

Birinchi garashda (4.24) natija haqgigatga ziddek tuyuladi,
chunki y -* 0 bo'lsa, 1+ vy -» 1 bo'ladi va biming har ganday
darajasi bir bo‘'ladi! Ammo bu tenglikni boshgacha izohlash
mumkin. y -* O da daraja ko'rsatkichi 1/y cheksiz katta funksiya,
asos esa bir emas, balki y -» 0 da birdan cheksiz kichik migdorga
farq giladi. Ushbu jadvalda g(y) = (1 + y)Vy funksiyaning y
kamayib borishdagi giymatlari keltirilgan:

y 1 12 1/3 /4 01 0,01 0,001  0,0001
;M 2 2,250 2,370 2,441 2,594 2,7047 2,7169 2,7181

(4.20) va (4.24) formulalar | @ ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
imkonini beradi
Funksiyaning limitini hisoblashga bir necha misol keltiramiz.

4.15-Misol. Limitni hisoblang: im-----

!<»>2 2X-s
» Limit ostidagi funksiyani ikkita fix') = x3+ 3vagix) = 2x —
5 funksiyalarning nisbati sifatida garaymiz. Bu funksiyalarning har
biri X = 2 nugtada limitga ega:

Ii*rgl(x) = )I(i*rg(x3+ 3) =23+3=11

limo(x) = lim(2x —5) = —1
X-+2 X->2
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Maxrajdagi g(x) funksiyaning limiti noldan fargli, shuning uchun
bu yerda nisbatning limiti hagidagi teoremani go‘llashimiz mumkin:
v3+3 EZ(X3+3) _ 41

lim— = ————= — = -1,
X->2 2x~5 )|(I>r2 (2x-5) -1
4.16-Misol. Limitni li )_(_%?
hisoblang: x5

» f(x) = x2—9 va gix) = x + 3 deb olamiz. Bu funksiyalar
lim/(x) =0, Ilimg{x) = 0 limitlarga ega. Shuning uchun -
X-t-3 X-*-3 0
ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo'lamiz. Limit ostidagi funksiya

= —3 nugtada aniglanmagan va bu nugtaning o‘zida funksiyani

garamasdan, fagat limiti garaladi. Suratdagi fix) funksiyani
ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

x2—9 _ (x-3)(x+3)
X+3 X+3
0 ‘ng tomondagi kasmi x + 3 =£ 0 ifodaga bo‘lamiz:
= x—3 x®_3
X+3
Shuning uchun
lim -— = lim (x —3) = —6.
X->-3 x+3 X -»-3
4.17-Misol. Limitni .. Va+x2-2
hisoblang: X2

» Surat va maxrajdagi funksiyalaming X = O nugqtadagi limitlari
nolga teng, shuning uchun yana ~ ko'rinishdagi anigmaslikka ega
bo‘lamiz. Bu anigmaslikni ochish uchun kasming surat va maxrajini

V4 + x2 + 2 ifodaga ko'paytiramiz. x @ 0 holda
Y4+y2-2 _ (V4+X2-2)(n/4+X2+2) _ 4+X2-4 _ 1
X2 X2(V5+X2+2) X2(V4+x2+2) VAa+x2+2-
Hosil qgilingan funksiyaga nisbatning limiti hagidagi teoremani
o' Hash mumkin:

im0 = jim-=A =
*-»0 X x-*0yd4+x2+2 4
4.18-Misol. Limitni sin 5x
hisoblang:
» Limit ostidagi funksiyaning ko'rinishini o‘zgartiramiz:
sinb5x _ sin5x x _ 5sinbx 7x
sin 7x X sin7x 7 Sx sin7x'
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limb5x = O, lim7x = 0 bo‘lganligi uchun murakkab funksiyaning
X—*0 X-*0

limiti hagidagi teoremani qo‘llab

- sin5x sinix
lim--— =1, im—— = 1
X —=>0 5* % —>0 7%

tengliklarga ega bo'lamiz. U holda ko'paytmaning limiti hagidagi

teoremani qo'llab

sin Sx_ !? Q'fh@\fi Q'i’h?“ n "
ma ------- im— lim—— = -l 1
X-> S|n7£ 7 X-*Q X-+0  7x 7

4.19-Misol. Limimi m

hisoblang:

» Ayniy almashtirishlardan so‘ng
mf-nrgH 1+ N

ifodani hosil gilamiz. Bu yerda 1/x2 =y va —2/x2 —z deb olsak

O*2(IKATVAIAP
ko'rinishni oladi. Ag -*¥0, ufholda* y%» 0 va z-*0,

o‘zgamvchilami almashtirgandan so‘ng ko'paytmaning limiti
hagidagi teoremani va (4.17), (4.24) formulalami go'llaymiz:

= Um(l + y)]IS/IyQ;l(I +2)Wzelim[(1 + 2)1/4Z= ea.

m
X —»00 XX2-2 J
Eksponenta, natural logarifm va giperbolik funksiyalar.
Matematik tahlilda va

amaliy masalalarda e soni

muhim o‘rin tutadi. Xusu-

san eksponensial  (yoki

gisga gilib eksponenta) deb

ataluvchi ex (ba’zan expx

ko'rinishda ham yoziladi)

ko'rsatkichli  funksiyaning

asosi bo'lib xizmat qiladi.

Bu funksiyaga teskari bo'l-

gan Inx = logex loga-

rifinik funksiyning ham

asosi bo'ladi. Ulaming grafiklari 4.22-rasmda tasvirlangan. Bu

yerda e~x funksiyaning ham grafigi keltirilgan.
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e asosli logarifmlami natural logarifmlar deb ataldi. Ular uchun
asosiy logarifinik ayniyat

Anx _exp(Inx) = x (4.25)
bo'ladi. Inx funksiya asosi birdan katta bo'lgan logarifinik
funksiyalarning barcha xossalariga ega. Bir asosdan ikkinchi asosga
o'tadigan ma’ lum formulalar ham o'rinli, xususan

Inx = /I\ge = In10 Igx = 2,3026 =mlgx,

ng = ni0 - Ige minx = 0,4343 «Inx.

Shunday qilib, ex va Inx funksiyalar asosiy elementar ax va
loga x funksiyalarning a = e bo'lgandagi xususiy hollari ekan.

Eksponensial funksiya orqgali giperbolik sinus, kosinus, tangens
va kotangens funksiyalar quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

e*+e~
shx = chx =
2 . 2
sh x ch x
thx — cthx = ;
ch X sb X

Ulardan ch x - juft, golganlari shx, thx, cthx - toq ekanligini
ta’kidlab o'tamiz. Ulaming grafiklari 4.23,4.24-rasmlarda berilgan.

thx

cth xN

4,24-rasm

Trigonometrik funksiyalardagi ma’lum cos® x + sin x 1 formu-
laga o'xshash giperbolik funksiyalarda ham
ch2x —sh2x = 1 (4.26)
formula ixtiyoriy x G R nugtalar uchun o'rinli. Bundan tashgari
sh(x £ y) = shx echy + shy echx
ch(x £ y) = chx echy *+ shy eshx
formulalar ham o'rinli.

161



4.6. Funksiyaning uzluksizligi

Uzluksizlikning ta'rifi. fix) funksiya a nugtaning biror U(a)
atrofida aniglangan va bu nugtada aniq bir /7 (a) giymatni gabul gilsin.

4.19-Ta’rif Agar x —a nugtada f (x) funksiyaning limiti
mavjud va u f{a) giymatga teng bo'lsa, f(x') funksiya a nuqgtada
uzluksiz deyiladi.

Shunday qilib,

)I(l_gglf(x):f(d) (4.28)
tenglik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb atalar
ekan.

Funksiyaning uzluksizligi e - s tilida quyidagicha ta'riflanadi.

4.20-Ta'’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday S > 0 son
topilib, \x—a\ < S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalarda

I/7(*)-/7(a)l < £ (4.29)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, fix) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning limitiga X ® a degan shartni qo'ygan edik. Bu
yerda esa bu shart bajarilishini talab gilmaymiz.

Funksiya uzluksizligi tushunchasini ifodalashning yana bir
ko'rinishini keltiramiz. y = f(x) funksiya a nugtaning biror U(a)
atrofida aniglangan bo'lsin. Qaralayotgan a nugtani asosiy nugta
deb hisoblab, argumentning a nugtadan Ax miqdorga (manfiymi
yoki musbatmi fargi yo'q) farq giluvchi boshga x —a + Ax E U{a)
giymatini olamiz. Ax migdomi argumentning orttirmasi deb
ataymiz. Funksiya o'zgarishining

Ay = f(a + AXx) - /(a) (4.30)
giymatini f, funksiyaning a nugtadagi X argumentning AX
orttirmasiga mos keluvchi orttirmasi deyiladi.

f(x) funksiyaning a nuqtadagi

lim /7 (*)=/(a)

X-+CL
uzluksizlik shartini
hmf(x + Ax) =f(d)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu esa
Wn [f{x + Ax) - fid)} =0 (4.32)
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tenglikka teng kuchli. /(x + Ax) - f(a) = Ay ekanligini e’tiborga
olsak, (4.31) tenglikni
AmAY =0

ko'rinishda yozish mumkin.

4.21-Ta’rif. Ax argument orttirmasi nolga intilganda / (x)
funksiyaning a nuqtadagi bu orttirmaga mos keluvchi Ay orttirmasi
ham nolga intilsa, y = f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

4.20-Misol. y = x3 funksiya son o'qining ixtyoriy a nugtasida
uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.
» a nugtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun

Ay = (a + Ox)3—a3= 3a2+Ax + 3a- (Ax)2--(Ax)3
= (3a2+ 3aAx + (AX)2AXx

tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikda Ax -* 0 da Ay -* 0 bo'lishi
ko'rinib turibdi. <

4.21-Misol. y = sinx funksiya son o'qining ixtyoriy a
nugtasida uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.
» a nuqtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun
Ry |= |sin(a+ Ax) —sina] = |2siny mcos(a +y)| < |A|
o'rinli bo'ladi. Bu yerda |cos(a-1-Ax/2)] <1 va |sin(Ax/2)] <
|Ax]72 ((4.18) formulaga garang) tengsizliklardan foydalanildi.
Shuning uchun lim Ay = 0. <4

Ax->0

Ba'zan funksiyaning nugtadagi uzluksizligining quyidagi
ta'rifidan foydalanish qulay.

4.22-Ta'rif (Geyne). f(x) funksiya a nugtani o'zida saglovchi
U to'plamda aniglangan bo'lsin. Agar a nugtaga intiluvchi ixtiyoriy
{xn}, xn € U ketma-ketlikka mos keluvchi {/(xn)} ketma-ketlik
funksiyaning f(a) giymatiga intilsa, /(x) funksiya a nuqtada
uzluksiz deyiladi.

Bu ta'rifdan funksiyaning nugtada uzilishga ega bo'lishini
isbotlashda foydalanish qulayrog. Buning uchun nl_i'_r&)xn = a teng-

likni ganoatlantiruvchi biror {xn} ketma-ketlik tuzib, unga mos ke-
luvchi {f(xn)} ketma-ketlik uchun 71Ii*rrgol(xn) & f(a) munosa-

batning o'rinli bo'lishini ko'rsatish yetarli.
Geyne ta'rifidan foydalanib
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fl, agar X - ratsional;
~ to, agar X - irratsional

Dirixle funksiyasining ixtiyoriy a G R nuqtada uzluksiz emas-
ligini ko'rsatamiz.

» a ratsional son bolsin, u holda D(a) = Ibo'ladi. a nugtaga
yaginlashuvchi irratsional sonlardan tuzilgan {xn} ketma-ketlikni
olamiz (bunday ketma-ketlikni har doim tuzish mumkin). Dirixle
funksiyasining berilishiga ko'ra bu nugtalarda D(xn) = 0 bo'ladi. U
holda nI_i>r4n{0D(xn) = 0*1 = D(a), ya'ni {xn} ketma-ketlikka mos

keluvchi (D (xn)} ketma-ketlik D (a) giymatga intilmas ekan.

a nugta irratsional son bo‘lganda xuddi shu singari a nugtaga
intiluvchi ratsional sonlardan tuzilgan {yn} ketma-ketlikka mos
keluvchi (D(yn)} ketma-ketlikning limiti 1 bo'ladi, funksiyaning bu
nugtadagi giymati esa D(a) = 0 bo'ldi.

Ikkala holda ham Geyne ta'rifiga ko‘ra funksiya a nugtada
uzilishga ega bo'ladi. <

Funksiya uzluksizligining to'rtala ta'rifi ham teng kuchli. Har
bir holda qulay bo'lgan ta’rifdan foydalaniladi.

Endi nugtada uzluksiz bo'lgan funksiyaning xossalarini
o'rganamiz.

4.17~Teorema. Agar /(x) funksiya a nugtada uzluksiz va
/(a) > A (mos ravishda / (a) < A) bo'lsa, u holda shunday 6 > 0
son topiladiki, Us(a) atrofdan olingan barcha x nugtalar uchun
/ (x) > A (mos ravishda / (x) < A) tengsizlik o'rinli bo'ladi.

» Aniglik uchun /(a) > A va h=/(a) —A > 0 bod'lsin, u
holdaf(a) = A + hbo'laddi. e = h/2 deb olsak, /7 (x) funksiyaning
a nuqgtada uzluksizligiga ko'ra shunday 6 > O son topiladiki,
[x—a] < S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun
I fix) - /(a) |< h/2 yoki

-\ < fix) - f{a) <\
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esabarcha x G Ueia) uchun
) h ft ft
fix) >/(@a)- - =A+h--=A+-> A <

4.18-Teorema (uzluksiz funksiya ishorasining o'zgarmas-
ligi). Agar f{x) funksiya a nuqtada uzluksiz va f(a) ® 0 bo'lsa, u
holda a nugtaning shunday Us(a) atrofi topiladiki, bu intervalda
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funksiya nolga aylanmaydi va ishorasini o‘zgartirmaydi (/(a)
sonining ishorasi bilan bir xil bo'ladi).

» 4.17-Teoremada A = O deb olinsa teoremaning isboti kelib
chigadi. A

Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.

4.19-Teorema. fx) va g(x)funksiyalar a nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar fx) va g(x)funksiyalar a nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda ularning fix) + gix) yig‘indisi, f(x) —
gix) ayirmasi, f(x) mgix) ko'paytmasi va g(a) ® 0 go‘shimcha
shartdaf(x)/ g{x) nisbati ham a nugtada uzluksiz bo'ladi.

» Nisbatning uziuksizligini ko‘rsatamiz.

fx) va ~(x)funksiyalar a nugtada uzluksiz va g{a) ® 0
bo‘lsin. U holda uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi
haqgidagi teoremaga ko‘ra a nugtaning gix) =£0 bo'ladigan atrofi
mavjud bo'ladi. Shuning uchun a nuqgtaning ana shu atrofida
F(x) = fix)/gix) nisbat funsiya aniglangan. Teorema shartiga
ko4a )!!p;/(x) = /(a), )|(Il’2 a(x) = o(a) ® 0, nisbatning limiti
hagidagi teoremani qo' llab

>I<I-@FIX) - ikrpaax)-_ - é(a_) = F(@)

tenglikni hosil qildik. Shunday qilib, limF(x) = F(a), ya'ni
X~*CL

Fix) = fix)/gix) fxmksiya a nugtada uzluksiz ekan.

Teoremaning golgan tasdiglari ham shu kabi isbotlanadi. A

Murakkab funksiyaning uzluksizligi.

4.20-Teorema. Agar y = fix) funksiya a nugtada uzluksiz,
giy) funksiya esa mos A = /(a) nuqgtada uzluksiz bo'lsa, u holda
gifix)) murakkab funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi.

» Teoremaning shartiga ko'ra )I(Lrg/(x) =/(a) = A
lim~(y) = g(A) = B. Murakkab funksiyaning limiti hagidagi

teoremani qo‘llab
limgifix)) = Iing’\Cy) = giA) = gifia)) (4.32)
X~*a . y-*

tenglikni hosil qildik, ya'ni gif(x)) murakkab funksiya a nugtada
uzluksiz ekan. A
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Agar (4.32) tenglikning o‘'ng tomonidagi g(y) funksiyaning
/ (a) argument giymatini fix) funksiyaning limiti orgali ifodalasak

)l(!,fQ E(/(x)) =9 (\XI—_I>g1/(x)j (4.33)

tenglikni yozish mumkin.
4.22-Misol. Limitni hisoblang:
Jm (1 + tgx)3ctg*.
» Limit ostidagi funksiyani
(1 + tgx)3ctg* = ((L + tgx)I™*)3

ko'rinishda yozib olamiz va y —fix) = (1 + tgx)WAg, g(y) =
y 3 funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida garaymiz. Agar u =

tg X deb o'zgaruvchilami almashtirsak, lim/(x) limitni hisoblash
X->71

giyin bo'lmaydi. Hagigatdan bwun ikkinchi ajoyib limitni ((4.24)
formulaga garang) inobatga olsak
tgx —n
lim( + tgx)Vter = un-*0 LIjigg(|+u)il/u=e
n
limitni topamiz. U holda g(y) = y3 funksiyaning uzluksizligidan
(4.20-Misol) (4.33) formulaga ko'ra

)I(i*rﬂ(l + tgx)3ctg* = (\!(igl(l 4—tgx)]/>lg*g = e3.<
Bir tomoniama uzluksizlik. Uzilish nuqgtalari. fix') funksiya
a nugtaning o'ng (chap) yarim atrofida aniglangan bo'lsin.
4.23-Ta'rif. Agar /(x) funksiyaning a nugtada o'ng limiti
mavjud va bu limit f(a) giymatga teng, ya’'ni
lim f(x) = fia + 0) = f(a) (4.34)

nr-»aH
tenglik orinli bo'lsa, /(x) funksiya a nuqtada o'ngdan uzluksiz

deyiladi.
a nugtada chapdan uzluksizlik xuddi shu singari
Iimofix) = fia - 0) = /(a) (4.35)

X->a-
tenglik bilan aniglanadi.

Agar funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo'lsa, uning
chegaraviy a va b nugtalarga nisbatan a nugtada o'ng uzluksizlik, b
nuqtada chap uzluksizlik hagida gapirish mumkin. Oraligning
ixtiyoriy ichki nuqgtasidagi uzluksizlik bu nuqgtadagi o'ng va chap
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uzluksizlikka teng kuchli, chunki nuqtadagi limitning mavjudligi
0'ng va chap limitlaming mavjudligiga teng kuchli (4.2-Teorema).

Funksiya uzluksiz bo'ladigan nugtani bu funksiyaning
uzluksizlik nugtasi deb ataymiz. fix) funksiyaning a uzluksizlik
nugtasida quyidagi shartlar bajarilgan bo’ ladi:

1) Funksiya a nugtada va uning biror atrofida aniglangan;

2) a nugtada ikkala bir tomonlama limitlar mavjud va ular
chekli;

3) a nugtadagi ikkala bir tomonlama limitlar ustma-ust
tushadi, ya’'nif(a + 0) = /(a - 0);

4) a nugtada ustma-ust tushadigan bir tomonlama limitlar
funksiyaning bu nuqgtadagi giymatiga teng, ya'ni

f(a +0)="f{a- 0)=/(a) (4.36)

4.24-Ta'rif. a nugtada uzluksiz boMmagan funksiyani bu

nuqtada uzilishli funksiya, a nuqgtani esa bu funksiyaning uzilish
nugtasi deb ataladi.

a nugta hagida uzilish nuqgtasi sifatida gapirilganda, a nuqtaning
ixtiyoriy kichik atrofida f(x) funksiya aniglanish sohasining a
nugtadan fargli boshga nugtalari ham mavjud deb faraz gilinadi.

(4.36) uzluksizlik shartining ganday buzilganligiga qarab uzilish
nugqtalari turlarga bo'linadi.

4.25-Ta'rif. Agar fix) funksiya a nugtada chekli chap va o‘ng
limitlarga ega va ular o‘zaro teng, ammo funksiyaning a nugtadagi
giymatiga teng bo' lishmasa

/(a+0)=/(a-0)*/(a),
u holda a nuqgta f(x) funksiyaning uzilishi bartaraf gilinadigan
nuqtasi deb ataladi.

Uzilishi bartaraf gilinadigan nugta degan iboraning ma’nosi
shundan iboratkf, yangi uzluksiz fimksiya hosil qilish uchun
funksiyaning fagat bitta a nuqtadagi giymatini o'zgartirish yetarli.
fix) funksiya yordamida tuziladigan

FM _f K*)-xga:
Hx) =~ \Wmf(x), x —a
v g-*a

funksiya a nugtada uzluksiz boiadi. Shunday qgilib, funksiyaning a
nugtadagi giymatini o‘zgartirib uzilishni “bartaraf’ gildik.

167



4.23-Misol. fix) = | X = 0' " nk3’Yan‘garaymiz-
» Funksiyaning x = 0 nuqgtadagi chap va ong limitlarini
hisoblaymiz:
Jim fix) = Jim fix) = 0 1=/(0)

ya’ni x = 0 nuqgta uzilishi bartaraf
gilinadigan  nuqta  ekan  (4.25-
rasm).Agar fix) funksiyaning x =0
nuqtadagi giymatini F(0) = 0 deb oz-
gartirsak, bu nuqtada uzluksiz bo‘lgan
Fix) = || funksiyani hosil gilamiz.
Umuman olganda (a —St,a) U
ia,a + S2) to'plamda uzluksiz va a
nugtada bartaraf gilinadigan uzilishga
ega funksiyaning grafigi sifatida
absissasi a bo'lgan nugtasi o'yib olib
tashlangan uzluksiz egri chizig xizmat
qgiladi (4.26-rasm).
Uzilishi bartaraf qilinadigan a
nugtada )I(ip;/(x) limit mavjud bo‘li-

shini ta’kidlab o'tamiz. Agar )!_ig]/(x)

limit mavjud bo‘lmasa a nuqgta bartaraf
gilib bo'Imaydigan uzilish nuqgtasi deb
ataladi.
4.26-Tarif. Agar fix) funksiya a nuqgtada chap va o'ng
limitlarga ega bo'lib, ammo ular har xil bo'lsa

u holda a nuqgta fix) funksiyaning chekli sakrashli uzilish nugtasi
deb ataladi.

Uzilsh nugtasini bunday nomlashning ma’nosi shundan iboratki,
x 0'zgaruvchi a nuqta orgali o'tishda fix) funksiyaning a
nuqtadagi o'ng va chap limitlarining ayirmasi bilan o'lchanadigan
sakrash yuz beradi.

4.24-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz (4.27-rasm):
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/100 =jI +e¥y* x*°
(1, X = 0.
» Berilgan funksiya x = 0 nuqtada 2 ga teng bo‘lgan chekli
sakrashga ega bo‘ladi:
lim fix') = 2, lim fix) = 0. <
X-+0—0 X~»0+0J
Funksiyaning bartaraf gilina-
digan va chekli sakrashli uzi-
lish nugtalari birinchi tur
uzilish nugtalari deb ataladi.
f{x) funksiyaning barcha 1-
tur uzilish nugtalari chap va
o'ng limitlaming mavjudligi
bilan tavsiflanadi.
4.27-rasm
4.27-Ta'rif. fix) funksiyaning a nuqgtadagi chap yoki o'ng
limitlaridan kamida bittasi cheksiz yoki mavjud bo'lmasa, bu nugta
funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi deb ataladi.
4.25-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz:

fixfl=f »* PO
f J(10, x = 0.
» x = 0 nugtada bir tomonli limitlami topamiz:

Im-—+oo Ilm-——eo

>0+0 K

Bir tomonli I|m|tlam|ng ikkalasi ham chekll emas, ya’ni ta’rifga
ko'ra x = 0 nuqgta ikkinchi tur uzilish nugtasi boiadi. A

4.26-Misol. 'y —alx funksiyani 0<a< 1 bo'lganda
garaymiz.
» x =J0 nugtada bir tomonli limitlami topamiz:

lim al/x =0, lim a”x = +oo.
je- >0+0 ar->0-0

x = 0 nugtadagi o'ng limit cheksiz, ya’ni ta’rifga ko'ra x = 0 nuqta
ikkinchi tur uzilish nugtasi bo'ladi. M

Geometrik talgini ravshan bo'lgan ushbu teoremani isbotsiz
keltiramiz.
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4.21-Teorema. X oraligda monoton bo‘lgan /(*) funksiya bu
oraligda uzilishlarga ega bo‘lsa, u holda bu uzilish nugtalari albatta
birinchi tur bo'ladi.

Kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalari.
Nugtaning kichik atrofida funksiyaning o'zgarishi bilan bog'liq
bo'ladigan xossalar bu funksiyaning lokal xossalari deb ataladi
(masalan, nugtada limitga ega funksiyaning xossalari yoki berilgan
nugtada uzluksiz funksiyaning xossalari). Funksiyaning aniglanish
sohasi bilan yoki bu sohaning biror oralig'i bilan bog'liq xossalar
global xossalar deb ataladi.

4.28-Ta'rif. Agar (a, b) oraligning barcha nuqgtalariday = fix)
funksiya uzluksiz bo'lsa, bu funksiya (a,b) oraligda uzluksiz
deyiladi. Agar funksiya (a, £) oraliqda uzluksiz, a nuqtada chapdan,
b nugtada esa o'ngdan uzluksiz bo'lsa bu funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz deyiladi.

Masalan, fix) = I/x funksiya (0,1) oraligda uzluksiz va [0,1]
kesmada uzluksiz emas, chunki x —0 nuqtada funksiya o'ngdan
uzluksiz emas. sin x funksiya ixtiyoriy [a, 6]<=R kesmada uzluksiz.
Agar funksiya barcha x GR nuqgtalarda Uzluksiz bo'lsa, u
(—e0, +00) intervalda yoki R son o'gida uzluksiz deyiladi.

4.22-Teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). fix")
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va kesmaning chetki nuqgtalarida
turli ishorali giymatlami qabul gilsin. U holda (a,b) oraligda
/(c) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nuqta topiladi.

Teorema oddiy geometrik ma’noga ega: agar funksiya
grafigining uzluksiz chizig'i Ox o'gqdan pastda ham, yugorida ham
yotsa, u holda egri chizig Ox oqni albatta kesib o'tadi (4.28-rasm).

» Aniglik uchun fia) <0va/(b) >0
deb olamiz. [a, b] kesmani d = (a +
b)/2 nuqta yordamida teng ikkiga bo*-
lamiz. Agar funksiya bu nugtada nolga
aylansa teorema isbotlangan bo'ladi.
fid) =£0 bo'lsin. U holda [a,d],
[d, b] kesmalardan birining chetki
nuqtalarida funksiya turli ishoralami 4.28-rasm

170



gabul giladi, buning ustiga chap chetda manfiy va o'ng chetda
musbat ishorali giymat bo'ladi. Bu kesmani [a”,”~] orqali
belgilaymiz, u holda/(ar) < 0vaf(bj) > 0 bo'ladi.

[al(bt] kesmani d1= (al+ bl)/2 nuqgta yordamida teng
ikkiga bo'lsamiz, bu yerda ham /(dXx) = 0 holni garamaymiz,
chunki bu holda teorema isbotlangan bo'ladi. Hosil bo'lgan ikki
intervallardan qaysi birining chetlarida fiinksiya turli ishorali
giymatlami gabul gilsa, uni biz [a2, b2] orgali belgilaymiz, u holda
/(a2) < 0vaf(b2 > 0 bo'ladi. Kesmalami hosil gilish jarayonini
davom ettiramiz. Bunda yoki chekli gadamdan keyin kesmani teng
ikkiga bo'luvchi nugtada funksiya nolga aylanadi va teoremani
ishoti tugaydi, yoki bir-birining ichigajoylashgan cheksiz

K A] =>[azb2] - 3 K ,bn] =>-
kesmalar ketma-ketligini hosil gilamiz. U holda n tartib ragamli
[an,bn] kesmaning uzunligi bn - =(b- a)/l2nval/(a,) <0,
f(bn) > 0 bo'ladi. 3.1-Lemmaga (Kantor) ko'ra barcha kesmalarga
tegishli bo'lgan ¢ nugta mavjud bo'ladi. Ana shu nugta teorema
shartlarini ganoatlantirishini va qidirilayotgan c¢ £ (a,b) nugta
ekanligini ko'rsatamiz. Funksiyaning (a,b) intervalda uzluksizligi
tufayli )I(i_gg/(x) = /(c) bo'ladi. Agar /(c) musbat bo'lganda edi,
uzluksiz funksiya ishorasining o'zgar-
masligi hagidagi teoremaga ko'ra c
nugtaning shunday Us(c) atrofi topila- f(b)
diki, bu atrofdan olingan barcha x nug-
talar uchun f(x) > 0 tengsizlik o'rinli f(a+
bo'ladi. n tartib ragamini kerakli qilib
((b —a)/2n < S shartdan) tanlansa,
[cin, bn\ kesma ana shu intervalga butun- A
ligicha tushadi va /(an) > 0 bo'ladi.
Bu esa bn] kesmaning xossasiga
ziddir. Xuddi shu singari /(c) manfiy ishorali bo'la olmasligini
ko'rsatish mumkin. Demak, /(c) = 0 ekan. A

4.22-Teoremada f(jx) funksiyaning kesmada uzluksizligi
muhim shart ekanligini aytib o'tish kerak. Uni (a, b) oraligda
uzluksizligi bilan almashtirish mumkin emas: 4.29-rasmda (a, b)
oraligda uzluksiz, ammo a nugtada o'ngdan uzluksizlik buzilganligi
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tufayli [a,b] kesmada uzluksiz bo'Imagan funksiyaning grafigi
keltirilgan. Bu funksiya kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali
giymatlami gabul giladi, ammo kesmaning birorta nugtasida ham
nolga aylanmaydi. (a,b) oraligning hech bo‘lmaganda bitta
nuqtasida uzilishga ega funksiya manfiy giymatdan musbat
giymatga nolga aylanmasdan o'tishi mumkinligi ravshan.

4.23-Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)
funksiya biror X oraligda (yopiq.yoki ochiq, chekli yoki cheksiz)
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar bu oraligning ikkita a va b
(a < b) nugtalarida teng bo‘lmagan /(a) = A va fib) =B
giymatlami gabul gilsa, u holda (A, B) oraligdan olingan har ganday
C nugta uchun shunday c E (a, b) nugta topiladiki, bu nugtada
/(c) = Ctenglik o'rinli boiadi.

» A < B deb hisoblaymiz, shuning uchun A < C < B. [a,b]
kesmada g(x) = fix) —C yordamchi funksiyani garaymiz. Bu fimk-
siya [a, b] kesmada uzluksiz va kesmaning chetki nugtalarida turli
ishorali giymatlami gabul giladi: g(a) = f(a) —C = A —C < Ova
g(b) = f(b) —C ~ B —C > 0. U holda Bolsano-Koshining birinchi
teoremasiga ko‘ra shunday ¢ E (a,b) nuqta topiladiki, uning uchun
g(c) = 0tenglik, ya’ni/(c) ~ C= 0yoki/(c) = Co‘rinlibo'ladi.®

Shunday qilib, oraliqgda uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi giymatga o‘tib oraligdagi har bir giymatni kamida bir marta
gabul giladi. Boshqgacha gilib aytganda x argument biror X oraligda
o‘zgarganda f(x) funksiya gabul giladigan giymatlari ham biror Y
oraligni toMdiradi. Shuning uchun 4.23-teorama ba’zan uzluksiz
fimksiyaning oraliqdagi giymatlari hagidagi teorema ham deb
yuritiladi.

4.24-Teorema (Veyyershtrassning birinchi teoremasi). Kes-
mada uzluksiz funksiya bu kesmada chegaralangan ham bo‘ladi,
ya’ni shunday m va M sonlar topilib, barcha x E [a, b] nuqtalar
uchun m < f{x) < Mtengsizlik o'rinli bo'ladi.

» Teskarisidan faraz gilamiz, ya’ni f(x) funksiya [a,b]
kesmada chegaralanmagan bo'lsin. U holda har bir n natural son
uchun [a, b] kesmada shundau x = xn nugta topiladiki, bu nugtada

[/(x,)i >n (4.37)
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Bolsano-Veyyershtrass teoremasiga ko'ra {xn} ketma-ketlikdan
chekli £ nugtaga yaginlashuvchi (xnfc) gismiy ketma-ketlik tuzish
mumkin: HmxI'k = £ Albatta a < £< b ekanligi ravshan. f{x)

funksiyaning £ nuqgtada uzluksizligi tufayli Il—iwt@cf(an = f(£)
o'rinli bo'lishi kerak. Bunday bo'lishi mumkin emas, chunki (4.37)
tengsizliklarga ko'ra Hm|/(xTK)| = +00. Ana shu qarama-

garshilik teoremani isbotlaydi. A

Teoremada funksiyaning aynan kesmada uzluksizligi muhim
shart hisoblanadi. Oraligda yoki yarim oraligda uzluksizlik funksi-
yaning bu oraligda chegaralangan bo‘lishini ta’minlay olmaydi.
Masalan, fix) = 1/x funksiya (0,1] yarim oraliqgda uzluksiz,
ammo unda chegaralanmagan.

fix) funksiya biror E to'plamda aniglangan va chegaralangan
bo'lsin. fix) funksiya giymatlari to'plamining M aniq yuqori chegara-
sif{x) funksiyaning E to'plamdagi aniq yuqori chegarasi deb ataladi:

M = supfix).

)CEE
f{x) funksiyaning E to'plamdagi m anig quyi chegarasi ham xuddi

shu singari aniglanadi:
m = inff{x).
4.25-Teorema (Veyyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar

fix) funksiya [a,fe] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda fix)
funksiya bu kesmada 0'zining aniq quyi va aniq yuqori chegarasiga
erishadi, ya’ni [a, b] kesmada

fioO =m= )I(El::flx), firj) —M—§g£f|x)
tengliklami ganoatlantiruvchi £ va Tlnugtalar topiladi (4.30-rasm).
» M = sup/(x) bo'lsin. Veyyersh- vyi

XEE M

trassning birinchi teoremasiga ko'ra
bu chekli son. Faraz qilaylik fix)
funksiyaning giymati E to‘plamning
hech -bir nugtasida M giymatga teng
bo'lmasin, ya’ni barcha x £ E nuqta-
lardaf{x) < M bo'lsin. Bu holda

o 3

L]
4.30-rasm
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9n M- fix)

yordamchi funksiyani garaymiz. Farazimizga ko‘ra kasming
maxraji nolga aylanmaydi, shuning uchun u funksiya [a, b\ kesmada
uzluksiz va demak chegaralangan, ya’ni barcha xE[a,b]
nugtalarda gix) < u, (ji > 0) tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Shuning
uchun

tengsizlikdan osongina
f(x) <M

tengsilikka erishamiz, ya’ni M sonidan kichik bo'lgan M —I /u, soni
fix) funksiya giymatlar to'plamining yuqori chegarasi bo‘lar ekan.
Bunday bo'lishi mumkin emas, chunki M soni bu funksiya
giymatlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi. Yuzaga kelgan
garama-garshilik teoremani isbotlaydi: [a,b] kesmada shunday £
nuqta topiladiki, bunda /(£) = M tenglik o‘rinli bo'lib, bu giymat
barcha fix) giymatlaming orasida eng kattasi bo'ladi.

Teoremaning quyi chegarasiga nisbatan gismi ham xuddi shu
singari isbotlanadi. A

Mulohaza. fix) funksiya uzluksizligi
[a,b] kesmada bo'lishligi muhim shart:
fix) = x funksiya (—1,1) intervalda
uzluksiz va chegaralangan, ammo aniq
yugori sup_x = 1 chegaraga erishmay-

*e(-1,i)

di, ya’ni (—1,1) intervalda/(a) = 1teng-
likni ganoatlantiradigan a nugta yo'g.
Boshga misol:
fix) = x —[x] funksiyani [0,1] kesmada garaymiz (4.31-rasm).
Bu vyerda *gl[Jo%inx) = 1, ammo funksiya 1 giymatga [0,1]

kesmada erishmaydi. Bu esa fix) funksiya [0,1] kesmada uzilishga
egaligi tufayli yuz beradi.

Funksuya giymatlari to'plamining aniq yuqori chegarasini / (ar)
funksiyaning [a, b] kesmadagi eng katta giymati, anig quyi chega-
rasini esa eng kichik qiymati deb ataymiz. U holda
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Veyyershtrassning ikkinchi teoremasini quyidagicha ifodalash
mumkin.

4.26-Teorema. Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo'lsa, u bu kesmada o°‘zining eng katta va eng kichik giymatiga
erishadi.

4.27-Teorema. /(x) funksiya (a,b) oraligda monoton

o‘suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz bo‘lsin. U holda (a,b) oraligga
mos keluvchi fimksiya giymatlarining (/(a + 0),/(b —0)) (yoki
(fib —0,/(a + 0)) oralig‘ida o‘suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz
x =/ -1(y) teskari funksiya mavjud.
» /(x) funksiya (a, b) intervalda monoton o'suvchi bo'lsin. U
holda Bolsano-Veyyershtassning ikkinchi teoremasiga ko'ra x
ozgaruvchi (ja,b) intervalda o'zgarganda fix) funksiyaning
giymatlari (/(a + 0),/(b —0)) intervalni to'ldiradi. U holda har
bir y06 (/(a +0),f(b - 0)) nugta uchun (a,b) intervaldan
/ O0) = Yo tenglikni ganoatlantiruvchi kamida bitta x0 nuqta
topiladi. f{x) funksiyaning gat’iy monotonligi tufayli bunday x0
nugta yagona bo'ladi, chunki xt > x0 bo'lsa f(xx) > y0 bo'ladi va
xx < x0 bo'lsa /(X]j) < y0 bo'ladi. Shunday qilib ixtiyoriy y0 E
(f(a + 0),f(b —0)) nugtaga (a,b) oraligdan yagona x0 nugtani
mos qo'yuvchi bir giymatli x =/ _1(y) teskari funksiyani hosil
qgildik. / -1(y) funksiya/(x) fimksiya singari o'suvchi bo'ladi.

Hagigatdan ham, yl<y2 va xx=f 1n), x2=/ _1(y2
bo'lsin. Agar / 1(yl >f 1(y2) bo'lganda edi, bu tengsizlik
x1> x2 tengsizlikni anglatar edi va f(x) funksiyaning o'suvchiligi
tufayli /(Xi) > /(x2) tengsizlikni yoki yt > y2 tengsizlikni hosil
gilgan bo'lar edik, bu esa dastlabki gilgan farazimizga ziddir, ana
shu zidlik x =/ -1(y) teskari funksiyaning o'suvchi ekanligini
ishotlaydi.

Endi x =/ _1(y) funksiyaning (/(a + 0),f(b —0)) intervalda
uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, funksiya biror y0 E
(f(a + 0),f(b —0)) nugtada uzluksiz bo'lmasin, u holda f  (y)
funksiya monoton bo'lganligi uchun 4.21- teoremaga ko'ra y0 nuqta
albatta birinchi tur uzilish nuqgtasi bo'ladi va bu nugtada / -1(y0—
0) </ _AyQ —/ -1(o+ 0) o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklaming
hech bo'Imaganda bittasi qat’iy tengsizlik bo'ladi, aks holda /~ 1(y)
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funksiya y0 nuqtada uzluksiz bo‘lar edi. Masalan, / -1(y0~ 0) <
/ _1(¥o) bo‘lsin. / -1(y) funksiya o‘suvchi bo'lganligi uchuny <
y0 nugtalarda / -1(y) </ -1(Yo~ 0) boiadi, y > y0 nugtalarda
esa /-1(y) >/ -1(o—0) bo‘ladi. Shuning uchun (/_1(y0—
0),/_1(y0)) intervalda / _1(y) funksiyaning giymatlari mavjud
emas, bunday bo‘lishi mumkin emas. Chunki (/-1(Yo—
0),/_1(y0)) £ (a,b) va f(x)funksiyaning aniglanishiga ko‘ra bu
intervalning ixtiyoriy x e (/-1(y0—0),/-1(y0)) nuqtasiga y =
fix) nuqta mos Kkelishi kerak, ya’ni f~1iy)  funksiyaning
giymatlari (/-1(y0—0),/_1(yo)) intervalda mavjud. Bu garama-
garshilik gilgan farazimizning noto‘g‘ri ekanligidan dalolat beradi,
ya’ni/ -1(y) funksiyayO0 nuqgtada uzluksiz. <

Asosiy elementar funksiyalaming uzluksizligi.

1. fix) = C—const. Funksiya orttirmasi barcha nugtalarda
nolga teng: Ay = fix + Ax) —fix) = C—C —0. Shuning uchun
A}i(%Ay= 0, ya’ni bu funksiya son o‘gining barcha nuqtalarida

uzluksiz.
2. fix) = x. Funksiya orttirmasini topamiz: Ay =
fix + AX) —f(x) —x + Ax—x —Ax. U holda lim Ay =

Iir_rloAx: 0, ya’ni funksiya son o‘gining barcha nugtalarida

uzluksiz bo'ladi.

3. fix) = xn,n € N. Bu funksiyani chekli sondagi gix) = X
funksiyani o‘zini o‘ziga n marta ko‘paytirish natijasi deb garasak
4.19-Teoremaga ko‘ra fix) funksiya son o‘gining barcha
nuqtalarida uzluksiz bo‘ladi.

4. fix) ==sinx funksiyaning son o‘gining barcha nuqtalarida
uzluksizligi 4.21-Misolda ko‘rsatilgan.

5. fix) —cosx funksiyani cos x = sin(x + n/2) tenglik orgali
ifodalaymiz. sin x funksiyaning uzluksizligi tufayli sin(x + n/2)
funksiya murakkab funksiya sifatida 4.20-Teoremaga ko‘ra son
0‘gining barcha nugtalarida uzluksiz bo‘ladi.

6. Xuddi shu singari 4.19-Teoremaga ko‘ra sinx va CO0SX
funksiyalaming nisbati sifatida fix) = tg x funksiya {X£R:x #
kn+ n/2, kK GZ} to'plamda, fix) = ctgx funksiya esa {x G
R:x ™ kn,k G Z}to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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7. f(x) —ax,a > 0,a £1 funksiyaning barcha x ER
nuqgtalarda uzluksiz ekanligini isbotlaymiz. x nugtaga intiluvchi
ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni garaymiz va {a**} ketma-ketlik ax
soniga intilishini ko'rsatamiz. 3.12-Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy e > 0
son uchun shunday N EN soni topilib, barcha n> N uchun
|aXh—ax| < £ tengsizlikning bajarilishini  ko'rsatish  kerak.
Shunday qilib, {xn} ketma-ketlikning xn hadlari uchun biror tartib
ragamidan boshlab ax\axn~x —1| < £ yoki 1—e/ax < axn~x <
1+ e/ax tengsizlik o‘rinli bo'lishi kerak. a ® 1 bo'lganda
logarifmik funksiyaning xossasini inobatga olsak

(4.38)

{xn} ketma-ketlikning x nugtaga yaqinlashuvchi bo'lganligi tufayli
biror N + 1 tartib ragamidan boshlab (4.38) qo'sh tengsizlik o'rinli
bo‘ladi. Hagigatdan ham, ketma-ketlik limitining 3.12-Ta’rifiga
ko‘ra ixtiyoriy musabat son, xususan £, = min{£l(e2} uchun
shunday N E N tartib ragami topiladiki, barcha n> N uchun
\xn —x\ < £ tengsizlik bajariladi. Yuqoridagilarga teskari tartibda
mulohaza qgilib, n > N uchun \aXh —ax\ < £ tengsizlik bajariladi.
Bu esa 3.12-ta’rifga ko'ra {aXn} ketma-ketlik ax soniga intilishini
va fix) = ax funksiyaning barcha x 6 R nuqtalarda uzluksiz
ekanligini anglatadi. Xususiy holda a = e bo'lsa, R son o'gida
uzluksiz ex funksiyaga ega bo'lamiz.

8. fix) = loga it funksiya giymatlar sohasi (0, +00) bo'lgan R
son o'gida gat’iy monoton va uzluksiz ax funksiyaning teskarisi
sifatida 4.27-teoremaga asosan (0,+00) intervalda uzluksiz bo'ladi.
Bu yerda ham a = e xususiy holda (0, +00) intervalda uzluksiz
bo'lgan natural logariftn Inx funksiya hosil bo'ladi.

9. fix) =xHfi ER umumiy darajali funksiyani (4.25) asosiy
logarifmik ayniyatga ko'ra xIL- expQilnx) ko'rinishda yozib
olamiz. U holda bu funksiya (0, +00) intervalda uzluksiz y —
g{x) = ylnx va R son o'gida uzluksiz fiy) = exp(y)
funksiyalardan tuzilgan f{g{x)) murakkab funksiya sifatida 4.20-
Teoremaga ko'ra (0, +00) intervalda uzluksiz bo'ladi.
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10. f(x) = arcsinx va g(x) = arccos x funksiyalar giymatlari
[1,1] kesmani to'ldiruvchi mos ravishda [-n/2,n/2] va [0,7r]
kesmalarda gat’iy monoton va uzluksiz sin x va cos x funksiyalarga
teskari funksiya sifatida 4.27-Teoremaga ko'ra [—1,1] kesmada
uzluksiz bo'ladi. Xuddi shu singari tgx va ctgx funksiyalar mos
ravishda (—n/2,n/2) va (0,7r) intervallarda gat’iy monoton va
uzluksiz, giymatlari esa R son oqini toldirganligi uchun ularga
teskari arctg x va arcctg x funksiyalar ham 4.27-Teoremaga ko‘ra,
R son o‘gida uzluksiz bo'ladi.

Shunday qilib, barcha asosiy elementar funksiyalar o'zlarining
aniglanish sohalarida uzluksiz ekan. Elementar funksiyalar sinfidan
olingan har ganday funksiyani asosiy elementar funksiyalar ustida
chekli sondagi algebraik amallami bajarish va ulaming superpo-
zitsiyalari orgali hosil gilish mumkin. Uzluksiz funksiyalar ustida
arifinetik amallar bajarish to'g'risidagi 4.19-Teoremaga va
murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi 4.20-Teoremaga ko'ra
bunday elementar funksiyalar o'zlarining aniglanish sohasida
uzluksiz bo'ladi.

4.7. Cheksiz kichik funksyalarni taggoslash

Cheksiz kichik funksyalarni taqqoslash. Cheksiz kichik
funksiyalami tagqgoslashdan asosiy magsad x ->a da ulaming nolga
intilish tezligini giyoslashdan iborat. x = a nuqtada cheksiz kichik
a(x) va PC¥ funksiyalar a nuqtaning o'zi kirmagan biror U(a)
atrofida noldan fargli va a nugtaning o'zida esa nol yoki
aniglanmagan bo'lishsin.

4.30-Ta'’nf. Agar noldan fargli chekli

lim =71 0 (4.39)
X-*a p(ar)
limit mavjud bo'lsa, a(x) va P(x) funksiyalar x = a nuqtada bir xil
tartibli cheksiz kichik deb ataladi va a(x) Sa 0(B(X)) ko'rinishda
yoziladi (O simvoli “0 katta” deb o'giladi).
4.16—Teoremaga ko'ra )!lgg\ 300 © mbo‘ladi va shuning uchun
B(x) oa 0(4a(x)) deb yozish mumkin. 0 simvoli tranzitivlik
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Xo0ssasiga ega, ya’ni agar /?(x) = O(4a(x)) va B(x) = 0(4v(x))
bo'lsa, u holda a(x) = 0(y(x)) bo'ladi. Hagigigattan ham 4.30-
Ta’rifga va ko'paytmaning limiti hagidagi 4.16-Teoremaga ko‘ra
M ym = I08ue = 1Mo W = ¢ ®0 (340)
4.31-Ta'rif. Agar a(x)/ 0(x) nisbatning limiti nol, ya’ni
lim2r=0, (4.41)

X-»a P(*)
bo'lsa, a(x) funksiya x = a nuqtada 0(x) funksiyaga nisbatan

yuqoriroq tartibli cheksiz kichik deb ataladi va u a(x) =qo(/?(x))

ko'rinishda yoziladi (o simvoli “o kichik deb o*qgiladi”).

Bu holda P(x) funksiya x = a nuqtada a(x) fimksiyaga nisbatan
pastroq tartibli cheksiz kichik deb aytiladi. (4.41) o'rinli boisa,
albatta

lim”~ =00 $4.42)
X->a a(x)
bo‘lishi ravshan.

(4.41) tenglikdan a(x)/P(x) = y(x) funksiyaning x = a
nugtada cheksiz kichik ekanligi kelib chigadi. Bundan esa a(x) =
y(x)p(x), ya’ni x o'zgaruvchi a nugtaga yagin bo'lganda |a(x)|
giymat |p(x)| giymatga nisbatan ko‘p kichik bo‘ladi. Boshgacha
qgilib aytganda a(x) funksiya (3(x) funksiyaga nisbatan tezrog nolga
intiladi.

4.28-Teorema. a nuqgtaning o‘zi kirmagan biror U(a) atrofida
noldan fargli, x = a nuqtada cheksiz kichik bo'lgan ixtiyoriy a(x)
va (3(x) funksiyalaming a(x) mp(x) ko‘paytmasi ko'paytuvchi-
laming har biridan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo'ladi.
» Hagigatdan ham, 4.31-Ta’rifga ko‘ra
lim = HmP(x) = 0, lim = lima(x) = 0

xJa “M *+x KX X-»a

tengliklar teoremadagi tasdigning to'griligidan dalolat beradi. *4

4.32-Ta’rif. Agar x = a nuqgtada cheksiz kichik bo‘lgan a(x)
va p(x3 funksiyalar nisbatining chekli ham cheksiz ham limiti
mavjud bo'lmasa, ular tagqoslanmaydigan cheksiz kichiklar deb
ataladi.
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4.29-Misol. a(x) —x va 0(x) = sin2x funksiyalar 4.30-
Ta’rifga ko‘ra x = 0 nugtada bir xil tartibli cheksiz kichik bo'ladi,
chunki  funksiyalar nisbatining limiti hagidagi 4.19, murakkab
funksiyaning limiti haqidagi 4.20-Teoremalarga va(4.19) birinchi
ajoyib limit formulasiga ko'ra

2x = t
. 000 . sin 2X . sint
li = lim---—--- = = 21im 2*0.
x-gb<*00 10 T X jf~*o t 0
t »0

4.30-Misol. a(x) = 1—cosx funksiya 4.30-Ta’rifga ko'ra x =
0 nugtada |3(x) = x funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz
kichik bo'ladi, chunki 4.19, 4.20-Teoremalarga va (4.19) formulaga
ko'ra

sin2(x/2) X[2 =t
I = fim e, =l X0

= lu,’% ¢ 11»rgsint =1m 0.
4.31-Misol. a(x) = Vx funksiya x = 0 nugtada (3(X) = X
funksiyaga nisbatan pastroq tartibli cheksiz kichik bo'ladi, chunki

i = W = g = o
432-Misol. a(x) = xsin(1/x) va (B(x) = x funksiyalar 4.32-
Ta’rifga ko'ra x = 0 nuqgtada taggoslanmaydigan cheksiz kichiklar
bo'ladi, chunki
lim = UmifSS'W = Hmsin(lA)
x-»0 P00 X= X X0
limit mavjud emas (4.2 da garalgan).
4.33-Misol. Darajasi n £ N,n > 1 bo'lgan xn darajali funksiya
x = 0 nugtada xn_1 funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz
kichik bo'ladi, ya’ni x]ljc_:>oo(xn_1), chunki )I([g&(xn/xn-l) =

Iig;gx = 0.
X

x -* a da cheksiz kichikning o'zgarishini anigroq tagqoslash
uchun ulardan birini 0'ziga xos etalon sifatida tanlanadi va u asosiy
cheksiz kichik deb nomlanadi. Albatta, asosiy cheksiz Kichikni
tanlash ixtiyoriy, ammo ulardan oddiyrog'i tanlanadi. Masalan, x
0 da x tanlanadi; x -* 1 da x —1; x -* 00 da esa 1/x va hokazo.
Murakkabiroq a(x) cheksiz kichikni baholash uchun asosiy /?(x)
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cheksiz kichikning turli xil ft> o darajali Pk(pc) funksiyalaridan
taggoslash shkalasi tuziladi.
4.33-Ta'rif. Agar a(x) vaPk(x) bir xil tartibli cheksiz kichik, ya’ni

Aarw =c*o0 <#e«)
bo'lsa, a(x) cheksiz kichikni fi(x) cheksiz kichikka nisbatan
tartibli kichik, fc sonini esa kichiklik tartibi deb ataladi.

Odatda “k tartibli kichik” o'miga oddiy qgilib “k tartib” iborasi
ishlatiladi.

Bu yerda quyidagilami ta’kidlab o‘tish joiz:

1. Bir cheksiz kichikning ikkinchisiga nisbatan fc tartibi
ixtiyoriy musbat son bo'lishi mumkin;

2. Agar a(x) funksiyaning /?(*) funksiyaga nisbatan tartibi
bo‘lsa, u holda p(x) funksiyaning a(x) funksiyaga nisbatan tartibi
1/fc bo“ladi;

3. a(x) cheksiz kichik funksiyani hatto barcha Pk(x) darajalar
bilan taggoslash mumkin bo'lganda ham, fc tartibni har doim ham
aniglab bo'Imaydi.

4.34-MisoL 4.33-Ta’rifga ko'ra, a(X) = 1 —cos* funksiya
X = 0 nuqtada /?(*) = x funksiyaga nisbatan fc = 2 tartibli cheksiz
kichik bo'ladi, chunki funksiyalar nisbatining limiti hagidagi
hagidagi 4.19, murakkab funksiyaning limiti hagidagi 4.20-
Teoremalarga va (4.19) birinchi ajoyib limit formulasiga ko'ra,

) x/2 —t
lim”~ = Hm . [Im2»™W2)
X-*0 9OK(*) X —*0 X2 X->0
1,. sinzt 1,. _ sint .. sint X,n,.n ~N
= =lim = lim =—- lim2"t= 211" = oo
2t»0 t2 2t*0 t t—=0 t 2 2

4.35-Misol. a(x) = alx,a G(0,1) va (3(x) = x funksiyalar
x -* 0 + 0 da cheksiz kichik bo'II;oggli. Ixtiyoriy fc > 0 uchun
lim 22 = o (4.44)

x-*o+0 xKk

ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatdan ham, 1/a > 1 bo'lganligi
uchun

‘ 1/x =t
i gl - = i = i 7=
Aok X >0 ;LOO Jmoattk = lim w717 = o
T+

181



Shunday qilib x -* +0 da cheksiz kichik al/* funksiyani
ixtiyoriy k > 0 uchun xk bilan taqqoslab bo'ladi, ammo x cheksiz
kichikka nisbatan kichiklik tartibini aniglab bo'lmaydi.

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Bir xil tartibli cheksiz
kichik funksiyalarning tadbigida ekvivalent cheksiz Kkichik
funksiyalar muhim o'rin tutadi.

4.34-Ta’rif. Agar x = a nugtada cheksiz kichik a(x) va /2(%)
funksiyalar uchun

limg” =1 (4.45)
x->a P(*>
tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular ekvivalent cheksiz kichiklar deb ataladi
vau a(x)X_~>aB(x) ko‘rinishda yoziladi.

Cheksiz kichiklaming ekvivalentlik xossasi cheksiz kichiklarga
nisbatan simmetrik, chunki (4.45) tenglikdan )|(II’>T; P(x)/a(x) = 1,

ya’ni y?(x)x_;aa(x) kelib chigadi.  Ekvivalentlik, tranzitivlik
Xossasiga ega, ya’ni: agar a(x)x_:Q(i{x) va (3(x)X;Qy(nr) bo'lsa
a(x)x_:>ay(x) bo'ladi. Bu xossa (4.45) va (4.40) tengliklardan kelib
chigadi.

afa(xj\ cheksiz kichik a(x) cheksiz kichikka nisbatan

yugoriroq tartibli cheksiz kichik degan ma’noni anglatadi.
Limitlami hisoblash jarayonida cheksiz kichiklami tagqoslash-

ga to'g'ri keladi. Bunday holda “ ”~ ko'rinishdagi anigmaslik” deb
aytiladi. Bunday turdagi anigmaslikdan fargli yana —

00, 00°, | M ko'rinishdagi anigmasliklar ham uchrab turadi. Limitlami
bunday hollarda hisoblash anigmaslikni ochish deb nomlanadi.
Anigmasliklami ochishda ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar
haqgidai teoremalardan foydalaniladi.

4.29-Teorema. Agar cheksiz kichik funksiyalarni ulaming
ekvivalentlari bilan almashtirilsa, u holda cheksiz kichiklar
nisbatining limiti o'zgarmaydi.
» a(x),0(x),y(x), t(x) funksiyalar x -» a da cheksiz kichik
funksiyalar, hamda a(x)x_~*ap(x), y(x)x~aT(x) bo'lsin. U holda

*

lim va lim
*-*oyW X->a t(x)
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limitlami tagoslaymiz.

1) Nisbatning limiti chekli
li =A<o00
X-*ay{x)

U holda:

a ~X) fi/v>

x-’r‘rz]in - )‘(JILna I&&J (/xb )I<'|r:n x ar@)

= 1 i'i?i%&'@f >I(I->ax(>g
2) Nisbatning limiti cheksiz

m
x->aY(x)

U holda:

ekanligidan foydalanamiz:
YW, n YR
0= lim = lim = lim elim =
x-aa(x) Xx- >a|’\P(>K) *->3 x-aPW

= Amlim = lim a'ni lim-~-=20
1 x—+aP(¥ 1-taPW y x->a P

Bundan esa:
lim = }/oki
x~>a P(X)
3) Nisbatning limiti mavjud emas.
lim ~
L . o x~>a YW
limitning mavjud emasligidan
I|m-

limitning mavjud bo'Imasligi keI|b chigishi tabiiy.
4.30-Teorema. Ikkita cheksiz kichik funksiyalar ekvivalent
bo‘lishligi uchun ulaming ayirmasi bu cheksiz kichiklaming har
biriga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik boMishligi zarur va
yetarli.
> Zaruriigi. a{x),fl(x) funksiyalar x = a nuqtada cheksi:
kichik funksiyalar, hamda a(x)x;afi(x) boisin. U holda

“M _ «*) *



bo‘ladi. Shuning uchun

x-*a  POO g*a L/2« PWI ~ x->alpm J
yim fibeeh L = ©
Hra2 «rld =Ll 1[2e.lU0 ] =
x->a  a(xr) x->a La(x) a(x)J

= >I<”>T21[I ) /;(Q)J =1 x»a[a(xJ =0
Bu tengliklar a[a(x) —/?(*)] va /?[a(x) —/?(*)] degan ma’nolami
anglatadi.

Yetarlillgi. a(ac),/?(x) funksiyalar x —a nuqtada cheksiz
kichik funksiyalar, hamda a[a(x) —/?(x)] va fi[a(x) —fi(x)]
bo‘Isin. So‘ngi ikki munosabat

lirar ~ Wl =Umrinb L =0
x->a POO X-w. (%)
ma'noni anglatadi. U holda:

O=WNWrar"”*"=1-Hrani,
x->a  a(x) x> a «(*)

a

bundan esa,
lim =1,

x->a «M
ya'ni a(x)xla/S(x) <
431-Teorema. x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan a(x) va
[?(*) funksiyalar ekvivalent bo‘lishsin: a(x)X_:af3(x), x(t) funksiya
esa Tnugtaning o‘zi kirmagan biror U(r) atrofida a sonidan fargli
va t -~ Tda a soniga intilsin. U holda t -= « da a(x(t)) va j3(x(t))
murakkab  funksiyalar t-*T da ekvivalent bo‘lishadi:

X-W.
» F(t) = a(x(t))//3(x(t)) murakkab funksiya uchun (4.17)
formulani va teoremaning a(x) ~ fi(x) shartini qoilasak,
—_ N\ - H
{rpre = ILF"P(*'k(t)) CON
limitni topamiz, ya’ni (4.28) formulagako‘ra a(x) ~ /?(x). <
X~*CL
Endi ba’zi elememtar funksiyalaming ekvivalentlik muno-
sabatini o'rnatamiz.
1. (4.19) birinchi ajoyib limitga ko‘ra
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sinx ~ x. (4.46)

X~»0

2. I|m = imEd s im0 m A =1 P
X=>0 X X-*0XCOSX x-»0 X *-»0cosx
limitdantgx ~ x. (4.47)

3. x(t) = arcsint funksiya t = 0 nugtada uzluksiz (4.6.ga
garang) va shuning uchun limarcsint = arcsin0 = 0. U holda

4.32-Teoremaga va (4.46) formuladan t —sin(arcsint) ~ arcsint

yoki dastlabki x o°‘zgaruvchiga gaytsak

arcsinx ~ Xx. (4.48)
X-*0

4. x(t) = arctgt funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksizligi
tufayli limarctgt = arctg 0 = 0. 4.32-Teoremaga va (4.48) formu-

laga t = tg(arctgt) ~ arctgt yoki dastlabki x o0°‘zgaruvchiga

gaytsak
tgx X (4.49)

5. Ikkinchi ajoylb I|m|tdag| (4.24) formula Hm(l + x)r'x = e

tenglikni aniglagan edi. Iny funksiyaning y = e nuqtada uzluksiz-
ligini inobatga olsak (4.33) formulaga ko‘ra
Iinaln(1+x)-—Hn3In(I + X)X = InIing(I +X)Uk=1Ine=1
X=* X X-> X=*
tenglikka ega bo‘lamiz. 4.34-Ta’rifga ko‘ra esa
In(l + x) o0 (4.50)
Ma’lumki, loga(l + x) = (In(l + x))/Ina. Bu tenglikni (4.50)
formulaga qo'llab
Ksn(1l+ "~ xo|* (4.51)
6. x(t) = af —1 funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksizligi
tufayli lLrg(af- 1) = 0. (4.51) formulaga ko‘ra loga(l + a* -

1% ~ yoki t ~ Dastlabki x o‘garuvchiga gaytsak
t*0 Ina ; t-*0 Ina
(ax—I)/Ina o (4.52)
Xususiy holda, a —e bo‘lsa
ex —1X~ X (4-53)

->0
7. Hosil gilingan (4.53) formulani inobatga olsak
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X = ec—1,

0 t=In(l+x) =limt—r —
Xx-*0dat-*0
= SII%-—-ItIH)]e/X__ Selel=s.
Demak, (1 + x)s —1 ~ sx yoki ixtiyoriy s * 0 uchun
~ X (4.54)

-*0
ekvivalentlik munosabatl ormll bo‘ladi. Xususiy holda s = 1/2
bo'lsa, VI + x —1 X2 bo'ladi.

Hosil gilingan (4.46)-(4.54) munosabatlardan
ekvivalentlikning tranzitivlik xossasiga ko‘ra,
X ~ sinx ~ tgx ~ arcsinx ~ arctgx ~ In(I +X) ~
X->0 X-»0 X-»0 X-»0 -»0 X-»0
~ Ina dog,, I +x) ~ (a* —1) olna ~ ex—
X-*0 X-*0 X-»0
1- Slf_>£2§:_' (4.55)

-*0
munosabatlar zanjirini h03|l qllamlz
4.32-Teorema. a(x)x~ﬂ(|(x) va /(x) funksiya a nuqtaning

0°‘zi kirmagan biror atrofida aniglangan boMsin. Agar x = a nugtada
cr(x)/(x) kopaytmaning (yoki /(x)/a(x) nisbatning) limiti mavjud
bo'lsa, u holda a(x) cheksiz kichikni /?(x) bilan almashtirilganda
limitning giymati o‘zgarmaydi.

> I|m aix)fix) = A va I|m A{yg = B bo‘lsin. U holda (4.45) va
4. 19 Teoremaga ko‘ra,

BPPOGO = Im y = i 0200 = A
lltam =" w =uT Ha.llTtw =1.8B =8,

x-*aP(x) /3(X)a(x) x-*aP(x) x-*a.cc(x)

Bu teoremaga ko‘ra (4.55) munosabatlar zanjiridan foydalanish
qulay. Bunda limitda gatnashgan cheksiz kichik unga ekvivalent
bo'lgan cheksiz kichik bilan almashtiriladi.

4.36-Misol. (4.55) munosabatlar zanjiriga ko'ra hisoblaymiz:

1!, Incosx i C&sx-I _ . 23|n2(x/2) . ot (*/2)2 _ 1
lim —2— = uni— ;}— = lim -———--" /I r—=— .
Xx->0 ex -1 X-»0 XZ X —*0 X2 *Q X2 2
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Nazorat savollari

1. Sonli funksiya deb nimaga aytiladi?

2. Funksiya ganday usullar bilan beriladi?

3. Qanday funksiyalarga davriy funksiya deyiladi?
4. Qanaday funksiyalar monoton deyiladi?

5. Funksiyaning limiti deb nimaga aytiladi?

6. Funksiyaning nuqgtadagi chap va o'ng limiti nima?

7. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar o'rtasida ganday bogMiglik
mavjud?

8. Limitga ega bo'lgan funksiyalar qanday xossalarga ega?
9. Qachon funksiya nugtada uzluksiz deyiladi?
10. Cheksiz kichik funksiyalar gachon bir xil tartibli deyiladi?

Mashglar

Quyidagi funksiyalaming aniglanish sohasini toping:

l.y = x3+5x2-x +09.

3.y = nleac2 + 7x —5.
Limitlami hisoblang:

*3+1
5. im .
*-¢1 %742

7. Hm fi t 5°2- 7**6

*_*%00  *7+7*+8

9. lim
®3*2-a*+5
3

11. lim —--- .
X~*1 x2—49

13, [im 21020

15. lim
X-*m \ix2+ 13

17. limx*.
X~*Co

19.

limY— —
x-tn/2 Vctg* 2cos*J'

2.y = V2 - 5x - 3x2.
4.y = logs(6sinA: —3).

X*+x2-3x+7

6. x“trcn) yﬂ&&s*z [ 5ed
8. lim
X “3 X2-Sx+6"
L VFoy2-*
10. lim

*>1  x-I

. A+ x2-1
12. lim " ¥
x-tO X
3arcsin*

16 1% fe)-

18. Xl_lmz (N -2XxY osx.

20. X!!‘rlr’rljz SZ xtgx Tcos*
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V-BOB. BIR 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILASI
VA DIFFERENSIALI

5.1. Hosila

Harakatlanayotgan nuqtaning tezligi haqgidagi masala.
To‘gri chizigli harakatlanayotgan moddiy nugtaning v tezligini
toppish masalasini garaymiz. Nugtaning holatini uning biror
boshlang‘ich 0 nugtadan hisoblanadigan masofa aniglaydi; ana shu
masofa bosib o‘tilgan yo‘l deb ataladi. Bosib o‘tilgan s yo‘1t vaqtga
bog‘lig, ya’ni s yo‘l t vaqtning funksiyasi bo*ladi:

s —f (1) (5.1)

Nugta vagtning t momentida M
holatda bo‘lib, boshlang‘ich 0 nug-
tadan s masofada bo‘Isin. t o'zgaruv-
chiga At orttirma beramiz va vaqtning 5.1-rasmv
t + At momentini qaraymiz,
bunda nugta Mx holatda va boshlang‘ich holatdan s + As masofada
bo‘ladi (5.1- rasm). Shunday qilib, At vaqgt oralig‘ida s
masofa As migdorga o‘zgaradi: s + As = fit + At). Bunday holda
At vaqt mobaynida s miqdor As orttirma oldi deyiladi. Bu orttirma
aniglanishiga ko‘ra,

As = fit + At) - fit) (5.2)

tenglikni ganoatlantiradi. Endi ﬂ—ynisbatni garaymiz. Bu nisbat At

vagt mobaynidagi o‘rtacha tezlilaii beradi:
v0/n = As/At (5.3)

Har doim ham o‘rtacha tezlik nugtaning t momentdagi
tezligini beravermaydi. Masalan, At oraligning boshida nugta juda
tez harakatlansa, oxirida esa juda sekin harakat gilsa, u holda
vagtning t momenridagi hagiqgiy tezlikdan o‘rtacha tezlik ancha
farg qgilishi ravshan. Ana shu haqiqiy tezlikni o‘rtacha tezlik orqali
ifodalash uchun At vaqt oraligini imkon darajasida kichik olish
kerak.

Nugtaning t momentdagi v tezligi deb, At vaqt oralig'idagi
vo'rt o'rtacha tezlikning At vaqt oralig 7 0 ga intilgandagi limitiga
aytiladi:
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= M@o As/At (5.4)
(5.4) tenglikni (5.2) tenglikdan foydalanib yozamiz:
?=lim—-- 1 (5.5)

Hosil gilingan formula notekis harakat tezligi formulasi bo‘ladi.
(5.5) formuladan ko‘rinib turibdiki, v tezlik vaqgtning At
orttirmasiga bog‘lig bo‘Imasdan, balki t o'zgaruvchining giymatiga
vafit) funksiyaning ko‘rinishiga bog'liq bo‘lar ekan.

Egri chizigga urinma o‘tkazish masalasi. Tekislikda (L) egri
chiziqg va uning ixtiyoriy M nuqtasi berilgan bo‘Isin (5.2-rasm). Ana
shu M .nugtada urinma o'tkazish masalasini, to‘g‘rirog‘i ana shu
urinmaning burchak koeffisiyentini topish masalasini garaymiz.
Dastlab urinmaning umumiy ta’rfini keltiramiz. (L) egri chiziqgda M
nugtadan fargli yana Mx nugtani olamiz va MMt Kkesuvchini
o'tkazamiz.

(L) egri chizigga M nugtada o tkazilgan urinma deb, M1 nugta
(L) egri chizig bo'ylab M nugtaga intilganda MM1 kesuvchining
MT limitik holatiga aytiladi.

Endi f(x) funksiya va Dekart koordinatalar sistemasida unga
mos y = f{x) egri chizigni garaymiz (5.3-rasm). Argumentning
biror x giymatida funksiyay = f(x) giymatni gabul giladi. Ana shu
X,y giymatlarga egri chizigning Mix,y) nugtasi mos keladi. x
argumentga Ax orttirma beramiz va argumentning yangi x + Ax
giymatiga funksiyaning y + Ay = f(x + AX) giymati mos keladi.
Natijada egri chizigda Mx(x + Ax,y + Ay) nuqta hosil bo‘ladi.
MMx kesuvchini o‘tkazamiz va kesuvchi bilan Ox o‘gning musbat
yo'nalishi orasidagi burchakni a orqgali belgilaymiz. 5.3-rasmdagi
MXMN uchburchakda \MtN\ = Ay, \MN\ = Ax tomonlar uchun

Ay/Ax = tga (5.6)
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tenglik o'rinli  bo‘ladi, ya’ni MMM kesuvchining burchak

koeffisiyenti kt _ tenglik bilan aniglanadi.

Agar Ax orttirma nolga intilsa, u holda Mt nuqta egri chiziq
bodylab M nugtaga intiladi. Urinmaning ta’rifiga ko'ra MrM
kesuvchining limitik holati qgidiralyotgan urinma to‘g‘ri chiziq
bo'ladi. Bu harakat jarayonida a burchak ham o'zgaradi va u biror
(p burchakka intilsa, bu burchak urinmaning Ox o'gning musbat
yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagi bo'ladi. Shuning uchun
urinmaning burchak koeffitsiyenti

. . Ay
K = ta(p = AIt@otg a _A!>I(m05( (5.7)
tenglik bilan aniglanadi.

Hosilaning ta’rifi. Agar yugorida garalgan masalalarni tahlil
giladigan bo‘lsak, o‘zgaruvchilami talgin qilishni e’tiborga
olinmasa, ularda muhim umumiylik mavjud. U ham bo‘Isa funksiya
orttinnasining  argument  orttirmasiga nisbatining argument
orttirmasi nolga intilgandagi limitidan iborat. Shunday qilib, biz
differensial hisobning asosiy tushunchasi-hosila tushunchasiga
kelchk.

Biror (a, b) oraligda aniglangan

Y = fix) (5.8)
funksiya berilgan bo‘lsin. Bunda x argumentning bu oraligdan olin-
gan bar bir giymatiga y = f{x) funksiyaning aniq bir giymati mos
keladi.

x argument biror Ax orttirma olsin. Bu orttirma musbatmi yoki
manfiymi farqi yo‘q, muhimi x + Ax giymat garalayotgan (a,b)
oraligda qolishi kerak. U holda y funksiya biror Ay orttirma oladi.
Shunday gilib argumentning yangi x + Ax giymatiga funksiyaning
yangi Y + Ay = f(x + Ax) giymati mos keladi. Shu sababli
funksiya orttirmasi uchun

Ay = fix + Ax) - fix) (5.9)
tenglik o'rinli bo'ladi. Funksiya Ay orttiramasining mos Ax * 0
orttinnaga nisbatini tuzamiz:

AX AX
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Qo'zg'almas x giymatda bu nisbat [x orttirmaning funksiya-
sidan iborat bo‘ladi:

5.1-Ta’rif. Agar Ox orttirma nolga intilganda ~ nisbatning
limitti mavjud bo‘lsa, bu limit y = fix") funksiyaning x nuqtadagi
hosilasi deb ataladi va u f(x) yoki y'(x) yoki yx yoki = orgali
belgilanadi. Hosilaning aniq bir a nuqtadagi giymati /'(a), y'(a),
YX\x-a> ~r - ifodalardan biri orgali belgilanadi.

Shunday qilib, ta’rifga ko'ra,

_ -fIX) :_AﬁchOE = Aim I _ _(5.10?,

(5.10) limit chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin. Shu sababli chekli
yoki cheksiz hosila hagida gapirish mumkin. Hozircha limit chekli
bo'lgan holni garaymiz.

Hosilani hisoblashga misollar.

5.1-Misol. 'y =c (c = const.) o'zgarmas funksiyaning
hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x nuqtada va ixtiyoriy [x orttirmada
fix) =c, f{x + Ax) = ¢ bo'lganligi uchun Ay = 0 bo'ladi va
hosilaning ta’rifiga ko'ra,

ic)r=lim = lim--=0.
Ax->0 Ax->0 Ax

5.2-Misol. y = x2 funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x

nuqgtada va ixtiyoriy Ax orttirmada
Ay = (X + AX)2—x2 —2x-Ax + (Ox)2
Shuning uchun:

(**)_ - A)I([DOLX U:b***«*f) - A])%I:I;%(z* + 'DI*) = 2%
5.3-Misol. y —ex funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x
nugtada va ixtiyoriy [x orttirmada
Ay = ex+Ax - ex = exieAx- 1).
Bundan esa (4.57) formulaga ko'ra

. Ay _ I. ex(ex-1) _ | enx-1 _ r°l'_ %
A;(%E— Aimy — yrva ex Im-5—-=exs1l=ex
Shunday qilib,
iex)" = ex (5.11)

tenglik ixtiyoriy x uchun orinli.
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5.4-Misol. Hosilaaing ta’rifidan foydalanib

or {xzsin;, X 0,
10, x=0

funksiyaning x = 0 nuqtadagi /'(0) hosilasini topamiz:

r(0) = Hm Nex522z£Ne = =
[x-»0 &X X-*0 Ax
= JI(L%D,XS|nK(= 0
Bu yerda 4.13-Misoldan foydalanildi.
Endi yuqgorida garalgan harakatlanayotgan moddiy nuqtaning
tezligi hagidagi masalaga gaytamiz.

(5.5) formulaga ko'ra s = fit) qonuniyat bilan harakat
nayotgan moddiy nugtaning vaqtning t momentidagi v tezligi
r=1lim
At-»0 At

tenglik bilan aniglanar edi. O'ng tomondagi limitfit) funksiyaning
t nuqtadagi hosilasini beradi. Shuning uchun vaqgtning t momen-
tigacha bosib o‘tilgan yo‘ldan olingan hosila vagtning t mo-
mentidagi tezlikka teng bo‘ladi:

v =f(t). (5.12)

Egri chizigga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasi.
Egri chiziqy = fix) tenglama bilan berilgan bo'lsin. Egri chiziqda
Mia,fia)) nugta olamiz va fia) hosila mavjud deb faraz qgilib, bu
nuqtada egri chizigga o'tkazilgan urinma tenglamasini keltirib
chigaramiz. Egri chizigga M (x,/(x)) nuqtada o'tkazilgan urinma-
ning k burchak koeffisiyenti (5.7) formulaga ko'ra,

k = Hm/(»to)-/W
Ax*o [Iix
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda, o'ng tomiondagi limit fix)
hosilani beradi. Shuning uchun egri chizigga Af(x,/(x)) nuqgtada
o'tkazilgan urinmaning burchak koeffisiyenti uchun
k="f(x) (5.13)
teng'lik o'rinli bo'ladi.

Berilgan nugtadan o'tuvchi va berilgan burchak koffisiyentli
to'g'ri chiziq tenglamasining formulasiga ko'ra Mia,fia))
nugtadan o'tuvchi va k burchak koeffisientli to'g'ri chizig
tenglamasi

192



y - f(a) = K(x - a)
ko‘rinishda bo'ladi. Urinma chiziq uchun k —/'(a) bo‘ladi.
Shuning uchun y = fix) funksiya grafigiga M (a,/(a)) nuqtada
o ‘tkazilgan urinmato‘g‘ri chiziq tenglamasi
Y~ fip) =f'(a)(x - a) (5.14)
bo'ladi. M nugtadan o'tuvchi egri chiziq
urinmasiga perpendikulyar to'g'ri chiziq
y = f(x) funksiya grafigining M nug-
tadagi normali deb ataladi. To'g'ri chi-
ziglaming  perpendikulyarlik  shartiga
ko‘ra normalning burchak koeffitsienti
kn = —1/ku tenglikni ganoatlantiradi, bu
yerda ku- urinmaning burchak koeffi-
tsiyenti. Agar/'(a) @ 0bo'lsa y = fix)
funksiya grafigining AT nugtadagi normali tenglamasi
y-/(a) =-(x-a)ll'(a) (5.15)
bo'ladi. f*(a) = 0 holda normal vertikal bo'ladi (urinmaning o0'zi
Ox 0'qqa parallel bo'ladi), shuning uchun uning tenglamasi x = a
bo'ladi.
5.5-Misol. fix") = x2 funksiya garfigiga (1,1) nuqtada o'tka-
zilgan urinma va normal tenglamasini tuzing (5.4-rasm).
> Funksiya va uning hosilasining x = 1 nuqtadagi giymatin
hisoblaymiz: (1) = 1, fix) =2x, f(1)=2. U holda (5.14)
tenglamaga ko'ra urinma
y —1=2{x —1) yokiy = 2x —1
tenglamaga ega bo'ladi. Normal tenglamasini (5.15) formulaga
ko'ra tuzamiz:

y—1= 2L yoki y =--x + R

5.2-Ta'rif. Agar y = fix) funksiya va uning hosilasi (a,b)
oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda bu funksiya (a, b) oraligda sillig
deyiladi, y = fix) tenglama bilan beriladigan egri chiziq esa (a, b)
oraligda silliq chiziq deyiladi.

O'ng va chap hosilalar. f(x) funksiyaning x nuqtadagi o'ng
va chap hosilalari tushunchasini kiritamiz.

5.3-Ta’rif. Agar ushbu



fix +0)= “m07A:(\_ AX|g|+OAx
Ax>0
limit: mavjud bo‘lsa, bu limit y = fix) funksiyanig x nuqtadagi
0°‘ng hosilasi deb ataladi, agar
fix o) = AX»OE_ Ax W0 Ax
Ax<0
limit mavjud bo‘lsa, biz uni x nuqgtadagi chap hosila deb ataymiz.

Chap yoki o‘ng hosilalar mavjud bo‘lgan nugtalarda funksiya
grafigi bir tomoniama urinmalarga ega bo‘ladi (5.5 va 5.6-rasmlar).
Bir tomoniama limit tushunchasidan foydalanib hosila
mavjudlighining zarur va vyetarli shartini keltiramiz: x nuqtada
fix ) hosilaning mavjud bo‘lishligi uchun, x nugtada y = fix)
funksiyaning o‘ng va chap hosilalari mavjud va ular teng bo‘lishligi
zarur va yetarli:
fix +0)+fix-0)=fix).

Shunday funksiyalar ham borki, ular
tiror oraligda uzluksiz, ammo unung biror
chki x = a nuqtasida Ay/Ax orttirmalar
lisbatining bir tomoniama limitlari teng
to'lmaydi. Ana shu teng bo‘lmagan bir
omonlama limitlar bir tomoniama hosila-
ar ekanligi ravshan. Funksiya grafigining
mos nuqtasida bir tomoniama urinmalari mavjud bo'ladi va
umuman olganda ular o‘zaro burchak tashkil giladi (5.7-rasm). Bu
holda Mia,fia)) nuqta funksiya grafigining sinish nuqtasi deb
ataladi.

5.6-Misol. fix) = |x| funksiyani garaymiz. x = 0 nuqgtada
funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:
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/(0+As)-/(0) |1 1, agar Ax > Q
I AXx I ! agar Ax < Q
Shuning uchun f(x) = |x| funksiya
x = Onuqgtada
I'(O + O é{i@— =1
o0

0°‘ng hosilaga va

"(0- 0) = lim"
h( ) éi?é) Ix
chap hosilaga ega bo‘ladi, ammo ular teng emas va demak f (x) =

|x|] funksiya x —O0 nugtada hosilaga ega emas. Geometrik jihatdan
buy = |x| funksiyaning grafxgi 0(0,0) nuqtada sinishini anglatadi
(5.8-rasm).

y 1)

a a X
5.9-rasm 5.10-rasm

Ay/Ax avirmalar nisbatining bittasi yoki ikkalasi ham a nuqtada
cheksiz bo‘lishi mumkin. Bu holda y = f(x) funksiyaning bir
tomonlama chap yoki o‘ng (yoki chap ham o‘ng ham) cheksiz
hosilasi hagida gapirish mumkin. Uzluksiz funksiyaning bir
tomonlama cheksiz hosilalasi aniqg bir ishorali (yoki +00 yoki —e0)
bo'ladi. Agar biror a nugtada chap va 0‘ng bir tomonlama hosilalar-
ning ishoralari bir xil bo‘lsa, u holda berilgan funksiya ana shu nug-
tada aniq bir ishorali cheksiz hosilaga ega boMadi (musbat 5.9-rasm,
manfiy 5.10-rasm). Bu holda funksiya garfigiga mos nuqtada o ‘tka-
zilgan urinma vertikal bo'ladi. Agar bir tomonlama cheksiz
hosilalaming ishoralari turlicha bo‘lsa, funksiya grafigining mos
nuqtasi o‘tkirlashgan nuqgta (gaytish nugtasu) bo‘ladi (5.11, 5.12-
rasmlar)
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fia)

a X
5.12-rasm
5.7-Misol. fix) = \fx funksiyani garaymiz. x = 0 nugtada
funksiya  orttirmasining ~ argument  orttirmasiga  nisbatini
hisoblaymiz:
ay _ /(0+Ax)-/(0) Max i
AX Ax Ax
Shuning uchun
f'ioO + 0)= A)i({go’ﬁx= E'io - 03 = LL%%%( = +00,
Ax>0 <0
ya’ni funksiya x = 0 nugtada bir xil y
ishorali  bir tomoniama cheksiz
hosilalarga ega ekan va shuning 3
uchun f'i0) —+o00 boiadi. fix) = 0
Vx funksiyaning grafigi 0(0,0)
nugtada x —O vertikal urinmaga ega
bo‘ladi (5.13-rasm). < 5.13-rasm
5.8-Misol. f (x) ~ n/x funksiya x > 0 nuqtalarda aniglangan
(5.14-rasm). x = 0 nuqtadagi orttirmalar nisbati Ay/Ax = (Ax)-1/2
boMadi va Ax > 0 bo'lgandagina garash mumkinligidan, fagat
f'iO + 0) = +00 0°‘ng cheksiz hosila mavjud bo'ladi.
5.9-Misol. fix) = x2/3 funksiyaning
x = 0 nuqtadagi orttirmalar nisbati
Ay  [(0+AX)-/(0) _ (A23_ 1
AX AX Ax ~ Yax
tenglik bilan aniglanadi. Bundan esa,

£
=

X

5.14-rasm

Mo + 0) im ——li + 00,
é&fgﬂx AP x4

/'(0 —0) = é{i(m = éﬁl{g 7—"777 = —00
e g wlk
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Shunday qilib, bu funksiya
x —0 nugtada turli ishorali bir
tomonlama cheksiz hosilalarga
ega va 0(0,0) nugta esa
funksiya grafigining o'tkirlash-
gan nugtasi bo'ladi  (5.15-
rasm).-"

Funksiyaning differensiallanuvchanligi.
5.4-Ta'rif. Agary = f(x) funksiya biror a nugtada
['(<m) = Un”~ = Hm/(»te)-/(«)
Ax-*0 e pg*-»o AX

hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiya bu nuqgtada differen-
siallanuvchi deyiladi.Shuning uchun funksiyaning hosilasini topish
uni differensiallash deb ham yuritiladi.

5.5-Ta'rif. Agar (a, b) oraligning yoki [a, b] kesmaning barcha
nuqgtalarida f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
funksiya (a, b) oraligda yoki mos ravishda [a, b] kesmada differen-
siallanuvchi deyiladi.

5.1-Teorema. Agar y = f(x) funksiya biror a nugtada
differensiallanuvhci bo‘lsa, u holda u bu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
» y —f{pc) funksiya a nugtada differensiallanuvhci, ya’ni

lim* =/'00

Ax->0 [
hosila mavjud bo‘lsin. U holda 4.12-Teoremaga ko ‘ra

~ =f\a) + a(ax),
bu yerda I;i&'-]»o a(Ax) = 0. Bundan esa
by = /'(<*) md* + a(Ax) *Ax
tenglikni  yozish mumkin. Hosil gilingan tenglikning ikkala
tomonida limitga o ‘tamiz:
Aig\)oAy = ,I!bi(%lf(a) *Ax + a(Ax) «Ox] = 0,
yam _ _
Jim Ay = lim [f(a + Ax) —f(a)] = 0,
yoki
Ai@oi/(« + Ax) = /(a).
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Bu munosabat fix) funksiyaning a nuqtada uzluksiz ekanligi-
dan dalolat beradi. *4

Endi difFerensiallanuvchi funksiyalarning muhim bir xossasini
keltiramiz.

5.2-Teorema. y —fix) funksiya a nuqtada differensialla-
nuvchi bo‘lishligi uchun, argumentning [x orttirmasiga mos
funksiyaning Ay = /(a + Ox) —/(a) orttirmasini

Ay = A mlx + a(fx) *Ox (5.16)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lishi zarur va yetarli. Bu yerda A
biror o'zgarmas son bo'lib [Ax orttirmaga bog'liq emas va
lim a(Ax) = 0.
Anr-*0

> Zarurligi. y =/(x) funksiya a nuqgtada differensial

lanuvchi bo'lsin. Bu nuqgtada Ay orttirmani (5.16) ko'rinishda
ifodalash mumkinligini isbotlaymiz. Shartga ko'ra,

hosila mavjud. U holda 4.12-Teoremaga ko'ra, = fia) + a(4x),
bu yerda ﬂ(p»o a(x) = 0. Bundan esa,

Ay = fia) «Ox+ a(Ax) mx

A

tenglikni hosil gilamiz. Ay orttirmani (5.16) ko'rinishda ifodalash

mumkinligi isbotlandi, hamda A = /'(a) ekanligini anigladik.
Yetarliligi. Ay orttirma (5.16) ko'rinishda ifodalangan bo'lsin.

U holda (5.16) tenglikdan

Bx — A+ aiflx)

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda tenglikning ikkala tomonida
limitga o'tamiz. O'ng tomonda meoa(ﬂ,x) = 0 ekanligini va A
o'zgarmas sonligini inobatga olsak chap tomonning ham limiti
mavjudligi kelib chigadi. Chap tomonning limiti esa hosilani beradi,
ya’ni fix) funksiya a nuqgtada differensiallanuvchi ekan. N

5.10-Misol. y = x3funksiyani garaymiz.

» Ixtiyoriy x va ixtiyoriy [x orttirmada

Ay = (x + Ax)3—x3 = 3x2[0x + (3x max + [x2) mlx
"T a
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tenglik o'rinli bo‘ladi. Shuning uchun ta’rifga ko'ra y = x3
funksiya ixtiyoriy x nugtada differensiallanuvchi bo'ladi.M

5.2-Teoremaga ko‘ra funksiyaning nuqtada differensialla-
nuvchi bo'lishi bilan uni bu nuqgtada (5.16) ko'rinishda tasvirlash
teng kuchli ekan. Shuning uchun bu formulani ta’rif sifatida ham
gabul gilish mumkin.

5.6-Tarif y = /00 funksiyaning a nuqtadagi Ay orttirmasini
(5.16) ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, bu funksiya a nugtada
differensiallanuvchi deyiladi.

5.2. Ba’zi bir elementar funksiyalarning hosilasi

y —Xa (a-ixtiyoriy haqiqiy son) darajali funksiya. Bu
funksiya barcha x > 0 uchun aniglangan. Shuning uchun

Oy = (x + Ax)a—xa =xaj"l 4+ —I].
U holda
A xN AT -\
 Ax Ax
(4.60) munosabatlar zanjiridan
Ax\a 1 _ Ax
Ax-tO" x

ekvivalentlik munosbatini hosil gilamiz. U holda 4.33-Teoremaga
ko'ra
Z'I+AX.a_i Ix

lim —= xallm -— xalim — = axa-1.
Ll,x Ax Ax->0 Ax
Shunday q|I|b

(xa)' = axa~\ (5.17)
y = a* (a > 0,—00 < x < +00) ko'rsatkichli funksiya. Orttirma-
lar nisbati

Ay aX+&X_aX dn-1

AX AX
Ko'rinishda bo'ladi. Bu yerda ham (4.60) hisoblangan
limitdan foydalanib

lim —= ax mlim a;~—= ax mlim [xina = ax ¢Ina
Ax->0 Ax Ox-*0 Ax~>0" "Ax

hosilani topamiz, ya’ni
(axy = axelna. (5.18)
Xususiy holda, agary = ex bo'lsa, u holda
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(exy = ex. (5.19)
y =1logBx,(0 < a ®1,0 < x < +00) logarifmik funksiya. Bu holda

Oy _ logaQr+Ax)-loggx _ 1 logq(1+™)

AX Ax X ~
Bu yerda ham (4.60) munosabatlar zanjiridan foydalanamiz:
. 1. >oga(l+y _ 1 . JH_ 1 _ 1
A}%%_ibulg_"_i _mM—_"Ina }_xlna’
O0ogax)' —1/(xIna) (5.20)

logarifinik funksiyaning hosilasini topdik. Xususiy holda, agary =
Inx bo'lsay' =" bo'ladi.

Trigonometrik funksiyalar. Dastlab y = sinx funksiyaning

hosilasini topamiz. Orttirmalar nisbatini olamiz:
Ay sin(x+Ax)-sinx _ _sl_rﬁ-x_ 'COSg'“ , Ax}
cosx funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan
foydalanib, hosil gilingan tenglikda limitga o'tib
(sinx)"' = cosx (5-21)
hosilani topdik.
y = cosx funksiyaning hosilasini topamiz. Orttirmalar nisbati
uchun
ar

Ay _ COS(x+Ax)-cosat _ sin ( N (Ax}
: (*

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda ham sinx funksiyaning uzluksiz-
ligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalanib, hosil gilingan
tenglikda limitga o'tib

(cosx)' = —sinx (5.22)
hosilani topdik.

y —tg x funksiya uchun

SinCjC+[1x) sin*
Ay _ tg {x+Ax)-t%x _ cospr+ax) cosx _

Ax AX Ax
—sin(jc+Ax)-cosx-cos(+AXx)-sinx _

AX-COSX-COS(X+AX)
sin Ax 1

Ax  cosXx-cos(X+Ax)
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda ham yuqoridagi singari limitga o'tib
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(tgx)' = - sec2x (5.23)

hosilani topamiz]
Xuddi shu singari, agary —ctgx bo‘lsa, uning hosilasi

C0S2X

(ctgx)' = _an~2Y: -cosec2x (5 24)
ko'rinishda bo'ladi.

5.3. Hosila hisoblash qoidalari

0 ‘zgarmas songa ko*paytiri'gan funksiyaning hosilasi.

5.3-Teorema. Differensiallanuvchi funksiya bilan o'zgarmas
sonning ko‘paytirishdan iborat funksiya ham differensiallanuvchi
bo'ladi va uning hosilasi bu funksiya hosilasi bilan ana shu
0'zgarmas son ko'payutmasiga teng:

(C-u00)' = C-u'(x). (5.25)

» x argumentga noldan fargli Ax orttirma beramiz. U holda
funksiyaning mos orttirmasi

Ay = Cmu(jx + Ax) - Cmu(x) = Cm[u(x + Ox) - u(x)]
ko'rinishda bo'ladi. Shuning uchun orttirmalar nisbati

AY g "u{x+Ax)-u(x)

Ax Ax
tenglik bilan topiladi. U holda hosila uchun

V'= HpE = CMipHIEEM = C-u'()
tenglikka ega bo'lamiz. <
5.11-Misol. y = —3 w, funksiyaning hosilasini toping.

» (5.17) formulaga ko'ra,

Az (-37)'— 3N —

Yig'indining hosilasi.

5.4-Teorema. Ikikita differensiallanuvchi funksiyalarning
algebraik yig'indisi ham differensiallanuvchi bo'ladi va uning
hosilasi bu funksiyalar hosilalarining algebraik yig'indisiga teng:
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(u(x) £ v(x))" = u'(x) = t/(x) (5.26)
>y = u(x) + v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + AX) £ 1Ax + AX)] - [u(x) = v(x)]
= [w(x + AX) —u(x)]
+[v(x + AX) —v(x)] = Au £ Av
U hoida
Jy _ Im  Av
AX Ax — Ax
va bu yerda limitga o ‘tsak
y'= lim__ = lim lim A
ﬂX »OfIx  Ox=0Ax  [Ox->0 Ax
yoki
y' = u'(x) £ v'(x).
5.12-Misol.y = xs + 4sinx funksiyaning hosilasini topamiz.
» (5.21) va (5.26) formulalarga ko‘ra
y' =(x5+ 4sinx)"' = (x5)' + (4sinx)' = 5x4 + 4cosx. A
53 va 5.4-Teoremalaming tasdiglaridan chekli m sondai
differensiallanuvchi fk(x),k = 1, funksiyalaming ck GR o‘z-
garmaslar bilan chizigli kombinatsiyasini differensiallash qoidasini
keltirib chigarish mumkin:
Q3R.ICft/*(x)y = ZE.icHKk(*)
Ko*‘paytmaning hosilasi.
5.5-Teorema. Ikikita differensiallanuvchi funksiya ko'payt-
masi ham differensiallanuvchi boiadi va uning hosilasi quyidagi
tenglik bilan topiladi:
(U(X)V(x))' = u'(X)v(x) + u(x)v'(x) (5.27)
» y = u(x)v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + AX)v(x + AX)] - [u(xXMx)] = [u(x + Ax)v(x +
+AX) —u(x)v(x + AX)] + [u(x)v(x + AX) —u(x)v(x)] =
=[u(x + AX) - u(x)]v(x + AX) + [v(x + AX) —v(X)]Ju(x).
U holda

A v{'x+)5\x’)1+—

Ax T AX
Bundan limitga o‘tamiz. v(x) funkS|ya dlfferensiallanuvchi bo'l-
ganligi uchun 5.1-Teoremaga ko'ra u uzluksiz hamdir, shuning uchun

A)i(fgov(x + AX) = v(x) bo'ladi. Buni quyidagi limitda go'llasak
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Y' = iy g — 40 Oz VOt A+ [ u) = dimg g

I|m v(x +AX) + e I|m 7"

yoKi
y’ = u’(X)v(x) + u(x)v'(x).
5.13-Misol. y = x2Inx funksiyaning hosilasini topamiz.
» (5.17) va (5.20) formulalami inobatga olib (5.27) formulaga
ko‘ra

y'= (x2Inx)"' = (x2)" Inx + x2(Inx)" = 2x Inx + x2X—=

—2xInx + x. <
Agar u,v va w funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda
(uvwy = (UV)'W + (ur)w' =
= (u'v +uv)w + uvw' = u'vw + uv'w + uvw".
Bu qoida ixtiyoriy chekli sondagi differensiallanuvchi ko‘pay-
tuvchilar uchun ham o‘rinli
(uvw ..s)" —u'vw ..s + uv'w ..s H-—uvw ...s".
Bo‘linmaning hosilasi.
5.5-Teorema. Ikikita differensiallanuvchi funksiyaning bo‘lin-
masi ham boiuvchi nolga aylanmaydigan nuqtalarda differensial-
lanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi bu nuqgtalarda quyidagi tenglik
bilan topiladi:

£112)" Kx) ®o. (5.28)
>y = nisbatning orttirmasini tuzamiz:
_ M(XHIX) _ u(x) _ u(X-¥i>x)v(x)-v{x+Axju(x
noO'+Nx)  v(x) v(X+AX)Vv(x)

Tenglikning ikkala tomonini Ax orttirmaga bo‘lib, orttirmalar
nisbatini hosil gilamiz:
Mu A? \
ay_ .
Ox  v(x+Ax)v(x)"
U holda jim v(x + Ax) = v(x) ekanligini inobatga olgan

holda bu yerda limitga o ‘tamiz:
Mu o\ . Mn A N
y> — Lu, O. _ (to V~1xU) _ AISoVAXV Ax ) _

Ox-*00x  Ox20v(x+Ax)v(x) Ag([r)lov(x+Ax)u(x)
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Qv -u(x)vr(x)
v2(x)
5.14-Misol. y = tg x funksiyadan sinx va cosx funksiyalar-
ning nisbati sifatida hosila olamiz.

no y _ Isinxy _ (sin*)'cosg-siny(cosx)’ _
KcosxJ ) €0s2Xx
__cos X'cosx-sin X (—sinx) _ c0s2x+sin2x 1
C0S2X c0s2X cOS2 x" A

5.15-Misol. y = x3+ 3x2+ 11 egri chizigning shunday nug-
talarini topingki, bu nuqgtalarda egri chiziqga o‘tkazilgan urinmalar
y —24x —1to‘g‘ri chizigqa parallel bo‘lsin.
> (5.13) formulaga ko'ra, y -fix') funksiya grafigic
M (a,f(a)) nugtada o‘tkazilgan urinmato'g'ri chizigning k burchak
koeffisienti k = f'(a) tenglikni ganoatlantiradi. Bizning holda
f\d) = 3a2+ 6a. U holda to‘g‘ri chiziglaming paralellik shartiga
ko‘ra/'(a) = 24 yoki 3a2+ 6a = 24 bundan esa a2 + 2a —8 =
0 kvadrat tenglamani hosil gilamiz va uni yechib ar = —4, a2 =2
izlanayotgan nuqtalarning abssissasini hosil qilamiz. Ularning
ordinatalari esa / (ar) = —5bva /(a2 = 31 bo'ladi. Shunday qilib,
izlanayotgan nugtalar Mx{—4, —5) va M2(2,31) bo‘lar ekan. A
Murakkab funksiyaning hosilasi
5.6-Teorema (murakkab funksiyani differensiallash). Agar
it = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi, y = g(u)
funksiya esa mos A = /(a) nugtada differensiallanuvchi bo'lsa, u
holda gifix)) murakkab funksiya ham a nuqgtada differensial-
lanuvchi bo'ladi va
L ix))]'x\x=a = g’iA) = ’ia) (5.29)
tenglik o'rinli bo'ladi.
» Xx —a giymatga [Ax orttirma beramiz. U holda n = fix)
funksiya Au orttirma va agar Au®d 0 bo'lsa, y = g(u) funksiyao'z
navbatida Ay orttirma oladi. Teorema shartiga ko'ra y —giu)
funksiya A nuqgtada differensiallanuvchi, shuning uchun 5.2-
Teoremaga ko'ra Ay orttirmani
Ay = g'iA) ‘Au + a{Au) mAu (5.30)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a(Au) funksiya Au = 0
nuqtada cheksiz kichik. Umuman olganda a(4un) funksiya Au = 0
nugtada aniglanmagan va biz a(0) = 0 deb olib, uni bu nugtada
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ham aniglaymiz. U holda a(Au) funksiya M = 0 nuqtada uzluksiz
bo'ladi.
(5.30) tenglikning iikkala tomonini Ax orttirmaga bo'lamiz:
Au Au

ﬁi =9 (A)!A& + Ct(Au)A-J(. (5.31)
Teorema shartiga. ko'ra wun=f(x) funksiya a nuqgtada
differensiallanuvchi va demak bu nuqgtada uzluksiz hamdir. Shuning
uc.hun npdAu = 0 va bu o'z navbatida /}bl([gocc(Au) =0 tengllkka
olib keladi.
Bundan tashqari teorema shartidan = /'(a) tenglik ham
kelib chigadi. Demak (5.31) tenglikning o'ng tomoni Ax = 0
nugtada g'(A) «f'(a) giymatga teng limitga ega ekan. Shuning
uchun (5.31) tenglikning chap tomoni ham [x = 0 nugtada limitga
ega bo'ladi, ya’ni AHmQ" limit mavjud va u g(f(x)) murakkab
funksiyaning a nuqgtadagi hosilasi bo'ladi. (5.31) tenglikda limitga
o'tib

W (*W x=a =9'(A) /'(a) (5.32)

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda g'(A) belgi g(u) flmksiyadan u
bo'yicha olingan hosilasining A =/(a) nuqtadagi giymatini

anglatadi. A
(5.32) tenglikni
d dy d . -
&y -8y g yoki  y* = yu'u'x (5.33)
dx du ux

ko'rinishda yozish mumkin.
5.16-Misol. y = etgx funksiyaning hosilasini toping.
> Bu yerda y erkin x argumentning murakkab funksiyasi:
y = euvawn = tg x. Shuning uchun
Yx = (eu)u mu'x = eu — Vi T etgX-5 o
Agar murakkab funksiya bir nechta superpozitsiyadan hosil
gilingan bo'lsa, uning hosilasi murakkab funksiyani differensiallash
goidasini ketma-ket qo'llab topiladi. Bu qoida odatda oralig argu-
mentlami oshkora ko'rinishda kiritilmasdan qo'llaniladi.
5.17-Misol.y = sin3(x2 + x) funksiyaning hosilasini toping.
» yr= 3(sin2(x2+ x))(sin(x2+ x))"' =
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= 3sin2(x24- x) cos(x2+ x) (x2+ x)" =
= 3sin2(x2 + x) cos(x2 + x) (2x +1). <
Logarifmlab differensiallash. y = uv, (u > 0) ko‘rsatkichli-
darajali funksiyani garaymiz, bu yerda n va v lar erkin x argu-
mentning differensiallanuvchi funksiyalari. Funksiyani logarifm-
laymiz:

Iny = vinu (5.34)
(4.25) asosiy logarifinik ayniyatdan berilgan funksiyani
y = evinu (5.35)

ko‘rinishda yozib olamiz. n va v funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lganligi sababli (5.35) murakkab funksiya bir vaqtning o‘zida
m>0 va v funksiya aniglanadigan x nuqtalarda differensial-
lanuvchi bo‘ladi. (5.34) tenglikning ikkala tomonini x bo‘yicha
differensiallaymiz:

1. _ 1.,

y—y =vinu + vM—u.
Bundan esa y' = y(u'v/u + v'Inu), yoki y o‘miga ko‘rsatkichli-
darajali ifodani qo‘yib, I.Bernulli tomonidan isbotlangan

y' =y {-2u' +v'Inuj
formulani  hosil gilamiz. Hosilani topishning bunday usuli
logarifmlab differensiallash deb ataladi.
5.18-MisoL y = xcosx funksiyani differensiallang.
> Funksiyani logarifmlaymiz: Iny = cosx *Inx va tengl
ning ikkala tomonini differensiallaymiz y'/y -- —sinx mnx +
(cos x) Ix va natiiada

X . i
y'=y {e- smxmnx1 "

= Xxcos)lc i cos x —x @/ sin X ¢ InX.

Teskari funksiyaning hosilasi

5.7-Teorema. y = /(x) funksiya x = a nuqtada noldan fargli
chekli fia) hosilaga ega va bundan tashgari mos y = b = f(a)
nugtada uzluksiz boigan uning bir giymatli teskari x = g(y)
funksiyasi maviud bo‘lsin. U holda o'(b) hosila ham mavjud va u

g'(b) = 1/f(a) (5.36)

tenglikni ganoatlantiradi.
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» y = b giymatga Ay orttirma beramiz. U holda x = g(y)
funksiya ham Ax orttirma oladi. y = f(x) funksiyaning bir
giymatliligi tufayli Ay * 0 bo'lganda Ax ham noldan fargli bo'ladi.
Shuning uchun

1
Iy “ nylg* (5-37)
nisbat ma’noga ega. (5.37) tenglik o'ng tomonidagi kasrning
maxraji * 0 limitga intiladi, ya’ni (5.37) tenglikning o'ng

tomoni chekli I/f*(a) limitga ega.

Demak, bu tenglikning
chap tomoni ham chekli limit-
ga ega bo'ladi, 5.1-Ta’rifga
ko'ra bu limit g*(b) hosilaga
teng bo'ladi. Shunday qilib,
x = g(y) teskari funksiya b
nugtada differensiallanuvchi
va uning hosilasi (5.36) tenglik 0
bilan topiladi. -4 5.16-rasm

Endi (5.36) tenglikning geometrik talginini ko'raylik. xOy
koordinatalar tekisligida garalgany = /(x) va x = g(y) funksi-
yalaming grafikalari ustma-ust tushadi (5.16-rasin). Shuning uchun
grafikning M(a,b) nuqtasida o'tkazilgan urinmaning koordinata
o'qlari bilan tashkil gilgan a va /? burchaklari uchun a + f$ = a/2
tenglik o'rinli va hosilaning geometrik ma’nosi bo'yicha ham
o'rinli:

8'm =tgh=tg (f—a) = ctga =" n

5.19-Misol. (5.36) formulani teskari trigonometrikfunksiyalar-
ning hosilasini topishga qo'llaymiz.

> 1L y=arcsinx,(x G[,1],y G[-/2,4/2]) funksiya
barcha y G(—a/2,4/2) wuchun x'= cosy > 0 hosilaga ega
bo'lgan x = siny funksiyaning teskari funksiyasi. U holda 5.7-

Teoremaga ko'ra barcha x 6 (—1,1) uchuny" hosila mavjud va
yt = (aresinx) =1 = iRy T o

y funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x = £1 nugqtalar Kiritil-

magan, chunki ulargamosy = +5/2 nugtalardax' = cosy = 0.
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2. y=arctgx,(x 6 R,y e (-n/2,>42)) funksiya barcha y E
(-n/2,n/2) uchun x* = 1/cos2y > 0 hosilaga ega bo'lgan x =
tgy funksiyaga teskari funksiya. Demak, 5.7-Teoremaga ko‘ra
barcha x e R nugtalarday' hosila mavjud va

[ = (arctgxyY = i = cos2y = = jij.
Xuddi shu singari ixtiyoriy x £ (-1,1) uchun
(arccosx)' =
va barcha x 6 R uchun
(arcctgx)' =
formulalami hosil gilish mumkin. A

5.20-Misol. y = arcsin(2x/(l + x2)) funksiyaning hosilasini
toping.

1+X2

_ 1 2(+x2)~4x2 _  2(l-*2) _
(1+X2)2 |1-X2|(1+X2)
(i+*22
1oy 20ar x| < 1,
|+2X2 agar x| > 1

|x] = 1 bo'lganda hosila mavjud emas. A

Giperbolik funksiyalaming hosiialari

Aniglanilishiga ko‘ra giperbolik sinus shx = (ex- e~x)/2,
giperboli kosinus esa ch x = (ex + e~x)/2 ko'rinishda bo'ladi. Bu
yerda hosila olish qoidalarini qo'llab,

(shxy = =\ ((«*)' - (e-*)0 = £(e* + «-*) = chx,
(chxY = (<EiL2) =1((««)" + (e-*Y) = f(e* - «-*) = sh*
hosilalami topamiz.

Aniglanilishiga ko'ra giperbolik tangens th x = (sh x)/ch x
va giperbolik kotangens cthx = (chx)/shx ko'rinishda bo'ladi.
Bo'linmani differensiallash qoidasidan va ch2x —sh2x =1

aynyatdan foydalanib,
_Ishx\” _(shx)’mhx - (ch*)'*shx _ch2x - sh2x _ 1

(thx) ch2x ch2x ch2x
x\" _ (chx)" eshx- (shx)’mchx _sh2x- ch2x _ _ 1
hx/ - sh2x sh2x sh2x
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giperbolik tangens va kotangens funksiyalarining hosilalarini
topdik.

Parametrik shaklda berilgan funksiyaning hosilasi.
Tekislikda xOy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini Kiritamiz.
x(t) vay(t) funksiyalar a < t < (3 kesmada uzluksiz bo‘lsin. Agar
t parametmi vaqt sifatida garasak, u holda ko‘rsatilgan funksiyalar
koordinatalari xOy tekislikda

(5.38)

bo'lgan P nugtaning harakat qonunini aniglaydi.
5.7-Ta'rif. (x,y) koordinatalari (5.38) tenglamalar bilan anig-
lanadigan tekislikning barcha {P} nuqtalari to'plami yassi egri
chiziq deb ataladi. Bu holda egri chiziq parametrik shaklda berilgan

deyiladi.
5.21-Misol. Markazi koordinatalar
Y PCAy) boshida bo'lgan R radiusli aylanani
’ (5.17-rasm)

R
X

parametrik tenglama bilan berish mum-
kin, bu yerda t orgali Ox o'q bilan
P(x,y) nuqta orqgali o'tkazilgan OP
5.17-rasm radius vektor orasidagi burchakning
radian o'lchovi. M
Agar (5.38) sistemada t parametr yo'gotilsa x vay gatnashgan
bitta tenglama qoladi va natijada berilgan egri chiziq F(x,y) = 0
tenglama bilan aniglanadi. Masalan, (5.38) tenglamalaming o'ng va
chap tomonlarini kvadratga ko'tarib, so'ngra hadma-had qo'shsak t
parametr yo'qoladi va natijada aylananing bizga ma’lum x2 + y2 =
R2 tenglamasiga ega bo'lamiz. Ammo t parametmi har dom ham
yo'qotib bo'lavermaydi. Egri chiziq parametrik shaklda berilgan
holda ham egri chizigga o'tkazilgan urinmani topish uchun vy
o'zgaruvchidan x o'zgaruvchi bo'yicha hosila olish kerak bo'ladi.
X vay o'zgaruvchilar t parametming

x =x(t),y =y(t),t e (a,/?)
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funksiyalari sifatida berilgan bo‘lsa, y ozgaruvchining x
o0‘zgaruvchiga funksional bogiiqligi parameter shaklda berilgan
deyiladi.

Funksiya parametrik shaklda berilganda y funksiyadan x
bo‘yicha hosilani hisoblash masalasini garaymiz.

x = x(t), y =y(t) funksiyalar biror (a,/?) oraliqda
aniglangan va uzluksiz bo'lsin. x = x(t) funksiyaning t = g(x)
teskari funksiyasi mavjud bo'lsin. U holda

Y =Y[50)] (5-40)
murakkab funksiyani hosil gilamiz. Faraz qilaylik, x(t) va y(t)
funksiyalar t € (a, (S) nugtada differensiallanuvchi va x'(t) @ 0,
t = g(x) funksiya esa mos x nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin.
U holda murakkab funksiyani differensiallash goidasiga ko'ra, y =
y[g(x)] murakkab funksiya ham x nuqgtada differensiallanuvchi
bo'ladi va

y'x=y'tmtk (541)
tenglik o'rinli bo'ladi. Teskari funksiyani differensiallash qoidasiga
binoan tx - 1/x'T bo'ladi va uni (5.41) tenglikka go'ysak
, , 1yt
W= g ¥({

Shunday qilib, parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning

hosilasi yana 0'z navbatida

>=
(¥’x r>?\ty a<t<P (5.42)
U = x(t),
parametrik shaklda berilgan funksiya bo'lar ekan.

5.22-Missol. Fy = ﬁ%{ 0<t<2n aylana uchun y*
hosilani toping.

> Xt, y't hoslalami topamiz: Xt = (R cos £)' = —Rsint, y't
(4 sint)" = Rcost. Ulami yuqoridagi parametrik shaklda berilgan

funksiyani differensiallash formulasiga qo'ysak

s yt Rco_st _ .,
K= h —Rsint - —etgt
hosilani topamiz. A
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. X
5.23-Misol. ] _

chizigga P(—3,3) nugtada o'tkazilgan urinmaning Ox o‘q bilan
tashkil gilgan burchagini toping.
» Dastlab t parametrning urinish nuqtasiga mos keluvchi tO

giymatini topamiz. Bu giymat

ft2+t- 5= -3,

12t2- t+2=3
tenglamalaming har birini ganoatlantirishi lozim. Birinchi tenglama-
ning ildizlari tx = 1,t2 = -2 ikkinchisiniki esa tx = 1,t2 = -1/2.
Demak, egri chizigning berilgan P nugtasiga t0 = 1 giymat mos
kelar ekan. Endi egri chiziq P nuqgtasida o'tkazilgan urinmaning yx
hosilaning x = —3 nugtadagi giymatiga teng bo'lgan burchak
koffisiyentini topamiz:

+t —5, . . .
_ t + 2 Parametrik shaklda berilgan egri

y;u.2=3% = |ii] =|=1i,

(5.7) formulaga ko'ratga = 1yokia = 45°. A

Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. x va

y o'zgaruvchilarning giymatlari o'zaro

F(x,y) =0 (5.43)
tenglama bilan bog'langan bo'lsin. Agar biror (ja,b) oraligda
aniglangan y = /(x) funksiyani (5.43) tenglamaga goyilganda uni
X 0'zgaruvchiga nisbatan ayniyatga aylantirsa, (5.43) tenglamay =
f(x) funksiyani oshkormas analitik usulda aniglaydi deb aytiladi.
Bunday funksiyaning o'zini esa oshkormas funksiya deb yuritiladi.
Oshkormas ko'rinishda berilgan differensiallanuvchi funksiyaning
hosilasini hisoblash uchun (5.43) tenglikning ikkala tomonini ham
murakkab funksiyani differensiallash (5.29) qoidasiga ko'ra x
bo'yicha differensiallab, so'ngra hosil bo'lgan B{x,f(x)) = 0
tenglamani y' = fix) hosilaga nisbatan yechish kerak.

5.24-Misol. y* + xy —x2 = 0 tenglama bilan berilgan y =
fix) oshkormas funksiyaningy " hosilasini toping.

» Vy o'zgaruvchini x o'zgaruvchining fimksiyasi deb hisoblab
tenglamaning ikkala tomonini murakkab funksiyani differensiallash
qoidasiga ko'ra differensiallaymiz:

4y3X+ Y+ xy'x - 2x = 0,
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bu yerdan
( 2x—y
Yx 4y3+ X

5.25-Misol. x2 + 3xy —y 2+ 2x —3y + 1 = 0 ikkinchi tartibli
chizining M(1,2) nuqgtasida o'tkazilgan urinmaning burchak
koeffisiyentini toping.

> Tenglamani x bo'yicha difFerensiallaymiz: 2x + 3y +
3xyx - 2yy'x+ 2 - 3¥x=0. Bu yerda x=1 va y=2 deb
hisoblab, hosilaning berilgan nugtadagi giymatini topamiz y*|(i,2) =
2. U holda (5.7) formulaga ko‘rak = 2./

Funksiyani differensiallashning asosiy formula va qoidalari.

Elementar funksiyalaming hosilalri

1 (C)' =0, (C = const). 7.(tgWy = _i_ .u"

2. (ua)'= aul"1w 1 2 ot v cos “a "
a=tbolsabi) = ', (etgu) = = 7L

[iv f 9. (arcsinu)'=

a=-1bolsa(-) =-—-u". _ i ,

3 fau) = amna-ut,(ag 8, 10. (arccosu) = —;_ ;3°U -

Oitl), 11.(arctgu)'=— -u'.
(eu)' = eue<m " 12. (arcctgu)' = - 7 7"

4-(logau) = ulnu mwv, 13. (sh«)" = chu eu'.

(a> 0, a ®1). 14. (chu)' = shu eu'.
(Inu)':h~ﬂ'u'. 15. (\;[hu)':—c—zhu‘.

5. (sinu)"' = cosu -u\ 16 (cthuy =

6. (cosu)' = —sinun eu'. sh u

Differensiallashning asosiy qoidalari
u(x) va v(x) funksiyalar x nuqgtada differensiallanuvchi, /(u)
funksiya esa n nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin.

y = Cu, (C = const) y'= Cu',
y=ntyv y' —n' £ v\
y = uv y' —u'v + uv'.
y=",(v*0) 'y =

y =/(n),n =un(x) yi =/hen
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y =/0), X=1 Xy)

X= <p(b),
y = (t)

xy:7{/)x>(}/x* 0)

YX = ~7>X't ¢ O

5.4. Differensial

Differensialning ta’rifi. y = f(x) funksiya x nugtaning biror
atrofida aniglangan va bu nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U
holda argumentning Ax orttirmasiga mos keluvchi funksiyaning Ay
orttirmasini

Ay - A <Ax + a(Ax) BAX (5.44)
ko'rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda a(Ax) funksiya Ax = 0
nuqtada cheksiz kichik.

5.8-Ta'rif. Agar y = f(x) funksiya x nugtada differensialla-
nuvchi boisa, fiinksiya orttirmasining A mAx qismi A ®0
bo'lganda, y = f(x) funksiyaning differensiali deb ataladi va u dy
yoki d f orgali belgilanadi:

dy —A- Ax. (5.45)

A ®0 bo'lganda funksiya differensialini funksiya Ay
orttirmasining bosh chizigli qgismi deb ataladi, chunki (5.44)
tenglikda a (Ax) mAx funksiya Ax = 0 nuqtada A wAx ko'paytmaga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik.

A = 0 bo'lsa, dy differensial nolga teng deb hisoblanadi.
5.2-Teoremaga ko'ra A —f*(x) bo'ladi, shu sababli (5.45) formula

dy = f'(x)Ax (5.46)
ko'rinishni oladi. Funksiya differensiali tushunchasi bilan bir
gatorda erkin x o'zgaruvchining dx differensiali tushunchasini

dx = Ax (5.47)
tenglik bilan kiritamiz. U holday = f(x) funksiya differensialini
dy = f*(x)dx (5.48)

shaklda yozish mumkin. Bu yozuvdan o'z navbatida f'(x) ="

tenglikni hosil gilamiz. Hosilaning bunday belgilanishini 5.1.da
kiritgan edik, uni dy funksiya differensialining dx argument
differensialiga nisbati sifatida garash mumkin.

213



Differensialning geometrik ma’nosi. y —/(x) tenglama bilan
egri chiziq berilgan bo'lsin, bu yerda /(x) funksiya xE (ja.b)
nuqtada differensiallanuvchi funksiya (5.18-rasm). M(x,y) nuqtada
bu egri chiziqga urinma o‘tkazamiz. Egri chizigda abssissasi x + dx
bo'lgan Mx nuqgtani belgilaymiz. Ma’lumki, fix") urinmaning
burchak koeffisiyenti, ya’ni f'{x) —tg <o

MPQ uchburchakni garaymiz. Rasmdan ko'rinib turibdiki,

PQ = MP mg = f'(x)dx = dy.

Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning dy = f(x)dx differensiali
y —/(x) egri chizigga abssissasi x bo'lgan nuqtaga o'tkazilgan
urinmaning urinish nuqtasidan x + dx nuqtaga o'tganda olgan
orttirmasiga teng ekan.

5.18-rasmdan va (5.44)-(5.46) tengliklardan MXQ —Ay —
dy = ar(Ax) *Ax.

Ay va dy orasidagi fargni tomoni x bo'lgan ABCD kvadrat
yuzini aniglaydigan y = x2 funksiya misolida ko'ramiz (5.19-
rasm). x giymatga Ax orttirma berib tomoni x + Ax boigan AEFG
kvadratni hosil gilamiz va uning yuzi (x + Ax)2 giymatga teng. U
holda funksiyaning Ay = (X + AX)2 —x2 = 2xAx + (AX)2 orttir-
masini geometrik talgin gilinsa, 5.19-rasmga ko'ra BEFN va DCNG
to'g'ri  to'rtburchaklar yuzlari yig'indisiga teng. y = x2
funksiyaning x nuqtadagi dy = 2xAx differensiali BCKE va DCNG
to'g'ri to'rtburchaklar yuzlari yig'indisiga teng, Ay —dy = (Ax)2
ayirma esa CKFN kvadrat yuziga mos keladi.
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518 va 5.19-rasmlardan ko‘rinib turibdiki, Ax orttirma
ganchalik kichik bo'lsa, Oy va dy orasidagi farq shunchalik kichik
bo'ladi.

Differensialni hisoblash qoidalari. y = f(x) funksiyaning
dy differensiali y' hosiladan fagat dx ko'paytuvchi bilangina farq
gilganligi sababli, differensialni hisoblash uchun differensiallash
goidalaridan va elementar funksiyalar hosilalaring formulalaridan
foydalanish mumkin.

1 y=Cn, (C = const) dy = Cdu

2.y —mzxv dy = duz+ dv
3.y =uv dy —udv + vdu
4, y=% v @ 0) dv=\/—dyv—_2u—dV
> Hagigatdan ham, masalan differensiallanuvchi u(x) va

v(x) funksiyalarning ko'paytmasi uchun: d(uv) = (uv)'dx =
(u'v + uv)dx = vu'dx + uv'dx = udv + vdu. A

Murakkab funksiyaning differensiali. Murakkab funksiyani
differensiallash qoidasi differensialning muhim bir xossasini olish
imkonini beradi. y = y(x) erkin x o'zgaruvchining differensial-
lanuvchi funksiyasi bo'lsin. U holda (5.48) formulaga ko'ra x
nugtada dy = y*(x)dx.

Endi y = f(u) o'zining n argumenti bo'yicha differensialla-
nuvchi, n argument esa 0'z navbatida x argumentning differen-
siallanuvchi funksiyasi, ya’ni u = u(x) bo'lsin. U holda y(x) =
/ (u(x)) murakkab funksiya x argument bo'yicha differensialla-
nuvchi bo'ladi. x erkin argumentning funksiyalari sifatida differen-
siallanuvchi y(x) va u(x) funksiyalar uchun

dy = y'(x)dx vadu = u'(x)dx (5.49)
tengliklami yozish mumkin. Ammo murakkab funksiyani differen-
siallashning (5.29) goidasiga ko'ra y'(x) —f*(u)u'(x). Bu ifodani
(5.49) formulalaming birinchisiga qo'yib, hamda ikkinchisini
inobatga olsak y(x) = f(u(x)) bo'lganda

dy = f'(u)u’(x)dx —f*(u)du (5.50)
tenglikni hosil gilamiz, ya’ni natijada differensial yozuvining
dastlabki (5.46) shakliga keldik, ammo bu yerda n erkin o'zgaruvchi
emas. Boshgacha qilib aytganda, differensialni yozish shakli
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funksiya argument erkinmi yoki boshga argumentning differen-
siallanuvchi funksiyasimi bunga bog‘lig emas ekan. Differensial
yozuvi shaklining invariantlik (o‘zgarmaslik) xossasi xuddi ana
shundan iborat.

Bu xossadan kelib chigadiki, x argument erkinmi yoki boshqga
argumentning funksiaysimi, qat’iy nazar har doim yx hosilani dy va
dx differensiallaming nisbati sifatida ifodalash mumkin. Muhimi
ikkala differensial ham erkin deb gabul qilingan o°zgaruvchi
bo'yicha hisoblanishi kerak.

Differensialning taqgribiy hisoblashlarga tadbigi. y = fix)
funksiya a nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin, u holda argument-
ning Ax orttirmasiga mos keluvchi funksiyaning Ay orttirmasini

Ay = f'(a) Ax + a (Ax)Ax
ko'rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda f'(a)Ax = dy(a) va
a (Ax) dunksiya Ax = 0 nuqtada cheksiz kichik.
Agardy(a) ®0 vademakf’'(a) ® 0 bo'lsa, u holda
oy .+ <A
dy f'(a) *

O'ng tomondagi ikkinchi qo'shiluvchi Ax = 0 nugtada cheksiz

kichik, shu sababli ,Il_ier»OAy/dy - 1, ya’ni Ay va dy cheksiz kichik-

lar ekvivalent: Ay~ 0dy , ularning Ay - dy ayirmasi esa
o'zlariga nisbatan yugoririog tartibli cheksiz kichik. Shuning uchun
Ay orttirmaning taqgribiy giymati sifatida dy miqgdorni olishimiz
mumkin: Ay ~ dy.
Shunday qilib, agar dy(a) @ 0 bo'lsa, u holda funksiyaning a + Ax
nuqtadagi qiymatini hisoblash uchun
f(a + Ax) » f(a) + f'(a)Ax (5.51)
formuladan foydalanish mumkin. Bunda || etarlicha kichik bo'lsa
absolyut va nisbiy xatolik ham xohlagancha kichik bo'ladi.
Masalan,y = is,seR bo'lsin. U holda
Oy = (a + Ax)s - as, dy(a) = sab-1Ax.
|Ax| kichik giymatlami gabul gilganda
(a + AX)s « as + dy(a)
yoki
(a+ Ox)5« as + sas_1/4x
deb olamiz. Xususiy holda, s = 1/2 bo'lsa
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Va + X Va + -~=:Ax,a > 0. 5.52
Ax e (5.52)

5.26-Misol. Tagribiy hisoblang V3,996.
> a = 4, x = —0,004 deb olsak, (5.52) formulaga ko'ra

n/37996 = V4 + (-0,004) * V5+  (-0,004) = 1,999,

Funksiyaning Oy orttirmasini uning dy differensiali bilan
almashtirishning qulaylik tomoni shundan iboratki, dy differensial
Ax orttirmaga chizigli bog‘lig, Ay esa murakkabirog bog'liglikdan
iborat. Agar x = a + AX\&Ax = x —a deb olsak, (5.51) formula

fix') » /(a) +f(a)(x - a) (5.53)
ko‘rinishni oladi. Shunday qilib, x argumentning giymati a
giymatga yaqin bo'lganda (5.53) tenglikka ko'ra f(x) funksiya
chizigli funksiya bilan almashtirilar ekan. Geometrik jihatdan buni
y = fix) egri chizig (a,/(a)) nuqgta atrofida egri chizigga
o'tkazilgan urinmaning kesmasi bilan almashtiriladi deb talgin
gilish mumkin.

Xususiy holda, a = 0 bo'lsa, (5.53) formulani

/00«/(0) +/'(0)XK
ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda f(x) o'rniga turli elementar
funksiyalami qo'yib, x o'zgaruvchining nolga yaqin giymatlari
uchun bir gator tagribiy formulalami olish mumkin:

sinx » X, tgx»x, ex» 1| +x, In(l +Xx) «x, (I+x)s«
1+ sx (xususiy holda, VI + x « 1+ x/2) (5.54)

Bu taqgribiy tengliklar x = 0 nuqtada cheksiz kichik bo'lgan
funksiyalarning ekvivalentlik munosabatlariga mos keladi.

5.27-Misol. Ushbu e01, In1,25 giymatlami tagribiy hisob-
laymiz.

» (5.54) formulaga ko'ra x = 0,1 giymatda ex funksiya uchun
e0l « 1,1 va x —0,25 qiymatda In(l + x) funksiya uchun
In 1,25 » 0,25 giymatlami olamiz. <

5.5. Yugqori tartibli hosila va differensiallar

Yuqori tartibli hosilalar. Agar fix) funksiya (a,b)
oraligning barcha nuqtalarida fix) hosilaga ega bo'lsa, u holda
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fix) ham x o‘zgaruvchining (a,b) oraligda aniglangan funksiyasi
boiadi. Bunday aniglangan f ’ix) fimksiya ham x G {a, b) nugtada
hosilaga ega boMishi mumkin. Bu hosilani biz fix) funksiyadan
olingan ikkinchi tartibli hosila deb ataymiz va uni fix) yoki
f 27(x) orqali belgilaymiz. Shunday qilib
fix) = {fix))".

Yugqoriroq tartibli hosilalar xuddi shu singari aniglanadi, chu-
nonchi, fix) funksiyaning n — tartibli hosilasi uning (n —1) —
tartibli hosilasidan hosila olib aniglanadi:

f nKx) = (fn-4x))". (5.55)

Hosilaning tartibini daraja bilan farglash uchun u gavsga olingan.

/(")(x) hosilani topish uchun dastlab fix) hosila olinadi,
so‘ngra fix) hosiladan yana hosila olinib fix) topiladi, va
hokazo kerakli tartibli hosilani olmaguncha davom ettiriladi.
Shunday qilib, yugori tartibli hosilalar differensiallashning ma’lum
formula va qoidalari asosida hisoblanar ekan.

5.28-Misol. y = ekx, ( k = const) funksiyaning n —tartibli
hosilasini topamiz.

» Ketma-Kket differensiallab

y' = kekx,y" = k2ekx.....
Matemati induksiya metodiga ko‘ra, ixtiyoriy n G N uchun
(e**)(n) = knekx,n = 1,2, ...<

5.29-Misol. y = sinx vay = cos x funksiyalaming n —tartibli
hosilasini topamiz.

» Ketma-ket differensiallab

y'=cosx =sin("+f)»
y" = —sinx = sin(x + n) = sin(x + 2 ...

hosilalarni topamiz. Matematik induksiya metodi bilan ixtiyoriy n £
N uchun

(sinx)<n>=sin(x + n |)
tenglikka ega boMamiz.
Xuddi shu singari ixtiyoriy n G N uchun

(cosx)(n) = cos(x+n 0
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tenglikni hosil gilish mumkin. A

(a,b) oraligda aniglangan va oraligning barcha x € (a,b)
nugtalarida n —tartibli hosilaga ega bo'lgan funksiyalar to'plamini
Cn(a,b) orgali belgilanadi. Barcha x € (a,b) nugtalarda ixtiyoriy
tartibli hosilaga ega bo‘lgan funksiyani cheksiz marta differen-
siallanuvchi funksiya deb ataymiz va fix') e C°°(a,6) ko'rinishda
yozamiz. e*,sinx,cos;e funksiyalar (—e0,+00) oraligda cheksiz
marta differensiallanuvchi.

To'rtinchi va undan yuqori tartibli hosilalami ba’zan gavslarsiz
rim ragamlarida  belgilanadi, ya’ni yw,yv,yvl,... ko'rinishda
yoziladi.

Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi. Moddiy nugta s =
Sit) gonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakatlansin. U holda ma’-
lumki, vaqtning t momentidagi oniy tezligi vit) = S'it) tenglikni
ganoatlantiradi.

Vaqgtning t momentida material nuqtaning tezligi v bo'lsin.
Agar nuqta tekis harakatlanmayotgan bo'lsa, u holda t momentdan
keyin o'tadigan At vaqt mobaynida tezlik o'zgaradi va Av orttirma
oladi.

At vagt mobaynidagi o rtacha tezlanish deb Av tezlik orttir-
masining At vagt orttirmasiga nisbatiga aytiladi:

Av
a’'n ~ At
At orttirma ganchalik kichik bo'lsa, o'rtacha tezlanish shunchalik
vaqtning t momentidai tezlanishiga yagin bo'ladi.

t momentdagi tezlanish deb vaqgt orttirmasi nolga intilganda

tezlik orttirmasining vaqt orttirmasiga nisbatining limitiga aytiladi:

4= Ax*OAt
boshgacha gilib aytganda vagtning t momentidagi tezlanishi v

tezlikdan t vaqgt bo'yicha olingan hosilaga teng ekan:
a=v'it),
ammo biz yuqorida v = S'it) ekanligini ta’kidlab o'tgan edik,
demak u holda
a = (S'it))' =S"it),
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ya'ni to'g'ri chizigli harakatning tezlanishi bosib o‘tilgan yo'ldan
vaqt bo‘yicha olingan ikkinchi tartibli hosilaga teng ekan.
530-Misol. Erkin tushayotgan jismning bosib o‘tgan yo‘li
vagtga
s(t) =gt2/2 + vot + sO (5.56)
gonuniyat bilan bog'langan, bu yerda g= 9,8 —erkin tushish
tezlanishi, sO bosib o‘tilayotgan s yolning t = 0 vaqgtdagi gqiymati
s0 = s It=o-
» (5.56) tenglikni differensiallab
v=s"(t) -gt+v0 (5.57)
tezlikni topamiz. Bu tenglikdan v0 = v\t=0 kelib chigadi. Yana bir
marta differensiallab
a=v’(t) =s"(t) =g
tezlanishni topdik. Aksincha, ham o‘rinli ekanligini, ya’ni pastga
garab tushayotgan harakat tezlanishi o'zgarmas g bo'lsa, u holda
s0 = s|t=0, vo = v|t=0 shartda uning tezligi (5.56), bosib o'tilgan
yo'l esa (5.56) tenglik orqali ifodalanilishini ta’kidlab o'tamiz.-"
Yig'indi va ko'paytmaning yuqori tartibli hosilaiari.
5.8-Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x nugtada n —
tartibli hosilaga ega bo'lsa, u holda u(x) + v(x) va u(x) v(x)
funksiyalar ham bu nugtada n —tartibli hosilaga ega va

(u@c) = v(x))() = u(n)(*) + v~Xx) (5.58)
(uX) sv(x)" = W+ M w1+ Qun~2"w" H--—--1
+C™u(n~IdJ v(m) H-----bu - AN C*u(n-V m N 29)
k=0

tengliklar o'rinli bo'ladi, bu yerda C£ = n!/(k! (n —fc)!) orqgali n
elementni k tadan qgilib guruhlashlar soni belgilangan.

» lkkala formula ham matematik induksiya metodi bo'yicha
isbotlanadi. (5.58) formulaning isbotini o'quvchiga havola gilamiz.
Agary = u(x) sv(x) bo'lsa, u holda

yl—u'mv+ U-vi1
y" = u"ev 4+ 2u' v’ + 1 eV

ya'ni (5.59) formula n = 1 va n = 2 uchun o'rinli ekan, (5.59)
formula ixtiyoriy n uchun o'rinli deb faraz gilib, uning n + 1 uchun
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o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz. u"T+1) va i/n+1' hosilalar mavjud
deb (5.59) tenglikni differensiallaymiz:
(u(x) «i7(x))(n+1) = ((W7)(M)Y = uW ev + (C° + CMu(n) or' +
+Cn+pu"-b w" +- + (CIr'i+ CE)u'm  + Mmev(ntl).
(5.60)
K <n uchun

rk-1+ = — | 2 =
n n (k-1)1(n-fc+1)! fcl(n-fc)!
_ni(fctn-fc+l) _ (n+15'

7 fl(nHet)! —M(n+lK)! — n+l°

U holda (5.60) tenglik

(u(x) *v(x))(n+l) = UMn+1)«17+ ov' + ov" H-—-f
+CN U’ o + U <" +1>

ko'rinishni oladi, bu esa (5.59) tenglik n + 1 uchun ham o'rinli
ekanligini anglatadi. Shunday qilib, Leybnis formulasi deb ataluvchi
(5.59) formulani isbotladik. M

5.31-Misol. Leybnis formulasidan foydalanib y = x2ex
funksiyaning y (1001) hosilasini toping.

(2001)

y (iooi) = ) = (e*)dooi).x2 + CH001(em(10°() *

(x2Y + Clooi(e*)(999) 0 2" + 0 = e*x2+ 2002exx + 3.001 «
103e*. ~
Parametrik va oshkormas ko'rinishda berilgan funksiya-
larning yuqori tartibli hosilalari.
y = /(*) funksiya
(x = x(1),
*0.
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin va x(t), y(t) funksi-
yalar barcha t E (a,/?) nuqtalarda yetarli tartibda differensiallanuv-
chi va x'(t) ® 0 bo'lsin. U holda (5.42) formulaga ko'ra, ixtiyoriy
t E (a, /?) nugtada yx hosila
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tenglik bilan topiladi. Bu yangi parametrik shaklda berilgan
funksiyani oldingi goidani qo‘llab yana x bo'yicha differensiallash
mumkin:
v" _ (y"x)c
ca<t< O Yoxx~ xf 'a<t</3..

[x = x(t), I* = x(t),

Xususiy holda, ikkinchi tartibli hosilani keltirib chigaramiz:
bo'linmaning, teskari funksiyaning hosilalari formulalarini go'llab

yx = (= (8)x= (8)t = (§)th =

_oyltitx'ty'tx't 10 y'tixtytxt't

(*D2  *t b3
Shunday qilib parametrik shaklda berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi
V» _ yttxt ytxtt
(*tf ' a<t<O0 (5.61)
IX = x(1),
ko'rinishda bo‘lar ekan.
5.32-Misol. y = /(x) funksiya
fx(t) = eMost, . _r1 njt]
ly(t) = efsint, L 474
munosabatlar bilan parametrik shaklda berilgan bo'lsa, uning
ikkinchi tartibli hosilasini toping.
» Xx(t) va y(t) funksiyalaming t parametr bo'yicha birinchi va

ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz: xt = efcost — sint, y[ =
e*sint + etcost, x"t = ezcost —efsint —elsint —etcost =
—2etsint, y't = efsint + ercost + cost —e{sint =

2efcost bu topilgan hosilalami (5.60) formulaga qo'yib, yxx
ikkinchi tartibli hosilani topamiz.
, __2e*cost(efcost—etsint)—efsint+el cost)(-2efsint)__

Yxx (e* cost-e* sint)3
_ 2e2t(coszt-costsint+sin2t+costsint) _ 2e-t
e3t(cost-sint)3 (cost-sin t)3*
natijada
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izlanayotgan hosilani topdik. A

5.33-Misol. x3siny —y = 0 tenglama bilan berilgan y =
fix) oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.

» Tenglamaning ikkala tomonini differensiallaymiz:

3x2siny + x3cosy o' = O
bu yerdan
3x2siny _ 3tgy
Yy x3cosy X
Birinchi tartibli hosila uchun ifodani inobatga olgan holda,

songi tenglikni differensiallaymiz:
y" _ 3(tgy)'’x-M'tgy _ gcos2yy'~tgy _

y X2 X2
1 3tgVv ,, _sinv
_ 2cos2y * ~ 2 cos3y — 3 siny(3-cos2y) N
X2 X2 x2C0S3y

Yuqori tartibli differensiallar. Yuqori tartibli differensial-
lami ham hosilalar singari quyi tartiblardan yuqori tartiblami
aniglaymiz. y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi dy birinchi tartibli
differensialini oddiyroq qilib berilgan nugtadagi birinchi differensial
deb ataymiz. Shunday qilib birinchi differensial

dy = f'ix)dx
mavjud bo'lsin. O'ng tomondagi faqat birinchi ko'paytuvchigina x
o'zgaruvchiga bog‘lig, ikkinchi ko‘paytuvchi dx erkin x o°zga-
ruvchining orttirmasi va u o'zgaruvchiga boglig emas. Demak dy
birinchi differensial x o'zgaruvchining funksiyasidan iborat ekan,
shuning uchun bu funksiyaning differensiali to‘g‘risida gapirish
mumkin.

Agar y = fix) funksiyaning x nuqtadagi dy differensialining
differensiali mavjud bo'lsa biz imi ikkinchi differensial (ikkinchi
tartibli differensial) deb ataymiz va uni d 2y orqali belgilaymiz:

didy) = d2y.

Ikkinchi differensial uchun ifoda topamiz. Differensialning
aniglanishiga ko'ra

d2y = [f'ix)dx]'dx.

Qavs ichidagi dx ko'paytuvchi x o'zgaruvchiga bog'liq emas,
shuning uchun uni hosila belgisidan tashgariga chigarish mumkin va
natijada
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d2y = f"(x)(dx)2

tenglikka ega bo‘lamiz. Differensialning darajasini yozishda
gavslami yozmaslik gabul gilingan, masalan, (dx)2 o‘rniga dx2 deb
yozish gabul gilingan; xuddi shu singari (dx)3 o‘miga dx3 yoziladi
va hokazo.

Ikkinchi differensialdan olingan differensial uchinchi differen-
sial deb ataladi:

d3y = d(d2y) = [f""(x)dx2]'dx = f"*(x)dx3.

Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy n —tartibli differensialni
aniglaymiz:

dny = d(dn-ry) = [fn-1I\x)dxn~1]'dx = f~(x)dxn.

Differensialning har xil tartiblaridan foydalanib ixtiyoriy
tartibli hosilani differensiallar nisbati shaklida yozish mumkin:

rw =fFf.rw =g ... I<">(*) = £
Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning x nuqtada n —tartibli
differensialning mavjud bo‘lishi uchun, u bu nugtada n marta
differensiallanuvchi bo'lishligi zarur ekan.
Agar u(x) va v(x) funksiyalarning x nuqgtada n —tartibli
differensiallari mavjud va C = const bo‘lsa,
dn(Cu) = Cdnuvadn(ux v) =dnu+dnv (5.62)
tengliklar o'rinli bo'ladi. Ko'paytmaning n -tartibli hosilasi uchun
hosil gilingan Leybnis formulasi n -tartibli differensial uchun
dn(uv) = dnu ev + Cldn—xu mdv + C%UN~2u M 2v + e+
+C%~1du edn~H + 1 mnv (5.63)
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda Co—ergali n elementdan k tadan
gilib guruhlashlar soni belgilangan.
5.34-Misol. y = n/x+ 2 funksiyaning x nuqtadagi d2y
ikkinchi tartibli differensialini toping.
» Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:
n'— 1 _ 1
A~ 20x+Z N - Ayj(n:+2)3"

U holda d2y = y"dx2=--~A===dx2. A
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5.6. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Hosilaning nollari hagida teoremalar.

5.10-Teorema (Ferma). y = fix") funksiya biror E oraligda
aniglangan va bu oraligning ichki ¢ nuqgtasida eng katta yoki eng
kichik giymatini gabul gilsin. Agar bu nugtada chekli f*(c) hosila
mavjud bo‘lsa, u holdaf'(c) = 0 bo'ladi.

> Aniglik uchun /(x) funksiya ¢ nugtada eng katta giymatni
gabul giladi deb faraz gilamiz. U holda barcha x EE nugtalar uchun
/(x) < f(c) tengsizlik o'rinli bo'ladi. x = ¢+ Ax deb olsak,
/(c + Ax) < /(c). Hosilaning ta’rifiga va teorema shartiga ko'ra

Z110 =r(c)
&x-*0 AX lyYy

chekli limit mavjud. Agar Ax > 0 bo'lsa, u holda (f(c + Ox) —
/(c))/Ax <0 va tengsizlikda limitga o'tish haqgidagi 4.6-
Teoremaga ko'ra

Hm Ne+~hNe)=r(c +0)S 0
[Ox->0+0 AX
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Agar Ax < 0 bo'lsa, u holda (/(c +

Ox) —/(c))/A4x > 0 va bu yerda ham 4.6-Teoremaga ko'ra

A&jmol(l*’xgg-Ng) =r(c_0)<;0.
Nugtadagi bir tomonlama va ikki tomonlama limitlar hagidagi 4.2-

Teoremaga ko'ra so'ngi uchta munosabatdan
f(c+Ax)-f(c) _

lim = lim
A0 AX AfO+0  AX
= lim «»apg-/m =0
Jx-*0-0 Ax

yoki f'(c) = 0 tenglikka ega bo'lamiz.
Funksiyaning eng Kkichik
giymati bo'lgan hoi ham xuddi
shu singari isbotlanadi. A
f'(c) hosilaning nolga ayla-
nishi f(x) funksiya grafigiga
M(c,f(c)) nugtada o'tkazilgan
urinma Ox o'qqa parallel bo'lishini anglatadi (5.20-rasm). Teorema-
ning shartida ¢ nugtaning ichki nugta ekanligi muhim shart.
Teorema isbotida bu shartga ko'ra ¢ nugtadan ham chapdagi, ham

225



o‘ngdagi x nuqgtalami garash imkonini berdi. Bu shartsiz teorema
noto‘g‘ri ham bo'lishi mumkin. Hagigatdan ham, agar funksiya eng
katta qiymatga oraligning chetki
nuqtalaridan birida erishsa, u holda
hosila (agar u mavjud bo‘lsa) nolga
ayianmasligi ham mumkin (5.21-rasm).

Endi fransuz ~ matematigi
M.Roll nomi bilan ataladigan sodda
ammo muhim teoremani keltiramiz.

5.11-Teorema (Roll). Agar y =fix) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz, (a, b) oraliqda differensiallanuvchi va kesmaning
chetki nuqtalarida teng /(a) = f(b) giymatlami gabul gilsa, u
holda (a, b) oraligda kamida bitta shunday c nuqta topilib, bu nugta
uchun /'(c) = 0 tenglik o'rinli bo'ladi.

» y = fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun
Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra u o'zining eng katta
M va eng kichik m giymatlariga erishadi.

Ikki holni garaymiz.

1 M=m, yani fix) funksiya (a,b) oraligda o'zgarmas
giymatni gabul giladi, shuning uchun barcha x G (a, b) nugtalarda
fix) = 0 bo'ladi. Bu holda c sifatida (a, b) oraligning ixtiyoriy
nugtasini olish mumkin.

2. M > m. Teorema shartiga ko'ra /(a) = fib), shuning
uchun funksiya M va m giymatlardan birini (a, b) oraligning ichki c
nuqtasida gabul giladi. U holda Ferma teoremasiga ko'ra bu nugtada
/'(c) = otengliko'rinli bo'ladi. A
Xususiy holda/(a) = fib) —O0 bo'lganda quyidagi natija o'rinli.

Natija. Differensiallanuvchi funksiyaning ikkita noli oralig'ida
uning hosilasining noli yotadi. y

Roll teoremasi quyidagi geo- Mi

: . . /Ty
metrik talginga ega: agar uzluksiz
egri chizig [a,b] kesmaning chet-
larida o'zaro teng ordinatalrga ega /L .m \
va kesmaning barcha ichki nugta-
larida novertikal urinmaga ega bo'l-
sa, v holda egri chizigda urinmasi

a 0 d Q2 b X

5.22-rasm
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Ox o‘gga parallel boigan kamida bitta nugta mavjud (5.22-rasmda
(a, b) oraligning cLva c2 nugtalariga mos keluvchi Mr va Mz nugtalar).
5.11-Teoremaning barcha shartlari muhim. Masalan, y = \x\
funksiya [—1,1] kesmada uzluksiz, kesmaning chetlarida teng
y(—) =y(l) = 1 giymatlarni qgabul qiladi, ammo kesmaning
ichki x = 0 nugtasida differensiallanuvchi emas (5.6-Misol).
Teoremaning ikkinchi sharti bajarilmayapti, shu sababli (—1,1)
oraligday' hosila nolga aylanadigan nugta yo'g.
5.35-Misol. f(x) —x —[x] funksiya
(5.23-rasm) [0,1] kesmada teoremaning
uzluksizlik  shartidan  boshga barcha
shartlarini ganoatlantiradi: x = 1 nuqtada
funksiya uzilishga ega, (0,1) oraligning
barcha nuqtalarida hosilafix) = 1.-»
5.36-Misol. fix) = 1 —Vx2 funksiya [,1] kesmada uzluk-
siz, kesmaning chetki nugtalarida /(—) =/(1) = 0 teng
giymatlarni gabul giladi,
fix) = —2/\Jx hosilaesa (—,1)
oraligning x = 0 nugtasidan boshga
barcha nuqtalarda chekli giymatni
gabul giladi. Shunday qilib, Roll
teoremasining bitta sharti bajaril-
mayapti, shu sababli teoremani
mazkur funksiyaga qo‘llab bo‘l-
maydi (5.24-rasm).
Roll teoremasi yetarlilik xususiyatiga ega, ya’ni barcha shartlar
bajarilgandagina teoremaning tasdig'i o'rinli, ammao hatto bitta sharti
bajarilmay qolsa ham garalayotgan
funksiya hosilasining nollari mav-
judligi hagida aniq bir tasdigni aytish
mumkin bo'Imay goladi. 5.25-rasm-
da f{x) funksiya [a b] kesmada
uzluksiz, kesmaning chetlarida teng
giymatlarga erishadi, ammo ichki x0
nuqtada differensiallanuvchi emas.
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Shunga garamasdan (a, b) oraligda/'(c) = 0 bo‘ladigan x =
¢ nugta mavjud (mos nuqtada funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma
Ox 0°‘qqa parallel).

Agar s = fit) funksiya to'g'ri chizigli uzluksiz harakatda s
nugta koordinatasining t vaqtga bog'ligligini aniglasa, u holda
/() =/(b) tenglik nuqta harakatni vaqtning a momentida
boshlagandan keyin b —a vaqt oralig'idan so'ng boshlang'ich
holatiga qaytishi kerakligini anglatadi. Ammo buning uchun
vagtning hech bo'lmaganda bitta t0 E (a,b) oraliq momentida
nuqtaning f'(t0) tezligi nolga aylanishi kerak. Roll teoremasining
mexanik interpretatsiyasi ana shundan iborat.

Chekli ayirmalar formulasi.

5.12-Teorema (Lagranj). Agar y = f(x) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz, (a,b) oraligda differensiallanuvchi bo'lsa, u
holda (a, b) oraligda kamida bitta shunday ¢ nuqta topiladiki, bu
nugta uchun

fibbl &W = f'(c\ a<c<b

formula o'rinli bo'ladi.

> F{x) = f(x) - fid) - i* ~ a) (5.64)
tenglik bilan [a,b] kesmada aniglangan F(x) yordamchi funksiyani
kiritamiz. Bu funksiya [a, b] kesmada Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi. Hagigatdan ham, u [a,b] kesmada
uzluksiz, chunki (5.64) tenglikning o'ng tomonidagi har bir
qo'shiluvchi  uzluksiz. Fix) funksiyani aniglagan har bir
go'shiluvchi (a, b) oraliqda differensiallanuvchi bo'lganligi tufayli
Fix) funksiyaning o'zi ham bu oraligda differensiallanuvchi.
Nihoyat [a,b] kesmaning chetki nuqtalarida Fia) = Fib) —O0 teng
giymatlami gabul giladi.

Roll teoremasiga ko'ra, (a, b) oraligda F'ix) hosila nolga
aylanadigan kamida bitta ¢ 6 (a, b) nugta mavjud: F'(c) = 0. Bu
tenglikni (5.64) orqali ifodalaymiz

F'ic) = f'ic) - nbj-fc* = 0.
Bundan esa

i a

= fie), a<c <h. <
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Roll  teoremasi  Lagranj teoremasining /(a) = fib)
boigandagi xususiy holi boiadi.
Endi Lagranj teoremasining geometrik talginini ko'raylik.
5.26-rasmda
fO>)—f(a) _ BC
b~a AC
nisbat AB vataming burchak koeffitsiyenti, /'(c) hosila esa 'y =
fix) egri chizigga abssissasi x —c bo'lgan nuqgtada o'tkazilgan
urinmaning burchak koeffisiyenti. Shunday qilib, ixtiyoriy nugtasida
urinma o'tkazish mumkin bo‘lgan egri chizigning AB yoyida
kamida bitta shunday C(c,/(c)) nuqta topiladiki, bu nugtada egri
chiziqga o'tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo*ladi.

Isbotlangan ~= f i ¢) formula, yoki
fib)- /(a) =f(c)(b - a), a<c<b, (5.65)
y).K J—
5.26-rasm

Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar formulasi deb yuritiladi.
¢ sonini (umuman olganda, a va b sonlar oralig'ida yotgan
noma’lum son)
c=a+B-e(b—a)

ko'rinishda ifodalash ba’zan qulay bo'ladi, bu yerda B ushbu 0 <
B < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi gandaydir son. U holda (5.65)
Lagranj formulasi

/(b) - /(a) =/'(a +BmMb- a)(fc- a), 0<B<1l (566)
shaklni oladi. a va b 0'miga mos ravishda xvax + Ax olib, Lagranj
formulasini
Af(x) = f(jx + Ax) —fix) —fix + B mAX)Ax, 0 < B < 1(5.67)
ko'rinishda yozamiz. Bu tenglik argumentning ixtiyoriy Ax orttir-
masida funksiyaning orttirmasi uchun Af(x) ~ fix) Ax tagribiy
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tenglik o‘miga aniq ifodani beradi. (5.67) formuladagi Q umuman
olganda noma’lum son.
5.37-Misol. Lagranj teoremasidan foydalanib, ixtiyoriy xx va

x2 uchun

larctg x2 - arctgxr\ < \x2- x t\
tengsizlikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
» fix') = arctg x funksiyani garaymiz. Bu funksiya ixtiyoriy [a, b]
kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.
Shu sababli ixtiyoriy xx va x2 uchun

fix2) ~f(x1) =f{c)ix2- xx
yoKki

arctg x2 - arctg xx ="~ (X2- xr),
bu yerda ¢ nuqta xx va x2 nuqtalar oralig'ida yotadi. Bu tenglikdan
jarctg x2 - arctgxt\=" \x2- xx\

tenglikni yozamiz, ixtiyoriy ¢ uchun < 1 tengsizlik o'rinli
bo'lishini inobatga olsak, so‘ngi tenglik |arctg x2 —arctg xx| <
\x2 —xx\ tengsizlikka aylanadi. M
5.13-Teorema (Koshi). Agar fix) va g(x) funksiyalar
1) [a,b] kesmada uzluksiz;
2) (a, b) oraligda differensiallanuvchi;
3) (a, b) oraligda hosila g ’(x) =£0 bo'lsa,
u holda (a,b) oraligda kamida bitta shunday c¢ nuqgta
topiladiki, bu nugta uchun
I(b)-/(a) _ I'(c)
9—("F})_—g@ = g{gc", a<c<b (568)

tenglik o'rinli bo'ladi va u Koshi formulasi deb ataladi.

> Teorema shartidan gib) —gia) * 0 bo'ladi, aks hol

gia) vagib) teng bo'lar edi va Roll teoremasiga ko'ra g*(x) hosila
ia,b) oraligning kamida bitta nugtasida nolga aylanadi, bu esa
Koshi teoremasining 3) shartiga ziddir. Shunday qilib (5.68) tenglik
ma’noga ega. Endi uning (a,b) oraligdan olingan birorta ¢ uchun
o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.

F(x) = /GO - /(a) - {gix) - g(a)) (5.69)

yordamchi funksiyani tuzamiz. Bu fimksiya Roll teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi. Hagigatdan ham:
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1) F(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, chunki f(x) va
g(x) funksiyalar bu kesmada uzluksiz;

2) F(x) funksiya (a, b) oraligda differensiallanuvchi, chunki
(5.68) tenglikning o‘ng tomonidagi har bir go‘shiluvchi bu oraligda
differensiallanuvchi;

3) bevosita 0‘miga qo‘yib F(a) = f(b) = 0 ekanligiga amin
bo*lamiz.

Bu funksiyaga Roll teoremasini qo'llab, a va b nugtalar
oralig‘ida F'(c) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugta mavjud deb
xulosa chigaramiz. (5.69) tenglikka ko‘ra

shuning uchun
) = 0.
J N3 o9(b)-g(fl) y J
So'ngi tenglikdan
f'(c) _ f(b)—+(a)
g'(c)  ofb)-9(_a)
talab gilingan tenglikni hosil gildik. A

Lagranj teoremasi Koshi teoremasining xususiy holi, chunki
Koshi teoremasida g(x) = x deb olinsa Lagranj teoremasi hosil
bo'ladi.

Mulohaza. Roll, Lagranj va Koshi teoremalarida u yoki bu
tenglik o'rinli bo'ladigan gandaydir c € (a,b) “o'rta nuqgta”
xususida so'z boradi. Shuning uchun bu teoremalar guruhini
differensial hisobning o'rta giymatlar haqgidai teoremalari deb
nomlash mumekin.

Anigmasliklarni ochish (Lopitall qoidasi). fix) va g(x)
funksiyalar x = a nugtaning biror atrofida aniglangan va /(a) =
g(a) = 0 bo'lsin. U holda (LK_O nisbat x = a nuqtada ma’noga ega
bo'lamaydi. Birog bu nisbhatning x —a nugtada limiti .mavjud
bo'lishi mumkin. lim limitni topish bu holda - ko'rinishdagi

X->ag(x) 0
anigmaslikni ochish deb ataladi. ;

lim/(x) = oo va limo(x) = oo bo'lganda lim o limitni

X-*a X~*a X-7a
topish — ko'rinishdagi anigmaslikni ochish degani.

231



00 —00 ko'rinishdagi anigmaslikni ochish deganda lim/(x) =
00 va lim<7(x) = oo shartlami ganoatlantiruvchi funksiyalar uchun
X--*a
Qma[/(x) —qgix)] ko'rinishdagi limitni topish tushuniladi.
X -* 00 holda bu tushunchalar xuddi shu singari izohlanadi.
5.14-Teorema (Lopitall qoidasi). fix) va g{x) funksiyalar
X = a nugtaning o'zi kirmagan biror Usia) atrofida fix"') va g"ix)
hosilalrga ega va bu atrofda gix) va g'ix) funksiyalar nolga
aylanmasin. Agar
Mmfix) = 0 va lim"Cx) = 0
X->a X-*a
va hosilalaming P nishati x = a nugtada chekli yoki cheksiz

limitga ega bo'lsa, u holda bu funksiaylaming nisbati ham bu
nugtada limitga ega va

tenglik o'rinli bo'ladi.

> Teoremada fix) va gix) funksiyalarning x = a nugtadz
giymatlari hagida so'z yuritilmagan. Biz /(a) = gia) = 0 deb
olamiz. Endi ij@/(x) =/(a) va)!jlgA(x) = gia), uholdafix) va
gix) funksiyalar a nugtada uzluksiz bo'ladi. Shuning uchun fix)
va gix) funksiyalar [a,x] kesmada (yoki [x,a] kesmada) Koshi
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi, bu yerda x nuqgta
(a —S,a + 5) oraligning ixtiyoriy nugtasi. Demak, bu teoremaga
ko'ra a va x oralig'iida kamida bitta ¢ = c¢(x) nugta topiladiki,
uning uchun

fix) _ /(x)-/(a) _ ['(c) T
gix)  g(x)-g(a) g'(c)

tenglik o'rinli bo'ladi. Agar birorta x giymatda bunday ¢ nugtalar
bittadan ko'p bo'lsa, ulardan birini tayinlab olamiz.

c nugta x nugtaga bog'lig va x nugta a nugtaga intilganda:
X -» a, fayin ¢ r{uqta ham a nuqtaga intiladi: c -* a. Teorema
shartiga ko'ra X nisbat x = a nuqgtada chekli yoki cheksiz limitga
ega. Shuning uchun ftic) nisbat ¢ = a nuqtada H)‘() nisbatning
limitiga teng limitga ega bo'ladi:
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(c->a)
(5.70) va (5.71) munosabatlardan
I/ILu"-H1;4 s (5.72)

X->ag(x)
kelib chigadi. <
(5.72) tenglik Lopitall qgoidasini ifodalaydi. Bu goidaga ko‘ra
funksiyalar nisbatning limitini (ma’lum shartlar o'rinli bo'lganda)
bu funksiyalar hosilalari nisbatining limiti bilan almashtirish
mumkin.

5.38-Misol. Limitni hisoblang:

“mb:o_z: hm(_I_c_osx) ' msm* -1

X-+0 X2 JG0  (x2y -0 2x 2
1-Mulohaza. Agar teoremaning shartl fagat (a —6, a) Yyoki

(a, a+ 6) oraligda o'rinli bo'lsa, (5.72) formulani ]lmosM yoki

lim fix) limitni hisoblashga qo'llash mumkin.
x-»a+0 g(x)

2-Mulohaza. Hosilalar nisbatining limiti mavjud bo'lmasdan,
balki funksiyalar nisbatining limiti mavjud bo'lishi ham mumkin.

5.39-Misol.  f(x) = x2sin- va g(x) = x funksiyalmi
garaymiz. Ularning nisbati x ~ 0 nuqtada limitga ega:

o X2 i 1
= lim----—--- = Ilmxsm— = 0.
* >og|x) X0 X X-+0

Ular hosilalarining 9r( ) 2X sm ! cos)% nisbati x = 0 nuqgtada
limitga ega emas. -4

Shunday qilib 1im ' limitning mavjudligidan Hm

limitning mavjudligi kelib chigmaydi.
3-Mulohaza. Agar Lopital teoremasining shartini fix) va
g(x) funksiyalargina emas, balki ularning fix) va g'{x) hosilalari

ham ganoatlantirsa, u holda )I(—]g]dgix limitni hisoblash uchun Lopital

qoidasini ketm-ket ikiki marta qo'llash mumkin. Agar keying
tartibli hosilalar ham teorema shartini ganoatlantirsa ularga ham
Lopital goidasini go'llash mumkin.

5.40-Misol. Limitni hisoblang:



lim =25 = Jim (X'f.‘."..“'-z hm " .°2" = hm =
Xx-*0 X3 x->0 3xz 6X
5 15-Teorema (Lopltalnlng |kk|nch| q0|da3|) f|x) va g(x)
funksiyalar x = a nuqtaning o‘zi kirmagan biror Usia) atrofida
fix') va g'ix) hosilalrga ega va bu atrofda g{x) va g'ix)
funksiyalar nolga aylanmasin. Agar

)I(ln;/(x) = oova Ilm#(x) =

va hosilalaming "R nisbati x = a nuqtada chekli yoki cheksiz

limitga ega bo'lsa, u holda bu funksiaylaming nisbati ham bu
nuqtada limitga ega va

lim = lim
x->ag(X) x->aB (X)
tenglik o'rinli bo'ladi.”
Bu yerda ham x-*a- 0 yoki x -»a+ 0 bo'lgandagi
limitlami garash mumkin.
5.41-Misol. Limitni hisoblang:

# acosax
Hm =

x-»0+0 Insinbx x-»0+0 (Insinftx) X->0+0 m
Sin bx

a cosax sinbx
= A b a > >
b x- I>Icmo j/cosbx sin ax> F’ (a 6I’ b > 0).

Lopital goidasini:
1. I|m/(x) =0 va Ilm#(x) = 00 bo'lganda Iig;‘[f(x) mix)]
I|m|tn| hlsoblashga go Ilash mumkin.
» Bu holdafix) myix) ko'paytmani

fix) egix) = A yoki fix) myix) = A
ko'rinishda yozib o'ngtomoniga Lopital qoidasini go'llash mumkin.
<

5.42-Misol.
1 2

> Iim (xInx): Iim = lim -V = hm — =0.
-»0+0 i JC-»0+0 x-*0+0 X

2. I|m/(x) = 00 va Ilm#(x) = 00 bo'lganda I|m[/(x) - gix)]

I|m|tn| hisoblashga qo Ilash mumkin.
» Bu holdafix) —gix) ayirmani yana
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A*)-9(*)=x-dh=2W7?
: o I 0¢) ICYswW
nisbat shaklida ifodalash kerak va so'ngra Lopital goidasini qo'llash

kerak. A

5.43-Misol.
. fX 1 Ir1XJC+1 _ Inx-x+1)"
i@n&%i' ‘nxg)l XQ] (x-D)Inx lilQ?(x HInx)
_ (In*)" _ _ S L
= = S i 57 = I
)I(jgg[f(x)]g(x\f(x) > 0 limitni hisoblashda, quyidagi uchta

hollardan biri bo'lganda Lopital goidasini go'llash mumkin:
i) )|(_I£2/(X) =0, )!_'IQ#(X) =0 (0°);
L X _ a N _
_I!_) Q_;g/(X) =1, Q,{g_ (x) = 0o (10);
iii) )l(L[Q/(X) = +00, )I(_L[Qo(x) = 0 (00°).
»y =1[/(*)] debolamiz, uni logarifmlab
\ny = g(x)\nf(x)
tenglikka ega bo'lamiz. Tenglikning ikkala tomonida limitga o'tib
hisoblaymiz:
)I(lg;lny = I|m[’\(x) In/(*)].

Bu limitni hisoblashda 1. holda garalganlaming mosi tanlanadi.

Faraz gilaylik, biz lim Iny = A limitni topdik. U holda limy =
eA
ya’ni

)I(gg [/(x)]5" =eA <

5.44-Misol. Limitni toping X_Ij(rJTJFOXx.

» y = xx deb olamiz; u holda Iny = x In%<. Bu yerdan

lim Iny= lim A= = _lim -V =
X->0+0 y= X->0+0 LI' X—’0+0 fi\ X=0+0 0,

bundanesa limy =e° =1. <
X-»0+0

5.16-Teorema. f(x) vag(x) funksiyalar
1) x o0'zgaruvchining mutlag giymati bo'yicha yetarlicha katta
giymatlarida aniglangan;
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2) limfix) = limo(x) = 0 yoki limfix) = c»va lim~0) = oo
X—=*00 X—=00 JT—00 X—00

3) X o'zgaruvchining mutlaq giymati bo'yicha yetarlicha katta

giymatlaridafix) va g'ix) @ 0 hosilalar mavjud,

4) funksiyalar hosilalarining (chekli yoki cheksiz)

lim

X-*co 9 (*
limiti mavjud. U holda funksiyalar(riisbatining ham limiti mavjud
bo'ladi va

)!-I’Eyo sW = xl-l’lyo 37/\\x)'
Teoremaning to'g'riligiga ishonch hosil gilish uchun x = - tenglik
orgali yangi o'zgartuvchi Kkiritib, 5.14 va 5.15-Teoremalaming
natijalaridan foydalanish kerak. /1
5.45-Misol.

> xlmo QX: xjimo Ze)% = x“moéx: x-u«f&>§< )/ :§—’u@ J’; =0-7
5.7. Teyior formulas!

Bu formula matematik tahlilning asosiy formulalaridan biri
hisoblanadi va u ko'p tadbiglarga ega. U murakkab analitik ifoda
bilan berilgan funksiyani tahlil gilishga oson bo'lgan ko'phad bilan
almashtirish imkonini beradi.

Ko'phad uchun Teyior formulasi. n —darajali ko'phad uchun
Teyior formulasini keltirib chigaramiz. n —darajali

Pix) = b0+ btx + b2x2 + e+ bnxn, bn = const ® 0

(5.73)

ko'phadni garaymiz. a soni ganday bo'lishidan gat’iy nazar (5.73)

ko'phadni x —a ayirmaning darajalari ko'rinishda ifodalash mum-
kin. Hagigatdan ham,

X=a+t
deb olamiz. U holda
Pix) = P(a + t)
= by+bxa+1)+b2a O2+ mmbnia+ t)n.
O'ng tomondagi gavslami ochib va o'xshash hadlami guruhlab
P(a+ 1) = A0+ Axt + Azt2+ - + Antn
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ko'phadni hosil gilamiz. Bu yerda yana t o'zgaruvchini x orgali
ifodalab

P(*r) = A0+ Ax(x - a) + A2(x - a)2+ m+ An(x - a)n (5.74)
izlanayotga ko‘phadga ega bo'lamiz, bu yerda A0,Alt...,An —
hozircha noma’lum bo'lgan gandaydir o'zgarmas sonlar.

(5.74) ko'phadni x o'zgaruvchi bo'yicha n marta differen-
siallaymiz:
P'(Xx) = At + 2A2(x - a) + 3i43(x - a)2+ —+ nAn(x - a)n’
P"(x) = 2mA2+ 32A3(x - a) +-—1n(n- Jin(c- a)n~ (5.75)

pC*)(x) = n(n - 1) ..2+lAnN
(5.74) va (5.75) tengliklarda x = a deb olib

(5.74) tenglikdagi nomalum AO,AlItA2,...,An Kkoffisiynetlami
topdik. Demak, (5.74) tenglikni

P(x) =P(a) +~ (x- a) & (x- a)2+- +
+PWECA 4

ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi. Bu tenglik n —darajali P(x)
ko'phadning x —a ayirmaning darajalari boyicha Teyior formulasi
deb ataladi (B.Teylor (1685-1731)-ingliz matematigi). Bu yerda a =
0 xususiy holda

PC*)-P(0) + ~ +/7N * z+4 —4n * " (5.77)
Makloren formulasini hosil gilamiz (K.Makloren (1698-
1746)-shotland matematigi).
5.46-Misol. P(x) = 2x3+ 5x2+ 4x —5 ko'phadni
1) x 0'zgaruvchining darajalaribo'yicha;
2) x —1 ayirmaning darajalari bo'yicha yoying.
» Ko'phad va uning hosilalarining giymatlarini x = 0 va x = 1
nugtalarda hisoblaymiz:
P(x) = 2x3+ 5x2+ 4x—5 P(0) = -5 P(1) =6

(536)

P'(x) = 6x2+ 10x+4  P(0)=4  P'()=20
P"(x) = 12* + 10 P"(0) =10  P"(1) = 22
P™(X) = 12 P™(0) =12 P™(l) = 12

(5.77) formulaga ko'ra
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ngl = —5+—X+ —X2+ 7X3 = —5+ 4x + 5x2+ 2x3
Makloren yoyllmasml va (5.76) formulaga ko ‘ra
P(*)=6+"~(*~ 1)+H(x _1)2+H(x_1)3=6+
+20(x- 1)+ 11(x- )2+ 2(x- 1)3
Teylor yoyilmasini hosil gildik. A
Differensiallanuvchi funksiya uchun Teylor formulasi. f (x )
funksiya a nuqtada 11 marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu,
funksiya a nuqtaning biror atrofida aniglangan va bu atrofda (n —
1) -tartibli va ungacha bo'lgan barcha tartibli hosilalarga ega va

bundan tashgari bu nuqgtaning o‘zida n —tartibli f*n\a) hosila
mavjud degan ma’noni anglatadi.

n —tartibli
Pnbl = /(") + - a)+ - a)2+ m
I« (.) (5'78)
+4 r (* - “r

ko'phadni tuzamiz. Ko'rinib turlbdlkl bu ko'phad, uning n —tartibli
va ungacha bo'lgan barcha tartibli hosilalari a nuqgtada /(x)
funksiya bilan bir xil giymat gabul giladi. Hagigatdan ham,

Pnla) = /(a),
PncO= If'(a) + /" («)(* - a)y+ - +~ | (* - a)"'1l = fid),
Pn(a) =
(/"(a) +1"(a)(x - a) + - + - a)” Ir,, = 2" (a)
vaumuman k = 0,n uchun
P()(@) = (/«(a) + - + 4 - <m)"m*)l, =fm(a)

tengliklar o'rinli. Bu yerda va keyin mulohazalarda k = 0 bo'lganda
fA(x) =/(x) vao!= 1 debgabul gilingan.

(5.78) ko'phad Teylor ko phadi, uning koeffisiyentlari e
Teylor koeffisiyentlari deb ataladi.

Teylor ko'phadi x = a nugtaning atrofida fix) funksiyaga
tagribiy yaqginlashishni beradi, ya’ni
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f(x) * PIx) = f(a)+f'(a)(x ~a) + =~ (X - ay + mm+

n!
Bu taqribiy yaginlashishdagi xatolikni, ya’ni f(x) —Pn(x) ayinnani
Rn(x) orqgali belgilaymiz. U holda bu tenglik va belgilashlardan

fix) =/(a) +f'(a)(x - a) + (X- a)2+- +

+ (* - a)n+ Rn(x) = %n=0£ ™ (x - a)k+ Rn(x) (5.79)
Teyiorformulasini hosil gilamiz. Bunda Teyior formulasining
goldig hadi deb ataluvchi Rn(x) qoldig x —a nugtada (x —a)n
cheksiz kichikka nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik. Buni
quyidagi teorema tasdiglaydi.
5.17-Teorema. Agar f(x) funksiya a nugtada n marta
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda

AnO)x"aO((* “ «)")e (5.80)
» Teoremani ishotlash uchun
lim Hm =0

X-*a (x-a)n x-*a (x-a)n
ekanligini ko'rsatish yetarli. Limit ostidagi nisbat [0/0] ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. Teoremaning sharti va PX\a) = /W (a),
(k = 0,n —1) tengliklar bu anigmaslikni ochish uchun Lopital qoida-
sini (n —1) marta go'llash imkonini beradi:

x!gz]a?x-a)an(l’\rg (x-a)n =>I<I-r>rz]a ((x-a)n)r =

lim
n(x-a)n_1
I f(n-i) (x)-f(n~i)(a)-f(n)(a)(x—a)
X-*a nl(x-a)
_ 1 1im / (n~1)(,x)-fa~1Na) /(*">(q)
nl x->a X-a n!
Teoremaning shartiga ko'ra a nugtada f~n\a ) hosila mavjud
va hosilaning 5.10-Ta’rifiga ko'ra,
(,)-1<—>4) <)
X->a

X-a
limit mavjud. Shuning uchun oldingi tenglikning 0'ng tomoni nolga
teng, bundan esa (5.80) kelib chiqdi. <
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a nugtada n marta differensiallanuvchi fix) funksiyani bu
nuqgta atrofida tasvirlovchi Teylor ko'phadi xatoligi oLlx —a)n)
ko'rinishda bo'lgan yagona ko'phad ekanligini ko'rsatamiz.

5.18-Teorema. a nuqtada n marta differensiallanuvchi fix)
funksiya xatoligi x = a nugtada o((x - a)n) ko'rinishda bo'lgan
x —a ayirmaning n —darajali ko'phadi shaklida tasvirlansa, u holda
bu ko'phadning koeffisiyentlari Teylor koeffisiyentlari bo'ladi,
ko'phadning o'zi esa Teylor ko'phadi bo'ladi.

» fix) funksiya x - a ayirmaning darajalari bo'yicha

fix) = Zk=ock O ~ a)k + oiix - a)n)
ko'phad bilan tasvirlangan bo'lsin. oLix - a)n)xZaK x)(.x ~ °0On
munosabatni ganoatlantiruvchi x = a nuqtada cheksiz kichik
bo'lgan nix) funksiya mavjudligini eslatib o'tamiz. fix)
funksiyaning ko'rsatilgan tasvirini uning (5.79) tasviriga (5.80)
tenglikni inobatga olgan holda tenglashtiramiz:

fix) = £k=0cfcix - a)k + pix)ix - a)n= “
—a)k + y(x)(x —a)n,

bu yerda Pix) va y(x) funksiyalar x —a nuqtada cheksiz kichik.
Bu tenglikda x —a nuqtada limitga o'tsak, chap va o'ng
tomonlaming birinchi hadlaridan boshga hamma hadlari nolga
aylanadi. Bundan c0 = /(a). O'zaro teng qo'shiluvchilami tashlab
yuborib va ikkala tomonni x —a ayirmaga gisqartirib

12-1  (x- a)k~r+ (3ix)(x- a)""1=

= "a)fcl+YOcXx~a)"'1l
tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerda ham x —a nugtada limitga o'tsak
Ci=f"'(a) bo'ladi. Koeffisiyentlami topishning tasvirlangan
jarayonini ketma-ket davom ettirib, barcha k = 0,n uchun har safar
ck = fNe(a)/k\ ifodani olamiz, ya’ni gilingan farzlarda ck Teylor
koffisiyentalri,
E*=00c - a)k

ko'phad esafix) funksiyaning Teylor ko'phadi bo'lar ekan. A

Shunday qilib, x = a nuqtaning atrofida fix) funksiyaga ck
koeffisiyentlari f~ia)/k\ ifodadan farg giladigan har ganday
£fc=ock (x —a)k ko'phad bilan taqribiy yaginlashishning xatoligi
Teylor ko'phadi bilan yaginlashishdagi xatolikdan x = a nuqgtada
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past tartibli cheksiz kichik bo‘lar ekan. Shuning uchun Teylor
ko'phadini bir xil darajali ko‘phadlar orasida eng yaxshi tagribiy
yaginlashuvchi ko‘phad deb ataladi.

5.47-Misol. f(x) = 1/(1 —x) funksiyani maxraji x va
birinchi hadi 1 bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiyaning yig'indisi sifatida garash mumkin, ya’ni

1(x) 1+ X+ X24— + xn+ Rn(x), (5.81)

bunda qoldig had Rn(x) = xn+l + xn+2 H— = xn+l/ (1 —x)
ko'rinishda bo'ladi va uning uchun xn+1/ (1 —x) xz ao(xn) muno-
sabat o'rinli bo'ladi. Endi /(x) funksiyaning Teylor koeffisi-
yentlarini hisoblaymiz:

Ne ) - = . =
va demak), barcha k = 0,n uchun / (k)(0)/k! = 1 bo'ladi. Shunday
qgilib (5.81) formula/(x) funksiyaning Teylor yoyilmasi ekan, -4
x—a+ Ax va /(x) —(a) =/(a +Ax)—/(a) = A4/(a)
deb belgilash kiritib, (5.79) formulani ba’zan

A/@) =rI'@)ax+~  (Ox2+ - + +

+o((Ox)n) = EL i"p (A *)k+ o((Ax)m) (5-82)
ko'rinishda yozish qulay. (5.82) formulada f~K\a)(Ax)k
ko'paytma /(x) funksiyaning a nuqtadagi dkf(a) differensialidan
iborat. Shuning uchun (5.82) formulani

4/(a) = df(a) + +.-+N + -t-0«AX)n) =

=1r-12» + o((4*)") (5-83)
ko'rinishda yozish mumkin. Bunday ko'rinishdagi tengliknin —
tartibli differensiallardagi Teylor formulasi deb ataladi.

Teylor formulasidagi qoldiq handing turli ko'rinishlari.
(5.79) n —tartibli Teylor formulasining (5.80) ko'rinishdagi qoldiq
hadini Peano shaklidagi goldiq had deb ataladi (D.Peano (1858-
1932)-italyan matematigi). n —tartibli Teylor formulasini Peano
shaklidagi goldiqg had bilan birlashtirib

fix) = ELo (x-a)k+ o((Ax)n) (5.84)
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Peano shaklidagi goldig hadli n —tartibli Teyior formulasi deb
ataladi. Birog, goldig handing bunday ko'rinishi muhim kamchilik-
larga ega:

1) f{x) funksiyani a nuqtaning atrofi Pn(x) Teyior ko'phadi
orgali tasvirlanganda yuzaga kelgan xatolikni hisoblashga imkon
bermaydi;

2) ko‘phad funksiyaning berilgan aniglikda o'rnini bosa
oladigan a nuqgta atrofning o'lchamlarini aniglashga imkon
bermaydi;

3) ko'phadning n darajasini oshirish hisobiga xatolikka ganday
ta’sir o'tkazish hagida gapirib bo'Imaydi.

Agar 5.17-Teorema shartiga qo‘shimcha gilib a nugtada yana
f(x) funksiyaning /~n+1*(a) hosialsining ham mavjudligi talab
gilinsa, bu teoremaga asosan

*"(*) = Ne - PnOC) = - 0)"*1+ °((a*)u+1)
tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, Peano shaklidagi goldig had

«,(*) = C*- “)n+l 585>
kabi boshgacha ifodalanishini hosil gilamiz, bu yerda

ab - [ 43O

ftmksiya x —a nugtada cheksiz kichik. Qoldiq hading bunday
ko‘rinishi ba’zi hollarda fix") funksiyaning a nuqta atrofida
o'zgarishini tahlil gilishga qulay. Qulaylik shundan iboratki, chekli
f(n+i)~a) -t q giymatda x = a nugtada qoldig hadning x —a
ayirmaga nisbatan kichiklik tartibi aniq giymatga ega, (5.80)
shaklda esa uning Kichiklik tartibining (x —a)n ifodaga nisbatan
yuqorirogligini aytish mumkin xolos.

Quyidagi ko'rinishdagi qoldig hadni

Rn(*) = f(n+*£Z°fra2Ck- a)rtLo<B <1 (5.87)

Lagranj ko Tinishidagi goldiq had deb ataymiz. Lagranj goldiq
hadining Peano qoldig hadidan fargi shundan iboratki, /(n+1)(x)
hosila a nuqtada emas balki a va x oralig'idagi c = a + 0(x —

a) nugtada hisoblanadi. (5.79) va (5.87) formulalami birlashtirib
(0 < B < 1 bo'lganda)
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Lagranj shaklidagi goldig hadli n —tartibli Teylor formulasini
hosil gildik.

Makloren formulasi. a = 0 xususiy holda (5.79) Teylor
formulasi

fix) =no) + fX0)x + + .+ + R, (X) =

=12.0M** +«,,(*) (5-89)
Makloren formulasini hosil giladi. (5.89) tenglikda qoldiq had
Peano shaklida

Rn(x) = o(xn)  yoki Rn(x) = (5.90)
Ko‘rinishga ega bo'ladi, bu yerda f3(x) funksiya x = 0

nuqgtada cheksiz kichik;
Lagranj shaklidagi qoldig had esa

RnM =~ ~ A xn+#l, 0<B < 1 (5.91)

shaklda bo'ladi. Shunday qilib (5.89) Makloren formulasi f(x)
funksiyani x = 0 nugta atrofida tasvirlar ekan.
Ba’zi elementar funksiyalami Makloren formulasi
bo‘yicha yoyish.
Elementar funksiyalami Lagranj qoldiq hadli
fix) =f(0) + ' (O)x+ 1 ™~ x2+ - +/~ x-+
<« 2>
(n+1)
Makloren formulasi bo'yicha yoyamiz.
1.f(x) =ex
»k = 0,n uchun f(K\x) = ex va shuning uchun /" (0) =
1,/<n+1>(0x) = eex.
U holda Lagranj shaklidagi qoldiq hadli (5.89) Makloren
formulasi eksponensial funksiya uchun

ex=1l+x+£+-+%+RnW =T k=0£ +



ko'rinishda bo'ladi.

2.fix) =sinx

Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqgtadagi giymat-
larini hisoblaymiz:
fix) = sinx =>/(0) = 0, fix') = cosx =>/"(0) = 1,
["(x) = -sinx =>/"(0) =0 /"™(x) =-cosx =>/""(0) = -1
va umuman

/<k>(x) = sin (x + K *l)

bundan esa,

/W (0) = smkm = k=2p+ 1
goldiq hag esa,
/(n+1)(0x) =sin(bx + (n+ 1) m
Demak, sinx funksiyaning Teyior ko'phadida x o'zgaruv-

chining juft darajalari oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan.
Shuning uchun (5.92) formuladan = 2k —1 deb olsak

y3 y5 vy _ y2fc* |

+ N sinlfe + [+ «f]” 0<ex<1 (594)

3./(x) = cosx

Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqtadagi
giymatlarini hisoblaymiz:
fix) = cosx =/(0) = 1, ['(x) = - sinx=>/"(0) =0,
["(x) = -cosx =*/"(0) = -1 /["'(x) =sinx=>/""(0) = -1
va umuman

f K\x) = cos”™X + K

bundan esa

/mW (O) = COSt eI

1
+
-

goldiqg hag esa
/[(n+1)(0x) = cos (fox + (n + 1) *
Demak, cosx funksiyaning Teyior ko'phadida x o'zgaruvchining

toq darajalari oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan. Shuning
uchun (5.92) formulada n = 2k deb olsak



+ S sin [9x + (2k + V I\ 0 < 8 < 1 (5-95>

(5.94) va (5.95) formulalardan sinx va cosx funksiyalarning
giymatlarini ixtiyoriy aniglikda hisoblash uchun foydalanish
mumkin. 5.27 va 5.28-rasmlarda x = 0 nugtaning atrofida sinx
cosx funksiyalarning Teyior ko‘phadlari bilan tagribiy
yaginlashishlari ko'rsatilgan.

4./(x) = In(l +x)
Bu funksiya x > —1 uchun aniglangan va ixtiyoriy tartibli
hosilasi mavjud. U holda ulaming giymatlarini hisoblaymiz:

/) =Id+* =/(O=Q /' (D=-A- =O=1

f"W =~wh& =>/"(°)=-1< = =>/"(0) = 2<

[ (N)(x) = (-1)n+1 =>/(">(0) = (-1)n+l(n - 1)!
[(»«)(*) = (_)»« = (-)»«

(5.92) Makloren formulasiga ko‘ra,
In(l +x)=f- £ + - ..+ (-1)"+1f£ +

+ (- 1>n+2 0<0<1 $596)
5/(x) = (1 + x)a (a —hagigiy son, x > —1)
Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqtadagi giymatlarini
hisoblaymiz:



/(x) = (1 +%*)“, =>/(0) = 1,
I'(*) = a(l + x)a~\ =>/'(0) = a,
["CO =a(a- 1)(1 +x)a-2 =>/'(0) = a(a - 1),

[ (W)0K) = a(a - 1) ..(a—n+ 1)1 + x)a~n, =>/(MN(0) =
=a(a—1) ..(a— + 1),
f ntl\x) =a(a- 1) ..(a- n)(l +x)a~n-\ A>fHl\d x) =
= a(a —1) ..(a —)(1 + 0x)a-n-1.
Shuning uchun

(1+xY =142 -X+ " x 2+mm+ r» +
T 21 n!

+HAA+1(K) (5-97)
bu yerda
Rn+i(x) =a(a- 1)- (a- n)(l + 0x)a-n"1xn+l/0 < B < 1.
Agar a —T1 —natural son bo‘lsa (5.92) formulaning (m +
1) —hadidan boshlab barcha hadlari nolga aylanadi va Makloren
formulasi Nyuton binom formulasiga aylanadi
(I+x)a=I+=fx +" |~ x 2+ - +Xn.
Elementar funksiyalami asimptotik baholashda va limit-
larni hisoblashda Makloren formulasidan foydalanish. (4.60)
formulada elementar funksiyalar uchun asimptotik ekvivalentlik
munosabatlarini o‘matgan edik:
sinx = x + o(x)\
ex = 1+ X+ 0(x)
In(l + X) = x + 0(x)
(1 +x)a+ 1+ ax+ o(x)J
(5.98) formulalar kichik |x| giymatlarda elementar funksiyalami
tasvirlaydi. Biz ulardan oddiy limitlami hisoblashda foydalandik. x
0°‘zgaruvchining yuqoriroq darajalari asosiy o‘rin tutadigan
mukammalrog limitlami hisoblashda (5.98) formulalar yetarli
bo‘Imaydi. Shuning sababli elementar funksiyalar uchun yanayam
anigroq asimptotik baholashlar olish zarurati paydo bo'ladi. Bunday
baholashlami Peano shaklidagi goldiq hadli Makloren formulasi
yordamida olish mumkin. Bunday baholashlami keltiramiz:

- x-»0. (5.98)
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ex =1 + X + lj-+--- + A~ + 0(Xn)

cos*=1!_g+£ £+ .+(-1)*E +o0fr™)
»K-»0  (5.99)
In(l +x) =f- f +£ -... +c-1)n1£ + o(x")

(I+x)e=1+Jx +" A x 2+- +
+ a(a-l).ﬁ(a-n+l) ien + o(xn)

5.47-Misol. Limitni toping
im ATSin*

At-»0 X3
» (5.98) formulalar bilan bu limitni topib bo'lmaydi. Maxrajning

ko'rinishiga garab o'zgaruvchining uchinchi darasi asosiy o‘rin
tutadi deb xulosaga kelish mumkin. Shuning uchun (5.99)
formulalardan n = 3 holda foydalanamiz:

limA = lim =T (i +*££)= i,
x-*0 V.3! X / 6

x->0 X3 x->0 X3

Nazorat savollari

. Hosila deb nimaga aytiladi?

. Egri chiziqga o‘tkazilgan urinma bilan hosila o‘zaro ganday bog*‘langan?
. Funksiya gachon differensiallanuvchi deyiladi?

. Differensiallanuvchi funksiyalar yig‘indisining hosilasi nimaga teng?
. Qanday funksiyalarga logarifmlab differensiallash usuli qo‘l-laniladi?
. Teskari funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

. Qachon funksiya oshkormas ko'rinishda berilgan deyiladi?

. Funksiyaning differensialai nima?

. Differensialning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

10. Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi nimadan iborat?

11. Anigmaslikni ochish deganda nimani tushunasiz?

12. Teyior va Makloren formulalarining fargi nimada?

©®O~NO A WN R

Mashglar

Bevosita hosilaning ta’rifidan foydalanib funksiyaning hosilasini toping:

1.y = x3. 2.y= 1/x. 3.y = VX 4.y = 2x2- X.

y = f(x) egri chizigga x —a nugtada o'tkazilgan urinma va normal tenglamasini
tuzing:
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5. y=x3,a= 6. y=1/x,a= 7. y=na/x, a= 8 y=1n/x,a=9

l. 1 4.

Funksiyalaming hosilalarini toping:

9.y = XS+ 4x* —2x3+4x - 1 10.y = sin2x mex.

1.y = Vbx —4. 12,y = (x2+ 3x —4)/(x2+ 1).

13.y = arcsin 5x. 14y = 23",

y'(ar) hosilani toping:

15 = 16 = Sinx —CO0sx 17 smx
YT aex Y ' Y 1+ cosx

18. y =-tg3x. 19. y =sin5x. 20. y = 2sin(-x). 21. y = sin2x

22.y = sh3x. 23.y = Vchx. 24.y = th(Inx). 25.y = (sinx)c
Funksiyaning differensialini toping.

26.y = |/(4x4). 27.y = tg2x. 28.y = 5Insin*

29. arctg 1,02 giymatini tagribiy hisoblang.

Qayta differensiallashni bajaring:

30.y = 4x3- 5x2+ 6x - 4; y" =? 3l.y = arctgx, y"(1) =?

32.y = a3, y" =? 33.y = XsInx, y* =?

Yugori tartibli differensialni toping:

34y =e~*22,d2y =? 35y = xm, d3y =?

Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning y’x hosilasini toping:

36.4¥=8 - i 3 W=pgin t 38 {y=eoa

Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning y*x hosilasini toping:
Int, X = e‘cos3l,
390 jy LR R L

t. y = e[sint.
Lopital goidasidan foydalanib quyidagi limitlami toping.
a1 3x2+ 4x —7 " XCOSX-Sinx ol tgx-sinx
NMagr s 2 My ETRSIR
In(l + X)-X . gSin* _ ex In*
4. lim - — Brmmmmnm e 45, Jim-----meremmenn e 46. lim — —
X-*0 tgzx X-*0 sin X —X X-*0+0 In sm x
47. lim (—-—-) 48. lim (I + x),n* 49. R bl
*o Vsinx  X) **0+0 x-»0+0 X)
50. x3 «+ 302 —2x + 4 ko'phadni x + 1 ikkihadning darajalari boyicha yoying.
51. /(x) = 1/x fiinksiyani a = —1 nuqta atrofida Teylor formulasi boyicha
yoying.

52. /(x) = xex fiinksiyani a = 0 nugta atrofida Makloren formulasi boyicha
yoying.

Makloren formulasidan foyd jaimatlagsi toping:

o lcosx-l-x2/2 VI+x+ VI+x-2VI- x)
53. lim ] ) —

X-xo VI X X
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VI-BOB. BIR O ZGARUVCHILI FUNKSIYANI TEKSHBRISH
6.1. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari

4.1. da monoton funksiyalarga ta’rif bergan edik. Bu yerda ham
bu ta’riflami kengrog ko‘rinishda takrorlaymiz. [a,6] kesmada
aniglangan /(x) funksiya berilgan bo'lsin.

6.1-Ta’rif. xr < x2 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xt,x2 G
[a, ft] uchun f(xt) < /(x 2) tengsizlik o'rinli bo'lsa, fix) funksiya
[a, b] kesmada kamaymaydigan funksiya deb ataladi. Agar xr < x2
shartdan doimo /(xj) < /(x2) kelib chigsa, fix) funksiya [a, b]
kesmada o'suvchi deyiladi.

6.2-Ta’rif. Agar [a b] kesmadagi xx < x2 shartdan /(Xi) "
/(x2) tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya [a,b] kesmada
o'smaydigan, xx<x2 shartdan /(xX) > /(x2) tengsizlik kelib
chigsa, fix") funksiya [a, b] kesmada kamayuvchi deyiladi.

63-Ta’rif. Agar /(x) fiinksiya [a, 6] kesmada fagat kamay-
maydigan (xususiy holda o'suvchi) yoki fagat o'smaydigan (xususiy
holda kamayuvchi) bo'lsa, uni biz [a, b] kesmada monoton funksiya
deb ataymiz. O'suvchi va kamayuvchi funksiyalami gat’iy monoton
funksiyalar deb ataymiz.

6.1-Teorema. fix) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va hech
bo'lmaganda (a,b) oraligda fix) hosilaga ega bo'lsin. fix)
fiinksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan bo'lishi uchun {a, b)
oraligning barcha x nuqtalarida fix) > 0 tengsizlikning bajarilishi
zarur va yetarli.

> Zarurligi. fix) funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan
bo'lsin (6.1-rasm). (a, ft) oraligda hosila fix) > 0 bo'lishini
ko'rsatamiz. (a, ft) oraligda x va x + [Ox nugtalami olamiz. Shartga
ko'ra fix) funksiya kamaymaydi, u holda ixtiyoriy [Ox orttirmada
(musbat yoki manfiy) Ax va fix + [x) —fix) ayirmaning ishorasi
bir xil va shuning uchun
I(x+A*)-1(x) > q
AX ~

tengsizlik o'rinli bo'ladi. (a, ft) oraligning barcha x nuqtasidafix)
hosila mavjudligini inobatga olsak va limitning ishorasi hagidagi
4.5-Teoremaga ko'ra
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rw =HmNe+~H2 )>o0.
X-*a Ax

Shunday qilib ixtiyoriy x E (a, b) nugtadaf'(x) > 0.

Yetarliligi. (a,b) nugtada Y
fix) >0 bolsin. fix) funk-
siyaning [a,b] kesmada kamay-
masligini ko'rsatamiz. [a,b] kes-
maning ixtiyoriy xx < x2 nugta-
larini olamiz. Lagranj teoremasiga :
ko'ra, I

f(xz) ~fix0o =fie) w

(X2 ~ *i). 6.1-rasm
bu yerda xr < ¢ < x2. Shartga ko'ra (a, b) oraligning har bir nug-
tasida f(x) > 0, u holda fid) > 0. Bundan tashgari x2 > xr.
Shuning uchun
fix2) >fix1).

Shunday qilib xx < x2tengsizlikdan fixx) < f(x2) tengsizlik
kelib chigar ekan, bu esa fix) funksiyaning [a,b] kesmada
kamaymasligini anglatadi. -4

Keyingi teorema ham xuddi shu singari isbotlanadi.

6.2-Teorema. f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va hech
bo'Imaganda (a,b) oraligda fix) hosilaga ega bo'lsin. fix)
funksiya [a,b] kesmada o'smaydigan boiishi uchun (a,b)
oraligning barcha x nuqtalarida fix) < 0 tengsizlikning bajarilishi
zarur va yetarli.

Qaralgan teoremalar kesmada uzluksiz va oraligning chekli
sondagi nuqgtalarida hosilaga ega bo'Imagan funksiyalar uchun ham
o'rinli. Bu bevosita isbotning borishidan kelib chigadi. Buning
uchun oraliq hosila mavjud bo'Imagan nugtalar yordamida uzluksiz
hosilali kichik intervallarga ajratiladi.

Shunday qilib, fix) hosilaning oraligda ishorasini
o'zgartmasligi (oraligning chekli sondagi nugtalaridagina nolga
aylanadi degan shartda) fix) funksiyaning mazkur oraligda gat’iy
monoton bo'lishligi uchun yetarli shart bo'ladi.

6.,3-Teorema. Agar [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi fix) funksiyaning hosilasi ixtiyoriy x E (a, b)
nuqtada fix) >0 (fix) < 0) va hech ganday E £ (a,b)
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oraligda fix) hosila aynan nol bo‘lmasa, fix) funksiya (a,b)
oraligda o‘sadi (kamayadi).

> (a, b) oraligning ixtiyoriy xr < x2 nugtalarini olamiz.
Lagranj teoremasiga ko‘ra

[(*2) - 101) =f(c)(x2- xx
bu yerda x1<c<x 2. Shartga ko‘ra (a,b) oraligning har bir
nugtasida fix) > 0, u holdafic) > 0. Bundan tashgari x2 > xr.
Shuning uchun fix2) > fix-J. Demak fix) funksiya [a, b]
kesmada kamaymas ekan. Bundan tashqari ixtiyoriy x e (x1,x2)
uchun f(xt) < f(x) < fix2). Bu qo‘sh tengsizliklardan hech
bo‘lmaganda bittasi qat’iy tengsizlik ekanligini ko‘rsatamiz.
Hagigatan ham, agar /(x 3) = f(x2) deb faraz gilsak, ixtiyoriy x €
iXi,x2) uchun
fixt) <fix) < fix2) = fixt),

ya’ni funksiya ix1,x2) oraliqda o‘zgarmas funksiya bo'ladi, u holda
barcha x E (xx,x2) uchun fix) = 0. Teoremaning shartiga ko‘ra
bunday bo‘lishi mumkin emas.

Shuning uchun xr < x2 bo'lganda
fixx) < f(x2) bo‘ladi, yani fix)
funksiya (a, b) oraligda o‘suvchi.

Shunday qilib funksiya o°‘sishi
uchun yetarli shartni isbotladik. Funksiya
kamayishi uchun yetarli shart ham xuddi
shu singari isbotlanadi.®

Birog fix) funksiyaning [a,b]
kesmada o‘suvchiligidan (a, b) oraligda
fix) > 0 tengsizlikning o‘rinli bolishi
kelib chigmaydi.

6.1-Misol. fix) = x3 funksiya [—1,1] kesmada o ‘sadi,
ammo uning fix) = 3x2 hosilasi x —0 nuqgtada nolga aylanadi
(6.2-rasm). M

6.2-Misol. y = x3—6x2+ 9x —1 funksiyaning o‘sish va
kamayish oraliglarini toping.

> Bu funksiya barcha x E R nuqtalarda aniglangan. Unir
y '=3x2- 12x+ 9= 3(x- I)(x - 3) hosilasi (-004) va
(3, +00) oraliglarda musbat va (1,3) oraligda manfiy. U holda 6.3-
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Teoremaga Ko ‘ra funksiya ( - 00,1) va (3, +00) oraliglarda o‘sadi va
(1,3) oraligda kamayadi (6.3-rasm).

6.3-rasm 6.4-rasm
6.4-Ta'rif. Agar ¢ nugtaning shunday (c —8,c + 8) atrofi
topilib, bu oraligdan olingan barcha x < ¢ uchun / (x) </ (c) va
barcha x > ¢ uchun fix) > f(c) tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, fix)
funksiya c nuqgtada o ‘suvchi deyiladi (6.4-rasm).

Agar c¢ nugtaning biror atrofidan olingan barcha x < ¢ uchun
fix) > f(c) va barcha x > ¢ uchun fix) < f(c) tengsizliklar
o'rinli bo'lsa, fix) funksiya ¢ nugtada kamayuvchi deyiladi

Keyingi teoprema funksiya nugtada o'sishining va kamayish-
ning yetarli shartini ifodalaydi.

6.3-Teorema. f(x) funksiya x —c nuqtada f'ic) hosilaga ega
bo'lsin. Agar f'ic) > 0 bo'lsa, u holda ftmksiya x = ¢ nuqtada
o'sadi; agarf ic) < 0 bo'lsa, fix) funksiya c nugtada kamayadi.

» /U c) > 0bo'lsin. Bu esa

lim >0
&X~*0 AXx

degan ma’noni anglatadi. U holda shunday S > 0 son topiladiki,
0 < |Ax| < 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ox orttirmalar
uchun
/(c+AX)-/(c) Q
Ax

tengsizli o'rinli bo'ladi. Bundan esa Ax va /(c + Ax) —/(c)
orttirmalar bir xil ishorali ekanligi kelib chigadi: agar Ax < 0
bo'lsa, f(c + Ax)- /(c) <0, ya’ni /(c + Ax) </(c); Ox> O
bo'lsa, /(c + Ax)- fie) > 0, ya’ni /(c + Ax) > /(c). Bu esa
ta’rifgako'ra /(x) funksiya c nugtada o'suvchi ekanligini anglatadi.
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Xuddi su singari mulohaza yuritib, agar/'(c) < 0 bo'lsa, fix)
funksiya ¢ nugtada kamayuvchi ekanligini isbotlash mumkin. -4

6.2. Funksiyaning ekstremumi

f{pc) fiunksiya (a, b) oraligda aniglangan bo'lsin.
6.5-Ta’rif. Agar ¢ E (a,b) nugtaning shunday (c —S,c + 5)
atrofi topilib, bu atrofdan olingan barcha x nuqtalarda
fix) < fic) (6.2
tengsizlik o'rinli bo'lsa, ¢ nuqgta fix) funksiyaning lokal maksimum
nuqgtasi deb ataladi (6.5-rasm). Agar d E (a, b) nugtaning shunday
id —6,d + 6) atrofi topilib, bu atrofdan olingan barcha x
nugtalarda
fix) > fid) (62)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, d nuqta fix) funksiyaning lokal minimum
nuqgtasi deb ataladi (6.6-rasm). Agar (6.1) va (6.2) tensizliklar gat’iy
tengsizliklar bo'lsa gat’iy lokal maksimum va qgat’iy lokal minimum
hagida gapirish mumkin bo'ladi.

6.6-rasm

Lokal maksimum nuqtadagi /(c) giymatni fix) funksiysiya-
ning lokal maksimumi va lokal minimum nuqtadagi /(d) giymatni
lokal minimumi deb ataladi. Lokal maksimum va lokal minimum
tushunchalar birlashtirilib lokal ekstremumlar deb ataladi. Keyingi
satrlarda lokal va qat’iy so'zlarini ishlatmasdan fagat maksimum,
minimum va ekstremum so'zlarini ishlatamiz, hamda qat’iy
maksimum va gat’iy minimum hollami garaymiz. Agar funksiya c
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va d nuqgtalarda mos ravishda maksimum va minimum giymatlarga
erishsa biz ulami /(c) = fmaxva fid) = fmin orgali yozamiz.

Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti.

6.4-Teorema. Agar f(x) funksiya ¢ nugtada differensiallanuv-
chi va bu nugtada ekstremumga erishsa, u holda/'(c) = 0 bo‘ladi.

> Aniglik uchun ¢ maksimum nugtasi bo‘lsin. 6.5-Ta’rifg
ko'ra, ¢ nugtaning shunday (c —S,c + 8) atrofi topiladiki, f(x)
funksiya ¢ nuqgtada bu atrofhing eng katta giymatini gabul giladi. U
holda ¢ nuqgtada Ferma teoremasining shartlari bajariladi, shuning
uchun bu nugtada /'(c) = 0 bo'ladi. ¢ minimum nuqgta bo'lgan hoi
ham xuddi shu singari isbotlanadi. A

6.4-Teorema oddiy geometrik talginga ega: differensial-
lanuvchi f(pc) funksiyaning ¢ ekstremum nuqtasiga mos keluvchi
(c,/(c)) nugtada y = fix) egri chizigda o'tkazilgan urinma Ox
0'qqa parallel bo'ladi.

6.6-Ta'rif. f{x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo'ladigan
nugtalar bu funksiyaning statsionar nuqtalari deb ataladi.

6.4-Teoremaga ko'ra, differensiallanuvchi funksiya ekstre-
mumga 0'zining statsionar nuqtalaridagina erishishi mumkin ekan.
Birog hamma statsionar nuqtalarda ham fiinksiya ekstremumga
erishavermaydi. Buni fix) = x3 funksiyaning misolida ko'rish
mumkin (6.2-rasm). Uning fix) = 3x2 hosilasi x = 0 nugtada
nolga aylanadi, ya’ni bu nugta uning statsionar nugtasi bo'ladi,
ammo funksiya x = 0 nuqgtada ekstremumga erishmaydi.

Endi ayrim nuqgtalarda hosilasi cheksiz yoki mavjud bo'lmagan

funksiyalami garaymiz. Masalan, fix) = 1 —Vx2 funksiya x = 0
nugtada maksimumga erishadi, uning hosilasi esa bu nuqgtada
cheksiz (5.15-rasm). y —\x —2\ funksiya x —2 nuqtada hosilaga
ega emas, shunga garamasdan funksiya bu nugtada minimumga
erishadi (6.7-arsm). Demak, funksiyaning hosilasi cheksiz yoki
mavjud bo'lmagan nugtalarda ham funksiya ekstremumga erishishi
mumkin ekan. Ammo bu yerda ham hosilaning mavjud emasligi
yoki cheksizga aylanishi ekstremum mavjudligiga kafolat bermaydi.
Bunga gix) = \fx, x ER funksiyani misol qilib ko'rsatish
mumkin. U x = 0 nuqgtada cheksiz hosilaga ega, ammo funksiya
mazkur nuqgtada ekstremumga erishmaydi, chunki bu nugtaning
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ixtiyoriy atrofida ham manfiy ham musbat giymatlarni gabul giladi
(6.8-rasm).

Shunday qilib, ekstremum mavjudligining zaruriy shartini

quyidagicha ifodalash mumkin: agar f(x) funksiya x = ¢ nuqtada
ekstremiunga erishsa, u holda yoki funksiya bu nuqgtada
differensiallanuvchi va uning hosilasi f*ic) = 0 yoki x —c nuqgtada
funksiya differensiallanuvchi emas.
6.7-Tariff(x) funksiyaning o‘zi uzluksiz, uning hosilasi esa nol,
cheksiz yoki umuman mavjud bo'lmagan nugtalami, funksiyaning
kritik nugtalari deb ataladi.
6.5-Teorema. fix) funksiya ekstremumga o'zining fagat kritik
nuqtalarida erishishi mumkin.
» fix) funksiya c nugtadaf ’ic) @ 0 hosilaga ega bo'lsin. Aniglik
uchun f’ic) > 0 deb faraz gilamiz. U holda fix) funksiya c
nugtada o'suvchi bo'ladi. Shuning uchun shunday 8 > 0 son
topiladiki, (c —8, c) oraligdan olingan barcha x uchun fix) < f(c)
tengsizlik, (c,c + 8) oraligdan olingan barcha x uchun esa/(c) <
fix) tengsizlik o'rinli bo'ladi (6.4-rasm). Bundan fix) funksi-
yaning /(c) qiymati eng katta yoki eng kichik bo'ladigan c
nugtaning atrofi mavjud emas degan xulosaga kelish mumkin va
shuning uchun ¢ nugta fix) funksiyaning maksimum nuqtasi ham,
minimum nugtasi ham bo'lmaydi.

Xuddi shu singari mulohazalar bilan f*ic) < 0 holda ham ana
shunday xulosaga kelish mumkin.

Shunday qilib, agar ¢ nugtada hosilaf'ic) @ 0 bo'lsa, ¢ nugta
fix) funksiyaning maksimum nugtasi ham, minimum nuqtasi ham
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boMaolmas ekan. Demak, f(x) funksiyaning ekstremumi fix)
hosila yoki nol bo'ladigan yoki mavjud bo‘Imaydigan
nuqgtalardagina bo'lishi mumkin ekan. A
Teoremaning geometrik tal-
gini 6.9-rasmda keltirilgan. Grafigi
bu rasmda tasvirlangan y = fix) y =/00
fimksiya xx, xz, x3, x4 nuqtalarda
ekstremumga erishadi; bunda xr va
x4 nugtalarda fix) hosila mavjud
emas, x2 va x3 nuqtalarda uning Xy X2 X3
giymati nolga teng. . 6.9-rasm
Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti.
6.6-Teorema. x = ¢ nuqta f(x) funksiyaning kritik nugtasi
bo'lsin, ya’ni funksiyaning bu nuqtadagi hosilasi yoki /'(c) =0
yoki mavjud emas, funksiyaning o‘zi esa ¢ nuqtada uzluksiz.
Shunday 8 > 0 son topilib, (c - 6, c) oraligdan olingan barcha x
uchunfix) > 0va (c, c + 8) oraligdan olingan barcha x uchun esa
fix) < 0 tengsizlik o‘rinli boMsin, ya’ni x o‘zgaruvchi ¢ nugta
orgali o'tganda fix) hosila o‘zining ishorasini plyusdan minusga
o‘zgartirsin. U holda fix) funksiya c¢ nugtada maksimumga
erishadi, ya’ni/(c) = /max.
» Teorema shartiga ko‘ra, (c —
8,c) oraligda fix) > 0, shuning Y =fix)
uchun fix) fimksiya [c—5,c]
kesmada o‘sadi; (c,c + 8) oraligda
esa fix) < 0, shu sababli fix)
funksiya [c,c + 5] kesmada kama- O\c-8 ¢ c+38
yadi. Demak, fix) funksiyaning 6.10-rasm
/(c) giymati ¢ nugtaning (c —8, ¢ + 8) oraligdagi uning eng katta
giymati bo‘lar ekan (6.10-rasm), bu esa fix) fimksiya ¢ nugtada
maksimumga erishishini anglatadi. A
Xuddi shu singari quyidagi teoremani isbotlash mumkin.
6.7-Teorema. x = ¢ nuqta fix) funksiyaning kritik nuqtasi
bo‘lsin, ya’ni funksiyaning bu nuqgtadagi hosilasi yoki /'(c) = 0
yoki mavjud emas, funksiyaning 0‘zi esa ¢ nuqtada uzluksiz.
Shunday 8 > 0 son topilib, (c —8, ¢) oraligdan olingan barcha x

256



uchunfix) < 0 va (c,c + S) oraligdan olingan barcha x uchun esa
fix) > 0 tengsizlik o'rinli bo'lsin, ya’ni x o'zgaruvchi ¢ nugta
orgali o'tganda fix) hosila 0'zining ishorasini minusdan plyusga
o'zgartirsin. U holda fix) funksiya ¢ nugtada minimumga erishadi,
ya’nific) = fmin.

6.3-MisoL fix) = (x -f 2)2(x —1) funksiyaning monotonlik
intervallarini va ekstremumlarini toping.
» Funksiya R son o'gida aniglangan.
Uning hosilasi fix) = 2ix + 2)(Xx — y = ix+ 2)2{x 1)
1)+ (x+2)2 =3x(x+2), vyani
ikkita xr-= —2 va x2 = 0 statsionar
nugtaga ega. Ular son o'gini uchta
oraliqga ajratadi: (—00,—2), (—2,0),
(0,+00) va ualming har birida hosila
0'zining ishorasini saglaydi, ya’ni 6.3 r-4
- teoremaga ko'ra funksiya 6.11-rasm
bu oraliglarda monoton. Bu monotonliklar quyidagilardan iborat:
(—00,—2) oraligdafix) > 0 =>funksiya bu oraligda o'sadi;
(—2,0) oraligdafix') < 0 =>funksiya bu oraliqda kamayadi;
(0,+00) oraligdafix) > 0=> funksiya bu oraliqda o'sadi.
6.6 va 6.7-Teoremalarga ko'ra fix) funksiya xt = —2 nuqgtada
maksimumga, x2 = 0 nuqtada esa minimumga erishadi: /max =
I(—2)=0 va /mm=s(0) = —4. Funksiyaning grafigi 6.11-
rasmda tasvirlangan.

6.4-Misol. fix)

mumga tahlil giling.

» Funksiyaning fix) hosilasi x = 0 nugtadan boshga hamma
nugtalarda mavjud va x = 0 nuqtadan o'tishda hosila minusdan
plyusga o'tadi. Shunga garamasdan funksiya x = 0 nugtadan
maksimumga ham minimumga ham erishmaydi. Buni bevosita
6.12-rasmda ham ko'rish mumkin. 6.7-Teoremani bu funksiyaga
go'llab bo'Imaydi, chunki funksiya x = 0 nuqgtada uzilishgaega. A

2+l xo %’ tarkibli funksiyani ekstre-
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Shunday qilib, ekstremum mav-
judligining yetarli sharti berilgan 6.6
va 6.7-Teoremalami kritik nugtada
uzilishga ega boMgan funksiyaga qo‘l-
lab bo‘Imas ekan.

Fmksiya ekstremumini topishning
1-goidasi. f(x) funksiyaning maksi-
mum  minimum nthaIarini topish
uchun:
1) funksiyaning f'(x) hosilasini topib, uni nolga tenglashtirib, hosil
bo'lgan f'{x) —O0 tenglamani yechish kerak;
2) /'(*) hosila mavjud boMmaydigan nugtalami topish kerak. Bu
nuqtalar va f'(x) = 0 tenglamaning ildizlari /(x) funksiyaning
kritik nugtalari bo‘ladi;
3) har bir kritik nuqgtaning chap va o‘ng tomonlarida fix)
hosilaning ishoralarini tekshirish kerak. Agar x o‘zgaruvchi x —c
kritik nugtadan o'tishda fix) hosila o0°‘zining ishoralarini
plyusdan  minusga o°‘zgartirsa, f(x) funksiya c¢ nuqgtada
maksimumga erishadi; agar
/'(x) hosilaning ishorasi mi-
nusdan plyusa o‘zgarsa, f{x)
funksiya ¢ nugtada minimumga
erishadi. Agar x o0°‘zgaruvchi
X = ¢ kritik nugtadan o‘tishda
fix) hosila o‘zining ishorasini
o'zgartirmasa, f(x) funksiya c
nugtada maksimumga ham mini- 0
mumga ham erishmaydi. A 6.13-rasm

6.5-Misol. y = x2e~x funksiyani ekstremumga tekshiring.
» 1) Hosilani topamiz: y' = 2xe~x —x2e~x = e~x(2 - Xx)x.
2) y' hosilani nolga tenglashtirib funksiyaning kritik nugtalarini
topamiz: x = 0,x = 2.
3) Har bir kritik nugtadan chapda va o‘ngda hosilaning ishoralarini
tekshiramiz:

6.12-rasm
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(-«>,0) (0,2) (2,+00)

y'<o0 y'>0 y'<o0
— +
Shunday qilib x = 0 minimum nuqgta, x =2 esa maksimum
nuqgta bo‘lar ekan (6.13-rasm). A Y

6.6-Misol. y = x2/3 funksiyani
ekstremumga tekshiring.
» 1) Hosilani topamiz:
/21 0
6.14-rasm

2) Hosila hech gayerda nolga aylanmaydi, ammo x = 0 nuqtada
mavjud emas: ) .

Hmy'00 = shmif =
3) x = 0 nugtadan chapda va o‘ngda y* hosilaning ishoralarini
tekshiramiz:

(—c0,0) (0, +00)
y' <o y >0
— +

Shunday qilib, x = 0 nuqta funksiyaning minimum nugqtasi
ekan (6.14-rasm).

Fiinksiyani ekstremumga yuqori tartibli hosilalar yorda-
mida tekshirish

Keyingi teorema ham ekstremumning yetarlilik shartini ifo-
dalaydi.

6.8-Teorema. x = ¢ nuqtada /(x) funksiya birinchi va
ikkinchi tartibli hosilalarga ega va bunda /'(¢c) = 0 va/"(c) ®0
bo'lsin. Agar /"(c) <0 bo'lsa, f(x) funksiya c¢ nuqgtada
maksimumga, /" (c) > 0 bo'lsa, minimumga erishadi.
» /'(c) = 0 bo'lganligi uchun ¢ nugta berilgan funksiyaning kritik
nuqgtasi bo'ladi. /"(c) < 0 bo'lsin. Bundan f'(x) funksiya c
nugtada kamayishi ekanligi kelib chigadi, ya’ni ¢ nuqtaning
shunday (c —S,c+ 5) atrofi topiladiki, (c —S,c) oraligdan
olingan barcha x uchun /*00 >/'(c) = 0 va (c,c + 6) oraligdan
olingan barcha x uchun f'(x) < f*(c) = 0 tengsizliklar o'rinli
bo'ladi. Shunday qilib x o'zgaruvchi ¢ nugta orqgali o'tganda f*(x)
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hosila o‘z ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirar ekan. Demak,
fix) funksiya ¢ nugtada maksimumga erishadi.

Shunga o'xshash mulohazalar bilan, agar c¢ kritik nugtada
ikkinchi tartibli hosila /" (c) > 0 bo‘lsa, /(x) funksiya ¢ nuqtada
minimumga erishishini isbotlash mumkin. /1

Bu> yerdan funksiyaning ekstremumini topishning ikkinchi
goidasini hosil gilamiz.

Funksiya ekstremumini topishning 2-qoidasi. fix)
funksiyaning maksimum va minimum nugqtalarini topish uchun,
dastlab uning kritik nuqgtalari topiladi. Bu 1-qoidadagi singari
bajariladi. So'ngra fix ) ikkinchi tartibli hosila topiladi. Agar
ikkinchi tartibli hosila ¢ kritik nugtada /" (c) < 0 bo'lsa, fix)
funksiya bu nugtada maksimumga, agar f**(c) > 0 bo‘!sa, funksiya
bu nugtada minimumga erishadi.

Agar c kritik nugtada ikkinchi taribli hosila ham nolga aylansa,
funksiyani ekstremumga tekshirishga yuqori tartibli hosilalarni jalb
qgilish mumkin:

6.9-Teorema. fix) funksiya x —c nuqtada n marta differen-
siallanuvchi va bunda (n —I)-tartibgacha barcha hosilalar bu
nugtada nolga aylansin: f'ic) =/"(c) = e =/ (n-1)(c) = 0 va
/(n)(c) ® 0 bo'sin. U holda, agar n juft bo'lsa funksiya ¢ nugtada
ekstremumga erishadi va /"~ (c) <0 bo'llsa /(c) = /max;
/ (n)(c) < 0 bo'lsa/(c) = fmanbo'ladi.

» fix) funksiyani ¢ nugtaning i/x(c) atrofida (5.84) Peano qoldiq
hadli (n —I)-tartibli Teylor formulasi orqgali tasvirlaymiz:

I(*) =N +TWx-c¢c)+£& (X-cY +- +

+ - o) - ©)”,
bu yerda aix) funksiya ¢ nugtada cheksiz kichik. Teoremaning
shartiga ko'ra f'ic) = f"(c) = ==/ (n-1)(c) = 0, Teylor
formulasini

Ne - /(C)= (x- c)» (6.3)
ko'rinishda yozish mumkin. n juft bo'lsa ixtiyoriy x E Uxic),x ® ¢
uchun (x —c)n > 0 bo'ladi. a(x) funksiya ¢ nuqtada cheksiz
kichik bo'lganligi uchun
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ljm / (ME)+<*(*) _ /(M(c) t Q

X nl nl
¢ nuqtada noldan fargli limitga ega bo‘lgan funksiyaning ishorasi ¢
nugtaning kichik atrofida o'zgarmas bo'lganligi uchun ¢ nugtaning
shunday U2(c) atrofi mavjudki, bu atrofda f~n\c) + a(x)
funksiyaning ishorasi fAn\c) giymatning ishorasi bilan bir xil
bo'ladi. U holda (6.3) tenglikka ko'ra U(c) = wmr(c) MU2(c)
atrofda / (x) —f(c) ayirmaning ishorasi f~(c) giymatning
ishorasi bilan bir xil bo'ladi. Boshgacha qilib aytganda, agar
/ (n)(c) < 0 bo'lsa ixtiyoriy x E U(c) uchun fix) < /(c) bo'ladi
va 6.5-Ta’rifga ko'ra /(c) =/max; agar / (n)(c) >0 bo'lsa
ixtiyoriy x 6 (/(c) uchun fix") > f(c) bo'ladi va 6.5-Ta’rifga ko'ra
/(C) = /min- <

6.9-Teorema isbotining borishidan ko'rish mumkinki, n toq
bo'lganda (6.3) tenglikdagi (x —c)n ko'paytuvchi x o'zgaruvchi c
nugta orqgali o'tganda ishorasini o'zgartiradi va shuning uchun c
nugta f(x) funksiyaning ekstremum nuqgtasi bo'lmaydi. Shunday
gilib, noldan fargli bo'ladigan hosila n tartibining juftligi f(x)
funksiyaning c¢ nuqtgda ekstremumi mavjudligi uchun nafaqat
yetarli shart, balki zaruriy shart ham ekan.

6.7-Misol. y = xm,m EN funksiyaning m —1 tartibgacha
bo'lgan barcha hosilalar x = 0 nugtada nolga teng va f~m)(0) =
ml > 0. Bunda m juft bo'lsa x = 0 bu funksiyaning minimum
nugtasi bo'ladi, m toq bo'lsa, y = xm funksiya x = 0 nuqgtada
ekstremumga ega emas. 4

Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymati.
Agar fix) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsa,
Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiya bu kesmada
0'zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi.

Agar fix) funksiya o'zining eng katta M giymatini [a,b]
kesmaning ichki ¢ nuqtasida gabul gilsa, M = /(c) giymat fix)
funksiyaning lokal maksimumi bo'ladi.

Biroq fix) funksiya o'zining eng katta M giymatiga [a,b\
kesmaning chetki nugtalarida ham erishishi mumkin.

Shuning uchun [a, b] kesmada uzluksiz fix) funksiyaning eng
katta M giymatini topish uchun fix) funksiyaning (a, b) oraliqdagi
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barcha maksimumlarini topish kerak, [a, b] kesmaning chetki nug-
talaridagi /(a) va /(b)giymatla-
rini hisoblab va ular orasidan eng
kattasini  tanlash  kerak. f(x)
funksiyaning [a,b] kesmadagi m
eng kichik giymati bu funksiyaning
(a, b) oraligdagi barcha minimum-
lari va /(a) va /(b) qiymatlar
orasidagi eng kichigi bo'ladi. 6.15-rasm

Grafigi 6.15-rasmda tasvirlangan /(x)funksiya uchun M —
/(b) vam =/(c) bo'ladi.

6.8-Misol. Tomoni a qiymatga teng bo'lgan kavadrat
shaklidagi temir tunukaning burchaklaridan teng kvadratlar kesib
olinib va chetlari gayrilib to'g'ri burchakli ochiq quti yasaladi. Eng
katta hajmli qutini ganday hosil gilish mumkin?
» x o0'zgaruvchining funksiyasi sifatida m pS
qutining v hajmi | \

a  -— -
v(x) = x(a —2x)2, 0<x< . \a
formula bilan hisoblanadi (6.16-rasm). Ana
shu v(x) funksiyaning eng katta giymatini ..... |
topishimiz kerak. Birinchi tartibli hosilasini ---- -------- 1 Vv
topamiz: 6.16-rasm

v'(x) = (a —2x)2 —4x(a —2x) = (a —2x)(a —6Xx).
Bu yerda v(x) funksiyaning kritik nuqgtalarini topamiz: x+ = a/6 va
x2 —al2, (a,a/2) oraligda xr = a/6 kritik nuqta yotadi.
v(xj funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz
v'(x) = —=2(a —6x) —6(a —2x) = 24x —8a.
va uning xt —a/6 nuqtadagi giymatini hisoblaymiz:
v' (1) = -4a < 0.
Demak, v(x) funksiyax = a/6 nuqtada maksimumga erishadi:
., a\2 af2 \2 2a3
v(e] 6(a 2" B) ” e(3a) =17-
[0,a /2] kesmaning chetki nugtalaridav(0) = v = 0 bo'ladi.
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Shunday qilib, agar x = a/6 deb olsak quti eng katta hajmli
203
bo‘lar ekan va uning hajmi 2 bo'ladi. A

6.3. Funksiya grafigining gavarigligi va botigligi

Egri chizigning gavariqligi va bo-
tigligi. y =fix) fimksiya (a,b)
oraligda berilgan va a < xr < x2<b
bo'lsin. fix) funksiya garfigida yotgan
A(x 1/CXi)) va B(x2,f(xz)) nugtalar
orgali to‘g‘ri chiziq o'tkazamiz.
Bu to'g'ri chizigning A va B
nuqtalar orasidagi kesmasini AB vatar
deb ataymiz.
6.8-Ta’rif. Ixtiyoriy xr va x2,a < xt < x2 < b nugtalar uchun
A(x1,f(x1)) vaB(x2,f(x2)") nugtalami tutashtiruvchi AB vatar
y = f(x) egri chizigdan pastda yotsa, bu
egri chizig (a, b) oraligda gavariq deyiladi
(6.17-rasm). Agar AB vatar y = fix) egri
chizigdan yuqorida yotsa, bu egri chizigni
biz (a,b) oraligda botig deb ataymiz
(6.18-rasm). Shu bilan bir gatorda fix)
funksiyaning o‘zini ham (a,b) oraliqda
gavariq (botig) deb ataymiz.
Endi yugorida aytilgan A va B nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqg tenglamasini tuzamiz.
Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini berilgan ikki nugtadan o'tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasi sifatida

y-I1(*1) \o4s
[(*2)-1(*1 X2-X 1 A
yoKki
y = fAQc-xQ+ffaXxi-*) NN
x2-x 1

ko'rinishda yozish mumkin. (6.5) tenglamaning o'ng tomonini lix)
orgali belgilab, uni y = lix) ko'rinishda yozamiz. U holda 6.8-
Ta’rifga ko'ra qavariq egri chiziq uchun
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(X < fix) (6.6)
va botiq egri chizig uchun
I(x) > fix) (6.7)
tengsizlikni yozish mumkin.
Shunday qilib, 6.8-Ta’rifni (6.6) va (6.7) tengsizliklar orqali
ifodalaymiz.
6.9-Ta’rif. Ixtiyoriy xxva x2,a < xt < x2 < b nugtalar uchun
(6.6) tengsizlik o'rinli bo'lsa, y = fix) egri chiziq (a, b) oraligda
gavarig, (6.7) tengsizlik bajarilsa, bu egri chizigni (a, b) oraligda
botiq deb ataymiz.
Funksiya grafigi gavariq (botiq) bo'ladigan har ganday oraliq
funksiyaning qavariglik (botiglik) oralig'i deb ataladi.
6.10-Teorema (gavariqlik va botiglikning yetarli sharti).
Agar fix) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi ixtiyoriy x E (a, b)
uchunfix) < o0 if"ix) > 0) bo'lsa, funksiya bu oraligda gavariq
(botiqg) bo'ladi.
» Agara<x1l<x2<b bo'lsa, uholda (6.15) tenglikka ko'ra

109 - fix) = )(en)elfe.>(*-2) _f(x) =
(X 2Xx-x D) +F(xIXx2- X (x-xD)+(x2-x) _

— 172-1(x)1(x-A:1)-[/(y)-/(y DI(x2-Ac)
X-Xi
Kvadrat gavslar ichidagi ayirmalar uchun 5.12-Lagranj teore-
masini qo'llab

—f'o o~ 2 (C)(X-Fi)(*2~x) _

[f,Cd)-f,(c)](x-x1Xx2-X)

X~Xi
tenglikni yozish mumkin, bu yerda xt < ¢ <x <d <x2.Bu yerda
ham f'ic) —fid) ayirmaga 5.12-Lagranj teoremasini qo'llaymiz.
U holda

t(x)-m= x| c<s<d.

Bu yerda tenglikning o'ng tomonidagi ifodaning ishorasi
fis) ikkinchi tartibli hosila giymatining ishorasi bilan bir xil
(golgan ko'paytuvchilar musbat ishorali). Shuning uchun (a, b)
oraligda agar f" < 0 bo'lsa, I{x) < fix), ya’ni fix) funksiya
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gavarig; agar f'* > 0 bo'lsa, 1(x) > f(x), ya’ni fix) funksiya botiq
bo‘ladi. -4
Ikkinchi tartibli hosilaning o'zgarmas
ishoralilik sharti qgavariglik va botiglik
uchun faqat yetarli shart, ammo zaruriy shart
emas: qavariglik va botiglik intervallarida
ikkinchi tartibli hosila nolga ham aylanishi
mumkin. Masalan, y = x4 funksiya R son
o'gida botig, birog uning y*" = 12x2 ikkin-
chi tartibli hosilasi x —0 nuqtada nolga
aylanadi (6.19-rasm).
6.9-Misol. f(x) = arctg x funksiyaning gavariglik va botiglik
intervallarini toping.
» Bu funksiya R son o'gida aniglangan va cheksiz marta
differensiallanuvchi. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami
hisoblaymiz:

(arctgx)’ =

(arc«*)" =W " =- ™ 1-

Ko'rinib turibdiki, x < 0 bo'lsa (arctg x)" > 0, ya’ni funk-
siya (—o0,0) oraligda botiq, x > 0 bo'lsa (arctgx)” < 0, ya’ni
fimksiya (0, +00) oraliqda gavariq (6.20-rasm). A

6.10-Teoremaning va nol-

dan fargli limitga ega funksi- 2

yaning ishorasi o'zgarmaslik

xossasining natijasi  quyidagi

tasdiq bo'ladi. 0 X
6.1-Tasdig. Agar f(x) funk-

siyaning f"(x) ikkinchi tartibli —r/2

hosilasi ¢ nugtada uzluksiz va 6.20-rasm

manfiy (musbat) ishorali bo'lsa,
u holda c¢ nugtaning shunday (c —S,c + S) atrofi topiladiki, bu
atrofda funksiya gavariq (botiq) bo'ladi.

Egri chizigning burilish nugtasi.

6.10-Ta'rif. fix) fimksiya ¢ nuqtaning biror atrofida anig-
langan va uzluksiz bo'lsin. Agar x o0'zgaruvchi ¢ nugtadan o'tishda
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f(x) funksiyaning qavarigligi botiglikka yoki botiqligi qavariglikka
o'tsa, ¢ nuqgta funksiyaning burilish nugtasi, (c,/(c)) nugta esa
fix) funksiya grafigining burilish nugtasi deb ataladi.

6.10-Misol. 6.2-rasmda fix) = x3 funksiyaning grafigi va 6.8-
rasmda esa unga teskari gix) = \fx funksiyaning grafigi keltirilgan.
gix) funksiyaning hosilasi x = 0 nuqgtada cheksiz. x = 0 nuqgta
ikkala funksiya uchun ham burilish nuqgtasi bo'ladi. Hagigattan ham,
X < 0Obo'lsa fix) =6x<0vax>0bhbo'lsa fix) > 0. Xuddi
shunday, x < 0 bo'lsa g (x) = —2x~sf3/9 <0 va x > 0 bo'lsa
g"ix) > 0. 6.10-Teoremani inobatga olsak x o'zgaruvchi x = 0
nugtadan o'tishda ikkala funksiyada ham gavariglik bilan botiglik
o'rinlarini almashishadi: fix) funksiyada gavariglik botiglikka,
gix) funksiyada esa botiglik gavariglikka o'tadi.-4

6.11-Misol. fix) = jc —0* “un"s’ya x ~ ® nuqtada
cheksiz hosilaga ega bo'ladi (6.21-rasm) va x o'zgaruvchi bu
nugtadan o'tganda qavariglik botiglikka o'tadi, chunki agar x < 0
bo'lsa fix) =2/x3<0 va x> 0 bo'lsa fix) >0 bo'ladi.
Biroq x = 0 nugtada funksiya uzilishga ega va shuning uchun x =
0 nugqta bu funksiya uchun burilish nugtasi bo'Imaydi. <

6.12-Misol. fix) = x2/3 funk- y“

siya (6.14-rasm) uchun x = 0 bu-

rilish nugtasi bo'lmaydi, chunki x

o'zgaruvchi bu nuqgta orgali o'tgan-

da funksiyaning gavarigligi botig-

likka o'tmasdan, gavarigligicha qo-

ladi. Hagigattan ham, x < 0 bo'l-

ganda ham, x > 0 bo'lganda ham

fix) = —2x_4/3/9 <0 bo'ladi.

Funksiya grafigi (0,0) nugtada

“burilmasdan” balki urinma orqgali “orgaga gaytadi”. Bu holda uni
funksiyaning gaytish nuqtasi (ba’zan o'tkirlanish nuqtasi) deb
ataladi.
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6.12-MisoL  fix) :stx—*)l X<°’

x>0

fiinksiya x argument x = 0 nugtadan
o‘tishda gavariglikdan botiglikka
o‘tadi (8.22-rasm), chunki x <0
bo'lganda fix) =-1/(1 - x)2<0
va x > 0 bo'lganda fix") =shx >0.
Berilgan funksiyaning x = 0 nuqgtada
hosilasi mavjud bo'Imasligiga gara-
masdan, x = 0 nuqgta funksiyaning burilish nuqgtasi bo'ladi. Bu
yerda chap va o'ng hosilalar teng emas: fix —0)e=—1 &
fix +0)=1<

6.11-Teorema (burilish nuqtasining zaruriy sharti). Funksi-
yaning burilish nugtasida ikkinchi tartibli hosila mavjud va uzluksiz
bo'lsa, u nolga teng.

> Teskarisidan farz gilaylik, ya’ni f(x) funksiyaning c burilish
nuqtasidagi ikkinchi tartibli hosilasi noldan fargli bo'lsin, ya’ni
masalan /" (c) < 0 (/"(c) > 0) bo'lsin. U holda 6.2-tasdigga ko'ra
¢ nugtaning shunday (c —S,c + S) atrofi topiladiki, bu atrofda
/(x) funksiya gavariq (botiq) bo'ladi. Bunday bo'lishi mumkin
emas, chunki c nuqgta bir vaqtning o'zida ham qavariglik (botiglik),
ham burilish nugtasi bo'lmaydi. Ana shu zidlik teoremani
isbotlaydi. A

6.12-Teorema (burilish nuqtasining birinchi yetarli sharti).
Agar ¢ nuqgtada uzluksiz f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
/"(c) =0 yoki /"(c) mavjud bo'lmasa va x o'zgaruvchi c
nugtadan o'tishda fix ) hosila 0'z ishorasini o'zgartirsa, ¢ nuqta
fix) funksiyaning burilish nugtasi bo'ladi.
» 1) x < c bo'lganda fix) < 0 vax > c bo'lganda fix) >0
bo'lsin. 6.10-Teoremaga ko'ra x < c¢ bo'lganda fix) qavarig va
x > ¢ bo'lganda esa botig bo'ladi. Demak, 6.10-Ta’rifga ko'ra
x —c nugta fix) funksiyaning burilish nugtasi bo'ladi.

2) X < c bo'lgandafix) > 0vax > cbo'lgandafix) <
bo'lsin. 6.10-Teoremaga ko'ra, x < ¢ bo'lganda fix) botiq va x >
¢ bo'lganda esa gavariq bo'ladi. Demak, 6.10-Ta’rifga ko'ra, x = ¢
nuqta fix) funksiyaning burilish nugtasi bo'ladi. A
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6.13-Teorema (burilish nuqgtasining ikkinchi yetarli sharti).
Agar biror ¢ nugtada fipc) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
nolga teng: /" (c) = 0 va uchinchi tartibli hosilasi noldan farqgli:
/"'(c) ®0 boisa, ¢ nugta fix) funksiyaning burilish nugtasi
bo'ladi.
» Teoremaning shartidan fix) funksiya ¢ nuqtaning biror U”c)
atrofida kamida ikki marta differensiallanuvchi ekanligi kelib
chigadi. fix ) funksiyani (5.84) Piano qoldig hadli birinchi tartibli
Teylor formulasi bilan tasvirlaymiz:

fix) =/"(c) +r'"'O+ad-(x - ¢) = (/"'(c) + aix))ix - ¢),
bu yerda aix) funksiyax = c¢ nuqtada cheksiz kichik.
lima(*) = o, lim(/"'(c) + aix)) =/"'(c) * 0

bo'IganIié(fEchun nolda)rﬁ%rqli limitga ega funksiyaning o'zgarmas
ishoralilik xossasiga ko'ra ¢ nugtaning shunday t/2(c) atrofi
topiladiki, bu atrofda /"'(c) + aix) yig'indining ishorasi /"'(c)
go'shiluvchisining ishorasi bilan bir xil bo'ladi. U holda ¢ nugtaning
Vic) = Uxic) MU2ic) atrofida x o'zgaruvchi ¢ nugta orgali
o'tganda fix ) funksiya (x - ¢) ko'paytuvchi bilan o'z ishorasini
o'zgartiradi. Demak, 6.12-Teoremaga ko'ra, ¢ nugta fix)
funksiyaning burilish nugtasi bo'ladi. A

6.4. Funksiya grafigining asimptotalari

Agar y = fix) tenglama bilan berilgan egri chizigning biror
bo'lagi cheksizlikka intilsa, bu egri chizigni cheksiz bo'lakli egri
chiziq deb ataymiz.

6.11-Ta'rif. Cheksiz bo'lakli y = fix) egri chizigning
asimptotasi deb shunday 1(x) to'g'ri chizigqga aytamizki, bunda Z(x)
to'g'ri chizigdan egri chizigning M nugtasigacha bo'lgan S(M)
masofa M nuqta egri chizig bo'ylab cheksiz uzoglashganda nolga
intiladi (6.23-rasm).

Asimptotalar uch ko'rinishda: vertikal, og'ma va gorizontal
asimptotalar bo'ladi.

268



Vertikal asimptotalar. Agar
lim fix) va lim fix) bir
X-*c+0 X-*c- 0
tomoniama limitlaming kamida
bittasi cheksiz bo'sa x = c to'g'ri
chizigni y = fix) funksiya gra-
figining vertikal asimptotasi deb
ataymiz.
y = fix) egri chizigning vertical asimptotalarini topish uchun:
1) fix) funksiyaning Ox o'qdagi uzilish nugtalarini topamiz;
2) ular orasidan fix) funksiyaning kamida bitta limiti (chap
yoki o'ng) +oo yoki —eo bo‘ladiganlarini tanlaymiz. Bular
xltx2, —xm bo‘lsin. U holda x = xIt x = xz, X = xm to‘gri
chiziglar y = fix) funksiya grafigining verikal asimptotalari
bo'ladi. .
6.13-Misol. y = ex2 funksiya Y iy = ex2
grafigining vertikal asimptotalarini
topamiz. Bu funksiya R son

1
hamma nuqtalarida aniglangan.
X = 2 nuqtadagi chap va o'ng 0
limitlami hisoblaymiz: 6.24-rasm
L o
lim ex-i = 0va lim ex-2 = +o0.

*x)_0 X->2+0
Demak, x = 2 to'g'ri chiziq qaralayotgan funksiyaning x
o'zgaruvchi x —2 nugtaga o'ngdan intilganda asimptotasi bo'lar
ekan (6.24-rasm). M
6.14-Misol. y = 1/(1 —x2) funksiyaning vertikal asimpto-
talarini toping.
> Funksiya ifodasidagi kasr maxrajini ko'paytuvchilarga
ajratamiz:
— 1 _ i
n I-x2  (1-g;)(1+x)"
Ko'rinib turibdiki, x = — va x =1 to'g'ri chiziglar ikki
tomoniama vertikal asimptotalar bo'ladi (6.25-rasm), chunki

lim —-= 400, lim . =
X->-1-0 1-x2 X-*-1+0 i-X2
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TN-01 —x2 ' x"i+0 1 —x2

Og‘ma asimptotalar. y —f(x) funksiya barcha x > a (yoki
x < a) nugtalarda aniglangan bo‘lsin. y = kx + b to‘g‘ri chiziq
Y- I(*) funksiya grafigining asimptotasi bo'lsin. Bunday
asimptotani og ma asimptota deb ataymiz.

Aniglik uchun x argumentning musbat ishorali katta qiy-
matlarini qaraymiz. y = kx + b to'g'ri chizig y = f(x) egri
chizigning asimptotasi degani ta’rifga ko'ra egri chizigning
M(x,f(x)) nugtasidan bu to'g'ri chiziggacha bo'lgan S masofa x
o'zgaruvchi musbat cheksizlikka intilganda: x ~ + 00, nolga intiladi.

a (a ®a/2) orgali asimptotaning Ox 0'q bilan tashkil gilgan
burchagini belgilaymiz. 6.26-rasmda S = \MN\ cosa ekanligi
ko'rinib turibdiki. cosa —const ® 0 bo'lganligi uchun x -* +00 da
6 migdoming nolga intilishi \MN\ migdoming ham nolga intilishini
ta’minlaydi va aksincha. \MN\ = |/(x) -kx —b]| ekanligini
inobatga olsak, y = kx + b to'g'ri chiziqy = f(x) egri chizigning
X ->+00 da asimptotasi bo'lishligi uchun

lemo (f(x)-kx —b) =0
bo'lishi zarur va yetarli degan xulosaga kelamiz. So'ngi tenglikni
cheksiz kichik miqdorlar orgali ifodalasak
fix) = kx + b + a(x) (6.8)



y —fix") egri chizigning x ->+co da y = kx + b to‘g'ri
chizig asimptotasi bo‘ladi degan tasdigning ma’nosi shundan
iboratki, x ->+00 da y = f(x) funksiya o‘zini “garyib chizigli
funksiya singari” tutadi, ya’niy = kx + b chizigli funksiyadan x ->
+00 da cheksiz kichik migdorga farq giladi.

6.14-Teorema. y = fix) funksiyaning grafigi x -> +00 day =
kx + b og‘ma asimptotaga ega boslishligi uchun

*_I% x ~ K va Wm[fix) -kx] =b (6.9)
ikkala limitning ham mavjud boiishi zarur va yetarli.
» Zarurligi. y = f(x) fimksiyaning grafigi x -» +00 day - kx +
b og‘ma asimptotaga ega bo'lsin, fix) funksiya uchun (6.8) tasvir
o'rinli bo'lsin:
fix) = kx + b + aix) buyerdaaix) 0.
U holda

lim = lim \k+ -+ /Ul =k,
*—+0 X 00 L X X1

>
%Mix) —kx] = >éjcrl&)[b+ aix)] = b,
ya’ni (6.9) ikkala limit ham mavjud.

Yetarliligi. (6.9) tengliklardagi ikkala limit ham mavjud
bo'lsin. Ulardan ikkinchisining mavjudligi fix) —kx —b ayirmani
X -» +00 da cheksiz kichik miqdor deb mulohaza yuritishga imkon
beradi, Bu ayirmani aix) orqali belgilasak, quyidagi tenglikka ega
bo'lamiz

fix) = kx + b + aix) buyerdaaix) 0.

Bu esa y = fix) funksiya grafiga y = kx + b og'ma asimp-
totaga ega degan ma’noni anglatadi. A
x > —00 hoi ham xuddi shunday tadqiq gilinadi.
6.15-Misol. 'y = x2/(x —1) funksiyaning asimptotalarini
toping.
> Funksiyaning ifodasidan uning grafigi x = 1 vertikal
asimptotaga ega degan xulosaga kelamiz. Funksiyaning ko'rinishini
0'zgartiramiz:
M4 X x2I+l 1001
vy x-I x-1 x-1
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So'ngi \Lx —1) qo‘shiluvchi
x-»00 da nolga intiladi.
Shunday qilib, f(x) —x2/(x —
1) funksiyani
fix) = x + 1+ aix),

ko'rinishda yozish mumkin ekan,
bu yerda

aix) = 11(x - 1)JF+OC)>)0'
6.14-Teoremaga ko'ra, berilgan
funksiya y ~x+ 1 og'ma
asimptotaga ega degan xulosaga
kelamiz (6.27-rasm). A
A—fix") —kx —b ayirmaning
ishorasini tekshirish  orgali muhim xulosalar chigarish mumkin.
Agar A> 0 bo'lsa, egri chizig asimptotadan yuqorida; A< 0 bo'lsa,
asimptotadan pastda joylashgan bo'ladi.

Gorizontai asimptotalar (fc = 0 bo'lgan xususiy hoi)
Agar fix) funksiya

uchun Y 2
)é_mh)fix) =b
(yoki X!mefix) = b) S y —arctgx
chekli  limit mavjud 0 X

bo'lsa, y = b to'g'ri chiziq
Y_ /00 funksiya grafigi
mos ravishda o'ng yoki
chap bo'lagining gorizontai
asimptotasi bo'ladi. 6.28-rasm

6.16-Misol. y = arctg x funksiyaning gorizontai asimptotalarini
topamiz.
» Funksiyaning cheksizliklardagi limitlarini hisoblaymiz:

hm arctg 1 = 7 limarctg x = —?

Shunday qilib, y —arctgx funksiyaning o'ng bo'lagi y = n/2,
chap bo'lagi esa y = —/2 gorizontai asimptotalarga ega bo'lar
ekan (6.28-rasm). A

It
2
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6.17-Misol. Y — y() =1 funksiyaning gorizontal
asimptotasini topamiz.

» Funksiyaning cheksizlikdagi limiti nolga teng: im— =0.

|
y(0) =1

sinx:

Shuning uchun y —0 to‘g‘ri chiziq vy

funksiyaning gorizontal asimptotasi bo‘ladi (6.29-rasm). /1
sinx

6.29-rasm
6.17-Misoldan ko‘rinib turibdiki, y = f(x) egri chizig o‘zining
asimptotasini cheksiz ko*p marta ham kesib o ‘tishi mumkin ekan.

6.5. Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi va funksiya
grafigini yasash

Funksiyaning holati hagida eng yaxshi ko‘rsatmali tasawumi
uning grafigi beradi. Funksiyaning grafigini yasashdan oldin uni
limitlar nazariyasining va differensial hisobning metodlari bilan
quyidagi bosgichlarda tekshiriladi:

1) funksiyaning aniglanish sohasi topiladi, uning juftlik yoki
toglik xossasi va davriyligi aniglanadi;

2) funksiyzning uzilish nugtalari topiladi va ularning turlari
aniglanadi, funksiya grafigining vertikal asimptotalari va uzluksizlik
oraliglari aniglanadi;

3) funksiya grafigining koordinata o ‘glarini kesib o‘tish nugta-
lari topiladi, ya’ni/ ( 0) giymat va f(x) = 0 tenglamaning ildizlari
topiladi;

4) funksiyaning kritik nugtalari topiladi va ular orasidan
ekstremum nugtalar aniglanadi, ekstremum nuqgtalarda funksiyaning
giymatlari hisoblanadi, funksiyaning monotonlik intervallari anig-
lanadi;

5) funksiyaning burilish nugtalari topiladi va bu nugtalarda
funksiyaning giymatlari hisoblanadi, gavariglik va botiglik inter-
vallari aniglanadi;
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6) x ->+06 da funksiyaning o°‘zgarishi tekshiriladi, ya’
funksiya grafigining og‘ma va gorizontai asimptotalari topiladi.
Funksiyani tekshirishning sanab o‘tilgan bosqgichlarining
natijalari funksiya grafigining xomaki chizmasini yasash inkonini
beradii. (3rafikning xomaki chizmasini yasashni osonlashtirish
uchun bu natijalardanjadval tuzish magsadga muvofiq bo‘ladi.
6.18-Misol.y = 1/(1 + x2) funksiya grafigini yasang.
» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) =
GO0O0O»+ 00); funksiya juft: / (—x) = fix"), shu sababli uning grafigi
Oy 0°qqga nisbatan simmetrik; davriy emas; funksiyaning jufitligidan,
uning grafigini x > 0 yarim o°‘qda yasash yetarli, so‘ngra Oy o‘qga
nisbatan simmetrik tasvirlanadi;
2) funksiyaning uzilish nugtalari va vertikal asimptotalari yo‘q; R
son o‘gida uzluksiz;
3) x = 0 bo‘lganda y = 1; ixtiyoriy x e R uchun y ® 0,y > 0,
ya’ni funksiya grafigi y > 0 yuqori yarim tekislikda yotadi;
4) y> = —2x/(l 4x2). Hosilani nolga tenglashtirib x = 0 kritik
nugtani topamiz. x < 0 bo‘lganda funksiya o‘sadi va x > 0
bo‘lganda funksiya kamaydi; x o0'zgaruvchi x —0 nugtadan
o‘tganda y'(x) hosila 0‘z ishorasini minusdan plyusga o‘zgartiradi.
Demak x ~ 0 maksimum nuqta ekan: fmax = /(0) = L

5) Ikkinchi tartibli hosila y* = —2(1 —3x2)/(l + x2®2 va u x =
+1/V3 nugtalarda nolga aylanadi. Simmetriyani inobatga olib x =
1/V3 nugtada tekshiramiz. x < 1/n/3 bo'lsa y™ < 0 shu sababli
funksiya grafigi qavariq; x > 1/V3 bo‘lsa y" > 0 shu sababli

funksiya grafigi botig. Demak, x = 1/n/3 nuqgta funksiya
grafigining burilish nuqgtasi boiar ekan.
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6) *]ﬁi Of{x) = ﬂ%ﬁ% = 0. Demak, y = 0 to‘g:ri chiziq funk-
siya grafigining gorizontal asimptotasi bo‘lar ekan. Uning og‘ma
asimptotasi yo‘q.

O ingan nati alardan quyidagj iadvalni tuzamiz:
I 1 1
X -0 —
> v I l I) 0 @ v!
+ + +

£7(X) 0\ -

PO i o pailish

Ne I e L ™\ g
Jadvalda strelka funksiyaning o‘sishishini, strelka esa

funksiyaning kamayishini anglatadi. Funksiyaning grafigi 6.30-
rasmda tasvirlangan. -4

6.19-Misol. y = \]x(x —I)2 funksiya grafigini yasang.
» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) =
(—e0, +00); funksiya juft ham emas, toq ham emas va davriy ham
emas;
2) funksiyaning uzilish nugtalari yo‘q (demak vertikal asimptotalari
yo‘q) va R son o'qida uzluksiz;
3) funksiya grafigi koordinatalar boshidan o‘tadi, bundan tashqari,
/(1) =o0.
4) f(x) funksiyaning hosilasi

fr(v) —— PYTL__
1 W 3\[xr(x—1)

R son o‘gining barcha nugtalarida mavjud, x = 1/3 nuqtada nol
{fix") funksiyaning statsionar nuqgtasi), x = 0 va x = 1 nuqtalarda
esa cheksiz. f(x) funksiyaning bu kritik nugtalari atrofida f(x)
hosilaning o‘zgarishini tekshiramiz.

X 0°‘zgaruvchi x = 0 nugtadan o‘tganda hosila 0‘z ishorasini
0°‘zgartirmaydi, ya’ni bu nuqtada ekstremumning yetarli shart
bajarilmaydi. x —0 nugta ekstremum nuqta bo‘Imaydi.

x = 1 kritik nugtaga o‘tamiz

X Ilmog(x *I 0 3'q|x2(x 1)

_ 3x—
)J—Lriloflx) Xl\'I+Oi\jx2{x-I'} +00
bo‘lganligi uchun x 1 nugtaning atrofida X < 1 bo'lganda
fix) <0 va x>1 boUganda f(x) >0 bo‘ladi. yani x
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0‘zgaruvchi x —1 nuqgtadan o'tganda fix) hosila 0‘z ishorasini
minusdan plyusga o‘zgartirar ekan. Shuning uchun 6.7-Teoremaga
ko‘ra bu nugta fix) funksiyaning minimum nuqtasi bo'ladi va
uning minimal giymati /min=/(1) = 0.

x = 1/3 nugtada fix') ho-
sila nolga aylanadi. x o‘zgaruvchi
x = 1/3 nuqgtadan o‘tganda fix)
hosila 0‘z  ishorasini plyusdan
minusga o'zgartiradi.  Shuning
uchun 6.6-Teoremaga ko‘ra bu
nugta fix) funksiyaning maksi-
mum nuqtasi bo‘ladi va uning
maksimal giymati

=/(1/3) = V4/3 = 0,53.

Shunday qilib, x E (-004/3) boiganda fix) >0 va 6.3-
Teoremaga ko‘ra bu oraligda o‘sadi, x E (1/3,0) bo'lganda
fix) < 0 va 6.3-Teoremaga ko‘ra bu oraligda kamayadi, (1,+00)
oraligdaesayanafix) > 0 va fimksiya bu yerda o‘sadi.

5) fix) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

hech bir nuqgtada nolga aylanmaydi, x = 0 va x —1 nugtalarda
mavjud emas. x o°‘zgaruvchi x = 0 nuqtadan o‘tishda ikkinchi
tartibli hosila 0z ishorasini plyusdan minusga o‘zgartiradi, ya’ni
6.12-Teoremaga ko‘ra x = 0 nuqta fix) funksiyaning burilish
nugtasi bo‘ladi. x o‘zgaruvchi x —1 nuqgtadan o ‘tishda ikkinchi
tartibli hosila o°‘z ishorasini o‘zgartirmaydi va bu nugta fix)
funksiyaning burilish nuqgtasi bo‘Imaydi.

Shunday qilib, (—e0,0) oraligda fix) > 0 va fix) funksiya
bu yerda botiq; x £ (0,1) va x E (1, +00) bo'lgandafix) < 0 va
bu oraliglarda fix) funksiya qavarig.

6) 6.14-Teoremadagi

k= 1lim~2~= HmMSESI= Im(1-i)23=1
X-*o0 X X-*00 X X-*co \ XJ
Va
b = lim [fix) ~ kx] = lim CUxix - 1)2- x) =
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. (l+y)23-Y 2
= lig*(Yl-£)23
limitlar mavjud ekan, shuning uchun/(x) funksiya grafigiy —x —
2/3 tenglamali ikki tomonlama asimptotaga ega boiadi.
Topilgan natijalardan quyidai adva ni tuzamiz:

mavjud

I'(*) ' 00 ' 0 B emas *
X mavjud _ _ _ mavjud
I (*) emas emas
burilish . /
I max min

1) : nuqtasi
Jadval asosida funksiyaning grafigini chizamiz (6.31-rasm). A
6.19-MisoL Quyidagi funksiyaning grafigini yasangy —x + —

» 1) R son son o‘gining x —0 nugtasidan boshga barcha
nuqgtalarda aniglangan: D(y) = (—eo, 0) U (0, +00);

2) x = 0 nugta 2-tur uzilish nuqtasi, shuning uchun x = 0
to'g'ri chiziiq vertikal asimptota bo'ladi; funksiya juft ham emas,
tog ham emas va davriy ham emas;

3)y = 0 desak xs + 1 = 0 tenglamaga ega bo‘lamiz va uning
yechimi x = —1 bo'ladi, shuning uchun funksiyz grafigi Ox o'qgni
(—,0) nugtada kesib o ‘tadi;

4) funksiyaning hosilasini olib, nolga tenglashtiramiz:

ya’ni x = /2 kritik nugta bo'-
ladi. x = 0 nugtada hosila cheksiz,
demak funksiyaning ikkita x = 0 va
x = V2 kritik nuiqtalari bor ekan. Bu
nuqtalar atrofida hosilaning ishora-
larini tekshiramiz:

X < 0 bo'lsa fix") >0 bo'ladi,
shuning uchun funksiya grafigi
(—00,0) oraligda o'sadi;0 <x<Y 2
bo'lsafix) < 0, shuning uchun

) ki 2 n
y =77 =F7=0



funksiya grafigi (0, V2) oraligda kamayadi, x > \2 bo‘lsa, yana
fix) >0 bo‘ladi, shuning uchun (V2,+00) oraligda funksiya
grafigi o*sadi. Funksiya x —42 nugtada uzluksiz bo‘lganligi uchun
6.7-Teoremaga ko'ra, x = 42 funksiyaning minimum nuqtasi
bo'ladi va/min - /(V2) ~ 1,89;

5) Ikkinchi tartibli hosila barcha x @ 0 nugtalarda

Y'= 44> 0

bo'lganligi uchun, ilinksiya 0'zining aniglanish sohasida botiq.

6) 6.14-Teoremadagi

K= lim _|Im’\2—L|,T (|+L)—|
X—'.n X x —too X xnl
b —Iim [fix') - kx] = lim \x +\ —xI = lim\ =0
x->00 L X->CX>X2

limitlar mavjud ekan, shuning uchun f|x) funk5|ya grafigi y —x
tenglamali ikki tomoniama asimptotaga ega bo'ladi.
Topilgan natijalardan quyidagi jadvalni tuzamiz:

X d-e-t a1 (-1,0) 0 (0,V2) V2 (V2 +00)
fix) + + + mavjud emas - 0 +
fix) + + + mavjud emas . +

. X = 0 vertikal .
fix) / 0 / asimptota \ min

Jadval asosida funksiya grafigini 6.32-rasmda tasfirlaymiz. -4
6.6. Tenglamaning haqiqiy ildizlarini tagribiy hisoblash

Masalaning go‘yilishi. Bir o'zgaruvchili chizigli bo'Imagan
fix) =0 (6.10)
tenglamani yechish zarurati ilmiy tadgiqot va texnik tadbiglarda
yuzaga keladi. Xususan gix) funksiyaning statsionar nuqtalarini
topish g'ix) = fix) —0 tenglamani yechishga olib Kkeladi.
Umumiy holda masala (6.10) tenglamani fix*) = 0 ayniyatga
aylantiradigan x* qiymatni topishdan iborat. Bunday gqiymatlar
(6.10) tenglamaning ildizlari (yoki yechimlari) deb ataladi.
Ma’lumki, fix) funksiya biror oraligda gat’iy monoton bo'lsa,
u teskari funksiyaga ega. Bu holda teskari funksiyay = 0 nugtada
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aniglangan va analitik berilgan bo‘lishi mumkin. Bu holda aniq
analitik yechim topiladi. Biroq umumiy holda analitik yechishining
imkoni yo‘q. Shu sababli (6.10) tenglamani tagribiy yechish muhim
ahamiyat kasb etadi.

Masalaga go‘yiladigan umumiy shartlar. (6.10) tenglamani
yechish uchun, biz dastlab tenglamaning f ildizi yakkalangan deb
faraz gilamiz, ya’ni bu ildizdan boshga ildiz yotmaydigan [a,b]
kesma mavjud: a < £ < b.

Agar buning wustiga f(x) funksiya kesmaning chetki
nugtalarida turli ishorali /(a) va f(b) giymatlarni gabul gilsa,
ildizni o‘zida saglovchi kesmalami ketma-ket teng ikkiga bo'lib va
bo‘linish nugtalarida f(x) funksiya giymatining ishorasini aniglab,
kesmalami toraytirish hisobiga ildizni tagribiy hisoblash mumkin.
Birog bu usul oddiyligiga garamasdan, amaliyotda ba’zan foydasiz
yoki juda ham ko‘p hisoblashlami talab gilishi mumkin. Kitobxon
mazkur bo‘limda (6.10) tenglamani tagribiy yechishning oddiy va
maqsadga tez yetaklovchi ikkita usuli bilan tanishadi. Bu yerda biz
yana differensial hisobning tushunchalari va metodlaridan
foydalanamiz.

Ikkala usulda ham quyidagi umumiy shartlar bajariladi deb
faraz gilamiz:

1) /00 funksiya va uning fix), fix) hosilalari [a,b]
kesmada uzluksiz;

2) funksiyaning kesma chetki nugtalaridagi /(a) va fib)
giymatlari turli ishorali: /(a) »ib) < 0;

3) ikkala/*00 va/" 00 hosilalaming har biri [a,b] kesmada
ishorasini o ‘zgartirmaydi.

1) va 2) shartlar (6.10) tenglamaning [a,b] kesmada ildizi
mavjudligini ta’minlaydi (4.22-Teorema). 3) shartga ko‘ra /'00
hosila kesmada ishorasini o0°‘zgartirmaydi, shuning uchun u bu
kesmada yoki o‘sadi yoki kamayadi, bu esa ildizning yagonaligini
ta’minlaydi. fix ) hosila ishorasini o‘zgartirmasligi funksiya gra-
figining kesmada qavariq yoki botigligini ta’minlaydi. 6.33-rasmda
fix) va fix) hosilalaming turli ishoralari kombinatsiyalariga
mos keluvchi to‘rtta hoi tasvirlangan,
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6.33-rasm

Bu hollaming har biriga birinchi va ikkinchi tartibli hosila-
laming quyidagi kombitatsitasi mos keladi; ixtiyoriy x £ [a, b\
uchun
1)I'(x)>0, /"(*)> 0,
2)£(jx) >0, /" (*)< 0,
3)/'(x)<0, fix"') >0
4)I'W <0, /"(x)<O0.
Vatarlar usuli. Aniglik uchun
[a,b] kesma nugtalari uchun

I'GO > 0,

["(x) <0 ofrinli  bo'lsin.

Aia.fia)) va  Bib,fib))

nugtalami AB vatar 6.34-rasm

bilan tutashtiramiz (6.34-rasm). Bu vatar A va B nugtalardan
o'tuvchi, tenglamasi

y-1(9) _ x-a (6.11)
/(b)-/(a) b-a

bo‘lgan to“g‘ri chizigning kesmasi bo‘ladi. AB vatar Ox o‘gni kesib
o‘tadigan ax nugta a va( nuqtalar oralig'ida yotadi va f ildizga a
nugtaga nisbatan yaginroq bo'ladi, demak uni f ildizning a
giymatga nisbatan aniqroq taqribiy giymati deb garash mumkin.
(6.11) tenglikda x o'miga ax giymatni qoyib

=0 (6.12)
tenglikka ega bo'lamiz. Agar f ildizning taqribiy giymati sifatida
ar giymatni oladigan bo'lsak, AB yoy o'miga AB vatami olgan
bo'lamiz. Vatarlar usulining asl ma’nosi ham shundan iborat. Endi
AB yoyda abssisasi ax bo'lgan Ar nugtani olamiz va Ax va B
nuqtalardan ArB vatar o'tkazamiz. Bu vatar Ox 0°‘q bilan
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no- o Q-fli)i(ai)

nuqgtada kesishadi. a2 nugta ar nuqgta bilan £ ildiz oralig'ida yotadi.

Shuning uchun a2 giymat ildizning ax tagribiy giymatga nisbatan

aniqgroq tagribiy giymati bo'ladi. Bu jarayonni davom ettirib, o'sib

boruvchi tagribiy giymatlar ketma-ketligini hosil gilamiz:
a<al<a2< - <On< 0,4l <esee<f

Bunda ikkita ketma-ket giymat (6.12) tenglikga o0'xshagan

n —n —frran?/(an)
a"+l“ a" W-f(O

formula bilan bogiangan.

Endi n o'sishi bilan  -* %ekanligini isbotalymiz. Hagigattan
ham, 3.12-Teoremaga ko'ra monoton o'suvchi va yugoridan
chegaralangan (masalan, £ ildiz bilan) an ketma-ketlik chekli a < %
limitga intiladi. (6.13) tenglikda limitga o'tsak va bunda f(x)
funksiyaning uzluksizligini inobatga olsak

(b-a)f(a) _

I(b)-f(a)
bundan esa f(a) = 0. (6.10) tenglamaning [a,b] kesmada £
ildizdan boshqa ildizlari yo'qligi tufayli a = %bo'ladi.

6.34-rasmda Ox o'qdagi %, a2, .. nugtalar ketma-ketligi £
ildizga asta-sekin yaqginlashib borishi tasvirlangan.

Shunday qilib, yuqoridagi qoidani yetarli sonda takrorlab (
ildizning taqgribiy giymatini ixtiyoriy aniglikda hisoblash mumkin.
Olingan tagribiy giymat uchun xatolikni baholaymiz. Buning uchun
/ (On) — (£) ayirmaga (5.64) chekli ayirmalar formulasini
go'llaymiz:

/bl =40 -f(0 =(an- Of'(c), (an<c< O
Bu yerdan *

(613)

_ [ _ I(an).
2 - I'(c)
agar m orqgali \f(x)\ ifodaning [a,b] kesmadagi eng kichik
giymatini belgilasak

baholashni hosil gilamiz.
6.34-rasmda barcha vatarlaming bir uchi B(b,f(b)) nuqtada
joylashgan va (6.13) formulada ham har bir tagribiy yaginlashish

281



f(x) funksiyaning fib) giymati orgali hisoblangan. Shuning uchun
biz B(b,f(b)) nugtani qo‘zg‘almas nuqta deb aiaymiz.
Qo‘zg‘almas nugta sifatida 4 (a,/(a)) nuqtani ham olish mumkin.

Agar [a, b] kesmada/'(*) vafix") hosilalarni ishorasi bir xil
bo‘lsa (6.33-rasmda 1) va 4) hollar) qo‘zg‘almas nugta sifatida
Bib,fib)) nuqta olinadi va tagribiy yaginlashishlar (6.13) formula
bilan hisoblanadi. Qaralayotgan kesmadafix) vafix ) hosilalarni
ishorasi har xil bo'lsa (6.33-rasmda 2) va 3) hollar) qo‘zg‘almas
nugta sifatida .4(a,/(a)) nugtani olish kerak va tagribiy
yaginlashishlar

(a—an)f(an)
=“»"'" T -1 (<U5)

formula bilan hisoblanadi.

6.20-MisoL x3+ 5x2—2x —5 = 0 birorta tagribiy ildizini
0,01 aniglikda toping.
» fit) = —1 va/(2) = 19 ekanligidan tenlamaning kamida bitta
ildizi [1,2] kesmada yotadi degan xulosaga kelamiz. Hosilalarini
topamiz:

fix) = 3x2+ I0x - 2, fix) = 6x + 10.

Ulaming ikkalasi ham [1,2] kesmada musbat ishorali gimat gabul
giladi. fix) hosilaning bu kesmadagi eng kichik giymati m =
/'(1) = 11 bo'ladi.

Endi yaqinlashish ketma-ketligini tuzamiz:

a _!' mizS.=1- =1+i-=105
1(2)-1(1) 1942 21

Funksiyaning bu nuqtadagi giymatini hisoblaymiz:

/(1,05) = 1,053+ 5ml,052- 2ml,05- 5= -0,42987
Xatolikni (6.14) boyicha tekshiramiz:

jal_ f| < o= MZﬁEl: 0,03908

Demak haii talab gilingan aniglik yo‘q va shuning uchun keying
yaginlashishni tuzamiz:

a2= 1,05 - = 1,071, /(02) = /(1,071) = -0,178,

la2- (i< =~ =- =0,01619
Hali ham talab gilingan aniglikka erishilgani yo‘q. Shuning uchun
keying yaginlashishni tuzamiz:
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_ / (LOTL)(2—%071) _
a3= 1,071 " T = 1,0796,
/(a3) = /(1,0796) = - 00727,

a3 f|< LM = MZZ_ 00066 < 001

Talab qilingan  aniglikka erishdik.  Shuning  uchun
tenglamaning 0,01 aniqlikdagi taqgribiy ildizi sifatida = 1,0796
giymatni olish mumkin. 4

Nyuton goidasi (Urinmalar usuli). /(x) funksiyaga nisbatan
shartlar o‘rinli va (6.10) tenglamaning ildizi [a,b] kesmada
yakkalangan bo‘lsin.

Funksiyz grafigiga B(b,f(b)) nuqtada urinma o°‘tkazamiz
(6.35-rasm). Bu urinma tenglamasi (5.14) formulaga ko‘ra

Y~ f(b) =f(b")(x- b) (6.16)
ko‘rinishda bo*ladi. Urinmaning Ox o0°q bilan kesishish nugtasini bt
orgali belgilaymiz. Bu br nugta Ox o‘qda f va b nuqgtalar oralig‘ida
yotadi, ya’ni u £ aniq ildizga yaqginrog. Shuning uchun bx giymatni
(6.10) tenglamaning tagribiy yechimi deb olish mumkin. x = bx
bo'lganda y = 0 bo'ladi. Shuning uchun (6.16) tenglikda x o'miga
bx giymatini qo'yamiz:

-T =177T bl-10.
Bu yerda bt giymatni topamiz:

br b~ m («17>
Endi AB yoyda abssisasi bt bo'lgan  nugtani olamiz va bu
nugtada urinma
o'tkazamiz. Bu urinmaning Ox
0'q bilan kesishish nugtasini b2
orgali belgilaymiz. b2 nuqta £
aniqg ildiz va bt nugta oralig'ida
yotadi: %< b2< bv Bu jara-
yonni davom ettirib. Kamayib
boruvchi
b>bt>hb2>- >bn>
> bntl>eee>?
taqribiy giymatlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bunda keyingi
giymat oldingisi orgali
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<618 >
formula bilan topiladi. Quyidan £ aniq ildiz bilan chegaralangan

monoton kamayuvchi bltb2, ... ketma-ketlik 3.12-Teoremaga ko'ra
biror /3 nuqgtaga intiladi. Bu /? berilgan (6.10) tenglamaning ildizi
bo'ladi. Hagigattan ham, (6.18) tenglikda limitga o‘tsak va fix)
funksiyaning uzluksizligini inobatga olsak

H o = 0, bundanesa/(/?) —0val? = &

6.35—rasméla br,b2, ... tagribiy giymatlar ketma-ketligi £ taqribiy
yechimga yaqinlashib borishi rasvirlangan.

M orgali " (x) ikkinchi tartibli hosilaning [a, b] kesmadagi
eng katta giymatini, m orqali esa fix) birinchi tartibli hosilaning
[a,b] kesmadagi eng Kkichik giymatini belgilaymiz. Tagribiy
yaginlashishdagi xatolik (6.14) tengsizlik bilan baholanadi va
bundan tashgari bu xatolik

ibn+1-£i<£ibn-m $619)
tengsizlikni ham ganoatlantiradi.O'ng tomonda ikkinchi daraja
turibdi, ana shu daraja bn tagribiy yechimlaming f aniq yechimga
tezroq intilishini ta’minlaydi. Shuning uchun urinmalar usuli teng-
lamaning ildizini topishda eng samarali usullardan biri hisoblanadi.

Bu yerda ham birinchi urinmani gaysi nuqtadan o‘tkazish
muhim o‘rin tutadi va agar nuqgta noto‘g‘ri tanlansa aniq yechimga
yaginlashmasligi muhim.

Agar [a, b] kesmadafix) vafix ) hosilalami ishorasi bir xil
bo'lsa (6.33-rasmda 1) va 4) hollar) birinchi urinma Bib,fib))
nugtada o'kaziladi. Qaralayotgan kesmada fix) va fix)
hosilalami ishorasi har xil bo'lsa (6.33-rasmda 2) va 3) hollar)
birinchi urinma /1 (a,/(a)) nugtada o'kaziladi va ikkala holda ham
tagribiy yaginlashishlar (6.18) formula bilan hisoblanadi.

6.21-Misol. x3+ Sx2—2x —S —0 tenglamaning birorta
haqiqiy ildizini 0,0001 aniglikda toping.

» Ko'phadning x ——1 va x = 0 nuqtalardagi qiymatlarini
hisoblaymiz:
/(-1) =1val/(0) =-5
demak, tenglamaning ildizi [—1,0] oraligda mavjud ekan. Hosila-
larini topamiz:
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fix) —3x2+ Ox - 2, fix) = 6x 4-10.

Birinchi tartibli hosila [—1,0] kesmada manfiy ishorali gimat,
ikkinchi taribli hosila esa musbat ishorali giymat gabul giladi (ya’ni
6.33-rasmda 3) hoi). \f'(x)\ ifodaning bu kesmadagi eng kichik
giymati m = |/'(0)| = 2 va \f"(x)\ ifodaning [1,0] kesmadagi
eng katta giymati M = |/"(0)| = 10 boMadi.

Demak, b0 sifatida kesmaning chak chegarasini olamiz
(birinchi va ikkinchi tartibli hosilalaming ishoralari har xil).

i>=,» -~ =-1-A ~ =-0'88889
f(bt) = 0,026063,/Ubr) = -8,51852
b "< = 902§5°63= 0,013032
m

b2 = bl— = -0,88889 - f(~0’%.?} = -0,88583
/I (b0) /'(-0,88889 '
f(b2) = 0,000022,/'(bi) = -8,50421
b2- f| < m 5 = 0,000011 < 0,01.

Talab qilingan aniglikka erishildi. Shuning uchun b2 ==
—0,88583 qiymatni berilgan tenglamaning 0,0001 aniglikdagi
tagribiy yechimi deb gabul gilish mumkin.”

Nazorat savollari

1. Qanday shart bajarilganda funksiya oraligda o ‘suvchi bo'ladi?

2. Qanday shart bajarilganda fiinksiya oraligda kamayuvchi bo'ladi?

3. Lokal maksimum va lokal minimum nugtalar deb ganday nugtalarga
aytiladi?

4. Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti nimadan iborat?

5. Qanday nugtalar funksiyaning krtik nugtalari deb ataladi?

6. Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti nimadan iborat?

7. Qachon funksiya oraliqda qavariq deyiladi?

8. Qachon fimksiya oraliqda botiq deyiladi?

9. Qavariglik va botiglikning yetarli sharti nimadan iborat?

10. Qanday nuqgtalarga burilish nugtasi deyiladi?

11. Egri chizigning asimptotasi nima?

12. Asimptotaning ganday turlari mavjud?

13. Tenglamani tagribiy yechish deganda nimani tushunasiz?

14. Tenglamani tagribiy yechishning ganday usullarini bilasiz?
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Mashqlar

Funksiyaning grafigini yasang:
1.y = x3—3x2—9x + 1. 2.y = Xe~X. 3.y = x3+ 6x2- 15x+l.
4.y = x3- 9x2+ 15x - 3. 4.y =x-x3 5 y=x3+3x2- 9x- 2
x2—1 X241 x3—4 x 1

6. V=--—- 7. V=E— —® & V=-—-—- 9 y=2In--- +1.

. X . X . X2 T X
Funksiyaning berilgan E kesmadagi eng katta va eng kichik giymatini toping:
100y =4- x- 4/x2,E=[1,4]. 11.y = x4- 2x2+ 54 = [-2,2].
12.y = x + 21[x,E = [0.4]. 13.y = VIOO —x 2, E = [—6,8].
Tenglamaning birorta ildizini vatarlar va urinmalar usuli bilan 0,01 aniglikda
toping:
14.x3- 6x2+ IIx - 2=10. 15.3x3+ 4x2+ 7x- 6= 0.
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VII BOB. ANIQMAS INTEGRAL
7.1. Boshlang'ich funksiya va anigmas integral tushunchasi

Ma’lumki, biror y = f(x) funksiyaning hosilasini hisoblash
jarayonini uni differensiallash deb yuritilar edi. Biz endi differen-
siallash amaliga teskari boigan amal integrallash amalini o'rga-
namiz.

Differensiallash  hisobining asosiy = masalasi  berilgan
funksiyaga ko'ra uning hosilasini topish bo‘lsa, integral hisobining
asosiy masalasi funksiya hosilasiga ko‘ra uning o°zini topishdir.

Aytaylik, y = f(x) funksiya biror X oraligda garalayotgan
bo'lsin.

7.1-Ta'rif. Agar X oraligning barcha nuqtalarida

F{x)=f(x) (7.2)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, F(x) o*sha oraliqda f(x) funksiyaning bosh-
lang'ich funksiyasi deb ataladi.

Masalan: Fix) = cosx funksiya f(x) ——sinx uchun
boshlang‘ich funksiyadir, yoki F(x) = In\x\ (x ® 0) funksiya
fix) = ~uchun boshlang‘ich funksiya bo'ladi.

Yuqoridagi ta’rif hamda misollardan ko‘rinayaptiki, agar Fix)
funksiya fix) funksiyaning biror oraligda boshlang‘ich funksiyasi
bo'lsa, o‘sha oraligda F(x) + C ifoda ham boshlang'ich funksiya
bo'ladi, chunki C = const ®0 bo'lib, C' = 0. Demak, berilgan
funksiyaning boshlang'ich  funksiyalari cheksiz ko'p ekan.
Umuman, boshlang'ich funksiyalar hagidagi quyidagi teorema
o'rinli.

7.1-Teorema. Har ganday uzluksiz funksiya cheksiz ko'p
boshlang'ich funksiyalarga ega bo'lib, ularning ixtiyoriy ikkitasi
bir- biridan o'zgarmas songa farq giladi.

A Uzluksiz funksiyaning boshlang'ichi mavjudligini isbotlash
muammoliroq bo'lganligi sababli, biz bu masalani ochiq goldiramiz.
Boshlang'ich  funksiyalaming soni cheksiz ko'pligi yuqorida
ko'rsatildi. Bizga ikkita boshlang'ich funksiyaning bir- biridan
o'zgarmasga farg gilishini isbotlash goldi. F(x) hamda ®(x) lar
f(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiyalar bo'lsin. Demak
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F'O) = f(x) , ®'(x) = f(x)

Bu ikki tengliklami bir- biridan ayirsak

F'ix) - ®'(x) =0
ya’'ni

[P(x)-®(x)]'=0
Agar fuknsiyaning hosilasi nolga teng bo'lsa, uning 0‘zi o'zgarmas
bo'lganligi uchun

Fix) - ®(x) = C
shuni isbotlash talab etilgan edi.

Demak, ixtiyoriy ikkita boshlang'ich funksiya uchun ®(x) =
Fix) + Cdeb yozish mumkin. »

7.2-Tarif. Agar X oraligda Fix) fimksiya fix) uchun
boshlang'ich funksiya bo'lsa, u holda o'sha oraligda Fix) + C
ifodani fix) funksiyaning anigmas integrali deb yuritiladi va
/ fix)dx kabi yoziladi.

Demak, ta’rifga ko'ra:

ffix)dx = Fix) + C (7.2)
bu yerda, / anigmas integral belgisi, x integrallash o'zgaruvchisi,
fix)- integrallanuvchi funksiya hamda, fix)dx - esa integral
belgisi ostidagi ifoda deb yuritiladi.

Agar Fix) funksiya fix) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa,
anigmas integral geometrik jihatdan bu boshlang'ich funksiyani
vertikal ravishda yuqoriga va pastga siljitishlardan hosil bo'ladigan
chiziglar sinfini ifodalaydi.

Funksiyalami integrallash amali funksiyalami differensiallash
amaliga teskari bo'lgan amaldir. Ammo differensiallash amali kabi
elementar funksiyalami integrallash har doim ham mumkin bo'la-
vermaydi. Shuning uchun funksiyalarni sinflarga ajratib, bu sinflami
integrallash usullarini alohida o'rganamiz.

7.2. Anigmas integralning asosiy xossalari

1 Agar biror oraliqda (7.1) tenglik o'rinli bo'lsa aniqr
integralning hosilasi integrallanuvchi funksiyaga teng bo'ladi, ya’ni:
if fix)dx)'= fix) (7.3)

Hagigatan ham,
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(/fWdx)" = (F(x) +CO)'=F0O) +C = F'(x) -f0 = fix)
2. Agar (7.1) tenglik o'rinli bo‘lsa, u holda
d(ff(x)dx) = f(x)dx (7.4)
bo*ladi.
Funksiya differensialining aniglanishiga asosan:
d(Jf(x)dx) = d(F(x) + O = dF(x) + dC = F’(x)dx + 0 =
f(x)dx.

3. Agar anigmas integral belgisi ostida biror funksiyaning dif-
ferensiali ishtirok etsa bu anigmas integralning giymati differensial
belgisi ostidagi funksiya bilan o'zgarmas sonning yig‘indisiga teng
bo‘ladi, ya’ni:

f dF(x) = F(x) + C (7.5)

Hagigatan ham differensialning ta’rifi va (7.1) tenglikka ko‘ra,

[ dF(x) = f F'(x)dx = f f(x)dx = F(x) + C
Masalan, / sinxdx = —f dcosx = —eosx + C.

7.3. Anigmas integral jadvali

Quyida biz asosiy elementar funksiyalar anigmas integrailari-
ning jadvalini keltiramiz. Jadvaldagi har bir formulaning
to‘g‘riligini differensiallash yo‘li bilan tekshiriladi.

L fxadx = 2-HC  a® —;

a
f-dx = In\x\ + C;
f exdx —ex + C
Jfaxdx = ‘—+ G,
na
f sinxdx = —o0sx + C;
/ cosxdx = sinx + C;
——dx = tgx + G
J COos2X

.]\_sl;an;(dX = —tgx + Q)
9. / tgxdx = —Zn|cosx| + C;
10. / ctgxdx = —n\sinx\ +C;

U. f-~dx = arctgx + C;

12. J_aéix!dx = éarctgé + C;
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13. j\ﬂ dx = arcsinx + C;

14. f , 1 .dx = arcsin-+ C;
1554 szx—ZaIn{—|+C

16./ -j===dx = InJx4jx 2+a2l + C

17./ inxdx = xlnx —x + C.

Eslatma. Bu jadvalga qo‘shimcha ravishda giperbolik funk-
siyalaming integrallami ham qo‘shishimiz mumkin. Keltirilgan
integrallar jadvalidagi 9, 10, 15, 16, 17 formulalarga mos keluvchi
formulalar hosilalar jadvalida yo‘q. 17-formulani quyida keltirila-
digan bo‘laklab integrallash usuli yordamida chigaramiz. Qolgan-
larini esa bevosita differensiallash yordamida isbotlash mumkin.
Masalan, 16 formulani tekshiraylik:

[fn\x + = NI = (0 +7=72)=jz-p

Demak, 16 formula o'rinli. Qolgan formulalami ham xuddi shu kabi
teshirishimiz mumkin.

7.4. Anigmas integralni hisoblashning goidalari

7.2-Teorema. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan
chiqgarib yozish mumkin, ya’ni agar A = const ® 0 bo‘lsa, u holda
[ Af(x)dx = A/ /(x)dx (7.6)
-4 Bu tenglikning ikkala tomonini differensiallasak,
(J Afix)dx)" = Afix), (1/ fix)dx)"' = Aif f{x)dx)"' = Afix).
Demak, berilgan tenglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiyalar
bir-biridan o'zgarmas songa farq giladi. Anigmas integrallar o'zgar-
mas son ma’nosida teng bo'lganligi uchun, teorema isbot bo'ldi. »
7.3-Teorema. Chekli dona funksiyalar algebraik yig'indisining
integrali qgo'shiluvchilar integrallarining algebraik yig'indisiga teng
bo'ladi, ya’ni:
SUM +fM +- +fM]dx =/fM dx +f hix)dx +
m SfM dxi 77)
< Isbot.Tenglikning ikkala tomonini differensiallab topsak
[/[N(*) + 72G0O + - + fkix)]dx]" = fix) + f2ix) + - + fkix)
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[/fi(x)dx +/ f2(x)dx + e+ [ fk(x)dx]"' = /i(x) + f2A(x) +
-+ W
Yugoridagi xossadagi kabi (7.7) tenglikning ikki tomoni o'zgarmas
ma’nosida o'zaro teng bo'lganligi uchun teorema o'rinli. »
7.4-Teorema. Agar (7.2) tenglik o'rinli bo'lsa, har doim
quyidagilami yozish mumkin:

ff{x + b)dx = F(x + b) + C (7.8)
/ f(ax)dx =~F(0o*) + C (7.9
/l(ax + b)dx =~AF(ax + b) + C (710)

4l1sbot. Biz umumiy bo'lgan oxirgi holni isbotlaymiz. Buning
uchun (7.10) tenglikning chap va o'ng tomonlarini differensial-
laymiz.
Uf (ax + b)dx\ = f(ax + b),

[’F(ax + b) +sj =" (F(ax + b))' = *F'(ax + b)a =

Flax + b) = f(ax + b)
Chap va o'ng tomon hosilalari teng, shuning uchun (10) tenglik
o'rinli bo'ladi. »
Yuqoridagi teoremalar qo'llanishiga doir misollar garaylik.
7.1-Misol. / (3*3 + A —x4 + 7™ dx integralni hisoblang.

»/ (3x3 + —x4+ 7™dx =f (3x* + 4x~ —x4 + 77dx =
yas y*} V*E Q 5 3 .5
=3—+4—-\+7x +C="X*+8x1-—+T7x+C <

7.2-Misol. / y == dx integralni hisoblang.
» Integral ostidagi ifodani shakl almashtirsak

= N 3x ~ 4)~dx
Darajali funksiyaning integrali va (7.10) formulaga ko'ra
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7.5. Bo‘laklab integrallash va o‘zgaruvchini almashtirish usuli

Integrallash amali - differensiallashga teskari bo'lganligi
uchun, differensiallashda qo'llaniladigan ko'pchilik usullami anig-
mas integralni hisoblashga ham qo'llash mumkin. Masalan yig'in-
dida bu amallar bir xil hisoblanadi yoki o'zgarmas ko'paytuvchini
ikkala amaldan ham tashgariga chigarish mumkin.

Bo'laklab integrallash usuli

Bu usul ko'paytmaning differensiali formulasidan kelib
chigadi. u(x) va v{x) funksiyalar x bo'yicha differensiallanuvchi
bo'lsin. Bu holda

d(uv)= udv + vdu
yoki
udv = d(uv) —vdu
Oxirgi tenglikni integrallab topsak
[ udv =/ d(uv) —/ vdu
yoki
[ udv = uv —f vdu (7.11)
Hosil bo'lgan tenglikka bo'laklab integrallash formulasi deb
ataladi.

Mazkur formuladan foydalanishda anigmas integral ostidagi
ifodani shunday bo'laklarga ajratish lozimki, natijada tenglikning
0'ng tomonidagi integral dastlabkisiga garaganda sodda integralga
keladigan bo'lsin. Ushbu formulaning qo'llanilishiga doir bir necha
misol garaylik.

7.3-Misol. / xe2xdx ni hisoblang.

» it sifatida x ni, dv ni e~dx deb olsak, du = dx vav —"e2x

bo'ladi. Demak,

n —x
du = dx , : "

[ xe2xdXx = dv = eZxdx = -zxe2x—2 fe2xdx = 5xe2x—4e2x+ C. M
vV = éeZX

Ko'rib turibmizki bir marta bo'laklash formulasi go'llanilga-
nidan so'ngjadval integraliga keldik.
7.4-Misol. J Inxdx ni hisoblang.
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n = Inx
>/ Inxdx = 94 T3 xinx o x—=xIlnx /dx =xlnx —x + C A
dv = dx
V=X
xkax, xksinx, x cosx, xKInx, xKarctgx, xkarcsinx,
esinbx, e”~cosbx kabi hamda ularga o‘xshash funksiyalar
bo‘laklab integrallash usuli yordamida integrallanadi. xk gatnashgan
hollarda (k natural son) k nechaga teng bo'lsa shuncha marta
bo‘laklab integralashga to‘g‘ri keladi.

7.5-Misol. / x2sinxdx integralni hisoblang.

n=x2
>/ x2sinxdx d(i/u::sizri(gé(x = —x2c0sx + 2/ xcosxdx
gz VT TEOSX
dvdg :ogi(dx -X2cosx + 2xsinx —2 f sinxdx =
V = sinx

= —x2cosx + 2xsinx + 2cosx + C. A

n | eaxcosbxdx va /2 =/ eaxsinbxdx kabi integrallami
hisoblashda integral ostidagi ifoda e0* = u, cosbxdx = dv yokKi
sinbxdx —dv kabi bo‘laklariga ajratiladi. Bo‘laklab integrallash
formulasi bir marta qo‘llanilganda yana yuqoridagi integrallarga
o‘xshash integrallar hosil bo‘ladi. U yerda yana bir marta bo‘laklab
integrallash usuli go‘llaniladi. Natijada yana dastlabki integralga
o‘xshash integral hosil bo‘ladiki, uni chap tomonga o'tkazib
berilgan integral hisoblanadi.

n=e°~
. du = aeaxdx
>/ eaxsinbxdx = gy = sinbxdx — —— “cosbx + i feaxcosbxdx =
vV = —bcosbx

n=e
du = aeaxdx ™ AN . .
dv = cosbxdx — € coshx + bi\b eaxsinbx —Eﬁ e0r smbxdx]J

v = \bsinbx
Shunday qilib
/ e™sinbxdx = —e”~cosbx + 1[*e”sinbx - | J e™sinbxdx].
Oxirgi tenglikdan izlanayotgan integralni topamiz
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| e«*sinbxdx = EASENE22W +c¢.n

0 ‘zgaruvchini almashtirish (o‘rniga qo‘yish) usuli.

Aytaylik, / f(x)dx integralni hisoblash lozim bo‘lsin, lekin in-
tegral mavjudligi ma’lum bo'lsada, integral belgisi ostidagi
funksiyaga boshlang'ich funksiyani bevosita topish mumkin
bo'Imasin. U holda, ushbu integralda o'zgaruvchini shunday
o'zgartirish lozim bo'ladiki, natijada garalayotgan integral bevosita
integrallanadigan bo'lsin.

Aytaylik, x = <p(t) funksiya o0'zining argumentiga nisbatan
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo'lib, unga t = ip(x)
teskari funksiya mavjud bo‘lsin. Agar dx = <p'(t)dt ekanligini
e’tiborga olsak, yuqoridagi integral quyidagicha o‘zgaradi:

ff(x)dx = ff(<pm<p'Wt (7.12)

Uni hisoblab, natijaga t = ip(x) qo‘yilsa, dastlabki integral
hisoblangan bo‘ladi. Odatda, (7.12) ni anigmas integralda o'zgaruv-
chini almashtirish yoki o‘rniga qo‘yish formulasi deb yuritiladi.

(7.12) tenglikning to‘g‘ri ekanligiga, uning ikkala tomonini x
bo'yicha differensiallab ishonch hosil gilish mumkin. Ma’lumki,
chap tomon uchun

(Jf(x)dx)" = fix)

O'ng tomon uchun x bo'yicha hosila olishda t ni oralig

o'zgaruvchi sifatida garaymiz va Xt = ), tx=" ekan-

ligini e’tiborga olamiz
(1 f(<p(t)<p'(Ddt)x = (f f(<p(t))<p'(dt)tti = f(<p(0)<p'(t)-£-r =
= f(<p(0) = fipc)

Shunday qilib, (7.12) tenglikning o'ng va chap tomonlaridan x
bo'yicha olingan hosilalar teng ekan, ya’ni (7.12) tenglik to'g'riligi
isbotlandi.

Eslatma: Integrallashda o'zgaruvchini almashtirish uchun
ko'pchilik hollarda almashtirishni x —<p(t) kabi emas, balki
t = ip(x) kabi olish qulay bo'ladi.

Quyida anigmas integralda o'zgaruvchini almashtirishga doir
bir necha misol keltiramiz.

7.6-MisoL / xn/x —1dx ni hisoblang.
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»t = n/x —1 almashtirish kiritamiz, u holda, x = t2+
lva dx = 2tdt
Natijada,

[ XV* - ldx = [(t2+ 1) et «2tdt = 2f(t4+ t2)dt = |t 5+
Lt3+ C==_ - 1)1+3 -Df+C M
7.7-Misol. / cosxy/sinxdx ni hisoblang.

» t = sinx almashtirish bajaramiz, uholda dt = cosxdx
Demak,

f cosxy/sinxdx = f yftdt = f Hdt = éti +C= 5sinh-x +C <

7.8-MisoL / yfa?- —x 2dx hisoblansin.

» Bu yerda, x —asint almashtirishdan foydalanamiz. dx =
acostdt (—" <t < - va—a < x < a) gako‘ra, quyidagini yoza
olamiz:

[ Ma2—x2dx = / Va2—a2sin2t acostdt = a2/ cos2tdt =

o rl+cos2t » az2 a2 , n a2 a2 . n
a2/ ——dt=yt+—sm2t+C= + ~Jsintcost +

Agar t= arcsiné1 va cost=VI'-sH2 = Ji 1 a2
ekanligini inobatga olsak, natijada,

- — i . 2 2 P
JVaZT%hx = —arcsin- + 22* J1 %+ €= Larcsin® +
2 a y az 2 a

2a
+|Va2-pc2+ C. ~

7.6. Ratsional kasrlar. Eng sodda kasr funksiyalar va ularni
integrallash

Har qanday funksiyani ham integrallaganda elementar
funksiyalar yordamida ifodalab bo‘lmaydi. Bunga ko‘plab misollar
keltirishimiz mumkin. Shuning uchun integrallari elementar
funksiyalar yordamida ifodalanuvchi funksiyalar sinflarini ajratish
muhimdir. Integrallari etarlicha sodda amallar ketma- Kketligi
yordamida topiluvchi funksiyalar sinfiga ratsional funksiyalar
kiradi. Ma’lumki, har ganday R(x) ratsional funksiya ikkita P(x) va
Q(x) ko*phadlaming nisbati sifatida garalishi mumkin
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Aytaylik, suratdagi P(pc) [olphaaning darajasi m maxrajdagi

ko'phad Q(x) darajasi n dan katta yoki teng bo‘lsin. Agar P(x)
ko'phadni Q(x) ga bo‘lsak, boiinmada biror N(x) ko'phad,
goldigda esa darajasi n —1 dan katta bo‘lmagan Pi(x) ko‘phad
hosil bo'ladi. Demak, berilgan kasrni quyidagicha yozish mumkin

Q(X) w Q(x)

Biz N(x) ko'phadni integrallashni bilganimiz tufayli, ixti-
yoriy ratsional kasrni integrallash suratining darajasi maxraj daraja-
sidan past bo'lgan kasrni integrallashga keltirilar ekan. Shuning
uchun bundan keyin R(x) ratsional kasr haqgida gapirganimizda har
doim m <n deb faraz gilamiz. Bunday kasrlar to‘g‘ri kasr deb
ataladi. Noto'g'ri kasming butun gismini ajratib olishga quyidagi
misolni ko'rishimiz mumkin

x4 + 3X2—5x + 6 _ o+ 3x + 10 + 1901 —14
x2—3x+2 _* X Xz —3X + 2

Awalo to'g'ri kasrlami integrallash jarayonida muhim bo'lgan
quyidagi eng sodda kasr funksiyalar deb ataluvchi to'rt turdagi
fimksiyalami garaylik

(7-13>

14>

éx¥2+16x+_c (7.15)
Ax+B w1

(ax2+bx+c)n
Bu yerda, a,b,c,A,B lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lib, m n (mz2,
n”2) natural soniardir. Shuningdek, (7.15) va (7.16) xildagi kasr
fimksiyalari maxrajidagi kvadrat uchhadda D = b2 —4ac < 0 deb
faraz qilinadi.
Yuqorida qaralayotgan (7.13) va (7.14) xildagi kasr
funksiyalami integrallash bevosita jadval integraliga keltiriladi.

Jax+b 4 Jroagﬂ;l' - %bl\ax i+ C
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Adx _ A r d(ax+b)
J (ax+b)m a « (ax+b)m
A (ax+b)-m+1

mf(ax + b) md(ax + b)

-771+1 +C
a(m—l)(ax+i>)m-1.- ¢
(7.15) va (7.16) xildagi kasr funksiyalami integrallash uchun

ulaming maxrajidagi kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish
usulini qo‘llaymiz.
*(Ax+B)dx _ 1 r (Ax+B)dx _ b (Ax+B) dx

Jax2+bx+c NI yibbeC @ ( b/R.c b2
a X 2a) a 402

Aac-b2
(Ar+B) dx 4a2
=1 2,*ac-b2 X+fr =1t a t2+k2
.0 2a
dx = dt

rorL xR a1 t s bl k2 e\ C
Ro+t2 ad ko+tz | 232 KO T@4% 5 "
Oxirgi natijada yangi t o‘zgaruvchidan x o°‘zgaruvchisiga
o'tilsa, (7.15) xildagi sodda kasr batamom integrallangan bo‘ladi.
r(Ax+_Bzg _ ZaB-Ab gz_a_x_+b_ . 2 . L1 1.,
J ax2+bx+c _£7Jt_ac-b a gsiac_-b_2+ 2alnraxz-'_- bx #ct+ C
(7.16) xildagi sodda kasmi integrallash biroz murakkab

hisoblashlami talab etadi va uni hisoblashda ham yuqoridagi

tarzdagi amallar bajariladi.
{Ax+B)dx _ 1 r (Ax+B)dx _ 1 r (i4x+S) d x
J (ax2+bx+c)yT~ ,nJ (, b .c\n~ an”1
K»s a 4a2

4ac-b2 _

k2
— _m (AxB)dx 4a2 1 F(4*-EN <™ _
m;H . bn ,4ac-bzl X+ 52 =t a”J  (C+k2n
sa dx = dt

g_{g dt A tdt

© Tat o (t2+k2n +8 / (t2+fA2)n
2aB-Ab r dt

2antl ¢ (t2+k2)n  2an(n—) (t2+fc2)n_1
(7.17) ifodadagi / integralni Fn bilan belgilab olamiz

(7.17)

va uni hisoblaymiz.

dt k2+t2- t2dt
yn=f (t2+|t<2)ﬁ| —I}ZI Qlf%%w' ‘—ll;ij (t+2+|<2)n
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2. r ££ rottdt

< om' (tz+fc2)"-1~  (t2+k2)n
U

v tdt
(t2-ch2) o
rCn n*+n2)»-1
R S S B__ ¢
~k2 L2(n IXt2+k2')n 1 2(n-1)J (t2+k2)n-1)
Oxirgi |fodan| gayta guruhlab topsak

_ N, 2n33 r rft - J- t /9 «o\
n f2 2(n-i)Jd (t2+f02) f2ren-rxM+n2)»-1
(7.18) dagi Mir=f u2+*y,-r integralda yana yugoridag

usulni qolllasak, natijada Mi_2=f ,2 AL : kelamiz. Shu

yo‘sinda davom eta borib, oxirida J ni hosil gilamiz. Bu

esa jadval integralidir. Shunday qilib, barcha topilgan natijalarni
o‘rinlaiiga qo‘yib, oxiri Yn ning qiymatini hisoblaymiz va u
giymatni keltirib (7.17) ga go‘yamiz. U yerda t o‘zgaruvchidan x
0°‘zgaruvchiga o ‘tilsa, 4- xildagi eng sodda kasr funksiya batamom
integrallanadi.

(7.16) integraldagi n ni ketma- ket pasaytirish jarayonir
rekurrent formula deb yuritiladi.

Eng sodda ratsional funksiyalami integrallashga doir misollar
qaraylik.

7.9-Misol. J 3— 4 integralni hisoblang.

» Bu integral (7.15) turdagi integral bo‘lib, uni hisoblash

qulay boMishi uchun to‘Iakaadrat ajéatamiz

| ZEzl...dx =T dx = ZfJ6x-V N +
J 3x2-Sx+4 N J 3x2—bx +4 6 3x2-5x+4
® f 3. 71'1'4'
=;,nB*2- 5x+4)+f J- dx -

=A"In(3x2—5x + 4) + N arctg +C. 4

7.10-Misol. J ~ '4y47y>  inte§ram' hisoblang.
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Ar 3ar+5 * r 3x+5 » t=x—2 _ T3t46+S j .

J (2-4*+7)2 * " J K*-2)*+3]2 « X —t+2 ~ ) (t2+3)2
dx = dt
t . dt
3 JaAsm  + il (2432

Oxirgi ifodaning birinchi integralini bevosita hisoblash mum-
kin, ikkinchisini hisoblash uchun (7.18) formulani n =2 da
qo‘llaymiz.

ro3x45 . _ fd(t2+3) 1 i fdt 11_ t

(x2- 4x+7)2 n (t2+3)2 3 t2+3 3 2(t2+3)
lit—9

2t2+3 +-t \Eamtg% + ngyg +C = Mg
SSarctg LLL+C
Dastlabkl 0 zgaruvchl X ga q]aytlb OXII’gI natijani hosil qllamlz

Aox-2 )~
f (x2 4x+7)2 7 B(X2—4x+T) + 6(Y3a g M+
/V 5rnrd* —Eé'ercs&Li+ 2ayfl a2+C ?rcsm +

+|Va2—x2+ C

7.7. Ratsional funksiyalarni integrallash

Biror ko‘phadning ildizlari deyilganda, uning giymatini 0 ga
aylantiradigan argumentning giymatlariga aytiladi.
Masalan, 5x2—6x + 6 kvadrat uchhadning ildizlari bo‘lib

x=2+2 sonlari xizmat giladi. Chunki ushbu giymatlar kvadrat

uchhadni 0 ga aylantiradi.

Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra har ganday n darajali
ko'phad Karraliliklari bilan hisoblaganda rosa n ta ildizga ega
bo'ladi. Shu bilan birga bu ko'phadning ildizlari yoki hagiqiy yoki
0'zaro go'shma kompleks sonlardan iborat bo'ladi.

Bezu teoremasiga ko'ra biror a haqigiy soni Q(x) ko'phadning
ildizi bo'lsa, uni

Q(x) = (x —a)S(x)
kabi ko'paytuvchiga ajratish mumkin bo'lib, bu erda S(x) ko'phad-
ning darajasi n —1 ga teng. Xuddi shu kabi azi(i sonlari
ko'phadning ildizlari bo'lsa ko'phad
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_ Q) = (x2+ px + )T (x)
kabi ko‘paytuvchiga ajraydi. Agar ildizlar karralikka ega bo‘Isalar
ko'phad uchun mos ravishda

Q(x) = (x —a)kS(x)

Q(X) - (x2+ px + q)kT(x)
lami hosil gilamiz. Demak, barcha ildizlar bo‘yicha ko‘phadni
ko‘paytuvchilarga ajratsak
Q(X) = (x- «i)fcleee(x - a()kl(x2+ PiX + gx)ri
(X2+ p;x + qj)rj
ni hosil gilamiz. Bu yerda fc va % lar mos ildizlaming karraliligini
bildiradi.

Biz ko'phadlaming ildizlarini ganday topish, ya’ni ko‘phadni
ganday qilib ko‘paytuvchilarga ajratish masalasi bilan shug'ullan-
maymiz, chunki tenglamalami echish algebraik masala bo‘lib, uning
0°‘zi murakkab jarayon. Ko‘paytuvchilarga ajratishni amaliy masala
sifatida misollar echishjarayoni uchun goldiramiz.

Aytaylik, R(x) = W to‘g‘ri ratsional funksiyaning maxraji-

dagi Q(x) ko‘phad quyidagicha ko‘paytuvchilarga ajralgan
bo‘Isin:

yoki

<?(*) = (x- aj)*!  (x- ak'(x2+ prx + (x2+pjx +gs)T (7.19)
Shuningdek, bu yerdagi kvadrat uchhadlarning barchasining diskri-
minantlari noldan kichik hamda k+H--—-- + 2(rx 4--------- 1-7) =n
bo'lsin.

ratsional kasming eng sodda kasrlarga yoyilmasida Q(x)

ko ‘phadning har bir (x —a)k ko'paytuvchisiga
M1 N2 Aik
x—a (x—a)2 (x —a)k

Xuddi shu kabi har bir (x2 + px + q)r ko‘paytuvchiga

SUX M M2 ey BIFEXPT

X2+ px +q (x2+px+q)2 (X2+px + q)r
yig‘indi mos keladi.
U holda quyidagi qoida o'rinli bo'ladi:
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Agar A(x) to‘gri ratsional funksiyaning maxrajidagi ko'phad
(7.19) kabi ifodalanadigan bo‘lsa, uni quyidagicha eng sodda kasr
funksiyalarning yig'indisi shaklida ifodalash mumkin:

P(x) _ AXL A2 . Alkt t a2zi . A2
Q(x) x-at (x-ar)2 (x-at)ki x-a2 (x-a2)2
Alk2 1 4ti i, Al2 i, AL B11x+ClI
(x-a2)k2 X-cL (x-a;)2 (x-a{)ki x2+pix+ql
(@272 1o | Birl ooy o B2DCCAL o BO2GC2
(x2+plx+ql)2 r (X2+p1X-Fq15—H— x2+p2x+q2 5(2+p2x+q2)2
B2r2xX+C2r2 _j__ BjIX+Cjx Bj2x+Cj2
(x2+p2x+q2)r2 X 2+pjx+qj (x2+Pjx+qj)2
Bjr x+Cjr
(N P-2)

Hosil bo'lgan yoyilmadagi Atl,A12, ...,B1r,B12,...,CI1tC12 ...
noma’lum koeffitsientlarni aniglash uchun quyidagi mulohazalardan
foydalanamiz:

(7.20) tenglik ayniyatdan iborat bo'lganligi uchun bu teng
likning o'ng tomoniga umumiy maxraj bersak, tenglikning ikkala
tomonining maxrajlari o'zaro teng bo'ladi. Natijada, darajalari bir
xil bo'lgan ikkita ko'phadlar tengligini hosil gilamiz. x ning bir xil
darajalari oldidagi mos koeffitsiyentlami tenglashtirsak noma’lum
Au,A12 ...,B11,B12, ...,C11,C12.. koeffitsiyentlami aniglash uchun
chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Ratsional funksiyani
eng sodda kasr funksiyalarga yoyishning bu usuliga noma’lum
koeffitsiyentlar usuli deb ataladi.

Shunday qilib, to'g'ri ratsional funksiyani integrallash 4
xildagi eng sodda kasr funksiyalami integrallashga keltirilar ekan.
Bunda quyidagicha 4 ta hoi bo'lishi mumkin.

1-hoL Agar R(x) to'g'ri ratsional funksiyaning mahrajidagi
Q(x) ko'phadning ildizlari hagiqiy sonlar bo'lib, ular bir-biriga teng
bo'Imasalar, u holda R(x) faqatgina birinchi xildagi eng sodda kasr
funksiyalami integrallashga keltiriladi.

» Masalan:
T] (XE-)IbL(%—A) _:]] LT: _x:jdx
Oxirgi integraldagi ifodaga umumiy maxraj berib, mos tengliklami
yozamiz:
A(x —4) + B(x - 3) = 2x + 3
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CA+B=2 (A=—9
Ua+3B =3 Ifi = 11
Aniglangan koeffitsiyentlarni integralga qo'ysak jadval integrallari
hosil bo'ladi.
2X+3
xe12 9% T ﬁ E_s o ddx = —93()(—_3 dx +11 {57 dx —
= —9In\x —3| + llIn\x —4| + C. M
2-hol. Agar R(x) ning mahrajidagi ko‘phad fagat haqiqiy
ildizlargagina ega bo'lib, undan ayrimlari takrorlanuvchi (karrali)
bo'lsa, uni integrallash 1-chi va 2-chi xildagi eng sodda kasr
funksiyalami integrallashga keltiriladi.
» Masalan:
ax dx
(x-D2(x+4)  j Ix-1  (x-1)2 x+4}
Yugoridagi kabi amallami bajarsak

------ i--—=JL+ JL_ + £.
(r-n2(x+4) x-1 “(x-2 X+4
Ax—Il)(x +4)+B(x+4)+ C(x—I)2=1

A+C=0 A=~Ts
3A+B- 2C=0
1-4N+4B+C=1

C :E

Demak,
dx N 1 kdx 1r dx 1 r dx
(x-1)2(x+4) « ~25~ I-* (x-1)2 25 J X+4

= - —In\x- 1\~|~’\ +/\ In\x + Al = ,J-I \|,X+4|

C.M

Ushbu misolda ko'rganimizdek, noma’lum koeffitsiyentlarni
topish uchun gavslami ochish, guruhlash va tenglamalar sistemasini
echish kabi etarlicha katta hajmli amallami bajarishni chetlab o'tish
uchun ixtiyoriy giymatlar usuiini qo'llash mumkin. Bu usulning
ma’nosi shundan iboratki, noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun
ikki tomon suratiarini tenglashtirilganda x ga turlicha giymatlar
beriladi. Hisoblashlami osonlashtirish uchun maxraj nolga
aylanadigan giymatlar berilishi qulay. Masalan, yuqgoridagi misolda
1va -4 giymatlar yordamida koeffitsiyentlar osongina aniglanadi.
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3-hol. Agar /?(*) ning maxrajidagi ko‘phadning ildizlari
orasida ham haqiqiy karrali, ham har xil kompleks iidizlar uchrasa,
uni integrallash 1-nchi, 2-nchi va 3-nchi xildagi eng sodda kasrlami
integrallashga keltiriladi.

» Masalan:

jr XXX dix integralni hisoblash talab etilgan bo‘lsin.

Ratsional funksiya suratining darajasi maxrajnikidan yuqori
bo'lganligi uchun kasming butun va to'g'ri kasr gismini ajratib
olamiz.

X*+3x2-5 _  _n , 2x2+10x—5

X 3+2x2+5x ~ X X 3+2x2+5x
Demak,

Oxirgi integralda umumiy maxraj berib mos kasrlarni tenglashtirsak,
2x2+ |Ox —5 = A(x2+ 2x + 5) + Bx2 + Cx
ni hosil gilamiz. Bu yerda ixtiyoriy giymatlar usuliga ko'ra x = 0
deb olsak A ——1 ekanligi kelib chigadi, natijada
3x2+ 12x = Bx2+ Cx
ni hosi! gilamiz. Bu yerdan B = 3,C = 12 lami topamiz. U holda:

r x4+3x2-S , (x-2)2 , r( 1, 3x+12 \ (x-2)2 o
o + i x =—— B+
3r_2£+2+6_ , _ (y~2)2 1 [ ! .3 r(2x+2~)dx mn f _
2N X2+2x+5 2 27 X2+2x+5 J (x+1)2+4

_(xj)— MM +E x2+ 2m: 45| + larctg”™ + C. /N

4-hol. Agar to'g'ri ratsional funksiyaning maxraji ham haqiqgiy
karrali, ham kompleks karrali ildizlarga ega bo'lsa, u holda uni
integrallash to'rtala xildagi eng sodda kasr funksiyalami integ-
rallashga keltiriladi.

Zxdx _r Zxdx _r(A Bx+C
(x+1)(x4+2x2+1) (x+1)(x2+1)2 Vx+I x2+1
Dx+E \
c ™ ) dx

Yuqoridagi kabi amallami bajarib quyidagi tenglamalar sistemasini
hosil gilamiz:
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n+B=0
B+C=0
<2A+ B+ C+ D =
B+C+D+E-=
* v JI+C+£=0 1
Bu sistemani yechib topsak A= —,B = -,C = —~|3 =1E=1
Topilgan koeffitsiyentlami yuqoridagi integralga olib borib
go'yamiz va uni hisoblaymiz
f-— = _IrjbL +IflzLdx+f ~ } dx =
J (x+1)(;c4+2x2+1) 23 x+1  2J xz+l J (x2+1)2

= Si|TIx + 1| +/M|X2+ 1\+ 2(x A~ +C-M

0
2
1

7.8. Irratsional funksiyalarni integrallash

Irratsional funksiyalami integrallash ancha murakkab jarayon
bo'lib, ulaming integrali har doim ham elementar funksiyalar bilan
ifodalanavermaydi. Mumkin bo‘lgan hollarda irratsionalliklar u yoki
bu usul yordamida har ganday holda chekli gadamda integrallana-
digan ratsional funksiyaga keltiriladi. Quyida biz ayrim algebraik
irratsionalliklami integrallash jarayonini ko‘rib o‘tamiz.

1. $R(x,xa,xP, ....x~dx kabi integralni hisoblash lozi
bo'lsin. Bu yerda R o'zining argumentlariga nisbatan ratsional
funksiyadir, lar esa ratsional sonlar. Ushbu integral
X —zn va dx = nzn~1dz almashtirishlar yordamida yangi
o'zgaruvchi z ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga
keltiriladi. Bu yerdagi n —a, (3, ...,y kasr sonlaming umumiy
maxrajidir.

7.11-Misol. / y ~?*4 ni hisoblang.

> Ildiz ko'rsatgichlari 2 va 4 uchun 4 soni EKUK bo'lganl

uchun x —z4 deb olamiz. U holda dx = Az3dz, n[x = z2, ¥Yx* =
z 3 ekanligidan

-£d * E
"23—yin|z3+ 4]+ C=jVX3—y " I"x3+4[ + C A
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2. Quyidagi j KX L, )" ,{S.gf..(fiifj* kabi

integralni hisoblash uchun = zn almashtirishdan foydalaniladi,

bu yerda n soni a,/?,...,y ratsional sonlarining umumiy maxraji.
Natijada irratsionalljk yangi integrallash o'zgaruvchisi z ga nisbatan
ratsional funksiyaga o ‘zgaradi.

7.12-Misol. / X I ~~dx ni hisoblang.

» Bu integralni hisoblash uchun E}lz Z ., 1% dx =

4zd’t ‘ C . S
& ~abi almashtirishni bajaramiz, natijada

A(z2+ 1)(z- 1)+ B(z+ I)(z2+ 1) + Cz(z2- 1) +
D(z2- 1) = z2
Agar z = —ldebolsak/1=— z=1danB=-2z=0danD=

- va C = 0 ni aniglaymiz. Demak,
o; J M d* i = Iril - 2arctez +

C=InlvSwSfl * 2arct& J™ +c-*

Xususan, yugoridagi holda ax + b ga nisbatan irratsionallik
ishtirok etsa, u yerda ax + b = zn almashtirishdan foydalanish
qulaydir.

3./ R(x,y/lax2~+bx"Tc)dx ko‘rinishidagi integrallar.

Quyidagi / R(x,ylax2+bx + c)dx integralni hisoblash
lozim bo‘lsin. Dastlab ba’zi xususiy hollardan boshlaymiz.

a) Aytaylik, / 2 -~- ni hisoblash kerak bo'lsin. Rav-
shanki, a < 0 va D = b2—4ac < 0 da integral ma’noga ega emas.

Bu integralni hisoblash uchun kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat
ajratilib, integrallar jadvalidagi (14) yoki (16) formula qo‘llaniladi.
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dx dx _ dx
J Vax2+bx+c f =

X+ o —t dt
dx = dt
Oxirgi integral a va D ning ishoralariga bog'liq ravishda ikki
xil tarmoglanadi.
1) a > oda

dx 1r 4ac- b2
o v ===== + + +
' ylax2+bx+c fla’ (24 *ac b2 \Pln t J2

=\jb:|n\2ax+ b+ 4axz+bx +c\+C
2)a<0OvaD> 0da

dx 1o dt _ dt
I oJax2+bx+c  V-a f t2 Jh2rac U-a {p jl
[ 10%ar='®

:arcsin - + +@ = 7:L M VP-lac E:

7.13-Mssol. / sz+deXx+15 integralni hisoblang
dx =/ dr . d(x+3)
> J xarex+15 3 J(x+3)246 v (*+3)2+6

Injx + 3+ n/x2 + 6x -1-151+ C.
7.14-Miso|.{] Ir d)é integralni hisoblang.
V5-X2-4X

L dx T dx dx d(x+2)

J nic______Av _ j = /l I
arcsmx-tz- tC "

b) / a8 'nteSra’' hisoblash lozim bo'lsin.

Dastlab kasrning maxrajidagi ifodadan kvadrat uchhadning
kvadrati ajratib olinadi va bu integralni ikkita integralning yig'indisi
shaklida yoziladi:

I (Ax+B)d* _ |- (yxH-B)dx _ < (A(x+")~ 2a+B)dx

VasR4bxtt ~oonen ! "



+(»-=)/-
2‘
Bu integrallarda x +~ =t almashtirish bajarsak, birinchi
integral darajali funksiyaning integraliga

f («s)*» fa4z+nsE) 11712, _
s P33 wac:fH /{'lJ(’fmfc? ) “N V »“2 !
4(X) ap / 1 da '

-Vox2+ bx + c.
ikkinchisi esa yuqorida hisoblangan integralga keladi.

7.15-Misol. / integralni hisoblang.
A r (4x+3)dx  _ r 2(2x+6)—9 T —2 f (2x+6)dx _ Q f dx
O AMOPEXH1E  WENX24BX+1S J Wz4BX4+15 J Vxz+6x+15
f d(x2+6x+15) _ Q r—-— dx——= AVv2'+fiv+T«;_-
VA+foTIS J V(x+3)z+6 \Y
—9/n|x + 3+ Vx2+ 6x+ 15|+ C ~
f------ .mmkabi integralni hisoblash lozim boMsin.
d) f (X_a)VaX2+%9+C tegralni fisoblash lozim boMs
Bu integralda — =t x=-+a,dx=- % almashtirish
_ _ x-a t t
bajaramiz:

t(~7z)dt

AB(‘--W?M{ A J+fa+a2) +8&AHZNC

Va+2aat+aa2t2+bt+fiat2+c
< dt

N (aa2+ba)t2+(2aa+b)t+a+c
Demak, shakl almashtirishlardan so‘ng a) bandda garalgan
integralga kelamiz.
e) Ko'p hollarda / R(x, nlax2 +bx + c)dx (a ®0) kabi in-
tegrallami hisoblashda trigonometrik almashtirishlardan foydala-
niladi. Buning uchun radikal ostidagi uchhaddan to‘la kvadrat

agjratilib t = x + A almashtirish bajariladi. U holda
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ylax2 4 bx + ¢ = tat24 2

Mumkin bo‘lgan barcha holatlami garab chlqamlz

1L a>0 432;8—?» 6. Bu hdlda a= p2 4—32;2 = q2
belgilasHlar kiritsak Vox24 bx + ¢ = y]p2t24 q2;
2. a>0, 49-(:-?-2& 0. Bu hofla a= p§ 4ac—bz = —q2

belgilashlar kiritsak ntax2 + bx + ¢ = yjp2t2 —q2
3. a<0, >0. Bu holda a=-p2 4"b =q2
belgilashlar kiritsak Vax2 4 bx 4 ¢ = yfg*—pH 2;

4. a< 0, 4ag;b2 < 0.Bu holda Vax24 bx 4 c ildiz ma’noga
ega emas.

Shunday qilib, J R(x, Vax2 4 bx 4 c)dx integral quyidagi

1/ R(t,jp2t24 gq2)dt

2. $R(t,yjp2t2—q2)dt

3. f R(t,~q2—p2t2)dt

integrallardan biriga keltiriladi.

Ulamin% birinchisini  t = gz, ikkinchisini  t = pcosz’
uchinchisini esa, t = ~sinz almashtirishlar yordamida sinz va cosz
ga nisbatan ratsional funksiyaga keltirib hisoblash mumkin.

7.16-Misol. / jyfr2+~ +17)3 integralni hisoblang.

r dx r dx - - _r dt
VRN ) g+ )2inis3 | X 3 yj(t2+16)3
t = 4t#z
dl'[- 4dz _ f 4(l+tg2™M)dz _m dz
cosz VI63(1+tg2z)3  16” Jl+tgZ
= 4(1 4-tg2z)dz
= %é! coszdz = 16smz 4 C= 16J|+tg22 4 C
16VI6+t2 tC= 16Vx2+12x+17 4cn
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f) / ylax2 + bx + cdx ko‘rinishidagi integral ham t —x + *

almashtirish yordamida / yjp2t2+ gq2dt yoki f ~Jg2—p2t2dt
integrallardan biriga keltiriladi, ular esa mos trigonometrik
almashtirishlar yordamida ratsionallashtiriladi.

7.17- Misol. / V3 —4x2 + 4x dx integralni hisoblang.
»/ /3- 4x2+ 4xdx =2/ Il —(x—) dx= X 2~1t =

—ZEVI 1= 25cosszz:

—t2dt = | ,C—
|dt: coszazl
= /(1 + cos2z)dz = (z + ~sin2z) + C = (z + sinzcosz) + C=

—{arcsint + tVI —2) + C=

= Marcsin(x — + (x — —X2+xN+C=

= j (4arcsin (* _j) + (2x —1)V3 —4x2+ 4xj+ C. "

Eslatma: Irratsional ifodalami integrallashda yuqorida qaral-
gan usullardan tashgari Eyler almashtirishlari, differensial bino-
mini integrallash kabi va boshga shunga o‘xshash usullardan
foydalaniladi.

7.9. Trigonometrik funksiyalami integrallash

Shu paytgacha integral ostidagi funksiyalar integral o‘zga-
ruvchisiga nisbatan ratsional yoki irratsional bo‘lgan hollami garab
chiggan edik. Ushbu mavzuda biz trigonometrik funksiyalaming
integrallarini o'rganamiz. Eng sodda hollardan boshlaylik.

1) / sinmx mcosnxdx; Jsinmx esinnxdx;/ cosmx |
cosnxdx (mvan lar ixtiyoriy haqiqgiy sonlardir) kabi integrallar.

Bu ko'rinishdagi iintegrallami hisoblash lozim boisa, trigo-
nometrik funksiyalaming ko‘paytmalarini yig‘indiga keltiruvchi
quyidagi formulalardan foydalaniladi:

coscc mcos/? = M[cos(a + /?) + cos(a —(3)],

cosa ecosfi = M[cos(a + fi) - cos(a - /?)],

- [sin(a + /?) —sin(a —/?)].
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7.18-Misol. f sin -2x mCOS ?’xdx integralni hisoblang.
»stingx lcosgxdx = ij (sinzgx+ sin’l\-5><) dx =
Hsm Hdx ++ 1 sm Mk =- R os¥x-Pcos¥+To<>
2) / slnnxdx,/ cosmxdx ko'rinishdagi integrallar.

Bu kabi integrallami hisoblash lozim bo'lsa, n va m

sonlarining butun musbat, tog yoki juft sonlar ekanliklari hollari
alohida garaladi.

a) Agarn = 2k + 1vam = 2p + 1 kabi toq sonlar bo‘lsa, ular
quyidagicha almashtirish bilan ko'phadni integrallashga olib kelinadi.
/ sin2k+1xdx = f sin2kx esinxdx = / (sin2x)ft esinxdx =

= —f (I —cos2x)kd(cosx);
/ cos2p+ixdx —/ cos2px mcosxdx = /(1 —sin2x)pd(sinx);
7.19-Misol / cos5xdx integralni hisoblang.
»/ cos5xdx =/ cos4x ecosxdx = /(1 —sin2x)2d(sinx) =
=/ d(sinx) —2/ sin2xd(sinx) + / sin4xd(sinx) =
~ sinx —"sin3x + jsinbx + C. <
b) Agar n = 2k va m = 2p musbat juft sonlar bo'lsa, u holda

sin2x = va C0S2X = formulalardan foydalanib
integral ostidagi funksiyaning darajasi pasaytiriladi.
7.20-Misol. / sinéxdx integralni hisoblang.
»Jsinéxdx =/ ("~CS2¢ dx = If(1- 3cos2x + 3c0522X -
C0S32X) dx =

——sin2x + g] —'"—-dx — f cos22xcos2xdx =
16 8 2 8

Il o0

- - —sin2x + —fdx + —fcosbxdx —7./.(1 —
8 16 161 16J 16J%
sin22x)d(sin2x) —
1

1
, S0 L Ao _
3 165|n2,g<+ 16x+ 64sm4x 165|n2x+48:~:|n 2x+ C

= —X —~si + —sj + —gij + C. -
16x 4s.|n2x 645|n4x 48sm32x C 4

3) / sinnx *cosmxdx ko'rinishdagi integrallar.
Bunday kurinishdagi integrallami hisoblash uchun, ( bu yerda
mvan lar yana butun sonlar ) quyidagi hollarni alohida o'rganamiz:
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a) Agar n va T butun sonlar hamda ulardan hech
bo'Imaganda biri tog son bo‘lsa (aniglik uchun n toq bo‘lsin), u

integralni hisoblash quyidagicha amalga oshiriladi.
f sin2k+1x scosmxdx = / sin2kx mcosmx msinxdx =

/(1 —C0s2x)k ecosmxd(cosx) = |t = cosjc| = /(1 - t2)k mmdt
Oxirgi integral esa ratsional funksiyaning integralidir.

7.21-Misol. / ‘nte8ra’h*hisoblang.

/1 -1 = <«*H>= -

b) n va m ham musbat juft sonlar bo‘lsa, garalayotgan
integralni hisoblash  trigonometrik funksiyalaming darajalarini
pasaytirish formulalari yordamida sin va cos ning darajalarini

integrallashga kKeltiriladi.
7.22-Misol. / sin6x ecos*xdx integralni hisoblang.

N- c°s2xt dx

»/ sin6x mcos4xdx = f
=~N/((1 —cos2x)(l + cos2x))2(1 - cos2x)dx
(i _ @s2x)dx =

= (.sin22x)2(1 - cos2x)dx = —/
= — [(1 - 2cos4x + cos24x)(l - cos2x)dx =

T 128w
q_Lva_ 2C0S4X + C0S24X —C0S2X + 2C0S2XCOS4AX
—C0s24xco0s2x)dx =
25"1 ? + + cos8*)<fa - Nf(cosB x +

, I r, l+cos8x _ 3r sin4x . sinBx
cosax)jdx 128I,\ 5 cosZxdx = 56 Bl 2048

3sin2x  sin6x  sinlOx , n ~

512 1024 5120 )
d) Agar W va n butun juft sonlar bo‘lib, ulardan hech

bo‘lmaganda bittasi manfiy bo‘lsa, yuqoridagi usulni qo‘llab
bo‘lmaydi. Bu holda tgx =z yoki ctgx =z almashtirishdan
foydalaniladi.

7.23-Misol. / ~~iexdx integralni hisoblang.




= J tg4x (1 + tg2x)zd(tgx) = |tgx = z| =J z4(1 + z2)2dz =

=fz4dz+2fz6dz+fzBdz =«—m2-"-+-"-+C M

e) Agar m+n = 0 bo‘lsa ham, fc’x =z yoki ctgx =
almashtirishdan foydalaniladi.

7.24-Misol. / A dx integralni hisoblang.

ctgx —z
_ _ X =arctgz _ dz
d* = f ct9 Sxdx = o 2 =~fzs .,
X= e
=-/(z3-z +jij)<ste=-~+"-iin|z2+I1]|+C =
=_SI~+~ _ ilrlictg2x + u+c”
3) J R(sinx,cosx)dx ko'rinishdagi integrallar

Agar sinx va cosx trigonometrik funksiyalarga nisbatan
ratsional bo‘lgan R(sinx, cosx) kabi ifodalami integrallash lozim

bo'lsa, ko‘p hollarda universal almashtirish deb ataluvchi tg~ = t
almashtirishdan foydalaniladi. Ushbu holda sinx va cosx lami

Si _2tp| 21COSX- i-th’é_ r-t2

Y= it T TEEOS T gk T i
formulalar yordamida yarim burchakning tg lari orqali
ifodalaniladi. Agar bunda | = airctgt, dx = ekanligini nazarda

tutsak, quyidagini hosil gilamiz:
JR(siwc,cosx)dx = fR (¥
Oxirgi integral esa bizga yaxshi ma’lum bo‘lgan ratsional
funksiyaning integralidir.

7.25-Misol. f integralni hisoblang.
2dt
f T n-t2 _9f ££ _
J 4sinjc+3cosx+5 i 2t ipi~t2,e J 8t+33t2+5+5t2
I+t2 i+t2
= 2/_2tz+(-j t+8

f dt - f dt - Lxr- 1-4-T «4
T J t2+4t+4 J (t+2)2 T t+2 i +2
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Shunday qilib, keltirilgan universal almashtirish yordamida sin
va cos trigonometrik funksiyalarlarga nisbatan ratsional boigan
ixtiyoriy R(sinx,cosx) funksiyani integrallashni ratsional fiinksi-
yani integrallashga olib kelish mumkin ekan. Lekin amaliyotda bu
almashtirish ko‘pincha o‘ta murakkab ratsional funksiyalar integ-
rallariga olib keladi. Ana shu giyinchiliklami chetlab o‘tish uchun
ba’zi maxsus hollarni alohida garab chigamiz.

4) Ba’zi maxsus hollardagi almashtirishlar

Ko*p hollarda universal almashtirishdan foydalanish o‘miga
cosx Vva sinx funksiyalarining juft yoki toq darajada
gatnashishlarini hisobga olish magsadga muvofiqdir. SHuning
uchun quyidagi hollarni alohida garab chigaylik:

a) Integral belgisi ostidagi ratsional funksiya sinx ga
nisbatan toq funksiya bo'lsin. Bu holda cosx =1t va
sinxdx = —dt almashtirishlar orgali integral belgisi ostidagi
funksiya ratsionallashtiriladi.

7.26-Misol.

2 +cosK integralda sinx hamda cosx ga nisbatan ratsional

bo'lgan integral belgisi ostidagi funksiya sinx ga nishatan toq
funksiyadir. » Shuning uchun yuqoridagi almashtirishlardan foy-

dalaniladi.

fsin3xdx 1 t = COSX rtr-1 rt2+4t+4-4t-5
-= = ] e o A at —
2+C0sx Idt = -sinxdx| J 2+t J 2+t
(t+2)2—4t-5

- t+2
Sinjt+2|-4/~dt =y+2t-5in|t+2i-4/[1-~]dt =

=] +21-5In\t+2]- 4t+8In\t+ 21+ C=j-2 +
3in\t + 2| + C=
= ~cos2x —2cosx + 3ln\cosx + 2| + C. <

b) Agar yuqoridagi integralda integral belgisi ostidagi
funksiya cosx ga nisbatan toq bo‘ladigan bo'lsa, u erda sinx =
t almashtirishdan foydalaniladi.

d) Agar yugoridagi integralda garalayotgan funksiya ham
sinx ga nisbatan ham cosx ga nisbatan juft bo‘ladigan bo'lsa,
u erda tgx = t almashtirishdan foydalaniladi.



7.27-Misol. J (- rJ~-~rx integralni hisoblang.

> / (i+sin2x)cos2x inte8ra” a funksiya sinx va cosx ga nis
batan juft bo'lganligi uchun tgx = t almashtirishdan foydalaniladi.

j - dx tg7x:t' c052<:dt _r dt_ r(1+t2dt

(1+sin2X)cos2x 2y = *at ~ N 1+2t2
sin’x = I+t#2* 1_2 i¥

= LfLral Ly —-'Bdt H—\'Pf _avaty - 1 H—r arctgyZt +
2 1+2t2 23 1+(V21) 2

C=
= if#* + mMarctgyfltgx + C. <
Eslatma: Yuqorida boshlang'ich funksiyalari elementar
funksiyalar orqgali ifodalanadigan ayrim funksiyalaming sinfmi
organdik.  Shunday funksiyalar ham mavjudki, ularning
boshlang'ich funksiyalarini elementar funksiyalar orqgali ifodalash

mumkin bo'lmaydi, ya’ni integrallanmaydigan funksiyalar sinfi
mavjuddir. Quyidagi integrallami elementar funksiyalar orgali

ifodalab bo'lmaydi:
1.f e~x dx- Puasson integrali;
2.fsinx2dx, f cosxzdx- Frenel integrallari;

3 ./ - - integral logarifm;

4.f-dx - integral logarifmga keltiriladi;
5 f~"~~dx- integral sinus;

6 / cosxdx- integral kosinus;

Bundan tashgari / R{x,”jP(x))dx ko'rinishdagi integrallar-
ning ko'pchiligi P(x) darajasi ikkidan yugori bo'lgan ko'phad
holida elementar funksiyalar bilan ifodalanmaydi.

Nazorat savollari

1. Boshlang'ich funksya va anigmas integral ta’rifi. Anigmas integral

jadvali.
2. O'zgaruvchi almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari.
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3. Sodda kasrlami integrallash. Ratsional funksyalarni integrallash.
4. Irratsioanl va triganometrik funksyalarni integrallash.

Mashglar

1. Anigmas integrallami hisoblang va integrallash natijasini differensiallab
tekshiring.
a)/ (3x —4x* + 2sinx —3)dx; b)f(sin 3x + xVI + x2)dx; c)f elx+3dx;
d) f{x 7 +-LL + 2x)dx;
e) j(*2v 4 n
2. Anigmas integrallami hisoblang.

a)/ ’QBA-dx; b) / cos 2x esin 10xdx; c)/ tg 27xdx\
. . H - . r 3+ 2
d)sz+2X+S.dx, €)/ sin(7x —1) sin 5xdx; j J —— |
3. Anigmas integrallami hisoblang.
3%+ 9 i
a)J X2-6x+12 b)/ V*242%42 dx

4. Anigmas integrallami o*zgaruvchini almashtirib hisoblang.

a) / x3V4 - 3x*dx; b)/ 1-IV‘dX'
dx
5. Anigmas integrallami bo‘laklab integrallash usulida hisoblang.
a)/“ dx> b)J x arcsin xdx; c)/ xeltx~1dx;
d)/ In(l + x2)dx; e)/ xcos (| + 1) dx.
6. Anigmas integrallami hisoblang.
2%2+41%-91 dx: dx
a)/(*-lzj(wsw-w ’ b2
X 13d*
0 / X(’Q‘I)1 d)fx(x2+6x+l3)

7. Anigmas integrallami hisoblang.

Bfygk. o 7

8. Anigmas integrallami hisoblang.

d
a)/‘:l:r?:::’ggx n 4-5 inn‘
cos 2* . « Lsin xdx
C)/V3+45m2*dx’ d)j'slnwl
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VIII BOB. ANIQ INTEGRAL

Matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri- aniq integ-
ral, matematika, fizika, mexanikaning muhim tadbiqgiy vositasidir.
Yuza, yoy uzunligi, hajm, tezlik, ish, inersiya momenti va hoka-
zolami topish, aniq integralni hisoblashga keltiriladi.

8.1. Aniq integral tushunchasiga keltiriluvchi masalalar

Bizga [a,b] kesmada musbat giymatlar gabul giluvchi y =
f(x) funksiya berilgan bo'lsin. y = f(x) funksiyaning grafigi, Ox
0‘gi, x = a, x —b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan figurani
(8.1- rasm) egri chizigli trapetsiya deb ataladi. Bu egri chizigli
trapetsiyaning yuzasini topaylik. Buning uchun [a,b] kesmani a —
Xx0< xt< x2mm< Xnx<xn-b nugtalar yordamida n ta
ixtiyoriy boMakka bo‘lamiz va shu nugtalardan Oy o'giga parallel
to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Har bir oraligdan % nugtani
ixtiyoriy tanlaymiz va funksiyaning o‘sha nuqtadagi giymati /(£ k)
ni hisoblaymiz. So‘ngra har-bir kichik egri chizigli trapetsiyaning
yuzasini asosi Axk = xk — >k = I,n ga, balandligi /(£*) ga
teng bo‘lgan to‘g‘ri to ‘rtburchakka almashtiramiz.

v=f(
ci<
X1 T &* Xn-
8.1-rasm

U holda berilgan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi taqriban
quyidagiga teng bo‘ladi:
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Bu yig'indi fa, b] oraligni nechta bo'lakka bo‘lganligimizga
va uni ganday bo‘lishimizga hamda bu bo‘lakchalarda <ic nugtani
ganday tanlaganimizga bog‘lik bo'ladi.

X = max Axk
isfcsn

ya’ni oraligchalaming eng kattasini X deb belgilash kiritsak, X
nolga intilganda n oo ga intiladi. Ravshanki, agar oraliglar sonini
orttira borsak, yuqoridagi yig‘indining giymati egri chizigli
trapetsiyaning yuziga yaginlashadi.
Shunday qilib, egri chizigli trapetsiyaning yuzasi sifatida quyi-
dagi limitni gabul kilish mumkin ekan:
lig,sn=s

8.2. Aniq integralning ta’rifi

Aytaylik, y = f(x) funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan
va uzluksiz bo'lsin. Ushbu [a,b] kesmani a = x0, xx, x2, ,xn_t,
Xn —b  (Xg< xx < x2ee < 30 i < Xfi) nugtalar yordamida n ta
[x0, xX], [xIt x2], XK\,...,[xn. r, xn] bo'laklarga bo'lib
chigamiz. Har bir bo'lakning uzunligini Axk —xk —xk_x,k = I,n
deb belgilab, har bir bo'lakda % nugtani ixtiyoriy tanlaymiz va
funksiyaning o'sha nugtadagi giymati ni hisoblaymiz, hamda
f(f;k)Axk  ni topamiz. Barcha ko'paytmalami qo'shib chiqib
quyidagi yig'indini tuzamiz:

Sn =T.k=if(fk)tek (8.1)

Ushbu (8.1) tenglik bilan aniglanadigan yig'indini y = f(x)
funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha hisoblangan integral yig'indisi
deb ataladi.

Yuqoridagi kesmalar ichidagi eng katta uzunlikka ega bo'lga-
nini ~ bilan belgilaylik:

= e Ak
8.1-Tarif. Agar -*0 (n->o00) da (8.1) ko'rinishdagi
integral yig'indi biror chekli 1 limitga ega bo'lib, bu limit [a,b]

kesmani  bo'laklarga bo'lish usuliga hamda u bo'laklardagi
nuqgtalarning tanlanilishiga bog'lig bo'lmasa, uni biz y = f(x)
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funksiyaning [a, b] kesma bo‘yicha aniq integrali deb ataymiz va
quyidagicha belgilaymiz:

1= SafOOdx (8.2)
bu yerda, a va b sonlar aniq integrating mos ravishda quyi va

yuqori chegaralari, x integrallash o‘zgaruvchisi, f(x) esa
integrallanuvchi funksiya deyiladi. Demak, tarifga ko'ra:

C f(x)dx = Hmsitc=ir(s¢c) &xK (8.3)

Yugoridagi misolga asosan, aniq integral geometrik jihatdan
x = a,x = b vertikal to'g'ri chiziglar, Ox o'qi hamda y = f(x) >
0 bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasini ifodalar
ekan.

Biz quyidagi muhim teoremani isbotsiz keltiramiz.

8.1-Teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

8.3. Aniq integralning asosiy xossalari

1-xossa. Ta’rifga ko'ra, a = b bo‘lsa, har doim
fa fix")dx = 0

~sbot. a —b ekanligidan (1) integral yig‘indida barcha &xk
lar nolga teng. U holda Sn = 0 va ta’rifga ko‘ra integral nolga teng.
>

2-x0ssa. Aniq integralda integrallash chegaralarining o‘rin-
larini almashtirilsa, uning giymati teskari ishoraga o‘zgaradi

£f(x)dx = - Ja/(x)dx.

~sbot. Aniglik uchun a < b deb olaylik. Tenglikning o‘ng
tomonidagi integral uchun bo‘linish b nugtadan boshlanganligi
sababli barcha Axk manfiy bo'ladi, chap tomondagi integral uchun
esa Axk lar musbat. Shu sababli tenglikning ikki tomonidagi
integrallar bir-biridan ishoraga farq giladi. »

3-x0ssa. Aniq integrallaming giymati integrallash o'zgaruvchi-
sining ko'rinishiga bogiig emas:

faf(x)dx = /*f(t)dt = /* f(z)dz = -
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4-xossa. Agar A =const @0 Dbo‘lsa, Af(x)dx =

A f(x)dx kabibo'ladi.
m4lsbot. Ta’rifga ko‘ra

-CAf(x)dx = IH—% =
= AA’H%ELi/C’\k) &k = Aj*f(x)dx. »
5-ossa. Agar fi(x),f2(x), ...,fm(x) funksiyalar, [a,b] da
integrallanuvchi funksiyalar bo'lsa, u holda:
JMO) + /20) + - +/nO)]d* = fcfiOOdx +
fafzwdx £ - + £ f*fm(x)dx
-4lsbot.
Jo[/i(x) £ /2(x) + -+ /m(*)]Jdx = HmELIit/iCy %
f2(tk) + = - = fmtfk)3[xk = lim,22=1fi(£k)&xk +
MEfc:i/Z(&c)A*fc - * = JJA(x)dx +

fafIMdx £ - £ /g fm(x)dx . »
6 - xossa. Agar ¢ E [a, & bo‘lsa, u holda
J*/(x)dx = f*f(x)dx + /bf(x)dx (8.4)
kabi bo'ladi. Anig integralning ushbu additivlik xossasi chekli
sondagi nuqgtalar uchun ham o'rinlidir.

Isbot. Aniq integral ta’rifida [a,b] kesmaning bo'linishi
ixtiyoriy bo'lganligi uchun, bo'linishni shunday tanlaymizki ¢ nuqta
bo'linish nugtasi bilan ustma- ust tushsin. Endi [a, b] kesmaga mos
(8.1) integral yig'indini shunday ikki gismga ajratamizki, birinchi
yig'indi [a, c] kesmaga, ikkinchi yig'indi [c, b] kesmaga mos kelsin

) Za/(4?_ ~ =£f£a/(fk) Axk + Zc ftfk) b*k
Bu tenglikda  -» 0 limitga o'tsak (4) tenglikni hosil gilamiz. »

7-xossa. Agar [a,b] kesmada/(x) > <p(x) bo'lsa,
J*f(x)dx > J* (p(x)dx (8.5)
*41sbot. Barcha nuqtalarda f(x) > <p(x) bo'lganligi sababli,
bu funksiyalarning integral yig'indilari uchun ham
£7=1fitk) &xk 2: Ife=i<p(zk) &*k
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kabi tengsizlik o'rinli bo'ladi. Limitning xossalariga ko‘ra bu
tengsizlikda limitga o'tish mumkin bo'lib, limitga o'tishda
tengsizlik belgisi saglanadi. Limitlar natijasiga ko‘ra (8.5)
tengsizlikni hosil gilamiz. »
8-xossa. Agar y = fix) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo'lib, uning shu kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari mos
ravishda m va M lar bo'lsa, u holda har doim quyidagi tengsizlik
o'rinli bo'ladi:
m(b —a) < f*fix)dx < M(ft - a) (8.6)
m™sbot: Shartga ko'ra
m < fix) <M
7-xo0ssaga ko'ra
Jbm dx < f*fix) dx < Mdx (8.7)

Lekin /*m dx —m(b - a) va fA*Mdx = Mib —a). Bulami (8.7)
gaqo'yib (8.6) ni hosil gilamiz. »

9-xossa. (O'rta giymat hagidagi teorema). Agar y = fix)
funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda [a, b] kesma ichida
yotuvchi, shunday bir x = ¢ nugta mavjudki, uning uchun har doim
quyidagi tenglik o'rinlidir.

Jafix) dx = fic)ib -a) ia< c<bh) .

-41sbot: Agar m va M sonlar funksiyaning [a, b] kesmadagi

eng kichik va eng katta giymatlari bo'lsa (8.6) ga asosan

m < — b{ix)dx< M.
-aJa lyv
Bu yerda fix) dx = LI debolsak, m < y < M.

y = f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun, m va
M sonlar orasidagi barcha giymatlarni gabul giladi. O'z navbatida
shunday ¢ (a < c < b) topiladiki, f(c) = jubo'ladi, ya’ni

f*fix) dx = f{c)ib - a) . »

8.4. Aniq integralda yuqori chegara bo'yicha hosila

Agar fix) dx aniq integralda quyi chegarani o'zgartirmas-
dan yuqori chegarani o'zgartira borsak, uning giymati ham yugori
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chegaraga nisbatan o0*zgara boradi, ya’ni aniq integral yugori
chegaraning funksiyasi bo'ladi.

* Qulaylik uchun integral yuqori chegarasini x deb olamiz, uni
integral o'zgaruvchisi bilan farglash uchun integrallashni t bo'yicha
deb olamiz. Natijada J* fit) dt kabi integralni hosil gilamiz. Quyi
chegara a 0'zgarmas bo'lganida u x ning funksiyasiga aylanadi. Biz
bu integralni

F(x) = f*f(t)dt (8.8)
kabi belgilaymiz. Bu yerda integral ishorasi ostidagi funksiyani
[a, x] oraliqda uzluksiz deb faraz gilamiz.

(8.8) tenglikda x ga [Ax orttirma beramiz, u holda
Fix+ax) =/;+g*a0 dt =/;/(t) dt+j;+ (1) dt.
Ushbu tengliklami hadlab ayirsak,
Fix + Ox) - Fix) = f*+Axfit) dt
ya’ni Fix) funksiyaning orttirmasini hosil gilamiz
AF = f*+Axfit)dt. (8.9)

(8.9) tenglikka o'rta giymat hagidagi teoremani (9- xossa)
go'llasak,

AF = f{c)Ax (x < c<x+ [Ox)
Bundan esa,

% = Ne (8.10)
ni hosil gilamiz. (8.10) tenglikning har ikkala tomonida Ax -» 0 da
limitga o'tamiz:

Ao Ay /(€)
[Ox -* 0 da ¢ -* x bo'lganligi va hosila ta’rifiga ko'ra
F'ix) = fix)
ni hosil gilamiz. »

Demak, biz quyidagi teoremani isbot gildik:

8.2-Teorema. Agar fix) uzluksiz funksiya bo'lsa, Fix) —
fa funksiya uchun F'ix) = fix) tenglik o'rinli bo'ladi.

Boshgacha aytganda, aniq integralning yuqgori chegarasi
bo'yicha hosilasi, integral ishorasi ostidagi funksiyaning yuqori
chegaradagi giymatiga teng bo'lar ekan.

321



Yugorida ishot etilgan teoremadan uzluksiz bo*lgan har ganday
funksiyaning boshlang‘ichi mavjudligi kelib chigadi.

8.5. Aniq integralni hisoblash. Nyuton-Leybnits formulasi

Aniq integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblash juda
noqulay bo'lib murakkab hisoblashlami talab etadi. Aniq integralni
hisoblash hagidagi muhim bo‘lgan quyidagi teoremani isbotlaymiz.

8.3-Teorema. y = fix) funksiya biror [a, b] kesmada anig-
langan hamda uzluksiz bo‘lib, Fix) uning uchun o‘sha kesmadagi
biror boshlang'ich funksiyasi bo'lsin, ya’ni F*(x) = fix), u holda
quyidagi formula o'rinli bo'ladi.

$1fix) dx = Fix) \8 = Fib) - Fid) (8.11)
Bu tenglikka Nyuton-Leybnits formulasi deb ataladi.

+lIsbot: Fix) biror boshlang'ich funksiya bo'lsin. Yuqoridagi
teoremaga asosan Fix) = f*fit) dt ham fix) ning boshlang'ichi
bo'ladi. Ikkita boshlang'ich funksiyalar bir-biridan 0'zgarmas songa
farq gilganligi uchun

f*fit)dt = Fix) + C (8.12)
kabi yozishimiz mumkin. Bu tenglik C ning mos tanlanganida
barcha x lar uchun o'rinli. C ni aniglash uchun (8.12) tenglikda x =
a deb olamiz, u holda

fit) dt = Fia) + C yoki 0=F(a) + C
bu yerdan C = —Fia).
O'z navbatida
J*fit) dt = Fix) - Fia).
bu yerda x —b deb olsak, integral ostidagi o'zgaruvchining ganday
bo'lishiga bog'liq bo'Imaganligi uchun Nyuton - Leybnits
formulasini hosil gilamiz:

j*fix)dx = Fib)-Fia).+

Shuni ta’kidlashimiz lozimki, Fib) —Fia) ayirma, ya’ni Nyu-
ton-Leybnits formulasida boshlang'ich funksiyaning tanlanishiga
bog'liq emas. Keltirilgan bu formulaning qulayligi shundaki, aniq
integralni hisoblash uchun funksiyaning boshlang'ichini bilish etarli
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ekan. Shu sababli bu formula katta amaliy ahamiyatga egadir. Aniq
integralni hisoblashga doir misollar garaylik:

1 » J@sinxdx = —€0sXx 2 = —0S- + cos0 S
0 2

2¢ *fo7bdx =1"M\1 +x2\|J =~an2 - ini) = Iny/2.
8.6. Bo‘laklab integrallash usuli

Faraz qgilaylik, u = u(x) va v = v(x) funksiyalar biror [a, b]
kesmada uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin, u holda:
d(uv) = vdu + udv
bo'lganligi uchun tenglikning har ikkala tomonini a dan b gacha
bo‘lgan chegaralarda hadlab integrallaymiz.

/dd(uv) = J* vdu + /* udv.
Tenglikning chap tomoniga Nyuton-Leybnits formulasini
qo‘llab, quyidagi formulaga ega bo‘lamiz.
J*¥udv =uv I* - J* vdu (8.13)
Mazkur formula, bo‘laklab integrallash formulasi deb ataladi.
8.1-Misol.

u = x,du = dx
»J@xsinxdx = dv —sinxdx = —xcosx + /@cosxdx
V = €0SX
-COS; + +0 mos0 + sinx 2 = sin'-?—sin0= 1 4
0

8.2-Misol.
u = arctgx
B : _ xdx
»Jlarctgx dx = du=-{ip  —xarctgx l%) foi|+x2
dv = dx, v —X

= arctgl —arctgO —’Z\In\l + xz\b = z—}lnz. <
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8.7. 0 ‘rniga qo‘yish usuli

Aytaylik, /* /(x) dx ni hisoblash lozim bo‘lsin, bu erda f(x)
funksiya  kesmada uzluksiz. Agar x = <p(t) funksiya [a,/?]
kesmada o'zining 1-tartibli hosilasi bilan birgalikda uzluksiz bo'lib,

<p(a) = a, (pip) = b
shartlar o'rinli bo'lsa, u holda quyidagi formula har doim o'rinli:
Jb/(X)dx =g ftom <p'(t)dt (8.14)

Hagigatan ham, F(x) funksiya _f(x) ning boshlang'ich

funksiyasi bo'lsa, u holda —
J/I(*)dx = F(x) + C
f fl<p()]<p’(t)dt = F(<p(t)) + C.

Bu tengliklarning birinchisini [a, b] oraliqda integrallaymiz va

N ’yuton- Leybnits formulasini go'llaymiz:

[*1(*) dx = F(x) = F(b) - F(a)
Ikkinchi tenglikka asosan
fkPW W iftdt = F(<p(t)) Ne = F(<p(P)) ~ F(<p(a)) =
FZ>) - F(a)

Oxirgi tengliklarning o'ng tomonlari teng, shuning uchun
ulaming chap tomonlari ham o'zaro teng.

Ushbu formula, odatda aniq integralda o'miga qo'yish yoki
o'zgaruvchini almashtirish usulining formulasi deb ataladi. Ushbu
usulga ko'ra aniq integralda o'zgaruvchini shunday bir funksiya
bilan almashtirish lozimki, natijada yangi o'zgaruvchiga nisbatan
hosil bo'lgan integral sodda ko'rinishga ega bo'lishi lozim,
shuningdek almashtirish  orgali aniq integralning yangi
0'zgaruvchiga nisbatan chegaradagi holi topiladi.

8.3-Misol.
X —sint
dx = costdt
»fQVI-x2dx = _ 5o VI —sin2tcostdt =

JOFcos2tdt = fJ—j— dt = (~+ £sin2t)
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Eslatma: Aniq integralni hisoblashda yangi o'zgaruvchidan
eskisiga gaytish keiak emas, balki yangi o‘zgaruvchining chega-
ralarini keyingi boshlang'ich funksiyaga qo'yish kerak. Ba’zi
hollarda o'miga qo'yish usuli bilan integrallashda yangi o'zga-
ruvchiga nisbatan chegarani aniglash murakkab bo'lishi mumkin.
Shuning uchun bunday hollarda yangi o°‘zgaruvchiga nisbatan
boshlang'ich funksiya hisoblangandan keyin eski o ‘zgaruvchiga
gaytiladi va eski chegaralarga nisbatan Nyuton”eybnits formulasi
go‘llanadi.

Ma’lumki, biror oraligda uzluksiz bo'lgan funksiya uchun
har doim boshlang'ich funksiya mavjud, ya’ni biror oraligda
uzluksiz bo'lgan funksiya integrallanuvchi funksiya bo'ladi. Lekin
har doim  ham berilgan oraligda berilgan funksiya uchun
boshlang'ich  funksiyani hisoblash mumkin bo'lavermaganligi
uchun ko'pgina aniq integrallami taqribiy hisoblashga majbur
bo'lamiz. Aniq integrallami taqribiy hisoblash usullaridan eng
samarali usullar to'g'ri to'rtburchaklar usuli, trapetsiya usuli, hamda
parabola usullari hisoblanadi. Ular Oliy matematikaning maxsus
kurslarida o'rganiladi.

8.8. Xosmas integrallar

Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha aniq
integrali tushunchasi kiritilayotganda, uni o'sha kesmada aniglangan
hamda uzluksiz deb faraz gilgan edik. Agar f(x) funksiya gara-
layotgan oraligning biror nuqtasida uzluksiz bo'lmasa, yoki [a, b]
kesmaning uzunligi chekli bo'lmasa, u holda biz odatdagidek aniq
integral tushunchasini  kirita olmaymiz. Ana shu hollarda
kiritiladigan aniq integrallami xosmas integrallar deb aytiladi.

l. Chegaralari cheksizlik bo’lgan (I-tur) xosmas integrallar

Faraz qilaylik fix) funksiya [a, +co) oraligda aniglangan,
hamda uzluksiz bo'lsin.  Ushbu oraligning uzunligi cheksizlik
bo'lganligi uchun ham odatdagidek aniq integral tushunchasini
kiritib bo'Imaydi, lekin funksiya ixtiyoriy b (b > a) uchun [a, b]
kesmada uzluksiz bo'lganligi uchun aniq integral mavjud bo'ladi.
Bu integrating giymati b ga bog'lig, ya’ni b ning funksiyasida
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iborat. J* fix) dx integralning b -> 0o ganday o‘zgarishi masalasini
garab chigamiz.
8.4-Ta’rif. Agar

ngOD faI: f{x) dx
chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limitga fix) funksiyadan [a, + 00)
oralig bo‘yicha olingan I-tur xosmas integral deb ataladi va

C fix) dx

kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga ko‘ra:
J" fix) dx = Jim fafix) dx (8.15)
Bu holda /* fix) dx integral mavjud yoki yaginlashuvchi deb
ataladi. Agar Tt  fix) dx chekli limit mavjud bo‘Imasa,

fix) dx integral uzoglashuvchi deyiladi.
fix) > 0 bo‘lganida xuddi aniq integraldagi kabi f™fix) dx

integralning giymati, y = fix) funksiya grafigi, x = a to‘gri
chiziq va abssissa o°‘gi bilan chegaralangan cheksiz sohaning

Xosmas integralni hisoblash Nyuton-Leybnits formulasi va
limitni hisoblashga keltiriladi. Agar integral ostidagi fix)
funksiyaning boshlang‘ichi Fix) mavjud bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra

J" fix) dx = DIri*ngosu*fix) dx = lim [F(b) - F(a)] = F(oo) - F(a)
Demak, bIj*r;)rgF(b) = F(o0) limit chekli bo‘lsa integral yaginla-
shuvchi, aks holda integral uzoglashuvchi.
8.4-Misol.
=W» fizh dx = N5 arct9x \\ = Umiarctgb -
arctgl] = =
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Agar fix) funksiya (—00,b] oraligda aniglangan ham uzluksiz

bo‘lsa, uning shu oralig bo‘yicha xosmas integrali fix) dx kabi
belgilanib, ta’rifga ko‘ra uning ham yaginlashuvchi boijshi uchun
quyidagi tenglik

J-Oogf(x)dx = Hm, J;/(x)dx (8.16)
ning o°‘ng tomonidagi limit mavjud bo‘lishi lozim.
Umuman fix) funksiya (—90,00) oraligda aniglangan hamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda shu oralig bo‘yicha xosmas integralning *
mavjud bo‘lishligi uchun quyidagi tenglik

mCoA *) dx = /00fOO dx + S /(*) dx (8.17)
ning o‘ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallaming bir paytda
mavjud bo‘lishligi lozimdir. (8.17) tenglikda 0 ning o‘miga ixtiyoriy
a sonini olganimizda ham integralning giymati o ‘zgarmaydi.

Ko*pchilik misollami echishda va xosmas integrallaming
amaliy masalalarga tadbiglarida bu integralning giymati emas, balki
uning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini bilish,
integralni baholash etarli bo‘ladi. Bu masalalarni quyidagi xossalar
aniglab beradi.

Xossalari

1,y =f(x) va y = (p(x) funksiyalar [a,+00) oraligda
aniglangan bo‘lib 0 < fix") < <p(x) tengsizlikni ganoatlantirsin, u
holda:

a) / <p(x)dx vyaginlashuvchi ekanligidan fa fix) dx
integralning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi va /J° fix) dx <

< f™(pix) dx;

b) fa fix) dx integral uzoglashuvchi ekanligidan /a (pix) dx
integral uzoqlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2. fa \f(x)\dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, 1- xossaga

ko‘ra f™Mf{x) dx integral ham vyaqinlashuvchi bo'ladi va bu

integral mutloq yaqinlashuvchi deyiladi.

Funksiyaning o‘zidan olingan integral yaginlashuvchi bo'lib,
uning modulidan olingan integral uzoglashuvchi bo'lsa bu integ-
ralga shartli yaginlashuvchi deyiladi.
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Ko‘pchilik xosmas integrallaming yaginlashuvchiligini tekshi-
rishda go'llaniladigan quyidagi mtegralnl qarayllk

roo dX
—_ h N —
a) a<lbo‘lsa integral uzoqlashuvchi chunki
I= ]j A ~ ?2 == -+- N =
J 1= 1lim fb I'*@p. , ,| -t bIlron0 [b1 1] = o»,

b-»o0 1 Xa

b) N=1 bo'lganida ham integral uzoglashuvchi, chunki
1= i < = g/l o = o0

d) cr > 1 bo'lsa

| = é_l)[&) -j = I—I D sa 1 I]J: -azl-, ya’ni integral
yaqginlashuvchi.
Shunday qilib,

roodf= fa<i dauzoqglashuvchi
—umi xa (a > 1 dayaginlashuvchi

8.5-Misol.
>

integral yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

X > 1 (qiymatda N tengsizlik o'rinli bo'ladi. Xosmas

integrallaming yuqoridagi (4) alomatiga ko'ra integral
yaginlashuvchi. 1 a) xossaga ko'ra esa berilgan integral ham

yaginlashuvchi. N

8.6-Misol.
»J — integralni yaginlashishga tekshiring.

Integral ostidagi funksiya ishora almashinuvchi, shuning uchun
IQr-NCOSX1 ~ jx1 _ 2

J = lim = -2 f= - 2lm ot 1= 2
x ! b-*o0o 1 x| i 00 IV F J
bo'lganligi uchun yaginlashuvchi integral. O'z navbatida

berilgan integral ta’rifga ko'ra mutloq yaginlashuvchi bo'ladi. M
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I. Il - tur xosmas integrallar

Aytaylik, y = fix) fimksiya (a,b] oraligning barcha
nuqtalarida uzluksiz bo‘lib, uning x —a chap chegarasida
aniglanmagan yoki uzilishga ega bo‘lsin. Bu holda ham odatdagi
aniq integral tushunchasini kiritib bo‘lmaydi, ya’ni funksiyaning
ushbu kesma bo'yicha integrali yana xosmas integral bo'ladi.
Funksiya (a, b] oraliqda uzluksiz bo'lganligi sababli ixtiyoriy e > 0
uchun

J*+EF(X) d X
aniq integral mavjud.
8.5-Ta'rif. y —fix) funksiya (a, b] oraligda uzluksiz bo'lib,

chekli limit mavjud bo'lsa, bu limitning giymatiga y = fix)
funksiyadan [a, b] kesma bo'yicha olingan Il- tur xosmas yoki
chegaralanmagan funksiya integrali deb ataladi.

Demak, ta’rifga ko'ra:

fa fW dx = @ ®m(*«/(X) dX (8°19)
Agar (8.19) limit mavjud bo'lsa integral yaginlashuvchi, aks holda

uzoglashuvchi deyiladi.
Agar fix) funksiya kesmaning barcha nugtalarida uzluksiz
bo'lib, fagatgina x = b o'ng chegarada uzilishga ega bo'lsa,
fix) dx xosmas integralning mavjud bo'lishi uchun quyidagi
tenglik
£ /(*) dx = ton/d £fix) dx
ning o'ng tomonidagi limitning mavjud bo'lishi lozim.

Aytaylik, y = fix) funksiya [a,b] kesmaning barcha
nugtalarida uzluksiz bo'lib, biror ichki x = s nugtasida uzilishga
ega bo'lsin. Bunday holda ham aniq integral mavjud bo'lmasligi
mumkin. Shuning uchun integral

flfix) dx = fafix) dx + Sifix) dx
kabi ikkita xosmas integralga ajratiladi, hamda berilgan integral
yaginlashuvchi bo'lishi uchun tenglikning o'ng tomonidagi ikkala
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integralning ham yagqinlashishi talab etiladi. Agar ulardan birortasi
uzoglashuvchi bo'lsa berilgan integral ham uzoglashadi.

8.7-Misol.

» Cf— = lim Cf £E—= limIn\x —2| ft_ £ = lim|7n|§| —

JO x-2 0J° X-2 e~0 10 e-»0

Zn2] = co.4

Demak, garalayotgan xosmas integral mavjud emas ya’ni
uzoglashuvchi ekan.

Ko'pchilik hollarda integral ostidagi funksiyaning boshlang'i-
chini topish mumkin bo'Imaydi yoki uni topish murakkab hisob-
lashlarga olib keladi. Bunday holda integralni hisoblamasdan uning
yaginlashuvchi ekanligini aniglash bilan chegaralanish mumkin.
Integralning  yaginlashuvchiligini  aniglash  uchun  quyidagi
xossalardan foydalanamiz.

Xossalari

\.y —f{x) va y = (pix) funksiyalar [a,b] oraliqda
aniglangan va uzluksiz bo‘lib fagatgina x = a nuqtada uzilishga ega
bo'lsin hamda 0 < fix) < (pix) tengsizlikni ganoatlantirsin, u
holda:

a) J* (pix) dx yaginlashuvchi ekanligidan fix) dx
integralning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi va  fix) dx <

(pix) dx;

b)  fix) dx integral uzoglashuvchi ekanligidan  (pix) dx
integral uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2. fh\fix)\dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, 1- xossaga ko‘ra

fbf(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo'ladi va bu integral
mutloq yaginlashuvchi deyiladi.

Funksiyaning o‘zidan olingan integral yaginlashuvchi bo‘lib,
uning modulidan olingan integral uzoglashuvchi bo'lsa bu
integralga shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

Cheksiz oraliq bo'yicha olingan xosmas integrallaming
yaginlashuvchiligini  tekshirishda qo'llaniladigan integral kabi
quyidagi integralni garaylik:
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b dx \'b N
= i, I"=.a> 0
a) «<| bo'lsa integral yaginlashuvchi, chunki
IniPes= limies ff = pilimfbr —rial = bxa,
b) «-1bo'lganida integral uzoglashuvchi, chunki
/= lim bez Ié_gg)ln\x\ il%‘: aq

£-%0

V) «>i boisa integral uzoglashuvchi

/ = lim = -~-lim [bl-a —£1-a] = oo0.
. I-ae-to

Shunday qilib,

/ =/.bd£E_fa>| dauzoqglashuvchi
~ Jo xa~ [a < 1 dayaqginlashuvchi ~* *
8.8-Misol.

Phx o T IO 5 lagg T HS Y5+ Hp R = Hglbilel -
In\I\] + +£I_|>5n(7n|l| —1n\e\] —o0. -4
Demak, garalayotgan integral mavjud emas.

8.9-Misol.
Aglodx _ f0 dx A~ fl dx _ [O dx
J-1Vi-x2 w-1VI-x2 w0VI-pge2 evoe'-1+£VI-x2
rl—£ dx
iT jo 7P5 =

_ 10, . -£ _
= %_r;barcsmx 174 £+ E__r,% arcsinx | 0 =
= L[Lnolarcsino —arcsin(— + £)]
+ g_i»rgw[arcsin(l —e) —arcsin0] =
= —arcsin(—1) + arcsinl = larcsinl = n. <
Demak, garalgan xosmas integral mavjud bo'lar ekan.
Eslatma: Agar funksiya garalayotgan kesma ichida bir emas
chekli dona nugtalarda uzilishga ega bo'lsa, o'sha oraliq bo'yicha
xosmas integralni hisoblash uchun aniq integralning additivlik
xossasidan foydalaniladi.

Mashglar

1 Aniq integrallami hisoblang.
a) J2(2*2+ o, b) f* yhxax
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A pB2  dx in} v rl dx
*-*- XVT+inx ' " PQX2+AE+5
e)J 2"yfcosx-’\cos"xdx; /) 0 IW» j;

5)j f x 41 + x2dx; h) JQVA~x~dx;
. J3 n* 5 d*
Iwl *VAHB*+1 JO 2x+n/3x+T
2. Berilgan xosmas integrallar hisoblansin.
a) J* imrdx; b) /" x2cosxdx;
O‘-f- . 3
¢) /¢ cosmicdx; d) f0O xarctgxdx;
e,)JE9 ﬂ?n?t%l"’ ‘r7>'oc X 3e~x‘dx.
3. Xosmas integrallami hisoblang yoki ulaming uzoglashuvchi ek
ko‘rsating
- .-002+sinac ,sr;  <I* ~ f2 xdx
“YN —Tdx bro-~Ay> o>rid -’
n o xdx y fodx
li6xa+1’ 1\12-4x

8.9. Aniq integralning geometriya va mexanikaga tadbiqlari

Ko*plab geometrik, fizik yoki mexanik masalalarni echishda
aniq integraldan keng foydalaniladi. Jumladan, yassi figura yuzasi,
egri chizig yoyi, aylanish jismining hajmi, bajarilgan ishni,
momentni topish aniq integralni hisoblashga keltiriladi. Biz quyida
ana shu masalalarni hal etishga batafsil to'xtalamiz.

1. Yuzalarni hisoblash
Biz egri chizigli trapetsiyaning yuzasi aniq integral yordamida
«C f(.x)dx formula bilan topilishini ko‘rgan edik.

Bu formula yordamida yuqoridan fix) > 0, yon tomonlaridan
X = a, x = b to'g'ri chiziglar, quyidan Ox o‘qgi bilan chegaralangan
har ganday figuraning yuzasini hisoblasa bo'ladi.

fix) < 0 bo'lganida aniq integralning 7- xossasiga asosan

fa fix)dx < 0 bo'ladi. Shuning uchun egri chizigli trapetsiyaning
yuzi5 = —/*/(x)dx bo'ladi.

Agar y = fix) funksiya [a,b] kesmaning cxc2,...,cn
nuqtalarida o'zining ishorasini bir necha marta o'zgartiradigan
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bo'lsa (1-rasm), u holda y = fix) egri chiziq bilan chegaralangan
figuraning yuzini hisoblash uchun [a, cj, [ct,c2],..., [cn,b]
oraliglarda figuralaming yuzalari hisoblanib, so'ngra ular qo'shiladi.
v
Vrffx

W @b

8.3-rasm

Yuzalami bitta integral yordamida hisoblash uchun [a, b] kes-
mada funksiyaning giymatini moduli bo'yicha olib garash yetarli,
ya’ni

Sh \fix)\dx (8.21)

8.10-Misol. y = cosx funksiya va Ox 0'gi bilan chegaralangan
sohaning yuzasini toping, bu yerda o0 < x < 2n.

8.4-rasm
- < X < 25 > < X< A
»0 <x <, va <X 21 da cosx > t), h< X 7 da
esa cosx < 0 bo'lganligi uchun

S = J%cosxdx + /S?rncosxdx —J2 cosxdx =

3n

n 2n
= sinx 2 +sinx 3r—sinx * = sin2— sinO + sin2n —
0 2 e

. 3n 3n ﬂ A
—Sin--—---—-- sm—+ sm—-— .4
Agar bizga berllgan tekis flgura yuqorldan y = fix) egri
chizig, quyidan y = gix) egri chizig, yon tomonlaridan x —a va
x = b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan bo'lib, [a,b] kesmada
fix) " gix) bo'lsa, bunday figuraning yuzasi (8.5-rasm)
S=J*/(x)dr- J*e(X)rfa=/>(*) - (8.22)
formula bilan hisoblanadi.
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8.5-rasm X
8.6-rasm

8.11-Misol. y = x2 parabola va'y = 4x to‘g‘ri chiziq bilan
chegaralangan sohaning yuzasini hisoblansin (8.6- rasm).

» Bu chiziglaming kesishish nugtasini topamiz

x2 —4x dan xx —0 va x2 = 4.

[0,4] kesmada 4x > x2 bo‘lganligi uchun

S=J>* -x2dx=[2x*-fx*]|J=32 =104

Biror egri chiziq o‘ziningx = x(t) vay = y(t) (a<t< (3
parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, bu funksiyalar o'zlari-
ning birinchi tartibli hosilalari bilan birgalikda [a,fi\ da uzluksiz
hamdax(a) - a, x(J3) = b bo‘lsin.

Y = f(x) > 0 funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo'lib, u
parametrlanganida yuqoridagi chizigni aniglasin. Ma’lumki, egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi

5= f*ydx
ga teng. Bu integralda o‘zgaruvchini almashtirsak x = x(t), dx =
x"(t)dt

S = fa y(t)x'(t)dt (8.23)

Oxirgi tenglik egri chizig parametrik tenglamasi bilan berilganida
yuzani aniglovchi formula hisoblanadi.

8.12-Misol. x = acost, y = bsint ellips bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.

> Bu soha koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lgar
uchun, uning yuqori yarim bo‘lagidagi yuzini topish etarli. Bu
sohada x o‘zgaruvchi -a dan a gacha o‘zgarganligi uchun, t
0‘zgaruvchi n dan 0 gacha o ‘zgaradi. Demak,
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S = 2j° bsint(—asint)dt —ab  sin2tdt = —abf°(l —
cos2t)dt == —ab (t --sinlt®j = nab. A
Aytaylik, (p,9) qutb koordinatalar sistemasida Qx = pcosQ.y =
psinG) egri chizig p = p(0) tenglama bilan berilgan bo'lsin, bu
erda a <9< p. Bundan tashgari p = p(0) funksiya [a,/?]
kesmada uzluksiz bo'lsin.

Ma’lumki, B8 = a va 6 = p qutb koordinatalari sistemasida
nurlami aniglaydi. Shuning uchun p = p(0) egri chizig, 9 = a va
9 = p nurlar bilan chegaralangan soha egri chizigli sektordan iborat
bo'ladi (8.7- rasm).

8.7-nnLu
Bu egri chizigli sektoming yuzasini topish uchun uni B =

90=a, 9 =9U 9 =82 ...,9 = Bn = P nurlar yordamida ixtiyoriy
ravishda bo'laklarga ajratamiz. Har bir k- bo'lakchaning A9k =
9k — burchagini va shu bo'lakcha ixtiyoriy burchagi yk ning
p(yic) radius vektorini topib shu bo'lakchalar yuzalarini tagriban
hisoblaymiz

Qk = \prld A sk.
Bu yuzalarni yig'ib egri chizigli sektoming tagribiy yuzasini hosil
gilamiz
sn=1.UQk=\1.Up 2(ykNe k
Bu vyig'indi p2=p2(9) funksiyaning integral yig'indisi
bo'lganligi uchun TgxASk -» 0 da limitga o'tsak 7 I p2(0)d0
integralni hosil gilamiz. Ikkinchi tomondan bu limit egri chizigli

sektoming yuzasi 5 ga teng.
Shunday qilib,
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S=\£ p 2m<ie (8-24)
8.13-Misol. (x2 +y 2)2 = a2(x2—y 2) Bemulli lemniskatasi
bilan chegaralangan figuraning yuzi hisoblansin (8.8- rasm).
> Egri chizigning tenglamasini qutb koordinatalar sistemasi
yozib olamiz. Chizig tenglamasida x = pcosQ, y = psinO
almashtirish bajarsak
p2= a2co0s20
yoki
p = ayJcoslQ.
Figuraning simmetrikligini hisobga olsak, gidirilayotgan
yuzaning birinchi chorakdagi boMagi yuzini hisoblash yetarli

5 = 4 - F%a2c0520d6 = 2a2msin29\* = a2 Ll
20 2 0

2. Yoy uzunliklarini hisoblash

Aytaylik, y = fix) funksiya [a, b] kesmada o°‘zining birinchi
tartibli hosilasi bilan birgalikda uzluksiz funksiya bo‘lsin. Uning
[a,b] kesmaga mos keluvchi AB yoyining uzunligini aniglaydigan
formulani topaylik. Buning uchun AB yoyni A,MItM2, —, Mn_r,B
nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka ajratamiz. BoMinish nugtalari
abssissalari a = x0,x1,x2, ... ,xn = b bo‘Isin. Har ikkita ketma- ket
bo‘linish nuqtalari orgali vatarlar o‘tkazib AB yoy ichida siniq
chiziq quramiz (8.9- rasm). Agar

Axi = Xi- Xi_v Oyf = f(xt) - /(Xi-x), (- Zn)
deb olsak, bu siniq chizigning Ln uzunligi
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Ln = YCA*1)2+ (Ayi)2+ Y (Ox2)2+ (Ay?.)2 +
+ V\Axny + (Ayn)2 =
= Zf=1y/(Axiy + (Ayi)2
gateng. Yoki shakl almashtirilsa
= +© 244-
Lagranj formulasiga ko‘ra

Shuning uchun
in=suji +(/'(«)24%*,

Hosil qilingan yig‘indi Ji + ("' M )2 funksiyaning [a, b]

kesmadagi integral yig‘indisi bo‘ladi. /'(x) ni uzluksiz deb faraz
gilganligimiz uchun, yuqoridagi integral yig'indining limiti mavjud.
Ikkinchi tomondan siniq chiziq uzunligi limiti AB yoy uzunligiga
teng. Shunday qilib, Ln ning max Ax* -> 0 dagi limiti mavjud bo'lib

u AB yoy uzunligiga teng
LAB=fdJl + (f'(x))2dx (8.25)

8.14-Misol. Egri chiziq y =| Vx” tenglama bilan berilgan.

Uning abssissalari xx= 3 va x2 = 8 bo'lgan nuqgtalar orasidagi
yoyi uzunligini toping.

» Yoy uzunligini topish uchun y'= Vx ni hisobga olgan
holda (8.25) formuladan foydalanamiz

L= 1+ (n/x)2dx = /BV1+ xdx =|(lI+x)il|| =" .
Agar egri chizig o'zining x = x(t) va y —y(t) parametrik

tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, bu funksiyalar o‘zlarining birinchi
tartibli hosilalari bilan birgalikda [cr,/?] kesmada uzluksiz bo'lsin.

(8.25) formulada yangi o'zgaruvchi t ga o'tilsa va yx = zt ,dx =

337



Xtdt ekanligi e’tiborga olinsa, u holda uning [a,(3] kesmaga mos
keluvchi yoyining uzunligi quyidagicha aniglanadi

L=jfVv(*t)2+ (yt)2dt (8.26)
8.15-Misol. y = a(1—=cost), x = a(t —sint) sikloidaning
birinchi arkasi yoyi uzunligini toping.
» Sikloidaning barcha arkalari bir xil bo‘lib, birinchi arkada
parametr 0 dan 2M gacha o ‘zgaradi. y[ —a sint, Xt = a(1 —cos £)
ekanligini nazarda tutsak, (8.26) ga ko‘ra:

L= n/a2(1 —cost) 2+ a2sin2t dt =
af*ny/2(l —cost) dt =
= 2a sindt = -4acos"|2* = 8a.<
(p, 0) qutb koordinatalar sistemasida p = p(0) tenglama bilan
berilgan egri chizigning B =a va 6 = (3 nurlarning orasida
joylashgan bo‘lagining uzunligini topish uchun (8.26) formulada
X = pcosO, y = psinO
kabi almashtirish bajaramiz. Agar B ni parametr deb olsak
Xff = p'cosB —psinQ, y'e = p'sinO + pcosd
ga ega bo‘lamiz. Bulami (8.26) formulaga go‘yib topsak, quyidagi
formulani hosil gilamiz
L= f*y/p2+ (p'yde (8.27)
Bu yerda ham p = p(0) funksiya o‘zining birinchi tartibli
hosilasi bilan birgalikda uzluksiz deb faraz gilinadi.
8.16-Misol. p = ee logarifinik spiralning bitta aylanishida
hosil bo‘ladigan yoyi uzunligini toping.
» Qutb koordinatalarida yoy uzunligini hisoblashning (8.27)
formulasiga ko‘ra

L=Jo”yers+e28d6 = f*ny/2eed6 = Vie0|2” =
yl2{ezn- 1). <

3. Aylanma jism hajmi va sirtini hisoblash

Aytaylik, y = f(x) egri chizig, x = a va x = b vertikal
to‘g‘ri chiziglar hamda Ox o‘gi bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya garalayotgan bo‘lsin. Uni Ox o‘qi atrofida aylantirganda
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biror aylanma jism hosil bo‘ladi (8.10- rasm). Bu jismni Ox ga
perpendikulyar bo‘lgan x = c tekisliklar bilan kesilganida kesimda
radiusi /(c) gateng bo'lgan doiralar hosil bo'ladi.

Faraz qgilaylik, [a,b] kesma a = x0,xr,x2, ... ,xn = h nuqgtalar
bilan bo'laklarga ajratilgan. Bu nugtalar orgali abssissa o'giga
perpendikulyar tekisliklar o'tkazamiz. Har bir [**_I, Xj] kesmadan
ixtiyoriy ravishda ft nugta olib, radiusi /(ft) va balandligi kxt =
X(—  bo'lgan silndrik jism quramiz. Ravshanki, bunday silindrlar
soni n ta bo'ladi. Barcha silindrlar hajmlarini hisoblab yig'amiz, u
holda yig'indi aylanma jismning hajmiga tagriban teng bo'ladi:

\h =X2=17%(/(ft))2 A*i
Agar bu yig'indida maxAX -* 0 da limitga o'tsak aylanma

jismning hajmini, ikkinchi tomondan (/(x)) funksiyaning [a,b]
kesma bo'yicha integralini hosil gilamiz. Demak, aylanma jism
hajmi
V=nJb(A™*))2dx = nJby2dx (8.28)
formula bilan hisoblanadi.
8.17-Misol. Radiusi a ga teng, markazi (0,b) (b>d)
nugtada bo'lgan aylanani Ox o'gi atrofida aylanishidan hosil
gilingan jismning hajmini toping.
> Bu jism tordan iboratdir (8.11- rasm). Aylananin
tenglamasi
X2+ (y-b)2= a2
bo'ladi. Bu yerdan y = b+ Va2—x2. Toming hajmi y = b +
Va2 —x2 yuqori yarim aylananing aylanishidan hosil bo'lgan jism
hajmidan, quyi yarim aylana 'y = b —Va2 —x2 ning aylanishidan
hosil bo'lgan jism hajmini ayirish natijasigan teng. Shuning uchun
V=nfab +tdo2—x2)2dx —n Jad0 —Va2—x2)2dx =
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X = asint
=8nb/“Va2—x2dx —ti = 0,t2=f = 8nba2f*cos2tdt ==
dx —acostdt

O'zining birinchi tartibli hosilasi bilan birgalikda uzluksiz
bo'lgan biror y —fix) funksiya grafigining [a,b] kesmaga mos
keluvchi yoyini Ox o'qi atrofida aylantirganda biror aylanma sirt
hosil bo'ladi (8.10-rasm). Bu sirtning yuzasini aniglaymiz. Buning
uchun egri chiziq yoyi uzunligini hisoblashdagi kabi vatarlar
o'tkazib, ulaming uzunliklarini As1,As2j ...,Asn kabi belgilaymiz:

Har bir i- vatar aylanishida kesik konus hosil bo'lib uning yuzi

ga teng. Ulami yig'ib chigsak siniq chizigning aylanishidan hosil
bo'lgan sirt yuzasi kelib chigadi

—En %=1 Y31+ (1°ft))2 bXi
Agar bu yig'indida Tax[x; -»0 da limitga o'tsak aylanma
sirt yuzasini aniq yordamida hisoblash formulasini hosil gilamiz

(8.29)



8.18-Misol. y2= 2x + 1 parabolaning xr =1 va x2=7
|bm Im*Tar oralig'idagi yoyini aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtning
Miaal hisoblansin (8.12- rasm).
» (8.29) formula va 8.12- rasmdan quyidagilarga ega bo'lamiz:

Qa 2nrva2x+ 1J1 + (7= ™ dx =2nJMy'2x +1+ 1dx =

m2n[7V2T+2 dx = 2rrm i2x“f 2|~ f7T(4- 8) = ~

4. Aniq integral yordamida bajariigan ishni hisoblash

Aytaylik, M nugta biror F kuch ta’sirida Ox o‘qi bo'ylab
harakatlanayotgan bo'lsin. M nuqgta shu kuch ta’sirida x = a
nugtadan x = b nugtaga ko'chganida bajariigan ishni topish
masalasini go ‘yaylik.

Agar F kuch o'zgarmas bo'lsa, ravshanki bajariigan ish

A = F(b —a)
gateng bo'ladi.

Faraz qilaylik, F kuch nugtaning vaziyatiga, ya’ni x ga
bog'lig. Demak, qo'yilgan kuch x ning funksiyasi bo'ladi. [a,b]
kesmani a = x0,x1,x2, ... ,xn —b nuqtalar bilan ixtiyoriy ravishda
n ta bo'laklarga ajratamiz. Har bir Ax* = Xt —x,-! bo'lakchada
ixtiyoriy ~ nuqgta olamiz. U holda [x*_r,x{\ kesmadagi kuchning
bajargan ishining taqribiy giymati

Ai = Ftfi)Axi
dan iborat bo'ladi. [a,b] kesmada bajargan ishi esa

Bu yerda An yig'indi F(x) funksiyaning integral yig'indisidan
iboratdir. Agar bu tenglikda rnaxAx, -» 0 da limitga o'tsak F
kuchning [a, b] kesmada bajargan ishini hosil gilamiz
nN=1/V((x)dx (8.30)
8.19-Misol, Agar prujinani 1sm cho'zish uchun 1 kN kuch
sarfqilinsa uni 10 sm cho'zish uchun bajariladigan ishni hisoblang.
> Guk gonuniga asosan, prujinani cho'zadigan kuch, unin
cho'zilishiga proporsional, ya’ni F = kx, bu erda, X prujinaning
cho'zilishi (metrda), K proporsionallik koeffitsienti. Masala shartiga
ko'ra x =0,0lm, F=1kN. 1= 0,01k tenglikdan kK = 100
ekanligi kelib chigadi va F = 100x.
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(8.30) formulaga ko‘ra bajarilgan ish
A = /@4100xdx = 50x210M = 0,5 kDj.

ga teng bo‘ladi. A
5. Jismning og‘irlik markazini hisoblash
Jismning og‘irlik markazi mexanik tushuncha bo'lib, biz uning
ta’rifiga to'xtalib o‘tirmasdan, bu nugta koordinatalarini aniglash
masalasi bilan shug‘ullanamiz. m1(mz2, ..., 7T massalar tekislikning
0%, yi),M 2(x2,y2) , ,Mn(x,,,yn) nugtalariga ~ jamlangan
bo'lsin. Mexanikadan ma’lumki bu tizimning og'irlik markazi
M(f, 7)) ning koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi
r_ E=Ixfmi tj=1lyimj
? "1 1Umt
Agar moddiy nugtalar tizimi bir jinsli bo'lsa, (B = m2 = e =
rrin) og‘irlik markazi koordinatalari massa miqdoriga bog'liq emas,
balki fagatgina nugtalaming joylashuviga bog'liq bo'ladi:
—"1-1X| " Eleyl

Nugta massasmmg unlng blror oqqacha bo'lgan masofaga
ko'paytmasi, shu nuqgtaning o'gga nisbatan statik momenti deyiladi.
Shuning uchun x*77* va yfmi lar Mt nugtaning mos ravishda Ox va
Oy o'glarga nisbatan statik momentlari bo'ladi. Barcha nugtalar
statik momentlari yig'indisi tizimning statik momenti bo'ladi va biz
ulami Mx va My kabi belgilaymiz. O'z navbatida moddiy nugtalar
tizimining statik momentini

F= ¥z n

kabi yozishimiz mumkin, bu yerda M massalarylg indisi. Bu erdan
%M = Mx, M = My

Shunday qilib, material nugtalar tizimining og'irlik markazini

shunday aniglash mumkinki, agar bu nugtada barcha massani
jamlansa, bu nugtaning biror o'gga nisbatan statik momenti shu
tizimning mos statik momentiga teng bo 1adi.

Bir jinsli yupqa plastinani garaylik. Uning zichligini S (S =
const) bilan belgilaymiz. Bu plastinani Oxy o'giga joylashtiramiz.
Qo'yilgan bu shartlarda plastinaning og'irlik markazi fagatgina
uning geometrik formasiga bog'liq bo'ladi. Faraz gilaylik, plastina
Oxy tekislikda yuqoridan y = f(x) funksiya grafigi, quyidan Ox
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o‘gqi, yon tomondan X =a,y =b to‘gri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiya shaklida bo‘Isin. Trapetsiyani
ixtiyoriy ravishda olingan a = x0,xItx2, —,xn = b nuqgtalar orgali
Oy o‘giga parallel o'tkazilgan to‘g‘ri chiziglar yordamida n ta
trapetsiyalarga ajratamiz. Har bir  Ox* = x¢—x " bo‘lakchada

XX hugta olamiz va barcha trapetsiyalami asosi A¢* ga

balandligi /(£,) ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to'rtburchaklar bilan
almashtiramiz (8.13-rasm). Hosil qilingan to‘g‘ri to'rtburchak-

laming og‘irlik markazlari M* nuqtalarda bo'ladi.

of
1
»i

1122 Ait-b

8.13-rasm
Har bir to'rtburchakning massasi uning yuzasi va zichligi
ko'paytmasi 5/(&)Ax4 ga teng. To'g'ri to'rtburchaklaming jami
massalarini og'irlik markaziga to'plab, hosil qilingan material
nugtalar tizimining og'irlik markazini topamiz:
.(n) _ Z&iW edbct n) _
? ’ H=15/(«Ax{
5 o'zgarmas bo'lganligi uchun
£(n)
BIUICW >+ 2?2=i/(WA*t
Agar maxAx/->0 (n->00) limitga o'tsak (f(n\?7(n))
nugtalar plastina og'irlik markaziga yaginlashadi. O'ng tomondagi
kasrlar suratlarida mos ravishda x/(x) va / 2(x) funksiyalar,
maxrajlarda esa /(x) funksiyalar [a,b] kesma bo'yicha integral
yig'indilari turibdi. Demak, limitga o'tsak,
N Jar/(*)dx ___Ifif2awdx
Lk > 7 T2 fof(x)dx
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faf(x)dx trapetsiya yuzasi S ga teng bo'lganligi va 'y  fix)
ekanligidan

;c_ £ xsymxl ;\_ ;l,quZ" (831)

Agar plastina y = ft(x),y = f2(x),x = a, y ~b chiziglar

bilan chegaralangan bo'lsa, og'irlik markazlari koordinatalari
quyidagicha topiladi

i Ig[fiw-f}(x)\dx

S o e 2 S (832)

y = f(x) chiziq bilan aniglangan bir jinsli egri chizigning x = a,

y = b to'g'ri chiziglar orasidagi bo'lagi og'irlik markazi

koordinatalari

MK 1+ (F(x))2dx I yjl+(f(x)) dx

(8.33)

L T L
formula bilan hisoblanadi, bu erda L —egri chizigningx a, y =
b to'g'ri chiziglar orasidagi bo'lagi uzunligi.

8.20-Misol. y =6-—x2 va y = 2 chiziglar bilan
chegaralangan, bir jinsli yassi figuraning og'irlik markazi topilsin.

» Bu figuraning bir jinsli va simmetrik ekanligidan (8.14-
rasm) £=0, 7 ni topish uchun esa (8.32) formuladan
foydalanamiz:

| 3-2((6-*2)2--22)dx _ | /22(32-123:2+%4)0* _ 1(32*-4%3+A-) if _
1= 2 2 2Mt4-xPdix  “ 2 (4x-x3/3)]2 1O ~
Yy
1
Byp—,|
E .
-nl6 j 0 2 \y>6 X
8.14-rasm
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2 16/3

Shuningdek, biror fazoviy jismning biror koordinata tekisligiga
nisbatan kesimi ma’lum bo'lganda ham u fazoviy jismning hajmi
aniq integral yordamida hisoblanishi mumkin. Moddiy nugtaning
harakat gonuni tezlikka nisbatan berilgan bo'lsa, uning ma’lum vaqt
oralig'ida bosib o'tgan masofasini topish ham integral orqgali hal
gilinadi. Shuningdek, aniq integral yordamida mexanikaning hamda
fizikaning boshga masalalarini hal etish mumkin bo'ladi.

Nazorat savollari

1. Aniq integral va uning xossalari. Aniq integralni hisoblashning asosiy
formulasi.

2. Aniq integralda o‘zgaruvchi almashtirish va bo‘laklab integrallash
formulalari.

3. Aniq integralning geometriya va mexanika masalalariga tadbigi.

4. 1tur xosmas integral va uning xossalari.

5. 2 tur xosmas integral va uning xossalari.

Mashgqlar

1 Ushbu y2=9x, y = 3x chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzasini toping.

2. y —x2+Ax, y =x +4  chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzasini toping.

3. Ushbuy = - y =y chiziglar bilan chegaralangan sohaning

yuzasini toping.

4. Yopig y2” x2 x* chizig bilan chegaralangan sohaning yuzasini
toping.

5. y =a(l —cost),x =s(t- sint) sikloidaning birinchi arkasi va Ox
o‘qi bilan chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang.

6. Parametrik  ko'rinishdagi x = 312, y = 3t—t2 chiziq bilan
chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang.

7.y —XT X22 egri chizig va uning asimptotasi bilan chegaralangan
sohaning yuzasini hisoblang.

8. Kardioida bilan chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang: p =
a(l - cos<p).

9. Berilgany = 2yfx parabolaning xj=0 va x2=1 abssissalari orasidagi yoy
uzunligini hisoblang.

10. x = acos3t, y = asin3t astroidaninguzunligihisoblansin

11. Kardioidaning uzunligini hisoblangp = a(l —coscp).



12. To‘g*ri chizigli harakat gilayotgan nugtaning tezligi v = te~0,0ltm/s
ga teng. Nugtaning to ‘la to“xtaguncha bosib o'tgan masofasini hisoblang.

13. Uzunligi / ga teng, og‘irligi P ga teng bo‘lgan bir jinsli steijenning
oxiriga nisbatan inersiya momenti topilsin.

14. Bir jinsli, zichligi 5=2,5 i/m3 quriiish materialidan, radiusi R=2m,
balandligi H-3m bo'lgan konus ko'rinishidagi go‘rg*onni qurish uchunsarflangan
ishni hisoblang.

15. Yassi u=x va u=x2-2x chiziglar bilan chegaralangan birjinsli figuraning
og'irlik markazini toping.

16. Moddiy nugtaning tezligi v = 4te~c*m/s bo'lsa, nugta harakat
boshlangandan to'xtaguncha gancha yo'l bosib o'tadi.
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IX BOB. KO‘P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
9.1. Tekislikda sohalar

Fizika, texnika va bizni o'rab turgan tabiatda turli jarayonlami
o‘rganishda ikki va undan ortiq Kattaliklaming o'zaro
bog'lanishlariga duch kelamiz. Masalan, yassi figuralaming yuzalari
ikkita kattalik, hajmlar esa uchta erkli kattaliklar orgali ifodalanadi.
Ana shu ko'rinishdagi masalalami hal etish uchun ko'p
o0‘zgaruvchili funksiya tushunchasini kiritamiz.

Aytaylik, xOy tekislikda biror (x0,y0) nugta garalayotgan
bo'lsin. Ana shu nugtaning “e- atrofi” deb, markazi (x0,y0) nugtada
bo'lib, radiusi e dan iborat bo'lgan (x —x0)2+ (y —y0)2 < fi2
doiraga aytiladi. Agar biror (x0,y0) nugta o'zining istalgan kichik
atrofi bilan ham Mto'plamda yotadigan bo'lsa, uni Mto'plamning
ichki nuqtasi deb ataladi. Fagatgina ichki nuqtalardan tashkil
topgan to'plam ochiq to'plam deyiladi.

Agar (xO»¥Y0) nugtaning istalgan kichik atrofida ham M
to'plamga tegishli, ham M to'plamga tegishli bo'Imagan nuqtalar
mavjud bo'lsa, (x0,y0) nugtani Mto'plamning chegaraviy nuqtasi
deb ataladi. Barcha chegaraviy nugtalar to'plami esa Mto'plamning
chegarasi deyiladi. Masalan, biror L yopiq egri chizik bilan
chegaralangan tekislikdagi nugtalar to'plami M ochig to'plam
bo'lib, L yopiq egri chiziqg esa, M to‘plamning chegarasi bo'ladi.
Odatda, chegarasi bilan go'shib olingan to'plamni yopiq to'plam
deyiladi.

Shuningdek, agar biror to'plamning har ganday ikki nugtasini
shu to'plamning ichki nugtalaridan tashkil topgan uzluksiz egri
chizig yordamida birlashtirish mumkin bo'lsa, uni bog'lamli
to'plam deb, aksincha bo'lsa bog'lamli bo'Imagan to'plam
deyiladi. Har ganday bog'lamli ochiq to'plam ochiq soha deyiladi.
Chegarasi bilan qo'shib olingan soha esa yopik soha deb ataladi.
Odatda ochiq va yopiq sohalar mos ravishda D va b bilan
belgilanadi. Soha deyilganda, bogiamli ochiq to'plam tushuniladi
va biz ko'pincha bir bog'lamli sohalar bilan ish ko'ramiz. Sohaga
doira, xalga, uchburchak kabi figuralar misol bo'la oladi.
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9.2. Ikki o‘zgartivchili funksiyalar haqgida asosiy tushunchalar

Aytaylik, tekislikda biror D soha garalayotgan bo‘lIsin.

9.1-Ta’rif. x vay hagiqiy o‘zgaruvchilaming D sohadagi har
bir juft (x,y) giymatiga z o‘zgaruvchining bir sonli to‘plamdagi
bir yoki bir necha haqgigiy qiymati biror gonun yoki qoida
yordamida mos gilib go'yiladigan bo‘lsa, u holda D sohada x vay
haqigiy o‘zgaruvchilarga bog'liq bo'lgan z funksiya aniglangan deb
ataladi.

Shuningdek, bir juft (x,y) giymatga o'zgaruvchi z ning
bittagina giymati mos kelsa, funksiya bir giymatli, aksincha ko‘p
giymatli deyiladi. Ikki argumentli funksiyalar ham jadval, grafik va
analitik usullarda beriladi.

Analitik usulda berilgan funksiyalar z = f(x,y), z = (p(X,y)
... kabi yoziladi. Bu yerdagi f, pva boshgalar o'zgaruvchilar bilan
funksiyalar orasidagi bogianishni ifodalaydigan gonun yoki qoidani
anglatadi.

Bizga biror z = /(x,y) kabi funksiya berilgan bo'lsin.
Ta’rifga ko'ra, ushbu funksiyaning aniglanish sohasi deyilganda
(x,y) o‘zgaruvchifar juftligining gabul gila oladigan shunday bir
giymatlari to'plamiga aytiladiki, u giymatlarning har birida funksiya
har doim ma noga ega bo'ladi. z ning gabul giladigan giymatlariga
esa qiymatlar sohasi deyiladi.

9.1--Misol. 'z = n/9 —x2-y2 funksiyaning aniglanish
sohasini toping.

» Funksiya ma’noga ega boiishligi uchun 9 —x2-y 2> 0,
yoki x2+y2< 9 shart bajarilishi kerak. Demak, ushbu
funksiyaning aniglanish sohasi xOy tekislikdagi x2+y2<9
tengsizlikni ganoatlantiruvchi (x,y) kabi nuqtalar to'plamidan
iborat bo'lib, bu to'plam markazi koordinatalar boshida va radiusi 3
gateng bo'lgan yopiq doiradan iborat (9.1-rasm). A

9.2-Misol. z = In(x2—y +2) funksiyaning aniglanish
sohasini toping.

> Funksiyaning berilishiga ko'ra x2—y +2> 0 yol
y <x2+ 2 shart o'rinli bo'lishi kerak. Bu tengsizlikni
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ganoatlantiruvchi nugtalar to'plami y —x2 + 2 parabolaning tashqi
gismidan iborat (9.2-rasm). A

9.2-rasm

Ma’lumki, y = /(x) kabi bir argumentli funksiya geometrik
jihatdan xOy tekislikdagi egri chizigdan iborat bo‘lar edi. z =
fix,y) kabi ikki argumentli funksiya esa, geometrik jihatdan Oxyz
fazodagi biror sirtdan iborat bo‘ladi. Bu sirt uch o'lchovli fazodagi
(x,y,f(x,y)) nuqgtalaming geometrik o‘midan iborat bo‘lib, bu
erda (x,y) funksiyaning aniglanish sohasidagi nugtalar.

Analitik geometriya kursida ikkinchi tartibli sirtlarni o‘rganish
jarayonida kesimlar usulidan foydalaniladi. Bu usulga ko'ra sirt,
koordinata tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesimlaridagi egri
chiziglar orgali tadqiq etiladi. Biz bu usulni z = f(x, y) funksiya
uchun ham qo‘llaymiz. Agary ga o'zgarmas y = y0 giymat bersak,
bir o'zgaruvchili z = /(x,y0 funksiyani hosil gilamiz. Hosil
boigan bu funksiyaga bir o‘zgaruvchili funksiyani tekshirish
usullami go'llab z ning x erkli o'zgamvchiga nisbatan o'zgarish
gonuniyatlarini aniglab olishimiz mumkin. Geometrik jihatdan bu
z = f (x,y) sirtni Oxz koordinata tekisligiga parallel bo‘lgan y =
y0 tekislik bilan kesimidagi chizigni o‘rganishimizni anglatadi.
Xuddi shu kabi sirtni x = x0 tekislik bilan kesimini ham garashimiz
mumkin.

Endi erkli o‘zgaruvchilarga emas balki z ga z —zQ giymat
beraylik. U holda

/(x,y) =20 (9.1)
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tenglik x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanishni beradi.
Geometrik jihatdan biz z = f(x,y) sirtning z = z0 tekislik bilan
kesimini hosil gilamiz. Oxy tekisiligida (9.1) tenglama z = fix,y)
sirtning z = z0 tekislik bilan kesimidagi chizigning proeksiyasini
beradi. Bu chiziqg bo'ylab harakatlanishda funksiyaning giymati
o'zgarmas bo'ladi.

9.2-Tarif. z —f{x,y) funksiyaning sath chizig‘i deb Oxy
tekisligining shunday chizig'iga aytiladiki, bu chizigning barcha
nuqtalarida funksiyaning giymati o'’zgarmas bo'ladi.

z0 turli giymatlariga mos keluvchi sath chiziglari birgalikda
sath chiziglari tarmog'ini tashkil etadi. Bu tarmog zO ning
giymatlari bir- biridan kam farq gilganida funksiya o'zgarish
xarakterini o'rganishga yordam beradi.

Sath chiziglari amaliy masalalarda ikki o'zgaruvchining
funksiyasini tasvir etishda foydalaniladi. Masalan, biror hududdagi
nugtaning dengiz sathiga nisbatan balandiligini garalganida- bu
nugtaning koordinatalari bo'yicha ikki o'zgaruvchili funksiya deb
olinib, kartada sath chiziglari chiziladi. Topografiyada ular gorizon-
tallar deb ataladi. Gorizontallar tarmog'i yordamida hududning
balandligini nazorat gilish osonlashadi.

Xuddi yugoridagi kabi uch o'lchovli fazoda soha tushunchasini
kiritib, uch o'zgaruvchili n = f(x,y, z) funksiyaga ta’rif berishimiz
mumkin. Bunday funksiyaning aniglanish sohasi (x,y,z) sonlar
uchligining qabul qilishi mumkin bo'lgan giymatlaridan iborat
bo'lib, u fazodagi biror sohadan iborat bo'ladi. n =/(x,y,z)
funksiyaning grafigini geometrik talgin etib bo'lmaydi.

9.3. Ikki o'zgaruvchili funksiyalarning limiti va uzluksizligi

Aytaylik, z —f(x,y), fimksiya biror MO(x0,y0) nugtaning
biror atrofida aniglangan bo'lsin (funksiya nuqtaning o'zida
aniglanmagan bo'lishi ham mumkin).

9.3-Ta’rif. Agar har ganday £ > 0 son uchun, shunday 8 > 0
son mavjud bo'lib, \x —d| < 8 va |y —y0| <8 shartlami ganoat-
lantiruvchi x vay lar uchun

\f{x,y) - A\l <e
J
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda A soni z = f(jx,y) funksiyaning
MO(x0,¥0) nugtadagi limiti deyiladi.

Agar A soni fix,y) funksiyaning MO(x0,y0) nuqgtadagi limiti
bo‘lsa, u holda quyidagicha yoziladi:

A=Ne J(xy)=JI™ f(x>y)
y-*y° 0

Bir argumentli funksiyaning limitlari ustida ganday xossalar
o'rinli bo'lsa, ikki argumentli funksiyaning limitlari ustida ham
shunday xossalar o'rinli bo'ladi.

. o XA T
9.3-Misol. A = l'-g%-Jx2+y'%'+ IT|ImI'[nI hlsoblang

y
> Limit belgisi ostidagi ifodada almashtirishlar bajarib,
quyidagiga ega bo'lamiz.
A= (X2+y2)(T/x2+y2+1+1)

2+y2+ 1-1)(,/x2+y2+i+])

- »i8(VAFTT+1)m24
y-»0 y-»0
Aytaylik, yana z = fix,y) funksiya garalayotgan bo'lib, u
MO{x0ly 0) nugtaning o'zida ham atrofida ham aniglangan bo'lsin.
9.4-Ta'rif. Agar
Hm fix.y) = fix0,y0)
Y0
kabi tenglik o'rinli bo'lsa, z =f(x,y) funksiyani MO0(x0,y0)
nuqtada uzluksiz deb ataladi.
Agar MO(x0,y0) nugtada ikkala argumentga ham mos ravishda
Ax va [y orttirmalar bersak, 0'z navbatida funksiya
Az = fixo+ OAx,y0+ Oy) - fix0,y0)
orttirmaga ega bo'ladi. Unga funksiyaning to'la orttirmasi deyiladi.
To'la orttirma yordamida yuqorida Kkeltirilgan funksiya
uzluksizligini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin bo'ladi.
9.5-Ta’rif. Agar MO(x0,y 0) nugtada
Jjmiz = Wn|/(x0+ Ax,y0+Ay) - f(xQy0)] =0

Ay=0  [Qy-»0 ) —
bo'lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz deyiladi.
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Agar ikki argumentli fiinksiya biror D sohaning barcha
nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, uni o‘sha sohada uzluksiz fimksiya deb
yuritiladi. Agar fimksiya uchun biror nuqgtada uzluksizlik shartlari
bajarilmasa, u shu nuqtada uzilishga ega deyiladi. Bir o'zgaruvchili
funksiyalar kabi uzilish nugtalarini xususiyatlariga ko'ra, turlarga
ajratish'mumkin.

9.4-Misol. fix, y) = g;ly/z_funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

> Ravshanki, M,,(0,0) dan tashqari tekislikning barcl
nuqgtalarida funksiyaning limiti mavjud va uzluksiz. Funksiyaning
limiti mavjud bo'lishi uchun Mix,y) nugtaning Af0(0,0) ga gaysi
yo'sinda, ya’ni qaysi chiziq bo'ylab yaginlashishiga bog'liq emas.
Shuning uchuny = kx deb olsak
1-k2  1~k2

linjf(x, y) =hn g 2z " = bnjTTP = I+p
y-tO y-*0 y—=9
Demak, K ning turli giymatlarida limitning giymati turlicha
bo'ladi, ya’ni funksiyaning limiti mavjud emas va 0'z navbatida
funksiya M0(0,0) nugtada uzilishga ega. <

9.5-Misol. fix, y) = X2"y—fimksiyani uzluksizlikka tekshiring.

» Ko'rinib turibdiki, agar x2 - y2 ® 0 bo'lsa funksiya uzluk-
siz. Bu fimksiya y = +x to'g'ri chiziglaming ustida, ya’ni Oxy
tekisligining birinchi va ikkinchi choraklari bissektrisalari ustida
uzlishga ega. -4

Bir ,argumentli funksiyaning uzluksizligi hagidagi barcha
mulojiazalar ikki argumentli fimksiya uchun ham o'zgarishsiz
goladi. Xususan, ikki argumentli elementar funksiyalarning
aniglanish sohalari bilan uzluksizlik sohalari ustma-ust tushadi.

9.4. Ikki o'zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalari

Faraz qgilaylik, z = fix,y) funksiya biror D sohada aniglangan
hamda uzluksiz bo'lsin. Agar o'zgaruvchi y ni o'zgartirmasdan
o'zgaruvchi x ga biror Ax orttirma bersak, natijada funksiya
fix + Ax,y) qiymatga ega bo'ladi. Quyidagi Axz = fix +
Ax,y) —fix.y) ayirmani z —fix,y) funksiyaning ix,y) nug-
tasidagi o'zgaruvchi x ga nisbatan xususiy orttirmasi deb yuritiladi.
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Xuddi shunday o'zgaruvchi x ni o'zgartirmasdan o'zgaruvchi
y ga biror Oy orttirma beramiz. Natijada funksiya fix,y + Ay)
giymatga ega bo'ladi. ;U holda quyidagi fix,y + Ay) —fix,y)
ifoda z = fix, y) funksiyaning (x,y) nuqtasidagi o'zgaruvchi y ga
nisbatan xususiy orttirmasi deb yuritiladi va

AyZ = fix,y + y) - fix,y)

kabi yoziladi.

9.6-Ta*rif. Agar xususiy ortirma Axz ning argument orttirmasi
Ax ga bo'lgan nisbatining Ox -> 0 dagi biror chekli limiti mavjud
bo'lsa, n limitni z = /(x,y) funksiyaning (X,y) nuqtadagi o'zga-
ruvchi x , ga nisbatan xususiy hosilasi deb ataladi, hamda u xususiy
hosilani quyidagi 7x, fx, belgilarning biri orgali yoziladi.

Demak, ta’rifga ko'ra xususiy hosila mavjud bo'lishi uchun

[Im% i= lim
->0 bx [x->0 AX

kabi chekli limit mavjud bo'lishi kerak ekan.

Xuddi shunday y o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosila

,El)i/mo/,\Ay - A)I([DO Ay
kabi limit bilan aniglanib, 2y, 2, fy, %" kabi belgilanadi.

Xususiy hosilalarni hisoblashda quyidagi qoidalarga rioya
gilinishi lozim:

a) Hosila hisoblanayotgan o'zgaruvchidan boshga o'zgaruv-
chini o'zgarmas deb faraz gilinadi.

b) Hosila bir o'zgaruvchili funksiyaning hosilasini hisoblash-
dagi goidalar bo'yicha hisoblanadi.

9.6-Misol. z =x2—2xy +y3  funksiyaning  xususiy
hosilalarni toping.

» Ta’rifga va yuqorida keltirilgan qoidaga ko'ra

| = 2x —2y | = 2x+3y"

9.7-Misol. z = arctg”™ funksiyaning xususiy hosilalarni
toping.

> Bir o'zgaruvchili funksiyaning hosilasini hisoblash qoida-
lariga ko'ra
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1
X2+y2 'y  X2+y2

I =Afarctg;)v="Z1-(8)y="72-(-p)- x2+y2
d—Xva Exususiy hosilalaming absolyut giymati, mos ravishda
fagat x yoki y o'zgarganida funksiyaning o‘zgarishining tezligini
anglatadi. Ularning ishoralari esa bu o‘zgarishning xarakterini, ya’ni
o'sishi yoki kamayishini bildiradi. A
Xususiy hosilaning geometrik ma’nosi: z = f(x,y) sirtning
y = yO0 tekislik bilan kesimiga MO0(x0,y0,z0) nugtada o'tkazilgan
urinmaning Ox o'qiga nisbatan burchak koeffitsienti /* (*o>Y0) ga
teng, ya’ni %(x0,y0) = tga (9.3- rasm). Shuning uchun bu
urinmaning tenglamasi
(z- z0=fE£(x0,y0)(x - xQ p 2)
I Y=Yo
dan iborat bo'ladi.
Xuddi shu kabi z = fix,y) sirtning x = xQ tekislik bilan
kesimiga MO(x0ly0,z0) nuqtada o'tkazilgan urinmaning Oy o'qiga

9.5. To‘la differensial

Faraz qgilaylik, z = f(jx,y) funksiya biror D sohada aniglangan
bo'lsin. Agar o'zgaruvchi x ga D sohadan chigmaslik sharti bilan
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biror Ax orttirma, o'zgaruvchiy ga ham D sohadan chigmaslik
sharti bilan biror Ay orttirma bersak,

Az —f(x + Ax,y + ly) —fix,y)
ifodaga z - fix,y) funksiyaning (x,y) nuqtadagi toia orttirmasi
deb atalar edi.

9.7-Tarif Agar z =fix,y) funksiyaning to‘la orttirmasini

M (x,y) nugtada

Az = AAx + BAy + a(ax, 4y) (9.3
ko'rinishda yozish mumkin bo'lsa, funksiya shu nuqgtada differen-
siallanuvchi deyiladi. Bu erda A va B lar [Ix va Ay larga nisbatan

o'zgarmas sonlar, a(4x,y) esa p —jAx2+ Ay2 ga nisbhatan
cheksiz kichik miqgdor.

9.8-Tarif Funksiya to'la orttirmasining Ax va Ay larga
nisbatan chizigli bo'lgan gismiga (bosh gismiga) uning to'la
differensiali deb ataladi va

dz = AAX + BAy

kabi belgilanadi.

9.8-Misol. z = x2—xy +y 2 funksiyaning to'la orttirmasi va
to'la differensialini toping.

» Tarifga asosan

Az = (x + 0*)2—ix + Ox)iy + Oy) + iy + Ay)2—x2+xy —y 2=
= X2+ 2XAX + Ax2- xy —XxAy - yAx - AXAy +y 2+ 2yAy + ly2 —
-X2+Xy-y2=2xAx - pcly+ 2yfly - yAx + Ox2- AxAy + ly2 =

= (2x - y)Ax + (2y - )y + Ax2 —OxAy + Ay2

dz = (2x —y)Ax + (2y —x)Ay ifoda AxvaAy larga
nisbatan chizigli bo'lib z ning to'la differensialidir, a = Ax2 —
AxAy + Oy2 kattalik esa Ap = n/Ox2+ [y2 ga nisbatan yuqgori
tartibli cheksiz kichikdir. Shunday qilib, Az = dz + a. A

9.1-Teorema. Agar z = fix,y) funksiya M(x,)g nuqgtada

. . . , P ¢ 74 z .
differensiallanuvchi bo'lsa, bu funksiyaning — va — Xususiy
hosilalari mavjud bo'lib uning to'la differensiali
dz = |PAx + L;Ay

kabi ifodalanadi.
*"Teorema shartiga ko'ra Az = AAx + BAy + a(dx, 4y)
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tenglik bajariladi. Xususan bu tenglik Ay = 0 da ham o'rinli bo‘lib,
bu holda to'la orttirma x bo‘yicha xususiy orttirmaga aylanadi.
Demak,

Lxz = Ahx + a(4x,jO)
Oxirgi tenglikning ikkala tomonini Ax bo'lib limitga o'tsak

im bE =1+ Hm
x-*0 &X A0 bx

a(Ox, 4y) = a(4x,0) ifoda MOp = y]OAx2+ Ay2= VAx2+ 0 =
|AX| ga nisbatan cheksiz kichik bo'lganligi uchun

lim A =0.
OXx-*0  A*
Demak, dx =~
Xuddi shu kabi
El1- R
dy
ekanligini isbot gilishimiz mumkin.

Shunday qilib,
dz-j a)l(_ X + 3};Hiy>
Erkli o'zgaruvchilar uchun Ox = dx va y = dy ekanligini nazarga
olsak

dz = o dx + dy dy (9.4)

Yuqoridagi teoremaning teskarisi go'shimcha shartlar bajaril-
ganida ma’noga ega, ya’ni quyidagi teorema o'rinli.
9.2-Teorema. Agar z = /(x,y) funksiya M(x,y) nuqtada "

va ™ uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lsa, funksiya bu nuqtada

differensiallanuvchi bo'ladi.
A Funksiyaning to'la orttirmasi
Az =(x + Axy + fAly) - f(x,y)
ni
M= Tix + xy + fly) - fix,y + fy)] +
Fix,y + 4y) - fix,y)] (9.5)
kabi shakl almashtiramiz. Birinchi ayirma x ga nisbatan xususiy
orttirma bo'lib, ikkinchi argumentning giymati o'zgarmas bo'lib
y 4- ly ga teng. Ikkinchi ayirma esa y ga nisbatan xususiy orttirma
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bo‘lib, bu holda x o'zgarmas. lkkala ayirmaga ham Lagranjning
chekli ayirmalar formulasini go'llasak
fix + Ay + Ay) - f(x,y + ly) = fx(Z,y + lly)
Ax, (x < f <x + AX)
fix,y + Ay)-fix.y) =fy(x,rj)Ay,iy <<y + Lly)
Xususiy hosilalar M{x,y) nugtada uzluksiz bo'lganligi uchun

Jim %it.y + Ay) = %ix,y) (9.6)
Hm/; (x.rj) =f;ix,y) 9.7
Oy-»0

(9.6) va (9.7) tengliklar va limitlar hagidagi teoremalardan
foydalanib
T .Y + [Y) = fxix.y) + a”Ax, Ay)
fyix,rj)= fyix,y) + ft2iAx, Ay)

lami yozishimiz mumkin. Bu yerda ax(Ox, Oy) va az(Ax,Ay)
miqdorlar Ax va [y ga nisbatan cheksiz kichik. Hosil gilingan
ifodalami (9.5) qo'ysak

Az = fa(x,y)Ax + fyix, y)Ay + aiAx, Ay) 9.8
bu erda a {Ax, Ay) —ax(x, Ay)Ax + a2{Ax, Ay)Ay. »

9.9-Misol. z = In2(x2 -fy 2) funksiyaning to‘la differensialini

toping.
» Awal xususiy hosilalami topamiz:
I = 21n{x2+}//2) X2+y2 gy:2ln(x2+X2) ® ey2

(9.3) formulaga asosan quyidagilarga ega bo'lamiz
dz—4In(x2+y2) m o (xdx + ydy) <

Funksiyaning to'la orttirmasi uchun (9.8) formula yordamida
taqribiy hisoblashlami bajarishimiz  mumkin. Bu formuladagi
a(Ax, Ay) miqdor etarlicha kichik bo'lganligi uchun

Az ~ fE(X,y)Ax + fy (X, y)Ay
olishmiz mumkin. Ikkinchi tomondan
Az = f{x + [Ix,y + Lly) - {{x,y)

ekanligini e’tiborga olsak,

fix + [,y + Ay) - f(x,y) » fx(x, y)Ax + fy (x, y)Qy
yoki
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[(x + Ax,y + 4y) « f{x,y) + *ix,y)Ax + fy(x,y)4y (9.9

9.10-Misol. (1,02)301 ni tagribiy hisoblang.

> z —xy funksiyani qgaraymiz. x=1 va y —3
quyidagilarga ega bo'lamiz.

z=13=1;, Ax=102- 1=0,02, Ay =3,01- 3=0,01

z = xy funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi to'la differensialini
topamiz:

dz = yxy~1Ax + xylnx Ay

Berilgan Ax = 0,02 va fy = 0,01 orttirmalami etiborga olgan

holda buning M (l; 3) nuqtadagi giymatini hisoblaymiz.
dz = 3m2+0,02 + 13/nl m0,02 = 0,06

Uholdaz = (1,02)30L»z + dz —1+ 0,06 = 1,06. A

9.6. Yugori tartibli xususiy hosilalar

z = fix,y) funksiya biror D sohada aniglangan hamda
uzluksiz bo'lsin. Faraz qilaylik, z =/(x,y) funksiyaning D

sohadagi ixtiyoriy (x,y) nuqgtada & fix,y) va 4 fyix,y)

xususiy hosilalari mavjud bo'lsin. U holda ulaming har biri yana x
va uno'zgaruvchilariga nisbatan funksiyalardan iborat bo'ladi;

9.9-Ta’rif. Agar 9 va 9 xususiy hosilalardan har b?r’ikning

ham x, ham un o'zgaruvchilariga nisbatan xususiy hosilalari mavjud
bo'lsa, ulami z =/(x,y) funksiyaning ixtiyoriy (X,y) nuqtadagi
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi.

Har bir birinchi xususiy hosilalar ikkitadan xususiy hosilaga
ega. Shunday qilib, to'rtta xususiy hosilani hosil gildik va ulami
quyidagicha belgilaymiz:

» d2z f * « dZz y"f n
ZXX ~ M7~ fxx(X'Y)> zxy ~ dxdy —/ry(*«Y)a
» J" f » d2z rrf 4
ZyX - —fyxix>y)> zyy ~dyi ~ lyy(*'30-

Demak, ikki argumentli funksiyaning biror nuqtadagi barcha
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, ulaming soni 4
tagateng bo'lar ekan.
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9.11-Misol. z = e*2y2 funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarini toping.
» Avval birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
= eXy?ixy = exy 'IXA.
Yana bir marta differensiallab quyidagiga ega bo'lamiz:
0 = AXy 4| e*V N

0 = ex2e4xV + e*2*2+2x2,
3% _ kM Ax3y3+ e*2N2e4xy,

dxdy
JLL ex2y2.4x3y3+ e*2y2 mixy.
dvz e e .
Oxirgi ikki ifodani solishtirib, —— v dy = Tyix ekanligini
ko‘ramiz. A
Odatda, Ty V2 ——kabi ikkinchi tartibli xususw hosilalami
y dyd

aralash ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deb ataladi.
Avralash ikkinchi tartibli xususiy hosilalar tengligi hagidagi
teoremani ishotsiz keltiramiz.
dz

9.3-Teorema. Agar z = f(jx,y) funksiya va uning g —
d/\
dxdzy Hydx xususy hosilalari biror nugta va uning atrofida uzluksiz

bo‘lsalar, u holda o‘sha nugtada aralash ikkinchi tartibli xususiy
hosilalar giymatlari bir - biriga teng, ya’ni

£k=-B-x 9no>
bo'ladi.

Umuman, agar z = f(x,y) funksiyaning ixtiyoriy (X,y)
nuqgtadagi n - tartibli xususiy hosilalari mavjud bo‘lsalar, ularning
soni 2n ta bo‘ladi.

Masalan, uchinchi tartibli xususiy hosilalaming soni 8 ta
bo‘lib, ular quyidagilardir.

d3z d3z d3z d3z d3z d3z d3z d3z

dx3’ dx2dy’ dxdy2’ dxdydx’ dydx2’ dy2dx’ dydxdy’ dy3

Avralash hosilalarlaming tengligi hagidagi teoremadan quyidagi
umumiy xulosa kelib chigadi:
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Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi xususiy
hosilasi 0 zgaruvchilar bo yicha hosila olish tartibiga bog'liq emas.

Demak, uchinchi tartibli xususiy hosilalar uchun
d3z _ d3z _ d3z dz _ d¥& _ d3
ax2ny ~ pxpypx ~ pyax2 V& dxdy2 dydxdy  dy2dx
Ixtiyoriy sondagi o°‘zgaruvchili funksiyalar uchun yuqori
tartibli xususiy hosilalar hagidagi keltirilgan fikr va mulohazalar
o‘rinli bo*ladi.
Masalan, u = /(x,y,z) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilalari soni 9 ta bo'lib
dzu d2u d2u d2u _ d2u d2u _ d2u d2u _ d2
dx2' dy2'dz2'dxdy ~ gygx 'dxdz  dzdx'dydz dzdy

9.7. Yuqori tartibli differensiallar

9.10-Ta'rif. Agar ikki argumentli funksiyaning ixtiyoriy (X, y)
nuqtasidagi to'la differensialining yana to'la differensiali mavjud
bo'lsa, uni funksiyaning o'sha nuqtadagi ikkinchi tartibli to'la
differensiali deb ataladi va d2z yoki d2/(x, y) orgali belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko'ra d2z = cf(dz) ekan. Funksiyaning
ikkinchi tartibli differensialini hisoblash ifodasini topaylik.

d*z=d m =d{fxdx+"dy) =d(fidx)+i(gdy) =

= rAfxdx) dx+vy(M:dx) dy + -k{fydy)dx+

Xuddi shunday mulohazalar asosida uctnchi taeibli differensialni
hosil gilamiz

n - +3J+-dX4y +3gidxdy» +0dy=.

Demak, yuqoridagi keltirib chigarilgan formulalardan ko'rin-
yaptiki,

dh =.(£Edx +£dy)\d?z=(£dx +xdyf

Bu formulalami ixtiyoriy tartibli differensiallami hisoblash
uchun ham go'llash mumkin bo'lib
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(9.11)

9.12-Misol. z —x3 + y 3 + x 2y 2 funksiyaning ikkinchi tartibli to'la
differensialini toping.
» Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz.

dz no0 dz
— = 3x2+ 2xy2; & = 3y 2+ 2x2y,

Shunday qilib,
d2z = (6x + 2y 2)dx + 8xydxdy + (6y + 2x2)dy 2<

9.8. Murakkab funksiyaning hosilasi

Aytaylik, biror sohada ikkita n = <p{x,y),v = ¢ (x,y) funksi-
yalar berilgan bo'lib, mos ravishda bu funksiyalaming giymatlari
sohasida z = f(u,v') funksiya aniglangan bo'lsin. Bunday holda x
va y ning z = f{<p(x,y),\)(x,y)) —F(x,y) murakkab funksi-
yasini hosil gilamiz. n va v funksiyalar x vay ga nisbatan, f(u, v)
esan wav ga nisbatan differensiallanuvchi bo'lsin.

Agar x ga Ax orttirma bersak, n va v  funksiyalar mos
ravishda Axu va Axv orttirmalar oladi. Murakkab funksiyaning
xususiy orttirmasi esa Axz bo'ladi. z = f(u,v) differensiallanuvchi
bo'lganligi uchun uning xususiy orttirmasini (9.3) ga ko'ra

kabi yozishimiz mumkin.
Bu tenglikni Ax ga bo'lib Ax -* 0 da limitga o'tamiz

bu yerda Axu -» 0, Axv -> 0 hamda a(Axu, Axv) -» 0 va

LT a”xuAxv) _ uT a(AXuAxv) _*Jaxu2+&xv2 _
Ox->0 an &%-*0 -Joxu 2+&x v 2 Ox
_ 4T abwAxy) |

o Ox-*0 V&Xu2 +0arp2
ekanligi uchun
dz _ dz du

dx du dx
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Xuddi shu kabi
dz _ dz__du , 3z _£v_ (9 13)
dy du dy dv dy

9.13-Misol.z = u2+ v3, u = 2x —y, v —x —y murakkab
funksiyaning xususiy hosilalarini toping.

> Li-= 2u, £- = 3v2
du _ ,, dv__ * du_ _ A
a* ~ 'dx~ ’dy ~ dy ~
Topilganlami (9.12) va (9.13) larga olib borib qo'ysak
Ic'jjk': 2um + 3v2el = 4u + 3v2
N =2um(-1) + 3v2m(-1) = 2u - 3v2."

Bizga u = (p(x,y), v —®d(x,y) funksiyalar berilgan bo'lib,
mos ravishda bu funksiyalarning giymatlari sohasida z = f(u, v)
funksiya aniglangan bo'lsin. Agar z = f(u,v) funksiya o'zining
aniglanish  sohasida differensiallanuvchi bo'lsa, uning to'la
differensiali

dz = 4,du + 2-dv
ga teng. Ikkinchi tomondan, z = f(<p(.x,y),\p(x,y)) ekanligi uchun
uning to'la differensiali

dz = dde+39dy

kabi topiladi. Bu yerda & va & ni (9.12) va (9.13) formulalardagi

shakllari bilan almashtirsak
(dz du , dz dv\ , (dz du dz dv\ ,
=fc'to+” "to)N +fe "37+" 52N
Agar bu tenglikni gayta guruhlab shakl almashtirsak

= az fdu du 4 az ax 4y £z du + 3jLdv
du\dx dy yJ dv\dx dy vy) du dv
Demak,

— N _ N_
dz = Gludu + dvdv

Shunday qilib, z = f(u,v) murakkab funksiya to'la differen-
sialining shakli erkli o'zgaruvchilar yoki ulaming funksiyalari
bo'lishiga bog'liq emas ekan. Bunga birinchi tartibli differensial-
ning invariantligi deyiladi.
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Eslatma. Agar / yoki <p ip funksiyalar ikkidan ko'p
o'zgaruvchilarga bog'lig bo'lganida (9.12) va (9.13) formulalami
mos ravishda umumlashtirish mumkin. Masalan, z = f(u,v,w),
n = <p(x,y),v = i/j(x,y) murakkab funksiyaning x va y bo'yicha

xususiy hosilalari
dz _ dz du dz dv dz dw

dx du dx dv dx dw dx
dz _ dz__du 0z dv. dz__dw

dy du dy dv dy dw dy
formulalar bilan hisoblanadi.

9.9. Oshkormas funksiyaning hosilasi

Ikki o'zgaruvchini bog'lovchi tenglama, ya’ni ikki o'zgaruv-
chining oshkormas funksiyasiga duch kelgan edik. Eslatib o'tamiz,
bir o'zgaruvchining oshkormas funksiyasi

F(x,y) =0 (9.14)
tenglik bilan aniglanadi.

Shuni ta’kidlashimiz lozimki, (14) tenglamadan har doim ham
y ni x ning funksiyasi shaklida oshkor ko'rinishda ifodalab
bo'lImaydi. Masalan, x2+y2+ 4 = 0 tenglama haqiqiy ildizga ega
emas, demak y ni x ning funksiyasi deb garay olmaymiz. Ba’zi
murakkabroqg hollarda (9.14) tenglama ildizlari mavjudmi, gaysi x
larda ildizga ega ekanligini aniglash giyin, shuning uchun biror
oshkor funksiyani beradimi degan masala ochiq qoladi. Biz gaysi
hollarda (9.14) tenglamadan o'zgaruvchilardan birini ikkinchisining
funksiyasi sifatida ifodalash mumkinligi hagidagi teoremani
keltiramiz.

9.4-Teorema. (Oshkormas funksiyaning mavjudligi haqidagi
teorema) F(x,y) funksiya o'zining xususiy hosilalari bilan
birgalikda MO(x0,y0) nugtaning biror atrofida uzluksiz bo'lsin.
Agar F(x0,y0) = 0 vaFy(x0,y0) * 0 bo'lsa

F(x>y) = 0
tenglama x0 nugtaning atrofida y0 = <p(x0) shartni ganoatlan-
tiruvchi yagona'y = (p(x) echimga ega bo'lib, bu funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi bo'ladi.
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m9.14-Misol.  Oshkormas x2y + Iny —x = 0  funksiyani
MO(1,1) nugtaning arofida oshkor funksiya ko‘rinishida tasvirlash
mumkinligiga tekshiring.

» Bu yerda F(x,y) =x2y +Iny - x bo‘lib  MO(I,I)
nugtada  F(I,1) = 0. KX(x,y) = 2xy - 1, Fy(x,y) = x2+ "

xususiy hosilalar esa berilgan nuqtaning atrofida uzluksiz va
Fy(l,I) = 2720. Demak yuqoridagi teoremaga asosan y = (p{x)
oshkor funksiya mavjud va <p(l) = 1. Biz bunday funksiyaning
mavjudligini isbot gilgan boMsakda uni yagqol ifoda eta olmaymiz,
chunki berilgan tenglamani y ga nisbatan algebraik echib
bo‘Imaydi. 1
Ikki o*zgaruvchining oshkormas funksiyasi
F(x,y,z) =0
tenglik tenglik bilan aniglanadi. Bu tenglikdan z ni x va y ning
oshkor funksiyasi ko‘rinishida ifodalash hagidagi yuqoridagiga
0‘xshash teoremani keltirishimiz mumkin.
Faraz qgilayiik,
F(x,y) - 0
oshkormas funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiya yuqoridagi
teoremaning barcha shartlarini ganoatlantirsin, ya’ni y = (p{x)
funksiya mavjud bo‘lsin. Agar bu tenglamada y ning o'miga (p{x)
ni qo‘ysak ayniyat hosil bo‘ladi

F(x,"(x)) =0
Oxirgi tenglikni murakkab funksiya kabi differensiallasak
f; + £<p'(x) =0

y' = (p'(x) ekanligi uchun oxirgi tenglikdan

ni hosil gilamiz. (9.15) ga oshkormas funksiya hosilasini hisoblash
formulasi deb ataladi.

Aytaylik, F(x,y,z) = 0 tenglama z ni x va y erkli
o0‘zgaruvchilaming biror z = <p(x,y) funksiyasi kabi aniglasin.
Agar tenglamaga z ning o‘rniga <p(x,y) ni go‘ysak quyidagi
ayniyatga ega boMamiz:

F(xy, (p(x,y)) = 0

364



Bundan kelib chiqgadiki, F(x,y,z) funksiyadan x va y bo‘yicha
olingan xususiy hosilalar ham nolga teng bo‘lishi kerak. Bu
tenglikni murakkab funksiya sifatida x vay bo‘yicha differensiallab
quyidagilami topamiz

fdw——0  FrF—=0
X ax u ry M tz dy u
Bu tengliklardan topsak
JE_ _K in
dx ' dy ~ (=)

(9.16) formulalar berilgan F(x,y,z) funksiyaning hosilalari orqali
aniglanuvchi z = (p{x,y) oshkormas funksiyaning xususiy hosila-
larini ifodalaydi.
9.15-Misol. Oshkormas ko‘rinishda berilgan xyz + x3—y 3—
z3+ 5 =0 tenglamadan z funksiyaning xususiy hosilalarini
toping.
» (16) formulalardan foydalanib, quyidaglarga ega bo‘lamiz:
Po—yz + 3x2, Fy —xz —3y 2 Fz = xy —3x2
dz _  yz+3x2 dz _ xz-3y2 *
dx Xy-3x2 dy Xy-3x2

9.10. Ikki o'zgaruvchili funksiya differensial hisobining
geometrik tadbiqglari

Sirtning biror nuqtasidagi urinma tekisligi tenglamasi shu sirt
tenglamasi bilan bog‘lig bo‘ladi.

Faraz qilaylik, S sirt, z = fix,y) tenglama bilan berilgan
bo‘lib MO0ix0,y0,z0) nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu
sirtning  MO0ix0,y0,z0) nuqtasi orgali o'tuvchi urinma tekisligi
tenglamasini aniglaymiz. Buning uchun S sirtningy =y0vax =
X0 tekisliklar bilan kesimlarini garaymiz. Kesimda hosil bo'lgan
yassi chiziglarga urinmalar o'tkazamiz. MO nuqgtada kesishuvchi bu
ikki urinma, sirtga MO nuqgtada o'tkazilgan urinma tekislikni
aniglaydi. (9.2) formulalarga ko'ra urinmalaming tenglamalari mos
ravishda

(z-z0=/;ix0,yo)ix - x0) 17)
I Y=Y
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(z-z0=17;(x0y0)(y - Y0) (918)
I X =x0
dan iborat bo'ladi. Analitik geometriya kursidan ma’lumki
MO(x0, ¥o»z0) nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi
ko'rinishga ega. (9.17) va (9.18) to'g'ri chiziglar bu urinma
tekislikda yotganligi uchun uning tenglamasini ganoatlantirishi
kerak, shuning uchun
/Xx00.Y0oX* ~ *0) = Mx - X0)
bu erdan
fxixo.yo) = A
Xuddi shu kabi
fyi.Xo.yo) = B
Demak sirtga MO(x0,y0,z0) nuqgtada o'tkazilgan urinma tekislik
tenglamasi
*z-20= fxix0,yo)ix - x0) + fy{x0,y0Q)iy - y0) (9.19)
dan iborat bo'ladi.

Sirt tenglamasi oshkormas holdagi F(x,y,z) = 0 tenglama
bilan berilgan bo'lsin. MO(x0,y0,z0) nugtaning atrofida oshkormas
funksiya mavjudligi hagidagi teoremaga ko'ra funksiyaz = f(x,y)
kabi ifodalanadi. (9.16) formulalardan

f'(Y v J1_  KiXo,yo0,Z20) FyjXp.Vp.Zo)
fxixo.y” Fg(x0,y0,z0y F'(x0,y0,z0)
ni yozishimiz mumkin. Bularni (19) formulaga qo'yib shakl

almashtirsak
Fxix0.y0.ZoXx - Xg + Fy(x0,y0,z0)(y - y0) +
+Fzix0.y0,z0)0 ~ Zg) =0 (9.20)
hosil bo'ladi.

Sirtning biror MO(;t0,y0,z0) nugtasidagi normali deb, shu
nugta orgali o'tuvchi hamda sirtning shu nugtasiga o'tkazilgan
urinma tekisligiga perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chizigqa aytiladi.

MO(x0,y0,z0) nugtada sirtga o'tkazilgan urinma tekislikning
normali oshkor tenglama bilan berilgan bo'lsa

n= (/;(x0,y0),fy(x0,yo), - I)
oshkormas tenglama bilan berilgan bo'lsa
fn~ {Fx{x0,y0,20)> Fy(x0,y0,z0),Fz(x0,y0,z0))
dan iborat bo'ladi.
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Bu normal o0‘z navbatida normal to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori bo'ladi. SHuning uchun analitik geometriya
kursidan ma’lum bo'lgan fazodagi to‘g‘ri chizigning tenglamalari
formulalariga ko‘ra, sirtning oshkor tenglamasi uchun normal to‘g‘ri
chiziqg tenglamasi

X-X0 _ y-yo0 _ z-20 (921)
Ix(*0.Y0) /ly00.Y0) -1 .
oshkormas tenglamasi uchun
X-x0  _ y-yQ _ z-20 (9.22)

Px(x0>Y0"0) Fy(x0,y0,20) (xo,Y0"0)
dan iborat bo‘ladi.
9.16-Mlsol. x3+ y3+z3+ xyz-6=0 sirtga MO(1,2,-1)
nuqtadagi o'tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamalarini
toping.
» F(jx,y,z) = x3+ y3+2z3+ xyz- 6 debolib
F(x0,y0,z0) = (3x2+yz) M= 1,
Fy (xo>Y0'20) = OY2+ xz) M= U"
E (x0,y0,z0) = (3z2+yx) W =5
larni topamiz.
Bulami (9.20) va (9.22) tenglamalarga qo'yib, mos ravishda
urinma tekislik tenglamasi
(x- 1)+ 11(y- 2)+5(z- 1)=0

va normal tenglamalarini topamiz:
x-1_y-2_z+i *

1 ~ 11 ~ 5

9.17-Misol. y2 T n2=1 |ellipsoidning x+y+z=0
tekislikka parallel urinma tekisligi tenglamasini tuzing.
» F(x0,y0,z0) = x0, Fy (x0,yQz0) = y0, F (x0,y0,zQ = 2z0
bo'lganligi uchun, urinma tekislik tenglamasining kao'rinishi
quyidagicha bo'ladi

x0(x - x0) + yO(y - y0) + 2z0(z - z0) = 0.
Tekisliklar parallelligining shartiga ko'ra
R
(x0,y0,z0) nugta sirtda yotganligi uchun
A +y-r+z02=i-
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Bu shartlardan (x0,y0,z0) nuqta koordinatalarini topsak

M (-k*'Ts"7s) va Urinma tekislik
tenglamasi esa

_ N *F-3)+5B(>"-n)+n(’-n) =0
yoKki
X-hy+z=V5 va x+y+z —V5
dan iborat. A

9.11.1kki o’zgaruvchili funksiya uchun Teyior formulasi

Bizga ikki o'zgaruvchili z = fix,y) funksiya berilgan bo'lib,
bu funksiyaning (n +1) tartibgacha bo'lgan barcha xususiy
hosilalari mavjud bo'lsin. Teyior formulasi f(x0+ Ox,y0+ Ay) ni
Ax va [y ning darajalari bo'yicha yoyishni talab etadi. Yangi erkli
o'zgaruvchi t ni kiritamiz va

x = x0+ Axt, y —Yo+ Ayt (9.23)
deb olamiz. Bunday holda bir o'zgaruvchili
(pit) = f{x,y) = /(x0+ Axt,y0+ AyO
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya uchun

(pi.0) = f(x0,y0) va <pil) = f(x0+ Ax,y0+ Ay) (9.24)

(pit) funksiya uchun Makloren formulasini Lagranj qoldiq
hadi bilan yozamiz

f(l)=rt0 )+ "+ 20 +- +7 +n  f (9.25)
Endi (PW0) va <pn+l)(0) hosilalarni fix,y) funksiyalar
orqali ifodalaymiz. (9.23) ga ko'ra x vay lar erkli o'zgaruvchi t ga
nisbatan chizigli bo'lib
dx = Axdt, dy = Aydt
Ikki o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli differensiali
formulasiga ko'ra

dk<p(t) = dkf(x,y) = (j~dx + ~;dy) fix,y) =

Bu yerdan
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(1) = A+ Ly) fix,y)
t=0da x=x0, y —Yo va t=6da.x =x0+Axs, y =Y, +
[y6, shuning uchun

RK)(0) = (EAx +j~Ay) f(xo,y0)

Pn+)(0) = (Ea* +* Ay) /0o + %Yo + [iy")
Topilganlami (9.25) ga qo'yib (9.24) ni hisobga olsak

f(xo+ Ax,y0+ fOy) = f{xQy0) + (|*"Ax + ~ Ay) f(xQy0) +

+K £ Nix+b Ay)2K X°'Yo) + - +~  Ax+
"Ay) (*o>Yo) +

+A3T(NMNAXH | JM)THIN 0 + Ax0,yo+ [1y6)
Oxirgi ifodada gavslarni ochib yuborsak
100 + [IxYo+ IY) = [(X,,.y.) + — t~"0y +
+(agaita> +2 + 21N> Oy2) + ...+ (9.26)

+A(ENX+&Y)" f(*0,Y0) +~ (£ & * +f ny)"+1/&0 +
[x0,Yo + +[1y0).

Bu tenglikka ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi deb
ataladi.

9.12.1kki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumi
va uning zaruriy shartlari

Biror D sohada z = f(x,y) funksiya berilgan bo'lib, bu
funksiya sohaning barcha nugtalarida aniglangan va uzluksiz
bo'lsin.

9.11-Tarif Agar D sohaga tegishli bo'lgan biror MO(x0,y 0)
nugtaning etarlicha Kkichik atrofidagi barcha nugtalar uchun
/(*o<Yo0) < f(x,y) kabi tengsizlik bajarilsa, MO(x0,Y0) nugtani
f(x,y) funksiyaning minimum nugtasi deb, aksincha, f(x0ly0) >
fix,y) shart bajarilsa, uni maksimum nuqtasi deb yuritiladi.
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Funksiyaning minimum va maksimum nuqtalari uning
ekstremum nugtalari, bu nuqtalardagi giymatlari esa ekstremumlari
deyiladi.

9.18-Misol. z = 4 —x2+ 6x —y 2 funksiyaning ekstremum
nuqtasini va bu nugtadagi giymatini toping.

» Funksiyaning ko‘rinishini shakl almashtiramiz:

Z—4—x246x—y2=13 —x2+ 6x —9—y2
= 13 —(x —3)2—y 2

So‘ngi ifoda eng katta giymatiga erishishi uchun ayriluvchilar
eng Kkichik giymatiga erishishi, ular ifodaning kvadratidan iborat
bo'lganligi uchun nolga teng bo'lishi zarur. Demak, funksiya x =
3, y = 0 da maksimumga erishadi, ya’ni funksiyaning maksimum
nugtasi (3,0) vaz(3,0) = 13. A

Awalo, funksiyaning ekstremumga erishishi uchun zarur
bo'lgan shartlami aniglaymiz.

Agar z = f(x,y) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli
bo'lgan  MO(x0,y0) nuqtadagi birinchi tartibli xususiy hosilalari
nolga teng bo'lsa:

=0 %y_ 0

yoki ulardan hech bo'Imaganda bittasi mavjud bo'lmasa,
MO(x0,y0) nugta shu funksiyaning kritik nugtasi deyiladi.

9.5-Teorema. (ekstremumning zaruriy sharti) Agar z =
f(x,y) funksiya MO(x0,y0) nugtada ekstremumga erishsa, uning 1-
tartibli xususiy hosilalari o'sha nuqgtada nolga teng bo'ladi yoki
ulardan hech bo'lImaganda bittasi mavjud bo'Imaydi.

A Faraz qilaylik, z = f(x,y) funksiya MO(x0,y0) nugtada
ekstremumga erishadi. Agar y = y0 deb olsak, berilgan funksiya x
ga nisbatan bir o'zgaruvchili funksiya sifatida ekstremumga
erishadi. Bir o'zgaruvchili funksiya ekstremumi zaruriy shartiga

ko'ra d—zf_:X): 0 yoki mavjud emas. Xuddi shu kabi x = x0
y-y0
bo'lganidaéfx_)o = 0 yoki mavjud emas.0
Y=Y0

Agar funksiya biror nugtada ekstremumga erishsa, yugoridagi
teoremaga asosan u kritik nuqgta bo'ladi. Ma’lumki, sirtga
o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasi
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Z- z0 = fx(x0,y0)(x - x0) + fy(x0,yo)(y - y0)
tenglama bilan aniglanadi. Bu tenglikdan birinchi tartibli xususiy
hosilalar mavjud bo'lganida ekstremum nuqtasida o'tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi

z—20=0
ekanligi kelib chigadi.
Demak, ekstremum nugtasida sirtga urinma tekislik o tkazish
mumkin bo ‘Isa, 1 Oxy koordinata tekisligigaparallel bo 1ar ekan.

9.13. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumining yetarfli
shartlari

Bir o'zgaruvchili funksiyalardagi kabi ekstremumning zaruriy
sharti ekstremum mavjud bo'lishi uchun vyetarli emas. Yani,
berilgan nuqgtada xususiy hosilalar nolga teng ekaniligidan bu
nuqgtada ekstremumga erishilishi kelib chigmaydi. Masalan, z = xy
fiinksiyani olaylik. Uning Zx =y, Zy = x xususiy hosilalari
koordinata boshida nolga teng, lekin bu nuqtada funksiya
ekstremumga erishmaydi. Chunki, z(0,0) = 0 va bu nuqgtaning
ixtiyoriy atrofida funksiya turli ishorali giymatlarni gabul giladi:
birinchi va uchinchi choraklarda funksiya musbat, ikkinchi va
to'rtinchi choraklarda esa funksiya manfiy.

Ikki o'zgaruvchili funksiya uchun ekstremumning etarli
shartlari bir o'zgaruvchili funksiyaga nisbatan biroz murakkabroq
bo'lib, ulami birinchi tartibli hosilalar yordamida keltirib bo'Imaydi.

Yetarli shartlarni keltirishdan oldin quyidagi belgilashlami
Kiritamiz:

d2f(x0,y0) _ ~ d2f(x0,y0) _ ~ d2f(x0,y0) _~» D —AC - B2

dx? ’ dxdy ' dy2

9.6-Teorema. f(x,y) funksiya MO(x0,yo) nugtaning biror
atrofida ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lib,
MO(x0,y0) funksiyaning kritik nugtasi bo'lsin, ya’ni

df(Xoy0) _ Q d/(x0y0) _ Q
dx ' dy
u holda MO(x0,y0) nugtada
a) D < 0 bo'lsa, ekstremum mavjud emas;
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b) D > 0 bo'lsa, ekstremum mavjud bo'lib, bunda agar A < |
bo'lsa, funksiya garalayotgan nuqtada maksimumga, agar A > 0
bo'lsa, minimumga ega bo'ladi;

d) Agar D= 0 bo'lsa, bu nugtada ekstremumning mavjud
yoki mavjud emasligi noaniq qoladi. Bu holda funksiyaning
ekstremumlarini aniglash uchun uni qo'shimcha tekshirish lozim
bo'ladi.

A Qaralayotgan funksiya uchun (26) formulaga ko'ra n —1
da Teyior formulasini yozamiz

fix, + Ax,y0+ Ay) = fix0.y0)+a”™ A x +" ay +

+ 2N n y % ) U +t09

N _y=Eyvordyo.
Teorema shartlarini e’tiborga olgan holda oxirgi tenglikni shakl
almashtiramiz

Af = fixo+ Ax,y0+ Ay) - f(x0,y0) =

= + 25 " f Wy +
y=y0+fys
p = ,/Ax2+ [y2, Ox = pcosa, Ay = p kabi belgilashlar
kiritamiz, u holda

= — + ina +
,Ll,j 2!(/ dx2 cos2a + 2 dxdy cosasina

dMixy) 2 M _ (9.27)
+ ay2 B&I71 aJx=xotAx6i

Ikkinchi tartibli hosilalamingyuzluksizligi va Ax,Ay,p laming
cheksiz kichik miqdor ekanligini nazarda tutsak, tenglikning o'ng
tomonidagi ikkinchi tartibli hosilalar yuqorida kiritilgan A,B,C
sonlaridan cheksiz kichikka farq giladi. SHuning uchun (9.27)
formuladagi ikkinchi tartibli hosilalarni mos ravishda A + Slt B +
S2, C+ S3 sonlari bilan almashtirish mumkin bo'lib, bu erda
51(S2, S3 cheksiz kichik miqdorlar. Bulami hisobga olgan holda
(9.27) formulani quyidagicha yozib olamiz

Af = -{Acosza + 2Bcosasina + Csin2a + S) (9.28)

bu yerda S = 61cos2a + 2Szcosasina + S3sin2a.
(9.28) formulani shakl almashtiramiz
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O/ =* [(Acosa + Bsina)2+ (JIC—B2)sin2a + 5].
Funksiya maksimumi va minimumi ta’rifiga ko'ra, p ning
etarlicha kichik giymatlarida [/ ning ishorasi (— bo'lsa fuknsiya
0o, Y0) nugtada maksimumga, (+) bo'lsa minimumga erishadi.
Quyidagi hollarni ajratamiz:
1. AC—B2> 0 bo'lsin. Bunday holdaAC > 0, A™ 0va
(Acosa + Bsina)2 + (AC —B2)sin2a > 0.
8 miqdor p ga nisbatan cheksiz kichik bo'lganligi uchun
(Acosa + Bsina)2+ (AC —B2)sin2a + 8 > 0.
Demak, A/ ning ishorasi fagat A ga bog'liq bo'lib goldi. SHunday
qgilib A > 0 bo'lsa 1/ > 0 va funksiya (x0,y0) nugtada minimumga
erishadi, A < 0 daesa [/ < 0 va funksiya maksimumga erishadi.
2. AC —B2 < 0 bo'lsin. Agar A ® 0 bo'lsa a = 0 giymatda
(Acosa + Bsina)2+ (AC —B2)sin2a + S= A2+ 8> 0
Acosa + Bsina = 0 giymatda
(Acosa + Bsina)2+ (AC —B2)sin2a + 6 = (AC —B2)sin2a +
+S < 0.
Demak, (xQy0) nugtaning atrofida A/ ham musbat ham manfiy
ishoralami qabul qilar ekan. Bunday holda ekstremum mavjud
emas.
Agar A = 0 bo'lsa,
) = (2Bcosasina + Csin2a + §) = ~7(sina(2Bcosa +
Csina) + 8).
Bu yerda a ni shunday tanlashimiz mumkinki 2Bcosa + Csina >
0. a ning ana shu giymati va (—a) giymatlari uchun A/ ning
ishorasi turlicha bo'ladi va ekstremum mavjud emas.
3. AC —B2 = 0 yuqorirog tartibli hosilalardan foydalanish
talab etiladi. Biz bu holga to'xtalmaymiz.
Demak berilgan funksiyaning ekstremum giymatlarini topish
uchun quyidagilami bajarish lozim bo'ladi:
1.Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi topiladi.
2.(x0,y0) kritik nugtalari topiladi.
3. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalari hisoblanib, (Xo,y0)
nugtada D = AC —B2 ifoda tuziladi. Bunda:
4.
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a) Agar D < 0 bo'lsa, bu nugtada ekstremum mavjud emas.

b) Agar D > 0 bo'lsa, ekstremum mavjud bo'lib, bunda agar
A < 0 bo'lsa, funksiya garalayotgan nuqtada maksimumga, agar
A > 0 bo'lsa, minimumga ega bo'ladi.

d) Agar A = 0 bo'lsa, bu nugtada ekstremumning mavjud yoki
mavjud emasligi noaniq qoladi. Bu holda funksiyaning ekstre-
mumlarini aniglash uchun uni go'shimchatekshirish lozim bo'ladi.

9.19-Misol. z = x3+y3—3xy funksiyaning ekstremum
giymatlarini toping.

> 1) Bu funksiya butun Oxy tekisligining barcha nuqtalaric
aniglangan.

2)  Funksiyaning kritik nugtalarini topamiz:

SX = 3x2 _3X =0, dy _3X2_3X =0
Tenglamalar sistemasini echamiz:

X%__X :_8 bundan xt = 0,x2= 1,yx= 0,yr = 1.

Shunday qilib, Mx(0,0) va M2(I,l) kritik nugtalarga ega bo'lamiz.
Quyidagilami topamiz:
dz - dz d2z
I = 6x- day = -3<qH ~ Ty
Mx(0,0) nugtada D = AC —B2= 00 —9 = —9 < 0. Demak,
bu nugtada ekstremum yo'q.
Mi(1,1) nuqtada D=AC—B2=6-1-6-1—9=27>0
va A = 6 > 0. Bundan kelib chigadiki, M2(1,1) nuqgtada funksiya
minimumga erishadi: zmn = — <

9.14. Ikki argumentli funksiyaning eng katta va eng kichik
qiymatlari

Ma’lumki, agar z —f{x,y) funksiya yopiq D sohada
aniglangan va uzluksiz bo'lsa, u shu sohada o'zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi. Agar bu nuqta sohaning ichida
bo'lsa, ravshanki u ekstremum nuqgta bo'ladi. Lekin shunday
bo'lishi mumkinki, funksiya o'zining eng katta va eng kichik
giymatlariga sohaning chegarasida erishadi. Shuning uchun eng
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katta va eng kichik giymatlami hisoblash uchun quyidagicha ish
yuritamiz:

1) Funksiyaning o°‘sha sohadagi funksiyaning ekstremum
giymatlarini hisoblaymiz.

2) Funksiyaning chegaraviy nuqtalardagi gqiymatlarini tek-
shiramiz. (bunda bir o'zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatlarini ganday hisoblasak, xuddi shunday yo‘l tutamiz)

3) Olingan natijalami tagqoslab, funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topamiz.

9.20-Misol. z = x2+y2—xy + x +y funksiyaning x = 0,
y =0, x+y ——3 chiziglar bilan chegaralangan sohadagi eng
katta va eng kichik giymatlarini toping.

> Quyidagi tenglamalar sistemasidan Mx statsionar nugtani
topamiz:
g =2x-y +1=o0/
g =2y-*+1=0.°

Bundan x—4, y=-1. z(-1,-1)=1 bo‘lgan
Mi(-1,-1) nugtani hosil gilamiz.

Berilgan funksiyani chegaralarida tekshiramiz.

x = 0 bo‘lgan to‘g‘ri chiziqda zx-=my2+y ga ega bo‘lamiz
va masala bir o'zgaruvchili funksiyaning OB oraliqdagi eng katta va
eng kichik giymatlarini topishga keltiriladi.

Quyidagilami topamiz:

zy=2y+1=0,y = zyy = 2

z2 = = — bo‘ladigan M2(0, —) shartli lokal
minimum nugtani hosil gilamiz. [—3,0] kesmaning chekka
nuqgtalarida z3 —z(0; —3) = 6, z4 = z(0; 0) = 0 bo'ladi.

Xuddi shu kabi y = 0 bo‘ladigan OA kesmada quyidagilarga
ega bo‘lamizz z = x2+ x, zx —2x+ 1, x = — z". = 2, yani
M3(—=»0)- lokal minimum nugta bo'lib, bu nugtada z5(—",0) =
—" bo'ladi. (—3;0) nugtada z6 = z(—3;0) = 6 bo'ladi. x+y =
—3 to'g'ri chizigdagi kesmaday ——x —3 ifodani z funksiyaga
go'yib, quyidagilami hosil gilamiz.

375



Z = 3X2+9X + 6,
IX=6X+9=0 X——

Bundan, z7 = A bo'ladigan

nugtani topamiz. J15 kesmaning chetki nuqtalaridagi funksiyaning
giymatlari topilgan. z funksiyaning barcha topilgan giymatlarini
solishtirib, quyidagi xulosaga kelamiz, A(-3,0) va B(0,-3) nugtalarda
o'zining eng Kkatta giymatiga erishadi zmax =6, Mi(-1,-1)
statsionar nuqtada esa zmin = —1 bo'ladi (9.4- rasm). A

9.4-rasm

Nazariy savollar

1. Sohatushunchasi. Ikki o‘zgaruchili funksiyaning ta’rifi.

2. Ikki o'zgaruvchili funksyaning uzluksizligi va limiti.

3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari va differensiali.
4. Ikki o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilalari.

5. Yuqori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar.

6. 1kki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumi.

7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari.

Mashqlar
1. Quyidagi funksiyalaming aniglanish sohasini toping.
a)z = Vy2- 2x +4) b)z —w=+Jx-y
c) z =Inx+rtcosy d)z —yjx2+y2—9
2. Kao'rsatilgan funksiyalaming xususiy hosilalarini toping,
a)z ~(x2+y2- xy2)3 b) z =arcsin”
)z =Xxjy +4= d)z = In(x + yjx2+y2)
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e)z =In(cx y + Inx X y) Hnu=Inj(x2+y2)(x2+ z2)

3. z =x +y + yjx2+yr funksiyaning xususiy hosilalarining M0(3,4) nug-
tadagi giymatlarini hisoblang.

4. z = In(x2+ y2) funksiyaning to'la differensialini toping.

5. Funksiyalaming mos orttirmalarini ularning to‘la differensiallari bilan
almashtirib, berilgan ifodani tagribiy hisoblang:

a) (1,02)3w(0,97)3; b) V(4,05)2+ (2,93)z

6. Agar un =xsiny, v =ycosx bo'lsa, z = Vu2+ I2 funksiyaning
xususiy hosilalarini toping.

7. X2+y2+z22—6x = 0bo'lsa va nitoping.

8 z= —~y2sirtga = Af0(3,1,4) nugtada o'tkazilgan urinma tekislik
va normal tenglamasini toping. W

9. z =ex(xcosy ~ysiny) funksiyaning — +— =0 tenglamani
ganoatlantirishini isbotlang.

10.z = x2—xy +y2+ 9x —6y + 20  funksiyaning  ekstremumlarini
toping.

11. z=x2y(4 —x —y) funksiyaning, £=0, y=0, x+y =6 to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
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