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ПРЕДИСЛОВИЕ

Вторая часть «Сборника задач по математике для 
втузов» содержит такие математические разделы, как 
интегральное исчисление функций многих переменных, 
векторный анализ, дифференциальные уравнения, основ­
ные понятия теории функций комплексной переменной, 
числовые и функциональные ряды и их применение, опе­
рационное исчисление. Предлагаемый в задачнике мате­
риал содержит соответствующие разделы программы по 
курсу высшей математики, утвержденной Минвузом СССР 
в мае 1979 г.

Как и в первой части, каждый параграф начинается 
с краткого теоретического введения. Задачам, предлага­
емым для самостоятельной) решения, предшествуют под­
робно разобранные примеры. Ко всем вычислительным 
задачам даны ответы; для задач, отмеченных одной или 
двумя звездочками, приведены соответственно указания 
к решению или решения.

Особенностью настоящего сборника является включе­
ние в него задач, требующих в проце&е решения исполь­
зования ЭВМ; эти задачи приводятся в соответствующих 
разделах. Далее, теория общих функциональных и сте­
пенных рядов излагается с использованием теории функ­
ций комплексной переменной. Такой подход, на наш 
взгляд, позволяет лучше понять свойства степенных ря­
дов, представление функций степенными рядами. Для тех 
втузов, в которых изложение теории рядов ведется отдель­
но в действительной и комплексной областях, в соответ­
ствующих пунктах § 2 гл. 12 приводятся сначала зада­
чи на ряды с функциями действительной переменной, а 
в задачах § 3 переменную z можно считать действитель­
ной, т. е. положить z =  x.

Как и в первой части, начало решений разобранных 
примеров отмечается знаком конец решения— зна­
ком начало указаний к задачам — знаком • .
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Хотя работа по составлению сборника была распре­
делена между авторами по главам, тем не менее каждый 
член авторского коллектива' несет полную ответственность 
за весь сборник в целом.

-Коллектив авторов пользуется возможностью еще раз 
выразить, благодарность заведующим кафедрами матема­
тики МИФИ, МИСиС и МЭИ, профессорам А. И. При- 
лепко, Б. А. Треногину и С. И. Похожаеву, а также со ­
трудникам этих кафедр, принявшим участие в обсуждении 
рукописи сборника и сделавшим ряд ценных замечаний, 
способствовавших улучшению его содержания.

О всех замечаниях и пожеланиях по поводу содер­
жания и подбора задач авторы просят сообщить по адре­
су: 117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, Глав­
ная редакция физико-математической литературы.
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Г л а в а 8

к р а т н ы е  и н т е г р а л ы

§ 1. Двойной интеграл

1. Свойства двойного интеграла и его вычисление в декартовых 
прямоугольных координатах. Пусть функция f  (х, y ) — f ( P J  опреде­
лена и непрерывна на замкнутой ограниченной области G плоскости 
Оху,  а„  =  {Да1, Дстг , . . . ,  Да„}— некоторое разбиение области G на 
элементарные подобласти Дак , площади которых такж е обозначим 
через Да*, а диаметры— через dk. Зафиксируем точки Р А^ Д а А, 
f e = I ,  . . . ,  п, Выражение

называется интегральной суммой для функции /  (Р) по области G. 
Если существует предел последовательности интегральных сумм S n 
при шах df, — ► 0 (при этом п —► оо) и если этот предел не зависит

ни от способа разбиения области G на элементарные подобласти Да*, 
ни от выбора точек Р * 6 Дсг*> то он называется двойным интегралом

Д ля двойного интеграла справедливы свойства линейности и адди­
тивности (см. задачу 1. 1).

Вычисление двойного интеграла сводится к вычислению повтор­
ных интегралов следующим способом. П усть область G (рис. 79) 
ограничена кривыми у =  <р1 (х), у  =  <р2 (х), х  — а, х =  6 , причем всюду 
на [а, 6] функции <pi (х) и <р2 (*) непрерывны и <Pi (х) <  <р2 (х). Тогда

причем сначала вычисляется внутренний интеграл по переменной у  
(х — параметр), а полученный результат интегрируется по х. Заметим 
при этом, что если кривая <р, (х) (или кривая <р2 (х)) в промежутке 
а < х < &  задается различными аналитическими выражениями,

П

s « =  2  /  ( рк) до* 
k= 1

К  к < п

от функции f  (х, у ) по области G и обозначается через 

Т аким  обр'азом,
а

П

G m ax  -*■ 0 jш а х  -*■ 0 fr— j

Ь Ф, (дс)

(О
а о Ф, (х)
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например

Ф1 w
J  ф Г *  

I ф(12> о

при а ^ , х ^ с ,  

(х) при с <  * <

то интеграл справа записывается в виде суммы двух интегралов
Ь < f , w  с  (р2 ( х)  Ь  фа (х)

§ d x  j  f  (х, y ) d y  —  J  dx  ^ f  (x, y) dy  +  ^  dx  J  f { x , y ) d y .  
a  <J>, (X) а  ф (1) (JC) с Ф|2 )  (JC) ,

Аналогично, если область G ограничена кривыми x =  i} i (y) i 
*=4>*(у). У =  с> y =  d, причем всюду на [?,, d j ;функции ф1;(//) и

■ф2 (у) непрерывны и %  (у) <  %  (у) (рис. 80), то
d (у)

£ (х, y ) d x d y = \ ) dy J  f  (х> у) dx.  (2)
в  с о|>, (у)

Двойной интеграл, представленный в виде (1) или (2), называется 
также повторным интегралом.

П р и м е р  1. Расставить пределы интегрирования двумя спосо­

бами и вычислить двойной интеграл /  =  ~  dx dy,  если область
а

интегрирования G ограничена линиями у  — х,  у = — , х  — 2.

■Ц Форма области G (рис. 81) позволяет применить формулу (1) при 

ф! W  =  — , <f2\ x ) = x , а =  1, 6 =  2:

i=lV idxdy=\x-dx 5 %=lx-(--f 1Г/0a l 1/jc l

2- a i
i 7 *

10



Если же для вычисления данного интеграла применить формулу (2), 
то следует положить

(  1 1 а
I — при -тг « S  У <  1,
\  У 2 ф2 ( * ) = 2 ,
I, у  при 1 <  у < 2,

C = -g - , d =  2. Тогда

о  1/2 i / у  I у

. Очевидно, что первый способ вычисления в данном примере целе­
сообразнее второго. ^

Рис. 82.Рис. 81.

П р и м е р  2. Изменить порядок интегрирования в повторном 
интеграле

1 I - у

\ d y  5 t (дг' yS> dx'
\ О _ V  l -  у -i

Строим область интегрирования G по пределам интегрирования:
Ф1 (у) — — У  1 — У2, Ф* (У) =  1 — У, У =  0, y =  1 (рис. 82). Сверху 
область G ограничена кривой

m при — 1 < х < 0 ,
) \  1— х  при 0 < * < 1,

а снизу— прямой у  =  0. Поэтому имеем 

1 Ч »  , '
J  dy J  f  (*• У) dy —
0 - V T ^ i

У l - x '  I \ —х

z S Л  S f  (х < y ) d y + ^ d x  ^  f ( x ,  у) dy. ^  
- 1 0  0 0



1.1. Пользуясь определением двойного интеграла до­
казать следующие его свойства:

а) линейность: .

$ $ ( / (* ,  y ) ± g ( x ,  у)) d x d y  =  
с ~

— $ $ /(* .  у) d'x dy ±  ^ [ g  (х, у) d x d y  
а а .

и .\ • *

^ X f ( x , y ) d x d y  =  l ^ f ( x , y ) d x d y  (^€К ); 
о в

б) аддитивность: если G =  Gj +  G2, то

$ $ /(* >  y ) d x d y = \ \ f  (х, у) d x d y +  Ц  f  (х, у ) dxdy.  
в <?, о,

Вычислить повторные интегралы:
[ v~%

f l .2.  ^ d x § ( x * - {  y )dy .  i .3.  § d x  j
^  fr 0 (1 jt 

з fr—

H '  *
( х + 2 у ) Г

я / 2  a ( l+ c o 9 < p )  я / 2  2 cos ф

1.5. j  dq> 5 r d r ' 1 -®* S 5 r3dr.-
0 a cos ф -  л / 2  0

Для Данных повторных интегралов написать уравне­
ния кривых, ограничивающих области интегрирования, 
и построить эти области:

2 * + 3  1 2 - л *

1.7. J dx J / (* .  y)dy .  1.8. J dx J f (x ,  y )dy .
4 —  1 X - .1  **

2 V 4 ~  у *  1 V 2 - x ‘

1.9. J dy   ̂ f{x,  y )dx.  1.10. J dx J f ( x , y ) d y .
0 2 -  у ’ 0 V~x

Для указанных ниже областей G записать двойной 
интеграл

\ \ f { x ,  y )d x d y  
о

в виде повторных, взятых в различных порядках:
12



1.11. С — прямоугольник с вершинами А (1 ,2), В (  5, 2), 
С (5, 4), D ( \ ,  4). ,

1 . 1 2 : G — параллелограмм, ограниченный прямыми 
у=--х, у  =  х — 3, у  — 2, г/ =  4.

(J.13. G — область, ограниченная кривыми хг +  у 2 =  2а3. 
хг =  ау  (а >  0, у  >  0).

1.14. G — область, ограниченная кривыми у ъ =  ах, 
ха+ у 2 =  2ах, у  - 0 (а >  0, у  >  0).

1.15. G — область, ограниченная кривыми х2 +  у ъ =  ах, 
хг -\-у* =  2ах, у  =  0 (а >  0 , « / > 0).

1.16. По какой переменной взят внешний интеграл 
в повторном интеграле

2 х' '

$ $ 7 (ж,
1 -V f l  У  ; , .

и какова область. интегрирования?
Изменить порядок интегрирования в следующих пов­

торных интегралах:
6 -3 + F  12+4* - * •

1.17. 5 dx 5 f ( x ,  у) dy.
-  2 — 3 —V 12 + 4*—**

I 1 -if* 4

1.18.  ̂ dy I f (x ,  y)dx.  71.19. J dx J f (x ,  y )dy .
-  1 u ' - 1  0 V T T ^ i
1 у  3  1

1 .20. J dy j f  {x, y ) d x + <\ d y  $ f  (x, y)dx,
О УЧ 9 1 y / 9

x  +  2 . ■■■■•,> *  +  2
2 2 10/3 г

1 .2 1 . S d* I  f  {Xt y ) d y  +  J S f(x> y) dy_
-  2 0 . 2 _4
a a + V a ‘ - x ‘ V  2 y»J2

1.22. ^dx  5 f ( x , y ) d y .  1.23, J dy  5 f {x ,y )d x.
0 V ' 2 a x - x ‘ ~V~2  S ' * - 1
7 3 9 lo-Jt

1 .2 4 .1'dx J f  (x, y) dy  +  5 dx J f ( x , y ) d y .
3 9/* 7 9/*

1.25. Показать, что
a x  a  s.a

$ dx  J /  (я, у) dy  =  J d y \  f (x,  y) dx,
0 0 0 у

13



и, пользуясь этой формулой, доказать ф о р м у л у  Д и ­
р и х л е

- t х <.•
J d x [ f  ( y ) d y =  J ( t - y )  f  (у) dy.
0 0 о

Вычислить следующие интегралы:
1.26, (х2 +  у г) dx dy,  где область G ограничена кри-

в
выми у  =  х, х +  у  =  2а, я — 0 .

^ i.2 7 , 5$ F х у — у 2dxdy,  где G —трапеция с вершинами

А (  1, 1), 5 ( 5 ,  1), С (10, 2), D  (2, 2),

V 1.28. 5 5  x y d x d y , где область G ограничена кривыми
в

х  +  у =  2 , х2+ у 2==2у.

1.29. ^  у  dxdy ,  где G — треугольник о вершинами 

0 (0 , 0), Л (1, 1 ),-В (0 , 1).

1.30. 5$ (* +  2у) dxdy,  где область G ограничена кри- 
g  _

выми у  =  х2 и у  — У~х.
1.31. $ $ ( 4 —у ) dxdy,  где область G ограничена кри-

G
выми д:2 =  4г/, г /= 1 , * =  0 (л :> 0 ).

С'-32' где область G ограничена кривыми

y  =  x t g x ,  у - = х .

1.33. S S K  а2 +  х2 dxdy,  где область G ограничена кри-
G

выми у 2 — х2 — а2, х — а, х =  0, г/ =  0 (г/ >  0).
1.34, ^  ех+У dxdy,  где область G ограничена кривыми

У  =  ех, х  =  0, у = 2 .

1.35*, х2у  dxdy,  где область G ограничена осью Ох 
в

и-дугой эллипса x =  a c o s t ,  yt=bs, \n t  (0 ^ г 5^ л / 2).
1.36, x d x d y , где область G ограничена осью Ох и 

в
аркой циклоиды л: =  а ( / — s in /), у = а (  1—cos£) (0 ^ ^  ^ 2я ). 
14



/1 .37. 55 y d x d y ,  где область G ограничена осями коор- 
а 

динат и дугой астроиды * = а cos3 t , y —a sin3/ (0 ^ ^ ^  л /2). 
1.38*. Найти среднее значение функции f  (х, у) =  

*= cos2 х cos2 у  в области G = { (x ,  у) | О ^ л : ^  п/2, 0 ^ у  ^  
< я / 2 }. 

1.39*, Оценить величину интеграла
dx dy

Я 9 +  sin2 х  +  sin2 ( х4 - у) *
\ x f f \ y \ < 3  ^

1.40. Найти- среднее значение функции f  (х, у) =  3х +  2у 
в треугольнике с вершинами 0 (0 ,  0), А ( 1, 0), В (0, 1).

2. Замена переменных в двойном интеграле. Пусть функции

х  =  у ( и ,  v) и y  =  ty{u, v) (3)

осуществляют взаимно однозначнее непрерывно дифференцируемое 
отображение области Г плоскости Огии на область G плоскости Оху.  
Это означает, что в области G существует обратное непрерывно 
дифференцируемое отображение и =  г)(х, у) и v =  %(x, у) и в  об­
ласти Г отличен от нуля якобиан преобразования, т. е.

I  (и, V) =

дер 5<р
ди dv
Эф Эф
ди dv

ф  0 (и, и>£Г . (4)

Величины й  и v можно рассматривать как прямоугольные коорди­
наты для точек области Г и в то же время как к р и в о л и н е й н ы е  
координаты точек области G.

Если в двойном интеграле

55 ^ х’ y)dxdy
G

произвести замену переменных по формулам (3), то областью инте­
грирования полученного интеграла будет уже область Г , которая 
при надлежащем выборе функций ср (и, v) и ф (и,и) может оказаться 
значительно проще области G, и имеет место формула

^  /  (*. У) d x d y  =  5 5 ?  (ф (“ . » ),-ф (и , у)) 11 (“ . v ) ) \ d u d v . ,  (5) 
с  г

Д ля  вычисления интеграла по области Г применяются изложен­
ные в п. 1 методы сведения Двойного интеграла к повторным.

П р и м е р  3. Вычислить 5 5 У~ХУ dx dy,  если область G огра-
о

иичена кривыми у* — ах, у2 — Ъх, х у  =  р,  xy  =  q (0 <  а < Ь, 0 <  р  <q).

15



«4 Перейдем к новым переменным и и v  по формулам t/? =  их, x y  =  v.  
Тогда

х ± * и ~  * /*  о 2/ 3 , у = и

дх ____L  ц - « / »  rf2 / S  . i „ -  1 / 8  1 / 3  »
3 ’ at;-  3 ’

? £ ___L » - 2/з „ 1/ ? .  ^ ____L и1/з  „ - 2/Э
л<-“  я “ 0 ’ ■ dt> ~ 3  0 ’

»■ „ - . / 3 ^ 2 / 3  2  - 1 / S t r l / 3
О О

ди 3 

/  (u, t>) =
X  м-  2/3 „1/8 
3

1 . Зи *

1
. \ П и ,  v) l= - g j j  при и >  О,

Уравнения линий принимают вид

и =  а, u =  b, v = p ,  ii= ? f 

Область G плоскости Оху преобразуется в прямоугольник Г

плоскости O'uv  (рис. 83). Применяя формулу (5), получаем

Наиболее употребительными из криволинейных координат явля­
ются полярные координаты

для которых
* =  fCOs<p, у — г  вШф, 

cos ш ч* г sin ш/ /* «Л



и формула (5) записывается в виде • ,

5 5  f  (*. У) d x d y =  ^  f  ( r c o s y ,  г sin ф) r d r d y .  (6)
о . г

П р и м е р  4. Перейдя к полярным-координатам, вычислить двой­
ной интеграл

5 5 « ^ л * *
а

где область G ограничена окружностью х 2-\-уг — 2ах.
<4 Положим Jc =  /-c0sq), y =  r s in q )  и применим формулу (6). Так как 
*а- \ - у * = г2, то —

о г

Уравнение окружности х*-\-уг =  2ах преобразуется к виду r  =  2ecosq>. 
Поэтому областью Г является ^область, ограниченная снизу осью

г=Ц0 , сверху'косинусоидой> =  2в с о зф , причем <р£ — —  [ . ' ’
V  L г  г-»Следовательно,

я / 2  2 a  cos <р я / 2

Я '•**-,]<* f i  (тГ"”)"*-
Г  - Я / 2  0 - я / 2

Я /2  я / 2  . (

=  4а4 5 cos4 ф d<p =  8а4 J  cos4 фй!ф =  8а4-— • у  •-2-^-^-яа4. ►
—я/2 * о

Перейти к полярным координатам и расставить пре­
делы интегрирования по новым переменным в следующих 
интегралах: . ‘

З а /4  V а х - х 1

1.41; J dx J H V T + i f t d g .
■ - 

a a + V  а 2 —х* . I

V 1.42. J  dx 5 f ( x , y )dy .  1.43. 5 dy  5 f ( x > y)dx.
■ 0 V m  0 - V y

1.44. dy, где область G ограничена линиями
в

х ’ +  У2 =  К б * ,  (х 2 +  у 2)2 =  9 ( * 2 - г / 2), * / = 0 ( y > 0 , К б ) .
Перейдя к полярным координатам, вычислить следую­

щие интегралы: 

‘ с1:!-17



J  -  “ » •  J “ »  J  - y  q2 — д,2 —  y i*
0 0 0 V a y - y t

1.47. ^ ] / л :2 +  г/2 — 9d x d y ,  где область G — кольцо
о

между двумя окружностями х2 +  у2 =  9 и х2 +  у2 =  25.

1 .4 8 . Г Г — — , где область G — часть круга p a ­
is '  а — * — К

диуса а с центром в точке 0 (0, 0), лежащая в первой 
четверти.

^  A 9 : ^ ( x *  +  y ' )dxdy ,  где область О ограничена кри­

выми х2 +  у 2 =  ах, хг +  у г =  2ах, у  =  0 ( г / > 0).

1 -50- П ^ 7 ’ где область G ограничена кривыми
с

х2 =  ау, х2 +  у2 =  2а2, у =  0 (х >  О, а >  0).

1 .5 1 . x V  х2 у 2 dxdy,  где область G ограничена
в

лепестком лемнискаты (х2 +  г/2)2 =  а2 (х2 — у2) ( х ^ О ) .
Перейти к новым переменным и и v и расставить пре­

делы интегрирования в следующих интегралах:
1 .5 г .  5 5 f ( x , у) dx dy, где область G определена нера-

а
венствами х ^ О ,  у ^ О ,  х-{- у ^ . а .  Положить и — х-\-у,  
ay =  uv.

1 .5 3 .  55 /(*> y )dx dy , '  где область G ограничена кри-
о

выми х2 =  ау, х2 =  by, у2 =  рх, y 2 =  qx (0 <  а <  ft, 0 <
<  р  <  q). Положить х2 =  иу, у2 =  уд:.

з З - х

1 .5 4 . \ d x  S f ( x , y ) d y .  Положить и =  х +  у, v =  x —y.
0 1 - х

1 .5 5 . 5 5  f  (х , y)dxdy,  где область G ограничена кри-
а

выми ху =  р, xy — q, у  =  ах, у  =  Ьх (0 <  р  <  q, 0 <  а <  6). 
Положить и =  ху, у  =  vx.

Вычислить следующие двойные интегралы:
1 .5 6 . С Т —  d x d g _ _  0^ л а с т ь  q  0 р р а н и .

J CJ  I
V  а2 Ь2



Vйчена эллипсом ^  ^  1 (перейти к обобщенным поляр­
ным координатам г  и ф' по формулам x = a r  cos <р, у  == 
=  fcrsin ф).

1.57. 5$ е{х+у)‘ dxdy,  где область G задана неравен- 
о

ствами х ^ О ,  у ^  0, х +  у ^ .  1 (произвести замену пере­
менных х  =  и (1 — v), у  =  uv) .

1.58. x yd x d y ,  где область G ограничена линиями

у = а х ? ,  у  — Ьх3, у 2 — рх, у 2 =  qx (0 < а < 6 , 0 <  р  <  q) 
(выбрать надлежащую замену переменных);,

3. Приложения двойных интегралов. Г е о м е т р и ч е с к и е  
п р и л о ж е н и я .  ПлЬщадь S  плоской области G выражается,vв за­
висимости от рассматриваемой систе­
мы координат, следующими интегра­
лами:

(7) 7»=а,('/+ccsp;

в декартовых прямоугольных коорди­
натах,

S  =  5 5  \ l \ d u d o (8)

в криволинейных координатах. Здесь 
дх дх

/  =
ди ди 
ду ду 
ди ди

Ф 0 в области Г . Рис. 84.

В частности, в полярных координатах x =  r cos <р, у = г  sin q> имеем

S =  5 5 r dr £kP- (9)
' ‘ Г

П р и м е р  5. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
г — а (1 + c o s  ср) и г =  aco s  ср (а >  0).

В плоскости Оху фигура показана на рис. 84. Вычислим по фор­
муле (9) площадь верхней части и удвоим:

Я /2  а ( 1 + с о 5 ф )  я  а ( 1 + с о з ф )

S  =  2 ^ r d r d y  =  2 J *  5 r d r + 2 ^ d ( p  J  г dr =.
Г  0 асозф  я / 2  0

я / 2  я

-  J ('1Г Г > +  $ ( - Г — )*-
0 _ Я /2



П /2  Я

. =  а? ^ ( l + 2 cosq>)d<p +  as ^ (1+ 2 c o s (p + c o s* ф) d(p =
''"! О ' ' ■ Я /2

=  а2 (ф +  2 зш ф ) П! +  о2 ^ ^  +  2 sin ф - f - i - sin 2ф^ J ^ — ~ п  а2. ►

Если гладкая поверхность имеет уравнение z =  /  (х, у), то пло­
щадь части этой' поверхности, проектирующейся в область G плоско­
сти Оху,  равна •

«-П / 1+(1)’+(1)‘‘"* ■ (101
G

(функция г =  /  (jc, у) однозначна в области G).
П р и м е р  6. Найти площадь части поверхности параболоида 

чу2-\-г2 — 2ах,  заключенной между цилиндром у 2— ах и плоскостью 
х — а (я >  0).
^  Верхняя половина заданного параболоида описывается уравне­
нием г = у г 2ах— у2. Имеем:

дг а дг у
дх У 2 а х - ~ у 2’ дУ У  2их— у2'

\ д х  J 1 \ д у )  '  2 а х — у2 2ах— у 2

Так как рассматриваемая поверхность симметрична и относительно 
плоскости Оуг,  то искомая площадь вычисляется как учетверенная 
площадь части этой поверхности, лежащей в первом октанте:

________ а . Vox

V ей?*"1'-4! ^2“+а’‘" 1 ■
G 0 0 9 

а у .__

=  4 ^  У  2ах-\- а2 ^ arc sin __■ | ^jdx =

а

=  4 ^  У  %ах +  а2 -£■ dx =  (2ах +  а2) 3 2̂ |° =
о

= £  (3 У  З а * -а * )  (3 У З - \ ) .  ►

Объем V цилиндра,  ограниченного сверху непрерывной поверх­
ностью z — f  (х, у), снизу плоскостью г =  0 и с боков прямой цилинд-. 
рической поверхностью, вырезающей на плоскости Оху область G, 
выражается интегралрм

У =  5 $ /  С*. У) dx dy  (И)
G

(функция f  (х, у ) ^ 0  однозначна в области G).
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П р и м е р  7. Няйти объем тела, ограниченного поверхностями- 
« / = У  дс, у  =  2 \ ^ х , д: +  г =  4, г = 0 .
<4 Данное тело является цилиндроидом, ограниченным сверху пло­
скостью дс+г =  4, снизу плоскостью г =  0 и :  боков прямыми цилинд­
рами -(/ =  |/"л: и у  =  2 у г* (рис. 85, а). Область интегрирования по- 

.казан а  на рис. 85, б.

С  1.59. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
у 2 =  4ах +  4а2 и х +  у  =  2а (а >  0).

1.60. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
ху =  4 и jc +  (/ =  5.

1.61. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми

1.62*. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
х2-{-у2 =  2ах, х2 у г =  2Ьх, у  =  х, у  =  0 (0 <  а <  Ь).

 ̂ 1.63. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
/• =  й ( 1 — cos<p) и г —а  (вне кардиоиды).

1.64*. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
(х2 у 2)2 — 2а2 (х2— у 2) и х2 -\-у2 — 2ах.

1.65*. Найти площадь фигуры, ограниченной петлей 
кривой (х +  у)* =  ахгу,  лежащей в первой четверти (а >  0).

1.66*. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой

Z У)\

х,
Ю 6)

Рис. 85.

Имеем: г =  4— х,
4 2 V  * 4

0

У = ^ + 4̂ ’ х = 2 у ,  х =  0 (а >  0).
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1.67*. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
у 2 =  ах, у 2 =  Ьх, ту2 =  х3, пу2 =  х3 (0 < а < Ь ,  0 <  т < п).

1.68*. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
У2 — рх, у2 =  qx, у = а х ,  у  =  Ьх (0 <  р  <  q, € < а < 6).

1.69. Найти площадь части плоскости х- \ -у - \ - г  =  а, 
вырезаемой цилиндром у 2 =  ах и плоскостью х  — а.

1.70. Найти площадь части поверхности цилиндра 
x2Jt-z2 =  a2, вырезаемой цилиндром у2 =  а ( а — х).

1.71. Найти площадь части поверхности конуса х2+  
-j-z2 =  y2, вырезаемой цилиндром у 2 =  2рх-(р  >  0).

1.72. Найти полную поверхность тела, ограниченного 
цилиндрами х2 — ау, г2 =  ау  и плоскостью г/ — 2а ( а > 0).

1.73. Найти площадь части поверхности конуса
+ z 2 =  y2, вырезаемой плоскостями * =  0 , х +  у  — 2а, у  =  0 .

1.74. Найти площадь части поверхности цилиндра 
х2 +  у2 =  2ах, вырезаемой цилиндром г2 =  2а (2а —х).

1.75. Найти площадь части сферы х2 +  у2 +  г2 — 2а2, 
заключенной внутри конуса x2 +  y2 — z2.

1.76. Найти площадь части поверхности параболоида 
z =  x2—y 2, заключенной между параболоидами г =  3х2+  
+ у 2 — 2 и г =  Зх2-\-у2 — 4.

1.77. Найти площадь части сферы х2 +  tj2 f  z2 =  а2, 
вырезаемой цилиндром с образующими, параллельными 
оси Ог, направляющей которого служит трехлепестковая 
роза r =  asin3cp.

1.78. Найти площадь части винтовой поверхности
z =  a a r c t g вырезаемой цилиндром х2-\-у2 — а2.

1.79. Найти площадь части сферы jc2 +  у2 +  г2 =  1, рас­

положенной между плоскостями г = ~ - у  и г —у  ( г ^ О ,О «
У >  0).

1.80. Найти площадь части поверхности конуса х2-{- 
Ц- t/2== г2, вырезаемой цилиндром с образующими, парал­
лельными оси Ог, направляющей которого служит кар­
диоида г =  а ( 1 +  cos ср).

1.81. Найти площадь части сферы х2 +  у 2 +  г2 =  а2, 
вырезаемой из нее цилиндром (хг - f  г/2)а =  а2 (х2 — у2).

Найти объемы тел, ограниченных указанными поверх­
ностями:

1.82. £ + р = 1 , 5  +  f »= 1  (а > ° ) ‘
1.83*. z2—х 2 =  а2,' z2 — y2 =  a2, z =  aV^2 (а >  0).
1.84. у  =  х2, г —у, г +  г/ =  2.
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1.85. хг — у2~ 2 а г ,  л:2 +  i/2 =  a2, z =  0 (внутри ци­
линдра; а >  0).

1 .86. х2 +  у2 — 2z2 =  — а2, 2 (х2 +  г/2) — г2 =  а2 ( а > 0).
_ / £ ^  у ^ \

. 1.87. г =  се'Л “ +ЬЧ '  ^  +  ^ = 1  (а >  0, ft >  0, с >  0). 
1 .88. x2 +  y2 =  z2, x2 +  y2 — 2z2 = — а3 (а >  0).

y 2 f >2 V2 v2 <>2 от 2
1-89. Х- 2 +  Уу 2 +  г- ? = 1 ,  ?  +  % =  ?  (“ > 0 > b > 0 ,  с > 0 ) .  

1.90*. z =  xy, х у =  1, ху =  2, у2 — х, у2 =  3х. 
1.91*. г =  д:2 +  «/2, х у =  1, ху =  2, у  =  х, у  =  2х, г =  0, 

( х  >  0 , у >  0 ).

М е х а н и ч е с к и е  п р и л о ж е н и я .  Если пластинка занимает 
область G плоскости Оху и имеет переменную поверхностную плот­
ность у — у (*, У)< то масса М  пластинки и ее статические моменты 
М х  и М у относительно осей Ох и Оу выражаются двойными инте­
гралами

М =  J $ Y (*, у) dx dy,

М у = 5 5  *?(•*. У) dxdy.

Координаты центра масс х  и у  пластинки определяются сле­
дующим образом:

\ V ху  (х, у) dxdy  \ \ уу  (х, у) dx dy
-  M V с  -  М х G
х = - м = — '----------------- • г /= -х г= —г-------------------. (13)

5 5 V (*> y ) d x d y М  $ $ V ('Х’ yS> dx dlJ '

Моменты инерции пластинки относительно осей Ох и Оу соот­
ветственно равны

1Х =  5 5 у-У (*> У) dx dy<

°  (14)
*2Y(*> Й ^ ,

а

а момент инерции пластинки относительно начала координат (поляр­
ный момент инерции) равен

У° = И  (■*2 +  ̂ 2) V(x ’ y ) d xd y  =  I x + l y . (15)
G
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Если пластинка однородна, то в формулах (12) — (15) следует поло­
жить у (* . у) =  \-

П р и м е р  8. Найти координаты центра масс однородной пла­
стинки, ограниченной кривыми а у = х 2, х - \ -у  =  Ча (а >  0).

Линии пересекаются в точках М г (—2а, 4а), М 2 (а, а) (рис. 86): 
Поэтому можно записать: 

t
а 2 а - х  а

S = ^ j j d x d i / =  dx Ц dt/— J  ^ 2 a — x — dx =

-2a хг/а - 2a

л и
— 2a

2 a - x

x‘ /a

= 2 a x —

-2a
(2 a — x)3

*3\ | а

'За Л - 2а

хМ 
а2,) d x  —

J }
* » \ ' | а ...
5а2 )  | - 2 а

■ a%

a 2a -x  a
M y = ^ x d x d y =  ^ x  dx ^ d y =  ^ x @a — x — x i / a)dx  —

-2a x*/a

-2 a 4

Подставляя найденные значения в  формулы (13), имеем

_  М„АС- s а
2"’

1.92. Найти массу круглой пластинки радиуса R,  
если плотность ее пропорциональна квадрату расстояния

точки от центра и равна_ 6  на 
краю пластинки.

1.93. Найти статические мо­
менты относительно осей Ох и 
Оу однородной фигуры, ограни­
ченной кардиоидой г =  а (1 +  cos <р) 
и полярной осью.

1.94. Наити координаты цент­
ра масс однородной фигуры, ог- 
раниченной кривыми у1 —ах, 
у  =  х.

1.95. Найти массу пластинки, 
имеющей форму прямоугольного треугольника с кате­
тами ОВ =  а и ОА'—Ь, если плотность ее в любой точке 
равна расстоянию точки от катета О А.
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1.96. Найти статические моменты относительно осей 
Ох и Оу однородной фигуры, ограниченной синусоидой 
t/ =  s in x  и прямой О А,  преходящей через начало коор­
динат и вершину А (я/2, 1) синусоиды.

1.97. Найти координаты центра масс однородной фи­
гуры, ограниченной кривыми ху — а2, у 2 — 8ах, х — 2а 
(а >  0).

1.98. Найти моменты инерции однородного треуголь­
ника, ограниченного прямыми х - \ - у =  1 , х-\ -2у — 2, у  =  0, 
относительно осей Ох и Оу.

1.99. Найти координаты Центра масс однородной фи­
гуры, ограниченной петлей кривой r  =  a s in 2(p, лежащей 
в первой четверти.

1.100. Найти -моменты инерции однородной фигуры, 
ограниченной кардиоидой r =  a ( l  -fcos<p), относительно 
осей Ох, Оу и относительно полюса.

1.101. Найти моменты инерции однородной фигуры,
ограниченной эллипсом ^ а + ^ а = 1 , относительно осей Ох,
Оу и относительно начала координат.

1.102*. Найти моменты инерции однородной фигуры, 
ограниченной кривыми у* — ах, у — а, л: — 0:

а) относительно начала координат,
б) относительно прямой х — — а.
1.103. Найти моменты инерции треугольника, ограни­

ченного прямыми х +  у — а, х =  а, у ~ а ,  относительно осей 
Ох, Оу и относительно начала координат, если плотность 
пропорциональна ординате точки.

1.104. Найти момент инерции однородной фигуры, 
ограниченной лемнискатой r2 =  a2c o s 2q>, относительно 
полюса.

1.105. Найти моменты инерции однородного кругового 
сектора радиуса а с углом а  при вершине (совпадающей 
с началом координат) относительно осей Ох и Оу.

1.106*. Тонкая пластинка имеет форму кругового 
кольца с радиусами R t и (Rt <  R а). Удельная тепло­
емкость пластинки меняется по закону с =  | ху\,  плотность 
постоянна и равна у. Найти количество тепла Q, полу­
ченного пластинкой при ее нагревании от температуры t t 
до температуры t 2.

1.107*. На тонкой пластинке, имеющей форму пара­
болического сегмента с основанием 2а и высотой h, рас­
пределен электрический заряд с поверхностной плотно­
стью о =  2х +  у.  Найти полный заряд Е пластинки.
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§ 2. Тройной интеграл

1. Тройной интеграл и его вычисление в декартовых прямоуголь­
ных координатах. Тройным интегралом от непрерывной функции 
f  (•*> У, г) по ограниченной замкнутой пространственной области Т  
называется предел последовательности' соответствующих трехмерных 
интегральных сумм при стремлении к нулю наибольшего из диамет­
ров dk элементарных областей ,Avk , если этот предел не зависит ни 
от способа разбиения области Т  на элементарные подобласти Дг*, 
ни от выбора промежуточных точек:

Ш' .  п f  ,
/  (дс, у, z) dx dy dz =  lim 2 / (дс*, yk , zk) Avk,  (1) 

m a x  <?*-»■ 0 * = 1

где (xk , yk, zk) £  Avk . Через Avk обозначается как элементарная 
область, так и ее объем. Свойства тройных интегралов аналогичны 
свойствам двойных интегралов.

Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах сво­
дится к последовательному вычислению одного однократного и одного 
двойного интегралов или к вычислению трех однократных интегра­
лов. Если, например, область интегрирования Т  ограничена снизу 
поверхностью z =  <pt (дс, у), сверху поверхностью г =  ф2 (дс, у) (фх (х , у) <  
«S ф2 (х, у)) и с боков прямым цилиндром, сечением которого пло­
скостью Оху является область G, то тройной интеграл (1) вычисляется 
по формуле

ф 2 (* . у)
5 5 5  f ( x , y , z ) d x d y d z = ^ d x d y  5 f ( x , y , z ) d z .  (2)

т а ф, (х, у)

Записывая.двойной интеграл по области G через один из повтор­
ных, получаем

Ь Уг (*) Фа (■*. У)

f  ( x , y , z )  d x d y d z = ^  dx ^ dy 5 f ( x , y , z ) d z = ‘
Т  а  {/, (* ) ф , (х,  у )

Л *г  (У) Фг ( х ,  у )

=  5 dy  5 dx 5 f ( x ’ y - z) dz- (3)
С x t ( у)  ф , (ЛГ, у )

П р и м е р  1. Вычислить 555 z d x d y d z ,  если область Т  огра«
т

ничена плоскостями x - \ - y - { - z =  1, г =  0 , у  =  0, х  =  0.
. Име,ем:

1 1 - х  l - х —у

^ z d x d y d z  =  5 *  5 dy  5 г dz =  
г  о о о

I (т -Ц Т '^ Н * j
0 0 0 0
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Расставить пределы интегрирования в тройном инте­
грале $ $ $ /(* .  У, z ) d x d y d z  для указанных областей Т:

т
2.1. Область Т  — тетраэдр, ограниченный плоскостями 

2х +  Зг/ +  4г =  12, 2 =  0, у  — 0, х =  0.
2.2. Область Т — внутренность эллипсоида г +  
*2

+  т г = 1 -

2.3. Область Г  ограничена поверхностями </2 +  2г* =  4х, 
х =  2.

Вычислить интегралы:

1 х  V  х г + у х

2.4. ^ d x ^ d y  J yzdz .
О О О  -

2.5. 55$ (* +  г/ +  г )dxdydz ,  где Т —тетраэдр, ограни-
т

ченный плоскостями x-{- y  +  z =  a, х =  0, «/ =  0, z =  0 .

3 2 х  У х у

2.6. 5 dx^ dy  5 z dz.
o o  о

2.7. 555 xyz  dx d yd z ,  где область T  ограничена по-
г

верхностями у  =  х2, х — у2, г  =  ху, 2 =  0 .

2. Замена переменных в тройном интеграле. Если в тройном 
интеграле

J 5 S / C .  У< z) dx dy dz 
т

производится замена переменных по формулам jс =  ж(н, о, w), 
у  =  у ( и ,  v , w ) ,  z =  z (« , v, w), причем функции х (и ,  v ,w) ,  y ( u , v , w ) ,  
г  — (и, v, wj  осуществляют взаимно однозначное отображение области Т  
пространства Оху г  на область Г* пространства Ot uvw и якобиан
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преобразования не обращается в нуль в области T t :
д х  д х  дх

/  =

ди dv dw
д у  д у  ду
ди ди dw
d z  d z дг
ди du dw

* 0,

то справедлива формула 

ш  / ( х, у, г) d x d y d z  =
т

=  5 5 5 / ( * '(« .  V, w), у  (и, v, w), г ( и ,  v, w ) ) \ !  [dudv  dw. (4) 
Tt

Наиболее употребительными из криволинейных координат являются 
цилиндрические координаты г, <р, г  (рис. 87): х  — rcoscp, </ =  /• sin ф,

г =  г,  якобиан которых /  =  г, и сферические г (длина радиус-вектора), 
Ф (долгота), 0 (широта) (рис. 88): х  =  г cos m cos 0, y  =  r sin фсов 0 , 
z =  r s in 0 ,  якобиан которых /  =  /•? cos 0. Формула (4) принимает 
соответственно вид

5 5 5 / С * ,  у,  г) dx dy .d z— S S 5 / ( .  °°s  ф, r sin ф, г) т dr d<f dz (5)

или

Ш  / ( * ,  у, z) dx d y  dz =
T

— J  5 5 /  (r  cos Ф cos ®> r s*n 9  cos r s n̂ ®) r~ cos 0 dr dq> dQ. (6)
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П р и м е р  2. Перейдя к цилиндрическим координатам, вычислить

2 +  у2. dx dy dz,  где область Т  задана неравенствами 0 < д с < 2 ,
т ____

О < { / <  У~2х— х2, (рис. 89).
Так как уравнение у  =  у 2х— х 2 в цилиндрической системе ко­

ординат принимает вид г =  2 cos <р (0 <  ф <  п/2), то по формуле (5)

555 К *2 + У2 г dx dy dz — 5 J J r - 2 dr dtp d z=  ZJ
т i

jt /2  2 cos ф а л / 2  2 cos <p

J  йф J  r 2dr  ^ z d z  = ^ -  J  Лр ^  r2 d r —  /  j

‘i o. o ^
я / 2

4fl2 Г з л 8 ^=  ~y   ̂ COS ф й?ф= -g- Or, ►

П р и м е р  3. Перейдя к сферическим координа- /  
там, вычислить \ \  \ (*2 +  у2) dx dy  dz, если область Т  г  Я

-  Рис. 89.
- у ‘ - \ - г г < ,  R 2, 2 3 г  0 .

^  Д ля области Т х пределы изменения сферических координат суть: 
( Х ф < 2я , О « с 0 < я / 2 ,  0 < л < Я .  Имеем по формуле (6):

есть полушар x2-(-u2+ z 2<  R 2, 2 3г 0 
Д ля области 7 |  пределы изменен 

( Х ф < 2 я ,  О « с 0 < я /2 ,  0

5 5 5  (*2 +  г/2) dx dy dz  =  5 5 5  r " cos2 cos ® d0 =
r,

2я я/2  Я

=  J  d<P §  cos3 0 dO J  л4 n /J6. ►
o o о

Вычислить интегралы:
а / У Г  У а ‘ -  у 1 { x * - y ‘ )fa  ________

V 2 .8. J dy  J dx J V x 2 +  y 2dz, перейдя к ци-
0 V о

линдрическим координатам. 

2.9*. у  . перейдя к сферическим коор­

динатам, если 71 — внутренность шарового сектора с цент­
ром в начале координат, радиусом а и углом при вер­
шине 2а  (0 <  а  <  л).

а V  а г -  ** ft

2 . 10 . j d x  J  у = *  > перейдя к ци-
~ а -У а * -х>  А (х. + {/.)

линдрическим координатам.



2 . 11 . J  d x  J  d y  J  y ^ -’ п е Ре ^ д я  к  сФе-
~ R  _  У « 2 _ Л2 0

i
рическим координатам. .<

3. Приложения тройных интегралов. Объем V  пространственной 
области Т  равен

R  V R i -  x ‘ V R * - x * - y *

V =  dx dy dz.

Масса М  тела с переменной плотностью у ( х , у ,  г), занимающего 
область Т-.

М ~  И  f  т Х̂’ у' z^dxdy dz-

Статические моменты тела относительно координатных плоско­
стей:

м уг=  55$ Ху Х̂’ У' z) dxdy dzi
Г

Мгх=  Ш уу<'х’ у’ г*dxdydz<т

м х у =  5 5 5  z y  (ДГ, у ,  z) dx dy dz.
т

Координаты центра масс тела:

Муг -  М гх -  _  М ху 
х ~  М ’ у ~  М  * ~ W ’

Моменты инерции  тела относительно осей координат!

/ , =  5 5 5  (i/2 +  z2) у (х, у, г) dx dy dz, 
т

=  5 5 5 (г2 +  х2) Y (ЛГ> У. z ) d x d y d z , 
т

/ г = 5 5  <\ ( * 2 +  У2) У ( х > у > z) d x d y dz.

Если тело однородно, то в приведенных выше формулах следует 
положить у (х, у , z ) =  1.

П р и м е р  4. Найти координаты центра масс полушара 
хг+ 1/2 +  гг < Л г, г 5 = 0 , если плотность в каждой точке пропорцио­
нальна расстоянию точки-от центра.
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^  Имеем у (х, y , z )  =  k У  х 2 +  у2 +  г- и вследствие симметрии х — у  = 0. 
Вычисления проведем в сферических координатах:

М ху =  k ^ ^ ^ 2 Ух '1 у'1 -\- z- dx dy dz =  k r4s in 0 co s0 dr d(p dd =

Tl2 Я Я / 2  Д

=  k ^  dcp (I sin 0 cos0 dQ jj r1 dr =  k n R 5.
o o  о

M =  k ^ J ^ У x ~ У'2 +  z~ dx dydz =  k ^ ^ ^ T% cos ® dr dtp d& =  
T T t

2я я /2 Л
=  k Ц d(p ^  cos 0 dQ J  r3 dr —  ^  kn,R*;■ ■ -  .

M 5
0 0 0

Таким образом, С ^0, 0, "g" ^  ^

2.12. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
z =  x2 +  y2, г = 2 ( х *  +  уъ), у  — х, у2 =  х.

2.13*. При каком значении а сбгем тела, ограничен­
ного поверхностями х2 +  У2 =  oz, х2 +  У2 =  ox, z =  0, равен 
данному числу V?

2.14*. Найти объем тела, ограниченного замкнутой 
поверхностью (х2 +  у2 +  г2)2 =  2axyz (а >  0).

2.15*. Найти объем тела, ограниченного замкнутой
/  v-2 «<2 2“ \  2 у2 //2

поверхностью ( ^  +  ^ 2 + 7 2 ) = ^  +  F -
2.16*. Найти объем тела, ограниченного сферой 

х2 +  у~ +  г2 =  4а2 и па раболоидом х2 +  у2 =  Заг (внутри 
параболоида).

2.17*. Найти объем тела, ограниченного замкнутой 
поверхностью (х2 +  у2 +  z2)2 =  a3z ( a > 0).

2.18. Найти массу и среднюю плотность тела, огра­
ниченного поверхностями х2 +  у2 — г2 =  а2, г  — 0 , z =  a >  0 , 
если плотность в каждой точке пропорциональна аппли­
кате г и в плоскости z =  a равна у 0.

2.19. Найти массу и среднюю плотность кругового 
конуса с радиусом основания R  и высотой Н,  если плот­
ность в каждой точке пропорциональна квадрату расстоя­
ния точки от плоскости, проходящей через вершину 
конуса параллельно плоскости основания, и в центре 
основания равна у 0.

2.20. Найти массу и среднюю плотность тела, огра­
ниченного поверхностями x2 — y2 — az,' x̂  +  t f  — a1, z =  0
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(z >  0), если плотность в1 каждой точке пропорциональна 
аппликате г, а наибольшее значение плотности у„.

2.21. Найти массу и среднюю плотность сферического 
слоя между поверхностями х2+ у 2+ г 2—а2 и хг-\-у2+ г а=4а*, 
если плотность в каждой точке пропорциональна квад­
рату расстояния точки от начала координат, а наиболь­
шее значение плотности у0.

2 .22 . Найти массу и среднюю плотность сегмента 
параболоида вращения с радиусом основания R  и высо­
той / / ,  если плотность в каждой точке обратно пропор­
циональна корню квадратному из расстояния от точки 
до плоскости основания сегмента и в вершине сегмента 
равна 7 „.

2.23. Найти массу и среднюю плотность шара ра­
диуса R,  если плотность в каждой точке обратно про­
порциональна расстоянию от точки до одного из диамет­
ров шара и на окружности большого круга, лежащего 
в плоскости, перпендикулярной к этому диаметру, равна у0.

2.24. Найти координаты центра масс однородного

тела, ограниченного поверхностями г  — - ^ ( у 2 — х2), z =  0,
У = а, у — 0 (а >  0, h >  0).

2.25. Найти координаты центра масс однородного тела,
b h• ограниченного поверхностями у  =  - ^ х 2, г  — -^(Ь — у),

г  = -0  (а >  0, b >  0, h >  0).
2.26. Найти координаты центра масс однородного

нтела, ограниченного поверхностями z =  у 2), г  =  Н.
2.27. Найти координаты центра масс однородного 

тела, ограниченного поверхностями г  — -^-\^х2-\-у2, г  — Н  
(Я  >  0, R >  0).

2.28. Найти координаты центра масс полушара х2 +  
4 - у2 + г а^ / ? 2, z ^ 0, если плотность в каждой точке 
обратно пропорциональна расстоянию точки от начала 
координат.

2.29. Найти момент инерции относительно оси Ог од­
нородного тела плотности у, ограниченного поверхностями
у = | г * 2. 2 =  0, z =  j ( b - y ) .

2.30. Найти момент инерции однородного сегмента 
параболоида вращения плотности у с радиусом основа­
ния R  и высотой Н  относительно его оси вращения.
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2.31. Найти момент инерции шара радиуса R  отно­
сительно его диаметра, если плотность в каждой точке 
обратно пропорциональна расстоянию точки от центра 
шара, а на поверхности шара равна y0.

2.32**. Найти ньютонов ' потенциал U однородного 
тела плотности у. ограниченного эллипсоидом вращения 
х*+уг , " =  1 , в его центре (Ь >  о).а2 b2

2.33**. Найти силу притяжения, оказываемого одно­
родным конусом плотности у,  высоты Н  и радиуса осно­
вания R  на материальную точку, расположенную в его 
вершине и содержащую единицу массы.

2.34. Найти момент инерции относительно оси Ог 
однородного тела плотности у,  ограниченного поверхно­
стями г =  - ^ ( у 3—х2), г =  0, у = ± а .

2.35. Найти момент инерции однородного кругового 
конуса плотности у  с радиусом основания R и высотой Н 
относительно его оси.

§ 3. Несобственные кратные интегралы
1. Интеграл по бесконечной области. Если функция /  (х, у) не­

прерывна в бесконечной области G, то, по определению,

J J /  (*. У) dx d y =  \ т   ̂J /  (*> У) dx dy, (1)
G D

где D — конечная область, целиком лежащ ая в области G, причем 
D —> G означает, что область D расширяется произвольным образом 
так, чтобы в нее вошла и осталась в ней лю­
бая точка области G (исчерпывающее расшире­
ние). Если существует конечный предел (1), не 
зависящий от выбора подобласти D  и способа 
расширения D  —* G, то несобственный интег­
рал  5 5 '/  (•*> У) dx dy  называется сходящимся, в 

с
противном случае— расходящимся.

Аналогично определяется тройной интег­
рал по бесконечной области.

Если /  (х, у) i s  0, то для сходимости не­
собственного интеграла необходимо и достаточ­
но, чтобы предел ( 1) существовал хотя бы для 
одного исчерпывающего расширения области G.

П р и м е р  I. Вычислить несобственный интеграл

х4 + 1/2 ’ 
и

где G— область, определяемая неравенствами х\ 1, У -.
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Подобласть D  (рис. 90) зададим неравенствами К  х  <  а, *2<  у  < 4 ,  
где а — >- +  оо, Ь — >- +  00 • Тогда:

а  Ь
d x d y ___и „  С С d x d y  C ^ C d y ____

х* +  у*
T f - g ^ - t =  lim Г Г _ ^ =  lim 
J J * 4+ i /2 £ ) ^ G j J ^ + y 2 а-* + оо J J

О  Z ) -*■ +  oo 1 * *

^ —► + 00^

_ i  lim lim f _ i
a - >  +  oo J  •* ^ а - » - +  oo \  X  1 /  4

Вычислить несобственные интегралы:
3.1. гДе G — область, определяемая неравен-

fi
ствами 1 , x y ^ l .

3.2. J J  (72"q: p ]3 ’ гДе G — область, определяемая нера-
а

венством д:а +  г/2 ^ 1  (внешность круга).

3.3. Jjj* (л.2^ у 2̂ г 2)Т. гДе Г — область, определяемая
т

неравенством я2 +  г/2 +  г2 ^  1 (внешность шара).
+  оо 4 * 00 +  оо

3.4. J  dx J  dy  ^ е~(х+«+г) dz.
О О О

Исследовать сходимость несобственных интегралов:
3.5. sin (х2 +  г/2) dxdy,  где G — область, определяе-

о
мая неравенствами у ^ О .

3 *6* ( Т -----dX, dy .. « > гДе G — область, определяемая
0 - f * 2+  </■“)

неравенством хг +  у2^  1 (внешность круга).
2. Интеграл от разрывной функции. Пусть функция f  (к, у) не­

прерывна в ограниченной замкнутой области G всюду, за исключе­
нием точки Р 0 (хо, (/0) (или линии L). Если существует конечный 
предел

lim J J  f  (х < У) d x d y,



где Ge— область, получаемая из G путем удаления е-окрестности 
точки Р в (соответственно е-окрестности линии L), то этот предел на­
зывается несобственным интегралом от функции  /  (х, у) по области G
и обозначается через ^ J  /  (*• У) dx dy,  т. е. 

а
[ [ f  (х, у) dx d y =  lim Г С /  (х, у) dx dy.  (2)

е О

Интеграл (2) в этом случае называется сходящимся. Если же
11т  I I /  (х, у) dx dy  не существует или равен оо, то \ I /  (х, у) dx dy 

t-+ о J  J  J  Jce a
называется расходящимся.

Аналогично определяется тройной интеграл от разрывной функции. 
П р и м е р  2. Исследовать сходимость несобственного интеграла

(Т  . d y -d ’ « > ° *  гДе G— круг 1.
(*2+  У )

^  Начало координат является точкой разрыва функции
( х*+ Уу

Удалим из G е-окрестность начала координат. Тогда область Ge 
есть кольцо между окружностями радиусов е и 1. Перейдем к поляр­
ным координатам (Г — полярный образ области G):

о г г
2Л 1

=  lim С С гу~ш  d r d y =  lim С d(p С r1~2 a dr =
t - 0  J J

2<i-cc) ,[ , 2 ( i-a ) f  n
=  2л  lim ~r~-------- - =  n  lim — ^ ---------=  j  ]— -  при a <  1.

2 ( 1 — a) E_ 0 1— a  1 1— «
1 — oo при a  >  1.

8 —► 0

При a = l  имеем:
2я l

f f £ * E = u m C d(p Г ^ = 2л 1|- т 1п ,
J J  r e-*o J  J f  в -> о

Таким образом, при a  <  1 интеграл сходится и равен

=  + 0 0 .

8
Л

1 — сГ

Вычислить несобственные интегралы: 

3.7 . Г Г -—А?...) Где G — квадрат 0 < « ^ 1 .
J J  у  ху

3 -8- J J  где С ~ К Р У Г х г + У 2 < и
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3.9. С С In  - = L = r  dx dy, где G — круг xi -\-y's ^  1 .
К  дс2 4 - г/2

Исследовать сходимость несобственных интегралов:

3.10*. Г С — , где G —треугольник 
(х— у)

ЗЛ1-Ш (,.1Х г ’ г д е  7 ' ~ ш а р  *’+9’+2‘< |-

§ 4. Вычисление интегралов, зависящих от параметра

1. Собственные интегралы, зависящие от параметра. Если функ­
ция f  (х, у) определена и непрерывна в прямоугольнике а 
А < у < В ,  то интеграл

ь
F (y )  =  \ f { x ,  y ) dx  (1)

называется интегралом, зависящим от параметра,  и является не­
прерывной в промежутке [А,  В] функцией.

Интеграл более общего вида
Ф (у )

F ( y ) =  J  f ( x , y ) d x  (2)
<р (у)

также называется интегралом, зависящим от параметрами является 
непрерывной функцией аргумента у  в промежутке [А,  В],  если f  (х, у) 
непрерывна в прямоугольнике А  < ( / « £  В, ф (у) и ф (у)
непрерывны при у £ \ А ,  В ] и их значения содержатся в промежутке.
[ « .  М -  ,

П р и м е р  1. Вычислить пред е л

1± у .dx
limo I . 1 + х * + У * г

и ■ -  о +у)

^  Рассмотрим следующий интеграл, зависящий от параметра у'.

1 + У

'»■ 'I т
dx

1 + * ! + £ 2 '
- d + » )

Так как пределы интегрирования, а также подынтегральная функ­
ция непрерывны при любых значениях своих аргументов, то F  (у)—
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непрерывная функция. Поэтому

а  Гт+1+р-й,<!',"''(о>"1т|?-U-+0 J  1 ~Г  * Т  »  у - *  О
- ( 1 + У) -1

1 1 п ^=  a rc tg x  _ 1 = — . ►

Если / ( х, у) и f'y(x, у) непрерывны в прямоугольнике a ^ x < b t 
А ^ , у < В ,  то для интеграла (1) справедлива формула дифференци­
рования под знаком интеграла ( ф о р м у л а  Л е й б н и ц а ) :

. - ь ь
F' (У) ^ Z y ^ f  (*■ y ) d x = = H  f y  (х > У) d x - (3)

а а

Если в (2) при тех же условиях на f  и fy  пределы интегрирования 
<р(у) и ty(y) дифференцируемы при у £ ( А ,  В), то верна формула:

МНу)

F ' (!/) I  /  (х, У) dx =
Ч>(У)

$(У)
—/ (Ф (г/), у) V  (у)—/  (ф (у), у) ф' (у ) +  5 fy  (*> у) dx. (4) 

П р и м е р  2. Найти F’ (у), если
cos у

F (У) =   ̂ еУ^ 1 ~x‘dx. 
sin у

Так как подынтегральная функция еу х* непрерывна в облас­
ти определения вместе со своей частной производной по у,  равной

У 1 — х 2 еу У 1 - *2, а пределы интегрирования являются также диф­
ференцируемыми функциями, то можно воспользоваться формулой (4):

F ’ (у) =  — еу У х ~С0** у sin у — еу У COs t/-f-
cos у  _____

+   ̂ |/TZT^2 ey V l ~x*dx =  ~ ( e y { s m y ] s\ny +  eylcosy'cosy) +
sin у

cos у

+  5 У Т ^^ Х *  еуУ Т = ** dx. >>
sin у

Если / ( х, у) непрерывна в прямоугольнике A ^ y ^ B t
то для интеграла (1) справедлива формула интегрирования по пара- 
метру у  под знаком интеграла:

в  в ь ь в
 ̂ F (у) Л /=   ̂ dy ^ /  {х, у) dx =   ̂ dx  ̂ /  (х, у) dy. (5)

А А а а  А
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3.9. ( T in  ^ L = r d x d t j ,  где G — круг x2 +  ya <  1. 
^  У х г + У г 

Исследовать сходимость несобственных интегралов: 

3.10*. Г С ■dx dlJ--d , где G —треугольник
J J (л— </)

§ 4. Вычисление интегралов, зависящих от параметра

1. Собственные интегралы, зависящие от параметра. Если функ­
ция f  (х, у) определена и непрерывна в прямоугольнике 
А  < ; у  <  В,  то интеграл

ь
F (У) — J  /  (*- У) dx (1)

называется интегралом, зависящим от параметра,  и является не­
прерывной в промежутке [А,  В] функцией.

Интеграл более общего вида
Ф (у)

F (У) =  J /  (*. У) dx (2)
ф (V)

также называется интегралом, зависящим от параметра, и является 
непрерывной функцией аргумента у  в промежутке [А,  В],  если /  (х, у) 
непрерывна в прямоугольнике а ^ х ^ Ь ,  А  < у  «£ В,  <р (у) и if (у) 
непрерывны при у ^ [ А ,  В] и их значения содержатся в промежутке 
[а , Ь].

П р и м е р  1, Вычислить предел

“®0 I 1 + * » + / •
-  (i+irt

^  Рассмотрим следующий интеграл, зависящий от параметра у.

р{у)== а 1+ х ‘ + Уг •
- О + у )

Так как пределы интегрирования, а также подынтегральная функ­
ция непрерывны при любых значениях своих аргументов, то F (у)—
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непрерывная функция. Поэтому 
1+!/

«-*•0
-U+w)

= arc tg  х 1 = — . !► 
-1  2

Если / ( * ,  у) и /*,(*. г/) непрерывны в прямоугольнике 
A ^ y s ^ B ,  то для интеграла (1) справедлива формула дифференци­
рования под знаком интеграла ( ф о р м у л а  Л е й б н и ц а ) :

ь ь

F' (У) f  (х. У)йх  =  §  f y ( x ,  у) dx. (3)
а а

Если в (2) при тех же условиях на /  и fy пределы интегрирования 
ф (У) и 'ф (у) дифференцируемы при у £ ( А ,  В), то верна формула:

•ф (»)
F' (У) J  f ( x , y ) d x  =

ф (у)
'!>(</)

=  /  СФ (У)> У) Ф* (У) — /  (ф (</). У) ф' (у ) +  5 f v ( x , t j ) d x ,  (4)
Я>.(У>

П р и м е р  2. Найти F' (у), если
cos у

F (у) =  J ey V l ~x‘dx.  
sin у

Так как подынтегральная функция еу У х  х2 непрерывна в облас­
ти определения вместе со своей частной производной по у, равной

У 1— х1 еу У l ~x*, а пределы интегрирования являются также диф­
ференцируемыми функциями, то можно воспользоваться формулой (4):

F' (у) =  — еу 1/l_cos2 у sin у — еу 1 / l _ s i n 2  у COs  у-\-
cos у  _____

+  ^ У  1 — х2 еу ^ l ~x%dx — — (еу 1 sin 1/1 sin у + е у lcoSi/,cos у) +  
ein у

cos у

+  5 V 1 —  х* еу У 1 ~х2 dx. ^
sin у

Если / ( х, у) непрерывна в прямоугольнике Л
то для интеграла (1) справедлива формула интегрирования по пара- 
метру у  под знаком интеграла-.

в в ь ь в
J F { y ) d y = ^  dy ^ f ( x ,  y ) d x  =  ^ dx  ̂ /  (дг, у) dy. (5)
A A a a A
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П р и м е р  3. Вычислить интеграл

1
1 х ь— хаГ*

Ь п г* (6>а>0)-
•4  Заметим, что

ь
хь— ха
Тп

Тогда искомый интеграл принимает вид
1
' хь— ха

О а

Подынтегральная функция / ( х, у) =  хУ непрерывна в прямоугольнике 
0 < х < 1 ,  поэтому можно воспользоваться формулой (5):

1 ь ь 1 ь

О а а О

Вычислить следующие пределы:
2 1

4.1* lim J х3 cos xy dx. 4 .2. lim J %/x* +  y 2 dx.
v->о i V-+0 о

*0
4.3 . lim 4 -   ̂( /  (x +  h) — /  (*)) dx, если f ix )  непрерывна

ft-vO П fi

1 на отрезке [a, b] (a <  0 <  x0 <  b) и f  (0) =  0. 
Продифференцировать функции:

y+ >
4.4, =  4.5. F ( y ) =  J  M  dx.

0 у - 1
у * у

4.6. F ( y ) =  J e~yx*dx. 4.7. f  (y) =  J (a: — y) sin xy dx.
v

4.8. Найти Fxu, если
’ey

F(x,  y ) =  J (x  — y t ) f ( t ) d t ,
х / У  k

где / ( ^ —дифференцируемая функция.
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4.9. Пусть f (х) — дважды дифференцируемая и F(x) —  
дифференцируемая функции. Доказать, что функция

x+at

« (* . /) =  у ( / ( х  — at) +  f ( x  +  at)) +  ̂  j  F (y )d y
x -a t

удовлетворяет уравнению колебания струны
д2и __ а д2и
w ~ a Ш*'

*4.10*. Найти производные от полных эллиптических 
интегралов

П/2

Е (k) — J V 1 — № sin2 ф йф,
П /2  ( 0 < * <  1)

F ( k ) =  С ......f t . . .
J  У 1— к2 sin2q>
о

и выразить их через функции Е (k) и F (k).
Применяя интегрирование под знаком интеграла, вы­

числить интегралы:
1

4.11. j s i n  ( l n i ) l ) d * .  
о

1

4.12. j c o s  ( ln r ) J L - ( x - l ) d x .  
о

4.13. Доказать формулы: 
к

а)  ̂ F ( x ) x d x  =  Е (k) — (1 — №) F(k),  
о
к

б) j  Е (*) х dx =  j  ((1 +  £2) Е (k) -  (1 -  k2) F (k)), 
о

где Е (k) и F(k) — полные эллиптические интегралы (см. 
задачу 4.10).

2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. Несобст­
венный интеграл, зависящий от параметра у,  т. е.

+ сю

F (У)= J f(x,y)dx,  (6)
а
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где функция f  (дг, у) непрерывна в области а < х  <  +  оо, у, <  //? . git 
называется равномерно сходящимся в промежутке [j/lt (/•.], если для 
любого е >  0 существует такое В =  В(е ) ,  что при всяком Ь ^ В ( е )

J  /  (*. У) dx < е

при любом у £  [у*, уг\.
Если интеграл (6) сходится равномерно в промежутке [уи  у 2], 

то он представляет собой непрерывную функцию у в этом проме­
жутке.

Аналогично определяется равномерная сходимость несобственного 
интеграла от неограниченной функции, зависящего от параметра.

При исследовании равномерной сходимости интегралов, завися­
щих от параметра, часто используется следующее утверждение:

К р и т е р и й  В е й е р ш т р а с с а .  Д л я  равномерной сходимости 
интеграла (6) достаточно, чтобы существовала такая функция F (х), 
не зависящая от параметра у, что-.

а) | i  (х, у) | <  F (х), если а <  х  <  +  оо,
+  оо

Функция F (х) называется мажорантой для f  (х, у).
П р и м е р  4. Доказать равномерную сходимость следующего 

интеграла:

С у г— дг2
(*г+У*)а

dx,  — 00 <  у  <  +  оо.

I -
• d x — -

(х*+ у*)‘ х* +у* '

Пусть е >  0 — произвольное число. Полагая В ( г ) — ~  , находим (для 

любого Ь > В):

1

+ 00 

J (**+1/*Л

А
dx — lim f

Л->- + — Jь
dx

lim
v4—► + 01

Уг — х г  
(Х* +  у ' ) х

А Ь
А ' + у 2 Ь*+у*

= |  lim
,4-*-+ 00

что и доказывает, согласно определению, равномерную сходимость 
указанного интеграла по параметру у  на всей оси. ^

П р и м е р  5. Установить равномерную сходимость интеграла
+ оо

5 е~ ху cos х  dx, О <  У0< У  <  +  » .
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ч
^  Покажем, что функцию F (х) =  е ~ ху° можно взять в качестве мажо­
ранты. Действительно, если у  >  у0, то

\ е~ху c o s x i < e - *J' * £ e ~ Xff°.
Кроме того,

f  e - x« > d x = — —  e - ^ » | + “ = — .
J  Уо lo Уо
0

Следовательно, на основании критерия Вейерштрасса указанный ин­
теграл равномерно сходится. ^

Для несобственных интегралов с бесконечным пределом, завися­
щих от параметра, при выполнении следующих условий:

а) функция f  (х, у) непрерывна вместе со своей производной 
f y  (*. У) в области а <  +  оо, у х ^  у  <  у2,

+  оо

б) 5 f  (х у) dx СХОДИТСЯ при любом Уг\, 
а

+ ОО
в) J  f v ( x , y ) d x  сходится равномерно в промежутке \у \ ,  у г\,

а
справедлива формула дифференцирования по параметру  ( ф о р м у л а  
Л е й б н и ц а ) :

■+■ оо +  оо

щ  §  f ( x , y ) d x  =  j* fy  (х , у) dx,  (7)
а а

аналогичная соотношению (3).
При выполнении соответствующих условий формула Лейбница 

остается верной и для интеграла от разрывной функции, зависящего 
от параметра.

П р и м е р  6 . Вычислить интеграл 

+ ”
V  --------- cos mx  dx  (а  >  0 , Р >  0).

1-00 „
Г* е~ ах - е - Р х
\  --------- ~х-------- C° S тх — F (а > Р)>

Заметим, что интеграл J  е~ ах  cos mx dx равномерно сходится при
О

аа  >  0 и равен (проверьте!). Исходный интеграл сходится

при любых а > 0  и Р >  0 , а подынтегральная функция непрерывна 
вместе со своей частной производной по а ,  равной — e~a x cosmx.
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Следовательно, условия а), б), в) выполнены, и можно воспользо* 
ваться соотношением (7), Тогда

dF (а, Р) [* а— ^— —= — \ е~ах cos mx dx  = ----- — 5.
да  J  а 2 +

О
Отсюда

F  (а, Р) =  — In (a2+ m s) +  С (Р).

Д ля нахождения С (Р) полагаем в последнем равенстве а = р .  Имеем

0 =  — In (P2+ m 2) +  C (Р). Отсюда

C (P) =  l l n ( P 2+ m 2)

И

^  (®> Р) =  у  ( 1п (Р2 +  т2)  —  'П  ( « 2 +  тгУ)= Y ] n a2+ m 2' ^

4.14. На языке «е-8» сформулировать утверждение:
+ ов

интеграл F (у) =   ̂ /  (х, у) dx сходится неравномерно на
а

отрезке [уи у г].
Исследовать на равномерную сходимость в указанных 

промежутках следующие интегралы:

+  ос

4.15. ^ e ~ axco sx d x  (0 <  сс0 О  <  +  оо), 
о

+  оо

4.16. ( 1 < о <  +  оо).
0 * + 1

+  оо

4.17. j  ]ĵ d x  ( 0 < c t <  1).
1

+ 00

4.18. ^ ^ ~ d x  (— оо < а  <  +  оо ).
— оо

«•19. (< > < = .< +  » ) .
О

4.20. Г — =£ М =  ( | а | < 1 ) .
о V (ж— 1) (*—2)* V  2 )
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1 . \
4.21. j  s i n (0 < a  <  2). 

о

4.22. f  sinot? . - dr ( 0 < a < l ) .
J V | x—a|

4.23. Доказать, что функция

«(*> #) =  J  xi + f( lL t )* dt-
— 00

удовлетворяет уравнению Лапласа
даа д2ц ,  
дх3 +  ду2 — и -

Применяя дифференцирование по параметру, вычис­
лить следующие интегралы:

4.24. = £ * &  (а >  0, р >  о), 
о

+  00 _
Г, „ - а х  - Р х

4.25. \ --------------- sin mxdx  (а >  О, Р >  О, т ф  0).
о

4.26. ( а > 0 ) .
О

+р° 1__0 - ъ х
4.27. J  i ^ — dx ( а > - 1 ) .

О
+ оо

4.28*. j  e- vx*cosSxdx (у >  0).
о

4.29. (— оо < а  <  +  о о ).
J  х у  1— х 2
О

4 .30. ( | а | < 1).
J  х2 У  1— х2 41 1
о

4.31. ( М Ь * ! ! *  ( | « |< 1 ) .J 1̂ 1— X2 M l " - /
о
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ОТВЕТЫ

1.2. 1.3. £ .  1.4. 4 - ,п П -  1-5. (я-|-4). 1.6. З я /2 .1.7. у = х ,  

(/ =  дг +  З, х = 1 ,  дс =  2. 1.8. 0 =  x2, у =  2 — дг2, д с = ± 1 . 1.9. * + у  =  2, 
* =  Vх"4 — I/2, 0 =  0, </ =  2. 1.10. г /=  у =  У 2 — х2, х  =  0, х = 1 .

5 4 4 5 4 х

| | ! * \ d x \ f  (х > y ) dy =  \ dy \ f  (х> у) dx- 1 1 2 - l d x ^ f  (*» у )аУ +  
1 2  2 1 2 2 

Б 4  7 4  4 ^  + 3

+  5 dx J  /  (л:, {/) <ty +  ^ 4* ^  ̂ d y = ^ d y  $ f  (jc’ У) dx-
4 2 б х - 3  2

а V  2а 2- х *  а У а у

1.13. ^ dx  $ /  (•*, у) dy =  ̂  dy ^ f ( * , y ) d x +
- а  * Ч а  0 _ у ~

aVT У 2а2 —у2 a Vax

+  jj аУ ^ f ( x ' y ) dx- ,Л 4 - S S ( x , y ) d y +
a - V  2 a*-y2 0 0

2a V 2ax -x% a a + V a2- y 2 a К 2ax-x*

+  \ dx ^ f(x ’y )dy= \ dy  ^ f(x ,y)dx.  lA B . ^ d x  ^ f ( x , y )dy+  
a 0 0 y2ja 0 VTx-x2

2a V 2 a x —x % a /2 ( a - V a *  - 4 y 2) / 2

+  <j \ dx  S f ( x , y ) d y = i\j dy 5 f ( x , y ) d x +
a 0 0 a - V a 2 - y 2

a/2  a + V a 2 - y 2 a a + V  a2- y 2

+  ^ d y  ^ /(-«. y ) d x +  ^ dy  ^ /  (*> У) dx. 1.16. По
0 (a + Va*  — 4 y ‘) / 2  ° / 2  а —У a 2- у ‘

переменной x; область интегрирования ограничена линиями

1 2 + К 7 - 6  у - у *

у  =  — Угх , у  =  х3, х =  1, х  =  2. 1.17. С dy [ f  (х, у) dx.

- 7  2 - V 7 - 6 y - y 1

о VT+T 1 КГГГ

1 *8- \ dx 5 f ( x , y ) d y + ^ d x  5 f ( x , y ) d y .
~ 1 - V x + 1  0 _  V i _ x

2 2 — У  4 — y 2 2 V \ 6 - y 2

••*в. J  dy J  f  (x, y ) d x + ^ d y  ^ f ( x , y ) d x +

0 0 0 2 + V T ^ >
4 V 16 - 41* 1 3 V 7

+  \ dy  5 K x >y)dx- * -20. 5 ^ 5  /  У) dy-
2 0 0 x
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8/ 3 V \ + y *  a a - V a ‘ - y *

1.21. j  dy J  f  (x, y) dx. 1.22. ^ d y  ^ f  {x, y) dx  - f
О 2 y - 2  О 0

2 a V l a y - y 1 0 V x + l

+  \ * У  \  f ( x , y ) d x .  1.23.  ̂ dx 5 У) йУ +
а о -1  _v 'IT T
1 ~V~x  I V7+T з Ю- y

+  5 !  (x < y) dy + \ dx 5 f(x ' y ) dy- 1-24, \ dy  5 /  (x, y) dx.
0' -V7+T  0 VTx 1 9/sr

1.26. 4  a 4. 1.27. 112/9. 1.28. 1/4. 1.29. 1/3. 1.30. 9/20. 1.31. 68/15.
О

1.32. я 2/32. 1.33. j  a3. 1.34. e. 1.35. ^ a 3*3. •  ^ x 2y d x d y  =
G

a f  ( x )  0 b sin t

=  5 x 2 dx   ̂ y d y =   ̂ a 2 cos3 t (— a sin /) dt  ̂ У dlJ ’ где последний 
0 О я / 2  0

интеграл получается из предыдущего путем замены x  =  a c o s t .  g
1.36. Зл2а3. 1.37. ттгрО3. 1.38. 1/4. »  Средним значением функции

1 ио

f  (х, у) в области G называется число / ср=-^ - J J  /  (*, у) dxdy ,  где
О

S — площадь области G. 1.39. 1,63 < / <  2. •  По теореме об оценке 

двойного интеграла m S  <  /  (дг, у) dxdy  <  M S ,  гд ет — наименьшее,
о

М  — наибольшее значения функции в области G, S — площадь области G.
я / 6 аУ~3 sin ф я / 2  a cos ф

1.40. 5/3. 1.41. J d(f 5 f ( r) r d r  +  5 d(P § s (г) г dr.
0 о я / 6  0

з!пф
я / 2  2a  sin ф я / 4  с<к!ф

1.42.  ̂ d(P J /  (r cos ф.  ̂sin ф) г dr. 1.43.  ̂ <*ф § f  (r cosq),
я /  4 асозф  0 0 

Sill* ф
1 sin ф

З л / 4  sin ф я  сов'ф

г sin q>) г rfr -f-  ̂ dq> J /  (r cos q>, r sin ф) r dr +   ̂ *P § /  (r cos ф,
Я / 4 0 З я /4  0

я / 6 V 6 cos ф я / 2  3 V'cos 2ф

г sin ф )/■ dr. 1.44.  ̂ /  (tg ф) сСф J г dr +  J /  ( tg ф)Лр.  ̂ г dr‘
о о я / б  о

1.45. i ( s a2- l ) .  1.46. а. 1.47. 1.48. ™ . 1.49. g
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1.50. | < 2 _ l n 2 ) .  I M .  Ц £ - а > .  I M .  ±  ( J /  ( “ < « = 2 , 2 ) » * » ,
С о

1.53. ~ ^ d u ^ f { V  и h ) , Y  да4)  dv. 1.64. - L  J  du J  f  [ ^ Г  • 
а р  1 - и

tLr ) dv' 1-53- т1йи1{(У̂ т’
р а '

1.56. 2паЬ ( с -  / ? ^ 1 ) .  1.57. ( е - 1 ) /2 .  1.58. A ( a - e / » _

— b ~ e,6) ( q s / i — р 8/6) .  1.59. у  а2, 1.60. -1 (1 5 -1 6  In 2). 1.61. а2( я - 1 ) .

1 .6 2 .- i - (6 2— а2) ( я + 2 ) .  *  Перейти к лолярным координатам.

1 .6 3 .- 1 а 2 (8 — я). 1.64. ( я — 1) а2. •  Перейти к полярным координа­

там. 1.65. а2/210. •  Сделать замену переменных: x  — r cosa q>,
( л \  лсРЬ

0 <  ф <  1 • 1.66. . •  Перейти к обобщенным по­

лярным координатам. 1.67. - ^ ( b 6^  — а6/*) (п з /4— т 8^4). «  Сделать
( д 2__р2) 1/)3___дЭ)

замену переменных: у 2=и х ,  ш/2= х 3. 1.68. --------- баЧ*------- •  Сделать
4 _

замену переменных: у 2= и х ,  y  =  vx. 1.69. - а \  1.70. 8 / 2  а2.

1.71. 2 / 2  я р 2. 1.72. Ц а 2. 1.73. / 2  а2. 1.74. 16а2. 

1.75. 4яа* ( 2— / 2 ) .  1.76. у  (27— 5 / 5 ) .  1.77. 2а2 (я — 2). 

1.78. я а 2 ( / 2 + 1 п ( 1 - Ь / 2 ) ) .  1.79. я /6. 1.80. 3 / 2 я а 2. 

1.81. 2а2 ( я + 4 — 4 / 2 ) .  1.82. у аЬ2. 1.83. | а 3 ( 2 - / 2 ) .  «И нтег­

рировать в плоскости Оуг. 1.84. 16/15. 1.85. а3/  2. 

1.86. яа^ (3 — / 2  ) . 1.87. яабс ^1 — -1 ^  . 1.88. —  я а 3 (2 — / 2 ) .

2 —  1 
1.89. у я а 6 с ( 2 — / 2 ) .  1.90. у  In 3. •  Сделать замену переменных

и =  ху ,  y2*=vx. 1.91. 9/8. •  Сделать замену переменных и = х у ,  

v = y / x .  1.92. —  яб /?2. 1.93. М * =  - |- а 3, Л4у =  - |- я а 3. 1.94. j = | o i  

г , | . " .

^ =  8 (7—’з1 п 2 ) '
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< , 21 i  , 49 . , 35 . ,  , nab3 . na3b
1.100. / л = ^ п а 4, 7г /= з2 л а  - / о = 7ё л а  • ,1 0 1 - Лг =  — .

/ 0= ^ ( о Ч 6 2). 1.102. а ) ^ а * ;  б ) ^ Л  •  /* = - e= J J ( * + a ) 2d*dr/.
С

6а5 3 7
1.103. /*  =  -£ -*  I y  — 20 ka*t / 0 =  ̂ & а 5, где 6 — коэффициент

« «л* а/п « *Л!- 1 2а— sin 2а . пропорциональности. 1.104. я а 4/8. 1.105. /*  = -------- —------- а4,

/ у =  2 а + |561 п 2 а а4- 1-106. y V ( < t _ < i ) ( ^ - ^ ) -  •  Q =  v ( f a- f i ) X

X 5 5 I ХУ I dx dy- 1-Ю7. ~ g ~ -  •  £ = = SS ( 2x- \ -y)dxdy .

1 2 - 2 X  l 2 - 2 x - 3 y
6 3 4

2.1. J  dx ^ dy 5 ^ X’ У’ ^ dZ' 
0 0 0

, /  , - i - e

2.2. ^ dx ^ ЛУ 5 ^ (*’ У< z) rfz-

_ c l / 7I f O L
У  a ‘ b‘a

2 2 V x  V  ( i x - y - ) j ’.

2.3.  ̂ dx   ̂ dy  ̂ f  (*> У' г) dz- 
о - 2V x  —V { i x - y ‘ ), 2

2.4. 1/6. 2.5. а4/8. 2.6. 81/4. 2.7. 1/96. 2.8. а4/8.
а  4

2.9. 2ita2 sin2 — . •  3a ось Oz принять ось сектора. 2.10. лак.2 о
о о 3 Г  QO!/

2.11. -g-я /? 5/,а. 2.12. gjr. 2.13. | /  -д^-. •  Перейти к цилинд­

рическим координатам. 2.14. а3/45. *  Перейти к сферическим коор­
динатам. 2.15. л 2аЬс/4. •  Перейти к обобщенным сферическим коор­
динатам по формулам: x =  ar cos <р cos 0 , y  =  br sin q> cos 0 , z =  cr sin 0 .

При этом /  =  abcr2 cos 0 ( / 'З г О , 0 < ф < 2 я ,  —

192 .1 6 .-g-па3. •  Перейти к цилиндрическим координатам. 2.17. па3/3. •

3 9
Перейти к сферическим координатам. 2.18. М — —  л у 0а3, 7 ср =  — у 0.

1 3 1 1
2.19. M =  - ^ n y aR*H,  уср =  у  Vo- 2-20- М = р и у 0а3, 7ср =  у 2 Я7о-

Q1 QQ 4  Я
2.21. М  =  —  п у 0а3, у Ср =  щ 7 о -  2-22- м  =  j n y 0R 2H, Vcp^-g Vo-
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2.25. ( о ,  у  b, * * ) .  2.26. ( o ,  0, . 2.27. ( о ,  0,

2.28. ( o ,  0, - i f l ) .  2.29. 1  7 afc/t ( y + y )  • 2.30. ^ n y H R * .

о 2nya2b , (  h f l f i  N
2.31. -g-я у о Я 5- 2.32. - р р ^ 1п ( ^ - +  ^ 5— 1 у - <  Ньютоно­

вым потенциалом тела Т  в точке М 0 (хп, у0, г„) называется интеграл 

U — у (х, у,  г) d* i ^ -Л  , где у ( х , у ,  г) — плотность тела, 
т

r =  V ( х — дг0)а+  (у— у0)г + ( г — г0)г. Имеем: <7 =  у  j* =
т

m 'dxdtjdz 0
5 =  —  - Перейдем к цилиндрическим координатам:

К * Ч ^ + г 2

2.23. Af =  n 2Y0£ 3. T c p = - ^ n v 0. 2.24. ^0 , a,

U
2Я *

=  Y f C r r.g ^ . =2Y U U  Г ....=  х
J jJ  ]/7 2-j-22 о 0 а2-}-22 |А/;2 — аа

X ' " ( i +  / ? - ' ) ■  ► Г»>
fc— постоянная закона тяготения. ^  Приняв вершину конуса за 
начало координат, а его ось— за ось Ог, получим уравнение конуса

в виде *2 +  г/2 =  -^2 г2. Вследствие симметрии результирующая сила 

притяжения будет направлена вдоль оси Ог и выразится интегралом

е , _ » т  j j j  i - s v Щ  ■ n ' P ' t o  к » -

2п R Н
г dzлиндрическим координатам: F* =  ky  J  d<p J  /• dr J

0 0 W 
R

(/•2+  z2) 3/a

► 2S4- 2!S- та*”™ 1-

3.1. 1/4. 3.2. я /2 . 3.3. 4я. 3.4. 1. 3.5. Расходится. 3.6. Схо-3
дится при а  >  1. 3.7. 4. 3.8. — п.  3.9. я /2 . 3.10. Сходится при 

а  <  1. •  Изолировать прямую у — х  узкой полоской и положить

ГС — dy =  lim Г dx Г — ~L .  . 3.11. Сходится при а  >  1.
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4-5- ^ X ^ s i n ^ ( 1 +  ^ ) — ! j E 7 , s i n ^ ~ 1>' 4-6- 2у е~ у*— е ~ уг — У ~т У У У
у1 </

— 5 *ге -г,*а d*. 4.7. ^ (•* (*— y ) c o s x y — sin xy )d x .  4.8. x (2 — 3 y2) X  
и о

X f ( x y ) + f j [ j ) + x 2y V - y 2) i ' ( *y ) -  4.10. E’ ^ l ( E - F ) ,

E FF ' — -r-—---- r^r— - .  •  При вычислении F' показать, что
к (1 — ft") к 

Я /2  я / 2

J  (1 — ft2 sin2(p) ~ 3^2 d<p =  -j---- р  J  (1 — sin2 ф)1/,2^ф, для чего ис-
0 °

пользовать следующее тождество: (1— &2 sin2 <р)— 3/3 =  -— —2 х

Х (1 — к2 sin2 ф) 1/12 — Щ  (s‘n Ф cos Ф 0  — sin2 ф) ~ 17 “ ).

2 1
4.11. a rc tg  — . 4,12. -g- 1п2. 4.14. F(y) сходится неравномерно на [r/i, у2],

если этот интеграл сходится при любом у £ [ у х ,  t/2] , но существует 
е >  0 такое, что для любого В  >  а найдется У = у ( В ) £ [ у х ,  УгJ, для 

+ 00

4.1. 15/4. 4.2. 3/7. 4.3. / (*„ ) . 4.4. J - l n ( I + £ s).

которого dx :8. 4.15. Сходится равномерно. 4.16. Схо­

дится неравномерно. 4.17. Сходится равномерно. 4.18. Сходится равно­
мерно. 4.19. Сходится неравномерно. 4.20. Сходится равномерно.

4.21. Сходится неравномерно. 4.22. Сходится равномерно. 4.24. •

4.25. a rc tg  —— a r c t g — . 4.26. a rc tg  , 4.27. ln ( l- l - a ) .m m p v i /
/ — ej3X — ~

— e *v . •  Продифференцировать интеграл по

V dF 6 гпараметру у  и решить уравнение gg= = — 2у

4.29. - 2 - ln ( a +  Y • + a2)- 4.30. л  ( У  1 — a 2— l).

, . , , . „ l n i ± » 5 3 L .



Г л а в а  9

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1 . Уравнения 1-го порядка

1, Основные понятия. Функциональное уравнение

F (х, у, у ' ) = 0  (1)
ИЛИ

y ' =  f(x> У), (2)

связывающее между собой независимую переменную, искомую функ­
цию у  (дг) и ее производную у' (дг), называется дифференциальным 
уравнением 1 -го порядка.

Решением ( частным решением)  уравнения (1) или (2) на интер­
вале (а, Ь) называется любая функция г/ =  <р(лг), которая, будучи 
подставлена в это уравнение вместе со своей производной ф' (ж), 
обращает его в тождество относительно х £  {а, Ь). Уравнение Ф (х, i/)= 0 , 
определяющее это решение как неявную функцию, называется ин­
тегралом ( частным интегралом)  дифференциального уравнения. 
На плоскости с фиксированной декартовой прямоугольной системой 
координат уравнение Ф(дг, г/) =  0 определяет некоторую кривую, 
которая называется интегральной кривой дифференциального 
уравнения.

Общим решением дифференциального уравнения (1) или (2) назы­
вается такая функция у  =  у ( х .  С), которая при любом значении па­
раметра С является решением этого дифференциального уравнения. 
Уравнение Ф (х, у, С) =  0, определяющее общее решение как неявную 
функцию, называется общим интегралом дифференциального уравнения.

П р и м е р  1. Проверить подстановкой, что функция есть

решение дифференциального уравнения ху' +  у  =  cos дг.
c i n  У р п с  у  c i n  у

^  Имеем у  =  ——  , у' — —----------. Умножив у  и у' соответст­

венно на 1 и дг и сложив полученные выражения, получим 
**/ +  {/’ — cos дт. ►

П р и м е р  2. Показать, что функция у  =  Сх3 есть общее реше­
ние дифференциального уравнения дг у ' — 3 у = 0 .  Найти частное реше­
ние, удовлетворяющее условию у(1) =  1. (Найти интегральную кри­
вую, проходящую через точку М 0 (\,  1).)

Найдя (/' =  ЗСдг2 и подставив выражения у  и у'  в дифференци­
альное уравнение, при любом значении С получим тождество 
ЗСх3— ЗС г1 == 0. Это означает, что функция у — Сх3 есть общее ре­
шение дифференциального уравнения. Положив дт=1, у — 1, найдем 
значение цараметра С = 1, и, таким образом, получим искомое част­
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ное решение у = х 3. Иначе говоря, интегральной кривой, проходя­
щей через точку Л40 (1, 1), является кубическая парабола у  =  хл. ^  

Пусть задано уравнение
Ф (х, у. 0  =  О,

определяющее на плоскости некоторое семейство кривых, зависящих 
от значений параметра С. Если составить систему двух уравнений

Ф (*. У< 0  =  0 , Ф'х (х , у,  О  =  О,

то, исключая из этой системы параметр С,  получим, вообще говоря, 
дифференциальное уравнение заданного семейства кривых.

П р и м е р  3. Найти дифференциальное уравнение семейства 
окружностей x2-f -y2 — 2ax.

Имеем систему уравнений
х2 +  у2 =  2ах,

2л:+ 2  уу ’ = 2  а.

Исключаем параметр а. Из второго уравнения находим a =  x - f - уу’
и, подставляя это выражение в первое уравнение, получаем x2+ i /2=  
—2х(х- \ -уу ' ) ,  т. е. у2— х'1 =  2хуу ' . Это и есть искомое дифференци­
альное уравнение. ►

Показать, что заданные выражения определяют общие 
решения или общие интегралы соответствующих диффе­
ренциальных уравнений:

В заданном семействе выделить уравнение кривой, 
удовлетворяющей приведенному начальному условию.

1.7. Написать уравнение, которому удовлетворяют все 
точки экстремума интегральных кривых дифференциаль­
ного уравнения у' —f  (дс, у).  Как отличить точки макси­
мума от точек минимума?

1.8. Написать уравнение, которому удовлетворяют все 
точки перегиба интегральных кривых дифференциального 
уравнения y' =  f { x , y ) ,  в частности дифференциальных 
уравнений:

1.1. у  =  х ( С  — \п\х\ ) ,  (x — y) dx  +  x d y  =  0.

1.3. 2 х + у — 1 = С е 2У~х, (2x +  y + l ) d x —
— (4xJt-2y — 3 )d y  — 0.

1 -4. у  (In | дс* — 1 1 +  С) =  1, у ( 0 ) =  1. 
1*5. J/(l — Сдс) =  1, у (1 )  =  0 ,5 .
1.6. у — 2 +  C co sx ,  0 (0) =  — 1.

а) У ' ^ У  +  Х3', б) у ’ — еУ—х.



Составить дифференциальные уравнения семейств 
кривых:

1.9. Парабол у =  хг -+- 2ах.
1 .1 0 . Гипербол у =  а/х. \
1 .1 1 . Цепных линий у  =  а ch*.
1 .1 2 . Гипербол х2 — у'1 — 2ах.
1 .1 3 . Составить дифференциальное уравнение семей­

ства кривых, у которых отрезок любой нормали, заклю­
ченный между осями координат, делится пополам в точ­
ке касания.

1 .1 4 . Составить дифференциальное уравнение семейства 
кривых, у которых отрезок любой касательной, заклю­
ченный между осями координат, делится точкой касания 
М (х, у) в отношении | AM  | =  2:1, где Л —точка 
пересечения касательной с осью Оу, В — с осью Ох.

1 .1 5 . Составить дифференциальное уравнение семей­
ства кривых, у которых площадь, заключенная между 
осями координат, этой кривой и переменной ординатой, 
пропорциональна четвертой степени этой ординаты.

2. Графический метод построения интегральных кривых (метод изо­
клин). Дифференциальное уравнение у'  = }  (х, у) в плоскости с фик­
сированной декартовой прямоугольной системой координат Оху оп­
ределяет поле направлений равенством t g a  =  f ( x ,  у).

Изоклиной уравнения (поля направлений) называется всякая 
кривая, определяемая уравнением

/  (х, y) =  k
при фиксированном k.

Д ля приближенного (графического) решения уравнения у ’ = f ( х, у) 
построим на плоскости изоклины для нескольких значений k. Пусть

Л10 (х0 у0) — некоторая началь­
ная точка. Изоклина L0, про­
ходящая через эту точку, соот­
ветствует значению k,  равному 
k,, =  f  {x0, у 0). Проведем отрезок 
M 0M t с угловым коэффициентом 
k0 до пересечения в точке с 
ближайшей изоклиной Lj (тем 
самым мы заменим дугу интег­
ральной кривой отрезком ее 
касательной). Далее, из точки 
M i (*i> Уг) проведем новый от­
резок Л1хЛ12 с угловым коэффи­
циентом k1 = f ( x 1, ух\ до пере­
сечения в точке М 2 со следую­
щей изоклиной L3 и т. д.

В результате такого пост­
роения мы получим ломаную, 

изображением интегральной кривбй, 
Чем гуще взята сеть

являющуюся
проходящей

приближенным 
через начальную точку М0.
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изоклин, тем более точно можно получить интегральную кри­
вую.

Изменяя положение начальной точки М 0, аналогично можно 
построить приближенно и другие интегральные кривые.

П р и м е р  4. Методом изоклин построить интегральную кривую 
уравнения у' — 2х, проходящую через начало координат.
•<[ Изоклины данного уравнения— параллельные прямые 2x — k. 
Полагая й =  0, ± 1 , ± 2 , ± 3 , ..., получаем изоклины х  =  0, х =  ±  1/2, 
* = ± 1 ,  х = ± 3 / 2  и т. д. Построим их (рис. 91).

Отправляясь из начала координат влево и вправо, строим лома­
ную ... М _ 3М  _ 2М _ 1М 0М 1М 2М 3..., звенья которой имеют угловые 
коэффициенты соответственно ..., —2, — 1 , 0 ,  1 , 2 ,  ... Эта ломаная и 
есть приближенное изображение интегральной кривой.

Рекомендуем читателю построить график соответствующего част­
ного решения у — х 2 и сравнить его с построенной ломаной. ^

Методом изоклин построить приближенно семейство 
интегральных кривых следующих дифференциальных 
уравнений:

1.16. у ’ = х  +  у.  1.17. у'  =  1 + у .

1.18. у' =  — ±  . 1.19. у '  =  у ~ х \

1. 2 0 . у'  == — . 1. 2 1 .
s  х +  у  J  х +  З у

3. Уравнения с разделяющимися переменными. Пусть в урав­
нении

y ' = f ( x ,  У)

функция /  (х, у) может быть разложена на множители / ,  (х) и / 2 (у ), 
каждый из которых зависит только от одной переменной, или в 
уравнении

М (х, у) dx- \-N  (х, у) dy =  0,

коэффициенты при dx и dy  представляются в виде М(х, у ) = М 1(х) М г (у), 
N (х , у) ~  /V] (х) Л’2 (у). Путем деления соответственно на / 2 (у) и на 
N 1 ( x ) M 2 (y) эти уравнения приводятся соответственно к виду

'•Mdx-x w du'
N i(x)  М 2 (у)

Интегрируя левые части этих уравнений по х, а правые по у, при" 
ходим в каждом из них к общему интегралу исходного дифференци­
ального уравнения.

П р и м е р  5. Решить уравнение
dy 2х 
dx Зу2 +  1 ‘

<  Разделяем переменные:
(3у~-\-1) dy -  2х dx.
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J  (Зу* -f-1) а|(/ =  ^ 2xdx- \ -C,

или
У3+ У — х* =  С

(общий интеграл уравнения). ^
Если в уравнении с разделяющимися переменными у' =  f i (x ) f2(y) 

функция / 2 (у) имеет действительный корень у 0, т. е. если / 2 (у0)= 0 , 
то функция у ( х ) = у 0 является решением уравнения (в чем легко 
убедиться непосредственной подстановкой). При делении обеих час­
тей этого уравнения на / 2 (у) (при разделении переменных) решение 
у (х )  =  у 0 может быть потеряно.

Аналогично, при интегрировании уравнения М 1 (х) М 2 (у) dx -f- 
+A^i (дг) Л/2 (у) dy =  0 могут быть потеряны интегральные кривые 
х ( у)  =  х 0 и у ( х ) — у 0, где хп— действительный корень функции N x{x), 
у 0— действительный корень функции М 2 (у).

Поэтому, получив указанным выше методом разделения перемен­
ных общий интеграл уравнения, надо проверить, входят ли в его 
состав (при подходящих числовых значениях параметра С) упомяну­
тые частные решения. Если входят, то потери решений нет. Если 
не входят, то их следует включить в состав интеграла.

П р и м е р  6. Решить уравнение

dy t
- У tg  х -

Интегрируем:

^  Разделяем переменные: 

Интегрируем:

dx

— = t g  х dx. 
У

I n | # | = — In | cos дс|-f-C f, 

или
In | у  cos x  | =  Cj.

Для удобства потенцирования полученного равенства представим 
параметр Сх в логарифмической форме, положив С, =  In | С2 |, С2 Ф 0 
(при этом Cj принимает все значения от — оо до + о о ) . Тогда

In | у cos х  | =  In | Са |

и, потенцируя, получаем общий интеграл в виде у  cos x  =  C2l откуда
у  =  Са sec х.  (3)

Заметим теперь, что исходное дифференциальное уравнение имеет, 
очевидно, еще решение у  =  0 , которое не входит в запись (3), так 
к ак С 2 Ф 0. Введем новый параметр С, принимающий, в отличие отС а, 
также и нулевое значение. Тогда решение у =  0 войдет в состав 
общего решения

у =  С sec х. ►

С помощью подстановки и (х) =  а х +  by (дс) +  d к уравнениям с 
разделяющимися переменными приводятся и дифференциальные урав-



нения вида
у ' =  f  ( a x + b y + d ) ,  Ь ф О .

Решить дифференциальные уравнения: 
1-22* у ' ] / Т ^ х 2 = 1 + у \  1 .2 3 . у ’ =  ех+У.

■ 1.25. (1 +  y2) x d x  +  (l +  х2) dy =  0. 
1.26. x y d x + Y l — x2dy =  0.
1.27. ye2xd x — (1 +  e2x) d y = 0 .
1.28. 2e*tg y d x  +  (1 +  e*) sec2 y d y — 0.
1.29. (1 -\-y) (ex dx — e2y dy) — (1 +  y 2) dy =  0.

1.30. y ’ =  cos{x +  y).  1.31. y ’ =  ^ X— y

1.32. у ' =  (4х +  у + 1 ) 2.
Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие 

указанным начальным условиям:
1.33. ( l + y 2) d x — x yd y  =  0; у(1 ) =  0.
1.34. (xy2 +  x ) d y + ( x 2y — y)dx-=0 \  у (  1) =  1.
1.35. у' t g x  — y\ у  (я/2) =  1.

4. Однородные уравнения. Дифференциальное уравнение 1-го 
порядка называется однородным, если его можно привести к виду

где М (х, у) и N (х, у )— однородные функции  одного порядка, т. е. 
существует такое k £  %, что М (tx, ty) =  t kM (х, у) и N  (tx, ty) =  i kN (х, у) 
тождественно относительно х, у  и / ф  0.

С помощью подстановки у / х — и (х) однородные уравнения (4) и 
(5) преобразуются в уравнения с разделяющимися переменными. 

П р и м е р  7. Решить уравнение

становки в исходное уравнение дает уравнение с разделяющимися 
переменными

или к виду
М (х, у) dx +  N  (х, у) dy =  0, (5)

= cos и,



du K_dx 
cos и x

и интегрируем:

•«(т+т)-*-
Получаем общее решение:

u =  2 a rc tg  С х — -у .

Возвращаясь к функции у,  находим:

у =  х  ^ 2 arct gCxr— j  .

При делении на cos и были потеряны решения г/ =  ж Z-
Добавляя их к полученному семейству решений, находим общий 
интеграл в виде

у  =  х  ^ 2a rc tg  +

Дифференциальные уравнения вида
/ a,x +  &iy+ci\  (6)

* \a»Jf +  64y +  c*/ ’
о* 6*в случае — Ф приводятся к однородным уравнениям с помощью 
«1 Ьх 

замены переменных
х = и  +  т, y  =  v +  n, 

где т и п  находятся из системы уравнений 
a1m- \-b1n- \ -c i=Q,  
asm- \-b t n - \ -Ci=0 .

Поскольку здесь dx =  du, dy =  dv, то уравнение (6) преобразуется к 
виду (4) относительно функции v (и):

<to , /  a jU+ bjV +  ̂ m  +  b jn + C i  \  ,  / flitt-f bxv \  __
du \  Q%U -f- Ь %V -f- Q%tn b%Tl -j- C2 )  \Q2U-{~b%v)

Если в уравнении (6) — = - £ = Х ,  и, следовательно, а2х +  Ьгу — 
ai

=  Ъ.(а1х-{-Ь1у), то оно примет вид

dy , (  alX+ b t y + C i  \ ___ t  ,Л
Tx~f ^ м ^ д а й ; j ■ ' т ( в l l ; + y •

Разделяем переменные:



Подстановкой и (х) = а 1х- \ -Ь1у  (л:) это уравнение преобразуется к 
уравнению с разделяющимися переменными.

Решить дифференциальные уравнения:

1.38. у’ =  ( х — у)/(х +  у).
1.39. (х* +  ху) у' — x V л-2 — i f  +  ху + t f .
1.40. (x — y)dx +  xdy — 0.
1.41. (2х — у +  1) dx-\- [2у —х — Y)dy= 0.
1.42. (y-\-2)dx— (2x-\-y— A)dy = 0.
1.43. (х-(-у -f-1)d x -f-(2x-f-2y— \)dy = 0. 
Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие 

данным начальным условиям: 

1.44. ху' — y \ n - j  \ 0(1) =  1. 

1.45. {V~xy — x)dy +  yd x = 0 ;  г/(1) = 1.
1.46. {у +  Ух* +  у2) dx—xdy = 0; у(  1) = 0.
5. Линейные уравнения. Дифференциальное уравнение 1-го по­

рядка называется линейным,  если оно содержит у  и у'  в первой 
степени, т. е. имеет вид

и называется линейным однородным. Оно является уравнением с раз­
деляющимися переменными, и его общее решение имеет вид

где С — произвольная посто ( x )dx — одна из первооб-

Интегрирование линейного неоднородного уравнения (7) можно 
провести одним из следующих методов.

а) М е т о д  в а р и а ц и и  п о с т о я н н о й .  Будем искать реше­
ние уравнения (7) в виде

который получается из (8), если заменить постоянную С на функ­
цию С (х). Подставляя выражение (9) в уравнение (7), получим для

y' =  P ( x ) y  +  Q(x).

При Q (х) ss 0 уравнение (7) принимает вид 

У' — Р (х ) У

(7)

разных функции Р (х).

(9)



-  Гр (ж) dx 
C'(x)  =  Q(x ) e  ■>

Его общее решение:
_  Р -  [ р  (x )d x
C(x)  =  ^ Q ( х ) е  J d x + C ,

_  С — fP ,(x )  dx
где С— произвольная постоянная, a \ Q ( x ) e  J dx— одна из
первообразных. Подставляя полученное выражение для С (х) в фор­
мулу (9), находим общее решение уравнения (7):

ГP ( x ) d x (  р - f P ( x ) d x  N
y = e J ^ C - f ^ Q ( x ) e  J d x j .  (10)

б) М е т о д  п о д с т а н о в к и .  Положим у  (х) =  и (х) v (х). Тогда 
уравнение (7) приводится к виду

V { t x - P ( x ) U )  +  { t x U - Q { x ) ) = 0 ‘

Выберем функцию и (дг) так, чтобы первая скобка в левой части 
уравнения (11) обратилась в нуль. Д ля этого интегрируем уравнение 
с разделяющимися переменными

g - J > W « -  0

и выбираем какое-либо частное его решение « =  « , ( х). Подставляя 
функцию Ui(x) вместо и в левую часть уравнения (11), получаем 
уравнение с разделяющимися переменными относительно функции v (х):

^ « i W - Q W = 0.

Находим общее решение этого уравнения:
о =  у (х, С).

Перемножая найденные функции «х (дг) и о (х , С), получаем общее 
решение уравнения (7):

y =  Ui (дг) v (дг, С).

П р и м е р  8. Решить методом вариации постоянной уравнение
у ’ =  у  ctg дг +  sin дг.

^  Рассмотрим сначала соответствующее однородное линейное урав­
нение

У’ =  У ctg х.

Его общее решение у =  С sin дг. Следовательно, общее решение ис­
ходного уравнения ищем в виде у  =  С (дг) sin дг. Подставляем у  и 
у '  — С’ (х) s in x  +  C (x )co sx  в данное уравнение:

С' (х) s in x  +  C (х) co sx  =  c tg x -C  (х) s in x  +  sin x ,
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откуда С '(х ) =  1, и тогда С ( * ) = *  +  С. Следовательно, общее реше­
ние уравнения есть

у  =  ( х + С ) s in * . Р

П р и м е р  9. Решить методом подстановки уравнение, линейное 
dx

относительно х  и — : 
dy

d x __2х . _3_

Положим x  =  uv и приведем уравнение к виду 
( du 2 и \  f  dv 3 \

V \ d y  y ) ^ ~ \ d y U у 2)  ’

Найдем функцию Щ(у),  решая уравнение
du__2  н _ 0

dy У ~

и выбирая из его общего решения и = у 2-\-С одно частное решение, 
например и1 ( у ) = у 2. Подставляя их (у) в уравнение (12), получим:

dv 3 dv 3
■т- у ----- 5= 0, или — ,
dy у 2 dy у*

Общее решение этого уравнения:

о (if, С ) = С — 4 р

Перемножая «i (у) и v (у, Q ,  получаем общее решение данного уравнения:

х = С у 2— - .  Ь- 
У ^

Решить дифференциальные уравнения: 
1 .4 7 . у' +  2ху =  хе~х2.
1.48. (1 +  х2)у '  =  2ху +  (\ + х 2)2.

1.49. у' +  2у =  е3х. 1.50. у ’ +  % =  2 1 п х + 1 .

1.51. y ; = J L T +  ex ( x + l ) \  1.52*.

1.53. (1 + у 2) d x — (arctg у  — х) dy. 

1.54*. у' +  tg у  =  —- — .J  I &  »  C0S у

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие 
заданным начальным условиям: 

1.55. y ' + y t g x =  1 /co s*; у ( 0) =  0. 
. 1.56. у' =  2 у + г х — х; г/ (0) =  1/4. 

1.57, у' = у / ( 2 у \ п у  +  у  — х)\ 1/ ( 1) =  1.
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6. Уравнение Бернулли. У  равнением Бернулли  называется диф­
ференциальное уравнение 1-го порядка вида

y'  =  P ( x ) y + Q ( x ) y » ,  (13)

где т ф  О, т ф \  (при т — 0 уравнение (13) является линейным, 
а при т — 1— уравнением с разделяющимися переменными).

Так же, как и линейное, уравнение Бернулли можно проинте­
грировать с помощью подстановки y  =  uv или свести к линейному 
уравнению с помощью подстановки г — у х~ т.

П р и м е р  10. Решить уравнение

У' х  у

П олагая у  =  uv,  приводим уравнение к виду 
( d u  и \  ( d v  хг \

v [ tx- t ) + { tx u- tv) = 0' <14>
Из общего решения и — Сх  уравнения

d u _  и 
dx х ~

выбираем в качестве функции и одно частное решение, например
Ui  —  X.

Подставляя и± в уравнение (14), получаем новое уравнение 
dv х2 .  dv 1 — —
-т- х ------ =  0, или — . Его общее решение v — V  2 х +  С.dx xv dx v r

Перемножая и v, получаем общее решение исходного уравне­
ния у  =  х у г2х-\-С.

П р и м е р  11. Решить уравнение Бернулли относительно х  =  х  (у):
d x_х  1
dy 2у 2 х ‘

Положим x  — uv и приведем уравнение к виду 
( du  и \  . ( dv 1 \

V \ d y  2yJ  \ d y  U~^~2uv) ~~ ’

Рассмотрев уравнение
du и _  
Т у ~ 2 у ~

возьмем его частное решение « ! =  У  у . Тогда мы придем к уравнению

общее решение которого
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Перемножая ui  — y  и с2, получим общий интеграл исходного урав­
нения

х2 =  у In—. ^
У

Решить дифференциальные уравнения: 
1.58. у' + 4 х у = 2 х е ~ х' У  у .

1.59. у ’ =  у c tg x  ' ^sin X

1.60* »' =  - — 2* . ,  . s  x ^ c o s  i/ + s i i i  2у 

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие 
заданным начальным условиям: 

1.61. 3dy =  (1 — Зу3) i/s in xdx\  у ( я / 2 ) = 1 .

1.62. y d x - \ - [ x — ^ x 3y^jdy =  0; у(  1/2) =  1 .

7. Уравнения в полных дифференциалах. Дифференциальное 
уравнение 1-го порядка вида

Р  (х , у) flfx-f Q (х, }() dy =  0 (15)

называется уравнением в полных дифференциалах , если его левая часть 
является полным дифференциалом некоторой функции U (х, у),  т. е.

Q ^ y ) = % -

Для того чтобы уравнение (15) было уравнением в полных диф­
ференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

дР дО
<16>

Если уравнение (15) есть уравнение в полных дифференциалах, 
то оно может быть записано в виде

dU (х, у)  — 0.

Общий интеграл этого уравнения:
U (х, у )= С ,

где С — произвольная постоянная.
Функция U (х, у) может быть найдена следующим образом. Инте­

грируя равенство ~ ^  =  Р (х, у) по х при фиксированном у  и заме­

чая, что произвольная постоянная в этом случае может зависеть 
от у,  имеем

U (х, у) =  ^ Р  (х, у) dx +  ф (у), (17)
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Затем из равенства

J  р  <*• У) dx+ (f'  (У) =  Q (х < У)

находим функцию ф {у), подставив которую в (17), получим функ­
цию U (х, у).

Очевидно, что искомая функция U (х, у) определена с точностью 
до произвольной аддитивной постоянной. Для записи общего инте­
грала исходного уравнения достаточно выбрать одну из функций 
получаемого семейства.

З а м е ч а н и е .  Более простой метод отыскания функции U (дс, у) 
состоит в вычислении так называемого криволинейного интеграла 
2-го рода

где точки Af0 (x0, у0) и М (х , у) и путь интегрирования лежат в об­
ласти непрерывности функций Р  (дс, у) и Q (х, у) и их частных про­
изводных, причем М 0 (х0> у0) — некоторая фиксированная точка. 

П р и м е р  12. Решить уравнение

предварительно убедившись, что это есть уравнение в полных диф­
ференциалах.
4̂  Проверим условие (16):

Условие (16) выполнено, следовательно, заданное уравнение есть 
уравнение в полных дифференциалах.

Найдем функцию U (лг, у). Интегрируя по х при постоянном у 
равенство

Заметим, что при вычислении первообразной мы здесь пишем 1п дс, 
а не In | дг |, так как исходное уравнение содержит In х  и, следова­
тельно, имеет смысл лишь при х  >  0.

Подставляя (18) в равенство

<*. у)
U (х, у) =   ̂ р  У) dx+  Q (*> У) *У>

(■*•* У о)

~ d x  +  (y3 +  \nx)dy =  0,

д Р _  
ду ~~

получим

V (* . у) =  J - J  dx +  ф (У) =  У In X +  Ф (у). (18)

откуда

имеем

Tty = £ 2 4') =  4'3 +  1пдс< 

ln x  +  ф' (у) =  |/3 —j— In xt 

Ф (у) = - f ‘/ * + Q . (19)



Положив, например, Сх =  0, находим из (18) и (19)

V (х, (/) =  (/ In х + ^ у К

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения имеет вид 

у \ п х -\ -~ у 1 — С.

Реш ить дифференциальные уравнения, предварительно 
убедивш ись, что они являю тся уравнениями в полных 
дифференциалах:

1 . 6 3 .  (2 х +  у) dx +  (x +  2y) dy =  0.
1 . 6 4 .  (Юху — 8у +  l)c fx  +  (5xa— 8x +  3)dy =  0 .

1 .6 5 .  (2x +  ex'y) dx +  ( 1  —  j )  ex'« dy =  0 .

1 . 66. 2x co s2 у dx +  (2y —x1 sin 2y) dy 0.

8 . Теорема сущ ествования н единственности реш ения. Особые 
реш ения. Задачей Коши для дифференциального уравнения y ' = f  (х, у) 
называется задача об отыскании частного решения этого уравнения, 
удовлетворяющего заданному начальному условию у (х0) =  у0.

Т е о р е м а  Коши. Если в дифференциальном уравнении y ' = f  (х, у) 
функция f  (х , у) непрерывна в некоторой области D плоскости Оху 
и  имеет в этой области ограниченную частную производную f'y ( х ,  у), 
то для любой точки (х0, y0)£ D  в некотором интервале х0— й < х <  
< x 0+/t существует и притом единственное решение у (х) этого 
уравнения, удовлетворяющее начальному условию у (х 0) = у 0.

Геометрически это означает, что через каждую точку М области 
D проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения 
y ' = f ( x , У).

Точки области D, в которых нарушается единственность решения 
задачи Коши, называются особыми точками дифференциального урав­
нения.

Решение (интегральная кривая) уравнения y '—f( x ,y ) ,  в каж­
дой точке которого нарушается единственность решения задачи Коши, 
называется особым решением (особой интегральной кривой)  этого 
уравнения. Особое решение не может быть получено из общего ни 
при каких значениях С (включая и С — ± а з) .

Огибающая семейства интегральных кривых, определяемых общим 
решением у — ф (х, С) или общим интегралом Ф (х, у. С) = 0 ,  является 
особой интегральной кривой. Она находится путем исключения, если 
это возможно, параметра С из системы двух уравнений

у =  ф (х, С), Ф (х, у, С) = 0 ,

0 =  ф  ̂ (х, С) ИЛИ Ф с (х , у, С ) = 0 .

Найденную таким путем функцию следует подставить в данное диф­
ференциальное уравнение и убедиться, что она является его реше­
нием.
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П р и м е р  13. Найти область, в которой уравнение 

У = х
имеет единственное решение.
^  Здесь f  (х, y) =  x y r 1 — у2— функция, непрерывная при

/ X I/
частная производная /</(*,</) = -------~ — ограничена при | у | <

К 1 — »/а
< а  <  1. Следовательно, данное уравнение имеет единственное реше* 
ние в любой полосе — а < ( / < а  (при 0 <  а <  1).

П р и м е р  14. Найти особые решения уравнения

у ' = \ Г [ - у \
JT

зная его общее решение */ =  sin (лг +  С), | к +  С | «г  - у .

Составим систему уравнений

i/ =  s in (x  +  C), , r , r i * ? n
0 =  cos (х +  С),

Исключая С, найдем.две функции у — ±  1, которые* очевидно, явля­
ются решениями данного уравнения и не получаютгя из общего ре­
шения ни при каких значениях С. Следовательно, у = ±  1— особые 
решения. ^

Найти области сущ ествования и единственности реше­
ния для дифференциальных уравнений:

1 .6 7 . у '= х * -у \  1 .6 8 . У‘ = ф - Х-
1 .6 9 . t/' =  l +  t g y .  1 .7 0 . у = х 2+ У х - у \
Найти особые решения следующ их дифференциальных 

уравнений, зная общие решения (там, где это у к азан о ).

1 . 7 1 . у ' =  Ш _ .

1 .7 2 . у' =  A xV y-\ ] у= (х* +  С)*+  1.
1 .7 3 . ху'2 +  2ху' — у — 0\ (у —  С)2 =  4Сх.

1 .7 4 . у =  у'2- х у ' + ~ ;  y =  Y  +  CХ +  С2-
9 . Уравнения, не разрешенные относительно производной. Пусть 

дифференциальное уравнение F  (х, у, у') =  0 разрешимо либо относи­
тельно искомой функции, т. е. имеет вид

y = f(x,y'), (20)

либо относительно аргумента, т. е. записывается в виде

* = f(y,y'). (21)
Тогда оно интегрируется путем введения параметра р — у ' Уравне­
ния (20) и (21) переходят в алгебраические уравнения, дифференци­
руя которые соответственно по х  или по у, получим системы урав-
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L нений

У—f  (*> P)’ нпи x =  f ( y ,p ) ,
=  . *R , 5/ dp

ip  P dx dp dx p d y ' d p  * dy'

Из этих систем находится соответственно общее решение урав- 
г  иения (20) или (21) в явном или параметрическом виде.

П р и м е р  15. Решить уравнение

,у  =  уп + х у ' — х.
Введем параметр р =  у\ Тогда

у ^ р * + х ( р - \ ) .  (22)
'Дифференцируя это равенство по х, получим

I ' р= 2ртх+ р - 1+х%
или

; dp 1
Щ dx 2р+дс *

Г Запишем последнее уравнение в форме
dx

4 j - x + 2 p ‘
Это линейное уравнение, его общее решение:

х =  С е Р - 2 ( р + 1 ) .  (23)
-Подставляя выражение (23) в формулу (22), получим

у =  СеР (р — 1)— ра +  2. (24J

i Система соотношений (23) и (24) определяет общее решение исход­
ного уравнения в параметрической форме:

х = С е Р — 2 (р +  1), у =  СеР (р — 1) — р2+ 2 .  ^

П р и м е р  16. Решить уравнение

w + f
^ П о л а г а я  р — у', имеем

x ^ + J L .
* р

Дифференцируем это равенство по у:

1  =  2
р r dy 1 р p%dy

или

Отсюда
£ ( ^ Ь  

- У Т * -
Рх =  С и Ра
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Подставляя поочередно оба результата в выражение для х, найдем 
общее решение

Частным случаем уравнений вида (20) является так называемое 
уравнение Лагранж а

которое при / (у') з= у' называют уравнением К леро. Введением па­
раметра р =  у' уравнение (25) приводится к виду

y = x f(p )  +  4>(p)
в случае общего уравнения Лагранжа и к виду

у =  хр +  <р(р)

в  случае уравнения Клеро.
Уравнение Лагранжа имеет особые решения

y = x f ( p 0) +  q>(p0),

где р 0— любой из корней уравнения f ( p )  =  p ,
Уравнение Клеро имеет общее решение

являющееся огибающей семейства интегральных кривых (26).
Таким образом, можно сформулировать следующее п р а к т и ­

ч е с к о е  п р а в и л о .  Заменив в уравнении Клеро символ у' симво­
лом С, мы сразу получаем общее решение (26). Дифференцируя его 
по С и исключая С из системы двух уравнений (общего решения и 
результата дифференцирования), получаем особое решение (27), 

П р и м е р  17, Решить уравнение Лагранжа

у =  Сх— С3
и решение

которое* как легко убедиться, является особым. ►

Реш ить дифференциальные уравнения:

1.75. у^ у '*  + Ау'\ 1.76. y = y 'y i+ y '* .
1.77. у = (у '— 1)еУ'. 1.78. у = ̂ - + 2ху' + хг.
1.79. х = у'3 — у' + 2. 1.80. x=*y'cosy'.
1 .8 1 . х — 2у' —  \иу'. 1 . 8 2 . *  =  ^ + ^ .

y - x f ( y ' ) + ( f ( y ' ) , (25)

у =  Сх+ц>(С) (26)
и особое решение

х =  — ф' (р), у  =  — ф' (р )р  +  ф(р)< (27)

у = х у ' * + у ' .

Полагая у ' = р ,  найдем

у = х р г + р .



Дифференцируя это равенство по х, получим 

р =  р* +  2хр^ + § - ,

или
dx 2 р . 1
dp ~ " * р — р2 ~т~р— рг '

Это линейное уравнение имеет общее решение

1
; (C - f ln  | р\ — p)i

подставляя* которое в формулу для у получаем общее решение исход­
ного уравнения в параметрической форме:

.. C -f-ln  | р |— р (С + \ п\ р\ — р ) р 2
(1 — р)2 ' У (1 —  р)*

Кроме того, уравнение имеет особые решения у =  0 и у —х - (-1., 
соответствующие корням pi =  0 и р2 =  1 уравнения рг — р. ►  

П р и м е р  18. Решить уравнение
I  y =  xy'— y'i .

Данное уравнение имеет вид (25) при /(# ') =  */'> т- е - является 
уравнением Клеро. Следуя практическому правилу, получаем общее 
решение

у — Сх— С

Исключая, далее, параметр С и^системы уравнений:
у =  Сх— С4,
0 =  * — 4С3,-

получим особое решение

</ =  - Л = ^ 4/3- ►
\ у \

Реш ить дифференциальные уравнения!

1 .8 3 .  y  =  x Xĵ ~ -  1 * 8 4 . у = 2 х у ' - \ - - ~ .

1 .8 5 .  «/ =  *«/'* + у ' 3. 1 . 86. у  =  ± ( х у '  + у '  \ п у ') ,

1 .8 7 .  у  =  х у ’ - ~ .  1 -8 8 . y ^ x y ' + y '  +  V t f ,
У

1 .8 9 .  у  =  х у ' — еу\  1 .9 0 .  у  — xy'  -f- c o s  у ' ,

10. Смеш анные задачи на дифференциальные уравнения 1-го 
порядка.

Определить типы дифференциальных уравнений и у к а ­
зать в общем виде методы их решения:
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1 .9 b  s in *8 =  e у . 1 .9 2 . V x2- у *  =  y_ * f +xy>.

1 .9 3 . l+ J C  +  ( l + x a) ( e * - e 2Y )  =  0-
1 .9 4 . 2y' (1 —  x2) — xy — 2xy2 -\-2x3y2 =  0.
1 .9 5 . ydx +  (2x — y2)dy =  0.
1 .9 6 . [ j —x + y 2̂ jdx +  (2xy+  y —^ j d y  =  0.

1 .9 7 . ydx +  (x—2V xy)dy— 0.
1 .9 8 . (x2 +  y2 +  l)dy +  xydx =  0.
1 .9 9 . y’ =  sin (у—дг). 1 .1 0 0 . x — a rcco s  y ~ a* ,

, . i o i .  V y = y : - g - . xr »  лс2-|-2дс—  1

Реш ить дифференциальные уравнения:

1 .1 0 2 . у '+ х у  — х3. 1 .1 0 3 . (х — y)dy — ydx — 0 .
1 .1 0 4 . (x co s2 y + l)d x —x2s'm2ydy — 0.
1 .1 0 5 . у' =  у tg  х — у2 cos х. 1 .1 0 6 . у' =  1 .

1 .1 0 7 . 2ydx +  (y2 — 6x)dy =  0.
1 .1 0 8 . {xyex,v +  y2)dx =  x2exJ« dy.
1 .1 0 9 . (xy2 +  x) dx +  (у—x2y)dy =  0.
1 . 1 1 0 . (2x3—xy2) dx +  (2y3—x2y) dy =  0 .

1 . 1 1 1 . xy' + y  =  y2\nx.
1 .1 1 2 . Зх +  у - 2 + у ’ ( x - l )  =  0 .

1 .1 1 3 . y '— 1 .1 1 4 . y 'co sx —у sin x =  sin 2x.x у

1 .1 1 5 . (2д: +  1пy )dx+  s in ŷ j dy =  0.

1 .1 1 6 . y =  Xy' — \ny'. 1 .1 1 7 . у' —-----r “ 2Tu J   ̂ J  ху-\-хгу*

1 .1 1 8 . —  t /s in - j^  dx +  xs'm-jdy =  0.

1 .1 1 9 * . (1 +  y2) dx =  (|/ 1 +  y* cos y —xy) dy.

1 1 2 0 ,  {x *  +  y2 ~~ l ) d x ~  =

1 . 1 2 1 . у' 1 . 1 2 2 . «/ =  </'» +  2 x y '+ £
1 .1 2 3 * . (л: -  2у3) dx +  3y2 {2x -  у3) dy =  0 .
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11. Геометрические и ф изические задачи, приводящие к реш е­
нию дифференциальных уравнений 1-г »  порядка. В  задачах геомет­
рии, в которых требуется найти уравнение кривой по заданному 
свойству ее касательной, нормали или площади криволинейной тра­
пеции, используются геометрическое истолкование производной (угло­
вой коэффициент касательной) и интеграла с переменным пределом 
(площадь криволинейной трапеции с подвижной ограничивающей 
ординатой), а также следующие общие ц . 
формулы для определения длин отрезков « ‘1 
касательной t, нормали п, подкасатель- 
ной s< и поднормали sn (рис. 92):

t= \ $ -V l  +  y' 
I У

st —

« И у V ~ i+ y '

$п= I У У' I-

Рис. 92.П р и м е р  19. Найти уравнение кри­
вой, проходящей через начало координат,
если в каждой ее точке М (х, у) подкасательная s j в k раз меньше 
поднормали s„.
^  Пусть y — f ( x ) — уравнение искомой кривой. Используя выраже­
ния подкасательной S/ и поднормали s„, мы сразу получаем диффе­
ренциальное уравнение

\УУ У
У 

или
( y ' f ^ k .

Интегрируя это уравнение и учитывая начальное условие {/ (0 )= 0 , 
получим искомые уравнения

у = ± У " к - х
(две прямые). ^

П р и м е р 20. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
( 1 . 1). если для любого отрезка [ 1 , дг] площадь криволинейной тра­
пеции, ограниченной соответствующей дугой этой кривой, в два 
раза больше произведения координат точки М (х, у) кривой (х >  0, 
У  >  0).
^  Согласно условию задачи имеем

 ̂ у (t) dt =  2ху (х).

Дифференцируя это равенство по х, п о л заем  дифференциальное 
уравнение у =  2(у-\-ху'), или

У' =у 2х
Интегрируя это уравнение и учитывая начальное условие у  (1) =  1, 
найдем уравнение искомой кривой:

у = 4 = -  ►У х
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1 .124 . Найти уравнение кривой, проходящей через точ­
ку  (]/ 2 , 0 ) , если сумма длин ее касательной и подкаса- 
тельной равна произведению координат точки касания.

1 .125 . Найти уравнёние кривой, проходящей через 
точку (1, 2), если ее подкасательная вдвое больше абс­
циссы точки касания.

1 .126 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (1/2, — 1), если длина отрезка полуоси абсцисс, 
отсекаемого ее касательной, равна квадрату абсциссы 
точки касания.

1 .127 . Найти уравнения кривых, у которых длина 
отрезка нормали постоянна и равна а.

1 .128 . Найти уравнения кривы х, у которых поднормаль 
имеет постоянную длину а.

1 .1 2 9 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (0, 2), если площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной дугой этой кривой, в два р аза больше 
длины соответствующей дуги.

1 .130 . Найти уравнение кривой, проходящей через' 
точку (1 , 1/2), если для любого -отрезка [1 , х]  площадь 
криволинейной трапеции, ограниченной соответствующей 
дугой этой кривой, равна отношению абсциссы х  конце­
вой точки к ординате.

1 .131 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (0, 3 ), если подкасательная в любой точке равна 
сумме абсциссы точки касания и расстояния от начала

координат до точки касания f ограничиться рассмотре-

1 .132 . Найти уравнение кривой, проходящей через точ­
ку ( 1 , 0 ) ,  если длина отрезка оси абсцисс, отсекаемого 
ее нормалью, на 2 больше абсциссы точки касания.

1 .133 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
начало координат, если для любого отрезка [а, х ] пло­
щ адь криволинейной трапеции, ограниченной соответст­
вующей дугой этой кривой, равна кубу ординаты конце­
вой точки дуги.

1 .134. Найти уравнение кривой, проходящей _ через 
точку с полярными координатами г — 2, tp =  0 , если угол а  
между ее касательной и радиус-вектором точки касания 
есть постоянная величина: t g a  =  а.
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1.135 . Найти уравнение кривой, проходящей через точ­
ку  (1 , 1), если длина отрезка оси абсцисс, отсекаемого 
любой ее касательной, равна длине этой касательной.

1 .136 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (3 , 1), если длина отр езка, отсекаемого любой ее 
касательной на оси ординат, равна поднормали.

1 .137 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
начало координат, если середина отрезка ее нормали от 
любой точки кривой до оси Ох  лежит на параболе 2у2= х .

1.138 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (1, 0), если площадь трапеции, образованной к а ­
сательной, осями координат и ординатой точки касания, 
постоянна и равна 3/2.

1 .139 . Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку (0, 1), если площадь треугольника, образуемого 
осью абсцисс, касательной и радиус-вектором точки к а ­
сания, постоянна и равна 1.

1 .140. Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку ( 1 , 2 ) ,  если произведение абсциссы точки касания 
на абсциссу точки пересечения нормали с осью Ох равно 
удвоенному квадрату расстояния от начала координат до 
точки касания.

1.141.  Найти уравнение кривой, проходящей через 
точку с полярными координатами г =  я , <р =  я/2, если 
площадь сектора, ограниченного этой кривой, полярной 
осью и переменным полярным радиусом в ш есть раз 
меньше куба полярного радиуса.

Ортогональными траекториями для однопараметрического семей­
ства S i линии у — Ф (х, а) называется другое семейство S 2 линий, 
которые пересекают линии первого семейства под прямым углом.

П р и м е р  21. Найти ортогональные траектории семейства куби­
ческих парабол у — ах3.
^  Найдем дифференциальное уравнение данного семейства, исклю­
чая а  из системы уравнений

у =  ах3, 
у' — Захг.

Получим

Дифференциальное уравнение семейства ортогональных траекторий есть

Его общий интеграл
*2 +  3у2 =  Са

является уравнением семейства ортогональных траекторий (эллипсов).►
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Найти ортогональные траектории данных семейств 
кривых (а — параметр):

1 .1 4 2 .  ауг =  х3. 1 .1 4 3 .  у = а х ъ. 
. 1 .1 4 4 .  х2 —  2уг — а2. 1 .1 4 5 .  у =  аегх.

При составлении дифференциальных уравнений 1-го порядка в 
физических задачах часто применяется метод дифференциалов, по 
которому приближенные соотношения между малыми приращениями 
величин заменяются соотношениями между их дифференциалами. 
Такая замена не отражается на результатах, так как дело сводится 
к отбрасыванию бесконечно малых высших порядков. Другим мето- 
тодом составления дифференциальных уравнений является использо­
вание физического смысла производной как скорости протекания 
процесса.

П р и м е р  22. В резервуаре первоначально содержится А кг ве­
щества, растворенного в В  литрах воды. Затем каждую минуту в 
резервуар поступает М литров воды и вытекает N литров раствора 
( M ^ N ) ,  причем концентрация сохраняется равномерной путем 
перемешивания. Найти количество вещества в резервуаре через Т  
минут после начала процесса.
^  Обозначим через х (t) количество вещества в резервуаре через t 
минут после начала процесса и через (дс +  Ддс)— в момент времени 
(/ Д/). Заметим, что Дх <  0 при k t  >  0 (т. е. раствор «обедняется»). 

Пусть V (I) — объем смеси в момент t:
V (i) =  B +  M t— Nt.

Концентрация вещества в момент времени t равняется, очевидно, x/V. 
За бесконечногмалый отрезок времени [/, t-\-\t] количество веще­
ства изменяется на бесконечно малук> величину Дх, для которой 
справедливо приближенное равенство

х Nx& * * - T N&t =  -  B +  (M _ N ) t U .

Заменяя приращения Дх и At дифференциалами dx и dt, получаем 
дифференциальное уравнение:

л Nx
B .+  (M — N ) t dt'

Интегрируя это уравнение с разделяющимися переменными и счи­
тая М >  N, найдем общее решение:

сX ( t ) ----------------------------------------TJ ,

(B + (M  — N )t)M ~N
Ч.

Используя начальное условие х = А  при < =  0, найдем частное ре­
шение:

x (t) =  A
(  В \ М — N
V s -H M

I__ у
- N ) t )
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Пблагая t =  T , получим ответ:

/ В у М-N
х (Т ) =  А [ B +  (M _ N ) T )

Случай M =  N требует отдельного рассмотрения (см. задачу 1.154).

1 .1 4 6 . С корость охлаж дения тела пропорциональна 
разности температур тела и окружающ ей его  среды (з а ­
кон Н ью тона). Найти зависим ость температуры  Т от вре- 
мени t, если тело, нагретое до Т0 гр адусов , внесено в 
помещение, тем пература которого постоянна и равна  
а  гр ад усам .

1 .1 4 7 . Ч ерез сколько времени тем пература тел а, н а ­
гретого до 100 °С, понизится до 2 5  °С, если тем пература  
помещения равна 2 0  °С и за первые 10 мин тело о х л а ­
дилось до 6 0 °С?

1 .1 4 8 * . Замедляющ ее действие трения на ди ск, в р а­
щающийся в ж идкости, пропорционально угловой ск о ­
рости вращ ения. Найти зависим ость этой угловой ск о ­
рости от времени, если известно, что диск, начавший  
вращ аться со  скоростью  5 о б /с , по истечении двух минут 
вращ ается со  скоростью  3  о б /с. Ч ерез сколько времени 
он будет иметь угловую  скорость 1 об /с?

1 .1 4 9 . С корость распада радия пропорциональна н а­
личному его количеству. В  течение года из к аж дого  
грам м а радия распадается. 0 ,4 4  м г. Ч ерез сколько лет 
распадется половина имеющегося количества радия?

1 .1 5 0 * . С корость истечения воды из сосуда через м а­
лое отверстие определяется формулой u =  0 ,6 | 4 2gh, где 
Л — высота уровня воды над отверстием, g —  ускорение  
свободного падения (принять g — 10 м /с2) .  З а  к акое время 
вытечет вся вода из цилиндрического бака с  диаметром  
2R — 1 м и высотой / / =  1 ,5  м через отверстие в дне ди а­
метром 2г =  0 ,0 5  м?

1 .1 5 1 * . Количество света, поглощ аемого при п р охож ­
дении через тонкий слой воды, пропорционально коли ­
честву падаю щ его света и толщине сл о я . З н ая , что при 
прохождении слоя воды толщиной 2 м поглощ ается 1/3  
первоначального светового потока, найти, к ак ая  часть  
его  дойдет до глубины 12 м.

1 .1 5 2 . Л одка замедляет свое движение под действием  
сопротивления воды, которое пропорционально скорости  
лодки. Н ач ал ьн ая скорость л одки — 1 ,5  м /с , ск ор ость  ее

1v
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через 4  секунды — 1 м /с . К огда ск орость уменьшится до 
1 см /с? Какой путь пройдет лодка до остановки?

1 .1 5 3 * . П у л я , дви гаясь со  скоростью  ио =  4 0 0 м /с ,  
пробивает стену толщиной й = 20 см и вы летает, имея 
ск орость 100 м /с . П ол агая  силу сопротивления стены про­
порциональной к вадрату скорости движения пули, найти 
время прохождения пули через стену.

1 .1 5 4 . В  баке находится 100 л р аств ор а, содерж ащ его  
10 кг соли. В  б а к . вливается вода со  скоростью  5 л/мин, 
и см есь вытекает из него с той же скоростью . Концент­
рация принимается равномерной. С колько соли останется  
в баке через час?

1 .1 5 5 . Н екоторое вещ ество преобразуется в другое  
вещ ество со  скоростью , пропорциональной количеству  
непреобразованного вещ ества. Е сл и  количество первого  
есть 3 1 ,4  г по истечении одного ч аса и 9 ,7  г по .истече­
нии трех часов, то определить: а ) сколько вещ ества было 
в начале процесса; б) через сколько времени после н а­
чала процесса останется лишь 1 % первоначального коли­
чества?

1 .1 5 6 * . В  помещении цеха вместимостью  1 0 8 0 0 м 3 воз­
ду х содерж ит 0 ,1 2 %  угл ек и сл оту . Вентиляторы д о став­
ляют свежий во здух, содержащ ий 0 ,0 4 %  углекислоты  в 
количестве 1 5 0 0 м 3/м ин. П редполагая, что концентрация  
углекислоты  во всех частях помещения в каждый момент 
времени одна и та ж е, найти содерж ание углекислоты  
через 10 мин после начала работы вентиляторов.

1 .1 5 7 . Сила тока i в цепи с сопротивлением R, сам о­
индукцией L и напряжением и удовлетворяет уравнению

Найти силу тока i в момент времени t, если и =  Е  sinotf 
и 1 = 0  при t =  0  (L , R, Е, © — постоянные).

§  2 . Дифференциальные уравнения вы сш их порядков

1. Основные понятия. Теорема Коши. Дифференциальное урав­
нение п-го порядка имеет вид

Общим решением  уравнения (1) или (2) называется такая функ­
ция у =  <р(х, Су........Сп), которая при любых значениях параметров
C i, Сп является решением этого дифференциального уравнения.

или
F  (х, у, у’ , у", ,..,(/<»)) =  0 

У{п) — / (х, у, у', . .. .

(1)

(2)
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Ф { x ,y ,C i ........С„) —О, (3)
определяющее общее решение как неявную функцию, называется 
общим интегралом  дифференциального уравнения.

Задачей Коши для дифференциального уравнения (2) называется 
задача отыскания решения у  (х), удовлетворяющего заданным началь­
ным условиям

У (*о) =  Уа< У'(Х0) = У ’0, У{п~ п (х0) =  у<0п- 1>. (4)

Если известно общее решение y =  q>(x, С*, С„) уравнения (2), то 
для решения задачи Коши постоянные С j ,  Сг, Сп определяются 
из системы уравнений (если она разрешима)

Уо — Ф (*о> Си  С„),
У0 =  Ф (*о> Cii ■■•) Сп),

Уравнение

yy~u =  t f< « -» (x e, C ti . . . ,С п). -ч.

Т е о р е м а  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  р е ­
ш е н и я  з а д а ч и  К о ш и .  Если дифференциальное уравнение (2) 
таково, что функция f  (лг, у, у (/<«- *>) в некоторой области D 
изменения своих аргументов непрерывна и имеет непрерывные част­

ные производные t ) , то для любой точки (ха, у01,

у’0........//(0'!_1)) с у щ е с т в у е т  такой интервал ха— Л <  х <  дс0+Л,-
на котором существует и притом единственное решение этого драп- 
нения, удовлетворяющее начальным условиям (4).

П р и м е р  1. Показать, что функция у - С ^ с * *  является общим 
решением дифференциального уравнения уу" — у'2.

Имеем:
у' — CiC2ec ix, у" — С iC^ec  гх.

Подставив выражения у, у' и у" в данное уравнение, получим тож­
дество

=  (CiCzcCi*)'1.

Следовательно, функция у — С1ес х̂ есть общее решение данного 
уравнения. ►

П р и м е р  2. Найти область существования и единственности 
решения уравнения

, , у У  у' d f У  у'
Функция f  (х, у, у  j  : ~ • и ее частная производная — —

непрерывна при х ф 0, г/'5 = 0;' частная производная — ^ ^ду ’ 2х у  у’ 
непрерывна при х Ф 0, у’ >  0.

Следовательно, данное уравнение имеет единственное решение 
при х Ф 0, у’ >  0. ►



Найти область сущ ествования и единственности реше­
ния уравнений:

2 .1 .  у" =  х +  ] / х 2 — у'. 2 .2 .  t f  =  y'\ny'.
П о к азать , что данные функции являю тся общи 

решениями соответствую щ их дифференциальных уравнений:

2 .3 .  у = = 1п ;^ р ^  +  С г; у  =  у'*.
2 .4 . у =  х2 l n x  +  C ^  +  CjX +  C j; ху"1 =  2.

П ок азать , что данные соотношения являю тся общими 
интегралами соответствую щ их дифференциальных у р ав ­
нений:

2 .5 .  еУ sin2 (Сгх +  С а) =  2С2; у" =  еу.
2. 6. Сгу =  s i n (Ctx +  С 2); yy''+l =  y'*.
П ок азать , что данныё функции являю тся частными 

решениями соответствую щ их дифференциальных уравнений:

2 .7 . г/ =  1 (*2 +  1); 1 +  у"  =  2уу\
2 .8 . у =  ех\ у* +  у'* =  2уу'.
П утем  исключения параметров вывести дифференци­

альные уравнения семейств следующ их линий:
2 .9 . Прямых на плоскости, не параллельны х оси Оу.
2 .1 0 .  О круж ностей постоянного ради уса R.
2 .1 1 . Синусоид у =  A sin (х  +  а ) ,  где А и а  — параметры.
2 .1 2 . П арабол с  осью , параллельной оси Оу.
2. У равнения, допускающие понижение порядка. Ниже приво­

дятся некоторые виды дифференциальных уравнений n-го порядка, 
допускающих понижение порядка.

а) У р а в н е н и я  в и д а  </,л) =  / (х). Общее решение получается

путем я-кратного интегрирования у =  J  dx J  dx... J  f(x)dx-\-Pn^ 1(x)i 

где Pn- i  (x) =  Cixn~ 1 +  Cixn~ 2 +  ...-\-Cn^1x-\-Cn, или по формуле

1

П р и м е р  3. Найти общее решение уравнения у" =  и его

частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 

= 1.

»(т)-
Интегрируя первый раз, получаем у' =  tg  ж+ C i .  Повторное ин­

тегрирование дает у =  — In | cos х I +  C jx +  C^ Это и есть общее ре­
шение. Подставив теперь в полученное общее решение и в выражение
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.  я  In 2
для первой производной x =  —  и соответственно У = ~ 2 ~ и У = 1>

получим систему двух уравнений с неизвестными C j и С2. Решив 
эту систему, найдем значения параметров С, =  0 и С2 =  О, соответ­
ствующие искомому частному решению, которое следовательно, имеет 
вид I/=  — In | cos дс |. ►

б) У р а в н е н и я  в и д а  F ( a:, = 0 ,  т. е. уравнения, 
не содержащие явно искомой функции и ее производных до порядка

' k —  1 включительно. С помощью замены г/<*> =  р  (х) порядок уравне­
ния понижается на k  единиц: F  (х, р, р ' , . . . ,  =  0. Предполо- 

•жим, что для полученного уравнения мы можем найти общее реше­
ние р (х) =  <р (х, Сх, . .. ,  Тогда искомая функция у (х) получается 
путем й-кратного интегрирования функции <р (х, Съ  . . . ,  С „ _ й).

П р и м е р  4. Найти частное решение уравнения х*у’" -\-2х3у" — 1,

удовлетворяющее начальным условиям у  (1) = у ,  у' (1) =  -̂ -> у"( 1) = — 1 . 

^  Данное уравнение не содержит у  и у'. Положим у" =  р, тогда 

и уравнение принимает ви£ х4^ --{-2х3р =  1 , или

2 1-I— Пг=— . Это линейное уравнение первого порядка. Его общее 
1 х х*

1 С ■
решение р =  — Используя начальное условие# " ( I ) = p ( l ) = — 1,

получаем С1 =  0. Следовательно, у" — — 1 ,  откуда у ' = 1 з + С 2. 

Начальное условие i/'(l) =  l/2 позволяет определить С2 =  0. Интегри­

руя еще раз, получаем у =  а из условия ^ (1) =  1/2 сле­

дует, что С3 =  1. Итак, искомое частное решение есть у — 1— 1

(равносторонняя гипербола). ^
в) У р а в н е н и я  в и д я  F [у, у', #<">) ==0, не содержащие

явно независимой переменной. Подстановкой у’ = р ( у ) ,  У” =  Р^~' 

у’" = р  + Р 2 ^  и т - Д- порядок уравнения понижается на

единицу.
П р и м е р  5. Найти общий интеграл уравнения у’у’" — Зг/"* == 0.

А  п  f  г1 п  \  2 //2 п

Положим у' =  р (у ), У"=Р-^у у"' =  р { Т у) + Р 2 5 ^ 2 -Тогда урав­
нение преобразуется к виду

Приведя подобные члены и сократив на р2 (при этом следует учесть 
теряемое решение р — 0, или у =  с), получим

dy1 V dy
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_  dp d2p dz
Положив здесь ^ = z ,  ^  =  , придем к уравнению

Сократив на z (при этом следует учесть еще одно решение z = ^ = 0 ,

т. е. p =  C j и у =  Сгх + С 2), получим Щ —  откуда ln|z|— 1пра=
2 р

=  In IQ I , или г — ^ — Сур2. Интегрируя последнее уравнение, Находим 

— - p = C l i/ +  C j, или — +

__ _ __  Л ,  ___

Окончательно [получим x =  C j!/2 +  C2</-f С3, где C i = — J  С2= —С2,

т. е. семейство парабол. Заметим, что в общее решение входят по­
терянные ранее частные решения. ►. %

г) У р а в н е н и я  в и д а  ^  G (х, у, у ' , , . . ,  у < » -« ) =  0, т. е. та­

кие уравнения, в которых левая часть может быть представлена как 
полная производная по х от некоторой функции (г(х , у , у', . . . ,  у̂ п~Щ. 
Интегрируя по х, получим новое уравнение, порядок которого на 
единицу ниже порядка-исходного уравнения.

П р и м е р  6,  Найти общее решение уравнения

(1 + х * )у " + 2 щ / =д^- 

4  Левая часть уравнения есть полная производная по х  от функции
Х̂

(1 + * 2) ;/ , а правая— от функции —  , т. е. уравнение можно пере­

писать так: ((1 -j-x‘2)y')'^=  , Отсюда интегрированием получаем 

(1 + * 2) или

. x* +  Cf ' 
у ~ Т ( Г + х * )  '

Следовательно* 

и, окончательно*

yz=* t 2 X*~~ arctg х +  Сц
— £ , > _ j

где Cy= — — . Это и есть общее решение. ^

д) У р а в н е н и е  F  (х, у, у’ , у<«)) =  0, о д н о р о д н о е  о т ­
н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  и е е  п р о и з в о д н ы х ,  т . е. 
F (x , ty, ty', . . . ,  tyln)) =  tkF  (x, у, у ', (/<”>), t Ф 0. Подстановкой 
У = yz, у" — у (z2-f-z ') , . . .  порядок уравнения понижается на единицу.
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П р и м е р  7. Найти общее решение уравнение хуу’ °—ху'г—  y t f—0. 
Щ  Положим у '—уг, у " = у  (z2 +  z '). Тогда уравнение принимает вид

ху2 (г2 +  z ') — ху2г2— y2z =  Q.

Сокращая на у2 (при этом получается решение г/ =  0), получаем
, ' „ dz dx .  _ у'

дег— г =  0, или —------- = 0 ,  откуда г =  С\х. Так как г==!~ >  то ПРИ"

ходим к уравнению у '= С лху, или ~ = C iX  dx, откуда In y = S ~ -  +
У *

-f- In | C2 1, или y =  Ctec txt, где C f— C,/2. Это и есть общее решение( 
которое содержит и потерянное частное решение у = 0 .  ►

В некоторых случаях найти решение в виде явной или неявной 
функции затруднительно, однако удается получить решение в пара­
метрической форме.

П р и м е р  8. Найти общее решение уравнения у" (1 + 2  In у ’) =  1. 
dp

*4  Положим у' =  р, У Тогда уравнение примет вид

^  (1 + '2  In р) =  1 , или dx = < 1  +  2 In /?) dp, откуда *=*= — р + 2/> !п р-\-

+  С\. Так как d y = p  dx, т а  находим dy*=p ( 1 + 2  In р) dp, откуда 
у—р% In р +  С9, и лолучаем общее решение в параметрическом виде:

х =  р ( — 1 + 2  In p) +  C f, =  In р + С г. ►

Реш ить дифференциальные уравнени я, используя ме­
тоды понижения порядка:

2 .1 3 . у" =  _1_-х 2 . 2 .1 4 .  =  лг +  sin дг.

2 .1 5 . у” +  2х«/'а =  0 . 2 .1 6 , *« /"— у ' — x s i n ^ -  =  0 .

2 .1 7 . Art/" =  у'\п ̂ . 2 .1 8 .  +  х У  - 1  =  0.

2 .1 9 .  (1 — х 2) у" -\-ху' — 2  =  0 .  2 .2 0 .  (1 +  е*) t/" +  y ' = 0 .
2 .21 . у'" = 2  (if  —  l ) c t g x .  2. 22. хгу"'=у"\
2 .2 3 . у " ' - у " 2. 2 .2 4 .  (2у +  у')у” =  у'\
2 .2 5 .  у" =  1 /F 1 / . 2 .2 6 .  f t / ’ + 1 = 0 .



Н айти частные решения дифференциальных уравнений, 
удовлетворяющ ие заданным начальным условиям :

2 .3 9 .  уГ =  хе\ 0 (0) =  1, у' (0 ) =  0 .

2 .4 0 . у'" =  , * /(1 ) =  0 , у'(1)= \ , у"( 1) =  2 .

2А\.у" =  ^ + у ,  У{  2 )  =  0 , у ' ( 2 )  =  4 .

2 .4 2 . ( 1 + * 2)г/" +  г/'1 + 1 =  0 , у (0 ) =  у' (0 ) =  1.
2 .4 3 .  у“ =  егУ, у (0 ) =  0 , у ' ( 0 ) = 1 .
2 .4 4 .  y"cosy +  y'2sm y—y' =  0, у(—1) =  л /6, у'(—1 ) = 2 ,
2 .4 5 .  у"/у' =  2уу'Ц\+у% у (0 ) =  0 , * / '(0 )  =  1.
2 .4 6 . у у " - у ,г =  у\ t / (0 )  =  1, у' (0 ) =  0 . .
2 .4 7 . уу" — 2ху,г, у (2 ) =  2 , у ' (2 ) =  0 ,5 .
2 .4 8 .  2уу" +  у * - у ' г =  0, у (0 ) =  г/' (0 ) =  1.
2 .4 9 .  Н айти интегральную  кривую уравнения уу'уР =» 

=  у'г +  у" , касаю щ ую ся в начале координат прямой 
х +  у =  0.

2 .5 0 .  Найти интегральную  кри вую  уравнения уу" +  
+  у'г —1 =  0, проходящ ую  через точку М0(0, 1) и к а ­
саю щ ую ся в этой точке прямой х +  у — 1.

Найти общие решения дифференциальных уравнений  
в параметрической форме:

2 .5 1 . (х +  2у')у" =  1. 2 .5 2 .  у"г-2у'у"  +  3  =  0 .
2 .5 3 .  (2+у')еУ'уя=  1 . 2 .5 4 .  (З у -2 у ')у " -у 'г =  0.
2 .5 5 .  Н айти уравнение кривой, касаю щ ейся оси абсц исс  

в начале координат, если ее кривизна в любой точке равна

c o s *  < * < т ) -
2 .5 6 .  Н айти уравнения кривы х, у  которы х радиус 

кривизны в любой точке равен длине отрезка нормали, 
заклю ченного между этой точкой и осью  абсц и сс, если  
кри вая:

а ) вогн ута в в ер х ; б) вогнута вниз.
2 .5 7 * .  Найти уравнения кривы х, у  которы х радиус 

кривизны в любой точке вдвое больше длины отрезка  
нормали, заклю ченного между этой точкой и осью  абсц и сс, 
если известно, что кривая:

а ) вогн ута ввер х; б) вогн ута внцз.
2 .5 8 .  Найти форму гибкой однородной нерастяжимой  

нити с  закрепленными концами, находящ ую ся в равно­
весии под действием ее в еса , если вес единицы длины
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и равен q (горизонтальная проекция силы натяжения 
и Я  =  co n st). Располож ить нить так , чтобы вершина 

Ш ой  совпадала с точкой (а, 0) , где a =  H/q.
2 .5 9 .  Гибкая тяж елая однородная нерастяж йм ая нить 

^положении равновесия подвергается натяжению, про-
рциональному переменной площади ее поперечного се- 
“'й я. Найти форму нити, полагая ее плоской, если вес 

ницы объема нити равен q (горизонтальная проекция 
ы натяжения нити Н =  co n st). Располож ить нить так , 
"ы  кривая проходила через начало координат и имела 

? ней горизонтальную  касател ьн ую .
2 .6 0 .  Тело массы  т движ ется прямолинейно под дей- 
ием постоянной силы Р.  Найти ск орость движения 
ia и пройденный им путь к ак  функции времени, если  

начальный момент они оба равны нулю , а сопротивление
“ еды пропорционально квадр ату скорости. 

z 2 .6 1 * .  Мяч м ассы  4 0 0  г падает с  высоты 1 6 ,7  м без 
-ачальной скорости. Сопротивление в озд у ха пропорцио­
нально к вадрату скорости мяча и равно 0 ,0 0 4 8  Н  при 

-корости 1 м /с . Вычислить время падения и скорость мяча 
конце падения. Принять g =  10 м /с2.

2 .6 2 .  Тело массы  т поднимается вертикально вверх  
начальной скоростью  v0. П ол агая  сопротивление воз- 

*у х а  пропорциональным к вадрату скорости тела (с  коэф- 
ициентом пропорциональности k2), найти вы соту подъ- 

а тела и ск орость, с  которой оно вернется в исходное  
Положение, а так ж е время подъема и сп уска тела.
I 2 .6 3 * .  Мяч массы  4 0 0  г брошен вверх со  скоростью

0  м /с . Вычислить время подъема мяча и наибольш ую  
ы соту подъема, если сопротивление во зд уха пропорцио- 
1ально .квадрату скорости мяча (с  коэффициентом про­

порциональности k2), причем оно равно 0 ,0 0 4 8  Н при 
(скорости 1 м /с . Принять g =  10 м /с2.

I  2 .6 4 .  Найти закон прямолинейного движения матери­
а л ь н о й  точки массы  т под действием отталкивающей  
силы , обратно пропорциональной кубу расстояния от 
точки до неподвижного центра. В  начальный момент точка 
находится в покое И отстоит от центра на расстоянии х0.

2 .6 5 . М атериальная точка массы  т движется прямо­
линейно к неподвижному центру, притягивающему ее 
с  силой, обратно пропорциональной кубу расстояния от 
центра (коэффициент пропорциональности равен mk2). 
.Найти закон движения, если оно начинается с состояния 
Щокоя, когда точка отстоит от центра на расстоянии х0.
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Определить врем я, по истечении иоторого точка достигнет 
центра^

2 .6 6 .  Р ак ета движ ется вертикально вверх под дейст­
вием силы отдачи от истечения газо в . М асса ракеты из­
меняется в зависим ости от времени по закону т = т о 0ф (О, 
где т0 — co n st (закон сгорания топ л и ва). Относительная  
ск орость истечения газов  постоянна и равна ы„. Н ач ал ь­
ная ск орость ракеты у поверхности Земли равна нулю. 
Найти вы соту подъема ракеты как функцию времени, 
если сопротивление во зд у ха  не учиты вается. Р ассм отр еть  
так ж е частный сл учай , когда т — m „ (l  — at), и вычислить 
для эхого сл уч ая , на к акую  вы соту поднимется ракета  
через 10 с , 3 0  с  и 5 0  с  при ы„ =  2 0 0 0  м /с и а  — 0 ,01  с - 1 . 
Полож ить g =  9 ,8  м /с2.

2 .6 7 .  Определить, через сколько времени упадет на 
Землю тело, притягиваемое Землей по закону Ньютона 
(с  ускорением, обратно пропорциональным к вадрату р ас­
стояния между ними), если в начальный момент скорость  
тела равна нулю , а расстояние его  от центра Земли 
равно Н. Сопротивлением атмосферы пренебречь. У ск о ­
рение свободного падения на поверхности Земли посто­
янно и равно g.

2 . 68* .  Тело, находящ ееся от центра Земли на р асстоя ­
нии х л =  6 0 ,2 7  # з  (что соответствует расстоянию  от Луны  
до Зем ли), падает на Землю из состояния покоя под дей­
ствием силы тяж ести с ускорением, обратно пропорцио­
нальным квадрату его расстояния от центра Земли. П ре­
небрегая сопротивлением атмосферы, определить, через 
ск ольк о времени оно упадет на Землю . П ринять =  
=  6 ,3 7 7 -1 0 ®  м, g =  9,8 м /с2.

2 .6 9 . Определить ск орость, с  которой метеор ударяется
о Землю , если он падает с  неограниченно больш ого р ас­
стояния из состояния покоя и если при его движении  
к Земле ускорение принимается обратно пропорциональ­
ным к вадр ату его расстояния от центра Земли. Принять  
радиус Земли # з  =  6 3 7 7  км, ускорение свободного паде­
ния g =  9 ,8  м /с2.

2 .7 0 .  П о оси Оу в положительном направлении дви­
ж ется с  постоянной скоростью  v точка А (ц ел ь). Н а пло­
скости Оху движется точка М (преследователь) с  посто­
янной скоростью  и (и >  и) так , что вектор скорости всегда  
направлен в точку А. Найти траекторию  точки М (кри­
вую  погони), если в начальный момент времени /  =  0
82



откуда, учитывая и =  г получаем уравнение Первого порядка отно­
сительно г:

d z ^ C ^ l  +  JL .'jdx.

Интегрируя последнее уравнение,-находим z =  Ci + С г. а так

как у = х г ,  то окончательно получаем общее решение исходного урав­
нения

у =  С1 (х2— 1) +  С*дс. ^

Изложенный выше метод обобщается на случай, когда известно к част­
ных линейно независимых решений уравнения (5). В этом случае 
путем надлежащих подстановок порядок уравнения может быть по­
нижен на к единиц.

2 .7 4 . Д о к азать  теорему: если ух (х) есть частное ре­
шение линейного однородного уравнения у" +  р (* )  у' +

+  q (х) у =  0, то функция уг (х) =  yt (х) Г е~S р w йх - р —
J  </1 (х)

тож е является решением этого уравнения, а функция 

у —y1(x)^Ci + е~$ p l x ) d x есть его общее реше­

ние.
2 .7 5 .  Найти общее решение уравнения у"— 6у'-+5у =  0, 

если функция ех есть его частное решение.
2 .7 6 .  Найти общее решение уравнения г/" —  2у’ — 3*/ =  0 , 

если функция е~* есть его частное решение.
2 .7 7 .  Найти общее решение уравнения ху"+2у'-\-ху=0,

если функция есть его частное решение.

2 .7 8 .  Найти общее решение уравнения ( 1 —  хг)у” —
—  2ху' + 2г /=  0, если функция х есть его частное решение.

2 .7 9 .  Найти общее решение уравнения х3у"' +  5хгу"+ 
-f- 2ху' —  2у — 0, если известны два его частных решения 
г/1 =  х  и уг == Цх. ,

Определителем Вронского (вронскианом) системы функций у^(х), 
У г ( х ) ,  . . . ,  уп (х) называется определитель

yi(x) Уг (х) • • Уп (*)

W (x) = y'l (*) Уг (х) • • Уп (х)

у(Г "  (X) (*) . .  У ^ ( х )

Если система функций щ  (*}, уг (х), . . . ,  уп (х) линейно зависима 
на интервале (а, Ь), то ее вронскиан равен нулю всюду на этом 
интервале. Если же хотя бы в одной точке х 0£ ( а ,  Ь) имеем W (хв) Ф О,
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ТО система функций ух (дг), yt (*) , »п (*) линейно независима на 
(а, *)•

Всякая система из п линейно независимых решений ух (дг), 
Уг(х), . . . ,  уп (х) уравнения (5) называется фундаментальной систе­
мой решений этого уравнения. Вронскиан фундаментальной системы 
'решений отличен от нуля на всем интервале, где эти решения опре­
делены (см. задачу 2.98). Если известна фундаментальная система 
решений уравнения (5), то общее решение этого уравнения имеет 
вид ч

у  (*) =  C m  (дг) + . . .  +  С„уп (дг),

где C j, . . . ,  С„— произвольные постоянные. »
П р и м е р  10. Дана система функций дг, cos дг, sin х. Найти 

вронскиан системы W (дг) и убедиться в том, что на некотором ин­
тервале система линейно независима. Составить линейное однородное 
дифференциальное уравнение, для которого эта система функций 
является фундаментальной системой решений, и записать общее 
решение уравнения.
^  Составим вронскиан

х cos дг sin х 
W (*)  =  1 — sin х  cos х

О —  cos х —  sin х

Так как W [х )=  дг, то система линейно независима на всей оси Ох 
и, следовательно, образует фундаментальную систему решений неко­
торого линейного однородного уравнения 3-го порядка, общим ре­
шением которого является функция у =  С, * 4-^-2 cos * + С 3 sin дс. Для 
составления дифференциального уравнения найдем производное у1, 
t f ,  у'" и исключим произвольные цостоянные из выражений для у, 
У', У", У"‘> Имеем:

у  =  Ctx + Сг cos дг +  С3 sin дс, 
у' — С, — Са sin х +  Cs cos х, 
у" =  — C2 c o s * — C3 s in * ,  

j/ " '=  C3 sin дг— CgcosAr.

Легко видеть, что, умножив первое и третье равенство на — 1, 
а второе и четвертое— на х и сложив все четыре равенства, получим

ху -у" +  ху'— 9 = 0. (6)
Это и есть искомое дифференциальное уравнение.
Его- можно было получить и другим путем, если учесть, что 

решение у искомого уравнения вместе с функциями х, cos.*, sin х 
образует линейно зависимую систему и поэтому вронскиан системы 
функций у, х, c o s * ,  s in *  равен нулю:

у х c o s *  s in *
у' 1 — s in *  c o s *
у" 0 — cos *  — sin *  
и'" 0 sin *  — cos х

=  0.

Раскрывая определитель, получим то же самое уравнение (6) (про­
верить!).
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Заметим, что в  адом примере вронскиан W (х) =  х обращается 
в нуль при дс==0, что, казалось  бы, противоречит указанному выше 
утверждению о том, что вронскиан фундаментальной системы реше­
ний нигде не равен Hyjno. Д ел о , однако, состоит в том, что это утвер­
ждение справедливо лишь для уравнений вида (5) с  непрерывными 
коэффициентами % (*), . . . ,  а„ (х). Уравнение же (6), записанное 
в форме (5), имеет вид

У ' " - Т У"+ У ' ~ Т У~ 0 ' (7)

т. е. имеет смысл лишь при х ф О .  Система функций х, c o s х, s in *  
является фундаментальной системой решений уравнения (7) на каж ­
дом из интервалов (— со, О) и (0, + о о ), где вронскиан W (х ) = х  
всюду отличен от нуля — в полном соответствии с упомянутым выше 
общим утверждением!

И сследовать на линейную  зависим ость следующие си ­
стемы функций:

2 .8 0 .  х, \пх. 2 .8 1 .  s i n 2л:, s i n x c o s x .
2 .8 2 .  е~х, хе~*. 2 .8 3 .  х , 2лг, х 2!
2 .8 4 .  ех, хех, x V .  2 .8 5 .  s in x , c o s x ,  s in 2 x .
2 .8 6 .  c h x ,  s h x .  2 .8 7 .  ex, ex+1.
2 .8 8 .  x , 0, e*. 2 .8 9 .  1, s in x , c o s 2 x .

-З н ая  ф ундаментальную  систем у решений линейного 
однородного дифференциального уравнения, состави ть это  
уравнение: •

2 .9 0 .  1, е~х. 2 .9 1 .  g ^ c o s x ,  e2* s i n x .
2 .9 2 .  х 3, х4. 2 .9 3 .  1 , х , е*. '
2 .9 4 .  1, s in x , C o sx . 2 .9 5 .  2 х , х  — 2 , е* +  1.
2 .9 6 .  е3х, еъх. 2 .9 7 .  е2х, s in x , c o s x .

2 .9 8 * * .  Д о к азать , что если г/£ (х ), у2 ( х ) .............уп (х ) —
решения линейного однородного дифференциального у р ав ­
нения порядка- п с  непрерывным^, в некотором интервале 
(а, b) коэффициентами и вронскиан W (х ) этой системы  
равен нулю при x 0g ( a ,  b) , то № (х) =  0 при а < х < Ь .

2 .9 9 * .  Д ана си стем а функций ух(х), г/2(х ) , . . . , у п(х ), 
причем на некотором интервале вронскиан W (х ) этой 
системы отличен о т  н у л я . С оставить линейное однородное 
дифференциальное уравнен и е, для которого эта система  
является ф ундаментальной системой решений.

2 . 100. Зная ф ундам ентальную  систему решений линей­
ного однородного диф ф еренциального уравнения ех, c o s x ,  
s in x , найти его ч астн о е  решение, удовлетворяющее на­
чальным условиям: у(0) =  3, у' (0) =  4 , у" (0 ) = — 1.

86



2 .1 0 1 .  Зная фундаментальную систем у решений линей­
ного однородного дифференциального уравнения ех, е2х, 
eSx, найти его частное решение, удовлетворяющее началь­
ным условиям : гД0) =  6, г / ' ( 0 ) =  14, г/" (0 ) =  3 6 . .

4. Линейные неоднородные уравнения. Уравнение вида

У(п> +  % (X) у{п- +  . . .  +  i  (х) у ’ +  ап (х) y = f  (х), (8)
в котором f  (х )ф  0, называется линейным неоднородным  дифферен­
циальным уравнением л-го порядка.

Общее решение уравнения (8) определяется формулой

У(х) =  Уо (х )+ у (х ) , (9)
где уо (х)— общее решение соответствующего однородного уравнения 
(5), а у (х)— некоторое частное решение неоднородного уравнения (8).

П р и м е р  11. Дано линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение ху'"  —  у" -\-ху’ — у =  2х3.

Известно, что функция х3 есть его частное решение. Требуется 
найти общее решение этого уравнения.
- 4  Согласно формуле (9) общее решение неоднородного уравнения 
составляется как сумма общего решения у0 (х) соответствующего од­
нородного уравнения и частного решения у  (.г) неоднородного урав­
нения. В  нашем случае у0 (х) — С2 cos x-{-C s sin х (см. при­
мер 10), а у ( х ) — х3. Следовательно, искомое общее решение есть 
{/ =  CVc-)-C2Cos Jt-f-C3sinx-j-A!3.

Если известно общее решение у0 (х) =  С1у , (*) + . . .  -\-СпУп (х) 
соответствующего уравнению (8) однородного уравнения (5), то для

определения частного решения у (х) уравнения- (8) можно восполь­
зоваться методом Лагранжа вариации произвольных постоянных.

Именно, будем искать частное решение неоднородного уравне­
ния (8) в виде у (х) =  С, (х) ух ( * ) + . . . +  Сп (х) уп (х), где от функций 
С1 (х), Сп (х) дополнительно потребуем, чтобы они удовлетворяли

я dC (х)
условиям У̂ У ч ‘>— % х = ® для всех *  — Ь  •••5 я —-2  (где

v= 1

y 'v '-y v )-  Тогда для функций Cv {x\, v = l ,  2, п, получим си­
стему уравнений

dC | dC% dC п _
yi d 7  +  </2 W  +  - - - + y n ~ d T - ° ’

,x n -i) dCi т - i ) dCs , ; (n-1 ) dC„ ,
Vl Ж + У2 ! Z + - - - + y n

Определитель этой системы есть отличный от нуля вронскиан фун­
даментальной системы решений у\(х), . . . ,  уп (х) , поэтому система

dCv
имеет единственное решение относительно - ,  v = l ,  2 ...........п.
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. П р и м е р  12. Зная, что функции ух (*) =  - ° ^  *  я  yt (х) — sl "  *

образуют фундаментальную систему решений уравнения ху"-\-2у' -\- 
+  * у = 0  (см. задачу 2 .77), найти общее решение уравнения

ху" +  2у' + х у = х .  (11)

^  Общее решение соответствующего однородного уравнения запи-
cos х  simc

сывается в виде у0 {х) = С , —------ [~С2 . Считая Ct и С2 функ­

циями дс, для определения частного решения уравнения (11) составим 
систему вида (10):

С\ (х) (ж) 5 i £ i = o ,

(уравнение (11) следует привести к виду (8), т . е. разделить все его

члены нале). Подставляя значение С'2 (х) — — C0S *  С% (*1 во второе
sin x  '

уравнение, получаем
г.- , , / — х sin дс— c o s *  c o s x  * c o s * — sin дс\ ,
C l (дс) ---------------------------------- ---------------------- 5---------  ] =  1.

\ хг s in *  ДС? J

Отсюда имеем C j =  — x s i n x ,  C'l =  x cos x.
После интегрирования получаем

С, (*) =  *  cos * — s i n * + C 1-,

С2 (х) =  *  sin х +  cos *  +  С,

и искомое частное решение

- .  . , . . co sx  , . . . . s in *  , у (*) =  ( * c o s * —  s m * )  —- — |-(* s in x + c o s ^ )  ——  =  1 .

Следовательно, общее решения уравнения ( 11) имеет вид

i s  / ч , ~ / ч ^ c o s *  , „  s in *  , , .
У (х)= У о (Х) +  У ( * ) = С , — ----- I- С , — — ( - ! . ►

Если правая часть линейного неоднородного уравнения (8) есть 
сумма нескольких функций

/ (х) =  f\ (х) +  /, (*) +  ...+ / / •  (*) 

и !//(*) ( < = 1 . 2 , . . . ,  г) — некоторые частные решения уравнений 

(/<"> +  а, (*) i/<n-  ч  +  . . .  +  а п_ !  (*) у' +  ап (*) у  =  (х) (( =  1 , 2 , . . . ,  г) 

соответственно, то сумма %

у (х) =  ух (х) + h  M  +  . . . + У г  W

есть некоторое частное решение уравнения (8) ( п р и н ц и п  с у п е р ­
п о з и ц и и  р е ш е н и й ) .



П р и м е р  13. Проверив, что функция yj =  — -^ е *  является 

частным решением'уравнения t f — 2у '— 3у = е х, а функция уг — 

=  — — частным решением уравнения у"— 2у '— Зу =  е*-Х, найти 

общее решение уравнения
у’ — 2у'— Зу =  ех + е?*.

Согласно принципу суперпозиции частным решением последнего

уравнения является функция у =  — ех — е2* .  Общее решение

соответствующего линейного однородного уравнения есть функция 
у0 =  С1ёзх +  Сге~ х (см. задачу 2.76). По формуле (9) общее решение 
данного уравнения имеет вид

у =  С1е**  +  Сге - х — \ е * — i e 2* .

2 .1 0 2 .  И спользуя решение задачи 2 .9 2 , написать общее 
решение^уравнения х2у" — бху’ +  \2у =  3х, предварительно  
убедивш ись в том, что функция х/2 есть одно из решений 
этого уравнения.

2 .1 0 3 .  И спользуя решение задачи 2 .9 7 , написать об­
щее решение уравнения у " ’ —  2у" +  у' — 2у=  1ТГезх, пред­
варительно убедивш ись в том, что функция е3х есть одно 
из решений этого уравнения.

2 .1 0 4 . П роверив, что функции yi (x )—ex и у»(х) =  х 
образую т фундаментальную систему решений уравнения , 
\х — \)у"—ху' -\-у =  0, найти общее решение уравнения  
(дс— 1) /  —  ху'+ у  =  (х — I )2.

2 .1 0 5 . П роверив, что функции t/* (х ) =  co s  л; и уг (дс) =  
=  xcosx  образую т фундаментальную систем у решений 
уравнения c tg  х-у” +  2у' +  (2 tg  дс -f- c tg  л:) у =  0, найти об­
щее решение уравнения c tg jc -i/*  +  2i / '4- ( 2 t g x 4- c t g x ) y  =  
*= cos2x .

2 .1 0 6 . П роверив, что функция yt (х) =  5х +  6 является  
частным решением уравнения у" — 6у' -\-Ъу =  2Ъх, а функ­
ция уг{х) =  — е2* — частным решением уравнения у" —  
— Ьу'+Ьу =  Зе*х, найти общее решение уравнения у"— 6г / '+  
+  =  2 5 *  +  Зе2* (см . задачу 2 .7 5 ) .

2 .1 0 7 . П роверив, что функция y i ( x )  =  y e *  является  

частным решением уравнения у " '+ у ' — ех, а функция 
yt (х) =  —  sin  2х— частным решением уравнения у'" +  у' =  
=  6 c o s 2x , найти общее решение уравнения у " 1+ у' =  
*= ех +  6 cos 2х (см . задачу 2 .9 4 ) .



5. Линейные однородные уравнения с  постоянными коэффици­
ентам и. Общий вид линейного дифференциального уравнения по­
рядка п с постоянными коэффициентами

ym  +  aly i n - i ) ± , . . + all_ ly' +  any =  o, ( 12)
где а,- ( < = 1 , 2 , и )— действительные постоянные.

Уравнение

%n +  a ix n - 1 +  . . .  + a „ _ 1V + a„ =  0, (13)

полученное заменой производных yik) (k =  0, 1 , п) искомой 
функции степенями А,*, называется характеристическим уравнением 
для уравнения (12). Каждому действительному корню X уравнения 
(13) кратности г  соответствуют г  линейно независимых решений 
уравнения ( 12):

ehx) хе^х , xr~1e*JC,

а каждой паре комплексных корней Х =  а  ±  ф  кратности s соответ­
ствуют s пар линейно независимых решений:

еах cos {$*, хеах  cos fix, . . . ,  cos fix,
sin |k, xe“*s in ( te ,  . . fix.

Таким образом, если характеристическое уравнение имеет k 
действительных корней А,*, . . . ,  А.& кратностей ги  . . . ,  гк и / пар 
комплексно сопряженных корней с^ +  ф ь  ^  — ф *, . . . ,  аг +  ф ; , 
а г— ф/ кратностей sa, . . . ,  si 1(r1 +  . . .  + / ’*  +  2s1+  . . .  -\-2st =  n), to  
общее решение уравнения ( 12) запишется в виде

У М  =  P i (х) e KlX +  . . .  +  Р к (х) е Хк*  4- (Qt (х) cos fox +

+  R i (х) sin fox) e « i * +  . . .  + (< ?г (x) cos fox +  R t (at) sin fox) e * 1*  , (14)

где Pv (x) — произвольный многочлен степени rv — 1 , v — l ,  . . . .  k, а 
(x) и R» (x) — произвольные многочлены степени 1 , ц =  1, . . .

. . . ,  /.
П р и м е р  14. Найти общее решение уравнения 

У" +  3(/ -\-2у — 0.

^  Характеристическое уравнение А.2 +  ЗА, +  2 =  0 имеет корни 
= — 1, К3 — —3. Запишем фундаментальную систему решений 

у1 — е ~ х, у2 =  е~'лх. Следовательно, общее решение имеет вид у =* 
=  C ie~ x + C 2e~ 3x. Ь>

П р и м е р  15. Найти общее решение уравнения

у " + 2 у ' + 5 у = 0 .

Характеристическое уравнение А2 +  2 Х + 5  =  0 имеет корни Я,*, 2=» 
= — 1 ±  2». Следовательно, функции y i =  e ~ x cos 2х, у2= *е~ х sin 2х 
составляют фундаментальную систему решений, а общее решение 
имеет вид

у =  е ~ х  (Ct cos 2x-j-C 2 sin 2x).

П р и м е р  16. Найти частное решение уравнения 
у " ' - 3 у ' + 3 у ' - у = 0 ,  

удовлетворяющее начальным условиям г/ (0) =  1, г / (0 )= 2 , у" (0 ) = 3 ,



^  Характеристическое уравнение к3— ЗЯ2-{-3 ).— 1 = 0  имеет единст- 
‘ венный корень Х =  1 кратности г — 3. Поэтому фундаментальная 
С система решений имеет вид у\ — ех , у2= х е х, у3 =  х~ех. Следовательно,

у = ( С 1 +  С2х + С 3х*) е*
—  общее решение уравнения.

Для определения произвольных постоянных найдем производные

у' =  (C j-f-C jX -j-C jX 2) 6J£+ ( C 2-)-2Cgjc) ех ,
у" =  (С С % х С  яхг) сх 2 (С2 +  2С3Д:) ex -f~2C3ex

и используем начальные условия. Получаем: C j =  1, С( +  Са =  2, 
С х4-2С а +  2Ся =  3, откуда С2 =  1, С3 =  0. Следовательно, искомое 
частное решение имеет вид

«/=( 1 + х ) е * .  ►

П р и м е ' р  17. Найти общее решение уравнения

4 г/1 v  +  4г/' -^у —- 0.

| ^  Характеристическое уравнение4Я4 +  4Х2+  1 = 0 ,  или (2Л.2 + 1  )2 =  0, 

| имеет два комплексно сопряженных корня ±  ~у~ 1 кратности 2 .

I Следовательно, фундаментальная система решений имеет вид
X X X  X

К cos — , х cos — , sin —— , x sin —— . Отсюда получаем общее
I  ]/2  Y  2 Y  2 K 2
| решение:

=  C2 *) C 09-pF~ + (C 8 +  C'4X) s in : p y  • ►

2 .1 0 8 .  И звестно частное решение yl —ehx линейного 
однородного дифференциального уравнения второго по­
рядка с  постоянными коэффициентами. Соответствующ ее

I  характеристическое уравнение имеет дискриминант, р ав­
ный нулю . Найти частное решение этого уравнения, 
удовлетворяющее начальным условиям: у(0) =  у' (0) =  1 . 

П о данным корням характеристического уравнения  
^ л и н ей н ого однородного дифференциального уравнения с 
^постоянны ми коэффициентами состави ть дифференциаль- 
; ное уравнение и написать его общее решение.

2 .1 0 9 . =  3, 1г =  —2. 2 .1 1 0 . Х, =  ^2= 1 .
2 . 1 1 1 .  2 =  3 ± 2 г .  2 . 1 1 2 .  A,, =  X2 =  ?i., =  2 .

2 .1 1 3 . ^  =  0 , ba = X s =  4.
2 .1 1 4 . П о к азать , что общее решение уравнения

Ш  +  а Ч  =  °  .

■ может быть представлено в виде х =  A sin (at +  ф) или 
х =  A cos (at +  ф), где А и <р — произвольные постоянные.
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Найти общие решения дифференциальны}?, уравнений:
2 .1 1 5 . у”- 2 у '  — 2у =  0.^ 2 .1 1 6 .  у" +  6у' +  13у =  0.
2 .1 1 7 . у Г -6 у ’ +  9у =  0. ' 2 .1 1 8 .  3 « / " - 2 г / ' - 8 г /  =  0 .
2 .1 1 9 . 4 г / " - 8 г / '  +  5г/ =  0 . 2 .1 2 0 .  4у" +  4у’ +  у =  0 .
2 .1 2 1 . у'"  — 5 г /" +  17*/' —  13г/ =  0 .
2 .1 2 2 . у 1 v +  4г/" +  Зу =  0 .
2 .1 2 3 . yiv +  2у"' + £ /"  =  0 . 2 .1 2 4 .  y iv - y "  =  0 .
2 .1 2 5 .  yiv_)_2i/" +  t/ =  0 . 2 .1 2 6 . y lV —  8у" +  16у =  0 .
2 .1 2 7 . yv +  8у"' +  16г/' =  0 . 2 .1 2 8 . yv — 6y[V -\-9у'" =  0 .
2 .1 2 9 . yvl— 2yv +  3yiv — 4y'" +  3y” — 2 y '+ y  =  0.
2 .1 3 0 . y VI +  2 y v +  i/iv =  0 .

Найти частные решения уравнений по данным н а­
чальным условиям :

2 .1 3 1 . у''-5у' +  4у =  0-, у ( 0 ) = у ' ( 0 ) = 1 .
2 .1 3 2 . у " -2 у '+ у  =  0- у (2 ) =  1, у ' (2) =  - 2 .
2 .1 3 3 . / " - у '  =  0 ;  г /(0 ) =  3 , у ' ( 0 )  =  - 1 ,  у " ( 0 )  =  1.

2 .1 3 4 * .  Найти интегральную  кривую  дифференциаль­
ного уравнения у"—у =  0, касаю щ ую ся в точке 0 (0, 0) 
прямой у =  х.

2 .1 3 5 . Найти интегральную  кривую  дифференциаль­
ного уравнения у" — 4у' +  Зу =  0 , касаю щ ую ся в точке 
7И0(0 , 2 ) прямой 2х —  2у -+- 9  =  0 .

6. Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффи­
циентами. Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение с  постоянными коэффициентами, т. е. уравнение вида

У1п) +  Oiу{п ~ 1> +  агу1'1 ~ 2)+  . . .  +  а„ _  ху' +  апу  =  f  (дс) , (15)
\

где о/ (1 =  1 , 2 , . . . ,  п) — действительные постоянные, а / (х) ф  0.
Согласно формулё (9) общее решение уравнения (15) записы­

вается в виде у (х) =  у 0 (х)-\-у (дг), где Уо(х) — общее решение соот­
ветствующего однородного уравнения, а у (х) — любое частное реше­
ние уравнения (15). Общее решение у0 (дг) дается формулой (14). 
Для отыскания у (дс) в общем случае можно воспользоваться методом 
Лагранжа вариации произвольных постоянных (гм. п. 4).

В  частных случаях, когда функция / (дс) в уравнении (15) имеет 
вид f 1 (x) =  (d0xm+ . . . + d m) e }>’‘ или / 2 (дс) =  ((*0* т ' +  •_••+*„,) X  
X co s [5дг +  (с0дсот2+  . . .  + c ma) sin рдс) еах, частное решение у (дг) можно 
найти методом неопределенных коэффициентов. Именно, если К или 
а  ±  ф не совпадают ни с одним из действительных или соответственно 
комплексны.*: корней характеристического уравнения (13), то у (дс) 
ищется в виде

H(x) =  (D0x '» + D 1x ' « - * + . . . + D m) e b ‘ (16)
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для f  [x) =  f i ( x )  или в виде

у  ( * ) = ( (  В ,*5  + . . .  +  В  -  )  cos р*  +  (  Со*5  + . . .  +  С -  )  sin р * )  е«*

(17)

для f ( x ) = f 2 (*). Здесь Dv , Bv и Cv — неопределенные коэффициенты,
m =  m ax(m x, m2).

Если же X или а  ±  ф совпадают с некоторым корнем уравне­
ния (13) кратности г, то выражения в правой части (16) или (17) 
следует домножить на * г, т. е. искать решение соответстренно в виде

i j(x )= x '-(D ax ' » + . . . + D m)e*-x (18)

для f  (*) =  f i  (*) или

у (*) =  *'■( ^ ВаХт+  . . .  +  B _ ^ c o s  р * +  ^ C o*m+  . . .  +  C _ ^ sin  р*^<>а *

(19)
для f  (*) = / г  (*). -

• П р и м е р  18. Найти общее решение уравнения

у " ' + у '  =  t g * .

^  Общее решение соответствующего однородного уравнения уа=  
=  C j+ С г  c o s * 4 - C 3 s in * ,  так как у%=1, y2 =  c o sx , у3 =  s in * .  Для 
нахождения частного решения неоднородного уравнения восполь­
зуемся методом вариации постоянных. Система (10)  ̂в этом случае 
принимает вид

С '+  С ' cos *  +  С' s i n *  =  0,

— С ' sin х + С ' cos *  =  0,

— С ' cos * — С ' sin *  =  tg  *.

Умножив обе части второго уравнения на s in * ,  третьего на c o s *  и 
сложив, получим С ' = — s in * .  Тогда из второго уравнения следует 

sin2 к
С ' = ------------. Сложив обе части первого и третьего уравнений, най­

дем C ' =  t g * .  Интегрирование дает:

I TC X I 
Т +~ 2  •

.Следовательно* искомое общее решение неоднородного уравнения 
имеет вид

-yt=Ci-\-C2 cos * + C s sin * — In | cos *  | — sin х -ln tg

П р и м е р  19. Найти общее решение уравнения

Зу' +  2у =  ( * * + * )  «•*.

^  Характеристическое уравнение соответствующего однородного урав­
нения №— З Х + 2  =  0 имеет корни X,j =  1 , Х2 — 2. Следовательно, 
фундаментальная система решений имеет вид у1 — ех , 'у2 =  е2х, а 
общее решение однородного уравнения есть у0 (*) — С1ех -\-Сге%х.
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Для нахождения частного решения неоднородного уравнения 
воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Так как 
Л =*3 не является корнем характеристического уравнения, то частное 
решение будем чискать в виде у =  (D0x2 - f  Dtx -f- D2) e3* .  Найдя про­
изводные у', у" и подставив у, у' и у” в исходное уравнение, полу­
чим (после сокращения на е3х)

2DoX2 +  (бО о+  ЗО!) л +  (2Z)0+ 3 D X+  2D.) =  ж2 +  х.

Сравнивая коэффициенты обеих частей этого тождества, получим си­
стему уравнений для определения неизвестных D0, Dlt D2:

2D 0 =  I ,
6D0 -j- 2D j =  1,

2D о+ 3£>! +  2D2 =  0, 

откуда D 0=s 1/2, D 1 =j — 1, D3=  1.

Итак, у =  ^-g- * 2— x е3х=-^- (x2— 2х-\-2)езх , и, следова­

тельно, общее решение уравнения имеет вид

У =  У о +  У =  Сге*  +  Сге2*  +  - 1  (х2 -  2х +  2) ^

П р и м е р  20. Найти частное решение уравнения 

у" +  4у =  4 (sin 2х + cos 2х ),

удовлетворяющее начальным условиям у (я) — у'(п ) =  2л.-
Характеристическое уравнение А2 +  4 =  0 имеет корни 2 =  0 ±  21. 

Общее решение соответствующего однородного уравнения есть у0— 
=  C j cos 2х +  С2 sin 2х.

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
у =  х (В  cos 2x-j-C  sin 2х), так как 0 ±  21— корни характеристического 
уравнения кратности 1. Найдя у', у" и подставив у, у', у" в исход­
ное уравнение, получим

— 4В  sin 2 х + 4 С  cos 2 < e 4  sin 2x +  4 c o s  2х,

откуда В —— 1, С = 1  и, следовательно,

у==х (sin 2 х — cos 2х).

Общее ж е решение будет У=--Уй-тУ — С\ cos 2 х + С 2 sin 2х +  
+  х  (sin 2х— cos 2х).

Для нахождения С , и С2 воспользуемся начальными условиями, 
предварительно продифференцировав общее решение:
у' — — 2С , sin 2 х -г  2Сг cos 2х+ х (2 cos 2x - j-  2 sin 2х) -J- (sin 2х— cos 2х),

Имеем: 2я  — Сг — я  = >  Ci — Зя, 2я =  2Сг + 2 я — 1 =ф С2 =  1/2. Иско­
мым частным решением является функция

у =  З я со э  2х-\~}г sin 2х-\-х (sin 2х— cos2x). ►
*

П р и м е р  21. Найти общее решение уравнения 

Vя— 4«/'+4р =  хе2* .  '



;V<^ Характеристическое уравнение Xs — 4 X - f - 4 = 0  имеет двукратный r e  
рень Я =  2. Общее решение соответствующего однородного уравнения 
есть у0= ( С 1 + С 2дг)ег* .

; _ Частное решение данного уравнения будем искать в  виде 
у = х г (DqX + D i) еЪх, так как показатель экспоненты в  правой части 
уравнения совпадает с двукратным корнем характеристического 
уравнения. Методом неопределенных коэффициентов (т. е . найдя 
у', у", подставив у, у' и у" в исходное уравнение, сократив на е 2х 
и сравнив коэффициенты при одинаковых степенях х) находим

D 0=  1/6, D i = 0 .  Следовательно, у = -^ -х 3е2х, а общее решение при­

нимает вид

• У =  У о + У = (Ъ  +  С2х)е*х + ± х * е » х = ( C i + C 2x + l  х ^  е**. ►

Методом вариации произвольных постоянны х решить 
следующ ие уравнения:

2 .1 3 6 . г/’ +  Зу' 2 .1 3 7 . y' +  A y ^ J ^ - .

2 .1 3 8 . у" 2у’ +  у — у^===.

2 .1 3 9 . у"+ 4у'+  4у =  е~2х\пх.
Д л я  к аж дого из данных неоднородных дифферен­

циальны х уравнений написать вид его  ч астн ого  решения 
с  неопределенными коэффициентами (числовы х значений 
коэффициентов не н аходи ть):

2 .1 4 0 . у" — 8г/' +  1 6 г / = ( 1 —  х)<**.
2 .1 4 1 .  у"+  16y =  s i n ( 4 ;e - f a )  ( a = c o n s t ) .
2 .1 4 2 . {/- —  4 г / '=  2 cos2 4х .
2 .1 4 3 . i/lV +  4 i /" 4 -4 t /  =  ;csin 2jc.
2 .1 4 4 . у" — Ay’ — xeix. 2 .1 4 5 . y" — 7y' =  ( * — 1)я.
2 .1 4 6 . у" + 2 y ’ +  5у =  ех ( ( * +  1) co s  2 * - f 3  sin  2jc).
2 .1 4 7 . у" — 4yf +  13г/ == e2Je (jc2 cos Зл:— л: sin  Зл:).
Найти общие решения следующ их уравнений:
2 .1 4 8 . у"—у =  е~х. 2 .1 4 9 . у" — y —chx.
2 .1 5 0 . у" +  3у’ — 4y =  e~ix +  xe~x.
2 .1 5 1 . у"— 5//' 6t/ = 1 3  sin Зл:.
2 .1 5 2 . у"—2ту' + т 2у =  s in пх *(т^=п).
2 .1 5 3 . tf' —  2ту' -4- т2у =  sin тх.
2 .1 5 4 . у" + y  =  4xcosx. - 2 .1 5 5 .  у" +  4г/ =  со$а х.
2 .1 5 6 . 4у"—у -  х 3— 24л:.
2 .1 5 7 , у"-\-Ъу’ + 6 у  =  е~х +  е~2х,

*
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2 .1 5 8 . t f -З у '  =  (**-\Ъх. 2 .1 5 9 . у'" +  у” =  Ьх+е~*. 
2 .1 6 0 , у '" — 3у" +  3 у ' - у  =  е*. 2 .1 6 1 . i/iv +  j/" =  лг2 +  х .  
2 .1 6 2 . y lV — y  =  xe* +  c o s x .  2 .1 6 3 . yw—ylv =  xex — 1. 
Н айти частные решения уравнений, удовлетворяющ ие 

начальным условиям :
2 .1 6 4 . у" —  2у' =  2ех; y( l )  =  — 1, / ( 1 )  =  0 .
2 .1 6 5 . у '" — г /'=  — 2х\ у(  0 ) =  0 , у ' (0 ) =  2 , у" (0 ) =  2 .
2 .1 6 6 .  //" +  4 y = = x ; (/ (0 ) =  1, < /(л /4) =  л /2 .
2 .1 6 7 . tf +  y =  4ех; у (0 ) =  4 , у'{0) =  —3.
2 .1 6 8 .  у ^ - у  =  8ех- у {0 ) =  0 , (0) =  2 , t/''(0 ) =  4 ,

У " ' ( 0) =  6 .

2 .1 6 9 . y IV—у =  8ех\ у (0 ) =  - 1 ,  г / '(0 )  =  0 , / ( 0 )  =  1, 
У"'(0) =  0.

2 .1 7 0 . г/" —  2 у ' +  2г/ =  4 е * c o s x ;  г /(я ) =  лел, у ' ( л )  =  ея.

7. Дифференциальные уравнения Эйлера. Уравнение вида 

*»!/ЧЧ+(!1л|, - ^ ( ' , - 1) +  . .  . + a n. 1xy'-}-any =  f  (х), х ф 0,

где а,- (t =  l ,  2 , . . . ,  я) постоянные, есть частный случай линейного 
дифференциального уравнения с переменными коэффициентами и 
называется уравнением Эйлера. Введем новую независимую перемен­
ную t с помощью подстановки х =  е* (если х >  0) или подстановки 
х — — et (если х <  0). Пусть для определенности х >  0. Тогда

У'х =  е ~ %  у-хх =  е ~ »{y"tt- у[), у ';;х =  е - 3Ч У ш -З у " а + 2Уд и т - Д-» 

и уравнение Эйлера преобразуется в линейное уравнение с  постоян­
ными коэффициентами.

Уравнение вида

(аде +  6)"  (/(»>+ а г{ах +  Ь)" -  У " - 1 > +  . . .  +  о„._ i  (аде +  Ь) у '+  а „у =  /(дс),

где a, b, ai (f =  l ,  2 , . . . ,  «) — постоянные, приводится к линейному 
уравнению с постояннкми коэффициентами подстановкой ах-\-Ь =  е* 
(в области ах  +  b >  0).

Решение однородного уравнения Эйлера

дспу{п) ахХп -  - 1) +  . . .  +  а„ _ !дс;/' +  апу =  0

можно (при дс >  0) искать в виде у =  хх.
Подставляя выражения для у', у"...........у(п) в однородное урав­

нение Эйлера, находим характеристическое уравнение для определе­
ния показателя степени л. При этом, если X— действительный ко­
рень характеристического уравнения кратности г, то ему соответст­
вуют г линейно независимых решений

х^ , х Ч п х , хх (1п х )2, . . . ,  xJ'( ln x )r - *, 

а если <х ±  ф — пара комплексных корней кратности s, то ей соот- 
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ветствуют s пар линейно независимых решений

x“ c o s (p ln x ) ,  ха  In х cos (р In х), . . . ,  х® '( In * ) * - * c o s  (P 'In *), 
sin (P ln x), I nxs i n (P ln x ), . . ( In x)s ~ l sin (P ln x).

П р и м е р  -22. Найти общее решение неоднородного уравнения 
Эйлера хгу"— Зху' Ц- Ъу =  Зх'1.
^  Положим х =  е<, считая х >  0. Тогда ух =  e~ ty't, yxx=ze~2tX 
X(y1t — y't)< и наше уравнение примет вид

e2t-e~ 2t (y”lt — y't) — 3et -e~ ty't -\-5y — 3e2t,
или

y'it — Щ  +  5у =  Зе2К

Общее решение y0 соответствующего однородного уравнения есть 
У о = е2* (Ci cos t +  C2 sin t), а частное решение у  неоднородного урав­
нения будем искать в виде y = A e 2i. Тогда j j ' —2Ae2t, у" =  4Ae2t, и, 
подставляя у, у’ , у” в неоднородное уравнение, приходим к тож­
деству Ae2t3= 3e2t, откуда А — 3. Следовательно, y =  3e2t, и общее 
решение неоднородного уравнения есть y — yo-\7 y =  e2t (Сх cos t +  
+  C2iSin / -(-3). Возвращаясь к первоначальной независимой пере­
менной х, получим окончательно

у =  х 2 (Ci cos l n x + C 2 sin ln x + 3 ) .

Если учитывать случай x  <  0, то общее решение можно запи- 
Сать в видеТ охватывающем оба случая:

у — х2 (Cj cos ln | x  | +  C 2 sin ln 1 x  | +  3). ^

П p и м e p 23. Найти общее решение однородного уравнения 
Эйлера

(х +  2)2 у"-\-3 (х-\-2) у’ —  3у =  0.

^ П о л о ж и м  у = (х - { -  2)*-. Тогда имеем у' —X (x -f-2)V -i, у" =  
(X,— 1) (х-\-2)^~2. Подставляем выражения у, у', у" в заданное 

уравнение, получим характеристическое уравнение Ъ?-\-2'к—3 =  0, 
корни которого ?.j =  1 , Я2 = —3. Следовательно, общее решение есть 
функция

Найти общие решения уравнений Эйлера:
2 .1 7 1 . х у  +  ху' +  у =  0. 2 .1 7 2 . х2у" +  ху' +  4у=  Юх.
2 .1 7 3 . х2у" — 6у=121пх.
2 .1 7 4 . х2у''' — Зху" +  3</ =  0 .
2 .1 7 5 . х2у"' —2у' =  0.
2 .1 7 6 . (2х +  I)2 у" - 2  (2х +1)у'  +  4у =  0 .
8 . К раевы е задачи в случае линейных дифференциальных урав- 

нений. Во многих’ физических задачах приходится искать решение 
дифференциальных уравнений не по заданным начальным условиям,
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а по их значениям на концах интервала. Такие задаче получали 
название краевых (граничных) задач. Общий вид краевых условий 
для интервала (а, Ь) в случае уравнений 2-го порядка таков:,

®оУ (°) +  Реу' (а) =  А, а  лу(Ь) +  (Ь) — В, (20)

где а 0, Oj, Ро. P i— одновременно не равные нулю заданные постоян­
ные. Краевые условия называются однородными, если из того, что 
функции Уг (х) и У г ( х )  удовлетворяют этим условиям, следует, что 
и их линейная комбинация у (х )—С 1У1 (х) - j- С2у2 (х) также удовлет­
воряет* этим условиям. Краевые условия (20) [при А =  В =  0 , оче­
видно, однородны.

Краевые задачи не всегда разрешимы. При решении краевой 
задачи сначала находится общее решение данного дифференциального 
уравнения, и из граничных условий получается система для опре­
деления значений постоянных С1, С2> . . . ,  С„, при которых из 
общего решения получается решение данной краевой задачи.

П р и м е р  24. Найти решение уравнения у " + у =  1, удовлетво­
ряющее условиям у' (0) =  у' (я) =  0.
^  Исходное уравнение имеет общее решение вида

у = С* cos х + С2 sin х  - f -1.

Из граничных условий получаем: у' (0) =  С2 = 0  и у’ (я) = — Сг =  0, 
так что функция у  (x) =  CiC0s x + l  удовлетворяет граничным усло­
виям при любых C j. ►

П р и м е р  25. Найти частное решение уравнения
у"— 2у’ +  2у =  ех , 

удовлетворяющее краевым условиям

у (0) +  у  (я/2) =  еп ,г , у' (0) +  у' (я/2) =  1 .

^ Х арактер и сти ческое уравнение Хг — 2А, + 2  =  0 имеет корни 
А1 2= '1  ±  1. Общее решение соответствующего однородного уравне­
ния есть Уй — ех (Cjj cos х + Са sin дс).

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в  виде 
у — А е*. Подставив у' =  Аех и у" — Аех в данное уравнение, полу* 
чим Аех =  ех, откуда Л =  1. Итак, у — ех, и общее решение исход­
ного уравнения имеет вид

у — ех (Ci cos дс-f- С 2 si п дс + 1 ) .
Найдя

• у' r=ex (С *cos A: +  C »sin х +  I ) - j-e *  (— Ci sin х + С ц  cos дс),

используем краевые условия. Получим систему уравнений для опре­
деления C i и Сг:

( C ,- f - l )  +  e * / * ( C * + ! ) - « * / * .

(C i4 -C 2 +  l ) + e « / 2 ( - C i  +  C2+ l )  =  l .

Решив эту систему, находим

„  е п — 1 —  е я /2 . п  1 — 2ея /.а
1— Г + ё "  ’ 1 + е я  ’
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W, e , искомым частным решением является 'функция.

. 1— 2ея/а . , , . . 
COS X -(-----------— -  sin  X -f- 1 ) . ^

х ( < р — 1 — ея/2 , 1— 2ея/л . , Л/ =  ех { ------- -------------- cos х ч ----------- ;----- sin  х + 1 ] ,\ 1 + ея ^  1+ е л  т  J

Найти решения дифференциальных уравнений, удов­
летворяю щ ие заданным краевым условиям :

2 .1 7 7 . «/" —  у —0", 0 (0) =  О, у (2 я ) =  1. .
2 -1 7 8 . у" —  у = 0; i / (0) =  0, t / ( l ) = l .
2 .1 7 9 . у" +  у =  0 ; у ' ( 0) - 0, * , ' ( 1) = 1 .

“2 .1 8 0 . у" +  (/ =  0; у'{0) =  0, * / »  =  1 .
2 .1 8 1 . уу" +  у 2+  Г =  0; у ( 0 ) =  1 , г / (1) =  2 .
2 .1 8 2 .  у“ +  у =  1 ; /у (0) =  0, < /(л /2) =  0.
2 .1 8 3 . ^ '  +  /,'* +  ̂ "  =  0 , г / ( 0 ) = 1 ,  у ( - 1) =  0 .
2 .1 8 4 . лг2г/" — 2ху’ +  2у — х%, у (0 ) +  2у' (0 )  -  1, 

| (1) - ^ ( 1) = 0.
9. Задачи физического характера.

2 .1 8 5 * .  М атери альная точка массы  т движ ется пря­
молинейно под действием силы притяжения к неподвиж­
ному центру, пропорциональной расстоянию  от точки до 
центра (коэффициент 'пропорциональности т№). Сила 
сопротивления среды пропорциональна скорости (коэф­
фициент пропорциональности 2mh >  0 ) . В  начальный  
момент расстояние от точки до центра равно а, а ск о- 
|рость направлена по прямой, соединяющей точку с  цент- 
тром, и равна и0. Найти закон -движения точки при 
условии, что h <  k.

2 .1 8 6 * . М атериальная точка массы  т движ ется пря­
молинейно под действием силы отталкивания от непод­
вижного центра, пропорциональной расстоянию  от точки 
до центра (коэффициент пропорциональности k  >  0) . Сила 
сопротивления среды пропорциональна скорости (коэф­
фициент пропорциональности к >  0 ) . В  начальный момент 
точка находится на расстоянии а от центра, скорость  
равна v0 и направлена п о  прямой, соединяющей точку с 
центром. Найти закон движения точки.

2 .1 8 7 * . У зк ая  длинная трубка вращ ается с  постоян­
ной угловой скоростью  ю около перпендикулярной к ней 
вертикальной оси. Ш арик,, находящ ийся внутри трубки, 
скользит по ней без трения. Найти закон движения ш а­
рика относительно трубки, если:
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а) в начальный момент ш арик н аходи лся на р ас­
стоянии а от оси вращ ения, начальная ск орость ш а­
рика равна нулю ;

б) в начальный момент ш арик находился на оси в р а ­
щения и имел начальную  скорость

2 .1 8 8 . У зк ая  длинная трубка вращ ается с постоянной  
угловой скоростью  со около перпендикулярной к ней 
вертикальной оси . Ш арик, находящ ийся внутри трубки, 
скользи т по ней с  трением, величина которого R =

=  где |А — коэффициент трения скольж ения.

Найти закон движения ш арика, если в начальный мо­
мент ш арик находился на расстоянии а  от оси вращения 
и начальная скорость его равна нулю .

2 .1 8 9 * .  Т яж ел ая однородная цепь переброшена через 
гладкий гвоздь так , что с одной стороны сви сает часть  
ее длиной 8 м, а с другой стороны — часть длиной Ю м . 
З а к акое время Т цепь соскользнет с гвоздя?

2 .1 9 0 * .  Г р у з  массой 4  кг подвешен на пружине и 
увеличивает ее длину на 1 см . Найти закон движения 
гр у за , если верхний конец пружины соверш ает вертикаль­
ное гармоническое колебание у =  2  sin 3 0 1 (см ) и в на­
чальный момент гр уз находился в покое(сопротивлением  
среды пренебречь).

2 .1 9 1 * .  Электрическая цепь состоит из последовательно  
соединенных источника тока с э .д .  с . e(^) =  £ 'sin a)^ , ин­
дуктивности L, сопротивления R и емкости С, причем

Г  1 D2
—  4 L  <  0 , со Ф у  j-£ — -fij. Найти ток i в цепи как  

функцию времени t, если i\t=o =  j r =  0 .
t - 0dt

2 .192** .Э л ек тр и ч еск ая  цепь состоит из последовательно  
соединенных источника тока с э . д. с . e ( t ) = E  sin at, индук-

1
тивности L и емкости С, причем со =  -р=^- (случай резо­

н ан са). Найти ток i в цепи как функцию времени t, 
если i |г=о =  ! Ц = о = 0.  ̂ '

2 .1 9 3 . Электрическая цепь состоит из последовательно  
соединенных источника тока с э . д. с . е (t) =  E cos (wt +  ty),
индуктивности L и емкости С, причем со =  -р = = -. Найти  

ток i в цепи как функцию времени t, если i\l=0= z^   ̂  ̂ = 0. 
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1. Основные понятия. Связь с дифференциальными уравнениями 
Я-го порядка. Если система k дифференциальных уравнений, связы­
вающая независимую переменную х и k функций y i(x ), . . . ,  ytс (х), 
разрешена относительно старших производных этих функций

(х)........... (дс), .т. е . имеет вид

y[Pt) W = / i  ( х ,  yit . . . ,  j/(1p ,- 1 ) , . . . .  yk, . . . .  5

у{2Рг) ( x ) = f 2 ( х ,  уи y[Pt~ u , ук , , (1)

§  3 . Системы дифференциальных уравнений

4 ^ )  (*•  у*........... .............................у к, >

ТО она называется канонической, причем число п =  р1 +  /?2 +  • • -'гPk 
называется порядком системы. Каноническая система (1) при p i — 
=  р2 =  . . .  = Р ь  =  1 , т. е. система дифференциальных уравнений 1-го 
порядка

У\ (x) =  f i ( x ,  Уъ . . . .  уп).
у 'ъ (х )= !2 (х, уъ  . . . ,  уп), (2)

% Уп (х) =  /„(*,. yi, . . . ,  (/„),
♦

называется нормальной системой.
Решением системы (2) на интервале а <  х <  Ь называется сово­

купность функций г/х =  фх(х), . . . ,  y„ =  (fn (x), непрерывно дифферен­
цируемых на (а, Ь) и обращающих уравнения системы (2) в тож­
дества относительно х £ ( а ,  Ь).

Интегралом  нормальной системы (2) называется функция 
(х, y i, . . . ,  Уп), определенная и непрерывная вместе с частными 

дф d-ф 3-ф „
производными , . . . ,  в некоторой области D изме-ох оу\ оуп
нения переменных и принимающая при любых х £ (а ,_ Ь )  постоянное 
Значение при подстановке в нее произвольного редаения системы. 

Равенство
Y .(x , уи . . . ,  уп) =  С,

Где Y  (х, уг, . . . ,  уп) — интеграл нормальной системы, а С — произ­
вольная постоянная, .называется первым интегралом  системы (2). 

.Дифференциальное уравнение п-го порядка

(/<"> =  / (х, у, у', . . . ,  (/««-D)

Шь- . ■
Можно свести к нормальной системе (2). Обратно, системы (1) или 

,(2) в большинстве случаев сводятся к дифференциальному уравнению 
П-го пбрядка, решая которое можно найти и решение исходной 
системы.
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yi^ =2yi— 3yt ,
Уг =  У\— 2 yt

к нормальному виду.

■4| Положим Ф - = у 3 и ~  =  У4,- Тогда данную систему можно за- 
^  dx dx
писать в виде

Уг =  У4.
Уз =  2у\— 3у^

y'i — y i— 2yt,

которая и является нормальной системой 4-го порядка. ^
П р и м е р  2. Привести к нормальной системе дифференциальное

уравнение ylx +  k^y — O.
^  Положим у'х — г, тогда ухх = г х, и уравнение приводится к нор­
мальной системе уравнений

У х - г ,
гх =  — к2у. ►

П р и м е р  3. Свести систему уравнений 

у'Г ‘у - г ,  
гх =  — 4у +  г

к уравнению 2-го порядка и найти решение системы.
4$ Найдем г (х )  из первого уравнения: г =  у — у'х. Отсюда имеем 
г ’х =  ух— ухх- Подставив значения г и г' во второе уравнение системы, 
получим уравнение у " - 2 у ' - * 3 у  =  0, общим решением которого яв­
ляется функция

у ( х ) —С1е - х -\-С2еЛх.

Отсюда, используя равенство г ={/ — {/', найдем

г (х) =  Схе ~ х +  С,ел * +  Суе~ х — ЗСге*х =  2Cxe ~ х — 2Сг&*.

Таким образом, при любых постоянных Ct и Са система функций 
у =  С1е~ х -\-Сгезх , (4,
г  —  2С1е~ х —  2С2е3х

является решением исходной системы (3).
З а д а ч а  К о ш и  для системы (2) ставится следующим образом: 

найти решение у± (х), . . . ,  уп (х) системы (2), удовлетворяющее на­
чальным условиям

Vi (х0) =  Уи У-i (*о) =  Уг, ■■■, Уп(х<з)~Уп,  (5)

где (/“, у°п — заданные числа.

П р и м е р  1. Привести каноническую систему дифференциаль­
ных уравнений
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Т е о р е м а  К о iiito. Пусть правые части f i ,  /2, нормаль­
ной системы (2) определены в (п-\~\)-мерной области D изменения 
переменных х, y i, у„. Если в некоторой окрестности Д точки 
M0 (x0,y i, y°n)£D функции /v непрерывны и имеют непрерывные

частные производные по переменным г/f, . . . ,  уп, то существует

интервал х0— h < х <  x0-\-h изменения переменной х, в котором
существует и притом единственное решение системы (2), удовлет­
воряющее начальным условиям (5).

• Общим решением  системы (2) называется совокупность функций

зависящих от п произвольных постоянных, которые при любых до­
пустимых значениях постоянных С ,...........С„ обращают уравнения
системы (2) в тождества, и в области, в которой выполнены условия 
теоремы Коши, из совокупности функций (6) можно получить реше­
ние любой задачи Коши.

П р и м е р  4. Показать, что определенная равенствами (4) си­
стема функций является общим решением системы (3) (см. пример 3). 
^  В  качестве области D для (3) можно взять область — оо <  
<  х, у, г <  +  оо; при этом для любых ха, у „ и г0 из этой области вы­
полнены условия теоремы Коши. Подставив значения х0, у0, г0 в си­
стему (4), получим систему для определения Сх и С2\

нуля при любом а'0. Следовательно, при любых уа и г„ числа Ct и 
Cs определяются однозначно, т. е. из системы функций (4) можно 
получить любое решение задачи Коши для системы дифференциаль­
ных уравнений (3). ►

Путем исключения параметров а  и b  найти систему  
дифференциальных уравнений, определяющих семейства 
линий в пространстве:

Дифференциальные уравнения или системы заменить 
нормальными системами дифференциальных уравнений  

— независимая переменная): 

$< ' 3 .3 . у'" — хуу +  //'3 =  0 . 3 .4 .  ytv —  у2 —■ 0 .

yv (x, Сь  . . . ,  Сп), v =  1, 2 ........... .... (6)

Уа =  С1е~х°-\- С2е зх<1, 
г0 =  2С1е~х°— 2Сге'ЛХ°.

Определитель этой системы Д = 2 е 2*°| ? J == — 4е2х" отличен от

I у =  ах -)- Ь,
‘ • 1 х * + у я =  гг — 2Ьг.

f ах -f- г  =  Ь,

р ,  3 . 6 .  г" - f  2 —  2 у  — 0 , у ' "  - j-z  у  — х .
. 3 . 7 .  у" — г  —  и — 0 , г '  +  « г  — х \  и '"  — —  ху
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П роверить, что функции у(х) и г  (х) являю тся реш е­
ниями систем дифференциальных уравнений:

3 .8 .  у = — \/г, у==£_ х г  =  2ех,2 '
2 = 1  /</; - -  -

3 .9 .  у' =  \ —  2 — ,
*  . х  , 1 _ х  , 1

0 . У з +  *2 • г - е з +  х2 • 
г '  =  г/ +  2 +  | - 1 ;

ч.

П роверить, что функции Y  (х , г/, г) являю тся инте­
гралам и данных нормальны х систем:

г 1 г
У = ^ 7 Г -

3 .1 0 .  ¥ ( х ,  I/, г) =  *  +  «/ — г ; ( у у
2 ~ г — у ‘ .

, __Зл —  4г

3 .1 1 . 4 я (х, у, г) =  х* +  у* +  г\ f
2.2— Ъу '

3 . 1 2 .  ¥ ( * ,  у .

2 . Методы интегрирования нормальных систем. Одним из мето­
дов решения систем дифференциальных уравнений является метод 
исключения неизвестных, который сводит систему уравнений к одному 
или нескольким дифференциальным уравнениям с одной неизвест­
ной функцией в каждом. Поясним это на примерах (см. также 
пример 3).

П р и м е р  5. Найти общее решение системы дифференциальных 
уравнений

z2
Ух — — Z, 2х — —  

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям г/(1) =  1 ,

Продифференцируем обе части первого уравнения по х, получим 
'  ~ г2ухх — — гх. Так как из второго уравнения следует, что гх — — , то

У
ухх = — —  , но из первого уравнения гг =  (ух)2, поэтому система 

У
двух уравнений, первого порядка свелась к одному уравнению вто- 

/ '\2
рого порядка у"хх= — ^ ~ ,  т. е, к уравнению ууХх+{у'х)2 =  0.
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Л евая ч а с »  полученного уравнения есть {уу'х)'х, поэтому 

y y 'x = Y Ci ’ откуда y d y = Y  C1 dx и у  ^2= = y C i* - | - y  С2, т. е. у  =

=  ± У С 1х-±-С2. Из первого уравнения системы имеем: г — —ух, т .е .

г =  Т  -—7  1 ^ • Система функций y = ± V  ClX +  С2, z =  
2 у  Сгх + С 2

Q
=  Т  — г г = ~ =  образует общее решение заданной системы диф-

2 у
ференциальных уравнений.

Для нахождения частного решения используем начальные усло­

вия у (1) =  1, г (1) =  ~  . Имеем: 1 =  \ Г С ^ С 2, - 1 = -------- - С*....,
2 2 2 Y C i +  С2

откуда C j =  1 , С2 =  0.

Итак, пара функций ‘ г/ =  У~*> г — -------- ^ =- и есть искомое част-
2 У  х

ное решение системы. ►
Не всякую систему дифференциальных уравнений можно свести 

к одному уравнению.
П р и м е р  6. Показать, что систему уравнений.

у '= х у , г' +  у '= г-\ -ху  ^

нельзя свести к одному уравнению.
Действительно, подставив во второе уравнение вместо у' его 

значение ху, получим два не связанных между собой дифференциаль­
ных уравнения, каждое из которых содержит только одну функцию,

, У' =  ху, г' = г ;

из этих уравнений находим y =  G-iex'^  и г =  С2ех . ►
Другим методом интегрирования систем дифференциальных 

уравнений является м е т о д  в ы д е л е н и я  и н т е г р и р у е м ы х  
к о м б и н а ц и й ,  т. е. получения из системы (2) такого уравнения, 
Которое можно проинтегрировать и получить первый интеграл си­
стемы. Если найдены п независимых первых интегралов системы (2), 
то их совокупность дает общий интеграл этой системы.

П р и м е р  7. Найти общий интеграл системы дифференциальных 
уравнений

,  z + еУ  _ ' _ z 2— е*+У 
Ух~ г + е х ’ Zx~  г +  ех '

^ У м н о ж и м  обе части второго уравнения системы на е~ х и сложим 
ИХ с соответствующими частями первого уравнения и с тождеством 
- e ‘ * z s — е~ хг, получим (е~ хг)х Ц-ух =  0, откуда

е~ хг +  у =  С1 =  1¥1 (х, у, г).

Эго первый интеграл системы.
Теперь умножим обе части второго уравнения на е~У  и сложим

Z |- @У
| равенствами — е~Угу' =  — е ~ У г и (*)* =  ! ,  получим



(е~Уг)х+Хх =  0, откуда
е -^ г + А г = С 2 — ’F j (де, у, г).

Это тоже первый интеграл системы. Так как якобиан системы. V f, 
V 2 отличен от нуля (проверьте!), то-оба первых интеграла незави­
симы между собой, поэтому их совокупность неявно определяет 
общее решение заданной системы уравнений..

Д ля вцделения интегрируемых комбинаций из системы (2) по­
следнюю удобнее записать в так называемой симметрической форме:

dyj _________d]h__________ ___________dyn _ d x
h  (*> У О ■■■.Уп) f i  (X, Ух...........Уп) •' ‘ fn (X, y i ................Уп) I

и использовать следующее свойство равных дробей: если —  =
vi

Uo llfi ' _•=  —̂  — = y ,  то при л ю б ы х  a f , * . а п имеет место СООТНО­
СИ Vji

шение
^ 1 Ц1 ~Ьа 2 ^ 2 ~Ь • • • 4 ~(XnUn _ _  /g4
а ^ х  +  a 2y.2+ . , .+ a „ t » „

Числа a f , . . . ,  a„  подбираются обычно таким образом, чтобы числи­
тель в (8) был полным дифференциалом знаменателялли же знамена­
тель был равен нулю.

В соотношении (7) независимая переменная и искомые функции 
равноправны. 1

П р и м е р  8. Найти общее решение системы уравнений
тг— 1х , пх— ти и' — -. , г ly— пг ly— nz

^  Запишем систему в симметрической форме: 
dx dy dz __

ly — пг т г— lx пх— ту

и воспользуемся соотношением (8). Выбираем ос{ — т, а 2 =  л и 
аз  =  1, тогда имеем

d (тх -J- пу 4  lz) _
О V’

т. е. d(m x +  n r/ + / z )= 0, откуда
mx-\-ny-\-lz — Ci. (9)

Аналогичным образом, выбирая щ  =  2х, а ъ — 2 у п  а я =  2г, приходим 
к равенству d  (дг- f  </2 +  г2) =  0, откуда

x * + y *  +  z* =  C l  (10)

Соотношения (9) и (10) образуют д в а  первых интеграла системы, 
неявно определяющих общее решение. ^

Найти общие решения систем дифференциальных у р ав­
нений:
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3 .1 3 . я - у .  3 .1 4 .

З Л 5 * У‘ ^ ( г - у ) "  ^  =  ( 7 = ^ 5  • 

з . 1 в . ^ = ^ ,  * / ; = j E f ,  2 ; = * - y + , i .

"о 1 7 . у 2лч/ , 2^2 
0 . 1 /.  0Х - va__,,г__ ,а > 2*  =  __ ^2__га •

3 .1 8 .

3 .1 9 .

а— у* — г* ’
df __dx __  dy
xt x2 /ху— 2t2 '

d x ________ d y __ dz
1 +  V  z — x — y  1 2

3 .2 0 .  x't =  — ,x у

Найти общее решение системы  дифференциальных 
уравнений, а такж е частное решение, удовлетворяю щ ее  
ваданным начальным условиям :

3 . 21 . 1/ ;  =  ^ ,  г ;  =  ^ ;  г /(0) = - 1 , г (0) =  1 .

3 .2 2  =  0 (0 ) =  г (0 ) =  1.

3 .2 3 * .  Д л я  системы дифференциальных уравнений

Х) — х- ~ , у\ — —х и функций

‘ a) (pi =  t2 +  2xy, б) фг~ х 2 — 1у
проверить, являю тся ли соотнош ения <р,- =  C ( i — l t 2) 
первыми интefpaлaми этой системы.

3. Физический смысл нормальной системы. Для простоты огра­
ничимся рассмотрением системы двух дифференциальных уравнений, 
причем в качестве независимой переменной будем считать время t :

± = f A t . x . y ),

*  =  * .  if ) .  ' K )

Решение дг =  ф (/), i/ =  \ji-(<) этой системы есть некоторая кривая 
Ь ллоскости Оху с фиксированной декартовой прямоугольной систе­
мой координат. Плоскость Оху называется фазовой плоскостью, 
ft кривая *  =  ср ((), y =  ty (t)— фазовой траекторией системы (11 ). 
Сама система ( 11) называется динамической системой. Динамическая 
Система называется автономной (стационарной)', если в правые части 
уравнений этой Системы время t не входит явным образом.

Динамическая система определяет поле скоростей движущейся 
! ' плоскости точки в любой момент времени t. Решение динамиче­
ской системы x — x (t ) , y = *y (t) — это уравнения движения точки: 
они определяют положение движущейся точки в любой момент вре­
мени t. Начальные условия задают положение точки- в начальный
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'момент: х ( { ф) =  х0, y ( t 0) =  y0. Уравнения движения определяют 
также и траекторию движения, будучи уравнениями этой кривой 
в параметрической форме. v

П р и м е р  9. Найти фазовую траекторию автономной динамиче­
ской системы

х2х =  —  , у = х ,
У

проходящую через точку М 0 (2 , 3).
^  Продифференцируем второе уравнение по t и подставим выра-

П * (y't)2жение x t—ytt и x =  yt в первое уравнение. Получим у ц =  ——  ,
У

или yy'tt— у'2 =  0, т. е. одно уравнение второго порядка с одной 
неизвестной функцией у.

Разделим обе части последнего уравнения на у2 и перепишем

его так: ( = 0 .  Отсюда следует, что — = С ± , или — = С , Л ,
\ У J  У У

откуда y =  C2eC lt. *
Найдем y't =  C : C2eCl< и подставим во второе уравнение системы; 

получим x =  C1Ciec 't . Итак, система функций x =  C iCtfClt , 
у =  C2eCl< есть общее решение нашей системы дифференциальных 
уравнений. '  _

Исключая из общего решения время t (С2ев ,( =  у), получим, 
что фазовыми траекториями системы являются прямые лс - С ^ ,  при­

чем через заданную точку Af0 (2 , 3) проходит прямая у = — х. ^

, Д л я указанны х систем найти фазовые траектории, 
проходящ ие через заданные точки М0:

3 .2 4 .  х =  1 —  х2 — у2, у =  2х; М„( 1 , 2 ) .

3 .2 5 .  х = 1 — х2— у2, у=2ху\ М 0 (2 , 1 ) .

3 .2 6 .  х =  2х, у =  х +  2у; уИ0( 1 , 1 ) .

3 .2 7 .  х =  у —х, у = у —2х\ М 0( 1 , 1 ) .

4. Линейные однородные системы. Нормальная линейная одно­
родная система л-го порядка имеет вид

Х1 =  а 11 ( 0 * 1  +  °12 ( 0  * 2  +  • ■ • +  а 1п ( 0  х п> 

х 2 — °21 (0  *1 +  в22 ( 0  * 2 +  • • • +  °2п (0  ХП’ (12)

xn =  a„i (t) xi-\-an2 (0 * 2+  • • • J r a nn (0 хп> 
или, в матричной форме,

X (t) =  A (t )X (t ) ,  (13)
где

/  а и  (t) а п  (/) . . .  а 1п (/) \  [  х х (t)
°21 (0  а 22(0 ••• ° 2п (0 \ — I

\  anl (I) а „2 ( 0  • • • Опп ( 0  /  \ х п ( 0
; I; I 
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В области непрерывности коэффициентов а/у (t), i, / =  1, . . . ,  п, 
система (12) удовлетворяет условиям теоремы существования и един­
ственности решения задачи Коши.

Фундаментальной системой решений системы (12) называется со­
вокупность произвольных п линейно независимых решений Х к (/) =  ,
=  № * ’ (<). 4 кУ (0 ..........х<„к) (0 ) Т . ■ * = ! .  2 , п.

Если X k (t), 6 = 1 ,  2, п , — фундаментальная система решений
п

системы (12), то общее решение имеет вид X ( f ) = ^  CkX k {t), где
k=\

С j ,  С2, Сп— произвольные постоянные.
Интегрирование системы (12) обычно проводится методом исклю­

чения (см. пример 3).

Реш ить системы линейных дифференциальных у р ав­
нений:

3 .2 8 .  yx-  — - j  +  xz, гх =  — ^  +

3 .2 9 .  хух — —  у +  zx, хггх =  —  2у +  гх.
3 .3 0 .  х  =  —  f , у  =  — j .

3 .3 1 . х =  —  y x’ У—У +  -Т ~ х-

В  частном случае с и с т е м  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ­
ц и е н т а м и ,  когда матрица A (t) в правой ч а с т  (13) не зависит 
от t, для отыскания фундаментальной системы решений Хк (<),
й = 1 , 2 ...........п, могут быть использованы методы линейной алгебры.

Из характеристического уравнения

det (А — ХЕ) — 0 (14)
•

находятся различные корни Xi, Хг, . . . , X S и для всякого корня X 
(с учетом его кратности) определяется соответствующее ему частное 

'решение Х (^>(0. Общее решение системы имеет вид

X (t) =  ± C kX{4 ( t ) .  (15)
* = i

При этом возможны следующие случаи:
а) X— действительный корень кратности 1 . Тогда

(  \Х <^)(0 =  К < Ч е ^ = [  : \еи ,

\ У п ' /

где К '*1— собственный вектор матрицы Л . соответствующий собствен­
ному значению X (т. е. - АУЛ) — АК(*>, ф 0^
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П р и м е р  10. Найти частное решение однородной системы 

*1 =  4 * 1 + * * ,
*2 = '3 *1  + 2 * 2 ,

* з  =  2*1 +  3*2 +  4** ,

удовлетворяющее условиям * i ( 0 ) = 6 ,  * 2 (0) =  —  6, * 3(0) =  24.
•4| Характеристическое уравнение (14) для этой системы имеет вид

4 — X 1 0 
det (Л — Х£) =  3 ,  2 — X 0 = 0 .

2 3 4 — X

Его корни ^1 =  1, Х2 — 4 , Ха =  5. Собственные векторы, например, 
таковы:

Поэтому

А<я>> =  ( — 9 ^ е ',  *<*•«> =  ^  0 =  ^  1

Отсюда общее решение системы имеет вид 
/ Зч / 0 \

X  (t) =  C t( — 9 ]е * + С г ( 0 )е4( +С& г:
4  7/  4  1 / 4  5

,ht

Для нахождения частного решения константы C j, С2, С3 определяем
- из следующей системы:

Х ( 0 )  =  ( - б )  =  с / - 9 ' ) + С ! [ о ] + С 8 (  1 W - 9 c l +  Са \ 
4  2 4 / '  4  7 /  4 1 /  4 5 /  4  7CJ +  C2 +  5 C 3 /

откуда Ci =  l ,  С2 — 2, С3 =  3. Окончательно для искомого частного 
решения получаем

/* 1  ( 0 \  (  3\ / 0 \ / Зч 
* ( * )  =  * .(/ )  =  - 9  е< +  0 е«  +  3 

\ *8  (t)J 4  7 /  4  2 /  4 1 5 /

б) X— комплексный корень кратности 1. Тогда корнем характе­
ристического уравнения (14) является также сопряженное с X число X. 
Вместо комплексных частных решений Х<к> (t) и Х<М (/) вида (15) сле­

дует взять действительные частные решения Х [1> (/) =  Re Х<х> (/) и
' Х £ ъ (0 = 1т-Х<*> 10-

П р и м е р  11. Найти общее решение системы

*1 (0 = * !  +  **■
(0 =  — 2л,1 +  3л’а.
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^  Характеристическое уравнение

1— А, 1 I 

—2 3 — °

имеет комплексно сопряженные корни Л^2 =  2 ±  Д ля нахождения 
собственного вектора, соответствующего ’ корню Х — 2 получаем 
систему

( - 1 - 0  УгК) = 0 ,
—2yiX) +  {1 —  0  Угл =  0.

Полагая (/<*■> =  1 , находим =  ! + ; ' ,  т. е.

-  я

Отсюда пара действительных частных решений имеет следующий вид:

(0  =  Re (  (  J . )  е(2+,)Л  =  (  * “ С0* * )  =
А \ 1 + 1/ / \е * (cos sin *)/

X l2b ( f )  =  l m ( (  ‘ V 2 + , ) t ' ) ==(  м «2 f sm <  \  
\ \ l + f /  / \ev  (cos / +  sin 0 /

- (  V ” .\cos £— sin t J  

) =

■■( sin 1 \ e«, 
\cos f ( - j - sin </

Окончательно получаем общее решение

X ( 0 = c , f  c o s *.  , V + c 2/  ,s^ .  , ) « * =
\ co s/ — sin// \cos (-}-sin  t )

Ci cos t-\-C2 sin t
i) sin / ) '

в) X — корень кратности' r S s 2. Соответствующее этому коршо 
решение системы (13) ищется в виде вектора

/ a il, +  a i2> t +  л  . + а [ п  t ' - i \

X a ) (t) =  (  а ^ ’ +  аз2’ -f +  • .. + о 4 °  tr ~l  \el t , (16)

W + a < 2)V +  t ' - J  ■

коэффициенты которого a (/\ t — 1 , ti\ / =  1 .......... г, определяются
из системы линейных уравнений, получающейся приравниванием ко­
эффициентов при одинаковых степенях t в результате подстановки 
вектора (16) в исходную систему (13).

П р и м е р  12, Найти общее решение системы

Xi (i) — 2xx— x,l ,
Хь (/) == +  6лга.

i l l



Характеристическое уравнение

имеет корень Х =  4 кратности т — 2. Поэтому ищем решение системы 
в виде

Подставляем это выражение в исходную систему и сокращаем на e4t:

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t, получаем:

Полагая ax — Ci и Pi =  C2, имеем р2 =  — 2Сг и 0̂ =  — 2С\— Сг. Т а­
ким образом, общее решение системы имеет вид

Реш ить следующ ие системы линейных дифференциаль­
ных уравнений с  постоянными коэффициентами. Т ам , где 
даны начальны е усл ови я, кроме общего решения, найти 
соответствую щ ее частное решение:

3 .3 2 .  х — у, у =  —  2х +  Зу.
3 .3 3 .  х =  х +  3у, у = — х +  5у, * ( 0 )  =  3 , у ( 0 ) = 1 .

3 .3 4 .  х —Зх—2у, »у =  Ах +  Ту, лг(0) == 1, у (0) =  0 .

3 .3 5 .  х =  2х — Ъу, у =  5х — Ъу.
3 .3 6 .  х — х —Ау, у =  х — 3у.
3 .3 7 .  *  =  —  х +  2у, у =  — 2х—5у, л : ( 0 ) = Д  г / ( 0 ) = 1 .

3 .3 8 . х = у ,  у = г, г =  х, а :(0 ) =  г / (0 )  =  г  (0 )  =  1.
3 .3 9  . x  =  y +  z, y =  z +  x, z =  x +  y,

x{0) =  y (0) =  2 , г (0) =  —  1 .

3 .4 0 .  х =  х —2у —г, y =  — x +  y +  z, z =  x — z.'
3 .4 1 .  х =  5х,+ 2у — 3z, y —Ax +  5y—Az, 

г =  6л: +  4 у— 4г .
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Pi +  2 « i +  a 2 =  0, 
Р2— 4 a !— 2a2 =  0, 

2P1 +  P2 =  0,
— 2p2 — 4P j = 0.

C j+ C jf
— (2CJ +  C,)’— 2C*<) *lt- ►



5 . Линейны е неоднородные си стем ы . Нормальная линейная не­
однородная система дифференциальных уравнений имеет вид

х1 =  0и  (0  *14-012 (0  *2 +  • • ■ + ai п ( 0  *m + / i (<).

*2 =  ^21 (0  * 1 + а22 ( 0  * 2+  • • • ~Ьа2;г (0  *в + / г  (0 .  (17)

* n  =  fl,n l  ( 0  * 1  +  а П2 ( 0  * 2 +  • • • +  °Г Ш  ( 0  * И  +  / п  ( 0 .

где по крайней мере одна из функций f k (t) не равна тождественно 
нулю. В матричной форме система (17) имеет вид

X (t)  =  A ( t )X { t )  +  F ( t ) ,  ■ (18)

где F ( t )  =  (}1 ( 0 .7 г  (0 . •••>/п(0)Т - Интегрирование системы (17) 
можно проводить методом исключения (см. пример 3), однако иногда 
предпочтительнее найти предварительно решение Х 0 (/) соответству­
ющей (18) однородной системы

X (t)  =  A ( t )X ( t )  .  (19)

и какое-либо частное решение X (/) системы (18). Тогда общее реше­
ние системы (18) имеет вид

X ( t ) = X 0 (t) +  X ( l ) .  (20)

Если известна фундаментальная система X k (t), /г=1, 2, п, 
решений однородной системы (19), то общее решение X (/) можно 
найти методом вариации произвольных постоянных. Именно, полагая

* ( 0 = 2  Ck (t)X k (t), (21)
k- \

определяем функции Ck (t) подстановкой (21) в систему (18). Учиты­
вая при этом равенства

X h ( t ) - A ( t ) X k (t)~--0, * = 1 , 2 .......... п,

приходим к системе уравнений относительно Ск (/): 
п ,

2  Ck (t )X h (t) =  F ( t ). (22)
k= i

Из этой системы находим Ск (i) = у к (t) и, интегрируя, получаем функ­
ции Ck (t) с точностью до произвольных постоянных. Подставляя их 
в (21), получаем искомое общее решение неоднородной системы (18). 

П р и м е р  13. Зная фундаментальную систему решений

* 1 «  =  ( | ) е Ч  X , ( 0 = ( - J ) e *

однородной системы

Х-у =  "-J-  Л*2»

лг2 =  5лгх +  2лга, #

М3



найти общее решение неоднородной системы

* i = 6* i + * *  +  *, 
i *  =  5 * i + 2 * t + 1 .

^  Воспользуемся методом вариации произвольных постоянных. Для 
величин Ct (/) и С» (f) составим систему вида (22)"

с ,  (о  ( 1 ) ^ ‘ + с .  ю ( - 5 )  < ' - ( ! ) •

Найдя

C i ( o = ^ e - «  <*,(/) 1~ *6—  , - . х . / - - 5 - * - *

и проинтегрировав, получим

C i W  =  - ( ; | * + ! )  * - 7( +  С *  С , ( 0 — g - t o - '  +  f t ;

Таким образом, общее решение системы запишется в виде

X <о-(-(й'+я)‘-'‘+с') ( I) •"+( (~‘У -

Если коэффициенты а/у (() системы (17) постоянны, т. е. а,у  ( t) = а ,у ,  
t, / = 1 , п, а функции //(<) имеют вид произведений ~

(Р (/) cos fW +  Q (t) sin p<) ea ( , (23)

где P (t) и Q (t) — многочлены, то частное решение X  (() можно найти 
методом неопределенных коэффициентов, записав X  (I) в виде, анало­
гичном (23), с учетом совпадения или несовпадения чисел а  ±  ф 
с корнями характеристического уравнения.

Следует иметь в виду, что. если k — наибольшая степень много­
членов Р (t) и Q (0  в (23) и К — а-\- (|3— корень кратности г харак­
теристического уравнения, то частное решение X (t) ищется в виде

/Yio** + l - f  7 п * * +  • • • +  Yt, ft + i  \
X (0  =  R e ^ -M  Y2o<ft+lH-Y2i^+-. .+V8,ft+i L u .

\Y«o' ft+1 +  Yni** +  • • • +  Yb. k + J  
П р и м е р  14. Найти частное решение системы

*1 =  —■ Х2 +  t2,
xi =  x 1-L-et.

1 - ^ — 1Так как характеристическое уравнение 

ни 2 =  £  *» ищем частное решение системы в виде суммы много-
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Подставляя эти функции в заданную систему, получим равенства 

2 A ± tB i-\ -D ie t  =  A^t*— B^t—>-С2— £>ае*-|-fa,
2Л g/ -j- =  A ^ 2 -|- B it  -j-  Сi~\~ Di&t ,

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t и при et, по­
лучим систему

2 ^ 1 = — В2> Bi —— С2, Di = — D2< l — A2 — 0,
2A3 — Bi, B 2==Ci, D%= D i -{-* ) ,  i 4 j= 0 .

Отсюда А к =  B 2 =  Ci =  О, A й =  1, В ,  =  2, C2 = 2 ,  D2 =  1/2, D j =  — 1/2, 
и искомое частное решение имеет вид

* i  =  2/ —

, х 2 =  **— 2 - f i - e < .

П р и м е р  15. Найти общее решение системы 

, X (t)  =  A X (t) +  F {t ) ,

Где А — ( ] и £ =  ) e3t.

члена второй степени и функции вида Deh

'-(J"!)-
Характеристическое уравнение 

12 — I  —1 
1 4 — Я, =  Х2— 6X -f-8 + 1 — (X— 3)2 =  0

имеет корень Х — 3 кратности 2, Общее решение однородной системы 

ищем в виде X 0(l) — е“, > подставив которое в однородную

систему и сокращая на e3t имеем

3
/<х/ +  р\ / р W 2 - , 1 \ Л*/ +  р\
U  +  8 j  +  l « j " l l  ^ Л т '  +  б /*

Получаем систему

3<a* +  P ) + p  =  2 (a/ +  P ) - ( vf +  6),
3 (v  ̂+  б) +  6 =  a* +  p + 4  (yt +  6),

из которой следует два независимых'соотношения a  =  — у и Р + а  =  
=  — 6. Полагая a — Ci и Р =  С2, имеем у — — Сх и 6== — С *— С2, т. е.

Х ° (/) =  ( -  с% - ( C i + С2) )  ***•

Так как F (t) содержит множитель e3t, причем А, =  3 — корень харак­
теристического уравнения кратности 2, то ищем частное решение
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в виде
_  (  +  +  e 3t

A iP  +  B if l  +  D ttj

( “ и е в в и Д е ^ Э ^  -

Подставив X  (t) в заданную систему и сократив на е3*, получаем
матричное равенство 

( A lt* +  B l t * + D 1t\ (3 A 1t * + 2 B 1t + D 1\ == 
i \A2t3 +  B 2t2-\-D2t)~ r \3A2t2-\-2B2t +  D2)  .

_ ( 2  - 1 \  [ A ^  +  B ^  +  D ^  f t + l \  
~ \ l  4 J  \A2t * + B 2t2 +  D2t)~i~\  21 )•

которое можно записать в виде равенств
А^ 3 +  B it*  +  Dit +  3A it! -\-2B1t-\-Di =  — A2t3̂ - B 2t2^ D it +  t-\ -li
-  A2t3 -  B it2- b t t +  ЗЛ2<2 +  2B*t + D 2 =  A it3 +  B ltI + D l t + 2 t .

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t, -получаем си­
стему уравнений

Л 1 +  Л 2 =  0, /4i +  /42 =  0,
B i -{- ЗА j  B̂  =  0 , Bi~j~B2— ЗЛ 2 = 0 ,
D 1 +  2 B 1 +  D j =  l, Di +  D 2 — 2 S j  =  — 2,

D i=  1,- D a =  0.

Находим D i=  1, D2 — 0, B 1 =  0, B 2 =  3/2, /4j =  — 1/2, Ла = 1/ 2. Сле­
довательно,

+  1

и искомое общее решение запишется в виде

с у + с 2- ~ < 3 + <

X  (<) =  * •  (0 + * ( 0 =  . я
' _ С 1< - ( С 1 +  С2) +  у ^  +  т ^

/>31

Найти решения следующ их систем уравнений:

3 .4 2 .  л :=  Зх — 2 y +  t, у = 3 х  — 4у.
3 .4 3 . х — х — у, у = х  +  у +  е*.
3 .4 4 . х =  5л:— 3y-\-ten, y =  3x — y +  e3t.
3.45. х =  х +  у —cost, y =  ~ 2 x —y +  s\nt +  cost.
3 .4 6 . x =  y +  tg2t — 1, y = — x  +  t g £ .

3 ,4 7 * , x =  2x +■ 3y, y = 4 x —2y.
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3 .4 8 * .  Вещ ество А р азл агается  на два вещ ества Р й Q. 
С корость образования к аж дого из них пропорциональна 
количеству неразлож ивш егося вещ ества А. Найти законы  
изменения количеств х и у веществ Р и Q в зависимости  
от времени t, если через час после начала процесса р аз- 

13 З а  1
ложения *  =  -§-, у — -g , где а  — первоначальное количе­

ство  вещ ества А. ' -
. 3 .4 9 * . М атериальная точка массы  т притягивается  

центром О с  силой, пропорциональной расстоянию . Д ви ­
жение начинается из точки А на расстоянии а  от центра 
с  начальной скоростью  у0) перпендикулярной к отрезку  
ОА. Найти траекторию  движ ения.

§ 4. Элементы теории устойчивости

1. Основные понятия. Пусть задана система дифференциальных 
уравнений

* i  (f) =  f i ( t ,  * 1> * 2. хп),
*2 ( 0  =  /г (t . * i ,  * 2 ...........*п),
.................... .....................  у (1)
xn (tr)= fn {t, н ,  х2, х„)

с начальными условиями в точке t0. Решеиие -^ о(0  =  (ф1 (0 . •••
. . . ,  ф„ (/))т  системы ' (1) называется устойчивым по Ляпунову, если для 
любого 8 >  0 найдется такое б (е) >  0, что для всякого решения 
X  (/) =  (xt (/), . . . ,  хп (/))т  той же системы, значения которого в точке t0 
удовлетворяют неравенствам

\ x d h )— Ф/ (*о) I <  б (е), * =  1, 2, —  (2)

для всех t >  tо справедливы неравенства

I * ;  (О — Ф; (t) I <  е, i — 1 , 2 , ' . . . ,  п. (3)

•Если же при сколь угодно малом б >  0 хотя бы для одного ре­
шения X (t) неравенства (3) не выполняются, то решение Х 0 (() на­
вивается неустойчивым.

Если решение Хв (t) не только устойчиво, но, кроме того, при 
условии (2) удовлетворяет соотношению

lim | Xi (t) — ф,- (t) | =  0, i '= l ,  2 .......... п,
t  —>  оо

то это решение называется асимптотически устойчивым.
П р и м е р  1. Исследовать на устойчивость решение дифферен­

циального уравнения я =  ах ( a £  IR), определяемое начальным усло­
вием лг0 (/0) =  С0.
^  Если а Ф 0 , то решение имеет вид

* 0 (f) =  C0e « < '- 4
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Пусть х  (i) =  С еа <* “ ^ — произвольнее решение этого уравнения, 
удовлетворяющее условию I С — Cfr| <  6 — е. Тогда прш а  <  0 полу­
чаем

^ - 1  а | </-/„> j C — C . J C e ,
откуда

lim | х ( f)— х 0 (?) J == J С — С0 1 lim г_ , а , ( '~ '» ) = 0 ,
t ->- 00 t -*■ <Х)

т. е. решение асимптотически устойчиво.
При а  >  О

I *  ( 0 — * о  (О  I =  « ' °  И < " /о) I С — С 0 [

может быть сколь угодно большим числом при достаточно больших {. 
Значит, при а >  0 решение неустойчиво.

Если а  — О, то решение имеет вйд x0 (t) =  C0. •
Для всякого решения х ( t )~ C  с условием [ С — С „ [ <  6 —ё имеем

I х (t)— х 0 (/) | == | С — С„ | <  8, '
Но

lim |дс(<) — ( 0 1  =  1 с — с о 1 ^ 0 */-♦>00

а потому решение устойчиво, но не асимптотически устойчиво. ^  
Исследование на устойчивость решения X0 (t) системы (1) может 

Сыть сведено к исрледованию'на устойчивость тривиального (нулевого) 
решения— точки- покоя некоторой системы, аналогичной системе ( 1).

И сследовать на устойчивость решения следующ их  
уравнении и систем уравнений:

4. 1 .  x = t ( x  — 1), я ( 0 ) =  1. 4 .2 .  x — t —  I, яХ0’) =  — 1.

4 .3 . х =  х + у ,  у =  х —у\ х (0 ) =  у (0 ) =  0 .

4 .4 . х = —2х — 3у, у =  х +  у, х(0) =  у (0) =  0 .

4 .5 . х — а х —у," у — ау — г, г =  аг — х\ 
х (0) =  у (0) =  г (0 ) =  Q, a £ R .

4 .6 * .  Н ап и сать систему дифференциальных уравне­
ний,  исследование на устойчивость точки покоя которой  
равносильно исследованию  на устойчивость решения 
Х 0(0 системы ( 1) .

4 .7 .  Сформулировать определения устойчивости, асим п­
тотической устойчивости и неустойчивости для точки 
покоя системы дифференциальных уравнений.

4 .8 . Д о к азать , что если какое-нибудь одно решение 
линейной системы дифференциальных уравнений устой ­
чиво по Л яп ун ову, то устойчавы  все решения этой  
системы . •
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Т а б л и ц а  4.1

Корни к и  Я2 Характер точки покоя

Действи­
тельные:

1̂ Ф А-2

Л-1 >  о
Яг >  О

О,
К< о

Устойчивый изел

Неустойчивый t гл

Седло

Устойчивость 
точки покоя

Асимпто­
тически
устойчива

Неустой­
чива

Неустой­
чива

Комплекс- 
_ные'
Xj = a  +  ip, 
Х2 =  a  — ф

a  < 0, 
P Ф 0

a  >  0, 
$Ф  0

a =  0, 
P Ф 0

Устойчивый фокус

Неустойчивый фокус

Центр

Асимпто­
тически
устойчива

Неустой­
чива

Устойчива
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Т а б л и ц а  4.1 (продолжение)

2. Простейшие типы точек покоя. Для исследования на устой­
чивость точки покоя системы двух линейных однородных дифферен­
циальных уравнений с постоянными коэффициентами

х =  ап х +  а п у, 
у — аг1х -f- аг2у,

а 11 012 
а г1 аа2 Ф О, (4)

надо составить характеристическое уравнение 

а И — X а 12 
а21 а22— '

и найти его корни Xi и Х2- В таблице 4.1 приведена классификация 
точек покоя системы (4) в зависимости от корней \lt Хг характери­
стического уравнения.

П р и м е р  2. Определить характер и исследовать на устойчи­
вость точку покоя системы

х =  — 2х~1~ осу,
У =  х + у

в  зависимости от параметра а .
^  Характеристическое уравнение

1 — 2 — Я а
I "  1 1 — X

1 . 1
имеет корни г =  — -у  ±  ~2 У 9 + 4а.



Исследуя поведение корней Х2 в зависимости от параметра а  и 
используя данные таблицы 4.1, получаем:

если а  <  —9/4 (корни комплексные, Re А,!, 2 < .0 ) — устойчивый 
фокус; • ч '

если а  =  —9/4 (корни действительные и равные)— устойчивый 
узел;

если —9/4 <  а  <  —2 (корни действительные и отрицательные)— 
устойчивый узел; ■ .

если —2 <  а  (корни действительные и разных знаков)— седло, 
точка покоя неустойчива. ^

О п редел и ть-характер точек покоя следую щ их систем:

4.9. х =  х +  2у, у =  —3 х+ у .
4 .1 0 . х = —2х +  j y ,  y =  —2x +  j y .
4 . 1 1 .  х =  —  х +  3у, у =  — х +  2у.
4 .1 2 .  х =  — у, у =  х —2у.
4 .1 3 .  х =  — 6х  — 5у, у =  — 2х—5у.
4 .1 4 .  х =  —  х +  2у, у — — 2х—Ъу.
Определить, при к ак и х 'значениях параметра а  точка  

покоя системы устойчива.
4 .1 5 . х — а х —у, у =  х +  2у.
4 .1 6 . х =  — Зх-\-ау, у =  —  ад: +  у.
4 . 1 7 * . .И ссл едовать  на устойчивость уравнение упру­

гих колебаний
' - х  +  2 а *  +  |32л: =  0

с  учетом трения и сопротивления среды (при а  > . 0).
4 .1 8 * .  П усть  задан а систем а п линейных дифференци­

альны х уравнений с постоянными коэффициентами
П

auXj, i =  i ,  2 ,
/ = i

Д о к а за т ь , что если все корни характеристи ческого  
уравнения этой системы имеют, отрицательную  действи­
тельную  часть, то точка покоя системы асимптотически  
устойчива. Е сл и  ж е хотя бы один из корней хар актер и ­
сти ческого уравнения имеет положительную действитель­
ную ч асть, то точкй покоя неустойчива. "

И спользуя результат задачи 4 . 1 8 ,  и сследовать на у с­
тойчивость точку покоя каж дой из следую щ их систем :

4 . 1 9 .  х — 2х, у — 3х +  2у, г = — х —у — г.
4 .2 0 .  х =  —2х—у, у — х —2у, г =  х +  3у — г.



8. Метод функций Ляпунова. Этот метод в применении к авто­
номной системе

* i  =  / i (•*!> ■ • ■» -*л)>
• • ■ • • • • • а »  (5)

Xt t ~ f n ( Xl> •••! *л)>

где /,• (0, . . 0) =  0, i =  1 , 2 , . . . .  я, состоит в непосредственном 
исследовании устойчивости е е ,точки покоя при помощи подходящим 
образом подобранной функции Ляпунова V (x j, х„).

Верны следующие теоремы Ляпунова:
Т е о р е м а  1 (об-устойчивости). Если существует дифференци­

руемая функция V (xi, . . . ,  хп), удовлетворяющая в окрестности 
начала координат следующ ий условиям:

а) V (xt, . . . ,  xn)^sO , причем V =  0 лишь при x i =  . . .  = х „  =  0;

dV V  a v  г /
б) -гг— 2 *  ax J i ( x i> * я ) < ° <

= 1
mo точка покоя системы (5) устойчива.

Т е о р е м а  2 (об асимптотической устойчивости). Если сущест­
вует дифференцируемая функция V ( x j ...........х„). удовлетворяющая
в окрестности начала координат следующим условиям:

а) V (* i , . . . .  хп) ^ 0 ,  причем V = 0  лишь при х±=  . . . — хп =  0,

б)  * л ) < 0. причем ^ = 0  лишь при

JC| — . .  •=— хп =^0,
то точка покоя системы (5) асимптотически устойчива.

Т е о р е м а  3 (о неустойчивости). Если существует дифферен­
цируемая функция V (хь  . . . ,  хп), удовлетворяющая в окрестности 
начала координат условиям:

а) V (0........... 0 )= 0 ~ и  сколь угодно близко от начала координат
имеются точки, в которых V (xlt . . . ,  х„) >  0;

л

б) У !  4 r -  f i  ( * ь  •••. * л )3 =0, причел ^ = 0  лишь при

Х\ =  . . .  "=  =  0,
/по .точка покоя системы (.5) неустойчива.

П р и м е р  3. С помощью функции Ляпунова исследовать на 
устойчивость точку покоя системы

х — — х + у ,  
у =  — 2(/*— х.

В качестве функции Ляпунова возьмем У =  х"-}-уг. Тогда

^ = 2х ( -  х +  у) +  2у (~ 2 t f  - х )  =  - 2  (х2+ 2у*),

dV '
и функция V вместе с удовлетворяет условиям теоремы 2. Значит,

точка покоя системы асимптотически устойчива. ^
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Пример 4. Исследовать на устойчивость точку покоя системы 
х =  х (2+cos At),
у = — у-

^  Возьмем функцию V (х, у )—х2— у2. Тогда ^ - = 2 х - ’ (2 +  c o s л;) +

+ 2у2 = 2 (2xs+ y2+ j:2cosx) = 2 ^хг+2л:2 cos*-|-+i/2 j  >0 всюду,
кроме начала координат. Кроме того, сколь угодно близко к началу 
координат найдутся точки, в’ которых V >  0 (например, вдоль пря­
мой у —0 V — x  ̂ >  0). Следовательно, выполнены условия теоремы 3, 
и точка покоя неустойчива. ^

Общего метода построения функций Ляпунова не существует. 
В  простейших случаях ее следует искать в виде: V =  ах2 +  by2, 
У — ах*-\-Ьу*, V — ах3 +  by1, подбирая надлежащим образом посто­
янные а  > 0 и b >  0.

П р и м е р  5. Исследовать на устойчивость точку покоя системы
3

*  =  — x J r~2 У +  3хУ3~'

у =  — х — j  у — 2*У * .

^ Ф у н к ц и ю  Ляпунова . будем искать в виде У — ахг -\-Ьуг, а >  0, 
Ь >  0. Тогда имеем:

^ = 2 а х  * + - |  </ +  Зх«/*^+2by [ - * - J - - 2* y j  =

=  -   ̂2адс2 + J -  by- 'j  +  (ху +  2х2у3) (З а— 26).

Полагая 6= -| -й , получим, что ~ = — а (2 х 2 +  у 2Х 0  при всяком

а >  0. Из теоремы 2 вытекает, что точка покоя системы асимптоти­
чески устойчива. ^

И сследовать на устойчивость точки покоя следующ их 
систем: .

4 .21  . х =  — х-—у —х*—у2, у =  х — у +  ху.
4 .2 2 . х =  у +  ; у  =  — л : + г / 3.

4 .2 3 . х =  ху*, у — — х*у.
4 .2 4 . х =  —  у-\-хъ, у =  х +  у̂ .
4 .2 5 . х =  у +  х2у2—^ х ъ, у =  —2х — 2х*у— \̂ УЛ-

4 .2 6 . х — — 2л:+  4ху2, у =  у +  2х2у.
4. Устойчивость по первому приближению. Предположим, что 

правые части системы (5), т. е. фувхции /,• (л-ь  . .  t) х„), i — 1, 2,  . . . ,  п,



дифференцируемы в начале координат достаточное число раз. Разло­
жим их по формуле Тейлора в окрестности начала координат:

п

fl(X i, * й ) = 2  a l/x/ + F i( xi> •••• *п),
/= 1

а/, ( о , . . о)
где a i j— дх--------  > а г ,-— члены второго порядка малости отно­

сительно x i, хп. Тогда исходная система (5) может быть запи­
сана в виде

-  П
* 1 =  2  aiJxJ + F t ( xi  ••• хп)>

/ = 1

Л
*п  =  2  “»/*/ + F n ( * i  ••• *л ).

/ = 1
Рассмотрим систему .  -

• /I

* / =  2  а О'*/> г = 1 * 2 * •••■» п> №)
/ =  1

называемую системой уравнений первого приближения  для системы (5).
Справедливо следующее утверждение: если все корни характе­

ристического уравнения системы (6) имеют отрицательные действи­
тельные части, то точка покоя системы (6), а также исходной си­
стемы (5) асимптотически устойчива; если хотя бы один из корней 
характеристического уравнения системы (6) имеет положительную 
действительную часть, то точка покоя системы (6) (и системы (5)) 
неустойчива.

Говорят, что в этих случаях возможно исследование ристемы (5) 
на устойчивость по первому приближению. В остальных случаях 
такое исследование, вообще говоря, невозможно, так как начинает 
сказываться влияние членов 2-го порядка малости.

П р и м е р  6. Исследовать на устойчивость точку покоя системы

*  =  2*  +  8 sin г/, 

у =  2 — ех — 3у — cos у.

•4 Разлагая функции sin у, cos у, ех по формуле Тейлора и выделяя 
члены 1-го порядка малости, можем переписать исходную систему 
в виде

x =  2x +  8y +  F 1 (x, у), 
у =  — х — 3y +  F 2 {x, у),

где F 1, f a — члены 2-го порядка малости относительно х н у .  Соот­
ветствующая система уравнений первого приближения вида (6) запи­
шется следующим образом:

х =  2х + 8  у, 
у =  — х — 3у.



отрицательные действительные части. Следовательно, точка покоя 
этой, а также исходной систем устойчива. ^

Исследовать на устойчивость по первому приближе­
нию точки покоя следующих систем дифференциальных 
уравнений:

4.27. x = j ( e x — \)—9у, y = ^ x  — smy.

4.28. х = 5х .+ У cos у, г/ = Зх + 2у —у3еу.
4.29. л: =  7л:+  2 sin у, у = ех — Зу — 1.

3 14.30. х =  — у  л +  у  sin 2у, у =  — у — 2х.

4.31. л:=1п(4у + е~3х), г/ = 2 у — 1 +  |/1 — 6л:.
4.32. х = — cos Зле, y = V 4 +  8х — 2еи.

4.33. Показать, что исследование на устойчивость по 
первому приближению точки покоя системы

х = —4 у —х3, у =  3 х—у3
невозможно. Провести исследование методом функций 
Ляпунова.

§ 5. Численное интегрирование обыкновенных 
дифференциальных уравнений

1. Задача Коши. Задача нахождения частного решения у =  у(х)
(У (хо)'=Ув) дифференциального уравнения у' —f  (х, у), называемая 
задачей Коши, может быть приближенно решена численными мето­
дами.

М е т о д  Э й л е р а .  Значения искомой функции у =  у (х) на от­
резке [х0, X] находят по формуле

yk+ i =  y k + h ' f ( xk> Ук)> (1)
X _ Y

где Ук =  У(.хк)> Xk+i=xk-\-h (хп =  Х ), & =  0 , 1..........п— 1, и ---------2п
(шаг). По заданной предельной абсолютной погрешности е началь­
ный шаг вычислений h устанавливают с помощью неравенства ft2 < 8.

М е т о д  Э й л е р а  с и т е р а ц и я м и .  Д ля вычисления значе­
ний функции у =  у(х) применяют формулу

y (& r i  —  У к - \ ~ 2  (/ (x k> У к)  +  / (•**. Ук+ i  1)))> (2)

k — 0 , 1, . . . ,  /1— 1, _ т =  1, 2, . . . ,  М,

Корни ее характеристического уравнения 2 = -------- -—  имеют

ч
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где i/ft+i=#*+i вычисляют по формуле (1). При каждом значении k 
вычисления продолжаются до выполнения неравенства

(3)

где е — заданная предельная абсолютная погрешность. После этого 
полагают t/k+1 — ykTi й переходят к  нахождению следукнцего значе­
ния уь+2 искомой функции. Если неравенство (3) не достигается, то 
уменьшают шаг h и выполняют все вычисления сначала. По заданной 
предельной абсолютной погрешности е начальный шаг вычислений h 
устанавливают с помощью неравенства Н3 < г. Апостериорная оценка 
точности выполняется при помощи правила Р ун ге— Ромберга 
(см. ниже).

П р и м е р  1. Решить методом Эйлера с итерациями задачу 
Коши на отрезке [0 , 1) для уравнения у —2х— у с начальным ус­
ловием у = — 1 при х  =  0. Шаг выбрать так, чтобы удовлетворялось 
неравенство ft3 < 0,01.
«4  Исходя из неравенства h? < 0,01, выберем шаг вычислений

■ h =  0,2. Тогда n = i j r - ^ = 5 .  Проводя вычисления с одним запасным 

знаком, находим по формуле (1) значение

г/10> =  —1 + 0 .2  (2 -0 —4—1)) —

Ведем итерационную обработку У\ по формуле (2):

=  - 1  + ^  (2 • 0 -  ( - 1 )  +  2 -0 ,2— (-0 ,8 0 0 ))  =  -0 ,7 8 0 ,

^ 2, =  - 1 +-^~ (2^0— (—1) +  2- 0.2 — (—0,780)) = —0,782,

yi" =  - 1  (2 • 0 -  ( - 1 )  +  2 • 0,2 -  ( -0 ,7 8 2 ))  =  -0 ,7 8 2 .

Получаем yi = —0,782.
Вычисляем tfo формуле (1) значение у¥к.

j40) =  —0,782 +  0,2 (2-0,2 — (—0,782)) =  —0,546.

Проводим итерационную обработку; 

у!/* =  —0 ,782+ ^  (2 .0 ,2 — (—0,782) +  2 • 0,4 — (-0 ,5 4 6 ))  =  —0,529,

уТ  =  —0,782 (2 ■ 0 ,2— (—0,782) +  2 • 0,4 — (—0,529)) =  —0,531,

у?' =  - 0 ,7 8 2 + ^  (2 • 0,2 -  (—0,782) +  2 • 0,4 -  ( - 0 ,5 3 !) )  =  -0 ,5 3 1 .

Получаем у2 =  —0,531.
Аналогично вычисляя, находим у% — —0,253, у 4= 0,047, уь—0,366. 

О кругляя до сотых, получаем уа =  —1,00, y t =  —0,78, у2-~—0,53, 
у3 =  —0,25, у4 —0,05, у$ =  0,37. Найденные значения у к совпадают 
с точностью до 0,01 со значениями частного решения у =  е~х -\-2х— 2 
в соответствующих точках отрезка [0, 1]. ►
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М е т о д  Р у н г е — К у т т а .  Значения искомой функции у = у (х) 
на отрезке [хд, X] последовательно находят по формулам

У к + 1  =  У к + Ь У к >  *  =  0 , 1.............п - 1 ,  (4)

где ,

Дг/, = 1  ( ^ ’ +  2 ^ 4  +

q[k)= h - f ( x k, y k), q-ik) =  h - f (^ x k+ Y '  У* + ^ ~ )  ' 

q{3kl =  h - f  (̂ x k -\~ ~ 2  >  ^ > <ЛА> — h - f  {x k+f, yk-\-qsk)),

Xk+i =  xk +  h (x„-=X), ft — —~ ДГ° .

По.заданной предельной абсолютной погрешности е начальный шаг 
вычислений ft устанавливают с помощью неравенства h4 < е. Апосте­
риорная оценка точности выполняется по правилу Рунге— Ромберга.

П р а в и л о  Р у н г е — Р о м б е р г а .  Пусть у№' и у^Н)— значе­
ния искомой функции, полученные одним из указанных выше методов 
при шагах вычисления й и 2Л соответственно, а е — заданная абсо­
лютная предельная погрешность. Тогда считается, что достигнута 
заданная точность вычислений, если выполняется неравенство

■¥ ± г Т - \ Л )- у Г \ < е '  ,  (5)

при Btex k и при s =  2, 3, 4 соответственно для методов Эйлера, 
Эйлера с итерациями и Рунге— Кутта. Решением задачи является 
функция {уТ}'

Применяя указанное правило, последовательно вычисляют зна­
чения искомой функции с шагом 2h и с шагом h и сравнивают полу­
ченные результаты по формуле (5). Вычисления заканчивают, когда 
неравенство (5) выполняется при всех к.

П р и м е р  2. Решить методом Рунге— Кутта с точностью до
0,001 задачу Коши на отрезке [0, 0,6| для уравнения у' — х-\-у 
с начальным условием у — 1 при *  =  0.
^  Исходя из неравенства Я 4 < 0,001, выбираем начальный шаг 
вычислений И= 0 ,15 . Тогда п = 4 . Проводя вычисления с одним 
запасным знаком, находим yt по формулам (4):

У\ — 1 +  А уо— 1 2<?40> Ч- 2i?30> -}-

где 9{0) =  0,1500, 9 (20> —0,1725, (Д0) =0,1742, (?Г  =  0,1986. Имеем: 

У1 =  1 4 - -1  (0,1500 +  2 • 0,1725 +  2 • 0,1742 +  0,1986) = 1,1737. 

Далее,

Уг=  1,1737-1—g- (<?i > -+- 2gLa1> -f- 2<?з1> —
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где i?!1’ ==0,1986, <#> =  0,2247, =  0,2267, ^ 1) =  0,2551. Следова- 
те ль но,

=  1,1737+ -!• (0,1986 +  2 -0,2247 +  2 • 0,2267 +  0,2551) =  1,3998.

Аналогично вычисляем t/3 =  1,6867 и г/4 =  2,0443.
Уменьшим шаг в два раза, т. е. выберем А =  0,075, теперь п =  8 . 

Находим y[h> по формулам (4):

у [ Ь  =  1 +  Дг/„ =  1 + |  (~q r  +  2 q T  +  2 q T  +  ? П  =

=  1+-^- (0,075 +  2-0,0806 +  2-0,0808 +  0,0867) =  1,0808.

Аналогично находим остальные значения г/*1’ .
Результаты вычислений помещаем в таблицу:

уГ ,Xh1‘Jk

у(« 1 ’ == 1 ,,(h) — 1 Уо — 1 0

O
O

Оo
o

оJ

у i 2ft)=  1,1737 y T =  1,1737 0

y(3H)=  1,2796
y ? h)= 1,3998 г/1л>=  1,3997 0,0001

«/(5h)= 1,5350
у f ' i)= 1,6867 (/(e',)= 1,6866 0,0001

1/ '̂ =  1,8559
у Т  ’=2,0443 «/s'0 =2,0442 0,0001

Очевидно, что левая часть неравенства (5) в даннрм случае не 
превосходит -0,00002. Поэтому уи ’ с точностью до 0,00002 представ­
ляют искомую функцию, т. е. все найденные знаки верные. ^

М е т о д  М и л н а .  Значения искомой функции у =  у (х) на отрез­
ке [х0, X] последовательно находят по двум формулам:

<*• 4 h
г/* =  £/* — 4 Ч— з“ (2 '/ — з» y k -s)—f ( xk - 2 , Ук-г) +

+  2 -/ {Xk-i, Ук-i)) , (6)

Ук — Ук- i  +  з"'(/ (**-.*• Уй-г) +  4/■(-** — 1, Ук- i )  + / (хк< Ук))>
X _у

к=^А, 5, . . . ,  п, й = .. п xk =  xk - i + h-
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Первые четыре значения у 0, у х, у ъ у3 должны быть заданы, для чего 
Уи Уг, Уз предварительно находят каким-либо другим методом. Пре­
дельная абсолютная погрешность е значения у^ приближенного ре­
шения определяется равенством

е =  29 I Ук — Ук\ (7)

П р и м е р  3. Используя полученные в примере 2 методом Рунге— 
Кутта значения уу, у2, у 3, найти методом Милна значение г/4.
^  Имеем г/с)=1,0000; г/х =  1,0808, г/2 == 1,1737, у 3 — 1,2796 и h =  0,075. 
Вычисляя г/4 и г/4 по формулам (6), получаем:

г/4 = ; 1 -j- .4,: 0 ’°15. (2 (0,075 +  1,0808) — (0,15+ 1,1737) +

04= 1,1737-
0,075

+  2 (0,225 + 1 .2 7 9 6 )) =  1,3997, 

( (0 ,1 5 + 1 ,1 7 3 7 ) +  4 (0,225 +  1,2796) +

+  (0 ,3 + 1 ,3 9 9 7 ))  =  1,3997.

Поскольку ух — г/4 =  0, из формулы (7) заключаем, что в значении yt 
все знаки верные. ^

VB задачах 5 .1 —5.19 требуется найти с точностью до 
0,0001 решение дифференциального уравнения 1-го поряд­
ка с указанными начальными условиями на заданном

■ отрезке:
а) методом Эйлера с итерациями,
б) методом Рунге—Кутта,
в) методом Милна.

5.1.

5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.
5.8.
5.9.
5.10.
5.11.
5.12.

5.13.

5.14.
5 № 2 8 7 2

ху
— X2 +  f/2 ’ У ^  ~*
— 2г/ =  3е*, у(  0,3) 
=  х +  у2, у (0) =  0, 
= i/ -x \  i/ (l)=  1

[0, 1].
1,415, [0 ,3, 0,6]. 
[0, 0,3].
[1. 2].

=  x2 +  t/2, у (0) =  0,27, [0, 1].
+  ху(\—у2) =  0, у{  0) =  0,5, [0, 1].
=  х* — ху +  у\ у (0) =  0 , J , [0, 1].
=  (2у —  х)/у, у (  1) =  2 , [ 1, 2].
=  x*.+ xy +  t f + 1, г/(0) =  0, [0,
+  у =  х\ у (1) =  — 1, [1, 2].
- - х у  +  еУ, у { 0 )  =  0 , [0 ,  0 ,1 ] .
=  2ху +  хг, у  (0) =  0, [0, 0,5].

У " " " - I ,  [ 0 , 2 ] .

[0, 0,4].

! ] •

: X + S in - | ,  у(  0 ) :

: е* — уг, у (0) =  0,
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5-15» у' —  2х +  cos у, у  (0) =  0, [0 , 0 ,1].
5.16. у' =  х*Л-у\ у (0) =  0,5, [0, 0,5].
5.17.y '  = xi/ — y, у  (0).= 1, [0, 1].
5.18. у' =  у2 • е,х — 2у, у {0 ) = 1 ,  [0, 1].

5 . 1 9 .У  =  - р г Ь т ,  У (  0  =  0 , [ 1 , 2 ] .

В задачах 5 .20—5.22 составить на фортране подпро­
граммы решения дифференциального уравнения у' =  
— /(*> У) указанными методами.

5.20. Метод Эйлера с итерациями. Параметры: F, Х0, 
Y0, Н, N, Y, где F —имя подпрограммы-функции для 
вычисления значений фуйкции f(x, у), Х0 —начальное 
значение аргумента, YQ —начальное значение функции, 
Н —шаг вычислений, N —число значений искомой функ­
ции у =  у{х), Y —массив размера N значений функции 
у =  у(х).

5.21. Метод Рунге—Кутта. Параметры: F, Х0, Y0, Н, 
N, Y , EPS, где Н —начальный шаг вычислений, E PS^-

. заданная предельная абсолютная погрешность, входной 
параметр; остальные параметры, к ак  в задаче 5.20.

5.22. Метод'Милна. Параметры: F, ХО, Н, N, Y, EPS, 
где EPS —полученная при вычислениях предельная абсо­
лютная погрешность, выходной параметр, N — число зна­
чений искомой функции, включая начальное. Остальные 
параметры, к а к  в задаче 5.20. Первые четыре элемента 
массива Y. должны быть определены перед обращением 
к подпрограмме.

В задачах 5 .23—5.25 составить на фортране програм­
му решения одной из задач 5 .1—5.19, используя для 
этого одну из указанных подпрограмм.

5.23. Подпрограмма, полученная в задаче 5.20.
5.24. Подпрограмма, полученная, в задаче 5.21.
5.25. Подпрограмма, полученная в задаче 5.22.

Рассмотренные выше методы могут быть использвваны при реше­
нии задачи Коши дл я  нормальной системы -двух дифференциальных 
уравнений 1 -го порядка и для дифференциального, уравнения 2 -го 
порядка.

П р и м е р  4. Методом Эйлера с итерациями решить задачу Коши 
на отрезке [3 , 4 ] с точность!® до 0,01 для уравнения

У"— 1 Г  +  ^  +  1

при начальных услови ях у (3) =  б, у ' (3) =  3.
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<*4 Исходя из неравенства Л8 < 0,01, выберем шаг вычислений h — 0 ,2 . 
Тогда п =  — =  5,

Приводим уравнение 2-го порядка к  системе д в у х , уравнений 
1-го порядка, введя новую функцию р =  у

Р' — ~  ~  +  +  1 =  / (•*. Р)>\

г/' =  р =  ф(л:, г/, р).

Н ачальные условия д л я  данной системы: г/ =  6, /? =  3 при х =  3.
С охраняя один запасной зн ак , вычислим значения функций 

р =  р(х) и у =  у(х)  в точках х1 =  3,2, л-2 =  3,4 , х 3 =  3 ,6 , х., =  3,8 , 
дс6= 4  по формулам ( 1) и (2). •

При ^  =  3,2 имеем:

pim =  p 0 +  h - f ( x о, (/O, p e) =  3 +  0 ,2  +  =  3 , 133 ,

'/i°> =.f/o +  ■ Ф (Л'о> г/о, Ро) =  (<о +  А - ро — 6 +  0,2 - 3 =  6,600,

Pi1)== Р о +  ’2 _ (/ (д:о> Уо> Р о) +  / ('v i , yli \ Pi0))) =

- 3 + 0 . 1  ( ( - i + ^ + i )  +  ( - i J | - + 4 ^ + i ) ) = 3 , i 3 3 ,  

i/i1} = У о  +  _2 ' (Ф (x oi i/o. Po) +  ф (Xi, y (i \  Pi0>)) =

=  '/о +  4 ^ о + ^ 0)) = 6 +  0’ 1 (3 +  3,133) =  6,613.

Получаем значения р± — 3,133 и ^  =  6,613.
При x2 =  3,4 имеем:

P-20) =  Pi +  h-f (xi, уь  Pl) =  3 ,133 +  0,2 ' ( - ? ^  +  | ^ + l )  = 3 ,2 6 6 , 

у ^  =  у± +  И-у(Х1,.у1, Рг) =  </i+A• Px =  6,613 +  0 ,2 • 3,133 =  7,240, 

pa1} — Pi~\-~2 (/ (x i> УЬ / ? i)+ / (* 2> J/20), P20>)) =

=  3,133 +  0,1 ( . ( - ^ | 3 + ^ i + l ) +  ~

, I  3 ,266  , 7 ,240 , Л  0 
\ з~4 з^Р  J == ’ 1

y t > =  y i ~ \~ ~ 2  (Ф -A’i> Уъ Pi) +  Ф (^2 j yi°\ P2°')) =

=  </i +  j  (P i'+  p i0>) =  6 ,6 1 3 + 0 ,1 (3 ,1 3 3  +  3,266) = 7 ,2 5 3 .

Отсюда получаем значения p2 =  3,266 и y2 — 7,253.
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(1 Рз — 3,399 г/з =  7 ,920* 
р4 =  3,532, (,'4 =  8,613, 
р8 =  3,665, (/5 =  9,333.

О кругляя до сотых, получаем ответ: (/0 =  6,00 , г/х =  6,61, г/2 =  7,25, 
т  — 7,92, (/4 =  8,61 , 05 =  9 ,33.

В задачах 5.26—5.31 требуется найти решение систе­
мы двух дифференциальных уравнений 1-го порядка или 
решение дифференциального уравнения 2-го порядка 
с точностью до 0,001 при указанных начальных'усло­
виях на данном отрезке:

5 ,2 0 .  S ' = i ,  | , ( 1 ) - 0 ,  * ( 0  =  4 - .  .

[ 1, 2].
5.27. у '  = (г—у)х, г' =  (г + у)х, у (0) =  1, z(0) =  l ,  

[О, 1].
5.28. г/'=  cos (у + 2z)+  2, г- =  7^ Г +  * + 1 , */(0) =

=  1, z(0) =  0,05, [0 ,0 ,3 ] .
5.29. г/' =  е-<»*+г,> +  2х, г ' =  2*/3 +  г, у(0) = 0,5, 

z (0 )=  1, [0 ,0 ,3 ] .
§.30. у " -у  = е\ у (0) =  0, у' (0) = 0,5, [0, 1].
5.31. у" — 2у' —х2 — 1, у (1 ) =  - 1 ,  у'( 1 ) = - - | ,  

[1 ,  2 ] ,  \

5.32. Составить на фортране , прдпрограмму решения 
методом Рунге—Кутта системы двух дифференциальных 
уравнений 1-го порядка

y' =  f ( x ,y ,z ) ,
.  z' =  ф (х, у, г)

с начальными условиями у(х0) = у0, г (лг0) =  г0 на отрезке 
[х0, X]. Параметры F, FI, Х0 Y 0,.H , N, Y, Z, EPS, где 
F и FI —имена подпрограмм-функций для вычисления 
значений функций f (х, у, г) и <р(л:, у, г), Х0 —начальное 
значение аргумента х — х0, Y0 — начальное значение функ­
ции, Н —начальный шаг вычислений, N —число значе­
ний искомых функций у = у(х) и z = z(x), Y и Z —мас­
сивы размера N значений функций у = у(х) и z = z(x), 
EPS —заданная предельная абсолютная погрешность.

Проведя аналогичные вычисления прилг3 =  3,6, дс4 =  3,8 и х 6 =  4,
находим
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5.33. Используя йодпрограмму, полученную при ре­
шении задачи 5.32, составить на фортране программу 
решения одной из задач 5.26—5.31.

2. Краевая задача для линейного уравнения. Краевая задача для 
линейного дифференциального уравнения

У"+Р(х) y' +  q{x)y =  f{x),

где р(х), q (х) и f  (х) — некоторые непрерывные на отрезке [я , 6] 
функции, состоит в нахождении его решения. у =  у (х), удовлетворя­
ющего граничным условиям

• а 0у (а) +  а 1у' (а) =  А ,
Po/y(6) +  P i0 '(6 )  =  B.

где а 0, а,-. Р0> Pi. В — постоянные и | a0 | +  i a i I Ф ° , |Ро1 +  
+  I Pi I Ф 0- Эта задача может быть решена численно методом конеч­
ных разностей, применяя который значения функции у =  у(х)  нахо­
дят из системы линейных уравнений (п +  1)-го порядка вида:

yk + 2 ^ У ь j  +  Ук t « \ yti + i УИ j „ /v \ ., t [*, \ /о\■------------р --------------г  р \хю -------^-------- \-q(Xk) у k = f  (x k) >• (о)
k =  0 , 1, . . . ,  п —2,

«оУо +  « 1 ^  =  Л

Voyn +  k ^ j ^  =  B [

с я + 1  неизвестными у0, уь  . . .  уп.
П р и м е р  5. Решить краевую задачу , для дифференциального 

уравнения
гГ+х*у+ 2 =  0

страничными условиями у (—1) =  0, у (1)  =  0 на отрезке [—1, 1] 
методом конечных разностей, разбив этот отрезок на четыре равные 
части.
^  Имеем: п — 4, Л =  0,5, (/0 =  0, yt — 0. Следовательно, требуется 
вычислить три значения г/х =  г/ (—0,5), 1/2 =  */(0), г/3 =  */ (0,5). Состав­
ляем систему (8), полагая поочередно k =  0 , 1, 2:

' £ =  0:

У* — +  x\yi +  2 =  0 ,  и ли ,  4  (i/a— 2(/i +  у 0) +  ^  Ух =  — 2;

k = \ :

— -----+ д ,|(/2 +  2 =  0, или 4 (уз — 2у^-\-у{) — —2;

k =  2 :

— -----^ - ^ - ^ - + ^ 3 0 3  +  2 =  0, или 4 (уц — 2 (/3 +  (/2) +  - -̂ </з = —2,
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 ̂ ( Рз =  3,399 1/з =  7,920, 
р4 =  3,532, (,'4=8,613, 
р5 =  3,665} у ъ =  9,333.

О кругляя до сотых, получаем ответ: г/0 =  6,00, г/х =  6,61, у2 — 7,25, 
г/3 =  7,92, л  =  8,61, г/s= 9 ,3 3 . ►

В задачах 5.26—5.31 требуется найти решение систе­
мы двух дифференциальных уравнений 1-го порядка или 
решение дифференциального уравнения 2-го порядка 
с точностью до 0,001 при указанных начальных4 усло­
виях на данном отрезке:

5 .2 6 .  +  ( / ( ! )  =  0 , г ( 1 )  =  1 ,  

[1. 2].
5.27. у' = {г—у)х, г' =  (г + у)х, у{0) =  1 , г ( 0) = 1 , 

[0, 1].
5.28. у' = cos(y +  2z) +  2, z' =  х-+! +  х +  1, 0(0) =  

=  1, г (0) =  0,05, [0 ,0 ,3 ] .
5.29. г/'= е-<4'а+г8> +  2л:, г ' =  2г/2 +  г, г/ (0) =  0,5, 

г (0) =  1, [0, 0,3].
§.30. у " -у  =  е*, у (0) =  0, у' (0) =  0,5, [0, 1].
5.31. у" — 2у'= хг — 1, ( / ( 1 ) = - 1 ,  у ' ( 1 ) = - 1 ,  

[ 1 .  2 > -  Х

5.32. Составить на фортране. подпрограмму решения 
методом Рунге—Кутта системы двух дифференциальных 
уравнений 1-го порядка

y’ = f{ x ,y ,z ) ,
.  г ' =  Ф {х, у, г)

с начальными условиями у(х0) — у0, г (х 0) =  г0 на отрезке 
[х0, X ]. Параметры F, FI, Х0 Y0, Н, N, Y, Z, EPS, где 
F и F I—имена подпрограмм-функций для вычисления 
значений функций f(x, у, г) и <р(л:, у, z), Х0 — начальное 
значение аргумента х = х0, Y0 —начальное значение функ­
ции, Н —начальный шаг вычислений, N — число значе­
ний искомых функций у = у(х) и z — z(x), Y и Z —мас­
сивы размера N значений функций у = у{х) и z — z(x), 
EPS —заданная предельная абсолютная погрешность.

Проведя аналогичные вычисления при х 8 =  3,6, лг4 =  3,8 и хв =  4,
находим
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5.33. Используя Подпрограмму, полученную при ре­
шении задачи 5.32, составить на фортране программу 
решения одной из задач 5.26—5.31.

2 . Краевая задача для линейного уравнения. Краевая задача для 
линейного дифференциального уравнения

у" +  Р(х) y' +  q (х) y =  f  (дг),

где р(х), q (х) и f  (х) — некоторые непрерывные на отрезке [а, Ь] 
функции, состоит в нахождении его решения, у =  у (х), удовлетворя­
ющего граничным условиям

а 0у (а) +  а 1у' (а) =  А,
Ро У{Ь) +  М ( Ь )  =  В,

где a oi а х, f50. Ръ Л, В — постоянные и | а 0 | + 1  | Ф 0 , |(Зо1 +  
-j- | Рх I 5= 0. Эта задача может быть решена численно методом конеч­
ных разностей, применяя который значения функции 0  =  0  (х) нахо­
дят из системы линейных уравнений (га+ 1)-го порядка вида:

Ук+2- Ц к +1+Ук + р ( ч )  »*+i - y k . +  q(Xk)yk=nXk)i (8)

£ =  0, 1, п—2, 

а , .о  +  =  Л ь _

РоУв +  Pi ^  В

с л +  1 неизвестными у 0, у х, . . .  уп.
П р и м е р  5. Решить краевую задачу для дифференциального 

уравнения
y" + xh y+ 2 =  0

с граничными условиями у (—1) = 0 , г/ ( 1) =  0  на отрезке [—1 , 1 ] 
методом конечных разностей, разбив этот отрезок на четыре равные 
части.
^  Имеем: п =  4, h =  0 ,5 , 0 О =  0, у 4 — 0. Следовательно, требуется 
пычислить три значения ух — у (—0,5), 0 2 = 0 (0 ) , Уз =  У(0,5). Состав­
ляем систему (8 ), полагая поочередно & =  0 , 1 , 2 :

к =  0 :

— ----- +  х?0 х +  2 =  0, или, 4 (02 — 20] + 0 о) +  Ух — —2;

А = 1 :

У3~ 2Цз +  У}' +  х\у2 +  2 =  0, или 4 (0 3— 2 0 2 + 0 x) =  —2;

А =  2:

■!h -  +  x\ys +  2 =  0, или 4 (0 4 — 2 0 з +  0 2) +  -1 0 з =  —2.

133



Добавляя граничные условия, палучаем следующую систему пяти 
уравнений относительно пяти неизвестных y 0, yt> Уг, Уз> УС

1%о— 31j/i + 1 6 i/2 ——8,
у  2у\— 4^2 -{- = —1.

Щ г— 31^з+  16у4 =  — 8,
У о = 0 ,

^4= 0 .
Рсщая эту систему, находим.. г/0 — 0» ^1 =  0 ,8, г/2 =  1,05, г/а =  0,8,
1/4=0. ► _

В задачах 5.34 —5.39 требуется найти решение диф­
ференциального уравнения 2-го порядка с указанными 
граничными условиями методом конечных разностей, 
разбив заданный отрезок на п равных частей.

5.34. х*у'--хи' =  3**; у( 1) — 2, гН2) = 9 , [1, 2], п =  4.
5.35. х*у"+ ху'-у = х\ У(1) =  1,333, у'{3) =  3, 

[ 1, 3], п = 7 . -
5.36. у"±ху' +  у=  2х; у(0 )= 1 , */(1) =  0, [0, 1],. 

п = 10.
5.37. у " у  ch х = 0\ у( 0) = 0, у( 2 ,2 )=  1, [0, 2,2], 

fl — 1 1 . I
5.38. у"-{-(х — 1 )у ' +  3,125г/ =  4л;, */(0)=1, . у (1 )  =  

=  1,368, [0, 1], п — 10.
5.39. х у - 2 у  = 0, у (1 ) -2 у '(1 )  = 0, у(2) =  4,5, 

[1, 2], п = 5. v  '
5.40. Используя подпрограмму решения линейной 

системы алгебраических уравнений, полученную в задаче 
5.16 гл. 4, составить на фортране программу решения 
одной из задач 5.34—5.39.

ОТВЕТЫ /

1.4 . t, (In J I  — * * | -И )  =  1. 1 .5 . у (1 + х }  =  1 . ' 1 .6 . у — 2— 3 c o s * .

1.7./ (*,</) =  0, < 0 — max, | f '> 0 — min. 1.8. Q + f (х, у) |£- = 0 ;

а) (/ +  х3 +  3л:!  =  0; б) </==1п (ж +  +  4) — In 2. 1.9. х * + у ^ х у ’.
1.10. ху1 +у*=  0. 1.11. у' —(/.th r .  1.12. 2*1/^= хг +1/г. 1'.13. у у '= х .
1,14. x i/ '+ 2y  =  0. 1.15. j/ '= j ip 5 . 1.22. a rc tg  у — arcsin  х =  С; *  =  ± 1.

1.23. е*-\-е~У—С, 1.24. у sin y+cos у —л: cos x-J-sin х=С. 1.25. a rc tg  </+
- f - i l n ( l + * 8) = C . 1.26. y =  Cev ~ ‘ ; x = ±  1 ,1 .27 . y  =  C V T + ^ .



=  1. 1.35. y= sinx. 1.36. (/ =  ± х У 2 ln \x |+C.

1.32. a r c t g -1  (4x +  (/-f-1 )— x =  C . , 1.33. x 2— (/2 = 1 .

1 . 3 4 . i - ( * 2-fi/2)+ ln

1.37. у =  2л: a rc tg  Cx. 1.38. л:2— 2х(/— y2 =  C. 1.39. a r c s i n y  —

— - 1  К *2 — j/2 — ln | x |  =  C. 1.40. xey!x = C .  1 .41. x2 — x(/ +  

-f-yZ+x — y ^ C .  1.42. x +  (/— 1 = C  (*/ +  2 ) 2. 1.43. x +  2 y +  

+  3 In | x+ (/— 2 | = C . 1.44. y =  xex~x. 1.45. In 1(/1 +  2  j / = 2 .  

1.46. ( , = y ( * 2- l ) .  1.47. =  ( C +  ^ )  • M 8.(/ =  ( x + C ) ( l+ x 2j .

1.49. y —Ce~2̂ -\— e sx. 1.50. y = x  In • <-51. t/= (*+ 1 )2 (e*+ C ).

1 dx x-f-
1 .52 . x =  Cy-\—~ y*. •  Записать уравнение в виде ; оно

линейно относительно х и .1.53. х  =  a rc tg  у — 1 +  Се~агс‘к v .
d‘J

К 54. sin (/ =  Се_л: +  х — 1. •  Положить sin  t/ =  гг. 1.55. г/ =  sin  х . 

1.56. у = .е гх— ex -\-^r-x +  -1  . 1.57. х =  г/In ( / - ] - - 1 . 5 8 .  у - -
/  4  i/

' c  +  i - x 2V . 1.59. » =  ■ Sln - ------1.60. х 2 =  C e8in г/—
ч 2 У ^ 2  cos х +  С

dx x2cosw + sin  2//
—2 (s in (/ + l) , •  Записать уравнение в виде - ^ = ---------- ^ -------  •

1.61. (/3 =  1/(3 — 2ecos Л). 1.62. х 2=  1/'((/ +  3(/2) . 1.63. х 2 +  х(/ +  (/2 =  С. 
1 .64. 5х2(/— 8x(/-j-x +  3(/=С. 1Л5. x2-\-yex,IJ =  С. 1 .66. х 2 cos2 (/4-г/2 -С.

1.67. Вся плоскогть Оху. 1.68. у Ф х. 1.69. у Ф ~ т г ~  л - 1-70. х > у 2.

1.71. (/ =  0. 1.72. (/=1. 1.73. у =  — х . 1 . 74. (/ =  х2/4. 1.75. х==2р +  
+  6р2+ С , (/ =  р2+ 4 р 3; (/ =  0 (особое решение). 1.76. х =  2]/~р'2-\- 1 —

— In ( l  +  V~P2 +  l )  +  In p +  C, (/ =  p ^ l  +  p2; y =  0 (особое решение). 

1.77. x =  eP +  C, y =  (p— \)eP. 1.78. (/ =  C x - + i- ( C 2- x 2), (/ =  - x 2

3 p2
(осебое решение). 1.79. x =  p3 — p +  2, y =  — pi — — |-C. 1.80. x — 

=== p cos p , y  =  p2 c o s p — p sin  p — cos p-\-C. 1.81. x =  2 p — h i p ,  

y ~ p 2— p +  C. 1.82. x =  C(/ +  C2, x = — (/2 (особое решение).

1 1  С 2
1.83. (/ =  -g-C x2 +  ̂ g ,  (/ = ± x  (особые решения). 1.84. x =  - ^  — —̂ i

( / = - 1. 1.30. jx =  C. 1.31. 4х +  2(/+1 =  Се2У.
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2 С 3 ' 1 , С 1 „ , Ср2
У =  Т ~ У  *-86. х =  _ р _ _ + _ 5 , - у =а_ Т р * + (Т_ у ;

(/=0, г/ =  х + 1 (особые решения)/1.86. х—Ср— In р— 2, У—-гг Ср2— р- 

1.87. у =  Сх— , у2 =  — 4дг (особое решение). 1.88. 2/ =  Сх +  С +  V С ,  

у — — —— (особое решение). 1.89. у =  Сх— ес, у — х(\пх— 1)

(особое решение). 1.90. </= Сх +  cos С, у =  х arcsin  х +  У I —,х2 
(особое решение). 1.91. Линейное; y =  uv. 1.92. Однородное; у =  их. 
1.93. С разделяющимися переменными. 1.94. Уравнение Бернулли; 
y =  uv. 1.95. Линейное относительно х ; x — uv. 1.96. Уравнение 
в полных дифференциалах. 1.97. Однородное; х — иу. 1.98. У равн е­
ние Бернулли относительно х; x — uv. 1.99. П риводящ ееся к  ур ав ­
нению с разделяющимися переменными; и —у — х. 1.100. Линейное; 
y =  uv. 1.101. Уравнение Бернулли; y =  uv. 1.102. у =  х2— 2-{-Се~х‘/2.

1.103*. In | у  | + — = С , у = 0  (особое решение). 1.104. х2 cos 2г/+х=С.
• У

■ 1Л05' !/ =  (x--.(!jcosx ■1ЛОв- У ^ у с  +  Зх-З х*. 1.107. х = 1  у2+СуК

1.108. In ] х | +  = С ; х =  0 (особое решение). 1.109. 1 +  (/2 =  
=  С ( 1 — х 2). 1.110. х*— х2у 2 +  у1 =  С, 1.111. у=^Ц(\ +  \пх +  Сх).

1.112. (Зх +  2 у— 1) (х — 1)= С . 1.113. a rc tg  -У-=  In У х 2 +  у 2 +  С.

1.114. 2у  cos х +  cos 2х =  С. 1.115. x2+ x l n  у — cos у =  С. 1.116. у —
— Сх— In С, у =  1+1пх (особое решение). 1.117. х=1/(Се-г/2//а+ 2 — у 2).

1.118. In | л: |— cos — — С. 1.119. xY~\-\-y2— sini/ =  C. •  Записать

уравнение в виде о х =  -’.-гг.- ■ 1.120. x +  a rc tg  — =  С.
3 dy 1 +  у2 \Г\+ у2 х
, / C + l n l s i n x I  , \ 2 . , 00 х2 х21.121. (/==(•— - — ±--------!-----c tgx  J  . 1.122. y= C 2+ C x— - , г / =  — —

(особое решение). 1.123. (x +  (/3)3 =  C (г/3 — x). •  Положить y =  z 1^8.

1.124. y = ±  In | x2— 1 |.1.125. 1) y2 — Ax, 2) xy2 — 4. 1:126. y = ± ~ j -

1.127. (x +  C)2 +  (/2 =  a2. 1.128. y2 =  ± 2a (x +  C). 1.129. # =  2 c h y .
1.130. y2 =  x2/(x2-\-3). 1.131. j/2 =  6x +  9. 1.132. 1) y2 =  4 ( x — 1), 

2 ) l£ + i2 !+ J ^ .=  i .  1.133. (/2= - | x .  1.134. г= 2 еф/а. 1.135. x2+j/2=2(/.

1.136. x =  y (3 T  In{/).' 1.137.- y2 =  2 x + l —e2*. 1.138. x2.

1.139. x = ±  — y j .  1.140. </ =  x У~5х2— 1. 1.141. r =  ф+ y  .

1.142. 2x2 +  3(/2 =  C2. 1.143. х2 +  2г/2 =  С2. 1.144. (/ =  C/x2.
1.145. x +  j/2 =  C. 1.146, T =  a + (7 ’0— a)e~ ftl. 1.147. Через 40 мин. 
1.148. co =  5-(3/5)*', l2 ° (об/с); через 6 мин 18 с. •  Уравнение имеет
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вид — — k(o. 1.149. Через 1575 лет. 1.150. За 6 мин 5 с .®
Уравнение имеет вид wv (h) dt =  — S  (h) dh, где w— площадь отвер­
стия, v (h) — скорость истечения воды, h — уровень жидкости, S (h) — 
площадь поперечного сечения сосуда, t — время. 1.151. 0,0878. •  
Уравнение имеет вид dQ =  — kQdh. 1.152. « 5 0  с; «  15 м.

Ип
1.153. t яв 0,0011 с. •  Уравнение имеет вид т  — to®. 1.154. 0 ,5кг.

1.155. а) 56,5 г; б) 7,84 ч. 1.156. 0,06%. •  Уравнение имеет вид 
(0,01л:— 0,0004) 1500 dt =  — 10800-0,01 dx, где х — содержание угле­
кислоты (в %) в воздухе в момент времени t, 1.157. i =

Е (
R sin a t — La cos a t  +  Laetf2 +  ZAo2

(1+«/'*)»2.1. у' < x 2. 2.2. у' > 0. 2.9. i f  =  0. 2.10. =  д 2 2.11.

Y  +  y =  0. 2.12. 0 ' "  =  0. 2.13. 'y =  (Ci +  a rc tg  x) x— ln J/"T+x* +  C.
д 'З  J

2.14. 0 =  -g-----s i nx  +  Cxx +  C j. 2.15. у = — a r c tg - ^ - + С а, . y=
.2-

In -Ct
x-\-C I -J-C2, у — С— -  . 2.16. Ct0  =  (C ix2 +  l )  a rc tgC jx -

2Cj
_ C ,x  +  C2, 2 0  =  foxx2+ C  (* =  0, ± 1, ± 2, . . . ) .  2.17.

1 C tx + 1 / 1 \ e v-2 1
У =  ~0 ~е — ■^r-J+ C'2. У - —2— bC- 2.18. y = — -f -C j ln л: +

+  C2. 2.19. г/ =  Сх (x ]/ \ 2— 1 — ln lx -)- ]/ "* 2— 1 |) +  x 2 -j-C2, у =  
== Cx (x jA 1 —x2-|-arcsin x) +  х2 +  С2. 2 .2O.0  =  C i (x—e~ *)-f-C 2. 2.21. 
2(/ =  C, c o s 2 x + ( l+ 2 C 1) xa- f C 2x +  C3. 2.22. 2 y = C 1x2— 2Cl (x +  Q ) X 
X ln  |x +  Cj | -fC 2x +  C3. 2.23. y =  Cs — (x +  Cx) ln I x +  Ct Ц -С гх ,0  =  
=  C iX -fC 2. 2.24. X =  2Cip — ln I p I+  C2, y =  C1p2— p; y =  Ce~x; y = C .

2.25. x = ± l ( y r y - 2 C 1) V r y i j  +  Ci +  Ct . 2.26. - L  ] fC ^ ~ + T '=

=  C2 ± x. 2.27. C2i/-)-l =  ±ch(CxX +  C2), C\y— 1 =  sin (C jX -j-C y,
In у — С,
In У+С\

=  2C1x +  Ca, (C— x) ln (/ =  1, y — C. 2.29. ctg у =  C2 +  C^x.

2.30. 0 = 1  “1 * 2.31 * 0  —"J2" (^3+  6x2)-j-CxX ln |x|+ C2x-J-C 3.

2 .32. 0 2 =  -^ -  +  C1* +  C2. 2.33. у =  Сгх +  ^ - .  2.34. 0 =±C2Xd Ж

2 0 = (x + C )2,0  =  O. 2.28. ln y — Ct tg  (CxX+Cj), ln

авнение однород-X ^ xec'x — -1 -eClX ^ -J-C3. 2.35. у — Сгхе~с ^к. •  Ур

^ ( . • +с 1,8/2
no относительно 0 , 0 ' ,  0 ". 2.36. 0  =  С2й . 2.37. у2 =  С1х3 +  С2.

2.38. 0 =  C0 S2 (̂ + C l ) ' - 2-39- 0  =  ( ^ - 2 ) ^  +  л:-ЬЗ. 2.40. 0  =  - у  1п2х +.



+  l x3- 2 x + ± - .  2.41. у =  "g-х2 V~2x— j - . 2.42."«, =  21п \*+ 1|

■дс+1. 2.43. у — —]п | х — 1 2.44. In 1е(т+тг)Н<'+|>-
2.45. у  =  tg  х, — я/2 < х < и/2. 2.46. у = е х>/2. 2.47. (3—х)у6 =  
=  8 (* + 2 ) . 2.48. у — 1 + s in  х. 2.49. у — \— ех, у = — 2.50. 
у — 1— х. 2.51. х^С ^еР—2р—2, y =  C i ( p  — 1 )еР— рг +  С2. 2.52.

х ~ — 2 ~ — l- ^ 1’ y =  ~4^~4i*—^ 2' * =  l ) eP +  C 1.
у =  р2еР +  Сг. 2.54. х =  ЗС,р2+1п | р | +  С2, y =  2CiP3 +  p; у =  С.

2.55. у =  ± In cos х. 2.56. а) у =  ch (С ,х + С г) при у" > Q; б)Li
(* +  C2)2 +  i/2 =  Cf цри у" < 0. 2.57. а) 4 (С 1;/ -1 )  =  С?(л; +  С2)2 при 

г/" > 0; б) х - = ~  (t—sin/)-|-'C2, </ =  - у - (  1 — cos t) при -у" < 0.

* 1 ^  g r~  — dy вычислить с помощью подстановки 1/ =  С] sin2

2.58. у =  —  ch f - T r ^ V  2 ,59, еУ/“ = -----— , где а = —  . 2.60.q \ Н / cos х/а q

/ i ,h ( т г ')■ ' - f ln‘ih(J r ' ) '  1дас’
16,6 м/с. •  Использовать ответы к задаче 2.60,. положив P — mg,

2.62. Время подъема Тп= ^ - Л /  —  a rc tg  ; высота подъема
к ’ 8  ̂ у mg

^г 'п(1+̂ ) :скоро'Ть̂ пуска Ксп==1’° 5
вре^я спуска Г сп =  - J -  l / ^ -  In . 2.63. 1,75 с;

г £ V mg— kVcn 
16,3 м/с. •  Использовать ответы к задаче 2.62. 2.64. х —

х\ + - А г * 2. 2 .6 5 .*  =  x l ~ ~ t \  Т = ^ \  2.66. * =  
'  тх о  '  х0 k

== - - f " + I/° J  1пЦ ) - Л:ДС=“ -2~+^Г ((1_СХ/) |П (1 “  а/) + ̂ )>
о

с (10) =  0,54 KMj х (30) = 5 ,65  км,

]/ 2̂№ (ь
116 ч.

k =  —  < 1. 2 .71 . £/г/ =  4  ^ ^  и * 4
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*(50) =  18,44 км. 2.67.
2Я >i , пН\

2.68.
~Н~ j) +  4 j'
2.67. 2 .69 , и 11,18 км/о.
1“*\ , ka

гдеj 1 1— А» ’
5/4 N

1> i/max :
5 ll q

96 J 384 *



EIy" =  -

2.72. EIy =

где E — модуль упругости (модуль Юнга),
t3

2 V 4
/—момент инерции поперечного сечения балки относительно оси Ох.

Рх3 qx1 РР qP 
6 ~ : 24 3 ~ " ~ 1 Г

Р Р  . qP 
2 6 Е 1у шах —

РР
~ 1 Ely" — — Рх — “гг-  , где £ - -модуль упругости (мо­

дуль Юнга), /— момент инерции поперечного сечения балки относи- 

• тельнооси Ox. 2.73.Р  = ^ q l -  •  Е 1у"= Р  (/— х)— l S L r x^  
P ( l—x f  q ( l — x)1 f  РР  qP \ PP qP 

~  6 - 24 V 2 6 J X 6  24 
дуль упругости (модуль Юнга), /—момент инерции поперечного 
сечения балки относительно оси Ох. 2.75. 0  =  С1е5* +  С2е*. 2.76.

■,Е 1у =  

г д е £ — мо-

1 .0=  с у  >л' г С У ~ * . 2.77. COS х  . п  s i n  X 
— {-С2 -

-  С, ( 4 * In
1 + х
1—л:

2.78.

С*
У — 

2.80.

х ' х 

1 ^ —[—CgAT. 2.79. у =  Сьх-

г Линейно независима. 2.81. Линейно зависима. 2.82. Линейно незави­
сима. 2.83. Линейно зависима. 2.84. Линейно независима. 2.85. 

Г Линейно независима. 2.86. Линейно независима. 2.87. Линейно за­
висима. 2.88. Линейно зависима. 2.89. Линейно независима. 2.90. 

■ и" +  у’ =  0. 2.91. у"— 4 0 '+ 5 0  =  О. 2.92. x V — 6x0 ' +  120  =  0. 2.93.
у'" — у" =  0. 2.94. у" ’ +  у '= 0 .  2.95. у " '— у" =  0. 2.96. у" — 8у' +  

1 + 1 5 0  =  0. 2.97. у '" —20 " +  0 ' — 2 0  =  0. 2.98. И з  равенства 
. lF (x e) =  0  следует, что однородная система линейных алгебраических 

уравнений с неизвестными- a i ,  a j ,  . . . ,  a„

a l 0 i  (*o) +  a 202 (* 0) +  • ■ •‘ +  a n0n (* 0) — 0)
*101 (^o) + a 202 (*o) +  ■ • • -\~&пУп (xo) = 0 ,  (*■)

<*1 y l {,l~ l) (*o)+a202(n-1) (*o) +  . . .  +«„0„(n- 1> (x0) =  0

имеет такое решение a i , a  2, . . . ,  a n, что не все a £ равны нулю. 
Функцня 0  (х) = a i 0 i  (х) + Я 2 02 (х) +  . . .  +a,*i0 n М  является решением 
данного линейного однородного уравнения и, как  это следует из ра­
венств (*), удовлетворяет начальным условиям у (хо)= 0 , у' (хо) = 0 ............
y{n-D (х0) = 0 . Но таким же начальным условиям удовлетворяет и 
функция 0  г= 0 ,- тоже являющаяся решением данного уравнения (функ­
ция 0 = :-0  есть решение любого линейного однородного дифференци­
ального уравнения). Отсюда на основании теоремы Коши о сущест­
вовании и единственности решения заключаем, что a i 0 j ( x )  +  . . . +  
+  апуп (х) s s  0  на (а, Ь), т. е. система функций • ух (х), . . . ,  уп (х) 
линейно зависима на (а, Ь). Но тогда вронскиан W (х) этой системы 
равен нулю всюду на (а, Ь), что и требовалось доказать.

У y i (х) 02 (X) • •• Уп(х)

2.99. у' y'i М Уг (х) . ■ Уп (х) — 0. •  Всякое решение у ис

уШ у Г  (*) у?> «  .. • У(пП> (х)
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комого уравнения вместе с функциями щ (х), у% (х), . . . ,  уп (х) обра­
зует линейно зависимую систему. 2.100. у =  ех -\-2 cos х +  3 sin х.
2.101. у =  ех -\-2е2х -]-Зезх. 2.102. у^С^х*-\-Сгх*+ -^  х. 2.103. г/ =

=  C1eix -\-C2 s in x  +  C3 cos х +  е3*. 2.104. у =  Схе* -f- С2х —х2— 1, 
2.105. (/ =  CiCO sx-)-C2x c o s x — sin х cos х. 2.106. у — СхеЪх-{-С2ех +

-j-5x  +  6 —е2х. 2.107. (/ =  Ci +  C2 sin х + С 3 cos x -f -^ -e * — sin2x .
2.108. г/ =  е ^ (1  +  (1 — k)x). 2.109. у"— у' — 6(/ =  0, «/ =  ̂ 3 *  +  ̂ - ? * .  
2.110. у"— 2г/' +  г/ =  0, г/=  (Ct + С2х) е*. 2.111. г/ ''-6 г/' +  13у =  0> 
</ =  (Cj cos 2 x 4 -0 , sin 2х) е3*. 2.112. у'" — 6г/"+12(/'— 8г/ =  0, у — 
=  (Сг +  С2х +  Свх2)е*х. 2.113. _ (/"' — 8г/"+ 16у' =  0, г/=  Сх +
+  (С2 +  С8х )е4*. 2.115. y =  Cie ^ - V ^ x -\-C2e(l+V^) x . 2.116. у =  
=  е - 3 * (Ct cos 2х +  С2 sin 2х). 2.117. «/=«3л (Ci +  C2x). 2.118. у =
=  Cje2* +  C2e ~ f  *. 2.119. ,у =  е* ^С{ cos y - f  С2 sin - 0  . 2.120. у =

=  е - */2 (C4-f-C2x). 2.121. t/ =  C1e * + e 2* (Cj cos_3x +  C3 sin З х ).'
2.122. у — Сг cos x + C 2 sin x +  Ca cos У  3x +  C4 sin ]/"3x. 2.123. у — 
=  С1 +  С2х +  (СЯ +  С4х ) .е -* . 2.124. y =  C i +  C2x +  C3e* +  e 4e - * .
2.125. y — Cf co s.x4-C 2 sin x +  x (Cg cos x +  C4 sin x). 21126. y= (C {  +  
+  C2x )e 2*+ (C '3 +  C4x ) e - 2*. 2.127. г/ =  С1 +  С2 cos 2 x -f  C3 sin 2x +  
-f-x  (C4 cos 2x +  C5 sin 2x), 2.128. г/ =  С ]+ С 2х +  С^х2 +  е3л (C4 +  C6x),
2.129. (/ =  (Cj -f- C%x) ex -f- (Cg -f- C4x) cos x (Сg -j- Cgx) sin x.
2.130. г/ =  С1 +  С2х +  С3х 24 -С 4х3 +  е - * ( С 5 +  С(!х), 2.131. y =  ex. 
2.132. г/ =  (7 — 3x) e* - 2 . 2.133. {/ =  2 -fe ~ * . 2.134. (/ =  sh x . •  Началь-

5 1
ные условия: y (0 )= 0 , У ^0) =  1. 2.135. y =  — ex — g- e3*.
2.136. (/ =  C je -^  +  C ,e - 2* +  ( e - *  +  e - 2*) ] n ( e * + l) .  ’ 2.137. t/ =  

(Cf — In I sin x I) co s '2x + ^ C 2—x —-i-c tg  x j  sin 2x, 2.138. y —

C i-j-C 2x-(- j/"4— x2-f-x a r c s i n e * .  2.139. #=  ^C i +  C2x +

+  i - x 2 l n x — I  x2 ĵ e - 2*. 2.140. (Лх'3 +  Bx2)e 4* 2.141.
x (Л cos 4x +  B, sin 4x). 2.142. Л х + fi cos 8x +  C sin 8x.
2.Г43. (Ax-\-B) sin 2x -f-(C x+ £ )) cos 2x. 2.144. (Лха+ В х ) e*x.
2.145. Лх3 +  fix2 +  Cx. 2.146. e* ( (Л х + B) cos 2 x +
+  (G x+D ) sin 2x). 2.147. xe2-* ((Лх24 - Bx +  C) cos 3x +

- f  (Dx2 +  Ex +  F) sin 3x). 2.148. y =  Ciex+  ( c s — 7[ \ е~х- 2-149- У =

=  C i c h x  +  C2 s h x + ^ ~ . 2.150. ' y  =  C1e * + C 2e - ^ - | - e - 4* -

— e“ * 2.151. {/ =  Cie2Ar+ C 2e3-*-|--i-(5 cos 3x— sin 3x),
(m2— /г2) sin лх+2/отг cos rax 

(m2-(-n2)2

=  t^ i  +  C2x) emx+ 2~ 2  cos tfix, 2.154. # —C* cos x + C 2 sin x +

140

„ . I ---'b / Dill IW T /«•Л _ 4 „
2.152. (/ =  (Ct + C 2x )e “ ^ 4 - -----------; m2 _L^ 2 --------------- ■ 2Л53- У =



+  x (x s in x + c o sA :) , 2.155. y — Ĉ  cos 2 x + C 2 sin (1 +  *  sin 2x).

2.156. y = C i e x/2 +  Cze - x/2 —Xs. 2.157. у — Cie~2X-{- С%е~зх-\—

+  xe~2x. 2.158. г/=С1+ С 2е3х 4 -| - е 3 х +  2x +  3x2, 2.159. «/ =  C i +  

+  C2x +  (C3 +  x ) e - * + x 3 _ 3 x 2. 2.160. ^C1 + C 3x +  C3x2+ ^  e*

2.161. 0  =  C i+ C 2x +  C3 cos x +  C4 sin * + - j j  (x2 +  2x— 12).

2.162. y^=C1ex -j-C2e~x-i-Cg cos x +  C4 s in x - f -4 -  (* — 3 )e*  —4 -s in  x.
o 4

2.163. г, =  С1- +  С2х +  С3х2 +  С1х З + - | 1 + ( ^ - 4 х  +  С6) е*.

2.164. */==e2*-i-~ 2< ?*+ e— 1. 2.165. y =  ex —e” * + x 2, 2 . т . у  =  ~  +
7

+  cos 2 x -j- jg jT s in 2 * . 2.167. jr =  2 c o sx — 5 s in x + 2 e A:, 2.168. y =  2xex.

2.169. y =  cos x +  2 sin x-\-e~x — Зе-* +  2хе-*. 2.170. y — 
=  ex ((2x— я — 1) s i n x — я  cos x). 2.171. y  =  CiCOs ln |x | +  C2 sin ln |x|. 
2.172. y =  Ci cos (2 ln | x |) +  C2 sin (2 ln | x |) +  2x. 2.173. y =  C1x3 +
---- J—  2 ln x - j—7-  i 2.174, У — C2x2 -j~CgX ,̂ 2.175. у — Ci -j-

+  C2 l n|x| +  C3x*. 2.176. г/ =  (2х+ 1 ) (Ci +  C2 ln | 2 x - f l  |).

2.177. 0 =  - Д г -  • sh x. 2.178. , 2.179. y =  — f  (единст-* sh 2 я  y sh 1 w sin 1 '
венное решение), 2.180. Нет решений. 2.181. (х— 2) 2 +  (/? =  5. 

2.182. у — 1 — s in x — co sх. 2.183. (/= " j / " -  . 2.184. </=-|—

х2 +  х2 1пх. 2.185. x =  e~hi ^a  cos -f- а^^~— sin р ^  , где Р =
— dv

Y k 2— h2. •  Уравнение имеет в и д -^--f~2/i —  -+-£2x =  0. 2.186. x=

e " a ;  (^ach sh P ^  где a  =  A  , p =  a2 +  ̂

d?x ' dx
•  Уравнение имеет вид m - ^  =  kx— • 2.187. a) /-=achco^;

6) r =  -^-sh<B<. •  Уравнение имеет вид -^ -= c o V . 2.188. /• =

=  ае~ »а ‘ ( chco Y 1 +  уЧ +  — ^------sh m Y  1+(х2Л
V V 1 +  (a2 /

2.189. T :

ln (9 -f- 80) « З с .  •  Уравнение имеет вид Ё^£_Ж. 5==
У g  dt2 9
О

-g - , где s — путь,  пройденный за время t концом опускающейся
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о «пл 2gsin30< — 60 l/’g s in  У  gt , . _ _ 
части цепи, 2.190. х = -2 -------------—95 8 ------Если х

' '  ef2*
отсчитывать от положения покоя груза, то 4 - ^ - = 4 g—k (х„-\-х—у—е),

г^е х0— расстояние точки Покоя груза от начальной точки подвеса 
пружины, I—длина пружины в состоянии покоя, поэтому k(x0 —t)=4g  

d? х
и, следовательно, 4 k(x— y), где k — 4g, g = 9 8 1  см/с2.

2,9,; ( М  с“
-т (“+пж) / /к-® 0+7ТГП *^х 

К  L C  4L 2 \Сш У ^

x((i"-Lw) cos +  ^  sin • *  Дифференциальное уравнение

цепи: L p 9+ R b + £ i = * 1 .  2.192. « =  J - / s i n ^ * .  <« Имеем

~ -= Е (л  co sa t. Дифференциальное уравнение кепи: t =

=  Е®> cos Ш. Общее решение соответствующего однородного уравне­

ния: i 0= C i  cos Z +  Cg sin  ■—L_, t. Частное решение линейного

неоднородного уравнения имеет вид i  =  Z (Л cos Ю/ +  В sin (о/)- Тогда
d i d? i

—  =  Z (— Ли sincoZ +  Bco cos co/) + A  cos coZ +  S  sincoZ, ~dfi ~

=  t (— Лео2 cos соt — Вы2 sin coZ)~H— 2Aa> sin coZ+25a) cos at). Подстав-

r d . 4  ,  2 ‘  1 Лляя в уравнение выражения i и и учитывая, что. Lwz— — = .0 ,

получим тождество L (— 2Лсо sin v>t-\~2]B(6 cos со/) =  Еа> cos Ш, откуда
Е Е t

А — 0, В — ~2£ '  Следовательно* t =  ^ ~  t sin •р —  • Общее решение:

i =  Ci cos ——=  <4-С2 s i n __ : t —j c\T~ Z sin t. Вычисляя =
• ‘ V L C  \TLC 2L Y l C  dt

Ci 1 ,  , C* .  1 , , E , 1' , ,— ^= ^< 4----COS ■ _______ t ------- ------t COR t -f-
V  LC V  LC У  LC V  LC 2 L \/TC f  LC 

E l
+  -ту- s i n __r t и используя начальные условия, найдем С  ̂=  С  ̂=  0,

^  у LC
Е 1Искомое частное решение: г = 777- s i n —-r= rt. ► 2Л 93. t ==*
2 L у  LC

Е Е
=  — 2wZ C0S  ̂ &' П + 2 Z  ' cos H .  +  f)-
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/ Л а* I о '/ 2 <2 a Q dx о л dx+  гг  = 0 , у24-2хгг = х гг 2. 3.3. — =  — = — = --------- - .3 .4 . — =
' 1 г  и xyz— z3 1

dy du dv dw dx dy dz du dv dw *
. ___ . . i ™™ — -  ,  q , 5 , - -  - • -  '

3 .1 . х2+ у 2 =  г2—2г (у—ху'), х +  уу' =  гг'— г' {у—ху'). 3,2. уу'+

U V w y 2 1 V w t v-{-w w-\-t
dt g dx _  dy_dz__  du _dv__  dw g dx_d y __

t-\~v' ' ' 1  v и ~~ 2 y — г~~ w x-\-y— 1 ’ 1 t

dz dt d“ dv dw 3.13. CiX~ — 2t +  Сг , у- =
x2 — иг г +  и v w — ху 

—Cf (2t +  C2). 3.14. x2 =  l 2+ C i, y2 = t 2 +  C2. 3.15. ^  =

(Cf — Cj +  x)2
2 (C ~xj— " * =  In | Cs (C jf-+• Cg) | , In | C3 (Cit -f- 

4- C2) | — Cf, z =  (Cj +  1)^ +  C2, 3.17. * 2 +  y 2+  z2 =  C^y, z — C2y. 
3.18. x =  Cxt, у ^ С , е * + ~ ‘ 3 1 9 - z — 2y =  Clt 2]/'z— x — y +  y =  Ci .

W
3.20. x2 =  Cte2t + C 2e~2t, y2 =  Cte2t— C2e~2t. 3 .21 . y  =  x + _ L .  e~ c *v

3jc2
г  =  С2еС,д;; y =  x — ex, z — e~x. 8.22. 2 =  Cj(/, !/; ,= g g r  +  C2; г= (/ ,

3 1
J/3=  g - * 2+ 1. 3.23. а) Д а ; б) нет. •  Соотношение ф (t, х, у ) —С

явл яется  первым интегралом системы x't =  f l (t, х, у), y'i — f z ( l , x ,  у)
дф , с и . с?Ф j. , Ар п

тогда и только тогда, когда +  (г, х, y ) - j^ -\ -h  х > У) - щ  =г°-

3.24. 2е"— У =  х2+  (у — 1 )2, 3.25. 2 (/3 +  Зг/ (x2 — 1) — 8 =  0. 3.26. у =  
•=х ( l + M Y J T ] ) .  3.27. (у — х)2 +  х2 =1._  3.28. y  =  ClX1 + V i -j- 
+  Сгх 1 ~У z =  xV z ~ 1 Ci (2 +  f r 2 )  +  x - V 2~ 1C2 ( 2 — |/ 2). 3.29. у =

=  Ci +  C2x, г =  2Сг - \ - ~  . 3.30. x =  Cxt - \ - ~ - , y =  - C l tAr ^ ,

3.31. х - Ь . у - С ^ - Ь .  3 .32. x =  C je '-} -C V 2f, «/ =  C ^ - f  2C2e2t.
3 .33 . д: =  ЗС1е2; +  С2г 1' ,  у =  Сге21 +  С2е^\ *  =  3е2(, y =  e2t. 3 .34. *  =  
=  e5t (Cx cos 2^+  C2 sin 2 0 , i/ =  e5' ((Cx — C2) sin 2/ — (Cx- f  C2) c o s 2 0 ; 
x  =  e5f (eo s2/ — srn2<), y =  2eM sin 2t. 3.35. x=?=e~2t (C j cos 3t -j-

+  C2 sin 3t), У — ((4Cj — 3C2) cos 31 -j- (3C i -j- 4C2) sin  3/).

3.36. x =  (2Ci* +  2C2- f - l ) e - i ,  y =  (C ^  +  C2) е~*. 3 .37. * =  (C ^  +

+  C 2) e ~ « ,  y  =  ( - C 1t + <̂ - - C i)e-V-,  x =  2te~^, у = - ( \ - 2 t )  г~*К

3 .38. x =  Cl ei ->r e - tl 2 ^ C 2 cos t +  Ca sin  ^ t ^ , </ =  C ief - f  

+  y & - ^ ( ( C 3 1 ^ 3 - С г) c o s i ^ / - ( C ,  ^ 3 + C s) s i n - 0 - ; ) ,  z =

: C ^ -'v ^ e - t ! z  ( ( C , ^  3 - C „ )  sin ^ t - { C 3V 3 + C 2) V~ 3, cos —  t
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х = у  =  г =  е*. 3.39. x  =  C1e2t +  C2e_ t , ^ =  C ,es*4-C3e - t , г =  Cxeil — 
—- (C2 +  C3) e -<; x =  e2* + e -1 , y =  e2t +  e~l , г =  е 21—2е~*.  3.40. x — 
=  C l +  3<V2t, </ =  - 2 C 2e2‘ + C se - ‘ , г  =  С, +  C2e2<— 2С3е~К 3.41. *  =  
=  C1e< +  C2e2<+C3e8ti i/ =  ( V  +  2C3e3*, г =  2С1е<+С2е2' +  2C3e»*.

3.42. x =  2Cie2'  +  C2e- « — f  y  =  Cie24 3 C 2e- 3 < _ l — 1 .

3 .43 .'x  =  (Q  cos /-f-Ca sin t — 1) et, tj=  (Cj sin /— C2 cos t) et. 3.44. x=>
=  ^ C t+ C 2<+ —  +  "2— 3 e * j, y =  ( c f — ^-|-C 2<-|—^  — 2 e* )e2t.

3.45. x =  Cj cos f +  C2 sin f— < cos t, i/ =  (C2— C jc o s Z — (Cj +
+  C2) sin t-\-t (cos Z +  sin 0 - 3-46. *  =  C j cos Zrf-C2 sin Z + tg  t, y =  
=  — C ,;s in *  +  C2 cos < +  2. 3.47. x =  3 ( C ^ '+ C je - ? * )  +  C3 cos 2t +  
+  C4sin2Zj  y =  2 (Cie2t +  C2e~?()— 2 (C ,cos 2Z +  C4 sin 2t). •  Искать 
решение системы в виде x =  Aekti y — Bekt. 3.48. x =  a ( l— 2~t)/4t 
y =  3 a ( l— 2- ( )/4. •  Система дифференциальных уравненйй:

kx =  k i(a— x— у), y =  k j(a — x— y). 3.49. x =  a c o s —==rt l
V m

y = 1,0 sin - > -  t; —=•+—4 - = l .  •  Дифференциальные урав- 
й К /п а - myj

нения движения: тд: =  — £2х, тг/ =  — Д?2//.

4.1. Неустойчиво. 4.2. Устойчиво. 4.3. Неустойчи-вот 4.4. Асимп­
тотически устойчиво. 4.5. Асимптотически устойчиво, если а  < — 1/2;
устойчиво, если а  =  — 1/2, и неустойчиво при, а  > — 1/2. 4.6. г/ =
=  — k i + f i  (U г,- +  ср, ( 0 ........... г„ +  ф„ (0 ) =  /=■/(/, г ( , . . . ,  z„), I =
=  1, 2, . . . ,  п. •  Преобразовать систему (1) к новым переменным*
полагая z,-=*/— <р/, 1 =  1, 2.......... п. 4.7. Точка покоя дс,- =  0 (« '=
=  1, 2, . . . ,  я) системы дифференциальных уравнений устойчива, 
если для любого 8 > 0 найдетоя б (е)\ > 0 такое, что из неравенства 

п п

2  (*в> < (е) следует 2  х\ (0  < 8 ПРИ всех <0. Если, кроме 
i= i ;= !

П
того, выполнено соотношение lira 53 * * (0  =  0, то точка покоя сис-

* -  ~ «■= 11
темы асимптотически устойчива. Точка покоя неустойчива, если 
найдутся е > 0 и номер i такие, что при любом б > 0 из неравенства» 
I xl Vo) I < б следует | дс/ (i) | > е для некоторого t > t0. 4.9. Неустой­
чивый фокус. 4.10. Седло. 4.11. Неустойчивый фокус. 4.12. Устой­
чивый узел. 4.13. Устойчивый узел. 4.14. Устойчивый узел. 4.15. Ни 
при каких а .  4.16. | а | ^ 2 .  4.17. а  < 0, | а  |Эг | р |— случай боль­
шого «отрицательного трения», точка покоя — неустойчивый узел; 
а  < 0, | се | < | Э | — случай «отрицательного трения», точка покоя — 
неустойчивый фокус; а  =  0, точка покоя устойчива— центр; а  > 0, 
|а] < | р |, точка покоя — устойчивый фокус; а  > 0, |а|5г|Р  |, соп­
ротивление среды велико, точка покоя— устойчивый узел. •  Заме­
нить уравнение эквивалентной нормальной системой х = у , у =
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=  — 2а//— f>2x. 4.18. •  Использовать запись частного решения 
однородной системы при различных значениях характеристического 
корня. 4.19. Неустойчива. 4.20. Устойчива. 4.21. V =  х2-}- у2; устой­
чива. 4.22. V =  x2-\-y2; неустойчива. 4.23. 1/ =  xi -\-yi ; устойчива.
4.24. V — х2-^у2\ неустойчива. 4.25. V =  2*2 +  r/2; устойчива. 4.26. V —

=  у2— i- х2; неустойчива. 4.27. Устойчива. 4.28. Неустойчива.
4.29. Неустойчива. 4.30. Устойчива. 4.31. Устойчива. 4.32. Неустой­
чива. 4.33. V — 3х2 +  4г/2; асимптотически устойчива.

5 .11). у  ( i ) =  1,3280. 5.2. у (0,6) =  4,4828. 5.3. г/ (0,3) = 0 ,0451 .
5.4. у (2) =  —0,8407". 5.5. г/ (1) =  0,7899. 5.6'. у  (1) = 0 ,3 3 0 5 . 5.7. г/ (1)=  
=  0,3635. 5.8 . у  (2) =  3,4547. 5.9. г/ (1) =  3,7190, 5.10. у (2) = 2 ,3683 . 
5.11. //(0,1) = 0 ,1 0 5 7 . 5.12. у (0,5) =  0,0461. 5.13. у (2) =  4,2489.
5.14. у (0,4) =  0,4647. 5.15. у (0,1) =  0,1098. 5.16. у (0,5) =  0,6842. 
5.17. у  (1) = 0 ,4 3 8 8 . 5.18. у (1) =  0,3679. 5.19. у (2) =  —0,7895.

5.20.
SUBRO U TIN E E U L E R (F ,X 0,Y 0,H ,N ,Y )
DIMENSION Y(N)
H3 =  H**3 
X =  X 0 — H 
U =  Y0 
K =  0

3 X =  X +  H 
F U N C = F (X ,Y )
Y1 =  U +  H*FUNC

1 Y2 =  U + (F U N C + F (X ,Y l))* H / 2 ,
IF (A B S (Y 2— Y 1).L T .H 3) GO TO 2 
Y1 =  Y2 
GO TO 1 

2 K = K + l
ч Y(K) =  Y2 

U =  Y2
IF (K .L T .N ) GO TO 3
RETURN
END

5.21.
SUBRO U TIN E R K (F ,X 0 ,Y 0 ,H ,N ,Y ,E P S)
DIMENSION Y(N)
M =  1
DO 1 1 =  1,N

*) В ответах к  задачам 5.1 — 5.19, а такж е 5.26 — 5.31 приведе­
ны значения искомого решения в конце заданного отрезка.
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1 Y (I) = 0
2 X =  X0 

U =  Y0
DO 4 J  =  1,N -
DO 3 K = 1,M
Q 1= F (X ,U )*H
Q2 =  F(X +  H/2.,U +  Q1/2.)*H
Q3 =  F(X +  H/2..U +  Q2/2.)*H
Q4 =  F(X +  H ,U +Q 3)*H
DY =  (Q1 +  2*Q2+ 2*Q3 +  Q4)/6.
U = U + D Y

3 X =  X +  H ^
A = A B S ((U — Y(J))/15.)

• Y (J )= U
IF(A.GT.EPS) KIND= 1

4 CONTINUE 
IF(K IN D .EQ .l) GO TO 5 
RETURN

5 H =  H/2.
M =  M*2.

- KIND = 0  
GO TO 2 
END

5.22.
SUBROUTINE MILN(F,XOlHlN,Y,EPS)
DIMENSION 
N1 = N  — 4 
EPS =  0.
X =  X0
F 1 = F (X  +  H,Y(2))
F2 =  F (X + 2 .*H ,Y (3 ))
F3 =  F(X +-3.*H ,Y (4))
DO 1 K =  1,N1
YW =  Y(K) +  (2 .*F 1— F2 +  2.*F3)*4*H/3.
Y(K +  4) =  Y(K +  2) ■'+ (F2 +  4. *F3 +  F(X +  4.*H , YW)*H/3; 
A = A B S(Y W  — Y(K +  4))/29.
EPS =  AM A X 1 (A, EPS).
F 1 = F 2  
F2 =  F3 
F3-= F(K  +  4)

1 X = X + H  
RETURN 
END
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5.23. В задание для ЭВМ входит три программных единицы:
а) подпрограмма

SUBROUTINE 5U LE R (F,X 0,Y 0,H ,N ,Y )
б) подпрограмма-функция (к задаче 5.12.)

FUNCTION F(X,Y)
F =  2.*X *Y  +  X*X
RETURN
END

в)-основная программа 
EXTERNAL F 
DIMENSION Y (20),A(40)
CALL E U LE R (F ,0 .,0 .,0 .025,20,Y)
CALL EU LER(F,0.,0.,0.0125,40,A )
B =  0
DO 1 К =  1,20
C =  ABS(Y(K) — A(2*K—1))/7,

1 B =  AMAX1(B,C)
WRI TE (3,2) A ,В

2 FORMAT (5(1H .8F12.6),' ПОГРЕШНОСТЬ =  ',F10.8)
' STOP

END

5.24. Задание для ЭВМ к задаче 5.18:
а) подпрограмма

SUBROUTINE RK(F,X0,Y0jH ,N ,Y,EPS)
б) подпрограмма-функция 

FUNCTION F(X,Y)
. F = Y *Y *E X P (X )-2 .*Y  

RETURN 
END

в) основная программа 
EXTERNAL F 
DIMENSION Y(10)
CALL R K (F ,0 .,1 .,0 .1 ,10 ,Y , lE - 4 )
WRI TE (3,1) Y

1 FORMAT (1H ,5F 15.G)
STOP
END

5.25. Задание для ЭВМ к задаче 5.19:
. а) подпрограмма
SUBROUTINE MILN(F,X0,H,N,Y,EPS)



б) подпрограмма-функция 
FUNCTION F (X,Y)
F = 1 ./ (Y * Y -X )
RETURN
END

в) основная программа 
EXTERNAL F 
DIMENSION Y(21) '
DATA Y( l)/0.63212/,Y(2)/0.652562/,Y(3)/0.677129/,Y(4)/0.705863/ 
CALL M ILN (F,1.,0.05,21,Y ,EPS)
WRITE (3,1) Y,EPS 

1 FORMAT (3(1H .7F12.6),' ПОГРЕШНОСТЬ =  '.F8.6)
STOP
END

»
5.26. у (2) = 0 ,25 , г (2) = 0,375. 5.27. i/(l ) =  l ,2 6 b  z (1) =  2,346. 

5.28. у (0,3) =  1,505, z (0,3) =  0,577. 5.29. у (0,3) =  0,638, z (0,3) =  1,568.
5.30. i/(l) =  1,359. 5.31. у (2) =  —1,833.

5.32.
SUBROUTINE RK D (F,FI,X0,Y0,Z0,H ,N ,Y ,Z ,EPS)
DIMENSION Y(N),Z(N) ■ .
M=1
DO 1 1 =  1,N 
Y (I)= 0 .

1 Z (I)=0.
2 X = X 0 

U = Y 0 
V=Z0
DO 4 J= 1,N  
DO 3 K =  1,M 
Q 1Y= F(X ,U ,V)*H  
Q1Z=FI(X,U,V)*H
Q2Y=F(X  +  H/2.,U +  QIY/2.,V +  Q1Z/2.)*H 
Q2Z=FI(X +  H/2.,U+Q1Y/2.,V +  Q1Z/2.)*H 
Q 3Y=F(X +  H/2.,U +  Q2Y/2.,V-t-Q2Z/2.)*H 
Q3Z=F I(X +  H/2.,U +  Q2Y/2. ,V +  Q2Z/2.)*H 
Q 4Y = F (X + H ,U  +  Q3Y,V +  Q3Z)*H 
Q4Z=FI(X +  H,U +  Q3Y,V +  Q3Z)*H,
DY=(Q 1Y +  2*Q2Y +  2*Q3Y +  Q4Y)/6.
DZ=(Q1 Z +  2*Q2Z+ 2*Q3Z +  Q4Z)/6.
U = U + D Y
V=V+DZ

148



3 х = х + н
A = A B S((U -Y (J))/15 .)
B=ABS((V—Z(.J))/15.)
Y (J)= U
Z (J)= V
IF(A.GT.EPS.OR.B.GT.EPS) I<IND=1

4 CONTINUE
IF(KIND.EQ.I)  GO TO 5 
RETURN

6 H=H/2.
M=M*2 
KIND=0 
GO TO 2 
END

5.33. Задание для ЭВМ к задаче 5.29:
а) подпрограмма

SUBROUTINE RKD(F,FI,XO,YO,ZO,H,N,Y,Z,EPS)
б) подпрограмма-функция 

FUNCTION F(X,Y,Z)
F = E X P (— l.*(Y **2-hZ**2))+ 2.*X  
RETURN
END

в) подпрограмма-функция 
FUNCTION FI(X,Y,Z)
F I= 2 .*Y **2+ Z
RETURN
END

г) основная программа 
EXTERNAL F,FI 
DIMENSION Y(20),Z(20)
CALL RK D (F,FI,0 .,0 .5 ,1 .,0 .1 ,20,Y ,Z ,1E —4)
WRITE (3,1) Y,Z

1 FORMAT (1H , 10F 10.4)
STOP
END

5.34. (/, =  2,953, (/2 =  4 ,375, ys =  6,359. 5.35. «/,= 1,926, 
=  2 ,593 , г/я == 3,333, (/4 =  4,148, y 6 =  5,037, ye =  6. 5.36. i/,■ =  
t/a =  0 ,7434 (/3 =  0 ,611, 04 =  O,482, 05 =  0,362, 06 =  0,253, (/,= 
j/g =  0 ,087, 09 =  O,O33. 5.37. 0i  =  2,O19, 02 =  3 ,956, 03 =  5,72O, 
=  7,212* 05 =  8,316, 0e =  8,9O8, 0,  =  8,855, 0e =  8,O44, 09 =
0lo =  3,998. 5.38 0 i = l , 1 7 ,  02 =  1 ,31 , 03=  1,42 , 04 =  1,50. yb--

02 =  
0,874, 
0,161,

У4 =  
6,413, 
= 1,64,
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(/„ =  1,66, у 7 =  1,63, ув =  1,58, уя =  1,49. 5.39 у0 =  2 , ^  =  2,2^ 
</2 = 2 ,674 , (/з =  3,185, г/4 =  3,796.

5.40. Задание для ЭВМ к задаче 5.38:
а) подпрограмма 

SUBROUTINE EXCLUS(A,B,N)

б) основная программа 
DIMENSION А (11,11),В(11)
READ (1,1) А,В

1 FORMAT (9F8.4) '
CALL EXCLUS(A,B,11) '
WRITE (3,2) В .

2 FORMAT (' '.9F8.3).
STOP .
END



Г л а в а 10 • 

ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

§ 1. Скалярные и векторные поля. Градиент

1. Геометрические характеристики скалярных и векторных полей.
Пусть D — область в пространстве д вух , трех или п измерений. Го­
ворят, что в области D задано скалярное п ол е , если в D задана 
скал яр н ая  функция точки и (Р ) =  и (дг,-, х2, хп) =  и(г), называемая 
функцией поля (г  — радиус-вектор точки Р (хг, х2, . . . ,  хп)). Если 
каждой точке P£D  поставлен в соответствие вектор а (Р) =  а  (г), то 
говорят, что в области D задано векторное поле, определяемое век­
торной функцией а  (Р) =  а  (* i, х2, . . . ,  х„) = а  ( г ) .

• Простейшими геометрическими характеристиками скалярных 
полей являю тся линии уровня и(х,  у)  — С в пространстве двух  изме­
рений, поверхности уровня ,  или эквипотенциальные поверхности, 
u ( x , y , z )  =  C в пространстве трех измерений и гиперповерхности  
уровня и(Ху, . . .,  хп) — С в пространстве п > 3 измерений. Простей­
шими геометрическими характеристиками векторных нолей являю тся 
векторные линии и векторные трубки. Векторной линией  называется 
линия, касательная к которой в каждой точке имеет направление со­
ответствующего ей вектора поля. Векторные линии для вектора 
а = а xl-\-ayj-\-azk определяются системой дифференциальных уравнении

dx _ dy  _ dz
ах (х, у , г) а ;/ (х, у,  г)~~аг (х, у , г)

(аналогично для плоских и многомерных полей). Векторной т рубкой  
называется поверхность, образованная векторными линиями, прохо­
дящими через точки некоторой лежащей в поле замкнутой кривой, 
не совпадающей (даж е частично) с -какой-либо векторной линией.

Определить вид линий или поверхностей (гиперпо­
верхностей) уровня следующих скалярных полей:

1 .1 .  u =  y2JrX. 1 . 2 .  и — ху.
1 .3 .  и =  у/х. 1.4. и — х-\-у-\-г,
1 .5 .  и — х1 -\-у2 — z2. ^1.6.  и =  х2->гу2 — г .
1 . 7 .  и =  Xi +  хг +  х3 - f  х4. 1 . 8 .  и =  х\-\-х\-\-х\-\-х\. .. 
Найти векторные линии следующих полей:
1 .9 .  а =  yi —x j . 1 . 1 0 .  a  — x i — yj.
1 .1 1 .  a  =  y i + j .  1 . 1 2 .  a  =  r  =  xi +  y j+ z k .
1 .13 .  a =  [r, с] (с — постоянный вектор).
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х ' у 1 г
1.15. a =  (y—z )i+ (z —x )J+ (x —y)k.
1.16. a = xlei + x 2e2+ xiei .
1.17. Определить вид векторных трубок:
а) в задаче 1.12; б) в задаче 1.15.
2. Производная по направлению и градиент скалярного поли. 

П ус-'ть  в  =  c o s  a - / + c o s  Р - У + c o s  у - й — единичный вектор данного на­
п равлен и я s, r„ =  x0i + y 0j-\-z0k — радиус-вектор точки Р0 (х0, у0,г„). 
Прооизводная скалярного поля и (Р) в точке Р0 по направлению 

ди
обозначаемая через ^ , определяется соотношением

—= lim  “ ( г 0 +  та) —м (■/•„)
_  ds х -*0 х

и характеризует скорость изменения функции и (Р) в направлении s. 
ди

Про. и з Е о д н а я  ^  вычисляется по формуле

ди\ ди ди
■г- = т '  c o s a +  —*  Г=г0 дх\г=г0 ду

а I ди cos р +  д- Г=Г0 дг co sy . (1)
r = r „

Градиентом• скалярного поля и(Р), обозначаемым символом 
g r a d l" , называется вектор, проекциями которого являются частные 
производные функции и (Р) по соответствующим координатам, т. е.

, ди ди . . ди .
.  ® аАи==дх1+ д - у ^ Т г к- -  ( 2 )

Аналогично определяется производная по направлению и градиент 
для я-мерных скалярных полей.

;Исходя из выражения производной по направлению (1) 
и о пределения градиента (2), доказать следующие свой­
ств^  градиента:

1.18. Производная поля по направлению s равна 
скалярному произведению градиента поля на единичный 
век"гор данного направления, т. е. равна проекции гра­
д и е н т а  на данное направление

^  =  (grad и, s) — | grad и \ cos ф,

где ф —угол между градиентом и вектором s.
* 1.19. Направление градиента есть направление наи- 

быстрейшего возрастания функции поля.
1.20. В каждой точке поля градиент направлен по 

нор мали к соответствующей поверхности уровня в сто­



рону возрастания потенциала поля, т. е.

|grad«| =  g ,

где п—нормаль к поверхности уровня, направленная в 
сторону возрастания функции поля.

Найти производные от следующих полей в заданных 
точках по заданному направлению:

1.21. и — х2-\-^у2 в точке Р0{2 ,—1) по направлению 

Р0Ри где Р , (6, 2). ч
^1.22. «  =  | х г— ^-tf + z в точке Р0(2, 1, 1) по на-

„ х — 2 I/— I г — 1правлению прямой —— =  — =  в сторону возрас­
тания поля.

1.23. и =  х1 +  х] — х1 — х1 в точке Р0 (1, 3, 2 ,—1) по на­
правлению вектора а  =  2е 1 +  е г —2е4.

1.24. Найти угол между градиентами поля и = х2 +  
+ 2у2 —г2 в точках Рг (2, 3, —1) и Р2( 1, —1, 2).

1.25. Найти скорость и направление наибыстрейшего 
возрастания поля и~хуг в точке Р 0( 1 , 2, —2).

1.26. Найти единичный вектор нормали к поверхнос­
ти уровня поля и = х2 + 2ху — 4уг в точке Я0(1, 1 ,—1), 
направленный в сторону возрастания поля.

1.27. Найти стационарные точки поля и— 2х2— 4ху-\- 
+ у2 — 2уг +  6г.

1.28. Убедиться в ортогональности линий уровня 
полей:

а) и = х2 — у2, v = xy;
б) и=2х2+у\  » =
1.29. Убедиться в ортогональности поверхностей уров­

ня следующих полей:
а )  u — x2 +  y2 — z2, v  =  xz + yz\
б) и = x2Jr.if — 2z2, v = xyz',
В) U  =  X l  +  X l  —  X l —  Х I ,  V  ■—  X VX3 +  х 2х 4, w  =  x , x 4 —  x tx 3 .

1.30. Найти семейство линий наибыстрейшего возрас­
тания для следующих полей:

а) плоского поля и = х2 — /у2;
б) трехмерного поля и =  хуг\
в) трехмерного поля и = х2 +  уг — г2.
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§ 2. Криволинейные и поверхностные интегралы

1. Криволинейный интеграл 1-го рода. Пусть А В —дуга кусочно { 
гладкой кривой, и (Р)— заданное на АВ скалярное поле, А0 1, I 
Af, A i, Ап=>В— произвольное разбиение дуги АВ и l\  j

(v =  1, 2 ......... п) — произвольные точки на частичных дугах AV- ,A V, |
длины которых обозначим через Asv. Если существует предел послг- 

_ п
довательности интегральных сумм y ] u ( P v)Asv при max Asv — ► 0 1

v= i v
(и п —  ̂ оо), который не зависит ни от сп№оба разбиения дуги АВ точ­

ками Ау,, ни от выбора точек Pv в частичных дугах  Av- iA v, то этот 
предел называется криволинейным интегралом 1-го рода от функинн
и. (Р) по кривой АВ и обозначается, через

 ̂ u(P)ds~- J  и(х, у, z)ds
АВ АВ

{ds—дифференциал дуги), т. е. •' "

г п
\ u (P )d s — lira . V u ( P v) A « v  (I)

• i  . шах Asv -* 0
'■ -  A B  v V_1

Если функция и (P) непрерывна на АВ, то интеграл (1) сущест­
вует.

Физически интеграл (1) можно рассматривать как массу кри­
вой АВ. Вычисление интеграла (1) сводится к. вычислению опреде­
ленного интеграла. Например, если уравнение дуги АВ задано в 
виде x = x ( t ) ,  y =  y(t), z =  z ( 0 ,  т°

 ̂ u(P)ds =  [) u (x(t), y (t), z(/)) V x ' 2 (t ) + y ' 2 (t) +  г ' 1 (/) dt.
A B  _

Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от того, в каком на­
правлении проходится дуга АВ, иными словами,

 ̂ и (Р) ds—  ̂ и (Р) ds.
АВ ВА

П р и м е р  1. Определить массу М первого витка винтовой ли­
нии x =  acos/,  y — as\nt, z =  ht, если Плотность jx (Z3) 'в  каждой ее 
точке пропорциональна длине радиус-вектора этой точки.
^  Так как р. =  k r= k Y * а +  У2 +  га, то в точках винтовой линии 
H =  £ ]/ V - f  /i2/2. Первому витку отвечает изменение параметра t от
О до 2я и

ds=  Y x ' 2-\-y'2-\-z' 2 dt — У  a2-\-h2 dt.
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Кшда
t  2Л .

= Уг Va^-l? УЩИЧ2 dt =

- к У  a2+  h2 [ j -  Y a t+ h W + ^ ln Q it  +  У а 2 +  кЧ2)^
2Я
О

■ лГ а ; vs ( \г~¥Т~Т~гйг i ° 2 i 2яЛ +  V & +  4я2/12 \— k \  a2 +  h2 ( я у  а 2 +  4я% 2 +  gft1п------  - —----------  I- ►

2 . 1 . Найти массу всей астроиды jt =  a cos31, y =  asin3^ 
ели [г(Я) =  |л;г/|.

2.2. Найти массу всей кардиоиды г = a (1 +cos<p), если 
( / > )= 6 j/ 7 :

2.3. Найти массу всей лемнискаты г2 =  cos 2ср, если 
( Р )  =  Аг.

2.4. Вычислить если ЛВ — дуга линии х== t,
А В

t2 , z = 4  , Л (0, 0, 0) и В (уъ, у2, -ф-)
У 2

2.5. Найти массу дуги конической винтовой линии 
= ae*cos£, y = aet smt, z — aef, если р .-£е*, от точки

|Э(0, 0, 0) до точки Л (а, 0, а).
2.6. Н айти,. с какой силой масса М, равномерно 

■распределенная вдоль окружности х2 + у2= а2, z = c, при-

!!3гягивает точечную массу т ,  помещенную в начале ко­
ординат.

I': 2.7. Найти массу четверти окружности *2-{-г/2 =  г?, 
^расположенной в первом квадранте, если плотность' ее 
[В каждой точке пропорциональна абсциссе этой точки 
^коэффициент пропорциональности а).

2.8. Найти массу полуокружности х2 + у2 — Г2, распо­
ложенной в верхней полуплоскости, если плотность ее в 
каждой точке пропорциональна кубу ординаты этой точ­
ки (коэффициент пропорциональности Р).

2. Поверхностный интеграл 1-го рода. Пусть С — кусочно глад­
кая  поверхность, и (Р)— заданное на G скалярное поле, Ĝ , G2........
G„— произвольное разбиение поверхности G на частичные поверх­
ности, площади которых равны A aj, Дст2.........Да„, и пусть Pv
(v =  1, 2, п) — произвольные точки на частичных поверхностях Gv. 
Если существует предел последовательности интегральных сумм 

п
2  и (Р\) Дсту при max Aov —у 0 (и п —*оо), котврый не зависит ни от 
v= i v
способа разбиения поверхности G на частичные поверхности, ни от
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выбора точек Pv на этих частичных поверхностях, то этот предел 
называется поверхностным интегралом 1-го рода от функции и (Р ) 
по поверхности G и обозначается через

J  J  и (Р) da — J  J  и (х, у , г) do
о в

(da—дифференциал площади поверхности), т. е.

и (Р) da =  lim У н  (Pv) Aav. (2)
q  m axA a v ->-0 v= j

v

Если и (P) непрерывна на G, то интеграл (2) существует. Вычисле­
ние интеграла (2‘) сводится к вычислению обычного двойного интег­
рала. Допустим,' что прямая,  параллельная оси Ог, пересекает по­
верхность О лишь в одной точке^т. е. уравнение поверхности имеет 
вид z =  f ( x ,y ) ,  и пусть G проектируется на плоскость Оху в об­
ласть D. Элемент doi площади D выражается в виде dOi =  da cosy, 
где у — острый угол, который нормаль к поверхности G составляет 
с осью Ог:

1
cos v = ----- =■

/■+(!)'+ ( !)
Таким образом,

«  (*, У> *>das=§ § u<x>V>

|Л+(§)+(|y dxdy.
D

Если прямая, параллельная оси Ог, пересекает поверхность G в двух 
или более точках, то G разбивается на части, каж дая из' которых 
пересекается с прямой, параллельной оси Ог, лишь в одной точке. 
Интегрирование следует выполнять по каждой из полученных частей.

Вместо плоскости Оху поверхность G можно проектировать . на 
плоскости Охг или Оуг.

Д ля двусторонних поверхностей поверхностный интеграл 1-го рода 
не зависит от того, по" какой стороне поверхности он берется. Физи­
ческий смысл поверхностного интеграла 1-го рода зависит от физи­
ческого характера данного скалярного поля: он может определять 
массу, распределенную по дайной поверхности, электрический заряд 
и т. д.

П р и м е р  2, Определить статический момент относительно пло­
скости Оху и положение центра масс однородной полусферы G: 
x2+ y 2-\-z2— R* ( г 5 гО).
^  Имеем '■ >

Mxv =  ̂ z d a = ^ [  V R * - x * - y *  y ^ l  +  ^ y + ^ d x d y ,
в. D
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И - . , ' ■
где D — круг х2-\-у2 «С R2, г =  0. Так как на полусфере xdx-\-ydy-\- 
- fz d z  =  0 , то

дг_ х дг у
дх г ’ ду г ’

откуда

У х 2 +  у2-\-Р R
У  R2—х2—у 2

и

^ ^ = 5 5  z d o =  J   ̂ R dx d y =  R ^  dx dy =  R -n R 2 =  n R 3. 
a d d

’
? Определим теперь координаты центра масс полусферы. В силу сим­

метрии
хо~  Уо~ О*

Далее; так как площадь Q поверхности полусферы G есть 2я/?2, то
ИВ д •- ' .

м ху R w
*о =  - 2 '

П р и м е р  3. На всей поверхности конуса с высотой h и радиу­
сом основания а распределены электрические заряды. В каждой 
точке поверхности плотность заряда пропорциональна аппликате этой 
точки (e =  kz). Вершина конуса— в начале координат, его ось направ­
лена по оси Ог. Определить суммарный заряд всей поверхности конуса. 
^  Суммарный заряд основания конуса равен произведению его пло-' 
щади па2 на плотность точечного заряда, т. е. kh. Таким образом, 
E0CH =  kna2h. Заряд боковой поверхности G определяется интегралом

^ б о к .  Н О В —  S J t e  d o , '

а

№ ' у**
Уравнение поверхности конуса г2^=-  ̂ (х2-\-у2), 0 < г < п .  Диффе-

*  . А2 , . . . . дг h2 х дг*ренцируя, находим г d z= -^ (x  d x+ y dy), откуда ^ = ^ 5 7 .

h2 у=-г — и, следовательно, а 2 г

2+г/2_  V а 2+ ^

Поэтому

Е бок. ПОВ = k J  j  г do = J  J  j* V x ^ f y 2 . dx dy,
a d

где D — круг x 2+i/2 < a 2, z =  0. Переходя к полярным координатам,
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Р khV a*+h* Г Г  ,  ,  ,  khVTfi+h'Y С о .
^6ок.пов = ------- ^ -------  1 J  r2d r d f  =  — ~  —  \ А р  I A2 d r  =

D о о

= у  ^ я а /t +  Л2 .

Находим весь заряд:

£  =  £ ОСн +  £бок. пов =  * п а 2/1+ -|-* я а /1  j / a 2 +  ft2 ==

. = ^ ( 3а + 2 У ^ + ¥ ) .  ►

2.9. Определить массу, распределенную на части по­
верхности гиперболического параболоида 2az = x2 —у*, 
вырезаемой цилиндром г? +  г/2 — а2, если плотность в каж ­
дой точке поверхности равна k\z\.

2.10. Определить момент инерции однородной боковой 
поверхности конуса г =  У х2 +  у2 .(O s^zs^a) относительно 
оси Ог.

2.11. Определить суммарный электрический заряд, 
распределенный на части поверхности двуполостного 
гиперболоида г2- =  х2- +  у2 +-а2- (а ^  г <  а У  2), если плот­
ность заряда в каждой точке пропорциональна аппли­
кате этой точки (e = kz).

2.12. Определить массу, распределенную по поверх­
ности куба х= ±а,'у— ± а , г — ± а, если поверхностная плот­
ность в точке Р(х, у, г) равна kl/\xyz\ (6 =  const).

2.13. Определить суммарный электрический заряд, 
распределенный . на части поверхности параболоида 
2аг — х2+ у 2, вырезаемой из него цилиндром х2-\-уг = а2, 
если плотность заряда в каждой точке равна kY:z (&=const).

3. Криволинейный интеграл 2-го рода. Пусть на дуге АВ к у ­
сочно гладкой кривой задано векторное поле а  =  а  (г) —ах (х, у, г)/ +
+  ау (х, у, z ) J+ a ,(x , у, z)k, и пусть Л==Л0, Ait Аг......... Ап_ ъ
Ап= В — произвольное разбиение дуги АВ на частичные дуги,

Р\ (v =  1, 2, п) — произвольные точки на дугах  4̂v- i/ lv , а Д/\— 
приращение радиус-вектора г  (Р) на концах дуги Av~iAv. Тогда, 
если существует предел последовательности интегральных сумм

п
У ] (а  (Р\), A rv) при max | A rv | —► 0 (и л —>-оо), который не зави- 

V=1 V ^
сит ни от способа разбиения дуги АВ на частичные дуги; ни от 
выбора точек Pv в этих частичных дугах , то этот предел называется

получаем:
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криволинейным, интегралом 2-го рода по дуге АВ и обозначается через 

J  (a , dr) — J  +  +
i45 АВ

т. е.

s (а , З г)=  lira V  (а(Ру); Д гу). (3)
Лй т ^х v= 1

Здесь (a, dr) и ( a ( P v)> A rv) —скалярные произведения векторов. 
Цели вектор-фуЖсция а (Р) непрерывна на АВ, то интеграл (3) су ­
ществует.

Интеграл (3) называют такж е линейным интегралом вектора а (г). 
Аналогично определяются линейные интегралы в плоских и много­
мерных векторных полях. Если даны параметрические уравнения 
дуги АВ: x =  x(t), y = y ( t ) ,  z— z(t), то

tt
J  (a , d r)=   ̂ (ax (x (I), у (t), г (t)) x' (t) +  ay (x(t), у (t), z (()) y' (/) +

A B

+  « , ( * ( * ) .  У(П, z ( t ) ) z ' (t))dt. (4)

Здесь t0 и t i— значения параметра t, отвечающие точкам А и В. 
В отличие от криволинейных интегралов 1-го рода, линейные интег­
ралы (3) зависят от направления, по которому совершается интег­
рирование вдоль дуги АВ:

B A  А В

Простейший физический смысл линейного интеграла — работа сило­
вого поля a  =  a-fr) прц перемещении в нем материальной точки по 
кривой АВ из точки А в точку В.

П р и м е р  4. Найти работу силового поля F =  xi-\-yj-]-zk при 
перемещении материальной точки вдоль первого витка конической 
винтовой линии х =  ае{ cost, у — ael sin t , z — ае1 из точки /4(0,0, 0) 
в точку В (а, 0, а).

Так как dx — a e ^ c o st— sin  I) dt, dy =  ael ( s in / + c o s  t) dt,
dz =  ael dt и
(F, dr) — xdx-\-ydy-\-zdz — а2ег1 ((cos t — sin  t) cos t -f-

+  (sin t -j-cos t) sin 1 4- 1) dt = 2 a 2e2( dt,

то, учитывая, что < =  — oo в точке А и t = 0  в точке В, имеем
о

e2t dt =  a2. ►J  (F, dr) =  2a2 ^
АВ

З а м е ч а н и е .  Этот пример можно решить проще, если учесть, 

что в  данном Случае (F , dr) — ( г , dr) — — d (г причем г — ( г  | =  0 в



точке /4 и с =  а / 2 в точке В. Имеем:

аУ 2 aV"2
t=a2,

лв 0

Линейный интеграл вектора а ,  взятый по замкнутому контуру С, 
называется циркуляцией- вектора поля по данному контуру и обо­
значается символом (j) a-d r. Направление обхода контура указы- 

с
вается заранее, причем положительным считается обход против ча­
совой стрелки, а отрицательным — по часовой стрелке.

Д ля плоских векторных полей a — ax (x,y)i-\ -ay ( x ,y ) j  имеет 
место следующее утверждение:

Если векторная функция а  — ах (х, у) i-\-ay (х, y ) j  непрерывна
dciv —

вместе с производными и в замкнутой области G =  G + C , то

Я (w~ifr)‘txdi,~£a*tx+aedy
( ф о р м у л а  Г р и н а ) .

П р и м е р  5. Вычислить криволинейный интеграл

(ft (* +  «Ч) dx— (х— у) dy,

где С— окружность хг -\-у2 =  г2.
Применяя формулу Грина, можем записать:

(ft (х +  у) dx— (x— y) 5 (—1 — 1) dx dy =  —2nr2,

'  G . Кс
так как  ^  dx dy есть площадь круга Кс'- * 2+«/2«£ г2. ^  

к с

2.14. Вычислить работу силового поля F = y i —xJ 
при перемещении материальной точки вдоль верхней

половины эллипса ^  +  — 1 из точки А.(а, 0) в точку 
В (—я , 0).

2.15. Вычислить линейный интеграл $ (a, dr), если
ов

а =  y2i +  x2J, 0 (0 , 0), 6 (1 , 1), по следующим путям:
а) отрезок прямой ОВ\ б) дуга параболы х2=у\

в) дуга параболы г/2 =  х; г) ломаная ОАВ, где А (1 ,0 );
д) ломаная ОСВ, где С (0, 1).
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2.16. Вычислить циркуляцию вектора a = y i —x j  вдоль 
окружности (х—х0)2 + (у — у0)2 =  /?? в отрицательном на­
правлении. .

2.17. Вычислить линейный интеграл J (a, dr), если
У  • • _  ОА
a=zzi +  x j+ yk , уравнение дуги О А: г = t i+  t2j +  t3k,

2.18. Вычислить линейный интеграл $ (a, dr), если
_  ОА '

а =  — yzi +  xzj+ xyk, О А — первый виток винтовой линии 
x — acost, y = asm t, z = ht (O ^t ^ 2я).

2.19**. Вычислить циркуляцию вектора а  =  zi +  x j+ y k  
по окружности л? +  £/? +  za =  7?2, x + y + z = R  в положи­
тельном направлении относительно орта к.

2.20. Вычислить циркуляцию вектора а  =  yl — zj+eck
1вдоль эллипса —^--\-г?'=а2, у = х в положительном

направлении относительно орта 7 .
2.21. Вычислить работу силового поля F  =  2xyi +  

4- y2J —x2k при перемещении материальной точки вдоль 
сечения гиперболоида х2 у*— 2z2 = 2а2 плоскостью у — х 
от точки- (а, а, 0) до точки {aV 2 , a j/ 2", а).

Используя формулу Грина, вычислить интегралы: .

2.22. $ { х 2 — y2)dx +  (x2 +  y2)dy, где С —контур, обра-
с

зованный полуокружностью у = У г2—х2 и. осью Ох. 4
2.23. (ft(x +  y)2dx — (х—y)2dy, где С —контур, обра- 

с
зованный синусоидой г/ = sin л: и отрезком оси Ох при
0 х ^  я  .

2.24. $  х2у dx—ху2 dy.

2.25. j)(x  +  y)2dx — (x2+ y 2)dy, где С —треугольник с

вершинами 0 (0, 0), Л (1 , 0) и В (0, 1).
4. Поверхностный интеграл 2-го рода. Гладкая поверхность 

G в трехмерном пространстве называется двусторонней, если нормаль 
к  поверхности при обходе по любому замкнутому контуру, лежащему 
на поверхности G и не имеющему общих точек с ее границей, воз­
вращается в первоначальное положение. Выбор определенной сто­
роны поверхности, т. е. выбор направления нормали к  поверхности, 
называется ориентацией поверхности.
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Пусть G—кусочно гладкая ориентированная поверхность и 
а  =  ах (х, у, г ) 1-\-ау (х, у, г )У + а г (х, у, г) ft— векторное поле. 
Разобьем поверхность G на частичные поверхности Gj, Gs', G„, 
площади которы* обозначим через Aav (v =  1, 2, а  площади
частичных поверхностей Gv , снабженных единичными нормалями 

» « v ( Pv )  в точках Pv (zGv,— через Aav (т. е. считаем.каждую такую 
площадь вектором длины &av и направления nv (Pv ))• Тогда, если 
существует предел последовательности интегральных сумм

п
У , (a (Pv), A<*v) при max ДОу—>-0 (и п — ► оо), который не зависит 

v= 1 v
ни от способа разбиения поверхности G.Ha частичные поверхности, 
ни от выбора точек Pv на этих частичных поверхностях, то этот 
предел называется поверхностным интегралом 2-го рода по поверх­
ности G и обозначается через

^ ^ (a, da) — ^ ^ я* dy dz -f- ау dx dz.-}- az dx dy, Ф)
a a

t , e.

CT (a, da) =  lim У  (a (pv), Aav ).
. V  max Aov ^-0 v= i

°  v

Если поле a  (P) непрерывно на G, то интеграл (5) существует.
Поверхностный интеграл 2-го рода называют также потоком 

векторного поля а  (Р) через поверхность G. Его можно интерпрети­
ровать как количество жидкости ияи газа , протекающего за единицу 
времени в заданном направлении через поверхность G. Переход к 
другой стороне поверхности меняет направление нормали к поверх­
ности, а потому и знак поверхностного интеграла 2-го рода.

Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода сводится к вы­
числению поверхностного интеграла 1-го рода

^ ^ (« . do) =   ̂^ (а ’ ” ) d a = 5 J  (ojccos а  +  а у cos Р +  аг cos у) da, (6) 
a a G

где я  =  ( cos a ,  co sp , c o s y )—единичная нормаль к  поверхности, или 
к вычислению суммы трех двойных интегралов

 ̂^ (a, da) =   ̂J  ах {х (у, z), у, г) dydz +  
а D,

+   ̂^ аУ У г')’ dx dz +  J  $ °г (*• У- г (*> У))dx dy,
D, D,

где Di, и D3— проекции G соответственно на плоскости Оуг, 
Oxz и Оху, а х (у, z), у(х, z) и г (х, у) — выражения, полученные из 
уравнения поверхности G разрешением относительно соответствую­
щих координат. . ,

П р ц м е р  6. Найти поток вектора г  — x l+ y j -j- zk через часть
tĴ

поверхности эллипсоида —-1» лежащую в первом октан­

те, в направлении внешней нормали.
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^  Имеем в силу (6)

^  (г , п) da =  J  J  (* cos а +  у  cos р +  г cos у) do.
а а

Так как в первом октанте внешняя нормаль эллипсоида со всеми 
осями координат образует острые углы , то все три направляющих 
косинуса неотрицательны. Поэтому

(г, п) da =  ^  х dy dz + J J у dx dz -f- J J z dx dy —
d,

. . 1 4 ,  nabc 
•=3y =  3 • -g- • - j  я аЬс=—у -

(каждый из интегралов по Dj,  D2 и Ds определяет объем одной 
восьмой части эллипсоида). ►

П р и м е р  7. Найти поток вектора a = x 2l —y2J -\-z2k  через всю
поверхность тела x2-\-y2-\-z2 < 3 R 2, Os£z У~х2 -^-у2— R2 в на­
правлении внешней нормали.
^  Имеем:

^ J  (а , п) do =  ^  (*2 cos а — у- cos p +  z2 cos у) da =
G G

=  J   ̂ x2 cos a  da— J  J  y- cos f\ </o +  ^ jj z- cos у da.

Заданная поверхность ограничена сверху сегментом сферы 
x2-\-y~-\-z2 =  3R2, с боков — частью поверхности гиперболоида 
х2 +  у2 — z2 =  R2, снизу кругом 
х2-\- у2 <  R 2, г  =  0 (рис. 93). На 
плоскости Oyz и ' Охг поверхность 
G проектируется дважды с разных 
сторон, поэтому, в силу симмет­
рии поверхности относительно этих 
плоскостей, первые два интеграла 
в записи потока равны нулю:

J  J  х2 cos a  da =  ^  у2 cos (5 da -- = 0 .

Ha плоскость Оху сферический 
сегмент проектируется в круг 
(область D ') *2 -f- у 2 *£ 2R2, часть 
поверхности гиперболоида— в коль­
цо (область/)") /?2<  х2 +  у2 < 2 / ?2,
а нижним основанием служит лежащий в этой плоскости круг 
(область £>"') х--±-у2<̂  R2. Но для сегмента сферы cos у > 0, для
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гиперболоида cos 7  < 0, а на нижнем основании г =  0. Поэтому

Д ля вычисления интегралов перейдем, к полярным координатам:

2.26. Найти поток вектора а  =  дс2/ -f- y'J-hzk через 
всю поверхность тела х2 +  у2 в направлении
внешней нормали.

2.27. Найти поток вектора a = 2xi — y j  через часть 
поверхности цилиндра х2 + у2 =  R2, х^О , у ^  0, 0 ^ 2 ^

в направлении внешней нормали.
2.28. Найти поток вектора , а = х21 +  у2] + г гк через

часть поверхности параболоида -^ (х 2 +  у2) =  г, г ^ Я ,  в
направлении внутренней нормали.

2.29. Найти поток вектора а = хг1 — y2j  + z2k через 
часть сферы х24е У% - f  z2 =  R2, * > 0 ,  у^О , г >  0, в на­
правлении внешней нормали.

., 2.30. Найти поток вектора a = xi-{-yj—2zk через всю 
поверхность куба х = ± а , у = ± а ,  г =  ± а  в направле­
нии внешней нормали.

2.31. Найти поток вектора a = 2x2i +  3y2J + z 2k через 
всю. поверхность тела Ух2 +  у2 ^  г ^  У 2R2 — x2 —у2 в на­
правлении внешней нормали.

2.32. Найти поток вектора a — xl-\- y j+ zk  через часть
поверхности параболоида z — -gi(x2 — y2), вырезаемую
плоскостями x — R, г = 0, х=  0, ориентированной в соот­
ветствии с направлением орта к.

J J ( e ,  za c o s y r f a = 5 5  (3 ^ а—x2—y2)dxdy —

0 0 0 3D,

%

2 л R Vi

2л R Уч
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2.33. Найти поток вектора a = x2l-\-y2J+ zk  через
нчасть поверхности параболоида г = -^(х2 — у2), вырезаемую

цилиндром х2 +  у2 = R2, ориентированной в соответствии 
с направлением орта k.

§ 3. Соотношения между различными 
характеристиками скалярных и векторных полей

1. Дивергенция векторного поля Ги теорема Гаусса — Остроград­
ского. Дивергенцией (или расхождением) векторного поля а  —а (г), 
обозначаемой через d i v a ,  называется скалярная величина, равная 
пределу отношения потока векторного поля а  через замкнутую по­
верхность 2/> к  величине vP объема тела, ограниченного этой по­
верхностью, при vp —> 0, т. е. при условии, что поверхность стяги­
вается в точку Р:

Дивергенция характеризует отнесенную к единице объема мощность 
потока векторного поля, «исходящего» из точки Р , т. е. мощность 
источника (при (diva)/>>0)  или стока (при ( d i v a ) P <0 ) ,  находя­
щегося р точке Р.

В трехмерном евклидовом пространстве дивергенция поля вы­
ражается следующим образом:

Т е о р е м а  Г а у с с а —О с т р о г р а д с к  о го.  Поток вектор­
ного поля а  (г) через замкнутую поверхность 2 ,  лежащую в этом 
т л е ,  в направлении ее внешней нормали, равен тройному интегралу 
по области V, ограниченной этой поверхностью, от дивергенции 
этого векторного поля, т. е.

П р и м е р  1. Используя теорему Гаусса—Остроградского, найти 
поток вектора a = x 3i-\-y3J  R2zk через всю поверхность тела

•<jj) (a, da)

(1)

^ 2  (х2 +  У2) <  г <  Н в направлении внешней нормали. 

^  Имеем div а — 3 (х2-\-у2)-\- R2. Поэтому

(ft) (a, n)da =  (3(x2+ y 2)-\-R2)dv.f V

1 Д ля вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндрическим
е
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координатам. Уравнение поверхности примет вид г —-^  гг,

2я Л н

=  nHR\ р .

Используя теорему Гаусса—Остроградского решить 
следующие задачи: -

3.1. Доказать, что поток радиус-вектора г через лю­
бую кусочно гладкую замкнутую поверхность в направ­
лении внешней нормали равен утроенному - объему тела, 
ограниченного этой поверхностью.

3.2. Найти поток вектора а = xsi +  y3J —z3k через всю 
поверхность куба О ^ л г ^ а ,  0 ^ у ^ .а ,  в на­
правлении внешней нормали.

3.3. Найти поток вектора а  =  г/г через всю поверх­
ность сферы х2 - f  ys -j- z2 =  R3 в направлении внешней 
нормали.

3.4*. Найти поток вектора a = 2xi-\-yj—zk, направ­
ленный в отрицательную сторону оси Ох, через поверх­
ность части параболоида уг -\-z- = Rx, отсекаемой пло­
скостью x=R-

3.5. Распространить понятие потока и дивергенции на 
случай плоского (двумерного) поля и сформулировать 
теорему Гаусса — Остроградского для этого случая.

3.6*. Используя решение предыдущей задачи, пре­
образовать циркуляцию вектора по замкнутому контуру 
L в “плоском поле в двойной интеграл по площади, огра­
ниченной этим контуром.

3.7. Найти с помощью теоремы Гаусса—Остроград­
ского поток вектора а = x*yi + хуг]+ хугк  через всю по­
верхность, тела х24-t/2 +  z3<;/?2, х^О , у^ О , 2 ^ 0  в 
направлении внешней нормали.

3.8. Найти поток вектора а = x^yi—xy2j-ir (x'i +  уг) zk 
через всю поверхность тела х2 +  y^^R ', O ^ z ^ t f  в 
направлении внешней нормали.'

2. Вихрь векторного поля. Теорема Стокса. Вихрем векторного 
поля а  =  а (г ) ,  обозначаемым ro ta , называется вектор, который в 
каждой точке Р дифференцируемое™ поля определяется следующим
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It образом:

ip(nps rot a)p =  lim —
op~* о ® P

Здесь s —единичный вектор произвольного направления, lP —малый 
Замкнутый контур, окружающий точку Р, лежащий в плоскости, 
-.перпендикулярной к вектору s  и обходимый в положительном 
по отношению к вектору s  направлении, Ор— площадь области, 
ограниченной контуром 1Р; предел ищется при условии, что контур 
>1р стягивается в точку Р. В трехмерном пространстве rot а  через 
декартовы прямоугольные координаты вектора a  =  axi-\-ayJ-\-azk 
^выражается следующим образом:

да* дау\ , . ( да* даЛ  . . ( дау даЛ  . 
дг )  V дг дх )  \ дх ду )rot а  =  ( ,  ду

Т е о р е м а  С т о к с а .  Циркуляция дифференцируемого вектор­
ного поля а  по произвольному кусочно гладкому замкнутому контуру 

IL равна потоку вектора rot а через поверхность G, ограниченную 
. этим контуром L\

(j) (a, dr) =   ̂J  (rot a, da), (2)

или в координатной форме 

£  (ах dx +  ay dy+  аг dz) =
L

а

При этом единичный вектор п нормали к. поверхности G направлен 
в такую сторону, чтобы обход контура L происходил в положитель­
ном по отношению к и направлении.

П р и м е р  2. Проверить ответ задачи 2.19 настоящей главы при 
помощи теоремы Стокса.

Так как  a — zl-\-xj-\-yk, то rot a =  i-{-j +  k. За поверхность G, 
ограниченную контуром L, примем сам круг,  образованный сечением 
шара- *2+(/2 +  zs < /?2 плоскостью х +  у +  г =  R. ' Центр круга

( j ’ У ’ у )  ’ еГ0 радиус =  ! •  Единичный вектор

& (a, dr) =  (rot а, п) da =  У з  do — У З л /?1 —
г п '

3

нормали

3 —
Так как (ro ta , п ) = - р = =  У 3 , то находим



П р и м е р  3. Найти циркуляцию вектора a  =  y l— 2zJ-\-xk вдоль 
эллипса, образованного сечением гиперболоида 2хг— y2 -\-z2 =  R‘s 
плоскостью у = х ,  в положительном направлении относительно 
орта I. Ответ проверить при помощи теоремы Стокса.
4 4  Параметрические уравнения заданного эллипса x = R cos t, y = R cos t, 
z =  R sin t. Д ля обхода в заданном направлении параметр t надо 
изменять от 0 до 2л. Следовательно,

ф  (a, dr) =  j )  у dx— 2 z dy-\-xdz=?
L L

4 231
=  R2 J  ( — sin t cos / +  2 sin2 / -fco s2 t) dt =  3 nR2-

Применим теорему Стокса. Имеем r o t a = 2 f —J — к. За поверх­
ность G, ограниченную контуром L, примем часть секущей плоско­
сти, лежащей внутри эллипса. Единичный вектор нормали, направ­

ленный в нужную сторону, имеет вид п = —p = (l—/). Поэтому
У  ̂ X

* з
(ro ta , п ) = ——  и '

у  2

И( ro ta , п) da =  -jL= Г Г da==-^r=nab.
у г у  у  2

Но так как эллипс имеет полуоси a =  R У~2 и b =  R, то 

(ro ta , п) do =  3nR2. р
О

3.9*. Жидкая среда вращается с угловой скоростью 
6» = (x)xl +  (DyJ+(>)zk вокруг оси, проходящей через начало 
координат. Найти вихрь поля скоростей этой среды.

3.10. Вывести формулу Грина (см. ответ к задаче 3.6), 
применяя теорему Стокса к двумерному-векторному полю 
a = axi +  auJ.

3.11. Пользуясь формулой Грина, убедиться в том, 
что площадь Q плоской области D, ограниченной к у ­
сочно гладким контуром L, можно найти при помощи 
любого из трех следующих интегралов:

Q = £xdy, Q —— (ft ydx, Q = y  (ft x dy — у dx.
L L L

3.12. Используя последнюю формулу предыдущей за­
дачи, найти площади фигур, ограниченных следующими 
кривыми:
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а)* петлей Декартова листа х3 + у3 — 3аху=0\
а2 й2б) эволютой эллипса x =  —cos3t, y = — sm3t (а и

ft —полуоси эллипса, с = ]/а2— Ь2).
3.13. При помощи теоремы Стокса найти циркуляцию 

вектора a — z2i +  x2J +  y2k по сечению сферы хг +  у‘‘ +  г2 = 
= R* плоскостью х+  у +  z = R в положительном направ­
лении относительно орта к.

3.14. Найти циркуляцию вектора а = z3i  +  x3j +  y3k 
по сечению гиперболоида 2x2 — y2 + z2 = R2 плоскостью 
х-\-у =  0 в положительном направлении относительно 
орта I. Проверить при помощи теоремы Стокса.

3.15. Найти циркуляцию вектора a = y2i +  xyj +  
Ч- (х* +  у2) к по контуру, вырезаемому в первом октанте 
из параболоида x2-\-y2 = Rz плоскостями л: =  0, у =  О, 
г =  R в положительном направлении относительно внеш­
ней нормали параболоида. Проверить при помощи тео­
ремы Стокса.

3. Оператор Гамильтона и его применение. Все операции век­
торного анализа можно выразить при помощи оператора Гамиль­
тона— символического вектора V (читается— набла), определяемого 
равенством -

•' д . , д , . д 
v = i Fx+ J  d i+ k Tz-

Применяя известные операции умножения вектора на скаляр, скаляр­
ного и векторного произведения двух векторов, находим:

, ди , .ди  , .д и  g r a d u  =  /_ + y _ + * _ ==v„ ;

ди 
ds ' = (S, grad и) =  (S, vu) -- 

daz 
dz

-(S, V ) « ;

dax , day ™г
1 7 ^ 1 7  a):

fd a z дау\ (д а х д а Л  (d ay dax\ 
Г0 0  \ dy dz )  \dz dx )  ^ \ dx dy )

i j  k
W d_ d_ 
dx dy dz =  [V,  a ] .

По аналогии с производной по направлению от скалярной функции 
ди— вводится понятие производнои по направлению единичного as
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V) а  =  i  (s, grad ax) (a, grad аи) + А  (s, grad a,)  =»

da,. 5 a .

Производные no направлению произвольного (не единичного) век­
тора с  отличаются о т  производных по направлению единичного век- 

, тора только тем, что в них входит дополнительный скалярный 
множитель |cf:

(с, V) " =  (с , grad и),
(с, v ) a  =  (c, grad aK) i  +  (с, grad ay)j~\-(c, grad az) k.

С помощью оператора Гамильтона удобно выполнять дифференциаль­
ные операции векторного анализа над сложными выражениями (про­
изведение двух или более скалярных функций, произведение ска­
лярной функции на вектор, скалярное и векторное произведения 
векторов и т. п.). Следует лишь помнить, что это оператор диффе­
ренцирования, и не забывать правило дифференцирования произве­
дения. '

П р и м е р  4. Найти градиент произведения двух скаляр­
ных функций и и У.
^  Имеем

I I
grad (uv) =  v (uv) — v (uv) +  V (uv)

(стрелка указывает функцию* на которую «действует» оператор). Но

у  (i(y) =  i 'V« =  ygrad и,

. V (uv) =  u y v — и grad v.
Таким образо»,

grad uu =  v grad u-j-u grad v. p

П р и м е р  5. Найти rot [а , с ] ,  где с — постоянный вектор.
^  Так как  по известной формуле векторной алгебры [a , [Ь, с ] ]  =

\
=  (а, с) Ь— (а, Ь)с, то, учитывая соотношение [ v ,  [ a ,  с ] ]  =  0, 
имеем:

I I I I
rot [ a ,  c ] =  [ v ,  [a , c ]J  =  [v, [ a , c ] ]  +  (v, [ a , c ] ]  =  (v, c ) a  —(V,a)c.

I I
Но (V,  c )a  — (c, V) a ,  а это есть производная вектора а  по направ­
лению вектора с. Далее,

(V, a ) c  =  <?(v, a ) = c d i v a .
Таким образом, rot [а, с ] *= (с, v ) a — с d i v a .  ►

Выполнить следующие дифференциальные операции 
(здесь и дальше в задачах этого параграфа с —постоян­
ный, а  и ft —переменные векторы):

3.16, Найти div (си) и div(aw).

вектора а от векторной функции а  (г). Именно,
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• 3.17**. Найти grad (а , с) и grad (а , Ь).
3.18. Найти div [а , с\ и d i v [ a ,  А]. 
3.19*. Найти rot (си), rot (аи) и rot [а , Ь].
4. Дифференциальные операции 2-го порядка. МоЖно образо- 

' вать пять дифференциальных операций 2-го порядка:
1) div.grad м =  (v , v ) « = V 2«  =  A m (лапласиан функции);
2) rot grad и =  [ v . V ] и;
3) grad div a — v (v , а)\
4) d iv ro t a  =  ( v ,  [ v . a ] ) ;
5) ro t ro ta  =  [ v ,  [V , a ] ] .

Кроме того, операцию v2 можно применять и к векторным полям, 
т . е. рассматривать операцию v 2a-

Вторая и четвертая операции приводят к нулю:
rot grad u =  f y ,  v ] «  =  0, d i v r o t a  =  (V,  [ V. e ] )  =  0.

Это следует из векторного смысла оператора V'- в первом случае 
формально мы имеем векторное произведение двух коллинеарных 
векторов, а во втором—смешанное произведение компланарных 
векторов.

3.20. Получить выражения для
div grad ы= \2и, 

grad d i v a =  V (V, а ), 
ro tro ta  = [v [V, а ]] ,

\га  =  V a J  +  \*ayj +  V a zk
т

через производные скалярного или векторного полей. X
3.21. Найти grad div а , если а  = хН +  y3j  +  z3k.
3.22. Найти rot rot я , если a = xy2i +  yz2j  +  zx2k.
3.23. Найти v2« ,  если а  =  (у2 +  2s) xi - f  (я2 +  г2) y j +  

-f (х2 + уг) zk.
3.24. Найти div grad (uv).
3.25. Найти grad div (uc) и grad div («а ) (с —постоян­

ный, а  —переменный вектор).
3.26. Найти rot rot (ыс).

§ 4. Специальные виды векторных полей
1. Потенциальное векторное поле. Векторное поле а  —а  (г) на­

зывается потенциальным, если вектор поля а  является градиентом 
некоторой скалярной функции и =  и(Р):

а  (г) =  grad и (Р). . (1)

Функцию u (P f-в этом случае называют потенциалом векторного 
поля. Необходимым и достаточным условием потенциальности дважды 
дифференцируемого в односвязной области поля а  (г) является
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равенство нулю вихря этого поля:

П р и м е р  1. Проверить, что вихрь трехмерного векторного 
поля а =  grad и тождественно равен нулю (функцию и (Р) предпола-' 
гаем дважды дифференцируемой).

-г , . ди j  | ди , . ди _■Щ Так как  a  — gxaa u = ~ l-\ -^ J -\ - -^ k ,  то, учитывая равенство

смешанных- производных 2-го порядка, получаем

rotia =  0. (2)

ч т - т ) м т - ш ) ) '
В п. 4 предыдущего параграфа это равенство было получено с 

использованием свойств символическогр вектора набла.
Потенциальное поле обладает следующими свойствами.
1. В области непрерывности потенциала поля линейный интег­

рал от вектора поля, взятый между двумя точками поля, не зави­
сит от пути интегрирования и равен разности значений потенциала 
поля в конце и начале пути интегрирования

• , у  J

в в в
5 (a , =  ^ (grad и, d r) =  § du =  u(B )— u(A) (3)
А А А

(использована легко проверяемая формула (grad и, d r)= du).
2. Циркуляция вектора поля по любому замкнутому контуру, 

целиком лежащему в области непрерывности поля, равна нулю.
3. Если поле а  потенциально, то потенциал поля и (Р) в произ­

вольной точке Р может быть вычислен по формуле (3):

р
и( Р)  =  5 (a,  d r)+ C , ' (4)

причем С = и (А ), что легко получается подстановкой в (4) вместо 
переменной точки Р фиксированной точки А.

Для вычисления интеграла (4) можно выбрать любой путь — проще 
всего в качестве такого пути выбрать ломаную со звеньями, парал­
лельными осям координат, соединяющую точки Л и Р. За точку А 
удобно принимать начало координат (если оно лежит в области не­
прерывности поля).

П р и м е р  2. Найти потенциал поля a  =  2xyi-{-(x2—2yz)J— y2k. 
Убедимся, что поле потенциально:

=  _  2у, ^ = ^ = 0 ,  5 М ^  =  2*. ду дг дг дх дх ду

Следовательно,
rot а =  0.
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За путь интегрирования примем ломаную ОАВР, где 0 (0 , 0 , 0 ) ,  
I' А (X , 0, 0), В (X , Y, 0), Р (X, Y, Z). Находим:

А В Р  
, и (Х , К, Z ) = J  (a , dr) +  C =  j  (а , * ■ )+ $  (а . d r ) + J  (<*,*■) + С, 

ОАВР 0 А В
(a , dr) = 2ху dx-\-{х?— 2уг) dy— у2 dz.

Так как на О А имеем у =  г =  0, dy= dz =  0, 0 < х < Х ,  то
А
 ̂ (a, dr) = 0 .

о

Аналогично на А В имеем х =  Х, dx—О, г =  0, dz =  0, 0 < ^ <  К, по­
этому

в Y
J  (о , dr) Х г dy — X*Y.

На ВР имеем х =  Х, y — Y, dx — dy — 0, 0 < z < Z ,  значит, 
р z
J  (a, dr) =  — ^ Yt dz =  — УЧ. 
в о

Таким образом, и(Х, Y ,Z )= X 2Y — K2Z +  C. Возвращаясь к  перемен­
ным х, у, г, получаем

и [Р) =  х2у — угг+ С . > -

З а м е ч а н и е .  Изложенный метод отыскания потенциала поля 
применяется при решении таких эквивалентных рассмотренной задач 
математического анализа, как восстановление функции двух , трех и я* 
переменных по их полным дифференциалам, а также при интегриро­
вании дифференциальных уравнений в полных дифференциалах.

Найти потенциалы следующих плоских и трехмерных 
полей:

4.1. а =  (Зх2у — у*) Л - ( * 3—3xy2)j.
sin 2х cos 2(/’ f+ c o s  2х sin 2u-J4.2. a = —у.....— .■ -  ........... .

у  cos2 x sin2 y-\- s in2 x cos2 у

4.3. a = {yz — xy) i +  [xz— +  yz3  ̂j +  (xy +  y*z) k.

4 .5 * .

>xy\ 
z3 j+  ( £ + £ + ^ * .
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4.6**. Доказать, что во всюду непрерывном потенциаль­
ном векторном поле векторные линии не могут быть зам­
кнутыми.

Если в плоском потенциальном поле есть точки, в которых поле 
теряет свойство непрерывности (так называемые особые точки), то 
циркуляция по замкнутому контуру, окружающему такую точку, мо­
жет быть отлична от нуля. В этом случае циркуляция по контуру, 
обходящему данную особую точку один раз в положительном напран- 
ленни, не зависит от формы контура и называется циклической по­
стоянной относительно данной особой точки.

Аналогичными свойствами обладают трехмерные поля с особыми 
линиями, вдоль которых поле теряет свойство непрерывности.

4.7. Убедиться в потенциальности поля а — у!,.
'  хг +  уг

Определить его особую точку й ее циклическую постоянную.
4.8*. Доказать сформулированное выше свойство о том, 

что циркуляция по замкнутому контуру, окружающему 
особую точку, не зависит от формы контура.

4.9*. Воспользовавшись формулой (4) для определения 
потенциала поля, убедиться в том, что потенциал п л о ­
ского поля, имеющего особые точки, будет многозначной 
функцией.

2. Соленоидальное поле. Векторное поле а =*а{Г) называется 
соленоидальным, если дивергенция этого поля равна нулю: d iv а  5=0.

Д ля трехмерного поля это условие можно переписать в виде
дах до,, да*

'd i v a  =  1 7 + ^ + d T s 0 - <5)
В таком поле в силу теоремы Гаусса — Остроградского равен нулю 
поток вектора поля через любую замкнутую поверхность. Исключение 
может быть только в случае наличия в таком поле особых точек 
(в которых вектор поля не определен и дивергенция поля, если ее 
определять в такой точке при помощи формулы (1-) § 3, отлична от 
нуля). В этом случае поток через замкнутую поверхность может быть 
отличен от нуля, но будет иметь одно и то же значение для всех 
замкнутых поверхностей, окружающих данную группу особых точек.

П р и м е р  3. Доказать,' что для любого дважды дифференцируе­
мого трехмерного векторного поля a  =  a  (г) поле вихрей соленоидально.

Имеем
. /даг даи\ /дах да Л  ( да„ дах \

Учитывая равенство смешанных производных 2-го порядка, получаем 
д /даг да,Л д (д а х д а Л  q /дау дах\ ' 

d|v ro ta  — t o \ dy д г ) + д у \ д ъ  д х ) + д г \ д х  д у )

В п. 4 предыдущего параграфа это соотношение доказано с по­
мощью оператора набла.

174



4.10. Доказать, что в еоленоидальном поле поток век­
тора через замкнутую поверхность, не содержащую внутри 
особых точек, равен нулю.

Проверить соленоидальность следующих полей:
4.11. а^^х'у +  у1) i +  (x*—xyl)j.
4.12. а = xy*i +  х*у]—(хг -+- уг) zk.
4.13. a ——i-\-—j -  (£±y)Jn « k.yz 1 xzJ  xy
4 14 Д  ... xi~yJ I (*2—y%)zk 

. \ Г ^ + У г
4.15*. Доказать, что в еоленоидальном поле поток

■ вектора поля через поперечное сечение любой векторной 
’ трубки^ (определенный в одном и том же направлении) 
^сохраняет постоянное значение.

3. Лапласово (или гармоническое) поле. Векторное поле назы­
вается лапласовым (или гармоническим), если оно одновременно и по­
тенциальное и соленордальное, т. е. если

rot а  ез 0 и d iv a  0. (6)

П р и м е р  4. Доказать, что потенциал а  двумерного или трехмер­
ного лапласова поля является гармонической функцией двух или трех

(  д2и д2и .  д'ги . д2и , д2и \ переменных ^т. е. _ + _ = 0  или
Действительно, имеем

,. ,. , д2и . д2и d1v a  =  d . v g r a d «  =  ̂ i + ^  =  0
для двух переменных,

d i v «  =  d i v gr a d «  =  |J+0 +̂  =  O

для трех переменных. ^
П р и м е р  5. Показать, что потенциал поля сил тяготения, воз­

никающего в пространстве, окружающем некоторую точечную массу, 
равен k/г (k— константа) и что поле сил тяготения лапласово.
^  Поместим начало координат в центре притяжения. Тогда

- g r a  г  g r a d ^ _ _ _ _ _  {х2 + у2 +  г2) 3 *  т т .

Н а это— вектор силы притяжения. Действительно, он направлен, 
к  центру притяжения, поскольку — г/г— единичный вектор радиус- 
вектора точки Р (г ) , направленный к  началу координат, а его модуль 
равен k/r2, т. е. .обратно пропорционален квадрату расстояния от

тцентра притяжения. Покажем, что div а  =  — f e d iv - r = 0 . Имеем:г*
кх

a -* (je2-f- f/2-|-za)3/* ’ 
дах , х 2-\~у2-\-г2—Зх2 у2-f-z2—2х3
д х ~  k (х2 +  у2+г*)*-1* — k f i  “ •
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Аналогично

&ау их2-\-г2— 2у2 даг и х2 -^-у2— 2z2
d t 7Ь ’ ~ д г ~ ~  7? ’

и потому

| f + ^ + S = - 4 ^ 2+ zS- 2j;2) + ^ + ^ - V ) +
+  (*г ~Ь </2— 2гг)) *а 0.

Итак, поле сил тяготения лапласово. Р

4.16. Доказать, что плоское векторное поле, потен­
циалом которого служит функция ы =  1п г  (г =  У а '2 +  1/2), 
лапласово.

4.17*. Для гармонических в области G функций и и w 
доказать следующие ф о р м у л ы  Г р и н а :

a) ( jj)« !^ d c r  = J J J  (grad и, grad w)dv 
s  o

(первая формула Грина),

S

(вторая формула Грина),

в) $ ^ T da = 2 (grad и, grad w)dv
S G /

(третья формула Грина).
4.18. Являются ли гармоническими' следующие 

функции:

а) и =  — =  - г 1 — ;
Г У х 2+ у 2

б) и —г —x = V x2 +  y2 — х;
в) и =  Лх By -Ь С»
г) и— Ах2 +  2Вху + Су2-,
д) и =  Ах3 +  3Вх2у +  3Сху2 +  Dy3;
е) и =  Ах -f- By -f- Сz -f- D\
ж) и =  аих2 +  а22у2 +  аязг8 +  2а12лгу +  2а 13*г •+ 2а 23г/г;
з) и =  а ш х3 +  а 222г/3 -f- а 333г3'+ ЗаП2х2у +  За113х2г +

+  Заигху2 +  3 aliay2z +  За133л;г2 +  За23дуг2+ 6а123хуг..
т



§ 5. Применение криволинейных координат 
в векторном анализе
1. Криволинейные координаты. Основные соотношения. В прост­

ранстве задана система координат, если каждой точке Р поставлена 
В соответствие тройка чисел qlt q2 , <7з> причем различным тройкам

1 чисел отвечают различные точки пространства. Числа qlt q2, q3 на­
зываются координатами (или криволинейными координатами) точки 

lP =  P (q 1, <72, q3). Наиболее употребительными являются следующие 
Системы координат:

1) Декартова прямоугольная система координат. Здесь <71 =  * — 
абсцисса точки Р, q% =  y — ордината и <7з =  г — аппликата.

2) Цилиндрическая система координат. Здесь за qx принимается 
; расстояние г от точки Р до оси z ,-<?! =  /• ( 0 < г  < оо), <72 =  ср — угол,
составленный проекцией радиус-вектора ОР на плоскость Оху с по­

ложительным направлением оси Ох (0< < р < 2 л ), a qa — z—аппликата 
точки Р.

При этом цилиндрические координаты связаны с декартовыми 
^Прямоугольными координатами при помощи формул

* =  /-cos<p, |/ == /" sin ф, z =  z
и, обратно,

г = У х *  +  уъ, tgq>=-|-.

3) Сферическая система координат. Здесь qi =  r — длина радиус- 
вектора точки Р ( 0 < а  < оо),. <?2 =  0 — угол между положительным 
направлением оси Ог и радиус-векгором ОР точки Р ( О < 0 < я ) 1), 
q3 — xp— угол между положительным направлением оси Ох и проекцией 
радиус-вектора ОР на плоскость 0х у(0* ^ ц  < 2л). Имеют, место 
формулы:

* =  /■ sin 0 cos ф, 
y =  r sin 0 sin ф, 
z =  r  COS 0

и, обратно, __________
r =  Y  х2+ 1/2 +  г2,

COS 0 =  --------
Y х2-\- i/2 +  z2

18 ф =  | .

Линия, вдоль которой изменяется только одна координата qi, 
называется координатной q -̂линией, а единичный касательный ьектор 
к этой линии, направленный в сторону возрастания q̂ , — единичным 
координатным ортом eqi в точке JP (ql, q\, <7°). Аналогично опреде­
ляются <72- и <7з-лииии и единичные орты eqi, eqz.

Если векторы eqi, eq2, eqs попарно ортогональны в любой точке 
пространства, то соответствующая система криволинейных координат 
qi> <72. <73 называется ортогональной.

*) Иногда за координату <?а сферической системы принимают угол 
между радиус-вектором ОР и плоскостью Оху (см, § 2 гл, 8),
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-Пусть Р (<?!, qt, qt) — произвольная точка пространства, Pf (q, -} 
+  A?f, qt^JIt)— точка, лежащ ая на ^-линии точки Р, и | РР* \ — дли­
на дуги РР*. Тогда число

Lf =  lim  . f e J
Д9 1 -+-О A qt

называется коэффициентом Ламе координаты qi в точке Р. Анало­
гично определяются коэффициенты Ламе L, и L3 координат <?2 и qs, 

Если точка Р (дг, у, г) имеет криволинейные координаты qt =  
=<л  (х, у, г), q^—qt (х, у, г), q3=q» (х, у, г ), то дифференциалы радиус- 
векторов dr координатных линий и дифференциалы их дуг ds оп- 

Чу <rv
ределяются с помощью равенств

d rov =  1 dq'V + J W v dqv + k i t dqv =  Lv\  dqv'

( v — 1, 2, 3), где Lv— коэффициенты Ламе.
' Множество точек Р (qL, qt , q3), для которых одна из координат 

постоянна, называется координатной поверхностью.
Дифференциалы площадей координатных - поверхностей опреде­

ляются по формулам

dOq̂ — L%L3 dqi dq3, dOq̂  — L\L3 dq-i dq3l =  LiL3 dqi dq%,

а дифференциал объема ' *
dv — LlLtL3 dq idqt dqa.

Найти вид координатных линий и координатных по­
верхностей и построить их. в произвольной точке для 
следующих случаев:

5.1. Для декартовой прямоугольной системы координат.
5.2. Для цилиндрической системы координат.
5.3. Для сферической системы^координат.
Вычислить коэффициенты Ламе:
5.4. В декартовой прямоугольной системе координат.
5.5. В цилиндрической системе координат.
5.6. В сферической системе координат.
Найти дифференциалы дуг координатных линий, диф­

ференциалы площадей координатных поверхностей и диф­
ференциал объема:

5 .7 . В декартовой прямоугольной системе координат.
5.8. В цилиндрической системе координат. г
5.9. В сферической системе координат.
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2. Дифференциальные операции векторного анализа в криволи­
нейных координатах. Указанные операияи определяются следующими 
формулами:

1 ди  , 1 - д и  ■ . 1 ди  
gra и — ^  ^  dqi в<1̂  La d q ^ 9»’

div а = г е т  {Wi + W, {LlLaa«} + д^Г (LiLia«))'
(здесь a  =  aq е ч + а ч е ч  ̂+  ач е ч^,

:rot а=17Г3Ц  ̂ ~ <1г{Ца̂ ) Я+17ц( 7̂ “
— £ г  (L»aq ^  еч ,+  ц Ц  i lq T  (Z-2<4 ) ~  {Ll? o ) )  Ч *

Аи = \ £и-—Т~.—Г- ,
\ vq 1

dq i
1__ [ J > _  __ ( LiL* ди \ 1

V Lx dqi J  ‘ dqi \ U  dq2 j
,__d_ (  LxL2 jh i

Oq з V L:

Для цилиндрических координат г, ср и г найти выра­
жения:

5.10. gradu.  5.11. Ди. 5.12. d i v a .  5.13L ro ta . 
Для сферических координат г, 0, ср найти выражения:
5.14. gradu.  5.15. Дм. 5.16. d i v a .  5.17. ro ta .
П р и м е р  1. Перейти к цилиндрическим координатам, в выра-

x l + q j —zk „ ,.жении векторного поля а — - ■________ :■■■ и наити diva и ro ta .
Ух* +  у * + *

Так как в'данном случае xi-\-yJ — r ,  то
r e r —z e z 
(A/-2 +  Z2

По формулам, полученным при решении задач 5.12 и 5.13, находим:

1 ( д (гаг) , дщр , даг d i va=— , +г \ дг 1 дф 1 дг
2г (г2- j - г г) — г3 (л2 +  г 2) — г 2\ _  2г2

rot а  = -----~

(Г* + г  2)3,2 (/-S -fZ 2)3 /2;  (г2 + г 2)3.'2’

1 дал _да^ \  (да1._ д а 1 \ 
г  Лр д г )  r \.dz д г  )

, 1 f d (rav) д а г \ д _  2г г  
г \ дг ду J 2 (r2- f  z2)3 '2 ^

5.18. Вывести формулы:

а > d iv  =  Ц £ Г а ; ro t  * *  = Г Г  f e r a d  ^  * v l .
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5.19. Используя формулы, выведенные при решении 
задачи 5.18, найти d i v a  и ro ta  для единичных коорди­
натных векторов цилиндрической системы координат:

а) a  = e r; б) а  =  е ф; в) а = ег.
5.20. Задача, аналогичная 5.19, для сферической си­

стемы координат:
а) а = ег\ б) а  =  е0; в) а  =  еф.
5.21. Найти все гармонические функции вида: 
а) ы = /(г ); б) «  =  /(ф ); в) ы =  /(г)

(г, ф, г — цилиндрические координаты).
5.22. Найти все гармонические функции вида: 
а) ы = / (г); б) ы==/(0); в) м = /(ф )

(г, 0, ф — сферические координаты).
5.23. Перейти * сферическим координатам в выражении

2хи (z^_х^__у®)скалярного поля и =  . ■ * т -- • т - и найти и, grad и и V2« .X “г  У
5.24. Перейти к цилиндрическим координатам в вы-

2xuz Ц—ражении скалярного поля и =  -  ....^  и найти и,
V **+у  *

grad и и
5.25. Перейти к сферическим координатам в выраже­

нии векторного поля a — rJjL~yl- ■ и найти a , d i v a
У х*+ у*-{-г%

и ro ta .
5.26. Перейти к цилиндрическим координатам в вы­

ражении векторного поля a = xzi +  yzj—z\r x2 +  yik и 
найти a , d i v a  и ro ta .

3'. Центральные, осевые и осесимметрические скалярные поля.
Скалярное поле называется центральным, если функция поля и =  и(Р) 
зависит только от расстояния точки Р поля от некоторой постоянной 
точки — его центра. Если начало координат поместить в центр поля, 
то функция и примет вид

и =  и (г) =  и (

При исследовании таких полей целесообразно пользоваться сфери­
ческими координатами. Поверхностями уровня такого поля будут 
сферы с центром в центре ’поля, и потому эти поля часто называют 
сферическими. -

Скалярное поле называют осевым, если функция поля и (Р) за ­
висит только от расстояния точки поля Р от некоторой оси. Если 
принять эту ось за ось Ог и обозначить расстояние от точки Р до 
нее через г, то функция и примет вид

и —и (г) — и ( У  хг +  уг) .

При исследовании таких полей целесообразно пользоваться цилинд­
рическими координатами. Поверхностями уровня таких полей явля­
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ются круговые цилиндры, оси которых совпадают с осью поля. Эти 
|поля называют также цилиндрическими.

Если функция и (Р) скалярного поля принимает одни и те же 
Значения в соответствующих точках всех полуплоскостей, проходящих 
через одну и ту же прямую (ось поля), то такое поле называют Осе- 

, симметрическим. Поверхности уровня такого поля — поверхности вра- 
:щения, оси которых совпадают с осью поля. Если ось поля принять 
'з а  ось Ог, то при исследовании таких полей целесообразно пользо­
ваться либо сферическими, либо цилиндрическими координатами. 
Функцию и — и (Р) можно в этом случае представить либо в виде

и —и (г, 0)

(в сферических координатах), либо в виде
и =  и(г, г)

(в цилиндрических координатах).
I"
’ Найти градиенты и лапласианы следующих полей:

5.27. u = f (г), r =  K *2 +  // +  z2.
5.28. и = f  (г), ,- =  J / V + y .
5.29. u = F(r, 0) (г, 0 —сферические координаты).
5.30. u = F(r,z)  (г, г —цилиндрические координаты).
З а м е ч а н и е .  Градиенты центральных, осевых и осесимметри­

ческих полей образуют векторные поля того же характера—централь­
ные, осевые и осесимметрические.

ОТВЕТЫ

1.1. Линии уровня— параболы j/2 =  C—х. 1.2. Линии уровня — 
гиперболы ху =  С (при С =  0 — совокупность координатных осей).
1.3. Линии уровня — прямые у =  Сх. 1.4. Поверхности уровня — па­
раллельные плоскости х +  у + г  =  С. 1.5. Поверхности уровня — одно­
полостные и двуполостные гиперболоиды х2-{-уг— z2 =  ± С2 (при 
С =  0 — конус * 2+i/2— г2 =  0). 1.6. Поверхности уровня— парабо­
лоиды вращения дс2+ ^ 2 =  г+ С - 1.7. Гиперповерхности уровня — 
4-мерные параллельные плоскости дг1+ х 2 +  лг3 +  дс4 =  С. 1.8. Гипер­
поверхности уровня— 4-мерные сферы xl-\~xl-j-xl-\-xl =  C2. 1.9. Ок­
ружности х2 +  (/2 =  С2. 1.10. Гиперболы ху =  С (при С — 0 — совокуп­
ность координатных осей). 1.11. Параболы уг =  2(х-\-С). 1.12. Прямые
X  и Z  ~
— = — =  — . 1.13. Окружности, являющиеся сечениями сферI т  п J т  е
* 2+{/2 +  z2 =  C2 плоскостями схх-\-суу-\-сгг =  Сг,- перпендикуляр­
ными к вектору с — сх1-\-Су1-{-с,11. 1.14. Линии пересечения гипер­
болических цилиндров у*— x* =  Ci с такими же цилиндрами 
г2— х2 =  С2. 1.15. Окружности, являющиеся линиями пересечения 
сфер jc2+ y 2+ z 2 =  Ci с плоскостями д:-{-у-\-г =  С2. 1.16. Прямые 
4-мерного пространства, перпендикулярные к оси Ох3 и ее пересе­

кающие: 4 ^ — *з =  С- 1-17. а) Конические поверхности
I j  /а *4
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с вершинами в начале координат, направляющими которых служат 
заданные замкнутые кривые; б) тороидальные поверхности, образо­
ванные окружностями с центрами на прямой х —у — г, лежащими 
в плоскостях х +  у +  г<=С, сечениями которых служат заданные 
замкнутые кривые. 1.21. 13/5. 1.22. 4/У~5. 1.23. 14/3. 1.24. cos ф —

■=• —4/УЩ. 1.26. |^= 2 |^6, Л= _ Ц .(2 / + / + * ) .  1.26. - p L - X

X (2 f+ 3 / -2 A ). 1.27. Р (3 , 3, —3). 1.30. а) ху =  С- б) | Г  ^

и)
^  -• , С*.

—  OiXt
Сг/х.

2.1. kacP. 2.2. 2knа УЪа. 2.3. kna*. 2.4. - 4 = - .  2.5. .64 2

2-9-

2.10. Л°-4 ^ 2 . 2.11. *=£<3 | А З _ 1 ). 2.12. j k a К 2.13. a*V"aX  

X (3 У~2— l n ( l + ] / ' i2 )). 2.14. nab. 2.15. a) 2/3; б) 0 ,7 ; в) 0 ,7; г) 1,

д) 1. 2.16. 2nR3. 2.17. 91/60. 2.18. 2 я2а%. 2.19.
|Гз

z =  R —x —y, xt + y t + ( R — x —j/)t — Ri , и л и  * a + ( дс +у ) .
г, • , _  /? (1 -f- ?) R (t +  ti)
Положим y ^ tx .  Тогда имеем: * =  -у^р . У== -j-j ; =

---- 1 fi'' г ~  — [ ~рт~рт» • Значению* =  0с6ответствуетточка

/4 (/?, 0 ,0 ) , значениям t =  ± оо—точка 6 (0 ,  /?, 0), значению < = —1— 
точка С (0, 0, R). Обходу в положительном направлении относительно 
оси Ог соответствует обход ВСАВ, т. е. изменение t от — оо через

- 1  и 0 до + оо . Далее, =  dt,

dz дг 1 . ^  t- dt. Получаем zdx +  xdy +  ydz =

^ ( 1 + 2< +  з/г+2<3 +  /4) ^  ЯгМ £ ,
= --------- (1+<+*«)=>---------7+ 7+ ?  1 откуда ^  (a, dr) =

4*00 +0D (,+т)
• У"3 1-06

=  - ^ = -  • ►  2-20- 2яа*- 2 21 ( г  У " 2 — а*. 2.22. 2г*. 2.23. — 4л.

2.24. 0 . 2.25. —1/3. 2.26. ■ 2.27. * R*H . 2.28.



F 3.2. a*. 3.3. 4 ft#2. 3.4. — я/?3. •  Замкнуть поверхность, доба- 
Щя№ основание параболического сегмента, и вычесть соответствующую 
'ему часть потока. З.б. Если a  — axi - f  ayj ,  то поток вектора а  через

АЁ определится формулой $ (a, /»)ds= ax dx— ay dy.
АВ AS

Теорема Гаусса —Остроградского для плоского поля: ф  (a, tt)ds
L

~  ^  ax dy ~ ay dx — ̂  ( ^ ■ Jr ^ Sj dx 3 ’6, (f)ax d x + a y dy 

к  " ‘  ‘  '

day da*\
dx. dy J

dx dy (формула Грина). •  Положить в предыДу-
Q

Rb nR*H
щей формуле (задача 3.5) ах =  ау, ау — — ах. 3.7. . 3.8. — - — .
3.9. rot v  =  2м. •  Скорость v  точки Я (г), вращающейся с угловой 
скоростью w вокруг оси, проходящей через начало ‘координат, равна 
[©, г ] .  3.12. а) а 2. •  Перейти к параметрической форме, положив

. „ , 3 аЧ-y — tx\ петле соответствует изменение t от 0 до -j-oo. б) — л — .

3.13. - j^ R 3. 3,14. у л Я 1. 3.15. . 3.16. div (си) =  (с, grad гг),

div (а , гг) =  й d iv  а  +  (а , grad и). 3.17. grad (а, с) — [с , rot а ]  +  (с, v )« ,  
g rad (a , b) =  [b,  rot a ]  +  [a , ro tft] +  (ft, v ) a  +  (a , V)ft- ► Найдем 
предварительно [с , r o t a j .  Имеем: [c , r o t a ]  =  [c, |v,  a ] ]  =  (a , с) у —
— (с, v)  a  =  V (a , f)  — (с, V) a- Отсюда v (a , <0 =  [e , rot a ] - f ( c ,  v ) « ;

’i'
далее, grad (a, ft) = v (a, ft) + v (&, a) и используем предыдущий 
результат. ► 3.18. div [а , с] — (с, rot a),  div [a, b] — (ft, rot a) —
— (a , rot ft). 3.19. rot (cu) ----- [grad гг, c ] , rot (a//) =  гг rot a  +  [grad гг, a ) , 
rot [a, ft] =  (ft, y )a  — (a, v)ft +  a d i v f t  — f t d i v a .  •  См. решение

d'2u ,d '2u d2u
dx2 • ^ di/2 <9z2примера 5. 3.20. div grad гг= У2и =  - ^ + - д Г Г + - ^ г ~  , grad d i v a  =

5 (div a) . . d (div a) . , d ( d i v a )  . , ,=  V ( V, a)  =  _ i ^ / +  _ i _ _ L y  +  _ _ _  ft, rot rot a  =

=  [ v , [ V» f i]] =  V( V,  a ) — v 2a=5.grad d i v a — v 2a ,  v 2a~=^V*axi-\- 
+  V2ayj + V 2azk. Z.2X. 6r  =  6 (x i+ y j+ z k ) . 3 . 2 2 . 0 .  3.23. 4 r  =  
=  4 (xi +  y j+ zk ).  3.24. и d iv grad v +  2 (grad г/, grad w) +  t> div grad u.
3.25. grad d iv (uc) =  (с, v ) grad u, grad div (ua) — u grad d i v a  +  
- fd iv a g r a d  « +  [grad u, rot a )-(-(g rad  u, v )a  +  (a , V)grad a. 3.26. 
rot гоЦггс) =  (с, у )  grad u—c y 2u.

4.1. x?y— xy3-\- C. 4.2. 2 У  cos2 *  siniUr-f- sin* xcos2y-{-C.

4.3. Ху г - ^ + У ± + с. 4.4. -7+ -£- +  7 + с - *  За начальную

точку А принять точку (1, 1, 1) или любую другую точку, не ле-
yz . XZ хи . _ ^ ^ 

жащую на осях координат. 4.5. — ^ м- Указа"
х  у . Z
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ние к  предыдущей задаче. 4.6. ^  Если бы во всюду непрерывном 
потенциальном поле могли существовать замкнутые векторные линии, 
то циркуляция по такой линии не могла бы быть равной нулю, так 
как произведение (a, dr) вдоль всей линии сохраняло бы постоянный
знак, и поэтому <j) (a , dr) /  0. ► 4.7. Особая точка О (0, 0), цикли­
ческая постоянная равна 2л. 4.8. •  Взять два произвольных замк­
нутых контура, обходящих • данную особую точку: АМА  'и BNB. 
Соединить точки М и N отрезком прямой и к сложному контуру 
AMNBNMA. применить формулу Грина* 4.9. •  Использовать при 
определении потенциала пути, обходящие по нескольку раз и в раз­
личных направлениях особые точки. 4.15. •  Применить теорему 
Гаусса — Остроградского и учесть, что на боковой поверхности трубки 
(о, га)=  0. 4.17. •  Применить теорему Г аусса—Остроградского и 
учесть, что для гармонических функций у 2м =  0. 4.18. а) Нет;
б) нет; в) да; г) только при А + С  — 0; д) только, если А-\-С — 
=  B +  D =  0; е) да; ж) только при ац  -f- аг2 +  aaa — 0; з) только если
а 111 +  й122 +  а 133 =  а 111 +  #22> ~ ha 2S3 — а 11Я +  а 213 +  а ЗЗЯ =  0 .

5.1. Линии х: линии у:
х — хй . у — у0 г .  „ г, -  у

линии г : — о Т ‘ Линии г: ф =  <р0, г = г 0 (лучи,
исходящие из точек оси Ог, лежащие в горизонтальных плоскостях); 
линии ф: г Го, г — г0 (окружности с центрами на оси Ог радиуса г0, 
лежащие в плоскостях г  =  г0); линии г: г =  г0, ф =  ф0 (прямые, па­
раллельные оси Ог). 5.3. Линии г: 0 =  0О, ф =  ф0 (лучи, исходящие 
из начала координат), линии 0: -г =  г0, <р =  Фо (полуокружности 
радиуса г0 с центром в начале координат, лежащие в полуплоско­
стях ф =  ф0. проходящих через ось Ог, т. е. меридианы). Линии ф: 
г =  го, 0 =  0 О (окружности радиуса л0 sin 0О с центром на оси Ог, 
лежащие в-горизонтальных плоскостях, -т. е. параллели). 5.4. Lx =  
—Ly =  Lz =  1. 5.5. Lr — Lz — 1, Ly =  r. 5 .6 . Lr =  1, Lq '= r, Ly—r  s in0.
5.7. dsx =  dx, dSy — dy, dsz =  dz; dax =  dy dz, day =  dxdz, 
daz — dxdy, dv =  dx dy dz. 5.8. dsr — d r , :  dsy ==r dq>, dsz — dz\ 
dor =  r d<p dz, dOq> = d r dz, doz =  r dr dtp\ dv =  r dr d<pdz. 5.9. dsr =  dr, 
dse — rdQ, ds,p =/-sin0c*p; dar =-r? sin 0 dQ dq>, dae =  r sin Q dr d<p,

doqi=rdrdQ ; dv =  r* sin 0 dr dQ d<p. 5.10. ~  e<p ez-

т^ Ф + тШ + '^ )- ™ H ^ +  
+^+'¥)-
. 1 fd(rctm) dar \ du , 1 du , 1 du

+ T [ — r------ ) e -  5 I 4 ‘ ■ * в' + Т Ж в в + 7 Ш Ъ ч е'>'
. . .  - 1  / . Q d (  ,  du.\ . d (  . a du\ i -1 d2«

r2 sin 0 VSin dr V dr J+ (? 0  Vs ' ” dQ ) + s in 0 ( * p 2

бЖ  T ^ k e  ( sin 10 IF  ^ Л Й  (ff0sin 6) + A ^ )  •
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5Л7‘ 71Ш е(Й (a<pSine) +  Ч ' Ш  Щ ~ Т г {га*>) * е+

+ т { т г ( га^ ~ д' ш ) е '<'- 5Л9- а) d i v f f  =  7 '  ro t e r =  0;

б) d i v =  0, rote<p =  - ^ ;  в) d i v ^  =  0,] . r o t ^  =  0 . '

5.20. a) div e r = l  , ro t£ ,. =  0; 6) div е е =  , r o t£ 0 = - ^ -  

ctg 0 1
в) dive<j> =  0, rot e v = —y — e r — — e y. 5.21. a) u =  C1 ln r  +  C2

б) u =  C ^ ( p C 2I в) u =C\Z-\^C%. 5.22. a)
0

б) и =  C i In tg-g--f-C 2; в) ы = С 1ф +  Сг. 5.23. « =  /-! sin 2фсоэ 20,

grad u =  2r ^sin  2ф cos 20<?r — sin 2ф sin 20gq -(- —S ^ C° S ^  e<f ^ , 

у а« =  2 5 т 2 ф ( 1 — 2ctg2 0). 5.24. и =  гг sin 2ф-(- r cos 2ф, grad и =  
=  (г sin 2ф + cos 2ф) е г +  2 (г cos 2ф— sin 2ф) + /•  sin 2фег> v 2« =  

=  — -5^-. 5.25. a  =  sin 0е<*, div a  =  0, rot a = —  (2 cos Qer —  sin 0 e 6).

5.26. а — г г ( е г — ег), d iv a  =  2z — r, ro t a  =  (/-+  г) e<p. 5.27. g ra d a  =  

=  / '  ( r ) e r =  f '  (г) у  . V2u =  f" 5.28. grad u =  f ' ( r ) e r =

=  / ' ( ' ' )  7  . V*« =  f  ( ')  +  - Ц ^ - -  5.29. g r a d « = - ^ e f - f - i - ^ e 0 ,

d*F t 2 dF , 1 <32f  , ctg 0 <?F .  , n . d f  , d f
V « — a , a +  r dr +  , 2  5 0 2 +  r% aO ’ g U~  dr e ' ^  дг Cz'

.  д Ч  , 1 dF , d*/7
V2« =  Л71- +  Т  яГ  +  -



ние к  предыдущей задаче. 4.6. ^  Если бы во всюду непрерывном 
потенциальном поле могли существовать замкнутые векторные линии, 
то циркуляция по такой линии не могла бы быть равной нулю, так 

• как произведение (a, dr) вдоль всей линии сохраняло бы постоянный
знак, и поэтому ф  (a, dr) Ф- 0. go 4.7. Особая точка О (0, 0), цикли­
ческая постоянная равна 2я. 4.8. •  Взять два произвольных замк­
нутых контура, обходящих • данную особую точку: А М А  'и ВЫВ. 
Соединить точки М  и N отрезком прямой и к сложному контуру 
A M N B N M A .  применить формулу Грина* 4.9. •  Использовать при 
определении потенциала пути, обходящие по нескольку раз и в раз­
личных направлениях особые точки. 4.15. •  Применить теорему 
Гаусса — Остроградского и учесть, что на боковой поверхности трубки 
(а, п) = 0 .  4.17. •  Применить теорему Гаусса — Остроградского и 
учесть, что для гармонических функций у  2и =  0. 4.18. а) Нет; 
б) нет; в) да; г) только при Л +  С =  0; д) только, если Л +  С =  
=  5 +  £> =  (>; е) да; ж) только при а ц - \ -а ц - \ -а 33 =  0\ з) только если
Я Ш  +  а 122 +  й 133^= а 112 +  а 228 +  e 233 =  а 118 +  02JS +  а ЗЗЯ = 0 .  £■'

,  , г, х  У— У о г— г о х — У 2—5.1. Линии Q ; линии у : — д - Л = - | - = — У;

х -^ х п  , у — у в г _ _ _  -  ,
линии г: — =  - -  = - | - . 5.2. Линии г: ф  =  ф 0, г =  г 0 (лучи,

исходящие из точек оси Ог, лежащие в горизонтальных плоскостях); 
линии ф: Г чгГо, г =  г 0 (окружности с центрами на оси Ог радиуса г0, 
лежащие в плоскостях г =  г0); линии г: г =  г 0, ф =  ф0 (прямые, па­
раллельные оси Oz). 5.3. Линии Г: 9 =  0 О, Ф =  Фо (лучи, исходящие 
из начала координат), линии 0: -г =  г0, ф =  фо (полуокружности 
радиуса г0 с центром в начале координат, лежащие в полуплоско­
стях ф =  ф0, проходящих через ось Ог, т. е. меридианы). Линии ф: 
г=г=г0, 0 =  0О (окружности радиуса r o s fn 0 o с центром на оси Ог, 
лежащие в-горизонтальных плоскостях,.т. е. параллели). 5.4. Lx =  
= L y — Lz =  1. 5.5. L r =  Lz — 1, L<p =  г. 5.6. L r =  1, Lq — r, L<$=r sin 0. 
5.7. dsx — dx, dsy =  dy, dsz =  dz\ dcsx — dy dz, d a y =  dx dz, 
daz — dxdy\ dv — d x d y d z .  5.8. dsr — dr, dsq =  rd<p, dsz =  dz\ 
dor =  r d<p dz, ddq, = d r  dz, daz =  r dr d(f, dv =  r dr d<p dz. 5.9. dsr — dr, 
dse =  rdQ, dsv = r  sin 0 Ap; dar =*r? sin 0 dQ йф, daQ =  r sin Q dr dy,

doy — rd r

5. „ ,  ± [

+ T ? + '

+т №
5.15.

б-16- 74IF0 ( sin 10 W ̂  (°esin e) +  '  f ^ )  ‘ 
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du 1 du du
0; dv =  r* sin & dr dQ d<p. 5Л0. ~  e r -{-— ^  e z

! Ш +-.
dr ^  r

d2u d*u

dz
<p)

(s ir3 sin 0
_d_
dr-

dza 
да,  da, 

dz
du 
Hr 

duA  , d

5.12. — r
1 ( d (rar)

dr

дф 

5.14.

e r Jr
(  dar 
V dz

, 1 du
er+ T W ee

daz
dr
1

) +  

du
r sin 0'дф ещ.

'("21г)+  ̂(sin0Sf) + •1 d2u 
s in 0  d f 2



5Л7- Tie(S^sin0)- ^ ^  + l ( ^ ^ - | (̂ O'9+
+т{ тг ( га^ ~ дж ) * ф- 5Л9- а) div^  =  7 -  rot^ = ° ;

С
б) divtf(p =  0, rQte,p =  y ;  в) d iv e 2 =  0,] . r o t e 2 =  0 . '

6.20. a) d iv 0 r = - ^ - ,  r o t e r — 0; б) d iv e 0 =  - ^ - ^ - ,  r o te e — ^y -
dQ  0 1

в) d iv e 4> =  0, rote<p = —y - e r — — eQ. 5.21. а) и =  С1 1 п г + С 2

С i
6) w =  Схф ~f-^ 2» в) и  == С \Z ~\~C‘2 > 5.22. a)

л
6) u =  C i\n  ig  Y~\~C2't в) м =  Схф +  С2. 5.23. w =  r 2 sin 2фсоз 20,

grad u =  2r ^sin  2q> cos 2Qer — sin 2<p sin 29eB-j-^°s ^ C° S ^  ^ ,

V?« =  2 s in 2 9 (l — 2ctg2 0). 5.24. и =  гг sin 2ф-(-л cos 2q>, grad « =  
=  (z sin 2ф +  соэ 2ф) e r +  2 (г cos 2ф— sin 2ф) e 4, -\-r  sin 2ф<>г, v 2« =

=  — -5^-. 5.25. a  =  s in 0 e q |, div a  =  0, r o t a = y  (2 c o s 0 e r — s i n 0 e 6).

5.26. a  =  r z ( e r — e z), d iv a  =  2z— r , ro t a  =  ( r - f  z) e y .  5.27. grad и =

=  Г ( г ) е г =  Г ( г )  f .  V2u =  f  (/■ )+— ^ .  5.28. grad « =  /'(/■) e r . =

: = / '  W f ,  V,a  =  / ' W + ^ '  5-29. g r a d « = |^ - e f + l ^ - e 9 ,

„ a2F , 2 dF . 1 a2F . c tg 0  aF . aF , aF 
v dri +  r dr +  r* aea /■» ao • g u~  дг вг+ дгCz<

d2F , 1 dF , d2F
v u ~  dr2 +  /• a/- +  a*a •



Г л а в а 11

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

§  1. Э лем ен тар н ы е ф ункции

1. Понятие функции комплексной переменной. Множество гочек 
Е  расширенной комплексной плоскости называется связным, если 
любые две его точки можно соединить непрерывной кривой, все 
точки которой принадлежат данному множеству. Связное откры­
тое множество точек комплексной плоскости называется областью 
и обозначается через D, G и т. п. Область D  называется односвяз­
ной, если ее граница является связным множеством; в противном 
^Дучае область D называется многосвязной. Например, круг | z — z0 | <
<  R  является односвязной областью, а кольцо 0 <  г <  | г — z0 | <  R  — 
многосвязной (двусвязной).

Если каждому комплексному числу z =  x +  u/, принадлежащему 
области D, по некоторому правилу поставлено в соответствие одно 
или несколько комплексных чисел w = u - \ - i v ,  то говорят, что на 
множестве D  определена функция и символически записывают

w — f  (z) — u - \ - i v  =  u {к, у) +  iv (х , у),
где

М (дг, у) =  Re /  (г), v (x, y) =  \m j( z ) .

Один из наиболее употребляемых способов гадания функции — 
задание с помощью формулы — мсжет приводить как к однозначным, 
так и-многозначным функциям. Так, функция ш =  г 2 является одно­
значной в расширенной комплексной плоскости, так как каждому г 
соответствует одно значение w'— z3, а функция w — У г ,  в силу опре­
деления корня из комплексного числа, двузначна во всех точках, 
кроме точек z =  () и z = o o ,  в которых она однозначна— такие точки 
принято называть точками ветвления. Функция w = K v g z  также 
многозначна и определена во всех точках, кроме z =  0 и г== оо’.

Геометрически заданную на D однозначную функцию /  (г) можно 
рассматривать как отображение области D  плоскости (г) на некото­
рое множество G плоскости (w), являющееся совокупностью значе­
ний f  (z), соответствующих всем z £  D.

П р и м е р  1. Исследовать отображение, осуществляемое линей­
ной функцией w =  az +  b.

Это отображение можно рассматривать как композицию трёх 
простейших отображений. Действительно, положим

W] =  | а  | г,

ш2 = е ‘ areaWi,
Щ — +  Ь,
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Тогда нетрудно видеть, что ш =  ш, о щг о иц. Из геометрического смысла 
произведения и суммы комплексных чисел ясно, что отображение 
есть отображение растяжения (сжатия при 0 <  | а |  <  1), отображе­
ние представляет собой поворот всей плоскости (щ ) относительно 
начала на угол tp =  a rg a  и, наконец, отображение wa есть парал­
лельный перенос плоскости wt  на вектор, изображающий комплекс­
ное число Ь. ►

Функция w — f  (г) называется однолистной в области D, если 
любым различным значениям гх Ф z2, взятым из области D, соответ­
ствуют различные значения функции /  (zt) Ф f  (z2).

П р и м е р  2. Найти область однолистности функции w — z 1.
<4 Пусть zl = p 1e‘4>1 и гг =  р3е‘ч>К Найдем условие, при котором 
■zx =  z l , 'хотя г1 ф г г. Имеем = р1е1г<р\  Отсюда заключаем, что
Рг =  Рг. a 2(p^ — 2<fi-\-2kn (ft =  0, 1). Так как Ф z2, то фа =  ф1 +  л;. 
Таким образом, область однолистности функции w — z2 не должна 
содержать внутри себя точек, модули которых совпадают, а аргу­
менты отличаются на п, т. е. областью однолистности является 
любая полуплоскость, например Re г >  0 или 1ш z >  0. ►-

Описать области, заданные следующими соотноше­
ниями, и установить, являются ли они односвязными:

1.1. | г  — г 01 <  R.  1.2. 1 < | г — г j <  2.
1.3. 2 < | z — i | < o o .  1.4. 0 <  Re(2iz) <  1.
1.5. | г — z0 1 >  /?. 1.6. 0 <  | z +  i | <  2.

1.7. Im (iz) <  1. 1.8. Re y  >  - i- .

Указать на комплексной плоскости множества точек, 
удовлетворяющих указанным соотношениям:

1.9*. 1 т ^ У  =  0. 1.10. | z — 11 + 1 z + 11 <  4.

1. 11. R e f = |  =  0 . 1. 12. | z — 5 1 — | г +  5 1 <  6 .

1.13. a r g i = |  =  0. 1.14*. a r g |^ 5  =  0.

Записать с помощью неравенств следующие открытые 
множества точек комплексной плоскости:

1.15. Первый квадрант.
1.16. Левая полуплоскость.
1.17. Полоса, состоящая из точек, отстоящих от мни­

мой оси на расстояние, меньшее трех. '
1.18. Внутренность эллипса с фокусами в точках 

1 -И , 3 Ч- i  и большой полуосью, равной 3.
1.19. Внутренность угла с вершиной в точке z0 раст­

вора я/4, симметричного относительно луча, параллель­
ного положительной мнимой полуоси.



Найти A rg/(г ) , если z =  rei4>:
1.30. f {z)  =  z \  1. 21. f ( z )  =  z3. ,
1.22. / (г )  =  У  г  +  1... 1.23. / (г )  =  К г — 8 .

1.24. / ( 2) = 1 ^ С ? .  1.25. /.(*) =  .

Найти области однолистности следующих функций:
1.26. /  (г) =  г", n £ N .  1,27. / (г )  =  ег.

. 1.28. f ( z )  =  e3i*. 1.29*. / (г) =  г

1.30. Для отображений, задаваемых функциями:

a) w — г2, б)** w =  у  , /
найти образы линий * =  С, |г |  =  /?, a r g z = a  и образ 
области | г | <  г,  1ш г >  0 .

2. Предел и непрерывность функции комплексной беременной. 
Элементарные функции. Число А ф  оо называется пределом функ­
ции /  (г) при г — >• г0 и обозначается Л =  lim /  (г), если для любого

г
е >  0 найдется 6 =  б (е) >  0 такое, что для всех г Ф г#, удовлетво­
ряющих неравенству | г — г0 | <  б, выполняется неравенство

I /  (г)— Л | <

Говорим, что l i m /( г )  =  оо, если для любого R  >  0 найдется 
г -* г0

6 =  6 (/?) >  0 такое, что для всех г ф г0 таких, что [ г — г0 | < 6 ,  
выполняется неравенство

I /  (г) I >  R-

Следует иметь в виду, что для данной функции f  (г) существование 
предела по любому фиксированному пути (г — ► г0) еще не гаранти­
рует существования предела /  (г) при г —>■ г0.

1 /  г ' 7  \
П р и м е р  3. Пусть /  (г) = т т т  ( — --------) .  Показать, что lim /  (г)

Л  \  г г /  г -* о
не существует.

Д ля предела при т— >0 по любому лучу ret4> ,имеем

„  1 /  те '* г * - '»  \  .  „
1™ -7Г- I -------------------2ф,

Г-+0 21 \ г е ~ ^  ге‘Ч )

т. е. эти пределы различны для различных направлений— они за­
полняют сплошь отрезок [— 1, 1], и, следовательно,

lim

не существует. ^
Функция / ( г )  называется непрерывной в точке г0, если она 

определена в этой точке и lim / ’(г) =  / ( г 0).
г -* г0 '
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Функция /( г ) ,  непрерывная в каждой точке области D, назы­
вается непрерывной в э’гой области.

Функция /  (г) называется равномерно непрерывной в области D, 
если для любого в >  0 найдется 6 =  6 (е) >  0 такое, что для любых 

, точек Zf и г2 из области D  таких, что | — г2 1 <  8, выполняется 
неравенство | /  (г*) —/  (z2) I <  е.

Приведем некоторые элементарные функции комплексной пере­
менной:

а) Линейная функция
а) =  аг +  й, а, Ь £  С, а ф  0.

б) Степенная функция
w =  z n, » € N . "

в) Корень целой степени /г

' w == "i/ г -
г) Дробно-линейная функция

аг +  6
ю Iл г ~ Н  .

а, Ь, с, d £  С, с Ф 0, a d — 6с 0,

д) Общая рациональная функция

aoz" +  a l2n ~ 1+  • • • + о «  _ „  к,
Kv" --—;—;----—— --------- j—T— * fi t Ml Г* rij»Ь ^  +  Ь1гт~ ^ + .. .- \ -Ь т ^

e) Функция Жуковского

w ~~2 (г+т)-
ж) П оказательная функция

ez — ex е!У =  ех  (cos y - \- i  sin y).

з) Тригонометрические функции
g i z — g - j l *  g U A -  g - i z

s in z  = — ----- * cos z = ------ ^ ------ ,

sin z , cos z
t g z  = -------, c tg z  =  -i— .cos г b sin z

и) Гиперболические функции
. ег — е ~ г , ег 4 -е ~ г sh г — — ;;----- , ch г =  -— -------

2 ’ 2 ’

,, sh г ch г
th  z =  - r — , cth  z =  —:— . ch z sh z

к) Логарифмическая функция

Ln z =  In I z | + l’ (arg z -f- 2kn).

Выражение In | z | +  i a rgz  называется главным значением лога­
рифмической функции и обозначается через In г. Таким образом,

Ln z =  In г +  2kni.
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л) Обратные тригонометрические функции Arcsin г , 
Arccos г, Arctg г и обратные гиперболические функции Arsh г, 
Arch z, A rth z  (см. пример 6 и задачи 1.42— 1,46). "

Отображения, осуществляемые некоторыми элементарными функ­
циями, и простейшие свойства этих функций будут рассмотрены 
позднее (в § 3); здесь ограничимся только вычислением конкретных 
значений этих функций.

П р и м е р  4. Вычислить s in t .
Имеем:

. . .  е11— e ~ tl е ~ г — е1 , е 1— е ~ 1 . ., w 
8ln ~Ti '=  21 2 “ 1 ^

П р и м е р  5. Вычислить ch (2— 31).
^  Имеем:

/з2-3* +3/ /
ch (2 — 30 =  - ----- У ...... '

= 4 "  (fi2 (cos 3 — i.sin 2 (cos 3 + 1  sin 3 ))—

=  c o s 3 c h 2  — t sin '3 sh2 , ►

П р и м е р  6. Найти аналитическое выражение для функции 
Arccos г при любом комплексном г. Вычислить Arccos 2.

Так как равенство w — Arccos г равносильно равенству c o s o ^ z ,  
giw M g - lw

то можем записать, что г  — ---- — > Отсюда находим

giiw _ 2 z e iw 1 = 0 .

Решая эго квадратное относительно е’№ уравнение, получаем 

• eiw =  z +  V  z2—  1
Ч

(здесь рассматриваются оба значения корня). Из этого равенства 
находим -

MJ =  Ln (г  +  У  г2—  l) ,

т. е.
wt= Arccos г =  — i Ln (z +  V^z2— 0> '

Отсюда получаем
Arccos 2 =  — i Ln (2 ±  Y J ) =  — ( In  (2 ±  У "з)  +  2 kn. »

1 .3 1 .  Используя логическую символику, записать дан­
ное выше определение непрерывности функции в области.

1 .3 2 .  Используя данное выше определение функции 
ег, доказать, что ег имеет чисто мнимый период 2ш‘, т. е.
02+2Л1 _  gZ

Доказать тождества:
1.33. s in ;tz= tsh a .- 1.34. cos iz =* сЬ.г.
1 .3 5 .  tg iz — i th z. • ". ,
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Вычислить значения функций в указанных точках;
1.36. .cos(l +  i). 1.37. chi .  1.38. sh (—2 +  i).

1.39. L n (— 1). 1.40. Ini .  1.41. Ln-Щ - .
4 ’ У  2

• Получить аналитические выражения для' указанных 
ниже функций и для каждой из них найти значение 
в соответствующей точке z0 (см. пример 6):

1.42. tiy =  Arcsinz, z„ =  i.
. 1.43. w =  Arctg z, z0 =  i/3.

1.44. a ^ A rsh Z ; z0 — i.
1.45. да =  Arch z, z0 — — 1.
1.46. ® =  Arthz, z0= l  — i.
Выше степенная функция-определялась для п  £  | \ ,  С помощью 

логарифмической функции можно ввести и общую степенную функ­
цию. Именно, если и и v — два комплексных числа, и ф 0, го полагаем

!iv  ----- cv L n a

причем для определенности будем считать, что Ln и In и для 
действительных и >  0. .

Найти все значения степеней:
' 1.47. 2!. 1.48. (— 1)'. 1.49. (1 + 1 ) !.

1.50. 1.51. (3 — 4i)1+'. 1.52. (—3 ■+ 4i)l+ '\
Как доопределить данные функции в точке г =  0, 

чтобы -они стали непрерывными в этой точке:

1.53. / ( г )  =  £ * “ . 1.54. =

1.55. /  (г) =  e - 1/iz I. 1.56. /  (z) =  z/| z | '.
1.57. Доказать, что функция f ( z )  =  e~1/z непрерывна 

в полукруге 0 <  | z К  1, | a r g z | < n / 2 , но не является 
равномерно непрерывной в этом полукруге, а -в любом 
секторе 0 < | z | < l ,  | a r g z | < а  <  гт/2 она равномерно 
непрерывна.

§ 2. Аналитические функции. Условие Коши — Римана

1. Производная. Аналитичность функции. Если в точке z £ D  
существует предел

lim г + Д г € о ,
дг -*■ 0 Дг

. то он называется производной функции f  (г) в точке г и обозначается 
d f (г)

через /  (г) или ^  -■
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Если в точке г £  D функция f  (г) имеет производную / '  (г), то 
говорим, что функция /  (г) дифференцируема в точке г.

Функция } (г), дифференцируемая в каждой точке области D 
и имеющая в этой области непрерывную производную / '  (z), назы­
вается аналитической в области D. Будем также говорить, что 
/  (г) аналитическая в точке г0 £  D, если /  (г) является аналитиче­
ской в некоторой окрестности точки г0.

Условие непрерывности производной / '  (г), входящее в опреде­
ление аналитичности функции f  (z) =  u (x , y )-\-iv  (х, у), может быть 
заменено более слабым условием дифференцируемости в каждой 
точке (х , у) £  £> функций и (х, у) и v (х, у).

Д ля того чтобы функция f ( z )  =  u (x ,  у) +  iv (х, у) была анали­
тической в области D, необходимо и достаточно существование 
в этой области непрерывных частных производных функций и (х, у) 
и v (х, у), удовлетворяющих условиям Коши— Римана

ди (х, у) dv {х, у)
дх ду ’

ди (х, у) dv (х, у)
ду дх '

или, в полярных координатах,
ди (г cos ф, г sin ф) _  1 dv (г cos ф, г sin ф) 

дг г дф • V

(1)

dv (г cos ф, г s iп (р)__ 1 ди (г cos ф, г sin ф)
~дг — =  r dq>

(2)

При выполнении условий (1) или (2) производная / '  (г) может 
быть записана соответственно:

ди dv dv .ди ди .ди  dv .d v  
f (г)=Тх + 1Г х ~ Т у - 1Ту= Т х - 1Ту==д~у+ 1т ' {3)

или
, г ( d u  , d v \  1 ( d v  . д и \
 ̂ 2 г V 1 д ф )  ’

Формулы дифференцирования функций комплексной переменной 
аналогичны соответствующим формулам дифференцирования функций 
действительной переменной.

П р и м е р  1. Д оказать, что функция / ( z ) = e 5г аналитична и 
найти Р (г).

т. е.

Поэтому

e2Z =  е2х (cos 2 y -\-i sin 2t/), 

u (x , у) = e ? *  cos 2y, v (x , y) =  e'2x sin 2y.

^ u • 2e?x cos 2yt ^ = —2e?*sin2 y,
S r ' " .  " d y '

!^ = 2 е З *  sin 2у, щ  — 2е1х cos 2y,
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Следовательно, условия (1) выполняются во всей плоскости^ и по 
первой из формул (3)

(е2г) ' =  2e2*cos 2y-\-i2e ix  sin 2у =  2е$х (cos 2 y - \- l  sin 2y) =  2е?г. ►

П р и м е р  2. П оказать, что функция w =  2^ аналитична во всей 
комплексной плоскости (кроме z = o o ) .
4  Действительно j имеем z =  rei<f и

w — z3 — /•Зе‘3ф =  г3 cos Зф +  fr3 sin Зф)
причем *

|^ = З А ? с о з З ф ( — =3/-2 sin Зф*

sin Зф  ̂ J ^ = 3 r 3 cos Зф5

т. е. при любом конечном г — ге1ч> выполнены условия (2). Приме­
няя первую из формул (4), имеем

/ '  (г) =  (г3) ' =  (3/■? cos Эф +  /3/-§ sin Зф) — 3zi. ^

т
П р и м е р  3. Показать, что логарифмическая функция w — L m  

аналитична во всех конечных точках, кроме 2 = 0 , причем

(L n2)r = l .

^  Так как
Ln г =  In r +  i (ф +  2£л),

то имеем:
ди__ 1 d v __ д и __d v__ .

' дг г * Зф ’ Зф дг ’

т. е. выполнены условия (2), и по первой из формул (4) находим

( L n 2 ) '= — . — =  p .  J  •
V '  г г  г

Аналитические функции находят применение при описании раз­
личных процессов.

П р и м е р  4. Рассмотрим плоское безвихревое течение идеаль­
ной несжимаемой жидкости. Пусть vx (х, у) и vy (х, у )— компоненты 
вектора скорости ® течения вдоль осей х  и у, и пусть

v (г) =  vx (х, у) —  lvy (.к, у) (5)

— комплексная скорость течения. Показать, что v (г) — аналитиче­
ская функция.

Из несжимаемости жидкости следует, что дивергенция вектора 
скорости тождественно равна нулю, т. е.



Далее, течение является безвихревым тогда и только тогда, когда 
ротор его вектора скорости равен нулю, т. е.

Но .равенства (6) и (7) являются условиями Коши— Римана для 
функции (5), т. е. комплексная скорость v (г) является аналитиче­
ской функцией комплексной переменной z = x - \ - i y .

■ *
Выяснить, в каки» точках дифференцируемы функции:
2 . 1*. w =  z. 2 .2*. a y = R e z .  2 .3 . w ^ z l m z .
2 .4 . t4> =  z R e z .  2.5**. до =  |г' | .  2 .6 . te> =  |z  — 1 | 2.
2.7*. Предполагав выполненными условия Коши — 

Римана- (,1) в декартовых прямоугольных координатах, 
доказать справедливость условий Коши—Римана (2) 
в полярных координатах и справедливость формул (4) 
вычисления производной в полярных координатах.

Проверить выполнение условий Коши — Римана (1) 
или (2) №. в случае их выполнения найти / '  (г):

2.8. Д г ) =  еаг. 2.9* f'(2?) =  sh г.
2 . 10. f ( z )  =  zn, n £ N .  2 . 11. f (г) =  c o sz.

2.12. f  (г) =  In (г2). 2.13. f  (г) =  s in - j  .

2.14*. Пусть /  (г) — аналитическая функция в области 
D.  Доказать, что если одна из функций

и (х, у) — Re f  (г), v (х, y) =  lm f  (г), 
г (х ,  у) =  | f  (г) | ,  0 (л:, у) — arg / (г)

сохраняет в области .постоянное значение, то и f ( z )  =  
== const в D.

2. Свойства аналитических функций. Ряд свойств, характерных 
для дифференцируемых функций действительной переменной, сохра­
няется и для  анали'уетееких функций.

2.15. Доказать, что если / ( г )  и g (г) —аналитические 
в области D  функции, то функции Д г )  ±  g(z) ,  f ( z ) -g ( z )  
также аналитичны в области D,  а частное f ( z ) / g( z )  — 
аналитическая функция во всех точках области D,  в ко­
торых g ( z )  Ф $ .  11|эи этом имеют место формулы

if (г) ±  g( z ) Y  =  (г) ±  g' {г), 
{ f { z ) g { 2))’' ~ f l ( z )g( z )  +  f ( z ) g ' { z ) ,



2.16. Пусть /(г )  — аналитическая в области D  функ­
ция с областью значений G =  { /(г ) | г  £  D},  и пусть функ­
ция ф(ш) аналитична в области О. Доказать, что F (г) — 
=  ф (/ (г)} — аналитическая в области D  функция.

Используя утверждение задачи 2.15, найти области 
аналитичности функций и их производные:

2.17. f ( z )  =  t g z .  2.18. f  (z) =  z - e~z .

2.19. д г) =  ™ " .  2.20. / ( г )  =  5 ± | .

2 2 1 ' 2 .2 2 .  , ( * ) _ £ .

2.23. /(г )  = c th z .  2.24. / ( 2): cos г
cos г — sm г

2.25. Доказать, что действительная и мнимая части 
аналитической в области D функции f ( z )  =  u{x,  у ) +  
-j- iv (х , у) являются гармоническими в этой области функ­
циями,'т. е. их лапласианы равны нулю:

А д2и , д3ы ■ d2v . d2v „
“ “ Ж Т  +  с р — ’ “  дх% +  ду% ~

2.26. Получить выражение лапласиана Ли в поляр­
ных координатах (и — и (г, ф)).

Заметим, что заданием действительной или мнимой части ана­
литическая в области D  функция определяется с точностью до произ­
вольной (комплексной) постоянной. Например, если и (х, у ) — дейст­
вительная часть аналитической в области D функции /  (г), то

<*, у)
v (x , г/) =  Im /  (г) =  J — ии dx +  и'х dy,

<*0. г/о)
где (х0, г/о)— фиксированная точка в области D и путь интегриро­
вания также лежит в- области D.

П р и м е р  5. Проверить, что функция и = х 2. — tfi— 5л: + 1 /+ 2  
является действительной частью некоторой аналитической функции 
/  (г) и найти /  (г).

Так как

i ! f i + i ! i i = 2 - 2  =  0 
адг2 ^  ду*

во всей плоскости, то гг-(х, г/) — гармоническая функция, а тогда 
(а-, у) я  ' у

v (x , у ) =  J  (2 y— ])&c +  {2x— 5 )d y = [ i (2y0— \ ) d x + \ ) (2x— 5)dy*m
У о) *0 У о-

— (2г/0— 1) (х— х 0) +  (2х— 5) ( у — у 0) =  2 х у — х  —  5 ( /+ 5 # 0+  *о~2*оУо> 
т. е ,

и (х, у) =  2 х у— х — 5у-\-С  
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/  (г) =  х г— y*— 5x +  y  +  2 +  i( 2 x y — x — 5y +  C) =
=  (x2- 2 i x y — y*)— 5 ( x + i y )  +  (— x i+ y )  +  2-{-Ct =

=  г2— 5 z — iz +  2 +  C(. ►

П р и м е р  6 .1 П оказать, что функция вида

и ( х , у ) = а ( х 2-\-уъ) +  Ь х + с у  +  й, а Ф О,

не является действительной (или мнимой) частью никакой аналити­
ческой функции.
^  Действительно, это следует из соотношения

д2и , д2и _ - л , п w  
дх2 +  ду2 ~  ф  ^

V **

Проверить гармоничность приведенных ниже функций 
в' указанных областях и найти, когда это возможно, 
аналитическую функцию по данной ее действительной 
или мнимой части:

2 .2 7 .  и ( х ,  у )  =  х 3— З х у 2, 0 ^ | г | < о о .

2 .2 8 .  v(x,  y )  =  2ex s \ n y ,  0 < ; | z | < o o .

2 . 2 9 . и (х ,  у )  =  2 х у  +  3, 0 ^ | г | < < х > .

2 .3 0 .  v. (x,  у )  =  arctg - j ,  0  <  | г |  <  о о .

2 .3 1 .  и ( х ,  —  —  2г/, 0 < | г | < о о .

2 .3 2 .  и ( х ,  у )  =  х 2 —  у 2 +  х у ,  0 ^ | г | < о о .

2 .3 3 .  v(x,  у )  =  х у ,  О г ^ ) г | < о о .

§ 3. Конформные отображения

1. Геометрический смысл модуля и аргумента производной. Пусть 
w = f ( z )  — аналитическая о точке г0 функция и /'  (г0) ф  0. Тогда 
А =  | /  (z0) | геометрически равен коэффициенту растяжения в точке 
г0 при отображении w =  f ( z )  (точнее, при k >  1 имеет место растя­
жение, а при k <  1— сжатие). Аргумент производной <p =  arg / '  (z0) 
геометрически равен углу, на который нужно повернуть касательную  
в точке г 0 к любой гладкой кривой L,  проходящей через точку z 0, 
чтобы получить касательную.е точке й>0 — /  (2о) к образу L'  этой 
кривой- при отображении ш =  / ( г ) .  При этом, если ф >  0, то поворот 
происходит против часовой стрелки, а если ф <  0, то по часовой.

Таким образом, геометрический смысл модуля и аргумента 
производной состоит в том, что при отображении, осуществляемом 
аналитической функцией, удовлетворяющей условию / '  (z0) Ф 0, 
ft =  | / ' ( Zo) |  определяет коэффициент преобразования подобия беско­
нечно малого линейного элемента в точке z0, а ф =  arg / '  (z0) —- угол  
поворота этого элемента',
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П р и м е р  1. Найти коэффициент растяжения k  и угол поворота 
<р в точке z0= l — * при отображении w =  г2— г,

; <4 Так как а/' = 2 г — 1 и ш'1г=1- _ ; = 1 — 21, то

к =  \ \ - 2 1 \ = \ Л >
j и

<p =  arg (1 — %i) =  — a rc tg  2. ►

I Найти коэффициент растяжения k и угол поворота ф
• для заданных отображений w =  f ( z )  в указанных точках:

8 . 1. w =  z2, гд =  У^2 (1 - f i ) .  3 .2. w — z2, z0 — i. ' 
к 3.3. w =  z3, z0= l + t .  3.4, w — z3, z0'=  1.

3 .5 . ffii =  s in 2, ■ z0 =  0. 3.6. w = i e 2-z, z0 =  2ni.
Выяснить, какая часть комплексной плоскости рас- 

( тягивается, а^какая сжимается при следующих отображе­
н и я х :

3.7. w = l / z .  3.8. w =  ez~l .
I 3.9. ну =  In (z -(- 1). 3.10. ш =  га +  2г.

Найти множества всех тех точек г0, в которых при 
следующих отображениях коэффициент растяжения k — 1:

3.11. w = ( z  — l )2. 3 .12 . w — z2 — iz.
3.13. a> =  i ± £  . 3.14. w =  - z \1 — 12
Найти множества всех тех точек z0, в которых при 

следующих отображениях угол поворота ф =  0 :
3.15. w — — — . 3.16*. .2 1 — IZ
3.17. w — ẑ  +  iz. 3.18. w — z2 — 2z.
2. Конформные отображения. Линейная и дробно-линейная функ­

ции. Взаимно однозначное отображение области D плоскости (г) на 
область G плоскости (w ) называется конформным, если в каждой 

•точке области D  оно обладает свойствами сохранения углов и пос­
тоянства растяжений.

К р и т е р и й  к о н ф о р м н о с т и  о т о . б р а ж е н и я .  Д л я  того 
чтобы отображение области D, задаваемое функцией w — f ( z ) ,  было 
конформным, необходимо и достаточно, чтобы / ( г )  была однолист­
ной и аналитической в области D функцией, причем (г) Ф 0 

Г всюду в D.
В дальнейшем образ области •£> при отображении функцией 

w — f  (г) обозначается через-Е  либо через /(D ) .
П р и м е р  2. Показать, что отображение, осуществляемое функ­

цией w =  z3, конформно в области

D =  | z | l  <  | z | < 2 , 0 < a r g 2 <  Щ -

Необходимо проверить, что заданная функция является аналити­
ческой, однолистной в D  и что всюду в D  /* (г) Ф 0. Аналитичность 
функции w = z 3 показана выше (см. пример 2 § 2), соотношение
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w' =  3z2 Ф 0 для любого z £ D  ■ очевидно. Однолистность следует из 
того, что область D содержится в угле с вершиной в начале коор- 

2я
динат и величиной -д -  (см, задачу 1.26.). (►

Выяснить, какие из заданных функций w =  /  (г) опре­
деляют конформные отображения указанных областей D :

3.19. w = {г  +  i)2, 0 = = |г |  I <  |г + ; |  <  3, 0 <  argz <  у  я jv

3.20. w = \ z \ s, D =  { z \ \ z \ <  1}.
3.21. w =  ez, D =  {z  10 <  Im z  <  2jt}.

3.22. ш =  4 - ( г Н ~ ) »  ° = { г | т < И  <  ! }  *
3.23; w — (z— i)*, D — { г | |z — t  | <  1}.

Отображение, осуществляемое линейной функцией w = а г +  6, 
рассмотрено выше (см. пример 1 § 1). Оно представляет собой 'ком­
позицию растяжения (ш/j =  | я | г), поворота (ш2= е < apee » i)  и пврал- 
лельного переноса (wg =  wt -$-b). Обратная к  линейной функциц также

j  ь
есть линейная функция г =  — w — —  . Т ак как w '— a Ф 0, то

отображение w конформно во всей расширенной плоскости, .причем

имеет две неподвижные точки Zi =  ^-~~а  (ПРИ а  ф  1) и г2 =  оо.

П р и м е р  3. Выяснить, существует ли линейная функция, 
отображающая треугольник с вершинами 0, 1, ( в  плоскости (z)' на 
треугольник с вершинами ,0, 2,' 1 +  i в плоскости (w).
«4 Заметим, что треуголькик с вершинами 0, 1, i подобен треуголь­
нику с вершинами 0, 2, 1 +  Jf причем вершина в точке zj =  0 соот­
ветствует вершине в  точке щ — к-Ь-Ь* вершина в точке z2=  1— вер­
шине в точке =  0 и вершина в точке zt  — i — вершине в  точке 
w.a =  2. Выполним последовательно преобразования:

бт
ч 5па) Wi — e г — поворот около начала координат на у го л а  =  — про­

тив часовой стрелки;
б) ш2=  y~2w i— гомотетия с коэффициентом k  =  У 2;
в) т3= щ  +  (1 + 0 — параллельный перенос на вектор, изобража­

ющий комплексное число 1. +  i. ■
В результате треугольник с вершинами 0, 1, i отображается на 

треугольник с вершинами 0, 2, 1 -И , а осуществляющая это отобра­
жение целая линейная функция .имеет вид

I
w — w3<>w2°w i=  У~2е 4 z +  (l +  0  =

=  ^ - - 1  z + i + i = ( i + ^ ( i - 2 ) .  ►
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3.24. Доказать, что отображение, осуществляемое 
целой линейной функцией, имеет две неподвижные точки 
(совпадающие, если а ~  1). 

Для указанных ниже отображений найти конечную 
неподвижную точку гй (если она существует), угол пово­
рота ф и коэффициент гомотетии k: 

3.25. йУ =  2 г + 1 .  3.26. w = i z  +  4.
. J t  ■ . J t  i

3.27. w =  e ‘ 4 z  — e 1 4 . 3.28. w =  az- \-b .
Дробно-линейная функция

к.'— u z ' --- , ad— be Ф 0, с Ф 0, 
c z + a

осуществляет конформное отображение расширенной плоскости (г) на 
расширенную плоскость (до). При этом под углом между кривыми 
в точке г = оо  понимается угол в точке z* =  0 между образами этих

кривых, полученных путем ' отображения. z * = — , Простейшей

дробно-линейной функцией (отличной от линейной) является функция

w =  — которая может быть представлена в виде композиции инвер-
Z

1
сии относительно единичнои окружности -w±=  —  и комплексного

г
сопряжения wi =  wi. Простейшая дробно-линейная функция отобра­
жает окружности плоскости (г) в окружности плоскости (w) (прямая 
линия считается окружностью бесконечного радиуса). Так как об­
щая дробно-линейная функция представляется в виде композиции

линейной функции w ± = cz-\-d f простейшей дробно-линейной =

и снова линейной до3 =  —.... доа +  ~  > то она также отображает

окружность в_ окружность.
Дробно-линейная функция вполне определяется заданием отоб­

ражения трех точек z t -—*W[, -z2 — >ту2 и г3 —* wa:
w — Wf Доз— Дог г — Zf z3 — z2
w — w2 w3— Wi г — z2 z3— Zi (I)

З а м е ч а н и е .  Если одна из точек Zf,  z 2 или z 3 либо aij, доа 
или до3 является бесконечно удаленной, то в формуле (1) все раз­
ности* содержащие эту точку, следует заменить единицами.

П р и м е р  4. Найти образ окружности х 2-\-у г =  2х  при отоб- 
1.

ражении до =  — .
г .

^ П о л а г а я  z — x  +  iyt имеем * = - i - ( z  +  z), ( /=  (г— г). Подста­

вив эти значения в уравнение окружности, находим 

x2-\-y f — 2x =  z - z — (z +  z) =  0,
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и после замены г  *=*—  имеем w
1

WW W
=0,

т. е. w -\-w — \. Если w = u - \- iv ,  то w + w  =  2u. Таким образом, 
окружность x2-\-y i — 2х =  0 преобразуется в прямую и =  1/2, парал- ' 
лельную мнимой оси. ►

П р и м е р  5. Найти дробно-линейное отображение, переводящее 
то ч к и — 1, /, i - j - 1 в точки 0, 2г, 1 — -
•4  Используя формулу (1), имеем

w — 0 1 — t — 21 __z + 1 t- j - 1 — i
w — 2i l —  i — 0 ~  г — i * i + L  +  l '

откуда
w __ 1- г -f-1

w — 2 i "5" г — /
и '

2i (z -f- 1) -
и > = — 4 z— 5t — 1 ~

Найти образы следующих линий при отображении 
1w =  — : г

3.29. Окружности х2 +  у2 =  у/3.
3.30. Прямой у = — х/2.  3.31. Прямой у  =  х — 1. 

- '3 .3 2 . Окружности х2 +  у 2 +  2х — 2 у +  1 = 0 .
3.33. Доказать, что проходящая через начало коор­

динат окружность А (х2 +  у 2) +  2Вх  +  2Су  =  0 преобразу­
ется функцией w =  y  в прямую, а любая прямая
Вх +  С у - \ - D  =  0 — в окружность, проходящую через на­
чало координат.

Найти дробно-линейное преобразование по заданным 
условиям:

3.34. Точки i, 1, 1 + i  переходят в точки 0, с » ,  1.
3.35. Точки 1 и i неподвижны, а точка 0 переходит 

в оо.
1 ' 5 33.36. Точки у  и 2 неподвижны, a перехо­

дит В оо,
3.37. Доказать, что дробно-линейное преобразование

w — Y i+ d ' имеет Две неподвижные точки. При каком
' условии эти точки совпадают? Когда бесконечно удален­

ная точка является неподвижной?
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Точки z t  и г% называются симметричными относительно прямой* 
если они лежат на перпендикуляре к этой прямой по разные сторо­
ны от нее и на равных расстояниях.

Точки Zi и гг называются симметричными относительно окруж­
ности, если они лежат на одном луче, выходящем из центра этой 
окружности, по разные стороны от нее и так, что произведение рас­
стояний от этих точек до центра равно квадрату радиуса.

Точки М  и N , симметричные относительно прямой или окруж­
ности в плоскости (г); отображаются дробно-линейной функцией 
в точки М ' и N ’ , симметричные относительно образа этой прямой 
или окружности в плоскости (w).

3.38. Найти точки, симметричные с точкой 1 - f  i  отно­
сительно окружностей:

a ) | z |  =  l; б ) * | г  — i |  =  2.
3.39. Для отображения ю*= найти образ точки,

симметричной точке 1 — I относитёльно:
а) прямой у  — х\ б) окружности | г — 1 1 =  3.
П р и м е р  6. Найти отображение круга | г \ <  1 на круг | w \ < 1 

такое, чтобы точка г — а  ( | а |  <  1) отображалась в центр круга 
w =  0.

Запишем дробно-линейное отображение в виде
г — г 0

w = g- г — Zi

Так как точка г =  а  переходит в точку w — О, то г 0= а ,  а так как 
симметричной с точкой w —0 является точка w =  оо, то- zt является 
симметричной с точкой г =  а  относительно окружности | г |  =  1, т. е. 

1
zi — ~ .  Поэтому 

а

w =  £ а  - ----- 7  .
_ ^ а г  — 1

Д алее, точки окружности | г |  =  1 переходят в точки окружности 
|а» | =  1, а поэтому при г =  имеем

eiv  — «
1 =  I £ а  I

Но
-1

— 1
е«ф— а  2_f e£<p— а ) (в-<Ф— а ) __  l - f |  o t|2— е ^ а — е - ^ а . __j

(е« 'Ф а— 1)(е~ < Ф а— 1) | а | 2 + 1 — е 'Ф а — е~*Ф а

Следовательно, | g a |  =  l ,  т. е. ga, — elQ, и искомое отображение 
имеет вид

w =  е‘в-
г — «  

z a — 1
(2)

Для отображения (2) единичного круга на себя найти 
параметры а  и 0 по заданным условиям: __
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' 3.40. ш(1/2) =  0, argш '(1/2).=  0.
3.41. w (0) =  0, arg по' (0) =  тс/2,
3.42. w (.20) =  Q, arg w' (z0) =  л/2.
3.43. Доказать, что функция

w =  ei e— I ma  >  О, (3)
г-—a  v '

осуществляет отображение верхней . полуплоскости на 
единичный круг.

Определить параметры а  и 0 в формуле (;3) по задан­
ным условиям:

3.44. w(i )  =  0, arg w' (i) — — л/2.
3.45. w (2i) — 0,. argo / (2i),== n.
3.46. tr(z0) =  0, axgw'  (г0) =  я/2.
Найти образ E  области D  при заданном дробно-ли- 

1 нейном отображении:
3.47. Z) =  { z | R e z > Q ,  I'm z >  0}; w — ..

3 .4 8 * .  D  =  j  z  | 0 ' <  a r g  z - <  j ;  m>— .

3 .4 9 * .  D  =  | z |  l < | z | < 2 ,  0 < a r g z < ^ j ;  a i =  1 + i  .

3.50. D =  {г |z | <  L, Im z >  0}:; w — i ?‘~ z .
1 -f-Z

3 .5 1 . D  =  { z | 0 <  R e z <  1}; w  =  .

3.52. D — двуугольник (круговая луночка), заключен­
ный между окружностям» | z — 1 1 — 1, | z — 7 | = 1 ;  «

3.53**. Найти область D  в плоскости (z), которая при 
отображении w — преобразуется во внутренность

круга | ш | < г  плоскости (w).
3. Степенная функция. Отображение, осуществляемое стегтенноя 

функцией до =  г п (n,£N> п ^ 2 ) ,  является конформным в расширен­
ной комплексной плоскости всюду, кроме точки г =  О

W  \z -o  — nzn 'r l  |z=f0 =  0.) Угол D = < Jz  | <  argz  <  j
при любом й =  0, 1, . . . ,  п — 1 отображаетсястепенной функцией взаим­
но однозначно на всю'плоскость (до) с разрезом по положительной части

•» 2кк
действительной оси (причем лучу arg г = - ^ ~  соответствует верхний,
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лучу arg z =  -^ -^ i- !L j— нижний край разреза). Обратная функция

(  д> + 2кл \  
w = \ / г = у / г е  '• п ' ,w =  у  г =  у  г е '• п '  , где & =  0 , 1 , . . . ?  л — 1 , г =  | г |, ф =  
=  a rg z , является, как известно, многозначной. Ее однозначная 
ветвь (выделяемая заданием образа одной из точек) отображает 
плоскость (г) с разрезом по неотрицательной части действительной 
оси на соответствующий сектор

„  ( | 2hn ,  ■ ,  2 (/г+ '1 ) 
1 w \ I T  < aT&w <  ---------

k — фиксирован©.
П р и м е р  7. Найти отображение внутренности двуугольника 

с вершинами zt и z2, образованного окружностями Ci и С2, на еди­
ничный круг.

Преобразование Wi =  — — ^-отображ ает точку z = 2 l^ ?a в точку

шг =  1,точк,у z =  zt — в нуль, а точку г =  гг — в бесконечность. Таким 
образом, отрезок, соединяющий точки Zi и z2, отображается на положи- 
тель«.уюдействительную полуось. Дуги окружностей, образующие дву­
угольник, отображаются в лучи arga)1= a n n  arg t t i ,= — (Зя. Следователь­
но, область D  отображается на сектор Ел  — {w, | — рп <  arg Wi <  ал} 
(ср. с задачей 3.52). Повернем этот'сектор на.угол Рзт, т. е. произведем 
преобразование и возведем полученную функцию в сте-

1
пень -яг-— :

w3 = f e ) P + a  .

Сектор отобразится в верхнюю полуплоскость. Функция

Ш 1=е(0^ 4
щ —'Wa

осуществляет отображение полуплоскости на единичный круг.'В еличи­
ны w°3 и 0  определяются дополнительным заданием отображения 
точки га в точку ю =  0 и условием argiti* (zq) = 7 . Окончательно, 
w =  wiow3ow2ow1 (рис. 94).

Найти функцию, отображающую заданную область D  
плоскости (г) на верхнюю полуплоскость (в ответах ука­
зана одна из функций, осуществляющих указанное отоб­
ражение, причем если функция многозначна, те имеется 
в виду одна из ее однозначных ветвей):

8.54. £)■= {z | | z | <  1, \ z  — 1 1 <  1}.
я  . _  .. л  )

- - < a r g z < Y \ .
|z'| <  1, lm  z >  0 }-.

3.57, D  5S {г | | г | >  1, 1 ш г > 0 } .
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3.56. D  =  {г



3.58. D — {z  11 z | <  2, 0 <  arg z <  я/4}.
3.59. D =  jz I I z | >  2, 0  <  arg 2 <  Зл/2}.
3.60. Я =  } г | | 2 | <  2, I m z >  1}.
3.61. D = { 2 | | 2 | <  1, | 2 +  t | <  1}.
3.62. D =  {z \ \ z \ <  1, | г -W | >  1}.
3.63. Z) =  {2 | | 2 | >  1, 12 + г | < 1 } .
3.64. D  — плоскость (г), разрезанная по отрезку 

[ - t ,  i'J. '

Рис. 94.

3.65. D — плоскость (г), разрезанная по отрезку, сое­
диняющему точки 1 + i  и 2 +  2i;

3.66. D  —  плоскость с разрезом по лучам (— оо, — /? ]  
и [Я, + о о ) ,  R >  0 .

3.67. D  —  полуплоскость 1шг >  0 с разрезом по от­
резку, соединяющему точки. 0 и »Л(/г> 0).

\ /  1 \  ] ,2 __1
4. Функция Ж уковского. Имеем =  z + " ^  J * w'' = ~2 — •

Следовательно, функция Ж уковского1) конформна в расширенной

■*) Конформное отображение, осуществляемое функцией ш =

=  - j  +  ’ было использовано впервые Н. Е. Жуковским в

качестве метода ‘получения одного класса аэродинамических профи­
лей, названных профилями Ж уковского. Профили Жуковского ото- 

.бражаю тся на круг, для которого можно легко решить задачу обте­
кания, а это дает возможность исследовать обтекание крыла само­
лета.
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плоскости всюду, за исключением точек Zfts ,=  :fcl и г*= 0 ,  Она 
осуществляет отображение как внешности, так и внутренности еди­
ничного круга плоскости (г) на плоскость (w) с разрезом по отрезку 
[— 1, 1]. Полная плоскости (г) отображается на двулистную рима- 
нову поверхность, склеенную крест-накрест по разрезам [— 1, 1], 

Обратная функция

г =  ш + у гш2— 1

двузначна, причем каж дая ветвь осуществляет отображение плоскос­
ти (w) с разрезом по отрезку [— 1, 1] на внутренность или на внеш­
ность единичного круга в плоскости (г).

П р и м е р  8. Найти образ полярной сетки p =  const и <p=const 
при преобразовании плоскости (г) с помощью функции -Жуковского. 

Полагая г =  ре!'Ф,. имеем

w =  и +  iv= ~ (^p e№  +  J  е -  ^  = i . ^ p + i - ^ c o s  ф +  I i - ( p  - j ' )  sin q>. 

Следовательно,

u = J  (p + 7 ) cos ф* v = т  (p—y ) sin<p’
и для p Ф 1 имеем

1 - (4)

cos2ф sin2 ф

Из этих равенств заключаем, что окружности \ г \ = р ф 1  отобра­

жаются в эллипсы плоскости (до) с полуосями' a = = Y ^ p + - i - ^  и

6 = у ^ р  — ■j-'j при р > 1  или 6 = = у  ("“ р )  при р <  1. Лучи

ф =  const в плоскости (г) преобразуются в плоскости (w) в гиперболы
с полуосями а =  | cos ф | и b — | sin ф |. ______

Заметим, что фокусные расстояния с — У  а2— Ьг эллипсов (4) и 
а = У ~ а ? + Ь 2 гипербол (5) равны 1, т. е. (4) и (5) — семейства софо- 
кусных эллипсов и гипербол. ^

П р и м е р  9. Найти отображение плоскости (г) с разрезами 
по отрезку, соединяющему точки 0 и 41, и по отрезку, соединяющему 
точки 21 и 2 +  2£, на внутренность единичного круга |аи| <  1.

Искомое отображение w находим в виде композиции пяти отобра­
жений. Функция Wx =  z — 2i переводит точку z — 2i в начало коор-

динат, а функция ге)а =  « осуществляет поворот плоскости (a/j) 
«а угол я /2 . Точка г =  М переходит в результате этих отображений
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в точку ш2 =  —2, точка z =  2 i— в точку гг>2 =  0, точка ,z =  2 +  2t — 
в точку Wi — 2i, а точка г =  0— в точку ш2 =  2. Да.тее, в результате 
отображений w3'=w£ и w4 — kjs/4  разрез отображается в отрезок 
[— 1, 1] плоскости (ю4), и, наконец,

0's =  ю4 +  1//' 2Ш4- ■I»
отображает внешность отрезка [— 1, I] на внутренность единичного 
круга, причем выбирается та ветвь этой функции, которая при w4 — со 
обращается в нуль. Итак, ш = га5ош4огг1зоги2ош1 (рис. 96). ►

4г (г) - (Щ) (tez)

11 — • 2+2г ю1 2 i ю2 2д 
—

О 0 г - Z  о i
> - l b

(Щ )
ТВf

Щ

f /

W

-4 0 4 -1 1 0?

Рис. 95.

В задачах 3.68 — 3.70 найти образы заданных облас­
тей при отображении да =  у  ^z +  y j  .

3.68. Внутренности круга ['г! <  R  при R <  1 и внеш- 
'ности круга | я | > / ?  при / ? > 1.

3.69. Внутренности круга I я | <  1 с разрезом по отрез­
ку [ 1/2 , 1].

3.70. Внутренности круга | г | < 1  с разрезом по от­
резку [— 1/2 , 1].

3.71*. Найти отображение круга | я | <  1 с 'разрезом 
по отрезку [1/3, 1] на крук |да| <  1.

3.72*. Найти отображение области D =  {z | lm я > 0 ,  
| я | >  R}  (верхняя полуплоскость с выкинутым полукру­
гом) на верхнюю полуплоскость.

дг2 |.2
3.73*. Отобразить внешность эллипса +  — 1 

(а >  Ь) на внешность единичного круга.
5. Показательная функция. Функция щ = е г однолистна в любой 

полосе шириной менее 2л, параллельной действительной оси. Она 
отображает п олосу— оо <  х < + о о , — я  в полную плоскость
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(ои) с разрезом по действительной отрицательной полуоси. Вся пло­
скость (г) отображается на бесконечнолистную риманову поверхность. 
Обратная функция z = L n w  =  ln w -\-2 n n l, п  =  О, ± 1 , однознач­
на на этой римановой поверхности, а ее главное значение In w =  
=  In | ш | _|_ j arg w  определяет конформное отображение всей плоскос­
ти (to) с разрезом (— оо, 0] на полосу —л  <  1т г  <  зт шириной 2п, 
параллельную  действительной оси.

П р и м е р  10. Найти отображение полосы шириной Я ,
0 <  Re z <  Я , параллельной мнимой оси, на единичный круг 
плоскости (ш).

Искомое решение получим, например, с помощью композиции 
Отображений:
■ -  -  

щ — t  2 г, щ , wt ~<ew’,
я  »  ~

та»— Wj 
тя- т

При последовательном выполнении этих отображений заданная по­
лоса преобразуется в области, показанные на рис. 96. ►

*>ь щ
Я

щ
Ш ж В

и

Рис. 96,

Найти образ £  области В  при отображении w =  ez:
3.74. D  =  {z| — л <  1ш г  <  0}.
3.75. D — (г | |Im г\ <  я /2}.
3.76. iD ={z;| 0>< 1ш г <  2я, Re г >  0}.
3.77. D =  {г| 0 <  1 т г  <  я/2, R ez > 0 } .  _ *
3.78. £>— i{e-| 0 <  Ira г <  ст, 0 <  Re г  <  1,}»
3.79. Найти образы прямых х — С и у  =; С  при отоб­

ражении w ~ e z,
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Найти образы следующих областей при отображении 

ш =  In г, =  : .

, 3.80. {г  | lm  г >  0}.
3.81. { z | | z | < l ,  I m z > 0 } .
3.82. {г | |z| <  1, г(£[0, 1]}.
3.83. {г | г £ [ — оо, — 1] U [0, оо]}.
6 , Тригонометрические и гиперболические функции. Функция

eizjL-g-i2
w — c o s z  — ----- ^ ------однолистна в полуполосе —я  <  Ж я ,  у  >  О и

отображает эту полуполосу на плоскость (а>) с разрезом (— оо, 1]. 
Риманова поверхность этой функции более сложная, чем у 'предыду­
щих, так как склеивание листов происходит отдельно по лучу 
(— оо, — 1) и по отрезку [— 1, 1]

Функция га» =  sin г сводится к предыдущейх помощью соотноше­

ния s in z  =  c o s ^ y  —  z 'j . К s in z  и co sz  сводятся и гиперболиче­

ские ф ункции'
sh z  =  — (s in  iz, chz= = cos(z ,

3.84**. Найти образ Е полуполосы D =  {г \ 0 <  Re г <  я, 
lm  z >  0} при отображении w,= cosz.

3.85. Найти образ Е прямоугольной сетки х =  С, 
у —С при отображении &y =  chz.

3.86. Найти образ Е прямоугольника D =  {z| — я <  
< R e z < n ,  —/ i < I m z < / i .  / г > . 0} при отображении
W =  COS Z.

* § 4. Интеграл от функции комплексной переменной

1. Интеграл по кривой и его вычисление. Если (^-направленная 
кусочно гладкая кривая в плоскости (г) и для всех г £  I определена 

. функция f  (г), то при условии существования предела в правой час­
ти полагают по определению:

П
[ f ( z ) d z =  lim  (1)
* m ax I Azh | -> 0

t

Здесь A zk = z k —  zk £ l ,  Ь = 0 ,  1, . . . . .  n , точки £ * £ (  выбраны 
на участках l между точками z * и г^+ ь  Если f ( z )  =  u (x , у) +  
+  iv (x , у), то интеграл представляется в виде суммы двух криво­
линейных интегралов 2-го рода:

J  / ( * ) *  =  J  и (х, у) d x — v (х, у) d y +  i ^ о (х, у) dx +  u (х , у) dy. (2) 
I i I

Если функция /  (z) непрерывна на (, то интеграл (1) существует. 

208



П р и м е р  1. Пользуясь определением (1), вычислить ^ R e z d z ,
i

где I — радиус-вектор точки 1 +  Л
Разбиваем радиус-вектор точки 1 -\-1 на п  равных частей* т. е. 

полагаем

г* =  — -}-i — 5 Дг* =  — (1 +  0 > fe =  0 , l s rtj 

и пусть lu  =  zk- Т огда'интегральная сумма запишется в виде

„  . х ’’ .. I __ 1 +  *' ^ . 1 "М  п (л +  1)
R e z ftAzft — 2 ^ - K r  п п L u  п ~ ~  пЪ ' 2

6 =1  к= 1 ft=l

Следовательно,

С R ezrfz =  lim i + i  ■ ►
J /2—>- oo 2/1 2

П р и м е р  2. Используя представление интеграла в форме (2) 
и правила вычисления криволинейных интегралов 2-го рода, вычис­
лить интеграл ' *

J |z |7 d z *
(

где / — верхняя полуокружность | г | =  1. с обходом против часовой 
стрелки.
^  Имеем

J | z | 7 d z = j J  y x 2 +  y 2 ( x d x + y d y ) - \ - i ^  V х 2+ у 2 (— у  d x + x  dy).
i i i

Переходя к параметрическому уравнению кривой x =  c o s t , i/ =  si nf ,  
и учитывая, что ]/"л:2+ г /а — | г | =  К  в точках кривой,

получаем
Я

J  | г [z dz =  J  (—cos t sin  t +  sin t  cos /) dt +  
i о

я

+  i J  ( s in * /+ c o s z /) dt =  nl. ►
о

4.1. Непосредственным суммированием вычислить
интеграл J z d z , где / — радиус-вектор точки 2 — i.

i
4.2» Доказать, что при.изменении направления пути 

интегрирования интеграл изменит знак, т. е . .

J f ( z ) d z =  — J f ( z ) dz .  
i +  i -
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4.3. Доказать, что если а* и а, — постоянные, то

S (fli f i  (г) +  /а (г)) dz  =  cti 5 fi  (2) dz -Hz, J f t (z) dz.  . 
i i i

4.4. Доказать, что если кривая интегрирования I 
является объединением кривых U и /,, то

\ f ( z ) d z =  l f ( t ) d z  +  l f { z ) d z .  
i к  t.

4.5*. Доказать, что имеет место оценка

\ U  (2) d z | <  J | / ( z ) | d s ,

где d s — дифференциал дуги.
Вычислить интегралы по заданным контурам:

4.6*, J (z  — z0)ndz, п — целое число, / =  {z ||z  — г„| =  /?}. 
i

4.7,.  ̂ ( г — г,)”й(г, « — целое число, 1 =  { z \ |г  — z9j ==R, 
i

lm  (z — z0) >  0}.

4.8. ^j-jdz,  Z =  j z | ' | z | = l ,  0 ^  arg z ^ - j .  | .

2. Теорема Кош и. Интегральная формула Кош и. Если функция 
{ (г) аналитична в односвязной области D, ограниченной контуром

Г, и у — замкнутый контур в D , то

(3)
V

Если, дополнительно, функция f  (г) 
непрерывна в замкнутой области 
£> =  £ > + Г, то

(fi f  (r\)df\ =  0 
Рис. 97. г

(те  о р е н а  К о ш и ) .
Если функция / ( г )  аналитична в многосвязной области D, 

ограниченной контуром Г и внутренними по отношению к нему 
контурами Yi, • ••-. Yfe* и непрерывна в замкнутой области D =  D  +  
+  Г + 4 - Y f + . . . - b Y f t i  гДе знаки в верхних индексах означают на-
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правления обходов (рис. 97), то

£  / ( r i ) d n = 0  у  (4)
к *

Г+ +  2  Vv *
V =1

( т е о р е м а  К о ш и  д л я  м н о г о р в я з н о й  о б л а с т и ) .
Еслр функция /  (z) определена и непрерывна в односвязной об­

ласти D  и такова, что для любого за г н у т о г о  контура y C zD

v

то при фиксированном z0£ D  функция
г

Ф (г) =  $ /  (л) *1
г0

является аналитической в области D функцией, для которой
Ф '(*) =  /(*)■

Функция Ф (г) называется первообразной или неопределенным 
интегралом от /  (г)* причем если F  (г)— одна из первообразных для 
/  (z), то

J  / (Л) dr\— F  (Z2) — F (Zi). 
г1

if Если f  (z) аналитична в области Z), ze££> и y c D — контур, 
охватывающий точку z0, то справедлива и н т е г р а л ь н а я  ф о р -  
м у л а К о ш и  -

' «

• V,
При этом функция /  (г) имеет всюду в D производные любого поряд­
ка, для которых справедливы формулы

1{к) <г) ( п - § Ь т , ^ .  * = 1 ,  2, . . .  (6)
v

П р и м е р  3. Доказать, что если /  (г) — аналитическая и ограни­
ченная в выпуклой области D  функция, то для любых двух точек 
Zi И Zi из этой области имеет место оценка

| J / ( n ) d r ] j < m a x | / ( 2) | | z 2— z i | .  > ■

Из выпуклости области следует, что если Zj;£D, z2££>, то и от­
резок, соединяющий эти точки, также принадлежит области D. 
Из теоремы Коши следует, что в качестве пути интегрирования



можем взять именно этот отрезок, а потому, применяя оценку зада­
чи 4,5, имеем

ds| 5 /  (Л) *1
г,

П р и м е р  4. Вычислить интеграл

<  шах | /  (г) |
1 г %Р

=  | гг — zi | max | /  (г) |. >
г€ £>

dr)
1 + Т )

F (z) - F (  0),

если путь интегрирования не охватывает ни одну из точек § =  ± {. 

^  Так как подынтегральная функция / ( г ) = - , ,— -г является анали- 
1 +  г?

тической всюду, кроме точек z,-t 2— ± I, то интеграл F  (г) имеет смысл 
во всех точках, кроме z = ± i ,  и при условии, что путь интегриро­
вания не проходит через эти точки. Следовательно, если путь 
интегрирования не охватывает ни одну из точек zlt г = ± £ ,  то в к а­

честве одной из первообразных для функции j можно взять

однозначную функцию F (г) =  arctg z, и, учитывая, что arctg 0 =  0, 
имеем

,ГС'вН тй?
П р и м е р  5, Вычислить интеграл

Г= §
sin -

£гл

I г- i  1 = 1 
^  Запишем интеграл в виде

г2+ 1 ■ dz.

sin -
izn

I -  §
z - H  
г — i • dz

■ i |= i

и, используя формулу Коши (5), находим
. izn  sin

> =2я I-
г +  г г=1

-■-п.

П р и м е р  6, Вычислить интеграл 

1 _  §  -
z3 (г— 1)

dz.

Так как внутри контура интегрирования знаменатель подынтег­
ральной функции обращается в нуль в точках г^ =  0 и zg =  1, то рас-
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смотрим многосвязную область D, ограниченную окружностью 
Г =  {г 11 z — 2 | = 3 }  и внутренними контурами Yi =  {2 11 г I —р) и 
y i — {г [ | г — 1 | =  р} (0 <  р <  1/2). Тогда в  этой области D функция

I  (2) = _ _ _ — _  является аналитической, и по формуле (4) можем

Записать:

(Б i  (2) d z +  (j) f  (г) dz +  tj) f  (2) dz =  0 ,
v r vi-

откуда следует, что

1 = S -------- dz — (E. d z +  <£ . f  dz.
J V ? 3 (z— 1) j  (г— 1) J  г* (г—  1) 
r +  Vi v t

Применяя теперь соответственно формулы (6) и (5), находим 
ег

. ег (г2— 4 г + 5 )г  z — 1 , 2n l (  ег у \  . ег (г2— 4 г 4 =  — 5я<
2 = 0

Vi

§
V2+

— 2яе£.
z= i

Таким образом, /  =  iu (2 e — 5). ►

Вычислить интегралы (обход контуров— против часо­
вой стрелки):

*•«■*) J m i l = ! s б> Х - г = э т ‘й - 

«•>»• <£ < i w * -  /  т о т -
| г + 1  | =  1 ~  | г 1 =  з ~

4 * 1 2 ,  ф  ( Z — 1 ) 3 ( 2 + 1 ) 3  > Г Д е :

. а) С =  {г 112 — 1 1 =  1}; б) С =  {г| | г +  1 1= 1};
в) C = { z \ \ z \  =  R,  R = £ \ ) .

4.13. §  dz .
|г | = 4

4.14. Доказать теорему о среднем: если функция / (г)  
аналитична в круге |г  — г01 <  R  и непрерывна в замкну­
том круге | z — г0 | ^ / ? ,  то значение функции в центре 
круга равно среднему арифметическому е е ' значений на
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окружности, т. е.
j  j ,  Г

/  (2.) =  Ы  J /  ( V f  Re®) d9 =  2S F |4  Д  1=s т ds,

где d s—дифференциал дуги.
4.15*. Известно, что если f(z ) =£ const — аналитиче- 

. ская в области D  и непрерывная в замкнутой области 
D =  D +  L функция, то та х | / ( г У |  достигается только на

z e D
границе области (принцип максимума модуля). Доказать, 
что если, кроме того, 4 z £  D { f  (z)=£Q),  то и m i n | / ( z ) |

достигается также на границе.
4.16. Используя формулу (6) для / '(г ) ,  доказать тео­

рему Лиувилля: если Д г) — аналитическая и ограничен­
ная во всей; алоекости (z) функция, то /■(*) =  const.

ОТВЕТЫ

v 1.1. Внутренность круга с центром в точке г0 радиуса R; одно­
связна. 1.2. Кольцо между окружностями радиусов 1 и 2 с центром 
в точке za =  i; двусвяана, 1.1. Внешность круга радиуса 2 с центром 
в точке z0 =  t с выколотой бесконечно удаленной точкой; двусвязна. 
1.4. Горизонтальная полоса, заключенная между прямыми у  — —  1/2 
и у  =  0; односвязна. 1.5. Внешность круга радиуса R  с центром 
в точке г0; односвязна. Бесконечно удаленная точка г = о о  является 
внутренней точкой этой области. 1.6. Внутренность круга с выколо­
тым центром- 70— — * радиуса 2; явусвяэиа. 1.7. Полуплоскость, л*е- 
ж ащ ая левее прямой х = 1 .  1.8. Внутренность круга pamiryca 2 с цен­
тром в точке (2, 0); односвязна. Г.9. Прямая х — ( / + 1 = 0 .  •  Запи-

г + 1  (г -М )  ( г + О  ( г + 1 ) - ( г + 0  , _ ■
сать ——; в виде -—■— Ч г - 1—• = — . . . - 1.10. Внутрен- 

2 — i - (г— 0>(г +  0 1г ~ ‘ 1г
■Х̂

ность э л л и п с а -д - + -^ -= 1 . 1.11. Окружность | г | = 2 .  1.12. Часть
* % 2 

плоскости, лежащ ая справа от левой ветви гиперболы — Т б ^ ’

1.13. П рямая, проходящая через точки г* и 2$, с вырезанным отрез­
ком, соединяющим эти точки. 1.14. Внутренность отрезка, соединя­
ющего точки — £ и I. •  Воспользоваться равенством a rg (— г) =  
=  jx +  a rgz . 1.15. Re г >  0, Im г >  0. 1.16. Re г < 0 .  1.17. | Re г | <  3.

1.18. | г - ( 1  +  0 |  +  | г - ( 3 + 0 |  < 6 .  1.1В. <  arg (г— г») <  - ^ .

1.20. 2 ф + 4 £ я , fe =  0, ±  1, . . .  1.21. З ф + 6 £ я , k = 0 ,  ±  1, . . .
, 1 , , 2fci . л , * . , rainj®  . ;
U 2 .  , k =  0. ± 1 .  где t g f  =  r p r J s y . s in ф =



fSlIKP • b r Sin<p t a t  1 I , , , n «= — ------ Rirnb =  — -  ■■ .....— 1.24. - ^ ф  +  бя, k — 0,
т cos ф 8 1^64 +  л2— 16r cos Ф 2

. , /-2 8 т 2 ф  . . /-2 51п2ф
где g ^  r 2 C0S 2ф— 4 ? S in 'l, '~  j / V  +  m — 8г2соз2ф ‘

1.25. \ ^  +  kn , k =  0, ± 1 ,  где

sin ih =  ■ ^ r s ' n Ф , . 1.26. Любая область, лежа-
V^9r2 sin2 ф + ( г 2— 2— г cos ф)? 

щая внутри угла с вершиной в начале координат и раствора не 
более п /п . 1.27. Любая область, лежащ ая в полосе, параллельной 
действительной оси и шириной не более 2я. 1.28. Любая область, 
лежащ ая в полосе, параллельной мнимой оси и шириной не более 
2я/3. 1.29. Любая область, лежащ ая либо внутри единичного круга

(| г | <  1), либо вне его ( | z |  >  1). •  Равенство zj-f------ = z 2-|------при
г1 г2

Zi Ф' г2 возможно только в случае, когда z2 =  — . 1.30. а) Прямая
г1

х =  С отображается в параболу гг =  4С2 (С2— и); окружность | г |  =  
=  R  — в окружность |гг)| =  /?2, проходимую дважды; луч a rg z  =  a — 
в луч ащ  w — 2a\ полукруг | г | <  г, 1ш г >  0 — в круг | w | <  г2 с раз­
резом по отрезку положительной действительной «си. б) Точки, 
лежащие ва прямой х — С, записываются в виде z — C + iy ,  а потому 

1 С . ц _ С у
. . — 7^ - , — о- — 2 * Отсюда и = 7Ч- — j ,  v =  — 74 , „ , C - \- iy  C2 +  t f  С* +  у2 С +  У С2 +  ;/2 ’

u 2 +  v2 =  с 2-}-1/2= ~5 ~ ‘ Следовательно, образом прямой х  =  С является

окружность л2 +  а2— g r-= 0 . Образом окружности | г | =  Л является

окружность |а » |= - ^ - .  Луч a rg z  =  a ,  т. е. луч (0, оо-е‘а ) отобра- 
К

зится в идущий из бесконечности луч (0, оо • е ~ ‘а). Полукруг | z | <  г , 
1ш г >  0, отобразится в нижнюю полуплоскость с вырезан­

ным полукругом | ш | <  — -, l m a > < 0 .  ^  1.31. /  (г) непрерывна в D,

если V e> 0  V z£D  Э б = б  (е, z )> 0 ,(( | Az |< б д г + Д г £ £ > )  = >  | /  (г+ Д г)— 
— /  (г) | <  е). 1.36. ch 1 cos 1 — t sh 1 sUn 1. 1.37. cos 1.

1.38. — sh 2 cos 1 + г  ch 2 sin 1. 1.39. (2 k - \- \ )n l i  1.40. -2-i.

1.41. ^ 2 & -(--^  n i, 1.42. A rcsinz =  — i L n ( t z + ] / r l — г2) ,

Arcsin £ =  2 * я — iln  ( l /~ 2 — l) , 1.43. Arctg z =  — у  Ln j ,

Arctg =  k n + —  ln 2 , k £ z .  1.44. Arsh z =  Ln (z +  J^ z 2 + 1), 

Arsh / =  ^2k  +  n i, 1-45. Arch z — Ln (z +  V ^ 2— l) ,

Arch (— 1) =  1 ) n i , k ^ z .  1.46. Arth z =  - i - L n | ^ :, A r th ( l— /) =
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=  —  In 5 + ~  a rc tg  2 +  'j Щ, k £ % .  1.47. егкя (cos In 2 + i  sin In 2),

k £ Z -  1.48. е<2*+1)л( k £ % .  1.49. ^ c o s ^ - f f  sin ,

k £ % .  1.50. 1.51. 5earCtST* 2,<ltX

X ^cos ^ I n 5 — a r c t g 1 sin ^ ln  5 — a r c t g - | - ^  , k Q Z -
4

arctg-r  + (2 * + l)  n i l  4  \
1.52. — 5t>_ 3 f c o s f l n 5 — ar ct g-g- j - f -

- f i s i n  ( l n 5 — arc tg  , k £ % .  1.53. / ( 0 ) = 0 .  '1 .54 . /  (0) =  0. 

1.55. /  (0) =  0. 1.56. lim /  (z) не существует.
z -*■ Q

Д у
2.1. He дифференцируема ни в одной точке. •  lim —  не суще-

Дг  -* о Дг
ствует. 2.2. Не дифференцируема ни водной точке. •  При Д y  =  kA.x
имеем lim — ii------ =  lim ---------, т. е. предел не существует.

Az-> 0 Дх-Н'Д(/ Дх-*-С>1 + ik
2.3. Дифференцируема только в точке г =  0. 2.4. Дифференцируема 
только в точке г =  0. 2.5. Не дифференцируема ни в одной точке.
В точке г =  0 lim I г -f-Az 1 | г | ._  цт  _[ Дг | — пе существует.

дг-<-о Дг дг->о Дг
Если же г Ф 0, то, обозначая |*г | =  т, Дг =  Дрв*ч\ имеем

[ г + Д г |  — | г | /
Дг Лре‘,ч>

Отсюда найдем lim —^ __L_____L — Z . при
Др ->- о Др т

т
9  =  0 n— ------- ' ----- - : ■■■■ J------- ' = - ^ п р и  ф =  - £ .i Др-»о 1Др г 2

Таким образом, lim J ? +  1 I z I не существует. ► 2.6. Диффе- 
Дг -*• о Дг

ренцируема только в точке г — 1. 2.7. •  Использовать правила диф­
ференцирования сложной функции двух переменных и (х, у) =  
=  и (г cosq>, г sin ф), v (x , у) =  v (г cos ф, г в т ф )  и условия (1): 
ди ди дх , ди ди dv dv . dv dv
57 =  ^ - а 7  +  ^ ’ а7 =  ^ с0 8 ф - ^ 81п<Р и ^ = - а г Л8| П(Р +
, dv ди - 1 dv .

Н - ^ г с о э ф ,  т. е. ' "̂ ф" • Аналогично проверяется второе из

г. ди dvравенств (2). Д ля получения равенств (4) следует выразить -j— й ^



дг дг Зш Зф 
через производные по г  и ф, производные ^ ^ п о л у ­

чить из равенств т— У~х2-\-у2, ф = агс{§-^- и подставить най­

денные выражения в (3). 2.8. (езг) ' =  Зе3г. 2.9. ( s h z ) '= c h z .  
2 .1 0 . (г")' =  пгп ~ 1 (кроме точки г =  0  при отрица­
тельных п). 2 .1 1 . (cos г)' = — sin г. 2 .1 2 . (In (г2) ) '=  2 /г.

2.13. ^ s i n - j ^  = - i - c o s - j .  2.14. •  Воспользоваться условиями

Коши — Римана. 2.17. Вся плоскость, кроме точек г = ^ й + . - ^  п >

( tg z ) ' = — - 5— , 2.18. Вся плоскость; / '  (г) = е ~ 2 (1 — г). 2.19. Вся 
'  s  '  cos2z

, • м / Ч (1— Z2)COS2 — z ( l + z 2)s i nz
плоскость, кроме точек zj, 3=  ±  (; /  (г) = -----------— 7т~т ~ 2Тг-------------- .

I*"Г 2 / ,

2ег
2.20. Вся плоскость, кроме точек zv =  2nvi, v £  %; f  (г) =  — (ег— 1)аа •

л
2.21, Вся плоскость, кроме точек Zv =  y v ’ / ' (z )= c o s2 z .

ez (г __n
2 .2 2 . Вся плоскость, кроме точки z — 0; / '( z )  = ----- р — . 2.23. Вся

плоскость, кроме точек z^ — nk i, Ъ ; f  (2) =  — 2.24. Вся

плоскость, кроме точек zk = [ k - \ - ^ j n ,  k£% -, / '  (г)
1 — sin 2 z ‘

52н , 1 дм . 1 d2« „ „„ . n . . „ „ , , 0  
2.26. Ди =  ̂ + т - ^ + - ^ - ^ . 2 . 2 7 .  Д « = 0 , v (x , y )= 3 x * y -y * + C ,

f  (z) =  { x + iy )3 +  Ci =  z3+ C i.  2.28. Да*® 0, и (x, у) =  2e*-cos y + C ,  
f  (z )= 2 ex (co s(/+ t sin y)-\-C = 2ez-\-C. 2.29. Дгдаб, v (x , ( /)= —x2+ ^ 2+ C , 
f ( z ) = —  i (x2— i/2 +  2< ^) +  3 +  Ci =  — tz2 +  3 + C t .  2.30. Д уе=0,

и (*. У) =  j  ln (Х*+ У 2) +  C. /  (г) =  у  In (*2 +  ̂ 2) - f  i a rc tg  | -  +  С =

=  In [ z |  +  f a r g z  +  C = l n z  +  C. 2.31. Д н ^ О ,  w (дс, </ ) =— +

+  2x +  C, f  (z) =  2У +  2 ix + C i=  —  +  2 iz + C i.  2.32. Ди =  0,
* ~r У %

v (x ,  y) =  - ± ( x * - y * ) + 2 x y + C ,  /  (z) =  z2 - y  z2 +  Ct =  г2+ а .  

2.33. Ди saO j и (x, у) =  -^- (x2— г/2) +  C, /  (z) = 1  z2+ C .

3.1. ft =  4, ф  =  я /4 . 3.2. ft =  2, ф  — я/2 , 3.3. k =  6, ф  =  я/2.
3.4. k — 3, ф  =  0. 3.5. й = 1 ,  ф  =  0, 3.6. ft =  2, <р =  я/2.
3.7. Сжимается область | z |  >  1, а растягивается область | z |  <  1.
3.8. Сжимается полуплоскость Re г <  1, а растягивается полуплос­
кость R e z  >  1. 3.9. Сжимается область | z + 1  | >  1, а растягивается 
область j z + 1  | <  1. 3.10. Сжимается внутренность круга | z + l  | <

217



3.12. г — j  = 1 /2 .  3.13. l z  +  i | = V ' r 2 .  3.14. | г |  =  1 / / У .

3.15. {z| Im (1— i) z =  0}, т. e. прямая y = x .  3.16. {z | Im  (L + 1)X  
X ( t  +  z )= 0 } , т. e. прямая x - \ - y - \ -1 =  0. « Использовать равенство

' arS "^ q 7 ^ a -— “J " — 2arg(( +  z ) = 0  и соотношение - - ^ = a r g  (— 1 — i) .

3.17. Луч 0 <  x  <  + o o . y  =  — 1/2. 3.18. Л уч 1 <  x  <  + o o , y  =  0. 
3.19. Отображение конформно. 3.20. Отображение не конформно. 
3.21. Отображение конформно. 3.22. Отображение конформно. 
3.23. Отображение не конформно. 3.25. z0= — 1, « = 0 ,  k = 2 .

< 1 / 2 ,  а'растягивается внешность этого круга. 3.11. | z — 1|  =  1/2.

3.26. г 0 =  2 (! +  <)> «  =  у .  k = \ .  3.27. z0 =  -
1 , Л л

- j c t g — , а  =  -

k — \. 3.28. При а Ф 1 ■ г0 = 1 — а
мая V — — 3. 3.30. Прямая и — 2t> =  0. 3.31. Окружность и2 +  
+  v2— и — и =  0. 3.32. Окружность «a+ .n * + .'2 u + 2 t> +  1 = 0 .  

г — г „ ( г + 1) г — i
3.34. w = i-

г— 1
3.35. w =  -

a  =  arg a, k =  \ a \. 3.29. Пря-

>УЖНОСТЬ и2 -
2 u + 2 t> +  1 = (  
(5— Зг) г — 43.36. W--

_____________  4 г — 5 — 3»

3.37. . ^ = а. - ДА .̂ - ^  +  4йс , z1 =  z2 при (a - d ) *  +  4ЙС =  0. 

Бесконечно удаленная точка является неподвижной только при 

с — 0, т . е. для линейной функции. 3.38. а) -^-(1 +  г); б) 4 +  i. 

•  Точка \ - \ - i  и центр .к р у га  i лежат на прямой у =  1. 

3.39. a) B>U— i+ , =  -1- ^ s2t ; б) mj7=i - 8t- =  81 ~ 2f . 3.40. ос =  у ,

0 =  я . 3.41. а  

.0 =  0. 31.45.

.3.42. а  =  г0, 0 =
Зл

3.44. а  =  «,

=  {И)| 

=

а  — 21, 0 =  + +  3.46. а = з ? 0, 6 =  я . 3.47. £  =  

ш [ < 1 ,  Im ш <  0} (нижняя полуокружность). ч3.48. Е  =

■Ч4--Н
^ 2

5 Im an <  0 > (рис. 98). Луч

ТО

Рис. 08.

О <  х  <  + о о  преобразуется во внешность отрезка 0 < м < 1 ; причем 
точки верхней полуплоскости (г) отображаются в точки нижней



полуплоскости (w). П рямая у — * =  0 отображается в окружность 
— 1-ht , 1—t I / 1 1  

ww------- к— ------к— w = 0 ,  т. е. в окружность \ w — I ----- g-

V T с центром в точке Щ = -^ ----- ?г i . 3.49. £  =  — 1

< 1 ,  — j < a i g ( w •  Окружность | г | =  1 отображается

в окружность \w — 1| =  1, окружность | г | = 2 — в окружность | w —
1 3

— 1 | =  — , отрезок — в отрезок а прямая

у = х — в прямую u - \ - v = \  (рис, 99);. 3.50. Я =  {а)|1пяш >  0* RectJ>0}.

3.51. Е  

< arg w < т}-
< 4 . > 1 } .  3.52. <

3.53. £) =

1— гЗ

Re г <  у  при г = 1 ,

/•5— 1 /•2 — 1

при г  <  1,

при г >  1.

■ ^П оскольку  | a i | < r ,  то из соотношения w (1— г ) = г  получаем 
j г |  <  r \ 1— г |. Возводя обе части этого неравенства в квадрат, за­
пишем полученное неравенство в виде гг  <  r i  (1 — г) (1— г), откуда 
получаем

(/•5— 1) г г — Л  (г +  г) +  г5 >  0.
Если г <  lj  то из (*) имеем

(*)

ZZ- 1- (z +  г) < 1— гЪ *

но гг" + т ^ ( г + г ) = ( г+ т = 7 г ) ( ^ + т а - ) ' (! — /•?)? *

Д алее, так как (1— 1— г* ~~ ( ! — /•?)? , то из С**) получаем
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1 — г2 I < [  1— г? | - ■ 1 — гЗ I '  1— г2 /
'внутренность круга). Аналогично в случае г >  1 найдем г г —

Г2 -  т* I
( z + z ) > — -у— Г , т. е. \ г  —Г? _ !  "  г?— 1 ’ Г  г?— 1 I ^  (а2— 1)2

- р п Г Т =  (Г- £ :-[)Т • Следовательно, £» =  | г | | г — ~ Т 1

>  — Г • |  (внешность круга). Наконец, если л = 1 ,  то из (*) полу­

чаем г +  г <  1, т. е, Z) =  | z  | Re г <   ̂(полуплоскость). ^  

3.54. W= — з -55- w =  

=  е~Г - г ~ .  3.56. ® = ^ i ± i . - y  . 3.57. w =  —  . 3 .5 8 . w =

=  ( й § ) ' . .  -  

—(-йЯй-У- “ *■ —  ( £ Ш Г  - “
_ / 2 £ + Ш ± у .  з .е з . , . 64.

\ 2 г — / з + i /  \ 2 г — 1 ^ 3 — ( • /

-  / Щ _  ■ —  ^ т й г Е т -  3 « -  •
3.67. ю =  j/"z2+ A 2 . 3.68. Как внутренность круга | г \ < R  при 
R  <  1, так и внешность круга | г I >  R  при R  >  1 отобразятся на 

и3 и2 
внешность эллипса - j— -------- г т т  +  ~ —;-------- , ч „ ■ = U . 3.69. Плос-

4 ы у  ц о - к у
кость с разрезом по отрезку [.— 1, 5/4]. 3.70. Плоскость с разрезом

3
по лучам (— оо, — 5/4], [1, +  оо). 3.71. Один из ответов: w = - ^ - x

О

X ( z+ y ) —- | - +  ( т  ( г ' * ' т ) — т ) 2 - 1  (пРичем выбирается

та ветвь, которая точку г =  0 переводит во внутренность круга
■ . 1 /  . 1 \  3w i— 1 . 3

| ш I <  1). •  о>1 =  у  ( z + y J  » ®а =  — g— , W3 =  —  W2i Ш4= ш 8 +

+  У  w l— 1 , w = w i °w 30 wi °w i. 3.72. ^z- | — , « П р о и з­

вести преобразование подобия wi =  -^-; и для отображения щ = у г Х
К 2

проследить . за преобразованием границы области. .

3.73. ш =  (г + V^z? — с2 ) , где с = |Л г ?— bi . •  Производя



z 1
преобразование подобия а>£=—  и определяя R  из условий -g-X

— ^ - )  = - j 5 находим ш4 =Ш 1 + 1/а» ?— 1

и a> 8= -i-® s. 3.74. Е =  {ш| Ima> <  0}. 3.75. E =  {w\ Re te> >  0}. 
И

3.76. E — {w 11 w | >  1, w  £  [1, + oo ]} . 3.77. £  =  ^шЦ o/| >  1, 0 <  arg® <

<  . 3.78. E =  {w\ 1 <  |o i |  <  e, l m o ) > 0 } .  3.79. Если w =  p e ^ ,

то прямая x = C  отображается в'бесконечное число раз проходимую 
окружность р =  ес , а п рям ая ,у  =  С — в луч г|) =  С. 3.80. '£  =  {ш|0 <  
< 1 т д а < я } .  3.81. £  =  {а>| Ret» <  0, 0 <  \m w  <  я}. 3.82. Е =  
=  { t t ) | R e w < 0 ,  0 < 1 т о ) < 2 я } .  3.83. E = { w \0  <  ]m w  <  2я, iv ф 
Ф  н + г 'я  для и > 0). 3.84. E =  {w,\ \m w  < 0}. Представить cos г =

=  -i- (е г +  е- й ) в виде композиции отображений u>i =  iz, ш2 =  е* ‘ , 

wa =  ~  (Рис- ^ 0 ) .  ► 3.85. Прямые х  — С преобразуются

Рис. 100.

в эллипсы где “2 =  - j-(e c +  e_c)? =  (chС)?, &? =  -^-Х

<#2
X (eG — е - с ) ? =  (sh С)?, а прямые у  =  С — в гиперболы 

и2

и1 1

sin2 С

cos2 С

1. 3.86. Так. как  область D  содержит точки с симмет­

ричными мнимыми частями, то область значений Е  будет двузнач­
ной: каждый из прямоугольников D, =  {z | — я  <  Re г <  я , — h <  
< l m z < 0 }  и D j =  { z |— п  < Re z <  я , 0 < I t n z < A }  отобразится
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на нижнюю половину внутренности эллипса
^ (ей +  е -й)2

^ ( e h - e - b )3
= 1 ,  о  <  0 .

( 2 __А 2
4.1. -— • 4.5. •  Оценить интегральную сумму (1) и, учи­

тывая, что | Дгй | <  As*;, перейти к пределу при max — >-0. 

4.6. (г— «o)"dz =  i  j J f  n  — * Произвести за-
|г - г „ |= «  ~ ПРИ Л~

мену переменной г — г0 =  У?е*'е . 4.7. J  (г— г0)” dz =
I г - г ,  |= Л

0 <  arg ( z - z „ )  <  Я .
'го ', при п =  —  1,

О при я  =  2 Н - 1 ,  * € Z .  й?* — 1» 1 +  /
2/?2А + 1 -------о— • а/ и>

- 1 + Г  при п==2к’
б) — 8п1. 4.10. — я -sh l. 4.11. 0. 4.12. а) ; б) — - ;  в) 0.

4# *

4.13. 0, 4.15. •  Рассмотреть функцию ф ( г ) = - Д - г - в
I \г)



Г л а в а  12

РЯДЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

§ 1. Числовые ряды

1. Сходимость ряда. Критерий Коши. Выражение
СО

И 1 + « 2 + •  • • + Un + • • • — 2  Un'
/1= 1

где — заданная числовая действительная или комплексная
последовательнйсть, называется числовым рядом. Конечные суммы

S i =  « i, =  +  • • -s <Sn = « i + « j 4 -  • • • Ч~“ л> ••• (2)
называются частичными суммами ряда (1).

Если существует конечный предел последовательности частичных 
сумм (2) S =  lim S„, то ряд (1) называется сходящимся, а число

П — СО

S — суммой ряда (1).
К р и т е р и й  К о ш и .  Д л я  того чтобы числовой ряд  (1) был 

сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы для любого е >  0 су­
ществовало N =  N  (е) такое, что для всех п >  N  и р =  1, 2,  . . .  вы­
полнялось неравенство

I 5п.+,р— I =  I “и + 1 +  “я + 5 +  • • • -hUrt+p I <  в.

Н е о б х о д и м ы й  п р и з н а к  с х о д и м о с т и .  Е сли ряд  (1) 
сходится, то

lim « „ = 0 .
П —> 00

СО

П р и м е р  1. Показать* что ряд У ,  , , сходится и найти
П=.\

его сумму,

к дробь 7 Щ П )
1 1 1

Так как дробь представима в видеX V.JC —j— 1)

z ( * + l )  х  Х-+-1 ’ 

то частичную сумму ряда можно записать следующим образом:

S -  1 4 -  1 +  1 4 -  ' 1 ■ 1
1-2 1 2-3 1 3-4 1 ”  * (л— 1)п * r t ( « + l )

- 1 _ 1  . i _ i 4 . 1 _ I +  ____ 1 + 1 ____ !____ Г  1
1  < ) 1 0  q  1 4  д  г  •  •  •  ______I  n _ L i  12 ’ 2 3 ^ 3  4 ------Г п —  [ п ^ п  п-\-1  я + 1 *
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Следовательно,

lim S „ =  lim Л _ _ 1 _ Л  =  1,
ti-+ CO Я  00 \  tl~\- 1 J

т. e. заданный ряд сходится и его сумма равна 1. ►
ао

П р и м е р  2. Исследовать на сходимость ряд 2  9” и в 'слу-
п =о

чае сходимости найти его сумму.
Имеем

■So =  1 +  я + <?2 +  • • • + qn~ *•

Если 9  =  1, то S„— n, т. е. lim S „ =  оо, и, следовательно, ряд расхо-
П -*■ СО

дится. Пусть теперь q Ф 1, тогда
1 —  дП 1 дП
1 —  q l — q 1 — q ‘

ь
Положим q =  rei<f, тогда qn =  rnetnW. При 0 <  г <  1 имеем 

lim qn =  lim rneinf  =  Ot
П —► со гг -*■ Q0

4 -  пП 1 7
т. е» lim т~--—= 0 ,  откуда lim S n =  ■ , Если же г >  1, то

Я-»-оо Я * п -*■ оо Я
п П

гп —  ̂ со и, следовательно, конечного предела lim г-*— ? а значит#
П —*■ оо 9

и предела последовательности частичных сумм не существует. 
Наконец, при г = 1  и <p^E0(m od2jt) предел

lim еШф=  lim (cos шр +  f sin лф)
п —*■ ОО гг -*■ ОО

/ а  потому и предел lim S „ V также не существует,
V «-*■“> У

Таким образом, ряд <?” , называемый бесконечной геометр и- 
п=о

ческой прогрессией, сходится при | q | <  1 и его сумма равна —

и расходится при | ф | ^ 1 .  ►
П р и м е р  3. Доказать, что гармонический ряд

1+ Т + Т + • ■ • + 7 Г +  • • • “ 2  тг
/1=1

расходится, хотя его члены стремятся к нулю при п — ► оо.
^  Рассмотрим разность частичных сумм с номерами 2п и п. Имеем

s ^ - s » == ^ T i + ^ b + • • * -
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Заменяя каждое слагаемое меньшей величиной 1 /2я, получаем

о . . _L , 1 , , _ L _ 1  1
in п >  2п +  2 п ~ ^ '4 2п 2п =  2 *

Это неравенство означает, что при р = п  для гармонического ряда 
не выполняется критерий Коши и, следовательно, ряд расходится. ^

Показать, что следующие ряды сходятся, и найти их 
суммы:

1 , I V S i  п (/j4- 1)
л =  1 (я + 1) (я+ 2) •

1.2 . 21 <2л— 1"  (2л— 1) ( 2 я + 1) • *

1.3*. Ь4. ± Ц £ .
л =  1 л =  0

Используя критерий Коши или необходимый признак 
сходимости ряда, установить расходимость следующих 
рядов:

1.5. 2 — 1 . 1,6,
Л = 1 У « ( я + 1 )  ^

I *7* X  (— П"- ,<8‘ '^(Г>
/1=1 Л= 1

1 9  V  (2 + ‘)п м о  V  ____ " ____ .
л — 1

1.11. Доказать, что если члены сходящегося ряда 
умножить на одно и то же число, то его сходимость не 
нарушится.

оо оо

1.12. Доказать, что если ряды 2  ип и 2  ип схо_
Л=1 Л=1

дятся и их суммы соответственно и и и, то сходится и 
00

ряд 2  ( и л +  и л)> причем его сумма равна u +  v. Привести
я= 1

пример, когда обратное утверждение не имеет места.
1.13. Доказать, что отбрасывание конечного числа 

членов ряда не влияет на сходимость этого ряда (но 
влияет на сумму!).
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2. Абсолютная и условная сходимость. Признаки абсолютное
сходимости. Р яд  (1) называется абсолютно сходящимся, если схо­
дится ряд из модулей членов этого ряда, т . е . сходится ряд

оо

|Kil  +  l % i + . . .  +  l«n | + . . ; “ 2  1«»1* (3)
я=1

Если ряд (1) сходится, а ряд (3) расходится, то ряд (1) называется 
условно сходящимся.

П р и з н а к  с р а в н е н и я  р я д о в .  Если члены ряда (1) для  
всех п >  N 0 (ЛГ0Эг1) удовлетворяют условию  | | <  bni причем

ОО
знакоположительный ряд  2  Ьп сходится, то ряд  (1) сходится абсо- 

п=I
лютно. Если же для п >  N f члены ряда  (1) действительны и удов-

о»
летворяют условию 0 <  |ы„|, причем ряд  2  сп расходится, то

Я = 1
и ряд  (1) расходится.

во
П р и м е р  4. Зная, что ряд S '  ——— сходится (см. при-

п ( « +  1)
/1 = 1

мер 1), установить сходимость ряда
■“  п
Я =1

Так как
Ов 90

2  ^  =  2  (/1+1)2 »
л = 1  л = 0  v (

то* учитывая неравенства
1 , п

( « + 1 ) а <  и ( « + 1 )  ’ ‘ 1
00

по признаку сравнения убеждаемся в сходимости ряда ^  - L .
я=1 п

Н а практике более эффективным оказывается следующий
-"-во

П р е д е л ь н ы й  п р и з н а к  с р а в н е н и я .  Если ряд  2  ип
П—\

сходится абсолютно и существует конечный предел lira —
п  оо Vn

=  q <  + о о , то ряд  (1) также сходится абсолютно. Если же члены 
рядов ип и vn положительны и

О <  11т — <  + о о ,
V  —► о» ^П

W о»
то ряды 2  «» « 2  °п либ° °ба сходятся, либо оба расходятся.

Л = 1 Л » 1
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у 1 Зпг — 2 
я 4 +  5пп - 1

ОО
-4  Так как ряд ^  сходится (см, пример 4) и так как

П=1

lim 3n-8.~ 2..--L— з p.
„-*<» л* +  5п n2 ^  '

то ряд (4) также сходится. ^
П р и м е р  6, Исследовать на сходимость ряд

2п +  5

п = 1

^  Так как

П р и м е р  5. Исследовать на сходимость ряд

14)

Зя2— 2л* я = 1 .
(5)

2п +  5 1 
lim » — ;п -> » 3 п 2— 2n п

а гармонический ряд У  — расходится (см. пример 3), то и ряд (5) 
/*=1

расходится. ^
П р и з н а к  Д а л а м б е р а .  Е сли члены ряда (1) таковы, что 

существует конечный предел

lim

то при  0 <  / <  1 ряд (1) сходится абсолютно, при  I >  1 — расхо­
дится, а при 1 =  1 требуется дополнительное исследование. 

П р и м е р  7. Исследовать на сходимость ряд

S 5- <6>
Л=1

«3 ( « + 1 ) 3 ^  Имеем 9,i+ i ~ и2п ’ ” +! 2Л+1 

lim “ « + ! _  , im ( я + 1 ) 3 2" 1 . 
п 2п + )л3 2„ оо "п п-* * п

Таким образом, ряд (6) сходится. ►____ ___
П р и з н а к  К о ш и .  Пусть l im ? / \ и п \ =  /. Тогда, если

п  -*  оо

0 <  I < 1, то ряд  (1) сходится абсолютно, если I >  1— ряд  (1) рас­
ходится, а при 1 =  1 требуется дополнительное исследование,
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П р и м е р  8. Исследовать на сходимость ряд

2 (Пш I

(  2л +  5 \* » - *  
3/1— 1 )  *

. . .  / 2 п + 5 д * » - *
^  Имеем « „ =  I J > поэтому

а - 1

Следовательно, данный ряд сходится. ^
При использовании признака Коши бывает полезна следующая 

формула Стирлинга:
, 8 

п \ = У Ш  ( ~ У - е 1гп, О < 0 < 1 .

П р и м е р  9. Исследовать на сходимость ряд

" 2п -п\
L a - Ц п ~ ‘

' п = 1
Ц  Имеем: -

-75—  , S  _ £ Л 1/П '/  м \  л ^12П j
lim у \ и п \ =  lira ( - ^ Р П- ( j Y e

П -+■ а» Л-f оо V '*■ \  с /
J_ 0

у -  lim ( 2 ш ) 2п. е 1гп' = 1 < 1 ,
П -*■ оо

т. е. ряд сходится. ^
И н т е г р а л ь н ы й  п р и з н а к  К о ш и .  Пусть функция f  (*) 

положительна и монотонна при х  ^  1, и пусть для всех п £  N 
имеет место равенство /  (п) =  | ип \. Тогда числовой ряд (3) сходится 
(т.е. ряд (1) сходится абсолютно) или расходится одновременно с 
несобственным интегралом  

+ 00

С /  (дс) dx, а-Э* 1.
а ~

П р и м е р  10. Выяснить, при каких значениях параметра р
оо

сходится ряд Д ирихле  ^  ~~р •
Л = 1

-4  Так как  функция /  (x )= - j^ -  удовлетворяет условиям интеграль­

ного признака Коши, то исследование сходимости ряда Дирихле 
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сводится к исследованию сходимости интеграла dx
хР . Но

+ 00 Ь
dx 
~хР''

Мш In 6 =  -J-oo
b -*• + О*

Ь*-Р  1lim
+  оо 1— Р 1 — Р

при р — 1; 

при О <  р  <  1,

lim 
Ъ + оо

(  1 1 \  г  '  ^  , 
~ '"(р—  i"fb~ p = i)  = Т - Г  при р > и

Отсюда заключаем, что ряд Дирихле сходится при р  >  1 и расхо­
дится при р <  1. ►

1.14. Доказать, что всякий абсолютно сходящийся ряд 
является рядом сходящимся.

1.15. Доказать, что члены сходящегося ряда можно 
группировать, не меняя их порядка, произвольным 
образом.

1.16. Доказать, что члены абсолютно сходящегося 
ряда можно переставлять произвольным образом; при 
этом сумма ряда не изменится.

Используя признак сравнения или предельный приз­
нак сравнения, исследовать на сходимость следующие 
ряды:

1

п= 1
3/г— 2

1.19. £  з^з— j
П— 1

1.21. ^  s i q ~ - .

1.18. 2  (2л— 1)а ’
Л=1

1.20. £
V  n ( n + l ) ( « + 2 )

1.22,
па +  3

П =  1
4и3 +  5п 'л= 1

Пользуясь признаком Даламбера, исследовать на схо­
димость следующие ряды:

1-23- t  2 4 ‘ S
п= 1
3 . 3 - 5 ,

■ +  Т Л - +  • • •

пп

1.25.

1 nl * л = 1
3-5 . . .  (2 « + 1 )  , 
1-4 . . .  (Зя— 2) ■
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1.26. 1.27. 2 :  % ? .
n = 1 n =I

Используя признак Коши, исследовать на сходимость 
следующие ряды: v

оо

1.30, ы„, где u2ft_ j =  ^2A +  l )  11 =  ( з й — т )  ' 

1 ,з ь  X  ((1 +  о « + з )  •

Используя интегральный признак Коши, исследовать 
яа сходимость следующие ряды:

•О ОО

1.32. У .  - Л - .  1.33. У  —
^г2 п1п
00 00

1-34.2 ; - п п г -  ' -35- S„ = 2 ..........  л=3 «1п "(Ш 1п я> »  •-

Исследовать на сходимость ряды:

1.36. 2 - g - .  1.37, 2
п — 1 /1 = 1

••38. J ;  ( ^ ) “ . 1-39. S j ^ T T -

• •4 0 .Ё  ж ^ .  1.41. 2  ( 1 - 1 ) - .
Я=1 Л=1 4 1

1 42 100-’ 100'103 1 100,103-106 .
1-5 г 1-5-9

, 100-103 . . .  (97 +  Зп)
1-5-9 . . .  (4п— 3)

1 4 3  1 | Ь И  I LUJi 1 , 1-11-21 . . .  (10я— 9) , 
31 5! (2п— 1)! г

1 44 — -4- - — 4- - 4* 4r ' ' -  (4»—-3) 
1,441 2 + | ^ + 1 - 4 l6 - 8 - 1 0 T  V ;  Т  ’(4л%»2^и
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w e .  2  . in
п = 1 '  л=1
ОС «о

1.47, У  l n ( l + - V l  . 1.48. У —j— 1-Г— ♦\  ‘ л2 / л  In л In In n
Л=1 4 7 Л=3

во оо

1.49. 1.50*.
/1=1 Л=1

i c i  о  t 2-5 , 2*5-8 , , 2-.5• 8 . . .  (3п — 1) , 
1 . 0 1 . ^  "I- 1 .5 -Т- 1 . 5 .9 -Г  • • •  + 1 . 5.9  . . .  (4п— 3) т "  '

1.52, £  п~ .  1.53. X  Ч 1 +  т ) ’
Л=1 Л=1 '  '

Ь И .  Ё ( | = | ) - .  . .5 5 .  2  Ш " .
я = 1 л = 1

1 .5 6 .  1 * 1 4  • Ь 4 ‘7 .
Ю 0'Г  100-102 ' 100-102-104т г  '

1-4-7 . . .  (Зя— 2)
100-102 . . .  (98 +  2/J)

Ш .  У  I»5 8 . У

т
1 . 5 9 . 2 — 1- 60.  2й 1ЛпЗ« ( З п + 1 ) ( 2 / ^ - 1 )  *

1 i  йо  V  (1 +  0" «1.61. 1-62. £
" К »  +  * П = 1

2"

1.63. £ - 2 ^ .  1.64. £  — L _
ZTi 2 J T i ( Я - 0  7 Я

1.65. Исследовать на сходимость ряд £  ПРИ
/1=2 '  ^

различных действительных значениях р и а .
оо

1.66. Исследовать на сходимость ряд £  пр(Шп)«(1п'1гГп)Э 

при различных действительных значениях р, а  и р.
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1.67. Убедиться в том, что признак Даламбера непри- 

меним к ряду где w,A_f =  - p - ,  м1А =  р ,  тогда 

как признак Коши показывает, что этот ряд сходится.
3. Признаки условной сходимости. П р и з н а к  Л е й б н и ц а .  

Пусть члены ап знакочередующегося ряда

<*i— a a + f l j— ° i +  • • • +  (-1~ i ) n + l . , .  (7)

действительны, монотонно убывают, т. е.
at > at > . . .  > ап > . . . ,  (8)

в ; '  »
lim а„ =  0. (9)

П -*■ оо -

Тогда ряд  (7) сходится, причем для его суммы S  имеет место оценка
S  <

П р и м е р  11. Исследовать на сходимость ряд
оо

1

Я = 1

-4  Так как а „ = ^  > - i — = a n + i, л =  1, 2, . . . ,  и lim — = 0 ,
« « + 1  „ - у »  П

то выполнены условия (8) и (9), и данный ряд сходится. Ряд из
00

С
П — 1

абсолютных величин членов, т. е. ряд У  J L , расходится. Следо-
“тЛ. п

вательно, ряд ^  (— 1)п + 1— сходится условно.
П = 1  i

П р и з н а к  А б е  л я — Д  и р и х ле.  Пусть члены последова­
тельности (Ьп) монотонно убывают: 6j- >  b2 >  . . .  >  Ьп > . . .  и 

l im bn — 0, а частичные суммы S„ =  aj  +  а2 +  . / . - \ - а п, п — 1. 2, . . . ,
П  —► оо

ограничены в совокупности, т. е.

k=i
<  М для всех п £  N.

Тогда ряд  ^  апЬ„ сходится.
п — 1

П р и м е р  12. Исследовать на сходимость ряд

X " ” * .  « 6 R .  
k=\

•4  Очевидно, что в точках х  =  т п  все члены ряда равны нулю, т. е. 
при х  =  т л  ряд сходится и его сумма равна нулю. Пусть теперь
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* 9 ^ 0  (mod я ). Подсчитаем сумму
Я j я

■ sin  ft*
„ х  jL *  '4

П

2  s i n ^ = — Ц - 2  2 s i n - j !
" s i n y  A«=i

Ц г Ё  ( cos ( * - у )  •*— cos ( л+ т )  * )  =
2 s i n y  A=i

c o s - |-— cos ( rt+ - g - )

T ~  *
I "

Отсюда заключаем, что для любых п =  1, 2, . . .  и х ^ § 0  (mod л)
П

2  sin ft*
k= 1

Далее, последовательность

1

2 s in T
X

S1BT

(т)..
1

монотонно убывает и lim — =  0.
I л-*«> п

Таким образом, при * = £ 0  (mod я) выполнены условия признака
оо

Абеля— Дирихле, и потому ряд " 2  s**l сходится. Следовательно,
fc=i

ряд сходится при любом х . ►

Исследовать на абсолютную и условную сходимость 
следующие ряды:

П— 1 п— 1

>•70. Х ( - 1 > * й = 5 -  1 Л | - £  ( - » •  ( щ я ) "
Я=1 Л=1 4 1 '

1.72. 1 1.4 1-4-7
3 3 -5 + 3 -5 -7 '

I (__П « + 1 ^ 4 - 7 . . . ( З п  2) ,
• •  • 1 '  3 -5 -7 .. .(2п +  1) ' •

1.73. 2 ( - 1)" — • X  (— 1)" 1.3 .5. . .  ,(2п — 1)
я = 2  я - 1  4 '

1.75. 2  ' 1)” п In n  (In inn)? •
я = 3
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1.76. У  (— 1)"---------U = .
п In п у In In п/1 =  3

пп
sin -

« • " • £ £ $ •  « -я * .  £  V -
л = 1  л = 1

> •7 9 . S i .

Убедиться в том, что к рядам 2  ип с указанными
/2 =  1

ниже членами (6 £ N) нельзя применить признак Лейбница. 
Исследовать эти ряды на сходимость другими спосббами.

1 . 8 0 * .  « 2 6 - !  =  — у = = = — ,  и * *  = ---------- 7 = J = — .
2* 1 y i + 1 + Г  2ft Y k + 1 - 1

1.81.  и2й-1 =  зл_|_2 . =  — 1 •

1 . 8 2 .  « 2 f t _ 1= — , м з д =  — —  .

1 . 8 3 .  u 2 f t _  J  =  2 ^ ___1 > U 2 * —  £ 2 -

oo

1.84*. Доказать, что из сходимости рядов 2  l fln lz и
/1 =  1

00 оо

2  | I2 следует абсолютная сходимость ряда 2  аА<-
Л = 1  Л = 1

ОО ОО
Произведением по Коши рядов 2  ап И 2  Ь" называется ряд

л = 1  л = 1
ОО

2  члены которого получены по формулам 
и = 1

л

Сп =  2  ак ь п - к + Ь  
= 1

Исследовать на сходимость произведение по Коши 
следующих рядов:

1.85**. £ 1  и £ 1 .
/1=1  /1=1
ОО ОО

1.86*. £ 1  и £ ( - 1)4 .

/1 = 1  /1 = 1  

J

Л = 1  ”  л  — 1
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1.89. Доказать, что если ряд 2  а„ сходится абср«;;
1 1 

' 00 * 
лютно, а ряд 2  Ьп сходится, то произведение по Коши1 

n= i
сходится.
1 Пусть — произвольная числовая последователь-!

П
ность, S n=  2  и* — частичные суммы сходящегося ряда 

k=o ч v
оо оо

2  ик, a R n— 2  и* — остаток этого ряда. Проверить]
* = 0  к = п + \
справедливость соотношений (называемых преобразова­
ниями Абеля):

П П~ 1

1.90. 2  икик ~  2  (UA vk + l) S/t 4" VnSn • 
k —1 к —1

1:91. 2  ukvk=  2  ivk wf t + i ) <̂п) +
k = m + l k= m + 1

+  v n ( S „ — S m) ‘]
n n

1.92. 2  2  (»*—»*-i) i
k = m + 1 fe=m+2

1.93. Доказать, что для остатка знакочередую­
щегося ряда (7), удовлетворяющего условиям признака! 
Лейбница, справедливо неравенство | &„ | <  «„+*.

§ 2. Функциональные ряды

1. Область сходимости функционального ряда. Пусть функции 
/n (z ). определены в области D. Выражение

во

/ l  (z) +  /s  (г) +  • •• + / п  (г) 4- • • • =  2  f"  (I):
л  =  1

называется функциональным рядом. Если для z0£ D  числовой р$й'
оо

2  fn(*t)  сходится, то говорим, что Функциональный рад (1)! 
йа= 1 4



сходится в точке г0. Если в каждой точке z £ D iC D  числовые ряды
оо • • '

2  f„ (г) сходятся, то ряд (1) называется сходящимся в области D%.
П— 1

К р и т е р и й  К о ш и .  Д л я  того чтобы функциональный ряд (1) 
был сходящимся в области D%, необходимо и достаточно, чтобы для 
любого е, > 0 и любого существовало N  =  N  (г, г) такое, что

I /п + 1 (г) + / л  + « (2) +  • • -~\~fn+p  (г) I <  8
для всех п >  N  (е, г) и

Д ля определения области абсолютной сходимости функциональ­
ного ряда (1) следует воспользоваться либо признаком Даламбера, 
либо признаком Коши. Именно, если

nUm | ¥ # = / (г)'  ‘ п-+ “> I / И Й

lim У  | f n (г) 1 — 2 (г),

или

то для определения области абсолютной сходимости ряда (1) следует 
решить функциональное неравенство / (г) <  L, а для определения 
области расходимости— функциональное неравенство 1 ( г ) >  1. При 
етом для изучения поведения ряда в граничных точках получаемой 
области, т. е. в точках, описываемых уравнением /(г )  =  1, требуется 
дополнительное исследование.

П р и м е р  1. Найти область сходимости функционального ряда

“  ( _  П л  + Х
v  - - Л ’ JcgR , х > — 2.

п З " У ( х + 2 ) п ’

-4  Так как | / п (•*)! = -------и х > —  2, то, применяя приз-
пЗп у  (х-\-2 )п

нак Коши, имеем ' ■ ^

lira 1 1
п ■* оо у  ffin У (п З " У ( х + 2 ) "  п-+°° 3 ( х + 2 ) 1' 2 У  п З У х + 2 '

1 17Следовательно, ряд сходится, е с л и — — * <  1, т. е. при х > —
3 у х  2 ^

00
При х  — — -д- получаем знакочередующийся ряд У  (— 1)п +* — '

я = 1
который сходится по признаку] Лейбница. Таким образом; область, 
сходимости ряда— полуинтервал [— 17/9, + о о ).

Найти области сходимости рядов (х £ R). Исследовать 
! ряды на абсолютную сходимость.

2 . 1. 2  (— 1)” п~х. 2 .2 . У . ^ ~ .  2 .3 . У
n=1 п у п  *"
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2A' 5-<А*-
оо оо

2 .6. 2  ( ^ + ^ 2^ ) *  2*7, X
Л==1 ’ Л=1

sin ПХ 
еп* *

2.8. 2 ^ nte§H- 2 .9 . 2  е""**- 2.10. 2  lE lf .
/1=1 л= 1 л=1 П

П р и м е р  2. Найти область сходимости функционального ряда

^  Применяя признак Даламбера, можем записать неравенство

lim
П -> от

(п + 1 )  (г— 0 ” 
(г— i)n+ l п 1 <  1,I г - i

откуда заключаем, что ряд сходится абсолютно вне круга радиуса
1 о центром в точке i, т . е. при | г — i | >  1. На окружности 
| г — / | =  1 ряд, очевидно, расходится.

Найти области абсолютной сходимости указанных 
ниже рядов (z£C):

оо оо

2-11- Е с т -  2- , 2- S i* -* А г—  2 )« ‘ 4 ' и ’ ^ л ( г |  1)" *П=1 Я=1

г - i s-  *- M- 2
оо

nenz.2-15. 2 . 1 6 . X
. n = l  n=l

2.17*. 2  ( - 1 ) ” / ! - .  2 .18*. £  ( i = 4 ) \

2 .1 » * .  £  ( £ £ ) * .  2 .2 0 * .  £ ^ .
П=1 п= 1

2. Равномерная сходимость. Сходящийся в области £>* функцио­
нальный ряд (1) называется разномерно сходящимся в этой области, 
если для любого в >  0 найдется N  =  N  (е) такое, Что для остатка 
ряда (1)

Rn  (г) — 2  fk  (г)
k=n+ 1
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при всех п  >  N  (е) и z g D *  имеет место оценка

I R n (z) | <  е.

К р и т е р и й  К о ш и  р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и .  Д ля  
того чтобы функциональный ряд ' ( I )  был равномерно сходящимся 
в области D±, необходимо и достаточно, чтобы для любого е >  О 
существовало N  =  N  (г) такое, что для всех п >  N  (е) и вы­
полнялись неравенства

\fn + i  (z) +  fn+S ( z ) +  • • • + /n + ;>  (z) | <  e, / 7 = 1 ,  2, . . .

П р и м е р  3. Найти область сходимости ряда
00
2 (zn - z "  + i) ,  

л  =  0

сумму ряда и показать, что во всей области сходимости ряд схо­
дится неравномерно.

Так как частичные суммы ряда имеют вид
П

S n (г) =  2  (zft- z *  + i) =  l — 2"+*, 
fc=o

то можем заключить, что lim S„ (z) существует только при | г | <  1
П -*• оо

и в точке z = l ,  т, е. областью сходимости ряда является область 

£>i =  {z II Z | <  1 и z = l } ,

причем сумма ряда равна

5 W -  ”Р" 1,1 < ' •
Л  —► оо ( 0  При 2 =  1 .

Остаток ряда /?„(г) =  5 ( г ) — (г) имеет вид

г” " при | г | ,< | -
1 0 при г = 1 .

0тсюда заключаем, что существуют е 0 > 0  и iV (е0) такие, что для 
любого п >  N  (е0) найдется г„ такое, что | z„ | <  1, но | R n (z„) | >  е0.

Так, например, выбирая е0= 1 /4  и г „ = — ф„— произвольно,
2^ТТ

имеем | /?„ (г„) | =  у  >  — . Это означает, что во всей области схо­

димости D I равномерной сходимости нет. Заметим, однако, что 
в любой области D r =  {z 11 г | < г  <  1} ряд будет сходиться равно­

мерно, так как для любого е >  0 найдется N — N  (е) такое.
In r

что для всех z £ D r и n > N {e )  имеем | R„(z) | =  | г | п+1< / - п+ *< е . ^  
П р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а .  Пусть функциональный ряд 

(1) сходится в области D lt и пусть существует сходящийся знако­
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lim
П -+ oe |

положительный числовой ряд  2  an такой, что для всех z£D % u для
п = 1

n > N a члены ряда (1) удовлетворяют условию

I fn  ( z) I <  а п•

Тогда ряд (1) сходится абсолютно и равномерно в области D±.
00

Ряд 2  а п  называется мажорирующим для ряда (1). 
л=1

оо
Zn

П р и м е р  4. Найти область сходимости ряда >  —j- и пока-
п= 1

зать, что в этой области ряд сходится равномерно.
<4| Воспользуемся признаком Даламбера. Имеем

| гп+1иа
I (я-|- l)2z" *

Следовательно, в круге | г \ <  1 ряд сходится. На границе круга, 
т, е. при | z ] =  1 у получаем сходящийся ряд:

оо оо

2 ^ = 2 ^ < » .
П—1 П—1

Значит, исходный ряд сходится в замкнутом круге | г | < ; 1 .  Но так 
как для всех | г | <  1

I г I" I

то ряд сходится абсолютно и равномерно. ^

Найти область сходимости и область равномерной 
сходимости указанных рядов ( x £ R ,  г 6  С):

оо

( - 1  )»н
2 .2 1 .  2 .2 2 .  £  I = J L _  .

ОО оо

2 . 2 3 . 2 ^ .  2.24. 2
Я=1 П— 1

ОО оо

2.25. £  2.26. £
/ 1 = 1  / г = 1

2 . 2 7 . S » - .  2 .28. 2  1 ^ .

X^
2.29*. Доказать, что ряд > , ' 2\г > * 6 ^* сходится

п = 0 { +  >
абсолютно во всех точках, но не равномерно ни в каком
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промежутке, внутри или на границе „которого находится 
точка х =  0.

дится абсолютно и равномерно на всей числовой оси, 
тогда как ряд из абсолютных величин членов данного 
ряда (ряд задачи 2.29) на всей числовой оси сходится 
неравномерно.

2.31. Используя принцип максимума модуля анали­
тической функции, доказать, что если члены ряда ( 1) 
являются аналитическими в области D  функциями и не­
прерывными в замкнутой области D =  D +  T и если ряд 
(1) сходится равномерно на Г, то он сходится равномерно 
в замкнутой области D  ( в т о р а я  т е о р е м а  В ё й е р -  
ш т р  а с с а ) .

2 .32. Найти область сходимости и область равномер­
ной сходимости, а также сумму ряда

3. Свойства равномерно сходящихся рядов. Сформулируем ряд 
свойств в виде задач.

2 .33 . Доказать, что если члены равномерно сходяще­
гося в области Di функционального ряда (1) умножить 
на одну и ту же ограниченную в области D t функцию 
<p(z), то равномерная сходимость ряда не нарушится.

2.34. Доказать, что если функции f„(z)  непрерывны 
в области D t и ряд ( 1) равномерно сходится в этой 
области, то его сумма / ( z )  непрерывна в области D f .

2.35. Доказать, что если функции /„ (г) непрерывны 
в области Di  и ряд ( 1) равномерно сходится в этой 
области, то его можно почленно интегрировать по любой 
кривой /, целиком лежащей в области D it т. ё. имеет 
место равенство

2.36*. Доказать, что если на отрезке [а, ft] функции

f„ (х) дифференцируемы, функциональный ряд 2  / п (*)•

2.30. Доказать, что ряд ] £  ( ~ * ) ” (1+#)>»'* схо'

1 + 2 ” 1 +  2" + »)•

Л=1
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сходится, а ряд из производных 2  Гп (х) равномерно
nrs. 1

сводится, то исходный ряд можно почленно дифферен­
цировать, т. е. имеет место равенство

(  2  ш )  =  2  ш .
\ п = 1 J  п = 1

Для равномерно сходящихся рядов из аналитических функций 
имеет место

Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а .  Если члены функционального 
ряда  (1), т. е. ф ут ии  f n (z), являются аналитическими в области D 
функциями и в любой замкнутой подобласти D ^ d D  ряд  (1) схо­
дится равномерно, то:

а) сумма ряда (1), т. е. функция f  (г), является аналитической 
в области D;

б) ряд (V) можно почленно дифференцировать любое число раз, 
т . е, справедливы равенства ,

оо "

/ (А)( * ) = 2  / ? ’ (*). * = 1 , 2 , . . . ,  . ( 2 )  
Л=1

в) в любой замкнутой подобласти D t c:D  полученные в резуль­
тате дифференцирования ряды (2) сходятся равномерно.

2.37. Используя утверждение задач 2.34, 2.35 и теоре­
му Морера (теорема, обратная теореме Коши), доказать 
утверждение а) теоремы Вейерштрасса.

2.38. Воспользовавшись формулой Коши для произ­
водной и утверждением задачи 2.35, доказать утвержде­
ние б) теоремы Вейерштрасса.

§ 3. Степенные ряды
1. Область сходимости и свойства степенных рядов. Ряд

оо

Co+Ci (г— г0) +  са (г— г0) ? +  . . .  +  с„ (г— г0) « +  . . .  =  2  с„ (г— г0)п
л = 0

О)
называется степенным по степеням (г — г0). В частности, ряд

СО

C o + c i z + c 22 5 + . . . + c „ 2 n + . . . =  2 с«г" (2)
л = О

является степенным по степеням г. С помощью замены г — z0 =  Z ряд 
(1) сводится к ряду (2).

Т е о р е м а  А б е л я .  Если степенной ряд (2) сходится в точке 
z =  zj ф  0, то он абсолютно сходится для всех г таких, что | z| <  | zt|, 
причем сходимость будет равномерной в любом замкнутом круге 
| г | < л  <  | zj |. Если же ряд (2) расходится в точке г =  гг, то он 
расходится и для всех г таких, что \ г \  >  | г2 1,
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Из теоремы Абеля следует, что областью сходимости степенного 
ряда является круг с центром в начале координат (с центром в 
точке г0), радиус которого может быть определен применением либо 
признака Даламбера, либо признака Коши, т. е. из условий

Нш | c- 2 f g l i U m i i m  |5йЗ | <1
00 I Cnz  I ri-> oq.1 сп I

или
'lim  У \с „ г п \ = \ г \  lim { / [ c j  < 1.
Я - + -  е» П  —*■ СО

Отсюда для вычисления радиуса круга сходимости получаем 
соотношения

о  1 1R = --------г--------- или
lim lin + I  П т  У \ с „ \  *

„ ч - J  сп п -+ т

П р и м е р  1. Исследовать на сходимость ряд

(г +  2)? , (г +  2)* , , (г +  2)2" , v  (г +  2)2"
“ Ь З  4-3* Т "* ” "1" п23" л Ь З »  ’

П—1
^  Применим признак Даламбера:

( г + 2 ) 2» ( г + 2 ) 2<«+»
U"~~  a2-3" * Un+i~ ( n +  1)а-3«+»

И
I (г +  2)2(" +1>л2 *3” I I г +  212 .. л2 | г  +  212

„ Г . 1 ( «  +  1)2 3 "+ 1 ( г + 2 ) а» | ~  3 л !Г в ( п + 1 ) 2 3 •

Отсюда заключаем, что ряд сходится в круге | z-f-2 | <  У  3. Далее, 
на границе круга, т . е, при | г +  2 \ — У  3 имеем

I (г +  2)2"
СО

- E i -^  и2.З п
/1=1 ■ Л=1

а это означает, что ряд абсолютно сходится в замкнутом круге
I z +  2 I < У ~ 3 ,  причем ’сходимость в этом замкнутом круге равно­
мерная. ►

3.1. Сформулировать теорему Абеля для ряда (1). 
3.2*. Установить, что степенной ряд (1) обладает сле­

дующими свойствами:
а) в круге сходимости |г  — г0| < / ?  сумма степенного 

ряда /  (г) является функцией аналитической;
б) в круге сходимости | z — г01 <  R  степенной ряд можно 

почленно дифференцировать любое число раз, причем
. продифференцированные ряды имеют тот же самый круг 

сходимости \ z  — ze | < / ? ;
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в) ряд (1) можно почленно интегрировать по любой 
кривой, лежащей в круге сходимости, причем интеграл 
зависит только от начала и конца кривой интегрирова­
ния, а ряд, полученный из ряда (1) в результате ин­
тегрирования от г 0 до г, имеет тот же круг сходимости 
\ г  —

3.3*. Пусть степенной ряд (1) сходится в круге
I г ~ zo \ <  R,  R >  0, и f  (г) — сумма этого ряда. Показать, 
что значения производных / (л) (г) в точке г0 можно вы­
разить через коэффициенты ряда (1) по формулам

/ (п) (г0) =  п\с„, п — 0, 1, . . .

Найти области абсолютной сходимости и области рав­
номерной сходимости следующих рядов (г£С) .  Заменяя 
в этих рядах г на x£lR-, исследовать их на абсолютную 
и равномерную сходимость.

3 4  у  (г- ])п о с  V 1 (г+ 1 )”
' ' “ 1 "2-2" ' ' * " , л . 2 » У 2 п + 1  '

3.6. X  ( -1 )"  . 3.7. У  ( _ 1 ) » «  _ 2 ? + 1(г-4)»

оо оо

я V  2|Чг-2)*» з 9 V  ( п „ (г -3 )2"

оо

т п
3.10. X  (— 1)"+1лг». 3.11. Х ( — 1)“-Зл — 2 •/1 = 1  п — \

3.12. £  т .  3 ..3 .
Л=1 Я=1 4 '

3.14. 2  л! ( г - 0 " .  3.15. X  £
( г - 3 ) 2й +  1

' £-3»(2п+1) •
ОО

316. 3.17. 2  (З п + 1 )(2-1 )» .
/1=1 я —I

3.18. У  ( -  !)«+! ^ — 3)" з jg V
“ 1 '  '  (2п + 1 ) 4 » ‘ 1 „ | •/1 — 1 П=\

3 -2 0 . t  ( - D * ^ .  3 . 2 , .
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М 2 . S  3.23. 2  £ *
n=l  '  • n=l

,  V ' I .у .* , 2 * ( i-3 )" ->  , ,  f  <z+3>"
u i  » ( » + ' ) - •  8 ,2 5 ’ ^ , v p r -

3-2e-S  SSS- 3-27-Ё<-1)"я=1(г+3>"-
/1 =  2 /1= 1

3.28. 2 « k ! '  3.29. £
n=l „e |

3 -3 ' - . 2 « 2 “ v '-

3-32- Ё ^ -
/1=1

2. Разложение функций в ряд Тейлора. Имеет место следующая 
Т е о р е м а  Т е й л о р а .  Ф ункция f  (г), аналитическая в круге  

| г — г0 | <  R , однозначно представима в этом круге своим рядом Т ей ­
лора

00
Н г ) =  2  с „ (г — г 0)п,

л=О

1  ( т , - £ $ » + 1 Л ь  п _ 0 ,  ь  •••

коэффициенты которого определяются по ф ормулам J)

„ / ("> (г о) _ 1 
п _  п! 2л(

|Г1-г0 |= / 
г < R

С л е д с т в и е .  Если функция /( г )  аналитична в области D  и 
z0£ D , то в круге | г — г0 1 <  R  (г0, D), где /? (z0, D )— наименьшее 
расстояние от точки г0 до границы области D или до ближайшей 
точки г ' ,  в которой f  (г) не аналитична, /  (г) может быть представ­
лена в виде степенного ряда

во

H z) =  2  °П (г о) (г— го)", (3)
/1=0 -

коэффициенты которого определяются по формулам
г /-■, / (п)(*о)_  1 С L (Л) dtl я _ 0 ,
СП(20) -  п | - 2 п . J  (tl_ Z())» + l dTl* Я - ° -  •••

|Г1-г „ | = л
r < R  (20, £>) .

J) Здесь и далее для записи криволинейных интегралов по зам­
кнутому контуру (контурных интегралов) мы используем обычный 
зпак интеграла.
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Если z0 =  0, то ряд Тейлора называют также рядом Макларена. 
П р и м е р  2. Разложить функцию /  (г) =  sh z в ряд по степеням г 

(т. е. в ряд Маклорена).
е‘ — е - г

Так как sh z = ----- -̂---- является аналитической во всей плоско­
сти, то по теореме Тейлора ее ряд Маклорена будет сходиться к ней 
во всей плоскости. Имеем

(sh z)(2n+l)= ch  г, n =  0, 1, . . . ,
а

(sh z)<Sn> =  sh г, n £ N.
f 2n (0) /(2л + 1) (0) i

Следовательно, C4n= w = 0 ,  a c2n+i = , „  
искомое разложение имеет вид

2>2л + 1
sh* = Z  (SS+iji* г € ° - ^

/г =  0

З а м е ч а н и е .  Если рассматривать ряд Тейлора функции / (х) 
действительной переменной, т. е. ряд

/1 = 0

то для справедливости равенства (3) (при г=дти г0—х0) необходимо 
и достаточно, чтобы остаточный член формулы Тейлора /?„ (х) стре­
мился к нулю при п —*■ оо. Остаточный член может быть записан, на­
пример, в форме Лагранжа

Rn<x) =  / (п + 1) (ДСо +  9 (х—х0)), где О < 0 < 1 ,

или в форме Коши

Rn (x) =  {- ~ .x ^ i l - ^ n р п + »  (дс0 + 9  ( * - * „ ) ) ,

или в какой-либо другой форме.
П р и м е р  3. Разложить в ряд Тейлора по степеням х функцию ех. 

•^Функция f(x ) =  ex бесконечно дифференцируема и (е*)<"> =  е*. 
Следовательно, / <л)(0 )= 1 . Формула Тейлора с остаточным членом 
в форме Лагранжа имеет вид

— Ет+втЙг*-- 0<в<1'k = 0

На любом конечном отрезке х £  [— а, а], а >  0, имеем
I у  \п +  1 д  пП +  1

lim | /? „ (* )| =  lim L  1 .Vjg < e a lim 7Г 4ГГП=°>
П - +  oo f l - >  oo №  i * )  • П - *  oo ( Л - р  1 )1
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а потому для любого х  g  R,

п =  О

При решении многих задач рекомендуется пользоваться следую» 
щими разложениями элементарных функций:

п=0

*2 2̂ 4 VI
б) c o s z = l  — 2 f + - - * + ( — 1)" (2 ^ j i + " - ==S  (— l)"  (2ra)T

/1=0

?

г £  О.
7З *2/1 + 1 у2п + Х

в) sin г =  г — . . . + ( — ! ) "  ( 2 я + 1 ) 1 +  "  • ( ” ' 1) " ( 2 п + 1 ) ! '
/1 = 0

г €  О.

г) 1п (1 +  г) =  г - 4 + - . -  +  ( - 1) "+1- £ + - " = Ё  ( - D n+1 f ,
/1= 1

1*1 < 1.
z3 z2 n + l

д) arctg г — г — ^ - + . . . + ( — J) " + l 2гГ=рТ*+"

v ~ i  Z2rt +  l

- E < - « “ i + r '  | г К ‘ -
л=0

е) (1 +  z )« '=  1 + « г +  а Z- + . - -  +

q ( g - l ) . . . ( « - B + l ) . „  . - 1  I • • ( « - « + ! )
nl П| >

/1=  1

|г | < 1 ,  < % € R \ N .

(в случае, когда а =  т £  N функция (1 +  z)m раскладывается по би­
ному Ньютона в многочлен, причем разложение имеет место во всей 
плоскости).

ж) при а = — 1 из е) получаем бесконечную геометрическую про­
грессию со знаменателем — г

T- L - = l - z  +  z ? - z s+ . . . + ( - l ) Bz » + . . . ,  | г | < 1.

П р и м е р  4. Разложить в ряд по степеням (z+ З ) функцию 
In (2 — 5z).
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Преобразуем аргумент нашей функции, выделяя с  некоторым ко­
эффициентом выражение (z + З ) .  Имеем:

In (2 — 5z) =  ln (2  — 5 ( z + 3 ) + 1 5 )  =  ln 17 ( l  — ^ '( z + 3 )

=  l n l 7 + l n ( l  —

5Воспользуемся разложением г) для In (I +  и), полагая и — — —  (z + З ) .  

Так как разложение г) имеет место при |и| <  1, то наше разложе­

ние будет иметь место при j^ | z + 3 |  <  1. Таким образом,

i n ( 2 - 5 z ) .=  l n l 7  +  £  ( - 1 ) » + »  ( _ А (г + 3 ) ) " 1 =
п= 1 '  '

(<> )” < £ ± зс , i«+ s , < ” .
П— 1

Заметим, что на действительной оси в точке де =  2 /5  ряд расходится 
(гармонический ряд), а в точке дс =  —  32/5 по признаку Лейбница 
сходится. Следовательно, [— 32/5, 2/5) —  промежуток сходимости на 
действительной оси. ►

Часто для разложения функций в ряд удобно пользоваться диф­
ференцированием или интегрированием известных разложений, а при 
разложении рациональной дроби разложить ее на простейшие.

П р и м е р  5. Получить разложение г) для- функции f  (г) =  
=  In ( l + Z ) .

Имеем

о
где путь интегрирования не охватывает точку z =  —1. Заметим, что 
функция при | Г) | < 1 является суммой геометрической про­
грессии со знаменателем (—rj), т. е.

п г ч- Х
л = 0

причем, если |т) | <  | z | <  1, то ряд сходится равномерно и его можно 
почленно интегрировать. Поэтому для z таких, что |z| <  1, имеем:



П р и м е р  6, Разложить в ряд по степеням г функцию
z*— 2 Z + 19  

'•w ~ ( z - 3 ) * ( 2 z + 5 )  •

^  Разложим f  (г) на элементарные дроби. Имеем
X 2

^ Z)==2 z + 5 + (z —3)? •

По формуле суммы геометрической прогрессии

1 1 1 1 V  , nn { 2 г\ п . . ^ 5  
2 z + 5 ~  5 * . , 2z —  5 J \ T  J ’  • г Г <  2 ’l + _  n=0

и
2 2 1 2

z — 3 3 , z 3 -  - 
1 - 3  л=0

Замечая, что

r _ l _ V = ___
Vz- з ;  (z- з )2 •

и учитывая утверждение б) задачи 3.2, получим

__ 2____ 2 nz"-t 2 ^  (я + 1) г" , , «
(г— 3) ‘ ~ 3 L  3 " 3 3” +1 ’ 1 1  ^п=1 л=0

Складывая ряды для 25~pg и 3)а ’ имеем 

п = 0 7

П р и м е р  7. Разложить в ряд по степеням х  ( * £ R )  функцию

Л

. . .  (* sin и 
, И “  — du-

ж* *4 ’ц2Й + 1
<4 Зная разложение функции sin и =  у  _ (— 1)й :гу (см. разло­

г о
жение в)), имеем

sin и у «  , п * “ !*  „ с .  а
и ( (2k + 1 )1  ’ ^  '

4 =  0 .
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а потому, используя свойство в) задачи 3.2, получаем 
" * «  * 2 к

du —

E v2 ft +1
(2Ar-f 1)!(2Л + 1) ’ X ^ R- ►k= 0

Используя теорему Тейлора (формулу Тейлора с оста­
точным членом в какой-либо форме для функций действи­
тельной переменной), разложить в ряд по степеням г 
следующие функции, проверив тем самым справедливость 
соответствующих соотношений из а )— е):

3.33. е*. 3.34. cos 2 . 3.35. sin 2. 3.36. ( l - f - 2)“ . 
3.37. 2*. 3.38. sin (z  — . 3,39, cos2 г.

Написать первые три ненулевых члена разложения
I в ряд по степеням г следующих функций:

• 3.40*. tg г. 3.41. — — . 3.42. thz. 3.43. e*cos 2 . ь  cos г
Используя разложения основных элементарных функ­

ций а) — ж), а также возможность почленного дифферен­
цирования и интегрирования степенных рядов, разложить 
функции в ряд по степеням г и указать области сходи­
мости полученных рядов1):

3.44. е -Л  3.45. sin2 2. 3,46. - f - t . (3.47. 5- ^ г  .,  4 + г2 V 3 + 4 г

(3 .4 8 . £ / 2 7 ^ 2 .  3 .49 . —Д = - . 3 .50* . i £ ± L  . у У 9 +  z2 (г—2)?

3-51- 1 +  г! _ 2̂ ~- 3*52, 0 — 3 -53- ch z -
■t 3.54. sin22 +  2 2 Cos22 . (3.55. sin 2г cos 2г. 
(3 .56. In (1 + 2  — 2г2). 3.57. 1п(г2 +  Зг +  2). 

3.58. In (г +  |/"1 + 2?). 3.59. arctg г. 3.60. arcsinz.

3.61 . Je-4*/*dr|. 3 .62.

о со* ZCOSZ — sin Z O C/I* zsinz— 1-f-cos z -------- • 3 .6 4 * . ------------p ----------- .

Разложить функции в ряд по степеням (г — г0) и опре­
делить области сходимости полученных рядов:

1) См. также задачи 4.31— 4.36.
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3.66. za — 2z? — 5z — 2, z0 = — 4. 3.66. z0 =  2. 

z0= 3 f .  3.68, Z?_ 0Z^_5 , z0 =  3. 

3.69. z2 з2_j_2 ’ ~  3.70i jXz, z0= l ,  

3.71** z0 =  2. 3.72. z0 =  2. 

3.73. геаг-г\ z0=  1. 3.74. sin(z? +  4z), z0 =  — 2. 
3.75*. In (52 +  3), z0= l .  
3.76. ln(z? +  6 z + 1 2 ), z0 =  — 3. 
Найти области сходимости указанных рядов и их суммы:

00 оо

3.77. 2  (— !) " ( /* +  1 )(Л +  2 )г». 3.78. 2  f i ( z + l ) n.
л = 0  n = 1

3.79. У  3.80. 2  (— 1)па~гп~гг2п, а # 0 .
ГГо n + l  п=°
00

3.81. 2  (— 1 )" (« + 1 ) .г ?п.я = 0
3. Теорема единственности. Аналитическое продолжение. Сфор­

мулируем т е о р е м у  е д и н с т в е н н о е т ' и :
Если функции /  (г) и g  (г) аполитичны в области D и на мно­

жестве различных точек (гп)л€|у имеющем предельную точку а £  D,
выполняются равенства f (г„) =  g  (z„), п £  |М, то

f (г) — g  (г) всюду на D.

Пусть функция f  (г) аналитична в области D, а функция g  (г) 
аналитична в области Di такой, что пересечение D f) Df =  D2 содер­
жит последовательность различных точек (гп)л€|  ̂ имеющую по край­
ней мере одну предельную точку a g  D2. Пусть, кроме того, f  (z)=g\z) 
для z £  D2. Тогда функция

F  -  J  f W ДЛЯ 2 €
X g  (г) Для г £  С х\ £ )2

называется аналитическим продолжением функции /  (г) с области D 
. на область Di\ D 2.

П р и м е р  8. Доказать, что если функция / ( г)  непрерывна/ 1 \ ( _  пн
в области D,  содержащей точку * = 0 ,  и если / 1 — 1 = — ^ -  для
n =  n0+ 1, « о + 2 , то /  (г) не аналитична в области D (rt03 s l — 
целое).

Так как /  (г) непрерывна в D, то на отрезке действительной оси
она также непрерывна, а в соседних точках х — ~  и х — .
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п > n„, она принимает значения разных знаков. Поэтому существуют 

точки х„ £  1 , 4”) ’ в К0Т0РЫХ /(*!.) =  О, причем хп —>-0. Сле­
довательно, в точках х„  £  D функция f  (г) совпадает с аналитической 
функцией g  (г) еэ 0, а так как f  (г) 0, то /  (г) не может быть ана­
литической функцией. ^

П р и м е р  9. Доказать, что функция
1 z zn

в (г) = Т ~ £ + (i :i l ja '+  • • ■+(1 — 2)11+1+  4

является аналитическим продолжением функции
f (г) =  1 +  2г +  22г2+ . . .  + 2 «г "  +  . . .

Определим область сходимости рядов для g (г) и /  (г). Имеем:

~ЙпГ т /~ . .1 .̂1" ____ | П < !  '
п-+ос У |1— г|п+1 |1— г|

и ________
lim \/ | 2пгп | =  2 | г | <  1,

П  -* ■  90

т. е. ряд для g(z) сходится в области £>* =  {г |Rez < 1/2} (см. за­
дачу (2.20)), а ряд для f (г)— в области £>2 =  {г||г| < 1/2}. 

Определим суммы этих рядов в указанных областях:
2 2^

1 ~ \ 1. 1 1 _  1
1 1 —z 1 (1 —г)2 1 J 1—z z 1—2г 

1 - г
в

« • )= Т = Е -  '
Так как Dj с  Df и в области D2 справедливо тождество f  (z )= g  (z), 
то функция g (г) является аналитическим продолжением функции 
/ ( г)  с облети D2 на область Oj. ►

3.82. Доказать, что при любом а ф  0 и \а\ф\ функ­
циональное уравнение f{z )  =  f(az) не имеет решения, 
аналитического в точке z =  0 и ее окрестности, отлич­
ного от /  (г) =  const.

3.83*. Доказать теорему единственности в том случае, 
когда Vz £ D (g(z) =  0), т. e. доказать следующую тео­
рему: если аналитическая в области D функция / ( г )  
обращается в нуль в точках (г*)Ае^, лежащих в области D 
и таких, что lim zh =  a £ D ,  то V z£D (f(z )*=  0).

k ОО
3.84. Будет ли аналитической в точке г =* 0 и ее 

окрестности функция /  (г), если она при всех целых я >  п0
удовлетворяет соотношению
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3.85. Найти аналитические в окрестности точки z =  0 
функции /  (г), удовлетворяющие условиям:

а) f  ( т )  =  2/1+1  ’  п ^ ;

« /(т ) -К -т ) -ж -* €М-
3.86. Показать, что функция

Ла О

является аналитическим продолжением функции

/1 = 0

Найти аналитическое выражение этих функций в общей 
части областей сходимости рядов.

3.87. Показать, что функция

* ( , ) - 1п (2 + 2 ( ) + £  ( - ! ) » ■
/1 = 1

является аналитическим продолжением функции

/ ( * ) = ; £  ( - i ) n- £ .
/1=1

Найти аналитическое выражение этих функций в общей 
части областей сходимости рядов.

§ 4. Применение степенных рядов

1. Вычисление значений функций. Разложения, а) — ж) из § 3
позволяют получать значения соответствующих функций в заданных 
точках с любой точностью.

П р и м е р  1. Найти число е с точностью до 0,00001,
Подставив х =  1 в разложение функции ех , имеем

п 1 1 

‘ - £ т т +  2  т г
0 ft=n+ 1
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Оценим остаток
•в j 1 °° 1 j во ^

zLi к\ л ! ^  ( л + 1 ) . , , Д  <  nl  X I  (п4- ПZ - 1  (Л + 1 ) . . .А  П I jL* (П + 1 )А-П 
fc=a+l ft=n+I k=n+ 1 '

_  1 T + T  1
n I 1 п\п

п+ Г
"  1

Следовательно, равенство е =  Х ^  —  имеет предельную абсолютную
k=o

погрешность, равную — ;— . Найдем п, для которого —!—  <  0.00001 
п I п п\п

8 .
или п \ п >  100000. Получаем л ^ 8 .  Вычисляя 2 + ^  и округ-

k = 2
ляя, находим ответ с требуемой точностью е =  2,71828. ^

4.1. Определить, сколько нужно взять членов в раз­
ложении функции In (1 +  х), чтобы вычислить In 2 с точ­
ностью до 0 ,0001 .

4.2. Определить, сколько нужно взять членов ряда 
в разложении функции cos*, чтобы вычислить cos 10° 
с точностью до 0 ,0001 .

4.3. С какой предельной абсолютной погрешностью 
можно вычислить

у ш  =  (32 +  4)1/5 =  2( 1  + j ) 1/5,

взяв три члена биноминального ряда?
4.4. При каких х многочлен х — ̂ — Ь -щ - Дает значе­

ние функции sin л: с точностью  до 0,0001?
4.5. Какова предельная абсолютная погрешность ра­

венства
V a * + * = a + - i - - . * r

при вычислении К б ?
Используя соответствующие разложения, вычислить 

указанные значения функций с точностью до 0 ,000 1 :
4.6. V 7 .  4.7. 4.8. sin -5-. 4.9. sin 12°.6 О ,
4.10. cos 1. 4.11*. sin 1000. 4.12*. j!/520\
4.13*, Y 15 . 4,14*, / 7 0 0  . 4,15*, ln2.
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4.16. arctg - у — -

4.17. /0 (0,5), где /0 W  =  .

4.18. sh 1. 4.19. c h i .
В задачах 4.20— 4.29, используя разложения в сте­

пенные ряды, требуется составить на фортране под­
программы-функции для вычисления значений указанных 
функций с заданной предельной абсолютной погреш­
ностью. Использовать параметры X , EPS, где X — аргу­
мент, E PS— предельная абсолютная погрешность. Имена 
подпрограмм выбрать не совпадающими с именами соот­
ветствующих стандартных подпрограмм-функций.

4.20*. г/ =  s!n л:. 4.21. у — cos л:. 4.22*. у =  ех.
4.23*. у =  (1 + * ) “ . 4.24. у =  In (1 +л;).
4.2,5*. у =  In . 4.26. у  =  arctg х.

4.27. у =  10(х) (см. задачу 4.17).
4.28. y =  shx. 4.29. y =  chx.
4.30. Составить на фортране программу, решения одной 

из задач 4.6— 4.19, применяя подпрограммы-функции, 
полученные при решении задач 4.20—4.29. В программе 
предусмотреть сравнение результатов, вычисленных с по­
мощью составленной подпрограммы-функции и с помощью 
стандартной подпрограммы-функции, входящей в библио­
теку обязательных подпрограмм.

2. Интегрирование функций. Разлагая подынтегральную функ­
цию f (t) тв степенной ряд, можно, используя теорему об интегриро-X
вании степенных рядов, представить интеграл /  (t) dt в [виде сте-

о
пенного ряда и подсчитать величину этого интеграла с заданной 
точностью при любом значении х из интервала сходимости получен­
ного ряда.

*
П р и м е р  2. Разложить функцию  ̂ е~*‘ dt в степенной ряд по

остепеням х.
00 иЕ х получим

i
Л==0
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на всей числовой оси. Применяя почленное интегрирование, находим

1 ‘ - ' й - Ё н ) * 1 5 д а >
О к=0

Разложить указанные функции в степенные ряды по 
степеням х :

4.31. f ln(1+ .<*) dt. 4,32, — L=- f— rdt.
J * 2}ГХ J V tо о
X  ^

4.33* f cos t2 dt. 4.34, Г - ?J L  
0 0

4.35, J I0(t) tdt (см. задачу 4.17). 4.36. J  dt.

-t3
X

0 0 

Вычислить интегралы с точностью до 0,0001:
0 , 3  0 , 2

4.37. j  Щ ^ -dt. 4.38. j  ^ - d t .
о о

0 , 5  0 . 6  _________
4.39, j  e~‘*dt. 4.40. J г/ \  + x*  dx.

о о

4 .4 !. 4-42.
0 0 

J В задачах 4.43— 4.47, используя разложения в сте­
пенные ряды, составить на фортране подпрограмму-функ­
цию для вычисления указанных интегралов с заданной 
предельной абсолютной погрешностью. Параметры: X, 
EPS, где X — верхний предел интегрирования, EPS — 
предельная абсолютная погрешность.

X X
4,43, Si (*) =  J i ! I ! id f .  4.44, erf х =  - ф = ^ е - ‘ г dt.

0 0 
x x

4.45. $ ( 1 + < Г Я  (s >  0, а ф  0). 4,46, j* arc*g 1 dt.
о о

4,47, l ^ ± ± d t .
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4.48. Используя подпрограммы-функции, полученные 
при решении заДач 4.43— 4.47, составить на фортране 
программу решения одной из задач 4.37— 4.42.

3, Нахождение сумм числовых рядов. Убыстрение сходимости.
При нахождении суммы числового ряда вычисляют его частичную 
сумму, для которой величина остатка ряда не превосходит заданной 
абсолютной погрешности. Используя известные разложения в степен­
ные ряды* сумму числового ряда в некоторых случаях можно выра­
зить в виде значения функции в определенной точке.

Доказать указанные равенства:

4 4 9  V  _____________ 1  —  1
' 2 *  (а+А)(а+А +  1) а + п  *

k=n ч 4

* 1 1
4.50*. X  (а + А ) (о + * + 1) (а + А + 2) “  2 (а+n) ( а + п + 1) *

k=n
*° 1

4.51*, X  (а+ А )(а + А + 1) ...(а + А + р ) “
k=n

~  р ( а + п ) , . . ( а + л Н - р —  1) Р 3 € ;N)*

4.52*. J )  (— 1)л+*Д --1 п 2 .
Л =1

4.53*. 2  ' ( - I ) "  S T T - T -
/1=0

Найти суммы рядов, не вычисляя частичных сумм:

« i i '  4'5«’ Ё 4т-
л=1 л=0 л=1

4 ,5 7 ‘  X  (2 п + 1 )3 ?"+ 1  • 4 ' 58 , X  (2 /1 + 1 )! * ~
л =  0 я = 0

« » ■  S ' N l - F R r .  « • * • . £  I f  •
« ~ С я = 0

При нахождении суммы числового ряда требуется брать большое 
число членов, если остаток этого ряда медленно стремится к нулю. 
Такой ряд следует преобразовать в ряд, остаток которого стремится 
к нулю быстрее. Данное преобразование называется убыстрением 
сходимости ряда. Одним из методов убыстрения сходимости яв­
ляется метод Куммера. Неизвестная сумма А сходящегося ряда



вычисляется по формуле

A =  q B + j ?  (ak- q b k), (2)
А =  1

где В — известная сумма ряда 2  Ьк такого, что существует предел
к= 1

Ряд

q =  lim Ф 0.k->oo О k

2  (ak — Qbk) (3)
* = 1

сходится быстрее, чем исходный ряд (1), т. е. остаток ряда (3) есть 
бесконечно малая более высокого порядка, чем остаток ряда (1).

“  1
П р и м е р  3. Найти сумму ряда - j g  с точностью до 0,001.

t=i
Выясним, сколько членов данного ряда нужно взять для дости­

жения требуемой точности. Оценивая остаток (см. задачу 4.49), 
получаем

X  ! Г  < X ,  k(k— 1) *(ft+ l) = '7Г < 0,001 >
А = л +1  * = л  +  1 к = п

откуда следует, что п >  1000, т. е. для достижения указанной точ­
ности требуется взять 1001 член исходного ряда.

Улучшим сходимость ряда. Положив в формуле (2)

°*  =  Ж ’ bh==~k(k +  W ’ q== l ' ah~ qbh=1 k2 ( h + \ )  ’

X  k2 £ ( £ + l ) + X  кЦк+ l )  1 +  S  *г ( * + 1 )  ■ (4)

находим (см. задачу 4.49 при a  =  0 и л = 1 ) :

1
_  , *г <*=1 k=\ *=i fc=i

Применим формулу (2) для преобразования р я д а ^  ^ '(A 'l j- 'l j ’ ’

положив теперь ак =  - г ^ +  ^ , •>*= к { к + щ к +  2) ' Ч**1 "

— Qbk =  ki (k ^  (k +  2) ‘ Тогда’ Учитывая (4)> имеем (см. задачу
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4.50 при а = 0  я п = 1 ):
1 «  j "  ' j

И  *Г= 1  +  Х  6 ( * + 1) ( * + 2) + " * £  А5 (*■+ 1) ( * + 2) =
*=1 k = 1 *= 1

1=1 ■*; 'F T + 2 ‘S  **{fe+l) (ft+2) * fe= 1

1Вычисление суммы ряда ^  свелось к вычислению суммы ряда
ftol

i n i
Оценивая, остаток

K( f e + l ) ( f t +2 )  ’ 
ft= 1

1 1

Z  * ? (* + !)  (* +  2) < X  (t— 1) А (Лг-Ь 1) (Л+2) =
к=п+\ fc=n+l

ОО'

Zi. 1 li
k (/e+ 1) (fc+2) (£ +  3) -  3п (л + 1 ) (п + 2 ) ’

к=п

получаем <  0,001-2, откуда п3 >  • 2000w 666,7, или «3 * 9 , 
т. е. требуемая точность достигается при л =  9. Следовательно,

X  * Г = 1  +  Т + 2 2 1  * ? (M -l) (H -2 ) i  =
1 k=l

=  1 +  0,25 +  2-0,1975=1,645.

* 1
Применив преобразование (2) еще раз к ряду ^  (fe-)_2) *

k «■ 1
можно было бы еще более улучшить сходимость. ^

В задачах 4.61— 4.65, применяя преобразование Кум- 
мера, найти суммы указанных рядов с точностью до 
0 ,0001 , взяв для этого не более 10 членов получивше­
гося ряда. Использовать соотношения

я =  1 л = 1
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Значения дзета-функции £ (р) взять из таблицы

р ? <Р)

2 1,6449340668
3 1,2020569032
4 1,0823232337
5 1,0369277551
6 1,0173430620
7 1,0083492774
8 1,0040773562

ОО 00
4.61*. У  - Д - г .  4.62*. У . sin2- .jLu п +  1 п

п =  1 /1 =  1

Е И - д а 5 Г -
Л =1 Л =1

• 4.65*. j )  ( - ! )• * ■
/1= 1

4.66. Составить на фортран*.программу решения одной 
из задач 4.61— 4.65.

.4. Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью
рядов. Стеленные ряды широко применяются при решении диффе­
ренциальных уравнений. Для целого ’ряда дифференциальных урав­
нений показано, что решение у (х) представимо в виде степенного 
ряда

У ( * ) = ^  ак ( х ~ ( x— x0)kt (5)
* =О k=0

коэффициенты которого можно определить с учетом заданного урав­
нения ̂ различными способами.

а) Пусть требуется найти .решение уравнения y" =  f(x , у , у'}, 
удовлетворяющее условиям у М  — Уо, У' (Ха)=Уи причем функ­
ция f  (х, у, у') (В точке (*0> -у0, ух) имеет частные производные лю­
бого порядка. Тогда .коэффициенты у{к) (лг0)*ряда (5) определяются 
путем последовательного дифференцирования исходного уравнения 
и подстановки В него х0 и найденных уже значений у' (х„), у" (х0) ,- - .

П р и м е р  5. Найти решение уравнения у" — х2у, удовлетворяю­
щее условиям у(0) =  0, 1/ ' ( 0 ) = 1 .

Имеем 1/(0) —0, у ' ( 0 )= 1 , и из заданного уравнения находим 
у " (0) = 0 . Далее, дифференцируя уравнение, имеем

у " ’ = х -у ' +  2ху, 
yiv = х у + 4 х У' +  2у,
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yV = х * у '"  +  6ху"+6у',

у (Ш )  = а ; У * )  +  2 ^ * - » >  +  *  ( k —  1 )  y < * - » t

и при x = 0  получаем отсюда
y<*+*> (0)==A(*— 1)у<*-«(0), й =  2, 3, . . .

Так как jc(0) =  y* (0) =  y '"  (0) =  0 и у ' (0) =  1, то
j,(4n) (0) =  у(4л+2) (0) =  у<4п+3) (0 )= 0

И _•

ynn+б) (о) =  (4л+2) (4 я + 3) y«»+i> (0) =
=  2 -3 -6 -7 ...(4 я + 2 )(4 я + 3 ), rtgN.

Следовательно,

„ t a - V  2 -3 -6 -7 ...(4я  +  2 )(4п + 3 ) - 
У (Ч  2 *  (4 я + 1 )! *

л =  0

По признаку Даламбера полученный ряд сходится для любых 
т. е. определяемая этим рядом функция у (х) является решением 

■ заданного уравнения при любых х. ►

Найти решения уравнений, удовлетворяющие заданным 
условиям: _ , . - 

4.67. у" — хгу, у  (0) =^г/' (0) =  1.
4.68. у" =  - х * у ' - 2 х у  +  \, у (0 ) =  у '(0 )  =  0. 
Найти первые 5 членов разложения решения диффе­

ренциального уравнения в степенной ряд: 
4.69. у ' = 2  cos л:— хуя; у ( 0 )= 1 ..
4.70. гД= —  2ху, у  (0) =  У' (0) =  1.
4.71. y" =  y co sx  +  x, г/ (0) =  1, у ' (0) =  0.

б) Если исходное дифференциальное уравнение линейно относи­
тельно искомой функции и ее производных, причем коэффициент при 
старшей производной в точке х0 отличен от нуля, то решение сле­
дует искать в виде ряда (5) с неопределенными коэффициентами а*. 
ft =  0, 1, . . .  Законность такого метода вытекает из утверждения, 
доказываемого в аналитической теории дифференциальных уравнений, 
которое мы приведем “для уравнения 2-го порядка.

Т е о р е м а  1. Если в дифференциальном уравнении
P o (x )y "+ p i(x )y ’ + pi(x ) y = f ( x )  . (6)

функции Ро(х), Pi(x), рг(х) и / ( х) аполитичны в окрестности 
точки х0 и ро (*о) Ф 0, то существует решение уравнения (6), пред-

оо

ставимое в виде степенного ряда у (к) =  ^  ак(х ~  хо)к’



П р и м е р  6. Найти решение (в виде степенного ряда) уравнения 
у"— х у '+ у =  I, 

удовлетворяющее условиям у (0) =  у ’ (0) =  0.
во

^  Ищем решение в виде ряда у ( х ) =  2  а***, в котором в силу
к- 0

условий у (0) =  у' (0) =  0 имеем а0 — а( =  0. Следовательно, у (х) =
оо

«= 2  акхк- Подставив это выражение в уравнение, получаем 
*=2

•О оо оо
2  М * — 2  2
к=2 к=2 к=2

Отсюда находим, что 2*1 -at =  I, т. е. as= - j""2f* и

(* + 1 ) (*-1-2) ak+t =  (k— 1)аЛ для k = l ,  2, , , ,

Так как ai =  0, то aim+i = 0  для всех m =  G, 1, а для k =  2m, 
т — 1, 2, получаем рекуррентную формулу

(2m— 1) агт 
агш+Ъ— (2т  +  1) (2т + 2) ’ ’ ........

из которой выводим равенства
(2 т — 1)1! 

аг<и + п -  (2 т  +  2)! ’

Следовательно, искомое решение имеет вид

“  (2 т — 1)!! . т+2
(2т +  2)! 'т= 1

причем полученный ряд сходится при всех ►

Используя степенные ряды, проинтегрировать следую­
щие дифференциальные уравнения: 

4.72. у" +  х у ' + у ^ 1 ,  //(0) = / / '  (0) =  0.
4.73. у" — х у ' + у  =  х, ^ (0) =  г/' (0) — 0.
4.74. у" +  ху' + у  =  х, у (0) =  0, у ' (0 )= 1 .
в) Если коэффициент при старшей производной в линейном урав­

нении в точке х0 обращается в нуль, то следует воспользоваться 
следующей теоремой.

Т е о р е м а  2. Если в дифференциальном уравнении
Pd(x)y" +  p i ( x ) y '  +  p2 (x )y  =  0 (7)

функции р0(лг), Pi(x) и р% (х) аполитичны в окрестности точки х(ь 
причем точка х 0 является нулем порядка s функции р0(х), нулем 
порядка не ниже &— 1 функции pt (х) и нулем порядка не ниже s— 2
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функции Pt (x), то решение уравнения (7) в окрестности точки * 0 
существует и представляется в виде'обобщенного степенного ряда

оо

У (*) =  (* —  *b)r 2  °к
А = 0 ' 1

где а0 ф О и г £  R.
ГЬр.и м е  р 7. Найти решение, (в вида: обобщенного, степенного 

ряда) уравнения
ху" +  у',-\-Щт=й,

удовлетворяющее начальным условиям #(0 ) =  1, у’ (0) =  0.
■*< Коэффициенты уравнения удовлетворяют условиям теоремы 2, 
поэтому ищем решение в виде обобщенного-степенного ряда

У(* )г= *г 2 a*** =  2 ° * х* + г* « о ,^ 0 ..  
*=0  ft=o

Имеем

У' =*‘2 ,(А*М в*#***-*;
ftW®'

оо

у " ~  ^  ( k + r ) : ( k + r - i y a kx ^ , r ^
*= о

Подставляя эти ряды в уравнение, получаем
оо OQ .

2  (k +  r){k +  r - \ ) a kx ^ r - i + ^ ( k + r ) a kx ^ r - i  +
k— 0 о

оо

+  2  я*** + г + 1 =  0,
Ь О

т. е.
о*

г?аох г - 1  +  (г +  1)*а1х г +  2  ((* +  О* я* +  а л -2) * * + ' “ 1= 0.

Отсюда следуют равенства
/-?а„ =  0, (г +  iy?"ai==0 ,' (А+r)? afc,+aft_ , = 0;

По условию а0 ^  0. Следовательно, г = 0 ,  а> тогда
а*= 0  и кгак =  ~ а к-г , .  k—3, 4j . . .

Из этих, равенств заключаем* что а2т + 1= 0  для всех т — 0; 1, . . .  
Учитывая начальное условие i/ (Q )= U  заключаем, что а0= 1 ,  и имеем 
рекуррентную формулу

из которой получаем

«** =  ( -  l)m 77СТТ? = ( ~  1)да ‘((2т)!!)5 '  23“  (ей)!,* 
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Следовательно, искомое решение запишется в  виде
оо

УМ =  1+ Ц (- 1)'П2^ ! р ’ * € R . ►
т = 1

Найти общее решение дифференциального уравнения 
в виде обобщенного степенного ряда: 

4.75*. ху" +  2у' + х у  — 0. 4.76. 4ху" +  2у' -\-у =  0.
5. Уравнение и функции Бесселя. Частным случаем уравне­

ния (6), коэффициенты которого удовлетворяют условиям теоремы 2, 
является уравнение Бесселя

xhj"+ ху' +  (х?—  v2) г/ =  0. J8)

Его решениями являются цилиндрические функции Бесселя первого 
рода порядка v

,2*
а у/ v (дг) =  a[?>xv V  (— 1 )* -----------------у 2 - / _____________  (9)

" *l(v +  I ) (v + 2) . . . (v  +  A) ’

и для нецелых v

( —У к
/ _ v  (x )  =  a < y x - v  V  (—  1 ) * ------------------ i l l ______________  (10)

0 k~o  Л! (1 —v) (2—v ).. .(k—v )' '

Если же v — целое число, v =  n, то вторым частным решением урав­
нения Бесселя (8) является функция Неймана (или Вебера), опреде­
ляемая из соотношения

Nn ( x ) =  lim M * ) £ £ i . ™ - / - y ( * ) ,
v-»n SInwi

являющаяся цилиндрической функцией второго рода порядка п. 
Постоянная aov)' в формулах (9) . и (10) берется обычно следующая:

C"V> “  2 vr (v - f  1) ’ (11)
4- ео

где Г (v )=   ̂е - х  xv—1 dx— гамма-функция Эйлера,
о

4.77. Используя представление (9) для Lv(x), доказать 
следующие соотношения:

^ ( ^ / v (x)) =  x V v- ,  (х), ( 12)
d f l v (x)\ _  Iv+\(x) /10Ч

dx \ xv J ~  *v ‘ v1^)
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4.78. Исходя из соотношений (12) и (13), вывести 
соотношения

/ v - l ( * )  +  / v + l ( * H ^ 7 v ( * ) ,

/v- 1 (л:) — /у +1 (л:) =  2 / '  (*).

4.79*. Используя представление (9) и значение а(0ч) 
из (11), выразить / _ 1/2(х) и 11/2(х) через элементарные 
функции.

4.80. Доказать, что если / v (х) — решение уравнения 
(8), то I v (a,x) является решением уравнения

л*г/" + х у '  +  (а***— \ *)у  =  0. (14)
Записать общее решение уравнения (14).

Используя результат задачи 4.80, найти общие ре­
шения уравнений: .

4.81. ху" +  у ' +  4ху =  0.
4.82. 9х2у" +  9ху' +  (36ха — \) у — 0,
4.83. хгу" +  х у '+ {Ъ х * — 4)*/ =  0.
4.84. х*уГ +  ху' +  ($ хг— )  у  =  0.

§ 5. Ряды Лорана

1. Ряды Лорана. Теорема Лорана. Рядом Лорана называется ряд
00 . \ * .

2  с» (г—2о)” ; - (1)
п =  — 00

при этом ряд
-1

/<(*)= 2  сп(г—z»)“
л  SS — о о .

называется главной частью ряда Лорана, а ряд
оо

/*(г)=  2 с» (г—л=0 ' —
— правильной частью. Если

"Ш Г " /| с_ „|  =/• <  /? =  _ — 1 — f , 
в-*-" lim j / l cnl

V п-+  оо

то областью сходимости ряда (1)’ является кольцо /С =  ( г | 0 < / - <
<  | г— г01 <  /?}. В этом кольце К сумма ряда /  (z) =  /t ( г ) + / ,  (г) 
является функцией аналитической, причем коэффициенты ряда с„
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*  “  2Й7, „  ГДл -  го)" Л  4  Л =  ° > ± Ь . . . 5 (2) 

где г <  г' <  R.
П р и м е р  1. Найти область сходимости и сумму ряда Лорана

оо оо

V* п I V  п (г— 1)*_*
2~t 2" (г— l)«+ i ' 2mt 3« * 

п— 1 п— I

^  Применяя признак Коши к каждому из этих слагаемых, имеем

связаны с функцией /  (г) посредством формул

ИгаП -*■ ж
\ Г  я 1
V 2п\г— 1 |п+1 2 I г— II <

fl
„  Ч/п  I Z— 1 1"-1 | г— 11 „ ,Ura У 3"

Отсюда заключаем, что областью сходимости исходного ряда является 
кольцо

К - -

Замечая, что слагаемые являются производными от рядов 

-А  — 1 ^  (г— 1)"
2" (г— 1)" А- l  3» 

я = 0  л = 0

можем записать, что в кольце К  

п (г— I )" -1
3»

Л = 1 ' ' П =1
X I 2» (г— l)n+1 +  S

\ п = 0  /  \ ч = С
3"О

■ ( ч = ь ) ' + ( ф ) “  :

=_2(га) +(db) =(iip+(2Hhj»‘
Таким образом, суммой данного ряда является функция

/'(г) =  (4_г)а+(2г—3)а ’ Т  < I г~ 1 1 < 3‘ ►

Т е о р е м а  Л о р а н а .  Евли функция f(z) аналитична в кольце 
О< г  <  | г— 2 01 <  R, то в этом кольце она единственным образом
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представима в >виде ряда Лорана
оо

/ ( « )=  2 с" (г— zfl)n,
Л =  — оо

коэффициенты которого вычисляются 
по формулам (2).

С л е д с т в и е .  Пусть f (г) анали- 
тична в многосвязной области О, огра­
ниченной 'контуром Г и внутренними 
контурами Yf, y l ,  ут (рис. 101). 
Если точка z0 лежит внутри (или на 

» границе) одного из внутренних кон­
туров Yv и величина г =  шах | z0—,т] | меньше расстояния R от

n«vv
z0 до остальной части границы области D или до точки, в которой 
/( г )  не аналитична, т. е. j
0 < г =  шах | г„— »)| <  /? =  / |г0—т||.ЗП1П

4 6  Vv Пб Г  + Vi + . . . + V v _ r + V v + i + ' - - + V „

то в кольце г <  | г — г01 <  R функция /  (г) может быть представлена 
-ее -рядом Лорана

•о
f  (г) =  2  с» (*— zo)n. r < I г— *о I < R,

П -  — оо

коэффициенты -которого c „ fz0) определяются 'по формулам (2).
Рядом Лорана для функции /  (г) в окрестности точки z =o o  

называется ряд

/(z )=  2  с"г" ^или 2  сп(г—а)” ^, (3)

сходящийся в некотором кольце г <  ]а \ <  со (соответственно 
г <  |г— а | <  оо), при этом главной частью ряда Лорана является

-  / оо \ О
ряд 2 с«гЛ ( . 2 c» ( z— fl)n )> а правильной — ряд 2  спг" 

Я=1 \л=1 /  Л=-оо

 ̂ 2 c„(z —fl)"J.

/(г)
П р и м е р  2. Разложить в ряд Лорана по степеням г функцию

z XI— г)
Так как аналитичность функции .нарушается в точках г = 0  и

2 =  1, то областью сходимости ряда Лорана будет кольцо 0 < |z| < 1.
Замечая, что при л < — 2 функция —-+а } _ аналитична в кругеz (1 г)
| z | < p < l ,  можем записать, что

1 Г 1



Далее, применяя формулу Коши для; функции <р (г) — ^ -■ и ее про­
изводных, для п 5 =— 1 можем; записать

„ __ L Г Ф (г) Ф" » 1 (0 )_____ 1 (*+1)1 I ,
2ni J  zn + 'i (п- fl)! («.+ 1)1 (1— г)"+Мг=0 '

|*|=р

Таким образом, для 0 <  | г | < 1

/ м - м Г г д - Т + Х * - - <4)
п ~  0

т. е. главная часть содержит один член, а правильная— бесконечное 
число членов.

Вычисление контурных интегралов (2), как правило, достаточно 
затруднительно. Поэтому для разложения функций в ряды Лорана 
используются искусственные приемы. Так, в примере 2' функцию /  (г) 
можно было бы представить в виде суммы дробей, т. е.

г.(1— г) г + 1 —  г ’

причем первое слагаемое является уже разложением в ряд Лорана 
по степеням г, а второе слагаемое есть сумма геометрической про­
грессии со знаменателем г, т. е. имеем разложение (4).

Найти области сходимости и суммы следующих рядов:
оа оо

I- н УГ' * r cf XT’ nin2n
5 ,‘ - 2 u ( z — 2)" ' 5 ’ 2’  2L> (z-r i)n+i’ 

n = 0  n = 1
oo _ 2

5.3. 5-4* 1 1 ' (Л '+ 1 )^ + , ( 2 - 0 л.
n = 0

Найти все разложения указанных функций в ряды 
Лорана по степеням г — г0 и установить области сходи­
мости полученных разложений: 

5-5. * о = 1 . 5 . 6 . * ^ ^ ,  гв =  оо.
2 1 5.7*. > г9.= 1: 5.8*. > 2o =  °°*

е  п COS г л е ,  л  cos г5.9; гз , — 0. 5.10, ^  г, оо. 

5.11. s in ^ -g ,  г0—2‘. 5.12, гге г , г„ =  0.

5.13, г%е z , г0 =  оо. 5.14, cos , г0 =  2.
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5.15. Найти три первых члена разложения функции 
/  (г) =  sin j —  в РЯД Лорана в окрестности точки г0 =  оо. 
Какова область сходимости этого  ряда?

2. Характер изолированных особых точек. Точка « 0 называется
правильной точкой для аналитической в области D функции /  (г),

00

если существует степенной ряд 2  с п (го) ( * — *о)" с радиусом СХОДИ-
л г  О

мости г (г0) >  0, такой, что в общей части круга сходимости 
[ г— г0 | <  г (г0) и области D сумма этого ряда <р*,(г) совпадает с /  (г). 
Точки, не являющиеся правильными, называются особыми.

. Точка г„ называется изолированной особой точкой функции f (г), 
если /  (г) — однозначная аналитическая функция в кольце
О < | г — г0| < R, а г0— особая точка.

Аналогично точка г0= оо  называется изолированной особой 
точкой функции /  (г), если /  (г) — однозначная аналитическая функ­
ция в кольце г <  | z | <  оо и г =  оо— особая точка.

Изолированная особая точка г0 функции f  (г) называется: 
устранимой особой точкой, если существует конечный предел

, ■ Urn /  (г) =  а Ф оо;
2 —*■ Zq

полюсом порядка т ^ 1 ,  если для функции g (г) =  — точка г0
является нулем порядка т, т. е. g (г) имеет вид g  (г) =  (г— г0)т <р (г), 
Ф (zG) Ф 0 (очевидно, что если г0— полюс, то lira / ( г )  =  оо);

г - * г „
существенно особой, если lim /  (г) не существует.

Z -+ Z ,

Исследование' характера бесконечно удаленной особой точки 
удобнее проводить .лутем замены г — — , с помощью которой беско­
нечно удаленная точка г = о о  переходит в точку т) =  0.

П р и м е р  3. Найти ■ все особые точки функции f  (г) =  —J -----

е г + 1
и определить их характер.
^  Особыми точками являются точка г = 0  и точки, в которых зна­
менатель обращается в нуль.

1 1 i_
Имеем е г + 1 = 0  или е г = — 1 = e tJimi + nt, т. е. е г - ( -1=0,

если — =  (2/п+1) то, т £ г ,  причем эти точки являются нулями, 1-го
г т -

порядка. Следовательно, в точках =  ^/тГ+ТУя? ’ функция
/ ( г )  имеет полюсы 1-го порядка. Точка 2  =  0 не является изолиро­
ванной особой точкой, так как она является пределом полюсов, ибо 
lim гт =  0.m <ю 
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5.16*. Доказать, что отсутствие в разложении (1) 
главной части, т. е. равенство нулю всех коэффициентов 
сп с отрицательными номерами {п — — 1, — 2 , . . . ) ,  яв­
ляется необходимым и достаточным условием того, что 
точка г0 является устранимой особой точкой функции f(z).

5.17*. Доказать, что наличие в главной части разло­
жения ( 1) не более т ,^  1 членов, причем с_тФ 0 , а 
с_ „ =  0  для n ^ m + 1, есть необходимое и достаточное 
условие того, что точка г0 является полюсом порядка т 
для функции f(z).

5.18*. Доказать, что если г0 — существенно особая 
точка функции f (z), то существует последовательность 
точек (г„), lim zn — z0, такая, что lim f ( z n) — оо.

П —► оо П —*■ СО

5.19*. Опираясь на результат задачи 5.18, доказать, 
что если z0 — существенно особая точка функции /  (г), то 
для любого комплексного числа А Ф  оо существует по­
следовательность точек (zn(A)), lim zn(A) — z0, такая, что

lim /  (г„ (Л))
t l - +  оо

5.20. Установить области сходимости правильной и 
главной частей разложения Лорана (3) в окрестности 
бесконечно удаленной точки.

Указать все конечные особые точки заданных ниже 
функций и определить их характер:

5.21. p l y .  5.22. / ( , ^ + L d. ■ 5-23. ^  •
_ ! _  ,

5.24. tg2 г. 5.25. e*~3i • 5.26. c o s •

5.27. t g ^ .  5.28. 5.29. 1 = ™ *  .

5 . 3 0 . ^ .  5.31. р ~ з  •

Для заданных ниже функций выяснить характер бес­
конечно удаленной особой точки (устранимую особую 
точку считать правильной):

5.32. f- 4 - v . 5.33. Зг5,~ 5г~--;- . 5.34, ——5— 2гг 1 ”  1 г2 +  г — 4 ‘ ' 1 1 — Зг1 *
5.35. 1— z +  2z2. 5.36. е~г. 5.37. cos г.

' 1_ i_ 1
5.38. е г + 2 г 2— 5. 5.39, ez‘ . 5.40. е3~2г.
5.41. е~2г +  3г3 — г +  8 .
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§ в. Вычеты н их применение

1. Вычет функции и его вычисление. Если функция f (г) анали­
тична в некоторой окрестлости точки. г0, за исключением может 
быть самой точки z0, то вычетам функции f (г) относительно точки 
г0, обозначаемым res [ /  (е); г0] или выч [ /  (г); г0], называется число,
равное значению интеграла ^  J  /  (Л) гДе С— некоторый простой

с
замкнутый контур, лежащий в области аналитичности f  (г) и содер­
жащий внутри себя только одну особую точку Zo. В качестве С 
удобно брать окружность | г)— z0| =  p достаточно малого радиуса р.

Вычет функции совпадает с коэффициентом c _ i  разложения /'(г) 
в ряд Лорана по степеням'(г— г0), т. е.

выч [ /  (г); *o] =  c _ i =  g i j  J  Ц ц) dr\,
|=р

Если г 0= о о — изолированная особая точка функции /  (г), то 

выи [f (г)- °°] =  2jTi J

I CR
где Cr =  {t) | I r| | =  # } ,  R достаточно велико и обход контура— по 
часовой стрелке. Заметим, что если

оо
/ ( 2)=  2  С»2"> ' < 1*1 < 00,

П —  —  ОО

Сп==2л/ J  ”  =  0’ .......
1л 1=3Р> Г

ТО
выч [ / ( 2); о о ]=  — с _ 1.

Если ze— полюс 1-го порядка функции f  (г), то
выч f/.(z); z0] =  lim (г— z0) f (г), г-»20

причем, если f (г) представима в ви д е /(г ) =  где ф (z0) ф О,
ф (г0)= 0 ,  ф' (z0) Ф 0, то

Если г0—полюс порядка я ^ 2  функции f (г), то

выч [/(г ) ; г „ ]= - -----! _  lim ~ 1 ((г— Zp)”1 / (z))
(m— 1) 1г-+г„ dzm~ 1

П р и м е р  1. Найти выч ; 3» J ,
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^  Так как точка г0= 3 1 является полюсом 1-га порядка, то
■' •»'_____ i_
~6i 6е« 'выч Г — f— ; Зг! =  11т (г— 3 0 -------- — ----- —  ,

[_г? +  9 J а - з ;  (г +  30 (г -3 < )

П р и м е р  2. Найти выч 1 j  .

^  Точка г0= 1  является полюсом 3-го порядка, поэтому

выч Г cos 2z . . I  1 d* /  . cos22\‘J-ш- !'Г, и (<г- ,)!5 = 1?}-
* = 1  lim (—2? со $ 2 г )= —2 cos 2, k

2 г-* 1

[Л 2].П р и м е р  3. Найти выч _
^  Точка г0 =  2 является существенно особой, поэтому для нахож-

Я

дения вычета найдем коэффициент * _ {  разложения е*~* в ряд Ло­
рана по степеням (г— 2). Так как

' iZ5“ l + i ^ 5+ 4 - ( ^ 5 ) ’ + - -  0 < U - 2 | < “ .
то c _ i  =  3. Следовательно,

выч {̂ ег ~2; 2 ]  = 3 . ^

Найти вычеты указанных ниже функций относительно 
каждого из ее полюсов, отличных от сю:

6, 1. ^ ± 1 . 6 .2 . 6 . 3 , ^ ,  Я€М.

6.4. 6.5. • 6 .6 . tg г.

6.7, ctg2 г. 6 .8 . 6.9. •

6.10. .- . 6.11. 6.12. С084гг(1 — г2) ‘ г? — ‘ ' (г— 2)« *

Найти вычеты функций относительно точки г„ =  0:

— 1 16.13, е г . 6.14. cos — . 6.15, sin — .г г

Найти вычеты функций относительно точки г0 =  оо:

6.16. s i n - .  6.17, 7----- , J .  2 , „  . 6.18*, sinzг . ■(г_ 1)*(га + 1) * г5 + 9 ’

6.19, 6,20, 2 COS8 - .  6,21, s i n - ,г”— 1 г г— 1 z
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2. Теоремы о вычетах и их применение к вычислению контур* 
ных интегралов.

П е р в а я  т е о р е м а  о в ы ч е т а х .  Если функция / (г) ана­
литична в области D, за исключением изолированных особых точек 
г±, гг, zjyr, лежащих в этой области, то для любого простого 
замкнутого контура C c D ,  охватывающего точки г*, г3> . . zjy, 

.  N
J /  (n) dr\ =  2яi 2  выч [ / (г); г*}. 

е+
В т о р а я  т е о р е м а  о в ы ч е т а х .  Если f(z ) аналитична во 

всей комплексной плоскости, за исключением изолированных особых 
точек if , * jv -i и *w= 0 0 >

-TV '•
2  выч [/ (z); ** ]= 0 . 
k~\

 ̂ P €*П р и м е р  4. Вычислить интеграл \ -  - dz, где С =
J * + 4

I Так к

c+ .
^  Так как внутри контура С находятся две особые точки подын­
тегральной функции— полюсы 1-го порядка г1(*= = ±2 (. то, приме­
няя первую ^еорему о вычетах, можем записать’

1

2
П р и м е р  5. Вычислить интеграл

dz

= -2 -(е а/— e~ 9i) — ni sin2 =  nsh2i. ^

I г1» +  Г
f  I г | = 2

^  Подынтегральная функция /  (г) =  0 j— у имеет десять особых 
(afc + 1  )ni

точек г/, =  е 10 , k = 0 ,  1, . . . ,  9, являющихся простыми полю­
сами, лежащими на единичной окружности. Так как разложение 
функции в окрестности бесконечно удаленной точки имеет вид

_!_==____ L _ _ = _L Л _L , _L_
’ + 1  ^ ( i + 4 o )  - z l  20

z 3 0

i
1 1 . 1 , , ,

” 2 1° г 20 г 30 ** * *  1 <  |2 | <  OOj

то —с _ ( =  выч oo J = 0 .  Поэтому, применяя вторую теорему
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гг*
о вычетах, можем записать, что

I

9 Г ( 2 ft + 1 ) я П

Z B“ 4 [ ? q n ' * e 10 J = — выч [jio~p-f i » ] = ° »
4 = 0 

Таким образом,
»  Г ( » » + 1 )  Д‘ 1

/  =  2я/ £  выч ю  J = 0 > > .

fe SS 0 1

Используя теоремы о  вычетах, вычислить следующие 
интегралы:

6.22, J т п р т .  где С =  {г\\г — 1 1= 1}. 
с+

6.23. j  гДе C =  {z||z — 1.| =  1}. 
с -

6 .24. j  (г- 1Нг-- 2)» Где С =  {г||г - 2 | =  2 }. 
с+

«•25. ТО С = { г | | г — 2| =  у | .  
с+

в’ 26, I  (г— 1) (г—2) ’ Где С=={ г 112— 2 1==2‘ }  •
с -

6-27- 1  г * $  +  9 )•’ ГДе C H 2 I M = 1}-
с+

6.28*. ^ dz, где С={г||г| =  4}.
с +

•29. j  где C =  {z||z| =  l} , п — нату-
с+

6.29.
с+

ральное число и 0 ^ | а | < 1 < | 6 | .

6-30*. j  (г_ а)я*г_  fc),  , гдеС ={г|  |г[= 1},п — натураль- 
с+

ное число и 0 ^ | а | < | £ > | < 1 .
6,31. С s ir iyd z, где С — {г| | г | =  г >  0}. 

с+

6-32, j  ( z - W * + T ) ’ ГД6 С =  {2 Пг 1 =  ^  <  Н-
с+
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где C =  {г II г | =  4}.

где С =  { г 11 г| =  2}.

где С'={г||г| =  / ? >  1}.

3. Применение вычетов к вычислению определенных интегралов.

а) Интегралы вида. \ R (sin х, cos x) dx, где R— символ рациональ­

ной функции, с помощью замены г =  е‘ * приводятся к контурным 
интегралам от рациональных относительно г функций.

П р и м е р  6. Вычислить интеграл Пуассона

Так как при любам р, | |/г| ф  1, внутри круга | г | < 1 находится 
только один корень знаменателя подынтегральной функции, то пви 
|р | < 1 имеем:

а если \р | >  1, то

Таким образом,

о

^  Производя замену z— eix, dz— le‘ x dx =  iz dx, cos х =
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+  00

б) Интегралы вида  ̂ f(x )d x , где /  (л)— функция, непрерывная
— оо

на (— оо, -f-oo), аналитическая в верхней полуплоскости, за исключе­
нием конечного числа особых точек zj, z2, . . . ,  гдг, лежащих в ко­
нечной часто верхней полуплоскости, и удовлетворяющая для доста­
точно' больших |г| условию

мI ' / WK — A f > 0, 6 > 0 .
% 1г1

В этом случае
+  “  N
^  f ( x )d x = 2 m  2  выч [/(г ) ; zfe]. (1)

* = 1
4*00

П р и м е р  7. Вычислить интеграл J
dx

^  В верхней полуплоскости функция /  (z) =  ^  имеет один

М'Полюс 2-го порядка в точке z0 =  3i, и I / ( z ) | < j - j j j  для достаточно 
больших | z |. Поэтому 
+ “

S (^ Т 9 р = 2л1вЫЧ [ ( ? W * 3,' b  
— 00

= 2 т Тг ( ( г - 3 i ) 2 (г2_|_9)г )  | г=31~ 2ш Тг ( ( *  +  3i)*) I г = ъ Г
4я1 я ^

(г+ЗД*г=  3( (6 t)3 5 4 ’

З а м е ч а н и е .  Формула (1) справедлива и в том случае, когда 
функция f (г) имеет вид /  (г) =  е*аг/-' (г)„ где а  >  0, а функция F (г) 
аналитична на действительной оси, в верхней полуплоскости имеет 
лишь конечное число особых точек гъ  г8, . . . ,  и lira f(z )  =  0.

«-♦•о
+  оо

„  л „  V  х<вХп>х , .
П р и м е р  8. Вычислить интеграл J <^— 2 * +  10

— оо

^  Подынтегральная функция является мнимой частью функции
f*

— 2jc+ 10 ; значения К0Т°Р 0И совпадают со значениями на дейст­

вительной оси функции /  (г) 10 e' Z‘ Функция F (г) =

—гч__2 г + 10 нмеет в BePXHe® полуплоскости полюс 1-го порядка
в точке г0= 1 + 3 «  и lim F (г) = 0 , т. е. выполнены сформулированные

Z—► оо
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в замечании условия, а потому можем записать: 

\ * ^ + 1 б ах=% « ШЧ [ ^ - 2 г + 1 Г  , + 3,' ] =  '

=«-2- е~» (cos 1 — 3 sin 1 + i  (3 cos 1 -fsm  1».

Таким образом,
+ 00 + 00
Г х sin х I (* xeix , ne~3 , .
j  ? - 2« + 10,<to8?Im J r a r + r o d* =  — (3cosl +  sm l)-

— oo ■ — 00

Заметим, чТо одновременно мы вычислили интеграл
+ 00 + ОО . / "
Г х cos х п Г Хе‘ х j  пе~3 . , „
J T O * + 10d* =  Re J х2—2х + 10 3~ (cos s )' ►

— 00 — 00

Используя один из рассмотренных выше методов, вы­
числить определенные интегралы.

*
2я ' • .1

6.36. f ,dx ,* а>  1.J a-f-cos* ’
о • •
2л

6-эт - “ > ‘ > ° -  . v  О

6-38- )  Й т * '  e -39- i  Т О » .  " € N .
•—00 •— 00

6*40*' I (*2+ а г) (х2+/>2) ’ а > ° >  & > ° -
о

М'Л'вчЗ** “>0-
0 - * •• •
+ 00 +00 

is лл Г * s in *  , W ло р XCOSX j
J x*+ 4 x  +  2 0 d x ' ,43, J хг+ х + \

— 00 — оо

6.44. fl >  0, 6 >  0.
о
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6.45. M 6 .+j F ^ R * .
О о

4. Принцип аргумента. Пусть функция /  (г) в области D, огра­
ниченной простым замкнутым контуром С, имеет конечное число N 
нулей и конечное число Р полюсов, где каждый нуль и каждый 
полюс считаются столько раз, какова их кратность, причем на 
контуре С не имеет ни нулей, ни полюсов. Тогда разность <в =  ЛГ— Р 
равна числу оборотов радиус-вектора w— f (г) при обходе точкой г 
контура С.

Если f  (г) — аналитическая в D функция, то Я =  0 и to =  N.
П р и м е р  9. Найти число нулей многочлена р (г) =  г3— Зг+1, 

лежащих в правой полуплоскости.
<«4 Рассмотрим контур С, состоящий из полуокружности CR радиуса 
R, лежащей в правой полуплоскости, и отрезка мнимой оси 
[— iR, iR], и для достаточно большого R применим к этому кон- 
туру принцип аргумента.

Так как

р(г) =  г3 ( j — (2)

то очевидно, что при обходе точкой г контура CR против часовой 
стрелки arg г получает приращение я, а потому arg (г3) получит

(  3 зт приращение Зл f CR отображается в кривую w — R3e № , -----
З я  "\—  j .  Так как второй сомножитель в (2) для достаточно

больших R близок к 1, то и приращение аргумента этого множи­
теля мало. Пусть теперь г — it, т. е. точка г движется по мнимой 
оси от точки iR до точки — iR. Тогда

р (it) =  u -\ -iv=  1— t'(^3 +  3/), т. е. и =  1, v — — t3 — 3/.
Это означает, что при изменении t от R до — R при R —>-+оо 
argр (it) изменяется на я ^от — -5- до j  • Таким образом, об­
щее приращение arg р (г) при обходе контура равно 4л, а это озна­
чает, что N — 2, т. е. в правой полуплоскости многочлен р (г) =  
=  г3— Зг+1 имеет два нуля.

Для данных многочленов найти количество корней, 
лежащих, в правой полуплоскости: 

6.47*. p (z ) =  z* +  2z3 +  Зг2 +  г +  2. 
6.48. p{z) =  2zl — 3z8 +  3z2 — 2 + 1.
6.49. p (2) =  24 +  za +  4га +  2z +  3. 
6.50*, Доказать, что если функции f(z )  и <р(г) ана- 

литичны в замкнутой области £> =  £> + Г и для точек 
Г) € Г справедливо неравенство | <р (г|) | <  | /  (т}) f , то число 
нулей функции ^ (г ) =  / ( г )  +  ф(г),  лежащих в области D,
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совпадает с числом нулей функции / ( г )  ( т е о р е м а  
Р у ш е ) .  

6.51*. Доказать основную теорему высшей алгебры: 
многочлен pn(z) =  a0zn+ a lzn~l +  . . .  + а „  степени «им еет 
в плоскости (?) точно «  нулей; 

Опираясь, на*, теорему, Руше.(задача 6"50), найти число 
нулей- данных- функций указанных, областях: 

6.52; Р(г)ь= 25 +  2г2 -+-8;г-+-1; а)* в 1 круге | z | <  1.;. 
б) в кольце- l’ s^l 2 1 <  2Г

6.53. Е (г)*=23— 5z-4- li; а).в круге. |̂ |;< ,1 ; б) в кольце 
1 <С | г\ < 2 ;  в ) ' в- кольце 2 ^  | г | <_3.

§ 7. Ряды Фурье, Интегр.ал Фурье

1. Разложение функций в тригонометрические ряды Фурье.
Тригонометрическая система функций

1, co sх, sinдс, cos'2ir, sin2jfc, . . . / c o s nx, sinn*, . . .
является ортогональной на отрезке [— я,» я] (как, впрочем, и на 
всяком отрезке длины 2я), т. е. интеграл.по атому, отрезку, от про­
изведения любы/ двух различных функций этой системы равен нулю.

? , W \
Если f ( x ) £ L ( — я, я) I т.. е, f | /  (дг) | dx <  оо ] ,  то сущест-

\ Л  /
вуютчисла

я  я

% =  -i- J  f  (х) cos kx dx, bfc =  “  J  j(x )  sin kx dx, k =  0, 1, . . . »
— Я - л

называемые коэффициентами Фурье функции f  (х)\ ряд.
во

S ( * ) = % +  X  (fl* cos kx+ bk sin to) (1)
k = \

называется рядом Фурье функции f  (х). Члены ряда (1) можно запи­
сать в виде гармоник

ак cos kx-\-bk sin kx =  Ak cos (kx— ф*)

с амплитудой Ak —У  a\ +  b\, частотойщ =  к и фазой ф* =  arctg — .

Для функции f(x), такой, что /* (* )€  Ц —я, я), справедливо ра­
венство Парсеваля 4



Если же f.(x )£L  ( — , то коэффициенты Фурье записы­

ваются в видеваются в виде
'/2 //2 

2 Г , ,  , 2л ^  2 Г

а ряд Фурье— в виде

Последний ряд называется рядом Фурье в комплексной форме. 
Здесь

и для

Суммы рядов (1) и (3) имеют соответственно периоды 2л и /.
Функция /  (*) называется кусочно гладкой на отрезке [а, b], если 

сама функция f (х) и ее производная / ' ( х) имеют на [а, ft] конечное 
число точек разрыва 1-го рода.

Т е о р е м а .  Если периодическая функция f  (х) с периодом I ку­

сочно гладка на отрезке ĵ — -^-, -^-j , то ряд Фурье (3) сходится 
к значению /  ix) в каждой ее точке непрерывности и к значению 
~2 (/ (* + 0 ) +  /  (х— 0)) в точках разрыва, т .е.

Если, дополнительно, f  (х) непрерывна на всей оси, то ряд (4) схо­
дится к j  (х) равномерно.

П р и м е р  1. Разложить в ряд Фурье функцию

у ( / ( * + 0 ) + / ( * - 0 ) ) =  £  cke ‘ .
. А= — ю

. 2TlkX. 2TlkX

(4)

/  (jc) =  sign лг, — я <  х <  я,

и, пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница



-4  Так как функция нечетная, то (см. задачу 7.2) > 
ак =  0, k— 0, 1, ...|

я
. 2 Г . 2 /  cos пх\п \6 * = — \ sign х sin пх ах= — I ------------ —
* n j  Я- V я U=o /

о «

=  (1— cos ля) =  | я (2т— 1.) при ”  — 2/л — 1 * |\j.f  4
1= •! я (2m— 1.)

I 0 при n — 2m, 
Следовательно, при — я < х <  я

оо

4 V  sin (2т— 1)х
s i g n * - - 2 , - - k = i — »т=> 1

откуда при х = я /2  получаем

1 Я
т =  1

т. е.

v  (-• )”

—±  V  (—0 СТ'1'*
я 2/я— 1 1

^  2/Л+1 4 ' ^  
т = 0

7.1. Доказать, что если f  (х )  имеет период I, то при 
любом

o+I I 1/2
J f(x )d x  — J /  (х) d x =  J /  (x) dx.
a 0 - 1/2

7.2. Записать выражения коэффициентов Фурье (2) для 
четной и нечетной функций на -  - 12 * 2 J '

Разложить периодическую с периодом I функцию в ряд 
Фурье, построить графики его первых частичных сумм 
S0(*). (■*)» 5 , (*) и Sa(x) и найти значение S (*„) суммы 
полученного ряда в заданной точке х0:

ч
, 1 при 0  <  лс< п,

7.3. / ( * ) Н л  ^  ’ /  — 2я, х0 — п.1 4 ' 1 0 при —  я <  х <  0 ,̂  ’ 0

7.4. / (х )  =  -2-_£. при 0 <  д: <  2л, / =  2я, * 0 =  у »
7.5. / (д с )= Ы  при * £ ( — 1, I), / =  2, * 0= 1 .
В задачах 7.6—7.10, доопределяя определенным обра­

зом заданную в промежутке (0 , а) функцию /  (х) до перио­
дической, получить для нее требуемый ряд Фурье.'
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-7 .6 . f (x )  =  e* при x£ (0 ,  In 2). Разложить в ряд по 
косинусам.

( 1 при 0  <  х  <  я /2 ,
7.7. / ( * )  =  { „  ^'  ' • ( О при я /2 <  х  <  я.

Разложить в ряд по синусам.
7.8. ! {х )  =  хг при 0 < * < 1 .  Разложить в ряд по 

косинусам.
[ х при О ^ л : <  1,

7.9. / ( * )  =  { о . ^/v  ' \2 — х при 1 < л ; < 2 .
Разложить в ряд по синусам.

7.10. / ( * )  =  jc sin а: при 0 ^ * < 1 я .  Разложить в ряд по 
синусам.

7.11. Используя ряд Фурье, полученный в задаче 7.5, 
найти суммы следующих рядов:

ау  У  1 • б) * У  ( - 1)*____ __________а '  ^  (2л +1)2 ’ '  1 (4 fe+ l)2(4A +3)2 ‘

7.12. Используя ряд Фурье, полученный в задаче 7.8,
оо

найти сумму ряда ^  (— 1)*+1-4 - .  
к = 1

7.13. Используя равенство Парсеваля для функции
оо

задачи 7.4, найти сумму ряда ^  .
П = 1

7.14*. Зная выражение ядра Дирихле
. 2n +  ln S.in ---- -̂--ДС

w = y +  У cos .
• 2 s in -j

найти выражение ядра Фейера oFn(x):
П П

1 k= о fe=i '  1 7

2. Двойные ряды Фурье. Если функция / ( х, у) имеет период I 
по переменной х, период h по переменной у, непрерывна и имеет

df df d2fнепрерывные частные производные и ^  ^  в квадрате л  =

f , * I I h h \ с,
=  1(х, У) < * < ~2 ’ ~  ~2 < У < Т (  ’ Т° ^ Х' пРеДставима
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7 (*; У) — £ ,  ^т ,п(ат;пх o s - ? m* cos - ^ р - +
/71, Л = 0

2пт х__ 2кпу , 2зт/пдс . 2 я« 0

двойным рядом Фурье

+  П sin — I—  cos (COS— j— sin h
, , . 2nmx . 2nny \ 

+  d f f l l »S in  ------- ------БШ

где
1/4 при m =  n —0,

îh, в =  ■f 1/2 при m > 0, n=.0 или /n = 0, n >>0 ,
V J при m >  Ю, <n,> 0

и. при mS^O, лЗгО
'4 Г Г * /  ч 2я/лх 2 лпу , 

fl« . » =  I f  J V  <*’ V) cos— -— .cos— j ~  dx dgt,
к

и 4 f* {* 2nmx 2nny ,
b„i, n —- g -  \ j  /  (*> ‘0) sin — —  cos — cte djr,

cm, n =  1 (*> У) cos —у — sin dx dyt

dm' "  =  Ih  /  (*’ ^  sin ~2^OTJf 6<n d* dy.
к

В комплексной форме ряд Фурье для /  (*, записывается в форме

•* mjc  ̂ пу \
/  (*i Sf) =  2  « W *  Ь  ‘

т, п = — —
где

I лл -*л/Г^* + 2 *Л
c« ,n  — ») «  ^ '  h '  dx dy, т, п £ :

П р и м е р  2. Разложить в двойной ряд Фурье функцию f  (х, у) — 
=  ху в квадрате — я < * < я, — я <  у < я. г

Принимая во внимание четность или нечетность подынтегральных 
функций, находим

ат}П — ^  ху cos тх cos nydxdy =
К

п п
=  -^2' J  у cos nydy j* xcos тх dx =  Q, m, nSsOj

—Я  - Я
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аь at
Ьт, п = ~т У cos nydy J  x sin mx d x = 0 , m, 0;

- я  - i t
я я

cm, n — "~J" J  ifSin Щйу J  xcosm xdx =  0, m, 0;
-я  -я

я ir
J  у sin nydy J  jcsinmxdx =

- Л  - Я  N
я я

= - i -  J  у sin n y d y ^ x  sin mx dx =
о о

4 / о  I" . sin ny |n\ (  cos mx 11 . sin mx л\
= w  ( r « 4 + _ ^ H o J  [ ~ x ~ n r  . + - * * -  „. ) -

_  4 л ( - l ) «  + l л ( _ | ) * + i - _ (_ 1)ej+it _4_ _ m> ^
я- n m mn

Следовательно, при д:£ (— я, я), ^£(-— я, я)

ху =  4 ±  ( - 1
ОТ. Л = 1

Разложить в двойной ряд Фурье следующие функции: 
7.15. f ( x ,y )  — xy при 0 < х < 2 л ,  0 <  у <  2л, l — h —

— 2л.
7.16. f(x ,  при — л < х < л ,  — л <

< $  « / <  Л ,  /=/1  =  2л.
7.17. / ( х ,  у) =  хгу при — 1 < х <  1, — 2 <  г/ <  2, 1 =  2, 

/г =  4. 

7 .Ш  /Цх, y ) = » ( j ^ - Y  при — 1 < х < 1 ,  — л < < / <  
< л ,  / =  2 , h — 2л.

3. Интеграл Фурье. Если функция- f  (() абсолютно интегрируема 
на (—оо,+ оо), т. е. f ( t ) £ L ( — 0 0 , +  о»), и кусочно гладка на каждом 
конечном отрезке действительной оси, то она представляется в виде 
интеграла Фурье

N

М = 4 - ( / (<  +  ° ) + / ( < - ° ) )  =  lim f Hv)e*nMdv =
—

+ «•
=  j, U v ) e i n M dv ,  (5)
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где
+ «•

/  (V) =  j  f ( t ) e - ™ M dt. (6)

Преобразование' (6), которое будем обозначать $  [ /] , называют пря­
мым, а (5)— обратным преобразованием Фурье, выраженным в ком­
плексной форме. В действительной форме эти преобразования записы­
ваются в виде:

+ •© + Ов
а («>)— —  J  /  (/) cos <оt dt, b (а>)— J  /  (/) sin Ш dt (7)

— «• ~ tm

(прямое) и
+ 00

/  (t) =  J (a (<o) cos at +  b (<d) sin to/) d<o (8)

(обратное), <a =  2nv.
Если функция f  (/) четная, то (7) и (8) записываются в следую­

щей симметрической форме:
■f оо

. Sc { / ] = /с (®) =  J /  (0cos dt (9)

___+ 00
/ ( 0  =  / I I  / с (и) cos tot da> (10)

и называются парей косинус-преобразований Фурье. Если же /  (t) 
нечетная, то имеем пару синус-преобразований Фурье

+ 00

Ss [/] =7» И  =  V  V  f  /  (0  sin <0 / dt
щ

+ 00

/  ( 0  =  J  / »  ( ® )  s i n

о
П р и м е р  3. Найти преобразование Фурье для функции / ( / )  = 

-a m
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| ^  Подставляя заданную / ( / )  в (6), получаем 
I. +оо о + 00

J e -a.\t\e - i n ivtdtz=  J e-< «*r-«W  Л +  J r (^ fv +a|/ d< =
— oo — oo 0

J___ e(a -2nfv) t Iе ______ 1 с- (2Л1У+а) < | + °°_

1

a —2ju'v I-о» a + 2niv |e
1 1 2a

a —2jtiv ' a+  2niv a2 +  4n2v2 ’
т. e.

" > 0 -

Подставляя это выражение в (5), получаем

„ Т  e2m'v' . a +f  , 2a +f  cosort ^
1 - 2a J ^ + w d v = «  j  5 M ^ dw =  l T j  ^ + ^ da,‘e

Последнее равенство следует из того, что

Т  lim ?  4 ^ V < t o  =  0. ► J аз+со-5 л?-++«, J °  + и
— oo — N

П р и м е р  4. Найти преобразования Фурье для функции 

f(t) =  e~a‘\ a > 0.

^  Так как функция /(<) четная, получим пару косинус-преобразо­
ваний Фурье. Поэтому воспользуемся формулами (9) и (10). Исполь­
зуя результат задачи 4.28 гл. 8, получаем

+ оо

g-c [e~at‘ ] =  1  j* е~а‘г cos ш( dt =

—  и*
Hl 1^ =

Y  2a

p I p _ to*
1 /  —  I —■----- к ta cosw/a!a) = —r= r\  e 4a coscoMw. ►
r n J f 2 a  V^na Jо 0

Найти преобразования Фурье в комплексной форме 
для функций: 

*7.19. /  (/) =  sign (̂  — a) — s i gn( / — Ь), Ь > а .
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7.20. / ( * ) =  ( h I 1* ' J  )  "PH
i 0  при 111 >  a.

7 . * i .  и \ < Я , а ' « > 0 .I 0 при 111 >  я/а. 

7 22 f m = i Sign/ ПРИ 
' * ' ( )  \ 0 при | / 1 >  1 . 

Найти пару косинус- или синус-преобразований Фурье 
указанных функций: 

7.23* / ( 0  =  - ^ ,  а >  0 .

7-2**- =  а > ° -
7.25. f ( t )  =  te - tX.
7.26. / ( / )  =  е~а I ' i cosP 1, а >  0.
7.27. Доказать, что преобразование (6 ) является непре­

рывной функцией, причем lim f (v )  =  Q.
V  ±  оо

4. Спектральные характеристики ряда и интеграла Фурье. Спек­
тральной функцией S (v*) ряда Фурье или спектральной плотностью 

, называется отношение коэффициента Фурье функции /  (х) периода /
1/2

c* =  c (v*) =  у  J  /  (и)е ~  2n,vku du,
-Г /2

h urn, * * + 1  k 1y>k=~f , R fcZ, к приращению частоты = -̂------ Т ~ ~ Г ’ Т‘ е‘
1/2

{ m e ~ 2nivkudu.
-  41

Амплитудным спектром р (v*). называется модуль спектральной функ­
ции, а фазовым спектром Ф (vft) — взятый с обратным знаком аргу­
мент спектральной функции, т. е.

Р (V*) =  | S (у*) | =  / 1 с (v*).|

v Ф (Vft) =  —arg 5 (v*).

На графиках p (v*) и Ф (v*) обычно строятся только ординаты р и ' 
Ф в точках v* и спектр называют линейчатым.
286



П р и м е р  5. Найти спектральную функцию ряда Фурье и по­
строить амплитудный и фазовый спектры «  
для функции '  *

' 0 при * £ (  —2; — 1),
I при * £ {  — 1,1),
О при '*€(1 , 2),

А*+  4) =  /(*)•
^  Имеем Vft — k/4 и

/(*) =

4.
я"

'JL
Ъп

J L j l

= С f (X) a - 2nCvkxdx--
—  2

1
г

’k*dx =
в - 2 niv/yr

-2ju'v* 

_2n<vt .-2niv

l

1 e 2 W V ft_ g -

2( nvft

-IT

nvft
Следовательно,

, ж . о / м  I sin2nv*|p(v^ =  |5(vft)| =  L _ _ i

® (v ft) =  - a r g S ( v fc) =
f 0, если sin2nv*3s0,
\ —я, если sin 2nv£<0.

Графики p (vft) и Ф (г*) представлены на рис. 102. ► 
Спектральной функцией интеграла Фурье называется прямое 

преобразование Фурье
+ «

(11)

Рис. 102.

S (v) =  ? (v) =  ^ f (0 е -2  я/v/ dt.

Величина р (v) =  | S (v) | называется амплитудным спектром, а ве­
личина Ф (v )= —arg S (v) — фазовым спектром.

Найти спектральные функции S ( v k) или S(v)  и по­
строить амплитудные и фазовые спектры следующих функ­
ций: 

0 при * £ ( — 27\ — Т), 
-1 при t £ ( —T, 0), f ( t+ 4 T )= f ( t )  

1 при t £ (0, Т), Г1 +  ’  ГК )'
0 при (Г , 2Т),

7.28. f { t )  =

7.29. , « ) = {  2о Zl ‘,1$: з!; К*+а>-/№
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“ > о -
7 4 1* f /Л j  cos я / при | /| <  1/ 2 ,
/ .d l  . о при I / 1 >  1/ 2 .

' 1 +  /  при t € ( — 1, 0 ),
7.32. / ( / ) =  1 ~ t  при / .€ (О, 1), 

О при | t 1 >  1. 

7 33 f m - l  2 п р и / е ( 0 * 2)* о при / £ ( — оо, 0 ) и ( 2 , + о о ) .
5. Дискретное преобразование Фурье (ДПФ). Аналитическое вы­

числение преобразования Фурье (спектральной функции) (11) и об­
ратного преобразования (5) вызывает, как правило, значительные 
трудности. Разработаны методы их численной реализации, одним из 
которых является так называемое дискретное преобразование Фурье: 

■ 2N— I .......
S (vB) X  j(tk)e ^ ' п = 0’ 2N~ h (12)

*=о
Т 1

где А̂ =  *2Л? У — длина заданного интервала) и v„ =  л—  • Обрат­
ное к (12) преобразование имеет вид

2 А/— 1 . nkn
t(tk) =  xk =  -±- у „ ё  N , * = 0 ,  1....... 2JV— 1. (13)

п = О
Преобразования (12) и (13) выполняются с помощью так называемых 
быстрых алгоритмов (БПФ), состоящих в том, что если 2Л/ — г,г2.. .  
. . .  rn, rv — целые За 2, то матрица преобразования (12) (или (13)) 

1 1 1 . . .  1 
1 q  q* . . .  q i N — \

Г  =  I Г g? q* . . .  92 ( 2 / v - d

1 q 2 X - l  q i ( 2 N - l )  . . . . q ( 2 N - l ) t

,JL
где q — e N (q =  e N для (13)), представляется в виде произвс 
дения п квадратных матриц W\ порядка 2N,

«7 =  Г „ Г „ _ 1. . .  Г г Г „  (14

имеющих каждая по r\-2N  отличных от нуля элементов. Умноже­
ние матрицы W'v (v =  1, 2 , . . . ,  п) на вектор-столбец Z = ( z 0,

— 33 счет отбрасывания умножения на нули может быть про­
изведено за r v -2N операций комплексного умножения на множители 
qk и сложения. Всё ДПФ (12) вычисляется тогда за (гх +  г2 +  . . . +  
+  /■„) 2N таких операций и • умножения конечного результата на 
множитель T/2N.
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Если 2N =  2п (r1 =  r2 = . . .  = /• „— 2), то в качестве матрицы Wm =  
=  (c£"j), k, ] =  1, 2 , . . . ,  2», для разложения (14) можно взять мат­
рицу, элементы которой выражаются следующим образом (<7 =

,  я
=  е 2л-*): пусть v = 0 ,  1....... 2П" Я — 1 и ц = 1 ,  2 , . . . ,  2я -* , тогда

c v̂ lm+n, ч-2т~*+ц—с ̂ Я+2Я“ > + Ц, v.2'» - ‘ + n==1>
г <т) _  /-("•> —bv 2ra + n, 2п -,+у-2'я -‘ + ц----- t'v 2m + 2'n- 1 + n. 2n-1 + v-2'»-1 + n

• - '  = 9( n - i ) 2 ' , - m j (15)
cj^J =  0 для остальных пар (ft, /).

7.34. Выписать матрицы Wlt W3 и W'a, соответству- 
ющие формулам (15) при 2JV=23 =  8 .

7.35. Пусть X  =  (x0, хг, х,)т - Составить произве­
дения Z a) =  Z<a) =  r 2Z (1> =  Г а (И^Х) и Z<3> =  №sZ<a> =  
=  W^^^W^X). Сравнить полученный результат с про­
изведением WX.

Для конечной последовательности комплексных чисел (х0, xi, . . .  
xN _  ]) ДПФ по формуле (12) можно представить в виде

N. — \ 2 nink

Vn=-Jj- X  Хкв ~  ("  =  0, 1.......N~  1>’
о *=° ' ’

а обратное ДПФ (ОДПФ)— в виде *
N -  1 '  2 Мпк

Х к =  2  У*е Ы \ (* = 0 - 1.......  N — \).
/z=0

Обозначим кратко ДПФ и ОДПФ соответственно 
r = g [ X ]  и х = % - ч п ,  

где X =  (.*:„, x t , . . . ,  xn — i)T > У={Уо< Уи---< yN -  l)T -

7.36. Составить на фортране подпрограмму вычисле­
ния прямого и обратного преобразований Фурье с ис­
пользованием быстрого алгоритма. Параметры:'-N, N1, 
I^IND, А, В, АА, ВВ, где N1— число элементов исход-

ой последовательности (и преобразования), N — показа-' 
даль степени в равенстве N1 =  2N, KIND — 0 либо 1 
'0 при вычислении ДПФ и 1 при вычислении ОДПФ), 
А и В — входные массивы, размера N1 для действитель­
ной и мнимой частей исходной последовательности, АА 
и В В — выходные массивы размера N1 для действитель­
н ой  и мнимой частей полученного преобразования.

В задачах 7.37 — 7.41 составить на фортране подпро­
грамму получения комплексной последовательности •
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(xit хг, . . . ,  лг128), полагая xk =  x (tk) +  i -0  для указанных 
функций x — x{t\  * € [ ! ,  128], tk =  k =  1, 2 , . . . ,  128, Па­
раметры: А, В, где А и В — массивы из 128 элементов для 
действительной и мнимой частей последовательности.

7.37. *  =  25.

7.39. -7.40.

7.41. x = t .
7.42. Используя подпрограммы, полученные при ре­

шении задач 7.36 и 7.37 — 7.41, для одной из последо­
вательностей (Xi, х2, . . . ,  л:128) составить на фортране про­
грамму следующих преобразований:

а) найти Y =  [X ];
б) для т — 24, 32, 40 из последовательности (уп | п =  

** I f . . . ,  128) получить последовательность (уа| п =  1, . . .  
. . . ,  128), элементы которой определяются равенствами

и =  / У" r t= 1 > 6 4 — т ,  65 + т , . . . ,  128,
Уп \ 0, д =  64 — m + 1 ........ 65 +  т  — 1;

в) найти X = = ^ - l [F];
г) сравнить последовательности (xft) и (хА), найдя их 

разности.

ОТВЕТЫ

1.1. 1 .  1 . 2 .1 .  1.3. • • Использовать фор-
g - n - L en

мулу Эйлера cos »n— ----- ^ — . 1.4. 1 +  i. 1.17. Расходится. 1.18. Схо­
дится. 1.19. Сходится. 1.20. Сходится. 1.21. Расходится. 1.22. Рас­
ходится. 1.23. Сходится. 1.24. Расходится. 1.25. Сходится. 1.26. Схо­
дится. 1.27. Сходится абсолютно. 1.28. Сходится. 1.29. Расходится.
1.30. Сходится. 1.31. Сходится абсолютно. 1.32. Сходится 1.33. Рас­
ходится. 1.34. Расходится. 1.35. Сходится. 1.36. Сходится. 1.37. Схо­
дится. 1.38. Расходится. 1.39. Сходится 1.40. Сходится. 1.41. Схо­
дится. 1.42. Сходится. 1.43. Сходится. 1.44. Сходится. 1.45. Схо­
дится. 1.46. Сходится, 1.47. Сходится. 1.48. Расходится 1.49. Расхо­
дится, 1.50. Расходится. • HzLiJ >  1 . 1 .5 1 , Сходится. 1.52. Сходится.

Un
1.53. Расходится. 1.54. Сходится. 1.55. Расходится, 1.56. Расходится.
1.57. Сходится. 1.58. Сходится. 1.59. Сходится. 1.60. Расходится.
1.61. Расходится. 1.62. Сходится абсолютно. 1.63. Расходится. 
1.64. Сходится абсолютно. 1.65. Если р >  1, то ряд сходится при 
всех а, а если р <  I, то расходится. Если р =  1, то ряд сходится
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при « >  1 и расходится при а < 1 .  1.66. Если р >  1, то ряд схо­
дится при любых а и Р, а если р <  1, то расходится. Если р — 1, 
то ряд сходится при а > 1 и любых Р и расходится при а < 1. Если 
же р — а = 1 ,  то ряд сходится при Р >  1 и расходится при р < 1 .  
1.68. Сходится условно. 1.69. Сходится абсолютно. 1.70. Расходится.
1.71. Сходится абсолютно, 1.72. Расходится. 1.73. Сходится условно.
1.74. Сходится абсолютно. 1.75. Сходится абсолютно. 1.76. Сходится 
условно. 1.77. Сходится абсолютно. 1.78. Сходится условно. • Рас-- 
смотреть частичные суммы с номерами 8л, в которых сгруппировать 
члены с номерами 8& -fl и 8& +  5, 8 6+ 2  и 8 £ + 6 , 8£ +  3 и 8k-\-7. 
Убедиться в существовании предела lim SSn. Далее, как и при дока-

П—*' оо
зательстве признака Лейбница, воспользоваться соотношением
lim — s in -^ = 0 .  1.79. Сходится условно. 1.80. Расходится. 

П-у оо п 4
• .Рассмотреть частичные суммы с четными номерами. 
1.81. Сходится условно. 1.82. Сходится абсолютно. 1.83. Расходит­

ся. 1.84. • Воспользоваться неравенством |а-6 |<-^-(| а|2+|6|2).

м , ,
1.85. .Сходится. ^Оценим с„. Имеем сп— ^  ^

*=i 1 2п~ { +

I (  Г - 1  ^  1

-[*]«
* = 1

2 * ^ П о л у ч е н н ы е  слагаемые явля-

+ 1

ются членами сходящихся рядов А г У .  и А2 У  ^
п — 1 ’  2"  п = 1

*  V  ч (— Mrc—A + l
1.86. Сходится. • Для оценки с „ =  > . №(п— /г +  1) 

k = \

воспользовать­

ся разложением дроби на простейшие =  (п -Д ) fea

-\------- i-rrsf-T—I------r-т---- и показать, что числа 6„ =  (—-1)” + 1Х
1 (л + 1)2 \« ' п+ 1  — k j

п
V —1— У  — монотонно убывают по абсолютной величине. 1.87. Рае- 

га +  1 &2

ходится. • Воспользоваться разложением дроби из предыдущей 
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п
задачи на простейшие и оценить члены d „ = — —  ^  снизу.

- 4 = 1
п

1.88. Расходится. • сп= У  -------------- -—  > — -при п 5» 2.
П ?,*» ( « - . * + 1) "

2.1. (О, +  оо); абсолютно сходится при *£(1,  +  оо). 2.2. R 
сходимость всюду абсолютная. 2.3. Расходится во всех точках 
2.4. R \ {—3}; сходимость рсюду абсолютная. 2.5. (— оо, —1); схо 
димость всюду абсолютная. 2.6. (—1, — 1/2] U (1/2, 1); сходит 
ся абсолютно при * £ ( — 1, —1/2) у  (1/2, 1). 2.7. [О, +  oo)(J 
и{£я|£ = — 1, —2, . . . } ;  сходимость всюду абсолютная. 2.8. (—2, 2); 
сходимость всюду абсолютная. 2.9. (0 , '+ о о ) ; сходимость всюду 
абсолютная. 2.10. [1/е, е); сходится абсолютно при *£(1/е,е). 
2.11. | 2 —2 | > 1. 2.12. | z + l  | > 1. 2.13. | z— 3i \ >  V 2. 2.14. Полу­
плоскость Re г > 0. 2.15. {г |— я/4 < arg г <  я/4 и Зя/4 <
< arg г < 5я/4}. 2.16. Re г < 0. 2.17. R e z > l .  • Сравнить выра­
жение |(— 1 )"« - г | с членом п~Р ряда Дирихле. 2.18. Im г >  0.

• Воспользоваться тем, что дробно-линейная функция и> =  е‘9
г — г0

отображает верхнюю полуплоскость во внутренность единичного
круга. 2.19. | г \ >  1. • При |а| > 1 функция w — eie—— отобра-

1 — аг
жает внешность единичного круга ([ z| > 1) на внутренность (|ю| < 1).
2.20. | г/(1— г) | < 1, т. е. R e z < l / 2 .  • См. задачу 3.53 гл. 11.
2.21. Сходится при * £ (0 , +  оо),. равномерно сходится при х £ [а , 
+  со) для любого а > 0. 2.22. Сходится при х £ ( — оо, —3)(J[— 1, 
- j -o o ) ,  равномерно сходится при . * £ ( —  оо, —  3 — 6 ] (J [—  1, +  оо) для 
любого б >  0. 2.23. Равномерно сходится на всей оси. 2.24. Сходит­
ся на всей оси, кроме точек х =  —1, —2, . . .  Сходится равномер­
но на множестве, получающемся из оси после удаления интервалов
(— бл— к, — £ +  6*), 6 = 1 ,  2, . . . ,  где 8* и 6м сколь угодно малы.
2.25, R e z < 0 ;  сходимость всюду равномерная. 2.26. - | z— l|«Cl ;  
сходимость всюду равномерная. 2.27. Сходится при Re г > 1, равно­
мерно сходится при R e z ^ a  > 1. 2.28. Сходится вне круга |z+2| > 1, 
равномерно сходится вне любого круга | z +  2 | S* a >  1. 2.29. • Вычис-ОО
лить Rn(x)=  у  ---------г— и показать, что 11m R„(x) =  l ф Rn(0)—0,

bZZil (1 +  *,)л дм-о
2.32. Ряд сходится в области,, состоящей из внутренности единичного 
круга | z | < 1, тоуки z =  1 и внешности единичного круга |z| > 1; 
ряд равномерно сходится в объединении замкнутого круга | z | < l— у 
и замкнутой внешности круга |z | Зг 1 +  6 для любых у, 6 > 0. Сумма 

1/2 при | z | >  1,
—1/2 при | z | < 1, 2.36. • Воспользоваться утверж-

0 при z = l .  
дением задачи 2.35,

ряда S (z) =  ■ 

дением задач
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3.1. Если степенной'ряд (1) сходится в точке г — г± Ф гд, то он 
абсолютно сходится в круге |г— г0| < \гг — г01 и равномерно схо­
дится в любом замкнутом круге \г— z01 «5 г < \z1— z0\. Если ряд (1) 
расходится в точке z =  za, то он расходится и вне круга |z— г0| > 
>  I z2— z0|. 3.2. • Для доказательства утверждений а) и б) восполь­
зоваться теоремой Абеля и теоремой Вейерштрасса, а для доказатель­
ства утверждения в)— теоремой Абеля, утверждением задачи 2.35 и

учесть, что lim 1 / С̂” [■ — lim л/\сп \ . 3.3. • Воспользоваться
п^оо г  Я +1 n->°° У

утверждением б) задачи 3.2. 3.4. Сходится абсолютно и равномерно 
в области |z— 1 | < 2 . 3.5. Сходится абсолютно и равномерно в об­
ласти |г+1 | < 2 . 3.6. Абсолютно сходится, если | z +  2 | <  1; равно­
мерно сходится* если | z 2 | г < 1. В точках лт =  — 3 и х — —1 
сходится условно. На отрезке —3 <  х < — 1 сходится равномерно.
3.7. Абсолютно сходится в области ] z— 4| < 1/2; равномерно схо­
дится в области \г— 4 | < г  < 1/2. В точке х — 9/2 сходится условно, 
в точке 7/2 расходится. На любом отрезке 7/2 < г С  х <  9/2 схо­
дится равномерно. 3.8. Сходится абсолютно в области | z— 2 1 < ; 1/ 2‘,

равномерно сходится в области | z— 2 | «С г < 1/ У  2. В точках 2±
_ V 2

расходится. 3.9. Сходится абсолютно в области | z— 3 | < У  3; рав­
номерно сходится в области | z— 3 | <  г < У  3. В точках х =  3 ±  У  3 
сходится условно, и на отрезке 3— у з < * < з  +у  3— равномерно. 
3.10. Сходится абсолютно в области |г| <  1. Сходится равномерно 
в области |г|<л  < 1; расходится на окружности |z| =  l. 3.11. Схо­
дится абсолютно в области | z| < 1; сходится равномерно в области 
| z | < .r  <  1; расходится на окружности |z| =  l. 3.12. Сходится абсо­
лютно во всей плоскости, равномерно— в любой ограниченной области. 
•3.13. Сходится абсолютно в области |z— 1| < 8; сходится равно­
мерно в области | z— 1 | < /■  <  8; в точках х — -*7 и х =  9 расходится.'
3.14. Расходится во всех точках, кроме точки z0= T  3.15. Сходится 
абсолютно в области | г— 3 | <  У  3; сходится равномерно в области 
|z— 3 | < / ' < f / r 3. В точке х =  3 + У ~ 3  расходится, а в точке 
х =  3— У  3 условно сходится. На любом отрезке 3— У~3 <
< 3 + У 1  сходится равномерно. 3.16. Сходится абсолютно во всей 
плоскости, равномерно— в любой ограниченной области. 3.17. Схо­
дится абсолютно в области | г— 1 1 <  1; сходится равномерно в области 
\г— 1 | < / , < 1 ;  на окружности [ z— 1| =  1 расходится. 3.18. Схо­
дится абсолютно в области | г— 3 | <  4; сходится равномерно в об­
ласти \ г— 3 | <  г <  4; а точке х — 7 сходится условно, в точке х =  — 1 
расходится. На любом отрезке — 1 < 1 <  д с<7  сходится равномерно.
3.19. Сходится абсолютно во всей плоскости, равномерно сходится 
в любой ограниченной области. 3.20. Сходится абсолютно в области 
| z | < 2 ; сходится равномерно в области | г | <  г <  2. В точке х =  —2 
расходится, в точке х =  2 сходится условно. На любом отрезке
—2 < / <  х <  2- сходится равномерно. 3.21. Сходится абсолютно и 
равномерно в области | г\ < 2 .  .3.22. Сходится абсолютна в области 
| z — 1 | < 9/4; сходится равномерно в области | z— 1 | <  г <  9/4; 
в точках х = —5/4 и х =  13/4 расходится. 3.23. Сходится абсолютно 
в области | z | < 1/е; сходится равномерно в области | z | т <  \/е\ 
в точках х = ±  1/е расходится, 3.24. Сходится абсолютно и равно-
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мерно в области \ г— 3 1 <  3.25. Сходится абсолютно и рав­
номерно в области | 2 + 3  | <  1. 3.26. Сходится абсолютно и равно­
мерно в области 1 z— 3 2 .  3.27. Сходится абсолютно в области 
| z + 3 1 <  1; сходится равномерно в области |г +  3 | < г <  1; в точ­
ках х — — 2 и х =  —4 расходится. 3.28. Сходится абсолютно в области 
| z | < 1; сходится равномерно в области |г|<л  <  1; расходится на 
окружности | г | =  1. 3.29. Сходится только в точке г =  5. 3.30. Схо­
дится абсолютно и равномерно в области |г'|<1. 3.31. Сходится 
абсолютно в области |г|<1/ 2;  сходится равномерно в области 
| г | < г  <  1/2; расходится' на окружности |г | =  1/2. 3.32. Сходится

оо

абсолютно и равномерно в области \г— 2 | < 1 . 3.37. 1  (г 1л 2)",

| г | <  -g -. • Радиус сходимости этого ряда определяется путем при-

во

Л

00

0000

п =  О

г", 1 г | <  27, 3.49. l ( l — g - +

• | z | <  3.



| z | < оо. 3.56. X  ^ n T2n T l ) l ' z2n + l' M < ° ° -
ч =  0

E i_j\n + i 2« __1 1 1
- — -—- —------- г", | г | <  у  ; при х = — сходится условно.

л = 1

3.57. 1п2 +  X  (— l)n + l (1 +  2-п ) —  , |г| <  1; при * =  1 сходится
п =  1

условно. 3.68. г +  ^  (— 1)” 2п +  Г 1 1г ' < 1; при
п =  1

абсолютно сходится. 3.59. (— \)п ~ "Т~Т » 1г 1 < ^ ПРИ *=*±1
лг = 0 '

оо

E/2az_  ̂1) !1 *
— Wn\— 2ra+l ' ’ 1г 1 < *1 ПРИ * =п = 1

=  ±1 абсолютно сходится. 3.61. ^  (—1)"
г2« + 1

п_ о 2"га1 (2га +  1) ’ I z I < оо.

■Ж—ч у4« + 2 2ft*Z2n“ ^
3 .82 . g ( - l ) . ! ! (2 ^ i ) U2|, +  |) , |,| <  « .  3.в3. ,

—  Пг2«-2(2га— 1)г:, . ^ zcosz — sinz /s in  z V  о , i4n4.i l|z| < oo. • --------^ --------■ = ( “ ]  • 3.64. 2 ,  ( - 1 ) »  + »- . (2n)! ,

|z| < oo. • ? sm z^ 1^ C— =   ̂ 1~ ^ - s- - . y .  3.65. - 7 8  +  59 (z +  4 ) -
oo

-  14 (z +  4)2 +  (z+ 4 )3. 3.66. 2  (—0 ” + ! (г— 2)«, |z— 2 | < 1.
n =  0

n =  0 v '  k = 0  *
90

I z— 3 I <  2. 3.69. 2  (2 -n~ l — 3 - » - i )  (z+ 4 )« , | z + 4 | < 2 .
n = 0

OO

3.70. l + i ( z - l ) +  £  ( ~ l ) n + l2‘ 5 ‘ V f ,/t~ 4 ' (г ~ 1 ) п, I г - 1 1 < 1 .
n  =  2

3.71. Y t  (~ D n + i П(г2га + Г ~ ; | z— 21 < 2.

295

2 «  + l
n = 1



• *•— ! ( ! ) ' •  s-72-.
4 '  n =  0

oo

3-73- e 'St (_1)п -ж ((г - I)2n + (z - 1)2" +1)- iг i < 09 •
n = 0

8.74. x  <-•>■ ( -  < - + 2> - + ■  i ■ <  »•
oo

3.75. 3 1 n 2 + " £  (-1 )"+ *  —  % -̂ P " , |«— 1 1 <-§■* *  1п(5г +  3) =
n =  1

oo

=  In 8 +  In ( I + -§ - (*— 1)) . 3.76. In 4 +  X  (~ O n+1 (г+ У "  ,
‘  n = 1

| 2 +  3 I < 2 / 3.77. |г | < 1 ; _ ^ р  3.78. |г + 1|< 1; i ± l .  
In (4 __zl ч

3.79. | z— 3 | < 1 ; -----г— 3 ПР”  * ф 3’ °  ПрИ г =  3, 3,80-1г 1 < И :

• 3.81. |z | <  1; 3.83. • Представив /( г )  в виде
оо

ряда по степеням (г— а), т. е. в виде /  (г) «= 2  с„ (г— а)п, из непре-
л = 0

рывности / (г)  в точке г — а убедиться в том, что с0=  0. Это означает,
оо

что /  (г) =  (г— а) ^  с„ (г— а)п~ 1 =  (г— а) / х (г), где fi (г) — аналити-
Л= 1

ческая в круге | г— а \ <  R функция и /i  (г*) =  0, k =  1, 2, . . .  Отсюда 
вывести заключение, что Cj — 0 и т.д. 3.84. Нет. 3.85. а) / ( г )=  
=>=г/(г+2); б) /  (г) =  z2. 3.86._g (г) =  /  (г) =  1/(2— г) в общей части 
кругов | г| <  2 и |z— 1 | < У  5. 3.87. g (г) = / (г)«= In (1 +  z) в об­
щей части кругов \ z\ <  1 и |z— 1— 2£| < 2 У~2.

4.1. 10000 при х = 1  или 10 при х =  — 0,5. 4.2. Два члена, пре-
1 I я  \ 4

дельная-абсолютная погрешность 6 <  24 ( Jg ) = 0 ,0000386  <  0,0001.

4 .3 .0 ,0 0 0 2 . 4.4. | л: | <  0,9067. 4.5. 0,002. 4 .6 .1 ,6 4 8 7 .4 .7 .0 ,3 6 7 9 .
4.8. 0,5878. 4.9. 0,2094. 4.10. 0,5403. 4.11. 0,8269. •  Учитывая, что 
1000 =  318 X  3,1415926 +  1,5707963— 0,5971963, приводим аргумент 
к величине 0 ,5971963£ [0, я /4 ] и находим sin 1 ООО =  sin (1,15707963 —
—  0,5971963) =  cos 0,5971963. 4 .12 .8 ,0411 . •  У  620 =  (512 +  8 )1/3 =  

=  8 ^ 1 + i y / 3 . 4 .1 3 .3 ,8 7 3 0 . •  ] / 'Т 5 =  1 ^ 1 6 = 1  =  4 ^ 1 — 1  j 11 2 .

4.14. 5,1437. •  У 7 0 0  =  (6 2 5 + 7 5 )1/4 = 5  ^ l + ^ y 71. 4 .15 .0 ,6931 .
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1 -4- x 1•  Использовать разложение In ^_ ^ = 2 /  , (—I)” -1  — при x= -g -.

4.16. 0,5236. 4.17. 0,9385. 4.18. 1,1752. 4.19. 1,1276.

4.20.
FUNCTION S(Y,EPS)
PI == 3.141593 
P12= 1.570796 
X =  Y 
FACT =  1.
SX =  1.
IF(X.LT.O) SX =  —1.
X =  ABS(X)
IF(X.LE.Pl) GO TO 1
XI =  X/PI 
N =  XI 
N l = N / 2
M =  N —N1*2 
IF (M.NE.O) FACT =  —1.
XII =  N
X =  X - X l b P I

1 IF (X.GT.PI2) X =  PI— X 
S =  0
S M = X  
T = — 1.

2 T =  T + 1 .
A =  2*1'
A = ( A  +  2.)*(A +  3.)
S = S + S M
S — S*(— 1 .)*( X*X) /A 
IF(ABS(SM).GT.EPS) GO TO 2 
S =  (S +  SM)*SX*FACT 
RETURN 
END

в  Так как sin x =  sign (x )-sin | x |, то можно считать, что x ^ O .  

Пусть x =  m + x i ,  где и * i£  [0, я), тогда sin * =sin (n rt+*i)=

=  cos nnsin*i =  (— 1)” sinxi. При этом, если хг£  я^, то по­

лагаем sin х =  (— 1)" sin (я—хх) =  (— 1)” sin х2, гд е*2£^ 0 ,
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FUNCTION C(X,EPS)
PI2 =  6.283185 
Y =  X
IF(ABS(X),LE.PI2) GO TO I 
N — Y/PI2 
A =  N 
FACT =  I,
IF(X.LT.O) FACT = —1,
Y =  Y — FACT*RI2*A

1 Y =  Y + 1.570796 
C =  S(Y,EPS)
RETURN
END

4.21.

4.22.
FUNCTION E(Y,EPS)
REAL*8 El/2.7182818284590/,E2/0,3678794411714/,E3,E4 
X = Y
IX =  X
X1 =  IX
X =  X - X 1  
E4 =  1.
E =  l.
B=ABS(X)
JX =  IABS(IX)
IF(JX.LT.l) GO TO 3 
E3 =  El
IF(IX.LT.O) E3 =  E2 
DO 1 1 =  1, JX

1 E4 =  E4*E3.
3 E M = 1,

T =  0.
2 T =  T +  1.

EM =  EMh.X/T 
E = E + E M  
EPS1=ABS(EM)*B/T 
IF(EPS1.GT.EPS) GO TO 2 
EM =  EM4
E =  E*EM 
RETURN 
END

298



• Оценка остатка:
I V  in + 1

I * .Ю 1< - Ц ± г .

Число e* =  e^ 'e* ij| * i| < l} где в1*1 =  е • е . . .  е при [х]г*0, еМ  — е .е ~е

[*] Р̂ з [*3~раз
при [X] <  0.

4.23.

FUNCTION BINOM (X ,ALFA,EPS) 
IF(X.GT.l) GO TO 2 
BINOM = 1 .
B =  l.
T =  0.

1 A =  ALFA— T 
T =  T + 1 .
B =  B*A*X/T
ВINOM =  ВINOM+ В
IF(B.GT.l) GO TO 1
EPS1 =  ABS(B)/(1—ABS(A)*ABS(X)/T)
IF(EPSl.GT.EPS) GO TO 1
RETURN

2 WRITE (3,3)
3 FORMAT (' X.GT.l ')

RETURN
END

xn
1 — ' « - Г с + И щ

4.24.

FUNCTION ALN(X,EPS)
T =  0.
ALN =  0.
A = — 1.

1 T =  T + I .
A =  (— l.)*X*A
ALN =  ALN+ A/T
IF(ABS(A/T).GT.EPS) GO TO 1
RETURN
END
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FUNCTION ALNl(X.EPS) 
IF(X.GE.l) GO TO 2 .
T =  0.
ALN1 =  X 
A =  X

1 T =  T + 1 .
X 2 «X * * 2  
A =  A*X2 
T2 =  T*2.
B =  A /(T 2+1.)
ALN1=ALN1 +  B 
EPS1 =ABS(B)/(1.— X**2) 
IF(EPSl.GT.EPS) GO TO 1 
RETURN

2 WRITE (3.3)
3 FORMAT (9H X.GE.l) 

RETURN
END

• Оценка остатка:

I R n  (x )  I <

4.25.

4.26.

(2n + l )  (I-** )

FUNCTION ARCTG(X.EPS) 
IF(X.GT.l) GO TO 2 
T =  0.

•ARCTG=X 
A =  X 
T =  T + 1 .
X2 =  (— l.)*X**2 
A =  A*X2 
T2 =  T*2.
AR CTG =  AR CTG +  A/(T2 +  1.) 
EPS1 =  ABS(A**X2/(T2 +  3.)) 
IF(EPSl.GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 
WRITE (3,3)
FORMAT (' X.GT.l ')
RETURN
END
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4.27.
FUNCTION BO(V.EPS)
X =  Y/2 
B0=1 .
A =  1.
T =  0.
T =  T + 1 .
A =  A*(— I.)*(X*X)/T**2 
B0 =  B 0 + A
IF(ABS(A).GT.EPS) GO TO 1
RETURN
END

4.28. Одна из двух подпрограмм: 
FUNCTION SH(X.EPS)
SH =  (E (X ,E P S )-E ((-l.)*X ,E P S ))/2 .
RETURN
END
FUNCTION SH(X.EPS)
T =  0.
SH =  0 
A =  X

I T =  T + 1 .
T2 =  T*2.
FA =  (X**2)/T2*(T2+1.)
a = a *f a
SH =  SH +  A 
IF(FA.GT.l) g o  TO 1 
EPS1 =  A*FA/(1 — FA)
IF(EPSl.GT.EPS) GO TO 2
RETURN
END

4.29.
FUNCTION CH(X,EPS)
C H = (E(X,EPS) +  E((— l.)*X,EPS))/2.
RETURN
END

4.30. Задание для ЭВМ к задаче 4.10
а) подпрограмма

FUNCTION S(X,EPS)
С) подпрограмма 

FUNCTION C(X,EPS)



в) основная программа 
R=C(1.,0.0001) ~
R l= C O S (l.)
WRITE (3,1) R,R1

1 FORMAT (' COS1 '.2F8.4)
STOP
BND

Задание для ЭВМ к задаче 4.15:
а) основная программа

R 1 =  ALN 1 (0.333333,0.0001)
R2 =  ALOG(2.)
WRITE (3,1) R1.R2

1 FORMAT (' LN(2) =  \2F8.4)
. STOP 

END

б) подпрограмма 
FUNCTION ALN1(X,EPS)

Задание для ЭВМ к задаче 4.14:
а) подпрограмма 

FUNCTION BINOM(X.EPS)

б) основная программа
R =  BINOM(0.12,0.25,0.0001)
R =  0,2*R 
R1=SQRT(700.)
R1=SQRT(R1)
WRITE (3.1)R,R1
FORMAT (' 700**(l/4)= '.2F8.4)
STOP
END

4.31. £  (“ О

oo GO
4.33. X  ( -1 ) " (2 n )!(4 «+ l)

X4»+1.

CO 00

4.37. 0,2800. 4.38. 0,1991, 4.39. 0,4802. 4.40. 0,6225. 4.41. 0,7714. 
4.42. 0,9461. 4
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4.43.
FUNCTION SI(X,EPS)
SI =  X 
X2 =  X*X 
S M = X  
T =  0.

I T =  T +  1.
T2 =  T*2.
S M = S M *(-l.)*X 2 /(T 2+ 2 .)* (T 2+ 3 .) 
A =  SM /(T2+3.)
SI =  S I + A
IF(ABS(A).GT.EPS) GO TO 1
RETURN
END

4.44.
FUNCTION ERF(X.EPS)
E R F =  X 
X2 =  X*X 
A M = X  
T = l .

i T =  T + 1 .
T2 =  T*2.
AM =  AM*(— l.)*X2/T 
A =  AM/(T2— 1.)
ERF =  E R F + A
IF(ABS(A).GT.EPS) GO TO 1
ERF=1.128379*ERF
RETURN
END

4.45.
FUNCTION BINT(X,S,ALFA,EPS) 
X S = X **S  
BINT =  X 
B = X  
T =  0

1 T =  T + 1 .
T<5_ТлЧ-U 1
C =  X S * (A L F A + 1 .-T )/T  
В =  B*C 
A =  C/TS
BINT =  BINT +  B/TS 
IF(ABS(A).GT.l) GO TO 1



А =  В/(1. — А)
EPS1 =  ABS(A)
IF(EPSl.GT.EPS) GO TO 1
RETURN
END

4.46.
FUNCTION ATG(X.EPS)
X2 =  (—l.)*X*X 
A =  X 
A TG = X 
T =  0.

I T =  T +  1.
T2 =  (T*2. +  1.)**2 
A =  A*X2 
В =  A/T2 
ATG =  A TG +B .
IF(ABS(B).GT.EPS) GO TO I
RETURN
END

4.47.
FUNCTION ALIN(X.EPS)
A = — t.
ALIN =  0.
T = 0 .

1 T =  T + 1 .
T2 =  T*T 
А =А*Хч=(— I.)
В =  A/T2
ALIN —ALIN +  B 
IF(ABS(B).GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 
END

4.48. Задание для ЭВМ к задаче 4.39:
а) основная программа

R =0.886227*ERF(0.5,0.0001)
'  WRITE (3.1) R
1 FORMAT (' ',F8.4)

STOP
END

б) подпрограмма-функция 
FUNCTION ERF(X.EPS)
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Задание для ЭВМ к задаче 4.40:
а) основная программа

R =  BINT(0.6,2. ДЗЗЗЗЗЗ.О.ООО!) ,
WR НЕ (3,1) R

1 FORMAT (' ИНТЕГРАЛ = ',F 8 .4 )
STOP
END - ,  .

б) подпрограмма-функция 
FUNCTION BINT(X,S,ALFA, EPS)

4'50’ *  (a +k )  ( a ^ * + l ) ( a  +  6 +  2)= T  ( ( а + ft )  [ a + k +  1)—

— r  , — i , , „ Л  . 4.51. •  См. задачу 4.50. 4.52. •  Разло- ( a + f e + l ) ( a + f t + 2  )J
жение в степенной ряд функции In (1+д;) при дс=1. 4.53. • Раз­
ложение в степенной ряд функции arctgjc при де=1. 4.54. 1п_2.

4.55. /„(2 ). 4.56. е — 1. 4.57. у  In 2. 4.58. sin 1. 4.59. c o s .

4.60. е*. 4.61. 1,0767. • £ ( 2) - £ (4 )+ ?  ( 6 ) - £  (8) +
/1=1

+ s ^ f + t 5 -  4 я г- v ™ -
n=l n=l.

n=l 4 '  n=l

- 2t(6) +  , S  ^ ? + 2i -  4-M- ° '0 m  *

-T  ( ' - т ) ' » - ! ( • -тУ '^  + .тв (' г т)«14>- 

_ ^ ,„ , _ | ( , _ ь ) е и + * ( 1- 4 . ) с ( а ) - » ( 1- 4 ) с ( « 1 +
oo

+  §T (~ О"** д4(Зи +  2)' • 4'66, ПР°гРамма к задаче 4-64
n = l

/  CO

Г использовать равенство ^  (— l)n+1  ̂ (2) —
V  n =  1
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Л=1 (an +  6 )

при c =  5, 6 =  3,

. A =  5.
B =  3.
EPS =  0.0002
S =  0.822467/A— В *0.901543/A**2+B**2*0.947033/A**3 
D =  I.
C =  0.
T =  0.

1 T = T + 1  
D = D * (— I.)
SM=1./(T**4)*(A*T +  B)
C = C + D *S M  
IF(SM.GT.EPS) GO TO 1 
S= S+ (B**3)*C/(A**3)
WRITE (3,2) S

2 FORMAT (' СУММА РЯДА = ',F 8 .4 )
STOP
END

4.67> » ( , ) -  V  ( Ь » - » - « - у + |) ( 4 . + 8 ) ^ . +
л=0

(4л)!

2 -3 -6 -7 ...(4 я + 2 ) (4л+ 3 ) 
(4я + 1 )!( ^ П+1У , x £ R .  4.68. у (х ) =

=  Z '1'-4 1))2 (3л +  4) хЗП+2’ X€ R' 469‘ »(*) =  1 +  2* -
п = 0
дс2 5х3 Зд:1 . . х3 ж1 х«
2 3 Г + - *’ # ( * ) - ! + * -----з 0 ^"45""^’ "

у2 уЗ у5 Дув
4.71. у (*) =  1 -----gj—h - • • 4.72. у (х) =

=  V  -Ь 1) " * *  * 2 я = 1 _ й~*’ / а. jcС R. 4.73. »  М =  \ ^ 2т- 1 (т— 1)1><= 4.73.„ М=
m = l т - I

Х ^ + 1 ,  * € r . 4.74. у W  „ « + ■ * .  ^  -gb g jL  *■»♦», * £ R .
m =  1

л «re /  v л  Sill ДС - м COS X —4.76. у (х) =  С, — — (-CS— — . •  Общее решение должно содержать 

две произвольные постоянные, поэтому из равенств г ( г + 1 ) а 0= 0  
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И ( r + 1 )  ( r + 2 )  a 1 =  0 выбираем г =  — 1, тогда а0 Ф 0 и a j Ф 0.

4.76. у  (ж) = C j  cos l / ^ 4 - C 2 sin 4.79. / 1/2 (О =  j / " ^ j s i n x ,

^ - 1 /2  M  =  " [ /^  ~  cos x. «И сп ол ьзовать  равенство Г +  =

=  ^ 2 ^ + i)!I V~n.  4.80. y( x)  =  C J v ( a x ) + C 2I - v (ax),  если v — не це­

лое число и у  (х) = C i I n (ax) +  C2/Vn (a *)> если v =  га— целое число. 
4.81. у  (х) =  Ci/о (2х) +  С2Л?0 (2л:). 4.82. у  (х) =  С , /1/3 (2х) +  С2/ _ 1/з (2х).

4.83. i/(*) =  C1/ a ( * y r i )  +  C*N*(x К З ) .  4.84. у  (х) = С х/ 1/в (Зх) +  
+  С2/ _ 1 /6 (Зх).

5.1. | г — 2 | >  1; | . 6.2. |г  +  £| >  2 ; ^ ^ .  5.3. 0 <  |г | <  оо;
оо

Л х/*. 5.4. 1 <  | г — «| <  оо; 5.5. j - £  ( - 1 ) "  ( г - 1 ) « ,  0 <
п=0

<  | г - 1 1  <  1; ( - 1 ) " + *  ( г _ } )п+~ >  1 <  1 | <  со. 5.6.
п = 1 • П= 2

| г | >  1. •  Произвести замену г =  1 /т| и разложить по степеням г|. 

ft= 1

2 <  U - (-| <  О О .  •  =

* = 0
=  — i-  ^ • ^ ля ВТОРОГО разложения воспользоваться заменой

е — i = ~ .  5 - 8 . - р - £ ( — 1 <  | г |  <  оо. •  (гг + 1 )3  =

~ - 5 г Ы т ) ' -  5 ' 9'
п  =  о

5.1°.  (— 1)" - , 0 <  \ г \ <  оо. 5.11. (— 1)п (2rt+ l ) l ( z —2)2n + i ’ 
n=0 n=0

1 л . , , ,  1О <  I г 2 1 <  оо. 5.12. £ - r- ^ , 0 < | Z|< o o .  5.13.
п - 0 я =  0

л I . г v i /  42w /  c o s l  . 4 sin 1 1 \
О <  I г |  <  0 0 . 5.14. ] £ ( — 1) (2^)f ( ( г _ 2 ) 4 п + ( 2 « 4 - 1 ) ( г — 2)‘" + 2j ’ 

a=0
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О <  I г 2 1 <  со. 5.15. s i n y - L -------1 + ^ — 1 - - ^ + . . . ,  К

<  I z I <  oo. 5.16. Рассмотреть интеграл J  * 1
| П - 2 „  | =  P

л  воспользоваться ограниченностью f  (z), вытекающей из существо­
вания предела lim /( г ) .  5.17. •  Использовать следующее утверж- 

г -> г 0>-
дение: если g (z ) =  (z— z0)m tp(z), 1, ф (г0) ф  0 и ф (г) — анали­
тическая функция в окрестности точки г0, то в некоторой окрестности

точки г0 справедливо разложение * < > 4 - (г — г0) + . . . ,  где

Ьа =  ̂ ~  Ф 0. 5.18. •  Провести доказательство от противного, т. е.

предположить, что /  (z) ограничена в окрестности точки z0 и вывести 
из этого предположения, что z0— устранимая особая точка.

5.19. •  Рассмотреть функцию ф (г )= т т -г ----- т  ; доказать, что г0 —
I \ г) — л

существенно особая точка для ф (г), и воспользоваться утверждением
оо.

задачи 5.18. 5.20. 2  спг” сходится во всей плоскости, а ряд 
/1= 1

о - i  —
2  спгп— вне круга | z [ >  /?. 5.21. Точки z , = e  , 4 и z2 =

П — — оо
.Я-  I ---+ Ш

=  е 4 — полюсы 3-го порядка. 5.22. Точки гг = 0  и z2 = — 1 — 
полюсы 1-го порядка, а точка ?8= 1  — полюс 3-го порядка. 5.23. Точки 
гк =  кп,  k =  0, ± 1 , . . . , — полюсы 1-го порядка. 5.24. Точки гк — 
=  it(2 fc + l) /2 , k — 0, ± 1 . • • • )— полюсы 2-го порядка. 5.25. Точка 
z0 =  3 i— существенно особая. 5.26. Точка z0= — 2i — существенно

2
особая. 5.27. Точки zft =  H ---- , k =  0, ± l f — полюсы 1-го

Л  - f -  I )
порядка, а точка z = l — предельная для полюсов. 5.28. В точке

1 й 1 I я  (2* + 1 )  и пг — 1 устранимая особенность; а в точках г * = Н — , к — О,

± 1 ,  . . . , — полюсы 1-го порядка. 5.29. В точке г 0= 0  устранимая 
особенность. 5.30. В точке г 0 =  0^—полюс 4-го порядка. 5.31. В точках 
г* =  1пЗ +  2/гя1, k =  0, ± 1 , . . . , — полюсы 1-го порядка. 5.32. П ра­
вильная точка. 5.33. Полюс 3-го порядка. 5.34. П равильная точка 
(нуль 3-го порядка). 5.35. Полюс 2-го порядка. 5.36. Существенно 
особая точка. 5.37. Существенно особая точка. 5.38. Полюс 2-го по­
рядка. 5.39. Правильная точка. 5.40. П равильная точка. 5.41. Су­
щественно особая точка.

.  6 .1 . в ы ч [ ^ ± 1 ;  2 ]  = 5 .  6 .2 . ВЫч [ ^ - ^ ;

Г г2 .1 1 . „ ,  Г z2n ,1  2я(2я—1)...(п+2)
1 ) 2 ; 1J 4 ** 6 ВЫЧ ! ( г  —  1)л; J (я — 1)!

„ . Г sin 2z ,1  4 cos 2 . .  Г е* n 1 1
64- выч L fm T 4 ’ _1 J “ ------3“  • м - выч [? '(й + 9) ; °J
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выч Ьм т̂эг 3t;]=i?’ выч[5м̂ тэ): ~3il
te~

54z2 ( z2 + 9 )

6.6. выч j tg  г; ^  +  y j n j = — 1, f tg Z .  6.7. выч [ctg2 г; kn]  = 0 ,

=  0,k £ Z .  6.8. выч o j = - y .  8.9. в ы ч ^ ^ Ь £ _ 1 ; о

\ * ± J L z l .  i l = ] . L г* (z—1) ’ J 
1

6 . 10.

[ z ( l - z 2) ; l ]  2 ’Lz (  1 - г * )  

6.11. выч

[
выч

1
[ г ( 1 - г ' Г

=  1.

=  0, выч 

1
-77 , ВЫЧ

г (1 — г2) ’ 
-1 +  i \ Г 1

—1—( V  з

, ] ~ f  
1 +  ( y i

1 — i V  3

6.12. выч f ,C°S ^  ; 21 ^  sin 8. 6.13. 1. 6.14. 0. 6.15. 1. 6.16. - 1 .
1 ( г — 2)" J 15

6 .1 7 .0 . 6 .1 8 .---- ~ -sh3 . •  Воспользоваться второй теоремой о вычетах.
О

6.19. 0. 6.20. л 2. 6.21. — 1. 6.22. . E J C L .  6.23. п1^

6.24. 2ш\ 6.25. 4ni.  6.26. — 4ni.  6.27. . 6.28. sh 3

2

Восполь­

зоваться второй теоремой о вычетах и результатом задачи 6.18.

6.29. ( _ 1)Вя (Д +  1 )--;(2 п — 2) 2ш 6>30_ 0> I  Воспользо-
'  (п— 1)! (Ь — о)2'1-1

ваться второй теоремой о вычетах я соотношением выч [ /( г ) ;  о о ]= 0 .

•  6.31. 2п1. 6.32. 0. 6.33. 0. 6.34. 0. 6.35. — 4ni.  6.36.
Y  а2— 1

2яа . 6.38. я Г 2 .  6.39. Я '6.37.

6.40.

У  (а2 — 62)3
Я

2ab ( а + Ь ) '  
V 4

2  2л - (п— 1)!

(sin 2 +  2cos2). 6.43. —?= -Х  
2 У З

XХ е  2 ^ ^ 3 s i n - ^ — cos . 6.44. -^-е- а 6 . 6.45. -5-е_3 . 6.46. п 

2е __1
X • в .47.2 корня. •  р (it) при изменении t от +  оо до — оо при­

ращения не получает. 6.48. 2 корня. 6.49. 3 корня. 6.50. •  Восполь­

зоваться тем, что arg f g  =  arg / -j- arg g  и arg ^ 1 +  -y —j - j  при обходе

точкой г контура L приращения не получает, ибо Ф(Л)
Ш ris£.

<  1.

6.51. •  Рассмотреть функции f ( z )  — a0zn и ф (г) =  a1zn - l -f- . . .  + a „  
на окружности | г | =  R  достаточно большого радиуса R.  6.52. а) в круге
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] z | <  1 один нуль; б) в кольце 1 <  Iz  | <  2 четыре нуля. •  Поло­
жить f ( z )  =  8z в случае а) и f ( z )  — z“ в случае б). 6.53. а) в круге 
| г | <  1 один нуль; б) в кольце 1 <  | г | < 2  нулей нет; в) в кольце 
2 <  | г | < 3  два нуля.

(/2
4 2nkx

7.2. Д ля четной: Р* =  0, <хк =  —  \ f  (х) cos— j — dx,  а для не-
о

//а
4 Г 2nkх

четной: а А =  0, Р* =  у  ) f ( x )  sin— j— dx (ft=0, 1, . . . ) .  7.3. f (х) =
о

1 . 2 sin (2/n — 1) х  „  1

=  У  +  я  X  — W - l  '• s  (J l)= T  (рис* I03)* 1A • f {x) =  
m= 1

=  X  — »' 5  ( y )  =  -j- (рис. 104). 7.5. f  (x) —  у  — 
Л=1
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cos я  (2m — l) x  . . 5
, S (1) =  1 (рис. 105). 7.6. /  (*)—

я 2 S  (2 m — l ) 2
m — l

, 2 COS k n — 1 KRX 4 V 4 ____
■b2 l n 2 X  1п2 2 +  £2л 2 cos In 2 7 ,7* ^ W  — n i -  b

nkx
°° sin —7— 

4 r ,  4

fe= I k=* 1
sin &лг.

fc=l
fe2 COS Я  &ДС, 7.9.

( - 1 ) ”  s in JL ( 2 m + ih L

/ М  =

(2m + 1)2 7.10. f ( x )  =  T * i n x ~

— —  ——9m 9- sin 2mx.  7.11. a) ;6 ) — — —  . •  Рассмотреть 
я  ^  (4m2— l ) 2 8  32 V^2m = 1

ряд в точке x 0= l / 4 .  7.12. я 2/12. 7.13. я 2/ 6 . 7.14. •  Умножив и
X 1

разделив <£>„ (х) на 2  sin у ,  получим g f n ( x ) = ------------------- - X
2 ( я + 1) s i n y

хЕ
д: . 26 +  1 

п 2 s in -2 s in — 2— х

k= о 2  sin -

1 "
--------- (cos£x—cos(6 +  1)*) =

4 ( я + 1 )  sin2̂ *  

/1 +  1
1 — cos (л - f l U 1 sm 2 ' 

" + 1 2 sin2 |
7.15. f ( x ,  y ) =  я 2 -

4 ( » +  1) sin2 - -̂

-  2n £  - ~ L - ^  X ^ £ + 4 Z sin m* sin ny

m ,n  = 1
7;I6. П*. !/)=
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я* . я  V  (— 1)" I я  V '  (— 1)” , V '  (— 1)'"+в
в т + т Х - 4 г - 5Шга+ т 1 1 - Ь г - 8Ш^ +  Е  Н пп— *

т = 1  п = 1  ~ т , л = 1

X sin тх  sin пу.  7.17. f  (х, у) ^  — Sin - 2 ^ -  +
л = 1

, 16 (— l) m+n + 1 ‘ . ппу  _ , 0 , ,  '  2я
Ч---- 5- V  ---- ^ --------c o sn m x sin —^ 2 - . 7.18. /  (дс, у) =-%-  Xл 8 л-* и  л  2 '  '  ’ г /  3

т ,п = 1

( _ 1 ) /я  +  1 . , 2 ■ А  (_ Ц » 1  + п + 1v / ,—, — cm тгжу J . —. \  1--- Ж______  ,----- —------sin я /п х + — >  — * —j------ sin nmx  cos ny.  7.19.m ji ^ m/z*
m=z 1  m , /2 =  1

g  [sign (<— a)—sign (<—<>)]= --- -- — “I  e-niv <a+*). 7 .20 . g  [/]==

( 4nv  4ji2v a
a 2 _4n2va Sin 2a П̂ И v 56 "2iT ’

— при v =  _2_ .
а _  ^ 2я

• f  ОО

=  -jj- J  e_<oa cos (ot dm. •  Интеграл g c -^5Zj~J2~ j  вычисляется путем
О

интегрирования по параметру оо (см. задачу 4.28 гл. 8). 

7-24- 8» [ l a ^ 7 r ] =  Г j e - ^ , - ~ - j T = = ^ e - ^ s \ n a t d ( o .  •  Ис-
i О

пользовать соотношение fo, [  g c [ ^ q ^ r ]  .

интеграл g c а 2 ^ _ /Т ^ вычислен в задаче 7.23. 7.25. g s [/«-<*] =
_+00   ̂ ' ,

=  ”  e- “ V4s t e - t l — л /  — Г — — е - и г/« sin со/ da.
2 У Т  Г я J 2 у Т

7 .2 6 .

, - a i M c o ! P / - |S  J H r o l r a i R i
О

7.28. S  (vft) =  — _ ? L s in * n v * 7 \  Vfc =  - ^ - ,  Р (vft) = ^ - ~ -  s in 2 nvft Г ,

О при ft =  4п,
a>(v*)=j при k ф4п,  r t€ N  (рис. 106). 7.29. S (v*) =

sin 2nvk — i (1 — cos 2nv*) ft 2 |s i n n v ft| 
-----------------— ----------------- , vA= T , P (v A) =  - n |V f t | . ■,
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Ф а
я
2

О V, £2 V*

Рис. 106,

Рис. 107. Рис. 108.



ф  (v*) =  { Я0А п?и k Z \ \  ,2 ’ ф  (Vft+з) =  Ф (Vft) (рис. 107). 7.30.

sin 2лйу l s in 2 nfly |  /  0, если S  (v) =& 0,
l ) —  . Р W  -  „  , ® (v) -  ^ _ я> если S (v) <  0

(рис. 108). 7.31. S (v ) =

я  I V |
2 cos я г  

я  ( l — 4v2)
p(v) =

cos nv
я  1 — 4v2

Рис. 111.

/  0, если S ( v ) ^ 0 ,  inn. _ , ,
\  —л, если S (v) < V  *p c> 109)' •  При вычислении интеграла 

1 /2

J  cos n t e - W v t  dt  функцию cos я t представить по формуле Эйлера. 
- 1 /2
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7.32. 5  (v) =

7.33. S (v ) =

sin-5 rtv p(v) = sin^nv
Jl\2 ' ' ' '

sin 4 n v + i  (cos 4nv — 1)

® (v ) =  0 (рис. 

2

<D(v) =  — arg S ( v ) =  |  _2jiV,
=  Ф (v) (рис. 111).

p (v)

если v =  0 и v 
если 0 <  v <  1/2,

110) .  

sin 2nv |,
j i |v

1/2, Ф ( v + i )

7.34. Wi  =

W 2 =

n  0 0 0 1 0 0 O'
1 0  0 0 — 1 0 0 0
0 1 0  0 0 1 0 0
0 1 0  0 0 — 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 - 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

v0 0 0 1 0 0 0 - 0

'1 0  0 0 1 0 0 0 '
0 1 0  0 0 <?2 0 0
1 0  0 0 — 1 0 0 0
0 1 0  0 0 - q 2 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 q2
0 0 1 0 0 0 — 1 0

( 0 0 0 1 0 0 0 - q V

Л  0 0 0 1 0 0 0 ■
0 1 0  0 0 q 0 0
0 0 1 0 0 0 92 0
0 0 0 1 0 0 0 q3
1 0  0 0 - 1 0 0 0
0 1 0  0 0 —q 0 0
0 0 1 0 0 0 —92 0

,0 0 0 1 0 0 0 —

7,35. Z(l> =

'x<>~hx i
x 0— x4
*1 +  ̂ 5 
X 1 — X 5

*2 +  *в 
Xt— Xe 
x3 +  Л7 

V*s—X7j

z<2>=

(*o— xi)  +  q2i x 2—  *e) 
(A£o +  * l)— (*2+ *e) 
(xo— x j — q2 (x2— xe)
(*1+.*б) +  (*3 +  *7) 
(* i— *б) +  <?2 (*8— * 7)

^ l  +  ̂ b)--- (*8 +  *7)
, ( * 1 — * 5)  —  <7S ( * 3 — X i \
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Z< 3):

; .... , 

' ( x o-\~x i ~ h  - * 2 +  * « )  +  (  x i  ~ k  x s +  JCs 4 *  x t )
(x„— x i + q 2x 2— q2xe) +  ( qxt  — qxb + q 3x 3—  q3x,)  
{Xg+ Xf—  * 2— *e) +  (<?2jci +  42x5— q-x n —  9 % ) 
{x0— x l — q2x2 +  q2x ll) +  (q3x i — q3x 6— qx3 +  qx, )
{x OJr x i JT  * 2 +  * e ) — ( * 1 +  * 5 +  * 3  +  x t )  
(*0— * 4 +  X1—  x e)— ( qxf  — <7*5 + q xXz— q3x 7) 
(x0 +  x 4 — x2— xe) — (?ax, +  t?2x5— ?2x3 — 92x 7) 

,(x0— *4— q ^ z + q l f e ) — (q3x i - ' q 3x5—  qx  з +  ?*?)

7.36.
SUBROUTINE FASTFT(N,N1,KIND,A,B,AA,BB) 
DIMENSION A(NI),B(NI),AA(NI),BB(NI)
INTEGER V 
M = 1

1 K =  0
2 V =  0
3 J  =  ( 2 « M ) * K + V + I

I =  (2**(M— 1 ))*K +  V -f-1 
С =  3.141593*FLOAT (V)/(2**(M — 1))
IF(K IN D ) 7,7,8

7 SI =  SIN(C)
GO TO 9

8 SI =  — SIN(C)
9 CO =  COS(C)

N1 =  2**(N — 1) + 1 
JM =  J +  2**(M— 1)
AO =  A(NI)
BO =  B(NI)
AA(J) =  A(I) +  AO*CO 4- BO*SI •
BB(J) =  B (l)— AO*SI +  BO*CO 
AA( JM) =  A (I)— AO*CO— BO*SI 
BB( JM) =  B(I) +  AO*SI — BO*CO
V =  V + 1
IF (V — 2**(M— 1)) 3,4,4

4 K =  K +  1
IF(K  — 2**(N— M)) 2,5,5

5 M =  M + 1
DO 13 1 =  1,N1 
A(I) =  AA(I)

13 B(I) =  BB(I) __
IF(M — N) 1,1,6

6 IF(K IN D ) 10,10,12
10 DO 11 1 =  1,N1 

AA(I) =  AA(I)/N1
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11 BB(I) =  BB(I)/N1
12 RETU RN  

END
7.37.

SUBROUTINE F730(A,B) 
DIMENSION A(128),B(128) 
DO 1 1 =  1,128 
A(I) =  25.

1 B(I) =  0.
RETURN
END

7.38.
SUBROUTINE F731(A,B) 
DIMENSION A(128),B(128) 
DO I 1 =  1,32 
A(I) = 0 .
A (I+ 9 6 ) =  0.

1 B(I) =  0.
DO 2 1 =  33,96 
A(I) = 2 0 .

2 B(I) =  0 
RETURN 
END
7.39.

SUBROUTINE F732(A,B) 
DIMENSION A(128),B(128) 
DO 1 1 =  1,128 
T = I
A(l) =  T *(128. — T)/32.

1 B(I) =  0.
RETURN
END

7.40.
SUBROUTINE F733(A,B) 
DIMENSION A(128),B(128) 
DO 1 1 =  1,64 
T =  I 
A(I) =  T
A(I + 6 4 )  = 6 4 . — T 
B(I) =  0.

1 B (I+ 6 4 )  =  0.
RETURN
END



7.41.
SUBROUTINE F734(A,B)
DIMENSION 
DO I 1 =  1,128 
A(I) =  I 

} B ( I )= 0 .
RETU RN
END

7.42.
DIMENSION A(128)tВ(128),AT(128),ВТ(128),A 1 (128),B 1 (128),
* A2(128),B2(128)
CALL F734(A,B)
W R IT E  (3,10)

10 FORMAT (30H0 И СХ ОД НА Я ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ) 
W R ITE (3,1) A,В

1 FORMAT (" M 6F7.2)
DO 2 1 =  1,128 
A1(I) =  A(I)

2 B1(I) =  B(I)
CALL FASTFT(7,128,0,A1,B1,AT,BT)
W R ITE (3,11)
FORMAT (6H0 ДПФ )

11 W R ITE (3,1) A T,ВТ 
M =  24
DO 6 I =  1,M 
AT(64— 1 )= 0 .
BT(64— I) = 0 .
AT(64 +  I) =  0.

6 BT(64 +  I) =  0.
DO 4 1 =  1,128 
A1(I) =  AT(I)

4 В 1 (I) =  BT(I)
CALL FAST FT (7,128,I,A1 ,B1,A2,B2)
W R IT E  (3,12) M

12 FORMAT (* M =  ',1 6 )- 
DO 7 1 =  1,128
A1(I) =  A (I)— A2(I)

7 B1(I) =  B (I)— B2(I)
W R IT E  (3,1) A l.B l 
M =  M + 8  
IF(M — 40) 5,5,8

8 STOP 
END



Г л а в а 13

ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

‘ § 1, Преобразование Лапласа

1. Определение и свойства преобразования Лапласа. Преобразо­
ванием Лапласа  функции f ( t ) ,   ̂£  R (которая, вообще говоря, может 
принимать и комплексные значения), называется функция F (р) комп­
лексной переменной р,  определяемая следующим равенством:

+  оо

F ( p ) =  J  e ~ p t f ( t ) d t .  (1)
0

Если функция f  (t) удовлетворяет следующим условиям:
1) f  (t) — 0 при t <  О,
2) существуют такие постоянные о и М,  что

1 /(0 1  <  Меа‘ при t  > 0 (2)

(величина а 0=  inf а  называется показателем роста функции /(# )).
3) на любом конечном отрезке [0, Т] функция f  (i) имеет не 

более чем конечное число точек разрыва 1-го рода, причем считаем, 
что /  (0) — /  (+ 0 ),
то функция /  (/) называется оригиналом,  а стоящий в правой части 
равенства (1) интеграл Лапласа'  сходится абсолютно и равномерно 
во всей полуплоскости Rе р ^ а  >  о 0.

Заметим, что неравенство (2) выполняется при гпобом а  =  а 0+е,- 
е >  0, а при а  =  а 0 оно может и не иметь места, как* например,- 
для  случая, когда /  (t) — многочлен (а0 =  0).

Функцию F (р) называют изображением для /  (/) . Изображение 
F (р) является функцией, аналитической в полуплоскости Re р >  а 0.

Соответствие между оригиналом /  (<) и его изображением F (р) 
обозначают символически F ( p ) = = f ( i )  или F (р) = £  [/ (/)]. Мы будем 
использовать первый символ. ,

Найти изображения следующих функций: 
1.1, Единичной функции Хевисайда

1 1 при О,
■П ( 0  — |  о  ц р и  t  <  О,

1 .2 . е“ 'т] (t ) ,  а £  R .
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В дальнейшем под заданной с помощью аналитической-формулы 
функцией / ( t ) будем подразумевать произведение этой функции на 
единичную функцию Хевисайда, т. е. считать f ( t ) =  0 при t <  0.

Предполагаем, что рассматриваемые ниже функции / ( / ) ,  f 4 (t), 
v = l ,  2, . . . ,  п , ' являются оригиналами, причем f v ( t )==Fv (p) для 
Re р >  crv. Имеют место следующие свойства:

1. С в о й с т в о  л и н е й н о с т и .  Д ля  любых постоянных Ck , 
6 = 1 ,  2, п,

П П
2  с * Ы 0 г = - 2  CkFk(P).  R e p  >  max {aj, сг2, . . . »  ст„}. 
fc=l k = \

4 2. Т е о р е м а  п о д о б и я .  Д ля  любой постоянной а  >  0

Re р >  а а 0.

3. Т е о р е м а  з а п а з д ы в а н и я .  Запаздыванию включения 
-оригинала на т  соответствует умножение изображения на е~Рх, у. е.

/ ( # — 4) =  e -P*F(p ) ,  R e p > o 0 ■ „

(при < <  т  в силу условия 1), налагаемого на оригинал, / ( <— т) =  0).
4. Т е о р е м а  с м е щ е н и я .  Умножению оригинала на соот­

ветствует запаздывание изображения на а ,  т. е.
eat  f ( t ) = F ( p — a ) t Re (р— а) >  а 0.

5. Д  иф  ф е р е и ц и  р о в а н и е о р и г и н а л а .  Если f  (t) и ее 
производные /<** (/) , k = l , 2 ,  . . . ,  являются оригиналами, то для 
любого k  =  1,  2 ...............я

/<*» { t ) = p kF (р) — (pk ~ l f  (0) +  Р* “ 2Г  ( 0 ) + . . . + Л * - “ (0)).

В частности,
f ' ( t ) = p F ( p ) — /(0 ), Re р >  Сто»

6. И н т е г р и р о в а н и е  о р и г и н а л а '
t

J  f  (т) dx-==^— -i Re р >  а 0.
0

7. Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  и з о б р а ж е н и я .  Умножению 
оригинала на множитель t соответствует умножение изображения 
на — 1 и дифференцирование его по аргументу р:

t « f { t )  =  ( - 1 ) » Я»> (р), я =  1, 2,- . . .

8. И н т е г р и р о в а н и е  и з о б р а ж е н и я .  Если является 
оригиналом, то

ю

. • Y  f  ( * )= 'J  F (?) dq.
P
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9. Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  ■ и и н т е г р и р о в а н и е  п о  

п а р а м е т р у .  Если /  (/, а ) == F (р, а ) и функции — -  и
а,
J  f  (t , а) da,  рассматриваемые как функции переменной /, являются
а ,
оригиналами, то

d f ( t ,  а) . dF (р, а) агг агг
и \ f ( t , a ) d a . ~ z \ F  (р , а) da.да. ' да.

а.

10. Т е о р е м а  Б о р е л я  (умножение изображений). Свертке 
оригиналов

t t 

f i * f t  =  J  fi  (т) [2 ( t —  T ) dx =  J  f i  (t —  x ) f t ( x ) d x
о о

соответствует произведение изображений, т. е.

f i  * h  == Fi  (P) Ft  (P)-

11. И н т е г р а л  Д ю а м е л я .  Если f  (t) == F (p) и g(f)==G (/>),
TO

PF (p) G (p) =  f(0)  g  (t) +  ( f  * g) (t) =  g (0) f  (O'+  (g' * f) (/)■

12. Т е о р е м ы  о с в я з и  «начальных» и «конечных» значений 
оригинала и изображения. Если /  (t) =  F (р), то

а) / ( 0 ) =  lim pF(p)
р-+- ОО

и /есл и  существует конечный lira / ( 0  =  / ( + о о ) \
V ‘- + -  )

б) / ( + » ) =  l im pF(p) .
Р - *  о

П р и м е р  1. Найти изображение функций sin Р/ и cos |3/.
^  Применяя формулу Эйлера, свойство линейности и учитывая ре­
шение задачи 1.2, находим

,  о .  e W  —  e - W  ^ 1 / 1  1 \
s i n p < -  2 . ~ 2 i  [ р - ф  р + ф ) -

—  ра | грТ ( Re p  > |  I m P  |) . 

Аналогично
M t  , - ;р /  .

c o s ^  =  i — ( Re p >  | Im P I). ►

При вычислении изображений, кроме указанных свойств, сле­
дует использовать т а б л и ц у  и з о б р а ж е н и й :
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№ Ш) HP) № № ftp)

1 ч ( 0
1
P

7 ch рг P
N p ? _  p2

2 i n 1 8 <h R/ P
til pn + 1 P ? - P 2

з eat 1
9 eat  cos Р/

p — a
p — a ( p - a ) 2 +  P2

4 tn eat 1
10 eat  sin Pt P

я! 6 (p — a )n+ ,' ( p - a ) 2+ P 2

5 P 11 tn a. Re ((p + P 0 » + i)
p? +  p? tl\ (p2+ p 2 )„ + 1

6 P 12 sin В/ Im ((p +  P()n+1)
P2 +  P? я! 8Ш РГ (р2+ р2)П + 1

П р и м е р  2. Найти изображение функции sin3 t ,
^  Имеем по формуле Эйлера

f e l t — е ~ п \ 3 1 f 3 ( e n — е ~ ‘*) ё*П__е- * Н \
Л  2  i 2/ ш  ) - ~

sin3 t -■

3 . , I .-v- Sin t ---- rr sin 3 t .
4 4

Используя свойство линейности и формулу 6 таблицы, находим:
. а , _. 3 1 1 3  6

S n  * 4 " р2 + 1  4 * > ? -К 9 — (р а + Щ /г ё + 9 )  ‘

П р и м е р  3. Найти изображения функций teat  cos Р/ и teal  sin Рt.  
Используя формулы 11 и 12 таблицы при п — 1 и теорему смеще­

ния, находим

sin Рt ■=

R e (( (p -« )  +  P02) ( р - « ) ? - Р 2 
( ( p _ a)2+ p2)2 ((p_ a ) a + p2)2 « 

Im fflp—a) +  Pt)2) 2P (p—a)
( ( p - a )? + p ? )  • 

t
( ( p - a ) ? + p 2 ) ?

л sin т
П р и м е р  4, Найти изображение функции Si < =  \ —̂ — с/т (эту

функцию называют интегральным синусом}.
«4 Используя теорему интегрирования изображения, находим

ео
sin t  С dq . “ я  ,

т я г 1*arctg<? „ “ Т —
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Отсюда по теореме интегрирования оригинала получаем

Si<==j £ l £ l d T  =  I ( f - ar c t g p ) .  ►

о

П р и м е р  5. Найти оригинал для функции F  (р)=------ —
V + 4 *

^  Первый способ. Разлагаем знаменатель на множители:
Р4 +  4 =  ( ^  +  4р2+ 4 ) - 4 р 2= ( р 2+ 2 р  +  2) (р 2 _ 2 р  +  2) =

=  ( ( p + l ) a+ l ) ( ( p - l ) 2+ I J .
Применяем теорему Бореля и используем формулу 10 таблицы:

t
I 1

< Н -1)4-1 (Р -1 )2+ 1
о

t

= Г ех sin те- ( , - т )  sin (*— т) d r  =

J  е2Т (cos (2т— t) — cos t) dx —
о

= y  e _ i  ( p S i ^ 008 <2 t ~ 0  +  2 sin (2-r— 0 ) — 4  e2Tcos <) j* =e —
gt ' J

= -g -  (sin <— cos 0 4 — g-  (sin < +  cos 0 = - j -  (sin t ch < — cos t  sh t).

(при интегрировании дважды использовано правило интегрирования 
по частям). Теперь применим теорему дифференцирования оригинала. 
В нашем случае f  (0) =  0, поэтому

F ( P ) = y Z f 4 - ^ f '  ( 0 = y s i n / s h / .

Второй способ. Разложим знаменатель на линейные множители 
(что всегда возможно, если не стремиться записать разложение в дей­
ствительной форме):
р* +  4 =  ( ( р +  1)а+ 1 )  ((/»— 1)® +1)'=

=  (Р +  1 +  0  (Р + 1  — О (Р — 1 +  О (Р — 1 — 0»
Теперь заданную функцию разложим на элементарные дроби:

F(P) =± L _ I__ L__ _ i _ ________ L_^
8 \  р + 1 + i  р + 1 —<" Р — 1 + <  P — 1—1 /

и, пользуясь формулой 3 таблицы, получаем 

/(<) =  ! . ( _  е-<1+ /)(+ е-а-/)«  +  е<1-Л<_ ea+iX) =
О

s= {eil (е“  * — е<) +  в - '*  (е*— е ~ 1)) =  — (ё1— e ~ f) (e!t — e ~ lt) —

1 е*— е ~ 1 еи — e ~ {t 1 . . . . ^
— 2------------- 2* ~ Т  s,n  • ►
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П р и м е р  6. Найти изображение оригинала f  (/), если

'«-{“Г при О С  t <  я , 
при t ^ n .

■Щ Используя функцию Хевисайда и учитывая, что rj ( / — зх) =  1 при 
t ^ s n ,  функцию /  (t) запишем в виде

/  (0  =  sin t-\-x\ (t — я) sin ( / — я).

Пользуясь формулой 6 таблицы и теоремой запаздывания, получаем

1 р-ПР 1 -I-
F ( p ) ^ -  ' е ^

р 2+  1 р 2 + 1  р 2 + 1

7. Н

е~Р е ~ 2Р
П р и м е р  7. Найти оригинал для функции F (р)—  J y -  -  ■

Р + 4

р 2 р 2— Г  '

Щ Из таблицы изображений н а х о д й м =  cos 2 1О | А ш w v / i j  Л* %/ 9 а  V а п  i  ■р 2 +  4 - р 2 \  р 2 - ^ Г
=  sh f, и с помощью теоремы запаздывания получаем

- F (P) =  f  (0  =  cos 2/ — г) (< — 1) (/ — 1)+.г) ( / — 2) sh (t — 2), 
т. е.

(  cos 2/ при 0 <  t <  1,
/ ( / )  =  ■{ cos 2/ — / +  1 при К / < 2 ,  ' - ~

( c o s 2 / — г +  1 +  sh ( / — 2) при 2 < / <  +  оо. ►

Найти изображения функций:
1.3. sh3/. 1.4. ch /s in  t . .
Найти изображения функций f  (t) и / ' ( / ) - (изображе­

ние / ' (t) найти ^.помощью теоремы дифференцирования 
оригинала и результат проверить по таблице изобра­
жений):

1.5. f ( t )  — s \ n t — t c o s t .  1.6. / ^ )  =  / s in /  +  c o s /.
J.7. /  (/) =  e- , sin21. 

1.8. f  ( ( ) = —■ (ch / sin / +  sh / c o s /).
Пользуясь теоремой интегрирования изображения, 

а затем теоремой интегрирования оригинала, найти изо­
бражения функций:

' 1,9. i.iO . 1.11. J 4 r - d T .
о о о

Пользуясь теоремой интегрирования по параметру, 
а затем теоремой интегрирования оригинала, найти кзо-
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,  1 2  J ^ o s P t - c o s o t  d T _ ,  1 3  J  d x _

о о

При помощи теоремы Бореля, а затем теорем диффе­
ренцирования и интегрирования оригинала найти ориги­
налы для функций F(p) ,  p F  (р) и . Результат про­
верить, применяя разложение на элементарные дроби и 
таблицу изображений.

1.14. F( p )  =  ---------------дт. 1.15. F (р) =  Тг-ГйзТг •( р —  а ) ( р — Р) (Р2 +  Р2) 2

1.16. F (Р )= = (р2_ а2) (р2 +  р2)-

1.17. F (p) =  (/ , + а ) ( ( / , + а ) . + р ^  •

1.18. / 7(р) =  {р2+1)(ра+2р +  2).

Используя теорему запаздывания, найти изображения 
следующих функций:

( 1 при 0 ^  t <  т,
1.19. =  < п , ^' v (О при t т

(единичный импульс, действующий в течение промежутка 
времени от t =  0 до < =  т).

(О при t <  Т,
1.20, / ( 0  =  1 1 при Т  <  * <  Т  +  т,

0 при t ^ T  +  т

(запаздывающий единичный импульс).

браж ения функций:

‘ 1. 21 .

1.22.
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т =

/ ( 0  =

' А /т

ft

при

при

О <  t <  т, 

т ^  t <  2т,

— (t — Зт) при 2 т ^ ^ < 3 т ,

. О при t ^  Зт. 
sin t при 0 <! t <  п/2,
cos t при я/2 <11 <  п,
О при t ^  л.



/ h при 0 <  / +  1,
> • 2 3 • / « >  =  { / * - ' - “  „ Р И О , -  ■ 

s in / при 0 < ; /  <  я, 
s h ( /— я) при t ^ n .

1.24, / ( / )  =

1.25**. Доказать, что если F0(p)==+ f 0{t), где
'0  при / <  0,

М 0  =  /( / )  при 0 < / < / ,
О при / ^  /,

а функция /  (/) при / >  I периодическая с периодом / 
(т. е. / ( /  +  /) =  / ( / ) ) ,  то

Fo (Р)
/ ( 0  = 1 — е ~ 1Р

1-26. М 0 = {  I /  =  7

> Используя результат задачи 1.25 и обозначения,'при­
нятые в этой задаче, зная функцию / 0 (/) й период /, найти 
изображения следующих периодических функций /( /) :

при 0 ^ /  < т,
0 при т <  / <  Г;

(периодическая последовательность единичных импульсов). 

1.27*, М 0  =  sinр/ при 0 < / < - ^ - ;  l = j
(т. е. f  (/) =  | sin р/1). 

sin/ при 0 ^  / < л ,
0 при я < / < Г ;

h при 0 ^  / <  с,
— h при с ^  / <  2с;

1.28. /„ (/) =  

1.29. /„(/) =

1 = Т .  

I =  2с.

1.30. fо( / ) = — / при 0 ^ / < с ;  / =  с.

{ — / при 0 <  / <  с,
1.31. М О  =  1 I I — 2с.

 ̂ — — / при с ^  / <  2с;

1.32. /о (/) =  co sр/ при 0 < /  <-щ р, l —

Пользуясь таблицей изображений и теоремой запаз­
дывания, найти оригиналы / ( / )  для изображений:
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1.33. Fip)  =  - g ^ r .

i  ол  с  / \ 1 г е ~р Зе~*Р1.34. F(p) —----- „Н------------ гттг •v r/ р — 2 ' р р2 +  9
t ос  р (п \  _  Р 2Ре ~ р  , е ~ зр1.35. F(p)  ^2 +  4 р2 _ 4 + р2 _ 16*

2. Расширение класса оригиналов. Класс оригиналов можно 
расширить, включив в него функции, которые могут быть неограни- 
чены в окрестности конечного множества точек, но такие, что интег­
рал Лапласа от них тем не менее в некоторой полуплоскости 
Re р >  о 0 сходится абсолютно. К числу таких обобщенных оригина­
лов относится степенная функция f ( t )  =  t ^ при р. > — 1, функция 
In / и некоторые другие. В частности, к такому классу относится 
всякая функция /(<), которая в некоторых точках t =  t k ( k =  1 ,2 , . . . ,  п) 
является бесконечно большой порядка, меньшего единицы, т. е.

такая, что lim ( t— <а)Г* / ( 0  =  0 пРи некотором rk <  1, и если вне

некоторых окрестностей точек t k она удовлетворяет условиям, при 
которых функцию можно считать оригиналом.

П р и м е р  8. Найти изображение F (р) функции f  (/) =  , 
Ц >  — 1.

+  оо

■4 Имеем F ( p ) =  J  e -P ' t *  dt или, после подстановки pt  =  х,
О

f M - > r  I
О

Итак,
г  . I .

Г (ц + 1 )  • /# + 1

З а м е ч а н и е .  Если ц — целое положительное число, то 
Г ( р + 1 )  =  р!, и мы приходим к формуле 2 таблицы изображений. 

П р и м е р  9. Найти изображение функции f (t) =  Р  In t, р, >  — 1. 

Из соответствия — с помощью дифференцирования по

параметру р, получаем

, Г' (ix-4-l) Г({1 + 1) , _ .  Г ( ц + 1 )  f r f r + l )
** 1 п < -— ^Гй---------- ^ гтг- |п Р =  V,—ТОО----- р ) '
В частности, положив (.1 =  0, с учетом того, что Г (1) =  1, Г '(1 ) =  — у 
(у =  0,577215 . . . — постоянная Эйлера),  получаем

1П , = —

Р
Найти изображения функций:

и о - п й п г -  |‘ > - 1-
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i чп  r / л  ,n  * ^  i
/ ( 0 — г ( |х + 1 )  » и  >  

1 -38. f ( t )  — eat 1п/.

1.39. =  созЩ, |i > — 1.

1.40. / ( 0  =  T- ( f + l ') Sinp/’ ^ > - ] -
1.41. / ( / )  =  cos|3r-lnZ. 1.42. / ( / )  =  s in f i/- in /.

f 0 при 0 ^  <  a,
1.43. / ( О - 1 _ L j .  при ( > a .

§ 2. Формула обращения. Теоремы разложения

Если функция действительной переменной /  (?) является ориги­
налом, т. е. | f  (/) | <  Ме(0о+е)  ̂ и f  (t) кусочно гладкая на каждом ко­
нечном отрезке действительной оси, то связь между нею и ее изобра­
жением взаимно однозначна: из равенства

F (р) =  5 е-РЦ (I) dt

следует формула обращения
a+i™

f  ( t ) = - 2 J  eptF ( p ) d p  (формула Меллина).
0 — foe

В этой формуле путь интегрирования— любая прямая R e p = a *  
параллельная мнимой оси, лежащ ая правее прямой R e p  =  a 0.

З а м е ч а н и е .  Во всякой точке t 0, являющейся точкой разрыва

функции f  (t), правая часть формулы Меллина равна у  ( / (<0— 0 ) +

+  / ( ^ о + 0 ) ) -
Если функция F (р), аналитическая в полуплоскости Re р >  a 0i 

удовлетворяет условиям:
а) | . F ( p ) |— >-0 при | р | — * оо равномерно относительно arg

б) для всех о >  о 0

O+ioo '

то F (p) является изображением оригинала, который определяется 
по формуле Меллина.
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p n + l

Непосредственное применение формулы обращения часто затруд­
нительно, и обычно пользуются теоремами разложения, являющимися 
следствиями из нее:

П е р в а я  т е о р е м а  р а з л о ж е н и я .  Если функция F (р) 
аполитична в некоторой окрестности бесконечно удаленной точки

и ее разложение в ряд по степеням — имеет вид

Р ( р ) = Л
л  =  0 

то функция
оо

М = Х  а» | г >  ( / ( 0 = 0  при t  <  0)
п-О

является оригиналом, имеющим изображение F (р).
В т о р а я  т е о р е м а  р а з л о ж е н и я .  Если изображение F (р) 

является однозначной функцией и имеет лишь конечное число особых 
точек plt Pi, рп, лежащих в конечной части плоскости, то

f  (t) =  2  выч [epiF (р); p k\.
*= 1 у

Если, в частности F (р) =  ~ ' п , где Рт (р) и Qn (р) — много-
Чп \Р)

члены степеней m a n  соответственно (n >  т), pi,  рг, рг— корни 
многочлена Q„(p) с кратностями, соответственно равными llt  12, . . . ,  1Г
(^1+  ^2+  • • • +  Ь  — П)> Т0

/ ( 0  =  Х  7Г " 1 Ш  Um ~ 7 ~ - i ((р — рк)‘к р ( р )  ept) .  (1)
* = r ( /f t_ 1 ) l P ^ P k dp1* 1

Если все коэффициенты многочленов Рт (р) и Qn (р) —действитель­
ные числа, то в правой части (1) полезно объединить слагаемые, 
относящиеся к взаимно сопряженным комплексным корням; сумма 
каждой пары таких членов равна удвоенной действительной части 
одного из них.

В частном случае, когда все корни ръ  рг ,......... рп многочлена
Qn (р) простые, используя формулу для вычисления вычета относи­
тельно полюса первого порядка (см. с. 270), получим

/ ( 0 - Z 4 ? T £T e V - (2)fe=i Qn\ р ю

1 —-
П р и м е р  1. Найти оригинал функции F (р) =  — е р .

^  Первый способ. Разложение функции F (р) в окрестности точки 
р== оо имеет вид



Поэтому, в соответствии с первой теоремой разложения, оригиналом
00

для F (p )  является функция /  (t) =  ^  (— 1)" — ^ = 1 0 (2 V t )
п =0

( /о —функция Бесселя первого рода с нулевым индексом).
Второй способ. Воспользуемся второй теоремой разложения. Для

_ i_

этого надо найти вычет функции — ePte Р относительно ее един­

ственной особой точки р — 0 (это существенно особая точка), т. е. 
коэффициент при l /р  разложения этой функции в ряд Лорана в ок­
рестности точки р =  0. Имеем

Г я Г Ц ‘ + » ' + y + - + t + - ) x

х  (  р  • ■ • +  I)n ,;•,>'>> ‘ +  ■•■)•  

Выделив в произведении рядов члены, содержащие l /р,  найдем:

/ ( 0  =  выч \ j i ePte Р > ° ]  = 1 ” <+ 'Щ а  +  * - - + ( — +  ••• =

=  / 0 ( 2 / 1 ) .  ►

В этом примере решение, использующее первую теорему разло­
жения, оказалось более простым, чем решение при помощи второй 
теоремы разложения.

П р и м е р  2. Найти оригинал для функции F (р) =  ̂ 2 _ |_ р у  •

-4  Воспользуемся второй теоремой разложения. Функция F (р) имеет 
два полюса 3-го порядка р — ±  Р£, и ее оригинал определяется ра­
венством

/ ( 0  =  ВЫЧ . Р‘] + в ы ч  [ ( ^ Р р у  ' — Р‘]  =

“2Ч™ [<?£?•?! р'])-
Имеем:

выч \л р Ч ¥ )  : р*] р1- р *  ^  ( 1{р~ р о *W + W ) =
1 d2 (  ept \

~"2 V(/; +  pi)V ^
_ ±  lim (  tieFt 6feg< I l2ePt  V -  
^ 2  l u + p o 3 0 > + P 0 4 + (< + P 0 5 J

P e W  3 t e W  3eP« 
T efF T  16P4 +

(при дифференцировании мы воспользовались формулой Лейбница 
для производной произведения). Выделив действительную часть
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этого выражения и удвоив ее, получим
f2 sinf5? 3/ cos . 3s i nP<

/ ( 0 = -

П р и м е р  3. Найти оригинал для функции F (р)- V — г
Знаменатель дроби здесь имеет только простые корни plt 2 = ± 1 >  

Рз, 4 =  i  *’• Поэтому в соответствии с формулой (2) получаем

Этот пример можно было решить, исходя из разложения
1 1

( р * _ 1  p 2 + l ) 'Р 4 - 1

Пользуясь первой- теоремой разложения, найти ори­
гиналы для заданных функций:

2.1. F(p) =  — cos— . 2.2. F(p) =  —- ^ s in -  1--  tU J --- , I \fJJ --- --- - Olll r-- •
p p V p V p

2.3. p U a ' c t g - p U .  2 .4 . f  (p) =  - y = = = .

2.5. F ( r t - i l n | ± f . 2 .6. F W - i A

1 -  —2.7*. /7 (р) =  -^ з Г е p -1.

2.8. Для каких из функций, заданных в задачах 
2.1—2.7, можно при отыскании оригинала применить 
вторую теорему разложения, а для каких этого сделать 
нельзя?

Пользуясь второй теоремой разложения или с по­
мощью разложения на элементарные дроби, найти ори­
гиналы для заданных функций:

2.9. F(p) =  —  р р е . 2.10. Ftn)  =  — _ - £ ± 2 _ _ .
Р + 4 р  +  5 (Р + 1 )(Р  — 2)(р2+ 1 )

2.11. F { p ) = * L M . t где Q (p)=(p—рх)(р—р2) . . .  (р—р„) 
и все числа рк попарно различны.

2.12. /7(р) =  (р4_ 1)2. 2.13. ^ (Р) =  (ра_|_!)2

2.14. f ( p ) = 1- 5̂ 7_ .  2.15. F(p) =  ^ l T .
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2 .1 6 .  F ( p ) ~  (/j2^ i )3 • 2 .1 7 . F  (p)  p2_ 4 p + 3 .

2 .1 8 .  F ( p )  2 .1 9 .  F ( p ) :■p2(p 2 _ 1)2- VP/ /, 4 _ 5 /72 +  4 •

2 .2 0 .  F ( p )  = ^ 4 ^ .

§ 3.' Применение операционного исчисления 
к решению дифференциальных уравнений

1. Решение линейных дифференциальных уравнений и систем 
уравнений с постоянными коэффициентами. Для того чтобы найти 
решение х  (t) линейного дифференциального уравнения с гтостоян-' 
ными коэффициентами

xm  +  axx « - * + . . . + a nx  =  f ( t )  ' (1)

(где /  (t) —  оригинал), удовлетворяющее начальным условиям

х (0),= * 0, Ж' (0) =  Хо, ГГГ; х<?- 1> (0) =  4 " _1). (2)

следует применить к обеим частям этого уравнения преобразование 
Л апласа, т. е. от уравнения (1) с условиями (2) перейти к опера­
торному уравнению

(p » + a ip n - l + . . . + a , , ) X ( p ) - f  Q (p) =  F (p ) ,

где X  (р) — изображение искомого решения. F (р) — изображение 
функции f  (t), а Q (р) — некоторый многочлен, коэффициенты которого 
зависят от начальных данных х0, х'0..........*ол-1) и который тождест­
венно равен нулю, если х 0= Х 0 = ‘ . . .  = * о ,_1, =  0. Вешив операторное 
уравнение относительно X  (р):

F ( P ) - Q ( P )Х(р)- I  (р)
(L (р) =  р" +  aiPH- 1 +  • • • +  «п— характеристический многочлен дан­
ного уравнения) и найдя оригинал для X  (р), мы получим искомое 
решение x( t ) .  Если считать х а, х ’а, х * ~ 1' произвольными посто­
янными, то найденное решение будет общим решением уравнения (1). 
Совершенно аналогично решаются и системы линейных дифферен­
циальных уравнений с постоянными коэффициентами. Отличие будет 
лишь в том, что вместо одного операторного уравнения мы получим 
систему таких уравнений, которые будут линейными относительно 
изображений искомых функций.

П р и м е р  1. Найти общее решение уравнения х" +  2х’ + дс= < е-* , 
а также его частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 
* о = 1 ,  *о =  2.
Щ Пусть х  (t) =  X  £р), тогда

х'  (<) =  р Х  (р)— х о, х" (0  =  р гх  (р)— р х 0— хо.

По таблице изображений находим t e ~ l -= . и операторное
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уравнение имеет вид

(Р2+ 2 р + 1 ) Х ( р )  — (р +  2) *о— 1(р + 1 ) а . . \  
Отсюда находим

V / \ , 1  f , 1
(р’~  (р +  и 2 ДСо+(р + 1 )*  *0 +  ( р + 1 ) 4 *

Д ля. отыскания оригинала в данном случае проще всего представить 
X  (р ) в следующем виде:

у  / ч _ ( Р +  *) + 1 I 1 '  и  1 ____ .
(р +  1)* * 0 + (р +  1)2 *0 + ( р + 1 ) * ~  /

1 I *0"Ьх<> I *0
.  _  ( р + 1 ) 4 ^  ( р + 1 ) 2 ^ р + 1 ' 

Пользуясь таблицей изображений, находим общее решение

x ( t )  = -—  13е ~ {+ (хо +х 'о ) 1е~ , -\-хф~*.

Обозначив x„ = C i ,  д:о+дс^ =  С2, его можно записать в виде 

х ( / ) = = .! ^ е -< + (С 1 + С ,* )е -< .

Частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 

* « ) = 1 < з е - » + ( 1 + 3 / ) е - ‘. ►  _

П р и м е р  2. Проинтегрировать уравнение * " + * = / ( / )  при 
нулевых начальных условиях, если

I 1 '/  (0  =  < 2 Гт
я

V 0 при
^  Запишем f  (t) с помощью единичной функции Хевисайда:

“ТГ (<—2т> (<_т) (<—1г)+т,(*""я> «-")}.
П ользуясь теоремой запаздывания, отсюда находим

/(Q =  f ( P ) 4 r —  р . + е "Я" ‘
Так как начальные условия нулевые, то, полагая x ( t )= = X (p ) f при­
ходим к операторному уравнению

я
при 0 < <  <  у ,  

(Я — 0  при у  «£ < <  Я,



из которого после несложных преобразований находим

Так как  ---- ------ . д= t — s in / ,  то, снова применяя теорему за-
Р Р ~г 1 

паздывания, находим

* (0 = | ( « - s in0 - 2 r i ( < :- f ) ( ( / - | ) - s i n ( / - у ) )  +

Н -ч(< — я) ( ( /— л )— sin ( / — я)),
т. е.

* (0  =

при 0 < / < 2 - .

s i n / — 2cos t — / +  я) при у < / < я (

------ cos t
я

при < ^5Я . р -

П р и м е р  3. Найти решение системн

х ' + У = е * .  
х +  у'  =  е ~ 1

при начальных условиях х ( 0 ) = х О1 у ( 0 ) = у „ .
<4 Пусть x ( t )  =  X  (р), у  ( t )==Y  (р), тогда х'  (/) =  р Х  (р)— Хв, у '  (/)== 
V=pY (р)— У о* и получаем операторную систему

p X ( p ) - x 0+ Y ( p ) = -  1

РУ (р ) ~ У о + Х ( р ) - -  

Реш ая систему, найдем

р - 1 » 
1

К( р ) -

Г(Р)"

1
р 2— 1 

Р
Р2- 1

р 2— 1 
1— х а

У о

Р + 1  *

/>2 +  1
(р2_ 1 ) 2 • 

2 р
р 2— 1 (р2— 1)а

и, следовательно,
( х  ( f ) = x 0 c h t —  y 0 s h / - f /  c h / ,  
t  y(t )  — y 0c b t  +  ( l —  x „ ) s b t —  / s h / .  ^

Найти общие решения дифференциальных уравнений: 
3.1. *" +  9jt =  co s3 /. 3 .2. х" 4 - 4х'  +  Ах — еи ,
3 .3 . х" +  2x '  =  t e ~ l t . 3 ,4 , хГ +  х '  — 2 х  =  е*.
3 ,5 . х" +  х '  =  е ~ г s i n t .
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Найти решения дифференциальных уравнений при, 
заданных начальных условиях:

3.6. * '«  +  * =  0; х  (0) =  0, х' (0) =  — 1, х" (0) =  2.
3.7. х" +  2х' + x  — e~f; х ( 0 ) = 1 ,  х' (0) =  0.
3.8. ,x"~h3x' — e~3i; х(0) =  0, х ' ( 0 ) ~ — 1.
3.9. x" — 2x' +  2 x = s m  t\ л:(0) =  0, (0 ) = 1 .
3.10. х" +  i x  — s m 2 t \  * ( 0 ) = 1 ,  х' (0) =  — 2.
3.11. я" — 9* =  sh /; *(0) = — 1, x '(0 ) =  3.
3.12. х"л —х" — е*; л: (0) =  1, х'  (0) =  хГ (0) =  0.
3.13. a;iV—лг =  sh t; х  (0) =  х' (0) =  х" (0) =  0, л:,г-'(0) =  Ь
3.14. х " ! +  Зх"-\-3x' - \ - x = t e ~ f\ л(0) =  д:, (0) =  ^ ( 0 ) = 0 .

Найти при нулевых начальных условиях решения 
следующих дифференциальных уравнений:

3.15. х' + х  =  f  (t), где
О <  / <  2,

3.16. х" +  х  =  /(/)> где
co s t  при 0 ^ t <  я,

О при

3.17. x " - x '  =  f ( t ) ,  где

3.18, x“ +  x =  f ( t ) ,  где
1 при 0 <  1, 

/ 4 0 — — 1 ПРИ 1 ^   ̂<  2, 
О при t ^ 2 .

3.19*. Решить интегральное уравнение $ * ( t) cZt +



3.20**. С помощью инте^ала Дюамеля доказать сле­
дующее утверждение: если хх (t ) — решение уравнения 
хЫ) +  • • • + апх ~  1 ПРИ нулевых начальных усло­
виях (х (0) =  х' (0) =  . . .  =  *<п-1) (0) =  0), то решением урав­
нения Xм +  а1х{.п~и апх =  f  (t) при тех же началь­
ных условиях является функция

t  ~ t

х (t) =  J х' (т) /  (t — т) dx =  хг (/) /  (0) +   ̂f  (т) хг (t —т) dr
о о

(/(О  — произвольный оригинал).
З а м е ч а н и е .  Результат задачи 3.20 позволяет находить ре-- 

шение линейного дифференциального уравнения с постоянными ко­
эффициентами при нулевых начальных условиях, не находя изобра­
жения правой части этого уравнения.

Пользуясь результатом задачи 3.20, найти решения 
следующих дифференциальных уравнений:

3.21. У  — х = — . 3.22. х" +  х-- 1
е‘ + 3  l +  ef

3.23. хГ—х' =  — 1— . 3.24. *" +  *= 11 _|_et ’ , 2 + cos t ’

3.25. хГ +  х  =  е - ‘1.
Найти общие решения систем дифференциальных урав­

нений
3.26. x" +  y' =  t, 3 .27. jf' +  y' =  s h / — sin /,  

у" —х' =  0. у" +  х ' =  cb t  — cost .

Найти решения систем дифференциальных уравнений 
при заданных начальных условиях.

3.28. * ' + у = 0 ,  х(0)==1> у ( 0) =  _ 1 .

3.29. 2х" + х  — у ' ~  — 3 s i n f ,
х +  у' =  —  siri/; 

х  (0) =  0, х' (0) =  1, у  (0) =  0.
3.30. х Г - у '  =  0,

х — у" =  2 sin f;
х ( 0 )  =  - 1 ,  д г '(0 ) =  ^ ( 0 )  =  у ' ( 0 ) = Ь

3.31. х Г - у '  =  0,

^  * ( 0 ) = 2Л 0 )  =  0 , я '  (0 ) =  у  (0 ) =  2 .
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3.32. х г - у '
х' +  у" — у =  0; 

л г ( 0 ) = 1 ,  у {  0) = 
3.33. х" +  у' — 2 sin t, 

у” +  г' =  2 cos t, 
z " - x =  0; 

* ( 0 )  =  г ( 0 )  =  г /  (0 ) =  0,

1, х' (0) =  у  (0) =  0.

х' (0) — у ф )  — — 1, г' (0) =  1. 

Проинтегрировать при нулевых начальных условиях 
системы дифференциальных уравнений: 

•3.34. x " - y '  =  fi {t), 
y ' + x = n { t ) ,  

( 1 при 0 ^  t <  я, 
где f  t (0  =  | 0 при

при 0 <  t  <  я/2, 
при п / 2 ^ / < я ,  
при t  > я .  

3.35. хГ — у =  0, 
t f —x = f \ t ), 

1 при о t <  я, 
где f { t ) — — 1 при я ^  t <  2я, 

О при t >  2л.
2. Расчет электрических контуров. Методами операционного 

исчисления удобно решать задачи на расчет электрических контуров.
П р и м е р  4. К i электрическому кон­

туру, в который последовательно включены 
самоиндукция L и сопротивление R,  при­
ложена периодическая э. д. с. периода Т : 
u ( t ) = a t  (0 * Z t < T )  (рис. 112). Определить 
начальное условие t (0) =  to так, чтобы в 
контуре возник периодический ток.
*4 По второму закону Кирхгофа находим:
Li'  (t ) +  Ri  (() =  и (t ), или

1
U(t),  k = - Z -

При помощи единичной функции Хевисайда запишем и 0 (/) (значе­
ние u ( t )  на начальном периоде [0, Т)):

“ о (0  — (1 — Л (t — T)) a t = a t — ar\ (t — T) (t — T ) — aTr] ( t— T).
Q (\ ___-

Отсюда no теореме запаздывания имеем u0(t) =  ( /0(p) — —----- - —
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Q.T
----- — е~Рт.  Применяя формулу для изображения Периодической

функции (см. задачу 1.25), находим
U 0 (р) а а Т  е~Рт

u ( t ) = U ( p ) -
1 — е-рт Р% Р \ ~ е-Рт

Переходим к операторному уравнению, полагая i (t) == I  (р)( V (t) = t 
=  p l ( p )  —  i0:

, i I.* / / \ • , a A e~PT 
( p + * ) / ( p )  =  «o

откуда
. ip |_______a__________ aT_______e-PT

(P' ~  p +  k~^ Lp 2 ( p + k )  Lp(p +  k) i — e - p T  '

Запишем 1 (p) в следующем виде:

1 (/5) =  т J W  F (p) =  -1 — e - p T

i0 (1 — e-pT) a (1 — e-pT) aTe-p? 
p + k  + Lp2 (p +  k) L p ( p  +  k ) %

Чтобы ток в контуре был периодически» с периодом Т , необходимо, 
чтобы оригинал функции F (р) =  f  (/) шел вид

(t) при 0</ < Т ,  
О при t ^ T ,  

Но при 0 <  / <  Т

/ ( 0  =  { /о ,

Так как

то

1 1 I 1 (  1 'V • 1 I 1 ч
Р 2 (Р + * )  ~  АР2 "1" *а V P + k  ~р) ~  k~i~  k* le ~~ h

При < £ г 7 \  используя теорему запаздывания, находим!

I (0  =  *о ( е - * - е - ь  t*-T>)+■?, V ~ ^ ~ Л|+

+ Т Ж  «е~ J) -  (e_ft <<_Г) -  Dl-ZF (I ■~ e~k (t~T)) *

Но здесь /  ( 0 = 0 .  поэтому
. a kTekT+ 1— e*r  a . 1 a T
0— Lk* i ^ . ekT ~ ~ W ' T k  \ — е-кТ  '
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__ аТ /  t  ‘ 1 е - «  \
— W  ^  Г  6Т +  1__e-fcr J  *

Это искомое значение периодического тока (периода Т)  в проме­
жутке 0 t <  Т .  ►

3.36, К электрическому контуру, в который последо­
вательно включены самоиндукция L, сопротивление R  
и емкость' С с начальным током и зарядом, равными 
нулю, приложена э. д. с. и.(*), равная Et при

Таким образом, внося значение i0 в / 0 ((), находим:

(~)

1
u(t)

-С И -
R

Рис. 113.

и Ег при / >  Г (Eit Е2, Г — постоянные). Найти ток 
в контуре (рис. 113).
• 3.37, Два одинаковых электрических контура, состоя­

щие из самоиндукции L, сопротивления R  и емкости С, 
соединенных последовательно, связаны взаимной индук­
цией М.  Начальные токи и заряды равны нулю. К одному 
из контуров в момент времени t  — 0 прилагается постоян­
ная э .д . с. Е 0. Найти токи в обоих контурах (рис. 114).

3. Интегрирование линейных уравнений в частных производных.
Применение операционных методов для интегрирования линейных 
уравнений в частных производных рассмотрим на примере.

d*z
П р и м е р  5. Найти решеиие уравнения 2 — sin х  cos у ,

удовлетворяющее условиям г  (0, у) == sin у,  г ( х ,  0) =  0 (х £  [0, -f- оо), 
У б [0 . + « ) ) .

Переходим к операторному уравнению относительно аргумента у,  
полагая г (х, у )= -  Z {х, р). Отсюда

—  =  p Z ( x , р )— г( х ,  0) = p Z ( x ,  р), 

д Z - =  4 r ( p Z  (x, p ))=pZ 'x (x, р)ду дх  ‘ дх

(по теореме о дифференцировании операторных соотношений по 
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pZ'x (х, p) +  Z ( x ,  р ) =  • ( так как cos У ̂ - р-Г+ т )  •

Интегрируя полученное дифференциальное уравнение по аргументу х, 
находим

параметру). Получаем операторное уравнение:

COS X.

В силу начального условия Z (х, 0 ) = 0  и теоремы о связи началь­
ного значения оригинала и конечного значения изображения мы 
должны иметь lim pZ(х,  p ) — Z(x,  0) =  0 , откуда находим lim рСг (р) =

оо /7 ->оо
=  0, причем если Ci(p)  =  <p(y), то ф(0) =  0 (в- силу той же тео­
ремы). Запишем теперь Z \ x ,  р) в следующем виде:

2  (х, р) .=  pCi (р) 1  Г ~ р +  ^  I  i ] 2 sin * -  у  (р г+ (р)2 ^ (1̂ а~  "')- cos *•

Но так как

pCi  (р) =  ф ' (У), — е р = 1  о (2 У х у )

(см. решение примера 1 из § 2),

= 4 у sin у>

то находим:

Z ' ^ _______  ,
г (■*> У) =  \  Ф' ( 0 /о (2 У  х ( y — t) ) dt  у  sin у  sin дс— 

о
, I  '  _ ___ .

— - j ( s i n y - ) - y c o s y ) c o s x = ^  ф' (t ) /„ ( 2  ^ x ( y — t) ) d t  —
о

1 • 1 / , ч— J  sin у  COS х —  у  у  cos (х +  у ) .

(первое слагаемое получено по теореме свертывания оригиналов). 
Так как /«(0) =  1, то, полагая * = 0 ,  находим:

Vп 1 1
г (0, у ) =  \  <p' ( t )dt  — T s i n y — ^ y c o s y =  i';

, , 1 . 1  
= Ф (У) — ~2 sin У— 2  У cos у  =  sin у

^  3 1
(по начальным условиям); поэтому ф О / ^ у в ш у + у  учоьу,  <р'.(у)=
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=  2 cos у — j  у  sin у, и окончательно находим 

у

г (х ,  2 / ) = J  ^ 2 cos t —  у  < s i n / j  I 0 (2 ] / *  (y — t )) dt —

— s i n j / c o s x — у ycos  (лг+у).

Проинтегрировать следующие линейные уравнения- 
в частных производных:

• 3.38. — у — — +  г =  cos х; г (О, г/) =  </, • г; (0, «/) =  0.

3.39. ^ — ~ — a2z =  f(xy,  2(0, у) =  — У, г'х (0, у) =  0.

§ 4. Импульсные функции

1, Импульсная функция 1-го порядка 6 (t).  Определим 6-функ­
цию Дирака  как предел при Л — >-0 функции

«л (0  =
i t

при 0 < t < h ,

при — о о < / < Ь и Л < < <  +  оо
(1)

(ряс. 115). Суммарный эффект действия этой функции, называемый 
также ее интенсивностью, равен еди­
нице. т. е.

dt  =  1.

Полагаем

6 ( / ) =  lim (0  =  [
ft -► <х> \

причем

О при t Ф  О, 
-}-оо при < =  0,

J  6 (t) dt =  \.

Можно определить б-функцию и с помощью предела при Л —*■ О 
функции

6„ (<) =
— ПРИ 0 < * < А ,

О при А <  t <  + о о ,
dfc (—<) при — оо <  f <  О

(2)
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(рис. 116), для которой также
+ 00
J  b h ( t ) d t  =  1.

— 00

Свойства импульсной функции б (/):
+  оо +  оо

1 . J  /  (0 6 (О dt —  f  (0), J  =

— оо
г

2. J  6 ( 0  *  =  Г1 (Г )— г] (а).

Здесь г| ( / )— единичная функция Хевисайда, рассматриваемая как 
предел при Л — >-0 функции % ( 0 .  где

- i-1 при

%  (О =  ̂  j при
О при

h <  t <  +  со,
— оо <  ? <  0

считать, ЧТО 6 (0  = Г ) ' ( 0

£

1
- / 7 “

^  -Ч Я

Рис. 117.

3 . 6  ( - 0  =  6 « ) .  4. 6 (аО — т ~ т  в (0•
5. Если / ( 0 = 0  при < =  а* (А = 1 , 2, п) и / '  (аА) ^ 0  (все 

корни / ( 0  простые), то

л= 1

2. Импульсная функция 2-го порядка 6i (О- Функцию 6j (О 
можно определить как предел при h  — >- 0 производной определенной 
в (2) функции 6& (<— А), т. е .

- р -  при 0 <  t <  Л|

— при h < t < 2 h r

О при — со < t <  О и 2 / к  / <  + о о ;

6Г, b ( О = ( Й  ( / - * ) ) '  =  <
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61  (?) удовлетворяет условиям:
1. бх (*) =  0. при t  # 0 .
2. 6i (—0) =  —1- оо, (-|-0) =  — oo.

t  + OO + 00 /
3. ^ 8г (т) dx =  b{t),  ^ 8 i ( t ) d t — 0, ^ dt  ^ 63 (t) dx — \ .

— 00 — 00 — OO —00

3. Изображения импульсных функций и их применение. Под
изображением функции 6 (?) будем понимать предел изображения
либо функции б* (1), либо функции 6 ft (?— ft) при h --- i-О. При этом
в первом случае изображение для б/* (?) находится непосредственно, 
а во втором изображение для дЦ ( f— ft) находится через изображение 
ее производной (8 д ( /— Л ))/'=  Sj;, * (?). В самом деле, имеем

■ * „ч : л '( 0 — п(<— h)
I °А (О — --------- Z----------

Поэтому

ph

1 / 1  2е~ М  _  (1—
’■ * ( И.2 \ р  р р ) ~  р№

Из этих выражений находим, что
с ... . „  1— е~рЬ
О (?) =  lim

6 *(<>.= lim

h q Ph 

(1 — e~PhY
fcVe Ph2

Приведем примеры на применение импульсных функций. 
П р и м е р  1. Проинтегрировать уравнение х" (?) =  8  (?) при нуле­

вых начальных условиях. Объяснить результат.

^  Составляем операторное уравнение р2Х (р) =  1, откуда X  ( р ) = —  и

*(?) =  ?. Таким образом, импульсная функция 1-го порядка сооб­
щает материальной точке единичной массы равномерное прямоли­
нейное движение с единичной скоростью. ^

П р и м е р  2. Проинтегрировать уравнение х" (?) =  8 Х (?.) при ну­
левых начальных условиях.

Составляем операторное уравнение р гХ  (р) — р,  откуда X  ( р ) =

= — и х  (?) =  1 (? > 0 ) .  Таким образом, импульсная функция 2-го

порядка сообщает материальной точке единичной массы мгновенное 
перемещение на единицу длины без дальнейшего движения. ^

Проинтегрировать следующие дифференциальные урав­
нения:
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4.1. *"+<oaA: =  »06 (f) при нулевых начальных условиях. 
4.2* x ) + h b 1( t — %); *(0) =  *0> х' (0) =  

«= Х'о. 
4.3. х" +  (лгх — A sin a t  +  В cos a t  • 8 (t — т) при произ­

вольных начальных условиях. 
4.4**. х" =  v08 (sin at)  при нулевых начальных усло­

виях. . _

§ 5. Приложения операционного исчисления 
к решению интегральных и интегро-дифференциальных 
уравнений, вычислению несобственных интегралов 
и суммированию рядов

1. Решение линейных интегральных и интегро-дифференциаль» 
ных уравнений. Используя теорему свертывания, можно легко найти 
изображения решений интегральных уравнений Вольтерра 1-го и 
2-го рода (а в простейших случаях по найденному изображению найти 
и само решение) в том случае, когда ядром в соответствующем урав­
нении служит функция вида К  ( t — т), где К  ( t )— оригинал. Этот 
метод применим и к интегро-дифференциальным уравнениям с таким 
же ядром.

П р и м е р  1. Найти решение уравнения Вольтерра 1-го рода 
t

\  cos (t — т) х  (т) dx =  t  cos t .

•4  Пусть х  (t) == X  (р); так как

COS t == —------ 1 t COS t  c= —̂ .• p ? + 1 *  (pa_j_ Jja»

i

cos ( t— x) x  ( t )  dx  F y j ' ’!

(по тевреме свертывания), то приходим к операторному уравнению 
р Х { р )  р » - 1  
р Ч Т  ( р 2+  1)? »

откуда

v  (о) _  Ра— j  _  2 Р ___I
• : W  Р ( Р ? +  1) РМ -1 Р *

Таким образом j х  ( t )=*2cos t — 1. ►
П р и м е р  2,  ̂ Найти решение уравнения х" - f  х  — sin /  +  
 ̂ —

+  J  s l n ( / — x ) x ( x )  dx при начальных условиях *(0) =  0, х '  (0) =  1.
О
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Полагая х (t) == X  (р), имеем

' |  sin ( / — т) x (т) d t  =  • .
о

Получаем операторное уравнение

( Р ? +  1) X  ( р ) - 1  г--------- ' —  (Р)
р ? + 1  [ р ? + 1  ' 

или 
((ра +  1)2 - 1 ) Х ( р )  =  р2 +  2.

Отсюда находим X  (р) = " ~ Г  и x(t) =  t. ^

Решить следующие интегральные и интегро-дифферен- 
диальные уравнения: 

5.1, J ch (/ — т) х (x)dx — ch t  — cos /. *
о

t

5.2, 3 J sh (/ — т) .к (x) dt =  * (/) — e-J.
о

/
5,3. J е‘~хsin (t — x)x(x)ch  =  X? — x' e* (\  — cos/); 

* ( 0 )  =  x ' ( 0 ) =  1

1

о

t

5.4. j*sh (/ — x)x(x)dx =  x" — x ' + - j t  sh /;

* ( 0 ) = 1 ,  x ' ( 0 )  =  0 .
Проинтегрировать уравнения Абеля: 

t

J /5 .5 . | ^ Р -  =  д .  
Y  t —т

0
t

5-6- j 0 $ r  =  *P> 0 < « < 1 ,  P > - 1 .  
о

2. Вычисление несобственных интегралов. Один из способов
+ <»

вычисления несобственных интегралов вида ^ /  (t) dt  основан на при-
о
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менении теоремы операционного исчисления о связи «конечного» зна­
чения оригинала и «начального» значения изображения: если ф (t) =  
= Ф (р) и существует конечный предел lim ф ( 0 = ф ( + ° ° ) ,  то

t  -> +  оо
lim ф ( 0 = ф ( + о о ) =  l im р Ф ( р )  (см. § 1, свойство 12,6)).

» • р-*- о
Из этой теоремы и соотношения

t

^ f ( t ) d t = ~ F ( p )  (J (t)~= F (p))
0

+  oo

при условии сходимости интеграла ^ /  (t ) dt  следует соотношение
о

т ш ~ р ' т .  (о

<+■00 
С* si n i

П р и м е р  3. Вычислить интеграл \ —-— dt .
о

Так как sin t == > то по теоРеме интегрирования изображе-

00

n t . С dq л  ,
)  ^ + Г = Т - агс‘^ ‘

ния имеем

sin t J  ____ я

p

поэтому no формуле (1) находим
*r w
Г si n t dt n  _

.  3 — :
0

+ 00
Пусть функции f  (t, и) и ф ( 0  =  ^ ф («) f ( t ,  u)du  являются opir-

o
гиналами и f ( t ,  u )==F(p,  и ). Тогда, применяя теорему об интегри­
ровании по параметру, будем иметь

+ ®
ф (•/) =  ¥  (р) =  ^ ф (и) f  (р, и) Л ,  

о

Поэтому, если интеграл, определяющий "Р(р), можно вычислить, то 
+ 00 ,

для отыскания интеграла ^ ф (и) f  \ t ,  и) du  достаточно найти оригн- 
о
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нал для Y  (р), т. е.
+ 00 +00
^ ф ( u ) f ( t t u ) d u =  ^ ф ( u )F ( p ,  u)du.  (2)

О
+  СО

„  , „  f* cos t ud u
П р и м е р  4. Вычислить интеграл j  ц2 ■■.

Имеем - cos tu =  • Поэтому (по формуле (2))

f1 cos tu du  _.Г  p d u  р f* /  du_______ du \  _
J  a 2 +  и2 ~  J  (p2 +  u2) (a2 +  «2) p 2 — a 2 J  \ a ?  +  “2 P- +  “2/
о о о

p я  /  1 _ 1 \_ я  1
p 2— a 2 2 p /  2a  p - j - a

Ho — f—  == e a t . Отсюда 
p + a  '

+  CO

Г cos t u d u _ я
J  а 2+ и 3 ~ ш е
o

рщ е один способ вычисления несобственных интегралов при по­
мощи операционного исчисления дает

Т е о р е м а  П а р с е в а л я .  Если f x (t) ==F1 (p), (t) =  F 2 (p) и 
функции F i  (р) и F 2 (р) аполитичны при  Re р  О, то

+  СО +  оо

^ h  («) р 2 (и) du =  ^ F i  (v) f2 (и) dv. (3)

При  этом из сходимости одного из этих интегралов следует сходи­
мость другого .

р  g —OLU g ifj fty
П р и м е р  5. Вычислить \ ------- -— —  du,  a  >  0#

о
 ̂ • й j  

•4  Имеем e - a<s i n p ? = ^ - ^ _ _ _ ,  » ] (? )=  — .  П олагая / , ( « )  =

1 В=  e - aMsin ри, F 2 ( a ) = — , имеем (р) =  ■ , / 2 (tf) =  *j (и).

х) Если для одной из функций Fy (р) или F 2 (р) условие анали­
тичности выполнено лишь при Re р >  Ь, то сходимость одного из 
интегралов может не иметь места,
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+ 00
f  g - “ “ sin Ри du р (d) dv „ Г dv
J  и “ J  (к+<х)2 +  Ра ~ P J  ( « + « ) ? + Р а 
о о

Поэтому по формуле (3)

(rj (ci) =  1, так как о >  0). Но

dv . v + a
+ ®
С dv .

Р )  С + . р - ц Д - " 1* »
+ ® я  , а  В

e = T - a r c t g T = a r c t g ^ .

Таким образом, 
+ °

j
е - а а  s i n  Р и  du . Р  ^ .
--------- — £------= a r c t g  « > 0 .  ►

и а

Вычислить несобственные интегралы, используя фор­
мулу (1):

5.7. |  а , f l > 0 .
О /
+ «>

5.8*. \ t * e ~ at \ n t d t ,  а > 0 ,  р, >  — 1.

Вычислить несобственные интегралы, используя фор­
мулу (2):

5.9. 5Л ». J'.--*,. -
О о

* Вычислить несобственные интегралы, используя тео­
рему Парсеваля (формула (3)):

+ 00
С р~аи

5.11. \ - — - ^ r -----du, а , Р > 0 .
-> У  и
о
+ 40

_ f s i n a e j — sin Ри , D . А
5.12. j -----и у ц  ’ а * Р > 0;

о

5.13*. J  е~аХ' ~ е~ - ~ dx, а , р >  0.
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3. Суммирование рядов. Методы операционного исчисления могут 
быть-использованы при суммировании числовых и функциональных 
рядов.

П р и м е р  6. Пусть f  (t) =  F (р) (область аналитичности F (р):
00

Re p ^ k ) .  Доказать, что сумма S  ряда 2  (±  1)" F (п) может быть 

найдена по формуле

(4)
J  1 ¥
о

+р°
^  По условию F (р) =  \ е~Р{ /  (t) d t t Имеем: --------------- — —

о
СО

=  ^  (± 1 )"  e ~ nt. Поэтому
n = k

( ± 1 ) * Г г И / ( 0 - = [  f i t )  У  ( ± 1  )» •-» *  я  ~

l=Fe

n — k
+ 00

л =  А П n = k

Используя формулу (4), найти суммы следующих число­
вых рядов:

со 00

5 -1 4 * * . X /  n i \ i - 5 Л 5 * * ‘ £ а г с ^ Ж *
«-*  ( па~ т )  n=1

5.16*. X ,  (га2+ j) (naI|_2n+2)' б,17*‘ ^  3 r c tg  п2+ 3 п + 1 *
П—1 П—1

П р и м е р  7. Пусть 7 ( 0  г= F {р) (область аналитичности F (р): 
Re p^ sO) .  Пусть, кроме того, 'Ф  (t, ^ — производящая функция бес> 
конечной последовательности функций <р„ (х), т. е .

® (<. х) =  2  ч>» *"•
п -О

Доказать; что сумма S  (х) сходящегося на [а, Ь] функционального
со

ряда 2  F  (” ) Фп (*) может быть найдена по формуле
п = 0 ,

v ' + »
5(Л) =  5 Ф (е-[,  x ) f ( t ) d t .  (Б)

* о
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\  Ф (e~t,  x) f ( t ) d t = \ f  (0  2  <p„ (*) e-*‘ dt  =  
о 0 rt = 0

oo +°° Ю
2  Ф» M  \  e ~ nl f  (О л  =  2 ф »  (*) F (n) — S  (x). ►

^  _ n V

Имеем:

+ 00 +ao ^

Л=0 П n=°

Используя формулу (5), с помощью подходящей произ­
водящей функции просуммировать следующие ряды:

5 ,18*. X  ( - 1)"
и = О

х 2п + 1
2 п + 1  *

* у .  1 -3 .. .(2л 1)
0 ,1 »  « Z u  2 .4 . . . 2 п  2 /1+ 1 *

П— 1

6.20**, * 6 ( 0 ,  я).
П  = 1

5,21*. х £ ( 0 ,  я).
Я= 1

§ 6. Дискретное преобразование Лапласа 
и его применение

1. ^-преобразование и дискретное преобразование Лапласа. Z-пре­
образованием числовой (действительной или комплексной) бесконечной 
последовательности (а„) называется функция комплексной переменной 
F (г), определяемая следующим образом:

оо

(0
п = 0

Если последовательность (а„) удовлетворяет условию \ ап \ <  Меап 
(М  >  0, а — постоянные), то функция F (г) будет аналитической 
в области | г | >  е“ , т. е. вне круга с центром в нулевой точке и 
радиусом R  =  ea .

Формула (1) дает разложение F (г) в ряд Лорана 6 окрестности 
бесконечно удаленной точки (являющейся правильной точкой F (г)), 
поэтому для восстановления последовательности (ап) по ее Z-преобра- 
зованию надо F  (г) любым способом разложить в ряд Лорана в окрест­
ности бесконечно удаленной точки; в частности, можно воспользо­
ваться формулой для определения коэффициентов этого разложения
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а» = Ы р(г)гп~и г  (2)Q

(С— контур, внутри которого леж ат все особые точки функции F(z )1). 
П р и м е р  1, Восстановить (а„) по ее Z-преобразованию F  (z) - а

1
~  (z— a ) ( z — b)'
^  тт 1 а  1 / 1  1 \  - 1  /  1

меем' ( г — а) (г— Ь) а — b \ г — a z — b )  (а— Ь) г (  а
V V г

1 ч 1 ^  ап — Ьп _  ,  , .
---------- F  )= 5 = Г 5  Е ^ Т Т - - ТаКИМ 0бра30М’ ^ = [ - - а - Ь  )

«= о

при 1, а0 =  0. ►
Введем вместо последовательности (ап) решетчатую функцию /  (л), 

полагая an =  f  (п). По-прежнему f  (п) удовлетворяет условию | f  (л) | <  
< М е а п , и примем дополнительно, что f ( n ) =  О при п  <  0: такие 
решетчатые функции будем называть дискретными оригиналами.  
Дискретное преобразование Лапласа  функции /  (п) мы получим, если 
в Z-преобразовании положим z =  e?:

оо

F* (<?) =  2  /(« )* -" * . (3)
л = 0

Связь между дискретным оригиналом /  (л^ и его изображением .F* (</) 
обозначают символом f ( n ) 7-^F*(q)  (иногда пишут F*(q)  =  D [ f  (л)]. 
Изображение F* (<?)— функция комплексной переменной с периодом 2п,  
при этом в основной полосе — я <  Im <  л  она аналитична при 
Re q >  а . Таким образом, все ее особые точки лежат в этой полосе 
слева от прямой Re<? =  a .

Из формулы (3) вытекает следующая формула обращения дискрет­
ного преобразования Лапласа:

v+л i

f  (п) =  И яГ  1  F * ( q ) e n « d q % (4)
V- я /

П р и м е р  2. f ( n )  — an, найти F*(q) .

“  1 еа
•4  Имеем F* (q) =  у  апе ~ пч — , _ пв_ -ц=  оЦ_ ~  I а потому о" г-1

п=0

—•■ggllfl • П олагая а  =  1, получим 1" =  ri (л) ^ ►

(см. формулу (2) § 5 гл, 12)

3) Формула (2) является фактически формулой обращения Z-пре­
образования,
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Свойства дискретного преобразования Лапласа (всюду 
предполагается f  j  (п) —  Fj (q))-

1. Линейность:

2  C j f j  (л) 2  CjF)  (q).
/ = 1 / = 1

2. Формула смещения:
eanf  (п) z—■ F* (q— a).

3. Формулы запаздывания и опережения: '

а) f ( n - k ) ^ e - k 9 F * ( q ) ,

б) f ( n + k ) ^ e * < i  ( F * ( q )
fc-i \  

- 2  f(r)e~r<l  . 
r =  о /

4. Дифференцирование по параметру:

a  \ . c* /  % df  (n, x) ш dF* (q, x)если f ( n ,  x) r -  F* (q, x), to  — ^ — ' •

б. Дифференцирование и интегрирование изображения:

а) n * / ( n ) ^ ( - l ) f t ^ F * ( 9 ) .
•9

6. Изображение конечных разностей оригинала:

f t- i
Д*/ (л) (е*— 1)к F* (? )— 2  (««— l ) * - ' " 1 Дг/  (0).

г=0

7. Изображение конечных сумм оригинала:

если g (n )  =  ' £ f ( k ) ,  то g W r 1^ . 
k-Q

8. Умножение изображений: если

/ i  № • / .  ( « ) = 2 / i  (о  / .  ( « - г )
г= 0

(это— так называемая «свертка» оригиналов), то 

f x { n ) * h  («)—• Z71 С?) • Fl (q).

ЗЬ2
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Приведем т а б л и ц у  и з о б р а ж е н и й  основных решетчатых 
функций:

№ f (п) F* (?)

/  (п) =  <
C, n =  0,

1 • o, n ? t 0
С

• Г) (п) =  ■
1, n.'Ss 0, e?

2 0, n <  0 e?— 1_ 
el

,4 a™
еЧ— a

e?
e ? _ ea

еЧ

4 gOtfl

t> n (еЧ- l ) *

П» еЧ (e« -f 1)
И — l)3

7
п[2> _ л ( п — 1) ^2
2! 2 (e«— I)»

8
п[*1 п (п —

61 ft! Jl (e? _ l ) f t+ i

9 sin Рп , еЧ sin P
cos P + 1

10 cos Prt
eQ (еЧ — cos P) 

e2? — 2e? cos p 1

11 sh P«
еЧ sh P 

егч— 2 $  ch P —(— 1

12 ch Bn еЧ (еЧ— ch P)
ё‘Ч— 2e?ch'P +  l

13
иГЙ] у
— _  ean =

«I

gQ+ka
(e4 —  e a )*  + i

13' « fft! „ йкеЧ
k\ (еЧ —  a)* + 1

П р и м е р  3. Найти изображение функции /  (п) =  еап sin $п.
<4 Применяем теорему смещения (свойство 2) и, используя фор­
мулу 9 таблицы изображений, находим sin Р« г-: F (q— а) =» 

eQ~a sin Р e?+a s i nP
=  ег <»- а ) _  2 е<?-а cos р + 1  ~  е24— 2еЧ+а cos Р +  е2« ' частности,

. q „  |п а ■ а . aeq  Sin Рап sin Рл — е sin Рп — jr—j ----- ;  . Ь -
r г —20 “̂? cos Р + а а
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Найти изображения следующих решетчатых функций: 
6.1. /  (п) — еап cos 6.2, /  (ft) =  ап cos р/г,
6.3. f (n)  =  ri2ean. 6.44 /  (/г) =  п2ап.

6.5* /  («) =  =  C U .  6.6*. /  (/г) -  £ ± ^  -  С*+т.
sin Рп6,7**« /(ft) =

П р и м е р  4, Найти решетчатую функцию f  (я) по ее изображе- 

нию F* (q) — __gja*
F* (о) 1

■4 Первый способ. Разложим — дуг на простейшие 

дроби, положив е9 = г :

1 ( __!___ I___!__^___L  М _____L _ \
(г2— 9)5 36 V(z— 3 ) ? ^ ( г  +  3)?^ 1 0 8 ^ — 3 г + З ^ 1

Таким образом,
е2« 1 (  Зе? Зе<? е? , е? ^

(е2«— 9)? 108 V(e«— 3)2 + (е« +  3)? ев— 3 +  е<7+з J*

Но по формулам 3 и 13' таблицы изображений имеем:

■ ^ 3 » , ^ Г Т ^ ( - З ) " ,е«— 3 • ’ е « + 3

^вЧ------ : П3п, ^еЧ _; _п с__ З)л
(е«— 3 )Г  ’ (е9 +  3)2- 1 ' *

Отсюда после элементарных преобразований находим:
е? . З " - 3 (л — 1) (1 — (— 1)")

(е2 ? _  9)2* 4 •

Второй способ. Переходим к Z-преобразованию (полагая е? =  г):
2

'(gag_  9 )2  — ̂ г'2'_ Q) 2 * Используя формулу обращения (2) и применяя 

теорему о вычетах, получаем '

f W  =  2 F i $ ( ^ W zn~ ldz==
о

= выч [ ( т а р  53]  + выч [ ( i C f : - 3]  »
но

выч
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Аналогично

выч Г ^ ] = - ( - ц . М ) У Д
[ ( г 2— 9)2 ’ J 1 '  4

Суммируя эти вычеты, приходим к прежнему результату. ^  

Найти решетчатые функции по их изображениям.

6,8« F *  (q) =  ^ q_  (g2q — 4) * ®’®' (Д )=  giq _j_ i'* 

6.10, F *  {q) — ei4Jr 2e?-j-2*
Я -1

П р и м е р  5. Найти сумму S „ =  V  cos &p.
ft = 0

^  Используем свойство 7 дискретного преобразования Лапласа: 
, ,  . . еЧ (е«— cos Р) „ .
/ ( « ) •  — 2е« cos р -(-1 ~

поэтому
F* (q) еЧ (в#— cos Р)

S „ r- еЧ.— 1 — (e?— 1)(е2« — 2е« co sP  +  1)'

Разлагая на простейшие множители дробь
И — соз р)/(е«— 1)/(в2« — 2е<гcos Р + 1) 

и добавляя множитель еЧ, находим
еЧ (еЧ— cos Р) I /  еЧ еЧ (еЧ— 2 cos Р — J)

"2 \ еЧ —  1 ~  егЧ— 2е«cos Р + 1 
еЧ

Но — j- г—г т] (п) ^формула 2 таблицы изображений). Следовательно,

еЧ (еЧ— 2 c o s P — 1) еЧ (еЧ— cos Р)______ еЧ (1 +  cos р)
ег q— 2e?cosp  +  l егч— 2e? c o sP -(- l  е2ч — 2еЧ cos р + 1  ‘

*  . „ 1 + c o s P  . а
Н  cos р л — •—Ц—5-=- sin ап.  

sin Р

)•

Таким образом,

=  у  ( n ( n ) — c°s Ря +  ctg у  sin Pn^ =

у  +  sin --- у ..1 Р sin cos Р

=  р  =  — р ("  >  1>- ►
2 sm  у  srn у  

Найти следующие суммы:
я - 1  я - 1  я - 1

6 , И .  £  £  А .  6 *12 ‘ i ? ri 2 * s i n k $ '
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6.13*. 2  k * ( n - k y .  , 
k=i

П р и м е р  6. Найти сумму степенного ряда

л - 1

■ 00 / ■ \
S ( / ) =  £  ( cos +  Sin W» =  1 +  V~2 1  +  f2— /* — У~2  ts—<«+. ,4

п - 0

<4| Данный ряд сходится при 11 | <  1, так как lim \ f \ a n \ = \ .
П —*■ оо

Заменяя t на е ~ ч у приходим к дискретному изображению функции 
. п л  

sin —т—:4

F'* (Ч) =  ( c o s  - ^ +  sin - ^ -  j  е-"Я,

, ,  . п л  , . п я  
7 ( n ) = c o s - j - + s m  — :

Но
я =0

е? f  е?— cos sin 
ия  V 4 )  . п я  . 4

cos —  г-= — —— ---------------—  : sin
е2? — 2е“? cos -? -+  1 . е2?— 2е« cos - £ + 14 . 4 .

(см. формулы 9 и 10 таблицы изображений). Поэтому

... . пп  . . п л  
f (n)  =  cos—— |- sin

4 4 е‘9 — У  2 е « + 1
- -  _________ £ ! ! _ _ _

“  е 2? _  ] / “2 ег + 1

Отсюда, возвращ аясь к аргументу t> находим
1

5  (0  = --------— 7=----------- --- ----------- 7 = ------- . ►
< - 2 _  уГ 2 t ~ ' + \  \ —  t \ f 2 + t 2 

Найти суммы следующих степенных рядов:

пк
6.14. ^ s in -g - ^ " .

/1= 0

/» V '' /  п я  . п л  \  
6 .1 5 ,  ^ ( C O S T g ----- S in - g - J

/1 = 0
2. Решение разностных уравнений. Пусть дано уравнение

айх  (л +  £) +  агх  ( n + k —  1) + . . .  +  акх  (я) =  ср (п) (5)
(в 0. Я], . . ак — постоянные) с заданными (или произвольными) на­
чальными условиями: х(<))— х а, x ( \ )  =  x i ..........х  ( k — l ) = ^ * _ j .  П ра­
вая часть уравнения (5) — решетчатая функций q> (п)~ предп олагается  
оригиналом.
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Полагая х ( п ) X *  (q) и применяя формулу опережения (свой­
ство 3 ,6 )), составляем операторное уравнение (оно линейно отно­
сительно X*  (<?)) и определяем из него X*  (q). Затем одним из спосо­
бов, изложенных в п. 1, по изображению найдем искомое решение х  (л).

Если исходное уравнение было задано не через последователь­
ные значения неизвестной функции, а через ее конечные разности, 
т. е. имеет вид

Ь0А кх  («) +  bi b k ~ 1х ( « ) + '* • .  +  h x  («) =  Ф (я). (6)

то вследствие громоздкости формул для отыскания изображений ко­
нечных разностей решетчатых функций (п. 1, свойство 6) его следует 
предварительно преобразовать к виду (5) при помощи Известных фор­
мул, связывающих конечные разности функции с ее последователь­
ными значениями:
Агх (л) =

=  х  (л-[- г) — CrX (n-j- г — 1)-f-Crx (л -f-г — 2) +  . . .  -f- (— l)rx (п). (7)

Аналогично решаются и системы разностных уравнений.
П р и м е р  7 . . 'Реш ить уравнение х„+г — хп+1 +  хп =  0, х0= 1 ,  

хх =  2.
Полагаем хп г-1 X* (q). По формуле опережения находим:

*«+ i ^  eq (X * (? )-* * >  =еЧ (X * ( q ) - \ ) = e Q X *  (q)-e<t,  
xn + t ^ e * 4  (X* (Я) - х 0- х , е ~ < 1 ) = е Щ Х *  ( q ) - l — 2e~l)  =

=  e24X*(q)— e‘t4— 2e4.

Внося эти выражения в исходное уравнение, приходим к оператор­
ному уравнению

(е2<*— e l  +  1) X *  (q) =  е2?  -f- e<t.
Таким образом,

е*я+ е д
(?) g i q  —  g q  _ |_  j  •

_  л  1 . n  V  3
Так как c o s - g = - y ,  s in - g - = — j — , то a*(</) запишем в следую­

щем виде:

е в ( е' — 4 - ) + 4 - в* ея ^ e Ч - c o s ^ - ) + У З e Я s m ^ -  
X* (q) = -----X------------------------ = ------V __------- ------------------------ _3_

e2 « _ 2 e « . i - + l  e2(i — 2еЧ cos ^  +  1
Z О

Отсюда по формулам 10 и 11 таблицы изображений п. 1 находим
«Я , лГ1  • яп  . 2л - f -1 x0 =  c o s у  3 s i n - g -  =  2 s i n — gi— п.

^_ j
З а м е ч а н и е .  Записать ответ в форме х„ — 2 cos —г— п  нельзя,

О
так как в этом случае получим хо =  0?£ 1 (по условию равенства 
нулю решетчатой функции от отрицательного аргумента).

П р и м е р  8. Решить уравнение xn+i —  4x„+1-t-4xn =  3n при 
произвольных начальных условиях х а, х ь
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Полагая x„r -: X* (q )  и используя приведенные при решении 
примера 1 изображения

* n + i (q)— x0e4, xn+3 ^ e 20X* (q)— х0е2Ч— хгеЧ, 

приходим к операторному уравнению

(е2ч— 4e« +  4) X*  (<?)— х0е2Ч— (х1— 4х0) е <>— ееЧ— 3

(поскольку по формуле 3 таблицы п. 1 3" ^  j  • Отсюда на­

ходим
х е Щ @q gQ

Х * (?) =  (e« _ 2 )a  +  ^ 1~ 4^  (е«_2)2  +  (е « _ 3 )  (е« — 2)Г

Разлагая дробь 7 -5— ^  на простейшие, имеем (еч— о)\е*-т-4)
g2q ■ @q (>q ^q

X *  (q) — x0 — 2 )2 +  (*i 4x0 1) _  e ? _ 2  +  -

Ho
£»<Z /’4'

■ ^ 3 » , - з Ц г ^ 2 ",— 3 ' ’ e"— 2 
2e? 2e21?

:г-=л.2», - a -тга т - - (п + 1 )2 " » ^(e? _  2)2 ‘ ’ (e?— 2)2 ’

(последнее соотношение следует из предыдущего по формуле опере­
ж е н и я ) , П ереходя от X *  (q) к оригиналу, находим:

ха =  *0  ^  2 » + 1 +  я . 2 » _  2 » +  3" =

= Хд ^Х° --п ■ 2* +  (х0-  1) 2" +  3" =  (С, +  С2л) 2" +  3", ^

П р и м е р  9. Решить систему разностных уравнений -

хп+2 Уп =
N Уп + гЛ- хп ~ ®

при начальных условиях х 0 — у 0— 1 , *х — У~2 , ^1 = 0 .
^ П о л а г а е м  x„r-LX*(q) ,  К*(<?) и по формуле опережения
имеем:

* л + s ^  е2в ( X *  ( ? ) — * о - * 1 в “  1) =  е 2" * *  (9 ) - е 2? -  j A 2е«, 

г/л+2 г-' е2? (К* (ч) - у л- у 1в-9)  =  < W  (< ? ) -е Ч

Получаем систему операторных уравнений 
e24X* (q) — Y* (9 )==e2« -f  
eiqy* (q) +  X* (q) =  e*4.

Так как e4» + 1 =  {e2(>-\- Y  2 e^ + 1 )  (e2«— ^  2e? -J- 0> 10 решение 
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этой системы запишется в виде

e4<?-f у~2е3я + е гЧ егч
X * (q):

e4? + l  e* q _ y j ' e 4 J r \

У» е^ч— е^ч—  у  2еЧ е гч ~  у ~ 2 еч 
е1“+ 1  ' ~  е2</_ у " 2 еЧ-{-1

Применяя формулу опережения, имеем:
Я

„„ еЧ-еЧ sin —
е У  2 -------------------i ----- г-1 V  2 sin (/г -J- 1) ~  s

е2? У  2e?-f-1 ещ — 2еЧ cos — 4-1
4 '

f _  У Ъ я е" ( ^ - c o s | ) - ^ s i n |  -

пл . пп _Г7Г (п 4-1) я
— c o s —т----- sin —  =  У 2  cos - — -— .

4 4 4
Следовательно#

•шПл • (Л-|-1)Я ч/"П (я ~Ь 1) я  ^
*я =  г 2 sin — , y „ = K 2 c o s ------^------- ►

Решить следующие линейные разностные уравнения: 
6.16* Хп+2 +i 10*^/,==s 0 \ Хо =  З г =  1*
6.17* хп+2 Ч- %п+х “Ь =  л̂0= 1 ,  1. ^

6.18. х„+2 — 1/3'дг„+1+^ „ =  0; *„ =  у ,  =

6.19. хп+г —3xn+i-\-2хп =  0; начальные условия про­
извольные.

6.20. хп+$ 3xn+i~\-3xn+i хп:===2п, х„ =  Xi =  0, Xg—l.
6.21. л-„+г— 5лгп+1 +  бхп =  2 -4п; начальные условия 

произвольные.
Решить системы линейных разностных уравнений:

6.22.
-*“п +  х * 11  " Ь  Уп ~  __  О , ,  __  А

£/л + . +  =  — 3 я ; * ' - 3 ’

6.23.
5 ^ „ +1 —  12ж„ —  г/я  =  0 ;

+ i — 6х„  —  1 Зу„ =  0 ;

начальные условия произвольные,
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ОТВЕТЫ

j ,  1  1 2  _ J _  1 3  _______ в_______  p 2+ 2
'*• * p *  p — a  * (p2— 1) (pa— 9) * p4 -j-4 '

2 2p • p (p2+ 3 )  ~ P2- !
(p2+ l ) 2> (P2+ l ) 2' '■  ( P2+ l ) 2 ’ (P2+ 1 ) 2'

, . 7. , 7 1.8. ' 2 "
( p + l ) ( p 2+ 2 p  +  2 )’ (P + 1) (p2+ 2 p + 2 ) '  P 4 +  4 ’ p4-)-4 ‘

1.9. — n~ In f  1---- t V  MO. — In ( l + —V  1.11. i - l n  £ ± - | .
2p V р 2 У P \  P J 2p p — 1

1 1 -  1 i -  P 8+ « 8 , n  1 in P — a  I и  « е ° ^ -  Р<гр<
11 • 2^ ln p »+p *’ 1Л3, p ln p - P  * a - p  ’ a - p  5

1 OJ . _.  Q« '  , c b a /- ^ c o s P ?  a s h a f  +  p s i 'frp t 2 p 3 ( s m p / - P /c o s P 0 .  1.16, — — p — , ------

P sh a / — a s in  P< , , ,  e~a t  (1 — cos P?) e ~ al (P sin p /— a  (1 — cos P<)) 
aP (a2+  P2) * I,1#* P2 ’ p2 ‘

1 e~at . e~al (a cos P<— P sin P?) ,  '1 . . .
— и г а  • т  11 2 . o s / ) +

(sin / +  2 cos t), (cos t + 2  sin / ) — -g-e-1  (3 sin l + c o s  /),

4 — r  (cos / +  2 sin 0 + 4  e~ t  (sin t — 3 cos t). 1.19. — (1 — e~Pi).
2 5 ' P

,.20. 1 ( 1  - е - г ' ) е - г т .  1.21. - ^ ( 1  - e ~P't - e - 2t” + e- sp' ) ,p тр*

1
1.22.

P2+ l
, a  - ( • i + 7 ^ 5) .

1 2 p2e~pn1.24. — —— -J-----£1——— . 1.25. Функцию / в (0  можно записать
р 2+ 1  р * + 1

в виде / о W =  (1 — П(*— 0 ) / ( 0  =  / ( 0 -'»)(< '— 0 / ( < — А (поскольку 
/ ( / ) = / ( / — 0  при / > /  в силу периодичности). Отсюда f 0 (р) =

/ гл / п \  I __ е - р х
=  F ( p ) - e - plF (p ) ,  или f ( p )  =  - l i £ L .  ► ь г в .

Р с *ь ж
1.27. ра + 6 ?  *■ *  /о (0 =  (1— »1 (<— ")) sin Р< =  sin Р<-™

— я) sin ^Р — у )  +  я)  “  sin Р̂  +  Ч (* — Р) sin Р ~  у )  •
1 9 8  1 + е - Р *  _  , 29 A t h £P 130  h he -Pc
*-28- (р2+ 1 ) ( 1 _ е - / 'Г ) • р  2 ’ Ь 3°- ср2 р (1 — е~Рс)
— ря

1.31. Л й ? ,  1 .32. -------- Р ~ Ц "  *-33. / ( 0  =ср
(/>2+Р2)
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( О при / <  2

==T Tl(< — 2) — 2)2 e_ rt“ a)’ т - е* / ( 0  =  |  ! . ( /  — 2)а е-<«-») при <5»2.

1.34. } (t) = e 2,+ r i  (<— 1) +  т] ( t— 4) sin 3 (t — 4), т. е. / ( / )  =
< e2i при О <  t <  1,

— s es ,+  l при 1 <  t <  4, 1.35. /  (/) =  cos 2/ —
I e2* + l + s i n 3 ( < — 4) при 4.

—2rj ( /— l ) c h 2  l +  - L r |( /_ 3 ) .s h 4 (<  — 3)), т. e. 7 ( 0  =

'cos 21 '  при 0 t < 1 ,
cos 2 / — 2c h  (< — 1) при 1 < t  < 3, 1

cos 2 /— 2 c h (* — l)-f--^ -sh 4 (< — 3) ‘ при / ^ 3 .  (p — a )M'+1

(p — o )^ + l  V Г ( ц + 1 )  ' J  p — a

(V — постоянная Эйлера). 1.39. у  +  ’ • 1-40-

УР +  4 -  ln (p 2+ P 2) +  P a r c t g - |
. .  (p + P O ^ -tP -P O 1*4-1 .
*  / - ,2  I 024114-* *(p2+ p2)H+l • ^ P  +  P2 

p a r c t g ^ - — Pv— |  in (p 2+ P 2) r —

-------------- • ‘-43- v  j e~ap’

£<->>" «да-2-2- E<-«esn&+iji*2-3- H(- 1)n><
п=0 л=0 л=0

Х - И ^ й ) - 2-'1- S ( - ’> ■ ■ 2-5' i ( 2 » + l | i g » + i rл = 0 /1=0
t ОС

=  2.6. У , ,  • 2.7. e*/0 (2 K 7 ) .  •  Применить теорему
о я=о

смещения к оригиналу, полученному в примере 1 из § 2. 2.8. Н ельзя 
только для функций из задач 2.4 и 2.5 (для особых точек этих 
функций не имеет смысла понятие вычета), 2.9. е ~ п  (cos t — 2 sin 0-

П
2.10. 4 - e w— i e - < — i c o s 2 i — 4 - s in 2 / .  2.11. V / » ' ,

b 15 10 o

2.12. -g -(ch f — cos 0 — (sh / — sin t). 2.13. ^  /  cos /  ^  t  sin t  +

- ] -^ jS h 2 f ,  2.14. -g-* ( s h t —  sin /) , 2.15. -g- ch t + - | -  ch - j  cos -  —■
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2.16. 4 - t 2 cos < 4 - 4  / s i n / .  2.17» 4  (*3t— ef). 2.18. /  — 2 s h /  +  / c h / .
о  о  JL

\

2.19. ± ( c h 2 / - c o s / ) .  2.20. ( c h /  +  c o s / ) — jr  ch /  cos t ,
o 1U D '

3.1. x  {t) =  Ci cos З / 4 -С 2 sin 3/-}~g- sin 3/. 3.2. * ( / )  =

=  f c 1 +  C2t + £ ' j  е »  3.3. x  (/) =  Ct -|- ( c ,  e ~ 2t- 3-4- * ( 0  =

=  ( C l+ - j ) e'  +  C2e_2‘‘ 3-5- *(H) =  C x + C * e - * + i - e - ‘ (cos< — s i n / ) .

3.6 ■ x ( t )  — e 2 ^ —1—- Sia  / ^ 3. — c o s - ^ - y ^ - ^ + e - * .  3.7. x  (/) =

- f l  +  < + y ) * - * .  3.8. J f ( 0 — § -(•“ •* — 0 — j e ~ 3t. 3.9. * ( / )  =

=  -§-(1— e*) c o s / 4 - 4 - 0 +6e*) s i n / .  3.10. x  (/) =  cos 2/ — sin 2/ —О о • о
/ 25 1

-4 -C O S  2 /. 3.11. x  ( / ) = ~ s h  3 /—-ch 3/ — ^  sh 3.12. x ( 0  =  3 +  / 4 -  
4 z 4  о

+  (/ — 2)eK 3.13. * ( / ) = i - c h / — - i - s i n / .  3.14. х ( / ) = ^ е - ‘ .

3.15. x (()  =  l — e ~ t — T)(/ — 2)(1 — e - « - 2>). 3.16. * ( / ) = y  s i n . /+  

+  -i- Л {/ — л) (/ — it) sin ( /— я). 3.17. * ( /)  =  c h / — 1— -^ -tj(/ — 1)X 

X(ch (/ — 1)— 1). 3.18. лг(/)==2 ( s in 2y - 2 i 1̂ ( / - l ) s l n 1!̂  +

+  T)(/ — 2 )s in a ^ = ^  . 3.19. ^ ( / ) = l _ e - ( _ 2 n ( / — l ) ( I - e - < ' - D )  +

+  r j ( / — 2 )(1 — e- ( , - 2 >). •  Для построения операторного уравнения 
использовать теорему интегрирования оригинала. 3.20. Уравнению 
х1п>-Ьа1дс(п -1 ,-|- . . .  + a „ _ i x '  -\-опх =  1 при нулевых начальных усло­

виях соответствует операторное уравнение L (р) Х х ( p ) = - i - , где 

* i  ( P ) = * i ( t ) ,  а L(p)  =  pn +  alp n - 1+ . . .  +  an - 1p +  an— характери­

стический многочлен уравнения. Отсюда L (Р)= р х  (р) ’ ^ Р авнению

^(п)- f - -\-an- i x '  -\-a„x =  f  (/) при нулевых начальных 
условиях соответствует операторное уравнение L ( p ) X  (p)— F(p ) ,  где

X  (р) =  * ( / ) ,  а F(p )  =  f ( t ) .  Отсюда X  ( р ) = ^ - ^ = р Х 1 (р) F (р).

С помощью интеграла Дюамеля (см. § 1, свойство II) получаем

х  (/) =  *! (0) /  ( / ) + J  x'l (т) /  (/ —т) dT =  J Jfi (х ) / ( /  — т) d t  (так как 
о о
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* 1  (0) =  0), или x ( 0  =  / ( 0 ) x i ( 0 + $  / '  (T)xi(< — T)dT. ► 3.21. x (/) =
о

=  ± { * t - l ) _ ± * <  +  ± * < l n i ^ .  3.22. X ( i ) = j ( e t - l - i e t )  +  

+  sh n i l  . 3.23. x ( t ) = e ' - \ - ( t  +  In 2) (ef +  1) +  (e1 + 1 ) In ( e '+ l) .

(  4 '  f  2 +  co s t
a.24. x ( t )  =  sin t y t  — a rc tg  J  J  + “ s t I n ------ g------ .

t

3.25. x  ( t ) =  ^ e~{t~x)‘ sin xd x  (этот интеграл не выражается через
о

элементарные функции). 3.26. х  (<) =  Ci +  C2 sin t +  С3 cos t, у  (t) =  

=  C4 +  C8 sin / — C2 cos / . 3.27* x  =  Ci~{-C2 s h /-j-С з ch t, y  =

=  C4— C3 sh t —  C2 ch f +  ch < +  cos t. 3.28. x ( t )  — et , у Ц )  — — е*.
3.29. x  (t) — t  cos t, y ( t )  =  — t sin t. 3.30. x (i) =  sin t —  cos t, у  (t) =  
=  sin t +  cos t. 3.31. x (<) =  s,in f-f-sh t, у  (t) =  cos < +  ch t. 3.32. x (t) =

~  1 , y  ( t ) = 4 — et. 3.33. x ( l )  =  — sin t ,  y ( t ) =  —  cos t, z ( t )  — sin t.

&.34. лг(0= = (1+ *  — s i n / — co s/) — 2 ,T |^ — ■j') —

— sin — (/ — Я) (—l +  (i — n) +  cos ( t — л) —  sin (t — л)),

y ( t )  =  (l  —  * +  sin« — cos t) 2r] ^ t  — ^ 1 — cos ( t  — +  

-(- r] ( t — я) ( 1 +  ( /— я) — sin ( t— я) — cos (1— я)). 3.35. x  (t) =

— y  (ch t +  cos t — 2)—  rj (t — я) (ch (t — я) +  cos (t —  я ) — 2) +

+  (< — 2я) (ch (t — 2я) 4 - cos (<— 2я) — 2), у  (/) =  y  (ch t — cos t ) — 

—г) ((—я) (ch (t—  я) — cos (t —  я)) +  у  t)(f— 2я)(сЬ(*—2я)—cos{t— 2я)). 

3.36. Если > °> T0 i ( t ) = —± e - ki sin n t  +

-p f o  ~ Ei  r| (t — T )  e~k *‘- Tl sin я  (< — T);  ecan  - j g - — J £ T — °< T0

H t )  =  ^ t e ~ * <  +  E * ~ E ' 4 ( t - T )  =

e=* _ „ 2 < 0 i  to  t (t) =  e - kt sh nt  - f  £ а ^ £ ' T|(* — Г )< г-*«~ г > X

X  sh n  ( t — T); k  =  - ~ , 3.37. Если M Ф L,  to  ixi 2 (<) =

± ----------£■>.. ■ - e ~ klt  sin ^ п Г ? +  9 ..  e~*,/sinV r n7<<
2 ( Л - Л 1 ) ^ л , ;  2(Z. +  M ) ^ „ a
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r  /г l я 2
ГД6 2 (L — M) ls , 2(L +  M) а’ ( L — M ) C  4 (Ь— М ) » ~ Пи

1 Л 2 — л 2 (при пхп.г >  0 знак плюс перед первым
T T + M jC  4 (L +  /M)2 
слагаемым для if, мину.с— для t2, при /гхп2 <  О следует заменить
sin V~n t  sh ]/"| я | < _------ — —- н а -----  — ■—- , при « ^ 2  =  0 это отношение следует заме-

V п  V \ п \
нить на его предел при п —>■ 0, т. е. на 4); если M =  L («идеальная» 

связь), то it, 2 ( / ) = ±  е~ к'* +  e -f t**sin Y п U где

1 R  Г /?2
~ R C ~ k u  Т Г = к г ' 21с — Гб!3"31"  п̂ри "  >  0 пРавило знаков
то же, что и д л я случая М ф L ,  при п <  0 следует заменить

sin Y~nJ_ на _sh при п =  о это отношение заменяется « а  О-
^ 1 « 1

3.38. г (ж:, ( / )=  у  cos х + х  sin х.  3.39. г (дс, sh а(х — t ) f  ( t )4t .

4.1. х (t) =  sin м<. 4.2. jc (t) =  *„ cos to< +  - ^ -  sin a>< 4-

4- — (< — t)  sinrn ( t — x)+hx]  (t —  tf )  cos®  (/ — Tt). 4.3. x ( t )  =

A  . . . A . , . В  cos <ot ,, v . ., . . .
=  2 ©2' sin(D^ + 2 oT^COS(D̂  +  — a ------ {t—■t)  sin.G)[ t  t ) .  4.4. * ( / ) =

ao '

П — "IS r) ‘ ^  Найдем изображения 6 (s in at) .
*=o

Так как sin tof при 7 5 * О обращается в нуль в точках t  =
brr ' - «

=  _ ( f e = 0 ,  1, . . . ) ,  причем все корни простые, то по свойству 5

® б
импульсной функции имеем: 6i (sin art) =  ^ , (й cos kn  I

fe= 0
oo oo p k n

=  — у 1 6 f  i . Поэтому t;06 (sin a t )  ==— ■ ^  e w • Отсюда
k=o *=0

операторное уравнение для уравнения х" =  t>06 (sin со̂ ) при нулевых
00 _ркп

начальных условиях будет р гХ  (р) ==-—  ^  е “  t или _ X  (р) =
*=о

00 р/гл «о

-■>» Ч '-* )  (•-? >г  к=а к=о 4 7 .
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p r  I T O - oV ^ P - 1 r 7  , i/-fi2 +  v 2 1 / Г ' (H +l) . \
5-6- г (i -f p) г (ct+p)~ 5-8- ^ V r ¥ + i y “ ln^)-
•  Использовать решение задачи 1.37. 5 .9 .^  г 0 '.  5.10. у  ~ у  А .

5.11. - | / i L ( / p _ / a ) .  5.12.

5 .1 3 . Y n ( Y $ — V~a)  *  В заданном интеграле предварительно 

положить х 2 — и. 5.14. 2. Имеем ------— рг-д =  t sh у  ; k  =  1, По-

\ p t ~ v
+  CD +  CD tл g " I   ̂ J Л

этому по формуле (4) t stl f  dt ~ ~ 2  J ie di e
о о

= — (fe  2 + 2 e  Г )  |o = 2 .  >> 5.15. -^ -я . - 4  a r c tg - ^ = a r c tg  ^  —

1 „  , 1 . sin t ... 1 . , sin t
~  ' « f e  T F T  * Ho arct8 j » “  —  • arctg - — T  =  e — ,

arctg — L _  _ j  et ■ (по теореме смещения). Следовательно,

о e*_e ~ tarctg —  =  / ( / )  = — ^ ----- sin ft =  l .  Поэтому по формуле (4) S =*

— f  e * —. Sin i d t  =  ^ —  sin t dt- Ho — - f —  sin / =
J 1— e~ t  t i t  t
о о

=  a rc tg — + a rc tg -^ q -y = = F  (p)( F  (0) =  arctg ( +  oo) +  arctg 1 = - | - я .
+ ce "

Следовательно, по формуле (1) J ----- j — s i n / d / = — л.  ►
О

Klf i  1 2P + t  — 1___________ 1 Б ,7  я
5 Л Ь Т '  ( p * + l ) ( p * + 2 p  +  2) P * + 1 P2 +  2p +  2 • ° -w T -

3 . 1 , 1
•  arctg n a+ 3—q i j  — a r c t 6  ~  a r c t 8  '■ см- Решение задачи

X
5.15, 5.18. a rc tg дс. •  Положить Ф (i, x) =  • 5-19- arcsin* . •

JC Я — X
Положить Ф (t, x) —— .  5 .2 0 .— 5 — . <4 Используем произ-

V 1 —хЧ *

5.1. 2 sin t.  5.2. ch 2 f — y s h 2 f .  5.3. e*. 5.4. ch t. 5 .f . .

Водящую функцию Ф (/, х) — t_ 2 < c o s ^ - ( -< l>' =='£ *  sin пх - Имеем
П= 1

Ф l e~ t , x )  =  — j = 4 ( t )  =  t  (О, 4 ( 0  =  1 при
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*r

S g~'t gin dt
1— 2 g -t'co s x + £ - ~ t '

0
+ » ,  ,  ,

e ~ ldt  , e~* — c o s*  + 00

e ~ t . s m x d t
T = T

о

S O *"* L(1f
— n -----  ..."  —arctg- . . .
(e “ ■*— c a sx )2+ s i n 2* & s i n x  |o

о
1 ~~~ COS X

s=  — arctg (—ctg At) +  arctg — ■, и, так как — arctg (—ctg x) =

, , ,  , л  ' , 1 — cos л: , / .  x \  x
= a r c tg  (ctg x) =s arctg - - -- - - =  arctg ^ tg  - j  J  = y ,

то T  (x) =  - j  -- у — • ■►■6.21.. — In ^2  | c o s | | ) .  •И споль-
oo

1 - \ - t  COS X  V ’  /  i n
зовать разложение у т -я г :------- т - т г ^  X , (— 1) * cos пх* положив

1 -4- Z t  COS X  “ Г* t  мшяаЛ 
n -  о

л  ч ,  1 + 1 COS х
( ’ *) ~  l + 2 < c o s *  +  *2 *

ея (еЧ— е“  cos (5) „  е7 (е7— a cos.P)
® ' e2 « _ 2 e« + a Co s P  +  e2a '  е2« — 2 a e « c o s P + a a *

е « + “  ( е « + в а )  с  „ а е « ( е « + а )  e  к 1
(еЧ— еа)* ' • " (е « -"а )*  ' * (е«— 1)*+» *

(n _Lm)[ftj gim + Щ  
•  По свойству 3,а). 6.6. - — 1 (еч —  fjfe+T ПРИ m <

m—1
g(/n.+ l) <7

l e ^
* \ i — У  Ckreim~ r)cl при m S s &. •  По свойству 3,6).

r=fe

6.7. arctg ■ , ;Sin ^  o ‘ * Применяем формулу интегрирования еЧ — cos р

с *чч sin fira . р  е« sin Р 
изображения (свойство 5,6)): — ёП  — 2еЧ cos ft-f-1 ~

<7
С e ? s in M ?  i е7 — co sP  1“  ' sin Р
j  <? (е«— cos p)a +  sin 2 p — аГС S sin Р |? — агс 2 e« _ c o s p
q

l  . —cos PI00 я  ., еЧ— cos В , sin 8 \
(т а к  как arctg = T  -  arctg ^  =  arctg ^  j . ►

, . 8 .

6.9. /  (n) =  s i n c o s - ^ i - L  n . 6.10. f  (n) — ( l / T ) n + 'c o s  л .

•  Использовать формулы для изображения функций ап sin fin и
ц1Г +1) . *

an cosPrt (пример 3 и задача 6.2). 6.11. ■ ^  — .

8.12. •=— -р-----й (sin § — 2п~1 sin nfV-f 2" sin (я — I) р) при nS= 1.
О —“ 4 CO s p



6.13. — Ц х — -  . •  Использовать формулу умножения изображений.oU
1 1 + ^ 3  .

1 t О
«14 J L ---------- 7=------ 6 15. _______ ______ • 6 ,,в - хп —
ЬЛ4- 2 t * - t V 3 + 1  l — t +  t 2

( 5 « + l + ( - 2 ) n+4). 6.17. ж „ = -р = г 8 1 п  2 ( ? + 1 ) я . .  6.18. =

=  sin 6.19. х„=(2дг0- ж 1) 1'1 +  (a;1- . v0)2« =  C1 +  C2-2".

6.20. х п =  2п — ( n +  1). 6.21. x n =  (xi  — 2х0 — 2) 3” +  (1— агх -f-Злг0) 2”+  
+  4п =  С г З га +  Са-2п +  4«. 6.22. *„ =  (— 1)П +  2И+ 3 « , у п = 2 ( — 1)«—

—2«— 3». 6.23. хп — - Хо~У°-  .2» +  2Л' " ^ ° -■ 3" =  C i• 2" +  Са • З'г, 

у п =  2y° '~ f a °..2 ” +  -  у 1 . 3« =  —Ci • 2"+г +  Са • 3” + Д.
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