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KIRISH
Nagoya Universiteti Pre-kollej matemahkas:

i iborat bo‘lib,
Sizga havola etilayotgan o*quv qo‘llanma uchta qismdan
ular quyiaagicha: )
I-kurs: Funksiyalar va tenglamalar;
2-kurs: Hisoblashlar;
3-kurs: Chiziqli algebra.

' a'ruza B
i ai i bo'‘lib, ma’ruza A va m o
ir ikki gismdan iborat ot o e it i
: k“r‘s-_ ng ?Jula[rnni:?h:lr bi:iida avval mavzu.tus}{un:lrliz;dl,“?gs hﬁfar =<
520?1?13!"]1?0‘1;sati13di Barcha ma’ruzalardagi miso
jasi iy 5 in qilib tanlangan. ) :
frjasida — cl)tiau}:::?::;g;gi mavzulardan tashkil topgan
. Ko*phadlar va birhadlar 3
. Algsbraik tenglamalar va fl_]lll.(Slj‘alar
. Chiziqli va kvadratik tengsxz}lklar
. Trigonometrik funks%ya (l-qfsm)
- Trigonometrik funksiya (E-Q}Sm)
. Trigonornetrik funksiya (3-qism)
. Kompleks sonlar _
. Eksponensial funkSIyalar.
. Kasr va irratsional funksiyalar
10. Teskari funksiyalar .
11. Logarifm va uning XOSSﬂ]IZlI'li
12. Sinus va kosinus teoremalari -
13. Trigonometrik funksnyalamu}g glsljirinf;k
14. Funksiyalar va tenglamalar (z-qism)
15. Funksiyalar va tenglamalar (2-q

DWW -

‘rsatkichli va
. iyalar, ko‘rsatkic
. i metrik funksiya edik. Ushbu
2-kurs. 1-kursda biz trigono nksiyalarni o‘rgangan Sair 2-kurs
ifmik <si kabi turli xil fu : him hisoblanadi. 2-
Rokaivla S e s Joda T s
(3 l]. 5 ” s tll'lS
s I i hisob- . ; fu Siyaiar, _( ?
ber B”‘"Ch-'dfliazf (clalculu:?) matemaukalmﬂi yo‘naltirilgan bo‘limi
holz'llm llz. 'His?r -“[llar sonli qator va boshq? E:,r%lo}atini bilsangiz, hisobni
l-51ba] ar, n ecrd] s harakatlanayotgan to'pning fini vé 5 qayergaChE}
;;Si:la:ﬁagllj 2111:‘ Ssnzi::u ganchalik tez .h'araketlﬂ:;:ésa hisoblash o‘zgarishlarni
borishinj togishincriz':m!mkin. Qisqa q_lll]?‘ 3); Eaklni’o‘fgani'-“hs "algebra” - bu
O'rganadi. Xuddi :hu tarzda, "geomelriya -
ishlashnpi o‘rganishdir. 5



Hisob-kitob (calculus) fan, texnika, igtisodiyot, biologiya va boshqa
sohalarda keng qo*llaniladi. Hisob-kitob (calculus) ikki tarmoqqa ega. Ular

. iy qilib aytganda, differensial hisoblashda
"o‘zgarish” va integral hisoblashda "yig‘ish" muhokama qilinadi.

2-kurs quyidagi mavzulardan tashkil topgan:
I. Funksiyalar limiti va hosilalari.

2. Hosilalar va grafiklar,

3. Differensiallash formulalari.

4. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.

5. Logarifmik funksi

yalar va eksponentalar hosilalari,
6. Hosilaning tenglama va ¢

engsizliklarga tadbigi.
7. Fizikaga tadbiq etish,
8. Funksiyaning yaqinlashishi.
9. Boshlang*ich funksiya.
10. Aniq integrallar.
1. To‘rtburchaklar bo‘yicha yuzani tagribiy hisoblash,
12, Integrallarnj tadbiglari (] ~qism).
13. Integrallarnj tadbiqlari (2-qism).
14. Differensiaj tenglamalar ( 1-qism).
I5. Differensiaj tenglamalar (2-qism).

3-kurs quyidagi mavzulard

I Vektorlarm'ng asosiy qoidalarj,
2. Skalyar ko‘paytma,

3. Vektor tenglamalar,
4. Matn’salaming asosiy qoidalarj.

5. Matrisalam; ko*paytirish.

- Teskari matrigq va birgalikdagi (e 1 i i
7. Chizigli almashtirigp, = Fenelamala sstemas;

an tashkil topgan;

1-KURS. FUNKSIYALAR VA TENGLAMALAR

i jratish
1.1. Ko‘phadlar va ularni ko‘pstyfuvchﬂ:::gaa;is:i o
lA Ko*phadlarni qo*shish, ayirish va ko‘p

- . < asidan tashkil
Chekli sondagi birhadlar yig‘indisi, ayirmasi va k&?ﬁayﬁasi dan borat
topgan ifodaga ko‘phad deyiladi. O‘zgaruvchilarning .
i i iladi. Cravtit i bajaris
ot veton- s, ayirish va kfpaytish amllai b
mumkin. ) .
Dastlab quvidagi savollarga _)x.avob toParil;lgga teng?
Savol: Radiusi r sm bo*lgan doiraning yuzin

7N

'} J: r? (sm?) -—-—-bu birhadga misol.
- . ’v M

\

AN

Pl i i yena
\Savolz x yenalik tort bo‘lagidan 5 tast va Y

. . o
ikkalasining birgalikdagi narxi qancha?

lik batonlar

ko‘phad.
J:5x+ 2y J—— ) - (O

. ; i ishamiz: e
Mana endi ba’zi matematik terminlar bilan tan koeffitsiyenti, darajadagi
=5Sx3y2. by birhad, bu yerda -5 soni bl{h:dn.;:gi
i %ni iasi, ing darajasi dey1iadi.
3 soni x nin darajasi, 2 esa y ning i .
Endi bag’zi qo‘shimcha ma’ lluyoﬂlan;;:(;t;?:lg yuqori bo*lgan hadning
1-eslatma: Ko‘phadni_ng-df:lI‘dJaSl -
darajasi. M: 24" +2x 41 darajasi- 3.

‘ as
2-eslatma: Quyidagi ifodalar ko‘phad em
-2 2

dxt o 2 io*indi, ayirma va
Rz yuqorida ifoda ko‘phad bo*lishi ‘izhrt?ﬁ::a?laié‘galami“g "°‘13h.a§

ko‘paytma bo*lishj kerakligini ko‘rgan Ed'u;as:son turganligi, bu esa bo'lis

bO‘Imasligiga sabab darajada manfiy yoki .

amalj i ) e
lgfegs?:;ma: Ko'phad ifodalaming kombinalsiyzs o

am mumkin: 5y +2x+1-zx2+x—>5x’-2xf+31; sialarini kamayish tarti

4-eslatma: Odatda, kO‘plla-'-‘“al'fl“‘g3 a:.i'—x’ a4 2x+l

Yoziladi va unga standart shakl deyiladi: 2x° +2x

31%4.](: 3\l;+1),

ilgan bo‘lishi



Endi ko‘phadni ko‘phadga ko‘paytirishni ko‘rib chigamiz: (1-ifoda
)X (2-ifoda). :

= acx’ +adx+bex + bd = gex? +(ad +bc)x+bd

Uni quyidagicha talqin gilishimiz mumkin:
1-bosqich: 1-hadlar

2-bosqich: tashqi hadlar

3-bosqich: ichki hadlar

4-bosqich: oxirgi hadlar

Ko'paytirishda odatda distributivlik Xossasidan

foydalaniladj.. Va  guruhlashdan
:{-mli.sm' Jshbu (2 +x-3)x4) ko*paytmani toping
echimi: '
l-usul .
2 T . 2-usul:
?'@ A% 5 (7\‘ ';’4» ) 2
Jx x Wl vy g . N
It gL E N \ -
Qisqa hisoblash uch i
un ..
qoling, quyidag Qisqa '“"Paytlrlsh formulalarini eslab
6

Iofu=-5 - Zuh b :
) DN Ly eny
' i Jesh
S N R I e S

. . ; )
R R RO TR SR TR Rt

; ) L Py B E
He edd PR o Jhm oy s (e be)y - B

r o e P, W 9l .t
S e AV e She Sl e

Pn-

.. s e
fepm Y ney WX ha3yd - h

1-mashgq. Berilgan ko‘phadlar uchun quyidagi amallami bajaring:
A=2%—x +1, B=—x* +2x+1. L
1) A va B ko*phadlarni qo*shing hamda ayiring;

2) A ko‘phadni B ko‘phadga ko*paytiring. o .
1]13). Ko‘phadfarni ko‘paytuvchilarga ajratish usullari

Ko ‘paytuvchiga ajratish qoidalari
Ko‘phadni ko‘paytuvchiga ajratis
amal hisoblanadi.

h, bu ko‘paytmani yoyishga teskari

Ko*phadlarga yoyish

& B

(x+2)(x+3)=x2+5x+6
<

i jratish
Ko'paytuvchilarga ajratis? i amalni qarab
Ko‘phadlarga yoyishni yugorida garagan edik. Enfizl teskari
chiqamiz. Buning uchun eng sodda holdan boshlaymiz.

Sonni tub ko*paytuvchilarga ajratish. -

PO

H I P
123406 1 Co. 3 o= -v,;},,':’.’f.‘ . .
T o T rud ko'payvehiion

Ko*phadnj ko'paytuvchilarga ajratish: e
N e P R R A Bt LAt
ka'paviunchilargs rjratitst

: , ya’ni ko‘paytuv-

Ko'paytuvchilarga ajratish uslubi m’ukamr‘m;l :l::)a:islz, yordam berishi
oilarga ajratishing aniq uslubi y0': Ba'zan © yba Ular quyidagicha:

Mumkin. Buning uchun bir nechta foydali qoidalar bor.
7



1) Ko‘paytmadan umumiy ko‘paytuvchini qavsdan tashqariga olib
chigish; .
2x‘+10x’+12.x=2x(x'+5x+6)
2) Quyidagi formuladan foydalanish mumkin:

{7+ HY.1- qoida

ab
LR -.:."3.,.')-‘ - R Y Y .
RIS §HOES BT =HNT - 3NE0T s goida
EEDAAY RO TRV Y

@ >
g b

3) Eng past darajali birhadni qavsdan chiqarib qayta guruhlash:
PRk R 2361 2y OIv (v « 2y 1 goida
R R SV SR, N
AL IR R A 2.q0ida

< - 3-goida
Ko'paytma qoidasidan foydalanib ishni

Yechimi: 1) bir x| darajali o‘zgaruvchilarnij yonma-yon
quyidagicha shak] almashtiramiz

yozamiz
2 Jxr e 3;-‘: - 3X Sv~2
?x‘m("u-~3).\'~‘('¥;"~‘§1'-21 i ol e 2y g
=T Sy By (3 2) 3y ) T TR e s
TNy -2y 3y« e
BN} R EAES )
2) bu ko‘Phad 4-darajali ?o‘lgmi sababli, unda darajani Pasaytirish qoidasini
q0'llaymiz. By yerds quyidagi belgjlashn; kiritib hisoblaymiz:
X"
Y l0e sy LA ETA SRR, 9;
T e N ix Vv e Bigv e 3y T Xy
Ko‘pagtuvchilarga ajratish teoremasi;
/() ko'phad ychyp F®)=0  tenglik otring: i
‘ o = o'rinli ho‘ls g (x—k
ko Paytuvchisi ham bo‘ladi, ’ otk e b

8

ida keltiramiz.
Bu teoremaning isbotini ko‘phadli tengla:pala; mavzus
eor g - . .
Blli teoremani tadbiq qilish qu?/lda'gllczillia;l.
1) s(x)=0 bo‘ladigan k soni topnoa ;
2) s(x) funksiya (x-k)ga bo‘linadi va g(x)=

i yoziladi.
_ . = (x-K)g(x) kabi yoziladi. - rchilar-
3) Key 'nd-j(j”‘() )fu gll:fg?ye{g(:)q;;aganda g(x) funkssiyai ko‘paytuy
4) Endi f(»
jratish osonlashadi. . irating;
ga ajra3tllsll]li8001 Ko*phadni ko‘paytuvch‘lafga ajra_ 6&
- o f(X)=x3+4x l+:rniz..
ikdan foydalanamiz: -1
Yechimi: f(1) = 0 tenglikdan foy B+ 4’;2 +x-6 L%IE:TE
3 24x—-6= “x3-x
i(:ixl)tx2+5x+6)= TR
={x-1(x-2)(x-3). —s_xz_’_'_s—x_-—
= 6x—6
T6x=6
0

J&) topiladi;
x-k

- ilarga ajrating:
. . 3 ko paytuVChl
-misol. idagi ko phadlaml +2.
1) 1:; ‘:-OISJ? -liy21; 2) x® + 7x* + 8% d formuladan
Yechimi: B)(cx +d) = acx? + (ad + bc)x ;’ : =2 d =7 bo'ladi.
1 ax +b)(cx +d) = =2,b=-3c=2a="D

fo dal)anami(z Bu yerda koefﬁslye.ntlar.a 'io‘pa ytmani hosi! ﬂ?:hn:'l p
0‘y dagi hisoblashlar orgali quyidagi +7) /T 14

ng tomon dg4,-?- 8 — 21 = (2x —3)@2x + 7). 2><7

i iz.
2) Ko*paytma teoremasidan foydalanam

i f(— .
x = 1 dugiada funksiya 1087, ay:?nla(iiltklfhadga bo‘lamiz:
berilgan x3 + 7x2 + 8x + 2 ko‘phadni x

XTI+ H2 2y ext2.
x+1

1) = 0. Shuning' uchun

1).
Demak, 3-'_7":2_‘_8)6_*_2=(,52+6;»c+2)(76+ )
X



1.2, Algebraik tenglamalar va funksiyalar
' 2A. Algebraik tenglamalar

Chizigli tenglamalay. Kvadrat tenglamalar.

Dastlab ushbu masalan; qaraylik: qutida 1500 gr lik 8 ta olma bor. Qu-
tining bo ‘sh holatidagi og‘irl

igi 300 gr bo'lsa, har bir olmaning og ‘irligini
toping. ‘

Javob: 1ta olmaning og‘irligini x deb belgilaylik va shu tariqa 8x +
300 = 1500 tenglama hosj{ bo‘ladi. By tenglamada noma’lum x = 150 gr
8a teng bo‘ladi, .

Tenglama- dep ikkita mulohazaning harflj yoki sonli tengligiga

Tenglamani ib, agar f (x) va g(x) lar ko‘phadlar
I;o‘lsa, bu holda tenglama algebrajy i ko‘phad ko‘rinishidagi tenglama
ao xn + a1 xn-1

2 = * eene +
g E‘ng sodda tenglamg bu birinchj tartibli ko*
chizigli tenglama deyiladi,

ax+h=
; glalflani yechish uchun, ¢
tkazib keyin q koeffisiyen

Bu tep

(a+0)
tomoniga o

astlab 0‘zgarmagni tenglamaning o‘ng
tga bo‘lamiz,
ax=-p b

X=—_

~ b

x= -E; d(:lymat tenglamam'ng ildizi deyilad;.

ndi birgalikda bt gz chiziglj i '
di birga . qli tenglama|q, sistemasini qaraymiz.
N 0‘rganishda, quyidagi misoln; qaraymiz: i

: v DR qoyish ey
X nl to :, g . .
Natijada 25 4 P va 1 t_englamadag,. y I'anl;a
amiz. By i
Qiymat Yordamiq

bunda 2-tenglamadan
‘lum o‘rniga qo‘yamiz.
T noma’lumli tenglama-
AY=-2+6 »y=4

q0°shish orqali bir noma’-
ar soninj kamaytiriladi. Bu

: “tenglaman; . tepeta . 1OMa lum]
kelib chi¢!adi. Nglamad iramiz, Natijada x = 5 tenglik

AN ayiram

¢ sonlar vaa # 0
b d ma’lum, @, b, ¢ koeffisiyentlar esa o°zgarmas
U yeraa x no , & U,
sonler i ishning 3xil usuli bor.
hishning 3x1 .
Kvadrat tenglamani yec S N
B i i i
lAgar t()lz S’Eifnq)afo ko‘rinishga lk:]adn. emak,

tenglama a(x — -0 o adi
teﬂi’.lmaning ildizlari x=p x=q sonlari
Ushbu misolni qaraylik. _ -

2-misol. Quyidagi tenglamani yeczh)mgx2 —y—i5= 0. .
Dx?+8x+12=0 B i1z, Bz e s -

Yechimi: 1-tenglamada p +q =06, iga ajrata olamiz. Bu

! i E + 2)(x + 6) =0 kabi ko'paytuv

tenlamani (x +Z)(x -
tenglamaging 1lc:zzIGan. 0 x,=-2, X = -g) l(;ehll:a‘i:)l?(l;( aytuvchigs
¥+2=0, x+6= P 3x — =

Ikkinchi tenglan}a‘;l.l 1:-2 (2x + 3)( 5
ajrata olamiz. Bundan ildiz

3 =0
2x+3=0, 3x-5=0 x="% 6
iymatlarga teng boladi. .

e Endgi ko*paytuvchiga ajratﬁl!iisda“ kva
Mana bu tenglamani qara:c)/2 +, Sx+3=0 -
idaoi ladan foydalanamiz:

Uni yechish uchun quyldflilzfiﬂ'z; i e 0 (a#0)

Agar b% — 4ac > 0 bo'lsa, ikkita ildizi bor:

—b + VbZ = 4ac
X=—"%.

drat tenglamani yechamiz.

a i xi)
o 13501 bor(ikkita ildiz bir X
Agar b2 — 4qc¢ = 0 bo‘lsa, bitta ildizi borg

x=-—2-

A 2 1 ildiz yo‘q (bum keym 4 darsl

isbotlaymiz). o o
F).(ndi llvadr:atik formulani keltirib chlqaram— 0
ax? + bx + C ; . botls
Bu tenglamani barcha koeﬁ:lsiye:;:(arml
tenglamaning o*ng tomoniga o*tkaz

ak, va ozod hadni

c
x*+ Ex i
tenglik hosi] bo* ladi.

keltiramiz.
Endi bu tenglamani to*la kvadrat tenglamaga

11



e+ b )2 ¢ b?® b2—4qc
x — = ———
2a

2t @ i@

Ikkala tomonini ildiz ostiga olsak,

b VbZ=aac ~b+VbZ—4ac

x 4o =y 0 tac x=

2a 2a 2a

kvadrat formula kelib chiqadi. .
3-misol. Uzunligi 100sm bo‘lgan ipni yuzasi 400sm? bo‘lgan to‘g‘ri

to‘rtburchak shak}

ga keltirildi. Hosi] bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning eni
bo‘yini toping.

. Y.echimi: To'g'ri to‘rtburchakning bir tomonini x deb belgilaylik,
ikkinchi tomonini esa perimeter formulasidan foydalanih aniqlasak 50 — x ga
teng bo‘ladi. U holda Yuzani topish formulasidan

x(50 — x) = 400
kvadrat tenglama kelib chigadi

va

‘ - Bu kvadrat tenglamani kvadrat formuladan
foydalanib yechsak, x = 19, 49 diymatlari kelib chigadi, By ukkala qiymatlar
:an]mal;lvadrat tenglamani ildiz; yoki to*g*ri to

o‘ladi,

rtbuchak tomonlarining uzunligi
Eslatma; Agar sh

. . und@
aniglovchi nomq . : 'f‘a qiymat har 9anday chiggandy ham uning
tasida bo Iish; kerak, Chunki uzynjiy nol bo'la olmaydi,
ugta bo lib qolagd;

] Ixt R
ST 2
Dast} i
keiye _3;; ﬁlnk:?}:; :tm;a gt::agban slz.nvolga Javob topami, Matematikada
) og* . . ]
diymatlari orgali aniglanadigan qi}'mgatég a";(:';;;? 8 Xu o, x, . s X

: iyasi deb
i ing funksiyasi deb
i i x yoki Xy, X2, X3» eeon Xn q‘yTatlarﬂ:rchgining funkstyast
Ay x) )tenglikda y o‘zgaruvehint xli?(:f esa y o‘zgaruvchini
aytamiz. yl'{'.f ) Fu ¥ X oo o) LB oyt o
deyiladi 30 iy x,, o‘zgaruvchilaming funk::ll(’“ ozgaruvchi deyiladi. Endi
X1y Xz X3 oo e Xp O'280 o et - €58
Bu yerda y —erkng 0'Zg
isolni qaraylik. . - gan to'
e z?mni]s'il. U‘;unligi 100sm bo'lgan }pd

i i to'g'ri
yasaldi. Bu to‘g‘ri to‘rtburcl.mknm.g IZn yuzini 10°g
uzunligining funksiyasi sifatida aniqlang.

‘i to‘rtburchak sl.la.kh
gto‘rtburchak tomonini X

k ) R
S - -
ing bir tomoni X
imi: N ‘ri tO‘l‘thTChaI.(nm'g l didan
50— J‘c{ ;;ht::;t;fc‘)?lfdi. Endi yuzani topish :‘o;m;)a . L e
y=x(50~-x)=—x*+50x (50 z ‘ri to‘rtburchakning ¥
tenglikni hosil qgilamiz, Bu yerda y t0'8 I
tomon uzunligini aniqla)'/dl(-l b, erkli o‘zgaruvchilar qiym
Aniqlanish sohasi deb, .

iladi erkli
aymaLdCliiymatlar sohasi deb  es2, biar :Ig’ﬁladi.
aniqlanadigan y ning qiymatlar to‘plamig

’

o‘lsa ikkinchi tomoni

amiga

o*zgaruvchilari orqali

4 - PO
PIC.: SRR

. bo‘lsa,
tashkil topgan

Agar funksiya birinchi darajali kophaddan

Bl e Ksiya deyiladi

bunday funksiya chizigli funksiya d;y;kllari bor.
Chiziql; funksiyaning bi:'. 111:0:1:; ?shidagi fanksiya
i o
1) Burchak koeﬁ'l;l):l’;:l;c b (m % 0)

13



buyerdam - qgiyaligi,b — esa y bo'yicha siljishi

i

2) Koordinatada ajratgan nugqtalari bo‘yicha
Bu to‘g‘ri chizig o‘tadigan nugta (ga; b).

3) Umumiy tenglama ko‘rinishj gy +by+c=0
Qisqa qilib aytganda, uchinch; ko'rinishi to‘g'ri chig; i, leki

. ¢ g1 chiziq tenglamasi, lekin
ksiya emas. Funksiya y = x i ani i va'n:  Kali

chigishi ke Y =f(x) kabj aniqlanadi, ya’ni x da y kelib
Agar funksiya ikkinch; darajali ko‘phad kotrinich: . o

unga kvadrat funksiya deyiladﬂ Prad ko'rinishida aniqlangan bo'lsa,

o [
“ “
e .
Bu to'lgin biz yohyy 1y

. . d ) . . T . ; . : 1
otlléau topnin. h. o an_;;laz; cﬁmh' tanish, chunkj uning trayektoriyasi
I)V?Jdnr:,t ntliiz;}llc‘s;i;atg:]ﬁ h:;na bir necha Xil ko‘rinishlari bor.
N L G, T
adrat ﬁmksni':nmg ko‘rinighj quyidagicha

Yy=b=m(x-a),m=+0.

2 a+0) N
—ax dhate S i istik shakli, ya’ni
Shuningdek, umumiy ko}‘,rinishni biz tenglamaning xarakteristi
uningdek, o'rinis ]
tandar't= shakliga aylantirib o rganam;z. +0), bu yerda p va q lar
) 2) Standart shakli y = a(x —p) _+ q (a >
berilgan parobalaning uchini aniglaydi.

‘p= gavizantal ucin y
-y ik A . : i g —esa verti
é! ;f\l::iumll “‘(:i‘;ib turibdiki, p- gorizontal o‘qdagi nuqtast 4
raiikgan Ko ’
0°qdagi nuqtasi. .
Kvadrat funksiyaning umumiy ‘11((:1 lrnlLllE
keltirib chiqaramiz va parabola uchining

b ) -
24 -xl4c=
ax2+bx+c=a(x *a

=a{xz+zix+(_b_)’_(z)z}+c=a{(x+;;)z_(%)}+c=

hidan standart shakldagi .ff)rmulam
ocordinatalarini aniqlaymiz:

2a 2a 2a 02 b _tac
— —_—) -2
_a(x:2a) 4%2—4“

=20 1774
P="2a . - cidagi bog*lanishni ko .
. asi orasidagi bog 1ani> o‘qdagi
i ivani afi 1vateng|a’f"33'. o siyaning X
ind} ?nk.s'yam;gkig,:ki gtenglamamglg .|d|.zla:lchf;1;2k
2Yushimiz mumkinki, di. Chiziqli funksiya %
kesishish nugtalarini aniglay “ L

e
b

' a /

Tipmaveh

A iz

15



Endi kvadrat funksi
Shu bo‘yicha grafiklar

chizamiz.
5 o e
Agar g - & i Ry -dac 0 e
: ) ]
Yo i) ,}‘ %
; 1
L / I%

" —-‘.ikkits; Haglyiy #air
. ! o'l
1) Agar D > 0 bo'lsa, teng
0°qini ikkita nugtada kesib o‘tadi.

2) AgarD =0 bo‘lsa, x o*qini bitta nuqtad

3)D<o bo‘lganda, x o°qda hagqigiy
o‘tmaydi.

Endi funksiya grafigini koording

formulalari va chizmalarinj keltiramiz,

vertikad o'y wshiting paraiie)

orizonia;

iy .‘!‘S
¥ Y ogy : ll‘ b g ; \
¢ 3 \(\ p ! {
“y 7 i
: \_/
Quyidagi 3ta grafik esa 0°qqa nish
Arlenagg) U Bishgy, i i
oy Hixg Vertik o, BisBatap
o Sty
:
g \“ 1
3 i
§ i
by '\./"
o fp
1) Funksiy,
grafiklarj x ani
7 : sbat
2 Funksnya s qq; an simmetri

16

lama ikkita yechimga ega bo‘lad

ta o'glari bo‘y

CRGL Bishy

letg =) framdh o L

bitta il
ho'taands

hagigiy vevhnn
Yu'g holat

a kesib o‘tadi(ya’ni urinadi).
yechim yo'qligi uchun kesib

8 Baralisg

atan simmetrikiikni ko‘rsatadi.

Raevéinursiog Foskiga

wistuygay StRneivek

i va parabola x

lab paralle] ko“chirish

yani qaraymiz. Lekin bizda 3xil shartlar bor edi.

B

. immetrik bo‘ladi.
3) Funksiya grafiklari (0;0) nuqtaga ms?zatan sim o
. i misolda ko‘ramiz. cichik qiymal
e qaglgéglar':l}:ni;yming eng katta va eng kichik q
5-misol. Quyidag
. 3
toping. 2_4x+9 0<x<3)
¥ =i keltiramiz:
imi: Bu funksiyani standart shaklga 5=(x—2°+5
Yechimi: o L 4x+9 =(x2—4x+4) :"(2 5) nugtada bo'ladi.
o binga malumki robalaning uchi (25>, keluychi va 0'ng
Bu shakldan-bizga.n:a lizlr:‘ls‘;}lzzining chap chegarzll)slf,aa ‘ch;lsi koordinat_ala_ng_a
Funksiya aniglan hi nugtalar, hamda parabo tlarini aniq topishimiz
chegarasiga mos keluv; Katta va eng kichik giyma
ko‘ra funksiyaning en
mumkin.

L
B
1‘}*'
% ,
O \\, ~.
A
4o
<1 253

i teng.
i hik giymati 5 ga teng
Demak, eng katta giymati 9 ga teng, eng kichik qiy
6-misol.

= = + i inatalarini toping.
1) 2x? x+5 parabola uchining koordinata
Yy =2x 4

ib
i foydalanib,
i idan ‘
kvadrat funksiyaning grafig
2)y=ax®*+bx+c
koefﬂsiyemlm'ini toping. )
f/"\.\ : \

i
i

--'"‘"F -

[tiramiz.
aklaa ke
Yechimi: 1) Bu misolda biz standart shaklg '

PR
s Mpa 3ot
sjie-3) =X i

by e AT e M R L - . : 5) émmqali biz
PPN oy { -.— il y :-2; l';«.'-__L-\ i
Demak, porobala uchi (3:-1) Ii topadigan b°__‘5_a,k"]£:kin_ Endi 1:{1133\“ "
ftl) Koora'}inata uchini grg?ffrga kabijygziShile [HLL ] L0 J
Nglemani y = a(x + : d/ ./

35554/

v

ey
PR
e




topish qoldi. Uni topish uchun vertikal o‘qni (0;
foydalansak, —3 = a(0 + 2)2
Demak, y = =2(x +2)2 + 5

-3) nugqtani kesib o*tganidan
+5  a=—2 ekani kelib chigadi.
=-2x2-8x -3

1.3. Chizigli va kvadrat tengsizliklar
3A. Sonli tengsizliklar., Chiziqi tengsizliklar

Matematikada ikki sonni
foydalanamiz. Bunda 4 xil ko*rinish

a<b bu tengsizlik q miqd
qaraganda kichik;

a<besagq migdorning qiymati b migdorning qiymatidan katta emas;
a>besaaq miqdoming q

taqqoslaganda biz tengsizliklardan
dagi tengsizliklardan foydalaniladi:
orning giymati b miqdorning giymatiga

iymati b miqdorning qiymatiga qaraganda

a=besaq miqdorning qiymati b m

Sonli oraliq - ikki sonlar orasidagi
quyidagi turlarga ajraladi:

Yopiq oralig-kesma —[a,b];
Ochiq oraliq =~(a,b);
Yarim ochig oraliq —{a, b];
Yarim ochiq oraliq —(a, b).

[1] qavs—oxirgj Nuqtalari Kirishini ham bildirad;.

( ) qavsesa- OXirgi nuqtalardan tashqari barcha nuqtalar kirishinj

katta;

iqdorning giymatidan kichik emas.
yotgan haqigiy soplar. Oraliglar

bildirad;.
Bu intervallar sonlar o

‘qida quyidagi tep sizliklar kabi bejo; i
{xeR:asxgb} g ' abi egxlanadx.
(xeRia<x< b}
(*€R a<x<p) ——38
GeRa<x<p) a b
———__
a b
.
Endi teng's.le.xldar haqida ba’z; Xossalarnj ko*rih chigamiz
Tranzitivlik xosgas; agara>bh, b > ¢ pg Is
2) Qo‘shish Xossasi: a

18

igidan a—c >0
Unchinchi xossada, b = ¢ deb olsak, %n>nic beilr(mtl(]n%londan kinchi
o‘rinli bo‘ladi. Boshqacha qilib ayt_gi.mc‘l:. a;“a i
tomonga o*tkazganda o°zining |s.hor.a§lgl gangg :
1-misol. Quyidagi tengsizlikni isbo

atb_ /b (@20, b=0) i
- . *lishi mumkin.
Buyerda a,b sonlar musbat sonlar yoki nolga teng bo‘li

idagilarni bajaramiz:
imi i yechish uchun quyidagi
Yechimi: Bu |11asalT:l-);3;s JEaE as _ (a5
==

2
~vab = 2 sini kvadrati ham musbat,
lidiz belgisi ostidagi son ham, ularning ayirmasining

shuning uchun oxirgi ifoda ham musbat.

Demak, a+b>m
5 =

ik o*rinli bo‘ladi. R
Agar a = b bo‘lsa, tenglik o‘rinli . metrik qiyn
Mit tikada, 2*2 o*rta arifmetik, va Vab esa o’rta geo

.ema ada, = ik qiymatgs
de)’lladi. ) rta arifmetik gi ymat o‘rta gelm:l‘l.
@ # b bo‘lganda, har doim o'r . ina teng bo‘ladi.
qaragandc; kg;nta bo'ladivaa = b bl(; l%i;nsdii;g}l]g:;i ﬁlshunib olishingiz
. . . H H ar
So‘ngi tasdigni quyidagi miso

mumkin:
12+43_ ¢ Jizx3=6
2
ﬁiz=7,5 JBx7=748

2
75+75 - 75 75x%x75= 7,5

arang.
s a bu rasmga g
Tengsizlikka doir bitta misol keltiramiz. Man

a+b




~ Bir toshning og‘irligi 100gr ga teng. Biz bunda ko‘rishimi'z mumkinki,
bitta olma va bitta tosh uchta toshga qaraganda og‘riroq. Agar bitta olmaning
og'riligini x deb belgilasak, ushbu tengsizlikka ega bo*lamiz.
x+100>3 %100
100 ni o‘ng tomon

ga o‘thazib ayiradigan bo'lsak, x > 200 kelib chiqadi.
Bu tenglikka chizigli tengsizlik deyiladi.

Umumiy holda ax+ b > cx 4 d chizigli tengsizlikni yechihda,
noma’lumlarni bir tomonga sonlarni bir tomonga o‘tkazamiz. ax — cx > d —
b |

Keyin, tengsizlikning ikkala tomonini (a — ¢) ko
(a=-c¢) koeffitsiyent manfiy bo‘lsa, tengsizl
o‘zgaradi.

Mana bu misolnj qaraylik.

2-misol. 4x — 2 > 10

Paytuvchiga bo‘lamiz; agar
ik qarama-qarshi tomonga

Keyin ikkala tomonini ham 4gab

0‘lamiz
x>3

20

ffngsizlik d
il

;.1 ™ 0

3 X

H H ¢ di. . . . hing:

Shuning uchun, yechim x > 3 bo la . temasini) yec
27 ™ zliklar sis
3-misol. Ikkita tengsmll{k;ifn_l (;9;32; _7
X+5>3A4X)

Yechimi: Bu sistemani yechish uchun har bir tengsiz

alohida alohida yechib olamiz. ) .
astlab, biz har bir tengsizlikni yechib olamlz.=> 3x > —6 = x = —2
7x—124x—7=7x—4x2—7+i1 =

DX+5>3(14+x) = —2x> -2 =%

e .
- R S
3 1

i i —2!1) yaﬂm oc
Demak, by ik tengsizliklarning umumiy sohasi [
Oraligdan iborag bo*ladi.

- idizi
3B. Kvadrat funksiya.v:f uning ildi
Kvadrat tengsizliklar

1 ccsnichlarda boladi.
Kvadrat tengsiziiklar quyidagi ko hrlmshlar

3
- by gt ¢

kvadrat
< 1i bo‘lgani uchun unga k¥
e tomondagi kophad ikkinchi darajal b(i,;gl?\‘r]adrat tenglamaning..
eyiladi. Biz yuqorida kvadrat funksiya :
1Z arj or:

asidagi bog*lanishni o'rgangandik. . -

21



i xlari
Birinchi qatordagi grafiklara > 0 holat uchun, bunda parobalaning shoxlar
yugoriga qaraydi.

Dk ige n AL B

o e R 1 P Q1
ikkita yechim hitta vechim Bagigly yechim so 4

nuqtalari kvadrat funksiyaning ildizlari nechta
ekanligini ko‘rsatadi,

1)D >0 holatda ikkita ildizga ega.

)D=9g holatda bitta Yyechimga ega,

3)D<y bunda egg hagigiy yechim €ga emas.
Endi kvadrat tengsizliknj

Yechish bosqichlarinj ko‘rib chigamj
I-bosqich, Kvadrat tengsizlikni
2

Y =ax? 4 py 4

3-bosqich, gx? +bx+¢

yechimlarip; toparniz,
4-bosgich, Son o

C=a(x-py2 4
= 0 kvadrat tenglamanj yechib va Xy va x,

| . Qini kvadra tenglamaning i va x, ildiglari
?v;rdam.ld.a o.ralhqlar.ga ajrau;miz va har bir oraliqda y o‘zgaruvchining
IShorasini anjq AYMiz va gy thx+cs tengsizlikn; iradi
oraligs iy gsizliknj 9anoatlantiradigan

¥

.......... S 5

5 {3\\ ‘,/{')‘. ....... ‘{
Endi har bjr bosgichnj quyidagi mise| Orqali tushypj, olamiz,
@>0vap>yp holatdagi misoln

ST ing. .
isol. x2 —4x +3> 0 tengslﬂ‘l“‘;)yeﬁ?,;d%at tenglamani mos
tm;xs'ol'ixTengsiZ“"“i yechish uc;]'?n 1 standart sk da kesib
echimi: - engsiziy =(x-2)- ‘|gan nugtalarda }

standart shakiga keilit ll;ag:lcz&‘};ni abssissasi 1 vahﬁzllfna;:ni ko‘rishimiz
o‘tadf;ﬁﬁﬂﬁ %(r:sn%adagi bo‘yalgan soha yec b olishimiz

: ’ i yozib 0
mumkin, drat funksiyani y = (x — 1)(x — 3) kabi y
Biz kvadrat fun
mumkin,

S
3 \"\ MR ¥ b :f
!\“ . - ’ ’/'
| F
\
¢ \‘\_\ "{ ..............

Lo N N 'ko‘rinib
i ’ 3 ekanligl
' : imix < 1,x>
Grafikdan berilgan tengsizlikning yechimi x o
turibdiki, ‘|oanda imisOln} ko
Endia>0 va D=0 bo Igan‘ g i yeching. —
5n l'al x2—4x+4>0 tengSIz|:ak:d:n shakiga kelt{rim_
~-misol. x< — vani mos S o st ¥ =
imi: Kvadrat funksiyani . o'qqa @
V= (: e‘cg‘)';“ De::ak. funksiya grafigi Ox 0'q

.

igini hosil
- o = 2 ekanligi
Nuqtada urinadi_ lasi orqali, bizx = 2e B
Ko*paytmaga ajratish formulas i
Qilamiz,

izlik y
i aiv sonlar tengsiZ
Shunin dek, x = 2 dan tashqari barcha haqiqty 0
gdek, x =
IJO‘Iadi.

¥ ;
L ;

’ /

’ s
1‘ % 3T {} (1

A /ot

AN S

B Y /

: \\"«"‘Aff .............. .

SV . < .

€y 2

Endigq s g Va D<0 holatni qar ag):ilzl;kni yecl_ﬁﬂfl-= @-2'+1
-misol, y2 _ 4x+5>0 ten loa keltiramiZ.
Yechimi. Uni ham standart Shakzsg

2 bo'lgan



Bundan ko‘rinadiki, funksiya grafigi Ox o‘qini biror nuqtada ham kesib
o‘tmaydi. Ya’ni tengsizlikning yechimi barcha hagqigiy sonlar.

- L ’ L.
5 > .

7-misol. Quyidagj tengsizliklarnj yeching;
D-x®-2x+2<g
)x2+x+2<y
Yechimi: 1) Dastlab kvadrat tengsizli
. gsizlikga —~x?
kvadrat tenglamaning yechimlarinj aniqlaymii: oS X
2P =3
X =
‘X b— -
25 1+v3

-2x+2=0

Grafik asosida qaraydj ‘
gan bo lSak, X< —

2) K ; X< -1-43 -
Gmgﬂmivacdh’ia:s ﬁmksk 1Y3g2 mos ravighda hisoblasak ; >1+Vv3 e
Qo“shimch 0%, U Ox - o'qni kesib hech bir 4 - 77 <0 bo ladf-

ilib aytgargs 221820 bo‘lsak, para, uat
~isol. Quyidagi birgalik dno i el yotq,
g1 birga lkzdagx tengs:zhklarm Yeching;
+éx 43S 0
PP X 2
3 (:f:g;:zm Birinchi tengsizlijn; kﬁ‘sx +2x

P X+ 1) > 0 bo'ladi, Unipg veon © jratsak, x2 4 4 4

bo‘ladi, Uni l51-aﬂkda qora chiziq bilap il?i;:hmn‘;l AX<-3, x> -1
inchi tenpsiylitn: . .
22 4y 5 s"‘hkniham ko“paytuvch; .

Uning yechimlari esa —2 < x < 3 intervalda yotadi. Uni esa chizmada ko‘k
bilan chizamiz.

Bu ikkala tengsizlikning yechimlaril‘li l_cesishish nuqtalarni birga
yozsak, sistemaning yechimi —1 < x < 3 bo‘ladi.

1.4. Trigonometrik funksiyalar (1-qism)

4A Burchakning trigonometrik funksiyalari

* O‘tkir burchaklarning trigonometrik .ﬁm!(s.lyalan
* Trigonometrik funksiyalar o‘rasidagf i?a zi munosabatlar
* sinf, cosf, 1g6 laming o*zaro bog‘ligligi. .
Balandlikni o ‘Ichash masalasi

Qiyalik burchagi '

ma’lum bo‘lsa, katetni

o‘Ichash orqali o

balandlikni topishimiz —
) mumkin. {

woreedy

18.7mm

Masala:

Daraxtni dligi H qancha? . - iz mumkin.)
8 rzzszgiib\iagak:ﬁdlikqburchagini ¢ nio l;:lhab ntlgzgsulll tushunclhnknlar; ’
Bu masalani hal qilish uchun burachaklar uchun

. : ishamiz.
&2 bolishimiz zarur bo*ladi. Biz hozir ular bilan :a“'s"
Otkir burchakning trigonometrik funksiy

Sinus funksiyasi sin0=%

3 . . a
Kosinus funksiyasi  cos8= n

. b
Tangens funksiyasi 1gf=—

25



Maxsus trigonometrik givmatlar
Yodda saqlash uchun maxsus holatlarni qarab chigamiz

60° 45¢
2 1 V2 1
30° i (as
2

. 1 PR |
srnﬁ:i; sin4s =7_5; sin60‘=£;

._\B 1
cos30 =3 00545‘=75-; cos60'=-;-;

|
230 =$;. ;gf1§'=1; 1260° = f3.

Trigonometrik funksiyalar orasidapi ha?o:
; . iba’z ‘lani
Trigonometrik fanksiyalar ta’rifiga ko‘fa tbog'lanishlar,
Sin O=—
h

€O 9:2 -
S P Rxaom)) Igo=smg (l)
lg0=£ cosd
a

Pifagor teoremasidan foydalanami,
aplcy )

Sin’ 0+ cos? g = |

cos’g
Izoh,

yozilad; (sing)y* nj odatdq qulaylif uchun sin
i

Har bir o burchaggs T8 €Skl shag;
Qiladigan quyidag; o dopo 0,60 larga poge s
) gonometrik fiynjq; ; ! qiymat qabul
8~ burchaknip N . Ksiyalarni qarab ch;j .
g kosekangsi deb, birning gin e ga nisbatid:qan?lz. .
esch=t_. 82 aytiladi, yap
e-burchakning sekanc; sing’
an . .
secd=_1_. St deb, blmmg sf ga nisbatjg, ilads -
cosg’ 84 aytiladi, ya’'ni

26

‘0 kabi

] b l akn H M h b . H b t' b d' LI

| i : ? ekanligini
mum};lll; Biz balandlik burchagini 20 m uzoglikdan o‘lchab, 43 ekanlig

i ‘ hagi 0 = 43° va mos kateti 20 mm
top‘dik Klfwl?ﬂ:) lflsl?l:':rgc::k:ls h:::vil:ll:;ik.g Ushbu kilc;li!l( ;;hxm;mﬁ
gzrillg;:n b:n:':chag iga qarama-q'arfshi tomo;lm o‘ichab, u 18, I
anigladik. Daraxtning balandhgl qalgc!;a: \gan joyni

(2) Balarndlik burchagi §0 t(:'] gandaraxt
qidirdik. Keyin, biz ushbu joy bian |t
orasidagi masofani o‘lchadik va uning 19,

ekanligini bildik. Bu daraxtning balandligi gancha? . . .
e
¢} 20x-27=1&7m :
) rge=% ;
H=L1g0=108xg60" =108x\3= 10.8xl.73.2=lf.7m.600 r
2-misol. Biz balandlik burchaklari 30" va

itsi ini qidirdik. A va
bo‘lgan ikkita A va B pozitsiyalarint gi A
B orasidagi masofa 12,6 m edi. Ushbu daraxtnin
balandligi qancha? .
Yegcl?imi: BQ va PQ mos ravishda a va h
bo“Isin. - o
et o atl26=—t-=Bnva g6 =7 1g60° 3
230" = Ty => a+l2. 30

3 1—72 1.0m.
Vh—-+12.6=v§h => h=12.6x-‘/2:=12.6x 5 =1 —_—
3 4B. Trigonometrik funksiyalar. Umumiy

. i siyalar
Umumiy burchakka ega trigonometrik funk U)r’numiy burchak

| Bosh o‘g- bu burchalk bo;l;l:rl:%‘z:]nr 0‘q.
. i ‘q- anadi Lo )
Tormine Obq ‘E;,agurchak soat stre.lkas'1 haraka
A hi yo‘nalishda ochiladi,

tig? qa;al‘l}a;’q arbsurohak soat strelkasi harakati
9<0 bo'ls

yo*nalishi bo‘yicha ochiladi.

F Misol: .
. & va g larkotermimna

[ burchaklar bo‘lsa,
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8=a+360°"xn
n= 0,:1:1,:!:2,...).

 Umumiy burchakka ega bo‘lgan trigonometrik funksiyalar

“P(x, y) nugta ¢- burchakli terminal o¢
ning uzunligi esa; , =y 4y, ¢
Ixtiyoriy burchak uchun trigonometrik funksiya- '
larni quyidagjcha aniglaymiz;

qdagi nuqta bo‘lsin. OP kesma-

3-misol. (1) 579 o va (2) 405 o

iyalarining qiymatlarin; toping,

burchaklarning trigonometrik
Yechimi;

570° = 360° +210°

sin 570° =~ Sil’l(] 80°

+30°) = iy, 300=_1

; 2°
3 C0S570° = o
AN R 0° (180°+30°)=—c0330°=—£;

: : 2

J; ?
l : : sin (‘405°)=sin(-45° y=l .
J v
n . Cos(-405°)=c05(_45° .
%1 )“'\’
h V2
28

1g(~405°) = 1(~45") =-1.
. -y
4-misol. Faraz qilayglk, 6 - burchak I’Vg
i ind va g :
chorakda bo‘lib, cosO:;. sind

qiymatlarini toping. P :‘
7
/./@/ Bl

Yechimi:

)% babli
3in:9=l—cos’0=]-(§) T joylashganligi sababli,
€ - burchak IV-chorakda Joylashg

~burc
16 _ 4
sin@ =— 5-5~ =3
Sin0<0 => )_Linz:-i.
8t = cosé 3
1.5. Trigonometrik funksiyalar (2-gism)
i ‘jchov birligi.
hakning radu{n 0 \lard -
5:?r:;l:);cometrik funksiyalar grafi burchagi 1/360 ismi

o markaziy
Gradus (°) - aylananing to'liq aylangan
. ini diusga
Radian (o‘Ichovsiz)- b}lrchak yoyining Ia
nisbati bilan tavsiflanadi.
2ar /
360° <=> 2x = — ;

r . by
(Aylana uzunligining radiqsga' nlStfa‘t)lgi gisi ishlati-
Radianda birlik yo‘q, lekin "rad e

ladi.

Irad = 57.29 +++ (360 © = 27 rad yodlang)-
Radianning qo*Ifanilishi ] Jlanili-
L-misol. I%accl]ianning oddiy ifodalarda qo
o i i £

: . ‘ m yuz R
Burchagi ¢ va radiusi r bo‘lgan sektorning ;

: 9 .
6 [gradus): zr 360"

[$ 9]

') [
6 [radian]: r25 [=”r1§—)‘
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2-misol. Kichik burchakli tri i ; . . -
taqrbiy hisoblang chakli trigonometrik funksiyalarning qiymatlarini

i}

4:1’.....mm...~.w......~...:1}

Masalan sin 7_,_7__ 3.1416
730~ Tag =0.01745

180 180" 1g9 (Jadvaldan, 1°~ 0.0175)

Sinus v kosinus funksiyalarning grafiklari

Bu funksiyafarnj ey
yalarning aniglanishjdan foydalanib ularning grafiklarini

quyidagicha quramiz:
s/ sin s o inp. !
f// . - R ST Y/ B :
Y o ‘z Yoesind
4 <ol T )
X cosd
P A
Py - S TN
T R N
T e ek ¥
L / AN /
i - : -
3 .~4'”‘...“.”,”...u?\‘\»i««
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Tangens funksiyasining grafigi

X o ; .
S ¥ .. vy=tanf
oAy tanl= .
o X
A2
X -
!
:; 3
i
3
/:

/l “\\
yw
kA
e
~
[
.

‘ / ./“ /
- ,,".
Davriy funksiya
Agar - )
i deyiladi. Bu yerda p-

(x) funksiyaga davriy funksiya

tenglik o‘rinli bolsa, f |
ishda takrorlanib turadi.

davr.
ari muntazam ravis
aning davrini toping-.
Davr=27
¥

Davriy funksiya qiymat[
3-misol. y = sin x funksty

Yechimi: sin(x+27)=sinx ,

P
N/ ./

4-misol. Quyidagi funksiyalami tasvirlan
ko‘rsating.

. __’_’,.
1) yo2sing; 2) y=sin2s; 3) y=s’“(" 3)

3



M Yechimi:

Bu funksi);anin . . 5 Lo s

o g grafigi y- o R

bo leha 2 marta kengayagi,y- o4 : ' ,; e ‘» g

shunung uchun uning davr 25 TN T
Nl ) N / \\.

(2) Uning grafigi
. BLx- 0'q bo'yi
2 marta siqiladi, shunung ,c,lchz:wha (3) x- 0'q bo‘yicha 7
uning davri Sin ning dayridan tk: Yicha = ga o‘nga siljiydi
marta Kichik vridan ikki  va davri Sin funlsiya Jcab:
; Vagateng, in funlsiya kabj 25 ga teng.

S rssie yesin
o~ » j v ) -

o | Y=sinx
agi funksiya hagida berilgan savol}

arga javob bering:

¥=2sin| 2, %
(1) Ushby ( | _), (0sx22
(2) Ushby ﬁlgk:;z:nqach"“ nolga t<ﬂ1331><>‘lad i? K
iner o i?
(3) Ushby funksiyani tfs x.-O, 27 nuqtalardagi qi .
( I)Yechimi: Virlab bering, vivetar qanday?
Berilgan fupk«:
nksj :
os,,sza argumentj o 2garish ora;
demak, wning nojfari oo Oskusar o x s zxg l": opanie
arl ol ——
. Quyidagicha bo‘ladi } N 4ﬂ-§
- 0,
@B 3 023 . 4 72
u Nuqtalardag; qiym, . i ?ﬂ z x
atlarnj bevosita hig bl ;
0
=0 p=agin[_7 =~ » ‘opamiz
X=2p- .
o T y=2sm(4;r-.§)= 2sin( IrJ
- =‘J§
Y ’
............ 9» - S \
j R o Lo
........... . d

32

5B. Trigonometrik tenglama. Trigonometrik tengsizlik
Trigonometrik tenglama- bu noma'lum trigonometrik funksiya
qatnashgan har qanday tenglamadir.
Masalan: 2sin’ x+3cosx—3=0.
Bunday tenglama, albatta barcha tenglamalar kabi,
o‘rinli bo‘ladi. ' '
Izoh. Har qanday burchak uchun to'g'ri keladigan trigonometrik
tenglikka
trigonometrik ayniyat deb ataladi.
Keyingi darslarda biz bu ularni o
Ba'zi trigonometrik tenglamani
yechish mumkin, ba’zilarini esa taqribiy
6-misol. 2sinx—x=0.
Yechimi: Bu tegnlamani grafik usulda yechib X

ildizlarini topish mumkin

ma’lum burchaklar uchun

rganamiz.
algebraik usullar yordamida oson
hisoblash orqali hal gilish mumkin.

va X, tagribiy

7-misol. 2sinx—1=0.

Yechimi: 1-gadam. Biz avval s
sifatida olamiz va unga nisbatan yecham
ki birlik aylanasidan 0 dan 2w gac'ha}
atlantiradigan x ning qiymatlarini

inx ni tenglamaning o‘zgaruvchisi
inx=1

iz sinx=>.

2-qadam. v=sinx grafigidan yo

bo‘lgan oraliqda yuqoridagi tenglikni qano
topamiz.

INdiem
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3-qadam,
Davriylikni hisobga olgan holda, 2zn nj qo‘shamiz, u holda

n Sz
SoX=—42 ), — 427,
X zn, n

Trigonometrik tengsizlik
Trigonometrik tengsizlik de

ganda, trigonometrik funksiya noma’lum
bo‘lgan har qanday tengsiziig tshuniladi. Uni trigonometrik tenglama
asosida yechish mumkin,

&-misol.. Quyidagi trigonometrik te

Yechimi; 1-gadam, Berilgan

ngsizliknij yeching: 2sinx-1> 0.
belgisiga almashtirish orqali

tengsizlikni, tengsizik belgisini tenglik
trigo i iramiz
Yoo gonometrik tenglamaga aylantira
) sZ-gadam. Hosil bo‘igan  tenglaman; [0.27] oraligida yechamiz
%3
X=— =L
6" 6

34

i izlikni ing: 1gr2—3.
10-misol. Quyidagi trigonometrik tengsml&nl.yec::ni o
Yechimi: Tengsizlik belgisining o‘rniga tenglik qo°y1b,
tuzamiz: et . l]
lda == 1z [—’E‘ 2
Tangens rasmda ko‘rsatilgandek » davrga ega. U holda x=-3

idagi ildiz bo*ladi imni quyidagicha
Oralig‘clidagL ‘(:d'z b: (liz(irll:iyl' i hisobga olgan holda, yechimni quyidag
rafikdan v. ikn

ige T r an.
topamiz: —§+zrn5x< 2+

1 }

T

i' i

.
.
\-»...-......._,.
\..._.__.....,..._._

———
—~a—

1.6. Trigonometrik funksiya (3-qism)

6A. Trigonometrik ayl'liyatl:il; qiymatlari
Ba’zi trigonometrik funksiyalarning

alar uchun muhim tengliklarni

i i i . e inus va
Biz bu mavzuda trigonometrik funks ydi va ayirmasining sin

. ‘°n
keltirib chigramiz. Dastlab burchak yig'i
kosinuslarini qaraymiz. .. dl

AyniJ)atq A zu Oczgaruvchlnlng har gan ay . ismini boshqa
bo‘ladigan tenglik. . aning har qancay q keltirish
: arni bajarishda biz tenglam . roq shaklga

°‘Zga:::f;zi;a:h;;g;:sgﬁijrzgimiz mumkin. H;?d&::l&?nualgiz.q
uchun bizga ma’lum bo‘lgan a;;‘i?:if:s:;a,zasmﬂ
o ar B)= :
::Ea—ﬂ)“i““"sﬂ_c?sas{nf?
cos(a+ﬂ)=cosa005ﬁ‘sf"as:p
cos(a - f) =cosa cos f+sinas . trigonometriyagi_ qo!gaﬂ
Ushbu formulalar muhim hisoblanadi, c:nmllllglda keltirib chigarilad
barcha ayniyatlar shu formulalardan foyﬂ?foosaﬁ“/’ :
I-misol. Isbotlang; sin(a+p)=sina

qiymati uchun orinli
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Yechimi: :
Chizmadan foydalanib DE
DE= A.Dsin(d+ﬂ)=FG+DH=
= FAsina+DFcosa=ADcos
Demak,
sin(a+/3)=sinacosﬂ+cosasinﬁ.

ni topamiz: . ;\_.

ﬁsina+ADsinﬁcosa .

<.

- Biz ma’lym burchaklar uchun  ba’zj
trigonometrik ﬁmksiyalaming qiymatlarini topishimiz mumkin,
2-misol. (a) sin}5° va (b) cos)5° qiymatlarinj toping,
Yechimi:
sin15° = sin(45° - 30°) = sin 45° €05 30° — cos 45° sin30° =

LB 11 B G NI :
=——x~———x—=\=\, . .
22 2 50 4 :
/..‘",‘

00515 = cos (450 -30°)
1L B 1 VBl e s
= —_— —:\:'\
. 22 32 22 4
3-misol, Burchak yig‘indisj va ay
Yechimi: Sinus v kosinug form
(@4 ) sing

gla+p Se—s
(«+5) cos(a+8) " cog

=¢0545%cos30° .. sin45°gin 30° =

irmasining tangenslarin; toping.
ulalaridan foydalanamiz.

sina L S5ng
. £
°°8ﬁ+cos¢zsmﬂ

=508a cospg _lga+igp
acosp-sinasin,o N—teatad

l_sinazsin,l? l-igatgp °’
Cosa cos B
) . simz_sin B
’g(a_ﬂ)=sm(a-ﬁ)___smcchsﬁ—cosasinB= 05 cos g iga-igp
c0s(ar~ 4) Cosa'cosﬁ+sinasinﬁ 1+ Sinasin g =|+4ga:gﬂ°
cosacosﬂ
Demak,
‘g(a+ﬂ)=,\lga+!gﬁ’ ig{a- ~82-igp
l—tgmgﬁ g( ﬂ) l-f-tgt:nrlgtiT
4-miso}, (a) sin 75°, (b) cos 750 va i
C) 1g750 ini i
Yeehin: © Qiymatlarip; toping,
(@) sin75 - sin (45' + 30') =5in45° cog 3¢ +00345 in 3¢-
B.11 5 +1 g
TR Tt aa B By
V2 2% Y et
(h)cos75‘=cos(45“+30’

)’ C0845” cos 30 — gy, 45
V3

- L1 4 V-3
~‘~.xh_~_x_= = .
\/5 2 \/i 2 2‘/5 4

sin3¢- =
s
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;

1+% V3+1
tg45° +g30° _ =T
(c) tg75° = tg(45° + 30°) = 1—tg45°tg30° 1 _1

X ?
o

! +1 ikkita
==x+1
S-misol. y=3x-1va y 2*

to°g’ri chiziglar berilgan. _

Quyidagi savollarga javob lzel:lni-ls idagi « va
(1) Ushbu chiziglar va ¥ o‘qi 0

burch i aniglang; . dagi /
o (o<e<1) burchakni toping. /
2

v

Yechimi:

! larga
. =3, gh=7
idan /gz=J, 2
iyentli tenglamas
: chivi hak koeffisiyen
(nH To‘g‘ri chiziq burc

. boo‘lasak
: burchaklarini bog
ga bo‘lamiz; hburchak ichki va tashqi burc
) Chizmaga ko‘ra uc
O=a-— p
1 V.4

U holda 3= - g==.

‘ga - lgﬁ = ____2_ = b 4

1
]g0=lg(a_ﬁ)= |+lgdlgﬂ l+3xi

tirib chiqarish.

i i kel
6B. Trigonometrik ayniyatlarn

holda
; foydalangan
Biz yuqorida isbotlangan ayniyatlardan 10y

ayniyatlarni keltirib chiqaramiz:

* Ikk“a“gan burchak;

* Yarim burchak: o

* Yig‘indini ko‘paytmzfga 4;)‘tkaz;:ll;t

* Ko‘paytmani yig‘indiga o‘tkazish;

i i keltirib chi
Trigonomeirik ayniyatlarni ke

- an burchak
i Uchlangan burchak Ikklf]:nniulalari:
. formulalari: —cos’@—sin* @
Sin3a =—4sin’ ¢ +3sine | cos 2a‘-,a boshgqalar.
' Vva boshqalar
i
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B=2a ’ a=p4
sin(aiﬂ):sinacosﬁicosasinﬂ
cos(aiﬁ):cosacosﬂ;sinasmﬂ

Teskari hisoblash a+f=4,a-p=p
Ko‘paytmanj yig‘indiga o*tkazisp Yig‘indinj ko‘paytmaga o‘tkazish
formulalari: formulalari:
sinacosﬂ:%{sin(a-e-ﬂ)ﬂin(a-ﬁ)} sinA+sinB=2sinMcos¥
va boshqalar,

va boshgalar,

lkkilfmgan burchakli trigonomerik ayniyatlar bevosita yig‘indi
formulalarigag kelib chiqadi;
Sin2a = 2 5jp o €S, cos2q = gog2

@-sina =1-25in2q
=2cos?q 1

tg2e = _218a

) 1-tg24
6-misol. g5, 252
g 1=1g% Misbotlang
Yechimj.
g2 = Sin2a _ Sin(a+q) - Zsinacose  , a
c0s2g cos(a+a) - cos’ g —gin?g = l~!,ggza
e Yarim burchakj trlgonometrik ayniyatlar
smz—aw Sa

th 3 = '\I—cosa

° . ) 2 1+ cosa

> 1g05 laming Qymatlarin; toping.
. Yechimi: 22.50 bur,

barchasj Musbatdir. “hek I-chorakda b

i o ]‘c°s45v
sin?22 5 =\_(, 1) Bl
A “5B2= -2

o

2
7~mlsol. sin22.5‘, 0322 5

N2 g Sin22.5‘=@
s s 2e e
. 2 .
Shunmg uchup s 5 _ +2
N g P
Yig‘indin; kot 8RS F\E‘ W‘%: G
0 paytm
uc . t P | )
un mog funksiyajay Yig“indisj v, ayirmas(;n);';g?s hz}:lr:lyalt(lami hosil qilish
YOKi ayirish kerak
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sinacos B = %{sin(a+ﬂ)+sin(a—ﬂ)}
cosasin f= -;—{sin (a+B)-sin(a=B)}
cosa oos,l3=%{oos(a+ﬂ)+ cos(a—B)}

singsin § =—-]2-{COS(G'+ ﬂ)—cos(a—ﬁ)}

. : ini toping.
8-misol. sin!5 sin75 ning qiymatini toping
Yechimi: _

) ~__Ly -+75)-cos(15—75)}’

sinl5 sin 75 =—5l°°5(15 | 0) 1

- _ ! 60" )=—. . . -

_l{coss;o*—cos(—eo )= 2005( ‘ 4 ayniyatlarni hosil qilish

2 ¢indiga o‘tkazish bo )"ICh.a '}l;nzamf bo*ladi.
Ko'paytmani ig I bg' almashtirishlarni bajaris!
uchun a+ g =4, a-p=B kabi A-B

2

cos

in A+sin B=2sin
sin ) 5

e

A+B .
Z_—sin
i sin B=2cos
sin A 2 2

A+B
__——cos——'—
+cos B=2cos > 3
cos A 2
i sin .
cos A—cos B= ~2sin 2 5

E4

- giymatini toping.
9-misol. cos10® +cos!10" +cos230 qiym
-MmIisol. ¢
Yechimi: ., g
cos10” +cos110° +¢0s230 N
=2cosl20°oos(—llo)

= —cos110" +cos110" =0

(cole’+cosZ30”)+cosllO4,=. )

i ilgan. Quyidagi
—cos@ kabi belgilash berilg
10-misol. s=sin@ va c=

funksiyalarni s va ¢ orqali ifodalang.

(Dsin4g;  (2) cos4d. |

Yechimi: Ikkala ho
foydalanamiz.

laridan
h ikkilangan burchak formula
uchun ham

2)-
=4sc{l-2s ),
6 sin(2x29)=zsinzecosza {
(1)sin46=

: = ’0—1)’4:
40:505(2><29)=260$' 20—11 —2(2075 o
(2)0;5 ) l)l l-'2(4c"4cz+l) —1=8¢*-
=2(2e*-1) -1==

39



ll-miso.l. (g.x=‘—2 bo‘lsa, sin2x+cos2xning qiymatini toping.
Yechimi: sin’s+cos’x=1 ayniyatdan foydalanamiz.

$in2x+ cos 2 = SN 2¥ +c0s2x - 2sinxcosx+cos? x—sin? x

1 sin’ x+cos’ x N
J2gilog 2A2)+1-(2f 4
d+1gix (_2)2“ =_§ )
L7. Kompleks sonlar

7A. Kompleks sonlar. Kvadrat tenglamalar

Bizga ma’lumki .
bo‘ladi: tkvadrat tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha

Agar D=p?
bo‘ladi: x:_i
2a’

Agar D=p2

a
—4ac=0 bo|
58, kvadrat tenglama bitta haqiqiy ildizga ega

emas ~dac<0 po

‘Is

Oxirgi holda  kvadrat tenglama haqiqiy ildizga ega
90°Vsak, quyidaoi v 08lamaning iidistac: . ,
Bz shunge, 2781 KOmplecs sop gt M2 bo'lsin degan shartn
Y §sonni iritamygg;, o o8 kelamisz

i, }ming kvadrati ~lgaya’nj

A uchun quyidass +hx+c=g
. yid
aning ildiglar; © 1053 kelamiz;

—bi\lzz\
€ o X= ~4ac
ko‘rinishgy topilar e \Zai
o 1o Agar D:bz‘ )

lldlZlarga ega bo‘lad?ac>

Agar D=y
bo‘ladi, 5 dac= e

Agar D=b*—4ac<0 bo‘lsa, kvadrat tenglama ikkita har xil kompleks

ildizlarga ega bo*ladi.
Kompleks son

a+bi ko‘rinishdagi ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda a va b
haqigiy sonlar bo‘lib, @ —kompleks sonning haqiqiy gismi, b — kompleks
sonning mavhum qismi, i —esa mavhum birlikdir.

Maxsus holatlar:

a: haqigiy son (a#0, b=0 bo‘lsa);

a+bi: mavhum son (b # 0 bo‘lsa);

bi: sof mavhum son (a=0, b=0 bo‘lsa).

Demak: Kompleks son=haqigiy son+mavhum son

Kompleks sonlar ustida amailar

Tengliklar .
a+bi=c+di bo‘lsa, uholda a = ¢ vab = d bo‘ladi.

a+bi=0 bo‘lsa,uholdaa=0vab=0 bo‘ladi.

Qo'*shish
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
Ayirish .
(a+ bi)—(c+di)= (a-c)-l-(b—d)z
Ko‘paytirish '
(a+bi)(c+di)=(ac - bd)+(ad + be)i
Bo‘lish

(c+di) (ac+bd)+(ad—bc)i

(a+5i) F+b a+b

Qo‘shma kompleks son
a—-bi kompleks son a+bi kompleks sonning.qo’
~ Bu yerda a kompleks sonning hagiqiy gismi,
Qismining qarama-qarshisidir.
Odatda, z=a+bi kompleks songa qo‘s
ko‘rinishida belgilanadi.
Kompleks sonni kompleks songa bo‘lganda |
Sonning qo‘shmasini surat va maxrajiga ko‘paytiramiz
son hagida quyida ma’lumot beramiz).

¢shmasi deyiladi.
—bi esa mavhum

hma kompleks son Z=a-bi

‘lganda maxrajdagi kompleks
(qo‘shma kompleks

‘shma s sonni Nigi

Qo*shma kompleks sonning ?xfza . .

b Kompleks sonni o zining qo‘shmasiga ko‘paytlrsak, hagigiy son hosil
o‘ladi: 3 |
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Z =(a+bi)(a-bi)=a’ - (bi)’ =a® + 4

Shuning uchun, komp}
> eks i bi M e . .
formuladan foydalanish Qul:ay. sonlami bir-biriga bo*lishda yuqoridagi

Masalan,

M=(c+df)(a-bi)_(ac+bd) (ad-bc) .

(a+bi) (a+bi)(a—bi) xS M
I-misol. ¢ ) (asbi)a-b) " Uy

~2x+4=0ko‘rini :
sonlarda yeching, Oko‘rinishdagi kvadrat tenglamani kompleks

Yechimi: Kvadra
: t tenglamani i
yechish formulasidan f i
oydalanamiz:
xu=+2i\/22—4x1x4 ’
2-misol. ax? 4 by
@ va f ildizlari ber; ; ‘Isi
rilgan bo‘lsin, Quyidagi tengliklamni isbotlang:

=1+3i

alashtiripg-
-3 2 sy &
) ( )l+1+12+...+ilo (3) ﬂ+3

(l) (‘/§+ ..2)(\/" 2-i 3+4i
= P3)(VB vz

(ﬁﬁ+ﬁ‘/§)+(ﬁﬁ-\/§‘j§)- )£ﬁ~ 3i)=
; I= 6—1

(4iey;
240 1 =) +(14i-
ORI gy
<At ~i) . ) .
)(2+3) m=¥+8-&=7+1
10 5

~i)+14i-1=i

(4 =0 ko‘ i .
tinishdagi kvadrat tenglama va uning ikkit?

Kompleks sonlar tekisligi kompleks sonlar orqali tasvirlanadi.
Kompleks sonlar tekisligida haqigiy va mavhum o*qlari asos qilib olinadi.
Kompleks son Kompleks sonlar tekisligi
- x o'gida ko'chish
-
y o'gida ko'chish
i)
LZ=X T

F R R s -~
H v

o] X Ketod

i Kompleks sonlar ustida amallar bajarishning eng qulay shakli uning
trigonometrik ko‘rinishidir. Buninh uchun sonni qutb koordinatalar

sistemasida ifodalaymiz.
Qutb koordinata sistemasida ifodalanishi
(xy) z=x+iy Algebdaik ifodalanishi

U-{x=rcosf, y= rsiné|
(r, 8) z=r (cose +5in6) Qutb koordinata sistemasida ifodalanishi

Kompleks sonning moduli deb

r=l]=VE =+ 7
ga aytiladi.

8 ga kompleks sonning argumenti deyiladi va
cosf=2> va sinfd=
tengliklardan aniglanadi.
Agar ikkita kompleks sonlar .
z, =rl(c059l +isin9,), 2z ='z(°°sez+"s““92)
‘;ig]o&:lometrik shaklda berilgan bo'lsa, ularning ko‘paytmasi quy idagicha
o‘ladi:

<

r

2,2, =1 jcos(8,+6,)+ isin(6,+6,)}-
' Kompleks sonlar tekisligida
e ikkita kompleks son ko 'paytmasi-
ning moduli shu kompleks sonlar mo-
o dullarining ko ‘paytmasiga teng;
y : ikkita kompleks son ko ‘paytmasi-
‘ : ning argumenti shu kompleks sonlar

¢ argumenﬂarining yig ‘indisiga teng.
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4-misol. Ko‘paytma formulasinj isbotlang,
Isbot: e

212, =ty (cosé) + ising)(cos8, + ising, )=
=173 (cos6, cosg, ~sing,sind, ) +i(sing, cosé), +cos6 sin, ) =
=nr, {cos(6, + 6,)+isin(6, +6,)}
T g ko*paytirishning
geometrik ma’nos;:
2=z, z,=iyani

.

z=r(cos€+sin9), i=cos% +isinZ 1

bo°Isin, ? ™
Ularning ko‘paytmasi
quyidagicha bo‘ladi: i

degani .
0% Sartirmasdan 8 modulin;
tushunilqg;

- Muayr formulag;j
oidasidan, Quyidagiga €8a bo‘lamjy:

Sin0)r(cos@+ iy 6)=r*(cos29 5in26)

Kopaytirigh q

2 =r(cosf

Xuddj shunday,
3

27 2
©=r (00520+z'sin20

}r(cosg + ising) = 3

........

Natijada, quﬁ...... .....................

Yechip;, fmi =y
dagi joylashgay ocoPleks s lar tekig); Pl
ga dan L oUgls b
mi quyidagin; topa S
l+i=\/5(°°3‘+isinf} . %
Mua ulas; < 4) “\7/ ) Rer 2t
botl aSlga kO quyidagiga e 1 &
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Co 8w
8 8 Ly 'nl 8=16 coss—”-l-isin—;‘—):
(1+i)' =2 cos Hising 4

=16(cos 27 +isin27) =16. L '
6-misol. Quyidagi qiymatni toping: =)

s .

(‘\/§+i) * . ge e . 1 -.----—---:T;“,::

Yechimi: Kompleks sonlar tek:s}:gndagl,, : Lo
Jjoylashgan o‘rnidan quyidagini topamiz: L |

' Z yisin= 0 1 Reis)
V3+i=2 cosz+vsm s/
Muavr formulasiga ko‘ra quyidagiga ega
bo‘lamiz:

Y 4”+z‘s'mﬁ)=
(\/§+i)a =2 (cos%ﬂsin-g) =2>6(cos 3 3

1 ‘\/?_’. =--]28—128‘/§i'
= 256(—5—7']

qiymatiarini toping: c0s58 = Acos’ 8+ Boos® 8+Coosé.

iga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
N ulasiga ko‘ra quyt L
Yechimi: Muave {:.?:;Jr isiie) *~ cos 58 +isin 56.

Tkkinchi tomondan ) s s
(54 3)) =455y +1009 1029 +539* +¥
formulaga ko‘ra, e 4
s isin@)+10(cos
(cos6+isin6)5=(cost9) +5(cos6) (1‘s ) 0)5—
+10(cos8)’ (ising)’ +5(cosd)(isin8) +(isin
= cos’® @ —10cos’ Osin’ @+ 5cosPsin 6+
. = .5
+i(5cos* Osing - 10cos? Bsin’ 8 +sin* ).
bo*ladi. - tenglashtirsak,
Yuqoridagi ikki tenglikning o‘ng tomopl?r(;il g
0858 = cos’ @ - 10cos® Asin® &+ ScosPsin =
=cos’ §~10cos* (1 cos’ 6’)+Scos0(l—¢03 ) s
=_20, =5
=16cos’ @~ 20cos’ @+ 5¢cos0=> 4=16, B

) (isind)’ +
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L.8. Ko*rsatkichli funksiya
8A Ratsional va irratsional sonlar

Biz dastlab haqigiy sonlar hagida to*xtalamiz.
Natural sonlar

Sanashda ishlatiladi
Butun sonlar

Natural sonlardan tashki} topgan sonlar, ularning manfiy sonlari
vanol: ..., 3,2, .1, ¢, 1,2 3,..

gansonlar: 1, 2, 3, 4, 5, ...

Butun sonlar sonlar o‘qida quyidagi nuqtalar bilan ifodalanadi.

Q"--———-(l:-——....(_\_..a,
....4 ....3 ....2 — i O i 2 3 4 5
Ratsional sonlar

Ratsional son bo*[jsh; mumkin bo*lgan har qanday son ikkita butun
sonning bo‘linmas; sifatida ifodalanadj: z
) n
Maxraj n nolga teng bo‘lmasligi kerak:
[Masa]an] 1: 3 s i
Ha 2 \4) 7
r gﬁgz ?;tsi;n sc;n maxfajg 1 gateng bo‘lgan ratsional sondir.
! onal son o*nli kagrdy ikki xil ko‘rinishda ifodalanadi:
Cheklli o‘nli kasr [MaSaIan]- 1

2“5=0,04.

" 27 =0.03710371037)037.__

Yanday irratgj,

o nal sop ratsional sop em
5351 ko‘rinishdg yozib

bo‘imayg;,
ional sonapy;

as, ya’ni irratsional sonni
¥ Irrats
. ng o‘nlj oo oL .
qachon davriy ke, Ko*rinishgy yolz ’lf'?s;olf;“rml§h1 cheksiz bo*lib, hech
Masalan). /5 _ L4142135¢ aydi,
r

i quyidagichy tizimlashtirish
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Sonlar sistemasi
aatural sonlar
e 0
L manfiy natural sontar

R HiH -——-J

- oni kesriar
A ratsional soniar { onii kasriar

!

... davriy o'nli kasrier
T R BN
_sirratsional sonlar

#Sonfar 4

! kompieks sonlar

it i :anligini isbotlang.
1-misol. V2 ni irratsional son ekanlig gt
Yechimi: Agar J2 ratsional son bo‘lsa, uni ,

orqali ifodalashimiz mumkin.

U holda

mm_me_»
...nl= 2=——F n

: bundan
. iy bo*luvchiga ega emas,
Lekin, m van | dan tashqari umumiy bo‘l hisigYO‘q. Shuning uchun,

i ‘luve
tashqari, mm va nn hech ganday umumiy bo‘lu
’ mm _
nn

Iy :onal son emas, ya'ni
bo‘lishi mumkin emas. Shunday ekan, V2 ratsion o
irratsional son. ) i oddiy kasr sifatida ifodalang:
2-misol. Quyidagi davriy o‘nli kasrni o
I 0.037037037037..1.... I
Yechimi: Ragam har uchta raqamda takrorlang
1000x o*rtasidagi farqni ko*rib chiqamiz.
1000x=37.037037037037...
= x=0.037037037037...
999%=37

biz x va

. b
Shuning uchun, x = 999 27
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Maxrajni irratsionallikdan qutqarish

Ifodani sodda va hisoblashni osonlas
irratsionallikni quyidagi tarzda bartaraf etiladi.

3-misol. Quyldagn sonlarning maxrajn; irratsionallikdan qutqaring:

0 2= @ [%_

htirish magqsadida. maxrajdagi

Yechimiz (1) 5. j;‘g_ _ﬂ—3\/_

(a+b)(a ~b)=q® —p? Munosabatdap
s _(2+45) (2B
-5 () )(ff)(ﬁf)
%--s 26.

4-m|sol Quyidag; ifodanj hisoblang
% N {\f

T m el (3“‘) V3(5-3)

‘/‘ 1 \-=
£br g 5 )g }) (B )= )

foydalansak, u holda

Yechim.

B, Kotrsagigop
Butun mygpy, ko‘rs ich 1 funksiyaya,
ASOSlaH ‘teng b tl ko‘p th daraja )
[Masalan] | P

2'=) naL oy
z =2x2~ =4,

2 -2x2x2 =8, 2
daraja 2

/1 axax, Xa 1

v T H—
b“‘“ﬂ son i

48

Daraja hagidagi teoremalar

(a")" =a”,

a", agar n>m,

¢ tirish .
Ko'pay (ab) =a"b

anam = all‘-m
Bo‘lish

|
U
hs‘ﬁ
1)
1

[¥]
~

Shuning uchun, «° =1 deb aniglaymiz.

[1]
a —n
Agarn = 0 bo‘lsa, -07=a gaega
bolamiz. |
iz.
Shuning uchun, a™ = deb aniglaymi

11
1 2_ 1
[Masalan]: 20, 2+ =2 =577

Ratsional ko‘rsatkichli daraja

ratsional son
e T q

ﬁ n
i ‘lamiz: (0 " ]
(a")" =a™ qoidadan, quyidagiga ega bo

1

m
n

mAn =& a'".
Shuning uchun, a’ = (a )
1
2L =2 =1,414...,

[Masalan]; ]
2: =27 =22 =2,828...
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S K] 1 a6 1 s .
a g _ .
[Masalan]: Z—,:a’, ;8-=;5‘, a°
Butun manfiy ko‘rsatkichli daraja L.
L o o
i § L
Z=d it
Agarm = n bo‘lsa, = gaega R
bo*lamiz.




Irratsional ko‘rsatkichli daraja - X
irratsional son
a"/

Irratsional ko‘rsatgichli darajaning giymati I I
raisional ko‘rsatgichli darajaning limiti e
sifatida aniqlanadi [Masalan]:

Pad
=2 bbb vae%®

LA

[

Ko‘rsatkichli funksiya
Musbat hagigiy son

\ BaICha haqlqu son

y=a  (a>o0, a=#l)
Xossalarj

v V=g .
a>t s ’ Y=g e e}
5

1 Pk

o ——

Ko‘rsatkichij o
Kovid haag Vire atkichlj 0‘sishga egy bo‘igan hodisalar ¢y
;8824 1 Xitoyda birinch; bemor topildi
2003-33 1622 ta bemoriar (58 ta vafoy etgan)
. ~05 8860 ta bemorlar (792 ta vafot et
Ikki barobay o'sish y = r s

3}.@9 : .har bir baktell-iya!a’r«har bir soatda ikki hy jayr

so

aga bo‘linadi.

Murakkab foizlarni hisoblash
y=y,(1+r) TYil
sosiy 0iz

[Masalan]

Asosiy 1000
Yillik aralashma foiz stavkasi 5 %
1 yit o‘tib $1050.00

10yil o‘tib  $1628.89

20 yil o'tib  $2653.30

30 yil o‘tib  $4321.94

s

7 i idagi funksiyalarning
S-misol. Eerilgan koordinatalar bo‘ylclll:m ?:;i:zzi;m 2 qiling:
grafiklarini ch.izing va ular orasidagi munosabat
2!
W »=z @) y=7
Yechimi: .

X

=—=2"" bo‘Igani uchun y=2"

4 3
grafigidan 2 birlik o‘ng tqmomd;x:
Joylashgan bo‘ladi, ya'ni y=
funksiya grafigini 2 birlik o‘ngga
surishdan hosil bo*ladi.

0 . a
1.9. Ratsional va irratsional funksiy

: ngsizlik
9A. Chizigli ratsional funksiya. Oddiy ratsional funksly L
’ . : iyaga aytiladil:
Ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishdagi funkstyag

_8x) ’

7w

bu yerda, g(x) va f(x) ko'phadlar. ishda
Chiziqli ratsional funksiya quyidagi ko‘rin 0

ax+b (ad-be#0, ¢#0)-

y=cx+d

bo*ladi:

ad~be =0 bo‘lganda,
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a b

—=—{=

4 k)=>a=ck, b:dk:;y:M:
c

cx+d
Y =k-0'zgarmas funksiyaga aylanib qoladi.
¢=0 bo‘lganda esa,
y= %x +§ ~chiziqli funksiya hosi] bo‘ladi.
k

¥y =;-ko‘rinishdagi funksiya

k

‘lib, bu holia=0,4=¢
= . funksiyada ik 0'2garuvchj 0°zaro teskari proporsionaldir.
* Bi funksianing ikkita asimptotas; bo‘lib, x = ¢ gorizontal asimptota,
Y = 0 vertikal asimptota hisoblanadi,

* Grafigi giperboladan
IV cho

iborat, £ ning gj atiga qarab ( va I1f yoki II va
raklarda joylashag;, § diymatiga q

/
M

ax+
y=&tb

N m- ko‘rinishdagi funksiya
Funksiyan; quyidagich, *Zgartiramj,.

ax+p

y |ee——

x+d
Unga chiziglj fatsiona| funksiyap;
iz an . it
ihakldan mldagll?fm Xulosg qilishyimi?lgnm‘::ft shakl deb ataladi. Standa
tx -I 1I) a:?srltllka}]asfmptotay = 4 gorizonty asimptotg hisoblanadi
q S0 asnd3a X#p, qitymat]ay Sohasijd, Y #q bo'ladi .
I-misol, . 3%=6 . .
misol, y \x—l fatsiona| funksiyada q
bosgich bajaring:
[ I-bosqich] F unksiy,
[2-bosgich
[Qadam 3]

=

Uyidagilarni bosqichma-
i standart g, .
1 Gorizonta] v, Vertika| :skl 82 aylantiring.

¢ . Otal . .o
0x o'qi va 0y 0'qi bila, kesishis s e oping;
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[4-bosgich] Grafigini chizing.

himi: lea
0 F::lisilyani standart  shaklg
keltiramiz: 3
3x—6_ 3x-3—3 =3—-.——l.
R R x-

(2) Demak standart sha!(lga ko rla

y = 3 gorizontal asupptotas ,i + oladi.

x = 1 esa vertikal asunpt.o‘t;s
& o q0‘y}b, = zn;topamiz.

x = 0 nigo‘yib, ¥ = n e amiz.
(4) Yuqoridagilarga ko‘ra grafikn

Tengsizlik i
2-misol.  Quyidagi tengsizli
Yeching:
3-8 >-x+6.
x ~ 1 . . ‘ra
Yechimi: ]-misolning 'naujaiiilfatrrogan
bizda tengsizlikning cgzl: t‘;!r\ls:ing o
funksiyaning grafigi bor.
3x-6
- i tasini topamiz: R
fiklarining keshishgan nuq o) ert)
s 3x-6 _ L +6=>3x-6=(x )
» =4,
; x(x—-4)= 0:::’c=0,l:eSiShiSh "
Funksiyalar grafigi joylashuvi va
un

o *lamiz:
yechimi hagida quyidagiga ega bo'lam |

y=

va y=_x+6 ¢ funksiya

qtalaridan tengsizlik

3-misol. Tengsizlikni yeching:

f.'ﬂ>x+l~

x-1 x4l1_ 2 11 va

jqamiz: Y= 721 x-1
: Lo‘rib chiqamiz: x
Yechimi: Ikkita funksiyani ko‘rib

:mptotalar moS
rtikal asimp
y=x+1, . ntal va ve
Birinchi funksiya uchun gort
iri z0

ravishda y=1 va x=1 bo‘ladi.
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zj: =xi—1+l funksiya uchun x=-1 bo‘lganda y=0,
Y =x+1 funksiya uchun esa x=-1 da y=0 bo‘ladi.

Ulamning kesishgan nuqtalarini topamiz:

Rt A (x+l)(x—2)=0=> x=-],2

Funksiyalar grafiklari Joylashuvidan beril

X<-lLl<x<

gan tengsizlik yechimi
2

'y

ekanliginj hogi] gilamiz,

9B, Irratsiona] funksiyalay

Irratsionay ﬁmksiyaning qat’iy ta’r . . s i
o ional Y Rl yo'q, chunki by ko‘rinishdag
funksnyalammg Sinfi keng. Irratsional iya deb, jip; ¢ i -
Paytmasi shakiig, yozib bo‘lmaydig?lz fl‘lhnks el i Ko D
Iidizda 0‘zgaruych;

i alarni ty
V] l]arni 0¢ Ty

shunushimiz mumkin.
oladi,

. . . s nal
ksiyaga miso| bo‘la funksiya jrratsiona
Misol,
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bering: . .
(le)n;’lg‘ V2-x vay=-x ++2 funksiyalarning
grafiklarini chizig; i3

(2) Tenglamani yeching: V2 - —> A
(3) Tengsizlikni veching: V2 - 2

y= Jax ko‘rinishdagi funksiya

iglanish sohasi2 0
Aniqlanish sohasi x<0 %r:;?!lgrtlll:? S0
Qiymatlar sohasi yz20

Jax+b +¢ ko‘rinishdagi funksiya
bt quyidagi “ladi:
Standart ko*rinishi quyidagicha bo

y=Jax+b+qg= .V=\/;(_;_-‘;5+q

-

U.';;l’

Tenglama va tengsizlik

javob
4-misol. Quyidagi savollarga J

i lari
Yechimi: (1) Ulaming grafik

S0t 171 ‘ladl'.
Parabolaning qismi va to‘g"ri chiziq bo

) \/r==—x+x/5=>2—x=(—x+\/§) =

- ) =2ﬁ-—l.
:>x(x—2\f2 +])=0=>x, =0, v,
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Grafikdan ko‘rinadikij(2 0 ),
x=0 bo*tadi.

(3) (1) va (2) dan
bo‘lamiz: 0<x <2,

S-misol. Tengsizlikni
Vr+2> x.

Yechimi:  Tkkita funksiyani
qaraymiz: y = \/x+2 va y=x,
y=vx+2 funksiya

Teskari funksiya
. ioa kiruvchi
ildi . iqlanish sohasiga kiruvc
ildiz faqat Teskari funksiyaning ta’rifi  Agar arixeci‘ liklac bajarilsa, £(x) va
idagi barcha x lar uchun f(g(x))=x va g(f,(x))=? ala_rgdeyiladi-
quyidagiga ega g(x) funksiyalar bir-biriga o‘zaro teskari ﬁ;n:::l);(siyaiaf shunday xususiyatga
‘zaro teskari bo‘lgan f(x) va glx) funks hasi bilan ustma
ki (l)aiﬁ?mge;\iqlanisb sohasi “‘ki“""‘s“’.‘mgsf;,y:liial:;? funksiyalaring
35? n’lshadi va aksincha. Bunqan tashqal'l :trik.
grafiklari y = x to‘g‘ri chizigqa nisbatan simm

yeching:

o ‘?
figi Teskari funksiya qanday topiladi
graiigi
A . =f0)-
Parabolaning gismi bo* i 1. O*zgaruvehilar almashiiiladi = £ x)’ T:e:gl a{;‘ (:; oy topilad):
¥=0=y=12 vy Y=0=3x=2 bo‘ladi. 2: O*zgaruvchilar qayta almashtiriladi Ga'nd
YEN¥+2 va y=x funksiyalarning 0'zaro kesishish nuqtalarini ¥=/0) > y=gk). . ing qiymatlar sohasi bilan bir
fopamiz; 3. g(x) ning aniqlanish sohasi f(x)ning q
VE2sxmyy0o PN xilligini tekshirish kerak. T~
:(x+l)(x‘2)=0=>xl=—l, X, =2, "':':.i.‘."f" N g
gaClat x=2 bu. shartnj qanoatlantiradj_ 5 wiren
rafkdan ko'rinagi tengsizlik yechimi, - < y < 2 bo‘ladi. 2l
dvining R =22
1.10, Teskari funksiya qivinattar sehasi m} o {,' ,"“ cvel)
10A Teskayj funks; T A
8. Ko‘rsatkichy funksiya yq logaritmik funksiya o I X
Misol, Ughiy, _ 1 .
. y‘f(x)=3" +1funksiyan qaraylik, Teskari funksiya * gmuwng
va y nj almashtirish orqali topilad; 1 sniglaush soliast
) X=3y+| bundan €sa y=g(y’)=21‘2
) hunki,
Parabola Lksivaga teskari funksiya mavjud emas C
1. Quyidagi y=x* funksiyag
L5= 1 funksiya emas,
4 T 15
. " | RS
eskarj 8(x)funksiyq fMni1g, Qaytarag; 57
56
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y[ o 1 2 V32

b) Ularga x = y ga nisbatan simmetrik nuqtalarni olamié,' ya’ni ularni

qiymatlarini almashtiramiz

x| 0o 1 V2 V3 2
-2

2-misol. 1) Ushbu y= _15 (x=0) funksiyani tasvirlang.
x+

2) y =x simmetrik akslantirish yordamida teskari funksiyani

tasvirlang.
3) Teskari funksiya aniglanish sohasini toping.
4) x va y ni o‘mini almashtirib teskari funksiyani toping.

logarifim; ichli funs;
ik funksj 2 y=a"
@t Ya deyilagi (a>0, a% . o A 0 ok )
2 ) , di va ushbu y = |, g x kO)‘ ‘f".lg teskari fuksiyasi . Yechimi: 1) Funksiyani quyidagicha almashtiramiz y=1_;+_2 va
// @ X0'Tinishda yoziladi: uning 2g)raﬁgini chizamiz
Uning grafigiga simmetrik qilib grafik yasaymiz
Aniglanish gohasi 0 x<1, giymatlar

3) Grafikden foydalanib topamiz:

ani kordinata sohasi y>0.

59




—

' . . RPN J
4) Berilgan funksiyadan x va Y ni o'mini almashtiriramiz = 12

bundan esa y=ﬂ .
x~1

10B. Zanjir chiziq. Giperbolik funksiya

Zanjir chizig- by giperbolik kosinusning grafigi
§ ‘ L . 4
i 3 103 .2 e
H ; I Y vala
% { A ¢ par3tok
z'-, 2 '\‘ : : ,"
3 7 \d
] 4 [\ / : N
s, 5 (\ : LY e -
%, ; X PR R
"-:.

,,,,,,, \ /1' Tanju wBirig
Zani&rchi?iq o ..;._,.;). RS
Giperbolik funksiyalar

X -~X
e —-—
.s-hx: €

i ' i : ishining
b’“.]ami"gkO‘PChilikxol mg"‘;‘s’me‘“k. nomlar bilan atalis
Tngoqometrik funkg

. hsashdir. Masalan
Sinx n e

Ipc:co\sx, cos’x+sin2x=l, lirgixa 1

Giperbolik funksiya o
Shx

thx=£, ch’x-sh2x=l, Iy 1

Quyida giperboliy, gy | e

ﬁlnksnyq g grafiklari keltirilgan,

E

i h
Ikki parametrli ifodalarni tagqoslas!
- 1 t) ) )
l.  (x,y)=(cost, sin o + boclamiz
i yo‘qotib, bi idaginga eg;
Parametrni yo‘qotib, biz quy agxz +y2 i
Bu esa aylanani ifodalaydi:

2. (x,y)=(cht, sht) ) L4 on ega botlamiz
Old(i:g}i)zlynfyatdan foydalanib biz quyld_agmga ®

-y =1
Bu esa giperbolani ifodalaydi:

v N
y H

idagi losalar ga ke
i ¢ anilganlarga asoslanib quylda:,l XU
Yuqonda org

- furiktsiyalar
s . s erbOIlkf“nkts
> g‘l:lt:(:lnagl o*xshashlikka asoslanib, ulamni gIP

akli

d ilaridan
> : shqa belgi
eymiz. . lanib, biz shxVa bo
Xarakterdagi o*xshashlikka asos

i ini isbotlang
foydalanamiz. - 1o'shish formulasini isbo
3-misol. Quyidagi qghsg:ihv)  chrchy + shxshy.-

Yechimi:

x _ 7% e" __e'." =
e +e” fy_if-_y.] + (_e___z_f;’__ ](T)
chix+ ) =( 5 2

e )"

i ’e"—exe-y
- “x,"Y \+—[€
=l(e"e’+e"e""+e e ree ) 4(
4
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- %(eﬂy +e“"y) = Ch(x + y) )

4-misol. Quyidagi formulalarni isbotlang
1) ch®x—sh*x =1
2; sh(x+y)= shxchy + chxshy.

Yechimi: \ )
X +e—: el __e-x -
1) chzx—shzx=(e7] -(T) =

=Z(e2‘+2+e'2')—:11-(e2‘ —2+e‘2")=l.

e -\ gy oo e* +e"’) e’ —e"’)

Sl | —— |+ e

2) shix +y) [ 5 ][ > ) [

=l(e’e’ +e¥e-)' _e-Xe}'_e-le~y)+_(etey _ere-y +e-xey _e-re—y) =
4 : 4

e ~e™ )= shix+ »).
2

111, Logarifm vg o

11A. Sonning logarifmj, Logarifmp; afza

=qf berilgan bo‘Isin,
Ta’rif,

Sonining q ggosj; logarifini deb, b
@ asosni ko ‘tapigy, kerak py Igan
Yoziladi

uli logarifm
Niklari. Logarifin xossalari

u sonni hosil gilish uﬂ‘"f;;:;
P dar ajaga dliladi vg quyidagic

P=log M.

qilib aytganda, P ning qiymatij

22a ko‘tarish kerak?” 4
¥

Boshqacha
ni ganday daraj

“Mni hosil gilish uchun @
°8an savolga javobdir,

v

Misol uchun, x=100000 log,,x=5

i tta o‘Ichamdagi
fmik o‘Ichov turli xil tafsilotla(rrbllan ka
o radi.
) :I‘i(;'gr::tlami ifodalashda yordefn be

Snn
il

R3S

| S SINE

Loagni

Logarifm xossalari

) log, MN =1og, M +log, N
2) log, % =log, M ~log, N
3) log, M* = 4 log, M b xossas
1-misol. Yugqoridagi 1) Ko ,?aytll;; L bo
Yechimi: Aytaylik M =a” va
T=log N,

' iz M-N=a
Ularnj ko‘paytmasini hisoblaymiz
Shuning uchun,

ini isbotlang. _ M,
‘lin. U holda p=10E,

g
P.aq=ap+ :

N.
log MN = |0ga M+ ‘oga
Maxsyg qiymatlar d=a - log,a=1
a=1 - log,1=0

1__.
- IOgaa

=l, Y a
log"W”Oga M-log,N. M N



log, M* =klog_ M, k=l, log,(/—ﬁ:llog,,M-
‘ n
2-misol. qa(]

: _ n .
), b(*1), c(1) musbat haqiqiy sonlar uchun quyidagi
formulani isbotlang

lOgnb=M.

log.a .
Yechimi: p = log, b bo'lsin, y holda b = a” o*inli bo*ladi. Tenglikni
ikki tomonin; €as0sga ko‘ra logariﬁmasak, biz quyidaginga ega bo*lamiz
. E.P=log.a’, Iog p=plog a
a+] dabiz log_ax 0 ekanliginj ko rishimiz mumkin, Shuning uchun
log_ %
p=—=_
) log_a
miso], Quyidagj tenglamalarpj Yechin
08, x=3 ogz(x+3)+log (2x-1)=2
Yechimi: 1) LOgal’ifmning bevosita ta’rifidan topsak x =2’ =8 i
2 i iga ko*
) Aniqlanish sohasiga ko'ra x 435 V2 2x~1>0. Shuning uchun x > =
So‘ngra logarifinp;

quyidagilamnj bajaramiz
logz (x +3)(2 -1 — Ing 4
x+3)(2x-l)~4, 22 +5c-7_ ¢
(x-l)(2x+7) 0 -1 x=~z
*>> Skanligiday b, berilgan tenglamap; Yechimi x ‘2

Misol, Quyidag; tengsizlikn; Yeching
o log, x < 3

Yechimi; Ushby log, x <3 2

bo‘lamiz, y=] .

log 23
og x fu nksi . 2.
qilamiz, ? Yaning grafigiq

=log, 8 tengsizlikka ega '
Wbz 0<x<g ekanligini hosil

Smizol. Quyidagioen! qile;_L;ti“i - biz quyidagiga
10 . da biz
1) log, 125 N B-z)ll:ggmlzs - p deb belgilaylik. U holda
Yechimi: 1Z 108;
ega bo‘lamiz sp=125=5, p=3-

2310, 10=2
2) log,, 10v10 = log, 10 = 'Z’k’glo ' 2
6-misol. Quyidagi amallarrl b::\.’llailrll(%g3 6 |
i logl°2+logl05 ? o8 lo (2-5):10810“):
Yechimi: 1) log,, 2 +10g,, 5 = 10810
LI 1 =log, 37 =—2-
2) log, 7 -log, 63=log3—6—5— &% . |
i idagi amallni bajaring 4
Fmisel. D Quyma%;oa;n 9 +log, 3)(log; 2+ log, 4)

ey . o lamani yeching _
?) Quyidagi logarifinik ﬁg, x+log,(x~ 7)=3

10g24 ‘=

log, 3 ngz_?_er)
log, 4)=| 102:9 %70, % | log,3 108

1) (h’)g29+log4 3)(log3 2+log, 2

2 _s
5 ———=
2 __.__.]og3 3 '
log, 3 __L_+—-——-§) 5 %527 log,3
=(210g23+-—i—' log,3 2log

. - aniglanish sohasi
2) log, x + log, (x - 7) = 3 tenglamaning anid

X~7>0 dan x> 7 ekanligini topamiz.
So‘ngra ,
log, x(x-7)=log, 2",

i idan
bundan, x=—{ va x =8. Aniglanish sohas
topamiz,

Yechimi:

-8=0
=8 (x+Dlx ligini
xx=7)= 8’fo}’(dalanib x =8 ekanlie



11B. Maxsus logarifm. O¢nlj logarifm
i ifmi iyalar
Tuirli ko‘rsatkichyj funksiyalar Turli logarifmik funksiya

. aysi
Yugorida bir necha logarifimik funksiyajar grafiklari keltirilgan. Ulardan q
birinj ishlatamiz9 s himiz
Biz 0'nlj kagrnj yggh; bilamiz, yani ixtiyoriy sonni yoyis

mumkin, Mmasalap,
Suing uchuy | 2356=2-10’+3-102+5-10+6. foni

18 uchun logyy Xossalaripj g4 i arifmni
Kiritgy arifim arini €’tiborga oip maxsus logar
O¢nij logarify,
a= 10, y = loglo x

. yoki y= ]g x
L8 dlmfa yg g
Naturaj |, rifm uhandisjii

; e s jud.
il Sohalarid, 90*lanilishi mavj
a;e;Z.?l&.., =log, & yoki - 3 jny
U y=Iny ko‘rinishda Yozilag;
: ]Bsu liof Matemay 90" llanjjaq;
U keyincha) i i
o (51,ganf Nsiyallash darsidy tushuntiriladi
a=
y=]
Bu kompyyge fanidaq ‘lanilag e

S 7% uchup ,
> Ixuyony M= a-1¢” a
topiladj

] cvichd
sn<lg Uchup, quyidagi formula bo‘yi€

10&0 M~ logm (Q 10")

=n+log a.
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O*nli logarifm jadvali

7 8 g i
3 G SR 155
3 S T T
531 0264 ¢ & ez
o | i s o
A 1 5 et a7 1168
e | oot | 1o gl e
. .{»&:.; ‘i,;:;s Rk .L;;" o
R R 1572 3760 H X
s RS o S
km.i ;f;i‘ Jund L1087 1 2
1663 § 184

1
. H S
Uik LIRIN

¢
s

B g | RIS
¢ | oens | 0509 ¢ UBL s
) a7yh | 988U g .f}b!j') piei 985»9) o .
R Pgras o gvnt o9 9%15 | 9R30 ¢ ’ josed oo |
b | Ead Bt sgi | 9304 1 0509 gy48 | .9U52
BRI i d gadt | OR86 -0?-;1 P 4039 Ags}f:j _“{’ql | e |
-’3;726 o 'QJM;; goa3 | 9087 : SUIL ¢
P i "" L ae {}
{anon | note | 097

as i o012 * obs! % | ), R
0.9 1 3056 gsst ¢ Quba ali logﬁl’iﬁninl toping
SIS S - ; sonlami“g o'nl 100.
8-misol. Quyidag 0.01, 0.1, 1, 10, oimnt
R 2 =-2, log,0.1=
0" =-2,
. 0l=log,1 =2 .
Yechimi: log,, 0. 0= o ioping.
) =0 lloo|010= L, logw ing o‘nli logarifmni top
log,,1=0, ‘ﬁ:ik jadvaldan 11910 n 40755
9-misol. Logari 0755=4.0729,
N =4+0. .
Yechlmli (l 191-1 04) ~4+10g, L19 gi tenglikdan
log,, 11910 = 08w !

ida
ini toping. Bunda quy#
1. 6* ning raqamlari sonini toping

10-misol. n

f")’dalaning

1
3= 0.477 .
=0.3010, logy dan o°nl
log,, 2=0. ikkala tormon
. izval
: % deb belgilaymiz
Yechimi: N = 6> de
l . 3 . iz. 3 =
oganﬁ?:; t(;\;;ainlog 6% =25(loglo 2 +log, ) .
104V = 10 sa 65 ni
=25(0.3010+0.4771) = 19.4525. hun 10° < N <10%.Bue
2 H chu
Uholda N = 19452 Shuning uc )
Taqamlari sonj 20 ekanligini bildiradi

idari N ni
Logarifmning amm“z log, M +108,.
Biz ko‘paytirish qoidasiga ko'ra, l0g,

s i mkm' I 'adval
irishimiz mu: itmik j
itishni ‘shish bilan almashtiris berilgan. Loga{
aytirishni oson qo S‘;‘]Sl y=9663189 lar
{1-misol. x =123 » Y=

 aivmatini toping.
Yordamida yy ning tagribiy qiymatint fop 5 5 +10g,1-23
Yechimi: log,,1.231 11+log, 10 ~106 ~6+10g,o9.66
=" -10° X =108 t- ~
Tf ;j;; l]8‘l)0l,06 logll:g y = log,, 9.663189 +10810
K=Y, . ’ 10
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' =0.9850
Jadvaldan log,,1.23=0.0899, log,,9.66 = 0.98
Shuning uchun

9.66 +6) ~
log,y xy=log,; x+log,, y ~(log,, 1.23 + 5)+ (log,!,, (l N 10]2)
5“(’)899+6 9850%12+0.749 %12 +log,, 1.19 = log,, (1.
R, B
Demak, xy~1.19-10%

Logarifmik lineyka
T Logly) weeeen

Stavka bilan } milljon yenni bankda
Saqlaganimizda, 5 yilgan keyi

: ldan
" qancha pul olishimiz mumkin? Jadva

¥=1000000.1 ¢s3
log,y=6+ log,,1.05°
Jadvaldag 0.106 ~ l°gxo

log y %6+ 10g

4
0l28=log, (1 28-10°) = log,, (128-10°)
Taxminag 1.28 milijon Yenanj olishimi, Mumkip,
Aniq Qiymat 1000009 . 1.05° < 1276281 S5
~miso

I log, 2= 0.3010 3=0.4771 berilgan.

Yechimj:

=6+5]o

6
0.10
8101.05=6+5.0.0212=6+
1.28.Uholda

10 va log,,
Quyidagilarpj qiymatip; toping

| 1) log, 125 2) log, 5
Yechimj.

e =308,5 3105, (10/2) -
=3(l-logw 2)= 3.1

-0.3010) =2.0970

68

-0.3010 2
log,, 5 _1-log,2 _ _1—0—2361-(_)_ ~2.3
2) logz 5= 'ogm 2 = lOglo 2 .

‘rinli
Ixtiyoriy uchburchak uchun o'r
boigan xossglar )
1) Z4+ 4B+ /C =180 b (f
2) a<b+c, b<a+c, ¢ e gilar ) _
Ixtiyoriy uchburchakni quyi
boyicha aniglash mum‘}'nfz:ha.
1) Uch tomon bo‘yicha; ishgan
2) Ikki tomon va ularga yop
burchak bo‘yicha; -
3) lkul:ibichki burchak va yopishg
tomon bo‘yicha;

s

r
O'xshash va teng uchburchakla

[TRNCNIY

4
Ny AN
h £ \ ; .
AN , S -
: > ! A
BEH . \
A
h
] @ .
) (,‘ arunas hi
i -qars!
' otthiv Sl arama q
o Sinuslar teqremau tomonga h(:m bir xil
Uchb hak  tomoni uzunligining
Chburg
burct,

69



Sinuslar teoremasi isbot; ' ‘\ R
L. Uchburchakning burchaklari o‘tkir bo‘lgan hol. : ;': o ":\:\‘-\ ;
Uchburchakka tashqi  aylana chizamiz.  Ushbu R RN
aylananing diametri Bp g2 teng bo‘lsin. Bitta vatarga
tiralgan burchakiar tengligidan, biz p - 4, <BCD =90°
ega bo*

a=2RsinD=2RsinA
. Shunga o‘xshash p = 2RsinB, ¢ = 2
quyidagi tenglikkq €ga bo‘lamiz
a b c
SIn4d  sip B sinC
uchun g =

 a=2Rsin4 tep
mal’kaZldan O‘tgan B

iz
RsinC. Hosil gilinganlardan bi

I-misol. 45 ggo L
Yechimi: Bj, 0 glikni isbotlang.

D chizigni chizamiz:

< ks ABCD topp
burch, Sahbe . .
<BCD=gpo va dy :ll(g()){‘l’an:ta ichki chlleganligi uchun
Shuning uchup 8 teng.

a=2Rsi
burchggors - 2 ~4)=2Rsin 4.
topish mﬁmk‘l b,“':Chagi Va bir tomonj berilganida.
Uchburchgy o '8 Bagida migoy Keltirilgan.
urchakd, L4 =450 ZB = 60° =10
Yech: € tomonfam; topin ’ N vaas

echimi: /o £

D=2Rsin(1gge

=75°, Sinuslar teoremasidan
TT—= (4
Har bir o . . Singse m= P
5 tmatin sz
Sin4se ﬁ ' 3 YMmiz
2° s"'6°°=?, Sin 750 _

b:S\/E

Sin(30° + 450) Yo +V2
4

’ c=5(\/§+1)_
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i i" bilsak, oxirgi
kki tomon va ular orasidagidan fargli burchakni
Agar "i omon Vv
i aniqlay olmaymiz. .
tomongiuz“;::k yAA va a,b tomonlar berilgan

ABC yoki AB'C shaklida bo‘lishi mumkin:

bo‘Isin. Lekin bu ucburchak

A B B
et i aniglanmaydi.
Ya'ni uchinchi tomon bir qiymatli aml;ll:nlz yAC
3-misol. ABC uchburchakdahak LB,va .
aylana radiusi R =12 ga teng. Burc K ashai chi
Yechimi: Sinuslar teoremasl
b°g‘langan formuladan

=135° va tashqi chizilgan

onlami toping.
t(.)z?I‘gan aylanani radiusiga

a 12 ¢ _24

= . o
sind sinB sinl35

Shuning uchun g 25
sinB—l — /B=30°, c=24sin135°=
2

asi ,
sinuslar teorem .
12B Ko purchakni

. ida
moni va ular orasidag kin ekan. U

Agar biz uchburchakning ikkita to monni topishimiz mum

tlsak, bu burchakka qal'M?-anShf to
Quyidagi tengliklar bilan aniqlanadi.
Kosinuslar teoremasi
@ = 4c? _2pccos A,
=gt +c?~2accos B
¢ =a’+ 5 _2abcosC

. nea
Boshqa tomondan esa biz uch 10:',?1. 5
°°ra burchaklarni topishimiz mumkin:

- 2 2
2 2 2 2 -b
- a +c
cosgfrei-a o ard b

2be 2ac

2 2 2
2ub
71



Kosinuslar teoremasi isboti

\\‘ . // f {: // l); 5
( I; ..................... i, . o - ,_"v_w___m“:,,,,. - 'l
e ! { i
A nugtadan BC tomonga b . . ) i
belgilaymiz, 182 balandlik tushuramiz va by nugtani H org
a=CH+BH = (1)
Shunga o*xshash bcosC +ccos B
b=CCOSA+acoSC g;
. ¢=acos B + bCOS A
Agar (2)xp - 4 : o
bo‘l:niz( ) +(3)xe Dxa kap; amalni bajarsak biz quyidagiga €8
2, 2
4 ot “a=decosd = gy +¢? ~2bccos 4.
misol. ABC uchburchajq o ar
i a b= - —60°1a
berilgan, @ tomon va byrepg) 4B, /C | arzn’i tC = 1443 va 24
Yechimi: Kosinusay teoremasidan oping.
=2-2 1+-\/§ Co! o __ _
Sinuslar teoremasiday, ( ) 560°=6 = 5=./6
2
Sin60s - o sing . |
Z a=./¢ >h= 24
= an
< ‘5‘}3: v? <C= 180°~ éBf 4451 2765(1 ® olamiz, Shuning uchun,
isol, =
tepasidan qarggn:, 5 MUGtalar orasig P

. animizg 381 masofa 2 km. Tog'ning
tog cho‘qqis; p i aAéPAB=75°’ ZPBA=60°  Bund ai tashqari
TOEning balangligi gors, ) MGtadan sy {30 © ga teng
ligi 9ancha? arilish burchagi 30 ° ga

2

Yechimi: .Z4PB = 180.?— 75° —60° = 45°. Sinuslar teoremasidan
chimi: =

AP 2 = AP:«/%.

Sin60° _ sin45° \poani uchun,
Uchburchak APH to‘g‘ri uchburchakli bo‘lgant uc

6
PH = APsin30°=—- km
ivalarning tadbigi
k funksny:i. Geron formulasi.
n aylana

1.13. Trigonometl:i -
13A Uchburchaklarning y Il ey
Tashgqi chizilgan aylana. Ichki chizilga

5

Uchburchakning y!lzas.i . \
Berilgan ikki tomon va ular orasidagi burchakk N
ko‘ra !:, .
] i R N
§ = >besind = L casinB = L absinC :
2 2 2

Isbot.
Ong tomonda ko' rsatilgan belgilasma“,‘afl .
f0)/d'al'c1nga11 holda uchburchak balandligini
topamigz,
h=csing (00 < g <90 ) yoki
h=csinqg0 - gy - csinp ©0° < B<180°)
U holda

ah=-acsinB

1
2
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Geron formulasi
1-misol. Uch

burchak yuzasi uchun
quyidagi formulanj isbotlang

S=,/s(s—a)(:-b)(s-c) bu erda s=%(a+b+c) . \\
Yechimi: Kosinusar teoremasidan S ANy
2 . st &
cosa= bt -a? ST
2be -
Unga asosan

2be

Bu qiymatn; Yuzani hisobjasp, formulasiga qo'ysak
S=5bc8inA=% W~ bt iy

=3 {%c—(b’+c=-a')}{2bc+(b’+c‘—a’)} =

. Taghg; chizilgap 5 /’\\
- ylana N
2-migy), Quyldagl forn;ulani isbotlang : ) \‘
§< 8¢ ‘
. 4R
b acuchburchakning tomon|ay Resa
Yo Aylana rading;, ,

Chimi: Sin,, arteoremasidan

qQ
=2
Bu yerdan Sing B )

S=‘chinA=_bci= abe

2 'i"C:rs

74

i ir masalalar
13B Fazoviy jismlarga doir masalalar =

A
. R =
To‘g'ri parallelepiped ié._____w—": __;7
. 3 ‘rl . . i3 AT e
4-misol. ABCD-EFGH to'g 1 i ’
parallelepipedda ACF uchburchakning yuzasin | A /
toping.

(1) Kosinuslar teoremasidan fqualanlng
(2) Geron formulasidan foydalaning o oro s AP AC 1
Yechimi: (1) Pifagor teoremasidan

9

. g=—

: . 2 2_2.4,50050 .. COS' 20
Kosinuslar teoremasidan 23=4+5

——  J319
Shunda sipg - Vi-cos’6 = 0

X227 gateng bo‘ladi.
2
(231
@) -V=-;-(S+4+ﬁ§)=%(9+ﬁ§) .'.s—CF=-2'(m )
1
“‘AF=%(1+J2—3) s—AC='2‘(9"/?3)

W19
=\ L e ) -

i i chizi
Konus sirtidagi eng qisqa egri chiziq

V319
Yuzaesa 5= %5-45in0=

AN
S FARAY
ilan berilgan: f R
S-misol. Konus quyidagi O‘IChmlm_b;:)a;' OC =10cm .
nig diametri 4B = 20ex , yasovcf‘ll OBl;i eng qisqa egri (“”/ :
OnUs sirtidagi 4C jkki nugtani bog*love o
Chizig UzZunligini toping,

Asgg

. /’?
1 ini 1Z ~
Sektor burchagin; quyidagi nisbatlardan top L7
0 _2% . geer X
360° 2730

~700
2.10-30c0s60° =7
Kosinus}ay teorerasidan x? =10? +30% ~2-10-30¢

De Ak, x- 1047 & 26 5¢4

j piramida
Sfera va muntazam to‘rtb"':ch-:akr::igaga ichx .°h’zf;§
6-migso) Sfera muntazam tO‘Ytb“r‘fh?kh P! i 5 ga tengligt M3
3fera adiusining uzunliga nimaga teng?
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Yechimi: Asosdagi kv;@m& w:m;:m 2 *i?vcz;i‘
pinmidaning  von yog'ini iyom' f’:}:wa;i‘) ;
uchburchakning balandligi {piraaz;;‘iaxlnxg q;o ;Y mas o‘;;
pa ieng. Piramidaniug gizil bilag elgtlangm
kesintining balandiigi

e ........:.

=52 =26 LN

“\__.'

gateng. Uchbugeh

Sapgu ¥ e

Sfera vg uchby rchakli Y0'8'ri prizma
7-mise}, Ste

ichki chizilgan, pyy £t burchaili teng

yonii achburchak

) slera radénsining Wzunl

(2) sfera sigt; ¥Wzasining gj

) shaming hajmi nimg

‘echimi;

£: ganday?
Vinati

timaga teng?
84 teng?®
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2P uchburchaky 0'gn Prizmaga S
Znwning aygyi o'e

. . ::.:v ' \.;mli?-
-misoldagt formuladan !.)ldaim.

1.14. Grafik va tenglamalar

i ishatda
i berilgan nis
idagi masofa. K«':s.m;:.l
g mata oral:)o‘lisll.To‘g‘ri chizig

Masofa formulasi ugalar
Agar ikkita A(x,,v,) va B%;.}’iz o
berilgan bo‘lsa, _ular Oll':Sdll g
quyidagi formula bilan topi

2
AB:J(_VZ -x) +(.-y,)

, bolish ho
i biror nisbatda bo'l
larni biror Jean bo*Isin.
. larda kesma lar berilgan ¥ ta.
Ko'p geometrik masala ) va B(xp”’""qu;,qi bo‘luvehi nud
Uchraydi, Bizga ikkita A(xil».y- ugta. Tas
Ichki bo‘luvchi n q

ay

an foydalansak

e alarid
Uchburchaklaming o*xshashligi form

(-m) =T
) (x, - x) (x—x'))"((;—x;z)”' ‘"
X~x, X=x)=mn -n):
Y tengliklardan x va y ni top x= 7;; "
x:m y=_:"y,';l_.j;«-‘ luzoqlikda
m+n xi
Y= \ny| +my, 24) nuqtalardan bir
m+pn B(
. s -13) va
Ymisol. X o*qida A
Ioylashgay ¢ nugtani toping.
77




Yechimi: C Rugtaning koordinatalari (x.0) bo‘lsin. U : o
masofalar tengligiga asosan : ;

VG+1) +0-3) = J(x-2) + (0-4y

Ikkala tomonni kvadratga oshirsak G+1 +9=(x=2) +16 va
5

X==

CE
3

holda

To‘gtri chiziq
To‘g'ri chiziq tenglamasining turli ko*rinishlari bor bo‘lib,
. ax+by+c=0 ¢ har
82 to'g’ri chiziqning umumiy tenglamas; deyiladi. Birinchi darajali ~hri
qanday - ax+by+c=0 tenglama Dekart koordinatalar sistemasida 108
chizigning tenglamasidir,

Boshqa ko‘rinishlari

(1)Berilga_n m!qtédan_psmvchi va berilgan burchak Koeffisientli ko rinishi

L

-

g(,\;, (181 /417
/(/ H
erilgan nugty (o ‘ \ ‘g'ri
= \y‘yl :}
xhx y—yl_m(x_r)
2)B ,
) é‘;mlm'(cgjil)f knu t::;xentl: beri[gan ordinatal; ko‘rinishi s
uchup esuvchj vz 4, burchak koeffisientl; to'g'ri chizi
~Y~n
) . " 30 S ye=ms n

) nu [§ - .l 'zi
kﬂefﬁsiyentl- to Gtadan o*tuvchi o g‘ri chiziq

tenglamadan topamiz
y“}' = yz _yl
1 \(x“
Xz_xl *

chunkj burchak koefﬁtsien

Agal‘ OXil'gi te
fi=x, bO‘lsa

ti m= Q
*a=-x,
nglam o

s X = x

v, =y, bo‘lsa ¥ = y, (gorizontal to‘g'ri ch:;nq). ‘
J2TN X
kabi tenglamalar hosil bo*ladi.

“tuvchi to‘g’ri chiziq
2-misol. lIkkita (4.0) va (0,-3) nugtadan o‘tuvc
-misol. .
tenglamasini tuzing.

Yechimi: Yugorida keltirilgan tenglamadan ‘ %
-3-0, T
foydalanamiz y-0= 0_2 (x-4)
PR S HORRY
Shunda 3x-4y=12 yoki ) ;

masini keltiramiZ.

. i tengla . in
Endi to‘gri chizigning kesmalardagi b-kesma ajratsa uning

. R , Y o‘qidan
Agar to‘gri chiziq X o‘qidan @ kesnTax o
tenglamasi -+
i chiziqgda shu
¢ . to‘ 1 ChlZlq ) .
" lad;. isol. Uchta A(-LD. B3.a).C@+37) “"q-tal:; II tf‘rgri chiziqning
-misol. Uchta A(-LD.BG.a). N
ketma-k:;iskda joylashgan. a ning qlymatini
tenglamasini quydagicha toping: Lo va nug
1y %englaman(% Jy = 1fx+n ko‘rinishda qidiring v .
Joylashish shartin toping} b amn qiymatlal'ini toping; .
Shu shartni qanoatlantiruvchi a,7, itanlang. e
3) Misolga to‘g'ri keladigan .Q{Y'E“tl;rg' pugtalardan o‘tgantigi ¢
Yechimi: 1)To*g'ri chiziq 4, f

=-m+n

alar bir to‘gri chizigda

. . 1 = 3m +n
to'gri chiziq tenglamasiga qo'ymiz ; =m(a+3)+n . a=4m+l
inchini  ayifib ¢ ma+4)

. dan bir j
2) Ikkinchi va uchinchi tenglamalar Yam-3)=0 g8 kelamiz

. : vechib (m+2

tenglamalarni hosil hosil qilamiz. Ularni ¥ 3,7

'_7,—-1). 4’ ’4 h. . vob to‘g‘ri
jkkinchi ja

qat ikk Jamiz.

. =(-2
¥a uchala parametrlarni topamiz (ma,n)=(

. ‘ladi. Fa
3) Nugtalar ketma-ketligi sababli a+3>3b0

iga ega bo
saning kabi tenglamasigd
keladi Vaa=4 —gt.*.z to‘gri chiziqning abl
? a=4 y= 4. 3
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14B Parallel to‘g‘ri chiziglar. Perpendikulyar
to‘g‘ri chiziqlar. Simmetriya
To‘gri chiziggacha bo‘lgan masofa

‘ = +3 S AR
y=mx+n N
Y=myx+n,

< im

Berilgan ikki to“gri chiziglar uchun L
paralellik shayti m=m,

[ERERA

Berilgan ikki to* 8°ri chiziglar uchug
Perpendikulyarlik sharti My =~ L
Ishot; e ™
MBC: AR+ BCt _ ym 0 Y o
A4BD: AB’=BD2+AD’=]+m; (i) :
ABCD: B'Cz = l+(— 2 iti)

Bu uchta tenglikdan

l+m, +lt (~m,)? =(m, ~m ) omymy = Yooy

Simmetriya ik
Y =2%+S 10gri chizigqa nisbatan simm

. rriadd
O‘g‘ri ChIZlq ben]gan to‘g‘n chllqu

20

X

To‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

. . . ha
=oto‘g‘ri chiziqqac
5-misol. Koordinatalar boshidan ax+by+c=010'8
bo‘Igan masofani toping. .
Yechimi: To*g'ri chiziq tenlamas!
olamiz, . 2 eng ¥
Shu to*g ri chiziqdagi koordinatalar boshig
tanlaymiz. .
Shunda ax + by, +¢=0 (i) tutvarbo
O4 kesma to*g'ri chiziqqa perpendikuly

a_._¢ ko‘rinishida yozib
y= —;x )

aqin A(x,)nuqtant

L ax e B

‘]gani uchun

S -
LLEAL G

(_%).[&)rn G

h ¢ -bc_ kelib
-a =T
() va (i) tenglamalardan x, = = N ah
iy lc|__ ga teng .
—— [ e . . ing.
Masofa esa 4 - Ve +yi = et ga g qadamar bilan toping
i ing yuzasini quy
6-misol. Uchburchakqmg a siljiting va P e
1) Uchburchakni bir birlik chapg

i i i aniglang;
yangi koordinatalarni aniqlang uzun
) S-misolni go‘llab AH kesmaning
toping; N
3) BC tomonning uzunligini toping;
4) Uchburchak yuzasini toping.

ligini

‘..A.C..(L‘.‘)v:,
i i 4(0,0).B65.)
Yechimi: Nugtalarning yangi koordinatalar
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x Cu

N
: f B
-

| 4
we: Bagmr L e

Al

1) BCni i -4
) BC ning tenglamasi y-4=a(x-1) S3x+4y-19=0

2) 5-misolni qo‘llab Al ning uzunliginj topamiz, 4= _1=191 _19

. . J52—+_4:‘ ] S |
3) Ikki nugta orasidagi magofani topsak Bc = \f(5 1 +(1-4) =5.
4) Uchburchak Yuzasiesa 5= 1-2-5 =19 bo‘ladi
) 25 2 :
7-misol. (4,0) va 0,-3) nuqtalard

tuzing, an o'tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini
Yechimi: Y'quﬁda keltiri

-3-0 eltmlgan tengl —n
0 (- 4) semdamy-0= .,
Shunda 3x—- 4y =12 yoki o [T

XLy j

s 3=1

L1S. Grafi vy ¢
nglamalay

hosil bo‘ladi, yp " '::
det a1 §2 aylananing kanonik tenglamas; 4
Soddalashtirishlardan so‘ng :

2 -2arey “2yiatipg,a T

l 2
x+~) Hyse 2 ’ Lam ~4n
£2 umumj 2 2
' tenglama deyjlag;
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Aylanaga doir tushunchalar

Qismlar

Chizigl

1-misol. Quydagi misollarni yeching. - i :
(1) 417, B(zg),)::(s,%) nugtalardan o‘tuvchi aylana I FE
tenglamasini tuzing. ' "
(2) Aylana markazini toping.

Yechimi: »* + y? +lx+my+n=0 ‘
(1) Aylana 4, B,C nugtalaridan o‘tgani uchun u
tenglamasini qanoatlantiradi.

larning Kkoordinatalari aylana

~1+7m+n=-50
21..2m+n=‘8
6l +n=-36

. - 1—12=0
UhOIdaI=—4.m=—6,n=—12 va ¥ +y" —dx =6y

(2) Bu tenglamani kanonik ko'rinishga kelwsig-ii =0
(- dx+ )+ (2 -6y +9)-
o -2+ (-3 =%

Deln . u tada bo‘]adi- L. .
ak aylana markazi ‘(‘2;3'):":‘,3 to'g'ri chiziq joylashuvi

avjud:
Ulaming 0‘zaro joylashuvi uchun “ChFa ]iOIat mav

R

. o
....... VN
7N )
( '“"-1 } \ 3'12‘1’ / ~.Z:g
At Bl

+ o'tmaydi
(@ kesib o‘tadi (b) urinadi () kesib 0°tmaY

ing tenglama
Joylashyy masalasini aniqlash uchun ulaming
Yechamjy.

larini birgalikda
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Alana: 343 bty e

To'g'ri chizig - y=prig Dax’+bx+c=0
Demak, kvadrat te
L nglam, : s el L
(g:)b; g‘l:iq. shundaf, qi,itg.a keldik, uning ildizlari diskriminant D= b - 4ac
) D>0da ikki nuqgtada kecih «co. 1:
o“tmayi Aadakestb otadi, (b) D= 0da urinadi, (c) p <0 kesib

2-misol. Quyidagi her:
nugtalarin tOpingy agi berilgan to‘g*ri chiziglar va aylananig kesishish
(]) x? + y" =5

=x=1 (i) 10'g"vi chizig

) ayiang
o Xechim: (1) i) toplapmans o 250 ) 10'gi chisig
o =Yg ant (i) tenglamaga qotysak
==~1,2 Ly=-2 AR
Aylana v totgers SRR 2 R
g n hj ’ 3 / . /
VRN
V) tenlamag; (;:: Ty e
2 11 ! /\ _—
-7‘5 +4,x+4=(x+2)2 iol) teﬂg]amaga qoiysak ) 7 " P 7 ¥
5““2 “y=1 / NAA
emak to‘ ‘ri sk :.-’ v w2
a7 2Ylanaga urig va urinish g o
e rinis
1ol
bo"gan vai e ‘2x+ 1 to‘ N L3
tar y; .. 0 8 chizjq ,2 .
.. Yechim;, gt:l toping 4% +5" =1 aylanani kesib o'tadi, Hosi!
X n
8 Vchlm Yo* thsakglamadan y
x "‘(*214.])2 l \ : s i
VS
5x ~d4x = X( 4] -~ ‘\ '
x =0 ¢
~x=04 ’ ‘“‘[‘”‘A’x‘?"
Shuhdak . \ A
esishigh N
Mtalari (g, (4 \

qtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig.

15B Aylanaga urinma.Berilgan nu .
n gt Tengsizlik bilan berilgan scha

Berilgan nuqtadan oftuvchi aylana.

Urinma quyidagi xossalarga ega .
e Urinma aylanani bir nugtada kesib o‘tadi

¢ Urinma aylana radiusiga perpendikulyar {
. . % T
* Uinma tenglamasi y-n==3 (x-x), \
shunda
wy +xx, = rl
4- misol. x* +* =2 aylanaga (31) nuqtadan
o‘tuvchi urinma tenglamasini tuzing.

0'tgani uchun

n+3x =2 (N. T 0
Aylana ham shs nuqtadan o‘tgani uchun
X +y’=2 @),
(i) va (ii) dar 5x? - 6x, +1=(5x,~1}(x D=0
nel - . )=(11 (i.-1)-
+ =31 shinda urinish nugtalari x.)=3"75
2 kabi bo‘ladi.

]
. . g
Yechimi: vy, +xv, =2 urinma (1) nugtadan \ e
-
_/

Urinmala tenglamalari éx + —Z—y =2, x-y=

. sgéri chiZiq
Berilgan nuqtadan o‘tuvchi aylana va to‘g
a|X-b|y+Cl =0 (1) i\t:; \‘\/ i
Oxtby+e, =0 (2) o P
10", ri chizig berilgan. ) A
I nugtadan o‘tuvchi to*g‘ri chiziglar dastast
taglamag; i
Hax+by+o)+ax+by+e =0 S e
kki
f(-\%}’):.xz +y2 +11x+m1y+n, =0 (I

8= 2 +y +lhx+my+n=0 )
ayk.malar berilgan. .
" nugtadan o‘tuvchi aylanalar tenglamas!
k- f(x, )+ gx»=0 e
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‘rsati doiradan
bo‘yalgan soha chizmada ko‘rsatilgan
S-misol. (Lz)nuqtadan va x4y -2r-4y+4=0, x*2yP-dx-2y=0

iolik bilan berilgan
iborat. ) Y 4+ 7 - 12x— 6y +20) < Otengsizlik bi
aylanalar kesishgan nuqtalardan o*tuvchi aylana tenglam§sini tuzing. " ?‘ l:n:n:ﬂ b
Yechimi: Tkki nuqtadan o*tuvchi aylana tenglamasi g e sO amYceclhi nﬁ ok,
kb 4yt -2x-dy+a)axt syt Sgx gy Yoy AB<O © A20B<0 yoki A<0B>0Dem
Berilgan nugtaning koorfi:;ataéar?n; ten3glamaga qo‘ysak i - /‘: M) y>xe3, (m6f +(r=3' < 5:)
—_—Kk=-3 = CEEE N _ 3 _3); > 5
va kni tenglamaga qoysak @ y<x-3 G .61) d+ ;ybe]gilaymiz .
=34y - 254y 4q) 2 +y -4x-2y =0 y=x-3chegarani / de . belgilaymiz
4y —x-5ys6=0 (x~6) +1y-3)* =5* cheg
kabi aylana tenglamasi bhosil bo'[agj Shunda soha L
y I (1) / dan yugori va C ning ichi,
Tengsizlik bilan berilgan soha

- iborat.
(2) I dan past va C ning tashqarisidan 160
Iy=mxsn to‘g*ri chizig tekislikni ikkj
tengsizliklar bilan jfoq

ta yarim tekislikka bo'ladi. Ular
alanadj,

O°rinish,
Scha radiusj 2 ga lg;::)zn:lazr2
Yotuvchi  aylap, bilan cheémal
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2-KURS. HISOBLASHLAR

2.1.  Funksiya limiti va hosilasi
1A. Limit ta’rifi
. x)
Agar xsa (x o‘zgaruvchi a songa yaginlashganda) bo lga'nda, xf_—() .
funksiya 1 giymatga yaginlashsa, u holda biz « JS(x) funksiya .
yaqinlashganda 1 limitga ega * deymiz va

limf(x)=1
korinishda yozamiy,

124 Ay

Biz yuqoridagi limitnj, shunday o‘qishimiz mumkin: x ozgaruvchi @
S0nga yaqinlashganda S(x) funksiya 1 qiymatga yaginlashadi. -
Misol. f(x)< ﬁmksiyaning ¥=2 nugtadaga yaqin giym atlan®
h@soblashlami tekshirib ko‘ramiz, X ning 1<x<2 va 2<x<3 oraliqdag!
Qiymatlarida funksiyaning Qiymatlarj

quyidagi jadyalda keltirilgan.
S(x) x f(x)
1.0 1.000000

\\_‘
9.000000
15 2.250000 |2 6.250000
18 33 .
. -240000 4.840000
1.9 3.610000 4.410000
1.99 3.960000 |2

4.040100
\\\\
1.999 3.996001 2.001 4.00400]

NN W
o=l
—_

?
g N

v

Shunday qilib, biz ayta olam;

‘ ' ki, £ (x)= 42
yaqmlashganda funks1ya Qiymat; 483 teng bo*lad;

funksiya x argument 2 £2

ikkita yo‘nalishi mavjud.

. ish ing o . ”» belgi X
Birinchidan, @ nuqtaga yaqinlashishn lashishini va “a+

nuqtaga yaqin > 3
“a—" belgi, x chap tomondaq  <hishi i anglatadi. A va o'ng
a be gldx = nagtaga yaqmlash‘Sh“}‘_ higuchu" funksiyanin chap
o‘ng tomonh a; ksiva limiti mavjud bo lis o
1-izoh. Fun 5 ishrai zarur, ya'n
tomonlama limitlari leng]il:: }’(sx V=L va ,ILT. fx)=L.

= imiti mavjud
: jyani =2 nuqtada limi
I. Grafikda k;‘:satilgan funksiyaning x =2

Misol. i

émas.

. .. A o :\- .
o 2 ‘ng limiti 3 ga teng- Chap

. imiti 1 gava o imit mavjud emas.
Ushbu misolda funksiyaning chap limi tada lim

- oo ati har doim
1-izoh. Limitning qiymati ’f‘"‘ - mati o N a
ham Junksiyaning shu ,.,uqtadagl v | e
f(a) ga teng bo ‘Ima,vdt-d Keltirilgan- A e - i
idagi ~ rasmda -ud va :
misolanu}}'(x) funksiya limiti mav)

u L ga teng. Birog, bu giymat f(4) JEEN
farq qiladi.

. funksiyaning 3
I-misol. Quyidagi v
limitini hisoblang.

x-x

‘xl-{srl‘ x-—1
Yechimi:

x*—x

x(x—l) =limx=l.

: . tica ega
lim =lim 1 = = a nugtada qiyma g_' '
. | x> X ksiya x= ik ‘rsan]gan. .
Itirilganidek, fun< mumkinligh KO Lo
Ushbu misolda lke i m an“d bo*lishi a Aol
bo‘lmasa ham, uning limi ,
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0 . o v a shakllarda
Aniqmasliklar., 00’6’1 ,oo—w,;,Oxoo,oo va boshqga
limitning qiymatini ani

; iklar
qlab bo‘lmaganligi uchun, ularga anigmaslik
deyiladi. Bu ko‘rinishd

. : i ochish
agi limitlarni hisoblashga esa aniqmasliklarni oc
deyiladi, L
2-misol. Quyidagi funksiyaning limitini hisoblang:
N -1
lim% x+1 '
x- X

) H H 1 hunv
Yechimi: Irratsionallik Qatnashgan bu aniqmasliklarni ochish uc
suratning qo‘shmasi

82 quyidagi tarzda ko'paytirib, limitni topishi
mumkin,
. w/x+l—| (\/x+l-l)(s/x+l+l) . x+1—1
lm‘E=limx=hm )
X0 X x=0 x( /x+l+l) x-aox( /x_'_l +])

. | 1
=lim =
0 x+141 2

ST
. Yuqoridagi ikkita misol yordamida biz, noaniq shakl 0/0 ning lim
qiymatini topishning ikkita usulini o*rganib chiqdik.

3-misol. Quyidagi ifod

L ini
. ani Qanoatlantiruvchi ¢ va 5 ning giymatlar
aniglang:
ﬁm?&:l
= tax+p i+ esd
2 Yechimi: x_,] g, ifodaning suratj 2 +x-2—0 va maxraj © hi
Yrax+bs)iq4p 82 yaginlashadi, g, sababli, limit mavjud po his a
ucl‘m.n I+a+p nolga teng bo‘lishi kerak. Ya'ni, b=—4-1. Buni ifodag
q0°yib, shak} almashtiramigz:
2
lm Jcz +x-2 =lim—*~D(x+2) =limX*2 _ 3 .
x>l x +;1x+b ¥l (x—l)(x+a+l) S xt+a+l a+2
Shunmg uchun, m:l, bu yerdan a=lvap=_p
4-miso, Quyidagi i i i ing
Gymatiarini aniglapg, © " O%batai danoatlantiruvchi ¢ va b N
lim @ + b4 _
X1 =
Yechimi: Ushbu migoin: y hl' 2
*~1 maxra) 0 g yaqinla;hddn'l Quyidagichg Yechishimiz mumkin, x —1 :
Limit mayig bo'lig uch:n,l va+at: -:bx+l Surat I+q+p ga yaqinlashz}n;.
b=-a-1 "Byp: : o Dolga teng bo‘lishi kerak, ya s
borTa 1fodaga q0°yib, shak] almg 8 20 lishi

as| tirishdan quyidagiga egd
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=a-1.
@’ +bx+1_ . (x—l)(ax—l)__:li-rg(ax_l)__a
Iirrll————x_l =I:_r{|\—————x_

“‘1=3.buyerdan a=4 va b=-5. |
1B. Funksiyaning hosilasi

Ushbu grafikda, x erkli o‘zgaruv-
chi, x, dan x, gacha o‘zgargant(i;il, B)l’l
o‘zgaruvchi, y, dan y, ga o‘-zgal'a -—
yerda x,—x, ayirmani Ax t.>|lan,.)’: g
°‘Zgarisl.1ni esa Ay bilan belglla’yml‘z. a

Ay ning Axga nisbati © [rjt:m)u
O‘zgarish tezligidan iborat. oarich
grafikda dy/dx qiyalik o‘rtacha 0°2g
tezligini aks ettiradi.

e dalanisht
: m ifodaia vi i

u {®-rfla) ifodn bilan ham . af i

b-a : L

. R 1{e$‘.b Feby i
mumkin. B rugtady ege chiziaft > 0 i .
B iz A va B nuGindd ©F chigamiz. | P L
oel:u)\’::ll:iia’tl;l‘zg‘ri chiz}_qi}; ko :.:b{ 1-:111'1 ql!_‘“dﬂg: s et
chiziqning qiyaligi vyani © 2

....... - . ', e B
M nisbat bilan mliqiamds. .
b= . hiziq urinis!
’ Hosila pu kesuvchi chiziq 1
ug Jer.
Agar B nuqta A 1 ing qiyaligi
ehizig'iga yagintashadi va S 5 /@) _ i)  deb
ol qada hosilasi 4
13! .
jyaning 4"
deb yoziladi. nks1y

. . x) fu
Ushbu limit qumatll i{af]adi.
nomlanadi va f(a)bilan belg
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Agar b=a+h deb olsak, hosila

}'i_’gf(a.*-h’)l—f(a) =f'(a)

kabi yoziladi.
S-misol. f(x)= x’funksiya haqida quyidagi savollarga javob bering.
(1) x=1 va x=2orasidagi o‘rtacha o‘zgarish tezligini toping.
(2) x=a bo‘lgan momentdagi o‘zgarish tezligini toping,. )
(3)  Oczgarish tezligi x=1 va x=2 o‘rtasidagi o‘rtacha o*zgarish tezligiga

teng bo‘Igan nuqtani toping.
Yechimi: (1)
f@-fO_,
2o —4-i=3
@ ~

[’ 1 (a-i-h)z—az

f (a)—mT

3 (1) va () nat
a=3/2bo‘ladi

= Lil_'lg(2a +h)=2a.

ijalaridan foydalanib, biz 2a=3 ega bo‘lamiz, bundan

Funksiya hosilasj

Chizigning qiyaligi, agar "gq" ning vaziyati 0‘zgarsa o‘zgaradi.

N4

Agar a giymatnj 0“zgaruvchan dep uni x bilap almashtirsak, u holda
fv(x)=!'i£?f(x+hz—f(x)‘
S*) hosila S(x) funksiyan; ilasj i iyasi
— (x) nksiyaning hosilasi yokj f(*)ning hosila funksiyasi
Funksiya hosilasini belgilanish: i
 he ©'8tlanishing turlj ko¢pin: i
Ko*pincha Idagi belgilashjar whl;tl:;allsdi:lan
f=y=-2 & _d
. & -~f(x)=Df(x)=D, X
Ta’rif bo'yicha dy/dx o i

2 . ] "d i : mon (1]
sifatida O‘qiladi, Y ning dx 82 nisbatj R dy dan dx" yoki ndy dx

mavjud.
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i ilasini toping:
isol. Ushbu funksiyalar hosi .
. M f@=x @ F@=5 @ [()=7
Yechimi: Bu yerda biz ta’rifdan foydalanamiz.

fx+h)-f(x)
h

f'(x)=1hi_g .
. x+h-x_ . -1
m f.(x)=5,’_'}3x , —;'113(1) 1
hy -’ =k =2x.
I

)= lim S =L i3t 4 3xh 4 B =35 ligi
@) [0 =lim=—— ——=I} aacini topish tez-tez uchrab turgantig
Ushbu turdagi funksivalarni hosilasini top
=} ‘. tacint
sababli, ushbu x" funksiyaning hosilasini

4 @y=n
formulasi sifatida qabul qilamiz.

Yugqori tartibli hosilalaru o oz hosilasiga ega
.o funksivasi bo‘lgani uchut,
S'(x)ham xning funksiyas
bo‘lib, , 1
&y _ = O, y
@ .. iekinchi tartibli hosi
bilan belgilanadi. Bu hosila ﬁmlgs;y]:ain;:?f‘x;kmkm -
Biz ushbu operatsiyani davom ettiris
3 = %)
.t_i_—}-,- =fm(x)—' f(
&3

a hosilasini

lasi deyiladi.

topish jarayoni

nksiy.
°ga bo‘lamiz. Umuman olganda, fu
differensiallash deb ataladi.

bo'lsa, _ S
T-misol.  Agar f(x)=% —% ! \ Y 77 f/ W,
J(x) toping va izohlang. \ /

Yechimi: \ |

'(f)z—’=f"(x)= 200 AN
dx y I vy | va 3

formulasidan foydalanib, f (x)=3%

S"(x) = 6x ni topamiz. ) idagi
Ushbu funksiya hosilalari grafigt Yy
fasinda tasvirlangan.

a3



Ushbu grafiklarni ko‘rib turgauingizd.ek',
F'®)- y= 1) egri chiziqning qiyaligi,
F'x)- y= iz ning o‘zgarish tezligi.

. (1Y — 0)=1 va
8-misol. =X +ax® +bx+c funksiya f(l.)—3,. f(.7)
S (-1 =16 shartlarin; qanoatlantirsa a,b,c -o‘zgarmaslarni toping’
Yechimi:

Funksiyaning hosilasi o
S ®)=3x"+2ax 43 teng. Berilgan shartlardan
f(l)=l+a+b+c=3,

f ®)=c= L, .
S (-D)=3-224p=1¢ -
aniglymiz.  Ughby tenglamalardan £
a=—4,b=5 c=] ekanligini topamiz. 3
Ushbu funksiyaning grafigi qizil egri chiziq j
bilan rasmda ko*rsatilgan
2.2. Hosila va Grafiklar
2A Funksiya grafigiga urinma chiziglar
. Urinma tenglamagsi
To‘gri chiziq m qiyalik bilap P(ab) nugtadan E
O‘tsa,
m=22b
. X—-aq
Shuning uchun ;. m(x-gq),

y=r(x) ﬁmksiyaning (@.1(a)) Nuqtadan o‘tuych;
urinmga tenglamasi Y=fla)= f'(a)(x-a) kabij
bo‘ladj.

[

s g 08 (1) g s g s
Yechimi: E';'"'i’h " Qtalarinj toping, '
hosilasi . » Q +4) ul'mlSh nuqtasi bO‘lSin. Beri]ga.n ﬁ,mkSlya
f '(JC) = 2x.
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; i
Shuning uchun, urinma te;g_la(l:llgs+ 4)=2a g‘; _ z?tgani
et Tt 6l l’l)nuq an
kabi bo‘lib, urinma to‘g 1’; EE“(Z;% _"_(4) = 2a(1-a),
az - 2a- 33= 0,
=-1,3. .
a=-=4 lamasi es
; n
@ = —1 da urinish nugta (-1,5) bo*ladi, ltgzxngr:laax‘t::sigy = 6x—
@ = 3 da urinish nuqtasi (3,13), urinma

liq oczgarishi

uchun

=-=2x+3.
ay = —«
5 bo‘ladi.

; iga bog
Funksiya grafigining uning hosilalarig

A vaC ochiq kesmada f'(x) >
0va f(x) o*suvchi.

B ochiq kesmada f'(x) < 0 va f(x)
kamayuvchi,

. s & H g va
. 3 1 hml (o] rganln
3 3 2 2 funksiyanmg o Zgal'ls

3-misol. y = x3 + 3x% —

afigini tasvirlang. ilasi y’ = 3x2 + 6%.
s Yechimi: Funksiya hos.llaSI l}’ h oraliglarini

iya hosilasining ishorani saqlas

topamiz:

y=3x(x+2)=0 x: (-)-'2,0.
y'>0agarx < —2’7‘( 0.
y'<0agar —2 <falari:
Grafikning'y o¢qini kesish nuq —0
s A O
Demak (~1,0), (-1 ++3,0), (- L
qilib quyidagi jadvalni hosil gilamiz.

0.2) va (0:2)-

avollarga javob

. uyidagi §
2 _ 3 funksiya haqida d

. = ¥3 —2x° —

3-misol. y = x

bering,
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1) Funksiyaning (-1,0) nuqtada urinma tenglamasini

L
tuzing, -
2) Funksiya va urinmaning kesishish nuqtasini toping. o
Yechimi: 1) Funksiya hosilasi y* = 3x2 — 4 — 3. s
Berilgan huqtadagi qiymati f '-1) =4 T
Formulaga ko‘ra urinma tenglamasi y — 0 = 4(x + 1)
yokiy = 4x + 4.

2) Urinma va egri

Bu yerdan, (x+1)2
(4;20).

. =4x + 4
chiziqning kesishgan nuqtasi x3 — 2x2 — 3x

s tasi
x-4=o, Shuning uchun, x = 4 va kesishish nuq

2B. Lokal ekstremum. Global ekstremulfl-
Ikkinchi tartibl hosilaning qo‘Hanilishi

Funksiyaning ¢ nuqtadagi qiymatj x = ¢ nugta 4

atrofida eng kata (kichik) bo‘lsa, ya’ni by nug- P “

tada maksima] (minimal) qiymatga ega bo‘lsa,
iya f(c) lokal maks

mumga (lokal mini- Y = A
MUmga) ga ega deyilag;. | ,
IMUm va minimym, Nuqtalarga ekstrmum G
nugtalar deyilad, SR
Agar £(c) lokal eks

, tremum bo‘lsa y holda
fl=0 bo‘ladi

1) I(;Iosila nolga teng ©) =0 bo*lishi, funksiya albatta, nqu‘(-ia

()) Ag::;l'?z( l;n u"(')y °l;' Minimumgs eg, ekanligini anglatrnm'(fbg
et €)= Yo if,(C) mavj d 3 %) nin
tik nuqtasi deyilad;, Jud bo‘Imasa, ¢ son f(x)

K ixy

LN

3 2 _12x + 1ning
4-misol. -1 < x < 2 sohada fx)= 2x* +3x
maximum va minimum qiymatini t?pmg;niz
Yechimi: (1) Extremumlam;l)top'c: _-2 val.
6x% + 6x — 12 = 6(x + 2)(x — X = ]
; -‘I-Jlaxrdan faqat x = 1 berilgan oraliqda yotadi,
s =~
(2) Oraliq chetidagi qiymatlarini op ;
D=1 f@=5
Ay ~to‘g‘ri chiziqni kesish nuqtasini top:

Y=f(0)=1
4 Jadval NZMiZ: -------- 2
x -1 | ... 1 =
=~ — - 5 + ;
Local 7
F(x) 14 v Min.—6
(5) Grafikni chizamiz. ' R el da
aksimum va minimum qiymatlarmni m[;\dinimum qiymati -1 (
imum giymati 14 (x=1 da erishadi),
erishadi), L
Grafikning qavariq va both:‘g’n
foni REwsr ,uf )
FAL ’; —— \‘\\ ,'/.,
: N \ s
e
G e L ’
[OH i
0
=0->/()>
0->/®
T 0>0 r(0)=0 fix)<0 N)(;»o
S@y<o - S

tiq
x =bdabo
* = a da qavariq
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. . irish
Ikkinchi tartibli hosila yordamida funksiyani tekshiris

——e—"]

Aytaylik, x = ¢ da f'(c) = 0 bo‘lsin. U 1.1o-lda: Agar
f(©)>0bo'lsa,x=cdaf (%) local minimumga
erishadi;

Agar 1'(9)<0 bo'lsa, x = ¢ da f (x) local maksimumga
erishadi;

Agar f"(x) = 0 bo‘Isa, u holda ekstremum mavjudligi
anigmas. Masalan, x=0nugtada

L.Min.
Ly =t Usis ]
E H

!
Naanis. !

Egilish nugtasi -
Yuqgoridagilardan xulosa qilishimiz mumkinki. shunday PO,
nugta mavjudki, bu nugtada funksiya o‘zining qavariq| ; \_

gar funksiya qavariglak- |
yoki aksincha bo‘lsa, unga egilish
hugqtasi deb ataladi.

S-misol. Shakida ko‘rsatil
qog‘ozning to‘rtta burch,
tayyorlandi. Ushb
boladi?

gandek qalin kvadrat
agini kesib kvadrat chashka
u idishning hajmi qachon maksimal

T

.....

X=2,x=¢
aning maksimumin; topsak
V(2) = 128, V(6) = 0. Demak maksimum qjymat 128,

23, Differensiallash formulalari

3A, Daraja Pasaytiri . y
Ko‘paytma va bo‘};im:: va chiziglilik xossasi.

dan hosila olish qoidasi
. D aja pasaytirisy, Xoss,
quyidagi xossag; o°rinlj:
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ixn =nx"-l-

iqi ‘rinli bo‘ladi.
Ushbu qoida ixtivoriy hagigiy sonlar uch:m '(:1 opine.
I-misol. Quyidagi funksiyalar hosilasi

Lf(x)=% 2 f()=V¥

x
Yechimi: . 2
d = — ~2-1 = _2x- = —“"3'"
D 7(x)= 4 (x) =2 :

2) f'(x)=%(p)=i( %)%x% 2.

Chiziglilik xossasi b oesin. U ho
. : 0 .

f(x) va g(x) differensiallanuvchi funksiyalar | ,
bchun quyidagi formulalar o*rinli: o omkin ()=

1. Konstantani hosila belgisidan Chlqa; g

2. Yig'indining hosilasi: (/f +g)' —f‘ g

3. Ayirmaning hosilasi: (f —gk) ‘Ia )
Yig'indi hosilasining isboti. Ta’rifga ko ~(f(x)*2

x+h)+g(x+h))
O e e

Limit ostidag; ifodani shakl al:r)nas;?xf;ak’ M - fi(x)+g'()
+h)- lim
{f(x)+g(x)}'=%&_—h—-———-—+k{,o h

{da hosila olish

82 ega bo‘lamiz,
. idasi o holda
Ko‘paymadan hosnl; 'qufk?s iyalar bo‘lsin, ‘u
Sy va ( ) funksiyalar differensiallanuven! '
N () =/'¢+%
Isbot,

+ x+h)—f(x)g(x)=
{r (x)g(x)}'=£iﬂw’(’7'/”;,;—g(x)l=

g( |
=1 {f(x_*hlf_f_(_’flog(x+h)+f(x)’//h’/,
b Ig% - h

=f'(x)g(x)+f(x)g'(x)




.. . — 2 5x +1}.
2-misol. Berilgan funksiyaning hosilasini toping h(x)=3x*( )
Yechimi: Ko‘paytmadan hosila olish qoidasiga ko‘ra,

P(x)=6x(5x+1)+3x*(5) =45x* 4 6x o

i Bohnmadan |

,;;f f{’__/_~ xususiy holda 1,; -
Ikkinchi formulani quyidagi tartibda isbot qilamiz.
0 . W -]
{rx)} B %%Z {g(x+h) g(x) ,
- (9 +h) - g(x) 1 }__9(")
=i h KT I e
Yuqoridagilardan foydalanib, )
1)) 1Y flo —g'(x) _
{Wx)} = {f(x)'Fx)} =50 H® RTIENE
™) ~ Fe)g'0)
{9(x)y2

x
3-misol, Berilgan funksiya hosilasini toping f (\) = P
Yechimi; Bo‘linmaning hosilasi formulasiga k.
()= l(x+l)—x(l) |

T 2’
4-misol. Quyida berilgan funksiyalarning hosilalarinini ikki xil ust
hisoblang;

3 2 -1
X +2x* 43
1) g(ﬂ:xx d , (1) =—
Yechimi:
3] Bo‘linma hosilasidan fo

> Ydalansak
g:(x) = (3x —4x — 3x

“Dx — (3 +2x2 4 3x-1y.1

o‘ra

x2 7
- 2x3+2x2—5x‘1
18" indining hosilasidan foydalansak
) =(y2 2 “2y 3
2 Bo'linma hosilagian Yiulanamgy ) = 2% 2= 6x
h'(t) = Zt(t-1)~(t2—1 ‘1 ,‘ t2—2t+1 (t-1)2 _
Yig'indining pogjpe, €07 - = 07 = Tz
8 hosilagidyy, foydalanamiz
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h(e)=(r+1)'=1 -
idas
i differensiallash qo
3B. Zanjir qoidasi. Oshkormas funksiyalarni differ
. Zanjir .

‘lsin. U holda ¥y =
i ilgan bo'lsin.
= funksiyalar beri
y=f@) va u=g(x) ‘ | .,
f(g(x)) ga murakkab funksiya deb ataladi y sl borlsa, s
Agar f(x) va g(x) differensiallanuve funks sa, mural

ot ~lich mumkin:
ida hosila olish m
funksi idagi formula yordamida

dx dg ) oz
u=g (x) belgilashni kiritib yuqoridagini quyidaglddla l:;:l Y
du : _CiV_ = -!""'
%)i=f'(u)§; Yok o duj’;_?ﬁ
x _— .
S-misol. Berilgan funksiya hosi!a§m: tO?‘;‘:i a{' b,
Yechimi: Quyidagicha almashtmsllam(x) — 2+l o
f(u)= Ju va u=g kab funksiya hosilasi

ish mumkin:

va m
Pt v gie)=3e o

formulasidan foydalangan holda

3%"__ pi olamiz.
V20, 2) o
d . 1 i (3x2) =_l_(x3 +l) (3x ) 2%’ +1
— = — 2 i
dx 2 . ps . R
Funksiyalarning ikki xil ko‘r“)“lsc::ai ;"\\ s
Biz yuqorida oshkor y =f(xl // - \‘;‘
funksiyalami 0& rgangan edik, masa an ;"/ { , r“’if‘ e ) a!
Yy=x2, A ’
. ‘zaro
Agar erkli va erksiz O‘Zgaf“"cm‘a: © R
Oshkor bog: lanmagan bO‘ISaj ung x y) =0, w2
Oshkormag funksiya deyiladi: f (x
Masalan x? + y? =1,
. | I,IS““ . bo‘]Sin'
Hosilalarin hisoblashning ikki x! bilan berilg?"

2 _ 4 tenglamd
Misol uchun, aylana x° + ¥

ib di siallaymiZ
(1) » ga nisbatan yechib differen
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2.4.Trigonometrik funksiyalarning hosilalari

. Sinx o limiti
. ; . = nin
4A. Asosiy trigonometrik funksiyalar hosilalarl. = £
y=%y4-—x? @=(+ X ) 2

"

—\/ Si; ksiyasining hosilasi
4-x %) 21 C;::glfc;:gl i ko‘'k gchiziq sinus
(2) Zanjir qoidasini qo*llab har bir had hosilasini olamiz x° + > =1- funksiyani aks ettiradi. Chiziglaming
kkala tarafidan ham differensial e o 0'zgarishiga  e’tiborimizni qaratsak : =T ‘_T‘—__’_—
olib, doo T Grafikga berilgan nugtada o‘tqazilgan ;
i( 1104 urinma  hosilaning shu nugtadagi
PR )"E(l) . ishorasini aniglab beradi. x =0 da
d ( 2\dy o Ul‘inmaning burchak koeffisiyenti 7! ga
2x+E(y.)Z= 0 . = teng' X = % da esa kichikroq, x = '5' da
Zanjir qoidasini qo‘llab topamiz = . ” ) €sa 0 ga teng, o o cini ko'rishimiz mumkin. Bu
2x+i( Ny _ R - Shu tarzda davom ettirib funksiyaning }‘;?‘ - mumkin. . o
dx Y )E-O’ holda hosilani kosinus funksiyaga mgshatls u:n <inus funksiyaning hosilas.
dy dy x " . Endi esa hosilaga berilgap tarifga asos .
2x + 2y~ = 0, dx = —;. 1soblaymiz. Hosila (a';l(f; l-)i-o;ly)l(il_l;_(x) - M _
6-misol, Be"“ganzﬁmksiyalar hosilalarini toping: F(x) = ﬂi.’ﬂ.‘ = 511_1'7; h
1) y=(x2+2x—1) , < liy, SINX  cOsh + cosx « sinh — SIRX _
)y 1 g
(3x-2)*"

. {r.h h 1-cos
2 l?er.nak‘ hosilani hisoblash sin x / x ning lar o
X +2x - l)(2x + 2) = 4(1\:2 +2x - [)(x + 1)’ limitinj, Ya'ni aniqmaslikni hisoblashga ke
1y -2)' ekan.
)y ={(3x—2)
T-miso), Funksiya hog;]
xl

Yechimi; j' < 2(

} ==2(3x-2)3=—6(3x-2). Markaziy burch a bo‘lgan sektorni
. ( ) ( ) . ko'rib cl?i lérzgk:; ° ktor OAB, va AOAT
asini toping. ¥ qi , S€

2

N yu . e s 1. ..
Y, , S Zalarinj sollshtlramIIZ. ) BN
Yechimi. o 4 T :‘\ glsmx <t 2
Tkki tar;fdan h .// N T B‘u Yerdan .: sinx <x<igx
2x s 2y dy am  x b, Yicha hosila olib \ " 4 Sinx> 0 (x> 0) da
9 T =0 gaepa haer. M o e X _ 1
4 dx = gabo lamiz, 1<sinx<cosx
Y“q0rldagidan Y#0 da 4y w K 1>Si“:£ > cosx o‘tsak
e - . - imitga
bo‘lamiz, & g, 5 cgm . e Agar oxirg; tengsizlikda x—0 da I'";mx _,
O »_-wif\. lim T = ,
s N x-0
{’ R ni hOSiI ilami Zh i”h—-ii-rlh""
.'t\\ ‘i Y qllamiz, B) 1-c0S = T(l_'_cosh)
e (1-cosh)(t+cosh) - =gy
T h(1+cosh)
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Demak, sinus funksiyasining hosilasi uchun,

sinh = 1- cosh) _
'(x) = 1 —— = Ssinx————| =
f'(x) 'lll_l’lg (cosx A o ,ﬁl
. sinh . _sinl
= Jim (cosx 2 sinx S )
Shuning uchun,
(sinx)’ = cosx.
1-misol. cos x va tg X ning hosilasini toping. -
Yechimi:

(1) ong tarafdagi uchburchakdan
cosx = sin(g -x)

t o

Shuning uchun ;.:\'
(cosx)’ = (sin(E = X)) = cos (-1E - x) ' (Zt- —-X )’
2 2 2
) =sinx-(-1)=-sinx
2) Bo‘hnmaning hosilasi formulasidan L2y
(tgxy = (sinx ' Z05X " COS X ~ sin x(~ sin x) _ cos’x +sim’X
cosx)l“ cos’y T cos?x

——— 2
cos2y cx

Asosiy trigonometrik hosilalar

d d
dxsinx = Cosx, J0C0SX = —ginx
@B X dx
) Boshqa standart Munosabat]ar
d
qa — d
4 T BX = secx, a4 SeCX = secxtgx,
axctex = ~Cosec2y, d

5 dx C0secx = — cosec x ctg X
Dy = :';:gl‘ Quyidagi f““ksiyalaming hosilalarinj toping:
Yechimi: 1y 2 = ¥3inz + cog X.
fomulasigy kol‘.ra, I')arajzanmg hosilasi va Murakkab funksiya hosilasi
=2cosx- ' X

~25inxcosy o Sin 2 05X (Cos )’ = 2¢os - (=sinx) =
2) KO‘?aytmaning hosilagj bo'yich

Y =(x- sinx)’ + (COSX)' =

i . R ) (losinx_*_xCosx)'_sinx=XCOSX
e IIPISOI.ZQUYIdagl funks1 Yalarning hosilalarin; * oping:
tanx y= Cos(G-- 5y

poE
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4 cinud(ax?) = cosu- (2ax) =
Yechimi: (1) i—sin(axz) =—-sinu dx(ax )
2axcos(ax?)

! (- sinx)sin x—c0s x(€0SX) -
) v = (cosx) - L
() y - sinx sin
1

(sin?x+cos’x) _ 12 =
- sin?x sin®x

sin2x . (£+£)'
2 (24Z) = ~=sin
(3) y'-_-diucosu 3(54'5) 2sinG+7¢
4B. Hosilalar va harakatiar

. ish
arakat. Tezlik va tezlanis
Vaziyat, tezlik va tezlanish. Oddiy tebranma h

— T

P nugta to*g ri chiziq bo"ylab
harakatlanadi. Uning vaziyati: .
Bu holda tezlik va tezlanishlarni
Quyidagicha aniglaymiz: i

Y vat, orasidagi o*rtacha tezlik

-x
= i?""-l'
v= Z? tZ - tl
T=t da bir oniy tezlik E_rw.
=t da bir oniy tez . =g f
v }EL’%,;EE ' ") jyati
. — _Z — . azl
T=t, da oniy tezlanish a = 7; f taning vazly

igan nuq
4-misol. X o‘qi bo‘ylab haraka:?lna?ld Ilairilgan-
SM =13 3129t +10 tenglafn:ni toping;
(D)t = 2 nuqtada tezlik va tez o catni 0'rganing:
@)-2<y < 4 vaqt davomida I _ 342 —6t—9 = 3
imi: (1) tezlik: V=g~ "
Yechimi: (1) @ = 9

. a(Z) =6

c+DE-3)

Tezlanish: ¢ = % =6(t—1)
@) e




i S——— i
Oddiy tebranma harakat
=
e : P
s B N
[=] 7ep e
— & /-a' ‘*
\ 0 /’

- . ik
Prujinaga osilgan nuqta vertikal harakatlahmoqda. Uning holat, tezl
va tezlanishi quyidagicha aniglanadi;

Vertikal holat: Y = Asin(wt + a)

Tezlik: y = ‘;—::- = Awcos(wt + a)

. dv _ d2p 2.
Tezlanish: g = = @ = —Aw’sin(wt + ). ivai
S-misol. P nuqta x o‘qi bo‘yicha harakatlanmogqda. U.ning vazizl’1 al
X =2t + cost kabj aniqlanadi. Nugta maksimal tezligi va uning maks
tezlikka ega bo‘lgan vaqtini toping,
Yechimi, N
Tezlik P4
dx . 2
V= i 2 — sint ot
Maksimal tezlikka f e ond
sint = —1 7
da erishadi, shuning uchyn P et
t=i1t+2n1t S ‘

CEETT 4
Maksimal tezlik esa 3gateng,
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i ivalar hosilasi )
2.5. Logarifmik va ko‘rsatkichli fu;l;fg:t?dchli funksiya
ogarifmi iyaning hosilasi.
SA. Legarifmik fumksiyan

Ko'rsatkichli y=a* (@>0 a ¢fu}3<siani topamiz. U
funksiya berilgan bo*Isin. Unga tesl.(ari!’(;‘;g:‘:liqlanadi;
logarifinik funksiya deb atalib, quyidagi

y= a"
dan x ni topamiz x=a¥
. . H ini i iz
Va x bilan y ning joyini almashtlr;“:: logax.

R,

X

R
€1 H

H 3 rasm
1 rasm 2 rasm

i silasi
Logarifmik funksiyaniog ho

x
Ta’rifga ko'ra loga(x + 1) ~108e~
! = lim h h
(o =B L (148
= limji-%
h~ \

Quyidagi belgilashni kiritamiz -
x
hsg da k - 0, u holda glloga(l + k)}

(loga x)' = }tl-% k

1

|
1 1loga ;}53(1 b
k=7

qi ymaﬂafi“i qara

iz
. va jadval tuzam
iz

= l;;in?) logo(1 + k)
x - .. .
Oxirgi limit ostidagi ifodaning
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i (1+h)E & (1w
8.1 2593740 e -0.1
661 27048 -0 -0.01
8601 | Z.7168%-n -0.00}
00081 | 2.71814+0eer —-.660
000501 | 2718260 ~0.06001

: e .' . Ne er
Demak ular biror songa yaqinlashar ekan. Unga e soni yoki Nep
o‘zgarmasi deb ataladi.

e soni
n

e = lim (1 +%) = 2.718281828459045 ...
Nn—0o0
Sunday gqilib quyidagi tenglikka ega bo‘ldik

(log,x)' = _IOga e= xlog, a
Logarifn asosini e ga tenglasak

1 1
(log. x)' = ;loge e = p
8a ega bo‘lamiz,

Asosi e ga ting bo‘lgan logarifinga natural logarifm deb aytiladi.
Ya'ni:

logex =Inx
Eslatma, €

d 1
(loga x)= m

~(1n x) =
1-misol, Berilgan funkslyalarnmg hosnlasnm hisoblang
(1) y=In2

(@) y= logz(sx +2),
(3) y==xIn3y
Yechimi,

= e—

1 2 1
1 ! = ' _
1) y Zx(Zx)

x x
1
(2) y’:\ r 3
Bx+2) Iz 3x+2) NeTSY

@ y'= In3x + x;—x =In3x+1

x'In3x + x(In3x)’ =
Eslatma: ¢ soni lim,,_,

(1+* =e=27182 ..
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hisoblang.
alarni hos1lasml
2-misol. Berilgan funksn); 1y = (lnx)

@y= xIlnx

(3) y =10g10*

Yechimi. Z Inx

c—Inx =
€)) —(]nx)2—21nx dx x1 —_—
txZ=
d lnx):(x)"lnx+x(1nx) =Inx
2 E;(x Inx
(3) logioX =510

1
d d Inx ___L_.‘!-lnx=f|7"1'6‘);
alogm x= dxin10 T In10dx ing hosilasi
SB. Ko‘rsatkichli fumksiyaning hosilask Teskar
0‘rsa

U holda
an bo'lsin.

f va g o*zaro teskari funksiyalar berilg

Bizga, f va

arti olamiz
f(x — x=4g (y)‘z va quyldagll ol
o dxfferensmllaym ppr

Bu tengjiklarni har ikkala tomonini dg)

_Uw 4@ () d

iy "E'x" dy
@ df(x) dg0)
1="G¢ dy
Demak ‘_i_f_(_’f_). _ _@j__@_)__
dx ('237‘ )
yoki dy _ -'a};[‘
= ()
. aning bosilas!
Ko¢rsatkichli funksiya®” =

aray]
,yan 1 q
Asosi e bo*Igan ko rsatkichli fm‘ks Cfw=¢

Unga teskari funksiya £ = g(}’) = Iny

Demak, Y\lqorldag‘“%ay ko'r? df®)..




- =0 ni yechib nollarini topamiz.
Boshqacha gilib aytganda f (x) g (x) y ~
i(ex) —_ ex
dx
Endi y = a* ni qaraymiz.

idagi teorema
O‘rta giymat hsqﬂ:;i:w . {
]ama [$3] Saiehtiah i
Jaraymiz e Aytaylik y=f(x) teng L ‘
Agara = e* bo'lsa, x = Ina bo‘ladi. Demak, : . tervalda uzluksiz
Y =a% = (efe)* = gxina berilgan egri chiziq [4,5] in b) lar orasida
. ¢ ar or:
Qoldaga ko'ra d d x] bo‘lsin va m nuqta f (a) vé f( ) f(c)—m
— 1 = pxlna __ = a . =
a(a:::) == (e¥may — ¢ PR (xina) = a*In bo‘lsin. U holda [a, b] mte!’Valdauqta batta
. n .
di a*) = a*lna tenklik bajariladigan shunday ¢ :
t topiladi. onoton
ksiya [a,b]da m R
3-misol. Berilgan funksiyalarni hosilasini hisoblang. Izoh. Agar funksiy a[oonadil'- . . sonlardagi yechimlari sonini
(1) y=e* @) y=a*= 0°ssa yoki kamaysa ¢ sony {am aning haqiqiy so
Yechimi. I-misol. Berilgan teng
1) Qoidaga ko‘ra toping: 3 _3y—1. ‘ . ib, undan
Qi Y= e¥. (22) = 2¢% ) Y ; Bfl tartibda ﬁmks'yaya?ab 011 1,3 =1
(2) Qoidaga ko'ra imi. Biz ushbu y=x’ 3% =0 tenglikni x =12
' -2 ’ -2 Yechimi. Biz . iz va y
Y =(a*]ogq)- (=2x)" = —2q-2= loga . __1) ni olami
4-misol. Berilgan funksiyalarni hosilasin; hisoblang . Y'=3x"-3= 3(x+1)(x
Dy = xa* (2) y = 2inx @)y == Yechimlani olamiz.
eX+e™
Yechimi. i T \ N
x A W :
y:=(x)la +x(ax)r=ax+x.ax]oga=a"(1+xloga) “:_ N “i; 3 0+
y' =2nxp o, l -_-w "' - | :
o -
(@ +ery2 (e™ — e=x)2 4 C
g (e* + e=%)2 T teye
. . ‘i bilan 3
2.6. Hosilaning tenglama va tengsizliklarga tadbigqi B“, funksiyaning grafigi Oxt;glama 3ta
6A.Grafiklar v, tenglamalay (Parametrsiz hol) Chiqadiki yuqorida berilgan rametrli hoD)
Ushbu £ (x) = g(x) tenlikning ildizlari f (x) Y » [ AR fklar va tenglamalar (;’9
o ik =ofx,
va g(x) ﬁmksxyalannmg kesishish nuqtalari \\ / Gra f (x)__ g()f( 1
. s . —— = FX)
koordinatalarinj ko Isatadi. \ TS !
Xususiy hollar - / i
Agar f(x)=g(x tenglama paramety; N ‘\
bo‘lnasa, uning yechimin; toppish uchup biz TR PR
y=f (x)-g(x funksiya grafigining (O
0‘qi bilan




Aytaylik tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘Isin
f(x)
=k, (g(x) # 0)

f@ =k-gx) = -LF

tenglikdan & ni topib
_ (%)
g(x)
y=k
shish nugtalarin; topish mumkin.
da x’ +3x* = g kubik tenglama 3 t

sistemani yechib grafiklari kesj
_ 2-misol. q ning qanday giymatlari
haqigiy Yyechimga ega bo*Jadio
Yechimi. Ushbuy x* 4342 — a

tenglikdagj x° 43,2 funksiya hagjda
quyidagilarpj aytish mumkip,
Yuqorida berilgan funksiyan; i nksiy?
Yuqorida. bey Yaning grafigidan 0<g<4 da fu
grafigi y=q chizignj 31 nuqtada kesip o‘tishi kelib chigadi. ;

3-misol Beri] i
i ol tenglamanip
ildizlarj Soninj toping, ¢
€ =x+q
Yechimj
ys=e —y e

Yechimi. P ex—1=3x+m
x3 ~3x-1=m

= m funksiyalarni qara
Biz ikkita y=x’-3x—1va y

1
Yuqoridagidan: y'=3x"-3= 3(x- 1)(" + )

ing ildizlari soni:
Grafikka asosan, tenglamaning ildiz!

m<-3 m>ldalta
m=-3:1da2ta

~3<m<1 da3 ta yechimga cga.
fik va tengsizliklar (Pa

rametrsiz hol)

6B. Gra

oy = f(X) o= 100
te“gsizlikning yechimiari 32 ) { 'Eiziqdan ) \t { -
\unksiyaning grafigi ¥ 9 1g sohasida bo‘ladlf) K\ j’"’ff it}
yooidabolgan  x ~ntirish bajarib ¥ > X7
Y = F(x) — g(x) almashtirish D552 N2

Zlikni isbotlang-

Qismini topamiz. ) -
S-misol. Quyidagi tengS; B P

3
—-1<=X
x>0dax 1 3

Yechimi.

y'=x'-1 =(""‘)("+l)
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7
7
Y G i " /
- BN '
3 { -+ , N /
¥ i " t

Yuqoridagi funksiya minimum % qiymatga X =1 nugtada erishadi.

x>04da y > 0, demak barcha x>0 larda x-1< %x’ bajariladi.

6-misol. Quyidagi tengsizlikni isbotlang.
x>0da " >1+x
Yechimi.

y=¢ —(l+x)
funksiyani qaraymiz

x>0da y'=e*-1>0
J monoton o‘suvchiligidan x=( day=0.

Nogoe.
Yoo+
') {} v H

) Grafik va tengsizliklar ( arametrlik hol
k ning qanday qiymatida i )

f(x)> g(x,k) X

h masalas;. \

A

f(x)> kg(x) = f(x) \'\

tengsizlik bajarilis

/ -
() () s

v
y:@ o

Y=k

114

sistemadan k ni % > k ekanini topamiz.
8 Sadi i jymatlar
7-misol. Quyidagi tengsizlik bajariladigan @ ring qiym
toping,

i to‘plamini

12 a ..
axzlnx (x>0) R
Yechimi. o
Inx :
az—
X by
Inx
)= —
x
1 . —-inx
—x—-mx1 1
== T

o
x:éday -

- - YL aav 7
Y Ocyae U ey R

'
Yamx=e

A da funksiya eng kichik
Uymatga eri

shadi.
Javo, a> _l.
e o .
8-misol. Quyidagi tengSiZl|kmsle;:clin§7 >3x
x20da X~

: iz
. irish bajara™
Yechimi. Quyidagicha al“;aihg;lz —9x+27 +3)
§ : Jcéx—'i) =3(x+ Hi
y' =3X - )

=0

o T

7z
:u‘q?ﬁdagijadvaldan X —9x+2
O Tishimiz mumkin.
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2.7. Fizikaga tadbiqlari

7A. Zarraning tezligi va tezlanishi.To‘g‘ri chiziqdagi harakat. Tezlik
Ox—o;qidagi harakat
O X
X=X, =X +Ax
t=0 t=4 t=t,=t+At
[t: , t;] oraliqdagi o*rtacha tezlik quyidagiga teng
Hox _Ax
L-t, At

v —0>
x=0 x=x

V=

! nuqtadagi oniy tezlik esa

[m/s)

v=lim X _ & [m/s]
To‘g'ri chiziqdagi harakat; Tezlanish

Yuqoridagi kabi: X C o
O‘rtacha tezlanish ;
a= u = Q

'z -’1 At

Joylashuvi
[m/ s] N

Ouly ezl Tegdik . <
a=l|j & v :

&350 Af =E [m/ s}

. Vektor va skalyar
oy Jymati va yo'nalishi bjon tavsiflanadigan, aniglanadigan kat-

tahk. Skal ar — < . ]
Kattalik Yar ~ yo‘nalishga ega bo Imagan va faqat son bilan ifodalanadiga®

tez va qaysij Yo‘nalishda harakat],
vektor kattalig;.

Tezlik (YO‘ll].ing) - Ob . SR |
harakatlanishinj anglatuychj skalyar kagm ﬂi alik tez w =

yektning qanchalik
anishini anglatuychi 50 s |

i

ey e
RN
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Harakat tashkil etuvchilari . tlansin.
Q nugta Ox o‘qi bo'ylab, R nuqta es.abo‘}lls; qllJ l:‘c:) 1yd|:b harak
Shuningdek Q va R lar P ning koordinatalari bo‘lsin. | /
dx )
o - e
dt

Q nugtaning tezligi :

R nuqtaning tezligi :

2 2
1o _('_ix_. +(9:V_)
P nugtaning skalyartezligi: v= 7 7
Tezlanish

imi ish holati -2 tik ofildi.
Doimiy tezlanish 1% p yuqoriga :

1-misol. Boshlang'ich tezligi 25 m/ s bo lga:ﬁtgapyz?nalishim olsmiz.
B°sh’ang‘ich 'nuqtasi sifatida y—Oflqi bovﬁltz::lu :isoblansa, u holda uning
Agar vagtai to‘p qo‘yib yuborilgan
holati quyidagicha beriladi: _]_g,I
y(l):}’o'i‘vot-' 5 . +and nuqtaga
Bung 25 mis va g=0.8mis’ TOP e

62 v, =0m v, =25m/s V& 870,

Yetgandagi vaqt va uning balandligi qanc

dy gt . Eng balan

d nugtada tezlik nolga teng,
Yechimi. Tezlik v= 5 =v,—

1

bundan kefib chigadi v, - g/ =

63 = 32 m cha

1
y(’1)=0+25x2,6—-§x9,8><2, o
i - o‘qgidag!
ber: 2-misol. Zarrachaning ¥~ ©9
Crilgan (0__[,_6124_9,_,_2
x =

117

arakat tenglamasi quyidagi



1
==h
ing uchun r =
‘ hligidan 8:r=16:h, shuning 2
v Uchburchaklar o‘xshashlig N
’ : I s
. S . r = —nmh
(1) t=2 datezlik va tezlanishni toping. e | V=3 .
(2) Harakatni 0<¢<4 mobaynida o rganing. " AN a1 - dn R ‘
Yechimi. ) ' Differensiallasak {: —= 47t ' AN
M v =F=3t2-12t +9 =3 - o) dt
de 2 : . av i /s, h=6sm :
D(E-3) : __7-——-———-——";‘ Natijada: Pt ’ | A
s i S an dh_ L s .
=—=06¢-12 hunin uchun, 1 an an_ ___
@ do @ I Bundan esa 3=:1—rr><62 A A 37
W2)=-3, a(2)=0 .
S idishi
o o e R S IR j_ S-misol. To‘rtburchak Sh,akhdaglldsi?i‘{nzoqda' .
ki S oimiy ravishda 20 Jirr /s tezlikda to : i
6 vy 2 m. dishdag
21718 N[2]7T6 dishning o‘lchamlari w=1m va I=2 ;mday?
B. Bogh lal suv y balandligining o‘zgarish tezligi q
7B. Bog‘liq masalalar
ib
, . . idan torti®
S-misol. Bir kishi arqon yordamida qayiqni tepalik tepas! ish tezligi Yechimi. Yasalishiga ko‘ra Y (1) = wh(d)
olmoqda. Odam suv sathidan 9 balandlikda va arqonning o zg';;? ( .
2m!s. Arqonning uzunligi 15m bo‘lganda qayiqning tezligi qanc . masof2 . . .4 =w,_;z_
Yechimi. Arqon uzunligi / [m), qayiq va tepalik orasidag Uni  botyicha differensiallaymiz —7 av
ax _ 1 (&
*im W +9? = ! yoki 2t wi dt)
5t s
e 7 . = 0000 sm
T Be’ilganiga ko'ra: %= 20 litr /s=2
ihe dt
\'\.
<A X

Bundan quyidagi kelib chiqadi,

, 000 _ sm /s
Bu tenglikni ¢ bo‘yicha difi'erensiallasak

&= ~160-200
d w .
. lashish'
- aning yagin'd
2yl 2.8. Fu“"?".'all;‘;fqinlasl“s"
dt dt 8A. Chiziq v
Shartga ko‘ra, .
@25 =15 m, us VIS -9* =12 Hosilaning ta’rifiga ko'ra i B
du du
bundan IZxE =15x(~2) 5 =-2,5m/s.

linL@+W=1@ _ r(a)
h-0 h
4-misol, Balandligi 16 sm
shaklidagj idishga

¢ asosining radiusi §.om bo'lgan KO Kichik [#| lar uchun g B
: ishga 3 gm /g hajmdagi suy quyilmogda. 6 sm chuqurlikda s fla+h)-f(@ | f@ B P
sathi balandlig; o‘zgarish tezliginj toping. "
Yechimi. Suy hajm; 1, 2,
3
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Bundan esa
fa+h)= f(a)+ fY(a)h
a+h=x belgilashni qo‘ysak,
fx)= f(a)+ fa)x—a) ] -
I-misol. f(x)=vx ning a=1 bo‘lgandagi taqribiy qiymatin
hisoblang. Jix;

ol

Yechimi. f'(x)=—x a=1da

N |

1 By
fM=Vi=1va fQ)== :
2 !
Shuning uchun , /

V= SO+ fOE-Dates-pale L0 02

Masalan: x=1.1 kalkulyatorda J.1=1.0488...

. 0
Bu tagribiy hisoblashda 1.]= % x l.l+% =105. Bunda xatolik 11%

bo‘ladi. i
2-misol. () h kichik bo‘lganda, sin(a+#) ning chizid
yagqinlashishini toping.

(2) sin31° ning taqribiy qiymatin toping.
Yechimi.‘ () f&x)=sinx f '(x)=cosx. Formulaga ko‘ra
sm(a+h)=f(a+h)zf(a)+f'(a)h=sina+hcosa
0 _Z o /1 . . . ¢
@ 3= 6 " 1gp bundan, hﬁé' Yuqoridagi tenglikka qo‘ysak
(zr =z T I T N [
sSin| —4+— & SIN— 4 — —_—_m—— .
(6 180) 6 180°"6 "3+ 150 2
7=3.142, V3=1.732 deb olsak,

. 1 3142 1732
Sln3l°z—+\..__ ~
27 780 > =0.5151

[*| kichik bo‘Igan holat
a+h=x  f(x)~ fa)+ fayx :
. . 4 -Q S .
x kichik bo‘lganda iz a=0 pj ﬁo)‘ymiz m'; L
F@= £ O+ f(0) o
3-misol. |y yetarlicha gich: '
] ichik bo‘lganda, 7
Vi ning 2qribly qiymatini toping, AR SR T I
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shuning uchun

 Yechimi. (VI+) = - \/11;7

169% FO)+ Oy =1+ 1 12 toping
VRN (8) .
4-misol. cos29° ning taqribiy qiy‘“atml;k:alr f‘;;l:ilaljmizl:g
J®=fla+h)~ fa)+ f@h (1) formula foydalaning
@)= f0)+ f10)x (2) formuladan f0y

3 1 '(x) =—Sinx

Yechimi. f(x)=cosx ni (1) ga qo‘yamiz, bund:“ ! T
’ T TN S(E) ———sin ('5') =
cos29°=cos(—€—T8'5 = C0S\e/ 180

V3 m 1 1732 3142 1_(g75

=——— =% ="y 2 , = _si E_!.x)
906) = os (5 4.2) i o g g’ iz bondon ') _g_s)"; &
c0s29° = g (— 355) = c0s (5= 6w

-—
=3

Vi m 1 1732 +3-142.l=o.875
FRETT A 180 2

8B. Teylor_qat?l;l;a
Aytaylik, f(x) ning yoyilmasi quyidagic

_ 2 a(x._c)s-!'..-
f(x)=ia,,(x—c)"=ao+a,(x—0)+az(x c) +4
n=0

Bu tenglikni ketma ket differensiallasak 2, 4a (x—c)3 +..
fv(x)=al+zaz(x—c)+3a3(x"c) (XA-C)Z o
F(x) =20, +2-33{x =) 34

bo‘lsin:

e

¥=¢ hot lganda, bizda quyidagi hosil poladi

o = 2 g T 0 M
f(c)=a, f(c)=an (c? azozish mumkin ekan
Ya’ni bunda koeffitsiyenlari quyidagicha ¥

""""""

f(k) (c) . e
=" a yoyilmas! quyidagiclt®
¢ ny iyaning Teylor qatorlg“ 2 -_f_m—(—c-)-(" -yt
qta atrofida f(x) funksiy ( )(x.-c) +730

J 2
2!

x . ~c)+

1= L2C) oy = p(e) SO
= nt : il bO‘ladi: fm(o) ..

¢=0 uchun Makloren gatori hos! (0) 2 L5

2, £™(0) , _f(0)+fv(0)x+/§-!—-—x
TR)=2=—
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S-misel. sinx uchun x=0 da yettinchi tartibgacha taqribiy yoyilmasini
toping.

Yechimi. Biz yoyilmaga
S(x)=sinx ni qo‘yamiz.
['(x)=cosx f*(x)=—sinx...
Umumiy holda

f""’“ (0)= (—l)" Sty

Bu giymatlardan foydalanib quyidagiga ega bo‘lamiz

3 S 7
sinx=x—i+-x—-x—.
st

6-misol. f(x)=
Yechimi, By

teng boladi. Shund:

e* uchun Makloren qatorini toping.

funksiyaning barcha n—tartibli hositalari ™ ()= e &
ay qilib bu qiymatiar x=0 da quyidagiga teng bo*ladi
f(0)=r(0)= f(0)=..=e=1.

Koef’ﬁtsiyentlari esa
(k) ¢
al' = L|§9_l = i
Shuning uchun k . k!

2-9. Boshla

n 3 h 3
94 By g'ich funksiya

shlang‘ich funksiya

Biz i : . ) Jan
ﬁmksm} berilganda uning hosilasini topishni o‘rgandik. Masa™ .

i S, : i . a
Garayimiz. Hosila berilgege <2 K0 ©0ppish mumkin, End teskari M3

ganda funkg; ani toppi El lik:
Tezlik ma’lym botlsa vy - 1) Yani toppish masalasini qaray Nang‘ich
‘ladi T & ] ™ s() bosib o‘tilgan yo‘l bos
bo‘ladi,

122

FO0) = hrsing, 7\ f
f(zn+1)(x) = (=" cosx, /\-{\w \//\ / :
7 (0)=0 7 . \
x=0 uchun; .

. ivasi iladi agar
F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi deyila

F'(x)= f(x) bo‘lsa. . g*ichidir,
(x) M{s(ol)- F(x)=x funksiya f(x)=3x" ning boshlang 1chx.‘u'

4 (0)=35
()<

chunki

Aniquas inlegt) it -

x3,x3 ~ 2,%% + 2 lar 3¢* ning boshlang‘ich f“““f,‘:;‘s"i Coh

Teo;'ema. Agar F'(x)=f(x) bo‘lsa, har qan: ; ;;"_'."f’ NEE
boshlang*ich funksiya F(x)+C (C :0‘zgarmas) poorE iy
shaklga ega bo‘ladi. .
Bu F(x)+C funksiya f(x) ning aniqmas
integrali deyiladi. Berilgan funksiyaning i
aniqmas integrali [ f(x)dx kabi belgilana ”
Va teoremaga asosan, birorta F(x) boshlang’ic
funksiya bo*yicha quyidagi tenglik

bilan aniglanadi J~ F(x)de= F(x)+C

e
i
S
o
i
—

P
i
{
i

e 1o

Tag, 7\\ yng,
R [1 ;
Yol i i
HIRCR t
g e Fmgs S D

Lo
SN

-
.t

Asosiy aniqmas integrallar

__ fosila__y 3
x] +C W

n

Algebraik funksiyalar

<Integral>
<HOSila> nil 1 uchun
X _4+C n#-

ix""‘=(n+l)x" - de‘=n+l
1
. S1._—x8+C
1-misol. j'.x dx 6"

= —1 uchun mas
Eslatma. n lu o f_ +C ma'nogd ega ¢
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N Grafik usuli
Differensial

Grafik: Og'shi:
y=fx) - &

Integral

Og‘ishi: Grafik:
af(x)
& T Y=

Differensialnj grafik talgin qilish
Qanday gilib grafik orqali y=iny dan y=l hosilani topish mumkin.
x

I3

ey
Soha
d 1
=—nx=—
¥y = x S

lntegralning grafik talqinj

ralnj Ganday topish mumkin

124

Algebraik hosila
x>0 uchun (y=Inx aniqlanish sohasi)

. 0‘ amiz'
X <0 uchun ik =—u (u>0) ni GO
Grafik ko'rinishidan, faraz gilay
Di i idasidan
ifferensiallash qoi a,s d(lnlxl) d(inu)du_1.
aTE &
l o _nld+C
Barcha x # 0 uchun j;d" =i}

y:h‘lx X

_L
D=7

. r-
Asosiy anigmas integrali

isinx =CO0SX

Isinxdx =-cosx+C
.‘icosx =—-sinx =

IR B
Etanx=—c;;;; cos X .
' grallari - davont

. e
Ko¢rsatkichli fupksnya!ar in
Eksponensial funksiya integrali

*+C
e‘ﬁ:e +
_‘?..e’ =e = J-
ja‘ﬁ=£+c
_d.a’-_-axlﬂa = Ina
dx
125
__.—‘




Integralning asosiy xossalari

j{f(x)+ g(x)}dx: If(x)dx +Ig(x)dx
O‘zgarmasni integral belgisidan tashqariga chiqarish mumkin

Icf(x)dx=c‘[f(x)dx

Umumiy qoida

Misol
2-misol. Quyidagi funksiyalar aniqmas integralini hisoblang.
(1) (x+ )(x-2)
(2) sinx+2cosx
Yechimi.
(1) f(x“)(x-z)dxj(x’-x—z)wc=jx’dx-jxdx-2jdx=i—é-wc
- 2 -
() I(S‘"“‘ 2c0s.x)dx = Isinx + ZJmsxdx =—cosx+2sinx+C
.3. misol f(x)=3x* funksiyaning (1,2) nugtadan o‘tuvchi boshlang‘ich
funksiyasini toping,
-Yechimi, )
f(3)=32 "
J(®)=[3xd=y 0
SF()=1+C=2 C=1
y=x"+1

9B. O‘rniga q?‘yish usuli. Bo‘laklab integrallash
Ofrniga qotyish usuii (1))

Integral ostidapi i
gral ostidagi funksiya f(”(x))u'(x) ko‘rinishga ega bo*lganda.

q“yidaﬁgmelgﬂashlar go*laniladi
z(xz ' l)sx sin’ xcosx
F'lu)= S (u) bofi:i:, bl,l‘llndau'= 2 U=Sinx y'=cesx
F(“)=Jf(zl)du )

k

126

Flu(a)) = £ (2)es

(1) va (2) integral orqali biz quyidagini yozamiz

O'rniga qo'yish usuli

[ 7 (u(x))u(x)ele = [ £ ()

ashtirish

Differensiallar yordamida allnDiffere:nsial

du ., du=u'(x)dx
u:u(x) —> '&;=u(x) —> au (

=-d—l‘-ck
dx

M - dt =3xzdt
asalan agar u=x’, bund?l} (ul) (a)ds= J. f(u)du
Noa,

=S .

arning aniqmas integralini topLng-

4-misol. Quyidagi funksiyal @ j'sin’ xcosxdx

M f(2+1) &
Yechimi. (1) Biz ¥* +1=u b=n1d0 ¥
du

O‘miga qo‘yamiz 1 (xz +1)6+C

amiz, bundan

p—

1, _ls.c=
[(52+1) xae= [ d=g" T 12

(2) Biz sinx =u ‘ iz
& wlx:-———l du o‘rniga go°yam

°°S«\E=1 COSTEE™ cosx 16 1 insx+C

[sin’xcosxdt=j.u’d14=gu +C=7g

O¢rniga qo'yish usul @

[ f(x)de= | (x()x' ()

Bunj quyidagicha yozamiz d
jropae=l e’

. ini toping
, 1agi funksiyaning aniamas
S-misol. Quyidagi 127

@



ds =S +Hh) - Sx)» hf (x)
[x1=xax

S(x) ning hosilasi esa

dx ds . Sx+h) -S@X) o
Yechimi. i-x=1 deb belgilaymiz, bunda x=1-1* va Z =-2. dx };’.'3_-_———_—; ﬁang‘ichlaridan biriga
f csiyaning bos
Shuning uchun S(x) funksiyaning yuzasi- fix) funksiyaning R
~xdie={(1=1*\s (= ={(1- _ = : teng bo*ladi, ya’ni
Ji=xac=f(1-)( 2)dt = [(1-1)1(~2 )t = g bo'ladi, y S =)
5 3 —_—
=2j(t4 _12)dr=?{% —%}+C=—]—2§(2+3x)(1—x)\/l—x+C : 75 /
) Bo‘laklab integrallash //’TW\“‘?V
Biz ko*paytmaning hosilasini bilamiz RS i -
{f(x)e ()= I(x)g(x)+s (x)g'(») A L
Bundan esa biz quyidagini hosil gilamiz oo T
IO~ (e ()l
Bu tenglikni integrallab, biz quyidagi bo‘laklab integrallash
formulasini olamiz Aniq integral va Yuza
.[f(")g'(X)dx=f(x)g(x)—jf'(x) . Jang*ichi bo‘lsin.
) 2(x)dx FO) funke: {loan funksiyaning boshlang
6-misol. Quyidagj integralni hisoblang, () funksiya berilgan funksty S(x) = FOx¥ C 5@ =0.U holda
' Ixcosxdx Berilganlarga ko'ra x=a da y“;a_n;.:i?_:%lg
:“'.‘“':“ Jxmsxdx:xsmx*I1~Sinxdv=xsinx+cosx+C ' C =-Fla)
-misol. Quyidagilarni hi S
so Q"yliiagllam12llls?blang, Demak. S(x) = F(x) - Fg,‘gzini hosil gilamiz
O fostasingge [reai Agar x = b b'lsa, biz to*liq sohaniog
Yechimi,

s =F(b) - F@
¢y (cosx)'-_--sinx bundan, cogy = # ni go'yamiz —sinx= du

r \/
Shuni & . e B
ning uchun I cos’ xsinxdx=j o ("dll)=-lu" +C =—l cos’x+C /'; ".—“\"“a/ 7 S
3 3 FE : i ; H
@ | 4;( ) () )
SR e e X e X & :
6 I 6 6° T36° *C i e R
BRC EE . { deyiladi va
2.10. Aniq integral : s ani mtegfah
.- F . dagi aniq
10A.Yllzam a.nlq.lash va bosh‘ang‘i(:h funkSiya. (b) - F(a) ga_,“'(x)" nmg [a,b] gb ix
Egri chizigli sohaning yuzasi f fx )
ABQP sohani . ' a
quy%agis;hﬂmnagdimm 50 bolin x -y ga ontisilsa, yura Yo ey - F@=1F e
kab; belgilanadi.
“ningdek 129
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b
f f()dx = F(b) - F(a) = [F(x)}% 3-misol. Aniq mtegralm hisoblang.
. a
Kabi yoziladi. j (x% = x)dx — j (x? - x)dx
Aniq integralning xossalari Yechimi ~
Aniq mtegralnmg chizi 1 ' 1 3 T =3
ziqlilik Xossasi f 2 2 _ J' 2 _ y)dx ==
(')f kf (x)dx = kf FOOdx | (x? — x)dx —]1 (x% — x)dx = i (x%—x)
(2)f {F0x) + g(x)}dx =
f f(x)dx + f g(x)dx 10B Botlaklab lnteg]'a“a “ " (1)
f (3)Teskari integrallash xossas; O‘zgaruvchilarni almashtirib integralias
fOdx = - ¥ v f(X) , tirib integarallash
(4)Addltlvhk{(0£‘s(:s.)ldx . ’ // Anui:llk integralni q uyi dagi usu“arda o‘zgaruvcblm all'naSh 1
Mmumkin.
Jo Feydx = J; F)dx +f Flx)dx (1)Funksiyani x = g(t) kebi belgilaymiz Agar
a= g(a) vab= g(ﬂ) L ,_./
, 5 (f L f f(x)dx = j Fg(£) g'(D)dt s
-] o Ho.
1-misol. Aniq integralnj hlsoblang oo
J- (x® = 3x + _ i
Yechimi, f‘ 2 Dax (2)Belg1|ab integrallash i
[xT 207 =30k Dde = (4 5[ g4 [ 1dx = Agara = u(a) va f = u(b) uhol R
= x 3
L, 7lz), *# ~3.2 ('2) 2 (4-(-2) a e s . a
=12 ;
2-misol, hing.
o Aniq mtegralm hnsoblang d-misol, Quyidagi aniq mtegralm pelgilash orgali Yeeuis
@) (Zx +1)%dx
Yechimi f" Slnzedg . 1=
cchimi. U Yechimi. Belgilash kiritam1z 2x+1°
holda X R

) I
_Ide~J‘1 xdx = [3
1 = xdx + (T xdy =
: . zjfl xdx
=f xdx = |%_ =4
(2) n t 2 1
[ sin264g < [&szef ~ 26D
2 1y~ T~T

=1
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S-misol. Quyidagi aniq integralni hisoblang

2
f x%x3 + 1dx

0
Yechimi. Agar u = x3 + 1 kabj belgilasak, bunda du = 3x2dx
{ holdu

Cedim, ey e TR
}_ oy .é.]d.x:.—.J VUi ey e f T
-6 : (3 ) N

- ~ Bo‘laklab integrallash
Bizga quyidagi tenglik ma’fum
J 1) (ot = 7(x)g () J ) (x)ae
Aniq integral holida esa quyidagi hosil bo*ladi
[/ ekte= [ (el - [ £ el
6-misol. Aniq integralnj hisoblang
1 odx
-3 (2x+1)3
iz2x+1 = t. U holda
2 * @ =2dt vaintegralpj chegaralari o‘zgaradi
t(—-3) =~ -1) = —
Demak C)=-5  f-1)=-1.

-1 - _ -1
J #ﬂ'li:lﬁ -5
= @13 | =3l LT

2
7-misol, Quyidagj integralp; hisoblang.
2

>3
2 ¢ b .
X e‘(,{‘v:.“[..'-‘ ar
}; et - I

3 { »
= det . o 220 J“z
A

2.11. Tot‘gérq
11 AT;Og“?r::";tb“r chaklar yordamida soha yuzini baholash
8 M to‘rtburcha) Yordamida soha yuzini baholash
y=x2+l va y—otos‘. . .
. ¥ =0 1'% chigiglar py 4 sohanin
[0.2] kesmadagi yayzin, hisoblang, (Aygaop - E2elangan

(Aytaylik, aniq integraini bilmaymiz)-
132

o Samasnea

X

bérilgan [0,2] kesmadagi sohani ushbu

Ushbu masalani yechish uchundagi o amalea oshiramiz.

tartibda 4 ta qismga bo‘lamiz va q“yll |
1 (1 lf(l)+lf(_3.)+—f(2)= v //,
h=s1151*3 27 2)7 2 | J

1(5) 1 1(13)+1(5)=5.7s N
g —(2)+—-| — H i

2(4)+ 237 )2 Lﬂ o
da 4 ta gismga ajratib

]

. hbu tartib
So‘ngra berilgan A sohani _Za“a us ¥ p
quyidagi hisobni amalga oshiramiz. Yi L

4=gro (3 /3) e

LR IEATL 1 (E)=3.7s R
== = = {+—=(2)+= H

2(l)+2(4)+2( ) AW |

faliqd'a ekan' o alga

‘ <A<S. 50 ‘1akka bo*lib amaise
Demak berilgan A sohaning YuZz! 3 .75hani aynan Stal30 lakksohani“g yuzi

di esa aynay hisobni berilgan SO% T2 perilgan
o:hi:-ae:; aynan S::gld: hisob-kitoblard:nm i: 5

iz, e .

41875< 4<5.1875 oraliqda ekanligini tOP

Niq giymat esa :

L
P Y

F JCJ ] ’ - _li = 4666
A= {2 + N =l Z+x|| =
‘[(x + )dx l: 3 A 3 .
8a teng bo‘iar ekan.
. hap chegard
ada uzluksiz bo'lss atga yaqinlashad"

Teo"ema. Agar f (x) [a,b] kestm a bir hil gyP&S

d
N>
Mgtalar botyicha olingan yuzal®
ya'nj

. A —_:L.
limAR=1lvl.I}1c L
N-© 133



l-misol. y=x* va y=0 chiziglar bilan
chegaralangan sohaning [0,1] kesmadagi yuzini
n(n —>oo) ta bo‘lakka bo‘lish orqali hisoblang.
Quyidagi formuladan foydalaning.
P42 43yt M0H ) (n42)
6
Yechimi. [0,1] kesmani # ta bo‘lakka bo*lib,

rasmda keltirilgan to‘rtburchaklar bo‘yi
yig'indi tuzamiz °yicha

s,.=%{0+[%)2+(%)2+...+("T“)z}=

—_—

Bu yerdan esq i 1
> !’1‘1’28" =3 Agar bu giymatni integarallash yo'li bilan

taqqoslasak ?
] 3 !
S= Ixzdx SEN
: 3], 3
[ Aniq integralning ta’rifi
a, b] k
f 3]; e;milC teng ravishda p ¢ bo*lakka ratilgan bo‘Isi
s . o' Isin:
chetki Nugtalarining yaqm‘;:s(l:?l'rf: - e
iMshdagi tagribiy
qlymat
RAR}
s
-

uf

EAJE ISPV,

i
~nod

Ay, = f(x)Bx+ f(xz)Ax-s'-...+ f(x)Ax=

=if(x,,)Ax

k=1 o . Y e A k ‘fa .
ga teng bo'lar ekan (f ning [a,b] intervaldagl Riman yig‘indisiga ko‘ra)

] n=4
imi =lim Y S (x)Ax
Chap chetki nugtalar bo‘yicha olingan limit: j f(x)ax }‘lgl,kz::o (=)

an limit: f[f(x)dx = }',ng(xk)Ax
nksiyadan {a,b] kesma

O‘ng chetki nuqtalar bo"yicha oling

‘ ’ fu
Agar bu limitlar o‘zaro teng bo Isz?, unga f
boyicha olingan aniq integral deyiladi.
ni toppish

ik qiymati
11B. Integral osti ifodaning ketma-ketlik qiym

Agar biz =0, b=1 qiymatlami qo‘ysak

n-1
! 1 (E) Chap chetki nuqtal
J, reoae=tm2> 1

1 {i f (k) 0'ng chetki nugtalar bo'yicha
= = lim— - . .
ekanligini topamiz. Bu munosabatl
topishda ishlatiladi.

2-misol. Berilgan limitni toping 1 + _.L)
et o

ar bo'yicha

ar ba’zida cheksiz qator

)

s ! ib olamiZ
i i 2 pi chiqarb © 4
Yechimi. Barcha qo‘shxluvchllardan "
1 1
1 1 ., .+_,L. —lim—r;m I:E
S= lll’l’ll ___--.|.__...—+_,.-3— . o
N l+l ' ! indisi
. - cindis
k , flimit 1 funksiyaning integral y18'1
i x bi i imit 77
~ ni x bilan almashtirsak, bu " ‘
n integral ta’rifiga ko' 13

ekanligini ko*ramiz. Demak

.o iz.
ldx ' ‘=l 2 ekanmltopaml
S e LI

135



3-misol. Limitni hisoblang

o n n n n

. T .27 . 3r . nNw
§ =lim— Sin—+sin— +sin—+... 4+ sin .
n

Yechimi. Yugoridagi kabi

n 1
S =lim1 Sm[£”)=.|'8in(7rx)¢1x= _cos(rrx)
II-NDn k=l n ° 7[

0
__(cosrr—l 2
V4 _71-.

1

2.12, Integrallaming tadbiglari (1
. 12A. Tekislaikda Yassi sohal

3

-qism)
ar

S*3 f(Ax =

;‘?ﬁ?;a'[a, b] kesmada f ()2 g(x)
b
S ={[f()- 8(x)

Bhot. Y= (%) +k, y=g(x)+k

b
S:S - = b R
1=8, ![f(x)+k]dt‘j[g(x)+k]dx=“f(x)__g(x)]df

136

ivabo’ ol
Vianfiy yiymath funksiya bo'lgan h

| p st
la. 5] kesmada £} < 0 bolsa. -
Yugoridagi formulaga 350840

/
il t e}
a x=-d
slangan sohamng .
¥ o'gi bilan chegaralangd 8
. L T : e
1- isol, yv=a" a2 ¥ i toping. JRN
ot LI 43 (2} 1ne
VA x = 3 idagt qisminng yrzmt oy )
2 X= 3 pugtalar orasidagi ¢ imrg Y01 L |
Yechimi. R Xy I AN TR z‘\
Sohalyy S, Sava S b lsin

Ry

N 4 - ¥
. P 1IR3 ¢ i
\ . iy X T 1 ., )
‘St=“a'-\—2‘<l*‘ﬂ‘j‘_7 ';}'2 ) X\«’
hd D -
Y= v sy 2 =as
5
% 2"5(‘ —~ x =2 )y =L8323 g3 =8.166

1+45+1
- L\ o LR33A
. . P 5.+ .5., -
Oz navbauda S =372 e
S e o betvall
c= oyt fmkslyad
Zmisol, v=¥ va ¥=F &
YUZimi toping. o shir
Yechimi. Chizmada soha ko'X3
"etasing opamiz

...’iial}in -
bilan cheszamlangan S0 g
¢ 2

1 l iq bha’! beni‘lﬂﬂ.l&es



v H
* <
L
~ Lo
\// /"f"
//
>
o :/jy':.\"‘
O L
: RY

Jx=x? x=x* x( 2
. T X=X, x{x-1 X"+ =U.
Bu yerdan kesishish nuqtasu (0,0), (1,1). Yuzaia =0

5= g(a-xz)ﬁ{gx%_x’}u

.1
340 3
F . . .
unksiya grafig; va y o‘qi bilan chegaralangan soha

e . ;
g0 funksiya graﬁgf vay o'qi bilan chegaralangan soha yuzi

X

d
f $ =2y
ormula bilag hisoblanadi. )

3-misol i
) © V=Sin2x vy Y=cos .
sohaning yuzip; toping, bu yerdy ¢ : funksiyalar bilan chegaralanga”
<x<Z,

Yechimi. singy ~ ;
1. SN2 = cosx dep tenglashtiramj,

€osx(2sin x-1)=9
"+ €03x = 0 yoki sinx =]
* . = /2
Smadagi ildiz)ar X =n/2, n/6

%
(cosx—sin 2x)dx + _((sin 2x - cosx)dx =
%

O Sy O | %

S=
n
1 7 (1 Y21
=|sinx——cos2x {6+ ——C0S2x—SInx =3
2 0 2 x
6
ajmlari

12B. Aylanma jismlarning h

< “
s 4 ” &
Ve

———

-
[

/

LA :
R

2
e

cAv = borasidag]
_— L potladi, x=a va x=bo
Silindrming hajmi AV ~ S(x)Ax ga teng bo .l:d quyidagi integralga (<78

Umumjy hajm esa, limit yordamida hisoblan \
V= J.S(x)‘ix

¢ hajmini toping-
yuz[ S(h)= o’

= ZS(I)AX -

. usnin
4-misol. Asosi radiusi V@ palandligl A kon

; j asosning
Yechimi--\‘ o‘qini rasmdagi kabi olamiZ. Pastki

2
=7 X

_ 5.t yoki =77
Konuslar oxshasjligidan S():S=*
h 7 2h

3 3
Wl 2 m | =T
V=] Erxz}ﬁsf[Jo
0 h-

139
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S-misol. Gorizontal kvadrat kesimga ega bo‘lgan piramidaning hajmini
toping. Pastki asosning tomoni a va balandligi 4 ga teng

i
[
- )
0 N]
d

Yechimi. z o'qini vertikal gjlib olamiz, 7 ga perpendikulyar kesim uchun:
8(z):a* = (h-z) th?, S(z)=(h-ﬁ:,)2-‘i. Barcha parallelepipedlar bo’y icha
yig'sak,

V=}M&=sz'(hz_2hz SV (PR +133Jh=
o K n tz hz(h" ha 3

.\o‘:; Te
~ L
ES
i “
/ .
o
RN i
e
of

Umumiy hoyg, aylanma jismning hajmi

Jism x 0°qi atrofida aylanganida

b b
V= j SCodds = [ 2y fri(f(x))zdx

140

. i onie .
G-misol. i radiusli sharmng hajnunt topln&
Yechimi. - radiush avlana yuqost ismt
w®nglamasi

s avlantiah shar hosit
du foorat. Ru varim doirani aylantirib sh N
qitamiz an
- .. aga assal
Bu sharning hajnyi yugoridagi formulaga

T 4 sohant O3
- i o chesaratangan sohazt O3
T va o= xchizigly ‘ﬂi"““h‘"‘v‘f“‘f".’;,pi-w
Femisol. fovy= Vo va g ow XCRRIGER iz hajmin: topig.
. .y et Boloan j1smitig ik
i atrolida aylantirishdan bosil bo'lgan. ‘

Yechimi N

© | A dan B ni ayirishdan
ssmilar hajmiar A G i Ox o'al
e o Glaema jismilar Rajmiad  v=xmi O
Bu hajmni ikkita avlagma | o=y ni. Boesa ]
a LR ’ x')._o\l.
hosil qilish mumkin. Bu verda A ;s(h
" - . ot by s ‘] N3 F
tofida aylamtinshidan hosit bo'lgan]

: SURI A i
.(’x- F P e T / 5 i |
N ;.4 L2 : / i p i
] { | ‘ (\ i ;
e o '\/
;". :’:.v. \“ /,
B L - 3
. 1 1
” == ;) 11 I~ _}. -~ ..!..;,‘ 2z e T
I 36 ‘
“ bi Inri (2.(!151&1}
sprallarning md.-) qzunliﬁi.
213, nrepl = piziq voyi uznbe .
134 Egrit riel,
¢ soyi chizig
Teistikdag! .:%1 i-;i‘m. Unimg
75 fx) fupksiva benigan 0 T i vovine
STaligining A va I3 pugalar o sdagt A
Saraymiy Py P, pugralar oraniess

YOV wzmbig taeriban e




2
As ~ \/sz +AY? » l+(ﬂ) Ax
Ax
ga teng. Umumiy uzunligij esa
2
s#ZAszZ 1+(%) Ax

Bu yoyning aniq qiymati quyidaes
mtegralga teng 4 4lymati quyidagi

"I “( ) Imdx

1-miso), x?+ %

hiscbls =r? aylana uzunligini
Yechimi, | chorakdagl uzunligini qaraymiz.
Buerda y =

rt-x? - Yuqoridagi formulaga asosan

r

) (&)« fe{-3
unki oshkormas funkmya hosilasiga ko‘ra ¥

2x+2y%=0

dy  x
Qutb k°°fdinatalarida dx -

I=rcosb, y=rsing
sl-I l+( cos @

0 0
z smo) (~rsing)dg = ~rfdg=—rojn = —’zif

2 misal Quyidagi sikividaning
wundighy fonng.
-'=2-.-:.—-\mr‘, v =2if-cost) (0<.‘>2") ’
[Estatma] Sikloida bu giidimk © :’ o
chizaghi havakat aflganida g duak cheltidagi
WRjtuning qeldirzan ot

Yechimi
L!_‘ = i enst) i’—: RESTR S
It [<i3
Yoyning unuany wsunligee

‘:‘ - - — c)\f}j ‘e "
v E\-‘H:-«wsu dsin-idr=2 f 2t =< £

G

Seg 2y kesmada :-iu~-- > 0. Shuning uchun

12
= 16.
42\1\—4‘{ -k« cn;’ l g
4 :r)dnz;q hnqria 54

- r=2sin8 ({r_.
3-misol. in 1i koordinatalar 81

(1} Chizigni (x. y) to'g'n chiziq
(2} Chizig vzanligini toping.

Yechim;. by
(} Yv= oA =2an Jk"“’ =it s

. s 20 s
Py e 2sin @ = loc0is lgan aylana. ¢
2y Buchizig matkazi (0. Hnudi«‘d‘j b’ ‘(1
- XA i L. _ r .-:.si.ll AV ,,."OC :

RS S

o= 0=

3

Jning fizikagd sadbighatl
gralning

iq integ h
13B. 42;;}) :amf rezhik v va tezlanis
atlaninodda

P nuga v ot bo'yle i harase

3

—

avolga javeb berm“
stemasida



Harakat tenglamasi v = x(ry. U holda tezlik + = ‘5 Ctezlanish esa @

Tezlik voki tezlanish ma’ lum b Iza

X{(ry= i = v X :
x(ry jmf =, v(tve | clt~v,
H ’ .

To'g'ri chizig be‘ylab bosih o‘tilgan vol

P nuqtaning harakati

¥ 0
: o
e :
. P
¥
s
| B E A O
. :
; ———y
Y 2N

Yuqoridagi ¢hi;
21 chizimaga agog,
or 8% 8505an r=r; dan =, ga ko'chish
s =it = M2y~ xtr,)
t=a dan t=b ¢ i
:ian t=b gacha bosib o‘tilgan yo'y
{ = % 4 f 3 ’i
g V() + vl =| lv(r)ldl

Samolyorda bosib o‘tilgan vorl

P nugta € iz
4G bo*viab hare
XY= j’(,), = 2({} y tab hd[akaﬂmmoqda

- :
Yoyning WUy uzunligi

(5] (5] 4

. dx ay
T | =
ezlik v (dt a’t)

s 1 dx 2 d}' 2
Bosib o‘tilgan yo'l /= jMdt =I (.;17) +[.&;.] dt
'l ’I 9,4 m/s boshlang"ich tezlikda otilgan

» X b
sharni qaraymiz. x o‘qini vertikal tarzda, bosh.langblzl; Puqtam yerda de
olamiz. Tezlanish 9,8 m/s’. Quyidagi savollarga javo ring.

(1) Tezlikni vaqtning funksiyasi kabi ifodalang.

4 misol. Yerdan tepaga qarab 2

X
(2) Shar gachon yuqori nuqfaga erishadi? 0
(3) Shar gachon erga tushadi? )
tushadi? L I
(4) Umumiy bosib o‘tilgan yo'Ini toping- &

imi =29.4 —9.8t.
Yechimi. (1) Tezdk v(t) =2 S
(2) Eng yuqori nuqtqda tezlik nolga teng, stll(umng uchun
v(f) = 29.4—9,8¢ =0 dan t2=35e I
(3) Harakat tenglamasi x =294 —4.9¢%, shuning uc
¥=-4.91(1-6)=0 yoki f=6

(4) Umumiy bosib °‘tilg3an yo'l 6 .
1= 'ftvidt =[(29.4-98t+ [-20.+080 =55 )
0 c P . nuqtaning tezligl

N ) . tlanayotgan s taming.
S-misol. x o'qi bo'ylab ;T:k:fasida posib o'tilgan yo'Im 1P g

V(t) =12~ 4¢+3. r=0va t=6Va
Yechimi. v() = ¢-Dt-3)=0 dan topsak

V)20 agar t<1vat23

W) <0 agar 15153

O*z navbatida v(¢) = |rz -4+ 3|

6 . 3)‘"':"6'2'
. . 3(‘2_4'+3W+"(f ~4t+ 3
Bosih ¢t ,1(13—4“'3)‘1"[ 3
0sib o‘tilgan yo'l I=I|V§d’ = 1
[
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2.14. Differensial tenglamalar ( I-qism)
14A. Asosiy Tushunchalar

errsmsrnncnes

1-misol. Erkin tushayotgan sharning harakatini
qaraymiz.

. d’x
Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan: mF =—mg
Bu tenglamada noma’|
Differensial tenglam
bog‘laydi.

um funksiyaning hosilasi paydo bo‘ldi.

Differentsial tenglamaning ma'nosi

2-misol. y’=—i differensial tenglamani
y

o‘rganamiz,
-‘i (x, ) nuqtada % og'ishni beradj.

Agar og\ishlar sillig tutashtirilsa, x4 22 !
tenglamaga ega bo‘lamigz, (C: erkij constanta)

Chegaraviy shart *=x. y=ybitta yechimn; e
aniglab berad;, (Xususiy Yechim)

Differensial tenglamalar bo‘yicha ba'z atamalar

Bi.rinchi tartiblj differensiap tenglama
Differensial ten {

#lama fagat birichi tartibli hosifalarini o'z ichiga 0ls®
Masalan ' - y=x

Ik.kinchi tartibli differengig) tenglama
Differensial tenglama f;

(va birinchj hosilalarp
Chizigli differen
n-tartiblj chizigli

iham) y"+y=l+y2+x
sial tenglama
differengiq t

}'y'+5x=0, €I+58in0=0
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s e

. ; ini
a- funksiya o‘zi va uning har xil tartibli hosilalar

o . _ a.
aqat ikkinchj tartibli hosilalarini o‘z ichiga 018

iladi: Oddiy ish
Qanday qilib diffrensial tenglama yechiladi: |

Eng sodda differensial tenglamalar y'= f (;c). i,y ¥
Bu holda yechim f(x) funksiyaning boshlang
u . - .
3-misol. Quyidagi sanIlarga _}a\{o!at!:’;rgg
(1) ' =-—7xning umumiy yechu'mlaun e
(2) 3(0)=3 boshlang*ich shartni ¢
tOping.
Yechimi. ;
@) y=[(-7x)dx= it +C

(b) x=0, y =3. chegaraviy shart.

digan xususiy yechimini

7
3=0+C,y=-7x"+3

i iy yechimini
arning Xususty
1. Quyidagi differensial tenglamal
4-misol. Qu)

t0ping. ] 2 b
- = 0, y= 'E
8; o vj 0, y=0 boshiang‘ich

-"'=COS3_X, x=0,

o hart
hlang ichs
0S| hat

Yechimi. icha
(1) Ikkala tomonini x bo‘yicl

bo*lamiz. )

Boshlang*ich shartlarni q

xc+C. Y
(2) J":Cos3x 'y=J.0053x ak x=0, —v=0

[EZ y=53+Cgace
integﬁ.anaymiz va y=

=5x+2
llasak, 2=5%0+C Y=
o‘llasak.

_Lgnx+C
3

. 3 "as
Boshlangich shartlarni 90

J’%smx
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14B. Birinchi tartibli differensial tenglamning ba’zi tl;r:an.
O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamala

O“zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama deb

2 e

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.Uni shakl almashtirib
B rore
&)

8a ega bo‘lamiz. Uning ikkala tomonini integrallaymiz

Y[ fe

&) ) Kormas
Integrallashdan so‘ng, biz umumiy yechimga ega bo‘lamiz (osh
ko'rinishda).

S-misol. %=-1 bilan bog'lig quyidagi savollarga javob bering.
Yy

(1) Umumiy yechimini toping;

(2) x=0, y=1dan o‘tadigan Xususiy yechiminij toping.
Yechimi.

(1) tenglamani quyidagicha ydy = —xg yoza olamiz. Uni integrallasak
1

“lydy= j(—x)dx %yz = —-Exz + G

Agarbiz € = 26,ni qotysak, bizda umumiy yechim paydo bo*ladi

x*4y* =C
@) x=0,y=] 9o°ysak biz C=2p; topamiz,
Shuning uchun,

*'+y* =1 bo‘ladi

6-misol. Quyidag; differensial tenglamanj yeching % =6y’x.

Boshlang*ich shart x=1], y=2i5
Yechimi, Tenglamanj shaklinj ahnashtirib,
% = 6xdx
ko‘rinishda yozib olamiz,

Buni integrallaymiz, I % = IGxdx va -1 =32’ +Cga ega bo‘lamiz.
y

atlantirib, ¢

=28 y=

Boshlang‘ich shartni qano =_§3 ega bo‘lamiz.
. . 1
Xususiy yechim L _ 3x? 1 ‘ladi
y m bo Iadl.
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Bir jinsli differensial tenglama

. . a
Bir jinsli differensial tenglam ,
—_— f —;

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

<

N’

&

Agar -'Z=uni qo‘ysak, y=ux .. *
x

¢ irish orqali
0°zgartirish orq ox % _ /)

j i lama, chunki
i aruvchisi ajraladigan teng
8a ega bolamiz. U ozg paldigtl

= .

Fa)-u ¥ tama hamn bir jinsli

idagi oddiy dﬂferen spolari butunlay
diffe Es'lalt:::.gla?nl:z lccl‘«:‘){;iladi. Ularning ma’'no
rensia

=0
'+ B(x)y
@, p (\')v‘”’" +ot BX)Y +A(

)) [AS

2 2
Yy

:ocos toning.
umumiy yechimint toping
., X
T-misol. v'=

ning

., _1+0/ 9" yo'rinishda yo
Yechimi. Biz tenglamanl ¥ =75, x)

: i almashtirishdan s0 18
;=u deb belgilaymiz, y =

+C
L
L j‘ ___-duzz"l '-'"Ix
u+xu' = o yt—
€ga bo‘lamiz. c .
e = Cdeb olib, @ -1=
(B9
zx x2 = CX.
y? -
82 ega bo*lamiz.
Agar C=1 bo‘lsa
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8-misol. y/ =mm'ng umumiy yechimini toping.
X

Yechimi. £=y deb belgilaymiz. y = gy almashtirishdan keyin,
x

utxu=1+u

£a ega bo‘lamiz,

Uni integrallab, y = In|x| + ¢
% =lnl|x| + ¢
ni hosil qilamiz,

2.1S. Differensia] tenglamalar(2-qism)
ISA. Birinchi tartipj chiziqli differensial tenglama
Y+ P(x)y=0(x) ko'rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli .chl : tartibli
ferensial tenglama deyilagj, Agar O(x)=0 bo‘lsa bir jinsli birinchi
chizigli differensja} tenglama hosi] ot ag;. . miz:
Birinchi tartipy; chizig}j differensial tenglamani yechish yollarini qaray
L-ish. Bir jins}j ¢; erensial tenglama yechimi topiladi. digan
( Bir jinsli boIgan uchun differengia) tenglama o*zgaruvchilari ajralad a
differensial tenglama bolagi, gpo sababli biz oldingi tushunchalarni 40
yecha olamiz)
2-ish: Bl jinsj po¢
(Bir jinslj differensia] e

Imagan differensia tenglama yechimi topilad!-
nglama Yechimidan foydalanib)
Bir jins)j differensiq) tenglama yechimi
chizigli differensia) tenglama

¥+ P(x) y=0
0‘zgamvchi1arini ajratamiz

Birinchi tartiblibli
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.l_dy =—P(x)dx
Y

. - laymiz
¢ bu tenglikni integral c
So‘ngra bu teng Ild;;:—jP(x)d" mM:IP(x)am
y - .

~{ P(x)dx
Shundan Jece . |
. a echimi
bo‘ladi. Bir iinsli bo‘lmagan differensial tenglama y .
ir ji I
: a berilgan
i bo* chizigli differensial tenglam:
Bir jinsli bo‘lmagan o Px)y = Q(x)
.. ilamiz .
Yechimni quyidagi ko‘rinishda faraz q [P .
y= u(x)e . funksiya deb olamiz.
_ceT"®* yechimida C ni
Ya'ni bir jinsli tenglama y=

‘ 1 e _
Uni berilgan tenglamaga qo Yo e =)
du -[peos P(x)e fPe |, p(x
[l e- —u(x)

i _ g@)el PO
dx

fPExydx + C
u(x) = ] (Q(x)e

: -
U holda umumiy yechim et

" ek

kabi bo*|adi. imini toping:

i h
1-misol. ' — 2xy = 2x MDG Y&C
.. . _ié)_ - w = 0
Yechimi. Birinchi ish: e
dy = | 2xdx

y =x2+0
nlyl = x*
exz+cl = Ce

P amiz,
tkkinchi ish: y=wu(x)e” ni 4oy

=2x
2 —

1o ¥ 4 2uxe” -2y

{u u'exz =2
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u= ]2x e dx+C = - 4 C
Uni olib borib qo‘ysak

ol e (—e™* + C)e*® = cex® ~ 1
misol. Massasi m bo‘lga jism ko*prikdan tashlab yuborildi. Havonin
Z-m X ) bo* yuborildi. Havoning
qarshiligi cv tezlikka to &1 proporsional. Nyuton gonuniga asosan har: akat

tengl i — Sxr1, o i i
nglamasi m 4 ¢Vt mg bo'yicha berilgan. v tezlikni ¢ vaqt funksiyasi

sifatida toping.

Yechimi. =< pi peri
imi. y m ni berilgan tenglamaga qo‘yib

dv
Z +yw= g
ga ega bo‘lamigz, ‘
L-ish: av =0
a Vs
dv
S e
=+ C,
. =e G -
2-ish. YeChimni v:u(‘)e-,,debvf-a-rizne =Ce™

qilamiz. Bu almashtirishdan biz
e tyuert = g
U = geyt

U= yt
ga ega bo‘lamigz, g '[ ear
Umumiy yechim esa

(wert uye

V= (gfe"dl)e‘” = (ge" + C}-’"’ =&, co
t=0dav=g boshlang:jch shartin; q}t’)‘yami ’

Z.
0== + Ceo C= _5_
Shunda yechim b
V=§—§e“"" =@(1 -
bo‘ladi. vor e
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Ikkinchi tartibli differensial tenglama

it kinchi tartibli differensial tenglama
O*zgarmas koeffitsentli ikkinchi tamb.h dl nsial )
lkkincfl;\i tartibli o‘zgarmas koeffisiyentli bir jinsli bo Imagan tenglama:
ning umumiy ko‘rinishi X 5
dy ) o
-;x—i'+ a z-i'by f (X)

Uning umumiy yechim Y=Y t¥p
l;‘: -r lgg‘l;i?n‘;obzg;ﬁg?cﬁggllnsial tengla“faning umum iy yechim®
v, - Differensial tenglamaning biror xusus1y yechimi.
Differensial tenglamaga mos bir jinslitenglama
4y + a_{Y_ +by=0
@ &
Faraz gilaylik uning yechimi y = Ce*ko‘rinishda.

; ‘ysak
Uni tenglamaga ¢o°ysa C(A2+ah+ bye?* =0

a ega bo'lamiz. Bu yerdan
ga ega bo‘lamiz. Buy a:l:\/m(sl,,ﬂz)

- Al+al+b=0 - ,1=-"‘""_2"_”

yechimi

s e o, in umumiy
Bir jinsli tenglamaning 1.7 4 Cpe

y::Cle

A%

dan iborat bo*ladi. ——
: ing umumi ]
‘lmagan differensial tenglamaning
ﬂ+aﬂ+by=f(x)

& &
tenglamaning umumiy yechim!
y =
bo‘ladi. (5 = y, xususiy yechir.n)
[Eslatma)] D. T. aks eftiradige?

. jialarni m!
uchta holatga mos keladigan natljalam

(1) A, va,ikki turli haqiqi?l (;ldlz,
(2) 2,va4, ikxi kompleks ildiz; )

arrali ildiz. e
3) 2,va 4, karrali ildt . yecmmni oo 22 o
um

Bir jinsli bo

Cet' +CE +

. biz quyidagi
: tushllmsh uchun,
hOlaﬂa:;Ill:Okama qilishimiz kerak

3-misol. Tenglamaning
153



Yechimi. (1) Bir Jinsli tenglamani qaraymiz

dzy
—r-4=0

Faraz gilaylik yechi &
ch = PN
v holda yechim y = Ce**korinishida bo‘lsin. Uni tenglamaga go‘ysak.

C(# ~1e* < ¢

é‘;")‘;ﬁn Y =Ce* + (em2x 1=2-2
Ususiy yechimni

Y, = Asin3xko‘rinich: - .

tenglamaga q0‘yamiz, Sﬁuada *Ko'rimshida qidiramiz. Uni berilgan

Demak xususiy yechim (~9~4) dsin3x = sin 35

1
bo‘ladi, Yy =‘Esin 3x
(4)Umum;

Y=Ce™' 4+ C et

dan iborat L
. 3 sin3x
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III KURS. Chiziqli algebra

3.1. Vektorlarning asosiy qoidalari
1A. Vektorning ta’rifi. Asosiy qoidalar. Vektorlarning koordinatalari

ckalyay miqdor deyiladi.

Son qiymati orqali ifodalanadigan miqdorga
burchak 6 va hokazolar

Masalan: yuza §, harorat ¢, tezlik qiymati v,

skalyarga-misol bo‘la oladi.
Vektor kattalik

Son giymati va yo*nalishi bilan tavsiflanadigan karramik BekTop
katranuk pneiinnanu. Masalan: kuch, tezlik . o

Vektor umumiy holda strelka bilan yoziladi. Yozilishi: a, a, OP

Vektorning son giymati [a} yoki a orqali belgilanadi.

Vektorlarning asosiy xossalari: o }
l.Tengligi. 2=5 son qiymati va yo‘nalishi bir xi e
bo‘lgan vektorlar teng bo‘ladi. ’ K

2. Vektorni songa ko'paytirish bu kning
ishorasi va moduliga bog'liq: k musbat bo‘lsa
Yyo‘nalish o‘zgarmaydi, manfiy bo‘lsa qarama
qarshiga o'zgaradi. k ning moduli cho'zilish
koeffisientini anglatadi.

3. Qo*shish : logram-
Vektorlar yig*indisi geometrik jihatdan parallelogra! L ana?

ning diagonalira teng. YOKi vektorlarni uchburchak "7

:Sulida ham qo‘shish mumkin. -
. Ayi.l'lsh . . ee . ;;( N 12 Rl
Vektorlarni ayirishni qo‘shish yordamida hosil qilish 7 \\
Mumkin. __ . o me,;;».wx Ky
b+B4d =g Shuning uchun BA=4 -b
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Vektorlarning asosiy gonunlari

T3 - B
1. O'rin almashtirish qonuni. 4+ 5 = & + 5 Btk /
A,

2. Guruhlash qonuni (a+5)+5=5+(5+5) RN )
o
o
3. Tagsimot qonuni k(a+5)=ka+k5 iih \‘ A
LN
e Yy Adk
Imisol. 5=33425 va 5. 2~ = o L - 2vob
bering, P=3a+2b va g=23+5 bo Isin. Quyidagi savollarga jav
1) 3(3~3)=2p+3 ton

=4) glamani ganoatlantinvchi 5 ni toping.
@ 1Z-3=p @ .
i+y=g (i)™ 9anoatlantiradiagan % va 3 ni toping.
Yechimi, Tenglikka P vagni qo‘yib
32-3(-2a+5)=2(3a+25)+f,
83 ega bo‘lamiz,
(1) (D)-2x(ii) dan ~5y=p-25
jelo 2 -
y= p+§q=_~5(3a+2b)+3(—2a+b)=-15
gaegabo‘lamjz (ii) dan 3 ’

W

E-35=5 (i)

ko"paytirib, tenglamadan 9%+6j=3a ga o8

Yechimi,

() ni 3
bo‘lamiz, ga
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z_67=2b gaegabo‘lamiz.
(i) ni 2 ga ko*paytirib, tenglinmadan 811:( - 6y=2b gaega bo T,
Ularni qo*shib, 17%=3a+2b, yoki

1. 4. 35
Tﬂ:—}.j+la=_§_(_§.a+2_b)+_—a=——a 17

= laTI le|=1
a -
i=(1,0) va j=(0,1)lar birlik vektf)r bo‘lib,

. e . larni hosil qiladl.
birik zafsa‘:?f’;z; = (a, az) bo‘ls% (ay,a2)
vektor koordinatalari bo‘ladi. fun:
P I'B O:uqtalami tutashtimvchl vector uc!

4B = 0B - 0d = (1, y:)~ (%)

=(xz‘x.,yz—y|) \/'__—1—”?
- + y-,-"‘J"1)
AB vektor uzunligi: IAB|= (%, x) +(

kabi topiladi.

Vektorning joylashu¥

ida nuqta
i ektor yordami
ab vektorning boshini tanlasak, V
Agar dastlab ve
belgilangan bo-ladi.

cktor: AB=b-¢
A va B nugtal

arni tutashtiruvehi v

v

Atad'}

...... y

— . . ., pisbatda
0 Ja bo‘lgan kesmani m:7
. 4 va B HYKIEHC i top
. 3-misol. Yuu ali hosil bo Igan v
bo‘luvchi ¢ nugta org 157



Yechimi. AC va CB bir xil yo‘nalishga ega bo*Isin.

Berilganiga ko‘ra son qiymatlari uchun: lﬁl :IC—'§|= m:n

Shuning uchun,
n(%-a)=m(b -%)
Bu yerdan \
. _ndi+mb
xX=
(m + n) S ittt
4-misol.

ABC ning ogtirlik markazi Gynran g vektorning
Joylashuvini toping. Oxirlari 4,8 va C bo‘lgan vektorlar .5 va ¢ 6)7.110“-“1.

. BC tomonning o‘rtag; bo‘lgan M nuqta orqali, AM kesman! 2'
nisbatda bo‘ladigan berilgan o‘girlik markazini toping.

Yechimi, pc tomon o‘rtasj - 2+E . G og‘irlik markazi AM

kesmanj 2.1 nisbatda bo- Igani uchun ’ 2

- - //1” \\‘
a+2__ &+2[i—b;CJ - /'/ - \
- m - -
X = = _a+b+c

241 T 3= 3 Ve

82 ega bo*lamjz:

zAs'é' Skalyar kopaytmg
4s0siy qoidalgy. Kalyar ko‘paytma ta’rifi
‘t : "

mavzudagezl; [:?Za;;;'dl’f' biz vektorlarp; qo°shishni o‘rgangan edik. US:;Z,
sini o'rganam; a1yotda ko«p foydalaniladigan vektorlarning ko'payt jar
skalyar va vel:tz(; \],‘elttor]ar ko‘pa asining  ikkita turi mavjub bo‘lib. uam
deyiladi. 24 d a:s dg l;:}ytmalardir. Skalyar ko‘paytma ichki ko‘pay’t{nioh‘rib
chiqamiz, ‘2 skalyar ko‘Payfmaning asosiy xossalarini

Dastlab-.

Misol sifatiqn .« — . ishni
qaraymiz, ifatida, o Zgarmas F yekior holida bajarilgan

Misol.
_ _Zga'mas kuch momepg; Ma’lumki, bajarilgan ish
W=,F"'a,0030

Skalyar ko‘paytma .4 |
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adi. Bu erda -

. il
=F‘|.lﬁ|cos€ formula orqali top! H_ko‘chish. -

F kuch bajargan ish /¥’

i idagi burchak,
kuch va gz vektor bo‘ylab ko*chish orasidagi

A _]:"I.cosﬂ kuch
. 15 kanidan ish bu I
kuchning gorizontal komponentasl IFl.c050—6 I_I i
. ‘i = F -jajci .
va a ko‘chish orqali ifodalanadi, ya'ni " I l belgilanadi
i F-a kabi belg )
F va & vektorlarning skalyar ko‘paytmast Fra
Skalyar ko‘paytma ta’rifi. >
‘ asi deb K
dvab vektorlarning skalyar ko paytm .
a-B:IaI-IEICOSG ) «paytmasi
0o skalyar ko‘p
ga aytiladi (bu erda 0<0<7)-_ b.by by} vektorlaming s
l’

P da
- = _ - . 086, bll er
Ikt a={aa.0) V2 0= 1% ilan yoziladi. -l e
vektorlar orasiga (-) qo‘yish orqali

: a0g0s7.
0 ikki vektor orasidagi burchak v

ab

Ushbu-misolni o‘rganamiz- |5|= 2vaff|=3"

i topingr
1-misol. Quyidagi kO‘Pi‘)’"'“alam

”//
Ay
&0

AR

1) 2)
Yechimi.
(1) 2-b=3-2c0s60° =3
) 5»5-—-3-200590”=0 P
0 - -34/2
(3) a-b=3-2c0s135 o

‘



Xossalar va qoidalar
Skalyar ko*paytma quyidagi xossalarga ega.
1. Perpendikulyarlik sharti -3 = ¢
2. Parallellik sharti a-5=1[g| [
3. Birlik basis vektorlar uchun ij=0 ii=j-j=1
1. Ikkita vektor perpendikulyar bo‘lganda z-5=0 o'rinli, chunki 8=90" V3
c0s90° =9, .
2. Ikkita vektor paralle} bulganda o= ;t]El : IEI munosabat o‘rinli, chunk!

0=0" yoki 0=180" = cos0° =1 yoki cos180° = 1.

3. Birlik vektorlar bazisi uchun ;. j=0vaij= j-j=10¢rinli

Muhim goidalar
1. Kommutativlik qoidasi g-5=}.;

2, Di;tributiv]ik qonuni 4. (5 + E) =a-b+a-c

3. Skalyar Songa ko‘paytirish k(c-i . TJ) =kb-a=a-kb
Koordinatatalay orqali tasvirlash
={b,b,} bo
Isbot. 7 va 3 vektorlardan
Kosinusar teormasiga ko'ra a
4B'=04 , op ~2040Bcosg L
=~ 2 - ~12 - -
b~ =l +f -2a.5

Pifagor teoremasiga ko‘ra A
( 2 2 ( 2

. . 0'5=a,b +ab, . ular
_ 2-miso), Quyidag; 1aminlg szkzalyar ko‘paytmasini V2

Agal‘ a={al’a2} va B slsa u holda a‘z =a, _b' +a, ,b2 bO‘ladi.

urilgan 04p uchburchakni garaymiz

A i hisoblasak
imi. (1) Ichki ko‘paytmani 1==5
Yechimi. (1) E_1.3__“7'1"_5"121)2=2.(_.3)-l-1 1

idagi bo‘lsin, u holda
Faraz gilaylik vektorlar orasidagi burchak 8

=5 ___ L g=135
Sh““day QIIIb 0059=m— \ﬁ
a-b =—1-643-2=0
(2)a.b=a|b,+azb2._ -6+ f'i .
3 .
o)
-1 10 ‘
i 9=57- irlik vektorlami
by Y2 {gan birlik
Demak, bu vektorlerEer}:;njelkto:loa perpendlkuwar bo'le
3-misol. a=({V3.- g
toping. -
b ik vektor bo Isin.

. . '

(1) Aytaylik E=(cos€,sm0) l;ll‘
‘rq o-a=\3€080~

Shartga ko‘ra e-a o

- i 9=240".

Bu yerdan tgd = V3, oo o0 yok: 6; )

Smg:ﬂ

+
s f
SRR S

" ! - ‘m
OAB A ning yuzi vt

. i . langan - lar orasidagi
Uchburchakning VX0, . orqali anidi8= 5 yegtor

Keling, a va b vekt;)ik.
formulani keltirib chiqaray




P ik asosi
burchak & bo‘lsin. B nuqtadan dan 04 tomonga tushirilgan balandl
H bo'lsin. Perpendikulyar kesma: BH BH =!b|sm9

Demak, yuza §-=31at-1 = [ fsino = [ fivieors - L [l [ (D)
s=3 e -5 -
4-misol.

1. Ikkita a={g,a) va b=
toping.
2. Uchta 4(2,1), B(7,2
toping
Yechimi. 1. Vektorlaming modullari
lle:,/a,z +a?, |B|=,/bf +b2

ini
{,,b,} vektordan qurilgan uchburchak yuzas

)> C(4,5) nugtalar berilgan. A4BC A ning ¥

- - vy iz.
dan topamiz. Skalyar ko*paytmani 5. =ap, +a,b, kabi hisoblaym

pippati L L DY oo v e
s=s Wb (e = Vab,-apy ~ o, ~a |

2. a=E=(7,z)-(z,1)=(s,1),

b=7C=(4,5)-(2.1)=(24)

1 1
S=E]albz—a2b,|=§|5.4_1.z|=9

S-miso], Tekislikda ycht, A(a,

ilean.
. 1), B(s,4), C(2.3) nuqtalar berilg
Quyidagj savollarga jayop bering,
(1) 2Bac =0 bo’lsin. cosg vy sing ni toping.
() 4Bc A-ning 10zip; toping. 2.2)
Yechmi, (1) a=AB=(5,4)_(4,1)=(1,3), E:ZE‘=(2,3)'(4’I)=( ’ﬁ
. 222
Demak, IABI:\/]Z +32 = \/l_a, IZ‘I = m
ABvAC=l-(—2)+3c2=4
Cc0s@ = ABAfi = 4 = 1
B[4 T2 5 \9
sing>q ekanidap, sina=\/1_30320= 1-1_2
V-3 5 4
(3) Spppe

=%ITBI-ITC|cos0=%-Jr0-2\/§-%=2
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r tenglamalar .
3.3. -v-ek,t:i)ng vektor tenglamasi
3A. To‘g'ri chizig

A4(a) nugtadan o‘tuvchi va d

i A 14F, e '.’
PR P n lamasl .‘"\__., ’)4 /,
vektorga parallel to‘g‘ri chiziq teng s
quyidagicha y A
— - 7 \ 7
p =q+ td ‘:,
d:
Bu yerda ¢ : parameter, . i
Yo'naltiruvchi vektor Koordinatalarda jfodalanis

d (d d )bo‘lsa, u holda yuqoridagi
a=(x0ayo), ﬁ=(x,y) va d= 8y

- dacicha bo‘ladi

tenglama quyidagicha bo l(i )= Goryo) + 19y
Vektor tenglamadan: d,) /‘/’

|(,3) = (3, y0) + 1y X

anN
+ bocladit )
Parametrik tenglama hosil bo
x =%, +1d;
. asi
Y= Yo + tdy . to‘g‘l‘i chiziq tenglam
B (5) nugtalardan o‘tuveh! 3
a) va ;
A(a) SO i
g' =h - — ‘
"_. 7 & 1(5; ~)
;) —_ i
: o1 = 0
yoki ped=naTl

kabi bo"ladi.




k

1-misol. A(1,2) va B(-2,5) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
vektor tenglamasini toping.

. - D r
Yechimi. A va B nuqtalarni tutashtiuvchi AB  vekto

3 d"
AB=(~2-1,5-2)=(-3,3) bo*Igani uchun, (%) =(1,2)+7(~-3,3) bo’ladi

To‘g'ri chiziq va normal vektor

A(& ) nuqtadan o*tuvchi va 7i vektorga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq
tenglamasi AP | /i bot Igani uchun —

Y

bo'ladi. 7iga normal vektor deyiladi.

Koordinatalarda ifodalanishi
= - . ‘Isa, U
Agar a ‘(xt)’yO)’ p =(x,y) va n =(nx,ny) normal vector bo'ls
holda

bo‘ladi. e (x-xo)"'ny (y"J’o) =0

lel
tuvchi va ¢ = (—2, 4) vektorga paral

chiqaring.an Qutulish orgali to-g chiziq tenglamasini keltirib
Yechimi_ To'olri ki _ .
; g°ri ch
koordmatalari (xy) bo*Isin, g‘t‘ll:::’ z?I'Otuvchl Ixtiyoriy nuqtaning
Dx=3_3 y=5+4t,
026 -x- ¥ =5 va bundap Y =-2x+11.

3B. A)’Iananing vektor tenglamasi

Aylana radiusi r v, markazi C (6 ) nugtada bo*Isin.
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i ¢ CP =r . 1
Aylananing ta’rifiga ko'ra [CP[ (/’%_{;{\
:’/ ‘ ‘*
Binobarin, “ 7 YL
‘ﬁ - Ci =r i//g -
Ikki tomonini kvadratgaﬁoshlrz;mlz. ]
|p- e =r"

ing asiga ko‘ra:
U holda, skalyar ko‘paytmi g

Jamasi (2)
sy a yotuvchi nuqta.

Aylonaning vekio” ) aytanad
Aylana diametri AB, A(ﬁ) va B(

lgan ichki burchak
Aylana diametriga tortilgan ichki b

90 gradus bo‘Iganli iuchun,_.

Aylana radiusini  bo‘lgani uchun L a2
(5—5)'(‘7‘5)f|a-—)}c.|(a—5)=
poa)-(@-2) =Pt o
(p(_ . (a-2)-la-ef =) C
={p-¢)

nli igidan,
Munosabatlar o‘rinli ckan 4

kelib chigadi.

- da
A(a) nugta
3-misol. Aylanaga ( ) anan

et hiziqning
. yrinma o811 € -
urinuvchi urt oz C(C)
. q marl
s radius! rva
ini toping. BY aylananing
vektor tenglamasini end
«7aro perp
Nugtada joylashgaX'P va CA vektorlar © z
Yechimi.
uchun

kulyar bo‘lganligi

a I



(ﬁ—a)(a—a)=0 .

usi7 P AL
A)’]ana radiusi rbo‘]gani uchun - l/',/-‘\ -\\\
e )
O‘miga qo'yish orqali ) I c l =r | i\ \ ;,/

(pta)-(ii—é)={ﬁ—a-(a—a)}-(a—a)= )
=(p—c)-(c'i—6)—|&'-é’|2 =
munosabatga ega bo‘lamiz va by

(ij-a)'(a—&')—rz =0
ndan

(13—5)-(&_5) _ 2
v

eltor tellglami qanday shakini ifodalaydi?
Yechimi, Berilgan BP - 2a| =3

35 na|  elama quyidagicha yozilishi mumkin:
P-23|=3 = umkin:

=> l;,_g
3a

4-misol. Quyidagi

~

"o

H .
= 1 I N
3 ca ]

D emak, veki
or t :
' englama radiysj § a . 2.
Jjoylasheq ga teng bo‘lgan va markazi =d 9
8an aylanani ifodafa, ekan

34. Matri
: trisanj . .
Turlj xijj matris 4A. tril;g asosty q?yldalari
9. alar alllng ta’rifi
Ta’rif, Matrisa .

to«rtburchak . deb- satr e
Misol, Shakldagljadvalga aytil‘:ﬁ_ ustunlarida sonlar bolgan 08 n

Batialar .
Usalar gqugeg HET
] yatoy

Matrisaa

& V%]
;V
I

EA]
N
Yo d
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A= ay G G G )

a4y Op 93
Matritsaning turlari: - o
Kvadrat matrisa- satr va ustunlari soni teng bo‘lgan matrisaga aytiladi.

12517
Masalan,|5 5 ©

1 32
Diagonal matrisa- kvadrat matrisaning diagonal elementlaridailzb;)sl;cja

ga aytiladi. Masalan: [0 5 O

barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matrisa 0

Satr matrisa- 1 satrdan iborat bo‘lgan matrisaga aytiladi. (12 5 7) )

12
‘ H $ " 5
Ustun matrisa — | ustundan iborat bo‘lgan matrisaga aytiladi [1 ]

atrisa A" - bunda i -satr elementlari J-

A matrisaga transponirlangan m i
a : Igan matrisaga aytiladi.
/

Ustun elementlari bilan almashib yoz

125 1251
B:AT A=l5 4 B=Ar= 5 4 3

y i boshqa
entlari 1ga teng bo‘lgan va shas

Birlik matrisa- diagonal elem ‘ gan V2
i atrisaga aytila
elementlari nollardan tashkil topgan kvadrat matrisag adi
- chi tartibli birli trisa 1={0 1 0
inchi tartibli birlik ma o

bilan belgjlanadi. Masalan uch
‘sha matrisagd aylanadigan

onirlanganda yana 0
125 7

4 3
31

Simmetrik matrisa deb- transp

kvadrat matrisaga aytiladi. a, =9, ; .

. larint

ssanin. element_ )

Qara . . ik matrisa d m?tl‘ls gtrisaga aytiladi.
ma-garshi simmetri bo'lib qoladigan ma

tl-ansponirlaganda manfiy ishorali

0o 5 -7
4=~ |-5 0 3
7 3 0

Bir xil matrisalar - Ba

bo‘lsa, s s . )
,4:(1 ] B=|5 109

ementlari bir xil

ing satr va ustun el




Teng matrisalar- matrisaning barcha elementlari mos ravishda bir xil bo‘lsa,
ular teng deyiladi.
B=4 a,=b, .
1-misol. Quyidagi matrisada x, y,4v larning qiymatlarini toping.
x+y x-y3) (1 3
-1 2 ) |2 4
Yechimi. Mos elementlarning tengligidan,
o Xty=l x=y=3 u—l=2‘ 2v=4

- ga ega bo‘lamiz.

Bu tenglamalarni yechsak, x=1 y=o] y=3 ye2

2-misol. , '
1) 23x3 lik matrisaning elementlarin; quyidagi formula yordamida toping:
a,=3i-2j.
2) Quyidagi tenglikdan noma’lumlarni toping. ( . ]=[x+=y zl)

2x x-y 2 -
Yechimi.

1) @, =3x1-2x1=] &, =3x1-2x2=-]

@, =3x2-2x1=4 a, =3x2

Demak, 4<[! -1 -3
4 2 0

2) S=x+y, x=z, 2x=2,

Bu tenglamalar sistemas

a, =3x]1-2x3=-3
~2x2=2 @a,=3x2-2x3=0

X—y=]
ini yechsak, x = 3,y = 2,z = 2.
4

Mate .B. Matrisalarni qo‘shish.
atrisalarnj ko‘paytirish, Skalyarga ko‘paytirish

11\43“153 quyidagi ikkita asosiy afzalliklarga ega: in.
: T:zg:ama:arng Va ma’lumotlarni ixcham shaklda y OZiS,h m}lmkeng
qulay vsulids glamalarn; yechishning va ma’lumotlarni almashishning

Matrisalargj qo‘shish va ayirish

Matrisa m ta sagy ) o iladis
Ikkita matrisap; “lami:; N ta ustundan iborat bo*lsa, u mxn tartibli deyta"

i S
i P blari bir xi} bo‘lsagina qo‘shish va ay"!
ke :ﬂl Ayidagicha amalga oshirish muml?iil.n h
az: ‘Z; a(l: * bzl bu 5 :[a"+b'l a, +h, a; +b; )
a, i ' @i+l ay+bh, ay+by
(al ‘:; a‘,’;)‘(z: b )—(a"-b" a,~b, a;-bs ]
21 =
isani by &, - - -b
Matnsam biror S0 ) J Ja G =by  ap-b, ay—by ——
songa ko*paytirish l?ffaklfo Paytirish uchup uning barcha elementlarin!
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kabi edi. Ustun-vektor va qat
belgilanadi:

)

4

Matrisalarni hisoblashda aso_siy qoidalarA
1. Kommutativlik xossasi A+B=B+A (8+0)
2. Assotsiativlik xossasi (4+B)+C=4+
3. Distributivlik xossasi k(A+'3) f“*w § (0) =)
4. Skalyarga ko*paytirish hagidagi xossasi )

A_(z 30 va
3-misol. Quyidagi matrisalar berilgan 415

2 3-2
Yechimi.

i topi -2B)-3A-B).
B=(-l ; 4) Quyidagini toping 2(34-28)-%

--§B~7‘,-i».*5.‘?r-3:2-1£ o
f} 2 3%

0 { !

I S S 3 {(.. { .
R I R ]::g‘, s silr s -

Sy ; f,. SRS B ¥
L A T .

NERER P EEY JE

[ S B

g1 ‘s - a B=(2 ;) matrisalar yordamida
1 -
4-misol. Ushbu A=(0 2 s
’ it toping. 24+4 =2+
quyidagj tenglamaning noma’lum hadini top *

2 LA
[ i) H
9 i e S B
‘:" (")’ - .'..‘1 - . P - 3‘ \!] - ‘
A ’ [ B ¢ .‘.8 3 3
) i EH} mn;:::l y ',’§
AR S A
é syfmasi .
isalar ko'P: cpaytmasi.
35 Matr ektor ko'PaY oidalart

5A Ustun-vektor Ya q (payt mnaning asosiy 4
. asi. B L,
trisalar ko‘paytm -5 oabsah
Matris , ko‘paytmash ":i e
arning SKEE ' hda quyidegt

- - rl
9=(a,a,) va b=(t.,) veKI or-vektorlar m°
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‘




Ga-a), [P
U .

stun-vektor va qator-vektorlarda elementlar soni bir xil bo‘lsa ulami

quyidagi qoidaga asosan ko*paytiramiz
bl
(al a, - a.). .bz =q .bl.;.az .b1+...+an -b”
0 bn)
1-misol. Quy;dagi ko‘paytmalarni hisoblang:

1. (263)~[l] 2. (2631). 8J

p—

4 4
Yechimi,
8
1 (263)41|=2-846.143.42
[4 *3:4=34 2. Buko‘paytma mavjud emas, chunki

ulardagi elementlar soni turlicha,
]k!(i matrisaning ko‘paytmasi

:::rsaga ,kO‘pa}'tiﬁsh mumkin bo‘lishi uchun A ()
bo*lishi kerak. Soni B (mxn) matrisaning qatortar soniga "8

el i isani isaning /-
ementi A matrisaning i- qatori va B matrisaning

ustuni elementlarin;

arining ko*p, i

e aytmasiga

o Pay ga teng,
) mXp

3! ............ Vi v
i 2y Qg (-7 H % :
| ST TIPS H :
‘. ........ !i. M .:
e, it :
RV AR by

e
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Yechimi.

ax+bz ay+bu 2.1+8-9+1-6 2'7+s-(-2)+1.3)=[80 1)
cox+dz cy+du) * 13.146:9+44-6 3-7+6-(-2)+4:3 81 21
Ko‘paytmaning asosiy qoidalari
Quyidagi qoidalar bajariladi.
1. Skalyarga ko*paytirish uchun (kA)B= A(kB) = K(4B)
2. Assosiativlik (4B)C =A(BO)
TRT, (A+B)C=AC+BC
3. Distributivlik A(B+C) = AB+AC N
Lekin matrisalarni ko*paytirish uchun kommutativlik bajariimaydi.
Pem mixi B {m
Mi
isol VN K 1 311 2)=(7 5)
[2 IL 2)=(4 s] 2 202 1) \6 6
Birlik matrisa, nol matrisa . oaten
Asosiy diagonalidagi elementiar birga, qolganlar elementlari nolga teng
bo‘lgan matrisaga birlik matrisa dey:llad:) o\
I=|0 10
0 0 1)
Hamma elementlari nolga teng bO‘lg;c:)ﬂ .
o={0 0 0
(0 0 0)
matrisaga nol matrisa deb ataladi. Kossalari
1. AI=I14=4 ; —
2. A0=04=C . . ol matrisa bo'lishi
Nol emas matrisalarning ham ko‘paytmast

(2 -2Y1 1 _[0 0) A8=0
Misol (] —III _1) 00 ‘e

AR arn
3-misol, Quyidagi Ko"PAYITE ST oy
4 2Y-1 0 )10 11 011l
(1)(3 1Is -1] ()[0 0 IL 01

Yechimi.




L (4 2I-1 0]=(4~(-1)+2-5 4.0+2--1)) (6 -2
3 IS 1) 73 (=ppars 3-0+|-(-1)]=(2 -1)
PLIYL 11} (14040 14140 14141} (1 2 3
2. [o 1 1Io 1 1]=[o+o+o 0+1+0 0+1+1|=f0 1 2
00 110 0 1) L0+0+0 0+0+0 0+0+1) lo o i

SB. Determinant ta’rifi. Determinantni hisoblash

* Determinant d
tushuniladi,

e Chiziali . ..
o lbzo“s]llql tenglamalar sistemasin; o‘rganishda, chizigli akslantirishlarda
92 masalalarda bu tushuncha qo‘llaniladi.

* Determinant .
Belgilanishi faqat kvadrat matrisa uchun mavjud.

eganda matrisa orqali hisoblanadigan aniq son

b
A=[“ ) - a b
c d M e 4 det 4

2x2determinantnihis bl A= a b
eolash. c dj Determinant {4=ad-bc

G . é;

¢ .,d

2

. 3
Misol 1 S,=25_3] =7

def
g h

=Y fo)+ c(dh—eg)

3x3 determinantn; hisoblash, 4 —{a . c]
Determinant |4|= g(e; m

a

o

S A T P twon
Min i "
Or va algebrajk to‘ldiruvchi
4 a, ..
2 aln

. a, a. ..
n<n matrisa uchyn A=| 8 %Y a,,

a, a, --. a
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Minor. M, minor (n-1)x(n-1) determinant bo‘lib, berilgan matrisaning
an hosil bo*ladi.

H o B e _-,;.:3

YR

"}\“ \.. .. e
. e il

Jo.

i-nchi gator va j-inchi ustunini o*chirishd

Algebraik to‘ldiruvchi. ) _
Algebraik to‘ldiruvchi C, — bu ishorasi bor m

Gornuk 6ynras MHHOPAHP)
Ch=M,,Cy=-M;,.Cy = My, -

inor (6y umopacy itj ra

ot C,:‘(}""13"""""V“"'/'j

Determinant |4]=a,C,; +a,Cia +@sCrs +-*

4-misol. Matrisaning determipantixlli hisloblang:
2 -
4= 0 4 3
-5 0 -2
Yechimi.
oS 0 _115+(=1)-20=51
3o 3 _1’ 4,=2-(—s) 115+
l={o 4 3 =2!3 _2’_L5 _ZI+( s o .
D i inantini hisoblang:
i i determinantini
-mni idagi matrisalarning
5-misol. Quyidag e
l.A=21 2. 4=|1 3 0
-1 3 001
Yechimi.

2 U s qq=D=7
(1)|A|=!_1 3|=2.,-u D
|

[ k] : 0 3-1-1+0=5
2 | s —Il 3+0 3’___23 1-1+

(2)|4=}t 3 &= [0 1
0 0 ll

-5
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Bs‘{)' Teskari matrisa va birgalikdagi tenglamalar sistemasi
. erilgan @ son uchun teskari son x = :11- = a1 kabi aniqlanar edi.
rilgan a sonning teskarisiga ko'paytmasi birga teng %a = 1.
bolsin. 1 matrisa tushinchasini kiritamiz. A kvadrat matrisa berilgan
A = = (3 .
ataladi_iarm:é XA=T bo }sa X‘matnsa A matrisa uchun teskari matrisa deb
(2:231?81(3“ matrisani A™* kadi belgilash qabul gilingan
4e (a )kv ) kvadrat matrisaga teskari matrisani hisoblash.
Beril . ad.rat matrisaga teskari matrisa quyidagicha aniqlanadi.
8an matrisani determinantini hisoblaumiz

Bej

Teskari matrisa lAI =ad - bc # 0
. A"l = i( d —b)
Berilgan matrisani ng determinan |Al\~c a

ti A= ~hec= 3 - . .
1-misol, 4 = (a b l' |=ad-bc=0 bo‘lsa, A~ mavjud emas

Yechi ¢ d) matrisaga teskari matrisani toping.
'I")‘atﬂsa bo‘lsin. y
emak AX=1 shart bajarilishl

z ,
w) matrisa A matrisaga teskar!

shart, ya’ni
Demak (g il;l (; ;)=(ax+b3’ Zaz-}-bw)=(],L 0)

cx + dy cz + dw 0 1
ax + by =1
Xt+dy=9¢
cz+dw =
y’&d:bbc) =d z(ad- bc)1= "
C) = -~ w(ad — bC) =a
X = ~d\ c
Ga-bo V== z= b a

(ad-bc)=0 bo| ad =5’ ———— W=
a=b=c_dga“‘:)aesa ad — bc ad —~
= @ =0bo'ladi, v. -
Z-misol. 4 = (2 N @ AX=T shart bajarilmaydi.
Yechimi, A m ‘:'r 4/ Matrisaga teskari matrisani toping.
atrisanj determinanﬁni hisoblavmiz:
I Al = 2 aymiz:
! 4

Teskari lnatl'isani topa-nliz 4 =2. 4~ 1. 4= 4
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1,4 -1 _|1 -1/4.
-1 =
=3l 2=l a2l
3-misol. Matrisaga teskari n%atrfani toping =
4 =
was( Y oG )

Yechimi.
1) Determinant - 0
= =3x3-4X 2=1#
=15 3l
Demak
_1_1|3 -4 =|3 -4l 1
A7 =72 31712

2) Determinant
jal = 2 ‘;|=2x6—4x3=o
Demak matrisaga teskari matrisa mavjud emas.

Tenglamalar sistemasi

ax +by = p}
cx+dy=14
tenglamalar sistemasi berilgat bo‘chsm.

—

a —
Ya’ni gisqacha yozsak: (c d y) q

Ushbu belgilarni kiritamiz: . . )
" : ’ " ()’)' ! fanib ushbu
s tirish qoidasidan foydalanib,

U holda berilgan Sis?temani k_ofpay
ekvivalent shaklda yozish ™ m:“ _p
. i ad — bC F 0 bo
Agar A mairisa Xxosmas, ):_111‘1“ 1P
A matrisali

—

tengl—;malar sistemasi yechimmmg
- echimga €82 emas yoki

ni topamiz. Bu esa beril
perilgan sistema Yy

yozuvini beradi.

Agar ad —bc= : i

cheksiz ko'pyeeiie (;mszlar sistemasini yeching:
4-misol. Berilgan 08 amalal ¥ 3

0 bo‘lsau holda

9x+4y.=6 ib olamiz:

. L vd
Yechimi. Berilgan S‘Ste‘"aé qui’) (;) = (z)
175
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Asosiy matrisaning determinant: |4} = g 1' =3
Asosiy matrisaga teskari matrisa:
(3 Nt _1.4 -1) - (4/3 —1/3‘)
9 4 T3\-9 3 -3 1
angan teskari matrisani P matrisaga ko‘paytiramiz

6)-(% THE- (%)

Aniql

Demak,
x=2, y=-3
S-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini yeching:
2x~y=-§
—6x+3y =15
2) 2X+y=2 }
4x+2y=3

Yechimi. 1) Asosiy Matrisaning determinanti
IA|=|_26 ‘31|=o
Agar 1) sistemaning jilcinons

bo‘lars . nglamasini har ikkala tomonini —3 &2
o‘lamiz va quydagiga €ga bo‘lamiz

2~y = —
Demak ikkinchj fen Y=-5

s . . .lgan
_ glama birinchi tenglamaga teng. Bu yerda, beri
Sistema, 2x—y=-—5 teng] i i i iz ko' (x,)’)
Yechimga ega. eNglamani qanoatlantiruvchi, cheksiz ko‘p
2) Sisteman; asosiy Matrisagj determinant;
Sistemaning 1, oy Ii 1! 0
maning birinchj tenglamasini har . i ‘paytirib
gx y = £ ga kel ikkila tomonini 2 ga ko*payt
u es:.lkkmchx tenglikga 7iq Demak, sistema yechimga ega emas
misol. Tenglamalay Sistemasinj yeching
X—-y=3
] 2x + 3y = 5}
Yechimi Berilgan Sistemani marig, ko*rinishida yo*zib olamiz
: . ~2 ;1) x) = (3)
Sistemanj asosiy Matrisagj g Y >

eterminant;

M|=|.32 ;1|=7¢0

Asosiy Matrisaga teskar Matrisa

3 -1y 13 1
(—2 3 "7(2 3)=(§§; ;;;)
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izigli tirish
. Chizigli akslan . i
1 as:gﬁsh. Geometrik almflilgtmshlar
o koordinatalarini o‘zgarishl.

n nuqta
7A. Chizigli

: - trik
- . irish ya'ni geometrt
) izigli akislantirish bilan tanishib
davomida ‘fhlz‘q. idagi variantlar bl
almashiishia bian yagindan tnishamiz. Quyidsg iqli almashtirish
) hiziqlt
chigamiz. ta Q(x',y’) nuqtaga Kko*chsa, bu hol chiziq
Agar P(x,y) nuq ' ,
g : di:
deyiladi. . idagicha ifodalana
htyoriy almasheiish O LR ) =+ (17 rdamida yozib

. M ¢ ‘b’ uni mau'isa yo
Chizig]i akislantirish quyidagicha bo'l

X
- ’ a b
olamiz: o = ax+ by}__, (;;,) = (c d) (y) . N
y' =cx+ dy siy matrisasidir. Berilgan nuq
irl i aso ¢ aﬁ'isaga’
. T lmasht]IlShnmg : bo lgan m
e 5) matrisa, chizigli a asosly matrisaga teskari

1 i hun’ .
koordinatasiga qaytish uchu! ko*paytiramiz. X'
tenglikni har ikkala tomonini A 4 ~b (y')

x
()= E&TEE(’f i chigaylik
Y htirishlarni ko n‘b'ch
 almas metrik almashu?; -y)
- ’ H
f: (6 Yzh dan foydalanamiz

. . k almashtiri x
Bu yerda, qUY‘daglde X' 1 _?1) (y)

Bir necha xil chiziql <h
1. Ox oqiga nisdatan st

-

1]~ \0

ashtirish

immetrik ~x,Y. :
2. Oy oqiga nisdatan S, (x'gi)sl;;afl foydalanam”
¢ i 1ok almasht
Bu yerda, qu)"dagldek 177
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XY (-1 0\ (* tenglikga ega bo‘lamiz. ) )
()") —( 0 1)( ) . atalaridan tuzilgan matrisa determinant noldan

Y Dastlabki nugtalar koordin
farqli, ya’ni
B B ﬂ i|=1x1-2x1=—1¢0
. ROt x% Demak, ushbu matrisaga teskari matrisa mavjud.
' 3 Teskari matrisa
i iga ni - - - -1 2
3. Koordinata boshiga msda}arz simmetrik almashtirish (1 yANS - ( 11)( 11 12) = ( : ___1)
.. . . : x'y) = ('-x, _y) 1 1 —" - .. . . akoc aytiramiz;
Bu almashtirish quyidagicha ifodalanadi Almashtirishimizni har gdq tomomr;’x te(s{(arlz l)nzsliag ) )P
x' _ (-1 0 X 3 7 -1 = a -1
()")_(0 —1)(y) (2 0(1 -1) (c d)1 Vil
4 Demak Ul 4 -1
A @ =G DG G
fanys T e , zova }?(Z'—Z) nugtalar, 20l PChbm:a
S — 2-misol. P(=2;2), @(0 y)' _ x—y almashtirish yordamida, ganday
X =

uchlari berilgan. x' =x +Y va
L ) P'Q'R’ uchburchak hosil bo‘ladi. -
P ' P’ nuqta koordinatalarint hISOblaym_'z 0
X = yto g:n chiZiqga . d . . . Xp 1 1 ) = ( )
nis z}ta? Sln;metnk almashtirish yp =\ -V/\2 -
- . :(5,9) > (3, . ! miz:
Bu almashtirish quyidagicha ifodalanag & Q' nuqta koordmatil:nm hIISOiny 0\ _ ( 2 )
5)=C HC) | 5=~ T2
Y 1 0/\y R’ nuqta koordinatalarini hisoblaymlzé 0
1 w1 1)) (s

—-—
=

B / R 1 il boladi:
; bo*ladi:
X Y
Q \/ i[\
, / 3
I-misol, (¥} = fa b\ /x ' / .
'} = .. . 4 \\“ <X
nugtalami (3,2) va (7 (()c 2) (3) almashtirish yordamida (1,1) va (2/1) I AN
Yechimi, Q“Yda;gi)cﬁ:qtlaga almashtirish. é/__.m;:’
a(gl)ashtlrlshlzrdan foydalanamiz: - lishi Burish
= a 1 . s“a,“ iShl. . .
= . s rning qo . ‘Jgan, burlShnl
%) (3 g) (%) 7B. Chizigli ”"s"xit;i':ﬁ?m lantirishlafd:nsz:llk::igi qarshi, 0
. ] = ' mida, o< . , sod
Bu ifodalarn; birlashtirib 0 (C d) (1) ) Bu _mavf(uogsgzata po‘shig2 pisbatan
o‘rganamiz. KOOTCW" " iz,
(3 7) = (a by 2 burchakga burishn! O rga:;inatalari
2 0/7 ¢ d) (1 1 P(x, y) mugta koo 179
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x = feusa T

. (& L =
y=rsing \ Y

X =rcosa
Y =rsina ‘
berilgan bo*Isin. Burish natijasida burchak a + 9 ga teng bo‘Iganligi sababli.
hosil bo‘ladigan Q nuqta koordinatalari quyidagiga teng bo*ladi
X' =reos(a + 0) = r(cosacosg — sinacos8)
. y' = rsin(a + 9) = T(sinac039 + COSdSinH)

Trigonometrik ayniyatlardan foydalanib, quyidagini olamiz

x' = xcos@ - ysin@}

' Y' = xsin@ + ycoso
Matrisa ko‘rinishida yozib g
(L

olamiz
(x') - (cosG —sine) (x) (1)
3-misol. Berj] Y sind  cosg /\y ni
0. Berilgan nugtanj berj - qarshi.
burishdan hosij bo‘lgan nu qtani berilgan burchakga, soat strelkasiga q

qtaning koordinatasinj to‘ping.
1) (214)1 60°

Yechimi. (1) burish formulasidan foydalanib, quyidagini yozamiz:
A (cqsGOa ~sin60° (2) =11 —/3\2 _2\[5)
Y SIn60°  cosgp° J\g) = 5(\[5 1 ) (4) - (\/§ +2/

)=y ()2 ) ()

Musmpnol:;:;gl‘;; Y‘“’;J:;"xa ?illishda Yordam bergan Abdukarimov ;1;.
Sonov E. 4., Q“fl;onov "::’Iaé :‘;‘:’ N.A4., Xoldibupeva I., Dexqonov I-

“); : :
¢ Oliy matematifq” ka ifedrasi j amasig;n:‘o) ey H.N,, Egamberganova

2 minnatdorchiligini bildiradi.

2) (V3,1), 120°
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