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SO‘Z  BOSHI

Mainlakatimizda ta’lim tizimini isloh qilishga va uni zamon 
tuluMari bilan uyg‘unlashtirishga katta ahamiyat berilmoqda.

Ayniqsa, matematika fanining o‘mi hamda uning barcha fanlami 
o'/lasluirishga va ulaming rivojiga asos ekanligini hisobga olib, unga 
nlolnda e’tiborqaratilmoqda. Qolaversa, hozirgi paytda maktabgacha 
iH'liindan boshlab oliy ta’limga qadar mavjud o‘quv dasturlari va 
o'quv adabiyotlarini zamon talablariga moslashtirish jarayoni 
kctmoqda.

Oliy matematika fani bo‘yicha ma’ruza darslarida va mustaqil 
In'liin olishda foydalanish mumkin bo‘lgan o ‘zbek tilida, lotin 
itlifbosida yozilgan darsliklami topish mushkul ishdir. Mavjud 
udabiyotlaming aksariyati hozirgi o ‘quv dasturlar bilan muvofiq 
cm as.

Oliy ta’limni Yevropa ta’lim tizimiga moslash vamodul tizimiga 
o'lilishi munosabati bilan, muhandis-texnika sohasidagi bakalavriat 
In’lim yo‘nalishlari uchun Oliy matematika fanidan ma’ruza mash- 
H'ulollari to‘rt semestr davomida o‘tiladigan 288 soat qisqartirilib, 
tich semestrda 105 soatga (ayrim yo‘nalishlarda 90 soatga) tushirildi, 
mustaqil ta’lim uchun esa 255 soat (ayrim yo‘nalishlarda 240 soat) 
iijiatildi. Raqamlami tahlilidan ma’lum bo‘ladiki talabaning oladigan 
bilimlaming taxminan 30 foizini dars jarayonida, 70 foizini esa 
imistaqil ta’limda olishiga to‘g‘ri keladi. Shulami e’tiborga olib, 
yoziladigan darslikda faqat auditoriyada o‘tiladigan mavzulamigina 
emas, balki mustaqil ta’lim uchun ajratilgan mavzulami ham 
yoritishga to‘g‘ri keladi.

Yuqoridagilardan kelib chiqib, ushbu darslik namunaviy o‘quv 
cluslurida ma’ruza mashg‘ulotlarda o ‘tishni rejalashtirilgan hamda 
lalabalar mustaqil ta’limda o‘zlashtirishi rejalashtirilgan mavzulami 
ham bayon etishga e’tibor qaratilgan. Darslikka sharqning buyuk 
mufalakkirlarining matematika rivojiga qo‘shgan hissalari, uchinchi 
lartibli tenglamalami yechishning Kardano formulasi, algebraning
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asosiy teoremasi, ikkinchi tartibli egri chiziqlaming umumiy 
tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltirish, aniq integralning 
geometrik, fizik masalalami yechishga tatbiqlari, aniq integralni 
taqribiy hisoblash mavzulari bilan to‘ldirilgan.

Darslikning birinchi jildi 7 ta bobdan iborat bo‘lib, chiziqli 
algebra, tekislikda va fazoda analitik geometriya, matematik analizga 
kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning differensial va integral hisobi 
kabi bo‘limlami o‘z ichiga oladi. Berilgan har bir nazariy ma’lumot 
misollar yechish bilan mustahkamlangan. Mavzu yakunida o ‘z-o‘zini 
tekshirish uchun savollar keltirilgan.

Darslikni yozishda foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida 
keltirilgan kitoblardan ijodiy foydalanilgan, ayrim mavzular esa 
muallifning fikri bo‘yicha bay on etilgan.

Muallif darslik qo'lyozmasini o‘qib, uning sifatini yanada 
oshirish borasidagi filer va mulohazalari uchun Namangan 
muhandislik-qurilish instituti Oliy matematika kafedrasi professor- 
o‘qituvchilariga va Namangan davlat universiteti professori 
M.M.Raxmatullayev hamda Mirzo Ulug‘bek nomidagi O'zbekiston 
Milliy universiteti professori A.S.Sharipovlarga o 'z  minnatdorligini 
bildiradi.

Darslikning kamchiliklarini bartaraf etishga oid takliflami 
muallif mamnuniyat bilan qabul qiladi. Fikr-mulohaza va takliflar 
uchun quyidagi elektron manzilga murojaat qilishingiz mumkin: e- 
mail: yusupjonapakov@gmail.com.

Muallif.
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I BOB. OLIY ALGEBRA ELEMENTLARI

Oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikani o‘qitishdan maqsad 
tnlnbalarni mutaxassisligi va iqtisod bo‘yicha nazariy hamda amaliy 
ти.чнЫягш yechish uchun zarur bo‘lgan matematikaviy apparat bilan 
Innishlirish, talabalardamatematikadan o‘quv adabiyotlarini mustaqil
о ruanish va undan foydalana bilish malakasini hosil qilish, mantiqiy 
llkrlashni o'stirish va matematikaviy madaniyatni umuraiy saviyasini 
ко larisli, ainaliyotda uchraydigan masalalarni matematikaviy 
lomondan tekshirish malakasini hosil qilish va ularga muhandislik 
umsalalarmi matematikaviy tilda ifodalab, hal etishni o‘rgatishdan 
ibnrat. Oliy matematika fanini o‘rganish bilan talaba hisoblash 
tcxnikasi va uni dastur bilan ta’minlash, fizika, kimyo, chizmachilik, 
mnleriallar qarshiligi, iqtisod, nazariy mexanika va boshqa fanlarda 
nchiaydigan masalalarining matematik algoritmini tuzish va uni 
yccliishni o'rganadi.

I Sharqning buyuk mutafakkirlarining matematika rivojiga
qo‘shgan hissasi

Qadimgi Sharq, xususan Markaziy Osiyo mamlakatlari 
miilafakkirlari matematika rivojiga ulkan hissa qo‘shganlar, ulardan 
ayrimlariga to‘xtalib o‘tamiz.

Al-Xorazmiy. (783-850) Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy 
Xorazmda tug‘ilib, diniy maktab va madrasada ta’lim oladi. 
Mag‘dodda “Bayt Al-Hikmat” (“Donishmandlar uyi”) tashkil etib, o‘z 
davrining ilg‘or olimlarini to‘plab, ularga rahbarlik qiladi. Xorazmiy 
“Ilind hisobi” nomli risolasida 0,1...,9 dan iborat raqamlar 
sistemasini birinchi bor aiab tilida bayon etadi va undan Yevropaga 
bn sistema o‘tadi. U “Al-Jabr val-muqobala” asarida birinchi bo‘lib 
chiziqli va kvadrat tenglamalarni ajratdi hamda ulami yechish usulini 
bayon etdi. Algebra so‘zi “Al-Jabr” so‘zining lotincha yozuvidan
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olingan. Al-Xorazmiy birinchi bo‘lib zij-matematik va astronomik 
jadvalning muallifidir.

Beruniy. (973-1048). Abu Rayhon Beruniy Muhammad ibn 
Ahmad o 'rta asming buyuk qomuschi olimidir. U o‘zining 
“Geodeziya” asarida Qiyot shahrining geografik kengligini 
aniqlaganini yozadi. Beruniy “Hindiston tarixi” asarida yer shari 
meridiani 110,895 km ekanini yozadi. Bu esa hozirgi hisobdan 
(111,1km) kichik, ya’ni 205 m xato qilgan xolos. Uning “Qonuni 
Mas’udiy“ asari astronomiyaga bag‘ishlangan bo‘lib, unda 
trigonometriya, sferik trigonometriyaga oid kashfiyotlarini yozadi. 
Jami matematikaga doir 22 ta, astronomiyaga doir 10 ta, 
mineralogiyaga, fizikaga doir 38 ta va hokazo asarlar muallifidir.

Ulug‘bek. (1394-1449). Muhammad Tarag‘ay-Ulug‘bek, 
Shohruh Mirzo farzandi va Amir Temuming nabirasi boMib, buyuk 
oliin va davlat arbobidir. UIug‘bekning asosiy asari “Ziji 
Ko‘ragoniy” deb atalib, unda yil hisobi, to'rtta xonagacha aniqlikdagi 
trigonometrik jadval mavjud bo'Iib, bunda sinus va kosinuslarning 
bir daqiqa oraliq bilan farqlanuvchi qiymatlari keltirilgan. 
Trigonometrik jadvallari 10 ta o‘nli xona aniqligida hisoblangan va 
bu jadvallarda sinus va kosinusning qiymatlari bir daqiqa oraliq bilan 
tuzilgan.

Zijda Ulug‘bek bir gradusni sinusini hisoblash uchun alohida 
risola yozgan. Astronomiyaga taalluqli ekvator og‘ishi, osmon 
yoritgichlari koordinatasini aniqlash, yeming ixtiyoriy nuqtasining 
geografik kengligini aniqlash, yulduz va sayyoralar orasidagi 
masofani aniqlash masalalari bay on etilgan. Ulug‘bek Oy va Quyosh 
tutilishlari kalendarini va 1018 yulduzning ro‘yxatini hamda ulaming 
joylashishini hisoblab chiqqan, 1437-yildagi teng kunlilik nuqtasiga 
nisbatan uzunligi kengligi berilgan. U 55 yoshida ilm-fan 
dushmanlari tomonidan qatl ettirilgan.

Ahmad Farg‘oniy. (797-865) Abul Abbos ibn Muhammad ibn 
Kasr Farg‘oniy-buyuk astronom, matematik va geograf bo'lgan. 
Ahmad Farg‘oniy, Muso Xorazmiy va boshqa olimlar bilan 
Bag‘dodda “Bayt Al-Hikmat” da ishlab izlanishlar olib borgan. 
Uning “Astronomiyaga kirish” nomli asarida o‘zigacha bo‘lgan 
astronomlar ishlarini bay on qilib, kamchiliklarini tuzatib, 812 yildagi

6



fluycwli tutilishini oldindan aytib bergan. Farg‘oniyning “Osmon 
linnikdllari va astronomiya fani to'plami haqida” kitobi bo‘lib u arab 
UlidHgi astronomiyaga taalluqli birinchi kitobdir. Unda astronomik 
nlboblar yasash va undan foydalanish, eng zarur asboblardan bin 
bu’lgaii quyosh soati bayon etilgan. Farg‘oniy “Asturlab yasash 
littqidn” asarida sfera va uning turli holatdagi kesimlarining 
xoNNalarmi bayon etgan.

Umar Xayyom. (1048-1123). G‘iyosiddin Abdulfatx Umar ibn 
Ibrohmi al-Xayyom Noshipurda tug‘ilib, Buxoro va Samarqand 
ulmharlarida ta’lim olgan. Umar Xayyom “Al-Jabr val muqobala 
iitbollari haqida risola” kitobida son tushunchasini haqiqiy musbat 
songacha kengaytirdi, ya’ni kvadrat va knb tushunchalarini kiritdi va 
ayrim kub tenglama va ulami yechish usullarini bayon etdi. Umar 
Xnyyom “Evklid kitobining kirish qismidagi qiyinchiliklarga 
sharhlar” kitobida Evklidning mashhur 5 postulatini teorema sifatida 
buy oil etib, uni rivojlantiradi va geometriya rivojiga katta hissa 
qo'shadi. U o‘zining “Ziji malik shoxi” nomli asarida taklif etilgan 
knlendarda 33 yildan 8 tasi kabisa yili bo‘lib, yilning davomiyligi

у . . .
K>5— sutkaga teng, bu kalendaming xatoligi yiliga 19 sekundni 

tashkil etadi.
CMyosiddin Koshiy. (XTV-XV asr). Jamshid ibn Mas’ud ibn 

Mahmud G‘iyosiddin Al-Koshiy 0 ‘rta Osiyoning atoqli matematik 
va astronomidir. Koshiy Ulug‘bek astronomiya maktabi qoshidagi 
madrasada astronomiya va matematika fanlaridan dars bergan. U 
“Hisob kaliti”, “Aylana haqida risola”, “Vatar va sinus haqida risola” 
nomli asarlar muallifidir. Uning matematikadagi yangiligi n-darajali 
ildiz chiqarish amali bo‘lgan. Al-Koshiy aylanaga doir asarida 
л  —3,14159265 ni hisoblagan va Sin3 orqali Sinl ni topishni keltirgan. 

IJ x’+q-px tenglamaning ildizlarini iteratsiya usulida (ketma-ket 
yai]inlashish) topishni bayon qilgan. Al-Koshiy o‘zining “Arifinetika 
kaliti” asarida birinchi bo‘lib o‘nli kasr kashf etdi va ular ustida 
amallami bajarish qoidalarini ko‘rsatib berdi va manfiy son 
lushunchasini kiritdi.

Forobiy. (873-950) Abu Nasr Muhammad ibn Uzlug‘ Tarxon, 
hozirgi Qozog‘iston Respublikasining Chimkent viloyatining Aris
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shahrida tug‘ilgan. Dastlabki ta’limni o‘z yurtida, keyinchalik Shosh 
(Toshkent), Buxoro va Samarqandda madrasada ta’lim oladi. 
Keyinchalik o‘sha paytdagi sharqning ilm-fan markazi bo‘lgan 
Bag‘dodda ilmiy faoliyatini davom ettiradi, Forobiy o‘rta asr 
fanlarining turli sohalariga doir 160 gayaqin asar yozgan. U “limning 
kelib chiqishi va tasnifi” nomli asarida o ‘rta asrlarda mavjud bo‘lgan 
30 dan ortiq fanning ta’rifmi berdi va ulaming har birining tutgan 
o‘mi haqida gapiradi. Farobiy matematikaga buyumlaming miqdor 
va fazoviy nisbatlarini o‘rganuvchi fan deb ta’rif beradi. Son haqidagi 
fan -  mavjud narsalaming bir qismini boshqa bir qismiga 
ko‘paytirish, bo'lish, qo‘shish va ayirish, ildizning mavjud qismlarini 
topish va h.k. haqidagi fan deb ta’riflaydi. Forobiy “Tatbiqlar kitobi” 
da asosiy trigonometrik chiziqlar, ulami hosil qilish va shu chiziqlar 
bilan bog‘liq trigonometrik jadvallami tuzish qoidalarini beradi. U 
“Geometrik figuralaming tabiiy nozik sirlari va aqliy mohir usullari 
kitobi” da esa turli geometrik figuralar- doira, uchburchak, 
to‘rtburchak kvadrat, sferalamingyasash usullarini bayon qilgan.

Ibn Sino. (980-1037) Abu Ali ibn Sino Buxoro viloyati 
Vobkent tumani Lag‘laqa qishlog‘ida tavallud topgan. Ibn Sino o‘n 
yasharligida algebra, geometriya va hatto falsafani ham o‘rgandi, 
hamma yulduz turkumlarining qanday atalishini bilar va aniq 
ko‘rsatib bera olar edi. Ibn Sino meditsinadagi ulkan tajribasi va 
falsafa, algebra, astronomiya, kimyo hamda fanning boshqa 
sohalaridagi beqiyos bilimini “Shifo kitobi”, “Tib qonunlari”, 
“Bilimlar kitobi”da bayon etgan. Ibn Sino asarlarining hammasi 280 
dan oshadi. U o‘zining “Shifo kitobi” ning arifinetikaga doir qismida 
natural sonlar va ulaming xossalarini yoritadi. Ibn Sino natural sonlar 
ustida amallar bajarilishini 9 yordamida tekshiradi, ya’ni u sonlarni 
to‘qqiz moduliga ko‘ra taqqoslaydi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Oliy matematika fanini oliy o‘quv yurtlarida o‘rganishdan 
maqsad nima?

2. Sharqning buyuk mutafakkirlaridan kimlami bilasiz?
3. Muso Xorazmiy matematika rivojiga qanday hissa qo‘shgan?
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4. Abu Rayhon Beruniy matematika rivojiga qanday hissa 
qn ithgan?

5. Muhammad Tarag‘ay-Ulug‘bek matematika rivojiga qanday 
I i I m i i  qu'shgan?

(>. Ahmad Farg‘oniy matematika rivojiga qanday hissa 
iio'uhjnn?

2-{}. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularning
xossalari

1. Ikkinchi tartibli determinantlar

i lulu ikkinchi tartibli determinant, д = anau - a 2,an ayirma esa uning 
Hon qiymati deyiladi.

Determinantai tashkil qiluvchi sonlar uning elementlari deb 
ntaladi. Ikkinchi tartibh determinant ikkita satr va ikkita ustunga ega. 
Birinchi indeks satrining, ikkinchi indeks ustunining tartibini 
bildiradi

au,an -birinchi satr, а21,аи -ikkinchi satr elementlari, 
an,a2l -birinchi ustun, a12,e22-ikkinchi ustun elementlari, 
au,a22- bosh diagonali elementlari, 
a2i,an - yordamchi diagonali elementlari deb ataladi.
Demak, ikkinchi tartibli determinantning son qiymati bosh 

diagonal elementlari ko‘paytmasidan yordamchi diagonali 
elementlari ko'paytmasini ayirmasiga teng ekan.

1 -misol. Quyidagi determinantni hisoblang.
Yechish: Hisoblash formulasiga asosan:

4 3
= 4 (-1) — 3 (-2) = —4 + 6 = 2

-2 -1

2-misol.
* 6 
1 -3

lenglama yeching.
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Yechish. Hisoblash formulasiga asosan:
- 3 x - 6  = 8 = > -3x  = 14 => x = - —  = - 4 —.

3 3

2. Uchinchi tartibli determinant

Ta’rif bo‘yicha quyidagicha
«и <*12 J13

A = a21 av.
«31 a32 «33

belgilanadigan va son qiymati
А  ж  +  Я 21Я 32а 13 +  а 12а 23Я Э1 — а |3 Я 22«Э1 — а |1 й 23Я 32 — ^ I2® 21® 33  0  )

ga teng bo‘lgan ifodaga 3-tartibli determinant deb aytiladi. Uchinchi 
tartibli determinantlar uchun satr, ustun, bosh va yordamchi diagonal 
tushunchalari yuqoridagi kabi kiritiladi.

(1) tenglikning o‘ng tomonida qaysi ko‘paytmalar «+», qaysilari 
«-» ishora bilan olinishini eslab qolish uchun quyidagi uchburchak 
qoidasidan foydalanish qulaydir:

(•)

Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usulini 
ham keltirib o‘tamiz.

(+)
(+)

(+) (+) 
a\\ a\j 

a 2 \ 2 

a 3 l «32 

(-) (-)

(+)
Я!3
®23
«33
(-)

(hi

°5l

Щ 2 

a 22 

Q-k 2
(+)

«Ц
a2]
a,'H
«и
«21

«12
(hi
al2

a 22

«13

«23

3̂3
«13

«23

(-)
(-)
(-)

Bu usulda uchinchi tartibli determinant jadvali yoniga 1- va 2- 
ustunlar takroriy yoziladi, 1- asosiy diagonalga parallel uchta 
diagonal elemendami o‘zaro ko'paytirib, ulami yig‘indisi olinadi. 2- 
yordamchi diagonal va unga parallel uchta diagonal elementlari 
ko‘paytirilib, ularning ayirmalari olinadi. Natijada (1) formula hosil 
bo'ladi.
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3-misol. Quyidagi determinantni hisoblang.
I 2 4
() I -I  =1 1 ( —2) + 2 ( —1)-3 + 0 -5 -4  —3 1 4 - 5  ( -1 )  1 - 0 - 2  ( - 2 )  =
I 5 -2

= - 2 - 6  + 0 - 1 2 +  5 + 0 = -20 + 5 =-15.

3. Determinantiling xossalari

Dcterminantning xossalari ulaming tartibiga bog‘liq bo‘lmagani 
tidiun, xossalami asosan uchinchi tartibli determinantlar uchun 
kclliramiz.

1°. Determinantning mos satrlari va ustunlari o‘rinlari
nliiia.shtirilganda unin I qiymati o‘z ^armaydi:

fln a]2 «11 «12 «13
2̂1 *22 *23 - Q\2 *22 *32

аъ\ am а\ъ
Bu xossaning isboti (1) formulaga asosan kelib chiqadi.
2° . Agar determinantning ikki satr (ustun) elementlari o‘zaro 

rtlmashtirilsa, uning qiymati o‘zgarmaydi, ishorasi esa qarama- 
(|iirshisiga almashadi.

Masai an.
*11 «12 an «11 «21 «3!
*21 «22 «23 «31 «32 «33
«31 «32 «33 «21 «22 «23

Bu xossa isboti bevosita hisoblashdan kelib chiqadi.
3°. Agar determinant ikkita bir xil elementli satrlarga 

(ustunlarga) ega bo‘lsa, u nolga teng.
Isbot. ikki parallel bir xil elementli satrlar (ustunlar) o‘zaro 

alinashtirilsa, 2°- xossaga asosan qiymat o‘zgarishsiz qolib, ishora 
o'zgaradi. Demak, д = -д , 2Д = о yoki д = о.

4-misol. Quyidagi determinantni hisoblang.
1 2 4
3 2 - 1
1 2 4

= 8 - 2  + 2 4 - 8  + 2 - 2 4  = 0.
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4°. Determinantning biror satr (ustun) elementlarini ixtiyoriy a 
songa ko‘paytirish determinantni shu songa ko‘paytirishga teng 
kuchlidir.

«11 o l2 «13 « и « 12 «13
a a 21 « « 2 2 - a «21 «22 «23

«31 «32 «33 «31 «32 «33

Bu xossaning isboti ham bevosita hisoblashlardan kelib chiqadi.
Natija. Biror satr (ustun) elementlardan umumiy ko‘paytuvchini 

determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
5°. Agar determinant nollardan iborat satrga (ustunga) ega 

bo‘lsa, u nolga teng. Bu xossa 4°-xossadan a =o da kelib chiqadi.
6°. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari o‘zaro 

proporsional bo‘lsa, u nolga teng.
Isbot. Proporsional satrdan (ustundan) umumiy ko‘paytuvchini 

4°-xossaga ko‘ra determinant tashqarisiga chiqarsak, hosil bo‘lgan 
ikkita bir xil satrli (ustunli) determinant 3°-xossaga asosan nolga teng.

7°. Agar determinantning biror satrining (ustunining) har bir 
elementi ikkita qo‘shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda 
bu determinant (quyidagi ko‘rinishdagi) ikkita determinantlar 
yig‘indisidan iborat boiadi.

Masalan,
«11 + bt «12 «13 «11 « 1 2 «13 « 1 2 «13

«21 + b2 «22 «23 = « 2! « 2 2 «23 + *2 « 2 2 «23

«31 +  6 3 «32 «33 «31 «32 «33 «32 «33

Bu xossani bevosita hisoblash orqali isbotlanadi.
8°. Agar biror satr (ustun) elementlarini istalgan Л * o, umumiy 

ko‘paytuvchiga ko'paytirib boshqa satrning (ustunning) mos 
elementlarga qo‘shilsa, determinant qiymati o‘zgarmaydi.

Masalan,
« 1 1 «12 «13 « ч + ' Ч г « 12 «13

« 2! « 2 2 «23 = «21 +  -^«22 d 22 ^23

«31 «32 «33 «31 +  ^«32 ^32 « 3 3

Bu xossaga ishonch hosil qilish uchun 7°-xossaga asosan o‘ng 
tomoni ikki determinant yig‘indisi ko‘rinishida yozib, 4°-xossaga 
asosan я ni determinantdan chiqarsak, 3°-xossaga ko‘ra ikkinchi 
determinant nolga teng bo‘ladi, ya’ni

12



a, i +Aa)2 0,2 «13 «11 «12 «13 a«,2 «12 «13
a n + Actи «22 «23 = «21 «22 «23 + Ла22 «22 «23
«31 + «̂32 «32 «33 «31 «32 «33 Д«32 «32 «33

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar qanday hisoblanadi?
2. Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usulini 

nylib bering.
3. Determinant xossalarini aytib bering.

J-§. Yuqori tartibli determinantlar. Chiziqli tenglamalar 
sistemasini yecbishning Kramer usuli

Avvalgi mavzuda 2, 3-tartibli determinantlar bilan tanishdik, 
ciuli n - tartibli (n > 4 )  determinantlar va ulami hisoblashni o ‘rga- 

iiiiini/. Ishni osonlashtirish maqsadida yordamchi tushunchalar 
kiriliimiz.

1. Minor va algebraik to‘ldiruvchi

Determinantning biror elementining minori deb, determi- 
nnntning shu element tiirgan satrini va ustunini o‘chirishdan qolgan 
clcmenllardan tuzilgan determinantga aytiladi. Soddalik uchun 
quyidagi uchinchi tartibli determinantni olaylik.

« . i « . } « . »

Д = « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 . « 3 2 « Л

Determinant ал elementining minori м л, (i,k = 1,2,3) bilan 
helgilanadi. Masalan, an element minori

«21 «23
a *  '

nn  elementning minori esa,

M 33 =
"ll «12

13



Determinant ац elementining algebraik to‘ldiruvchisi deb 
A0 songa aytiladi. Masalan, au elementining algebraik
to‘ldiruvchisi

л , , = н г х - h 2
a i 2  a 33

bo‘ladi, an elementining algebraik to‘ldiruvchisi esa
a., a.

Kt ai>
bo'ladi.

Bu kiritilgan tushunchalar yordamida quyidagi xossani 
isbotlash mumkin (xossalar tartibini saqlab qolamiz).

9°. Determinantning biror satrdagi (ustundagi) barcha 
elementlarni mos algebraik to‘ldiruvchilari bilan ko'paytmasidan 
tashkil topgan yig‘indi shu determinantning qiymatiga teng.

Isb o t Bu xossani birinchi satr uchun keltiramiz.

д =
**11 a\l a\)
**21 ^ 2 7  U 23

?3i аъ1 <з33

determinantning birinchi satr elementlarining algebraik to‘ldiruv- 
chilarini topamiz:

A i  =
« 2 2  « 2 3

«Т» «П > A? -
«2 1  « 2 2  

a-,,
Bundan
A = anAu + a,2Al2 +a]3Al3 = au (я22«эз— anayi) ~ ач ( а21а1з ~ ама2з) + 
+й|3(я2|СГ32 - a 3la22) — aua12a33 + + a,}a2lcii2 —

“ <J, (̂ 23̂ 32 ~ ̂ 12̂ 21̂ 33 ~ ̂ 1
Demak,

д  =

*11 12 

a2\ a22 a23
а Ъ \ a 7,2 а Ъ3

(2)

Xuddi shu kabi ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari orqali (2) 
formula kabi natijani hosil qilish mumkin. (2) formula 
determinantning birinchi satr elementlari orqali yoyilmasi deyiladi.

1-misol. Ushbu determinant hisoblansin:
14



д =
О -1 
2 - 2
4 5

Yechish. Birinchi satr elementlari orasida nol bo‘lgani uchun 
birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyish qulay, ya’ni

2 _2
-1

3 2
Д = 1

4 5 1 4
= 18-10 = 8

determinantning biror qatoridagi bitta elementidan tashqari barcha 
elementlari nolga teng bo‘lganda, bu qator bo‘yicha yoyilmadan 
I'oydalanib, natijani hisoblash ishni yanada osonlashtiradi.

2-misol.
1 -3  2

Д= 5 4 1
3 2 - 4

determinant hisoblansin.
Yechish: 8-xossadan foydalanamiz, ya’ni birinchi ustunni 

o‘zgarishsiz qoldirib, ikkinchi ustunga birinchi ustunni 3 ga 
ko'paytirib qo‘shamiz, uchinchi ustunga birinchi ustunni (-2) ga 
ko'paytirib qo‘shamiz, natijada

д =

boMadi. Birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyilmadan foydalansak,
19 -9

1 -3 2 1 0 0
5 4 1 = 5 19 -9
3 2 -4 3 11 -10

Д  =  1
11 -10

= -190+ 99 = -91.

2. Yuqori tartibli determinantlar

To'rtinchi tartibli determinantni qaraymiz.
Determinantlarning yuqorida keltirilgan 9°-xossasini qo‘llab,

4-tartibli determinantai biror ustun yoki satr elementlari bo‘yicha 
yoyilganda hosil bo‘ladigan detenninantlar 3-tartibli bo‘ladi.
3-tartibli determinant tushunchasi esa bizga ma’lum. Shu jarayonni 
ketma-ket davom ettirib n-tartibli determinantni hisoblash 
tushunchasi kiritiladi. Uning umumiy ko'rinishi quyidagicha:

15



д =

ап а,: ... а|(
«21 «22 «2, (3 )

а.
(3) ko‘rinishdagi n-tartibli determinantlar uchun yuqorida 

aytilgan barcha xossalar, jumladan, determinantning biror satr yoki 
ustun elementlari bo'yicha yoyish formulasi ham o‘rinli bo‘ladi.

Istalgan tartibli determinantni hisoblashda aynan algebraik 
to'ldiruvchilar yordamida satr yoki ustun bo‘yicha yoyish usulidan 
foydalanish ancha qulay.

3-Misol. Determinant hisoblansin.

Yechish: Determinantni hisoblash uchun uni ikkinchi satrida 
ikkita 0 turganidan foydalanib, ikkinchi satr elementlari bo‘yicha 
yoyib chiqamiz. U holda

A = aJIA, + * адАд * a24A,4

1 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1 4
= -5 -1 6 3 + 0 2 6 3 + 12 -1 3 - 0 2 -1 6

5 -1 2 1 -1 2 1 5 2 1 5 -1
= -5(12 + 60 + 3 - 9 0  + 3 + 8) + ( -4  + 3 + 30 + 3 - 3 0 - 4 )  = 2 0 - 2  = 18

bo'ladi. Demak, yuqori tartibli determinantni hisoblash, determinant 
tartibini ketma-ket pasaytirish yo‘li bilan amalga oshiriladi.

3. Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer qoidasi bilan
yechish

Ikkita nqva x 2 noma’lumli chiziqli tenglamadan iborat ushbu

д =

2 1 4  3
5 0 - 1 0
2 - 1 6 3  
1 5 - 1 2

A r * .  = * .

+ a !2 X 7  ~ b i
(4)

16



KiHtcitia ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi, 
bunda an,an ,a2l,a22- (4) sisteinaning koeffitsiyentlari, ъх,ь2 - ozod 
lindlardir.

Ctu iJio
a = 11 12

**21 2̂2
iisosiy determinant,

A,=
& \ 2 « i .

Ь г & 2 2
9

« 2 1 h

yordamchi determinantlar deb nomlanadi. Agar д * 0  boMsa, (4) 
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:

(5 )
Xuddi shuningdek, uchta . c , ,  va x ,  noma’lumli chiziqli 

lenglamalardan iborat
Cl̂ jX] +  « 1 3 * 3  ~

■ t/21X, + (7-̂ X-, t- CKjX. — b2 (6)
a3lxl + a 12x2 +a„xs = b}

sistcma uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu 
sislema uchun

A =
« 1 2  « 1 3

*1 « 1 2 « 13 ^1 1 «1 3 «11 « 1 2

II>T
<

] b2 « 2 2 « 2 3 &21 bi * 2 3 > A , = « 2 1 « 2 2 * 2

h « 3 2 « 3 3 * 11 ь, * 5 3 « 3 1 « 3 2 by
yordamchi determinantlar deb nomlanadi, agar д * о  bo‘lsa, (6) 
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:

д, д* &,

(5) va (7) formulalar (4) va (6) tenglamalar sistemasini 
yechishning Kramer formulasi deyiladi. a *■ о bo‘lsa, sistema yagona 
yechimga ega bo‘ladi. Д = о hamda &x2, дх, lardan hech
boMmaganda bittasi noldan farqli bo‘lsaL sistemanmg yechimi

!*T ■■ — -------
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mavjud emas. д =0  va л*, = л*,=лг, =o bo'lsa, sistema cheksiz ko'p 
yechimga ega bo‘ladi.

4-misol.
f jc, + 3x2 = -1  
\2xl - x t =5

chiziqli tenglamalar sisteinasi yechilsin.
Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlami hisoblaymiz. 

l 3д =
2 -1

= - 1 - 6  = -7

\  =
- ]  3 I -1

= 1 — 15 =-14, A =
5 -1 2 5

= 5 + 2 = 7,

u holda, Kramer formulasiga asosan,

Д - 7  2 Д -7
Demak, sistemaning yechimi(2;-i). 
5-misol.

j x l +2x2 =3  
[Зж, +6 x2 =1

sistemaning yeching.
Yechish:

д = 1 2 II о > и 3 2
= 16, Д =

1 3
3 6 1 6 'i 3 1

= -8.

Demak, berilgan sistemaning yechimi mavjud emas.
6-misol. Quyidagi sistema yechilsin:

J 2x, + 3jc2 = 1 
14.v, + 6x, = 2

Yechish: Bu holda asosiy va yordamchi determinantlami 
hisoblaymiz:

д = 2 3 
4 6 = 0, A,=

1 3
2 6

2 1 
4 2

=  0 .= 0, д„ =

Demak, ixtiyoriy ( r-^~ -1  ko‘rinishdagi ( t e R )  sonlar juftligi

sistemaning yechimi bo‘ladi, ya’ni cheksiz ko‘p yechim mavjud. 
7-misol.

18



2х, -  х2 + Х3 =  4 

Зх, + 2х2 -  х3 =  1 

Xj + * 2 - 2 X3 = - 3

nMema yechilsin.
Yechish: Asosiy vayordamchi determinantlami hisoblaymiz:

2 -1 1 4 -1 1 2 4 1
3 2 - 1 = - 10, дч = 1 2 -1 = -10, Д„ = 3 1 -1
1 1 -2 -3 1 -2 (N1TA

2 - 1 4  

=  3 2  1 

1 1 -3

IJ holda, Kramer formulasidan

= 0,

==-20

1 Д -1 0  2 Д -1 0  Д  -1 0
Demak, (i;0;2)sistemaningyechimi bo‘ladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Determinantning minori deb nimaga aytiladi?
2. Determinantning algebraik to‘ldiruvchilarmi topish ta’rifini 

nyling va hisoblash usulini ko‘rsating.
3. Tenglamalar sistemasi Kramer usulida qanday yechiladi?
4. Tenglamalar sistemasi qanday shart bajarilganda bir qiymatli 

ycchimga ega?
5. Tenglamalar sistemasi qanday shart bajarilganda yechim 

niavjiid etnas?
6. Tenglamalar sistemasi qanday shart bajarilganda cheksiz ko‘p 

ycchimga ega bo‘ladi?

4-§. Matritsalar va ular ustida amallar

Quyidagi

л

Я-1 <>.

■
au (8)

IV



ko‘rinishdagi jadval (/nx/i)-tartibli matritsa deyiladi. ал element 
xuddi determinantdagi kabi г-satr, &-ustunga joylashgan bo‘ladi. 
Ba’zan, (8) yozuv, qisqalik uchun, ||ллЦ, ( / -  lm ,  k = i n )  ko‘rinishda
yoki л = ||ай|| ko‘rinishda ham belgilanadi. Ravshanki, (8) matritsa m 
ta satr va n ta ustundan iborat.

Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa nol matritsa 
deyiladi.

fo  0 ... 0"
0 0 ... 0

v0 0 ... 0 ,
Xususiy holda, m - n  bo'lganda,

4 l  « 1 2  -

(9)

к.Ц.1 a.i amj
ko‘rinishidagi matritsa kvadrat matritsa deyiladi.

0 ц , а 22>..... , a nn (9) matritsaning bosh diagonal elementlari
deyiladi. Agar (9) matritsada bosh diagonalda turgan elementlardan 
boshqa barcha elementlari nol bo‘lsa, uni diagonal matritsa deyiladi:

0 0  '

0 a „ 0

( 1 0 )

0 0 -  o - y

(10) matritsada an = a21 = .....= ann = 1 bo'lsa, ya’ni
f l  0 ... o 4

E  =

0 1 0

.0  0

birlik matritsa deb ataladi.
(9) kvadrat matritsaning elementlaridan tashkil topgan 

determinant A  matritsaning determinant deyiladi va d e t ( . 4 )  yoki \a \ 

kabi belgilanadi. Shu o‘rinda eslatib o‘tamiz: matritsa sonlarning
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tartibli jadvali, determinant esa elementlaming ma’lum kombi- 
natsiyasidan hosil qilingan birgina sondir.

*11 *12 "•
An Q*.

A =

Agar det(/*) = o bo‘lsa, bu holda A matritsa xos matritsa, 
dci(/4)^o bo'lsa, A xosmas matritsa deyiladi. Kvadrat (9) 
matritsaning satr elementlarini mos ustun elementlari bilan
almashtirishdan hosil bo'lgan

4 , «21 ■ «,i'
«12 a22

(•u
matritsa transponirlangan matritsa deyiladi va A1 kabi belgilanadi. 
Determinantning l°xossasiga asosan dct(^) = dct(yl7')

Ikkita

A =

«11 «12 ■ « l/ '*11 *12
«2. «22 • «2, . B = *2, *22 ■• *2,

«.2 «„*j A, *„2 bш у

(И)

matritsalar berilgan bo‘lib, A matritsaning har bir elementi В 
matritsaning mos elementiga teng, ya’ni ал =ьл bo‘lsa, u holda A va 
В  o‘zaro teng matritsalar deyiladi va A = B kabi yoziladi. Ta’rif 
bo‘yicha ikkita (11) ko‘rinishdagi (ихи) tartibli matritsalaming
yig‘indisi va ayirmasi mos ravishda A ± B  kabi belgilanib,

'«„ib,! an ± t \2 a,„ ±bu

A ± B - «22 —̂22

Va.i ±bm
qoida bo‘yicha liisoblanadi, ya’ni mos elementlari qo‘shiladi yoki 
ayriladi. Matritsalami qo‘shish quyidagi xossalarga ega:

1°. A + Q = A
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2° А + В = В + А
A matritsani а *о songa ko'paytmasi deb, uning har bir

lentini nr иппая Vn6n avtir iсЬНяп hrvcil ЬлЧлап
шаииэши а?=и suiiga KU payimasi U

elementini a  songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan
'ага,, аа ,, ... аа,„

a  A

ага,, аа,, 
ага,, а а ,

-  « а » /

matritsaga aytiladi. Matritsani songa ko‘paytirish quyidagi 
xossalarga ega:

3°. a { p A ) = ( a p ) A  

4°. a ( A  + B) = a A + a B  

5°. ( a + p ) A  = a A + p A  

1 -misol. Agar
' 1 4 1

- 1  0  2)
bo'lsa, A + B, A - в ,  2 A - 3 B  matritsalar topilsin.

Yechish:

A = b J °  2(i i г ) '

J + s = i2 4 4 +f ° 2 ' U 2+o 4 + 2 1+1 u 2 6 2)
^-1  0 2 ) и  1 2 } 1—1 + 1 0 + 1 2 + 2 ) lo 1 4)

0 2 1 2 - 0  4 - 2  1-1 2 012 4 П
A - B  = \ ! -  , = .U l 0 2 1 1 2J 1-1-1 0-1 2 -2 J  1-2 -I 0u

2 .4 -3 5  = 2
2 4 1
-1  0 2 

_[  4 - 0  8 - 6  2 -

| JO  2 П  4 8 2^_ 
J U  1 2 J . -2  0 4 ) ~

- 3 \  / 4 2 -
- 6 J “ i - 5  - 3

( 0 6 3 
-I
13 3 6,

[ - 2 - 3  0 - 3  4 - 6 ;  [ - 5  -3  - 2 /

Ikki matritsa ko‘paytmasi tushunchasini kiritaylik.
Ta’rif. (m xn)  tartibli A matritsaning ( n x J t )  tartibli В matritsaga 

ko‘paytmasi deb (m xk)  tartibli shunday С matritsaga aytiladiki, 
uning c(/ elementi A matritsa /-satri elementlarini В matritsa j -  

ustunining mos elementlariga ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya’ni 
c,j = a,A j  + al2b2/ + ■ • а,Ац ■ (12)

Matritsalar ko‘paytmasi c  = A в  ko‘rinishda belgilanadi.
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Ta’rifdan ko‘rinadiki, ko'paytiriladigan matritsalar birinchi- 
sining ustunlar soni ikkinchisining satrlar soniga teng bo‘lishi talab 
qilinadi.

2-misol. Matritsalar ko‘paytmasi topilsin. 
f \ - П

(2 Г.
В

1 1

- 1

I

1 {? 0-
1 1 - 1 . г ( \ 0 N
2 1 + 11 = 5 3
l- l  + l - l y ,3 2,

Yechish: A В mavjud, chunki a  matritsa ikkita ustundan в
matritsa esa ikkita satrdan iborat.

1 2 - 1 1

2-2  + 1-1

1 - 2  +  1 1
ч.

В A ko‘paytma esa mavjud emas, chunki В  matritsada 2 ta 
ustun, A matritsada esa 3 ta satr mavjud.

Agar A va В matritsalar bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo‘lsa 
A -В va B A ni hisoblash mumkin.

3-misol.

■ '■(! t i -  - e  -
bo‘lsa, A-В va В A topilsin.

Yechish:

A B = \
(2  -3

В A =  I
( 4  -3  s] (2  -3
[2  6 ) 1 5  1

■(
2-4 —3-2 
5-4 + 1-2 

2 - 3 - 5  
2 + 6-5

- 2  3 - 3 - 6  
—5 - 3 +1 - 6 
- 4 - 3 - 3 1  
-2 -3  + 6-1

v ■2 - 2 4 1

г ,22 -9  J
-7  -15'

f .34  0 ,

Bu misoldan ko‘rinadiki, umuman olganda, 
Matritsalami ko‘paytirish quyidagi xossalarga ega:

1°. (A B)  C = A - ( B  С ) 2° .(A + B) C = A C  + B С

3°. (Л A) - B  = A(A B)  4°. A E  = E  A = A

5°. A 0 = 0 A = 0

A B * B  A.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Matritsa deganda nimani tushunasiz?
2. Matritsalaming qanday turlari mavjud?



3. Matritsalar ustida amallar bajarishda nimalarga e’tibor berish 
kerak?

4. Matritsalar ustida amallaming qanday xossalarini bilasiz?

5-§. Teskari matritsa, chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning matritsa usuli

Ushbu kvadrat raatritsani qaraylik:
On a\2 aln

,4 = a2i a22 «2п

< @n\ an2
Ta’rif. Agar A B = B  A - E  bo‘lsa, В  matritsa A matritsaga 

teskari matritsa deb ataladi. A matritsaga teskari matritsani A~' kabi 
belgilash qabul qilingan. A kvadrat matritsaga teskari A~' matritsani 
topish quyidagicha amalga oshiriladi:

1. det(/i) hisoblanadi. (Bu o‘rinda A = det(y4)*o bo‘lishi 
kerakligini eslatib o‘tamiz, aks holda teskari matritsa mavjud 
bo‘lmaydi).

2. A matritsa determinantining har bir atJ, ( i , j  = 1,2,3,...,и) 
elementi algebraik to‘ldiruvchisi A:j ni hisoblaymiz va а л matritsani 
quyidagicha tuzamiz:

Л\ A2I a ,

A\2 2̂2A-' =
det(^)

А, A ,

(13)

Satr bo‘yicha hosil qilingan algebraik to‘ldiruvchilami mos 
ustun elementi qilib yozilishiga e’tibor qaratish kerak. Ishonch hosil 
qilish uchun A-A"' = £ ekanini tekshirib ko‘rish yetarli.

1-misol.
' l о -24 

з  l о

v - l  2  4 ,

matritsaga teskari matritsa topilsin.
Yechish:
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д =
1 О - 2
3 1 О

- 1 2  4
= 4 -1 2  —2 = —10*0.

Demak, teskari matritsa A'' mavjud. Matritsa determinantming 
barcha elementlari algcbraik to'ldimvchilanni hisoblaymiz:

1 0  3 o'
Л, =4, Д , = -2 4 - 1 4

= -12, A,,
3 1

-1  2
= 7.

0 -2 1 Is) 1 0

11 1

2 4

If1!

-1 4

II N II 1

-1 2

0 -2 1 -2 1 0
Ai = 1 0

= 2, 4 ,  = -
3 0

= -6 . An =
3 1

=  - 2,

=  1.

Topilganlanii (13) ga qo'ysak.
' 4 ,  4 , V 1

~10

r 4 - 4 2 '

4 г  4l2 4 : -12 2 - 6

Дз A,j 4 з , -2 1

Tekshirish.
' 4 2" ' 1 0 -2 '7!II7

-12 2 -6 3 1 0 —
10

7\ -2 К , - 1 2  4 ,

С 4 - 1 2 - 2 0 - 4  + 4 -8  + 0 + 8 \
-1 

'  10
-12  + 6 + 6 0 + 2 - 1 2  24 + 0 - 2 4  

7 _ 6 - l  0 - 2  + 2 -14 + 0 + 4

'-10 0 0 Г1 0 O'1
-1 0 -10 0 — 0 1 0
10 1У, 0 0 -10^ <0 0

Demak, A"' matritsa, A matritsaga teskari matritsa ekanligi 
kelib chiqdi.

Bizga quyidagi uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi 
berilgan bo‘lsin

+fl12X2 + —
■ ^ 2 1 ^ ]  ^  ^ 2 2 ^ 2  * ^ 2 3 * ^ 3  ~  ^ 2 1

(14)

аЪ\Х\ * 3̂2̂ 2 * 3̂3*3 “ K
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Tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlari au, ( i , j  = 1,2,3), 
x,, x2, x3 noma’lumlar va b,, (/ = 1,2,3) ozod hadlardan

/
1̂1 «12 «13 V fb0

A = аг\ a22 «23 , X  = x2 , B = b2

.«». «32 A .
matritsalami tuzamiz.

Matritsalami ko‘paytirish amaliga asosan, (14) sistemani, 
quyidagicha yozish mumkin

4 X = B .  (15)
Bu tenglamalar sistemasining matritsalar ko‘rinishidagi yozi- 

lishidir. Aytaylik A matritsaga teskari A~' matritsa mavjud bo'lsin. 
(15) tenglikning har ikki tomonini A ga chapdan ko‘paytinb

A -'-A -X = A -'-B
ni hosil qilamiz.

A"' A = E va E X - X  ekanini e’tiborga olsak,
X  = A4 В  (16)

hosil bo‘ladi.
Bu (15) tenglamalar sistemasini teskari matritsa yordamida 

yechish formulasidir.
2-misol. Kramer usuli bilan yechilgan 7-misoldagi tenglamalar 

sistemasini teskari matritsa usulida yechilsin.
Yechish: Tegishli matritsalami tuzamiz:

' 2 - 1  1 ' *1 ' 4 '
-4 = 3 2 - 1 , *  = X2 , B = 1

J  -1 —2, Ч- 3 /

A = det (/}) = —10^0,
2 -1 3 -1 3 2

4 ,= 1 -2 -  -3, 4 2 = - 1 -2 = 5, 4з = 1 1
-1 1 2 1 2 -1

= -1, 2̂2 = = -5. * , = -
1 -2 1 -2 1 1

-1 1 2 1 2 -1
2 -1 “ 1, A}2 — - 3 -1 “ 5, .4,3“ 3 2

(13) formulaga asosan
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'-Ъ -1 -1'
Л‘! =-0,1 5 - 5  5

Ч1 -3 7 .
teskari matritsa topamiz. Bunaan (16) fontiulaga binoan

- i  - Г ' 4 ' - 1 2 - 1 + 3 ' '’-10' 'V
X  = A~] ■ B - - 0 , l - 5 - 5  5 1 = -0,1- 2 0 - 5 - 1 5 = -0,1 0 = 0

I -3  7ч > -3 , 4 - 3 - 2 1 -20, ,2,
Javob (1; 0; 2)

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday matritsa berilgan matritsaning teskari matritsasi bo‘ladi?
2. Teskari matritsani qanday topiladi?
3. Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsa ko‘rinishda qanday 

yoziladi?
4. Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsa usulida qanday 

yechiladi?

6-§. Matritsaning rangi. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning Gauss usuli

Biror (wxи)-tartibli ^  = ||amJ  matritsa berilgan bo‘lsin. A 

matritsaning ixtiyoriy к ta satrini va ixtiyoriy к  ta ustunini olib 
(£<гшп(/и,и)), (Axk ) -  tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
matritsaning determinanti a  matritsaning k -  tartibli minori deyiladi. 

1 -misol. Quyidagi 4x5-tartibli
( 2  - 4  

I - 2

1
-7

1

3
-4

0 ^

2
]

5

matritsani qaraylik. Ushbu
2 -4 1 0

-A 3 0
2 -4 -2  1 1 -2 -4 2

= 0 , = -3, 1 1 1 = -40,
1
5

1 -2 1 1
-7 4 5

0
4

1
-7

3
-4

=  o
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determinantlar qaralayotgan matritsaning mos ravishda ikkinchi, 
uchinchi hamda to1 rtinchi tartibli minorlaridir.

A matritsa yordamida hosil qilish mumkin bo‘lgan barcha 
minorlar orasida noldan farqli bo‘lgan eng yuqori tartibli minomi 
topish muhimdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, agar A matritsaning barcha к -tartibli 
(& =min(m,n)) minorlari nolga teng bo‘lsa, undan yuqori tartibli
bo'lgan barcha minorlari ham nolga teng bo‘ladi.

Ta’rif. л matritsaning noldan farqli minorlarining eng yuqori 
tartibi uning rangi deyiladi va rangA kabi belgilanadi.

2-misol.

A =

1 1 3 
1 1 2 
1 1 3

matritsaning rangini toping. 
Yechish:

1 1 3
1 1 I 3

= 0, = -1, 1 1 2 = 0
1 1 1 2

1 1 3
Demak, A matritsaning noldan farqli minorlarining eng katta 

tartibi 2 ga teng ekan. Bundan rangA = 2.  Ta’rif bo‘yicha 0 
matritsaning rangi 0 deb olinadi.

Matritsalaming rangini topish ko‘p hollarda murakkab bo‘ladi. 
Chunki unda bir qancha turli tartibdagi determinantlami hisoblashga 
to‘g‘ri keladi.

Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi 
o‘zgarmaydi:

1) ikki qator elementlarini o‘zaro almashtirish;
2) biror qatomi o‘zgarmas songa ko‘paytirish;
3) biror qator o‘zgarmas songa ko‘paytirib boshqa qatorga 

qo‘shish.
Bu tasdiqlar determinantlaming xossalaridan kelib chiqadi.
Agar (mxn) - tartibli A matritsaning asosiy diagonalida 

joylashgan au, a22, ап ,...,ал , (o< s<m in(m :n)) elementlarining har 
biri noldan farqli bo‘lib, qolgan barcha elementlari nolga teng bo‘lsa,

28



и linlriu A diagonal ko‘rinishdagi matritsa deyiladi. Ravshanki, bun- 
ilny diagonal ko'rinishdagi matritsaning rangi j ga teng bo‘ladi. 
Ayuan shu va yuqorida aytilgan elementar almashtirishlardan foyda- 
Inmb matritsani rangini topishning ikkinchi usulini bayon qilamiz. 

Ilizga quyidagi a  matritsa berilgan bo‘lsin: 
f ,

A =

aw

<h\ «22

a.'m l

v i i  lining rangini topish talab etilsin. Bu matritsaning rangini yuqonda 
nytilgan elementar almashtirishlar yordamida diagonal ko‘rinishli 
maljifsaga keltirib topamiz.

A matritsaning hech bo‘lmaganda bitta elementi noldan farqli 
Iw'lsin. Bu elementning satrlari va ustunlarini o ‘zaro almashtirish 
yordamida birinchi satr birinchi ustunga chiqaramiz va birinchi satr 
elementlarini shu elementga boMib, ushbu

a \ , '

(17)

matntsam hosil qilamiz. (17) matritsaning birinchi ustunmi -a[2 ga 
ко paytirib, ikkinchi ustunga qo‘shsak, so‘ng -a[3 ga ko‘paytirib 
uchinchi ustunga qo‘shsak va h. k. birinchi ustunni -a\m ga ko‘paytirib 
n-ustunga qo‘shsak, natijada hosil bo‘lgan matritsaning birinchi 
satrdagi elementi a,', = l, qolgan elementlari esa nollar bo‘lib qoladi.

Xuddi shunga o‘xshash (17) matritsaning birinchi ustundagi 
,/ - 1 dan boshqa elementlari nolga aylantiriladi. Natijada

'  1 an
$ 1

a zx «22

1 r
am2

' l 0 . 0 "

4 =
0 *22 *22n

0 d , . m2 *nrn
matritsaga ega bo‘lamiz. Bundan rangA = rangA, kelib chiqadi.
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