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SO'ZBOSHI

Ko'pgina oliy ta'lim muassalarida matematika fani turli hajm-
di (tayyorlanadigan mutaxassislikka garab, ma'lum dastur aso-
i) o'gitiladi.

Matematikani o'gitishdan ko‘zlangan magsad:

1) talabalarni matematik ma'lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirish, uning turli ushublarini o‘rganish, ular orasidagi bog'lanish-
lnrni bildirish;

2) talabalarni mantiqiy fikrlashga, matematik usullarni ama-
lly masalalarni yechishda go‘llashga, jumladan gishlog xo'jaligi,
to'qimachilik va yvengil sanoat, iqtisodiy va mexanik masalalar-
ning matematik modellarini qurishga o'rgatishdan iborat.

Ravshanki, o‘quv jarayonida darsliklar, o'quv go‘'llanmalari,
shuningdek darslik shaklida yozilgan kitoblarning ahamiyati katta.

Matematika sohasida turli hajmda, turli sohalarga mo‘ljallab
yozilgan kitoblar bor. Ayni paytda, jamiyatda barcha sohalarning
shiddat bilan rivojlanavotganligi ularga mos keladigan kitoblar-
ning yozilishini taqozo etmoqda.

Shuni e’tiborga olib, mualliflar matemaiika sohasi bo'yi-
cha bilimlariga, shuningdek oliy ta'lim muassasalarida mate-
matikadan o‘tkazilgan darslardan hosil bo‘lgan tajribaga tavan-
gan holda ushbu darslikni yozishdi.-

Mazkur darslik gishlog xo'jaligi sohasiga mo‘ljallangan.

Darslikda mavzularning muayvan ketma-ketlikda va o‘za-
ro uzviy bog'lanishda bo‘lishiga, ma’lumotlarni gisga va ravon
bayon etilishiga, amaliv masalalarni vechishda matematik usul-
lnrdan unumli foydalanishga alohida e’tibor garatilgan.



1-bob. DETERMINANTLAR

1-§. Determinantlar
Aytaylik, ikkinchi va uchunchi tartibli kvadrat matritsalar

Q34 Qg 0Og3

a a
A= a: ﬂ::), B=|Q; G 0Oy
A3y A3, O3

berilgan bo‘lsin. Bu matritsalarga mos ravishda

Ay @y Cylyn VA Gl oold gy H Q00350 5770 o050 35—

T8yt ,550 557000, 5,
sonlarni mos qo‘yamiz. Odatda ular ikkinchi va uchinchi tartibli
determenantlar deyiladi va guyidagicha belgilanadi:

i

@11 ﬂiz' :1 ::ﬂ uu

aZI azz i 22 23
@3y Oz; (a3

Bu ifodalarni mos ravishda 4 va B matritsaning determinanti, 1

ularni detd, derB kabi ham belgilanadi.
Demalk;, ' '

— ——

@y Ing1zl_ﬂ o
@ay - Oy 1S TGl

1-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-

minantini hisoblang;
A=
49

4l=19-4.2-9-8-1

9

2-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli matritsaning deter-
minantini hisoblang:

Yechish. |4] = Ii




6 9
A= .
[10 s]

. 6 9
Yechish. |,-1|= =6-8-10-9=48-90=—42
10 8
3-misol. Quyida berilgan ikkinchi tartibli determinantni hi-
soblang: co_sﬁ s /
—sinf cosf
Yechish. Yugoridagi tarifga asosan:
COS sin ;
,’B b =cos’ B +sin’ f =1
—sinf3 cosf
Demak,

yy @43 O3
Qg1 @pz 33

= G550, T 30,0 500 ) 305005y~
3y @3z gz .

Ty 0y g
Uchinehi tartibli determinantning giymati 6 ta had yig‘indi-
sidan iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat ishorali. golgan uchta-
si esa manfiy ishorali bo'ladi.
4-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak
usuli bilan hisoblang:

LT o o e
3 1 ~-1l
4 1 -3
Yechish.
 J S |
31 —4=51(3)4(=2):(-A):4+3-1-1-
6 0-3



—~4:1:1-3+(=2)+(=3)—1-(-4)-5=
=—15+32+3-4-18+20=18

S-misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantni uchburchak

usuli bilan hisoblang:
2 il =1
3 4 0
|
i Yechish.
|: 9 fouid |
i 3 4 0[=2-4241.0-5+3:1.(=1)—
i g

~(-1)-4-5-1.3.2-2.0.1=27

Eslatma. Yuqoridagidek, n tartibli (n>3) determinant
dyy o, . -Ayp

| m ﬂn!‘ - al'l.ll
tushunchasi kiritiladi.

Aytaylik, uchinchi tartibli determinant
Qi3 @3 G4
31 Q33 Qzy
(33 Oz; d3;
berilgan bo‘lsin. Bu determinant biror

ay (i=1,2,3; k=1,2,3)
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elementini olib, shu element joylashgan yo'lni hamda ustunni
o‘chiramiz. Qolgan elementlari ikkinchi tartibli determinantni
hosil giladi. Uni a, element minori deyiladi va u M, kabi belgi-
lanadi.

Masalan,
-2 5 3
i 210
Il 9
determinant a,,=35 elementning minori
B
Hiz =1 |3 1
bo‘ladi.
Uchinchi tartibli determinant 9 ta minorga ega bo’ladi.
Ushbu
(T M,r;;

migdor (2) determinant a4, elementning algebraik to'ldiruvchisi
deyiladi va A, orgali belgilanadi:
Ay = (—1Fk M,

8-ta’rif. g, minorning (elementning) algebraik to'ldiruvchisi
deb A, = (—1'" - M songa aytiladi.

Masalan:
2 0 3
Y B )
3 0=

determinant a,;=3 clementining algebraik to‘ldiruvchisi
A=t 2 =1.a-0-2-3)--6

-,

bo'ladi.
2-8. Determinantning xossalari
Determinant gator xossalarga ega, Quyida ularni keltiramiz:
Ay



‘1) determinantning yo‘llarini mos ustunlari bilan almashtiril-

sa determinantning qiymati o'zgarmaydi:

OB
31
@y Iy
Ay Q3zp
A3; @33

Ay

a4
@iz
@31
@42
;3

sz
dya

Ayq
azz
Az3

|?

7) determinantning ixtiyoriy ikki yo'lini (ikki ustunini) o‘za-
ro almashtirilsa, determinantning giymati o‘zgarmasdan, uni

ishorasi esa garama-garshisiga o‘zgaradi,

3) determinantning ikki yo'li (ustuni) bir xil bo’lsa, determi-
nantning givmati nolga teng bo‘ladi;
4) determinantning ixtiyoriy yo'lida (ustunida) turgan barcha
elementlari o‘zgarmas k songa ko'paytirilsa, determinanting qiy-
mati ham k soniga ko'pavadi.

3.5 6 8/=3:(24+60+56—18-70—64)=-36.

5 6 8 |=72+180+168-54-192-210=-36.

Masalan:
o
1 4 2
32 37 343
1 4 2
3.2-7 13

3.5 6 B|=72+180+168—-54-192-210=-36.

3-1 4 2




Laplas teoremasi, Determinantning givmati uning ixtivoriy
satr (ustun) elementlari bilan, shu elementlarga mos algebraik
to‘ldiruvchilar ko'pavtmalari vig'indisiga teng, va'ni

W1 W et
|.
| Aslay ay .. a,|=a4,+a,A,+..+a,4,=
Gy Gy D

2 Z (_] )“-j @ M i
=

Bu formulaga A determinantni / satr elementlari bo'yicha yo-
vish formulasi deyiladi.

Determinantning biror satr (ustun) clementlari bilan uning
boshga satri (ustuni) elementlari algebraik to‘ldiruvchilari
ko'paytmalarining yig'indisi nolga teng.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar bevosita ta'rifga
ko‘ra hisoblanadi.

Masalan:

a5 Y-14-2:¢-3=10

- -
b0 -1 4|=1-(-1)-0+2+4-24+3.0-3—
2390

-3-(-1):2-2-0:0-1-4:3=10

Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblashda shuningdek
ushbu



244
A1
34

— @2 Qa3
T ay, ag,

gz
Az
32

@yq

2lazy

@3
Q2| =
azz

A3 |
Q33

'HHal

%22
%z

Ay
@3y

munosabatdan foydalanish mumkin.

Yugori tartibli determinantlarni hisoblash birmuncha murak-
kab bo'ladi. Ularni hisoblashda yuqorida keltirilgan mssaiardan
yoki Laplas teoremasidan foydalaniladi.

1-misol. Ushbu

=T e L
.l.-.m-n-ir.n
]l S ]
e ]

determinantni hisoblang.
Bu determinantni hisoblashda yuqorida keltirilgan Laplas te-
oremasidan fovdalanamiz:

- T
ol g i L
lu 5 3 2
1 -1 7 4
7 81 B" T8
=3.|5 3 2|-1:|5 3 zZI+
-1 7 4 -1 7 4
5 T8 5 7.8
+0-|7 0 1|-1|7 0 1]|=
=1 7.4k 5.3 2

=3[7+34+(-1):0-2+45.7-1] —
~1[5:3:4—7-2+(-1)+5-7-8]+
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O[5 0-4+7-1+(—1)+7+7+8]+

+[5-0:2+7-1+5+7:3-8]=3-119-326—203 =
=357—529= 172

2-misol. Quyidagi determinantni Laplas formulasi bilan hi-
soblang:

A=

e i B
T R
L R ]

Yechish. Berilgan determinantni hirinchi. satr elementlari
bo‘yicha yoysak:
el G
A=|5 3 2(=2.4,+4,+34,=2-D"""
1 4 3

M+ (=) M, 43 ()M =

.y ik | e 1 4
+3(20-3)=2-13+51=40.
3-misol. Quyidag:t determinantni - Eaplas funnﬁlasj bilan hi-

= -13 o 2 3‘:2(9—3)—{15.—2)+

)

soblang:
A I
2 -1 4 1
A=
JALRT B
LA 2




Yechish, Berilgan determinantni ikkinchi ustun elementlari
bo‘yicha yoyib chigamiz. Bu ustunda 2 ta noldan fargli ele-
ment bolgani nchun natijada 2 ta 3-tartibli determinant hosil
bo‘ladi,

1302 L5 o
A=-1.10%1 1 s+2.CD°"g 4 1
1 6 2 1 6.2

Yoki, avval a;,=2 elementini nolga keltirishimiz mumkin. Bu-
ning uchun 2-satrni 2 ga ko‘paytirib 3-satrga qo‘shamiz va hosil
bo‘lgan determinantni 2-ustun elementlariga nisbatan yoyamiz va
hisoblaymiz;

I e 3
2 -1 4 1 iy
A= ginabileatiG ey 8 =2l

L6 2
| st P

Ko'rinib turibdiki, Laplas teoremasidan yugorida keltirilgan
xossalar bilan birgalikda foydalanish determinantni hisoblashni
ancha osonlashtiradi. Buning uchun biror satr yoki ustunni tan-
lab olib, shu ustun yoki satrdagi elementlarni determinantning
xossalaridan foydalanib iloji boricha nollarga keltirishimiz kerak
bo‘ladi. So‘ngra, Laplas teoremasi vordamida det:rmmanmmg
tartibini bittaga kamaytirishimiz mumkin.

12




2-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. Chizigli tenglamalar sistemasi hagida tushuncha
Ma'lumki bir necha tenglamalar birgalikda gqaralsa, ularga
tenglamalar sistemasi deyiladi.
Quyidagi
ay X +ap%, +o.t ax, = b,

@y Xy ApXy + ot a5, X, = by,
(1

. x +a . x,+.+a, x= b,

sistemaga n noma'lumli m ta chizigli algebraik tenglamalar sis-
temasi (voki soddalik uchun chizigli tenglamalar sistemasi) de-
yiladi. Bu yerda a,,d;...q,, sonlar sistemaning koeffitsient-
lari x;,,,...,x, lar noma’lumlar, b,,b,,...,b, sonlar csa ozod hadlar
deviladi.

Tenglamalar sistemasi Koeffitsientlaridan tuzilgan

(
a'l'l ﬂlz (s a-ln.

A q azl azz LRL ﬂzn
(ot iz - G

matritsa tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyiladi.
Noma’'lumlar vektorini X=(x,,x,,...,x,)7 ustun vektor, ozod had-
larni B=(b,,b,,....b,)" ustun vektor shaklida ifodalaymiz. U hol-
da tenglamalar sistemasi quyidagi matritsa shaklida yozilishi
mumKkin
AX=B

Ta'rif. Agar a,a,,...,a, sonlar x;,x;,...,X, larning o'rniga qo’yil-

ganda (1) sistemadagi tenglamalarni to'gri tenglikka aylantir-
13



sa, bu sonlarga (1) sistemaning vechimlar tizimi deb aytiladi va
X=(a,a,,...,a, )" kabi belgilanadi.

Chizigli tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega
bo‘lsa, u holda bunday sistema birgalikda deyiladi.

1-misol, {‘””’:2’

sistema birgalikda chunki u x'—-.:'l", y=I ye-
2x+y=7
chimga ega.

Bitta ham yechimga ega bo'lmagan chizigli tenglamalar sis-
temasi birgalikda bo‘'lmagan sistema deyiladi.

x+ y+z=l,
2-misol.
3x+3y+32=5

sistema yechimga ega bo'lmaganligi sababli birgalikda emas.
Birgalikda bo‘lgan sistema yagona yechimga ega bo‘lsa, aniq sis-
tema va cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa anigmas sistema deyiladi.
x—y=1 i
3-misol. Joy_2, =2 sistema birgalikda, ammo anigmas,
3x=3y=3

chunki bu sistema x=a, y=—/+ « ko'rinishdagi cheksiz ko'p ve-
chimga ega, bunda & — ixtiyoriy hagigiy son.
Birgalikda bo‘lgan tenglamalar sistemasi bir xil vechimlar maj-
muyiga ega bo'lsa, bunday sistemalar ekvivalent deyiladi.
4-misol. {ZJH- 3y S (a) tenglamalar sistemaning vechimi
x+2y=3

(%) =(1.1).

Jx—2y=1
{ Ixty=4 (b) tenglamalar sistemasining vechimi

x)=(1,1).

14




(n) va (b) tenglamalar sistemasi ekvivalent tenglamalar sistema-
sl deviladi.

Berilgan tenglamalar sistemasining birorta tenglamasini 0 dan
furgli songa ko‘paytirib, boshga tenglamasiga hadma-had qo‘shish
bilan hosil bo‘lgan sistema berilgan sistemaga ekvivalent bo'ladi.

x+3y=5
§-misol. 3 X (a) tenglamalar sistemadagi 1-teng-
xX—y=

lamani (-3) ga ko'paytirib 2-tenglamaga qo‘shib quyidagini hosil
x+3y=3

qilamiz. i is-

jllamiz —10y==10 (b) natijada (a) va (b} tenglamalar sis

temasi ekvivalent.
Chizigli tenglamalar sistemasining vechimga ega voki ega
emasligini quyidagi teorema yordamida aniglash mumkin.
Kroneker-Kapelli teoremasi. Chizigli tenglamalar sistema-
si birgalikda bo’lishi uchun uning A asosiy matritsa va kengay-
tirilgan (A4|B) matritsalarining ranglari teng bo‘lishi zarur va
vetarli.
Masalan, Quyidagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasi-
ning birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring:
n+ Int Sn+ T+ 9x =1
s e e b S A B
2x +11x, +12x, +25x, +22x; =4
Yechish. Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa ran-
gini topamiz: _
1 &2 7 0 I- 3" 578
A=|1 =2 3 =4 5 |=|3. 9 15 21 27 |~
20 11 12 25 22 211 12°28 28



s L
] | e R PR
E 03 12025 22

2-satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:
TEnasgnng o9
A~10 0 0 0 0] #Ha)=2
o L e M

PPV gl
(4B)=|1 -2 3 -4 52
21 1225 -22 |4
bu matritsa rangini topish uchun vana vugoridagi ishni takrorlay-
miz, natijada B matritsa quyidagi ko‘rinishni oladi:
I 3 5 7T 90
“B)<10 0 0 0 0 fi | ~ABy=3.
2 1 12 35 22 14
Demak, r(4)<r(4|B) munosabat o‘rinli. teorema shartiga ko‘ra
berilgan chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda emas.
2-§. Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi

I'. Ikki noma’lumli, ikki chizigli tenglamalardan tuzilgan siste-
ma va uni yechish. .
Ushbu

{a”x'i-auy———b, )

ayx+a,y=>5,

16




gistema ikki x va y noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda a;;, @;,, a;), a,, sonlar (1) sistemasining koeffii-
sientlari, ,,b, lar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.

Agar (1) sistemadagi X noma’lumning o‘rniga x, sonni, ¥ no-
ma’lumining o'rniga y, soni qo‘yganda tenglamalarning har biri
bajarilsa, (x,,) juftlik (1) sistemaning yechimi deyiladi.

(1) sistema koefTitsientlaridan

a, a,

ﬂ]ﬂ

A=

determinantni, so'ng bu determinantning birinchi va ikkinchi
ustun elementlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib

quydagi
A b a, , A= 4 f‘!
o~y = ity
.,:r,,
“~ determinantlarni hosil gilamiz.
o Teorema. Agar
0
— ax+a,y=>h
e ayX+dy,y =b,
sistemada;
1) A#0 bo'lsa, (1) sistema yagona vechimga ega bo'lib,
A .
==k, y=—t
k> = A
bo‘ladi;
2) A=0 bo'lib, A #0 yoki ﬂ&;ﬂ] bo'lsa, {1} sistema yvechimga ega
bo‘lmaydi;
3) A=0 bo'lib, A =0, &y=l[] bo'lsa, (1} sistema cheksiz ko'p ve-
chimga ega bo'ladi.

{1} s:stemamng birinchi tenglamasini a,, ga ikkinchi teng-
: ; "h so‘ng ularni hadlab go‘shib topamiz:

uﬂIBI]BEIT-HEEHBE b
MARKAZI»




Ay X + Gy ¥ = dpby —
— @y X — Ay, Y = @b,
(@ —aas)x = ay,b —a,b,

]ieyﬁjgi tenglik ushbu
A X=A,
ko'rinishga ega boflib, nndan
A
x=—

A
bolishi kelib chigadi. :

Shuningdek, (1) sistemaning birinchi tenglamasini a,, ga ik-
kinchi tenglamasini a,, ga ko'payritib, so‘ng ularni hadlab go'shib
topamiz:

iy Ay Xy Ay V= _blai‘.l
dy,dx+a, - dyu¥ = IF‘]zail
(au oy =y, 'azl) o e al.zbz _ﬂlib]

kevingi tenglik ushbu
A+y=d,
ko‘rinishga ega bo’lib, undan
ﬂf
ESi

bo'lishi kelib chigadi.
Shunga o‘xshash
A=0 AF0; yoki A0
bo‘lganda sistemaning yvechimi mavjud bo'lmasligi,
A=A =A0
bo‘lganda sistemaning yechimi cheksiz ko‘p bo'lishi ko'rsatila-
di. ] :

18




Misol. Ushbu

3x=-5y=1
4x+3y=11

sistema yechilsin,
Bu sistema uchun

3 -5
A= =3-3—(-5)4=9+20=
4 3’ 3-(-5)4=9+20=29,

1
A= =1:3=11-[—5)= =
=h 3‘ 3—11-(=5)=3+55=58,

sl =3:11-1-4=33-4=20
411 HSE

A=

¥

bo'lib,
A, 58 A, _29_

x

A, G ae PRI B9

bo‘ladi. Demak, berilgan sistemaning yechimi (2:1) bo‘ladi.
Misol. Ushbu

x+2y=3
3x+6y=1

sistemaning yechimi mavjudmi?
Bu sistema uchun.
1 2’

A=
. 3 5

=0, A :‘




bo‘ladi. Demak qgaralayotgan sistema yechimga ega emas.
Misol. Ushbu,

2x+3y=1

4x+6y=2

sistemani garaylik. Bu sistema uchun

13
e 23 =4, "ﬁ'x = =0
4 6 2.6 -
21
A =p ™ =)

7 ‘4 2

bo‘ladi. Demak, bu sistema cheksiz ko'p yechimga ega.
2°. Uch noma’lumli, uchta chizighi tenglamalardan tuzilean sis-
terma va uni yechish. |
Ushbu i
axta.yt+asz=D5h
AyXt+a,y+ayz=h (2)
Gy X + @y Y+ =B, _
sistema uch x,y va z noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda :
@rp By Ay Qs Qo 33 A3y Ay, Qg
sonlar (2) sistemaning koeffitsientlari,
by, by, by,
sonlar esa sistemaning ozod hadlari deyiladi.
Agar x; ¥ 3 sonlarni mos ravishda (2) sistemadagi: x, y, z
larning o‘rniga qo‘yilganda (2) sistemadagi tengliklar bajarilsa,
{(xp ¥4 2y} uchlik (2) sistemaning yechimi deyiladi.

(2) sistema koeffitsientlari hamda ozod hadlardan foydalanib
qo‘yidagi determinantlarni hosil gilamiz:

20




4y Gp 9 4, @; 4;
A=la, a, a; A=lay ay a;|,
Qyy Gy Gy Gy Gy 4y
a, b a, dy b
A, =lay b ayl, A, =lay ay by,
ay by ay ay ay by
Teorema. Agar

aiix+ﬂkz-}’+aijz T bl
a,x+a,y+a.z=b (2)

ay X +a,y+ayz=b

sistemada:
1) A#0 bo'lsa, (2) sistema yagona (x,),z) yechimga ega bo'lib
A Ao 2L
EFm=—me L iam——y
A A A
bo‘ladi;

2) A=0 bo'lib, A #0 yoki A0 yoki A #0 bo’lsa, (2) sistema ye-
chimga ega bo'lmaydi,

3) A=A=A=A=0 bo‘lsa, (2) sistema cheksiz ko'p yechim-
ga ega bo'ladi.

1-misol, Ushbu sistema yechilsin:

2x—3y+z=—5.‘
x+2y—4z=-9
Sx—4y+6z=35

Bu sistema uchun A, A, A, A, determinantlarni tuzib, ularni
hisoblaymiz:
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2-3 1
A=l 2 —4/=24-4+60-10-32+18=56
5-4 6 '
-5 -3 1
A, =-9 2 —4{-60+36+60—10-162+80=-56
5-4 6
2 -5 1
A, =]l =9 —4=-108+100+5+45+30+40=112
5 5 6
2 -3 -5
A =l 2 -9|=20+20+135+50+15-72=168
5-4 5 :
Demaik, _
=k A
PN I
A 56 LB 58
_'a': _l_ﬁ_s__j
ATIERD

Berilgan sistemaning yechimi (—1,2.3) bo‘ladi. e
2-misol, Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer usuli yor-
damida yeching:
X +23,+x, =8
3%, +2x, +x, =10
4x, +3x, - 2x, =4
Bu sistema uchun A, A, A ,, A, determinantlarni tuzib, ular-
ni hisoblaymiz:
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) S S |
A=l3 2 1=—4+8+49-8-3+12=14.
4 3-2

A#0 bo‘lgani uchun sistema aniq Kramer formulalari yordami-
da topiladi:
£ ik
A, =10 2 1 =-32+8+30-8+40-24=14,
4 3-=2

1. 8 1
d'-r: =3 10 =-204+32+12—-40-4+48=28.
4 4 -2

1,
A, =[3 2 10/=8+80+72-64-24-30=42.
4 3 4

Demak, tenglamalar sistemasini yechimlari quyidagiga teng
bo‘ladi:

14 28 42
=—=] x="—=2" x=—=3 o’

14 14 o 14 ( )

Eslatma, n ta x,,X,,...,x, noma’lumli chizigli tenglamalardan
iborat ushbu

Xy

@ X+ %y ot ax, =B
P AR o e A O - e b,

(3

.....................................

@ X + ¥, +o @, X, =B,
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sistema # ta noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda |

81100 1220r 8y A3 Q3501018 ey 1 Gy 3y es iy
sonlar sistema koeffitsientlari
by.b,,...b.
sonlar esa ozod hadlar deviladi.
Agar (3) sistemaning koeffitsientlaridan tuzilgan :

G- @,

@ @

bo'lsa unda (3) sistema yagona (x,,x,,...,x,) yechimga ega bo‘lib

A, (i=L2,..,n)
=t =12
| x o - n
bo‘ladi. Bunda

([ G Gy ’51 Ay = Gy
Ch Boyives Oy Dy by iy

.{i = 21 ]
aﬂ] al;lz = ni | b a.rrd+l ﬂmg
(i =12,..,n)




3-bob. TEKISLIKDA TO'G'RI CHIZIQ

Tekislikda geometrik shakllar, jumladan to'gri chizig tekis-
lik nugtalari to‘plami (nugialarning geometrik o‘rni) sifatida qa-
raladi.

Ma'lumki tekslikdagi nugta uning koordinatalari x va y lar
oraali (va'ni (x,)) juftlik bilan to'lig aniglanadi. Agar bu o'zgaruv-
chi (x,)) nugtaning koordinatalari o‘zaro bog'lanishda bo'lsa, ular
biror shaklni tasvirlashi mumkin. Bunda boglanishni ifodaloychi
tenglik geometrik shaklning tenglamasi deyiladi.

To'g'ri chiziq tushunchasi sodda, ayni paytda muhim tushun-
chalardan biri hisoblanadi.

To‘g'ri chizigni tekislikdagi ikki nuqtadan baravar masofada
joylashgan nugtalar to‘plami (nugtalarning geometrik o‘rni) deb
garash mumkin.

Ushbu bobda to'g'ri chizig, uning turli tenglamalari, to’g'ri
chizigning tekislikdagi vaziyati, to‘g'ri chizigga oid masalalar
bayon etiladi.

1-§. To'g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Tekislikda ikkita
B=B=(x;yy) va B;=B,(x;yy
nugtani olib, bu nuqtalardan baravar uzoglikda (masofada) joy-
lashgan nugtalardan birini
M=Mx:y)

deyvmiz (l1-chizma) ) e

Tekislikda ikki nugta orasidagi masofa formulasidan topamiz:

BM=\(x—x)+(r-»n),

B.M= "J(x_x:f +( _J"i}z

yugorida aytilgan shaﬁ
B,M=B .M
25



ga ko‘ra

Jo-x) (-t =
=Jx—%) +(y—y,)

bo'ladi.

l-chirma

Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz.
Natijada
(r=x)" +(y=p) =(x—x) +(y=p,)}

bo'lib undan

X' =200+ X 4+ 0 =2y 4y =

=x* =200+ + 5 -2y, + 3}
ya'ni '

=2x%, 4+ X =239 +y7 + 2% —x} +
+2yp,+y5 =0
bo'lishi kelib chigadi.
26




Bu tenglikni quyidagicha
2(x, —x) x4+ 20y, —3) y+(5 + 3 =x3 = y]) =0
yozib, s0'ng

A=2(x,—x) B=2(y,— )
C=xt+y’—xi—)}

belgilashlarni bajarib, ushbu

Ax|By|C=0 0
tenglikka kelamiz, Bu x va y larga nisbatan birinchi darajali teng-
lamadir.

Demak, to‘g’ri chizigning ixtiyoriy Mr’:-:,y) nuqt&smmg koor-
dinatalari x,y lar {1) tenglama bilan hng‘langan

Ushbu

| Ay+By+C=0 (1)
tenglama to‘g’ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

To'g’ri chizigning umumiy tenglamasi A4, 8,C sonlarga (koef-
fitsientlarga) bog‘lig. Bu sonlar turli giymatlarga ega bo‘lganda
turli to'g'ri chiziglar hosil bo‘ladi. Binobarin, to'g'ri chizigning
tekislikdagi vaziyati ham shu koeffitsientlarga bog'liq bo'ladi.

Endi (1) tenglamaning ba'zi xususiy hollarini qaraymiz:

I’. (1) tenglamada C=0 boTsin. Bu holda (1) tenglama.

Ax+By=0

ko‘rinishga ega bo'lib, bu to'g'ri nhlzlq kﬂ{:-rdmata.la.r boshi ({; 0)
nuqtadan o‘tadi.

2% (1) tenglamada B=0 bo'lsin. Bu holda (1) tenglama

' c
Ax+C=0, yahi X= 1
ko‘rinishga ega bo‘lib, bu to'g’ri chiziq OY o'giga parallel bo'la-
3 ! _ Zryes
3°. (1) tenglamada A=0 bo‘lsin. Bu hagda (1) tenglama
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- €
By+C=0, ya'mi ¥= 'E

ko'rinishga ega bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziq OX o‘giga parallel bo‘la-
di. _ .
4°. (1) tenglamada A=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) chiziq
By=0, ya'ni y=0
ko‘rinishga ega bo'lib, bu to‘g'ri chiziq OX o'gi bo'ldi. ,
5°. (1) tenglamada B=C=0 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama
Ax=0, yani x=0
ko‘rinishga ega bo'lib, bu to'g'ri chizig OY o'gi bo'ladi.
2-§. To'g"ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror to'g'ri
chizigni garaylik. Bu to'g'ri chizig OY o'gining B(0:5) nugtasi
orgali o‘tib, OX o'gining musbat yo ‘nalishi bilan & burchak tash-
kil etsin (2-chizma)

M ixap)

2-chizma

Bu to'g'ri chizigda ixtiyoriy M=M{x)) nuqtani olib, bu nugtadan
OX o'giga perpendekulyar tushiramiz, perpendekulyarning asosini
M, bilan belgilaymiz. Ravshanki
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OM =x, MM =y

bo‘ladi.

B nugtadan OX o'ngga parallel bo'lgan to'g'ri chizig o'tkazamiz.
Uning MM, perpendikulyar bilan kesishgan nugtasini P deylik.

Natijada to‘g’ri burchakli BMP uchburchak hosil bo'ladi. Bu
uchburchakda

£MBA=a, BP=OM,=x, MP=MM,—PM=y-b
bo'lib,
BP X
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
y—b=iga-x, ya'nj y=igu-xth
bo‘lishi kelib chigadi.

Odatda, to‘g‘ri chizigning OX o'gi bilan tashkil etgan bur-
chakning tangensi to‘g'ri chizigning burchak keeffitsienti deyila-
di va ko'pincha k bilan belgilanadi:

Demak,

y=kx+b (2)

To‘g‘ri chizigning (2) ko'rinishdagi tenglamasi to‘g’ri chizigning
burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi.

Bu holda to'g’ri chizigning tekislikdagi vaziyati k hamda b lar
bilan to‘liq aniglanadi.

3-§. To'g'ri chizigning kesmalar bo°yicha tenglamasi

Tekislikda biror to‘g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'tmas-
dan, u OX o‘gidan a=04 kesmani, OY o‘gidan esa b=0B kes-
mani ajratsin {3-chizma)

To'g'ri chizigda ixtivoriy M=M{x;) nugtani olib bu nugtadan
OX o'giga perpendikulvar tushiramiz. Perpendikulyarning asosi-
ni M, bilan belgilaymiz.
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0 M. Ay
3-chizma
Ravshanki,
OM =x, MM ,=y.

Endi OAB va M AM to‘g'ri burchakli uchburchaklarni qaray-
miz. Bu uchburchaklarning oxshashligidan foydalanib

MM, M4
OB 04
bo'lishini topamiz.
Ravshanki,

M A=0A—0M =a—x
unda yugoridagi tengliklardan
Yy _a—-x

b a
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
. y_, %

b &

ya'ni
L
E +E_— | (3
Demak, to‘g'ri chizigdagi ixtivoriy M{x,») nuqtaning koordi-
natalari x va y lar (3) tenglama bilan boglangan. (3) tenglama
to’g'ri chizigning kesmalar boyicha tenglamasi deyiladi.
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Mugsalan. To'g'ri chiziq Ox o'qdan 3 ga, Oy o'gdan 5 ga teng
kouma ajratadi. Bu to‘g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish, Masala shartida a=3 va =35. Bu giymatlarni §+§=1

o''ri chizigning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalari bo‘yi-

R . :
egha tenglamasiga go‘vamiz: §+§=1 ga ega bo‘lamiz (4-chiz-
mi).

4-chizma
4-§. To'g'rl chizig hﬁqidagi asosiy masalalar
I'. Berilgan nugtadan (berilgan yo‘nalish bo'vicha) o‘tuvchi
1o'g‘ri chizig.
Tekislikda tayin M{x,y,) nuqgta berilgan. Shu nugtadan o'tuv-
chi to‘g‘ri chizigning tenglamasini topish talab etilsin. Uni
y=kx+b ()
ko'rinishda izlaymiz. L
Madomiki, to'g'ri chiziq M{x,y,) nugtadan o‘tar ckan, unda
bu nugtaning x, va y, koordinatalari y=kx+b tenglamani.ganoat-
lantiradi: :
j'1=k;x‘,+b (2)
Yugoridagi (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayirib
y=y;=kx-+b—(kx;+th)
quyidagi
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Yy k(x=xy) (&)
tenglamaga kelamiz. Bu berilgan Mf{x,y/) nugtadan o‘tuvchi
to‘g'ri chiziq tenglamasi bo'ladi. .

Masalan, M=M(3;2) nuqgtadan o‘tuvchi to'g'ri chizig teng-
lamasi -

y—2=kfx—3)
ya'ni

y=k{x—3)+2
bo‘ladi. Ravshanki, bu tenglama, ya'ni to'g'ri chizig & ning giy-
matlariga bog'lig. k£ ning turli qiymatlarida M¢3;2) nugtada o'tuv-
chi turli to'g'ri chiziglar hosil bo'ladi.

2°, Ikki nugtadan o‘tuvchi to'gri chizig.

Tekislikda Mx,y;) va N(x,y,) ikkita tayin nuqtalar berilgan.
Bu nugtalar orgali o‘tuvchi to'gri chizigni (to’g'ri chiziq teng-
lamasini) topish talab etilsin.

Ma'lumki M¢x,y,) nugtadan o‘tuvchi to'g’ri chiziq tenglamasi

Yk (x—xy)
bo‘ladi. Bu to'g’ri chizig Nfx,¥,) nugtadan ham o‘tsin deylik.
Unda Nix.y,) nugtaning koordinatalari x, va y, lar keying teng-
lamani ganoatlantiradi: '

Yoy =k (x,mxy)
bu tenglikdan

fi 17 h
J.'; —._Il

bolishini topamiz. Natijada

y—p=0h g
X=X

bo'lib, undan
Ioy _xox y
YoM XX ()




bo'lishi kelib chigadi.

(4) tenglama Mix,y,) va N(x,y,) nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g'ri
chizig tenglamasi bo‘ladi.

Masalan, M(2,2) va N(1,3) nugtalardan o‘tuvchi to‘g’ri chiziq
tenglamasi

X—2 y=2 =2 _y=d
g g ety Sopia pod
X—2m—gp2
bo'ladi.
Bundan esa, x+y—4=0.
3", Ikki to‘g’ri chizig orasidagi burchak.
Tekislikda ikkita
- y=kp+b; va y=kx+b,
to'g'ri chiziglar berilgan bo‘lib, bu to’g‘ri chiziglar orasidagi bur-
chakni topish talab etilsin,
Ma’lumki,
‘EI =’3u1
birinchi to'g’ri chizigning burchak koeffitsienti,
k,=fga,
ikkinchi to‘g’ri chizigning burchak koeffitsienti (5-chizma)

Yi

S-chizma
i3



Odatda, T to'g'ri chizigni M nugta atrofida soat strelkasiga
teskari tomonga uni II to'g'ri chiziq bilan ustma-ust tushgun-
cha burish natijasida hosil bo‘lgan & burchak (0<e<n) ikki [ va I1
to'g‘ri chiziglar orasidagi burchak deviladi.

Chizmadan ko‘rinadiki,
Q=00
bo‘ladi.
Agar
lgo, —iga,

iga =lg(a; —a,)= L+ rgatee,
vﬂ ' i
iga, =k, tga,=k,
bo'lishni e’tiborga olsak unda
R
= r
rgo __'-H"E:'kt | e
bo'lishi kelib chigadi. Bu berilgan ikki to'g'ri chizig orasidagi
burchakning teglamasini aniglab beradi.
- Demak, (5) formula yordamida ikki to‘g’ri chiziq orasidagi
burchak topiladi.
Masalan ushbu

yE——t— =1x+—
; R 4

to'g'ri chiziglar uchun
. 3
ey N g

bo‘lib ular orasidagi burchak a ning tangensi

3ok
forre = 43 71 _21+4 _
BTl B 28=3

& i
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bo‘ladi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak.

a=arcig(l)="

bo‘ladi.
4" Ikki to'g'ri chizigning parallellik va perpendilulyarlik shart-
lari.
Tekislikda ikkita to'g'ri chiziq berilgan bo'lib, birinchisining
tenglamasi
y=kx+b;
ikkichisining tenglamasi esa
y=kx+b,
bo‘lsin.
Ravshanki, bu to'g'ri chiziglar orasidagi « burchak (burchak-
ning tangensi) uchun
'1 _kl

14k &

iga =

bo‘ladi.
1) Aytavlik, to'g'ri chiziglar orasidagi burchak nolga teng
bo'lsin:
a = (1° bu holda berilgan to'g‘ri chiziglar o‘zaro parallel bo'lib,
tea=tgo°=0
k, -~k
14k k| e

k,—k,;=0,
k,=k;
bo‘ladi. Demak,
ki=k;
tenglik ikki to'g'ri chiziglarning o‘zaro parallellik shartini ifoda-
laydi.
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2) Aytaylik, to'g'ri chiziglar orasidagi burchak 90° ga teng
bo'lsin:

a = 90°
bu holda br.:rﬂgan to'eg'ri chiziglar o'zaro perpend:kulya: bo'lib,

feet = Ig?[}“—{ }

bo'lib,
k, =k, 1 .
ke Sl RIERE 0 1+k, k=0
1+kt 'k: {{]:I ! 2
1

k: 'kz=“‘1 ]Mk! .Ii:i = "'k—

2

bo'ladi. Demak,
kyk=—1
tenglik ikki to'g'ri chiziglarning o‘zaro perpendikulyarlik sharti-
ni ifodalaydi.
3, Berilgan nugtadan berilgan to'g‘ri chiziggacha masaj&
Tekislikda biror to'g'ri chizig ushbu
Ax+By+C=0

tenglama bilan berilgan bo'lib, M,(x,y,) nugta esa shu to'g'ri
chizigda yotmagan nugta bolsin M, nugtada berilgan to'g'ri
chiziqga tushirilgan perpendikulyarning uzunligi M, nugtadan
to‘g'ri chiziggacha masofa deyiladi (6-chizma).

Aytaylik, M (x,y,) nugtadan to'g‘ri chizigga tushirilgan per-
pendikulyarning to‘g'ri chizig bilan kesishish nugtasi Mgfx;,.y;}
bo‘lsin.

Demak, nuqgiadan to'gri chiziqgacha masofa MM, k:asma-
ning uzunligi bo'ladi. Uni 4 bilan belgilaymiz. Bu 4 masofa quyi:
dagi
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\ M, (x5 )
d

. Hz rxzi e /

-
] N X
AX+Bf+f:ﬂ

b-chizma

= |Axl+3y, +C|
VA + B
formula bilan topiladi.

Masalan, M=M{3;2) nugtadan
Ix—dy+18=()
to‘g’ri chizigqacha masofa
e 3-3-2-(-4)+18| 35
R+ S
bo'ladi. e
6°. Tkki to'g*ri chiziglarning kesishish nugrasi.
Tekislikda ikki to'g‘ri chiziglar ushbu
Ax+By+C=0,
Ax+By+C,=0
tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, ular o'zaro parallel bo’lmasin.
Bu to'g‘ri chiziglarning kesishish nugtasini topish talab etilsin,

7
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Bu to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtasini M=M{x;») bilan
belgilaylik (7-chizma).

Madomiki, izlanayotgan nugta bir vaqtda ikkala to‘g’ri chizig-
da yotar ekan, unda nugtaning koordinatalari x va y lar

Apx+By+C,=0, Ax+By+C,=0
tenglamalarni qanoatlantiradi. Shuning uchun bu x va y lar ushbu
Ax+By+C =0
Ax+B,y+C, =0

tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.
Demak, ikki to‘g’ri chizigning kesishish nugtasini topish
uchun yugoridagi tenglamalar sistemasini vechish kerak bo‘ladi.

I

)

7./fll‘fﬁr; i

Ax+By=C,=0)

ApxiBy=C=0

7-chizma

Misol. Berilgan M{(0,5) nuqtadan o‘tuvchi hamda
Ix—=2y—6=0
to'g’ri chizigga perpendikulyar bo‘lgan to'g'ri chizig tenglama-
si topilsin.
Berilgan M{(0,5) nuqtadan o‘tuvchi to'g’ri chizig tenglamasi
formulasiga ko‘ra
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y=5=k{x—0)

ya'ni
y=kx+35
bo‘ladi. Endi berilgan to’g’ri chiziq tenglamasi
Ix=2y—6=0
ni y ga nisbatan yechib topamiz.

; 3
el

3
Bu y=kx+3, y:Ex-d to‘g'ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar

bolishi shartidan
3

2
B s
2 . 3

bo'lishini topamiz. Topilgan k ning o‘rniga go‘ysak, unda

2
=—— -I-S
¥ 35"‘

bo‘ladi. Bu berilgan nugtadan o‘tuvchi hamda berilgan to’g'ni
chizigga perpendikulyar bo'lgan to'g’ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.
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4-bob. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Ikkinchi tartibli egri chiziglar x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan
ikkinchi darajali tenglamalar bilan ifodalanadi. Ikkinchi darajali
tenglamaning umumiy ko‘rinishi guyidagicha bo‘ladi:

Ax?+2Bxy+Cy?+2Dx+2Ey+F=0 (1)

Bu tenglama ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy
tenglamasi deb ataladi, Bu yerda A, B, C, D, E, F — hagigiy
o'zgarmas sonlar, bundan tashqari A, B yoki C lardan kamida
bittasi noldan fargli.

Ushbu bobda sodda ko'rinishdagi ikkinchi tartibli egri
chiziglardan aylana, ellips, giperbola hamda parabolalarni
qaraymiz. Bu egri chiziglarning tenglamalarini topib, ular
yordamida geometrik xossalarini o‘rganamiz.

1-§. Aylana va uning tenglamasi

Ta'rif. Markaz deb ataluvchi nugtadan baravar uzuqhkda yotu-
vchi nuqtaiammg to‘plamiga aylana deyiladi.

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida aylananing radiu-
si R va markazi A(a; b) nuqtada bo'lsin. N(x; y) aylanadagi ixti-
yoriy nugta. Aylananing ta'rifiga ko‘ra; AN=R.

Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga asnsan

AN =\[(x~a) +(y-b)’

Tenglikning ikkita tomonini kvadratga ko‘tarib, AN=R ekan-
ligini e’tiborga olsak (x—aﬂ-ﬁ(y—bﬁ =R2 (1) kelib chigadi (I1-chiz-
ma).

Nix,y) aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lgani uchun (1) tengla-
ma aylananing markazi A¢a,8) nugtada bo‘lgan kanonik (sodda)
tenglamasi deyiladi.

Aylananing tenglamasi o‘zgaruvchi koordinatalarga nisba-
tan ikkinchi darajalidir. Xususiy holda, agar aylananing markazi
koordinatalar beshida bo‘lsa, uning tenglamasi:

x?+y=R? (2)
4




‘I'l

I-chizma

(1) tenglamada gavslarni ochib va ba’zi bir ayniy almashti-

rishlarni bajarib, aylananing guyvidagi tenglamasini hosil gilamiz:
x4+ =2ax—2by+a?+F—R*=0 3)

* Bu tenglamani 2-tartibli egri chizigning umumiy tenglama-
si (1) bilan solishtirganda aylana tenglamasi uchun quyidagi ik-
kita shart bajarilganini ko‘rish mumkin: 1) x, y koordinatalar
ko'paytmasi bo‘lgan x y li had gatnashmayapti; 2) x° va y? lar ol-
didagi koeffitsientlar o'zaro teng, ya'ni A=N=0; B=0. Bu holda
(1) tenglama

Ax* + Ay* +2Dx+2Ey+ F =0 (4)
ko'rinishda bo‘lib aylanani tasvirlaydi.
D £ y :
Agar a=—=; b=—oi- pr= DI+ E - AF (5) bo'lsa, (4)

A A A
tenglama (2) tenglamaga aylanadi va, aksincha, (1) tenglamadan
(5) formulalar yordamida (4) tenglamaga o‘tish mumkin.

Mumkin bo‘lgan uchta holni ko‘ramiz:
2 s
1) D*+E*—AF>0. Bu holda (HE] +[V+£]‘=H—_Ai
A =T A?
(6) tenglama va demak, unga teng kuchli bo‘lgan (4) tenglama
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ham  markazi gl[_E;_E nugtada bo'lgan, radiusi
A

A
[z g \
R= D +i AF dan iborat aylanani aniglaydi.

8
2) DP+E?—AF=0. Bu holda (6) tenglama (x +§]Z 4 y+§]l =0
L
ko'rinishga ega bo'ladi. Ushbu tenglamani va demak, unga teng
kuchli bo'lgan (4) tenglamani haqiqiy vagona 0, —%;_EJ

nuqtani tasvirlaydi,

3) DP+E?—AF<0 bo'lsa, (6) yoki (4) tenglamaning radiusi
mavhum bo‘lib, bu holda hagigatan aylana mavjud bo‘lmasada,
umumiylik nugtayi nazaridan mavhum avlana deyiladi.

Ta'rif. Aylana bilan umumiy bitta M{x,:v,) nuqtaga ega bo‘lgan
to'g'ri chiziq aylanaga o'tkazilgan urinma deyiladi, Agar (x,;»)
aylananing biror nuqtasining koordinatasi bo‘lsa, u holda bu
muqtadan aylanaga o'tkazilgan urinmaning tenglamasi (2) tengla-
ma uchun x-x,+y-y,=R?(7) yoki (1) tenglama uchun (x—a) - (x,,—
a)+(y—b)- (y,—b)=R? (8) ko'rinishida yoziladi.

1-misol. Markazi (1;3) nugtada va radiusi 3 ga teng bo'lgan
aylananing tenglamasini tuzing.

Yechish. a=I; b=3, R=3. Bularni (1) formulaga go‘vamiz:

(—DPH(y=3P=9

Z-misol. Markazi (—2;4) nuqgtada bo‘lgan va (3;—4) nugtadan
o‘tadigan aylana tenglamasini tuzing.

Yechish. Radiusni aylana markazidan uning birorta berilgan
nugtasigacha bo‘lgan masofa sifatida topamiz. Ikki nugta orasida-
gi masofani topish formulasidan foydalansak;

R=:JG+2) +(~4—4) =/251 64 = /89
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(AY 4 =89,
3-misol. A(8;5) va B(—1,—4) nugtalardan va markazi abssissa-
lar o'gida bo‘lgan aylananing tenglamasini tuzing.
Yechish. Aylananing markazi C(a;0) bo'lsin. U holda ikki nug-
ta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

J8=a) +(5—-0) = (-~1—a)* +(0+4)"
Bu ifodani soddalashtirib, quyidagini topamiz: 18a=72=a=4;

C(4:0)
R=AC=\[(8—4) +5 =4I,

Aylananing tenglamasi: (x—4°-+7=41.

4-misol. Aylananing radiusini va markazining koordinatala-
rini toping:

x4+ =x—10y+13=0.

Yechish. Berilgan tenglamani ushbu ko‘rinishda vozamiz:

x2+6x+P—10y+13=0
x?+6x va y'—I10y ikki hadlarni to‘la kvadratlargacha to‘ldirib,
ushbuni hosil gilamiz:

X242 I+ P2 - 5y+¥=25+9-13
yoki (x+3P-+(y—5/=21, bundan a=—3 b=5, R=+121.
2-§. Ellips va uning tenglamasi

Ellips, bu ganday chizig? U hagida tasavvurga ega bo'lish
uchun, bir bo‘lak ip uchlarini bir varaq gogozning ikki nugtasi-
ga mahkamianadi va bu ipni galam uchi bilan tarang tortiladi.
{1,2-chizmalar). . -

Qalamni shu tarang holatda harakatlantirilsa, uning uchi
qog‘ozda chizadigan egri chizig ellips bo'ladi.

Ta’rif. Ellips — bu barcha, shunday M nugtalardan iborat bo‘lgan
yassi chizigki, bunda M dan fokuslar deb ataluvchi F,va F, nugta-
largacha bo’lgan masofalar yig'indisi o‘zgarmas songa teng (bu
kattalik 2g, fokuslar orasidagi masofa 2c dan katta bo‘lishi shart):
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¥ d

oF e )

Bif-b .0}

1-chizma

|MFE,|+| MF,|= const = 2a (1)

Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasidan fovdalanib,
MF,=\J(x+c +7* va ME,=\{(x—c/*+»* ni hosil gilamiz,
demak, J{x+c}1 +3* +4J(x=c) +3* =2a (2). Bu tenglamani
soddalashtirgandan keyin: (& —¢*)x* + &°y* =a’(a® = ¢*) (3)

Ellipsning ta'rifiga ko‘ra 2a>2¢ bo'lgani uchun @’—¢? son mus-
bat: a*—c?=F (4) belgilash kiritlamim U holda (3) tenglama

Wi +a?y?=a%k yoki ﬁ +i’; =1 (5) ko'rinishni oladi.
: C

(3) tenglama fokuslari Ox o'gda yotgan ellipsning kanonik
(sodda) tenglamasi deyiladi. (I-chizma) (5) tenglama bilan beril-
gan ellips koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikdir.

Ellipsning simmetriya o‘qlarini ellips o‘glari deb, ularning ke-
sishgan nugtasini ellips markazi deb ataymiz. Ellips fokuslari joy-
lashgan o'q fokal o'q deyiladi.

Koordinatalar boshi uning simmetriva markazi deyiladi,

Fi(—c;0) va Fyc;0) nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.
A(—a;0), Aa;0), B(0;—b), B,(0;—b) nugtalar ellipsning koor-
dinata o'glari bilan kesishgan nugqtalari. Bu nugtalar odatda el-
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lipsning nchlari deyiladi, 44,=2g kesma ellipsning katta o'qi,
BB=2b kesma esa, ellipsning kichik o‘qgi deyiladi. @ va b lar_el-
llpSIlll‘lg yvarim o‘glaridir.

Agar ellipsning fokuslari Oy o'qda yotsa (2- (:h:.z.ma]i uning

tenglamasi ﬁ{-f- =1 (a>h) (6) ko‘rinishda bo‘ladi.

Ellipsga dmr hamma masalalarda ellipsning simmetriva o‘glari
koordinata o'qlari bilan ustma-ust tushadi deb faraz gilinadi.

1-misol. Agar ellipsning o'glari 2a=8 va 2b=6 bo'lsa, fokuslari
Ox o'qda bo'lgan ellipsning tenglamasini tuzing.

Yechish. Ellipsning tenglamasini tuzish uchun @ va b para-
metrlarni topamiz: a=4 va b=3. Bu giymatlarni ellipsning (3)

frian
tenglamasiga qo‘yib, ushbuni hosil gilamiz: ﬁ"‘%*’” L.

2-misol, Agar ellipsning ikki uchi (—5; 0) va (5; 0) nugtalarda,
fokuslari esa (—3; 0) va (3; 0) nugtalarda joylashgan bo‘lsa, shu el-
lipsning tenglamasini tuzing.

Yechish., Shartdan a=5 va ¢=2 ekanligi kelib chlqadi {4] for-
mula bo‘yicha #=5—3=16 ni topamiz. ¢ va » ning givmatla-

rini (5) tenglamaga go'yib, 2_54_%‘_1 ni hosil gilamiz.

3-misol. Fokuslari (0; —_I ) va (0:3) nugtalarda joylashgan,
katta o'gi esa 4./7 ga teng bo'lgan ellipsning tenglamasini tuzing,
Yechish. Fokuslari Oy o'qda yotadi, demak a=2v7. (4) for-

mulaga ko'ra 8" =(247) ~(5)} =28-3=25 nitopamiz. a?va b2 ning

2
givmatlarini {ﬂ) tengia_maga qo'yib, _5+% =1 ni topamiz.

2 z ; : :
4-misol. f‘z*%zl ellips berilgan. Ellipsning fokuslarining

koordinatalarini va ular orasidagi masofani toping,
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Yechish. Ellipsning tenglamasidan a?=12, p?=3 (4) formulaga
ko'ra e= =3, Demak, fokuslarining koordinatalari (—3; 0) va (3;
(0}, ular orasidagi masofa esa 2e=2-3=6.

‘3-§. Ellipsning ekssentritsiteti, fokal radiuslari, direktritsalari

Ellipsning qanday ko‘rinishda bo‘lishi, ellipsning ekssentrit-
siteti deb ataluychi migdor bilan aniglanadi. :
Ta'rif. Ellipsning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi (2c)
masofaning katta o'qi (2a) nisbatiga aytiladi, ya’ni
gatbef 1
2a a @

e Wk
s=1/“z i =,|'1-(§) )
a a

¢<a bo‘lgani uchun ellips ekssentritsiteti birdan kichik: e<1. Eks-
sentritsitet ellipsning shaklini xarakterlaydi. Hagigatan, (2-§ dagi

yoki

2 2
4) formuladan (EI = 1—[5-] =1~ kelib chigadi. Bundan
a a quy-
idagi xulosa kelib chigadi: ellipsning ekssentritsiteti ganchalik ki-
chik bo'lsa, uning kichik yarim o'gi b katta yarim o‘gi a dan
shuncha kam farq qiladi, ya’ni ellips fokal o'q bo‘ylab shuncha
kam tortilgan bo'ladi.
(2) formuladan ko‘rinadiki, b orta borsa e kichiklasha bora-
di va, aksincha, b kamaya borsa &£ kattalasha boradi. 5 ning limiti
nolga intilsa e=1 bo'lib, ellips ikkilangan kesmaga aylanadi.
Katta va kichik o‘qlari teng bo‘lgan ellips aylanadir, va’ni b=a

2 2
limit holda a radiusli aylana hosil bo'ladi: %+§7=‘ yoki

x?+12a2 (3). Bunda ¢ =o' — b = Ja* —a® =0 va ellips fokuslari
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go'yo bitta nuqtada — avlana markazida birlashib ketadi. Avlana

essentritsiteti nolga teng: = v 0.
i

Ellips va aylana orasidagi bog'lanishni boshga nugtayi na-
zardan ham o‘ranish mumkin. Yarim o‘glari a va b bo‘lgan el-
lipsni a radiusli aylananing proeksivasi deb garash mumkin.

Ta'rif. Ellipsning fokuslaridan ixtiyoriy M(x;y) nugtasigacha
bo‘lgan masofalar, M(x;¥) nuqgtaning fokal-radiuslari deviladi va
r=a+ex, r,=a+ex (3.4) formulalar bilan aniglanadi (1-chizma). El-
lipsning ta'rifiga ko'ra: »,+7,=2a (3.5)

Demak, ellipsning har ganday nugtasi fokal radiuslarining
yig'indisi uning katta o'qiga teng.

a

Ta'rif. Ellipsning dircktritsalari deb ushbu x= E va x=-2
(6)

tenglamalar bilan aniglanadigan ikki to‘g‘ri chizigga aytiladi.

Ellipsning direktritsalari ¥ o'giga parallel va ellips markazidan

i-:j uzoq]ikdé. turgan to'g'ri chiziglardir, <1 bo‘lganligi uchun

a
¢ @i demak, direktritsalar ellipsdan tashgarida joylashadi.

(1-chizma). ld,d,| — direkiritsalar orasidagi masofa.

Markazning bir tomonida joylashgan direktritsa va fokus
bir-biriga mos direktritsa va fokus deb ataladi.

Ellipsning nuqtalari bir-biriga mos fokus va direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega; ellipsning Har bir nugtasidan fokusgacha
olingan masofaning o‘sha nugtadan mos direktritsagacha bo‘lgan
masofaga nisbatan ellipsning ckssentritsiletiga baravar.

d, va d, direktritsalarning tenglamalari:

x=t2 yvg x=12
£ g (©)

yoki
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x=—2 va x=2 (7)

L

B,
I Iy
Ay c/ A

I-chizma

Ellipsning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasidan fokusgacha bo‘lgan
(r; voki r,) masofasining shu M{x;y) nugtadan direktritsagacha
(d, yoki d,) bo‘lgan masofaga nisbati ellipsning ekssentritsiteti-
ga teng, ya'ni:

=6 yoki =s ®

Ellipsning oqlari koordinata o‘glariga parallel bo‘lib, simetri-
ya markazi biror (x;, y,) nuqgtda bo‘lganda, uning tenglamasi
AN S
Gox) O bf“ =1 = (9 ko'rinishda bo‘ladi.
a
2
* ¥
Fas

=1 ellipsning M (x;; ¥) nugtasiga urinma bo‘lgan

to‘g'ri chizigning tenglamasi: x.r, + ';j:_' | (10)
1-misol. Katta yarim o‘gi a=§ va £=(,5 bo‘lgan, ellipsning
kanonik tenglamasini toping.
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€
Yechish: € e 0,5. Demak, fokuslar orasidagi masofaning

yarmi e=a-e=6-05=3. [Ellips kichik yarim  o'gi
beva® —¢® =369 =27
! 2

¥
SR I
Ellipsning kanonik tenglamasi: 36 + 27

2-misol. Ellipsning ekssentritsitetini toping: £+-1‘_';.._1

Yechish. Ellipsning tenglamasidan: a?=36: ¥=I6.

2-§ dagi (4) formuladan: ¢ =a® —b =36-16 =+20=2\5 ni
topamiz.

Ekssentritsitetni (2) formulaga ko'ra topamiz:

e 1R 16 V20 _\5
A "E‘T‘ 3

25 5
Yoki (1) formulaga ko'ra: E=E=T"’r—=l;:.

3-misol. M, (4; -2) nuqta orgali o‘tuvchi, kichik yarim o'qi
b=4 bo‘lgan ellipsning ekssentritsitetini toping.
Yechish. h=4 da ellipsning kanonik tenglamasi quvidagicha
bo‘ladi:
it 2
A
—_—e—==1,
16
M (4;—2) nuqtaning koordinatalari bu tenglamani ganoat-
lantiradi.

Demak, §+ﬂ=lv Bunda _ﬂlizi‘i va b¥=16. Ekssentrit-
a

sitetini (2) formula yordamida mpmiz

2
B fl_ﬁ_ J 16-3 _

-h.lw
[ 3 ]



4-misol. Ellipsning katta o'qi 12 ga teng. x=+9to'g’ri chiziglar
esa uning direktritsalari bo'lsin. Ellipsning kanonik tenglamasini
va ekssentritsitetini toping.

Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini topish uchun a va b
yarim o'qlarni bilish kerak. Shart bo'vicha 2a=12=4=6, b varim
o'qni (7) formuladan foydalanib, quyidagicha topamiz:

A e R SN Sl e
" = 9 f
/ v B L
Ellips tenglamasi: = + = —1,
i 36 20
Pl ekssentrhiiat o= S = Y2
a 6 3

5-misol. Ellipsning kichik o‘qi 8 ga, ekssentritsiteti £=0,6 ga
teng bo'lsa ellipsning kanonik tenglamasini va direktritsa teng-
lamasini vozing.

Yechish. Shartga kﬂrﬂ 2b=8=sb=4, Ekssentritsitetni (2) for-

E}Z
mulasiga asosan: &= .1||I—— ,!II—— 0.6. Bundan ¢?=25,

Elhps tenglamasi, ~z 25 lﬁ =1 ko‘rinishda bﬂ‘ladl

cC=d' - oe=J25-16=
(7) formuladan foydalanib direktritsa tenglamasini topamiz;
a 25 '

P :I:——-Hx'—:l:—
e 37

6-misol. Katta o'qi 16 ga, direkitritsalar orasidagi masofa 20 ga
teng bo'lsa, ellipsning kanonik tenglamasini va ekssentritsiteti-
ni toping.
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A

T I -:.r-l'i-\qup-,';.-::ll“‘rll; I e 5 ho ®
E ) L] X=10
di g,
2-chizma

Yechish. Shartga ko‘ra 2b=16=-b=8; {6)

- BRI Eru Rt 4
formuladan; X=—9 T =—=&=7; (7)

gr T s 3

2
formuladan: x = q s10= ﬂ:}g =6,4.
c c

P=a’—c=64—40, 96=23,04.
2 2

¥ =1 o Zﬂy
54 23,04 64 576

Ellipsning chizmasini yasaymiz: g=8; b=4,8; ¢=6,4.
4-§. Giperbola va uning tenglamasi

Ta'rif. Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nugtalari
to‘plamiga aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislik-
ning fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nuqgtasigacha bo'lgan
masofalar ayirmalarining absolyut giymatlari o‘zgarmas bo‘ladi
(bu kattalik nolga teng bo‘lmagan va fokuslari orasidagi maso-
falardan kichik bo‘lgan shartda).

Bundan,
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I=chizma

F, va F, fokuslar orasidagi masofani 2c orqali, giperbolaning
har bir nugtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar ayirmasining
moduliga teng bo'lgan o'zgarmas miqgdorni 2a orqali (0<2a<2c)
belgilaymiz. Ellips holida bo‘lgani kabi abssissalar o‘gini fokus- -
lar orgali o'tkazamiz, F F, kesmaning o‘rtasini esa koordinatalar
boshi deb gabul gilamiz (1-chizma),

Bunda fokuslar F,(-0; 0) va F,(0; 0) keordinatalarga ega bo'la-
di. Fokuslari Ox o'qida yotgan giperbola (1-chizma) tenglamasini,
uning ta'rifiga asoslanib keltirib chigaramiz. Ikki nugta orasida-
gi masofa formulasiga ko‘ra:

J{x +e) + y_f —J{x—c}i + ¥y = +2a (f)

Soddalashtirishlarni bajargandan so‘ng, quﬂdagi ‘tenglamani
hosil gilamiz:

(@~ tadP=aX (@~ (2
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2-chizma

(2) tenglamada giperbola uchun 2a < 2c¢ bo‘lgandan ayirma
noldan kichik; a?—¢<@ Shuning uchun ¢?—g?—5° (3) deb olamiz.

2 x
U holda (2) tenglama gquyidagi ko‘rinishga keladi: x_i_-;’_z =1 (4).
a

(4) tenglamaga fokuslari Ox o'gida yotgan giperbolaning
kanonik (sodda) tenglamasi deviladi.

Giperbola tenglamasida y 0 deyilsa, x=ta bo'lib, giperbola Ox
o‘gini A ,(—a;0) va A(a;0) nugtalarda kesishini bildiradi. (4) teng-
lamada x=0 deyilsa »*=—#° bo'lib, bu esa giperbola Oy o'gi bilan
kesishmasligini bildiradi. <

Lekin, y=#v-4* =+bi mavhum bo‘lgani uchin, fokal o‘qqa
perpendikulyar bo‘lgan simmitiriva o'qi giperbolaning mavhum
o‘qi (BB, kesma), giperbolaning fokuslari joylashgan o'q fokal
o'q (F,F; kesma) va fokal o‘qni odatda hagigiy o'q (A;A, kesma)
deyilib, A, va A, nugtalar giperbolaning uchlari deyiladi.

a va b sonlar mos ravishda giperbolaning hagigiy va mavhum
varim o‘glari deb ataladi.
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Agar giperbolaning fokuslari Oy o'qda yotsa (2-chizma). u
2 2

holda uning tenglamasi 2 —%=1 (5). Bu giperbola (4) giper-

=3
bolaga nisbatan go‘shma deyiladi.

1-misol. Agar giperbolaning haqiqiy o'gi 18 ga, mavhum ofgi
esa 8 ga teng bo'lsa, fokuslari Ox o'qda yotgan giperbolaning
tenglamasini tuzing.

Yechish. Giperbolaning tenglamasini tuzish uchun a va b pa-
rametrlarni bilish zarur. Masalaning shartidan: 2a=I18—a=9;

ri 2

2b—8=b—4. Topilgan giymatlarni (4) ga qo‘ysak: ;—;—f—ﬁﬂ.

2-misol. Agar giperbolaning uchlari Al (-2; 0) va A2 (2: 0)
nuqtalarda joylashgan, fokuslari esa F1 (-4; 0) va F2 (4; 0) nugta-
larda joylashgan bolsa, giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartdan a=2, c=4 ckani kelib chigadi. (3) formula-
ga ko'ra #=4£-2°=2]. Bu qiymatlarni (4) tenglamaga go'yib,

2l 2

L2 O ni hosil gilamiz.
4 12
2 2
‘3-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan %iﬁ;’—fl.

Uning uchlarining va fokuslarining koordinatalarini toping.
Yechish. Giperbolaning tenglamasidan: a’=64=>a=+8.
(3) formulaga ko'ra ¢?=g?+p=64+57=12]1=c=+11. Demak,
giperbolaning uchlari (—8;0) va-(8;0) nuqtalar, fokuslari esa
(—11;0) va (11;0) nuqtalar ekan.

Giperbolaning shakli
b n a 5
(@) tenglamadan y=;u’x“—au x=3u‘y-"' +b* (2) teng-

lamalarni topamiz.
Bu tenglamalarning birinchisidan ushbu xulosalar chigadi;
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1) |x|<a uchun y ning giymati mavhum; demak, giperbola y
0'gi bilan kesishmaydi va x=ta to'g'ri chiziglar bilan chegaralan-
gan soha ichida nugtalari bo'lmaydi.

2) x=+<g bo'lganda, y=0 bo‘ladi; demak, giperbola x o'gini
ikkita A4, va A, nugtada kesadi; bu 4, va 4, nuqialar koordinatalar
boshida a# masofada turadi va giperbolaning uchlari deb ataladi.

3) absolyut givmati @ dan katta bo‘lgan x ning har bir giyma-
tiga ¥ ning ikki giymati to'g‘ri keladi, bu givmatlar bir-biridan
ishoralari bilangina farqg giladi. Demak, giperbola x o'qiga nisba-
tan simmetrik egri chizigdir;

4) x cheksiz o'sganda y ham cheksiz o'sadi. Demak, (2) teng-
lamalarning ikkinchisi giperbolaning y o‘qiga nisbatan simmetrik
egri chizig ckanligini ko'rsatadi.

Giperbolaning hamma nugtalari x==a to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan sohadan tashgarida joylashganligidan va ordinata-
lar o'qiga simmetrikligidan, u cheksiz cho‘zilgan ikki ayrim tar-
mogdan iborat ekanligi bilinadi (1-chizma). '

Giperbolaning asimprtotalari

Funksiya argumenti x cheksizlikka intilganda funksiya grafigi
biror to'g'ri chizigga cheksiz yaginlashish xossasi uning grafigini
chizishda muhum rol ofynaydi.

Ta'rif. Agar y=fx) egri chizigning M nugtasidan / to'g'ri
chiziggacha bo‘lgan s masofa M nugfa cheksiz uzoglashganda
nolga intilsa, / to'g'ri chizig y=f{x) egri chiziqning asimptota-
si deyiladi.

y=ftx) funksiva grafigining asimptota chiziglari umuman uch
xil ko‘rinishda bo‘ladi:

1) vertikal asimptota;

2} gorizontal asimptota;

3) y=k+b ko'rinishdagi asimptotia chizig'i.

x—a ho'lganda |yj—= bo'lsa, x=a vertikal asimptota chizig'i:
y—a bo'lganda |x]—oc bo'lsa, y=a gorizontal asimptota chizig'i
bo'ladi.
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Agar k= lim —— ’m (1)s b= lim (f(x)~k(x) (2) limitlar mavjud

Xl

bo‘lsa, u holda y—k:x*hb to'g'ri chizig y=ffx) egri chizigning og'ma
asimptotasi deyiladi. ;

Agar y=kx+b 0g'ma asimptota tenglamasini aniglashda k=0
(xususiy holda k=0, b=0) bo‘lsa, u holda y=h (yoki y=0) to'g'ri
chizig gorizontal asimptota deyiladi.

Giperbolaning muhum xususiyatlaridan biri shundaki, uning
nuqtalari uchlaridan uzoglashib borgan sari asimptota deb atal-
gan to'g'ri chiziglarga cheksiz yaqinlashib boradi,

Giperbolada ikkita asimptota bor bo‘lib, uning tenglamalari,

b _
(@) uchun; ¥ =%-x (3), (5) tenglama uchun: ¥ ==7x (4).

1- va 2- chizmalarda giperbola va uning asimptotalarining
o‘zaro joylashishi ko'rsatilgan. Bu chizmalarda giperbola asimp-
totalarining ganday joylashishi ham ko'rsatilean. Giperbolani
yasashdan avval uning asimptotalarini yasash tavsiva gilinadi.

4-misol. Giperbola asimptotalarining tenglamalari Sy+6x=0
va Sy—~6x=0hamda fokuslar orasidagi masofa 20, Uning kanonik
tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga asosan va (3) fo a ko'ra:
y=:|:—§-x Bundan: b=_§a (5)

Masala shartiga asosan;
2e=20=sc=10; c*=b+a’=100b°+a’ (6)
ava b larni (5] va (6) dan topamiz:

61
1{]{}
a+54

a’ =64
b =36
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]
Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: = 0 20
' 64 315

S5-misol. Asimptotalar orasidagi burchak 150° va fokuslari
abssissalar o‘gida bo'lib, ular orasidagi masofd 2¢=8v3 bo'lsa

giperbola tenglamasini tuzing.

Yechish. Agar giperbola asimptotalari o‘zaro 150° 1i burchak
tashkil etsa, ularda bittasi bilan Ox o'gning musbat yunahshl
orasidagi burchak 30° bo'ladi.

Shuning uchun: Ao 1630° = a = \3b.
a

a va b larning qiymatlarini aniglaymiz. Masala shartiga aso-
san: c?—48. '
Bundan:

=3k bt +b* =48
a=\3 {H’ ~12
= — ]

a+b’=48 |a'=3b’

Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi: :_6- f—z_ 1

Giperbolaning ekssentritsiteti, direktritsalari va fokal radiuslari
Ta'rif. Giperbolaning ekssentritsiteti deb, fokuslar orasidagi
(2¢) masofaning hagigiy o'qi (2a) nisbatiga aytiladi va quvida-
gicha belgilanadi: e
L2 _c_Na+b _ I_F]*

Eaa a a

(2

¢<a bo'lgani uchun e>/ bo'ladi.
Ekssentritsitet giperbolaning shaklini xarakterlaydi. Hagigatan

1 ]
(3) formuladan quyidagi kelib chigadi: [E] - [E] M=e*=1(2)
i i
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Bundan ekssentritsiteti ganchalik kichik bo‘lsa, giperbolaning ya-
rim o'qlari nisbati 2 shunchalik kichik bo'lishi ko‘rinadi,
@

Birog E nisbat giperbola asosiy to'gri to'rtburchagi CDEF

(1-chizma)ning shaklini, demak, giperbolaning o‘zining shaklini
aniglavdi. Giperbolaning ekssentritsiteti qancha]tk kichik bo'lsa,
uning asosiy to'g'ri to‘rtburchagi fokal o'g }rnnalmhx bo‘yicha
shunchalik tortilgan bo‘ladi.

Ta'rif. Giperbolaning direktritsalari deb, uning simmetriva

markazidan +2 masofada haqigiy o‘giga perpendikulyar bo‘lib
e

o'tadigan (d, va d,) to'g'ri chiziqlarga aytiladi.
Demak, giperbola direktritsalarining tenglamalari:

I ()
x== X=—

e (3) yoki f “

a o

X —— X=—=——

e (]

Giperbolaning markazidan bir tomonda yotgan direktritsasi va
fokusi mos direktritsa va mos fokus deb ataladi.

Giperbolaning nugtalari mos fokus va mos direktritsaga nis-
batan ushbu xossaga ega: Giperbolaning ixtiyoriy nugtasidan fok-
usgacha bo‘lgan masofaning mos direktritsagacha bo‘lgan masofa-
ga nisbati o'zgarmas son bo‘lib, giperbolaning ekssentritsitetiga
tengdir, ya'ni:

i 8 =p €
—", k ———-
& Thd

Ta'rif. Giperbolaning ixtiyoriy M{x;y) nugtasidan uning Fife;0)
va F,(c;() fokuslarigacha bo'lgan masofalari M nugtaning fokal
radiuslari deyiladi va ular shu
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{o'ng tarmog'i uchun) va {* {chap

hn=-—-a-+ex n=-—a—ex
p&:aﬂ—ex RE=a—ex

tarmog uchun) formulalar bilan aniglanadi.
3 ('

6-misol. Giperbolaning tenglamasi berilgan: ;Ts_f_z:l'
Uning ekssentritsitetini toping.

Yechish. Giperbola tenglamasidan: a°=36, =12, Ekssentrit-
sitet yuqoridagi formulalardan kelib chiggan holda hisoblanadi:

e IIIﬂ.]-_'_bi‘ _E
a 6

7-misol. Hagigiv o'gining nzunligi 10 ga. ekssentritsiteti % ga

teng bo'lib, fokuslari Ox o'gda yotgan giperbolaning tenglamasi-
ni tuzing.
Yechish. Shartga ko'ra: 2a=10=a=5 (1) tenglikdan fovdalanib,
quyidagini topamiz: %-_—'_g-.:. c—6.
So‘ngra, F*=36—25=11 ni topamiz. Shunday gilib izlanayot-
: ]

gan tenglama % = i"—l —1 ko'rinishda bo‘ladi,

8-misol. Giperbolaning ckssentritsiteti e=%, M{x;y) nugta-

ning fokal — radiusi r=14. Shu M nugtadan u bilan bir tomonda
yotuvchi direkiritsagacha bo'lgan masofani hisoblang.
Yechish. Masala shartiga asosan chizma chizamiz (3-chizma).
Agar M{x;y) nuqtaning fokal radiusi r bo‘lsa, M(xp) nugtadan
M nugta bilan bir tomonda yotuvchi direktritsagacha bo‘lgan ma-

sofani d desak, bular orasida e =§ munosabat mavjud, Bu mu-

nozabatdan:
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3-chizma

5-§. Parabola va uning tenglamasi

Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabola

Ta'rif. Parabola deb, tekislikning fokus deb ataluvchi berilgan
to'g'ri chizigdan baravar uzoglashgan barcha nuqtalar to'plamiga
(fokus direktritsada yotmaydi deb faraz gilinadi) aytiladi.

Fokusdan direktritsagacha bo'lgan masofani p orgali belgilay-
miz. Bu kattalik parabolaning paramerri deyiladi.

Parabola tenglamasini keltirib chigarish uchun tekislikda
koordinatalar sistemasini quyidagicha olamiz. Fokusdan o‘tuv-
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chi hamda berilgan direktritsaga perpendikulyat bo‘lgan to'e’ri
chizigni abssissa o’gi deb, dirckiritsa va fokus orasidagi maso-
fani ifodalovchi kesma o‘rtasidan oftuvchi hamda Ox o'giga per-
pendikulyar bo'lgan to'g'ri chizigni Oy o'qi deb olamiz. (1-chiz-
ma)

Shunday qilib, tanlangan sistemada fokus F[P {:-] koordina-

talarga, direktritsa tenglamasi x :—% (1) ko'rinishda boe‘ladi.

¥ Y

.

---:!

I-chizma 2-chizma

i,

Mix;y) parabolaning ixtivoriy nugtasi bo'lsin. U helda para-
bola ta'rifiga asosan: MN=MF (2). Ikki nuqta orasidagi masofa

'
formulasiga ko'ra [~ %] +y* =x+ 2 (3) bo'ladi.
2

(2) tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshirib topamiz:
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¥ =2px(p>0) (4). Bu tenglama, simmetriya o'qi Ox va tarmog-
lari o'nga yo'nalgan, uchi koordinata boshida bo'lgan parabola-
ning kanonik (eng sodda) tenglamasi deyiladi (I1-chizma).
- Parabolaning simmetriya o’qi fokal o°q deyiladi. Parabolaning
simmetriya o‘qi bilan kesishish nuqgtasi uning uchi deyiladi.

£
9 (3)

Simmetriva o'qgi Ox va tarmoglari chapga yo'nalgan, uchi
koordinatalar boshida bo'lgan parabola (2-chizma)ning kanonik
tenglamasi y?=—2px(p>0) (5) ko'rinishda bo‘ladi. Uning direk-

M{x;y) nugtaning fokal — radiusi: »=x+

tritsasi tenglamasi X ='§ (7) bo‘ladi.
Oy o'g simmetriya o'gi bo’lgan va tarmoglari yugoriga yo'nal-
gan, uchi koordinatalar boshida joylashgan parabolaning teng-

lamasi (3-chizma).
x?=2py(p>0) (7) ko‘rinishda bo‘lib, uning direktritsasi teng-

lamasi =% () boladi. M) nugtaning fokal radiusi

r=y+- &)

8
Yy

yo-k

3-chizma 4-chizma
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Oy o'q simumetriya 0'qi bo‘lgan va tarmoqlari pastga yo'nalgan,
uchi koordinatalar boshida bo'lgan parabolaning (4-chizma)
kanonik tenglamnasi x*=—2py(p>0) (10) ko‘rinishda bo'lib, uning

direktritsasi tenglamasi y = % (11) bo'ladi.

Parabolaning ekssentritsiteti: e—1, chunki d=r: e = % Ly

1-misol, Agar uchi koordinatalar boshida bo‘lgan parabolaning
fokusi F4;0) nugtada yotsa, bu parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolaning fokusi Ox o'gining musbat varim o'gi-
da yotibdi, ; ; :

Unda parabolaning tenglamasi 7=2px bo‘ladi. % — 4= p=8,

Demalk. _}'3-1&2_. |

2-misol. Uchi koordinatalar boshida, Ox o‘giga nisbatan sim-
metrik va A¢2;2) nugtadan o'tuvchi parabolaning tenglamasi to-
pilsin.

Yechish. Shartga ko'ra izlanayotgan parabola (2;—2) nugtadan
o‘tadi. Binobarin, bu nugtaning koordinatalari parabaola teng-
lamasini ganoatlantiradi.

(—2P=2p-2=p=1.

Demak, parabolaning tenglamasi y7=2+1-x=2x bo‘ladi.

3-misol. Parabola tenglamasi y?=I0x berilgan. Uning direk-
tritsasi tenglamasini tuzing. .

Yechish. Parabola tenglamasi y*=10x dan 2p=10=10p=5.

. 5
x=——*;i bo'lgani uchun x=—. yoki 2¢+5=0 direkiritsa

tenglamasidir,

4-misol. Uchi koordinatalar boshida, direktritsasining teng-
lamasi x=—4 bo‘lgan parabola fokusining koordinatalarini vo-
zing.
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Yechish. Koordinatalar boshidan, direktritsagacha bo‘lgan
masofa koordinatalar boshidan fokusgacha bo‘lgan masofaga,

yani £ ga teng. x=—4 direktritsa tenglamasidan £=4 ekani
2 2

kelib chigadi. x = —% direktritsa tenglamasiga y?=2px parabola

mos keladi, uning fokusi F(4;0).
Uchi siljigan parabola
Uchi (a;5) nugtada, simmetriya o'qi Ox o‘qga parallel va tar-
moglari o'ngga yo‘nalgan parabola tenglamasi (5-chizma):

o i P o o«

5-chizma B-chizma

&Y
¥

i A
e T —
7 X

T-chizma f-chizma




(v—bF=2pix—a) (1) ko'rinishda bo‘ladi.

Uchi (a;b) nugtada, simmetriva o'qi Ox o‘gga parallel va tar-
moglari chapga yo'nalgan parabola tenglamasi (6-chizma):

(y—by=—2p(x—a) (2) ko'rinishda boladi.

Uchi (a;b) nugtada, simmetriva o'gi Oy o'gga parallel va tar-
moglari yugoriga yo'nalgan parabola tenglamasi (7-chizma):

(x—2P=—2p(y—b) (3) ko'rinishda bo'ladi.

Uchi (a,b) nugtada, simmetriya o'qi Oy o'gga parallel va tar-
moglari pastga vo‘'nalgan parabola tenglamasi (8-chizma):

(x—a)’=—2p(v—b) (4) ko'rinishda bo‘ladi.

Tenglamalarning har birida parabolaning parametri p>0 pa-
rabola fokusidan uning direktritsasigacha bo‘lgan masofa.

S-misol. Uchi A(l; 3) nugtada bolib, M(5: 7) nuqtadan o‘tuv-
chi, simmetriya o'gi Ox o‘qqa parallel bo‘lgan parabola teng-
lamasini toping.

Yechish. Shartga muvofiq, izlanayotgan parabola tenglamasi
(1) ko‘rinishda bo‘ladi, chunki M(3; 7) nugta parabolaning uchi-
dan o'ngda jovlashgan. Demak, parabolaning tarmoglari o‘ng-
ga vo‘nalgan. p parametrning giymatini hisoblash uchun A va M
nuqtalarning koordinatalarini (1) tenglamaga go‘yamiz:

(7-31=2p(5—1)=16=8p=p=2. Topilgan p=2 qiymatni va A
uchning koordinatalarini (1) tenglamaga go'vib, izlanayotgan
tenglamani hosil gilamiz: (y—3F°=4(x—1).

6-misol. Uchi A¢3;—3) nugtada, fokusi F(8;2) nuqtada bo'lgan
parabola tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko'ra izlanayotgan parabolaning tenglamasi
(1) ko'rinishda boladi. Parabolaning o'gi Ox o‘qga parallel
bo‘lgani uchun (uchining va fokusining) ordinatalari bir xil va
demak, Ox o‘gga parallel bo'lgan to'g'ri chizigda votadi), para-
bolaning tarmoglari esa o‘ngga vo'nalgan (parabolaning fokusi
uchidan o‘ngda jovlashgan). Parabolaning uchi bilan fokusi

orasidagi masofa % ga teng bolgani uchun
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%:8-3:5&;:1&

A uchining koordinatalarini va p ning topilgan giymatini (1)
tenglamaga qo‘yib, (y+3°=I0(x—3) ni hosil gilamiz. =~

T-misol. y*+4y—24x+76=0 parabola uchi va fokusining koor-
dinatalarini toping. Direktritsasining tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabolala tenglamasini (1) ko‘rinishga keltiramiz:

VA dy=24x—T76=2+2 - y+ P =24x—T72—
S+ =24(x=3). o

Bundan  parabola uchining  koordinatalari:  A(3;-2);
2p=24=p=]2. |

Parabola uchidan fokusigacha bo‘lgan masofa %:%:ﬁ ga
teng.

Fokusning EthSJSSHSI. 3+E=3T5 9. Fokus para*hnla uchi-

dan o'ngda Juylashgan, chunki parabolaning tarmoqlari o'ngga
vo'nalgan; fokusning ordinatasi pﬂ.rahuk'a uchining ordinatasiga
teng, chunki parabolaning o‘gi Ox o'gga parallel, u holda fnkus—
ning koordinatalari F(9; -2) bo‘ladi.

Parabolaning tarmoglari o'ngga vo‘nalgani uchun direktritsa
parabola uchidan chaprogdan o‘tadi. U koordinatalar boshidan
ham chapdan o'tadi, chunki uchidan Oy o'qgacha masofa 3 ga
teng, uchidan direkiritsagacha be‘lgan masofa 6 ga teng. Direk-
tritsaning abssissasi minus ishora bilan olingan ushbu avirmaga

teng: —‘;--3: 6—3=3.

Shuning uchun direktritsaning tenglamasi: x=—3.
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5-hob. FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. To‘plamlar va ular ustida amallar

To‘plam va uning elementi. Chekli va cheksiz to‘plamlar

Matematikada ko'pincha biror obyektlar gruppalarini yagona
butun deb garashga to'g'ri keladi: 1 dan 10 gacha bo'lgan sonlar
bir xonali sonlar, uchburchaklar, kvadratlar va shu kabilar. Bun-
day turli majmualar to’plamlar deb ataladi.

To'plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan
biridir va shuning uchun u boshga tushunchalar orgali ta’riflan-
maydi, Uni misollar yordamida tushuntirish mumkin. Jumladan
biror sinfdagi o‘quvchilar to’plami hagida, natural sonlar to‘pla-
mi hagida gapirish mumkin.

Ba’zi hollarda to‘plamlar lotin alfavitining A, B, C,..., Z harf-
lari bilan belgilanadi. Birorta ham obyektni o'z ichiga olmagan
to'plam bo'sh to‘plam deyiladi va @ belgi bilan belgilanadi.

To'plamni tashkil etuvchi obyektlar uning elementlari deyila-
di, To‘plam elementlarini lotin alfavitining kichik harflari a, b,
C....,Z bilan belgilash gabul gilingan.

To'plamdagi elementlarning ushbu to‘plamga garashli ekan-
ligini quyidagicha belgilaymiz.

acA a element A to'plamga garashli. Agar biror element
to‘plamga garashli bo‘lmasa. U holda ¢ dan foydalaniladi.
Masalan, A = {1, a, b, ¢, 4} bo'lsin u holda quyidagilar o'rinli
leA, acA, beA, ceA, 4=A, 52A, deA m keA.

Agar to‘plam elementlarini sanash mumkin bo‘lsa bunday
to'plam cheklangan to*plam deyiladi. Agar ularni sanash mum-
kin bo‘lmasa bunday to°plam cheksiz to'plam deyiladi.

Masalan, haftadagi kunlar to‘plami chekli, to'g'ri chizigdagi
nuqtalar to'plami esa cheksizdir.

Matematikada bunday to’plamlar uchun maxsus belgi gabul
gilingan: N harfi bilan natural sonlar to‘plami belgilanadi, Z —
butun sonlar to'plami, Q — rasional sonlar to'plami, R — hagi-
qiy sonlar to‘plami.

67



[0; 1] sigment kantinium quvvatli to*plamdir. Unga ekvivalent
to’plamlar cheksiz to’plam hisoblanadi. Ixtiyoriy kichik kesma
ustidagi nugtalar to'plami kantinium quvvatli to'plamga ekvi-
valent to*plamdir.

Doiraning markazidan to'g'ri chiziglar o‘tkazsak doiraning
bir mechta nuqgtalari to'g™i chizigning bitta nugtasiga akslana-
di. Bu akslantirishda doira nuqtalari to'plami to'g’ri chiziq nugla-
lari to‘plamiga akslantirish bo'lib, bu to'plamlar katinium quvvatli
to'plamdir. Ya'ni cheksiz to'plamdir. Tkkita A va B to'plam beril-
gan bo'lsin biror ['goida bo‘yicha A to‘plamning har bir x elementiga
B to'plamning y elementini mos keltiraylik. U holda shu goidani A
to'plamni B to'plamga akslantirish deyiladi. Quyidagicha belgilanadi:

3
fid—=sByoki A— B

To'plam o'z elementlari bilan aniglanadi. va'ni agar ixtivoriy
obyekt hagida u biror to'plamga tegishli yoki tegishli emas deyish
mumkin bo'lsa, bu to'plam berilgan deb hisoblanadi.

To‘plamni uning barcha elementlarini sanab ko‘rsatish bilan
berish mumkin. Masalan, agar biz A to'plam 3, 4, 5 va 6 son-
lardan tashkil topgan desak, biz bu to ‘plamni bergan bo'lamiz,
chunki uning barcha elemﬂnﬂanm sanab ko‘rsatildi, Uni bunday

yozish mumkin: A={3, 4, 5, 6} bunda sanab ko'rsatilgan element- -

lar katta gavslar ichiga yoziladi.

Xarakteristik xossa — bu shunday xossaki, to‘plamga tegishli
har bir element bu xossaga cga bo'ladi va unga tegishli bo'lmagan
birorta ham element bu xossaga ega bo'lmavdi.

Masalan, ikki xonali sonlar to'plami A ni garavlik. Mazkur
to'plamning ixtiyoriy elementi ega bo‘lgan xossa — «ikki xona-
li son bo‘lishlikdirs. Bu xarakteristik xossa biror-bir obyektning
A to'plamega tegishli yoki tegishli emasligi hagidagi masalani ye-
chish imkonini beradi. Masalan, 21 soni A to‘plamga tegishli,
chunki u ikki xonali son, 143 soni esa A to ‘plamga tegishli emas,
chunki u ikki xonali son emas.
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Ta'rif. Agar B to‘plamning har bir elementi A to'plamning
ham elementi bo‘lsa, B to'plam A to‘plamning gism to‘plami de-
yiladi.

Agar B A to‘plamning gism to‘plami bo‘lsa, BcA kabi yozi-
ladi va bunday o'giladi: «B A ning gism to‘plamie, «B to'plam A
ga kiradie,

Ta'rif. Agar AcB va BcA bolsa, A va B to‘plamlar teng de-
viladi.

Agar A va B to'plamlar teng bo‘lsa, u holda A = B kabi yozi-
ladi.

Kesishmaydigan to‘plamlar umumiy nuqgtaga ega bo‘lmagan
ikkita doira yordamida tasvirlanadi.

To'plamlar kesishmasi

Ta'rif. A va B to‘plamlarning kesishmasi deb shunday to'plam-
ga aytiladiki, u fagat A va B to'plamga tegishli elementlarnigina
o'z ichiga oladi.

A va B to‘plamlarning kesishmasi ANB kabi belgilanadi. Agar
A va B to‘plamlarni Eyler doiralari yordamida tasvirlasak, u hol-
da berilgan to‘plamlarning kesishmasi shtrixlangan soha bilan
tasvirlanadi (1-chizma).

Agar A va B to‘plamning elementlari sanab ko'rsatilgan bo'lsa
u holda ANB ni topish uchun A va B ga tegishli bo'lgan element-
larni, ya’ni ularning umumiy elementlarini sanab ko‘rsatish yetarli.

1-chizma 2-¢chizmix

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to‘plamining kesishmasi ganday to‘plam ekanini aniglay-
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miz. Berilgan A va B to‘plamlar cheksiz to‘plamlar va B to‘plam
A to'plamning gism to‘plami. Shuning uchun A to‘plamga va B
to'plamga tegishli elementlar B to'plamning elementlari bo'ladi,
Demak, ANB = B.

To'plamlarning birlashmasi

Ta'rif, A va B to'plamlarning birlashmasi deb shunday toplam-
ga aytiladiki, u fagat A yoki B to‘plamning elementlarini o'z ichi-
ga oladi.

A va B to’plamlarning birlashmasi AUB kabi belgilanadi. Agar
kesishuvehi A va B to'plamlarni Eyler doiralari vordamida tasvir-
lasak u holda ularning birlashmasi shirixlangan soha bilan tasvir-
lanadi (2-chizma).

Endi A juft natural sonlar to‘plami va B 4 ga karrali natural
sonlar to‘plamining birlashmasi ganday to’plam ekanini aniglay-
miz.

Ilgarirog B~A ekani aniglangan edi. Shuning uchun A_B
to‘plamga tegishli elementlar A to*plamning elementlari bo'ladi.
Demak mazkur holda AUB = A.

To'plamlar kesishmasi va birlashmasi gonunlari

1. Ixtivoriy A va B to'plamlar uchun to‘plamlar kesishmasi va
birlashmasining o‘rin almashtirish gonunini ifodalovehi AUB =
BUA, ArB = BrA tenglikning o'rinli bo'lishi kelib chigadi.

2. To'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun gruppalash
qonuni ham o'rinli, ixtiyoriy A. B va C to‘plamlar uchun (A~B)
nC = An(BnC), (AUB)LC = AU(BUC) tengliklar bajariladi.

Gruppalash gonunlarini Eyler doiralari yordamida ko‘rgazma-
li tasavvur gilish mumkin. Masalan, to'plamlar kesishmasining
gruppalash qonunini ko‘rib chigaylik. A, B va C to‘plamlarni
juft-jufti bilan kesishadigan uchta doira ko'rinishida tasvirlaymiz,

3. Tagsimot xossasi:

(AuB) " C=(AuC)n (Bu C),
(ARB) U C=(AuC)~ (BuU C)
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Qism to‘plamning toldiruvchisi

Eyler doiralari yordamida
mazkur vaziyat 3-chizmadagi ka- g el
bi tasvirlanadi, bunda A to‘plam- ,__;' e
dan B gism to‘plam chigarib £ 2
tashlangandan keyin golgan gism
— bu shtrixlangan gismdir. Bu £ A — B
gism B to‘plamning A to‘plamga-
cha to‘diruvchisi deyiladi. :

Taxif. BcA bo'lsin. A e 7
to‘plamning B to‘plamga tegish- S
li bo'lmagan elementlarnigina o'z
iciga olgan to‘plam B to'plamning
A to‘plamgacha to'ldiruvchisi deyiladi.

B to'plamning A to‘plamgacha to‘ldiruvchisi (B < A shart ba-
jarilganda) A\B kabi belgilanadi.

Qism to‘plamning to‘ldiruvchisini topishda foydalaniladigan
operatsiya ayirish amali deyiladi.

Agar A va B to'plamlar elementlari sanab ko'rsatilgan bo'lsa,
u holda A\B ni topish uchun A to'plamga tegishli bo‘lgan va B
to‘plamga tegishli bo‘lmagan elementlarni sanab ko'rsatish yetarli.

e
EA_:{EB_

To'plamiarning dekart ko'paytmasi

To'plam elementlarining kelish tagtibi muhim bo'lgan hollar-
da, matematikada elementlarning tartiblangan naborlari hagida
gap boradi. Mazkur masalada biz tartiblangan juftliklar bilan ish
ko‘ramiz.

a va b elementlardan tashkil topgan tartiblangan juftlikni (a,
b) bilan belgilash gabul gilingan, bunda a element juftliklarning
birinchi koordinatasi (komponentasi), b element esa bu juftlik-
ning ikkinchi koordinatasi (komponentasi) deyiladi,
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(a, b) va (c, d) juftliklarda a = ¢ va b = d bo'lgan holdagina
bu juftliklar teng bo'ladi.

Likkita turli to'plamlar elementlaridan ham tartiblangan jut-
liklar hosil gilish mumkin. Masalan, A = {1, 2, 3} va B = {3, 5}
to'plamlarni olamiz va mumkin bo‘lgan tartiblangan juftliklarni
shunday hosil gilamizki, jutliklarning birinchi komponentasi
A to‘plamdan, ikkinchi komponentasi esa B to‘plamdan tanlab
olinsin. Ushbu to‘plamga ega bo'lamiz;

{(1,3), (1.3), (2,3), (2,5), (3,3), (3.5)}

Formal xarakierga ega bo‘lgan ushbu masalaga konkret ma’no
berish mumkin bo‘lgan barcha ikki xonali sonlarni shunday hosil
gilingki, bunda o‘nliklar ragami 1, 2, 3 ragamlardan tanlab oli-
nadi, birliklar ragami esa 3 yoki 5 ragami bo‘lishi mumkin.

Ta'rif. A va B to'plamlarning Dekart ko‘payimasi deb birinchi
komponentasi A to'plamga, ikkinchi komponentasi B to*plamga
chish.h bo‘lgan _]uﬂil.klar to‘plamiga avtiladi. ya'ni,

= {(x,y): xeA, ye B}

AvaB t{:-‘plamlarmng Dekart ko‘paytmasi A B kabi belgilanadi.

Dekart ko‘paytmani topishda go‘llaniladigan amal to*plam-
larning Dekart ko‘pavtirish deviladi.

Ta'rif. A, A,, ..., An to‘plamlarning Dekart ko'paytmasi deb
uzunligi n bo'lgan shunday kortejlar to'plamiga aytiladiki, bun-
da kortejning birinchi komponentasi A, to‘plamga, ikkinchi kom-
ponentasi A, to'plamga,..., n-komponentasi A to'plamga tegish-
li bo'ladi.

An A, .., Anto plamlarmng Dekﬂ:t ko'paytmasi A x A, x .

x A, kabi belgﬂanad:
2-§. Funksiya tushunchasi

I'. Funksiya ta’rifi, berilish wusullari. E to'plammni F to‘plam-
ga akslantirish

JiEsF
ni o‘rgangan edik.
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Endi E=F. F=R deb olamiz. Unda har bir hagigiy x songa
biror hagigiy v sonni mos go'yuvchi

SFR (X iy)

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiva tushunchasiga olib keladi.

Funksiva tushunchasi o'quvchiga o‘rta maktab matematika
kursidan ma’lum. Shuni e’tiborga olib funksiya hagidagi dastlab-
ki ma’lumotlarni gisqaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, X=R, Y=R to‘plamlar berilgan bo'lib, x va y o'zgaruv-
chilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xeX, yek.

Ta'rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga ko'ra
to‘plamdan bitta Y son y mos go'yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funk-
siva berilgan (aniglangan) deyiladi va

Sfix—=y yoki y=fix)
kabi belgilanadi. Bunda X — funksivaning aniglanish to'plami
(sohasi), ¥ — funksivaning o‘zgarish to'plami (sohasi) deyila-
di. x — erkli o‘zgaruvchi yoki funksiya argumenti, y esa erksiz
o‘zgaruvchi yoki funksiva deyiladi.

Misollar. 1. X=(-0,+x), Y=(0,+=) bo'lib, fqoida

fa—y=x+1
bo‘lsin. Bu holda har bir xeX ga bitta x*+1€Y mos qo'yilib,
y=x2+1
funksivaga ega bo'lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni
mos qo‘vish natijasida funksiya hosit bo'ladi. Odatda, bu Dirixfe
Sfunksiyasi deyilib, u kabi belgilanadi:

D(x) ={
Shunday gilib, y=f{x) funksiya uchta: X to’plam, Y to‘plam va

har bir xeX ga bitta yY ni mos go‘yuvchi f goidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.

1, agar x ratsional sonbo'lsa,

0, agar x irraisional son bo'lsa
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Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya XcR to‘plamda berilgan
bo'lsin. x;eX nugtaga mos keluvchi y, miqdor y=f(x) funksiya-
ning x=x, nugtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x,)=y, kabi bel-
gilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislik-
dagi (x,f(x)) nuqtalardan iborat ushbu

feafe)i={f)xe X, fix)eY}
to‘plam y=fi(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x*=1 (xeX=[-2,2})
funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan.

Pk
N2/ 8
£)

I-chizma

Funksiya ta'rifidagi f goida turlicha bo'lishi mumkin.

a) Ko'pincha x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formu-
lalar yordamida ifodalanadi. Bu fmﬁ:s:}unmg analitik usulda be-
rilishi deyiladi.

Masalan,

p=afl—x*
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to‘pla-
mi
X={xeR|—Ix<l}={—11f
bo'ladi.
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X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo®lsin;

Jf=f{x)={

1, agar x > 0 bo'lsa,
—1, agar x <0 bo'lsa.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X=R\{0} bo‘lib, giymat-
lar to'plami esa Y={—1,1} bo'ladi. Odatda bu funksiva y=singx
kabi belgilanadi.

by Ba’zi hollarda xeX, veY o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘la-
nish jadval orgali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida ha-
vo haroratini kuzatganimizda, t, vagtda havo harorati T, t, vagt-
da havo harorati T, va h.k. bo'lsin. Natijada quyidagi jadval hosil
bo'ladi.
 — vagt 1/ 15 1 T
T'— harorat T T, T, 4

Bu jadval f vaqgt bilan havo harorati T orasidagi bog'lanishni
ifodalaydi, bunda ¢ — argument, T esa f ning funksiyasi bo‘ladi.

v) x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish tekislikda biror
egri chiziq orgali ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).

[ 3

2-chizma

Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan
bo'lsin. Avtaylik, [a.b] segmentdagi har bir nugtadan o'tkazilgan
perpendikulyar L chizigni faqat bitta nuqtada kessin. Vxefa,b]
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nugtadan perpendikulvar chigarib, uning L chiziq bilan kesishish
nugtasini topamiz. Olingan x nugtaga kesishish nuqtasining ordi-
natasi y ni mos go*yamiz. Natijada har bir x=fa,b/ ga bitta y mos
go'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda x bilan y orasidagi bog'la-
nishni berilgan L egri chizig bajaradi.

Aytaylik, fi(x) funksiya XcR to‘plamda, f.(x) funksiya esa
X =R to'plamda aniglangan bolsin,

Agar

1) X=X,

2) WxeX, da fi{(x)=5x)
bo'lsa, f,(x) hamda f,(x) funksiyalar o'zaro teng deyiladi va
F,()=F,(%) kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganfigi. f{x) funksiva XcR to’plam-
da berilgan bo‘lsin. _

Ta'rif, Agar shunday o'zgarmas M soni topilsaki, ¥xeX uchun
Jfx)<M tengsizlik bajarilsa, fix) funksiva X fo'plamda yugoridan
chegaralangan deyiladi, Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
wxeX uchun fix)=m tengsizlik bajarilsa, fx) funksiva X to'plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.

Tw'rif. Agar fix) funksiva X to'plamda ham yugoridan, ham
quvidan chegaralangan bo‘lsa, fix) funksiva X to‘plamda chega-
ralangan deyiladi.

1+ : :
1-misol, Ushbu f(x)= 1o funksiyani garaylik. Bu funksiya
R da chegaralangan bo'ladi.
Q+x°
« Ravshanki, vxeR da f(x)= H; >0.

Demak, berilgan funksiva R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, fix) funksiva uchun

ﬂx)___l 1 x x

+ <1+
L BV 1+ x*

bo‘ladi. Endi
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02(xX*-1P=x"-241 = 2x2x"+1 =

k- 3
bo'lishini e’tiborga olib, topamiz: f(¥) S1+ T

Bu esa fix) funksivaning yugoridan chegaralanganligini
bildiradi. Demak, berilgan funksiva R da chegaralangan. »

Ta'rif. Agar har ganday M>(son olinganda ham shunday X=X
nugta topilsa va

fex)>M
tengsizlik bajarilsa, fix) funksiva X to‘plamda yugoridan chegara-
lanmagan deyiladi. :

3°. Davriy funksivalar. Juft va tog funksivalar. fix) funksiva
AR to'plamda berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T{T:0) son mavjud bo'lsaki,
YxeX uchun

1) x—TeX, x+TeX

) f-D=f) |
bo'lsa, fix) davriy funksiva deyiladi, T son esa f{x} funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, fix)=sinx, fix)=cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 2z ga, fix)=rgx, f(xj—ﬂgx funksiyalarning
davri csa m ga teng.

Davriy funksiyvalar quvidagi xossalarga cga:

a) Agar fix) davriy funksiya bo'lib, uning davri 7Y T20) bo'lsa,
u holda

T.=T (n=xI, £2,}
sonlar ham shu funksivaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f{x) funksivaning davri bo'lsa. u hol-
da T, +T#0 hamda T,—TT#T,) sonlar ham fx) funksiyaning
davri bo‘ladi.

V) Agar fx) hamda g(x) lar davriy funksivalar bo'lib, ularning
har birining davri TYT#0) bo'lsa, u holda
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Fo0+g(x), 19—869), f55) 869, % (e(x)=0)
g X

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo'lib, T son ularning ham
davri bo'ladi.

2-misol, Ixtivoriy Ty T#() ratsional son Dirixle funksiyasi
1, agar x ratsional son bolsa,

D(x)= s
I{}, agar x iratsional son bo'lsa

ning davri bo‘lishi ko'rsatilsin,

4 Aytaylik, TYT#0) ratsional son bo'lsin. Ravshanki, WxeR
irratsional son uchun x+7 irratsional son, WxeR ratsional son
uchun x+7 ratsional son bo'ladi. Demak,

1, agar x ratsional son bo'lsa,

D T)y=
LRl ‘{}, agar x irratsional son bo'lsa

Shunday gilib, vxeR, T ratsional son bo'lganda
D(x+Ti=D(x)
bo'ladi. »

Ma'lumki, wx=X (X=R) uchun xeX bo‘lsa, X to'plam O nuqta-
ga nisbatan simmetrik to'plam deyiladi.

Aytaylik, O nugtaga nishatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
f{x) funksiya berilgan bo'lsin.

Ta'rif. Agar Yxed uchun fi—x)=f(x) tenglik bajarilsa, fix) juft
funksiva deyiladi. Agar vxeX uchun ff—x)=— fix} tenglik ha;anl-
sa, fix) tog funksiya deyiladi.

Masalan, fix)=x?+1 juft funksiya, f{x)=x’+x esa tog funkswa
bo'ladi. Ushbu fix}=x*+x funksiya juft ham emas, tog ham emas.

Agar fix) va g(x) jull funksiyalar bo‘lsa, u holda

Too+e00), f9)—80), fox) -8(), % (@60+0)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.
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Agar fix) va gfx) tog funksivalar bo'lsa, n holda
fix)+gx), fix)—g(x)

funksiyalar tog bo‘ladi.
fe-go, LG E 9
funksivalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o’qiga nisbatan, toq fonk-
sivaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz gilaylik, fix) funksiya X=R
to‘plamda berilgan bo‘lsin. :

Ta'rif. Agar wx,xeX uchun x;<x, bolganda fix)<f(x,) teng-
sizlik bajarilsa, fixx) funksiva X to'plamda o'suvehi deviladi. Agar
Wxpx,eA uchun x,<x, bolganda fix )< fix,) tengsizlik bﬂjﬂl’llﬂﬂ
Jix) funksiva X to'plamda qat’iy o'suvehi deyiladi.

Ta'rif. Agar vix, x,e X uchun x,<x, bo’lganda fix J=f{x,) tengsiz-
lik bajarilsa, fix) ﬁmkﬂ'ya X to'plamda kamayuvchi deyiladi. Agar
W, xeX uchun x;<x, bo'lganda fix>f(x,) tengsizlik bajarilsa,
Jix) funksiva X to'plamda gat'ly kamayuvchi deyiladi.

O'suvchi hamda kamayuvehi funksivalar umumiv nom bilan
monoton funksivalar di:}*iladi

3-misol. Ushbu f {x}— xz funksiyaning X=/1,—x/ to‘plam-

da kamayuvchi ekanligi lshutIansm.
4 [1,—x) da ixtiyoriy x; va x, nuqtalarni olib, x,<x, bolsin
deyvlik. Unda

AT oS e
el e L T =

T (1+2)1+2)

Fx)=S(x)= H_x;

_h 5 + X 'xi{x:'"xl} L {IJ —x Ml-x-x)
()1 +x3) (1+x5(1+x3)
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bo‘ladi. Keyingi tenglikda
bo‘lishini e'tiborga olib,

Sx)=fx)>0
va'ni fixx;)>f(x,) ekanini topamiz. Demak,
XX, = fx)>fix). »

Aytaylik, ffx) va gx) funksiyalar X=R to'plamda o‘suvchi (ka-
mayuvechi) be'lib, C=const bo‘lsin: U holda

a) fix}+C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

b) C>{! bo'lganda C-£x) o'suvchi, C<@ bo'lganda C-fix) ka-
mayuvchi bo‘ladi.

v) fix)+g(x) funksiya o'suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5. Teskari funksiya. Murakkaeb funksivalar. y=f{x) funksiya
AcR to'plamda berilgan bo‘lib, bu funksivaning mymatlandan
iborat to‘plam

Y= x,.]'[xE X}
bo'lsin. o

Faraz gilaylik, biror goidaga kn‘ra to'plamdan olingan har
bir y ga X to'plamdagi biita x mos go’ ‘flf;d.l'l bo‘lsin. Bunday mos-
lik natijasida funksiva hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y=fx)
ga nisbatan feskari funksiya deyiladi va x=/"(y) kabi belgilanadi.

1
Masalan, y=5~r+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya

x=2y—I bo'ladi.

Yuqorida aytilganlardan y=ffx) da x argument, y esa x ning
funksiyasi, teskari x=f/(y) funksivada y argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi korinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y=g(x).

y=fix) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi ffx) funksiya
grafigini I va [II choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylanti-
rish natijasida hosil bo'ladi.
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Aytaylik, l}tu‘plamdﬁ u=F¢y) funksiva berilgan bo‘lsin. Nati-
jada X to*plamdan olingan har bir x ga ¥, to'plamda bitta y:
fxoy  (v=fx),
va l}tn‘p!amdagi bunday y songa bitta u:
Fy—u (u=Fy))
son mos qo‘viladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x son-
ga bitta » son mos qo'yilib, yangi funksiya hosil bo'ladi: u=F(fix)).
Odatda bunday funksiyalar murakkab fumksiyva deyiladi.

3-§. Elementar funksivalar

Elementar funksivalar kitobxonga o‘rta maktab matemati-
ka kursidan ma'lum. Biz quyida elementar funksivalar haqgidagi
asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

I'. Butun ratsional funksiyvalar,

Ushbu

y=agtaxtaxi+t..a " T+g x
ko'rinishdagi funksiva butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ag ay...a, o'zgarmas sonlar, neN. Bu funksiya R=(—m,+n) da
aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba'zi xususiy hollari:

a) chizigli funksiya. Bu funksiva

y=axth (o=}
ko'rinishga ega, bunda g,b o'zgarmas sonlar.

Chizigli funksiva (—o,+w} da amiglangan >0 bo‘lganda
o'suvchi, a<0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to'g'ri
chizigdan iborat;

b} kvadrat funksiya. Bu funksiva

y=ax’thxte  (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda a,b,c o‘zgarmas sonlar.

Kvadrat funksiva R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi para-
bolani ifodalaydi.

Ravshanki,
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ﬁ J’=:I'Eﬂ+bx+c='ﬂ[-x+2'—

iq

b ]2_1-’!3 ~dar

da

k J" A x &
} a>0) a<l
, \ / =0 0=0
V7 /\ :

J-chizma.

Parabolaning tekislikda joylashishi @ hamda D=F—4g lar-
ning ishorasiga bog'lig bo‘ladi. Masalan, a>0, D>0va a<0, D<{
bo‘lganda uning grafigi 3-chizmada taswrlangan parabolalar
ko‘rinishida bo'ladi.

2°, Kasr-raisional funksiyalar. Ushbu

_agtax+ay to.tax"
by +bx+bat +. 4 b X"

ko‘rinishdagi funksiya kasr-ratsional funksiya deyiladi. Bunda g,
@pyeenn@y VA bbby lar Ozgarmas sonlar neN, meN. Bu funk-
siya
X=(—w,to)\{a]b,+bpc+..+b x"=0]
to‘plamda aniglangan.
Kasr-ratsional funksivaning ba'zi xususiy hollari;
a) teskari proporsional bogTanish. 1

a
=— E£0 (=const) |
¥ B ( comnst)

ko‘rinishga ega. Bu funksiya
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X=(—w, O)(0,+x)=R\{0}
to'plamda aniglangan, toq funksiya, @ ning ishorasiga qarab funk-
siva (—a, 0) va (0,+w) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki
o'suvchi bo‘ladi (4-chizma).

»t ]‘:r'
0 B 0 {- s

d-chizma

b) kasr-chizigli funksiya. U ushbu
_ aE+b
cE+d

¥
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X:R‘r{—i} (c#0)

¢

(0'plamda aniglangan: o
Ravshanki,

_aE+b _be-ad 1 . a

y_c:E-'+n’_ ¢ pd e

Demak,




—
e e T ——

a

Uning grafigini J‘=; funksiya grafigi vordamida chizish
mumkin.

3°. Darajali funksiya, Ushbu

y=x°, (x=0)
ko‘rinishdagi funksiya dargjali funksiya deyiladi,

Bu funksivaning aniglanish to‘plami a ga bog'liq. Darajali
funksiva a>0, bo‘lganda (0,—=) da o'suvchi, a<0 bo'lganda ka-
mayuvchi bo'ladi, y=x¢ funksiya grafigi tekislikning (0,0) va (1,1)
nugtalaridan o'tadi.

4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a*
ko‘rinishdagi funksiva ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda
aeR, a>0, a£l. Ko'rsatkichli funksiya (—:0,+=) aniglangan, vxeR
da a*>@ a>1 bo'lganda o'suvchi; 0<a<] bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, g=e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y=¢* funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o‘qidan yuqorida joy-
lashgan va tekislikning (0,1) nugtasidan o'tadi.

5°. Logarifmik funksiya, Ushbu

y=logx
ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiva deyiladi, Bunda
a>0y a#l.

Logarifmik funksiva (0,+«) da aniglangan, y=a* funksiyaga
nisbatan teskari: a>/ bo‘lganda o'suvchi, 0<a<] boflganda ka-
mayuvchi bo’ladi.

Logarifmik funksivaning grafigi Oy o'gining o‘ng tomonida
jovlashgan va tekislikning (0,1) nugtasidan o'tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

Y=Sinx, y=cosx, y=Igx, y=cigx, y=secX, y=cosecx

54




funksivalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksivalar R=f—owx,+wx) da aniglangan, 2z
davrli funksivalar vx<R da

—I<sinx<l, —I<cosx<l
bo‘ladi. Ushbu
y=igx
funksiva

x=m[xeﬂ|x=(zk+1}§; k=0, %1, %2, }
LY

to'plamda aniglangan = davrli funksiva, ctgx, secx, cosecx funk-
sivalar sinx, cosx,tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

1 1 1
clgx=—, secx= , Cosecy =——
Igx COS X me

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko rsatiuchll y=¢* funksiyva yor-
damida tuzilgan ushbu
..f 5—1‘ 5.1.‘ +5—: jx i) j-: 'j.l! +j~—=
) AL VRPN
funksivalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik ko-
sinus, giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksivalar deyila-
di va ular quyidagicha
S F45" R i B e e

. chx= wol e e O =
2 2 545 5 -5

shx=

belgilanadi.
&°. Teskari trigonometrik Wyﬂiﬂr Ma'lumki, y=sinx funk-
siva R da aniglangan va uning giymatlari to‘plami

Vl—1,1]
bo‘ladi.
Agir IE[‘E _] bolsa, u holda ¥ = [‘5- ﬂ va Y[—L1]

to*plamlarning elementlari o'zaro bir giymatli moslikda bo’ladi.
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y=sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiva
y=arcsinx

kabi belgilanadi. _

Shunga o‘xshash y=cosx, y=tgx, y=ctgx funksivalarga nisba-
tan teskari funksiyalar mos ravishda

Y=darccosx, y=arcigx, y=arccigx

kabi belgilanadi.

Ushbu y=aresinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arccigx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Funksiya limiti

Funksiva limiti oliy Tﬁatmnatikaning muhim tushunchala-
ridan biri. Bu tushuncha yordamida matematika va uning tad-
biglarida ko'p fovdalaniladigan funksiya hosilasi tushunchasi ki-
ritiladi.

Avvalo, soddalik uchun natural argumentli funksiva (sonlar
ketma-ketligi) va uning limitini keltiramiz. Keyinchalik ixtiyoriy
argumentli funksiya limitini bayon etamiz.

4-§. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Avtaylik, barcha natural sonlar to’plam
N={1,2,3,...n,..}={n}
ning har bir n elementiga (natural songa) biror fqoidaga ko'ra bit-
ta tayin x, hagigiv son mos go‘yilgan bolsin, Bu holda argumet-
li n bo'lgan funksiya hosil bo‘ladi. Uni natural argumetli funksi-

va deyiladi. Demak,
x, )
Bu funksiyva giymatlari
x40 xymfid)i, x. =fin)
dan tashkil topgan ushbu
XpXg X iy Ksias (1)
to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi.
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(1) ketma-ketlikni tashkil etgan
x, (H=I,'2,3,..J-
sonlar ketma-ketlik hadlari deyiladi: x, — birinchi had, x, — ik-
kinchi had va hakozo, x, —n — had (yoki umumiy had). (1) ket-
ma-ketlikni gisqacha {x,} kabi belgilanadi.
Ko'pincha ketma-ketliklar umumiy hadlari orgali belgilana-
di. Masalan:

i bl
) PG gy
Je
A B ‘*T T
ay —[ 1)"‘ =141 =1L 45D
Biror {x,}:
X R g (1)

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar bu (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni
p IR T ARl § L TG A S A
ganoatlantilirsa, ya’'ni ixtivoriy p=N uchun '
xns‘xnﬂ! I&n{xrﬁyl
bolsa, {x,} o'suvchi (gat'iy o'suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari giyidagi tengsizliklarni
XEXZX 2. 2X 2. (X 2%, 2%, 22K, )
ganoatlantirilsa, ya'ni ixtivoriy neN uchun
XZXpry (52X
bo‘lsa, {x.} kamayuvchi (qat’iy kamayuvehi) ketma-keilik deyiladi.
Masalan,
X =ml2 3,
gat’iy o'suvchi,
1,

A =

-

l l
Lo
&7



gat’iy kamayuvchi ketma-ketliklar bo‘ladi.

O'suvchi (gat’iy o'suvchi), kamayuvchi, (gat'iy kamayuvchi)
ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-kediklar de-
yiladi.

Agar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas M sondan kichik yoki teng, ya'ni ixtiyoriy neN uchun

X, =M
bo'lsa, {x,} yugoridan chegaralangan kerma-ketlik deyiladi.

Masalan,

_p+ 2

T AR

ketma-ketlik yugoridan chegalangan bo'ladi, chunki ixtiyoriy
nzN uchun

R
}41 g mn

x. = :-1 =l+i152

H i

bo'ladi.
Agar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgar-
mas m sonidan katta yoki teng, ya'ni ixtivoriy neN uchun
Xy Zm
bo'lsa, {x.} quyidan chegalangan keima-kedik deyiladi,
Masalan,

P
IH_F'I:_E!4:-E|'"
ketma-ketlik quyidan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtivoriy neN
uchun

bo'ladi.
Agar {x | ketma-ketlik ham quyidan, ham yugoridan che-
galangan bo'lsa, ya'ni ixtivoriy neN uchun
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m=x <M
bo‘lsa, {x,} chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

1 10803
X = ST T e
R R

ketma-ketlik chegalangan bo'ladi, chunki ixtiyoriy neN uchun

n
X, = =1

4+n"
bo‘ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning quyidan chegalangan-
ligini bildiradi.
Ma'lumki,

0<(n—2F=n’—4n+4
bo'lib, undan 4n<n?|4, ya'ni

n 1

4+n° 4
bolishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yugori-

dan chegalanganligini bildiradi.
Demak, berilgan ketma-ketlik chegalangan.

2°. Ketma-ketliklar ustida amallar.
Aytaylik, ikkita {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo'lsin:

(X XX Xgyer Kovon

A 1 7 2 S U

Quyidagi
Xty X tn Xyt Xyl

.J:J_yp x_z'-}’g, Ij—}'_p...,xn—]!n,.",
IJ "]";, xz'y?, x'_? '_].-'3_,...,1”'}’”_.,”,

e Rl o R (y, #0,n=1,2,3,..)
¥ ¥ : i v



ketma-ketliklar mos ravishda b va {»} ketma-ketliklarning
vig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

X,

s R A S 2 {;J

kabi belgilanadi.
3°. Ketma-ketlikning Himiri,
Biror 4 nugta (haqigiy son) hamda ixtivoriy musbat & soni be-
rilgan bo’lsin, Ushbu :
(@a—c.ate)=fxe R a—e<x<a+s/
interval @ nugtaning atrofi (¢ — atrofi) deyiladi (1-chizma)

a-E a a+e

Ravshanki, & soni turli qiymatlarga teng bo‘lganda @ nuqta-
ning turli atroflari hosil bo‘ladi.

1
Masalan, e=I nugtaning £ =3 atrofi
| 1 2 4
1= 14~ | s
(33 55)

g
a={l nuqtaning & =ﬁ atrofi

A i
Bia i iy N e
[ 10’ m]}"”"‘"( m‘m]
intervaldan iborat bo‘ladi.
Biror {x }:

intervaldan;

XX 30X 3yeeesXgen
ketma-ketlik hamda @ son (nugta) berilgan bo'lsin,
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Ta’rif. Agar @ nugtaning ixtiyoriy
(a—s, ate)
atrofi (¢ — ixtiyoriy musbat son) olinganda ham {x,} ketma-ket-
likning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrof-
ga tegishli bo'lsa, a@ son {x } ketma-ketlikning limiti dcyﬂadl va

ll_m.r. =q

kabi belgilanadi.

Ta'rifdagi +{x,} I-:.etma -ketlikning biror hadidan boshlab keyin-
gi barcha hadlari @ nuqtaning ixtiyoriyv (a—¢, a-+e) atrofiga tegish-
li» deyilishini quyidagicha aytish mumkin: g

Ixtivoriy musbat & son olinganda ham, shunday natural », to-
pilib, barcha n>n, uchun

a—e<x,<ate
yoki
—e<x, —a<e yahi |x™ a|<e
bo‘lishi kelib chigadi. Bu mulohazalarga ko'ra {x,} ketma-ketlik-
ning limitini quyidagicha ta’riflash mumkin bo‘ladi.

Ta'rif. Agar ixtivoriy £>0 son olinganda ham shunday natural

son , topilsaki barcha n>n, uchun
lx ﬂ|{s
tengsizlik bajarilsa, a son {x } keﬂnﬂ-kefhkﬂiﬂg limiti deyiladi.
Masalan,

1.5

il o
Iﬁ—n.l, ':1'

—_—

1
3 il

Es L]
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo'ladi, chunki ixtiyoriy =0 so-
ni olib, unga ko'ra [ ] ni topib, so'‘ng

&

o

a1



deyilsa, unda barcha n>n,; uchun

1o
n

fx!r —ﬂ|=

he ngik
£

Ushbu 1,-1,1,-1,1,—1,... ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi,
chunki har qanday @ son, jumladan @ =% deyilsa, unda, ravshan-
ki berilgan ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi bar-
cha hadlari a =% nugtaning & — atrofiga tegishli bﬁflmaardi.

I L 1
bo‘ladi. Demak hm; =0.

Agar [x ] ketma-ketlikning limiti nolga teng, llm x, =0 bolsa,

{x,} — cheksiz kichik miqdor deyiladi.
Tasdig. {x,} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lishi uchun
- M Sl
ning cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu tasdigning isboti yugorida keltirilgan ketma-ketlik limiti
hamda cheksiz kichik migdor ta'riflaridan kelib chigadi,
Keltirilgan tasdigdan

xﬂ=a+{'xﬂ
bo'lishi kelib chigadi.
. il i
Masalan, "“zﬁ‘i’?i’""?ﬁ"" ketma-ketlik uchun
n _ atl=i 1

X, =

1 botlib, ¥, =——
Y i B

n+1 n+l
Cheksiz kichik miqdor bo‘lgani uchun lim x, =lim—"— =1
bo‘ladi.
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Agar har gqanday musbat M son olinganda ham shunday n,
natural son topilsaki, barcha n>n, uchun |x |>M bo'lsa, {x,} ket-
ma-ketlikning limiti «co» deyiladi :!J'_I.Exq = oo

Aytaylik, x =n; 1,2,3,4,.n,... bo'lsin. Bu ketma-ketlikning

limiti oo bo‘ladi; M, = limn=ee

Biror {x,} X;,X5%3....X,,... ketma-ketlik berilgan bo'lsin.

Bu ketma-ketlik:

1) chekli limitga ega bo'lishi mumkin,

2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin,

3) limitga ega bo‘lmasligi mumkin.

Agar ketma-ketlik chekli limitiga cga bn‘lsa u yaginlashuvchi
ketma-kedlik deyiladi.

2) va 3) hollarda ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.

4°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.

Yaginlashuvchi ketma-ketliklar qal'.m‘ xossalarga ega. Ularni
keltiramiz.

1) agar ketma-ketlik vaginlashuvchi bo'lsa, uning limiti yago-
na bo'ladi;

2) agar ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan
bo‘ladi;

3) o‘zgarmas sonning limiti o‘ziga teng;

4) agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,

limx, =a, limy, =b

X

: } (v,20)

bo'lsa, u holda fe X, AL %, 0,4 {V—

ketma-ketliklar ham yaginlashuvchi bo‘lib,
a) lim{x, £y }=limx, £limy =a+h,

p) im{x; -y, }= limx, -lim y, =a-b,

Pepia
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.PE{C'IR}= climyc.a (c—const)

; Him x,
c) m{;—}=ﬁ =§ (5#0, y, #0) bo'ladi;

5) agar {x } va {y } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib, ixti-
yoriy » natural son uchun x<y (x>y) bollsa, u holda
limx, <limy, (limx, 2limy.) potadi:

6) agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va

limx =limy. =a
mesea M}'.,

bo'lib, ixtiyoriy » natural son uchun x<z <y bo'lsa, {z,} ket-
ma-ketlik ham yaqginlashuvchi va limz, =a bo‘adi.

5°, Ketma-ketlik limitining maviudligi.

e_soni.

Biz yugorida yaginlashuvchi ketma-ketliklarning gator xossa-
larini keltirdik. Bu xossalar ketma-ketliklarning chekli limitga
ega bo'lishi bilan bog'lig.

Ketma-ketlikning gachon chekli limitga ega bo'lishi hagidagi
masala limitlar nazarivasining muhim masalalaridan hisoblanadi.

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalovchi teoremalar
maxsus adabivotlarda keltiriladi.

Biz quyida mavjudlik teoremalarining ayrimlarini isbotsiz kel-
tiramiz. ar

1-teorema. Agar {x} x,x,.x,..,X,.. ketma-ketlik o'suvchi
bo'lib, yugoridan chegaralangan bo'lsa {x,} ketma-ketlik chekli
limitga ega (va'ni yaginlashuvchi) bo‘ladi.

2-teorema. Agar {x;} X,X,X;...X,,... ketma-ketlik kamayu-
vehi bo'lib, quyidan chegalangan bo'lsa, {x,} ketma-ketlik chekli
limitiga ega (va'ni vaginlashuvchi) bo‘ladi.

¢_soni. Matematikada ¢ deb ataluvchi son muhum ro‘l o'ynay-
di. U maxsus ketma-ketlikning limiti sifatida ta’riflanadi.
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Ma’lumki, ixtivoriy a>=1 va ixtivoriy natural »>2 sonlar uchun
(Ha)>Hn-a (*
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Uni Bernulli tengsizligi deyiladi.

Endi ushbu

=i e | o Lo (ol
H 4727 n

Sonlar ketma-ketligini garaymiz. Bu ketma-ketlikning o'suv-
chi hamda vugoridan chegaralanganligini Ko‘rsatamiz.
a) ketma-ketlikning o'suvehiligi.
Qaralayotgan
e
n

ketma-ketlikning o‘suvchi boflishini korsatish uchun uning

w-1
i) (i)
-1 n )

hadlarining nisbatini garaymiz:

(] (e 2] 5
e
) e )

Bu tenglikdagi
1 =] ] =1
feie | =14

ifodaga Bernulli tengsizlikni go‘llab topamiz:
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ol 1 et |
T+ " S =
( nj]l r )[ nz] n+n1

Keyingi tengsizlikdan x, _, .x, bo'lishi kelib chigadi. Bu

=[{+ﬂ

ketma-ketlikning o'suvchi ekanligini bildiradi,
b) Ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi.

1 T
Qaratilayotgan ketma-ketlikning umumiy hadi =, =[1+;_]
ni baholaymiz:

=[l+1J"=[n+1]“=(2n+2 2n+IJ 2
n n 2n  2n+l

_[zmz] [2n+1] oI | Lyl
ke R 2n+1 [ 24 J {2»+1J it

2n+1 2n+2
1 1

| N { T #
T T
2n+1 2n+2 2n 2n

96




Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

L I s i o e
2n 2n Zn g

Natijada
1
e
23
bo‘lib, undan {x,} ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganli-
gi kelib chigadi.
Shunday gilib

4]

ketma-ketlik o'suvchi va yugoridan chegaralangan.,
Unda l-teoremaga ko‘ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega

bo'ladi.
rfed)

Ta’rif. Ushbu
ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

ﬁm[1+l)_5£
R—pas il

Bunda e lotincha exponentis — <«ko‘rsatkich» so‘zining dast-
labki harfini ifodalaydi.

¢ — irratsional son bo'lib uning tagribiv givmati e=2.7182 ga
teng.

Odatda asosi e bolgan logorifm natural logorifm devilib
InA=log A kabi belgilanadi.
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5-§. Funksiya limiti

I’. Sonlar to'plamining limit nugrasi,

Aytaylik, biror haqiqiy sonlar to‘plami X va x, nugta (hagigiy
son} berilgan bo‘lsin.

Ta'rif. Agar x,nuqtaning ixtiyoriy (x,—, X, te) (e=0) atrofida
X to'plamning cheksiz ko'p nugtalari bo‘lsa. x, nugta X to‘plam-
ning limit nugtasi deyiladi.

Masalan:

1) X=[0,1] to'plamning (segmentining) har bir nugtasi shu
to‘plamning limit nugtasi bo'ladi:

2) X=(0.1) to'plamning (intervalning) har bir nuqtasi va x=0,
x=1 nuqtalar shu to'plamning limit nugtalari bo‘ladi;

3) X=N={1.2,3,...}) to'plam limit nugtaga ega emas.

Tasdig. Agar x, nugta X to'plamning limit nugqtasi bo‘lsa, u
holda shunday sonlar ketma-ketligi {x } topiladiki:

1) Ixtiyoriy natural » da x.eX, X 7x,

2) !J_EI_I_I,, =% bo'ladi.

Shuni aytish kerakki, tasdigning shartlarini ganoatlahtiruvchi
ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi.

2°. Funksiya limitining ta’riflari.

Aytaylik, fix) funksiya X to‘plamda (X=R) berilgan bo'lib, x,,.

nugta shu to’plamning limit nugtasi bo‘lsin, '
Ta'rif. Agar X to‘plam nugqtalaridan tuzulgan va x, ga inti-
luvchi (yaginlashuvchi) har ganday

o e I I a)limx, =x,

ketma-ketlik olinganda ham funksiva givmatlaridan iborat

b Rx ) fix ) Sk g 1%, . _
ketma-ketlik yagona A ga (chekli yoki cheksiz) intilsa shu 4 ga
fix) funksiyaning x, nuqgtadagi (x ning x, ga intilgandagi) limiti
deyiladi va lim /(x)=4 kabi belgilanadi.
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Misol. Ushbu f{x)=2x—1 funksiyaning x,=3 nugtadagi limiti-
ni topamiz. '

Har bir hadi 3 dan farqli bo‘lgan, 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x,}
ketma-ketlikni olamiz: !Iri_;n;xz =3 (x #3 n=123.))

U holda berilgan funksiyaning giymatlari f{x), n=1,2,...
bo'lib ulardan tuzulgan ketma-ketlik
{ftx =%, —1}
bo‘ladi. Bu sonlar ketma-ketligining limiti
Iljﬂf(xﬁ} =E{2xﬁ—1}=2-3—1 =5

bo'ladi. Demak, ta’rifga ko'ra fix,)=2x—1 funksiyaning x—3 dagi
limiti 5 ga teng bo‘ladi:
lim £(x,) =lim(2x-1) =5

Ikkita €0 va 6>0 (vetarlicha kichik) sonlarni olaylik.

Ma'lumki, x, nugtaning & atrofi (x,—8, x,+9) intervaldan, 4
sonining & atrofi (4—e, A+ g) intervaldan iborat bo‘ladi.

ftx) funksiva argumenti x ning x+#x, bo'lib, (x,—8, x,+8) atrof-
ga tegishli ekanligini, ya'ni xe(x,—0, x,+06), bo'lishi quyidagicha
ifodalanadi:

X8 X<, < 6, xtx,  O<|x—x,|<6.

Shuningdek, fix) funksiya mos giymatlarining (A—¢, A+ ¢) at-

rofga tegishliligi, ya'ni R
fix)e(A—e, A+ )
bo‘lishi quyidagicha ifodalanadi:
A—e<fix)<dte, Ifix)—A|<e

U holda bu ifodalardan foydalanib, funksiya limitini quyida-
gicha ham ta'riflash mumkin.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday §>0 son
topilsaki, argument x ning
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O<lx=x,|<8
tengmzhkm ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
L —al<e
tengsizlik bajarilsa; A son f{x) funksivaning x, nuqtadagi (x—x, da-
gi} limiti deyiladi va yugoridagidek 1M /(X)= kabj belgilanadi,
Odatda, (x,— 8, xy) va (x; x,70) intervallar (5>0) X, nugta-
ning mos ravishda chap va o'ng atrofi deyiladi. 0
Agar funksiva limiti ta’rifida funksiva argumenti x ning giy-
matlari x, nugtaning chap atrofida bo'lsa, funksiya limiti chap
limit deyiladi va
jﬂt_uf(x) =J{gf fx)= fix—0)
e,

kabi belgilanadi,

Agar funksiya limiti ta'rifida argumenti x ning giymatlari x,
nugtaning o‘ng atrofida bo'lsa, funksivaning limiti o‘ng limifi de-
yiladi va 4
I!jfir_ﬂxkfﬂﬂfhﬂxa +0)

; e
kabi belgilanadi.
Funksivaning o'ng va chap limitlari um_ng bir tamonii limit-
lari deyiladi.
Masalan,

x+2 _agar x>0

f(x)= {

, agar =0

funksiyaning x,=0nuqtadagi o‘ng limiti
_{J;I;? fix) =11ﬂ_EJg({+ 2)=2,

chap limiti iiﬂf (x)= Ij_:ﬁx* =0 boladi.

20 x>l
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Aytaylik, y=fix) funksiya (—s0, +w) oraliqda aniglangan bo‘lsin.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday M>0
son topilsinki, [x|>M tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar-
da |ffx)—A|<e tengsizlik bajarilsa, A son ffx) funksiyaning x—w=
dagi limiti deyiladi va 'im f{x)=4 kabj belgilanadi.

3", Cheksiz katta va chelksiz kichik funksiyalar,

Avtaylik, fix) funksiya X to‘plamda (X=R) berilgan bo'lib, x,
shu to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Agar x—x, da f{x) funksiyaning limiti cheksiz: Lﬂgglf (x) =20

bo‘lsa, fix) funksiya x—sx, cheksiz katta funksiya deyiladi.
Masalan, f(:)=—(x#2)

funksiya x—2 da cheksiz kata funksiya bo'ladi.
Agar x—x; da f{x) funksiyaning limiti 0 ga teng E{Ef (x)=0

bo‘lsa, fix) funksiya x—x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, f{x)=x’ funksiva x—0 da cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

Tasdiq. Agar a(x) cheksiz kichik funksiva {a(x)#0) bo'lsa, u
holda _! cheksiz katta funksiya bo'ladi.

alx)
Agar p(x) funksiya cheksiz katia funksiya bo‘lsa, u holda m
X

cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

Tasdig. Agar x—x, da fix) funksivaning limiti A ga teng,
lim f(x) = J bo'lsa, u holda fix})=A+a(x) bo'ladi, bunda a(x)

cheksiz kichik funksiva (x—x,) va aksincha.

Tasdig. Agar x—x, da afx) va p(x} cheksiz kichik ﬁinksxyalar
bo‘lsa, u holda

() HP(x), alx)—P(x), a(x)px)
funksivalar cheksiz kichik funksiyalar boladi.
1m



- 6-8. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalari

Chekli limitiga ega bo‘lgan funksiyalar gator xossalarga ega.
Keyinchalik bu xossalar ko‘p; aynigsa funksivalarning limitlar-
ini hisoblashda foydalaniladi, Xossalarning asosiylarini teorema-
lar sifatida keltiramiz,

Teoremalarda keltiriladigan funksivalar:

) X to‘plamda (XcR) aniglangan, x, nuqta esa shu to‘plam-
ning limit nugtasi;

b) x—x, da chekli limitga ega deb qaraladi.

1-teorema. Ikki funksiva yig'indisining limiti bu funksivalar

limitlarining yig‘indisiga teng:
lim{f(x)+g(x)]= lim /() + lim g(x).

Xuddi shunga o‘xshash
Hm[f (x)—g(x)] =}L'2 21 Ix}"imru glx)

bo‘lishi isbotlanadi. ' '
Natija. Agar x—x,da f{x) funkmyamng limit 4 bo’lsa, u ya'go-
na bo'ladi. _
- 2-teorema. Ikki funksiva ko'paytmasining limiti bu funksi-
yalar limitlarining ko‘paytmasiga teng:
lim[ f(x)- g(x)]= lim f(x): lim g(x).
Xy kI Fohag
Natija. O'zgarmas (son) ko‘payuvchini limit ishorasi tashgari-
siga chigarish mumkin:
Iitilu(c+f{.rj}= ¢-lim f(x):c =const.
X+ ¥,
3-teorema. Tkki funksiya nisbatining limiti surat limitini max-
raj limitiga bo‘linganiga teng:

JGo S
< lim g(x) (!ﬁl B “)
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' Misollar. 1. Ushbu. lim(x* ~5x+6x) limit hisoblansin.

-« Yugorida keltirilgan teoremalardan ifodalanib topamiz:
lim x*-35x+6)= Iunx ~lim 5x + im 6 =

x—#

~limx: ]JIr:llIw5hmx+ﬁ- 11-5.146=2.
2. Ushbu limL
3 :—}3_1' —1{} 21

-« Ravshanki,

limit hiscblansin.

X =2 —=3=(x=3x+1),
=[x+ 21=(c=3)(x—7).
Unda
x*=2x-3 . (x-3)(x+1) o
o PR Y e O
x4l Hmix+D) 341 4

g = hm(xa?] i T A

bo‘ladi.

7-8. Muhim limitlar
Funksivaning limitlarini hisoblashda quyidagi keltiriladigan

limitlardan ko'p foydalahiladi. Odatda ular muhum limitlar de-
yiladi.

. ginx
1°. Ushbu II_HET:I- munosabat o‘rinli. Shuni isbotlaymiz.

Avvalo x o‘zgaruvchining p< x""‘% tengsizliklarni ganoatlan-

tiruvchi giymatlarida

sinx<x<tgx (1)

tengsizliklarning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun tekis-
likda markazi (0:0) nuqtada, radiusi R ga teng bo'lgan doirani
olamiz (1-chizma).
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Ay o gl LY 1 )
Bu chizmadan ko‘rinadiki, AAOB yuzi 3§, =§R1 Sin X,

AOB sektorning vuzi
Szzéﬁgsin.t,
AAOC ning yuzi
1 o2
S, ==R tex
353 &x

bo‘ladi. Ravshanki, 5,55,<S,

.

‘1-chizma
Demak, %Rlshﬁlx-ﬂ:-;—ﬂz -x«:%Rz tgx,

Bu tengsizliklarning hamma tomonlarini %R* ga bo'lib tepamiz:

sinx<x<tgx
keyingi tengsizliklarning hamma tomonlarini sinx ga (D(;ﬁig‘]
bo'lish natijasida
: X 1
l€—=x
smx CO8 X
{1%3




kelib chigadi. Bu tengsizliklarni, avvalo

sinx
> ——>cosx
x

ko‘rinishida, so'ng
a ql—w- <l—cosx
x

ko‘rinishida yozib. Agar 1-cosx=2sin’ Jz-‘ < zm% < z;% =¥ D

<{x bo'lishi kelib chigadi.

f V sinx
sabatni ¢’tiborga olsak, unda |T'T
Ixtiyoriy £>0 sonni olib, unga ko'ra >0 sonni (uni olingan &>0

va % sonlardan kichik gilib) olinsa, u holda [x—0|=|x|<8 bo‘lganda

sin _
= II*‘-'.EJL‘I'R':E

sin

¥ =1 bolishini bildiradi.

bo'ladi. Bu esa lim
5+

X

; 1
2°, Ushbu {ﬁ[l ":J. =¢ tenglik isbotlansin.

< Ma'lumki %, =[l +%] (n=123..)

ketma-ketlik limitga ega bo'lib, uning limiti e soni deyiladi:

iim={1+lI=e endi f(x]:[l—}—-l-]r
b " x

funksiyaning x>uwo dagi limiti e, ya™ni
lim= (1 + -!-) =
X e X .
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Aytaylik, x>/ bo‘lsin. Agar x ning butun gismini » desak, un-
da n<x<n+l bo'lib, % -::_15-!- bo'ladi. Keyingi ikki munosabat-
" i n

dan
[1+L]ﬂ -:(Hl]t-:{HL]N
n+l x n+l
bo'lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

il e el

. 1Y
Unda ;’ﬂ[l"';] =¢ bo'ladi,

Aytaylik, x<—1 bo‘lsin. Agar x=—+ deyilsa, x> da >+ bo'lib,

'HI =l P
;m[ul; =I.i.m[1—-l-] =ﬁm{1+L] s
PR x) e x 1-rtm =1

[y
Sl [[HL] .(H.L]]=
F=4tm =1 =1

-1 :
=h‘m{l+i] -!im[l——j—]=e-]=e
= =1 e t=1

bo'ladi. Demak,




6-bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Funksiya limiti tushunchasi bilan uzviy bog‘langan funksiya-

ning uzluksizligini garaymiz,
1-§. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

Aytaylik, f{x) funksiya (a,b) intervalda berilgan va x, nuqgta shu
intervalga tegishli nuqta bo‘lsin: x,=(a,b).

Ta'rif. Agar x—x, da fix) funksiya chekli limitga ega bo'lib, bu
limit funksiyaning x=x, nugtadagi giymati f{x,) ga teng,

fim f(x)= 1 (x,) (1

bo'lsa, fix) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Funkﬂ}'a uzluksizligining bu ta’rifi quyidagi ikki ahartnmg bir
vo'la bajarilishini tagozo etadi:

1) x=x, da f{x) funksiya limitining chekli bolishini;

2) bu limit fi) funksiyaning x,nuqtadagi qiymati ffx,) ga teng
bo‘lishini

Masalan, f{x):y‘rx_r funksiya .lfﬂ-_"-f nugtada ' uzluksiz
bo‘ladi, chunki birinchidan x»2da f(x)=+/x*+5 funksiyaning
limiti chekli; Bmf(x)=Hmvx’+5=va4T5=3 yinchidan. bu
limit berilgan funksi},raniﬁg X,=2 nugtadagi giymatiga teng:
f@)=v22+5=3

Demak, lim f(x)=f(2).

Ushbu

1
2, agar x=0,

S(x)=
0, agar x=0
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funksiva xﬁ."'.E nugtada uzluksiz bo'maydi, chunki

IEII'I f (x)= hm—_

bo'lib, berilgan  funksiyaning x,=0 nugtadagi gqivmati
fee)=0)=0:
ljﬂ\f (x)# fix;)

Funksiya limiti ta’rifidagi jj[rgu f(x)=f(x) munosabatni
quyidagicha lim [f (%)= f(%:)] =0 yozish mumkin.

Odatda x—x, ayirma argument orttirmasi, f{x)—fix,) ayirma
esa x, nugtadagi funksiya orttirmasi deviladi. Ular mos ravishda
Ax va Afkabi belgilanadi: Ax=x x,

N
keyingi tengliklardan x=x,=Ax, Af=f{x,+ Ax)—f{x,) bo'lishi kelib
chigadi. Natijada l*_{?ﬂ S = 0%) munosabat ushbu

lm A =0 @

Ar—s0

ko‘rinishga keladi.

Demak, (2) munosabatni funksivaning x, nuqgtadagi uzhiksiz-
ligi ta'rifi sifatida gabul gilinishi mumkin, ya'ni agar argument x
ning x, nugtadagi orttirmasi Ax nolga intilganda /i) funksivaning
orttirmasi Af ham nolga intilsa, /i) funksiva x, nuqtada uzluksiz
deyiladi (1-chizma).

Masalan, y=fix)=c (¢ — o‘zgarmas son) funksiva ixtivoriy
xe(—w+w) nugtada uzluksiz bo'ladi, chunki bu funksiva uchun

Af=factAx) —fix)=c—c=0
bo'lib, Mh:_%éy" —Mhi_%ﬂ =0 bo'ladi.

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lsin,

Lo




xf-xr

l-chizma

Agar fix) funksiya {alﬁ) intervalning har bir nugtasida uzluksiz
bo'lsa, funksiva (a,b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, y=ftx) funksiva [a,b] segmentda berilgan bo‘lsin.

Agar fix) funksiya (ab) intervalda uzluksiz bo'lib,
Lim 7(x)=f(a), lim f(x)=f(b) bo'lsa fx) funksiya [a,b] seg-

mentda uzluksiz deyiladi.
2-8. Funksiyaning uzilishi

Agar fx) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘'lmasa, ya'ni funksi-
va shu nugtada uzluksiz bo'lish shartlarini bajarmasa, funksiya x,
nugtada uziladi {um].tshga ¢ga) deyiladi. Bunda x, funksiyaning
uzilish mugtasi deyiladi. -

Agar x, nuqta y=f{x) funksiyaning zilish nugtasi bo‘lsa, unda
bu nugtada funksiya uzluksizlik ta’rifidagi shartlarni bajarmaydi.
Ular guyidagicha bo'lishi mumkin:

I'. Funksiya x, nugtaning atrofida aniglangan bo'lib, x,
nugtaning o‘zida aniglanmagan bo‘ladi.

Masalan,

= f(-i}*—z

funksiya x,=2 nugtada aniglanmagan (2-chizma).

1ne



2", Funksiya x, nuqtada va uning atrofida aniglangan, birog
x—x,; da f{x) funksiyaning limiti mavjud emas.
Masalan,

 |x—l,agar—1<x<2
e il
2—x, agar 2<x<5
Y
Tt £
7
2-chizma 3-chizma

funksiya x,=2 nuqtada aniglangan (f{2)=0) ammo bu funksiya
x—x,=2 da limitga ega emas (3-chizma).

3°. Funksiya x,; nugtada va uning atrofida aniglangan hamda
x—x,da funksiva limitga ega

lim f(x)

ammo bu limit funksiyaning x, nuqtadagi givmatiga teng emas
m, . f(x)# 7(x,).

g




7-bob. FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALI

1§-Funksiya hosilasining ta’riflari. Hosilaning geometrik hamda
maxamk ma’nolari

Faraz gilaylik, y= f{x) funksiya (a, b) intervalda amqlangan va
x, nuqta shu intervalning biror nugtasi bo’lsin (x,efa,b)).
Quyidagi amallarni bajaramiz:
1) funksiya argumenti x, ga'Ax orttirma beramiz, bunda
xg+tixe(a,b) va Ax=0;
2) bu orttirmaga mos funksiva orttirmasi Af (A4) ni topamiz:
AYy=Af=fxtAX)—fiX, )
3) funksiya orttirmaning argument orttirmasiga nisbatini ola-
miz:
by N _JGHSISO) gy,
Ax Ax Ax
Ravshanki, bu nisbat muayvan ffx) va muayvan Ax ning funk-
siyasi bo'ladi. :
Ta'ril. y=f{x) funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi
Ax ga nisbatining Ax—0 dagi limiti
g Y = i LT A0~ (2
Aasil Ay As—sl Ax
f{x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi deyiladi va
Fe L8y,

o,

kabi belgilanadi.
Demak,

f(.xﬂ-'-&;i_f[x” (1

[ (%)= lim

Agar (1) limit chekli bo'lsa. hosila chekli, (1) limit cheksiz
bo'lsa, hosila cheksiz deviladi.
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Eslatma. Agar f{x) funksiya (a,b) intervalning har bir nugtasi-
da chekli hosilaga ega bo’lsa, bu f(x) hosila x ning funksiyasi
bo‘ladi.

Funksiyaning tayin nuqgtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.

Ta'rif. Agar fix) funksiya (a,b) intervalning ixtivoriy nugtasi-
da hosilaga ega bo'lsa, f{x) funksiyaning (a,b) intervalda differen-
siallanuvi deyiladi. :

Odatda funksiyaning hosilasini topish amali differensiallash
amali deyiladi.

Agar,
X, tAx=x
deyilsa, unda
Ax=x—x,
bo'lib,
Ax—0 da x—x,; bo'ladi.

Natijada yuqoridagi (1) ifoda quyidagicha ifodalanadi
lim £ G+ A0 = f(5) _ lim Jx) - Fix)

Al Ax Ba—tay X=X,

Demak, funksiya hosilasini quyidagicha ham ta'riflash mum-
kin:
Ta'rif. Ushbu

i L= 1 (%)

Ar—sxy X _-r‘g
limit f(x) funksivaning x, nugtadagi hosilasi deyiladi:
] X _xﬂ
Funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari quyidagicha
ta'riflanadi:

(2

_ i SO+ A%) - (%)
Fx+0)= lim e
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Ax
Misel. Ushbu
y=f)=x*
funksiyaning hosilasi topilsin.
< 1) argument X ga Ax orttirma beramiz;
x+AXx
2) funksiyaning mos orttirmasi Ay ni topamiz:
Ay=fix+Ax)—f)=(x+Ax)y —x?=
=x2+2x rAxtAXT—x2=2x 1 Ax+Ax?;

3 % nisbatni tuzamiz:

Ay 2% Ax+Ax°
Ax Ax

4) bu nisbatni Ax—{ dagi limitini topamiz:

=2J-'+.ﬁx;

fim 2 = fim(2c+ Ax)= lim 25+ lim Av=2v+0=2x
Ao Ay AsaD A el

Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
| y'=(x'2)'=2x
bo‘ladi.» .
2-§. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma'nolari

Aytaylik, fix) funksiya (a,b) da anfglangan va uzluksiz bolib,
shu intervalning x, nugtasida /'(x,;) h«umlaga ega bo'lsin.
Hosila ta’rifiga ko‘ra

oo 1o £ G+ AD = £(x)
F'(e) = lim T T2

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksivaning grafigi T chizigni (egri chizigni)}
tasvirlasin (1-chizma),
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l-chizma

Endi I chizigga uning Mﬂ=Mﬂr'x@ ffis_:a}}'ﬁuqtasida urinma

o0'tkazish masalasini qaraymiz. I' chizigda M,, nuqgtasidan fargli
M=Mx,+Ax, /(x;tAx)) .

nugtani olib, bu nugtalar orgali |1 kesuvchini o‘tkazamiz. 1 kesuv-

chining OX o'qi bilan tashkil etgan burchakni ¢ bilan belgilay-

miz. :

Ravshanki, p burchak Ax ga bog'lig bo'ladi:

P=p(AX)

Agar M nuqta I chizig bo'ylab, M, ga intilganda (ya'ni Ax—0
da) kesuvchining limit holati mavjud bo‘lsa, kesuvchining bu
limit holati I chizigga M, nugtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.
Urinma to'g'ri chizigdan iborat bo'ladi.

Demak, f{x} funksiya grafigi M, nugtada o‘tkazilgan urin-
maning mavjud bo‘lishi uchun , ;

lim p(Ax) =

limitning mavjud bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Bunda o urinma-
ning OX ogi bilan tashkil etgan burchagi.

Uchburchak MM,P dan :
_MP _AF _ S+ An) - f(%)
Epian) = M,P Ax Ax

va undan
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F o+ A f(x)

o{Ax) = arcig Ax

bo'lishini topamiz.

Funksiva uzluksizligidan foydalanib, Ax—0 da ¢{Ax) ning li-
mitini topamiz:
[z +M]_f[;£n}.=

- lim o(Ax) = lim arctg

Ax
=mrg[mﬂ'x“ +h‘;:_ﬂx“}] =arctg f'(x;)
Demak,
lim o(Ax)
mavjud va y

= Jim p(Af) = arctg £'(x;)

ga teng bo'ladi. Keyingi tenglikdan
Six)=tga
bolishi kelib chigadi.

Shunday qilib, fix) funksiya x, nuqtada fi(x,) hosilapa ega
bo'lsa, bu funksiva grafigiga M,(x, fix,) nugtada o‘tkazilgan
urinma mavjud.

Funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi fix;) esa bu urinmaning
burchak koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi ushbu
Y=g+ ) )

Endi hosilaning mexanik ma'nosini keltiramiz.

Ataylik, moddiy nugta to'g‘ri chizig bo*ylab (bu to‘g‘ri chizigni
OX o'gi deylik) harakat gilib, M nugtaga kelganda bosib otilgan
vo'l S bo'lsin; OM=S (2-chizma).

0 M

2-chizma
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Ravshanki, bu yo'l vagtga bog'lig bo'lib, uning funksiyasi
bo'ladi:

S=5(1) (3
Odatda (3) tenglama moddiy nuqtaning harakat qonuni de-
yiladi. ,
Agar nugta t vagt oraligida S¢#) masofani, +Af vaql oralig'ida
esa S(+Af) masofani bosib o'tgan bo'lsa, unda Af'vagt oralig'ida
bosib o°tilgan yo'l AS=S(+A1)—S() bo'lib,

AS _ S@+AN-8()
At At
nisbat esa moddiy nuagtaning { hamda 7+ Ar vagt oralig'idagi o'r-
tacha tezlikni ifodalaydi.
Agar At nolga intila borsa o'rtacha tezlik moddiy nugtaning t
paytdagi (momentdagi) oniy tezlikni anigroq ifodalay boradi, De-
mak, t paytdagi tezlik

¥(6) = lim S(t+ A+ 8(1)

At Al

bo'ladi. Keyingi tenglikdan
' Wy=S') 4)

bo'lishi kelib chigadi.

Shunday gilib, moddiy nugtaning harakat gonuni S=S5(t)
bo'lganda funksiyaning ¢ nugtadagi hosilasi §'(2) uning t paytdagi
harakat (oniy) tezligini ifm;ala;.@_ia,

3-§. Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari

Aytaylik, fix) va g(x) funksivalar (a,b) da aniglangan bo'lib,
wlar shu intervalda fix) va g(x) hosilalarga ega bo‘lsin.

I, Ikki funksiya yig‘indisi va ayirmasining hosilalari.

Teorema. Tkki f{x) va g(x) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi-
ning hosilalari bu funksivalar hosilalarining mos ravishda yig‘in-
disi va ayirmasiga teng bo'ladi:
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[fe01e()] =F (€.
< Quyidagi belgilashni ko‘ramiz:
Fo)=fi2a(),
Hosila ta’rifi va funksiva limiti haqidagi teoremalardan foyda-
lanib topamiz:

. Px+A0)=F(x) _

i LG+ A0 £ 8+ ][/ 22 ()]
dar—# M

8 ]im[f(ﬁﬂx}—f(ﬂ + glx+ Ax) -_g{x]] it
o Ax Ax

S flx+Ax)— f(x) ig{x+ﬂx]—g{x} r
Ar—sl ﬁx M

= f{x)xg'(x)

F(x)=

Demak,
F)=[fx)g()] = (g (x).
Masalan,
y=x3+x
funksivaning hosilasi
Y= =) +09) =25+
bo'ladi. p
Masalan,
y=xd I,
funksiyaning hosilasi
Y=(2+35)'= () HIx) =243
bo'ladi.
2", Ikki funksiya ko‘paytmasining hosilasi.
Teorema. Ikki ffx) va g(x) funksiyalar l;ﬁ‘paytmﬂsi:ﬂng hosilasi
[ftx) g =(x) 8(x)Hix) g (%)
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bo‘ladi.
< Aytaylik,

D) =) g(x)
bo'lsin. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib topamiz.
/() = lim 2EHA)-O®) _

Ax—l : A}r
_ o S AY g+ Ax) - ((x) g(x)
o G (3)
Ma’lumki,
Ay =fex+Ax)~f),
Aglx-HAx)=Ag(x)+g().
Bu munosabatlardan
SoHAX)=Af)+x)
BOrTAX)=Ag(x) +e(x).
bo’lishi kelib chigadi. Unda yuqoridagi (5) ifoda ushbu
&)= lim (/) +M(I}}-[E(Ji: Ag(¥)]-f(R)g(x)
_ lim 80 S+ F(3)- Ag(x)+ g(x)- AF (x) + A - Ag = F(x)g(x)
Ax—pi) Ax

__'HTE{E{IJ ﬁ_f( }+f{x} ﬂgl:x]-l-ﬂg{ M[I]]

ko'rinishga keladi. Keyingi tenglikdan
()= g lim L+

+£(x): hm -.‘5£+ ]u:u ﬂg(.r) ﬁ!_'% Mﬂix]

= g{x} f (x)+ f(x)- g'(x).
Demak,
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D'(x)=[fx) 8] = (x) "8() %) '8 (%).

3. Tkki funksiya mxbaﬁniﬂgﬁmﬂmi
Teorema. lkki f{x) va g(x) funksivalar (g()#0) mshamnﬂg

hosilasi
[f{x}] _ /@) -e)- ()-8
g(x) g'(x)
bo'ladi.
4 Aylaylik,
_f(x)
i
bo'lsin.

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda limitlar hagidagi teorema-
lardan fovdalanib topamiz:
Slt+ax)  f(x)
P/(x)=lim P(x+Ax)—P(x) _ lim glx+Ax) glx) _
Az—0 Ax et Ax
JO)+AfE)  fx)
glx)+ag(x) glx) _

_d.:-..n M
=i F(x)g() +g(x) A (x)— f(x)- g(x) - f(x) Aglx) _
30 Ax[g(x)+Ag(x)] g(x)

AC 0 &@.
<80 =0 J(x) i’

_ iy ER A= () Ag(0) _ o0
w20 Ae[ g () +2(x)-dg(®)] = 2’ +gl): ég(x}

af{ x) ﬂg(ﬂ
g(x)- lim ===~ f(x})- lim, _ L) g0)-f(x)g()

1l[x)+g(arli lim ﬁg{x] g'(x)
Demak,
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(x) g'(x)

4°. Murakkab funksiyaning hosilasi.
Aytaylik, u=o¢(x} va y=ffu) funksiyalar berilgan bo'lib, ular
vordamida

P '[f(xm] S0~ f()-g'x)

y=fio(x)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.

Teorema. Agar u=op(x) funksiva x nugtada u'=¢'(x) husilaga
ega bo'lib, y=ffi) funksiya u nugtada (4= o(x) f(u) hosilaga ega
bo'lsa, u holda y=f{p(x)) murakkab funksiya x nugtada hosilaga
ega va

b (1T
va'ni -
Y=Hox) olx)
bo‘ladi.
4 Aytaylik, q:-{’x);ﬁcon.sr bo’lsin. Bu holda, Ax20 bo‘lganda
Au=dp(X)=p(x+Ax)~px)=0
bo‘ladi. Ayni paytda
Ay=Afu)=flutdw)—fiu)
bo'lib,
4y _Ay Au
Ax ﬂm Ax
bo‘ladi. Bu tenglikda Ax—s0 da {hunda Au ham nolga intiladi)
limitga o'tib topamiz:
> Ay Au Ay
Eﬂm dx—#ﬂ'[ﬁu ﬂr] nﬂa

-tim 2 = () ¢’

Demak,
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f=flom) " fle(x) o(x.

Masgalan, .
y=(+5x+3P
funksiya uchun
u)=x+hx+ts,  fu=w’
bo'lib, teoremaga ko'ra
[ftux)]'=f ) ')
va'ni
[(x? +5x+3P)'=3 - (x? +hx+3)2 - (2x+5)

bo'ladi.

5°, Teskari funksiyaning hosilasi,

Aytayvlik, y=fix)} funksiya (a,b) da berilgan, gat’iy o‘suvchi
(gat’iy kamayuvchi) va fi(x) hosilaga ega bo'lib, f(x)#0 bo'lsin.

Teorema. y=fix) funksiya x=o(y) teskari funksiyaga ega bo'lib,

1
gt
LRl Rl
bo'ladi.
« Aytaylik, y=fix) funksivaga teskari bo'lgan funks:ya x=q(¥)
bo'lsin.
x=o(y)} funksiva argumentiga Ap(Ay+0) orttirma beramiz.
Unda x=g(y) funksiya ham Ax orttirmaga ega bolib, y=f{x) funk-
siya gat'ly monoton bo‘lganligi uchun Ax#0 bo‘ladi. Ravshanki,
Ax e
Ay Ay
Ax
Agar Ay—(0 bo'lsa, unda Ax ham nolga intiladi: Ax—0 (funksi-
va uzluksiz bo'lganligi uchun).
Ma'lumlki,

im0
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Bu munosabatdan foydalanib topamiz;

. ﬂy 1 1
lim S P———
40 Ax ]]mﬂ S(x)
Ayl Ay
Demak,
';P{y}—,—
J(x)
Masalan,
y=vx
funksiyaga teskari funksiva x=y? bo'lib
1 1 7 e 1
TN
boladi.

4-§. Sodda funksiyalarning hosilalari. Hosilalar jadvali

Funksiya hosilasi ta’rifi hamda hosila hisoblash goidalaridan
foydalanib sodda funksiyalarning hosilalarini topamiz.
I°, Darajali, y=x" (ncN) funksiyvaning hosilasi.
y=x" funksiya argumenti x ga Ax orttirma berib, funksiya ort-
tirmasini topamiz; .
Ay=fiat Ax)—fx)=(x+ Axf'—="
Nyuton binomi formulasiga ko'sa

Ay =(x+Ax)" —

=(x' + " -m+$x“ A (M) }—x" =
=nx""! +m+—-—”-':’;” XA+ (AX)"

bo'ladi.
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nx"! -ﬁx+-"£ﬂ}-x"“‘ At L+

A _ 2! . o
Ac - Ax
A
L)
- Ax
=nx" +%mH A (A
So‘ng Ax—0 bu nisbatning limitini
im0 = iyl + D o
=paxt?
Demak,
Y= =n-x""1

2°. Ko'rsatkichii funksiya y=a*(a>0, a#l) ning hosilasi.
Avvalo y=e"* funksivaning hosilasini topamiz. Funksiyva argu-
~ ment x ga Ax orttirma berib funksiya orttirmasini

Ay=eiitt—gt=ph(pta—]),
so‘ng uni Ax ga bo'lib, ushbu
Ay _getz))
Ax Ax
nisbatni topamiz. Endi,
it g
i i 2 )
aral Ay A Ax
limitni hisoblaymiz. Bu limitni hisoblashda Ax—( da
e —I-Ax
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A bt
;Tﬂ&"‘e ' _Pﬂhf J"—-{e")—e’

Endi y=g* funksivani garaymiz. Ma'lumki,
i—ptina
bo'ladi. Murakkab funksiva hosilasi formulasidan foydalanib to-
pamiz.
(@) '=(e¥ina)'=gxina . (x + [ng) =g ine(Ing) =(efa)x . fng=g* : [ng.
Demak,
(@%)'=a" *Ina (@>0, atl)
3. Logarifmik funksiya y=log,x (a>0, a#1) ning hosilasi.
Avvalo y=/nx funksivaning hosilasini topamiz: Ravshanki,
Ax
Ay _In(x+Ax)=Inx _ 'ﬂf?‘: oo L5
Ax Ax R e

Ma'lumki, Ax—0 da
m[1+5]+ i
X X

bo'ladi. Shuni e'tiborga olib topamiz.
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Endi

y=iog,x
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
lo I"‘EE
Ea " Ina
Unda
og, 2y =22 ) = L quay=L .1
Ba = lng ) Ina " lng x
bo‘ladi. Demak, :
i
log x)=——-
(log, x¥ = r

4", Trigonometrik funksiyalar.
y=sinx, y=cosx, y=lgx, y=cigx

larni hosilalari.

Ushbu

y=sinx
funlcswa argument x ga Ax orttirma berib, funksiva orttirmasi
! Ap=sin(x+Ax) sinx

ning Ax ga nisbatini garaymiz: '

. Ax ( ﬁxJ
: : 2sin—coa| x+—
Ay sin(x+Ax)-sinx 2 2)
Ax Ax L IR
Ax
g Ax
smE EUS(J.’-I' 7 J
2
So‘ng Ax—»() da limitga o‘tib, bunda
Hmﬁﬂi:]
il &
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bo‘lishidan foydalanib topamiz:

Demak, y'=(sinx)'=cosx bo‘ladi.
Xuddi shunday o‘xshash y=cosx funksiyaning hosilasi
y'=(cosx)"=—sinx
bo'lishi topiladi.
Endi y=tgx va y=efgx funksiyalarning hosilalarini topamiz.
Bunda ikki funksiya nisbatining hosilasini hisoblash goidasidan

foydalanamiz:
by ([ sinx '_[s.inx]ﬂmsx—-{uusxj'__
¥ (rgxrv[mx]- >
=c:ns-.1;m5x—sin.f~(—-s_inx}=
cos” x
=uos’-x—sin’x_ 1

cos’ x cos‘x’

Ccos™ x

Demak,

il |
y":(fg,r] St}
CO8 . X

Shuningdek,
P {mgx)'=(ﬁ?”] = {msx}'-sin::'—zccsx-{siﬂx]'z
210 x 5m x
_ —sinx-sinx—cosx-(cosx) _ ~(sin’x+cos’x) _ |1

. T - f
ST x Eml,x E-].'l:l!E X
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1

¥ = (clgr ==

5ln X
5°. Teskari trigonometrik funksivalar.
Y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y=arcctx
ning hosilalari.
Aytaylik,
y=arcsinx
bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaga nisbatan teskari funksiva

x=siny [_Eg}, 'SEJ
2 2

23
x'=cosy (Lmﬁﬂ)
Teskari funksivaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala-
nib topamiz:

bo‘ladi. Ravshanki, [ n w] da

1 1 I

¥ =(arcsinx)' =

-

1
(siny)’ cosy q'r'E—sinzy L

Demak,

= (arcsinx) =
'y’ % l_:xl

Xuddi shunga o'xshash
y=arc. cosx
funksivaning hosilasi
1
1—x*

y'={arcsinx) =—

bo'lishi ko*rsatiladi.
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Endi

y=arcigx
funksivaning hosilasini topamiz. .
Ma'lumki, y=arctgx funksiya

X=igy ["E{I{E]
2 2

funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi.
Teskari funksivaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydala-
nib topamiz:
. | 1 ¥ | 1
= = =C0s = = =
1+fey l+x

7"

y" =1
y)_{m.'ﬁgr)l_ {‘l‘.l.':

- Xuddi shunga o‘xshash
y=arc cigx
funksivaning hosilasi
1
¥ =(aretgx) =~

l+x

X

bo'lishi ko'rsatiladi, ;
Sodda funksivalar hosilalari uchun topilgan formulalarni jam-
lab, ularni jadval sifatida keltiramiz (bunda u=u(x))
l. (¢)=0, c=const; :
2. (xu}'zﬂ ;xu—1! {uu.]'=d.ua—l .u_’;
3. (@¥)y=a*+lna, (a“)y=a"-lna-u}
4. (e¥)=e*, (e“)=e"-u

1 1 1
5' i ':-—:—]n z ]n il=
(log ,x) o g, e (log,u) i

X
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6. (sin x)'=cosx, (sin u)=cosu‘u’;
7. (cos x)==sinx, (cos u)’=—sin u-u';

¥

(tgu) = :0;3 .

E' [fg’.‘:}' o Wﬁz ¥ #

11. (arccosx)'= —, (arccosu) =-

1—x 1—u
1
I+x

12. (arctgx)'=——, (arcigu) =—

14

13. (arccigx) = (arcelgu) =—

1
1+x™ 1+ ¥
5-§. Funksiyaning differensiali
Differensial hisobning asosiy teoremalari

1°. Funksiya differensiali.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, x,; nuqta-

da (x,=(a,b)) differensiallanuvchi, ya'ni chekli fitx,) hosilaga ega
bolsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra

fﬁ(xu}= limi f{-’-'n +‘ﬁ‘x]_f{‘£ﬂ} = L ﬂf{.‘tla)
3 Ax dr-sl A

bo'ladi, bunda Ax — argument orttirmasi, Af(x,) esa funksiya ort-

tirmasi,

Limitning xossalaridan foydalanib bu tenglikni quyidagicha

vozish mumkin:

L) - px) oA,
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bunda Ax—0 da a{Ax)—0. Keyingi tenglikdan

Affx, )= Lx)Ax+ alAx)Ax (6)
bo'lishi kelib chigadi

Shunday gilib, fix) funksiya x, nuqtada f(x,) hosilaga ega
(fi(xp#0) bo'lsa, bu funksiyaning orttirmasi Affx,) ikki go'shiluv-
chidan iborat bo‘ladi.

Qo’shiluvchilardan birinchisi Ax ga nisbatan chizigli (/(x,)Ax)
bo'lib, Ax—(@ da cheksiz kichik funksiva bo‘ladi, go‘shiluvchi-
lardan ikkinchisi a(Ax)Ax esa, Ax—({ da yuqori tartibli cheksiz ki-
chik bo‘ladi.

Ta'rif. (6) ifodadagi fi(x)Ax ko'paytma }_i"x) funksiyaning x,
nugtadagi differensiali deyiladi va dffx,) kabi belgilanadi.

Demak, ta’rifega ko'ra

dfixy)= fixpAx

Eslatma. Agar fix) funksiva (a,b) itervalning har bir x nugtasi-

da f(x) hosilaga ega bo'lsa, unda _

dfio)= P (5,)A%
deb olinadi, bunda Ax funksiva argumentining ixtiyoriy x nuqgtada-
gi orttirmasi.

Xususan, f{x)=x bo‘lganda bu funksivaning differensiali

dfix)=f(x)Ax=(x) Ax =IAx=
bo‘lib,

dx=Ax
bo‘ladi. Bu hol o‘zgaruvchi (argurnent) x ning erkin orttirmasi Ax
ni uning differensiali dx almashtirilishi mumkinligini ko‘rsatadi.
Bu esa ffx) funksivaning x nuqtadagi differensialini -
dity)= £ (9dx

ko'rinishida ifodalash mumkinligini bildiradi.

Funksiya differensialining bu ifodasi hamda hosilalar jadva-
lidan foydalanib sodda funksiyalarning differensiallari jadvalini
keltiramiz;
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1. dix®)=ax="ldx,
2. dfa*)=a*-ina-dx,
3. dfe*)=e*+dx,

4, d(log, x)= ifﬂaﬂ X,

5. d(lnx)= ldt,
X

6. disinx)=cosxdx,
7. d(cosx)=—sinxdx,

1
8. d{tgx) = mtﬁ,

; ;
9. dlcigx) =—7—dkx,
N x

10. d(amsinx;.=:?1=z;dx,
1—x
|

1
1+x*
1

13. d(arcetg) =~ — dx

2° Differensiallashning sodda gqoidalari. Murakkab fiunksi-
yalarning differensiali. !

Aytaylik, fix) va g(x) funksivalar f{x) da aniqlangan bo‘lib, ix-
tivoriy x=(a,b) nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda

1) diefix))=c+dfix), ec=const,

2) dffix)zg(x)=dfix)+dg(x),

3) df(x) -g(x)/=g() -df(x)+fix) - dg(x),

8 d[ﬂx}]_; 200 (5) - f(x)dg (x0

g(x) g'® ;

L1, d(arecos x) =~

dx,

12. d(arctgy)=———an,

(g(x)=0)
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Bu qoidalar sodda isbotlanadi. Ulardan birini masalan 2-for-
mulani ishotlaymiz.

Shartga ko‘ra f{x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi, ya'ni
F(x) va g'(x) hosilalarga ega.

Aytaylik, F(x)=f(x)+g(x) bo’lsin. Unda

F)={fix)+ex)] =f (x)+g(x)
bo‘ladi. Keyingi tenglikning ikki tamonini dx ga ko'paytirib
Fix)dx=f{x)dx+gix)dx

va'ni
dF(x)=df(x)+dg(x)
bo'lishini topamiz. Demak,
dffix)+g(x)]=df(x) +dg(x).

Aytaylik, y=ffw), u=o(x) funksiyalar yordamida y=f{p(x)) mu-
rakkab funksiya hosil gilingan bo'lsin. Bu f{u) va ¢(x) funksiyalar
hosilalarga ega deylik. Murakkab funksiyaning hosilasini topish

goidasiga ko‘ra
V=) = o) o)
bo'ladi. Ravshanki,
ydx=f{p(x) ¢x)dx
Unda
dy=fo(x) do(x)
dy=f(u)du

bo'lishi kelib chigadi.

Demak, funksiva murakkab bo‘lgan h-::«lda ham funksiva dif-
ferensiali funksiva hosilasi ffw) bilan argument differensiali
ko'paytmasidan iborat bo‘ladi. | _

Ikkala holda:

1) y=1ix),

2) y=ftu), u=g(x), ya'ni y=ftp(u))
funksiya differensiali:

1) dy=fxdx,

2) dy= f{(u)du
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bir xil ko‘rinishga ega. Odatda, bu differensial ko‘rinishining in-
variantligi deyiladi,

3°. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) da aniglangan bo‘lib xe(a,b)
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Bu funksivaning grafigi
3-chizmada ko'rsatilgan egri chizigni tasvirlasin.

3-chizma

Endi egri chizigning (x,/ix)) va (x+Ax, fix)) nugtalarni mos

ravishda F va B bilan belgilaymiz. Unga
FC=Ax, BC=f{x+Ax)—f(x)=Ay
bo'ladi. ffx) funksiya xe(a,b) nugtada differensiallanuvchi bo‘lgani
uchun u shu nugtada f(x) hosilaga ega bo‘ladi. Demak, ffx) funk-
siyaga grafligiga uning F=F(x), ffx) nuqtasiga o‘tkazilgan L urin-
ma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti
1ga=f{x)

bo'ladi.

Urinmaning BC bilan kesishgan nuqtamm D bilan belgilavlik.

FDC uchburchakdan topamiz;

L
FC. 2%

Keyingi tengliklardan
DC=tga FC=fx) -Ax
bolishi kelib chigadi.
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Demak, fix) funksiyaning x nugtasidagi differensiali
dy=f(x) Ax

funksiva grafigiga F=F{x ffx)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttir-
masi DC ni ifodalaydi. :

Bu funksiya differensiallining geometrik ma’nosidir.

4°. Funksiya differensiali va taqribiy formula.

Nazariy va ayvnigsa amaliv masalalarni vechishda tegish-
li funksiyalarning nuqtadagi giymatlarini hiscblash zaruriyati
tug‘uladi. Ko‘pincha, bunday funksiyalar murakkab bo'lib, ular-
ning nugtadagi giymatlarini topish ancha giyin bo'ladi. Bu hol
funksivaning nugtadagi givmatini tagribiy hisoblash (ularni hi-
soblash uchun tagribiv formulalar topish) masalasi yuzaga keladi.

Funksiyalarning differensiali esa taqribiy formulalarni topish
imkonini beradi.,

Aytaylik, y=fix) funksiva (a,b)da aniglangan bo'lib, x=(a,b)
nugtada fi(x) hosilaga ega /(x)#0 bo'lsin, u holda

Ay=Af=fix+Ax)—fix)
funksiya orttirmasi uchun
Ay=f(x) « taxta(x) -Ax=dftafAx) ‘Ax=dy+a(Ax) ‘Ax

bo'ladi,

Ay fi(x) Ax +a(Ax) Ax 1 o(x)

dy Six) Ax F(x)
bo‘ladi, bunda Ax—0 va a(Ax)—0. Keyingi tenglikdan.
AR
. HE =1
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik ushbu
Ap=dy

munosabatga (tagribiy tenlikka) olib keladi. _
Ravshanki, Ax ning har gancha kichik bo‘lishi bu tagribiy
tenglamaning anigligini shuncha oshiradi.
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Yugoridagi tagribiy formulani quyidagicha
JxHAx)= fix)+f (%) Ax (7)
ko'rinishida yozsa ham bo'ladi. (7) formuladan tagribiy hisob-
lashlarda foydalaniladi.

6-§. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ma'lumki, y=ffx) funksiva (a,b)da aniglangan va xe(a,b)

bo'lib, ixtivoriy x=(a,b) nchun

J0f0xg) () 2f5)
bo'lsa, f{x,) migdor f{x) funksiyaning (a,b) dagi eng katta (eng ki-
chik) giymati deyiladi.

Teorema. (Ferma teoremasi). Agar y=ffx) funksiva ¢ nugta-
da (cefa.h)) o'zining eng katta (eng kichik) givmatiga erishib, bu
nmuqtada f'(c) hosilaga ega bo'lsa, u holda f'{c) = 0 bo'ladi.

Aytaylik, fix) funksiva x=¢ nugtada o‘zining eng katta qiyma-

liga erishsin:
Sx)sfe) ; (&)

Endi ¢ nugtaga shunday orttirma beramizki, ¢+Ax shu (a,b)
intervalga tegishli bo'lsin: e+Axe(a,b) Unda (8) fle+Ax)<fix) bo'lib
Ay=fie+tAx—ffe)<0 bo'ladi.

Shartga ko'ra fix) funksiva ¢ nugtada fNc) hosilaga ega. Hosi-
la ta'rifiga ko'ra

.!I s 'ﬁ_.]"l
- e A
Fie} km =0 :

bo'ladi. T,
Agar Ax>0 bo'lsa, unda
Yigp
Ax
bo'lib,
)= I1m -ﬁ <0 (9)
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bo‘ladi. '
Agar Ax<(0 bo‘lsa, unda

T
flfl-&hglﬂaaﬂ (10}
bo‘ladi.
Yuqgoridagi (9) va (10) munosabatlardan
fe)=0
bo‘lishi kelib chigadi.

Teorema. (Lagranj teoremasi). Agar f{x) funksiva [a,b] scg-
mentda uzliksiz bo'lib, (a,b) intervalda fi(x) hosilaga ega bolsa, u
holda a bilan b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladiki,

I (f’};f (a@)dy _ f(@)
=it
bo'ladi.

Aytaylik, y=f{x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo’lib,
uning grafigi chizmada tasvirlangan A28 egri chizigni ifodalasin.

A va B nuqtalardan otuvchi to'g'ri chizigning OX o'gining
mushat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda
bu to'g’ri chizigning burchak koeffisienti tge bo‘ladi.

AB egri chizigdan shunday € nugta bo‘lishini tasavvur etish
mumkinki, egri chizigga shu nugtada o‘tkazilgan urinma A48
to'g'ri chizigga parallel bo'ladi. Bu L urinmaning OX o'gining
musbat yo*nalishi bilan tashkil etgan burchakni a devlik. Uning
ham burchak koeffitsienti tgo bo'ladi.

7

1 ; D
=

4-chizma
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Ma'lumki, y=fix) funksiva hosilasining geometrik ma’'nosi
tgo=f(c) (11)
bo'ladi, bunda € nugta AB egri chizigdagi C nugtani abssissasi.
AB to'ri chiziq bilan bu urinma parallel bo'lgani w::hug

1gp=1go (12)

bo‘ladi.
Chizmada keltirilgan ADB to‘g'ri burchakli uchburchakda
AD=b—a, BD={b)~f@), ZA=o
Shu uchburchakdan

BD _ f(h)—[(a) (13)

rgep=w b—n

bo‘lishini topamiz.

Yugoridagi (11), (12}, (13) munosabatlardan

fb)-fla) _ £©)
h—a
bo‘lishi kelib chigadi.

Natija. Agar ffx) funksivaning (a,b) intervaldagi hosilasi nol-

ga teng : :
fx=0, xe(ab)

bo‘lsa, u holda funksiva (a,b)da o‘zgarmas bo'ladi:
fix)=C, C=const.

Natija. Aytaylik,y=f{x) funksiya uchun Lagranj feoremasinitng
shartlari bajarilib, i
Na)=ftb)
kabi bo‘lsin, U holda a va b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) to-
piladi

feo=0
bo'ladi.
Endi Lagranj teoremasidan umumivroq bo‘lgan teoremani isbot-
siz keltiramiz.
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Teorema. (Koshi teoremasi). Aytaylik, /%) va g(x) funksiyalar.
1) [a,b] segmentda uzliksiz;

2) (a,b} intervalda f'(x} va g'(x) hosilalarga ega;

3) (a,b) da g'fx)#0 bo'lsin,

U holda a bilan b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladiki,

1®)- 1@ _ fe)

glb)-gla) gc)
bo‘ladi.
7-§.Yuqori tartibli hosilalar

I°. Funksivaning yugori tartibli hosila tushunchasi.

Aytaylik, frx) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo'lib, uning
ixtiyoriy nuqtasida (vefa,b), f(x)) hosilaga ega bo‘lsin. Bu ffx) ni
(f(x) ham x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi) gfx) orgali bel-
gilaylik:

8x) =), (xe(ab)

Ta'rif. Agar x,e(a,b) nugtada g(x) funksiya g'x,) hosilaga ega
bo'lsa, bu hosila fix) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli
hosilasi deyiladi va S(x,) kabi belgilanadi.

Demak, fix) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uning bi-
rinchi tartibli hosilasining hosilasi bo‘ladi:

Fxg) = (f(x)".

Xuddi shunga o‘xshash fix) funksiyaning 3-tartibli, ")
4-tartibli /") va h.k. tartibli hosilalari ta'riflanadi.

Umuman, ffx) funksiyaning n-tactibli hosilasi J™(x) dan olin-
gan hosila fix) funksiyaning (n+1)-tartibli hosilasi deyiladi va
S U¢x) kabi belgilanadi; :

S0 = ().

Odatda, fix) funksivaning

T), (' V%) ......
hosilalar uning yugori tartibli hosilalari deyiladi.
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Eslatma. fix) funksiyaning x nugtada (x<(a,b)), n-tartibli hosi-
lasining mavjud bo‘lishida bu funksivaning shu nugta atrofida
1.2.....(n—1) tartibli hosilalarining mavjud bo‘lishi talab etiladi.

Funksiyaning yugori tartibli, masalan n-tartibli (#=2) hosila-
sini topish uchun, hamma oldingi tartibli hosilalarini hisoblash
kerak bo‘ladi.

Ayrim funksiyalarining yugori tartibli hosilalarini bir yo'la to-
pish mumkin.

Misol tarigasida ba'zi bir sodda funksiyalarning n-tartibli
hosilalarini topamiz;

1) y=x° (x>0, a=R). Bu funksiyaning hosilasini ketma-ket hi-
soblaymiz:

¥=(x%)"=a-x"",
y'=(v)'=(a-x*"1)’=a@-1)x"",
y"'=(a(a—D)x*"2)'=afa—1)(a—2) x*7.
Bu funksivaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu
(x2)n=q(@—1)(a—2)...(a—n+l) x*"
formula o'rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yordamida
ko‘rsatish giyin emas.
Xususan, f{x}r—l:x" funksiyaning n-tartibli hosilasi.
X
(=1)"n!
21

1 =1-n
(%) =.{;}“’-‘ =(=1)-(=2)er1 1rs e (=) =
bo‘ladi, ;
2. y=Inx (x>0) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz.
Ravshanki,

_v’=l[ln;u:)"=-l
x

Unda yuqgoridagi munosabatlarga ko‘ra
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=1) el ol {
y{.]_;(yr]:a-:;:[%Jl ={—_ﬂ'x_—M, [x=0)

bo‘ladi.

3. y=a* (a>0, a#l) bo'lsa. Bu funksiyaning hosilasini ket-
ma-ket hisoblaymiz:

¥=a‘lna,
Y'=(¥)'=(a*-Ina)'=a* : Ina - Ina=a*1a’a,
Y'=(")=(a*n’a) =a*ln’a

Bu munosabatlarga garab y=a* funksivaning n-tartibli hosila-

$i uchun ushbu,
YW=g* - [yng
formulani yozamiz. Uning to‘g‘riligi matematik induksiya vsuli
yordamida isbotlanadi. Demak,
Y =(@=)M=g% « fyng

Xususan, {e*}"=e* bp‘ladi.

2" Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi,

Aytaylik, moddiy nugta M to‘gri chizig bo‘ylab §=A1) gonun
bilan harakatlansin, bunda t — vagt, S esa o'tilgan yo'l.

Ma’lunki, bu harakat qonuning f vagtdagi oniy tezligi

St=ft=n@

bo'ladi.
Aytaylik, t vaqtda moddiy nugtaning tezligi ++Af vaqtdagi tez-
lik esa <

V() +Ay
bo'lsin, ya'ni moddiy nuqta tezligi At vaqt oralig'ida Av ga o'zgar-
sin, Unda ushbu
Ay

At
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nisbat At vaqt oralig‘dagi o‘rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu mis-
batning At — 0 dagi limiti

. AV
lim —
A0 Ap

{ vaqtdagi moddiy nugta harakatining tezlanishi deyiladi va u g
bilan belgilanadi.

Av

lim—=a
A0 At
Ravshanki
o,
ek

Agar v=5'(t) ekanligini ¢'tiborga olsak, unda

V=(S"()=5"0)
bo'lishini topamiz. Demak,
a=5"(1),
ya'ni S=5(1) harakat qonunining ikkinchi tartibli hoesilasi hara-
katning tezlanishini ifodalavdi. Bu ikkinchi tartibli hosilaning
mexanik ma’'nosidir.

3°. Sodda goidalar. Leybnits formulasi.

Avtaylik, fix) va g(x) funksiyalar (a,b)da aniglangan bo'lib,
x=(a,b) nugtada n-tartibli f¢x). #™(x) hosilalarga ega bo'lsin. U
holda

L fe fix))™=c-fx), c=const, =

2. [l =" (x)|e™ (x)

3. [f(x) 2] —f"(x) «g(x) ++C I D(x) g o)+

+C, 22 g ). AHC R 2P+, A% g™ ()
bo‘ladi, bunda
n(pn—1) ... (n=k-1)

k!

Ci=

141



8-bob. FUNKSIYA HOSILASINING TADBIQLARI

1-§. Funksiyaning monotonli oraligini aniglash

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

Ma’lumki, ixtiyoriy x(a,b) va x,e(a,b) nugtalar uchun x,<x;
bo'lganda fix J<fix,) fix J<fix;y) bo'lsa, fix) funksiya (ab) interval-
da o'suvchi (qat’iy osuvchi), x,<x, bo‘lganda fx)=ltxy) fix )=fix,)
bo'lsa, f{x) funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi (gat’iy kamayuy-
chi) deyiladi.

Odatda ffx) funksiva (a,b) intervalda o‘suvchi voki kamayuv-
chi bo‘lsa,

ftx) funksiya (a.b) intervalda monoton, (a,b) interval esa fix)
funksiyaning monotonli intervali deyiladi.

Endi funksiyaning hosilasidan foydalanib, uning berilgan in-
tervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini topamiz.

Teorema. Agar f{x) funksiya (a,b) da f'(x) hosilaga cga bo'lib,
ixtiyoriy xe(a,b) da f{x)=0 bo'lsa, u holda funksiva (a,b)da o'suy-
chi bo'ladi.

< Aytaylik, fix) funksiva (a.b)da fix) hosilaga ega bo'lib,
fx)=0 bo'lsin. '

(a,b) intervalda ixtiyoriv X, va x, nugtalarni olib, x;<x,deylik.
Ravshanki, [x,, x,] sigmenti (a,b) intervalga tegishli bo‘ladi:

|, x,le(a,b).

Bu [x,, x,] sigmentda ffx) funksiva Lagranj feoremasining
shartlarini bajaradi. Unda shu teoremaga ko‘ra shunday c nuqta
(x,<e<x,) nuqta topiladiki, T :

&;:j_-?i}“'f e}, yanmi o fx)fix)= G
ZT
bo'ladi. Shartga ko‘ra fic)=0 va X,—x;>0 unda keying tenglik-
dan fix,)—foc,)20, ya'ni fix)<fix,) bo'lishi kelib chigadi, Demak,
X;<x; bo‘lganda fix,)<fix,) bo'ladi. Bu esa f{x) funksivaning (a.b)
da o'suvchi bo'lishini bildiradi.
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(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqtani olib, unda shunday Ax ort-
tirma beramizki, x+Ax nugta ham shu (a.b)ga tegishli bolsin.
Shartga ko'ra, fix) funksiva (a,byda o‘suvchi. Unda Ax> bo'lgan-
da fix)sfix+Ax) bo'lib, fix+Ax)—fx)<0 bo‘ladi.

Demak,

Ax>0 da fe+Ax)—fo=0
Ax<{l da fix+Ax)—fix)=0.

¥ikals hol uckiin W%zu bosladi.

S(x+Ax)— f(x)
Ax

Keyingi ikki munosabatdan (a,b) da f{x)=0 bo'lishi kelib
chigadi. »

Natijada (a,b) intervalda differensiallanuvchi ffx) funksiyvaning
shu intervalda o'suvchi bo'lishi uchun ixtivoriv xe(a,b) da fx)=0
bo'lishi zarur va yetarli,

Yugorida keltirilgan teoremalarga o'xshash quyidagi teorema-
lar ham isbotlanadi.

Teorema, Agar fix) funksiya (a,b) da fx) hosilaga ega bo'lib,
ixtivoriy xefa,b) da fx)<0 bo'lsa u holda funksiyva (a,b)da ka-
mayuvchi bo'ladi.

Teorema, Agar fix) funksiya (a,b)da f(x) hosilaga ega bo'lib,
funksiva (a,b) intervalda kamayuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
xefa,b) nugtada fx)<f! bo'ladi.

Natijada, (a,b) intervalda differensiallanuvehi fix) funksiya-
ning shu intervalda kamayuvchi bo'lishi uchun ixtivoriy x=(a,b)da
Stx)<0 bo'lishi zarur va vetarli.

2-8, Funksivaning ekstremumlari

I°. Funksiva ekstremumlari tushunchalari.

Aytaylik, fix) funksiva (ab)da aniglangan x,e(a,b) va shu
nuqtaning atrofi (x;—38, x,;+8)={x=Rux;—8<x<x,+8/ (6>0) ham
(a,b) intervalda tegishli (x,=8, x;+8)c(a,b) bo'lsin.
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Berilgan f{x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati Jixy) bilan
shu funksiyaning (x,—8, x,+8) atrofdagi giymatlarini solishtirish
funksiva ekstremumi tushmnchasiga olib keladi.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy xe(x;~8, x,+8) uchun Sx)sfix,) tengsiz-
lik bajarilsa, f{x) funksiya x, nuqtada lokal maksimumga erishadi
deyiladi, x, funksiyaning maksimum nugtasi, fix,) esa funksiyaning
maksimum giymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum qiymati max{fix)} kabi beigﬂa.uadi

S, =max{fs)}

Ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x,~8, x,+8) uchun fjx)> fix,) tengsiz-
lik bajarilsa, f{x) funksiya x, nuqtada lokal minimumga erisha-
di deyiladi, x, funksiyaning minimum nugtasi, fix,) csa funksiya-
ning minimum giymati deyiladi. Funksiyvaning minimum givmati
min{f{x)} kabi belgilanadi:

o) =min{fioo)}

Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari .umumiy
nom bilan uning ekstremumlari deyiladi.

Eslatma. ffx) funksiva (a,b) intervalda bir nf:»chj;a maksimum
va minimumlarga ega bo‘lishi mumkin.

2", Funksiyva ekstremumga erishishining zaruriy sharti,

Avtaylik, fix) funksiya (a,b) da aniglangan bo‘lib, xefa@, b bo‘lsin

Teorema. Agar f{x) funksiya x, nugtada ekstremumga erish-
sa va shu nuqtada funksivaning hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda
S xy,)=0bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash f{x) funksiya x,=(a,b) nugtada: mini-
mumga erishib, /(x,) mavjud bo'lganda ham f{x,)=0 bo'lishi is-
botlanadi. _

Eslatma. f{x) funksiyaning biror x"e(e,b) nugtada hosilasi mav-
jud bo'lib, fix")=0 bo'lishidan uning x* nuqtada ekstremumiga
erishishi har doim kelib chigavermaydi.

Masalan, fix)=x" funksiva uchun fix)=3x? va x=0 nuqtada
fixy)=0bo'lsa ham bu funksiva x=0 nuqtada ekstremumga erish-
maydi (ma’'lumki, funksiya gat’iy o‘suvchi).
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Demak, yugorida keltirilgan teorema funksiva ekstremumga
¢rishishning zaruriy shartini ifodalaydi.

Eslatma. Hosilaga ega bo'lmagan nugtada ham funksiva eks-
tremumiga erishishi mumkin. Masalan:

foo=lx|
funksiya x,=0 nuqtada hosilaga ega emas, ammo u shu nugtada
minimumga erishadi.

Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugtalar funk-
slyasining statsionar nuqtalar deyiladi.

Jfix) funksivaga ekstremum giymat beradigan nuqtalar:

|. Funksivaning statsionar nuqtalar.

2. Funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lmagan nugtalar.

3. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartari.

Aytaylik, fix) funksiva (a,b) da berilgan,uning har bir nuqtasi-
da hosilaga ega va x;=(a,b) nuqtada funksiyaning hosilasi nolga
teng: f(x,)=0 x, nuqtaning shunday (x,—8, x,18) atrofini ola-
mizki, (x,;—8, x,+8c(a,b) bo'lsin,

a) Agar ixtiyoriy xe(x,—8,x,) da fi(x)>0, ixtiyoriy xe(x,x,+8,)
da firx)<0, va'ni fx} hosila x, nugtani «o‘sishda» ishorasining
«+» dan «—» ga o'zgartirsa, f{’x) funksiya x, nuqtada maksimum-
ga erishadi.

Jix) funksiyaning (x,—8, x,) da hosilasi musbat f(x)>0.

Demak, funksiya (x,—8, x,) da o'suvchi. Unda (x;=8, x,) da
S )=fx) tengsizlik bajariladi,

Demak, xe(x,—8,x,18) da fix)<fix,) bo'ladi. Bu esa fix) funk-
siya x, nuqtada maksimumga erishishinibildiradi.

b) Agar ixtiyoriy xefx,—8,x,) da f(x)<0, ixtiyoriy x(%,x,+5,)
da fi(x)>0 , ya'ni fi(x) hosila x, nugtani «osishdas ishorasini «+»
dan «—» ga o'zgartirsa, u holda f{x) funksiya x, nuqtada mini-
mumga erishadi.

Sfix) funksiyaning hosilasi (x,—8,x,) da fix)<0. Demak, funk-
siya (x,—8,x,) da kamayuvchi.

Unda (x,—8,x,) da fix)=fix,) tengsizlik bajariladi.
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fix) funksiyaning fi(x} hosilasi (x,x,+8) da f(x)>0. Demak,
funksiya (x,x,+8) da o'suvchi. Unda fx;,x,+5] da fix)=fix,) teng-
lik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy xe(x;—8.x,+8) da fix)=f(x,) bo‘ladi. Bu esa
funksiyaning x, nugtada minimumga erishishini bildiradi.

¢) Agar ixtiyoriy xe(x,—8x,) da f(x)>0, ixtiyoriy .re(xﬂ.
x,15,) da fix)>0 yoki ixtiyoriy xe(x,—8,x,) da fix)<0, IXtiyoriy
xe(X, X, 8 da fix)<0bo'lsa, ya'ni f(x) hosila x, nugtadan o'tish-
da» ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f{>) funksiya xﬂnuqtada ek-
stremumiga erishmaydi. Chunki bu holda (x,—8, x,+ 8) da o'suv-
chi yoki kamayuvchi bo‘ladi.

Natijada f{x) funksiya ckstremumini topishda quyidagi qoida-
ga kelamiz:

1) funksiya hosilasi /'{x) topiladi;

2) fx)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning ve-
chimlaridan biri x, bo'lsin fi(x)=0;

3) x,; nugtaning chap atrofi (x,—5, x,} va o'ng atrofi {xé. Xt 8)
da f(x) hosilaning ishorasi aniglanadi va yugorida keltirilgan a)
va-b) tasdiglar tatbig etilib ekstremum topiladi.

Fxg) Fx—8) fix=d) fixy)
0 yoki mav- + — Maksimum
jud emas — + Minimum
0 yoki mav- i - Ekstremum maviud
Judemas | = N emas

4°. Funksiya ekstremumini topishda yngnﬂ tartibli hosilalardan
Jovdalanish.

Yugorida keltirilgan ekstremumning vetarli sharti sanaladi-
gan nugtaping o'ng va chap tomonlaridagi nugtalarida funksi-
ya hosilasi ffx) ning ishorasini aniglash bilan boglig. Ko'pincha
x, nugtaning atrofida (%) ning ishorasini aniglash givin bo‘ladi.

Qaralayotgan funksiya x, nuqtada yuqori tartibli hosilalarning
ega bo’lsa, hosilaning x, nugtadagi giymatining ishorasiga garab
funksiyaning ekstremumini aniglash mumkin.
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Aytaylik, fix) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lib,
xe(a,b) bo'lsin,

Teorema. Agar f{x) funksiya x, nugtaning (x,—3,x,15) atrofida
((x,~8,x,+5) =(a,b)) birinchi va ikkinchi tartibli £}, /(%) hosi-
lalarga ega bo'lib,

1) fxy)=0;

2) x, nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x)
uzluksiz va f"(x,)=0 bo’lsin, u holda

a) f'(x,)>0 bo'lgani fix) funksiva x, nugtada minimumga eri-
shadi;

b) /(x4 <0 bolgani fix) funksiya x, nugtada maksimumga eri-
shadi. |

Teorema. Agar fix) funksiya x, nuqtaning (xu-ﬁ,xﬂfbﬁ}c[a_,b)}
n-tartibli /(x) hosilaga ega bo'lib,

1) F1xp)=0, f(x)=0,..., fAPx,)=0, f¥(x,)=0 bolganda, n juft
son bo'lsa funksiya ekstremumga ega bo'ladi va f™(x,)>0 bo‘lgan-
da fix) funksiya x, nugtada minimumga, f"}(xaicﬂ bo'lganda fix)
funksiya x, nugtada maksimumga erishadi.

2) n-toq son bo‘lganda ffx) funksiya x, nuqtada ekstremum-
ga ega boladi.

5°. Funksiyaning [a,b] segmentdagi eng katta va eng kichik giy-
matlari.

Jix) funksiva [a,b] segmentda aniglanagan va u shu segment-
da differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, /) funksiya [a,b] da
uzluksiz bo‘ladi. Unda ma’lum teoremaga ko'ra funksiva [a,b] da
eng katta va eng kichik givmatlarga erishadi, ya'ni [a.b] segment-
ning shunday givmatlari topiladiki, bu nugtalardagi funksiyaning
givmatlari eng katta (eng kichik) bo‘ladi.

Funksivaning eng katta giymati quyvidagicha topiladi:

I} fix} funksivaning (a.b} intervaldagi maksimum giymatlari
topiladi, Funksivaning barcha maksimum givmatlari to‘plami
{max fix)} bo'lsin;

2) funksivaning [a.b] segmenti chegaralaridagi, ya™i x=g, x=b
nugtalardagi givmatlari fia) va f{h) hisoblanadi.
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So'ngra {max fix)} to‘plamning barcha elementlari bilan ffa) va
fth) lar tagqoslanadi. Bu giymatlar ichida (orasida) eng kattasi fix)
funksiyaning [a.b] segmentdagi eng katta giymati bo‘ladi.

Shunga o'xshash funksivaning [a,b] segmentdagi eng kichik
givmati topiladi.

6°. Hosilaning funksiva limitini topish tadbiglari. Lopital goi-
dalari.

Biz oldingi boblarda, ma'lum shartlar bajarishganda funksi-
yalarning limitini hisoblashni bavon etdik.

Bazi hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya'ni.

1) x>x, da fix)—0, g()—0, da % ning limiti (uni ' ko'ri-

ox

0
nishidagi aniqgmaslik deyiladi). '
% 320 A )=, B~ LE""—;' it limit (i <
gL ; e
ko* nms]:udagi anigmaslik deyiladi).

Limitni topishda funksiyaning hus:laianga amslangan goida-
ga ko‘ra hisoblash mumkin bo‘ladi.

Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital goidalari
deyiladi.

I’ x—x, da f(x)—0, g(x)—0, da fr; ning limiti.
x

Teorema, Aytaylik, f{x) va gfx) funksivalar (a,b) da aniglangan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin;

1) lim,_, Jix)=0, fim,_ g(x)= ‘!T'"

2) IXt.l}"ﬂI'l}T xe(a,b) da fitx) va gix) hus:la]a_n mavjud;

3) ixtiyoriy x=(a,b) da g(x)=0;

& ]
4) ushbu 1‘2} -:(x; =4 (4deR) maviud. U tholda

lim L2 g L)
=i glx) = gix)

=4 poffadi.
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Jix) hamda gfx) funksiyalarning x=a nugqtadagi giymati nolga
teng, ya'ni f{a) =0, g(a)=0 deb olsak, natijada lim f(x) =0= f(a),

!:h_ag{x)=ﬂ=g(a] tengliklar o‘rinli bo'lib, fix) va gix) funksi-

yalar [a.b] da uzluksiz bo'ladi. Ixtiyoriy xe(a,b) nugta olib, [a.x]
segmentda f{x) va g(x) funksiyalarni qaraymiz. Koshi teoremasiga
ko‘ra a bilan x orasida shunday efa<c<x) nugta topiladiki

[D)=1@ _f@)
glx)—gla) gic)
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan esa
glx) g'e)
bo‘lishi kelib chigadi, Ravshanki x—a da x—¢ boladi. Demak,
L) SOy
wg(x) " = gile)

2%, x—sx, da (x)—», gt) —= da S Ei) ning fimiti.

Teorema. Aytavlik, fix) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan
bo'lib,quyidagi shartlarni bajarsin:

D) lim, ,_fix)=w=, lim___g(xj==,
2) 1xt11mr1y xe(a,b) da, fiix) va g (x} hosilalar mavjud va g{x)+£0

3) lim__, ﬂx}
“glx)

U hoida lim D =1im L€ = 4 vottadi
e g(x)  ++g(c)
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9-bob. ANIQMAS INTEGRAL

Ma'lumki, harakat qonuniga ko‘ra harakatdagi jismning tez-
ligini topish masalasi hosila tushunchasiga olib keladi.

Harakatdagi jismning tezligiga ko‘ra harakat gonunini topish
masalasi esa yuqorida aytilgan masalaga nisbatan teskari masala
bo'lib, u funksivaning anigmas integrali tushunchasiga olib keladi.

1-§. Boshlang‘ich funkslya va anigmas integral

ftx) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, F{x) esa shu (@,5) berilgan
va differensiallanuvchi (ya'ni Fx) hosilaga ega), x=(z.b) bo'lsin.

Ta'rif. Agar F(x) funksivaning hosilasi F(x} berilgan f{x) funk-
siyaga leng F(x)=f{x) voki dF(x)=f)dx bo'lsa, Fx} lunksiva fix)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Masalan,

S =x, (xe(~0;+)

funksiyaning boshlang’ich funksivasi

F(x)= %f’
bo'ladi, chunki
Fl(x)= [%x’ ] = % 36 =xt = f(x)

bo'ladi.

Aytaylik, fix) funksiva (a,b) da berilgan bo'lib, u shu oraligda
ikkita Ffx) va @©¢x) boshlang’ich funksivalarga ega bo'lsin. Ta'rif-
ga binoan

Fx)=fix), @' (x)=fx),(xe(a,b))
Keyingi tengliklardan
Fix)= 9
bo’lish kelib chigadi. Unda Ffx) va @(x) funksiyalar bir-biridan
o‘zgarmas songa farq giladi;
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D(x)=F()+C, C=const
Demak, berilgan ffx) funksiyaning boshlang‘ich funksivalari
cheksiz ko‘p bo'lib, ular bir-biridan o'zgarmas songa farq giladi.
Agar Fix) funksiva f{x) funksiyvaning boshlang‘ich funksiya-
si bo‘lsa, unda f{x) funksivaning istalgan boshlang‘ich funksiyasi
Fix)+C, C=const

ko‘rinishida bo‘ladi.
Ta’rif. Ushbu
Fix)+C
ifoda fix) funksiyaning amqmas integrali deyiladi va [f{x)dx ka-
bi belgilanadi;

j f(x)dx=F(x)+C

bunda I integral belgisi, ffx} integral ostidagi funksiya, fixjdx

integral ostidagi ifoda deyiladi.
Masalan,

[Rdv=12+C,
3

chunki (Ex +E‘] —é&xl =y bo‘ladi.

Odatda funksivaning anigmas integralini topish amaliga shu
funksiyani integrallash amali deyiladi.

Teorema. (a,b) da uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiya bosh-
lang‘ich funksivaga, démak anigmas integralga ega bo'ladi.

2-§. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral bir nechta xossalarga ega. Biz ularni kelti-
ramiz:

1°. ffx) funksiya anigmas integral [fx)dx ning differcnsiali fix)
dx ga teng:
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l |

d| [ (] = 7 s,

2°. Funksiya differensialining anigmas integarali shu fanksiya
bilan o'zgarmas son vig‘ndisiga teng;

jawtx} = F(x)+C.

3°. Ushbu munosabat o‘rinli:

JE-fae=k- [ f(x)de (k=const, k#0)

4", Ushbu formula o'rinli:

[/ g(0)]de= [ ) [ glx)ar.

Bu xossalarning isboti bevosita anigmas integral ta’rifidan ke-
lib chigadi. Biz ulardan birini, masalan, 2°-xossaning isbotini
keltiramiz.

Fix) fonksiva f{x) funksiyaning biror boshlang'ich funksivasi
bo'lsin, Ta'rifga ko'ra Fy)=fx) bo'ladi, [ f(x)dr=F(x)+C bo'ladi.

Unda Ir
[ F(x)de= [ F(x)dx = [dF(x)
ho‘ladi. Keyingi tengliklardan
JaF()=F(x)+C
bo°lishi kelib chigadi. Bu csa 2" xossani isbotlaydi.
3-8. Asosiy integrallar jadvali

1°. Sodda funksiyalarning anigmas integrallari,

Avval sodda funksiyalarning anigmas integrallarini topamiz.
Bunda boshlang‘ich funksiya ta’rifidan hamda hosilalar jadvali-
dan foydalanamiz, :

1) fix)=x" bo'lsin. (x>0, a — haqiqiy son, o=—1)

Unda
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i

sl

+C

Jf(x}r.ﬁ:zjx“dx: =

bo‘ladi, chunki

[fa—ﬂm] @+l) F—=rn.

a+1 a+l
1) fi)=- bo'lsin (x=0), unda [~ds=Injs|+C bo'lad
X X
2) fix)=a* bo'lsin (@a>0, a=!). U holda
al
=la'dx=—++C
[ f = [ade=—

bo‘ladi, chunki

e a
Xususiy, fix)=e* bo'lsa,
J'f(.x}dx=j'e‘~dx=e" +C

("z +C]=-l—-a’1lua=a‘

bo‘ladi.

3) fix)=sinx bo'ladi, unda If(x}ahr = jsinxdx =—cosx+C
bo‘ladi, chunki (—cosx+C)'=—(—sinx)=sinx.

4) f(x)=cosx bolsin, u holda If {;c_)dx = _[mﬁ xdx=sinx+C
bo‘ladi, chunki, .[".9mx+£‘} =¢0SX. :

5) f(x)= bu*iun unda j f(x)dr = I

dy=1gx+C

EBS * X

bo'ladi, chunki, (fgx+C)Y=—f—.
cos X

1 ;
6) flx)= o bo'lsin, u holda
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1

J 1= [——de=—ctgx+C

sin’ x

bo‘ladi, chunki, {-ctgx+£']'=—(— 1 }_— ]3
sin” x

in’ sin‘ x
1
7 = i
) f(x) s 3 bo'lsin, u holda
' 1
dr= =
_[f{-f) Jll+,x’ dix arcigx +C
bo'ladi, chunki, (arcrgx+C)’=—l—z
1+x
1
) flx)= bo'lsin, unda

1-x?
jf(x}f#=_[?li=fdr=arcainx+c

bo'ladi, chunki, (arcsinx+C"y = ﬁ
1-x

2", Integrallar jadvali. Yugorida keltirilzan formulalarni jam-
lab ushbu integrallar jadvalini hosil gilamiz:
=]
1) [xde=

X

——+C (a=z-])

E}de=m|x|+c Gee0)y S

3) fﬂ"dts%ﬂ? (@a>0,a#1) '
4) _[E‘dr=er+f.",
5) _[sin.uix=—cuax+{?,
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6) Icmsxdx:sinx+{?,

1
N [mpde=—om+C,

1
% jcnqzxd‘::ngJrC’

9)]'

i =arcsinx+C,
Jl=x*

10) Imﬂﬁi:mrgxﬁ-c.

4-§. Integrallash usullari
I°, Bevosita integrallash usnli. Bu usulda integral ostidagi funk-
sivani (yoki ifodani) ayniy almashtirishlar yo'li bilan voki bevosi-
ta integralning xossalarini tatbig etish yo'li bilan jadval integrali-
ga keltirib hisoblanadi.
Kop hollarda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi;
du=d(u+ta), a — o'zgarmas son,

= la’{au}; a#0 udy= ld{a*},
& 2

cosu du=d(sinu), sinu du=-d(cosu),

L du=d(ins), —;
W CO3s

» du=d(tgu),
umuman fdu=d(fiu}).
Masalan,

_[ dy =J-d(x+2]

=Injx+2[+C,
X+2 x+2

[1grd = j—“" Sy =— [T d(cosx) _ lcos x| +C
cosx cOs X
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2°. O'zgaruvchilarni almashtirib integrallash usufi,
Ushbu jf (x)dx integralni hisoblash talab etilsin. Ba'zan x ?

o'zgaruvchini boshqa o'zgaruvchiga almashtirilish natijasida beril-
gan integral soddaroq, hisoblash uchun qulayroq integralga keladi.
Aytaylik,

| f(x)av=F(x)+C (1)

bo'lsin. Bu integralda x=q(?) almashtirish bajaramiz. (), @(t)
va ¢ft) — uzluksiz funksiyalar).
Unda

[ £lo@)- ¢/ (0)dt = F(g(0))+C 2)
bo‘ladi. Shuni isbotlaymiz.
Ma'lumki, Fix)=fix).

Unda [Flo()+Cl'=(Fp@)) =F' (p(1) * ¢ () =fle(®) -o{1) bo'la-
di. Bu esa (2) munosabatning to‘g'riligini bildiradi. (1} va (2)
tengliklardan topamiz:

j f(x)dx= _[ Jlp(t)-o'(1)dt. |

Masalan [(2+3x)°dr integralni hisoblashda 2+3x=1

t—2 1
Almashtirish bajarilsa, unda e dx:;‘* bo‘lib,

j'{2+3x]2¢-: I,ﬂ,l.'_,,. :%{2+3x]“+(‘: ba'ladi.

3°. Bo‘laklab integrallash wsuli. Aytaylik, u=u(x) va v=v(x)
funksiyalar biror oraligda aniglangan wvzluksiz hamda uzluksiz
u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo'lsin. Ma’lumki,
diu v)=udv-+vdu.
Bu tenglikni integrallab topamiz:
[dtu-v)=[udv+ [vdu.
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Ravshanki, Jd{u-v] =u-y

Unda -v= [udv-+ [vdu ‘bo‘lib, quyidagi formula
J‘udu=u-p-j'mru (3

hosil bo‘ladi. i

Odatda (3) bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.

(3) formula fudv integralni fvdu ni hisoblashga keltiradi.

1-misol. [xcosxdx ni hisoblang:

Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlarni kirita-
miz. UJ holda

Ix-cns:utn: = Iud-.r=u — Ivdu:x-sinx—
- jsmm:r:xsinxﬂ:ua:ﬁc

bo‘ladi.
2-misol. Inxdx ni hisoblang:

Yechish. u=lnx, du=% v=x, dv=dx almashtirishni kirita-

b |

Xx
dx .
miz. U hoida, [imae= [y = nx~[% < lnx—c+C bostad

Endi amaliyotda tez-lez uchrab turadigan va bo‘laklab integ-
rallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

L. [B(x)e"dx, [P (x)sinkedx, [P, (x)cosksdr ko'rinishdagi
integrallar, bu yerda P_(x) — n-darajali ko‘phad, k biror son. Bu
integrallarni hisoblash uchun uv=P_(x) deb olish va (3} formulani
n marta go‘llash vetarli.

2. [ Ry inxdy, [P (x)arcsinxdx, [ B (x)arccosxdy, | B (x)arctgxdr,

IJ“,,{-I}am:i‘gwiI ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda P (x) — n-dara-

jali ko‘phad, Bu integrallarni bo‘laklab integrallash uchun P (x)
oldidagi ko'payuvchi funksivani u deb olish lozim.
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3. IE‘" cosbxdy, bu yerda a va b lar hagiqiy sonlar. Bu integ-
rallar ikki marta bo'laklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.
3-misol, [arcsinxdy integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda P,(x)=1 va u=arc-
sinx deb olamiz. U holda

. g
.= aresinx, dy=——— :
jm:isinxcir:=u = J1—x* |=xarcsinx— %:
dv = dx, v=x 1=+

1
=xms{ux+%j{l—xi)_’:dfl—f)=xarcsinx+ﬁl—xz +C
bo‘ladi.

4-misol, e ﬂﬂﬁ%:ﬂ' integralni hisoblang:

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning ol-
didagi ko'paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta
bo'laklab integrallashni bajaramiz, Ikkinchi marta integrallaga-
nimizda avval berilgan integralni o'z ichida saglaydigan tenglikka
ega bo'lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz;

y=e7, du=—e"dx
_[e“‘msir-dr= X Ly el ity il =
_ 2 Eﬁ'=i’.‘ﬂ$§dt,v=2 cus-z-si(-j-}=25m5
w=eg", du=—e"dx

=2esin> +2fevsinTax=| s
2 dvzsmad;::, u=-2::us-£

= 2¢ ™ sin > —de *cos> —4 -4 [e* cos~dx, yani
2 2 ' 2
£ Kby s phe X X
*cos—dx=2e "sin=—4e " cos——4 |e T cos—dk,
_[e cosz _ sm2 c{)sz je mszdx
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bundan 5]e-‘ cos~dx=2e"sin> —de* cos>. Yoki
2 2 2

_[e" oS = = %{e"’ sin= —2¢* cos gj.

2 2
Endi bo‘laklab integrallash usuli yordamida ushbu

ax ] ,
..I", = Im (H- 1,2.3, S Zgﬂ!‘i‘?‘!ﬂ'ﬁ'}
integralni (bu integraldan keyinchalik kop foydalaniladi) hi-

soblaymiz.
Berilgan integralda

deb olamiz. Unda

1 I 3 Fomm | e
ﬂru=[m]-fir=l:(x +a) :| e =

e 2nx
E_H{IZ""EEJ I ‘M=“m‘
dv=dx
bo‘lishidan esa,
v=x

bo‘lishini topamiz. —
Bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra

dx 1 2mx
J = =x =3 8 i
L] J-{Jl.'-j +£12T1 ] (.T! +a2)u II [{IE +a&'}ﬂr|]dx:

3 X i j- x
[IE_,_az]n [I! +_H:}n+|
bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi
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4

X
feram®

integralni quyidagicha yozib olamiz;
x sptta e S e e B
j{xa+a1}n+l dx = J{I2+a!)u+l dx = J’I:II +a2'}h

1 :
—az Imit:'f“_ﬂz 'JIHF 1

demak, |

iy x
Y +at)

Keyingi tenglikdan J(n+1) ni topamiz:

+2n-J, —2na*-J_,

2 =-J =—-—_‘+2 o —J :—I—,+ 2 .—1 Sy
i i+l (xl_'_a.}m 2 n L {.:1:1 +ﬂ2}n { f ] L
x 2n-1 '
= + &
™ 2@ +d®)  2na " @ .

Bu rekurrent formuladan foydalanib, J, ni bilgan holda bi-
rin-ketin J,, J,,... larni topish mumkin,
Ravshanki, n=1 bo‘lganda

[x]
o e ] i a o X !
/i -sz+a] _;I .(:;-]! —;m‘cﬂfg-‘;+f
14 =
a
bo'ladi. '
Masalan, (4) formuladan fovdalanib,
dx
e e
4 (**+a’)’

integral quyidagicha hisoblanadi:
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Jy=[—— T

—t——d =
I (X +at) 248

oy X
= ; arctg—+C.
24°(x* +a*) 24° L3

5-8. Sodda kasrlar va ularning integrallari

Dshbu,
A A Bx+C
x—a  {x=a)"’ F¥pit+g!
Bx+C
=1
(x* + px+q)" el

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Bunda A,B,C,a,p,q —
o‘zgarmas hagigiy sonlar, m — natural son, x*+px+q — kvadrati
uch had hagigiy ildizlarga ega emas.

I e sodda kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:
[Aa=a [E oy [H5D_ fp—d+c
X—da Xx—a X—d

2. j' 4 de(m>1) sodda kasrning anigmas integrali.

{x—a)”

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:
A dx .
dr=A =A|(x—a) "d(x—a)=
I P f G0 I(x a) "d(x—a)

B L) .
/vl i )
—m+1 {(x—a)" -(1—m)
Br+C
3 e . : : 3
3 I—x2+p:r+q sodda kasrning anigmas integrali
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Avvalo sodda kasr maxrajidagi x24+px+q kvadrat uchhadni
quyidagicha yozib olamiz:

e =otpn 2 LT ) g B
+pxtg=xt+2 211—(2]1+q [IT [.1:+ZI+

2 z
y:d 2 £
+g—t—=|x+S | +a, S =g ——
s - [ EI g 4

U holda

J‘xiBI+{'.. _J- B+ C 5

i i {x+£]1 b

bo‘ladi. Kevingi mtag-ralda o‘zgaruvchini almashtiramiz:

P
x4 d =1,
2
Pavshanki,
d=dt, ¥=1~%
Natijada
. : ek
J- Bx+C o Bx+C _J-B[I Z}LC =
‘f + pr+g [x:+§}z+a: t*+a’
EI+C—§B A
= | ————=—dt=18 L
I f+a J-r* i ]fr +a’

{
B Id[fz+ﬂz}+(c_3_ﬁ).l I_d.(él:
2

gt 2 ) a [;J‘“‘"
T4l 2
a.
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-—tu{r +a2]+'r ipj a0 +C=
a

\

a

=%]ﬂ{11 ﬂ-px+q]+[ﬂ—%} ! al:ll.']]]—+{:'f

G"“—D \!Q""‘
i J' Bx+C

—————dx  (m>1) sodda kasrning integrali.
(x" + px+q)° e

Bu integral quvidagicha hisoblanadi:
2
B-le-2 l+C
Bx+C Bx+C [ z}'
J de=| g

(O +px+q)” =] @ +a*)"
[{x%}%q—'ﬂ

L g _Bp d B d(f+a)

= -[(f +a%)" +[C zjj{ha*}" 2 -{(Fm’}”
+[C_@]! 2 drz ZE' i 1 —|+(C“'§£] "TE'{TT

2 @ +a)™ 2 (l=m)t +a)" 2 )P +d%)

Bu integraldagi I

bo'ladi.

Cra® }m anigmas integral
yugorida keltirilgan rekurrent formula yordamida hisoblanadi.
6-§. Ratsional funksiyalarni imtegrallash
Ushbu P (x)=a,taxtax’+ ... +a,x" butun ratsional funksi-
yvaning integrali oson hisoblanadi:
Iﬂ(x}dr=j|:au +ax+ax oo ...+anx"]dr=

2 x -+l
X x
SdyX+a —2 +a1'_3 p co iy oX

+C.
n+l

Kasr ratsional funksiya
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A _a +ax+ax + o tax
Q.(x) by+bx+bxi+., b "
ni integrallash birmuncha murakkab bo‘ladi.

Agar gm noto‘g’ri kasr (n>m) bo‘lsa, uning butun gismi
ajratilib, butun ratsional funksiva va to'g'ri kasr vig‘indisi ko'ri-
nishida yoziladi;

B g (e Bl

O, 1x) 0, (x)
R(x) R,(x)
—=—de=|R (x)dx+

U holda | 55 de= [ R0+ [ bottadi.

To'g'ri kasrni integrallash uchun, avvalo bu kasrni sodda kasr-
lar yig'indisi sifatida yozib olinadi so‘ng ularning mlcgralla.r: to-
piladi.

Endi ratsional karslarni sodda kasﬂarga ajratishga doir bir
nechta misollar keltiramiz:

I-misul. Ushbu

;2 ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying.
Yechish. x3— E—[x—!}{xz+21:+4} bo‘lganligi sababli (%) formu-
laga ko'ra
% e x s B+ C
PR (=D +2x+4) a-2 x42r+d’

bu yerda A, B va C lar noma’lum koeffitsicntlar. Bu tenglikning
ong tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, wu - holda
AT 234+ D+ (Bx+CYx=2) " : ;
P8 - r2x+d) D0 A, Dusdan
X2=(A+B)x?+(2A+C—2Bjx +44—-2C.

Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni teng-
lashtirib, A, B, C larni topish uchun ushbu tenglama.la.r sistemasi-
ga cga bu‘lam:?
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| 1=A+8,

#l0=24+C-28, :5.4=%,B=§£=§.
| G=44-2C
Shunday gilib,
e 4 2Ax+D)
¥-8 Hx—2) H+2x+dH

7x" 26x—9

ratsional kasrni sodda kasr-
Oy’ +4x* -9

2-misol, Ushbu

larga yoying. ; :
Yechish. Kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

K4+ — 9= +2%)2—9=(x?+2x—-3) (37 +2x+3)=
=(x—D)(ct3)(x*+2x+3).
sodda kasrlarga voyish formulasidan foydalanib yoyilmani yo-
zamiz;
Tx* +26x=9 WA TIE e D
(x—D(x+DOE+2x+3) x=1 x+3 x'+2x+3

Tenglamaning o‘ng tomonini unmumiy maxrajga keltiramiz. U
holda
Tx* +26x-9 =
(x—=D(x+3(x" +2x+3)
i ACe+3)0x" + 224 )+ Blx=1D(x" + 22+ )+ (Cx+ D) (x+ 3} x—1)
B (x—Dx+3)(x" +2x43)
bo‘ladi. Bu kasdarning suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x oldi-
dagi koefTitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:
0=A+B+C,
T1=54+B+2C+D,
126=94+B-3C+2D,
—9=94-38-3D,

3
X

=
&

0
X

= Ad=1B=1C=-2,D=5.
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Demak,

Tx' +26x-9 sode. o Lo n=25+5
(x=D(x+3Ux"+2x+3) x-1 x+3 2*+2x+3

2
3-misol. 4"’—“"1'5";3 ni sodda kasrlarga ajrating.
—-4x

Yechish. (8) formulaga ko‘ra
4’ +16x-8 _ d4x’+16x-8 gk, B G
¥=8r  xMx+2(x-2) x x+2 x=2
Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga kclura-
miz va suratlarini tenglashtiramiz:
4x? +16x—8=A(x+2) (x=2)+Bx(x-2)+Cx{x+32).

X ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 qiymatlar berib quvidagini
hosil gilamiz:

=0 |-8=—44 A=2,
x==2=-24=8B = {B==3,
=2-4ﬂ=$l‘: C=5

Shunday qilib,
dx*+16x-8 2 3 5

x{x+z){x'—z)=}' 242 x=2

( —1]:'
Yechish. Integral ostidagi funkalya to‘g'ri kasrdan iborat, Uni
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: _
x"+3:£+3+ C L D :
xx=1 x x-1 (x=1 (x—1)
Bundan x'+1=A(x—1)*+Bx(x—1P2+Cx(x—1)+Dx kelib chiqadi,

Endi x o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 givmatlar berib, quyidagi teng-
lamalar sistemasini hnml gilamiz:
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A+28+2042D=9,
~84—4B+2C-D=0.

Bundan A=-1, B=2, C=1, D=2 ni topamiz.

Demak,
—[x?:ilj s I_”L 1+I(x 17 J{jcr_.a:
= —In|dj+2 In|x.-].j-;1_—]-{x_11}: +C.
S5-misol. /= J%;de integralni hisoblang.

Yechish, Integral ostidagi kasr-noto'g’ri kasr. Uning butun va
to'g'ri gismlarini ajratib olamiz:

4x’ +16x—8
¥ —dx

4 gibol); hatijads T2 8. gy eoge? 180,05
x-4x ¥ x—+2 x-2

To'g’ri gismi ni sodda kasrlarga ajratamiz (qarang:

tenglik-

ka ega bo‘lamiz.
Bundan keyin integrallaymiz
3
I[x:+x+4+3— 2 + g ]:«Et=£+£+&r+

x x+2 x-2

+2_[E——3 s -—?-E-L=£+—+4x+21n|x| 3infx+2|+
x x+2 -2 3

Cx*(x-2)°|

+5]n|x-2|+h1c=x—+x~+4x++ln .
, S (x+2)" |
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6-misol. J' a’x integralni hisoblang.

Yechish. lntegral ostidagi funksiya to'g‘ri kasrdan iborat. Uni
sodda kasrlarga ajratishni I-misolda ko‘rgan edik. Shu vovil-
madan fovdalanib integralni hisoblaymiz: )

& x A4 Bx+C ] '
= . -dy = dx=
Ixa'_—de j-r{.vc—ZI{:-::-I-l'!:::+4-]| J‘(x—2+f+2,;:+4

1
=3 Lo 1o fxio
39x-2 392544

=%hh—ﬂ+

fd(x +2x+4)

e —]n| ~2+= iu’.r +2x+4|+ InC=

=In(Clx—2)x" + 2x+4}}3 = n{oe =)

Izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayyor sxema-
lardan foydalanishga !'I-:II'H]'EEI ‘gilavermaslik kerak. Xususan,

yugoridagi misolda x“dr:;d(x —8) ekanligidan foydalanish
mumkin edi. U helda

d(x’ —3) 1 oo et it i
- J- Eluw—ﬂ|+ih1c—lﬂﬁm,

555

7-8. Ba'zi irratsional funksiyalarni integrallash
Biz yugorida ratsional funksivalarning integrallari har doim
hisoblanishini ko‘rdik. Irratsional funksivalarning integrallarini
hisoblashda vaziyat boshqacha, ya'ni irratsional funksiyalarning
integrallari o'zgaruvchilarini almashtirish vordamida ratsional
funksivaga keltirilib hisoblanadi.
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Quyida ba’zi irratsional funksiyalarning integrallanishini kel-
tirish bilan kifoyalanamiz

< Bu integralda J; =¢, ya'ni x=t almashtirish bajaramiz.
Unda dx=2tdt bn‘]ih

J'm::.ﬁ J’mzm& =2 —m

bo‘ladi. Natijada irratsional funksivani integrallash ratsional
funksivani integrallanishiga keladi.

2

Ravihiankif ot st L BT
1+¢ i+l

Unda

| i
= g —— e e
== _{[r +:+|]‘i' St In(r+1)+C

bo‘ladi,
J= 2[%—:.+]1’1(:+1}}+C = —2+2In{{+1)+C =
:x—2£+2]n(~f;+]}+£‘
bo'ladi. »
2-misol. J‘

ni hisoblang.

Jxde
Je=ix
Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumiy maxraji 6
ga teng bo'lganligi sababli x=t® almashtirishni bajaramiz. U hol-
da dx—ﬁtsdt bo‘ladi.

fr

6
+ Ti}"‘" =° +r5-:5 +%:‘ +20 43¢ 46t + 6t —1|+ C =x+gﬂx_"+

-I-:,ﬁ.r,- ,[ 1“? 6[(0+1° 40+ 41414
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+%@+zﬁ+3#§+5ﬂ+ﬁh|ﬂ4]+c

- dx ; . ks,
3-misol. Ushbu J=Jm integral hisoblansin.

< Bu integralda 3/5, -3 =;, ya'ni 2x—3=¢ almashtirishni ba-
jaramiz, U holda

2—F=3, x=%{r+s}, m%m
bo‘ladi. Demak,
5.
=t 2
[ = [2 3 d'_ij[:—1+—1—Ja&=
{fzx-3+l t+1 fk 3 [+1

‘“I“#__Idf+j.,+1 —r’*-—r+ 1:1!:+1|+C——(2x 3]3

—Z{Zx—3}5+ln|€|"2x-—3 +il+c.

Endi boshqa ko‘rinishidagi ba'zi irratsional funksiyalarni
integrallashga doir tushunchalarini keltiramiz;

L7 =jR(x,[ax+a )I ,...,(ﬂ+b T ]dr ko'rinishdagi integral.

ex+d cx+d

Bu integralda R — oz argumentlarining ratsional funksivasi,
a, b, ¢, d lar haqiqiy sonlar va o 05,0, — ratsional sonlar bo'lib,
ularning eng kichik umumiy maxraji m va ad—be=0 bo‘lsin.

(Agar ad—bc=0 bolsa, u holda ﬂ—w=mnst va
cx+d
R(x{m” ]q ,...,[m+b ]ﬂ }ﬁ ifoda x ga nisbatan ratsional funk-
ex+d ex+d
siva bo‘ladi).
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b
Quyidagi :=d§:—j yoki " =:: d almashtirishni kirita-
miz. U holda

_t"d-b . g miad=bey™ dt

3! a=ct" (ﬂ“ﬂf“}z

bo‘ladi. Natijada, berilgan integral t ga nisbatan ratsional funksi-
yani integrallashga keltiriladi, ya'ni

a”-b iy £, .m(dd-b}frl
f=|R T B e e s
j {a-—m"’ ) (a—ct™y #

Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan
tashkil bo‘lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional funk-

sivalarga keltirildi.
Qisgacha gilib yozsak, 7=[R,(f)d. bunda R,(t) — ratsional

funksiva. Avval olingan natijalarga ko'ra bunday integral elemen-
tar funksiyalar orgali ifodalanadi.

dx
4-misol. = “integralni hisoblang.
'[«Jx+l-5x+l = e
Yechish. Integral ostidagi funksiva R(x,~x+I1,¥x+1) ko'ri-
1 |
nishdagi funksiva bo'lib, bu yerda o =E' o, = 3 Bu kasrlarning

eng kichik umumiy maxraji m=6. U holda #f=x+I, x=r—],
dx=65dt, Jx+1=0, ix+1=¢ almashtirishlarni bajarib, quyidagi

3
I =J'mj—d’= 6 f 4] integralga kelamiz, Natijada
= t—1

J':'f.--jrff+a‘+l+i‘;rj‘:-—-Er3 +3 +6t+6Inf-1|+C=

=2z +1+3x+1 +t6-‘3"x+1 —1|+C.‘
bo‘ladi.
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dx IHI(A.I+B]:# Jr_.I' dx

I = ] -] 1 aeE
l IJax‘+b.r +e 0 el rbete chxx’ +hx+e
ko‘rinishdagi integrallar, |
l] integralni hisoblash uchun ildiz ostidagi ifodadan to'la
kvadrat ajratiladi:

3 Y i 2 E_i = il
@ +hr+c=a((x+ za) +{a W}]_aﬁﬂ_h} i)

Keyin esa x+=2£-=u, dx=du almashtirish bajariladi. Natijada

integral jadvaldagi ushbu I Jiisi: ko'rinishdagi integralga kel-

tiriladi.
I, integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib
olinadi va bu integral ikkita integral vig‘indisi ku‘nmshlda ifo-
dalanadi,
Ab
4 =_[ (Ax + B —J2 {2ax+b]+{3 a}
2 Ja +bete | ° Jar +r5uc+¢

...(3_‘;_3)_:, =:"_J'(m:= +bx4c) 1d{ax* +bx+c}+{ﬂ——a}f: =
i A 2a

=id-1dm:z+bx+c +{B—';;§’F)I,,
a

bu yerda I, yugorida hisoblangan integral.

I; integralni hisoblash x=—, dc=-—-du almashtirish yor-
u U

i Jd{m: +E:x+c}
2a7 Jax thxtc

damida I, ga keltiriladi. ;
: 3x—1 P
5-misol, dx ni hisoblang,
J ;.cz +2x+2
Yechish. Berilgan im:egral I, ko'rinishidagi integral.
lf2:r+2} =4

J:Ehin H]ﬁ =-j{x 254 2) T £ 254 2)—
+Ix X' +ix+




_4J' dix+1) =3M—4Iﬂ|x+l+\#x"}h+2 +C

:;'[.‘I +1) +1

dx |
6-misol. | ————— ni hisoblang,
Irql'xj+21‘-l

Yechish. Ushbu integral I, ko'rinishdagi integral.
1

[ u g S
wdeze—r |y Lo HIJI FEIR S TR
=—— ok =
u M
1 4
¢ =1y g - B
= = —Arcgin + (= arccos +C.
I;PZ-{::-!}* ;2 ;11‘

8-§. Tirgonometrik funksiyalarni integrallash
Mahjmh integrallar jadvalida
V=SinK,  YScosx,

funksivalarning integrallari ham oson hisoblanadi:
Masalan,

Jotgnas = [ <222 g = [ AR _ oo

5N x

Shuningdek, y=sin ax, y=cosa x, y=igax, y=cigax hamda
y=sin(x+a), y=cos(x+a),

y=tg{x+a), y=c;_g(x +a)
funksivalarning integrallari ham oson hisoblanadi.
Masalan,
Isin{ixH)ttx = % jsin{2x+ Del(2x+1) =—§cos{2.x+l}+(’3.
Ko'p hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda
X
Ig—=t
= 2
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(ba'zan sinx=t, cosx=t, fgx={) almashtirish natijasida garalayot-
gan anigmas integral ratsional funksivalarni integrallashga kela-

di. Bunda

2
Xx= £ =_df:|
1+4*
n R x
2sin= cos= h
PR el N b T
X 2 & Y R
~ 4 Lol g
sin 5 r.:_l.:uu.2 I+t > .
o.X 23X 2%
=80 = 1-ig =
fons ey T S el
vy |
sin’%-i—ca-sz% 1+Igzg L5
bo'lishini e'tiborga olish kerak bo‘ladi.
dx
I (0 [P SR CEA hPss
Masalan, J l+sinxs+cosx mt&_gmlm hisoblashda
o A
_:f
tgz gl
almashtirish bajarib hisoblanadi:
Ravshanki,
2 :
=% _dr  sinx=——s,
1+ 1+
L I=f
B i
Unda
2 :
i I Tk _Iz_ 144 :
Nisinx+cosx -‘1+ 2t +1—F'_ 1488 1+ 420411
14 144

s L x
- le —]n|l+r|+c—ln|l+?gz‘+c
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bo'ladi. »
Ayrim trigonometrik funksivalarni integrallashda trigono-
metriyada ma'lum bo‘lgan ushbu

gine-sin f = %[ms{a: — B)—cos(a + f)],

ko At B = %[sin(:x—ﬁ]+sin[a+ﬁ)],
sing -sin f = %[sin{a — B)+sin(e+ f)], sine-cosa= -és;in 2a,

I=cos2a 3 1+cos2e
f costa= 3

formulalardan foydalanish magsadga muuﬁq_bu‘iﬁﬂi.
Trigonometrik funksiyalarni integrallashga doir bir nechta mi-
sollar keltiramiz

1-misol. J'

sin’ @ =

ni hisoblang.

1+snx

X
Yechish. Bunda ng=f almashtirishni bajaramiz. U holda

o d 2t 2k R 1 s SRt N
14sinx I RS -|'1+2.|!+r1 T+l f+l 1+,gf+

e 2
bo'ladi.

Shuni ta'kidlash kerakki, r= :g-;— universal almashtirish vor-
damida | 7
deosx+hinx4e
osonlashadi.

2-misol. j aF integralni hisoblang.
9+Bcosx+sinxy

ko‘rinishdagi int_egrailami hisoblash

Yechish. tgi = almashtirishdan foydalanamiz. U holda
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J' dx 2dy _J' 24
- & B —F 3 .
.9+Emﬂx+smx [1+!=][9+8{1 1 ]+ ] e ok
142 144
te=+1
dig+l) 1 s 9
= e T g (G o i E

Ko'pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab rat-
sional funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi
hollarda boshga almashtirishlardan foydalanish ancha qulay bo'ladi.

a) R(sinx, -cosx)=—R(sinx, cosx) bolsa, u holda sinx=t al-
mashtirish bajariladi.

Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda cosx=t al-
mashtirish bajariladi. Nihoyat,

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda tgx=t almash-
tirishdan foydalanjladi.

ﬂmisnlj

integralni hisoblang.
cos’ x

Yechish., Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
R(—sinx, —cosx)=Rsinx, cosx)
shart hajariladi tgx=t almashtirishdan ﬁ:}}fdﬂlanamiz Natijada

3

I ‘J"f“rfg x)d(1gx) = [[1+r}d:—;+ +r:-;gx+’g i

bo* Iaﬁl.
br =Jsin" x+cos™ xdx integralnigaraylik. Bunda m, n — butun -

sonlar. Quyidagi uchta holni ko'ramiz:

1) m va n lardan hech bo‘lmaganda biri tog son bo'lsin.
Masalan, m — toq son, va'ni m=2k+l, k — butun son. U hol-
da t=sinx, dt=cosxdx, cos®x=(l-sin Ex)k—(l-tz]k almashtirishlar
natijasida

A = Ism x-cos8™ xdy = J'sm xcos™ xcos xdy = Ir (1- .r)a'r
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bo'ladi. Demak, t ga nisbatan ratsional funkswamng integraliga
egza bo'lamiz.

4-misol. J' sin* 2. cos® 2xdx integralni hisoblang.

Yechish. J'sin“ 2x-cos 2xdx= Isiu* 2x(1—sin® 2x)cos 2xdx =

<ltpaempel -1y soeLantae Lan’
= Jf (1-¢")dt t ]41 +C msm 2x 14511.1 2x+C
kelib chigadi.

2)mvanmusbatjuftsnnlarbn]sm ya'ni m=2s, n=2k, s, k —
natural sonlar. Bu holda ushbu

cos’.t=]+c;ﬂx, sinz.t—#, sin2x=2sinxcosx

formulalardan foydalanish magsadga muvofigdir, Bu formulalar
orgali sinx va cosx larning darajalarini pasaytirish mumkin boladi.
5-misol. J-sin" x-c0s” xefx ni hisoblang.

Yechish. jsin" x - cos’ xdx = Isinz x(sinxcosx) dx =
B D TN Bl 1 B &
_jg{l cu52x]{2$m2x) u:z'f:n:-—B [sm Exdr—ij'sm 2x

008 2xcl =ﬁ 1 cosaxya - ﬁ fsin? 2xd(sin2%) =

=-Lx——]~sm4x—Lsin’Ex+C
16 64

3) Agar m va n lar juft sonlar bu‘hb ularning kamida biri
manfiy bo‘lsa, yugorida bayon gilingan usul magsadga olib kel-
maydi. Bunda tgx=t almashtirishni bajarish lozim bo'ladi.

) th"xdx, Jctg”xdx, n-natural son, n>1 ko‘rinishdagi integ-
rallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida
hisoblanadi.
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Masalan, tgx=t, Farctgt, dx =

sak, [qg"xdr= J‘l'?'_"z,,f; hosil bo'ladi, Demak, berilgan integral
-3 Lo .
ratsional funksivani integrallashga keltiriladi.
6-misol. [g’xdx ni hisoblang. .
Yechish. Yuqum:lagl almashhmhlarm bajarsak,
J' i ey + 1 pd(f +1)

I“ _’+f_m_4 2 24 P4l

:r*r’lz ' 12'x 1 2
=L i+ =EE X et e C
42_2( ) 2 Eztgx}

hosil bo'ladi. B ;
d) Is’inmr - cos mxd, fuus_uTw cosmxdr, Ismmr -sin ey ko'ri-
nishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu
SIn #x - cosmx = %{sin(n = m)x +sin(n + m)x),
COSFIX  COS MY = % (ﬁos(n = m)x + cos(n +m)x),
sinpx- sinmx = l(ms{n —m)x—cos(n+m)x),
formulalardan fovdalanib, berilgan mtcgraﬂarﬂl yig'indining in-
tegraliga keltirish mumkin.
T-misol. jsm Sx- t‘m3x¢_i:: ni hisoblang.”

Yechish, jsmﬁ:c . cus-ixdx=}2‘j{siﬂi5_r-3x} +sin{5x +3x)kdx =
1. 1. 1 1
=—Ism2x -l-—fsm Bxdy=——cos2x——cos8x+C.
2 2 4 16
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10-bob. ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasi

Aniq integral matematikaning muhim tushunchalaridan hi-
soblanadi. Bu tushunchani bayon etishdan avval, unga olib kela-
digan masalalardan birini keltiramiz.

I'. O‘tilgan yo'l hagidagi masala.

Moddiy nuqta to'g'ri chizig bo'ylab, V=V(t} tezlik bilan ha-
rakat gilsin. Uning t; momentdan T momentgacha ketgan vaqtda
bosib o‘tgan yo'lni topish talab etilsin.

Ma’lumki, tezlik V o'zgarmas bo‘lganda, o‘tilgan vo'l

S=V+(T—1,)
bo'ladi.

Tezlik o'zgaruvchan bolganda, va'ni u vagtning funksiyasi
(V=V(1)) bo'lganda, ravshanki, bu formula bilan moddiy nuqta-
ning [t;, T] vaqt oralighda bosib o'tgan yo'lini aniq hisoblab
bo‘lmaydi. O'tilgan yo'Ini anig hisoblash magsadida [t,, T] vagt
oralig'ini

fmf;,fz,...,fu_ ,ﬁu<ff{fz{"'...{IH:T)
nugtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz. Natijada [t,T]
ushbu
.ﬁ,[}l r}fr {rf.l r}prj--p!'r(n_ﬂr r”f:.ﬂm_j}ch

bo'laklarda ajraladi. Har bir

ftotain] (k=_ﬂ_,£,.‘é‘, ...... Jh-1)
da &, nugta olib, so’ng shu [t,, t{}m}] da nugtaning tezligi o‘zgar-
mas V(&) bo'lsin deb, o'tilgan yo'Ini

VB Cesyy 8=V (@)A1

(e}.tk=t{h+1}—tk) bo'lishini topamiz. Bu ifoda albatta [t,t,.,)] vaqt
oralighda o'tilgan yo'lni taqriban ifodalaydi. Unda [t,,T] vaqt
oralig'ida o'tilgan yo'l

S=WE, ) Aty HHE ) A, WE) AL+
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£ AV ) M =S E)

bo'ladi.
Endi [t S | (k=0,1,2.....n=1) segmemlar uzunhklan
Al (ﬂ;f‘fﬁ '
ning eng kattasini & (A= maxk{ﬁ:a,ﬂfp ,.:!.i‘ru 1}) dc:,t!il:
Unda & nolga intilganda (A—0)

;V(ék)-ﬂ‘-.fk

yig'indining limiti moddiy nuqgtaning [t,,T] vaqgt oralig®ida bosib
o’tilgan yo'Ini ifodalaydi.
Demak, o‘tilgan S yo'l A—0 da
al .
'zy(éx) <Aty
k=0

yig'indining limiti bo‘ladi.

Umuman, ko’p masalalarning yechimi yuqoridagi kabi yig‘in-
dining limitini topish bilan hal etiladi. Bu aniq integral tushun-
chasiga olib keladi.

2", Funksiyaning integral yig‘indisi.

Aytaylik, ffx) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo'lsin. [a,b]
segmentni

: 7 T o e o
(@=x,<x,<x,<...<x,=h)
- nugtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz:
!xmrtﬁrijixﬁir"-:lrxfn,jjrxnj
(x,=0,x,_,)
Har bir [l (k=0,12,...n=1) bo‘lakchada ixtivoriy &,
gﬁcksgmgxmmj nugtani olamiz. So‘ng funksiyaning shu nugtada
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giymati f(E,) ni Ax;=x,.,—X, ga ko'paytirib quyidagi vig'indini
tuzamiz:

= [(Go) A%, + 1(5) Ax, + .+ F(E,) - Ax,
+"'+f(¢n_—]}'_‘lixn—l

. Bu vig'indi f{x) funksiyaning [a,b] segment bo‘yicha integral
yig'indisi deviladi va u o orqali belgilanadi:

a=S' ey a

Masalan, fix)=x° funksivaning [a,b] segmentdagi integral
yig‘indisi (yugoridagi bo‘linishga nisbatan)
n=l Lo
U=Zf(fgk}‘ﬂ&=z,§f'mk |
k=l k=0
bo‘ladi.
J°. Aniq integral ta’rifi.
fix) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo'lsin.
Bu funksivaning integral vig'indisi
n-=l
o= f(&) Ax,
k=0
ni garaymiz.
Ta'rif. Agar )0 da (yoki n—= da) i3 funksivaning integral
yig'indisi
n—=l .
o=y f(&) A,
= ;
chekli limitga ega bo'lsa, bu limit f{x) funksiyaning aniq integra-
]
li deyiladi va j'f (x)dx kabi belgilanadi.
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Demak,

b
[ £ ()= lim $ 16,
a {n-}m'!lH
Bu holda fix) funksiva |a,b] da integrallanuvchi deyiladi, a —
integralning quyi chegarasi, b integralning yuqgori chegarasi, fix)
integral ostidagi funksiva, f{x)dx integral ostidagi ifoda deyiladi.
Endi anig infegralning mavjudligini ifodalaydigan teoremani
ishotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar y=fix) fm1k&r1.ra la,b] scgment;da uzluksiz
bo‘lsa, u holda

J o

anig integral mavjud bo'ladi.

Eslatma. Funksiyaning uzluksiz bo'lishi sharti uning mteg‘al
lanuvchi bo'lishining yetarli sharti bo'ladi. Agar funksiva [a,b]
segmentda chegaralangan bo'lib, u shu segmentning chekli son-
dagi nuqtalarida uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha nuqtalari-
da uzluksiz bo‘lsa, u integrallanuvchi, ya’ni uning aniq integra-
li mavjud bo'ladi. :

Eslatma. Agar fix) funksiva [a.b] segmentda integrallanuvchi
bo'lsa,

J f@)dn = -} fx)dy, j F(x)dx=0

deb garaladi.
2-§. Aniq integralning xossalari
Aytaylik, fix) funksiva [a,b] segmentda berilgan bo‘lib, uning

b
aniq integrali [ £(x)x maviud bo'lsin,
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Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega. Ularni kel-
tiramiz.

'] b [ 2
I'. Ushbu [c- f(x)dr=c:[f(x)dx (c—const) munosabat
o'rinli bo'ladi. j

2°, Agar fix) va g(x) funksivalar [a,b] da integrallanuvchi bolsa
u holda fix)+g(x) funksiya ham [ab] da integrallanuvchi va

b b b
[[£ ()£ g(n)]de =] f(x)ds [ g(x)aix
bo‘ladi.

¥, Agar fix) funksiva [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyoriy
a<c<b bo'lsa, u helda

[ =] faratv+] s

ho‘ladi.
4°. Agar fix) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'lib, ixtiyoriy
7 k
xefa,b] da f(x)20 bo'lsa, u holda [f(x)dx20 bo'ladi,

5°, Agar fi’x) va g(x) funksivalar [a.b] da integrallanuvchi bo‘lib,
-] &
ixtiyoriy xe[a,b] da fix)< g(x) bolsa, u holda [F(x)é < [glx)dx
bo'ladi. e
3-8. Aniq integrallarni hisoblash usullari
I°, Nyuton-Leybnits formulasi va uning yordamida anig integ-
rallarni hisoblask. Avtaylik, y=f(x) funksiya |a,b] segment-

da uzluksiz bo'lib, F(x) esa uning boshlangich funksivasi
(F'{x)=f(x)) bo'lsin. U holda ushbu

| f()de=F(B)-F(a)
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formula o'rinli bofladi. Shuni isbotlaymiz.
4 [ab] segmentni g=X;X,Xa.... X, (X;<X<. {x»J nnqr.a.lar
yordamida n ta fxpx,/ fx,X,],.. ,{xﬂr_ ﬂ,xﬂ_f bo'laklarga ajratamiz.
So'ng quyidagi tenglikni garavmiz:

F(b)—F(@)=F(x,)—Fxy) = Fx,} —Fx g, I Fxy 1) —Fxg )+
o HF () =Fx ) I HF e =Fx) ]
Mazkur kitobda Lagranj fnrm_ulasi'deb atah‘wchi ushbu
fo)~fa)=f" (@) (b-a)
formulani keltirgan edik. Shu formuladan foydalanib yugo-
ridagi tenglikning o'ng tomonidagi ayirmalarni quyxdagmha
yozamiz:

F(b)~ F(a)= F'(E)-(x, — %) +

+4£ T‘?ﬁ—i} Xy Xea)
(GO =¥ FE ) (o — ) =

221?‘3‘5&.]' A, =if{§k:’ - Ax,
k=1 k=1

s F(b}—F(a)=§f{¢;)-axﬁ

fix) funksiva fa,bf segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u [a,b]
da integrallanuvchi. Bunobarin A0 da

. - B
lim=Y f(5)-Ax, = | f(x)d
k=1 =
bo'ladi. Keyingi tenglamadan |
b
Fb)-Fla)=[fmdc D

bo'lishi kelib chigadi.
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Odatda (1) Nvuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Aniq integrallarni sodda, ayni paytda qulay bo‘lgan hisoblash
yo'llaridan biri ularni Nyuton-Leybnits formulasi yordamida his-
oblashdir. ;

Agar quyidagi F(b)—F(a)=F(x)|. belgilash kiritilsa, unda

Nyuton-Leybnits formulasi ushbu

b
[ £(x)dv=Fx)

]
a

ko'rinishga keladi.
Nyuton-Leybnits formulasi yordamida

b
[ £

anig integral quyidagicha hisoblanadi:
Avvalo f{x) funksiyaning anigmas integrali J f(x)dx topiladi.

Aytaylik, bu integral topilib, u ®fx) ga teng bo'lsin.
| fryx=a(x)+C

So‘ng bu funksiyaning a va b nugtalardagi giymatlari hi-
soblanib ©(h)—®fa) ayirma topiladi. Bu giymat Nyuton-Leybnits
formulasiga ko‘ra Jf (x)dx integralning givmati bo'ladi.

Masalan, Isinxdxz—cusx‘[: —{msnl: cos() =2 bofladi,
a ! 0
2%, O'zgaruvchilarni amashtirish usuli.
Aytavlik, fix) funksiva fo,b] da berilgan va uzliksiz bo'lib,
uning aniq integrali '
]
[ Fxras

L
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ni hisoblash talab etilsin. Bu integralda
x=p ()

almashtirish bajaramiz. Bunda ¢(1) funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1) o(t) funksiva [o,p] segmentda uzluksiz;

2) plo)=a, o(p)=b; . . :

3) o(t) funksiva [a.p] segmentda uzluksiz o(t) hosilaga ega. U
holda

5 B _
[ £Gdx= | flot)- o'yt @
bo'ladi.
< Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo'lsin. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra
b >
[f(x)ds = F(5)- F(a)

bo‘ladi, Ma’lumki,
(Flo)'=Fp@) oW =fo@) o).
~ Demak, F(p(t)) funksiya fo(t)) - ¢'(t) funksivaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

b
ff (@) ¢'(D)dx = Flp(t)|? =

=F(p(B) - F(p(a)) = F(b) - F(a) = [f(x)ax

bo'ladi. Bu (2) munosabatni isbotlaydi, »
1-misol, Ushbn
2
j x4 — xdx
]
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integral hisoblansin.
« Bu integralda x o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:
x=2 sint. _
Bunda dx=(2sint)"dt=2 cost dr bo'lish, x=0 bo'lganda =0,

x=2 bo‘lganda, ::%_:_ bo‘ladi. Unda (2) formuladan foydalanib

topamiz:

14— xPde = [4sin®r -4 —4sin’ ¢ - 2costdt.

Keyingi integralni hisoblaymiz:

O By 121
e | W

L %

X
f'.*tl-sain'I ¢4 —4sin’t  2costdt = lﬁj?e;in*!cns* telt =
: ;

0

n

®
2z 2
1
=16 |—sin” 2t di = 4 |—(1 —cos4t)dt =
!43111 ;,[2( C )

=2(%vﬂ]=.m

S

2
J'x:’m‘ti-— xdx =
0

&F - nila

thig—lsinzr
4

Demalk,

2z
2-misol. j'.h_fdx hisoblang.
[}

Yechish, Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U
holda x=sint funksiya yugoridagi teoremadagi barcha shartlarni
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]ig;f] kesmada ganoatlantiradi va dx=costdt, a=0 da a=0, b=l

da f=n/2. Demak, (3) formulaga ko'ra

]-Jl—xzda:=f[vjl—sin*a‘-msta‘r=
]

L

3
= j(l+lm52r)=[l:+lsinzr]
INL 2 4

08 tdf =

'ﬂq—'hl:l
L) .

w2
™
4.

a
dx
3-misol. !m ni hisoblang.
Yechish. x=t deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda
dx=2tdt va a=0 da t,=+/z =0, b=9 da 7, =vb =3 bo'ladi.
(3) formulaga ko‘ra

Tode tdr 3 H s iy
;|1'1+J;-—Il+r—2‘!(l def——-z{f ]Ilfl'*i"fDJumﬁ—z].'ﬂ‘i-.

4-misol, [ COSX dy ni hisoblang.
s sin® x

Yechish. sinx=¢ deb almashtirish bajaramiz. U holda

cosxdx=dt, t;=sin(n/6)=1/2, t,=sin(n/3)=3/2 bo'ladi. (3) for-

mulaga asosan

nfd i UTERE:
I?Dixdx= jr*‘dr= 1. =l[16—E]=_3—2.
= 4%, 4 9.9

:-'ﬁsm *

3°. Bo‘laklab integrallash usuli.
Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) funksiya [a,b] segmentda aniglan-

gan, uzluksiz u'(x) va v\(x) hosilalarga ega bo'lsin.
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Ravshanki,

fux) v '=u'x) -v(x)+ulx) -vix)
Demak, u(x)+v(x) funksiva
ux) ~vix}+ufx) <vix)

funksivaning boshlang‘ich lunksiyasi bo’ladi.
Nyuton-Leybnits fopmulasiga ko'ra

JloGe) 90 + ) V() e = [ulx)- ()]

b
a

bo'ladi. Agar

T[u’(x) () +u(x)-v(x)]de =?v(x) ' (x)dx +

b b b
+ fulx)V(x)dx = jv{x} »du(x) + ju(.ﬂ - dv{x)
bo‘lishini e'tiborga olsak, u holda

(v dtu(x) + [utx) - dvl) =[u(x) )],

bo'lib, bundan esa

b e

fu@)- du@) =[u(x) V@], = po)-dutx) @

a a
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik anig inﬁgra[ning bo‘laklab in-
tegrallash formulasi deyiladi.

U u(x)dv(x) ni integrallashni v{x)du(x) ni integrallashga olib
keladi.

Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral
ostidagi ifodani u(x) va dv(x) lar ko‘paytmasi ko’rinishida yozib
olinadi, bunda, albatta v(x)du ifodalarning integralini oson hi-
soblana olinishi lozimligini e’tiborda tutish kerak.
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1-misol. Ushbu

&
j xIn xdx
Integralni hisoblaymiz.
<« Bu integralda u=In x, dv=x dx deyiladi. Unda

2

dﬂ‘—‘%t’.&, v:JW:x_

I | P S M A e G R i )
U sne-ome ot €08 S

ni2

2-misol. j xcos xdy integralni hisoblang,
0

Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak. du=dx, v=sinx
hosil bo‘ladi.
Demak, (2) ga ko'ra
wiZ "l

Ixuus.rdr (xsmx]lm .J.Eiuxdx=
]

L]

-

4-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Biz yugorida integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi ma'lum bolsa integralni Nyuton-Leybnits formulasi
yordamida hisoblash mumkinligini ko'rdik. Ammo boshlang‘ich
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funksiyani topish masalasi doim osongina hal bo‘lavermaydi.
Agar integral ostidagi funksiva murakkab bo'lsa, tegishli aniq in-
tegralni hisoblashni tagribiy usullarini go‘llash lozim bo‘ladi.

I, To'g'ri to'riburchaklar formulasi.

f{x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzhiksiz bo'lsin. Bu
funksivaning aniq integrali

[ £y

ni tagribiy ifodalovchi formulani keltiramiz, [a,b] segmentni
=X 5<%, <0 Ky K, =
nugtalar vordamida n ta teng bo‘lakka bo'lamiz.
Bu holda
b—a
A =Xy =X =
n
PO L O
n
bo‘ladi.
Berilgan f{x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati f(x,) ni hi-
soblab, fix) funksivaning. [xk,xm_u] segment bo'vicha aniq integ-
ralini quyidagicha

T4l

[ feode~ £i)-ae = fx)-

X i
taqribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [x,.x,. ]
(k=0,1,2.......,n-1) segmentga nisbatan yozib, so'ng wlarni hadlab
go'shib topamiz:

b-a

J Feasde= f) =2,
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| e res) 222,
: n

[ o= rizy 2= ]

J S £5,)- 22,
[ s+ [ s+
+ij(x)cix.+...+irf{x}dr=

~ PS4 FOR) + [+ £ (3]

Demak,

5 : :
£ =222 F G+ )+ F s+ ),

] =l
[r@ax=2=2F 1z @

- Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formula to'g’ri to‘rtbur-
chaklar formulasi deyiladi.

2°. Trapetsiyalar formulasi.

fi{x) funksiva [a,b] segmentda berilgan va uzhiksiz bo'lsin [a,b]
segmentni yugoridagidek n ta teng bo'lakka bo'lib, f(x) funksi-
yaning [x}v"(m)] segment bo'yicha olingan aniq integralini qu-
vidagicha

192




| roas=L fxﬂ*gf (o) g, S+ [(5y) ba
,l'.

2 n
tagribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [x,.x., ]

(k=0,1.2......., n-1) segmentga nisbatan yozib, so‘ng ularni hadlab
go'shib topamiz:

[ reods+  roodes | oo | sy

Lam1

=22+ SO+ (S )+ £ + () + ) +
+ot(flx )+ F(x))]=

=2 f )+ 21+ 2 (x4 4 215, )+ S 3]

Demak,

:j;rm : b;“[fﬁ‘ﬂf;ﬁ*ﬂ»’ b+ Sl ot S ;} )

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formulaga trapetsivalar
formulasi deyiladi. -

3°. Parabolalar (Simpson) formulasi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan va uzluksiz bolsin. [a.b]
segmentni

A=< XS X g Xy X, =D
nuqtalar yordamida 2n ta teng bo‘lakka bo‘lamiz.
f(x) funksiyaning [X,,.%., .5 ] segment bo‘yicha aniq integra-
lini quyidagicha

T s

L1p

b—a
6

[f{xz.t) +4 7 (x5.) + f(—‘-'uu}]
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tagribiy ifodalaymiz, Bu tagribiy formulani har bir
XX 10l (k=0,1,2,.....n=1)
sesmmﬂsa nishatan vozib, so'ng ularni hadlab qo‘shib topa:mz

- Jreoas Freapaes

+I]'f(x)dx+---+ hj f(x)dx=
% fea

| : __g_bﬁ;:[(f{xd)+4f{x,}.+f(x=))+

L)+ 1) 4 S )+ f () +
41 (5, )+ f ()] =

| *_ﬁ%"[mxmﬂxz,nmcﬂm+f(x,1+m5)+--'-+
| +1 G D+ 2 () + £ () + £G4 (f(a)]
|
|

Demak,
| e i i : d

| [ ye =225+ £050)+

() S+t fl )+

+2(f(0)+ )+t f(5y,5)) ] ©

Bu (6) formula parabolalar (Simpson) formulasi deyiladi.
Misol. Ushbu

_I[e“lztc_
L]
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aniq integral to'g’ri to‘rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson for-
mulalari vordamida tagribiy hisoblansin.
< [0,1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz:
O0=x; %,=0,2, x,=0,4, x,=0,6, x,=0,8, x;=1

Bu nugtalarda fix)=e*? funksiyaning givmatlari quvidagicha
bo'ladi:

fixg)=1,00000, fix))=0,96079, fix,)=0,85214,

flx)=0,69768, fi(x)=0,52729, fix)=0,36788.
Har bir bﬁ‘lakning o'rtasini ifodalovchi nugtalar quyidagicha
=01, .74:3 =0,3, x,=0,5, x, =0,7, .rg =0,9.

2 z

bo'lib, bu muqtalardagi giymatlari esa quyidagicha bo‘ladi:
f[_tg ]= 0,99005, f[x:’r ]:{],9] 393, _||I'[_:|:5 ]:ﬂr'?'?ﬁg[}‘
: 2 3

2 Z

f[.xz ]: 0,61263, f(.v:.; ]= 0,44486.
z 2
a) to'g'ri to'rtburchaklar formulasi (4) bo‘vicha.

1
Ie"z i =
=
E -15([}, 09005+ 0,91393 +0,77680 + ﬂ}wlﬁ 1263+ 0,44486) =

;;- .3,74027 =0,74805

b) trapetsivalar formulasi (5) bo'yicha
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+L‘l %ﬂ?gm 85214+ﬂ ﬁg?ﬁs
| 7

.[ "fdr (l,ﬂﬂﬂﬂﬁ+0 36?33

2

0
+0,52729) = 2(0,68394+3, 1}'3-?9'0) = 213,72184 %0,74437

V) Simpsnn fon:tmlaﬂ {ﬁ} bn‘mcha
i
_ _|' = —{u,mumw 36788)+
o

+4(0,99005 + 0,91393 + 0, 77680+ 0, 61263 + 0, 44486) +
+2(0,96079 +0,85214 +
+0,69768+0,52729)] =

= %I{mﬁ?ss +4-3,74027 +2-3,03790) =

=§%-_(1,36T88 +6,07580+14,96108) ~
' %0,74682
Tagribiy formulalar }r()rdamjda hlsuhlah topilgan

e+ ds
, i
integralning giymatini, uning
dhil s o)
Je" de=0,74685...
i

giymati bilan tagqoslab, Simpson fu:mﬁiaai yordamida topilgan
integralning tagribiy giymati aniqroq ekanini ko‘ramiz.
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11-bob. ANIQ INTEGRALNING BA’ZI BIR TADBIQLARI

1-§. Tekis shakining yuzini hisoblash

Jix} funksiva [a,b] segmentda aniglangan, uzliksiz hamda ix-
tiyoriy x<[a.b] da fix)={ bo'lsin. Yugoridan fix) funksiva grafigi,
yon tomonlardan x=a, x=>b vertikal chiziglar hamda pastdan OX
— abssissa o'qi bilan chegaralangan shaklni garaylik (1-chizma)

l-chizma

Odatda, bunday tekis shakl egri chizigli trapetsiva deyiladi.
Uni aABb deylik.

Agar fix) funksiya [a,b] segmentda o'zgarmas, ya'ni

Jix)=C=const

bo‘lsa, u holda aA Bb shakl to'g‘ri to‘rtburchak bo‘lib, uning yu-
zi §=C-(b—a) bo'ladi.

Agar fix) funksiya ixtivorty uzluksiz funksiva bo'lsa, unda
aABb shaklning yuzi quyidagicha [npﬂafh
[a,b] segmentni

A=Xg Xp Xgpre oo » X1, x,=b
(< <x,<..<x )
nugqtalar yordamida » ta bo'lakka bo'lamiz va har bir
eyl (k=012,..., n—=1)
segmentda ixtivoriy
Ek (EpElxp Xy )
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nugta olamiz,
So‘ng har bir [x,, x,.,] scementda ji’x,,) funksiyani o‘zgarmas
va uni f{%,) ga teng qilib olsak, u holda x4, B/ x, ., egri u!uﬂqh

uapetswanmg yuzini )
J&) Gy ) ! f‘
deb elmh mumkin bo'lib, a4 Bb shakining yuzini esa ' .:'
Sufite) - G X HE) (=) .o ¥ JE) (=)
o) ﬁh_"m B
deyish mumkin, Demak

smsze:t} Ax, 1)

bunda Ax,=x, ., —x,.

aABb egri chizigli trapetsivaning yuzini ifodalovchi formula
taqribiy formuladir. ;

Endi [a,b] segmentning bo‘laklari sonini shunday orttira bo-
raylikki, bunda har bir [x,, x,,/ segmentning uzunligi 4x, nolga
intila borsin. U holda

gf(m-éxk

yig'indining migdori ham o‘zgara boradi.
Ma’lumki, bu holda

théﬁ} A, = _[f(r}dr

J.-—bﬂ

bo‘ladi. '
Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzi

s=freas

aniqg integral orgali topiladi.
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Eslatma. Agar egri chizigli trapetsiva OX o'qgidan pastda joy-
lashgan bo‘lsa, (ffx)<0, x=fa,bf) unda bu shaklning yuzi ushbu

s =-j flx)d

formula yordamida topiladi.

Masalan, yugoridan f{x)=x? parabola, yon tomonlardan x=1,
x=3, vertikal to'g’ri chiziglar va pastdan OX o'gi bilan chega-
ralangan shaklning yuzi yugorida keltirilgan formulaga ko‘ra

bo'ladi.
Agar tekislikdagi shakil quyidagi
y=f %), y=fo{x), x=a, x=b
(i), fs(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz va f,(x)>0, f5()>0,
[fi{x)>f5(x) chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi
b

0= [0~ f(0)]dx

formula bilan topiladi.

Demak, manfiy bo‘lmagan uzluksiz funksivaning aniq integ-
ral egri chiziqli trapetsivaning yuziga teng. Bu aniqg integralning
geometrik ma’'nosini ifodalaydi.:

I-misol. y=cosx, y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzi hisoblansin, bunda xef0;2nf (2-chizma).

Yechish. IE[{};E} va xe[s_ﬂ;zﬂ} da cos x>0 hamda
2

¥

xe[ﬂ 3“] da cos x<0 bo'lgani uchun

S=T|ms.r|dﬂt Imsxdr+|hr{ cos x)dx]| + Imsxdx—
L+

Rl =il
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e

- temani vechib, chiziglarning kesishish nuqtalarini topamiz

=sin ﬂ:m + |smx“iff+ s’itix[;:; = Sin% —sin0+

+

s_in%—sinﬂ%—sinzm -—-singg-: 14]-1- l]—{—l}=4

2-chizma

Demak, 5=4. ; ;
2-misol. y=x?+] va y=3-x chiziglar bilan chegaralangan figu-
raning yuzini hisoblang.

; et
=T S TR
3-chizma
Yechish. Figurani yasash uchun avval ﬁshhu {J’ =x'#1 sis- I
: y=3-x

(3-chizma). '
- l




Bu chiziglar A(—2;5) va B(I;2) nugtalarda kesishadi.
U holda

s'j{z—x)a:x— ]'_(xi F1)dr= T(Z—x~x“}dx=
-2 -2

L 'l .4 B) 9
et S Pt

2-§. Yoy uzunligi

fx) funksiva [a,b] segmentda aniglangan va uzliksiz bo'lsin.

Uning grafigi tekislikning
(a, fta) va (b, fib) .

nugtalari orasidagi egri chizig yoyni ifodalasin {l-c}uzma} o

Shu yoy uzunligini topish talab etilsin.

Agar f{x) funksiya [a,b] oraligda nzgarmas fix)=e, c=cons
ho‘lsa, bu funksivaning grafigi tekislikda {a,b), (b,¢) nuqtalarni
birlashtiruvchi to‘g'ri chiziq kesmasi bo‘lib, uning uzunligi

l=b—a
bo'ladi.
"'.
4
‘ia_,..-ﬂ'""- -‘-\H'H B
iy
A
=,
0 XEB X %z X :;.' b=y, *

1-u]_:|.izmn

Agar fix) funksiva [ab] oraligda chizigli funksiya, ya'ni
fix)=kx+b (k,b — o‘zgarmas sonlar) bolsa, bu funksiyaning gra-
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figi (aﬁcy}, (b.fi®)) nugtalarni birlashtiruvchi to‘g’ri chizig kes~
masi bo'lib, uning uzunligi

L=-ay +(f(B) - f@) =(b-a) N1+ /
bo'ladi.

Aytaylik, fix) funksiya [a,b] oraligda aniglangan va uzluksiz
- bo'lsin. Bu funksiyaning grafigi 2-chizmada tasvirlangan egri
chizig yoyi bo‘lsin.

Uni 4B deb belgilaymiz. [4,b] segmentda ixtiyoriy

=X XpXgee Xy =D (X< <x, < <x)
nugtalar olib, uni bu nugtalar yordamida n ta bo‘lakchalarga
ajratamiz.

BrpXily B61:X5], ooy PRl ons DX,

[a,b] segmentni bo‘uvchi nugtalar

Ko X K Xl XXy
orqali OY o'qiga parallel to'g’ri chiziglar o'tkazamiz. Bu to'gri
chiziglarning AB yoy bilan kesishgan nugtalari

Axpfix) (k—0,1,2,...n)

A=A, A,=B A,=A, A =B bo'ladi. AB yoyidagi bu nugtalarni
bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, L,
siniq chizigni hosil gilamiz.Z,_ siniq chizig, AB yoyga chizilgan
siniq chiziq deyiladi. Bu siniqg chiziq perimetri

b= Z\/ (X =) +I.D‘r[-xk+|:| = (It)f

bo'ladi.
Ravshanki, /, perimetr [a,b] [a.b] oraligning bo‘linishiga, va’ni
A%, =%, X, ga bog'lig bo'ladi.
Avvaldagidek, Ax;=x, ., x, larning eng kattasini ) bilan belgi-
laymiz.
- Ta'rif. Agar /-0 da
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L
L, :Z'J{xi-!-l =0 )+ f @)= 1]
k=0

perimetr chekli limitga ega bo'lsa, AB yoy uzunlikka ega deyila-
di va Lim/, =/ Jimit AB yoyining uzunligi deyiladi.

ftx) funksiya [a,b] segmentda aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
Jx) hosilaga ega bo'lsin. Bu funksivaning [a.b] oraligdagi grafi-
gi AB yoyni tasvirlasin.

Ma'lumki, AB voyea chizilgan sinig chizigning perimetri

=
=3 At~ 50 + [ )= )T

bo'ladi.
Har bir fx,,x, , /da f{x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llay-
miz. U holda shunday

£, fEkEka:xH}.U
nuqta topiladiki,
Sl SR 0) ~ (.4
bo‘ladi. :
Demak,

-l

= 2\!’[“{&44 ‘_xﬁ)z 7 i (6:): (2 _-?&-}1 =
k=0

H-l n—i
= E‘\II] + .fﬂ(é;;} (X — %) zz"ﬁ"' fﬂ{;&] - Ax,
k=0 =0
Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi

vI+ f7(x)
funksiyaning integral yig“indisini eslatadi.

Uning integral yig‘indidan farqi shuki, integral yig'indidagi &,
nugta ixtiyoriy bo'lgan holda, yugoridagi yig‘indida csa &, nuqta
[,/ oraligdagi tayin nugtadir. Ammo
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1+ (%)

funksiva integrallanuvchi bo‘lganligi (chunki shartga ko'ra, {x)
uzluksiz} sababli buning ahamiyati vo'q. Demak, -

{ =l 3
T oy e A 72
liml, = lim 3 1+ 77(&,) Ax, j Vs 7 s
Bu esa AP yoyga chizilgan perimetri 2—0 da chekli li-mit-sa
ega bo'lishini va u limit
\ B
[1+ @)
integralga teng ekanini bildiradi.
Demak AB yoy uzunlikka ega va bu yoy uzunligi
b
1= [+ £ (x)dx

formula yordamida (va’ni aniq integral yordamida) hisoblanadi.
Misol. Ushbu
3
_ fx)=x* (0x<q)
funksiya tasvirlagan egri chizigning uzunligi topilsin.
<4 Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hiseblaymiz:
: s, e Vet

3
Tt S It R
S(x)=(x*) STt
Undan
1+f'z.(ﬂl}=1-+-§x, \f1+f?3(x}=,/1+§x
bo'lib, &
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11 .9
f=£ )]+E.rd.'x

V4t 2nsi e K&1D
4 4 T

bo'‘ladi. Bu integralda

almashtirish bajaramiz. Natijada
1u 1

j I+-xdx=—_|'rzdr— rz S

1

_—[Jm )_—(m.f" 1)
bo‘ladi. Demak, yoy uzunli E:E(iﬂ-ﬁ—l] ga teng. b

3-§. Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

I'. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma'lumki, to'g'ri
chiziq kesmasini biror o'q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo'ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular
ma'lum formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, fix)eCfa,b] bo'lib, wxefa,b] da fix}=0 bo'lsin. Bu
funksiva grafigi 4B yovini tasvirlasin (l-chizma).

AR voyni Ox o'gi atrofida ay]a.nunshdan hosil bo* Igan sirt ay-
lanma sirt deyiladi. Uni 7" deylik. [a.b] Sﬂglnﬁ:ﬂtl‘ll ixtivoriy

P={xpxy...x}  (0=%,;505..<x,=b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
x.(k=012,..,n
bo‘luvchi nuqtalari orgali Oy o'qgiga parallel te’g'ri chiziglar o'tka-
zib, ularning AB yoyi bilan kesishish nuqtalarini A, =4, (x,.f{x,)
bilan belgilaylik. (4,=4, 4,=B; k=0,1,2,...,n). Bunugtalarni o'za-
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ro to'g'ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoviga L sinig
chizig chizamiz.

7

S
.
(4

1-chizma
AB yoyini Ox o'qi atrofida aylantirish bilan birga [ siniq
chizigni ham shu o'q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus
sirtlarining birlashmasidan tashkil topgan K sirt ]'l{ZISil bo‘ladi. Bu
K sirt yuzaga ega va uning vuzi

ug)=2e3L "““zf”*ﬂ’ NG =2 + [ )= f )]

ga teng. (Bunda kesik konusning yon sirtining yuzini topish for-
mulasidan foydalanildi,)

Ravshanki, K sirt, binobarin uning yuzi u(X) [a,b] segment-
ning bo‘laklashlariga bog'lig bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar ¥&>0 son olinganda ham shunday &>0 son topil-
saki, [a.b] segmentning diametri 1,<8 bo'lgan ixtiyoriy P bo'lak-
lashi uchun |p(K)—S|<e (SeR) tengsizlik bajarilsa, § son u(K)
ning Ap—+0 dagi limiti deyiladi: I3 #(K)=S5.

2-ta'rif. Agar h,—0da p(K) yig‘indi chekli 5 limitga ega bo'lsa,
T’ aylanma sirt yuzaga ega deviladi.
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Bunda 5 son T aylanma s;rmmg yuzi deyiladi: S=p(T).

Demak,
ucry= fimax 3 LEI L Cesd. i, 2 +] S~ FGOT

2", Avlanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, fix)eCfa,b]
bo'lib, u fa.b/ segmentda uzluksiz f(x) hosilaga ega bolsin,

Bu funksiva grafigi AB voyini Ox o'qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan T aylanma sirtning yuzini topamiz. '

< [ab] segmentning ixtivoriy P bo‘laklashini olib, yugo-
ridagidek

M-l
ua) =20 3 FETIL ) (o e+ )~ F )T

yviglindini tuzamiz,
Lagranj teoremasiga ko‘ra
S ) )= ) X)) = () " AX,
bo‘ladi, bunda g,fx,x, . .]. Natijada
il |
H{K} =2ﬂ,z f(x.t] +2.Jr(-ri.+J.] 1 h+ f‘l_!(ﬁt}ﬁxk
k=1

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
n=l

H(K) =2H§n,f{§#} 1+ /2(6)A% +7 [H[(ﬂ-ﬁ) =

-HEN+ TG - fENNIF T A ). D

F)eC'fa,b] bo'lganligi sababli f (x)y/1+ f7(x) € R[a,b]
bo'ladi. Demak, 4,—0 da

n—1 ]
270y, FENI+ £ (&A%, = 2 [ foW1+ 2 ()b (2

2



e

Ravshanki, 1+ /7 (x) € C[a,b].

Demak, bu funksiya [a,b] da o'zining maksimum giymatiga
ega bo'ladi. Uni M deylik:

A 2

M =max 1+.£ (x).
fix) _funk:gjya [a.b] m:g_rnentda tekis uzluksiz. Unda ve>0 olingan-
da ham,

g j : fimgricis
M —a) ga ko'ra shunday >0 son topiladiki, A,<5
bo'lganda
£
V-1 <5 M= » G- s <3 M(b 3
boladi. Shularni e’tiborga olib topamiz: .

{Z[U{xﬂ_ﬁ:_‘; N+{f(x) ‘f':ﬁfrrn] ]+J'm{§r} : Mk}

3

=1
<[l 7@ )~ FE WL+ 776 -, <

£ £ i—L
M : :
[2M(a-a} i ZM(b_—a}] E,ﬂx" J&
Bundan A,—0da
gﬁ,[(ﬂxe}*f(ﬁg)} () = FEN NI+ (G, =0 (D)
bo'lishi kelib chigadi.
A,—0 da (1) tenglikda limitga o‘tib, (bunda (2) va (3) munosabat-
larni e'tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun

p() =27 [ (1 f2 () @

bolishini topamiz, »
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l-llliﬂﬁl.. Uﬂhbu

-1

f-:x)=§{e5 +e®), a>0. O<x<a

zanjir chizig’ini Ox o'q atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan ay-
lanma sirtning yuzi topilsin.

T

; | o
<« Ravshanki, f(x) =E(E“ —e*® ) (4) formuladan foydalanib,

izlanavotgan avlanma sirtning yuzini topamiz:

"'ﬂ & 4% 1 = =
=3 —f{gd g v l+— o — azdx=
WT)=2m[ (e +e }J 2 =e?)
B P L (g0 S S
i 2! | g JE[- '
Ix o2z

s 2
=281 8.7 poxB =E{e“—e'=+4) -
212 2 s i

Aytaylik, AB egri chizig yuqori varim tekislikda joylashgan

bo‘lib, u ushbu
{x = (ast<p)
Y=gy

parametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo'lsin. Bunda
@f(t), w(t) funksivalari [, p] da uzluksiz va uzluksiz @'(t), w'(t)
hosilalarga ega. Bu egri chizigni Ox o‘qi atrofida ayvlantirishdan
hosil bo'lgan aylanma sirtning yuzi

3
uI)=2a [y N O +y (dt (9

bo'ladi.
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Z2-misel. Ushbu

xi+(y=2P=1
aylanani Ox o'gi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning (torning) yuzi topilsin.
< Aylananing tenglamasini quyvidagicha
x=q(t)=cost

y=ulf)=2tsint (f=t<2n)
parametrik ko'rinishda yozamiz.
Izlanayotgan ayvlanma sirtning yuzi, (5) formulaga ko'ra

an
p(T) =2 [ (2+sint)y(const)” +(2+sint) di =
o

an
=2z _[ (2 +sinf)dt =8r°
i
bo'ladi. b
4-§. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi

Aytaylik, biror jism OX o'qi bo'ylab F kuch ta'sirida harakat
gilayotgan bo‘lsin. Bunda F kuch jismning OX o'gidagi holatiga
bog’lig, ya'ni F=F{x) va uning yo'nalishi harakat yo'nalishi bilan
ustma-ust tushsin. Bu kuch ta'sirida jismni @ nugtadan b nugta-
ga o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish masalasi yuzaga keladi.

Ma'lumki, F=F) kuch [a,b] oraligda

; Fix)=c, ¢ const
bo‘lsa, jismni @ nuqtadan b nuqiaga o‘tkazish uchun bajarilgan
ish A=c+(h — a) formula bilan ifodalanadi.

F=F¢x} kuch [a,b] da x o'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz
funksiyasi bo'lsin. U holda [a.b] urs_t]_imlj ushbu nugtalar yvorda-
mida @=x5X; X5 o X, =0 (XX, <x,<..2x) n ta fxpx,f,
[xpXofenfX X odfx, %, ] bo‘laklarga ajratib, har bir bo'lak-
chada ixtivoriv
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TN gl S , i—=1} Eelxg X il
nugta olamiz.
Agar har bir
[oXp] (k=0,1,2,... ..., n—1)
oraliqda jismga ta'sir etayotgan Ffx) kuchni o‘zgarmas va F(&,)
ga teng deb olinsa, u holda [x,,x, ./ oraligda bajarilgan ish tax-
minan

F(E) (o)

formula bilan, fa,b] oraligda bajarilgan ish esa taxminan
-1 -]
A=Y F(E) (u—%)= Y F(&) Ax
k=l =iy

formula bilan ifodalanadi.
Agar A—0 da

S re) ax,
F== ]

yig'indi chekli songa intilsa bu sonni F{x) kuchning [a.b] oralig-
dagi bajargan ishi deyilishi mumk_in, Demak,

a—l
A=limD F(E)- A%
Ravshanki, garalayotgan yig‘indi. F=Fix) funksivaning [a,b] ora-
lig bo'yicha integral yig'indisi bo‘ladi. F=F¢x) funksiya esa shart-
ga ko‘ra [a,b] da uzluksiz. Demak, yig'indining limiti mavjud va u

j'F {(x)dx

ga teng bo'ladi:

lim > F(&)- Ax, =] f(x)de
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Shunday qilib, o*zgaruvchi Fix) kuchning |a,b] oraligdagi ba-
b
jargan ishi 4= [F(x)d% poaqi
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ik-

kinchi uchiga esa F=F(x) Kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (1-chiz-
ma). =

I-chirma

Agar prujinaning gisilishi unga ta’sir etayotgan Fix) kuchga
proporsional bo'lsa, prujinani ¢ birlik gisish uchun Fx) kuch-
ning bajargan ishi topilsin. < Agar Fix) kuch ta’sirida prujina-
ning gqisilishi migdorini x orgali belgilasak, u holda

Fix)=k-x

bo‘ladi, bunda k& — proporsionallik koeffitsienti {gisilish koef-
fisienti). Yugoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni topa-
miz: '

a,

<l

ﬂ-__
n =

2
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12-bob. XOSMAS INTEGRALLAR

1-§. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasi-
ni kiritishda integrallash oralig'ining chekli bo‘lishi talab etil-
gan edi.

Endi cheksiz oraligda ([a,+=); (—w=,a]; (—o+=) oraliglarda)
berilgan funksivaning shu oraliq bo‘yicha integrali tushunchasini
keltiramiz va organamiz.

I'. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f{x) funksi-
ya [a,+=) oraligda (a=R) berilgan bo'lib, ixtiyoriy [a,t] da (a<t<+w=)
integrallanuvchi bo'lsin: fix)eR(fa,t]).

Ushbu

F(O)= | fe)a

belgilashni kiritamiz.

I-ta’rif. Agar t—+oc da F{#) funksivaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limiti f{x) funksiyaning [a,+=) cheksiz oralig bo*yicha xosmas
integrali deyiladi va

| ey
kabi belgilanadi:
] roode=lim PO =Jim [ 7.

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral deb ham yuriti-
lndi,
Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas in-
tegral» deyish o‘rniga «integrals deymiz.
2-ta'rif. Agar t—»+w da F® funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo'lsa, (1) integral vaginlashuvchi deyiladi.
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Agar t—+eo da Fft) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘imasa, (1) integral uzoglashuvchi deyiladi.
1-misol. Ushbu
_[e “dx
a

integralni garaylik. Bu holda

F(t)y= Ie"dx’ =—e 4]

ba‘lib,

rlJ'ﬂ:u!*T'lfr}l:]

bo‘ladi. :
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va

j e Tdr=1.
Z2-misol. Ushbu

£ @000
= (@0

[
a

integral uchun

o Int-Ina, ggar o =1 bo'lsa
F(;} - f_ =4 potl g4
X"

, agar o #1 ba'lsa
—-a+] o+l

bo‘lib, t—+w da
a]-{!
F()— = (@>l),  Fi)—s+wx (as])
bo‘ladi.
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TE

g
integral a>1 bo'lganda yaginlashuvchi, o=/ bo‘lganda uzoglashuv-
chi bo'ladi.

3-misol, Ushbu | cosxd¥ integral uzoglashuvchi bo'ladi,
chunki t—+sda
F(t)= jms Xelx = sin/
funksiyaning limiti mavjud emas.
4-misol, Te“"cir, a>0 ni hisoblang.

Yechish.

e

o 1
[ e = lim [e™"d = lim

Fdiaa 1 P e

£ - gy i}
. [ e e

6= lim [ +— ]z
=l a &

T

]
dx
S-misol. | — ni yaqinlashishga tekshiring.
e £ - el
Yechish.
L] 3 .
[lig = l!:ﬂ !1 f’;z = }Eﬂarﬂfgx E: F]_i*r_ri{arerg[}_amfgr} = %
Demak, integral yaginlashuvchi va
P
1+x 2

—_
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I

S 2 i : e
6-misol. im integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Biz bu integralni hisoblash uchun ikkita xosmas in-
tegrallar yig'indisi ko‘rinishida yozib olamiz va integrallarni hi-
soblaymiz, va'ni _

Podeo e A Rl o Tl L bk
II+H_£1+f'+ !l+xl-hm'|- +]1mI &

= lim arcrgxt—rll_i'n;mrg:t

=R

= rlljﬂ]{arc:g{] —arclgr )+

s

+ lim(arcigt —mfgﬂ]=%ft+v;—:rc=m

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi.
Xuddi shunday quyidagi integrallar ham yuqoridagidek,

[ reodx, [ foods

xosmas integrallar va ularning yaginlashuvchiligi, uzoglashuy-
chiligi ta’riflanadi: .

J reods = tim | r o,

| e = lim [ e
=% o i
2 Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xos-
mas integralning turli xossalarini ffx) funksiyaning [e,+) ora-

lig bo*yicha olingan

T reas
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integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

[ s, T reoas

integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.
Fre
1-xossa. Agar | f(x)d integral yaginlashuvehi bo'lsa, u hol-
da J f(x)de (a<b) integral ham yaginlashuvchi bo'ladi va ak-
b t
sincha. Bunda
4o & e
| rooae=[fyde+ [ rxa (2)
(] a B
tenglik bajariladi.
I b pun
« Ravshanki, [/(dde=[f(x)dx+ [ f(x)dr. (a<b<r)
a a b
Avtaylik, jf {(x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsin.

t
Demak, lm If (¥)dx mavjud va chekli bo'ladi:

lim [ f(x)ds = [ £(x)eb
(2) tenglikdan fovdalanib, >+ da

tim [ o= | fO)e— | oy

bo'lishini topamiz. Demak, | f(¥)d intcgral yaginlashuvchi va
B
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tna e 2
[ rode= [ feade- [ £(xax
b a a
bo'ladi.
Aytaylik, [ f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin,
B

Demak, lim [ f(x)dx= [ f(x)ds chekli bo'ladi.
] b
(2) tenglikdan, t—+w da
! b fes
lim | f(x)dx = [ f(x)de+ [ flx)de
a b 4

bo'lishi kelib chigadi. Demak, | f(x)d¥ integral yaginlashuvchi
L ] ]
va [ f)dx=[ f@dc+ [ 706 poiadi, »
o i b
2-xo0ssa, Apar _[ J(x)dx integral yaginlashuvehi bo‘lsa, u hol-
da J'C - f{x)dx ham (C=const) vaginlashuvchi bo'lib,

e red=e] rea
boladi.

il
3-xossa, Agar | f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lib,

s
vixefa,+) da f)=0 bo'lsa, wholda | £ 20 potiadi,
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4-xo0ssa. Agar _[ F(x)dx va Ig{x}fi’f integrallar yaginlashuv-

chi bo'lsa, u holda IU (x)xg(x)dx integral ham yaginlashuvchi

bolib, | (/¥ tg(ddr= [ f(x)dcs [ g(x)dx botadi,

Izoh. Berilgan integrallarning vaginlashuvchiligi yetarli shart
bo‘lib, funksivalar vig'indisining integrali vaginlashuvehi bo'lishi
uchun zaruriy shart emas. Masalan, ' '

ot 1 S 1 v "
flx)= 7 plx)= T | x € [l;+e=)
bo‘lsin, U holda

| - lim Inx][{= lim In? =-+oe,
1

X [=pfom

T -1 . =t
| m;ﬁ_—E.;m[xﬂﬂl_—lz_ﬂ[m{m-l]—]nm=4=.

Demak, garalayotgan xosmas integrallar uzoglashuvchi bo‘la-
di. Funksiyalar yig'indisi uchun esa

X oa+l

T[l_hL];f;_—.ll_i‘.:fl;{inix]-lu|.1:-|—I].}J|;=r]éﬂ{]nr—h:[r+]}+]n2]=

=t

= lim e bR 2 SR S 2
t+1

yaginlashuvchi xosmas integral bo'ladi.
Shuni ham ta'kidlash kerakki, agar integrallardan biri yagin-
lashuvchi bo'lib, ikkinchisi uzoglashuvchi bo'lsa, u holda

ey

[(fEr 2 o) d

1
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M

xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
S5-xossa. Agar Vxela/+«) da f(x)<g(x) bo'lib, If{ﬁc}a& va

[e(x)@ integrallar  yaginlashuvchi  bo'lsa, u  holda

| FGyds< [ g(x)dx boladi.

Misol tarigasida 5° xossani isbotini keltiramiz. Quiggn X0ssa-
lar bevosita xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi ta'nifla-
ridan kelib chigadi.

S-xossaning isboti. Anig integral xossalariga ko'ra ixtivoriy >a

I ]
uchun | £(x)dx < [p(x)dx.

Agar jcﬂ{x}dr yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

£

F(t)= j. F(x)dx S'jal{x)dr < Tq:-(i].—:fx < teo

munosabatlar o'rinli bo‘ladi. Demak, F(t) funksiya yuqoridan
chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, ffx)=0 bo‘lgani
uchun Fyy) funksiva o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan chekli limitning

e
lim F(f) = lim [ f(x)dx
e .
mavjudligi, ya’ni j [f(x)dx vaginlashuvchiligi kelib chigadi.
Aksincha, _[ f(x)dx yzoglashuvchibo'lsa, _[ S(x)dx £ jlp(.r}rir
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tengsizligidan t—-+o da chap tomoni chegaralanmagan va bun-

dan o‘ng tomonini limiti chekli emasligi, ya'ni jﬁﬂ(ﬂfﬂ uzog-
lashuvchiligi kelib chigadi.
[= 5
T-misol. / \J"x]_-l-i integralni vaginlashishga tekshiring,

Yechish. 5° xossadan foydalanamiz, Berilgan integralni J--E'E;r
e

integral bilan solishtiramiz, bu integral a>1 da yaginlashuvchi
(1-misol), {1;+=) da
e [ B . . T dx !
-J;ﬁ—-ﬁ ??—f—fg bo‘lganligi sababli, J-}';;m!:i:gralmng

1

yaginlashishidan berilgan integralning yaqinlashishi
J;’ vai+l

kelib chigadi.
6-xossa. Agar | /(x)-g(x)ds va [ g(x)r integrallar yagin-

lashuvchi bo'lsa, u holda shunday o‘zgarmas p(mipﬁﬂﬂ to-
piladiki,
o Jamt
[ F(x)- g} = oc [ g(x)d €]
boladi. .
4 Avtaylik, Wvxe[a =) da g(ddz0 bo'lsin. Unda
m- g(x)sf(x)g(x)=Mg(x) bo'lib,

| e [ g0des M e
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bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, t—+w= da limitga o‘tsak unda
L e = o
m | g@)dvs [ £(x)g(x)de < M [ glx)d

bo'lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

T g(x)dx=0

bo'lganda (3) tenglik bajariladi.
Aytaylik,

T g(x)de >0

bo'lsin. Bu holda
| F(9g(x)ds
mEte—— < M

2(x)dx
bo'ladi. Agar

Tr@swa
p= .E.Im—_
[ gCiyae

deb olinsa, unda m<p<M bo'lib,

i P

[ £(x)-g@)dc=p- [g(x)dx
boladi.
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Vxela+too) da g(x)=0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yugoridagidek isbotlanadi. »

Odatda, bu xossa o'rta giymat hagidagi teorema deyviladi.

3°. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi. Aytaylik fix), funk-
siya [a, +oo) oraligda berilgan bo'lsin,

Ma'lumki,

[ F(xyekx
x0smas integralning vaginlashuvchiligi ushbu
FO=[f(xde  (t>a)

funksivaning t—-+oo da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitiga ega bo‘lishi hagidagi Koshi teo-
remasi, ya'ni F(x) funksiyaning t—+w= da chekli limitga ega bo'li-
ghi uchun
Ye>0, g, >a, Vi>t,, Y,

|F{:”}—FEI’}| <e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.
Bu tushuncha va tasdigdan

[ ras @

xosmas integralning vaginlashuvchiligini ifodalaydigan quyidagi
leoremaga kelamiz, :

Teorema (Koshi teoremasi). (4) integralning vaginlashuvchi
bo'lishi uchun Ve>0 son olinganda ham shunday a‘ﬂeﬂ (1,>a) to-
pilib, ixtiyoriy t>1,, t"‘;vtﬂ bo' ]gan-:ia

=g
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-§. Manfiy bo’lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolyut yaginlashuvchiligi
I°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaginlashuy-
chiligi, .
Aytaylik, fix) funksiya [a, +o) oraligda berilgan bo'lib, ¥xe|a,
+eo} da fix)=0 bo'lsin. Bu funksivani [a,7] da (g<t<+=) integral-

lanuvchi deylik: ffx)eR(fa,#}). Bu holda F(f) =ff (x)dx funksiya

(a,+=) oraligda o'suvchi bo'ladi.
< Hagigatan ham, a</,<7,<+x da

F) =] )= £+ | fate=Fa)+] fds

T
U] /|
bo‘lib, jf (x)dx 20 bo'lganligi sababli F{t,)=F(t,) boladi. Demak,
f

¥ t,te(a, o) uchun
1<t=Fi)<Fit,). »
1-teorema. Manfiy bo‘lmagan fix) funksiva xosmas integrali

[f@ae (f()20, x>a) ()

ning vaginlashuvchi bolishi uchun F(#) funksivaning yuqoridan
chegaralangan, va'ni
3CeR, Vitza:F()=C
bo'lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, (1} integral yaginlashuvchi bo'lsin.
Ta'rifga binoan
lim F (1)

=3t
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mavjud va chekli bo'ladi. Unda, 3CeR, ¥r>a:Fy)<C da F)<C
bo'ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, F#) funksiya (a,+o) da vugoridagi che-
garalangan bo’lsin. Ayni paytda, F(1) o‘suvchi funksiva. Demak,
t—+w da Fft) funksiva chekli limitga ega. Bu esa (1) integralni
vaginlashuvchi bo‘lishini bildiradi.p

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar F(y) funksiva (te(a,+)) yugoridan chegaralan-
magan bo‘lsa, u holda

[ rooa

integral uzoglashuvchi bo‘ladi,

2°. Taqgoslash teoremalari. Tkkita funksiya ma’lum muno-
sabatda bo’lganda birining xosmas integralining yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo'lishidan ikkinchisining ham vaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo‘lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz.
Odatda, uvlar taqgoslash teoremalari deyiladi.

2-teorema. Faraz qilaylik, ffx) va g(x) funksiyalar [a,+=) ora-
ligda berilgan ba'lib, ¥xe[a+w) da

O<fixj<g(x) (2)

bo'lsin.
Agar [ g(x)dx yaginlashuvchi bo'lsa, u holda | f(x)dr ham

vaginlashuvchi bo‘ladi. .
Agar Tf (x)dx vzoglashuvchi bo'lsa, u holda JH(I]-‘»& ham
uzoglashuvchi bo'ladi.

< Aytaylik, (2) munosabat o'rinli bo'lib, [ g(x)dv yaqin-

lashuvchi bo'lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra
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Gl = j‘g[x}dx =C

boladi. Ayni paytda,
 FO=[rmasen
bo‘lganligi sababli, va'ni 1-teoremaga binoan T f(x)dc yagin-
lashuvchi bo'ladi. d
Aytaylik, (2} munosabat o'rinli bo'lib, T f{x)dx uzoglashuv

chi bo'lsin. Unda yugorida keltirilgan natija va F{o<G{t) tengsiz-
likdan '_';’ g(x)dr integralning uzoglashuvehiligi kelib chigadi.»

3-teorema. Faraz gilaylik, fix) va g{x) funkswalar [a+=) da
fx)=0 g(x)=0 bo'lib,

tim L&) g kg o)
:--:--ng{x'}

bo‘lsin.
Agar k<+o bo'lib, T ¢(x)dx yaginlashuychi bo'lsa, u holda
T f(¥)dx ham yaginlashuvchi bo'ladi.

Agar k>0 bolib, | g(x)ér uzoglashuvehi bo'lsa, u holda

J f{x)dx ham wzoglashuvchi bo'ladi.
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< Aytaylik, lim ;E ;'—k < +oo bo'lib, _[g(x}a’x vaginlashuv-
xve gy

chi bo'lsin, Limit ta'rifiga binoan
Ve>0, 3 t,>a, Vit>1, da

Jx)<(k+e)g(x) 3
bo'ladi. Yaginlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra

[ k+e)gxax

vaginlashuvchi bo‘ladi.
(3) munosabat va 2-teoremadan foydalanib, I'f (x)dx integ-

ralning yaginlashuvchi bo'lishini topamiz.
Aytaylik,

LS g

e
bo'lib, J‘E{I}‘fx uzoglashuvchi bo‘lsin. Bu holda &, son (k>k,>0)

uchun shunday #),>a topiladiki, vx>¢';da 1A ;L‘*-‘:" va’'ni

g(x) < Eﬂx} (4)
bo‘ladi. |
(4) munosabat va 2-teoremadan foydalanib j fix)dx integ-

ralning uzeglashuvchi bo'lishini topamiz.»
Natija. Agar
ni



LA
=i g(x)

R ]
bo'lib, 0<k<+= bo'lsa, u holda _[f (x)ex  va J.E[I)df integ-

rallar bir vagtda yoki vaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
Ko'p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchiligini
yoki umqlashuwhﬂlglm amqlashda avvaldan vaginlashuvchiligi
yoki uzoglashuvchiligi ma’lum bo‘lgan integral bilan taggoslab
(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalavotgan in-
tegralning yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi.
Masalan, '

| fEoyax
integralni

_[E (a>0, a>0)
integral bilan tagqgoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror Cf0<C<+w) va a>0 sonlar uchun
C.
a—oda fi(x)~ i ya'ni

HI.E: o fix)=C

4o i
bo‘lsin. Unda _[f (x)dx integral o>1 bo'lganda vaginlashuvehi,
i

o=l bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
1-misol. Ushbu

ngz x

7
s 1
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integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Agar

cos’ x
M P iy
deyilsa, unda Wx<f0,+w], O<fix)<g(x) bo‘ladi.
Ravshanki,

T odx
-‘]IH-:J::1

integral yaginlashuvchi, 2-teoremaga ko'ra berilgan xosmas inte-
gral yaqginlashuvchi bo‘ladi.»

2-misol. Ushbu | €7@ integral yaginlashuvchilikka tek-
1
shirilsin,
4 x>/ da
Jw)=e™, gix)=e*
funksiyalari uchun 0<fx)<g(x) bo'ladi.

Quyidagi jﬂ_xdx integralning vaginlashuvchiligi ravshan.
1

Demak,
T e dr

1 -

integral yaginlashuvchi bo‘ladi. »

3-misol. Ushbu | €™ Inxd integral yaginlashuvehilikka tek-
1
shirilsin.
4 Vx>l da Inx<x bo'lib, fix)=e™ In x, g(x)=xe™ funksiyalar
uchun (<ffxi<g(x) bo'ladi. Endi
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PICEY AR

Hom s
jg{x}dx = Ixe".-:ir
1 1
integralning yaginlashuvchiligini e’tiborga olib, 2-teoremadan
foydalanib, berilgan
[ e Inxdk
1
integralning yaqginlashuvchiligini topamiz.»
4-misol. Ushbu

1 X .T+

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Integral ostidagi

fey=—p
x- U+
funksiva uchun

z 2 1 1
lim x? f(x)= lim x*-
Ymprm E—p4aa 2

bofladi.
Ravshanki,

I

integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral vaginlashuvchi
bo‘ladi.»

4". Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi. Aytaylik,
Jfix) funksiya [a +e) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda, Vxefa, +=)
uchun fix)=0 bo‘lishi shart emas.
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Ta'rif. Agar

Hoz

[1r o)

integral yaginlashuvchi bo'lsa, j f(x)dx integral absolyut yagin-

lashuvchi deyiladi.
Agar [ f(x)dx yaginlashuvehi bo'lib, [|f(x)|dx uzoglashuv-

s
chi bo‘lsa, u holda ! J(x)dx shartli vaginlashuvchi integral de-

viladi. >
4-teorema. Agar integral absolyut yaginlashuvchi bo'lsa, u ya-
ginlashuvchi bo‘ladi.
< Aytaylik,
| £
a
integral yaginlashuvchi bolsin. Berilgan f{x) va | fix)| funksiyalar
yordamida ushbu

o) =5 F@+[ 1)),
V=S G)HFG)

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, ¥xefa,+) da
1) p(x)=0, w)=0
2) e)<lfin)l, weolix)|
3) olx)-wix)=f(x)
bo‘ladi. Yugorida keltirilgan 2-tcoremadan foydalanib, quyidagi
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focode, Ty

integral yaginlashuvchiligini topamiz.
Unda | @)W integral ham yaginlashuvehi bo'ladi.

Demak, | /(*)dx yaginlashuvchi bo‘ladi. »

rsinx it 2 : ol
Masalan, J'?-a!r mtggralm yaqinlashishga tekshiring.
Yechish., Avval _[—*—dr integralni tekshiramiz. (1; +m} da

S0 L va j;fa!r vaginlashuvehi bo'lganligi sababli, 5° xos-
X X

smx
saga ko‘ra _[——fﬁ integral yaqmlaahu\fchl bo‘ladi. Demak,

waﬁ' integral absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.
3-§. Integralning yaginlashuvchiligi alomatlari.
Integralning bosh giyvmati

I'. Dirixle alomati. Faraz qilaylik, fix) va g(x) funksiyalar
[a;+=0) oraligda berilgan bo‘lsin,

1-teorema (Dirixle alomati). ffx) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

L. fix) funksiya [a.+w0) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x) (F(x)=f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2. g(x) funksiya [a,+w) da uzluksiz g{(x) hosilaga ega;
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3. g(x) funksiya [a,+o) da kamayuvchi;
4. lim g(x)=0.

U holda
[ F()g(x)d
integral vaginlashuvchi bo'ladi.
< Ravshanki,

fix)e Cla, =), g(x)eCla, to)=if(x)g(x)e Cla, =)
boladi. Binobarin, f{x)g(x) funksiva [a.t] (a<f<+w) oraligda in-
tegrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan ham-
da teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

[ @Izt = (e dF =@ FE| [ Fg @ 1)

Endi
leWF@|sMg(t)  (M=sup|F(1)|<+ex)
bolishini ¢'tiborga olsak, undan t—+= da
EOFH—0

bo‘lishi kelib chigadi.

Berilishiga ko‘ra, g(x) funksiva [a,+e) oraligda uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. De-
mak, ¥x=[a,+w«) da

el

gx=0
bo‘ladi. Shuni e'tiborga olib topamiz:

100 g < g =M [ g oy =

=M(g(a)—g() =M g(a) (g()z20).
Unda vuqoridagi paragrafdagi teoremalardan foydalanib
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—

TF{x} g'(x)dx

xosmas integralning yaginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda t—+oc da limitga o'tib, ushbu

lim [ £(x)g(x)ax

limitning mavjud va chekli bo'lishini topamiz. Bu esa

e
I f(x)g(x)dx integralning yaginlashuvchi bo‘lishini bildiradi.»

Misol. Ushbu
ginx
x-ﬂ

J= [ —dx (@>0)
1

integralni yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
-« Berilgan integralni quyidagicha

J=Isinxiiﬂdx (@ >0)
]

! ; 1
vozib, J{x)=sinx, g(x) = deymiz. Bu funksivalar yugorida

keltirilgan teoremaning barcha shartlarini L]anuat-lantimdi‘
1) fix)=sinx funksiva [1,+=) oraligda uzluksiz va uning bosh-
lang‘ich funksiyasi F(x)=—cesx funksiya [1.+=} da chegaralangan;
2) g(x}=-x1? (e >0) funksiya [1,+) da

&
gl(x}z_ o+l
b

hosilaga ega va u uzluksiz;
3) g'[x,"l=xl, (e >0) funksiva [1,+) da kamayuvchi;
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4 lim g=lim —=0. (@>0)
Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

j' smx

(a>0)

integral yaginlashuvchi bo'ladi. b

2", Abel alomati. Faraz qilaylik, fix) va g(x) funksiyalar [a,+x)
oraligda berilgan bo‘lsin.

2-teorema (Abel alomati). fix) va gfx) funksiyalar qu:ndagl
shartlarni ganoatlantirsin:

1) fix) funksiya [a+) da uzluksiz bo'lib, If (x)dr integral

vaginlashuvchi;
2) gix) funlcswa |a. +m} da uzluksiz g'fx) hosilaga ega va bu
hosila [a,+=) da o'z ishorasini saglasin;

3) g(x) funksiva [a.+o0) da chegaralangan.
U holda

Tf (x)glx)dx
integral vaginlashuvchi bo‘ladi.
< Ravshanki, Tf (o )elx ;’nt_ﬂgral_ning yaginlashuvchi bo'lishi-
dan f{x) funksivaning [a,+«) oraligda chegaralangan F(x) bosh-

lang‘ich funksivaga ega bo'lishi kelib chigadi. -
Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiva-

ning limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu 1m g (x)

Kpefam

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz: lim £(x) =b.
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Unda g,(x)=g(x)—b funksiya x—+e da monoton ravishda nol-
ga intiladi:

lim g,(x) =0

Shunday qilib f{x) va g,(x) funksiyalari Dirixle alomati kel-
tirilgan barcha shartlarni qanoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko'ra

[ g o

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda, fix)g(x)=f(x)b+fix)g,(x) bo'lganligi sababli,

[ feog(x)ax

integral ham yaginlashuvchi bo'ladi. b

3°. Xosmas integralning bosh giymati.

Faraz qilaylik, fix) funksiva (—w,+=) da berilgan bo‘lib, bu
oraligning istalgan [t'1] (—eo<t'<t<+w) gismida integrallanuvchi
bo'lsin:

Fi\)=|f(x)ax.
Ma'lumki, ushbu

Jim F()= Jim [ 10

I f=pe

limit fix) funksivaning (—oc,+«) oralig bo‘vicha xosmas integrali
devilib, u chekli bo'lsa,

Jim [ F(ode= | o

xosmas integral vaginlashuvchi deyilar edi.
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Bunda ' va t o'zgaruvchilarning ixtivoriy ravishda t'—» —ot—
+eoo ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan, J Jf(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

lim [ )= | e
bo'ladi.

Biroq F ()= [ /()% funksiva, t'=—t boflib, t—-+ da chek-

o
i limitga ega bo‘lishidan _[ fi{x)dx xosmas integralning vagin-
lashuvehi bo'lishi kelib chigavermaydi,
]
Masalan, ushbu F(1',8) = Igiﬂl dx integrel uchun t'=—t bo‘sa,
4

Jsin xdx=0 (¥1>0) bo‘lib, lim J-sin xde=0 poladi.

Biroq I sinxdx yosmas integral yaginlashuvchi emas.
Ta’rif. Agar t'=-t bo'lib, t—s+w da
; A
Fun = [ f(x)dx
- ,

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, | f(x)dx xosmas in-

tegral bosh giymat ma'nosidayaqinlashuvehi deyilib, im [ f(x)dx
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limit esa | f(x)dx xosmas integralning bosh giymati deb atala-
di. Odatda, [ f(x)dr xosmas integralning bosh qiymati

v.p. [ f(x)x
kabi belgilanadi. Demak,
vp. [ fGx)de=lim [ f(x)ds.

Bunda v.p belgi fransuzcha «valeur principiale» — «bosh giy-
mats so'zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, _,'_f (x)dx xosmas integral yaginlashuychi

bo‘lsa, u bosh giymat ma'nosida ham yaginlashuvchi bo'ladi. Bi-
s

roq, Jf (x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida ya-

ginlashuvchi bo'lishidan uning yaqginlashuychi bo‘lishi har doim
ham kelib chigavermaydi.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash
I°, Nyuton-Leybnits formulasi. ‘Ushbu

J red

xosmas integral vaginlashuvchi bo‘lib, uni hi.SDblﬂEh..faiﬂh etilsin.
Aytaylik, ftx) funksiya |a,+=) oraligda boshlang’ich Fx)
funksivaga ega va x—+= da Fx) funksiva chekli limiti mavjud
bo'lsin:
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Il}ﬂ F(x)=F(+es).

Unda
T £ods = tim [ fxyae =
0

boladi.
(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu,

!-;li-sm : —dx
integral hisoblansin.
<4 Ravshanki, F(x]=cos% funksiya [E,m} oraligda
'ft

Jx)e= —I,-si:: -1- funksivaning boshlang‘ich funksivasi bo'ladi.
g
() formuladan foydalanib topamiz:
1 |

L=
I—*sm—d{r:cm-
= x 05

=1, »

Hll‘?g‘

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz qilaylik, fix) va gfx) funksi-
yalar [a,4+oc) oraligda uzluksiz va uzluksiz, f'ﬁc) va g'(x) hosilalar-
ga ega bo'lsin.

Agar

1 J f(x) g'(x)dx f_[ F(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;

2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda
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[F®-gma ([ f0g )
integral vaginlashuvchi bo'lib,
| F®)-2@ds= lim (f(x)g)- @) 2@~ [ fDg'dx (2

( [ 78 ()de = lim (F (D)~ f1a)- g@) [ F(W)e0)d ]
bo‘ladi. : '
« Ravshanki,

[ F@etade=] e 3 =f g0 [ Fxrdee) =

= f(0g(0) - f(@)g(a)- [ f(x)e(x)dx.
Keyingi tenglikda, f»+x da limitga o‘tib topamiz;
[ £ lim (FO80)~ f@gt@)y= [ Foog e, »

(2) formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
2-misol. Ushbu

B
—K

xe dx

a -,
integral hisoblansin.
<4 Agar g(x)=x, f(x)=¢* deb olsak, unda
89=1, f=—
bo'lib, (2) formulaga ko‘ra (a=0)
I xe ‘dx= ]jhl;.El[-“fE_'} -0+ I e 'di=1
o L]
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bo'ladi. »

3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash.
Ushbu J J(x)& yosmas integralni qaraymiz. Bu integralda

x=(7) almashtirishni bajaramiz. Bunda x=¢(z) funksiya quyida-
gi shartlarni qanoatlantirsin:
1) p(z) funksiva [g,+oc) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢'(z)

hosilaga ega;
2) @p(z) funksiva [a,+wx) da gat'ly o'suvchi;
3) pl@)=a, p(te=)= lim p(z) = +oo.
Agar

[ Flp(2)) o)t
xosmas integral yaginlashuvehi bo'lsa, u holda
o
[ fx)as

integral ham yaqinlashuw}ii bo'lib,
| fxydx= [ flo()-9'(2)e

bo'ladi.

-4 Ixtivoriy z(a<z<t+so) ni olib, unga mos p(z)=t nuqtani to-
pamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,t) da y’uqondagi paragraf-
dagi (2) furmu]aga ko‘ra

[£(s)de=[ (o) /(2

bo‘ladi.
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——-—4

Keyingi tenglikda t—+x da (bunda z=¢ '(t}—+w) limitga
o‘tib topamiz:

- _ff (x)et =Tf (@(2))-9'(2)de

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi, I-
3-misol. Ushbu
T odx
J=
',!' 1+x

integral hisoblansin.
1
< Bu integralda x=; almashtirishni bajaramiz. Natijada

Tl 1 Tty
J= | —rpa= 15
+

4 et

bo'lib,
lj-l+x2
29 1+x*
bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi integralda x-l =z deb, topamiz;
X
1% a2 1 m
J== = -‘Féi fr—|"" =
L,[hz“ 22 mgu’_"“ 22
Demak, j
T odx n
Iise=3m*

4°. Xosmas integrallarni tagribiy hisoblash.
Aytaylik, f{z) funksiva [a,+c) oraligda uzluksiz bo'lib, ushbu
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[ feds

xosmas integral vaginlashuvchi bo'lsin. Ta'rifga binoan

J £y tim | £,

ya'ni ve>0, 3>a, Wty || f@d- [ fx)dx<e boladi.

Ravshanki, Tf{xl"-i’-"]f(-ﬂ = Tf{ﬂfﬁ

Demak,
T f(x)dx<e.
Natijada ushbu
T feode=[ i ®
tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi .
T fix)dsi<e
bo'ladi. ’ g,

4-misol. Ushbu _[ e dx yosmas integral tagribiv hisoblansin.
1}

4 (5) formulaga ko'ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash
uchun ushbu

il al |
T de=[eax (a>0)
L L]
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formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi _[E_Edr ga teng bo'ladi.

Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:

—xt {lﬂ —:J'!ir:_l_‘ﬁ. —xld 2 =i_—x: +H=l -ﬂz
_[e dx_ajn:xe za!e (x) za(e X zae ]

Aytaylik, a=1 bo'lsin. Bu holda
bl | z
Ie“ldrm je"‘zdx
0 a

bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun feﬂ:dri 0,1839
|
bo'ladi,

Z
—y? -}
Aytaylik, a=2 bo'lsin. Bu holda _[ & '“5:“‘,[ e dy bo'lib, bu

a @

tagribiy formulaning xatoligi uchun J'e"; dx =0,00458 bo'ladi.
F)

1
Aytaylik, a=3 bo'lsin. Bu holda | ¢ dr=[e™dr botib, bu
tl i
tagribiy formulaning xatoligi uchun [ e <0,00002 bo'ladi. »

3

” 5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi
funksiyaning chegaralanganligi edi.

Endi f(x) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Anigrog"i,
ixtiyoriy £>0, (s<b-a) uchun f(x) funksiva [a:b-c] da chegaralan-
gan va integrallanuvchi bo'lib, b nugtaning atrofidagina chega-
ralanmagan bo‘lsin. Bu holda b nugta f(x) funksiyaning maxsus
nuqtasi deb ataladi.
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Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun [ f(x)d integral mavjud

ho'lib, u fagat t o'zgaruvchining funksivasi bo‘ladi:
[fde=F(), a<t<b.

Ta'rif, Agar t—-b—0 da F(t) funksivaning limiti mavjud bo’lsa,
bu limit chegaralanmagan f{x) funksivaning [a;b) oraliqdagi xos-

b
mus integrali deyiladi va u J J{x)dx kabi belgilanadi.

Demak,
[ '
[ fde= lim F()= lim [ f(x)dx

Agar t—b—0 da F(t) funksivaning limiti mavjud bo‘lib, u chek-
Il bo'lsa, xosmas integral yaginlashuvchi deviladi, f(x) funksiya
esa [asb) da integrallanuvehi funksiva deb ataladi.

Agar t—b—0 da F(t) funksivaning limiti cheksiz bo'lsa,

1
I_f(x:ltﬁr xosmas integral uzoglashuvehi deyiladi. Yugorida limit

mavjud bo‘lmagan holda ham biz xosmas integralni uzoglashuv-
chi deymiz. ]

Xuddi yugoridagidek, a nuqta f(x) ning maxsus nugtasi
bo'lganda (a;b] oralig bo'yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a:b] oraligda berilgan bo'lib, a nugta shu funk-
siyaning maxsus nugtasi bolsin. Bu funksiya (a;b] ning istalgan
[t;b] (a<t<b) gismida integrallanuvchi, ya'ni ushbu

[f)dx=F (@)
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integral mavjud bo‘lsin.
Ta'rif. Agar t—a+0 da F(t) funksivaning Iimﬂf‘{t] limiti mav-

jud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksivaning (a;b] ora-
b

liqdagi xosmas integrali deb ataladi va u J' f(x)dx kabi belgila-

nadi. Demak,
& [
J et 0=t | o
Agar tsat0 da F(t) funksivaning limiti mavjud va chekli
b

bo'lsa, J f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi, fix) esa {a:b]

da integrallanuvchi funksiva deyiladi. Agar t—sa+0 da Fit) ning
b
limiti cheksiz bo'lsa, u holda j f(x)dx xosmas integral uzog-

lashuvchi deyiladi. Yugoridagi limit mavjud bo'lmagan holda
ham biz integralni uzoglashuvchi devmiz.
Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida

hm J(x)=c= bo'lsa, u holda aniq integralning additivlik xossa-

siga ko'ra bu integralni ikkita integralning vig‘indisi ko‘rinishda
ifodalaymiz; e

If_{r}abc:;[ffxlrir+j}'{x}drl=rﬁfn}njf(i}dr+rlﬂfgiﬂ jf{x}dx:

. Agar tenglikning o'ng tomonidagi limitlar mavjud bo'lsa, u
holda xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi, aks holda uzog-
lashuvchi deviladi.
Geometrik nugtayi nazardan chegaralanmagan funksivaning
xosmas integrali y=f(x) egri chiziq, x=a, x=b to‘g'ri chiziglar bi-
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lan chegaralangan va x—b-0 da (x—a+0, x-»ct0) Oy o'gi yo'na-
lishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega ekanligini
anglatadi (1-rasm).

by i

Y=

| &

g datg

I-rasm
1-misol. j'% ni yaqinlashishga tckshiring.
X

Yechish. Bunda x=0 nugta integral ostidagi funksivaning
maxsus nugtasidir. Bu holda ta’rif bo‘yvicha

1 1
dax. - .. de., . £ = v
| pes iy e =~ BB in (=T
Demalk, berilgan integral yaginlashuvchi va uning giyvmati 2
ga teng.

2-misol. I.J.._ integralni yaginlashishga tekshiring.
Yechish. Bunda x=1 nuqta integral nﬂudag funksivaning max-

sus nugrasidir.
Bu holda

] o =li.n1:[ i = Hm(
{?r t=+1-0 JT 1=+1=0
-hm(—"'{v" t+2)=2.

t—=1=0

21-x|;=
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| . Demak, bu integral ham vaginlashuvchi.
1

3-misol, f% integralni yaqinlashishga tekshiring.
n

Yechish. Ta’rifga ko'ra

I_ lim —-hmln’x[|:=ll;;t}°[]n1~1n1)=+°°:

F—H- {=+00

ya'ni bu xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
]
4-misol. -[[b dx o ae R, a<b integralni yaqginlashishga tek-

shiring.
Yechish. Ikki holni garaymiz. 1-hol. «=1 bo'lsin. U holda

b - ,
1o i}" ='1];E"[('bi)" == lim Jo-x"d(b-2)~

(b-'x']]_nl f=a -
g l-a L 1= a:]—ﬂnn{(b AR A Y
1
(b_a)_ﬁ, a<l, a>l,
el il

(= 8]

¥

2-hol. a=1 bo'lsin. U Hholda

L,

Bt fergass
Jomnnfe=y-lnmib-sL -

=~ lim(In |b—¢|~In| b~ a|) = +o.

.s
Demak, I(E: n&)u integral a<l bo‘lganda vaginlashuvchi, o=1
-x

da uzoglashuvchi bo'lar ekan.
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6-8. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari
Quyida maxsus nugtasi b bo‘lgan f(x) funksivaning [a:b) ora-

b
lig J f(x)dx bo'yicha olingan xosmas integralining xossalarini
keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nugtasi a bolgan funksiyaning
(a:b] oraliq bo‘vicha olingan xosmas integrallari uchun ham te-
gishlicha bayon qilish mumkin.

1°, Agar f(x) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali vagin-
lashuvchi bo‘lsa, bu funksivaning [c;b). (a<c<b) oralig bo'yicha
integrali ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda

b [ h
[7@)de= [ F(ae+ [ f)a
tenglik o‘rinli bo'ladi. , :
b b

2, Agar j F(x)dx va J',p{ E)dx  integrallar yaginlashuvehi

bo'lsa, u holda lxli:fomf a, P sonlar uchun
j (@ £(x) £ Po(x))dx
integral ham yaginlashuvchi bo'lib,
b [} B
j (o (x) £ Bl = | f(x)det B [ p(x)x
t::nghk o‘rinli b{::-‘laﬂl
°, Agar f f[x}a& iniegral vaginlashuychi. bo'lib, [ab) da

f(x)0 bo'lsa, u holda jffx:rdrz 0 bo'ladi.
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b B
4" Agar [ f(x)dx va j' ¢(x)dx integrallar yaginlashuychi bo‘lib,

b i
[asb) da f(x)<p(x) bo'lsa, u holda [ /(x)dv < [p(x)dr bo'ladi,

5°. f(x) va p(x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz bo'lib, b esa ular-
ning ma:-:sus nuqtasi va 0=f(x)}<p(x), xeja'h] bo'lsin. U holda

a) Jtp{x}dx vaginlashuvchi bo'lsa, J' f(x)cbx ham yaginlashuy-

chi bu'ladt,
b) .[ f(x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, j @(x)dx ham uzoglashuv-

chi bo’ ladl.

Misol tarigasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xos-
salar bevosita xosmas integral va uning vaginlashuvchiligi ta’rif-
laridan kelib chigadi.

3" xossaning isboti. Anig mtﬂgral_nmg xossalariga asosan f(x)=0
bo‘lsa, ixtivoriv t=[a:b) uchun J f(x)de>0 bo‘ladi. Bundan

[ o= tim [ Far20

ekanligi kelib chlqadl
Masalan, , _ J'
(Hx}f

Yechish. Ushbu integralda x=g¢(t)=t? almashtirishni I:sagara,-
miz. Ravshanki, (1) funksiva (0;1] oraligda ¢'({t)=2t>0 uzluksiz
hosilaga ega hamda ¢(0)=0, ¢{1)=1. Demak,

dc 't 2@ e di
- f Jarox Jaery 2J1+r

ni hisoblang,

L 4 T
o Earcrgiiﬂ = ZE='2—,
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13-bob. TKKI O*ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

1-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

Tabiatda, fan va texnikaning turli tarmoglarida uchraydigan
ko'pchilik funksiyalar bitta o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lmay, ko'p
o'zgaruvchilarga bog'lig bo'ladi.

Masalan, tomonlari x va y (x>0, ¥>0) ga teng bo‘lgan to'g'ri
to‘rtburchakning yuzi
S=x-y (1
bo'lib, u x va v o'zgaruvchilarga bog'lig bo'ladi. Bu x va v o'zgaruv-
chilarning turli givmatlariga ko'ra (1) formula yordamida ularga
mos S ning givmati topiladi.

Barcha hagiyqiy sonlar to'plam R ni olib, bu to'plamning ixti-
yoriy ikki x va y elementlari (hagigiy sonlar) yordamida (x,y) juft-
likni tuzamiz. Barcha shunday jufiliklar to*plami

{(x,y): xe R,ye R}
ni R? orgali belgilaymiz:
Ri={ixy); xeR,yeR}

Odatda, R? to'plamning elementi (juftlik) shu to‘plamning
nugtasi deyiladi. '

Agar (x,.y)eR?, (x,,y,)eR?, bo'lib, x;=x,.y,=y, bo'ladi, (x,,
y,) va (X, ,¥,) nugtalar bir-biriga teng deyiladi:

(Xp YP=(xp ¥y

~ Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi OXY ni olib, OX
o'qgi bo‘yicha x o'zgaruvchining giymatlarini (xeR),0Y o'gi bo'yi-
cha y o‘zgaruvchining giymatlarini (yeR) joylashtiramiz. Unda
(x,y) juftlik (x,y)=R? tekislikda bitta

M=M(s)

nugtani aniglaydi. Bunda x—M nuqtaning birinchi koordinata-
si (abssissasi) v—=M nuqgtaning ikkinchi koordinatasi (ordinata-
si) boladi. ‘
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(Demak, barcha (x.y):xeR,yeR nuqtalar (juftliklar) to‘plami
tekislikni ifodalaydi.
Aytaylik, (x,,y,)eR?, (x,.¥,)eR? bolsin, ma’lumki ushbu

VG =5V + (- 3)

migdor (x,,y,) va (x,,¥,) nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. Uni
d{(xpy]L{xer‘)}} kabi bﬂlgﬂﬂjfﬂ'ﬁz- '

d ((IJ 5 (13,}’2_]] T J{xz T -rl.]: +(¥, "Jﬁ:'z

Masofa quyidagi xossalarga ega:

1) d([x”}"]:l,(xz,jfz)}éﬂ,

2) (¢ ¥p) (%, ¥2) = d((X5.5,).02,.¥)),

3) d((xy,¥,):(x3,¥3))=d (%, 3,),5,5, 7))+ ((%5,¥5),(%5,5))

Endi R? to'plamning (tekislikning) ba’zi-bir gism to‘plamla-
riga misollar keltiramiz.

1) R? tekislikning (a,b) nugtasini hamda r>0 sonni olaylik.
Tekislikning shunday (x,y) nuqtalari to'plamini qgaraymizki, x va
v koordinatalar ushbu

(x-af Hy-b)<r?
tengsizlikni qanoatlantirsin. Bunday nuqtalar to'plami yopiq
doira deviladi va
e R2: (x-a) +(y-bl<r}
kabi belgilanadi. Bunda (a,b) nugta doira markazi, r esa radiu-
si deyiladi.

2) Tekislikning shunday (x.y) nugtalari to*plamini garaylikchi

X va y lar nshbu '

(x—aP+(y—bP<r
tengsizlikni ganoarlantirsin. Bunday nugtalar to‘plami ochig
doira deyiladi va

{(x,3)eR?; (x-aP+(y-bY<r?)
kabi belgilanadi.
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3) Ushbu

{(x, e R%: (x-a)f +(y-bP=r'}
to‘plam markazi (a,b) nuqgtada, radiusi r ga teng aylana deyiladi.

4) Tekislikning shunday (x,¥) nugtalar to'plamini qaraymiz-
ki, ularning x va ¥ koordinatalari ushbu a<x<b, c<y<d (ab,c.d-
hagiqiy sonlar) tengsizliklarni ganocatlantirsin. Bunday nugtalar
to*plami to'g‘ri to'rtburchak deviladi va

{(x,WeR?: asx<b, csy=d}
kabi belgilanadi.
5) Tekislikning shunday (x.y) nugtalar to’plamini garaylikki, ul-
arni X va y koordinatalari ushbu
a<x<h, c<y<d
tengsizliklarni ganocatlantirsin. Bunday nugtalar to‘plami ochiq
to‘g'ri to‘rtburchak deyiladi va
(e eRE: a<x<h, c<y<d}
kabi belgilanadi.

Tekislikda biror M to'plam berilgan bo‘lsin.

Ta'rif. Agar M to'plamdan olingan har bir (x,¥) nuqtaga biror
goida yoki gonunga ko'ra bitta hagigiy z soni mos go‘yilgan bo'lsa,
M to'plamda ikki o'zgaruvchili funksiva berilgan deyiladi va

=x.y)
kabi voziladi. Odatda M to'plam funksivaning aniglanish sohasi,
X va v (o‘zgaruvchilar) funksiva a:gumemlaﬂ Z esa X va y ular-
ning funksiyasi deyiladi.

Masalan, tekislikning har bir (x,y) nuqtamga shu nugta koor-
dinatalari X va vy larning ko'paytmasini mos qo‘vish qoidasi be-
rilsin. Unda

=fey)=x-y
funksiva hosil bo‘ladi.

Quyidagi funksivalar
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=, S o B
e
1 ;l_ﬂl—xj—_vz

ikki o'zgaruychili funksivalar bo‘ladi.
Aytaylik, M (McR?) to‘plamda biror
=fx.y)
funksiya berilgan bo'lsin. M to'plamning (xy.y,) nugtasini olam-
iz. Funksiya shu (x,y,) nuqtaga bitta z; sonni mos go'yadi. Bu
T,y SOn
z=fix,y)
funksivaning (x;, y,) nugtadagi giymati deyiladi va
Yy
kabi yoziladi.
Ma'tumki, koordinatalari x,y,z bo'lgan (x.v,z) nugta fazodagi
nugtani ifodalaydi.
Uning (x,,¥,,2,) nuqtasi fazo nuqtasi bo‘ladi.
Barcha x.,y,z nuqtalardan iborat (bunda (xy)eM.z=f(x.v))
to‘plam z=M(x,y) funksivaning grafigi deviladi.

Masalan,
z=qJ1-x*—y*
funksiyaning aniglanish sohasi
I—x*—pi=0, ¥y, > Lk 7
va'ni markazi (0, 0) nugtada, radiusi 1 ga teng doiradan iborat
bo'ladi,

Aytaylik, z=f(x,y) funksiva M (McR?) to‘plamda berilgan
bo'lib, x va v o'zgaruvchilarning har biri (o,p) integralda beril-
gan funksiyalar

x=p(t), y=y(v), fefo,p)
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bo'lsin. Bunda t o'zgaruvchi (o,p) oraligda o‘zgarganda mos x va
y lardan tuzilgan (x,y} juftlik M to'plamga tegishli bolsin. Nati-
jada ushbu

=xy=p ), v
funksiva hosil bo'ladi. Bunda z f'mksm-tt a zgaruvchmmg murak-
kab funksivasi bo'ladi,
2-§. Tekislik nuqtalaridan iborat ketma-ketlik va uning limiti
Har bir natural n songa tekislikda bitta (x_.v,) nuqtani mos
go‘yuvchi goidaga ega bo'laylik:
Bu goidaga binoan; n—(x,y,) (n=1,2,3,...)
(6 RN ROV ¢ 0 9 A _
to'plamga egza bo‘lamiz. Bu to'plam tekislik nugtalaridan ib-
orat ketma-ketlik deyiladi va {(x_,y )} kabi belgilanadi. Bun-
da har bir
) (=123.)
nugta ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Masalan,
1 1 1 1
L1}, g%y i)

(LD,(L2)...(Ln),... ;

(LD(—1,=D.(11),...
tekislik nugtalaridan iborat ketma-ketliklar bo‘ladi.
Aytaylik, biror {(x_y)):
I(Ip]?_pjp(xy.}b},u-,{(x".]-"”},..q
ketma-ketlik hamda (a.b) nugta berilgan bo‘lsin.
Ta’rif, Agar ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday natural
son n, topilsa, barcha n>n, uchun

d(tx, v, ) (@,b) )<e (2)
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tengsizlik bajarilsa; (a,b) nugta {(x .y )} ketma-ketlikning limi-
ti deviladi va
IIII":_ 5,}’,.,) [ﬂ', b]

kabi yoziladi. .
Ravshanki, bu ta'rifdagi (2) tengsizlikni qu:,udagmha

Jx,=a) +(y, —b) <&
ham yozish mumkin.
Aytaylik, {(x,.y )}

(XY h (XY 3dse e (XY s
ketma-ketlikning limiti (a,b) bo‘lsin:

lim(x,,3,) = (@,b).

Ketma-ketlik limiti ta'rifiga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son olinganda
ham shunday notural n, son topiladiki, barchan>n, uchun

d(x,, y,\@b) )<e, ya'ni
J{xl; —ay +(y,—b) <&

bo‘ladi.
Ravshanki, bu tengsizlikdan quyidagi
be,—al <e, |y, —bl<e
tengsizliklar kelib chigadi. Bu esa
limx, =a, = limy =b
bo‘lishini bildiradi.

Shunday qilib, tekislik ﬂuqtalandan iborat {(x,,,v,)}: ketma-ket-
likning limiti (a,b) bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning kbordina-
talaridan iborat {x_} va {}rn} sonlar ketma-ketliklari ham' limitga
cga bo'ladi. Ularning limiti (a.b) nugtaning mos koordinatalari-
ga teng bo'ladi:
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fim(x,,y,) = (a,b):
limx =g, 'lri_.rl;y,, =5

Wo—bwn

Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat {(x_y )} ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, ularning keordinatalaridan tuzilgan
x.} va {3} n=1,2,3,..)
sonlar ketma-ketliklari mos ravishda a va b limitlarga ega
bo'lsin:
iz, =a, limy, =b

Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifiga ko‘ra ixtivoriy £>0 son
olinganda ham shunday natural n, son topiladiki, barcha n>n,
uchun :

&

Ixn - ﬂ| = E
bo‘ladi. St
Shuningdek, ixtiyoriy >0 olinganda ham shunday natural n,'
son topiladiki, barcha n>n,' uchun

E
|y*_—a| {E

boladi.
Agar n, va n,’ natural sonlarning kattasini ny* deyilsa, unda
barcha n>n* uchun bir yo'la .
£

x,—a<—=, |p.-bl<
2 2
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

'J(x,q _q}z‘f'.l:_}’,, "'-I!-'l‘}z {J(ET +(EJ =1'2'E =E.
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Demak,
d(tx,.y ha:b) =q|((xn —a) +(y,—b) <s

bundan
lim(x,,y,)=(a,)

bo'lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, tekislik nuqtalaridan iborat {(x_,v.)} ketma-ket-
likning koordinatalaridan tuzilgan {x_} va {y } sonlar ketma-ket-
liklarining limiti (a,b) nugtaning mos koordinatalariga teng
bo’lsa, u holda {(x,.y,)} ketma-ketlikning limiti {(a,b) bo‘ladi.

3-§. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti

Aytaylik, tekislikda biror M to’plam va (x;,y,) nuqta berilgan
bao'lsin,

Ta'rif. Markazi (x;.y,) nuqtada, radiusi e(e>0) ga teng bo'lgan

“doira (ochiq doira) (x,.y,) nuqtaning atrofi (doiraviy atrofi) de-
yiladi va Ue ((x,,¥,)) kabi belgilanadi:
Us () ={(x,3) e R (=, +(yr=y <5,

Agar (xg,y,) nugtaning har bir atrofida M to'plamning (x;.y,)
nugtadan fargli kamida bitta nuqtasi mavjud bo'lsa, (x;,y,) nuqgta
M to'plamning limil nuqtasi deyiladi.

Masalan,

M={xy)eR*: X**+< 1}
to'plamning har bir nugtasi shu-to‘plamning limit nugtasi bo'la-
di.

Agar (x,.¥,) nugta M to'plamning limit nugtasi bo‘lsa, u holda

1} (%;,¥,) nuqtaning har bir atmﬁda M to'plamning cheksiz
ko'p nugtalari bo‘ladi.

2) M to'plamning nugtalaridan (x;,y,) nuqtaga intiluvchi
{(x,.v)} ketma-ketlik ((x,,y,)eM, n=1,2,..) ajratish mumkin:

Pﬂ(xnl.}lq} = {-xn:-}"'a]
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Tekislikda biror M 'to‘plam berilgan bo'lib, (x,,v;} nugta M
to'plamning limit nuqtasi bolsin.

Shu to*plamda z=f{x,y) funksiya aniglangan deylik.

Ta'rif. Agar M to’plamning nugtalaridan tuzilgan (x,.y,) ga
intiluvchi har qanday {(x.v,)} ketma-ketlik olinganda ham mos
{fix .y, )} ketma-ketlik har doim bitta A songa intilsa, A son f(x.y)
funksiyaning (X,,v,) nuqtadagi limiti deyiladi va

lim £ (x,9)=4
Fhy
kabi yoziladi.
Funksiya limitini quyidagicha ta’riflasa ham bo‘ladi.
Ta'rif. Agar ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday 5> son
d((x:3),(% Y p)) <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi harg:ha (x,¥)eM nugtalar uchun.
L.y —Al<e
tengsizlik bajarilsa, A son f{(x,y) l"unksq,ramu,g {xn,yu } nugtadagi
limiti deyiladi va
hlljn Slay)=4

¥th

kabi belgilanadi.

Masalan, f{x.y)=x*+y? funksiyaning (0,0) nuqtada,gl limniti 0
bo‘lishi quyidagicha ko‘rsatiladi:

(0,0) nugtaga intiluvchi {(x,,y,)} ketma-ketlikni olamiz:

Tim(x,,5,)=(0,0) =

Yugqorida aytilganlariga ko‘ra bu holda
Jl;!ﬂx, =0, !IE y, =0

bo'ladi. Berilgan funksivaning (x.y,) dagi giymatlaridan tuzil-
gan ketma-ketlik

(RN ol (R )
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I |
bo’lib, x. 0, y —0 da fix ¥ )=x >+y,2-0 bo'ladi. Demak, |
lim £ (x. ) = lim(x* + y%)=0."

r=i i
_ Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning ba’zi-bir xossalarini kel-
tiramiz:
1) Agar : - |
lim f(x,»)
x—xg
kg
limit mavjud va chekli bo'lsa, u holda fix,y) funksiya (x;.v,)
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida chegaralangan bo‘ladi. .
2) Agar -

im f{x,¥)=A, lim g{x,)=R
by gy
¥Ry ¥y -
limitlar mavjud bo'lsa, u holda fix,y)+g(x,y) funksivaning limi-
ti mavjud bo'lib, '
lim [f(x,5)t g(x )] = 42 B |
¥3AN
bo‘ladi.
3) Agar
| (e ) =4, lim g(x,y)=5 -
pat .F—iJa: '

limitlar m;avjuﬂ'bd"léa. u holda f(x,y) g(x.y) funksiyaning ham
limiti mavjud va b

Jim [/(5.)- (e 3)] = 4-B

Yy
bo‘ladi. |
4) Agar ' |
lim f(xy)=4,  limg(xy)=8
e e
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bo'lib, ]ng{x y)#0 bo'lsa, u holda /(%) funksiyaning li-
oo g(x,y)

miti mavjud bo'lib,

lim flx,y)_A
s & (x,y) B
ba'ladi.
4-§. Tkki o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
Aytaylik z=f(x,y) funksiva M to‘plamda berilgan bo'lib,
(x;,¥)=M nuqta M to*plamning limit nugtasi bo‘lsin.
Ta'rif. Agar
Tim 7Gx, y)= £ (%0, %)
¥Ry
bo'lsa, fx,y) funksiya (x,.v,) nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya limiti ta'rifini e’tiborga olib, funksivaning (x,.y,)
nugtadagi uzliksizligini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
Ta’rif. Agar ixtivoriy >0 son olinganda ham shunday >0 son
topilsaki, d{(x,y),(x;.y,))<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
(x,y)eM nugtalar uchun
i) pypl<e
tengsizlik bajarilsa, fix,y) funksiya [x,},},rﬂ} nugtada uzluksiz de-
yiladi,
Funksiya uzluksizligini uning orttirmasi vordamida ham
ta'riflash mumkin.
M to’plamda (x;.v,) nuqgta bilan birga
(xa+4ixyyg+é|}')l
nugtani ham olamiz. So‘ng ushbu
Ay ) =y HAX, Yy HAY) —fX g o)
ayirmani garaymiz. Odatda bu ayirma, f(x,y) funksivaning (X4:¥p)
nuqgtadagi to'liq orttirmasi deyiladi.
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Ta'rif, Agar argument orttirmalari Ax va Ay nolga intilganda
funksivaning to'liq orttirmasi Af(x,.v,) ham nolga intilsa

Eﬁf(xu-.}’ﬁ}—ﬂ

=0

f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada uzluksiz deyiladi.
Agar f(x.y) funksiva M to'plamning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, u shu M to‘plamda uzluksiz deyiladi.
Eslatma, Agar yugoridagi
' lim /(%) = f (%, %)

FoRbn

munosabat bajarilmasa, f(x,y) funksiya (x,,¥,) nuqtada uzlishga
ega deyiladi.

M to‘plamda berilgan f(x,y) funksiya to‘plamining bir necha
nugtasida yoki to‘plamdagi biror chizigda uzilishga ega hn‘lishi
mumkin. ;

Endi ikki o'zgaruvchili uzluksiz ﬁmkm}'amng ba'zi-bir xossa-
larini keltiramiz.

Aytaylik, f(x,y) va g(x,y) funksiyalarning har biri M to‘plamda
berilgan bo'lib, M to'plamning (x;,y,) nugtasida uzluksiz bo'lsin.

U holda:

1) fix,y)xe@y) funksiva (x,¥,) nugtada uzluksiz hu‘ladl

2) f(x,¥)-gx.y) funksiya (x,y,) nugtada uzluksiz bo'ladi;

3) f Ex B4 ; funksiva (g(x.y) #ﬂ} (xg,¥;) nugtada uzluksiz bo'ladi

ghaY

5-§. Tkki o'zgaruvchili funkswanmg hosila va differensiallari

z=f(x.y) funksiya M (McR?) to‘plamda berilgan bo'lsin. Bu
M to'plamda (x,.y,) nugta birga (x;+Ax.y,) nugtani olib ushbu

..ﬁ(xg'l'ﬁxhpgj_ff’x@}ia) I
avirmani garaymiz. Odatda bu ayirma f(x.y) fu::kﬁiyaning (x4:¥p)
nuqgtadagi x o‘zgaruvchi (argument) bo'yicha Jmsusu,r orttirmasi
deyiladi va A f{x,,y,) kabi belgilanadi:
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Ay g +hx.y )= fx,y,)
Xuddi shunga o'xshash
A ¥ ) X ¥ o TAW =X g3 o)
ayirma f(x,y) funksiyaning (x;.y,) nuqtadagi y o‘zgaruvchi (argu-
ment) bo'yicha xususiy orttirmasi deyiladi.
Masalan, f(x,y)=x-y funksivaning xususiy orttirmalari
A SO )=t Ax, ), =(HAX) y-xy=y Ax,
A=,y A=A, ) =x " (y+4p)-xp=x Ay
bo‘ladi. _
M to‘plamda (x,,y,) nuqia bilan birga (X, +Ax,y,) va (X,,¥,+Ay)
nugtalarni olib, funksiyaning xususiy orttirmalarini topamiz:
A ﬁxw Yol =X, TAX,Y,) —ﬁxw yoj,
A Sy y) Sy gtV X))
Ta'rif. Agar Ax—0 da

ASCuy)
Ax

nisbatning Limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f{x,y) funksivaning (x,.v,)
mugtadagi x o'zgaruvchi bo'vicha xususiy hosilasi deyiladi va

af(r;:}’n] Pﬂ-’ffﬂfxcr?a}
kabi belgilanadi:
af (X, ¥g) s = i DS (s ) _
o = St

im I +Ax, v )= F(x.0)
Ax—40 _ﬁ‘.’

Xuddi shunga o'xshash Ay—0 da

A, )
Ay
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nisbatning limiti mavjud bo'lsa, bu limit fix,y) funksivaning
(Xy.¥,) nugtadagi y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyila-
diva
9 f(%g: %)
% }’ﬂkif;ﬁa:.l’a)
kabi belgilanadi:
ALY - 1, G 30) = Jim f{x[.,yn A= S (5 Yo)
oy Ay

Keltirilgan ta’rifdan ko'rinadiki, z=f(x,y) funksiyaning x
o'zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblashda bu funksiya-
ning y o'zgaruvchini o'zgarmas, y bo'yicha xususiy hosilasini hi-
soblashda esa x o"zgaruvchini o‘zgarmas deb garash kerak ekan.

Demak, z=f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash-
da bir o'zgaruvchili funksivaning hosilalar jadvali hamda hosila
hisoblashdagi mazkur goidalardan foydalanish mumkin bo‘ladi.

Masalan: ;

1) fix,y)=x2+ ¥* funkmyanmg xususiv hosilalari

OY)=(3HyD), <2x, ' £ ((xy)=(xP+y) =2y,
2] fey)=x", {ﬁﬂ) funksiyanmg xususur hosilalari

o

af 2 ()= gzt
X

B B iy

e ax(xll x'Inx,

6-§. Funksiyaning to‘lig orttirmasi
z=f(x,y) funksiva M (McR?) to‘plamda berilgan ’r:m‘hh
to’plamning (x,, y,) nugtasini belgilaymiz. -
%i. a ';E xususiy hosilalar mavjud va ular (x,y,) nugtada
i
uzluksiz bo‘lsin.
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"'x Endi z=f(x,y) funksiyaning (x;y,) nuqgtadagi orttirmasi
Ja.t‘[xﬂ,yg} ni quyidagicha vozib olamiz:

\ Aty o) =[f0cytAx, ytAy) —flcpy o]+
ity Yo+ ~f6ep¥ o) @
‘Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
f(xa+ﬁ1 Yot —fixg vy tA)=f, (X, 08Xy, TAW -Ax,
Syt Axp¥ ) f Txar}'g"'ﬂgﬁ}ﬂ Ay

(0<@, 8,<1). Natijada yugoridagi {3] tenglik ushbu ko'rinishga ke-
ladi.

Afixg Yo =F, (gt Ax, Yy HAY) T AX A, (10, 1 AN) Ay 4)
Shartga ko‘ra funksiyaning £’ va f' xususiy hosilalari (Xgs¥o)
nuqtada uzluksiz. Demak,

hmf "(x,+0-Ax, ¥y +Ay) = 1. (%0, ¥ )s
_ﬂ').l—i

L“ﬂ fy’{x{!l‘ Yo +8, 7 Ay)= j;"_:xlp? Yy )
ot
Shunday gilib,
f;?rxa +6 *Ax, ¥, AN =f; ‘{xg:y o Ta,
160y OAD T, (e ) B )

deb yozish mumkin. Bunda o va p lar Ax va Ay larga bog'liq ham-
da Ax—0, Av—0 da o—0, >0 (4) va (5) munosabatlardan

Afix v =L, ?xﬂyaj +of ‘Axt
Y, oy HB]Ay=
Gy p) BxH] (Xpyy) Oy
o cAxHR Ay
bo'lishi kelib chigadi. Demak
Aoy g =, Cp Y JAXTS, (XY o)Ay o - Ax+P Ay (6)
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bu funksiya orttirmasining formulasi deyiladi.

Natija. Agar fix.y) f'unfsi}ra (x,.¥,) nugtada uzluksiz £ i;, -:

susiy hosilalarga ega bo‘lsa, funksiya shu (;,y,) nuqtada uzluk-!
siz bo'ladi.
7-§. Ikki ozgaruvchili funksiyaning differensiali
z=fy(x,y) funksiya M (McR?) to‘plamda berilgan, Bu M
to'plamda (x,,, ¥Yo) va (x,+Ax, :-,r,}+ﬂ-.j.r] nugtalarni olib funksiva m‘t—
tirmasini topamiz.
Aoy o) <%y AR,y HAY) XY o)

Ta'rif. Agar f{x.y) funksivaning (xg.¥,) nugtadagi orttirmasi

ushbu
AfXpyg)=A*Ax+B-Ayta-Ax+p Ay

korinishida ifodalansa, funksiya (x,,y,) nuqtada differensiallanuy-
chi deyiladi, bunda AB — o'Zgarmas. o va P esa Ax va Ay ga
bog'lig hamda Ax—(, Ay—0 da o va B lar ham nolga intiladi,

Aytaylik, f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqgtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Unda ta’rifga ko'ra

Aftxgyp)= A Ax+B-Ay+a - Ax+ Ay
bo'ladi. Bu tenglikda Ax=0,Ay=0 deb topamiz.
AX flx5Yp)=AAx+oAx
keyingi tenglikning ikki tomonini Ax ga bo‘lib,
A S (% 3,)
Ax

tenglikka kelamiz. Bunda esa
i A S o 1) =lim(d+a)=A
Ax Ax—0

=Ad+a

Axipil
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
f gy ) =A.
Xuddi shunga o‘xshash, (6) tenglikda Ax=0,Ay=0 deb,
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Ay x5 =B Aytp-Ay

ASGad) _po g »ﬂ"“ ) _ fim(B+B)=3,
Iﬁ-}" Ax - ,n ]
_,fy'(xﬁ,yﬂ,l=ﬂ
bo'lishini topamiz,

Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar f(x,y) funksi-
ya (xﬂ,}rﬂ] nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, funksiva shu nuqta-
da f,’ va f," xususiy hu:-:ilalarga ega bo‘ladi. Funksiya orttirma-
sl esa ushbu

Aixpy o) =T gy ) "AXHf, (KoY p) Ay toAx+B Ay
ko‘rinishga keladi.

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya (x,¥,} nuqgtada differensiallanuv-
chi bo‘lsin, U holda

d
asf{xu,yn%m%aym-ma-ay

bo*ladi. Bu ifodadagi

df af

D Ax+ LA

A
yig'indi f(ey) funksivaning (x,.y,) nugtadagi differensiali deyila-
di va df(x,.y,) voki dz kabi belgilanadi:

f (%
& (30 2) = = Wf;-jﬂm “;h‘»'
Demak, funksiya differensial ﬁmksiyva‘-nnti:masﬂg AX va

AV ga nisbatan chizigli bosh qismi. Agar Ax=dx,Ay=dy deyilsa, u
holda funksiva differensiali ushbu kn‘rirlishni oladi:

B‘f
dr=df = dx+ afy
dy
fixy) va glxy) funksiyalar M to'plamda berilgan bo'lib, ()
nugtada differensiallanuvehi bo‘lsin. U holda
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fixy)xgtxy),
fx3)-gx.y),

—‘{-{f-ﬂ (8(x,y)0)
E{x,»)

funksiyalar ham shu (x0,y0) nugtada differensiallanuvchi va
dftxy)tg(x,y) =dftx,y)+dg(x,y); |
difxy) g(xy) I=
) ~dfxe,y) +e(x,y) dftx.y),
d[m] _ B )l (x.3)~ £, 9)de(x,5)
g(x,y) g'(x.»)

bo‘ladi. Shuningdek,
dfe fix,y)]=c dfix,y), e=const

boladi.

8-§. Tkki o'zgaruvchili funksiyaning yugori tartibli xususiy

hosilalari va differensiali

z=M(x,y) funksiya M (McR?) to‘plamda berilgan bo'lib,
(x,y)eM nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, funk-
siya (x,y) nuqtada xususiy £, 0cy), [ (x,y) hosilalariga ega bo‘ladi.

Bu xususiy hosilalar o'z navbatida x va y o'zgaruvchilarning
funksivasi bo'lishi mumkin,

Ta'rif. z=f(x,y) funksiya xususiy hosilalari f (x,y) va fy*(xmli')
larning xususiy hosilalari berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari deviladj va

.xrr} f_;}r": }&rr" fygw _}’ﬂh

f 3f ¥f ¥f

axz 3 a E IE a :ayz
kabi belgilanadi, Demak,
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i=Sh= () =3[£} f;=ﬁ=(ﬁ(x,y}];=%[ﬁ],

* oyl ox o o
- O L df 0 F of
f,unayax (£i(52)), = [ay} =l (fn), ay[ay]
Eslatma, Odatda a—l— va az"f xususiy hosilalar aralash hosi-
dxdy  dydx
lalar deyiladi.

Bu aralash hosilalar (xy) nugtada uzluksiz bo'lsa, hll'-bl_ﬂga
teng boladi. :

Xuddi yuqoridagidek, z=f(x,y) funksiyaning uchmci'n
to'rtinchi va hokazo tartibli xususiy hosilalari ta’riflanadi.

Masalan,

Sy =iy

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari quvldagmha
bo'ladi.

of _
o
gi :%(x* +y +x’y") = 2p+2x%y,
: .
s :
= :2,—#—:-!13.32 = 2{1+sz},
az ' a. : a 2
ﬁj:@:%}@mm )=
=242x* =2(14+x%), *

{x +3 4+ x*y ) =20+ 200%,
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Aytaylik, z=fix,y) funksiva M to‘plamda berilgan bo'lib,
{(x,y)eM nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. Ma'lumki, funksi-
vaning diffrensiali

of . . 9
3 =_dx =
#(xy) 3 +ayaﬁf (7)

bo'ladi.

Tarif. z=f(x,y) funksivaning (x,y) nuqtadagi differensiali
df(x,y) ning differensiali berilgan funksivaning ikkinchi tartibli
differensiali deyiladi va d?f{x,y) kabi belgilanadi. Demak,

dfxe,y) =d(dfix,y).

Endi f(x,y) funksiya differensialining (7) ifodasidan foydala-
nib, f(x,y) funksivaning ikkinchi tartibli differensiali ifodasini fo-
pamiz:

d*f(x,y)=d(df (x,y)}=d [gifﬁ"'gi@)

(2] (5

Agar




dxdy  dyox
bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

d fix,y)= [ °f ctc+aa:é;aj.-]dt+

ho'ladi.
Demak,

d f(x,y)= fdr1+2 ;;dr@ afdy

X‘I.lﬂdl yuqoridagidek, z=f(x,y) funksivaning uchinchi, to'r-
tinchi va hakozo tartibli differensiallari ta'riflanadi va ularming
ifodalari topiladi.
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e —— et i

Ikki o'zgaruvchi funksiya uchun Teylor formulasini yozish
mumkin. Quyida bunday formulani keltirish bilan kifoyalanamiz.
z=f(x.y) funksiya (x;,y,) nuqtaning

Ue((xp0)= {(xp)e R2:A((x,3),(xpy ph) <8}
atrofida berilgan bo‘lib, unda funksiya birinchi, ikkinchi va hoka-
zo (n+1) tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lsin. U holda

f(x,y]=fira-yﬁjl+ﬁfiﬁ(x—m+ J

LGS P\ A A 1 0)

ay a 2 arz { x{r}z i

Iafafa"yyﬂ)(x X ) y—= .Fu}+—f{~31}l(y—y¢,];]+...+

[a'f (x=x,)"+ c’agx&‘ ) (Y (= ) ot

+M(y ]'H}+R‘ [

dy”
bo‘ladi.
Bu formula ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi de-
yiladi.

9-§. Tkki o'zgaruvchili funksivaning ekstremum qiymatlari

Aytaylik, z=fi{x,y) funksiva McR? to'plamda berilgan bo‘lib,
(xg YoM bo'lsin.
Ta'rif. Agar (x,,y,) nuqtaning M to‘plamga tegishli shunday
Us((%pY o)) = {(x.3)e R: di(x,),(x,,)) <8}
atrofi topilsaki, ixtivoriy (x,peli(x,y,)} uchun
J’?&J}ﬂxﬂlyoj
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, f{x,y) funksiya (x,.v,) nuqtada lokal mak-
simumga erishadi deyiladi. (x,,y;) nuqta funksiyaga maksimum
giymat beradigan nuqta, f{x,.v,) esa f(x,y) funksiyaning maksi-
mum giymati deyiladi. Uni _
max{fix,p)}, (x.y)eUs((xpy )
kabi belgilanadi. Demak
Jx gy )= max{fix,y)}

Ta'rif. Agar (x,y,) nugtaning M to‘plamga tegishli bo'lgan

shunday
U(xpy )= {(x,3)= R2: d((x,3),(:01 )}
atrofi topilsaki, ixtiyoriy (x,¥)eU,(X,.¥,) uchun
ﬁ‘xny):ﬁx@]’g}
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x,y) funfsiva, (x,y,) nugtada lokal
minimumga erishadi deyiladi. (x,y,) nuqta funksivaga minimum
giymat beradigan nugta, f{x,y,;) esa funksivaning minimum giy-
mati deyiladi. Uni
minffx. ), (ey)el((x,y,))

kabi belgilanadi. ' :

Demak,

Jxpyy)= min{fix.y)}

funksivaning maksimum va minimum giymatlari umumiy nom
bilan uning ekstremumi deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining zaruriy va yetarli shartlari

z=f(x,y) funksiya McR? to‘plamda berilgan bo'lib, (x; ¥,
nuqtada ekstremumga, aytaylik maksimumga erishsin. Unda (x,
¥,) nugtaning shunday U,((x,y,)) atrofidagi ixtiyoriy (x, y) nugta-
lar uchun '

F(EAVSETR)
bo‘ladi. Jumladan
o)< U(pyy)
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uchun ham

Sy )2fx,py)
bo'ladi. Bu hol bir o'zgaruvchili fix,y,) funksiyaning (bunda x
argument) x, nugtada o‘zining eng katta giymatiga erishishini
bildiradi. '
Agar fx,y) funfsiya, (x,y,) nugtada x o'zgaruvchi bo'yicha '
xususiy hosilaga ega bo'lsa, u holda Ferma teoremasiga ko‘ra

S gy o) =0

bo'ladi.
Yugoridagidek, (x,y, nuqtaning U,({x,y,)) atrofidagi ixti-
yoriy nugtada, jumladan j

ey )eUllxgyy))
uchun

Joy )5y, :
bo‘ladi. Bu esa bir o'zgaruvchili fix;) funksiyani (bunda y argu-
ment) y, nuqtada ozining eng katta giymatiga erishishini bildira-
di.

Agar fix,y) funksiya f{x,y,} nuqtada y bo‘yicha fy Xususiy
hosilaga ega bo'lsa, yana Ferma teoremasiga ko'ra f,'(x,y,)=0
bo'ladi.

z=f{x.y) funksia (x,),) nugtada mimmumga erishganda ham
xuddi shunday hol yuz beradi. Shunday qilib, z=7x,y) funksiya
(X7 )eM nugtada ekstremumga erishsa va shu nugtada funksiya
i j;'xususi}' hosilalarga ega bqisa, u holda

S Cegyy)=0, [ xpyp)=0
bo'ladi. Bu funksiya ekstremumga erishishning zaruriy shartini
ifodalaydi,

Funksiva xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nugtalar
uning stasionar (turg'un) nuqtalari deyiladi.

z=f{x,y) funksiva M(M—R?) to’plamda berilgan bo'lib, (x,v,/
nugta va uning atrofi Uy({x,y,)) shu to'plamga tegishli bo'lsin:
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(xXpypleM,  Uy(xpy))cM
Agar (x,y)eUs((x,y,) nuqtalarda
S x>0
bo'lsa, fix,)) funksiva (x,y,) nugtada maksimumga
Jx3) Xy ) <0
bo'lsa, fix,y) funksiya (x,,) nugtada maksimumga erishadi.
Demak, (x,y, nuqtaning Uy((x,y,)) atrofidagi (x,y} nugta-
lurda
S ) xpy)
ayirmaning har doim musbat yoki manfiy bo‘lishini aniglash
kerak bo‘ladi. Uni hal etishda fx,y) funksivaga ma'lum shartlar
go'viladi z=ffx,p) funksiya uchun:

1) {.tl,pyo.’ nugtaning Uy((x,y,)) atrofida £, f, "hamda /"2, /", ,
/"2 xususiy hosilalar mavjud va ular uzluksiz.

2) £, (0¥ =0, £, (5,9 )=0
Teylor fﬂnnu.las:dan foydalanib topamiz:

FEN =G yu)+i{-ﬂﬂ{x )+

I o)

P (y—yp)+
0’ e 5
[ax{( _'tﬂ-} &xi;; }+
a}": (¥=m) ]

bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

(x,+8(x—xy). ot 0,0 (y—y,)
nugtada hisoblangan (0<6,, 8,</).
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Natijada,
G 9) = £ (o vo) 5 [ L+
zf (=% )y — J"n}"‘ {J’ o) }
&xay 33*’
bo‘ladi.
Quyidagi belgilashlarni bajaramiz:

f:* (% ¥0) =4y, f (%os )= .f. [3?0:3’11) =8y, f~1 (%52 7) = @y

Shartga ko‘ra ikkinchi tartibli xususiy hosilalar (xaaa) nugta-
da uzluksiz. Demak,

3 (% +0, (¥=2), Yo+ 8, (¥~ )=
=13 () oty = 0y
fx;t("‘ﬂ +0,(x—x,), J"u""éz' -[y+yu]_)=f,;,{xﬂ,yn]+au =
=iy, +ﬂ12,
Fon (G 8 (x—2,), 3, +6,(y— v, )) =
#f:, (.ru,y,,}-raﬂ =g, 0, |
Bunda x—x;—0, y—y,—0 da nc“. Clypr Oy, larning har biri nol-
ga intiladi.
Natijada
F)= £ 3y 5[ (xx ) +
+2a, (= x, )y =y ) +
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+ay (y—3,) |+

1
+E[a:1 ':I'xn}l +2a,(x—x Xy — ) +an(y 'J’a}z

bo'lib,

S )%y

ayirmaning ishorasi :
ay (=X, P+ 2a,,(c—x )=y )t

+a,5(0—¥y)
ifodaning ishorasiga bog'liq boladi.
1) Agar a,, *a,,—a%,>0 va a;>0 bo'lsa u holda
Sl )y >0
bo'lib, f(x,y) funksiya (x,y,) nuqtada minimumga erishadi.
2) Agar a,,-a,,—4%,>0 va a, <0 bo'lsa u holda
f(x,y)—ﬁ’xﬁ,yoj{ 0
ba'lib, f{x,) funksiva (x,y,) nugtada maksimumga erishadi.
3) Agar a,,*a,,—a%,<0 bo'lsa, u holda
Ja ) %y
ayirma ishora saglamaydi. Bu holda fix,y) funksiya (x,y,) nugta-
da ekstremumga erishmaydi. '

4) Agar a,,*a,,—a%;,=0 bo'lsa, u holda fix,y) funksiya (x,y,)
nuqgtada ekstremumga crishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin. Uni go‘shimcha tekshirish bilan hal gilinadi.

Misol. Ushbu

7=x?—2xy+ 2 —4x+oy+10
funksivaning ekstremumi topilsin.

< Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

& e By & D ATHE
z dy

an



Bu xususiv hosilalarini nolga tenglab ushbu
2x=2y—-4=A),
2x+4y+6=0

sistemani yechamiz, Bu sistemaning yechimi x=I, y=—1I ya’ni
(1,-1) bo‘ladi. Demak, (1,—1) berilgan funksiyaning statsionar
nugqtasi bo'ladi.

Funksivaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topib, ular-
ning statsionar (1,—1) nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

o'z o
-a-x—z-—?ir-{Zx-—ly—-fl)—Z,
Pz @

_Byz —5{—-2.1:+2y+_6]—4.
B B0, 8 B
atay—g(zx—ly 4)==2

Demak,
Gy | Gy a,=4.
Endi a;;a,,—a%, ni hisoblaymiz:
8, 8,,—8% =2 4—(—2)*=8—4=4
' Demak, a;,8,,—a%,4>0 va a,,=2>0. Yuqorida aytilganiga ko‘ra
berilgan funksiya (1,—1) nuqtada minimumga erishadi.
Funksiyaning minimum givmati _
minf{x,y)=min{x’—2xy+2)"—4x+6y)=5
‘ ga teng bo'ladi.» '
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14-hob. QATORLAR

1-§. Sonli qatoriar
Biror
1,050 3,0 5.
sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, uning yordamida ushbu
a;ta tagt.ta (1)
ifodani hosil gilamiz
Odatda (1) ifoda sonli gator deyiladi. Bunda a,(1,2,3,...) son-
lar qatorning hadlari (g, — birinchi had, a, — ikkinchi had....,
a,—n — had yoki umumiy had} deyiladi.
(1) gator gisgacha

>
24,

n=l
kabi yoziladi:
Za" =g+t ta, + g,
m=l
Bu qator hadlari yordamida quydagi yig'indilarni tuzamiz:
§;=a,
S;=a;ta,

S=a,ta,ta,,

----------------------

Ular (1) gatorning qismiy yig'indilari deyiladi.
Natijada, (1) gqatorning qismiy yig'indilaridan iborat ushbu
T . PR,
sonlar ketma-ketligi hosil bo'ladi.
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Masalan, agar a, ='51;—_ bo‘lsa, u holda gator

— 1
1o 1

et P UL AT T Vo Z
274 g T 'Wﬂn

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar g, = {—1.]“_] — bo‘lsa, u holda quyidagi
n Y

ko'rinishdagi gatorga ega bo'lamiz;

ik i s 1}""
I——F——— e (=) =i yoki
2.3 4 b n Z‘ i
Ta'rif. Agar n—ocda (1) qatorning gismiy vig‘indilaridan ibo-
rat {8, } sonlar ketma-ketligi chekli limitga ega,

lims, =5

bolsa, (1) qgator yaginlashuvchi, S esa qaturmng viglindisi de-
yiladi:

SR gt dbieonthii
n=1

Ta'rif. Agar n—w da (1) gatorning gismiy yig'indilaridan ibo-
rat {8 } sonlar keima-ketligining limiti cheksiz yoki bu limit mav-
jud bo‘hnaSa (1) gator uzaqiashumhl deviladi.

Masalan, ushbu
N NS
3

1.2 2.3
qatorning gismiy yig'indisi

1
nin+1)

3t e b

I
— -t
" 1223 n(n+1) l
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ga teng.
Demak, garalayotgan gator yaginlashuvchi va uning yig'in-

disi 1 ga teng.
Ushbu
I-1H-I+. +(—D)4.
Qatorning gismiy vig'indisi ,
1, agar n—tog bo'lsa
S =1-T+1-14-4 (=" =
, G {U. agar n— juft bo'lsa

bo'lib, ketma-ketlik limitga ega emas.
Demak, bu gator uzoglashuvchi.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi gatorlarga misollar ko‘ramiz.
1-misol. Ushbu gatorni vaginlashishga tekshiring:

S 1
F—— etk s,
1-3°2:4 35 n(n+2)
Yechish. Berilgan gatorning n-xususiy vig‘indisi
hyigoathg, i . Bu yigtindini soddalash-

g st iy Il glg
SRR n(n+2)

tirish magsadida gatorning n-hadini quyidagi

I _1f1__ 1 ) kofrinishda yozib olamiz. U holda
mn+2) 2ln n+2

g =l[!_lj+l[l_lj+l(lulj++
a2k @huEk2idy 203 5
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1[ ] 1 ] 1[1 1 ) 1 L 31 1 )
= + +—=| == == ld———
2\n-=-1 n+l) 2tn n+2) 2 2 n+l n+2

boladi. Ravshank, (S, ketma-ketlik limiti mavjud va - ga teng.

Demak, berilgan gator vyaqginlashuvchi  bo'lib, uni
3. ol 1 1 1 3 < Le

i _+.__+...+ +..., i
4 1.3 2-4 3-5 n{n+2) o 4 Sn(a+2)
kabi yozish mumkin ekan.

2-misol. Ushbu gatorni |+— +oeet
éf J T ET'

ginlashishga tekshiring,
Yechish. Bu qatommg -xususiy yig indisi
g 1 S > ot = n*v"_
5 =1 TR Ef” T E?'
) +E+§§r+{ﬁ+ + n
bo‘lganligi sababli, imS§, =+ bo'ladi. Demak, berilgan gator

uzoglashuvchi,

Geometrik gator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik
progressiya barcha hadlarining yig‘indisini olishimiz mumkin:

atagtag’+..+ag" '+ (3)

bunda a=0. Bu gator geometrik gator deyiladi. Geometrik gator
q ning ganday giymatlarida yaqilui]:aslnwchi bo'lishini aniglay-
miz. Buning uchun uning n-xususiy yig‘indisini garaymiz. Geo-
metrik progressiya birinchi n ta ]:mdl yigiindisining formulasiga
ko'ra (g=1)

o‘rinli.
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Agar |q|<1 bo‘lsa, u holda limg" =0 bo'lib, im S, mavjud va

limS§, = lim e —a q R A
Hpims RN l_q 1"'? l_q bo'ladi. Demak, ]qi{l bo‘l-

ganda (3) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi l_f_qh boladi.

Agar |g/>1 bolsa, u holda le g" =% va ]i_EIlS" =oo bo‘ladi.

oo H—poa
Demak, bu holda geometrik gator uzoglashuvchi boladi. Agar
g=—1 bo'lsa, qatorning xususiy yig‘indisi S,; =-g~(l +(—1)")

bo'ladi. Ravshanki (garang, 3-misol) bu holda xususiy vigiindilar
ketma-ketligi uzoglashuvehi, demak (3) qator ham uzoglashuvchi
bo‘ladi. Agar g=1 bo'lsa, qatorning xususiy vig‘indisi S, =a+a+..
a=na va lim Sﬂ = bo'ladi.

Shunday qilib, geometrik qator |g|<1 bo‘lganda yaginlashuvchi.
|qlz1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo'ladi. Yaginlashuvchi bo‘lgan
holda cheksiz kamayuvchi geometrik pmgrtsm}ra yig‘indisining
formulasi hosil bo'ladi:

a
——=a+aq+dq +..+aqg" +...
l-g '
2-§. Yaginlashuychi gatorlarning xossalari
Yaginlashuvchi gatorlar bir nechta xossalarga ega.

1-xossa. Agar
Ya,=a+a,+a+ta -+ (D
=1
gator yaginlashuvchi bolib, uning vig'indisi S ga teng bo'lsa, u
holda -

283




Zc-a,=¢-a,+c~az+~-'+c-a,+--- (2)
]

gator ham yaginlashuvi bo‘lib, uning vig‘indisi ¢S ga teng bo'la-
di.

< Shartga ko‘ra (1) gator yaginlashuvehi va uning yig'indisi S:
limS§, =lim(a, +a, +---+a,)=8§

TUnda

Y ca,=ca+c-atetea, o
n=l
Qator uchun

lim(c-a, +c @+ +c-a)="
L R
=lime(a, +a, +-+a,)=

=clim(a, +a, +-+a,)=c'§
bo'ladi, Demak, (2) gator yaginlashuvchi, uning yig‘indisi c*S
bo'ladi. :
Keyingi xossalarni isbotsiz keltiramiz.

2-xossa. Tkki
iﬂﬂ;al+a1+a3+"'+'ﬂn+“l r?)
el
ib" =b +b+by+b, 4 3
n=]
berilgan bo‘lsin. Ushbu
E(“u*‘b,.'fl:
ﬂ:].
=(a[+&1}+(az+bz]+(aﬂ +b e+ i
+(a,+b )+ @
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qator (1) va (3) gatorlar yig'indisi deyiladi.
Agar (1) va (3) gatorlar yaginlashuvi bo'lib, ularning vig‘indisi
mos ravishda S'va 5" bo'lsa, u holda

S, +5,) =
=l -
= +h)+ (@ +5) 4 (g, +B )+

gator ham yaginlashuvi va uning yig'indisi S45" ga teng bo’la-
di.
3-xossa. Agar

Zaﬂ =+, iy teeta 4o
n=k
gator vaginlashuvi bolsa, u holda n—w« da bu gatorning umumiy
hadi a, no‘lga intiladi,
Eslatma. Qatorning umumiy hadi n—e da no‘lga intilishidan
gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chigaver-
Qatorning goldig‘i. Ushbu
ata,tat. ta (1)
gator berilgan bo‘lsin. Uning dastlabki n ta (tayin son) hadini
tashlab yuborish natijasida yvangi qator hosil bo‘ladi:
AR TR W ST S (2)
(2) qator (1) gatorning n-goldig'i deyiladi. (2) gatorning vig‘indi-

sini r, orgali belgilaymiz. Demak, 7, =;ﬁm Qator va uning
I =l
goldigi orasida quyidagi munosabat o'rinli: ]
Teorema. Qator va uning qoldig'i bir vaqtda yo vaginlashadi
voki uzoglashadi.
Isbotl. Berilgan (1) qgatorning dastlabki n ta hadi yig'indisi §_,
gator goldig‘ining, ya'ni (2) gatorning dastlabki k ta hadining
vig'indisi 8, bo'lsin. U holda, ravshanki,

RS




Srkqnff +ﬂ'n+2+. ..+ﬁn+i.=“ﬁ1_;, ﬂ'j'l" L :.+ﬂ" +EH‘H'+' . '+ﬂ-ﬂ'+k} i
—(a;ta,t...+a.),

yoki

§'c=5,4=5, 3
bundan esa _

Sn +k =SH+S Iri: (ﬂ
hosil boladi.

Faraz qilaylik (1) qator yaqinlashuvchi va im§, =35 boflsin.
U holda {S,} ketma-ketlikning gism ketma-ketligi {S,,,} ham ya-

ginlashuvchi va lim S,Ht =5 bo'ladi. Bu esa (3) tenglikning o'ng

tomonining limiti va, demak, chap tomonining ham limiti mav-
judligini ta’'minlaydi. Shunday gilib,

limS, '=1im(S, , —§,)=1lim§,,, —lim§, =S-§,.
k== Kk—ea e TR e

Bu degani qatorning goldig'i vaginlashuvchi va umng yig'in-
disi r,=8—5 _ ga teng ekanligini bildiradi.
Endi (2) gator yaginlashuvchi va lin:lSk1 =r. bo'lsin, bu yer-

da n tayin son ekanligini eslatib o‘tamiz. U holda (4) tenglikdan
gquyidagiga ega bo'lamiz:

. i = lim + ¥ -_— i i I= + r . I

lim S, = im(S, + 5, llJmHS +1imS,'= S, +1,, ya'ni
(1) gator xususiy yig'indilar ketma-ketligi {S_,,} vaginlashuvchi
va limiti S _+r_ ga teng. Demak, {1} gator vaginlashuvchi va uning
yig'indisi S_+r, ga teng.

1-natlja. Agar (1) gator vaginlashuvchi bo‘lsa. u holda (2) ga-
torning yig‘indisi n—<c da nolga intiladi, ya'ni il'_*m r, =0 bo'la-
di. - [
Ishoti. Hagigatan ham, r =S—8_ tenglik o‘rinli. Bundan
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limr, =lim(S§-§ )=85-8=0.

- 1
Misol. ————— qator uchun r. ni topi ba
; wn+2) q a ping va barcha n>N

larda |r [<0,0001 tengsizlik bajariladigan N ni ko‘rsating.
Yechish. Yugorida ko‘rib o‘tgan’’  misolimizda

1{3 1 1
S, =_(__ i T ] va § .__E’. ekanligini ko‘rsatgan edik.
4

1 1
r =8-S, formulaga ko'ra 7, = ~(—- + ] bo‘ladi. Ravshan-

UNn+l n+2

1 jr[—l 1 ” i " 1 oy
ki, [, ekt Demak, |r [<0,0001 tengsizlik

1
bajarilishi uchun m‘iﬂgﬂﬂﬂl bajarilishi yetarli, Bundan

n+1>10000 yoki n>9999 munosabatga ega bo‘lamiz, Shunday
qilib, N=9999 dan boshlab barcha n lar uchun |r,_[<0,0001 teng-
sizlik o'rinli bo‘ladi.
2-natija. Agar
arta,ta;t.ta,+.. (3)
Vi
bytbytb . th ... (6)
gatorlar bir-biridan fagat chekli sondagi hadlari bilan farg qilsa,
u holda bu gatorlar bir vaqtda yaqinlashadi yoki bir vagtda uzo-
qlashadi. i i
Isboti. Haqgigatan, ham (5) va (6) qatorlar fagat chekli sonda-
gi hadlari bilan farq gilsa, u holda biror k dan boshlab, ya’'ni bar-
cha n>k da a =b_ bo'ladi, demak, ularning qoldiqlari aynan bitta

L P+ IO« MO e 7 S O {7)
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qatordan iborat. Shu sababli (5) va (6) qatorlar (7) gator yaqin-
lashuvchi bo‘lsa yaginlashadi, uzoglashuvchi bo‘lsa uzoglasha-
di.

. 3-natija. Berilgan gatorning chekli sondagi hadlarini tashlab
vuborish (voki chekli sondagi yangi hadlarni go‘shish) natijasida
hosil bo‘lgan gator berilgan gator bilan bir vagtda yaginlashuvchi
voki uzoglashuvchi bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, berilgan gatorning chekli sondagi had-
larini tashlab yuborish yoki gatorga chekli sondagi yangi hadlarni
go'shish gatorning vaqinlashish xarakteriga ta'sir z:tmayﬂi.

Shu sababli, gatorni yaginlashishga tekshirganda uning chekli
sondagi had]anm o'zgartirish mumkin.

3-8. Qatorning yaginlashuvchiligi
Quyida gator yaginlashishining zaruriy shartini keltiramiz.
Teorema. Agar
- ayta; . ta t.., (1
gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning a, umumiy hadi n
cheksizga intilganda nolga intiladi, ya'ni |ll'I1n! =0 bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, (1) gator vaginlashuvehi va yig'indisi S
gayani limS _, =5 bo'lsin. U holda {S,} ketma-ketlikning gism

ketma-ketligi {8,_;} (n>2) ham yaqinlashuvchi va bo'ladi.
Ravshanki, a,=§,—S,_;, bundan lima, mavjud va
lima, = l:m(S =§,.)=lim§, -lims, , =5-5=0. Shunday

B —pm

gilib, (I) gator yvaginlashuvchi bo‘lishi uchun uning umumiy ha-
di nolga intilishi zarur ekan,

Yugoridagi teoremadan gator uzoglashishining yetarli shar-
ti kelib chigadi.

Natija. Agar (1) qatorning a, umumiy hadi n cheknga in-
tilganda noldan fargli chekli lmmga ega bo'lsa yoki limitga ega
bo‘lmasa, u holda bu gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
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Bu natija ba’zi qatorlarning uzoqlashuvchi ekanligiga oson
ishonch hosil gilishga yordam beradi.

st Buted sl

I-misol. Ushbu Z+7+zh..+

n
3 4 5 n+2

+... qatorni vaginla-
shishga tekshiring.

Yechish. Qatorning umumiy hadi g, =—%' ga teng va
lima, = lim——=1%0 demak, yugoridagi n;jaga ko‘ra gator

w7 e 2

uzoglashuvchi.
2-misol. Ushbu Y. (=1)""'n” gatorni yaginlashishiga ~tek-
=i
shiring.
Yechish. Bu qatorning umumiy hadi an={'—1)“"‘n3: va
lima, =ee, Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.

- HT
3-misol. Ushbu Z'—'US? qatorni yaginlashishiga tekshiring.

]
Yechish, Bu gatorning a;;msT umumiy hadi n—se= da

limitea ega emas. Demak, gator uzoglashuvchi.
Yugqorida isbotlangan teoremaning teskarisi, ya'ni 11_’1‘{1_ a, =0

shartdan Eﬂ',, gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigaver-

. p=l

maydi.
Bunga misol sifatida garmonik gator deb ataluvchi ushbu ga-

torni garaymiz:
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1

A0y | 1
1+ —+—+..+—+.. 2)
it n (

Garmonik gatorning uzoglashuvchi ekanliligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun teskaridan, ya'ni garmonik gator yaginlashuvchi

deb faraz gilamiz. U holda uning S, = 1+%+ l+.,.+l Xususiy

n
yig'indisi chekli 5 limitga ega bo‘ladi. Ravshanki, gatorning
S 1+1+1+ +1+“] Fiee L +1 iy vig'i

=l+—4=4..4+— — XUSUs in-
AT el e Bl i R
disi ham shu limitga ega bo‘ladi.
Bu holda
lim(§, —§,)=1limS,, —limS§, =5-§=0.
Ji—pes s

Ti=pimd

Ammo

1 1 1 1 iy
88, sk T s 5 pa 0
A e 2n-1 2n 2n 2n

i i 1

a2y U 2mTY

' 1
ya'ni 5, — 3§, EE, bundan {5, —8 } ketma-ketlikning n—« da

nolga intilmasligi kelib chigadi. Bu esa garmonik gator yagin-
lashuvchi degan farazimizga zid- Demak, garmonik gator uzog-
lashuvehi ekan.

Izoh. (2) gatorning ikkinchi. hadidan boshlab har bir hadi u
bilan go‘shni bo‘lgan hadlarning o'rta garmoniga teng (ikkita

musbat a va b sonlarning o'rta garmoni deb i g q songa aytila-

a b
di). Shu sababli bu gator garmonik gator deyiladi.
250




Musbat gatorlarning yaginlashish sharti. Agar berilgan
a,ta,ta;+..+a +.. qatorning hadlari nomanfiy, ya'ni a,z0, neN,
bo‘lsa, bu gator musbat gator (yoki musbat hadli gator) deyiladi.
Ravshanki, musbat gatorlarning xususiy vig‘indilari ketma-ketligi
kamaymaydigan ketma-ketlik bo'ladi, chunki S, .5, +a, ;. bun-
dan §<5 ., Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teore-
madan musbat gatorlar uchun quyidagi vaginlashish sharti ke-
lib chigadi:

1-teorema. Musbal gator yaginlashuvchi bo'lishi uchun uning
xususiy yig‘indilaridan tuzilgan ketma-ketlikning yuqoridan che-
garalangan bo'lishi zarur va yetarli, *

Bu teoremadan ko‘rinadiki, musbat gatorlarni yaginlashish-
ga tekshirish uchun uning xususiy yig'indilaridan tuzilgan {S_}
ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligini ko‘rsatish yetar-
li ekan. Quyida isbotlari shu teoremaga asoslangan musbat gator
vaginlashishining bir nechia yetarli shartlarini ko'rib chigamiz.

S sin® o o 4
1-misol. Er— gatorni yaqinlashishga tekshiring.
=1

nn+1)
Yechish. Qatorning n-xususiy yig'indisini yozib olamiz:
& osink sin’k 1 | RS

= : = bo’ igi sa-
TS k(k+ 1) k{k+1)£k(k+1) E k+1 i

5 e .

"k (1 1 |

babli z = 52 ———— |=1=——<1 munosabatlar
milk+l) Sk k+1 n+l

o'rinli. Demak, barcha n lar uchun §, </, ya'ni gatorning xususiy

vig‘indilari ketma-ketligi wuqoridan chegaralangan. 1-teoremaga

ko‘ra berilgan musbat gator vaginlashuvchi bo‘ladi.

Taggoslash alomatlari.

2-teorema. Aytaylik,
a;tayta . ta, t. (1)
bbbt b, T (2)
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musbat gatortlar berilgan bo'lsin. Biror n; nomerdan boshlab a_<b_
munosabat o‘rinli bo'lsa, u holda

a) (2) gator yaginlashuvchi bo'lsa, (1) gator vaginlashuvchi
bo'ladi;

b) (1) qatorning uzoglashuvchi bo‘lsa, (2) gatorning ham uzog-
lashuvechi bo'ladi.

Isbot. Aytaylik, S =Z"t= Ry '—Zb bo'lsin, Shartga
k=1 k=l ;
ko'ra a,<b_ munosabat o'rinli, bundan S,<87 tengsizlik kelib
chigadi.

a) Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda {5} ket-
ma-ketlik yugoridan chegaralangan, Demak, (1) gator xususiy
yig'indilaridan tuzilgan {S } ketma-ketlik ham yuqoridan chega-
ralangan. Bundan (1) qator yaginlashuvchidir.

b) (1) gator uzoglashuvchi bo'lsin, u holda {S.} ketma-ketlik
yugoridan chegaralanmagan, Demak, {S',} ham yugoridan che-
garalanmagan. Bundan lim S, '= e va qator uzoqlashuvehi:

2-misol. Birinchi tagqoslash alomatidan foydalanib,
i
E+£[£J +1[EI++%[§]H+ qgatorni wvaqinlashishga tek-

3 213 313
shiring.
Yechish. Ushbu gatorni garaymiz; §+[§]Z +[§] ++[§]ﬂ + v

1(2 2 2
Ravshanki, ”'=_{i]ﬂs[§]‘af’n- Maxmaji 953 bolgan

"

3

wa 2 "'
Z(-] geometrik gator vaginlashuvchi, demak I-teoremaga

&1 (2%
ko‘ra berilgan z; [5) qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=l
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Jd-misol.  Birinchi taggoslash  alomatidan foydalanib

1+ :}% +% +..F % +... gatorning uzoqlashuvchi ekanligini asos-

lang.
Yechish, Berilgan gatorning hadlari, ikkinchi hadidan boshlab
TS ]

I+ 5 T 3 +E+ et :I'+ garmonik gatorning mos hadlaridan kat-

tu, garmonik gator esa uzoglashuvchi. Demak, birinchi taggo-
flash alomatiga ko'ra berilgan gator uzoglashuvchi.

Yugorida isbotlangan tcoremadan bir nechta foydali natijalar
kelib chigadi. Bunda biz (2) qator hadlarini musbat, (1) gator
hadlarini nomanfiy deb garaymiz.

1-natija. Agar (1) va (2) gatorlar uchun Eiﬂ% =k (k<=) mav-

jud bo'lsa, u holda (2) gatorning vaginlashuvchi ckanligidan (1)
gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Ishoti. Hagigatan ham, agar Ijm%- =k mavjud bo'lsa, u hol-
dn limitning ta'rifiza ko'ra har ganday ¢ musbat son (masalan,

#=1) olmaylik, shunday n, nomer topilib, n>n, larda <1

Lok
b

n

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bundan esa % <k +1 tengsizlik hosil
bo'ladi. Shartga ko'ra b, >0 bo'lganligi sababli, so'nggi tengsiz-
likni a_<(k+1)b, ko‘rinishda yozib olish mumkin. Endi, (2) qator
yvaqinlashuvchi, demak, 2-§ da isbotlangan 1-teoremaga ko‘ra
umumiy hadi (k+1)b, bo‘lgan qator ham yaginlashuvchi bo’ladi.
U holda yugorida ishotlangan taggoslash alomatiga ko'ra (1) ga-
tor vaginlashuvchi boladi.
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Izoh, a,z0, b, >0 bo'lganligi sababli k=0 bo‘ladi. Natija xulosa-
si k=0 da ham o‘rinli ekanligi ravshan. .

2-natija. Agar (1) va (2) gatorlar uchun ln‘n bl =K (0<k<x)
n

mavjud hc‘ls'a, u holda (2) gatorning uzoglashuvchi ekanligidan
(1) qatorning uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.
Isboti. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lganda ﬂdl u holda

limb— = e (0< Ilc < +eo) munosabat va l-natijaga ko'ra (2) gator

nse g
yaqginlashuvchi bo‘lar edi. Bu esa shartga zid. Shuningdek,

" b,
'F'::]n]_,nlb_ +°° bo'lganda ham rl'l_!l’l’lﬂa——ﬂ bo'lib, yuqur:dagl

natijaga ko'ra ziddivatga kelamiz. .
- Yugqoridagi ikkita natijadan quyidagi natija kelib chigadi:
3-natfja. Agar (1) va (2) qatorlar uchun Iim:—=k (0<k<a)
—hin ¥

mavjud bo'lsa, u holda (1) va (2) gatorlar bir vagtda yaginlashuv-
chi yoki bir vagtda uzoglashuvchi bo'ladi.

! alll A
4-misol.5m1+sm—+...+sm-+...qammj-1+.l.+i+i+__+£+m
2 n 2347

s X
5In—
fl

gator bilan taqqoslaymiz, —* = nisbatni ko‘ramiz. Ma'lum-

b

]

1
g;n_

ki, li T L = 1. Demak, berilgan Zsm— gator uzoglashuvchi.
Ll b o

- =]

"




S-misol. Ein%+sin-;—!+...+sinzi_+... qatorni

%+;3 +— ! o +21JT +... gator bilan taggoslaymiz. Berilgan ik-

1
kinchi gator yaginlashuvchi, chunki ¢ =5 bo‘lgan cheksiz ka-
mayuvchi geometrik progressiva hadlari yig'indisidan iborat.

L 1
sin—

m an B 3 1
b_ﬂs 12 !'_T.-_L 1. Shunday gilib, zsm? gator

2" 2
vaginlashuvchi,

Taggoslash alomatidan foydalanib biror gatorning yaginlashuv-
chi yoki uzoglashuvchi ekanligi hagida xulosa chigarish har doim
ham oson masala emas. Chunki bunday xulosa chigarish uchun
tadgiq etilayotgan gator bilan taqgoslanadigan yaginlashuvchi
yoki uzoglashuvchi gatorni topishning umumiy usuli yo'g. Shu
sababli gatorni vaginlashishga tekshirishda yordamchi gatordan
fovdalanilmavdigan alomatlarni topish zarurivati tug‘iladi. Quyi-
da shunday alomatlarni ko'tib o‘tamiz,

Dalamber alomati.

3-teorema. Agar

a;ta,tagt.ta,t.. (3)
musbat gatorning (n+1)-hadining n-hadiga-nisbati n—< da chek-
li limitga ega, ya'ni
ol ;
lim—tl =/ @)

H—!ﬁla

bo'lsa, u holda
1) I<1 da gator yaginlashadi:
2) I>1 da gator uzoglashadi.
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Isbot. Teorema shartiga ko'ra (4) tenglik o'rinli. Limitning
ta’rifiga ko'ra ixtiyoriy >0 son uchun shunday n, natural son to-
pilib, barcha n>n, larda quyidagi munosabat o'rinli bo‘ladi:

I—e<a,  /a <l+e (3)

1) Agar /<1 bo'lsa, u holda shunday >0 son topilib, g“f+s<1
bo'ladi. U holda shu £>0 songa mos ny natural son topilib, barcha
n>ng larda a_, /a <q tengsmllk o'rinli bo'ladi. Bundan

By <O ol Gy a8, <0 R O S A

Endi, /<1 da Zﬂm? ‘qator yaginlashishidan Z“wk Z a,

k=l =gl
gatorning, demak, Zan gatorning yaginlashishi kelib chigadi.
w=l

2) Agar bo‘lsa, u holda shundav >0 topilib, ¢ =l—¢>1 bo'la-
di. (3) munosabatdan barcha n>n, larda a_, /a_>q tengsizlik voki
a,.,>a.q tengsizlik kelib chigadi, Bu esa biror haddan boshlab
gator hadlari o'suvchi ekanligini anglatadi. Demak, gator yagin-
lashishining zaruriy sharti bajarilmaydi. Qatoruzoglashuvchi.

"I=1 bo‘lgan holda bu alomat gatorning vaginlashuvchi
bo‘lish-bo‘lmasligini aniglash imkonini bermaydi.

6-misol. Qatorni yaqginlashishga tekshiring:

2.2 21 2"

=+ > + +E:-+...
: P, 2
Yechish. Ravshanki, 4, L. Aty 2‘_( n+1)p (4) formuladan
quyidagini topamiz:
zrﬁ-l
2 2
lim 221 = Jim {Htl) =2lim—" >=2>1.
e == n (1)
n”




Demak, gator uzoglashuvchi.
T-misol. Berilgan qatorni yaginlashishga tekshiring:

1 3 3 2n-—1

—_—t——t——+..+ +.

2Oy () ()
2n—-1 _ 2n+l

Yechish. Ravshanki, g, = i —. {4) formu-
echish a (JE] H‘(ﬁ)’{}.m"
laga ko'ra
2:r+.1
lima"']=ﬁm{&) 1 i 2n+1= ] -

=——hm —_
R—¥a= a psr 2A—] .JEH—MZ;;-[ \JE ]

(v2)

Demak, gator yaginlashuvehi.
8-misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring;

ek P 1
1+ + b ol — T I B e
2 B in

Yechish. Qatorning n va n+l hadlarini yozib olamiz:

1 |
a. =—, a,=—r—= (2 formulaga ko'ra
" Un. Y+
1 ek

1 H
Tiim 28l = Yim —‘;”"'1=1im 3%=1.
i aﬂ :r—:nn_q-_ by bl

In

Qatorning yaginlashishi to‘g‘risida Dalamber alomati asosi-
da xulosa chigarish mumkin emas. Taqqoslash alomatiga ko'ra
{masalan, garmonik gator bilan taggoslang), gatorning uzog-
lashuvchi ekanligini korish mumkin.
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Koshining radikal alomati.

4-teprema. Agar
artaytat ta,t. (6)
musbat hadli gator uchun i
lmfles =~

chekli limit mavjud bo'lsa, u holda p<l da berilgan gator vagin-

lashuvchi, p>1 da esa uzoglashuvchi bo'ladi. '
Isboti. Aytaylik p<1 bo'lsin. Ushbu p<q<1 tengsizlikni qanoat-

lantiruvchi biror q sonni tanlaymiz. U holda limqfa_n =p<yq

bo‘lganligi sababli n=k nomerdan boshlab, {/a, <g Yoki a,<¢"
(nzk) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa

GSGY @S, 85 (7)
nmunosabatlar o'rinli ckanligi kelib chigadi.
0<g<I bo‘lganligi sababli,
grE+g +. g g gt e (8

geometrik gator yaginlashuvchi bo‘ladi. Qaralayotgan (6) gator-
ning k-hadidan boshlab barcha hadlari ((7) munosabatga ko'ra)
(8) qatorning mos hadlaridan kichik. Demak tagqoslash aloma-
tiga ko‘ra (6) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Endi p>1 bo‘lsin. U holda limg/a, = p >1 bo'lganligi sababli,

biror n=k nomerdan boshlab {/a, >1 bo'ladi. Bundan a,>1 (n2k).

Demak (6) gatorning umumiy hadi n—-+w« da nolga intilmaydi,
va'ni (6) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

l-izoh. Agar lll:_:;q{a_,, =+eo bo'lsa, (6) gator uzoglashuvchi

l:"':"";l-‘ﬁlcli, chunki bu holda ham biror k nomerdan boshlab da_"}l
bofladi.

208




2-izoh. ]imqu mavjud bo‘lmagan yoki mavjud va 1 ga teng

A=k

bo‘lgan holda, Koshi alomati gatorning yaginlashuvchi voki uzog-
lashuvch_iligi hagidagi masalaga javob bermaydi.

: o | , :
Hagigatan ham, masalan Z‘“z‘ gator vaginlashuvchi, lekin
r=l
1
limy— =1.
e HZ
1+1+ 1+..+1... gqator uzoglashuvchi, lekin bu gator uchun
e
9-misol. Berilgan gatorni vaginlashishga tekshiring:
1 1 1 :
—t +..+ ¥
In2 In*3 In (n+1)

Yeeish. e ctinal bt o Ly
n—rw\[ﬂ_" - I]l"(?!ﬂl‘l:] 1H{ﬂ+n

Demak, gator yaginlashuvchi.

4 @ nt
10-misol. %-t-[é) +{EJ +...+[n—+l] +... qatorni yagin-

<1

2 3 n
lashishga tekshiring.

Yechish. l‘ﬂﬁ=h’_}i‘2n{”+1‘ = ,m[”_“} =e>l.

H

Qator uzoglashuvchi.
Koshining integral alomati.
S-teorema. Agar funksiya [1;=) oraligda nomanfiy, integral-

lanuvchi, monoton kamayuvchi hamda Eﬂ,, gator hadlari uchun

=1
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f(l)=a,, f(2y=a,, ... , f(n)=a,, ... tengliklar o'rinli bo‘lsa, u holda

Y.a, qator va jf(x}'?i‘-‘ xosmas integrallar bir vaqtda yagin-
=] 1

lashuvchi yoki bir vagtda uzoglashuvchi bo‘ladi; vaginlashuvchi
bo'lgan holda

[reodes T a <[ fRdr+a (9)
| =l b
munosabat o'rinli bo‘ladi.
Isboti. fix) funksiya monoton kamayuvchi, demak Ak=x<k+I

tengsizliklardan f(k)zf(x)=f(k+1) kelib chigadi. Bu qo‘sh tengsiz-
likni k dan k+1 gacha mj:egra]lab

] K+l

f (k)= J f(x)dx2 J FkA1)dx, yoki 1k)=a, bo'lganligi

uchun @ 2 _f f(d2a,, qosh tengsizliklarga erishamiz.
t.
So‘nggi tengsizliklarni k=1, 2, .... ; n uchun yozamiz:

. ;
a Ejf(x]dt 2a,,

a2 [ f(x)dsza,
2
g
a, 2 Jf(;t}dxz a,,

Bularni hadma-had go‘shib, quyidagiga ega bo'lamiz:
(52

5,2 | f()ax25,,~a (10)
1
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Quyidagi hollarni garaymiz.
1 J S{x)dx integral vaginlashuvchi va I ga teng. U holda
1

ii+1

I f(x)dc<l va S <I+a; tengsizlik barcha natural n larda

a‘rinli. Damak {S, }ketmaukeﬂjk yugoridan chegaralangan, bun-

dan zﬂ musbat gator yaqmlashuvcm

r=l

Va, aksincha, agar Zﬂ,, gator yaginlashuvehi bo‘lsa, u holda

m=]

{S"} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan, demak 11':11umi1.r hadi

i+l

= J-f (x)dx bo'lgan monoton o'suvchi ketma-ketlik yagin-

I

lashuvehi bo'ladi, ya'ni | /(x)dx integral yaqinlashuvchi boladi.
1

[7()dx integral uzoglashuvchi bo'lsin, U holda
1

A+l

S, 2 j S(x)dx tengsizlikdan {S ) ketma-ketlik yugoridan chega-
1
ralanmagan, bundan Zﬂn gator uzoqlﬁshuvchi ckanligi kelib

chigadi. Agar 'Zﬂ,, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda uning
=1
xususiy vigindilaridan iborat {S } ketma-ketlik yugoridan chega-

m+l

ralanmagan, demak, umumiy hadi [ = J fi{x)dx bo'lgan ket-
|

o




ma-ketlik ham chegaralanmagan. Bundan _[ S(x)dx integralning
1
uzoglashuvchiligi kelib chigadi. | _
Qator yaqinlashuvchi bo‘lgan holda (10) go‘sh tengsizlikda
n—o limitga o'tib, §2 [ f(x)dx2S—q, munosabaiga, bundan
1

(9) ga ega bo'lamiz.
11-misol. Umumlashgan garmonik qator deb ataluvchi ushbu

) e N 1
1+2_p+3_p+4_p+."+n_}*+”'

gatorni yaginlashishga tekshiring.
Yﬂchish ay = f(}.:l 1, = j’[:!) —----, a, _f[n)u_ vee WA
Jflx)=— ckanhgl ravshan, bu yverda p-haqigiy son.

Ushbu

—dr fisal dr——-hmx"""*' ——1lim(n"™? =1) (p=#1)

u—m ]_Fn-}m I._.p L
< xosmas integralni hisoblaymiz.

I Agar p>1 ba'lsa, u holda lim A .!- P yagin-

‘lashuvchi;
2 1=
Agar p<l bo‘lsa, u holda EEHI" =@ Vva ,!.xr uzogla-

shuvchi;
Agar p=1 bo'lsa, u holda J:—Fdr =Im:|§°=m uzoglashuvchi.
1
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Shunday qilib, umumlashgan garmonik gator p=1 bo'lsa yva-
qinlashuvchi, p<l bo‘lsa uzoglashuvchi bo‘ladi.
Raabe alomati

6-teorema. (1) gatorning hadlari musbat va Ijﬁn[-ﬂé—i]:r

al'rlll

bo‘lsin, U holda

agar r > 1 bolsa, (1) gator yvaginlashuvchi:

agar 1 < 1 bo'lsa, (1) gator uzeglashuvchi bo'ladi. -

= -
12-misot, 1+3 201 _1
_ i 2m!! 2n+1

shiring, bu yerda (2n)!! orgali 2n gacha bo'lgan barcha juft son-
larning, (2n-1)!' orgali esa 2n-1 gacha bo‘lgan barcha tog son-
larning ko‘paytmasi belgilangan.

Yechish. Bu gqator uchun Dalamber alomati natija bermaydi,

2
PR L (|
= 2n(2n+1)

gatorni vaqinlashishga tek-

=1. Raabe alomatini tatbig etamiz;

_@n- ) L 6n-l 3
2n(2n+1) | ~—=2n(2n+1) 2
Demak, r=1.5>1 bo‘lganligi uchun qator yaginlashuvchi.

4-§. Hadlarining ishoralari almashinib keladigan gatorlar.
Leybnits teoremasi

A==

r=limn[l

Ushbu .
a;—a,ta;—a b A=) a +.. (6)
gator, bunda @, >0 (n=1[,2,3,...) hadlarining ishorasi almashinib
keladigan gator deyiladi.

Teorema. Agar (6) gatorda
1) aj>a,>a,>..>a,>...,
2) lima, =0,

i
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boflsa, u holda (6) qator yaginlashuvchi bo'ladi.
Masalan, ushbu

|_l+1_l+“.+{_1]--1.l.l....
2 3 & "

gator uchun:
Lo | 1
Y BB B S s it
2 3 4
2) ]jmi={1.
n—i=

boladi. Teoremaga ko‘ra bu gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
Ixtivoriy hadli gatorlar Qatorning absolyut yaginlashuvehiligi, -
Biror
iaﬂ =y iy Tyt ooty e
m=l

gator berilgan bo'lish. Bu gator hadlarining absolyut givmatlari-
dan tuzilgan ushbu

e

2

n=l

gatorini qaraymiz. Ravshanki. (7) musbat hadli gator bo'ladi.
Teorema. Agar

a, |+ +|a| 4o ag |+ 0 (7)

i

S latHal+ o+,
gator yaginlashuvchi bolsa, u holda
ia,' =g At teb gy o
r
gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
Eslatma. Ushbu
iaﬁ=a]+az+a3+---+a,,+~-+ |
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gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishidan,

Zia"H[al|+l‘7:|+"‘+!ﬂﬂ|+-~-
re=]
qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chigaver-
maydi.
Ta'rif. Agar

glgﬂn|+|all+|ﬂ1I+“-+lan[+.,,

gator yaginlashuvi bo‘lsa,

Za,r =aqta,ta;tta,te
H=L
qator absolyut vaginlashuvchi gator deyiladi.
5-§&. Funksional gatorlar

Aytaylik X to‘plamda (X=R) aniglangan
1S A S5, S (D, .
funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik had-
laridan tashkil topgan ushbu

210 = £+ L0+ )+

r=1

ek () (8)

gator funksional gator deyiladi. e
X to'plamda x; nugtani olib quyidagi.

S £ = £ )+ £ () + i (50) +

et )+

sonli qatorni garaymiz.
Agar
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iﬁ(ﬁ}

BDIL].I. qatu: yaqmlashu\i'chl bo’lsa, u holda

Zf[ﬂ

funksional gator x, nuqtada yaginlashuvchi deyiladi.
Agar

PWACY,
el

sonli gator uzoglashuvchi bo'lsa, u holda
if,.{x)

funksional gator x, nuqtad& uzuqlaslmw:hj deylladl
Agar

ZJ’ @

funksional gator X to‘plamning har bir nm:_[tasxda }'aqmlashu\r-::ht :

bo'lsa, berilgan funksional gator X to‘plamda (sohada) vaqin-
lashuvchi deyiladi. '
Ravshanki,

lim, (x) = Em[ £,G)+ () 4+ £,()]
limit olingan x ga bog'liq bo'ladi. Uni S¢x) bilan belgilaylik:
S,(0) = Hm[ £,(e)+ £, ++++ L]

Qdatda S{x) garalyotgan funksional gatorning yig‘m:hm de-
yiladi.




Ta'rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday natural
ngson topilsaki, barcha n>n, va ixtiyoriy xe X lar uchun bir vagtda
15, 60— Sol<e

tengsizlik bajarilsa,
i Jo(x)

funksional gator X to'plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Veyershirass alomati. Agar

T A0 =A@+ L+ A+ £ (5) 4+
n=]

funksional gatorning har bir _.l‘;(x) hadi X to‘plamda ushbu
[ (x)=c, (n=1,2,3,...)
tengsizlikni ganoatlantirsa va
ZC“ =gttt
r=1

sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
> £ )
=1

funksional gator X tc‘pladﬁ yaginlashuvchi boladi.
Masalan, ushbu

z COSHX CosSXx  Cos2x -eoslx
. ) 12 P 32

COSFXx

&

+....+

n

funksional gatorning har bir hadi X=(—ww0,+w} to'plamda uzluk-
siz,
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£ =

cusnx‘

zi

sonli gator vaginlashuvchi.

Demak Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan funksional gator
X=(—,tw) da tekis yaginlashuvchi.

Endi tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossalarini
keltiramiz.

1) Agar

WA
n=l

funksional gatorning har bir f,(x) hadi X to'plamda uzluksiz

bo'lib, gator X to'plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

funksional gatorning yig‘indisi S¢x) funksiya X to’plamda uzluk-

siz bo'ladi. '
2) Agar

3 £®)

n=]

funksional gatorning har bir f(x) hadi (n=1,2,3,..) [ab] sig-
mentda uzluksiz bo'lsin, Funksienal gator [a,b] da tekis yagin-
lashuvchi bo'lsa, u holda qat{:ur hadlarining integrallaridan tuz-

ilgan.
. J‘f‘(x)‘i"+f~f2.{xi“f"+*j'+‘[f,,(x}cﬁ: =

w' 'k

=2 [ Lo
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vaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi

b
[ 8(x)ex
ga teng bo'ladi.
3) Agar
PWAL)

funksional gatorning har bir fn (x) hadi [a,b] sigmentda f (X)
hosilaga ega bo'lib, bu hosilalardan tuzilgan

Y0 = LD+ @)+ [ )+
w=l
funksional gator [a,b] da tekis vaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

funksional gator vig'indisi S(x) funksiva [a.b] da Sx) hosilaga
ega va

St =3 51y

- 1
1-misol. Z(n +x)(n+x+1) gator yacnnlashlsl'_l sohasi va

r=1

vig‘indisini toping.
1
i Hilxl= = T =—
Yechish. #,(x) ey (n=1,2,...) funksiyalar x=—n
va x=—(n+1) nugtalarda aniglanmagan. Shu sababli bu qatorni
x=—k (keN) bo‘lgan nuqtalarda tekshiramiz. Qatorning umumiy

hadini u (x)= : deb yozib olish mumkin. Shu sa-
(n+x)n+x+1)

babli

1 1 1
: b s e _ =
(I+x)(2+x) (2+x)(3+x) (n+x}n+x+1)

g

§,(x)=




[ 1 ( 1 1 ] ( 1 |
= - + - L EEEE - =
1+x 24+x 24x 3+=x n+x n+x+l

ot 1 n 1l
l+x ne+x+1
Bundan

lim S, (x)= llm[ T A ]— L ;
e il 4% Ca+x+1 ] 1+x

Demak, berilgan qator nuqtalarda yaginlashuvchi bo'ladi va
uning ;fig‘indisi I-I%\: pa teng.

2-misol. _2?1—21:03:: gatorning yaqinlashish sohasini toping.

Yechish. J; argument giymatini tayinlab olamiz va umumiy
hadi ¥,(x) =§ bo‘lgan yordamchi qatorni garaymiz, Dalamber

alomatiga ko‘ra X ning har bir giymatida

ntl
Lis 1 P g bo‘ladi, va bundan
ryn {n+1]fﬂ' r=-"=n+1

n!
vﬂ'

lim

LT

E— gatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

I--|.

]
— 0z x| &
!

Ixtivoriy x uchun bo‘lganligi sababli,

x|
—— ) vrr
|
taggoslash teoremasiga ko'ra berilgan gator X ning ixtiyoriy giy-
matida vaginlashuvchi boladi. Shunday gilib, gatorning yaqin-
lashish sohasi (—=o;+x) oraligdan iborat.

3-misol. Umumiy hadi u_(x)=n*x? bo‘lgan gatorning yagin-
lashish sohasini toping.

il




Yechish. x ni tayinlab olamiz, natijada umumiy hadi u =n’*s’
bo'lgan sonli gatorga cga bo‘lamiz. Agar x=0 bo'lsa, u holda
limu, = lim(n'x*) = xlimn* = beyladi. Demak, %20 bo'lganda
qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi va gator uzoqg-
lashuvchi bo‘ladi. Agar x=0 bo‘lsa, u holda v (0)=0 (n=1.2,..),
S.(0)=0 bo'lib, gator yigiindisi $(0)= Iam.ﬁ‘ L (0) = !:m[] 0 ga

teng bo'ladi, Shunday gilib, gatorning }Tamrlla‘&hl&h 50]1331 fagat
bitta, x=0 nuqgtadan iborat.

Agar vugoridagi qatorda x? o‘rniga x*+4 ni qo‘ysak, u holda
umumiy hadi u (x}=n*(x+4) qatorga ega bo‘lar edik. Bu gator
esa hech bir nugtada vaginlashuvchi emas. Uning yaginlashishi
sohasi bo'sh to'plamdan iborat.

(-1)" [l—x

4-misol. Ushbu ):3 = P

lashish sohasini toping.

Yechish: x ning (x=—1) har bir giymatida sonli gator hosil
boladi. Bunga Dalamber alomatini tatbig gilamiz (absolyut va-
ginlashishga tekshirishdagi kabi):

5 R b S0 (Y
Hpn (X} = In+2 [1+-xI t o ) Jar— l[l+x]
s ()] _ Hm?m-l]l—x=|i—x|
|u (x)| ’1**"3ﬂ+211;|-.r |1+ x|

I funksional gatorning vagin-

U holda i(x)= hm

1 -
14
solyut yaginlashadi. /(x)>1 shartni qancatlantiruvchi x larda gator
uzoglashadi. /fx)=I shartni ganoatlantiradigan x larda va 1(x)
aniglanmagan nugtalarda gatorni go'shimcha tekshirish lozim.
Bu misolda x=#1 bo'lib, x=—1 da gator aniglanmagan, x=1 da esa
gator fagat 0 dan iborat bo'ladi, absolyut yaginlashadi. /fx)</
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tengsizlikni yechib, x>0 ni hosil gilamiz. Demak, gator (0,+x) da
vaginlashadi. x=0 nuqtani alohida tekshirish lozim. x=0 da

11 ED L botlib, bu gator shartli yaginlashadi.

a5 g n—1

Shunday qilib, berilgan gatorda yaginlashadi,
Yugoridagi misolni yechishda Koshining radikal alomatidan
ham fnyﬂalanjsh mumkin edi.

5-misol. z x*" gatorning yaginlashish sohasini toping.
Yechish: Dalamber alomatidan foj'ﬂﬁlanamiz:

| HI{ :'I Ixr” . Hm =
I(x) =Tim 6o ._,..kazm*qu =

4 x|, agar |x<l,
.x
= lim|x]. T =31, agar |x|=1,
. 1
— agar |x{>1
[P st

I¢x) uchun hosil gilingan ifodalardan |xj<1 va |x>1 da berilgan ga-
torning vaginlashishi kelib chigadi. x=0 bo‘lganda Dalamber alo-
matidan fovdalanib bo‘lmaydi. Ammo bu holda gatorning barcha
hadlari 0 dan iborat, qatnmmg yaginlashishi o‘z-o'zidan ravshan.
I()=1, ya'ni x=+] bo'lganda gator umumiy hadining absolyut
givmati 0,5 ga teng, demak, gator uzoglashuvchi bo'ladi. Shun-
day qilib, berilgan gator |x|<1, |x>1 shartlarni qanoatlantiruvchi
nugtalarda absolyut yaqmlashuvchi bo‘ladi.

yaqginlashishga tekshlrmg

Yechish: Kmhmmg radikal alomatidan foydalanamiz:
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I(x)=lim p 1" = lim e e

s | e i
()<l da, ya'ni |figx]<l da qator absolyut yaginlashadi. Bu
tengsizlik yechimi [—§+#n,§+ #n), neZ. Bu intervallarning

chap uchlarida berilgan gator shartli yaginlashuvchi, o'ng uchla-
rida uzoglashuvehi bo'lishini tekshirish qiyin emas.
6-§. Darajali qatorlar
Ushbu

iﬂ'n.t" =a,+ax+ax’ ++ax" 9
u=0
ko‘rinishidagi gator darajali gator deyiladi, bunda aja,.a,....a_....
lar o'zgarmas sonlar bo‘lib ular darajali gatorning koeffisiyent-
lari deyiladi.
Masalan,
ot Loz
cons=1 1 2
darajali gatordir. ;
Har ganday darajali gator x=0 nugtada yaginlashuvehi bo'la-
di, chunki bu holda (9) ushbu
' ayta; O+a,: 0+..+a :0+..

P
n+1

e
3

ya'ni
a,+0+0+.. +0+..
ko'rinishdagi sonli gatorga ayvlanadi va
Esﬂ(ﬂ) g liﬂ(aﬂ +0+0+---+0)= E&m;aﬂ =d,
bo‘ladi.
Teorema (Abel teoremasi). Agar
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ia,r‘ =aytaxtex ttaxlt (O

darajali gator x ning x=, (x;#0) qnmnda yaqmlashmchl bo'lsa,
X ning

el <l (10)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (9) gator ah-
solyut vaginlashuvchi bo‘ladi.

Avtaylik, berilgan (9) darajali qator x=x, da yaqin.lasluwchl '
bo'lsin. Demak,

Y ax"=a,tax+ax ++axl+-

R Ll

sonli gator vaginlashuvchi, Ma'lumki, bu holda
lima,x] =0

bo'lib, {a_ X%} ketma-ketlik chegeralangan bo'ladi.
lan xflsM  (1=0.1,2,..)
(M — o'zgarmas son).
Endi berilgan gatorni quyidagicha vozib

+ 4 .i+ Eo X +ota X i ity
G W )

uning hadlarining absolyut giymatlaridan ushbu

xﬁ]"%f+-~+[;:_;3[.i"+

gatorni tuzamiz. So'ng ushbu

x
I"n|+lal-"'n1' bl B
Xy

I

M+M M2

reemfX] s
%

geometrik gatorni ko'ramiz. Bu gator
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bo‘lganligi sababli, yaginlashuvchi bo‘ladi. Ayni paytda

i[
Xy
‘i +|alx§|.{ir SRt
X g

gator yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan gator x ning |x|<[x|
tengsizlikni ganoatlantiruchi barcha givmatlarida absolyut yagin-
lashuvehi bo'ladi.

Natija. Ushbu

la, x5
bolganligi sababli

g +

L]
axxa e s

¢.€I~|xi
1]

Egﬂx" =g, tax+tax ++ax -+
=

dargjali gator x=x; nuqtada esa uzoqlashuvchi bo’lsa, bu gator
x ning |[x|>[x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik,

Nax'=a+axtax o e e

=i
darajali gator x=x; (x;#0) da esa yaginlashuvchi, x=x1 da esa
uzoglashuvchi bo'lsin. Ravshanki, |x|<|x,| boladi. Unda yugorida
aytilganlarga ko'ra x ning [x|<|x,| tenglikni ganoatlantiruvchi giy-
matlarida vaginlashuvchi, [x[>[x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
aiymatlarida uzoglashuvchi boladi.

(9) darajali gatorning vaginlashadigan nugtalaridan iborat
to'plamni {x} devlik (va'ni shu {x} to'plamning har bir nugtasida
(9) gator vaginlashuvchi). Bu {x} to‘plam yuqorida chegaralan-
gan. Uning yugori aniq chegarasi mavjud. Uni r bilan belgilaylik.
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Ko‘rsatish mumkinki, x ning [x|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi
qiymatlarida (9) gator vaginlashuvchi, x ning [x[>r tengsizlikni
qanoatlantiruvchi giymatlarida (9) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Odatda, (—r,r) interval (9) darajali gatorning yaginlashish in-
tervali, r esa vaginlashish radiusi deyiladi.

Eslatma. Agar darajali gator x=0 nuqgtada yaginlashuvchi
bo‘lib, boshga barcha nuqtalarda uzoglashuvchi bo'lsa, u holda
gatorning vaginlashish radiusi r=0 deb olinadi. Agar darajali ga-
tor barcha nugtalarda yaginlashuvchi bo‘lsa, r=+co deb olinadi.

Eslatma. Darajali gator x=—1,x=r nuqtalarda yaqginlashuvchi
bo‘lishi ham mumkin, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

Ko'pincha (9) darajali gatorning yaginlashish radiusini ushbu

a,

am+l

r=1ihrE

formula yordamida topiladi.
Endi darajali gator xossalarini keltiramiz:
1) Agar

a3
n=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi r bo‘lsa, darajali qator
[—e,0) sigmentda (0<a<r) tekis yaqinla;hnvchi bo‘ladi.
2) Agar '

¥ ax
=l

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo'lsa, darajali gator
yig‘indisi S(x):

§= iaﬂx"
m=0
(—r.r) integralda uzluksiz bo'ladi.
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3) Agar

z &
darajali gatorning yaginlashish radiusi r bolib,
: S(x)= Za 5

=a, + AX+a@x ot g

bo'lsa, u holda bu gatorni [ablc(—r,r) da hadlab integrallash,
va'ni |

b P e |

| SCxyae=| [Ea”x’)dr=zjaax"dr.

@ x @ =l S,

4) Agar
Zaﬂx"
darajali gatorning vaginlashish radiusi r bo'lib, yig'indisi
S(x)= 2 ax" =

) -

=a,+ax+ax’ +ootax"+o

bo'lsa, u holda bu gatorni {(—r.r) da hadlab m]:egra]lash mumkin,
ya'ni o _ .

)= [ ax] [ﬁ XY =a+2ax a4

bo‘ladi.

' ¥ j
I-misol. z a3 qatorning yaginlashish radiusi, yaginlashish
e 12

intervali va yaginlashish sohasini toping.
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1
Yechish. Berilgan qamr uchun 4, = 3,,+t hmJ =/ ni

hisoblaymiz: /= lim J_ =
m {' ,,;3»*’ moa demak, gatorning ya

ginlashish radiusi r=3, yaqinlashish intervali (—3;3). Berilgan qga-

torni yaginlashish intervali uchlarida yaqinlashishga tekshiramiz:
g N T |

x=3da §W=§§I Bu esa garmonik gator, demak berilgan

qator X=3 nuqtada uzoglashuvchi. x= —3 da Enﬂ_"”‘:i“

(—1}"

EM!

- Bu Leybnits gatori, yaginlashuvchi.

Demak, berilgan darajali qatummg yaqinlashish sohasi [-3;3)
to‘plamdan iborat.

2-misol. E;"!x" qatorning yaqin_la_siﬁgh radiusi, yaginlashish

intervali va sohasini toping. :
Yechish. Ushbu misolda a =n! va an+,=(n+1}' Bunda

}‘iﬂ%=f va r—— formulalardan, yoki *= 111"1! J formu-

" 1
i r="Hhm =1 =1, i
ladan foydalanamiz. U holda s Y "ﬂﬂ+l bun
dan berilgan darajali gator fagat x=0 nuqtadagina vaginlashuvchi
ekanligi kelib chiqadi.
7-§. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish

1°. Makloren gatori. Aytaylik, y=f(x) funksiva (=5,3) (6>0)
oraliga berilgan bo'lib, u shu oraligda :s:a]gan tartibdagi husﬂa~
ga ega bo'lsin, Ushbu -
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7@+ LR s L0

+....|.-m;¢’?+,,.
nl
darajali gatorni garaylik. Bu darajali gatorning koeffitsientlari f(x)
funksiya va bu funksiya hosilalarining x=0 nuqtadagi q1ymat]ar1
orgali ifodalangan.
Endi f(x) funksiyaning Teylor (Makloren) formulasini yozamiz:

f{x)=f{m+mx+%ﬁﬂf+...+
f""( DAL (19)

Sl +r(x)

bunda r (x) goldiq had. '
(9) darajali gatorning gismiy vig‘indisi
SH{I}=f[ﬂ}+f—':-LF—}x+%'{lﬂxz Fot
3! F0) X"
Hr

bo'lsa, unda (10) formula ushbu ftx]—S {x}+r {x} ko'rinishiga ke-
ladi.
(9) darajali qator (—r,r) da vaginlashuvchi bo‘lsin. Unda
lim§, (x)=f(x)  (x&(-rr)
bo‘lib, :
1'?_93[;’(;?'}—5'.(ﬂ]= limr, (x)=10
bo‘lishi kelib chigadi.
Aksincha, ixtiyoriy x=(—r.r) da
limr, (x)=0
bo'lsa, ya'ni
e



limS, (x) = /()

bo‘lishi, demak, (—r.r) da (9) darajali qator yaginlashuvchi, uning
yig‘ndisi f(x) ga teng bo'lishi kelib chigadi:
= U T () £U(0)
f(x} - f{ﬂ}‘l"'—i"]—'x'l'TIz + .+Tf’ s
Shunday qilib, munosabatning o‘rinli bo‘lishi uchun ixtiyoriy
xXe(—r,r) da :
].‘iﬂl?‘" (x)=0

bo'lishi zarur va yetarli.

Agar fix) funksiva uchun (10) munosabat o‘rinli bo'lsa, f{x)
funksiva Makloren gatoriga yoyilgan deyiladi.

Agar r_(x) vetarli darajada kichik bo'lsa, u holda yugoridagi
{10) munosabatdan ushbu

fom fOr LD Ly LD

tagribiy formulaga ega bolamiz.
Endi f(x)= &* funksiyani Makloren qatoriga yoyamiz.
Ma'lumki, f(x)= e* funksiya ixtiyoriy |—r,r] sigmentda (r>0)
istalgan tartibli hosilaga ega bo’lib,
[ x)=e* (m=1,2,3,..}
bo‘ladi. Ravshanki,
=1 %« (n=1,2,3..)
Bu funksiyaning Makloren formulasi
e X

bo‘ladi. Qoldig esa Lagranj ko‘rinishida quyidagicha bo'ladi.
x:H-I :
= i < 1.
r,(x) {u+1}!e (0<8<l)
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Agar ixtivoriy xe(—r .r) uchun
.'.l+l ra+[
I ()] = 2 ¢
[ +1}1' (n+1)!
va n—ro da
]im b ru-l b
= (1)1
bo'lishini e’tiborga olsak, unda
z "
Pl X ¥
L nl

bo'lishini topamiz. Bu f(x)= e* funksiyani Makloren qatoridir.
Xuddi shunga o*xshash ;
Jix)=sinx, fix)=cosx, fix)=In(l+x)
funksiyaning Makloren gatorlari topiladi.
Quyida ularni keltirish bilan kifoyalanamiz;

WO i o L e
-:mx_x—§+g—~_}-1—+ +{=1) --——-—-{2 ]
Foa ;g in
Lﬂbx=]—x—+x—-£ { }”.x_
21 41 6l (2m)]
i g &
| s | a0 L e
n(l+x) =x T e +(=1) +-(1+x)
=1+EI+MJ:1+n.+{1':a"_l](a"2}"-{“““+1}IM+
1 2 !
Bu keltirilgan formulalar uchun tagribiy formulalar quyida-
gicha bo'ladi:
i R
& il el A
11 21 n
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k] 5 T 2=l

sinxn-x-—+-—-~x-—+...+f.-l}"'1+—'—-—,
R TR TR @n-1)
x: I4 E Iar
S8 A b s S
e e e e

afa—1) e
2!
+a(-:x— (e —23...&1- n+l) -
n

+.4

n m i
(1+x)¥ 1.FI+

1-misol. Ushbu /(¥)=————— funksiyaning x ning dara-

jalari bo‘yicha qatorga yoying.
0% il TR T e ile:
Yechish: S ratsional funksivani sodda kasrlar.ga ajra
1 1 1 , : e b
tamiz: P10 i S ST har bir sodda kasrni x ning da-
rajalari bo'yicha gatorga yoyamiz. Bu holda ham (6) formuladan

foydalanamiz:
L—-.—..——_ B tx 5 = {
x+2-21 ¥ .2 Z( n o 1"'1 2,
==
.1_ l .!. 3 o g (_IJE_L i htlﬂdﬂ {3
££3 gy f 3; i% e X b
3
Demak, bunda |x<2 da ! _ E[( o i }
x+5x+5 iy 3
o‘rinli bo'ladi.
2-misol. f [xJ=-;;—+—}§;§ funksivani (x+3) ning darajalari

bo'yicha gatorga yoying.
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l

1 I
Yechish:(6)formuladanfoydalanamiz. G120 17 G

12

=‘____. E{ }n! [ tx+3} ] ilzkﬂ (x+3}2# hl.i yﬂ}’llmﬂ.

1=

(x+3) <1.da, ya'ni 1x+3|{2\rr§_ da o‘rinli bo‘ladi,
= | o

3-misol. f(x)=Inx funksivani x—1 ning darajalari bo’yicha ga-

torga yoying.
Yechish; Berilgan funksiyani fi{x)=lnx=in(i{+{x—I}} ko'rinish-
da yozib olamiz va (5) formuladan foydalanamiz. U holda |x—I|<1

shartda f(x)=Inx =i(_1}»-1 %

yoyilma o‘rinli bo‘ladi.
d-misol. fix)=2" ni x+2 ning darajalari bo‘'yicha gatorga vo-
ying.
Yechish: ﬁﬁg}—? f'ﬂnkslyan_l quyidagicha yozib olamiz:
=i leh*“ u*l}lﬂl va (1) formuladan foydalanib,
4 :

quyidagiga ega bo'lamiz:
7 =%gs-3;-m= =1 i E!E'._?.!'.:!:.{x+2}", bu formula xe(—w;+=) da o'rinli.
wn M
5-misol. f{x)=sin’x ni x ning darajalari bo‘yicha gatorga yoying.
Yechish: sin’x= 31* }imsﬂx formuladan va (3) dan foydala-

namiz. U holda
PR (L T 1[0 @2 20* o
x=——— = I — (- +.. |=
sin” x zcuslx. 5 2[ 7 + A +(=1)" —— @)l
L2t Ay P N DL e
mﬂ--z-_lﬂ 24 ["'] mi‘...—g{ 1} {ln}!‘t

Bu formula xe(—0;2c) da o'rinli.
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6-misol, f{_ﬂ::% funksiyani x~9 ning darajalari bo‘yicha
| X

qatorga }*o?ing

! +Z221* Endi (5) fi -
Yechish: J_ =5 3{ } ndi (5) formuladan foy

1 | et |
dalanamiz, bunda a T X o‘rniga —agqo‘yanuz. U holda

f.:; =%+;i[_l}('i}'{'znz_l]_h-y}“ﬁ

=l nl Q°

1-3,.2n— 1} »
- —0",
+§() )

9 <1 shartda, ya'ni [x—9|<9 da o'rinli bo‘ladi.

8-§. Darajali gatorlarning bazi bir tatbiglari

Darajali qatorlar yordamida taqribiy hisoblash. Darajali gator-
lar kuchli (tagribiy) hisoblash vositasi bo‘lib xizmat giladi. Ular
vordamida funksiyalar giymatlarini tagribiy hisoblash mumkin,

1-misol. In1,2 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.

Yechish. In(1+x) funksiyani x ning darajalari bo*yicha yoyamiz:

i 3 ]
In(1 +x}:x—§+%—..,+{—l}“'1 11-+..., bu gator (-1;1] sohada

i

vaginlashadi. Ushbu gatorda x=0,2 deb olib, 1nl,2 ni hisoblash
uchun

. 3 n
n1,2=0,2-22 0.2 TR o et
2 3 it
ishora navbatlashuvchi gatorga ega bo‘lamiz.
Bu gatorning birinchi k ta hadini yig'indisini Inl,2 ning
tagribiy givmati deb olsak, u holda xatolikning absolyul wqiv-
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mati k+1 chi hadning absolyut giymatidan kichik bo‘ladi. Qa-
tor beshinchi hadining absolyut giymati 0,000064 ga teng, ya’ni
0,0001 dan kichik. Shu sababli hisoblash uchun birinchi to‘rita
hadini olish vetarli:

Inl,2=0,2—— ={,18228.
2 4

0,04 I}l][!ﬂ _0,0016

4
2-misol. {20 ni 0,001 aniglikda tagribiy hisoblang.

Yechish. Binomial gatordan foydalanamiz. Uning uchun be-
rilgan ildizni quyidagicha ifodalab olamiz:

§20=416+4= 15[1+%]=1[1+%T
1 1
[I+%]‘ soni (1+x)* binomining x=% dagi giymatiga teng.

1
flx)={1+x)* funksiya uchun quyidagi yoyilma o‘rinli:

1.1 1.1 1
FE=D =Tz =2)
{]+.I]“_]+ 1:14 4 PO 4 ot
4 21 3! '
Bt e - i e s e LS

a-10 a2 A T A

x—; da ishora navbatlashuvchi ushbu qatorni hosil gilamiz;

1
1 | I-3 1-:3-2,  1:3.-7:11
I+— | =1+ - + - —— +
[ 4} 4.114 #.214 4£.314 4'.414

Ishora navbatlashuvchi gatorning xoss<asiga ko'ra, berilgan il-
diz giymatini 0,001 aniglikda hisoblash uchun so‘nggi gatorning
dastlabki to‘rtta hadini olish yetarli, chunki beshinchi hadi ab-
solvul givmati bo'vicha 0,001 dan kichik.

2:1:3-7.11  2.3.7.11 1 1

= < < < (), ()1
4".414' 2.3.4.8.2.16-4' 2.4 2568
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hisoblashni bajaramiz: : - ]
j {&E=2[1+ ]. = 1‘;.3 3 1.=3,?' ]= : p

4-114 47-414" 4314
=2,000+0,0625-0,0059+0,0009 = 2,0575
3-misol. %2 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.
Yechish. e* funksiyaning Teylor ﬁ:mmllasiga. ko'ra
WE ke n;2*+ 0,2" :

=l+——t =, iz:
e LT w . ni baholaymi
4 1 ] o 2
fOT 0 02, 02,02, 07, )
41| “51 7 @l 41 8L 546
n: 0.2 (0,2 0,0016 1
1+—= 4 Fo)= =< 0,0001,
TR [ 5 T o 24 .02
5

1 a
Demak, 0,0001 aniglikda ¢ =14+22, %2 02

Tenglamalarni yechish

1-misol. e*—e¥=xy (1) tenglamani x ga nisbatan yeching (y ni x
ning darajalari bo‘yicha yoyilmasining dastlabki uchta hadini toping).

Yechish. (1) tenglama y ni x ning oshkormas funksivasi sifa-
tida aniglaydi. Bu funksiva istalgan tartibli hosilaga ega. Bunda
v i % orqali anig ifodalash mumkin emas. Shu sababli yechimni
darajali gator ko‘rinishda izlaymiz.

Bunda ikki usuldan foydalanish mumkin:

a) Noma'lum koeffitsientlar meiodi.

Ma'lumki,
.-~i+i-!+ 2[+...+ "[-r... (2)
gator (—ou;+o) da vaginlashuvchi, Shunga o‘xshash
y ¥ ¥
e’—l+1!+2|+ TR (2)
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gator ham (—e;+=¢) da vaginlashuvchi.
(2) va (2") gatorlarni {1} tenglamaga go‘vamiz:

x Fiode a3
Lpg Xy +-+ B i oty S Ly =X,
| 4 =4 ’ 2l n! B n
y funksivani
y=a,+ax+ax +.+ax"+.. (4)

gator ko'rinishda izlaymiz. (3) tenglamadagi y o'rniga (4) gatorni

qo‘vamiz;
2 -1

X X
I+”+-2—I+ +-—l+ lag+axtax +..14

o +ax" .. (a+ax +...}+‘ .
1 2!
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni teng-
lashtiramiz. Avval x” oldidagi, va'ni ozod hadni topamiz. Bunda

2
1-1—(a, +5§-+.,..}=n, bundan a,=0.

x ning oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz:

I-a/—ay(a,+..)=a,"a,=0 ekanligini e’tiborga olib, 1—a,=0
yoki a,=1 ekanligini topamiz. x* oldidagi koeffitsientlarni teng-
lashtirib, a,=—1, x* oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib a,=2
ekanligini topamiz. Shunday qilib, y ning tagribiy formulasini
yax—x2+2%% ni topamiz,

b) Hosiladan foydalanish mefodi. Bu metod y funksiyaning ()
nugtadagi hosilalarini ketma-ket topishga asoslangan.

(1) tenglamani v ni x ning differensiallanuivchi funksivasi deb
garab, x bo'yicha differensiallaymiz:

ey =ytxy’ (©)

x=0 da ey ()=p(0)+0+y(0), bu yerda y(()=0 ekanligini
e'tiborga olsak, y'(0)=/! hosil bo'ladi. Endi y"(@) ni izlaymiz. Shu
magsadda (6) tenglamani x bo*yicha differensiallaymiz:

e—e (Y P—ery =y Hy (7)

&



¥(=—2 ekanligini topamiz. ¥"(() ni topish uchun (7) ni diffe-

rensiallaymiz: :

e —eyi 3y -y —ey' =" +xp" (8

¥(0), ¥'(0), y"(0) ning giymatlarini hisobga olib y"(0}=12 ekan-

ligini topamiz. :

¥ {ﬂil 20) : | Y"(0)
2% i

formulaga y'(0), ¥"(0), y"‘f’ﬂ;’ ni qo‘yib

=)+ = £+

ni hosil gilamiz. Ravshanki, ikkinchi usulda yechish osondir.
Dﬂrm&ﬁ qﬂmﬂar _mr‘dmda mmgmffwm tagribiy hisoblash
Misol, 0,0001 aniglikda integraini hisoblang.
Yechish. sinx funksiyani uning darajali gatori bilan almashti-
ramiz va hosil bo'lgan gatorni hadma-had integrallab quyidagiga
erishamiz; '

D 13 600
MNatijada, ishora navbatlashuvchi gator hosil bo'ldi. Bunda
"*‘E}L”w,mm bolganligi sababli, talab gilingan aniglikda hi-

soblash uchun bu gatorning avvalgi ikkita hadi yig'indisi bilan
chegaralanish kifoya

Shunday gilib, j

SLX e = 0,5 ”‘1’:5 - 0,4931,
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15-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1-§. Differensial tenglama tushunchasi
Erkli o*zgaruvchi x, noma’lum funksiva y=v(x) va bu funksi-
yi hosilalarini bog'lovchi tenglama differensial tenglama deyiladi.
Bunday tenglama umumiy holda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
Foup Yy . 0®)=0 (80
(1) tenglamada gatnashgan noma’lum funksiva hosilasining
eng yuqori tartibi differensial tenglamaning tartibi deyiladi.
Agar y=e¢fx) funksiya va uning hosilalarini (1) tenglamaga
go‘vilganda uni ayniyatga aylantirsa, ya'ni
FOp09.0'(3) 1v..p™ ()0
bo'lsa, y=¢(x) funksiva (1) tenglamaning vechimi deyiladi.
Differensial tenglamaning yechimi cheksiz, ko'p bo‘ladi. Bar-
cha vechimlarni o'z ichiga olgan yechim, differensial tenglama-
ning umumiy vechimi deyiladi.
Masalan. ushbu
y'=x=0 @
tenglama ikkinchi tartibli differensial tenglama bolib, uning ye-
chimi

1.5
X)=—x"+x
p(x) 6

bo'ladi, chunki

lp(x)=(%x3+x}=%xl+l, w”{x?=(%al +1J=x
bo'lib,
") —x=x—x=0
boladi.
(2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
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flx) =%x’ +ex+c

bo'ladi, bunda c;, ¢, ixtiyoriy o‘2garmas sonlar. (Xususan ¢;=I,
¢,=0 bo‘lganda umumiy yechimdan yuqoridagi yechim kelib
chigadi.)
2-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar
Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi
guydagicha
Fx,y,y)=0
bo'ladi. Agar bu tenglama y' ga nisbatan vechiladigan bo'lsa, un-
da
yEfxy) 3
tenglamaga kelamiz, Odatda, (3) tenglama hosilaga nisbatan ye-
chilgan differensial tenglama deyiladi. : =
Endi (3) tenglamaning xususiy hollarini garaymiz.
I'. (3) tenglamaning o‘ng tomoni fugat x o‘zgaruvchiga feng
bo'lsin:
¥'=fx) 4)

Bu tenglikni integrallab topamiz:
y= I_f (dx)+c (e—0o'zgarmas son)

Demak, (4) tenglamaning umumiy vechimi
y=|[fld)+e (3)
bo‘ladi. Misol, ushbu
y=ax?
tenglama yechilsin.

4 Berilgan differensial tenglamaning yechimini (5) munosa-
batdan foydalanib topamiz:
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¥ =J2:‘=ﬁr+c= %x’ +c.

2%, (3) tenglamaning o°ng tomoni fagat y ga bogliq bo‘Isin:

¥ =),

Avvalo,
Ay
e

ekanini etiborga olib, so‘ng bu te.ngi'ama.da y ni erkli o‘zgaruvchi,
X ni esa y ning funksiyasi bo’lsin deymiz. Unda

& - .

=5 S, = f(y}

ho'lib, yugoridagi 1°-holga keladi. Keyingi tenglamaning yechimi

ke T
bo'ladi,
Misol. Ushbu
W=
tenglama yechilsin.
<« Bu tenglamani quydagicha yozib olamiz.
dr_ 1
d Ty
keyingi tenglikdan esa, _—
i
7 ¥
bo'lishi kelib chigadi. Uni integrallab topamiz:
1 dy lepiag: -
=|=—=+c=— +e=
I T I yia



-§~?+c=-—y+c
Demak,
e
y_',.' ﬁ >

3% (3) tenglamaning o'ng tomoni fagat x o‘zgaruvchi ham-
da fagat y o‘zgaruvchilar funksivalarining ko‘paytmasidan iborat
bo'lsin:

y'=ftx) -g(»)

Odatda bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama

deyiladi. Uni quydagicha ham vozsa bo‘ladi:

Y s
dx—flfx) 2(x)

keyingi tenglamaning ikki tomonini dx ga ko‘paytirib, so‘ngra
g(y) ga bo'lib, ushbu tenglamaga kelamiz:

dy
= = fix)dx
) f(x)
Uni itegrallab topamiz:
Ig(:v}“-rf(I o

Bu integrallar hisoblanib, so’ng v ni x orgali ifodalab berilgan
tenglamaning vechimiga kelamiz,
1-misol: Ushbu

y'=xytx+y+]
tenglama yechilsin. '
<4 Berilgan tenglamaning nng tomonini quydagicha yozib
olamiz:

xytx+y+I=x(y+) v+ =¢x+i}y+I)
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[

&= DO+
keying tenglikda,

@ _

- =(x+1)dx

bo'lishi kelib chigadi. Integrallab topamiz:
dv _
Jm _j(x +1dc+Ine,

¥

m{y+1j=i’f~‘;1—}z+mc

y+1 =£1ch+1}2
c 2

(x+D
2
2-misol. ({+x}ydx+(I—y)xdy=0bu o‘zgaruvchilari ajraladigan

tenglamadir.

Yechish. Ozgaruvchilarni ajratish uchun tenglamaning har bir
hadini xy=0 ga bo‘lamiz

¥ s 122 gy =0, integrallaymiz <
y

1

y=ce

X

In|x|+x+my—y=mnC,

_-12= i 5 y-x
lu’c’ y=x E-E” » xp=Ce™™ py tenglamaning umu-

miy vechimi.
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3-§. Bir jinsli differensial tenglamalar
Ikki o'zgaruvchili f(x,y) funksiya uchun ixtiyoriy t da
Six,0)=fx,3)
tenglik bajarilsa, f(x,y) bir jinsli (anigrog‘i, nolinchi tartibli bir
jinsli) funksiva deyiladi.
Agar
y'=fx.y) ()
differensial tenglamaning o‘ng tomonidagi f(x,y) bir jinsli
funksiva bo‘lsa, (6) bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
Aytaylik, f{x,y) bir jinsli funksiya bo‘lsin:
A, 0)=fxn)

1
Xususan, f=— bo'lsa,
X

f'[1.§)= f(xp)

bo‘ladi va (6) tenglama quydagi ko'rinishga keladi

Jf'=f{l,§)=¢{£) (7)

(7) tenglamani yechish uchun -i—’:u deb olamiz. Unda
y=ux, y'=(ux)'=w'xtux'=u'xtu
bo‘ladi. Bularni (7) tenglamaga qo'yib topamiz:
uxAu=p(u)
Wx=(u)—u

du
Idr =@(u)—u

natijada o‘zgaruvchilari ajraladigan ushbu
314



du dx

olu)—u  x
tenglamaga kelamiz. Uni integrallab topamiz:
du__rdv
'[q:rfu)v-u _-[ X g
I du
@) —u

=lnx+Ing

du
@lu)—u
Misol. Ushbu differensial tenglama yechilsin:
e

x+y

]ncx=j

4 Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi
¥
x, = —
Sf(x.9) 3
bir jinsli funksiya bo‘ladi, chunki
flty=—2—z D ___ ¥
: ity Hx+y) x+p
berilgan tenglamani quydagicha yozib

gy
granide o on x
Y x+y xty

X

1+2
X

Ll b
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deb olamiz u holda.
y=ux, y'=u'x+tu

bo'lib, garalayotgan tenglama ushbu ko‘rinishga kelishini topa-

miz:

o ) H # H H
Hx+u=—-o W=t =
L+ 1+u 14+u
Natijada,
g 1+ dx
x—=—— yani ——:rdu:—
l4n X
bo'ladi, bundan
T4u sl
——— Hu=|—+Ine
1
——hu=hx+ine,
u

i—-l[1.£=i.u;vc+ln::
¥ x
x=ylney
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan differensial tenglamani
umumiy vechimi bo‘ladi.
4-§. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar

Noma'lum funksiva va umng hosilalariga nisbatan chizigli

bo'lgan ushbu
¥ +plyta(x)=0 (8)

ko‘rinishdagi tenglama birinchi tartibli chizigli differensial teng- i

lama deyiladi, bunda p(x) va q(x) uzluksiz funksiyalar. (8) teng-
lamaning yechimini
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y=u(x)-v(x)=u-v
izlaymiz

y=urv, y=tu-vy=u'vtu-v'

u'vtuv'tpx)u wtg(x)=0
Endi v ni shunday tanlaymizki,

vi+pv=>{

ya'ni

bo'lsin. ;
Bu topilgan v ni (9) tenglamaga qo’yib, hosil bo‘lgan tengla-
mani yechamiz:

du . et
H;IS'IP[J:]@: =0 B ge ;

U= —j g(x)+ B o 1Oy
Natijada,
y=u~vze_j*{rw(c—jq[x #{xmde 9

ho'lndi. Bu berilgan tenglamaning umumiy vechimidir,
Misol. Ushbu
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ytxy—xi=(
tenglama yechilsin.
<« Bu tenglamaning vechimini topishda yugorida keltirilgan
(*) formuladan foydalanamiz. Misolda berilishiga ko'ra

p)=x, gx)=—x*
bo‘ladi. Demalk,
y= &l [c —I(—xz)ej- mttz.br):

i I: I: I]
T T T k]
=¢ *|cta'e* —det |moe ? +3" =1

bo'ladi. &
5-§. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar

Ushbu
¥'tp(x) y'+alx) -y=fix) (10)
ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chizigli differensial teng-
lama deyiladi, bunda p(x).q(x) va fix) — uzluksiz funkswala:
Agar (10) tenglamada f(x)=0 bo'lsa,
y'+pex) -y +q(x) -y=0
uni ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama deyiladi.

Avval chizigli erkli hamda chizigli bog'liq funksivalar tushun-
chasini keltiramiz. y,(x) va yi{:-t] funksiyalar [ab] segmentga be-
rilgan bo‘lsin.

Agar shunday o‘zgarmas «; va o, sonlar topilsaki, ulardan
hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo'lib,

oV fxHo, yx)=0
bo‘lsa, ¥,(x) va y,(x) funksiyalar chizigli bog'liq funksiyalar de-
viladi.

Agar

KR




oy Y )+ oy yy)=0
tenglik fagat o=u,=0 bo‘lgandagina o'rinli bo’lsa, y,(x) va v,(x)
funksiyalar chizighi erkli funksiyalar deyiladi.
Masalan,

yix)=1, ¥ (xX)=x
funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo'ladi, chunki
tenglik fagat o;=c,=0 bo'lgandagina bajariladi.
Aytaylik,
Yrrp(x) "y +gfx) y=0
Ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar berilgan
bo‘lsin.
Teorema. Agar y,(x) va y,(x} funksiyalar tenglamaning chizig-
li erkli yechimlari bo‘lsa, u holda tenglamaning umumiy yechimi
yx)=¢; yx)+e, y (x)
bo'ladi, bunda c,, ¢, — ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.
Ikkinchi tartibli
Y'Hp(x)y'(x) +ax)y=fix)
tenglamaning vmumiy vechimi hagida ushbu teorema o'rinli.
Teorema. Ushbu
YAy ta(x)y=fix)
tenglamaning umumiy vechimi shu tenglamaning xususiy vechi-
mi bilan .
Y tp(y' +a(x)y=0
tenglamaning umumiy vechimi yvig‘indisiga teng bo‘ladi.
6-8§. O‘zgarmas koefTitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli
tenglamalar
Ushbu

y'tpy tay=0
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ko'rinishdagi tenglama (bunda, p va g o‘zgarmas sonlar) o‘zgar-
mas koefTitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial
tenglamalar deyiladi, |
Tenglamani vechish uchun
y=ek=
deb olamiz, bunda k nolga teng bo'lmagan o‘zgarmas son.
Ravshanki,
Ytk L y=ettpd
Endi
y=et,  y'=kett,  yr=klphx
larni tenglamaga go'yib
ke +p e tg gtr=()
yamni,
' k24pt+q=0
kvadrat tenglamaga kelamiz.
Ravshanki, k yugoridagi kvadrat tenglamaning yechimi bo'lsa,
e funksiya differensial tenglamaning vechimi bo'ladi.
Odatda,
K +pk+g=0

e

Kvadrat tenglama
Y Hpy gy=0
differensial tenglamaning xarakterislik tenglamasi deviladi.
MaTumki,

kE+pk+g=0
kvadrat tenglamaning ildizlari,

- 2
k =_£+ ..'E_— f :—£+ —p——
S i ot NN TN

bo'ladi. Bunda quyidagi hollar bo'lishi mumkin:
1) k; va k, haqiqiy va bir biriga teng emas: k=k,
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2) k; va k, haqiqiy va bir-biriga teng: k =k,
3) k, va k, kompleks sonlar: k,=o-+iB, kz-u.—:ﬁ Har bir holni
alohma alohida qarab chigamiz.
a) Xarakteristik tenglamaning ildizlari hagiqiy va bir-biriga
teng emas (k;=k,). Bu holda
yy=etr,  y=eF
funksiyalar berilgan tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lib,
tenglamaning umumiy yechimi
y=c P e kr
ko'rinishida bo'ladi, chunki
y'=ck e e ket

' =Gk +e ke

va
e +eo,kie™ +
+p(c ke +o ke )+
+g{ce™ +ce"*) =0
(ke + peke™™ +gce )+
+Heke™ + pe,k,e™ +ge,e™) =0
yoki .
e (k + pk +g)+
+e,e (k3 + phky + @) =0
Masalan, ushbu
yr =8y +15y=0
differensial tenglamani xarakteristik tenglamasi

k2—8x+15=0
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bo'lib, yk,=35, k,=3 ildizlarga ega. Demak, berilgan tenglamaning
umumiy yechimi.
y=c;e™+ee’*
bo‘ladi.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va ular bir-bi-

riga teng (k,=k,).
Bu holda xarakteristik tenglamaning ildizlari,

k =k = “‘%
bo'lib,
2k;="p
yoki
2k +p=0
boladi.
Differensial tenglamaning bitta xususiy yechimi
J’,r:fkﬂ
bo‘ladi. Tkkinchi xususiy yechimini !
Va=u(x) &0

—

ko'rinishida izlaymiz, Bunda noma’lum u=u(x) funksiyani topish
uchun y",, ¥", larni topamiz.

V=P tuk @ F=e F ' tuk )

_-,a"2=ekﬁ(u’:h?k.,.u'+kz ).
Endi,
Vo=ue T,y =etFu'tuk,)
Y= P +2k ,u’+k£ru)
larni
y'tpy'tay=0

tenglamaga qo‘yamiz:
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e"Ff(y"+2kj.uf+k3}u)+pekix(u*+k;u)+que"F_'.‘=ﬂ
P fu"H( 2k Ap)u' (k2 ke prq)u]=0
k xarakteristik tenglamaning karrali ildizi va 2k+p=0 bo’lgani
uchun

er=0 yoki u'=0
bo'lishi lozim, uni integrallab topamiz:
ux)=Ax+8
Xususiy holda, B=0, A=1 deb olsak, u(x)=x bo‘ladi.
Shunday gilib ikkinchi xususiy yechim
Yo=K ghrx
ko‘rinishda bo'ladi.
Demak, garalayotgan differensial tenglamaning umumiy ye-
chimi
y=c,; e F+tc, e F=e e e x)
bo'ladi.
Masalan, ushbu
42 —12k+9=0

bo'lib, uning ildizlari & =k, =% bo‘lgani uchun tenglamaning
umumiy yechimi

3
y=(g tcx)e?

bo‘ladi.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo'lib,
k,=a+ip, k,=a—ip bo’lsin,
Bu holda garalayotgan differensial tenglamaning xususiv ve-
chimlari
_}’J=€( u.h'ﬁjlx’ yj-_—e{u'-u'ﬁ}x
ko'rinishda bo'ladi.
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Isbotlanadiki, agar hagiqiy koefTitsentli bir jinsli chizigli teng-
lamaning xususiy yechimlari kompleks sonlardan iborat bo‘lsa,
uning hagigiy va mavhum gismlari ham shu tenglamaning yechi-
mi bo‘ladi.

Xususiy vechim,

gl =pixppsBxHesinfix

bo‘lgani uchun,
ecospx, e*sinfix
lar ham tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shunday qilib, qaralayot-
gan differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=e"%{c; cospx+ ¢, sinpx)
bo'ladi.
Masalan, ushbu
y'—Ay'tiy=0

differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi k?—4k+7=0
ning ildizlari

k=2+iv3, . k=2-if3
bo'lib, differensial tenglamaning umumiy yechimi

yv=e"(e cos~3 +¢; sin+/3x)

bo‘ladi.
4. O‘zgarmas koeffitsientli bir jinslimas chizigli tenglamalar.
Ushbu,

: : ytpyray=£x)
ko'rinishdagi differensial tenglama ikkinchi tartibli o‘zgarmas
koeffitsientli chizigli bir jinsli bo'lmagan differensial tenglama
deyiladi, bunda p, q hagigiy sondir.
Bu differensial tenglamaning yechimini f(x) funksivaning be-
rilishiga garab topamiz. :
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I'. y"+py'+qy=f(x) tenglamaning o‘ng tomoni ko‘rsatkichli
funksiya bilan ko‘phad ko‘paytmasidan

Jx)=p, (x)e™™
iborat, bunda
P(X)=a, X" +rax™ I+ a, .
Tasdig. Agar ;
y'tpy'tqy=0
tenglamaning umumiy yechimi ; bo'lib, u=u(x) esa
»'py'tay=fix)

lenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi bo‘lsa, u holda tengla-
Mmaning umumiy yechimi

y=; +y
bo'ladi,
Bizga bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi
kK +pk+q=0

xarakteristik tenglamaning ildizlari bilan bog‘lab topilishi ma’lum.
Xususiy yechimni esa quyidagi hollarga muvofiq topamiz.
a) o soni k*+pk+q=0 xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lma-
£an hol.
Bu holda xususiy yechimni
y=lap"tag™ I+ ta, e =0, (x)e™*
ko‘rinishida izlaymiz, bunda Q. (X)—m — darajali ko'phad, u', u"
larni topamiz:
w'=(agnx""1ta (m—)x" 2+ +a,_ Je™+
Hax"ta I+, ta, Jue™.
u"=famm—1)x"+
+am=D(m—2)" 3+ +a, e+
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+a ™ e m—1xm 2+
+.4a,, )lae
Hamta m—Dxm 2. a,fe+
Hapxm+a, " ta, Jeal
w' va u" larning ifodalarini tenglamaga qo‘yib, so'ng soddalash-
tirish natijasida ushbu :

0", +(2a+p) Q' () Ha+patq)Q, ()=p, (x)
tenglama hosil bo‘ladi, bunda Q" —(m—2) darajali ko'phad, Q' —
(m—1) darajali ko*phad.

- Tenglamaning chap va o'ng tomonlari m-darajali ko'phad-
lardan iborat. Bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsientlarni bir-bi-
riga tenglab, noma’lum a,,a,,...,a,, koefTitsientlarni topamiz.

b) a soni k2+pk+q=0 xarakteristik tcnglamaning ildizi bo‘lgan
hol.
Bu holda xususiy yechimi u=xQ_(x)e** ko‘rinishda izlaniladi,
¢) o soni xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo'lgan
hol. Bu holda ;
. u=x2Q_(x)e™
ko‘rinishda izla: nadi.
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16-bob. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA

1-§. Ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalari va tasdiglari

I°. Tasodifty hodisa tushunchasi.

Tabiatni, texnik jarayonlari kuzatganimizda turli hodisalar
yuz berishini ko‘ramiz.

Masalan, Quyoshning chigishi ba botishi, otilgan o‘gning ni-
shonga tegishi yoki tegmasligi, havo o'zgarib, yomg'ir yoki qor
vog‘ishi, tangani tashlash natijasida ragamli yoki gerbli tamoni
tushishi hodisalari misol bo‘ladi.

Umuman aytganda hodisa deganda kuzatish yoki tajriba nati-
jasida kelgan dalil (fakt) tushuniladi.

Odatda. hodisalar ma’lum shartlar (shartlar majmuasi) bajaril-
ganda yoki tajriba (sinov) o‘tkazish natijasida sodir bo'ladi.

Masalan, tangani tashlashdan iborat tajribani garaylik. Tan-
ganing u yoki bu tomonini tushishini to'la ishonch bilan oldindan
aytib bo'lmavdi yoki ekilgan chigit vrug’ini unib chigishini yoki
chigmasligini aytish giyin. Bunga o‘xshash barcha hollarda taj-
ribaning natijasi turli tasodiflarga bog’lig deb hisoblanadi va vni
tasodifiy hodisa sifatida qaraladi.

Tajriba natijasida (biror shartlar majmuyi bajarilganda) ro'y
berish ham, ro'y bermasligi ham mumkin bo‘lgan hodisa rasodi-
fiy hodisa deyiladi. Masalan, tanga tashlash tajribasida gerbli to-
moni tushishi yoki ragamli tomoni tushishi hodisasi tasodifiy ho-
disa bo’ladi.

Tajriba natijasida albatta ro'y beradigan hodisa mugarrar ho-
disa deyiladi. :

Tajriba natijasida mutlago ro‘yv bermaydigan hodisa mumkin
bo‘lmagan hodisa deyiladi.

Odatda hodisalar bosh harflar bilan belgilanadi. Mugarrar
hodisa U harfi, mumkin bo‘lmagan hodisa esa J harfi bilan bel-

347




gilanadi. Keyinchalik, tasodifiy hodisa deyish o‘rniga hodisa deb
ketaveramiz.

Tajribaning har bir hodisasini ifodalovchi hodisa elementar
hodisa deyiladi. :

Masalan, tajriba tangani ikki marta tashlashdan iborat bo'lsin,
Bu tajribada sodir bo‘ladigan elementar hodisalar quyidagicha
bo'ladi.

Agar G — tanganing gerb tomoni tushishi hodisasi, R — tan-
ganing ragam tomoni tushishi hodisasi bo‘lsa, birinchi tajribada
(G),(R), ikkinchi tajribada (G.G), (G,R), (R,G), (R,R) bo'ladi.
Demak, tajriba natijasida to‘rtta elementar hodisalar yuzaga ke-
ladi.

2°. Hodisalar ustida amallar (Hodisalar algebrasi).

Aytaylik, tajriba natijasida 4 va B hodisalar sodir bo‘lishi
mumkin deylik. '

1-ta’rif. Agar 4 hodisa sodir bo'lganda hamma vaqt: B hogi-
sa ham sodir bo‘lsa, 4 hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va
AcB kabi yoziladi. -

Masalan, kubikni tashlash tajribasida 4 — ikki ragamli to-
monini tushishi hodisasi, B esa juft ragamli tomonini tushishi
hodizasi bo'lsa, A=R bo'ladi,

Agar AcB, Bcd bolsa, A va B teng kuchli hodisalar deyiladi

va A=B kabi yoziladi.

2-ta'rif. 4 va B hodisalarning hech bo‘lmaganda biltasining
sodir bo'lishi natijasida sodir bo‘ladigan € hodisa, A va B hodisa-
larning yigiindisi deviladiva .

C=A+B

kabi yoziladi.

Huddi shunga o‘xshash 4, 4,,...,4_ hodisalar yig‘indisi tarif-
lanadi. '

Keltirilgan ta’rifdan A+B=B+4, A+A=A bo'lishi kelib chigadi.

3-ta'ril. 4 va B hodisalarning (bir vaqgtda) sodir bo'lishi nati-
jasida sodir bo'ladigan D hodisa 4 va B hodisalarning ko‘paytma-
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#i deyiladi. Uni D=A4+8 kabi yoziladi. Huddi shunga o'xshash
AnA,. A, hodisalar ko'paytmasi ta’riflanadi. Bu ta'rifdan
A-B=B-A, A-A=A bo'lishi kelib chigadi.

4-ta’rif. Agar A hodisaning sodir bo'lishi B hodisaning ham
sodir bo'lishini inkor etmasa, 4 va B birgalikda bo’lgan hodisa-
lar deyiladi.

Masalan, kubikni bir marta tashlash tajribasida 3 ragamli to-
mon tushishi hodisasi toq ragamli tomonini tushish hodisasj bir-
galikda bo‘lgan hodisalar bo‘ladi. _ :

S-ta’rif. Agar 4 hodisaning sodir bo'lishi B hodisaning sodir
ho'lishini inkor etsa, A va B birgalikda bo'lmagan hodisalar de-
viladi.

3°. Hodisa ehtimolining ta’rifi.

Tajriba natijasida bir gancha hodisalar (ko‘pincha ularni sa-
nash mumkin bofladi) yuzaga keladi. Bunda, ba'zan hodisalar-
ning yuzaga kelishi imkoniyati boshga hodisalarning yuzaga ke-
lishi imkoniyatidan ko‘prog yoki kamrog bo'lishi mumkin. Uni
xarakterlaydigan migdorni aniglash hodisa ehtimoli tushunchasi-
ga olib keladi.

Aytaylik, tajriba natijasida bir xil imkoniyat bilan e,e,,....e,
hodisalar yuzaga kelgan devlik.

o-ta’rif. Agar

D) eyt de =U

2 ere=V, (ij=12...ni#)
bo'lsa, e e;,...e, hodisalar juft-jufti birgalikda bo'lmagan teng
imkoniyatli hodisalarning to‘la gruppasini tashkil etadi deyiladi.

Masalan, kubikni tashlash tajribasida e, — kubikning /
ragamli (/=1,2,3,4,5,6) tomoni tushishi hodisasi deyilsa, unda
e eee e e lar jufi-jufti bilan birgalikda bo'lmagan hodisa-
larning to‘la gruppasini tashkil etadi. Bunda eje,.e; e e, teng
imkoniyatli elementar hodisalar.

Ikki A va B hodisalarni garaylik.

Agar 4 hodisaning sodir bo‘lishi o'z navbatida B8 hodisani er-
gashtirsa, 4 hodisa B hodisaning sodir bo®lishiga qulaylik tug'di-
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ruvchi hodisa deyiladi. Masalan, A hodisa kubikni tashlash taj-
ribasida uning juft ragamli tomonini tushishidan iborat bo’lsin.
Bunda e;,e e, clementar hodisalar 4 hodisaning sodir bo‘lishiga
qulaylik tug‘diradi.

Aytaylik, »# ta hodisaning gruppasini tashkil etuvchi

€1,€5...18,
elementar hodisalardan m tasi 4 hodisaning sodir bo'lishiga
qulaylik tug'dirsin.
7-ta'rif. Ushbu  son 4 hodisaning chtimoli deyiladi va P(4)
kabi yoziladi:
m .
HA == (1

4°. Kombinatorika elementlari. _ _

Ehtimollar nazariyasiga doir misollarni yechishda quyidagi
kombinatorika elementlaridan foydalaniladi.

1. n ta elementdan k ta dan tuzilgan o‘rinlashtirishlar soni

' Af =nm—=Dn=2).....[n—(k=1)]

2. n ta clementdan tuzilgan o'rin almashtirishlar soni
Pn=n'/=}-2-3-...+n, birdan n gacha bo‘lgan sonlar ko*pavtmasiga
teng.

3. n ta elementdan k tadan tuzilgan guruhlashlar (kombinat-
sivalar) soni

o =£= n(in-—l]{n—!);-..{n—{k—J}] 2 n!
AN 2 1-2-3..& kli{n—k)!

1-misol. Talaba 20 ta savoldan 2 tasiga javob berishi kerak. Bu
ikkita savolni necha xil usulda tanlash mumkin.
Yechish; n=20, k=2 deb olamiz, u holda;

Al ]
C;=A=2n 19:19{]
P 12
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Demak, 190 usulda tanlash mumkin ekan.

2-misol. Tekshirishda aniglandiki, har 8 ta gorako'l terisidan
| donasi nostandart. Tavakkaliga olingan 3 ta gorako‘l terilarini
barchasini standart bo'lish ehtimolini toping.

i
Yechish: Ehtimolikning klassik ta’rifi P{AJ=; dan foy-

876 7:6:5
dalanamiz. Bunda #=¢(; 123 m=0, 123
Demak,
P(A) =22 =0,625
56

3-misol. Qutida 7 ta oq, 3 ta qora shar bor. Undan tavakkali-
ga olingan sharning oq bo'lishi ehtimolini toping.

Yechish: A tavakkaliga olingan shar oq ekanligi hodisasi
bo'lsin. Bu tajriba 10 ta teng imkoniyatli elementar hodisalardan
iborat bo'lib, ularning 7 tasi A hodisaning ro'y berishiga qulaylik
tug'diradi. Demak, P(4)= 1% s 1

4-misol. Telefon ragamini terayotgan abonent oxirgi ikki
ragamni unutib go'yadi va fagat bu ragamlar turlicha ekanligini
cslab golgan holda ularni tavakkaliga teradi. Kerakli ragamlar
terilgan bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish: B — ikkita kerakli raqam terilganlik hodisasi bo'lsin.
O‘nta ragamni ikkitadan o‘rinlashtirib, 4%=10-9=90 dona tur-

li ragamlarni terish mumkin. Demak, P(B) =%.

5-misol. Qurilma 5 ta elementdan iborat bo'lib, ularning 2 tasi
eskirgan. Qurilma ishga tushirilganda tasodifiy ravishda 2 ta ele-
ment ulanadi. Ishga tushirishda eskirmagan elementlar ulangan
bolishi ehtimolini toping.
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Yechish: Tajribaning barcha mumkin bo‘lgan elementar ho-
disalari soni C2. Ularning ichida C7 tasi eskirmagan elementlar
ulangan bo'lishi hodisasi (A) uchun qulaylik tug'diradi. Demak,

C: 3.2:3L 3

P(A)==2=2""——
) C:  2M1FS! 10

2-§. Ehtimollarni go‘shish va ko'paytirish teoremalari. To'la

ehtimollik va Bayes formulalari

Faraz qilaylik A va B hodisalar birgalikda bo‘lmasin va ular-
ning ehtimollari P(A) va P(B) berilgan bo‘lsin.

Teorema. Birgalikda bo'lmagan ikkita A va B hodisadan ixti-
yoriy bittasining re'y berish ehtimoli shu hodisalar ehtimollari-
ning yig'indisiga teng.

P(A+B)=P(A)+P(B) (D

Natija. Jufi-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan bir nechta
hodisalardan ixtiyoriy birining ro'y berish ehtimoli shu hodisalar
ehtimollari yig'indisiga teng.

P(4+ 4 +..+4)=Y P(4) 2
i=l

Agar bitta tajribada ikkita hodisadan birining ro‘y berishi ik-
kinchisining ro‘y berishini inkor etmasa, bu hodisalar birgalik-
da deyiladi. '

Faraz gilaylik A va B birgalikda bo'lgan hodisalar bo‘lib, P(A),
*(B) va P(AB) ehtimollar berilgan bolsin. A+B, ya'ni A va B
hodisalardan kamida bittasining ro‘y berish ehtimolini topish
talab etilsin.

Birgalikda bo'lgan ikkita hodisadan bittasini ro‘y berish eh-
timoli shu hodisalarning ehtimollari vig'indisidan ularning birga-
likda ro‘y berish ehtimolini ayrilganiga tengdir:

P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) (3)
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To'la gruppa tashkil etuvehi A A, ..., A hodisalar ehtimollari
vighindisi | ga teng.

P(A+A+ ... +A)=P(U)=1,

Agar A+B=U va AB=V bo‘lsa, u holda A va B hodisalarni
0°'zaro garama-qgarshi hodisalar deyiladi.

Agar ikkita hodisadan birining ro'y berishi ikkinchisining ro‘y
berish yoki ro‘v bermasligiga bog'lig bo‘lmasa, bu hodisalar erk-
li hodisalar deyiladi.

Agar ikki hodisadan birining ro'y berish ehtimoli ikkinchi
hodisaning ro'y berish: voki ro'v bermasligiga bog‘liq bo‘lsa, bu
hodisalar bog'lig deyiladi.

Faraz gilaylik, A va B birgalikda va erkli hodisalar bo’ llb ular-
ning P(A) va P(B) ehtimollari berilgan bo‘lsin.

Teorema. Ikkita A va B erkli hodisalarni birgalikda ro’y berish
chtimoli shu hodisalar ehtimollari ko'paytmasiga teng.

P(AB)=P(A)P(B) @

Natija. Birgalikda o‘'zaro bog’li bo'lmagan bir nechta
hodisalarning birgalikda ro‘y berish ehtimoli shu hodisalar eh-
timollari ko'paytmasiga teng. Xususan

P(ABC) = P(4)P(B)P(C) (5

B hodisaning A hodisa ro‘y bergan degan shartda hisob-
lanadigan ehtimoliga shartli ehtimol deyiladi va u P (B/A) voki
P,(B) bilan belgilanadi.

Teorema. lkkita A va B bogliq hodisalarning birgalikda ro‘y
berish ehtimoli ulardan birining ehtimolini shu hodisa ro'y
bergan degan farazda hisoblanadigan ikkinchi hodisaning shartli
ehtimoli ko'paytmasiga teng

P(AB)=P(A)P(B/A) (6

Xususan 3 ta bog'lig hodisalarni birgalikda ro'y berish eh-

timollari uchun ushbu formula o'rinlidir

P(ABC)=P(A)PA(B)P, 4(C) (7)
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Birgalikda bog'lig bo‘lmagan A, A,, ..., A, hodisalardan

kamida bittasini sodir bo'lish ehtimoli
P(A)=q,"q;"45" " q,

To'la ehtimol formulasi,

A hodisa to‘la gruppa tashkil etuvchi birgalikda bo'lmagan
B, B,, ..., B, hodisalardan biri ro'y berganda ro'y bersin, ya'ni
A=AB +AB +.+AB,, P(A)=2

Tu]ab qﬂ.mgan chumnl quyidagi to‘la ehtimol formulasi bilan

hisoblanadi

P(A4)=P(B) Fy (A)+P(B,) B, (A)+.+
+P(B,) P, (4)= P(B)P(4/B) ®
;=!

Ko'pincha amaliyotda A hodisa ro‘y berganligi shartida B,, B,,
, B, hodisalardan birining ro‘y berish ehtimolini topish. va'ni
P[B ,"A} shartli ehtimollarni topish zarur bo‘ladi. Bu ehtimollar |
u-.:hun quyidagi kurinishdagi Bayes formulasi mayvjud P(A)=0
P(B A
P,(B) (B,)- £, () )
P(B,): Py (A)+..+ P(B,)- B, (4) |

1-misol. O‘tkazilgan o'rik va gilos ko'chatlarini ko'karish eh-
timoli mos ravishda 0.8 va 0,6 ga teng be'lsa,

a) shulardan hech bo‘lmaganda bittasini ko'karish ehtimoli |
topilsin;

b) ikkalasini ham ko‘karish-ehtimoli topilsin.

Yechish: a) P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) kurinishdagi for-
muladan foydalanamiz. Bunda

P(A)=0.8: P(B)=0.6, P(AB)=P(A)P(B)=0,8-0,6=0,48,

U holda P(A+B)=0.8+0,6-0,48=0,92

b) P(AB)=P(A)P(B) formuladan P(AB)=0,8-0,6=048

2-misol. Paxta zavodiga birinchi fermer xo'jaligi 50%, ikkinchi
fermer xo'jaligi 20%, uchinchi fermer xo'jaligi 30% mahsulot bera-
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di. Undan birinchi fermer xo‘jaligi mahsulotining 70%, ikkinchi
fermer xo‘jaligining 85%, uchinchi fermer xo'jaligining 95% bi-
rinchi nav bo‘lsa, tavakkaliga tekshirish uchun olingan tolaning
birinchi nav bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. A — olingan tolani birinchi nav bo‘lish hodisasi, B,
B,, B,, — mos ravishda birinchi, ikkinchi va uchinchi fermer
xo‘jaligini paxta tolasi bo'lish hodisalari bo'lsin.

Masala shartiga asosan P(B))=0.5; P(B,)=0.2; P(B,)=0.3 va
shartli ehtimollari

P(A/B)=0.7; P(4/B2)=0.85;
Pi4/B3)=095
To'la ehtimol formulasiga asosan talab gilingan ehtimol
P{A)=P(B)P(A/B;)+P(B,)P(A/B )+
+P(B)P(A/B)=0.5:0.7+0.2- 0.85+0.3+ 0.95=
=(0.36+0.17+0.285=0.805

J-misol. Sexda bir necha stanok ishlaydi. Smena davomida bit-
ta stanokni ta’mirlash talab etilishi ehtimoli 0,2 ga teng, ikkita
stanokni ta'mirlash talab etilishi ehtimoli 0,13 ga teng. Smena da-
vomida ikkitadan ortig stanokni ta’mirlash talab etilishi ehtimo-
li esa 0,07 ga teng. Smena davomida stanoklarni ta'mirlash talab
etilishi ehtimolini toping,

Yechish: Quyidagi hodisalarni qaraymiz,

A={smena davomida bitta stanokni ta’mirlash talab etiladi);

B={smena davomida ikkita stanokni ta’mirlash talab etiladi};

C={smena davomida ikkitadan ortiq stanokni ta’mirlash ta-
lab etiladi). .

A, B va C hodisalar o'zaro birgalikda emas. Bizni gizigtiradi-
gan hodisa:

A+B+C — smena davomida hech bo‘lmaganda bitta stanokni
ta’'mirlash zarur bo'lishi hodisasining ehtimolini topamiz:

P(A+B+C)=P(B)+P(B)+P(C)=02+0,13+0,07=04.
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4-misol, Yashikda 10 ta gizil va 6 ta ko'k shar bor. Tavakkali-
ga 2 ta shar olinadi. Olingan ikkala sharning bir xil rangli bo'lish
ehtimolini toping.

Yechish: A — hodisa olingan ikkala shar gizil bo'lishi, B —
hodisa esa olingan ikkala sharnng ko'k bo'lishi hodisasi bo‘lsin.
Ko‘rinib turibdiki. A va B hodisalar birgalikda bo‘lmagan hodi-
salar. Demak, P(4+B)=P(A)+P(B).

A hodisaning ro'y berishiga Cj; ta elémentar hodisa imkoni-
yat tug‘diradi. B hodisaning ro‘y berishiga esa C; ta elementar
hodisa imkoniyat tug'diradi. Umumiy ro’y berishi mumkKin
bo‘lgan elementar hodisalar soni esa Cie ga teng. U holda

42
Parp=SotG L
Crs 2

5.misol. Tkki ovchi bo'riga qarata bittadan o'q uzishdi. Bi-
rinchi ovchining bo‘riga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisini-
ki esa 0,8 ga teng. Hech bo‘lmaganda bitta o‘qning bo'riga tegi-
shi ehtimalini toping.

Yechish: A — birinchi ovchining o'qni bo‘riga tekkizishi ho-
disasi, B — ikkinchi ovchining o'qni bo‘riga tekkizishi hodisasi
bo'lsin. Ko'rininb turibdiki, A va B hodisalar birgalikda bo'lgan,
ammo bir-biriga bog'liq bo‘lmagan hodisalar. U holda

P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)=0,94.

6-misol. Tanga va kubik bir vaqtda tashlangan. «Gerb» tu-
shishi va «3» ochko tushishi hodisalarining birgalikda roy beri-
shi ehtimolini toping. '

Yechish: A — tanganing «gerbs tomoni tushishi hodisasi, B —
kubik tashlanganda «3» ochkoning tushishi hodisasi bo'lsin. A va
B hodisalar bog'lig bo‘'lmagan hodisalar. Demak,

P(AB)=P{A)P(B) =%.
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7-misol. Sexda 7 ta erkak va 3 ta ayol ishchi ishlaydi. Tabel
ragamlari bo'yicha tavakkaliga 3 kishi ajratildi. Barcha ajratib
olingan ishchilarning erkaklar bo‘lishi ehtimolini toping.

Yechish: Hodisalarni quyidagicha belgilaymiz:

A — birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo’lishi hodisasi;

B — ikkinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi hodi-
sasi;

C — uchinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo'lishi ho-
disasi.

Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo‘lishi hodisasining
ehtimoli: P(A)=0,7.

Birinchi ajratilgan ishchining erkak kishi bo’lishi shartida ik-
kinchi ishchining erkak kishi bo‘lishi ehtimoli, ya'ni B hodisa-

ning shartli ehtimoli: P,(8) =§.

Oldin ajratib olinganlarning ikkalasi erkak kishi bo'lishi shar-
ti ostida uchinchi ajratilgan ishchining ham erkak kishi bo'lishi

. - B
ehtimoli, va'ni C hodisaning shartli chtimoli: Fz(C)= r Ajratib

olingan ishchilarning hammasi erkak kishilar bo'lishi ehtimoli:
7
P(ABC)= .
8-misol. Ko'prik yakson bolishi uchun bitta aviatsiya bombasi-
ning kelib tushishi kifoya. Agar ko'prikka tushish ehtimollari mos
ravishda 0,3; 0.4 0,6; 0,7 ga teng bo'lgan 4 ta bomba tashlangan
bo'lsa, u holda ko'prikning yakson bo'lish ehtimolini toping,
Yeshish: Demak, kamida bitta bombaning ko‘prikka tushishi,
uni yakson bo‘lishi uchun yetarli (A hodisa), U holda izlanayot-
gan ehtimollik

| P(A)=1-G4.9:4,~0,95.
9-misol. Birinchi qutida 2 ta oq , 6 ta gora, ikkinchi qutida esa
4 ta og, 2 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar
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olib, ikkinchi qutiga solindi, shundan keyin ikkinchi qutidan ta-
vakkaliga bitia shar olindi: |

a) olingan sharning og bo‘lishi;

b) ikkinchi qutidan olingan shar og bo‘lib chigdi.

Birinchi qutidan olib ikkinchi qutiga solingan 2 ta shar oq
shar ba'lishi ehtimolini toping. ;

Yechish: a) quyidagi belgilashlarni kiritamiz;

A — ikkinchi qutidan olingan shar oq; B, — birinchi qutidan
ikkinchi qutiga 2 ta og shar solingan; B,— birinchi qutidan ik-
kinchi qutiga 2 ta turli rangdagi sharlar solingan; B,— birinchi
qutidan ikkinchi qutiga 2 ta qora shar solingan. B,,B,, B,— ho-
disalarning to'la guruhini tashkil etadi. To'la ehtimollik for-
mulasidan fovdalanish uchun bu hodisalarning ro‘y berish ehti-
molliklarini va A hodisaning B,B,, B, shartlar bilan ro'y berish
ehtimollarini hisoblab chgamiz:

8 Vel Gkl 15
P(B)=—-2=—; P(B)=— 2t=—; P(B)=—%=—;
(B,) 24128 (%) g R (8:) e 2%

B (A)=2; B, (4)=2; B, (4)==
B 3 B, =2

U holda: B 4=
: 16 |

b) P,(B,) ehtimollikni Bayes formulasidan fovdalanib topamiz:
1 |
P(B)=—
B)= o7

3-§. Bog'lig bo'lmagan tajribalar ketma-ketligi. Bernulli |

formulasi. Muavr-Laplasning lokal va integral teoremalari. ||
Puasson formulasi

Bog'lig bo'lmagan (erkli) tajribalar ketma-ketligi o‘tkazilayot- |

gan bo'lib, tajribaning har birida A hodisa yoki 4 ro'y bersin,
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Har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli o‘zgarmas
P(A)=p ga, uning o'y bermaslik ehtimoli
P(d)=1-P(A)=1-p=q bo'lsin. n ta erkli tajribalar ketma-ket-

ligida A hodisaning k marta ro‘y berishi ehtimoli P_ (k) Bernulli
formmulasi bilan hisoblanadi

. S
F)y=C.pq (1)
Bu yerda k=0, 1, 2, ... n,

k n!

ghis— it
k\(n—k)!

Muavr-Laplasning lokal va integral leoremalari, Puasson for-
mulasi,

a) Muavr-Laplasning lokal teoremasi. n ta erkli tajribada A
hodisaning k marta ro‘y berish P, (k) ehiimolini yuqoridagi shart
np =10 bajarilganda tagriban quyidagi formula bilan hisoblani-
shi mumkin

» k1=1-2-.-k, 0!=1

F.(k) =

1
e p(x) (2)

.k1

k—np bailics
B da X= JPlxyE—m=g =]
R i i

p(x) funksiva juft funksiva bo'lib, uning givmatlari (0<x<4)
maxsus jadvaldan olinadi (ilovadagi 1-jadval).

b) Muavr-Laplasning integral teoremasi.

Agar har bir tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli
o'zgarmas va p ga (0<p<l1) teng bo‘lsa, u holda n ta erkli tajribada
A hodisaning kamida k, marta va ko'pi bilan k, marta ro‘y berish
ehtimoli P,(k;<k<k,) n katta bo'lib, np=10 bo‘lganda tagriban
(uyidagi formula bilan hisoblanishi mumkin

P (ke <k<ky)=F(x,)—F(x)) (4)

Bu yerda
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- .——-—ﬂ

x = e va ﬁzk?ﬂﬂp,
g A

Laplas funksiyasi F(—x)=—F(x) toq funksiya, giymatlari maxsus 1
jadvaldan olinadi (2-jadval, 0<x<5). Agar x>5 bo'lsa, F(x)=0.5 deb
olish mumkin.

¢} Puasson formulasi.

Tajribalardagi n-ta erkli sinash seriyasining har bi rida A
hodisaning ro‘y berish ehtimoli juda kichik, sinashlar soni n katta
va A=np=const<10 bo'lsa, u holda n ta erkli sinashda A hodisani
k marta ro'y berish ehtimoli P (k) uchun quyidagi tagribiy for-
mula o'rinli bo'ladi:

P (k=W e )/k! (3)

Bu yerda k=0, 1, 2.... .

Ehtimoli (3) ifoda bilan aniglanadigan tasodifiy hodisa
Puasson gonuni bilan tagsimlangan deyiladi.

1-misol. Har bir chigitni unib chigish ehtimoli 0.9 teng bo‘lsa,
4 ta ekilgan chigitdan aniq 3 tasini unib chigish P4(3) ehtimol-
ni toping.

I Yechish. Masala shartiga asosan n=4, k=3, P((4))=p=0.49.

P(A)y=g=1—p=0.1. Talab gilingan chtimollik Bernulli formulasiga
asosan quyidagicha bo‘ladi:
Py(3)=CA0.97(0.1)=0.729. 0.1=24/6 0.0729=0.2916

2-misol. Agarda biror o'simlik uruglining 80% i unib
chigadigan bo‘lsa, ekilgan 300~dona urug'dan unib chigganlar
soni a) 240 dona, b) 220 dan 260 ta oraligda bo‘lish ehtimol-
liklarini toping.

Yechish. Masala shartiga kc:-‘ra n=300, har bir urug‘ni unib
chigish ehtimoli r=0.8, chigmaslik ehtimoli g=0.2 ga teng,

a) k=240, talab gilingan P, (240)=?

Bernulli formulasi bilan Py,,(240)=(0,8)24%(0,2)%0 ehtimollikni
aniq hisoblash juda giyin. Umuman n ni giyvmati katta bo‘lsanda
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| Bernulli formulasidan foydalanish givinlashadi. Bunday hollarda,
- ya’ni n-katta bo'lib, har bir sinashda hodisaning ro‘y berish eh-
timeoli o'zgarmas, ya'ni np>10 bo‘lsa, u holda n ta erkli sinashda
A hodisaning k marta ro’y berish ehtimoli P_(k) ni tagriban (2)
Muavr-Laplas formulasi (lokal teoremasi) yordamida hisoblash
mumkKin, Bunda, agar x>4 bo'lsa, ¢(x)<0.0001 bo'ladi.
Qaralayotgan misolda n=300, k=240, p=0.8, q=0.2 bo'lgan-
ligidan

k—np 240-300-0.8 240—240
xX= T — = =
Jopg  300-0,8.02 a8
talab gilingan ehtimol

0

: 1 1
P (240) s e e 1L
30 (240) \Egﬂlfﬂl 6.93 p(0)

llovadagi 1-jadvaldan ¢(0)=0.3989 topsak,

P (240) = 6—;3 10,3989 = 0,0576

ckanligi kelib chigadi. !

b) Bu holda n=300, p=0.8, q=02, k=220, k,=260,
P;(220=k<260)=? chtimolni hisoblashda Muavr-Laplasning (4)
ko'rinishdagi integral teoremasidan foydalanish mumkin.

(Qavd etilgan misolda

1 _K—np 220-300-0,8 220-240
Jrpg  300-0,8-0,2  Vag
i k —np _ 220-300-0,8 260-240
Jnpg  A300.0,8.0,2 48
bo‘lganligi uchun talab gilingan ehtimol (4) formulaga asosan;

P (220<k<260)=F(2.89)—F(=2.89)=F(2.59)+(2.89)=2 F(2.89)
llovadagi 2 -jadvaldan F(2.89)=0.4980 topamiz, u holda
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Py, (220<k<260)=2 ' 0.4980=0.996 bo'ladi. [
Demak, 300 ta ekilgan chigitdan unib chigganlari soni (220;
260) oralig'ida bo'lishi gariyb mugarrar hodisa ekan. ’
3-misol. Bitta o'q uzilganda nishonga tegish chtimoli 0,8 ga
teng. 100 ta o'q uzilganda rosa 75 ta o‘gning nishonga tegish eh-
timolini toping.
Yechish: n=100; k=75; p=0.8; ¢=0,2. U holda,

k—-np
Jnpa

1-ilovadagi jadvaldan p(—1,25)=0,1826. Demak,
Py 73)=0,045635.

4-misol. Agar biror hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,4 ga teng
bo'lsa, bu hodisaning 100 ta tajribada:

a) rosa 50 marta ro‘y berish ehtimolini;

b) kami bilan 30 marta, ko'pi bilan 45 marta ro‘y berish ehti-
molini toping.

Yechish: a) shartga ko'rai n=100; p=0,4; g=0,6. Tajtibalar so-
ni n katta bo‘lganligi uchun, masalani lokal teoremaga ko'ra ye-
chamiz:

==125

=Ko o pu p(2,04)=0,0498.
Jnpq
Muavr-Laplasning lokal formulasidan foydalanib, izlanayot-
gan chtimolni topamiz;
P,(50)=0,0102.
b) Laplasning integral tcoremasini gollaymiz. n=100; k;=30;
k,=45; p=0,4 va q=0,6. U holda
k- k

np —~np
5= =-2,04, x= =1.02.
j-npq t Jnpg

®(x) ning giymatlar jadvalidan: @(-2,04)=—0,4793,
®(1,02)=0,3461. :
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Topilganlarni formulaga qo‘vib, talab gilingan ehtimollikni
topamiz.

Py(30,45)=0,8254,
S-misol. A hodisaning 900 ta bog‘ligmas tajribaning har birida
ro'y berish ehtimoli p=0,8 ga teng. A hodisa 750 ma:ta ro‘y be-

rish ehtimolini toping.
~ Yechish: n=900; k=750; p=0,8; q=0,2. U holda

k—np
=25
Jnpg

Jadvaldan ¢(2,5)=0,0175, P,,,(750)=0,00146.
4-§. Tasodifiy migdorlar va ularning turlari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biridir.

Ta'rif. Tasodifiy migdor deb, avvaldan ganday givmat gabul
gilishi noma'lum bo‘lgan va tasodifga bog'liq holda sinov nati-
Jasida gabul gilishi mumkin bo‘lgan giymatlaridan bitta va faqat
bittasini gabul giluvchi migdorga aytiladi.

Tasodifiy migdorlar uch xil bo‘lib, ulardan diskret va uz]ukmz
holini o'rganamiz.

Diskret. tasodifiy migdor deb, ayrim sanogli qivmatlarni
ma’'Tum chtimollar bilan gabul giluvehi migdorga aytiladi. Diskret
tasodifiy miqdorning gabul gilishi mumkin bo‘lgan giymatlari
soni chekli voki cheksiz bo‘lishi mumkin.

Uzluksiz tasodifiy migdor deb, cheklivoki cheksiz oraligdagi
barcha giymatlarni gabul gilishi mumkin bo‘lgan miqdorea ay-
tiladi. Tasodifiy migdorlarga misollar keltiramiz.

1-misol. 100 ta ekilgan chigitdan o‘nib chigganlari soni tasodi-
fiy migdor bo'lib u, 0, 1, 2, 3, .., 100 givmatlardan birini gabul
giladi. Bu diskret tasodifiy migdor misol bo‘ladi.

2-misol. Qishloq xo%jalik ekinlarini vegetatsiva davrida o'sish
jarayoni tasoditly migdordir.

xr=
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2-misolda keltirilgan tasodifiy migdor uzluksiz tasedifiy mig-
dorga misol bo'la oladi.

Odatda tasodifiv migdorlarni X, U, Z,... bosh harflar bilan,
ularning mumkin bo‘lgan giymatlarini tegishli x, u, 2 kichik
harflar bilan belgilanadi. '

Tasodifiy migdorni to‘la xarakterlash uchun uning gabul gilish
mumkin bo‘lgan giymatlari va bu giymatlarni ganday ehtimol-
liklar bilan gabul gilishni bilish fozimdir. X tasodifiy migdorning
x, giymatini gabul gilishi ehtimolini r; orgali belgilaymiz, ya'ni
P(X=x)=p;, (i<, 2,..)

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot gonuni deb, uni gabul
gilishi mumkin bo'lgan giymatlari bilan shu giymatlarni gabul
qilish ehtimolliklari jadvaliga aytiladi.

X, X X X},
p; P, P D,

Bu yerda X, . Xj...., X, X diskret tasodifiy migdorni qabul
giladigan giymatlar i, p,+p,+...+p,=1.

Diskret tagsimot funksiyaga tipik misol sifatida Binominal,
Puassonva Geometrik tagsimotlarni keltirish mumkin,

3-misol, Talabaning vozma ish variantidagi savollarning har
biriga javob berishi ehtimoli 0,7 ga teng. Yozma ish variantida-
gi 4 ta savolga bergan javoblari sonining tagsimot qonunini tu-
zing.

Yechish: X tasodifiy migdor orgali talabaning javoblari sonini

belgilasak, uning gabul giladigan giymatlari x=0, %=L Xy=2, |

x,~J, x;=4 dan iborat bo'ladi. n=4, p=0,7: q =0,3 ekanligidan, X
ning yuqoridagi givmatlarni gabul gilish ehtimollari Bernulli for-
mulasi orgali topiladi:
p,=P(0)=0,0081; p,=P{1)=0,0756; p;=P,(2)=0,2646;
p,=P{3)=0,116; p;=P 4)=0401
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U holda X tasodifiv migdorning tagsimot gonuni quyidagicha
bo'ladi:

X 0 | 2 £ WS 4
P 0,0081 0,0756 0.2646 04116 00,2401

4-misol. Qurilma bir-biridan erkli ishlaydigan vchta element-
dan iborat. Har bir elementning bitta tajribada ishdan chigishi
ehtimoli 0,1 ga teng. Bitta tajribada ishdan chiggan elementlar
sonining tagsimot gonunini tuzing.

Yechish: X diskret tasodifiy migdor orgali bitta tajribada ish-
dan chiggan elementlar sonini x,=0, x,=1, x,=2, x,=3 orqali bel-
gilaymiz. Bundan tashqari n=3, p=0,1, g=0,9 ekanligini hisobga

k -

olsak, u holda P.(k)=C, p*q"" formulaga asosan p,=P0)=0,729;

p;=Py(1)=0,243; p,=P{2)=0,027; p,~P;(3)=0,001.
U holda, tagsimot gonuni quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

X 0 1 2 3 |

P 0,729 00,243 0,027 0,001 |

Diskret tasodifiy migdorning sonli xarakfteristikalarini hisoblash va
ularning xossalari

Bizga ma’lumki, tasodifiy migdor o‘zining tagsimot gonuni
bilan to‘la aniglanadi.

Tasodifiy migdorning muhim sonli xarakieristikalariga
matematik kutilish, dispersiva va o‘rtacha kvadratik chetlanish-
lar kiradi.

a) Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilishi.

Ta'rif. Tasodifiv migdorning o‘rtacha giymatiga matematik
kutilish deb ataladi. y

X diskret tasodifiv migdorning matematik kutilishi M(X) deb,
uning barcha mumkin bo‘lgan giymatlarini mos chtimollariga
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi.

M(X)=xp 4+ %P, +..4 X, B, =Z.x,pr (h
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Matematik kutilishning xossalari.

1) O‘%garmas migdorning matematik Kkutilishi shu
o'zgarmasning o‘ziga teng M(C)=C.

2) O‘zgarmas ko'paytuvchini matematik kutilish belgisidan
tashqariga chigarib yozish mumkin

M{cX)=cM(X)

3). Tkkita erkli X va U tasodifiy migdorlar ko'paytmasining
matematik kutilishi ularning matematik kutilishlari ko‘payt-
masiga teng.

MXU)=M(X) M(T)

4) Tkkiga tasodifiy migdor vig'indisining matematik kutilishi

go‘shiluvchilarining matematik kutilishlari yig‘indisiga teng.
MXFHU=M(X)+M(U)

b) Diskret tasodifiy migderning dispersiyasi.

Amalivotda ko‘pincha tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan
givmatlarini uning o‘rtacha giymati (matematik kutilishi) atrofida
jovlashish targogligini baholash talab gilinadi. Masalan, nishonga
otilgan o°qlarning nishon atrofiga ganchalik yagin tushishini bi-
lish muhimdir.

Diskret tasodifiy miqdorning dispersivasi deb, (X-M(X))? mig-
dorning matematik kutilishiga aytiladi va u D(X) bilan belgilana-
di,

D(X)=M(X—M(X)\*=MX*—(M(X))*,
bu yerda

MX* =3 xip=xp+ap.t.t5p,
Dispersivaning xossalari.
1. C o‘zgarmas migdorning dispersiyasi nolga teng, ya'ni
D(C)=0, D(C)=M(C—M(C)F=0
2. X tasodifiy migdor bo'lib, C o‘zgarmas son bo’lsa, u holda
D(CX)=CD(X) bo'ladi.
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3. Ikkita erkli X va Y tasodifiy migdorlar yig'indisining dis-
persiyasi bu migdorlar dispersiyalarining yig'indisiga teng.
DeX+Y)=D(X)+D(Y)
Diskret tasodifiy migdorning ofrtacha kvadratik chetlanish
deb, dispersivadan olingan kvadrat ildizga awvtiladi va bilan

belgilanadi.

o(X) =y D(X)

1-misel, O'yin kubogi (soqqgasi) bir marta tashlandi. Chiggan
ochkolar sonini tagsimot gonunini tuzing. X-o'yin kubogi bir
marta tashlaganda tushadigan ochkolar soni be'lsin. Uni gabul
gilishi mumkin bo'lgan 1, 2, ..., 6 giymatlari bo'lib, ular teng ch-
timollidir, ya'ni
PiX=i=1f6. iI=LH

natijada X tasodifiy migdorining tagsimot gonuni quyidagicha
bo'ladi:

X 1 2 3 4 3 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

2- mlsﬂi Tangani ikki marta tashlashdan iborat tajriba
o'tkazilmogda. X gerbli tomon tushishlar sonining tagsimot go-
nuni topilsin, :

Yechish: Tangani tashlaganda u yoki bu tomonini tushishi
teng ehtimolli bo'lib, r=g=1/2 ga teng bo'ladi. X gerbli tomon
tushishlari soni (Bernulli formulasiga ko ra} mos ravishda ushbu
ehtimolliklarga ega bo'ladi:

P,=P(X= ﬂ)—i?_g” (1/2)° (1/20=1/4;
P=P(X=1)=C, (1/2)! (1/2)*1=2 1/4=1/2
P,=P(X=2)=Cj (1/2F (/2= l/4=1/4

demak, izlanayotgan tagsimot Binomial tagsimotga ega bo‘ladi.

X 0 1 2
p 1/4 1/2 1/4
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5-§. Uzluksiz tasodifiy miqdor. Tasodifiy migdorning tagsimot
funksivasi va uning xossalari. Sonli xarakteristikalari

Biz vugorida o‘rgangan diskret tasodifiy migdor chekli voki
sartogli giymatlar gabul qiladi. Agar tasodifiy miqder biror
oraligdagi barcha giymatlarni gabul gilsa, uni tagsimot gonunini
diskret holdagidek jadval shaklda yozib bo'lmaydi.

Biz ixtivoriy (diskret yoki uzluksiz) tasodifiy migdor uchun
o'rinli bo'lgan tagsimot funksiva tushunchasini o'Tganamiz.

Faraz gilaylik A hodisa A={X<x}={-0<X<x} bo'lsin. Ravshan-
ki, A hodisaning ehtimoli x ning funksivasidan iborat bo'ladi,

Ta’rif, Har bir x givmat uchun X tasodifty migdorning x dan
kichik givmat gabul gilish ehtimolini aniglovchi F(x) funksiyaga
X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi yoki tagsimotning in-
tegral funksivasi deyiladi,

Fix)=P(X<x) (1

Ta'rif, Agar X tasodifiy migdor tagsimotining integral funksi-
vasi F(x) uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda X tasodifiy
migdor uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi.

Masalan, X diskret tasodifiy miqdor quyidagi tagsimet bilan
berilgan. .
iz = g | 0 1 2 4

F 0,1 0,2 0,2 0.4 0.1
Uning tagsimot funksiyasini toping.
Yechish: Tagsimot funksiva ta'rifidan foydalanamiz:
Ftx)=P(X<x). Har holatni alohida-alohida ko'rib chigamiz:
x<—2 bo'lsin, v holda X<x hodisa mumkin bo‘lmagan hodi-
sa bo'ladi, va'ni Fx)=0. —2<x=—1 bo'lsin, u holda Fx) =P(X<x);

—1<x<0 bo'lsin, u holda F(x)=P(X<0)=0,1+0,2=0,3;

0<x<1 bo'lsin, u holda F(x)=P(X<1)=0,1+0,2+0,2=0,5;

1<x<2 bo'lsin, u holda Fx)=P(X<2)=0,1+0,2+0,2+0,4=0,9.

%>2 bo'lsin, u holda Fx)=P(X<2+¢)=0,1+0,2+0,2+0,4+0,I=1.

Shunday gilib, F(x) tagsimot funksivaning analitik ifodasini
quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
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[0, agarxs-2,
0.1, agar —2<x<-1,
0,3, agar —1<x<0,

F 2
) 0.5 aggar O<x=2,

0.9, agar l<xs2,

|, agar x=2.

Tagsimot integral funksivasining xossalari

1. Tagsimot funksiyaning giymatlari [0,1] kesmaga tegishlidir
0=F(x)=zl

2. F(x) kamaymaydigan funksiyadir, ya'ni agar x,;<x, bo'lsa, u
holda

Fx)sFixy)

3. Tagsimot funksiva chapdan uzluksiz bo‘lib, X tasodifiy mig-
dorning (a; b) intervalga tegishli givmatni gabul qilish ehtimoli
integral funksivaning shu integrvaldagi orttirmasiga teng

P(a<X<b)=F(b)~F(a) @

Xususan, X uzluksiz tasodifiy migdorning tayin bitta giymat
gabul gilish ehtimoli nolga teng P(X=x,)=0

4. Agar uzluksiz tasodifiy migdorning gabul giladigan gqiy-
matlari (—oc; +e0) bo'lsa, u holda quyidagi limitlar o'rinlidir:

]_t'lp F(x)=0, lmF{x)=1

Ta'rif. Tagsimot funksiyaning f(x) zichlik funksivasi deb, in-
tegral funksivadan olingan birinchi tartibli fix)=F'(x) hosilaga
aytiladi. '

Uzluksiz tagsimot funksiyaga misol sifatida ko*p go'llaniladigan
lekis tagsimot, ko‘rsatkichli tagsimot va normal tagsimot funksi-
valarni ko‘rsatish mumkin.

Masalan, X uzluksiz tasodifiv migdorning
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0, agar x=0,
F(x)={sin2x. agar G{xi%,

I agar X

it 4

tagsimot funksiyasi berilgan, f(x) zichlik funksiyani toping.
Yechish: Zichlik funksiya tagsimot funksiyadan olingan bi-
rinchi tartibli hosilaga teng. U holda

0, agar x <0,

fix)=12c0s2x, agar G{xEE.

0, iy
L A 4

Zichlik funksiyaning xossalari: !

1). Zichlik funksiya manfiy emas f(x)=0, zichlik funksiyvadan
(—ooi+o0) gacha olingan xosmas interval 1 ta teng:

| =1

' b

2) Ixtiyoriy x<[a; b] uchun Plasx<h)= I Sfix)dx

Zichlik funksiyaning ehtimoliy ma'nosi X tasodifiy mig-
dorning (x; x+Ax) oraligga tegishli qiymat gabul qilish chtimo-
li tagriban x nuqgtadagi ehtimol zichligini x interval uzunligini
ko'paytmasiga teng.

Uzluksiz tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari.

X uzluksiz tasodifiv migdorning mumkin bo‘lgan giymatlari
[a:b] kesmaga tegishli bo'lsa. bu tasedifiy migdorni matematik
kutilishi quvidagi formula bilan hisoblanadi.
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M(X)= ?xf(x}ﬂ& 7))

X uzluksiz tasodifiy migdor dispersivasini hisoblash formulasi
b
DX) = [[x-MO]" fx)dx (2)

O'rtacha kvadratik chetlanishi:

g (x) =D(X) (3

Eslatma. Dispersivani ushbu formula bilan ham hisoblash
mumkin: D(X)=MX?—|M(X)]?, bu yerda

M(X1}=J'x3 F(xX)dx

Normal tagsimot va uning tadbiglari.

Qishlog xo%jaligi, tibbiyot va boshqa sohalarga doir amaliy
musalalarni yechishda keng go‘llaniladigan muhim tagsimot
funksiyalardan biri normal tagsimotdir.

Normal tagsimlangan tasodifiy migdorning tagsimotni dif-
ferensial funksiyasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

{x-a1
1 3

f(x) g 2 (D)

Bu yerda —=<a<tw=, 0<w<te, a va o — parametrga ega: a

normal tagsimotning matematik kutilishi, yva’ni M(X)=a, ¢ —
normal tagsimotning ortacha kvadratik chetlanishi.

Standart normal tagsimotni differensial funksivasi a=0 va o=1
parametrli bo‘ladi

s
!

s I
P a @
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Normal tagsimlangan tasodifiy migdorning (0, x) intervalga
tushish ehtimoli

o

Lot
YR = feie e

(3) Laplas funksivasini qiymatlari jadvali tuzilgan.
Agar X tasodifiy migdor normal tagsimlangan bolib, uning
matematik kutilishi M(X)=a o‘rtacha kvadratik cheuamshlba 1sa,

shu tasodifiy migdorning @ =+/D(X) oraligda yotuvchi giymat
gabul gilish ehtimoli quyidagi formula bilan topiladi:

Plo 5x5ﬁ}=¢{ﬁ:’)—m(“;”) “@)

Bu verda F(x) Laplas funksiyasi.

Yugoridagi (1) tenglamadan foydalanib normal tagsimlangan
X tasodifiy migdorning matematik kutilishini a dan fargi 8§ mus-
bat sondan absolyut givmat bo'yicha kichik bo‘lish ehtimoli

P{lx-a|=8}= zm(i] (5)

o

a, 5 parametrli normal tagsimlangan tascdifiy miqdorni
tagsimotni zichlik funksiyasini quyidagicha geometrik izohlash
munkin.

1-misol. X tasodifiy mlqdor ushbu ragsimot funksivaga ega
bo‘lsin

0, r=—1

LY
F(x)={—x+=, —lsx=2

3 3

1, x>2

Sitiash natijasida X tasodifiy migdor (0.1) intervalda yotgan
giyvmat gabul gilish ehtimolini toping.
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Yechish. Uzluksiz tasodifiy migdorni (a; b) oraligda yotuvchi

giymat gabul gilish ehtimoli (2) formulaga asosan
PO<X)=K1)—-F0)=2/3-1/3=1/3

2-misol. Tovuqchilik fermasidan jo'natilayotgan tuxumlarning
o'rtacha og'irligi (a) 60 g va o'rtacha kvadratik chetlanishi (o)
3g ga teng. Tuxum og'irligini X normal tagsimlangan tasodifiy
migdor deb garab jo'natilayotgan tuxumlar ichida og'irliklari 1)
50 grammdan 70 grammgacha bo‘lgan tuxumlar gancha foizni
tashkil gilishini; 2) tasodifiy olingan tuxum og'irligini uning
o'rtacha og'irligidan absolyut giymat bo'vicha 5 g dan oshmaslik
ehtimolini hamda 3) ogfirligi 70 grammdan ortig bo‘lgan tuxum-
lar foizni toping.

Yechish. X tasodifiy olingan tuxum ogiirligi bo‘lsin, masala
shartiga asosan a=M(X)=60g o=+D(x)=3g 1) a=50, p=70
topish kerak P{50<x<70}=?

Tasodifiy ‘migdor X-normal tagsimlanganligidan vuqoridagi
(1) formulaga asosan talab gilingan ehtimol;

P{50<x< ’m}tm[ Tﬂ;m ]utb(ju_ﬁﬂ ]= D(2) —D(-2)

5

Bu yerda F(x) tog funksiya bo'lganligidan, F(-x)=-F(x).
llovadagi 2-jadvaldan, Laplas funksiyasining giymatini topamiz:
- F(2)=0.4772,
u holda P{S{l(x{‘?{}}=F[2)+F{2}=2F(2]=2*ﬂ.4??2=ﬂ.9544
Demak, jo‘natilayotgan tuxumlar ichida og‘irliklari S0 gramm-
dan to 70 grammgacha bo‘lganlari umumiy tuxumlarning 95%
dan ortigrog‘ini tashkil gilar ekan.
2) a=60, 5=5, o=35 g talab qilingan P{x—=60[<50)=?
Bu ehtimolini yugoridagi (2) formula vordamida topamiz:
Pllx—60|<5)=2F(5/5)=2F(1)=
2-jadvaldan F(1)=0.3413 ckanligidan
=2+(.3412=0.6826
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3) Masala shartiga asosan o=70 va talab gilingan P{70<x}=?
Ehtimol #{70<s}= {10 <<=} <06 T2 Jo05-02)~

2-jadvaldan giymati F(x)=0.5, F(2)=0.4772, u holda talab
gilingan ehtimol
=0.5—0.4772=0.0228.
Demak, og'irligi 70 grammdan katta bo‘lgan tuxumlar jami
fermadan jo‘natilgan tuxumlarning 2% ni tashkil gilar ekan.

6-§. Katta sonlar qonuni

Biz o‘tgan mavzularda tasodifiy miqdor, ularning turlari,
tagsimot qormnlari, sonli xarakteristikalarni hisoblash. shuning-
dek muhim amaliy ahamiyatga ega bo’lgan normal tagsimol tu-
shunchalarini o‘rgandik.

Ma’'lumki alohida tajriba (sinov) natijasida tasodifiy migdorni
ganday givmaini gabul gilishini oldindan aytib bo'lmaydi. Bun-
dan katta sondagi tasodifiv migdorlar yig'indisini ganday giymat
qabul qgilishini bilish mumkin emasdek ko'rinadi. Baholanki,

ma’lum shartlar bajarilganda yetarli katta sondagi tasodifiy mi-
qdorlar yigiindisi tasodifivlik xususiyatini yo'qotib, ma’lum qo-
nunivatga ega boladi. Bu shartlar katta sonlar gonuni deb nom-
fanuvchi teoremalarda o'z ifodasini topgan.

Chebishev tengsizligi

Chekli dispersivaga ega bo‘lgan X tasedifiy migdorning
matematik kutilishidan chetlanishining absolyut giymatini mus-
bat & sonidan kichik bo‘lish ehtimoli

P(X—M(X)[<e)z1—D(X)/e* dan kichik bo‘lmaydi.

Teorema. Agar X,, X,, ..., X juft-jufti bilan erkli tasodifiy mig-
dorlar bo'lib, ularni dispersivalari D(x)<C<w= tekis chegaralangan
bolsa, u holda

mi‘ 3 5-- 3 M) Se)

i=l
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hodisaning ehtimoli 1 ga intiladi, ya'ni
hru Zx— EM[x,]{sj-]

Katta sonlar gonunidan chekli dispersivaga ega bo‘lgan tasodi-
fiy migdorlarni o'rta arifmetik givmati yetarli katta n uchun
gariyb o‘zgarmas bo‘lishi kelib chigadi, ya'ni o'zini tasodifivlik
Xususiyatini yo'qotadi.

Markaziy limit teorema

Bizga x;, X;, ..; X, o'zaro bog'lig bo‘lmagan tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Shu tasodifiy migdorlarni
8, =¥t t. 4%, vighindisini qaraymiz,

XXy -y X, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi chekli
M(x,)=a,, D(x) =0} (k=12...)

matematik kutilish va dispersivalarga ega bo‘lsin.
M5 =My +Me +.+ M =a+a,+.+a, =4,

DS =Dx,+Dx, +..4 Dx, =0; +o, +.46. =&
Qanday shartda quyidagi vig'indi
Cass) B
s, W 5 T B SN
B, Ef STRITg

normal tagsimotga yaginlashadi?

Lyapunov teoremasi. Agar o'zaro bog’liq bo'lmagan X, X,.... X,
tasodifiv migdorlar ketma-ketligi uchun shilnday >0 musbhat son
mavjud bo'lib, n—w= da quyidagi shart bajarilsa

B“*“ pr —a,| 50
u holda barcha x uchun markaziy limit teorema o'rinli bo‘ladi

_ 1 L% G 1
EP{E(S,—AM}{x}=£Je dt =, (x)
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Xususan agar X, X,, ... X, o'zaro bog'lig bo‘lmagan tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi bir xil tagsimotga ega bo‘lsa chekli dis-
persivaga cga bo‘lgan

MX,=a, DX,=c?, MS,=na, DSn=nc’ :
bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun markaziy limit
teorema o'rinli boladi.

Ehtimollar nazariyasi tadgigotlaridan ma'lumki, bir-biridan
katta farg qilmaydigan tasedifiy migdoriar vig'indisi yanada
umumiy shartda ham normal tagsimotga ega bo‘ladi.

Ma’lumki, gishloq xo‘jalik ekinlari yetarli katta maydonlarda
ekilib, ular gariyb bir xil sharoitda ctishtiriladi, ya'ni qalinliklari
bir xil, agrotexnik ishlovlar, parvarish gilish barcha maydon uchun
bir vagtda amalga oshiriladi. Shu sababli, o'rganilayotgan bel-
gini masalan, bir xil sharoitda yetishtirilgan g'o‘zalarning uzun-
liklari, shoxlar soni, ko‘saklar soni, ochilgan chanoglar soni va
hoshgalarni ehtimollar nazariyasini markaziy limit teoremasiga
asosan normal tagsimlangan tasodifiy migdor deb garashimiz
mumkin.

1-misol. Norma bo‘vicha 1 ga yerga 45 ke tuksiz chigit ekili-
shi kerak. Aslida 1 ga maydonga ketadigan chigit migdori tasodi-
fiy migdor bo'lib, uni o‘rtacha kvadratik chetlanishi 5 kg bo'lsa,
xo‘jalikni 100 ga yeriga 97% li kafolat bilan ketadigan chigit mig-
dorini toping?

Yechish. X, tasodifiy miqdor bilan i ga yerga ketadigan chigit
migdorini belgilaymiz, masala shartiga asosan seyalka (nazariy)
har bir ga yerga 45 kg dan chigit fashlashi lozim, ya'ni ular barcha
maydon uchun bir xil tagsimlangan:

M(X,)=45kg, o=D(x)=5kg (i=1100)
Agar X bilan 100 ga yerga ketadigan chigit migdorini belgilasak,

1an
X=X+ X, +.+ X =2 X, boladi.

i=]
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Bu yerda X, X,, .., X,;, o'zaro bog'liq bo'lmagan bir xil
tagsimlangan tasodifiv migdorlardir. Ehtimollar nazarivasini
markaziy limil teoremasi shartlari bajariladi, demak X tagriban
normal tagsimlangan tasodifiv migdor deb qaralishi mumkin, uni

1
M[m=§°fm;f1}=1uu-45=45mm=4,5r-

D(X) =ﬁﬂ(xi}=mn-s* =100-25 = 2500
|
o'rtacha kvadratik chetlanishi
a= S0kg=0.05t
B bilan 100 ga yerni kamida 97% ga yetadigan ::_hjgit migdorini
belgilaymiz, Masala shartiga asosan P{X<p}=0.97 n=100 yetarli
katta bo'lganligidan X-tasodifiy migdorni N(4.5:0.05) parametrh
normal tagsimlangan tasodifiy migdor deb hisoblaymiz. Normal
tagsimlangan X—N(a;oc) migdorni (a; B) oraligda yotuvchi giymat
gabul gilish ehtimoli formulasidan :
Pla<X<p/=F((B-a)/c)—F({a—a)/c) 4)
fovdalanamiz;
Ploo< X<PI=FB—4.5)/0.05)+F(x)=0.97 bo'lganligidan
- F(p —45)/0.05) +F(=) =0,97
Bu yerda F(X) qivmatlari jadvallashtirﬂganlaplas funksiyasi,
Ff4x)=0.5; F(B—4.5)/0.05)=0.47
Normal tagsimot funksiva jadvalidan feydalanib, F(1.88)=0.47
bo'lganligidan (f—4.5)/0.05=1.88 bo'ladi.
p=4.5+0.05x1.85=4.5941=459%4 kg.
Demak, 100 ga maydonni kamida 97% ga, va'ni kamida 97 ga
yerga vetadigan chigit miqdori 4594 kg ekan.
Tukli yoki tuksiz chigitni 1 ga maydonga ekish normasi ma’lum
bo‘lganda: %:L 58 (97% li kafolat bilan)
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B=MS,+1,88 DS =na+1,88 vno formuladan foydalanib, xo‘ja-
likka ekish uchun avvaldan, gancha migdorda chigit urug'ini
buyurtma berish lozimligini aniglash mumkin. Bu yerda

MS =A =na,  DS,=na=8B,
n—jami paxta ekiladigan ver maydoni, a=l ga maydonga norma
bo‘vicha ekiladigan chigit migdori (kg), o — o'rta kvadratik
chetlanishi.

7-8§. Matematik statistika elementlari. Asosiy tushunchalar.
Statistik taqsimot va uni geometrik izohlash

Bir jinsli obyektlar to‘plamini uning sifat voki son belgisiga
ko‘ra o‘rganish talab etilgan bo'lsin, Masalan, fermerni yetishtirgan
paxta hosilini sifat belgisi uning navi, tola chigishi, tolani uzunli-
gi bo‘lsa, son belgisi uning hajmi, hosildorligi bo‘ladi.

Matematik statistikaning birinchivazifasi statistik ma'lumotlarni
to'plash va gruppalash usulini ko‘rsatish bo‘lsa, uning ikkinchi
vazifasi — statistik ma’lumotlarni tahlil gilish metodlarini ishlab
chigish ular asosida ilmiy xulosalar chigarishdan iboratdir.

1-ta’rif. Tahlil qilish uchun ajratilgan bir jinsli obyektlar
to‘plami bosh to'plam deyiladi.

Masalan, ‘xo‘jalikni 1000 ga maydonda etishtirgan paxta-
si, Toshkent shahrida ta'lim olayotgan talabalar to'plamlari bosh
to‘plamga misol bo'ladi.

Bosh to'plamni o‘rganishda unga tegishli barcha obyektlarni
(ularni soni katta bo'lsa) tekshirish igtisodiy va jismonan mumkin
bo‘lmaydi. Bunday hollarda bosh fo ‘plamdan ma'lum bir gism
elementlari ajratib olinib tekshiriladi.

2-ta'rif. Bosh to'plamdan tahlil gilish uchun tasodifiy ravish-
da tanlab olingan ma'lum bir elementlar to'plamiga tanlanma
to'plam deyiladi.

Xo‘jalikni barcha 1000 ga yer maydonida etishtirgan paxtasi
bosh to‘plam, undan tahlil qilish uchun ajratilib olingan 100 tup
g‘o‘za tanlanma to‘plam bo'ladi. '
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Tanlanma to‘plamning hajmi deb shu to'plamdagi barcha
obyektlar soniga aytiladi. Masalan 10000 tup g'o‘zadan tahlil
gilish uchun 70 dona g'o‘za tanlab olingan. Bu misolda bosh
to‘plamni hajmi N=10000, tanlanmaning hajmi n=70.

Bosh to'plamdan tanlanma to'plamni shunday ajratish lozim-
ki unda bosh to'plamning muhim, xarakterli xususiyatlari to'liq
sagqlasin. Bunday tanlanmani reprezentativ tanlanma to‘plam
deyiladi. Aks holda barcha o'tkazilgan statistik tadqiqotlar no-
to‘g'ri xulosalarga olib kelishi mumkin. s

Ta’rif. Variatsion qatorning variantlari va ularea mos abso-
Iyut chastotalari yoki nisbiy chastotalari ro‘yxatiga tanlanmaning
statistik tagsimoti deyiladi

X, X X, X
“I nl Ilz LT ﬂt
Wi w] w: wha ‘Wk

Bu yerda Zﬂ =8 — tanlamaning hajmi, EW- =1,

i=l

Bu statistik tagsimotni poligon chiziglini chizamiz.
Chastotalar poligoni deb, (x;; n)), (x3; n,), ..., (X n,) nugtalarni
tutashtiruvchi siniq chiziqga aytiladi. Poligonni vasash uchun
abssissalar o‘qiga x, variantlarni, ordinatalar o‘qiga esa, mos n,
chastotalarini qo‘yib chigiladi. So’ngra (x,: n,) nuqtalarni to'gri
chiziq kesmalari bilan tutashtirib chigiladi. Hosil bo‘lgan grafik
chastotalar poligoni deviladi.

Agar o‘rganilayotgan belgi uzluksiz o zgaruvchan variantadan
iborat bo'lsa, yoki diskret bolib gabul giladigan givmatlar soni
ko'p (n>30) va ular har xil bo‘lsa, unday holda statistik tagsimot-
ning intervalli variatsion gatorini tuzish magsadga muvofig bo‘la-
di,

Bosh to'plamni intervalli statistik tagsimot sifatida tah-
lil gilishda tanlanma to'plamning quyidagi Sterdjess furmuidzal
vordamida Kk ta intervallarga bo'lib o‘rganish mumkin:
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k=1+3,3221¢ n (2)
Interval uzunligi

e . P ) (3
formuladan topiladi, Bu yerda x, —x,; variaisiya qulochi de-
viladi, k interval sifatida [fx,., H(k—Dh; X, Thh) interyal olinadi.

Xususan k=1 bo‘lganda birinchi interval fx,,,; X, 1) bo'ladi.
Bu x,,., X, Mos ravishda variatsion gatorning eng katta va eng
kichik givmatlarini bildiradi. Albatta intervallarni shunday olish
kerakki, har bir variant fagat bitta intervalga kirsin.

Uzluksiz o‘zgaruvchan variantdan iborat bo‘lgan tanlanma
to'plamning intervalli statistik tagsimoti quyidagicha bo'ladi:

gL Nisbiy 1
Variant intervallari i Lntarvalgal wEI.Shh . chastota
variantlar soni (chastotasi) =
- w=n/n
[xm.ig; xmln—Hﬂ l:l'l wl
{xmin-b-h; xm_'in+2h}. n, wl Sl
[, eI X tkh) n, W,

Bu yerda in,=n, iﬁﬁ s

=l =l

Intervalli  variatsion gatorlarni  gistogrammasini  chizish.
Chastotalar gistogrammasi deb, asoslari h uzunlikdagi intervallar,
balandliklari esa n,/h nisbatlarga (chastota zichligi) teng bo'lgan
to'gti to‘rtburchaklardan iborat pog'onaviy figuraga aytiladi.
Chastotalar gistogrammasini yasash uchun abssissalar o'giga . h
uzunlikdagi gismiy intervallar, ularning ustiga esa n,/h masofada
abssissalar o‘giga parallel kesmalar o‘tkaziladi, i gismi to‘g'ri to'rt-
burchakning yuzi hn;/h=n, ga, ya'ni intervaldagi variantalarning
chastotalari vig'indisiga teng; chastotalar gistogrammasining yu-
7i barcha chastotalar yig'indisiga, ya'ni tanlanma hajmiga teng.
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Nuqgtaviy statistik baholar. Statistik tagsimotning sonli xarak-
teristikalariga, tanlanma o'rtacha giymat, tanlanma dispersiya,
tanlanma o‘rtacha kvadratik chetlanish, moda, mediana va variat-
siva koeffitsientlari, boshlang‘ich va markaziv empirik momentlar
kiradi.

1) Tanlanma o'rtacha giymatiarni hisoblash. Tanlanma o‘rtacha
givmati deb, tanlanma to‘plam belgisining o‘rtacha arifmetik

givmatiga aytiladi va Ar bilan belgilanadi. (Bu ehtimollar
nazarivasida o'rganilgan matematik kutilishning statistik baho-
sidir.)

Tanlanma o'rtacha qiymat quyidagi formula bilan hisoblanadi

S et 1 1
xr = ;ZI?H“ 2;(11!11 +x2?;r._, +...+xi_?;k] (I’(}
=1

Bu yerda n;+n,+.-n,=n tanlanmani hajmi.

Agar tagsimotning intervalli variatsion gatori berilgan bo‘lsa,
u holda tanlanma o'rtacha giymatini hisoblashda x, sifatida i chi
intervalning o‘rtacha giymati olinadi.

2) Tanlanma dispersiva. Tanlanma o'rtacha qiymat statistik
tagsimot hagida to'la ma’lumet bermavdi. Tagsimotlari har xil,
ammo bir xil matematik kutilishga ega bo'lgan tasodifiy mig-

dorlar mavjud. Amaliyotda tanlanma giyvmatlarini ¥ atrofida
joylashish targogligini bilish lozim bo‘ladi.

Tanlanma dispersiya D;, X belgining kuzatiladigan giy-
matlarini ularning — X ofrtacha giymatidan chetlanishi

kvadratlarining o'rtacha arifmetik giymatiga teng.

Agar n hajmli tanlanmaning barcha x,, x,, .., X, qiymatlari
mos ravishda n,, n,, ..., n, chastotalarga ega bo'lsa, u holda tan-
lanma dispersiva quyvidagi formula bilan topiladi:

1 2 =
Drzggq(x;_xr} (2}
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Yugqoridagi tanlanma dispersiyani hisoblash formulasini qu-
yidagicha yozish mumkin:

D=7-%| 3

Bu yerda ¥ =(x{m +xim +..+350)
Bu  formuladan variantlarning giymatlari kichik = sonlar
bo‘lganda foydalanish qulay.

53211 (x, <)
Lt
tuzatilgan tanlanma dispersiya deyiladi, bu siliimagan asosli statis-
tik baho bo‘ladi. Dy va S;* orasida S, =n/(n—1)D; boglanish
mavjud, agar n tanlanmani hajmi katta ho‘lsa ular bir-birlaridan
kam farq giladi.

3) Tanlanma o'rtacha kvadratik chetlgnish. Tanlanma o‘rtacha
kvadratik chetlanish deb, tanlanma dispersiyasidan chigarilgan
kvadrat ildizgaavtiladi va 6; bilan belgilanadi:

= \[IJ_T (4)

4) Eng katta chastotaga esa bo'lgan variantaning givmatiga M,
moda deyiladi, : :
5) Statistik tagsimoini teng ikkiga boTladigan variantaning giy-
matiga mediana deyiladi:
X m=2k+1 bo'lsa
M, = or 5
%(xk +x,.,), n=2k bo'lsa &/
6) Variaisiya koeffitsienti. Turli tanlanmalarni giymatlarini
o'rtacha giymati atrofida joylashish tarqogligini 'tagqoslashda
variatsiya koeffitsientidan foydalaniladi. Variatsiya koeffitsienti

v, =Z100% 6

A
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Intervalli svatistik baho

O'tgan mavzuda bitta son giymat bilan aniglanuvchi nugtaviy
statistik baholarni o'rgandik. Agar tanlanmani hajmi kichik bo‘lsa
nugtaviy bahoni anigligi kamayadi. Noma'lum parametrga ikkala
tomondan yaqinlashuvchi statistik baholarni qurishni o'rganamiz,

Interval baho deb, ikkita son — ‘intervalning uchlari bilan
aniglanadigan statistik bahoga aytiladi.

Faraz qilaylik tanlanma ma’lumotlar bo'vicha topilgan 6 *
baho 8 noma’lum parametming statistik bahosi bo‘lsin. Pavshan-
ki, qurilgan baho tanlanmani funktsivasidan iborat bo‘ladi.

6 ning 0,* baho bo‘yicha ishonehliligi deb, 6, *—0]<& teng-
sizlikni bajarilish ehtimoli P ga aytiladi. Ishonchlilik y bilan
belgilanadi va 0,95; 0,99; 0,90 givmatlardan birini gabul qgilishi
mumkin. :

Bunday hol gishlog xo'jaligida ko'p uchraydi. Masalan, paxtani
biror navi bo‘yicha ilmiy tajirbalar 3—5 vil o'tkazilib shu asosida
uni o'rtacha hosildorligi, sifati va boshga ko'rsatkichlari bo'vicha
xulosalar chigariladi,

Normal tagsimotning noma’lum parametrlari uchun intervalli

statistik baho qurish

Muhim vazifalaridan biri gishlog xo‘jalik ma’lumotlarini statis-
tik tahlil gilish asosida kelgusi villar uchun hosildorlikni ma’lum
bir kafolat bilan bashorat gilishdir, Albatta kafolatli xulosani ay-
tish uchun o'rganilayotgan X son belgini tagsimot gonuni ma’lum
bo’lishi kerak.

Qishloq xo'jalik ekinlari yetarli katta maydonlarda ekilib, ular
qariyib bir xil sharoitda yetishtiriladi, ya'ni qalinliklari bir xil,
agrotexnik ishlov, parvarish gilish barcha maydon uchun bir vagt-
da amalga oshiriladi. Shu sababli, o'rganilayotgan X — son belgi-
ni ehtimollar nazariyasini markaziy limit teoremasiga asosan
normal tagsimlangan tasodifiy migdor deb garashimiz mum-
kin, masalan, ma’lum bir mavdonda bir xil sharoitda etishtirilgan

383




g'o‘zalarni uzunliklari, har biridagi shoxlar, ko'saklar, ochilgan
chanoglar soni normal tagsimotga ega bo'ladi deb garash mum-
kin. Umuman bir-biridan katta farq gilmavdigan 30 dan ortig
tasodifiy migdorlarning o'rta arifmetigi tagriban normal tagsim-
langan bo‘ladi. Bu muhim xulosa ehtimollar nazariyasining
markaziy limit teoremasining natijasidir. Bu tasdigdan barcha il-
miy tajriba natijalarini tahlil gilishda foydalanamiz.
Normal tagsimotni nemea’lum parametriariga intervalli statistik
baho qurish

Bosh to‘plamning X son belgisi normal tagsimlangan bo'lsin,
adabiyotlarda M(x)=a, o =+D(x) parametrli normal tagsim-
langan X tasodifiy migdor gisgacha X~Nia; o) deb yoziladi. Odat-
da ma'lum va noma’lum hollar avrim-ayrim tahlil gilinadi. Am-
mo amaliv masalalarni yechishda normal tagsimotning ikkala
parametri a va noma’lum boladi. Shu sababli biz faqat ikkala
parametr ham noma’lum holni o‘rganamiz.

1) Faraz gilaylik o'rganilayotgan bosh to*plamning X son belgi-
si normal tagsimlangan va uni matematik kutilishi a va o‘rtacha
kvadratik chetlanish ¢ noma'lum bo'lsin. Normal tagsimotning

noma'lum matematik kutilish a ga y kafolat bilan intervalli baho
qurish talab etiladi.

Styudent (Gosset) ¢ noma’lum bo‘lganda, noma'lum matema-
tik kutilish a uchun y kafolat (ishonchlilik) bilan ishonchlilik
intervalini guyvidagi munosabat orqali gurish mumkinligini is-
botlagan:

= by — 8

—f == o el I
(‘x:r ¥ &.l"; A Tay \'GJ (1)

Bu verda tIZI{n, v) ni giymati berilgan n va y lar bofyicha
Styudent tagsimot jadvalidan olinadi.

2) Normal tagsimotning noma'lum o'rtacha kvadratik
chetlanish ¢ uchun intervalli baho qurish. Normal tagsimotning
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noma’lum o'rtacha kvadratik chetlanish s-ni tuzatilgan o‘rtacha
kvadrat chetlanish S orgali bahelash talab gilinadi.

Isbotlanganki, o-ga berilgan y kafolat (ishonchlilik) bilan
goplaydigan intervalli bahosi quyidagi munosabatlar yordamida
quriladi:

1) g<1 bo'lganda S (1-q)<c<S,(1+q) (2)

2) g>1 bo'lganda0<o<8,(1+q) (3)

8-§. Eng kichik ahamiyatli farq va uni qishlog xo%jalik
masalalarini yechishga qo‘llanilishi

Faraz qgilaylik X. U o'zaro erkli, normal tagsimlangan son
belgilar bo'lsin. Hajmlari mos ravishda n va m bo‘lgan tanlanma
to'plamlar olib, ularni o‘rta giymatlarini X, I/, , hisoblaymiz va

kuzatilgan tanlanma dispersivalarini hisoblaymiz, a’—"X_ F

tanlanma ofrta givmatlarni farql gachon ahamiyatli yoki ahami-
yatsiz bo'lishligini quvidagicha tekshirish mumkin,

D(d)=D(X; ~¥,)= D(X;)+ D(¥;) = S% +5%

bundan o‘rtacha givmatlar fargini o‘rtacha kvadratik chetlanishi
{xatosi)
X, =29/ ga, ¥, =32s/ga, §=1,4 §=2

Natijada d tasodifiy miqdor uchun intervalli baho d4t.s,
(d—t 54 d+ts,) bo'ladi.

1] Agar d<t?;sd bo'lsa, H M}{I—MYT—wmﬂ—{l gipotezani rad
etishga asos vo'g.

2) Agar d>L s, bo'lsa, H, gipoteza rad etiladi.

Tasodifiy chetlanishni limitik chegaraviy giymatiga eng kichik
ahamiyatli farq deyiladi va NCP bilan belgilanadi.

NCP= .54 qiymat orgali aniglanadi. Bu yerda L =t{n+m—2; 0.03)
ni giymati Styudent tagsimoti jadvalidan topiladi (4-jadval).

1) Agar d=NCP bo'lsa =5N,, gipoteza rad etiladi.

3835




———
=

==

0.8 ts/ga dan oshmaydigan xatpda 0,954 ehtimol bilan baholash

2) Agar d<NCP bo'lsa N, gipotezani rad etishga asos yo'q de-
yiladi,

NCP dan intervalli baho qurishda va statistik gipotezalarni
tekshirishda fo}rd*alamladl

Bosh to‘plamlarni orta givmatlari orasidagi fa:q uchun in-
tervalli baho (d—NCP; d+NCP) munosabat yordamida quriladi,

Misol.

f =195/ ga, F_=32.';s"ga, S" =14 S.2 =2

F |
d=(X;~F;)=38, =[S+ 5% = ,||5 |'“ }

=J0,78 0,88 f =n+m=-2=5+4-2=7

fentm-2=3+4-2=7

Styudent tagsimoti jadvalidan t(7; 0.05)=2,37. Bu masalaning
vanada chuqurroq tahlil gilishga keyingi Styudent Kriteriyasi
mavzusida to'xtalamiz. ,

‘Bosh to‘plamni o'rta giymatlari orasidagi farq uchun intervalli
bahosi d+tysd munosabatdan 3£1,85. Demak ishonchlilik interva-
13 (1,15; 4,85), NCP=1,85= 1sd

Bizni misolda d=3>NCP=1,85 bo‘lganligi uchun N, gipoteza
rad etiladi, ya’ni ikki nav paxtani o‘rtacha hosildorliklari har xil
bo'lib, ularni fargi ahamiyatli ekan.

Zaruriy tanlanma hajmini aniglash

Faraz gilaylik 800 ga maydonga kuzgi bug'doy ekilgan. Qancha
ver maydonida kuzatishlar olib borilganda haqgiqiy hosildorlikni

mumkin. Agar boshlang‘ich kuzatishlarda uni o‘rtacha kvadratik
chetlanishi 3,6 s/ga teng bo'lsa.

Yechish. N=800 ga bosh to‘plam, ¢=3,6 ts/za, £=0.8 ts/ga,
p=0954 t{n;y)=2 bo‘lganligidan, gaytarilmaydigan tanlanma
uchun zaruriy tanlanma hajmi quyidagi formula bilan topiladi
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‘o’N _ 2%.3,6°-800

=74

TN, "TFaei08 0

74 pa ekanligi kelib chigadi. Demak 800 ga maydondagi
bug‘doy hosildorligini 0,954 ehtimel bilan baholash uchun 74 ga
maydonda kuzatishlar olib borish kerak ekan.

Agar 74 ga =74000 m? ekanligini e'tiborga olsak pagonniy
metr hisobida gancha zaruriv tanlanma olinishi kerakligi kelib
chigadi. Bunda takroriy tanlanma uchun

ot 22-3, 6’
i e 108 %

81 ga maydonda kuzatishlar olib borilishi kerakligi kelib chigadi.

Statistik gipotezalarni tekshirish. Normal tagsimlangan bosk
to‘plamlarning o'rta giymatlarini taggoslash. S!_jwdem kriterivasi

Bir jinsli obyekilar to‘plamining son yoki sifat belgisi tasodifiy
miqdor bo'lib, ma’lum tagsimot gonunga ega boladi. Ko'pincha
amaliyotda belgining qanday tagsimot qonunga egaligi noma’lum
bo'lib, uning biror ko‘rinishga egaligi hagida taxmin olg‘a surila-
di. Yoki tagsimot gonuni ma’lum, uning parametrlari noma'lum
bo'lib, ularning tayin ql‘_‘,FmalIan haqldagl taxminlarni tekshirish
talab gilinadi.

Noma'lum tagsimotning ko‘rinishi voki ma'lum tagsimot-
ning parametrlari hagidagi gipotezaga statistik gipoteza deyiladi.
Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezaga bo‘ladi:

1) bosh to‘plam Puasson tagsimotiga cga;

2) ikkita normal to'plamning o'rta givmatlari o‘zaro teng.

Olg'a surilgan gipoteza nolinchi (asosiy) gipoteza deyiladi va

N, bilan belgilanadi. Nolinchi gipotezaga zid bo'lgan gipotezani
{lmnkurent) alternativ gipoteza deyiladi va u N, bilan belgilanadi.

Faqat bitta taxminni o'z ichiga olgan statlstlk gipotezaga od-

diy statistik gipoteza deyiladi. Masalan, N:a=3 ga, ya'ni normal
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tagsimotning matematik kutilishi 3 ga teng (o-ma’lum) degan
taxmin oddiy gipotezadir.

Murakkab gipoteza, chekli voki cheksiz sondagi oddiy
gipotezalardan iborat bo‘ladi. Masalan, Nja=3 (c-noma’lum)
gipoteza murakkab statistik gipotezadir,

Olg‘a surilgan gipotezani to'g'ri yoki noto'griligini tekshirish
natijasida quyidagi ikki turdagi xatolikga yo'l goyilishi mumkin:

Birinchi tur xatolik shundan iboratki, bunda to'g'ti gipoteza
rad gilinadi; ;

Ikkinchi tur xato — bunda noto‘g'ri gipoteza gabul gilinadi.

Birinchi tur xatolikga yo'l go'vilish ehtimoli « bilan belgilana-
di va v givmatdorlik darajasi deviladi, Ko'pincha o sifatida 0,05
yoki 0,01 olinadi.

* Statistik kriteriy deb, nolinchi gipotezani tekshirish uchun xiz-
mat giladigan K tasodifiy migdorga aytiladi. Statistik gipotezalarni
tekshirishni eng muqgobil usullarini yaratish matematik statistika
fanini asosiy vazifalaridan biridir.

Styudent kriteriyasi

Tajriba natijalari asosida ikki nav paxtadan qaysi biri-
ning hosildorligi yugori ekanligini yetarli kafolat bilan aniglab
berish muhim amaliy ham igtisodiy ahamiyatga ega bo'lgan
masalalardan biridir. Bu savolga Styudent kriterivasi yordamida
javob topiladi,

Faraz gilaylik, o‘rzanilayotgan, X va Y bosh to‘plamlar normal
tagsimlangan bo‘lsin. Ma'lumki, normal tagsimot matematik ku-
tilishi a va o‘rtacha kvadratik chetlanishi ¢ orgali to'lig aniglana-
di. Shu sababli, umumiy holda o — ma'lum va ¢ — noma’lum
hollar o‘rganiladi. Aslida har ikkala parametrlar a va o noma’lum
hol ko'p uchraydi.

X va Y bosh to‘plamlar normal tagsimlangan bo'lib, ularni ik-
kala parametrlari ham noma’lum bo'lsin. Shu bosh to‘plamlardan
hajimlari n va m ga teng bo‘lgan tanlanma to‘plamlar berilgan
bo'lsin:
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A1k, XX,

ii,:JHII::I.FI """ a (‘I)‘}
J\rﬂ M{X_}= M{n

tanlanma to‘plamlar asosida asosiy gipotezani

N:M(X)=M(Y)
shartda « giymatdorlik darajasi bilan tekshirish talab gilingan,
Biz avvalo Fisher-Snedekor kriterivasi yordamida ularni dispersi-
yalari tengligi hagidagi statistik gipotezani tekshiramiz, avtavlik
o giymatdorlik darajasi bilan

NyD(X)=D(Y)
qgabul gilinsin, Bu shartda ularni o'rta giymatlari tengligi hagida-
gi statistik gipotezani Styudent kriterivasi bilan tekshirish uchun
avvalo {1} tanlanmalar yordamida ularni tanlanma o'rta giy-
matlari X, ¥, va tuzatilgan tanlanma dispersiyalarini S2 s, 2

hisoblab, quyidagi tasodifiy migdorni topamiz:

Fof .
A | | - (nmin+m—2)) 2
V(=183 +(m-1))57 n+m

Asosiy Ny:M(X)=M(Y) gipoteza to‘g'ri bo‘lganda, tasodifiy
miqdor '

by, (ntm—2; @), n+m-2 — ozodlik darajali Styudent tagsimotiga
ega bo'ladi. Styudent tagsimot jadvalidan t, =t(n+m-2; o) topib,
uni t, . migdor bilan tagqgoslaymiz. -

1) Agar t <t bo‘lsa, a giymatdorlik darajasi bilan asosiy
gipoteza NyM(X)=M(Y) ni rad etishga asos yo'g, ya'ni Ny
gipoteza qabul gilinadi;

2) Agar t >t bo'lsa, asosiy N, gipoteza rad etilib, unga
alternativ N :M(X)=M(Y) gipoteza o giymatdorlik darajasi bilan
qabul gilinadi.

Bir faktorli dispersion tahlil usuli va uni gishlog xo%jalik
masalalarini yechishga gollanilishi.
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O‘rganilayotgan X, X,, ..., X, bosh to’plamlar normal tagsim-
langan, noma’lum ammo bir xil dispersivalarga ega bo'lsin,
(matematik kutilishlari ham noma’lum).

Berilgan givmatdorlik darajasida barcha matematik kutilish-

lar tengligi hagidagi NzM(X,)=M(X,)=...=M(X ) asosiy nolinchi
gipotezani tanlanma o‘rtacha givmatlar bo‘yicha tekshirish talab
gilinadi.

' Bir nechta o‘rta givmatlarni tagqoslash ularni dispersivalarini
taqqoslashga asoslanganligi uchun unga dispersion tahlil usu-
li deb vuritiladi. Amaliy masalalar yechishda dispersion tahlil
usuli rta Fy, Fy, o Fy darajaga ega bolgan F sifat faktorning
o‘rganilayotgan X nuqdmg,a ta'siri muhim yoki muhim emasligini
aniglash uchun go‘llanilad:.

Masalan, paxtadan yugori hosil olishda o‘g‘itlarning qaysi bi-
rini samaralirog ekanligini aniglash talab gilinsa; u holda F fak-
tor-o‘g'it, uning darajalari esa o'g"it turlari bo‘ladi;

Dispersion tahlil usulini asosiy g'oyasi faktor ta'sirida vu-
judga keladigan «Faktor dispersiya» va tasodifiy sabablar bilan
bo‘ladigan «Qoldiq dispersiyasni taggoslashdan iboratdir.

Demak. berilgan o giymatdorlik darajasida bir xil dispersiya- |

li normal to‘plamlarning gruppaviy o'rtacha giymatlari tengli-
g1 hagidagi
Ny M(X)=M(X,=..=M(X),
asosiy gipotezani alternativ
N M(X )= M(X )%, #M(X)
gipotezada tekshirish umumiy sxemasi quyidagicha:
1) kuzatish natijalariga asoslanib, 83, va Sy, dispersiyalar
hisoblaniladi; ;
2) N, gipotezani tekshirish kriteriysining Fy,, giymati,
o= S / St toODIlACL,
3) berilgan o va ozodlik darajalari k=r—1 va k,=p(g-l)

bo'yicha Fisher-Snedekor taqmmnunmg kntlk nugqtalari jad-
validan

Fy
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Fo (w, k;=r—1, k,=pfq—1))
giymati aniglanadi. Bu yerda r-faktor darajalari soni, g-har bir
darajada kuzatishlar soni;

4) agar F, <F, bo'lsa, N, gipoteza o giymatdorlik darajasi
bilan gabul gilinadi,

5) agar F . >F, bo‘lsa asosiy N, gipoteza rad etilib alternativ
N, gipoteza gabul qilinadi.

I-misol. 3 xil A, B, C arpa navlarini o‘rtacha hosildor-
liklari Ng:M(X,)=M(X,)=M(X,) teng degan asosiy gipotezani
NpEM(X, )=M(X)=M(X,) ular har xil hosildorlikka ega degan
alternativ shartda, o=0.05 givmatdorlik darajasi bilan kuyidagi
o‘tkazilgan tajriba natijasi asosida tekshiring.

g Tajriba natijalari (ts/ga) | O‘tkazilgan

= : 3 3 4 tajribalar | Yig'indisi| (‘rtachasi

< soni

A |246(2972 |26.8 |294 4 C 1100 27,5

B |22,4]27,3 [27.4 |23.3 4 1004 25.1

C |21,3252 |24,5 |22.2 4 93.2 23.3
12 3036 25.3

Hisoblashlarni yengillashtirish maqgsadida dispersiyani
DX —O=D(X,) |
xossasidan foydalanib, barcha tajriba natijalaridan umumiy
o‘rtacha yagin C=25 ni ayirib, hosil bo lgan sonlar uchun faktor
va goldiq dispersivalarni hisoblaymiz; -«

1 2 3 4 yig'indi x;
A -4 4.2 1.8 4.4 10
B -2.6 23 24 L7 3.8
C -3.7 0,2 0.5 1,8 -1.2
12,6

n=4, k=3
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0 =3 % =0,16+6,76+13,69+17,64+5,29+0,04 +

i=m

+3,24+5,76+0,25+19,36+2,89+3,24=T78.3

A
0, =Y 57 =1/4[10" 3,8 +(-1,2)" | =1/4(100 +14,44 4 1,44) =

="

=115,88/4=28,9T

0,= ﬁ'[i"’}l =1/12(10+3.8~1,2)" =1/12-12,6* =158,76/12=13,23

S:m, = %;{zﬁ =(78,32-28 97)/(3:(4-1))=49,35/9=5,48(3)
n— . .

L= % =(28,97~13,23)/2=15,74/2=1,87

31
F.. =Ef§i=?,3? /35,48 =1,44F, .. = F(2;9,0,05)=4,26
Jad f
Dﬂ.ﬂ]ﬂk, FEUI{F'“‘
N, gipoteza a=0.05 givmatdorlik darajasi bilan gabul gilina-
di, ya'ni uch xil arpa navlarini o‘rtacha hosildorliklari teng

ekan.

9-§. Korrelyatsiya nazarivasi elementlari, Korrelyatsiya
koefTitsientini hisoblash va uning xossalari

Kopincha U tasodifiy migdorning bitta yoki bir nechta bosh-
ga migdorlarga bog‘ligligini aniglash talab qilinadi. Ikkita tasodi-
fiv migdor funksional, statistik, xususan korrelyatsion bog'langan
bo'lishi mumkin.

Agar tasodifiy migdorlardan birining o‘zgarishi ikkinchisining
tagsimotini o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bu miqgdorlar statistik
bog‘lanishga ega deyiladi.

Agar X tasodifiy migdorning o'zgarshi, ikkinchi Y tasodifiy
migdorning o‘rtacha giymatini o'zgarishiga olib kelsa, u holda bu
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X va Y tasodifiy migdorlar o'zaro korrelyatsion bog‘langan deyila-
di. Masalan, daraxtning bo'vi bilan diametri orasidagi bog‘lanish
voki paxtaga solingan ma'lum migdordagi mineral o'g'it bilan
hosildorlik orasidagi bog‘lanishlar korrelyatsion bog‘lanishga
misol bo'ladi.

Biz korrelyatsion bog‘lanishni bir giymatli eng sodda holati-
ni garaymiz.

Y ning X ga korrelyatsion bog'ligligi deb, Y, shartli o'rtacha
givmatning x ga funksional bog'ligligiga avtiladi:

Y, =ft0) %)

tenglamani Y ning X ga regressiva tenglamasi deyiladi, f(x) funk-
siva Y ning X ga regressiya chizig'i deyiladi.

 Korrelyatsiva nazariyasining birinchi asosiy masalasi —
korrelyatsion bog‘lanish formasini aniglash, ya'ni regressiya
funksiyasining ko‘rinishini aniglashdan iboratdir. Y chizig-
li, kvadratik, ko‘rsatkichli va boshqacha bog‘lanishda bo'lishi
mumkin.

Korrelyatsiva nazariyasining ikkinchi asesiy masalasi — kor-
relyatsion bog'lanishning zichligini (kuchini) korrelvatsiva koef-
fitsientini aniglashdir.

Faraz gilaylik, X va Y son belgilar chizigli korrelyatsion
bog‘lanish bilan bog‘langan bo'lsin. Bu to'g'ri chizig tenglamasini
tuzish uchun n ta tajriba o'tkazilgan bo'lsin: (x, vk (x;,¥), (x5,¥,).
ey (X W)

Tanlanma ma'lumotlariga asoslanib, Y ning X ga regressiva
to'g'ri chizig'ining olingan noma'lum’ parametrdarini baholash
lozim, Noma'lum parametrlarni baholashda eng kichik kvadratlar
usuli ko'pincha qulay va muqgobil hiseblanadi.

Masalan, y=r,, x+b regressiya to'g'ri chizig'ining tanlan-
ma tenglamasini gruppalanmagan va gruppalangan ma'lumotlar
bo'yicha topish usullari mavjud (1) tenglamadagi r. , koeffitsient v
ning x ga regressiva to'g'ri chizig'ining tanlanma regressiya koef-
fitsienti deviladi.
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Pegressiva to'g'ri chizig'ining tenglamasini gruppalangan
ma’'lumotlar bo‘vicha ushbu tenglama yordamida topiladi N

LT L e
Yi= V= —=(x=az)
o

E

Kichik hajmli tanlanmalar uchun korrelyatsiya koetfitsientini |
ushbu formula bilan hisoblash mumkin. |
|

i(x—x_rjfx- -¥7)

o it e e —=
JZ{r—xT}‘E(Jr'.- - ¥y

=

Katta hajmli tanlanma uchun, ya'ni (x;; y,) takrorlangan holda
tanlanma korrelyatsiva koeffitsientini hisoblashning to'rt may-
don usuli mavijud. Bu hol ko‘plab hisoblashlarni talab gilganli-
“gi sababli ushbu uslubiy go‘llanmada keltirmaymiz. Bu mavzuni
vugorida keltirilgan adabivotlardan foydalanib talabalarni musta-
gil o'rganishlarini taveiya etamiz. ~

Tunlanma korrelyatsiva koeffitsientining xossalari

1. Tanlanma korrelyatsiva koeffitsientini absolyut giymati
birdan ortmaydi, ya'ni [rj</], ya'ni 1=l

2. Agar X va Y o'zaro erkli tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda
r=0, aksincha hol hamma vagt ham to'g'ri bo'lmaydi.

3, Agar r;=+1 bo'lsa, u holda belgilarning kuzatilayotgan
givmatlari chizigli funksional bog‘lanish bilan bog’langan
bo'ladi. s

Demak, r; X va Y miqdorlar orasidagi bog'lanishning kuchi-
ni bildiradi. Agar r, giymati 0 soniga ganchalik yagin bo'lsa, X va
Y orasidagi bog‘lashi shunchalik kuchsiz bo'ladi. Aksincha qiy-
mati 1 soniga qanchalik yagin bo'lsa, X va Y orasidagi bog‘lashi
shunchalik kuchli bo'ladi.

1-misol. Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida x,, o,

larni toping.

304



Xy 4 5 6 7 n,
1 3 1 3 T
2 - 2 4 1 7
3 5 1 5 =, 11
n_ 8 4 9 4 n=25

Yechish:

= 4:34+5-1+6.-04+7-3 38
Xy=t = =ty
7 7
s 4-0+5-24+6:4+7-1 __il_
o ..I.II. T 7
= 4-54+5-1+6:5+7-0 55
I_p:._] = =—

11 e T i
U holda quyidagi jadval hosil bo'ladi:

Xy | W 5 6 .17 |° a Xy
1 3 1 — |3 7 38/7
2 — 2 4 | 1 7 41/7
3. | 5 1 5 =11 55/11
n, 3 4 9 | 4 [ n=2s

Endi l-jadvaldan fovdalanib o‘rtacha kvadratik chetlanishni
hisoblaymiz:

_32+20+54+28 134

x .= 5,36,
25 25
o 128+mﬂ;24+195 - ?453:29,92_

U holda o,=1,09.
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2-misol. Berilgan korrelyatsion jadval bo'yicha *,: Y. larni

hisoblang,

XY 40 50 60 70 n,
10 2 11 3 2 18
11 1 19 2 4 26
12 3 6 27 [ 42
13 2 3 3 (i 14
n, 8 39 35 18 n=10{
Yechish:

ORI N

B N TR S T e e R e v

S pedSam gl el s 014

=kl B » .}Iy=5l:| 39 ¥ .y::ﬂ'l- 35 1 y:::'."ﬂ 18 X
Bu ma'lumotlardan foydalanib quivdagi jadvalni hosil gilamiz:
X e
v 40 S0 6l 70 n, Xy
‘10 2 11 3 2 18 950/18
1 | 19 2 4 26 1250/26
12 3 6 27 6 42 2460/42
13 2 3 3 6 14 830718
n, 8 39 35 18 | n=100
v, | 938 | 430/39 | 41535 | 214/18

J-misol. Tanlanmaning quvidagi jadvali vordamida ¥ ning X
ga to'g'ri chizigli regressiva tanlanma tenglamasini tuzing:

X

10

3

T

5

b

8

2

6

3

Jadvaldan fovdalanib tanlanma regressiva tenglamasini toping.
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Yechish: Bu yerda (y,-y)=p.(s-1), P»=t7" va

X

5 :E%—:x_-}- formulalardan foydalanamiz.
10+2+7+5
4

- B+2+6+4 = 10044449425
y:—.4——_.—..5, e — & =

—  64+4436+16
¥ = ; =30, o0, =144,5-36=285,

144—-4:6:5
= 95 = I =7 =004,
U;.' 3{} 25 2" 25' ; 4'2| 85 '2}25

Y y=80+4+42+20=144, x= 6,

445,

2,25

P =0,94-2-2=0,74, v, =0,74+0,56.

4-misol. n=50 haimli quyidagi korrelyatsion jadval bo‘yvicha ¥
migdorning X migdorga korrelyatsion nisbati n,, hi toping.

XY 10 20 30 n,
10 o 78 6 33
i T - 6 12
n, 10 28 12 n=50
¥, 16 10 18

Yechish: y umumiy o‘rtachani topamiz:

= 38-10+12-20
FECal raR AL

=12.4.
50

a, va 2 larni topamiz

x5
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o=

]

38.(10—12,4)* +12-(20-12,4)*

=4,27.

50

U.V
U holda 1,. = “E—"

3,65
4,27

50

=0, 85.

Demak, bog‘lanish egri chizigli.
5-misol. Quyidagi korrelyatsion jadvaldagi ma'lumotlar bo'yi-
cha ¥, = Ax" + Bx+C regressiva tenglamasini toping;

:Jlﬂ-{16—12,4]1+23-{1&—12,4}1+12-UE—12,4}’ o

,65.

X .
Yy 0 1 2 3 4 n,
0 18 I 1 = = 20
3 1 20 = = £ 21
3 3 5 10 2 = 20
10 - 2 7 12 = 19
17 o = = = 20 20
n_ 22 26 18 4 | 20 n=100

Yechish: Yugoridagi jadval ma’lumeotlari asosida quyidagi jad-
valni tuzamiz:

x |mp |y, |px (0@ |nax lmt |my. |meyex Aoy
0 |22 |08 |0 0 [0 |o 176 |0 1
1|26 [3.27126 |26 |26 |26 |85,02 |8502 |B5.02
2 |18 |6,67136 |72 |144 |288 |120,06 240,12 |480,24
3 14 19,3 |42 126 (378 |1134 [130 390 L1170
4 20 |17 |80 320 | 1280 | 5120|340 1360 5440
v (100 |- 184 |544 |1828 |6568 |692,68 |2075,14 |7175,26

Bu jadvaldan quyidagi sistemani hosil gilamiz:
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65684 +1828B +544C =7175,25;
18284+ 544B +184C = 2075,14;
5444+184B8 +100C = 692,68.

Bu sistemani yechib, A=0,66; B=1,23 va C=1,07 ckanligini
topamiz. U holda

¥, =0,66x" +1,23x+1,07.

6-misol. Biror mutaxassislikka mansub ishchilarning meh-
nat unumdorligi — X, voshi — ¥ va mehnat staji —Z ning o'zaro
bog'ligligini tekshirish magsadida 100 ta ishchi ajratib olindi.
Bu belgilarning juft-juft bog'ligligi tekshirilgan bo‘lib, quyida-
gi ma'lumotlar olingan: r, =0,20; r, =0,41; r, =0,82. X ning ¥
va Z lar bilan bog'ligligining zu:hhgl R, va xususiy korrelvatsi-
va koeffitsientlari r,_ ., 7., ryz M aniglang.

Yechish: Masalada X ning Yva Zlar bilan bog'ligligining zich-
ligi R, 5 0 quyidagicha topamiz:

2

I
\/r?-i Ty e TS =\/”*2“’—-E-H,zﬂ-u,m-u,sz+ﬂ?4l’ :
1-

=
1-0,82°

6

I"

=,/0,225 =0,47;

Demak, ishchilarning mehnat nnumdorligi bir tomondan ular-
ning yosh ko‘rsatkichlari, ikkinchi tomonidan esa mehnat stajlari
bilan sezilarli darajada bog'liq ekan.

Endi quyidagi xususiy korrelvatsiva koeffitsientlarini baholay-
miz:

fo~Fulie  _ 0,20°-0,41:0,82
.j(l P2)=r2)  J(1-0,41%)(1-0,827)

==(),26;
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r! _r r = (]’412—[],2[]'3,32 _n 44
o) Ja-oa-os)
il"';a! "ﬂcwf'g £y 0,82° —0,20-0,41

J{l rY1-r2)  (1-0,20")(1-0,41%) ¥

Xususiy korrelyatsiva koeffitsientlari bo'yicha quyidagi
xulosalarni chigarish mumKin.

Ishchilarning mehnat unumdorligi bilan ularning yosh ko'rsat-
kichlari orasida to'g’ri korrelyatsion bog'lanish mavjud r =0, 2.
Agar unga uchinchi omil, ya'ni mehnat sta_]Lmng bog‘ligli-
gi o'rganilganda teskari korrelyatsion bogflanish mavjudligini
ko'rish mumkin r, =—0,26. Buni mehnat facliyatining ma’lum
bir davrida inson organizmining mehnatga layogatlilik darajasi
eng yugori bolishi bilan izohlash mumkin.

Xuddi shu kabi boshga xususiy korrelyatsiva koeffitsientlari

hagida ham fikr bildirish mumkin.




17-bob. MODEL VA MODELLASHTIRISH

1-§. Model va modellashtirish hagida tushuncha

Model (lot. modulus — o'lchov, me’yor) biror obyekt yoki
obyektlar sistemasining obrazi yoki namunasidir. Masalan, Yer-
ning modeli globus, osmon va undagi yulduzlar modeli planetariy
ekrani; odam suratini shy surat egasining modeli deyish mumkin.

Qadimdan insoniyatni yaxshi sharoitda turmush kechirish, ta-
biiy ofatlarni oldindan aniglash muammolari qiziqtirib kelgan:
Shuning uchun insoniyat dunyoning turli hodisalarini o‘rganib
kelishi tabiiv holdir.

Anig fanlar mutaxassislari u yoki bu jarayonning fagat ularni
qizigtirish xossalarinigina o‘rganadilar. Masalan, geologlar Yerning
rivojlanish tarixini, va'ni gachon. gayerda va ganday hayvonlar
yashagan, o'simliklar o'sgan, iglim ganday o‘zgarganligini o‘rga-
nadilar. Bu ularga foydali gazilmalar to‘plangan joylarni aniglash-
ga imkon beradi. Lekin ular yerda kishilik jamiyatining rivojlanish
tarixini o‘rganmaydilar, bu bilan tarixchilar shug‘ullanadilar. Shu
yerning o‘zida biz sayyoramizdagi dunyo biz sayvoramiz tarixiv
rivojlanishning tarkibiy tafsifiga ega bo'lamiz. Umuman, savyo-
ramizdagi dunyoning barcha tadqiqotlari bizga to'la bo* Imagan va
Juda aniq bo'lmagan ma’lumot beradi. Lekin bu koinotga uchish,
atom yadrosi sirini bilish, jamivat rivojlanish gonunlarini egallash
va boshqalarga xalagit etmaydi. Tuzilish modeli o‘rganilayotgan
hodisa va jarayonni iloji boricha to'la aks ettirishi zarur.

Modelning taqribiylik xarakteri turli ke'rinishda namovon
bo'lishi mumkin. Masalan, tajriba o‘tkazish maboynida fovda-
laniladigan asboblarning anigligi olinayotgan natijaning anigligi-
B ta'sir etadi. Samalyotlarning ob-havo sharoitini hisobga olmay
tuzilgan yozgi davri uchish jadvali aeroflot ishining takribiy mo-
delini ifodalaydi va hokazo.

Modellashtirish bilan obyektlari (fizik hodisa va jarayonlar)
ni ularning modellari yordamida tadgiq gilish, mavjud narsa va
hodisalarning modellarini vasash va o'rganishdan iboratdir,
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Modellashtirish uslubidan hozirgi zamon fanida keng foydala-
nilmogda. U ilmiy-tadgiqot jarayonini Dsc-nlashiuadg ba'zi hol-
larda esa murakkab obyektlarini o'rganishning yagona vositasiga
aylanadi. Modellashtirish, aynigsa mavhum obyektlarni, olis-
olislarda jovlashgan obyektlarni, juda kichik hajmli obyektlarni
o'rganishda ahamiyati kattadir. Modellashtirish uslubidan fizik,
astronomik, biologik igtisod uchun ham foydalaniladi.

Umuman, modellarni ularni tanlash vositalariga garab, ushbu
gurvhlarga ajratish mumkin: obstrakt, fizik va biologik guruhlar
(1-rasm). Endi modellari bilan gisqacha tanishaylik.

1. Abstrakt modellar gatoriga matematik, matematik-mantigiy
modellar kiradi.

2. Fizik model, Tekshirilayotgan jarayonning tabiati va geo-
metrik tuzilishi asl nusxadagidek, ammo undan migdor (o‘lchami,
tezligi, hajmi) jihatidan farq giladigan modellardir. Masalan,
samolvot, kema, avtomobil; poyezd, GES va boshgalarning mo-
dellari. Fizik modellar gatoriga kichiklashtirilgan maketlar, tur-
li ashob va qurilmalar, trenajyorlar kirishi mumkin. Jumladan,
O'zbekiston milliy bog‘idagilar bo'la oladi.

. Model
Abstrakt | Fizik Biologik

Matematik | Igtisediv matematik

Sonli Tuahsh Vi abyel;t{ari vazi- | Kichiklashtirilgan maket-
falarining chuqurligiga garab |lar

Maniticiy Rasrqjglashtirlshnin_g‘; Turli Lasbub va qurilma-
ta'laligicha garab larda ishlaydigan modellar
Obyvektlarning

Grafik bog‘lanishining rasmiylashti- | Trenajyoriar

; rish darajasiga garab

Obyekt tuzilishining shakllari

Histe darajasiga garab

3. Matematik modellar tirik sistemalarning tuzilishi, o‘za-
ro alogalari va funksiyasi gonuniyatlarining matematik-man-
tigiy, matematik tavsifidan iborat bo'lib, tajriba ma’lumotlariga
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ko'ra yoki mantigiy asosda-tuziladi, so‘ngra ular tajriba yo'li hi-
lan tekshirib ko'riladi. Biologik hodisalarning matematik model-
larini kompyuterlarda hisoblash ko‘pincha tekshirilayotgan bio-
logik jarayonning o‘zgarish xususivati avvaldan bilish imkonini
beradi. Shuni ta'kidlash o‘rinliki, tajriba yoli bilan bunday jara-
yonni o‘tkazish ba'zan juda giyin bo‘ladi. Matematik va mate-
matik-mantigiy modellar varatilishi, takomillashtirilishi va undan
foydalanish matematik hamda nazariy biologiyaning rivojlanishi-
ga qulay sharoit yaratadi.

4. Biologik model turli tirik obyektlar va ularning gismlari
— molekula, suv — hujayra, organ — sistema organizm va shu
kabilarga xos biologik tuzilish, funksiva va jaravonlarni model-
lashtirishda go’llaniladi. Biologivada asosan uch xil modeldan
foydalaniladi, ular biologik, fizik va matematik modellardir.

Biologik model odam va hayvonlarda uchraydigan ma'lum ho-
lat yoki kasallikni laboratoriya hayvonlarida sinab ko'rish im-
konini beradi. Bundan shu holat yoki kasallikni kelib chigish
mexanizmi, kechishi natijasida va hokazolar tajribada o'rganiladi.
Biologik modelda har bir usullar genetik apparatga ta'sir gilish,
mikroblar yugtirish, ba'zi organlarni olib tashlash yoki ular faoli-
yati mahsuli bo'lgan garmonlarni kiritish va boshga usullar go‘lla-
niladi. Bunday modellardan genetika, fiziologiva, farmokologiva-
da foydalaniladi.

5. Fizik-kimyoviy modellar biologik tuzilish, funksiva yoki ja-
rayonlarni fizik yoki kimyoviy vositalar bilan gaytadan hosil gi-
lishdir. Dastlab, hujayra tuzilishi va ba'zi. vazifalarning fizik-
kimyoviy modelini yasashga urinib ko'rilgan. Nemis zoologi
O.Byvuchli 1892-yili zaytun moyini suvda erivdigan turli moddalar
bilan aralashtirdi va bu aralashmani bir tomchi suv bilan omuxta
qilib, tashqi ko'rinishidan protok plazmaga o‘xshash mikroskopik
ko‘piklar hosil giladi. Keyinchalik elektrotexnika va elekironik ta-
moyillar asosida birmuncha murakkab modellar nerv hujayralari,
uning o‘simtalaridagi bioelektr potensiallarini ko‘rsatuvchi mo-
del, shuningdek shartli refleks hosil ba'lishida markaziy tormozla-
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nish jarayonini modellashtiruvchi elektron-mexanik mashinalar
varatilgan. Bunday modellar odatda toshbaga, sichgon, it shak-
lida bo‘ladi.

6. Igtisodiy modellar taxminan XVIII asrdan go'llana boshla-
di. FKeninning «lqtisodiy jadvallarsida birinchi marta, butun ij-
timoiy takror ishlab chigarish jarayonining shakllanishini ko'rsa-
tishga harakat gilingan.

Igtisodiy sistemalarning turli yo‘nalishlarini ofrganish uchun
har xil modellardan fovdalaniladi.

Matematik modellashtirish aniq fanlarga turli amaliy
masalalarni vechishda muvaffagiyat bilan go'llanib kelinmoqda.
Matematik modellashtirish usuli masalani tasvirlaydigan u yoki
bu kattaliklarni migdor jihatdan ifodalash, so‘ngra esa ularning
bog‘ligligini o‘rganish imkoniyatini beradi.

Bu usul asosida matematik model tushunchasi yotadi.

Matematik model deb, o‘rganilayotgan obyektning matematik
formula voki algeritm ko'rinishida ifodalangan xarakteristikalari
orasidagi funksional bog'lanishga aytiladi.

Masalan, ideal gazning matematik modeli gazning bosimi R,
egallangan hajm va temperatura orasidagi funksional bog‘lanishi
ifodalaydigan formula (Klapeyron formulasi)dan iborat.

Matematik modellashtirishda o'rganilayotgan fizik jara-
yonlarning matematik ifodalari modellanadi, Matematik model
olamning ma’lum hodisalari sinfining matematik belgilari bi-
lan ifodalangan tarkibiy ifodasidir. Matematik model olamni bi-
lish, shuningdek oldindan aytil berish va boshqarishning kuch-
Ii usulidir.

Matematik modelni tahlil gilish o'rganilayotgan hodisaning
ichiga kirish imkonini beradi. Hodisalarni matematik model yor-
damida o‘rganish to‘rt bosqichni amalga oshiriladi.

Birinchi bosgich modelning asosiv obyektlarini bog'lovchi
gonunlarini ifodalashdan iborat.

Ikkinchi bosgich matematik modeldagi matematik masala-
larni tekshirishdan iborat.
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Uchunchi bosgichda gabul gilingan modelning amaliy me-
zonlarin ganoatlantirishi aniglanadi. boshgacha aytganda, kuza-
tishlar natijasi modelning nazariy natijalari bilan kuzatish anigli-
gi chegarasida mos kelishi masalasi aniglandi.

To'rtinchi  bosgichda o'rganilayotgan hodisalar hagidagi
ma’lumotlarning yig‘ilishi munesabati bilan modelning navbat-
dagi tahlili amalga oshiriladi, takomillashtiriladi va aniglashtiri-
ladi.

Shunday gilib, modellashtirish usulining asosly mazmunini
obvektni dastlabki o‘rganish asosida modelni tajriba vo'li bilan
yoki nazariy tahlil gilish, natijalari hagidagi ma’lumotlar bilan
taggoslash, modelni tuzatish (takomillashtirish) tashkil etadi va
hokazo.

2-§. Matematik modellashtirish to‘g'risida tushuncha

Hayotda insoniyat xotirasiga bog’liq bo‘lmagan holda uchray-
digan usullar muvaffagiyvatli va hatto, o'z-0'zini kuzatish va tajri-
balar mavjud bo‘lib, o'z faolivatida har xil sohalarga mos muam-
molari yaxshi yechimini topishga harakat qiladi,

Bunday yechimlarni aniglash muammosi ko‘p girrali bo‘lib,
ularni har xil usullar bilan hal gilish kerakdir.

Kutilayotgan obyektlarni chuqur va har tomonlama o‘rga-
nish magsadida tabiatda hamda jamivatda ro‘y beradigan jara-
vonlarning modellari varatiladi. Jarayon modelini tuzish mo-
dellashtitish deb ataladi. Modellashtirish metodlarini ishlab
chigish bevosita kibernetika fanining rivojlanishi bilan bog‘lig
hisoblanadi. Masalalar vechimini topishda mashinalar, inson,
murakkab holatlarda inson mashina tizimi go'l kelib, bu esa
0’z navbatida aniq yechimni topishga vo‘naltiradi. Hozirgi vagt-
da amaliyot sohasida matematik modellardan fovdalanib nati-
ja olinmogda.

Jamiyatda uchraydigan jarayon va obyektlari migdoriy,
bog'lanishlarning matematik ifodasi matematik model deb ata-
ladi, Modelning hayotiyligi uning modellashtiriladigan obvekiga
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ganchalik mos kelishiga bog'lig. Bitta modelda obyektning ham-
ma tomonini aks ettirish givin bo‘lganligidan unda obyektning
eng xarakterli va muhim belgilarigina aks ettiriladi.

Binobarin, modelning to‘g'riligi to'plangan ma’lumotlar haj-
miiga, ularning aniglik darajasiga, tadqigotchining malakasiga va
modellashtirish jaravonida aniglanadigan masalaning ko'lamiga
bog'liq. Ma’lumki, tadbig aniq va ijtimoiy fanlar takomillashuvi-
da xizmat gilib kelmogda.

Matematika boshlang'ich tushunchalari, fagatgina ijtimoiy ja-
rayonlarda emas, balki, mojaroli holatlar, o‘zaro kelishmovehi-
liklar, kelishuv, ijtimoiy fikdarni aniglashda ham muhim aha-
miyatga egadir.

Matematik modellarni ishlab chigish va tahlil gilib, matema-
tik usullarga tadbiq gilinmogda.

Jarayonlarni tahlil gilish sohasi XVIII-XIX asrlarda paydo
bo'lib, ishni tashkil qilish va ishlab chiqarishda qo‘llanila bosh-
lanib, sanoat korxonalaridagi ko'pgina aniq masalalarni yechimini
topishda A.Smit, Charlz Bebbirt, F.Teylor, G.Gentlar ijobiy nati-
jalarga erishganlar, 1840-yilda Buyuk Britaniyada Bebbirt usuli
yordamida pochtadan yuboriladigan ma’lumotlarni gayta ishlab,
uni ajratib, tezgina iste’molchiga yuborish yo'llari varatilgan, XX
asr boshlarida antogonik mojarolarni matematik modellashtirish
artilleriyalar uchun F Lanchester usulidan, investitsivani boshqa-
rish nazariyasi bo‘yicha F.Xarris usuli, maishiy xizmat sohasida
A.Erling usullaridan foydalanilgan.

Ikkinchi Jahon urushi davrida Angliya harbiylari tomonidan
Shimoliy Atlantikani shturm qilishda S.Blyejyet usulini go'llagan
bo'lib, bu mashhur «Blacked’s Circus» operatsiyasi deb nomlanib,
unda matematik, fizik, biolog, geodez, astrologik hamda harbiy-
lar ishtirok gilganlar.

Keyinchalik matematik modellashtirish sohasida o'yinlar
nazariyasi bilan D.Nevman chizigli dasturlash sohasida D.Dan-
sik, LV Kantorovichlar katta sohada ilmiy izlanishlarni amalga
oshirganlar.
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Shuni ham ta’kidlab, o‘tish kerakki, soddalashtirilgan matema-
tik model ge‘yilgan talablarga yvaxshi javob bera olmaydi, o'ta
murakkab model esa masalani yechish jarayonida ancha muam-
molar yaratadi.

3-8. Matematik modellashtirish usullari va
yechish bosqichlari

Matematik modellardan foydalanish usullari tort gismga
bo‘linadi:

1. Gidravlik modellar. Bunday modellashtirish asosan suyug-
lik kuchi bilan ishlaydigan apparat (idishlar) orgali hisoblana-
di. Modecllashtirishning bunday usuli suyugliklarni o‘lchashda
qo‘llaniladi.

2. Elektr tasyirlash modellari. Fizika schasida go‘llanilib,
elektr tarmog'i xarakteristikasi tarzida tasvirlanadi,

3. Qurilishlarda bajariladigan ishlarning bajarilish muddatini
aniglashga yo‘naltirilgan matematik modellar deb ataladi.

4, Xalg xo'jaligining turli tarmoqlaridagi bajarilavotgan ishlar
tengsizlik va tenglamalar sistemasiga mos matematik model olib
kelinib, ular iqtisodiy-matematik modellar deb yuritiladi,

Matematik modellar o'z navbatida quyidagilardan iborat
bo‘ladi:

1, Statistik tahlil.

2. Imitatsion modellashtirish.

3. Tarmogli dasturlash.

4. Chizigli dasturlash.

5. Ketma-ketlik nazariyasi.

6. Chizigli bo'lmagan dasturlash,

7. Dinamik dasturlash.

8. O'vinlar nazariyasi.

Matematik modellashtirishning nazariy asoslari besh bosgich-
ga bo'linib, amalga oshiriladi.

Birinchi bosgichda — jarayon sifat jihatdan tahlil gilinib, masa-
la magsadi o‘rganilib, unga mos axborotlar to'planadi, Jarayon-
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ning mohiyatini nazariy asosda o‘rganib, uning zarur ko'rsat-
kichlari aniglanib, bu modellashtirish negizini tashkil etadi.

Ikkinchi bosgich — jarayonning optimallik mezoni hisoblanib,
unda hamma ishlar bir xil o‘lchov birligiga keltiriladi hamda me-
zon matematik funksiya ko‘rinishida ifodalanib, argumentning
ma’lum givmatlarida yagona yechimga ega bo'ladi.

Uchinchi bosgichda — matematik model matematik ifoda-
lar ko'rinishida (tenglama va tengsizliklar sistemasi) tasvirlanib,
ular chizigli, kvadrat, chizigli bo‘lmagan, giperbolik va boshga
matematik ifodalarda vozilishi mumkin,

To‘rtinchi bosqichda — shakllantirilgan modelning migdoriy
vechimini aniglaydigan usul tanlanadi. Matematik ifoda yor-
damida model bilan ifodalangan masalani yechishda matematik
modellashtirish metodlari go‘llaniladi (igtisodiy masalalarni ye-
chishda simpleks), ehtimollarda (o'vinlar nazarivasi), Masalaning
magbul yechimini aniglashda matematik dasturlash yoki boshga
usullardan foydalanish mumkin bo‘ladi.

Matematik modellashtirishning beshinchi bosgichida masala-
ning vagona (magbul) yechimi miqdor va sifat jihatdan tahlil
gilinib, ular o‘rtasidagi nisbiy holat olinadi.

Masalalarni zamonaviy axborol texnologiyalari yordamida ye-
chish yvaxshi natijalarni beradi, buning uchun:

Ograki model

aniglash

.,

1-chizma

1) matematik modelni yechish uchun maxsus dastur ishlab
chigiladi;
2) asosan zamonaviy axborot texnologiyalarida murakkab
masalalar yechiladi.
. Amaliy tajribalar shuni ko‘rsatadiki, masalalarning vechimini
aniglashda quyidagi bosgichlardan foydalanishni taklif etamiz,
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1-bosqich — masala magsadini aniglash (1-chizma).

Bu bosgichda masala magsadini anig va to'g'riligini ko'rsat-
gan holda vaqt, tushuncha, yozuvlar orgali aniglashga harakat
gilinadi. '

2-bosgich — masalani yechish uchun matematik model tanlash.
Bunday holda masala aniq ko‘rsatilsa, unda tayyor model tanla-
nadi, agarda aniq model mavjud bo‘lmasa, u holda ushbu masala-
ni vechishga mos model ishlab chigiladi.

2-chizma

Modellar har xil bo‘lishi mumkin fizik, anologik, mate-
matik. Matematik modellar 3 guruhga bolinadi, determinlovchi
(aniglovchi), staxostik va o'yinlar. Determinlovchi (aniglovchi)
modellar asosiy ko‘rsatkichlarga bog'lig holda aniglaydi. Masalan:
optimallashtirish masalalarida ayrim migdorlar bo‘yicha (harajat-
ni kamaytirish yoki daromadni yuksaltirish). Staxostik modellar
anig bo‘lmagan yoki ehtimolli holatlarda ishlatilgan. O*z foydasi
uchun nazariy o'yvin modellaridan foydalaniladi.

3-bosqich yechimni aniglashda kerakli boshlang'ich axborot-
lar izlanadi va tayvorlanib, anig o‘zgaruvchilar tanlanadi hamda
og‘zaki model asosida moslashadi.

4-bosgich — yechimni testlashtirish. Bunda yechimni test-
lashtirib, testdan yaginroq yechim mos kelishi o'rganiladi.
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Taklif qilingan

Yechimni topish
3-chizma i
Taklif gilingan f
echim bul vechim
% Testlashiirilzan Mg .
yechim
4-chizma

5-bosgich — nazoratni tashkil gilish.

Agar aniglangan yechim mos bo'lsa, uning nazoratini yo'lga
qo‘yishda to‘g'ri modeldan foydalanish kerak, asosiy masaladagi
bunday nazariy, chegaralar tartibini saglashga mos modellardan
foydalanish boshlang‘ich axborotlar anigligi va olinadigan ye-
chimga bog'liq hisoblanadi.

Magbul vechim 1l Yechim texnikasi

S-chizma

6-bosgich — eng muhim va murakkab bo'lib, bunda inson aso- ﬂ
siv rol o'ynagan holda yechimning tatbigi bilan ish yuritadi.
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Reklamani
o’zganish
Yechim texnikasi ] Tadbiq qilingan
| Tizim yaratishga imkon usu]
fug*dirish :
G-chizma

Quvidagi sxemadagi nuqtali chiziglar yvechimni aniglash ja-
ravonlari gismlarini ifodalab, bu masalani yechishning matema-
tik xususiyatlarini belgilashda asosiy rol o‘ynaydi.

e ————— ._.:
1
] (o) e X m
| : ;
1 L L A | i L 3
— 1 :.- 2 = 3 = g =il 5 ™ § [~
] I
: Maghul bo‘lmagan |
1 vechim :
1

T-chizma

Bunda: MM — modellar majmuasi;

KT — ko'rsatkichlarni tayyorlash;

KO' — ko'rsatkichlarni o'zgartirish;

RTQ — reklamani tashkil qilish.

Stoxostik modellashtirish.

Stoxostik (chtimolli) modellar ayrim hollarda ko'plab tatbig
gilinib, u yoki bu faktorlar uchun xarakterli hisoblanadi. Bunday
helatlar inson faolivatining hamma sohalarida go‘llaniladi.
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F

Masalan: bir necha yvildan keyingi ob-havo ma’lumeti, biror
mahsulotga bo‘lgan talablar, mamlakatdagi siyosiy holat va bosh-
galar, Shu sababli mantigiy mulohazalarga asoslangan axborotlar
bilan ishlashga to'g'ri keladi.

Ehtimol tushunchasidagi har xil fikrlar tasodifiy holat tushun-
chasi stoxostik metod va modellar yordamida o‘rganiladi. Tasodi-
fiy holat tushunish asosida ayrim kuzatishlar natijasiga asoslana-
di. Kuzatishlar orgali natijaga erishishda kuzatuvchining xizmati
muhim hisoblanib, kelajakdagi tasodifiy holatni soddagina holat
deb ataymiz.

Misollar: 1. Sinov — tangani tanlash, kuzatilayotgan holat —
gerb yoki son tomonining tushishi.

2. 12 yanvar kunining kelishi — sinov.

Kun davomida havoning ochig kelishi — holat

3, Talabaning YaN topshirish sinovi — uni 86,0 ball olishi ho-
lat hisoblanadi.

Har ganday holat son bilan ifodalanib, u [@,1f kesmada joy-
lashib, bu berilgan holatning ehtimoli deb ataladi va ingliz tili-
dagi p harfi bilan belgilanib, biror holatda ehtimaol () ga, aniq
ishonchli holatda I ga teng bo'ladi.

Misol: o‘yindagi kubikni o'ynash holatida 1 va 6 ga bo‘lgan
sonlarni tushish holati mavjud bo‘lib, ular {1;2;3:4;5:6} o' plamni

1
tashkil etadi va har bir sonning paydo bo'lish ehtimol P= ¢ &

tengdir. Har bir to‘plamda gism to‘plam mavjud bo'lib,
A={1:2:3:4:5;6 } to'plam bo'lsa, A'1={juft ochkolarni ifodalovehi}
to‘plam hisoblansa, A,={3;4:5;6} ikkidan ortig ochkolarni ifoda-
lovehi gism to‘plam boladi, '

Sinfiy ehtimol — bu a# ham mavjud bo’lgan o‘zgarishlar, m A

m
holatdagi mavjud o‘zgarishlar soni bo'lsa A4 ehtimol plA) AT

formula bilan aniglanib, bu sinfiy ehrimol deyiladi.
Bunda
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P[A}:i_[-E:B
2 3

Geometrik ehtimol — agar tekislikda F figura ichida fiovlash-
gan figura bo'lib, bir nugta olib, ushbu figuralarga otish kerak,
agar ushbu nugta A holatda fga tushsa, u holda 4 holat ehtimoli.

A}

p(4)=2E (@) formula bilan aniglanadi, bu verda S, va Sy lar
F

figuralarning yuzalaridir.

(‘z navbatida geometrik ehtimol-
larni aniglashda fagatgina figuralar
yuzasi emas, balki ularning uzunligi
hajmi ham hisobga olinadi.

Misol; to'fon tufayli telefon sim-
larining 20- va 60-km lari ishdan
chiggan. Qanday ehtimolda 30- va
35-km larda telefon simlari ishdan
chigishi mumkin.

Yechish: Buyerda ¥ » = 60—20=40

v 8,;=35-30=5 P(d)=—=—.

Statistik ehtimol. Agarda A holat bir nechta kuzatuviar nati-
jasida paydo bo‘lmasin, uni yana qaytadan » marta takrorlagan-
dan A4 holat paydo bo‘lib, bu son m ga teng ho‘lsa; ", munosabat
kuzatishlar asosida A holatning nisbiy paydo bo‘lish chastotasi
deyiladi. Agarda n ning ko'plab giymatlarida nisbiy chastotalarni
guruhlasak ular o'zgarmas bo'lib, uni 4 holatning statistik ehtimo-
li deb ataymiz.
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P{A}ai;’e (3) bo'lib, bu a ning katta giymatlarida amalga

oshiriladi.
Misol: agar tangani n ta holatda tashlab va m gerb holatda

tushishini kuzatsak n ning katta giymatida " 05 ga yaqin
H

bo'ladi.

Noaniglik ehtimoli. Ko‘pgina aniq holatlarda biror holat ehti-
molini aniglash murakkab bo'lib, bundagi birinchi reja u voki bu
holatni muhimligini belgilashi kerak bo‘ladi. Shunday holatlarda
ekspertlar so‘rovi asosidagi natija suyangan holatni ehtimol no-
anig ehtimol deyiladi,

Misol: muz ustida harakat giluvchi sportchilarni kuzatar
ckanmiz ular 2 xil holda baholanadi. birinchisi artistlik mahorati
bo‘lsa, ikkinchisi texnik mahorati bo'lib, bunda 5 tadan ekspert-
lar (va'ni sudyalar) tomonidan baholanib, ularning ortacha ba-
hosi uning hagigiy harakati bahosi hisoblanadi.

Artistik maborati |59 [5.7[54]5.3 |54]
Texnik mahorati 9.1 [9.6(8.5[8.4 |83 |

55
2.9

P(C)= 0.62

Dinamik modellar, Fizik modellar turiga birorta obyekt va

tizimlarni kengaytirib yoki gisqartirib yozilishiga aytiladi.

Masalan: samalyotning modeli deganda uning 1:50 proporsi-
ya sifatida gabul gilingan modul garalib, unda samalyotning 50
marta kichik holdagi maketi hisobga olinadi.

Analogik modellar deb — izlanayotgan obyekt, hagigiy obyekt

sifatida garaladi.
Misol: 1. Talabalarni YaN topshirishlariga mos holdagi holatni
kuzatsak, unda sarflangan narsa bilan natija o'zaro bog‘lig bo'lib,
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bu analogik model hisoblanadi. Ya’'ni, talaba YaN ga tayyorgar-
ligi uchun sarflagan vaqgti, uni YaN ni topshirishdagi natijasida
ifodalanadi.

Allo SRR A
Yaxshi S

Dondgarli

X

Misol: agar 1 ombordan 3 ta shaharga mahsulot yuborish ke-
rak bo'lib, bunda transport harajatlari kam be'lishi ’tiborga olin-
gan. Agar vuborilgan fanerlarga gogiladigan narsalar shaharlarni
o‘zida tayvorlansa u holda omborni optimal masofaga jovlashti-
rish kerak bo‘ladi.

Matematik modellar biror obyekt xarakteri va xossasiga bog'lig
holda matematik ifoda va metodlar orgali vozilishiga aytiladi. Av-
rim hollarda, formula tilida ifodalashda, murakkab goidalarga
duch kelinadi. Har ganday matematik modelni yaratishda formu-
lalar ishtirok etib, ular bosgichlarga bo‘linadi. Vagt o'tishi bilan
ko*rsatkichlar o‘zgarib boradi.

Aholining o°sish dinamikasini hisoblash modeli. Ayrim hollar-
da matematik modellar varatish oson amalga oshiriladi. Masalan:
AVIIIL asr ofrtalarida Markaziy Yevropada cherkovlar mavijud
bo'lib, ularga uning atrofidagi gishloq aholisi gatnaganlar, Cher-
kov ruhoniysining fikriga ko'ra sig‘inuvchilar soni oshib borgan
bo'lib, uning fikricha sig'inuvchilarning soni oshishi keyincha-
lik cherkovga yana go'shimcha xona gilish voki yangisini qurish
kerakligini anglatib, qaysidir kelajakda cherkov qurish kerakligini
aytadi.
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Quyidagi belgilashlarni kiritamiz, » vil oxirida cherkovga
keluvchilar sonini X, bilan belgilasak, keyingi (n+]) yilda ular so-
ni X, ,, bo'lib, u holda ular o‘rtasidagi farg AX, =X =X (1) bi- |
lan ifodalanadi,

Bunda ikkita holat — aholi yo*nalishi va aholining o'limi e'ti-
borga olinadi. Shu sababli cherkov ruhoniysi bu holatni quyida-
gicha ifodalaydi '

b,...b, — aholining tug‘ilishi, !

d,...d, — aholining o'limi, I.

X;...%, — cherkovga gatnashganlar soni bo'lsa, ular o'rtasida
munosabat quyidagicha bo‘ladi.

o S
o S
44 4
X oEHX

Oz navbatida o va po'zgarmaslarni kiritsak, n — yildagi tug‘il-
ishlar soni oK. M — vildagi o'limlar soni f x, bilan ifodalanib, ul-
ar o'rtasidagi munosabat ax_— Bx, bo'lib, natijada

AX =ax —-Px

x . =x +oax —fx =x (l1+a=pf)
y=l+a-p

X =¥X,

Agar ¥ > 18 =0 — >0 — tug ilish ko' p)

y=Wéd=a—p=0-teng)

y<li=a—-f<0—o'limko'p hisoblanadi)

Tashkiliy tizimlarni boshgarish.

Tashkiliy tizim — bu odamlar to'plami va texnikalar hisob-
lanib, ular o'zaro funksional bog’lig hisoblanadi. Misollarda oila,

firma, ta’lim muassasalari, shahar va mamlakatlar ishtirok etadi.

416

(model varatildi).




Har ganday tizim elementlardan tashkil topadi. Bizga ma’lumki
bunda 2 ta holat mavjuddir. Birinchi holatda tizim birorta anig
Mmigsadga yo'naltirilgan bo'lib, ikkinchi tomondan esa tizimda
0'z foydasiga yo'naltirilib, bu o‘vinlar nazanyamga mos keladi va
ikki o°lchamli modellar orqall ifodalanadi,

hé
a0

Masalan: » iste’molchi b{;-‘hb, u 5, markaz talabiga ko'ra
mahsulot yetkazish kerak bo‘ladi. agar iste’'molchi R xom-ashyo
asosida mahsulot ishlab chigarsa, qo‘shimcha axborot asosida i

iste’molchi tomenidan talab gilinadigan xom-ashyo X,(i=1,n)
bilan belgilanadi.

iSJ < R bunda talab yugori bo‘lmasdan markazdagi masala-

i=]
ni yechishda §,=X,, §,=X,.... §,=X, bo'lib, har bir iste’'molchi
0°z talabiga nisbatan mahsulot oladi, agarda -

2.5, >R bolsa bunda, berilgan talab asosida amalga oshiriladi.

fam]

To'g"ri tashkil gilish mexanizmi.

Iste’'molchining ustunligi, dastlab S (i=1n) talab bo'lib,
markaz har bir iste’molchi talabini o‘rganib chigadi va uni
A(i=1n) bilan ifodalaydi va shu asosda to‘g‘ri tashkil gilish
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mexanizmi ishlab chigilib u asosida mahsulotni tagsimoti amal-
ga oshiriladi va quyidagi goida paydo bofladi: lq

X=min{S,y,5}=(i=Ln) (1)
y — hamma iste’'molchilar uchun umumiy bo'lgan ko'rsatkich
bo‘lib, unda
EX;- =R (2) shartda hamma mahsulot omborda golmasdan

tagsimlanadi. (I) formulaga asosan A,=A,=..A =1 bo'lsa,
X=min{S,y,8}=yS(i=1,n)

A;=S5, bo'lish mumkin emas, chunki tangislik holati mavjud
bo‘lmasligi shart.

i ¥a, =R
=l

Bundan
R

>s
ful,

Misol: 5 ta iste’'molchi mahsulot uchun 35,8,12.7 va 8 holat-
da talabnoma bergan bo‘lib, markazda esa tagsimlash uchun 32
migdordagi mahsulot mavjud. Qanday qilib, to‘g'ri tashkil gilish |
mexanizmi orgali ganday tagsimlash amalga U’Shlrﬂﬂdl

Demak, berilganlar:

5 =58, <85, =125, =7.5,=8 R=32

5
23,. =5+8+12+7+8=40>32=R
i=l

: . ; 32
Demak, bu yerda markazda tangislik bo'lib ¥ =E=0~3 bo'sh, |
talabnomalarni I;a‘pa},rtirsak
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X, =0,85=4
X,=0,88=6,4
X,=0,812=9,6
X,=0,87=5,6
X, =0,88=6,4
32
Bu yerda o'z navbatida birinchidan har bir iste’'molchi tala-
bidan kam mahsulot oladi. Ikkinchidan iste’molchi tangislik ho-

latini o‘rgangan holda talabnoma bilan chigishi kerak.
Teskari tashkil qilish mexanizmi.

I ) A
x, \\ T

f-chizma

[ste’'molchi mahsulotga talabnomani kam bergan holda un-
dan foydalanish samaradorligini oshirishga<harakat giladi. U hol-
(n mahsulot tagsimoti quyidagi qoida asosida amalga oshiriladi.

X, =mm{s,.y‘:—,}(f=l,n) 3

]
bunda y orqali belgilanib, quyidagi E X, =R shart amalga oshiri-

Indi, (3) tenglikka asosan, S. yugori talabnomaga ko‘ra kam
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mahsulot olish, va'ni iste’molchi o'z talab gilganiga nisbatan
markazning X; mahsulotini olish kerak bo‘ladi

i iste’'molchining S, talabnoma asosidagi mahsulotga asoslanib,
X, dan maksimal mahsulot olishi shart. 8-chizmada ta x mahsulot
-§; nugtada bo'lib, unda tenglama

S=r%  STerg=S=Ji

5 =fr A8 =Jrds o= frd, X2 8 =850 =8,
Bundan :
R =§x' =§S;=§ﬂ=ﬁgﬁ

J—="E
3

Ochiq boshgarish mexanizmi.

Bu mexanizmda mahsulot tagsimoti bir necha bosgichda
amalga oshiriladi, jumladan birinchi bochgich iste’molchilari
R/n teng tagsimlansa, ayrimlari ko'prog bo‘ladi, agar kam bo'lsa
R /n; va hokazo.

Misol: 8 ta iste’molchi 12,3,6,1,;,?,1{},2 kabi tagsimot gilinib,
markazda R=40 migdorda mahsulot bo‘lsin, tagsimotni ochiq
boshgaruv mexanizmi asosida amalga oshiring:

Rin=5

S, =12,

5 5 5 5 5 5 5 5

Bunda, 2.4.5 va 8 iste’molchilarni ganoatlantiradi:
x,=3 x,=lx;=5x=2
R=40-3-1-5-2=29=pn,=4

5,=3,8,=6,8,=1 5,=58=7,5=10,5=2
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w——‘—“ —

ﬁ—g:—?l

n 4 4

5,=12, x=6, %=7, x=10 R=29
1 1 1 1

T T e

4 4 4 4

X,=6, X;=7 ni ganoatlantiradi.
n=6x.=7
R,=29—6—T=16,m=2
R _q

"Z

5,=12,5=10 R=16

8 8

Demak, xr, =8

40

Ochiq boshqgarish va ekspertlar so‘rovi.
# ta ekspertdan har biri [d, D] kesmadan, 5 sonni tanlab, ek-
spert baholashdan keyingi yechim x bo'lsin. Berilgan: S, larga
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nisbatan x sonni aniqlash kerak bo'lib, ekspertlarning fikri oxir-

gi natijaga mos kelib,
.r=-—23
g

bilan hisoblanadi

Har bir ekspertning fikri r, huisa oxirgi baholash r; fikrga
to'g'ri kelib, S=r, bo'lish kerak

Misol: 3 ta ekspertning fikri r,=10, r,=10, r,=40, bo'lib, agar
har birining fikri tasdiglansa u holda

e 10+10440
3

Agarda 3 ta ekspert S,=100 baho go'ysa u holda

= 1ﬂ+1{3}+14ﬂ —40

=20

r; ga mos keladi.
Dispersiyalarni tekshirish.
Bu farazni tekshirish uchun Kochren alomati go‘llaniladi:

St {1}

E-ﬂu n

So‘ng 4-ilovadan G,[1-a;N; 7 {s}} =m-1| jadval qiymati topilib;
G, bilan solishtiriladi. Agar G,<G, shart bajarilsa dispersiyalar-
ning bir jinsliligi hagidagi faraz to'ri deb topiladi.

Ofrtacha dispersiyani aniglash,

O'rtacha dispersiya §3,{r} =§iﬁé {¥} ko'rinishdagi formula

=l

GI

bo‘vicha aniglanadi. Bu dispersiyaning ozodlik darajasi soni
J{85}=N(m-1) ga teng bo‘ladi.

Regression modelning ko‘rinishini aniglash
Regression modelning ko'rinishini aniglash uchun eksperi-

.ment natijalari bo‘yicha ma'lumotlarning bo'lingan va bo'linma-
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g'an avirmalari hisoblanadi. Agar eksperiment o*tkazish natijasida
[le’:),...,[XU,E)...G(XN,?J} juftlik giymatlar olingan bo'lsa,
birinchi tartibli bo‘lingan ayirmalar quyidagicha hisoblanadi.
e o Yo =Tb (. _Yy=Yua

Bl X_: ¥, seerg iy XI,HI = X_U 3o BNy _XF-" A .
Ikkinchi tartibli bo‘lingan ayirmalar;

b i

I Cl B . ke
X—X A

Birinchi tartibli bo‘linmagan ayirmalar:
‘ﬂ‘lmn = ﬂ"ﬂz = ":"'lnv_ vei ‘ﬁ"ﬁww—z} = ﬁlﬂmﬁ-}} il "ﬁlzt.u{.-.r—z 3

Boflinmagan ayirmalardan X faktor o'zgarmas qadam bilan
o‘zgarganda foydalaniladi.

Agﬂl" |ﬂ‘lur _‘f"llm—!lg 23[1} {Y} Fﬂk‘i ]ﬁlkm "ﬁ!uH! E:Sm {r}s i=2,., N=2
shartlar bajarilsa matematik modelni

Yy=ayta X yoki Yy=d,td(X-X).
Chizigli funksiyalar ko‘rinishida gidiriladi, bunda
s

T2ZM X
%

Agar yuqgoridagi shartlar bajarilmasa «
K =8u|$250 b oy Ko —Baa] 250 Thi= 2 N =209
shartlarning bajarilishi tekshiriladi.

Agar bu shartlar bajarilsa, model

Yy=a,taXta,X?

Tkkinchi darajali polinom ko‘rinishida gidiriladi. Agar (*)

ghartlar bajarilmasa 3-tartibli bo'lingan voki bo‘linmagan ayir-
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malar hisoblanib, yana yugoridagi tengsizliklarning bajarilishi
tekshiriladi, va hokazo. .

Regressiva koeffitsientini aniglash.

Eng kichik kvadratlar usuli bo‘yicha Yy=a,+a,X chizigli mo-
delning noma’lum a, va g, koeffitsientlari quyidagi tenglamalar
tizimidan amqlanadl

:1.,N+alix E}*u

Lr=l

aﬁix +a,ZI= z.r Yu

L=l Ll

Bu tizimni yechish uchun quyidagi determinantlarni hisoblay-
miz: :

I T o] Wi el

Sgar 4 o N o N M .

f,x Exg Y X, ¥u L <Pl 10 T
= =l o= |

oy =-é£5-_ a =%, YA’ =dﬂ +d] [X—If]

bo'lganda noma’lum d, va d, ga nisbatan quyidagi tmglamalar
tizimini tuzamiz:

-d¢N+ii(X-f}mi?u

d,,'E(x X}+n‘,£:¥ X)= E{x ~X)¥r,

Lol )

bunda
=1 1 s M,
| x=~§2xﬂ,z(x -X)=0.
=1 Er=1
Tizimni vechib,
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il e
pes  2lEex)
dy=—3 Yu,by=28——

i pAE -X)

larni topamiz.
Y,~a,ta,X+a,X? bo'lganda a,, a,, a, noma’lum koeffitsientlar
K N Sy, L
403 %, +a 343 =3 P

Lr=g Ir=] tral

4-:1{,2,1' +a=ZI2+HIZX i.r'fur‘fu

o=t {l' =l

i}f’ +a1£}f’ +a=2X ZJ&'IYU

el L=l =1 L=l

tizimdan topiladi.
Bunda quyidagi asosiy va }.ror:lamcm determinantlar hisoblanadi:

N
N O YXx ZJ{; Zn EJ{U Exﬁ,
L=l =l L=l =l [FE
o N N N i N N
a=¥x, Yx: YA =Yx¥ YxE¥x
=] Li=l e =] J.'..f=l =L
N N N N A4 N N
YX N X YXire YXx, YXx;
L=l &=l U=k i L=l =l U=l
L A N N
NN Y X N TN
LI U=l g, =1 |
N Tp W N N v =
A58, St Saia Bx Se Srw.
L=l L=l =i =1, L=l Ir=l
Sn S 3a o S T T
L=l L=l L=l = L=l =l
A A A



Agar i.ﬁ’u =0 shart bajarilsa, a,, a,, @, koeffitsientlarni hisob-
Erad

lashda X ning kodlangan qiymatlaridan foydalanish mumkin.
Bunda faktor asosiy sathning natural giymati Xﬂ=%(:¥m+‘¥m-]

bo'lib, faktorning o‘zgarish intervali I=ﬁ{xm—xm]

bo'ladi. Noma'lum modeining kodlangan 'ﬂiymati' Y=b,thx+bx?
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda

Exuzru—lfxbixﬂh,

E'.l—l

X, Yo

EM%

b= :
X:‘.

(4]

ib=

2
b, =%g+¥5 -[2-13 ] X, =}(XL,—J;:1,}T U=12,..N;
a, — koeffitsientlar quyidagicha aniglanadi:
a=b-L X4 BN a=2-Trx 0=
Regressiya koeffitsienti. Regremyu koeffitsientining a&amgm-
liligini aniglash

Regressiya kuefﬁtmenﬂﬂrmmg ahamljraﬂj.hglm aniglash uchun
Styvudent alomatidan foydalaniladi:

i‘,{a,}-sl{l} (i1=12.3),

bunda Sfa/ a, — regressiva koeffitsientining o‘rtacha kvadratik
og'ishi. ¥=a,+a, X holat uchun §fa ) va ${a;} quyidagi formu-
lalar bo‘yicha hisoblanadi:
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LA

mN*®
Sll{ﬂ:}zLY}z;
(%, - X)
5 {r}= (m—1) NS, 1]ﬂt[: 23:;{}

F{8* }=mN-2; Sl P =S |

Chizigli hol uehun N,=2, kvadratik hol uchun N,=3 bo‘ladi.
Styudent alomatining 4 7/—a; f~mN—2/ jadval qiymati 5-ilovadan
qaraladi. Agar 1,>{, shart bajarilsa, chizigli modelning garalayot-
gan koeffitsienti ahamiyatli bo‘ladi.

Y=a,+tapx+ax? holi uchun faktorlarning kodlangan qiymat-
laridan foydalaniladi.

Quyidagilar hisoblanadi:

$(a,) = Juf-s’{r} if;,
nNB i o=

Ysi{n

Sa)y=tl—;
mN'Y X5,

Nob=l

§*(ay) =Y Si{r}
(1= y

so'‘ng Styudent alomati hisoblanadi:
_ el
{ } S{ﬂ!}
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5-ilova bo‘yicha ¢ f/1—a; /=N(m—1)] qaraladi. Agar ¢,<7, bo‘lsa,
u holda garalayotgan koefTitsient ahamiyatsiz bo‘ladi.
Modelning adekvatligi Fisher alomati mr,dauﬂda tekshiriladi:

B R S {¥} ,
g e

Fisher alomatining jadval givmati -»’[Ra 0,95, f{53,}.118 1;}]

6-ilovadan garaladi. Agar #,<7, bo'lsa model adekvat deb gabul
qilinadi.

I-misol. Pnevmomexanik usulda yig'ish mashinasida len-
taning chizigli X va tishli diskretlovchi o‘q soqoli qarshﬂlgl Y
orasidagi bog‘lanish o'rnatilsin,

l-jadvalda XU va YUVning tajribalar o‘tkazish natijasidagi
giymatlari keltirilgan, bunda N=3 va m=3. |

I-jadval
YUV .
U|U |V Yo | SoO0 Vo [ ¥ttita | Wt
o L | R W E ' '
12 [252]14,8]13,0[14,6 [14,0[14,32[0,732[1,03 [1,545 [3,74
2 |4 |20,8]21,6(22,8(21,4 [22,0(21,72[0,555| 1,60 [1,36 [3,94
3 [6 [28,9]30,0[31,2[29,2[30,8[30,00]1,040]1,29 [1,29 [3,77
4 |8 [36,8]37.8 39,0374 [38,2|37,84 |0.688 1,54 |1,38 [3,98
5 [10]47,2 [46,6]45,0 [46,8[46,0[46,32[0,732[1,13 [0,85 [3.,74

U=1 bolgan hol uchun bu operasiyalar quyidagicha bajariladi:
i}’ = ﬂlﬁ =14,32;

§H¥}= ;Tl[[l 5,2-14,32)" +..,+{14—1=;.32}2] =0,732;

o o —I’ 15,2-14,32

v, 03;
% o 3{1'} 0,85 e
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Pt wmon 5

P aks
e S 2 85" 5

~So'ngra l-ilova bo'yicha V,|R,=0,95;m=5]=1,869
ViimaSVp  Vimin<V; bo'lganligi tufayli Y. . =152 va
Yiviin—13 qumaﬂar keskin farq gilmaydi deb qaraladi va ular
ma ltl.lmuﬂar_]advalldan chigarib tashlanmaydi.

~ Undan so‘ng W, = 3?{1}’} ni hisoblaymiz, bunda

o =§‘s{}?:“ﬂl]_‘i’4 (FH_}TLZ]’
¥, =152>F,=148>Y, =14,6>Y,=14>F, =13.

g; va g, ning giymatlari 2-ilovadan garaladi.
Q,=0,6646(13,2—13)+0,2413(14,8—14)=1,655;
_1,655°
¥ 0,732%
3-ilovadan W,[R;=0,95 m=5]=0,762 ni topamiz Wy >W,
bolgani uchun Y, giyvmatlarini normal qonunga bo‘ysunishi ha-

qidagi faraz to‘g'ri deh gabul gilinadi. :
U=2, 3, 4, 5 hollar uchun birinchi va ikkinchi operasiyalar

yugoridagilarga o'xshash bajariladi.
Uchinchi operasiyada Gy ni hisoblaymiz:
1 d i
Symax{¥} _ LO4 =0 oo

5
Ysiiry M
Elel

4-ilovadan G,[Rd=0,95; N=5; =5-1=4]=0,544 ni topamiz.
G<G bo‘lgani uchuﬂ dmpermralarmng bir jinsliligi hagidagi
faraz qﬂbul gilinadi.

To'rtinchi operasivada o'rtacha djspersryam hisoblaymiz:

=3,74.

G =
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I

—):Sﬂ {r -m 0,749,

UFT

O'rtacha dispersiyaning erkinlikdarajasi f{S7,}=5(5~1)=20.

Beshinchi operasiyada 1- va 2- tartibli bo‘lmma,gan avirma-
larni hmnblaym_lz i
A =[21,72-14 32| T4 A, _j:m ~21,78|=8,28; '

Alys =[37,84-30(=7,84; Al =[46,32-37,84|=8,48;
'ﬁﬂﬂ = fB,lE—?,»q»I =0.88; ﬁ‘.'ﬂﬂ'z = Eljd.d.’ ﬁ'.lil.lﬂ- =0,64;
Sy {¥}=0.86;

Shuning uchun modelning ko'rinishini Y=agtax, yoki
Y=dﬂ+d1(X —f} chizigli mﬂdl.‘.‘:l ko'rinishida tanlaymiz, bunda

X——ZX =1 Si30= 6
i'.-"-]
Oltinchi operasiyada 'i'=md,}+d1(x—6) hol uchun d, va d; no-
ma’lum koeffisiyentlarni aniglaymiz: ; :

dﬁEZFV=§ﬂ4,3'2+21,?4+:3ﬂ,m+3’?-,'84'%46,311=-'39;
o=l i

= ’ Ll ¢ ipkt
g =£,[x[.-—ﬁ}n o2,
i(f _6'2 40 '

L=l

Demak, izlangan model quyidagi ko‘rinishga cga bo‘ladi:
Y=30+4(X—6) yoki Y=6+4X,
Bu funksiyaning grafigi 9-chizmada ko‘rsatilgan.
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9-chizma

Model adekvatligini aniglash.
Yettinchi operasiva Model koeffitsientlarining ahamiyatliligini
aniglash uchun Styudent alomatini hisoblaymiz:

i3 {b:'} =Ji

S{b}

" 1 & 3.875
5 {E’*}=W§'S§' v} == 0l

5{b}=0.4;
)
“ihl=gg =S
b L2s
1r:yc {bl}=ﬂ =31



ﬁ¢~§4m

fx{l’!!}=a_%"_;ﬂ;

L2§ .\ |

f:{bz;}—.ﬂ_A'—lL E

5-ilovadan Styudent alomatining jadval givmatini topamiz: |

LIR,=095  f=8(3-D=16]=2,12, |

ty va Ty larni solishtirib, by, by, by, by, koeffitsientlarining aha- |

miyatli ekanligini topamiz. Modelning oxirgi ko‘rinishi
Y=15,5+2x,+1,25%,+2x ;-1,25% %,

bo‘ladi.
Sakkizinchi operatsiyva. Modelning adekvatliligini tekshirish
uchun Fisher alomatini his_nhlajrmiz:

1.'I {Y}
R
yoki
{A} {Y }
=S |
Bunda |

53 (Fo-tu) |

szi‘.'i{r}= g3 =1

Si{¥}ni hisoblash yo'li 8-jadvalda keltirilgan

432



2-jadval
| X i —
II l.] qu FU YU _Fﬂr {YU Lo Ym }2
1 9 9 0 1]
2 13 13 0 1]
3 14 14 0 0
4 18 18 0 0}
5 15.5 15 0.5 0.25
] 19.5 20 0.5 0.25
7 15.5 16 0.5 0.25
o 19.5 19 0.5 0.25
Sm{¥}=1.00
Shunday gilib,
F; l]{ } 3 8?5
Sy i}
G-ilovadan

Fi[ =095 £{s}}=16; 7{s3}=3]=8,69

ni topamiz. Fy<F, bo‘lgani uchun qurilgan modellar adekvat deb
gabul gilinadi.
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Smirnov~Trabs alomatining jadval giymatlari

Tajribalar P,
im 0.95 0.90
3 1.412 1.406
4 1.689 1.791
3 1869 1.894
6 1.996 1.974
) 2.093 2.041
8 2,172 2.087
9 2237 2.46
10 2,294 2,190
11 2,343 2.229
12 2387 2.264
13 2426 2.297
14 2.461 2.326
15 2.493 2.354
16 2.523 2.380
17 2.551 2.404
18 2.577 2.426
19 2.600 2.447
20 2.623 2.267
21 2.644 2,486
22 3.664 3.304
23 3.683 3.302
24 3.701 3.537
25 3717 3.537

m=3, 4, ..., 18 dollar uchun tajriba natijalarning normal
qonunga bo‘ysunishini tekshirishda q_ . ning qivmatlari

i m .
3 6 7 8 9 10
1 0.7071 | 0.6872 0.6431 [0.6233 [0.6052 [ 0.5888 [0.5739
2 - 0.2806 | 0.3031 |0.3164 [0.3244 [0.3291
3 == 0.0875 [ 0.1401 |0.1743 |0.1976 |0.2141
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4 ~ = = = = 0.0561 |0.0947 [0.1224
5 - - = - - - = 0.0399
i m

eS| [ 13 14 E 16 17 18

1 0.6501 |0.5475 |0.5359 | 0.5251 [0.5150 |0.5056 | 0.4968 |0.4886
2 0.3315 [0.3325 [0.3325 [0.3318 [0.3306 |0.3290 |0.3273 |0.3253
3 [0.2260]0.2347 [0.2412 10.2460 |0.2495 [0.2521 [0.2540 | 0.2553
4 0.1429 [0.1586 [0.1707 [ 0.1802 [0.1878 |0.1939 |0.1988 [0.2027
5 0.0695 [0.0922 [0.1099 [0.1240 |0.1353 |0.1447 [0.1524 |0.1587
6 - 0.0303 |0.0539 |0.0727 |0.0880 | 0.1005 [0.1109 [0.1197
[7 = — — 0.0240 [0.0433 |0.0593 |0.0725 |0.0837
8 - - |- — = 100196 |0.0359 |0,0496
19 - - — — - - - 0.0163
|10 — - ~ — o =5 [l 5 =
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Illll ol

Il | Q=q(y; n) qiymatlar jadvali

¥ 0,95 0,99 ¥ 0.95 0.99
5 1.37 2 67 20 0.37 0.58
(] 1.09 201 25 0.32 0.49
7 0.92 1.62 30 0.28 0.43
8 0.80 1.38 35 0.26 (.38
9 0.71 1.20) 40 0.24 0.35
10 0.65 1.08 45 (.22 (.32
11 (.59 (.98 50 .21 0.30
12 .55 .90 60 (1. 188 {1,269
13 0.52 0.83 70 0.174 00.245
14 0.48 .78 80 0.161 0.226
15 0.46 073 90 0.151 0.211
16 0.44 .70 100 0.143 0.198
17 0.42 0.66 150 0.115 0.160
18 0.40 0.63 200 0.099 0.136
19 0.39 0).60 250 0.089 0.120
)
e .
f
|
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#* tagsimotning kritik qlymatlari jadvali

Dm';:;‘l:i d“[{““:“ a giytmatdorlik darajasi

0,01 0.05 0,95 0,99
I 6,6 3.8 0,0039 0,00016
2 9.2 6,0 0,103 0,020
3 11,3 7.8 0,352 0,115
4 13.3 9.5 0,711 0,297
5 15.1 111 115 0,554
6 16,8 12,6 1,64 0,872
7 18,5 14.1 2.17 1.4
8 20,1 15,5 2,73 1,65
9 21.7 16.9 3,33 2,09
10 23.2 18,3 3,94 2,56
11 24.7 197 4,57 3.05
12 26.2 21.0 5.23 3.57
i3 277 224 5.89 4,11
14 201 3.7 6.57 4.66
15 0.6 25.0 7.26 523
16 32.0 26.3 7.96 5.81
17 334 27,6 8.67 6.41
8 34.8 28.9 9.39 701
19 36,2 0.1 10.1 7.63
20 37.6 31.4 10,9 B.26
21 38,9 2.7 1.6 %.90
2 40,3 33,9 12,3 0,54
23 41,6 352 13,1 10,2
24 43.0 36,4 138 10,9
25 44,3 377 14.6 11,5
26 43,6 8.9 15.4 12.2
77 47.0 40,1 16.2 12.9
28 483 41,3 16,9 13.6
29 49,6 43,6 17,7 14,3
30 50,0 3.8 18,5 15,0
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Asosiy elementar funksiyalarning grafiklari
Chizigli funksiya y=ax+b

Evadrat funksiya y=ax’+bhx+c, a=0

/\\ﬂ -

AR

Ko‘rsatkichli funksiya y=a*, aeR, a>0, a=l

F o,
y=a y=a
(Bza<l) fa =1y
o| =
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Trigonometrik funksiyalar
y=sinx funksiya grafigi

y=tgx funksiya grafigi ;

e




'

LAY
A

y=ctgx funksiva grafigi
¥i

s

y=ctgx

t

Teskari trigonometrik funksiyalar
y=arcsinx funksiva grafigi




y=arccosx funksiva grafigi

e s et
£

-1 D 1=
y=arcigx funksiya grafigi

y=arcctgx funksiya grafigi
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