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РУСЧА БИРИНЧИ НАШРИГА С ^ З  БОШИДАН

Китобхон эътиборига з^авола цилинаётган мазкур „Олий мате­
матика киска курси“ олий техника укув юртларининг кечки 
факультетлари студентлари учун мулжалланган. У мажбурий 
программада кузда тутилган барча материални асосан камраб 
олади. Бу курс авторларнинг кечки булим студентлари билан 
куп йиллик ишлари натижасида яратилд'и.

Китдбнинг *ажмн унча катта булмаса-да, лекин материалнинг 
иложи борича цагьий ва тушунарли булишга даракат цилинди. 
Курснинг ^ар бир булимида назарий материални тушунтирадиган 
ва муста^камланишига ёрдам берадиган масала ва мисоллар 
етарлича сонда ечилишлари билан келтирилди. Бундан тацщари, 
асосий тушунчаларнинг формал киритилишининг олдини олиш 
максадида мазкур тушунчаларга табиий равишда олиб келадиган 
геометрик ва физик масалалар берилди.

РУСЧА ИККИНЧИ НАШРИГА С ^ З  БОШИ

Китобнинг бу нашрига комплекс сонлар, векторлар анализи 
асослари, операцион э?исобнинг асосий тушунчалари, э^тимол- 
лар назарияси (математик статистика элементлари билан) булим- 
лари цушимча килинди. Бундан тацщари, чизикли алгебра булими 
анча кенгайтирилди. Математикани укитишда ^озирги замон 
тенденциясини ^исобга олиб, туплам, умумийлик ва мавжудлик 
квапторлари, импликация тушунчаларини киритиш йули билан 
курснинг айрим булимларининг баён этилиш методикасига уз- 
гартишлар киритилди. Функция тушунчаси бу нашрда биринчи 
нашрдагидан бошкачарок, яъни бир тупламнинг бошка тупламга 
акслантирилишини белгилайдиган коида сифатида каралди. 
Бундан ташкари, бошка методик ва та^ририй тузатишлар килин- 
ди, шунингдек пайкалган хатолар зам тузатилди.

Авторлар



К И-p и ш
'Мазкур курснинг айрим булимларида тупламлар назарияси 

ва логиканинг баъзи тушунчаларидан фойдаланилади; куйида 
биз шу тушунчаларнинг цис^а баёнини келтирамиз.

1. Тупламлар кацида асосий маълумотлар. Туплам  тушун­
часи математиканинг асосий тушунчаларидан биридир. Туплам 
кандайдир объектларнинг тайин бир мажмуидир. Сиз укиётган 
инсштут студентлари, кулингиздаги китоб сакифаларининг туп­
лами, барча жуфт сонлар туплами ва шу кабилар тупламларга 
мисол була олади. Бу мисоллардан куриниб турибдики, туплам 
чекли ёки чексиз сондаги нарсаларни ёки, одатда айтилишича, 
элеменгпларни  уз ичига олиши мумкин. Биринчи колда тупламни 
ч екли , иккинчи долда эса чексиз дейилади.

Одатда тупламларни бош карфлар: А, В, М, N, . . .  билан, 
уларнингэлементлариниэса кичик карфлар: а, Ь, х , у, . . .  билан 
белгиланади. Агар бирор х  элемент М  тупламига тегишли булса, 
буни шундай ёзилади: х  £ М. Агар х  элемент М  тупла.мга 
тегишли булмаса, буни х  (f М  куринишда ёзилади.

Айтайлик, М  ва N  иккита туплам булсин. Агар М  туплам- 
нинг барча элементлари N  тупламга тегишли булса, у колда 
М  туплам N  тупламда бор дейилади; буни шундай ёзилади: 
М  С Л' ёки N*3 М. Бу колда М  туплам N  нинг цисм туплами  
деб аталади. Масалан, жуфт сонлар туплами бутун сонлар туп- 
ламининг кием тупламидир. Равшанки, агар М  C7V, N  C L  булса, 
у колда' М C L  булади.

Битта кам элементни уз ичига олмаган тупламни кам туплам­
лар к;аторига киритилади. Бундай туплам буш, т уплам  деб ата­
лади ва 0  билан белгиланади. Масалан, *'■‘ +  4 =  0 тенгламанинг 
какикий илдизлари туплами бушдир, чунки бу тенглама какщий 
илдизларга эга эмас.

Чекли сондаги тупламлар: М и М 2, . . ., М п берилган бул­
син. Бу тупламларнинг бирлашмаси (ёки йигиндиси) деб, М и 
М 2, • • М п тупламларнинг к е ч  б у л м а г а н д а  б и т т а с и г а  
тегишли булган барча элементлар туплами М  га айтилади. Буни 
куйидагича белгиланади:

М  =  /И, U U . .  . U М п ёки Ж =  и %

Масалан, барча бутун сонлар туплами жуфт сонлар туплами ва 
ток сонлар тупламининг бирлашмасидир; ка^и^ий сонлар туплами



рационал сонлар туплами билан иррационал сонлар тупламининг 
бирлашмасидир. Ж, туплам 1 <  л <  5 тенгсизликларни каноат­
лантирадиган х  сонлардан, Ж2 туплам эса 2 <  у <  7 тенгсизлик­
ларни каноатлантирадиган у сонлардан иборат булсин. У ^олда 
бу тупламларнинг Ж, U Ж 2 бирлашмаси 1 < г < 7  тенгсизлик­
ларни каноатлантирадиган г  сонлардан иборат булади.

Ж, М 2, . . М п тупламларнинг кесишмаси деб, бу Ж,, 
Ж 2, . . ., Ж„ тупламларнинг >^ар б и р и г а  тегишли элементлар- 
дан ва факат шу элементлардан иборат М  тупламга айтилади. 
Буни куйидагича белгиланади:

П
м  = Ж , п  Ж , п  • • • П Ж „ ёки М =  п Ж г./=1

Агар бу тупламларнинг ^ар бирига тегишли булган элемент- 
лар булмаса, у долда уларнинг кесишмаси, равшанки, буш туп­
лам булади. Ж, туплам 3 дан кичик ^акиций сонлар туплами, 
М 2 туплам эса 2 дан катта ^акикий сонлар туплами булсин. Бу 
тупламларнинг Ж, п  Ж2 кесишмаси 2 <  х  <  3 тенгсизликларни 
Каноатлантирадиган х  ^акикий сонлар туплами булади. Агар Ж, 
туплам 3 дан катта сонлар туплами, Ж3 эса 2 дан кичик сонлар 
туплами булса, у з^олда М х [\ М 2 =  0  булиши равшан. Бу ^олда 
Ж, ва Ж2 тупламлар к е с и ш м а й д и  деб айтилади.

2. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари. Логик келиб 
чи^иш (оцибат) ва логик тенг кучлилик. Мазкур курснинг баъ- 
зи булимларини баён этищда биз мос равишда умум ийлик  ва 
мавж удлик кванторлари деб аталадиган у  ва з  белгилардан 
фойдаланамиз.
V ёки \ /х  символи куйидагини англатади: „барча х  лар учун*,
X
„исталган х  учун“, я^ар бир х  учуна, „х  кандай булмасин". 
Масалан, V (*>0). ёзуви бундай укилади: „исталган х  мусбат

X
сон учун“, „барча х  мусбат сонлар учун“. V (х  (: Ж) ёзуви

X
бундай укилади: „Ж тупламга тегишли булган исталган х  элемент 
учун* ёки „Ж.тупламдаги исталган х  элемент учун“. V (x i , x 2 6 Ж)

Хи X,
ёзуви бундай укилади: „Ж тупламнинг л:, ва х2 элементлари 
кандай булмасин“, „Ж тупламнинг исталган х, ва х 2 элементлари 
учун“.

3  ёки 3 .x символи куйидагини англатади: „шундай х  мав-
л

жудки, . . ёки „баъзи х  лар учун", ёки „){еч булмаганда бит­
та х  учун“, ёки „шундай х  ни топиш мумкинки, . . .  Масалан,
3  (я >  0) ёзуви бундай укилади: „шундай х  мусбат сон мавжуд- 
*
к и , . . з  (х  £ Л1) — „Ж тупламнинг. шундай х  элемента мавжуд-

д;
ки, . . . з  (х и х2 £ Ж) ёзуви куйидагини англатади: „Ж туп-

V,. X,
ламнинг шундай х, ва х 2 элементлари мавжудки, . ,



Биз = v  ва -<=> символлари билан куп марта иш куриши- 
мизга тугри келади.

=  >- символи логик келиб чицишни билдиради. Масалан, 
агар А ва В нандайдир хоссалар б)'лса, у золда А =>- В  ёзуви 
А  дан В келиб чикишини ёки А  уринли булса, В уринли були­
шини билдиради.

-<=у белгиси логик тенг кучлиликни  билдиради. А<=> В 
ёзуви А дай В келиб чикишини ва, аксинча, В  дан А келиб . 
чикишини билдиради.

Масалан, бу тушунчани Пифагор теоремаси мисолида куриб ' 
чикайлик: агар учбурчак тугри бурчакли булса (А хосса), у зол­
да унинг томонларидан бирининг квадрати колган икки томони 
квадратларининг йигиндисига тенг (В хосса), яъни А=>- В.

Равшанки, бунга тескари даъво зам уринли: агар учбурчакда 
томонлардан бирининг квадрати колган икки томон квадратлари 
йигиндисига тенг булса ( В  хосса), у золда бу учбурчак тугри 
бурчаклидир (А  хосса), яъни В=>~А.

Шундай килиб, А ва В хоссалар тенг кучлидир, яъни А  ч=>- В. 
Айтайлик, М  ва N — иккита туплам булсин. у  (х  £ М) =>- 

f  М ёзуви куйидагини англатади: х  элемент кандай бул- 
масин, „х элемент М  тупламга тегишли“ деган даъво „х элемент 
А' тупламга тегишли", деган даъвони келтириб чикаради. Бошкача 
айтганда, М  туплам N  тупламга киради, яъни М  С  N. Ушбу

V (е >  0) 3  N V (х  >  N ) | /  (х) — Ь | <  s
6 X

ёзуви бундай укилади: „е кандай булмасин, шундай К сон мав- 
жудки, исталган x > N  учун \)  (х) — Ь\ <  е тенгсизлик уринли 
булади*.



I Б О В

КООРДИНАТАЛАР МЕТОДИ. ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ
1 -§ . ХАКИЦИЙ, С О Н Л А Р. Т У Г РИ  ЧИ ЗИ Ц Д А ГИ  

Н У К ТА Н И Н Г К О О РД И Н А Т А Л А РИ

>^ациций сон тушунчаси. Мазкур курсда биз доимо какикнй 
сонлар билан иш куришимизга тугри келади. Хакикий сонлар 
какидаги укувчига урта мактаб курсидан маълум булган асосий . 
маълумотларни эслатиб утамиз. ^акикий сонлар туплами барча 
рационал сонлар ва барча иррационал сонлардан иборат. Рационал 
сон деб, т'<п куринишдаги сонга айтилади, бу ерда т ва п — бу­
тун сонлар, шу билан бирга п ф  0. Хусусан, дар кандай гп бутун 
сонни m l куринишда тасвирлаш мумкин ва демак, бутун сон кам 
рационал сондир. Иррационал сон деб, иккита бутун соннинг нис­
бати куринишида ифодалаб булмайдиган какиций сонга айтилади.

Иррационал сон тушунчасининг киритилишига купчилик маса- 
лаларни текшириш, хусусан, баъзи кесмаларнинг узунликларини 
улчаш (масалан, томони бирга тенг квадратнинг диагоналини ул- 
чаш) сабаб булади. Маълумки, кар кандай т!п рационал сон ё 
бутун сон булади, ё чекли ёки даврий чексиз унли каср билан 
ифодаланади. Иррационал сон эса нодаврий чексиз ^нли каср 
билан ифодаланади. Масалан, 3/4 ва 1/3 рационал сонлар ушбу 
унли касрлар билан ифодаланади:

. 3 / 4  =  0,75; 1 /3  =  0,333. . . =  0 , ( 3 ) .

V2 ва л иррационал сонлар куйидагича нодаврий чексиз унли 
касрлар билан ифодаланади:

К 2 - 1 , 4 1 4 . . . ;  * =  3 ,1 4 1 5 9 . . .  .

Хацикий сонларнинг унли касрлар ёрдамида ёзилиши кар бир 
иррационал сонни унга якин рационал сон билан алмаштиришга 
имкон беради. Бу якин рационал сон берилган иррационал со ^ х -  
нинг рационал яцинлашиши  деб аталади. Иррационал соннинг 
рационал яцинлашишп сифатида вергулдан кейинги биринчи п та 
раками иррационал соннинг вергулдан кейинги биринчи п та ра­
ками билан бир хил булган, колган ракамлари эса ноллар билан 
алмаштирилган чекли унли каср олинади. Бундай алмаштириш- 
даги хатолик, равшанки, 1 / 10" дан ортик булмайди. Масалан, 
г. =  3,14159 . .  . соннинг ундан 1 / 1 0 0  дан куп фарк кил'  
майдиган рационал якинлашиши 3,14 рационал сон булади, яъни 
5cs^3,14. Инженерлик кисоблашларида иррационал сонлар усти­
даги арифметик амаллар уларнинг рационал якинлашишлари ус­
тидаги тегишли амаллар билан алмаштирилади.



Шуни айтиб утамизки, такрибий н а т и ж а н и  олиш у ч у н  амалда 
барча зисоблашларда керагидан битта ортик ракам олиш ва ке- 
йин н а т и ж а н и  ^еракли  сондаги ракамларгача яхлитлаш кифоя. 
Масалан, л + ^ 3  йигиндини 0,01 гача аникликда зисоблашда 
К у й и д а г и н и  оламиз:

тс +  у з  ~  3,142 +  1,732 =  4,874 « 4 ,8 7 .

Хакикий сонлар назариясининг янада туликрок баёнини китоб- 
хон математик анализ курси батафсилрок баён этилган китоблар- 
дан топиши мумкин.

2. ^ацикий сонларнинг геометрик тасвирланиши. Турри 
чизицдаги нуктанинг координаталари. Хакикий сонларни сон 
укининг нукталари билан тасвирлаш мумкин. Сон уци деб, бош­
лангич нукта (санок боши), мусбат йуналиш (чизмада стрелка 
билан белгиланади) ва узунлиги бирга тенг кесма (масштаб бир- 
лиги) танланган тугри чизикка айтилади ( 1 - раем). Сон укининг 
мусбат йуналишига карама-карши йуналиш манфий йуналиш деб 
аталади. Агар х  закикий сон нолдан катта булса ( х > 0 ) , у  
золда у сон укида санок бошидан мусбат йуналишда л; масофа- 
да ётган нукта билан тасвирланади; агар л: < 0  булса, у золда 
укнинг х  ни ифбдалайдиган нуктаси санок бошидан манфий йу­
налишда—л; масофада ётган нукта бйлан тасвирланади (х  манфий 
булганда—д: >  0), ноль сони укнинг бошлангич нуктаси билан 
тасвирланади.

х  закикий сон сон укининг бу сонни тасвирлайдиган М  нукта­
сининг координатаси деб аталади, х  сон М  нуктанинг коорди- 
натаси булган золда М ( х )  деб ёзишга келишиб олайлик.

2 -арасмда сон укининг мос равишда 1, —2, ir/2, Ig2 закикий 
сонларни ифодалайдиган Ж, ( 1 ), M t (—2), М 3( тс/2), Л/4 (lg2) 
нукталари белгиланган. Равшанки, зар бир закикий сонга сон 
укининг ягона УИ нуктаси мос келади ва аксинча, бу сон Укининг 
зар бир М  нуктасига ягона х  закикий сон —шу нуктанинг коор­
динатаси мос келади. Бонщача айтганда, барча закикий сонлар 
туплами билан сон укивинг нукталари туплами орасида узаро бир

кийматли мослик мавжуд. Шу са- 
" '  бабли келгусида „х сон“ деган суз

Урнига купинча „х  нукта“ сузини 
 ̂ ишлатамиз. Бундан ташкари, сон

тугри чизигидаги нукта купинча
1-Расм- унинг координатаси билан белгила­

нади.
Хакикий сонлар туплами тар- 

Mz 0%М, Mj  ̂ тибланган тупламдир. Бу деган 
-2 1д21 Л суз, узаро тенг булмаган исталган

т1 0 иккита x t ва х 2 закикий сон ушбу
У ^  ' £ Г*" иккита тенгсизлик: х , > х г ва х 2

дан бирини ва факат бирини кано-
2- раем. атлантиради.



Мусбат йуналиши чапдан унгга йуналган горизонтал жойлаш- 
ган сон уцида катта ^акщий сонларга мос нукталар кичик ^аки- 
Кий сонларга мос нукталардан унгрокда ётади.

Яна шуни кайд этиб утамизки> ^акикий сонлар туплами 
з и ч д и р ,  яъни у куйидаги хоссага эга: бир-бирга тенг булмш - t 
исталган иккита ^акикий сон орасида чексиз куп бошка ^акикий 
сонлар жойлашган. Бу деган суз, агар (аищ лик  учун) x t < x 2 бул­
са, у *олда х г дан катта, лекин х 2 дан кичик ( х, < л : < х 2) х  
сонларнинг чексиз туплами мавжуд демакдир.

3. Х^ациций соннинг абсолют циймати. л: ^акикий соннинг аб­
солют киймати (м одули) деб, агар л:> 0  булса, шу соннинг 
узини, агар * < 0  булса, — х  сонни айтилади. х  ^акикий соннинг 
абсолют киймати | я |  символи билан белгиланади. Шундай килиб,

|  х ,  агар л: > 0  булса,
1 —х , агар х  <  0 булса.

Масалан, 12 1 =  2, | те | =■ те, |ОJ — 0, | — 3] =  — (—3) =  3.
Исталган х;акикий соннинг модули ё мусбат (агар сон нолга 

тенг булмаса) ё нолга тенг (агар соннинг узи нолга тенг булса). 
Бундан исталган з^акикий соннинг узининг модулидан к-атта бул- 
маслиги келиб чикади, яъни л < \х  | . Тенглик х > 0  да, тенг­
сизлик эса х < 0  да уринли булади (чунки кейинги ^олда л сон 
манфий, унинг модули эса мусбатдир).-

Хакикий соннинг абсолют кийматининг таърифига асосланиб, 
унинг геометрик маъносини ойдинлаштириш осон: х  ^аки^ий сон­
нинг абсолют киймати санок бошидан М (х)  нуктагача булган 
масофага тенг. Масалан, М х( 1) нукта санок бошидан 11 | =  1 га 
тенг масофада, М 2 (—2) нукта эса | —2 | =  2 масофада жойлашган 
ва *оказо (2- а раем).

Абсолют кийматнинг геометрик маъносидан фойдаланиб, истал­
ган е> 0  да | г | < е  тенгсизлик — е <  z  <  е тенгсизликларга* тенг 
кучлилигини исботлаш осон.

Хакикатан ^ам, | г | <3 е тенгсизлик нуктанинг санок бошидан е 
дан кичик масофада ётишини англатади, яъни—е < г < е  (2-6 раем). 
Аксинча, а г а р — в < г < е  булса, у *олда г нукта санок бошидан 
в дан кичик масофада ётади, бу | г |< е  демакдир.

Хакикий сонларнинг абсолют кийматлари бир катор хоссаларга 
эга булиб, улар куйидаги теоремаларда баён килинган.

1-теорема. И кки х,ацщ ий сон йипмдисининг абсолют ций- 
мати бу сонлар абсолют цийматларининг йигиндисидан кат ­
та эмас:

l*i +  * г |< | - * 11 +1 х 2\.
И с б о т и .  Аввал х ^ х ^ ^ О  деб фараз киламиз. У ^олда

* Кириш  цисмида курсатилган символлардан фойдаланиб, бу даъвони бун­
дай ёзиш  мумкин: v  (£> 0 ) ( 1г К е) -<=>- { —е < г< е }



Х\ +  х 2| — х х+ х г. Лекин х , <  [ х, ] ва | х 2| < | х 2|. Демак,
*, n - A j K t ^ l  +  IJCil.

Энди х х +  х 2 <  0 деб фараз киламиз.
Бу колда | х, +  *21 =  — ( х^ +  х 2) =  — х, — х 2. Бирок
— х, < |  — х х | =  | Xt | ва — х 2<  | — х, | =  |х21.
Бу ердан

I x t -f х 2 К  |х, | + 1 х  21.
Бу теоремани исталган чекли сондаги кушилувчилар булган 

колга цаьл умумлаштириш мумкин.
2- теорема. Иккита ^ацициа сон айирмасининг абсолют ций- 

мати бу сонлар абсолют цийматларининг айирмасидан к т и к  
эмас:

! *1 — * 21 >  |х, I — I х 2!.
И с б о т и .  xi =  ( x ,—x 2) -j- х 2 булганлиги учун 1 - теоремага ку­

ра куйидагини косил киламиз:. | х х | =  | ( х ,—х 2) +  х 21<  \ х х — х 2 Ц- 
- И * 2|, бу ердан |xt — х 2| >  |лг,| — |х 2|.

3 - теорема. Бир нечгпа х^циций сонлар купайтмасининг аб­
солют циймати бу сонлар абсолют циаматларининг купайт ­
масига тенг:

| Xt • х 2 . . .  х п | — | Xj | • |х21 . , . ) Х п |,

4 - теорема. И ккит а хщ и ц и й  сон булинмасининг абсолют 
циймати бу сонлар абсолют ций мат л  ар и нинг б улан  мае иг а 
тенг:

\X-Ji

3- ва 4- теоремалар абсолют циймат камда купайтириш ва 
булиш амалларининг таърифларидан бевосита келиб чикади

И з о к . Келгусида какикий сонларни кискача сонлар деб атай- 
берамиз.

4. Т^гри чизикдаги икки нуцта орасидаги масофа. Ксордина- 
талар ёрдамида козирнинг узидаёк баъзи геометрик масалаларни 
ечиш мумкин. Масалан, тугри чизикдаги (сон укидаги) М^(кх) 
ва М 2(х 2) нукталар орасидаги масофани топайлик.

Дастлаб, иккала координата кам манфиймас, шу билан бирга 
х 2 >  х ь деб фараз киламиз (3 - а  раем). У колда ОМ, =  х,, 
СШ2= х 2 ва демак, изланаётган масофа: d =  ОЛ;/2 — ОЛ1, =  х 2—х и 
Агар аввалгидек, х, ва х 2 манфиймас, лекин х 2< х ,  булса (3- б

раем), у к°лДа d =  х, — х 2.
Равшанки, иккала колда кам бун­

дай ёзиш мумкин:о) 0_____ М,{х,) M2fa)

6) О_____  Мг(хг)'
й? =  | х 2 —  X j | .  ( 1 )

Иккала х, ва х 2 координата кам 
мусбатмас ёки х, ва х2 турли ишора- 

а-расм. ларга эга булган колларда кам ( 1)



формула уринли булиб колишига ишонч зосил килиш кийин 
эмас.

М исол М 1 (—0,8) ва- М 2 (3,2) нукталар орасидаги масофани топинг.
Е ч и л и ш и . (1) формулага кура куйидагини х,осил киламиз: 

d. =  13,2 -  ( - 0 ,8 )  | =  3,2 +  0,8 =  4.

2- §. ТЕК И С Л И К Д А ГИ  ВА Ф А ЗО Д А ГИ  К О О РД И Н А Т А Л А Р

1. Текисликдаги декарт турри бурчакли координаталари. 
Координаталар методи. Юкорида курсатилдики, тугри чизикда- 
ги нуктанинг вазияти битта сон шу нуктанинг координатаси би­
лан аникланади. Текисликдаги нуктанинг вазияти энди иккита 
сон билан аникланади.

Хакикатан, текисликда иккита узаро перпендикуляр О х в а О у  
У К  берилган булиб, улар умумий санок бошига (укларнинг кесишиш 
нуктаси билан устма-уст тушувчи) ва умумий масштаб бирлиги- 
га эга булсин (4- раем).

Ох ва Оу уклар жойлашган текисликни координата текислиги  
деб айтамиз ва Оху билан белгилаймиз. Оху координата текисли- 
гининг ихтиёрий танланган М  нуктасини караймиз: М х ва /И2 
нукталар М  нуктанинг мос равишда Ох ва Оу укларга туширилган 
проекциялари булсин. Ох укдаги М х нуктанинг х  координатаси 
/И нуктанинг абсциссаси, О х  Укдаги М 2 нуктанинг у ординатаси 
М нуктанинг ординатаси деб аталади. л вау сонлар биргаликда 
каралганда М  нуктанинг тугри бурчакли (ёки декарт тугри бур­
чакли)* координаталари деб аталади.

Равшанки, координата текислигидаги зар бир М  нуктага тар- 
тбланган ягона х  ва у сонлар жуфти унинг тугри бурчакли 
координаталари мос келади. Аксинча, зар бир х в а  у сонлар 
жуфти Оху текисликда ягона М  нуктани аниклайди. Хакикатан, 
х ва усонларга Ох ва Оу укларда тула аникланган уИ, ва М г нукта­
лар мос.келади. Шу укларга бу нукталарда тик туширилган пер- 
пендикулярлар х  вау  координатали ягона М  нуктада кесишади.

Бундан кейин, агар „нукта берилган" ёки „нуктани топинг" 
дейилган булса, бу нарса бу нуктанинг координаталари берил- 
ганлигини ёки унинг координаталарини топиш талаб килинаётган- 
лигини билдиради.

О х  ук абсциссалар уща, Оу ук коор­
динаталар уци, уларнинг иккаласи бирга­
ликда эса координата уцлари  деб атала­
ди. Абсцисса ва ордината ук^арининг уму­
мий боши координаталар боши деб ата­
лади.

Ох ва Оу Ук^ар координата текислиги- 
ни чораклар деб аталадиган турт булакка 
булади (5-раем). I чоракда * > 0 ,  у >  0; 4-раем.

* Ф ранцуз математиги ва философи Р. Д екарт (1596—1650) ш арафига ш ундай 
аталган.



У .

Ж трак 1  чорак
X<о; у <0 JC>Oj у>о X

Ж  чорак У jv_ чорак
х < о ; у < 0 х > о ;  у <0

5- раем. • раем.

II чоракда х < 0 ,  у > 0 ;  III чоракда х  <  0 у  <0; IV чоракда х >  О» 
у < 0 .

х  сон М  нуктанинг абсциссаси, у  сон эса унинг ординатаси 
булган ^олда нуктани М  (х\у )  оркали ёзишга келишиб оламиз. 
Масалан, М (];— 2) ёзуви М  нукта 1 абсциссага ва (—2) ордина* 
тага эгалигини билдиради.

М и сол. Текисликда М( 5, 5 \ —2) нуктани ясанг.
Е ч и л и ш и .  Абсциссалар Укида М , нуктани унинг 5,5 координата- 

си буйича ясаймиз ординаталар Укида (—2 ) координатали М 2 нуктани ясаймиз. 
М г нукта оркали О х  Укка перпендикуляр тугри чизик, нукта оркали О у 
Укка перпендикуляр турри чизик Утказамиз. Бу тугри чизикларнинг кесиш ади- 
ган М  нуктаси изланаётган нуктадир (6 - раем).

Шундай килиб, текисликдаги нуктанинг вазияти сонларнинг 
тартибланган жуфти—бу нуктанинг координаталари билан аник­
ланади. ^уйида биз фазодаги нуктанинг вазияти учта сон билан 
вникланишини курамиз. Нукталарнинг вазиятини сонлар ёрдами- 
да аниклаш у су ли координаталар методи деб аталади. Коорди­
наталар мегодини француз математиги Декарт яратган булиб, у 
бу методни купгина геометрик масалаларга татбик этди ва мате,- 
матиканинг янги содаси—аналит ик геометрияни яратди. Бу 
фан геометрик фигураларнинг хоссаларинн ва уларнинг узаро 

алгебра методлари ёрдамида урганиш билан шу- 
гулланади.

2. Фазодаги нуктанинг координа­
талари. Фазодаги нуктанинг вазияти- 
ни учта сон билан аниклаш мумкин­
лигини курсатамиз.

Фазода умумий О бошга (уклар- 
нинг кесишиш нуктасига) ва умумий 
масштаб бирлигига эга булган узаро 
перпендикуляр учта Ох, Оу ва Oz 
укларни караймиз (7 -раем). Бу ук- 
ларни координата уцлари, уларнинг 
умумий бошини эса координаталар  
боши деб атаймиз. Ох, Оу ва Ог ук- 
лар берилган фазони О хуг  символи

жойлашишини



билан белгилаймиз. Айтайлик, М  нукта О хуг  фазонинг ихтиёрий 
танланган нуктаси булсин. У оркали мос равишда координата 
укларига перпендикуляр булган учта текислик утказамиз. Бу 
текисликларнинг Ох, Оу ва Ог уклар билан кесишган М и М 2 
ва М 3 нукталари М  нутканинг тегишли уклардаги проекция- 
лари деб аталади. Айтайлик, тИ, нукта Ох укда х  координа- 
тага, М 2 нукта О у укда у координатага ва М 3 нукта Ог укда г  
координатага эга булсин. х , у ва г сонлар фазодаги М  нуктанинг 
m y F p u  буряакли  (шунингдек, декарт тугри бурчакли) коорди- 
нат алари  деб аталади. Бунда х  сон М  нуктанинг абсциссаси, у 
сон—ординатаси, z  сон эса апплинатаси деб аталади. Коорди­
ната уклари зам шу номлар билан аталади: О х  ук абсциссалар 
Щи, Оу Ук ординаталар Щи, Ог ук эса аппликат алар у щ  деб 
аталади.

Равшанки, О хуг  фазонинг зар бир М. нуктаси ягона тартиб- 
ланган х , у  ва г  сонлар учлигини—узининг координаталарини аник­
лайди. Аксинча, фазодаги М  нуктанинг вазияти унинг учта 
декарт координаталари билан тулик аникланади. Шу сабабли 
бундан кейин „нукта берилган" ёки „нуктани топиш талаб цили- 
нади" дейиладиган булса, бу нарса мос равишда шу нуктанинг 
координаталари берилганлигини ёки уларни топиш талаб кили- 
наётганлигини билдиради.

Агар координата укларининг зар бир жуфти оркали текислик 
утказиладиган булса, у золда учта узаро перпендикуляр текислик: 
Оху, Оуг ва О гх  зосил булиб, улар координата т екисликлари  
деб аталади. Улар фазони саккиз булакка—октантларга ажратади 
(8- раем):
I октантда х  >  0, у  >  0, г  >  0; II октантда х  <  0, у >  0, г >  0;
III октантда х  <  0, у <  0, г >  0, IV октантда х  >  0, у <  0, г  >  0;
V октантда х  >  0, у  >  0, г <  0; VI октантда х  <  0, у >  0, г <  0; 
VII октантда х  <  0, у  <  0, г  <  0; VIII октантда х  >  0, у <  0, г <  0; 
Бундан кейин М  (х\ у , г )  ёзуви М  нукта д:абсцисса, у  ордината 
ва г аппликатага эгалигини англатади.

3. Икки нуцта орасидаги масофа. Ко­
ординаталар мегоди ёрдамида купгинагео­
метрик масалаларни ечиш мумкин. Улар- 

. дан бирини куриб чикамиз.
Фазода! и М г (лг,; у,; г,) ва М 2 (х 2; у2; г 2) 

нукталар орасидаги масофани топиш талаб 
кнлинаётган булсин.

yVf,/W2 кесма координата текисликлари- 
нинг зеч бирига параллел эмас, деб фараз 
киламиз. Л1, ва М 2 нукталарнинг хар бири 
оркали координата Текисликларига мос ра­
вишда параллел булган учтадан текислик 
утказамиз. Бу олти текислик кесишиб, шун­
дай тугри бурчакли параллелепипед зосил 
киладики, унинг диагонали М ХМ 2 кесма 8- раем.

ш
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булади. Стереометрия курсидан 
маълумки, тугри бурчакли паралле­
лепипед диагоналининг квадрати 
унинг бир учидан чикадиган учта 
киррасининг квадратлари йигинди- 
сига тенг. Шу сабабли,

М , М 22 =  M t N 2 +  M i P *  +  M t Q \

Параллелепипеднинг M XN ,  М ХР  ва 
M tQ цирраларининг охирларини 
мос равишда Ох, Оу ва Oz укларга 
проекциялаб, бу укларда АВ, CD  
ва EF кесмаларни з^осил киламиз 
ва бунда:

9 - раем. M 1N — A B =* \ x 2 — x i \ , M ]P = C D  —
— |у2 —y i l . ^ i Q - = ^ = k  — «,!•

Демак, изланаётган d  масофанинг квадрати куйидагига тенг:
rf’ -vW ,  М2* = [ х , - х , \ * +  | уа — У1 12 Ч-1 ^  — «а Iа

ёки
d2 =  ( * 2 -  * , ) 2 +  ( Уз -  У1) 2 +  ( -  г , ) 2.

Бундан узил-кесил куйидагини з^осил киламиз:

d  =  V  (х 2 — •*, У +  ( у2 — У\ Y +  ( 2̂ — г % ) \  ■ ( 2) 
(2 ) формула /И, М 2 кесма 'битта ёки иккита координата текис- 

лигига параллел булган холда ^ам уринли булади.
Хусусан, координаталар бошидан М  ( л; у; z )  нуктагача булган 

масофа ушбу формула буйича топилади:

d  =  } / х 2 -t- у* -t z 2. ' (3)
Агар yWt ( x t; y , )  ва М 2( х 2\ у2 ) нукталар Оху текисликда ёт­

ган булса, у з^олд'а улар орасидаги масофани топиш формуласи 
куйидаги куринишни олади:

d  =  У  ( х 2 — х, )а +  ( у2 — у, )'2. (4)
Хусусан, ушбу

d = V x *  +  y *  (5)
формула М  (х\ у) нуктадан координаталар бошигача булган масо­
фани ифодалайди.

Мисол. Мх (—1; 2; —3) ва /и2 (1; 1; —5) нукталар орасидаги масофани топинг. 
Е ч и л и ш и .  (2) формулага кура куйидагини досил киламиз:

d =  ^ [ 1 - ( - 1 ) ] г  +  (1 - 2 ) 2  +  [ - 5 - ( - 3 ) Р  =  К 2 г -Ь 1Я +  .̂—2)2 =  3.

3 - §  К У Т Б  К О О РД И Н А Т А Л А Р И  К О О РД И Н А Т А Л А РН И  А Л М А Ш ТИ РИ Ш

1. Икки ук орасидаги бурчак. Р  текисликда О нуктада кеси- 
шадиган иккита /, ва 12 укни караймиз. /, ва /2 уцлар  орасида­
ги бурчак деб. Р  текисликда /, укни О нукта атрофида у то
14



t 2 ук би<;ан устма-уст тушгунча буриш ло?им булган 
бурчакка .айтилади (10-раем). Бунда Я текисликда 
айланишн^нг мусбат йуналиши (соат стрелкаси айла- 
нишига тескари йуналиш) танланган деб фараз ки- 
линади. Бурлак /, укнинг мусбат йуналишда бури- 
лишида мусба\, манфий йуналишда бурилишида эса 
манфий кисобл\нади. Шундай килиб, у^лар карала- 
диган тартиб мукимдир. /, ва 12 уклар орасидаги
бурчакни (/,, /2);символ билан белгилаймиз. У колда
бу бурчак билан (12, 1Л) бурчак бир-бирига тенг бул- Ю-расм. 
майди. Икки кесишувчи ук орасидаги бурчакнинг кий­
мати бир кийматли аникланмайди. Х,акикатдан кам, 9 бурчакка 
буришдан сунг ук /2 УК билан устма-уст тушган булса, у колда 
яна исталган йуналишда тулик бир нечта айлантиришни бажариш 
мумкинки, натижада ук яна ук билан устма-уст тушади.
Шундай килиб, (1и 12) бурчак учун 9 дан ташкари 9 4- 2&~ кури­
нишдаги яна чексиз куп кийматлар косил булади, бу ерда 6—ис­
талган бутун сон булиши мумкин. Бундан кейин, агар махсус ай- 
тилмаган булса, икки ук орасидаги бурчак дейилганда унинг
0 <  ср <  2л тенгсизликларни каноатлантирадиган кийматини ту- 
шунамиз.

2. Цутб координаталари. 2-§, 1-пунктда текисликдаги пук- '  
танинг тугри бурчакли декарт координаталари каралган эди. Би­
рок текисликнинг кар бир нуктасининг вазиятини иккита какикий 
сон ёрдамида аниклашга имкон берадиган купгина бошка коор­
дината системаларини тузиш мумкин. Декарт координаталар сис- 
темасидан сунг энг куп ишлатнладиган система-кутб координата­
лар системасидир.

Текисликда / укни ( яъни санок бошига, мусбат йуналиш ва мас­
штаб бирлигига эга булган тугри чизикни) караймиз (11- раем), 
Бу укни цутб $ци, унинг О санок бошини эса цутб деб атаймиз.

Айтайлик М  —текисликнинг кутб билан устма-уст тушмайдиган 
исталган нуктаси булсин. Бу нукта ва кутб оркали санок боши 
цутб билан устма-уст тушадиган 1Х ук утказамиз.

I кутб уки билан /, ук орасидаги ( I , / ,)  бурчакни 9 билан бел­
гилаймиз ва уни М  нуктанинг цутб бурчаги деб атаймиз. М  
нуктанинг /] укдаги координатасини г билан белгилаймиз ва уни 
М  нуктанинг цутб радиуси деб атаймиз. Агар М  нукта 1Х укнинг 
мусбат кисмида ётган булса, у колда г>О ( 11-расм), агар М  нук* 
та 1Х укнинг манфий кисмида ётган булса, у колда г < 0  ( 12- 
расм). *

М  нуктанинг <р кутб бурчаги ва г кутб радиуси унинг цутб  
координаталари  деб аталади. 9 сон М  нуктанинг кутб бурчаги, 
г эса уцинг кутб радиуси булган колда М  ( 9; г) ёзувдан фойда- 
ланамиз.

Келгусида агар махсус айтилмаган булса, I укдаги мусбат йуна- 
лишни О кутбдан М  нуктага томон (бу колда г;> 0 ), 9 кутб бур-



1 1 - раем.
/

12- раем.

чакнинг ^иймати сифатида эса унинг барча мумкин булган киймат- 
ларидан 0 <ср<2тс шартни каноатлантирадиган кийматини танлашни 
шартлашиб оламиз. У золда текисликнинг кутб билан -устма-уст 
тушмайдиган зар бир М  нуктасиг'а ягона <р ва г с о н л а р  жуфти — 
унинг кутб координаталари мос келади. .4ксинча, агар ср ва г сон­
лар жуфти берилган булса, у золда равшанки, уларга текислик­
нинг бу сонлар кутб координаталари буладиган ягона М нуктаси 
мос келади.

Шу вактга кадар биз М  нукта кутб билан устма-уст тушмайди, 
деб фараз килиб келдик. Кутбда ук билан тайин йуналишга эга 
эмас ва демак, кутб учун кутб бурчаги мавжуд эмас, Кутбнинг 
кутб радиуси нолга тенг ва шу биргина координата кутбнинг 
вазиятини тулик аниклайди.

М исол. Кутб координаталар системасида я/4; 2), /М3(я; 1), Л13(0; 3) 
ва  ,/V?i (Зте/2; 2) нукталарни ясанг.

Е ч и л и ш и. Биринчи нудтани ясаш  учун / цутб укига ж/4 бурчак остида 
1\ укни утказам из (13- раем) ва бу 3?!<да 2 координатали М х нуктани бел­
гилаймиз. Колган нукталарни дам ш унга ухшаш ясаймиз: кутб уки билан мос 
равиш да it, 0 ва Зя/2 бурчаклар досил киладиган l\, I" ва /}v укларии утказа­

миз, кейин эса l\  укда 1 координатали М 2 нуктани, I" Укда 3 координатали 

М ъ нуктани ва нидоят, /Jv  Увда 2  координатали M t нуцтани ясаймиз.

3. Декарт ва цутб координаталари орасидаги богланиш. Баъ- 
зан текисликдаги декарт кутб координаталаридан бир вактда фой-

даланишга тугри келади. Бун­
да тубандаги узаро тескари 
икки масаланинг куйилиши та- 
биийдир.

1. М  нуктанинг <р ва /••кутб 
координаталарини билган зол­
да унинг л; ва у декарт коор­
динаталари топилсин.

2. М нуктанинг х  ва у де- 
карт координаталарини билган 
золда унинг ср ва г кутиб ко­
ординаталари топилсин.

Бу масалаларнинг зал эти- 
лиши кутб уки билан декарт 
системаси укларининг ^заро
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жойлашишига боглик. Биз кутб уки 
декарт системасининг абсциссалар уки 
билан устма-уст тушадиган (ва де­
мак, кутб декарт системасининг ко­
ординаталар боши билан устма-уст 
тушадиган) хусусий колнигина карай­
миз. Бунда учала ук — кутб уки, Ох 
уК ва Оу ук умумий масштаб бирли- 
гига эга деб фараз килинади.

cos 9 ва sin ср тригонометрик функ- 
14- раем. цияларнинг таърифларига асосланиб,

куйидагини косил киламиз (14-раем):
cos <р =  я / г , sin? =  у / г ,

■бундан
x — rcos 9 , у =  г sin <р. (6)

(6) формулалар нуктанинг декарт координаталарини унинг кутб 
координаталари оркали ифодалайди. Кутб координаталарини де­
карт координаталари оркали ифодалаш учун (6) тенгликларнинг 
кар биринцнг иккала томонини квадратга кутарамиз, кейин эса 
косил булган тенгликларни кадма - кад кушамиз:

х 2 4~ у 2 =  г2 (cosa <р fein* 9 ) ёки г2 =  х 1 4- у2.
Бу ердан

г  =  У х 2 -f у2. (7)
( 6) тенгликлардаги иккинчи тенгликни биринчи тенгликка булиб, 
куйидагини косил киламиз:

tg 9 =  y /x .  (8)
(7) тенглик г кутб радиусининг декарт координаталари оркали 

ифодасини беради. (8) тенглик декарт координаталарини билган 
колда кутб бурчагининг тангенсини топишга имкон беради. 
Бирок топилган tg 9 кийматга 9 нинг иккита киймати (0<^9 < 2 it 

’ шартида) мос келади. 9 кугб бурчагининг бу икки цийматидан 
(6) тенгликларни каноатлантирадигани танланади.

М исол. М нуктанинг х * = У &  ва у  =  1 д ек ар т  координаталарини билган 
*%олда унинг кутб координаталарини топинг.

Е ч и л и ш и .  (7) в а (8 ) формулалар буйича куйидагини топамиз:

г - / ( У 3 ) » + 1 * - 2 ,  tg  f = l / / 3  = / 3 / 3 .

Тангенснинг бу кийматига у нинг иккита киймати мос келади:
<р, =  п /6  ва <ро =  7 л /6 . (6 ) тенгликлар бу колда бундай ёзилади:

У~3 =  2 cos <р, 1 •= 2 sin  9 .

Бу тенгликлар f  нинг ф акат биринчи кийматида баж арилади. Демак, ер =» я^б. 
Ш ундай килиб, М  нукта у =  тс / 6  ва г  =  2 кутб координаталарига эга экан.



4. Координата Уцларини параллел к^чириш. Юкорида баъзан 
текисликда бир вактда икки координата системасининг кзралиши 
ва ушбу масалани зал этишга турри келиши хасида суз юритил- 
ди: нуктанинг бир координаталар системасидаги координаталари­
ни билган золда унинг иккинчи системадаги координаталари 
топилсин. Нуктанинг бир координаталар системасидаги коорди­
наталарини унинг иккинчи системадаги координаталари оркали 
ифодаловчи формулалар координаталарни алмаштириш фор- 
м ула ла р а  деб аталади.

3-пунктда декарт координаталарини ва кутб координаталарини 
алмаштириш формулалари зосил килинди. Бу пунктда биз иккала 
система зам декарт (тугри бурчакли) системаси, шу билан бир­
га бу системаларнинг бир исмли уклари параллел ва бир хил 
йуналган дамда укларнинг дар бирида бир хил масштаб бирлиги 
танланган деб фараз киламиз. 15-расмда шундай Оху ва 
O^ XY  системалар тасвирланган. OtX Y  система Ох ва Оу 
ларни параллел кучириш билан досил килиниши мумкин. Нукта­
ларнинг О х у  системадаги координаталарини эски координата­
ла р , 0(А К системадаги координаталарини янги координаталар  
деб аташга келишиб олайлик. х 0 ва у 0 янги О, координата боши­
нинг эски системадаги координаталари булсин. Айтайлик, текис­
ликда ихтиёрий танланган М  нукта х  ва у  эски координаталарга 
ва X ,  Y  янги координаталарга эга булсин. М  нуктанинг эски 
координаталарини янги координаталар оркали ифодаловчи форму­
лаларни келтириб чикарамиз. Янги координаталар боши О, ни ва 
М  нуктани О х  ук^а ва М  нуктани шунингдек 0 %Х  укка проек- 
циялаб, мос равишда А ,Р  ва Л'нукталарни досил киламиз. Рав­
шанки, О,Л/ =  АР. Бирок 0 1Ar= |,A ’| ва А Р = *\х  — х 0\, демак,

1 ^ 1  --- I *  X q | ,

яъни янги X  абсцисса ва х ~ х ^  айирма модуль буйича тенг. Бу 
катталикларнинг ишоралари дам бир хиллигига ишонч зосил ки­
лиш кийин эмас. ^акикатан дам, N  нукта О, дан унгрокда жой­
лашган булса, у долда Р  нукта А  нуктадан унгрокда жойлашган 
булади ва иккала X  ва х  — х 0 катталик мусбат булади. Агар N

нукта О, дан чапрокда жойлашган 
булса, у золда Р  нукта А нуктадан 
чапрокда жойлашган булади ва де­
мак, X  ва х — л;0 манфий. Иккала 
золда >;ам Х =  х  — х 0, бундан х  — 

=  X х а. Эски у ордината учун 
формула зам шунга ухшаш зосил 
килинади. Шундай килиб, биз коор­
динаталарни алмаштиришнинг (ук* 
ларни параллел кучириш)нинг ку­
йидаги формулаларини досил кил- 
дик:

]5- раем. х  — X  -f- х0, у = X  -j- Уо- (9)

У У .

м

N X

. . 0,

А Р X

0



М исол. О х  у системада М  (2 ;—1) 
нукта берилган. Агар укларни парал­
лел к^чириш да янги координаталар 
боши эски системада — 1 ва 3 коор- 
динагаларга эга булса, шу М  нук­
танинг янги X  ва У координатала­
рини топинг.

Е ч и л и ш и .  (9) ф ормулаларга 
к^ра куйидагини досил киламиз: 2  =
— X  — 1, — 1 =  Y  +  3, бу ердан Х =
=» 3, Y  =  - 4 .

5. Координата уцларини 
буриш Текисликда умумий 
координаталар боши О га эга 
булган иккита координата сис- 1 6 -раем,
темаси берилган булсин: Оху
система (эски система) ва бу эски системани абурчакка буриш 
билан зосил килинган О ХУ  система (янги система). Бу деган

суз (бх^~ОХ)==Ь (16-расм) ва демак (Оу, ОУ) =  а. Текисликда­
ги ихтиёрий М  нуктанинг эски х  ва у  координаталарини унинг 
янги X  ва У координаталари орцали ифодаловчи формулаларни 
топамиз.

Куйидагича кутб координаталари киритамиз: кутб уки Ох ук 
билан устма-уст тушадиган эски кутб координаталар система­
си ва кутб уки ОХ  ук билан устма - уст тушадип.н янги кутб 
координаталар системаси. М  нукта янги кутб системасида ср кутб 
бурчагига ва г кутб радиусига эга булсин. Эски кутб система­
сида М  нуктанинг кутб бурчаги а +  ср га тенг, кутб радиуси эса 
янги системадаги кутб радиусининг узидир.

LITv сабабли (6) формулаларга кура куйидагига эга буламиз:

X =  rcos ( а +  <р) , у =  г sin ( х +  ср).

Икки бурчак йигиндисининг косинуси ва синуси учун триго- 
нометрик айниятлардан фойдаланиб, куйидагини оламиз:

х  — г (cos a cos <р — sin о. sin у )  — (г cos ср)  cos а — (г  sin 9 )  sin а ;

у — г (sin a cos ср +  cos а sin <р ) =  ( Г COS ср) sin а + (  Г sin ср ) cos а.

Бирок г coscp^A1 ва rs in < ? = y ,  шу сабабли

X =  X  cos а — К sin а, у  =  X  sin а У c o s a . (10)

( 10) формулалар уцларни буриш ф ормулалари  дейилади.

М исол. Укларни a =  л/4 бурчакка бурганда нуктанинг л: ва у эски коор­
динаталарини унинг янги X  ва Y координаталари оркали ифодаланг.



Е ч и л и ш и .  cos (я/4) •= Y  2/2, sin (я/4) *= 2/2 булганлиги учуй 
(1 0 ) ф орм улаларга кура куйидагини хосил киламиз:

V 2 V2 \ 2  V2 V2 
------ Y V—  ' + Y  Y  Х ~  2 { X ~ Y ) ‘

V2
У~  2 {Х+ П

4- §. Ф У Н КЦ И Я ТУ Ш У Н ЧА С И

1. Узгарувчи катгалик (мицдор) лар. Кундалик фаолиятимизда 
биз доимо дажм, зичлик, узунлик, вакт, босим, температура каби 
турли физик катталикларга дуч келамиз. Бу катталикларнинг 
даммаси бир-биридан сифат жидатидан фарк килса-да, бирок Уш_ 
бу умумий хоссага эга: уларнинг дар бирини улчаш мумкин. 
Улчаш натижасида дакикий сонлар досил булиб, биз уларни 
тегишли катталикларнинг сон кийматлари деб агаймиз. Битта 
катталикнинг узини ^лчашда, агар уни айтайлик, вактнинг турли 
моментларида ёки турли шароитларда улчанаётган булса, турли 
сон цийматлар досил булиши мумкин. Масалан, автомобилнинг 
даракат тезлиги йулнинг турли участкаларида ёки вактнинг турли 
моментларида турли сон кийматларга эга булади. Худди шунга 
ухшаш,  ёпик идишдаги бирор газ массасининг босими турли 
температураларда турли сон кийматларга эга булади. Бир суз би­
лан айтганда, катталикнинг сон кийматлари узгариши мумкин ва 
шу сабабли катталикнинг узи узгарувчи дейилади. Математикада 
катталикларнинг конкрет физик маъносини карамасдан, узга­
рувчи катталикнинг (кискача узгарувчининг) цабул цилиши мум­
кин булган баряа сон цийматлари туплами- берилган булса , 
узгарувчи кат т алик берилган деб дисобланади. Узгармас кат- 
т аликни  (яъни каралаётган шароитларда узининг сон кийматини 
узгартирмайдиган катталикни) узгарувчининг хусусий доли деб 
караш кабул килинган, бунда унинг кийматлар туплами битта 
сондан иборат булади. Узгарувчи катталикнинг сон кийматлари 
бирор дакикий сонлар тупламини досил килади. Унга сон укида 
бирор нукталар туплами мос келади. Бу иккала туплам (карала­
ётган узгарувчига боглик равишда) жуда дам турлича булиши 
мумкин. Бирок келгусида биз сегмент ва интервал деб аталади- 
ган срнлар тупламлари билан купрок иш куришимизга тугри 
келади.

Интервал  (ёки о ящ  о р а лщ )  деб, а < х < Ь  тенгсизликларни 
каноатлантирадиган л: сонлар тупламига айтилади, бу ерда а ва 
Ь— дакикий сонлар.

Сегмент  (ёки ёпиц оралиц , ёки кесма) деб, тенг-
сизликларни каноатлантирадиган х  сонлар тупламига айтилади» 
бу ерда а  ва b — дакикий сонлар.

Интервал } а , Ь \  символ билан, сегмент эса \ а , Ь ]  символ би­
лан белгиланади. Бунда а  ва b сонлар тегишли интервал ёки



сегментнинг охирлари деб аталши. Масалан, ]2,5[ интервал 
2 < х < 5  тенгсизликларни каноатлантирадиган барча х  сонлар­
дан иборат. Хусусан, х  =  3 , х  =  4 нукталар ] 2,5 [ интервалга 
тегишли, айни вацтда х  =  2 ,х  =  5, х = 8  нукталар бу интервал­
га тегишли эмас.

Купинча а < л < Ь  ёки а <  х  < 6  тенгсизликларни каноатлан- 
тирадиган сонлар тупламларини карашга тугри келади. Бу туп- 
ламларнинг зар бири ярим интервал ёки ярим сегмент деб 
а т а л а д и  ва мос равишда \ а, Ь{  ёки \ а , Ь ] билан белгиланади.

Бу киритилган терминларнинг зар бири факат берилган сон­
лар тупламигагина тааллукли булиб'цолмасдан, балки сон тугри 
чизигида шу тупламга мос нукталар тупламига зам тегишлидир. 
Жумладан, [ а , Ь ] сегментга геометрик нуктаи назардан сон 
укида охирлари а ва b нукталар булган кесма, )а, Ь\ интервалга 
эса а ва b охирлари чикариб ташланган шу кесманинг узи мос 
келади. Агар \ а , Ь{  интервалга унинг а ва b охирларини кушиб 
К у й и л с а ,  [ ab  | сегмент зосил булади.

Баъзи золларда чексиз интерваллар ва ярим интерваллар кара- 
лади. Уларни аниклайдиган тенгсизликларни ва тегишли белги- 
лашларни келтирамиз: х > а ,  белгиланиши: ]а,оо[; х > а ,  бел- 
гиланиши: [а, +  оо[; х  < Ь, белгиланиши: ] — оо , Ь[; х ^ Ь ,  белги­
ланиши: ]— оо, Ь \ .

Бутун сон укини зам ]—оо, +  оо[ символ билан белгиланади- 
ган чексиз интервал деб карзш мумкин.

2. Функция тушунчаси. Иккита узгарувчи катталик карала- 
ётганда купинча улардан бирининг сон кийматлари иккинчиси­
нинг сон кийматларига богликлигини куриш мумкин. Масалан, 
квадратнинг юзи унинг томонининг узунлигига боглик булади. 
Агар, квадрат томонининг узунлигини х  билан, унинг юзини у би­
лан белгиланса, бу богланиш у =  х 2 формула билан ифодаланади.

Бу ерда икки золни кайд этиб утамиз.
1. х  кабул килиши мумкин булган сон кийматлар туплами М  

бизга маълум — бу барча бутун сонлар тупламидир. Хакикатан 
зам, х  квадрат томонининг узунлигини ифодалайди, шу туфайли 
у манфий ёки ноль булиши мумкин эмас. Иккинчи томондан, 
биз исталган квадратни карашга закдимиз ва демак, х  исталган 
мусбат сон булиши мумкин.

2. Хар бир. х £ М  сонга ягона у =  х 2 сон мос келади. Y 
нинг бу барча сон кийматлари L тупламни зосил килади (биз- 
нннг бу мисолимизда бу туплам М  туплам билан устма-уст 
тушади). Шундай килиб, бу ерда зар бир х ^ М  га ягона y ^ L  
ни мос келтирадиган коида берилган.

Яна бир мисол келтирайлик. Айтайлик, моддий, нукта А 
пунктдан v  см/с узгармас тезлик билан тугри чизикли 3apaKaf 
К и л а ё т г а н  булсин ва Г с дан сунг В  пунктга етиб борсин. Ха" 
ракатнинг t  моментида нуктанинг S утган йулини S =» фор­
мула буйича топиш мумкин.

Бу ерда яна шуни кайд этиб утамизки, биринчидан, t  узга­
рувчи кабул килиши мумкин булган киймаглардан иборат М  =



=  [О, Г] туплам берилган, иккинчидан, дар бир t £ М  кийматга 
ягона S =  v t  киймат мос келади. S  нинг бу барча кийматлари 
<5ирор L тупламни досил килади.

Биз бу мисолда дам куриб турибмизки, дар бир кийматга 
< ягона 5  £ L ни мос келтирадиган коида берилган.

Бу мисолларни умумлаштириб. куйидаги таърифга келамиз.
Ф ункция деб, бирор М  тупламнинг х,ар бир х  элементига  

бошца L т уплам нинг ягона у  элементини мос келтирадиган  
цоидага айтилади. Бунда дар бир у £  /.элемент деч булмаганда 
битта х  £ М  элементга мос келади деб фараз килинади.

М  ва L тупламлар.нинг элементлари на факат сонлар, балки 
бошкача, умуман айтганда, ихтиёрий объектлар булиши мумкин. 
Масалан, Ж — берилган текисликдаги барча квадратлар туплами, 
L эса бу квадратларга ички чизилган барча айланалар туплами 
булсин. М  тупламга тегишли квадратларнинг дар бирига унга 
ички чизилган айланани мос куямиз. Бу билан биз М  туплам­
нинг дар бир элементига L тупламнинг ягона элементини мос 
Куядиган функцияни аниклаймиз.

Бирок келгусида, одатда, функциянинг берилишида М  ва L 
тупламларнинг тегишли а: ва у элементлари сонлар деб фараз 
Килинади. Бунда х  эркли узгарувчи (ёки аргумент), у эрксиз у з ­
гарувчи, М  туплам функциянинг аникланиш содаси, L туплам эса 
функциянинг цийматлар т уплам и  деб аталади. Купинча эрксиз 
узгарувчини функция  (мослик коидасининг узи каби) деб ата­
лади.

Функцияни белгилаш учун у =  / ( х) ёзувдан фойдаланамиз 
(„у эф х  га тенг“ деб укилади). Бу ёзувда /  дарфи х  £ М  элемент­
га ягона у £ L элементни мос келтирадиган коидани белги- 
лайди.

Агар /  функция х 0 £ М  сонга у0 £ L сонни мос келтирадиган 
булса, у долда бу ни у0= / ( х 0)ёки  у0 =  у|^ куринишда ёзилади.
у0 сон мазкур функциянинг х  =  х 0 даги хусусий киймати деб 
аталади. Масалан, агар у =  х 2 б^лса, у долда у\х=,( =  (t/2)2=  V4,
шунга ухшаш, агар/ ( x )  =  sin^ булса, у долда f ( r . j2) =  sin (тг/2) =  1.

1-изод.  Агар аникланиш содаси М  ва кийматлар туплами L 
булган f (х)  функция берилган булса, у долда М  тупламнинг 
L тупламга ансланиши  берилган, деб айтилади.

2- из од .  Функцияларни белгилаш учун х  — / ( х )  куринишдаги 
■ёзувдан дам фойдаланилади. Масалан, у =  х 2 ёзув урнига х-*х- 
ёзув ишлатилади.

Функцияларни белгилаш учун /  дарфиданташкари бошка дарф- 
лар дам кулланилади, масалан: у  =  <р (х),  у  =  F( x) ,  у - у ( х ) .  
Худди шунга ухшаш, функция ва унинг аргументини факат 
у ва х  дарфлари билан белгилаш шарт эмас, уларни бошка дарф- 
лар билан белгилаш дам мумкин.

3. Функциянинг графиги. Купчилик долларда функцияни 
график тасвирланса, яъни унинг графигини ясалса, функциянинг 
хоссалари тушунарли ва кургазмали булади.



y =  j ( x )  функциянинг графиги деб, Оху  текисликнинг шун­
дай барча нукталари тупламига айтиладики, бу нукталарнинг 
дар бири учун х  абсцисса аргументнинг киймати, у ордината 
эса берилган функциянинг тегишли киймати булади.

Функциянинг графигини, умуман айтганда, унинг айрим нук­
талари буйича ясаш мумкин. Масалан, у =  } (х)  функция | а,Ь \ 
сегментда берилган булсин. а ва b орасида аргументнинг бир 
катор яь;ин кийматларини оламиз ва ушбу жадвалга х  аргумент­
нинг танланган кийматларини ва у функциянинг уларга мос кий­
матларини жойлаштирамиз:

X 1) Xl х 2 .  .  . Хп =  Ь

У Уо У\ У2 .  .  . Уп

Бу жадвал ёрдамида М 0 {х0; у0), А/, (*,; у,), /И2 (х2; у2), . . .  
. . . ,  М п ( хп ; уп ) нукталарни ясаймиз ва уларни силлик чизик 
билан туташтирамиз. Бу эгри чизик* берилган функциянинг 
такрибий графиги булади (17-расм).

М исол. у  =  х* формула билан берилган функциянинг граф игини—2 «  х  <  2  
ш артда ясанг.

Е ч и л и ш и .  Ушбу жадвални тузамиз:

X — 2 - 3/2 — 1 'h 0 */> 1 3/2 2

У 4 • ви 1 lU 0 1U i 4

17- раем.

* Эгри чизикнинг силлшучигн дейилганда биз эгри чизик ^еч каерда узил- 
маиди, деб тушунамиз, яъни абсциссаларнинг кичик узгариш ларига эгри чизик 
ординаталарининг кичик узгариш лари мос келади. Ф ункция графигининг сил- 
лицлиги функциянинг у з л у к п т и г и  тушунчасн билан у^вий боглик булиб, У V 
боб, 2 -§ да оатофеил каралади.



ва Л1„ ( - 2 ;  4), М , ( - а/„; •/,), Ж 2( - 1 ;  1). '/*)■ Л**(0; 0). M 5( i /3; ■/,). М в( 1; 1);
e/i); ^ 8  (2; 4) нукталарни ясаймиз. Бу нукталарни силлик чизик билан 

гуташ тириб, изланаётган графикни досил киламиз (18-расм).

4. Функцияларнинг берилиш усуллари. Функциялар жуда 
турли-туман усуллар билан берилиши мумкин. Бирок функиия- 
лар берилишининг куйидаги учта усули энг куп учраб туради: 
аналитик усул, жадвал усули ва график усул.

Функция а н а л и т и к  у с у л д а  берилганда аналитик ифода 
ёрдамида, яъни функциянинг тегишли кийматини досил килиш 
учун аргументнинг киймати устида кандай амаллар бажарилиши 
лозимлигини курсатадиган формула ёрдамида аникланади.

2- ва 3-пунктларда биз формулалар ёрдамида берилган, яъни 
аналитик берилган функцияларга дуч келдик. Бунда 2-пунктда 
у — х 9 функция учун ] 0; +  оо [ аникланиш содаси геометрии муло- 
дазаларга асосланиб аникланган, s — v t  функция учун эса [0,7] 
аникланиш содаси шартда курсатилган эди. 3-лунктда у = х 1 функ­
циянинг [—2, 2) аникланиш содаси дам шартда берилган эди. Бирок 
купинча функция факат аналитик ифода (формула) ёрдауида, 
бирор бир -кущимча шартларсиз берилади. Бундай долларда 
ф ункциянинг аницланиш  содаси, сифатида аргументнинг барча 
шундай циймат лари т упламини тушунамизки, бу цийматлар- 
да шу ифода маънога эга булади ва функциянинг %ациций 
цийматларини беради.

j -м исол . у  =  —L_ функциянинг аникланиш содасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу функциянинг аникланиш содаси, равш анки, иккита чексиз 
интервалнинг бирлашмаси ]— oo,2 [ U ] 2 , +  о°[дан  иборат, чунки \ Цх  — 2 ) ифода 
х  =  2  да м аънога эга эм ас, х  нинг колган барча кийматларида эса аникланган.

2 -м и со л  у  =  Y 1 — х 1 +  lo g 3j; функциянинг аникланиш содасини топинг.
Е ч и л и ш и .  М азкур функция иккита функциянинг йигиндисидан иборат. Улар- 

дан бнринчисининг аникланиш содаси 1 — х 3 >  0 буладиган барча х  дакикий 
сонлар туплами М х дан иборат, яъни бу туплам — 1 <  х <  1 тенгсизликларни ка- 
ноатлантирадиган барча а: нукталар тупламидир. Шундий килиб, М х — [— 1,1]. 
Иккинчи кушилувчининг, яъни lo g 3* функциянинг аникланиш содаси Afa'=  ]0, +  
+  оо[ чексиз интервалдан иборат. Демак, у = ^ 1 — х* +  lo g 3;c функциянинг 

•аникланиш содаси барча х  £ М ъ  х  £ М? нукталардан иборат М  туплаыдир. 
Бош кача айтганда, М  =  М х п  М ъ =  ]0,1].

Энди укувчининг Узи у — х'1 ф ункция учун аникланиш содаси бутун сон Уки, 
у =  у  х  функция учун эса [0 . +  то [ чексиз интервал булишини кУриши осон

Укувчининг эътиборини функцияни ва бу функцияни беради- 
■ган формул (ни бир-бири бил ш айнанлаштирищ мумкин эмасли- 
гига каратамиз. Битта формуланинг узи билан турли функция­
ларни бериш мумкин. ^акикатан дам, 2-пунктда биз аникланиш 
содаси ]0, +  оо[ булган у =  х 1 функцияни карадик. 3-пунктда 
эса аниктниш содаси [—2, 2] билган у =  х 2 функция учун график 
ясадик. Ва нидоят биз дозиргина деч бир кушимч-i шартларсиз 
3» =  х г формула билан берилган функцияни карадик. Бу функция­
нинг аникланиш содаси бутун сон укидан иборат. Бу учала функ­
ция узаро бир-биридан фарк килздИ, чунки улар турли аник-



ланиш со^аларига эга. Лекин улар айни 
бир формула билан берилади.

Бунга тескари ^ол ^ам булиши мум­
кин будиб, б и т т а  ф у н к ц и я н и н г  
у з и  аникланиш со^асннинг турли кием- 
ларида турли формулалар билан бери­
лади. Масалан, х  нинг барча манфиймас 
Кийматлари учун куйидагича аникланган 
y = j ( x )  функцияни карайлик 0 1
да у =  х  ва х >  1 да у  = х 1, яъни

агар 0 < х < 1  булса, 
агар л :>1 булса. 19-раем.

Бу функция иккита аналитик ифода билан аникланган булиб, 
улар функция аникланиш «дасининг турли участкаларида амал 
Килади. Бу функциянинг графиги 19-расмда тасвирланган.

Ф у н к ц и я  ж а д в а л  у с у л и д а  перилганда жадвал тузилиб, 
унда аргументнинг бир катор кийматлари ва функциянинг те­
гишли кийматлари курсатилади. Логарифмик жадваллар. триго- 
нометрик функцияларнинг кийматлари жадваллари ва бошкэ 
куп жадваллар яхши маълум. Купинча функциянинг бевосита таж­
рибада олинган кийматлари жадвали билан иш куришга т^гри 
келади.

Куйидаги жадвалда миснинг турли t температуралардаги (гра­
дус ^исобида) р солиштирма каршилигининг (ом • см ^исобида)
тажрибада олинган кийматлари келтирилган:

t 10 2 0 30 40 50

р 1 , 8  • 1 0 ~ б 1 , 8 - 10—е | 1 ,9 -10~ 6 | 2 , 0 - 1 0 ~ 6 | 2 , 0 - 1 0 ~ 6

t 60 70 80 90 100

р ' 2 , 1  • 1 0 ~ 6 2, 2-1 0 ~ 6 2,2-10~ 6 2 , i- Ш~ 6 2.4--10 - 6

Функциянинг г р а ф и к  у с у л д а  берилишида унинг графиги 
Герилади ва бунда функциянинг аргументнинг у ёки бу киймат- 
ларига мос кийматлари бевосита шу графикдан топилади. Бундай 
графиклар купчилик лолларда узи ёзар асбоблар ёрдамида чизи- 
лади.

5. Асосий элементар функциялар ва уларнинг графиклари.
Аналитик б е р и л г а н  функциялар орасида бизнинг курсимизда эле­
ментар функциялар асосий роль уйнайди. Энг аввало асосий 
элементар ф ункцияларни  кури» чикамиз. Куйвда келтиряла- 
диган функциялар ана шундай аталади:

1. Узгармас (константа) у = С, бу ерда С—^акикий сон.



2. у =  х п дараж али функция, бу ерда п —нолдан фаркли 
дакикий сон.

3. у =  ах (а^>'0, а ф \ )  курсат кичли функция.
4. у  =  1о£йл: (а > 0 ;  а Ф  1) логарифмик функция.
5. у  =  sinx, у =  cosx, y =  tg* , y =  c ig x  тригонольетрик 

ф ункциялар.
6. у — arcsine, у  =  arccosx, у  =  arctg.*:, у == arcctgA: тескари 

тригонометрик ф ункциялар.
Асосий элементар функцияларнинг аникланиш содаларини ва 

уларнинг графикларини куриб чицамиз.
1. Узгармас—бу аргументнинг барча кииматларида бир хил 

киймат кабул киладиган функциядир. у = С  функциянинг гра­
фиги абсциссалар укига параллел тугри чизикдан иборат.

2. Даражали функция аникланиш содасининг куриниши п кур- 
саткичга боглик. Агар п турли натурал кийматларни кабул кила­
диган булса, у долда у =  х , у ~ х 2, у =  х ъ, у — х* ва доказо 
функциялар катори досил булиб, уларнинг дар бирининг аник­
ланиш содаси—бутун сон укидир. Баъзи ток tt лар учун даражали 
функцияларнинг графиклари 20-расмда, жуфт п  лар учун эса 
21-расмда келтирилган.

Колган даражали функциялардан дозир факат куйидаги ик- 
китасини караймиз:

у =. \ /х  (« =  — 1) ва у =  \Гх (п =  \ /2).

Улардан биринчиси у =  \ /х  функция х  =  0 нуктадан бошка 
бутун сон укида аникланган. Бу функциянинг графиги 22-расмда 
келтирилган. _

Иккинчи у =  V x  функция (илдизнинг арифметик киймати 
тушунилади) я > 0 л а р  учун аникланган ва 23-расмда тасвирлан­
ган графикка эга.

3. у  — а* курсаткичли функция х нинг барча кийматларида 
аникланган. 24-расмда а >  1 учун ва 0 < а <  1 учун курсат ичли 
функцияларнинг графиклари келгирилган.

4. у — loga х  функциянинг. аникланиш содаси ] 0 ,+  оо[ чек­
сиз интервалдир. Графиклар ( # > 1  учун ва 0 < а < 1  учун) 25- 
расмда тасвирланган.

5. y =  s m x  ва у =  cos х  тригонометрик функцияларнинг гра­
фиклари 26-расмда тасвирланган. Уларнинг дар бири бутун сон 
укида аникланган. у =  tg х  функция (2  1) тс/2 куринишдаги 
нукталардан таищари бутун сон укида, у =  ctg х  функция эса 
x  =  k% (k—исталган бутун сон) нукталардан ташкари бутун сон 
укида аникланган. Бу функцияларнинг графиклари 27 - расмда 
тасвирланган.

6. Тескари тригонометрик функциялар ва уларнинг график­
лари V  боб, 2 - §, 5 -  пунктда каралади.

6. Мураккаб функциялар. Элементар функциялар. Ушбу ик­
кита функция берилган булсин: аникланиш содаси М  ва киймат- 
лари содаси L булган « =  <р(х) функция ва аникланиш содаси



У к

\ / У =аК
\0<а<1 J  а>1

0

24- раем.

2 1 - раем.

23- раем.



26- раем.

27- раем.

L булган у =  / ( « )  функция. У ^олда ^ар бир х £ М  га и =  у ( х )  
Коида буйича ягона у киймат мос келади, бунга эса у =  / (и )  
цоида буйича ягона у киймат мос келади. Шу билан бирга ){ар 
бир х(~ М  га ягона у киймат мос келади, яъни М  тупламда х  
нинг У = / [ ? ( * ) ]  функцияси аникланади, у мураккаб функция 
(ёки функциянинг функцияси) деб аталади. и узгарувчи мураккаб 
функциянинг оралиц аргументи деб аталади.

Масалан, агар у =  lg и ва и =  sin я  булса, у ^олда у мурак­
каб функциядир: у =  lg tin х.

y =  lg s in x  мураккаб функция л; нинг факат и — s in> 0  була­
диган кийматларида аниклангандир, чунки логарифмик функция 
уз аргументининг мусбат кийматларидагина аниклангандир.

Мураккаб функция тушунчасидан фойдаланиб. элементар 
функциянинг таърифини бериш. мумкин.

Элементар функция деб, асосий элементар функциялардан 
турт арифметик амал (кушиш, айириш, купайтириш ва булиш) 
ни ва функциядан функция олиш амалини кетма-кет чекли сонда 
Кулланиш ёрдамида тузиладиган битта аналитик ифода билан 
бериш мумкин булган функцияга айтилади.



Асосий элементар функциялар *ам элементар функциялар 
синфига киритилади. Биз мазкур курсимизда асосан айни шу 
элементар функцияларни караймиз.

Элементар функцияларга куйидаги функциялар мисол булади:

Баъзи ноэлементар функцияларни китобхон, масалан VII боб, 
6 -§, 2- пунктда учрахади.

7 .  Бутун ва каср-рационал функциялар. Бу пунктда биз 
элементар функцияларнинг баъзи му^им хусусий ^олларини ку- 
риб чикамиз.

Бут ун рационал функция (ёки купдад) деб,

куринишдаги функцияга айтилади, бу ердан п — натурал сон 
булиб, куп^аднинг даражаси дейилади; а0, a t , .  . . ,  ап_1 ,ап ^а- 
кикий сонлар булиб, куп^аднинг коэффициентлари деб аталади. 

Купдад бутун сон укида аникланган функциядир.
Бутун рационал функцияларга мисоллар:

Биринчи даражали у — айх-\-а^  купдад я и зщ ли  функция  деб 
аталади.

Э с л а т м а .  у — С узгармас функцияни нолинчи даражали 
купдад деб караш мумкин: у =  Сх°.

Каср-рационал функция (ёки рационал каср) деб, иккита 
куп^аднинг нисбатига айтилади: P(x)/Q (x).

Бутун рационал функция каср рационал функциянинг Q(x) 
^згармас булгандаги хусусий ^олидир P(x)jQ(x)  каср-рационал 
функция х  нинг Q(x) махраж нолга айланадиган кийматларидан 
бошка барча кийматларида аникланган.

Каср-рационал функцияларга мисоллар:

8. Жуфт ва ток функциялар. Даврий функциялар. Функция­
ларни текширишда уларнинг баъзи хоссалари му^им роль уйнай- 
ди. Мазкур пунктда биз баъзи элементар функцияларга хос бул­
ган жуфтлик, токлик ва даврийлик хоссаларини куриб чикамиз.

у =  /(* )  функциянинг аникланиш со.^асига тегишли исталган 
х  учун f ( —x ) = / ( x )  булса, бу функция жуфт функция дейи­
лади.

У — lg (1 +  cos2*), у =  2 cos lgx,
х 3 +  3 xs - x  +  5 ' 

У ~  x * - 3 x + 2 0  ,

У = (*3 +  l)2'5 -  ха

у =  я 0 х п -f- а, х ” 1- | - ап_\ х  4- ап

у =  2л:2 — 1, у =  х 3 —Зл:2 +  Зх  — 1, у = 2 х 3.

У —
х 3 +  5 х * +  3 _1_

х  +  7 ; ^ х



23- раем. 29- раем.

Масалан, у =  х 2 *ва y =  co sx  функциялар жуфтдир, чунки 
(—х ) 2 = х'2 ва cos(—х)=  cosx  Исталган жуфт даражали функция, 
яъни у =  х гк (к — исталган натурал сон) куринишдаги функция 
з{ам жуфтдир.

Жуфт функциянинг таърифидан бу функция графигининг ик­
кита Л1,[х; f{x)\  ва M.j,\ — х\ / ( —л)] нуктаси ординаталар укигэ 
нисбатан симметриклиги келиб чикади (28- раем), х  нинг кийма­
ти функциянинг аникланиш со^асида ихтиёрий танланиши мум­
кин булганлиги учун жуфт функциянинг графиги Оу уцца  
нисбатан симметрии ж ойлаш ган  (21 - ва 26-расмлардаги у = х г 
ва y = c o s x  функцияларнинг графикларига каранг).

у =  f ( x )  функциянинг аникланиш «цасига тегишли исталган 
я  учун f( — x)  =  — / ( x )  булса, бу функция ток функция  деб 
аталади.

Масалан, у =  х 3 ва y =  sinx функциялар токдир, чунки (дг)3=  
= —х 3, sin(—х ) = — s inx  Исталган ток курсаткичли у — x 2k~1 да­
ражали функция ^ам токдир.

Тоц ф ункциянинг графиги координаталар бошига нисба­
тан симметрии ж ойлашган (29-расм).

Жуфт функциянинг з^ам, ток функциянинг з̂ ам аникланиш 
содаси, равшанки, координаталар бошига нисбатан симметрикдир.

Бирок шуни ^ам кузда тутиш керакки, ^ар кандай функция 
Л'ам жуфт ёки ток булавермайди. Масалан, у =  х 2 — х - \ - \ ,  
v f  cosx, у =  2Л, y = lg x  функцияларнинг з^ар бири жуфт з;ам 
эмас, ток эмас.

Математиканинг’татбикларида даврий функциялар муз^им роль 
уйнайди.

Агар у =  / ( х )  функция учун шундай Т ф О сон мавжуд бул­
саки, унинг аникланиш со^асида t {x ±  Т ) ~ / ( х )  булса, бу функ­
ция даврий функция деб аталади.

Бунда f{ x  ±  7 > =  / ( х )  шартни каноатлантирадиган 7 мусбат 
сонларнинг энг кичиги у =  f ( x)  функциянинг даври* деб аталади.

•  Б а ъ за н  /(* )  функциянинг даври деб, / ( х ) ± С )  =  / ( * )  ш артни каноатланти­
радиган исталган С  м усбат сонга айтилади.



Тригонометрия курсидан 
маълумки, y =  sinx , у =  
=  cosx, у =  tg х  ва у =  
=  c tg x  функциялар дав- 
рийдир. Уларнинг бирин­
чи иккитаси учун давр 

га тенг, сунгги икки­
таси эса it даврга эга.

Т даврли даврий функ- 
дияни текшириш ва 
унинг графигини ясашда

30- раем.

Ьу функциянинг Т узунликдаги бирор сегментдаги, масалан, [0; Т\ 
сегментдаги цийматларини билиш кифоядир (30-раем). Бу функ­
циянинг колган кийматларидан нсталганини унинг даврийлик хос- 
сасидан фойдаланиб х;осил килиш мумкин. Масалан, y =  sinx 
функциянинг [0, 2Ц сегментдаги цийматларини билган ^олда бу 
функциянинг исталган х  даги кийматини ^осил килиш осон (26- 
раемдаги y =  sinx функция графигига каранг).

5-§. ЧИ ЗИ К  ТЕН ГЛАМ АСИ

1. Чизицни тенглама ёрдамида аниклаш. Куйидаги формула 
(тенглама) билан берилган функцияни караймиз:

у =  х2. (11)

Бу функцияга ва демак, (И )  тенгламага хам текисликда тула 
аникланган чизик мос келади ва у мазкур функциянинг графиги 
булади (18-расмга каранг). Бу функция графигининг таърифидан 
бу чизик Оху  текисликнинг координаталари (11) тенгламани ка­
ноатлантирадиган нукталаридан ва факат шу нукталаридан таш­
кил топганлиги келиб чикади.

Энди

у = Д х )  ( 12)

булсин. Бу функциянинг графиги булган чизик Оху  текислик­
нинг координаталари ( 12) тенгламани каноатлантирадиган нукта­
ларидан ва факат шу нукталаридан ташкил топган. Бу деган 
суз, агар М(х\у)  нукта шу айтилган чизикда ётса, унинг коорди­
наталари (12) тенгламани каноатлантиради, демакдир. Агар нукта 
бу чизикда ётмаса, унинг координаталари ( 12) тенгламани каноат- 
лантирмайди.

( 12) тенглама у га нисбатан ечилган. х  ва у ни уз ичига ол- 
ган, лекин у га нисбатан ечилмаган тенгламани, масалан,

х 2 -j- у2 —: 4 =  0 (13)



тенгламани оланлнк. Бу тенгламага зам Ох  у текисликда чизик, 
чунончи, маркази координаталар бошида ва радиуси 2 га тенг 
айлана мос келишини курсатамиз. Тенгламани

куринишда ёзамиз. Унинг чап томонидаги х 2 у2 ифода коор* 
динаталар бошидан М( х ,  у)  нуцтагача булган масофанинг квад- 
ратига тенг [(5) формулага каранг)]. (14) тенгликдан бу масо­
фанинг квадрати 4 га тенглиги келиб чикади.

Бу деган суз, координаталари (14) тенгламани ва д ем ак ,(13) 
тенгламани каноатлантирадиган исталган М ( х ; у) нукта коорди­
наталар бошидан 2 га тенг масофада ётади.

Бундай барча нукталар туплами маркази координаталар бо­
шида ва радиуси 2 булган айланани беради. Бу айлана (13) тенг­
ламага мос чизикнинг худди узидир. Унинг исталган нуктаси- 
нинг координаталари (13) тенгламани каноатлантириши равшан. 
Агар М  {х; V) нукта биз топган айланада ётмаса, у  золда унинг 
координаталар бошидан булган масофаси 4 дан ё катта, ё кичик 
булади, бу эса бундай нуктанинг координаталари (13) тенглама­
ни каноатлантирмаслигини билдиради.

Энди умумий золда

тенглама берилган булсин, унинг чап томонида х  ва у  ни уэ 
ичига олган ифода турибди.

(15) тенглама билан берилган яизиц деб, Оху  текисликнинг 
координаталари бу тенгламани каноатлантирадиган барча нукта­
лари тупламига айтилади.

Бу деган суз, агар L чизик F( x \  у) тенглама билан аниклан­
ган булса, у золда L нинг исталган нуктасининг координаталари 
бу тенгламани каноатлантиради. Оху  текисликнинг L дан таш- 
карида ётадиган зар кандай нуктасининг координаталари бу 
тенгламани каноатлантирмайди.

(15) тенглама L чизикнинг тенгламаси деб аталади.
И з о з ,  Исталган F (х\ у) =  0 . тенглама кандайдир чизикни 

аниклайди деб уйламаслик керак. Масалан, х 2 +  у2 +  1 = 0  тенг­
лама хеч кандай чизикни аникламайди. ^акикатан, бу тенглама­
нинг чап томони х  ва у нинг исталган закикий кийматларида 
мусбат, унг томони эса нолга тенг, демак, бу тенгламани Оху 
текисликнинг зеч кандай нуктасининг координаталари рноат- 
лантира олмайди.

Чизик текисликда факат декарт координаталарини ^з ичига ол­
ган тенглама билан аникланиб колмасдан, балки кутб коорди- 
наталаридаги тенглама билан зам аникланиши мумкин. Кутб 
координаталаридаги F{<?,r) — Q тенглама билан аникланадиган 
чизик деб, текисликнинг кутб координаталари бу тенгламани ца- 
ноатлантирадиган барча нукталари тупламига айтилади.

х 2 +  у2 =  4 (14)

F(x, у) •-= О (15)

П



1 - м и со л . r = a - f  Архимед* спиралини а = 2 да ясанг, бунда <р ва л исталган 
дакикий кийм атлар кабул килиши мумкин, деб ф араз килинг.

Е ч и л и ш и .  <р кутб бурчагининг баъзи кийматлари ва г  кутб радиусининг 
уларга мос кийматлари жадвалини гузамиз:

0 п/4 п / 2 3 п/4 п 5п/4 Зп/2 7п/4 2 я 9п/4 5п/2

г 0 1,57 3.14 4,71 6,28 7,85 9,42 10,99 12,56 14,13 15,70

<Р 11 п/4 Зп 13п/4 7п/2 l'5ic/4 4п —п/4 —п/ 2 — Згс/4 —п . . .

г 17,27 18,84 20,41 21,98 23,55 25,12 - 1 ,5 7 - 3 ,1 4 -4 ,7 1 - 6 ,2 8 . . .

Кутб координаталари системасида Л40(0; 0) нуктани ясаймиз, у равш анки, 
кутб билан устма-уст туш ади; кейин кутб укига =  я/4  бурчак остнда /, ук­
ни утказиб, бу укда г, -= п / 2  «  1,6 мусбат координатали М , нуктани ясаймиз, 
сунг шунга ухшаш кутб бурчагининг ва кутб радиусининг кийматлари мусбат 
булган М 2, Мэ, . . .  нукталарни ясаймиз (бу нукталарнинг уклари 3 1 -расмда 
курсатилмаган). М0, М ,, М 2, ■ ■ . нукталарни узаро туташ тириб, эгри чизикнинг 
битта тарморини досил киламиз, у 3 1 - расмда калин чизик билан белгиланган.

9  бурчак 0  дан + о о  гача узгарганда эгри чизикнинг бу тармоги чексиз куп 
сондаги урамлардан иборат булади.

Сунгра кутб укига у, — —тс/4 бурчак остида Ук утказамиз ва  бу укда

г , «= —п/2 и  —1,6 манфий координатали М t нуктани ясаймиз; М 2, М 3, . . . нук­
талар дам ш унга Ухшаш ясалади (бу нукталар учун уклар 3 1 -расмда курсатил­

маган). М 0, М и М 2, . . . нукталарни туташ тириб эгри чизикнинг иккинчи тар­
морини досил киламиз, бу тармок нам <р бурчак 0  дан —оо гача узгариш и- 
да чексиз куп сондаги урамлардан иборат булади; 3 1 -расмда у ингичка чизик 
билан белгиланган. Ш ундай килиб, изланаётган эгри чизик иккита тарм окдан 
иборат.

2 -м и со л . 3 2 -расмда кардиоида тасвирланган булиб, унинг тенгламаси г  =  
*= а( 1 - f  cos ?) куриниш га эга.

2. Чизицнинг тенгламасини унинг геометрик хоссаларига 
к^ра топиш. Юцорида каралган мисолларда биз тенгламага асос- 
ланиб бу тенглама билан аникланадиган чизикни топдик. Бунга 
тескари масала хам куйилиши мумкин. Текисликдаги L чизик 
шундай характерли хоссага эга булсинки, бу хоссага yiy чизик­
нинг >;ар бир нуктаси эга булсин ва текисликнинг L чизивдак 
ташкарида ётадиган нукталари бу хоссага эга булмасин. Берил­
ган координаталар системасида бу чизикни аниклайдиган тенг­
ламани топиш талаб килинади, яъни шундай тенгламани топиш 
керакки, уни L чизикнинг исталган нуктасининг координаталари 
каноатлантирсин ва текисликнинг L дан таш ррида ётадиган нук*

* А рхим ед (эрамиздан аввал Ш аср) — улур грек ыатеыатиги ва механиги.
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:М тасининг координаталари цаноатлан- 
тирмасин. Бу тенглама мазкур L чи- 

 ̂ зикнинг тенгламаси деб аталишини 
биз биламиз. L чизикнинг исталган 
нуктасининг координаталари бу чи­
зикнинг узгарувчи координаталари  
деб аталади. Улар танланган коор- 

33-раем. динаталар системасига боглик булиб,
факат декарт координаталари булиб- 

гина колмасдан, балки, масалан, кутб координаталари булиши 
*ам мумкин. Чизик тенгламасининг куриниши координаталар сис- 
темасининг танланишига дам боглик.

Баъзи чизикларнинг тенгламаларини декарт ёки кутб коорди­
наталарида келтириб чикаришга дойр мисоллар курамиз.

1 -м и со л . М аркази O i(a; Ь) нуктада ва радиуси R  булган айлананинг 
тенгламасини декар т  координаталар системасида топинг.

Е ч и л и ш и .  Айлана текисликнинг берилган нуктаси — айлана марказидан 
тенг узоклаш ган барча нукталари туплами сифатида аникланади. Айлананинг 
таъриф идан келиб чикадики, айлананинг узгарувчи координаталари л: ва у бул­
ган исталган М(х,  у)  нуктаси айлана маркази O j(a; b) дан R  масофада ж ойлаш ­
ган. (4) ф ормуладан куйидагини з^осил киламиз:

- о - У  +  ( У - Ь у  =  R,

бу ердан
( х  — я ) 2 -I- (у — b y . »= R 3. (*)

(*) тенглам а айлананинг изланаётган тенгламасидир. Уни, равш анки, берил­
ган айлананинг исталган нуцтасининг координаталари каноатлантиради ва О х у  
текисликнинг бу айланада ётмайдиган *еч бир нуктасининг координаталари 
наноатлаитирмайди.

Хусусий цолда, айлана маркази координаталар бош ида ётган да  а ~ Ь  =  О 
б^либ, (*) тенглам а куйидаги куринишни олади:

л 5 +  у2 =  R 2. (**)

Бундан бубн, айлананинг радиуси дейилганда биз айлананинг бирор нуктасини 
унмнг м аркази билан туташ тирадиган кесмани з^ам, унинг узунлигини *ам ту-
шуна-еераМиз.



2 - м исол. Кутб координаталари системасида маркази 0)(0 ; а)  нуктада ва ра- 
диуси а  га тенг булган айлананинг тенгламасини тузинг (33- раем).

Е ч и л и ш и .  Ш артга кура айлананинг О х маркази ср — 0 кутб бурчаги ва 
изланаётган айлананинг радиуси а га тенг булган г  кутб радиусига эга. Демак, 
бу айлана О  кутбдан утади ва унинг диаметрларидан бири кутб Укида ётадя. 
А  оркали бу диаметрнинг кутб уки билан кесиш адиган иккинчи нуктасини бед- 
гилаймиз. А  нукта учун <р *= 0 ва г  ■= 2а га эгамиз. М (у ; г )  изланаётган айлана* 
нинг исталган нуктаси булсин. Т ^ р и  бурчакли ОАМ  учбурчакдан куйидагини 
топамиз: г  =  О А • cos f  ёки г  =  cos 9 .

Бу тенгламани м азкур айлананинг исталган нуктасининг кутО координата­
лари каноатлантиради. К^риш осонки, агар  нукта айланада ётмаса, унинг ко­
ординаталари досил килинган тенгламани каноатлантирмайди, демак, бу тенг­
лама изланаетган тенгламадир.



ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ВА Ч И З И р И  АЛГЕБРА 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1- §. Д Е Т ЕРМ И Н А Н Т Л А Р НАЗАРИЯСИ Э Л ЕМ ЕН ТЛ А РИ

1. Иккинчи тартибли детерминантлар ва уларнинг хоссала-
ри. Туртта сондан иборат куйидаги жадвал (матрица деб ата­
лади) берилган булсин:

а и
«21

«1 2

«22 (О

Матрица иккита сатр ва иккита устунга эга. Бу матрицани туза- 
диган сонлар иккита индексли ^арф билан белгиланган. Биринчи 
индекс мазкур сон турган сатр номерини, иккинчи индекс эса 
устун номерини билдиради. Масалан, а )2—биринчи сатр ва иккин­
чи устунда турган сонни билдиради, а 21—иккинчи сатр ва бирин­
чи устунда турган сонни билдиради. а1и а ,2, а2и а22 сонларни 
матрицанинг элементлари  деб атаймиз.

Берилган матрицага мос иккинчи тартибли детерминант 
деб, tfna 22 — «2i«i2 сонга айтилади.

Детерминант

«1 1  « 1 2

« 2 1  « 2 2

символ билан белгиланади. Шундай цилиб,

« 1 1  « 1 2

21 а22
:« 11«22 « 12« 21‘ (2)

а и , я 12, а2и а22 сонлар дётерминантнинг элементлари  деб 
аталади.

Метсол. =  2 . ( - 4 )  - 5 - 3  =  - 2 3 .

Иккинчи тартибли детерминантнинг хоссаларини келтирамиз. 
1°. Агар детерминант сатрларининг уринларини мос ус- 

т унлар билан алмаш тирилса, унинг циймати узгармайди, 
яъни

(3)

2°. Икки сатрнинг (ёки устуннинг) урнини $згартирилган-

« и «12 _ «11 «21

«21 «22 «12 «22



да детерминантнинг ишораси, царама-царши ишорага узгара- 
ди, абсолют циймати эса узгармайди, яъни

аи аи _ _ Й21 °22
а21 а22 а 11 а 12 (4)

3°. Иккита бир хи л  camp ли (ёки уст унли) детерминант  
нолга тенг.

4°. Сатрдаги (ёки устундаги) барча элемент ларнинг ум у­
мий купайтувчисини детерминант белгисидан чщариш, м ум ­
кин:

аи kan =  k au «12
a2t ka22 a2j a22 (5)

5°. Агар бирор сатрнинг (уст уннинг) барча элем ент лара  
нолга тенг булса, у х<олда детерминант нолга тенг.

6°. Агар детерминантнинг бирор сатри (ёки уступи) эле-  
ментларига бошца сатрнинг (ёки устуннинг)  бир х и л  сонга 
купайтирилган мос элементларини цушилса, детерминант уз 
цийматини узгартирмайди, яъни

(6)
Иккинчи тартибли детерминантнинг бу барча хоссалари де* 

терминантларни (2) формула буйича з^исоблаш кондасига асосла- 
ниб оддий дисоблаш билан исботланади.

Масалан, 6°-хоссани исботлайлик. Бунинг учун (6) тенглик» 
нинг чап томонида гурган дегерминангни дисоблаймиз:

« и 4 - Ц « a i2 a n a 12

®21 4" ®̂22 2̂2 ®2t #22

а П  4" ^12аИ 
#21 4" 2̂2 а 21 

— #ц&22 4“ 1̂2̂ 22

=  (а 11 4* ^^12)̂ 22 — {а2\ 4* ^а22)а12 —

• #21^12'— ^22^12 === ^11^22 ^21^12 : 
®11 а 12

21 а 22

2. Учинчи тартибли детерминант. Туккизта сондан иборат 
ушбу жадвални (матрицани) караймиз:

(а и М2

2̂1 2̂2 
\Й̂31 d.

23
(7)

Бу матрицага мос учинчи тартибли детерминант  деб, ку­
йидагича з^осил килинадиган сонга айтилади:

а2г #23 - a u ®21 an 4- #13 2̂1 ^22
an an #31 азз 3̂1 ^82



Учинчи тартибли детерминант:

«и «12 «13

«21 «22 «23

«31 «32 «33

символи билан белгиланади. « ц , Д, 2, . а 33 сонлар унинг эле- 
ментлари деб аталади. Учинчи тартибли детерминант учта сатр 
ва учта устунга эга. Шундай килиб,

«11 « 1 2 а

«2 1 « 2 2 а

« 3 1 « 3 2 а
— «п

«22 «23
«12

«21 «28
+  «13

«21 «22

«32 «33 «31 «33 «31 «32
(8)

(8) формула учинчи тартибли детерминантнинг бириняи 
сатр элементлари буйича ёйилмасини  беради ва учинчи тар­
тибли детерминантни хисоблашни иккинчи тартибли детерминант- 
ларни хисоблашга келгиради.

Учинчи тартибли детерминантнинг берилган элементига мос 
минор деб, бу детерминантда шу берилган элемент жойлашган 
;атр ва устунни ^чиришдан ^осил булган иккинчи тартибли де­
терминантга айтамиз. Минорларни иккита индексли М  бош хар- 
фи билан белгилаймиз. Масалан. а п  элементга мос М п  минор

Ж 12 =  а23 детерминантдир. У учинчи тартибли детерми-
«31 «зз

нантдан биринчи сатр ва иккинчи устунни чизнб ташлаш билан 
Хосил булади.

(8) формуладан куриниб турибдики, учинчи тартибли детер­
минант биринчи сатр элементларининг уларга мос минорларга 
купайтмаларининг алгебраик йигиндисига тенг, бунда ап  элемент­
га мос минор минус ишора билан олинади.

Иккинчи тартибли детерминантларни хисоблаш коидасини кул- 
ланиб, (8) генгликни кайтадан бундай ёзамиз:

а .21

«12
«22 а23

"̂31 «32 «
М исол.

33

=  ®и(«22«зя «82«2з) «1г(«21«33 « 31«2з) "Ь

-f- #1з(й21«3г «31«2г) =  «11«22«33 «11«32«23 ---

«|2«21«33 «12«31«23 Н- «13«21«32 «13«31«22-
(9)

2 3 - 4  

5 6  7 -
8 0 3 

- 2 . 18.

16 7
- 3

|0 3 

■ 3 .  ( - 4 1 )

Ь 7 

8 3
+  ( - 4 )

4  . ( - 4 8 )  =  351.

5 6  

8 0

Иккинчи тартибли детерминантларнинг барча хоссалари (1- 
пунктга' каранг)*учинчи тартибли детерминантЛар учун хам урин­
ли булиб колади. Учинчи тартибли детерминантлар учун бу хос- 
с а л а р н и н г  исботи шу хоссаларнинг иккинчи тартибли детерми-



нантлар учун исботидан з е̂ч бир фарк килмайди ва учинчи 
детерминангларни (8) формула буйича ^исоблашга асосланади. 
Китобхонга бу хоссаларни мустакил исботлашни тавсия киламиз.

Учинчи тартибли детерминантнинг биринчи сатр элементлари 
буйича ёйилмасини берадиган (8) формулага ухшаш, детерми­
нантнинг исталган сатри ёки устуни элементлари буйича ёйилма­
сини з{осил килиш мумкин.

Масалан, детерминантнинг иккинчи сатр элементлари буйича 
ёйилмасини куйидагича ^осил килиш мумкин. 2°-хоссага (1-пункт- 
га рранг)  асосланиб, куйидагини ^осил киламиз:

(10)

Унг томонда турган детерминантни биринчи сатр элементлари 
буйича ёямиз. Детерминантни ^исоблаш коидасига асосан:

а  н «12 «13 «21 «22 «23

«21 «22 ' «23 =3 — «11 «12 Й18

«31 «32

СО
<3 «31 «32 «33

а, а.22

ац а 12

« 3 1  « 3 2

‘'23

ПЗ

*33

=  « 21
« 1 2 « 1 3

« 2 2
«11 « 1 3

+  « 2 3
« 11 « 1 2

« 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 3 « 31 « 3 2

( 10) тенгликни эътиборга олсак, куйидагини ^осил киламиз:

«11 « 1 2 « 1 3

«21 « 2 2 « 2 3 ---------- « 2 1

« 3 1 « 3 2 « з а .

—  « 2 3
а

« 12

« 3 2

II

« 1 3

а

« 1 2

« 3 2

33

■ а.22
«11

« 3 1

« 1 3

« 3 3

Бирок « 1 2

« 3 2 *•33

« 3 1  

«11 «12

( 11)

детерминантлар берилган де-
« 3 1  « 3 2

терминантда аи , а 22, «23 элементларнинг минорларидир. ( 11) фор­
мула берилган детерминантнинг иккинчи сатри буйича ёйилмаси­
ни беради.

Биринчи сатрнинг урнини учинчи сатр билан алмаштириб,

« и « и «18

«21 «22 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3

—  « 3 1
« 1 2 « 1 3

« 3 2
« 1 1 « 1 3

« 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 3
+

+  « 33
&2\ &22

(12)

эканлигини юкоридагига ухшаш исботлаймиз. ( 12) формула де­
терминантнинг учинчи сатр элементлари буйича ёйилмасини бе­
ради.

зя



Мазкур учинчи тартибли детерминантни Д билан белгилаб,
(8), (11) ва ( 12) формулаларни куйидаги куринишда ёзамиз:

Д =* «л Мц "j- «13̂ 1̂3»
Д = —а2\М и а ^М 22 — й2з^гз» (13)
Д — Ogj/Wjj — #32^32 "Ь ®38^33*

Бунга ухшаш муносабатлар детерминантни устунлар элемент- 
лари буйича ёйилганда ^ам ^осил булишини исботлаш мум­
кин:

Д =  Л ц М ц  — ^21^21 “Ь а 31^31>

А =  "I- ^22^22  ”  ^82^321 0 ^ )
Д =  а 13УИ13 — «23^23  "t* a 8 3^a3 ‘

Яна бир тушунча киритамиз.
Детерминант элементининг алгебраик тулдирувчиси деб, бу 

элемент турган сатр ва устун номерлари йигиндиси жуфт булса, 
плюс ишора билан, бу йигинди ток булса, минус ишора билан 
олинадиган^ минорга айтилади.

а}1г элементнинг алгебраик тулдирувчиси Aik билан белгилана­
ди, бу ерда I ва k — берилган элемент турадиган сатр ва устун 
номерларидир.

Элементнинг алгебраик тулдирувчиси билан унинг минори 
орасидаги богланиш куйидаги тенглик билан ифодаланади:

ЛгА =  ( - 1 ) ' +Х * .  (15)

Масалан, А и =  ( - 1 ) 1+jjW„ =  М и , А „ -  (— 1 )1+2Ж 12= —Ж 12, Д13=  
-=Af18 ва хоказо.

Энди детерминантларни ^исоблаш учун кулланадиган (13) ва 
(14) формулаларни куйидагича ёзиш мумкинлигини куриш осон. 
Масалан, детерминантларни сатрлар элементлари буйича ёйиш 
учун

Д =  аи Аи +  й,2Л12 +  ®13Д13,
Д =  Я2И 21 +  ° 22̂ 22 +  й23̂ 23> (16)
Д =  й 81Л 31 4* «32^32 ~Ь ^33^88

ва детерминантларни устунлар элементлари буйича ёйиш учун

Д =  аи А и +  «21-̂ 21 +  ®зИз1»
Д =  012Л12 +  «22-̂ 22 +  а 32-̂ 32> (17)
Д =  Й13Л 13 «23^23 - f  « 33Л 33.

Бу натижани куйидагича таърифлаш мумкин. Учинчи тар­
тибли оетерминант унинг бирор сатрининг (ёки устунининг) 
элемент ларини уларнинг алгебраик тулдирувчиларига к у ­
пайтмаларининг йигиноисига тенг.

Учинчи тартибли детерминантнинг яна бир му^им хоссасини 
курсатамиз.



Детерминантнинг бирор сатри (ёки уступи) элем еш пла• 
р ш и н г бо'ица сатр (ёки уступ) элементларининг мос алгеб« 
раик  т $лдирувш ларига к$пайтмалари йитндиси нолга тенг. 

Масалан,
сатрлар учун a ixA2i +  аХ1А ^  +  аи Агз =  0; (18)
устунлар учун а 1гА „ + а 32Аа, Ц - ^ Л з ,  — 0. (19)

Масалан, (18) тенгликни текшириб курамиз. (15) тенгликдан 
ва детерминант элементининг минори таърифидан фойдаланиб, 
бундай ёзишимиз мумкин:

#11^21 "4* #12^22 4" ^13^23 =  Яц( — 4" 4" ®1з(—VW23) —

• а11 «12 «13 4 - «12 • «1! «18 — a 13 • a ti «12
«32 «33 «31 «S3 «31 «32

=  — ^ l l ( ^ 1 2 ® 3 3  ^ 13^ 32 )  4 ”  ® 12(® 1t® 33 ^ I 3 ^ 3 l )  “  ^ 1 з(® !1 ® 8 2  “  ® 12® 8l) “

=  — 2®3 3  4- ® ц ® 1 3 ® 3 2  4" ® 12® 11а зЗ  —  ® 12® 13^31  ~  ® 1 3 ® 11^ 32  4“
4- ̂ 13̂ 12̂ 31 “  0*

Колган тенгликлар з̂ ам шунга ухшаш текширилади.
3. Юцори тартибли детерминантлар з^ацида ту^цунча. Куп- 

ч и л и к  масалаларда иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар* 
дан ташкари, янада юкори тартибли детерминантлар $ам учрай- 
ди. Масалан,

ап
а 2 \

а3,

а12
а 22

CL\

а 13 ® l t

®23 "̂24 
«34

а 41 а 42 а 43 а.44

туртинчи тартибли детерминант ва умуман,

Д =

а ,
'11 «12 «18 • • • «lft • • «In
'21 «22 a 23 . . « # 2fc • • a 2n

it a l2 й;з . . . « Ik • • «<«

/Jl a n2 «из • • • «я* • • Ч п
«-тартибли детерминант.

Туртинчи тартибли детерминант куйидагича *осил килинади- 
ган сондир:

й\% а}2 а ,3 a ti

2̂1 «22 «23 «24
ам а$з о-83 а33

=*а.
*■22

*32
Ч
a<t

*■21

*34
ai2 a i3 а 44

« 2 1 «23 «24 « 2 1 a 22 «24 « 2 1 « 2 2 a n

1 2 « 3 . «зз «34 4" «13 « и «32 a 3i ~ < t u « 31 « 3 2 « 3 3

«41 « 4 3 # 4 4 « 4 1 «42 « 4 4 « 4 1 « 4 2 « 4 8

(20)



(20) тенгликнинг унг томонидаги учинчи тартибли детерми- 
нантлар а и , а 12, а 13, аи  элементларнинг минорлари  деб ата­
лади.

aih злементнинг минори учун Mlk белгилашни саклаб колиб 
ва бу элемент учун A lk алгебраик тулдирувчини ^4;ft= ( —1 )г+АЖ/* 
формула буйича ани^лаб, (20) тенгликни кайтадан бундай ёза- 
миз:

А =  Д(1 -|- а 12Л 12 -j- d13A ti -f-

Бу формула туртинии тартибли детерминантнинг биринчи сатр 
элементлари буйича ёйилмасини беради.

Юкори тартибли детерминантлар з̂ ам шунга ухшаш з^исобла- 
нади.

Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантларнинг барча хос- 
салари исталган тартибли детерминантлар учун з а̂м тугридир.

1 -м и с о л . У ш бу детерминантни дисобланг:

3 0 2 0

А -  2 3 - 1 4 .
0 4  - 2  3
5 2 0  1

Е ч и л и ш и :  (2 0 ) ф орм улага кура куйидагини топамиз:

3 0 2  0

- 1

- 2
0

- 1

- 2
0

- О
- 1

— 2
О

+

+ 2
2 3 4

- 0

2 3 - 1
о ( J  - 2  3 4 3

0 4 3 0 4 - 2 ее 3 < 3
1  1 0  1

- < - у
2  1

5 2 1 5 2 0

+  4
- 2

О
} + 2 {2 4 3 | - 3 | °  3  + 4  0  4 ) _

2 1 | 15 1 Т  5 2  /

. 3[3(—2) - 2  +  4 * 4 ]  +  2[2(—2) -  3 (—15) +  4(—20)] -  24 -  78 =  - 5 4 .

Агар детерминантда бирор сатрнинг (ёки устуннинг) битта 
элементидан бонща колган барча элементлари нолга тенг булса, 
у  золда бу детерминантни з^исоблашда уни бу сатр (ёки устун) 
элементлари буйича ёйиш кулайдир. Агар бундай сатр (ёки ус­
тун) булмаса, у золда детерминантнинг (6) хоссасидан фойдала- 
ниб, уни бундай сатрга (ёки устунга) эга буладиган килиб уз- 
гартириш мумкин.

2* м исол . У ш бу детерминантни ^исобланг:

- 1  - 2
1 3

2 - 2
1 - 2  - 1



Е ч и л и ш и .  Биринчи сатрга —1 га купайтирилган учинчи сатрни кУшиб, 
Куйидагини носил киламиз:

- 3 0 0 0

1 3 0 6

2 - 2 1 4

3 1 - 2 - 1

Б у детерминантни биринчи сатр элементлари буйича ёзиб, куйидагини топамиз:
3 0 6 1 0 6 1 3 6

Д - - 3 - 2 1 4 — 0  • 2 1 4 +  о . 2 - 2 4
1 - 2 - 1

1 3 0

■з - 1

3 0

3

6

1 - 1

-- 0  • 2  -
3

2

1

1

- 2

—‘ - 3 - 2

1

1

- 2

4
- 1

•

Хосил булган учинчи тартибли детермингк .да  учинчи устунга — 2  га ку­
пайтирилган биринчи устунни кушиб, куйидагини носил киламиз:

3 0 0 1 8д -----3 • - 2 1 8 — 3 • 3
- 2 - 3

1 - 2 -3 '

2- §. ЧИ ЗИ К Л И  ТЕН ГЛ А М А Л А Р С И С ТЕМ А Л А РИ  —

Юцорида баён килинган детерминантлар назариясини биринчи 
даражали тенгламалар системасини ечишга татбик киламиз.

Икки номаълумли иккита тенглама системаси. Иккита х  
ва у номаълумли биринчи даражали иккита тенглама системаси­
ни караймиз:

au x +  at2y =  с„1 ^
а2 +  ап у =  c2.j

о[к коэффиииентнинг белгиланишида биринчи индекс тенглама 
номерини, икм-инчи индекс эса номаълум номерини билдиради.

Бу системани ечамиз. Бунинг учун биринчи тенгламани а23 
га, иккинчи тенгламани — аи  га з^адма-)$ад купайтирамиз ва 
^осил булган тенгламаларни кушамиз:

(Й]]Й22 — “  ^1̂ 22 (22) 
Шунга ухшаш, биринчи тенгламани — ап га, иккинчи тенглама­
ни эса аи га 5{адм а-рд  купайтириб ва кушиб куйидагини ^осил 
киламиз:

(^11̂ 22 a4\a\i)V =  ^2®11 (23)
Лекин (2) формулага асосан бундай ёзиш мумкин:

а 21й12 ==
йц Я12

,  ^2®12 — *1 <*12
2̂1 2̂2 с2 а22

1^21
*21 0%



Бу детерминантлярни кискача бундай ёзамиз:

д  *= , hx — С\ #12 , д у  = #11 ci
а 21 •# 22 С2 #22 #21 с2

(21) системанинг номаълумлари олдидаги коэффициентлардан 
тузилган Д детерминант системанинг детерминанти деб 
аталади. Ах (ёки Ду) детерминант системанинг Д детерминанти- 
дан ундаги х  (ёки у) номаълум олдидаги ап  ва а 2, коэффи- 
циентларни (ёки ai2 ва #22 коэффициентларни) сх ва с2 озод зад- 
лар билан алмаштириш натижасида зосил килинади. (22) ва (23) 
тенгликларни (24) ни эътиборга олиб, бундай ёзиш мумкин:

(25)
А • У =  Дг

Бу ерда икки зол булиши мумкин.
1. Системанинг детерминанти А=£0. У золда (25) даги тенг- 

ламаларнинг дар бирининг иккала томонини Д га булиб, куйи­
дагини топамиз:

х - : Ь ,

ёки буни очиб ёзсак:

х  =  -
1 С>

Л ] 2 аи Cl
1 с 2 а 22 41 — a 2t Сз

1 а \ \ а 12
» У —

ЙЦ й 12

1 д 22 Й22 а 21 а 22

(26)

(27)

(26) [ёки (27)] формулалар Крамер* формулалари  деб ата- 
либ, улар (21) системанинг ечимини беради (Буни текшириб 
куришни тавсия киламиз).

Шундай килиб, (21) системанинг Д детерминанти нолдан 
фарцли булса, у золда система я г о н а  е ч и м г а  эга булиб, бу 
ечим (26) ёки (27у формулалар билан аникланади.

II. Системанинг детерминанти А =  а и а 22 — a 21a i 2 =  0 , яъни 
аи а 22 — #2ifli2. Бу золда бир тенгламанинг номаълумлари олди­
даги коэффициентлари иккинчи тенгламанинг номаълумлари ол­
дидаги коэффициентларга пропорционалдир. Да.кикатан, коэф­
фициентлардан бири, масалан, аи нолдан фаркли булсин деб 
фараз киламиз ва a2ljan =  l  деб белгилаймиз, бундан a3i =  Xau . 
У золда au a ^  == а21ау2 тенгликдан а 22 =  Ха12 эканлигини топамиз. 
Буни эътиборга олиб, (21) системани бундай куринишда ёзиш 
мумкин:

# n *  +  .«i2y =  <?i,J 
Ца их  +  al3y )= c 2. j  

Бу ерда яна иккита хусусий зол булиши мумкин.

Г , К рам ер (1704—1762)— ш вейцариялик математик.



1) Иккала Д* ва ^детерминант нолга тенг: Дл =  с,аза — 
—C2a i2 =  0i — С\пг\ =  0. Бу ердан с2 =  \сх эканлигини
топамиз (чунки ап  =  Ха12). Бу ^олдч а п , ai2, 2̂ сонлар яи , а ,а, 
с, сонларга пропорционал ва (21) система бундай куринишда 
ёзилиши мумкин:

а и х  +  апу  =  I 
^(ЯцЛГ -J~ 1

Шундай килиб, системанинг иккинчи тенгламаси биринчи 
тенгламасидан унинг иккала кисмини I  га купайтириш билан 
^осил килинади, яъни у биринчи тенгламанинг натижасидир. Бу 
^олда, равшанки, (21) система ч е к с и з  к ^ п  е ч и м л а р  т у п ­
л а м и г а  эга. Масалан, у га ихтиёрий киймат бериб, х  нинг те-

апУ =  си ) 

ааУ) =  ^i* I
(29)

гишли х- кийматини топамиз.

2 ) Д, ва детерминантлардан з^еч булмаганда бигтаси нол­
дан фаркли булсин. Айт.'йлик, Ду — а 21с, ФО булсин. У 
^олда а и с2 Ф а2\Сх ва демак, с2ф \с ^  Бу )?олда (28) дан куриниб 
турибдики, иккинчи ^{ап х  +  о12у) = с а тенглама биринчи аи х-{- 
+  аиУ — ct тенгламага зиддир. Демак, (21) система е ч и м г а  
э г а  э м а с  (ёки одатда айтилишича, баргалакда эмас),

1 - м исол. Ушбу системани ечинг:
2 г  +  Зу *= 7, |

4 x - 5 ; y ~ 2 j
Е ч и л и ш и .  Бу ерда

3
- 5

- 22, &л
31

- 5 - 4 1 ,  Д.
2 7 

4 2
- 2 4 .

Системанинг детерминанти Д Ф 0 булганлиги учун у  (26) ф орм улалар билан 
аникланадиган ягона ечимга эга:

41 = Ду 24 12

*  ^  Д =  22’ У “  Д =  22 “  11*

2-м исоя. Куйидаги системани ечинг:

2 х  -|- 5у I= 3. |
4 х  +  Юу — 6.)

Е ч и л и ш и .  Бу ерда  

2 5

4 10
= 0, Ал = 3 5 I 

6 10
■ о, 0.

Иккинчи тенглама биринчи тенгламадан унинг иккала томонини К =  2 г а к ^ -  
пайтириш билан досил килинади. Ш у сабабли система битта 2х +  5у =  3 тен г- 
ламага тенг кучли ва чексиз к^п ечимлар тупламига эга у номаълумга ихти*

3 —5у
ёрий кийматлар бериб, х  — — - —  ни топамиз, масалан. агар  у  =  0 б^лса, у

долда х  =  3/2; агар у  =  1 булса, у долда дс — — I ва ^оказо.
3 - м исол. Ушбу системани ечинг:

5х  +  Зу -  7 , '

Юл + бу *- 2.J:}



Ечилиши Бу ерда 

5 3 

10 6 ■0. ЛЛ
7 3

2 6
' 36 Ф о,

5 7 

10 2
-  60 ф  0.

Демак, берилган система биргаликда эмас, яъни ечим ларга эга  эмас. Бунга 
бевосита ишонч .г^сил киламиз. Биринчи тенгламанинг иккала кисмини — 2  га 
^адм а-^ад к^пайтириб ва иккинчи тенглама билан куш дэ зиддиятлн 0  =  — 12 
тенгликка келамиз

2. Уч номаълумли биринчи даражали учта тенглама систе­
маси. Уч номаълумли биринчи даражали учта тенглама сисге- 
ыасини караймиз:

+  а ^ у  +  anz  =  с,, | 
ап х. +  ап у +  anz  — с2> j (30)
а п х  +  а32у +  а33г  =  с3. J

Системанинг номаълумлари олдидаги коэффициентлардан ту­
зилган

А — (31)
а и  а и  а п

®21 ®22 ®23 
®31 &32 0 33

учинчи тартибли детерминант системанинг детерминанти деб 
аталади.

(30) системани ечамиз. Бунинг учун системанинг биринчи 
тенгламасини а п  элементнинг Аи алгебраик тулдирувчисига, 
иккинчи тенгламасини а21 элементнинг Л21 алгебраик тулдирув­
чисига ва учинчи тенгламасини а31 элементнинг А 31 алгебраик 
тулдирувчисига з^адма- ^ад купайтирамиз:

А п аи х  +  А п ап  у +  Лиа 13г =  А и си 
А 2хап х  +  Л 21а 22у +  Л2,а23г =  Л2)с2,
A 3la3lx  -J- A 3ia3iy т  Л31я33г =  А 31с3.

Бу учала тенгламани кушамиз:
(Лцап +  Л 2,а21 +  A 3la3l)x  (Л ,,а ,2 +  Л21а 22 +  Л31а32)у -{■

+  {Аи аи  +  А п а23 +  А 31а33)г  =  A u ci +  А 21с2 -j- А 31с$.
(17) формулаларнинг биринчисига кура

А паи +  Л 21а 2| +  Л31а31 =  Д
га эгамиз. у ва г  олдидаги коэффициентлар (19) формулага асо­
сан нолга тенг. Шундай килиб, (32) тенглик куйидаги куриниш- 
ни олади:

Д • х  = A tlc, -j- Л21с2 -j* А31с3. (33)
У шбу

(32)

Ci ап а\г
д , = с2 а22 а23 (34)

Ct аг2 азз



детерминантни караЛмиз. У  системанинг Д детерминантидан ун- 
даги х  олдидаги коэффициентларни (яъни а и , #21, я 31 ни) си си  
с3 озод задлар билан алмаштириш натижасида зосил булади. 
Бу детерминантни биринчи устун элементлари буйича ёямиз. 
(34) детерминантда си с2, с3 элементларнинг алгебраик гулди- 
рувчилари Д детерминант а п , #2,, #31 элементларининг мос ал­
гебраик тулдирувчилари билан бир хиллигини эътиборга олиб, 
Куйидагини зосил киламиз:

^11С1 4" ^21С2 4" ^31С3 — (35)
(35) ва (33) ни тацкослаб,

д • я  =  ах (36)

ни топамиз.
Ушбу тенгликлар зам шунга ухшаш келтириб чикарилади:

Д - у — Д,, Д • г  =  Д2, (37)

бу ерда

#11 #13 #и #12 С\

ДУ = с3 #23 . л2= #21 #22 с2
#31 с9 #33 #31 #32 Сг.

Ду ва Д2 детерминантлар системанинг Д детерминантидан унда 
мос равишда у ва г  олдидаги коэффициентларни озод задлар 
билан алмаштиришдан зосил булади.

Системанинг детерминанти Д=£0 деб фараз килиб, (36) ва 
(37) тенгликлардан

ни топамиз. х , у , г нинг (38) формулалар буйича топилган кий­
матлари (30) системанинг ечимлари б^лишига бевосита тек- 
шириб куриш билан ишонч зосил килиш мумкин, (38) формула­
лар (27) формулалар каби Крамер ф орм улалари  деб аталади.

1-м и со л . Уш бу системани ечинг:

х  +  2у — г — 2,
2 х  — Зу +  2г «= 2,

Зх  +  у  -f- г  — 8 ,

Ечилиши.  Бу ерда
1 2  - 1 2  2 - 1

А — 2 - 3  2 -------8 , 4 , - 2 - 3  2 - - 8 ,

3 I 1 8  1 1

1 2 - 1 1 2 2

2 2 2 - - 1 6 ,  Д2 — 2 - 3 2

3 8 1 3 1 8



(38) формулалардан куйидагини топамиз!
- 8  , - 1 6  „ - 2 4

х  =  —  - 1 ,  У = - 8- ~ 2 ,  г -  — = 3 .

Агар системанинг детерминанти Д=»0 булса ва Д„ Ау, Дг 
детерминантлардан камида бири нолга тенг булмаса, у *олда 
(30) система ечимларга эга эмас (биргаликда эмас). ^ацикатан 
*ам, ани^лик учун Д̂  0 булсин. У *олда (36) тенгликнинг 
булиши мумкин эмас, чунки унинг чап томони исталган х  да 
д . дс = 0 ,  унг томони эса Дх ф  0.

2 - м исол. Ушбу
2 *  +  Зу +  г  -  2, 
х  — 5у - f  2г =* 3,
4дг +  бу -f- 2г =  О

тенгламалар системаси ечимга эга эмас, чунки Д =  0 ва Ах  =» —44 Ф 0 .

Ни^оят, исбогсиз шуни кайд этамизки, агар Д = 0  ва Дд.= 
=  ду *= дг =  0 булса, у 5{олда (30) система ё ечимга эга эмас, 
чексиз куп ечимга эга.

3 - м исол . У ш бу системани карайм из:

х  — у +  2г =  2,1 
2х  — 2у +  4г =  4,
Зд: — Зу +  бг = 3. j

Бу ерда 4  =  0, 4 л- “  0. Ду — 'О. А2 — 0. Бу система ечимга эга эмас, чунки би­
ринчи ва учинчи тенглам алар б и р -б и р и га  зиддир. Хачицатан дам, биринчи 
тенгламани 3 га к^пайтириб ва ундан учинчи тенгламани айириб, мумкин 
булмаган 0 = 3  тенгликка келамиз.

4- м исол. Ушбу
2л: +  Зу — г  =  3,

4дс +  бу — 2г — 6 ,
Здс — у 4 - 2г  — - 1

система учун Д =  О, Д̂ - =  0, Ду =  0, Дг =  0. Иккинчи тенглама биринчи тенгла- 
м адануни 2  га купайтириш  билан досил булганлиги учун бу система ушбу

2х +  Зу — г  =  3, )

3*  — у +  2г  =■ — 1 /

иккита тенглама системасига тенг кучли ва чексиз к^п ечимлар тупламига 
эга. х  га ихтиёрий цийматлар бериб, у ва г  нинг мос кийматларини топамиз. 
М асалан х  =  1 да

Зу -  г  =  1,

—у +  2  г

системани досил киламиз, уни ечиб. у =■ —2/5, г  =  — 11/5 ни топамиз; *  =  0 
да у =  1 , г =  0  га эгамиз ва доказо,

п та х и х 2, . .  ., х„ номаълумли биринчи даражали п та тенг­
лама системасини караймиз:

1̂1̂ 1 4~ ®12-̂ 2 4" • • • 4“ 1̂> 
#21-̂ 1 4“ #22-̂ 2 4* • . • 4- ®2/î f/i £2» 

4" 4* • • • 4" ®/|П%п ~



Бу система учун (36) ва (37) тенгликларга ухшаш формула­
лар уринлидир:

Д • x i  —  Д*,, Д • ~  A*,» • • •» Д * х п ~  (40)
бу ерда

# 1 1  ^ 1 2  • • » # 1я

# 2 1  # 2 2  • • • # 2 лА =

#,п\ а,л2

(41)

— системанинг детерминанти, Lx (&=1, 2, . . . .  п) эса я -та р -
к

тибли детерминант булиб, у Д детерминантдан дгА номаълум 
олдидаги коэффициентлар устунини озод задлар устуни билан 
алмаштиришдан зосил булади. Агар системанинг детерминанти 
Д=^=0 булса, у золда (40) тенгликлардан системанинг куйидаги 
ягона ечимини топамиз:

д_£
Д

х 2 — ■*"2 (42)д ' ' “ д

Бу формулалар зам Крамер формулалари  деб аталади.
<

3 -§ . В Е К Т О Р Л А Р  ВА У Л А Р У С ТИ Д А ГИ  ЧИ ЗИ К Л И  А М АЛЛА Р

1. Скаляр ва вектор катталиклар. Физика, механика ва тех­
ника фанларининг турли булимларини урганишда узларининг сон 
Кийматлари билан тулик аникланадиган катталиклар учрайди. 
Бундай катталиклар скаляр кат т аликлар  деб аталади. Узун- 
лик, юз, зажм, масса, жисмнинг температураси ва зоказолар 
скаляр катталиклардир. Скаляр катталиклардан ташкари, турли 
масалаларда шундай катталиклар учрайдики, уларни аниклаш 
учун сон кийматидан ташкари, бу катталикларнинг фазодаги 
йуналишини зам билиш зарур. Буцдай катталиклар вектор кат­
т аликлар  деб аталади. Жисмга таъсир этаётган куч, фазода 
заракатланаётган жисмнинг тезлиги ва тезланиши, магнит май- 
доннинг фазонинг берилган нуктасидаги кучланиши вектор катта­
ликлардир.

Вектор катталиклар векторлар ёрдамида тасвирланади. Вектор 
деб, фазодаги тайин узунликка эга булган ва йуналган кесмага, 
яъни чеклаб турадиган нукталаридан бири боши, иккинчиси эса 
охири сифатида кабул килинадиган тайин узунликдаги кесмага 
айтилади. Агар А векторнинг боши ва В унинг охири булса, 
вектор АВ  билан белгиланади. Векторни шунингдек, куюк шрифт- 
нинг битта зарфи билан белгилаймиз: а, ёзувда эса устида чи- 
зикчали битта зарф билан белгиланади: а.

Расмда вектор охири стрелка билан белгиланган кесма орка­
ли тасвирланади (34- раем).



А В векторнинг узунлиги унинг модули  деб аталади ва
| л # |  ёки АВ  символи билан белгиланади. Агар вектор а билан 
белгиланган булса, унинг модули | а |  ёки а билан белгиланади.

Охири боши билан устма-уст тушадиган вектор хам карала- 
ди. Бундай вектор- нуктани ноль вектор деб аталади ва 0 сим­
воли билан белгиланади. Ноль вектор тайин йуналишга эга эмас, 
унинг модули нолга тенг, яъни | 0 [ =  0.

Битта тугри чизикда ёк^ параллел тугри чизикларда ётади­
ган а ва b векторлар коллинеар векторлар  деб аталади.

Иккита а ва b векюр: 1) тенг модулларга эга; 2) коллинеар;
3) бир томонга йуналган булса, улар тенг вект орлар  деб ата­
лади.

Бу ^олда бундай ёзилади: а =  Ь.
Векторларнинг тенглиги таърифидан келиб чикадики, вектор­

ни унинг бошини фазонинг исталган нуктасига жойлаштириш 
билан уз- узига параллел кучириш мумкин..

1-мисол. A B C D  квадратни карайм из (3 5 -раем), В екторларнинг тенглиги  
таъ риф ига  асосланиб бундай ёзиш имиз мумкин: А О  =  В С  ва  АВ  =  DC,  лекин 
гарчи | ~АВ | =  | AD  | =  | jВС | — | D C  | булса- да, А В  ф  AD,  В С  ф  D C.

2 - м и со л . R  ралиусли айлана буйлаб со бурчак тезлик билан л,аракатлана- 
ётган  моддий нуктани карайм из (36- раем). М оддий нуктанинг вактнинг истал­

ган моментидаги тезлиги  вектор булиб, у  нуктанинг даракат траекториясига 
уринма ва  узунлиги <&R га  тенг. Тезлик векторининг йуналиш и граектория- 
нинг турли  й^налиш ларида турлича булганлиги сабабли  | v t | =  | vs | =  | vs | =  . . .  
булса-да, бирок Vj ф  vs ф  v 3 Ф  . . .  .

Хар бир а вектор (ноль-вектордан ташкари) учун карама-карши 
вектор мавжуд булиб, у —а билан белгиланади. —а вектор а век­
торнинг модулига тенг модулга эга, у билан коллинейр, лекин 
карама-карши томонга йуналган.

2. Векторлар устида чизикли амаллар. Векторларни кушиш 
ва айириш ^амда векторни сонга купайтириш амаллари чизикли 
амаллар деб аталади.

В е к т о р л а р н и  к у ш и ш .  а в а  b — иккита ихтиёрий вектор 
булсин. Ихтиёрий О нуктани оламиз ва ОА — а векторни ясай­
миз; сунгра А  нуктадан А В  — b векторни куямиз. Биринчи к у - '  
шилувчи векторнинг бошини иккинчи кушилувчи векторнинг 
охири билан тугаштирувчи ОВ вектор бу векторларнинг Hufuh-

В

А Л

С



А

диси деб аталади ва a-j-b билан белгиланади (37-раем).
Векторларнинг шу йигиндисини бошцача йул билан олиш 

мумкин. О нуктадан О А == а ва UC =  b векторларни кУя м и з> Бу 
векторларни томонлар сифатида олиб, ОАВС  параллелограмм 
ясаймиз. Параллелограммнинг О учидан утказилган диагонали 
булмиш ОВ вектор, равшанки, векторлар йигиндиси а +  b дир 
(37- расмга каранг).

37-расмдан йски векторнинг йигиндиси у ри н а л м а ш г и- 
р и ш  хоссасига эга эканлиги бевосига келиб чикади:

а +  b =  b +  а.
Хакикатан хам, а +  b ва b +  а векторларнинг ^ар бири айни 

бир ОВ векторга тенг.
Иккита кушилувчи векторлар учун киритилган векторларни 

Кушиш тушунчасини исталган чекли сондаги кушилувчилар бул­
ган ^олга дам умумлаштириш мумкин.

Айтайлик, учта а, Ъ ва с вектор берилган булсин. Дастлаб 
векторлар йигиндиси а +  b ни ясаб, кейин эса бу йигиндига с 
векторни кушиб, ( a - f b ) - f - c  векгорни ?сосил киламиз. 38-расмда 
ОА •= а, Д£ =  Ь, (ТВ =  а +  Ь, ВС =  с ва О С ^ О В  +  ВС =  (а +  
+  Ь ) + с .  33-расмдан куриниб турибдики, битта ОС векторнинг 
узини ОА =  а векторга АС’ =  Ь +  с векторни кушеак з{ам ^осил 
Киламиз. Шундай килиб,

(а +  Ь) +  с =  а (Ь +  с),
яъни векторларнинг йигиндиси г р у п п а л а ш  хоссасига эга. Шу 
сабабли учта векторнингйигиндисини оддийгина а 4- Ь 4-с  килиб



ёзилаяи. Уии 38-расмда куриниб турганидек, куйидагича зосил 
килиш мумкин. Ихтиёрий О нуктадан биринчи кушилувчи век­
торга тенг вектор куйилади. Биринчи векторнинг охирига иккин­
чи векторнинг боши, иккинчи векторнинг охирига учинчи век­
торнинг боши куйилади. Биринчи векторнинг бошини учинчи 
векторнинг охири билан туташтирувчи вектор берилган вектор­
ларнинг йигиндиси булади. Исталган чекли сондаги векторлар­
нинг йигиндиси зам шунга ухшаш ясалади.

Агар бир нечта векторларни кушишда сунгги кушилувчи 
векторнинг охири биринчи КУШИЛУВЧИ векторнинг боши билан 
устма-уст тушса, у золда бу векторл-арнинг йигиндиси ноль 
векторга тенг. Исталган вектор учун ушбу тенгликнинг уринли 
булиши равшан: а +  0 =  а.

В е к т о р л а р  а й и р м а с и .  Иккита а ва b векторнинг айир- 
маси  деб, шундай учинчи с =  а — b векторга айтиладики, унинг 
айрилувчи b вектор билан йигиндиси а векторни беради.

Шундай килиб, агар с =  а — b булса, у золда с +  b =  а. Ик­
ки вектор йигиндисининг таърифидан айирма векторни ясаш 
коидаси келиб чикади (39-раем}. Умумий О нукталан О А =  а ва
О В =  b векторларни куямиз. Камаювчи а ва айрилувчи b век­
торларнинг охирларини туташтирувчи ва айрилувчи вектордан 
камаювчи векторга томон йуналган В А  вектор с =  а — b айирма 
булади. Хакикатан зам, векторларни кушиш коидасига асосан 
ОВ В А  =  О А  ёки b -f- с =  а.

Агар умумий О нуктадан куйилган а ва b векторларда ОАСВ 
параллелограмм ясалса, у золда ттараллелограммнинг бир диаго­
нали билан устма-уст тушадиган ОС вектор а +  b йигиндига 
тенг, иккинчи диагонал билан устма-уст тушадиган ВА  вектор 
эса а — b айирмага тенг (40-чизма).

М исол. а  ва b векторлар йигиндисининг модули | а  +  Ь | улар айирмаси- 
нинг модули | а  — Ь | га тенг булиши учун бу векторлар цандай жойлаш ган бу­
лиши лозим?

Е ч и л и ш и .  Равш анки, бундай булиши учун параллелограмм ОС’ диагона- 
■рининг узунлиги унинг ВА  диагоналининг узунлигига тенг булиши лозим ( 40-  
расм). Бу О А СВ  параллелограмм ф акат турри туртбурчак булган ^олдагина 
булиш и мумкин. Д ем ак, агар а_|_Ь б?лса, у ^олда | а  +■ b | *= |а  — b |.

В е к т о р н и  с о н г а  к у п а й т и р и ш .  а вектор ва I сон бе­
рилган булсин. а векторнинг X сонга купайтмаси  деб, а век-

А А С



торга коллинеар, узунлиги | с j =  | X ] . j а | га тенг ва йуналиши 
X >  О булганда а векторнинг йуналиши билан бир хил, к <  О 
булганда царама- карши йуналишга эга булган с векторга айти­
лади.

Масалан, 2а  вектор а вектор билан бир хил йуналган ва a 
векторнинг узунлигидан икки марта катта узунликка эга булган 
вектордир.

Карама-карши —а  векторни Х= — 1 га купайтириш натижаси 
сифатида караш мумкин:

—а =  (—1) • а.
Равшанки,

а +  (—а) =  0.
Векторнинг сонга купайтмаси таърифидан келиб чикадики, 

агар b =  Ха булса, у холда а ва b векторлар коллинеардир. Ак- 
синча, b ва а векторларнинг коллинеарлигидан Ь =  Ха булиши 
келиб чикиши равшан. Шундай килиб, икки  а ва b вектор

b =  Ха (43)
т енглик уринли булганда ва фацат шу %олдагина ко лли ­
неардир.

а векторнинг X сонга купайтмасини Ха куринишда хам, аХ 
куринишда хам ёзиш мумкин.

Векторнинг сонга купайтмаси ушбу
X (a -f- b) =  Ха -J- Xb, (Xj -j- Х2) а =  Xja -f- Х2а (44)

т а к с и м с т  х о с с а с и г а  ва ушбу
(Х1Х2) а  =  Х,(Х2а) (45)

г р у п п а л а ш  х о с с а с и г а  эгалигига ишонч хосил килиш осон.
Масалац, (44) формула оркали ифодаланган биринчи хосса- 

нинг Х> 0 у ч у н  уринлилиги параллелограммнинг томони X марта 
узгарганда унинг диагоналлари хам X марта узгаришидан келиб 
чикади (41-чизма).

Узунлиги бирга тенг вектор б и р л и к  в е к т о р  деб аталади.
а вектор берилган булсин. а векторга коллинеар, у билан 

бир хил йуналган, лекин узунлиги бирга тенг булган векторни 
Караймиз. Бу векторни а° оркали белгилаймиз, у холда |л ° |  =  1

Векторни сонга купайтириш таърифидан'
а =  | a |а° (46)

булиши келиб чикади, яъни %ар бир вектор узининг модули- 
нинг уша Цуналишдаги бирлик векторга купайтмасига тенг.

(46) тенгликдан келгусида куп марта фойдаланилади.
3. Икки вектор орасидаги бурчак. Фазода иккита а ва b 

вектор берилган булсин. Ихтиёрий О нуктадан ОА — а ва ОВ =
— b векторларни куямиз. а ва b векторлар орасидаги буг чак 
деб, бу векторлардан бирини иккинчиси билан устма-уст тушгун- 
га кадар буриш керак булган энг кичик <р(0 < ?  <  я) бурчакка



айтилади. Мусбат йуналиши ундаги 1° бирлик вектор йуналиши 
билан устма-уст тушадиган Гукни караймиз. а вектор ва I 
■орасидаги бурчак деб, а ва Г  векторлар орасидаги «р бурчакка 
айтилади (42-расм).

4. Векторнинг проекцияси ва векторнинг Уцдаги таш- 
кил этувчиси. Фазода ихтиёрий жойлашган бирор I ук ва АВ  
вектор берилган булсин. Бу векторнинг боши А  ва охири В нинг
I укка проекцияларини мос равишда A j ва Bt билан белгилаймиз 
(43-расм). I укда А х нукта х, координатага, 5, нукта эса х 2 
координатага эга булсин. АВ  вектор охири ва бошиницг / укда- 
ги проекцияларининг координаталари айирмаси х 2 — х, ни АВ  
векторнинг шу у щ а  проекцияси деб аталади.

Агар АВ  вектор I ук билан уткир бурчак гашкил этса, у 
з{олда х 2> х ,  б^либ, х 2 — х, проекция мусбат; агар L ук ва АВ  
вектор орасидаги бурчак утмас булса, у холда х 2<  х, булиб, 
х г — х х проекция манфий булади (44-расм). Ни^оят, А В вектор

I укка перпендикуляр бул­
са, у ^олда х 2 =  х , булиб, 
х 2—х,  проекция нолга тенг.

А В  векторнинг I укка 
проекциясини куйидагича 
белгилаймиз прг АВ.

Проекциялар ^акидаги 
баъзи асосий теоремаларни 
куриб чикамиз.

1-теорема, а вектор­
нинг I Уцца проекцияси а 

43- раем. вектор модулининг шу век­



тор билан уц орасидаги <р бурчак косинусига купайт масига  
тенг'.

прг а == \ а \ cos <р. (47)

И с ^  от  и. Векторнинг х 2 — х , проекцияси бу векторни ^з-узига 
параллел кучиришда узгармайди, чунки бунда х 2 ва x t бир хил 
мивдорга узгаради. Шу сабабли векторнинг боши I уцнинг са­
нок боши О билан устма-уст тушадиган золни караш кифоядир 
(45-расм). Санок бошининг координатаси нолга тенг булганлиги 
учун

пр; а =  х  — 0 =  х ,

бу ерда х —вектор охири проекциясининг координатаси. Конус­
нинг таърифига кура cos ср =  х / \  а |, бундан л: =  | а |  cos ср ёки 
прг а =  | а | cos <р, ана шуни исботлаш талаб килинган эди.

2-теорема. Икки вектор йигиндисининг у щ а  проекцияси  
цуиш лувчи векторларнинг шу у щ а  проекциялари йигиндисигсь- 
тенг.   ___  ___

И с б о т и .  АС  =  АВ  +  ВС булсин (46-расм). Л, В  ва С нукта­
ларнинг I укка проекциялари Д ,  Вх ва С, нинг координзталари- 
ни х и х 2 ва х 3 билан белгилаймиз. У золда прг А В  — х 2 — х ^
прг ВС = х 3 — х 2\ пр, АС — х 3 — х г. Бирок x s — * 1  =  (* 2  — х \)
+  (х 3 — х 2), яъни

пр/ АС  =  пр; АВ  +  пр, ВС. (49)

Бу теоремани чекли сондаги кушилувчилар булган золга зам 
умумлаштириш мумкин.

3-теорема, а векторни  X сонга купайт ирилса, унинг у щ а  
проекцияси %ам шу  X сонга купаяди:

прг (Х*а) =  Х-пр, а. (50)-

И с б о т и .  Эцг аввало шуни кайд этиб утамизки, агар а  век­
тор I ук билан ср бурчак ташкил этса ва X >  0 булса, у золда 
Ха вектор а вектор билан бир хил йуналишга эга булади ва уц 
билан 9 бурчак ташкил килади. Агар Х< 0  булса, у зол­
да X а векторнинг йуналиши а  векторнинг йуналишига карама~



Карши булади ва Ха вектор ук билан тс — <р бурчак ташкил кила- 
ди. 1-теоремага асосан куйидагига эгамиз:

1) >->0; пр, (Ха) =  |Ха | cossp =  |М l a I C0ScP “  * Iа I C0SCP =  ^ npfa5
2) X <  0; прДХа) =  | Ха f cos (* — <р) =  IX11 а | cos (тс — <р) =  

=  — Т Iа I (—costp) =Х | а | cos <p =  X np,a.
Н а т и ж а .  Иккита вектор айирмасининг укка проекцияси бу 

векторларнинг шу укка проекцияларининг айирмасига тенг. 
Бунинг исботини китобхонга колдирамиз. 
а векторнинг I }?кка проекцияси билан бу ук бирлик вектори 

1° нинг к^пайтмаси а векторнинг I ук буйича таш кил этувкиси 
деб аталади.

Бу ташкил этувчини ташкга билан белгилаб, таърифга кура 
куйидагини зосил киламиз:

ташк, а =  прга-1° (51)

ёки
ташк; а =  (х2 — Art) 1° (52)

бу ерда я, ва х 2 — берилган а =  АВ векторнинг боши Л ва охи­
ри В  нинг I укка проекциялари Л, ва В х нинг тегишли координа- 
'Галари. Куйидагини пайкаш кийин эмас:

таш к/а =  Л1£ 1. (53)

Хакикатан зам, иккала вгкторнинг модуллари А х ва В t нукта­
лар орасидаги масофага тенг: | х 2 — х х | =  | Л, В х |. Бу векторлар 
шунингдек, бир хил йуналган, чунки улардан зар бирининг йуна­
лиши ё / укнинг мусбат йуналиши билан устма-уст тушади 
(агар х 2 — х х >  0 булса), ё унга карама-каршидир (агар х 2~  * j < 0  
булса). 1

Шундай килиб, векторнинг уц буйияа ташкил этувяиси 
бу вектор бошининг проещ иясини унинг охири проекцияси билан 
т ут аш тирувш  вектордир.

4-§. В Е К Т О РЛ А Р Н И Н Г  ЧИЗИЦЛИ БО ГЛ И К Л И ГИ . Б А ЗИ С

1. Текисликдаги ва фазодаги векторларнинг чизикли бог-
ликлиги. Орасида нолдан фарклилари зам булган шундай X,, Х2 
. .  ., Хл сонлар мавжуд булсаки, улар учун

X, ax -f- Х2 а2 -f- . .  . +  ХА ай =  0 (54)

тенглик уринли булса, а,, а2, . .  ., аА векторлар яизицли боглиц 
деб аталади.

Агар (54) тенглик факат X, =  Х2 =  . .  . = \k =  0 булганда урин­
ли б^лса, у золда а„ а2, . . ak векторлар я и зщ ли  эркли  деб 
аталади.



(54) тенгликдан, масалан h  ф  О деб фараз килиб, куйидагини 
хосил киламиз:

a 1 =  - 1 -2 a 2 - 7 J a 3 - , . . - ^ a ft.

Энди -  Х2/Х, =  fi2, —  Х3/Х1 =  (i3, . . Xft/X, =  jj.a деб олиб,
а1 =  t4a2 ~Ь ( ^ з  4" • • • 4" Pka k * (55)

ни хосил киламиз. ja2 а5 4- р.3 а3 +  . , .  +  Р* а* ифода а 2, о 3, . ,  .,ak 
векторларнинг чизикли комбинацияси  де5 аталади.

Шундай килиб, бир нечта векторлар чизицли борлиц б ул ­
са, у %олда улардан %еч булмаганда бирини цолганларининг 
ч а зщ ли  комбинацияси куринишида ифодалаш мумкин.

Бунга тескари даъво хам тугри: агар бир нечта вектордан 
бири цолганларининг чизицли комбинацияс-и куринишида ифода- 
ланган булса, у цолда бу векторлар чизицли борлицдир.

Хакикатан_хам, масалан, ах вектор е 2, а 3, . .  ak векторлар­
нинг чизикли комбинацияси булсин. У холда (55) тенглик урин- ' 
ли булади., У ни ■*- a, 4- р2 а 2 4- !лз 4- • • • 4~ ^  =  0 куринишда 
Кайта ёзиб, коэффициентлардан бири, чунончи at олдидаги коэф­
фициент—! га тенглигига ва демак, нолдан фаркли эканлигига 
ишонч хосил киламиз. Бундан таърифга кура а и а 2, . о* век­
торларнинг чизикли богликлиги келиб чикади.

Энди текисликдаги векторларнинг чизикли богликлиги ва чи- 
зиклиги эрклилиги хакидаги масалани караймиз.’

1-теорема. Текисликдаги %ар цандай учта а, Ь ва с вектор 
чизицли борлицдир.

И с б о т и .  Бу векторлардан бири колган иккитасининг чизик­
ли комбинациясидан иборатлигига ишонч хосил килиш кифоя. 
Бунда икки хол булиши мумкин.

1. Берилган векторлар орасида бир жуфт коллинеар вектор 
мавжуд булар, масалан, а ва b булсин. У холда (43) тенглик- 
ка асосан куйидагига эгамиз: а =  ХЬ ёки а =  ХЬ4-0"С,  яъни а 
вектор b ва с векторларнинг чизикли комбинациясидир.

2. Берилган векторлар орасида з̂ еч бир жуфти коллинеар эмас. 
Учала вектор умумий О бошга эга деб фараз киламиз(47-расм). 
а векторни бири b векторга, иккинчиси эса с векторга коллинеар 
булган икки векторнинг йигиндиси куринишида ифодалаш мум­
кинлигини курсатамиз.

Бунинг учун а  векторнинг охири М  дан b ва с, векторларга 
параллел ва бу векторлар ётадиган тугри чи­
зиклар билан В  ва С нукталарда кесишади- 
ган тугри чизиклар утказамиз (47- раем). Уш- 
бу куриниб турган тенгликка эгамиз: ОМ —
— ОВ 4- ОС. ОВ ва ОС векторлар b  ва с 
векторларга мос равишда коллинеар булган­
лиги учун 0 .8 =  Х,Ь ва ОС =  Х2с. Шу сабабли,



яъни а вектор b в а с  векторларнинг чизикли комбинацияси- 
дир.

Н а т и ж а .  Агар текисликда берилган векторлар сони учтадан 
ортик булса, улар зам чизикли богликдир, яъни бу векторлар- 
дан бирини колганларининг чизикли комбинацияси куринишида 
тасвирлаш мумкин.

Хакикатан- зам, k  та аи а2, а3, . . ,  аА вектор берилган бул­
син. Текисликдаги учта вектор доимо чизикли боглик булганли­
ги учун а1( а2 ва а3 векторлар учун а, =  р2 а2 +  [а3 а3 га эгамиз. 
У золда берилган k  та вектор учун

ai — 1̂ 2 а2 +  а3 -}- 0 ■ а4 + . . .  +  0 • а^

ни ёзиш мумкин, яъни а, вектор цолган векторларнинг чизикли 
комбинациясидир.

Иккита а ва b вектор булган золга келсак, маълумки, улар 
а =  >. b [(43) формулага каранг] тенглик уринли булганда, яъни 
а  ва b векторлар чизикли боглик булганда ва факат шундагина 
коллинеардир. Бундан бевосита куйидаги теорема келиб чикади.

2-теорема. Иккит а  а ва Ъ вектор ч и зщ ли  эркли  булиши 
учун улар  коллинеар  булмаслиги зарур ва кифоядир.

1- ва 2-теоремалардан текисликдаги ч и зщ ли  эркли  вектор­
ларнинг максимал сони иккига тенлиги келиб чицади.

Энди «фазодаги векторларга у т а м и з .
Агар векторлар битта текисликда ётса ёки битта текисликка 

параллел булса, улар компланар векторлар деб аталади.
Шуни кайд этиб утамизки, агар компланар векторлар умумий 

бошга эга булса, улар битта текисликда ётиши равшан.
3-теорема. Фазодаги %ар цандай туртта а, Ъ, с ва d век­

тор ч и зщ л и  боглицдир.
И с б о т и .  Берилган векторлар умумий бошга эга деб фараз 

киламиз. Уларнинг чизикли богликлигини курсатиш учун бу век- 
торлардан бири колганларининг чизикли комбинациясидан иборат 
эканлигини курсатиш кифоя. Бунда' икки зол булиши мумкин.

1. Берилган векторлар орасида компланар векторлар учлиги 
мавжуд. Улар, масалан, а, Ь ва с булсин.

Бу векторлар бир текисликда ётганлиги учун улардан бирини,- 
масалан, а векторни 1-теоремага кура колган векторларнинг чи­
зикли комбинацияси куринишида ифодалаш мумкин а =  b +  д.3с. 
Бу золда туртала вектор учун а =  .̂2Ь -Ьрз с +  0 • d тенгликни 
ёзиш мумкин, бу эса а вектор Ь „с  ва d векторларнинг чизикли 
комбинацияси эканлигини билдиради.

2. Берилган векторлар орасида битта зам компланар вектор­
лар учлиги йук. Бу золда а  векторни мос равишда Ь, с ва d 
векторларга коллинеар булган учта векторнинг йигиндиси кури­
нишида ифодалаш мумкин. Бунинг учун а векторнинг охири 
булмиш М  нуктадан мос рав-ишда b ва с, с ва d, d ва b век­
торлар жуфтликлари билан аникланадиган учта текисликка па­
раллел текисликлар утказиб, диагонали а =  ОМ  вектордан иборат



параллелепипед косил киламиз (48-расм).
Равшанки, а == О М  — О М х 4 - М ХР  -\-РМ  t 
Бирок O M t =  Xj b ,  М ХР  =  О М г —  Х2 с,
P M  =  О М 3 = X3d. Д ем ак ,

а =  Xj b -)- Х2 с -Ь Xs d, (57)

яъни а, Ь, с ва d векторлар чизикли 
богликдир.

Текислик булган к ° лДа курсатилга- 
нига у х ш аш  куйидагини курсатиш  мум- 
кин:

1) ага р  фазода  бери лган  вект орлар сони т урт т адан куп  
булса , у л а р  яизицли боглицдир:  2 ) ф азодаги учт а  вектор  
к о м п л а н а р  булиш и учун  у л а р  чизицли богл иц  булиш и зарур  
ва кифоядир,  3) учт а  а , b ва  с вектор чизицли эр к л и  булиши  
учун  у л а р  н оком п лан ар  булиши за р у р  ва кифоядир  (бу бево- 
сита 2-хоссадан келиб чикади).

Бу айтилганлардан, ф азодаги чизицли эр к л и  вект орларнинг  
м акси м ал сони учга  тенглиги келиб чицади.

2 Текислик ва ф а з о д а  бази с .  А ф фин к о о р д и н а та л а р .  Ч изи к­
ли алгебра ва векторлар алгебрасининг муким тушунчаларидан 
бири базис тушунчасидир.

7екисликдаги базис  деб, исталган иккита чизикли эркли в е к ­
торга айтилади.

1-п у н к т д а ги  2- теоремадан исталган иккита ноколлинеар в е к ­
торнинг базис косил килиши келиб чикади. Айтайлик, а —текис­
ликдаги исталган вектор, b ва с векторлар эса базис косил кил- 
син. Текисликдаги кар  кандай учта вектор чизикли боглик бул­
ганлиги учун а вектор базис векторлари оркали чизикли ифода- 
ланади, яъни (56) муносабат бажариладй:

а =  Xtb ^2̂ -

Агар а вектор (56) куринишда ифодаланган булса, у  к 0ЛДа у b  
ва с векторлар  косил килган б а з и с  б у й и ч а  ё й и л г а н  д ей и­
лади. X, ва Х2 сонлар т екисликдаги  а векторнинг аффин коор­
ди н а т а л а р и  деб аталади ва а={Х 1> Х2} оркали ёзилади.

Т еорем а ,  а векторнинг  b ва с базис буйича ёйилм аси  яго-  
надир.

И с б о т и .  Фараз килайлик, (56) ёйилма билан бир каторда

а  =  v,b - f  v  (58)

ёйилма кам уринли булсин. Бу  колда v, =  X,, v2 =  X2 булишини 
курсатамиз. Х ак икатан, (58) дан (56) ни айириб,

О =  (X, — v,)& +  (Х2 — v2)c

ни косил киламиз. Базиснинг b ва с векторлари чизикли эркли 
булганлиги учун X, — Vj =  0 ва Х2 — v2 =  o. Бундан Vj =Xj  ва 
v3 =  Х2, яъни Ь, с базис буйича ёйилма ягонадир.



Фазодаги, базис  деб, исталган учта чизикли эркли векторга 
айтилади.

3-хоссадан ( 1-пунктга каранг) зар  кандай учта нокомпланар 
векторнинг базис ташкил цилиши келиб чикади. Текисликда 
булган золдаги  каби исталган а  вектор базиснинг Ь, с  ва d 
векторлари оркали бир кийматли ёйилади, яъни (57) муносабат 
бажарилади:

а  =  Ajb-f- Х2с +  X3d.

h ,  сонлар фазодаги а  векторнинг аффин к о о р д и н а т а л а ­
р и  деб  аталади ва а= [Х ,;  Х2; Х3} каби ёзилади.

Э с л а т м а .  Фазода базис зосил килувчи Ь, с ва d  векторлар  
умумий О бошга (координаталар бошига) эга булсин. Фазонинг 
ихтиёрий М  нуктасини.ва  унинг ОМ  радиус-векторини, яъни 
координаталар бошини шу нукта билан туташтирувчи векторни 
к а р а й м и з . '

(57) ф ормулага кура куйидагини зосил киламиз:

О М  — X]b -{- X3d.

О М  векторнинг аффин координаталари, яъни Х1,’Хг, Х3 сонлар, 
шунингдек, М  нуцтанинг  зам аффин координат алари  деб  ата­
лади  ва /И(Х,; Х2; Х3) оркали ёзилади.

3. Турри бурчакли  д е к а р т  базиси. В екторни ко о р д и н ата  уц-  
лари  буйича та ш к и л  э ту в чи л ар га  ёйиш . Фазода О х у г  тугри  
бурчакли координаталар системасини караймиз (49-расм). Уклар- 
нинг за р  бирида йуналиши укнинг мусбат йуналиши билан уст ­
ма-уст тушадиган бирлик вектор танлаймиз. Ж умладан , О х  укда
I бирлик векторни, О у  укда  j бирлик векторни ва О г  укда к  
бирлик векторни оламиз: | / |  =  | / |  =  | k |  =  l .  Бу у чала узаро 
перпендикуляр  бирлик вектор о р т л а р  деб аталади. i ,  /', k  орт- 
лар нокомпланар булганлиги учун улар базис зосил  цилади, бу 
базис декарт  орт огонал  базиси  деб аталади.

Фазодаги бирор а векторни караймиз. Бу векторни унинг 
боши координаталар боши О  билан устма-уст тушадиган килиб

у з-узига  параллел кучирамиз. 
Бошкача айтганда, О  бошдан 
а  га тенг ОМ  векторни цуя- 
миз: О М  =  а. ОМ  векторнинг 
охиридан координата текис- 
ликларига параллел текислик­
лар утказиб, Диагоналларидан 
бири ОМ  вектордан иборат па­
раллелепипед зосил киламиз.

49- расмдан ва бир нечта 
векторнинг йигиндиси таъри- 
фидан куйидагини топамиз:

а  =  ОМ  =» O M t +  M J>  +  P M .



а =  0 М [  +  О М 2 +  О М ' . (59)

Ш и 0 М 2, 0 М 3 векторлар а  =  ОМ  векторнинг О х ,О у ,  Ог  ук- 
лар буйича ташкил этувчиларидир.

.(51) тенгликка асосан куйидагига эгамиз:

ОМ, =  п р 0хОМ  ■ i, О М 2 =  пр0)1 ОМ  • j, O M 3= n p 0j OAf-k. (60)

а — ОМ  векторнинг Ох, Оу, Ог  уклардаги проекцияларини мос 
равишда ах, а у, a z оркали белгилаб, (59) ва (60) дан куйидаги­
ни ^осил киламиз:

a ~ a xi - \ - a J - \ - a zk. (61)
(61) формула а векторнинг ортогонал д екарт  базиси буйича 

ёйилмасини, ёки одатда айтилишича, векторнинг координата  
у ц л а р и  буйича т аш кил эт увчиларга  ёй и лм асини  беради. Бу 
формула агар (57) формулада

=  ах, Х2 — ау, А3=  а г, b — / ,  с =  у, d =  k 
дейилса, у билан устма-уст тушади. ___

М  нукта х, у, z  координаталарга эга булсин. У х;олда а —ОМ  
векторнинг координата укларига  проекциялари (48) формулага 
асосан ах =  х ,  а у =  у , а г =  г  га тенг, координата укларя  буйича 
ташкил этувчилари эса xi, y j ,  z k  га тенг. Вёкторнинг ташкил 
этувчиларга ёйилмасини бер'адиган (61) формула энди куйидаги 
к^ринишни олади:

а  =  x i  +  y j  +  z k .  (62)

Агар а  .векторнинг координата укларига проекциялари мос 
равиш да ах, а у, а г га тенг булса, у ^олда биз буни куйидагича 
ёзамиз:

® =  \^х\ а г\'
а х, а у, a z проекциялар а векторнинг myFpu бурчакли декарт  

координат алари  деб аталади.
Агар векторларнинг координата Уклари буйича ёйилмалари 

маълум булса, у долда векторлар  устидаги чизикли амалларни 
уларнинг проекциялари устидаги арифметик амаллар билан ал ­
маштириш мумкин. Бу 2- ва 3-теоремалардан келиб чикади. М а­
салан, агар а =  а х\ +  а у} +  агк, b =  ^ 1+  Ьу] +  Ьгк  булса, у )р л д а

А а  =  \а х i +  l a y j -f- l a z k, (63)
a ± b = ( a x ± b x) i + { a y ±  by) j + ( a 2 +  bz)k.

Мисол: a  — 2i +  3j +  5k,  b = 3 i — 2j +  5k векторларнинг йигиндиси ва 
айирмасини топинг.

Е ч и л и ш и .  (63) даги формулаларнинг иккинчисига кура куйидагини ^о- 
сил киламиз:

а  +  Ь =  (2 +  3)/ +  ( 3 -  2)/+  (5 +  5)к =  5 /  +  /  +  10к, 
а  -  b =  (2 -  3)! +  [3 -  ( -  2)]j +  (5 -  5)ft =  -  i +  5J.



а  векторнинг проекцияларини билган холда бу векторнинг мо­
дули  учун ифодани топиш осон. а =  О М  вектор параллелепи- 
педнинг диагонали булганлиги учун тугри бурчакли параллелепи­
пед  диагоналининг узунлиги к акидаги м аълум  теоремага асосан 
бундай  ёзиш мумкин:

| ом  |2=  I о м х | 2+ 1  Ш 212+ 1  Ш ъ \\
Бирок |O A l , l  =  k l ,  \О М 2\ =  \ а у \, | О М 3 | =  | я г |; шу сабабли 

. Й ? — а* +  а* +  а*,

бундан

\ а \  =  У а \ Л - а )  +  а ] .  (64)

Векторнинг м од ули  унинг координат а у к л а р и д а ги  п роек­
циялари  квадрат ларининг йигиндисидан олинган  квадрат и л - 
дизга тенг.

Энди боши Л (х ,;  у,; г , ) ,  охири эса В (х 2, у2, г 2) координата­
ларга эга булган А В  вееторни караймиз. Вёкторнин-г укдаги  
проекцияси таърифидан А В  векгор куйидагн координаталарга 
эга булиши келиб чикади:

п ? 0хТ В  =  х 2 - х и п р 0уЛ б  =  у2-  у,, п р 02AB =  z.2 - z i.

Ш у сабабли (61) ф ормулага асосан АВ  векторнинг координа­
та уклари буйича куйидаги ёйилмасини оламиз:

Т Г В = ( х 2 — x t)I +  (у2 — у,)] +  ( z 2 -  z ,)k .
(64) формулага асосан бу векторнинг модулини топамиз:

\А В  | « У г( л 2 - л , ) Ч ( У а - У 1) Ч ( г а- г 1)2. (65)
Б у  формула иккита А ва В  нукта орасидаги масофа учун то п и л - 
ган ф орм ула билан (I боб, 2-§, 3-пункт) бир хилдир.

4. К есм ани  б ери лган  н и сбатда  б ^ли ш . M tM 2 кесмани бери л­
ган Х > 0  нисбатда булиш деган суз, бу кесмада уш бу тенглик 
уринйи б^ладиган  М  нуктани топиш демакдир:

^ М .  =  Х ё к и  М , М - * Ш М Я.
ММъ 1

Берилган М х ва М 2 нукталар мос равиш да х и у х, г ,  ва х 2, 
Уг, г 2 координаталарга эга булсин. И зланаётган М  нуктанинг 
х,  у, г  координаталарини топамиз. Равш анки, М^М =  \ М М 2 ёки

( x —* t ) / - H y —yi)j  +  (2—2t ) k = X [  (Х2—X ) i + ( y 2— y ) j f ( e 3- 2)k].
Векторларнинг тенглигидан уларнинг проекцияларининг тенг- 

лиги келиб чикади:

х —х х = ц х 2 -  х), у — у 1 =  Х(у2 -  у), z  -  г ,  =  Х(г2 -  г) .



д ;  _  Х1 ^*3 у  _  У1
1+Х ’ У 1+Х ’

Z = г1 +  Xr2 
1+Х

(66)

Агар М  нуцта М хМ г кесманинг уртаси булса, у  з о л д а  М ХМ — 
=  Л Ш 2 ва демак, X — 1. Бу  зо л д а  (66) тенгликлар  уш бу  кури* 
нишни олади:

2 2
г = *1+  г2 (66')

Ш ундай килиб, кесма урт аси  координат аларининг xsap би~ 
ра  унинг боши ва охирининг мос координат аларининг урт а  
арифмет игига тенг.

Агар M i{ x t-, у ,)  ва М %( х г; у 2) нукталар О х у  текисликда ётса, 
у  з о л д а  (66) ва (66 ' )  формулалар  куйидаги куриниш ни олади:

х 1 +  X-tjj
1 +х ’

Х1 +  х%

У| +  Ху2. 
1 +  X *

У] +  У2

(67)

(67 ') .

Мисол. Л41(1; 2) ва Мй(3\ 4) нукталар берилган. М гМ 2 кесмани X =  >/2 
нисбатда булинг.

Е ч и л и ш и .  х х =  1, Ул =  2, х2 =  3, у2 =  4 булганлиги учун (67) формулага 
кура куйидагини ^осил киламиз:

1 + (1 /2 )3  5

1 +  1/2 3 ' Г  1 +  1/2 3 '

Шундай килиб, изланаётган нукта M(5j3; 8/3) дир.

5. В екторн и н г  йун алтирувчи  коси н услари .  Фазода вектор­
нинг йуналиши бу векторнинг координата уклари билан ташкил 
киладиган а, р, у бурчаклар билан аникланади (50-расм). Бу  бур- 
•чакларнинг cosa, cosp, cosf  косицуслари векторнинг й ун а л т и ­
рувчи  косинуслари  деб аталади.

Векторнинг проекцияси учун илгари чицарилган (47) ф орм у­
ла ёрдамида йуналтирувчи косинуслар учун ифодаларни келтириб 
чикариш осоц.

а  =  ах\ +  а уj -f- а гк  вектор  берилган булсин. У зо л д а

2 +  (1/2) t

« * = ПР о*а = 
Оу= П Р0, а =
а ,  =  ПР0га =

I a I cosa, 

|a [ c o s p ,

| а | cos?.

Бу  ердан йуналтирувчи косинуслар учун ифо­
даларни топамиз:



cosa =

(68) тенгликларнинг за р  бирини квадратга кутариб ва уларни 
кушиб, векторнинг йуналтирувчи косинуслари орасидаги уш бу 
богланишни топамиз:

яъни ист алган векторнинг йуналт ирувчи косинуслари  квад- 
р а т л а р и н и н г  йигиндиси бирга тенг.

Э с л а т м а .  Куриш есонки, исталган а°  бирлик векторнинг 
координата укларидаги проекциялари мос равишда унинг йунал­
тирувчи косинуслари билан устма-уст тушади ва демак, унинг 
координата уклари буйича ёйилмаси куйидаги куринишда булади:

Мисол. Агар А{ 1; 2; 3) ва В(2; 4; 5) булса, АВ  векторнинг координата 
Уклари билан ташкил этадиган бурчакларининг косинусларини топинг.

Е ч и л и ш и .  АВ  векторнинг О к, Оу, Ог  ^кларга прэекцияларини топа­
миз:

пр0лАВ  =  2 — 1 =  1, пр0уАВ  =  4 — 2 =  2, пр0гАЙ =  5 — 3 = 2 .

(65) формула буйича векторнинг модулини топамиз:

■ | АВ  | =  У  1* +  22 +  32 =  3;
(6 8 ) муносабатлардан векторнинг йуналтирувчи косинусларини топамиз: 

C0 S2 =  1/3; cos? — 2/3; cosy =  2/3.

6 . Икки векторни нг коллин еарли к  ш арти . а = a xi a yj  + а гк .  
b  =  bx\ +  byj +  Ьгк  векторлар коллинеар булсин. Бу зо л д а  а = 1 Ь ,  
бунда I —бирор сон. Векторни сонга купа’йтирилганда унинг 
УКК3 проекциялари зам  шу сонга купайтирилганлиги учун куйи­
дагини зосил  киламиз:

Аксинча, агар (70) тенгликлар уринли булса, у  золд а  а ва b 
векторлар коллинеардир.

Хакицатан зам , агар а векторнинг барча проекциялари b в ек ­
торнинг барча проекцияларидЗн к марта фарк килса, у золда  а 
векторнинг узи b векторни X купайтувчига купайтириш билан 
зосил килинади, яъни а ва b векторлар коллинеардир. (70) тенг­
ликлар а ва b векторларнинг проекциялари пропорционаллигини 
курсатади. Ш ундай килиб, иккит а а  ва Ь вект орлар к о л л и ­
неар булиш и учун  уларнинг проекциялари  пропорционал б у ­
лиш и за р ур  ва кифояоир.

(70) тенгликларни купинча куйидагича ёзилади:

COS2a  +  COS8p +  COS2?  =  1 i

а 0 =  icosa -f- j cos p +  k  cos 7. (69)

a x =  \b x, a y =  lb v  a z =  \ b z. (70)

fly _  <h.
bx by ьг



5- §. СКАЛЯР, ВЕКТОР ВА АРАЛАШ К^ПАЙТМАЛАР

1. С каляр  ку п ай тм а .  3 -§ ,  2-пунктда векторни сонга купай­
тириш каралган эди. Физика ва механиканинг турли масалалари- 
ни караёгганимизда биз шунингдек, векторни векторга куп ай ти ­
риш амалига дуч келамиз. Бирок сонларни купайтиришда доимо 
яна сон досил булишидан фаркли уларок, векторларни купайти­
ришда ц а г и ж а  вектор дам, сон дам булиши мумкин. Ш унга му- 
вофик, векторларни купайтиришнинг икки тури—скаляр ва вектор 
купайтма каралади.

Аввал скаляр купайтиришни куриб чикамиз.
а  ва b вект орларнинг с к а л я р  купайт м аси деб, купайт ири-  

лувчи вект орлар м одуллари н и н г бу  вект орлар орасидаги  <р 
бурчак косинусига купайт м асига  тенг сонга айт илади  (51- 
расм).

Скаляр купайтма а • b билан белгиланади. Ш ундай килиб, 
таърифга кура

Ечилиши векторларни скаляр купайтиришга келтириладиган 
физик масалани караймиз. М. моддий нукта А  нуктадан В  нук- 
тага томон тугри чизик буйлаб даракатлансин ва бунда I га тенг 
йулни утган булсин. Айтайлик, М  нуктага F  куч таъсир эгаётган 
булиб, унинг катталиги ва йуналиши узгармас дамда нуктанинг/  
кучиш йуналиши. билан а бурчак ташкил килсин (52-расм).

Физикадан маълумки, бунда F  кучнинг I участкада баж ар а -  
диган Е иши E — F l  cos а га тенг. Агар кучиш вектори I ни 
киритадиган булсак, у  долда скаляр купайтмацинг таъриф ига  
асосан куйидагини досил киламиз:

Турри ч и зщ л и  Пул участкасида узга р м а с  кучнинг б а ж а р - 
ган иши куч векторининг кучиш, векторига ск а л я р  к уп а й т м а ­
сига тенг.

Скаляр купайтмани аниклайдиган (72) формулага б ош кача  
куриниш бериш мумкин.

|Ъ | coscp купайтма b векторнинг а  вектор билан. аникланади- 
ган укка проекцияси (праЬ билан белгиланади), | a | c o s ?  эса а в е к ­
торнинг b вектор укига проекцияси булганлиги учун (53- раем):

а  • Ь =  | а 11 b | cosqp. (72)

а  • b  =  | а 11 b  | costp
F

nps a  

53- раем.



а  * b  == | а | npab =  | b | np6a  (73)

келиб чикади.
Икки векторнинг ск а л я р  купайт м аси бу  вект орлардан  би- 

рининг м одулини и к к и т а  векторнинг бу  вект орга  проекция-  
сига купайт м асига  тенг.

(73) муносабатдан бир векторнинг иккинчи вектор йуналиши- 
га проекцияси учун ифодзни топамиз:

, а • b _ а • b / г7А\

п р “ ь - Т Г Г '  п р , а — Г ь7* ( 7 4 )
Хусусий колда а бирлик вектор, яъни | а |  — 1 б^лса, у  колда 

ПР0Ь =  —j— =  а -b. (74')

Вект орнинг бирлик вект орга проекцияси бу вект орларнинг  
с к а л я р  купайт м асига  тенг.

С каляр купайтманинг баъзи хоссаларини куриб чикамиз.
1°. И кки векторнинг ск а л я р  купайт м аси урин  алм аш т и­

риш  хоссасига эга:
а  • b =  b • а.

Б у  хосса скаляр купайтманинг таърифидан бевосита келиб чи- 
А'ади:

а  • b =  | a | |b |co s< p ,  b • а =  | b |  • |a |coscp,

дем ак ,  а • b  =  b • а.
2°. И кки векторнинг ск а л я р  купайтмаси ск а л я р  купайт ув-  

чига нисбатан группалаш  хоссасига э г а , яъни
Х(а • Ь) =  (х а )  • b =  а  • (X Ь).

Б у  тенгликни исботлашда X >  0 кол  билан чекланамиз. X >  О 
булганда а ва b векторлар орасидаги бурчак Ха ва b векторлар 
орасидаги бурчакка тенг булганлиги учун куйидагини косил ки ­
ламиз:

Х(а- b) =  X | а 11 b | cos?, (Ха) ■ b =  | Ха 11 b | cos<p=-X [ а 11 b | cos?.

Д емак , Х(а • Ь)=(Х а) • Ь. У ш бу Х(а • Ь) =  а • (ХЬ) тенглик кам 
ш унга ухш аш  исботланади.

3°. И кки векторнинг ск а л я р  купайт м аси тацсимот. хосса­
сига эга-.

(а  4- Ь)> с =  а • с 4 -  b  • с.

Дакикатан кам, (73) формулага ва проекцияларнинг хосса- 
ларига асосан куйидагига эгамиз: (а 4- Ь) • с = | с |  • прс(а +  Ь) =  
=  | с | (прса 4-преЬ ) =  |с )• прса 4- | с |п р сЬ =  с • а +  с -b =  а  • с 4 - b • с.

4°. А га р  икки векторнинг скаляр  купайт м аси н олга  тенг  
булса , у %олда ё  куп ай т и ри лувш  вект орлардан бири нолга



т е н г , ё  у л а р  орасидаги  б ур ча к  косинуси н о л га  т ен г , яъни бу  
%олда век т орлар  перп ен ди к ул яр .

Аксиича, агар a_Lb б у л с а ,у  долда c o s< p = 0  ва демак, векто р ­
ларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг.

Ш ундай  килиб, н о л га  тенг бул м а га н  икки вект ор перпен~ 
д а к у л я р  булиши. учун  уларнинг скаляр  купайт м аси н о л га  тенг  
б ули ш и  з а р у р  ва кифоядир.

Энди векторнинг узининг узига скаляр  купайтмасини карай ­
миз. Бундай купайтма векторнинг с к а л я р  квадрат а  д еб  ата­
лади:

а • а =  | а 11 а | cos 0 =  | а 11 а | =  | а |2.

Векторнинг скаляр квадрати а 2 билан белгиланади. Ш ундай 
К и л и б ,

а 2 =  | а |3, (75)

яъни векторнинг с к а л я р  квадрат и унинг м о д у л а н а н г  квадра~  
т ига  тенг.

Вектор скаляр квадратининг (75) формуладан келиб  чикади- 
ган кизикарли хоссасини кайд этиб утамиз. Агар а  векторни 
скаляр квадратга кутариб, сунгра а 2 дан квадрат илдиз олинса, 
у  долда дастлабки вектор эмас, балки унинг модули j a ^  келиб  
чикади, бу (75) формуладан куриниб турибди. Ш ундай ‘ килиб, 
квадратга  кутариш ва кейин илдиз чикариш ам аллари бир-бири- 
ни йукотмайди: V  а 2 ф  а, V  а 2 == | а | .

Мисол. с = 2 а - ( - З Ь  вектор берилган, бунда | а  | =  4, | b | =  5. а  ва b
векторлар орасидаги бурчак 60° га тенг. с векторнинг модулини дисобланг. 

Е ч и л и ш и .  (75) формуладан фойдаланиб, с3 =  | с |2 ни оламиз, бундан

| с | =  / с 3 =  / (2а +  3b )2 =  Y  4а2 +  12а • и +  9й2,
Сунгра

а 2 «= | а | 3 =  43 =  16, &3 =  | 6  | 3 =  53 =  25, а - Ъ ^ \ а  \ • | 6  I cos<f = 4 -  5-cos 60°=10

булганлиги учун

| с | =  V 4 • 16 +  1 2 - 10 +  9 •, 25 = / 4 0 9  «  20,22.

2. С каляр  к ^ п ай тм ан и н г  куп айтувчи  век то р л ар н и н г  п р о е к ­
ци ялари  оркали  и ф о д ал ан и ш и . Уш бу икки вектор  берилган 
булсин:

а =  a*i +  а у\  +  а гк  ва b == b j  -f by j  - f  bzk.

Бундай  долда

a • b =  (ax\ +  a yj +  a zk) • ( b j  +  byj  +  Ьгк) =
=  a xbx\ • i - f  a yb j  • i +  a zbxк  • i -\-axb yi • j  +  a ybyj  • j  +

- f  a zbvк  • j  +  axbzi • к  +  a yb j  ■ к  +  а,гЬгк  • к .

Кавсларни очишда биз скаляр  купайтманинг таксимот конунидан 
фойдаландик.



Бирлик векторларнинг скаляр квадратлари б^лганликлари  
учун

i . i  =  j . j  =  k k = l

булишини ва узаро  перпендикуляр векторларнинг скаляр купайт- 
малари булганликлари учун

i  j =  j - i  =  i - k  =  k . i = j - k  =  k . j  =  0
булишини эътиборга олиб, икки векторнинг скаляр  купайтмаси 
учун узил-кеси л  уш бу  формулани зосил киламиз:

а ’ b =  a A  +  # A  +  # A -  (7б)
И кки векторнинг с к а л я р  квадрат а ул арн и н г бар  ас м л  а  

пооекц и ял ари  ж уф т -ж уф т  куп аат м а л а р а н и н г  йириндисига  
т енг.

Ю к о р и д а  биз .а  ва b векторлар перпендикуляр булиши у ч у н  
зарурий ва етарли шарт буладиган а • Ь =  0 ни таърифлаган эдик. 
Икки векторнинг перпендикулярлик шарти (76) ф орм улага  асо ­
сан куй идаги  к'Зфинишни олади:

а хЬх -+ a yby +  a z bz =  0. (77)

И кки вектор у за р о  перпендикуляр булиш а у я ун  ул а р н а н г  
бир исмла проекцияларининг жуфт-жуфт, к у п а а т м а л а р а  аи-  
риндаси н о л га  тенг булиш а за р у р  ва кифоядир.

Мисол. т нинг кандай кийматида а  =  2i +  3j — к вектор b =  i — 5} +  mk 
векторга перпендикуляр булади?

Е ч и л и ш и .  Векторларнинг перпендикулярлик шарти (77) дан куйидагига 
эгамиз:

2 • 1 +  3 • (— 5) +  ( -  1) • т. =  0,

Оундан т = — 13.

3. Икки век тор  ор аси даги  бурчак  к оси н уси . Векторларнинг 
скал яр  купайтмаси ифодаси а * Ъ =  | а 11 b | coscp дан

cos f  “  l^TT^i (78)
ни топамиз. С каляр купайтмани ва векторларнинг модулларини 
уларнинг проекциялари  оркали (64) ва (76) ф орм улалар  буйича 
ифодалаб, векторлар орасидаги бурчак косинуси учун  уш бу  ф орм у­
лани зосил  киламиз:

cos •? = ------- »А ,  .. (79)

Мисол. a= = 3 i +  j — к ва b =  2 i+  2 j +  к  векторлар орасидаги бурчак 
косинусини л;исобланг.

Е ч и л и ш и .  (79) формуладан куйидагини топамиз:

3 • 2 4 1 . 2 + ( -  1) • 1 7
cosv =  —  -  — • - • ------ -----------— та 0,703.

V & +  Р + (  -  1)2 | / >  +  22+  Р 3 ^ 1 1



4. В ектор  куп айтм а. Энди векторларни купайтиришнинг 
иккинчи турини урганишга киришамиз.

а  векторнинг Ь век < орга вектор купайт м аси  деб цуйида-  
г ш а  а н щ л а н а д и га н  с векторга айтилади-.

1) с векторнинг модули сон ж и щ т д а н  к у  п а ш п и р и л у вш  а  
ва Ь век т орларн и  т ом онлар  килиб я са л га н  п а р а л л е л о г р а м м - 
нинг юзига тенг, яъни

2) с  вектор и к к а л а  к уп а й т и р и л увш  вект орга  п ерп ен ди к у­
ля р ;

3) с  векторнинг йуналиш и шундайки, а га р  унинг охиридан  
ц аралса , у  %олда  а вектордан  b вект орга  т омон энг цисца  
й у л  билан  бурилиш  соат стрелкаси айлани ш и га  ц а р а м а -ц а р -  
ши йуналиш да куринади  (54-расм).

а  нинг Ь га вектор купайтмаси а Х Ь  билан белгиланади .
Энди ечилиши икки векторнинг вектор купайтмасига олиб ке -  

ладиган физик масалани караймиз.
Кузгалмас ук атрофида айланаётгаи цаттик жисм нуктасининг 

тезлиги кандай кисобланишици курсатамиз (55-расм). Айтайлик, 
каттик жисм кузгалмас ук атрофида и> бурчак  тезли к  билан ай- 
ланаёгган булсин. Бурчак тезлик вектори <в ни киритамиз. Б у  
вектор жисмнинг айланиш уки буйлаб шундай томонга йунал- 
ганки, у томондан каралганда жисмнинг айланиш йуналиши соат 
стрелкасининг каракатланиш йуналишига карама-карш идир.

М — жисмнинг ихтиёрий нуктаси булсин. Бу  нуктанинг тезли ­
ги жисм айланаётганда шу нукта чизадиган айланага уричма 
буйлаб йуналган. Бунда айлана текислиги айланиш укига пер- 
пендикулярдир. М  нукта тезлигининг катталиги бурчак тезли к  
модули j to | нинг М  нуктадан айланиш укигача булган d  масофа- 
га купайтмасига тенг, яъни

1 с  j =  | a j | Ь 1 sin(a, b); (80)

| v  | =  | «о | d. (81)
Айланиш Укида ихтиёрий О нук- 

тани оламиз ва ундан ОА =  w ва 
ОМ  =  г векторларни куямиз. ю ва 
г векторлар орасидаги бурчакни т 
билан белгилаймиз. У колда ООхМ  
учбурчакдан d  = ] г  | sin 7 ни косил 
киламиз (55- расмга каранг).

z

с

/

а



d  нинг бу кийматини (81) формулага куйиб, куйидагини то ­
памиз:

I V | =  I (!) I I Г I sin?.

М  нуктанинг v  тезлиги в  ва  г векторларга перп ен ди куляр
ва v  векторнинг охиридан каралганда w дан г га томон энг 
киска бурилиш соат стрелкасининг даракатига кар ам а-кар ш и  
йуналиш да куринади.

Ш у сабабли вектор купайтманинг таърифига асосан ку й и д а ­
гига эгам из* :

v =  м X  г. (82)

Энди вектор купайтманинг асосий хоссаларини куриб чикамиз.
• 1° К упайт увчиларнинг ур и н лари  алм аш т ари лганд а  век ­

тор купайт м анинг ишораси узгаради , м одули  эса  сацланади.  
Ш ундай килиб, вектор  купайтма урин алмаштириш хоссасига 
эга эмас.

^ак и к атан  дам, вектор купайтманинг таърифидан а X  b ва 
b  X  а векторлар  бир хил модулга  эгалиги, коллинеарлиги, л е ­
кин к а р а м а -к а р ш и  томонларга йуналганлиги келиб чикади. 
Ш у сабабли а Х Ь  ва Ь Х  а  векторлар карам а-карш и вектор- 
лардир ва демак,

а  X  b  =  — Ь Х а .

2°. В ект ор к уп ай т м а с к а л я р  купайт увчига  нисбат ан  
гр уп п а л а ш  хосаси га  э г а , яъни

X (а  X  b) =  (Xa)Xb =  а X  (>-Ь).

Б у  хоссанинг исботи вектор купайтманинг таърифидан б е в о ­
сита келиб чикади. Биз буни масалан, А >  0 булган дол учун 
курсатамиз. Куйидагига эгамиз:

| X (а X  b |  =  X | а X  Ь | = > - (а )  |Ъ |  s i n ( a ,b ) ;

| (Ха) X  Ь|  =  | Xа 11 b |  sin (Ха, Ь) =  Х| а | | b ] sin (а ,  Ь).
X (a X  Ь) вектор а ва b векторларга перпендикуляр. (X а) X  

X  b вектор  дам а ва b векторларга  перпендикуляр, чунки а 
ва Ь, Ха ва b векторлар битта текисликда ётади. Д ем ак , X ( a x b )  
ва ( Х а ) Х Ь  векторлар  коллинеардир. Равшанки, уларнинг йуна- 
лиш лари дам устма-уст тушади. Ш у сабабли X ( a X b )  =  ( X a ) X  
X  Ь). Х < 0  булган дол дам ш унга ухшаш исботланади**.

3°. Вект ор к уп ай т м а тацсимот цонунига э г а , яъни

а Х ( Ь  +  с )  =  а Х Ь  +  а Х с .
Б у  формуланинг келтириб чикарилишини биз бу ерда карамаймиз.

* в  ва г векторларнинг кУйилиш нуктаси О ни айланиш укида ихтиёрий 
танлаш мумкин, бунда г ва 1 Узгаради, лекин | r |  sin 7 — rf купайтма узгар­
мас булиб колади.

**' X =  0  булганда группалаш хоссасининг уришшлиш равшаи.



4°. А гар  т к и  векторнинг вектор купайт м аси ноль-век-  
т орга  тенг булса , у  %олда ё  к у п а й т и р и л у в ш  вект орлароан  
бири ноль-вект орга тенг, ё  у л а р  орасидаги бурчакнинг сану-  
си н олга  тенг, яъни бу вект орлар коллинеардир .

Аксинча, агар иккита нолмас вектор коллинеар булса, у 
колда уларнинг вектор купайтмаси ноль-векторга тенг.

Ш ундай килиб, иккит а нолм ас  а  ва  b вект орлар  к о л л и н е ­
а р  булиши учун уларнинг вектор купайт м аси ноль-вект орга  
т енг булиши за р ур  ва кифоядир.

Бундан, хусусан, векторнинг уз-узига  вектор  купайтмаси 
ноль-векторга тенглиги келиб чикади: а Х а  =  0 .

1 - мисол. (2а +  3b) X (а — 2Ь) ни топинг.
Е ч и л и ш и .  Куйидагига эгамиз:

(2а +  3b) X (а — 2Ь) =  2а х  а +  3b X  а — 4а х  b — 6b X b =  7b X а, чункн а X 
Ха =  0 , b X b =  0 ва а х  b =■ — b X а.

2 - мисол. О А  ва ОВ векторларда ОАСВ параллелограмм ясалган. ОЕ  ва 
ОС томонлари мос равишда ОАСВ параллелограммнииг диагоналларига тенг 
булган OCDE  параллелограммнииг юзини цисобланг,бунда | ( М |= 3 .  \ОВ\ =*■

=  4 ва (ОД , ОВ) =  я/3 (56 -раем).
Е ч и л и ш и .  Вектор купайтманинг таърифига асосан

S o c d e  =  \O E \X \O C V  
ОЕ= АВ — ОВ — ОА ва ОС =  О А +  ОВ булганидан,

S =  ](OB~OA)  Х ( О В + О А ) ]  =  \ОВ Х Ш - О А Х О В + О В Х О А — О А Х  

X ОА = |  -  ОА X  ОВ + ОВ X  ОА\  = 2 | O f i  х Ш |  =  2|  ОВ \ . \ОА\  . sin ^  =.
О

=  2 - 3 . 4  =  12  V  3 «  20,78 кв бирл.

5. Вектор куп ай тм ан и н г  куп айтирилувчи  векто р л ар н и н г  
п роекциялари  орцали  иф одалани ш и . У ш бу иккита вектор б е ­
рилган булсин:

a.=^ax i +  a y i +  a z k , b = :  bx i +  b y i  +  bz k^ 
а  X  b вектор купайтманинг а х, а у. a z ва  bx, by, Ьг проекциялар 
оркали ифодасини топамиз. Дастлаб i, j, к  бирлик векторлар­
нинг барча ж уф т-ж уф т вектор купайтмаларини топамиз. К олли­
неар векторларнинг вектор купайтмаси ноль-векторга тенг б у л ­
ганлиги учун:

i X i  =  j X  j =  k x k  =  0.
Энди масалан, i X  j купайт- 

мани караймиз. Унинг модулини 
топамиз:

| i X j |  =  | n i j | s i n ^ = l .

i X j  в ек то р а  ва j векторлар 
текислигига перпендикуляр т у г ­
ри чизикда, яъни O z  укда  жой- 

56-раем. лашган. Бу вектор O z  укнинг

А



мусбат йуналишига томон йуналган, чун­
ки ш унда i дан j га томон энг киска 
йул билан бурилиш i X J  векторнинг 
охиридан каралганда соат стрелкаси ай- 
ланиш ига тескари йуналишда булади 
(57- раем). Бундан бу вектор к  вектор 
билан устма-уст тушиши келиб чикади:

i X  j  =  к . (84)
Равшанки,

j X i =  — k. (84 ')

Ш у каби м улозазалар  юритиб, куйидагиларга  ишонч зосил 
цилишимиз мумкин:

i X  k  =  i, к  X  j =  — i, 

к  X  i =  j, i X  к  =  — j. (84")
Энди a  X  b купайтмани караймиз.
Вектор купайтманинг 3° ва 4° хоссаларидан зам да  (84), (84')  

dа (84") тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини зосил  киламиз:

а Х Ь  =  (ах\ +  a y\ - \ - a zk ) X ( b xi X  by] - \ - bkk) =*axb j  X  i + a yb j x  i +  
+  a zbxk  X  i +  a , b yi X  j  +  a ybyj X  j +  azbyk  X  j +  a xbzi X k -f 

+  a yb j  X  k +  a zbzk  X k  =  a ybx ( —k) +  a zbx] +  a xbyk  +  azby ( -  i) +  
+ a *bz (— ])-\-ayb zi = ( a ybz- a zb y)i — ( a xbz — a zbx) j +  (a xby— a ybx)k.

Кавслар  ичида турган ифодалар иккинчи тартибли детерминант- 
л арди р  /1- §, 1- пунктга каранг/. Ш у сабабли

а X  b :
a y а г i — a x a z j  +

a x a y

b y bz b x bz b x b y
к.

Хосил килинган бу ифодани учинчи тартибли детерминантнинг 
биринчи сатр элементлари буйича ёйилмаси закидаги  хоссага а с о ­
сан узил-кесил  куйидагича ёзиш мумкин:

i j k
a x a y a z

b x  b y  b z

(85)

1 - мисол. a t=2 i - f  3 j — k ва b =  31 — j — 4 k векторларнинг вектор ку- 
пайтмасини топинг.

Е ч и л и ш и .  (85) формулага кура куйидагини ^осил киламиз1

i j k 1 3 - 1 2  — 11

a x b  = 2  3 - 1 ■*“  1 _J ^ i —
о J i  +

3 - 1 - 4 1 0 — 4

2 3

3 - 1
k. ------13i + 5 j —Il k.

2 -м и с о л . Учлари А (2; 3; 1), В (5; 6 j 3), С (7; 1; 10) нукталарда жойлаш­
ган учбурчакнинг юзини ^исобланг. __

Е ч и л и ш и .  Учбурчакнинг томонлари билан устма-уст тушадиган АВ  ва 
АС векторларни караймиз: АВ -  3i +  3j +  2k, AC =  5i — 2j +  9k.



Иккита векторнинг вектор купайтмасининг модули бу векторларни томон- 
лар сифатида олиб ясалган параллелограммнинг юзига тенг булгани учун 
учбурчакнинг юзи ЛИ X ~а €  вектор купайтма модулининг ярмига тенг, яъни 

1
5 д  = а в

Дастлаб АВ  X ДС вектор купайтмани топамиз:

3 3 
5 - 2

i j k 3 2 3 2
3 3 2 
5 - 2  9

=  i
- 2  9 - i 5 9 + k =  31 i — 17j — 21k.

■У 16 91 *= 2f). 56

АВ X  AC =

Демак,

S д а в с = — 131i — 17j — 21k | =  у  31*+  17»+21» 

кв. бирл.

Ч- мисол. Каттик жисм кУзгалмас Ук атрофида узгармас а> бурчак тезлик 
билан айланади. Унинг М (х; у; г )  нуктадаги тезлиги v га тенг. v векторнинг 
координата уклари буйича ёйилмасини топинг.

Е ч и л и ш и .  4 пунктда v =  « Х г  эканяиги курсатилган эди ((&2)формулага 
каранг). Ог  у к  сифатида айланиш укини оламиз ва бунда унинг йуналиши <о 
векторнинг йуналиши билан устма-уст тушади деб з^исоблаймиз (55-расмга 
каранг ). У х,олда to=tok, г =» ОМ =  x t  +  у] +  г  к ва демак, (85) формулага кура 
куйидагига эгамиз;

v =  (оХГ
i i k
0  0  <o

0  Cl)0  CD 0  0
i - J +

x  у г У г x  г *  У
к =  — <о yi +  со *J.

6 . Уч векторнинг аралаш купайтмаси. Энди а, b ва с век­
торларнинг куйидагича тузилган  купайтмасини караймиз: (а Х Ь )-с .  
Бу ерда бириичи иккита векторни вектор купайтирилади ва досил 
булган а Х Ь  вектор учинчи с векторга скаляр купайтирилади. 
Бундай купайтириш учт а векторнинг вект ор-скаляр  купайтма­
си ёки а р а л а ш  купайт м аси  деб  аталади. Аралаш купайтма, р ав ­
шанки, бирор сон булади.

Аралаш купайтманинг купайтирилувчи векторларнинг проек­
циялари оркали ифодасини топамиз. Аввал а Х Ь  ни аниклаймиз:

аХ Ь  =
i
a x

j k
a v a z

а У a z i—
a x « z j +

a x a y

b x

У z

b y  Ь г
b y b z b x b z b x  b y

с — сх { +  cyj - { - c z k  булганлиги сабабли скаляр купайтма учун 
(76) формуладан куйидагини досил киламиз:

(аХ ^ )-с=
а у а г

Ь У b z

Хосил килинган бу ифода

&z

bt Ьг

a-x a y a 2
bx by bz

cx Cy c 2

а х а 

b r b

Детерминантнинг учинчи



сатр элементлари буйича ёйилмаси.эканлигини куриш осон. Ш ун­
дай килиб,

( а Х Ь )’С-
Яу Q'z

Ъх Ьу Ъг
СХ Cv Cm

(86)
■х '-у v z

Аралаш купайтма сатрларида купайтирилувяи векторлар- 
нинг мос координаталари турадиган ушняи тартибли детер- 
минантга тенг.

(86) формуладан фойдаланиб, (Ь Х а )-с — — (аХ Ь )>с эканлиги­
ни исботлаймиз. ^акикатан кам>

Ьх ьу Ъг ах ау аг
(Ь Х а)»с-= а х а у а г Ьх b v ьг = — ( а х ь ) - с .

^х Су сг сх с у  сг
Куйидаги формулаларни шунга ухшаш косил килиш мумкин:
(аХ Ь ) • с  =  (Ь Х с )-а  =  ( с Х а ) • b =  — ( Ь Х а ) • с  =  — ( а Х с )• b =

=  — ( c x b j - a .
( а Х Ь )  • с  аралаш купайтмани кискалик учун ( a b c )  билан 

белгилаймиз. Бу белгилаш оркали юкоридаги формулаларни энди  
куйидагича ёзиш мумкин:

(abc) =  (bca) =  (cab) =  — (bac) — — (acb) =  — (cba).
7. Аралаш  купайтманинг геометрик м аъноси . Берилган а, b 

в а с  векторларни умумий бошдан бошлаб кУямиз ва бу векторлар­
ни кирралар сифатида олиб, параллелепипед ясаймиз (бунда век­
торлар битта текисликда ётмайди деб фараз киламиз). Модули 
а ва b векторларни томонлар сифатида олиб ясалган параллело- 
грам,мнинг юзи Q га тенг булган d =  аХ  b векторни кам ясаймиз 
(58- раем). Скаляр купайтманинг таърифига асосан

(аХ Ь ) - с =  | а Х Ь |  - | с |  • c o s 9 =  Q • |c|cos<p,
бу  ерда <р -  каралаётган d ва с векторлар орасидаги бурчак. <р <  гс/2 
д еб  фараз килиб ва параллелепипеднинг балацдлигиниЛ билан бел- 
гилаб, Л =  J с  1 cos <р ни топамиз. Ш ундай килиб,

(abc) =  Qh.
Бирок Qh купайтма каралаётган 
параллелепипеднинг кажми V га 
тенг. Демак, (abc) =  V.

Агар <р >  к/2 булса, у колда 
cos 9 <  0 ва | с | cos 9 *= — h. Д е ­
мак, бу колда (abc) =  — V.

Шундай килиб, узил-кесил ку­
йидагини косил киламиз: (abc) =  
=  +  V ёки



Уч векторнинг а рал аш  купайтмаси бу вект орларни цир-  
р а л а р  сифатида о л и б  я с а л га н  параллелепипедни нг ^ а ж  мига  
и шора аницлигида тенг.

8 . Уч векто р н и н г  ко м п л ан ар ли к  ш ар ти .  Битта текисликда 
ётувчи ёки битта текисликка параллел векторлар компланар век- 
торлар деб аталишини биз биламиз. Учта а, Ь, с вектор компланар 
булсин. Умумийликни чекламасдан ,бу векторлар битта текисликда 
ётади, деб зисоблаш  мумкин. Б у  зо л д а  d =  a x b  вектор бу те­
кисликка перпендикуляр ва д е м а к ,с  векторга зам  перпендику­
ляр; щу сабабли скаляр  купайтма:

d - c  =  ( а Х Ь ) - с = 0 .
Д емак , компланар векторларнин г аралаш  купайтмаси нолга 

тенг.
Лксинча, агар аралаш купайтма ( а Ь с )  =  0 булса, у зо л д а  бу

а, Ь, с векторлар компланардир.
Д арщ атан  зам , агар  бу векторлар компланар булмаганида 

эди, у  з о л д а  у ларда  V  Ф  0 заж м л и  параллелепипед  ясаш  мумкин 
б^лар  эди. Б ирок V  =» | ( a b c ) | булганлиги учун  ф аразимизга  зи д  
уларок, ( a b c )= £ 0  булиб чицар эди.

Ш ундай килиб, уч т а  а, Ь, с вектор ком п лан ар  булиш и учун  
уларнинг аралаш  купайт м аси  н олга  тенг, яъни  ( a b c )  =  0 ё к и

булиш и за р у р  ва  кифоядир.

а х а у аг 
Ьх Ьу Ьг

с х  с у с х

=  0 (88)

. 4к ва с ------3i +  12] +  6 к1- мисол. а =  — i +  3j +  2k,b =  2i — 3j
векторлар компланар эканлигини к^рсатинг.

Е ч и л и ш и .  Бу векторларнинг аралаш купайтмасини тузамиз:
— 1 3  2

1 - 3 - 4 2( a b c ) = 2 - 3 - 4  
- 3  12 6

+ 2
2  - 3  

- 3  12

—3 - 4

12 6  | - 3  6

=  -  ( -  18 +  4 8 ) — 3( 1 2 -  1 2 ) +  2 ( 2 4 - 9 )  = 0 .
Аралаш купайтма нолга тенг булиб чиади, демак, берилган векторлар компла­
нардир.

2 -мисол. Учлари 0 (0 ;  0; 0 ), Л (5; 2;0), 6 (2 ; 5; 0 ), С( 1; 2; 4) нукталарда 
булган параллелепипеднинг ^ажмини топинг.

Е ч и л и ш и .  ОА =  5 i+ 2 j, O B = 2 i+ 5 j, O C = i +-2j+4k векторларни караймиз. 
Элементар геометриядан маълумки, ОА, ОВ ва ОС кирраларга ясалган пирами- 
данинг *ажми шу кирраларга ясалган параллелепипед дажмининг 1 /6  ига тенг. Шу 
сабабли

1 ( ОА . ОВ  • ОС) ,пир

яъни

У/шр =  б

б 2 0

- 1 . 4 .2 5 0

1 2 4 6

5 21
2 5

14 куб бирл.

(детерминантни дисоблашда унинг учинчи устуни элементлари буйича ёйилма- 
сидан фойдаландик).



6 - §. МАТРИЦАЛАР ВА УЛАР УСТИДАГИ АМАЛЛАР

1. Матрица ^ацида туш унча. Детерминантлар  ва тенглама­
л а р  системаларини урганиш да биз ( 1- §  га каранг) сонлардан т у ­
зилган  куйидаги  жадвалларни караган эдик:

/ а " а "
, \ а 21 С32 Оаз/,

а и а 13 

<̂21 ®22
О-2) O 22 ®23 

^81 a 3i &3aJ

сонлар эса матрицанингБу  ж ад вал лар  м атрицалар, а и , а х ъ . . .  
элем ентлари  деб аталади.

А гар матрицада сатрлар сони устунлар сонига тенг булса, у 
долда  бундай  матрицани квадрат  м ат риц а  деб  аталади, шу 
билан бирга унинг сатрлари сони ёки устунлари сони м ат рица­
нинг т арт иби  деб аталади. Ж у м л адан ,  юкорида келтирилган 
матрицалардан биринчиси иккинчи тартибли матрица, учинчиси 
эса учинчи тартибли матрицадир. Сатрлари сони устунлари со­
нига тенг булмаган матрица т урри буряак ли  м ат риц а  деб ата­
лади  (ю корида уртадаги матрица).

Ф акат  битта устунга ёки битта сатрга эга булган матрицалар-
a t  1

ни дам караймиз. (а , ,  а п  a i3) матрица сат р-м ат рица,

матрица эса уст ун-м ат рица  деб  аталади.
К вадрат  матрицанинг элементларидан тузилган детерминант 

бу м ат рицанинг детерминанти  деб аталади.
М атрицани кискалик учун битта дарф  билан белгилаймиз, 

масалан,

А  =
о , ,  а 12 
Й21 а*22

в  = flj, Д22
f l g j  f l g j  ® 8 8 J

бу  матрицанинг детерминантини эса чизикчалар ичига олинган 
ш у дарф нинг узи билан белгилаймиз. Масалан, А  ва В  матри- 
цаларнинг детерминантлари куйидаги куриниш да ёзилади:

fli2 а 13
dn, floo а о

а  и  <2,2 
Й21 й 22

\В\ = *21 “ 22 “ гз
а 3, Д32 O33

А гар  квадрат матрицанинг детерминанти нолдан фаркли б у л ­
са, у долда матрицани айнимаган м ат риц а  деб  аталади. Агар 
матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, у  долда матрицани 
айнм.ган м ат рица  д еб  аталади.

/ 2  3 \
М асалан , L  6 J матрица айниган матрицадир, чунки

2 3 
.4  6И 1 = =  2 * 6  — 3 * 4  =  0,



12 3 \
В =  К  ^ I матрица эса айнимаган матрицадир, чунки

|в| =
2 3 

4 5
=  2 .  5 - 3 -  4 =  — 2 ^ 0 .

2. М атрицаларнинг тенглиги . М атри ц алар  у с т и д а  ам ал лар .
Агар иккита матрицанинг сатрлари сони бир хил ва устунлари 
сони бир хил зам да  уларнинг мос элементлари тенг булса, бу  
матрицалар тенг (А =  5 )  матрицалар деб  аталади.

М асалан, агар А  =  [ ва 5 =  , , булиб, а и  — £ 11t
\  #21 ^22 /  \  "31 ^22 /

# 1 2  =  ^ 1 2 ,  # 2 1 = 6 21.  # 2 2 = 6 22 б у Л С Э ,  у  З О Л Д Э  Л  =  5  Д И р .
М а т р и ц а л а р н и  к У ш и ш .  Агар бир хил тартибли квад* 

рат матрицалар, масалан,

А  =

берилган булса, у  золда  уларнинг йигиндиси  деб,

( ССлл b i t  CL. о ^о \
С  =  11 ; "  , '  (89)

\ # 2 1  ~ Г  *21 # 2 2  “ Г  # 2 2  /

матрицага айтилади.
Сатрлари сони бир хил ва устунлари сони бир хил иккита 

тугри  бурчакли  матрицанинг йигиндиси за м  ш унга  ухш аш  аниц- 
ланади.

/ 2  3 \  / 1 2N /2  4-1 3 +  2 \ / 3  5 \
1- м к с о л .  ( 1 0 )  +  ( 3 1 ) - ( , + 3  „  +  , ) - ( < , }

/1  2 Э \ / 2  4 1 \  /3  6  4'
2 - мисол. (2 4 6J +(3 0 5)-(5 1  10

Матрицаларни куш иш  амали куйидаги у р и н  а л м а ш т и р и ш  
в а г р у п п а л а ш  конунларига буйсунишини текш ириб куриш  
осон:

А  +  В  =  В  +  Л , (Л +  В) +  С  =  Л  +  (В  +  С).

Барча элементлари нолга тенг булган матрица н оль-м ат рица  
деб  агалади ва (0) билан ёки оддий килиб 0  билан белгиланади.

Матрицаларни куш иш да ноль- матрица сонларни куш иш даги 
одатдаги ноль сони ролини уйнайди:

Л  +  0 =  Л.

Масалан,

/й ц  ^  _ {й \\

\#21 <322' W  \#21 # 22'



(  ® lt #12 \
М а т р и ц а н н  с о н г а  к у п а й т и р и ш .  Л = [  \матри-

ч а гj  /
цанинг  р. сонга к уп а й т м а си  деб,

^ - м - f
\  (*^21 (^ гг  /

матрицага айтилади.
Биз матрицани сонга купайтириш коидасини иккинчи тартибли 

квадрат  матрица булган кол  учун  курдик. Учинчи тартибли квад­
рат матрицалар ва т \ г р и  бурчакли  матрицалар сонга худди  ш ун ­
дай купайтирилади.

Матрицани нолга купайтирилганда ноль-матрица косил булади:

« и  а »  \  / 0  ° '
а 2\ о 22 /  \  О О

М а т р и ц а л а р н и  к у п а й т и р и ш .  Иккинчи ва учинчи тар ­
тибли иккита квадрат матрицани купайтирищ коидасини куриб чи­
камиз. У ш бу матрицалар берилган булсин:

А _ ( “ " а ч  Y  в _  f
\  #21 ®22 /  \  2̂1 2̂2 

Т аъриф га  кура А мат рицанинг В  м ат риц ага  купайт м аси  
деб, элементлари куйидагича тузиладиган С =  А В  матрицага ай­
тилади :

( а \ \  4*  &21 ^12 4 ” а 12 ^22 \  С90)

\ a 2i 6П +  а г% bti о ,цЬ12- \ - а 12 f>i2)
А гар учинчи тартибли

/<2ц а х2 ^ i S\  / ^ и  ^12 
А  =  I д 31 д 22 a Jg J, В  — I Ь2\ Ь%2

\ а 31 ®32 ®88/  \Р  &\ ^82 иЪЪ/
матрицалар берилган булса, у  к ° л д а  С  =  А В  матрица куйидаги* 
ча тузилади :

a U ^ l l +  ®Ц^21 4" 4 ” #12^22 4* #13^32 ®11 ^18 4 ” 

+  ^ 1 2 ^ 2 3 +  #13^83  

Д g l  а п ^ и  4 “ # 2 2 ^ 2 1  4" #23^31^21^12 4" а 22&22 4" #23^32 # 2 1  ^ 1 8  4" j v
+  а 22Ь2з +  a 23bai

#31^11 4" #32^21 "1" #33^8i#31^12 4" #32^22 4" #33^32 а 31 ^18 4~ 

4" #32^23 4" #33^33

Куриб турибмизки, к уп ай т м а матрицанинг i ~ сатри ва k -  
уст уни кесишган ж ойда т урадиган  элем ент и биринчи м а т ­
рицанинг I - сат ри эл ем ен т л а р и  билан иккинчи матрицанинг  
k - уст упи мос эл ем ен т л а р и  ж уфт  купайт м аларининг йигинди-  
с и га  т енг.



Масалан, АВ  купайтма матрицанинг иккинчи сатри ва биринчи 
устунида турган элемента А  матрица иккинчи сатри элементла- 
ринннг В матрица биринчи устуни элементларига купайтмалари- 
нинг йириндисига тенг.

Бу коида тугри бурчакли матрицалар учун  купаювЧ’И матри­
цанинг устунлари сони купайтувчи матрицанинг сатрлари сони- 
га  тенг булган долда дам уз кучини сацлайди.

/2 1 0\ ( 1 2\  /2.1 +  1-2 +  0.2 2 - 2 + 1 - 1 + 0 - 2 \  /4 5\ 
МИС0Л- 1з 1 l )  2 1 ) " U l  +  b 2 + l * 2  3 - 2 +  М  +  b2j  17 9}

4 - мисол. 1 ° п  в15)  ( х А „ 1 а " х ' +  а " х Л
W  а п )  \ Х з )  \ д 21*1 +  д гз^2 /

И кки т а мат рицани купайтириш нат иж асида купаювяи  
м ат рица неята сат рга  э га  булса , шуняа сат рга ва к уп а й т ув­
чи мат рица неята уст унга  э га  б у л с а ,  шуняа у с т щ г а  э га  
б у л г а н  мат рица уносил б у л а д и ..

Матрицаларни купайтиришга дойр яна мисоллар курам из.
5- мисол,

ЛЯ (  3  ~ 1 \ ( 1 М (  3 , 1 ~ ь 3  3 ' 1 - Ь 1 \ / °  2>|
” 1-1  2Д 3 1 / ” V— 1*1 +2-3  - 1 - l + 2 - l i  \5  \ ) ’

6* мисол.

В А  I х Ч  3  “ М /Ь З  +  1 . ( - 1 )  1 •(—1) + 1 -2 \ /2  1\
\3 1Д—1 2 / “ '3-3 +  1 .( -1) 3-(—1) +  1-2/ \.8 - 1 Г

Б у  мисоллардан куриниб турибдики, икки матрицанинг купайт­
маси, умуман айтганда, урин алмаштириш цонунига буйсунмай- 
ди , яъни

А В  ф  В А.

/Матрицаларни купайтириш ушбу
А  {ВС)  =  (А В ) С  

г р у п п а л а ш  к о н у н и г а  ва уш бу
(А  +  В ) С  =  А С  +  В С

т а к с и м о т  к о н у н и г а  буйсунишини текш ириб куриш  мумкин.
Иккинчи тартибли матрицаларни купайтириш да

п
квадрат матрица алодида адамиягга эга. Исталган иккинчи тар" 
тибли А  квадрат матрицани Е  матрицага купайтирилганда ян а  
А  матрица досил булишини текшириб кури ш  осон:

А Е - Е А - А .  (92)

Е  матрица бирлик матрица  деб аталади.



Учинчи тартибли бирлик квадрат  матрица куйидаги куриниш ­
га эга:

1 О О'
О 1 о
О О 1 ,

Равш анки , бирлик матрицанинг детерминанти бирга тенг:
| £ | - 1 .  (93)

Агар А  ва В  бир хил тартибли квадрат матрицалар булиб, 
уларнинг детерминантлари |А |  ва | 5 |  булса, у зо л д а  С  =  АВ  
матрицанинг детерминанти купайтирилувчи матрицаларнинг д етер­
минантлари купайтмасига тенглигини курсатиш мумкин, яъни

| С |  =  | Л | | £ | .  (94)

7- мисол. А => ^ ^ '  j ,  В —  ̂j  булсин, 5- мисолда

‘-"-С!)
эканлиги курсатилган эди. Бу матрицаларнингдетерминантлари куйидагичадир:

А \ -
3 -1  

-1 2
=  5, 181 =

1 1 
3 1 - 2, IС | =

Шундай килиб; дакикатан дам, | А 11 В | =  | С I дир.

Куйидаги кизик фактни кайд килиб утамиз. Маълумки, нол­
дан фарцли иккита соннинг купайтмаси нолга тенг эмас. М атри­
цалар учун бундай зо л ат  уринли булмаслиги мумкин, яъни ик­
кита нолмас матрицанинг купайтмаси ноль- матрицага тенг булиб 
цолиши мумкин*.

8 - мисол. Агар

А  -  (  j  [)  ва В

б^лса, у долда
-U -!) 

ле-{\:)(-! _1)-С 1}
3. Т еск ар и  м атри ца . Энди тескари матрица деб аталадиган 

матрицани караймиз, бу  туш унча факат квадрат матрица учун 
киритилади.

Агар Л —квадрат  матрица булса, у зо л д а  унга т ескари м а т ­
р а ц а  деб А-1 билан белгиланадиган ва

Л Л ~ ' =  Е  (95)
шартни каноатлантирадиган матрицага айтилади.

* Шунга ухшаш хоссага, маълумки, векторларнинг скаляр ва вектор ку- 
пайтмалари дам эга.



Агар (95) тенглик бажариладиган булса, у  зо л д а  у  билан бир 
вактда

тенглик зам  бажарилишини исботлаш мумкин.
Энди куйидаги асосий теоремани келтирамиз.
Т е о р е м а .  А  квадрат  м ат рица тескари м ат риц ага  э га  б у ­

лиши учун  А  м ат рица ай н и н аган  м ат рица булиш и, яъни 
унинг детерминанти нолдан фарцли булиш и за р у р  ва кифоя-  
дир.

И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  Фараз килайлик, А  матрица учун 
А-1 тескари матрица мавжуд булсин. Бу зо л д а  А  матрица айни- 
маган матрица булиши лозимлигини, яъни унинг детерминанти 
А \ Ф 0  булиши кераклигини курсатамиз. ^акикатан  зам , агар 
А | = 0  булганида эди, у зо л д а  купайтманинг детерминанти учун:

Бирок (96) тенгликка асосан бунинг булиши мумкин эмас, чун­
ки (96) дан | АА- 1 1 =  | Е\ =  1 эканлиги келиб чикади.

К и ф о я л и г и .  С оддалик максадида исботци учинчи тартибли 
матрица учун утказамиз. Айтайлик,

айнимаган матрица, яъни унинг детерминанти нолдан фаркли 
булсин:

Б у  золда  тескари матрица мавжудлигини курсатамиз. 
^акикатан зам, Alk тегишли a ik элементнинг алгебраик тулди-

зосил килинади.
1) А матрицада унинг зар  бир a ik элементини бу элементнинг 

А матрицанинг | А |  детерминантига булинган A lk алгебраик  тул- 
дирувчиси билан алмашгириб, В  матрицани тузамиз:

2) В матрицада унинг сатрлари ва устунларининг уринлари- 
ни алмаштириб, fi* матрицани тузамиз. (В*  матрица В  матрица-

А _1А =  Е (96)

|А А “ ’ | =  | А | |  A~j | =  0.

а и &12 &уз
| А | =  a 2t а г2 а 2, =4 0.

<̂ 3i a 32 Я33

рувчиси булсин. А матрицага тескари A 1 матрица куйидагича



га нисбатан т ранспонирланган  матрица  деб аталади.). Куйида- 
гига эгамиз:

f A J \ A \  Л 21/| А  | Л 31/ | А | '
b * =  I a 12i \ a \ A „ I \ A \  A J \ А |

\ А . / И |  A J \ A \  A „ I \ A \ ,

В* матрица А  матрицага тескари матрица булишини исбот 
киламиз. Бунинг учун у ш бу  купайтмани тузамиз:

f a и а , 2 uls\ / A ul \A\  Л2, / |Л |  А31/ |Л  
А В *  =  I Л2) #22 #28 И А з /I ^  I A 2j/| А  | Л 82/| Л 

\ # з 1 # 3 2  # з з / \ А з / |  А  | А-,3/| Д | А 38/| Л  

1аиАи ДпЛп ~Ь 4~ Ди^зз
41 M l Ml

Д21̂ 11~Ь<гаг-|̂ 12~Ьд23'̂ 13 #3^23 д21-̂ 31 ~Ь a22-̂ 32 ~Н a 23̂ 33
M l M l  M l

д31Ли 4 a32Ai2+a33 î3 aa- Ai ~f a3 2 Д31Л31 4- Дзг-̂ зз ~Ь дзз^зз

(97)

M l M l

(97) тенгликнинг ^нг томонидаги матрица II бобдаги (18) ва 
(19) формулаларга асосан бирлик матрицадир. Ш ундай килиб, 
АВ* =  Е, бундан В* =  А ~ \  Ш ундай килиб,

( А п ! \А \ A J \ A \  А 31/| А  | \
А ~ ' = [ А п 1\А | Л23/ | Л |  Л 32/ | Л |  (98)

\ А з / И 1  Л 23/| Л | А 33/ | А | /

ва демак, тескари матрица мавжуд.
Иккинчи тартибли

__ /  #11 #13^ 
\#21 # 22/

матрицага тескари матрицани тузамиз. Б у  ерда А п  =  а 22, А п  =в 
=  — a iU Л21 =  —# 12, Л 22 =  # ц .  У колда

5  / А И/ | Л |  Л 12/| Л | \  _  / # 22/1А  | — fl21/i А \\
\ А 21/ | А |  Л 22/ | Л | /  \  а 12/ | Л |  д и / |Л [ /

ва дем ак ,

А ~1 =  (  ®2»/1 •Л I # 12/1 ^  !\ (980
\ - # 21/ |Л |  # П/! Л | /*

/1 2 0\
Мисол. Л =  I 3 2 11 матрицага тескари матрицани тузинг.

\0  1 2/



Е ч и л и ш и .  Бу матрицанинг детерминанти: | А | = -9. )А\  +
1 2 О
3 2 1
0 1 2 .

Ф 0 б^лганлигн учун А матрица айнимаган матрицадир ва демак, унга тескари 
матрица мавжуддир.

Алгебраик тулдирувчиларни з^исоблаймиз:

Ли =  ( ~ l ) '+l
2 1 
1 2 -  3, Аа  -  ( - 1 )1+2 

3 2 
О 1

3 1 
О 2

A i - < - 1)2+1

Л з  =  ( - 1),+3 
2 О 
1 2

Лз =  ( - 1)2+3 
2 О

=  —4, А.22 = 

1 2

3,

( _ 1)2+2 

=  - 1,

1 01 
О 2

-6,

2,

2 1

0 1

2, Л32 =  ( - 1)3+2

1 2
3 2

1 О 
3 1 - - 1.

: ( - 1)3+3 ------4.

В  матрицани тузамиз!

/ —3/9 6/9 —3/9 \
В =  I 4/9 - 2 / 9  1/9 ).

У—2/9 1/9 4 /9 /

Бу матрицада сатрлар ва устунларнинг Уринларшш алмаштириб,

/ —1/3 4/9 —2/9Л 
^ - 1 = 1  2/3 - 2 / 9  1/9 

\ —1/3 1/9 4/9j

матрицани *осил киламиз. Хакикатан ^ам, АА~Х =  Е  эканлигини текшириб кУ- 
ришни китобхонга тавсия киламиз.

А  матрица билан унга тескари Л -1 матрицанинг детерминант- 
лари кийматлари буйича узаро тескари эканлигини исботлаймиз:

\ А - ' \ = Ц \ А \ ,  (99)

Хакикатан х;ам, (95) формулага асосан АА~' — Е  га эгамиз. 
Сунгра (93) ва (94) ф ормулалардан фойдаланиб куйидагини ^осил 
Киламиз:

| Л Л - 1 1 =  | Л | |  Л ' 1 I =  | £ |  =  1,

бундан

| Л - ‘ | =  1/1Л |.

4. Биринчи д ар а ж а л и  тенглам алар  системасининг м а тр и ц а -  
вий ё зу ви  ва  матрицавий ечилиш и. 2 - пунктда каралган матри­
цаларни купайтириш коидасини тенгламаларнинг матрицавий ёзи-



лиши деб  аталадиган усулга татбик этамиз. У ш бу тенгламалар 
системаси берилган булсин:

4" в-пх 2 4“ а.з*з — ciy 1 
^'21^1 4" &22Х 2 +  #23*3 =  ^2» ? ( 1 0 0 )

®81^1 4" &з2Х2 4- &3ях 3 г= Сг. )

Системанинг матрицасини зам да  номаълумлар ва озод за д л а р  
м атри ца-устунларини  караймиз:

/й ц  о 13 OjaN f
А — | #22 #23 I, =  I || С =  I С%

\flg i а 3 2 А>зз/ \ Х3/  \^8

(а,\\х  1 4- 4" 0 )8*8 \  
= I a 3iXi 4“ # 22*2 4" а 23*8 )• 

\ a 3tx t 4~ <*32̂ 2 4* а-ззх з /
Берилган (100) системани матрицаларнинг тенглиги таърифи- 

дан (2-  пункт) фойдаланиб, куйидагича ёзиш мумкин:

(ciwXi +  апх j +  й 13х 3 \  / с ,

^21 *1 4- &1tXi 4" ^"23*3 I = =  I С]
\й 3, X} 4“ &32Х2 4 “ Я'33ХЙ/ V Сн

ёки  кискарок ёзилса,
А Х = С .  (101)

(101) тенглик матрицавий т ен гл ам а  деб  аталади.
Агар (100) система матрицавий формада ёзилган булиб, сис­

теманинг А  матрицаси айнимаган булса, у  зо л д а  бу тенглама 
куй идаги ча  ечилади. Унинг иккала томонини А  матрицага теск а­
ри А ~  матрицага купайтирамиз:

Л ' 1 ( А Х )  =  А ~ 1С,

М атрицаларни купайтиришнинг группалаш  конунидан фойда­
ланиб, бундай ёзиш мумкин:

(А _ 1А )Л  = А ~ 'С .

Б ирок А -1 А =  Е  ва E X  — X  булганлиги учун  матрицавий 
тенгламанинг ечимини куйидаги куриниш да зосил  киламиз:

Х  =  А~'С.  (102)

Мисол. Ушбу тенгламалар системасини матрицавий усулда ечинг;
Х\ +  2х2 =  10,
3*1 +  ' "Г — 23,

-j- 2х3 ■* 13.,



Е ч и л и ш и .  Бу система матрицавий формада АХ > 
Бу ерда

С куринишда ёзилади.

V
матрица 3-пунктдаги мисолда топилган эди:

(- 1 / 3  4/9 —2/9^
2/3 - 2 / 9  1/9 

- 1 / 3  1/9 4I9J

Системанинг ечимини (102) куринишда ёзамиз:

/ —1/3 4/9 —2 /9 \ /Ю \
2/3 - 2 / 9  1/9 И 23 | =  |

\ — 1/3 1/9 4 / 9 / \13у

Бу ердан матрицаларнинг тенглиги таърифига асосан х х = 4 ,  =  3, х3 =  5 
эканлиги келиб ч и к а д и . Номаълумларнинг бу кийматлари берилган системани 
каноатлантиришини бевосита текшириб куриш билан ишонч ^осил килишимиз 
мумкин.

5. М атрица  ран ги .  Энди т  та сатр ва п  та устун га  эга бул­
ган куйидаги тугри бурчакли матрицани караймиз:

а 12
° 2 2

а и  . .

^24 • •
■*1/1
hn

а п а,12 а ik • «to

‘'ml а,/я* fZ-

Бундай матрицани т  X «  улчамли матрица деб  атаймиз. Бу  мат- 
рицада ихтиёрий А та устун ва k та сатрни аж ратам из. Ажра- 
тилган сатрлар ва устунлар кесишган ж ойда турган  элем ентлар  
k - тартибли квадрат матрица ^осил килади.

А матрицанинг k- тартибли манора  деб , бу  матрицадан ихти­
ёрий k  та сатр ва k та устунни ажратиш дан эрсил булган к в а д ­
рат матрицанинг детерминантига айтилади.

Масалан, учта сатр ва туртта устунга эга булган
Г2 3 4 5 \

0 - 2  3 1
2 - 4)

матрица учун учинчи тартибли минорлардан бири
3

- 2
2

детерминант булиб, у А  матрицанинг биринчи, иккинчи, учинчи 
сатрларини ва биринчи, иккинчи, учинчи устунларини аж ратиш -



дан  зосил  булади. Иккинчи тартибли минорлардан бири, маса
3 4

лан, детерм инант булади.
2 3

М атрицанинг элементларининг узларини биринчи тартибли МИ' 
норлар деб караш  мумкин. Матрицанинг минорларидан баъзила 
ри нолга тенг, баъзилари нолдан фаркли булиши мумкин.

Матрицанинг р а н ги  деб , унинг нолдан фаркли минорлари тар- 
тибларининг энг каттасига айтилади.

Агар А  матрицанинг ранги г га тенг булса, бу  нарса А  мат­
рицада з е ч  булмаганда битта нолдан фаркли г -тарти б ли  минор 
борлигини, бирок г  дан катта тартибли з а р  кандай минор нолга 
тенглигини англатади. А  матрицанинг рангини г (А )  билан б е л ­
гилаймиз.

У ш бу матрицани карайлик:

А  =

У нинг ягона туртинчи тартибли минори нолга тенг:

1 2 5 3
О 1 7  4
О О О О
0 - 1 0 0

1 2 5 3'

0 1 7 4

0 0 0 0

.0 - 1 0 0.

‘О

(битта сатрининг барча элементлари нолга тенг булган д е т е р м и ­
нант сифатида); учинчи тартибли минорларидан бири эса нолдан

1 2 5

ф аркли  масалан, 0 1 7 =  7 ФО. Д ем ак ,  берилган матрица-
0 - 1  О 

нинг ранги 3 га тенг, яъни г (Л ) =  3.
Матрицанинг рангини аниклашда одатда, куп сондаги детер  

минантларни зисоблаш га тугри келади. Бу  ишни осонлаштириш 
учун махсус усуллардан  фойдаланилади. Бу усулларни баён ки- 
ли ш дан  олдин м ат рицани элем ен т ар алм аш т и ри ш лар  заки да-  
ги туш унчани киритамиз.

Элементар алмаш тириш лар деб куйидаги алмаш тириш ларга  
айтилади:

1) матрицанинг бирор сатри (устуни) эдементларини нолдан 
фаркли бир хил сонга купайтириш;

2) матрицанинг бирор сатри (устуни) элементларига бошка 
сатри (устуни) нинг мос эдементларини бирор сонга купайтириб 
К у ш и ш ;

3) матрицанинг сатрлари (устунлари) урнини алмаштириш;
4) матрицанинг барча элементлари нолга тенг булган сатрини 

(устун ини ) ташлаб юбориш.



Бир- биридан элементар алмаштиришлар оркали *осил кили- 
надиган матрицалар эквивалент  м ат рицалар  деб аталади. Эк­
вивалент матрицалар, умуман айтганда, бир-бирига  тенг эмас, 
лекин эквивалент м ат риц аларнанг р а н гл а р и  т енг булиш ини  
исботлаш мумкин. Бундан матрицаларнинг рангини ^и соблаш да I 
фойдаланилади.

Мисол. Матрицанинг рангини дисобланг:

/2  3 5 - 3  - 2 \
А  -  I 3 4 3 - 1  - 3  1.

\ 5  6  - 1  3 - 5 /

Е ч и л и ш и .  Берилган матрицанинг биринчи сатри элементларини 2 га -6f- 
либ, ушбу эквивалент матрицани досил киламиз:

/ 1  3/2 5/2 - 3 / 2  - 1 \
А  - 1 3 4 3 - 1  - 3  ).

\ 5  6  —I 3 - 5 /

Матрицанинг иккинчи ва учинчи сатряаридан унинг мос равишда 3 ва 5 га 
к^пайтирилган биринчи сатрини айириб, ушбу матрицани досил киламиз*:

/1  3/2 5/2 - 3 / 2  - 1 \
А  =  I 0  - 1 /2  - 9 / 2  7/2 о ] .

\ 0  - 3 / 2  -2 7 /2  21/2 О /

А  матрицанинг учинчи сатридан 3 га к^пайтирилган иккинчи сатрини 
айириб,

А  3/2 5/2 - 3 / 2  —1 \
А  =  I 0 - 1 / 2  - 9 / 2  7/2 0 ]

\ 0  О О О О /

матрицани досил киламиз. А  ыатрицада ноллардан иборат сатрни ташлаб 
юбориб,

/1 3/2 5/2 - 3 /2  - 1 \
~  1о - 1 / 2  - 9 / 2  7/2 О/

матрицани досил киламиз; унинг ранги иккига тенглиги равшан. Демак, берил­
ган матрицанинг ранги дам иккига тенг, яъни г(А) =  2.

7 -§ . ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИС ГЕМАЛАРИНИНГ 
УМУМИЙ НАЗАРИЯСИ

2 - ва 6- §  ларда чизикли тенгламалар системаларини ечиш  
методлари каралган эди. Бу  методлар асосан тенгламалари сони 
номаълумлари сонига тенг булган системалар учун кулланилади. 
Б у  параграфда биз номаълумлари сони тенгламалари сонига тенг

* Сатрларни (устунларни) айириш дейилганда бу сатрларнинг (устунлар- 
нинг) тегишли элементларини айириш кузда тутилади.



були ш и з а м ,  ундан фаркли булиши зам  мумкин булган чизикли 
тенглам алар  системаларини ечишнинг умумий методини куриб 
чицамиз.

1. Чизикли тен гл ам ал ар  систем алари  ^ а ц и д а  ум ум ий  м а ъ л у -  
м о тлар .  п  та номаълумли т  та тенглама системасини караймиз:

й\\Х\ a i3x 2 -}- . . .  -j* • • •  ~h
a 2iXi -f- a 22 x2 -f- . . .  + # 2* ^ 4" • • •  +  a 2nx n ==c2>

a l \  X \  +  a l2*2 +  • • • +  & l k X k +  . . . +  &tnX n =  c i>

®ml*l +  ^ m 2 X 2 +  •••  JT a m k Xk Jr  . .  . + 0 mn*„ =  Cm .

ctfc коэффициентнинг белгиланишидаги биринчи индекс тенг­
лам а  номерини, иккинчи индекс эса номаълум номерини билди- 
ради. )$ар бир номаълум индексли битта х  зарф и  билан белги- 
ланган булиб, бу индекс номаълумнинг номерини билдиради.

Агар чизикли тенгламалар системаси ечимга эга булса, у бир- 
га л и к д а ,  агар ечимга эга булмаса, у биргаликда эмас  дейилади.

Б и ргали кда  чизикли тенгламалар системаси ягона ечимга эга 
б у лса ,  у а н щ л а н г а н ,  агар чексиз куп ечимларга эга булса, у 
а м щ м а с  система деб аталади.

Агар иккита биргаликдаги тенгламалар системасидан бирининг 
Зар бир ечими иккинчисининг ечими ва аксинча, иккинчисининг 
Зар бир ечими биринчисининг ечими булса, бу системалар тенг  
куч л и  сист ем алар  деб аталади.

Куйидаги алмаштиришлар тенгламалар системасини унга тенг 
кучли  системага утказишини исботлаш мумкин:

1) исталган иккита тенгламанинг уринларини алмаштириш;
2 ) тенгламалардан исталган бирининг иккала томонини нолдан 

ф аркли  исталган сонга купайтириш;
3) система тенгламаларидан бирининг иккала томонига бошка 

бир тенгламанинг исталган закикий сонга купайтирилган мос кис- 
мини кушиш.

Б у  алмаштиришларни зам  матрицаларни элементар алмашти- 
риш ларга  киёс килиб, элем ент ар алм аш т ириш лар  деб атаймиз.

Бир нечта шундай алмаштиришлардан сунг системада барча 
коэффициентлари ва озод зади  нолга тенг булган тенглама зосил 
булиши мумкин. Бундай тенгламани номаълумларнинг и с т а л ­
г а н  кийматлари каноатлантиргани учун уни ташлаб юбориш 
мумкин. Бу зо л д а  биз берилган системага тенг кучли, лекин ун­
дан битта кам тенгламага эга булган системани зосил киламиз.

Агар элем ентар  алмаштиришларни татбик килинганидан сунг 
систем ада чап томонининг барча коэффициентлари нолга тенг, 
о зо д  за д и  эса нолдан фаркли тенглама зосил  булса, бу нарса 
ном аълум ларнинг з е ч  кандай кийматлари бу тенгламани каноат- 
лантирмаслигини курсатади ва, демак, зосил  булган система 
б и р г а л и к д а  э м а с .  Бинобарин, дастлабки система зам  бир­
галикда  эмас.



2. Ч изи кли  тен гл ам ал ар  систем аларини ечи ш н инг  Г аусс  
методи (н о м аъ л у м л ар н и  к е т м а - к е т  йуцотиш  м ето д и ) .  Гаусс* 
методининг мо^ияти куйидагидан иборат. Айтайлик, (ЮЗ) систе- 
мада биринчи номаълум олдидаги а и коэффициент нолдан ф арк-  
ли булсин: а п =j= О**.

Дастлаб (103) системанинг биринчи тенгламасидан бонща б а р ­
ча тенгламаларидан x i номаълумни йукотамиз. Бунинг учун энг 
аввало биринчи тенгламанинг иккала томонини a ti Ф  0 коэф ф и ­
ц и е н т а  буламиз; у зо л д а  берилган системага тенг кучли  уш бу 
системани зосил киламиз:

■*1 +  — • +  — Х к +  . . . -j----— Х п — — .
ап йц ап alt

a 21x ,Jr a 22X2-{- . . .  Л +  • • •  -\-а2пх п =  с2,

X i  "f" “1” • • • “Ь "4" • • • Ч~ a l nX n —  Ci ,

(104)

a m\Xx- \ а т х г-)г , , .  {- . . .  -\-a,mnx n cm,

Энди (104) системанинг биринчи тенгламасини а 2, га купайтира- 
миз ва иккинчи тенгламасидан айирамиз. С унгра биринчи тенг- 
ламани а 3, га купайтирамиз ва учинчи тенгламадан айирамиз ва 
Зоказо. Натижада яна берилган системага тенг кучли  уш бу ян- 
ги системани зосил киламиз:

Х\ +  Q-\X'i +  • • • ~Ь • • • a lax„  =  Сц

^ 22̂ 2 ~Ь • • • 4~ а^^Х  ̂“Ь •••"■}" =  *"2’

а 12Х2 4“ • • • 4" • Н" Ĉ inX/t
(105)

а'т2х 2 +  . . .  + a ' mkx k +  . . .  +  а тпх п =  с'т 

Бу  ерда куйидагича белгилаш лар киритилган:

— , а]к =  а ,ь — — а „ ;  1 =  2, 3 , т\ k  =  2 , 3 .........п\ (106)aih ~ a\h ,
*lk —  „  > и ik — a l k 'an a u

С, = сг — — 1 =  2. 3, т. (107)

Энди (105) системанинг иккинчи тенгламасини а ‘п  коэффициент- 
га буламиз 'у н и  нолдан фаркли деб фараз киламиз); сунгра 30- 
сил булган ^истеманинг иккинчи тенгламасини кетма- кет  а'32... 
. .  . , а'а . .  ., а'т2 га купайтирамиз ва системанинг биринчи ва 
иккинчи тенгламаларидан бошка тенгламаларидан навбати билан 
айирамиз.

* К. Гаусс (1777 — 1855) — йирик немис математиги.
** Агар Л\\ =  0 булса, у з^олда ^ар доим номаълумларни шундай кайта но- 

мерлаш мумкинки, бунда биринчи номаълум олдидаги коэффициент нолдан 
фаркли булсин.



Биз бу жараённи давом эттира бориб, чап томонидаги барч! 
коэффициентлари нолга тенг, озод дади эса нолдан фаркли тенг­
ламани уз ичига олган системага келсак, у долда бу система, 1- 
пунктда айтилганидек, биргаликдамас. Система биргаликда б у л ­
ган долда биз ё

х х +  ЬХ2х 2 -Ь . . .  . . .  -J- b \nx n =» Bt,
x 2 -f- . . .  ~\~ bikx k -\- . . .  -j- b2nx n =“  B 2, (108)

x p +  . . .  +  bpnxn =  Bp

системага (бунла p < n ) ,  ё
X i b \ 2x 2 -\- . . .  - \ - b Xkx k -\- • • • ~Ь Ь\ПХп =  В и

х 2 +  . . .  +  b2kx k -f- • • • +  Ь2пх„ =  В2,

4  + • • • +  Ь*п*«

=  в а

системага келамиз. (108) куринишдаги система погонал и  систе­
ма,  (109) куринишдаги система эса учбуряак система  деб ата- 
лади.

У чбурчак система булган долда сунгги тенгламадан х п — Вп 
ни топамиз; сунгра х п нинг кийматини олдинги тенгламага КУ* 
йиб, х п- \  ни топамиз ва доказо.

Ш ундай килиб, берилган  (103) т ен гл а м а л а р  системаси бир 
цат ор элем ен т а р  алм аш т ириш ларни баж аргандан  сунг  (109) 
учбуряак  системага келт ирилса, бу нарса  (103) системанинг  
биргал и кда  ва а н щ л а н г а н  эканлигана билдиради.

Агар берилган  (103) система элем ент ар алм аш т ириш лар-  
дан сун г  (108) поронали системага к ел т и ри лса , у  х о л д а  (103) 
система биргаликда  ва аницмасдир.

Хакикатан дам, (103) система тенгламаларининг дар бирида 
х  +1, . .  х п номаълумли дадларни унг томонга утказиб,

•*1 +  ^ 12 * 2 +  • • • J r b i p Xp = ‘ B x —  b l p + x X p + l  —  . . .  — b l n x n ,

х 2 -\- . . .  -j- b 2рхр =  В 2 ^2, p f • b 2nx m

Х Р B p  >̂р ,р + \'Х Р + 1 • • • b p n x n

куриниш даги системани досил киламиз. Озод н о м аъ лум лар  деб 
аталадиган x p+v . . ., х п номаълумларга ихтиёрий а и ар+2, . .  
а„ кийматлар бериб, учбурчак системани досил киламиз, ундан 
эса колган барча х р, х  v  . . ., х х номаълумларни к етм а-кет  то ­
памиз. <xp+v ар+2, . , ап сонлар турли кийматларни кабул кили- 
ши мумкинлигидан, дастлабки (103) система чексиз куп ечимлар 
тупламига эгадир.



1-мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
2х, -f- x<i — л3 *= 1,

3*1 2 г2 — 2 * 3 =
•*1 — Х2 ~Ь 2* 3  =  5- J

Е ч и л и ш и .  Биринчи тенгламанииг барча *;адларшш ап — 2 к о эф ф и ц и ен ­
та б^либ.

х ! +  0,5* 2 — 0,5х3 =  0,5,
3xj-^~ 2*^ — 2*3 6=3 1,

*i — *а +  2х3 =  5 ,
системани ^осил киламиз. Аввал х,осил булган бу си:теманинг биринчи тенгла- 
масининг. барча ^адларини 3 га купайтирамиз ва иккинчи твнгламасидан айи­
рамиз; с^нгра учинчи тенгламадан биринчи тенгламани айирамиз:

* i -|-0,5x2 — 0,5х3 =  0,5,
0,5*^ — 0,5х3 =  —0,5,

—1,5* 2 +  2,5* 3 =  4.5.
Иккинчи тенгламанинг барча х;адларини а 22 =  0,5 га буламиз: 

х , +  0,5*2 — 0,5хэ =  0,5, ’
*2 х3 =  - 1,

— 1.5*2 +  2,5*3 =  4,5. j
Иккинчи тенгламани — 1,5 га к^пайтирамиз ва учинчи тенгламадан айирамиз. 
Натижада ушбу системани \ о с м  киламиз:

* t +  0.5х2 — 0,5*з =  0,5,'
*s — *з =  —I,

* з  =  3 .
бундан эса кетма-кет-куйидагиларни топамиз:

* 3 =  3, * 3 =■ — 1 -(- 3 =  2, *i — 0,5 — 0 ,5 * 2  +  0,5*з =■ 0,5 — 1 +  1,5 =  I.
Ш ундай килиб, учбурчак системанинг, бинобарин, унга тенг кучли дастлабки 
системанинг ечими куйидагичадир! * t =  1 * 2 =  2; * 3 =  3. Берилган система 
биргаликда ва аниклангандир.

Бош ка мисолларни Гаусс методи буйича ечиш га киришишдан 
олдин (103), (104), (105), (108) ва (109) системаларни ёзиб ути- 
ришнинг ^еч бир зарурати йуклигини айтиб утамиз. Барча ал- 
маштиришларни бу системаларнинг коэффициентларидан тузил- 
ган матрицалар устида баж ариш  мумкин.

(103) системага ушбу иккита А ва В матрица мос келади:

А  =

a 12 a \k
&21 • • • ®2k

1/1
l 2 n

a, о

a m2

*ik

t,m k

in

#11 # 1 2  . • • a ^k  • .  . & \n C|

0 2 , # 2 2  * • • a 2k • • • # 2  n c 2

\  a , , CL\i • • a ik  • • • Q-in

W l ' ®m2 • • • & m k • • • ®ОТЛ С



Л  матрица системанинг матрицаси  деб агалиб, у системанин 
коэффиииентларидан ибораг, В  матрица кенгайт ирилган  мат  
р и ц а  деб  аталади ва у системанинг матрицасидан система тенг 
ламаларининг озод  ^адларидан иборат устун билан ф арк килади 
(103) системани Гаусс методи билан ечишда системани элемент 
лар алмаштириш лар системанинг кенгайтирилган матрицаси I 
устида баж ариладиган мос элементар алмаш тириш лар билан ал 
маш тири лади .

2 - м исол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

* i +  2*2 +  4*з — * 4 — 3* 6 =  7, |
2* i +  *з + * 5 = 4 ,  1

* 2  +  2 * 4  —  * 5  =  6 - 1

Е ч и л и ш и. Системанинг кенгайтирилган матрицасини тузамиз ва унинг 
устида Гаусс методида курсатилган элементар алмаштиришларни бажарамиз:

(1 2 4 - 1  - 3  7 \ /1  2 4 - 1  - 3  7 \
2 0 1 0 1 4 I 0 - 4  - 7  2 7 —10 J

0  1 0  2 - 1  6/  \ 0  1 0  2 - 1  6/
/1  2 4 - 1  - 3  7 \  /1  2 4 - 1  - 3  7 \

- Л  О 1 0  2 — 1 6  1 -н-1  0  1 0  2 - 1  б ]
\^0 - 4  - 7  2 7 - 1 0 /  \ 0  0 - 7  10 3 1 4 /

Биз бу ерда куйидаги алмаштиришларни кетма-кет бажардик: 1) биринчи 
сатрни 2 га к^пайтирдик ва иккинчи сатрдан айирдик; 2 ) иккинчи ва учинчи 
сатрларнинг уринларини алмаштирдик; 3) учинчи сатрга иккинчи сатрни 4 га 
к^пайтириб кушдик.

С^нгги матрицага ушбу погонали тенгламалар системаси мос келади:

* 1  +  2*2 +  4*з — * 4 — 3* 6 =  7, |
* 2  + 2 * 4 — * 5 = 6 , I

—7*з 10*4  4* 3 * 5  =  14, J
у берилган системага тенг кучлидир. Хосил булган бу системани куйидагича 
кайта ёзиб оламиз:

* i +  2* 2 +  4*з =  7 -f- * 4 3*6, |
*3 =  6 -  2*4 +  *5, [

7*з =  14 — 10* 4 — 3*6. j

Куриб турибмизки, * ь  *3, * 3 номаълумларни * 4 в а * 6 оркали ифодалащ мумкин:

10  3
* 3 =  — 2  +  у * 4 + - * 5 ,

*2 =  6  — 2*4 +  * 5 ,

о  5  5
* 1  =  3 —  у  * 4  —  — Х ъ.

* 4 ва * 5  га ихтиёрий кийматлар бериб, х и  * 2 ва * 3 нинг тегишли кийматлари­
ни х;осил киламиз. Бу ^олда * 4 ва хъ номаълумлар озод номаълумлар булади.

Шундай килиб, берилган система биргаликда ва аникмасдир. Унинг ечим- 
лари, масалан. * 5 =  0, * 4  =  0, * 3 =  —2, * 2 =  6 , * t =  3 ёки къ =  7, * 4 =  7, * 3 =  
=  1 1 , * 2  =  — 1. *1 “* ва ^оказо.



3- мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинп 

2хг +  * 2  +  -*з — x t =  8 ,
3* ( +  2хз +  5дс4 =  12,

Xt — *2 +  х3 =  4,
+  х2 +  6^  +  3 ^  =  10.

Е ч и л и ш и .  Кенгайтирилган матрицани тузамиз ва унинг сатрлари устида 
элементар алмаштиришлар бажарамиз:

{2 1 1 - 1 8'
3 0 2 5 12
1 -1 1 0 4

Ч8 1 0 3 !0

1/2 1/2 -1/2 4
-3/2 1/2 13/2 0
-3/2 1/2 1/2 0
■3 1 7 --22

1/2 1/2 -1 /2  4'
1 —1/3 -13/3  О
0 0 - 6 0
0 0 - 6  —22

1 1/2 1/2 - 1/2 4>
О 1 -1 /3  -13/3  О
О -3 /2  1/2 1/2 О
0 - 3  1 7 - 2 2  >

1/2 1/2 - 1/2 , 4\
1 _ 1/з -13/3 О
0 0 - 6 0
О 0 0 - 22 ;

Хосил килинган матридага ушбу тенгламалар системаси мос келади:

7 * ‘ =  4’

1 13*2 — ^* 3  — -7*4 =  0,

О • л ,  +  0  • +  0  • х 3 +  0  ■ х } =  —2 2 .

Бу системанинг с^нгги тенгламаси зиддиятлидир, демак, у биргаликда эмас. 
Бинобарин, бу системага тенг кучли булган берилган система *ам биргалккда 
эмас.

Б у  пунктнинг якунида  кейинчалик зам  керак  буладиган  бир 
изозни келтирамиз.

Озод задлари  нолга тенг булган уш бу чизикли тенгламалар  
системаси берилган булсин:

&иХ, +  a i3x 2 4" • • •  "Ь a inx n == О»

а 21-$1 4~ а 22Х 2 4" • • • 4" а 2пХ п =

а \ 4 -  вщъХг  4" • • • 4* а тпх п —  О*

( П О )

Бундай тенгламалар системаси бар ж ан сл и  система  дейилади. 
Б у  система х х =  0,  лг2 =  0 , . . х п =  0 ечимга эга булганлиги учун  
у доимо биргаликдадир. ( 110) системада тенгламалар сони но- 
маълумлар сонидан кичик булсин: т < _ п .  Равш анки , бу систе-



мани Гаусс методи билан ечишда биз погонали системага к е л а ­
миз, демак , т < п  булганда ( 110) система чексиз куп ечимдар 
туплам ига эга булиб, у л а р  орасида нолмас ечимлар дам мавжуд 
булади.

Ш ундай килиб, чизицли бир ж инсли системанинг т енгл а-  
м а л а р и  сони н о м а ъ л ум л а р и  сонидан кичик б ул са ,  у %олда бун­
дай система щ р  доим  нолм ас ечим ларга  э га .

3. п у лчовли  в е к т о р  ф а з о  туш ун часи . Биз биламизки, ф азо ­
даги вектор  сонлар учлиги билан—узининг координаталари билан 
аникланади: а =  {Х4; Х2; . . .; Хя}. Агар вектор текисликда ётган 
булса, у сонлар ж уф тлиги  билан аникланади: а =  {ц; Х2). Бундан 
буён векторнинг координаталарини ф азода x t , х 2 ва x s билан, 
текисликда эса мос равиш да х ,  ва х 2 билан белгилаш кулай бу ­
лади. а =  {лг,; л:2} вектор  икки у л ч о вл и , а, =  {лу, лу, х 3) вектор 
эса уч ул ч о вл и  вект ор  д еб  аталади.

п  улчовли вектор туш ун часи  шунга у х ш аш  тарзда кирити- 
лади .

М аълум тартибда берилган п  та х и х 2, . . х„  дакиций сон 
системаси п улч овл и  вект ор  деб  аталади. п улчовли  векторни 
Куйидагича ёзамиз: а =  \ x t ; лг2; . . .; х п]. х и х 2, . . ., х п сонлар 
векторнинг коорд и н ат алари  деб аталади.

Барча координаталари нолга тенг булган вектор ноль вектор  
ёки оддийгина ноль  д еб  аталади: 0 =  {0 ; 0 ; . . . ;  0 |.

{— х,; —лг2; —х п\ вектор а х 2; х п\ векторга цара-
ма-царш и вект ор  деб аталади ва — а  билан белгиланади.

1- мисол. Ушбу тенгламалар системасини караймиз:

ЯП* 1 +  в\ъ а 1 +  . . .  +  0.\пх п ~  Ь\\ 
a21*l +  **22*2 +  . . . +  а 2пХП ~

а т\х \ "Ь йт 2 * 2  4" ••• “Ь а тпхп ~  &т•
Айтайлик, Xi — a,, xs =  а3, . . . ,  к„ — ап кийматлар набори бу системанинг ечи- 
мч булсин. Бу ечимни п Улчовли X =  {at; а2; . . ап) вектор сифатида караш
мумкин. Озод дадлар кийматлари Ьи Ь2........ Ьт наборини т улчовли В -= {iji
b2\ . . . ;  Ьт } вектор сифатида караш мумкин.

И ккита а =  |х , ;  х 2', . .  х„] ва b  =  {у,; у 2; . . .; у п\ вектор­
нинг мос координаталари тенг, яъни x t =  y ,( i  =  1, 2 , . . . ,  п)  бул­
са, бу векторларни т енг  д еб  аталади: а =  Ь.

М аълумки, текисликда ва фазода векторлар устидаги чизикли 
амалларни уларнинг координаталари устидаги тегишли арифме­
тик амаллар  билан алмаштириш мумкин. Ш унга ухш аш  тарзда 
п  улчовли векторлар устидаги  чизикли амалларни киритамиз.

Иккита а =  (лу, х 2; . . .; х п\ ва b =  |у ,;  у2; . . . ;  у п) вектор­
нинг йигиндиси  деб, янги

С =  а +  b =  {ж, 4-  У1-, Х 2 +  у,; . . х п +  у п}
векторга , уларнинг айирм аси  деб ,

d =  а -  Ь =  {X t — У й  х 3 — у 2; . .  .= х„  —  у п}

векторга айтилади.



а = | Х й  х 2; . . . ;  х п} векторнинг X сонга купайтмаси деб,
Ха =  {Xxt ; Х*2; . .  •! Хлгп)

векторга  айтилади.
п  улчовли векторлар устидаги чизикли амаллар текисликдаги  

ва ф азодаги  векторлар устидаги чизикли амаллар учун  ан и клан­
ган хоссаларга  эга (3 -§ ,  2- пунктга каранг).

Кушиш ва сонга купайтириш амаллари аникланган барча а  
улчовли векторлар туплами арифметик вект ор ф азо  д еб  атала-  
ди ва R„ билан белгиланади.

4 -§, 1-пунктда текислик ва фазодаги векторларнинг чизикли 
богликлиги ва чизикли эрклилиги, векторларнинг чизикли комби­
н а ц и я м  тушунчалари киритилган эди. Бу  таъриф лар ^ е ч  бир у з-  
гаришсиз R„ арифметик вектор фазога х;ам утказилади.

Масалан, а, =  { х (‘>; х ^ ;  . .  . ; }, а 2 =  { . . .  ;
. .  . , а й =  {л<4); x (/f ;  . . .  ; х^ )  } векторлар учун орасида нолга 
тенг булмаганлари ^ам булган шундай Х4) Х2, . . ,  сонлар мав- 
ж у д  булсаки, улар учун

X,at + ^ 2а2 +  • • • +  Ч аА== ® (111)
тенглик уринли булса, бу векторлар чизицли боглиц  век т орлар  
д еб  аталади.

( 111) тенглик векторнинг координаталари учун ш унга  у х ш аш  
у ш б у  тенгликларга тенг кучли:

M 1) +  x*;eP  +  . . .  +  ^ * ) =  0 (/ =  1,2...........п).  ( 112)

Б у  ерда пастки индекс координата номерини, ю кориги  ин декс  
эса вектор номерини билдиради.

2 -мисол. Турт улчовли а, =  {2; 3; 4; 5;}, а 2 =  {1;—2 ; ? ; —1} ва а 3 =  {6 ; 2; 
1 2 ; 8 } векторлар чизикли богливдир, чунки 2 a t+  2 а 2 — а 3 = 0  тенглик уринлидир. 
Хакицатан г;ам, тегишли координаталар учун шунга ухшаш тенгликлар урин- 
лидир. Масалан, биринчи координаталар учун 2 • 2 +  2 • 1 +  ( — 1) • 6  =  0, ик­
кинчи координаталар учун 2  • 3 +  2  ( — 2 ) +  ( — 1) * 2  =  0  ва ^оказо.

Куйидаги теоремалар уринлидир.
1 -  теорем а, R n фазода п. т а  ч и зщ л и  эр к л и  п  улчовл и  век ­

т ор л а р  мавж уд.
И с б о т и .  Ушбу п  улчовли

Cj {lj 0$ Oj ••  • j 0 }, 62 1j 0 ; . . . j 0 | ,  . . . ,  —=
=  |0 ; 0 ; 0 ; . . .  ; 0 ; 1}

векторларни караймиз ва уларнинг чизикли эрклилигини, яъни

*Че1 +  ^ 2  ^пе л =  0
тенглик ёки

х; • (1; 0; 0; . . .  ; 0; 0} + Х 3 . (0; 1; 0; . . .  ; 0; 0} +  . . .
. . .  +  Х„{0; 0; 0; . . .  ; 0; 1} =  0

тенглик факат X, =  Х2 =  . . .  =  Хя =  0 булгандагина уринли б у ли ­
шини курсатамиз. Бу ердаги сунгги тенглик берилган векторлар-



нинг координаталари учун уш бу  я  та тенглик системасига тенг 
кучлидир:

Xj • 1 Х2 • 0 +  . . .  -}- Хя • 0 =  О,
Х4 • О -f- Х2 • 1 -f-. . . -j- Xn • 0 =  0,

• 0 -f- • 0  - f - . . .  -|- Xn • 1 = 0 .

Бу ердан Xt = X 2 =  . . . =  Xn =  0 эканлиги келиб чикади, яъни е 1( 
е2, . . .  ,е„ векторлар чизикли эрклидир.

2-  т ео р ем а .  R n вектор ф азода ист алган  п -f- 1 т а вектор  
ч и з щ л и  б о р л щ д и р .

И с б о т и .  Уш бу я  +  1 та векторни караймиз:

ai =  4 ‘>; . . .  а 2 =  {х<2>, 4 2); . . .  . . .

• • • * а д =  х ^ \  . .  . ; *<«>}, ая ^  t =
=  [ x f  + J); •*<" + ‘>; . . .  ; х<£ +

ва

a t 4- Х2а2 -j- . .  . +  Хла„ +  + 1а я + 1 = 0  ( 113)

тенглик \  ларнинг орасида нолга тенг булмаганлари зам  мав­
ж у д  булган шартда уринли булиши мумкинлигини курсатамиз.
(113)  муносабат берилган векторларнинг координаталари учун 
у ш бу  п  та  тенглик системасига тенг кучлидир:

Х1л(1) +  Xj*{2> +  . . .  +  К х [п) +  1п + А п + 4) -  ° ’ '
XiÂ 1* +  Х2л:(,2) Xnx<n) +  Хд + ^ x f  +1 > =  О, (114)

h x v  +  Х,х р  +  . . .  +  К 4 п) +  К  + Ж * + =  °.
(114) тенгликлар системасини п - j- 1 та Хь  Х2 , .  . . , Хя, Xn + t но- 
маълум/ги п та тенглама системаси сифатида караш мумкин.

(114) системада тенгламалар сони номаълумлар сонидан кичик 
булганлиги учун  бу система нолмас ечимларга эга (2 -пунктдаги 
и зо з га  каранг).

Ш ундай  килиб, биз (113) тенглик X, ларнинг орасида нолга 
тенг булмаганлари зам  булганда булиши мумкинлигини курсат- 
дик, бу эса а , , а 2, * . .  , а^, а я+1 векторлар чизикли богликли- 
гини билдиради.

1- ва 2-теорем алардан  /?rt фазодаги чизацли эркли  вект ор­
л а р н и н г  м ак си м ал  сони п. га  тенг  булиши келиб чикади.

Вектор фазодаги чизикли эркли векторларнинг максимал сони 
бу фазонинг у л ч а м и  деб аталади.

Ш ундай килиб, R n фазо я  улчам гаэга; шу сабабли у п улчов-  
л и  ариф мет ик вектор фазо  деб аталади. Хусусан, текислик 
векторлари туплами икки улчовли арифметик вектор фазо R 2 ни 
зо си л  килади; фазо векторлари туплами эса уч улчовли ариф­
метик вектор фазо /?3 ни зосил  килади.



п улчовли вектор фазонинг базиси  деб, бу фазонинг п та чи­
зикли эркли векторидан иборат исталган тупламга ' айтилади.

Ш ундай килиб, базиснинг векторлари сони фазонинг улчами 
билан бир хил булади. R n фазонинг базисларидан бири ушбу век ­
торлар булади:

е, =  ( 1; 0 ; 0; . . .  ; 0 ; 0 ), е2 =  {0; 1; 0 ; . . .  ; 0 ; 0 ), . . .
. . .  ; е я =  | 0 ; 0; 0 ; . . .  ; 0 ; 1}.

п  улчовли вектор фазонинг бу базисидан таш кари яна чексиз 
куп базислари мавжудлигини айтиб утамиз. Улардан бири, маса­
лан, а, =  11; 0 ; 0; . . .  ; 0 }, а 2 =  (1; 1; 0 ; . . .  0 ;)............ а„ =  (1; 1;
. . .  ; 1J векторлардан иборат базисдир. ^ац и к атан  дам,

\ a i Х2а2 -f- Х3а3 + . . . - } •  Хла„ =  0

тенглик факат X, =  Х2 =  Х3 =  . .  . =  Хя =  0 булгандагина ’̂ ри нли- 
дир, чунки берилган векторларнинг координаталари учун  т у зи л ­
ган уш бу

+  h  +  +  -̂з +  • • • +  \  =?
0 • Xi- +  Х2 -j- Х3 +  . . .  +  Хл =  0, - 
0 • X, 0 • Х2 Х3 +  =  О,

О • X, +  0 • Х2 0 • Х3 . . .  +  Хл _   ̂ -j- Хч =  О,
О • X, +  0 • Х2 +  0 • Х3 + . . ,  +  0 • Хл _  4 +Х Л =  0.

п  та тенглама системаси юкоридаги тенгликка тенг кучли булиб, 
бу системадзн \  — 0, Х(г_ 1= 0 ;  . . .  , Х1== 0  эканлиги  келиб  чи- 
Кади. Ш ундай килиб, а , ,  а2, а 3, . . . , ад векторлар чизикли эрк-  
лидир ва, демак, улар R A да базис досил килади.

п улчовли вектор фазо учун /?2 ва /?3 вектор ф азолар  учун 
булгани каби уш бу даъ во  уринлидир.

п улчовли вектор фазонинг $ а р  цандай вектори унинг б а зи ­
си вект орларининг ч и з щ л и  ком бинацияси куриниш ида я гон а  
равиш да ифодаланиши мумкин:

а =  Xta 4 +  Х2а 2 •+• Х3а3 -J- . . .  +  Хла я. (115)

V  Х3, . .  . ( X сонлар бу  векторнинг берилган базисдаги  коор­
динаталари деб  аталади, (115) тенглик эса а вект орнинг  а 1( а 2, 
а 3, . . .  , ал базис буйича ёй и лм аси  деб  аталади.

R n вектор ф азода  а =  х 3, х 3, . . .  , л:п} вектор  берилган 
булсин.

Унинг

— {I; 0 ; 0 ; . . .  ; 0 }, а2 =  {lj 1; 0 ; . .  • ; 0 ), . . .  ,

а „ = ( 1; l ;  l ; : И

базисдаги Хр Х2, Xs, . . . ,  Хд координаталарини топамйз. (115) фор-
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мулага к^ра куйидагига эгамиз: аг =  Х ^  +  *га2 +  • • •  +  *„а я ^ ки 
{•*i> х г\ • • • > •*„) =  {1; 0 > 0 ; . . . ; 0 } +  Х2{1; 1; 0 ; , . . ; 0 } -f- 

+  . . .  + Х л{1; 1; 1; . . .  ; 1).

Б у  ердан векторни сонга купайтириш ва векторлар йигиндиси 
таъриф ларидан  ф ойдалани б, куйидагини ^осил киламиз:
{Xt ;  Х 2; ■ • . Х п) =  (XJ +  Х2 +  А.я ; Х2 -|- Х3 +  . . . +  Ал; . . . ; Хя }.

Ш ундай килиб, а в е к ю р н и н г  а ь  а 2, . . . , ал базисдаги Xt) Х2, 
. .  . , Хл координаталарини аниклаш учун

Х\ — Xi +  . . .  +  Лл, | 
х 2 =  Х2 +Х3 +  . .  . +  Хл, [

............... I
Х п - \ =  1п - \ + Хп, j

* « =  ч

тенглам алар  системасига эгамиз, уни ечиб эса Хл =  х л, Хп _ 1 =  
а* Х п _  J — х п, . . .  Xt =  Xi  — х 2 ни топамиз.

Энди шу а  =  {хг, х 2; . . . ; х п) векторнинг e t ■-= (I; 0; 0 ; . . .  ; 0 ) ,  

в 2 -=  (0; 1; 0 ; . . . ; 0 ) ;  . . . ; е л =  {0; 0 ;  0 ; ; 1} базисдаги [х2, 

. . .  , [ал координаталарини топамиз. Бу  ^олда (115) ф орм улага  
асосан куйидагига эгамиз: а =  +  [).2е2 +  . . .  ёки

[Хх\ х 2; . . . ; х п} = ^ { 1 ;  0; 0; . .  . ;  0} +  ^ 2{0; 1; 0; . . .  ; 0} +
. . . ц л{0; 0; 0 ;  . . . ; 1).

Д е м ак ,  (j.t =  х?, ^  =  х 2, . . . , =  х п.
Ш ундай килиб, R n ф азода и улчовли а =  {xt ; х 2; . . . ;хл) век ­

тор учун х и  х 2, . . .  , х л сонлар унинг е 1; е 2, . . . е л базисдаги 
координаталари  булади.

И  з о х;. Арифметик п  улчовли вектор фазо ч и з щ л и  вект ор  
ф а з о  д еб  аталадиган фазонинг хусусий ^олидир.

Ч и з щ л и  вект ор ф азо  деб , кушиш ва сонга купайтириш амал- 
лари аникланган исталган табиатли х ,  у, г ,  . .  . элементлар туп- 
ламига айтилади. Бу  куйидагини англатади: м азкур тупламнинг 
исталган иккита элементининг йигиндиси ва бу тупламнинг истал- 
ган элементининг исталган *акикий сонга купайтмаси яна шу ту п ­
ламнинг элементидир. Бунда кушиш ва сонга купайтириш амал- 
лари векторлар устида чизикли амаллар каноатлантирадиган бар­
ча хоссаларни (3- §, 2- пунктга каранг) каноатлантириши лозим. 
Чизикли фазонинг элементлари арифметик вектор фазонинг эле- 
ментлари каби векторлар деб аталади. Чизикли вектор ф азо  учун 
унинг элементларининг чизикли богликлиги ва чизикли эрклили- 
ги, базис, улчам тушунчалари бу туш унчалар  арифметик вектор 
фазо учун кандай кирйтилган булса, ш унга ухш аш  киритилади.



Чизикли фазога мисол сифатида дараж аси га дан катта булма­
ган барча к у щ а д л а р  тупламини олиш мумкин, бунда кушиш 
ва сонга купайтириш амаллари сифатида кугцадларни одатдагича 
кушиш ва уларни сонга купайтиришни туш унилади . Бу  фазо га+1 
улчамга.эга, чунки унинг базиси сифатида га - f  1 ва л;0 =  1, х ,  х 1, 
. . .  , х п элементни олиш мумкин. ^акикатан  ^ам, биринчидан, д ар а ­
жаси га дан катта булмаган исталган куп^адни, равшанки, юкори- 
да курсатилган элементларнинг чизикли комбинацияси куриниш и- 
да ифодалаш мумкин, иккинчидан, бу элементлар чизикли эркли- 
дир Бу  эса исталган л; учун 10х п +  ^ х п ~ 1 +  • • . +  К  - 1 х  +  
-f 1 = 0  тенглик факат Х0= Х , =  . . . = х л= 0  булгандагина уринли 
булйш и мумкинлигидан келиб чикади (акс зо л д а  у п тадан куп 
булмаган илдизга* эга булгани золда  дараж аси  п дан катта бул­
маган х  нинг исталган кийматида нолга айланмайдиган алгебра- 
ик тенглама булар эди).

4. М атрица нинг ранги  ^ а ц и д аги  тео р ем а ,  т  сатр ва га та ус- 
тунга эга булган

(  а \\ а 12 • • • Oln 
®21 ^ 2 2  • • • ^ 2 л  

• • • • • • •V а т2 • • •
матрица берилган булсин. Бу матрицанинг устунларини уш бу  т 
улчовли векторлар сифатида караш мумкин:

&1 =  (^11) ®2l! • • • » @mi |> =  |®12' ^ 22> • ■ • » ®m2h  • • ■
* • • * а л ~  [ а \п '  а 2п ' • • • ’ а т \ -

Ш унга ухш аш , бу матрицанинг сатрларини уш бу  га улчовли 
векторлар сифатида караш мумкин:

1̂1 =  {®Н> ^ 12! • *'чч5 a in], =  (®2li ®22> •• • > ^ 2яЬ '  * • • ®п
\= =  {й -л1 ; й т 2\ . .  .  ; ^ я гл } .

Куйидаги теорема уринли булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.
Т еорем а. А матрицанинг ч и з щ л и  эр к л и  вект ор-уст унлари -  

нинг м аксим ал сони унинг чизицли эр к л и  вектор- сат рлари-  
нинг м аксим ал сони билан бир х и л  булиб, А матрицанинг  
ранги г  (А) га  тенг.

Бу теоремадан п та вектор Rn фазода базис зосиЛ' килиш 
шартини келтириб чикариш осон.

Т еорем а. /? фазонинг п т а векторидан иборат система б а ­
зис %осил цилиши учун  бу  вект орларнинг координат аларидан  
т узил ган  детерминант н олдан  ф арцли булиш и з а р у р  ва ка-  
фоядир.



И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  п та

а , =  И 1>: 4 ” ; • • • ;  • • • .  а „ =  И "* . А п)> • • • .  4 Я)1

вектор R n да базис досил килсин, бинобарин, улар чизикли эрк­
ли булсин. Ушбу матрицани караймиз:

унинг дар бир сатрида тегишли векторнинг координаталари 
турибди. Бу матрица я  та эркли вектор-сатрга  эга булганлиги 
учун  унинг ранги п га тенг. Ш у сабабли А  матрицанинг ягона 
и - тартибли минори, яъни бу матрицанинг

детерминанта нолдан фаркли.
К и ф о я л и г и .  |4 |  детерминант нолдан фаркли булсин: |Л| ф  

ФО.  Д ем ак , А  матрицанинг п- тартибли минори нолдан фаркли 
ва дем ак , А матрицанинг ранги п га тенг. Ш у сабабли матрица­
нинг ранги дакидаги теоремага асосан a ft =  {*'*'; x[k)\ . .  . 
( A = l , 2 , . .  . , п) вектор-сатрлар  чизикли эрклидир, бинобарин, 
каралаётган векторлар R  фазонинг базисини досил к илади.

Мисол. в! =  {2; 3; 1}; а2 =  (1; 0; 2) ва а 3 =  {3; 3; 1} векторлар R3 фазода 
базис досил килиш-килмаслигини текшириб куринг.

Е ч и л и ш и .  Берилган векторларнинг координаталаридан тузилган

детерминант нолдан фаркли булганлиги учун а ь а 2 ва а3 векторлар базис до­
сил килади

5. п  улчовли евклид  вектор  ф азо си  туш ун часи . 5 -§ ,  1-nyHtq-- 
да текисликдаги ва фазодаги иккита векторнинг скаляр купайт- 
маси тушунчаси киритилиб, унинг хоссалари куриб чикилган эди. 
Бу тушунчани

базисли п улчовли вектор фазо булган долга умумлаш тирамиз. 
Бу  фазонинг дар бир а =  {*,; х 2: . .  . ; х п) ва b =  [уи у2; . . .  j у п) 
векторлари жуфтига

2 3 1
1 0 2 = 6
3 3 1

а • b — х ,у , +  х 2у 2 + • . . . +  х пу п (116)



сонни мос куямиз ва уни бу вект орларнинг с к а л я р  к у п а й т м а -  
си деб атаймиз [ (76) формула билан таккослаб куринг).

Ш у тарифа аникланган скаляр купайтма текисликдаги ва ф азо ­
даги векторлар учун скаляр купайтманинг хоссаларига у х ш а ш  
хоссаларга эга.

1°. а • b =  b • а ( у р и н  а л м а ш т и р и ш  хоссаси);
2°. (а  +  Ь ) - с  =  а -  с +  Ь -  с ( т а к с и м о т  хоссаси);
3°. х • (а  ■ Ь) =* (Ха) • b =  a (Xb) (X сонга нисбатан г р у д п а л а ш  

хоссаси)
4°. а • а >  0, бунда тенглик белгиси факат а  =  О б у лган д а ­

гина уринлидир.
п улчовли чизикли вектор ф азода скаляр  купайтма ан и кл ан ­

ган золда  бу фазони п улчовли евклид фазоси*  деб  аталади ва 
Еп билан белгиланади.

Е„ да векторнинг модули тушунчаси текислик ва ф азодаги  
шу туш ун чага  ухш аш  тарзда киритилади:

| а | =  l/ Р - =  J / I T I :  (1 1 7 )

(116) муносабатга асосан

а • а =  х ,  x t 4 - л:2 х 2 4- . . .  4- х„х„  =  х \  4-  х \  4-  . . .  4 - х \

булганлиги учун

И  =  V  х ! 4- х \  4 -  • • • 4- Х \ .  (118)

Скаляр купайтма учун куйидаги тенглик уринлидир:

| a - b | < | a | | b | ,  ( И 9 )
у  Kouiu—Буняковский тенгсизлиги**  деб  аталади.

Бу тенгсизликни исботлаш у ч у н а  +  Xb векторни караймиз, 
бунда X — бирэр сон. С каляр купайтманинг 4°-хоссасига асосан 
куйидагига  эгамиз:

(a -f- X b) (a - f  X Ь) >  О ёки а • а 4- 2Х (а • Ь) 4~ (Ь • Ь) 0.

Бу тенгсизликнинг чап томони X га нисбаган квадрат у ч з а д д а н  
иборатдир. Исталган X да бу у ч за д  манфиймас булганидан, унинг 
дискриминанти мусбат булмаслиги лозим, яъни

(а • Ь)2 — (а • а ) (Ь  • Ь) < 0 ёки (а  • Ь) 2< (а • а ) ( Ь  • Ь).

Шундай килиб, | а  • b | < К а  • а ^ Ь Ь ,  бундан (117) формулага  
асосан | а • b | <  | а || b | ни зосил  киламиз, ана шуни исботлаш 
талаб килинган эди.

И з о з .  (119) муносабатда тенглик белгиси а  ва b векторлар  
чизикли боглик, яъни а  =  kb  булганда ва факат шундагина урин­
ли булиши мумкинлигини курсатиш мумкин.

* Евклид (эрамиздан олдинги IV аср) —кадимги грек математиги.
** О. Коши {1789 — ]857) — француз математиги; В. Я. Буняковский (1804— 

1889)—рус математиги



п улчовли ф азода  икки вектор орасидаги б ур ч а к  коси н уси - 
ни  (78) ф орм улага  циёс килиб (5-§, 3 -пунктга каранг), куй ида­
гича киритамиз:

а • bcos 9 =
| a i • |Ь Г

Б у  тенглик маънога эга, чунки унинг унг томони (119) муноса- 
батга асосан абсолю т киймати буйича бирдан катта эмас.

п улчовли евклид  фазосининг иккита а  ва b векторининг 
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а • b =  0 булса, бу вектор­
лар о р т о го н а л  (ёки перпендикуляр) деб аталади.

Бу ^олда, равшанки, cos 'f  =  0B a  демак, векторлар  орасидаги 
бурчак я/2 га тенг. Е вклид  фазосининг турли базислари ораси­
да векторлари ж у ф т -ж у ф г  перпендикуляр булгачлари ало^ида 
а^амиятга  эга. Бундай базислар орт огонал  б а ш с л а р  деб  атала­
ди. Агар бунинг устига базис векторларининг модуллари бирга 
тенг булса, бундай базис орт онорм аланган  базис  деб  аталади.

е и е 2, . . .  , е„ векторлар  ортонормаланган базис ташкил ки- 
лишини курсатамиз. ^ак икаган ,

эканлигини (116) ф ормуладан  фойдаланиб курсатиш осон. Маса­
лан,

Уч улчовли  ф азода ортонормаланган базис i, j, к  векторлар-  
дан иборатлигини биз энди биламиз.

е и е 2.............е„ ортонормаланган базисли п  улчовли евклид фа-
зоси Е„ ни караймиз. а =  \ x t ; х 2; . . .  \ х п\ вектор берилган бул­
син, бу ерда  x t — шу векторнинг берилган базисдаги координ а­
талари . Уч улчовли фазо  булган ^олдаги каби п улчовли ф азо ­
нинг ^ар бири а векторига М  нуктани мос куямиз ва бунда 
х и х 2 . . . , х п сонлар наборини тушунамиз. Бу сонлар  М  нук- 
танинг myFpu б урч акл и  декарт  к оорд и н ат ал ари  д еб  аталади 
ва бундай ёзилади: М ( х , ,  лг2; . . . ; х„) Координаталари ноллар- 
дан иборат булган О  (0; 0; . . . .  ; 0) нуктани к о о р д и н а т а л а р  бо- 
ши деб  атаймиз. О  координаталар боши билан е ь е 2, . .  . , е „ б а -*  
зис векторлари тупламини п улчовли фазода myFpu б ур ч а к л и  
декарт  коорд и н а т а л а р  системаси  деб атаймиз.

А  (•*,; . . ; х„) ва В  (у,; у 2; . . . ; у п) нукталарни ту таш ­
тирувчи А В  вектор сифатида уч  улчовли фазодаги каби А В  =  
=  (л:, — у,; Xj — у 2; . . .  ; х п ~ у п| векторни туш унам из. Бунда 
А  нуктани А В  векторнинг боми, В нуктанн эса унинг охири  
д еб  атаймиз. Агар векторнинг боши О (0; 0; . .  . | 0) координа-

0 , агар i Ф  j  булса,
1, агар i =  j  булса

Ч- 0 • 0 — о,
e t "в) =  1 • 1 + 0 - 0  +  0 - 0 - ) - . . . +  0 - 0 = 1.



галар боши билан, охири эса М  (х ,;  * 2; . .  х п) нукта билан уст- 
ма-уст тушадиган б^лса, у долда ОМ  =  (х,; х 2; . . . ; х п\ в екто р ­
ни М  нуктанинг радиус-вект ори  деб аталади. Унинг ко о р д и н а­
талари М  нуктанинг мос координаталари билан бир хил булади .

Иккига А ва В  нукта орасидаги масофа d  деб , бу  нукталар- 
ни туташ тирувчи А В  векторнинг модулини айтамиз. (118) ф о р ­
мулага асосан куйидагига эгамиз:

d  =  | А В \  =  V  (х ,  -  у !)2 +  ( х 2 -  у 2)г +  . . . +  ( х п -  у п) \

6 . Чизицли тен глам алар  системаси ечи м ини нг  м а в ж у д л и г и  
^ ац и д аги  теорем а. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс м е ­
тоди билан ечиш да мазкур системанинг биргаликда ёки бирга­
ликда эмаслигини аниклаш дакидаги саволга ф акат ,ди соб лаш лар-  
нинг охиридагина ж авоб  бериш мумкин булади (2-пунктга к а ­
ранг). Б и рок  купинча (103) куриниш даги

a n  +  а и  х 2 +  . . .  +  a in х п =  си 
а 2\ Xi 4” а 2 2 * 2  +  • • .  +  а 2п х„ =  с%,

а т\ +  а т2х 2 - f . . .  +  а т, х п =  ст

системанинг биргаликдами ёки биргаликдамаслигини аниклаш 
дакидаги масалани ечимларнинг узини топмасдан дал этиш му- 
дим булади. Бу саволга уш бу теорема оркали жавоб берилади .

К ронекер  — Капелли* теорем аси . (103) чизицли т е н гл а м а ­
л а р  системаси биргаликда  булиш и учун  система м ат рицаса

(а ]1 й )2 . . .  а ,п

2̂1 ^22 • • * &2п

Q'tnfotnl • • • 

нинг ранги  унинг

О цЯ 12 . • • &\гр\ \

^2 1 ^ 2 2  • • • &2ip2 I
\ а т2 • • • а тгРт'

кенгайт ирилган  м а т рщ аси н и н г р ан ги га  тенг булиш и з а р у р  
ва кафоядир.

И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  (103) система биргаликда ва Ки  
^2, . . .  , унинг ечимларидан бири булсин. г ( А )  =  г ( В )  экан- 
лигини исботлаймиз. Х2, . . .  , Хп сонларни берилган система-

* Л. Кронекер (1823 — 1-891) — немис математиги; А. Капелли (1855— 1910)
— италиялик математик.



даги номаълумларнинг урнига куйиб, уш бу т  та тенгликнн 30-  
си л  циламиз:

a i A  +  a i2*2 +  * • •  +  ®1Я^Л =  ^1.

° 2 1  \  "Ь С22^2 +  • • • +  а 2п К  *= ^2 .

a ms *1 +  0 /я2*2 ~Ь • • • ~Ь &mthn —

(120)

В  матрица устида куйидаги элементар алмаштиришларни ба- 
ж арам из: унинг охирги устунига — \  га купайтирилган биринчи 
устунини, сунгра — Х2 га купайтирилган иккинчи устунини, ,
— *■„ га купайтирилган я-устунини кушамиз. У золда  В  матри­
ца ( 120) тенгликларга  асосан уш бу В' матрицага утади:

а , .  0 ''«11 « ,  2
^21 ®22

in

*2 п о

\ а т\ & m2 . а тп 0 ;
матрицанинг 

г ( В )  =  г ( В ' )
Б и рок  элементар алмаш тприш лар натижасида 

ранги узгармайди (2-пунктга каранг), шу сабабли 
матрицанинг сунгги устуни ноллардан иборат булганлиги учун 
равш ан ки, г ( В ' )  =  г ( Л )  ва демак, г ( А )  =  г ( В ) .

Е т а р л и л и г и .  Л  ва В  матрицалар бир хил рангга эга б у л ­
син: г  (А) =  г  (В )  =  г .  (103) система биргаликда эканлигини ис- 
ботлаймиз. r -тартибли нолдан фаркли Д детерминант А матри­
цанинг зам , В  матрицанинг зам  юкори чап бурчагида жойлаш- 
ган деб  фараз килиш мумкин, яъни

Д =

а и  а \1 • • • а \Т 

^21 ^22 • • •

а п а Г 2
Б ун га  номаълумлар ва тенгламаларнинг номерланишини узгар- 
тириш  йули билан эришиш мумкин. Матрицанинг ранги унинг 
чизикли эркли вектор-сатрларининг максимал сонига тенг б у л ­
ганлиги учун (4-пунктга каранг) А  ва В  матрицаларнинг бирин­
чи г  та сатри чизикли эркли, колган сатрларининг зар  бири эса 
биринчи г та сатрнинг чизикли комбинацияси сифатида ифода- 
ланиш и мумкин. Бу  (103) системанинг сунгги я —г та тенглама­
си биринчи г  та тенгламанинг натижалари, деган  суздир. Ш у ­
нинг учун уларни тушириб колдириш мумкин, берилган система 
биринчи г  та тенгламадан иборат уш бу системяга тенг кучлидир:

а 11 * 1+  а 12*2
а п  Х 1 “Ь a 2 f X 2 +  • • • +  а 2п Х п — tf2«

Ст.



У ш бу икки ^ол булиши мумкин: г  — п ёки г  <  п.
Агар г  =  п булса, (120) системанинг тенгламалари сони унинг  

номаълумлари сонига тенг, шу билан бирга бу системанинг де­
терминанта нолга тенг эмас. Д ем ак , бу система ягона ечимга, 
чунончи Крамер формулалари (И боб, 2-§, 2-пунктга каранг) 
буйича топиш мумкин булган ечимга эга.

Агар г < д  булса, у ){олда тенгламалар сони ном аълум лар со -  
нидан кичик. x r+J, х г+2, . . .  , х„ номаълумларни уз  ичига олган  
з(адларни тенгламаларнинг унг томонларига ^тказиб ,

a il Х 1 ®12 х 2 V  * + a i r x '  =  • * • ~ a' \ n X n>

2̂1 Xi ®22 Х% • • •’ “Ь &2г х г — ^2 ®2>r+1 Хг+1 * • • 0'ЪпХп<

-f- а г2 *2 Ч- • • • “Ь #гг х г — Сг — а гу г , ,  х г , ,  —* . .  . игпх п

(120е)

л .системани ^осил киламиз. л г+1, x r+i , # л озод  номаълумлар- 
га лгН , аг+,2, . . .  , <*„ кийматларни бериб, г  та x v  x v  . . . ,  x t но- 
маълумларга нисбатан г  та тенглама системасига келамиз:

а и  Х \ ~ Ь  ^ 1 2  Х 2 " Ь  > •  •  а \г Х Г —  С 1 г+ 1 « Г + 1  ~  •  a ' t n a n,

®21 X<1 +  • • • +  ®2r X r =  C2 —  ®2* Г+ 1  ®f+l —" • • • —— # 2я ®rt*

"^1 ®r2 ^2 4 ” • • • 4 “ 4 f f  X r ~  ~~ Г-Н ^r+l —“ • • • “ • &ГП ®fl*

Бу системанинг А детерминанти нолдан фаркли булганлиги учун 
у ягона ечимга эга.

аг+1, аг+2, . . .  , а„ киймаглар ихтиёрий булганлиги учун ( 120") 
система, бинобарин, унга тенг кучли булган (103) система ^ам 
чексиз куп ечимлар тупламига эга.

Ш ундай килиб, А  ва В  матрицаларнинг ранглари н ом аъ лум ­
лар сонига тенг, яъни г ( Л )  =  г ( 5 )  =  я  б^лса, у ^олда (103) 
система я г о н а  е ч и м г а  эга.

Агар бу матрицаларнинг ранглари узаро  генг булиб, лекин 
номаълумлар сонидан кичик, яъни г  (А)  =  г  (В)  < я  булса, у 
з^олда (103) система ч е к с и з  к у п  е ч и м л а р  т у п л а м и г а  эга.

7. п  та н ом аълум ли  чизикли бир жинсли п  та т ен гл ам а  
системаси. п та номаълумли биринчи д араж али  п  та тенглам а-  
нинг чизикли бир жинсли системасини караймиз:

а и x t # 12 х 2 п х п —  0 ,

а 2\ Х\ ~Ь # 2г х 2 4 “ • • • ”Ь ®2П X-i =
• • •

а щ +  а л2 *2 +  • • • +  °ля — 0*

Б у  система биргаликда, чунки у х ,  = 0 ,  х г =  0, . 
ечимга эга.

(121)

, х„ =  0 ноль



Куйидаги теорем ада  (121) система ноль ечимдан фаркли ечим- 
ларга  эга буладиган ш артлар  келтирилган.

Т ео р ем а .  (121) система нолм ас ечи м л а р га  э га  булиш и учун  
унинг дет ерм инант а н о л г а  т енг булиш и з а р у р  ва кифоядир:

Д =

Й11 й \2 * * * а 1 п 

(%2\ ^22 • • • ^ 2л
• • • • • . *  •

®Я1 a ni • • • а пп

= 0.

И с б о т и .  З а р у р и й л и г и .  Бир жинсли тенгламалар систе­
маси булган долда (40) формуладаги (2-§, 2 -пунктга каранг) бар ­
ча Длг1У Длг2- . . . .  Длг„ детерминантлар нолга тенг, чунки улар­
нинг дар бири нолга тен г  булган озод дадлардан иборат устун-  
ни уз  ичига олади. Ш у сабабли (40) тенгликлар м азкур  долда 
цуйидаги куриниш ни олади:

Д • x t =  0, Д • х 2 — 0, . . .  , Д • х п =  0. (122)

А гар (121) система нолмас ечимга эга булса, у  долда номаъ- 
лум лардан  камида бири нолдан фаркли. масалан, х х У дол­
да  (122) даги биринчи тенгламадан Д =  0 эканлиги келиб чицади.

К и ф о я в и й л и г и .  Энди Д =  0  булсин. У долда

Л =

' а и «12 
а... а г% 2й

матрица г ( А ) < п  рангга эга. Б у  долда (105-бетга  каранг) сис­
тема чексиз куп ечимлар тупламига эга, яъни нолмас ечими м ав ­
ж у д .

8 -§ . ЧИЗИКЛИ АКСЛАНТИРИШ ЛАР

1. Асосий ту ш у н ч а л а р .  Q текисликда тугри бурчакли к о о р ­
динаталар  системаси берилган булсин. Ёзувни соддалаш тириш  
ва алмаштиришларни кулайлаш тириш  максадида нуктанинг ко о р ­
динаталарини лева у  оркали эмас, балки x t ва х 2 ёки у, ва у г о р ­
кали ва д. к. , асосий ортларни эса i ва j  Урнига е, ва е 2 о р к а ­
ли белгилаймиз.

х х ва х 2 узгарувчиларни у , ва у 2 узгарувчилар билан боглай-
диган ушбу тенгламаларни караймиз:

У, ~  а п*-\ -*га п х гА  (1 2 3 )
у 2 =  а ь х ,  4 - j v

бу ерда а и , а х2, а п , а 22 — узгармаслар.



Q текисликнинг x l ва x 2 координатали зар  бир М  нуктасига 
ш у  текисликнинг ва у2 координаталари (123) муносабатлар 
билан аникланадиган ягона N  нуктаси мос келади.

N  нукта М  нуктанинг образи. деб аталади. Агар М  нукта Q 
текисликда бирор L чизикни чизадиган булса, у зо л д а  унинг 
образи зам, умуман айтганда, бирор I чизикни чизади. О датда 
айтилшиича, (123) тенгламалар ёрдамида Q  текисликни узини- 
узига акслант ириш  ёки алмаш т ириш  аникланади (123) тенг- 
ламаларнинг унг томонлари х ,  ва х г га нисбаган биринчи д ар а -  
ж ага  эга булиши муносабати билан бу акслантириш  ч и з щ л и  
акслант ириш  деб аталади. Бёрилган О х ,  х 2 координаталар сис- 
темасида чизикли акслантириш (123) ^чизикли акслантиришнинг 
коэффициентларидан тузилган

л = =  / а и а п  \

\ а 21 а 2 2 /  
матрица билан тулик аникланади.

A r a p A ^ ^ ^ ,  матрица-устунларини киритиладиган

булса, у золда  (123) тенгламалар системасини куйидаги матрицали 
ш аклда  ёзиш мумкин (6 -§, 4-пунктга каранг).

Y  =  A X .  (124)

А  матрица я и з щ л и  акслант ириш нинг матрицаси,  унинг

| Л |  =  a , i  0,2 детерминанти эса ш з и ц л и  акслант ириш нинг д е - 
#21

терминанти  деб аталади. Агар чизикли акслантиришнинг м атр и ­
цаси айнимаган, яънй \ А \ Ф 0  булса, у зо л д а  у айнимаган  (ёки  
аффин) акслант ириш  деб  аталади. Агар | Л | = 0  булса, у зо л д а  
акслантириш айниган акслант ириш  д еб  аталади.

Аффин акслантириш булган зо л д а  (123) система х х ва х 2 га 
нисбатан бир кийматли ечилади. Крамер ф орм улаларига  кура КУ7 
йидагига эгамиз:

У1 а12 
_ У а °п

«11 а12 
а1\ аП

Х 2 =

Ш ундай килиб,

«и У1
а21 У»

«11 а12
a3t д2а

— 222,, _ Я\1
|Л|

JC У, —  — у 2,
’ Ml mi 

х  - - е а у  у2.
а м г  м г

(125)



(125) тенгламалардан к^ринадики, аксинча, дар бир N  (у,; у2) 
н уктага  ягона М  (* ,;  х 3) нукта, чунончи образи N нукта булган 
М  нуцта мос келади. Ш ундай килиб, аффин акслантириш Q те ­
кисликнинг уз-^зига б и р  к и й м а т л и  акслантирилишини аник­
л айди . (125) тенгликлардан тескари акслантириш дам аффин акс­
лантириш , унинг матрицаси эса А  матрицага тескари матрица 
эканлиги келиб чикади. (6-§ ,  3-пунктга  каранг):

А - '  =  (  a n l \ A \ - a u l \ A \ \

V—® и / 1^1 й н / 1^ | /

(125) ф ормулаларга (124) матрицали тенгламанинг иккала то­
монини А ~1 матрицага к^пайтириш йули билан дам келиш м ум ­
кин:

A ~ 'Y  =  A ~ 'A X .

А ~ 'А  =  ^  ^  j  =  £  ва Е Х  =  Х  булганлиги учун  A"' У-=Х.  Ш ун-

X  — A - l Y .  (126)

дай  килиб,

Р а в ш ан к и ,  уш бу

У1 =
У 2' <,27>
/1 0\

айнан акслантиришга £ = I q.  п  бирлик матрица мос келади.

I- мисол, Ушбу
у, -  2*, +  3*2л 
Уз=  ЗдС) +  Ьхз I

/2  3 \
чизикли акслантириш аффин акслантиришдир, чунки унинг А — |  1 матрн-

2 3
цаси нолдан фаркли детерминантга эга: | А ,

13 5 _
ни (*) системани x t ва х 3 га нисбатан ечиб топамиз:

дг, -  5у, — Зу2, |

Хз<~—Зу(+ 2уа. J 
5 —3

>1. Тескари акслантириш»

(**)

1 /  5 —3\
Бу акслантирий А  *“ ( 3  g / матРицага эга> (*)

М (1; 2) нуктанинг образи yt — 2 « 1 + 3 - 2  — 8 , у3 =  3 • 1 +  5 • 2 =  13 
координатали N  нуктадир. L г х 1+ 2 х 3 — 2 =  0 т ^ р и  чизикнинг* образи X тр-  
ри чизик б^либ, унинг тенгламасини х, +  2 х , — 2 -» 0  тенгламага дс, ва х2нинг

* х,  ва х 3 координаталарга нисбатан биринчи даражали тенглама l х t*a те­
кисликда ётувчи турри чизик тенгламасидир (III боб, 1-§ га каранг).



у, ва Уъ оркали ифодаларини (**) формулалар буйича кУйиш билан косил 
Киламиз:

(5у, — Зу3) -Ь ‘2 (— Зу, +■ 2у2) -  2 -  0 ёки — у, +  у3 — 2 — 0.

Умумий *олда аффин акслантиришда тугри чизикни»г образи i^Fpn чизик 
булишини исботлаш мумкин.

2-м исол. Ушбу

нантга эга. Бу акслантириш тескари акслантиришга эга эмас ва у текислик 
нинг Jjhhh- ^зига бир кийматли аксланшцини ани^ламайди. Хакикатан нам, 
(*) муносабатларлан куриш осонки, 2 1 , 3х2 =  0  т ^ р и  чизикнинг исталган 
М нуктасининг образи координаталар бошидир, чунки у, =  2хх +  =  0  ва

чизикли акслантириш айнимаган акслантиришдир; бунда х;ар бир М ( х х 2) 
нуктанинг образи Охх укка нисбатан симметрик булган N нуктадир (кузгули 
акслантириш) Масалан, /И(1; 2) нуктанинг образи /V (1; —2) нуктадир.

ОМ  вектор — М ( х х\ дс2) нукганинг ради ус-век  гори булсин: 
О М  ~  jr,e, 4 - х 2е2. (123) акслантириш б у -в е к т о р га  М  нуктанинг 
образи булган N нуктанинг ради ус-вактори  O N  ни мос куяди: 
O N  =  У4е , - Ь у 2е2; бу векторларнинг хх, х г ва у,, у2 координ ата­
лари бир-бири билан (123) формулалар оркали богланган.

Пировардида шуни айтиб утамизки, 0.«,л:2л;з фазо  булган  * о л -  
да чизикли акслантириш

тенгламалар системаси билан аникланади. Агар бу  А  матрицанинг 
детерминанта нолга тенг булмаса, у *олда акслантириш айнима­
ган ёки аффин акслантириш деб аталади.

у, =  2* , + з * „  \ 
у2 -  4хх +■ 6 * 3 } 

чизикли акслантириш айииган акслантиришдир,
2 3

детерми-

(*)

чунки унинг А «• матрииаси нолга тенг булган А —

У1 ■= *1,
У2 =  —х,

(*)

матрицали
У1 == -f- Я13Х3,
У2 —  0-2XX t -j- йаг-^а ~Ь 

Уз “  Дз1-«1 ~Н ^за^а Ч" ^зз-^з
(128)

матрица-устунларни киритиб, айнима-



ган акслантириш учун (124) 
ва (126) тенгламаларга у х ­
ш аш  куйидаги иккита мат- 
рицавий тенгламани зосил 
киламиз:

V = A X ,  X  =  A ~ l У.

Фазони аффин аксланти- 
ришда текисликнинг образи 
текислик, тугри чизикнинг 
образи эса тугри чизик бу- 
лишинч курсатиш мумкин.

2. К о о р д и н ата  арни  а л ­
м аш ти р и ш . Q текисликда  

ортлари е, ва е2 булган О х ,х } тугри бурчакли координаталар систе- 
масини караймиз. О х ,х г координаталар системаси билан бир катор- 
да (биз уни эски система деб атаймиз) ортлари е| ва е' булган ян­
ги Ох\ х \  координаталар 'систем асини караймиз. Эски ва янги 
системаларнинг координаталар боши устм а-у ст  туш ади (5 9 - раем).

О текисликда ихтиёрий М  нуктани оламиз. Айгайлик, х и х 2— 
унинг эски си темадаги координаталари, x'v  х'г эса янги система- 
даги координаталари  булсин. Эски ва янги координаталар ораси­
даги богланишни топамиз. Бунинг учун М  нуктанинг ОМ  р ади ­
у с -в ек то р и н и  е , ,е 2 ва е ' ,  е ' ортогонал базислар буйича ташкил 
этувчи ларга  ажратамиз:

О М  =  x , e t +  д-2е2, ОМ =  х [е \  +  х ^ .

Ш ундай  килиб,

х ,е ,  +  х 2е2 =  х\е\  +  x je j .  (129)

(129) тенгликнинг иккала томонини е, га скаляр  купайтира­
миз. е, - е, =  1 ва е, • е2 =  0 эканлигини зисобга  олиб, куйидагини 
зосил  киламиз:

X i— д с ; { е , - е ; ) + ^ ( е ,  • ej). (130)

(129) тенгликнинг иккала томонини е 2 га скаляр  к^пайтириб 
юкоридагига ухш аш  куйидагини зосил к иламиз:

*2 =  х \ (е2 • е ' )  х '  (е2 • е ') .  (131)

К уйидагича белгилаш лар  киритамаз:

=  е, • е', =  |е,|  J e ; | c o s  (e t , е;) =  cos ( e ,T e ; ) t 

a i2= e ,  -e' =  cos (e , ,  e')> (132)

«21 =  e2 • e; =  cos (e2, e,'), a22 -  e* • e ' =  cos (e2, e'),



Бу долда (130) ва (131) тенгламалар куйидаги куриниш да ёзилади:

# 1  =  <*11 Х\ +  а 12

х 2 =  а22х' +  а21х'2' j ( 133)

(133) формулалар  т еки сл и кда  к о орд и н ат аларн и  а л м а ш т и - 
риш  ф орм улал ари ,

L =  (*и ) (134)
\ а 21 а 22 }

матрица эса алм аш т ириш  матрицаси  д еб  аталади.
/  -X \ ( х! \

X  — I * | ва АГ' =  ( ‘ J матрица-,устунларни караймиз. У д о л ­

да  (133) координаталарни алмаштириш ф орм улалари  матрииавий 
ш аклда куйидагича ёзилади:

X - L X ' .  *

L матрицанинг баъзи хоссаларини аниклаймиз. Энг аввало ej 
ва е 2 векторларнинг e j ,  янги базис буйича ёйилмасини топа­

миз: np , = с о з ( е , , е ' )  =  аи , пр , е , = а 12)пр , e 2 =  a2l)np , e 2 =  a2l! 
ei , е2 е, е2

булганлиги учун

е ,  =  а „  е ; +  «12е Ц
е 2 =  «21 е | -{- а22 ( 135)

(135) ф о р м у л а л а р  е ( , е 2 векторларнинг e ' t е '  базис буйича 
ёйилмасини беради. е |  ва ортларнинг e t , е 2 базис буйича ёй н л-  
масини шунга ухш аш  досил киламиз:

e; =  an e, + a a i ^ . l  (136)
— a 12®l <*2262- j

e t ■ e, — ] ,  e} • e 2 =  0, e2 • e2 =  1 булганлиги учун (132) ва (135) 
ф ормулаларни дисобга олиб, куйидагиларни досил киламиз:

е, • е, =  +  <*?2 =  1, d  • е 2 =  аи а21 +  Я12а22 =  0,

е 2 - е 2 =  <4, +  «22 =  1* <137)

е' • ej =  1, е ' • е ' = 0 ,  е ' • е '  =  1 булганлиги учун  (136) форм ула-  
лардан юкоридагига ухш аш  куйидагини досил киламиз:

а п  + а 21 =  1 .  а 11а 12 +  а 2 1 а 22 =  0 .  а ? 2  +  а 2 2 = =  1 - О 3 8 )

Бош кача айтганда, L матрица куйидаги хоссаларга  эга: сат-  
ри (устуни) элементлари квадратларининг йигиндиси бирга  тенг; 
сатри (устуни) элементларининг бошка сатр (устуннинг) мос эле- 
ментларига купайтмалари йигиндиси нолга тенг. Бу  хоссаларга  
эга булган матрица орт огон ал  мат рица  д еб  аталади.



L матрицадан сатрларни устунларга алмаштириш йули билан
, *  / а и  °4 i  \з(оеил килинадиган транспонирланган L* =  [ матрицани

\ а |2 а22'
караймиз. Матрицалар купайтмаси L * L ни тузамиз. (137) ва 
(138) тенгликларни з^исобга олиб, куйидагини >{Осил киламиз:

,  * , / “ п М / а п «,2 ==l ah + al  ■h«12 +  '4i«jjN /1
U l 2 a2 2 / \ a2l “ 22 ; \ a i 2 ® l l + a 22a 2 ia i 2 +  a 22 /  VO I /  *' '

Ш ундай  килиб, L* матрица L матрицага нисбатан тескари  
м атрицадир, яъни L* — L"1.

И з о  jj. Агар янги координаталар системаси эски системадан 
укларни а бурчакка буриш билан ^осил килинган булса, у  %ол~ 
д а  (133) ф ормулалар  1 боб, 3 -§ ,  5 -пун ктда  курилган координата 
Укларини буриш  формулаларига ухшашлигини к^риш  осон. 

^а к и к ата н -  з^ам, бу з(олда ( 5 9 - расмга к аранг):

^  / я  \
«и =  cos ( е ь  е ')  =  cosa, a l2 =  cos (е „  e ')  =  cos f — +  aj — — sina,

*2i =  cos  (e2, e ' )  =  cos ^  =  sina, a22 =  cos (e ', e ')  =  cosa

ва дем ак , (133) формулалар  куйидаги куринишни олади:

дч =  х[ cosa — х 2 sina,

Х 2 =  х\  sina - f  х'2 cosa.

Ох, х 2 эски координаталар системасида Q текисликнинг узи-

н и -у зи га  акслантириш матрицаси A  =  ( ai1 Й12| булган
\®21 # 22/

у 4 =  auXi +  a i 2* 2, |

Уа =  я 21*1 +  «22*2 I

(123) чизикли акслантириш берилган булсин. Биз биламизки, бу  
акслантиришни У =  А Х  магрицавий шаклда ёзиш  мумкин, бунда

Х = ( * ‘ ) ,  / - ( * ) .  Бу  е р д а  х и х 2 лар М  нуктанинг ко о р д и ­

наталари, у ь  у2 лар эса унинг образи N  нуктанинг эски к о о р д и ­
наталар системасидаги координаталари. Айтайлик, янги коорди­
наталар ’истемасида М  нуктанинг координаталари х[  вал : ' ,  унинг 
образи /V нуктанинг координаталари у ',  у ' бу л :и н .  У з{олда 
(133) ф ормулаларга  кура куйидагини з^осил киламиз:

ч
X, =  «и г; + а 12х ' ,  1 
Х 2 =  <х21х ' + а 22к ' , |



шунга ухш аш

у, =  « и У '  +  а 12У 2» 1 

у2 =  а 2 1У,' + “ 22 У 2 -1

Агар — ва Р =  матрица- устунларни ва алмаш-

, /<*п а )2\
тириш матрицаси L =  ни киритиладиган булса, у зо л д а

\ *21 а22
бизга маълумки, алмаштириш формулаларици у ш б у  матрицавий 
ш аклда  ёзиш  мумкин:

X ^ L X ' ,  Y  — LY'.  (140)
Энди М  нукта ва унинг N  образининг янги О к [х 2 коорди н а­

талар системасидаги координаталари орасидаги богланишни то­
памиз. Бунинг учун (124) тенгламага X  ва Y нинг (140) ф о р м у -  
лалар  буйича ифодаларини куямиз:

LY' =  A L X '.  (141)

Б у  матрицавий тенгликнинг иккала томонини L матрицага теска­
ри L~l матрицага купайтирамиз. L~lL — E, EY'  =  Y' эканлиги­
ни зи  обга олиб куйидагини зосил киламиз:

Y ' =  A L X '.  (142)

Ш ундай килиб, янги О к ’̂ х^ координаталар системасида М .  нук­
танинг х г ва х'2 координаталари ва унинг образи /V нуктанинг 
у[ ва у ' координаталари (142) формула оркали богланган, у эса 
янги координаталар системасида Q теки:ликни узи н и -узи га  ак с ­
лантириш A  = L ~ ' A L  матрицага эга эканлигини курсагади.

Ш ундай килиб, янги координаталар системасида чизикли а к с ­
лантириш уш бу куриниш га эга:

y'2 =  a ‘2lx\ + a ’22x'2.

Б у  алмаштиришнинг А ' =  Й!2 ) матрицаси эски А  матрица
\ й21 а 22/

билан A' =  L~XAL муносабат оркали богланган.
Ю корида текислик булган зо л  учун айтилган барча м у л о за-  

залар фазо булган золга  зам  осон у т к а з и л э д и .
O x xx2x s ва Ох\ *2*3 —фазода О умумий бош га ва мос равиш - 

да  ei, е 2, е3 ва е ',е^ ,  ортларга^эга булган иккита тугри бур-  
чакли координаталар системаси булсин.

К уйидагича белгилаймиз:

ац =  е ; ■ е'. =  cos (ел ej) (/ =s 1, 2 , 3; j  =  1, 2 , 3)



Масалан: <xn =  ei - e '  =  cos ( e „  e ') , a23 =  e2 e ' =  cos 

У Долда, ю коридагига ухш аш , алмаштириш матрицаси

«И « 1 2  а 1з \  

а 21 «22 а 28 )
«31 «32 П33/

булган уш бу

Х \ =  а и  x j  +  а 12 х'у +  а ]3 х ',"!

Хч =  «21 х[  +  «22 « 2  +  «23 х 'Д  (143)
X g  =  a 3i X j -J- а 32 Х у  -(- а зз j

координаталарни алмаштириш  формулаларини досил киламиз. 
L матрица ортогонал ва

«11 «21 «31 \

«12 й22 «32 I “  L
«13 ®23 а83/

эканлигини курсатиш мумкин.
Агар OxtXtXa эски координаталар системасида алм аш тириш  

матрицаси

#11 #12 ' #1з

#21 #22 ^23

#31 #з2 #33

y t =  a i ,  л-, + a i 2Jf2 +  G ia*3>'
У 2 =  ^21 *  1 "I" ^22 "̂ *2 ~Ь #23 Х3,
Уз =  Д3) Xj -f" ^32 -*2 Н~ "̂33 "̂ 8

чизикли акслантириш берилгац булса, у  долда янги ко о р д и н ата­
лар  системасида чизикли акслантириш матрицаси A' =  L ~ i AL  
формула билан аникланади.

3. Квадратик ф ормани каноник куриниш га келтириш . И к ш  
х , ва х 2 узгарувчини нг к вадрат и к  формаси  деб, х,  ва х 2 узга- 
рувчиларга  нисбатан иккинчи д ар а ж а л и  бир жинсли к^пдадга 
айтилади:

F ( x u  х 2) =  а , ,  *2 +  2 а 12Х\ х 2 +  а 22х \. (144)

Квадратик формани матрицавий шаклда кандай килиб ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. Энг аввало, а л  — а и  д е5  олиб, ква­
дратик формани

F  ( х , , х 2) =  (a , ,  xi +  а 12х 2) х, +  ( а 2ix, - f  а 22х 2) х 2

куринишда ёзиб олам из.
¥

б^лгаи



f  CL\\ Л 12 Д *
A =  матрица квадрат ик форманинг м ат рицаси

\#21 ^ 22/ 
деб  аталади.

X  =  марица-устун  ва X *  =  ( х хх 2) матрица-сатрни кири-

тиб, (144) квадратик формани куйидагича ёзиш  мумкинлигига 
ишонч ^осил килиш осон:

F ( x \ ,  х 2) — Х*АХ.~  (145)

Хацикатан ^ам, матрицалэрни купайтириш  коиДасига ку р а  
кетма- кет  куйидагиларни ^осил киламиз:

/<211 #12\ ( Х \  N (  Я \ \ Х \  4" #12-^2 \
А Х

#21 #22/ 1*2/ \<Z2lXl 4- в-22Х2 / ’

/ a u x t +  a i?x2s

=  х, ( a u Xi 4 -0 1 2 * 2) 4- * 2  (^2 1 * 1  4- а22*2) = F(X\X2).

Xt ва x 2 узгарувчиларни O x Xx 2 турри бурчакли  к о о р д и н ата ­
лар системасидаги нукталарнинг координаталари сифатида тал-  
Кин киламиз. Янги О х\х \  тугри бурчакли координаталар система­
сини караймиз. Айтайлик, нукталарнинг эски ва янги система- 
лардаги координаталари узаро  (133) алмаш тириш  ф ормулалари

Х \  = а ц Х [  4- “12*2.
ЛГ2 =  а21 х[ 4- а22х '

оркали богланган булиб, унинг ортогонал алмаштириш матрица- 
/ а п

си £ =  булсин. (133) алмаштириш  формулаларини куй и -
\«21 «22 /

даги матрицавий шаклда ёзиш мумкин (2- пунктга каранг):

X  =  LX'.  (146)

Б у  ерда X  =  ( ^ ) .

Агар (144) квадратик формада х х ва х 2 нинг урнига уларнинг 
(133) даги х '  ва х'2 оркали ифодаларини куйсак, х[ ва х 2 у зга -  • 
рувчиларга нисбатан F (х[, х 2) квадратик формани *осил ки лам и з.

S'3 олдимизга бундай вазифа куямиз: янги О х\х \  координ аталар  
системаси ш ундай танлансинки, F(x[,x'2) квадратик формада к о ­
ординаталар купайгмасини уз ичига олган ^ад б /лм асин , бошща- 
ча айтганда, у каноник к$риниш  деб  аталадиган

F(*u * 2)  =  > , х | 2 4 - ) 2х ' 2  ( 1 4 7 )

куринишни олеин.



Ёзувни кискартириш максадида алмаштиришларни матрицавий 
ш аклда  бажарамиз. Энг аввало  X х* =  (х[ х'2) матрица-сатрни
караймиз. Ушбу тенгликнинг баж арилиш ига ишонч зосил килиш 
осон;

X * = * X ' * L ~ K  (148)

^акикатан  зам , L_ I = L * =  | а "  аа' ) булганлиги учун (2 -пунктга
\®12 ®2J/

каранг)

X  * L 1 — ( ^  Х2) /  21 ^ = ( * n J'I *t* a 12̂ a21-Vj “Ь ЯПХ%)‘
\ я)3 а22/

Бирок (133) тенгликларга асосан аих\  + « i 2̂  =  х, ва aJiAr' о2аХ  
Х ^  =  х 2 булгани учун X '* L~x~  (х},х2) =Х *.

(145)- тенгликнинг унг томонига (148) ва (146) тенгликлардан 
X *  ва X  нинг ифодаларини куямиз:

F ( x „  х 2) =  AfMA' =  ( X * / . - 1) А  (L X ') =  X '*(L ~ XAL) X ' =  F  (х[, x'J

Д ем ак , янги координаталар системасида F(x[, х \ ) =  X '* (L ~ xX  
X A L )  X х квадратик форманинг матрицаси

А'  — L~1 AL
куринишга эга. Энди янги Ох\ х \  координаталар системасини 
шундай танлаймизки, А  матрица куйидаги куринишни олеин:

А, О
А' -

Б у  ^о л д а  матрица д и а го н гл  куриниш га  келтирилган деб  а т а л а ­
ди. Бунда Р ( х [ ,х ' 2) квадрагик форма (147) куринишда ёзилади.

Ш ундай килиб, янги координаталар системасини шундай тан- 
лаш керакки , L алмаштириш матрицаси

Xt О

О

муносабатни каноатлантирсин. Б у  тенгликнинг иккала томонини 
чапдан L матрицага купайтирамиз:

I  f  ® L L ~ ' A L - E A L  =  AL.

Бинобарин, L алмаштириш матрицаси

/  К 0  \



шартни каноатлантиради. Сунгра

Xj О 
О X,

“ И  а 12

ССл» Яоо
И ^1 «12 Л2Х2

Х| *22 2̂
ва

/41
/  Я ц  t t ) 2  \  /  * п  « | 2  N  /  # 1 1 а П  *1" # 1 2 « 2 1  ® 1 1 ® И  4 "  « 1 2 ® 2 2  \  

\  Й 2! ®22 /  \  ®21 *22 /  \  ®11*11 +  # 2 2 * 2 1  ®21®12 +  # 2 2 « 2 2  /

« 1 2  

#22

булганлиги учун

*цХд «12̂ 2 \ _  ̂#П«11

CfaiXi «22̂ 2 /  V # 21*11

#П«11 +#12*21 flll«12 +  «12a22\ 
+  а 22а21 #2i*13 +  #22*22/

Бу ердан магрицаларнинг тенглиги та'ърифига кура куйидагини 
досил киламиз:

а,,Х] =  Я п «л  "4* # i2*2i>

а21Х, 4* # 2 1 * 1 1  +  # 2 2*21  .

а,2Х2 ■■ 12а 22>1
в а  ' " ,

*22̂ 2 — а 2\«12 “Г # 22*22 J
ёки

ва

«11 (#11 ---^l) +  «21#12 = 0 ,
*ll#21 +  «21 (#22 — ^l) — О

«12 (# 1 1  —  ^ г )  + * 2 2 ^ 1 2  =  0> 

«12# 2А 4  «22 (#22

«22^12 — О» 1 
- х 2) =  0.)

(149)

(150)

Шундай килиб, алмаштиришнинг домаълум «и , a la, a2t. «22 коэф- 
фициентлари (149) ва (150) тенгламалар системаларидан топилади. 
Бу системаларнинг дар бири бир жинсли системадир. Улар нол­
дан фаркли ечимларга эга булиши учун бу системаларнинг дар 
бирИнинг детерминанти нолга тенг булиши зарур ва кифоядир 
(7 • § , 7 -пунктга каранг):

=  0 .

Шундай килиб, X] ва Х2 сонлар ушбу квадрат тенгламанинг ил- 
дизларидир:

й), — X Д!12

U \ \  - 1 & to

= = 0 ,
# 1 1  ^ 2 « 1 2

# 2 1 # 2 2  “ " ^ 1 # 2 1 # 2 2  —  ^ 2

#22 _ Х =  0 (151)

еки
X2 — (а , ,  # 22) ^ 4  (# 11# 2 2  # 12# 2l)  — 0 . (1 5 Г )

Бу квадрат тенгламанинг D  дискриминанти доимо манфий эмас. 
Хак»катан,

D  =  (# „  4  Я22)2 -  4 (ап а п  -  а п а п ) =

~ а \\ 4  «^2 —2а п а 22 4  4#12а 21 =  (а п — а 32)2 4  4аЬ,



чунки а 12 =  а 21. Демак, (151) тенглама доимо ^а^щ ий илдизлар­
га эга. У А  матрицанинг характ ерист ик т енгл ам аси  деб атала­
ди. Бу тенгламанинг X, ва »2 илдизлари А  матрицанинг .кос сон- 
л а р и  деб аталади. X, ва Х2 нинг (151) тенгламадан топилган 
кийматларини (149), (150) системаларга куйиб ва уларни ечиб, 
координаталарни алмаштириш коэффициентлари а и , а )2, а.п , ап  
ни топамиз.

М и со л .  F (хх, хг) =  5хх +  4лг,дг2 +  2х\  квадратик форма каноник куринишга 

келтирилсин.
Е ч и л и ш и  Бу ерда аи =  5, ап  =  =  2, л2г =  2. Квадратик форманинг мат-

/5 2\
рицаси: \ 2  2 /

(151) хар ак тер и сти к  тенгламани тузамиз:

1 - и з о ^ .  Учта х и х 2, х 3 узгарувчининг квадратик ф ормаси 
ушбу куринишга эга:

F ( x x,x 2, x 3) =  а и х\  +  а 22х\ -f  а гъх \  -f  2 a Xix lx 2+ 2 a X3x , x 3 +■ 2а23х 2х 3. 
Бу квадратик форманинг матрицаси деб учинчи тартибли

матрицага айтилади, бу ерда а ш =  a 2l, a i3 =  a 3t, a 23 =  а 32. Л мат 
рица бу х;олда симмет рик мат рица  деб аталади.

Уч узгарувчининг квадратик формасини

куринишга келтириш мумкин, бу ерда X,, h2 ва Х3 сонлар доимо 
мусбат ва

5 — X 2 I
=  О ёки I» — 7Х +  6  =  О,

2. Z — А
бундан Хх=  1, А, =  6 . Ш ундай килиб, берилган квадратик форма х'2)=х'^-\- 

+  &*23 к а ноник куринишга келтирилади.

F (x\,x [ ,x '3) =  К х хг -ь +  ktx ? (153)

а хх ХД(2 а,Хз 
а 2\ о-22 — X а 2з — о 
а 3\ a 3i я 33 X

характеристик тенгламани каноатлантиради.

2 - и з о * .  Квадратик форманинг А 

О х, х 2 координаталар системасида
матрицасига

и з



чизикли акслантириш мос келади. Алмаштириш матрицаси /. =  
/ °и “и j булган янги Ох[х'2 координаталар системасига утишда
\ а2! °22/ ' 

чизикли акслантириш

Ух === a u x t +  Д]2х 2*

у\ =  * ; + а'пх 2

куринишни олади. Янги акслантиришнинг А' =  ( а )х й]2 ] матри-
\  а 21 а 2г /

цаси А  матрица билан А ' =  L—1 A L  муносабат оркали богланган 
(2 - пунктга каранг).

Агар янги координаталар системаси сифатида квадратик фор­
ма F (x v x 2) =  Х,дг,'2 +  Х2х 22 куринишда буладиган системани тан- 
ланса, у золда бу координаталар системасида, юкорида курса-

{ ^  > > 
тилганидек, А' матрица ( о х /  кУРинишда булади ва О х хх 2

координаталар системасида (123) чизикли алмаштириш формула -  
лари куйидагича ёзилади:

у\ =Х, • х\  +  0- х ',

у'2 =  0  • х ’ +  h  -*2 

ёки

У\ =  Xi Хц )

( ,54)
Янги О х \х г координаталар системасида М,(1; 0) ва Ж 2(0;1) 

нукталарни караймиз. Равшанки, О Ж ,=  е ( ва О М 2 =  е2. (154)
формулаларга асосан М\ ва УИ2 нукталарнинг__образлари мос
равишда Qi(Xt ;0) ва Q2(0;X2) нукталар булади. OQx = X,ei вектор 
О М , =  e t векторнинг образи, OQ2 =  Х2ег вектор эса О М 2 — е 2 

векторнинг образидир.
Шундай килиб, (154) чизикли акслантиришда ej ва ег век­

торлар мос равишда коллинеар Xje,’ ва Х2е2 векторларга акс- 
ланади.

Агар бирор чизикли акслантиришда нолга тенг булмаган шун­
дай г  вектор м авж у д  булсаки, унинг образи унга коллинеар Хг 
вектор булса, у золда бу вектор шу чизикли акслантиришнинг 
х о с  вектори, X сон эса акслантиришнинг х ос  циймати  деб ата­
лади. Шундай килиб, е, ва е2 векторлар (154) чизикли акслан­
тиришнинг хос векторларидир.'



III Б О Б
ТЕКИСЛИКДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

1-§ ТУ Р! И ЧИЗИК

1. Т^рри чизикнинг нормал вектори. Берилган нуктадан 
Утувчи, берилган векторга препендикуляр т ^ р и  чизик тенгла­
маси. Д екарт координаталар системасида тугри чизик тенглама­
сини келтириб чикарамиз. Бу (I боб, 5-§, 2-пунктга к-) берилган 
тугри чизик ихтиёрий нукгасининг х  ва у декарт координатлари- 
ни богловчи тенгламани топамиз деган суздир. Бу тугри чизикда 
ётмаган нукталарнинг координаталари тенгламани каноатлантир- 
майди.

О к у  текисликда ихтиёрий I т / F p a  чизикни караймиз (60-расм). 
Каралаёган тугри чизикнинг бирорта М ( х и у,;) нуктаси ва унга 
перпендикуляр булган N =  Л1 +  В] вектор берилган булсин. Бу 
вектор турри, я и зщ н и н г н о рм ал  вект ори  дейилади. М , нукта 
ва N нормал вектор I тугри чизикнинг О ху  текисликдаги долат- 
ни туда аниклайди. Айтайлик, М  (х\ у) нукта I тугри чизикнинг 
ихтиёрий нуктаси булсин. Шартга кура N вектор шу тугри чи- 
зикда ётган /И, М  =  (х  — x t ) i — (у — у,')j  векторга перпендикуляр. 
Ш унинг учун бу векторларнинг скаляр купайгмаси нолга тенг: 

=  О, N ва М, М векторларнинг скаляр купайтмасини у л а р ­
нинг проекциялари оркали ифэдалаб (И бо5, 5-§, 2-пунктга к.)» 
куйидагига эга буламиз: .

I турри чизикнинг ихтиёрий М  (*; у) нуктасининг координата­
лари досил килинган тенгламани каноатлантиради. Лгар О х у  те ­
кисликнинг М 2{х 2\ у 2) нуктаси I тугри чизикда ётмаса, унинг 
координаталари ( 1 ) тенгламани каноатлантирмайди, чунки бу 
долда N-Af, М 2 ф О .  Шундай килиб, (1) тенглама тугри чизик-

(1)

I
У

нинг тенгламаси экан. У  берилган  нуцт адан  
утувчи, берилган  вект орга п ерпендикул яр  
турри чизиц т енглам аси  дейилади.

^  Мисол. М, ( — 1; 3) нуктадан утувчи ва N «= 2i — 5j
N чекторга перпендикуляр т ^ р и  чизик тенгламасини то-

60- раем. ни з^ссил циламиз.



2. ТУгри чизицнинг умумий тенгламаси Аввалгн пунктда 
О х у  текисликда ётувчи ихтиёрий / турри чизикнинг т ен гл ам аси  
(декарт координаталар системасида) (1) куриниш да б ул и ш и , яъни 
х  ва у  коорд и н ат аларга  нисбатан биринчи д а р а ж а л и  т е н гл а ­
м а  булиш и  курсатилган эди.

Аксинча, х  ва у  координаталарга нисбатан ист алган  б и р и т и  
дараж али

А х  -(- B y  -f- С — 0 (2)

т ен гл ам а О ху  текисликда ётувчи бирорта турри чизикнинг тенг­
ламаси эканлигини курсатайли*.

Дакикатан, (2) тенгламада А  ёки В  коэффициентлардан жуда 
булмаса биттаси нолга тенг эмас (акс ){олда биз тенглама эмас, 
С =  0 айниятга эга буларднк). Масалан, В ф  0  булсин. У ^олда 
бу тенглама

Л ( * _ 0 ) +  Д ( у + 4 )  =  о (3)

тенгламага тенг кучли. Бирок бу тенглама (0; — С/В)  нуктадан 
^тувчи +  векторга перпендикуляр турри чизик тенг-
ламасидир. Демак, (2) тенглама бу тугри чизикнинг тенгламаси- 
дир. (2 ) куринишдаги тенглама т угри  ш зи ц н и н г  умумий. т ен г­
лам аси  дейилади. Унинг Л ва В  коэффициентлари мос равишда 
берилган турри чизик цормал векторининг координаталар укидаги 
проекцияларига тенг.

Агар озод *ад С  нолга тенг булса, (2) тенглама А х  B y  =  О 
куринишга эга ва уни х  =  0, у =  0  координаталар боши каноат- 
лантиради. Бундай ^олда турри чизик координаталар бошидан 
утади.

у  =  0 тенглама О х  укнинг тенгламаси эканлигини куриш осон, 
чунки буни координаталар бошининг координаталари каноатлан- 
тиради, нормал вектор N =  j. Шунга ухшаш, Оу  укнинг тенг­
ламаси х  =  0  куринишда булади.

3. Тугри чизикларнинг кесишиш нуктаси. Тугри чизицни 
унинг тенгламаси буйича ясаш. Иккита Л * +  £>> -}-С =  0 ва 
А ,х  -}- В ху  -f С, =  0 тугри чизиклар берилган булсин. Уларнинг 
кесишиш нукталарини топиш талаб килинСин- Бу нукта тугри 
чизикларнинг иккаласига ^ам тегишли булгани учун унинг ко­
ординаталари биринчи тугри чизик тенгламасини зам, иккинчи 
тугри чизик. тенгламасини ^ам каноатлантириши керак.

Шундай килиб, иккита тугри чизик кесишиш нукталарининг 
координаталарини топиш учун куйидаги

А х  -J- B y  -}- С =  0, j
А ,х  +  В ,у  -f- Сх = 0  j  ^

тенгламалар системасини ечиш керак булади.

1- мисол. 2х +  у — 1 — 0  ва  jf +  2 > f l = 0  турри чизикларнинг кесиш иш  
нунтасини топинг.



Е ч и л и ш и .  Изланаётган нукта координаталарини

2х  +  у  — 1 - 0 , \ 
х  + 2у +  1 -  О J

тенгламалар системасини ечиб топамиз.  Кесишиш нуктаси М  нинг координата­
лари х  =  2  ва у =  — 1 булади.

Турри чизикни унинг тенгламаси буйича кандай ясашни к у р ­
сатамиз. Тугри чизикни ясаш учун унинг иккита нуктасини билиш 
етарли. Бу нукталардан >̂ ар бирини ясаш учун улардан. биринииг 
координаталарига ихтиёрий киймат берамиз, сунгра тенгламадан 
иккинчи координатанинг мос кийматини топамиз.

Агар турри чизикнинг умумий тенгламаси А х  By — 0  да 
■берилаётган кооринаталарда икьала коэффициент х;ам ( А ф  О ва 
В ф  0 ) нолга тенг булмаса, у долда бу турри чизикни'ясаш учун 
унинг координата уклари билан кесишган нукталарни топган 
яхши.

2-м исол .  2х  +  Зу —  6  = 0  т ^ р и  чизицни ясанг.
Е ч и л и щ и. Берилган тугри чизикнинг абсциссалар уки билан -кесишган 

нуктаси М  (Xj; yj) ни топамиз. Бунинг учун уларнинг тенгламасини биргаликда 
ечамиз: Л

2х  +  Зу — 6  = 0 ,

У =  о
ва Х\ =  3, у, =  0 ни дбсил киламиз. Ш ундай килиб, берилган турри чизикнинг 
абсциссалар уки билан кесиш иш  нуктаси М  (3; 0) топилди. Энди берилган 
т ^ р и  чизик тенгламасини ординаталар уки тенгламаси билан биргаликда еча ­
миз:

2х  +  Зу — 6  = 0 ,1  

л: — 0 j

ва тугри чизикнинг ординаталар уки билан кесишиш нуктаси Л/ (0 ; 2 ) ни то п а ­
миз. Нш;оят, тугри чизикни унинг иккита М  ва /V нуктаси буйича ясаймиз (61- 
расм)..

3 -м исо л .  2у -( -5=0  тугри чизикни ясанг.
Е ч и л и ш и  TyFpH чизикнинг нормали N =  2| булгани учун тугри чизик 

абсциссалар укига параллел. Унинг тенгламасини у => — 5/2 куринишда ёзиш 
мумкин. Ш ундай килиб, турри чизикнинг ^ а р б и р  ординатаси —6/2 га тенг экан. 
Турри чизикни ясаш  у ч у н  керакли булган икки нукта координатасини ихтиёрий 
танлаш мумкин. Масалан, =  0 ва х$ =  I дейлик. У долда биз турри чизик­

нинг уни ясаш мумкин булган иккита  М (0 ;
— 5/2) pa N (I; — 5/2) нуктасини *осил кила­
миз

4. Турри чизикнинг йуналтирувчи 
вектори. Турри чизицнинг каноник 
тенгламаси. О х у  текисликда ихтиё­
рий I турри чизикни караймиз.Унинг 
^олати бирорта М  ̂ ( x t ; y j  нуктаси- 
нинг ва берилган турри чизикка па­
раллел булган ёки шу турри чизикда 
ётадиган s * = m \  + п] векторнинг бе- 
рилиши билан тула аникланади. Бу



О х
62- раем. 63- раем.

вектор / тугри чизикнинг йуналт ирувчи  вектори  дейилади (62- 
расм). Айтайлик, М ( х ; у )  — 1 турри чизикнинг ихтиёрий нуктаси 
булсин. М ,М  =  (к  — х ,)  i f  {у  — Vi) j ва s — mi - f  ftj векторлар 
коллинеар булгани учун уларнинг проекциялари пропорционал 
(II боб, 4-§, 6-пунктга к.):

Досил кил! нган тенгламани / тугри чизик исталган М ( х \ у )  нукта- 
сининг координатаси каноатлантиради. У тугри чизикнинг к а н о ­
ник т енглам аси  дейилади.

Э с л а т м а .  Агар М х < х й у ,)  нуктадан утувчи I тугри чизик 
Оу  укка параллел булса, унинг тенгламаси х  =  Х\ куринишда 
булади. Унинг йуналтирувчи вектори s дам бу укка параллел, 
демак, О х  укдаги проекдияси т нолга тенг. Бирок бу долда дам 
тугри чизикнинг каноник тенгламасини формал равишда

х  — Xj ^  У ~  У1
О “  п

куринишда ёзишга келишамиз. Шунга ухшаш, О х  укка параллел
х  Х\ У -  У\ _ 

тугри чизик тенгламаси — ~—  =  q куринишда езилади.

5. Берилган нуктадан берилган й^налиш буйича утувчи 
т^гри  чизиц тенгламаси. Тугри чизицлар дастаси. О х у  текис­
ликда О х  укни М  нуцтада кееиб утувчи / тугри чизик берилган 
булсин (63-расм). О х  ук билан / тугри чизик орасидаги а бурчак 
деб, О х  укни М  нукта атрофида соат стрелкасига карама-карши 
йуналишда даракатлантириб, унинг тугри чизик билан устма-уст 
тушгунгача бурилган энг кичик бурчакка айтилади. Агар тугри 
чизик О х  ук билан устма-уст тушеа ёки унга параллел булса, 
а бурчак нолга тенг дисобланади.

О х у  текисликда Оу  ук^а параллел булмаган I тугри чизикни 
карайлик. Унинг долати О х  ук билан / тугри чизик орасидаги 
а бурчак ва шу тугри чизикда ётган М \ ( Х \ \ у х) нукта берилиши 
билан тула аникланади. Йуналтирувчи вектор сифатида / тугри 
чизик каби О х  ук билан а бурчак ташкил киладиган s° =  cos«i-f-



+  cospj бирлик векторни оламиз. Рав­
шанки, cos£ =  sina (64-расм) булгани 
учун s°  =  cos®• i -{- sin®• j. Шунинг учун 
(5) тенгламада m =  cosa, я  =  sina деб 
олиш керак; у золда тенглама куйида­
ги шаклда ёзилади:

(б)
C0S3 s i n a

Бу тенгламани у — yi га нисбатан 
ечиб,

У — yi =  tga ( v - X i )

нй зосил киламиз. tga =  k деб белгилаймиз. У золда охирги тенг- 
лдма куйидаги

У — y t ~ k  ( X —Xi) (7)

куринишга эга булади. k =  tga тугри чизикнинг бурчак коэффи­
циента  дейилади, (7) т ен гл ам а  берилган нуцт адан берилган  
йуналиш  буйича ут увчи турри ч и з щ  т снглам аси  дейилади.

Мисол. М , (2 ;  — 1) нуктадан утиб, Ox fn  билан а =  п/3 бурчак г;осил кила- 
диган тугри чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и. Тугри чизициинг бурчак коэффициентини топамиз;  
k =  tg a  =  tg  (л/З) =  ^  3 .  (7) формула буйича изланаётган

у +  1 =  Y~Z (х  — 2 ) ёки V~3х  -  у -  1 -  2  V  3" =  О 

тенгламани досил киламиз.

Э с л а т м а .  Агар М х (-K^yi) нукта оркали утувчи чизик Оу УК* 
ка параллел булса (а = ж/2 ), унинг учун бурчак коэффициент 
ft =  tga аникланм&ган булади ва тугри чизик тенгламасини (7 ) 
куринишда ёзиб булмайди. Бу золда у х  =  х г куринишда булади.

Текисликдаги бирорта М  нукта оркали утувчи тугри чизик­
лар туплами т урри чизицлар дастаси  дейилади, М  нукга эса 
дастанинг м аркази  дейилади.

Фараз килайлик, (7) тенгламада М , (л:,; у ^  нуктанинг коорди­
наталари узгармасдан колсин, бурчак коэффициент k турли (их­
тиёрий танланадиган) кийматларни к.абул килсин. У золда k нинг 
зар бир сон кИ1“1матига М х нуктадан утадиган тугри чизик тугри 
келади. Аксинча, М х нукта оркали утувчи ихтиёрий тугри ч и зщ  
(абсциссалар укига перпендикуляр булган х  =  х,  тугри чизиц- 
дан ташкари) тула аникланган k бурчак коэффициента эга бу­
лади, демак, (7) куринишдаги тенглама билан аникланади.

Шуцдай килиб, (7) тенглама k  ихтиёрий к и й м а т л а р н и  кабул 
К и л г а н д а  маркази М , ( a v , у,) н у к гада булган т у г р и  ч и з и к л а р  
д а с т а с и н и  ( х  =  х,  т у г р и  чизикни зисобга о л м а г а н д а )  а н и к л а й д и .

6 . Тугри чизицнинг бурчак коэффициентли тенгламаси. Айтай- 
лик, О х  ук билан а бурчак ташкид киладиган тугри чизик (65- 
расм) О у  укни В (0; Ь) нуктада кессин. (7) формулада х , = 0 ,  yi =



У

В(0;д).
Уло:

'  0 X

=  b  деб олиб, бу т$три чизикнинг тенг­
ламасини тузамиз: y  — b =  k ( x  — 0 ) ёки

у  =  k x  b (8 )

ни досил киламиз. (8 ) тенглама турри чи- 
зицнинг бурчак коэффициентли т ен гл а ­
маси, b эса т^рри яизицнинг О у  уцда к е - 
савиган кесмаси  дейилади.

Хусусий долларни царайлик. Агар 6 = 0  6 5 - раем,
булса, (8 ) тенглама

y  =  k x  (9)

курицишни олади. Бу долда тугри чизик координаталар бошидан 
утади.

1-мисол. I ва III координата бугчаклари биссектрисаларининг тенламаси- 
ни топинг.

Е ч и л и ш и .  1 ва  111 координата бурчакларининг биссектрисалари коорди­
наталар бошидан утадиган  турри чизикдир, Унинг тенгламаси (9) куринишда, 
яъни у — k x  булади. Бундан бурчак коэффициент k  =  tg» =  tg(rc/4) «= 1. Ш у­
нинг учун изланган тенглама у =  х куринишда ёзилади.

(8 ) тенгламанинг иккинчи хусусий долини £ =  tga =  0  бул- 
ганда, (демак, а =  0  да) досил киламиз:

у =  6 . ( 10)
Бу О х  уцига параллел тугри чизик тенгламасидир. Агар k =  

=  0 в а  Ь — 0 булса, О х  укининг тенгламасини досил киламиз: 
у  =  0  (2-пунктга к-)-

Агар О х  укига перпендикуляр булмаган тугри чизик А х  -Ь 
+  5 y - f - C  =  0  тенглама билан берилган булса, бу тенгламани у  
га нисбатан ечиб, тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенг-- 
ламасини досил киламиз:

А С,  =  (И )

Бу ерда k =  —А!В, b =  — С/В.

2-мисол .  Тугри чизикнинг умумий тенгламаси 2 у — 2х  +  3 =  0 бернлган. 
Бу тугри чизик Оу укида кесадиган кесмани ва Ох  уки' билан бу тугри чизик 
орасидаги бурчгкни топинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган  тенгламани у га нисбатан ечиб, турри чизикнинг 
бурчак коэффициентли тенгламасини ^осил киламиз: у = х — 1,5; бу ерда k =
— tga  =  1, b ~ — 1,5. Шундай килиб, T]?FpH чизикнинг ординаталар Укида 
кесган кесмаси —1,5 га тенг. Ох  ук  билан берилган турри чизик орасидаги а 
бурчак х/4 га тенг.

7 . Берилган икки нуцта орцали утувчи тугри чизиц тен гл а­
маси. Текисликда иккита у,)  ва M 2(x2; у2) нукта берил­
ган булсин. Бу нукталар оркали утувчи турри чизикницг кано­
ник тенгламасини тузамиз. Унинг йуналтирувчи s вектори сифа­
тида M tM 2 векторни оламиз. У долда

s =  M tM,  =  (х2 -  x , ) i  +  (у, -  y,)j.



tn — x 2 — х и п =  у 2 — у , да (5) формуладан фойдаланиб

JL=J ± =  У - Л  ( 12)
-*2 —  X,  Уз — У1

га эга буламиз. ( 12) тенглама блрилган икки н уц т а орцали  
ут увчи  т урри чизиц т ен гл а м а си  дейилади.

Мисол: М ,(  1; 2) ва /И2 ( — 2; 3) нукталар оркали утувчи турри чизикнинг 
тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  ( 1 2 ) формулада х х =  1, у, =  2 , х 3 =  — 2  ва у 3 =  3 деб олиб,

у  -  2  *  - 1 .. „
—  е т - ^ _ . е к и л :  +  З у - 7  =  0

ни эфсил киламиз.

8 , Икки турри чизиц орасидаги бурчакни ^исоблаш . Иккита 
тугри чизицнинг параллеллик ва перпендикулярлик шарти. М
нуцтада кесишадиган 1\ ва / 2 тугри чизиклар мос равишда у =  
=  А,х bt ва y  =  k2x - \ - b 2 тенгламалар билан аниклансин. Бу 
тугри чизиклар орасидаги ср бурчакнинг тангенсини топамиз 
(6 6 - раем). Биз бу тугри чизиклар бир-бирига перпендикуляр 
эмас деб фараз килишимиз керак, акс ^олда tg? мавжуд булмас 
эди. / тугри чизик абсциссалар уки билан at бурчакни, 13 тугри 
чизик эса «2 бурчакни ташкил килсин. 1г ва / 2 тугри чизик кеси­
шадиган М  нукта оркали О х  ^кка параллел тугри чизик утка- 
зиб, курамизки, а2 =  а, +  <р ёки <р =  а2 — а,. Демак,-

х i  / v tgl<> — t ИЯ,tg? — tg(a2 -  a,) =  —— ----- ----- -.
1 + tg al 'g a2

Бирок» tga, =  k t , tga2 =  шунинг учун

tg<p =  T 7 T T - (13)1 -f- k2
Шундай килиб, агар иккита кесишувчи /, ва 12 тугри чизик­

лар перпендикуляр булмаса, улар орасидаги бурчакнинг тангенси 
(13) формула буйича топилади. Бунда <р бурчак /, тугри чизик- 
дан / 2 тугри чизикка караб йуналиш буйича ^исобланади.

Агар тугри чизиклар параллел булса ёки устма-уст тушеа,
a, =  a2 ва демак, tga1 =  tga2, яъни

А- 2 =  А ,. ( 1 4 )

Аксинча, агар k., — k. булса, а, =  
^  = а 2 булади ва демак, i?, в а / 2 тугри 

чизиклар ё параллел, ё уст^а-уст 
тушади Устма-уст тушадиган туг­
ри чизикларнинг параллел булиши­
ни келишиб олгандан кейин биз па­
раллел тугри чизикларнинг куйи­
даги аломатига келамиз,

Турри ч и з щ л а р  бурчак  коэффи-  
циент ларининг т енглиги  бу икки



т угри  яизиц п а р а л л е л  булишининг е т а р л и  ва за р ур и й  шар-  
тидир*.

Агар /, ва / 3 турри чизицлар перпендикуляр булса, (13) фор­
мула уз маъносини йукотади. Бирок; бу *олда тугри чизиклар 
орасидаги бурчакнинг котангенсини караш мумкин:

> 1 +  tga,  t g a ,  1 -J- k,h.
Ctgtp =  C tg (a , -  a .)  =  o- 1 — J  =  —3—J-2 .

Т}>ри чизиклар перпендикуляр булганда ctg<? =  ctg ~  =  0. Д е ­

мак, 1 +  q ; бундан 1 rf k tk2 =  0 ёки 
*2— 1̂

M 2 =  - l .  (15)
Тескари }рлни, яъни агар (15) тенглик бажарилса, ва / 2 

турри чизиклар перпендикуляр булишини исбот килиш мумкин. 
Шундай килиб, (15) ф о р м ул а  икки т урри чизиц п ерп ен ди к ул я р  
булишининг ет арли  ва зарурий  шартини иф одалайди.

1-мисол. Зх  +  у — 6  =  Отурря чизик билан х  +  2у +  1 = 0 ;  + 2 у  —1—0 
ва х  — Зу 2 =  0 тугри чизиклар досил килган бурчакни топинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган тугри чизиклар тенгламасини бурчак коэфф ициент- 
ли тенглама шаклига келтирамиз. Бунинг учун уларнинг цар бирини у га нис­
батан ечамиз:

1 1  , 1  1 2
У =  _ 3 *  +  6 ; у =  —3*  +  —; У =  ^ *  +  ? .

К^риб турибмизки, бу т^гри  чизикларнинг бурчак коэффициентлари мос 
равишда куйидагиларга  тенг: kx =  — 3, * 2 =  — 1/2, *з =  ~ 3 ва kk =  1/3. (13) 
формулага кура биринчи т^три чизик билан иккинчи т]?гри чизик орасидаги  
у бурчак тангенсийи топамиз:

t - 1 / 2  4 - 3  _

g? l + Ъ Ь  1 +  (—3) (—1/2) •
Демак, <р «» л/4.
Учинчи гугри чизик биринчи тугри чизикка  параллел, чунки уларнинг 

бурчак коэффициентлари тенг: k, =  k3 =  —3. И ккита  параллел тугри чизик 
орасидаги бурчак нолга тенг.

ТУртинчи тугри чизик биринчи тугри чизикка перпендикуляр (улар ораси -
7С \

даги бурчак — га тенг),  чунки уларнинг бурчак коэффициентлари турри чи- 

зикларнинг перпендикулярлик шарти (15) ни каноатлантиради:
=  ( - 3 )  • 1/3 =  1.

2-мисол. Af,(—3; — 1) нукта оркали утувчи ва 2х +  у — 3 =  0 тз?рри чизик­
ка перпендикуляр булган тугри чизик тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган т^гри чизик тенгламасини у =  —2х  4- 3 куринишда 
ёзиш мумкин, бундан унинг бурчак коэффициенти kx =  — 2  эканлиги келиб 
чикади. Берилган тугри чизикка перпендикуляр булган изланаётган турри чи­
зикнинг коэффициенти kx билан £16 3 =  —1 шарт оркали борланган. Демак,

%  ва 12 тугри чизиклар параллел булган долда (13) формула Гринли булиб 
колаверишини куриш кийин эмас (параллел тугри чизиклар орасидаги  бурчак  
ш артга кура нолга тенг булишини эслатиб утамиз).



9 - м0

ж ,
У

0 X

*5  =  — 1 /*х =  1/2. Энди х ! =  —3, у, =  — 1 ва 
h — 1/2 деб, (7) тенгламадан фойдаланиш кол- 
ди:

У +  1 =  ^  (*  +  3) ёки х  — Чу - f  1 = 0 .

67- раем.

9. Нуцтадан турри чизиедача бул­
ган масофа. О х у  текисликда А х - \ -  
+  B y  +  С  =  0 турри чизик ва М { х 0-, у0) 
нукта берилган булсин. М 0 нуктадан 
берилган турри чизиккача булган d  

-масофани топамиз. М а нуктадан тур­
ри чизикка туширилган перпеидику- 

лярнинг асосини у,) оркали белгилаймиз (67- раем).
Изланаётган d  масофа бу перпендикулярнинг узунлигига, яъни 
d векторнинг модулига тецг; d =  Af,/W0 =  (х 0 — *,)i +  (у0 — y,)j. 
Б у  вектор билан берилган турри чизик N =  <4i +  i?j нормал век- 
торининг скаляр купайтмасини карайлик. Бир томондан скаляр 
купайтманинг таърифидан N • d =  | N 11 d| cos <р га эгамиз, бунда 
<Р — купайтирйлаётган векторлар орасидаги бурчак. Бу векторлар 
коллинеар булганлиги учун улар орасидаги бурчак нолга ёки 
тс га тенг; шунинг учун cos<p= ± 1 .  Шундай килиб,

N - d . =  ± | N | | d | =  +  | N| r f .  (16)

И ккинчи томондан, иккита векторнинг скаляр купайтмаси улар­
нинг бир исмли проекциялари купайтмаларининг йигиндисига 
тенг:

N • d =  Л(х0 — х , ) +  В (у 0 — у,) =  Л х 0 +  В у 0 -  (А х ,  +  В у х).
Бироц •М1(л,15 Vj) нукта берилган турри чизикда ётади, шунинг 

учун унинг координаталари бу турри чизикнинг тенгламасини 
каноатлантиради: А х х -f B y t +  С — 0. Бундан А х у +  B y t — — С. 
Буни дисобга олиб, куйидагига эга буламиз:

N • d =  А х 0 +  В у0 +  С. (17)
(16) ва (17) формулаларни таккослаб, куйидагига эга буламиз:

+  | N | d =  А х 0 -j- B y  о +  С,

Ахп +  Вуо +  С | д о |  =  |Л 1  +  | =  булга- -бундан d =  ±  

ни учун
INI

^ А х  о -4- Ву0 +  С 

~  V  А* 
d  _  1 А хо +  Ву0 +  С |

У  А*+~В*

еки

( 18 )

Шуни эслатиб утамизки, (18) ф орм ула  унг  томонининг с у т 
р а т и д а  ифоданинг абсолю т  циймати турибди, у бери лган  
А х  +  B y  -f-C=0 т угр и  ч и з щ  т енгламасининг чап томонада бе~



р и л га н  координат алар урнига  бе­
р и л г а н  М 0(х 0; у0) нуцт анинг ко-  
ординат аларини  цуйиш, н ат и - 
ж асида %осил цилинади.

1-мисол.  Учбурчак узининг А( 1; 
2), В (—2; 1) ва 6(2; 3) учлари билан 
берилган. Унинг А учидан туширилган 
баланддигининг узунлигини топинг.

Е ч и л и ш и .  Иккита В(—2; 1) ва 
С(2; 3) нукта оркали утувчи тугри чи­
зик тенгламасини топамиз:

у — 3 .
------- ёки дг — 2у +  4 =  0.

- 2 - 2  1 -

Баландликнинг изланаётган узун­
лигини (18) формуладан <4(1; 2) нукта­
дан ВС турри чизиккача булган масофа 
сифатида топамиз:

, | 1 - 2 - 2  +  4|

6 8 -расм.

_1

V  Р +  ( - 2)2 у~5 5
2- мисол. 3* — 4у — 2 — 0 -ва 5*  +  12у — 1 =  О т^гри чизиклар орасидаги 

бурчак биссектрисаларининг тенгламасини тузинг.
Е ч и л и ш и .  Вурчак би сс ек т р и с ам  бу бурчакнинг гомонларидан баравар 

узоклашган текисликнинг барча нукталари тупламидир. М (х , у) нукта берил­
ган тугри чизиклар орасидаги бурчак биссектрисасининг исталган нуктаси 
(6 8 -р асм )  булсин. (18) формулага кура унинг биринчи турри чизиккача бу\дган 
масофаси

| 3 j - 4 y - 2 |  | З х  —4у — 2 1 

/ 3 2  +  ( - 4 ) 2  5

га, иккинчи тугри чизиккача булган масофаси

| 5л +  \2у — 1 1 | Ьх +  1Уу —1 1

Vb
—1Г =  ~ — ss 0,45,

К52 + 122 13

га тенг.
Биссектрисанинг таърифига  кура dx — rf5, яъни

| Зх  — 4у — 2 | | 5 х  +  12у — 1 1 

5 ~  13

Икки микдор абсолют кийматининг модули тенг булса, у ^олда бу миц« 
дорлар ёки тенг булиши керак, ё к и  факат ишораси билангина фарк к и л и ш р  
керак. Демак,

Зх  — 4у — 2 5 1  +  1 2 7 — 1 Зх — 4 7 — 2 5х  +  12у — 1 

5 =  13 ёК“  5 13

Охирги иккита  тенгламани соддалаштириб,

2х — 16у — 3 =  0 ёки 6 4 х + 8 у  — 3 1 = 0

ни х,осил киламиз л: ва у координаталар урнига берилган х  ва у  координата- 
ларни куйиб, биссектрисаларнинг куйидаги тенгламасини вдсил киламиз:

2х  — 16у — 3 =  0 ёки 64* +  8 у  — 31 =■ 0.



2-§. ИККИНЧИ Т А Р Т И Б Л И  Э Г Р И  Ч И ЗИ К Л А Р

1. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг таъриф и. Берилган 
Декарт коораинаталарига нисбатан иккинчи даражали тенглама­
лар билан аникланган эгри чизик и к к и н ш  т арт ибли эгри яизиц 
дейилади.

Умумий ^олда бу тенглама куйидаги куринишга эга булади: 

Л л 2 +  2 В х у  +  С у 2 +  2 D x  -+■ 2Еу  +  F  =  0, (19)

б у  ерда Д, 2В, С, 2D, 2Е  ва F  коэффициентлар* ^акикий сон- 
лардир, бундан ташкари Л, В  ёки С  лардан камида биттаси 
нолдан фаркли.

Аввал айлананинг тенгламаси келтириб чикарилган эди (I боб, 
5 -§ ,  2-пунктга к ) :

( х - а ) 2 +  ( y - b ) * ~ R 3. (2 0 )

Бу тенглама х  ва у га нисбатан иккинчи даражали. Демак, 
айлана иккинчи тартибли эгри чизик экан. Кейинги пункгларда 
т^ртта иккинчи тартибли эгри чизик: айлана, эллипс, гипербола 
ва парабола каралади.

2. Айлана. (20) тенгламада кавсларни очиб ва баъзи бир ай- 
ний алмащтиришларни бажариб, айлананинг куйидаги тенглама­
сини ?{0 Сил киламиз:

х 2 +  у г — 2 а х  — 2by  +■ а 2 -{- b2 — R 2 =  0. (21)

Бу тенгламани иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий тенг­
ламаси (19) билан солиштирганда айлана тенгламаси учун куйи­
даги иккита шарт бажарилганини куриш осон; 1) х ,  у коорди- 
наталарнинг купайтмаси булган х у  ли ^ад катнашмаяпти; 2) х 2 
ва у2 лар олдидаги коэффициентлар узаро тенг**.

Тескари масалани карайлик. Иккинчи тартибли эгри чизик 
тенгламасида х у  ли ^ад катнашмасин ва х 2, у 2 олдидаги коэф­
фициентлар узаро тенг, яъни А =  С ва 2В  = .0  булсин. Бу тенг­
лама айлана тенгламаси була оладими? Аввало умумийликни 
саклаган золда (19) тенглама,ia Л =  1, демак, С =- 1 деб зисоб- 
лаш мумкин, агар бундай булмаганда тенгламанинг иккала то­
монини зам Л га булиб юэориш мумкин эди.

Шундай килиб, иккинчи тартибли эгри чизик тенгламаси 
Куйидаги куринишга эга:

x 2 +  y 2 +  2 D x ± 2 E y  +  F  =  0. (22)

Бу тенгламанинг чап томонида иккита x i - \-2D x  ва у 2 +  2£у зад-

* ху,  t ва у олдидаги коэффициентлар кеш шчалик (19) тенгламани цулай ’ 
;>зиш учун  мос равишда 2В, 2D ва 2Е оркали белгиланган.

** Бу коэффициеитларнинг ^ар бири бирга тенг лиги My.yiM эмас, (21) тенг­
ламанинг иккала томонини бирорта л(Х ^ 0 ,  X ф 1) сонга *упайтирилса, айлана 
тенгламасидаги х г ва у 2 олдидаги коэффициентлар бирга тенг булмайди.



лар группасини ажратиб, уларнинг *ар бирини гула квадратгача 
тулдирамиз. У долда тенглама

х 2 +  2 D x  +  D 2 +  у2 +  2Еу  +  £ 2 -  D 2 -  Е 2 +  F  — О
ёки

(х  +  D ) 2 +  (у +  Е )2 =  D 2 +  Е 1 -  F  (23)
куринишни олади.

Мумкин булган учта *олни курамиз:
1) U 2 Е 2 — F >  0. Бу э^олда (23) тенглама ва демак, унга 

тенг кучли булган (22 ) тенглама %ам маркази 0 , (—D; — £ )  нук­
тада булган, радиуси*/? =  У D'1 +  Е 2 — F  дан иборат айланани 
аниклайди;.

2) D 2 Е 2 — F =  0. Бу *олда (23) тенглама куйидаги
(*  +  D ) 2 +  (y  +  E )2 =  0

куринишга эга булади. Ушбу тенгламани ва демак, унга тенг 
кучли булган (22 ) тенгламани ягона O ^ — D, —Е) нуктанинг 
координаталари каноатлантиради;

3) 0 2- \ -Е 2 — F < 0 .  Бу ^олда (23) тенглама ва д ем ак , 'у нга  х- 
тенг кучли булган (22 ) тенглама *ам *еч кандай чизикни аник- 
ламайди, чунки (23) тенгламанинг унг томони манфий, чап т о ­
мони эса квадраглар йигиндиси булганидан манфий була ол- 
майди. •

1-мисол.  х 2 +  у2 — 2х  +  4у — И = 0  тенглама айланани ифодалашини кур- 
саткнг ва унинг маркази координаталарини цамда ради/сини топинг.

Е ч и л и ш и .  А = С =  1 ва 2В =  0 шартлар бу ерда  бажаритади. Берилган  
тенгламани узгартирамиз:

(xz — 2х  +  1) +  (у2 +  4у +  4) -  1 — 4 -  11 -  0
ёки

(X -  1) 1. +  (у +  2 ) 2 «=16.

Биз маркази 0 ,(1; —2) нуктада, радиуси R  =  4 булган айлана тенгламаси­
ни ^осил килдик.

2 -м исо л .  х 2 +  у2 +  6 * — бу +  2 2  =  0  тенглама з^еч кандай чизикни аник* 
ламаслигини курсатинг.

Е ч и л и ш и .  Бу тенгламани узгартирамиз:

(х* +  6х +  9) +  (у 2 -г- бу  +  9) — 9 — 9 +  22 =  О
ёки

(х  +  З) 2 +  (у -  З) 2 =  - 4 .

Энди бу тенглама кеч кандай чизикни аникламаслиги равшан.

3. Эллипс. Э л л и п с  деб текисликнинг барча шундай нуктала- 
ри тупламига айтиладики, бу нукталарнинг *ар биридан шу те­
кисликнинг ф окуслар  деб аталувчи икки нуктасигача булган 
масофалар йигиндиси узгармас катгаликдир (бу катталик фокус- 
лар орасидаги масофадан катта булиши шарт).

Фокусларни F\ ва оркали, улар орасидаги масофани 2с 
о р к а л и , эллипснинг ^ар бир нуктасидан фокусларгача булган 
масофалар йигиндисига тенг Узгармас микдорни 2а  (шартга кура 
2а  >  2с) оркали белгилаймиз.



Декарт координаталар сис- 
темасини F t ва F2 фокуслар 
абсциссалар укида жойлаша- 
диган килиб, координаталар 
боши эса F\F2 кесманинг ур- 
таси билан устма-уст тушади- 
ган килиб ясаймиз (69-расм). 
Бундай танланган системада 
фокуслар куйидаги координа- 
таларга эга: чап фокус F\( -  с ;
0) ва унг фокус F 2(c\ 0). Узи- 
миз танлаган координаталар 
системасида эллипс тенгламаси­

ни келтириб чикарамиз. Шу мак<;адда эллипснинг ихтиёрий М ( х \ у )  
нуктасини карайлик. Эллипснинг таърифига кура, бу нуктадан 
F x ва F2 фокусларгача булган масофалар йигиндиси 2а  га тенг:

MF] +  M F 2 =  2а.

Икки нукта орасидпги масофа формуласидан фойдаланиб, 
M F i  =  V { х  +  с)-{- у2, M F 2 =  V ( х —с)2-\- у2 ни досил киламиз, 
демак,

V (х  +  с)" +  у2 +  V у х  — с ? у 2 =  2а. 
Бу тенгламани соддалаштириш учун уни

У ( *  +  с)2 -fr у ‘ =  2а - V { x -

(24)

-с)2-\-у2
куринишда ёзамиз. Тенгламанинг икки томонини квадратга ку- 
тариб, куйидагини досил киламиз:

(х-{-с)2-\-у2= А а 2 +(д: — с) 2 +  y 2—4 a V x  — сг - f y 2 

ёки соддалаштириш дан сунг:

сх  — а 2 =  — а У ( х  — <?)* -j- у 1.

Энди бу тенгламанинг иккала томонини яна квадратга ошириб,

с2х 2 — 2с х а 2 +  а 4 =  «*[ (х  — с)2 +  у2]
ни досил киламиз ёки айний алмаштиришлардан сунг:

(а2 — с2)х 2 +  а 2у 2 =  а 2(а 2— с2). (25)

Эллипснинг таърифига кура 2а  >  2с булгани учун а 2— с 1 сон 
мусбат.

а 2 - с *  =  Ь3 (26)

белгилаш киритамиз. У долда (25) тенглама Ь'х2 а 7у 2 — а?Ьг 
ёки



куринишни олади. Эллипснинг таърифига кура, унинг ихтиёрий 
нуцтасининг координаталари (24) тенгламани каноаглантиради. 
Бирок (27) тенглама (24) тенглама натижасидир. Демак, эллипс 
ихтиёрий нукталарининг координаталари зам бу тенгламани ка- 
ноатлантиради.

Эллипсда ётмаган нукталарнинг координаталари (27) тенгла­
мани каноатлантирмаслигини курсатиш' мумкин. Шундай килиб,
(27) тенглама эллипс тенгламаси экан. У эллипснинг каноник  
т енгламаси  дейилади.

Эллипснинг каноник тенгламасидан фойдаланиб, унинг шак- 
лини аниклаймиз. Даставвал тенглама х  ва у ларнинг жуфт да- 
ражаларини уз ичига олишига эътибор берайлик. Бу агарбирор- 
та М (х ,  у) нукта эллипсга тегишли булса( у золда абсциссалар 
укига нисбатан М (х ,  у) нуктага симметрик булган М '(х ,  — у) 
нукта ва ординаталар укига нисбатан М (х ,  у) нуктага симмет­
рик булган М " ( - х ,  у) нукта зам эллипсга тегишли булади. 
Шундай килиб, эллипс иккита узаро перпендикуляр укка эга 
экан, улар биз танлаган координаталар системасида координата­
лар уки билан устма-уст тушади. Эллипснинг симметрия уклари- 
ни эллипс уц лари  деб, уларнинг кесишиш нуктасини эллипс м а р ­
кази  деб атаймиз. Эллипс фокуслари жойлашган ук (берилган 
золда абсциссалар уки) ф окал у ц  дейилади.

Эллипснинг шаклини аввал I чоракда аниклаймиз. Бунинг учун
(27) тенгламани у га нисбатан ечиб, у = — V  а г — х* ни зосил

а
Киламиз. Равшанки, бу ерда 0 < х < а ,  чунки илдиз остидаги 
ифода манфий булмаслиги керак .л  катталик 0  д а н а  гача усган- 
да у кагталик b дан 0 гача камаяди. Эллипснинг I чоракда ётган 
булаги координаталар укияа жойлашган А (а\  0) ва 5(0; Ь) нуц- 
талар билан чегараланган ёй экан (70-расм). Энди эллипс сим- 
метриясидан фойдаланиб, эллицс 70-расмда тасвирланган шаклга 
эга экан, деган хулосага келамиз.

Эллипснинг уклаР билан кесишган нукталари ' унинг учл ари  
дейилади. Эллипс симметриясидан эллипс А(а, 0) ва 5(0 , Ь) уч- 
ларидан ташкари яна иккита Л , ( — а, 0) ва В х{0, — Ь) учларга 
эга булиши келиб чикади. Эллипснинг карама-карши учларини 
бирлаштирувчи А А Х ва В В Х кесмалар 
ва уларнинг 2а  ва ■2 b узунликлари 
мос равишда эллипснинг к ат т а  ва 
кичик уц л а р и  дейилади. а  ва b сон­
лар мос равишда эллипснинг кат т а  
ва кичик ярим уц л а р и  дейилади. с/а  
нисбат, яъни фокуслар орасидаги ма- 
софа ярмининг эллипс катта укига 
нисбаги эллипснинг эксцент рисит е-  
ти дейилади ва одатда е зарфи би­
лан белгиланади:



с  <  а  булгани учун эллипс эксцентриситета бирдан кичик: 
е <  1. Эксцентриситет эллипснинг шаклини характерлайди. )^аки- 
катан, (26) формуладан (b/а)* =  1 — (с /а )2 — 1 — г2 келиб чикади. 
Бундан куйидаги хулоса келиб чикади: эллипснинг эксцентриси­
тета канчалик кичик булса, унинг кичик ярим уки & катта ярми 
уки а  дан шунча кам фарк килади, яъни эллипс фокал ук буй­
лаб шунча кам тортилган булади.

, у U
о — а  лимит ^олда а  радиусли айлана ^осил булади: — |-

а2
■Ц- — — 1 ёки х* +  у 2 — а 2. Бунда с =  i^ a 2— b2 =  Y a *  — а 2= 0  ва а1
эллипс фокуслари гуё битта нуктада—айлана марказида бирла- 
шиб кетади. Айлана §ксцентриситети нолга тенг: е =  0/а  =  0.

Эллипс ва айлана орасидаги богланишни бошка нуктаи назар- 
дан ^ам урнатиш мумкин. Ярим уцлари а  ва b булган эллипсни 
а  радиусли айлананинг проекцияси деб караш мумкинлигини 
курсатамиз.

Узаро «(cosa =  b/а)  бурчакни ташкил киладиган Р  ва Q те- 
кисликларни карайлик (71-расм). Р  текисликда О Х У  координа­
талар системасини, Q текисликда эса О х у  координаталар систе­
масини ясаймиз. Координаталар боши О  ва текисликларнинг 
кесишиш нуктаси билан уст маг уст тушадиган абсциссалар -уки 
иккала координаталар системаси учун умумий. Р  текисликда 
маркази координаталар бошида, радиуси а  булган

Х * + У 2 =  а г (29)
айланани карайлик. Л1(Х; Y) — айлананинг ихтиёрий нуктаси, 
N ( x ,  у )—унинг Q текисликдаги проекцияси ва К (х ,  0 )— М  нук­
танинг О Х  Укдаги проекцияси булсин. A(jf, у) нукта ярим у К- 
лари а  ва b булган эллипсда етишини курсатамиз.

Дакикатан, ясалишига кура Х  =  х ,  Бундан тацщари, K M N  
учбурчакдан у  — K N  =  К М  cosa =  Y • Ь/а га эгамиз, бундан Y =  
=  ау/Ь.  (29) тенгламада X  ва У ларни л: ва у ифодалари билан 
алмаштириб, куйидагини 5{Осил киламиз:

х 1 +  ( - ' f ^ a 2 ёки =
\ ь } а* ьг

Биз курамизки, Щ х ;  у) нукта­
нинг координаталари ярим укла- 
ри а  ва b булган эллипсни кано­
атлантиради. Бу (29) айлананинг 
ихтиёрий М ( Х ,  У) нуктасининг 
проекцияси . эллипсга тегишли 
эканлигини билдиради. Аксинча, 
эллипснинг ихтиёрий N (x ,  у)  
нуктаси айлананинг Л1(Х , У) нук­
тасининг проекцияси булишини 
куриш осон. Шундай килиб, эл-

71- раем. липе айлананинг проекцияси экан. •



1-мисол. Катта ярим Уки а = Ъ ва эксцентриситети s = 0 , 6  булган цолда 
эллипснинг каноник тенгламасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кура е =  с/я = 0 , 6  Демак, фокуслар орасидаги ма- 
:офанинг ярми с — а • 6  =  5 • 0,6 =  3. Бирок бу з^олда эллипс кичик >рим 
ухининг квадрати Ь2 «= аг — с3 =  25 — 9 =  16. Шундай килиб, эллипснинг излан­
ган каноник тенгламаси куйидагича булади:

25 16

2 -м и с о л .  уИ,(2; —3) нукта оркали утувчи, катта ярим уки а =  4 булган 
эллипснинг каноник тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  а =  4 да  эллипснинг каноник тенгламаси куйидаги кури- 
нишга эга:

16 +  “
/И,(2 —3) нуктанинг координаталари 6 j к 'игламани каноатлантириши

2 2 (— 3)5
керак. Демак, — + ---------  =  1, Бундан Ьг=  12 ни гопиб ва у  ни (*) тенг дама-

16 о2
га куйиб, эллипснинг изланган каноник тенгламасини ^осил киламиз:

х 2 у2 

16+ 12 =  '

Гипербола. Г и п ер б о л а  деб, текисликнинг барча шундай 
нукталари тупламига айтиладики, бу нукталарнинг дар биридан 
шу текисликнинг ф о к усл а р  деб аталувчи берилган икки нукта­
сигача булган масофалар айирмаларининг абсолют кийматлари 
узгармас булади (бу катталик нолга тенг булмаган ва фокуслар 
орасидаги масофалардан кичик булган шартда).

Fx ва Fi фокуслар орасидаги масофани 2с  оркали, гипербола- 
нинг дар бир нуктасидан фокусларгача булган масофалар айир- 
масининг модулига генг булган узгармас микдорни 2а  оркали 
(0 <  2а  <  2с шарт буйича) белгилаймиз. Эллипс долида булгани 
каби абсииссалар укини фокуслар оркали утказамиз, FXF2 кес- 
манинг уртасини эса координаталар боши деб кабул киламиз 
(69-расмга к). Бундай системада фокуслар — с\ 0) ва F2{c\ 0) 
координаталарга эга булади. Танланган координаталар система­
сида гипербола тенгламасини келтириб чикарамиз. Гиперболанинг 
таърифига кура унинг ихтиёрий М (х;  у)  нуктаси учун | M t^  —
— M F 2\ -  2а  ёки

M F, -  М Р 2 =  ±  2а.

Бирок 'M F X а= У  ( х  +  с у  +  у 1 ва M F 3 =  У ( х  — с у  -f-y2. Демак

V  {х  +  с у у *  — У ( х  — с)* +  у а =  ±  2а. (30)
Эллипс тенгламасини келтириб чикаришдагигаухшаш соддалаш- 
тиришларни бажаргандан сунг, 'куйидаги тенгламани досил кила­
миз:

(а2 — с2) * 2 +  а 2у8 =  а 2(а2 — с2), (31)

бу (30) тенгламанинг натижасидир.



Бу тенглама эллипс учун з^осил цилинган (25) тенглама билан 
бир хил эканлиги куриниб турибдн. Бирок (31) тенгламаДа ги­
пербола учун 2а  < 2с булгандан айирма нолдан кичик: а г—с2< 0 . 
Шунинг учун

=  (32)

деймиз. У з^олда (31) тенглама куйидаги куринишга келтирилади:

5 - S - 1* (33>

У ги пербол ан и н г каноник т енглам аси  дейилади. (33) тенг­
лама (32) тенгламанинг натижаси сифатида гиперболанинг истал­
ган нуктаси координаталарини каноатлантиради. Гиперболада 
ётмайдиган нукталар (33) тенгламани каноатлантирмаслигини 
курсатиш мумкин.

Каноник тенгламасидан фойдаланиб, гиперболанинг шаклини 
аниклаймиз. Бу тенглама берилган координаталарнинг факат жуфт 
даражаларини уз ичига олади. Демак, гипербола иккита сим­
метрия укига эга, бу золда улар координаталар уки билан уст- 
ма-уст тушади. Бундан буён гиперболанинг симметрия укларини 
гиперболанинг уц л а р и ,  уларнинг кесишиш нукталарини эса гипер-. 
боланинг м арк ази  деб атаймиз. Гиперболанинг фокуслари жой­
лашган ук ф о к а л  уц  дейилади.

y - - ^ j c 5^ f l 5 (34)

булган I чоракда гиперболанинг шаклини текшириб курамиз. Бу 
ерда х ^ - а ,  чунки илдиз остида мусбат сон булиши керак. х  
м щ д о р  а  дан оо гача усганда у' микдор 0  дан +  00 гача усади. 
Гиперболанинг I чоракда ётган булаги 72-раемда тасвирланган 
М А  ёйдан иборат.

Гипербола координаталар укига нисбатан симметрик жойлаш- 
ганидан, бу эгри чизик 72-расмда тасвирланган куринишга эга. 
Гиперболанинг фокал ук билан кесишган нукталари унинг у ч л а ­

ри  дейилади. Гипербола тенглама- 
сида у =  0  деб, унинг учларининг 
координаталарини топамиз: х== ± а .  
Шундай - килиб, гипербола иккита 
учга эга экан: А(а\  0) ва Л,( — а; 0). 

'Гипербола ординаталар уки билан 
кесишмайди. Хакикатан, гипербола 
тенгламасига х = 0  ни куйиб, у учун 
мав^ум кийматларни >;осил кила­
миз*: у =  ±  V — Шунинг учун

72- раем. гиперболанинг фокал уки %ациций

СУ  — ------------------

* VII боб, 3- §, 1- пунктга царанг,

У
/

\ ■В(о;6) J

А (а-,о) [  Fz т

J  ° г Г  '  ~

/ в м  \



Щ, фокал укка перпендикуляр булган симметрия уки эса гипер- 
боланицг м ав^ум  уц а  дейилади.

Шунингдек, гиперболанинг учларини туташтирувчи кесма ва 
унинг 2а  узунлиги з?ам деб аталади. В  (О, Ь) ва
5 j(0 ; —b) нукталарни туташтирувчи кесма ва унинг 2Ь' узунли­
ги 5$ам гиперболанинг м ав^ум уци  деб аталади. а  ва Ь сонлар 
мос равишда гиперболанииг %(ЩЩЧй ва мав^ум  ярим  у ц л а р и  
деб аталади.

Энди гиперболанинг I чоракда жойлашган ва у = ~ - У  х г — а?

функциянинг графиги булган булагини карайлик. Бу графикнинг 
координаталар бошидан етарлича катга масофада жойлашган 
нукталари координаталар бошидан утувчи ва k — bja  бурчак 
коэффициентам  эга булган

у =  — х
а

(35)

тугри чизикка исталганча якин булишини курсатайдик.
Шу максадда битта х  абсциссага эга булган ва мос равишда

(34) эгри чизикда ва (35) тугри чизикда (73-расм) ётувчи икки­
та М (х;  у )  ва N(X‘i У) нуктани караймиз ^амда бу нукталарнинг 
ординаталари айирмасини тузамиз*:

У— у =  г - х ------У  х 2 — а 2 =  — ( х — У  х 2 — а 1) =
а а

* (х ~~ У  +Да)
а

1 \
а

Ь_
а

аЬ

X V  -t- а'1 х  +  V  x's—и1

Бу касрнинг сурати узгармас микдор, махражи эса х  чексиз 
усганда чексиз усади. Шунинг учун У— у  айирма нолга инти- 
лади, яъни абсцисса чексиз усиши билан М  ва N  нукталар бир- 
бирига чексиз якинлашади.

Гиперболанинг координаталар укига нисбатан симметриясига
кура яна бигта у  =  — — х  тугри чизиц булиши керак. Коорди-

а
наталар бошидан чексиз узоклаш- 
ган сари гиперболанинг нукталари 
бу турри чизикка чексиз якинла- 

ь ъ шади. у — — х  ва у  = ------х  турри
х  a

чизиклар гиперболанинг асим пт о­
т а л а р и  дейилади. 7 4 -расмда ги­
пербола ва унинг асимптоталари- 
нинг узаро жойлашиши курсатил- 
ган Бу чизмада гипербола асимп- 
тоталарининг кандай ясалиши *ам 73- раем.

* TyFpit чизик нуктасининг ординатасини гиперболада ётган нуктанинг у 
ординатасидан фарк килиш учун У оркали белгиланган.



курсатилган. Бунинг учун маркази координаталар бошида бол­
тан, томонлари мос равишда 2а  ва 2b га тенг ^амда О х  ва Оу  
У^ларига параллел булган C D E H  т^гри туртбурчакни ясаш ке­
рак. Бу асосий  тугри туртбурчак дейилади. Икки томонга чек­
сиз давом этган унинг диагоналлари эса гиперболанинг асимп- 
тоталаридир. Гиперболани ясашдан аввал унинг асимптоталарини 
ясаш тавсия цилинади.

Фокуслари орасидаги масофа ярмининг гипербола ^аки^ий 
^цига нисбати гиперболанинг эксцентриситеты, дейилади ва 
одатда s ^арфи билан белгиланади:

е =  с/а (36)

Гипербола учун с > а  булганидан, гиперболанинг эксцентриси- 
теги бирдан катта: е >  1. Эксцентриситет гиперболанинг шакли­
ни характерлайди. Дакикатан (32) формуладан куйидаги келиб 
чикади: (b ja )2 =  (c ja )2 — 1 =  е2 — 1. Бундан эксцентриситета кан- 
чалик ккчик булса, гиперболанинг ярим уклари нисбати bja  шун- 
чалик кичик булиши куринади. Бирок bja  нисбат гипербола 
асосий тугри туртбурчагининг шаклини, демак, гиперболанинг 
узининг шаклини аниклайди. Гиперболанинг эксцентриситета кан- 
чалик кичик булса, унинг асосий тугри ту.ртбурчаги фокал ук 
йуналиши буйича шунчалик тортилган булади.

Агар гиперболанинг ^акиций ярим уки мав^ум ярим укка 
тенг булса (а  — Ь), у тенг т ом онла  (ёки тенг ён л и )  ги пербол а  
дейилади. Тенг томонли гиперболанинг каноник тенгламаси

-  — ^  =  1 
а2 а3

ёки
JC2"— у г =  а 2 (37)

куринишга эга булади. Тенг томонли гипербола асимптоталари- 
нинг тенгламаси



куринишда булади ва демак, координата бурчакларининг биссек- 
трисалари булади.

Тенг томонли гиперболанинг эксцентриситети:

s =  cla  =  V a l +  а 31 а = У  2 .

1-мисол. Фокуслари орасидаги масофа 26 га, эксцентриситети эса 13/12 га 
генглигиии билган долда гиперболанинг каноник тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  Ш артга кура 2с =* 26 ва в cja =  13/12. Демак, гипербола­
нинг катта ярим уки а =  12/13 • с =  (12/13) . 26/2 — 12. (32) формулага кура 
гиперболанинг кичик ярим -Уки b У с?—, а? = V  132 — 122 =  5. Гипербола

х.2 у2
тенгламасининг куриниши куйидагича булади: —  — —  =  1 .

144 2о
2-мисол Уклари координата Уклари билан устма-уст тушадиган гипербола 

Afi(— 3; V  2 / 2 )  ва Л42(4; —2) 'н укталар  оркали утади, Унинг каноник т ен гл а ­
масини топинг.

Е ч и л и ш и .  Гипер&оланинг каноник тенгламасини ёзамиз:

1
а2 Ь2=" '

Бу тенгламани Мх( — 3; V  2 / 2 )  ва /И2 (4, —2) нукталарнинг координаталари 
Каноатлантиради, Демак,

( -  З)  ̂_  ( j / 2/2 ) =  j ва 4» _  ( -  2)2 _  х 
а2 *2  а а 63

ёки

—  -  —  1 ва —  -  — -  Iа2 ~  Ь2 =  83 а2 Ь» ~  ‘
Бундан а 2 =  8  ва й2 =* 4 ни топамиз ва уни гиперболанинг каноник тенг­

ламасига куямиз дамда узил-кесил куйидагини ^осил киламиз:

х г у 2

8 ~ Т "  1
5. Парабола. П а р а б о л а  деб, текисликнинг фокус  деб аталув- 

чи берилган F  нуктасидан ва директ риса  деб аталувчи берил­
ган тугри чизикдан баравар узоклашган барча нукталар тупла­
мига айтилади (фокус директрисада ётмайди деб фараз цилинади).

Фокусдан директрисагача булган масофани р  оркали белги- 
лаймиз. Бу катталик параболанинг п а рам ет ра  дейилади.

Парабола тенгламасини келтириб чикарамиз. Абсциссалар 
укини шундай жойлаштирамнзки, у директрисага перпендикуляр 
булиб, фокус оркали утсин ва директрисадан фокусга караб мус­
бат йуналишга эга булсин (75-расм). Координаталар боши си­
фатида фокусдан директрисага туширилган FR  перпендикуляр- 
нинг уртасини танлаймиз. Шундай килиб, танланган системада 
фокус F(pj2; 0) координаталарга эга. Директриса тенгламаси 
х  =  — р/2  куринишни олади.

Айтайлик, М (х \  у )—параболанинг нуктаси булсин. Парабола­
нинг таърифига кура, М {х\  у) нуктанинг директрисадан M N  
узоклиги унинг фокусдан булган /И/’ масофасигатенг: M N = M F .



75-чизмадан равшанки, M N  =  NQ +  QM  =  4- х ,  M F  =  

* = } /  (*  — ^ ) '  +  (У — ° ) 2- Демак,

- f +  я = | /  { r - Q  + y s.

Бу тенгламанинг иккала томонини квадратга кутариб, -\- р х  -f- 
+  'т = х * - р х  +  ^  +  у* ни еки соддалаштиришлардан сунг

У2 =  2рх  (39)
ни зосил киламиз.

(39) тенглама параболанинг каноник т енглам аси  дейилади. 
Уни равшанки, параболанинг ихтиёрий нукталари каноатланти- 
ради. Параболада ётмаган нукталарнинг координаталари (39) 
тенгламани каноатлантирмаслигини курсатиш мумкин.

Каноник тенгламаси буйича параболанцнг шаклини текшира- 
миз. Бу тенгламага у  факат жуфт даража билан (квадратда) 
катнашганлиги учун абсциссалар уки параболанинг симметрия 
уки булади. Бутун эгри чизик ординаталар укидан унг томонда 
жойлашган, чунки (39) тенгламанинг чап томони манфиймас ва 
дем ак , бу тенгламанинг унг томонида жойлашган х  манфий була i 
олмайди. х = 0  да у = 0 га эга буламиз. Демак, парабола коорди­
наталар бошидан утади. л: чексиз усганда у  нинг абсолют кий­
мати зам чексиз усади. (39) тенглама билан аникланадиган па­
рабола 76-расмда тасвирланган куринишга эга.

Параболанинг симметрия уки ф окал  дейилади. Парабола­
нинг симметрия уки билан кесишиш нуктаси унинг учи дейилади. 
Берилган золда параболанинг учи координаталар боши билан 
устма-уст тушади.



Мисол. у1 — 6 х  парабола берилган. Унинг директрисаси  тенгламасини 
туэинг ва фокусини топинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган тенгламани параболанинг каноник тенгламаси (39) 
билан таккослаб, курамизки, 2/> — 6 , р  — 3. Парабола директрисасининг тенг­
ламаси х  «= -  / ? / 2  ва фокуси / > / 2  ва 0  координаталарга эга б^лганндан, к^ри- 
лаётган х,ол учун директриса тенгламаси х  — — 3/2 ва  фокус f (3 /2 ;  0 ) булади.

Э с л а т м а .  Агар параболанинг фокал уки деб ордината уци- 
ни кабул цилсак, парабола тенгламаси цуйидаги куринишда бу­
лади:

х 2 =  2ру.  (40)

6 . Айлана, эллипс, гипербола ва парабола конус кесимлар  
сифатида. Берилган тугри чизицни уни кесувчи бошца бир тур­
ри чизиц (айланиш уцлари) атрофида айлантириш натижасида 
з^осил цилинган сирт доиравий конус  дейилади. Бунда айланаёт- 
ган тугри чизиц узининг исталган ^олатида конуснинг ясовчиси  
деб, турри чизицнинг айланиш уци билан кесишиш нуцтаси эса 
конуснинг учи деб аталади. Конус унинг учи  ажратиб турадиган 
иккита паллага эга.

Айлана, эллипс, гипербола ва параболани доиравий конуснинг 
учидан утмайдиган текисликнинг кесимлари сифатида ^осил ци- 
лиш мумкин. (Бунинг исботини биз келтирмаймиз.) Шунинг учун 
бу эгри чизицлар конус кесимлар  дейилади.

Агар текислик конус уцига перпендикуляр булса, кесимда 
айлана ^осил булади.

Агар текислик уцца перпендикуляр булмай, конуснинг факат 
битта палласини кесса ва унинг ясовчиларидан биттасига з^ам 
параллел булмаса, кесимда эллипс ^осил булади.

Агар текислик конус ясовчиларидан L
бирига параллел равишда унинг палла- 
ларидан бирини кесса, кесимда. пара- кП~т 
бола х;осил булади.

Ни^оят, агар текислик конуснинг ик- 
кала палласини кесса, кесимда гипер­
бола 5$осил булади (77-расм).

Иккинчи тартибли эгри чизицлар фан 
ва техниканинг куп со^аларида кенг 
цулланилади. Бунга мисоллар келгира- 
миз.

1. М аы умки, цуёш системасининг 
планегалари Куёщ жойлашган умумий 
фокусга эга эллипслар буйича х,аракат 
цилади.

2. Агар парабола фокусига ёруглик 
маибаи жойлаштирилса, параболадан 
цайтган нурлар унинг уцига параллел'
^олда кетади. Прожекторнинг тузилиши 
шу хоссаги асосланган. 77-расм .



3. Механикада исбот цилинганидек, Ер юзидан горизонтга 
цараб бурчак остида и0= 11,2 км/с (иккинчикосмик тезлик) бош­
лангич тезлик билан чикарилган ракета парабола буйлаб Ер юзи- 
дан чексиз узоклашиб боради v 0 >  11,2 км/с бошлангич тезлик 
билан даракат килаётган ракета дам Ер юзасидан чексиз узок- 
лашиб боради, факат—гипербола буйлаб даракат килади. Нидоят, 
®0 <С11,2 км/с бошлангич тезликда ракета эллипс буйлаб дара- 
катланиб ёки яиа Ерга кайтиб тушади, ёки Ернинг сунъий йул- 
доши булиб колади.

7. Иккинчи тартибли эгри чизик тенгламасини соддалашти­
риш. Квадрат уч^аднинг графиги Эгри чизик тенгламасининг 
куриниши координаталар системасининг танланишига боглик. 
Турли координаталар системасида битта эгри чизик учун турли 
мураккабликдаги тенгламани досил килишимиз мумкин. Шунинг 
учун купинча куйидаги масала куйилади. О х  у декарт коорди­
наталар системасида иккинчи тартибли эгри чизикнинг унчалик 
содда булмаган тенгламаси берилган. Координаталарни алмаш­
тириш билан (I боб, 3 -§  га к*) берилган эгри чизикнинг тенгла­
масини досил килинг ва унинг к 5'ринишига караб эгри чизикнинг 
турини, яъни эгри чизик эллипсни, гиперболани ва д. к. ни 
тасвирлашини аникланг.. Унг томонда квадрат учдад булган куйи­
даги

у  =  а х 2 +  Ьх +  с (41)
тенглама берилган булсин. Берилган эгри чизикнинг энг содда 
тенгламасини досил килиш учун укларни параллел :<учириш фор­
муласидан (1 боб, 3 -§ , 4-пунктга к-) фойдаланамиз:

х  =>Х +  -*■()> У = У  +  Уо. (42)
бунда х п ва у0—янги О, координата бошининг координаталари. 
(41) тенгламадаги эски л: ва у координаталар урнига уларнинг 
янги X  ва Y  координаталар оркали ифодаларини куйиб:

У +  Уо —  +  Лго )2'Ь  х 0) т Ь с

ёки соддалаштиришдан сунг
Г  =  а Х 2 +  (2а х 0 +  Ь)Х  +  a x l + b x 0 + с  -  у0 (43)

ни досил киламиз.
Янги координаталар бошининг х а ва у0 координаталарини 

шундай танлаймизки, (43) тенгламанинг унг томонидаги X  ол- 
дидаги коэффициент ва озод дад нолга айлансин, яъни

2 а х й +  Ь =  0, ]
a x l  +  bx Q +  c - y Q =  О J '  >

шартлар бажарилсин.
Бу тенгламалар системасини номаълум х й ва у0 га нисбатан 

Ь 4ас Ь*
ечиб, * 0 =  — — , у0=  -  ни досил киламиз*. Бундай тан­

г а  4 а 1

* (44) дан у0 = а х 1 +  Ьх0+с  эканлиги куриниЗ турибди.



лашда янги тенгламалар системаси (43) нинг О, координаталар 
боши Y = a X 2 куринишни олади, яъни Ot Y ук симметрия 
булган параболанинг энг содда тенгламаси булади.

Шундай килиб, у =  а х 1 +  Ьх  +  с квадрат учзаднинг графмги
симметрия уци ординаталар укига параллел булган, учи ;

— —j нуктада булган параболадан иборат экан.

 ̂ Худди шундай, х  =  а у г +  Ь у + с  эгри чизик ук симметрияси
абсциссалар укига параллел ва учи |  -4а^ ~  — -^-|нуктада б^л-

ган параболадан иборат эканлигини курсатиш мумкин.
Мисол. у — 2дс2 — 8 дс +  11 парабола тенгламасини энг содда з^олга келти-  

ринг ва унинг учи координаталарини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган тенгламадагн х  ва у ларни уларнинг (42) формула 

буйича х  ва у ифо алари билан алмаштириб, куйидагиларни досил киламиз:

Y+ у0 -  2(Х  +  x t f  -  8 ( *  +  х й) +  11
ёки

У«= 2Х* +  (4х0 -  8 ) Х  +  4x1 -  8 х 0 +  11 -  у0.

4х0 — 8  = 0 ,  2*д — 8 лг0  +  11 — у0 =  0 деб олиб янги координаталар боши -  пара­
бола учлари координаталарини досил киламиз: лг0 =  2; у0 — 3. Бунда парабола  
тенгламаси Y — 2Х2 куринишни олади.

8 . Асимптогалари координаталар Уци учун цабул цилинган  
тенг томонли гипербола тенгламаси.

у  =  kjx  (45)
функциянинг графиги асичптоталари координаталар уцларк билан 
устма-усг тушадиган тенг томонли гипербола эканлигини курса­
тамиз.

Бунинг учун координаталар укини а =  тс/4 бурчакка буриб 
(78-расм), янги O X  Y координаталар системасини зосил киламиз,

бунда х ^ К р ( Х — V), ( X + Y )  (I боб, 3 -§ ,  5 -пунктдаги
мисолга к-).

х  ва у нинг бу ифодаларини (45) тенгламага куйиб,

^ {X + Y ) = k l̂ ( X - Y ) .

ёки соддалаштиришлардан сунг
,V2 - Y 2 =  2k

тенгламани зосил киламиз. Бу тенг томонли гиперболанинг тенг- 
ламасидир. Унинг закиций Уки £ >  0 да О Х  ук билан, k  <  0  да 
эса O Y  ук билан устма-уст тушади (78-расмда й >  0 деб фараз 
килинади). Бунда эски О х  ва О у  уклар янги O A Y  координата­
лар системасининг биссектрисалари булиб хизмат килади ва д е ­
мак, тенг томонли гиперболанинг асимптоталари булади. Гипер-



боланинг ^акикий Уки я  == 
=  Y 2|& |. Шундай килиб, у =  
=  k jx  функциянинг графи­
ги О х  ва Оу уклар асимп­
тоталар ролини бажаради- 
ган тенг гомонли гипербола 
экан.

9. К аср -ч и зщ л и  ф у н к ­
циянинг граф иги . Ушбу

ИХ ‘\~b j лс \
У — — ~  (46)сх+ d

функция каср-чи ?щ ли  ф ун к­
ция  дейилади, бунда а, (?, 
с ва d —узгармаслар (afb  =f= 
=£cjd). Бу функциянинг гра­
фиги асимптоталари коор­
динаталар уцига параллел 
булган тенг томонли гипер­
бола булишини курсатамиз. 

(46) тенгламанинг унг томонида турган ифоданинг сурати ва 
махражини с га буламиз ва а /с  =  а; bjc =  $\ d j c ~ ^  белгилаш-

78- раем.

лар киритамиз. У золда у  -
ак +  ( 
X +  ^

ифодани ^осил киламиз. Бу

тенгламанинг унг томонида куйидагича алмаштириш бажарамиз:
ах  +  а7 4- Э —

Х +  1
Шундай килиб,

У =  « + ■ ~ ат еки у — а = Р -  я? 
* +  t  *•* +  Т

л: +  ^ =  А ва y  — a — Y деб оламиз, яъни янги координаталар 
боши Oi(— т; а) булган х  =  Х  —  f  ва у =  Y +  a укларни парал­
лел кучирамиз. У  ^олда

у  — $ ~ ач
а:

ифода ^осил булади.
8 -пунктга кура, бу О^Х ва

О, Y асимптоталари мос равишда 
эски О х  ва О у  укларга параллел 
булган тенг томонли гипербола­
нинг тенгламасидир (79-раем).

Шундай килиб, (46) каср- 
чизикли^ функциянинг графиги 
асимптоталари координаталар 
укига параллел булган тенг то-



монли гипербола экан. Бу гиперболанинг маркази O t ( —-p.a) нук­
тада жойлашган, бунда a =  a/c; 7 =  cf/c.

10. Координаталар купайтмасини у з  ичига олган ^ад цат- 
нашмаган иккинчи тартибли эгри чизицларнинг тенгламасини  
алмаштириш.

Виз иккинчи тартибли эгри чизикларнинг турттасини: айлана, 
гипербола, эллипс, параболани караб чикдик. Иккинчи тартибли 
А х 2 4  2В ху  4  Су2 - f  2D x  4  2Е у  4  F =  0 тенглама билан аниклана- 
диган бошка эгри чизиклар мавжудми? деган савол тугилади. 
Бу саволга жавоб бериш учун куйидаги мисолларни курамиз.

1) Иккинчи тартибли {х  — х 0)2 4  (у — у0У =  0 тенгламани яго­
на (х д; уо) нуктанинг координатлари каноатлантиради (2- пунктга К-)

2) х ‘ — у2 =  0 тенгламани (х  — у) (х  +  у) — 0 куринишда ёзиб 
олиш мумкин ва у долда равшан буладики, бу тенгламани х  —
— у =  0 тугри чизикнинг ва х - \ - у  =  0 тугри чизикнинг исталган 
нуктасининг (факат шу нукталарнинг) координатлари каноатлан- 
тириши мумкин". х — у =  0 ва х  -f- у =  0 т^гри чизиклар (коорди­
наталар бурчагининг биссектрисалари) узаро координаталар бошида 
кесишади. х ‘ — у2 =  0 тенглама узаро кесишувчи иккита тугри 
чизикнинг тенгламасидир.

,.) (у — 2) ( у +  2) =  0 куринишда ёзиш мумкин булган уа =  4 
тенгламани у — 2 =  0 ва у 4 - 2  =  0 параллел тугри чизиклар нук- 
таларининг (факат шу нукталарнинг) координаталари каноатланти- 
ради. Бинобарин, y i =  4 тенглама иккита параллел тутри чи- 
зиь,нлн-г тенгламасидир.

4) л 2 — 2яу -1- у- =  0 тенгламани {х  — у)2 =  0 деб кайтадан 
ёзиш мумкин, демак, у х  — у =  0 тенгламага ( 1ваШ координата 
бурчакларининг биссектрисаларига) тенг кучли. х 2 — 2 х v +  у8 =  
=  0 тенгламани шартли равишда бир-бирига устма-уст тушувчи 
чизиклар тенгламаси дейишимиз мумкин.

5) Нидоят, шундай булиши мумкинки, х  ва у га нисбатан 
иккинчи тартибли тенглама деч кандай чизикни ифодаламайди. 
Масалан, х 1 +  у2 4  1 =  0 тенгламани х  ва у ларнинг деч кандай 
дакикий киймати каноатлантирмаиди, демак, у нукталарнинг буш 
тупламмни аниклайди.

Шундай килиб, коэффициентларининг цийматларига боглик 
равишда иккинчи тартибли (19)

А х 2 +  ‘2В ху  +  C f  - f  2 D x  4  2£у +  F  =  0

те-нглама айланани, эллипсни, гиперболани, параболани, кесишувчи 
тугри чизиклар жуфтини, параллел тугри чизиклар жуфтини, 
устма-уст тущувчи тугри чизиклар жуфтини, нуктани аниклаши 
ва нидоят, деч кандай чизикни аникламаслиги мумкин.

Бу тенглама юкорида санаб утилган чизиклардан фаркли б у л ­
ган деч кандай чизикни анйклай олмаслигини курсатиш мумкин.

Коэффициентларнинг берилган сонли кийматларида (19) тенг­
лама кандай чизикни аниклашини билиш учун коордннаталар 
укини буриш ва параллел кучириш каби алмаштиришдан фой-



даланилади. 11 -пунктда буриш алмаштирпши ёрдамида (19) тенг- 
ламадан координаталар купайтмасидан иборат зад  цатнашмаган 
иккинчи тартибли тенгламага зар  доим утиш мумкинлиги кур- 
сатилади. Сунгра параллел кучириш алмаштириши ёрдамида зар 
доим иккинчи тартибли эгри чизикнинг энг содда тенгламасини 
Зосил килиш ва у буйича эгри чизикнинг турини аниклаш мум­
кин. Бунинг^кандай бажарилишини мисолда курсатамиз.

Мисол. Укларни параллел кучириш ёрдамида х'4 — 2у '• +  2к  12у — 33 *= О 
эгри чизикнинг энг содла тенгламасини досил килннг ва уни ясанг.

Е ч и л и ш и .  х ни уз ичига олган дадлар ва у ни уз ичига олган дадлар 
учун тула квадрат  ажратиш  билан куйидаги алмаштиришни бажарамиз:

-  2у 3 +  12у =  -  2 ( у 1 -  бу) =  -  2(у2 -  бу +  9 - 9 )  =  - 2  (у - 3 ) а +  18. 

Берилган тенгламани энди куйидагича кайта ёзиб олиш мумкин:

Янги координаталар боши Ot (—1; 3); л: =  А"— 1; у  «= У +■ 3 булган укларни па­
раллел кучириш алмаштиришини. бажарамиз. У долда эгри чизик тенгламаси

кУринишни олади. Бу  ярим уклари а — 4 ва Ь = 2У 2 булган гиперболатенгла- 
масиДир. 8 0 - раемда бу эгри чизик О, ХУ  координаталар системасида ясалган. Би­
рок бу аввал берилган Оху  координаталар системасига дам тааллукли дейиш 
мумкин (бу дам 8 0 - раемда берилган).

11. Иккинчи тартибли эгри чизиц тенгламасини соддалаш ­
тириш.

Квадратик шаклларни алмаштириш ёрдамида иккинчи тартибли 
эгри чизикнинг (19) умумий тенгламаси А х 1 +  2B x v  +  Су24- 2D x  +  
-Ь 2£у  +  А =  0 ни кандай соддалаштиришни курсатамиз. Агар бу 
тенглама координаталар купайтмасини уз ичига олган задни уз

х'2 +  2х =  х 2 +  2х +  1 — 1 — (х +  1 )а — 1 ;

(X +  1)3 —2 (у -  3)3 - 1  +  18 -  33 =  0,

бундан

( * +  I ) ’ — 2 ( у - 3 ) 2 =  16 ёки (У — З ) 8

8

№ У 
16 8

У

У,

X Энди (19) тенгламада

ичига олмаса, яъни 2 В =  
=  0  булса, у золда х ва 
у катнашган задларни 
тула квадратларга тул- 
дириб, (19) тенгламани 
каноник куринишга кел- 
тиришимиз мумкин ( 10- 
пункхга к.).

коэффициент 2В Ф  0 бул­
син. Бу золда тенгламани 
координаталар купайт­
масини уз ичига олган 
зад  цатнашмаган курп- 
нишга келтириш учун 
куйидагича иш тутамиз.



(19) тенгламанинг чап томонидаги юкори 3(адлардан ташкил 
топган F =  (х , у) =  А х 2 +  2В ху  +  Су2 квадратик шаклни караётиб, 
уни II боб, 8 -§ ,3 -п унктда  баён килинган методлар билан кано­
ник куринишга келтирамиз. Бунда иккинчи тартибли эгри чизик­
нинг умумий. тенгламаси координаталар купайтмасини уз ичига ол­
ган ^ад катнашмаган куринишга келади.

Мисол. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий

Ьх1 +  8 х у  +  5у2 — 18* — 18у -{- 9 =  О

тенгламасини каноник куринишга келтиринг.
Е ч и л и ш и .  Берилган тенгламанинг юкори ^адларидан тузилган квадратик 

форма куйидагича курииишга эга:

F (х,у) =  5 х‘ +  8 *y  +  бу1.

/5  4\
Бу  ерда ап  =  5, ап  =  ал  — 4, а 22 =  5; матрица А  =  1 ^ 1.

Характеристик тенгламани тузамиз (II боб, (151) формулага к ].'

5 - Х  4

4 5 - Х
■ 0 ёки Хз — 10Х -)-9 =  0.

Бу  тенгламанинг илдизлари X, = 9 ,  Х2 =. 1. II боб, (147) формулага биноан ян­
ги Ох'  у '  координаталар системасидаги квадратик форма куйидаги куринишда 
ёзилади:

F (■*'. У') “  К х"2 +  Л.2у 'а =  9 х ' 3 +  1 • у '3.
Эски Ох  у координаталар системасидан янги О х'у '  координаталар систе-

( 1̂1 2 \
р и  топамиз. Бунинг учун тенгламалар сис-

«21 ®22/
темасини тузамиз:

2 +  4 й£23 =  0 ,  |

4 а п  4 “  ( 5  —  9 )  а 21 =  0  J  4 а 13 +  ( 5  —  1 )  « 2 2  —  0 ,  J

( 6  —9) +  4 а21 =: 0, ’J (5 — 1) а 12 +  4се23 =  0,

ёки
—4®ц 4" 4а21 = 0, I ' 4я| 2 -f- 4я22 — 0,

4ои — 4а21 =  0  J 4а12 4“ 4?: : ° о 1
(II бобдаги (149) ва (150) формулаларга к.).

Бу системаларнинг ^ар бири битта тенгламага келтирилади: биринчи сис­
тема яи =  ог31 тенгламага, иккинчиси эса и22= — а 12 тенгламага ./ .  матрица орто- 
гоналдир (II боб, 8 - § ,  2 - пунктга к.)- Шунинг учун куйидаги тенгликлар Урин­
ли булиши кераю

а2], -(- а212 =  1 ва a32I -f- ®222 =» 1.

Айни пайтда ап  =  аи  ва а22 =  — булгани учун

“и - “и -  1 /(±  К 2 )
ва

в ц - - 1/ ( ± / 2 ). * 5 2 = 1 / ( ± / 2 )
ни топамиз ёки аниь.лих учун илдизнинг .плюс" ишоралисини танлаб, ^уйида- 
гини *осил циламиз:

« « - 1/ / 2 , «21 =  1/ 1̂ 2 , 
а12 =  —1/, У  '2, а32 “  1/ 1 2.



81- раем.

Шундай килиб, координаталарни 
алмаштириш формуласи бу лолда 
куйидагича булади:

*  =■ ( х ' ~  у'),
У 2

У “  ~ = -  (х' + у')- 
Ун

Энди янги координаталар систе­
масида эгри чизик умумий тенгла- 
масининг куйи дадлари кандай бу­
лишини топамиз:

-18*—18у+У- 18

V 2
~ ( х '  — у')  —

18 , , „ 36
— — —  (*  + у  ) + 9 — — — г -  х ' +  9.

V 2 V 2
Шундай килиб, янги О х’у'  координаталар системасида чизик тенгламаси
куйидагича ёзилади:

36 4л:'
9 ^ '»  +  у 'з  —-------  х '  +  9 — 0  ёки х"1 +  — :-------------—  + 1  — 0 .

У  2 9 У  2
х '  катнашган дадларда т^лик квадрат ажратиб, куйидагини досил киламиз:

(*' -  У~П +  =  1.

Ш ундай килиб, берилган чизик маркази янги координаталар системасида
О ( У  2; 0 )  нуктага ж о й .аш ган  эллипс экан. Эллипснинг эски координаталар 

системасига нисбатан долатини аниклаш уч>н янги укларнинг эски системага 
нисбатан жойлашишини аниклаш керак. Бунинг учун эски системанинг е, ва е 2 
ортлари дамда янги системанинг е ' ,  ва е ' 2 ортлари орасидаги бурчакни аник­
лаш етарли II бобдаги (132) формулаларга кура куйидагиларни топамиз:

cos е ' , ) =  а „  =  1 / / 2 , cos (е„ е ' 2) =  я15 =  - 1 / ^ 2  ,

cos (е2, е , ' )  -  ам =  1/У2,  cos (еа, е ' 2) =  а 22 =  1/ / 2 .

Демак, янги система уклари эски система уклари билан ташкил килади-

.ган бурчаклар е,, е , ' — 45°, е П е2 =  135, е2. ej = 4 5  , е2, е2 = 4 5 ° .  Укдар-
■ нинг жойлашиши ва эллипс 81- расмда келтирилган.



ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ
1 -§ .  Т ЕКИ СЛИ К

1. Сирт тенгламаси, I боб, 5 -§  да айтилганидек, F ( x ,  у) = 0  
тенглама, умуман айтганда, текисликда бирор тугри чизикни 
аницлайди, яъни О ху  текисликнинг координаталари я  ва у бул­
ган барча нукталар тещ ам и  бу тенгламани цаноатлантиради. 
Шунга ухшаш

F ( x , y , z )  =  0 (1)

тенглама O x y z  фазода бирор сиртни, яъни х , у ва z  координа­
т а л а р и  F ( x ,  у ,  г ) —0 т ен гл ам ан и  цаноат лант ирадигон  нуц-  
т а л а р  т уплам ини аницлайди.  ( 1) тенглама бу сиртнинг тенг­
ламаси, х ,  у , z  лар эса унинг узгарувчи координаталари дейи­
лади.

Бирок, купинча, фазо тенглама билан эмас, балки у ёки бу 
хоссага эга булган барча нукталар туплами билан берилади. Бун­
дай ^олда сиртнинг геометрик хоссаларидан келиб чиккан э$олда 
унинг тенгламасини топиш талаб цилинади.

Мисол. Маркази О, {хх\ ух\ г х) нуктада, радиуси R  булган шар сирт 
(сфера) тенгламасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Сферанинг таърифига кура, унинг исталган М (х, у, г)  нук- 
тасининг О, (х,; ух, г,) марказдан узоклиги R  радиусга тенг, яъни ОхМ =  
Бирок

ОхМ =  V{х. -  х ху  +  (у -  >Ч)а+  (г — гО*

(I боб, (2) формулага к-)- Демак, '

V  (X — +  ( у -  УО'2 +  ( * -  =  R
ёки

(X -  Х , У  +  ( У  -  у , ) 2 +  ( 2  -  *1 У -  (*) .

Биз сферанинг изланган тенгламасини ^ссил килдик, чунки сферанинг 
исталган нуктасинииг координаталари тенгламани каноатлантиради ва равшан­
ки, бу сферада ётмаган нукталар координаталари тенгламани каноатлангир- 
майдн.

Хусусан, агар сфера маркази координаталар боши билан устма-уст тушса, 
(* )  сферанинг тенгламаси куйидаги куринишни олади:

ха +  у2 +  z* =  R‘. (**)

2. Текисликнинг нормал вектори. Берилган нуцта орцали 
утувчи текислик тенгламаси. Фазода Q текисликни караймиз. 
Унинг ^олати бу текисликка перпендикуляр булган N вектор­
нинг ва Q текисликда ётувчи бирор белгиланган М , ( х х\ у,; г х) 
нуктанинг берилиши билан тулик аникланади. Q текисликка пер-



пенаикуляр булган N вектор шу текисликнинг норм ал вектори  
дейилади. Агар нормал вектор N нинг проекцияларини Л, В ва 
С  оркали .белгиласак,

N =  4 i + 5 j  +  Ck. (2)

Берилган ./Wjt*,;- у , ;  г ,)  нукта оркали утувчи ва берилган (2) 
нормал векторга эга булган Q текисликнинг тенгламасини кел­
тириб чикарамиз. Бунинг учун М, нуктани Q текисликнинг их­
тиёрий М  (х ,  у, z )  нуктаси билан богловчи (бирлаштирувчи) М \М  
векторни карайлик (82- раем). ___

Q текисликдаги М  нуктанинг ихтиёрий ^олатида M iM  вектор 
Q текисликнинг нормал вектори N га перпендикуляр булади. 
Шунинг учун скаляр к^пайтма нолга тенг: М ,М  • N =  0. Скаляр 
купайтма М ХМ. • N ни проекциялар оркали ёзамиз. M,Af =  
=  ( х  — * t )i +  (у — yt )j +  (г — Zi)k, N=y\i-{-£j-[-Ck булгани учун

М ХМ  ■ N =  А ( х  — x j  +  В (у — y t) +  С (z  — z t)

ва демак,
А ( х  -  х ^  +  В (у  — у,) +  С ( г  — г , )  =  0. (3) .

Биз Q текисликнинг ихтиёрий М ( х \  у; z)  нуктаси (3) тенг­
ламани каноатлантиришини курсатдик. Q текисликда ётмаган 
нукталарнинг координаталари бу тенгламани цаноатлантирмас- 
лигини куриш'кийин эмас (охирги ^олда ММ,  - N^ =0 ) .  Демак, 
биз Q текисликнинг изланган тенгламасини л;осил килдик. (3) 
тенглама б ерилган  нуцта, о р щ л и  ут увчи т екислик т енглам аси  
дейилади. У х , у  ва г  узгарувчи координагаларга нисбатан би­
ринчи даражалидир.

Шундай килиб, биз %ар цандай т екисликка узгарувчи  коор-  
д и н а т а л а р га  нисбатан биринчи д а р а ж а л и  т ен гл ам а мос ке-  
лиш ини  курсатдик.

1 -м и с о л .  N = 2 i  +  4k векторга перпендикуляр, М (  1; — 2; 3) ну^та оркали 
Утувчи текислик тенгламасини ёзинг.



Е ч и л и ш и .  Бу ерда Л = 2, £ = О, С = 4 .  (3) формулага биноан куйидагини 
досил киламиз.

2(х — 1) +  0 (у +  2) +  4 (г — 3) =  0 ёки  х  +  2г — 7 =  0.

(3) тенгламанинг Л, В ва С коэффициентларига турли кий­
матлар бериб, Мг (-V. у,; г ,)  нукта оркали утувчи ихтиёрий 
текислик тенгламасини досил килишимиз мумкин. Берилган нукта 
оркали утувчи барча текисликлар туплами т екисл иклар  борлами  
дейилади. А, В  ва С  коэффициентлар турли кийматларни кабул 
киладиган (3 ) тенглама т еки сл и клар  борламининг т енглам аси  
дейилади.

2 -м и с о л .  Берилган учта (1; —1; 0), /И2 (2; 1; —3) ва Af3 (— 1; 0; 1) 
нукталар оркали утувчи текислик тенгламасини тузинг ( 8 3 -раем).

Е ч и л и ш и .  Mi нукта оркали Утувчи текисликлар борлами тенгламасини 
ёзамиз:

А ( х - 1 )  +  В ( у + 1 )  +  Сг  =  0.

M,Af2 ва М,М3 векторлар изланган текисликда ётганлиги учун уларнинг 
вектор купайтмасига тенг векторни ва демак, бу текисликка перпендикуляр 
векторни унйнг нормал вектори сифатида кабул килиш мумкин:

N =  MiM3 X MiM3
i j k 
1 2 - 3  

-2  1 1
=  5i -f- 5j 4* 5k.

Шундай килиб, A  =  5, В — 5, С  =  5 ва изланган тенглама куйидаги кури- 
нишни олади:

5 (х  — 1) +  5 (у +  1) +  5г =  0 ёки х +  у +  г  =  0.

3. Текисликнинг умумий тенгламаси. 2 - пунктда %ар цандай  
т екисликка  узгарувчи  коорд и н ат аларга  нисбатан биринчи  
т арт ибли т ен гл ам а турри келиш ини  курсатдик.

Энди учта х , у  ва г узгарувчили биринчи даражали умумий 
тенгламани карайлик:

A x  +  B y  +  C z  +  D  =  Q. (4)

А , В  ёки С  коэффициентлардан камида биттаси нолдан фаркли, 
акс долда биз тенгламага эмас, балки 0  =  0  айниятга эга булар 
эдик. Аниклик учун С ф  0  деб, (4) тенгламани куйидагича ёзиб 
олайлик:

А ( х - 0 )  +  В ( у - 0 )  +  С ( г + ^  =  0.  (5)

(5) тенглама (4) тенгламага тенг кучли. (5) тенгламани- (3) 
тенглама билан таккослаб, у ва демак, унга тенг кучли булган 
(4) тенглама дам N =  Ai +  B j  -f- 6 k нормал векторга эга, /И, (0; 
0; —D /C )  нукта оркали утувчи текислик тенгламаси эканлигини 
курамиз. Шундай килиб, 2- пунктда исбот килинган фикрга тес­
кари фикр уринли эканини курсатдик, чунончи, узгарувчи  х ,  у, z  
дек а р т  координат аларига  нисбатан биринчи т арт ибли  б у л ­
ган %ар цандай А х  +  B y  -j- Uz  +  D  =  U т ен гл ам а  бирор текис-



л и к н и н г т енглам асини ифодалайди. Бунда А, В, С коэффици- 
енглар текислик нормал векторининг координаталар укидаги 
проекцияларидир.

(4) тенглама т екисликнинг умумий т енглам аси  дейилади.

М исол .  /Mj O; 2 ; — 3) ва /И3 (4; 2 ; 1) нукталар 2х  +  Зу — 5г  — 23 =  0  те­
кисликда ётиш-ётмаслигини аниклзнг.

Е ч и л и ш и .  Нукта узининг координаталари текислик тенгламасини кано- 
атлантиргандагина, факат шу долда бу текисликда ётади. Шунинг учун маса- 
лани ечиш да М х ва М2 нукталарнинг координаталар» текислик тенгламасини 
каноатлантиришини текш ириш  керак. /И, нуктанинг координаталарини бу тенг­
ламага куйиб, куйидагини досил киламиз: 2 -  1 + 3 - 2  — 5 ,(— 3) — 23 =  0. яъни 
Мх нукта текисликда ётар экан. Ж 2(4; 2; 1) нукта учун 2 - 4  +  3 - 2 - 5 - 1  —2 3 =  
=  — 14 Ф 0. Демак,  М2 нукта бу текисликда ётмас экан.

Агар озод ^ад D  =  0 булса, у ^олда текислик тенгламаси 
А х  +  б у  -f  C z — Q куринишни олади ва уни координаталар боши- 
нинг jc =  0 , у =  О ва г  =  0  координаталари каноатлантиради. 
Демак, текислик координаталар боши оркали утади.

х = 0 ,  у = 0 ,  z = О тенгламалар мос равишда O y z ,  О х г  ва О х у  
координата текисликларининг тенгламалари эканлигига осонгина 
ииюнч >{осил килиши мумкин.

4. Текисликни тенгламаси буйича ясаш . Текислик тенглама­
сини билган 5р л д а  унинг шаклини чизиш осон. Бунинг учун 
унинг бир тугри чизикда ётмаган учта нуктасини топиш етарли. 
А х  +  B y  -f- C z  +  D  =  0 текисликда бирор нуктани топиш учун 
иккита координатага ихтиёрий киймат бериб, учинчисини текис­
лик тенгламасидан топиш етарли. Текисликнинг координаталар 
уки билан кесишган нукталарини аниклеш жуда осон.

1 - мисол. 2х  +  Зу +  6г — 6  =  0  текисликни ясанг.
Е ч и л и ш и .  Текисликнинг координаталар уки билан кесишган нукталарини 

топамиз. Текисликни Ох  ук  билан кесишган нуктасини топиш учун текислик 
тенгламасида у =  0 ва 2 = 0  деб олиш керак (чунки Ох  укнинг ихтиёрий нук­
таси учун у =  г  = 0). 2х  +  3 • 0 +  6  • 0 — 6  =  0 га эгамиз, бундан х =  3. Шунга 
ухшаш, х  =  0, у =  0 деб, текисликнинг Ог ук билан кесишган нуктасииинг, 
аппликатасини топамиз: 2 -  0 +  3 - 0  +  6  - г  — 6  =  0, бундан 2  =  1. Нидоят
*  =  ,г =  0 д а у  =  2 н и  топамиз. Ш ундай килиб, берилган 2х  +  Зу +  6 z — 6  =  0 
текислик М ! (3; 0 ; 0 ), М 2 (0 ; 0 ; 1 ), Мъ (0 ; 2 , 0 ) нукталар оркали утар экан 
(84- раем).

t -  мисол. +  5у — 10 =  0 текисликни ясанг.
Е ч и л и ш и .  N = 2 i + 5 j  нормал вектор Ог  укига перпендикуляр булгани 

учун изланган текислик бу у к м  параллел. Текис.«икни ясаш учун унинг Ох  ва 
Оу Уклари билан кесишган нукталарини топиш етарли. х  =  0 деб, у =  2 ни 
топамиз; у —0 деб, х =  5 ни топамиз. Демак, текислик М х (0; 2; 0), Л^ 3 (5; 0; 0) 
нукталар оркали утар экан ( 8 5 - раем).

5. Текисликлар орасидаги  бурчак. Иккита такисликнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик шартлари. Мос равишда

А хх  +  5 iy  +  Ct2 +  Di =  0 (Qj) 
ва А% х -ь В%у -f- ==s= 0  (Q2)

тенгламалар билан берилган иккита Qi ва Q2 текисликни карай­
лик. Иккита текислик орасидаги бурчак деганда бу текисликлар



z

ташкил килган кушни икки ёкли 
бурчаклардан бирини тушунамиз 
(8 6 - раем). У, ва Q2 текисликлар- 
нинг N, ва N2 нормал векторлари 
орасидаги ф бурчак равшанки, 
юцорида курсатилган цушма икки 
ёкли бурчаклардан бирига тенг. 
Шунинг учун

N, • N2
COS 9 — ------------- - -----

IN, | . | Na |

(II бобдаги (78) формулага ц.). Ле 
кин

N . - A l + ^ j  +  ^ k ,  N.

булгани учун

cos у =

8 6 - pac:,i.

4* &2} "f" ^ 2̂

^ i -^з "Ь ^ 1^ 2  "4- C \C i

V Aj +Щ + с \  V + Д *  + С |
(6)

1 - мисол. * +  2у — З г  +  4 =  О ва 2*  +  З у - ( - г  +  8  =  0 текисликлар о р а с и ­
даги бурчакни аникланг.

Е ч и л и ш и .  (6 ) формулага кура куйидагига эгамиз:

COS:f =
1 • 2 +  2 • 3 +  ( - 3 )  • 1

/  Р  +  22 +  (— 3)г • V  2* +  3* +  1*

5_
14'

Ж?двалдан «р «  69°05' ни топамиз. Шундай килиб, 1$ ш м а  икки ёкли бу р ­
чаклардан бири тахминан 69°05' га тенг экан.

Иккита Qt ва Q, текислик:
а) уларнинг нормал векторлари Ni ва N2 коллинеар булган- 

дагина, ва фа1<ат шундагина бир-бирига параллел;



б) уларнинг нормал векторлари N, ва N2 перпендикуляр бул- 
ганда ва факат шундагина бир-бирига перпендикуляр булишини 
эслатиб утамиз.

2-мисол. Mi (— 2; 1; 4) нукта оркали утувчи, Зх +  2у — 7 г  +  8  =  0 текис- 
ликка параллел булган текислик тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  (3) формулага биноан Mt (— 2, 1; 4) нукта оркали утувчи 
текисликлар боглами тенгламасини ёзамиз:

Текисликлар богламидан 3 jc +  2у — 7 г  +  8  =  0 текисликка параллел булга- 
нини аж рати ш  керак. Изланаётган ва берилган текислик параллел булгани 
учун излацаётган текисликнинг Ai +  fij - f  С к нормал вектори сифатида берил­
ган теки сликнинг N = 3 i + 2 i — 7k нормал векторини кабул килиш мумкин. 
Демак, А =  3, В — 2, С =  —7. Коэффициентларнинг бу кнйматларини (*) тенг- 
ламага цуйиб, изланган текислик тенгламасинн носил киламиз:

3 (лс +  2) +  2 (у — 1) +  (— 7) (г  — 4) =  0 ёки 3* +  2у — 7г +  32 =  0.

3 - м и со л .  M t (— 2; 3; 6 ) нукта оркали 2л: +  3 у — 2 z — 4 =  0 (Qj) ва Ъх +  
+  5у +  г  =  0 (Q->) текисликларга перпендикуляр текислик утказинг.

Е ч и л и ш и .  М, нуцта оркали ^тувчи текисликлар боглаыи тенгламасини 
ёзамиз:

Qi ва Q2 текисликлар мос равишда =  2i -f- 3J — 2k ва N2 =  3i - f  5j +  k 
нормал векторларга эга. Текисликларнинг перпендикулярлик шартига кура 
изланган текисликнинг N = / l i  -+В j + C k  нормал вектори Ni ва N2 векторларга 
перпендикуляр булиши керак. Шунинг учун N вектор сифатида Nj ва N2 век- 
торларнинг вектор купайтмасини олиш мумкин:

Демак, А =  13, В*= — 8 , С — 1. А, В ва С ларнинг топилган кийматларини 
( * )  тенгламага кУниб, изланган текислик тенгламасини ^осил киламиз.

13 (х  - f  2) — 8  ( у — 3) +  1 (г  — 6 ) =  0 ёки 13* — 8 у +  г ' + 4 4  =  0.

6 . Учта текисликнинг кесишиш нуктаси. Учта А^х B ty  -{■
-f- C\Z  -)- D i —  0 ,  А 2х-\- В 2у-\- C 2z-^- D 2 —  0 ,  А 3х-\-В3у ^ С ^ - \ - О ъ — 0  
текислик берилган булсин. Бу текисликларнинг кесишиш нукта- 
сини топиш учун равшанки, куйидаги тенгламалар системасини 
ечиш керак:

Л (ДГ +  2) +  В (у —  1) +  С (г — 4) =  0. (*)

А ( х  +  2) +  В (у  — 3) + С (г  — 6 ) =  0.

1 j к

N ■= N t x N j =  2 3 —2 =  13i — 8j +  к.

3 5 1

A ix  “t* B iy  -J- C iz  Dt =  0 
A 2x  4- B 2y  C2z  -f- D 2 =  0 
A sx  -j- B 3y  +  C3z  -{- D 3 =  0

Агар бу системанинг

A  i B\ .Ci 
Д =  A 2 B2 C2 Ф 0  

^ 8  ^ 8  ^8



детерминанта нолдан фаркли булса, система ягона ечимга эга*, 
яъни учта текислик битта нуктада кесишади.

Мисол. Куйидаги текисликларнинг кесишиш нуктасини топинг:

« +  у — 2г +  3 =  0, 2х  — 2у +  3г  — 7 =  0, * +  Зу — г  — 4 =  0.

Е ч и л и ш и .
л  +  у —  2 г  +  3 =  0 , ]

2х — 2 у .+  З г - 7  =  0, 
jc -(- Зу — г  —  4 =* 0

системами ечиб, текисликларнинг кесишиш нукТаси координаталарини топа­
миз: х  — 1 , у =  2 , г  =  3.

7. Нуцтадан текисликкача булган масоф а. Ж, (х,; у,; г,) 
нукта ва А х  -f By  +  С г  +  D  =  0 тенгламага эга Q текислик бе­
рилган булсин. Улар орасидаги d  масофа, яъни нуктадан Q 
текисликка туширилган перпендикуляр узунлиги куйидаги фор­
мула оркали аникланади:

d  =  I ~Ь Сгt +  D |
V  А‘+ В'1+  Са

буни келтириб чикариш нуктадан текисликдаги тугри чизиедача 
булган масофани топиш формуласини келтириб чикаришга ух­
шаш.

Мисол. 1; 0; —2) нуктадан 2х — у +  2г  — 4 =  0 текисликкача булган 
масофани топинг.

Е ч и л и ш и .  (8 ) формулага кура куйидагини х,осил киламиз:

^  | Ах 1 +  fly, +  Сгх D \ |2 • 1 — 1 • 0 +  2 • (— 2) — 4 | __ Ё. _  2

У  А3 +  №+ С* У  2з + (— 1)а +  22 3

2 - § .  Ф А З О Д А Г И  Т У Р Р И  ЧИЗИЦ

1. Ф азодаги тугри чизицнинг тенгламаси. Фазодаги тугри 
чизикни биз иккита кесишувчи сиртларнинг~^ар бирига тегишли 
булган барча нукталар туплами деб караймиз. Агар бу сирглар 
F i x ,  у, г ) = 0  ва Ф (х , у, г )  =  0  тенгламалар билан берилган 
булса, уларнинг кесишиш чизиклари куйидаги тенгламалар сис- 
темаси билан аникланади:

F ( x ,  у, z)  =  0,1
Ф (х,  у, г)  =  0. J

Масалан, ■*' +  у2 +  z s =  25 сферанинг 2  =  3 текислик билан кеси- 
шишидан ц о ст  булган айлана куйидаги тенгламалар системаси 
билан аникланади:

х 2 + '  у2 +  z 2 =  25,'



Курсатилган айлананинг ихтиёрий М( х;  у; г )  нуктасининг 
узгарувчи координаталари бу системанинг *ар бир тенгламасини 
Каиоатлантиради.

2. Турри чизикнинг умумий тенгламалари. Куйидаги бирин­
чи даражали тенгламалар системасини караймиз:

A ,jc -f- В ху  -J- С,г -f D, =  0, )
А 2х  В 2у ■-(- С 2г  ^ 2  =  0 . J

Бу системанинг )?ар бир тенгламаси текисликнинг тенгламасидир. 
Агар бу текисликлар параллел булмаса (я-мш уларнинг нормал 
векторлари коллинеар булмаса), у ^олда i . ) система тугри чи­
зикни иккита текисликнинг кесишиш чизиги сифатида аниклай- 
ди, яъни фазонинг координаталари (10) системанинг j^ap бир 
тенгламасини какоатлантирадиган барча нукталарининг .туплами 
сифатида аниклайди.

(10) тенглама rnyFpu яи зщ н и н г умумий т енглам аси  дейи­
лади.

М исол. Куйидаги умумий тенгламалар билан берилган тугри чизиции ясанг: 
х  +  у -j- г. — 3 =  0, у  

х  — Ъу — г  +  5 =  0. J

Е ч и л и ш и .  Тугри чизикни ясаш учун унинг иккита нуктасини билиш 
етарли. Тугри чизикнинг координаталар текислиги билан кесишиш нукталарини 
танлаш анча кулай Тугри чизикнинг к о о р ди н атл ар  текис лиги билан кесишиш 
нуктаси тугри чизикнинг изи дейилади. Берилган тугри чизикнинг Оху  текис­
ликдаги- /И, изининг координаталарини тугри чизик тенгламасида г  =  0 деб 
топамиз. Бу у =  2, х  =  1 ни беради Шундай килиб, Мх нуктанинг коорлина- 
талари куйидагича: х = 1 ,  у =* 2, г  =  0. Шунга ухшаш, тугри чизик тенглама­
сида х — 0  деб, тугри чизикнинг Qyz  текисликдаги М2 изининг координатала­
рини ^осил киламиз: М2(0 ; 1 ; 2 ) Мх ва М3 нукталарни билган >;олда улар 
оркали утувчи тугри чизикни ясашимиз мумкин.

3. Тугри чизикнинг вектор тенгламаси. Тугри чизицнинг 
параметрик тенгламаси. Тугри чизикнинг фазодаги вазияти 
унда белгиланган бирорта УИ, нуктани ва бу тугри чизикка па­
раллел ёки шу тугри чизикда ётган s векторнинг берилиши би­
лан тула аникланади. s вектор бу тугри чизикнинг йуналт и-  
рувчи вект ори , унинг координата укларидаги проекциялари тугри 
чизикнинг йун алт и рувяи  коэффициентлари  дейилади. Айтай- 
лик, L тугри чизик узининг M ,(x ,;  у,; г,) нуктаси ва йуналти- 
рувчи коэффициентлари т, п ва р  булган s =  т\ + п] +  
йуналтирувчи вектори билан берилган булсин.

Тугри чизикдаги ихтиёрий М( х ,  у,  г )  нуктани карайлик. 
87-расмдан бевосита

д м  =  дм , +  м\м  , (И)
ни ^осил киламиз. L тугри чизивда ётган М ХМ  вектор йунал­
тирувчи s векторга коллинеар, шунинг учун (II боб, 3-§, 2-пункт-
га к-) ____ 1

M tM  =  ls. ( 12)



бу ерда п арам ет р  деб ата- 
лувчи t скаляр купайтувчи М  
нуктанинг тугри чизикда жой- 
лашишига караб ихтиёрий кий­
мат кабул килиши мумкин. М г 
ва М  нукталарнинг радиус- 
векторларини* мос равишда 
r t = О М и г =  О М  оркали бел* 
гилаб ва ( 12) формулани эъти­
борга олган колда (Ц )  тенг­
ламани

г =  —{— (13) - я /

куринишда ёзамиз. (13) тенг- 8 7 - раем,
лама турри чи зщ н и н г вектор
т енгламаси  дейилади. У t параметрнинг кар бир кийматига тугри 
чизикда ётадиган бирорта М  нуктанинг радиус-вектори мос ке- 
лишини курсатади. (13) тенгламани координата щаклида ифода- 
лаймиз.

г =  О М  — xi  +  yj +  2k. 

г, =  О М х =  x ,i  -+ у, j -f- 2 ,к, 
t  s =  tm i  -f- tn j  +  tpk

ни эътиборга олиб,
x = = x j  +  ttn 1 '
У =  У1 +  ^« 0 4 >
2 =  2, +  t p  j

ни косил киламиз. (14) тенглама myFpu чизицнинг парам ет рик  
т ен гл а м а л а р и  дейилади. t параметрнинг узгариши билан х ,  у 
ва г  координаталар узгаради *амда М( х,  у, г)  нукта тугри чи­
зик буйлаб силжийди.

4 . Тугри чизикнинг каноник тенгламалари. Айтайлик, М,(х,; 
у,; 2 ,) — тугри чизик L да ётувчи нукта, s =  mi  - f  п\  +  p k  — туг- 
ри чизикнинг йуналтирувчи вектори булсин. L тугри чизикнинг 
узгарувчи М( х,  у, г) нуктаси билан М х нуктани бирлаштирувчи 
М , М  вектор s векторга коллинеар (87-расмга к.)- Ш унинг учун 
М ХМ ва s векторларнинг проекциялари пропорционал. М^М — 
=  {х  -  x t)i +  (У -  Vi)j +  (2  — 2 j k  булгани учун

х  ~  *i V -  Vi _  г -  (15)
т п р

Шундай килиб, тугри чизикнинг ихтиёрий нуктасининг коор­
динаталари берилган н уц т а орцалп ут увчи myFpu чизиц тенг-

* Нуктанинг радиус-вектори деб, координаталар бошини шу нукта билан 
туташтирувчи векторга айтилади.



л а м а л а р и  ёки тугри, ки зщ ни нг  
каноник т ен гл а м а л а р и  деб ата- 
лувчи (15) тенгламаларни каноат- 
лантириши керак.

Хусусий >(олда s йуналтирувчи 
вектор бирлик вектор булганида, 
яъни s ■— i cosa +  jcosP +  k cosf (II 
боб, (69) формулага K-) Да (15) 
тенглама

■У1
cos^

. г ~ г ' 
c o s y

(16)

куринишга эга булади. s векторнинг 
йуналтирувчи коеинуслари бу ерда 
йуналтирувчи коэффициентлар бу­
лади. '

(15) тенгламалар биринчи тартибли иккита тенглама система- 
сига тенг кучли, масалан:

*  -  *1 ■■■_, у  —  у 1 X  —  X , _ _ g  —  g t  ^ 7 )
т п ' т р

Учинчи -— -  — -  ~  г ' тенглама (17) тенгламанинг натижасидир.>
X  —  ДГ, У —  У, П-------= --------- тенгламада г  координата катнашмаяпти, Демак,

т п
текисликнинг нормал вектори О г  укка перпендикуляр (унинг 
O z  укка проекцияси нолга тенг). Шундай килиб, бу  тенглама 
О г  укка параллел Р  текисликни аниклайди (88 -расм). Бу текис­
лик, равшанки, L тугри чизикни О х  у текисликка проекциялай-
ди. Худди шунга ухшаш, тенгламаси =  булган Q те­

г а  р

«ислик L тугри чизикни О х г  координаталар текислигига проек- 
циялайди. (17) тенгламалар системаси £ тугри чизикни кесишувчи 
текисликларнинг тугри чизиги сифатида аниклайди, бу текислик­
лар тугри чизикни О х у  ва О х г  координаталар текисликларига 
проекциялайди. (17) система урнига уша L тугри чизикни аник- 
лайдиган

X - x t _____ У — yt У - у .  г -  ■?! , J8
т п ’ п р

системани ёки
х  — х, г  — г х у — У] _  г  — г, 

т р ’ п р
системани. караш мумкин.

1 - и з о * .  (15)~ тенгламани тугри чизикларнинг параметрик 
тенгламаси (14) дан t ни йукотиб бирданига топиш мумкин эди 
^акикатан, (14) тенгламадан куйидагитарни топамиз:

X  — Xt  . у — У! . г  — г ,  ,  х — х.  У — У1 г  — г,

(19)

4-



2 - и з о ^ .  Тугри чизик координаталар укидан бирига, масалан, 
Ох  укка перпендикуляр булсин. У >^олда /я =  0 ва (15) параметрик 
тенгламалар куйидаги куринишни олади:

х  =  х,
У =  У* + n t % 
z  — z\ +  p t . .

(20)

(20) тенгламадан t параметрни йукотиб, тугри чизикнинг куйи­
даги куринишдаги тенгламасини ^осил киламиз:

х  — х х =  0 

у — yi _  * -

Бирок бу ){Олда тугри чизик тенгламасини формал равишда куйи- 
дагича каноник куринишда ёзишга келишиб оламиз:

х  -  Xt _  У -  yt г - г ,

Бунда тенг нисбатларда млхражларидан бири нолга тенг булса, 
у ^олда тегишли касрнинг сурати ^ам нолга тенг булишини эс- 
га олиш керак.

Шунга ухшаш, тугри чизикнинг
х  — Xt _  у — У) г — г.

каноник тенгламасига х  =  х х, у =  у, тенгламалар билан берилган 
тугри чизик мос келади. Бу тугри чизик O z  укка параллел, х у ­

сусан, ■^'X=^' =  Y тенглама O z  укнинг каноник тенгламасидир.

Бу пунктнинг ни^оясида тугри чизикнинг умумий тенглама- 
ларидан каноник тенгламаларига кандай утишни караб утамиз. 
Бунинг учун тугри чизикнинг бирор М х( х г-, yi; z \ ) нуктасини ва 
s йуналтирувчи векториии топиш керак.

Тутри чизик (Ю) умумий тенгламалари

билан берилган булсин. M i нуктанинг L  т^гри чизикдаги коор- 
динаталарини координаталарга ихтиёрий киймат бериб, ( 10) тенг­
ламалар системасидан топамиз. Тугри. чизиц М  =  А х[ В  ,J4- Ctk 
ва N 2 =  А г\ +  В 2J +  С2к  нормал векторларга (89- раем) перпен­
дикуляр булгани учун L тугри чизикнинг йуналтирувчи s век­
тори сифатида N xy ,N 2 вектор купайтмани олиш мумкин:

п

0 п D .

0 о р

i j  k

s =  Ni x  N2 =  A t Bi Cl .
л 2 B2 c2



М исол.  Тугри чизикнинг куйидаги 

2* +  Зу — ,г +  8 =  0'1 
х — Зу +  2г +  1 =  О j

тенгламасини каноник куринишга келтиринг.
Е ч и л и ш и .  TyFpn чизикнинг тенгламасини кано­

ник куринишда ёзамиз:

*  — х, _  у — у, ■ г  —

п р

89- раем.

ва шунинг учун т =  3, п 
тенгламада, масалан, г  =

т

Nn =  2i +  3j — k, Ni 

i
S =  N : X N 2

2 1 

J
2  3 - 1  
1 - 3  2

3J +  2k булганидан, 
k

3i — 5j — 9k

=  —5, p  =  —9. TyFpn чизицдаги Mi нуктани умумий 
О деб топамиз:

2*  +  Зу +  8  =  О,

■* — Зу + 1 = о.:}
У ^олда бу тенгламалар системасини ечиб, х  =  —3, у  =  —2/3 ни ^осил 

киламиз. Ш ундай килиб, М ^ —3; —2/3; 0 ). Демак, тугри чизикнинг умумий 
тенгламаси куйидаги куринишда булади:

х  +  3 __ у +■ 2 / 3 __г  — О

3 - 5  _  - 9  ‘

5. Иккита нуцта орцали утувчи т^рри чизиц тенгламаси.
L тугри чизиц М ,  (jCj; у,; г,) ва М 2( х 2; у2; г 2) нукталар оркали 
утсин. Бу турри чизикнинг каноник тенгламасини тузамиз. Шу 
максадда тугри чизикнинг s йуналтирувчи векторини топамиз. 
>^амда /И, ва М г нукталарни туташтирувчи векторни s йуналти­
рувчи вектор деб оламиз:

s — М , М 2 =  (Ха -  x t )i - f  ( у 2 — y ,) j  +  (г, — г, )к.
Демак, т — х 2 — x lt я  =  у2 — у1( p  =  z 2 — z t ва шунинг учун 

(15) тенгламалардан
X - X i  _  у -  У) г  -  г х
xs — x, . у3 — у\ ZQ — Z,

га эга буламиз.
(2 1 ) тенглама икки н уц т а орцали ут увчи myFpu чизиц т енг­

л ам аси  дейилади.
М исол. M t( 1; 3. —5) ва М 3( 1; 4; 2) нукталар оркали утувчи тугри чизик 

тенгламасини тузинг.
Е ч и л и ш и .  (2 1 ) теигламадан фойдаланиб, куйидагини топамиз:

х — 1 у — 3 z +  5 х — 1 у — 3 г + 5  
-------- ёки

0 1 71 — 1 4 —3 2 + 5
т =  о булгани уч}гн берилган тугри чизик Ох укка перпендикуляр ва tJ f-

у — 3 г  +  5 
ри чизик тенгламасини х — 1, - =  ~



ёки* х  — 1 =  О 1

7у — г  -  26 =  О J

куринишда ёзиб олиш мумкин.

6 . Икки турри чизиц орасидаги бурчак. Т^рри чизицларнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик шартлари. Фазода иккита

х ~  Ху —  У ~У \  —. г ~~г \ (Li)  в а  х ^ х 2 шя у ^ у 3 =  ? - г 1 { Ц)
т , л, р, т% п2 р.2

тугри чизиклар берилган булсин. Маълумки, фазонинг бирор нук- 
тасидан берилган тугри чизикларга параллел килиб утказилган 
тугри чизиклар ташкил килган кушни бурчаклардан бири икки 
тугри чизик орасидаги бурчак деб кабул килинади. *Бу кушни 
бурчаклардан бири берилган тугри чизикларнинг s, ва s2 йунал­
тирувчи векторлари орасидаги <р бурчакка тенг. s1 = m 1i +  « , j  +  
+  p ,k ,  s2 =  гпг\ - f  n 2i  +  p 2k  булгани учун векторлар орасидаги 
бурчак косинуси формуласига кура

S, * So
COS ф =  — !-----—

I Si 11 S j I
ёки

COS? =  - ......- . ^ тл ± Ь1ni ± E iP ±  . . (2 2 )

т\ +  ti\ +  p \  m \ +  n{ +  p i
ни топамиз.

Иккита тугри чизикнинг параллеллик ва перпендикулярлик 
шартлари мос равишда уларнинг Sj ва s2 йуналтирувчи векторла- 
рининг коллинеарлик ва перпендикулярлик шартларига тенг кучли.

х  — 2  у + 3  г — 1 х  +  2 у г  — 3
1-м исо л .

3 - 2  ’ 3 2

гурри чизицлар орасидаги бурчакни топинг.
Е ч и л и ш и .  ( 2 2 ) формулага кура

5 . 3 +  3 • 2 +  (—2) . 5  11 „
cos f  =  ----- ----- — —  =  — »  0,2895

/ 2 5 + 9  +  4 Y  9 +  4 +  25 3 8

т  з^осил киламиз; жадвалдан <р «  73°10' ни топамиз.
2 - мисол. М,( 1; 2 ; 3) нукта оркали утувчи

2х  +  Зу +  5z — 7 =  0 "4 

3 * — 4у +  г  — 8  =  0 J

'Угри чизик^а параллел тугри чизик тенгламасини топинг.
Е ч и л и ш и .  Изланган тугри чизик тенгламасини каноник ку.ринишда ёза-

1ИЗ)
х - 1  у - 2  г - 3

ч т п р
Изланган тугри чизик s йуналтирувчи векторини N! =  21 +  3J +  5к  ва

■ * 4- пунктдаги 2-эслатмага каранг.

1 -5 8 5  161



N,= oi — 4j -|- к . нормал векторларнинг вектор купайтмаси сифатида топамиз 
(4-пунктга к.):

i ] к
s -  N, +  Na » '  2 3 5 =  23i I3j — 17k.

3 - 4  1
Демак, m =  23, n =  13, p =  ~  17. Йуналтирувчи коэффициентларнинг бу 

кийматларпни (*) тенглама га кУйнб, куйидагини ^осил киламиз:

лг— 1 V — 2  г  — 3
23 13 - 1 7 '

дс +  1 у +  1
3 -м исол .  М ,(— 4; 0 ; 2 ) нукта оркали утувчи

г  х —2 
— ва —  ■
4 3

г — 5
турри чизикларга перпендикуляр т ^ р и  чизик тенгламасини

тузинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган нуктадан Утувчи турри чизик тенгламасини ёзамиз:

х  +  4 у — 0 г -  

т (*)п р
Изланган  тугри чизикнинг s =  mi - f  п] - f  pU йуналтирувчи вектори сифа­

тида бернлган  тугри чизикларнинг S) «= 2i +  3] +  4k- ва s 2 *=■ 3i +  2j  +  i k  йунал­
тирувчи векторларига  перпендикуляр булган -ихтиёрий векторни олиш мумкин. 
XvcycaH, s векторни Sj ва s 2 векторларнинг вектор купайтмас-и деб олиш 
мумкин:

] i к
s =  s1X s2 =  2 3 4 = —2i +  8 | — 5к.

3 2 2
Бундан т =  —2, л  =  8 , р  =  —5. Бу кийматларни (*) формулага кУйиб,

х  + 4
■ - 2

г - 2
- 5

ни ^осил киламиз.

3 -§ .  Ф А З О Д А  Т $ Т Р И  ЧИ ЗИК ВА ТЕК И С Л И К

1. Тугри чизиц ва текисликнинг параллеллик ва перпенди- 
кулярлик шартлари. куйидаги тугри чизик ва текисликни ка­
раймиз:

X • . __  .

п
А х  +  В у  +  С г  +  и  =  0. (Q)

Р
Равшанки, L тугри чизик ва Q текислик;
а) туFpn чизикнинг s =  \т, п, р \  йуналтирувчи вектори ва 

текисликнинг N = {Л, В, С} нормал вектори коллинеар б^лган- 
дагина, факат шундагина перпендикуляр булади;

б) s =  \т , п, р \  ва N =  {Л, В , С J векторлар перпендикуляр 
булгандагина ва факат шундагина бир-бирига параллел булади.

М и со л  Мх(2; —3; 4) нукта оркали Утувчи,

х  у — 1 г  — 3 * 4 - 1  У — Г  г +  5



N =  S, X  S;

тугри чизнкларга параллел текислик тенгламасини ёзинг.
Е ч и л и ш  и. Берилган А1, нукта оркали утувчи текисликлар  боглами тегг-  

ламасини ёзамнз:

Л ( * - 2 )  +  В(у  +  3) +  С ( . г - 4 )  =  0. . (*)

Изланган текислик шартга к у р аб ер и лган т^ гр и  чизицларга параллел були- 
ши учун унинг N =  Ai +  В\  -f- Ск  нормал нектори берилган тугри чизицларнмнг 
Si =  i + 2 j + 8 k  ва s 2 =  4i +  0] +  2k  ва йуиа пи;гувчи векторлррига перпендикуляр 
булиш и керак. Шунинг учун N вектор с и ф а т д а  s t ва s 2 векторларнинг век­
тор  купайгмасини олиш мумкин:

i ] к

1 2 8  =  4i +  30J -  8 к.
4 0 2

Демак, А — 4, В =  30, С =  — 8  Топилган кийматларни (*) тенгламага 
йиб, 4(л — 2) +  30(у +  3) -  8 (г  — 4) =  0 ёки 2*  +  15у — 4^ +  £7 =  0 ни досил 
циламиз

2 . Турри чизиц билан текисликнинг кесиш иш нуцтаси.

т п р
тугри чизиц билан

А х  -f  B y  +  С г  -f- D  =  0 (24)
текисликнинг кесишиш нуктасини топиш талаб килинсин. Бунинг 
учун (23) ва (24) тенгламалар системасини ечиш керак. Буни 
тугри чизикнинг параметрик тенгламалари оркали бажариш ен- 
гилрок:

Л =  X, - f  mt A
у =  yt + n t ,  | (25)
г  =  zi  +  p t .  J

t параметрнинг %ap бир кийматига тугри чизикнинг нуктаси 
мос келади. t нинг шундай кийматини танлаш керакки, бунда 
тугри чизик (24) текисликда ётсин. (25) муносабатдан х , у ва z  
ларни текисликнинг (24) тенгламасига куйиб, t  параметрнинг 
Кийматини топиш мумкин булган тенгламани )?осил киламиз:

А (х \  -j- m t ) B ( y t “j* t i t) -j- C(z i  4" p t )  D  ^  0
ёки

t { Am +  Bn  +  Cp)  =  — (A x \  +  B y x -j-CZi +  D )-  (26)
Фараз килайлик, турри чизик ва текислик параллел б^лмасин. 

У ^олда текисликнинг нормал вектори N =  Л 1 +  -Ь Ск ва 
тугри чизицнинг йуналтирувчи вектори s =  mi +  « j + р к  перпен­
дикуляр эмас ва демак, уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг 
эмас: N • s =  Ат  -f Вп  -)- Ср Ф 0. Бу ^олда (26) тенгликлан куйи­
дагини топамиз:

^ _ __Лаг] 4- By, -f Сг, D  ( 9 7 )

Ат +  Вп 4- Ср
х — 1 у -f- 1

м и с о л . —- — + —- — ■=—- — тугри чизикнинг 2к  4 - Зу — 2г +  2 =  0 те ­

кислик  биаан кесишиш нуктасини топинг.



Е ч и л и ш и .  Берилган т^гри чизик тенгламасини параметрик куринишда 
ёзамиз:

х  =  2t +  1 , 1

У -  3 f  -  I ,

z  =  2t +  5. J
х,  у ва г  ларнинг бу кийматларипи текислик тенгламасига куямиз!

2(21 +  1) +  3(3^ -  1) -  2(21 +  5) +  2 =  0.
Бундан t =  I. Тугри чизикнинг параметрик тенгламасига * =  1 кийматни куйиб, 
куйидагиларми з^осил киламиз: *  =  2 . 1  +  1 =  3, у =  3 • 1 — 1 =  2 , г  *= 2  • 1 +  
+  5 =  7. Шундай килиб, т ^ р и  чизик ва текислик М(3; 2; 7) нуктада кесишар 
экан

•3. Текисликлар дастаси. Берилган L  турри чизик оркали 
утувчи текисликлар туплами т екисликлар  дастаси, L турри 
чизик эса даста уци  дейилади.

Даста уки куйидаги тенгламалар билан берилган булсин:
А \Х  4- 4- С,2  4- =  0, 1 <2g»
Л 2х  Въу  -(- С2г  -f- D 2 — 0. f

(28) тенгламалар системасининг иккинчи тенгламасини у зга р ­
мас сон X га }$адма- ^ад купайтирамиз ва биринчи тенгламага 
Кушамиз:

А\Х В\у  -j- C ,z  -f- D,  -f- X (A 2x  B 2y 4" C2z  -f- D 2) — 0. (29)
(29) тенглама x,  у  ва г  ларга нисбатан биринчи тартибли, демак 
X нинг ихтиёрий сонли кийматида бирор текисликни аниклайди, 
(29) тенглама (28) тенгламанинг натижаси булганидан,(28) тенг- 
ламани каноатлантирувчи нуктанинг координаталари (29) тенг- 
ламани з$ам каноатлантиради. Демак, X нинг ихтиёрий сонли 
кийматида (29) тенглама (28) турри чизик оркали ^тувчи текис­
лик тенгламасини беради.

(28) тенглама билан берилган укли текисликлар дастасининг 
А 2х  +  В 2у  +  С2г £ > а=0текисликдан тапщари *ар кандайтекисли- 
гини (29) куринишда ифодалаш мумкинлигини курсатамиз. Хаки- 
катан, дастанинг ихтиёрий текислиги унинг даста укида ётмаган 
М ( х {; vt ; й )  нуктаси билан аникланади. Бу текисликнинг тенг­
ламасини топиш учун (29) тенгламага М х нуктанинг координа- 
таларини куямиз:

A , x t +  В \ух -\-C1Z1 4 -D j  + Х  (А2х j +  B2yt 4- C2z t 4" D)  = 0 .  (30)
Агар А 2Х\ 4- В 2У\ 4- C2z 1 +  D2 =£ 0 булса, яъни берилган (28) 

текисликлардан иккинчисида М х нукта ётмаса, (30) тенгламадан 
к нинг кийматларини топамиз. X нинг топилган кийматини (29) 
тенгламага куйиб, М х нукта оркали утувчи текисликлар дастаси 
тенгламасини ^осил киламиз.

Шундай килиб, X нинг турли цийматларида (29) тенглама уки
(28) тенглама билан берилган дастанинг ихтиёрий текислигини 
(А2х  4- В2у  4 - С2г  4- 0 2=  0 текисликдан ташкари) беради.

Шунинг учун (29) тенглама т еки сл и клар  дастасининг тенг-  
лам асй  дейилади.



Текисликлар дастасининг тенгламасидан берилган турри чизик 
оркали утувчи текисликни топиш масаласини ечишда фойдалани- 
лади, бунда X купайтувчининг киймати одатда изланаётган текис­
ликнинг ^олатини аниклайдиган бирорта кушимча шартдан топи­
лади.

1-мисол. 2х  +  Зу — 5 г  +  1 =  0 1

Зх  — у +  z  +  28 =  0  j 
турри чизик ва Л4,( 1; — 2 ; 3) нукта оркали утувчи текислик тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган турри чизик оркали Утувчи текисликлар д а с т а с и ­
нинг тенгламасини ёзамиз:

2х  +  Зу -  5г +  1 +  X (Зх — у +  г  +  28) = 0 .

Даста тенгламасига Мх нуктанинг координаталарини (ф ш и з :
2-1 +  3 ( — 2) — 6-3-)- 1 +  X [3-1 — 1 ( — 2) +  3 +  28] =  0 .

Демак, Х =  1/2. X нинг топилган кийматини дастанинг тенгламасига куйиб, 
изланаётган текислик тенгламасини топамиз:

2 « + З у  — 5 z +  1 +  . * - y  +  z  +  2 8 ) = 0  ёки 7*  +  5у — 9 г  +  3 0 = 0 .

X — 1 у +  1 2
2 - м и с о л . ——  =  ——— =• — турри чизик оркали утувчи 3 *  +  Зу —2 о 1

— 2  +  1 = 0  текисликка перпендикуляр текислик тенгламасини топинг. 
х  — 1 у +  1 г  

Е ч и л и ш и .  Берилган ——  =  ——  «= — т ^ р и  чизикни уни проек- 2. о 1
цияловчи

х — 1 у +  1 у +  1 г
— ------------- , -------* у  ёки Зх — 2 у - 5  =  0. у — Зг+  1 =  0

текисликларнинг кесишмаси деб тасаввур киламиз. Текисликлар дастаси  тенг­
ламасини тузамиз:

З*  — 2у — 5 +  X (у — Зг +  1) =  0 (*)
ёки

Зх +  (X — 2) у — ЗХг— 5 +  Х =  0. (**)

(**) текислик ва берилган текислик перпендикуляр булгани учун улар­
нинг нормал векторлари N, =  3i +  (X — 2)J — ЗХк ва N 2 =  3i +  3) — k нинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг:

3 .3  +  3(Х -  2) +  ( — 1) •( — ЗХ) =  0.

Бу тенгламани ечиб, X =  — 1/2 ни топамиз. X нинг топилган кийматини 
даста тенгламаси (*) га к?йиб, куйидагини }(осил киламиз!

3*  — 2у — 5 +  ^ j  (у — З г  +  1) =  0 ёки 6х  — by +  З г  — 11 = 0 .

4 - § .  И К К И НЧИ Т А Р Т И Б Л И  С И Р Т Л А Р

1. С фера. 1-§, 1-пунктда маркази O i(X i;yi;zi.) нуктада, радиу­
си R  булган сферанинг

( х -  x , f  -  (у — yi)2— (2 — 2 i )2 =  /?2 (31)
тенгламаси келтириб чикарилган эди.

Кавслзрнн очиб, барча ^адларни тенгламанинг чап томонига
I утказиб, куйидагини ?{осил киламиз:

х 1 +  У2 +  22 — 2 х хх  -  2 ysy  — 2z xz  +  x i  +  yi +  z \  — R 2 =  0.



Бу х ,  у  ва г  узгарувчи координаталарга нисбатан иккинчи 
таргибли тенгламадир. Унда координаталар купаптмасини уз 
ичига олган >>ад катнашмайди, х г, у2 ва z l лар олдидаги коэффи- 
ш-ентлар узаро тенг. х 2, у 2 ва г 2 лар олдидаги коэффициентлари 
узаро генг булган, координаталар купайтмасини уз ичига олган 
э;ад катнашмаган, х , у  ва z  ларга нисбатан исталган иккинчи 
тартибли тенглама, умуман айтганда, сфера тенгламасидир. Аник- 
pon i,  бундай тенглама тулик квадрат ажратиш натижасида з^амма 
вацт

(х  — х^У — ( у — yi)a +  (2  — ZiY =  k (32)

курииишга келтирилиши мумкин. Агар бунда £ > 0  булса,(32) 
тенглама маркази Oi ( x x\ уа; z t) нуцтада, радиуси R  =  V k  булган 
сферанинг генгламасидир. & =  0  да тенгламани факат битта O ^xi;  
уг, Zx) нуктанинг координаталари каноатлантиради. Агар & < 0  
булса, тенглама ^еч цандай сиртни аникламайди.

М исол.  х 2 4  у 2 +  г 2 — 2х  +  4у +  6 г  _  2  =  0 тенглама сферанинг тенглама­
си эканлигини исботланг ва бу сферанинг радиуси ва марказини топинг.

Е ч и л и ш и .  Берилган тенгламанинг чап томонида алмаштириш баж ариб ,  
куйидагини ^осил киламиз:

(х2 — 2х +  1) +  (у2 +  4у +  4 ) 4 - ( г 2+  6 г  +  9) — 14 — 2 = 0
ёки

(х  -  I ) 2 4- (У +  2 ) 2 4  (г  +  З)^ =  16.
Биз маркази  О, (1;— 2;—3) нуктада, радиуси R =  4 булган сферанинг тенглама­
сини з^осил килдик.

' 2. Цилиндрик сиртлар. Берилган L тугри чизикни кесувчи 
ва берилган / тугри чизикка параллел булган барча тугри чизиц- 
лардан ташкил топган сирт цилиндрик .сирт  дейилади. Бунда 
L тугри чизик цилиндрик сиртнингЛ у н а л т и р у в ш с и ,  бу сиртни 
ташкил килувчи ва I тугри чизикка параллел булган тугри чи- 
зиклардан х;ар бири унинг ясовчиси  дейилади (90-расм). Кейин- 
чалик йуналтирувчилари координата текисликларидан бирида ёта- 
дигйн, ясовчилари эса бу текисликка перпендикуляр координа­
талар уцига параллел булган цилиндрик сиртларнигина цараймиз.

О х у  текисликда О х у  координаталар системасида
F ( x , y )  =  0 (33)

4J



тенгламага эга булган бирорта L чизикни караймиз. Ясовчила- 
ри О г  укка параллел, йуналтирувчиси L булган цилиндрик сирт 
ясаймиз (9 1 -раем). Агар (33) тенгламани фазодаги О х у г  ко- 
ординаталар системасида карасак, бу сиртнинг тенгламаси (33) 
тенглама эканлигини курсатамиз. Айтайлик, М  (х\ у; г )  — 
ясалган цилиндрик сиртнинг ихтиёрий тайинланган нуктаси 
булсин. L йуналтирувчи ва М  нукта оркали утувчи ясовчининг ке- 
сишган нуктасини N  билан белгилаймиз. N  нукта равшанки, М  
нуктанинг Оху текисликдаги проекциясидир. Шунинг учун М в а /V 
нукталар битта х  абсцисса ва битта у  ординатага эга. Лекин N  нук- 
та L эгри чизикда ётади, шунинг учун у ушбу эгри чизикнинг (33) 
тенгламасини каноатлантиради. Демак, бу тенгламани М  ( х ; у , г )  
нуктанинг координаталари ^ам каноатлантиради, чунки у z  ни 
уз ичига олмайди. Шундай килиб, берилган- цилиндрик сирт­
нинг ихтиёрий M ( x ; y ; z )  нуктаси (33) тенгламани- каноатлантира­
ди. Бу сиртда ётмаган нукталарнинг координаталари (33) тенгла­
мани каноатлантирмайди, чунки бу нукталар L эгри чизикдан 
ташкарида ётган О х у  текисликда проекцияланади.

Шундай килиб, г  ни у з  ичига олм аган  F ( х , у ) = 0  т енглам а,  
а г а р  у ни фазодаги. О х у г  координат алар сист емасида олиб  
ц арасак ,  ясовчилари O z  у щ а  п а р а л л е л , L йуналт ирувчиси  
О х у  т екисликда yuia  .F (x ,у )  =  0 т енглам а билан бериладиган  
цилиндрик сиртнинг т енглам аси  булади .

О х у г  фазода L йуналтирувчи куйидаги иккита тенглама 
системаси билан аникланади:

Худди шунга ухшаш, у  ни уз ичига олмаган F (x , z )  =  0 тенгла­
ма ва х  ни уз ичига олмаган F( y , z )  =  О тенглама О х у г  фазода 
ясовчилари мос равишда О у  ва О х  укларга параллел булган 
цилиндрик сиртларни аниклашини курсатиш мумкин.

Цилиндрик сиртларга мисоллар курамиз.

тенглама билан аникланадиган цилинд[ сирт э л л и п т и к  цилиндр 
дейилади (92-расм). Унинг ясовчилари О г  укка параллел, ярим 
уклари а  ва b булган О х у  текисликда ётган эллипс эса унинг 
йуналтирувчисидир. Хусусан, агар а  =  b булса, унинг йуналти­
рувчиси айлана булади, сирт эса myFpu доиравий цилиндр  бу­
лади. Унинг тенгламаси:

1.

(35)

х 2 +  у 2 =  а 1, (3 5 0

-  =  1 (36)



тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт ги пербол ик  ци­
л и н д р  дейилади (9.3-расм). Бу сиртнинг ясовчилари О у  укка па­
раллел, ^акикий уки а ,  мав^ум уки ь булган О х г  текисликда 
жойлашган гипербола унинг йуналтирувчиси булиб хизмат ки- 
лади.

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт п а р а б о л и к  цилиндр  
дейилади (94-расм). О у г  текисликда ётган парабола унинг йунал- 
тирувчисидир, ясовчилари эса О х  укка параллел.

Э с л а т м а .  Маълумки, тугри чизик фазода шу тугри чизик 
буйича кесишувчи текисликлар турли жуфтининг тенгламаси' би­
лан берилиши мумкин. Шунгя ухшаш, эгри чизик фазода бу эгри

чизик буйича кесишувчи сирглар турли 
жуфтининг тенгламаси билан берилиши 
мумкин. Масалан, х г +  y ‘Ljr z ‘> =  25 сфе- 
ранинг(2-§, 1 -пунктга каранг) 2 = 3  текис­
лик билан кесишишидан )$осил булган с 
айлана

3.
у 2 =  2p z (37)

тенгламалар системаси билан берилиши 
мумкин. Иккинчи томондан, бу айлана 
х 1+ у ' г = 1 6  тугри доиравий цилиндрнинг

(38)



2 = 3  текислик билан кесишиш чизиги сифатида ^осил булган 
булиши, яъни (38) тенгламага тенг кучли

2 = = 3 ) (39)

тенгламалар системаси билан берилиши *ам мумкин.
Кейинчалик координаталар текислигига параллел булган у ёки 

бу сиртнинг шаклини гекшираётганимизда бу кесимларни коор- 
динаталар текислигига проекциялайдиган цилиндрик сиртлардан 
куп фойдаланишимизга тугри келади. Бу, к^риб ^тилган мисол- 
дагидек, курсатилган кесимларнинг улчамлари ва шаклларини, 
шу билан бирга текширилаётган сиртларнинг шаклларини ба^о- 
лаш имконини беради.

3. Конус сиртлар. Берилган L чизикни кесувчи барча тугри 
чизицлардаи гашкил топган ва берилган Р  нукта оркали утувчи 
сирт конус сирт  дейилади. Бунда L чизик конус сиртнинг й£- 
налт и рувчи си , Р  нукта — унинг учи, конус сиртларни ташкил 
циладиган з^ар бир тугри чизик конус сирт ясовчиси дейилади.

Мисол сифатида учи координаталар бошида, йуналтирувчиси 
ярим уклари а  ва b булган Z = c  текисликда ётувчи

Z = с  ]
№  к* _  j [ (40)
а? Ъ* ~  )

эллипсдан иборат конус сиртни ка­
райлик*. Бу сирт иккинчи т а рт и б­
ли конус, дейилади. Унинг тенгла- 
^1асини келтириб чикарамиз.

Конус сиртнинг ихтиёрий тан- 
ланган М  (х ; у; г )  нуктасини карай­
миз ва у оркали йуналтирувчи би­
лан IV (Х \  К; с) нуктада кесишувчи 
О М  ясовчини утказамиз (95-раем).
0 ( 0 ;  0; 0) ва N( X)  Y\ с) нукталар 
•оркали утувчи ОМ  тугри чизикнинг 
тенгламасини тузамиз (2-§, 5-пункт- 
га каранг):

х  —  0  __у  —  0 ___ г — О
X  — О ~  Y — О с — О

х  __ у __  г

X  У с"’

Бундан X — сх/г;  Y =  cy!z. Бу 
«фодаларни эллипснинг иккинчи

* Эллипснинг узгарувчи координаталарини конус сиртнинг х, у ва г Уз­
гарувчи координаталаридан фарклаш учун X, Y  ва Z  лар билан белгйладик.



z (40) тенгламасига куйиб, —  -\—с-х3 , с2у2=

=  1 ни ёки соддалаштиришлардан 
сунг

ни з{0 сил киламиз. Биз иккинчи 
тартибли конус тенгламасини л,о- 
сил цилдик. Хусусан, агар а  = 6  
булса, конуснинг йуналтирувчиси

z  =  с

айланадан^борат булади, сирт эса 
тугри доиравий конус булади. Унинг 
тенгламаси

х 2 +  у" =  а 2

96- раем.

4. Айланма сиртлар. О у г  текисликда ётган L чизик
*  =  01 

F ( Y ,  Z) =  ()j
(42)

тенгламалар* билан берилган булсин. Бу чизикни Ог укк** нисба­
тан айлантириш натижасида *осил булган сиртни карайлик (96- 
расм). Бу сирт ай лан м а  сирт  дейилади. Унинг тенгламасини топа­
миз. Айтайлик, М  (х; у; z )  — айланма сиртнинг ихтиёрий тан- 
ланган нуктаси булсин. М  нукта оркали O z  укка перпендикуляр 
булган текислик утказамиз ва бу текисликнинг O z  уки ва L эгри 
чизик билан кесишган нукталарини woe равишда К  ва Л'оркали 
белгилаймиз. К М  ва K N  кесмалар битта айлананинг радиуслари- 
дир. Шу н и н г .  учун К М  = Л Ж  Лекин, K N  кесманинг узун-. 
лиги N  нуктанинг У ординатасининг абсолют кийматига тенг, 
яъни / ( 7 V = | K | ,  К М  =  О Р  — У 'х 2 +  у 2. Демак, | У\ =  У х 2 -j- у 2 
ёки У =  ±  У х 2 +  У2- Бундан ташкари равшанки, /V нуктанинг 
Z  аппликатаси, М  нуктанинг z  аппликатасига тенг.

А' нукта*(42) тенгламалар билан берилган чизикда ётганлиги 
учун N  нуктанинг У ва Z  координаталарй бу тенгламалнрдан 
иккинчиенни каноатлантиради. Унда У ва Z  лар урнига уларга 
мос равишда тенг булган ±  У х 2 +  у ‘ ва z  ни куйиб,

тенгламани ^осил киламиз. Бу тенгламани айланма сиртнинг ис­
талган М  (х; у; г )  нуктасининг координаталари каноатлантиради.

* < чизикнинг узгарувчи координаталарими айланма сиртнинг х, у, г у з ­
гарувчи координатадаридан фар^лаш уч^н К, Y ва Z  билан белгиладик.

F  ( ±  У х 2 +  у 1 г )  — 0 (43)



Бу сиртда ётмаган нукталарнинг координаталари (43) тенгламани 
Каноатлантирмаслигини курсатиш мумкин. Шундай килиб, (43) 
тенглама (42) тенгламалар системаси билан аникланадиган L чи­
зикнинг О г  укка нисбатан айланишидан ^осил булган айланма 
сиргнинг тенгламаси экан. (42) т ен гл а м а л а р  с и с т е м а с т и т  
иккинчи т енглам асида у  ва  z  координат аларни

“  Z  =  z j  <44>
ф о р м у л а л а р  орц али  х ,  у  ва z  л а р г а  алмаштириш, н ат и ж аси - 
да  (43) т енглам а %осил цилинади.

Э с л а т м а .  Биз L эгри чизик O yz  текисликда берилган ва О г  
Укна нисбатан айланади деб ^исоблаган эдик. Лекин L эгри чи­
зик бооща координаталар текислигида берилиши ва .бошца коор­
динаталар укига нисбатан айланиши’ )?ам мумкин. (42), (43) ва 
(44) формулаларга ухшаш формулаларни китобхоннинг узи осон- 
гина ту.зиши мумкин.

V2
М исол. — +  — = 1

а* с* ’
х «= О

эллипснинг Ог увда нисбатан айланма сиртини топинг.
уз Z 2

Е ч и л и ш и .  Эллипс тенгламасини — +  — <= 1 куринишда ёзиб, унда (44)
а2 с2

формулаларга кура У ва  2  ларни узгарувчи х,  у ва  г  лар  билан алмаштириб, 
изланган тенгламани *осил киламиз:

( ±  V x 2+ y 2)2 , г 2 , .  л: 2 - у2 г*
-------------------+  — - 1  екиа 1 с2 а* ай с

Хосил килинган сирт айланма эллипсоид  дейилади.

5. Эллипсоид.
х * У2 z% 1 / л е \

- ■ «. +  ^ + 5 - 1  (45)

тенглама билан аникланадиган сирт элли псоид  дейилади. а, b ва 
с сонлар эллиясоиднинг ярим  ун;лари дейилади. (45) тенглама- 
га узгарувчи координаталар жуфт даражаларда кирганлигидан, 
эллипсоид координата текисликларига нисбатан симметрик була­
ди. Эллипсоиднинг шаклини аниклаш учун уни координаталар 
текисликларига параллел текисликлар билан кесамиз. Агар эл- 
липсоидни г =  h ( | h | <  с) текислик билан кессак, кесимда L эл* 
липе ^осил булишини курсатамиз.
Хакикатан,

z  =  h
х 2 у2 г2 1
■—  Л .  —— - j -  —  =  1

а* ** с2

тенгламалардан z  аппликатани йукотиб, L кесимни О х у  текислик-



ка проекциялайдиган цилиндрик сиртнинг тенгламасини э^осил 
киламиз:

№■ .. **-  +  — 1
а? 62

еки

( ‘ / ' - I ' ) '

Б у тенгламадан куринадики, L эгри чизик ярим уклари

=  1.

a  =  a j /  j А2
S - S j / l - 5 - (46)

h | усиши билан эллипснинг 
с да а  = Ь  = 0  га эга була-

булган эллипс экан.
(46) формулада_н куринадики, 

ярим уклари а  ва Ь камаяди. |А| 
миз ва кесим нуктага айланади. \ h \ y c  да равшанки, эллипсоид 
z  =  h текислик билан кесишмайди. Эллипсни x  =  h ( \ h \ < a )  ва 
у  =  h { \ h  \ < Ь )  текисликлар билан кесганда ^ам эллипслар *осил 
булишини шунга ухшаш курсатиш мумкин. Эллипсоид 97-расм- 
да тасвирланган куринишга эга. Хусусий а  — Ь ^олда айланма 
эллипсоидни ^осил киламиз:

* 1 У I г----------------L. —‘> 1 * -9 1 (46')

(4-пунктдаги мисолга каранг). Агар 
учта ярим Ук узаро тенг ( с ~ Ь —0 ) 
булса, х 3 -+ у2 г 2 =  а 2 сфера *о- 
сил булади.

6 . Гиперболоидлар.

л* y i г 2 
аг Ь2 с2

1 (47)

тенглама билан аникланадиган сирт 
бир п а л л а л и  гиперболоид  дейила­
ди. Бу сирт учта симметрия укига 
эга, чунки узгарувчи х , у  ва г  коор­
динаталар (47) тенгламага жуфт да- 
ража билан кирган. Бир паллали ги* 
перболоидни у  =  0 текислик билан 
кесиб, О х г  текисликда ётувчи A B C D  
гиперболани ^осил киламиз (98- 
расм):

_  _  1Тл гг ==3 *>
у - 0 .

Шунга Ухшаш бир паллали гипер- 
болоидни х  — 0 текислик билан ке-



силса, кесимда О уг  текисликда ётувчи E F G H  гипербола *осил 
булади:

y f _^1 = 1
Ь2 с2 ’

л: =  0.
Бир паллали гиперболоидни z  =  k текислик билан кесилганда ке­
симда BFCO  эллипс хосил булади, у куйидаги куринишга эга:

а2 Ь2 с2

z  — h “ V h-STK'+I
у2 v2

+  -------г ^ г —  2= 1,

г = Л .
h абсолют киймати буйича усищи билан бу эллипснинг ярим у к-*

лари а =  a  j / " l  +  у а ва ft =  ft | /  1 +  ^  камайиб боради. /г =  О
да Олту текисликда ётувчи, ярим уклари а  ва ft булган эллипс 
350сил булади.

а  =  ft да бир п а л л а л и  а й л а н м а  гиперболоид  з^осил булади: 

£ 1 ± 2 1 _ г- 1 = 1 .  (48)
а2 с1

Уни z  =  h текисликлар билан кесганда айланалар з^осил булади:

+  1 +  | ) ,  

z==  h.
2 - ва 3-пунктларда з^ар бири тугри чизиклардан ташкил топ­

тан цилиндрик ва конус сиртлар каралган эди. Бир паллали ги­
перболоидни дам тугри чизиклардан ташкил топган сирг деб ка- 
раш мумкин экан.
Куйидаги

£  +  £  =  * 1 + 1
а с  \  Ь

£  _  £  =  -IV1 _  1
а с k \  v Ь

(49)

тенгламалардан аникланадиган тугри чизикни карайлик, бунда, 
а , b ва с — бир паллали гиперболоиднинг ярим уклари, k — и х ­
тиёрий танланган сон ( к ф О ) .

Бу тенгламаларни дадма-^ад купайтириб,
х 2 г2 . у2 У2 , У2 z2 1---------=  1 еки — +  -----------=  1,
а2 с2 b2 а 2 b2 с2

яъни бир паллали гиперболоид тенгламасини з^осил киламиз.
Шундай. килиб, бир паллали гиперболоид тенгламаси (49) 

тенгламалар системасининг натижаси экан. Шунинг учун (49) 
сисгемани каноатлантирадиган исталган М  (х\  у; г )  нуктанинг 
координаталари бир паллали гиперболоиднинг (47) тенгламасини



х;ам каноатлантиради. Бошкача айтганда, (49) тугри чизикнинг 
барча нукталарн (47) пшерболоидга тегишли булади. k  нинг 
кийматларини у згаРТ|,Ра бориб, (47) сиртда ёгадигам тугри чи- 
зиклар оиласини ^осил киламиз. Худди шунга ухшаш бир палла- 
ли гиперболоидга

бар га тугри чизиклар оиласи тегишли булишини курсатиш мум­
кин, бунда г — ихтиёрий параметр.

Бир паллали гиперболоиднинг ^ар бир нукгаси оркали юко­
рида курсатплган тугри чизиклар олласидан битта тугри чизик 
утишини *ам курсатиш мумкин.  Шундай килиб, бир паллали ги- 
пёрболоидни тугри чизиклардан т аш кил т опган  сирт деб караш 
мумкин (99-расм). Бу тутри чизиклар бир паллали гиперболоид- 
ниыг тугри йуналган ясовчилари  дейилади.

Тугри чизиклардан бир паллали гиперболоид сиртларни ясаш 
имкониятлари курилиш техникасида кенг кулланилади. Масаяан, 
инженер Шуховнинг* таклиф килган конструкцияси буйича бир 
паллали гиперболоиднинг тугри чизикли ясовчилари буйича бал- 
калар жойлаштирилган радиомачта Москвада курилган. куйидаги

у2 ч/2 ?2
• <51>аг о2 с2

тенглама билан аникланадиган сирт икки п а л л а л и  гиперболоид  
дейилади.

(50)

99- раем. 100- расы.

* В. Г. Ш ухов (1853— 1939)— СССР ФА нинг фахрий аъзосд.



Координаталар текисликлари икки паллали гиперболоидлар 
учун симметрия текисликлари булади. Бу сиртни Oxz ва Оу 
координата текисликлари билан кесиб, мос равишда куйидаги ги- 
перболаларни ^осил киламиз ( 100-расм):

__х'1 ^
С2 л2 *

у =  0
ва

1,

0.

Агар икки паллали (51) гиперболоид z — h текислик билан 
кесилса (|/г|>сда), кесимда ярим уклари а — а ) / —а — 1 ва

b = b } f ĥ- — 1 булган
х2 , у2 __Л2 J
а2 Ь2 с2 

z =  h
эллипс носил булади. \h\ усиши билан бу ярим уклар з?ам уса* 
ди. |/г|<<? да равшанки, (51) сирт г =  Л текислик билан кесиш- 
майди. Икки паллали гиперболоид иккита айрим кисмлардан 
(паллалардан) иборатки, буни унинг номи ^ам айтиб турибди, 
а=Ь да (51) тенглама

б2 б2 с2
1 ёки X2 + у* 

о2
=  1 (5 V)

куринишга эга булади ва икки паллали аИланма гиперболоид 
тенгламасини беради. Икки паллали айланма гиперболоидни 
=  h(\h \ > с) текислик билан кесганда кесимда радиуси /?=*
= b j/  ^  • 1 булган

Xs ■ Ь%
С И
z — h

айлана ^осил булади.
7. Параболоидлар. Куйидаги

(52)

тенглама билан аницланадиган сирт р ва q лар бир хил ишора- 
ли булган шартда эллиптик параболоид дейилади. Бундан бу­
ен аниклик учун р > 0, _q > 0 деб ^исоблаймиз. > 

Эллиптик параболоидни Oxz ва Oyz координаталар текислик­
лари билан кесганда мос равишда



параболалар досил булади, г — h (/z > 0) текислик билан кесган- 
да эса ярим уклари a = V 2 ph ва b =  V  2 qh булган

-£1 + Л .  = 1
'iph ‘Zqh

Z — h
эллипс зрсил булади (101-раем). р = q булган з̂ олда

2 pz =  x2-f у2

айланма параболоидни ^осил киламиз, х ва у узгарувчилар (52) 
тенгламага иккинчи даражада киргани учун эллиптик параболоид 
иккита симметрия текислиги: Охг ва Оуг га эга.

Куйидаги
2г = х— ' (53)

р  ч
тенглама билан аникланадиган сирт р ва q лар бир хил ишора- 
ли булган шартда гиперболик параболоид дейилади. (Кейинча- 
лик аник^ик учун р > 0, q > 0 деб ^исоблаймиз).

Бу сиртни Охг текислик билан кесиб,

2р7Л] ■ (54>
параболани >;осил киламиз ( 102-расм).

Гиперболик параболоидни x=h текислик билан кесганда
.2 г ~ £ - £ )  2 q ( z - h- ) = - y ^

р q ёки \ 2р]
х =  h х = h I

парабола ^осил булади. h нинг турли кайматларида Оуг текис- 
ликка параллел текисликларда ётган ва бир хил q параметрли 
параболалар оиласи >̂ осил булади.



Гиперболик параболоидни да- 
ракатланаётган парабола текисли- 
ги Оуг текисликка параллел бу-■ 
либ коладиган, параболанинг сим-! 
метрия уки Oxz текисликда ко- 
ладиган, учи эса (54) парабола 
буйича даракат циладиган шартда 
бу параболаларницг ихтиёрий- 
биттасининг даракати билан тав- 
сифланадиган сирт деб караш 
мумкин. Гиперболик параболоид­
ни г=й текислик билан кесиб 
( ЛфО да) куйидаги

2 h ~ x- - y~, 1
Р Я

z = h
гиперболани досил киламиз.

103- раем.

еки
2_ =  1,

2 ph
у1

2 qh
z =  h

102-расмда бу гиперболанинг икки 
/г> 6 ва /г< 0 дол учун жойлашиши тасвирланган. h = О да, яъни 
гиперболик параболоидни Оху координаталар текислиги билан

= 0 булган чизиккесганда, Оху текисликдаги тенгламаси 
досил булади. Охирги тенглама

-Г2

. _4- + == о, — — = о
Vp Vq Vp 

тенгламалар системасига тенг кучли 
лоид Оху текислик билан иккита

4 г  + 4 г  = 0 
Vp V  q

2-= О

vq
Бу

V p

гиперболик парабо-

. Л _  
Vq

=  0

о
тугри чигик буйича кесишади деган с^з. Бу тугри чизиклар Оху 
текисликда ётади ва координаталар бошидан утади. Бу иккита 
тугри чизикдан таищари гиперболик параболоидда тулик ётад'и- 
ган бошка тугри чизиклар дам мавжуд. Бундан ташкари, бир 
паллали гиперболоидда булгани каби, гиперболик параболоид- 
нинг дар бир нуктаси оркали

+  4 г 1
V p

2 kz
ва Vp Vq iVq

_£_____ = _L S _____ = 2 Iz
Vp V 7 _ k V p Vq

тугри чизиклар оиласининг дар биридан биттадан тугри чизик 
^тишини курсатиш мумкин, бунда k ва / — ихтиёрий параметрлар.

Шундай килиб, гиперболик параболоидни тугри чизиклардан 
ташкил топган сирт деб караш мумкин (103-расм).

И зо д. Тугри чизиклардан ташкил топган сиртлар тугри чи- 
зщ ла сиртлар дейилади, Шундай килиб, цилиндрик ва конус 
сиртлар, шунингдек бир паллали гиперболоид ва гиперболик па­
раболоид тугри чизикли сиртлар экан.
1,2-585 177



V Б О Б  
ЛИМИТЛАР НАЗАРИЯСИ

1-§. ФУНКЦИЯНИНГ лимити

1. Функциянинг х -++ со даги лимити. у = /(*) = 2— j-
функция берилган булсин. Бу функциянинг цийматлар жадвалини 
тузамиз ва унинг графигини ясаймиз (104- раем):

X 1 2 10' 100 1000

У 1 1,5 1,9 1,99 1,999

Жадвал ва графикни караётиб, х аргументнинг усиши билан 
бу ф\нкция 2 сонга чексиз якинлашади ёки бошкача айтилиши- 
ча, х плюс чексизликка интилганда (х -*-f- со) функция лимити
2 сонга тенг деб фараз килиш мумкин.

М  (х, у) нукта у =  2 — - функция графигининг нуктаси бул- 
СПП. НуКТаДаН у — 2 Ту*грИ чйЗИЦКйЧа й  масифЛНИ 1'UlIci-
миз:

tf = | y - 2 | = | / ( * ) - 2 | = (2-- М-2 —
1

Л X 1 — X
х  -» +  оо да у = 2 • функциянинг лимити 2 сонга тенг деган
факт функция графигининг М  (х; у) нуктасидан у = 2 тугри чи- 
зиккача булган масофа, яъни л нинг етарлича катта кийматлари 
учун \f ( x) — 2  \ ни олдиндан берилган исталган мусбат сондан 
кичик килиб олиш мумкин деган суздир.

Масалан,

- | /(■*)— 2 1 = —Ц  < '

.0

<
булса;
\/( х) - 2  

булса;
ва умуман е > 0 булганда

1
U I

10

100’

агар х > 10 

агар jc  > 100

1 1 3  4 

104- раем.

| / ( * ) - 2 | = 
булса.

< .  1агар д: > —



Эндиу==/(х) функциянинг л:-> + оо даги лимитига аник 
таъриф берамиз, бунда у = / (х )  функция бутун сон укида ёки 
бирор сондан катта булган барча л лар учун аникланган деб 
фараз киламиз.
• Агар х,ар цандай мусбат е сон учун шундай N  сон топил- 
саки, N  дан к а т т а  барча х лар учун

\f(x) — b\<z (1)
тенгсизлик бажарилса, b сон у = / {х )  функциянинг х-^ +  оо 
даги лимити дейилади.

f  (х) функциянинг х — даги лимитининг таърифи символик 
равишда куйидагича ёзилади:

V(e > 0) 3W V (х > A/)=>|/(x) -  Ь | < в.
6 X

Бошкача айтганда, агар функциянинг лимити х -> + оо да Ь 
сон булса, у ^олда х аргументнинг чексиз усиши билан бу функ­
циянинг киймати b сондан исталганча кам фарк килади, яъни 
функциянинг киймати билан b сон орасидаги фарк нолга истал­
ганча якин булади.

Функциянинг со даги лимитининг b сонга тенг булиши
куйидагича ёзилади*.

lim f (x )  = b.
*-►+*> *

Бу куйидагича укилади: „эф х функциянинг х плюс чексизликка 
интилгандаги лимити b га тенг“ . Юкоридаги мисолга кайтсак, 
куйидагига эгамиз:

lim (2 — М =  2.
■*■-* + «> V X/

5д;+31- мисол. l im ---- = 5 ни исбот килинг.
*-* + 00 х

5х +  3
Е ч и л и ш и .  Бу х,олда / (* )  = ----- , 6 = 5. Ихтиёрий мусбат е сон оле-

миз ва f  (х )— Ъ айирманинг абсолют кийматини караймиз:
3 _ ±  
х -|х|'I / (X) ■ Ъх +3 ---- — 5

Бу аГшрма е дан кичик булиши учун яъни
5* + 3 3

|*1<Е
тенгсизлик бажарилиши учун | х | >  З/s булиши етарли. Биз функциянинг 
х  -* +  оо даги лимитини караётганимиз учун х ни мусбат деб *исоблаш мум­
кин. Шунинг учун.(*) тенгсизлик барча j c > 3 / s  лар учун бажарилади. Бу *олда- 
лимитнинг таърифида курсатилган N  сон З/s га тенг. Шундай килиб,

V (* >  О) 3 (./V =  З/s) у (Д£ > N  = З/s) —N —  5 <е.

■* Нщ-латинча „limes* сузининг биринчи учта .^арфидир, у узбек тилида' 
чегара (лимит) маъиосини англатади.



г ,, 5 *4 -3  5 ж 3
Бу lim ----- «* о эканини билдиради. у » ------  функциянинг х аргумент-•С- оо X X,
нинг мусбат кийматлари учун графиги 105-расмда тасвирланган. 

jc +  sinjc
2-мисол. lim ------ — = 1  ни исбот килинг.*-»+» *
Е ч и л и ш и .  в > 0  сон оламиз. Куйидагига эгамиз:

I/W - 1 1
X sin* sin*

X

чунки | sin x | < 1. Агар 1/1* I < e ёки 1 /* < а булса,

*1 < l*l 
I X  -f sin* 1 <s тенг­

сизлик бажарилади, чунки * -» + оо да х ни мусбат деб з^исоблаш мумкин. 
Охирги тенгсизлик барча х > 1/s ■= N  лар учун уринли. Шундай килиб,

X + sin X
V 0 > 0) —) V (х  >N\ * / * \ е / — 1 < s.

Jf +  sln-д:
Ш у билан биз Иш --------  = ] эканини курсатдик, царалган функциянинг

ОС X

графиги 106-расмда тасвирланган.
3-мисол. у = cos* функция х -* +  оо да лимитга эга эмас. Бу функциянинг 

кийматлари х -* +  да — 1 ва I орасила ^згариб туради.

Лимитнинг таърифидан келиб чщадики, узгармас f {x )  =  A 
функциянинг х -*■ + со. даги лимитн А га тенг, чунки ихтиёрий 
е > 0 да |/ (л) — А | = | А — А | < е тенгсизлик барча л: лар учун 
бажарилади (бу ерда N  исталган сон булиши мумкин).

Ю:;ср;;д£ кур;;5 ^тилгоп миеиллар шуни курсатадики, функция 
узининг лимитига (агар унинг лимити мавжуд булса) бу киймат*
дан доимо кичик булиб, масалан, у = 2 — - функция каби (104-X
раемга царанг) ёки лимит кийматидан катта булиб, масалан,

5* + з функция каби (105- раемга каранг) интилиши мумкин ва

ни^оят, функция узининг лимити атрофида масалан, у — 
функция каби тебраниши мумкин (106-раемга каранг).

х + sin х



Энди функциянинг x^f + оо даги лимитининг г е о м е т р и к  
м аъносини  урганамиз. Биз биламизки, агар y =  f(x ) функ­
циянинг лимити b сонга тенг булса, исталган е > 0 сон учун 
шундай N  сон топиладики, барча x> N  лар учун | f (x )  — b \ < s 
тенгсизлик бажарилади. Абсолют микдорларнинг хоссасига асо- 
сан (I боб, 1-§, 3-пунктга ^аранг) бу тенгсизлик куйидаги тенг- 
сизликларга тенг кучлидир:

— е < / ( * )  — 6 < е  (2>
ёки

b — е < / (х) < b 4- s. (2 ' }
(2') тенгсизликлар у = f (x )  функция графигидаги абсцисса- 

лари N дан катта булган барча нукталарнинг ординаталари Ь ~ е 
ва b 4- е сонлар орасида ёгишини курсатади. Бу эса х нинг N  
сонидан катта булган барча киймаглари учун у = /(л :) функ­
циянинг графиги у =  Ь — е ва у =  Ь 4-е тугри чизиклар билан- 
чегараланган полосада ётади, деган маънони англатади (107- 
а раем). Лимит таърифидаги N сон, умуман айтганда, е га бог- 
лиц. s канча кичик булса, яъни у = Ь — е ва у = 6 4-е тугри 
чизиклар орасидаги полоса канча тор булса, N  шунча катта 
булади.

2. Функциянинг х -» — со даги лимити. Энди функциянинг х 
минус чексизликка интилгандаги (х-> — оо) лимитнинг таъри- 
фини карайлик.

Агар х1ар цандай мусбат е сон учун шундай М  сон топил- 
саки, М дан кичик барча х лар учун

I /(■*) — & | < е
тенгсизлик бажарилса, b сон У = / (х ) функциянинг х -*■ — со 
даги лимити дейилади.

Г(х) функциянинг х -* — оо даги лимитининг таърифи сим­
волик равишда куйидагича ёзилади:

V  (s > 0) Э М У  (х < М ) =.>\f{x) — b\<&.
S '  X  Ъ

Функциянинг д: — оо даги лимитининг b га тенг булиши 
Куйидагича ёзилади:

lim j {x )  — b.
ct

Функциянинг х->- — оо даги лимитининг г еометр  и к маъноси  
функциянинг х ->• 4- со даги лимитининг геометрик маъносига 
ухшаш. Агар lim f(x ) = b булса, рр  кандай мусбат е сон учун

X  ос
шундай М сон топиладики, барча х < М  лар учун у —/ (х) 
функциянинг графиги у — Ь — е ва у=Ь 4- е тугри чизиклар билан 
чегараланган полоса орасида жойлашган булади (107-6 раем)»

* 1г| < б тенгсизлик — б < г < е тенгатикларга тенг кучли булгани 
учун z = /(< ) — ь деб, (2) тенгсизликларга келамнз.



3. Функциянинг х -*■ лг0 даги лимити. Биз функциянинг л;-> 
->-+со ва х-  ̂— со даги лимити тушунчасини киритдик. Энди функ­
циянинг л: -> х0 даги лимити тушунчасини киригамиз. Дасглаб, 
х эркли узгзрувчи га чапдан яциплашган ^олнп цараилнк.

Агар хар цандай. мусбат е сон учун шундай (х0дан кичик) 
N  сон топилсаки, N ва х0 орасида (N < х <_ х0) ётувчи барча 
х лар учун \/(х) — Ь\<& тенгсизлик бажарилса, b сон у = 
= / (х) функциянинг х -»хй даги чап лимити дейилади.

/(х) функциянинг х -> х0 даги чап лимитининг таърифи сим­
волик равишда куйидагича ёзилади:

V  (е > 0) Я (N  < х0) V  (N  <  X < х0) =>- |/ (х) — b | < е.
6 ;V X

Функциянинг х->х0 даги чап лимити тушунчаси х-* + оо
ЛГ Я  Л И М И Т  Т \ Г П ! \ / Н и Я Р Ы П С 1  W V T I T Q T T T  (л\т  п т л Л  т г м п О т т  n r w  А п п о т т  i m jj j ........ - j  ~j j m
ладики, л: -» +  оо да лимит ^олида ( 1) тенгсизлик N дан катта 
барча х лар учун бажарилади. х -*■ х0 даги чап лимит ^олида 
эса барча /V-дан катта, лекин х0 дан кичик л лар учун бажари­
лади. Функциянинг х -+х0 даги чап лимиги куйидагича белги­
ланади: lim f(x ) =  b. х -* х0 — 0 символи х катталик х0 га чап-
дан интилишини билдиради.

Функциянинг х ->■ х0 — 0 даги лимитининг гео метрик  маъ- 
носи куйидагидан иборат: ^ар кандай е> 0  учун, шундай 
/V (А/ <  х0) сон топиладики, /V ва х0 орасида жойлашган барча 
х лар учун функциянинг графиги у = Ь — е ва у =  b & (108- а 
раем) тугри чизиклар билан чегараланган полоса орасида жой­
лашган булади.

Функциянинг х-»х0 даги чап лимити тушунчасига ухшаш 
функциянинг х -> х0 даги унг лимити тушунчаси киритилади.

Агар %ар цандай мусбат г сон учун шундай М сон (х.0 дан 
к а т т а ) топилсаки, М ва х0 орасида (к0< л < М) ётувчи бир- 
ча х лар учун j /  ( х )  —  6  j <  s  тенгсизлик бажарилса, М сон 
,у = / (х ) функциянинг х -> х0 даги унг лимити дейилади.

/ (х) функциянинг * -> х0 даги унг лимитининг таърифи сим­
волик равишда куйидагича ёзилади:

V  (®>0)Н  (М х0) V  (х0 <  * <; /И) =► | / (х) — b | < е.
г т  х



Функциянинг х-*ха даги унг лимити куйидагича белгиланади: 
lim f {x )= b . Агар /(х) функциянинг л0 -» л даги унг лимити Ь

л-*~х 0+0
сонга тенг булса, у колда унинг г е о м е т р и к  маъноси  куйи- 
дагича булади: функция.нинг графиги х0 ва М орасида жойлаш- 
ган барча jc лар учун у = Ъ — г ва у =  й +  е тугри чизиклар 
билан чегараланган полоса орасида жойлашади (108-5 чизма).

Функциянинг х-+х0 даги чап (х -> х0 -  0) ва х-*х0 даги унг 
(я-» х0 + 0) лимитлари унинг бир томонлама лимитлари дейи- 
•лади. -

Агар иккала бир томонлама лимит мавжуд булиб, улар узаро 
тенг булса, f (х) функция л -» х0 да икни томонлама лимитга 
эга ёки оддийгина х-*х0 да лимитга эга дейилади.

Шундай к;илиб, агар х,ар цандай мусбат е>0 сон учун шун­
дай М  ва N  сонлар (/V<x0< M ) топилсаки, ]/V, М\ интер­
валда ётувчи барча х лар учун (* 0 нуцта бундан мустасно 
булиши мумкин) \J (х) — Ь\<& тенгсизлик бажарилса, b сон 
у = /(х) функциянинг х-+х0даги лимити дейилади.

у — f  (х) функциянинг х-у х0 даги лимитининг таърифи сим­
волик равишда куйидагича ёзилади:

V(s>0)g(-/V<A:0< M )-V  Lx£]N , М [) (х0 нукта бундан мус-
s M,N X - ^

тасно булиши мумкин) =>-]/(.*)— b |<е.
jc0 нуктани уз ичига олган исталган интервални унинг атро- 

фи деб атаймиз. Агар b сон у = / {* ) функциянинг х-»-д0-даги 
лимити булса, у ^олда |/(х) — Ь\<.& тенгсизлик *0 нуктанинг 
бирор атрофининг барча нукталари учун (*„ нукта бундан мус­
тасно булиши мумкин) бажарилишини 
куриш осон. Агар /(*■) функция х ^ х 0 
да b га тенг лимитга эга булса, у 
Куйидагича ёзилади: lim f  {x) = b.

У „

лг->х0 даги лимитнинг'геометрик маъ­
носи 109- расмдан равшан куриниб 
турибди.

1-эслатма.  Функциянинг л: ->•*<,„ 
даги (ёки х -ч- л0 — 0, ёки х -»х0 + 0 
даги) лимитининг таърифида х ф х 0

ш
2 ж

N Ха М 

109- раем.

X



кийматлар каралди. х0 нуктанинг узида 
функция аникланмаган булиши >̂ам мум­
кин. Кейинчалик бу эслатмадан куп фой- 
даланилади.

2-эслатма.  Функциянинг х ^  х0 да­
ги (ёки х -* х0— 0 даги, ёки х -> х0 +  0 да­
ги) лимитининг таърифида таъкидланаётган 
М  ва N  сонлар е ва х0 га боглик.- 

\

1- мисол. у = 2х + 1 функцияни карайлик. 
х = 4 да унинг киймати 9 га тенг. Эркли узгарув­
чи к чапдан ва ^нгдан 4 сонга якинлашган сари 

функциянинг киймати чегараланмаган з̂ олда 9 сонга якинлашишини, яъни 
Hirt(2r+1)=9 эканлигини курсатайлик.
JT—>■ 4

Бунинг учун мусбат е сонни оламиз ва х нинг х0 = 4 га якин кийматлари 
учун функция ва 9 сон орасидаги айирмачинг абсолют киймати буйича s дан 
кичик ^илиниши мумкинлигига, яъни i (2х + 1) — У| < £ булиши мумкиняигига 
ишонч досил киламиз. Равшанки,

I ](2х + 1) — 9 | < е} ч=>- { s < (2х+ 1) — 9 < е> ч=>- |4—^  С  х < 4 + -jj.

Шундай килиб, функция ва 9 сон орасилаги айирма (абсолют циймати 
е' б

буйича) А' = 4 — — ва М = 4 + — сонлар орасида ётган барча х лар учун в

дан кичик булади. Шунинг учун у — 2х + 1 функциянинг дг-*4 даги лимити 
lim (2л + 1) = 9 булади.
Х — 4

2-мисол. ГО. 41 гегментля к^йиттягиия яниоянгян =  f  
■караймиз:

| — 1, агар 0 < х < 3 булса;
(3  — х, агар 3 «  х < 4 б^лса.

Бу функциянинг графиги 110» раемда келтирилган. Равшанки,

lim f  (х) = lim (х — 1) = 2 , lim f  (х) = lim (3 — х) — 0 .
*->3—0 x-*-3—0 *-*-3-{-0 л-^3+0

Бундай булиши функциянинг графигидан яккол куриниб турибди. Бу ерда чап 
лимит ^ам, унг лимит хам бир-бирига тенг змас, шунинг учун у = f  (х) функ­
ция х ->• 3 да лимитга икки томонлама лимитга эга эмас.

Энди агар функция лимитга эга булса, бу лимит ягона були- 
шини курсатамиз. Буни геометрик нуктани назардан курсатиш 
осон. Хакикатан ^ам, тескарисини фараз килайлик, яъни у = f (x )  
функция х -» + оо да иккита b, ва Ь2 лимитга эга булсин. Бири 
у = 6, — е ва у =  6г + s тугри чизиклар билан, иккинчиси у =
— Ь2 — г ва у =  £2 + е тугри чизиклар билан чегараланган иккита 
полосани карайлик. Бунда е ни шундай кичик килиб оламизки, 
иккала полоса ^ам умумий нуктага эга булмасин. У ^олда х 
•етарлича катта булганда функциянинг графиги бир вактда бу 
полосаларнинг ĵ ap бирида ёта олмайди. Шундай килиб, хар кан- 
дай функция ё ?{еч кандай лимитга эга эмас, ё факат битта ли­
митга эга булади.



4. Чексиз кичик функциялар. Чегараланган функциялар^
Агар у = f (x )  функциянинг даги лимити нолга тенг
булса, у функция л-> + со да чексиз кичик дейилади. х-> — оо, 
х-+х0 — 0, я-» л;0+ 0» х х0 да чексиз кичик функциялар шун­
га ухшаш аникланади. Чексиз кичик функция учун лимит Ь= О 
ва | / (х) — b | = \/(х) — 0 1 =  \}(х ) | булгани сабабли лимитниш 
таърифига кура, масалан, -j-оо да чексиз кичик функциянинг 
юкорида берилган таърифига тенг кучли булган таърифни бериш 
мумкин.

Агар ихтиёрий е> 0 сон учун шундай N  сонни топиш мумкин 
булсаки, барча x > N  лар учун

|/ (* )|< е
тенгсизлик* бажарилса, у = / (х )  функция (л:-> + оо да) чексиз 
кичик дейилади. х-*+оо да чексиз кичик функция таърифи- 
нинг символик ёзуви куйидагича:

V  (s > 0 ) 3  A/' V  (•* > Л Г) = Н/(-*:) | < г.£ X
1

1-мисол у = —  функция jc-» 4-oo да чексиз кичик булишини курсата- х2
миз. Бунинг учун унинг х-* +оо даги лимити Ь=0 эканлигини, яъни ихтиёрий. 
s > 0 учун шундай N  ни топиш мумкинлигини, бунда (3) тенгсизлик бажари— 
лишшш курсатиш керак:

1/ M i
1 1

л? <Е‘
Лекин бу тенгсизлик х > 1I V  в булганда Уринли булади.

Умуман айтганда, у = \jxa функция (а— ихтиёрий мусбат сон) х-* +'ос да 
чексиз кичик эканлигини курсатиш мумкин.

2-мисол. у=х3 функция х-* 0 да чексиз кичик функция булишини курса­
тамиз.

* g  ___

| f (х) | = |х3 1 < е тенгсизлик, равшанки, х нинг |_хг | <  % буладиган бар­
ча кийматлари учун бажарилади. Шундай килиб, |хг |< е  тенгсизлик N  = 3 _ 3 -_=  — ] f  в ва М — yf е орасида ётувчи барча х лар учун бажарилади. Бу 
lim х3— О, яъни у — хъ функция х -* 0 да чексиз кичик функция булади деганл-Ю
суздир.

Умуман айтганда у — хт  (бу ерда т >  0) функция х 0 да чексиз кичик. 
булишини курсатиш мумкин.

3-мисол. у = 2 --- функция х-> + ° °  да чексиз кичик функция булаX
олмайди, чунки Hm ( 2  — — ) =  2 =jt0 .

Х- + 30 \ х I
Энди чексиз кичик функциялар >;акидаги бир нечта тесремани 

исбот циламиз, Аниклик учун теоремаларнинг таърифлари ва ис- 
ботларини х ^  + оо даги чексиз кичик функциялар учун кел-

* х -*■ — ос, х -+ х0, х -* х'о — 0  ва х -* х0 +  0  доллар учун чексиз кичик 
функциянинг иккинчи таърифини ифодалашни китобхоннингузига давола цила-- 
миз.



тирамиз, чунки таъриф ва исботларнинг бошка барча ^оллари 
ш ун га  ухшаш булади. Бу теоремзларни х -*— ° °  , х-+х0, х-* 
-> х0 — 0 ва + 0 доллар учун мустацил таърифлашни ва
исботлашни китобхоннинг узига х;авола киламиз.

1-теорема. Агар <р(х) ва ty(x) функциялар (ж-v-foo да) 
чексиз кичик функциялар булса, уларнинг йигандиси ср (л) +  

Ф (х ) х;ам чексиз кичик функция {х + со о а) булади. 
Исботи.  / (я) = ср (х) + ф(х) булсин. lim / (х) = 0 эканини,

ОО
яъни

у  (е > 0) 3/VV (X > IV) =>- \f{x) \ < е
S Х

эканини курсатиш талаб килинади. Шундай килиб, е— ихтиёрий 
мусбат сон булсин. Шартга кура <р(я) чексиз кичик функция 
булгзнидан мусбат е/2 сон учун:

H/vVy (х>  /V,) = у | о (х) | < е/2. (4)

Щунга ухшаш s/2 мусбат сон учун
3/V2V (X > А'г) =>-) ф (х) | < s/2. (5)

jV сон /V! ва iV2 сонлар ичида энг каттаси булсин. У ^олда 
x > N  учун (4) ва (5) тенгсизликларнинг иккаласи бир ва^тда 
бажарилади. Бундай з̂ олда*
у  (х > Л) =>- 11 / (х) | =  | ср (х) + ф (х) | <  | <р (х) | +  | ф {х) | < е/2 4-
-L - /Г> 5.1 , —  о / .

Демак, у  (•* > Л0 => | / (•*) | < ®, бу / (* ) = <Р (х) +  <|» (х) функ-X
ция л: -> 4- оо да чексиз кичик функция булади демакдир.

Бу теорема х ихтиёрий чекли сондаги чексиз кичик функ­
циялар учун умумлаштирилиши мумкин, У ни кискача куйидаги­
ча айтилади: бир нечта чексиз кичик функцияларнинг йигин- 
диси чексиз кичик функциядир.

1 1 14- мисол. у = — |- —=. Н—  функция х -* + оо да чексиз кичик функция
х V х. х1

1 1 1 .булади, чунки —, — — , — кушилувчиларнинг адр бири х -* +  оо да чексиэ
X V X X2

кичик функциядир ( 1- мисолга каранг),
5- мисол. у — х 4- хь +  хъ функция х ->■ 0 да чексиз кичик функция булади, 

чунки у — х, у = * 3 ва у *=хь функциялар х ■* 0 да чексиз кичик функциялар- 
дир (2- мисолга каранг).

Чексиз кичик функциялар ^ацидаги навбатдаги теоремаларга 
утишдан аввал чегараланган функция тушунчасини киритамиз.

? Бу ерда биз абсолют цийматларнинг куйидаги хоссасидан фойдаландик 
|й + * | < | в |  + |А| (1 боб, 1-§, 3-пунктга каранг).



Агар шундай мусбат С сон мавжуд булсаки, л: аргументнинг 
^ийматларидан иборат бирор М тупламдаги барча х £ М лар

учун [ / (х) | <  С
тенгсизлик бажарилса, у = f(x ) функция М тупламда чегара- 
ланган дейилади. Бундай туплам, масалан, интервал, сегмент 
ёки бутун сон уки булиши дам мумкин.

' 6 -мисол. у = sin jc ва у — cosx функциялар бутун сон Укида чегараланган, 
чунки ихтиёрий х циймат учун |sinx ] < I, |cosx| < I га эгамиз,

7-мисол. у — хъ 4 функция [0, 3] сегментда чегараланган, чунки бу сег­
ментга тегишли барча х лар учун | Д х ) | < /(3) = 3, яъни | 1(х) |< 3 тенгсизлик 
уринли.

8-мисол. у — 1/х функция ]0, 1[ интервалда чегараланмаган, чунки барча 
х £ ] 0, 1 [ лар учун | 1/х| < С тенгсизлик уринли буладигаи С сонни курса­
тиш мумкин эмас.

Навбатдаги иккита теорема чегараланган функция ва ли­
митга эга функция орасидаги богланишни аниклайдн. Аниклик 
учун функциянинг х -> -f оо булган долдаги лимитини караймиз,

2- теорема. Агар у —  )(х ) функция х -> 4- оо да лимитга эга 
булса, у бирор чексиз ] /V, + оо [ интервалда чегараланган 
булади.

Исботи.  Urn f(x) = b булсин. У долда лимит таърифига 
кура в =  1 учун ЗЛЛ/"(Х > N)=>- II fix) — b\< 1}. Абсолют кий-X '
матларнинг хоссасига кура |/(х) — b | <  I f (x ) | — \ Ь | булгани учун 
|/(л)| — \b\ < 1, бундан | /(х)| < |6 | + 1 = С. Бу у = /(л) функ­
ция чексиз ]Л/, +<»[ интервалда чегараланганлигиж-i билдиради.

Эслатма .  Чексиз ] N, -f оо [ интервалда чегараланган функ­
цияни х -> + оо да чегараланган деб атаймиз.

Натижа .  Чексиз кичик функция (х -> + 00 да) чегара­
ланган.

Энди навбатдаги теоремани исбот киламиз.
3-теорема Агар у = / (х )  функция нолдан фарцли +  со) 

лимитга эга булса, у =  1//(лг) функция (бирор чексиз интер­
валда) чегараланган.

Исботи.  lim f(x ) — b (бу ерда b Ф  0) ва бирор мусбат е < \Ь
ЛГ-̂-f-oo

сон берилган булсин. Лимитнинг таърифига кура зл/У (х > N )—y
—y\f(x) — й|<». \ f (x )- b \ ^ \ b —f(x ) i> [b \ - \ f (x )\  булгани 
учун | b | -  |/(х) | < е ва | уг(х) > | b | — s > 0.

Демак, v
1

№
.  ̂ ! __ Q
!/(■*)! |б|—*

Шундай килиб, теорема исбот килинди. 
4-теорема. Чексиз Шяик функциянинг (ас-*--<х> да) чегара­

ланган фунщтш (л-+ 4-«? да) купаШмачи чексиз кичик 
функциядир,



Исботи.  ф(лг) функция чексиз М0 < л: < + 00 интервалда 
чегараланган булсин. Демак,

3 (c > 0 )v (- ,<:>^vo)=> I!p(-x:) N c ‘ '(6)
С х

Сунгра /(х) функция х-^ + оо да чексиз кичик функция бул­
син. <р(лг) - f(x) купайтма хам х-* + оо да чексиз кичик функция 
б^лишини курсатамиз. ^акикатан *ам, f{x) чексиз кичик функ­
ция булгани учун

V (® > 0) э м  V  (•* > М ) =>■ \t(x) I < ^ “* (7)
Б X  О

N 0 ва сонларнинг энг каттаси N булсин. У холда х>  N  
учун бир вактнинг узида (6) ва (7) тенгсизликлар бажарилади. 
ДемаЪ, барча х >  N  лар учун

|?(х ) • /(*) | — | <?(х) | • |/(*) | < C - ^  =  s,

яъни ср(х) • /(х) чексиз кичик функция экан.
.  sin*
а- мисол, у — ---  функция х -* + оо да чексиз кичик функциялир. чунки

Ч  !
у чегараланган sin* функция билан чексиз кичик (* +оода) у = —  функция-X2
«инг купайтмасидан иборат.

9- мисол. у — х2 (1  + sin *) функция чексиз кичик функциялир, чунки у 
чегараланган 1 +  sinx функция билан *-?•() да чексиз кичик булган х‘ функ­
циянинг купайтмасидан иборат.

1-::ат; ;жа. 'уф кандаи чексиз кичик функция чегараланган 
булгани учун ^озиргина исбот килинган теоремадан иккита чек- 
сиз кичик функциянинг купайтмаси чексиз кичик функция бу ли­
ши келиб чизади.

2- н а т и ж а. Чексиз кичик функциянинг сонга купайтмаси 
чексиз кичик функциядир.

5-теорема, х -> + оо да чексиз кичик функция лимитнинг 
(x-*-foo da) нолдан фарцли булган <р(л) функцияга булинма- 
си чексиз кичик функциядир.

Исботи.  f(x)!<.?(х) функция чексиз кичик f{x ) функция 
билан чегараланган \)у{х) функциянинг купайтмаси шаклида 
ифодаланиши мумкин (1/<р(л;) функциянинг чегараланганлиги
3-теоремадан келиб чикади). У з̂ олда 4-теоремадан /(*)/<f (x )~
— f{x ) • 1/<р(х) булинма чексиз- ки*гик функция эканлиги келиб 
чикади.

5. Чексиз катта функциялар ва уларнинг чексиз кичик функ­
циялар билан богликлиги. Агар ихтиёрий мусбат /. сон учун 
шундай N сонни танлаш мумкин булсаки, х нинг барча x > N  
Кийматлари учун \f(x )\> L  тенгсизлик* бажарилса, У = /(*) 
функция чексиз к а т т а  дейилади.

* N сон L сонга боглик-



Масалан, jc->+oo да у =  хг функция чексиз катта. Цаидай 
мусбат L сонни олинишидан катъи назар бу функция L дан кат га 
Килиб олиниши мумкин (х нинг N = V L  дан катта булганбарча 
кийматлари учун). Шунга ухшаш, у = \gx функция л -> + оо да 
чексиз каттадир, чунки |lgx|>Z, тенгсизлик N  — Ю^дан катта 
барча кийматлар учун бажарилади. Равшанки, ^ар кандай чексиз 
катта функция х -* +  оо да чегараланган булмайди, шунинг учун 
у лимитга эга булмайди (2- пунктдаги 2-теоремага каранг)

Чексиз катта функция чексизликка интилади (л:->-{-оо да) 
£ки у чексиз лимитга эга дейилади. Агар f{x ) функция х -> + 00 
да чексиз катта булса, уни символик равишда куйидагича ёзила­
ди: lim f(x) — оо. Бу ёзувни (тенгликни) функция лимитга эга
экан деб тушуниш керакмас; у функция (лимитга эга булмасдан) 
чексиз катта деб ^исобланишини билдиради.

Агар чексиз катта функция (х нинг етарлича катта барча кий> 
матлари учун) мусбат булса, у + оо га интилади дейилади ва 
куйидагича ёзилади: lim /(л:) = +оо. Агар чексиз катта функция

ДГ -♦ —f-oo

(х нинг барча етарлича катта кийматлари учун) манфий булса, 
у — оо га интилади дейилади ва куйидагича ёзилади: lim Д х) =

X  -» +  оо

Шунга ухшаш, масалан, lim л2= -f оо, lim (— х3) =  —  оо.
ДГ — со

Исталган куп^ад х + оо да х,'хж, х -> — оо да х;ам чексиз 
к а т т а  функция булишини исбот килиш мумкин.

Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар орасида узвий бог- 
ланиш мавжуд, бу куйидаги теоремалар оркали намоён булди.

1-теорема Агар f(x ) функция х -> + оо да чексиз к а т т а  
булса, 11/(х) функция х-»- +  оо да чексиз кичик функция ^була­
ди.

Исботи.  Ихтиёрий s > 0 ни оламиз. Етарлича катти х лар 
учун | 1/ /(х)| < е тенгсизлик бажарилишини курсатамйз, бу чек­
сиз кичик эканлигини англатади. /(х) функция шартга кура чек­
сиз катта функция булгани учун шундай N  сон мавжудки, х > N  
да |/(х)|>  1/е, у ^олда уша х лар учун |1//(х)| < е. Бу билан 
теорема исботланди.

1-мисол. у = х2 функция х +  оо да чексиз катта функция. Демак, 1/л:3 
функция х -* + оо да чексиз кичик функция булади.

2-теорема. Агар нолга айланмайдиган /(х) функция х ->• + 
-f- оо да чексиз кичик функция’булса, у цолда l[f{x ) ;c-> -foo  
да чексиз к а т т а  функция булади.

Бу теоремани исботлашни китобхонга тавсия киламиз.
х -> — оо, х -> х0 — 0, х -¥ х0 -j- 0 ва х -»• х0

да чексиз катта функциялар шунга ухшаш аникланади. Жумла- 
дан,масалан, агар у  (L >  0) g {N <  хй) у  (•* £ 1ЛГ, х [) =>-1 f(x ) \>L

L N X



б^лса, у — /(х) функция л:лг0 — 0 да (х-»х0 да чапдан) чексиз 
катта функция дейилади.

Бу пунктда х -*■ — °о да чексиз катта функциялар тугрисида 
айтилган барча гаплар х->Н-оо да, х-+х0 — 0, х->х0 + 0 ва 
х х0 долда чексиз катта функциялар учун дам уринли.

2-мисол. у = 1/х3 функция 2-теоремага кура х -+■ 0 да чексиз катта функ­
ция. чунки у =  х3 функция х -* О да чексиз кичик (4-пунктдат-и 2-мисолга 
каранг). Бунда lim ( I/жЗ) = — оо ва lim (I/*3) = + оо, чунки 1/*з функция х->0 

х - о - о  . *->0 + 0
учун манфий, лг> 0  учун эса мусбат.

6. Лимитлар ^а^идаги асосий теоремалар. Бу пунктда биз 
лимитга утиш коидалари дакидаги баъзи теоремаларни келтира- 
миз, булар кейинчалик курамизки, лимитларни топищни енгил- 
лаштиради. Бунда

X + оо , х-> — оО'Х-*Х0 — 0, X -> Xq + О
доллар учун бу теоремаларнинг таърифлари дам, исботлари хам 
бир хил булишини эслатиб утамиз. Шунинг учун уларни биз 
фацат х -> + оо дол учун келтирамиз.

/1ввало лимитга эга булган функция билан чексиз кичик функ­
ция орасидаги боглаиишни аниклаймиз. Бу богланиш тубандаги 
икки теоремада уз аксини топади.

1-теорема. Агар f  (х) функция (*-» + оо да) b га тенг ли­
митга эга булса, у %олда уни чексиз к т и к  функция (*-»■ + 
+ оо да) ва b соннинг йигиндиси сифатида ифодалаш мумкин.

Исботи .  lim f ( x ) ~ b  булсин.*-»+<»
f ( x )  — b = a(x) (8 )

айирмани караймиз ва а (х) функция (х ^  +  сода) чексиз кичик 
функция эканини курсатамиз. lim f ( x )  — b булгани учун v ( s>
> 0) 3 N  V (x> N ) => | f(x ) — b | < e, у долда x > N  учун |a (x) | <e.
Бу a (л:) функция чексиз кичик деган cyj. (8) тенгликдан f (х) =.*
— b-\-a.{х) ни топамиз. Шундай килиб, теорема исботланди.

2-теорема ( т е с к а р и  т еорема ) .  Агар J  {х) функцияни Ь 
сон ва чексиз кичик функция (х -> + оо да) йигиндиси сифати­
да ифодалаш мумкин булса, у %олда Ь сон / (х ) функциянинг
(х -» +  оо да) лимити булади.

Исботи .  Шартга кура / (х) = b + а (а:), бу ерда а {х) чек­
сиз кичик функция (х->-+  оо да) lim f ( x )  =  b эканини курсата-

ДГ-»+оо
миз.

^акикатан дам, / (x )—b = а (х). а(х) чексиз кичик функция бул­
гани учун у  (s > 0) 3 Ы  V (х > N ) —у- { | <х(х) | < е }. Лекин |/(х) —

£ X  -

— Ь | = | а (х) | булгани учун х > N  да | / (х) — b) < е га эгамиз. 
Бу лимитнинг таърифига кура lim f [x )  = b эканини билдиради.Л-.+ 0О



I -мисол. lim I5 4 :~  + — ) = 5 эканини исбот килинг.' х х'!1
Е ч и л и ш и .  6/х ва 1/х2 функциялар «-» +  оо да чексиз кичик булгани- 

учун — + —  йиринди чексиз кичик функцияларнинг пиринлиси сифатида чек­

сиз кичикдир. 5 + — функция 5 ва чексиз кичик функциянинг йигиндиси- 

дир..Демак, 2-теоремага кура
/ 6 1\ lim (5  + — + — = 5.

Х - *  +  сх> \  х  х 2/

Энди лимитга утиш цоидаларини келтириб чикаришга ута~ 
миз.

3-теорема. Агар lim f (х) — b- ва lim <р ( х )  == с булса, / (х)-\-
+ ср(х) ва f (x )  — y (x ) функциялар %ам xr-y-f-оо да лимитга 
эга булади, шу билан бирга

lim [ / (х) ± ср (л) J = lim / (х) ± lim <р (х ),
X  ->*4~ <-* ос X  сг

яъни иккита функция йигиндиси (айирмаси) нинг лимити улар~ 
нинг лимитлари йигиндиси (айирмаси) га тенг.

Исботи .  1-теоремага асосан 1 (х) ва ср(л) функцияларни 
f (x )  — b +  а(л) ва у (х) — с -f р (л) куринишда ёзиш мумкин, 
бунда а(х) ва р (л) — чексиз кичик функциялар (л:-» + со да). 
У ^олда
/ (х) + <р(д) = [Ь +  а(х)] + \с + Р(х)] =*(& +  <•) +  [ а (х )  +  Р(х)]. (9)

4-пунктдаги 1-теоремага кура а(х) + $(х) йиринди чексиа 
кичик функциядир.(9) тенгликдан /(х) + ф(д-) функциянинг b +  с 
сон ва а (х) +  р (х) чексиз кичик функция йигиндиси куринишида 
тасвирланиши куриниб турибди. Демак, 2-теоремага кура Ь -J- с 
сон / (л:) +  <р(л).функциянинг лимити булади.
Шундай к;илиб,

lim |J { x )  -f <р (х}\ =  b +  с = lim / {х) +  lim <?(х)
ДГ-*Н-оо х-*+а Х-*+оо

функциялар айирмаси булган х;блда исбот шунга ухшаш булади.
Э слатма .  3-теорема ихтиёрий чекли сондаги функциялар­

нинг алгебраик йигиндиси учун а̂м уринли.
4-теорема. Агар lim / (.х) = b ва lim 9 (х) — с булса, / (х) у(х)

д:_+оо JT-.+ 0:
функция х -* -f- 00 да лимитга эга, шу билан бирга 

lim \f{x ) cp(x)| = lim f{x ) llm ч(х),
X  -♦ о  X  ЛГ -*"4“  сс

яъни иккита функция купайтмасининг лимити уларнинг ли­
митлари купайтмасига тенг.

Исботи .  1-теоремага асосан
; (х )  = Ь + *{х), ? (л) = с +  р (*)



га эгамиз, бу ерда а(х) ва р(х) лар х -*■ + ° °  да чексиз кичик 
функциялардир. Демак,

7 (*) ? (■*) = [ b + <х (л) | [ с + Р (л)] = Ьс+[с<х(х) +
+ b Р(-Х) +  а (л) Р (х) ]. (10)

с а (л:) f  Ь J3 (х) -f я (х) р (х) функция учта с а (х), b j3 (х) ва « (х)$ (х) 
чексиз кичик функцияларнинг йигиндиси булгани учун чексиз- 
кичик булади (4-пунктдаги 4-теорема натижасига каранг). (10) тенг­
лик /(х)ср(х) функция Ьс сон ва с а (х) +  b$ (х) -j- а (х) (J (х) 
чексиз кичик функцияларнинг йигиндиси шаклида ифодаланган- 
лигини курсатади. Демак, 2-теоремага асосан b-с сон /(х)<р (х) 
функциянинг лимигидир. Шундай килиб,

lim [ f ( x )  t (х )\=  b e — lim }(х)- lim <р (х).
*~*"Ьоо Ж-*+,оо X -»*Ь се

Натижа .  Узгармас купашпувчини лимит, ишорасидан таш- 
царига чицарит мумкин, яъни

lim [&-ср(х)1 =  & 11т  <р(х),

бу ерда k узгармас купайтувчи.
Исботи .  Дакикатан зам,

lim [ k-<f (х) ] = lim k • lim ^{x)=k-\\m  <p (x),

чунки
11 m  A  —  A

cc

4-теорема ихтиёрий чекли сондаги купайтувчилар учун урин­
ли. Хусусан, агар бу купайтувчилар узаро тенг булса, куйида- 
гига эгамиз:

lim { [ / ( x ) l » } ^ l i m  [/ (* )• / (* ) . .  . / (х ) ]  =
X - r + с с  * -* ■ -{ -  со

= lim f (x ) .  lim / ( x ) . .  . lim f(x ) =  [lim f (x )\ n.Л-»+ао jf _*-f_oo JT_*+03 X-*+oo
Буни куйидагича киска баён цилинади: даражанинг лимити ли- 
митнинг даражасига тенг. .

5-теорема. Агар lim / (х) =  b, lim <р (х)=с ва сфО б$лса, 1SJLL
Х-’ + 'я jc-.-1-со if (X )

функция х-> + оо далцмитга эга, шу билан бирга lim =»
■Г-+М <f(*)

lim / (л )
= --- , яъни махражнинг лимити нолдан фарцли булса,

lira у (* )

касрнинг ' лимити сурат лимитининг махраж лимитига нис- 
ба’пига тенг.

Исботи .  1-теоремага кура / (х) = b -f а (х), <р (х) =  с -j- р (х)



га эгамиз, бунда а (х) ва Э (лг) лар х-> +  оо да чексиз кичик 
функциялар. Куйидаги айирмани караймиз:

f (x ) ь b + а (х) Ь с а (х) —  * р (х)
<р (х) С С +  р ( х )  С С2 +  С jj (х) (И)

„  С CL (х) — Ь Р (х )  / \[11) тенгликнинг унг томонида турган — д ер ( ) ^
i -пунктдаги 5-теоремага кура чексиз кичик функциядир, чун­
ки касрнинг сурати са (х ) — Ь$ (л:)—чексиз кичик функция, мах- 
ражи эса 2- теоремага кура с2=^0 лимитга эга.

( 11) тенгликдан куйидагига эгамиз:
/(■у) ^  J L  - f с а ( х ) ~ ь $  (х) __ ь_ , , v
9 (х )  с с2 +  С р (л:) С

Шунинг учун 2-теоремага кура /(■*)/? (х) булинма л: -> -+• ос> 
да й/с га тенг лимитга эга:

. . .  . lim / ( х )
j jm t ( x) b _ X + <*>

*-.+» tpW  С lim 9 (л:) *•*-»+«
Йигиндининг, купайтманинг ва булинманинг лимити ^аци* 

наги теоремалар лимитларни топишни енгиллаштиради.
2-мисол. у = xi +  Зх2 +  4 функциянинг х  -+ 2 даги лимитини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Куйидагига эгамиз:

lim (xi +  Зл:2 +  4) = lim х* + 11m Зх2 +  Hm4.
х-*2 Х—-2 л -*2  х->2

By ерда биз йигиндининг лимити дакидаги теоремадан фойдаландик. Энди 
царажанинг лимити лимитнинг даражасига тенг булгани учун

lim xi •» [ llmx ] 4 = 24 = 16; lim Зх2 — 3 lim х2 =  3 [lim х]2 — 3- 23 = 12.
х->2 х-*2 Х-Л х —2 jr-»2
Нидоят, Iim4 = 4 эканлигини эътиборга олиб, куйидагини топамиз: 

лг-2

Нт(;е4 +  Зх2 + 4) =. 16 + 12 + 4 = 32.
х - 2

хз Зх 4- 2
3-мисол. lim ----- 1-----ни топинг.

х -,1 х2 — 2х + о
Е ч и л и ш и .  Суратнинг лимити

lim (х2 + Зх -j- 2) = lim хг +  3 limx + 2 = 1 + 3 + 2 = 6X ,1 X-*) X -.1
га махражнинг лимити эса

lim (х2 — 2х +  5) = lim х2 — 2 lim л:- |- 5  = 1 — 2 +  5 = 4м-0
х -*1 х -*1 «г—»1 „ _ u

■а тенг булгани учун касрнинг лимити дакидаги теоремани кулланио. куиида- 
•или досил киламиз:

2 14 , о П т  0* 2 +  3* + 2) х2 +  Зх + 2 д-.!_________  _6___ _3_
ж ™  л:2 — 2дг +  5 Н т ( * 2 — 2х + 5> 4 2 *  

х->1

Лимитлар ^ацидаги теоремаларни бевосита кулланиш ^амма 
)акт ){ам мацсадга олиб келавермайди. Масалан, касрниш мах-



ражи нолга интилаётган булса, унга касрнинг лимити ^ацидаг 
теоремани кулланиб булмайди. Шунинг учун бу теоремаларн 
цулланишдан олдин купинча лимити изланаётган функция усти 
да айний алмаштириш зарур. Бу кандай бажарилишини конкре 
мисолларда курсатамиз.

к х2 — 5х + 44-мисол, lim —— ------ ни топинг.
* - 4  х2 — 6х + 8

Е ч и л и ш и .  Бу ерда касрнинг лимити дакидаги теоремани бевосита кУлла 
ни б булмайди, чунки х-*4 да махражнннг лимити 0 га тенг:

lim (х2 — 6х +  8) =  lim х3 — 6 lim * + 8 - 4 а — 6-4 +  8 - 0 .
Х-*4 ДГ~»4 Х - 4

Ундан таищари, касрнинг сурати зам нолга тенг лимитга эга. Шунинг учу( 
бундай лимитни топиш,о датда айтилишича, 0/0 куринишдаги аникмасликни' 
очишга келтирилади, Бунинг учун касрнинг махражи ва суратини купайтувчи' 
ларга ажратиб, касрни алмаштирамиз;

х2 — 5х 4- 4 (х — 1) (х — 4)
х* — 6х + 8 =  (х — 2) (х — 4) *

Касрнинг сурат ва махражини лг — 4 га буламиз. Вундай кискартириш мумкин, 
чунки лимитни изланаётганда хф4 кийматлар кара'лади (183 -бетдаги 1-эслатмага 
царанг).

Шундай килиб, барча х Ф  4 кийматлар учун куйидаги айният уринли:
(х — 1) (х — 4) х — 1 
(х — 2) (х — 4) = х — 2 ‘

Шунинг учун бу функцияларнинг лнмитлари узаро тенп
lim (дг — 1)

11ш « Г  <*=Л = ит ^  ---- -  4- ^  =
х+4 (х — 2)(х — 4) х-<-4Х — 2 lim (ж — 2) 4 — 2 2

дг-»4
5х2 4- 6х +  1

5-мисол. lim — —  ни топинг.
х-*+<х> 6х *1* 4х -j- 2

Е ч и л и ш и .  Бу ерда касрнинг лимити дакидаги теоремани бевосита кУл- 
ланиш мумкин.эмас, чунки касрнинг сурати ва махражи х-е+оо да бир вакт-j 
да чексизликка интилади ва лимитга эга эмас**. Шундай килиб, бу ерда оо/оо 
куринишдаги аникмаслик билан иш куришга тугри келади. Берилган каср 
нинг лимитини топиш. учун дастлаб сурат ва махражини х2 га булиб юбориб 
алмаштириш бажарамиз; бу билан каср ва, демак, лимит дам уз микдорини уз 
гартирмайди. Бу алмаштиришдан сунг лимитни топиш осот

6 , 1
5 +  —  + —  П т  (5 +  6 /*+ 1/л:2)

5х2 4- Ьх 4- 1 х х1 _  у-»-)-»______________ = 5
4* 2 л1-*-!-» 4 , 2 Иш (6 + 4jx-\~2(x2) б 

-■ О  4  Т "  Г  Х-*+<п

* Агар f(x)j<p(x) касрнинг лимити изланаётганда сурат ва махраж бир 
вактнинг узида нолга ёки чексизликка интилса, бу каср 0/0 ёки мос равишда оо/оо 
куринишдаги аникмасликни ифодалайдч деймиз. Бунца;( кагонинг лимитин! 
топишни 0/0 ёки оо/оо куринишдаги аникмасликни очиш део аташга келиши( 
оламиз.

** 188 -бетдаги изо.уа каранг.



5х +  6 
1 i гп *

х-+—со Зхг+4х+2
ни топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда дам булинманинг лимити дацидаги теоремани 
кУлланиш мумкин б?лиши учун сурат ва махражни хг га буламиз:

5^+6 
х-+—о» Зл2 +  4х +  2

5/х +  6/х*
j :-»— со 3  +  4 / s r + 2 / * 2

lim (5/jc + 6/ Jt2) 
*-*-—00
lim (3+4/Х+2/ЛГ2)ДГ-» —Co

7*34.6*̂ —2 <
7-мисол lim —-------—  ни топинг.

x-*~}-oo 6xa-|-5i-f 13
Е ч и л и ш и .  Бу ерда тескари касрнинг лимити 0 га тенг: 

6д;2+5*+13 и_ 6/<+5/ла+-13/*з
7 -4-6/jc—2/ -t2 "  7*!!+» 7*3+ 6 t 2—2x

11m*- + <» 0.

у з̂ олда у дг-*- + оо да чексиз кичик функциядир. Демак, берилган каср ,5-пункт- 
даги 2-теоремага кура чексиз катта функция.

7х3+6х'г—2хlim ----------= оо.
6j :2+5jc+13

Юкорида куриб чицилган мисолларни умумлаштириб, куйида­
ги хулосага келиш мумкин: х-+±оо да бир хил даражали ик­
кита  купхаднинг лимити х нинг к а т т а  даражаси олдидаги 
коэффициент ларнинг нисбатига тенг. Агар купхадларнинг да- 
ражалари тенг булмасдан суратнинг даражаси махражнинг 
даражасидан кичик булса, улар нисбатининг лимити нолга 
тенг ва агар махражнинг даражаси суратнинг даражасидан 
к а т т а  булса, улар нисбатининг лимити чексизликка тенг.

Бу пунктнинг ни^оясида лимитлар да^идаги яка иккита тео­
ремани келтирамиз.

6-теорема, х нинг е та р л та  к а т т а  цийматларда ? (* )<  
< /(•*)<  g (л) тенгсизликларни цаноатлантирувяи уятач (х ), 
/ (x ) ,g (x )  функциялар берилган булсин. Агар ср(̂ ) ва g(x) 
функциялар х - » + ° °  да' 
бир хил лимитга эга 
булса у холда улар ора- 
сидаетадиган f(x ) функ­
ция хам у(х ) ва g(x), 
функциялар лимитига 
тенг булган лимитга 
эга булади.

Исботи.  lim <р(я) =
*-►4-00

= lim g(x) =  b берилган.*-► + 00
lim f(x ) = b эканини ис-*-► + 00

ботлаш талаб цилинади.
Теореманинг иеботи 111- 
расмдан равшан. Даци-



катан зам, ср(л:) ва g(x) функция­
лар лг-» + оода Ь сонга тенг лимитга 
эга булгани учун ихтиёрий s > 0 учун 
шундай N  сон топиладики, барча 
х > N  лар учун у = <р(л:) ва у = g(x) 
функцияларнинг графиклари бир 
вактнинг узида у = b — е ва у = 6 + з 
тугри чизиклар билан чегараланган 
полоса орасида колади. У ^олда у = 
= ф (х) ва y =  g(x) функцияларнинг 
графиклари орасида жойлашган у = 
= / (а-) функциянинг графиги а̂м 
барча * > N  лар учун шу полоса 
ичига тушади. Бу Иш f{x ) — b де-
макдир.

7-теорема. Агар х нинг е та р л та  к а т т а  цийматлари уяун 
у =  /(х )> 0  б^лса ва у — /(х ) функция х-»-}-00 да лимитга 
эга булса, бу лимит манфий була олмайди.

Исботи .  Тескарисини фараз киламиз, яъни lim /(x) =  fr<0
X —►-f" Оо

булсин. &  золда ихтиёрий £>0 учун шундай N  сон топиладики, 
у =  / (х ) функциянинг графиги x^>N учун у — Ь — £ ва y = b-\-s 
тугри чизиклар билан чегараланган полоса ичига тушади. е ни 
бу полоса Ох укдан. пастда ётадиган даражада кичик килиб ол- 
сак, x> N  учун график Ох укдан пастда жойлашиши келиб чи­
кади, демак, унинг нукталари манфий ординаталарга эга булади. 
Лекин бу барча етарлича катта х лар учун / (х) > 0 деган шарт- 
га зид. Шундай килиб, lim f (x )>  0.

7. функциянинг х-̂ -0 даги лимити. функциянинг

х~>0 даги лимити билан куп иш куришга тугри келади. Биз ку­
рамизки, у 1 га тенг. Дастлаб, lim sinx =  0, lim cosx = 1 экан-

ж-*0
лигини исбот киламиз.

0< х< х/2  булсин. Бирлик радиусли айланани карайлик.
(112-расм.) АС ёй радианларда ифодаланган'марказий х бурчак- 
ка сон жи^атдан тенг, АВ кесма эса сон жи^атдан sin л; га тенг
О< А В < А С  (112-расм) булгани учун

0 < s i n x < x .  ( 1 2 )

( 12) тенгсизликлардан ва 6-пунктдаги 6-теоремадан х - + 0  да 
sinx->0 экани келиб чикади. Шундай килиб*

lim sinx = 0. (13)
Х̂ О

* х манфий б^ла туриб х -  0 да х,ам (13) формула Уринли булишини ис- 
ботлаш мумкин.

112- раем.



* о ХЭнди lim cosx =1 эканини исботлаймиз. cosx =  1 — 2slir —
д:-»0 2

ни эътиборга олиб, куйидагини з$осил. киламиз:

Пт cosx =limfl — 2 sin2ĵ )=  1 — 2 lim sin2 — = 1 — 2-0 =  1.
x-+Q 2 / д:-*о 2

Энди функциянинг x->-0 даги лимитини царашга утамиз.
Каср махражининг лимити нолга тенг булгани учун касрнинг 
лимити ^акидаги теоремани бу ерда кулланиб булмайди*. 

112-расмдан куриниб турибдики:
Л 0Л Яюзи<О4Ссектор юзи< дО О СЦ . (14)

а о а в ю з= ° ^ = с-^ ^ . о а с  ' =юзи £ I  у сектор юзи

=4 R ’x -  2-. 1>.Х-  J ;  Д ODC = °- Ц 2—  ‘- Т -  Т -
Юзлар учун топилган ифодаларни (14) тенгсизликка куямиз: 

cos - si гиг . х tgx ,,,-ч
— Г “  ^  ? < Т - ■ U ° ’

(15) тенгсизликлар х нинг 0 ва я/2 орасида жойлашган барча 
Кийматлари учун уринли. Бу тенгсизликларнинг барча ^адлари-
ни -̂sinx га булиб, куйидагини ^осил киламиз:

JC _ 1COSX < — —  ----
sinje cos*

®КИ 1 - . slruc ^---- >  -----  >COSX. (16)
cos* 1

(16) тенгсизликлар х > 0  деган фараз билан келтириб чикарилди.
* _ sin(—х) sin х , чЛекин уларх<0 да*ам уринли, чунки, ■■■■ cos( —л:)==

= cosx, — -—  = — -— . Юкоридабиз lim cosx=l  эканини кур- 
cos(—х) cos* jC- 0

дик. 1/cosx булинмага касрнинг лимити ^акидаги теоремани кул­
ланиб, llm —5—  = ---1----=  - ни ^осил киламиз.

jc-j cosx lim cosx 1 *-»о
(16) тенгсизликларда икки четдаги cosx ва 1/cosx функция­

лар х->0 да бир хил лимитга эга булиб, бу лимит у га тенг.
1 sin*У ^олда ---  ва cosx функциялар орасида жойлашган ---

cosx X

*х-*0 да-^г-касрнинг сурати х,ам нолга интилгани учун бу ерда 0/0 кури­
нишдаги анщмаслик мавжуд.



функция ^ам 6-пунктдаги 6-теоремага кура х-*Э да уша лимитга 
эга булади:

lim 515* =  1 (17)
х-*0 л '

Зу лимит ёрдамида бошца купгина лимитлар топилади. 

tgx
1-мисол. l im ---  ни топинг.

х -»о х
Е ч и л и ш и .  Касрнинг сурат ва махражи x-*-0 да бир вактда нолга инти- 

пади. Касрнинг лимити *акидаги теоремани бу ерда куланиб булмайди. Лимит- 
ви топиш учун касрда алмаштириш бажарамиз:

l im ig f - l lm  / 5 l H . _ L U  lim sJ l ! f . lim _ L  _  1Лшв^
ж-»0 X  jf-*C \ x  cosx/ *-.0 X  x^O cosx 

1 —  COS*
2-мисол. l im ------- ни топинг.*-.0 X1

Е ч и л и ш и .

lim L=£2! * - llm =
x-o x'J Jt̂ .0 Xs x-.o L 2 xj2 xj2 J

^ L n m  • Hm ^
2  jr-о x/2 t->o *12 2 2 ‘

8. Кетма-кетлик. e сони. Аникланиш со^аси натурал сонлар 
тупламидан иборат булган у = f  (п) функцияни караймиз. Бун- 
дай функция натурал аргументли функция ёки кетма-кетлик 
дейилади. Бу функциянинг кийматлари кетма-кетликнинг 
лари дейилади.

Кетма-кетликнинг задлари, одатда аргументнинг усиб бориш 
тартибида жойлашади:

У\ =  / (О, Уз = / ( 2 ) , . . . , уп = / (п) , . . . ;
y i = / ( l )  кетма-кетликнинг биринчи *ади, у2 = / ( 2) — иккинчи 
*ади, уп =  /(п) эсая-^адиеки умумий %ади дейилади.
Кетма-кетлик кискача \уп) билан белгиланади.

1-мисол. {ул } — (л!} булсин. Кетма-кетликнинг биринчи бир нечта з̂ адини 
бзамиз: у , — 11 = 1, jy3 -  2! =1-2= 2. у3 = 3! -  1-2-3 = 6 , у4 =  41 -  1-2-3-4=24,..

2-мисол. {Ул ) — {1/я2 I булсин. У*олда
у, -  1/1 * -  1 ,у, -  1/2*- 1/4,уз-1/3*- 1/9, у4 = 1/4*.= 1/16,...

3-мисол.{ул ) — { ( — 1)" } булсин. У *олда
У1 — — 1» Уз — !• y s — — 1, У* “ I ........

Энди кетма-кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.
Агар ихтиёрий е> 0  учун шундай N  натурал сон топил­

саки, кетма-кетликнинг номерлари n^-N булган барча %ад- 
лара учун \уп — Ь\< * (ёки |/ (я ) — b|<е) тенгсизлик бажарил-



са, b сон Vi, у2, . . .  ,Уп =  / («).••• кетма-кетликнинг лимита, 
дейилади.

\уп = /(я)) кетма-кетлик лимити таърифининг символик ёзи- 
'лиши куйидагича:
y (s > 0) 3N  (натурал) у {rC^N)=> |уя — Ь\<г.* п

Агар b сон кетма-кетликнинг лимити булса, у  бундай ёзи­
лади:

Нш f(n) = b ёки lim уп =  Ь.
Л-*оо Л-*оо

Кетма-кетлик лимитининг таърифи х->- + оо да функция лими­
тининг таърифига ухшаш. Функция учун | / ( х ) ~  6|<е шарти 
x > N  барча п >  N  ^ а к и к и й  цийматлар  учун бажарилган 
булса, кетма-кетлик учун | / ( я ) — 6 |<е  тенгсизлик барча «>Л/ 
натурал сонлар учун бажарилади.

|у„ — 6 |< е  тенгсизлик Ь — е<Уя<& +  8 тенгсизликларга 
тенг кучли. Кетма-кетлик задларини Оху текисликнинг х = п, 
у  =  f ( t i )  координатани нукталари оркали белгилаймиз;

у = /(я) кетма-кетлик лимитининг г е о м е т р и к  маъноси  
Куйидагидан иборат: агар кетма-кетлик b сонга тенг лимитга 
эга булса, у золда ихтиёрий е>0 учун шундай N  натурал сон 
топиладики, кетма-кетликнинг n>N номерли задларини ифода- 
ловчи барча нукталар у = Ь — е, у =  Ь+ г  (113-расмда N  =  9) 
тугри чизиклар билан чегараланган полоса ичига тушади.

Бу параграфда исботланган функция лимити закидаги барча 
теоремалар кетма-кетликлар учун х;ам уринли булиб колаверади.

f  l + 2  +  . . .  +  n  1
4-мисол. {уп } = j -------- -------- } кетма-кетлик лимитини топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда сурат ва махраж бир вактда +  оо га интилади. Ли- 
митни топиш учун суратни арифметик прогрессия формуласи буйича ифод^лаб, 
уП ни алмаштирамнз:

1 + 2 + , , п — п {п -J-1)/2.



Шундай цилиб,
1 4- 2 + . . .  4- п п ( п 4- 1 )/2 1 ( 1 \ 1

lim -------- --------- = lim —--—  — — lim 1 + — = —.
я-»оо п. Л-*оо П2 2 Л-.ОС \ п )  2
5-мисол. \уп — ( ( —l) '1} кетма-кетликни карайлик. Кетма-кетликнинг а̂д- 

лари олдинма кейин 1 ва — 1 цийматларни кабул циладн. Бу кетма-кетлик, 
равшанки, лимитга эга эмас.

6-мисол. {ул} = ( qn] кетма-кетлнкни караймиз, бу ерда q>0 .

10 , агар q < 1 булса,
1, агар q — 1 булса, 
оо, агар q > 1 булса,

вканлигини курсатамиз.
Е ч и л и ш и .  Агар q = 1 б^лса, исталган п да у =1 булади. Равшанки, 

бу долда limyn = lim  1 = 1.
п~* оо П~* ОО

Энди q> 1 булсин. -У долда q =  1 + а, бу ерда я>0. Ньютон биномига* 
к¥ра

п (п— 1)
qn =  (1  + а)" “  1 +  Я“ +  .... д'""—  +  а".

а>0 булгани учун охирги йигиндида барча кУшилувчилар мусбат. Бирин­
чи иккита кушилувчидан бошкаларини ташлаб, 1 +  №<qn ни досил киламиз. 
Бу е<рда п-юо да 1 +  пг чегарасиз усгани учун qn дам чегараланмаган долда 
Усишини эслатамиз, яъни \imqn = оо.

Я_ 00
Нидоят, 1 булсин. У  долда q — 1/г. Бу ерда r>  1. Юкорида баён килин- 

ганларга кура гп~*оо, шунинг учун qn = \}гп нолга интилади: llm qn = 0 .П QO
Агар уь Уг, • • •, Уя,. •. кетма-кетликда а усиши билан унинг 

^адлари ортиб борса, яъни
У1<У2<Уз< • •-<Ул<У«+1 <  • • • 

булса, бу кетма-кетлик усувчи дейилади. •
Агар п усиши билан кегма-кетликнинг ^адлари камайиб бор­

са, яъни y i> y2» 3> .. .  >Ул>Ул+1> ...  булса, кетма-кетлик ка- 
маювчи дейилади.

1-мисолдаги кетма-кетлик усувчи, 2-мисолдаги кетма-кетлик 
эса камаювчи, 3-мисолдаги кетма-кетлик усувчи ^ам эмас, ка­
маювчи ^ам эмас.

Агар барча натурал п лар учун шундай С сон топилсаки, 
| у „ | < С  тенгсизлик бажарилеа, yi, у2, . •.. Уя... • кетма-кетлик

* И. Ньютон (1642— 1727)—буюк инглиз математиги, физиги ва астрономи, 
Ньютон биноми куйидаги куринишга эга: (а + Ь)п = ап -+• па"-1 Ь 4-

. п ( п — 1) я_2,„  , , л (я — 1)(л —  2 )-2 -1,„А------ а £>2 _L Л.-------------  h«
1-2 1.2 . З . . . / 7

п(п — \){п — 2 ) . . .  2 • 1 „ л-i
ёки -------— -— -----------= 1 булгани учун (a -f b)n *= ап + па b +

1 • 2> * о . . . 1%
п (п — К  „ о  п ( п — I ) ( r t — 2)

'4- т ---->ап- 2 Ы 4-------------- а”~ гьз+ . . ,  4- Ьп.1 - 2  1 -2 - 3  -г . т
Хусусан, п = 2 ва п = 3 да бизга маълум формулаларни досил киламиз:

Са 4- Ь )2 =  a 2 f  2аЪ 4- Ьа, (а  4- Ъ)3 =  Ф  +  3а Ч  +  3аЬ2 ■+ Ъ\



чегараланган кетма-кет­
лик дейилади. 1-мисол- 
даги кетма-кетлик чега­
раланмаган.

Энди y i < y 2< . . .  <
<  у < . . .  усувчи кетма- 
кетликни карайлик. Агар 
бу кетма-кетлик чегара­
ланмаган булса, унинг 
задлари чегараланмаган 
Золда усади ва демак, 
бундай кетма-кетлик ли­
митга эга булмайди. Агар 
усувчи кетма-кетлик че­
гараланган булса, унинг 
задлари С сондан орт- 
масдан бирорта Ь <  С 
сонга чегараланмаган ^олда

114- раем.

якинлашиб боради (114-расм). 
Бу фактни исботлаб утирмасдан, унинг аник таърифини кел- 
тириш билан чегараланамиз.

Теорема. ( К е т м а - к е т л и к  л и м и т и м а в ж у д л и г и н и н г  
е т а рл и ли к  ал ома ти ) .  Лар цандай усувчи чегараланган 
кетма-кетлик лимитга эга*.

Бу аломатнинг кулланишига мисол килиб умумий з̂ ади уп =
I 1

5=\ ^ — ). ®Улган кетма-кетликни оламиз. Бу кетма-кетлик усув­
чи ва чегараланганлигини курсатамиз. а-=1, Ь — \)н деб, Нью­
тон формуласига кура куйидагига эгамиз:

Уп-

Бунда

1 + tl > 1 + п
1 п{п 

Т  +
1)

X- п3
п(п

1-2

■1)(п - 2). .'.2-1

+
п{п — 1)(/г — 2) 

1-2-3
X

1-2.3. ..п

п (п — 1) | 1 п(п — 1 ){п — 2) п — 1 п — 2
я2 п ‘ п3 1 - 2 -пп п* п п

п(п ~  1)(/г — 2)(п — 3 ) . . .  2-1 п — 1 п — 2 п — 3 [л ~~(п — 1)]

* Камаювчи чегараланган кетма-кетлик учун з̂ аы шунга ухшаш теорема 
уринлидир.



»■ = { 1 + 7 ) ' ' " ' 1 + 1 + У }  ~  7 )+  т Ь г  С -  Г X 1 -  т ) + ■■■ ■■

• " + T J 5 b r ( 1- i K I - v ) - ' - ( , - 1V !).
п усиши билан 1//г, 2//г, 3//г,. . .  касрлар камайиб боради, 1— -

, л *
2 31--- ,1 ----, . . .  айирмалар эса усиб боради. Шунинг учун/*п п

усиши билан ёйилманинг 3-, 4- ва 3. к. ^эдлари усиб боради, 
бундан ташкари, янги мусбат кушилувчилар кушилиб
боради. Демак, п усиши билан уп= ^ Н —- J ” ^сиб бора­

ди. Шундай килиб, {уп} = |^1+ —  ̂|кетма-кетлик усувчи. Унинг 
чегараланганлигини курсатамиз.

1 2Агар ёйилмада у„ учун ёйилмадаги кавсларда—, —, ...ларни
п п

ташлаб юборсак, зар бир кушилувчи учинчисидан бошлаб ортади 
ва биз дастлабки йигиндидан ортик булган йигиндини ^осил ки­
ламиз:

**“ (1 + 7 )П<1 + 1 + 7 + ^ Г +  + +
П 1 1 1 1 1 1Лекин --- С ----= ----с ----= —

2-3 2-3 22 ’ 2-3 4 2-2-2 2̂  • * * *

1 1 1
<2-3-4... п ^  2-2-2...2 2n- i

п—1 та к>’пайтувчи
Шунинг учун

уй^ 1+ 1 )«< 1+ ( 1+ 1  + ±  + .. .  + J _

1 4 ~  -f + ~ j  йигиндини геометрик прогрессия ^адлари
йигиндиси формуласидан топамиз:

1 + ?  + ^  + --- + i ^  = " ~ f l X ~  =  2(1“ ^ r) < 2 '
' 2

Шунинг учун уя =  (l + — )я<  1 + 2 = 3. Шундай кнли<5, берил-
V п )

ган кетма-кетлик чегараланган экан.
Демак, чегараланган усувчи кетма-кетлик лимитининг мав-

жудлик аломатига кура умумпи 
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кетлик лимитга эга деб хулосага келамиз. Бу лимит математи» 
када катта роль ^йнайди. Уни е сони дейилади. Шундай килиб,

limfl-b — \п — е. (18)П-*- оо\ п /
е сон — иррационал. Унинг 10 6 аниклик билан олинган тан;* 

рибий киймати куйидагича: е ^2,718282.

у  =  ^1 +  —  j *  функцияни карайлик. х узлуксиз узгариб,

га интилганда бу функция зам е сонга тенг лимитга эга 
булишини исбот килиш мумкин:

lim ( l  + --V = e. (19)И-> + оо \ X )
Бу фактнинг исботини келтирмаймиз.
(19) формула ёрдамида куп лимитлар нисобланади.

1-мисол. lim f l  + — ] = е эканини курсатинг. '—оо \ к /
Е ч и л и ш и .  х -> — (t +  1) деб узгарувчини алмаштирамиз. У нда равшанки 

я-» — со да t = -}- оо. Шунинг учун

/ I \л 1 -<» + >) /' , \ + >)
Ига — ] _  lim 1+ --- 1---  _  lim / _ — )

X-» —ОО Ч X / £"*• + “> — (^+1) <-*+00\^ + 1/

- ,!!"+.  о + т Г - . :■;.[(■+7)“ • ( ‘ + г )
= lim (1 + — V  . lim (1 + — ) = е • 1 =• е.

(•+ 4» оо \ t J  t-+ -f- с©\ t /

Шундай килиб,

( i -  i VИга 11 + Т  “ e*- X-*- — ОО \ К /

т Г
учун купинча

1̂ + — j  функция л;-»  +  оо да дам, х — со да дам битта лимитга эга булгани

1 Y*Нш
*-►—о

деб ёзилади.
2-мисол. у = (1 +-а)1/а функциянинг а-+0 да лимитини топинг.

Е ч и л и ш и .  Лимитини топиш учун 1/а — х деб, узгарувчини алмащтира- 
миз, У  *олда а-*-0 да х-*<х>. Шунинг учут

i- мисол lim 11 + —Л  ни топинг.
*-*•00 1



Пировардида, асоси е булган курсаткичли функцияни у =  ех 
ни бундан кейин куп ишлатилишини эслатиб >гтамиз.

9. Натурал логарифмлар. Математикада асоси е булган ло- 
гарифмлар асосий роль уйнайди. е асосли логарифм натурал 
логарифм дейилади ва In х деб белгиланади; шундай килиб: In л; =  
=  log**.

Натурал ва унли логарифмлар орасидаги богланишни топамиз. 
у=\пх булсин. У з̂ олда логарифмнинг таърифига кура х = еу 
га эгамиз. Бу тенгликнинг иккала томонини 10 асос буйича 
логарифмлаб куйидагини з̂ осил киламиз:

экани келиб чикади.
(20) ва (21) формулалар натурал ва унли логарифмлар ора- 

С^даги богланишни беради.
Мисол. In 32,94 НИ топинг
Ечилиши. Ig 32,94 = 1,5177 булгани учун (21) формулага кура куйидаги­

ни оламиз; In 32,94 «  2,3025 • 1,5177 = 3,4947.
10. Чексиз кичик функцияларни таедослаш. у (х ) ва ф(;с) 

функциялар 3:-» +  ° °  да чексиз кичик функциялар булсин.
Бу функциялар нисбатининг х-» +  оо даги лимитини карайлик ва 
Куйидаги таърифларни киритайлик*.

Агар нш мавжуд ва нолга тенг булмаса, ср (х) ва Ф(х)
х-ь+сс ф(-Г)

функциялар х -> + 00 да бир хил кичик лик тартибидаги чексиз 
кичик функция дейилади.

Агар нш булса, <р (х) функция ф(д:) функцияга нисба-

тан юцори кичиклак тартибидаги чексиз кичик функция дейи­
лади.

* Шунга Ухшаш таърифлар х-» —оо да, х -* хй да унгдан ва чапдан, шу-
нингдек х-у^а да дам киритилади.

Igx — \gey, \g х =  y\g е ёк\\ lg :̂ =  lnx • \ge. 
Ig e «5 Ig 2,7183^=0,4343 булгани учун 

lg x «0,4343 Inx. (20)
Бу формуладан

ёки
In л: ~  2,3026 Igx (21)



Агар Иш булса, <р(х) функция Ф(х) функцияга нисбатан 
цуйи ктц клак тартибидаги чексиз к т и к  функция дейилади. 

Агар \im мавжуд булмас'а ва оо га тенг булмаса, ? (х)
лА-h ф (X)

ва ф (х) функциялар тащосланиайдиган чексиз кичик функция- 
лар дейилади.

1-мисол. *-*0 да у — х2 функция у = Ьх функцияга нисбатан юкори ки-
 ̂ X  ̂ 1

чиклик тартибидаги чексиз кичик функциядир, чунки lim —  = — lim х=
*->о ох 5 дг-̂о

= 0 нолга интилган сари функция у = 5х функцияга нисбатан тезрок нолга ин- 
тилади

2- мисол. у = Xs— 4 ва у = х2 — Ьх + 6 функциялар х -» 2 да бир хил ки- 
чиклик тартибидаги чексиз кичик функциялардир, чунки,

,. хг — 4 (х — 2 ) (х  + 2) .. х + 2 4l im -------- = lim ---- —----- = lim ---- = — = —4 + 0.
х-*2 *2 — 5х +  6 х-+2 (х — 2) (х — 3) хч-2 х — 2 -1

COS X  1
3-мисол. у(х) «=*----  ва ф(*)=—  функциялар х-* + оо да таккослан-

майдиган бекиёс чексиз кичик функциялардир, чунки х-+ +оо да улар нисба- 
f(x)

ти --- = cos х нинг лимити мавжуд эмас.

Э нди эквивалент чексиз кичик функциялар тушунчасини ки- 
ритамиз.

Иккита f(x ) ра ф(х) функция нисбатининг х -*■ -f °о даги ли­
мити бирга тенг* булса, бу функциялар эквивалент (ёки тенг 
кучли) функциялар дейилади. Таърифдан эквивалент чексиз ки­
чик функциялар бир хил кичиклик тартибига эга булиши келиб 
чикади.

Масалан, я, sinx, tgx функциялар х->0 да эквивалент чек­

сиз кичик функциядир, чунки lim -s-‘-n- = l, lim -* ~x— = l
x-*0 .X , x-+Q X

(7-пунктга каранг).
<f(x ) ва ф(л) лар х -*■ х0 да эквивалент чексиз кичик функ-

{ X  ̂циялар булсин: lim ——- = i. У ^олда а; н и н г  л0 га якин циймат-
х-х,. ф(х)

лари учун - -—- » 1 ёки cpfx) «  ф(лг) такрибий тенглик уринли бу- 
ФС*)

либ, унинг аницлиги л кийматининг л0 га я^инлашиши билан ор­
тиб боради.

sinx ва х лар х - > 0  да эквивалент чексиз кичик функциялар 
булгани учун х нинг 0 га якин цийматлари учун sin̂ c «  х була-



ди. Бу зол амалда кенг фойдаланилади:х  чексиз кичик/булган- 
да sinx ни х аргумента билан алмаштириш мумкин. /

Шунга ухшаш, масалан, агар х — 0 , 1  булса, sinx =/sin 0,1 = 
=  0,0998 «0,1. /'

Агар <?(х) ва ф(х) эквивалент чексиз кичик' функция булса, 
уни куйидагича белгиланади: <?(х) — ф(лг).

1-теорема, х -+ +оо да <?{х) ~<р,(х) ва ф(л:)—,<М*) булсин.
Агар lim мавжуд булса, у цолда lim %ам мае-

**+»Ы х) г̂  + ю 4<дг)
жуд ва бу иккала лимит узаро тенг булади.

Бу теорека кискача куйидагича баён килинади: иккита чек- 
сиз кичик функция нисбатининг лимити уларга эквивалент 
функциялар нисбатининг лимитига тенг.

Исботи .  Куйидагига эгамиз:
>(■*) _ <еМ. tiW  
.9iW М  О Ф W

lim limX-+-\-05 ф(АГ) •
lim *<£> . lim n il) x 

*-*■+» *-»■+<» 'bl{x)
x lim Ш  =1 |im bW  . , = ,lm =pj(£)

ф (X) oa
Исботланган. теорема куп золларда лимитни топишни енгиллаш- 
тиришга имкон беради.

sin 5jr
4- мисол Ига ---—- ни топинг

л:-о tg3_sc
ё ч и л и ш и .  *- »0  да sin 5j; ~  5ж, Зх — Здг булгани учун

sin 5х . 5х Ь
l im ----- = lira — =  —

*->0 tg Зх х-ьо Зх 3 .
Бу параграфнинг низоясида иккита чексиз кичик функциянинг 
эквивалентлик аломатини келтирамиз.

2- теорема. <?(х) ва ф(х) чексиз кичик функцияларнинг айир  ̂
м а т  ?(х) ва ф(;с) га нисбатан юцори кичик лик тартибида- 
ги булганда ва фацат шундагина улар эквивалент булади.

Исботи .  <?(х) ва (Ji(jc) функциялар, масалан х -» + оо да чек­
сиз кичик булсин, уларнинг айирмасини й(х) оркали белгилай­
миз.

1. Агар ср(х)~ф(л:) булса, Р(дг) функция у(х) ва ф(х) функция- 
ларга нисбатан юкори кичиклик тартибидаги чексиз кичик булишини,

яъни lim *-^ =  0 ва lim ^Й-=*0 эканини курсатамиз. Хаки-
*■-►4-00 < ? ( * )  * - + «  ф (д г )

Катан зам,
Иш lim lim

ДГ-*--(-00 <р(х) г-» + о *р(х) Г-» + оо
=  1 - 1= 0.

1 - Ш
<f>W ХЧ-+Х ?(х)

11m эканлиги шунга ухшаш исботланади. 
*-+ « Цх)



2. Акск^нча P(jc) функция <р(х) ва ф(х) га нисбатан юкори кичик- 
лик тартибидаги чексиз кичик функция булсин.
®(я)~ф(л;н яъни lim £ ^  =  1 эканини курсатамиз.

'у
Хацикатай *ам, $(х) =  sp(jc) -  <!>(-*) булгани учун <р(лг) =  р(х) +  

Демак,
J]m 2Cf)e  иш iW±_iW = Um H£) + i = o + l = l,

*-Ч-а> ф(ДГ) ЛЧ.+СО Ц х )  дг-*+юф(л:)
g/ĵ \

чунки шартга кура lim нолга тенг.
3 V ^+»<Млг)

3-теорема. Турли тартибдага чексиз кичик функцияларнинг 
чекли сондаги йигиндиси цуйи тартибдаги цушилувчига экви­
валент.

Исботи.  Аниклик учун х -* + <*> да учта чексиз кичик функ­
циянинг йигиндисини курамиз: F (x ) ~ / (х )  -f ср(х) -f g(x). Ма­
салан, f(x) колган кушилУвчилаРга нисбатан куйи кичиклик 
тартибидаги чексиз кичик булсин. Бу

Нт £Ё> _  о, Пт —  ̂= О
Х-*-\-а> f{x) дг-»-(-ю Дл)

/(-*) + гМ  + Е(х)
fix)

=  1 + iim ii£ )+ Пт *<£>,
Х-*+ъ/(х) X-+ + oo f(X)

демакдир. У ^олда 

lim = limX-*- + Оо f  {X) JC-*-foo
=  1 + 0  4-0— 1.

Демак, f{x) + <р(л) +  g(x) — йиринди чексиз кичик } (х ) функ­
цияга эквивалент.

5*+ 6*25-мисол, lira -------- ни топинг.х-о sin* + tg3*
Е ч и л и ш и .  *  -*• 0 да 3- теоремага кура 5х +  6лг2~ 5 *  га эгамиз, 1- теоремани 

цулланиб, куйидагини досил киламиз;
5х + 6*2 5*-

11Ш ----------- =» llm ---- = 5,X-*Q Sin* -(- tg3* *-+0 Sin*

2- §. УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР
1. Функциянинг нуцтада ^луксизлиги. Узилиш нуцталари.

Функциянинг узлуксизлиги тушунчаси бизнинг бу функциянинг 
графиги силлик э̂ еч цаерда узилмайдиган чизик булиши ^акида- 
ги интуитив тасаввуримиз билан боглик. Бундай у — /(х) функ­
циянинг графигини караётганимизда биз курамизки, аргумент­
нинг яцин цийматларига функциянинг якин кийматлари турри 
келади; агар х эркли узгаРУвчи нуктага якинлашса, у у =  
■= t(x) функциянинг киймати функциянинг х0 даги кийматига 
чегараланмаган ^олда якинлашади (11-5-раем).



Энди фунциянинг узлуксизлиги 
т у ш у н ч асининг катъий таърифнни 
берамиз. Ушбу шартлар уринли 
булса у =  fix ) ф ун к ц и я )н уц та ­
да узлуксиз дейилади:

1) функция х0 нуцтада ва бу 
нуцтани уз ичига алувчи бирор 
атрофида аницлангрн\

2) функция х-+/к0 да лимит­
га эга, '

3) функциянинг1 х х0 даги ли­
мити функциянинг х0 нуцтадаги 
цийматига тенг.

lim f{x ) — /(■*■„). (22)

Агар х0 нуктада функция узлуксиз булса, у золда бу х0 
нукта берилган функциянинг узлуксизлик нуцтаси дейилади.

1-эслатма .  (22) формулани
lim fix ) — f  ( lim x  ̂ . (23)

\ X-*-Xо /
куринишда ёзиш мумкин, чунки

lim х = х0
x-*x0

формула узлуксиз функциянинг лимитини топаётганда функция 
белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатади.

2-эслатма.  Купинча функциянинг х0 нуктадан унгда ёки 
чапдан узлуксизлигини (яъни бир томонлама узлуксизлигини) 
карашга тугри келади. у = fix ) функция х0 нуктада аникланган 
булсин. Агар lim f(x ) =  f{x0) булса, у — /(х) функция х0 нукта--
да унгдан узлуксиз дейилади; агар lim f(x ) = f{x0) булса, у =

х-*хо—0
=  /(•*) функция х0 нуктада чапдан узлуксиз дейилади.

Энди узилиш нуктаси тушунчасини киритамиз.
Агар х0 нукта у =  /{х) функциянинг аникланиш созасига ёки 

унинг чегарасига тегишли булса ва узлуксизлик нуктаси булма- 
са бу нукта шу функциянинг узилиш нуктаси дейилади*.

Бу золда функция х — хп да узилишга эга дейилади. Бу зол 
агар функция хп нуктада аницланмаган булса ёки х х0 да 
функциянинг лимити мавжуд булмаса ёки, низоят, функциянинг

* Агар я0 нуктанинг исталган атрофн функциянинг аникланиш со^асинннг 
нукталарини х,ам, аникланиш созасига тегишли булмаган нукталарни х,ам 
ичига олса, х0 нукта функция аникланиш с<дасииинг чегаравий нуцтаси дейи­
лади. Барча чегаравий нукталар туплами сох,анинг чегараси дейилади. Маса­
лан, у = 1/|А — х2 функция учун ] —1, 1[ интервал аникланиш со^аси булади, 
унинг чегараси эса иккита х ~  — 1 ва х ~  1 нуктадан иборат.



лими1\н мавжуд, лекин у функциянинг х0 нуктадаги кийматига 
тенг булмаса, яъни Нш ){х ) Ф  f {x 0) булса, руй бериши мумкин.

ДГ-»ЛГ0
1-MHcisji. у = 5л3 функцияни карайлик, Бу функциянинг х = 2 нуктада уз- 

луксизлигийи исботлаймиз. Бунинг учун функция узлуксизлпги таърифига ки- 
рувчи учта (рартнинг бажарилишини курсатиш керак: 1) функция * = 2 нукта­
да ва унинг бирор атрофида аникланган; 2) lim f(x) мавжуд ва 3) бу лимит

д--*2
функциянинг х — 2 нуктадаги кийматига тенг. / (*) = 5х3 функция бутун сон 
укида аникланган булгани учун биринчи шарт автоматик равишда бажарилади. 
Сунгра lim /(дс) t= Нш 5х3 = 40. Шундай килиб, иккинчи шарт бажарилди Нидо- 

x-*i х—г
ят, f(2) = 40 эканлигини эътиборга олсак, НгаДх) =/(2) эканлигини курамиз, 

> х-2
яъни функциянинг х = 2 нуктада узлуксизлигини аникловчи \чинчи шарт х;ам 
бажарилди Шундай килиб, у = 5х3 функция х — 2 нуктада узлуксиз. Худди 
шунга ухшаш, бу функция сон укининг исталган нуктасида узлуксизлигини 
курсатиш мумкин.

2-мисол. 1-§ нинг 3-пунктидаги 2-мисолда келтирилган
[ х — 1, агар 0 < х < 3 булса,
[3  — х, агар 3 < х < 4 булса,

функцияни карайлик Бу функция [0, 4] сегментнинг барча нукталарида аник­
ланган ва унинг х — 3 даги киймати 0 га .тенг. (110-чизмадаги функция графи- 
гигз каранг). Бирок * = 3 нуктада функция узилишга эга, чунки у х ->■ 3 да 
лимитга эга эмас: litir f(x) = 2, l im /(* ) = 0" •/(*) функция [0, 4] сегментнинг

*->3-0 .*-*-3+0
х —3 нуктадан бошка барча нукта­
ларида узлуксиз 65'лишини эслатиб 
утишимиз керак. Бунда у х = 0 нук­
тада унгдан, х = А нуктада чапдан 
узлуксиз (208- бетдаги 2- эслатмага 
^аранг), чунки

lim Дх) = lim (х — 1) = ДО) = —1,
*-0 + и  Л--0+0

lim Дх) — lim (3 — к) =  /(4) = —1.
*-*4-0 х-4-0

3-мисол y — ljx  ва у — IJx3 - 
функциялар аникланиш содасининг 
чегаравий нуктаси *=0 да узилиш­
га эга, чунки улар бу нуктада аник- 
ланмаган, 1/дг ва I/*2 функциялар 
л -*■ 0 да (Иб-расм) чексиз катта 
функцияларднр. Шунинг учун х = 0 
нуктада бу функциялар чексиз узи­
лишга эга дейилади.

4-мисол у — loga к(а> 1) функ­
ция аникланиш содасининг чегара­
вий нуктаси х = 0 да чексиз узи­
лишга эга, чунки бу нуктада функ­
ция аникланмаган ва lim loga х —

J--0+0
= — со (24-расмга каранг).

Функциянинг узилиш нук- 
таларнни икки типга ажратиш 
мумкин.

Агар иккала бир томонли

О 1

116- раем



117- раем.

лимит limД х) ва llm Д х) мавжуд булса, Дх) функция х0 нук-
Х-*-Х0—0

тада I тур  узилишга эга дейилади. I тур узилиш нуктаси бул­
маган узилиш II тур  узилиш нуктаси дейилади.

2-мисолда келтирилган Д х) функция х =  3 нуктада I тур 
узилишга эга, чунки у функция учун х^-3 да чап ва унг ли- 
митлар мавжуд.

3-мисолда курилган y = l/x ва у = 1 /х2 функциялар х =  0 
нуктада II тур узилишга эга, чунки бу функциялар л =  0 нукта­
да чап лимитга ^ам унг лимитга з<;ам эга эмас.

5- мисол. у = sin — функция х нинг х = 0 дан тапщари барча кийматлари
х

учун аникланган. Бу нуктада у узилишга эга. х = 0 нукта II тур узилиш нук- 
тасидир. чунки чапдан дам, унгдан дам х ->■ 0 да f(x) функция —1 билан 1 
орасида тебраниб деч кандай кийматга якинлашмайди. Унинг графиги 117-расм- 
да келтирилган.Sin х

6- мисол. —  ■ функция х = О нуктада аникланмаган. л: = О нукта I тур 
узилиш нуктаси, чунки х -*■ 0 да чап ва Унг лимитлар мавжуд:

s in *  , sin х 
lim ---- = 1, lim -----= 1.*-*•0+0 X дг-̂О—О X

sin X
Агар ----  функцияни * = 0 нуктада /(0) = 1 деб кайтадан аникласак, у дол­

да энди узлуксиз функцияни досил киламиз, у куйидагича аникланган: /(х) = 
sin х

«= -• '• , агар х ф 0; /(0) = 1 булса
х = 0 нуктада функцияни кайта аниклаб, узилишни бартараф килдик.

I тур узилиш нуктаси х0, бунда lim Дх) = lim f(x ), бартарафjr-»jrs+0 Хч-ха-0
цилиниши мумкин булган узилиш нуцтаси дейилади.

х0 — I тур узилиш нуктаси булсин lim /(х) — lim f(x ) айир-
мани функциянинг х0 нуктадаги сакраши дейилади. 2- ми-



солда курилган функция х0 = 3 нуктада 0 — 2 =  —2 га тенг сак* 
рашга эга экан.

Бу ^унктнинг якунида нуктада узлуксиз булган функциянинг 
яна битта хоссасини таъкидлаб утамиз. х0 нуцтада узлуксиз 
булган f(x ) функция х0 нуцтада мусбат (манфий)  цийматга 
эга булса, у х0 нуцпга бирор атрофининг барча нуцталарида 
мусбат (манфий)  булиб цо^ади.

Хакицатан ^ам, масалан, /(л:0)> 0  булсин. Шундай е > 0  ни 
оламизки, f(x 0) — е > 0  булсин. lim f(x) = f(x0) булгани учунг->-дг0
(функциянинг х0 нуктада узлуксизлигига асосан) функциянинг 
х->х0 да узяуксизлиги ^акидаги таърифга асосан (183'бетга ка­
ранг)

3(УУ<х0 < М  у(лг^(Л/, М\) =>
N,M х

= ►  1 1 / ( * ) - / ( * о ) 1  < е 1 { / ( * о ) - « < / ( * ) < / ( * „ ) - м .

Бирок f (x о) — г >*0 булгани сабабли [yV, М J интервалнинг барча 
нукталари учун /(х) > 0. Шундай килиб, f{x ) функция д:0 нукта­
нинг бирор атрофида мусбат,

2. Узлуксиз функциялар устида амаллар. Элементар функ­
цияларнинг узлуксизлиги. Агар узлуксиз функциялар устида 
цушиш, айириш, купайтириш, булиш (булувчи нолдан фаркли 
булган шартда) амаллари бажарилса, бунинг натижасида досил 
булган функциялар узлуксиз булади.

2-теорема. Агар <р(х) ва ty(x) функциялар х0 нуцтада уз- 
луксиз булса, уларнинг йигиндиси ва купайтмаси хам х0 нуц­
тада узлуксиз булади. Агар, бундан ташцари Ф(х0) Ф  0 булса, 
у(х)1$(х) функция х^м узлуксиз булади.

~ боти.Масалан, {{х)=у(х)-$(х) купайтманинг узлуксизли­
гини исботлайлик. ха нуктада f(x )—y(x) -^{х)аникланган, шу би­
лан бирга /(x0) = <p(x0)-ij>(x0). Функциянинг ^„нуктада узлуксизли- 
гидан lim у(х) =  <р(х0), lim ф(х) =  ф(х0) келиб чикади. Купайтма-

Х -*Х 0 Х-+Х0
нинг лимити з а̂кидаги теоремага кура куйидагини *осил кила­
миз:

lim f(x ) =  lim [<р(х) • ф(х)| = lim <p(x) • lim ф(х) = <p(x0) • ty{x0).
X-*>Xr X'+Xn X-*X« X-*-Xfi

Шундай килиб, lim f(x ) =  f(xQ), бу эса <?(x) • ty(x) функция-
X-»Xa ...

нинг х0 нуктада узлуксизлигини курсатади. Геореманинг бошка 
тасдиклари >̂ам шунга ухшаш исботланади. Теорема ихтиёрий 
чекли сондаги кушилувчилар ёки купайтирувчилар учун умум- 
лаштирилади.

Баъзи элементар функцияларнинг узлуксизлигини аникланмиз.
Равшанки, у = С узгармас функция бутун сон укида узлук­

сиз. у — х функция э̂ ам узининг бутун аникланиш со.\асида, яъни 
бутун сон укида узлуксизлигини курсатиш осон Шунинг учун



у = Схп функция, бу ерда я — бутун мусбат сон, узлуксиз функ­
цияларнинг купайтмаси сифатида узлуксиздир:

Схп = С • х • х • . .. • х .
п та к^пайтувчи

У — ~Ь й1хп~'1 +  . . .  +  а п—\Х  -f- ап
купдад узлуксиз функцияларнинг йигиндиси сифатида бутун сон 
У^ида узлуксиз. Сунгра, иккита к^п^аднинг булинмаси булган ра­
ционал функция зам 1-теоремага кура махраж ноль буладиган бар-
ча нукталардан бошка нуткаларда узлуксиз. Масалан, у = — —— —X2 — 1
функция х = — 1 ва х =  1 нукталардан ташкари, бутун сон уки­
да узлуксиз. Умуман айтганда, барча элементар функциялар 
х нинг узлари аникланган барча цийматларида узлуксизли­
гини исботлаш мумкин.

I бобда биз мураккаб функция тушунчасини киригган эдик 
(4-§, 6-пунктга каранг). Куйидаги теорема уринли.

2-теорема. Агар и = <р(я) функция х0 нуцтада, y = f(u ) 
функция эса и0 = <р(х0) нуцтада узлуксиз булса, у =  /[<р(лг) | му­
раккаб функция х0 нуцтада узлуксиз булади.

Исботи.  Теоремани исботлаш учун lim f[^(x)\ = / [ ‘р(->г0)] ни
-*■ — *0

курсатиш етарли. Дакикатан зам, и =  у(х) функциянинг узлук- 
сизлигига асосан lim <?{х) =  <р(х0) = и0 га эгамиз, яъни х->х0 да 
и -► и0. х~х°

Шунинг учун f (x ) фу-нкциянинг узлу^сизлигидан:

Нт/|«р(л:)1 = lim /(к) =  /(«о) = /[?(*<>)]•ЛГ->.Г0 U~>-U0

Исботланган теореманинг*кискача баёнини келтирамиз.
Иккита узлуксиз /(и) ва <р(х) функциядан тузилган мурак­

каб у =  t[$(x)} функция узлуксиз функциядир.
Масалан, v = sinsX3 +  Ах — 2) мураккаб функция х нинг бар­

ча кийматлари учун узлуксиз, чунки у — sin и ва u — x3jr 4л — 2 
функциялар замма жойда узлуксиз. у = ln( 1 —jc2) мураккаб функ­
ция л: нинг 1— х2> 0  тенгсизликни каноатлантирадаган барча 
Кийматлари учун, яъни [ — 1, 1] интервалда узлуксиз.

Биз биламизки (I боб, 4-§, 6-пунктга каранг), элементар 
функция деб асосий элементар функциял'ардан чекли сондаги 
арифметик амаллар ва чекли сондаги мураккаб функцияларни 
зосил килиш ёрдамида тузилган, битта аналитик ифода билан 
бериш мумкин булган функцияга айтилади. Асосий элементар 
функциялар узлари аникланган барча нукталарда узлуксиз бул­
гани учун 1- ва 2-теоремалардан куйидаги нагижа келиб чика­
ди: %ар цандай элементар функция узининг анщланиш со.уа- 
сига тегишли булган барча нуцталарда узлуксиз булади.

Бу музим натижа. агар элементар функция х = х0 нуктада 
аникланган булса бу функциянинг х->х0 даги лимитини осон



гопиш имконини беради. Бунинг учун функциянинг шу нукта- 
цаги кийматини ^исоблаш етарли:

Нт/(л:) =f{\\mx) = f(x 0). (24)
t-*-x0

Мисол. lim 5tgJr ни топинг.
X-*-Xj4

Е ч и л и ш и .  5tg■* функция *  = я/4 нуктада узлуксиз булгани учун 

lim 5tg* = = 51 = 5.ЛГ-+ТС/4
Бу пунктпинг ни^оясида кейинчалик бизга зарур буладигав 

иккита лимитни к а Р айм из.

Аввал lim 1о̂ ] —̂  ни топамиз. х -*• 0 да сурат ва махраж
х-0 X

зам нолга интилишини эслатамиз, чунки lim loga(l -f- x) =  loga(l-f-v-*0
-f0) =  0. Шунинг учун бу ерда касрнинг лимити ^акидиги .тео­
ремани кулланиб булмайди. Цуйидаги алмаштиришни бажарамиз:

Hm^ O +^U u m
Ж-.0 X  х-*0

J  • loge( 1 +  X) =  lim loge( l + * )"* .л-»0
Логарифмик функция узлуксиз булгани учун биз функция 

белгиси остида лимитга утишимиз мумкин (1-пунктдаги эслат- 
мага каранг), яъни

lim loge(l + x )Vx = logjlim (1 + х)ш ].
x-i-0 r-+0

A lx  .Бирок lim (1 + x) = e (1- §, 8- пункт* 2-мисолга каранг). Шу-

нийг учун 1Im } 08S +_xl = l o g a (25>
Д--0

Хусусан, а — е да

lim1п (--+ х- = 1. (25')
х-о х

Шундай килиб, у = 1п(1+х) ва у — х лар л-»-0 да эквива­
лент чексиз кичик функциялар экан.

qX - - 1
Энди llm----  ни топамиз.

х—о
Бу ерда биз 0/0 куринишдаги аникмаслик билан иш курамиз. 

Лимитни топиш учун ax— \ =  t деб узгарувчини алмаштира- 
миз. У з̂ олда x =  \oga{t + 1). л: -» 0 да /->0 эканини эътиборга 
олсак,



lim
t~ о 

ax -  1

Хусусан, бундан
ioga е

— In a.

lim-
x-*0

1ln e = 1 (26'

экани келиб чикади, яъни х ->0 да у =  ех — 1 ва у = х — экви 
валент чексиз кичик функциялар.

3. Сегментда узлуксиз функцияларнинг хоссалари. Бу пункт­
да узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссаларини цараб чикамиз; 
бунда, одатда, исботларни келтирмасдан баён цилиш ва тушун- 
тириш билангина чегараланамиз.

Агар у = f{x ) функция \а, Ь\ сегментнинг барча ички нукта- 
ларида узлуксиз, сегментнинг чегараларида, яъни а ва Ь нукта­
ларда мос равишда чапдан ва унгдан* узлуксиз булса, [а, Ь\ 
сегментда узлуксиз дейилади.

1-теорема. Агар f(x ) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз 
булса, у бу сегментда ушнинг энг к а т т а  ва энг кичик ций- 
матларига эришади.

Бу теорема бундай тасдикланади: \а, Ь\ сегментда шундай 
Xj нукта топиладики, f(x ) функциянинг бу нуктадаги киймати 
унинг сегментдаги барча кийматлари ичида энг каттаси булади: 
/ (х )< / (х ,). Шунга ухшаш, сегментда шундай хг нукта топила­
дики, f(x) функциянинг бу нуктадаги киймати унинг сегментда­
ги барча кийматлари ичида энг кичигн булади: f{x) > / (х2) (118- 
расм).

Э сла т ма .  Агар теореманинг баёнида сегментни [a, b| ин- 
тервалга алмаштирсак, умуман айтганда, тасдик тугри булмайди. 
Масалан, [0, 1) интервалда узлуксиз булган у =  5х функция бу

интервалда энг катта кийматига 
эришмайди. У 5 га якин ихти­
ёрий кийматни кабул килиши 
мумкин, бирок [0, 1J интервалда 
функция 5 га тенг була олади- 
ган битта зам нукта йук \х = \ 
нукта интервалга тегишли эмас). 
Бу функция JO, 1] интервалда энг 
кичик кийматига зам эришмайди. 
Худди шунга-ухшаш, агар функ­
ции сегментда аникланган булиб, 
сегментнинг бирор нуцтасида 
узилишга эга б^лса, теореманинг 
хулосаси, умуман айтганда, урин­
ли булмай колиши мумкин.

* Яъни lim f(x) = /(a), ilm f (x ) = f(b) (208-бетдаги 2-эслатмага ^аранг). 
t-+a-(-0 x—b-О



Н а т и ж а. Агар f(x ) функция \а, Ь] сегментда узлуксиз 
Ьункция булса, у бу сегментда чегараланган.

Исботи.  }(х) функциянинг [а, Ь\ сегментдаги энг катта ва! 
1нг кичик цийматларини мос равишда М ва т  оркали белгилай- 
1из. У долда j а, Ь\ сегментга тегишли ихтиёрий х учун т  
С /(х) <  М тенгсизлик уринли булади.

С ушбу \т\ ва |Ж | сонларнинг энг каттаси булсин. У долда 
/ ( л ) |<С бу у =  /{х) функция [а, Ь\ сегментда чегараланган 
хемакдир.

2-теорема. Агар у = /(х) функция [а, Ь\ сегментда узлук- 
шз булса ва унинг чеккаларида турли ишораларни цабул 
(илса, у холда бу сегмент ичида функция нолга тенг була- 
Ыган камида битта  нуцта топилади.

Теореманинг г е о м е т р и к  ма зму ни  куйидагича: агар у = 
= j(x ) функция графигининг [а, Ь\ сегментнинг чеккаларига те- 
•ишли нукталари Ох укдан хар хил томонда ётса, у долда бу 
функциянинг графиги Ох укни камида битта нуктада кесади. 
119-расмда курсатилган функция графигида бундай нукталар уч- 
•а: xit х2 ва л:3.

Бу теоремани куйидагича умумлаштириш мумкин.
3-теорема, ( оралик  кий ма тла р  х,акидаги т еорема ) .  
]{х) функция \а, Ь] сегментда узлуксиз ва /(a)—A, f(b)=B

Цлсин. У холда А ва В  орасида ётган ихтиёрий С сон учун 
5у сегмент ичида шундай с нуцта топиладики, f{c)<—C бу- 
гара.

Бу теорема г е о м е т р и к  жидат дан  тушунарли. у =  /(х)~ 
функциянинг графигини карайлик (120-раем). f\a) — A, /(b) = В  
Зулсин. У долда у — С тугри чизик функция графигини камида 
Зитта нуктада кесиб утади, бу ерда С — берилган А ва В  ора- 
:ида ётган ихтиёрий сон.

yfffl

т
0 а

а



Шунаай килиб, узлуксиз функция бит­
та кийматдан иккинчисига утаётиб, албат- 
та барча оралик кийматлардан утади.

Э сла т ма .  Агар функция сегментда 
деч булмаганда битта нуктада узилишга 
эга булса, 2- ва 3-теоремаларнинг тасдик- 
лари уринсиз булиб колади. Жумладан, 
у = 1/х функция х = 1 да мусбат, х = — 1 
да манфий. Бирок, [ —1» 1] сегментда функ­
ция нолга айланадиган битта дам нукта 
йук- Бу [—1, 1] сегментда у = 1/х функ­
ция узилиш нукталарига эга'булиши билан 

.тушунтирилади (116-расмга каранг).
4. Тескари функция з а̂цида тушунча. 

у = х3 функцияни барча х £ [— 1, 2] лар 
121-раем. учун караймиз.' Графиги 121-расмда тас-

вирланган бу функция [ —1, ‘2] сегментни 
(функциянинг аникланиш содасини) [—1, 8] сегментга (бу функ­
циянинг кийматлар тупламига)'акслантиради. у =  а 3 тенгликни х  
га нисбатан тенглама деб караймиз. Бу тенглама ^ар бир у £ [ — 1,
8] киймат учун х =  \f у формула буйича ягона х £ [ — 1. 2] кий- 
матни аниклайди. Геометрик нуктаи назардан бу нарса [— 1, 8] 
сегментнинг нуктасидан утувчи Ох укка параллел ихгиёрий TyF- 
ри чизик У = -*3 функциянинг графигини факат битта нуктада ке- 
сиб утишини англатади (121-чизмага каранг). Бошкача айтганда, 
дар 'бир у £1 — 1, 8] кийматга ягона х £ [ ~ 1, 2] киймат мос 
Куйилади. Бу [ 1 ,  8] сегментда бу сегментни | — 1, 2] сег­
ментга акслантирадиган x =  j/y функция берилган цемакдир. 
х = У-у функция у — ха функцияга нисбатан тескари функция 
дейилади.

Энди умумий долга утайлик. Аникланиш содаси' М ва кий- 
матлар содаси L булган у = f(x ) функцияни карайлик. Бу функ­
ция шундай булсинки, Ох укка параллел булган L тупламнинг 
нуктасидан утувчи ихтиёрий гурри чизик унинг графигини факат 
битта нуктада кессин, яъни у= / (х )  тенглама дар бир у £7, учун 
х (;М  нинг ягона кийматини аниклайди (122-раем). Бу долда 
y ^ L  нинг дар бир кийматига х ^ М  нинг ягона киймати мос ке­

лади, яъни L тупламда кийматлар. туп- 
лами М  булган функция берилган. Бу 
функция у= / (х ) функцияга нисбатан

I

м
122- раем.

тескари функция дейилади ва х = / “(у) 
билан белгиланади. Равшанки,х = /_,(у) 
функция учун У = /(х) функция тес­
кари функция. Шунинг учун бу функ­
циялар узаро тескари функциялар де­
йилади.



Берилган y —f(x ) функция з̂ ам, унга тескари х =  / Чу)» 
функция з;ам х ва у узгарувчилар орасидаги богланишни бир - 
хил ифодалайди. Бирок биринчи з̂ олда биз х ни эркли узгарувчи 
деб, у ни функция деб караяпмиз; иккинчи з̂ олда — аксинча: у 
ни эркли деб, х ни функция деб караяпмиз. Шундай килиб, бит­
та чизикнинг узи з̂ ам берилган y =  /(jc) функциянинг, з̂ ам унга 
тескари х = / ~ !(У) функциянинг графиги булиб хизмат килаяп- 
ти. Бирок берилган функция учун Ох ук эркли узгарув.чининг 
Ук» булса, тескари х =  /~ '(у) функция учун эркли узгарувчи- 
нинг уки Оу ук булади.

Баъзи бир функциялар тескари функцияга эга эмаслигини 
айтиб утамиз. Масалан, у = х2 функциянинг бутун сон укида ка - 
ралса, унга тескари функция мавжуд эмас, чунки у > 0 нинг з>ар 
бир кийматига иккита х : х = У у  ва х = — У  у киймат мос ке- 
лади. Агар у = х2_  функцияни 0 < х <  +  ° °  интервалда каралса, 
у тескари х = У у функцияга эга, чунки у нинг у = х2 тенгла- 
мани каноатлантирадиган з$ар бир кийматига х(0 < х < -foo ) нинг 
ягона. киймати мос келади.

Агар у = х2 функцияни —с» < х<!0 интервалда карасак, бош- 
ка тескари х =  — У  у функцияга келамиз. Табиийки, савол туги- 
лади: тескари функцияга эга булиши учун у = / (х ) функция кан­
дай булиши керак?

Бу саволга жавоб беришдан аввал усувчи ва камаювчи функ­
ция тушунчасини киритамиз: у —/(х) функция сегментда (ённ 
интервалда) аникланган булсин.

Агар бу сегментдан (ёки ингервалдан) олинган эркли1 узга- 
рувчининг катта кийматларига функциянинг катта кийматлари мос 
келса, яъни х2 > хх да /(х2) > / ( х 1)булса, у = / (х ) функция 
бирор бир сегментда - (интервалда) усувчи дейилади.

Агар эркли узгарувчининг. катта кийматларига функциянинг 
кичик кийматлари мос келса, у==/(х) функция бирор сегментда 
(ёки интервалда) камаювчи дейилади, яъни х2> х , булса, /(х2)>  
> / (* i) булади.

123-расмда усувчи ва камаювчи функцияларнинг графиклари 
келгирилган. Масалан, у =  х3 функция бутун сон укида усувчи- 
дир, у — х2 функция 0 < х < + о о  да усади, — о о < х < 0 дака- 
маяди.

Агар интервалда (сегментда) берилган у = / (х )  функция бу 
интервалда (сегментда) факат усувчи ёки факат камаювчи бул­
са, у интервалда (сегментда) монотон дейилади.

123- раемдан бевосита куринадики, Ох укка параллел булган, 
^ар бир тугри чизик монотон функциянинг графигини битта нук- 
тада кесади, яъни у нинг з̂ ар бир кийматига х нинг ягона кий­
мати мос келади, демак, у=/(х) функция тескари функцияга эга. 
Агар у= / (х ) функция узлуксиз булса, унга тескари булган л=  
== Г \ у )  функция дам узлуксиз булади. Тескари функция мав­
жудлиги ^акидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
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УсуЬчи КамаюЬчи

123- раем.

Теорема. Агар у = f(x ) функция [а, Ь\ сегментда узлукси; 
булиб, бу сегментда усса (камайса), у х;олда Оу у щ и т  те- 
гишли сегментида тескари х — J~ \ y ) функция мавжуд ва у 
%ам усувчи (камаювчи) функция булади.

Формула ёрдамида берилган у = /(•*) функция учун унга 
тескари х =  /_ 1(у) функцияни амалда топиш учун у=/(х) тенг- 
ламани, агар мумкин булса, х га нисбатан ечиш керак. Масалан,
У = ~ ~ 5~ твнгламани х га нисбатан ечиб, унга тескари булган 

х =  ~ функцияни *осил киламиз.

Э с л атм а. х = /_1(у) функция y = J (x )  функцияга нисбатан 
тескари булсин. Эркли узгарувчини одатдагидек х билан, функ­
цияни у билан белгилашга кайтиб, бу тескари функцияни у =  
= f~ \x ) куринишда ёзишимиз мумкин. Масалан, у =  хъ функ­
ция учун х = У  у тескари функция булади ёки узгарувчиларни 
белгилашни у.згартирсак, у = у х. булади.

Тескари y =  f~ l(x) функциянинг графиги берилган y = f {x )  
функция графигига I ва III координата бурчаклари биссектрисасига 
нисбатан симметрик. Бунга 124-раемга караб ишонч ^осил килиш

^  3 j—мумкин. 125-расмда у—Xs функция ваунга тескари булган у = ух. 
функциянинг графиклари берилган.

5. Тескари трнгонометрик функциялар. у = arc sin х функ­
ция. Агар y =  sinx функцияни бутун сон укида (—oo<x<+oo) 
каралса, у тескари функцияга эга эмас, чунки у (—1< у < 1) 
нинг битта кийматига ^ нинг чексиз куп кийматлари тугри ке­
лади. Масалан, у =1/2 булса, xt = я/6, =  ̂— я/6, x3=2ir+n/6, 
.. . (1-6- раем). Агар у =  sin л; функцияни факат —я/2<^<и/2 
сегментда каралса, унда у =  sin л: функция узлуксиз ва ^сув- 
чи булади, демак, тескари функцияга эга, x = arcsiny оркали



127- раем.

белгиланади. Эркли Узгарувчини х оркали, функцияни эса у ор­
кали белгилаб, у =  arc sin л: ни зосил киламиз. 127-расмда тас- 
вирланган бу функциянинг графиги у = х тугри чизивда нисба­
ган у = sin л: ( — я/2 <л: < я/2) функция графигига симметрии.



ŷ arccosx-

128-раем.

у = arc sin x функция 
[— 1, 1] сегментда аник­
ланган ва — — < у < тс/2
сегментга тегишли киймат- 
ларни кабул килэди.

у — arc cos х функция. 
Агар у — cos х функцияни 
[О, л] сегментда каралса, 
бу функция у = cos х функ- 
цияга нисбатан тескари 
деб каралади Бу сегментда 
у = cos х функция камаяди.

у — arc cos л: функция 
[ — 1, 1] сегментда аник­
ланган, унинг кийматлари 
эса [0, и] сегментга тегиш­
ли. у = arc cos х функция­
нинг графиги 128- раемда 
келтирилган.

у = arc tgх функция. Агар y = tg r̂ функцияни — тт/2 ва «/2 
орасидаги кийматларга нисбатан каралса, бу у = arctgх функция­
ни у =  \%х функцияга нисбатан тескари деб караш мумкин. 129- 
раемда функциянинг графиги тасвирланган.

у = arctg л: функция бутун сон укиДа аникланган, унинг кий­
матлари эса [— тс/2, я/2] интервалга тегишли; бунда 

lim arctg х — —л/2, lim arctg х — тг/2
*-► — 00 Л -+-f-CO

(129-расмга каранг).
у = arcctsj-K функция. Бу функцияни у =,ctgA: функцияни [0,я| 

интервалда каралганда у =  ctgx функциянинг тескари функцияси 
деб караш мумкин. у — arcctgA: функция графиги 130-раемда 
келтирилган.

у — arcctgA: функция бутун сон укида аникланган, шу билан 
бирга lim arcctgx=ir, llmarcctg.£ = 0 (130-расмга каранг).

.*■'■*■“ 00 ДГ-» + Оо
у =  arc sin х, у =  arc cos х, у = arctg х, y =  arcctgx 

функциялар тескари тригонометрик функциялар дейилади.

y=arctgx

12У- раем.

У
ж. __

y*arcctgxS . JZ
2

0
' X

130- раем.



Уларнинг *аммаси y =  slnx, y = cosx, у =  tg л:, y =  ctg.x узлук­
сиз функцияларга нисбатан тескари функция сифатида аник;ла- 
ниш адаларининг дар бир нуктасида узлуксиздир.

6. Курсаткичли ва логарифмик функциялар. Биз биламизки, 
(I боб, 4-§, 5-пунктга каранг), у =  ах функция, курсаткичли 
функция дейилади (унинг асоси а мусбат ва 1 га тенг эмас деб 
з^исобланади). V x  цинг исталган цийматида у =  ах->0. Шунинг' 
учун курсаткичли функциянинг графиги Ох укдан юкорида жой- 
лашган. Агар а> 1  булса, у = а* функция усувчи, а <  1 булса, 
камаювчи. Курсаткичли функцияларнинг графиклари 24- расмда 
курсатилган. Агар асос а >  1 булса, 24-расмдан куриниб туриб- 
дики, 11т а л = 0, lim ах — + ° ° .

X  —  СВ Х -*—^-со

у = \ogax логарифмик функция у = ах курсаткичли функция­
га нисбатан тескари функциядйр. Логарифмик функциянинг гра­
фиги 25-расмда тасвирланган. Чизмадан бевосита куриниб туриб- 
дики, у = \о$ах функция х нинг барча мусбат кийматлари учун 
аницланган. Ундан ташкари, агар а >  1 булса, Umlogax = —оо,лг-*>(Ц-0
lim iogax = -ft» 

j f 00
Агар асос а = е булса, у = In х функция ех курсаткичли функ­

цияга нисбатан тескари функция. Пировардида логарифмик функ­
циянинг курсаткичли функцияга тескари булиши таърифидан 
а}°£ах =  х келиб чи^ишини эслатиб утамиз.

7. Гиперболик функциялар ^ацида тушунча. Математикада 
ва унинг татбицларида гиперболик функциялар, жумладан ги­
перболик синус, гиперболик косинус, гиперболик тангенс, ги-



перболик котангенс царалади. Бу функциялар куйидаги форму* 
лалар билан аникланади:

, е* — е~х и е* ,, ел — е~к shA := ------i, chA: = ——---, th «яс ==
ex +  ё~х *

cth x — e + (27)
e — e

бу ерда e — натурал логарифмнинг асоси.
Гиперболик функциялар орасида (27) формулалар билан осон 

гекшириладиган асосий богланишлар бор:

ch2*  — sh2;t = 1, thJt = — , cthx = — . (28)chx shx
Гиперболик функцияларнинг графиклари 131, 132-расмларда кел- 
тирилган. y =  ch;c функциянинг графиги занжир яизщ дейи­
лади.



БИР ^ЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛИНИ
^ИСОБЛАШ
1-§. КОСИЛА

1. Аргумент ва функциянинг орттирмаси. у = /(х) функция 
берилган булсин. Аргументнинг иккита: бошлангич х0 ва янги х 
цийматини царайлик.

х — х0 айирма а: аргументнинг х0 нуцтадаги орттирмаси 
(кисцача аргумент орттирмаси) дейилади ва Дх символ билан 
белгиланади („дельта икс“ деб укилади). Худди шунга ухшаш, 
у — у0= / (х )—/(х0) айирма у = /(х) функциянинг х0 нуцтада- 
ги, орттирмаси (кисцача—функция орттирмаси) дейилади ва Ду 
символ билан белгиланади („дельта игрек" деб уцилади)*. Дхва 
Ду микдорлар 133-расмда курсатилган.

Шундай килиб,
Дх =  х — х0, (1) •

д у =  у - у 0= / (х )- / (х 0) (2)
ёки

х =  х0 +  Дх, у =  Уо +  ДУ- (3)
(3) формуладан х нинг ифодасини (2) формулага куйиб куйида­
гини ^осил киламиз:

ду = / (х 0 + Дх) -  /(хо). (4)
Коидага кура Дх ва Ду лар киритилаётганда аргументнинг 

бошлангич киймати х0 фиксирланган деб янги киймати х эса 
узгарувчи деб ^иссгбланади. У ^олда у0 =■/(•*<>) узгармас, у=/(х) 
эса узгарувчи булади. Ду ва Дх орттирмалар }{ам узгарувчи бу­
лади. (4) формула Ду узгарувчи 
Дх узгарувчининг функцияси 
булишини курсатади.

I -мисол у = х2 функция учун х0 
нуктада аргументнинг Дл: орттирмасига 
мос келадиган Ду функция орттирмаси- 
ни топинг

Е ч и л и ш и .  (4 формулага кура 
куйидагига эгамиз:

ДУ = f(xо + Д к) -  f(xQ) =  (х0 +  Д *)3 -  
— xl = 2х,Лх + Кх2.

* Д> ни Д нин га купайтмаси деб караш керак эмас, бу ягона символ- 
дир. Бу ran Д а *ам тегишли.



2- мисол. у = х3 функциянинг 
аргумент х„ => 1 нуктадан х — 1,1 
нуктага утгаидаги Ду орттирмасини 
топинг.

Е ч и л и ш и. (2) формулага к^ра 
куйндагнга эгамиз:
Д у - / ( * ) - / ( * « ) - (1.1)3-  ia-0331.

2. Аргумент орттирмаси ва функция орттирмаеи тушунча- 
лари ёрдамида функция узлуксизлигини аницлаш. V бобда 
(2-§, 1-пункт) функция узлуксизлигннинг таърифи келтирилган 
эди, бу таъри Jira кура, агар

lim/(л) = / (х0) (5)
х-+хе

булса, у — /(х) функция х0 нуктада узлуксиз дейилади. Бунда 
функция х0 нуктада ва унинг бирор атрофида аникланган деб 
фараз килинган эди.

Бу таърифни функциянинг орттирмаси ва аргументнинг орт­
тирмаси ёрдамида баён килиш мумкин. Хакикатан з̂ ам, (5) фор­
мула

l im [/ U )-/(я,,)] = 0  (5')

тенгликка тенг кучли булиши равшан. х — х0 — Дл: ва f(x ) — 
—/(•*о) = дУ деб фараз килиб ^амда х->хй да &х->0 (ва аксинча, 
Ддг-*0 да х->х0) эканини дисобга олиб, (5) муносабат урнига 
(5') формулага тенг кучли булган куйидаги формулани досил 
Киламиз:

Jim Ду = 0. ( 6)Длг-̂0
Бошкача айтганда, функция аргументининг х0 нуцтадаги 

чексиз кичик орттирмаси Дх га функциянинг чексиз кичик 
орттирмаси Ду мос келганда ва фацат шунда у — f(x ) функ­
ция uiy нуцтада узлуксиз дейилади.

И з о %. Агар у — /(х) функция х0 нуктада узилишга эга бул­
са, Дх-»0 да у ё нолдан фаркли лимитга интилади, ё лимитга 
эга булмайди.

3. ^осила тушунчасига олиб келадиган масалалар. Моддий 
нукта тугри чизик буйлаб, битта йуналишда s= f(t) конун буйи- 
ча даракат килаётган булсин, бу ерда t — вакт, 5 — нуктанинг 
t вакг ичида босиб утган йули. Вактнинг бирор tQ моментини 
белгилаб олайлик. Бу моментгача нукта s0 = f (t0) йулни босиб 
утади. Мбддий нуктанинг t0 моментдаги щ тезлигини аниклаш 
масаласини куямиз.

Бунинг учун вактнинг бошка бир t0-{-kt моментини карай- 
миз. Унга босиб утилган s =»/(<„ 4-Д/) йул мос келади. У долда 
вактнинг lit =  t — t0 оралигида нукта bs =  s — s0 =/(/„ -f Д̂ ) —
— f ( t0) йулни босиб угади (134-раем). Вактнинг Дt оралигидаги 
даракагнинг уртача тезлиги v.p угилган йулнинг вактга нисба-

131- раем.



Asти булган ^ур =  — муносабат билан аницланади. Вактнинг бош-
лангич t0 моментини фиксирланган деб, At вакт оралигини эса 
узгарувчи деб ^исоблаймиз. У долда vfp уртача тезлик At га 
боглик булган узгарувчи микдордир.

Берилган ta моментдаги v0 тезлик деб Д̂ ->0 даги уртача 
Vyp тезликнинг лимитига айтилади, яъни

v° = ,im м ^а м  А г
ёки

z>0 =  lim Wb + W - m .  (8)
д<-о

Шундай килиб, берилган t0 моментдаги ©0 тезликни топиш 
учун lim — -------—  лимитни з^исоблаш зарур.

At-* О м
Ечилишида шунга ухшаш лимитни топишга тугри келадиган 

яна битта масалани караймиз. Тугри чизикли бир жинсли бул- 
маган, узунлиги I булган ингичка стержень берилган булсин, 
Стерженнинг исталган нуктасидаги зичликни аниклаймиз. Айтай- 
лик, стержень Ох укда жойлаштирилган, шу билан бирга унинг 
учларидан бири координаталар боши билан устма-уст тушсии. 
У ^олда стерженнинг jjap бир нуктасига аник координата мос 
келади.

Стерженнинг ксординаталари О ва х булган нукталари ора­
сидаги кесманинг массасини т  оркали белгилаймиз. Равшанки, 
т  х нинг Функциясидир: т  — /(х). Стерженнинг иккита: фик­
сирланган х0 ва узгарувчи х0 + Ах нуктасини караймиз. Стер­
женнинг бу нукталар орасида жойлашган кесмаси Ах узунлик-
ка ва А т =  /(х0 4- Дх) — /(х0) массага эга.—  нисбат стержен­
нинг х0 нуктасидан х0 -f- Дх нукгасигача булган кесмасидаги 
уртача зичлиги дейилади.

Стерженнинг х0 нуктадаги В зичлаги деб Дх кесма нолга ин- 
т{у1гандаги ургача зичлик лимитига айтилади:

lim —  = lim (9)
Д 1 -. -0  Ддс дг-*о А *

Курилган масалалар физик мазмунининг турлилигига кара­
масдан бизни битта уша лимитни—функция орттирмасининг ар­
гумент орттирмаси нисбатининг лимитини топишга келтиради. 
Бунга ухшаш лимитни топиш табиатнинг турли содаларига те- 
гишли куп масалалар олиб келади. Шунинг учун курсатилган 
лимитни муфассалрок урганиш ва уни топиш йулларини курса- 
тиш максадга мувофик булади.'

4. ^осиланинг таърифи ва унинг механик маъноси. у = /(х) 
функциянинг х0 нуцтадаги х;осиласи деб, шу нуктадаги функ­



ция орттирмасининг уни шу орттирмага эриштирадиган 
аргумент орттирмасига нисбатишшг &х нолга интилгандаги 
лимитига айтилади.

У = / (х ) функциянинг хй нуктадаги ^осиласи f '{x 0) символ 
билан белгиланади.

Шундай килиб, таъриф буйича:

/4* 0) - l im  г  (10>
ёки

/ (* „ ) — lim *x)-f(xо\ (И )
д t -из Дл:

Битта уша f(x ) функциянинг ^осиласини х нинг турли нук- 
таларида ^исоблаш мумкин. М — х нинг шундай кийматлари 
т^плами булсин. Харбир х ^ М  га бу нуктада f ix )  косила мос 
келадиган коида, М тупламда аникланган функцияни тасвирлай- 
ди. Бу функция /(х) дан олинган ^осила дейилади ва f '(x ) ор- 
цали белгиланади („эф штрих хи деб укилади)*.

Шундай килиб, /(х) функциянинг х0 нуктадаги ^осиласи 
f ( x )  функциянинг х0 нуктадаги киймати экан.

Функциянинг г^осиласини f (x )  билан белгилашдан ташкари 
бошка белгилашлар ^ам ишлагилади: масалан, у', у', \f(x)]'x-

1-мисол. у = х2 функциянинг ^осиласнни топинг.
Е ч и л и ш и .  Функциянинг Ду ортгирмасини топамиз:

Ь-У — (х +  Да:)2 — x'J = 2х&х + Ах‘.
Хосила таърифидан фойдаланиб ва х ни фиксирланган деб ^исоблаб 

Хуйидагини ^осил киламиз:
Ду 2хАх 4- Дх2 

у ■= lim —  = Нш ----------- = lim (2х +  Ах) = 2х.
Ах-*-0 Ах &х-*с Ах Ахч-о

Шундай килиб, х2 функциянинг ^осиласи 2х га тенг экан: (х2)' «= 2х. Бу 
досила бутун сон укида аникланган, чунки унинг топилишида х нинг киймати 
ихтиёрий танланган эди.

2-мисол. у = х2 функциянинг х — 2 нуктадаги ^осиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган функциянинг ^осиласйнинг ифодаси учун х сон урни­

га 2 ни к5’йиб, куйидагини досил киламиз: (х*/ |^_2 =* 2х |^_2 = 4. •

Функция ^осиласини топиш бу функцияни дифференциаллаш 
дейилади. •

3- пунктда курилган масалаларга кайтиб, унда з̂ осил килинган 
лимитлар косила эканлигини билиш осон. Биринчи масалада

v =  l im  —  =  s't ,
Ai-0 At

яъни моддий нуцта вацтнинг t моментидаги турри шзиц 
буйича харакатининг v тезлиги s йулдан t вацт буйта  олин­
ган хосиладир. Хосиланинг механик  маъноси  шундан ибо- 
ратдир.

* Аниклик учун у'= f(x) функциядан олинган *осилани у дан х брича 
олинган хосила ёки f(x) дан х буйича косила дейилади.



Иккинчи масалада
8 = lim

д * - о  Д *  •г

яъни тугри чизикли стерженнинг х нуктасидаги 8 зичлиги т 
массадан х узунлик буйича олинган ^осила экан.

5. Функциянинг, дифференциалланувчанлиги. х0 нуктада *о- 
силага эга булган у = Г(х) функция бу нуцтада дифференциал- 
ланувш дейилади. Агар функция [а, b ] интервалнинг кар бир 
нуктасида дифференциалланувчи б^лса, у =  f(x ) функция шу 
интервалда дифференциалланувчи дейилади.

Масалан, у*=х% функция исталган я0 нуктада дифференциал­
ланувчи (яъни досилага эга), демак, уни чексиз J — со; +оо[ 
интервалда, яъни бутун сон укида дифференциалланувчи дейиш 
мумкин.

Функциянинг дифференциалланувчилиги ва узлуксизлиги ора- 
сидаги богланишни урнатувчи куйидаги теоремани исботлайлик.

Теорема. Агар у = f(x ) функция х0 нуцтада дифференциал­
ланувчи булса, у шу нуцтада узлуксиз булади.

Исботи.  Айтайлик, х аргумент х0 нуктада нолга тенг бул- 
маган Дх орттирмани олеин. Унга функциянинг бирорта Ду орт- ̂ Л 4 I
тирмаси мос келсин. Уз-узидан куриниб турган Ду = ^  • Дл ай- 
ниятни курамиз. Лимитга утиб, куйидагини >рсил киламиз:

lim Ду = lim /— • Д* ) = lim ^  • lim • йх = t'(Xo) -0 =  0,
4JC-0 Дгч-0\Д-* / Д *  4 .,-vO

бундан, 2-пунктга кура, у = f(x ) функция х0 нуктада узлуксиз- 
лиги келиб чикади.

Тескари теорема уринли эмас: баъзи нукталарида дифферен­
циалланувчи булмаган узлуксиз функциялар мавжуд. Бунга 
ишонч ^осил килиш учун у = \х\ функцияни. караймиз. 

х = 0  да f(x) =  \x\ функция узлуксиз, чунки

1) /(0) = 10 1 = 0; 2) lim f(x) = lim j x| — 0;лг-*0 x-*Q
3) lim f(x) = /(0) =  0,

*-►0
/(x) =  |x| функция x = 0 нуктада ^осилага эга эмаслигини 

курсатамиз. Дастлаб, х =  0 нуктада
Lx — х — 0 = х

эканини таъкидлаймиз. Нолдан унг томонда \х\ — х , шунинг 
учун

lim ^  =  lim =  lim —  = lim — =
Ддг-О+О Д х  Д*-с0-|-0 Д х  ' Д*-»0+0 Д *  Д*->0+0 Д *

,. Ддг , ■= Hm — = 1.
Дл-*0 + 0 Д-t



Ит ^1= Пт l£ i= lim 11т = ^ = - i.
Д *-0—о Д *  Д*->0-0ДХ Л*-*0-0Дх Д*->-0-0 Д *

Шундай килиб, — нисбат Ах-^О да чап ва унгдан турли ли- 
Ах

митларга эга, бу Дх->0 да бу нисбат лимитга эга эмас, яъни 
f '(x )-  Urn ^  досила х->-0 нуктада мавжуд эмас, демакдир.

3 _Яна битта мисол курайлик. у = /  х функция бутун сон уки­
да, хусусан л = 0 нуктада дам узлуксиз, х — 0 нуктада функция 
досилага эга эмаслигини курсагамиз. ^акикатан дам, л: == 0 нук- 
тада аргументнинг Дк оргтирмасига функциянинг

Ду = )/0 + Дх — fro = >̂ Дх 
орттирмаси мос келади. Демак,

Ду _  'р лх _  1 
Ах hx ]/~Кх*’

Лимитга утиб, куйидагини досил киламиз:
lim — = ilm г—!—  = +со.
Ддг-,0 Дх Ддг-О у/ AX'!

3 / —
Бу у == у х  функция х=0 нуктада досилага эга эмас демакдир.
6. ^осиланинг геометрик маъноси Бу пунктда математик 

анализнинг куп тушунчаларини узлаштиришда ва'баъзи геомет­
рик масалаларни ечишда жуда фойдали буладиган досиланинг 
геометрик маъносини ойдинлаштирамиз. Шу максадда берилган 
нуктада эгри чизикк3 утказилган уринма таърифини киритамиз.

Текис эгри чизик С да М 0 нукта берилган булсин, Бу эгри 
чизикнинг бошка М нуктасини караймиз. М 0М кесувчини утка- 
замиз (135-раем). Агар /И нукта С эгри чизик буйича силжий 
бошласа, М  нукта эса кузгалмаса, у долда кесувчи уз долатини 
узгартиради. УИ0 нукта оркали утувчи куйидаги хоссага эга бул­
ган L тугри чизик мавжуд булсин. Агар М нукта С эгри чизик 
буйича силжиётганда (исталган томондан) М нуктага якинлашиб

борса, у долда L тугри чизик ва 
М 0М кесувчи орасидаги бурчак

- ^ нолга интилади. У долда бу L туг­
ри чизик С эгри чизикка М й нук- 
тада утказилган уринма дейилади.

Кискача айтганда, уринма бу 
кесувяининг лимит х^олатини 
эгаллаган турри чизицдар.

И зо  д. Фазодаги эгри чизикка 
утказилган уринма дам шунга ух- 

135- раем. шаш аникланади.



Энди абсциссаси х0 булган М 0 нуктада вертикал булмаган 
уринмага эга у =  f(x ) узлуксиз функцияни карайлик (136-расм). 
Унинг k — tga бурчак коэффициентини топамиз, бу ерда а — 
уринма билан Ох ук орасидаги бурчак. Бунинг учун М 0 нукта 
ва графикнинг х̂  +  кх абсциссали М 0 нуктаси оркали кесувчи
утказамиз. Унинг бурчак коэффициента 6кес = tgP =  бу ерда
Р—кесувчи билан Ох ук орасидаги бурчак (136-расм). Ах-*-0 да 
функциянинг - узлуксизлигига асосан Ду хам нолга интилади ва 
шунинг учун М  нукта график буйича силжиб, чегарасиз равиш­
да /И0 нуктага якинлашиб боради Бунда кесувчи чегарасиз ра­
вишда уринмага якинлашиб боради." яъни lim[3 =  a ва демак,
lim tgP = tga. Шунинг учун уринманинг бурчак коэффициенти
Дд;-<-0

k — tg а = lim tg fi =  lim — =  f '(x 0).
AX-+0 Длг-й )

Шундай килиб, функция графигага абсциссаси х0 нуктада 
булган ну^тасидан утказилган уринманинг бурчак коэффи­
циенти бу функциянинг х0 нуктадаги хосиласига тенг:

К  = /'(х0). ( 12)
И зо 2̂ Биз узлуксиз у = f(x ) функциянинг графиги х0 абс­

циссали нуктада вертикал булмаган уринмага эга булса, бу нукта­
да у уринманинг kyp бурчак коэффициента тенг булган f '(x 0) 
^осилага тенг эканлигини курсатдик. Аксинча, агар функция х0 
нуктада досилага эга булса, унинг графиги х0 абсциссали нук­
тада вертикал булмаган уринмага эга булишини курсатиш мумкин.

Мисол. у = хг параболага Мй (2,4) нуктадан 5'тказилган уринманинг бурчак 
коэффициентини топинг,

Е ч и л и ш и .  Биз (x2) '| t=2 — 2лг | г-=2 =  ̂ эканлигини (4- пункт, 2-мисолга 
Каранг) к^рдик. Функция графигининг М0 (2, 4) нукталаи ^тган уриммаси 
функциянинг х = 2 нуктадаги ^осиласи кийматига, яъни k = 4 га тенглигини 
изохлаш колади.



я

0 X

137- раем.

5-пунктнингохирида у = \х\ ва
у = I/х  функциялар х — 0 нуцтада 
.хосилага эга эмаслиги аникланган 
эди. у ~\х\ функциянинг графи- 
гида бунга сабаб О (0; 0) нуцтада 
функция уринмага эга эмаслигидир 

3 г —(13/-раем), у = v х функциянинг 
графиги координаталар бошида 
уринмага (Оу ук) эга, бирок у абс- 

циссалар укига перпендикуляр ва унинг бурчак коэффициента 
чекли кийматга эга эмас.

7. Баъзи элеиентар функцияларнинг ^осилалари. Бу пунктда 
биз куйидаги элементар функцияларнинг досилаларини ^исоб- 
лаймиз: у = С узгармасни, натурал курсаткичли у = хп даража­
ли функцияни, у = ах курсаткичли функцияни, у == logax лога- 
рифмик функцияни ва у = sin д: ва у = cos х тригонометрии 
функцияларни.

Колган элементар функцияларнинг ^осилалари кейинги пункт- 
ларда каралади.

у =  С узгармаснинг ^осиласи. у =  С функция бутун бу сон 
Уквда узгармас кийматини саклагани учун ихтиёрий танланган 
х нуктада аргументнинг исталган Ах орттирмасига функциянинг 
нолга тенг булган Ду орттирмаси мос келади. Шунинг учун

(С') = lim — =  lim —  = 0.
Д.К-.0 Ах Длг-^0 Ах

Шундай килиб,
(С)' = 0. (13)

п натурал курсаткичли у =  хп даражали функциянинг х;о- 
силаси. х — ихтиёрий танланган нукта, Ах — аргументнинг бу 
нуктадаги орттирмаси ва -у — берилган функциянинг мос орт­
тирмаси булсин.-У долда Ньютон* биномига кура:

Х п~ 1 ( Д д ; ) 2  _ J-------

1-2 v 1 
. .. +  (Дл:)л — хп

0

д у  =  (x-j- А х )п— х п =  х п+ п х а 1 • Ах

ёки

Демак

iim 
Ддг-►о — — lim 

Ах дд:-.о

пх'л-1 Ах +
п(п ■

1 • 2 2(Ах )* + ... + (А*)“

Ах

= lim
Ах-0

пх -1 , п(п -  1) jn-
+  ~ Т ^ Г Х



Шундай килиб,
(хпУ =  пхп~'. (14)

у = а* курсаткичли функциянинг %осиласи. х аргументнинг 
ихтиёрий танланган кийматига Да: орттирма бериб, курсаткичли 
функциянинг куйидаги орттирмасини з̂ осил киламиз:

ду = а ,+Дд: -  ах = а* (ал* -  1).
Демак,
(,а*)' = Ilm — = lim а >' а - =  а* • lim а ~-1 =■ a* lri а,

&Х-+0 Ах 4лг-*.0 Ах Дх-»0 Ах
аКх — 1чунки lim ----- - = In а (V бобдаги (26) формулага каранг).

й«->-0 Ах 
Шундай килиб,

(ахУ = ах In а. (15)
Хусусан, а = е да

{ех) '~ е х (16)
ни ^осил киламиз, чунки lne = 1.

у = logex логарифмик функциянинг j?осиласи. Логарифмик 
функциянинг аникланиш со^асидан ихтиёрий х кийматни оламиз 
ва унга Ах орттирма берамиз. У ^олда функциянинг ортгирмаси

Ду = loge(x+  A * )- lo g n* = logai± ^ -  =  loga( l  +
Шунинг учун

loge(, + ̂ )(logax)' =  lim — = lim --- ------.
&x->0 Ax &x-*o . Ax

Бу лимитни топиш учун куйидаги алмаштиришни бажарамиз:

'“ Ч '  + т )  I “ «■(l t 7 )
Ах х Ах

х
А хх микдор узгармаслигини ва Да:-*0 д а--- >0 булишини эъти­

борга олиб, V бобдаги (25) формулага кура узил-кесил куйида­
гини ?{осил киламиз:

Urn — = lim 
д*..о Ах дл-о

,  _ ■»«.(■+ f )
х Ах

X

iOga(l + ^ )
— -  - lim--- -— J . --- logfl6.

x Ax+o Ax r

Шундай килиб, (loga^)'= -logaeeKH logae =  —  булгани учун пи-
X ш&

ровардида куйидагига эга буламиз:

< | 7 >



Хусусан, а = е да
(In х)' = -X

ни ^осил киламиз, чунки Ioge£ =  In е= 1.
y=sinx ва y=cosjc функцияларнинг хосилалара. Ах y=sinx 

функциянинг ихтиёрий танланган киймати аргументининг орттир­
маси булсин. У ^олда бу функциянинг орттирмаси:

Ду =  sin(x -f Дх) — sin х — 2 sin ~  • cos ̂ х -f- y j .

Демак,
Ах (

2sin —  • cos[x +
(sinx)'= lim = lim-------- ----

Ax &X-*Q Ax
Ax 

sin —
— lim ——  • lim cos [x + — ] =  cosx, 

ддгч-о Ax д*-*о \ 2 )
2

Ax
s in y

чунки V бобдаги (17) формулага кура lim --- =  1,
д.г-,0 Ах

2
lim cos (х -f ^  = cos х.

Ахч-0 \ 2 )
Шундай килиб,

(sinx)' =  cos х. (19)
у =  cos х функциянинг ^осиласи шунга ухшаш келтириб чи- 

царилади:
(cosx)' =  — sin х. (20)

(20) формулани мустакил келтириб чикаришни китобхонга 
>{авола киламиз.

8. Асосий дифференциаллаш цоидалари. Кушилувчиларни, 
к^пайтувчиларни, булувчи ва булинувчининг ^осилаларини бил- 
ган ^олда йигиндининг, к^палтманинг ва булинманииг ^осилала- 
рини топиш коидаларини келтириб чицарамиз.

Бу коидаларни биз куйидаги теоремаларда баён киламиз.
1- теорема. Агар и = и(х) ва v — v(x) функциялар берилган 

х нуцтада дифференциаллану вш булса, у х°лда шу нуцтада 
уларнинг йигиндиси хам дифференциаллану вш  булади, шу 
билан бирга йигиндининг, хосиласи цушилувчилар хосилалари 
йигиндисига тенг булади:

(и +  v)' =  и' -f- v1. (21)
Исботи.  у=Дх) =  и{х) + v(x) функцияни карайлик. х аргу­

ментнинг Ах орттирмасига и ва v функцияларнинг
Ди = и(х т|- Ах) — и{х) ва Av = v[x -f Ах) — v(x)



орттярмалари мос келади. У ^олда у  функция куйидаги орттир- 
мани олади:

Ду =  Д х  +  Дх) — / ( х )  =  [и(х. 4 - Дх) +  v (x  +  Дх) | —
— |м(х) +  т;(х)] =s [м (х4-Д ^)—-и(х)] +  [г)(х+Д х)—г»(х)|=Ди+Дг>. 

Демак,
< м Ду 1. Д“ +  Ди ,,  Да , и  Да у' =  lim -£• =  llm — - —  =  lim — l im — .

Д г -» 0  д *  Д *-* 0  Д *  Д т ч -о  Д *  Д * -» о Д *

Даъвога кура и ва v  функциялар дифференциалланувчи бул­

гани учун llm — =  « ', Um ^  = и '  ва демак, у' — и ' в'. Ш ундай 
д*-*о Д* л*~о Дх

Килиб,
(и  +  •»)' =  м ' +  -о'.

И зоз{ .  (21 ) формула кушилувчиларнинг чекли сони учун 
уринли:

( и -(~ v 4* •. • 4- 1)' =  и/ v'  4 - . . .  4-* '.
1- мисол. у =  лс-з s in *  -f- In* функциянинг х;осиласини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Аввал (22) формулани, сУнгра (14), (19) ва (18) формулаларни

цулланиб, куйидагини з^осил киламиз:

у' =» (х 3 +  s in *  +  In * ) '  =  (*3) '  +  ( s in* ) '  ( In * ) '  =  З * 2 +  c o s*  +  —

2 - теорема. Агар и — и(х) ва v  =  v (x )  функциялар берилган  
х  нуцтада дифференциалланувчи булса, у  %олда уларнинг 
купайтмаси хам  шу нуцтада дифференциалланувчи булади. 
Бунда купайтманинг х;осиласи цуйидаги ф ормула буйича то­
пилади.

(uv)' =  u'v  4- uv'. (23)
И с б о т и .  у =  / (х )  =  и(х) • v (x )  булсин. Агар х  аргумент Дх 

орттирма олса, у ^олда и, v  ва у  функциялар ?{ам мос равишда 
Ди, Д-р ва Ду орттирмаларни олади бунда,

д.у =  (и 4 - Д и) (v  4- Дг>) — u v  =  v  . Дд 4 . uAv  4- Аи • Аг». 
Демак,

у' =  lim — =  lim _
д .г -» о Д *  Д-t -O  Д *

=  lim / — ■ г») 4" П т  ( — • и) 4- Hm f— • ЛгА. 
д»-*о\Д* I д*-о\Л* / ддг-о\Д* /

и =  и(х) ва 'o =  t)(x:) лар фиксирланган х  да узгармас булгани 
учун уларни лимит белгисидан ташкарига чикариш мумкин. 
Шунинг учун

lim (— • v )  =  ( lim — ) • v = ° u 'v ;  lim ( u ~ )  =  u l im  ^  =  uv '.  
д х - . о ч Д *  /  W - o  Д * /  \  Д * /  4 Ы М

Бундан ташкари

lim (— • AiA =з lim — • lim Av  =  0, 
дж-и\Д* /  д*-*оД* д*-*-о



чунки v  функция шартга кура дифференциалланувчи ва демак, 
узлуксиз, шунинг учун 11т Да =  0. Шундай килиб,

Ддг->0

у'  =  (uv)' — u'v uv'.

Н а т и ж  а. Узгармас купайтувчини %осила белгисидан. таш- 
царига яицариш мумкин :

(си)' =  си'. (24).
Хакикатан зам, агар v  =  c(c — узгармас) булса, у ^олда (23) 

формулага кура

(си)' =  (с)'и - f  си' =  0  ■ и +  с • и' =  си'.

Хусусан, — 1 га тенг купайтувчини косила белгисидан гашкарига 
|икариш минус ишорани косила белгисидан ташцарига чикариш 

га тенг кучли:

{ - и ) '  =  — и'. . (25)
Бунинг асосида иккита функция айирмасининг ^осиласи форму- 
ласини келтириб чицариш мумкин:

(u — v)' =  u ' - v ’. (26)

2-мисол. у*=елз1пх функциянинг ^оснласини топинг.
Е ч и л и ш и .  (23), (16) в а (20) формулаларга асосан куйидагини *осил к и ­

ламиз:
у ' —(e-*cos*)' — (е*)\ • c o s x + ^ c o s x ) ' - * »  exco sx + ex( — s i n x ) =  ex(cosx— s inx).

3-мисол. у  — х 3 — Зх2 +  5х - f  2 кУпх,аднинг ^осиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  (22), (24). (14) ва  (13) формулаларни кетма-кет к^лланиб,

цуйидагини *осил киламиз:

У' -=(*3 _  Зх3 +  5х  +  2) '  =  (х3у  н- ( -  Зх*у  +  (5л:)' +  (2)' -  
= 3 * 5 -  3 (* S ) '+  5 (х ) ' +  0 -  З х 2-  3 • 2х +  5 • 1 -  З х 2 -  6х  +  5.

И з о ^ .  (23) формулани сони чекли булган п та купайтувчи 
учун умумлаштириш мумкин. Агар масалан, п = 3 булса,

(uvw)' =  u 'vw  -f- uv'w  -f- uvw '  (27)

булади. ^афщатан ^ам,

(uvw )'  =  [(uv)w Y  — (uv)'w  +  u v w '=  u’v w  -f- uv'w  +  uvw".

3-теорема. Агар берилган x  нуцтада и =  и.(х) ва v  =  v (x )  
функциялар дифференциалланувчи ва v  ф 0  булса, бу нуцтада
уларнинг булинмаси у  =  — %ам дифференциалланувчи , шу 

билан бирга

'  <28>

И с б о т  и. Ьх аргумент орттирмаси, х ,  Аи ва Ди лар эса и ва



v  функцияларнинг мос орттирмалари булсин. У ?(олда у  =  —

функция куйидаги орттирмани олади:
__ а +  Дц _и Д а  • у  — ц Д о

D+ At; w v (v  +  Д«)
Демак,

Ди Av
—  у — а  —

. Ду A u - v  —  u - A v  Ддс Д х  u 'v ~ u v ‘
у ' =  Цш — = 1 1 ш ------------------- - =  l i m ----------------------------------

Ajr-O Ах Ах-гО v(v  +  Ау)Ах Д* - .0  v(v  +  Av) t/2

еки
1 — av'
Г,г

/ И \ '_ и'У —
U ) ~  о*

Биз дифференциаллаш дакидаги даъвога кура ва демак, v  
функциянинг узлуксизлигига к$'ра lim Av =  0  деб *исоблаган

Л*-И)
ЭДИК.

Энди у =  tgx функциянинг ^осиласини топамиз.
sin х

Берилган функцияни у =  — — булинма шаклида ёзиб, (28)

формулага кура, куйидагини *осил киламиз:
, __(sln«)'cos.x: — siri-y(cosy)'___cosaxos* — slru:( — s inx )

^  cos2* cos2 x
_  cosa-*-b s in 2*  _  1

cos3* cos2* '
Шундай килиб,

7ZT- ’ <29>cos2*

Бунда г> =  cos* =̂= О шарт tgx функциянинг аникланиш соз^а- 
сига тегишли булган ихтиёрий х  учун бажарилади.

y =  ctgA: функциянинг досиласи *ам шунга ухшаш келтириб 
чикарилади:

(C tgJC )'---------- r V -  (3 0 >s in 2*

Бу формулани мустакил келтириб чикаришни тавсня киламиз-
9. Тескари функциянинг ^осиласи. Айтайлик, х  =  / ( у )  функ­

ция бирор интервалда монотой ва дифференциалланувчи булсин 
^амда бу интервалнинг у нуктасида нолга тенг булмаган / '(у )  
^осилага эга булсин, у = / ~ 1(х)  тескари функция тегишли х  
нуктада | / - 1(х)] '  з^осилага эга булишини, шу билан бирга

[Г Ч х П ’ - р ^  (31)

булишини курсатамиз.
Шартга кура х = / ( у )  функция монотон ва дифференциалла­

нувчи (ва демак, узлуксиз з<;ам) булгани учун тескари функция 
мавжудлиги з^акидаги теоремага биноан (V боб, 2*§, 4-пунктга



каранг) у = /  Ч-*) функция мавжуд, у монотон ва узлуксиз. х  
аргументга ЬхфО  орттирма берамиз. У ^олда у = / ~ ’ (х) функция 
Ду орттирмани олади, у монотонлигига кура нолдан фаркли б^- 
лади. Бундан ташцари у => t ~ x (х)  функциянинг узлухсизлиги 
натижасида Дх О да Ду  орттирма >{ам нолга интилади. Демак,

1 1
АХ-*0 А *  д ж - . о ( Д £ |  1 1 т  Ах  / ' ( у) 

кьу J  Д у -  о Ду

(31) формулани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

у ; -  4 -  (32)
АУ

10. Тескари трнгонометрик функцияларнинг ^осилалари.
у  =  a rcs in x  функциянинг ^осиласини топамиз: х  -  sin у тескари 
функцияни караймиз, бу функция — чг/2  <  у <  и/2  интервалда мо­
нотон ва дифференциалланувчи, уцинг ^осиласи х' — cos у  эса 
бу интервалда нолга айланмайди.

Демак, (32) формула буйича у ‘х — Ijx' — 1/cosy ни ^осил ки­
ламиз. Бирок*, cos у — V 1 — sin2y = V \  — х 5. Шундай килиб, 
у ' = 1/] /Ч  —х 1 яъни

(arcsin х)' =  (33 )

у  =  arctgx функциянинг хосиласини шунга ухшаш топамиз'. Бу 
функция таърифга кура — я /2 < у < я /2  шартни каноатлантириши 
керак. Бунда тескари x  =  tg y  функция монотон ва дифферен­
циалланувчи. (29) формула буйича x'y =  \jcos‘ly  ни топамиз. Д е ­
мак, (32) формулага кура у'х — cos2y га эгамиз. Бирок cos2y =  
=  1/(1 + t g 2y) =  1/(1 +  * ?). Шунинг учун у' =  1/(1 - f  Xs)

ёки (arctg*)' =  — (34)
l + X J ■ \ /

y =  arccosx y = a rcc tg x  функцияларнинг ^осилалари учун фор- 
мулаларни келтирамиз:

(arccos х)'  «  -  у = ~ ,  (3 5 )

(arcctgx)' =  — (36)

Бу формулаларни мустакил келтириб чикаришни китобхон- 
нинг узига ^авола киламиз..

* Илдиз ОЛДИДЯ1 И ишора .плюс" олинишига сабаб cosy — п/2 < у < п/2 
интервалда мусбат булншидир.



11. М ураккаб функциянинг ^осиласи. Айтайлик, у = / ( и )  ва 
« = f (х) булсин. У ^олда у мураккаб функция экан: у =  /(<р(х)], 
и Узгарувчи эса оралик аргументдир (I боб, 4-§, б-пунктга ка­
ранг).

у'и ^осилани ва оралик аргументнинг их ^осиласини билган 
^олда мураккаб функция у'х нинг ^осиласини кандай топиш мум­
кин?

Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.
Теорема. Агар и , - у { х )  ф ун к ц и я х  нуктада и ‘%х,осалага, у =  

=  /(и )  функция эса тегишли и нуцтада у'и %осилага эга б ул ­
са, у %олда у = / 1'р(^)] м ураккаб функция х;ам бу нуцтада  
^осалага эга булади ва цуйидаги формула билан топилади-.

у; = у; - « ; .  (37>

Купинча унча аник булмаган, лекин киска булган куйидаги 
таърифдан фойдаланилади: м ураккаб функциянинг ^осиласи  
берилган функциянинг оралиц аргумент буйича %осиласина 
оралик; аргумент. %осиласага купайпм асига  тенг.

И с б о т и .  л  га Дх орттирма берамиз. У ^олда и ва у  >(ам 
тегишли ts.ii ва Ду орттирмаларни олади.

Фараз килайлик, Дл:-»0 да Д и нолга тенг булмаган киймат- 
ларни кабул килсин. У ^олда куйидаги айният уринли:

(38)
Д *  Аи Ах

(38) тенгликда Ах-^0  лимитга утиб, куйидагини ^осил киламиз:

. iim =  нш №  ^  =  lim ^  • lim
дж-о Д* &х~о \Аи Ах)  дл—о Аи дг-»о Ах

и =  у (х )  функция дифференциалланувчи ва демак, узлуксиз
булгани учун Дх-»0 да Ди-»0. Шунинг учун lim — =  lim —ч

д х -о  Аи д и -о  Аи

Демак, ]im __ ,jm Ду . И т  Д«
Ах->0 А к Ди-*0 Аи Дс-t-o Д*

Йирок lim ^  =  у' lim — =  « ' ,  Нш — ==у'. Шунинг учун у' =  
Дж-О Ах  ' х д*-»0 Д* * д ц -0  Да “

— у'и • и'х Шуни исботлаш талаб килинган эди.
х  — 0 да Дм ноль киймат кабул килган ^олда ^ам (37) фор­

мула уринли булишини курсатиш мумкин.
1-мисол. у  ~  sinjc3 функциянинг ,\осиласин i топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган функция мураккаб функциядир. a =  х 3 белгилаш 

киритиб, у  =  s in a  ни досил киламиз (3 7 ) формулага кура

у'х -= (s ina )„  • (х3)'х =  cosu- 3jca 

ни досил киламиз ёки и =  х 3 булгани учун

у'х =  cosjc3 • Здг2 *» З * 2 cos*3,



Мураккаб функция к^рилган мисолдагидек икк ита функциядангина иборат 
б^лмай, к^п сондаги функциялардан дам и борат  булиши мумкин. Бундан 
долларда мураккаб функциянинг кийматига келтирадиган амалларнинг кайси 
бири охири булишини равшан тасаввур  кила билиш керак. М ураккаб функ­
циями дифференциаллаётганда охирги амал бажарилаётган катталик оралик 
аргумент и сифатида кабул килинади.

2-мисол. у — Inarctg jr2 функциянинг досиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган бу функция учун охирги амал натурал логарифм 

дисобланади. Бу амал a r c t g  х 2 функция устида бажарилади. Шунинг учун 
в  =  a r c t g х 2 функцияни оралик  аргумент деб кабул киламиз. У долда у = 1 п ц .у '  
досилани (37) формулага кура  топамиз:

у; -  ( \ т ) ‘а • (a rc tg  х*)л -  -l(arctgjc®)^ _  — ^  . ( a r c t g * 2)'r

Дифференциаллаш  бу билан тугагани йУк. чунки a r c tgx* функциянинг 
досиласи дали топилганича йук. Бу дам мураккаб функция, шунинг учун охир­
ги амал булиб х2 буйича арктангенсни топиш дисобланади Шунинг учун (37) 
формулани кайта кУлланиб ва унда энди и — х г деб дисоблаб, куйидагини 
топамиз:

( a rc tg  х 2)' — (a rc tg  а)' • (**)' — —— ^ ■ -  • 2 дг=- -— ^—  • 2 х  =  ^  ■ . 
v 8 х 6 “ )х 1 +  и2 1 +  (**)! 1 +  *4

У зил-кесил  куйидагига эга буламиз:

1 2х 2х
У' a rc tg  x s 1 + j c 4 ( 1 +  л«). a r c tg * 5'

Етарлича  малакага эга булгандан сУнг и дарфи белгилаш учун киритил- 
майди. Ш унга ухшаш, масалан, дозиргина курилган функцияларнинг досила- 
ларини топиш мумкин:

( s i n * 3) '  =  c o s* 3 • (х3У =  c o s t 3 • Зхг =  3x 2cosx3.

Ш унга  ухшаш

( ln a rc tg  х 2)' — ------ -— -  (arc tg  х 2)' «= ------ -— -  . ------?-------  X
a rc tg  x s a r c tg  x s 1 +  (x 2)*

1 1 2x
X ( x 2)' -- ------- -— -  • — -  • 2x=

arctg  x 2 1 +  x* (1 +  x 4)a rc tg  x 2

12. Гиперболик функцияларнинг ^осилалари. V боб, 2 -§ , 
7 - пунктда гиперболик функциялар киритилган эди. Уларнинг

в* —— 6
^осилаларини топамиз. shx  = ----- -̂---- булгани учун

( s h x ) ' = ( e ~2е ) =  -ji {ех)'—(е - хУ] -= е~ ~ —  =  chx.

Бу ерда ё~х ни дифференциаллашда биз мураккаб функция- 
ни дифференциаллашдан фойдаландик: (е~х) ' ^  е~х{—х) = —е~х. 

Шундай килиб,
(shx) ' =  chx. (3 9 )

Гиперболик косинуснинг досиласи шунга ухшаш топилади:

(ch х ) ‘ =  shx. (40)



Гиперболик тангенснинг хосиласини булинманинг ^осцласи 
каби топамиз:

•'>' / s h r V  _ c lu c ( s t n ) '— s h K ( c h x ) ' __ch* • chx — slut • slur __ch2* — sh»jt

\chje /  ~~ ch2jc c h i*  ch*>t

cha*  — sh2*  =  1 булгани учун

(thjc)'------ — . (41)
v ’  ch2Jt

Шунга ухшаш гиперболик котангенснинг ^осиласи топилади:

( c t h x ) ' - ------1 - .  (42)
sh2*

13. Ихтиёрий курсаткичли дараж али функциянинг ^осиласи.
7-пунктда натурал курсаткичли у =  д:л даражали функциянинг 
^осиласи келтириб чицарилган эди. Ихтиёрий ^ацикий п дара­
жали у  =  х п функциянинг ^осиласини топамиз. х  ни мусбатдеб 
дисо б лаб , х п — епЫх айниятдан* фойдаланамиз. У  *олда у  = е п ш  
нинг мураккаб функциясидир ва унинг ^осиласи (37) формула 
буйича топилади:

y ' = ( e nlnJ7  =  епХах - ( п \ п х )  -  е пЫХ’. р

епЫх =  х п булгани учун

у7 =  х п ■ — — п х п~ \
X

Натижа натурал курсаткичли ^олдаги каби )?осил булди ( (1 4 )  
формулага каранг):

(х п) '= * п х п~ \

Агар х < 0  да у  =  х п функция мавжуд булса, (14) формула 
3{ам уринли булишини курсатиш мумкин.

14. Дифференциаллаш  формулаларининг ж адвали. Аввал 
келтириб чицарилган дифференциаллаш формулаларини келти- 
рамиз:

1. у  =  С; у' =  0. VIII. у  =  ctg*; у ' =  — 1
s in 2 -Г 

1
II. У =  ж"; У'  -  п к п~ \  1х- у  =  arcsin  *5 У' =  у ,  t .  >

III. у =  ах] у' — a x\na. y = a rcco sx ;  у ' —— ^  ( ^ . 

НГ. у =  ех\ у' =  ех. XI. у  =  arctg*; у' =  1
1 +  л»

* Бу айниятнинг ^ринли эканини унинг икки томонини е асос буйича лога- 
риф м лаш  билан осон курсатиш мумкин.



IV. y =  loga*; у '  — —— .
x In a

IV'. у  =  In x; y'  =  —.
X

V. у — sin x\ y' =  cos x.

VI. y = c o s x ;  y ' — — s in * .

VII. у =  tg x ;  y' =

XII. y =  arcctgx; y'-
1 +  A*

ХШ. y =  sh x ;  y ' =  c h x

XIV. y =  ch x ;  y '= s h jc .

XV. у =  th л; у '  — 1
ch* x

coszx
XVI. у =  cth x\ y' =

sh 2 x

15. Эгри чизиц уринмаси ва нормалининг тенгламаси. у =  
= } ( х )  функция графигининг унинг бирор М 0(х0; у0) нуктасида 
уринувчи уриима (бу ерда у0 =  / ( х 0))  бу нукта оркали утувчи 
У'(Хо)  га тенг *ур бурчак коэффициента эга булган тугри чи­
зиклар (6-пунктга каранг). Шунинг учун берилган нуктадан 
утувчи тугри чизик тенгламасидан фойдаланиб, бу уринма тенг- 
ламасини топиш мумкин (III бобдаги (7) формулага каранг):

У —  Уо = / ' ( х о) • ( х - х 0). (43)

Уринмага перпендикуляр булиб, уриниш нуктасидан утувчи 
тугри чизик эгри чизик нормали  дейилади (138-расм).

у =  f (x)  функциянинг графигини караймиз: М 0(х 0; у0) унинг 
нукталаридан бири булсин. У з^олда функция графигининг М 0(х0, 
у0) нуктасидан утказилган нормал тенгламаси

y _ y 0 = _ _ L _ . ( x _ x 0), (44)

куринишга эга булади, чунки нормалнинг kK бурчак коэффициен- 
ти уринманинг kyp—f' (xa) бурчак коэффициента билан перпенди- 
кулярлик шарти оркали богланган:

К  =
УР П х о)

М и со л .  у =  t g *  функция графигининг абсциссаси х 0 = я / 4  булган нукта­
сидан утувчи уринмаси ва нормали тенгламасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Уриниш нуктасининг ордина- 
тасини топамиз: у0 =  tg  xQ =  tg(it /4) =  l. Be- 
рилган функцияни дифференциаллаймиз ва урин­
манинг бурчак коэффициентини ва нормалнинг 
бурчак коэффициентини топамиз:

( tg * ) '  =  l /cos2*. £ур=  1 / соs2ж/ ж/4 =  2.*н =  -  1/2.

(43) ва (44) формулаларга кура уринма ва нор­
мал тенгламасини топамиз:

1 = 2 (*-!)— - 1 R }
16. График дифференциаллаш. Гра­

фик дифференциаллаш  деб у  — / ( х )



139- раем.

функциянинг берилган графиги буйича у'  — f  (аг) ^осиланинг 
графигини (тахминан) ясашга айтилади. Бу ясашнинг кискача 
баёнини келтирамиз. у =  f <x )  функциянинг [ a, b | сегмент- 
даги графиги берилган булсин (139-расм). х 0 =  а, л:ь  х 2 . .  ., 
Ха-и х п =  b нукталар ёрдамида бу сегментни п та булакка аж­
ратамиз ва берилган графикда уларга мос М 0, M t , М 2, . .  М а-и  
М п нукталарни белгилаймиз. Бу нукталарнинг ^ар бири оркали 
уринма утказамиз. Q ( — 1; 0 ) нукта оркали уларнинг ординаталар 
уки билан кесишиш нуктасигача бу уринмаларга параллел булган 
тугри чизикларни утказамиз. Бу нукталарнинг ердинаталари ОР0,
ОРи ОР2......... ОРп-и ОРп мос равишда у ' = / ( х )  ^осиланинг а,
х г, х 2 . . , х п- 1, х„ нукталардаги кийматларига тенг. ХаКикатан 
??ам, O PxQ учбурчакдан

O A /Q O  =  tg а, ' (45)

ни топамиз, бу ерда — ОР\ кесма абсциссалар уки билан ва 
берилган функция графигининг Ж, нуктаси оркали утган урин- 
мага параллел тугри чизиклар ^осил килган бурчак. ^осилапинг 
геометрик маъносига кура tg aj =  f'{x\)  ни эътиборга олиб, (45) 
муносабатдан OPi — f ' {x i) ни ^осил киламиз.

А  нукта оркали Ох  укига параллел тугри чизикни, М\  нукта 
оркали эса Оу укини М  нуктасигача параллел булган тугри чи­
зикни утказамиз. М  нукта х  абсциссага ва f ' ( x t ) ординатага 
эга, ва демак, y ' - t ' ( x )  ){осиланинг графигига тегишли. Шунга 
ухшаш No [лг0; /'(•*■(>)], f ' (x2) ] , .  . /V„_, [ х п- й  f ( x n- x)\
нукталарни топамиз. Бу нукталарнинг барчасини силлик эгри чн- 
зик билан бирлашгириб, Nn [ x я; t \ x „)] >?осиланинг тахминий гра-



фигини хосил киламиз, у буйича бу  хосиланинг [ а ,  Ь\  сегмент 
ихтиёрий нуктасидаги кийматини такрибан топиш кийин эмас. 
Ja, Ь) сегментнинг булиниш нукталари сони п канчалик куп бул­
са, хосиланинг графигини ясаш шунга якинрок булади.

2-§. Ю К О Р И  Т А Р Т И Б Л И  Х О С И Л А Л А Р

1. Юцори тартибли ^осилаларни топиш. Фараз килайлик у=*
— J ( x )  функция бирор интервалда дифференциалланувчи булсин. 
У холда унинг / '  (х)  хосиласи *  нинг функцияси булади. Бу 
функция хам хосилага эга булсин. Бу хосила иккинчи косила  
у  = /  (дс) функциянинг иккинчи тартибли %осиласи дейилади 
ва у " ёки f"(x)  символ билан белгиланади*:

/ " ( •* )  =  [/ '(•*) ]'. (46)
Бунда / ( х ) биринчи косила  ёки / ( * )  функциядан олинган функ­
циянинг биринчи тартибли %осиласи дейилади.

1-иисол. у =  х3 функциянинг иккинчи ^осиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган функциянинг биринчи *осиласини топамиз:

■у' =  (х^)' *== З х2,
Иккинчи тартибли досилани биринчи хосиланинг хосиласи сифатида топа­

миз: у" =  (3jc2)'  -  6jc.

Иккинчи тартибли хосиланинг хосиласи учинчи тартибли  
косила  ёки уч т ч и  %осила  деб агалади ва у'" ёки f'"(x) си м вол . 
билан белгиланади.

f " ( x ) =  \ t"{x)\' .  (47)

Умуман айтганда, у =  /  (*) функциянинг п-тартибли %осиласи  
деб берилган функциянинг (п—1)-тартибли хосиласидан олинган 
биринчи тартибли хосилага айтилади ва у("> ёки / (л)(*) символ 
билан белгиланади:

/<»)(■*) — (■*)]' • (48)
Биринчи тартибли хосиладан каттарок тартибли хосилалар юцо- 

ри тартибли хосилалар  дейилади.

2-мисол. у  =  lnjc функциянинг туртинчи тартибли досиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  К етм а-к ет  биринчи, иккинчи, учинчи, туртинчи тартибли до-

силани топамиз:

г,; г - { - 7 .

3 -м и сол .  у, ekx функциянинг n -тартибли досиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  Куйидагига эгамиз:

у'  =  (ekx)' =  kenx\ у"  =  (kekx)' -  k2ekx; у'" -=■ ( h 4 kx)' -  k 4 kx.

* ,  И гр ек  икки штрих." ёки  ,э ф  иксдан икки штрих* деб  ^цилади.



Шунга ухшаш куйидагини топамиз:  у ( я ) = Л * - * .
4-мисол у =• s in *  функциянинг n -тартибли досиЛасини топинг.
Е ч и л и ш и .  Куйидагига эгамиз:

у' ■= ( s in * ) '  ■= cos*  ■=* s in  ^* +  — j;

у" — (cos*) '  — — s in  *  — sin  ^*  +  — • 2^;

y "  =  (—sin*) '  =  — cos*  — sin j|* + — • 3^;

yiv = ( — cos*) '  — s in *  — sin ^*  + — • 4^.

Шунга ухшаш куйидагини топмиз*

у(«) =  sin (х - \-  ~ ' u j .

2. Иккинчи тартибли з^осиланинг механик маъноси. 1-§, 4-пун- 
ктда биринчи тартибли з^осиланинг механик маъноси аникланган 
эди. Энди иккинчи тартибли з^осиланинг механик маъносини аник­
лаймиз.

Моддий нукта турри чизик буйлаб 5 =  f ( t )  конун билан з{ара- 
кат килаётган булсин, бу ерда s —нуктанинг t вакт оралигида бо- 
сиб утган йул. У з^олда бу з^аракатнинг v  тезлиги вактнинг бирор 
функциясидир: v  =  v ( t ) .  В ак тн и н гм о м ен ти д а  тезлик v  =  v ( t )  
Кийматга эга булади. Вактнинг бошка t +  At  моментини караймиз. 
Унга тезликнинг Vi =  v ( t  +  Д^) киймати мос келади. Вактнинг 
Дt  орттирмасига тезликнинг Av =  v,  — v  =  v  ( t + A t )  — v( t )  орттир­
маси мос келади.

^  =  % p нисбат вактнинг At ораликдаги уртача тезланиши  

дейилади.
t моментдаги w  тезланиш  деб Л* - > 0  даг.и уртача тезла- 

нишнинг лимитига айтилади:

w  =  lim wpD — lim — =  v / .  (aq\
a m  м-*о V’ *7'

Шундай килиб, тугри чизицли щ ракат нинг тезланиши деб 
вацт буйича олинган тезликнинг %осиласига айтилади.

Биз курдикки, тезлик s йулнинг t вакт буйича олинган зоси- 
ласи экан: v  =  s \  Буни з{исобга олиб,

® -= (s ') ' =  s" (50)

га эга буламиз.
Шундай килиб, m$Fpu читцли (текис) jfаракатнинг т езл а­

ниши йулнинг вацт буйича олинган иккинчи тартибли %оси- 
ласига тенг экан.

* 3- ва  4-мисолларда досил килинган формулаларни катъий келтириб чика- 
. ришда математик индукция методидан фойдаланиш керак.



/з
Мисол. Моддий нуктанинг текис ^аракати s =  — конун билан р^й берабт-

О

ган булсин, бу ерда /  вакт секундларда, s  йул эса сантиметрларда ифодаланган 
булсин. Харакат килаётган нуктанинг вактнинг t  =* 5 с моментидаги w  тезлани- 
шини топинг.

//3 4"
Е ч и л и ш и .  (50) формулага кУра w = s " =  ( — I — 2t га эга буламиз. Демак, 

нзланаётган тезланиш

w  |/=5 =  21 \t~5 =  10 (см/са)

булади.

3-§.  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л И

1. Функциянинг дифф еренциали ва унинг геометрик м аъно-
си. у — л:3 функцияни караймиз. Унинг бирор л: ф  0 нуктада аргу­
ментнинг Ал: оргтирмасига мос келадиган Ау орттирмасини топа­
миз:

А у  =  ( *  - f  А * ) 3 —  х ъ =  З х 2 А х  +  З х  ( А х ) 2 +  ( А х ) 3 =

=  З х 2 Дх +  (Зх  -Ь Дх) (Ах)г.

Куриб турибмизки, функциянинг орттирмасини иккита куши-« 
лувчи: биринчиси Дх га нисбатан чизикли булган З х 2Ах (аник- 
роги Дх га нисбатан пропорционал) ва иккинчиси Дх га нисбатан 
чизикли булмаган (Зх +  Дх)'(Ах )2 куринишда караш мумкин. 
х -» 0  да иккала кушилувчи чексиз кичик, яъни цолга интилади. 
Бирок, бунда иккинчи кушилувчи биринчисига нисбатан тез нолга 
интилади, яъни иккинчи кушилувчининг биринчи кушилувчига 
нисбатининг лимити нолга тенг:

Hm ■ i£JAAl 2±  i Af>3„ ^  _L lim (ЗхДх +  (Ах)2)==0.
д*-* 0  3*2 Д* Зх2 ijc-^0 ’ '

Бунинг натижасида Дх кичик булганда функция орттирма­
сини унинг чизикли кисмига такрибан тенг дейиш мумкин: Д у ^  
» З х 2Ах. Шунинг учун орттирманинг чизикли кисми функция 
орттирмасининг асосий  (бош ) цисми дейилади.

Куйидаги жадвалда х =  1 нуктада у =  х 3 функция учун функ­
циянинг орттирмаси Ду =  ЗДх +  3 ( A x f  +  (Дх )3 нинг, унинг асо­
сий чизикли кисми ЗДх, чизикли булмаган кисми 3(Дх)24-(Лх>8 
ва Ах нинг турли кийматлари учун кийматлари келтирилган.

Ах Ду Чизикли 
цисм Зйх

Чизикли бУлмаган 
КИСМ й(Д ry'+tA*)»

0, 1 0,331 0,3 0,031
0, 01 0, 030301 0,03 0,000301
0,001 0, 003003001 0,003 0,000003001

Бу жадвалдан чизикли булмаган Ду кием асосий чизикли Ау 
киемдан канча тез камайиши яккол куриниб турибди. Куп ф ун к­
циялар шунга ухшаш хоссага эга булади.



Айтайлик, / ( х )  функциянинг х  нуктадаги Ау орттирмасини 
Ду =  Л Д х -} -а (Д х )  (51)

куринишда ёзиш мумкин булсин, бу ерда Дх— функциянинг Ду 
орттирмасини келтириб чикарадиган аргумент орттирмаси; А — 
узгармас катталик (яъни Дх га боглик булмаган катталик)* 
а (Дх) — Дх га нисбатан юкори даражали кичик болтан чексиз 
кичик функция, яъни

П т  ^  =  о.
д.г-,.0 Ах

Агар  у = J (х) функциянинг х  нуцтадаги  Ду орттирмасини  
(51) формула куринишида тасеирлаш мумкин булса, функция­
нинг аргумент орттирмасига тугри пропорционал булган асо­
сий цисми ЛДх бу функциянинг дифференциали дейилади.

у — t  (х) функциянинг дифференциали d y  символ билан бел­
гиланади („де игрек“ деб укилади) ёки d f  (х)  („де эф икс“ деб 
укилади) билан билгиланади.

Демак, таърифга кура
d y  =  А Дх. (52)

Шундай килиб, агар у = /(х )  функция х  нуктада дифференци- 
алга эга булса, у  х;олда унинг бу нуктадаги орттирмаси иккита 
кушилувчи: dy  =  А Дх дифференциални ва Д х ^ О д а  Дх га нисба­
тан юкори тартибли чексиз кичик булган чизикли булмаган а(Дл:) 
кисмни ифодалар экан. Шунинг учун чексиз кичик Дх ларда 
чизикли булмаган кисмга эътибор бермасдан, куйидаги такрибий 
Ду А Дх ёки

Ду «  d y  (53)

тенгликни зосил киламиз.
Энди ^осиланинг мавжуд булиши билан дифференциалнинг 

мавжуд булиши орасидаги алокани урнатувчи теоремаларни ка* 
раб чикамиз.

Теорема. Агар у  =» f ( x )  функция х  нуцтада дифференциалга  
эга булса, у %олда у  бу нуцтада %осилага эга  булади.

И с б о т и .  Шаргга кура у =  Д х )  функция дифференциал'га 
эга булгани учун унинг Ду орттирмасини (51) куринишда ёзиб 
олиш мумкин:

Ду = Л  Ax-f- а(Дх),

шу билан бирга lim (51) тенгликнинг иккала томонини Дх
д«-*0 Ах

га булиб ва Д*-*0 да лимитга утиб, куйидагини ^осил киламиз: 

lim — — llm = Л +  lim ^ - Л .
bt-yj Ах \х-*о Ьх ах-̂ о Ах

Лекин lim — =  f ( x ) ва демак, f i x )  косила мавжуд экан ва v 
Ах->0 Д *



А га тенг. Бунинг натижаси сифатида дифференциал куйидаги 
куринишни олади:

d y  =  f '(x )A x .  (54)

Демак, дифференциалнинг мавжудлигидан ^осиланинг мав- 
жудлиги, яъни функциянинг дифференциалланувчанлиги келиб 
чикади. Тескарисини, функциянинг дифференциалланувчи були- 
шидан дифференциалнинг мавжуд булиши, яъни куйидаги тео­
рема Уринли булищини курсатамиз:

Теорема. Агар y — t (x)  функция х  нуцтада %ооилага эга  
булса, у бу нуцтада дифференциалга эга  булади.

И с б о т и .  у  = / ( х )  функция х  нуктада f ( x )  — lim ^  }{осила-
4Д--.0 Ад:

га эга булсин. Фиксирланган (тайинланган) х  да — = ^ Х+А)С̂ ~- —
Ах Ах

нисбат Ах орттирманинг функциясидир. Лимитга эга булган ^ар 
цандай функция, бу лимитнинг ва ^ар бир чексиз кичик функция­
нинг йигиндисига тенг (V боб, 1-§, б-пунктга каранг). Шунинг 
учун

^ - / ' ( * )  +  Р(Д*), (55)

бу ерда р(Ах) — чексиз кичик Ах  функция, яъни lim Р(Ах) =  0.
Длг-»0

(55) тенгликнинг иккала томонини Ал* га купайтириб, куйидаги­
ни зрсил киламиз:

Ау =  / '  {х)Ах. +  Ах  р(Дх).

Шундай килиб, функциянинг Ау орттирмаси иккита кушилув- 
чи / ' ( * )  Ал: ва Ax-P(Ax) нинг йигиндисидан иборат экан. Бунда 
биринчи кушилувчи Ах га пропорционал, иккинчи кушилувчи 
эса Ах - » 0  да Ах га нисбатан юкори даражали чексиз кичикдир, 
чунки

Иш =  jjm р(Ах) =  Т).
ддг-*о а х  д * - .о

Демак, юкорида берилган таърифга кура у =  f (x)  функция х  
нуктада дифференциалга эга ва у f { x ) A ( x )  га тенг булган.

Бинобарин, дифференциалнинг мавжудлиги ва функциянинг 
дифференциалланувчи булишлиги тушунчалари тенг кучлидир. 
Дифференциалнинг г е о  м е т р и к  м а ъ н о с и н и  ойдинлашгира- 
миз. Бунинг учун у  «=» f (x)  функциянинг графигида/И(х; у) нук­
та оркали уринма утказамиз ва унинг Ох  ук билан ташкил кил- 
ган бурчагини а билан белгилаймиз (140-чизма). Бу уринманинг 
х  4- Ах  нукта учун ординатасини караймиз. Бу ордината 'билан 
уринманинг л: ординатаси орасидаги айирмага тенг булган N P  
кесмани уринма ординатасининг орттирмаси деб атаймиз. Бу 
кесма d y  дифференциалга тенглигини курсатамиз. Тугри бурчак- 
ли M N P  учбурчакдан JVP — t g a - M N  ёки N P  =  Ах  га эгамиз.



140- раем

Лекин хосиланинг геОметрик 
маъносига кура tg а == / ' ( * ) .
Шунинг учун

N P  — f ( x )  Ах =  dy.

Шундай килиб, биз диффе- 
ренциалнинг геометрик маъ- 
носини ойдинлаштирдик: у =
=  f(x)  функциянинг х  нуц- 
тадаги дифференциали урин- 
м анит  ординатасининг орт- 
тир масига тенг экан.

2 . к о си л а  — дифференци- 
аллар нисбати куриниш ида.
у — х  функцияни ^арайлик. Унинг хосиласи (54) формулага кура 

d y  =  d x  =  (х ) 'А х «— 1 • А* =  Ад:

га тенг. Функциянинг х  га тенг дифференциалини эркли узга- 
рувчинииг дифференциали деб аташга шартлашамиз, яъни эркли  
узгарувчининг дифференциали унинг орттирмасига тенг:

d x  =  Ах. (56)

У холда функциянинг дифференциали учун (54) ифода цуйи- 
даги куринишда ёзилади:

dy  =  f ( x ) d x .  . (57)

Бу тенгликнинг иккала томонини d x  га булиб, куйидагини хосил 
Киламиз:

(58)Й - / М .dx

Шундай килиб, функциянинг хосиласи унинг дифференци­
алини эркли  узгарувчининг дифференциалига нисбатига тенг 
экан.

Купинча — нисбатни у функциянинг х  аргумент буйича олин-
d x

ган хосиласини ифодаловчи символ деб каралади.
3. Функциялар йигиндисининг, купайтмасининг ва б^линма- 

сининг дифференциали. и =  « и )  ва v  =  v(x)  лар л: нинг диффе­
ренциалланувчи функциялари булсин. У холда куйидаги форму- 
лалар уринли.

d( и -f- v)  =  du -\-dvt (59)
d(uv)  =  udv +  vdu, (59')

d  (—) =  -У.аа-+ а --'~ ( v ^ O  шартда). (59")
\  V j  t/2

(59) ва (59") формулаларни келтириб чикаришни китобхонга хаво- 
ла килиб, (59') формулани келтириб чикариш билангина чегара- 
ланамиз.



Дифференциал таърифига кура:
d(uv)  =  (uv)'dx  =  (u'v  -f- uv')dx — vu 'dx  -\-uv'dx — vdu  - f  udv,

чунки u'dx =  dtu ва v 'dx  — dv .
Мисол. у =  х гех функциянинг дифференциалини топинг.
К ч и л и ш и .  (59')  формулага кура куйидагини топамиз:

d y  =■ a 2 d{ex) +  exd ( x 2) =  x \ e x) 'd x  +  ex{ x %) ' d x  =  xex(x  - f  2 )dx.

4. М ураккаб функциянинг дифференциали. Дифференциал ф ор- 
манинг инвариантлиги. 2 - пунктда курдикки, агар х  эркли узга­
рувчи булса, у долда у =  f {x)  функциянинг дифференциалини 
(57) куринишда ёзиш мумкин: dy  =  f ( x ) d x .

Бу куриниш х  эркли узгарувчи эмас, функция булганда дам 
еакланишини курсатамиз. ^акикатан, у — 1 {х)  ва x  =  y{t )  бул­
син, яъни у t нинг мураккаб функцияси булсин: у  =  / [ 9  (0 ]- У 
долда d y  =  y't d (.  Мураккаб функцияни дифференциаллаш коида- 
сига кура y't =  y'x-x't га эгамиз. Бундан

d y  — y'x-x't d t  =  y'x d x  =  f ' ( x ) d x ,

чунки x \ d t  =  dx.  Биз куйидаги теоремани исбот килдик.
Теорема, л: =  ^ ( 0  булган У — / ( х )  мураккаб функциянинг 

дифференциали аргумент х  эркли узгарувчи булгандаги каби  
d,y — i ' ( x ) d x  куринишга эга булади.

Мураккаб функциянинг бу теорема билан ифодаланадиган до- 
силаси дифференциалнинг инвариант формаси дейилади.

(57) формуладан досила учун / ' ( х)  =  — ифода х  аргумент
dx

эркли узгарувчи булмаганда дам уз куринишини саклаши келиб 
чикади.

5. Дифференциалнинг такрибий ^исоблашларга татбици.
Такрибий дисоблашларда абсолют ва нисбий хатоликлар учрайди.

Такрибий катталик и0 нинг абсолют хатоси , бу катталикнинг 
аник киймати и билан такрибий киймати и0 орасидаги айирма- 
нинг абсолют кийматига айтилади. Абсолют хатоликни Аи сим­
вол билан белгилаб, куйидагини досил киламиз:

^ и ~  I ^  !•
Купинча и нинг аник киймати, демак, абсолют хатолик Дк 

дам номаълум булади. Шунинг учун абсолют хатолик чегараси 
тушунчаси киритилади.

и такрибий катталикнинг Аи абсолют хатолигининг чегара­
си деб абсолют хатоликдан кичик булмаган ихтиёрий мусбат Дц 
сонга айтилади:

\и  -  и0 | = Д в <  Д„. (60)

(60) тенгсизликдан и катталикнинг_аник киймати и0— Аи ва и0 -j- 
- f  Д„ ларнинг орасида, яъни « 0 — Аи< и < « о  +  Ди орасида ётади.



Агар бирор и катталикнинг топилаётган абсолют хатолик че­
гараси Аи га тенг булса, у холда ц катталик Аи аникликда то­
пилган дейилади ва и =  и0 ± А и каби ёзилади.

Равшанки, Ац канча кичик булса, и катталик шунча аник то­
пилган булади. Бирок хатолик чегарасини билган холда якинла- 
шишнинг сифати хакида бир нарса дейиш кийин.

Шунга ухшаш, масалан, Москвадан Ленинградгача булган 
масофани 1 км аникликда улчаётганда одамнинг буйини 10 см 
аникликда улчаётгандаги абсолют хатоликка нисбатан анча катта 
абсолют хатоликка эга буламиз. Лекин, равшанки, биринчи хол­
да улчаш сифати юкори. Якинлашиш сифати хакида гапирилганда 
нисбий хатолик тушунчаси киритилади.

Иисбий хатолик  деб Аи абсолют хатоликни улчанаётган кат­
таликнинг и0 такрибий киймати модулига нисбатига айтилади.

Нисбий хатоликни 8Ц символ билан белгилаб, куйидагини хо- 
сил киламиз:

Бу нисбий хатоликнинг чегараси деб абсолют хатоликнинг 
чегарасини куйидаги катталик билан улчанадиган Ьи такрибий 
Киймати модулига нисбатига айтилади:

8а ва 8Ц катталиклар купинча процентларда ифодаланади. Юко­
рида курилган. мисолларга кайтиб, Москвадан Ленинградгача бул­
ган L  масофани ва одам буйининг I  узунлйгини улчашдаги нис­
бий хатоликларнинг чегарасини тахминан £=&650км ва /д^170см 
деб топамиз. £ 0 =  650 км булгани учун Да =  1 км, =  ]/650 =г 
« 0 ,0 0 1 5  ёки 0,15%. Иккинчи холда /о =  170 см, А; =  10 см. Д е­
мак, 8/ 10/170а г 0,0588 ёки 5,88%. Биринчи холдаги улчаш ик- 
кинчисига нисбатан аникрок.

Энди дифференциални функциянинг такрибий кийматларини 
хисоблашга кулланамиз.

у  =  t (x)  функциянинг х  нуктадаги киймати ва хосиласи биз- 
га маълум булсин, / ( *  +  Ах)  функциянинг бирор х  -f- Ах  нуктага 
якин кийматини кандай топишни курсатамиз. Бунинг учун (53) 
такрибий тенгсизликдан фойдаланамиз: A y x d y  ёки.Дy~ f'(x .)A x .  
Ду = / ( *  + А * )— /( * )  булгани учун Ах) — f ( x } ~ f ( x )  Ах,
бундан

/ ( х - \ - А х ) т / ( х )  +  / ' ( х ) А х .  (62)

Бу формула к р и л г а н  масалани хал к илаДи- Бунда хосил бу- 
ладиган абсолют хатолик



дан ортиб кетмаслигини курсатиш мумкин, бу ерда М — | f"(x)\  
нинг \х,  х  +  Ах\  сегментдаги энг катта киймати.

1-м и со л .  (62) формуладан фойдаланиб, cos 61° нинг такрибий кийматини 
то п и н г

Е ч и л и ш и .  cos 6 Г  ни y = f ( x )  «= cos л: функциянинг хусусий киймати си­
фатида караймиз. Аргументнинг бошлангич к и 'м а ти  сифатида х  =. 60° ни ёки 
радианларда х  =  тс/3 (бунда албатта c o s *  жадвалсиз дисобланади) деб оламиз. 
Аргументнинг янги (орттирилган) киймати сифатида х  +  Дх =  61“ ни ёки р а ­
дианларда  * +  Ддг •» 61 я/180 ни кабул киламиз.

У долда аргументнинг орттирмаси куйидагича булади:
61 я  я  т.

Ах = -------------- ---- —  «  0,01745.
180 3 180

(62) формула бу долда куйидагича куринишга эга булади:

cos (х  +  Ах) «  cos х +  (cos х)' • Ах ёки cos (х  - f  Ах) «  cos х  • sin к — Ах. 

Бунга х  ва Д х  нинг кийматларини кУйиб, куйидагини досил киламиз:

1 V 5
cos 61° и  cos 60° — s in  60° 0,01745= — -  ~  ■ 0,01745 »  0,4849.

Хатоликни бадолаш учун иккинчи тартибли досилани топамиз: /"(■*) ■= 
■= (c o sx )"  =  — c o sx .  Барча х  лар учун, \ f"(x)\  =  | — c o s x |  <  1 булгани са- 
бабли, абсолют хатолик (63) формуладан келиб чикадики,

М 1
-  • (Д*)3 <  — (0,04745)2 «  0,00015

дан ортмайди
2 - мисол. Асосининг радиуси 0,5 см га орттирилганда баландлиги # = 4 0 с м  

ва асос радиуси и =  30 см булган цилиндр дажмининг ортишини такрибан 
дисобланг.

Е ч и л и ш и .  Узгармас Н баландликаа за асос радиуси узгарувчи булган 
да цилиндрнинг V дажми R  нинг функцияси булади: V  =  я  H R2. Хажмнинг 
А V  орттирмасини дисоблаётганда бу орттирмани дифференциал билан алмаш- 
тирамиз:

AV  «  2%HR • ДR.
ДR  «= 0,5 см, /У >= 40 см- ва R =  30 см булганда куйидагини дисоблаб топамиз: 

AV  «  2я • 40 • 30 • 0,5 ~  1200 я «  3770 (см3).

(63) формулани кУлланиб, бу долда абсолют хатолик чегараси Д ^= 3 1 ,4  см3 
эканига китобхон осон ишонч досил килади.

6 . Юцори тартибли дмфференциаллар. у  =  / (х)  функцияни 
Карайлик ва унинг д аргумента эркли узгарувчи деб фараз ки­
лайлик. У золда бу функциянинг дифференциали dy =  f ( x ) d x  
иккита узгарувчи х  ва d x  га боглик булиб, бунда d x  га боглик 
эмас (берилган х  нуктадаги орттирмани бу нуктадан эркли ра- 
вищда танлаш мумкин). dy =  f ( x ) d x  ни факат х  нинг функция­
си сифатида караб (яъни d x  ни узгармас деб дисоблаб), бу 
функциянинг дифференциалини топиш мумкин.

Берилган функциянинг дифференциалидан олинган иккинчи 
дифференциал унинг иккинш дифференциали (ёки иккиняи тар­
тибли дифференциали) дейилади ва d 2y  ёки d*f(x)  символ билан 
белгиланади. „де икки игрек" ёки „де икки эф икс" деб укилади.



Шундай килиб, таърифга кура
d 2 у =  d(dy) .

у  =  f ( x )  функциянинг иккинчи дифференциалини топамиз: 
d 2y  =  d(dy)  ^ d \ f ( x ) d x \ = ‘ [ f \ x ) d x \ d x  — f ' ( x ) d x d x  — f"(x)  (dx)2.

Дифференциаллашда d x  узгармас деб хисобланади. Кейинча- 
лик d x  нинг кавсларини ташлаб юборамиз. У холда d 2y  учун 
ифода куйидаги к^ринишга эга булади:

d 2y  =  f ' ( x ) d x \  (64)

Учинчи, туртинчи ва х- к. тартибли дифференциаллар шунга 
ухшаш топилади.

Умуман айтганда, у  =  f ( x )  функциянинг п - дифференциали  
(ёки п- тартибли дифференциали) деб ( п — 1 ) - дифференциал- 
нинг" дифференциалига айтилади.

у  =  / (х)  функциянинг п- тартибли дифференциали d ny  ёки 
d nf {x)  символ билан белгиланади. Шундай килиб, таърифга кура:

d ny  =  d ( d n~ly).

Функциянинг dy  дифференциали баъзан бирити тартибли  
дифференциал деб аталади.

Аргументи эркли узгарувчи у  =  / ( х )  функция учун

d ny =  f n\ x ) d x n (65)

формула уринли булишини курсатиш осон.
(65) формуладан куйидаги келиб чикади:

/ ли  =  ^ .  (66 )dx"

Хусусан, / г =  1, 2 ва 3 да куйидагиларни хосил киламиз: 

f i x )  -  f ,  f ( x )  =  %  f i x )  =
dx a x 2 d x 3

Бошкача айтганда, берилган функциянинг «-тартибли хосиласини 
(унинг аргументи эркли узгарувчи булган шартда) унинг п- тар­
тибли дифференциалини эркли узгарувчининг п.- тартибли диффе­
ренциалига нисбати сифатида караш мумкин.

4-пунктда биринчи тартибли dy  — / '^ д и ф ф е р е н ц и а л  форма- 
си инвариантлик хоссасига эга эканини курдик. Бирок юкори 
тартибли- дифференциал формаси инвариантлик хоссасига эга 
эмас.

Бинобарин, (65) формула ( n >  1 да), умуман айтганда, аргу­
мент эркли узгарувчи булмаган х°л учун уринли була олмайди. 
Бу холда (6 6 ) формула (п >  1 да) хам, умуман айтганда, тугри 
эмас. Шунинг учун *  эркли узгарувчи булмаганда f n\ x \ ( n  >  1) 
хосилани d ny  нинг d x n га нисбатн сифатида караш мумкин эмас.



d nv
Шунга карамай, бу ерда ^ам 11" \х )  =  — г нисбатни диффе-

d x n
ренциалларнинг нисбати сифатида эмас, балки п- тартибли косила- 
нинг янги символик белгиланиши сифатида караб (тушуниб)

\ d ny ..Т W  =  —  езувни саклашга ^аракат киламиз.
d x n

4- §. П А Р А М Е Т Р И К  К У Р И Н И Ш Д А  Б Е Р И Л Г А Н  Ф У Н К Ц И Я Л А Р 
ВА У Л АРНИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Ш

1. Ф ункцияларнинг ва чизицларнинг параметрик берилиши.
Биз бунгача текисликдаги шундай чизиклар тенгламаларини 

Карадикки, бу тенгламалар чизикларнинг бевосита берилган нук- 
таларининг координаталарини узаро боглар эди. Бирок, купинча 
чизикнинг берилган л: ва у координаталари учинчи бир узгарув­
чи катталикнинг функцияси деб караладиган чизикнинг берилиш 
усули кулланилади. t узгарувчининг муайян киймати учун кара- 
лаётган иккита функцияси берилган булсин:

у =  у ( 0 . )
у ^олда t  нинг бу кийматларидан исталган биттасига х  нинг 
аник бир киймати ва у  нинг аник бир киймати мос келади ва 
демак, аник бир М (х; у) нукта мос келади. t узгарувчи (67) 
функцияларнинг аникланиш со^аси буйича утганда М  (х\ у) нук­
та О ху  текисликда бирор С чизикни чизади. (67) тенглама бу 
чизикнинг параметрик тенгламаси  дейилади, t—узгарувчи эса 
параметр  дейилади.

Айтайлик, x  =  x ( t )  функция тескари t =  Ф (ж) функцияга эга 
булсин. ^ у ч у н б у  ифодани (67) тенгламанинг иккинчисига куйиб, 
у ни х  нинг функцияси сифатида ифодаловчи

У — У IФ (-*)] (6 8 )
тенгламани ^осил киламиз.

Бу функция (67) тенгламалар билан параметрик ^олда берил­
ган деб шартлашиб оламиз. Бу твнгламалардан (68 ) тенгламага 
утиш параметрни йуцотиш дейилади. Параметрик ^олда берил­
ган функциялар каралаётганда параметрни йукогиш шарт булма- 
ганидек, амалда параметрни йукотиш ^амма вакт %ам мумкин 
булавермайди. Куп лолларда (67) формулалар буйича t параметр- 
га турли кийматлар бериб х  аргументнинг ва у функциянинг 
мос кийматларини ^исоблаб топиш кулай.

1 - м исол .  Маркази координаталар бошида, радиуси R  булган айлананинг 
ихтиёрий нуктаси М  булсин Бу нуктанинг х ва у декарт  координаталари шу 
нуктанинг кутб радиуси г  =  R ва кутб бурчаги (биз бу ерда уни f оркали бел- 
гилаймиз) оркали куйидагича белгиланади:

х  — R  cos t , }
y =  / ? s i n f j



(I боб, 3- § нинг 3- пунктига каранг). (*) 
тенглама айлананинг параметрик тенг­
ламаси дейилади. Бу тенгламада t  0 дан 
2я  гача узгарадиган кутб бурчаги 
параметр ^исобланади.

Агар (*) тенгламани ^ а д м а - а д  квад- 
ратга ошириб кУшсак, coss  ̂ +  s in 2/  — 1 
айниятга Kjrpa параметр йУкотилади ва 
айлананинг Д екарт  координата система- 
сидаги тенгламаси х* +  у3 =  R 2 х,осил 
булади, бу тенглама иккита элементар 
фунлцияга ажралади:

у =  | /  &  _  л 2 ва у =  — У  Я 1 — х 1.

Бу функцияларнинг *ар бири (*) 
тенгламалар билан параметрик берила- 
ди бирок бу функциялар учун параметр, 
нинг узгариш сох,аси турлича булади.
Б у  функцияларнинг биринчиси учун
О <  t <  я; бу функциянинг графиги 
юкори ярим айланадир. Икки-нчи функция учун я  <  t  <  2я унинг графиги куйи 
ярим  айланадир.

х2 у2
2- мисол. — +  — =  1 эллипсни ва маркази координаталар бошида, радиуси

а2 Ь2
а булган айланани биргаликда курамиз (141-раем). Эллипснинг х,ар бир М  нук- 
тасига айлананинг уш а М нукта эга булган абсциссага эга ва у  билан Ох  ук- 
дан бир томонда ётган N  нуктасини мос куямиз. N  нуктанинг ва демак. М  нук- 
танинг полати х,ам N  нуктанинг t кутб бурчаги оркали тУлик аникланади. Бун­
да уларнинг умумий абсциссаси х учун x =  a c o s t  ифодани х,осил киламиз 
М нуктанинг у ординатасини эллипс тенгламасидан топамиз;

Ь , ------------ Ь , -------------------  --------------
у =*= ±  — у  а2 — х 2 — z t  ~  у а 2 — аЧо&Ч =  ±  b ( 1 — cosН =  b sin t. 

а а

Шундай килиб, эллипс учун куйидаги параметрик тецгламаларни х,осил ки­
ламиз:

х  =  a cos t, 1 

у ~  b sin t. f

Бу ерда t  параметр 0 дан 2я гача узгаради.
3 -м и с о л .  Абсциссалар уки билан координаталар бошида уринадиган 0 , (0 ;  а) • 

нуктада жойлашган ва радиуси а га теш булган айланани карайлик (142 -раем). 
Ф араз килайлик, бу айлана абсциссалар уки буйича сирпанмасдан силжисин.
У *олда айлананинг бошлангич моментда координаталар боши билан устма- уст 
тушадиган М нуктаси циклоидъ деб аталадиган чизикни чизади. Айлананинг 
фиксирланган нуктасини О х;олатдан М ^олатга кучишидаги МСВ  бурилиш 
бурчагини t параметр деб олиб, циклоиданинг параметрнк тенгламасини ке .ти- 
риб чикарамиз. У з;олда М нуктанинг л: ва у координаталари учун куйидаги 
ифодаларни *осил киламиз:

х  =  О А — ОВ  — АВ  =  OB — MD, y =  AM =  B D  =  B C - D C .  Айлана

Ох  буйича силжимасдан силжигани учун ОВ кесманинг узунлиги ВМ ёйнинг

узун лш ига  тенг. В м  ёйнинг узунлиги а радиуснинг марказий бурчак t  га ку-

пайтмасига тенг булгани учун ВМ  =  at. Шунинг учун ОВ  =  at. Бирок  ВС  =  а, 
MD =  a s l n t ,  D C  ■= a cost .  Демак,

х  *= at — a s in i ,  j x  — a (t  — sin t). 1
} ёки , >

у  =  a — a cos t \  у  =  a (1 — cos t) J



О А В

142- раем.

Бу тенгламалар циклоиданинг параметрик тенгламаларидир t параметр 0 дан 
Un гача узгарганда  айл*на бир марта т^лик айланиб чикади Л1 нукта бунда 
циклоиданинг битта аркасини чизади.

Бу холда t параметрни йукотиш узундан- у зок ифодага олиб келади ва у 
ам>алий жихатдан максадга мувофик эмас.

Чизикларни параметрик берилиши механикада жуда куп кул- 
ланилади, бунда вакт параметр ролини уйнайди.

4- мисол.-  Куролдан горизонтга нисбатан а бурчак остида vQ бошлангич 
тезлик билан отилган снаряднинг траекториясини аниклайлик. Снарядни мод- 
дий нукта деб, хавонииг каршилигмни, снаряднинг улчамларини хисобга олмай- 
миз.

Координаталар системасини танлаймиз Снаряднинг курот стволидан чикиш 
нуктасияи  координаталар боши деб оламиз. Ох  ва Оу  укларни курол стволи 
билан бир текисликда жойлаштириб, Ох  укни горизонтал, О у укни вертикал 
йуналтирамиз. Агар Ернииг тортиш  кучи булмаганда эди, снаряд  О х  ¥к би­
лан а- бурчак  ташкил килган тугри чизик буйлаб харакат  килар ва вактнинг 
t моментида vtft йулни босиб утган булар эди. Вактнинг t моментида снаряд­
нинг координаталари х  — Vq(cosa, у =  v0<sina га тенг б^лар эди. Ернинг тортиш 
к у ч и  таъсирида снаряд шунча вакт ичида вертикал йуналишда g t3l2 масофа 
(баландлик) га пасайган б^лиш и керак. Шунинг учун хакикатда вактнинг 
t  моментида снаряднинг координаталари куйидаги формулалар оркали аникла- 
нади:

Бу тенгламаларда t>o.а ва  ё  Узгармас катталиклар. t узгарищи билан снаряд 
нуктасининг х  ва у координаталари хам ^згарадп. (* )  тенглама снаряд траек- 
гор'иясининг параметрик тенгламаларидир. бунда параметр t вактдир.

х
(*) даги биринчи тенгламадан t  = ---------- деб белгилаб, уни иккинчи тенг-

v0cos а
ламага куйсак, снаряд траекториясининг  куйидаги куринишдаги тенгламасини 
хосил киламиз:

X = v r f  cos а,

g t2
у  ■= V(jt Sin а— — . (*)

У =  л  • t g a  —

Бу -  параболанинг тенгламасидир.



2. Параметрик куриниш да берилган функцияларни диф ф е­
ренциаллаш. Фараз килайлик, х  дан олинган у функция (67) тенг­
ламалар билан параметрик куринишда берилган булсин:

x«= x ( t ) ,

У - У ( 0 .
шу билан бирга t параметрнинг бирор узгариш со^асида x ( i )  ва 
у (t) функциялар дифференциалланувчи ва x ' ( t ) ^ 0  булсин.

у'х ^осилани топамиз. Биз биламизки, у'х =  — • d x  =  х' ( t )d t ,  

dy  =  y' ( t )dt  булгани учун
, =  dy  =  y ' ( t ) d t _ y ' ( t )  у '(<)

Ух d x  x'(t) d t  x '( t)  x 't *

Шундай килиб,

7 x ~ %  <6 9 >

(69) формула параметрик куринишда берилган функциянинг ^оси- 
ласини топишга имкон беради.

1- мисол.
х  =  s in2 1, |  

у <= sin2 t  I

параметрик тенгламалари билан берилган у функциянинг ^осиласини топинг. 
Е ч и л и ш и .  (69) формулага кура 'куйидагини *осил киламиз:

dy  ^ t (s in  2t)' 2cos t
—  =  — =  — --------- --------------- =  2c tg  21
d x  x '  ( s in 2 1)' 2 sin  t cos t

2- мисол.
X =  t  — sin  t  |  
у — 1 — COS t  j

ци кл о и дам  Mx (x t; y t) нуктада параметрнинг t  — Зя/2 кийматига м оскеладиган  
уринма ва нормал тенгламасини тузинг.

Е ч и л и ш и .  Уриниш нуктаси М1(х1-! У[) нинг координаталарини топамиз:

Зп Зл Зя Зя  2
=  (* ~ sln Wt-wa  =  7 - s l n7  =  Y  +  1=a :

Зя
У\ -  (1 -  cos 0 / ^ / 2  -  1 -  COS —  -  1.

Уринма ва нормалнинг бурчак коэффициентини ан и к л аш у чу н  (69) формула 
буйича л,осилани топамиз:

йу _  (1 — cos t)' _  sin t
d x  (t  — sin t)' 1—cos t

Циклоиданинг M t нуктасига уринувчи уринманинг ва иормал- 
нинг бурчак коэффициентини топамиз:

ь — I _  I sin< 
у р ~ а х 1 м , ‘

) = _  1. Ь = _ 1 = з 1I ‘ > «-Н i . 1*
1 — COS/ I /=3*/2 kyp



Энди берилган нуцтадан утувчи тугри чизик тенгламасидан 
фойдаланиб, уринма тенгламасини

1 1 /  Зя -j* 2 \ ~ | Зя -f у  -  I =  -  1 • ^ ------- j  еки х  +  у -------------Зя +  4 _  о

ва нормалнинг тенгламасини

1 =  1
/  Зя  4- 2 \ _ Зя „г --- ~ )  еки = 0

){ОСИЛ КИЛИШ осон.
(69) формула ёрдамида параметрик берилган функцияларнинг 

юкори тартибли ^осилаларини з^ам топиш мумкин. Иккинчи тар-
тйбли ^осилани кандай топишни курсатамиз. Иккинчи тартиб-

d (dy\
d2V \d x 'ли ^осила таърифига кура —  = ------- . (69) формула буйича ^оси-
d-12 dx

ла t параметрнинг бирор функцияси сифатида топилади, яъни 
dy
— =  f ( t )  деб ^исоблаб курамизки, иккинчи ^осилани топаётганда 

Yx функцияни куйидаги куринишда параметрик берилган деб 

цараш керак

dx
х  =  <Р ( * ) •

Шунинг учун иккинчи косила (69) формула буйича топилади,
бунда у  урнига — ни куйиш керак: 

dx
idyV

d’y j d x h  (70)
dx2 x t

3- мисол.
*  =  s in 2/ ) 
у =  s in2 / j

d*y
куринишда параметрик  берилган  у функциянинг иккинчи тартибли —  ^осила-

_dx'2
сини топинг.

dy
Е ч и л и ш и .  1* мисолда биринчи тартибли —  косила топилган эди. Бу ^оси- 

лани



куринишда параметрик берилган функция деб цараб , (70) формула буйича 
иккинчи хосилани топамиз:

М  - 2 - —
d2у \ d x \ t  ( 2 c tg 2 / ) '  ______ sin2 1 _  *

d x 2 ~  x't (s in2/ ) '  ‘i s i n i c o s i  s in32 /*

5 -§ .  С К А Л Я Р  А РГУ М Е Н Т Н И Н Г  В Е К Т О Р - Ф У Н К Ц И Я С И

1. Ф азовий эгри чизицнинг параметрик тенгламалари. Эгри 
чизик текисликдаги каби фазода хам параметрик берилиши мум­
кин. t узгарувчили куйидаги учта функцияни карайлик:

=  •*(*),]
У - = У ( 0 , [  (71)
г  =  2 (0 . J

Улар битта аникланиш сохасига эга. Бу сохадан t нинг хар бир 
кийматига х, у  ва г нинг маълум бир кийматлари ва демак, ф азо­
да маълум М (х; у; z ) нукта мос келади. t узгариши билан 
М  нукта фазода бирор С эгриликни чизади. Бу эгри чизик (71) 
параметрик тенгламалар билан берилган деб шартлашайлик. 
t узгарувчини параметр деб атаймиз. IV бобда (2-§ , 3 - пункт) 
тугри чизикнинг фазодаги параметрик тенгламалари: x  =  mt - \ -х и 
у  =  nt +  Vi, z  =  p t  + 2 j каралган эди.

Яна битта мисол келтирамиз. Куйидаги

*  =  acost, 1
у =  asin / ,  I (72)
z  =  bt J

тенгламалар билан параметрик берилган эгри чизикни карайлик. 
Бу эгри чизик винт чизиц дейилади (143-раем), t параметрнинг 
ихтиёрий кийматида

х 2 4 -.у2 =  a 1 (cos2/ +  sin20  =  я®.

Бу винт чизик х г4-у2=  # 2 цилиндрда жойлаш- 
ган. Бунда М  нукта винт чизик буйлаб сил- 
жиганда унинг Охутекисликдаги проекцияси 
А' радиуси а, маркази координаталар боши 
булган айлана буйлаб харакат килади, шу 
билан бирга t N  нуктанинг кутб бурчаги 
булади. t  параметр 0  дан 2тс гача узгарганда 
h — нукта ту лиц айланани чизади. Винт 
чизик М  нуктасининг 2  аппликатаси эса 
=  2ъЬ га чузилади. Бу катталик винт яизиц- 
нинг цадами  дейилади.

2. Скаляр аргументнинг вектор-функци*



яси ва унинг з^осиласи. Бирор эгри чизик фазода (71) да к^р- 
сатилган

jc =  .*(*), 1
у - у < 0 .
z  =  z ( t ) ,  ]

параметрик тенгламалари билан берилган булсин. Биз курдикки, 
х 11), y ( t )  ва z ( t )  функцияларнинг аникланиш «д аси га  тегишли 
булган t параметрнинг з?ар бир кийматига координаталари (71) 
формула буйича топиладиган маълум бир М { х \  у; z ) нукта мос 
келади. Лекин з{ар бир М  нуктага уцинг учи координаталар 
боши билан, охири эса М  нукта билан устма- уст тушадиган 
радиус- вектори г =  ОЛ/ мос келади (144-раем). Бу векторнинг 
координата укларидаги проекциялари М  нуктанинг координата­
лари билан устма-уст тушади ва демак, (71) формула бйлан 
аникланади. Шундай килиб, t параметрнинг (71) функциянинг 
аникланиш со^асидан олинган з?ар бир кийматига коида буйича 
маълум бир вектор мос келади:

г =  х  (t ) l  4- у ( t ) f  -f- z ( t ) k .  (73)

Бу коидани ва г векторнинг узини t скаляр аргументнинг вектор- 
ли функцияси  (ёки вектор- функцияси) деб атаймиз ва г (/) сим­
вол билан белгилаймиз. г (t) радиус-векторнинг охири чизадиган 
С чизик годограф  дейилади.

г( / )  вектор-функциянинг берилиши учта скаляр функция 
—унинг x ( t ) ,  у  (t) ва z ( t )  координата укларидаги проекциялари- 
нинг берилишига тенг кучлидир.

Вектор-функция учун лимит, узлуксизлик ва косила тушун- 
часини киритамиз. Агар t -*■ t 0 да Иmx(t )  =  jc0, llmy(/) =  у0, 
lim z(t )  =  zQ булса, г0 =  x 0i  +  y j  4  г =  x{ t ) i  +  y { t ) j  4  z ( t )k  
вектор-функциянинг лимити дейилади. Буни llmr(/) =  г0 к^риниш-

/—►/о
да ёзишга шартлашамиз. г(/) вектор- функция t =  /0 нуктада ва 
t0 ни уз ичига олган интервалда аникланган булсин. Агар lim r(z') =



II г ( /0) булса, r(t)  вектор- функция t 0 нуктада узлуксиз  дейилади. 
г (t) =  x( t ) i  +  v( t ) j  +  z ( t )k  вектор-функция М ( х ; у \ г )  нуктанинг 
радиус-вектори, яъни r ( 0  +  ОМ  булсин (145-раем), t  параметр 
узтариши билан М  нукта С годографни чизади. t параметрнинг 
кийматини танлаб оламиз ва фиксирлаймиз. Унга r(t) вектор 
ва М  нукта мос келади.

Параметрнинг бошка t +  М кийматини караймиз. Унга г (t  + Д Л  
вектор ва M t нукта мос келади. г { t A t )  ==ОМ ва г (t) =  ОМ 
векторларнинг айирмасига тенг булган Дг =  М М ,  . векторни ка­
раймиз:

Дг =  г (t +  А/) — г ( 0  ва уни г ( 0  вектор-функциянинг орттир­
маси деб атаймиз.

^  нисбат Дг векторга коллинеар булган векторни ифодалай-

ди,. чунки бу вектор ундан — купайтувчи билан фарк килади.

г ( 0  вектор-функция орттирмасининг унга мос аргументнинг 
М  орттирмасига нисбатининг лимитига тенг булган вектор Дt 
нолга интилган шартда Дг вектор-функциянинг скаляр а р гу ­
мент буйича t нуцтадаги хо:иласи  дейилади.

г(Л вектор-функция х;осиласини г' ( 0  ёки — символ билан
dt

белгиланади. Шундай килиб, таърифга к^ра

=  ГЧ 0  =  llm J7- (74)dt At- о Дt

Вектор-функциянинг г ' ( 0  ^осиласини унинг координата ук- 
ларидаги проекциялари оркали тасвирлаймиз:

r ( 0  =  x( t ) i  - f  y( t ) j  +  z ( t )k

ва
r ( / .+  At) =  x ( t  +  A t)i  -f. y ( t  - f  A t)j +  z ( t  At)k  

булгани учун
Дг =  г (t - f  At) — r (t)  =

=  \ x { t '+  At) — <*(^)]i +  \y(t  +  Д/) — у  ( t ) ] j  +  [z ( t  +  ДО — z ( t ) \ k  

ва демак,
Дг =  x{t  +  A0  -  X( t )  ,  y(t  +  AQ -  y(t) , , g{t  +  AO — z { t )  

ht At ^  At J At

Шунинг учун

rV ) =  l i m *  -  < lim ^  +  +  / Hm № № №  +
At^oU д^.,0 Д* Ai-0 M

•+- к l im — -  А,)— ^  =  x \ t ) i  f  y \ t ) j  f  & Kt)k.
At->Q



Шундчй килиб,

r'(t) =  x ' ( t ) j  +  y ' ( t ) j  +  z V ) k .  ' (75)
Витта уша г (t) вектор-функция учун t нинг турли киймат- 

ларидаги хосилани топиш мумкин. t нинг шундай кийматлари 
туплами Т булсин. Дар бир t £ Т учун г ' ( 0  косила мос келтира- 
диган цоида Т тупламда аникланган янги вектор-функцияни тас- 
вирлайди. Бу янги функция гyt) векторцинг узи каби г(/) вектор 
-функциянинг t скаляр аргумент буйича х,осиласи дейилади

< Ф азовий  эгри чизицца утказилгац  нормал текислик ва 
уринма турри чизиц тенгламаси

г(/) векторнинг йуналишини аниклаймиз. Аг векторга колли- 
Дгнеар булган — вектор М М { кесувчи буйича йуналган (145-раем-

га каранг). At -> 0 да Л4, нукта М  нуктага чексиз якинлашади, 
уИУИ, кесувчи эса С эгри чизикнинг М  нуктасидан утказилган 
L уринмага чексиз интилади.

Бундан r'(t) вектор ОМ =  r( t )  радиус-векторнинг годогра- 
фига уринма буйича йуналганлиги  келиб чикади.

Параметрик (71) тенгламалар билан берилган фазовий эгри 
чизикка параметрнинг t = t 0 кийматига мос келадиган бирор 
М 0( х0; у0; z0) нуктасига утказилган уринма тенгламасини топамиз. 
Бу уринма М 0 нуктадан утадиган тугри чизикдир. Шунинг учун 
унинг тенгламасини куйидагича ёзиш мумкин (IV боб, 2-§  даги
4- пунктга каранг):

> - *о _  У ~  Ур _  г- —  гр 
т п р

бу ерда т, п ва р —тугри чизикнинг_йуналтирувчи векторининг 
проекциялари. r'(^o) =  x \ t 0 +  y '(t0)j +■ z ’(t0)k вектор эгри чизик 
нинг М  нуктасидан утказилган уринма буйича йуналган булгани 
учун унинг проекцияларини йуналтирувчи векторнинг проекция­
лари деб олиш мумкин: m =  x' ( t0), п == у'(/0). Р — z ' ( t 0). У ^олда 
уринманинг изланган генгламаси куйидаги куринишни олади:

х  — х 0 _  у — Уо =  г  -  г 0

X'(t0) y'(t0) Z'(tg) ‘ ’

Фазовий эгри чизикка утказилган нормал текислик  деб урин­
ма тугри чизикка перпендикуляр булган ва уриниш нуктасидан 
утадиган текисликка айтилади.

М 0 (х 0; у 0; z 0)— уриниш нуктаси булсин. Бу нуктадан утувчи 
нормал текислик тенгламасини келтириб чикарамиз. Берилган 
М 0 (х0; Уо; г0) нуктадан утувчи текислик' тенгламаси‘ куйидаги 
куринишга эга:

Л (х -  Хо) +  В (у -  у0) +  С (г  -  z 0) =  О,

бу ерда А, В ва С— бу текисликнинг N  ( Л; В- С)  нормал век­
торининг проекциялари (IV боб, 1-§ даги 2 - пунктга каранг).



Лекин нбрмал текислик таърифидан r ' ( / 0) | jc '( /0); y'UoY< г ^о) век- 
торни N вектор деб олиш мумкинлиги келиб чикади. Шунинг 
учун А =  jc'(/0t, £  =  у '( /0), С =  z ' ( t0). Бу ^олда нормал текис- 
ликиинг изланган тенгламаси куйидаги куринишга эга эканлиги 
келиб чикади:

• * ' U o )  ' ( ^ - - К о )  +  У' ( * о )  • (У —  У о )  +  г Ч * о ) и  —  *о )  =  0. (77) 
М исол

х  =  2cos/, | 
у  =  2sin/,  |  
г  =  t /я )

винт чизикка параметрнинг ta -^%j2 мос келадиган М0 нуктадан Утказилган 
уринма тугри чизик ва нормал текислик ггнгламасини 'топинг.

Е ч и л и ш и .  Уриниш нуцтасининг координаталарини топамиз:

я  .  % 'я / 2  1
лг0 = ^cos — = 0; Уо = 2sin -  = 2; г0 = —  =2, с Я £

r'(t0) векторнинг проекцияларини топамиз

x '( t0) =  (2cost ) ' f  f=Kl.2= — 2sin j  =  — 2\

y'(t0) =  (2slnf ) j  (=л/2 =  2cos |  =  0;

(76) ва (77) формулалар буйича уринма тугри чизикнинг тенгламасини

х -у  — 2 2 2
— г 0 1 /я  

ва нормал текисликнинг тенгламасини

— 2 (х — 0) +  0 (у — 2) +  — — j  j =  0 ёки  4ях — 2 г + 1  = 0

носил киламиз

4. Скаляр аргументли вектор-ф ункциянинг  биринчи ва ик­
кинчи тартибли ^осиласининг механик маъноси. Вектор-функ­
циянинг биринчи ^осиласининг механик маъносини аниклаймиз. 
Моддий нукта г =  г(/) вектор- функция охири чизадиган эгри 
чизик буйлаб (яъни векторнинг годографи буйлаб) ^аракат кнла- 
ётган булсин, бунда t параметр ^аракат вактини билдиради.

Моддий нуктанинг вактнинг t моментидаги v =  v ( /)  ^аракат 
тезлиги  деб уринма буйлаб траектория ^аракати буйича йунал-
тирилган ва модули буйича Иш — га тенг векторга айтилади, бун­

дов Д t
да As—вактнинг t  моментидан бошлаб Д* вакт оралигида моддий 
нукта босиб утган йул.



^аракатланаётган нукта t ( t )  радиус-векторининг г'(^) ^осила- 
си бу нуктанинг харякат тезлиги v =  v ( /)  га тенглигини курса- 
тамиз.

А г3- пунктда r'(t) =  lim — вектор г векторнинг годографига
At-,0 At

уринма буйича йуналтирилганлиги аникланган эди. Бунда — век-
д t

тор ва демак, r'(t) вектор хам нуктанинг ^аракат томонига йу- 
налтирилган (145-раемга каранг). Шундай килиб, г ' ( 0  вектору  
тезлик вектори билан бир хил йуналишга эга-экан. Бу векторлар- 
нинг модуллари з^ам тенг эканини курсатамиз. Хакикатан, ей 
узунлигини (яъни нуктанинг А/ > 0  вакт оралигида боейб утган 
йулни) As билан белгилаб, куйидагини >{осил киламиз:

Дг Дг As I Д г |  As
At As At As A t'

5у ерда | Аг| — ММ\  ватарнинг узунлиги, As — ММ\  ёйнинг узун­
лиги. Кейинчалик (VIII боб, 3 -§  даги 6 - пунктга каранг) ёй узун- 
лигининг уни тортиб турган ватар узунлигига нисбати бирга тенг-
лиги lim-!-^-! =  l курсатилади. Лекин унда lim =  lim — =  1 

Д5-.0 As д<-о As a j -»o As
ва демак,

lim
Д < -0

Дг

At
=  lim • lim — =  lim —. 

д/->о As \ t - o A t  At-.o At

AsТезликнинг таърифига кура lim — =  | v | ,  иккинчи томондан
&t->o At

I =  I г'(*) I булгани учун | r'(t)  | =  | v (^ )1. Шундай килиб, r ' ( t )llm
\tM)
ва v ( t )  векторлар бир хил йуналишга ва тенг модулга эга. Шу- 
иинг учун

г ' ( 0  =  v (0 .  (78)

Шундай килиб, r'(t) вектор-функциянинг %осиласи моддий 
яуцтанинг берилган t  моментдаги %аракат тезлиги \ ( t )  га 
тенг экан.

Скаляр аргументли вектор функция ^осиласининг механик 
маъноси мана шундадир. г( 0  аектор-функциянинг г'(^) ^осиласи 
уз навбатида t скаляр аргументнинг вектор-функциясидир, буни 
^ам, умуман айтганда, дифференциаллаш мумкин.

г'(t) дан t  скаляр аргумент буйича косила г(/) вектор-функ­
циянинг иккинчи тартибли %осиласи дейилади ва r ' \ t )  ёки
i-^ -  символ билан белгиланади. Шундай килиб,

г V )  = at
Биз к^рдикки, г'(<)-= v(<). Демак,



v( t )  тезликнинг t  вацт буйича з?оси- 
ласига тенг булган а (/) вектор тез- 
ланиш  деб аталади.

Шундай килиб, вектор-функция- 
нинг иккинчи тартибли хосиласи  
г"(t) моддий нуцта вацтнинг t мо- 
ментдг харакати тезланишига тенг 
экан .

Скаляр аргументли вектор-функ- 
циянинг иккинчи тартибли хосиласи- 
нинг механик маъноси шу билан ха- 
рактерланади.

Мисол. * 2-|- V2 =  R 2 айлана буйлаб узгар­
мас ш бурчак тезлик била ) ^арйкат килувчи 
М  молдий нуктанинг тезлигини ва твзланишини топинг (1 4 6 -раем).

Е ч и л и ш и .  М  нукта радиус векторининг Ох  Ук билан досил килган бур- 
чагини tp билан белгилаб, шартга кУра <р// =  ш ёки у — a t  ни хосил киламиз, 
бу ерда t  — харакат  вакти. Бу М нуктанинг х  ва у  координаталарини t  вацт 
буйича функция сифатида ифодалаш имкониии берадш

х  ■=» R  cos <р *= R  cos <s>t\ у =  R  s in  <р =  R  sin  a>t.

Демак, M  нуктанинг радиус-векгори :

г =  x i  +  y j  =  R  cos a t - i  +  R  sin a t - j .

Энди M нуктанинг \ ( t )  тезлигини осон топамиз:

v =  r ' ( 0  =  ( R COS mt)'l +  (R  Sin <s>ty j =  —Ra> s in  <oM 4 - R a  COS at-J .
Тезлик модулини топамиз:

I v I =  V (— R«s sin iot)a +  (Ra> COS «sty =  u>R.
v ва г векторларнинг скаляр купайтмаси нолга тенглигига ва демак, v ва г  
векторларнинг перпендикулярлигига ишонч х;осил цилиш оеон. Бундан v век­
тор М  нукта даракат килаётган айланага утказилган уринма буйича йуналган- 
лиги келиб чикади (146-расмга каранг).

Энди a (t) тезланишни топамиз:

a(f)  =  г "(<) =  — —  =  — R(о2 cos (»'t‘ i  — R&z sin ast•/. 
dt

Rcos n t - i  +  R  s in  a t - j «= r(t) булгани учун

a (() =  -  <o*r(0- ,
Вундан г ва а  векторлар карама-карши йуналишга эга эканлиги келиб чикади. 
Ш ундай цилиб, вактнинг з^ар бир моментида айлана буйлаб Узгармас бурчак 
тезлик билан царвкатланувчи моддий нуктанинг тезланиши бу  айлана марка-  
зига йуналган булар экан (146- раемга каранг).

6 -§ .  Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л Л А Н У В Ч И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Х А К И Д А  Б А Ъ З  !
Т Е О Р Е М А Л А Р

1. Ферма теоремаси*. |а, b [ интервалда ан щ лан ган  Д х )
функция бу интервалнинг бирор х = с  нуцтасида энг катта ва 
энг кичик цийматини цабул цилсин. Бундай х ° л да, агар  бу



и
функциянинг х  =  с нуктада %о- 
силаси мавжуд булса, у нолга  
тенг булади.

л с В ’х '

И с б о т и .  Аниклик учун функ­
циянинг \а, Ь\ интервалдаги энг 
катта киймати f(c) — М  булсин. 
/ /(с) =  0  эканлигини курсатамиз. 
Досиланинг таърифига кура:О

Функция с нуктада энг катта кийматни кабул килгани учун Дх 
нинг ихтиёрий кийматида куйидагига эгамиз:

/ (с)  >  Д с  +  Дх) ва / { с  +  Дх) — Д с )  <  0.

Бундан, агар Д х > 0  б^лса, ^ с~  ~  —  < 0  ва демак*,

Шундай килиб, / ( с )  косила мусбат дам, манфий дам була 
олмайди. Демак, f ( c )  =  0.

Ферма теоремасининг г е о  м е т р и к  маъносини куйидагича ту* 
шунтириш мумкин. Х°сила функция графигида уринма абсцисса­
лар уки билан досил килган а бурчак тангенсига тенг булгани 
учун f { c )  =  tv а =  0  тенглик функция энг катта ва энг кичик 
кийматга эга булган с абсциссали нуктада функция графигига ут­
казилган уринма Ок укига параллел булади (147- расмга каранг).

2. Ролль теоремаси**. Агар Д х )  функция \а, b | сегментда 
узлуксиз, унинг ички нуцталарида дифференциалланувчи ва 
сегментнинг охирларида нолга айланса, яъни / (а )  = / ( / ? )  =  0  
булса, у  -Vолда f i x )  косила бу сегментнинг ж уда булмаганда  
ички бир х  — с нуцтасида нолга тенг булади.

И с б о т и .  Бу функция сегментда узлуксиз булгани учун у 
узининг энг катта М ва энг кичик т кийматига эришади (V боб, 2 - § 
даги 3 - пунктга каранг).

Агар М =  т булса, функция |а, Ь\ сегментда узгармас ва 
демак, сегментнинг ихтиёрий нуктасида унинг досиласи f ( x ) = 0 .  
Энди М ф т  булсин, у долда бу сонлардан бири, масалан, МФО.  
Шунинг учун, агар энг катта киймат М га с нуктада эришилса: 
f ( c )  =  M,  у долда с нукта fa, b\ сегментнинг ички нуктаси бу-

* V боб. 1- § даги  6- пункт, 7- теоремага ^аранг.
** М. Ролль (1652— 1719) — француз математиги.

f ( c )  *= lim - (с-+  A*V~  Пс) <  0 .
Ах-*0 Ах

Агар Д х < 0  булса,

/ ' ( с )  =  lim f(c +  Ax) Ж  >  о,
Ах->0 Ах



лиши, яъни ]а, Ь\ интервалга (чунки сегментнинг охирларида 
/ ( а )  =  /(/?) =  0) тегишли булиши керак. Демак, Ферма теорема- 
сига кура f ( c )  =  0 .

Ролль теоремасининг г е о м е т р и к  маъносини куйидагича 
тушунтириш мумкин: агар [а, Ь\ сегментда узлуксиз ва унинг 
ичида дифференциалланувчи функциянинг графиги Ох уции ик­
кита х = а на х =  b нукталарда кесиб утса, у ^олда бу нукта­
ларнинг уртасида хеч булмаганда битта с, а<^с<^Ь  нукта то- 
пиладики, бунда функция графигига утказилган уринма абсцисса- 
лар укига параллел булади (147-раемга каранг).

исол. |0, г.] сегментда / (х )  =  sin х функцияни караймиз. Бу  функция 
Ролль теоремасининг барча шартларини каноатлантиради: У (0, л] сегментда 
узлуксиз ва дифференциалланувчи х,амда унинг чегараларида нолга айланади: 
sin 0 =  sin к =  0 Бу функциянинг t  (х) =  cos х ^осиласи [0, я] сегментнинг ичи­
да ёгган х =  я/2 нуктада нолга айланади.

И з о Агар f \x)  функциянинг [а, Ь\ сегмент ички нукталаринииг барча* 
сида дифференциалланувчи булиш шарти бажарилмаса. Ролль теоремасидаги 
даъво  т^гри булмаслиги мумкин.

Масалан, / ( * )  — 1 — jA*2 функция ( —1, 1] сегментда  узлуксиз ва сегмент* 
нинг чегараларида нолга айланади: / ( — 1) =  /(1) =  0. Бирок, /'(■*) =  — 2(3 '* )  
косила берилган сегментнинг ичида нолга айланмайди. х  =  О да косила мав­
жуд булмагани учун шундай булади. 148-расмдан куриниб турибдики, | -  1. 11 
сегментда Ох  укига параллел б> лган уринма мавжуд эмас.

3. Лагранж теоремаси*. Агар  / (* )  функция \а, Ь] сегмент­
да узлуксиз ва унинг ички нуцталарида дифференциалланувчи  
булса, у Jfолда бу сегмент ичида ж уда булмаганда битта 
х  =  с нуцта топиладики, бунда цуйидаги тенглик уринли бу­
лади:

И с б о т и .  149-расмда у =  Д х )  функциянинг графиги курса-

f(b) -  / ( а )  _

Ь—а
(80)

В

т

О н  с X

148- раем.



ти-лган. Иккита А[а\  f (a) ]  ва B\b-,.J(b)\ нукта оркали утувчи 
тугри чизик тенгламасидан фойдаланиб, А В ватар тенгламасини 
ёзамиз:

у — f(a)  __ х — а
f { b ) ~  t \a)  b — a '

Бундан ватарнинг ординатаси аникланади:

У +  ( х - а ) .о — а

Энди функция графиги ва ватар ординаталари айирмасига тенг 
5улгац х  нинг битта уша кийматига мос келадиган /"'(я) функ­
цияни карайлик:

^ (* )  = / ( * )  — [ / ( g ) - f —))~ t(a) ( х - а )  .
1 b — a

Бу функция Ролль теоремасининг барча шартларини каноатлан- 
гиришини осон текшириш мумкин. Дакикатан, бу функция .fa, b] 
;егментда узлуксиз, чунки f ( x )  ва х  — а  лар бу сегментда уз­
луксиз.

F'(x)  =  f ( x )  (81)
Ь — а

косила \а, Ь\ интервалда мавжуд, чунки у н д а / ( л )  мавжуд. Сег- 
чентнинг охирларида F(a) =  F ( b ) = 0 .  Ролль теоремасига кура 
[а, Ь\ сегментнинг ичида х  =  с нуктани топиш мумкинки, унда 
 ̂ (с) =  0  б^лади. (81) тенглик асоспда куйидагини топамиз:

F'(c)  =  f ( c )  =  f-(- ] =  0 .
b — a

Бундан

b — a

ш топамиз, шуни исбот килиш талаб килинган эди.
Лагранж теоремасини г е о м е т р и к  маъносини куйидагича 

'ушунтириш мумкин. Теорема шартини каноатлантирадиган у =  
=  f ( x )  функциянинг графигини карайлик (149-расмга каранг).
<Ь)- ~  —  - нисбат ёйнинг охирларини туташтирувчи АВ  ватарнинг 

ь — а
Зурчак коэффициентини тасвирлайди. / ' (с)  =  tg а уринманинг бур- 
;ак коэффициента булгани учун Лагранж теоремаси у  =  f i x )  
функция графигида х,еч булмаганда битта нукта топилишини, бу 
1уктада уринма ёй охирларини туташтирувчи ватарга параллел 
Зулишини тасдиклайди. (80) формулани купинча куйидагича ёзи- 
1ади:

A b ) - m ^ ( b - a ) f ( c ) .  (82)

зу тенглик куйидагича укилади: fa, 6 | сегментда дифферен- 
щ алланувяи булган функциянинг орттирмаси (яъни аргумент-



нинг орттирмаси)  сегмент узунлигининг бу сегмент ичадаги 
бирор нуктасидаги функция %осиласининг купайтмасига тенг 
экан.

(82) формулани Лагранж  формуласи  ёки чексиз орттир- 
малар формуласи  дейилади.

М исоз.  / ( * )  =  а 4 функция [0, 1] сегментда берилган. х  нинг функция гра- 
фигига утказилган уринма графиклари ёй охирларини туташтирувчи ватарга 
параллел булгандаги кийматларини топинг.

Ь ч и л и ш и. f(b) =  f ( l )  =  1, /(а)  =  ДО) =  0 булгани учун (82) форму (ага 
к^ра  топамиз:

1 _  0 =  (1 -  О У/'(с) ёки f'(c) -  I.

Иккинчи томондан f'(x)=*4лс3 ва демак, Г(с)*=4с3, яъни 4с3= 1 ва с = 3̂  1/4и 0,63.

Маълумки, у  =  с узгармаснинг досиласи нолга тенг. Л агранж  
теоремаси ёрдамида тескарисини исбот киламиз.

Теорема. Агар f (x)  функция \а, б] сегментда узлуксиз бул ­
са в а унинг барча ички нуцталарида f ( x )  =  0  %осилага эга  
булса, ] ( х )  функция  [а, Ь\ сегментда узгармас булади.

И с б о т и .  л;—аргументнинг а  нуктаси билан устма-уст туш- 
майдиган ихтиёрий нуктаси булсин. (82) Лагранж формуласини 
[а, х] сегментга мослаб ёзамиз: f(x)  — f(a)  =  (х — a ) f t c i, с—бу 
ерда а ва х  орасидаги бирор сон.с]а, Ь\ интервалга тегишли 
булгани учун / ( с )  =  0. Демак, / ( х )  — f(a) =  О, яъни [а, Ь] сег­
ментнинг ихтиёрий х  нуктаси учун f ( x ) = / ( a ) ,  бу / ( х )  функция 
[а, b ] сегментда узгармас эканини билдиради.

Н а т и ж а .  Агар  Ф(л) ва F х) функцияларнинг %осилалари  
[а, Ь\ сегментнинг барча нуцталарида тенг булса , бу функ­
цияларнинг айирмаси б  у сегментда узгармас булади..

И с б о т и .  f ( x )  =  Ф(х) — F(x)  булсин. У ^олда f ' ( x )  =  Ф'(х) —
— F(x)  =  0, чунки шартга кура Ф'(х) =  F'(x). Демак, ^озиргина 
исбот килинган тёоремага кура f (x)  =  Ф (х)—F(x)  функция [а, Ь] 
сегментда узгармас экан.

4. Коши теоремаси. Агар f (x)  ва у(х)  ф ункциялар \а, Ь\ 
сегментда узлуксиз ва унинг барча ички нуцт аларида диффе­
ренциалланувчи булса, шу билан бирга у ' ( х ) Ф 0  булса, у 
%олда бу сегментнинг ияида шундай с нуцта топиладики. 
бунда цуЫ даги тенглик уринли булади:

т - т  ,f(c)' (83)
9(6 ) —  <р(а) ¥ '( с ) "

И с б о т и .  Куйидаги ёрдамчи функцияни карайлик:

П х ) -  \ } {х)  — f (a) \  _  ? ( а ) ].
<р (* )- ? (« )

Равшанки, бу функция \а, Ь\ интервалнинг барча нукталари- 
да дифференциалланувчи ва унинг охирларида нолга ййланади:



F(a)  =  F(b)  =  0. Демак, Ролль теоремасига кура шундай с £  ]а, 6 [ 
ну^та топиладики, F'(c)=*0  булади Шундай килиб,

F'{C) =  f ( c )  -  fJ?L z± • ср'(с) =  0.
Cf(6) — <f(e)

Бундан
/(&) - / ( а )  =  Л е)#
<f(6) — tf(a) <Р'(С)

(83) тенглик Коши, формуласи  дейилади.
1 - и з о д .  Теорема шартида.н ц-(Ь) =£ ц>(а) экани келиб чикади, 

чунки акс долда Ролль теоремасига кура шундай с £ ]а, Ь\ нук­
та топиладики, унинг учун <?'(с)ф0 булар эди. Бу барча х £  \а, ь[ 
лар учун ф'(х) ф  0  шартга зид.

2 - и з о д .  Агар у(х)  =  х  дейилса, Лагранж теоремаси Коши 
теоремасининг хусусий доли булар эди.

5. Лопиталь* коидаси. V бобда биз иккита чексиз кичик ва 
чексиз катта функцияларнинг нисбатларининг лимитларини ди- 
соблашни, яъни 0 /0  ва оо/оо куринишдаги аникмасликларни 
очиш (дал килиш) билан танишдик. Куйида шу аникмасликларни 
дал килиш учун кулланиладиган Лопиталь цоидаси деб атала- 
диган янги коида каралади.

Теорема. f (x)  ва у(х)  функциялар бирор Jа, Ь\ интервалда  
дифференциалланувчи, шу билан бирга <?'{х)Ф0 булсин х,ам- 
да х  -> а  4 - 0  да и ккала  функция %ам нолга ёки чексизлик- 
ка  интилсин. Бундай х,олда уларнинг  jfосилалариштг нас- 
бати х  -> а  4- 0  да лимитга эга булса, бу функцияларнинг нис- 
бати ^ам лимитга эга  булади, яъни

lim ^ = l i m  (84)
х->а+0 <f(x> x-a+0 <f'(x)

И с б о т и .  lim f ( x )  — lim у(х)  =  0 дол учун исботни келти-
х-*а-f0 x-*a-f- 0

риш билан чегараланамиз. / ( а )  =  ср(а) =  0  деб, а  нуктада f i x )  
ва у(х)  функцияларни аниклаб оламиз У долда бу функциялар 
тсталган [а, х) (бу ерда а <  х  <  Ь) сегментда узлуксиз булиб 
(олади ва ихтиёрий [а, х] сегмент учун Коши теоремасининг 
иартларини каноатлантиради, Шунинг учун

/W I  _  f ( x )  - m  _

<f(x) ъ(х)  — <f(a) <р'(с)’

5у ерда а <  с <С х.  с катталик х  га боглик булишини, лекин
< -* а  4-  0  да с катталик а  га интилишини айтиб утишимиз керак. 
П,емак,

lim 4 ^ -  lim Пш lim
х->а+0 <f(*) х-*а+оу'(с) с-а+е<р'(с) r-’a-f-O'f'(x)



sin 5jc
1- мисол .  Иш ---------  ни топинг.

Jf-0 *
^ Е ч и л и ш и .  Куйидагига эгамиз:

sin 5* (sin 5 * ) '  , 5 cos 5 v 
l i m ------- - =  l i m --------—  =  lim — -------=  5 l im  cos 5x —5
x->0 X  дг-»0 X  jr-*0 1 j r - 0

Хрсилаларнинг нисбати 0/0 ёки o o /o o  куринишдаги аницмаслик 
булсад Лопиталь ь;оидасини яна ^улланиш мумкин, яъни иккинчи 
тартибли ^осилаларнинг нисбатига утиш мумкин.

\ _cos 4х
2 - мисол. l i m ----------------- ни топинг.

л - 0  л2
Е ч и л и ш и .  Бу ерда сурат ва м ахраж  бир вацтда нолга интилади. Л опи­

таль чоидасини ипки марта вдглланиб, цуйидагини топамиз:

1 — cos 4*  4 sin 4*  ! t tcos4 ir
l i m -----------------=  П т ------------- =  lim ---------------- =  8 lim cos 4 x = 8

. r - o  -*2 x - ’O 2 x  x->o 2 x - o

f(x)  ва <p(x) лар x  -*• ±  оо да хамда x -> a  — 0 , x - *  a — 0  да 
бир вактда 0  га ва оо га интилганда ?$ам теорема уринли була- 
веради.

3* м исол .  П т  ни топинг.
X -* + оо С

Е ч и л и ш и .  Бу  ерда х  -* +  оо да сурат ва махраж чексиз катта функция* 
ларни беради Лопиталь цоидасинн йкки марта кулланиб, куйидагини топамиз

>-• 2*  2 
_  lim — =  lim  —- =  lim — =  0.

д: • -f со в дг^-f-oo в в
Худди шунга ухшаш

On 4- а1х п  ̂ 4- . . . +  ап
lim --------------------- --------------------=  0

jt-»+ и е
булиигини, яъни. ихтиёрий даражадаги купдад курсаткичли ф ут щ т га  нис- 
батан секин усишини к^рсатши мумкин.

Биз ц араб чищан Г/0 ва с о /о о  куринишдаги аницмасликлар- 
дан ташцари куйидаги куринишдаги аницмасликлар х,ам учрайди.

со —  со к у р и н и ш д а г и  а н и н м а с л и к. Бундай ашщмаслик 
деганда l im \ f (x)  — ср(лг)| лимитни топиш тушунилади, бунда / ( х )

X " С
ва у{х)  функциялар бир хил ишоралн чексиз катта функциялар, 
яъни lim/(Jc) =  co ва lim ?(* )  == оо.

х->с х-*с
Бу ^ол f(x)  — tf(x) ифодани алмаштириш ёрдамида 0/0 ёки 

оо/оо куринишдаги аникмасликка олиб келинади.
4 - мисол. lim  (sec х  — tg  ху  ни топинг.

х  ’ 1/2- о
Е ч и л и ш и. Агар х  -*■ я /2 — 0 булса, sec  л  -> 4- °° ва t g  х  -»  4- °° демак,

оо—оо куринишдаги аницмасликка згамиз. Куйидаги алмаштиришни бажарамиз:

1 sin  х  1 — sin х
sec  х  — tg  x  — ------- --------------------------------- .

cos x  co< x  cos x

* b y  ерда ва бундан кейил с пи сон деб ^ам, чексизлик деб х,ам тушу* 
ниш керак.



/

х  -* тс/2 — 0 да охирги ифодада сурат ва махраж бир вацтда нолга интилйди 
Ш ундай килиб, 0/0 куриниш даги анпцмаслпкни х;осил киламиз. Л опигаль кои-, 
дасини ^улланиб, куйидагини топам из: /

1 — s i n *  — cos к (
lim  --------------  . llm -------------- *= 0. i

лг-*-тс/2 — 0 COS* 0 — S in *  j

Ш ундай  килиб, lim  (sec *  — tg  * ) =  0. .
X  -* Tzf2—0

0 -oo  к у р и н и ш д а г и  а н и р а с л и к .  Эу ани^масликни 
оч'иш деганда lim / ( * ) = 0  ва lim ф(х) =  сх5 булгандаги lim [f(x)  <р(я)]

х - с  х—с х -с
лимитни топиш тушунилади. Бу ^олда ^ам / ( х ) у ( х )  ифодани 
алмаштириш ёрдамида 0 / 0  ёки о о /о о  куринишдаги аницмасликни 
топишга келтирилади.

5 - м и со л . lim tg  2 * [tg  *  — c tg  * ] ни топинг.
х-к/4

Е ч и л и ш и .  *  jc/4 да tg  2х -*■ со ва tg  *  — c tg  *  -*• 0 булгани учун оо <0 
куриниш даги аниь;масликка эгамиз. Берилган ифодани цуйидагича алмаштириб:

~ " tg  *  — c tg  *  
lim  t g 2* t g * -  c tg * l  =  lim  ------------------

X-»7e/4 jc-»x/4 Ctg 2x

га эга  б^лам из. Бу ерда биз 0/0 куриниш даги аникмасликни досил килганимиг 
учун Л опиталь коидасини цулланиш имиз мумкин:

tg  *  -  c tg  *  , cos2*  s in2*  1
lim ------------------ =  l lm  -- -------------------- — — —.

c tg  2* *-*/4 2 2
s in2 2*

1°° к у р и н и ш д а г и  а н и р а с л и к .  Бу аникмасликни очиш 
деганда lim f (x)  =  1 ва lim ср(дг) =  оо булгандаги lim [ /(л:)]'F<JC, ли-

Х - ’ С х~*с - х-+с
митни топиш тушунилади.

0° к у р и н и ш д а г и  ан и цм а с  лик .  Бу аницмасликни очиш 
деганда П т Да:) == 0 ва Нт<р(л:) =  0 булгандаги llm [ / ( j c ) ] ^  ли-

х —с х - с  х - с
митни топиш тушунилади.

оо °  к у р и н и ш д а г и  а н и ц м а с л и к .  Бу аницмасликни очиш 
деганда llm f(x)  — оо ва lim<p(jc) =  0  булгандаги lim [/(jc)]'p(*> ли-

Х ~ * С  У ^ с  х  ->с

митни топиш тушунилади. I ю, 0° ва <х>° куринишдаги аникмас- 
ликлар одатда j f (x) ]4W ифодани логарифмлаш натижасида 0 /0  
ёки оо/со куринишдаги аникмасликларга келтирилади.

6 - мисол. lim ( l + j r * ) 1̂  ни топинг.
X “Ц-оо

Е ч и л и ш и  Бу ^олда (1 +  * 3) -»  +  оо, 1/* -» 0 ва биз оо0 куринишдаги 
аницмасликка эгамиз. у =  (1 -f- * 3)1/Jr деб белгилаймиз. Логарифмлаб, цуйида- 
гини топамиз:

1 , 1 п ( 1 + * 2 )
In у =  — In (1 -f * 2) = -----------------.

* *



\  ■
\  х - ^  +  оо да сурат ва м ахраж  чексизликка интилгани учун оо/оо к$риниш- 

дага аникмасдикни х,осил киламиз. Энди Лопиталь коидасини кУлланиб, куйи- 
дагяни топамиз:

2 х

In (1 х 2) 1 4- х 2 
11т 1п у  =  lim ----------=------»  Иш -----------« О ,

оо X ЛГ-»+со- 1

1 п ^  функция узлуксиз булгани учун Hm ( l n y ) = * l n  ( l im  у); демак, 

in (lim Й  =  0 ва 11т у = 1 .  Шундай килиб, 11m (1 +  х2)11* — 1.
JC-ЮО \ *-> +  <» Х ->  +  ао

И з о ^ .  Лопиталь коидасига кура берилган функциялар хосила- 
ларининг нисбатининг лимита мавжуд б^лса, у холда функция­
лар нисбатининг лимити хам мавжуд булади. Агар хосилалар 
нисбатининг лимити мавжуд булмаса, бу функциялар нисбати­
нинг лимити мавжуд булмайди, деган суз эмас. Масалан, х-> -fco  
да иккита чексиз катта: / ( х )  =  х  +  sin х  ва ®(х) — х  'функция­
ларни карайлик. х  ^  -f  оо да уларнииг нисбатининг лимити мав­
жуд, чунки

I, / ( < )  1. л: -Ь sin  лг / ,  . sin jc д , lim - — =  lim — 1------- =  lim 1 4 -------- ' 1= 1 .
_*■ -»-f со X .t-++oo \  X I

Лекин берилган функциялар х осилаларининг нисбати лимити 
мавжуд эмас:

} '(х)  (х  4- sin х)' 1 .■L±j- — 1----------- L. — 1 Л. Cos X,
f ( x )  {х у  .

чунки х - » 4 -° °  да cos х  хосилага эга эмас.

7-§. ФУНКЦИЯЛАРНИ ТЕКШ ИРИШ ДА ВА ГРАФИКЛАР 
ЯСАШДА ХОСИЛАНИНГ ТАТБИЦИ

1. Функция усиши ва камайишининг етарли ва зарурий 
шартлари. V бобнинг 2-§ идаги 4-пунктда келтирилган усУвчи 
ва камаювчи функцияларнинг таърифини келтирамиз.

Агар х г > х л тенгсизликдан (бу ерда х 2 ва х , — сегментга 
(ёки интервалга) тегишли булган ихтиёрий иккита н у кта ) / ( х 2)^> 
> f  (х 0  тенгсизлик келиб чикса, сегментда (ёки интервалда) 
аникланган y —f ( x )  функция бу сегментда (ёки интервалда) 
усувчи дейилади (123-расмга ^арянг).

х з - х ^ д х  ва / ( х 2) — /  (х ,)  =  \ у  белгилашларни киритиб, 
Дх ва Ду лар бир хил ишорали эканини айтиб утамиз. Демак, 
усувчи функция учун функция орттирмасининг аргумент орттир-
масига нисбати хар доим мусбат экан, я ъ н и ^ > 0 . ■.

Агар x 2> x j  тенгсизликдан, бу ерда х 2 ва х г — сегментга 
(ёки интервалга) тегишли булган ихтиёрий иккита нукта, /  (х 2) <  
< / (Xj )  тенгсизлик келиб чикса, сегментда (ёки интервалда) 
аникланган у = / ( х )  функция бу сегментда (ёки интервалда) 
камаювчи дейилади (123-расмга каранг).



/
Бу з^олда Дх =  х 2 — х,  ва Д у — f  (х2) — f i x , )  орттирма лар тур- 

ли ишорага эга ва шунинг учун камаювчи функцияда орттир&а-
ларнинг нисбати манфий, яъни ~ < 0 . /

Функциянинг интервалда усувчи ва камаювчи булнишнинг 
етарли ва зарурий шартини аниклаймиз. , /

1-теорема, ( ф у н к ц и я  у с у в ч и  б у л и ш и  н и н г  з а р м р и й  
ш а р т и ) .  Агар \ а, Ь\ интервалда дифференциалланувчи  у =  
=  f  (х) функция усса, унинг %осиласи берилган интервалнинг 
%еч бир нуцтасида манфий булмайди, яъни а < х < Р  учун  
f  (х)  >  0  булади.  '

И с б о т и .  у =  / ( х )  функция ] а, 6 [ интервалда усувчи бул­
син. 1 а ,  Ь{ интервалга тегишли иккита х  ва х  +  Дх нукТани ца-

-  Ду / ( *  +  Д*)— f i x ) .  Араимиз. У ^олда юкорида курсатилгандек, — =  —— 1— ■ ■ — > 0 .
Д * Ах

Ах -*• 0 да лимитга утиб, lim — > -0  ни ^осил киламиз*.
А х —-0 Ах

Фаразимизга кура функция дифференциалланувчи булгани учун
lim ^  =  f ( x )  ва демак, / ' ( х ) > 0 . . 

a  t-»o А >
Навбатдаги теорема х;ам худди шундай исбот цилинади.
2-теорема, ( ф у н к ц и я  к а м а ю в ч и б у л и ш и н и н г  з а р у ­

р и й  ш а р т и ) .  Агар  |а, Ь[ интервалда дифференциалланувчи  
у  — f i x )  функция камайса, унинг х;осиласи берилган интер­
валнинг %еч бир нуцтасида мусбат булмайди, яъни а < х < £  
учун / '  (х) <  0  булади.

Каралган теоремаларни геометрик равишда яккол тасвирлаш 
мумкин. ^аки^атан, усувчи функциянинг графиги абсцисса уки 
буйича унг томонга караб силжиганда юкорига кутарилади. У 
>^олда графикка утказилган урйнмалар Ох  укнинг мусбат йуна­
лиши билан уткир бурчак а ни хосил цилат  ёки баъзи нукта­
ларда (масалан, х х нуктада) Ох  укка параллел булади (150-о 
раем).

150- раем

* Чунки мусбат функциянинг лимити манфий булмайди (1-§, 6-пункт, 7- 
теоремага каранг).



ткир бурчакларнинг тангенси мусбат (уринмалар Ох  укка 
параллел булган нуцталарда нолга тенг) булгани учун ва ^оси- 
л'анЦнг геометрик маъносига кура tg i  =  /  (х) булгани учун усув­
чи функция учун f ’ {х) >  О булади.

Щунга уяшаш, агар функция камайса (150-6 раем), уринма­
лар Ох ук билан а утмас бурчак ^осил килади ёки баъзи бир 
нунтал'арда (масалан, х 2 нуктада) Ох у щ а  параллел булади.

^тмце бурчакларнинг тангенси манфий булганидан камаювчи 
функций учун f ' ( x ) ^ . 0  булади.

-5-теорема ( ф у н к ц и я  у с у в ч и  б у л и ш и н и н г  е т а р л и  
ш а р т  и), Агар \а, b] сегментда узлуксиз булган у  =  /  (х) функ­
ция сегщнтнинг х ар  бир ну^тасида мусбат хосилага эгт, б у л ­
са, у холда бу функция  [а , b ] сегментда усади.

И с б о т и .  Барча а < х < 6 учун / ' (х) булсин. | а, Ь\ сегмент- 
дан иккита эркли х х ва х 2 цийматни оламиз, шу билан бирга 
х 2> х х. Лагранж формуласи (82) ни [хь  х 2\ сегментга мослаб 
ёзамиз:

f { x 2) — f { x !) =  (X2 - X i )  f  {с), х,  < с < х 2.

I а,  b ] сегментнинг барча нукталарида f ' ( х ) >  0 , шунинг учун 
f  (с) > 0 .  Бундан ташцари х3 — x t > 0  булгани учун (лг2 — х, )Х 
х } ' { с ) > 0  купайтма мусбат ва демак, f ( x 2) — / ( * i ) > 0 .  Бундан 
/ ( лг2) > / ( х i), яъни /(л:) функция [а, Ь\ сегментда усувчи экан.

Навбатдаги теорема дам шунга ухшаш исбот килинади.
4-теорема ( ф у н к ц и я  к а м а й и ш и н и н г  е т а р л и  ш а р т и ) .
Агар \а, b ] сегментда узлуксиз булган  у =  / ( х )  функция  

бу сегментнинг хо-Р бир т к и  нуцтасида манфий хосилага эга 
б$лса, бу функция  [а , Ь\ сегментда камаювчи булади.

Эслатиб утамизки, функция бирор интервалда факат усувчи 
ёки факат монотон камаювчи булгандагина монотон усувчи ёки 
монотон камаювчи булади (V боб, 2-§, 4*пунктга каранг).

Мисол. у — лг? — Зд: функциянинг монотонлик интервалларини аникланг.
Е ч и л и ш и .  Функциянинг досиласи у ' = 3 х 2—3. л: нинг у ' > 0  буладиган бар­

ча цийматлари учун функция .усади. З * 2 — 3 > 0  тенгсизликни ечиб, х  >  1 ёки  - 
х  <  — 1 ни топамиз. Ш ундай килиб, функция — оо <  л; <  — 1 ва  1 <  л: <  -foo 
ингервалларда ^сади. х  нинг у'  <  0 буладиган барча кийцатлари учун функ­
ция камаяди. Зх2 — 3 <  0 тенгсизликни 
ечиб, х 2 <  1 ёки — 1 <  х  <  1 ни топа­
миз Функция — 1 <  х  <  ) интервалда 
камаяди. у =  х 3 — Зх функциянинг гра- 
фигн 151-расмда тасвирланган.

2. Ф ункциянинг максимуми  
ва минимуми. 152-расмда тас­
вирланган узлуксиз у — f  (х) 
функциянинг графиги тасвирлан­
ган. Расмдан куриниб турибдики, 
функциянинг ж нуктадаги кийма­
ти функциянинг х  нуктадан чап- 
даги ва унгдаги „кушни“ киймат-



152- раем.

ларидан катта. Бу долда функ­
ция л:4 нуктада максимумга 
эга дейилади. х 3 нуктада/дам 
функция равшанки, максШлум- 
га эга.

Агар х  =  с нуцтанинг ат ­
рофида бу атрофга тргишли 
булган барча х  ф  с  ну^талар  
учун f ( x ) < f ( c )  тенгсизлик  
бажарилса, y  — f ( x )  функ­
ция х  =  с нуцтада макси­
мумга эга булади.

х2 нуктада функциянинг 
Киймати „кушни“ кийматлар- 

нинг барчасидан кичик. Бу долда функция х 2 нуктада минимумга 
эга дейилади. x i нуктада дам, равшанки, функция минимумга эга.

Агар х  =  с нуцтанинг атрофида бу атрофга тегишли б у л ­
ган барча х = * с  нуцталар учун f ( x ) > f ( c )  < енгсизлик баж а­
р и л с а , у — f  (х) функция х  =  с нуцтада минимумга эга булади.

Максимум ва минимум умумий ном билан функциянинг экст­
рем ум а  дейилади. Айтиб утиш керакки, агар функция нуктада 
максимумга эга булса, бу шу нуктада функция барча аникланиш 
содасида энг катта кийматга эга булади деган суз эмас. Макси- 
мумнинг таърлфидан у функциянинг с нуктага етарлича якин 
булган кийматлари ичидан энг каттаси экани келиб чикади. 152- 
расмдан куриниб .турибдики, функция х  дан бошка нукталарда 
катта кийматларга эга булса дам, функция я ,  нуктада максимум­
га эга дейилади. Функциянинг минимумига нисбатан дам худди 
шундай изод бериш мумкин. Хусусан, функциянинг минимуми 
максимумига нисбатан катта булиши дам мумкин (152-расмдаги 
функциянинг ва x t нукталардаги кийматларини каранг).

Теорема ( ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и н г  м а в ж у д  бу-  
л и ш и н и н г  . з а р у р и й  ш а р т и ) .  Агар х —с нуцтада дифферен­
циалланувчи у  =  /  (х) функция бу нуцтада максимум ва ми­
нимумга эга  булса, у ^олда унинг х  =  с нуцтадаги %осиласи 
нолга айланади, яъни t '  (с) =  0  булади.

И е б о т и .  у = / ( х )  функция, масалан, с нуктада йаксимум- 
га эга булсин. Максимумнинг таърифига кура с нуктанинг шун­
дай атрофи мавжуд булиши керакки, бунда бу'атрофнинг барча 
х  (х =£ с I нукталари учун / ( * ) <  /  (с), яъни /  (с) — функциянинг 
шу атрофдаги энг катта кийматдир. Шартга кура функция с 
нуктада / ' ( с )  досилага эга, бирок Ферма теоремасига кура (6-§,
1-пунктга каранг) /'(<:) =  0  булиши керак.

Функциянинг минимуми учун дам шундай теоремани исбот 
К и л и ш  мумкин.

Шу чоккача y = f ( x )  функция экстремум нуктасида досила- 
га эга булган долнигина каралди. Л екин ' шундай доллар дам 
учраши мумкинки, функция экстремум нукталарида досилага эга 
булмаслиги мумкин.



Масалан, графиги 137-расмда тасвирланган t ( x )  =  | * | функция 
учун х  =  0 нуктада ^осила мавжуд эмас (1-§, 5 ва 6 -пунктларга 
Каранг). Лекин равшанки, х  =  О нуктада функция минимумга эга.

Графиги 148- раемда тасвирланган / ( л )  =  1 — уОс2 функция 
учун f  (х) =  — 2 / (З^л:) ^осила л  =  0  нуктада мавжуд эмас (чек­
сиз узилишга эга булади). Шунга р р а ’масдан, функция х  — О 
нуктада максимумга эга.

Каралган мисоллар тавсифланган функция экстремумининг 
мавжуд булишининг зарурий аломатини тулдиришга имкон беради. 
Агар узлуксиз y = f ( x )  функция х  =  с нуктада экстремумга  
эга  б$лса, функциянинг f  (х) %осила'си бу нуктада нолга  ай- 
ланади ёки мавжус/ эмас.

•Айтиб утиш керакки, / '  (с) =  0 шарт (ёки f  (£) мавжуд эмас) 
экстремум мавжудлигининг з а р у р и й  шарти бутшши билан бир­
га, етарли була олмайди. Масалан, / ( к) =  х 3 функция учун 
/ '  (к) =  3х2 ^осила х  =  0  нуктада нолга айланади, лекин л: =  0 
да функция экстремумга эга эмас ( 20- расмга каранг).

Аргументнинг ^осила нолга айланадиган ёки узилишга эга 
буладиган (хусусан, чексизликка айланадиган) х =  с киймати 
критик циймати (критик нуцтаси) дейилади.

Шундай килиб, функция экстремуми, агар у мавж уд булса, 
критик нукталардагина маънога эга булиши мумкин. Лекин биз 
курдикки, %амма критик нукталарда ^ам функция экстремумга 
эга булавермайди.

Энди критик нукталарда )$ам экстремум булишини таъмин- 
лайдиган экстремум мавжудлигининг етарли  деб аталадиган 
шартини курайлик.

Дастлаб, кейинги максадларни кузлаб, косила критик нукта­
сидан чапда битта ишорага, унг томондан боцща ишорага эга  
булган ^олларни— хосила критик нуктасидан утаётганда уз  
ишорасини узгартиради деб аташга келишиб о л ам и з .

Теорема ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и н и н г  е т а р л и  а л о -  
ма т и) .  А гар у — f ( x )  узлуксиз функция х. =  с критик нуцта- 
ни у з  ичига оладиган бирор интервалнинг барча нукталари-. 
да f  (х) ^осилага эга булса, / '  (х) косила аргумент. х  =  с кри­
тик 'ну цтадан яапдан унггг  у  таётганда у з  ишорасини плюс- 
дан минусга узгартирса, функция бу нуцтада максимумга эга,  
ишора минусдан плюсга узгарганда эса минимумга эга  булади .

И с б о т и .  с — критик нукта булсин, аниклик учун аргумент 
с критик нуктадан утаётганда ишорасини плюсдан минусга узгар- 
тирсин, яъни с дан унгда косила мусбат, чапда эса манфий бул> 
син. Бу шундай етарлича кичик / г >  0 сон топиладики, агар с —
— h < x < c  б у л с а , / ' ( х )  > 0  ва агар c < x < c + h  булса, / ' ( х ) < 0  
булади деган суз.

Функциянинг усувчи ва камаювчи булиши ^акидаги теорема- 
ларга асосан, |с ~  h, с] сегментда f ( x )  функция ^сади, [с, c - \ - h ] 
сегментда камаяди деган хулосага келамиз.

Демак, функциянинг с нуктадаги киймати [ c—h, c-\-h] сег*



~c~h с \'->h 
Максимум

c-h с c<h 
Минимум

1 5 3 -раем.

ментнинг барча бошка нукталаридаги кийматига Караганда катта 
булади, бу с нуктада функция максимумга эгалигини билдиради. 
Минимум учун булган ^ол ^акидагитеорема дамшунга ухшаш ис- 
ботланади (153-расм).

И зо)? .  Агар Г  (х) досила критик нукгадан утаётганда уз иш о- 
расини узгартирмаса, функция бу нуктада на максимумга, на ми­
нимумга эга булади.

1-мисол. /  (х) — — х3 — 2 х 2+ З х + 1  функциянинг экстремумини текш иринг.

Е ч и л и ш и .  Бу ф ункц ия  бутун сон укида аникланган ва дифференциал­
ланувчи.

1. Хосиласини топамиз: / '  (х) =  х 2 — Ах +  3.
2. Хосилани нолга тенглаймиз ва досиланинг илдизларини (критик нукта- 

ларини) топамиз: х 2 — 4х +  3 =  0; х г =  I, лг2 =  И.
Бу сонлар берилган функциянинг бутун аникланиш содасини учта интер- 

валга  ажратади: — оо <  j r  <  1, 1 < j c < 3 ,  3 < л :  < - | - о о .
3. Бу интервалларнииг х,ар бирида косила ^з  ишорасини саклайди (ишора 

узгариши факат  критик нуктадан утаётганда р^й бергани учун). Шунинг учун 
косила  ишорасини дар бир интервалда текш ираётганда бу интервалнинг ихтиё­
рий битта нуктасини олиш етарли.

— со <  х  <  1 интервалда, масалан, х = 0  нуктани олиш мумкин. Бу нукта­
да / '  (0) =  О2 — 4 ■ 0 +  3 = . 3  >  0. Шунинг учун — оо <  х  <  1 интервалда до- 
сила мусбаг

Шунга ^хш аш  I <  х  <  3  интервалда досила мусбатлигини, 3 < х  <  -+- оо ин­
тервалда эса манфийлигини топамиз.

х  — 1 критик нуктадан утаётганда досила уз ишорасини плюсдан минусга 
узгартиргани учун функция бу нуктада  максимумга эга. Уни дисоблаймиз: 
Ушах =  / ( | ) == 1/3 — 2 4 - 3  +  1 =  7/3.

х  — 3 нуктадан утаётганда досила уз ишорасини минусдан плюсга узгар- 
тиради ва демак бу нуцтада функция минимумга эга:

Утш - 1  ( J ) -  1/3 • 27 -  2 • 9 +  3 • 3 +  1 =  1.

Олинган натижаларни жадвалга  ёзамиз:

X — оо <  х <  1 1 1 <  х  <  3 3 3 <  X <  +  оо

У + 0 - (1 4-

У усади максимум 

Ушах -  7/3

камаяди минимум 

Ут\п "  1

усади

Функциянинг графиги 154-расмда тасвирланган.
2-мисол. f  (х) =  хех  функциянинг экстремумини текширинг.
Е ч и л и ш и .  Бу функция барча сон укида аникчанган ва диф ф еренциал­

ланувчи.



1. Хосилаии топамиз: 
t' (х) =  ех (х +  1).

1. Хосилани нолга тенглаб, 
илдизларини топамиз: / '  (х ) «■
*= 0, ех (х +  1 ) =  0, х  — 1.
Бу сон функция аникланиш со- 
засини иккита интервалга аж- 
ратади:

— оо <  х < — 1,
— 1 <  х  <  +  °0.

3. Косила ишорасини хар 
бир интервалда  текширамиз.
— оо <  х  <  — 1 интервалда, 
масалан, х  — — 2 кийматни 
оламиз,  у х,олда / '  (— 2) =

~ 2 +  1) =  — 1/е2 <  0.
— 1 <  х, <  +  оо интервал- 

да х  — 0 киймат  учун куйидагига эгамиз: / '  ( 0 )=  е° (0 +  1) =  е° — 1 >  0.
х  =  — 1 нуктадан утаётганда косила у з  ишорасини минусдан плюсга 

гартиргани учун х = — 1 да функция минимумга эга:

- Vmln = / ( — !) =  — е - 1 =  — 1/е 

О ли ш ан  нагижаларни жадвалга ёзамиз:

-  0,37.

* — о о < х <  — 1 — 1 < * <  +  оо

У' - 0 +

У камаяди минимум ^сади

У ш ш - - 1 / ^ - 0 , 3 7

у •= *ех функциянинг графиги 155-расмда та~вирланган.

3. Экстремум мав-жуд булишининг иккинчи х осилага асос- 
ланган етарлилик аломати. Баъзи лолларда функциянинг экстре­
мум» текширилаётганаа иккинчи тартибли хосиланинг ишдраси- 
га асосланган экстремумнинг куйидаги етарлилик аломати кулай 
булади.

Теорема, х  — с нуктада f i x )  функциянинг биринчи хосиласи 
нолга тенг f / ' ( c )  =  0 ] булсин, иккинчи хосила мавжуд булиб, у 
нолдан фаркли булсин 
11" (с)ф0].  Бу холда, агар 
/ " ( с ) < 0  булса, х  =  с 
нуктада функция макси- 
мумга эга булади, агар 
J" ( с ) > 0  булса, х =  с 
нуктада функция мини­
мумга эга булади.

И с б о т и .  Аниклик 
учун f"t c)<C  0  булсин. 
с нуктада функция мак­
с и м у м а  эга булишини



курсатамиз. Иккинчи ^осиланинг^ таърифига кура куйидагиг 
эгамиз:

/ "  (с) =  lim / ' (с + Ах) l ZJ£L. 
д,^о А*

Шартга кура / ' ( с )  =  0 булгани учун

Длг-0 A j -

f" (с) <  0  ни }?исобга олсак, lim ^ +  <  0  ни ^осил кила
Ддг-^О Ах

миз.
Лимит манфий булгани учун Дх нинг абсолют киймати буйи

(с *4"ча кичик кийматлари учун д-----  тенгсизлик бажарилади.

Д х < 0  булсин; у ^олда f ' ( с Д л :)> 0 ;  агар Д л г Х )  булса 
/ ' { с  +  Д л ) < 0  булади. Б у е  нуктадан утаётганда биринчи ^осил, 
уз ишорасини плюсдан минусга узгартиришини к^рсатади. Д е 
мак, 2 -пунктда курилган" экстремум мавжудлигининг етарлили1 
шартига кура f ( x )  функция с нуктада максимумга эга. Araj 
f  (с) булса, с нуктада функция минимумга эга булишини шунп 
ухшаш йсбот килиш мумкин.

1-мисол. /  (х) =  х  — 2 sin х  функциянинг [0, 2я] сегментдаги экстремумиш 
топинг.

Е ч и л и ш и  1. / '  (х) => 1 — 2 cos х  досилани топамиз.
2. Досилани нолга тенглаб, досиланинг бу сегментга тегишли нуцталарини 

топамиз: 1 — 2 cos х  =  0, cos х  =  1/2, х, =  я/З,  х 2 =  5 х/3.
3. f" (х) =  2 slnjf  иккинчи досилани топамиз ва унинг x t =  я/3 ва х 2 =  5я/3 

нукталардаги ишорасини аницлаймиз: =  я/3 нуцтада цуйидагиларга эгамиз:  
/ " (я /З )  == 2 s in  (я/3) =  ] / 3  >  0. =  5 я/3 нуктада зса:  / " ( 5  я/3) =  2 sin (5я/3) =  
=  - / 3 < 0 .  '

Дем ак ,  x t =  я/З да функция минимумга эга:
У тщ  =  f  (я /3) =  п/3 ~  2sin (я/3) =  я/3 — 1^3 я  — 0,68, * 2= 5 я /3  нуктада эса 

максимумга эга:
Ушах =  5 я/З — 2 sin (5 я/3) =  5 я/З +  К З  «  69,6

Иккинчи косила критик нуктада нолга айланадиган ёки мав­
ж уд  булмаган ^олда экстремум мавжуд булишлигининг етарли- 
лик шартини кулланиб булмайди. Бундай лолларда биринчи $о- 
силанинг ишорасини узгартиришга асосланган етарлилик алома- 
тидан фойдаланилади.

2-мисол .  /  (х) =  х 1 функциянинг экстремумини топинг.
Е ч - и л и ш и .  Берилган функция барча сон Укида аникланган ва дифферек 

ииалланувчи.
1. Биринчи досилани топамиз: / '  (дг) =  4*3.
2. Хосилани нолга тенглаймиз ва унинг илдизларини топамиз:

/ '  (*) =  0, Ах3 =  0, л- =  0.

3. Иккинчи досила J" (х ) =  \2х2 ни гопамиз х  =  0 критик нуктада и кки н­
чи досила дам нолга айланади. Бу долда курилган етарлилик аломатини кУл-



[аниб б^лмайди. Биринчи .\осиланинг ишораси узгаришига асосланган бирин- 
[И етарлилик аломатини кулланиб, х  =  0 нуктада функция минимумга эга бу- 
(ишини к^рсатиш мумкин, чунки х  =  0 нуцтадан утаётганда функциянинг би- 
)инчи з^осиласи ишорасини минусдан плюсга ^згартиради (19-расмга каранг).

4. Функциянинг энг катта ва энг кичик цийматини топиш.
[а, Ь\ сегментда узлуксиз булган, у  = / ( л )  функцияни караймиз. 
"Лаълумки, бундай функция узининг энг катта ва энг кичик ций- 
матига сегментнинг чегарасида ёки унинг ичида эришади (V боб,
2-§, 3-пунктга каранг). Агар функциянинг энг катта киймати (энг 
кичик циймати) га сегментнинг ички с нуктасида эришилса, чун­
ки [а, Ь\ сегментнинг барча л: нуцталарида М = } (с) > / (х)  
[ёки m =  f ( c ) ^ C / ( x f )  тенгсизлик [а , Ь\ сегментнинг ичида ёта- 
циган с нуктанинг барча атрофи учун бажарилади, у з^олда функ­
ция нинг "бу циймати максимум (минимум) булади.

Шундай килиб, функциянинг [а, сегментдаги энг катта ва 
зет кичик цийматини топишнинг куйидаги цоидасини ^осил 
циламиз:

1. Функциянинг \ а , b | интервалдаги барча критик иукталари- 
ни топамиз ва улардаги функция цийматларини ^исоблаймиз.

2. Функциянинг сегмент чегараларида: х  =  а  ва х=*Ь  нук- 
галардаги цийматларини х;исоблаймиз.

3. Бу кийматларнинг ичидан энг катта ва энг кичик киймат- 
ларини танлаймиз.

И з о ^ .  Равшанки, сегментда узлуксиз булган функция, бу сег­
ментнинг ички нуктасида битта экстремумга эга булса, у бу нуц- 
гада максимумга эга булса, энг катта цийматга, минимумга эга 
5улса, энг кичик цийматга эга булади.

М исол. }  (х) г=* х* — 3х  функциянинг энг катта ва  энг кичик киймагини то­
пинг.

Е ч и л и ш и .  1. Функциянинг ]— 1,5; 2,5 [ интервалдаги критик кийматлари- 
зи топамиз:

/ '  (х ) =  Зх 2 — 3, Зд:2 — 3 =  0, хг =  — 1, jc2 =  1.

Функциянинг бу нукталардаги кинматларини х,исоблаймиз:

/  ( — 1) =  (— I)3 — 3 (— 1) =  2 , _/ (1) =  1 — 3 =  — 2.

2. Функциянинг сегмент чегараларидаГи кийматини .цисоблаймиз:
/  ( -  1,5) =  (1,5)3 _  з  ( -  1.5) =  1,125; /  (2,5) =  2,53 -  3 • 2,5 =  8 .U5.

Шундай килиб, функциянинг энг катта киймати у э катта =  8.125 га сег-  
иентнинг унг чегарасида эришилади Функциянинг энг кичик киймати у э_ кич. =  
=  —  2 га х =  \ нуктада эришилади.

5. Максимум ва минимум назариясини масалалар ечишга 
^Улланилиши. Юцорида баён цилинган функциянинг максимум 
за минимум назариясини амалий масалаларни ечишга цулланиш 
мумкин.

1-мисол. Томони а булган квадрат тунукадан тенг квадратчалар (раемда 
нтрихлаб курсатилган) киркиб ташлаб ва туну.кани буклаб, з^ажми мумкин 
)^лгунча энг катта буладиган очич яшик ясаш талап килинади (156-расм). Цнр- 
(иладиган квадратларнинг томони кандан булиши керак?



а-2х

156- раем.

Е ч и л и ш и .  Киркиб олипадиган квадрат тпмони > 
га тенг булсин, у холда яшикнииг тубинн ташкил ки 
лувчи квадратнинг томони а — 2х га тенг. Яишкншп 
хажми:

V =  (а _  2x)'lx =  а 2д — I а * 2 4 - 4а;3.
Масалани ечиш учун V функциянинг | 0, а /2  [ ин- 

тервалдаги энг катта кийматини тоннш керак. У  =  
=  а 2 — Sax +  \2х'1 досилани топамиз.  а 2 — 8д * -Н 12л2=С 
тенгламани ечиб, курсатилган интервалга тегишли бул­
ган х  =  а /6 критик нуктани топамиз*. х  =  а /6 нуктадг 
иккинчи хосила V" =  — &а+24х манфий булгани учуь 
[V"'(a/6) =  — 8а- |-24-а /6  =  — 4 д < 0 ] ,  к = д / 6  нуктада 
максимумга эришади:

V шах =  ( а — ~  ) ~  =  а3.
- ( • Л П -

157- раем.

зиш мумкин, 
топамиз:

ЛОВ  ва 

DCs

4-пунктдаги изодга к^ра бу максимум функциянинг 
энг катта киймати булади. Шундай килиб, киркилган 
квадрат томони д/6 га тенг булса, кутининг х;ажми 
энг катта булади.

2-мисол  Берилган тугри конусг.а ички чизйш 
мумкин булган зажми энг катта булган цилиндрнинг 
баландлигини топииг (157-расм).

Е ч и л и ш и .  Конуснинг баландлиги ОВ  — h, ко ­
нус асосининг радиуси О А =  R  булсин. Цилиндрнинг 
баландлиги ОС  ни у билан асос радиуси OF ни х  би­

лан белгилаймиз. Цилиндр цажми V — тс лг2у. Бу хол­
да V дажм иккита у'згарувчи < ва у  га боглик. Би­
рок бу узгарувчиларни боглайдиган тенгламани ту- 
DCB  учбурчакларнинг ^хшашлигидан куйидагиларни

R : h: СВ =  О А : ОВ  ёки х  : (/г—у)

Бундан х =  R(h  — у)//г, х  нинг бу ифодасини цилиндр хажмининг формуласига 
куйиб, куйидагини досил киламиз:

V

Равшанки, у узгарувчи О дан h гача булган кийматларни кабул килади.  Bj 
функциянинг |0, h[ интервачдаги энг катта кийматини топамиз.  V функциядан 
у узгарувчи буйича хосилани топамиз:

r.R* / \
" "й Г  г  ~  Шу +  З у [

Косилани нолга тенглаб, |0, h\ интервалдаги критик нуктани топамиз

h2 — 4fty +  Зу2 — 0; у, =  hfi.
{y-i — h нукта |0, h[ интервалга  тегишли эмас).

it R*
Иккинчи хосила V" =■------(—4/г+бу) нуктада манфий булгани учун у у=Л /3

/г2
нуктада V хажм максимумга эга. Бу максимал киймат энг катта киймат булади.

6 . Функция графигининг боти^лиги ва цаварицлиги. Буки- 
лиш нуцталари. Энди функция графигининг ботиклик ва кава- 
рицлиги билан боглик булган хоссаларини урганамиз

* Тенгламанинг иккинчи л =  а /2 илдизи |0. а/2) интервалга гегишли эмас.



158- раем.

Дифференциалланувчи у  — / ( х )  функциянинг графиги \а, Ь\ 
интервалда, агар у бу интервалда уз уринмасидан пастда жой- 
лашган булса, ц аварщ  дейилади (158-расм).

Агар функциянинг графиги унинг уринмасидан юкорида жой- 
лашган булса, дифференциалланувчи y = f ( x )  функциянинг гра­
фиги бу |а, b | интервалда бот щ  дейилади (158-расм).

Шунга ухшаш, масалан, y — V \  - х 2 ярим айлана ] — 1,1
интервалда каварик, у — х 2 парабола ] — оо, -j- оо [ интервалда* 
ботик.

Функциянинг графиги баъзи интервалларда каварик, баъзи 
интервалларда ботик булищи мумкин. Масалан, 0 дан 2тс гача 
булган интрпиалла каралаётган у =  sin х  функциянинг графиги 
] 0 , « [  интервалда каварик, ]тс,2 я [  интервалда ботик (126-расм- 
га каранг).

Функция графиги берилган интервалда каварик ёки ботик 
булишининг етарли шартини караймиз.

Теорема, у  — / ( х )  функция \ а , Ь {  интервалнинг барча нуц- 
тасида иккинчи цосила f" (х) га эга булсин. Агар бу интер­
валнинг барча нуцтасида f"(x)<iO булса, функция графиги  
бу интервалда цавариц, 
f  (х  i> 0  булса, бот щ  бу­
лади.

И с б о т и .  Аниклик учун 
/ " ( х ) < 0  булсин ва график- 
нинг кавариклигини исбог 
Киламиз. Функция графиги- 
да j а, Ь\ интервалга тегиш- 
ли х 0 абсциссага эга ихти­
ёрий А10 нуктани оламиз 
ва А/0 нукта оркали урин- 
ма утказамиз (159 - раем).
Теоремани исбот килиш
учун биз функциянинг гра- 159-раем.

У

к

>Y
Що)

с с,
в. J"а X 6 X



фиги уринмадан пастда жойлашганлигини курсатишимиз керак 
Бошкача айтганда, битта уша л  абсцисса учун эгри чизик орди 
натаси уринма ординатасидан кичик булиши керак. График тенг 
ламаси: у =  } ( х ) \  уринманинг М й нуктадаги тенгламаси куйи 
дагича:

У — / ( X q) = /'(Хо) (х  -Ко)'

Бу ерда х  абсциссага мос келадиган ордината Y билан белги- 
ланган.

График ва уринманинг битта уша л: абсциссадаги айирмаси 
куйидагига тенг:

У — У =  f i x )  -  [/(*„) +  f ' ( x 0) (х  -  * 0) |
ёки

У — У = '  /(-*) — t (xо) -  f ' {xо) (х -  х 0).
f ( x)  — f ( x 0) айирмани Лагранж формуласи (82) буйича алмаш- 

тирамиз,

f {x)  — f ( x 0) =  (X -  x 0) f  (с),

бу ерда с нукта х 0 ва х  орасида жойлашган.
У колда

у  -  Y =  f ( c )  {x — x 0) — f { x 0) ( x - x <)) = ( x - x ()) \ f ( c ) - f ' ( x a)}. (85)

f ( c )  — f ' (x0) айирмани уни f ' (x)  хосилага куйланиб, (82) форму­
ла буйича яна алмаштирамиз:

f { c )  -  t'(x. о) =  (с -  X (l) f ( C t ) ,

бу  ерда сх катгалик х 0 ва с орасида, демак, х 0 ва х  орасида 
жойлашган. Айирма ифодасини (85) тенгликка куйиб, у — К =
— ( х — х 0) (с — х 0) f'(Ci)  ни ^осил киламиз х  — х 0 ва с — х 0 
айирмалар бир хил ишорага эга, чунки х 0 ва х  орасида жойлаш­
ган, демак, уларнинг купайтмаси [х  -  х 0) (с — х 0) > 0 . Шартга 
кура \а, Ь\ интервалда /" (х ) < 0  булгани учун, хусусан, / " (C i )< 0 . 
Шунинг учун у — Y =  (Х—Хь) (с — x )Q f ( c ) < 0 .  Шундай килиб. 
j а, Ь{ интервалдаги барча нукталар учун уринманинг ординатаси 
график ординатасидан катта, яъни график каварик.

Худди шунга ухшаш f ' ( x ) > 0  да график ботик булиши исбот- 
ланади. Узлуксиз функция графигининг кавариклик кисмидан 
ботиклик кисмини ажратадиган нуктаси букилиш нуцтаси дейи­
лади. Функция графигининг букилиш нуктасини топиш куйидаги 
георемаларга асосланган.

Теорема ( б у к и л и ш  н у к т а с и  м а в ж у д л иг  и н и нг  з а -  
• р у р и й  ш а р т и ) .  y = f ( x )  функция }а, Ь[ интервалда узлуксиз  
иккинчи f"(x) х;осилага эга булсин. У %олда, агар абсциссаси 
х-о 6  \а > ь \ б у л га н ' нуцта берилган функциянинг графигининг 
букилиш нуцтаси булса, f  (x0) =  0  булади.



И с б о т и .  'Гескарисини фараз 
;иламиз, яъни / "  (х0) Ф 0  булсин. 
шицлик учун t"{x0) >  0 булсин. У 
олда иккинчи з^осиланинг узлук- 
излиги ^акидаги фаразга кура у 
:0 нуктанинг бирор атрофида мус- 
>ат булади (V боб, 2- §, 1-пунктга 
;аранг) ва демак, функция графиги 
>у агрофда ботик (281-бетдаги тео- 
1емага каранг). Лекин бу лг0нукта 
>укилиш нуктасининг абсииссаси 
.ейилишига карама-каршидир. Бу 
;арама-каршилик / " ( х 0) =  0  т^гри- 
[игини курсатади.

у  =  }(х)  функция графиги абс- 
шссаси х  =  х 0 булган букилиш нуктасига эга булсин. Агар 
с =  х 0 да иккинчи ^осила узлуксиз булса,. /"(х0) =  0 булади. 
Зирок бошка доллар, яъни узлуксиз функциянинг иккинчи ^о- 
:иласи узилишга эга булган ^ол ^ам булиши мумкин.

Масалан, у  =  у' х а функциянинг иккинчи ^осиласи у"—1 0 /(9 ^ х)  
^авшанки, — о о < х , < 0  да у" < 0  ва 0 < д : <  +  оо да у> 0  була- 
1И. Демак, берилган функциянинг графиги х  =  0 да букилиш 
1уктасига эга. Бирок бу нуктада функциянинг иккинчи ^осила- 
:и мавжуд эмас.

Шундай килиб, узл укси з  функция графигининг букилиш  
ьуцталари абсциссаларини иккинчи косила нолга тенг ёки  
)зилишга эга булган  (хусусан , мавжуд булмаган) нуцт алар• 
)ан излаш керак экан.
Теорема ( б у к и л и ш  н у к т а с и  м а в ж у д л и г и н и н г  е т а р л и  

ш а р г и ) .  А гар  узлуксиз функциянинг иккинчи t"(x) ^осиласи  
с0 нуцтадан утаётганда уз  ишорасини узгартирса, у  х,олОа 
с = х 0 абсциссали с нуцта функция графигининг букилиш нуц- 
паси дейилади.

И с б о т и .  Масалан, х < х 0 да / " ( * ) < 0  ва х > л :0 да f ( x ) > 0  
>улсин., Бу ^олда х 0 дан чапда функция графиги каварик, Унг‘
i,a ботик. Демак, х й нукта кавариклик интервалини ботиклик 
штервалидац ажратади, яъни функция графигининг (х0\) / ( х 0) 
1уктаси букилиш нуктаси булади (160-расм).

М и со л .  Д х )  — х 3 — 2>х .функциянинг каварик ва ботиклигини текширинг.
Е ч и л и ш и .  Иккинчи ^осилани топамиз: f ' (x )  =  i x % — 3, f ' ( x )  =  Ьх.
/ " ( х)  ни нолга тенглаймиз: 6х =  0, бундан х =  0. Агар х < 0  да /"(.*)=» 

=6х <  0 ва  агар ж > 0  да  / " ( л ) - = 6 * > 0  ни эътборга олсак, ] — оо,0 [ интервал- 
ia график, каварик, ] 0 ,+  оо ( интервалда ботик булишини хулоса киламиз: 
с =  0 нуктада функция графиги х  =  0 букилиш нуктасига эга (151-расмга 
;аранг).

7. Функция графигининг асимптоталари. Функцияни текшира- 
*тганда функция графигининг нуктаси координаталар бошидан 
1ексиз узоклашганда ёки бошкача айтганда >нинг узгарувчи



нуктаси чексизликка интилганда 
график формасини билиб олиш 
му^и м.

Узгарувчиси чексизликка ин­
тилганда функция графиги бирор 
тугри чизикка чексиз якинлашиб 
борадиган хол алохида кизикиш 
турдиради.

Узгарувчи нукта график бу- 
йича координаталар бошидан* 
чексиз узоклашганда функция 
графигидаги узгарувчи нуктадан 
тугри чизиккача булган масофа 
нолга ингилса, буидай хоссага 

эга булган тугри чизик у  — / ( х )  функция графигининг асимпто­
тами дейилади. Оу  укка параллел ва Оу  укка параллел булма- 
ган асимптоталарни айрим-айрим ^о л д а  карайлик

О у  у к к а  п а р а л л е л  б у л г а н  а с и м п т о т а л а р .  х 0->0 да 
у  =  / (х)  функция абсолют киймат буйича чексиз уссин, яъни 

lim f{x)  =  0 0 . У холда гаърифга кура х  -  х 0 тугри чизик асимп-
х-*х0—0
тотадир (161-раем).

Шунга ухшаш, агар lim f (x)  =  oо булса х а м л ; = х 0 тугри
jr-»jf+0

чизик асимптота булади. Тескариси хам уз-узидан равшан, яъни 
х  =  х 0 асимптота булса, lim /(х )  ёки lim f {x)  лимитлардан

г-»лг0—0 *-»дг()+0
камида биттаси чексиздир.

Шундай килиб, у =  f(x)  функция графигининг Оу  укка па­
раллел булган асимпготаларини излаш учун функция чексизлик­
ка айланадиган (чексиз узилишга эга булган) х  =  х 0 нинг киймат- 
ларини топиш керак экан. У холда Оу  укка параллел булган 
асимптота х  — х 0 тенгламага эга булади.

1-мисол. }(х)  =  х  +  ~~ ■■ функция графигининг О у  }вда  параллел булган

асимптотасини топинг.

Е ч и л и ш и .  lim / ( - t )  — l im  [ х + ------— = о о  булгани учун х = 2  асимптота-
.г- 2  дг- 2  \ х —2 J

дир.
2-мисол. /(лг)= tg jc  функция графигининг Оу ^кца параллел асимптотасини

Г011 ИНГ.
Е ч и л и ш и  lim tg  * = 0 0  булгани учун /  (х ) =  t g  х  функция графиги 

<-ч(2п+1)/2
чексиз к^п асимптоталарга эга: х  =  п/2, х — Зл/2, *=5тс/2, . . . ,  *  =  — я/2, * =  
=  — Зя/2, х  =  — 5 я /2 , . .  (27-расмга каранг).

О у  у к к а  п а . р а л л е л  б у л  м а г а н  а с и м п т о т а л а р  y = f ( x )  
функциянинг графиги Оу  укка параллел булмаган асимптотага

* Асимптота тушунчаси билан биз гипербола мисолини кураётганда таниш- 
ган эдик (III боб, 2-§, 4-пунктга царанг).

161- раем.



эга булсин. У золда бундай 
асимптота тенгламаси у  — kx  +  Ь 
куринишда булади. k m  b ни то- 
пиш учун куйидаги ишни кила­
миз. Функция графигининг М 
нуктасидан асимпготага M N  пер­
пендикуляр туширамиз (162- 
расм).

Асимптотанинг таърифига ку­
ра оо даМЛ/->0. \ m M N = Q .

JT —►-j-oo
M {M N  учбурчакдан куйиаагига 
эгамиз: /И,Ж =  AhA^/cosa бунда 
а —асимптотанинг Ох  укка ofhui 
бурчаги. а узгармас булгани
учун катталик M N  билан бир вактда нолга интилади, яъни

М ХМ  =  Р М Х - Р М  =  уасим - у график =  (kx  +  b) - / ( * >  
булгани учун

lim [{kx +  b)— /(л:)]== 0 . (86 )
л:_*4-оо

(8 6 ) дан квадрат кавс ичидаги айирма х-+-\-оо да чексиз кичик 
функция: / ( л ) —(kx-{-b) =  р(л) экани келиб чикади Охирги тенг- 
ликни ^адма-^ад х  га булиб, лимитга утамиз:

Иш Ш  - k -  L  =  lim

162- раем.

lim — =  0  ва lim булгани учун lim k
Х-+ + 00 X Х-+ + 00 X 00 [ **
эгамиз.
Бундан асимптотанинг бурчак коэффициента

№
X .

=  0  га

(87)k =  lim

Энди b ни аниклаймиз. f(x) — kx  — b =  Р(х) булгани учун b = f ( x ) — 
—k x ~$ ( x ) .  jp-^-f-oo да лимитга утиб, куйидагини >^осил киламиз:

b =  lim [ f ( x ) —kx\ .  (6 8 )
Х-»+со

Бундаги k  (87) формула буйича топилади
Шундай килиб, Оу  увда параллел булмаган асимптотани то- 

пиш учун (87) ва (8 8 ) лимитларни топиш керак экан. Тескариси- 
ни, яъни (87) ва (8 8 ) лимитлар мавжуд булса, y  =  k x + b  турри 
чизик асимптота эканлигини курсатиш мумкин.

Агар бу лимитлардан ^еч булмаганда биттаси мавжуд булма- 
са, у  =  /  (х) функциянинг графиги х - » - | - о о  да асимптотага эга 
булмайди.

Хусусий ^олда асимптота тенгламасидаги к коэффициент нолга 
тенг булиши мумкин. Бу ^олда асимптота О х  укка параллел бу* 
лади ва горизонтал асимптота дейилади

х  -> — оо да асимптоталар шунга ухшаш топилади. Айтиб ута- 
мизки, (87) ва (8 8 ) формулалар л; +  оо ва х - »  — ос да ^ар хил



булиши мумкин, яъни функция графиги Оу  укка параллел бул- 
маган иккита )^ар хил асимптотага эга булиши мумкин.

3- мисол .  у ■= х  — 2 a rc tg  х  функциянинг асимптоталарини топинг.
Е ч и л и ш и. Берилган. функция барча сон Укида аникланган ва узлуксиз.  

Дем ак ,  график Оу укка параллел булган асимптоталарга эга эмас. Оу  укка па- 
раллел булмаган асимптоталарни топамиз.

1) х  -*■ +  оо ; k ■ НшX-.+ 00
х  — 2 a rc tg  х

=  lim
лг->+®

arctg.*'
=  1 - 2  lim ----- —  =  1.

X  —► "j-  со X

Ь — Нш (х  — 2 a rc tg  х  — х)  =  — 2 lim a r c tg *  ■
*-.+ » JT-*+co

^  __ 2 a rc tg  jfj

Ш ундай килиб, х  

2) х  — оо; k 

Ь =  l im  (х

+  оо да асимптота тенгламаси у  «= х  — я. 

jc — S a r c tg .*  / 2 a rc tg  лг N
■ lim

X - r —  СО

1Im Л З а г с а х  
V X IX У, X

2a rc tg jr  — х)  =  — 2 lim (arctg.*) =  — 2( — я/2)
•V-*— со

-*• — оо да асимптота тенгламаси у =  jr +  я.
Ш ундай килиб, y =  jc — v a rc ig x  функциянинг графиги Оу укка параллел 

булмаган иккита *ар хил асимптотага эга экан: 
j e - * - f o o  да у =  х  — я  ва л: — оо да у — х  +  п, 
у «= Л '— 2 a rc tg  л: функциянинг графиги 163-расмда тасвирланган.

8 . Функцияни текширишнинг умумий схемаси ва унинг гра- 
ф игини  ясаш . Юкорида баён килинганларга асосланиб, функция­
ни текширишнинг куйидаги планини тавсия цилиш мумкин.

1. Функциянинг аникланиш со^асини, узлуксизлик интервал- 
ларини, узилиш нукталарини топиш.

2. Функция графигининг асимптоталарини топиш.
3. Функциянинг монотонлик интервалларини ва унинг экстре-

мумларини(максимум ва 
минимумини) топиш.

4. Функциянинг кава­
риклик ва ботиклик ин­
тервалларини дамда функ­
ция графигининг буки­
лиш нукталарини топиш.

Функция графигини 
ясаш.

1 - и з о * .  Функция 
графигини ясашда гра- 
фикнинг координаталар 
уки билан кесишиш нук­
таларини билиш фойдали.

2 - и з о  я. Функция 
графигини ясашдан аввал 
уни то ц ёки  жуфтлигини163- раем.



<5илиш х,ам фойдали. Ж уфт ёки ток функциянинг графигини яса- 
ётганда графикни ордината укига ёки координаталар бошига нис- 
батан симметриклигидан фойдаланиш тавсия килинади.

3 —
1 - м и сол  Д х )  =  2х  — 3)Ах 2 функцияни текширинг ва графигини ясанг. 
Е ч и л и ш и .  1. Функция х  нинг барча кийматларида аникланган ва у зл у к ­

сиз.
2. Функция графигининг Оу Укка параллел булмаган асимптоталарини топа ­

миз:

Иш =  lim 2 £ - - 3 / Р =  ]Im / 2  —  3 l / ~  J - ]  =  2,
X  X-* +Ю -*■ 00 \  I X }

b =  lim \f(x) — kx\-=* lim [2x — з У  x 2 -  2x]  =  Hm (— 3 ^ 3 3 )  =  — 0 0 .
3r-*+QO

b учун чекли лимит мавжуд булмагани учун х  +  оо да функция граф и­
гининг Оу  укка параллел булмаган асимптоталари й у к . х  — оо да  дам функ­
ция графиги О у Укка параллел булмаган асимптоталари йуклигини осон тек- 
шириш мумкин Оу Укка параллел булган асимптоталар дам йУк, чунки 2х —
— 3 У~х2 функция х  нинг барча кийматларида узлуксиз .

3. Функциянинг монотонлик интервалларини, максимум ва минимумини аник-
2

лаймиз. /'(•*■) =  2 — §—  досилани топамиз. Аргументнинг критик кийматларини ’
■JH

топамиз:

2 -  Д г  =  0 ёки 2 ^ 3 X ~ l l  _  0> =  х = 1 .
у х  / ~ Х

Бунлан ташкари х  — 0 да косила чексиз узилишга эга бУлгани учун х  =  0 кий­
мат з^ам критик дисобланади.

] — оо , 0 [ , ] 0 ,  1[ интервалларнинг дар бирида доеиланинг ишорасини аник- 
лаймиз, бунда 0 ва 1 нукталар берилган функциянинг аникланиш содасини аж- 
ратади. Куйидагига эгамиз:

] —  оо, 0  [ ; / ' (  — 1) >  0; ]0, 1[| / ' ( 1 / 8 )  <  0 ; ]1 , +  оо[| / ' ( 8 )  >  0.

Куйидаги жадвални тузамиз:

X ~ о о < х < 0 0 0 <  jc <  1 1 1 <  X <  +  00

У' + мавж уд эмас — 0 +

У Усади максимум 
Утах =  0

камаяди минимум 
ymln =  — 1

Усади

Ш ундай килиб, ушах = / ( 0 )  =  0, ymin = / ( 1 )  — — 1.
4. Графикнинг кавариклик ва ботиклик интервалларини аниклаймиз. Иккин- 

чи досилани топамиз:

t"(x)  досила х  нинг деч кандай кийматида нолга айланмайди, лекин х  — 0 да 
м авж уд эмас (чексйз уаилиш га эга).



Иккинчи ^осиланинг ] — оо, 0 [  ва ] 0, +  оо[ интервалларнннг j^ap биридап 
иш орасш ш  аниклаймиз ва ж адвал  тузамиз:

X —оо<дг<0 0 0 <  х  <  4- оо

У" + мавжуд эмас +

графиги ботик букилишга эга ботик

Графикпииг координаталар ^ки  билан кесишиш нукталарини топамиз:
f (x)  =--■ 0, 2х -  3 ' ^  х* =  0, 8лтз - 27х* =  0, х ,  =  х % — 0, х ;, =  27/8.

Графикни ясаётганда х  -* 0 да f'(x)  ->• оо ни к^зда тутиш к е р а к : яъни коор­
динаталар. бошида график вертикал уринмага эга (164-расм’).

1,1 * ,2 - м и с о л . -------  функцияни текширинг ва графигини ясанг.X
Е ч и л и ш и. Функция 0 <  х  <  +  оо интервалда аникланган ва узлуксиз.  

Аникланиш « д а с и н и н г  х  =  0 чегаравий нуктасида функция чексиз узилишга 
1пх

эга, чунки Нш — «=» — оо.
х -* о + о  х

2. х  — 0 нуктада функция чексиз узилишга эга булгани учун х  =  0 ( ' лу ук) 
тугри чизик асимптотадир. Оу  укка параллел бутшаган асимптотани топамиз

\пх \/х
k =  l im  —  =  lim

jr-̂ +oo x -г4+оо
lim

ДГ-̂ -f-sO

Ппх \  ' \nx 
I —  — 0 . j r l =  l im — =  l imb =  l i m I —  — 0 • x

X -+ -\-o o  \  X  J

' 2хг ~  ° ’

1 l-x

(лимитларни топишда биз Лопиталь коидасидан фойдаландик).
Ш ундай килиб, k =  6 =  0 ва у = 0  асимптота тенгламаси, яъни Ох  ук асимп­

то та  тенгламаси экан. График асимптоталари О х  ва Оу  уклар экан.
1 — 1пдг

3. f  (х) = ------ -—  ^осилани ва критик нукталарни топамиз:

1 — In JC
О, 1 — In* =  0, ]пх =  I, x  =  e.

x  «= e нукта аникланиш сох;асидан ажратадиган ] 0, е [, }е, оо[ интервалларда 
коси ла  ишорасини текширамиз:

]0, е[; / ' ( ! )  =
1 — In 1

1
■ =  1 >  0;

]е, +  оо[; f ( e s) 

Ж адв ал  тузамиз:

1 -  1пйг _  1 — 21пе _  1 — 2 _  J_ 0 

е4 е* е4 ei

X 0 <  х  <  е е е <  х  <  +  оо

У' 0 _
У Усади максимум камаяди

ушах *  1 /е »  0,37



164- раем. 165- раем.

4. f (x)  функциянинг иккинчи зосиласини топамиз: f"(x)  =
21пх  — 3

X*
f* (x)  ни нолга тенглаб, график букилиш нукталарига эга буладиган аргумент- 
нинг кийматларини топамиз:

21пх— 3 3
f ' ( x )  =  0 , ------ -—  =  0, 21плг — 3 =  0, \пх — х  =  е •

Иккинчи х;осиланинг ]0, е3/2\ ва \е312, 4- °о( интервалларнинг *ар биридаги
ишорасини аниклаймиз:

1/, ч/2г ч 21пе — 3 2 — 3 1 
]0, е [: f " ( e ) -----------—  -  — ---------- ---- <  0;

еъ е* е3
, 0, 2 *• 21пе2 — 3 4 —  3 1
1*3/2, 4- оо[: / * « » )  =  -  —  -  "  >  0.

Ж адвал тузамиз:

X 0 <  х  <  е312 е3>2 » 4,48 е 3/2< л :< 4 -о о

у" — 0 4-

графиги каварик
букилиш нуктаси

у =  —  «  0,33
у 2eiU

ботик

Координаталар Уки билан кесишиш нукталарини топамиз.  Г раф и к  Оу fK 
билан кесишиш нуктасига эга эмас, чунки функция 0 <  х  <  4- °° ораликда 
аникланган. Ох  ук билан кесишиш нуктаси у ~  0 тенгламадан топилади, бунда 
In х

—  =  0, )п х  =  0, х ~  1.X2
х

д о с и л  килинган натижаларга  асосланиб, у = ------  функциянинг 1о5- расм-

да тасвирланган графигини з^осил киламиз.

8- §. Т Е Н ГЛ А М А Л А РН И  Т А К Р И Б И И  Е Ч И Ш

Ушбу
/ ( * )  =  0 (89)

тенгламанинг ^акщ и й  илдизларини топиш талаб цилинсин, яъни 
х  нинг шундай ^ацикий кийматларини топиш керакки, бунда f ( x )  

1 9 - 5 8 5  289



функция нолга айлансин. Бунда f ( x )  функция узлуксиз ^амда 
биринчи ва иккинчи з{осилага эга деб х;исоблаймиз. Тенгламанинг 
илдизларини топиш икки этапдан иборат: 1) илдизларнинг купол 
такрибий кийматларини топиш; 2 ) илдизларнинг топилган киймат­
ларини аниклаштириш.

1. Илдизларнинг ц^пол тацрибий цийматларини график усул 
билан топиш. Илдизларнинг купол такрибий кийматларини топиш 
учун y  =  f {x)  функциянинг графиги чизилади. Графикнинг Ох  ук 
билан кесишган нукталарининг абсциссалари t (x )  =  0  тен'глама- 
нинг илдизлари булади (166-раем). Купинча куйидаги усул кул- 
ланилади: / (х)  =  О тенгламани / i ( x )  =  / 2(x) куринишга алмаш- 
тирилади, бунда у =  / , ( л )  ва у =  / 2(х)  функцияларнинг график- 
ларининг абсциссалари берилган тенгламанинг илдизлари булади 
(167-раем).

2. Топилган цийматларни ватарлар ва уринмалар методи 
ёрд ам ид а  аницлаштириш. График метод билан (89) тенглама­
нинг илдизи [а, Ь\ сегмент ичида .ётиши топилган булсин. Бу 
сегмент шундай кичик килиб танланадики, куйидаги учта шарт 
бажарилсин:

а) \а, Ь\ сегментнинг чегараларида / ( я )  функция турли ишора- 
ли кийматларни кабул килсин;

б) \а, b ] сегментда f ' ( x ) косила узгармас ишорани сакласип;
в) \а,  Ь\ сегментда иккинчи ^осила f"(x)  узгармас ишорани 

сакласин*.
Агар [а, Ь\ сегментда бу учта шарт бажарилса, f (x)  функция 

168- раемда тасвирланган графиклардан бирига эга булади. Ватар­
лар ва уринмалар методи куйидагидан иборат: дастлаб АВ  ватар- 
ни утказамиз (169- раем) ва ватарнинг Ох  ук билан кесишиш 
нуктасининг абсциссасини топамиз.

* (а) ва  (б) ш артлар [а , 6] сегментда тенгламанинг битта илдизига эга 
булгани учун белгиланади. (в) ш арт айтиб утилган методни кУлланиш учун 
му^имдир ва у  функция графиги [at Ь\ сегментда каварик ва  ботиклигини бил- 
диради.



Бунинг учун А  [а; / ( а ) ]  ва В [b> J(b)] нукталардан ^тадиган 
тугри чизик тенгламасини топамиз:

х  — b у —f(b)  
a — b f ( a ) —f (b)  *

Ватарнинг Ох уц билан кесишиш нуктаси х  — bt ва у «= О коор- 
динаталарга эга. Бу кийматларни ватарнинг тенгламасига куйиб 
куйидагини топамиз:

< 9 0 >

bi сон илдизнинг такрибий цийматини беради.



Энди АВ  ёйнинг охирларидан биридан унга уринма утказа- 
мнз ва бу уринманинг Ох ук билан кесишиш нуктасининг а 
абсциссасини топамиз. 168-расмдан куриниб турибдики, уринма- 
ни АВ ёйининг f(x)  функция ишораси иккинчи *осиласи f"(x) 
нинг ишораси билан бир хил буладиган .учидан утказиш керак. 
Бу .^олда а, абсцисса [а, Ь\ сегментнинг ичида ётади ва тенгла- 
манинг илдизи а, ва Ь, орасида ётади. Агар уринмани ёйнинг ик­
кинчи косила ва функциянинг ишораси карама- карши буладиган 
бошка учидан утказилса, уринманинг Ох ук билан кесишадиган 
нуктаси | а, Ь\ сегментнинг ичйда ётиши мумкин (168-раемга ка­
ранг). Бундан буён уринма утказиладиган ёй учининг абсцисса­
сини а з^а'рфи билан, иккинчи учининг абсциссасини эса b з^арфи 
билан белгилаймиз.

Абсциссаси а булган нуктадан утказилган уринманинг тецг- 
ламаси (169-расмга каранг) куйидаги куринишда булади: у —
— /  (a) — f  (а) (х  — а). Уринманинг Ох ук билан кесишиш нук­
таси х  =  ах ва у =  0 координаталарга эга. Бу координаталарни 
уринма тенгламасига куйиб, куйидагини топамиз:

f (а) .
а ' = а - 7 ^ у  <91>

а,сон  ил гари з^осил килинган Ьх сон каби илдизнинг такрибий 
кийматини беради. Янги [аь bt] сегментга яна (90) ва (91) фор- 
мулаларни цулланамиз- Бунда уринмани абсциссаси о булган нук­
тадан утказишга тугри келади, чунйи бу нуктада f  (х) ва t{x) 
лар бир хил ишорага эга. У з^олда куйидагини з^осил киламиз:

&2 =  &i — f{b,)  7- 7 —~ г ,  (92)/(«,) — /(*!) f'(at) v >
Бу е р д а  аг ва Ь2 а\ ва /Ь, г а  Караганда и л д и зга  якин б у л г а н  ян- 
ги к и й м а т л а р и д и р .

Шундай давом этиб, анча аник булган янги такрибий (я3, Ь3), 
(а4, Ь±) , , (ап, Ьп)  кийматларни топамиз:

bn =  bn 1 - К Ьп ,) , а = а  _  (93)» * - i  n-l> /(*„_,)-/(*„_,) » Г(а»->)

шу билан бирга ихтиёрий п да f ( x ) — 0 тенгламанинг илдизи а„ 
ва Ьп орасида жойлашад^и. Агар л:0 — илдизнинг аник киймати 
булса, якинлашиш хатолиги \хй — ап\ ёки \х0 — Ьп\ \ап — Ьп\ дан 
ортмайди:

К  — 0я| <  I ап — Ь„\
\х0 Ьп\ <с \лп bnj.

х 0 илдизни ^исоблашда мумкин булган хатолик е булиши мум­
кин (яъни х 0 дан г га фарк киладиган соини изланади). Шундай 
Килиб, такрибий якинлаштириш з^осил килиш процессида курса- 
тиб утилган ватарлар аа уринмалар методини \ап — Ьп\ айирма 
кичик булиши билан тухтатиш керак. Барча з^исоблашларни бит-



та ёки иккита кушимча киймат билан утка- 
зиш керак, бунда ^исоблаш процессида ха- 
толик яхлитлашда мумкин булган хато- 
ликдан ортиб кетиши керак эмас.

М и с о л . 2к  +  1 —  sin  х  =  0  тен глам ан и н г илди- 
зини 0 ,0 0 1  ан и к л и к д а  топинг.

■Е ч и л и  ш и .  1. И л д и зн и н г кУпол т а к р и б и й  
к и й м ати н и  то п ам и з. Б у н и н г у ч у н  2х  +  1 — sin  
тен гл ам ан и  2х  +  1 =  s in  х  к у р и н и ш д а  ёзи б  олам и з, 
у  =  2 * +  1 ва у  =  s in  л  ф у н к ц и я л ар н и н г  гр а ф и к - 
ларн н и  ясай м и з (1 7 0 - р а е м )  Р асм д ан  тенглам а 
[ — 1,. 0 ; — 0 ,S ] сегм ен т д а  ёта д и га н  яго н а  и л д и зга  
эгалиги н и  то п ам и з. хв=* -  1 , 0  ва  х  =  — 0 ,8  и л д и з­
нинг купол тац ри би й  ки й м атл ар и д и р .

2. Т опилган  к у п о л  так р и б и й  ки й м атларн и  аник- 
лаш ти рам и з. Б изнинг ^олд а / ( х )  =  2х  +  1 — sin  к. 
с е гм ен т д а :

/ '  (х)  =  2  —  cos х  >  0  в а  / "  (х)  =  s in  х  <  0 , 

f (  _  0,8) =  2  • ( -  0,8) +  1 -  s in ( -  0 ,8) «  -  1,6 +  1 +  0,7174 «  0,1174;

/ ( _  I) =  2 .  ( — 1) +  1 — s in (  — 1) «  -  2 +  1 + 0 , 8 4 1 5 »  - 0 , 1 6 8 5

б улган и  учун  b  =  — 0 ,8  ва а  =  — 1 ни к аб у л  ки л ам и з ( а  =  — 1 д а  ф у н к ц и я  
и ш о р аси  унинг и кк и н чи  доси л аси н и н г и ш о р аси  билан  б и р  хил булади )

(90) — (93) ф о р м у л ал ар н и  к етм а- к е т  куллан и б , аь  Ьи а2. Ьг в а  j;, к . я к и н -  
лаш и ш ларни  топ ам и з*  К у й и д аги л ар н и  з^исоблаймиз:

f ' (a )  =  2 — c o s  а =  2 — co s(  —  1) =  2 — 0,5403  =  1,4597.

Р а в ш а н к и , | — 1,0; — 0,8]

Куйидагиларни топамиз:

/(я) ;
« - ‘ - г й - 1-

~  — 0,8 — 0,1174

— 0,1585 а — Ь 
------ - --------- — 0,8914: Ь, =  b ~ f ( b ) --------------------1,4597 ’ 1 т - т

( - 1  +  0,8)
•0,1174

=  -0 ,8 8 5 0 .
-  0,1585 •

f (a t), т  в а 'f ' ( ax) ларни дисобдаймиз:

/(л ,) =  2а1 +  1 -  Sinai =  2 (-0 ,8 9 1 4 )  +  1 +  sin 0,8914 =
=  -1 ,7 8 2 8  +  1 +  0,7779 к  -0 ,0 0 4 9 ;

/ ( * i ) =  2 * ,+  1 —sin*! =  2 ( -0 ,8 8 5 0 )  +  1 +  slnO,8850 = - 1 , 7 7 0 0  + 1 + 0 ,7 7 3 9 «  0,0039j 

f ' (a t) =  2 -  cosa, =  2 -  cos ( -0 ,8 9 1 4 )  =  2 -  0,6282 =  1,3718,

(92) формулага кура куйидаги якинлашишларни топамиз!

flat)  „ , , -0 ,0 0 4 9

=  bi —f (bx) =  -0 ,8 8 5 0  -  0,0039

=  -0 ,8 8 7 8 ;  
1,3718

-0 ,8 9 1 4  +  0,8850 

-0 ,0 0 4 9  -  0,0039
-0 ,8 8 8 1 .

| а 2 — *г | = 0 ,0 0 3  айирма мумкин булган хатолик 0,001 дан кичик булгани 
учун кейинги ^исоблашларни тухтатиб ва х й и  —0,888 ни олиш мумкин.

* Барча х,исоблашларни битта кушимча лона билан оламиз.



9-§ .  ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАР. СОНЛИ ДИ Ф Ф ЕРЕН ЦИ АЛ ЛА Ш

1. Умумий изо^лар. у =  /(л )  функциянинг л;0, х и . . .  , х п 
нукталарда кабул киладиган у0, у, . . .  , у кийматлари бизга маъ-
лум булсин: уг =  / ( х г) ( i = 0 ,  1, 2 , . . .  ,«). Кийматлари х 0, x t-----
. . . , х „  нукталарда у =  / ( х )  функция билан мос тушадиган л-да- 
ражали

Рп(х ) =  а0х " +  ахх п~1 +  а2х п~2 +  . . .  +  ап_гх  +  ап

куп^адни, яъни P„(xt) =  /(xi)  =» yt (1=0,1, 2 , . . . ,  ti) ни топиш та- 
лаб килинсин. Бундай куйилган масалани интерполяциялаш ма- 
саласи, Р„(х) к^п^адни эса интерполяцион куп^ад  дейилади. 
Рп(х) интерполяцион кущадни у =  t (x )  функциянинг якинлаш- 
тирилган аналитик киймати деб кабул килиб, яъни / ( х )  яа Рп(х) 
деб, биз масалан, Д х )  функциянинг л’о, х и . х а лар орасида 
ётган х  нуктадаги такрибий кийматини топишимиз мумкин. Эн­
ди интерполяцион масала ягона ечимга эга эканини курсатамиз. 
Соддалик учун иккинчи даражали интерполяцион к^п^ад билан 
чегараланамиз:

Р2( х ) а 0х* +  atx а2, (94)

у  х 0) Xt, х 2 (интерполяция тугунларида) нукталарда мос у0, у„  
у 2 кнйматларни кабул кнлади:

P2(x,) =  yl (i«= 0, 1, 2).

Бу шартларда а0, аи а2 коэффициентлар бир хил аникланишини 
курсатамиз. Хакикатан, х * = х0, x  = x 1t х  =  х 2 ларни (94) тенгла- 
мага к^йиб, а0, аи а2 коэффициентларни топиш учун биринчи 
даражали учта номаълумли куйидаги системани ^осил киламиз:

&ох о “Ь aiXo 4- а2 =  у0, 
а0х!  +  ахх х +  а2 — уи 
а0х 22 - f  ахх  а +  а2 =  у2.

х 0, х г ва х 2 сонлар турлича булгани учун бу системанинг 
детерминанта куйидагича булади:

D =
■*о

А
Л

х 0 1

Xi 1

х 2 1

(XI — х 0) (х2 — Х.0) (Xi — х 2) ф  0.

Демак, у ягона ечимга эга экан. Бу геометрик жи^атдан берил­
ган функциянинг графигининг учта М 0(х0\ у0), М i (x , ;  yi) ва 
■М2(х2; Уз) нуктасидан у =  а0х 2 +  а,х +  а2 тенглама билан аник- 
ланадиган ягона чизик утишини билдиради. а0=£О да у симмет­
рия уки Оу укига параллел булган парабола, а 0 =  0 да эса у=» 
=  a ix-j-a2 тугри чизик.



2. Л агрзнж нинг интерполяцион ф ормуласи. Умумий *олда 
га-даражали куп^ад учун а 0, аи . . . ,  а„ номаълумлари булган 
ft — 1 та номаълумли системани з^осил киламиз. Бундай система- 
ни ечиш купол х;исоблашларга олиб келади. Шунинг учун Р„(х) 
интерполяцион куп^адни номаълум коэффициентни енгилрок (сод- 
дарок) топиш имконини берадиган формада излаймиз:

Рп(х) =  а0(х — Xi) (х — х 2) , . . ( x  — x„) -hai(x — x0)(x — x 2) . . ,  
. . .  (х — хп) +  а2(х — х0) (х — x t) ( х — xs) . . .  ( л — х„) +  . . .

. . .  +  а„{х — х 0) (х — Xi) (х — х 2) . . .  (х  — - (95)
п ~  2 %ол учун интерполяцион куп^ад куйидаги куринишда

булади:
Р2(х) = а 0(х — х 0  (х  — х 2) +  а\(х  — л:0) (х  — х 2) +

+  а2(х —’х 0) (х  — xi). (96)
Унинг а0, а,\ ва а2 коэффициентлари кандай топилишини курса- 
тамиз. Шартга кура

Р2(х0) — у0, P2(Xi) =  Уг, Р2(х2) =  Уг
булгани учун (96) тенгликка л:0, х „ х г ларни кетма-кет куйиб, 
Куйидагини х;осил киламиз:

Р*{хо) =  Уо =  а0(ха — Xi) (х0 — х 2),
P2(Xi) =  У1 — M * t — х о) (*i — х,),
Р-АХг) =  Уг =  аг(*г ~  -*о) (-*2 ~  •*J)•

Бундан

а0 = ---------- —----------- , а, = -----------—----------- ,(Х0 — Х,)(Х0 — Х2) (X, — Х0) (Xi — х2)
Уз0̂2 =

( Х 2 -  Х 0)  (хг —  х г)

а0, а\ ва а2 нинг топилган кийматларини (96) тенгликка куйиб, 
функциянинг такрибий аналитик киймати учун кабул килинадиган 
изланаётган интерполяцион куп^адни з^осил киламиз:

р  (д Л  _  V (-У -  х \) (х -  хг) . (X -  Х у )  ( х  -  хг)
(ло  —  -*l) ( * 0  — xi) ( Х 1 —  х0) (х  ̂ — лг2)

+ у ( ' - у - * . )  (
(Ч — Х0) (хг — х,)

Шунга ухшаш учинчи даражали интерполяцион к^п^адни 
>^осил киламиз:

р  1Х \ _  V (х  х , > ( • * - * » )  ( * - * » )  I у  (X — хо) (* -  *2> (х -  * з ) , 
° ( х -  х0)( * ~ х 3) (х0 -  хъ) 1 (х, -  * о ) (* 1  -  х2) ( x t -  х3)

■ у  ( *  —  *о) (х Jfj) (х д>д) | у  (х х0) (х —  r t ) (х  дс2) (98) 
( * i  —  х0) (х2 —  Xi) (Жа —  х%) (хъ — Хо) ( * 3 —  <i) (х3 — х.2)

(97) ва (98) формулалар л  = 2 ва л  =  3 ^ол учун Лагранж- 
нинг интерполяцион формуласи дейилади.



М и со л . К у й и д аги  ж а д в а л д а  х нинг б а ъ з н  к и й м а тл ар и га  мос s in  л: ф у «1 
ц и ш ш н г к и й м а тл ар и  к ел ти р и Л га н  s in  0,5? ни топинг.

X 0,40 0,50 0,65

sinA; 0,3894 0,4794 0,6052

Е ч и л и ш и  Б у  е р д а  х 0 =  0,40, лг, = 0 ,5 0 , х 2 =  0 ,65; у0 =  0,38°4, у х = 0 ,479- 
Уз — 0,6052._ Л а г р а н ж н и н г  и н те р п о л я ц и о н  ф о р м у л аси н и  кУ лланиб, х  =  0,57 д 
К у й и д аги н и  х;осил к и л ам и з :

s in  0 ,57  =  0 ,3 8 9 4 . Ш = ? М  ( 0 -5 7  - А ^  +
(0 ,4 0  -  0 ,50 )(0,40 -  0,65)

( 0 , 5 7 - 0 , 4 0 )  ( 0 , 5 7 - 0 , 6 5 )  (0,57 -  0,40) (0 ,57  -  0,50) _

' (0 ,50  -  0,40) (0 ,50  -  0 ,65) ’ ‘ (0 ,65  -  0,40) (0 ,65  -  0 ,50)

-  —  0,0872 +  0,4347 +  0,1920 =  0,5395.

Ж а д в а л  б у й и ч а  дам  т ^ р т т а  а д а м и я т л и  р ак ам гач а  к и й м ати

s in  0,57 =  0,5396,

Куп лолларда бошцача ёзилган интерполяцион формуладак 
фойдаланиш кулай. Дастлаб, баъзи бир умумий тушунчаларни 
киритамиз.

3. Айирмалар ва уларнинг хоссалари у = / ( х )  функция бе­
рилган булсин. Тенг оралицда турган эркли узгарувчиларни ца- 
раймиз х 0, х,  . . . ,  х п, улар h фарк билан арифметик прогрес- 
сияни ташкил килади: х 0, х, = х 0 +  h, х 2 = Xo +  Vh, . . .  , х п =
— x 0 +  nh. у0, у , . уп лар у = /(•*) Функциянинг х 0, х и х 2, . . .  
. . .  х п нуцталардаги мос цййматлари булсин:

У*-= /(* * )  ( А « 0 ,  1, 2, . , л).
У\ -  Уо =  f ( x J  —Д х о), У2 -  У1 = / ( х 2) - / ( х ^ ,  . . .

. . . .  Уп —  Уп-1 =  / ( -«»)  -
катталиклар биринчи тартибли  (ёки бирити) айирмалар де­
йилади ва мос равишда Ду0, Дуь . . Ду„_, ёки Д/(х 0), Ьу(х{),. . . ,  
&J(x n) билан белгиланади. Шундай килиб,

Ду0 =  У 1-У о, Ayi = У 2 — Уь • • Ду* =  Уй+, -  У*, . . .
. . .  . ДУЯ_ , “ УЯ- У Я_Г 

Д2у0 =  Ду, -  Ду0, Д*у, =  Ду2 -  Дуь . . . ,  Д2у, -  Ду*+1 -  ДуА, . . .

• • « » Д Уп—2 =  У̂я-1 У̂п-2
айирмалар иккити тартибли (ёки иккинчи) айирмалар дейи­
лади. Учиняи тартибли айирма

Д3Уо =  А2-У1 ~  Д2Уо. ДЗУ1 =  д8Уг -  Д2У1 
ва умуман айтганда, р~ тартибли айирма шунга ухшаш аниц- 
ланади.

ДРУ* =  ДР~ ’>'А+1 ~  (А -  0 , 1, 2 ,



Барча айирмаларни куйидаги жадвал куринишида жойлаштирищ 
мумкин:

X У Ду Д!у Дэу Д*у

*0 Уо
Ауо

ДаУс*1 =  *0 +  h h
Ду, д з Уо

**= х$  -j- 2h Уз
А Уз

Д2У, Д4Уо
Дзу2 .  .

х з =1 х о +  ЗЛ Уз
АУз

Д2Ь Д‘У1

Д2Уз
Д3уа

Ki  =  *о +  4ft У4
Д у4

Д1у 3

Д2У4
д з Уз

*5 =  *0 +  5ft У5

*0 =  Xo +
АУь

Ув

Бу жадвал кадами h булган диагонал жадвал дейилади. 
Жадвалнинг ^ар бир устунпда айирмалар камаювчи ва айирилув» 
чининг мос кийматлари орасида ёзилади.

I -м и с о л . у  =  х ъ ф у н кц и ян и н г =  — 4 д еб  h — 1 к ад а м д а  а й и р м ал ар н и н г  
д и аго н ал  ж ад вал и н и  тузинг.

Е ч и л и ш и .  К уй и даги  ж ад в ал д а  кел ти р и л ган :

X У Ду Д2у Д3У А*у Д5у А йу

- 4 - 1 0 2 4
781

-

- 3 - 2 4 3
21 1

- 5 7 0
390

- 2 - 3 2
31

- 1 8 0
150

- 2 4 0
1 2 0

- 1 - 1 - 3 0
30

- 1 2 0
1 2 0

0

0 0
1

0
30

0
1 20

0

1 1
31

30
150

1 2 0
1 20

0

2 32
211

180
390

240
120

0

3 243
781

570
750

360

4 1024
2 1 0 1

1320 -

5 3125

Айирмаларнинг уз-узидан равшан куйидаги хоссаларини кур- 
сатамиз^

1°. Узгармаснинг айирмаси нолга тенг, яъни Ас — 0 .



2°. Узгармас купайтувчини айирмадан ташцарига чщариш  
мумкин, яъни Akf(x)  ■= kAf(x).

3°. Бир неята функция айирмасининг йитндиси бу функ- 
циялар айирмаларининг йигиндисига тенг, яъни A[ f (x)  +  

g(*)] =  Af(x)
Бу хоссаларнинг исботини китобхонга ^авола киламиз.
у =  х п даражали функциянинг биринчи айирмасини караймиз:

А{хп) =  (х  +  h)a -  х я.
Ньютон биномига кура:

(х  +  А)я =  х п +  n x n~'h +  ~ ~  x n~2h2 + . . . -  +  nxhn~' +  А".
Демак,

Ц х п) =  n xn~'fi +  n{n-~- l) x n~2h2 +  nxhn~x +  hn.

Шундай килиб, даражали у=~хп функциянинг айирмаси х п~* 
да коэффициентлари (я — 1) булган (я — 1) - даражали куп^ад 
эйан. Хусусан, А(х)2 биринчи даражали куп^ад, Д(л:) эса нолинчи 
даражали, яъни узгармас куп^ад (чунки =  (х  +  h) — х=> h).

Энди куйидаги я-даражали кущадни караймиз:

Рп(х) =  айх п +  ахх п~ 1 +  . .  . +  ап_хх  +  ап.
Унинг биринчи айирмасини топамиз. Айирмалар хоссасини 

Кулланиб, куйидагини ^осил киламиз:

АРп(х)  =  а0А(хп) +  а^А(хп 1) +  . . .  +  ап_ ^ х  +  Д(а„).

Юкорйдагига кура Д(лг”) я  — 1-куп^ад Д(.г“-1) эса я — 2-куп- 
* а д . . .  Ах—узгармас, Д (а „ )= 0 .  Демак, АРп(х) коэффициента 
юкори булганда a0nh га тенг (я —1) -даражали куп^ад экан:

ДРп(х) =  a<jrihxn~' +  a t х п~2 +  . . .  +  а'п_2х  - f  а ‘п_v

Биринчи айирма АРп(х) дан иккинчи айирмани олиб, иккинчи 
тартибли А2Рп(х) — айирмани з^осил киламиз, бу *озир
юкорида айтилганидек, ( я —2 ) - даражали айирма булади.

Шундай килиб, навбатдаги з$ар бир айирманинг даражаси ка- 
майиб боради. Демак, я-тартибли айирма нолинчи даражали, 
яъни узгармас купдад булар экан. Равшанки, навбатдаги барча 
айирмалар нолга тенг булади. Бу билан куйидаги теорема исбот 
булади.

1- теорема, х  узгарувчи h га тенг булган тенг орттирма- 
ларни цабул цилганда п- даражали купщднинг п.-тартибли 
айирмаси узгармас катталикдир. Навбатдаги барча айирма­
лар нолга тенг.

у  =  х ь функция учун тузилган диагонал жадвал (297 • бетга 
каранг) бу теоремани тасвирлайди.

Биз куйида келтирадиган тескари тасдик *ам уринли.



2 - теорема. Агар я- тартибли айирма х  аргумент узгармас 
орттирма h ни цабул цилган шартдат бирор функция у чуя 
узгармас булса, бу функция п- даражали дейилади.

Бу теорема катта амалий а^амиятга эга. Агар бирор тартибли 
айирмаси узгармас сон ёки ^згармасдан кам фарк цилса, бу 
теорема функцияни кугцад билан алмаштириш имконини беради.

2- м и с о л . К у й и д а ги

X У ДУ Д*у Д*у

0,7 0 ,2580
0 .8 0,2881 301 - 2 3  . - 1
0 ,9 0,3159 278 - 2 4 0
1 ,0 0,3413 254 - 2 4 0
1.1 0,3643 230 - 2 4
1 ,2 0 ,3849 206

Ж адвалда иккинчи айирм алари доим узгар м ас  булган Ф(х) функция мисо- 
ли келтирилган*. Ш унинг учун каралаётган  участкада берилган  ф ункция узи- 
ни иккинчи дараж али куп^ад сифатида тутади

4. Ньютоннинг интерполяцион формуласи. Биз биламизки, (1- 
пунктга каранг), куп^ад учун интерполяцион масала цуйидагича 
Куйилади: агар х 0, х и . . ., х п интерполяцион тугунларда кий- 
матлари маълум булса, /г-даражали куп^ад Рп(х) ни топиш ке- 

i рак. Ю^орида курсатилдики, бу масала ягона ечимга эга. Бу
I ерда биз хусусий ){олни, яъни интерполяцион тугунлар тенг 

орали^да турганда, цадам h билан белгиланган арифметик прог* 
рессия ташкил ь;иладиган *олни курамиз.'

х 0, x t = x 0 +  fi, х 2 =  х 0 +  2А, . . . ,  x n =  х 0 +  nh.

Изланган к^пз{адни куйидаги куринишда ёзамиз:

'p nW  =  A0 +  At (x — х 0) +  А 2(х — х 0)(х - Х х )  +  А3(х  — дг0)X 

Х ( х  — х^)(х — х 2) +  . . .  +  An(x -  х 0)(х —x t)(X — х 2) . ...
(99)

А0, Аи . . . ,  Ап коэффициентларни топиш учун (99) муноса- 
батга == jc0. x  = xt, х  =  х 2 ва *. к. ларни кетма-кет куямиз.

Х =  Хо Да Уо =  РДх0) =  Л  ни *осил киламиз. Демак, Л0 =Уо»
X — Xj да у\ =*Рп(х{) =  Л0 - f  A\(Xi — х 0) — Ao-\-Aih—y0+ A ih .
Демак,

А -  У» -У» _  4Уо -  
' h h l i f t '

* А й и р м ал ар н и  ол д и д аги  н ол л ар н и  ёзм асдан,- о х и р ги  х о н а  б и р л и ги д а  ё зи ш - 
ни  ш ар тл аш и б  о лам и з.



*  =  л:2 да: у2 =  Рп {х2)= А 0-\-А^{х2— х 0) +  А2(х2 - х 0)(х2- х х).
Лекин х 2 — Xt =  А; х 2 — -*0 =  2h.

Демак, у2 == 4- • 2Л +  Ла • 2й • h. Л 0 ва Л, ларнинг урнига 
уз ифодаларини куйиб, куйидагини }$осил киламиз:

Уз — Уо +  ~  • 2Л +  Л2 • 2Л2 ёки у2 — Уо — 2Ду0 =  Л, • 2/г2.Л
Уг -  Уо -  2Ау0 =  (у , -  у 4) +  (У4 — Уо) — 2Лу0 =

=  Ау, +  Ау0 — 2Ду0 — Ду, -  Ду0 =  Д2у0

булгани учун Д2у0 =  Л2 . 2Л2. Бундан Л2 • = ^ -

Шунга ухшаш Л3 =  ^ !  ни, умуман, A k — ^-~  ни топамиз: 
31Л3 k\h

Л0, A-i, . . . , Ап коэффициентларнинг топилган кийматларини 
(99) формулага куйиб, изланган куп^адни топамиз:

р я(х ) =  Уо +  ~  (х -  *о) +  ~  (х  -  х 0)(х  -  xt) +

+  ^ { х  -  х 0){х - х х){х — Xa) +  ' . .о\пй
• • • +  (•* -  х о) (х  — л,) (х — х 2) . . .  ( х — х . Х  (100)

п \п п '

Бу формула Нъютоннинг барити интерполяцион формула­
си дейилади. Хусусан, п =  1 да биринчи даражали куп^ад — яи- 
йицли интерполяцион формулани >{осил киламиз:

РЛх)=У0 + ^ ( х - х 0). (101)

я  =  2 да параболик (ёки квадратик) интерполяцион формула­
ни ^осил киламиз:

Л ( * )  -  У0 +  ^ ( х ^ -  х 0) +  U °  (х -  дг0) (х  -  X i). ( 102)

Ньютоннинг интерполяцион формуласига амалда кулай КУЛ- 
ланиладиган куриниш бериш мумкин. (х  — x 0)/h — t дейлик. У 
^олда

х — -Ч _ ..-с -  («о +  h) _ х — r 0

h п h  *

х  — jT2 x  — ( x b + 2 h ) _ x  — x 0 0  _  4 о  х  — xk и«= — Z • . . , -- t --  «.
h h h h

Бу тенгликларни з^исобга олиб, (100) формулани куйидагича 
ёзиш мумкин:

' ^ ) - / ,я( ^  +  А/)“ Уо +  ^ ° < « - 1) +

+  K t - \ ) { t - 2 ) + . . .  +  ^ t ( t - \ ) { t - 2 ) . . . [ t - { n - \ ) \ .  (103)



Хусусан, (101) ва (102) формулалар куйидаги куринишни 
олади:

Р,(х) =  Р{(х0 + hi) =  у0 +  Ду0̂ . (104)

Р2(х) =  Р2(х0 +  h t ) = y 0 +  ^ t  +  t(t -  1). (105)

Энди бирор у = f ( x )  функция учун «-тартибли айирма уз­
гармас булсин. Бу бирор кесмада у =  f{x)  функция узицинг п- 
даражали куп^ад сифатида тутади (3 -пунктдаги 2- теорема ва 
2- мисолга каранг). Берилган функцияни интерполяцион ки'ймат- 
лари интерполяцион тугунларда /  (х) функция кийматлари билан 
бир хил буладиган Рп(х) куп?$ад билан алмаштириб, куйидаги 
тацрибий тенглигини х;осил киламиз:

!(х) ^  Рп(х) = уо +  ^  (х  —*„) +  (х -  * 0)(л: -  x t) +  . . .

. . .  + ^ ; ( х - - х й) ( x - x j  . . .  ( х - х п_ ^  (106)

ёки
f ( x 0 +  h t ) ^ p n(x0 +  ht) = y0+ ^ t  + ^ t { t - l )  +  . . .

. . .  +  ^ - ° ф - 1 ) . . . [ * - ( « - 1 ) ] .  (107)

fix) — Р„(х) — R n{x) белгилашни киритамиз. Бу айирма функ­
цияни «-даражали интерполяцион кущ ад билан алмаштирилган- 
да якинлашиш хатосини беради.

Rn( x ) ^ ^ - ^ (x -  x 0) { x - x i ) . . .  ( x - x . n_ J ( x - x n) (108) 

ни ёки {x — x 0)lh =  ( деб

. . . i t - n )  (109)
(я +  1)!

ни исбот килиш мумкин. Хусусан, чизикли интерполяцион («=1  да) 
формула куйидаги куринишни олади:

P , ( x ) ~ ^ t ( l -  1). ( 110)

(106) ёки (107) формулаларпи одатда д: нинг х 0 <  х  <  х х ин- 
тервалдаги кийматлари учун кулланилади. Шунинг учун 0 <  t =  
=  (х — х0)/А <С(х1 — x Q)jh =  1 0  <  t <  1 кесмада 11 {t — 1) | <  1/4 
тенгсизлик бажарилишини курсатиш осон. Демак,

А' п̂
/?.(*) l^u _ l ) l < № .  ( i n )

Шундай килиб, агар баринчи айирмалар доим узгармас бул­
са, чизикли интерполяция хатолиги иккинчи айирманинг аб­
солют катталигининг саккиздан биридан ортмас экан.



М и с о л . 2 9 9 -  б е т д а ги  ж а д в а л д а  Ф(лг) ф у н кц и ян и н г к и й м атл ар и  кел ти р и л ган . 
х  =  0 , /5  д а  Ф (*) ф у н к ц и я н и н г  ^ и й м ати н и  топинг.

Е ч и л и ш и .  И к к и н ч и  а й и р м а л а р  доим  у згар м а с  б улган и  учун  к а р а л а ё т га н  
у ч а с т к а с и д а  Ф(лг) Узини и кки н ч и  д а р а ж а л и  куп?;ад с и ф а т и д а  т у та д и . Ш у н и н г 
у ч у н  Ф (к ) ялР3(х). Х у су са н , Ф ( 0 ,7 ) а г Р 2|0 ,75). 0,75 сони 0,7 ва  0,8 сони о р аси д а  
б у л га н и  у ч у н  лгО“ 0,7 д еб , б е р и л г а н  ж ад в ал д а н  то п ам и з: у0 =  0,2580, Ду0 = 0 ,0 3 0 1 , 
Д 2у0 - 0 ,0 0 2 3 ,  А ■= 0,1. t - ( x -  x 0)lh -  (0,75 -  0 ,7)/0 ,1  =  0,5 ни д и со б га  олиб, 
(1 0 5 ) ф о р м у л а га  кУра к у й и д а ги н и  до  си л  килам из:

Ф (0,75) »  Р 3(0 ,75) -  0 ,2580 +  . 0,5 +  (— - | ° 23-  • 0,5 (0,5 -  1) -

=  0,2580 +  0,0151 +• 0,0003 =» 0,2734. 

л  — 2  д о л  у ч у н  (109) ф о р м у л ан и  кУ лланиб, як и н л аш и ш  х ато си н и  топ ам и з:

Д3Уо =» — 0,0001, t  =  0,5 б у л ган и  у ч у н

„ „ —0,0001 
| / ? а<0,75) I = 3! 0,5 (0 ,5  -  1) (0 ,5  -  2) < 0,00001.

Ш у н д ай  ки ли б , и к к и н ч и  д ар а ж ал и  и н тер п о л яц и о н  к у п ц ад н и  кУ лланиш  Ну Ч.  
т а д а н  к ей и н  б еш и н чи  р а к а м г а ч а  ^ и со б л аш д а  х а т о л и к к а  йул кУ йм ас экан .

5. Сонли дифференциаллаш. Сонли дифференциаллаш масаласи 
куйидагидан иборат: бирор /(х) функциянинг кийматлар жадва- 
ли берилган; унинг ^осиласининг бирор бир нуктадаги кийматини 
топиш талаб килинади.

Методнинг мазмуни шундаки, / (х )  функция хо^лаганча диф­
ференциаллаш мумкин булган Р„{х) [ / (х )  »  £*„(•*) ] интерполя­
цион куп.^ад билан алмаштирилади. Бунда, табиийки, интерпо­
ляция тугунлари орасидаги масофа канча кичик булса, косил 
Килинган нагижа шунча аник булади. Агар функциянинг киймат- 
лар жадвали аргументнинг тенгмас ораликдаги кийматлари учун 
тузилган булса, Лагранжнинг интерполяцион формуласидан фой- 
даланиш керак. Агар жадвал аргументнинг тенг ораликдаги 
кийматлари учун тузилган булса, Ньютоннинг интерполяцион 
формуласидан фойдаланилади,

Масалан, /(х )  функция Ньютоннинг интерполяцион формула­
си билан алмаштирилсин:

/(х) ss# Рп(х) — Р (х 0 +  th) =  у0 +  ^  t +  t (t -  1) - f . . .

, . . + ^ - ° t ( t - \ ) ( t - 2 )  . . .  (/ - л - И ) ,

бу ерда * =  (х — x 0)/h. Бунда / (х )  функция эркли узгарувчиси 
t булган Р„(х0 + th) функция билан алмаштирилади. Мураккаб 
функцияни дифференциаллаш коидасига кура куйидагига эгамиз:



^ 5 = = ;/ '( j t ) ,  — — h булгани учун ( 112) формула dx dt dt
куринишда ёзилади. Бундан .

/'(•*)

Шунга ухшаш

1 dPn  
h d t '

■ f  ( X ) f i

(113)

(114)

ёки умуман, / (А) 1 dkP„
U) ни топамиз.hk dtk

Шундай килиб, (107) муносабатнинг унг томонини дифферен- 
циаллаб, (113) ва (114) формулалардан фойдаланиб, куйидагини 
топамиз:

АУ« +  ^  (2/ -  1) +  ^  (31* -  6 t  +  2) + . . ( 1 1 5 )  

f"(x)  «  1  [Д2у0 +  Д3Уо V -  1) +  . . . ] .  (116)п.1
М и с о л . К уй и даги  ж а д в а л  б и л ан  б ер и л ган  ф у н кц и я д ан  х  =  0,15 д а  б и р и н ч и  

ва  иккинчи  тар т и б л и  * о си л ал ар н и  топинг.

X У Ду 4 ’у

0 2,0000
1152

0 ,1 2,1152 310
1462 13

0 ,2 2,2614 323
1785 11

0,3 2,4399 334
2119

0,4 2,6518

Е ч и л и ш и .  Б у  е р д а  . х  =  0,15. 0,1 <  х  <  0 ,2  б у л ган и  у ч у н  х 0 у чун  0,1 ни 
о лам и з. Ш у н д ай  ки ли б , л 0 =  0,1, у0 =  2,1152, Ду0 =  0,1462, Д2.Уо =  0,0323, 
д з Уо =  0,001 Г, к  =  0,1, t  =  (дс —  x 0)jh =  0,5. (115) в а  (116) ф о р м у л а л а р г а  б и - 
ноан  к у й и д аги лар н и  то п ам и з:

/ ( 0 ,1 5 )  = - 0,1462 +  (2  • 0,5 - 1 )  +  ~ ~ ~ ( 3  • 0 , 5 * - 6 . 0 ,5 + 2 )

/"(0,15)

2! ' 3!
10(0,1462 +  0  —  0,00004) =  1,4616;

■ |0 ,0323 +  0,0011 (0,5 —  1)] =  3 ,17 .
1

(0,1)3

Д е м ак , / '( 0 ,1 5 )  =  1,4616, /" (0 ,1 5 )  =  3,17 эк ан ,
Ю кори  да к ел ти р и л ган  ж а д в а л  / ( * )  = e t  +  х % +  1 ф у н к ц и я  у ч у н  к е л т и р и л -  

ган . Д ем ак , /  (х)  =  6х  +  2х,  / " ( * )  =  е* +  2 . Х оси л ал ар н и н г х  => 0,16 н у к т а д а гн  
ц и й м ат л ар и  0 ,0 0 0 1  ан и к л и к д а  куй и яаги ч а :

/ '( 0 ,1 5 )  =  1,4618, / " ( 0 ,1 5 ) - 3 ,1 6 1 8 .



А й ти б  Утиш к е р а к к и , к о си л а  тар ти б и  канча ю корн  б у л са , коси ла у чун  бош - 
л а н ад и ган  ф о р м у л а д а ги  а й и р м а  т а р т и б и  ш унча ю кори б у л ад и  ва д ем ак , ф у н к ­
ц и ян и н г  ц и й м ат л ар и д а  х ато л и к  ш у н ч а  ан и к  кузга  таш л ан ад и .

И з о * .  Купинча ^осилаларни топишда (115) ва (126) формулалар 
урнига унча аник булмаган куйидаги формулалар кулланилади:

Масалан, (117) формуланинг биринчиси уринли эканини кур-

(Н7)

hn

сатайлик. Х°силанинг таърифидан f ( x ) =  lim
h-*- о h

f i x  +  h ) ~  f ( x )  
h

=  l i m ^ ~  келиб чикади. Шунинг учун етарлича кичик h ларда

/ ' ( х ) - L ^ l  такрибий тенглик уринли. Колган формулаларнинг 

уринлилиги шунга ухшаш текшарилади.



АНИЦМАС ИНТЕГРАЛ

1 -§ . А Н Щ М А С  И Н Т Е Г Р А Л  ВА У Н И Н Г  Х О С С А Л А Р И

1. Бошлангич ва аницмас интеграл тушунчаси. Дифферен­
циал дисобда биз куйидаги асосий масалани дал килдик: берил­
ган функция буйича унинг досиласини топдик. Фан ва техника- 
нинг куп масалалари тескари масалага олиб келинади: берилган 
f(x)  функция учун шундай F(x)  функцияни топиш керакки, унинг 
^осилаеи берилган / (х)  функцияга тенг булсин, яъни

F' ( x ) = f ( x ) .  (1)

Куйилган масалани яна куйидаги куринишда тавсифлаш мум­
кин: берилган f(x)  функция учун шундай t ( x )  функцияни то- 
пищ керакки, унинг дифференциали берилган f(x)  dx  ифодага 
тенг булсин:

dF(x)  =  f (x)dx.  (2)

f(x) функция билан (1) муносабат оркали богланган F(x) 
функция унинг бошлангич функцияси дейилади.

Шундай килиб, биз куйидаги таърифга келдик.
Берилган функциянинг бошлангич функцияси деб, %осиласи 

берилган функцияга тенг булган ёки ушанинг узи, дифферен- 
циали f [ x )dx  ифодага тенг булган функцияга айтилади.

Масалан, f (x)  =  х % функциянинг бошлангич функцияси F(x) =  
= x 3f i  чунки F'(x) =  (я3/3)' =  х 2 ёки dF(x) = d ( x sj3) =  x 2dx.

Берилган функция буйича унинг бошлангич функциясини из- 
лаш интеграл дисобнинг асосий масалаларидан бири дисобланади.

Табиийки, куйидагича савол тугилади: дамма функция учун 
дам бошлангич функция мавжуд булаверадими?

Бу саволга жавобни кенг функциялар синфи учун етарлича 
дозирча биз исботсиз кабул киладиган куйидаги теорема беради.

1-теорема. Сегментда узлуксиз булган ихтиёршХ функция 
бу сегментда бошлангич функцияга эга*.

Агар бошлангични биз излаётган функция, узилиш нуктала- 
рига эга булса, у долда биз бу функцияни узлуксиз булган ин- 
терваллардагина карапмиз.

Берилган функция буйича унинг бошлангичини излаш масала- 
си бир кийматли ечилмайди. Хацикатан, агар f ( x \  =  x 2 булса, 
унинг учун л 3/3 гина бошлангич булмай. х 313 +  6 ва x 3j6 +  9 ва

* Б у теорем ан и н г и сботи  V III боб, 2-§,  3 -п у н к т д а  к ел ти р и л ад и .



умуман, л 8/ 3 + С  з^ам бошлангич булиши мумкин, бу ерда С — 
бирор ихтиёрий танланган узгармас.

Куйидаги теорема юкоридаги саволга узил-кесил жавоб бе­
ради.

2- теорема. Агар F(x) функция а  <  я  <Ь сегментда / ( х ) 
функциянинг бошлангич функцияси булса, у %олда f (x)  нинг 
ихтиёрий бошца бошланрж функцияси F(x) дан узгармас цу- 
шилувяига фарц цилади, яъни F(x) -f- С куринишда ёзилиши 
мумкин, бу ерда С — узгармас.

И с б о т и .  Ф(х) функция f (x)  функциянинг исталган бир бош­
лангич функцияси булсин, у з^олда Ф'(я) =  F'(x) —Дх) .  Лекин, 
агар иккита функция сегментда тенг хосилага эга булса, бу функ- 
циялариинг берилган сегментдаги айирмаси узгармас булиши ке­
рак (VI боб, 6 -§ , 3-пунктга каранг), яъни Ф(д:) — F(x)  =  С, бу 
ерда С — узгармас. Шундай килиб, Ф(х) = F(x) С. Бу билан 
теорема исбот булди. Исбот цилинган теоремадан F(x) +  С ифо- 
да, бу ерда F(x) функция /(л:) нинг бирор бошлангич функция­
си, С эса ихтиёрий узгармас катталик булиб берилган функция­
нинг барча бошлангич функцияларини уз ичига олиши келиб 
чикади.

Энди ноаник интеграл тушунчасини киритамиз.
Агар F(x) функция f(x)  функциянинг бошлангич, функцияси 

булса, F(x)  +  С ифода, бу ерда С — ихтиёрий узгармас, аниц- 
мас интеграл дейилади.

Функциянинг аникмас интеграли \ f ( x )dx  символ билан белги- 
ланади (Дх)  дан х  буйича олинган аникмас интеграл деб уки* 
лади). Демак,

\ f ( x ) d x  =  F(x) +  C. (3)
Бу ерда f (x)  интеграл остидаги функция f ( x ) dx  — интеграл 
остидаги ифода, х —интеграллаш узгарувчиси дейилади, j —сим­
вол эса анщмас интеграл дейилади. Интеграл белгиси остида 
биз изланган функция ^осиласини эмас, дифференциалини ёзамиз.

Масалан, F(x) = x 3j3 ф у н к ц и я  f ix)  =  Xй ф у н к ц и я н и н г  бош- 
л ан ги ч  ф у н к ц и я л а р и д а н  бири булгани учун (3) ф о р м у л а г а  кура 
К уйидагини  }?осил киламиз:

J х 2 dx  =  j  +  С,

Аникмас интегрални топиш амали ёки берилган функциянинг 
барча бошлангич функцияларини топиш -бу функцияни интег­
раллаш  дейилади.

Бошлангич функциянинг таърифидан бошлангичнинг диффе- 
ренциали интеграл остидаги функцияга тенглиги келиб чикади. 
Аникмас интеграл бошлангич функция ва узгармаснинг йигинди- 
сидан иборат булгани учун аникмас интегралнинг дифферецциа- 
ли ^ам интеграл остидаги ифодага енг, яъни

d  J  f (x)  d x  =  j^x) dx.  (4)



iKH аникмас интегралдан олинган ^осила интеграл остидаги функ- 
дияга тенг

( j  f ( x ) d x j x *=f{x). (5)

Биринчи хоссага ухшаб дифференциаллаш ва интеграллаш 
амаллари орасидаги алоцани урнатувчи яна битта хоссани айтиб 
утамиз.

F(x) функция / ( х ) нинг бошлангичи булсин. У ^олда

Бирок f ( x ) d x  =  dF(x). Шунинг учун (3) тенгликни купинча ку­
йидаги куринишда ёзилади:

Шундай килиб, бирор функция дифференциалидан олинган 
интеграл бу функция билан узгармаснинг йигшдисига тенг 
экан.

Масалан,

Курсатиб утилган хоссалар дифференциаллаш ва интеграллаш 
узаро тескари амал эканлигини билдиради.

2. Аницмас интегралнинг геометрик маъноси. Уринманинг 
OFMa бурчагининг тангенси }{ар бир нуктасида берилган v =  f ( X )  
функция нуцтасининг абсциссалари булиши берилган ^олда у =  
= F(x)  эгри чизикни топиш талаб. килинсин. Досиланинг геомет­
рик маъносига кура (VI боб, 1-§, 6 -пунктга каранг) берилган 
нуктадан у =  /7(л:)эгри чизикка утказилган уринманинг o fh u j  
бурчаги тангенси F{x) )$осиланинг киймагига тенг.

Демак, F'(x) ~  f (x)  буладиган шундай F(x)  функцияни то- 
пишимиз керак. Бу муносабат изланган F(x)  функция t (x)  нинг 
бошлангичи эканлигини курсатади. Демак, масала интеграл *и- 
собнинг масаласи — берилган функциянинг бошлангичини то- 
пишга келтирилади. Шундай килиб, у =  ^ f ( x ) d x e ки y=F{x)-\-C.

Биз курдикки, масала шартини битта эгри чизик эмас, балки 
эгри’чизиклар оиласи каноатлантиради. Шу билан бирга y = F (x ) 
эгри чизик шу эгри чизиклардан бири булса, у холда ихтиёрий 
бошка эгри чизикни Оу ^к буйлаб параллел кучириш ёрдамидь 
^осил цилнш мумкин (171-раем).

Эгри чизикларнинг берилган оиласидан битта маълум эгри 
чизикни ажратиш учун масала шартига яна битта шарт — эгри 
чизик берилган {х0\ у0) нуктадан утишини талаб килиш керак. 
Бундай шарт бошлангич шарт дейилади. Бошлангич шартниш 
берилиши эгри чизиклар оиласидан (х 0\ уа) нуктадан утадиган 
эгри чизикни ажратиш имконини беради. Бу нуктанинг коорди- 
нагалари изланган эгри чизикнинг у =  /='(д:) +  С тенгламасини,

j  f (x)  dx  =  F(x)  -j- С.

(6)



яъни у0 =  F(x„) -j- С ни каноатлантириши керак. Бу шартдан 1 
ни бир кийматли ани^лаймиз:

С =  у о F(x0).
М и с о л . М(1,  2 ) н у к тад а н  аб с ц и сс аси  х  булган  н у к т а л а р д а  ури н м ани н г 6 y j 

ч а к  к о эф ф и ц и е н т и  Xs г а  т е н г  б у л а д и г а н  эгри  ч и зи к  у т к а зи н г .

Е ч и л и ш и .  у '  та х*. Д е м ак , у =  j* х Ы х  =  -j- -f- С.

Ш у н д а й  килиб, аб с ц и сс аси  х  булган  н у к тал ар д а  ури н м ани н г o fh u i бурча
л 3

ги  тан ге н с и  x i  г а  тен г эгри  ч и з и к л а р , у «=» — +  С ку б и к  п а р а б о л а л а р  оиласин!□
т а ш к и л  ки л ар  экан  (1 7 2 -раем ). Б у  эгр и  ч и зи клар  о и л аси д ан  М(\\  2) н у к тад а ! 
у тад и ган и н и  а ж р ати б  о л и ш и м и з к е р а к  (б о ш л ан ги ч  ш ар т). Б у  2 =  13/3 +  С hi

х 3 5
бер а д и , б ун дан  С =  5 /3 . Д е м а к , и зл ан ган  эгри  ч и зи к  тен гл ам аси  у — — +  -

о «5

Караб чикилган бу мисол аникмас интегралнинг геометрик 
маъносини ойдинлаштириш имконин'и беради.

/ (х)  функция бошлангич функциясининг графигини интеграл 
эгри яитц  деб атаймиз. Шундай килиб, агар F(x)  =  f ( x )  булса, 
y =  F(x)  функциянинг графиги интеграл эгри чизик булади.

Аницмас интеграл барка интеграл ш зщ л а р  оиласи билан 
тасвирланади.

Бу у = / г(дг»-)-С оиладан олинган барча эгри чизиклар бит­
та интеграл эгри чизикни Оу ук 
буйлаб параллел кучириш нати- 
жасида ^осил килиниши мумкин.

3. Асосий интеграллар жадва- 
ли. Берилган функциянинг бошлан-

y’F(x)+Ss

y-F(x)+C2

y~F(x)+C,

-y*F(x)

■ij*F(x)+Ch



гич функциясини излаш масаласи берилган функциянинг 350- 
силасини топиш масаласига Караганда анча мураккабдир. Диф­
ференциал *исоб курсида биз асосий элементар функцияларнинг 
з^осилаларини топдик (VI бобга каранг), йигиндини, купайтмани, 
булинмани ва шунингдек, мураккаб функцияни дифференциал- 
лаш к°идаларини аникладик.

Бу коидалар бизга ихтиёрий элементар функция ^осиласини 
топиш имконини берди. Элементар функцияларнинг бошлангич 
функцияларини топишнинг дифференциал з^исобдаги каби содда, 
универсал коидалари ва рецептлари мавжуд-эмас. Масалан, ик­
кита элементар функциянинг купайтмаси, булинмасининг бош- 
лангичияи топиш имконини берадиган коидалар йук. Датто, бу 
элементар функциялардан з;ар биттасининг бошлангичи маълум 
булганда з̂ ам биз топа олмаймиз.

Функцияларни интеграллаш методлари (яъни бошлангични то­
пиш) бажарилиши куп лолларда максадга олиб келадиган катор 
усулларни курсатишга олиб келади.

Интеграллашни енгиллаштириш учун асосий интеграллар жад- 
вали деб аталадиган жадвал тузилади. Бу жадвал дифференци­
ал з^исобнинг асосий формулаларидан з^осил килинади:

Бу формулаларни келтириб чикариш унг томоннинг диффе 
ренциали тенгликнинг чап томонидаги интеграл остидаги ифода- 
га тенглигини текширишга келтирилади ва иккинчи формулани 
з^исобга олмаганда бошка формулаларни келтириб чикариш з е̂ч 
кандай кийинчилик тугдирмайди.

(II) формуланинг уринли эканини исботлаймиз. Интеграл ос­
тидаги 1/х функция х  нинг нолдан фаркли барча кийматлари 
учун аникланган ва узлуксиз.

Агар х > 0  булса, |x j  =  л: ва In | х |  =  1пх. Дифференциал з^исоб-



нинг маълум формуласига кура цуйидагига эгамиз: сИ п |х | 
d x=  d  In х  =  —. Шунинг учун х  >  0 даX

— =  In х  +  С =  In | х  | +  С.
X

Агар х  <  0 б^лса, | х  | =  — х  ва In | х  | =  In (—х). Бирок 

4  In ( — х)  =  —  dx  =  —. Демак, х  <  0 учун *ам Г — =  l n( — x ) - f
—х  х  J  х

+  С =  In | х | +  С. Шундай килиб, (II) формула иккала >?олда *ам 
уринли булиб колаверади.

4. Аникмас интегралнинг асосий хоссалари. Аннкмас интег­
ралнинг асосий аникмас интеграллар жадвали формулаларини 
кулланиш имконини янада кенгайтирадиган икки коидасини кел- 
тирамиз.

1°. Чекли сондаги алгебраик йшпшдидан олинган анщ нас  
интеграл, %ар бир цушилувчидан айрим-айрим %олда олинган 
аницмас интегралларнинг алгебраик йитндисига тенг, яъни

j  I f (x)  +  g(x)  — <р( x ) \ dx  =  J  f ( x ) d x  +  J  g(x)dx  — j  cp(x)dx.  (7)

2°. Узгармас купайтувчини аницмас интеграл белгисидан 
таищарига чщариш мумкин, яъни

j  k f ( x )dx  =  k  |  f ( x )dx  (8)

( к ф  О узгармас нолдан фаркли деб фараз килинади).
(7) ва (8) тенгликларни шу маънода тушуниш керакки, улар- 

нинг чап ва унг томонлари узгармас кушилувчига фарк килади. 
Шунинг учун уларнийг уринли булишини курсатиш учун чап 
томоннинг хосиласи (ёки дифференциали) унг томоннинг ^оси- 
ласига (ёки дифференциалига) тенглигини курсатиш етарли (VI 
боб, б- §, 3- пунктга каранг).

Масалан, (8) тенгликнинг уринли эканини исботлаймиз. (8) 
тенгликнинг чап томонини дифференциаллаб ва (4) формулани 
кулланиб, куйидагини ^осил киламиз:

d  j  k /(x )d x  =  kf(x)dx.

(8) тенгликнинг унг томонини дифференциаллаб, куйидагини 
.^осил киламиз:

d{k  ̂f {x)dx}  — k d ^  f (x)dx  =  kf(x)dx.

Шундай килиб,

d j' & f ( x )dx  = d(k j' f (x)dx).

б у н д а н  (8) тенглик  к ели р  чикади.



М исол. J ( x 3- f 3 s i n * — b ) d x  ни топинг.
Е ч и л и ш и .  1° ва 2° хоссаларга асосан куйидагига эгамиз:

J  (х3 ■+- 3 s in  х  — 8 ) dx  =  J  x 3d x  +  3 J  s in  jc d x  — 8 J  dx.

(I), (III)  ва (Г )  форм улалардан фойдаланиб, куйидагини * о си л  к и л ам и з!

f  лг3+1 х*
J хМх “  зТ Т  +  1"  1  +

3  J  s in  х  d x  «= 3  ( — c o s  х+С3) = — 3 c o s  х  +  3С 3;

8 J  d x  *= 8 (*  +  С 3) =  8 *  +  8 С 3,

Ш ундай килиб,

( {х3 +  3 s in  х  — 8) d x  =  — — 3 co s  х  — 8дг +  (Ct +  3С 2 — 8 С 3). 
j  4

Хар бир интеграллаш да Узининг эркли узгарм асини *осил килдик Л еки н  
пировардида ф акат  битта ихтиёрий узгармасни ёзамиз, чунки Си С 2. С 3—ихти­
ёрий узгармас булса, C  =  C i +  3C s — 8С 3 *ам ихтиёрий узгарм ас булади. Ш у­
нинг учун узил-кесил куйидагини досил киламиз:

J  (х3 +  3 s in  х  — 8) d x  =  — — 3 c o s  х —8х - f  С.

Хосил килинган натижанинг тугрилигини диф ференциаллаш  ёрдам ида о с о н  
текш ириш  мумкин. Х акикатан,

d —  3 c o s  л: — 8 *  +  c j  ■=» (л 3 +  3 s in  х — 8) dx.

2 - § . И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш Н И Н Г  А С О С И Й  М Е Т О Д Л А Р И

Энди куп лолларда берилган интегралларни жадвал интег- 
ралларига келтирадиган баъзи усулларни курсатиб утамиз: ёйиш 
методи билан интеграллаш, узгарувчини алмаштириш методи би­
лан интеграллаш ва булаклаб интеграллаш.

1. Ёйиш методи билан интеграллаш. Бу метод интеграл ос­
тидаги функцияни jjap бирининг бошлангичини боища методлар 
билан топиш мумкин булган функциялар йигиндисига ёйишга 
асосланган.

х з 4jc + 2
1 - м и с о л . \ --------------------- d x  ни то п и н г.2 г
_  х 3 +  4 к + 2  1 1
Е ч и л и ш и .  -------------------- — —  л г +  2  +  — б улган и  у ч у н

2х  2 х

j  * • + “  ■+ г  d x .  j  ( I , , + j + i y x _  I  j  >Чх+ 2 j i t + j  _

' —  • - т + 2 х  +  ] п 1 х \  +  С =  — -)- 2 *  +  In | jc | +  С . J. о о
Т е к ш и р и ш :

d ( |  +  2A: +  l nU|  +  c ] - ( |  +  2 +  j ) ^ - ^ ± ^ 2 ^ .



К ей и н ги  л о л л ар д а  тек ш и р и б  ути рм ай м и з. Л еки н , д ас тл аб к и  лолларда у з- 
f3HHH т е к ш и р и ш  м аксад и д а  бу в ази ф ан и  к и тоб хон ш ш г у зи га  ^ а в о л а  к и л ам и з

С dx
2 - м и с о л . I ------------------------- ни топ и н г.

J cos2 л: s in 2 л:
Е ч и л и ш  и. К у й и д а ги га  эгам и з:

Г _ _ * ? ---.  Г _cos2_ 'J;.siul£  = Г + _ ± _ Ъ , = +
J COS2 X s in 2 X J cos2 л: s in 2 х J \c o s 2a: s in 2* /  J  COS2*

С dx
+  J s ^ “ t g * ~ C tg*  +  a

И н т е г р а л  о сти д а ги  и ф одани  кулай  у с у л  билан  ёй и б , б и з  и н тегр ал н и  ж ая»  
•вал и н тегр ал  к у р и н и ш га  к ел ги р д и к .

Энди интеграллашнинг бош^а иккита методига тухталамиз.
2. Узгарувчини алмаштириш методи билан интеграллаш. 

Куп лолларда интеграл узгарувчиси х  урнига г  узгарувчини ки- 
ритиш билан берилган интегрални асосий интеграллар жадвалида 
мавжуд ёки боцща усул билан сон ^исобланадиган интегралга 
келтирилади. Бу интеграллаш методи узгарувчини алмаштириш 
методи ёки урнига цуйииг методи дейилади.

Интеграл остида ички функциянинг ^осиласига купайтирилган 
мураккаб функция турган булсин, яъни интеграл

. J /Ч?(*)14?'(*)dx =  J 7 [?(•*)Г̂ <р(*)
куринишда булсин, бунда <р(л) ва ч>'{х) функциялар узлуксиз.

Янги г узгарувчи киритамиз, у z =  <p(x) булсин. Ушбу фор­
мула уринли эканини курсатайлик:

j7|<f(*)]cp'(x)rfx =  | / ( г ) й г ,  .9)

бунда /(г )  функция узлуксиз деб фараз киламиз. Бу муносабат 
узгарувчини алмаштириш формуласи деб аталади. Бу ерда, 
агар {j f ( z ) dz  =  F(z) +  С булса, jV[<P(-*;)] <?'(x)dx =  /^[^(х)] -+- С
экани назарда тутилади.

Килинган тасаввурларимизга кура (9) формуладаги ^ар бир 
интеграл мавжуд, чунки тегишли интеграллар остидаги функция­
лар узлуксиздир, (9) формула уринли эканини исбот килиш 
■учун иккала томоннинг дифференциали узаро тенг эканини кур- 
■сатиш етарлидир.

(9) формуланинг чап томонини (4) формулага кура дифферен- 
диаллаб, куйидагини ^осил киламиз:

d {j  Л ?  (*) I <f'(x)dx } =  /[?(.*)] <?'(x)dx.

Иккинчи томондан, (9) муносабатнинг унг томонини диффе- 
ренциаллаб, куйидагига эга буламиз:

^   ̂ /  (г) fitej =  /  (г) dz  =  /  (ср(х)]ср' (x)dx,  

чунки / ( г ) = / 1 ?  (х)], d (z) =  ср' (х) dx.



Иккала ^олда бир хил натижа келиб чикди. Шу билан (9> 
формула исботланди.

1-4иисол. J  sin a x d x  ни топннг.
Е ч и л и ш и .

Куйидаги алмаштиришларни бажарамиз:

j" sin ах dx; =  J  — sin ax • adx — — j* sin axd  (ax).

Энди z  = ax  деб, ва (9 формулани кулланиб,

sin ах dx  =  — Г sin ах d (ах) =  — ( sin z  dz  
a J a j

cose  _j_ £ __ co s  ax  q

a a

2-мисол. j t g x d x  ни топинг.

Е ч и л и ш и .  ( tg x d x = \ s- ^ -  dx  экани маълум. sin xdx= ~
J  j  соsx

a s — dcosx  ни эътиборга олиб z =  cosa: деймиз. У *олда

r t g x d x  =  f s- ^ ^  =  - ( ' ^  =  - f ^  =  - l n | S | +  C==
J  J  c o s *  J  c o s x  J г

=  — In | cos x  | +  C.

Шундай к;илиб,
j  tg x d x  — — In | cos*  | +  C. (XV)'

Шунга ухшаш
^c \g 'xdx  =  In | sin л  | +  С (XVI)

ни топамиз.
Узгарувчини алмаштириш ёрдамида интеграллаш малакаси 

зосил килингандан кейин содда интегралларни бунга ухшаш ур­
нига куйишларни батафсил ёзиш шарт эмас.

3 - мисол. j  1 х 2 • x d x  ни топинг.
Е ч и л и ш и .  d  (1 +  х 2) =  2xdx  ни эътиборга олиб, xdx= ~

— -i d (1 х 2) ни )$осил циламиз. Шунинг учун

J | /  1 +  х 1 x d x  = ■- J (1  +  x 2)m d  (1 +л®) »

=  I  (1 + * а)4;3, Q З 3/ (1+^)4  c  
2  ' 4 /3  8

Юцорида куриб утганларимиздан асосий интеграллар жад- 
вали к узгарувчи z  узгарувчининг функцияси, яъни * — <р (г) 
булганда ва ф'с г j узлуксиз булган ^олдагина уз кучида цоли 
ши келиб чицади.



(9) формуладан баъзан куйидагича фойдаланилади:

j / ( x ) f l U  =  | / [ с р ( г ) ] < р ' ( г ) й ? г ,  ( 1 0 )

бу  ерда |  /  (л:) dx — берилган интеграл. Бирок бу ерда a: =  <p(z)
алмаштиришдан сунг интегралланадиган функция г  аргументнинг 
.функцияси булиб коляпти. х  узгарувчига кайтиш (^тиш) учун 
х  — у(г)  функцияга тескари функцияни топиш керак. Бундай 
функция <p(z) узлуксиз функция монотон булгандагина мавжуд 
булади.

(10) формула ^ам Узгарувчини алмаштириш формуласи дейи-
1ади.

* С dx4 - мисол. I — . ни топинг.J Уа*~к*
Е ч и л и ш и .  х  — аг  деб олиб, dx. == adz  ни топамиз. (10) фор- 

мулани кулланиб, куйидагини ){осил киламиз:
Г d x  __  Г a d z  __  d z

J Уa 2— ~~ J \r a2 -  a W  ~~ J УТ^7г '
{* c£ 2»Бирок, (VIII) формулага кура 1 - j .- - ■, =  arc sin z  +  С. Шунинг
J V  i - г 2

учун
С dx С dz . . y-y—r=^r= — I —= =  == arc sin zA-C.

J  ]/ а‘—х ‘1 J  У 1 —г 1

x  = az  га тескари z = — функцияни топиб ва х узгарувчига кай-
а

тиб, куйидагини *осил киламиз:
• С dx =  arc s in — НС. (VIII')

,) у  а - — х “

фишни яна бир
^осил киламиз:

J У й2—х2
jc — az  алмаштиришни яна бир кулланиб, куйидаги формулани

I . 2т 4  =  1 а гс 1 й £  + с - • (Vir)аг •+■ х г а а

Купинча ёйиб ва узгарувчини алмаштириш ёрдамида интег­
раллаш методлари биргаликда кулланилади.

Куйидаги куринишдаги интегралларни курайлик:

| sinm x ■ cos n x d x ,  J  sin mx  • sin n xd x ,  j  cos m x  • cos n xd x .

Бу интеграллар ёйиш методи билан куйидаги тригонометрик ай- 
ниятлар ёрдамида ечилади:

sin  (m 4- п) х  4- sin (m — ri)xsin mx ■ cos nx  =  — 1—— ’■— 1----- S-------
2 ’

. . cos (m — n) x  — cos (m  4- n)xsin m x  • sin nx  »=---- ------------------- V- - - ■
2 ’

c o s (m 4- n) x  +  qos (m — n ) xcos mx  • cos nx  =



5- м и с о л . j  s in  2x  • c o s  b x d x  ни ди соб ланг. 
Е ч и л и ш и .  К у й и д а ги га  э гам и з:

J  s in  2х • c o s  &х d x  — —■ J  [s in  (2  + 6) x  +  s in  (2 —  6) x] d x  =  - j  J  s in  8лг d *  —
—  ~  j"  s in  4x  d x  =  ~  J  s in  8 jt d(8x) — -g- J  s in  4jc d (4 * )  =

=  — -  cos 8дг - f  cos 4дг +  C.
16 8

3. Булаклаб интеграллаш. u*=u(x)  ва ■у =  и(л;) лар узлук­
сиз ^осилалари мавжуд булган х  нинг иккита функцияси булсин. 
Дифференциал ^исобдан биз биламизки, (VI боб, (59') формулага! 
каранг),

d  (uv) =  udv - f  vdu. (11)

(11) тенгликнинг иккала томонини интеграллаб, куйидагига 
эга б^ламиз:

j  d (uv) — |  udv  +  J  vdu ёки j* udv  =  J  d (uv)  — J  vdu.

Бирок j d  (uv) =  uv +  С, шунинг учун

^ u d v  =  uv  — ^ v d u .  (12)

(12) тенгликда ихтиёрий узгармас С ни ёзмаймиз, чунки форму­
ланинг унг томонида ихтиёрий узгармасни уз ичига олга» 
аникмас интеграл ко^ди.

(12) формула булаклаб интеграллаш. формуласи дейилади. 
У f udv интегрални ^исоблашни куп лолларда анча осон ^исоб~

ланадиган J  vdu  интегрални ^исоблашга келтирилади.

1 - м и с о л . J j f s in A r d x  ни д и со б лан г .
Е ч и л и ш и .  Б у  е р д а  би зд а Сир н еч та  и м ко н и я т  б о р . М а сал ан , а =  s in  дс, 

x d n  =  dv  д еб  о л и ш  м у м к и н , а  =  х, s in r i2 . t  =  dv  д ей и ш  д ам  м ум ки н .
и =  s in  к, dv  =  х  d x  д еб , da  =  c o s  х  dx,  v  — * 2/2 ни  то ц ам и з* .

(12) ф о р м у л а г а  к у р а  к у й и д аги га  э гам и з:

С х2 1 Г\ х  sin х  d x  =  —  &пх — — \ л 2 cos х dx.

И н т е г р а л  о с т и д а ги  и ф од ан и  б у н д а й  и к к и та  й и ги н д и га  а ж р а т и ш  н о к у л ай  
экан и н и  тан  оли ш  к е р а к , чун ки  бу ан ча м у р а к к а б  и н т е г р а л га  о л и б  к ел ад и .

и =  х.  d v  — s in  x d x  д е б  ол ам и з; б ун дан  da  =  dx,  v  =  — c o s  x  ни  т о п а м и з . 
(12) ф о р м у л ад ан  ф о й д ал ан и б , к у й и д а г и га  э га  булам и з:

J  л  s in  х  d x  =* х  ( — c o s  л ) — J  (— c o s  x)  d x  =  — x  c o s  x  +  J  c o s  x  dx.

j" cos x d  x =  s in  x  +  С  б у л ган и  у ч у н  у зи л -к е с и л  к у й и д а ги га  э га м и з :

J  х  s in  к d x  — — х  co s к. -f- s in  х  +  С.

* Б у  е р д а  v  =  j* dv  =  J х  d x  =  +  С. v  д е б  х  ф у н к ц и я н и н г  бош лангич- 

ф у н к ц и я  л ари  д а н  бирини  олам и з.



Баъзаи узил-кесил натижани ^осил килиш учун булаклаб ин- 
теграллашни кетма-кет бир неча бор кулланиш керак.

Булаклаб интеграллаш методи билан ^исобланадиган баъзан 
куп учрайдиган интегралларни курсатамиз:

I. j' P ( x ) e kxdx,  j" Р(х)  sin/г к dx,  |  Р(х)  coskxdx

куринишдаги интеграллар, бу ерда Р(х) — купх^ад, k — бирор 
сон.

Бу типдаги интеграллар и = Р(х)  деб олинса, булаклаб оли- 
нади.

2- м и с о л . J" ( х ’1 — ‘2х  +  l )e i x dx  ни топинг.

Е ч и л и ш и .  и =  х 2 — 2х  +  7, dv  =  е2'  dx  д ей л и к , у  х о .д а

da  =  (2х  — 2) dx,  v  =  е2дг.

Б у л а к л а б  и н тегр ал л а ш  ф о р м у л аси н и  кУ-лланиб, к у й и д аги н и  топ ам и з: 

j  (х* -  2х +  7)eu dx  =  (хг -  2 *  +  7) el x -  J  - j  е 2* (2 *  - 2 ) d x  =

е2х— J  ( j:  —

•О хирги и н тегр ал  би ри н чи  и н тегр ал  ти п и дан , б и рок  ( * — 1) куп д ад н и н г д а р а ж а -  
с н  л 2 - 2 * +  7 н и ки дан  к и ч и к .

|Хдг— 1)е2-*йлг и н тегр ал га  ян а  б у л ак л аб  и н теграллаш н н  кУ лланиб, ц ам да а=* 

=  х  — 1, dv  — е2х dx\  у  д о л д а  da  =  dx,  v  =  е2х д еб  к у й и д а г и га  эга  б ^ л а -  

м и з :

J  (*  — 1) e2xd x  =  ^  ( х — 1) е2х— j  е2х dx  = ( х — 1) е2* — е2х +  С.

=  — (х* — 2х  +  7) е2х— 1 (х  —  1) e 2xdx.

Д е м ак ,

( * 3 — 2к  - f  7) е 2га!х =  ^  ( х2 — 2х +  7) е 2* —

+  С  =  j  (2 л 2 -  6х  +  17) е2х +  С.

II. j P ( x )  In x d x ,  j  Р(х) arcsin х  dx, j  Р(х) arccos х  dx,

Ц P(x) arctgxdx, j  P(x) arcctg x  d x

куринишдаги интеграллар, бу ерда Р(х)— х  га нисбатан куп- 
х,ад.

Бу холларнинг барчасида булаклаб интеграллашда и деб 
Р(х)  ни купайтувчи булган функцияни олинади.

3- м и с о л  j  (4 * 3 +  bx  — 7) In к d x  ни топинг.



d x
Е ч и л и ш и .  и =  In  х, dv  =  (Лхг +  &x — 7) d x  д ей м и з; у  д о л д а  da  ■= — ,

x
у =  г 4 +  З л 2 — 7лг. (12) ф о р м у л а  к у й и д аги н и  беради :

(* (' Зд-2 _..
1 ( 4 * 3 +  6 *  — 7) 1пл af-t =  (х 4 +  Зл:2 — 7х) Inx  — j -------------------------dx  —

(х* \
« , (*4 +  Зл:2 _  7 * ) In к  -  Г-  +  —  -  7x1  +  С.

ш. J  eaxcos bxdx, ^ e axsin bxdx , (бу ерда а ва b сонлар)
куринишдаги интеграллар. Бу интеграллар икки марта булаклаб 
интеграллаб топилади.

4- м и с о л . |  e2s c o s  Ъх d x  ни топинг.

Е ч и л и ш и .  и =  е2х, dv  =  c o $ 3 x d x  дейм из* , б ун дан  d u = 2 e 2' d x , v  =

«= — sin  Ъх. У д о л д а  {  е2хco sSx  d x  = e2*s i n3x  — [  e2rs i n 3 x  d x
3 J 3 3 J

О х и р ги  и н тегр ал д а  и =  е2х, d v =  s in  3xdx ,  у х,олда du=2e2xdx,  v  — — c o s  3x
О

деб  б у л ак л аб  и н теграллаш н и  ян а б и р  м арта  к у л л ан ам и з :
Д ем ак ,

J  e2xs\a 3x d x  =  — ~  е2х co s  Ъх +  — j  e2xcos Ъх dx.

Ш у н д ай  килиб,

J< ? 2jrc o s 3 ; r d x  =» ~  e 2jrs ln  Зх  — ~  — e2xcos3x  +  J  e 2 r c o s  3x d x  

ёк и

j* е 2х c o s  Зх  d x  =  el x {̂ s in  Ъх +  ^  co s 3 x j  — — J  е2х c o s  Зх  d x

О х и р ги  м ун осаб атн и н г у н г  то м о н и д а  и злан ган  и н тегр ал  J  е2х co s  Ъх d x  ту р и б - 

ди . У ни чап  том онга у тк а зи б , куй и даги ни  топ ам и з:

1 +  j  Г е2х co s Ъх d x  — -g- e2^ s i n  Зх  +  —  co s -j- Cb

Б у н д ан

j  ." co s  3j: i ,  -  ^ Ш З ,  + ?со,М1 +  c _

б у  е р д а  С у згар м а с  9 C J 1 3  га  теш  б улад и

Энди баъзи элементар функцияларни интеграллашга утамиз. 
Бунда биз юцоридаги параграфда баён килинган интеграллаш- 
нинг умумий методларидан фойдаланамиз.

* а  «* cos Зх, dv  =* e2xd x  д е б  оли ш  хам  м ум кин .



3 - § .  Р А Ц И О Н А Л  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

1. Комплекс соннинг таърифи ва унинг геометрик маънос*
^ацикий сонларнинг тартибланган (х, у) жуфти комплекс сон 
дейилади; шундай килиб, г  =  (х , у).

Бунда (х, 0) куринишдаги комплекс сонлар х  ^а^икий coi 
билан айнийлаштирилади, яъни (х, 0) =  х.

Хусусан, (1, 0) =  1 (бу ^аки^ий сонлар со^асидаги каби би] 
деб аталади), (0, 0) = 0  (бу комплекс сон ноль дейилади).

у =^0 да (х, у) комплекс сон мав^ум  дейилади. (О, у) кури 
нишдаги мав^ум сон, соф мав^ум  дейилади. Соф мав^ум (О, Г 
сон мав^ум бир дейилади ва i э^арфи билан белгиланади. Шун­
дай килиб, (0, 1) =  /.

2 =  (х, у) комплекс сонни аниклайдиган биринчи ^акикий сон, 
яъни х  сон г  нинг ^ациций. цисми дейилади ва R e z  символи 
билан белгиланади. Бу сонлардан иккинчиси, яъни у сон z  нинг 
мав^ум цисми дейилади ва 1тг символ билан белгиланади.

Комплекс соннинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и н и  аниклаймиз. 
Маълумки, ихтиёрий тартибланган ^акикий сонларнинг (х, у) 
жуфтига Оху координата текислигида ёки М{ х ,  у) нуктани ёки 
проекциялари Ох  ва Оу уцида мос равишда х  ва у булган г век- 
торни мос куйиш мумкин. Биз М(х;  у)дамда г вектор z= (x ,  у) 
комплекс сонни тасвирлайди деб атаймиз. Бундан ташкари, бун­
дан буён „комплекс сон z H терминига „г нукта" термини* билан 
айнийлаштирамиз.

z  — (x, у) комплекс сонлар тасвирлаш учун хизмат киладиган 
Оху  текислик комплекс текислик дейилади. Комплекс текис- 
ликда хакикий сонлар Ох укнинг нукталари билан тасвирланади 
ва бу ук ^ациций уц деб аталади. Соф мав^ум сонлар [яъни 
у =  0 да (0, у) комплекс сонлар] Оу укнинг нукталари билан 
тасвирланади, бу ук мав^ум уц деб аталади.

2. Алгебраик формадаги комплекс сонлар устида амаллар. 
Иккита комплекс соннинг тенглиги тушунчасини киритамиз. Агар 
^акиций ва мав^ум кисмлари мос равишда тенг х х = х ъ у4 =  у2 
булса, иккита г, •=(.*,, yt ) ва гг = (х 2, у2) комплекс сонлар тенг 
дейилади. Тенг комплекс сонларни тасвирлайдиган векторлар дам j 
узаро тенг, чунки уларнинг Ох ва Оу уклардаги мос проекция­
лари узаро генг.

z t — (x i, У1) ва г2= ( х 2, у2) комплекс сонларни кушиш ва 
айиришни ^амда дакикий X =  (X, 0) сонга купайтиришни куйидаги 
формулалар ёрдамида (уз проекциялари билан берилган вектор­
лар устида бажарилган амалларга ухшаш) аниклаймиз.

К у ш и ш :  z t + z 2 =  (х„ У !)+(х2, у 2) =  ( X i + X 2„  y i + x 2); |
А й и р и ш :  22 =  ( х ь  y t )—(х2,у2) =  ( x t— х 2, y t— у2); I (13)
К у п а й ти  р и ш: Хг =  X (х, у) =  (Хх, к у). j

* 8- б е т д а ги  а д и ц и й  со н л ар  у ч у н  т ^ г р и  к е л ад и ган  т е р м и н о л о ги я  б и л а н  
такК 0С ланг-



Агар кушилувчилар сони иккитадан ортик булса, уларнинг 
йигиндиси ^акикий сонларникидек аникланади, масалан, z t+ z 2+  
+  Zi =  ( z t +  г2) + > 8.

Лйириш, маълумки, кушишга тескари амал >;исобланади. Шу- 
«инг учун Zg — zt — z2 булса, г 3 +  г2 =  г,.

(13) формулалардан фойдаланиб, ихтиёрий z  =  (х, у) комплекс 
сонни унинг з^акикий кисми х  билан мавдум кисми у нинг /== 
=  (0,1) га купайтмаси сифатида ифодалашни курсатамиз. )^аки- 
^атан,

z =  (х, у) =  (х, 0) +  (0, у) =  х  (1, 0) +  у (0, 1) =
=  х  • 1 +  у • i =  х  4- yi.

Шундай килиб,
г*=(дг, у)«=дг +  У*. (14)

Комплекс соннинг (14) формула куринишда ёзилишй ком­
плекс соннинг алгебраик формат дейилади. Бу формуладан 
фойдаланиб, (13) формулани куйидагича ёзамиз:

±  *а -= ^  +  yi I) ±  (х2 +  y,i) =  (Xt ±  х 2) +  (yt ±  уа) г,) 
kz — l ( x - \ - y i ) = k x  +  kyi. j

I* м и с о л . г ,  =  2 +  г в а  г 2 =  3 — 2 i со н л ар н и н г й и ги н д и си  в а  ай и р м аси н и  
то п и н г.

Е ч и л и ш и .  (13) ф орм улан и н г би ри н чи си д ан  к у й и д а г и н и  то п ам и з: 

z i +  г 2 =  (2 +  I) +  (3 — 2 г) =  (2 +  3 ) +  (1 — 2) /  =  5  — I, 
z x — z а “  (2 +  /)  — (3 — 2i) =  (2 — 3) (1 +  2) ( =  — 1 -f" 3 /.

2 - м и с о л . 3 — 4 i ком п лекс сон н и  — 5 га  к у п ай ти р и н г.
Е ч и л и ш и .  (1 3 ')  ф о р м у л ан и н г и к ки н ч и си д ан  к у й и д аги н и  то п ам и з:

(3 -  4г) ( _  5 ) =  -  15 +  20/.

Э н д и  к о м п лек с  сонларни  к ^ п ай ти р и ш  ва  б у л и ш  ам али н и  к у р с а та м и з .
г ,  =  Xi +  у ii ва г 2 =  х 2 +  у2г комплекс сонларнинг купайтмаси деб куйи-  

дагича аницланадиган г комплекс сонга айтилади:
г  =  ZiZ2 =  (* , +  у {xt +  y si) =  ( x tx 2 -  у ,у 2) +  ( ^ у ,  +  x t f i )  i.  (15)

3 - м и с о л . л: =  2 — 3 i ва z.2 =  1 +  2 /-к о м гм ек с  со н л ар  к ^ п а й тм а с и н и  т о п и н г .
Е ч и л и ш и .  (15) ф о р м улага  к у р а  к у й и д аги н и  х;осил ки л ам н з:

гх • = [2 • 1 -  (-  3) • 21 + [2 • 2 + 1 • (-  3)] i -  8 + /.
4- м и с о л . г2 =  i • i ни топинг
Е ч и л и ш и .  i — 0 + 1 /  б у л ган и  учун

/а =  / .  i =  (о +  1 . о  • (О +  ) =  ( 0  ■ о  — 1 • I )  +  (о • 1 +  о  • 1) i =  - 1.

Ш у н д ай  ки ли б . Р  =■ — I экан

Агар иккита x-\-yi ва к — yi комплекс сон бир-биридан факат 
мав^ум кисмининг ишораси билан фарк килса, цушма комплекс 
сон дейилади ва z  =  x  + yi, г — х  -  vi каби белгиланади.

1^ушма комплекс сонни тасвирлайдиган нукталар ^акикий Ох 
Укига иисбатан симметрик жойлашган булади.



5- м и с о л  г  =  х  +  y i  в а ’г  =  х  - f  yi  куш м а к о м п л е к с  сон ларш ш г к ^п ай тм а 
си н и  топинг.

Е ч и л и ш и .  К у й и д а ги га  э гам и з:

г  • г  =  [х ■ х  — у  у )] +  [х ( -  у) +  х  • у] г =  - t2 +  у \

Ш у н д а й  ки ли б , г  • г  =  х 2 +  у 2.

Булиш купайтиришга нисбатан тескари амал сифатида аниК' 
ланади. Агар z x= z - z 2 булса, .г сон z x =  х х +  y xi ва z2 = x 2 +  y2i 
комплекс сонларнинг булинмаси (z =  z xjz2) дейилади.

г2 = 0 да булиш ^ар доим уринли эканини таъкидлаб утамиз.
Хакикатан, z1= z z i тенгликнинг иккала томонини z2 га купай-

тирсак, zx г2 =  z ( z 2z2) ни ^осил киламиз. Бу тенгликнинг иккала
1 1томонини — ^акикий сонга купайтиргандан сунг куйи­

дагини топамиз:

. =  (16)
г1 z'i

6- м и с о л . г х — 2 +  3 i сонни  г 2 =  1 +  4/ га б ули н г.
Е ч и л и ш и .  (16) ф о р м у л а г а  к у р а  к у й и д аги га  э га м и з :

£ , _  2  +  3; _  (2 +  3 i) (1 -  4 0  _  1 4 - 5 ;  _  И

*2 ~  1 + 4 i  ~  (1 + 4 / )  ( 1 - 4 /  “  17 _  17 17 '

3. Комплекс соннинг тригонометрик ф ормаси. Кутб укини 
^акиций Ох ук билан, кутбни эса координаталар боши О билан 
туташтириб, Оху  комплекс текисликда кутб координаталар сис- 
темасини киритамиз. z  — x - \ - y i  комплекс сонни караймиз. Унга 
комплекс текисликда М(х\  у) нуцта мос келади. г ( г > 0 )  ва ср 
лар М  нуктанинг поляр координаталари булсин. М  нуктанинг г 
Кутб радиуси, яъни унинг кутбдан масофаси z  комплекс соннинг 
модула дейилади ва \z\ символ билан белгиланади. Равшанки, 
г =  |-г | =  Y х 2 +  у ‘ (I боб, 3-§, 3-пунктга каранг). М нуктанинг 
Кутб бурчаги г комплекс соннинг аргументи дейилади ва Argz 
символ билан белгиланади. Маълумки, кутб бурчаги бир киймаг- 
ли аникланмай, балки 2^k кушилувчигача аникликда аникланади, 
бу ерда ихтиёрий бутун сон.

Аргументнинг барча кийматларидан 0 <  <р <  2тс тенгсизликни 
каноатлантирадиганларини ажратамиз. Бу киймат асосий, киймат 
дейилади ва <p =  argz билан белгиланади. г =  0 учун аргумент 
аникланмаганини айтиб утиш керак. Кутб ва декарт координата- 
ларини богловчи A:=rcoscp ва y=rsin<p формулаларни эътиборга 
олиб (I боб, (6) формулага каранг) биз z =  х  +  yi комплекс 
сонни куйидаги куринишда ёза оламиз:

2 •= г (cos <р +  tsin <р). (17)

Ёзишнинг бундай формаси комплекс соннинг тригонометрик 
формаси дейилади.



1 - м и со л . К уй и даги  сонларн и  т р н го н о м е т р и к  ф о р м ад а  т а с в и р л а н г .

1) Zj =  1 -  / ' 3  /; 2 ) =  i ;  3 )  г ъ =  5 .

Е ч и л и ш и :  1) г 1 =  1 — У  3 i сон  у чун  к у й и д а г и га  эгам и з: 

х>=\,  у = - / 3 ,  r = V { \ f +  ( — У~Ъ)'1=2,  c o s <(=xlr=  1/2 , s i n ? = y / r =  — l / T i / 2 .

С и н у с  ва  ко си н у сн и н г бу к н й м а т л а р и га  ар гу м ен тн и н г <р(п/2) к и й м ати  м о с  
к ел ад и .

/  5it 5 л '
г ,  =  1 — 1 ^ 3 1 =  2  [ c o s  —  +  г s in  ■

г)3 3

г а  эгам и з, бу н д ан  г  =  1) c o s  9  =  0 , s in  <j ■ 1,2 ) г 2 =  i у чун  л: =  0 , у
/ я  it \

я ъ н и  у =  тс/2. Д ем ак , г а =  г =  I co s — +  i s i n —j.

3) г 3 =  5  у чун  г « = 5 ,  9 = 0  га  э гам и з; ш ун дай  к и л и б , *3* = 5 = 5 (c o s  0 + i  s in  0).

Трнгонометрик формада берилган комплекс сонлар цандай 
булинишини курсатамиз. 2 i = r t (cos<?i +  i sin <p2) ва z 2—ЛДсоэ <p2-b 
+  «sincpj) булсин.

У ^олда
2 , z 2 =  n  (cos cpi - f  I sin tpi) • r 2 (cos <p2 +  i sin cp2) =

=  r  i r 2 [ (cos cp, cos tp2 — sin 9 i sin cp2) - f  (sin <pi cos <p2 +
+  cos f t  sin v 2) / ]  =  r, r 2 [cos (?! - f  <p3) +  i sin (<pi +  9a)]*

Шундай килиб,
z, z2 =  r, /-j [cos (cpi +  cp2) - f  i sin (cp, +  <p,). (18)

(18) формуладан, комплекс сонларни купайтирганда уларнанг 
модуллари купайтирилади, аргументлари эса ц$шилиши ке- 
либ яицади. Бу коида купайтувчиларнинг чекли п таси учун 
уринли. Хусусан, п та купайтувчи бир хил булган куйидагини 
^осил киламиз:

z n = \r (cos <р +  i sin cp)]'1 =  rn (cosn cp +  г sin/г <p). (19)

(19) формула Муавр* формуласи дейилади.

2 - м и с о л . г = 1 — г сонни  сак к и зи н ч и  д а р а ж а г а  к у т а р и н г .
Е ч и л и ш и .  Б е р и л г а н  сонни  тр н го н о м етр и к  ф о р м а д а  т а с в и р л а й м и з :

,—  /  7 я  7 л
г  =, 1 — I =  у  2 1 cos —  +  ( sin —

М у а в р  ф о р м у л аси га  к ^ р а  к у й и д а г и н и  з^осил ки л ам и з:

(V2)»

г8 =  (1 — /)в =

(
co s  18 • —  I +  i  s in

—  , 7я . 7* 
Y 2  [ co s —  +  ( s in  —

7ят =  16 (c o s  14 *  +  i s in  14 я )  =  16.

* А. М у авр  (1667 — 1754)—и н гл и з  м атем ати ги , 

21 - 5 8 5



£i _  Л (cos у; +  sin (f)̂  _  г, (cos ср! +  i sin<pi)(cos =fa — i sin <p2) _  

г 2 г2 (cos % +  г sin <js) r2 (cos ?2 +  i sin y2) (cos <f2 — 1 sin <p2)
__П  (c o s  yi cos y2 4 - s in  <p, sin  y; ) +  (s in  у, c o s у? — co s y, s in  y2) /  ___

/"a c o s 2?  +  s in 2?

=  J - [ c o s  (<p2 — ? 1 ) +  /  Sin (c?2 -  «Р,)];
•2

Шундай килиб,

-  =  -  Icos (ф„ -  cp,) +  i sin (cp2 -  (20)
Zq  ̂2

(20). формуладан, комплекс сонларни булганда уларнинг 
модуллари булиниши, аргументлари эса айирилшии келиб 
чицадн.

Комплекс сондан п- даражали илдиз чикариш, комплекс сонни
м-даражага кутариш амалига тескари амалдир. Демак, ш =  -\/~г 
булса, 2 =  со", z  =  г (cos 9 +  sin 9 ) ва «> *= p(cos 0 +  i sin 0) булсин. 
Муавр формуласига кура куйидагини ^осил каламиз:

г (cos 9 +  i sin 9) =  Ip (cos 0 +  i sin 0)]" =  pn (cos/г 0 +  i sin/i 0).
Бундан

r — pn, « 0  == <p -f- 2kic.

г ва p — мусбат сонлар булгани учун р =  \ f  г, бу ерда илдиз 
арифметик маънода тушунилади. яб =  9 -f 2&тс тенгликдан 0 =  

ф + 2Ы=  — -----  ни зосил киламиз. Дем.ак,
п

Р (cos б +  I sin 0) =  у  г (cos - f  i  sin L± .—- j. (21)

fc га кетма-кет 0 , 1, 2 , . . .  , n — 1 цийматларни бериб, 
нинг п та ^ар хил кийматини г^осил киламиз. Уларнинг ^аммаси бир 
хил модулга эга. Агар £ > « —I булса, 0 нинг кийматлари аввал
0 ^осил килинган кийматлардан каррали 2ъ сонга фарк килади
ва Y z  цийматлар кайтарилаверади.

3 - м и с о л . 1 — 1 ни топ и н г.
Е '/. и л и ш  и. — 1 сонни тр и го н о м етр и к  ф о р м ад а  та с в и р л а й м и з: — 1 =

*= I (co s  л  +  I s in  тс). (21) ф о р м у л ага  кура к у й и д а ги га  э гам и з: | / И Т  =
, -------------------- ъ + 21гп г. +  2 ктЛ

=  у  1 (c o s  it +  i s in  г.) = у  1 I c o s -------—  +  / s i n ----- ------ I . k  га  0 ва  1 ки й м ат-

ларн и  б ер и б , и лдизнинг и к к и т а  ^ а р  хил  е0 ва  к и й м ати н и  ^оси л  ки лам из.



4- м и с о л . М а ъ л у м к и , ах2 +  Ьх +  с =  0 к вад р ат  те н гл а м а , а г а р  ун и н г д и с ­
кр и м и н а н т а  D =  Ь2 — 4ас м анф ий  б ^ л са , ^ ак и к и й  и л д и зл ар га  э га  эм ас. Б унда 
т е н гл а м а  и к к и та  куш м а к о м п л е к с  и л д и зга  тенг экан ли ги н и  к у р с а т а м и з . ,\а ц и -

— b ±  V  Ь2 — 4ас
к а т а н , D  <  0  в а  D  =* — d2(d  >  0 ) л е с а к , м аъ лум  ж12 = ------------— ------------  ф о р -

*- Ь ±  V  ~  rf2 _____
м у ла га  к у р а  х , ,  = -------------------------- ■ ни х,осил к и л ам и з . Б и р о к  л/ _i'a \
*= I d2 ■ ( — 1) =  Y d 2 • V — \ =  ±  di  (3 - м исодга к ар ан г ). Д е м а к ,

— b ±  di — b d 
* 1’2 2a 2 a 2 a

Х у су са н , jc2 +  6jc -j- 13 =  0 тен гл ам а  к у й и д аги  к о м п л е к с  и л д и зл а р г а  эга : 
=  — 3 -f- 21, х^ =* — 3 — 2i.

4. Куп^адлар ^ацида баъзи маълумотлар. Бу пунктда бизга 
кейинчалик керак буладиган баъзи купдадлар дакидаги киска 
маълумотларни караб чикамиз.

Р(х\ купдаднинг илдизи деб бу купдадни нолга айлантиради- 
ган дар кандай (дакский ёки комплекс) Я(а) =  0 сонни айгилади. 
Масалан, л 3 +  д:2 — 2х — 8 купдад учун a =  2 сон илдиз булади, 
чунки 23 +  22 — 2 • 2 — 8 =  0.

Исбогсиз келтирадиган куйидаги теорема уринлидир. 
п- даражали %ар цандай купдад х  — а куринишдаги п та 

чизщ ли  купашпувш билан юцори даражали х  нинг олдидаги 
а0 узгармас коэффициентга купайтмаси куринишида ифода- 
ланиши мумкин, яъни

Р  (х) =  а (х  — at) (х  — а2) . . .  (х  -  а„). (22)

аь а2, • • • 5 “я сонлар равшанкк, Р(х) куп.^аднинг иллизидир.
1-мисол. Куйидагининг тугрилигини текшириш осон:

5х4 -  40ж3 +  115л2 -  НО л  +  60 =  5(х -  2) (х -  2) (х -  1) (х -  3).

2 - мисол, Xs +  х 1 +  9х +  9 купдад учун куйидаги ёйиш уринли: 
л 3 -)- x ! -f- 9х -f- 9 =  (х 1) (х — 31) (х -t- Зг).

Купдад ёйилган 'купайтувчилар бир хил булиши дам мумкин. 
Чизикли купайтувчиси ( х—а) (22) ёйилмада марта учрайдиган 
Р(х) купдаднинг а илдизи каррала илдиз дейилади. Каррали 
илдизи бир булган илдиз эса оддий илдиз дейилади. (22) ёйил- 
мадан бир хил купайтувчиларни бирлаштириб, уни куйидаги. 
куринишда ёзишимиз мумкин:

Р(х)  = а0{ х - а ) \ х - Ь ) к* . . .  ( х  -  1 ) \  _ (23)

бу ерда барча а, Ь, . . .  , /  илдизлар дар хил, k t - f  k2 +  . . .  -j- 
+  ks — n-

Шунга ухшаш, масалан, P(x)  =  4(x — 2)3 (x  +  1 )2 (x  — 5) куп­
дад a =  2, b — 1, с *  5 илдизларга эга, шу билан бирга 2 кар-



ралиги 3 булган илдиз; (—1) — карралиги 2 булган илдиз; 5 — 
оддий илдиз*.

Алгебрада, агар х,ациций коэффициент ли купщ д k каррали 
7 =  <*_-+- Щ комплекс сонли илдизга эга булса, цушма комплекс 
сон 7 — а — \ii %ам уша куп^аднинг каррали илдизи булшии 
исботланади.

Бундан, агар куп^адни купайтувчиларга ёйганда 7 *=<*-{- 
комплекс илдизга тугри келадиган (х — i ) k купайтувчи мавжуд 
булса, у з{Олда кушма комплекс ? =  а — рг илдизга тугри келади­
ган (х  — к)* купайтувчи мавжуд булади. Бу иккита купайтувчи- 
ни мос кушма компекс илдизларга купайгирамиз:

(л — (х  — 7 )ft =  \х  — (я +  $i)]k \ х  — (а — рг')]* =
=  j [ (д: — а) — ftf] • [(х — а) -f- Щ }* =  (л:2 — 2ах +  а2 +  ^ ) А =

=  (х2 +  р х +  q ) \
б у е р д а р  =  — 2, <? =  <х2 +  £}2.

Шундай цилиб, кУшма илдизларга мос келадиган чизикли ку- 
пайтувчилар купайтмасини, ^акикий коэффициентли квадрат уч- 
з^ад билан алмаштириш мумкин.

Юкорида баён килинганлар куйидаги куп^адларни купайтув­
чиларга ёйганда мав^ум сонлардан кутулиш мумкин булган гапни 
айтишга имкон беради:

Х,ациций коэффициентли %ар цандай куп^адни цуйидаги 
формада ёзиш мумкин:

Р(-%) = а0(х — a)tl (х  — b)и . . .  (л:2 +  рхх  +  q)k' (х2 -f
р2х •• • . (24)

Бу ёйишда чизикли купайтувчилар ^акикий илдизларга мос 
келади, квадрат уч^адлар эса куп^аднинг комплекс илдизига 
т^гри келади. а0, а, Ь, . . . ,  р и qx, . . .  узгармас катталиклар 
^а^икий сонлардир.

5. Рационал касрлар. Тугри рационал касрни ажратиш. 
Биз биламизки (I боб, 4-§, 7-пунктга каранг), каср рационал 
функция  ёки оддий рационал функция деб иккита куп^аднинг 
булинмасига тенг булган функцияга айтилади:

Qlv\  _
R{X) - Q » ( x)’

бу ерда Рт(х) — т-даражали куп^ад, Q„(a:) — п- даражали куп^ад.
Мисол учун:

Р(х) = xi +  5x3 ~  6х +  5 
1 х* +  2 х — 1

Агар суратнинг даражаси махраж даражасидан кичик б^лса, 
рационал каср тугри каср дейилади, акс ^олда рационал каср

* (22) ф о р м у л ад ан  п- д а р а ж а л и  х;ар цандай  к у п д ад  п та  и л д и зга  эга  экан и  
(а га р  д а р  б и р  и лдизни  унинг к ар р ал и ги  буйича д и с о б л а н с а ) к ел и б  чицади .



нотурри дейилади. Юкорида келтирилган рационал каср нот^ри  
касрдир. Бу параграфнинг вазифаси рационал касрларни интег­
раллаш методларини баён килишдир.

Дастлаб, %ар цандай нотурри рационал цасрни куп^ад ва 
нотурри каср (iiiFUHducu куринишида тасвирлащ мумкин эка- 
нини айтиб утамиз.

Хацикатан, R(x)  =  P(x)IQ{x)—нотурри каср, яъни Р(х) нинг 
даражаси Q(;c) никидан катта ёки тенг булсин. Суратни махраж- 
га булиб, куйидаги айниятни ^осил киламиз:

P(x) — Q(x)L(x) +  r(x).
бу ерда L(x) ва г(х)  колдик — купх;адлар, шу билан бирга кол- 
дикнинг даражаси касрнинг Q(x) сурат даражасидан кичик. Бун-

дан —̂ - ~ L ( x ) - { — — , бу ерда r(x)/Q(x)— турри рационал каср. 
Q (х) Q (x )

х* +  5х3 — 6х  +  5
М и сол. R(x )  = -------------- ---------------- булси н . х 1 +  5х3 —  Ьх  +  5 ни х 3 + 2дг—1

х 3 +  2х  —  1
га були б , L(x) =  х  +  5 б ули н м а ва  г(х)  = — 2.V2 — 15лс -)- 10 к о л д н ^ н и  х,осил 
Киламиз. Д ем ак ,

х* +  5х3 — бдг +  5  - г 2 х 2 — 15л: +  10
— -------------------------=  а: +  5  + ------- --------------- --— .

х 3 +  2 к. — 1 х 3 -\ -2х — 1

Шундай килиб, нотурри P(x)IQ(x) рационал касрни интеграл­
лаш Ц х )  купх.адни ва r{x)jQ(x) тугри касрни интеграллашга 
келтирилар экан:

I  5 м “ х =  I \ Ц х )  +  Ш )  11i x ~  1 Ц х у , х  + 1 Ш ' d x -

Купз^адни интеграллашни биз билганимиз учун энди факат 
тугри рационал касрни интеграллашни курсатиш колади.

Биз куйида курамизки (7-пунктга каранг), *ар кандай тугри 
рационал касрни энг содда рационал касрлар деб аталувчи ку- 
йидаги касрларнинг чекли йириндиси куринишида тасвирлаш 
мумкин:

I. — ; И. — Ц г  =  2, 3, . . . ) ;
х — а ( х  — а)п

Ш. - Мх± ? — - IV. . ( я - 2, 3, . . . ) ,
хг +  рх  +  q ( х г +  рх +  q)n

бу ерда Л, а, р , q, М ва А'— *акикий сонлар, х ‘ -+ рх  - f  q квад-
Р'*рат уч^ад ^акикий илдизларга эга эмас, яъни — —<7< 0 . Шунинг

учун биз содда касрларни интеграллашни ургансак ва тугри ра­
ционал касрни соддаларининг йигиндисига ажрата олсак, рацио­
нал касрларни интеграллаш масаласи х;ал килинган булади

6, Энг содда рационал касрларни интеграллаш Энг содда



рационам касрларнинг I ва II типларини интеграллаш кийинчилик 
тугдирмайди. Хацикатан,

Г ^ ==л Г ^ ^ = Л 1 п | х - а |  +  С;
J х - a  J х  -  а

Г . Л1Х -  А  Г (л: -  а)~" d(x  -  а) = ------- ----- —  +  С.J ( х - a)» J  V V ’ (1 - п ) { х - а ) п~ '  т

Энди Ш.типдаги рационал касрларни интеграллашга утамиз;
М х  +  NI: dx.

х 3 +  р х  +  q

Махражда тула квадрат ажратиб, куйидагига эга буламиз; 

д 2 +/7л: +  ^ =  х 2 + 2 | л  +  ^  +  ^ -  j )  = (x  +  j f  +

Шартга кура л2 -\-рх  +  д уч^ад ^акиций илдизларга эга бул-
я2 п2

магани учун ^ —— > 0 .  q — — = a2 белгилашни киритамиз. Энди
4  4

интегралга t =  x-\-  деб узгарувчини алмаштириш ни куллана- 

ыиз*. Бундан:

x  =  t — £ ,  dx  =  dt, x* +  p x  +  q = ( x - f  | j 2 +  [q -  =  P+a?.

Демак,

г _ ш _ t a _ d x =  г [ . ! £ - +
J x 2 + p x  +  q J n  +  аг J ( Ч й 1

N - V Z+ (*'-1f) J in (/■+«») + ■■arcc f +.C.
 ̂ ва а  нинг цийматларини уз урнига куйиб, ни^оят куйида­

гини ^осил киламиз:
' N - Ш  х + £

С М х  +  N  , Л/  i , 2 i i \ i  2 , 2
~  ^  =  17 И *  + Р *  +  ?) +  — -  . arctg —— =  +  С.

J  х  +  Р х  +  q 2 1  f  р 2 -| f  р 2
V  ч — т V  «—г

'&х +  Ь 
х г +  2 *  +  10

Е ч и л и ш  п. М ах р аж н и н г яр м и га  тен г бул ган  янги  t  у зг а р у в ч и н и  к и р и ­
там и з:

М и с о л . Г  — о л Л - - - - - - -  д Г д .  н и  т о п и н г >
J - ............

t  =  (х2 +  2х  +  10)' =  х  +  1, х  — t  —  1, d x  — i t ,  

х 2 +  2х  +  10 =  (t  —  l ) 2 +  2 (f -  1) +  10 =  t2 +  9.

* А г а р  t  м ах р аж  з^осиласининг яр м и га  тен г д е б  С елгилаб о л с а к  бу  алм аш -
1 р  

ти р и ш н и  о со н  ёд д а  сац л ав  цолиш  м ум кин; t «= — (л.2 р х  -J- ц)'  *= х  +  — .Л



Д е м ак ,

С 3 * 4 - 5  , (*3 ( /  — 1) + 5  Г d t
J  я 2 +  2 *  + 1 0  X J  f2 +  9 '  “ J < 2 +  9 + J ^  +  9 ”

-  —  In  ( t2 +  9) +  a r c tg  j  +  С  =  In (* 2 +  2x  +  10) •+ | -  a r c tg  - f  £

Ни^оят, IV типидаги рационал интеграллашнн караймиз:
М х  +  N

( х 2 +  р х  +  д)п
dx.

t =  х  +  деб аввалгидек янги t у'згарувчини киритамнз, Бу 

Куйидагини беради:

х  =  t — dx= *dt , х г + рх  +  q =  f  - f  а \
«а

бу ерда a1= q  — j .  Демак,

J (x*+px+q)n J (/• +  a*)" \ 2 / J  (*2 +  a2)n '

(?5) тенгликнинг унг томонидаги интеграллардан биринчиси 
осон хисобланади:

Г =  1  Г ({> +  а?)~п d (t* +  а?) -- - - - - - - - - i- - - - —  +  С.J (*2 + а2)л 2 J ’ 2(1 — л)(/2-|-а2)
Г d tШундай килиб, /„ =  I —-----— интегрални х;исоблаш колади.

J ( t2 +  а 2)
Бу интегрални куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

j  f  dt  ^  1 Г ( ^  +  а*) -  t ‘ ^  _  JL f Г d t  _  Л t U t  1 
Л ”  J (/2+ а2)” =  л2 J (f а + а2)" а2 .) (р + a2)""1 J «» + а>)"J‘

I dt 2 д'- i  ~  4 - 1  Деб куйидагини ^осил киламиз:(<» +  аТ

К 1 -  f ~‘dt (26>rt_1 J  (t2 + а2)л/ . =  5
.  Л2

а 2 4 - й 2) " ’ 2(1, — я )  ( /2 -М 2) ”- 1

деб интегрални булаклаб интеграллаймиз:

Г (Zd' - ________f_____________ —  Г
J  (<* +  й 2) "  “  2 (1 -  я )  (*2 +  в2)"-1 2(1 - л )  J (<2+ а 2)

1 1 ,

Л -1

2 (1  — л ) (t2 -f- а 8) " -1  2 ( 1 - л )  я ~ 1‘



л -1 2(1 — n)(/2 +  a2)4 
- 2 п

—  +
1

2 ( 1 -  п) ч

Шундай килиб,
/ .  =  -1

2  —  2  п 

2л — 3

/  -4-------------- -________ 1
Л_1 2 (л  — 1) (t2 - f  a 2) " -1  J*

К~  1 +  ■
t (27)

2л  — 2 Я ~ 1 ‘ 2 (л  -  1) (t2 +  a 2) " - 1  

Хосил килинган формула келтириш формуласи дейилади. 
dt

М и с о л . U
V2 + 1Я

ни топ и н г.

Е ч и л и ш и .  Б у  е р д а  <2 =  1, п — 3, (27) ф о р м у л ан и  кУ лланиб, топ ам и з:

ь - 1а J2

2 - 3 - 3
2  • 2  —  2 

У ш а  (27) ф о р м у л а г а  к у р а

ч

2(3—1) (t2 + l)2 .

d t

“ J ?

(*2+ l) '  
dt

2 - 2  —  3 

2 - 3 - 2 Л + 2^2-l)(*2 +  l)

3  г1
= -  /о +  ---------- .

4 3 T  4  (*2 - j - l ) s

2 2(<2 +  1)

—  =  a r c tg  t  +  С  б у л г а н и  учун / 2 =  a r c tg  /  +  • -  -  
т  *  ̂ +  I; +  С,

Д е м а х ,
tЗГ 1

L  =  — — a r c tg  t +
3 4 j 2  2 ( ^ + 1 )

+
4 (fl +  1) :

+ C .

31 3
• 4 - -----------------f — a r c tg  t  +  C.

4 ( t2 +  l ) 2

Шундай килиб, рационал касрларни интеграллаш доасаласини 
якунлаш учун тугри рационал касрларни энг содда касрлар 
йигиндисига кандай ажратиш мумкинлигини аниклаш колади.

7. Тугри рационал касрни содда касрларга ёйиш. Юкорида 
биз рационал касрни интеграллаш кущадни ва тугри рационал 
касрни интеграллашга келтирилишини курдик (5- пунктга каранг). 
Хар кандай рационал P(fi)jQ(x) тугри каср содда касрларга кан­
дай ёйилишини аниклаймиз. Бу ёйишда касрнинг Q(^c) махражи- 
ни чизикли ва квадратик купайтувчиларга ажратиш му^им а^а- 
миятга эга (4-пунктга каранг).

Аниклик,учун Q(x) махраж купайтувчиларга куйидагича аж- 
ратилади:

Q(x) =  (х — a)k (х  — Ь)1 (х 2 +  р х  -f  q)m.
Бу ерда квадрат уч^ад ^акикий илдизга эга эмас. У долда куйи- 
да биз исботсиз келтирадиган куйидаги теорема уринли.

Теорема. Турри рационал P(x) Q(x) касрни, бу ерда Q(x) — 
=  (х — &)* (х — by (х2 -j- р х  q)m ягона равишда содда касрлар 
fuiFUHductna ажратиш мумкин:



Р ( х} __ At I А2 i I Ak I I
Q (x )  x — a ( к —  a ) 2 * * ’ (x —  a)k x  — b ( i — b)2

I &i  j My x +  Nx ■ M 3x  4- N « ___ , I M m x - f  N m ( 2 8 )

(x — b)1 x* +  p x  +  q (jc2 +  jvx +  q)2 ( x 2 +  p x  +  q,m '

бу ерда Ah Bt, M h — \ акщий сонлар (i =  1, 2, . .  .).
(28) формуладан куринадики, Q(a) махражнинг чизикли ку- 

пайтувчиларига I ва II типдаги содда касрлар,'квадратик купай- 
тувчилар эса III ва IV типдаги содда касрлар мос. келар экан. 
Бунда берилган купайтувчига (чизикли ёки квадратик) мос кела- 
диган содда касрлар соли купайтувчи махраж ёйилмасига кирган 
даражас^га боглик. Турри рационал касрни ёйиш коидаси Q(;c) 
махраж ёйилмасига кирадиган чизикли ва квадратик купайтувчи- 
ларнинг чекли сони учун уринли булиб колади.

8. Аникмас коэффициентлар методи. Турри рационал касрни 
коэффициентларини топишнинг энг содда методларидан бири 
аникмас коэффициентлар методидир. Бу методни кулланишни 
мисолларда тушунтирамиз.

— 5х  +  9
1>  м и с о л . ---------— — -— ---------— ни содд а к а с р л а р г а  а ж р а ти н г .

(х  — 1)2 ( х 2 +  IX  +  2)
Е ч и л и ш и .  (28) ёй и л м ад ан  ф о й д ал ан и б , ё за м и з;

х 2 — 5 i + 9  __  Ay А г • М х  -f- N
( х -  I)2 ( х 2 +  2х +  2) ~  х -  1 +  ( х  -  I ) 2 +  а 2 +  2х +  2 ’ ^

б у  е р д а  Ay, А3, М  ва N — л а р  з^али н о м аъ л у м  сон лар .
(*) айн и ятн и н г Унг том онини  у м у м и й  м ах р аж га  к е л ти р а м и з :

х 2 —  5 х  +  9  Л ( * - 1 )  ( * 2+ 2 < + 2 )  +  Ап(х2+ 2 х + 2 )  +  ( M x + N )  ( * - 1 ) а

(л: —  \ ) 2 ( х2 +  2х  +  2 ) ~  ( ж -  1)2 ( л 2 +  2*  +  2)

Б у  ай н и ятд а  к аср л ар н и н г  м ах р аж и  б и р  хил. Д е м ак , с у р а т л а р и  з?ам ай н ан  
тенг:

* 2  _  5х  +  g =  Ау(х  —  1) ( х 2 +  2х  +  2) +  А2( х2 +  2 х + 2 ) +  (М х  +  N ) ( x -  I ) 2.

К авсл ар н и  о ч и б  ва  унг том он даги  к ^ п ^ад н и  * нинг д а р а ж а л а р и н и  п а с а й и б  
б о р и ш и  б уй и ча к у й с а к , куй и даги ни  л;осил ки л ам и з:

х 2 — 5х  +  9 «  ( А  +  М)*з  +  M i +  Аг — 2М +  N)x*  +
+  (2Л2 +  М  — 2N ) x  +- (— iA^ +  2А-2 +  N).

И к к и т а  ку п д ад  х нинг б и р  хил а а р а ж а л а р и д а  к о эф ф и ц и е н т л а р  б и р  хи л  б у л ­
га н д а  ва  ф а к а т  ш у н д а  айнан  тен г булади . Б у  к у п ^ а д л а р н и н г  к о э ф ф и ц и е н т л а ­
р и н и  х  нинг б и р  хил  д а р а ж а л а р и д а  тен гл аб , к у й и д а г и  те н г л а м а л а р  си сте м аси н и  
цосил  ки лам из:

х 3 да: Ay +  М  *» 0; 
х 2 д а) Ау + А2 —  2М  +  N  =• 1; 
х  д а : 2А3 +  М  — 2N  =  — 5; 

о зо д  дад : — 2/4, +  2Л 2 +  N  — 9.

Б у  си стем ам и  еч иб , Л , *= — 7/5, А.3 =  1, М  => 7/5, N  =• 2 1 /5  л ар н и  топ ам и з*

* ТУтри р ац и о н ал  к аср н и  со д д а  к а с р л а р  й и ги н д и си га  ё й и ш  5^ар доим  м у м ­
ки н  б у л ган и  ва  яго н а  б улган и  учун  ёй и л м ан и н г н о м аъ л у м  к о эф ф и ц и е н т л а р и н и  
то п и ш  у чун  ту зи л а д и га н  си стем а  яго н а  еч и м га  эга .



(* ) м у н о саб атд а  А и А2, М  ва  N  л а р  У рнига топ и лган  к и й м атларн и  ц у й и б  
у зи л -к е с и л  к у й и д аги н и  ^ о си л  килам из:

** -  5 *  +  9__________  7 1 7 *  +  21

( х -  1 ) » ( ^  +  2 * + 2 )  5 ( х —  1) +  ( * - l ) s 5 (* 2  +  2 *  +  2 ) '
j^2  | -j- 2

2 - м и с о л    к аср н и  энг с о д д а  к а с р л а р г а  аж р ати н г.
(х — 2)2 (х +  3)

Е ч и л и ш и .  М а х р а ж  ф а к а т  х,акикий и л д и зл ар га  э г а  б у л ган и  учун  к аср н и н г  
бй и л м аси  (28) ф о р м у л ага  к у р а  к у й и д аги  к у р и н и ш га  эга  булади :

х* +  2х +  2 . A t А2 В 1

( * - 2 ) 5 ( *  +  3) “  х  —  2 ( * —2)2 *  +  3"

Х о си л  ки ли н ган  м у н о саб атн и н г унг том онини  ум ум и й  м ах р аж га  к ел ти р ам и з!

х 2 +  2х +  2 A j ( x ~ 2 ) ( K  + 3 )  +  Л2( *  - f  3) +  f f t (jt —  2 f
( х - 2 ) 2(х  +  3 ) ’= (х - 2 ) 2 (х  +  3)

С у р а т н и  т е н г л а б , к у й и д аги н и  * оси л  ки лам из:
* 2 +  2 *  +  2  =  А х(х  -  2 ) ,*  +  3) +  Ла(*  +  3) +  Вх(х —  2 )2.

Купз^аднинг Унг то м о н и н и  х  нинг д а р а ж а с и  кам ай и б  б о р ад и ган  к и л и б  ж о й л а ш - 
т и р а м и з :

* 2 +  2 *  — 2 =  (Л , +  В х)х2 +  (Л , +  А , —  4В, )х  +  ( - 6 Л ,  +  3 А2 +  4ВХ).

Т е н гл и к н и н г у н г в а  ч ап  то м о н и д а  х  н и н г б и р  хил д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  
к о э ф ф и ц и е н т л а р и н и  те н г л а б ”, к у й и д аги  си стем ан и  досил  ки лам из;

+  S i  *= 1. ]
+  -^2 +  4 6 ] =  2,

— 6 Л + З Л  +  4В, = 2  ,
Б у  си сте м ан и  еч и б , Л , «=» 4 /5 , Л 2 =  2, =  1/5 ларни  то п ам и з. К о эф ф и ц и ен т*  
лар н и н г то п и л ган  б у  ки й м атл ар и н и  (*) м у н о саб атга  к у й и б , к у й и д а ги н и  $ о с и л  
К’м а м и з :

х 1 +  2х  +  2 4 2  1

(х  —  2 )2 ( *  +  3) =  5 (*  —  2) +  ( * - 2 ) 2 +  5 ( *  +  3 ) ’

2 * 2 - f  Ю * — 18
3--м и с о л . ----------— ----------------------— ни со д д а  к а с р л а р г а  аж р ати н г:

(х  — 1) (*  +  2) (х  — 3)

Е ч и л и ш и .  (28) м у н о с а б а т д а н  ф о й д ал ан и б , к у й и д аги  ай н и ятга  э г а  б у -  
л ам и з:

2 л 2 +  10* -  18 А В С
+ — п +(*  — 1) (х  +  2 ) (*  — 3) х  —  1 х  +  2 х  — 3

У нг  то м о н д а г и  к аср н и ’ у м у м и й  м а х р а ж г а  к ел ти р и б ,  с у н г р а  $’н г  в а  чап  том он-  
д аг и  к а с р л а р н и и г  с у р а т л а р и н и  т е н г л а б ,  к у й и д а г и н и  досил  киламиз:

2 * 2 +  10* -  18 -  А { х + 2) ( * - 3 )  +  В / х  -  1 )(* —  3) +  С ( х — 1 )( х  +  2), (* )  
бундан:

2 х 2 +  1 0 * -  18 =  (А +  В  +  С ) * 2 +  ( ~ А  — АВ  +  С)х  +  (— <5А +  3В ~  2С).
х нинг б и р  хил д а р а ж а л а р и д а  к о э ф ф и ц и е н т л а р н и  тенглаб ,  к у й и д а г и  с и сте м ан и  
^ о с и л  килам из :

А В  -j- С  =  2,
— А -  4В + С =  10.

— 6Л  +  ЗВ  - 2 С  =  - 18,

гзо



У н д а А =  1, В  =  — 2, С — 3  л ар н и  то п ам и з. Д е м ак ,

2 х 2 +  Юл:—  18 1 _  2  3

(ж— 1)(* + 2)(* — 3) * — 1 *+2**”*—3*
, К ^ п и н ч а  ёйи лм ан ин г н о м аъ л у м  ко эф ф и и и ен тлар и н и  т о п и ш н и  ян ад а  т е з -  
л аш ти р и ш  м ум кин. Х ак и к ат ан , .\о зи р  к у р ган  м исолни  к а р а й л и к . Х осил килия»  
га н  (*) иф ола, х  нинг б ар ч а  к и й м атл ар и д а  у р и н л и  б у л ад и ган  ай н и ятд и р .

х  нинг ( *) иф ода эн г со д д а  к у р и н и ш га  эга  б у л а д и г а н  к и й м а тл ар и н и  та н -  
л аб  олам из. Ьу е р д а  м ах р аж н и н г и л д и злари дан  б и тт аси н и  х  деб  о л ган  м а ъ к у л .

* = 1  д еб  — 6=>— 6Л  га  э г а  б ^ л ам и з , бу н д ан  А  — 1. Ш у н г а  ^ х ш а ш  *  = — 2 
д е б  — 30 =  15 В, В =  — 2 ни то п ам и з. х  — 3 д а  30 «= Ю С, яъ н и  С — 3.

Курсатиб утилган метод тугри рационал касрнинг Q(x) мах- 
ражи ^акикий илдизларга эга булганда жуда кулай.

Амалда юкорида курилган иккала метод бирга ишлатилади.
x't х  -{- 13

4 - м и с о л .   ни энг с о д д а  к а с р л а р г а  а ж р а ти н г . "
(х  —  1 ) ( * а +  4)

Е ч и л и ш и .  (28) т е н гл и к д а н  ф о й д ал ан и б  к у й и д а г и га  э гам и з!
х 2 +  х  +  13 А М х  +  N  

( х —  1) ( * г +  4) =  * -  1 +  *2 +  4 '

У н г том он даги  к аср н и  ум ум и й  м ахраж гч  к е л т и р и б , с ^ н г р а  чап  в а  ^н г то» 
м он даги  каср л ар н и н г с у р а т л а р и н и  тен гл аб , к у й и д а г и н и  х оси л  ки л ам и з:

* 2 +  *  +  13 =  ,4 (* 2 +  4) +  (М х  +  N)  ( х  —  1), (*)
ёк и

х'1 +  *  +  13 =  (А +  М ) х 2 +  ( - М  +  N ) x  +  4Л  — Л*.

(*) ай н и ятд а  *  =  1 д еб  15 =  5А  ни цосил к и л ам и з , б у н д ан  Д — 3. х 2 в а  х  д а  
к о эф ф и ц и ен т л а р н и  тен гл аб  в а  А — 3 ни э ъ т и б о р га  олиб,

З +  М =» Ц
_ A ! + W - 1 J

ни ^ о си л  ки лам из, бу н д ан  М  =  — 2, N  =■ — 1.
Д ем ак ,

х 2 +  *  +  13 3 2 * +  1 

( * — 1 ) ( * 2 +  4) х — 1 х 2 +  4 ’

9. Рационал касрларни интеграллаш. Юкорида баён цилин- 
ган фикрлар рационал касрларни интеграллашнинг асосий коида- 
ларини тавсифлашга имкон беради.

1. Агар рационал каср нотугри булса, у ^олда уни ку щ ад  
ва тутри рационал каср йигиндиси куринишида ифодаланади 
(5-пунктга к;.).

Шу билан нотугри рационал касрни интеграллаш куп^ад ва 
тугри рационал касрни интеграллашга келтирилади.

2. Тугри рационал касрнинг махражи купайтувчиларга ажра- 
тилади.

3. Тугри рационал касрни содда касрлар йигиндисига ажра- 
тилади, Бу билан тугри рационал касрни интеграллаш содда 
касрларни интеграллашга келтирилади,

г  х* -  з * з  _  5 х 2 +  3 0 *  -  22 
I* м и с о л . I ----------------------- ----------—-------d x  ни  то п и н г.J —* — 8* +12



Е ч и л и ш и .  Интеграл остпда п о т е р и  к а с р  турибди. Бутун кисм ни а ж р а -  
ти б  куйидагини х,осид киламиз:

Xs — Зх3 — 5х2 +  30* — ‘/ 1  х 2 +  2х + 2
*3 _  *2 _  8* + 12 = * ~  +  х З ~ х 2- 8 х +  12'

Демак,
х 2 4  2х 4- 2г  X 4 _  Зх3—5 х 2 +  ЗО г -  22 ГГ

J  ,2 * . - j | * - 2  + х * - х * - 8 х  +  12.
dx  ■■

х* „ Г * 2 +  2*  +  2
— 2х  4~ \ — ---------------------- dx.2 J  х3 — х2 — 8х 4 12

* 3 — х 2 — 8* 4  12 <= (х  — 2)2 (х  4- 3) ни эътиборга олиб,
х 2 4- 2х +  2 х2 +  2х +  2

* з - х 2 - 8 х + 1 2  ( х - 2 ) 2 (х  +  3) 

тугри рационал касрни оддий касрларга ажратамиз (8-пунктдаги 2-мисолга к.): 
х г +  2х  +  2 х 2 +  2х  +  2  4  2  1

---------  + г г - ^  +  ;*3 —а 2 —8*-)-12 ( * - 2 ) 2 (х  +  3) 5(х  — 2) (*  -  2)2 ^  5(х +  3)' 
Шунинг учун

С х 2 +  2х +  2 _  Г
J A3_A2 _ 8r+i2 х  J 5(х  — 2) (дг — 2)2 5(* +  3)

— 5  ̂Х — ^  — х _2 5 'П Х̂  ̂^
Ш ундай килиб, узил-кесил куйидагига эга буламиз:

х 4 — 3*з — 5х2 +  30* — 22 х 2 . 4  2
*> -*< ~ S ,+  ,2— ‘!* - 2 - 2x - ^ ,n,X- :n- — 2 +

4- “  In | *  +  3 14- С.
5

x 2 — 5* 4- 9 
( х ~ 1 ) Ц х 2+ ' ; х  +  2)

Е ч и л и ш и .  Интеграл остида т^гри рационал каср турибди. Уни содда

С л -  — « t s
2- мисол J  ------  „ ; — —— dx  ни топинг.

касрларга ажратамиз (8- пунктдаги 1-мисолга каранг):
х 2 — 5х +  9 7 1 7х  4- 21

; +  т ~ т г „  +  ;( х -  I)2 (х2 +  2х + 2 )  5(х -  1) (X -  I)2 Ь (х 2 4- 2х 4- 2)

Демак,

Г х * — 5*  +  9 7_ С dx  f* dx  , 2 , Г х  3
J (х  -  I)2 (х 2 +  2х 4- 2) 5 J -t — 1 + J ( x - 1 ) 2 6 J x 2 + 2 x 4 - 2 ^ ’

Охирги интегралнинг ^нг томонига келсак, у маълумки, t  =  ~ (̂х2 +  2* +  2 )'

Урнига куйиш билан олинади. Бу t =  х  +  1, х  =  t  — 1, dx  =  dt,  х 2 4- 2х 4  2 *■ 
■= t 1 4- 1 ни беради. У долда

г> х  +  3 п 1 4-2 С t d t  „ С  dt  1
I ------------------ d x  **> 1 ------- -dt  =  I ------- 4  2 I ---------r ■» — In (12 4  1) +Jx 2 + 2x + 2 Jt2 + 1 J<s+1 J* s+1 2

-1- 2 a ic tg  г +  С =  — In (x 2 4- 2x +  2) +  2 arctg  (x 4  1) 4  C.



I i S _ 5 j r 4 - Q  7 l 7
г— ;y; , , •; :n dx =  -  т In I •* - i1 -  — ; +  Tnln (*2 +  2x +  21 +  ( x  — I ) ( * a 4 - 2 x  +  2) 5  x  — 1 10

14
+  — a r c tg  ( j c +  1) +  C .О

4-§ . Т Р Н Г О Н О М Е Т Р И К  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

1. j  sin".*;cos''.*:rf.*: куринишдаги интеграллар, бу ерда т ва

п — бутун сонлар. Сонлардан бири т ёки п ток булган >;олни 
караймиз. Бу ^олда интеграллар рационал функцияларни интег­
раллашга келтирилади. Интеграллаш методининг мазмуни куйи­
даги мисоллардан яккол куринади.

1 - МИСОЛ. j  Sin5* C0S‘X Й?Х ни топ и н г.

Е ч и л и ш и .  sin .v  d к =  — d cosx  ни э ъ т и б о р г а  олиб, г  =  c o s  х  д еб  у з г а ­
ру вч и н и  а л м аш ти р ак и з. Б у  dz  — — s i n x d x  ни б е р а ч и  ва  д е м а к , s in 2jc — 1 —
— c o s2x  =  1 — г 2 б улган и  у ч у н  к у й и д аги н и  .уэсил килам из:

J  s in 5x  cos*x d x  — |  s in 4x  c o s4x  ■ s in x  d x  =  — J" (1 — 2 s)2z ‘d i  «*

г 5 2 г 7 г 9 c o s ’x
_  ] ( 24 _ 2 г б  +  г8)^г =  - - - 4 - С  = - - р -  +

2 c o s 7.v 
+  — S----

COŜ JC
2- м и с о л . 1 4— —  d x  ни то п и н г.

sin -'x‘• J *
Е ч и л и ш и .  cos dx  =  a s in  x  булган и  у чун  г  ^  s in  ж д еб , dz  =  c o s x  dx,  

c o s2x  =  1 — s in 2x  =  1 — г 2, s in 2 x  =  z 2 ни ^осил  к и л ам и з ва дём ак ,

r££!!£dx=; Г(1т .2!п2з)_с_о ^ = f f - I - i b s -  .

J s in 2 x  J s in 2x  J г2 J \ г 2 J

=  — —  — z  С =  — — -—  — s in  x  4- C . 
z  s in  x

И з о ц .  Ш у м етодни  m в а  n со н лардан  б и р и  т о к  в а  м у сб ат , и кк и н ч и си  
эса  и хти ёри й  б улган д а *ам  к у л л ан ам и з .

3 - м и с о л . l o c o s ' 1 t  s in 3 х d x  ни ^ и с о б л а и г .

Е ч и л и ш и .  К у й и д а ги га  э гам и з: |  У  c o s2 х  s in 3 х  d к — [  c o s 2/3x  s in 2 л: X  
X  s in  j<dx.  c o s x  =  z  д ей м и з. У  ^ о л д а  dz  »  —  sin  x d x .  Д е м а к ,

J  ^ ’c o i2!  s in 3 x d x ------- J  22 /'( l  -  z ^ d z  =  —  J  z 213 -  z m )dz  -

s1 f r i)^ -
' з ______ / c o s2 x  I \

3 cos x у  c o s 2 x  I — —--------— j  + С .



Энди т ва п курсаткичларнинг иккаласи ,\ам жуфт ва ман- 
фип.\:ас (хусусан биттаси нолга тенг булиши мумкин) булсин. 
sin2 л, cos2x, sin х  cos л; ларни

• 2 1 — cos 2х ■> 1 4- cos 2х , 1 , ~siп х — ------------ , cos" х  ~ -------------, sin х  cos к — — sin 2л:
2 2 2

формулалар билан алмаштириб, sin"xcosmх  купайтма шунга 
ухшаш йигинди билан алмаштирилади, лекин-бу йигиндини да- 
ражаси кичик (паст) булади. Интеграллаш методи куйидаги ми- 
соллардан равшан булади.

4-мисол. f cos xdx ни топинг.
Е ч и л и ш п. К у й и д аги га  эгам и з: '

5 - мисол. [ sin* х  co s2 х dx  ни топинг.
Е ч и л и ш и .  К у н и д а ги га  эгам из:

с , . Г/ 1 + cos 2-*Л2 1 + cos 2х J s in ’ х  cos2 х  d x  =  W------- -------- ) ■ dx  ■■2

(1 — cos 2x)2 (1 +  cos 2x) dx  =  —j*sin22 x  (1 — cos 2x) dx  =

— — fs in 2 2x d x ------ Г sin2 2x  cos 2 x d x — — Г (I — cos 4x) dx  —8 J 8 J 16 J
I f  x  <in 4x  sin8 2x

— — 1 ( s in 2 2x d s in  2x  =  — — ----------— ----------- -f- C.
16 J  16 04 48

И з о ) 5. Биз биламизки, битта уша функциянинг бошлангич 
функциялари бир-биридан узгармас кушилувчига фарк килади. 
Бу ^олатни эътиборга олишга тугри келади (айникса тригоно- 
метрик функцияларни интеграллашда), чунки интеграллаш ме- 
тодига боглик равишда жавоблар х;ам турли формада булади.

Масалан, j sin 2 x d x  =  — ~  cos 2х -j- С. Лекин иккинчи томон-

дан

J" sin 2 x d x  =  J  2 sin x  z o s x d x  — 2 j  s in x d  sin x  =  sin2 л: -Ь- С.

Шундай ь;илиб, — ^ c o s x  ва sin2x битта sin 2л: функциянинг

бошлангич функцияларидир, куриш осонки, улар бир-биридан 
узгармас сетга фарк ь;илади:



Тригонометрик функцияларни интеграллаш методларини бун­
дан буен урганиш учун навбатдаги пунктда баён ^илинадиган 
янги тушунчалар керак булади.

2. Икки узгарувчили рационал функциялар. Иккита и ва v  
узгарувчига нисбатан купдад деб Aanv m куринишдаги купайтма- 
га айтилади, бу ерда п ва т — бутун манфиймас сонлар. Маса­
лан, 3u2v -I- 5иъъ* — 5v3 +  6, 5v a +  iu  ифодалар и ва v  га нисбатан 
купдадлардир.

и ва v  га нисбатан купдадларнинг булинмаси и ва v  нинг 
рационал функцияси ёки и ва v  га нисбаган рационал ифода 
дейилади. .

.. и2 + -V 2ц2 — v2 3 &Масалан, ---------- , --------- , --------- касрлар и ва v  га нисбаганЦ.(+ЧЩ2’ 4V ' U2+V2 V Г
рационал ифодалардир. и ва v  га нисбатан рационал функцияни 
R{u, v) каби белгиланади.

Куриш осомки, и ва v  га нисбатан рационал функциянинг йи- 
гиндиси, айи'рмаси, купайтмаси ва булинмаси дам рационал функ­
ция. ?(<) ва функцияларга нисбатан рационал ифода деб, 
и ва v  урнига <?(х) ва ф(х) функциялар куйилган и ва v га нис­
батан рационал функцияга айтилади. ср(х) ва 'ji(x) ларга нисба­
тан рационал ифодани R.(y{x), 'К-*)) билан белгиланади.

Г X -f- Ч — X ,------
1 - м и с о л .  ----------  и ф од а х  ва  у л - f  4 га  н и сб атан  рац и о н ал .

л:2 +  3  У (л + 4р
gift «|_ coŝ  X

2 - мисол.   ифода sin х  ва cos х  га нисбатан рационал.
sin2*  4- 2 cos2 *

Курамизки, агар <?(х) ва лар-л: га нисбатан рационал функ­
ция булса, у долда /?(<р(х), ty(.x)) дам уз навбатида х  га нисбатан 
рационал функция булади.

3. j /? ( s in x ,  cos x)dx  куринишдаги интеграллар. Бу пунктда

биз | /? ( s in x ,  соs x ) dx  куринишдаги интегралларни дисоблашнинг
умумий методини цараймиз, бу ерда R(s'mx, cosx) — чпл:  ва 
cosx  га нисбатан рационал. Бундай интеграллар масалан,-куйи* 
дагилар:

sin х  +  cos х  , Г • ч о j  р dx-------1-------dx, \ sm^xcos^xdx ,  \ --------.
cos2* +  2 J  J sin x

Аксинча, j"sin7'4л:cos2x d x  интеграл кщорида курсатилган интег­
рал турига кирмайди, чунки интеграл остида ?inx ва cos*  га 
нисбатан рационал булмаган функция турибдн.

}^ар кандай J f t l s in x ,  zosx)dx  куринишдаги интегрални раци­
онал функциянинг интегралига олиб келиш мумкинлигини кур­
сатамиз. Бунинг учун л: урнига у билан z — tg^- муносабат ор- 

цали богланган янги z узгарувчини киритамиз. У долда sin я  ва



co sx  оркали ифодаланади. ^акикатан, тригонометриядан маълум 
формулаларни кулланиб, куйидагини топамиз:

2  s in  ~  co s --  2 t g T :

sin х  — 2 sin -- cos ~  — 2 -  -
2  2  c o s2 “  +  s in 2 ™* 1 +  t g 2 ^  1 + г 2  

Шунга ухшаш
X X  X

c o s 2 — — s in 2 — 1 — t g 2 —

COS X =  cos2 £  — sin2 = ------------------ --------- ---- =  г-‘.
c o s 2—■ + s in 2 — 1 + t g 2 — 1 +  г 2 

2 2 s 2

Ни^оят, z =  tg?- ни ^исобга олиб, x  =  2 arctg г, dx  = ни
2 i +  г2

топамиз. Шундай килиб, агар г — tg~  десак,
2̂ 1 - - >2 (У/1 у

s i n x = -------, co sx  = ------- , dx  — -------. (29)
1 +  z 2’ 1 - f  z 2 t +  г 2 V '

(29) формулалар sin*, cos*  ва dx  лар z  оркали рационал 
ифодаланишини курсатади. s in* , cos*  ва dx  ларни z  оркали 
ифодаларини урнига куйиб, куйидагини ^осил киламиз:

Г п / О» 1 _
R(s\r.x, с с зx)d x  =  \ Ri------ -— - ) —— dz.

J  J  U  +  г 2 1 +  г 2/  1 +  г 2

Охирги интеграл z га нисбатан рационал функциянинг интег- 
ралини билдиради, у 3- § да кУрилган методлар ёрдамида ечили­
ши мумкин.

, Г -
J  S
. dx1-  мисол. I ------- ни топинг.

sin х
х

Е ч и л и ш и :  г  =  tg  — деб ва (29) формуладан фойдаланиб, цуйидагига эга 

бУламиз:
2 dz

■ fJ  <

С dx I 1 + г 2 Cds  , , _ ,
I ------ =  1 — —  =  I —  — In | г | +  С =» in
J sin x I 22 J  г

x
t g ? +  C,

i dx2-м исол . \ ------  ни топинг.
cos X

Е ч и л и ш и :  г — tg  — деб куйидагини топамизг2



(X V III)

Б у  ф о р м у л ал ар н и  ёд д а  сац лаб  цолиш  тав с и я  1\и ли н ад и .

ма вакт ^ам рационал функция интегралига келтирилгани билан, 
купинча жуда купол ^исоблашларга олиб келади. Шунинг учун 
куп лолларда интегрални топишнинг бошка методларидан фой- 
даланган маъкул. Масалан, 7 ? ( s in :x ; ,  cos х)  =  sin"х cos'"л  бу ер­
да т ва « — бутун сонлар, интегрални х,исоблашда 1-пунктда 
баён килинган методлардан 4ойдаланиш кулай. /?(sin лг, cosx) 
функция учун яна бир хусусий з^олни курайлик, бунда иккинчи 
марта урнига куйиш х;исоблашни янада кискартиради. Факат tgj; 
га нисбатан рационал боглик булган функция' интеграли,. яъни

Бу интегрални tg x  =  2 узгарувчини алмаштириш билан то­
пиш мумкин.

г  нинг рационал функциясидир.

,, Г Лх3- м и с о л . I ---------- ни топииг.J tgx+l
Е ч и л и ш и  e = = t g j t  деб узгарувчи н и  ал м аш ти р ам и з . У * о л д а  х<=

x ) d x  ни курайлик.

интеграл остидаги ифода

•= a r c  t g z ,  dx  «■  ̂ ^  2 . Д ем ак,

— — In  | г  +  1 1 +  -  a r c tg * —— In (1 +  г 2) +  С — 

•  - j l n |  t g  *  +  1 1 +  —x  —  - j  l n ( t g a *  +  1) +  C  —

«* J  In I sin x  +  cos x  I +  x  +  C.

4- мисол. J tg 3 x dx  ни топинг.



t g 2 x
=» ——  +  In I COS X j - f  C .

Изо) ( .  Arap s in x  ва cosx  лар жуфг даражада олинса 
/^ s in x ,  cosx ) d x  куриништагн интеграллар х;ам шундай уР* 

нига цуйиш билан олинадт sin2 л ва cos2х  лар tg x  га нисбатан 
рационал ифодаланишидан келиб чикади:

. 2  • (£2 * 2 1 siir  х  = -------- - --------------, cos2 x  =
1 +  c tg 2 l + t g 2x  l - f t g 3 *

. . .  йк
a- м и с о л ; \ --------------------  ни топинг.

1 - f  cos2*
Е ч и л и ш и .  t g *  =  .? у р н и га  куйиш ни  б аж ар и б , к у й и д аги н и  д о си л  к и л ам и з:

^  d z
dz

г- Г '

Г d x  _  I 1 +  г 2 __ Г
J I + c o s 2*  I 1 J

г  1 / t g * \
~  a r c tg  —  +  С =  —  a r c tg  ( — =  +  С.
2  У 2 V  2 \ У  2/

5- §. Б А Ъ З И  И Р Р А Ц И О Н А Л  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Иррационал ифодаларни ичига олган интегралларнинг баъ- 
зи типларини караб чикамиз.

1. j R(x, ^ a x - r  u jdx  куринишдаги интеграллар. J R(x,
У ax  +  b) dx  куринишдаги интеграл рационал функциянинг ин- 
тегралига келтирилиши мумкин, бу ерда п — бутун сон, R(x ,
„ ----------------- п .--------------
у а х  +  Ь) эса л: ва у а х  +  Ь га нисбатан рационал функция. )^а- 
кикатан, берилган интегрзлда ах  +  b =  г ’1 деб узгарувчини ал- 

' zn ~  Ь , п г " ~ 1 , а г ------— -маштирамиз, у *;олда х  = —;— , dx  — -------dz, у  ах b ~ z .  Де-
а а

мак,
J  R(x, V -ax-\-b )dx  =  ^ R \ ^ - ^ - ,  «j —— -dz .

Тенгликнинг унг томонида турган интеграл интеграллаш узга- 
рувчиси г га нисбатан рационал функция интегралидир ва демак, 
у 3-§  да баён килинган методлар ёрдамида. топилиши мумкин.

Г l - V ~ x  .
1- м и с о л  I -------------— d x  ни топинг.

J х — 2\ х



Е ч и л и ш и .  Б у  ер д а  а х  +  t  =  х,  п =  2. х  =  г 2 д еб , d *  =  2 г  й г  ни  т о п а ­
м из. Д е и а к , _

1 — У х  Г (1 — г)2г d z  f  (1 — z )dz
■ d x  - J Z — :x ~ 2 V  x  J  г * ~ 2г J z - 2  

Ш у н д ай  ки л и б , б и з и н тегр ал н и  р ац и о н ал  ф у н кц и я и н тегр ал и га  к ел ти р д и к :

г  У рнига х  нинг иф одаси н и , я ъ н и  г  =  У х  ни к у й и б , к у й и д а ги га  эга  б ^ - 
дам из:

-------dx  =  — 2 ( У~х  +  In | У х  —  2 1) 4  С.
х  -  2}Пс

с  ■ , 2х +  У ' / х  — 3
2- м и с о л . 1 ■ ............... — т -  ■ — d x  ни топ и н г.

J  3 / 2 х - Л  +  У  ( 2 х - 6 ) 3
Е ч и л и ш и .  И н тегр ал  о сти д аги  и ф о д ад аги  р а д и к а л л а р н и  б и т т а  к ^ р с а т -

ки чга  к ел ти р и б , у  л: в а  У ' / х  — З л а р г а  нисбатан  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я  эк ан л и ги га  
и ш ои ч  доси л  килам из:

’■X 4  V 2х  — 3 2х  4- (У ~ ^ х — з ) 2

3 4У 2 х ^ 1  4  V  (2л: — 3)3 3 4/  £ ^ 3  +  ( V 2 Г ^ з ) 3 '

Б у  ер д а  п —4, ш у н и н г у ч у н  2х  —  3  =  г ‘. Б ун д ан  х  =  ( г 4 4  3)/2 , d x  =>2z3 dz.  
Д е м ак ,

С  2 х ± У 2 х ^ Ъ  Г  ( г *  4  3 4  г а) 2 z *  J Г г« 4  4- З г2 
1 ■ ч — 1--------- -- - d x  =  \ ------ ------------------ d z  =  2  \ — --------- ;----- dz=

J  ?> У  2 х - Ъ  +  У  (2 л :- 3 ) 3  J  З г  4  г3 J 3 4  г2
27_

3 4  г2
2 г 3 27 г/ г 5 2 г3 27 г  \

~ ¥  +  p f  arctgf 1 ' )  +  c * 
б у н д а  г  =  У 2 х —3.

Умумий куринишдаги

!Нх-УШ̂ х -
интеграл рационал функцияли интегралга = zn урнига ^ Й 1:ш

ёрдамида рационал ифодага келгирилади, бу ерда х  вя \ /  “х + ь
V Г х  4  d

ларга нисбатан рационал ифода.
М х  ¥ N  . _______  С dx2. j* ~̂  Г dx  куриниш даги ш деграллар. J .

ва Г - ^ L ..— интеграллар бу иитегралларнинг хусусий долидир.
,) У X ~i~ TJX

Биринчи интеграл жадвалдаги интегралдир (VIII'):



Иккинчи интегрални *исоблаш учун Y  х ‘ +  т =  — х  +  t ал- 
мащтиришни бажарамиз. Тенгликнинг иккала томонини квадратга 
кутариб, х*-\-т — х 2 — 2xt +  i* ни з^осил киламиз. Бундан:

/2 — т 1 1г + т .,х  ---------- , dx  = —1— dt.
21 2t2

Бундан таищари, ~\f х* -\-т =  — *  +  t =  — ~ ~ ~  +  t =  -  бул­
гани учун

' P + m .d t

2t

Лекин t — V x : i - \ -mJr x  булгани учун узил-кесил куйидагига 
эга буламиз:

\ n \ x  +  V  х * + т \  +  С. (XIX)d x

Бу интеграл куп учрайди, шунинг учун (XIX) ни эслаб колиш 
зарур.

^  Г* М х  4- /V ,Энди \ ----- d r
j  V Ах'1 +  Ь х + С

Бу интеграллар t — j  (Ах2 -f- Вх  -f- С)'  узгарувчини алмаштириш

билан Г--f i t  f - dt  куринишдаги интегралга келтирилади. а у  О 
J V a t 2 +  т

да охирги интегрални ^исоблаш (XIX) интегрални, а  <  0 да эса 
(VIII)' куринишдаги интегрални ^исоблашга келтирилади.

" • J l
х + 5

1-м и с о л . I — ■ = = =  dx  ни топ и н г.
V 6  -  2х  -  х 2

Е ч и л и ш и .  /  «= — (6 — 2 х  — х 2У д еб , t  =  — 1 — х , х  «= — 1 — t, dx  ■■

-  dt  в а  6 — 2х  — х 2 — 6 — 2 (— 1 —  t) — ( — 1 — t)2 =  7  — i 2 га  эгам и з.
Ш у н д а й  цилиб.

f - ^ 4 =  Г < - * > - f - 4 ^  „  -
J y c - 2 x - x 2 J У  7 —  t2 J / 7 - t 2

С t dt (* dt ,-s— — t: I ■■ ■ — 4 \ —---  = — У 7 — — 4arcsln — _ -f С =
J  /7 -  г2 J  ^7 — *» 7

,-------  x  + 1= — У<э — 2x —x 2 + 4 arcsin — + C.
У 7

2-М И С О Л  J  — ;------— —  НИ ТОПИНГ.
x d x  

У x 2 -j- 4x + 5



Е ч и л и ш и .  t •= (хг +  4х  +  5 ) ' =  х  +  2  д ей м и з. У * о л д а  х  — t — 2 ,-  

dx =  dt,  x ‘l - f  4x +  5 =  (t  —  2)2 4- 4 (t — 2) +  5 =  t 2 +  1. Д е м а к , 

f  x d x  C ( t - 2 ) d t  P t d t  _  J  dt

J  V x 2 +  4x +  5 J  y i ^ + T  J V F + l  j  V ¥ + \

=  V t r +~l -  2 In 11 +  / Т ч П  I +  с  =  V  x ‘* +  4x + 5 —

~ 2 \ n \ x  +  2 + V  x 2 + 4 x  +  5 \  +  C.

3. j j / a 2—x 2d x  ва j У  x* +  m dx  куринишдаги интеграллар. Ма­
салан, иккинчи интегрални карайлик:

С г -----------  С х* +  т С x - d x  f  dx
\V x *  i - m d x =  \ ——  t~ ~ dx  =  —:= — - +  m \ —= = r .  (30)
^ J  Y x 2 +  m J у x 1 1  m. J Yx'i J r m

(XIX) формулага кура куйидагига эгамиз:

г dx

/Х* +
х 2 dx

=  in | x  +  У х 2 - f  m | +  C.

____  интегрални ^исоблаш учун булаклаб интеграллаш
V x 2+m

методини кулланам из1 бунда и — х, dv =  —xdx- ■; у ^олда dn-=-
_______  V  х.г +  т

=  dx, v  — Ух* -\-т. Демак,

J-
х 2 dx ■■хУ х г +  т — j  V л 2 -j- т dx.

У  х2 +  т

Интегралларнинг топилган кийматларини (30) тенгликка куйиб,. 
Куйидагини топамиз:

j  У  х 2 +  т dx — х V х 2 +  т —  |  У х 2 +  т dx  +  т In | х + У х 2 +  т. |. 
Охирги муносабатнинг чап ва унг томонларида изланган 
j  У  х 2-\- т dx  интеграл турибди. Уни чап томонга утказиб, куйи­
дагини топамиз:

^ У  х 2 т dx = - ^ { х У  х 2 +  т т \ п \ х  У х 2 т \ ) +  С. 

Шу усул билан

j  У  а2 — х 2 dx  =  ~  ̂ х У  а2 —х 2 +  я 2 arcsin —j -j- С

эканлигини курсатиш мумкин.
4. У  А х 2 а х  +  С) dx  куринишдаги интеграллар Bjr

1куринишдаги интегралда илдиз остидаги ифода t = - ( A x 2 -\- 

Вх.-\- С)'= Ах-\-4̂  урнига куйиии ёрдамида квадратларнинг



йириндиси ва айирмасига алмаштирилади, бу ерда 
R{x,  V A x ^ -\-_Bx-\-C) —х  ва V А х 2-\-Вх-\-С ларга нисбатан рацио 
нал функция. У 5^олда j  R[x ,  У А х 2 \-B x.- \-C )dx  интеграл А 
В ва С коэффициентларга боглик равишда* куйидаги интеграл 
-лардан бирига келтирилади:

I. j  R{t, dt, II. j  R [t, У Ж + Т 2) dt,

HI. ^ R ( t , V t r ^ F 2)dL

By интеграллар куйидаги урнига куйишларнинг бири ёрдамида 
топилади:

I тип интеграллар учун  ̂=  a s in z , .
II тип интеграллар учун t =  atgz;
III. тип интеграллар учун t =  — .

"■J '
у х г + 2 х - Э  ,

1 - м и с о л . 1 ------ , ------d x  ни топ и н г.(X +  1)3
1

Е ч и л и ш и  А ввал  и н тегр ал д а  t — — (л:2 +  2х  — 3 ) ' -» х  +  1, x  — t — l,

4 x = - d t  у р н и га  ку й и ш л ар н и  б а ж а р а м и з  У ^ о л д а  х 2 +  2х  — 3 — (t  — 1)* +  
+  2 (t  —  1) — 3 =  l 2 — 4  Д е м а к .

С У  х* +  2 х - 3  , С V t * -  4
J (Jf+1)3 Х “ ) Р dL

О х и р ги  тен гликн и н г унг т о м о н и д а ги -Ш  ти п д аги  и н тегр ал д н р . У ни $и со б - 
л а ш  у ч у н  t =  2 /c o s  z  деб  о л а м и з  У ^олда

2 s in  dt e  .  c o s2

Ш у н д а й  килиб,

Jdz,  ^ ^ - 4 = ] / c-5̂ - 4  =  2 | / ^ - l = 2 t g 2.

t -  2 
cos г

C y t 2 — 4 Г 2 t g  г  2 s in  г  I 
J ~ W ~  dt =  J -{2--os г? • d z -  sin 'zd*-

1 f  1 — c o s 2 2  1 /  s in 2 2 . ^  1 
=  _ J  ------ --------dz  =  -  ^ 2  -  - j -  j  +  С  =  -  ( г  -  s in  г  cos г) +  С.

2 / 2 \  ------- :____
б у л ган и  учун  co s г  =  г  =  a rc c o s  I — I, s in  z  =  у  1 — c o s2*  »

У  t% ■

- V ' - - ( f ) -
Ш у н и н г  учун

? У  х2 + 2л: -  3 , f / 7 ^ = 4  . .  I f  / 2 \  2 1 ^ 7 ^ 4 ] . , ,  J ( л : + 1 ) з  4 [ a r c c o s ^  J — 1 + 6

л:()! =  х + 1 )  у зга р у в ч и г а  кай ги б , куй и даги ни  х;осил килам из:

V х 2 +-2лг -  з  1 2 / х 2 +  2 х —  3



Г у  4 -  jc2
2 -м и с о л . j ------—  d x  ни то п и н г.

Е ч и л и ш и .  Б е р и л га н  и н т е гр а л  I ти п . * « « 2 s i n /  д ей л и к , У  ^ о л д а  d x  —
— 2  c o s t d t ,  4 — л:2 ■= 4  — 4 s ln ^  = 4  c o s ^ .  К у й и д а ги га  эгам и з:

^ £ 0 . 2со^ ^ =  J cte^ л  -  j* ( i i lb r— l) "  -
*=5t — ctĝ  — / -j- C.

x  co s t  V \ — s in 21 У \  — (x /2 )a У  4— x 2
s i n  /■ =  ■ б у л ган и  у чун  c tg  t  — '

2 s in  t  s in  t x j 2 x
X

/» =  a rc s in  — . Ш у н и н г у ч у н

С У  4 - х 2 У  4 - х 2 х  
) — р — d x  ----------------------------  a r c s in  g- +  С.

3- п у н ктд а  к ар ал ган  j У  а2—х 2 d x  и н тегр ал  I ти п га  т е г и ш л и ,,ш у н и н г  у ч у  к  
X  =  a s in ?  У рнига куй и ш  ё р д а м и д 5) з;исобланади .

Г  -  dx
3- м и с о л . \ — = = = ,  ни топинг.X2)
Е ч и л и ш и .  Бу II ти п д аги  и н тегр ал , х  == 2 t g  t  д ей м и з. Б у н д а н  Л г  <

о  /Ц ______  __________  1 /  4 ~  2
V * 2 +  4 =  y '4 t g * f  +  4 -  у  5 5 5 5 7 (■ Д е м ак ,

J 2 d t
cos2t  1 Г 1

~(2/coifj~ = 7  J cos tdt  =  Т sin' + С “
1 Wt + C _ I  + С . _ '  +CL4 / l  +  t g 2 i T  4 У  I +  (X j2 )  4 / 4 + j

6 -§ . И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш  М Е Т О Д Л А Р И  > ;A I< H JA  У М У М И Й  М А Ъ Л У М О Т Л А Р - 
Э Л Е М Е Н Т А Р  Ф У Н К Ц И Я л А Р Д А  О Л И Н М А Й Д И Г А Н  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1.Умумий маълумотлар. Биз интеграллашнинг элементар функ­
цияларнинг кенг синфини цамраб олган энг мудим методларни ка- 
раб чицдик. Лекин шуни эсга тутиш керакли, амалда дамма вакт 
дам трафарет буйича иш тутиб булмайди. 

г* -ь 4 х _- 1Масалан, \ ------------------ d x  интегрални иинтеграл остидаги
J  х з + 2 х 2- х - 2  ■

функцияни содда касрларга ажратиб, рационал функцияни инте­
граллашнинг оддий методи билан олиш мумкин эди:

З л 2 + 4 х — 1 __  3jfa +  4 jr— 1 __  А  . В , . С
х 3+ 2 х 2~~х—2 ~  ( х - 2 ) ( х - Щ х + \ )  ~  х + 2  х - \  х + \  '

Лекин интеграл остидаги функцияга диэдат билан царалса Ъх2 -J- 
4х — 1 сурат махражнинг досиласидир. Шунинг учун

f _ j £ ! ± i £ z L _  d x  =  ( A (x3+2x2--x-^ L  «  In  J jc 3+ 2 j c 2— jc — 2 [ + C .J x'H2x2- x - 2  J x*+2x2- x - 2  1 ' 1



Куп интегралларни топиш аввал маълум булган шаклга кел­
тирилади. Шунинг учун амалда интегралларни )?исоблашда жуда 
куп интегралларни уз ичига олган жадвалларни тавсия цилиш мум­
кин*.

2. Элементар функцияларда олинмайдиган интеграллар ^а-
- цида тушунча. Дифференциал ^исобда биз курдикки, ихтиёрий 

элементар функциянинг ^осиласи ^ам элементар функция экан. 
Дифференциаллашга тескари булган интеграллашда эса бошкача 
ran. Бошлангич функцияси мавжуд булиб, лекин у элементар функ­
ция булмаган жуда куп элементар функцияларни мисол килиб 
келтириш мумкин. Шунга ухшаш, масалан, мавжудлик теорема-

—X3 sln^ COSX I *сига кура е , —— - j -  функциялар учун бошлангич функ-

циялар мавжуд булишига карамасдан, улар элементар функция­
ларда ифодаланмайди. Бунга карамасдан бу бошлангич функ­
циялар етарлича урганилган ва улар учун батафсил жадваллар 
тузилган. Кейинчалик биз бундай функцияларни ^исоблаш метод­
лари билан танишамиз.

Масалан, куп иловаларда ^Д= е~х'п функциянинг Ф (0) =  О

■бошлангич шартни каноатлантирадиган Ф (х ) бошлангич функ­
цияси катта а^амиятга эга. Бу функция, хусусан, э^тимоллар 
нязариясида учрайди ва эхтимиллик интеграли. деб аталади. 
Унинг учун х  аргументнинг турли кийматларининг жадвали кел- 
тирилган*. .

Агар бирор функциянинг бошлангич функцияси элементар 
б у л м а с а ,  и н т е г р а л  э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р д а  о л и н -  
м а й д и дейилади.

* М асал ан : И . Н . Б р о н ш т е й н  ва  К.  А.  С е м е н д я е в .  .С п р а в о ч н и к  по 
м а т е м а т и к е  для и н ж ен ер о в  и у ч а щ и х ся  в ту зо в . М., .Н а у к а * , 1967: М . Л . С м о ­
л я  н с к и й Т аблицы  н ео п р ед ел ен н ы х  и н тегр ал о в . М., .Н а у к а " ,  1967 га  к а р а н г .

* XIII  боб, 3-§, 5 -п у н к тга  ва  II и л о в ага  к ар ан г .



АНИК ИНТЕГРАЛ
1-§ . А Н И К  И Н Т Е Г Р А Л Г А  К Е Л Т И Р И Л А Д И Г А Н  М А С А Л А Л А Р

Г
t .  Юз ^ацидаги масалалар. Элементар геометрияда ryFpif 

чизикли кесмалар билан чегараланган текис фигураларнинг юзи, 
дойра ва уницг булаклари каралган эди. Ихтиёрий ёпик чизи^ 
билан чегараланган К  текис фигуранинг юзини ^исоблаш масала- 
сини куямиз (173-расм).

Аввал хусусий ^олни, Оху текисликда ётган АВ  эгри чизик 
билан, абсциссалар укидаги CD кесма билан з^амда кесманинг 
охирларидан О у укка параллел килиб утказилган С А ва DB  тур- 
ри чизиклар билан чегараланган К  фигурани ^араймиз. Бу фигу­
рами эгри яизицли, трапеция, CD кесмани эса унинг асоси деймиз. 
Фараз килайлик, С ва D  нукталар мос равишда а ва b (£>>а> 
абсциссаларга эга булсин ва АВ  эгри чизик танланган коорди- 
наталар системасига нисбатан у = / ( х )  тенглама билан берилган 
булсин, бу ерда J (х) — [а, b ] сегментда узлуксиз ва мусбат 
функция.

[ а, b ] сегментни абсциссалари x t <  х 3 <  . . .  <  x t <  . . .  <.хП-\  
булган п —1 та нукта ёрдамида булакларга буламиз. Бундан таш- 
кари, ёзувни бир хил цилиш учун а =  х 0 ва Ь = х п деймиз. Бу- 
лиш нукталари [a,b  j сегментни п та кичик сегментларга була-
ди:

[ -^ o i *^1 ]> [ ^ “1» -^2 ] i  * •  • \Х  (—1) ] ,  ,  .  [ Х/г—Ь  х я ] .

Булиниш нукталаридан О у укига параллел тугри чизиклар утка- 
зиб, эгри чизикли трапецияни п та кичик эгри чизикли трапеция- 
ларга ажратамиз (175-расм). Равшанки. эгри чизикли трапеция- 
нинг барча юзи п та кичик эгри чизикли трапецияларнинг йигин- 
дисига тенг.

Шунинг учун эгри чизикли трапе- у 
циянинг юзини - S  билан, асоси 
[Xi-'iXi] . . . ,  п) булган эгри чи-



1 7 5 -р а е м . 1 7 6 -р а е м .

зицли кичик трапециянинг юзини эса AS; билан белгиласак, цуйи- 
даг.ича булади:

П
ёкп.  кйскарок ёзсак, 5 =  £  (10

f=i
п

бу ерда 2  (сигма) йигинди белгиси, 2 Симв0л* i индекс 1 дан
i=i

л  гача узгарганда я  та ^ушилувчи кушилишни билдиради.
Лекин бу кичик трапецияларнинг юзларини ^исоблаиг, катта- 

ликларининг юзини ^исоблаш каби мураккаб. Шунинг учун цу- 
йидагича иш тутамиз: кичик [x j- i ,  x t ] сегментларнинг ^ар би- 
рида ихтиёрий ^ (x t- i  <  5г <  x t) нуцтани оламиз ва бу нущтада 
/ ( : , )  эгри чизикнинг ординаталарини ясаймиз (175 ва 176-расм- 
ларга каранг).

Энди асоси [ х {- и x t ] (/ =  1, 2 , .  . п) булган )$ар бир эгри 
чизицли трапецияни шу асосдаги ва баландлиги / ( ^ )  га тенг бул­
ган тугри туртбурчак билан алмаштирамиз (176-расмга каранг). 
Бундай тугри туртбурчакнинг юзи / ( ^ )  (xt — Xi-i) га тенг, чунки 
X; — Xi- 1 кичик [лг-ь  -^] сегментнинг узунлигидир. Бу тугри 
туртбурчак юзини эгри чизицли кичик трапеция юзи деб кабул 
Килиб, цуйидагини ^осил циламиз:

X i - i ) ’ (2)
Х|ар бир эгри чизикли кичик трапециянинг юзини уша асосдаги, 

лекин баландлиги эгри чизикнинг бирор ихтиёрий нуктасининг 
ординатасига тенг булган тугри туртбурчак юзи билан алм.ашти-

6
* М асалан , 2  s in ^  =  sin jc +  sln  2 *  +  s in  Злг - f  s in  4x  +  s in  5 * . 

/«=l



риб, 175-расмда тасвирланган погонасимон фигурани ^осил кила- 
миз. Бу погонасимон фигуранинг юзи эгри чизикли трапеция юзи- 
ни тахминан беради. Шунинг учун эгри чизикли трапециянинг 
юзи 5  учун куйидаги тацрибий тенгликни ^осял киламиз:

^  «  /  («,) (*, - * „ ) + /  (?2) (*2 - X t) +  . . . + /  (in) {х„ -  Хп-г) (3) 

ёки яна кискарок ёзсак:

s « 2 / & ) ( * * - * - ! ) •  (3'>
i=i

Кйчик сегмент узунликларидан энг каттасини X билан белгилай- 
миз:

А =  энг кат. {(*, — ^о); (х2 — х {) \ . . . ;  (х„ — х„ ^ ) \ .
X кичрайиши билан (3') такрибий формуланинг аницлиги ор- 

тиб боради. Шунинг учун эгри чизикли трапециянинг юзининг 
такрибий циймати деб кичик сегментлар узунлигининг энг катта- 
си S нолга интилган шартда погонасимон фигуралар юзининг ли» 
митини кабул килиши уз-узидан табиий, Шундай килиб,

П

Агар ундан ташкари x t — х г_1 =  A x t десак, (4) формула узил* 
кесил куйидаги куринишга келади:

5 -  Нш 2  / (E ,)A jc,. (4'>
>.-о г==1

Шундай килиб, эгри чизикли трапециянинг юзини ^исоблаш* 
бизни (4') куринишдаги бирор йигиндининг лимитини хисоблаш- 
га олиб келди.

Ихтиёрий ёпик эгри чизик билан чегараланган К  текис со^а- 
нинг юзини дисоблаш масаласига кайтиб, бу масала эгри чизикли 
трапецияларни топишга келтирилишини айтиб ^тамиз. Масалан, 
177-расмда АпВтА контур билан чегараланган со^а юзини 
A t Bt Вт А А Х ва Л, B.l B n A A i эгри чизикли трапецияларнинг айир- 
маси сифатида топиш мумкин.

2. Узгарувчи куч бажарган иш 
^а^идаги масала. Агар катталиги би­
лан ^ам, йуналиши билан ^ам уз- 
гармайдиган F  куч таъсирида моддий 
нукта кучнииг йуналиши буйича / 
масофага силжиган булса, кучнинг- 
иши, механикадан маьлумки, куч 
ка-тталиги F  нинг силжиш I га ку- 
пайтмасига тенг, яъни

Е  =  FI. (5)

Энди F куч узгармас йуналищнн



О a=x„ тг x„- t„ 6'Хд x ,

1 7 8 -р асм .

•сакласа 5?ам сонли катталиги (микдори) буйича узгарган холни 
караймиз. Айтайлик, бу куч таъсирида моддий нукта кучнинг 
таъсир чизири йуналиши буйлаб йуналган турри чизик буйлаб 
^аракат килсин. F куч бажарган ишни ^исоблаш масаласини 
куямиз.

Моддий нукта >{аракаг килаётган чизикни Ох ук деб кабул 
Киламиз. Йулнинг бошлангич ва охирги нукталари мос равишда 
а ва b ( а < й )  абсциссаларга эга булсин. \а ,Ь]  сегмецтнинг х,ар 
<5ир нуктасида кучнинг катталиги маълум кийматга эга булади, 
яъни бирор функция / • '=  / ( х )  нинг абсциссаси булади.

Бу функцияни биз узлуксиз деб ^исоэлаймиз. [а, Ь\ сегмент- 
ни бошлангич ва охирги нукталари орасида п  та кичик сегмент- 
га буламиз (178-расм):| х 0, х,  j, | x lt х г |, . . . [ Xi-t, x t j, . . . \xn^u xn\ 
[a =  x Q, b — х п |. Уларнинг узунликлари мос равишда

A x t =  x t — х 0, А х 2 — х г — х , , . . ., A Xi — х, — Xi-1,

‘ \а , Ь\ сегментнинг ^аммасида бажарилган иш йулницг барча 
кичик участкаларида бажарилгаи ишлар йигиндисига тенг. Хамма 
йулда бажарилган ишни Е билан, кичик участка [ х ,_ь x t ] да 
бажарилган ишни AEt билан белгилаб, куйидагига эга буламиз:

г-i
Лекин кичик участкада бажарилган ишни ^исоблаш, ^амма йул­
да бажарилган участкани ^исоблаш каби мураккаб, чунки куч 
узгарувчи. Бирок сегментларни булишда [ x t-i, x t ] булаклар цан- 
чалик кичик килиб_ олинса, у *олда F (х) функциянинг узлук- 
сизлиги шартга кура йулнинг jjap бир участкасида куч деярли уз- 
гармайди. Хар бир куч | Х(_ь х,] сегментда ^ (x ;_i < \  <  x t) 
тадан нукта оламиз ва >jap бир кичик сегментда куч катталиги 
унинг £г нуктасидаги /гг =  / ( ^ )  кийматига тенг бу'лган узгармас 
кийматга эга булади деэ фараз киламиз.

Бундай фаразда йулнинг |л:г_ 1,л ,  ] кесмасида куч бажарган 
иш (5) формулага кура

Ft 4 x j  =  /  (У  A x t
га тенг булади.

Лекин ^акикатда эса кичик сегментда куч узгарув­
чи, шунинг учун ифода бу кичик участкада бажарил­
ган ишнинг такрибий кийматинигина беради. Шундай килиб,



[ x i - i , x t \ участкада А £ г = / ( $ , )  Ал:, га, бутун [ а, b ] йулда эса

(6)
га эга буламиз. канчалик кичик булса, бу такрибий тенглик 
шунча аник булади. Шунинг учун бажарилган ишнинг такрибий 
киймати учун кичик кучишларнинг X энг катта узунлиги нолга 
ингилган шартда табиийки, (6 ) йигиндйнинг лимити кабул цили- 
нади, яъни

£ = l i m  2  / ( 6, )Д *г. (7)
Х - уО

2-§. АНИК ИНТЕГРАЛ

1-§ ’да куйилган масаланинг асосий (конкрег) мазмунидан чет- 
лашадиган булсак, уни з^ал килаётганда битта усул кулланилади, 
яъни масалан маълум куринишдаги йигиндининг лимигини топиш- 
га келтирилади.

Дар бир масаланинг ечилиши сегментда берилган узлуксиэ 
функция устида кандайдир амал билан богланган. Хусусан, эгри 
чизикли трапециянинг юзини ){исоблаётганда бундай функция 
эгри чизикнинг узгарувчи ординатаси эди, йажарилган ишни 
^исоблаётганда эса узгарувчи куч булади. Юкорида каралган 
йигиндиларнинг лимитини топишга табиий фанларнинг куп маса- 
лалари келтирилади. Шунинг учун бу жараённи у ёки бу 
масаланинг конкрет мазмунига караб эркли равишда урганиш 
табиийдир.

1. Интеграл йигинди, Аниц интеграл. [a, b | сегментда у — 
=  / ( х ) функция берилган булсин. Куйидаги амалларни бажара- 
миз.

1. X i < x 2<  . . .  <  Xi-i < x t <  . . . < i X n -1 булиш нукталари 
ёрдамида [а,,&] сегментни а та кичик сегменгларга ажратами^ 
(178-расмга каранг:)

[ х 0, X t ] ,  | Х и  Х 2 \ ,  . . \ X i - u - X i ] ,  . .  . , \ Х „ - и  х„\,  
бу ерд'а х 0 — а,хп — Ь.

2 . {Xi-uX i \ { l  =  1, 2 ,3, . п) кичик сегментларнинг %ар бирида 
охтиёрий Xi,Xi- нуктани ганлаймиз ва / ( х )  функция- 
нинг нуктадаги кийматини мос сегментнинг ^ x ,  — x t — xt~i узун- 
лигига купайтирамиз:

3. Бундай <зп купайтмаларнинг барча йигиндисини ёзамиз:
— /( S i )  Д *1 +  / ( У  ± x t +  •. /<?,) \ х ,  f  . . .  +  /(Ee)Ajf„

ёки кискача ёзсак:

» « =  2  /(ii)Ax,.  (8 j

(8 ) йиринди интеграл HufuhCu дейилади.



4. [л ;_ 1, х ; ] кичик сегментларнинг энг катта узумлигини бу­
лиш цадами деймиз ва X оркали белгилаймиз.

[х ;_ь х,] сегментнинг булиш сони п чексиз уссин ва к - » 0  булсин. 
Агар бунда ап интеграл йигинди \а ,Ь \  сегментни [ Хг_ь  х, ] сег- 
ментларга ажратиш усулига ва уларнинг 5{ар бирида нукта- 
ницг танланишига боглик булмайдиган /  лимитга эга булса, у ^ол- 
да бу /  сон \а ,Ь \  сегментда / ( х )  функциядан олинган аниц

ь
интеграл  дейиладива J f ( x )  bx  символ билан белгилананди ( „ / ( х )

а
дан х  буйича а дан b гача олинган аник интеграл“ деб укилади).

Шундай килиб,
Ь п
J f  (х) dx  =  lim 2  /  (?г) A x t. (9)а Х-0  1=1

а ва h сонлар мос равишда интеграллашнинг цуйи ва юцори 
яегаралари дейилади*, /  (х) — интеграл остидаги функция, х —ин- 
теграллащ  узгарувчиси, | а, b ] сегмент эса интеграллаш сег- 
менти (ёки интеграллаш со^аси) дейилади.

Шундай килиб, куйидаги таърифга келамиз.
Булиш цадами нолга интилганда интеграл йиринди интил-  

ган лимитга тенг сон аниц интеграл дейилади. 
ь

\ а , Ь \  сегментда j  /  (х) dx  интеграла мавжуд булган /  (х ) функ.
а

ция бу сегментда интегралланувчи дейилади.
1-изо){. Бёрилган / ( х )  функция ва берилган [ а , Ь ) сегмент 

учун равшанки, биз чексиз куп интеграл йигиндиларга эга б^ла- 
миз. Бу интеграл йигиндиларнинг киймати булиш нукталари x i ,  
х 2, . . ., x t . .  х п- 1 ларга кандай боглик булса, оралик нукта 
ларнинг танланишига ^ам шундай боглик б^лади.

2 - и з о ^ .  Лгар у =  / ( х )  функция [ а, b ] сегментда манфиймас 
булса, .у ^олда интеграл йигинди унинг к^шилувчилари каби од- 
дий геометрик маънога эга. Шу билан б и р г а / ( £ г) Дхг купайтма 
асоси [ хг - i ,  х,-] ва баландлиги —эгри чизикнинг нуктадаги 
(рдинатаси булган тугри туртбурчакнинг юзига тенг (177-расмга 
каранг). }^ар бир кичик сегментда баландлиги / ( ; , )  булган тугри 
туртбурчакни ясаб, погонали фигурани ^осил киламиз, унингюзи 
[ a, b J сегментнинг булакларга булинишига ва ^  нукталарнинг 
чанланишнг,а мос келадиган интеграл й и р и н д и  сп га тенг (175- 
расыга каранг).

3 - и з о ^ .  Равшанки, (8 ) интеграл- йигинди берилган функция- 
нинг аргумента кандай ^арф билан белгиланишига боглик эмас. 
Демак, унинг лимита, яъни аник интеграллаш узгарувчисининг 
белгиланишига боглик эмас:

j  / ( х )  dx  =  J / ( г )  d z =  |  f ( t )  dt  ва к.
— —— — —  а а а

* Интеграллаш чегарадцри интеграллаш лимитлари *ам дейилади.



Энди 1-§  да к а р а л г а н  масалаларга цайтамиз, курамизки;
1. у =  / ( л )  эгри чизик билан чегараланган эгри чизикли 

трапециянинг юзи, бу ерда [а, Ь\ сегментнинг барча л  кий- 
матлари учун / (х) >  0 , сон ж щ атдан  [ а, b ] сегмент буйича 
/ ( х )  функциядан олинган аник интегралга тенг экан:

5 =  lim 2  /(&») J /  С*) dx,
Х-.0 г=1 а

Аник интегралнинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и н и  ифодалайди- 
ган бу факт цискача бундай таърифланади: манфиймас функция­
дан олинган аник интеграл сон жи^атдан эгри чизикли трапе­
циянинг юзига тенг экан.

2. Катталиги F = f ( x )  булган Е узгарувчи кучнинг бажарган 
иши кучдан олинган аник интегралга тенг, яъни:

п Ъ
Е  =  lim 2  /  А**= J /  (л:) dx.

k-bO 1=л а

ь
Мисол. J  1-dx  интегрални ^исобланг.

а
Е ч и л и ш и. [ a, b J сегментни x t ........х х п —i булиш нукталари билан

п  та тенг б^лакка буламиз ва тегишли интеграл йигиндини тузамиз. Интеграл 
остидаги функция узгармас булгани учун ва бирга айнан тенг булгани учун 
оралик it нукталарни ихтиёрий танланганимизда х,ам куйидагини х;осил киламиз:

зл =  1 • Дх( +  . . .  +  1-Axi  +  • . .  +  1 *=
=  (xt -  а) +  . . .  +  (xt — x i - i )  +  . . . +  (b — х п - 1) =  b — a.

Шундай килиб, берилган функция учун йхтиёрий интеграл йиринди Ь — а га 
тенг ва демак, унинг лимита (яъни аник интеграл) хам Ь — а га тенг:

ь . ь
J 1 -dx = j  dx = Ь — а, 
а а

ь
J интегрални аниклаганда куйи чегара а ва юкори чегара b дан
а

кичик (а <  Ь) деб фараз килдик. а >  b ва а =  b булган *ол учун 
аник интеграл тушунчасини умумлаштирамиз. а > Ь  да таъриф 
буйича куйидагича булсин деймиз:

J" /  (х) dx  =  j / ( x ) d x .  ( 10)
а b

Буни кискача бундай ифодаланади: интеграл чегараларининг 
урцини алмаштирилганда аник интеграл уз ишорасини карама- 
каршисига узгартиради.

Юкори ва куйи чегаралари тенг булган аник интеграл таъриф- 
га кура нолга тенг деб кабул килинади,

ь
|  / ( * )  =  0 . ( И )



Аник интегралга таъриф берилиши муносабаги билан кандай 
шартларда интеграл йигинди лимитга эга булади, яъни аник 
интеграл мавжуд булади деган савол тугилади.

Виз куйида исботсиз келтирадиган аник интегралнинг м авж уд- 
лик теоремаси уринлидир.

I а ,  b ] сегментда узлуксиз булган %ар цандай функция интег- 
раллпнувчидир, яъни бундай функциянинг а н щ  интеграла мав­
жуд.

Шундай килиб, функция интегралланувчи булиши учун унинг 
берилган сегментда узлуксиз булиши етарли. Бирок узилишга эга 
булган баъзи функцияларнинг ацик интеграли мавжуд булиши 
^ам мумкин. Масалан, сегментда чегараланган ва бу сегментда 
чекли узулищ нукталарига эга булган з^ар кандай функциянинг 
аник интеграли мавжудлигини исботлаш мумкин.

2. Аник интегралнинг хоссалари. Энди интегралнинг таъри- 
фидан келиб чикиб, унинг содда хоссаларини урганамиз. Бунда 
интеграл остидаги функцияни узлуксиз деб ^исоблаймиз.

1°. Узгармас купайтувяини а н щ  интеграл белгиси ташца- 
рисига яицариш мумкин, яъни агар k —бирор сон булса, у %олда

ь ь
j  k /  (лг) d x  — k J  /  (лг) dx. (12)

Хакикатан,

[kf(x)dx  =  lim у.  &/(£;)kx t — lim
Ja >.>0 /Sl X-0 * 2 / ( 6,) A *

i=1

=  k lim ^  №i) — k j  f (x )  d:f.
X -'0  i— 1 a

Бунда биз узгармас купайтувчининг лимит белгисидан таш - 
карига чикариш хоссасидан фойдаландик.

2°. Бир неята функциянинг йигиндисидан олинган а н щ  
интеграл цушилувяилардан олинган а н щ  интегралнинг Uu f u h - 
дисига тенг.

Масалан, иккита f ( x)  ва кушилувчи учун куйидагига
эгамиз:

ь ъ ъ
j  [/(•*) +  ?(■*) | d x — $ f (x) dx +  $ <f{x) dx.  ( 1 3 )
a a a

^ацикатан, интегралнинг таърифига кура куйидагига эгамиз:

I

= lim
А-,0

/ & )  +  <?&) L x , =

A->0(=1 i= 1 

r f  lim 2  =  J / ( * )  dx  +  J<p(*) dx.
A'*° /=1 a a



1° ва 2° хоссалар биргаликда ч и- 
1 и к л и л и к хоссаси дейилади.

3°. Агар интеграллаш сегменги
а, £] ни иккита [а, с] ва [с, 6 J сег- 
лентга ажратсак,

[ f ( x )dx  =  |  / ( л )  dx  +  |  /(■*)<**. (И )

^акикатан, интеграл йитндининг 
лимити [й, Ь\ сегментни ажратиш усу- 
лига ва оралик нукгалар ни тан­
ланишига боглик булмайди. Бу ^ар
бир интеграл йигиндини тузаётганда с нуктани х,ам булиниш 
нукталари *исобига киритиш имконини беради. c =  x k б^лсин. У 
>^олда интеграл йиринди иккита цисмдан иборат булади, улардан 
бирй [а, с] сегментга, иккинчиси эса [?, Ь\ сегментга тегишли 
булади:

2  № ) ^  -  2  № * х ,  +  J ]  / ( у д * .
г=1 (=i г=й+1

Лимитга утиб. куйидагиларни з(Осил киламиз:

lim 2  / & )  Лл:/ = lim 2  А У  д */ +  Иш 2  Л У Ахг>-*о ;= 1 х-сО
ёки

j  f ( x ) d x  =  J /  (x)rfx +  J t{x)dx.
a a c

3° хоссанинг геометрик маъноси: агар [а, у5] сегмент булган 
эгри чизикли трапециянинг юзи асослари [а, с] ва [с, b] сегмент- 
лар булган эгри чизикли трапецияларнинг юзлари йириндиснга 
тенг булса (179-раем).

И з о ^ .  3° хосса а < с < 6  ){ОЛ учун тавсифланади. Бирок (14) 
тенглик истллган а, b ва с сонлар учун уринли. Хакщатан, аник- 
лик учун с < а < Ь  булсин. У ^олда 3° хоссани [с, Ь] сегментга* 
Кулланиб, ^уйидагини з^осил киламиз:

[ f(x) dx  =  Ц f( x )dx  J f ( x )dx .

И |<
Лекин fjf(x)dJC =  — § f (x ,dx  [(10) формулага :;араш],

шунинг учун:

j  f{x)dx =  ~  <j/(x)dx f  j / ( x ) d x .

* Бунда биз f ( x )  функцня [с, b] сегментда узлуксиз деб фзраз циламиз
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ёки

J f ( x ) d x  =  J J{x)dx  +  J f (x)dx.
a a c

3° хоссани купинча а д д и т и в л и к  хоссаси дейилади.
ь

4°. Агар \а, Ь] сегментда t{x)'^>0 булса, § / ( X)dx  >  0.
а

Хакикатан, / ( У > 0  ва &х,>0  булгани учун ихтиёрий i
П

учун ушбу интеграл йипжди ^  ^  0» Шунинг учун Х-»(
/==0 ь

да интеграл йигиндининг лимиги, яъни J f (x )dx  манфиймас.
а

Агар [а, Ь\ сегментда / ( х ) > 0  булса ёки жуда булмаса бу
ь

сегментнинг битта нуктасида / ( * )  >  0  булса, J / { x )d x  >  0  цатъий
а

тенгсизлик уринли булишини курсатиш мумкин.
5°. Агар [а, 6 ] сегментда иккита Д х )  ва <р(х) функция 

J(x)  >  <р(х) тенгсизликни каноатлантирса, у }$олда

j / (x)dx^>j<?(x)dx.  (15)
а а

Бошцача айтганда, тенгсизликни з^адма- }?ад интеграллчш 
мумкин.

Хакикатан, / ( х )  — <р(дг) >  0, шунинг учун 4° хоссага кура
ь
J [ /(■*)“  ?(■*)] 0* 1° ва 2° х оссаларга кура
а

J [/(*) -  ?(«*)] d x = \ f ( x ) d x - ]  f (x)dx ,
а  а а

Ь Ь ь Ь
булгани учун j / ( - * )d x — ]'<р(х) d x ^  0 , б\ н д а н [ / ( * )  dx> ^ ( x ) d x .

а а о а
Бу хОсса оддий геомегрик м аы кла эга. / ( а ) ва %(х) функ-

цияларнинг нккаласи >;ам | а, Ь\ сег­
ментда мян^жймас булсин. У ^олда 
у =  /(х) эгри чизик билан чегаралан­
ган эгри чизикли трапеция у *= ф (х ) 
эгри чизик билан чегараланган эгри 
чизикли трапецияни уз ичига олади 
(1 0-расм). Шунинг учун биринчи 
фигуранинг юзи иккинчи фигуранинг 
юзидлн кичик э\нс. Агар интегралнинг 
leoMeipiiK ыаъносндан келнб чпцсак:

ь ь
\ J { x ) dx>  J  < р ( а) dx ,

1 8 0 -р а е м , а  а



Хусусан, ^амма в а к т — | / ( * ) ! < / ( * )  < | / ( л ; ) |  булгани учун 
маълум 5° хоссадан

— JI / (*)|d* <//(■*)<** <J !/(■*) |d*
а а а

келиб ч щ ад и .  Бундан куйидагига эгамиз:

J f ( x ) d x  < | ) / ( х ) |й ? д ; .  (16)
а а

Урта киймат ^ацидаги теорема. Агар / (х )  функция [а, Ь\ 
сегментда узлуксиз булса, у %олда бу сегментнинг шундай  
нуцтаси топиладики, бунда

$ f ( x ) d x  = f ( l ) ( b - a )  (17)
а

булади.
f(x)  функциянинг \а, Ь\ сегментдаги энг катта ва энг кичик 

^ийматларини мос равишда т ва М билан белгилаймиз. У ^олда 
исталган х  учун а ^ х ^ Ь  куйидаги тенгсизлик бажарилади:

m < / ( * ) < A f .  (18)

5° ва 1° хоссаларни кулланиб, (18) тенгсизликдан куйидагини 
цосил киламиз:

ь ь ь
т j d x  <  J /  (x)dx  <  М §dx,

а а а

Ь
Лекин J  d x  = b — а (1-пунктдаги мисолга каранг). Демак,

а

m(b — а) <  J f (x)dx  <  M(b — а), (19)
а

Икки ёклама (19) тенгсизликнинг ^амма надларини Ь — а  га 
булиб, /га<(А<УИ ни зосил киламиз, бунда

ъ
ef у\ fiY

(20)] f (x)  ах

Ь — а

Шундай цилиб, ja сон f(x)  функциянинг энг кичик т цийма- 
ти ва энг катта М циймати орасидаги оралиц булар экан. Сег­
ментда узлуксиз булган / (х )  функция т ва М орасидаги барча 
оралик цийматларни кабул цилгани учун (V боб, 2-§, 3 - пунктга 
каранг) \ нинг jo, Ь\ сегментда шундай киймати топиладики, 
шунинг учун Д?) =  [а булади,



(2D) ифодада ja урнига унинг /($) га тенг цийматини куйИ( 
КУЙ идагини ^осил циламиз:

|  f(x)dx
=  /(£)

1 — а
еки

§ f (x )d x  =  /($) (b -  а).

Шундай килиб, узлуксиз функциянинг аниц интеграли ин­
теграл остидаги функциянинг бирор оралиц нуцталаридагь 
киймати билан интеграллаш сегменти узунлигининг купайт- 
масига тенг.

Урта киймат р к и д а г и  теорема яккол геометрик мазмунга эга.
ь

\а, Ь\ сегментда / ( л ) > 0  булсин. J f ( x ) d x  интеграл эгри чизик-
а

ли трапециянинг юзига сон жи^атдан тенг (181-раем). Асоси 
эгри чизикли трапециянинг [а, Ь\ асоси булган, баландлиги /(Е) 
га тенг аАВЬ тугри туртбурчакни карайлик. Д\) ф — а) купайтма 
(он жи^атдан тугри туртбурчак юзига тенг. Демак, эгри яизщ-  
ли  трапеция уша асосдаги ва баландлиги асоснинг бирор ора- 
л щ \  нуцтасининг ординатасига тенг булган тугри туртбур­
чак билан тенг катталикка эга экан.

Функциянинг (17) формуладан топиладиган ? нуктадаги ций- 
мати функциянинг сегментдаги урта циймати дейилади.

3. Интегралнинг узгарувчи ю^ори чегараси буйича ^осиласи.
ь

у = Д х )  функция [а, ft] сегментда узлуксиз булсин. j f ( x ) d x
а

интегрални караймиз. Берилган интеграл остидаги функцияда 
интегралнинг циймати иккала интеграллаш чегараси а ва Ь га 
боглик булади Игар куйи чегара а ни узгартирмасдан, юкори 
чегара b узгартирилса, у ^олда интеграл уз юкори чегарасининг 
функцияси булади. Юкори чегаранинг узгарувчанлигини таъкид-

лаш учун уни b нинг урнигах  би­
лан белгилаимиз Интеграллаш уз- 
гарувчисини юкори чегара билан 
чалкаштирмаслик учун t билан бел- 
гилаймиз; равшанки, бу билан ин­
тегралнинг киймати узгармайди 
( 1-пунктдаги 3- изо^га каранг). 
Шундай цилиб, юкори чегараси 
узгарувчи булган интеграл х  нинг 
бирор функцияси булар экан:



Бу функция куйидаги теоремада баён килицадиган ажойпб 
хоссага эга.

Теорема. Интегралнинг узгарувчи юцори чегараси буйича 
%осиласи интеграллаш узгарувчиси юцори чегара билан ал-  
машпшрилган интеграл ости функцияга тенг:

=  (21)
а х  а

х
И с б л т и .  /(х) — §f( t )d t  фуцкциянинг ^осиласини топиш учун

а
х  га Дх орттирма берамиз. У ^олда функциянинг янги циймати 
Куйидагига тенг булади:

Х + & Х

/ ( х  +  Дх) =  J f ( t )d t .
а

Демак, /(х )  функциянинг орттирмаси х  нуцтадан х  +  Дх нуц- 
тага утаётганда куйидагига тенг булар экан:

лг+Ддг х
Д/ =  1(х +  Дх) — /(х)  =  j  f{t) d t — j / ( t ) d t .

а а

Лекин аддитивлик хоссасига кура
х+Ах х jr-fAjr

j  / ( t ) d i - ] f ( t ) d t  +  J t ( t )d t ,
a a x

шунинг учун
X  X + H . X  X  X + & .  r

Д/ =  ] f { t )  dt  +  j  f ( t ) d t - ] f ( t ) d t  =  J  f ( t )d t .
a x a x

Сунгги интегралга урта киймат ^акидаги теорем'ани куллаймиз:
х+&х

J f ( . t )d t= f(c )Hx,
X

бу ерда с катталик х  ва х  +  Дх орасида жойлашган. Шундай 
цилпб, А/  =  f(c)Дх. Хосиланинг таърифига кура цуйидагига эгамиз

d \ f ( t ) d t
i  dl(x)  4 / f(c)Ax ._£--------=  — =  lim =  lim He).

dx  dx  Ax &x-+0 Ax Ajc_»o

Д х - 3-О булгани учун х + Д х  ва демак, с ^ам х  га интилади. 
Шартга кура интеграл остидаги f i t )  функция х  нуктада увлук- 
сиз. Шунинг учун l imf(c)  =  l im j (c )= f (x ) .  Демак,

АхчО c-t-x

w d t - f ( x ) ,

шуни исбот килиш талаб килинган эди.



Интегралнинг юкори чегараси 
буйича зфсиласи з^акидаги теорема 
математик анализнинг асосий тео- 
ремаларидан бири з^исобланади. 
Бу теорема аник интеграллаш ва 
дифференциаллаш амаллари ораси­
даги чукур богланишни очиб бе- 
ради. Интегралнинг кщори чегараси 
буйича з^осиласи ^ацидаги теорема
X

( 0  dl функция f (x)  функциянинг
а
бошлангич функцияси булишини

X
курсатади. Лекин J f (i )dt  интеграл

а

узлуксиз функциянинг аник интеграли мавжудлиги з^акидаги тео- 
ремага асосан х  нинг исталган киймати учун мавжуд.

Ш ундай килиб, узлуксиз функциянинг бошлангич функция­
си мавжудлиги ^акидаги куйидаги теорема уринли: исталган 
узлуксиз / ( х )  функция бошлангич. функцияларга эга, улардан

Г
бири \ f ( t ) d t  интегралдир.

а

1 - и з о * .  Интегралнинг геометрик маъноси, яъни юзни ифода-
X

лашидан келиб чикиб, 1{х) =  J f{t)dt  интеграл асоси [а, х] бул-
а

ган эгри чизикли трапеция нинг узгарувчи юзини ифодалашини 
айтиб утамиз (182-раем). Демак, ^озиргина баён килинган теоре- 
мага асосланиб, узгарувчи юз бу эгри чизикли трапецияни чегара- 
лайдиган у =  / ( х ) чизикнинг ординатаси учун бошлангич функ­
ция булишини айтиб утиш мумкин.

*
2 - изоз{ .  f { x ) > 0  да I(x) = \ f { t ) d t  функция усувчи, чунки

а

х  усиши била„н эгри чизикли трапециянинг юзи ортиб боради.
4. Н ью тон-Л ейбниц формуласи. Аник интегрални интеграл 

йириндиларнинг лимити сифатида з^исоблаш з^атто оддий функ- 
циялар учун хам мураккаб. Интегралнинг юкори чегараси буйи­
ча з^осиласи з^акидаги теорема йигиндиларни жамлаш ва лимит- 
га утиш процессларини четлаб утиб, аник ицтегралларни з^исоб- 
лашнинг содда усул,чарини аниклаш имконини беради. Аник 
интегрални ^исоблашнинг бу янги усули бйз келтириб чикариш- 
га энди киришадиган Ньютон-Лейбниц* формуласи оркали ифо- 
даланади. X

Аввалги пунктда I(x)  =  \ f { t )d t  функция интеграл остидаги
а

узлуксиз функция / (х)  учун бошлангич функция булишини кур-

* Г. Лейбниц (1646— 1716) —буюк немис математиги. 

d5*



сатдик. Маълумки, / ( х )  нинг бошка бошлангич функцияларн 
/(х )  дан факат узгармас кушилувчиси билан фарк килади. 
Шунинг учун, агар Д х )  функция / (х )  учун бошка бошлангич 
функция б-улса, у зрлда 1{х) =  F(x) -\-С ёки

j f ( t ) d t  =  F(x) +  С. (22) '
а

Интеграллаш чегаралари тенг булгани учун

/(a )  =  f / ( / ) ^ = 0
а

булишини эътиборга олсак, С ^згармасни топиш осон. Шунинг
а

учун (22) муносабатга х  =  а ни куйсак, j / ( 0  dt =F(a)  +  С =  О
а х

ни з^осил киламиз. Бундан С =  — F(a) ва демак, j' f ( t ) d t  =
а

= F(x) — F(a). Хусусан , х  =  b да куйидагига эгамиз:

] f ( t ) d t - F { b ) - F ( a ) .  (23)
а

Бу Ньютон- Лейбниц формуласидир.
У аник интегрални ^исоблаш интеграл остидаги / ( х )  функция 

учун бирор F(x) бошлангич функцияци топиш бошлангич функ­
циянинг х нинг интегрални юкори ва куйи чегараларига тенг 
кийматларида з^исобланган кийматлари айирмасини олиш керак- 
лигини курсатади. Кискача килиб айтганда, аниц интеграл ин­
теграл остидаги функция бошлангич функциясининг интеграл­
лаш сегментидаги орттирмасига тенг экан.

ь
F(b) — F{a) айирма символик равишда /^(jc)| каби белгиланади.

а

F ( b ) - F ( a )  =  F(x) |.
а

Бу символдан фойдаланиб, Ньютон—Лейбниц формуласини куйи- 
даги куринишда ёзамиз:

] / ( x ) d x  = F(x) \= F(b)  - F ( a ) .  (24)
а аI

1- мисол.  ̂exdx  ни ^исобланг.
1

Е ч и л и ш и. Интеграл остидаги функциянинг бошлангич функцияларидан 
бири ех. Шунинг учун (24) Ньютон—Лейбниц формуласини чулланиб, куйида-

2 2
гинн >;осил киламиз: j  exdx  =  е* | ^  е2 — е1 =  е (е — 1).

1 1

Баъзан F(x) | ёзув урнига [/?(х)] ёзувдан фойдаланамиз. 
а



(i’6 dx
2-  миг о л.  — ни ^псобланг.

J )/ l —x 20 '
E ч и л и ш и. Ньютон—Лейбниц формуласига кура

л’5 dx  0 5
- =  [arc sin *] =  arc sin 0,5 — arc sin 0 =  я/6.

J V T = * Jo

1- м и с о л .  J  ■ ■, , : аник интегрални дисобланг.

И з о Ньютон—Лейбниц ф о р м у л ам  интеграл остидаги f(x)  
функция у з л у к с и з  деган фаразда келтириб чикарилган эди. 
Узилишга эга булган функциялар учун Ньютон—Лейбниц форму- 
ласи уринли булмаслиги э^ам мумкин.

5. Аник интегралда узгарувчини алмаштириш. Аникмас ин­
теграл ^олидаги каби аник интегрални ^исоблашни ^ам узга­
рувчини алмаштириш ёрдамида соддалаштириш мумкин.

8

х dx
V T + T3  

Е ч и л и ш и .  V x  +  1 =  t  формула ёрдамида узгарувчини алмаштириб, ин­
теграл остидаги функциянинг бошлангич функциясини топамиз. У ^олда х  =  
<= Р  — 1, dx  =  4tdi  ва демак,

xdx  Р(*2— 1)2 t dt  С , i f i  \

\ v m - y . —
X узгарувчига кайтиб, куйидагини ^осил киламиз:

1 х  dx

У Т + 1
Ш ундай килиб,

функция интеграл остидаги —  *  ■— функциянинг бошлангич функцияларидан
V х + 1

бири экан. Демак, Ньютон—Лейбниц формуласидан фойдаланиб, куйидагини 
хосил киламиз:

Г ~  2 -  К  J + !  М8 -
J У х + 1  '  3 ' 3

=  2 _  у т + т )  -  2 _  ^ з + т )  _  101 .

Бирок бу ерда фойдаланилган усул жуда мураккаб дисоблашларга олиб 
келади. Куйида t Узгарувчидан яна х узгарувчига кайтмасдан туриб, аник ин­
теграллаш ^исоблашни соддалаштириш мумкинлиги к^рсатилади. 

ь
Фараз килайлик j / ( x ) d x  аник интегрални ^исоблаш керак

а
булсин, бу ерда f ( x)  — \а, Ь\ сегментда узлуксиз функция, х  =  
=  ср(/) деб, х  узгарувчидан t узгарувчига ^тамиз. Айтайлик, 
x — <if\t) формула буйича t=^a  кийматга х  = а циймат, t =  §



цийматга уша формула буиича х  =  Ь киймат тугри келсин; шун* 
дай цилиб, <р(а) =  я ,  <р(Р) =  д.

Бундан ташкари,
1) <Р( 0  функция ва унинг ^осиласи а < * < р  сегментда 

узлуксиз булсин;
2 ) t узгарувчи а дан (3 гача узгарганда <?(/) функциянинг 

киймати a < j c < 6  сегментдан тацщарига чицмасин.
Бу шартларда аник интегралда узгарувчини алмаштиришнинг 

куйидаги формуласи уринли булади:

j  f ( x )  dx  =  ^ f  [<р(0 ] ? V )  dt.
a a

Хацикатан, F(x) берилган f (x )  функциянинг бошлангич функ- 
цияси булсин, яъни F'(x) =  f{x).  У з^олда Ньютон — Лейбниц 
формуласи буйича

ь
j  J{x) dx  =  F{b) -  F(a) (25)
a

га эгамиз. Энди бошлангич функция F(x) да д: — <p(t) десак, у 
^олда / ^ ( О !  функция алмаштирилган интегралнинг интеграл 
остидаги функциясининг, яъни / [? ( / ) ]  • <р'(t) нинг бошлангич 
функцияси булади. Хакщатан, мураккаб функцияни дифферен- 
циаллаш коидасини кУлланиб, куйидагини х;осил киламиз:

d t  a t  d x  dt

Шунинг учун яна Ньютон—Лейбниц формуласига кура

j/[<P(0] f V )  dt  =  /=■[?(?)] -  / ^ (« О ] .
а

Лекин шартга кура <р($) =  Ь, <р(а) =  а  б^лгани учун / г[<р(Р)1 =“
— F(b), F[cp(a)] =  ^ (a ) .  Демак,

f  f  [ ? (0  ? ' ( 0  dt  -  F(b) -  F(a). (25')
a

(25) ва (25'j ’тенгликларни такк°слаб, узгарувчини, алмаш-  
тирши формуласига келамиз;

j  f { x ) d x  =  J / [ ? ( / ) ]  f ' ( t )d t .  (26)
a a

8

_  С x d x
Узгарувчини алмаштириш формуласи ёрдамида \ — ■■ — аник интеграл-

5 +  1 ___
ни кандай ^исоблаш мумкинлигини курсатамиз (I-м исолга каранг), У^х+1 =  t .  
яъни х  =  <р(О — t 2 — I дейлик. Мазкур а;олда а =  3, b =  8. .* =  д =  3 д а *  —



*= V 3 +• 1 =  2 га эгамиз; * =  £ =  8 да  ̂=  ] / 8  +  i =  3 га эгамиз. Шундай 
килиб, а =  2, Р =  '1 Су'нгра =  2t d t  ни топамиз. Энди (26) узгарувчини
алмаштириш формуласидан фойдаланиб, цуйидагини досил циламиз:

Г x d K f ( * 2 - l ) „  Г<3 3 „ Г /33 о\ /2 3 \1 2
:2, л - 2 1? - ' ! - 2 и - 3) - ( з - 2) ] - |0 з-

а _____
2 - мисол. J  — х2 dx  интегрални ^исобланг.

о
Е ч и л и ш и  х =  a sin / деб, dx  =  a cos t  d t  ни я,осил циламиз Агар х — О 

булса, у ^олда sin t  =  О, бундан t =  0; агар х =  а булса, sin t =  1, бундан t  =  
=  я/2. Шундай килиб, я =  0, р =  я/2.

Демак, узгарувчини алмаштириш формуласидан куйидагига эгамиз:
а  _______  it/2 ________________  It/2

J  У а2—х г d к =  j  К а 2 — я 2 sin2 /  a cos/ d t  — a2 j  cos2/ dt  =
о о о

it/2
а 2 Г а2 Г sin 2/ */2 па'1 

=  -  1(1 +  cos2/) d t * = -  t  + -------  =  — .
2 J  2 2 о 4о

, Купинча x  =  (f(t) узгарувчини алмаштириш урнига тескари 
алмаштириш t ~  ty(x)  цулланилишини айтиб утамиз; бирок; бунда 

функцияга тескари булган функция мавжуд булиши ва 
унинг учун . узгарувчини алмаштириш формуласини келтириб 
чикаришда цуйилган шартлар бажарилиши керак.

21 п2
dx

у р г г т
3- мисол. | - ■ -  ■■ ни вдсобланг. 

1

Е ч и л и ш и  V е х — 1 =  t деймиз Бунда j r = l n ( l - f / 2) тескари функция 
мавжудлигига ва у узгарувчини алмаштириш формуласини келтириб чикариш- 
да куйилган шартларни каноатлантиришига ишонч ^осил килиш осон. dx  =  

21 dt
■= ------— ни топамиз. Агар к =  In 2 б^лса, t — 1; агар * =  2 In 2 булса t  =  УЗ .

1 t
Шундай килиб, а =» 1, р =  ] /3 . Узгарувчини алмаштириш формуласини кУлла- 
ниб, куйидагини досил киламиз:

2 in 2 Уз Уз
С dx  С 2t d t  „ f  d t  _  . ,у в  „ / *  я

J ■  J - 2J Т Т 5 - 2 |" с"г' )- - 12( з - 7  - г
In i '  1 1

6 . Аниц интегралда булаклаб интеграллаш. Иккита и =  и(х) 
ва v  =  v(x)  функция узларининг биринчи ^осилалари билан 
[а, b] сегментда узлуксиз булсин. Уларнинг купайтмасини диф- 
ференциаллаймиз:
d[u(x)vx]  =  u{x)dv(x)  +  v{x) du{x) =  u{x)v'(x)dx  - f  v(x) u’(x) dx.

Бу айниятни а дан b гача орали^да интеграллаб, куйидагини 
з^осил циламиз:

ь /■ ь
j d[u(x) г)(л;)] =  j  u(x )v ' ( x )dx  j  v{x) u ' (x )dx.  (27)
a a a



Лекин Ньютон—Лейбниц формуласига кура
Ь
j  d\u{x) v(x)] =  и(х) v(x)  J*.
a

Шундай цидиб, (27) тенглик нуйидаги куринишни олади:
■ ь ь

й(х) г»(л:) | =  J  и (х) v' (x)  dx  - f  j  v(x) u'{x) d x ,
a a a

бундан
ь ь
J u(x ) v'(x) dx  =  u(x) v(x)  I* — j  v(x) a'(x) dx.  (28)
a a

Бу формула аниц интегралда булаклаб интеграллаш форму- 
ласи дейилади.

du =  и'(х) d x  ва dv v'(x) dx  булгани учун (28) формулани 
цуйидаги ихчам куринишда ёзиш мумкин: 

ь ь
j  udv  =  uv  I* — J  v du. (29)
a a

Бунда интеграллаш чегаралари x  эркли узгарувчига тегишли 
эканлигини назарда тутиш керак.

те
1- мисол. j дг cos x d x  ни х;исобланг.

о
Е ч (гл и ш и. х  =  и, cos* d v  — dv.  У э;олда du =  dx ,  v — sin*. Булаклаб 

интеграллаш формуласини кУлланиб, куйидагини топамиз:
1C 7Г

| х  cos х  d x  =  [к sin*]Q — J sin* dK =  |cos =  — 2,
о 0

чунки [л sin*]” =  n sin  % — 0 sin  0 =  0.

In x  

V x
d x  dx  r— n

Е ч и л и ш и .  In* — a, —p=. =  dv  деймиз, бундан du — — , v  =  2 у x. д е - 
У  x x

мак, булаклаб интеграллаш формуласига кура куйидагига эгамиз:

С In х
2 - мисол. J  — - d x  ни з^исобланг.

е
J  dx=* [2 У х  In х]^ — ^ 2 У х  — 2У е\ пе  — 2 V l \ n l  — 4 \ \ f  •* ]1 =
. Y  х  г

=  2 \ Г ё -  (4 V e - 4 )  =  2 (2 -  ?).

3 -§ . АНИЦ ИНТЕГРАЛНИНГ ГЕОМ ЕТРИК ВА ФИЗИК Т А Т БИ ^Л А РИ

1. Юзни декарт координаталарида ^исоблаш. Аг а р у  =  / ( х )  
функция |а ,  Ь] сегментда узлуксиз ва мусбат . булса, у ^олда 
асоси [а, b ] булган ва юцоридан бу функциянинг графиги би-



лан чегараланган эгри чизикли трапе- 
циянинг юзини

V V
5 = 1  f{x) dx  =  |  y d x (30)

формула билан топиш мумкинлигини 
юкорида аниклаган эдик (2- § д а г и  1- 
пунктга каранг).

1-м исол. Парабола сегыентининг ю зини,яъ­
ни х  — у 2 парабола ёйи ва х — а тугри чизиц- 
нинг АВ кесмаси бнлан чегараланган фигура-

183-пасм нинг юзини *исобланг (183-раем)
v ' Е ч и л и ш и .  Парабола сегментннинг Ох

укига нисбатан симметриясидан келиб чикиб 
унинг S юзини АО  эгри чизикли трапециянинг иккйланган юзи сифатида 
топамиз!

а 4а 3,г 4
S =  2 1 ydx  =  2 J  Y  х dx  1 ■ — л3/2 

' 3 о з 3 a V ~a -
х* у1 

2- мисол. —  Н----- --- 1а? № эллипс билан чегараланган фигуранинг юзини

аникланг.
Е ч и л и ш и .  Эллипснинг Укларга нисбатан симметриясидан изланг?н юз 

ОАВ  эгри чизицли трапециянинг туртланган юзига тенглиги келиб читали 
(70-расмга каранг):

а
а С Ь ———

S =  4 Г y  dx  =  4 1 — ]/"аа—x 2dx.
о J а

Лекин 2- §, 5- пунктдаги 2- мисолда биз J Y — a 2 dx — roz2/4 ни топггн
. о

эдик. Демак,
Ь т-а*

5  =  4 --------=  it ab.
а 4

Хусусан, агар а =  b=*R  булса, у х,олда эллипс радиуси R  булган айлана- 
га утали ва биз дойра юзининг ыаълум формуласига неламиз: 6 =  nR'1

Энди \а, Ь\ сегментда /(х)  < 0  булсин (184-раем). Асоси 
[а, Ь\ булган, куйидан у =  t(x)  эгри чизик; билан чегараланган 
эгри чизикли трапеция Ох  уцидан пастда ётади. Симметрия ^а- 
кидаги тасаввуримизга кура унинг S  юзи уша асосга эга булган, 
лекин юкоридан у =  — f ( x)  эгри чизик билан чегараланган эгри 
чизикли трапеция юзига тенглигини айтиб утамиз (184-раемга 
каранг). Шартга кура f(x)  <  0 булгани учун — / (* )  >  0 ва (30). 
формулани кулланиб, куйидагини топамиз:

К ь
j [ — f { x ) \ d x =  — ^ f{x )dx .  (31)



184-раем. 185-раем.

Интеграл остидаги функция манфий булганда эгри чизикли тра­
пециянинг юзи шундай ифодаланади.

3- мисол. у =  х* — 4 парабола ва абсциссалар Уки билан чегараланган фи­
гура юзини топинг (185^ раем).

Е ч и л и ш и .  у =  х г — 4 парабола абсциссалар у^и билаи А{—2; 0) ва В( 2; 0) 
нукталарда кесишади. Бинобарин, асоси f—2, 2] сегмент булган эгри чизик­
ли АСВ трапециянинг юзини топиш керак. Бу сегментда у  < 0  булгани сабабли
S юзни топиш учун (31) формуладан фойдаланамиз. 

ь 2
32

(30) ва (31) формулаларни битта формула цитб  бирлаштириш 
мумкин:

ь
S  =  ^ \ f ( x ) \ d x .  (32)

а

Бу формула / ( х ) функциянинг [а, Ь) сегментда ишораси узгара- 
диган булганда ^ам, яъни у бу сегментда мусбат ь;ийматларни 
х;ам, манфий ^ийматларни ^ам ^абул ^илганда ^ам Гринли булиб 
колади.

4 - мисол. у =  cos х  косинусоида, координаталар Уклари ва л — и тугри чи­
зик билан чегараланган OABCD  фигуранинг юзини ^исобланг.

Е ч и л и ш и ,  (32) формулага кура чуйидагига эгамиз:
11

S  — J  | cos х  | dx.
о

Бу cos* функция ] 0, л /2 [ интервалда мусбат булгани ва | л/2, я [  интервалда 
манфий булгани учуй

f агар 0 <  х <  я/2 бУлса, cos*.
1 cos х  h =  {

I агар щ2 <  х  <  я булса. — cos*.

-  Г f ( x)  d x ------ J  (X* -  4) dx  :
x3

- -  +  4 ,



yjmxl 5  =  f|cos x\dx =  J  |co s* |tf .r-f Jlco s *| dx  ■■
*/2

х/2 я
=  fcosA rrf.t+  f (—cos*)d

О */2
* = s in  x

*/2
-sin  X

it/2
Энди юцоридан у ){x) эгри чи- 

зик, куйидан у =  у(х)  эгри чизик 
! / (* )  ^<f(x)] билан ва х  — а з^амда 
х  =  Ь тугри чизицлар билан чегара- 
лацган фигуранинг юзини ^исоблай- 
миз (180- раемга каранг). Изланган юз 

aCDb ва аАВЬ эгри чизикли трапециялар юзларининг айирмасига 
тенг:

ь ь
АСОВюз =  aCDbl03 — aABbm = j  f ( x ) d x  — j  <р(я) dx  —

186- раем.

=  J  f / ( * )  — ?(*)] dx. (33)

(33) формула у ?= f(x\  ва у — y(x)  функцияларнинг графиклари 
/ ( х)^<р(х)  шартда цандай жойлашишидан катъи назар уринли 
булади.

5- мисол. у  =  —х 2 ва у — г х эгри чизиклар, ординаталар уци ва х  =  1 
тугри чизик билан чегараланган 5  юзни дисобланг (187-раем).

Е ч и л и ш и .  Берилган мисолда f ( x)  =  ех, ?(х)  =  — *2. / ( х )  >  <р(х), а — 0, 
6 = 0 .  Демак, (33) формулага кура куйидагини досил киламиз: 

ь 1 1

5  =  j  [ / (л)  — <f(*)] dx  =  f [ех — (—х 2)] dx  =  J  (ex -j- x2) dx  =  
а о о

,  1 2 
?•* +  T  = e  +  T  -  1 =  <? -  —.

“  J o   ̂ - j
Пировардида параметрик равишда берилган эгри чизик билан 

чегараланган фигуранинг юзини ^исоблашга дойр мисолни цараб 
чицамиз.

6 - мисол. Абсциссалар уки ва циклоиданинг*битта арки билан чегаралан­
ган фигуранинг юзини дисобланг: х — a(t — sinO, у =  я ( 1 — cos^) (142-раемга 
каранг)

2 ш
Е ч и л и ш и .  Изланган 5  юз J у dx га тенг. x —a( t  —ъШ)  деб , бу интег-

о
ралда Узгарувчини алмаштирамнз. У долда dx  =  a( 1 — cost)dt  булади. Цикло­
ида тенгламасидан у  =  й(1 — cos i). Бундан ташкари, х  =  0 да / —0 ва х  = 2 па 
да t =  2jc булишини дисобга олган дол да куйидагиларни топамиз:

2кя 2я
5 = j  yd x  — J  a{\ — cos t) a(l — cos t) dt  =

2*
-.a2 J (1 — 2 cos* +  cos2 0 ^ =  » 2 / - 2 s i n /  +  -  +  —

2 4

2*



2. Юзни цутб координаталарида >;исоблаш. ОА ва ОВ ра­
диус- векторлар ва тенгламаси г =  /{<р) кутб координаталарида 
берилган эгри чизик билан чегараланган ОАВ эгри чизикли сек­
тор берилган булсин. Бунда г ==/(?) функция а< .ср<(3  шартни 
каноатлантирадиган барча <р лар учун узлуксиз функция деб фа- 
раз циламиз.

Айтайлик, ОА радиус-вектор ь;утб уки билан а бурчакни, ОВ 
радиус-вектор эса р бурчакни ташкил цилсин, АОВ  бурчакни О 
кутбдан чикадиган ва кутб уки билан кетма-кет a < c p ! < 9 2<  
<  • • •  < ? !-_1< ' Р г <  • • •  < ? „ _ ) < ^  бурчак ташкил киладиган 
нурлар ёрдамида кисмларга ажратамиз. Бундан танщари, а =  <р0 
ва Р =  &еб белгилаймиз. Нурларнинг эгри чизик билан кеси- 
шадиган нуцталарини Аи А г, . . Л At, . . Ап_г белгилай' 
миз.

АОВ эгри чизикли сектор п та кичик эгри чизикли АОАи 
А\ОАъ . . А _ ,ОЛ(-, . . An_ f i B  секторларга ажралади (188- 
расм). AOAi, AiOA2, . .  А ^ О А ^  . .  Ап )ОВ бурчаклар мос 
равишда А<р, =  <р( — <р0, Д<р2 =  <р2 — <pi, . . А®г =  <р, — ср._р . .

=  — га тенг. Агар бутун эгри чизикли секторнинг 
юзини S билан, О.А1_х ва OAt нурлар билан чегараланган кичик 
эгри чизикли секторларнинг юзини А5г билан белгиласак, у %ол-

П
да S =  ASj'-f А52- f  . . .  -{-А^Ч- . . .  +  AS„ ёки 5  =  ^ A S , .  Ки-

i=i
чик эгри чизикли секторнинг юзини ^исоблаш каттасининг юзи­
ни ^исоблаш каби кийин. Шунинг учун куйидагича иш тутамиз: 
^ар бир кичик Л /_ 1ОЛ; сектор ичида бурча к



остида нур утказамиз. Бу нурнинг эгри чизик билан кесишии 
нуктасини Mt оркали белгилаймиз. У ^олда ОМ, =  г, =  / ( ср() 
Энди ^ар бир кичик эгри чизикли Л г_,ОЛ; секторни О учида!

== /(Тг) радиус билан ташки чизилган доиравий сектор била! 
алмаштирамиз (188-расмга каранг). Бундай доиравий секторниш 

О М 2, j
* *ар бирининг юзи — =  —/(?>;) А га тенг ва такрибан ки­

чик эгри чизикли секторнинг юзини беради. Шундай килиб, ку- 
йидаги такрибий тенгликка эгамиз:

Хар бир эгри чизикли сектор юзини тегишли доиравий сектор 
юзи билан алмаштириб, катор доиравий секторлардан иборатфи- 
гурани ^осил киламиз. Бу фигуранинг юзи эгри чизикли сектор 

юзининг такрибий кийматини беради. Шунинг учун

Б у  такрибий тенгликнинг аниклиги Асрг нинг камайиши билан ор- 
тиб боради. Шунинг учун эгри чизикли сектор 5  юзининг аник 
Киймати барча Д<р,- лар нолга интилган шартда доиравий сектор­
лардан ташкил топган фигура юзининг лимити сифатида ^осил 
■Килинади. Шундай килиб,

—  / 2(<pi)A<pi - / 2(ср3)  А ?2 +  • • •  +  —  / 2( Т г )  +  

+  • • • +  j / 2(<P„) А<ря

■еки киск^ча ёзсак:

й и р и н д и  а ва Р орасида жойлашган ср нинг кий-

•матлари учун берилган узлуксиз — / а(<р) функциянинг интеграл

а
дир.

Демак,



о

189- раем.

Мисол. г  =  а(1 -f cos<f) кардиоида билан чегараланган фигура юзини *и- 
собланг (30- раемга каранг).

Е ч и л и ш и .  (34) формулани а =  0 ва р =  2л да кулланиб, куйидагиии з^о- 
сил киламизг

В. Жисмнинг ^ажмини маълум кундаланг кесимлари б^йича 
^исоблаш . V  5$ажми анщланиши лозим булган бирор жиемни 
Караймиз (189-раем). Фараз килайлик, бу жисмнинг Ох укка пер­
пендикуляр булган текисликлар билан кесилган кесимларининг 
юзлари маълум булсин. Бу кесимлар кундаланг кесимлар дейи­
лади. Кундаланг кесимнинг ^олати унинг Ох  ук билан кесишиш 
нуктасининг х  абсциссаси билан аникланади.

х  нинг узгариши билан кесим юзи, умуман айтганда, узгара- 
ди.' Демак, кундаланг кесим х  нинг бирор функцияси экан, уни 
биз S(x)  билан белгилаймиз ва маълум деб ^исоблаймиз. Сунгра 
жисмнинг четки кесимларининг абсциссаларини а ва b билан бел­
гилаймиз*. Жисмнинг V  зажмини дисоблаш учун куйидагича иш 
тутамиз: [а, Ь) сегментни а =  х 0< х  i< * 2<  . . .  <  х п_г <  х п =  Ь 
нукталар билан п та булакка ажратамиз ва булиниш ну^талари 
орцали Ох уцига перпендикуляр текисликлар утказамиз. Бу те ­
кисликлар жиемни п та ^ а т л а м г а  ажратади (190-раем). x t_x ва 
Х( нуцталардан утказилган текисликлар орасида жойлашган кат-

* Бу иккала кесим ^ёки улардан биттаси) хусусий лолларда нуктага айла- 
ниши мумкин.

1 2« | 2*

=  — a2[f 
2



лам  ^ажмини AVt оркали белгилаймиз. У зсолда V=AV^-{-

x t_  ̂ ва x t абсциссали кесимлар ^осил килган битта цатламни 
карайлик. Унинг AVt з^ажми баландлиги [.лгг_,, хД кесма узунли- 
ги, яъни AXt — x t — лгг_, га тенг, асоси бирорта cL абсциссага мос 
кундаланг кесим билан устма-уст тушадиган т.угри цилиндрнинг 
^ажмига такрибан тенг. Демак, катламнинг юзи 5(сг) булади.

Бундай цилиндрнинг 5}ажми доиравий цилиндрнинг ^ажми ка- 
би асосининг юзи билан баландлигинйнг купайтмасига тенг: 
S(ct)Axt. Шундай килиб, A Vt «  5(С;)Ад:г. Шунинг учун берилган 
жисмнинг ^ажми учун куйидаги такрибий тенгликни ^осил ки­
ламиз:

[а, Ь\ сегментни булиш кадами К кичрайиб бориши билан бу 
такрибий тенгликнинг аниклиги ортиб боради. Шунинг учун 
^ажмнинг аник кийматини булиш кадамини нолга интилтириб 
^осил киламиз:

V  5(с,)Ал;г йигинди S(x)  функциянинг интеграл йигиндисидир.

П

-bA l/^  ёки V  =  АVI.

п

п

п

Шунинг учун ьп

Демак,



Бу формулада 5’(лг) — кундаланг 
кесим юзи, а ва b — жисм кесими 
четки нукталарининг абсциссалари- 
дир.

х 2 у 2 г 2 
Мисол. — 4- — 4- — = 1  эллипсоид би- 

а2 Ь2 с2 
лап чегараланган жисм >;ажмини л;исоб- 
ланг.

Е ч и л и ш и .  Эллипсоидни х  =  h те- 
кислик билан кесиб, ярим уклари 
b 1 1 — Л2/а 2 ва c V  1 — /i2/a2 булган ку- 
йидаги эллипсни х,осил киламиз (191-расм):

191- раем.

b \  1 -  Щ а 2)
+

с2(1 — Л2/я2)
X !

Демак, (2-пункгдаги 1-мисолга царанг) кесим юзи S(h) — ъЬс(\ — Щ а2). 
Шунинг учун (35) формулада х  ни h га алмаштириб куйидагини ^осил чила- 
миз:

V - J S ( A ) d A ~ J * 6 c  1 - -
Л2

dh — кЬс I. НЪh --------
За8

=  —ъаЪс.. 
п 3

Хусусан. а — Ь =  с — R  да R  радиусли шарни я;осил киламиз, унинг ^аж-
4

ми — nR3 га тенг.

4. Айланиш жисмининг ^ажми. Асоси [а, Ь\ булган, у =  f(x)  
эгри чизик билан чегараланган эгри чизикли трапецияни карай- 
миз. Трапецияни Ох уки атрофида айлантириш натижасида зо- 
сил кнлинган айланиш жисмининг ^ажмини аниклаймиз. Кунда­
ланг кесимлар бу ерда радиуси айланаётган эгри чизик j> орди- 
натасининг модулига тенг булган доиралардир. Демак, кесим юзи 
S(x) =  ъу2 = к\ /(х)\г экан. (35) формулага кура айланиш жисми­
нинг ^ажмини топамиз:

V
и и

— 71 j  \ f ( x ) f d x  =  и j  yzdx. (36)

Мисол. у2 =  х параболани Ох  Ук атрофида айлантиришдан вдеил булгии 
сирт ва х  ~  h текислик билан чегараланган жиемнинг ^ажмини аницлйнг (193- 
раем).

Е ч и л и ш и .  (36) формулани кУлланиб, куйидагини топамиз:

х 2' - я jy2dx — я j  хdx — ъ — ith2
=Т '

5. Эгри чизиц ёйининг узунлиги. Элементар геометрияда*
тугри чизикли кесмалар, шунингдек, айлана ва унинг булакла-
рининг узунликлари улчанган эди. Айлана узунлиги учун унга
ички чизилган мунтазам купбурчаклар томонлари периметрининг



192- раем. 193- раем.

томонлар сони чексиз орттириб борилгандаги лимити кабул ки- 
линган эди. Бу таърифни исталган эгри чизик булган цол учун» 
умумлаштирамиз.

Фазода АВ  ёй берилган булсин (194-раем). Уни М и М 2, . .  
М п_х нукталар ёрдамида п та булакка ажратамиз. Кушни були-

ниш нукталарини кесмалар билан туташчириб, АВ  ёйга ички чи- 
зилган синик чизикни ^осил киламиз. Бу сияик чизик М 0М\,  
М\М2, , . М . ^ М ^  . . М п_1М п буринлардан ташкил топган, бу 
ерда М0 нукта А  нукта билан, М п нукта эса В  нукта билан уст- 
ма-уст тушади.

Бу буринларнинг узунликлари учун куйидаги белгилашларни 
киритамиз: M0Mi = ALu M \M 2 =  AL2, . .  ALt, . . .
• •«» М п_^Мп — AL n. У 5$олда бу синик чизикнинг Ln периметри 

Ln =  ALi 4* Д/-2 • • • Ч- ALj +  . . .  -J- ALn
П

ёки кискача ёзсак: Ln =  ^  ^ г -  Равшанки, буринларнинг узун-
1

ликлари камайиб бориши билан синик чизикнинг шакли АВ  ёй­
га якинлашиб боради. Шунинг учун куйидаги таърифнинг кири- 
тилиши табиий.

Ёйга ички чизилган синик чизикнинг периметрн интилган ли­
мит АВ  ёйнинг I узунлиги  дейп&ади. Бунда синик чизик бугин-

ларининг сони чексиз усиб 
боради, буринларнинг энг 
каттасининг узунлиги нолга 
интилади:

П
/ =  Иш у д  L,. (37)

тахД £2-*о

Бунда (37) лимит мав- 
194- раем. жуд ва ички чизилган си-



ник чизикларнинг танла­
нишига боглик булмайди, 
деб фараз килинади.

(37) лимит мавжуд бул­
ган эгри чизиклар турри- 
ланувчи эгри чизщлар  
деб аталади. Эгри чизик- 
ларга куйилган баъзи че- 
гараланишлар бажарил- 
ганда бу лимит ^ар доим 
мавжуд булишини биз 
Куйида курсатамиз.

Аввал ошкор кури- 
нишдаги тенглама билан берилган текис эгри чизиц ёйининг узун- 
лиги ^акидаги масалани караймиз.

Теорема. АВ эгри чтиц  у =  ;(х) тенглама билан берилган 
булсин, бу ерда /(х)  — сегмент \а, Ь\ да узлуксиз биринчи 
тартибли цосилага эга булган узлуксиз функция. У %олда

ь ____________
А В ёй I =  j  V  1 +  | f '{x)]2dx га тенг узунликка эга.

a w
И с б о т и .  АВ  ёйни М и М п_л нукталар билан п  та

булакка ажратамиз (195-раем). Бу нукталар мос равишда х и х 2, 
. . х п_х абсциссаларга эга булсин, . шу билан бирга а =  х 0<
< х \ < х 2<  . . .  < х п_1< х „  =  Ь. АВ ёйга М 0 Mi, М ъ ... ...
M n_v  /Ил синиц чизикни ички чизамиз. У ^олда бу синик чизикнинг 

ft

п е р и м е т р и ^ Д / .г га тенг булади, А/.( бу ерда— Mt б;угинниш

узунлиги. Текисликдаги иккита М ^ х ^ ;  y t_x) ва М^х;, у\) нукта 
орасидаги масофа формуласига кура

=  V  (x i — х ^ ) 2 +  (у г У |_ i ) 2,

бу ерда у, — yt_x =  f ( x t) - f ( x . _ x). Лекин [x._v x t\ сегментга кул 
ланилган чекли орттирма формуласига кура (VI боб, 6 -§ ,  3 -пункт 
га каранг) куйидагига эгамиз:

f ( x t) - / ( * , _ i) =  А ъ Н ъ ~ x i - 0 ’ бУн*а x i - \ < ci < x i- 

Демак,

\Xj~ +  [ /'(C-l)(Xl -K?_j)]2 — K l  +  [ /  (£;)]" (X( х }_})

ёки



Шундай килиб, синик чизик периметри V \ Л- [ f ' (x ) \2 функция 
учун тузилган интеграл йигиндига тенг булиб чикди. Бу функ­
ция- / ' ( х )  нинг узлуксизлиги натижасида [а, b | сегментда узлук­
сиз булади. Демак, булиш кадами к нолга интилади деган шарт-
да аник интегралнинг мавжудлиги ^акидаги теоремага кура (39) 

ь
интеграл йигинди j K  1 +  [ / ' M l 2 га тенг лимитга эга булади.

а
Эгри чизикнинг / узунлиги унга ички чизилган синиц чизикП

периметри нинг унинг бугинлари узунликларидан энг кат-
/=>

таси А/.г нолга интилгандаги лимитига тенг. Л£ г -* 0  да Дл:г -» 0* 
булишини эътиборга олиб, куйидагини з^осил киламиз:

/  =  lim V  ALi = llm 2  V  1 +  l / ' ( ci) f2 =  f V l + [ f \ x ) Y d x .maxAZ/-*-0 X-*0 J1 i= l  i==l a

Ш ундай килиб,
ь ь

I =  J у \ +  [ f ' { x ) f d x  =  j V  1 +  y n dx.  (40)
a a

1- мисол. 0 < * < 1  учун y = c h  x  занжир чизик бйининг узунлигини *исоб- 
ланг (131-раемга каранг)

Е ч и л и ш и .  у' =  (ch *)' =  sh к ни топамиз. Демак, l + y ' ^ l + s h ^ —ch**.
(40) формула! а кура куйидагини досил киламиз:

1   1
I =  |  j/"ch2 к dx =  J ch х d x  =  sh x

о 0

1
-  sh 1 — sh 0 =  sh 1 »  1,17.

,o

Энди эгри чизик x  =  x{t) ва у =  y(t) параметрик тенгламалар 
билан берилган булсин ( а < г < £ ) .  Бунда x(t)  ва y(t) функция- 
лар ^амда уларнинг .^осилалари узлуксиз ва .*'(/) > 0  булсин. 
х  =  x(t)  деб, (40) интегралда узгарувчини алмаштирамиз. Бун­
да у = y(t) булгани учун параметрик куринишда берилган функ-
цияни дифференциаллаш коидаенга кура у‘х =  ни топамиз, шу

X \t)
билан бирга dx =  x ' ( t )d i  ни эътиборга олиб, куйидагини зреил 
Киламиз:

у  1 + y *dx= j/1  + |\ ' ( t )d t  = V [ * m  + [y\t)\‘dt.

* M l =  ] / д  Ду? булганидан, | Л*И <  ALt.



/  -  j V l  +  y'Kl dx  =  j ] / [ * ' ( / ) | a +  \y\t)\\dt, (41)
a a

бу ерда a = x(a) ва b == x($).
Из о ) ; .  x'(t) ^осила [a, $] сегментда манфий булганда ёки уз 

ишорасини сакламаганда дам (41) формула уринли.

2- мисол. х  =  a(t -  sin /), у =  д(1 — cos t) циклоиданинг битта арки узун- 
липши апнкланг (0 <  / <  2л) (142- расмга каранг).

Е ч и л и ш и. x'(t)  =  й(1 -  cos t), y'(t) =  a sin t  булгани учун

V (* '(0 )2 +  [у '(0 ]2 =  У" «2(1 — cos О2 +  a2 sin2 * =  а ^ 2 (1  — cos i) =  2a sin - j .

(41) фирму лага кура куйидагини хо.ил киламиз:
2к t  ̂ 2тс

/ ■= 2а J  sin — dt  =  —4а cos — =  —4a cos % +  4з cos 0 =  4а -f 4a =  8а.
о 2  ̂ 0

Энди тенгламалари г=г ( ср) ,  а < < р < р  цутб координаталарида 
берилган эгри чизик узунлиги учун ифодаии топамиз, бунда г(<р) 
ва г'(<р) лар [а, р] сегментда узлуксиз деб фараз килинади. Па­
раметр сифатида <р бурчакни кабул килиб, бу эгри чизикни па­
раметрик куршшшда ифодалаш мумкин ^акикатан, декарт ва 
кутб координаталари орасига x  =  rcos<p, у =  г sin ер боглаииш 
мавжуд булгани учун г — г(<?) ни эътиборга олиб, х  =  r(<p) cos <р< 
у =  /-(<р) sin ? ни досил киламиз х'  =  г ' cos 9 — г sin <р, у'  =  r 'sin? +  
-f rcoscp  булгани учун (41) формуладан фойдаланиб, куйидагини 
топамиз:

Маълум соддалаштиришлардан сунг куйидагини ^осил кила*

3- мисол. г  =  о(1 -f  cos tp) кардиоида узунлигини топинг (30- расмга каранг) 
Е ч и л и ш и .  Кардиоида ку '16 ^кига нисбатан симметрик. <р кутб бурчаги- 

ни 0 дан я  гача узгартириб, (42) формула буйича кардиоидашшг ярим узунли­
гини зосил киламиз:

a а

миз:

(42)
a

1C it  tt

«- 4a sin — — 4д sin — — 4а.
i  о 2

1ионА<‘ВДГ Ок'ЧЦ S 1Н5ГИ  ̂=  2 • 4« = 8«.



х  = x(t), у =  y(l), г  =  z(i), а < г ? < | 3  тенгламалар билан бе­
рилган фазовий эгри чизик ёйининг узунлиги учун (41) форму- 
лага ухшаш куйидаги формула уринли эканини курсатиш мумкин:

Р _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
/  — $ V x ' 3 +  y' i +  z ' l,dt. (43)

a

4 - мисол. х  =  a cost ,  y  — as i a t ,  г  =  Ы винт чизикнинг битта урами узун- 
1ИГИНИ аннцланг. О <  t <  2л (143- расмга 1<аранг).

Е ч и л и ш и .  (43) формулага кура куйидагига эгамиз:
2л _______________________ 2я __________ _____

 ̂ J V  (—а sin О2 +  (а cos О2 +  ьг (Н =  \ У  а* +  Ь2 dt  =  2я У  а* +  Ь3.
о о

6 . Ёйнинг дифференциали. Ёй узунлигининг (40) формула- 
сида куй и чегара а узгармасдан, юкори чегара узгарсин. Буни 
гаъкидлаш учун юкори чегарани х  билан, интеграллаш узгарув- 
чисини юц-ори чегара билан чалкаштирмаслнк учун t билан бел- 
гилаймиз. Агар бунда ёйнинг / узунлиги юкори чегаранинг функ­
цияси эканлигини эътиборга олсак, (40) формулани куйидагича 
ёзнш мумкин:

t { x ) ~ \ v \ + \ n t ) Y d t .

Интегралнинг юкори чегараси буйича ^осиласи дакидаги тео- 
ремага кура бу функция дифференциал ланувчи ва унинг >;оси- 
ласи:

1'(х) =  / П П Т И Р .  (44)

Бундан ёйнинг дифференциали-

dl(x)  =  l'(x) dx  =  V 1 +  [ / ' W l 2 dx. 
ёки кискача ёзсак

dl  =  Y  1 4 - y2d x .  

булгани учун dl — V х +  1ш

dl — Y  dx2 +  dy2 (45)

(45) формуладан фойдаланиб ва функциянинг диффере)1циали 
уринма ординатасининг орттирмасига тенглигини ^исобга олиб 
(VI боб, 3-§, 1-пунктга каранг), ёй дифференциалининг куйида- 
ги геометрик маъносига келамиз (196-раем): ёйнинг dl диффе­
ренциали уринманинг абсциссаси х  булган М ур .ниш нуцптси 
билан абсциссаси x-\~dx булган /И, нуцта орасидаги кесма узун- 
лигиг г тенг.

VI бобда (5-§, 4 - пункт) ёй узунлигининг уни тортиб турув- 
чи вагар узунлигига нисбатининг лимити ^акидаги теорема ис-

dj_
dx



и

О х  x*dx х ‘ 0 х0 ■т„*1\х . х

196- раем. 197- раем.

ботсиз келтирилган ва ундан фойдаланилган эди. Энди бу тео- 
ремани исбот киламиз. Исботни соддалаштириш максадида у =  
=  f (x)  тенглама билан берилган текис эгри чизик ^оли билан 
чегараланамиз..

Теорема. Ёй у =  / ( х )  тенглама билан берилган булсин, 
бунда f(x)  ва / ' (х)  — узлуксиз фунщиялар.  У %олда бу ёй- 
нинг уни тортиб турган ватар узунлигига нисбатининг ва- 
тар узунлиги нолга интилгандаги лимити бирга тенг булади.

И с б о т и .  Ёйнинг абсциссалари х 0 ва •Хо+.-Х* булган нукта- 
лар орасидаги кисмини ^араймиз (197-раем). Ёй узунлиги:

Урта киймат дацидаги теоремани кулланиб [(17) формулага 
Каранг]. куйидагини досил киламиз:

l — V  1 +  [ / (C i) ]2A-*, бу ерда х 0 <  сх <  х 0 +  Ъх.
Иккинчи томондан, тортиб турган ватарницг узунлиги АВ  =  

=  V l +  [ / ( с 2)]2Ах, бу ерда дг0<  с2 <  х 0 +  Ах  [(38) формулага 
каранг]. Ах-*0 да с% ва с2 лар х а га ингилишини эътиборга олиб, 
Куйидагини ^осил киламиз:

lim L  =  И т  К  1 +  [/4ci)]3A  ̂ /  l +  [/4*o)I2 _  u  
А В - о  АВ A x ~ 0 ] f  1 +  [ / ' ( с 2)]2Д* V  1 +  [/'(-*о)]2

7. Айланиш сиртининг юзи. y = f ( x ) ,  а < л : < 6  эгри чизик­
нинг АВ  ёйнинг Ох  укка нисбатан айлантириш натижасида }*;о- 
сил булган сиртнинг юзини аниклаймиз. Фараз килайлик, [а, Ь\ 
сегментда у =  f ( x )  функция ва унинг f '(t)  ^осиласи узлуксиз на
бундан ташкари, f ( x )  >  0 булсин. АВ  ёйда х  абсциссали М  нук-

/ =  j  V \  +  \ f ' ( x )Y d x .



тани цараймиз. AM  ёйнинг узунли­
ги куйидаги формула буйича аник* 
ланади:

l(x) =  j  К Г + Т T W d t .  (46)
а

Интеграл остидаги функция мус- 
бат, шунинг учун 1(х) функция 
усувчи (2 - §, 3- пунктдаги 2 - изо^га 
каранг). Бундан ташцари, 6-пункт- 
да 1(х) функция |а, Ь\ сегментда 
дифференциалланувчи (демак, уз- 

198- раем. луксиз ^ам) эканлиги эслатилган
эдн. Бинобарин, тескари узлуксиз функция х  = х(1) мавжуд (V боб,
2-§, 4 - пунктга каранг). Лекин у *олда у = /(х )  = f[x{l)\ -  у(1) 
*ам / функциянинг узлуксиз функцияси булади. Шундай килиб,

✓С — JC( 1 \у =  / ( х )  эгри чизик \а, Ь\ сегментда параметрик равишда
У =У (0.

каби берилиши мумкин, бунда ейнинг I узунлиги параметрдир, 
L — АВ  ёйнинг бутун узунлиги ( 0 < /  <  L).

АВ  ёйни Л4,, М 2 М i-i' М, м п- 1 нукталар билан п

та: А/И,, М,М2. , М {_^М„ . . Мп_хВ ёйга ажратамиз ва бу ёй- 
ларнинг узунликларини мос равишда А/„ А12, . .  ., А/г, . . Ain 
лар билан белгилаймиз. Айланиш-сиртн х;ам бунда юзлари А5',, 
А52, . . ., A St, . . ., А5„ га тенг булган булакларга ажралади. Бу- 
лиш кадами кичик булганда бу кием сиртлар шакли буйича ке- 
сик конуснинг ён сиртидан кам фарк килади (198-раем).

Агар m =  A/,, R =  уг =  у(сг) десак, урта кесим айланаси узун­
лиги 2тс/? нинг ясовчи т га купайгмасига тенг булган кесик ко­
нус ён cnpTHrfHHr юзи ASt такрибий кийматни беради (бу ерда 
с{ — урта кийматга мос келадиган / параметрнинг киймати). Шун­
дай килиб,

A St ~  2ку(с,)А11. (47)
Айланиш сиртининг бутун сирти юзи кием сиртлар юзларининг

Л

й и р и н д и с и  2  ^  Г а  т е н г - Демак, 
i=i П

S » 2 2 lty(c»)Ak  (48)
1=1

5  нинг аник киймати учун таърифга кура (48) интеграл йи- 
гинди лимитини кабул киламиз:

п

s== n 2 2,ty(c<)A/iшахД̂ -»-01 t=l



ёки
L

5  =  2я J  у(/) й?/. (49)
О

(49) интегралда интеграл ^згарувчиси I ни х  узгарувчига ал- 
маштирамиз. Бу узгарувчилар (46) формула билан богланган. 
Интеграллашнинг янги чегараларини топамиз: I =  0 да х=*а,  4
1 =  L да х  — Ь га эгамиз. Сунгра dl — Y 1 +  \ f ( x ) Y d x  ва у =» 
==У(/) =  /(-х) булгани учун (49) формуладан куйидагини х,осил 
Киламиз:

5  =  2п j f{x)VX-^\J '{ .x )Ydx  =  2ic
a  a

Мисол. у =  sin x t 0 <  x <  n синусоида ёйининг айланиш сирти юзини го- 
пинг.

Е ч и л и ш и .  (50) формула буйича куйидагини досил киламиз:
% _______  1C

S =  2 п |  sin х У I +  [(sin л ) ']2 dx  =  2я J  sin к У 1 +  cos2 х dx.

cos х =  t  деб узгарувчини алмаштирамиз. У долда d t  =  — sin к dx,  *•
•= cos 0 =  ), =  cos я =  — 1 ва демак,

-1  _____  1 _____  2тс ______ _
S =  —2tcJI / 1 +  l 2dt*= 2% j V l  + t * d t  =  — [t V \  + ^  +  lnU +  / T T l I )]L 1-  

1 - i  2
=  п [ 2 У  У +  ln (3 +  2 J / ' 2 )] ss 14,38 кв. бирл.

(VII боб, 5-§, 3-пунктга каранг).
8. Масалаларни интеграл йигиндилар методи билан ечиш  

^ацидаги умумий изо^лар. Эгри чизикли трапециянинг юзини 
топиш, жисм х;ажмини кундаланг кесимлар буйича топиш, узга­
рувчи куч бажарган ишни топиш билан боглик булган масала­
ларни дал килишда айни бйр усул кулланилди. Бизни кизицтир- 
ган катталикни топиш интеграл йигиндининг лимитини топишга 
келтирилди. Бунда дамма масалаларда изланаётган катталик т^- 
лик аник булган бирор [а, Ь\ сегмент ва бу сегментда берилган 
бирор функция билан боглик булган. Масалан, юз дакидаги ма- 
салада [а, Ь] эгри чизикли трапециянинг асоси ва у =  / (* )  эгри 
чизикнинг ординагасидир.

Бундан ташкари, биз Q оркали белгилайдиган изланаётгаьг 
катгалик куйидаги хоссаларга эга:

Г  А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  [а, Ь) сегментни [a, x t\, \ х и 
х }], . . . ,  [xn- h /?| булакларга ажратамиз. Бу булакларнинг *ар 
бирига. Q нинг AQ,, AQ2, . . . ,  AQn кийматлари мос келади.

Агар [а, Ь\ сегментни булакларга исталганча булганда куйи­
даги

Q =  A Qj - f  A Q2 - f . .  . - f  A Q„ (51)
тенглцк уринли булса, Q катгалик аддигив дейилади.

\ y \ f \  ^ - y ,2dx.  ‘ (50)



Масалан, кучнинг *амма [а, Ь\ йулда бажарган иши айрим 
[а , х ,] ,  [хи х 2], . . .  , [xn_v b] б^лакларда бажарилган ишлар 
йипшдисига тенг эди ( 1-§, 2 -пунктга каранг).

2и. К и ч и к л и к д а г и  ч и з и к л и л и к х о с с а с и. Айтайлик, 
\ х , х  4- Дл] сегмент [а, Ь\ сегментга тегишли булган исталган 
кичик сегмент булсин. | г ,  ж +  Дл'] сегментга мос AQ катталик 
унинг узунлиги Ах  га тахминан пропорционал, деб фараз ки- 
лайлик:

AQz&kAx. ' (52)

—  нисбат k сондан lim ~  лимит мавжуд булиши билан
Ах Д-г- 0  Ах .

фарк килади.
Дар бир х  нуктага узининг k киймати мос келади, яъни k 

сон х  нинг узлуксиз функциясидир: £ =  /(.*). Шунинг учун (52) 
формулани куйидаги куринишда ёзиш з{ам мумкин:

A Q x z / ( x )  Ах. (53)

Агар изланаётган Q катталик 1° ва 2° хоссаларга эга булса, 
уни топиш аник интегрални топишга келтирилишини курсатамиз.

Дакикатан, [а, Ь\ сегментни Д.*,, Дл:2, . . . .  Ахп узунликдаги 
кичик булакларга ажратсак, Q катталикнинг аддитивлик хосса- 
сига кура куйидагига эгамиз:

Q =  2  Д Qf<=i

Узунлиги Axt булган т а̂р бир кичик сегментда Q катталик 
кичикликдаги чизиклилик хоссасига кура Ах , га тахминан про­
порционал, яъни (53) формулага кура:

AQ, «г /  (Xf) Axh

Шундай килиб, Q учун куйидаги такрибий тенгликни ^осил 
киламиз:

Q =  Qi^itf ixdAXt.  (54)
г=1 г=1

(54) тенгликнинг унгтомонида турган ифода / ( х )  функция учун 
интеграл йигиндидир. Булиш кадами X нолга интиладиган лимит - 
да Q нинг аник кийматини ^осил киламиз:

П &

Q катталикнинг х  дан х  4- dx  гача булган сегментдаги так­
рибий кийматини берадиган интеграл остидаги f { x ) d x  ифода Q 
катталикнинг элемвнти дейилади ва dQ билан белгиланади. 

Агар элемент учун ифода гопилган булса, интеграл йигин-



дини тузиш ва лимитга утишнинг ^о* 
жати йук« dQ элементдан аниц интеграл 
олиш етарли:

Q =  JrfQ — ] / ( • * ) £ * .  (55)
а а

1-мисол. Конус идишдан суюкликни с^риб 
чикариш учун канча иш бажарилишини дисоб- 
ланг. Идиш учи билан ерга караган булиб, асо- 
сининг радиуси R,  баландлиги Н.

Е ч и л и ш и .  О тр л и гн  Р  булган жиемни h 
баландликка кутаришда бажарилган иш Ph га 
тенг. Суюкликнинг айрим катламлари турли чу- 
курликда булгани ва к^тарилиш баландлиги турли катламлар учун бир хил бул- 
магани бизнинг масалада ишни мураккаблаштиради. Шунинг учун конус асосига 
параллел булган текисликлар ёрдамида конус идишни п та b.hl калинликдаги юп- 
ка го'ризонтал катламларга ажратамиз (199-расм)*. Суюкликнинг г'-катламини 
сиртга кутариб чикариш учун зарур булган ишни Л£* оркали белгилаймиз. У дол- 
да суюкликни идишдан чикариш учун зарур булган Е иш элементар ишлар йигин- 

п
дисига тенг: Е  =  ^АЕ[,  яъни иш аддитивлик хоссасига эга экан. Mi, ни етарли- 

г=1
ча кичик к;илиб олинса, /-катламдаги барча суюклик бир хил /гг чукурликда жой- 
лашганлигини такрибан дисоблаш мумкин. А £ ;  иш суюцликнинг г'-катлами O Fnp- 
лиги ДР/ нинг hi кутариш баландлигига купайтмасига такрибан тенг:

ДEt «  ДЯгАг. (*)

ДР{ огирликни топиш учун г'-катламнинг Дv-t дажмини дисоблаймиз. Aht 
кичиклигини дисобга олиб, бу катламнинг баландлиги Дhi ва асосининг радиу­
си r t булган цилиндр деб олишимиз мумкин. ЛЕВ  ва CED учбурчакларнинг

Ухшашлигидан (199-расмга каранг) г* =  —  (Н — йг) ни топамиз. Шунинг учунп
R2

Д Vt«  ъг\  Aht =* я —  (Н  — hi)1 &kt. APt — pgA Уi булгани учун 

ДР, «  itpg —  ( H - h ty A h h

бу  ерда р — суюкликнинг зичлиги, g  — тортиш кучининг тезланиши. ДР; нинг 
топилган кийматини (*) формулага кУйиб, куйидагини досил киламиз:

Щ  «  npg ^  (Н -  hiY ht Aht,

яъни иш чексиз кичикликда чизиклилик хоссасига эга. Барча иип

V  V  —Е  = -  2d AEi «  >  д ?  g  Н2 {Н  — f>i)2 hiAh,. ( * * )
i- 1 i=i

Ahj канча кичик б^лса, бу тенглик шунча аник булади. Булиш кадами к- энг 
кат. {Ah[, ДЛ2) • • • » Ahn) ■* 0 даги лимитда аник тенгликни досил киламиз:

П
t  «= lim яр g  —  (H — h ,y  hi A hi,

н 2i=-i

* 199-расмда конус идишнинг конус Укидан ^тадиган кесими берилган.

199- раем.



С**) йигинди upg ~ { H  — h)*h функция учун интеграл иигиндидир. Шунинг

учун бу йигиндининг лимити h => 0 дан h =  Н  гача чегара орасидаги иитеграл- 
~а тенг. Шундай килиб,

£  =  j  (/У -  h f  hdh =  J  (НЩ — 2Hh2 -f Л3) =
о я * о

ярй'Л2 1Н2К1 2Hh3 Л4\  w яр g R 2H 2
“  /У2 [ ~ ~  ~  +  Т j о =  ПГ~'

2-мисол. Нукта t> тезлик билан .царакатланмокда, у t вакт буйича функ- 
циядир: v =  v ( t ) .  Нуктанинг вацтнинг t  ■= моментидан * =  моменти ора- 
лигида босиб утган йулини топинг.

Е ч и л и ш и .  Вактнинг t моментини ва унга якин булган t  +  dt  моментни 
караймиз. Вактнинг кичик dt  оралиги мобайнида *аракат тезлиги v  узгармай- 
ди ва у вактнииг t моментидаги тезлигига тенг деб ^исоблаб, dt  вакт мобай­
нида босиб утилган ds  й^л элементини топамиз: ds =  v ( t ) d t .  s Аул аддитив- 
лик хоссасига эга булсин; шунинг учун пул элементидан интеграл олиб, из. 

ii
ланган s  =  J  v  (t) dt  катталикни ^осил киламиз.

<i

4-§. я с с и  ЧИЗИЦ ЭГРИЛИГИ

1. Асосий таъриф лар. Тугри чизикнинг битта нуктасидан 
иккинчисига утаётганда унга утказилган уринма (тугри чизик 
билан устма-уст тушадиган) узининг йуналишини узгартирмайди, 
эгри чизикнинг битта нуктасидан иккинчисига угаётганда эса 
уринма бирор буруакка бурилади, бу эгри чизикнинг „эгилувчан- 
лигидан“ далолат беради. Тугри чизик билан эгри чизикнинг 
асосий фарки ^ам мана шунда. Эиди иккита эгри чизикни бир- 
бири билан таккослаймиз (20Э-ра:м). Интуитив равшанки, I чи­
зик II чизикка нисбатан эгилган. Бирок у ёки бу чизикнинг эг- 
рилик даражасини катъий ба^олаш учун эгриликнинг аник мате­
матик таърифини- бериш керак.

Эгри чизик берилган булсин..Бу эгри чизикда узунлиги А/
булган УИ/И, ёйни караймиз (2 0 1 -раем). М  ва Ж, нукталарда эг­
ри чизикка уринма утказамиз. Эгри чизик буйича М  нуктадан 
уИ, нуктага утаёгганда уринма А? бурчакка бурилади, бу бур- 
чак цушни, бурчак дейилади. Бу бурчакни мусбат деб ^и- 
соблаймиз.



Кушнилик бурчак Д<р нинг бу ёйнинг 
А1 узунлигига нисбати ММ,  ёйнинг ур­
тача эгрилиги дейилади:

Мисол. R  радиусли айлана ММ,  ёйининг урта- 
ча эгрилигини топинг.

Е ч и л и ш и .  Айлананинг М ва М,  нукта лари- 
дан утказилган урйнмалар орасидаги бурчак рав- 
шанки, ОМ ва ОМ,  радиуслар орасидаги марказий
бурчакка тенг. Айлана ММ,  ёйининг узунлиги 
А1 =  RAy.  Демак, ёйнинг уртача эгрилиги:

к  =  Asp А? 1 

*рт M = R ^  = R'

Шундай килиб, берилган айлана исталган ёйининг эгрилиги 
унинг радиусига тескари булган узгармас кагталикдир. Бирок 
умумий долда уртача эгрилик эгри чизикнинг дамма участкала- 
рида бир хил булмасдан колиши ^ам мумкин. Берилган нукта 
атрофида чизикнинг эгрилигини характерлаш учун ёйнинг бу 
нуктани уз ичига оладиган энг катта ва кичик участкаларидаги 
уртача эгриликни олиш керак. Шундай килиб, биз табиийки, бе­
рилган нуктадаги эгрилик тушунчасига келамиз.

Берилган чизикнинг унинг М  нуктадаги эгрилиги деб, /И4 
нукта берилган чизик буйича М нукгага чексиз якинлашган шарт- 
да M M t ёй уртача эгрилигининг лимитига айтилади.

Чизикнинг М  нуктадаги эгрилигини К билан белгилаб, таъ- 
рифга кура куйидагини топамиз:

^ = i imA p T .  ' (56)

Хусусан, R  радиусли айлананинг М  нуктадаги эгрилиги:

К  — И т Л * .  _ =  lim — = —.
м , - ж  м,-+м R  R

Шундай килиб, айлананинг исталган нуктасида эгрилик радиус- 
нинг тескарисига тенг булган кийматга эга булади:

К  =  1/R. (57)

Турри чизикнинг исталган нуктасидаги эгрилиги нолга тенг бу- 
лишини исботлашни китобхонга ^авола киламиз.

2. Эгриликни ^исоблаш. Эгри чизик у =  /  (х) тенглама би­
лан берилган булиб, / ( х ) функция \а, Ь\ интервалда икки мар­
та дифференциалланувчи, яъни бу интервалнинг >;ар бир нукта­
сида биринчи ва иккинчи тартибли досилаларга эга булсин. Бу 
эгри чизикнинг абсциссаси х  булган М  нуктасидаги эгриликни 
дисоблаймиз (203-расм).

Берилган эгри чизикяа абсциссаси x - j -A x  булган иккинчи 
М х нуктани караймиз. М ва М,  нукталардан у =  f  (х) эгри чиг 
зикка урйнмалар утказамиз ва уларнинг Ох ук билан досил кил-



ган бурчакларини мос равишда а 
ва а 4- Да билан белгилаймиз. Унда 
кушни;_ бурчак* Д<р =  | Д а |  бу­
лади. Ёйнинг уртача эгрилиги:

I Да I Да

203- раем.

К  =  — -  | ца |  =  I — 
а Г  А/ IД/

бу ерда Д/ — АШ , ёйнинг узунли­
ги. Агар Mt нукта эгри чизик бу­
йича М  нуктага якинлашиб борса, 
Дjc -* 0. Демак, чизикнинг М нук- 
тадаги эгрилиги

Длс 1К  =  lim AV =  lirnд^о д;М.-+М
Сурат ва махражни Ах  га булиб, куйидагини ^осил киламиз:

(58)

Д а
lim I Ах  1 d a

— —
Дл: Лд:-*0 |д *1 d x ]
Д /

lim А/ I dl
Ах Ax-*Q Ах j dx

л := 1 1 т
Ддг-»0

Хосиланинг геометрик маъносига к\?ра y '  =  tga, бундан а =  
«= arctg у'  (агар у ' > 0  булса) ёки а =  я arctg у'  (агар / < 0  
булса). Иккала ^олда зам

£ = ( а г с  ЩУ) !

dl

(У% _  у" 
1+ У '2 14-у ' 1

Бундан ташкари, — =  ] /1  4- у ' 2 [(44) формулага каранг]. Бу ер-
dx

даги л— ва — ларнинг кийматларини (58) формулага куйиб, куйи-dx dx
дагини ^осил циламиз:

к = 1 4- У,:

Vi+y ' 2

_  1 У" I 
(1 4-у'2) <

Шундай килиб, чизикнинг эгрилигини ^исоблаш учун куйида­
ги формулани ^осил киламиз:

\У"\
(1 +  у'*)*/, (59)

1-мисол у =  \ j x  гиперболанинг х  — 1 абсциссали нуцтасидаги эгрилигини 
топинг.

*А? кУшии бурчак шартга кура мусбат деб ^исобланади, ^олбуки Д» 
наифий булиб цолиши ^ам мумкинлигини эслатиб ¥тамиз.



Е ч и л и ш и .  Кетма-кет у'  -  — I/* 2, у" =  '2/JC3 ни топамиз. (59) формулага 
кура куйидагига эгамиз:

\у"\__________ I _  2\ х \ *
К  "  (1 +  у /ay/, “  (1 +  I/**)3/* (1 +  * * )V

2 * I3 т/Т 
Бинобарин, *  =  1 да АГ|Л=1 =  (1 +  14у>,а ------j " '  ° ,7° 7'

Jt =  x ( 0  j параметрик тенгламалар билан берилган чизикнинг
У =  У (0  J „
эгрилигини ^исоблаш формуласини келтириб чицарамиз, бунда
х( ( )  ва у(()  функциялар икки марта дифференциалланувчи деб 
фараз киламиз.

У ^олда (VI бобдаги (69) ва (70) формулаларга каранг):

< т  т -  - ( * ) '
d*y _  \ d x )  _  \ dx ) t  _  \  x t J t _  ( x t) _  x t Уt x t 

d*2 dx  x t x't x't ( x i f

y'x ва y“x ларнинг ифодаларини (59) формулага куйиб, содда- 
лаштиришлардан сунг куйидагини ^осил киламиз:

\y't x't — v't x't \

[(* ;)■+(,;)•]’■■ ' (60)

2-мисол. х  — a (t — sin t), у =  а (1 — cos t) циклоиданинг эгрилигини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Кетма-кет цуйидагиларни топамиз: =  а (1 — cos t), y t ==• 

=  a sin t, х \  =  a sin t, y t ~ a c o s t .
Бу ифодаларни (60) формулага куйиб, куйидагини досил киламиз:

I a cos t • а (1 — cos t) — a sin t ■ a sin 11 | cos t — 1 | 1
^  [a2 (1 — cos t)2 +  a2sin2 t]'h a [2 (1—cos <)ls/« I t

1 ' 4a sin —
I ^

3. Эгрилик радиуси. Эгрилик айланаси. Эгрилик маркази.
Юкорида биз айлана эгрилиги унинг радиусига тескари булган 
катталик эканлигини аниклаган эдик: K = \ j R .  Айлананинг радиу- 
си канча катта булса, унинг эгрилиги шунча кичик булади. Ана­
логиям  кура, чизикнинг берилган нуктадаги эгрилик радиуси ту- 
шунчаси киритилади.

Чизикнинг берилган нуктасидаги R эгрилик радиуси деб, К  
эгриликка тескари булган катталикка айтилади:

Я - 1/К. (61)

Чизикнинг эгрилиги, умуман айтганда, бир нуктадан иккинчи 
нуктага утаётганда узгаргани учун эгрилик радиуси ^ам узга- 
рувчи катталикдир.



и[ £ х

Р

X

204- раем. 205- раем.

Агар эгри чизик y ~ f ( x )  тенглама билан берилган булса, 
унинг эгрилик радиуси, эгриликка тескари катталик сифатида ку ­
йидаги формула билан аш-щланади:

Агар эгри чизик параметрик равишда берилган булса, унинг 
эгрилик радиуси куйидаги формула билан ифодаланади: -

Мисол. у — In х 'чизикнинг М (1,0) нуктадаги эгрилик радиусини топинг. 
Е ч и л и ш и .  у' — l /х ва у" =  — 1/х2 ни топамиз. (62) формула буйича кУ_ 

йидагини ^осил киламиз: ’

Энди эгри чизикнинг берилган М нукгасида МР  кесмани ут- 
казамиз. У нормаль буйича эгри^чизикнинг богик томонига ка- 
раб йуналган ва катталиги буйича чизикнинг М нуктасидаги эг­
рилик радиусига тенг, яъч11 МР =  R =  1/АГ (204-расм). Маркази 
Р  нуктада ва радиуси чизикнинг берилган нуктасидаги эгрилик 
радиусига тенг булган айлана эгрилик айланаси дейилади. Бу 
айлананинг Р маркази эгрилик маркази дейилади. Равшанки, 
берилган чизик ва унинг эгрилик айланаси М  нуктада умумий 
уринмага эга (204-расм).

у — /  (х) тенглама билан берилган чизик эгрилик марказининг 
координаталарини кандай топишни курсатамиз. Айтайлик, М (х, у)
— берилган чизикнинг нуктаси ва Р  (£, •/)) — эгриликнинг мос 
маркази булсин (205-расм). М (х, у) нуктага утказилган нормал- 
нинг тенгламаси куйидаги куринишга эга:

(63)

^  _  ( 1 +  у '2) 3/* =  (1 +  _  (1 +  x*Y k

М  I у "  I М  V х * Х = \  \ х \ х = 1

Y - y  = - ± ( X - x ) .



ĵ) нуцта нормалда ётгани учун унинг ко'ординаталари

75_ у == _ 1 ($ _ д ; )
у

тенгламани каноатлантиради. Бундан ташкари, Р  (Е; у) ва М  (х; у) 
нукталар орасидаги масофа эгрилик радиуси R га тенг:

бундан

Куйидаги

V(S  — х )г +  (7) — у)**= R,

( t - x y  +  ( n - y )2 =  R \  

У) _  у  =  _  1  (£ _  Х ),

( 5 - A r ) 2 +  ( 7 J - y ) 2= / ? 2 l

тенгламалар системасини биргаликда ечиб ва R ни (62) форму- 
ладаги ифодаси билан алмаштириб,

5 =  Х Т7 Г 1 ’ (64)

га эга буламиз.
Аниклик учун у" > 0  дейлик. У х,олда эгри чизик каварик ва 

г ] > у  (205-расмга царанг), яъни (64) формуланпнг унг томонида 
у учун „плюс“ ишора ва демак, фэрмуланинг унг томонида S 
учун „минус" ишора олинади. Бунда у " > 0 ,  \у"\ — у'' булгани- 
дан, эгрилик марказининг I ва ^ координаталари учун куйидаги 
формулаларни з^осил киламиз:

v ' ( l  +  y ' 2) , l + y ' z / r e v. S =  х  - -  (65)

y " < 0  ^олда (65) формула уз куринишини саклашини курсатиш 
мумкин.

4. Эволюта ва эвольвента. Агар УИ нукта берилган эгри чи­
зик буйича ^аракат китса (силжиса), у х;олда унга мос булган 
эгрилик маркази Р ^ам, умуман айтганда, бирор эгри- чизикни’ 
чизади. ' 4

Берилган чизикнинг барча эгрилик марказлари туплами унинг 
эволютаси дейилади. Чизикнинг узи эволютасига нисбатан эволь­
вента (ёки ёйилма)  дейилади.

Эгри чизикнинг тенгламаларини билган ^олда (65) формула- 
дар буйича эгрилик марказининг i ва ч\ коорд-инаталарини х  га 
б о м и к  равишда ифодалаш, яъни эволютанинг параметрйк тенг­
ламаларини топиш мумкин.

Бу тенгламалардан х  ни йукотиб, эволютанинг унинг узгарув­
чи координаталарини бевосита боглайдиган F (I, t j ) = 0  ш а о д а -  
ги т&нгламасини з^осил киламиз.

Мисол. у =  ж2/2 параболанинг эволютасини топинг.
Е ч и л и ш и .  Аввал берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли



з^осилаларини топамиз: у' =  х  ва у" =  1, с^нгра (65) формулаларга к^ра эволю- 
танинг параметрик тенгламаларини топамиз:

У' (1 +  У'2)
У

1 4- у '2 х 2 1 4- х2у  -j- — —  " *
у  У "  2  1

= ---------- ------  ■=*•— хъ,

- х * + \ .

Ш уняай килиб, эволютанинг параметрик тенгламаси куйидаги кУринишда 
булади! .

£ -  -  **.
3

Бу тенгламалардан х  ни йукотиб, кетма-кет куйидагини х,осил киламиз:

£ — — х 3,
3

4 - 1 - 2 * .

£ ------ х 3. £2 =  Xs,

бундан

- ( 4 - 1 ) 3 =  £2.

Биз эволютанинг Узгарувчи координаталарини бевосита богловчи тенглама- 
си11и досил килдик. у  =  * 2/2 параболанинг эволютаси ярим кубик парабола 
вкан 206-расмда у  — х 2)2 парабола ва унинг эволютаси тасвирланган.

Эволюта ва эвольвентанинг бир-бирини борлайдиган куйидаги 
иккита зарур хоссасини (келтириб чикармасдан) курсатамиз.

1°. Эвольвентага утказилган нормаль эволютанинг мос 
нуцтасига утказилган уринма булади (207-расм).

2°. Агар эвольвентанинг бирор уяасткасида эгрилик радиу­
си монотон фзгарса, у %олда эгрилик радиусининг бу участ- 
кадаги орттирмаси абсолют циймати буйича эволютанинг

206- раем.



мос участкасидаги ёй узунлигига тенг булади.  Масалан, 207-

расмда PjP2 =  R2 — Rn  Л ^ з  =  — #г-
Бу хоссалар ёрдамида эволютасини билган ^олда эвольвента- 

ни кандай ясаш мумкинлигини курсатамиз. Бунда эволюта бу- 
килиш нукталарига эга эмас, деб ^исоблаймиз.

PlPi эволютага эркин (эволютага тортилмаган)тугри чизикли 
участкага эга булган чузилмайдиган ип тортамиз.

.М, нуктага калам куямиз. Энди ипни тортилган ^олда айлан- 
тира бошлаймиз. У ^олда калам берилган P jP 4 эволютага эволь­
вента булган чизикни чизади. Равшанки, ипнинг Р^М, эркин 
участкасининг узунлигига караб, биз берилган эволюта учун чек­
сиз куп эвольвенталар тупламини з^осил киламиз.

I. Чексиз чегарали интеграллар. 2-§ да аник интегралга таъ- 
риф берилаётганда интегралланиш чегараси чекли [а, Ь] сегмент 
деб фараз килинган эди. Агар интегралланиш чегараси чексиз, 
масалан. \а, +  оо [ деб фараз килинса, ^атго / ( х )  узлуксиз ф унк­
ция учун хам аник интеграл таърифини куллаб булмайди. Бу 
^олда интеграл йигинди тугрисйда гапириб булмайди, чунки 
[а, +  оо [ интегрални исталганча кичик булакларга ажратганимиз- 
да ^ам бу булаклардан биттаси чексиз булади. Энди интеграл- 
лаш со^асн чексиз булган ?(0л учун аник интеграл тушунчасини 
умумлаштирамиз.

Таъри'фга утишдан аввал мисол курайлик. у = М х *  функция 
[ ! , - ) - оо [ чексиз интервалда узлуксиз. Шунинг учун исталган

у Ь -* 4- оо да 1 га тенг лимитга эга. Бу лимитни \ / х 2 функция-

Бу мисолни умумлаштириб, чексиз c < x < - f o o  интервалда 
узлуксиз булган yb= j f (x )  функцияни караймиз. Исталган чекли

5-§. ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

ь
f* dx 1[ 1, Ь\ сегментда (бу ерда b >  1) — =  1 ----- интеграл мавжуд,
J ь

дан олинган хосмас интеграл дейилади

белгиданади. 
Шундай килиб,

ь
[ j ,  b\ сегмент учун \ f  (х) dx  интеграл мавжуд.



Агар b чексиз усгандаЬ
J* f ( x ) d x  интеграл чекли лимит-
а
га интилса, у долда бу лимит 
/ ( х ) функциядан чексиз юцори. 
чегара буйича олинган хосмас

+  со

интеграл дейилади ва [ / ( • * ) d x

2С8- раем. 

+ 00

символ билан белгиланади. 
Шундай килиб, 
ь

Г /  (х) dx  =  lim [ ]  (х) dx.
J  l - o o  J! , * + « ,  J '  ( 6 6 )
a a

b

Бу з^олда \ f { x )  dx  хосмас интеграл мавжуд ёки яцинлашади 
* а

деб гапирилади. Агар курсатилган лимит мавжуд. булмаса (ху- 
сусан, агар у чексиз булса), у ^олда интеграл мавжуд эмас 
ёки узоцлашади. дейилади. Куйи чегараси чексиз булган хосмас 
интеграл шунга ухшаш аникланади: 

ь ь

f /  (х) dx  =  lim \ t ( x ) d x .  (67)
—  а+-«>а

Иккита чексиз чегарага эга булган хосмас интеграл куйидаги 
формула оркали аникланади:*

+ оо С *  + 0 0

j f ( x ) d x =  j  f { x ) d x - \ -  j  f ( x ) d x , (68)
—  CO —  00 с

бу ерда С — Ох укнинг исталган фиксирланган нуктаси. '
+ оо С + с о

Шундай килиб, j' f ( x ) d x интеграл j  f ( x ) d x  ва j  / (x) dx

интегралларнинг *ap кайсиси мавжуд булгандагина мавжуд б у ­
лади.

Келтирилган таърифлардан бевосита куриниб турибдики, хос­
мас интеграл интеграл йигинднларнинг эмас, балки узгарувчи 
чегарали аник интегралнинг лимити экан.

Эслатиб утамизки, агар функция чексиз [а, +  оо| интервалда
 ̂ +оо

узлуксиз ва мусбат долда J  f ( x ) d x  мавжуд булса, у ^олда биз

+ 00
* (68) формула билан аникланувчи J  f ( x ) d x  интеграл с нуцтанинг танла-

—  оо

нишига боглик эмаслигини курсатищ мумкин.



уни у — f{x)  эгри чизик, Ох укнинг \а, +  °о[ интервали ^амда 
х  =  а тугри чизик билан чегараланган чексиз эгри чизикли тра­
пециянинг юзи сифатида талцин килишимиз мумкин (208-раем).

+  СО
С dx

1* мисол. а >  0 да 1 —  интегралнинг якинлашишини текширинг.

1h
r d x

Е ч и л и ш и  I —  интегрални караимиз (6 >  0).
J ха.
1

b ,f d Y у 6 1
—  —  =  -— ( b l~a — i ) .  л 1 — а 1 1 — а

1ь
С d x  ъ

Arap а =  1 булса, j —  =  In х In b.

Айтанлик, а >  1 булсин, у з^олда а — 1 > 0  ва шунинг учун lim (b*~“) =
ой

=  Ига =  0. Демак, бу долда lim (*~  =  iim — -— (б1 1) —— *— .
Ь-*- + оо b ,J X  ̂ ® а '— *

1

Cdx  61_“ — 1
о <  1 булсин, у х;олда lim \ —  =  lim — ---------- = + о о  га эгамиз Шун-

Ъ ’"►+ СО fj X 00 1 """ ®
1ь

С dx
га ухшаш а =  1 да lim | —  =  lim In Ъ — + о э  ни *осил киламиз, Шундай

fj X Ь -j-со 
1

•fee
С dx

цилиб, а >  1 да \ —  интеграл я^инлашади, « <  1 да узоклашади. 

i
+ 0О

п С dx
2- мисол, j j------ - интегралнинг якинлашишини текширинг.

—  оо

Е ч и л и ш и  (68) формулада с =  О деб, куйидагини досил киламиз:
4-00 0 +оо

dxС dx  С dx
J Г + '* *“  J 1. +  х2 +

Лекин —©о -со ‘ о

dx
=* lim a rc tg *

о
=  lim (a rc tg  0 — arctg  a) ■■

a a~+—cо

0 0- 
lim f -J I “f* X  a-*— со J 1 -j- X 2 a~*—

» 0 - ( - * / 2) - я /2.
+  C0

Шунга 3?хшаш J  ~ ~ Ц  =  11/2 эканлигини к^рсатиш мумкин. Шунинг учун

о
+ СО

dx  тс я
-------- ---  — -J- — =  в, яъни интеграл якинлашади.
1 ж2 2 2



+ 00 V

3 - мисол. | s i n A' r f x  интеграл узо^лашади, чунки &-*■+оо да |  sin х dx =■ 

=  1 — cos Ь лимитга эга булмайди, гарчи 0 ва 2 орасида булса з^ам.

Аник интегралнинг асосий хоссаларининг купчилиги чексиз 
чегарали якинлашувчи интеграллар учун дам сакланишини кур- 
сатиш мумкин, хусусан, узгарувчици алмаштириш формуласи 
уринлидир. Купинча узгарувчини кулай алмаштириш билан чек­
сиз чегарали хосмас интеграл аник интегралга келтирилади.

4- мисол.

+«

' 1
dx

интегрални адсобланг.

Е ч и л и ш и .  х  

1

| tg  г  деб оламиз, у з^олда dx  =  ■
dz 1

cos2? ’ ( 1 + r 2)2

=  cos4 jr. Бунда агар г  Узгарувчи 0 дан я/2 гача узгарса, х  Узга-
(sec22 )2

рувчи 0 дан +оо гача узгаради. Шундай килиб,

+® я/2 
Г dx  Ч2 С 1
I  =  cos2 z  d z  —> \ -J (1 +  X2)2 I J

1 +  cos2z я
-------- dz  — —.
2 4

2. Узилишга эга булган функцияларнинг. интеграллари. у =
=  ](х) функция а <  л  <  b да узлуксиз ва & нуктада узилишга эга 
булсин. Бу долда f ( x)  функциядан |а ,  Ь\ сегментда олинган ин­
тегрални интеграл йигиндиларнинг лимити сифатида таърифлаш, 
умуман айтганда, мумкин эмас, чунки бу лимит мавжуд бул- 
маслиги дам мумкин. Хакикатан, f(x)  >  0  ва lim /(л;) =  +  оо

х-»Ь—о
булсин (209-расм). У долда [а, Ь\ сегментни исталганча [а„хх],
\ х % х 2 х л - 1 , Ь\ булакларга ажратганимизда дам f ( x ) фу нк-
ция охирги [xn_v b] сегментда чегараланмаган булади (чунки 
фаразга кура Н т /(лг) =  + ° ° ) .  Шунинг учун, агар £„ нуктани

b нуктага етарлича якин килиб олинса, /(£„)Ахп купайтмани ва
П

демак, ^ Л У  интеграл йигиндини
г* I

исталганча катта килиб олиш мум­
кин. Бу интеграл йигиндилар чегара­
ланмаган ва демак, булиш кадами X 
нолга интилганда улар лимитга эга 
булмайди деган суздир.

Бирок бу долда дам интегралнинг 
аввалги таърифини куллаб булмаса- 
да, интеграл тушунчасини умумлаш- 
гириш мумкин.

Таърифларга утишдан аввал кон- 
крет ,\!ИСОл курамиз. y = = l / j / l  — х



фуцкцияни царайлик. Бу функция х-*1 да чапдан чексизликка 
интилади. Бирок 0 <  с <  1 булган [0, с] сегментда функция уз­
луксиз ва шунинг учун с-* 1— 0  да lim 2 (l  — V \ —с) =  2 лимитга

эга  булган

\ -0 = l =  -2 V \ ^ ~ x ‘ = 2(1 —

j  П - Х  о

интеграл мавжуд. Бу лимитни [0, 1] сегментда узилишга эга 

булган, у ^  ' функциядан олинган хосмас интеграл деб атала-

1
С dxди ва \ —  символ билан белгиланади. Шундай ^илиб,
J у \ ~ х

С

Г ——— =  lim Г ———  =  Н т  2 (1  — V l  — с) = 2.
J  У I ~  X c-^l—Oj у \ — х  г-» 1—0
О ’ О

Бу мисолни умумлаштириб, \а, Ь\ сегментнинг b нуктасида. 
узилишга эга булган, | а ,  с] сегментда узлуксиз булган у =  f{x)  
функцияни цараймиз (бу ерда с — ]а, Ь\ интервалнинг исталган 
нуктаси).

Агар с-*Ь да j f { x ) d x  интеграл чапдан чекли лимитга ин-
а

тилса, у ^олда ушбу лимитни узилишга эга булган функциядан
О

олинган хосмас интеграл дейилади ва J  / ( х )  dx  символ билан
а

белгиланади.
Шундай килиб,

b с

f f (x )  dx  =  lim f f{x)  dx.  (69)
J  c~+b~G Ja a

b
Бу ^олда j  f{x) dx  хосмас интеграл мавжуд ёки яцинлаша-

а
ди дейилади. Агар курсатилган лимит мавжуд булмаса, интеграл 
мавжуд эмас ёки узоцлашади дейилади.

Шунга ухшаш, агар f i x )  функция х  нинг а га у нгДан як;ин- 
лашии!ида узилишга эга булса, у ^олда 

ь ь
\ f { x ) d x =  lim f f i x ) d x ,  ( a < c < 6 ). (70)
J с-*•<*+() Ja с

Ни^оят, агар f i x )  функция [a, b] сегментнинг бирор ички d 
нуктасида узилишга эга б^лса, у .^олда бу сегментни биз икки-



та: [a, d\ ва [d , b[ сегментга ажратамиз. Агар берилган функ- 
циядан олинган хосмас интеграллар сегментларнинг >$ар бирид£ 
мавжуд булса, у *олда бу интегралларнинг йигиндиси, таърифгг 
кура, f(x)  функциядан [а, Ь\ сегментда олинган хосмас интеграл 
дейилади, яъни

| /(•*) dx  -  | / ( x )  dx  +  j / ( x )  dx. (71)

Шундай килиб, таърифлардан бевосита куриниб турибдики, 
узилишга эга булган функциядан олинган хосмас интеграл интег­
рал йигиндиларнинг лимита эмас, балки аник интегралнинг ли­
мита экан.

dxi ил1 - мисол. ц > 0 да I -------- (а <  Ь) интегралнинг якинлашишини тек-
J  (Ь — %г
а

ширинг.
Е ч и л и ш и .  Интеграл остидаги функция х  =  b нуктада узилишга эга.

с
С dx

•J (6— "хУ* интегРални 1<араймиз, бу ерда а < с  <  Ь. Агар ц ф 1 б^лса, у холда

С dx
J (Ь^хXf  ji _  1 ( b - x f ~ '(а  ( * - 1 (b -  c)1*-1  (b -  a f - 1

Агар ц =  1 булса, у холла

С

J d x  
b — x

— in (b — x) — In (6 a) — In {b — c).

Айтайлик, [j. <  1 булсин, у з^олда (x — 1 < 0 ,  демак, 
с

lim Г-
-й-о J (

dx 1
lim

(b — x f  (Л -  1 СЧ-Й- 0  

jx =  1 булсин, у х;олда
С

dx

1
( 6  -  С)1[J.-1 ( b - a f - ( 1 - i i ) ( b - a f ~ v

lim ......
c -* b -o J b — x  c-+ b-о

=  lim [In (b — a) — In (b — c)] =  +oo.

Ни.хояг, ц >  1 булсин, у з^олда fi — 1 >  0 ва шунинг учун

lim
с-*ь-

С dx  1 1 1 ]
о 3 (* — 1 -с+ь'-а (Ь — с)11-1 (b — а)11-1 I

Демак
' " I

dx  
(b -  x f

хосмас интеграл ц < 1  да яцинлашади ва р >  1 да узоцла»

шали.



2-мисол
Г* dx

J
интегралнинг якин-

1ашишини текширинг. Интеграл остидаги 
функция 210-расмда тасвирланган.

Е ч и л и ш и .  Интеграл остидаги 1 //■** 
функция х  ■= 0 нуктада узилишга зга

о' 1
1 \  С dx  С dx

lim =  - ) - 0 0 ва
~ Г Ух* J У х‘

интегралларни караймиз. Уларнннг икка- 
о

ласи х;ам мавжуд, бунда f  3 - ^ = 3 ,
J  у *

1

f
dx

=> 3. Шунинг учун таърифга кура 
/■** •

210- раем.

С d x  С d x  С d x

J . w i F ? + k ? - 3 + 3 '
интеграл мавжуд -

1
С dx

3-мисол. \ —  интегралнинг яцинлашишини текширинг,

-1
Е ч и л и ш и  Интеграл остидаги 1/л:2 функция *  =  0 нукгада узилишга эга

о 1
’ dx

. _ . — интегралларни айрим- айрим
J  х 2 J X2 

-1  о
курамиз. Бу иитегралларнинг иккаласих,ам мавжуд эмаслигига осонгина ишонч

1 , 
С dx

з^осил килиш мумкин. Демак, таърифга кУра, I —  интеграл мавжуд эмас. Эс-

С dx
латиб утамизки, агар биз \ —  интегрални ^исоблашда Ньютон—Лейбниц фор-

J -у2
муласидан фойдаланиб, формад иш курганимизда эди, олдиндан нотугри нати-

С dx  с: I — =» -жага эришган булар эдик:
1 

—1
' —2. Бу натижа нотугри, чунки

[ — 1, 1] сегментда мусбат функциядан олинган аник; интегралнинг манфий бу- 
лиши мумкин эмас. Хато шундаки, биз Ньютон —Лейбниц формуласини (ин­
теграл остидаги функция интегралланиш сегментида узлуксиз булиши керак, 
деган фараз билан келтириб чицарилган формулани) урннсиз кулладик.'Биз- 
нинг ^олда 1/х2 функция х  =, О нуктада чеккиз узилишга эга.

#
3. Хосмас иитегралларнинг яцинлашиш аломатлари. Баъзи 

лолларда хосмас интегрални дисоблаб утиришга ^ожат йук» бзл- 
ки у якинлашувчи ёки узоклашувчи эканлигини билиш етарли. 
Бундай лолларда берилган хосмас интегрални якинлашиши ёки



узоклашиши маълум булган бошка хосмас интеграл билан таь 
кослаш фойдали булади. Хосмас интегралларни таккослашг 
асосланган яцинлашиш ва узоклашиш аломатларини аницловч 
теоремаларни исботсиз келтирамиз.

1- теорема. \а, + ° ° [  интервалда f(x)  ва у{х) функцияла^ 
узлуксиз булсин ва 0  <  <р(а:) <  Д х )  тенгсизликни цаноатлан 
тирсин. У холда:

Ч-оо
а) агар j  f ( x ) d x  интеграл яцинлашса,  J  4}(x)dx интегра.

а а
Хам яцинлашадй;

+ °0 4-00
б) агар j  <?{x)dx интеграл узоцлашса,  J  f { x ) d x  интеграл

а а
%ам узоцлашади.

+ 00

Г х  dx
1- мисол. | — - ■■ - интегралнинг якинлашишини текширинг.

J Vx^+l

 ̂ Е ч и л и ш и .  Интеграл остидаги х / У х 5 +  1 функцияни х/У^х6 функция бк- 
лан таадослаймиз Равшанки, 1 < * <  +  оо интервалда

X X 1

V  х> +  1 <  У~хь хт ‘

Ч-со
Г dx  ‘ 3

Лекин 1 — — интеграл я ц и н л а ш а д й ,  чуцки а =  — >  1 (1-пунктдаги 1 -мисол- 
J  x iU 21

га каранг). Демак, 1-теоремага кура берилган интеграл якинлашувчи булади. 

7  In (jfl 4- 1) .
2 - мисол. \ --------------- dx  интегралнинг якинлашишини текширинг.

J  *
2

Е ч и л и ш и .  2 <  лг <  +оо интервалда In {хг +  1) >  1 га эгамиз, чунких > 2  
да х 2 +  1 йигинди натурал логарифм асоси е дан катта. Демак, бу интервал-

+ »
1п(л2 +  1) 1 „ С dx  

да ----- ---------- >  —. Лекин I —  интеграл узсклашади (1-пунктдаги 1 -мисол-
2

га каранг). Демак, берилган интеграл х,ам узоцлашади.

2 - теорема. Д х )  ва <р(х) фунщиялар [а, b] интервалда уз­
луксиз булсин ва 0 < < р ( л :Х / (л : )  тенгсизликни цаноатлан- 
тирсин, х  =  b нуцтада эса узилишга эга булсин. У холда: 

ь ь
а) агар j  f ( x ) d x  интеграл яцинлашса, J <р(х) dx интеграл

а о

хам яцинлашади; 

зэе



б) агар |  <р(я) dx интеграл узоцлашса, j  /  (х) dx  интеграл
а а

Хам узоцлашади.

3 - мисол. j* —  интегралнинг якинлашишини текширинг.

о

dx

У \ — х1

Е ч и л и ш и .  Интеграл остидаги функция [0, 1[ интервалда узлуксиз, х = 1  
нуктада эса чексиз узилишга эга. Уни 1/уО — х  функция билан тадкослай- 
миз, бу функция *ам (0, 1[ интервалда узлуксиз ва к ~  J нуцтада чексизузи- 
лишга эга. Аввал 0 <  х  <  1 учун х ‘ <  х тенгсизлик ва демак, 1 — л* >  1 — я3 -
тенгсизлик уринли булишини таъкидлаб ^тамиз. Лекин у зуэлда /  1 — х* >
>  V ' l  — л: ва шунинг учун 1 — x i <  l / / 1 — х. Шундай килиб, интеграл
остидаги l/v ^ l — х* функция [0, 1 | интервалда l / y i — x* функцннд«н кичик.
1

dx
интеграл якинлашувчи булгани учун (2-пунктдаги 1 -мисолга к а-Iо * Х~ х

ранг) 2 - теоремага кура берилган интеграл з а̂м якинлашади.

6 -§ . АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ^И С О БЛ А Ш  МЕТОДЛАРИ

1. Умумий муло^азалар. Масаланинг цуйилиши. Узлуксиз»
ь

f ( x )  функциядан олинган I  =  ^ f { x ) d x  интегрални ^исоблаш та-
а

лаб килинсин. Агар F(x) бошлангич функцияни тоЪиш мумкин
ь

булса, у ^олда Ньютон—Лейбниц формуласига кура ^ f ( x ) d x  =
а

=  F(b) — F(a). Агар бошлангич функцияни топиб булмаса ёки 
у  =  jt(x) функция график равишда ёки жадвал куринишд» 
берилган булса, аниклигини исталганча катта цилиш мумкии 
булган такрибий ^исоблаш формулаларига мурожаат кили- 
нади.

Аник; интегрални х,исоблашнинг такрибий методлари куп лол­
ларда аниц интеграл сон жих;атдан у =  J{x) эгри чизик, Ох~ 
укнннг \а, Ь) сегменти ва х  =  а ва х  — Ь нукталардан вертикал^ 
утказилган тугри чизиклар билан чегараланган эгри чизикли 
трапеция юзини топишга аеосланган. Бунга кура интегрални 
такрибий ^исоблащ масаласи эгри чизикли трапециянинг юзини 
такрибий хисоблащ масаласига тенг кучли булади.

Интегрални такрибий .^исоблаш гояси шундаки, у =  t(x)  эгри: 
чизик „узига якин“ булган эгри чизик билан алмаштирилади.

У ^олда изланган юз янги эгри чизик билан чегараланган- 
эгри чизикли'трапециянинг юзига тахминан тенг булади.

Янги чегараловчи эгри чизик деб, эгри чизикли трапециянинг 
юзи осон ^исобланадиган килиб танланадиган эгри чизикка айти-



лади. Янги эгри чизик­
нинг танланишига караб 
биз интегралнинг у ёки 
бутакрибий формуласини 
^осил киламиз.

2. Трапециялар мето-

ди. /  =  j  f ( x )  dx  интег-
а

рални ^исоблаш талаб ки- 
линсин. Интеграллаш сег. 
менти | а, Ь\ ни х 1г 
х 2, . . .  x l v  Хь . . . ,  х п_г 
нукталар ёрдамида п та 
тенг кичик сегментларга 
ажратамиз. Бундан таш- 

■кари, х 0 — а, х п — Ь деймиз. Дар бир кичик сегментнинг узунли­
ги h =  ( b — a ) !n га тенг. Булиниш нукталаридан Оу укка парал- 
лел тугри чизиклар утказамиз. Улар эгри чизикни А0, Аи А2,
• 1» АI, . . . ,  Ап нукталарни кесиб утсин* Берилган
у — /(х)  эгри чизикни унга ички чизилганЛ04 ,Л 2. . .Л л_ ]Лл синик
■чизик билан алмаштирамиз (2 1 1-расм), кушни ординаталарнинг уч- 
ларини турри чизиклар билан туташтирамиз.

Кургазмали булиши учун [а, Ь\ сегментда / (х )  >  0 деймиз. 
Юкоридан синик чизик.билан чегараланган эгри чизикли трапе- 

ь
ция юзи J f(x) dx  интегралнинг такрибий кийматини беради.

а
Бу юз юкоридан синик чизик звенолари билан чегараланган 

турри чизикли трапециялар юзларининг йигиндисига тенг. Хар 
•бир трапециянинг юзини ^исоблаш мумкин. ^акикаган, унинг 
асоси кушни булиниш нукталари х п_х ва x t нинг ординаталари,
■баландлиги эса узунлиги h =  ( b — a)jn, булган [xt_v x t] кичик
сегментдир. (211-расмга к-^ Шунинг учун бундай трапециянинг 
юзи h =  (уг_, +  уг)/2 , бу ерда уг-1 =  / (* ,_ ,) ,  У/ =  f ( x t).

Демак, юкоридан А0АХ . .  . Ап синик чизик билан чегаралан- 
ган фигуранинг юзи:

•$я =- У»-+ У± h +  h +  , . .  - f  h +  . . . +  — h.

Уз-узидан равшанки, алмаштиришлардан сунг куйидагини 
.^осил киламиз:

S„ = h +  у\ +  Уг +  • • • бу ерда h =



Шундай килиб, куйидаги тацрибий формулани ^осил киламиз:: 

j f ( x )  dx  *  +  ух +  у2 + ' +  Уя-i)» (72)

бу формула трапецаялар формуласи дейилади. f(x: ) > 0  да- 
келтириб чикарилган трапециялар формуласи [а, Ь\ сегментда 
узлуксиз булган исталган f(x)  функция учун уринли булиб ко- 
лаверади.

Равшанки, булиш нукталари сони п ортиб борган сари бери- 
лаёгган трапециялар формуласининг аниклиги ортиб боради.

Интегрални трапециялар формуласи билан хисоблаёгганда 
одатда куйидагича иш т'утилади:

1) булиниш нукталари п ва 2п да /„ ва / 2„ интегралларнинг 
ги кийматлари ^исобланади;

2 ) ^исоблаш натижалари таккосланади ва бир хил биринчи 
ракамлар цолдирилади.

1,6
М и сол.  п =  8 ва п =  16 деб, J  s i n ( t 2) dx  интегрални трапециялар форму-

о
ласи ёрдамида ^исоблацг.

Е ч и л и ш и  « =  8 ва Л =  ( > - а)/п =  (1,6 — 0)/8 =  0,2 да интеграл ости­
даги функциянинг кийматлар жадвалини тузамиз:

i X1Х1 У̂ =  sin (Jf2) i xi A yl ■= sin (лф

0 0 0,00 0,0J00 5 1,0 1,00 0,8415
1 0,2 0,04 0,0400 6 1.2 1,44 0,9915
2 0,4 0 ,1 6 0,1593 7 1,4 1,96 0,9249
3 0,5 0,35 0,3523 8 1,6 2,56 0,5487
4 0,8 0,64 0,5972

(72) формулада п~
1,6

0,2

sia(x2)dx ; 

0 4- 0,5487

деб цуйидагини з^осил циламиз: 

'о+- У8
' +>,1+>’2+Уз+)’4+У5+)'б+У7 j '

+  0,0400 +  0,1593 +  0,3525 +  0,5972 +  0,8415 +

= 0,2-4,1807 =  0,8362,

Э н 1и интеграл остидаги функциянинг п =  10 ва h — (6 — а)/я  =  1,6—0)/1б= 
0,1 даги кийматларининг жадвалини тузамиз:

I X. 1
9

Kl Уг-8 ]п l . д 2 
i Уг=  sin (

0 0 0,00 0,0000 9 0,9 0,81 0,7243
i 0,1 0.QJ 0,0100 10 1,0 1,00 0,8415
2 0,2 0.04 0,0400 11 1Д 1,21 0,9356
3 0,3 0.09 0,0899 12 1,2 1,44 0,9915
4 0,4 0,16 0,1593 13 1,3 1,69 0,9928
5 0,5 0,25 0,2474 14 1,4 1,95 0,9249
6 0,6 0,36 0.3525 15 1,5 2,25 0,7776
7 0,7 0,49 0,4706 16 1,6 2,56 0,5487
6 0,8 064 0,5972



1,6 .6
J sin (x*)dx а - т  
о 'о

О, +  0,5487
+  0,0100 +  0,0400 +  0,0899 +  0,1593 +  0,2474 +

2
+  0,3523 +  0,4706 +  0,5972 +  0,7243 +  0,8415 +  0,9356 +  0,9915 +  0,9928 +

+  0,9249 +  0,7776 =  0,8429.

Иккала з^исоблаш натижаларини тавдослаб курамнзки, яхлитлашда бирин- 
чи иккита рацам устма-уст тушади. Демак интегралнинг такрибий киймати 

',6
учун f sin (хг) d t  «  0,84 интегрални олиш мумкин. Бу интегралнинг жадвал

б
киймати 0,00001 аникликда 0,84528 га тенг.

3 Параболик трапециялар (Симпсон) методи. Аник инте- 
грални такрибий ^исоблашнинг бу методи трапециялар методида 
булганидек интеграл остидаги функцияни ватарлар билан эмас, 
балки уклари Оу уцца параллел булган параболаларнинг ёйлари 
билан алмаштиришга асосланган. Бу методни баён килишдан ав- 
вал, берилган эгри чизикли трапецияни чегараловчи эгри чизик 
у  =  /  (х) — Ах2 -4- В к +  С квадрат уч^аднинг графиги булган ху- 
■сусий ^олни цараймиз.

Куйидаги формула уринли: 

ъ
j  (А х 2 -j- В х  -\-C)dx =  Ь—~  ( у ч +  4уурт -{- у ? ) , (7 3 )

•бу ерда уч — эгри чизикнинг х = а нуктадаги ординатаси, (чап 
ордината) уу— эгри чизикнинг л  =  b нуктадаги ординатаси, (унг 
ордината) Уурт— эгри чизикнинг [а, Ь\ сегмент урта нуктасининг, 
яъни х = (а i-b)l2 нукта ординатаси (2 Г2-расм).

Бу муносабатни келтириб чикариш уни бевосита текширишга 
келтирилади. Формуланинг чап томонидаги ифодани ^исоблаймиз:

J  {Ax'  +  Bx +  C )d x  = +  +  С (b -  а) =
,а 6 1 -

=  bJ Z *  [2А (Ъ2 +  ab +  а2) +  ЗВ (b +  а) +  6С ].
6

173) формуланинг унг томонидаги ифодаларни ^исоблащ учун 
.дастлаб уч, у? ва уурт ларни топамиз:

г
Уч =  /  (а) =  Аа2 4гВаАт С; у? =  /  (Ь) =  Л62 +  Bb •+• С;

Л и  “ ■/ ( 5T i ) " А !fLr £  +  в '“~ г  +  с -



2 1 2 - раем. 2 1 3 - раем.

Топилган кийматларни (73) формуланинг унг томонига куйиб, ку* 
Йидагини хосил киламиз: (Уч 4- 4уурт+- Уу)^=-~— \Аа? +  Ва 4~

+  С +  Л (а 2 +  й2 +  2а b) 4 - 2В (а +  b) +  4С +  АЬЪ +  Bb +  С] =

=  —  [2А (а2 +  b2 +  ab) +  ЗВ (Ь +  а) 4- 6 CJ.
6

Биз курамизки, (73) муносабатнинг чап ва унг томонлари мос 
равишда тенг, бу унинг уринлилигини исбот килади.

Энди ихтиёрий у =  /  (х) эгри чизик билан чегараланган э г ­
ри чизикли трапецияни караймиз (213-расм). Эгри чизикнинг M v 
(хч; уч), УИ2 (йГурт, Уурт), M s (хг, у,?) нукталари оркали ёрдамчи у -=  
=  А х2 +  Вх  4- С параболани утказамиз (бу ерда х ч =  а, х$рт =  
•=(а-{-Ь)(2, х$ =  Ь). Бундай учта нукта о р кали '^ ар  вакт пара­
бола утказиш мумкин, шу билан бирга бундай парабола ф ак аг  
битта булади (VI боб, 9-§, 1-пунктга каранг).

Ёрдамчи парабола билан чегараланган эгри чизикли трапе­
ция юзи такрибан берилган эгри чизикли трапеция юзига тенгг.

ь ь
J  f ( x )  d x ^ i  j  (Ах24 - В х  + С )dx.
а а

(73) формулага кура 
ь
j  (Ах2 +  Вх-\- С) dx  = Ь- ^  (у ,  4- 4yJpT 4- У?)
а 0

булгани сабабли ихтиёрий у = J (x )  функция учун куйидаги так­
рибий тенглик уринли:



j f ( x ) d x : b — a (y„ +  4y?pT +  p ) . (73')

Бирок;, агар [a, b] сегмент канча катта булса, (73) формула 
берадиган якинлашиш шунча купол буладн. Шунинг учун 
ь
j  f ( x )  d x  интегралнинг анча аник кийматини ^осил килчш учун
а
куйидагича иш тутамиз: \а, Ь] сегментни узунлиги h =  (b — a)j2n 
булган 2п та жуфт булакка ажратамиз. Айтайлик, x t, х 3, х 3, 
х 2п_1 лар булиш нукталари булсин. Узунлиги (Ь — а)/п булган 
кичик сегментларни цараймиз:

[*о> Xj],  [ х 2, * 4] ,  , [ х 2я_ 2, х 2 ] ( х 0 = » а ,  х и  =  Ь)\

бу сегмептларнинг урталари мос равишда х и х 3, . . .  , x-2n~i 
нукталар б у лад и .* 

ь
j  / (х) d x  интегрални бир нечта интеграл йнгиндисига аж-
а

ратамиз:

Ь х , х ,  х 2п

j f i x )  dx  =  j / ( a )  dx-\-  j  f { x ) d x -{-. . .  +  j  f ( x ) d x .  (74)
£ *2 *̂2a—2

■(74) тенгликдаги интегралларнинг >(ар бирига (73') формулани 
^улланамиз:

я:
j  /  (х) dX :
X q

Xi
(Уо +  4у1 +  у2);

/  (x) d x  %  b— -  (ya +  4y3 +  y4);
6 П

x 2n

I /
* 2 /1 - 2

} / ( * )  dxs b — a 
6 n (Ущ-2 +  4> W  1 +  Уш),

(75)

бу ерда уi =  f(xi) ,  i =  0, 1, 2, . . .  , 2n. (75) муносабатларнинг 
унг ва чап томонларини к-^шиб, куйидагини з^осил киламиз:



b
J /  (x) dx  »  b- j^  [(y0 +  y2„ ) +  2 (y2 + . y 4 + . . .  +  y2n_2) +

+  4 (y, - f  Уз +  • • • +  Угл-ч)]* (76)'

Бу формула параболт трапециялар ёки Симпсон формуласи* 
дейилади.

Интегрални Симпсон формуласи билан ^исоблаганда трапе- 
1иялар методидаги каби куйидагича иш тутилади:

1) булиниш нукталари 2п ва 4п булганда /2п ва / 4Л интеграл- 
ларнинг цийматлари ^исобланади; .

2 ) ^исоблаш натижалари таккосланиб, бир хил биринчи ра- 
камлар колдирилади.

1,6
М исол. 2л =  4 ва 2л =  8 да J  sin (*2) d.K интегрални Симпсон формуласи

о
брдамида цисобланг.

Е ч и л и ш и .  2л =  4 ва й =  (й — а)/2л =  (1,6 — 0)/4 =  0,4 учун жадвал ту» 
замиз:

i Ч *21 =  sin ( ф

0 0 0,00 0,0000.
1 0,4 0,16 0.159 i
2 0,8 0,64 0,5972
3 1.2 ’ 1,44 0,9915
4 1.6 2,56 0,5487

(76) формулага кура куйидагини досил киламиз:

1.6 Ь — а
j  sin (jfS) d x x  — —  [y0 +  y4 +  4 (л  +  уд) +  2у2] =  
о 6л

~  10 +  0,5487 +  4 (0,1593 + 0,S915) +  2 ' 0,59721 =  0,8462‘ 

2 л -= '8 в а  h =  (6 — а)/(2л  =  (1,6 — 0)/8 =  0,2 да 399 - бетдаги жадвалдан* 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

16 ь — а
f sin (*з) dx к , ------ - [у0 +  у8 +  4 (у! +  уз +  Уъ +  У?) +
Ь Ьп

+  2 ( у я +  у,  +  Л)] -  - 1 -0 [0 +  0,5487 +  4 (0,0400 +  0,3523 +  ■

+  0,8415 +  0,9249) +  2 (0,1593 +  0,5972 +  0,9915)] =  0.8455.

* Т. Симпсон (1/10 — 1761) — 1ШГЛЩ математиги.



Иккала ^исоблаш натижаларини таккослаб курамизки, яхлитлашдан сунг б 
ринчи учта ракам бир хил. Шунинг учун интегралнинг такрибий ццЦмати Д( 

■1,6

J  sin (х2) dx  а  0,846 ни кабул киламиз Э слати б  утамизки, берилган интегра.
о
ни 0,00001 аникликдаги жадвал киймати 0,84528 га тенг.

И з о ) 5. Интеграллаш .сегменти бир хил сондаги нукталарг 
булинганда Симпсон методи трапециялар методига цараганд 
одатда анча аник натижа беради. Трапециялар методида хатоли 
булиш нукталари сонининг квадратига тескари пропорционал 
Симпсон методида эса булиш нукталари сонининг туртинчи да 
ражаснга тескари пропорционал эканлигини курсатиш мумкин.
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