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SO‘Z BOSHI

O‘quv qo‘llanma O‘zbekiston Respubliksi Vazirlar mahkamasining
2018-yil 10-oktyabrdagi Oliy ta’lim muassasalarini o‘quv adabiyotlari
bilan 1a’minlash to‘g‘risidagi 816 sonli garori bajarilishini ta'minlash
uchun texnika yo“nalishlari o*quv rejalariga asosan yozilgan. Mavzularni
yoritishda, O‘zbckiston Respublikasi Oliy va o‘ra maxsus ta’lim
Vazirligi tomonidan texnika oliy o‘quv yurilarining bakalavrlar
tayyorlash borasidagi oliy matematika fani bo‘yicha tasdiqlangan dasturi
asos qilib olindi.

Ushbu o‘quv go‘llanma mazmunan oliy o‘quv yurtlarining texnika
yo‘nalishlari 1 kursi talabalarining II semestri oliy matematika kursi
uchun mo‘ljallab tayyorlangan. Unda bir argumentli funksiyaning
intepral hisobi, ikki argumentli funksiyaning differensial hisobi, oddiy
differensial tenglamalar hamda gatorlar kabi muhim mavzular yoritilgan
bo'lib, ular amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo‘ljallangan.

Har bir mavzuga doir miscl va masalalar yechilishidan oldin kerakli
nazariy tushunchalar hamda formulalar gisgacha bayon etiladi.
Shuningdek, kar bir mavzuga doir mustaqgil yechish uchun misol va
masalalar ham berilgan.

O‘quv qo‘llanmadan nafaqat texnikaviy yo‘nalishdagi talabalar,
balki iqlisodiyot yo‘nalishi bo‘yicha tahsil oladigan talabalar hamda
akademik litseylar va kasb- hunar kollgjlariring o‘quvchilari ham
foydalanishlari mumkin.

O‘quv go‘llanmada ayrim xato va kamchiliklar uchrashi tabiiy.
Ularni bartaraf etish borasidagi barcha takliflari muallif mamnuriyat
bilan gabul giladi.



1. ANIQMAS INTEGRAL

1.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchasi,
xossalari.

Asosiy integrallar jadvali.

1. Tariflar. Agar (a; b) oraligda berilgan s(x) funksiya uchun
F'{xj=f(x) yoki dF(x)=f(x)dx kabi munosabat c'rinli bo‘lsa, F(x)
funksiyani u oraligda f{x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya deb
yuritiladi, Berilgan f{x) funksiyaning har ganday ikkita boshlang‘ich
funksiyalari bir-biridan ixtiyorly o‘zgarmas son bilan farglanadi, Agar
Ffx) funksiya f{x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo‘lsa (x e (a;0)),
u holda Fixy+€ (bu yerda C- ixtiyoriy o‘zgarmas son) funksiyalar ham
Jftx) funksiya uchun boshlang'ich funksiya bo‘ladi va ular f{)
funksiyaning (a;b) oraligdagi aniqmas integrali deb atuladi va u
quyidagicha yoziladi.

[fxvdx = Fxy+ C

Bu yerda | - belgisi, f{x) - integrallanuvchi funksiya, f{xidx -
integral belgisi ostidagi ifoda, x — integrallash o'zgaruvchisidir.

Funksiyaning aniqmas integralini hisoblashni uni integraliash deb
yuriiiladi.

2. Anigmas integralning asosiy xossalari quyidagicha yozitadi:

2L [[reon]=rm,

2.2. d[j f(x}dx}: Sflx)dx,

23, [dfm=rec,

24, Iaf{n:}d': =nI.f(1'}dx (a-o'zganmas son),

25 Jla# @2t fmkc= [ fi0de s [ x5 [ f, (rids .

Integrallash matijasining to‘g'riligini  topilgan boshlang'ich

funksiyani diferentsiallash orqali tekshiriladi, ya’ni
(F)+C) = f(x).
1. Asosiy integrallar jadvali

1. Idt:.HC, 4, Ie‘dx:e‘l-c,
as) A
2 J’x'dx=‘—+c {a=-1), 5. [a‘dx=£—+£'.
a=1 ha
dx ;
3, I“;=l“§‘|+c- 6. Ismxdx=—co.~;xl—(-'.



5 4 lx ! a+x
7. Icus.rd\ =5in3+C, 14. jaz —;(1 = ;;}i’l :l'-r {5
i s
8. j-f.::..Hth‘ 15. II_‘:_=TJ1I+'JC:2 +C,
cos X valtk
dr f'x)
9. — =—cigx+ C, 16. =de=In|f(2)+C,
!s'm‘x S '[ Mx) Lol +
10 fdx = areigx + C, 17 I—— " i+C
RS FE ’ s x &[
d 1 x dx X X
=—arcig —+C, . |——=hpg| -+ [+ C,
1. Ia2+x1 a B | }"’[Z‘F'JI*
12. I!'" =aresinx + C, 19. ]'.'gxdt=—h|cosx|+€'.
vi=x
X ; .
13. IJ“2___\.2 =arc.-,m;+C, 20. Ic.rg,rdk=h:§sm,;f-af.,

Quyida keltiviladigan misollardagi anigmas integrallarni hisoblashda
aniqmas integrailarning jadvali hamda uning xossalaridan foydalanamiz.

i-Misol. Jie? +7xf-1d;=j'x2¢;+z_[,.d,r+f -—1—+x 2+l +C.

i B %
Z-Misol. _[{f -\!{_k Iy:dx*Iv,\dx j:"ldtt+fx'3dk=£3;,—+%7+6'—
72

?\(_ 3\fx

B 1
3-Misol. ;W"TJFJJF--‘J’}L’?-'J = [Vadz=3fds+3fx 2= [LE =
x i x

+C..

=§\&T-',-‘3x -lrﬁJl;—h'J|x]+C-

4-Misol.
cos2xde cos’ x—smn’ X i
i Lt i P —ctgx —tax + C.
’[cusz.rsin!x [CDS x-sin’x Jsrn x Icos x TR
5-Misol. Isinzgdx I"‘;’" J'(k——fcan.«:.-=§_“;"+c.
6-Misol. [3475%dx = [(3.47 .5 dx = [6000% ix = li—“ﬁ% c.
7-Misol. __& (.n: -1+1; «? +l)(x T
'r ‘[ I 14x? j14—,\'2

=_|‘x2:£x-jd'u-J'i—‘—J-=-3——x+amgx +C.
+x



MASHQLAR
Quyidagi integrallar hisoblansin.

s i
i, 10x +$d 9. 1—sin X
I = ' I sin® x *
2, (el 10, (=2,
j x’ I\'t{l-i—x:) ¥
3. _i{l_-‘rl,‘ 11 cos 2xdx
W Vs cos? xsin? x
4, !I—ﬂcfr 12, j[2'32’+35i||x+ I—-}dx
Vxt J1-x
_ B 7 13 dx
T b B B il .
] s
6. jﬂg:xdx 14. Iﬂzﬂ-
" cosx+sinx
7. 1-2cig X dx
I wsx el e
8. [eos*Zax 16. &
Jeof3 =

1.2. Anigmas integralni o‘rniga o‘yishusuli bilan integrallash

Agar x=q) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bolsa, u holda
j_r (x)éxni har doim o‘zgaruvchi ¢ ga nisbatan o‘zgartirish mumkin
bo‘ladi:

[z = | rlptal-piniar,

Bu yerda, o‘ng tomondagi integral hisoblangandan keyin hosil
bo‘lgan natiiada avvalgi x o‘zgaruvchiga gaytiladi. Anigmas integralni
mazkur usul bilan hisoblash usulini o‘rniga qo‘yish yoki o*zgaruvchini
almashtirish usuli deb yuritiladi.

Ta'kidlash lozimki, x=p(¢) almashtirish bajarilayotganda, ¢(1) va
Jx) funksiyalaming aniglanish sohalari orasida o‘zaro bir giymatli
moslik shunday bajarilishi kerakki, ¢() funksiya, x ning barcha
giymatlarini qabul qilishi lozim bo‘ladi.

Ayrim hollarda anigmas integrallamni hisoblash jarayonida intsgral
belgisi ostidagi ifedalaming ayrim qismlarini differensial belgisi ostiga
kirith, undan keyin integralning invariantlik xossasidan foydalanish
lozimligini ham eslatib ketamiz.



sin J-

1-Misol. j' x hisoblansin,

Yechish. x:.-’ desak, dr=3/%dt bo‘lib, integral csa }'-3-’—""-‘«’«: =3fsintdt
ko‘rinishga keladi. Uni hisoblaymiz:
3[9infdr=—3cosr+ C.

Javobda, ¢ ning o* rmga uning ¥z giymatini qo‘yamiz.
in 4/x

2-Misol. [@x-ndr= ;—I(Jx— N dEBe-1=
3-Misol. Jaivet = 7ax hisoblansin.

dx=-3cos¥x +C.

Shuning uchun I

in
(3.:4;1) i

Vechish, »* - 7= desak, 3c%dr = 2tdr, x%de= %:dr. demak,

o 2 e
[ - dxzjr-.drw—_[:’dr=3.r‘+c——\;(x’-7)’+C=;{x’-7}v:’—-. +C

. Bu infcgralni hisoblashda ifodani differensial belgisi ostiga kiritish
usulidan foydaianildi.

4-Misol. IM hisublansin,

Yechish, 3inx—5=1, 3£=df, 95:%, bulardan
X

(3inx~5)3 2t _ (3 x-5)°
j———x ]' j: dt = B +C.

5-Misol. [——— hisohlansm,
xy3ix+5
Yechish. 3x+5=¢" desak, 3dx = 2w, dx';:d{ hamda vn--—s_—-{

bo‘lgani uchun

i dx "Ef 3ud: |;-J§ WL Ao
Wirss @osy -s z-J' t+3 S5 |3z 45+ 5

Bu integral (14) Iurmu.aga ko‘ra hisoblandi.
6-Misol. [——=__hisoblansin.
x4+ 10

Yechish, 2" +2¢? +1n=.;x‘ +1)?+9, x?41=t, 2xde=dr larga ko'ra,
s a1 1 2e)

| “”: =| ST = Zarctg L+ C=—arcig =

ezt a0 RS +0) L 3 6 3

T-Miscl. jx’ll-‘r yux hisoblansin.

+C.




Yechish. 1-2¢* =1, —8x'de=dt, x’dx-_-% larga asosan,

J¥a —21']’dx=—ljr‘a’r=vir' +C=—i(1 =2y w0
8 2 n

MASHQLAR
Quyidagi integrallar hisoblansin
1. [¥5= 6 8. [Vi+sinxcosxdz 15. jufii: dx
2. I r;;-Ts 9. Ie"‘ cos xdx 16. ‘ ke
A dx
3. I e"-d's:' 10. j--x_: R 17. rursm_x_dx
1=3e 1 s 'J’l_— x
4 [ R 18, [
12sinx 12 jk_dd T+sm” x
dx = ) * 1 Jex
5. Jgi . Ix = 19. J(nxep )&
8. E:d ’ JI_; 20. {.\' + Lhedx
]u’;‘x 14 st_d':r j x' +3,1: 6
7 . =

Yo

1.3. Bo‘lakiab integrakllash usuli

Bo'laklab integrallash usuli, bo‘laklab integrallash formulasi deb
ataluvehi ushbu [udy=uv—[vav formulaga asoslangan bo'lib, u yerda
u=u(x) va v=v(x) lar uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardir.
Mazkur usulni, x* sin ax, x* cosaz, %™, x" In* x, x*char,

x‘slm:. a™ sin ax, a'&casmr. arcsin x, arclgx (bl.l. ye,rda: n, k — butun
musbat sonlar, 4,/ e R) kabi va boshga funksivalaming anigmas
integrallarini hisoblash uchun qo‘llash tavsiya etiladi.

Ayrim hollarda bo‘laklab integrallash formulasini bir necha marta
qo'llash hollari ham uchrashini ta’kidlab o*tish joizdir.

1-Misol. fxsm xdx hisoblansin,

Yechish, u=x d:=simnxdc lardan du=dx, v=-cosx

jxss'n xdr=-xcosx +Icnsx:."1= —xcosx+sinx+ C.

2-Misol. [wxde hisoblansin.



- § !
Yechish, w=nx, dv=de lardan du=2 v=x
x
dx .
Illiz:.l’.\‘z,rlﬂx-!x—:xlnx—_ldx=.rtnx-r+€=“Inx—b +C.
x

3-Misol. [x*dx hisoblansin
Yechish, w=x', dv=e'dr desak, vu=2xds, v=¢
Ia'?e’dxzxze’-foc‘rtx.
Oxirgi integralni hisoblash uchun yana bo‘lakiab integrallash
usulidan foydalanamiz
n=x, dv=e'de lardan du = 2xdx, v=e
[x?edx=x?e" ~2(ze’ —Ie'd’x]w.\-'e’ -2xe" + 2"+ Cue'(x? —2x+2)+C .

4-Misol. f:m:m rdr hisoblansin.

. dx
Yechish, « = arcsinx, dv=dx lardan du=—— v=x
Vi=i'

Iar:r:in xdx = xarcsing— I —xu"‘r

Vi-x?
§-Misol. [e sinxdx hisoblansin.

=zarcsinx + v1-x' 4+ C,

YEIZ!“'AIF'.SLI~= w=e dv=sinxdx desak du=e'dy, v=—-cosx
Ic_-' sin xedx = —e* cosx + % sinx —-_fe‘ sin dx.
Oxirgi integralni yana bo‘laklab integrallaymiz. u=e", dv=rcosxdx
lardan du=edr, v =sinx
J'e‘ sin xde = —e* cosx + " sin x—Ie‘ sinx,
bundan,
2!&' sinxdr=e‘smrx—e’cosx
ya’ni
je' sin xeds = %(sin x—cosx}+C.
Umuman, [e*sinbsds, [e™cosbrax kabi integraliami yuqoridagi
misoldagiga o'xshash yo'l bilan integrallab, quyidagilarni yozish
mumkin:

j-e"sin.bxdx: £ (asinhx—bcoshx)=C,
a’ i’

J-;"“ vozhxdx = : ~(hsin bz + acosbx}+ C.
a +h



MASHQLAR
Quyidagi integrallar hisoblansin

L [xhge-nds 10. j% 19. J’H;’Ji;:‘_:_"

2. [ 1. farceliTiae 20 [smelntcossids
I:m;i:x 12. Ishﬂﬂ 21. Ie‘ In{e* = Ndx

4, [msm‘ﬁ 13. j;z"dx 22, [x'laxdx

5. futxds 14, feFax 23.  [arccos2xds

6. Ix'e"dx 15. jx’ In? xdx 24, jx' cos xdx

T jmix‘ +Ddx 16. Ik”dx 25. IM

J_ sin? x
8. feostmx)dr 17. 3 cos xdx
9. Ic‘ cosxdx 18. jsin::(hl xydx

1.4, Ratsional funksiyalarni integrallash
1.4.1. Eng sodda ratsional kasrlarai integrallash

Eng sodda ratsional kasrlar deb quyidagilarga aytiladi:

1 A4 Ax+ B

Y x-a "+ px+gq
A ——, (k2 25aGyryncon) 4 -—:i,HB;', {n =2 8a GyTyHcoH)

(x—a) (x"+ px+4)

Bu yerda A, B, a, p va g lar hagiqiy sonlar bo°lib, p = —4--;; <0

Birinchi va ikkinchi turdagi kasrlarni integrailash osongina jadval
integrallariga keltiriladi:

Adx d(x-n)
=4 = Alnjx- c,
[x a '[ -
Adx i (x —a)™! A
LY e P C= c
(x—a)" I(.\' 4 ) sl (1-n)ix—a)"" *

Quyidagi misollarni ko‘rib chiqamiz.
1-Misol. [£=}n|x-3| +C.

-[—--m|x jec= ln‘;%c.
5

3-MisoL. J-Mx 4 Id(}x-—l} 4

2-Misol. [

I|.\x |+c.
3x-1 )
d{4-7x
4-Misok Im“?ff-}:""? Inl4=7x~C.

10



2 _.'f_a‘x o __L == '
5-Misol. I( =3) =3[ (x-2)"dlx-2)=3 e fo_é) i
6-Misol. ‘[',2 = —_[(Zx 1) (2 —1)= ;(Ex_—;) - 1c,,_6(1:_]}. +C

7-Misoi. ]'

7 asj(4-3x dx =-§I(4-3:)'6d(4—3:):

5
i e L
T3 -3 3(4- Jx,\’
Uchinchi turdagi kasrni integrallash uchun kasming suratiga
mexrajning hosilasi 2x + p yoziladi va ayniy almashtirishlar orgali 2x + p
dan 4x+ 8 ni hosil gilinadi, ya'ni Ax+8=(2x+ p)_+3~i’2£

U hoida

A Ap
(2 B-" .
!-[.'L\:+B,ldx IE{ I+p]+( 2 ]J AI(Zx-rp,dx [ﬂ' A_BJI dr
¥ = dx=— ==l
O+ prg e prag 2+ pxrtg 2 Pt prag

Integrallardan birinchisi injx* + px+ | ga teng. Ikkinchi inteqrulning

1
maxrajida esa, to'la kvadrat ajratamiz: x*+preg= [n ;-’] ~g-2. , bu
yerda g- ‘:—' >u, chunki shartga ko‘ra o= PT‘ -g<0 edi, Demak, ikkinchi

imtegral ham jadval integraliga keladi. Yuqoridagi mulohazalarga asosan

P
".¢+ X "\ T ELt
[ B)d =:2‘_I‘ 4][ dp”r ( z)

rrprig .z+px+t; p‘ P
("F2) "7
. =+ 2
=--tnx +p:+qi [ -—]—r-——arr:fg—r-—l-a-c,
1 2 o

Ta'kidlash joizki, agar yuqorida 4=0 bo‘lsa, suratda maxrajning
hosilasimi ajratish shart cmas, maxrajda darhol to‘la kvadrat ajratish
lozim.

Eslaima: Agar ikkinchi tur kasming maxrajidagi x* + px + ¢ kvadrat
uch had o*raida ax® +bx+c (e » 0) kabi kvadrat uch had qatnashganda ham
smqorida bayon etilganlar asosida ish yuritiladi, farqi shuki, bu yerda
koeffitsient & ni qavsdan tashqariga chiqariladi.

8-Misol. {-2X22¥ pisoblansin.
‘x+Tx+ld

11



Yechish,

3
I-[huﬂn'.r _j[:“ﬂg'*" (x47dc 13 dx

4+ Tu+1d +Treld i Ix TTxeld 2 X eTee1d

™
1ol amaend) 1 ‘{”z} S B f‘* .
;j Sy II; = 7 E +Tx+14}—2?-1—anfg:.,f-+c_
J 4 2 2
3 3 13 2x+7
=Eh1{x'+'.l':+14)——-—am:g h

Nl
9-Misol. [ =74 hicoblansin,
“x +3x+8
Yechish.

+C.

a3 15
jfix-?)dx EI("-‘”)'Z"‘ P Jx=gjd{x’+3psj_§
2 43r-8 *43x+¥ 2

x*+3x+8 2

d{x+1 3
——ln{x vaxeg)- D[t 2 3y,

P [ 3], » 2 {x +3x+3)--—7=-—amg——1+6—
X+ e -
2 4 2
-i—ln(x +‘3r+8) T“rﬂg% +L,
10-Misol. Integralni hlsoblang
( dx _I a‘{x+3] 1*3AC
Sxie6x419 Y (x+3F 410 T QT
11-Misol. Integralni hisoblang.
o il & lj' dx
3 -lxa17 37, M 1773 n}
33 [ 6) " 56’
1 11
) L, e .

I 2 Gx-11
rel) C= fg———1 C.
3-[[; n] aa Jm W e e S T

6) 36 6 6

Tu‘rtmchl turdagi kasmi integrallash ham uchinchi turdagi kasrni
integrallashga o‘xshash olib boriladi:

12



[ + B)dx . (2% + pldx fp_An
[[x vpx+qr }'(r +p.t+q']- [ 2J {x‘*p.l-'-qr
——Ifr +DJ\+q"r d[x ;px-&q] (B %Jj—— L4 — =

A Ap
—— g EE
Zil-mpxt + pr+ g1 4‘[ 2 J'[

Agar ikicinchi integralda x+ 2=z va g _%i - m*deb belgilash kiritsak

. = w - iz . .
(chunki 4 —”Tw edi), u integral 7, =[ t_"? ni integrallashga
m+z
o ar xe = 2n-3
keliriledi va u 1, = - —+ g

2{n=m(mn” #23 Am=1m
formula bilan hisoblanadi, bu yerda: f__.=jt—,-§f;F_1—. Bu formula
m =

bo‘yicha 7_ni 7, arqali sungra 1,,ni /,, orqali ifodalaymiz va helazo.

kabi rckurrent

Bu jarayon 71 ={ =LarcgZ+c ni hosil qilingunicha davom
4 HI +I m nr

ettiriladi.
12-Misol. 4, - [—% hisoblansin.
1oy

Yechish. Yugoridagi rekurreat formulaga binoan,

x 2:3-3 x 3.
AF e ——— !:=——~i—,+—.p,.
3-N0+x? 203-1) 41+x*)* 4
Endi rekurrent formulani 7, ga go'llaymiz.

pa— X __ 3 _x 1 ]i__x . 3 |
2 mu"-' 2|20+ 2" aexh Blex) 8
= aretge+ € ekanligini inobatga olsak,

by

Agar 1, ~_[

‘=j' dx =l—‘— -.-1-—-x—+—'-nrcrf,’x+C.
A+x7)  4(+x°) E1ex 87
13-Misol, Integralni hisoblang.

oo 1

s e T | [ B e P
Gelaxen? dpr2, x T 9)5 4, @? 9,8 +.'.1+53]
("3t )) [(,\+6}+35J o Lt



1
1 J‘ dlx+ 6241 12 6x+1
e = + Arolg === 4 O,
=

5 [x+-132+53 Bari+x+7) B3VE3
6 36
14-Misol. | (L‘:i@-— ni hisoblang.
X =K

Yechish,

(a9 (z“'l P2 L3RI o dee)

Y +2ee 5 '-[u nx“n 2007+ 2 e )’ 'fkﬁn 2]

3 2xt +20+4)
Endi 7, ni rekurrent formula yordamida hisoblaymiz:
(x+1) 5 o x+ 1 I

. . ) N F
2-3.4(x% +2:45)° 2.3.4°° 24(x? 4 2x435)°

+21,.

Iy =

5!- x+1 3 } x+1 x4 l)
- — -

T PR RTENT R A T ) e TR

L r+i G5 L dxs x+1 S+ 1)
384 2.4.(x 42045 384 24 (x4 4 2P +3045)°  38d(x7 £ 22452
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1.4.2. Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash

1. Ma'lumld, £ (x)=a,x"+a, x"" +..+ax+a, kabi funksiya, n-
darajali ke'phad deyiladi, bu yerda gy, a,, ... a, lar haqigiy sonlar bo‘lib,
ular ko'phadning koefTitsientlaridir, #n-daraja ko‘rsatkichi.

Tkki ko*phadning nisbati kasr-ratsional funksiya yoki ratsional kasr
deb yuriiiladi, va’ni:

R x}:%(.(:";.‘ Agar m<n bo'lsa, uni to’g'ri ratsional kasr, agar mz2n

i
bo'lsa — noto*g'ri ratsional kasr deb aytiladi.

Noto'g‘ri rawicnal kasr funksiyaning suratidagi ko'phadni
maxrajidagi ko‘phadga bo‘lish yo'li bilan uni ko‘phad bilan to‘g'ri
ratsional kasming yig'indisi shaklida ifodalash mumkin bo‘ladi. Demak,
har qanday kasr-ratsional funksiyani integrallash har doim ko*phad bilan
to'g'ri ratsional kasrni integrallashga keltiriladi.

2. Agar x=x da P(x,)=0 bo‘lsa, x, ni 2, (x) ko‘phadning ildizi deb
ataladi.

a)  Ager x, x;,..,x,sonlard P (x) ko‘phadning ildizlari bo‘lsa, u
holda uni quyidagicha ifodalash mumkin:

Pix)=a (x—xx—x,Wx—x)..(x—x,)

Bu yoyilinada x-x; ko‘paytuvchi bir marta qatnashsa, x; ni oddiy
ildiz, agar u &, marta gatnashsa, X, ni e, karrali ildiz deb ataladi.

Agar x,, P(x)ning a, kamali, x,, g, karrali va hokazo x, esa a;
karrali ildizi bo‘lsa, Pﬁ(x];n:"(x—x')ni(;—;2182...{,‘»-:,1_1“* deb yozish mumkin. Bu
yerda: ay +a, +..a; =

b) Agar P (x) ko‘phad nafagat haqiqiy ildizlarga, balki o‘zaro
qo‘shima bo'lgan kompleks son ildizlarga ham cga bo'lsa, uni

Pv)=a,(x—x )" (x-x;) L x—x )™ (2% + px+ ‘?1}#: ®
(x* + llf.:llz.\‘+rlp'1]‘ﬂ‘,..(.rz + P+, )"’"
kabi ifodalasl: mumkin, bu yerda a; +a, +..4a, +28, + 28, +..+24, =n
Tearema. Har qanday &( x‘r=%{%? to‘g'ri ratsional kasming
maxraji (*) kabi yoyilmaga ega bo'lsa, uni I, If, III va [V turdagi eng
sodda kasrlaming vig‘indisi ko*rinishida ifoda etish mumkin. Bunda:
1. (*) yoyilinaning (x-%;) ko'rinishdagi ko‘paytuvchisiga [-turdagi
A

x=x

bitta kasr inos keladi;




2. (*) yoyilmaning (x-x,)" kabi ko‘paytuvchisiga I va 11 turdagi a
dona kasr yig'indisi mos keladi:

U . mL
(r=x)"  (x=x)"" (x-x)" x=x "

3. (*) yoyilmaning x*+px vq kabi ko‘paytuvchisiga IIl turdagi
2B asr mos keladi;
I+ prig

4, (*) yoyilmaning (+* + px+ ) kabi ko‘paytuvchisiga II va IV
turdagi P dona kasr yig‘indisi mos keladi:

Ax+ B, A x+ B, - ",11'*'8;:
(Prpreg’ (Fepxig)®t T aprig

To'g'ri ratsional kasrning eng sodda ratsional kasrlar yig'indisiga
bo‘lgan  yoyilmasining suratida qatnashuvchi  koeffitsientlami
aniglashning son givmatlami o‘rniga go‘yish va noma’ium koeffitsicnilar
usuli deb ataiuvchi usullari mavjud.

3. Shunday qilib, to*gri ratsional kasr funksiyani intcgrallash, 4
xildagi eng sodda kasrlamni integrallashga keltirilar  ekan. To'g'sd
ratsional kasr funksiyalarni integralash masalasii quyida keltirilgan
misollarni yechish jarayonida o‘rganamiz. Shu magsadda quyidagi 4
bolni ko‘rib o‘tamiz:

Birinchi hol. To‘g'ri ratsional kasr funksiya maxrajidagi ko'phad
faqat haqiqiy har xil ildizlarga ega bo‘lsin.

1-Misol, |23
X =Tx+12
Yechish. x* —7x+12 = (x-3)(x—4) bo‘lganligi uchun
2EFDL. 2x+3 A B

FoTe+12 (-3)x-4) x-3 x-2
va bu tenglikning har ikkala tomonini (x-3ix-4) ga ko‘paytinb,
2x+3=A(x-4)+B{x-3) ni hosil qilamiz. Noma'lum koeffitsietlarni
aniglash uchun xususiy qiymatllarni ofrniga go‘yish usulidan
foydalanamiz,
Agar x=3 bo'lsa, 4=-9 va x=4 bo'lsa, B=11
Demak,
(aaddr _ [ (2x+3)de J' 4

x dx
== N ——=-9hjx- —dlsC=
= T G319 g jx—-‘ “Olnjx =3+ 11 | —4j+ C

p

C.
w3y



. R P | s
2-Misol. J et et e
x —5¢ -x+5

Yeckish, Integral ishorasi ostida noto‘g'ri ratsional kasr funksiya
gztmashganligi uchun suratdagi ko‘phadni maxrajdagi ko‘phadga bo'lib,
uning butun qismini ajratamiz. Maxraj esa

X =5x = x+5=(x+ 1 x=1)x-5}.

xt =3 xt 4x b 1S 4 x+5
— I =X+ LT Pt »
X -5y ~x+3 (x+ I x=1)x=5)
x+5 A B c
—_— e —— i ——
(x+)x=1jx=5 zx+1 x=1 x-5

dan
x+5= Alx-1)x-5)+Bix +1){x -5+ Cx +{x -1).

Agar x=-1 bo‘lsa, a:%; agar x=1 bo'lsa, 3:—% va agar x=5

bo‘lsa, C‘=—5—.
12
Natijada:
4 3 2
I{x -Ax —Ih; i—4:r-rl§)dx= (x*Z_’lﬂ'x+-1— ﬁ_% _Ei+_5- _:’x_=
P =5xt-x-5 3)x+1 4)x-1 12)x-5
(r+2)" 1 5 i
=-—+—)—+—h[xH[—Eln]xulh--h;[x—spc.
2 3 4 12

3-Misol. J.u": =T+ al =Jl G -Txe 8y picoblansin,
10249 (x=1x 1 x=3)(x+3)

Yechish. 2¢ '_-'"x+3 e B 8,
(x=D(x+x=3)x+3) x-1 x+]1 x=3 x+3
2x* —Tx + 8= A(x 4 1(x* =9)+ Blx—1)(x* —=9) + Clx +3)(x* =1) + D(x = 3)(x" ~1)
Bu yerda ham A,B,C va D lami aniglash uchun xususiy qiymatlar berish
usulidan foydalanamiz (umuman, agar maxraj fagat haqiqiy va har xil
iidizlarga ega bo‘lsa, mazkur usulni go‘llash eng wmagsadga muvofig
usuidir).

Agar x=1 bo‘lsa, A=—l; x=-1 da 3:11; x=3 da C=—5- va
16 i6 48
x=-3 pa D=--t
4
Demak,
(207 =T+ By
& =10x° 10
Ikkinchi hol. Maxrajdagi ko‘phad faqat hagigiy ildizlarga ega
bo‘lib, ulardan ayrimlari karrali ildizlar bo‘lsin,

-%mh_:pgm“1;+%m;x-3|_§;im1x+3i+c_
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2 . . .
4-Misol, [ & 20 picoblansin.
x“|x=2)
Yechish, iu w8, C
x? x=2) =x X X=

Bl . ‘ 1.
x4 x=1= A(x-2)+ Br(x-2)+ Cx* ni yozamiz, Agar x=0 bo’lsa, A=-niva

x=2 bo'lsa, C=%ni aniqlaymiz. B koeffitsientini aniglash uchun x*

oldidagi koeffitsientlamni tenglashtiramiz:
1=8+C, 3=1—c=|.-3_=—l; il
4

4
Natijada;
&ox-lds Ly Lpds Spds | L Lo Supgjec.
Px=2) 2 x’ 4l x gdx-2 2
5-Misol. I 2 hisobiansin.
(:-wl] (x+4)
Yechish, ° et -~E—+ : 7 2 Gan
(x=1(x+4)" (x=1* x—1 (x+4)° =x+4

1= ACc+4) + B(x—I)x+4)? + C(x=1)* + D(x =1’ (x+4) 0
yoki
Ax’ $8A4x 4164+ B +78% +BBx~ 168 + Cx' —
=2Cr+De* 4205 ~7Dx +40 =1
Noma'lum koeffitsientlar usuliga binoan x ning darajalariga ko‘ra,
tenglikning har ikkala tomonida ular oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtiramiz;
x’: B+D=0,
x’: A+7B+C+2D=0),
x: 84+8B-2C-7D=(),
x": 164-16B+C+4D= 1

Ushbu sistemani yechib, 4= c“f!.; gecch Dzlnma topamiz. U

z 125
holda
| dx _L _ 2 pdx _I__j- dx
(=1 (x+4) 25](:-11‘ 12545-1 Blmeay
2 1
—_— ——Injr=1]- — -u--—] 4' C=
.stm wv-.) izs e i i+
‘__z_htx +4 ?,r-! 4
125 [x-1| BETra-a)
6-Misol. I{" Zx+14)de
= -3) hisoblansin.



. ¥ -x+'4 A B 5 D
Lechish, 7Tl T R Lo gan
o+ 14=4(0-2) +B(v-2) (x-4) < Cx-2) (x-4) +D(c-4)
n: yoki
A1y7..4 +Bx’-6Bx+8B+Cx’-10Cx+32Cx-32C+Dx-1 2D+ 8Dx-
64D=x"-x+14
ni yozib olamiz. Bundan :
¢: C+D=0,
X R-10C-12D=],
X A-68+32C+48D=-1,
i -24+8B-32C-64D=14 _
va A=13; B=-3; (=2; D= -2 lami hosil gilamiz.
Natyjada:
u'-'-x-»t-:}dx_n dx J' dx ’EJ. dx 'z_l- dx __

G-a'a-2) Jeeey e drsa T e
1
3.3 Foagylem ___.‘I}_q. 3 einE e T
PR e Jv-Ini;: -4 =2hlx-2+C . f r—2i

Uchinghi hol. To'g'ii ratsional kasr funksiva maxrajidagi IfO‘Phad
ildizlari oraside hagiqiv ildizlardan tashqari bir-biriga teng bo‘lmagan
kompleks ildiziar ham mavjud bo‘lsin.

T-Misal. J' —— hisoblansin.

Yechish. »* —1-(.1- )27 1) = (x=1)(x + e’ +1) bo‘igani uchun
i A B +E\c+D

=—— — Vi

=1 x=-1 x4l x'+1
P= (x4 a! + 14 Blr=1(x" + )+ (Ce+ DI x*=1)  yoki
A AT et A+ B =B A By B+ O 4 L —Cx—D =1
'1 yerda mos koettitsientlarni tenglashtirsak

X A+B+C=0,
2 A-B+D= {13
x: A+B-C={),
< 4-8-D=1.
1 1
Bundan A-—l; B==-; C=0 pa D=-—,
4 3 2
Demak
dx  dpde ipds ledy o oq g 1o~
b il et e e b
-1

i 1
=t —— == grete + C.
Vael 2

i9



s Ix F
Bundan 2L A4 B 4=y, B=8
Wb oxox-l

Demak
Tx+1 1 #
—_— -—-+
at-x x-1
4 F a5 8
J‘*F;-—L.h’ J.A'J.\'+~I-J-dr—!J—x+BI =£—+4.\'~1r.f.‘.‘i+8ln].\'—!|+c.
Xt —-x x x-1 2

14-Miseol. IM—-—n hisoblansin.
(X=1}x=-2)x—4)

Tﬁ‘hish xi‘—‘_-‘—-“a——-d = — 4 —B-—i- € dan:
lx=1kx=2 x—4) x-1 x-2 x-4
X+ 2x-6=A(v-2)(x-4) +B(x-1)(x-4) +Cx-1) (x-2),
r=Ix6=Ax’ 6.\**8)+B 2 5x+4)+C(x-3x+2),
X +2x-6={A+B+C)x’+(-6A-5B-3C)x+(84+4B+2C).
2 xii damajali x laming koeffitsientlarini taggoslab, quyidagi

zz=zlzmalar sistemasini hosi! gilamiz va uni echamiz:

A

4:B+C=],
\—£4-35B-3C=2, A=3, B=-1, C=5.
S4-4B13C=6,
Demzk
' +2x+6 .3 7 .5
(x D(x-2)x-4) x-1 x-2 x-4° :
Nz f ' +2x+6 -3 dx 7 dx +5{ dx W
(x=1)(x=2)(x—4) -1 “x-2 “x-4
l(x— -3t
=3hfr—1|~Thjr-2|+Shjx -4+ C = hl(i”'—‘]l--ﬂ;".
-2
15-Misol, f—— % hisoblansin.
=)z +x+1)
ol e B O B o

ix=1)x" +x+1) x’ x .—1 'c —x+1
1Al I)(f-lx-f .-')IB\(JL He? *—\*TUTC\ f\ -'c*!,-rﬂr -Enrn i,
yules | Afx'- DB -x) O+ ) D EY Dy -;.,‘r
G wa | gonlar rrmxr.unln;__ildul.m bo'lgani uchun x=9 da /=-4, va'u

-1 % ic].i! 3C, ya'ni C=143,

2%, /Lmnnp kou(Tiisientlarini taggoslab, tenglamalar sistemzsiag

sz,

n



(B+=C+ D=0,
JA+CEE-D=0,

lc-g=0
Sistemani yechsak, B=0, D=-1/3, E=1/3.
Demak, . 2 NS ORI
,‘.((—I)(:‘TJHI) X 3x=1) Iz 4x+l)
Natijada f—= _‘-’_-‘__ -1
. J F {x-].}[\ +.\-l] J- 3440 -px+l!x
1 3 x
="'i"‘l"‘ jfgg‘il_*ﬂ1‘=l+-inl:‘—.x+lj+—_[—£—-=
3 6x +x+l x 3 2 1, 3
(x+ =Y+
2 4
LY ix-1)° 1 2x+1
=—+-In— t—=grefg—=—+C,
x 6 3lizal 43 £ NE
MASHQLAR
Quyidagi integrallar hisoblansin.
2 < o
T o § [Xia 15 92
X =x 2" k1 =3 x =16
2¢? Sk dx 5 (x'+ x4 2)ax
< 9 Is5 L by
¢ Sx-1 xdx (7 + x4 )y
3 J:’-ar_-:‘fix 10 Ifa “lre2F 17 jxth“(r -2)

ja’ £ x=1)de

2t ex+d %51
¢ s D o™ 18 oy

{x=1)(x+3}

e x 30+ 5x 47 (3x=7)dx
§ 58 A e it
: I-'f +8 2] a2 . 9 j-—:‘¢x‘+4.r+4
v S
[ £ TR M _ Hix
Oy g B e 20 oo
o dx xefa
! e B g

1.5. Trigenometrik funksiyalar qatnashgan itedalarni integrallash

1. ISHIH&‘C&!‘!L\: o, J' CosmxCosnx dx  aa J' StnmSinnx dx kabi
integrallarni  hisoblash  uchun  trigonomeirik  funksiyalarning
ko paytmalarini yig‘indiga keltirish formulalaridan foydalaniladi:

ISfﬂﬂu{.‘g,u.uit = :;.J'{j,,,(m + )+ Stanfm = ) M.
J' CosmrCasndx = i j [Costm +n)x+ Cosim —nja _l‘z."f.

JSmmrSmmd‘: = TI_ [{C‘m{m —n)x - Cos(m + n)x}u’.r.
2+

23



Quyidagi integrallar hisoblansin:
J{ Sin8xCos T xdx, B j Sin3xSin 7 xelx ,
2.  [Cos4xtCos9xdx, 4, | Sin2xCos SxSin9zxdx .
Yechimlayi.

—

1. jS:'nSxC‘m?xdx = lfSinlewix + -I-I.S‘fn.wdx = %(—!—IS-CnsleJ +

*i{_@n)*cz_M_E’_‘i +C.
2 30 2
Sinl3x  SinSx
2. [Cos4x ==[Cos13 Sxdr="——"+ -2 4 C.
_[ ‘054z Cos9xdx I ‘o513 xdx+— j‘Cos o 0
ind
3 IS&'anSEn’?xd:-—--jCasd-xd'x‘-—jCoslﬂx&ttn—E-m—x—m-bC-
2z 2 8 20

4. [Sn2xCosSxSn9xds = ([SinTx - Sindx]Sindx =
= '5 | Sin7x8in9 xdx - %ISiquSr'n‘)xdx -

= l[cmzmrx—ljcasl 6axdx — '—j’r:assmr + ljmslzm- =

= —Sm‘Z:—-—-SmIﬁx -L.S'mﬁx+LSmsz4 C.
8 64 24 144

2. [sinxCos"xdx  ko'rinishdagi mtegrallamz hisoblash uchun
quyidagi 3 holni garab o‘tamiz.

1-hol. Agar m=2k+ [ kabi butun musbat tog son bo‘isa,

]’sm" xCos"xidx = I.':'in"xCas'r.S'x’n.rdz = -jg = Cos™ x)* Cos"xd(Cosx),

ya’'ni integral darajali funksiyalar yig'indisini integrallashgs
keltiriidi.

Agar kosinusning darajasi ham butun musbat toq son bo‘lsa,
yuqoridagiga o‘xshash usuldan foydalaniladi.

Misollar:
I}'(Siusxdx = ISl’n‘xSiuxdx = -—I(l —Cos’x) d(Cosx) =
= -I[l —2Cas’x + Cos'x)d(Cosx) = —jd(Cu.rx} + 2ICM’.\'rHCOxx} - IC'm‘.rJme-x] =

=—Comr+ 2 Cos'x— L Cos’s + C.
3 5



2}_[ Cos'xdx = Il‘l = Finta) d( Sinx) =
3
= Id{.s'm.\'] - JJ. Sinxd(Sinx) + SJSin‘Jd (Snx) = I.S'fr;".rd{.s:'n.r_! = Sinx—Sin'x + ?Su-.'x -
| SPp
—=S8in'x+C.
7
SJJ Sin'xCos'xedx = ISm'x Cos’ xCosxdr = I.S‘m"x(l — Sin £)ed (Sinx) =
= ISM'.\'d'(S:’ux) - j.,fin":r:‘(s'mx} = %Sx;:’x - %Sm’x +{,
-ﬂj' Sin*xCos’xdx = jS;‘r:"xCo.e'.rS.'n:dx= —j(l = Cos*x)’ Cos"xd (Cosx) =
=~ Cos*xd(Cosx) + 2[ Cos*xd(Cosx) - [ Cos*xd(Cosx) =

} < 1 7
=—=Cosx+—Cosx——Cos'x+C.
3 5 7

_}J- Cos’xedx =jCos’.':Co:xdx=J-{] - Sin’ :]d(i‘m:) Id’foax} j-J[..'n‘m,\)

Sin'x Ser®x Sen'x Sin'x Jin'x

Loy L e
SSM x 3Sin'x
S’ . il — B i
mj-...m vrlx I?n- ).‘Siruri:x_] (1—Cov'x)"d(Cosx) _

Cos'x Cos'x Cas'x
Fim =
ek 208 & OO - [ Cos™d(Cosx) + 2] Cos™ xd(Cos:) - [ d(Cosx) =
Cos'x
= ; oy Cosx+C.
3Cas’s 2Cost

7 J . Sin'xdx jS:'ﬂ’xS.n,m’.t= Hf['i‘-Caa"I',ln‘('Casx) - _j-d(Co.Fr) *;a‘{Co,\-.x} 3
Cos’x Cos’x Cos’x Cos'x
N _.I_." -I TG
4Cos"x  2Cos'x
Z-hol. Agar m+n=-2k (k>0 va butun son) bo‘lsa, tgx=z yoki ctgx=z
kabi almashtirishlar orqali qaralayotgan integral darajali funksiyalarni

integrallashga keltiriiadi.

Cos'x

dz z

Buyerda tgi=z bo'lsa, dr= . Sinx= :

y e e —
Casx = . 683 clgx==x bo‘lganda dx = d Sinx= ,_l Cosx = =

V1s2? b tes?’ vlvzz‘ iszt

larni inobatga elish lozim.

Misollar:
}ISM ik a m=4n=-§ s@am+n=-4; (px =7 anmammipa aan doligananas g ;

Cos"x
S xedx =dz sy 3 P | RTINS

= =|z'+ gz =+ —+C== —tg'x+C.

‘[Ca.r'x .I.{ J 1427} 51-_?1 Srgx+13r-r

[\J!—_!:?)‘(Hz’)

25



At:\' iy [
M et
L has

=[P =
SN

3 7 2 1
4.8 2.5 _:z et ik 2 s Laalee
d:-.‘I: u.-—]': d. g _.:J.-» (,‘_-idg x 5.’:@ x ?rr& x:

dz
B -Cus"x..i.:_-‘ s v S T s 2420,
.\j = _jug ,\-A—-—Sf“‘x_}crg;_ zi— Iz —|——"‘—l : jz {1+ 2 Vdz

.l+-21

=2 dz— [ 2 ds 2 1 2 cectenty lr!g"x lcrgs.un(.’
] N, O L TR U P At i .
] 23 % 2 Y B
.d-'
=letgn= sj= [—LEZ =1+ 2)'dz = -[dz~3[ e =3[z [dz
5

1+2*

ENr |
= —gigz—cig’n— -_-(‘.rg'x —;:l‘g’x +C.

p dx a (11]1-:)' ) z A
i =qgr=of= Iw—!(ln‘} dz:jdz+2!zd’z+jzdz-

<

Q

_3_ Do ceins St Lo
-_-—i -;- C—i’gx-i--a-lg,ti-—s-fgx-rc.

dz
af— & 1_,,13 (1+27)de _ {l-v:rjd‘z
“ Sir'zcos x =hex=j= l‘_'__ ) jz(lfz] z
Vl+" -\Il
———d-;j—+3[zd'z-t.{z’dz————-—-i-31n|z]4-—v 4=z l,x+3h‘lfsl1+

g ‘x4 —rg YxeC,

3-kol, hfi. Agar [Sin"xCos"xdx da m+n=0 bo‘lsa (m va n lar butun

mazkur  integral, yoki ) ?"g‘d’,\:_[rg"xa‘x (m>0), yoki
o5 X

= etz 2dx (n>0) kabi integrallarni integrallashga keltiriladiki, ular

ndz 1gxqz yoki etgx=z almashtirishlar orqali hisoblanadi.
\L\ﬂllar'

T S [ 3
e 7¢-zz,z‘| ,:I[:t-[;
e

1 2! 1, 4
sz ===z tarcigzC=—1g'x—lgr +
1+2° & 3 g 33 &
~ gt C =




}:dz a—%‘q-%lnrl-l-:’]!-C:

. (T " _| PR R
=-go r+E|nJ!-ic.g IE-I-("——ECI;; x-!-ln’

Z}Icig‘xdx =fc.’g:= :Iu-!{z- )d— —I =z +

1 1
—+C=—=cig’x -~ In|Si C.
2 |Sin x,|+ 2 L i i

4. Agar [Sin“xdx va [Cos"xdx (n>0 - butun son) yoki
[8in*"xCos**xdx (m=>0. n>0 — butun sonlar) kabi integrallarni hisoblash
lozim bo'lsa, sm’;El;{';"‘ﬁ, Cox’x=l-’c%2x ko‘rinishdagi formulalar
qo‘llaniladi.

Mazkur formulalarni qollash natijasida integral ishorasi ostidagi
trigonometrik funksiyalarning darajalari birmuncha pasayadi.

Misollar:
I}jCos‘.rd.\ = Itt’as:x)ldx I(m Id’r + —!Cos?:cb: +— fCas' 2xddx =
=5y »I- Sinlx 4= Ihﬁﬁﬂd ]x+—l-Siu2x+lx+LSin4x+C=§x+i.'h'n2.r+
4 4 4 4 8 16 8 4
+l,5'|'ﬂ4x+c'.
2)f Sin® xdx = jm—cﬁ‘-z—‘dr-zlj’m-lrcmmﬂl——'smz“c

2 v 2 4

3}_[5!:: WCos'xdr = ZI Sin 2xdx =
L (0 Cosaxyx [k % [ Castxde = X~ Sindx +.C.
== —|({1-Casdx)dx =~ | dx — = Cas =——— 4
2 8§ BJ 8 32
4) ICo.v"xSx'n’m’r = Isin: xCos"xCos’ xdx = ljsin’ 2xCos’x =

—CosA, Y
= lfm'—‘ m:ﬂ:— »—j[l-r Cos2x - Cosdx— Cos2xCosdxldr =

2
H%J+%sm".\—%5m4x—i% —{Coshx + Cos2x)dx =
! x+--—sm2r—-—bm4\-—- Sinbx - ——Slnl:-o-c-
I6 2 (2] 26 32

= !—L-,H ésin:x =, t%sm:—!-ésmox +C.

4. Agar fzqat trigonometrik funksiyalarga ratsional ravishda bog‘lig
bo‘lgan ifoda, ya'ni Sinx va Cosx ning ratsional funksiyasi bo‘lgan R
(Sinx, Cosx) ning anigmas integrali [R(Sinx,Cosx)dx ni hisoblash lozim

bo'lsa, unda umiversal frigonometrik almashtirish deb ataluvchi
tg§=.’. dan foydalaniladi, Chunki, bu almashtirish yordamida R {Sinx,
Cosx) funksiya har doim z ga nisbatan ratsional funksiya ko‘rinishiga
keltiriladi,
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Bu yerda, Sing = ——2e - 25 Cpir= ok o =arcigz
e a
Iirg’; S t41g* =

yoki x=2aretgz dan 4 --1391- ni inobatga olsuk,
+Z

2z -z | 2dz
R(Sinx, Cossyde = [ Al 25 |24z
" e J lli—z lt:JJl+z

yerda, R (z)- o‘zgaruvchi z ga nisbatan ratsional funksiya.

Ta’kidlash lozimki, amaliyotda bu alinashtirish ko‘pincha ancha
murakkab ratsional funksiyalarga olib keladi. Shu sababli, ba’zan undan
foydalanmasdan ancha sodda o‘miga qo‘yish usullardan foydaianiladi.
quyida biz 3 holni ko‘rib o‘tamizki, u yerda universal trigonometrik
almashtirishlarsiz ish yuritish mumkin.

1-hol. Agar R (Sinx, Cosx) funksiya Sinx ga nisbatan tog bo‘lsa,
ya'ni R (-Sinx, Cosx)= - R(Sinx, Cosx) bo‘lsa, u hoida z=Cosx, dz=
Sinxdx kabi o*rniga quyish bu funksiyani ratsionaliashtiradi.

2-hol. Agar R{Sinx, Cosx) funksiya Cosx ga nisbatan toq bo‘lsa,
ya'ni R(Sinx, -Cosx)= -R(Sinx, Cosx) bo*lsa, u holda z=Sinx, dz=Cosxdx
kabi o‘rniga quyish bu funksiyani ratsionallashtiradi.

3-hol. Agar R(Sinx, Cosx) funksiya Sinx va Cosx ga nisbatan juft
bo‘lsa, ya'ni R(-Sinx,- Cosx)= R(Sinx, Cosx) bo‘lsa, u holda z=igx,

i dz :
1+=z"

= [R(z)dz T kosil ailamuz. Bu

kabi o‘rniga qo‘yish bu ﬁ.mksiyani ratsionallashtiradi. Bu

2 2
yerda, Sin'x=—5% . = _ 1 va Costr=—\ = larni inobatga olish
T+g's l+z l+1g’x 142"

lozim.
Misollar.

1. ] d’: ni hisoblashda g = = z almashtirishdan foydalanamiz,
Si 2

2z Y 32t . 1
Sin‘x= === ni vi = P i
% (l”’] Gaay T VR de=romp i inObalga olsak,

L. S U+2 1 (14427 462" 4425+ 2%
Sin'x 16 gF R P dz=
_ A fdz 1fd: 3rdz 1 1 ; 1 13 gt
TR =l Ry R ry Zdz+ﬁ _dZ='"‘64—___.|—E;+EIn|:|+—§-+a+C.
yokiz ni i bilan almashtirsak,
.I.Smx lﬁ(zﬂg —+2cfg -"6]-"""3" -2’ ———".5' ".‘ -C.
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2. js‘z*g"”)“"’ ni hisoblashda ham ¢ §=z almashtirishni

nx{4 + 3Casx)
qo’llaymiz:
2+-2:- a
J- (2+35mx) o 142° 2dz j-{,.+-+ljd“‘z'+zrl=£ Bz=+D
sinx(4+3cosx) 6+ J(I—zlj_‘?_:; 1+2* =zt +7) ‘zr:’+?] z 2'+7
1«28 "1+

dan, A= 1/7, B= 6/7 va D=1 larni topamiz. U holda:
(2 + Sinx)dx 2 dr 6 p 2zdz dz

P —— ===+ 5—+ j’
(4 + 3Cosx)Sinx 7 7422 +7 T+

= —lnfzf+ —!n[: ++

X

5 g-

] x 2 -
—In(7 + 12’ = 1 +C.

R i

2 £ 2.4 9

clg-tme+C==lnlg =

YRR TNR

j% ni hisoblashda Cosx=z almashtirishni qo‘llaymiz,

SinxCos*x _

chunki (-Sinx)’= -Sin'x. Simx=i-Cos'z=vi-=* ni va —Sinxdy=dz dan
dr=- f?" ekanliklarini inubalga olsak, quyidagiga ega bo'lamiz:

dz
I
I (-z:?

I.‘)‘m xCos'x J ;} = _;'zf V1

1 Com 3
I— =Inje I, c.
SimsCos's Cost 28in'x 2 2

ni hosil gilamiz.
4. Cos’ xdx
'[ Sin’y

ni hisobllashda Sinx=z almashtirishdan foydalanamiz.

3 2 fs
jfo.?‘jrd.x=j(.a:.rCos.rdr [( )d‘z Ig;_jd_;“':_% I C=— 1 . | C
Sin'x Sin'x z z 35in'x  Sinx
5 [—% i I'ISObLlShda tgx=z almashtirishni go‘llaymiz,
I{l + Sin’x)Cas'x & q L

chianki integral belgisi ostidagi funksiya Sinx va Cosx ga nisbatan juft
funksiyadir.

dx
dx j Cos'x J' d= _ (i;z"}d. J' »
1+ Sin’ t]Lax: 1+ Sin'x = z:_ 14220 2 2 i+2:
142°
Il d _= 1.1 z [
mE +EJ[ T o =5 szn!gT +C= E:gr+—£-arug[v’ifg\') +C.
2 NE V2
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1. E.S‘inflem'.l'xdx
2. [CosdxCosdxdx
3. ISin}:SinSxdr
4. !ans-{Cosid.'r
4 4
5. [SimxCos2xCos3xdx
6. [CosxCos2xCosSxdx
7. ]SinSxSIn-;dx
8. ]Sinisinﬁdx
6 6
9. [CosZcosZux
R
10. [Sinadx
3. [E‘os x
dx
3% ISin°x
dx
33.
% | Cos'x
34, JSin :Ir:fx
Cos"x
35. ‘[Cos_ fdx
Sinx
36. | Caal‘ jm’,\'
Sin'x
dx
37. —
I Siin' xCos"x
dx
38, Sin"xCosx
dx
39, [——
I SinxCos’x

MASHQLAR
11. [Cos’xdx

12. [Sin’xdx
13, [Cos’xdx
14. [Cos’xSin'xdx
15. [Sin*xCos’xdx
16. |Sin*xCos’xdx
17. [Sin*xCos’xdx

18. [Sm’xCos'xdx

19. ;%;i;j—‘
a1, IEﬁW
42, [ug*xdx
43, Jig'xdx
44, fetg“xdx
45. [etg’xdx
46, |Sin'xdx

47, [Cos®xSin"xdx
48. [ Sin’xdx

49, [Cos*xSin'xdx
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21.

23
24.
25.

26.

52.

33,

54.

36,

57.

j Sinvdx
Cos'x
I Cos'xdx
Sinx
!- Cosxdx
Sin'x
Cor'xdr
= Sin'x

jv(,'a,e‘zdx
~ Sinx
] Cos’xdx
-;.S!'n x
_1‘ Sin'xdx

' Cosx
j Cos’x ‘ﬁ.f Sin’ xdx

Cox'xdx
I Sin'x
dx
Isus
i dx
! Cos'x
dx
Sin'x
I dx
Cos’x
[
Sin'x
ES 95inx)dx
j Cosx(2 +35inx)

ax
I Cosx(i~Sins)
dx
f Cos:x(i:'— Cosx)
Cos' xdx
Sin'x
dx

Sin'xCos'x




dx

dx
I . [Sin*xCos*xds e
jSm‘xCo.s".r 50, fomtsCor's 60 I(HCM‘;JS:‘N’;

1.6. Algebraik irratsionalliklarni integrallash

1) [R(x",x"...x")dx kabi integrallarni hisoblash lozim bo‘lsin. Bu
yerda: @, f,..,y - kasr ratsional sonlar bo‘lib, [R(x*,x’..,x") esa, o'z
argumentlariga nisbatan ratsional funksiyadir. Bu xildagi

irratsionallik ~ x=z", dy=nz""dz dek almachtirish orqali
raisionallashtiriladi. Bundagi n, &, f....y kasr soniar maxrajlarining eng

kichik umumiy karralisidir.

2) [ 8lx, ("na} .Em‘j i .{a”b)’]dr turdagi integralni
[~3
mtsiona]lashtmsh uchun (bu yerda ham a, 3,.., 7 lar kasr raisional sonlar
va R, o'z argumentlariga nisbatan ratsional funksiya) -——M+:T=z
ox -+
+h

almashiirishdan foydalanamiz. Xususan, ning o‘mida ax+b

gatnachganda ham ax + b = z° almashtirish qo‘llaniladi (r- &, 8....,» sonlar
maxrajlarining eng kichik umumiy karralisidir).

1-Misol. | Vs
Vi -l
Yachish,
I
s o vds w2,
N le _x: RER(ES))

=_5j—:'t..—-6j|z iz fzm-ld-—]a‘ *{"'“““"‘"“"L'l"’ “;I =

‘-—6r- J“_'_ l .\+‘x+]nr\u-—-lﬂ+ﬁ

2
2-Misol, [-pe—2———
'[\.n' hl'r_rvr}
Yichish,

=zt |

dx | v i 62"z _brdz ¢ dr

f'\l’?(‘-’h:!x)[z, ' r pE P ey
ﬂl’ |
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¥

s UrEmal _od r & _Gili—6infz+1|+ C= 6lal——|+C=6hn -c.
H(1+1) z I+z z+1 Yx+1
—1=z
. Pdy b=l (e 2dr e s B
Yechish. h—;_:-.;= e —_[—t-—-—_zj{z +22° 4 )dz =
z\:‘JI -
5
=20 % +z)+c--(x-nJ 1——(: Wr-i+C=
=24:—liﬁ+~(:\'—1)+i]+ﬂ
5 3 L
4-Misol. [¥2=34
X
2z-3=z |
[t : A
Yechish, [YE 4o AL AN ] E
x *=E(3‘,? 34z L2
't =zdz
s dz 1] z — G J‘.’_;—_l
_Ild:-bj 3}1‘32—22--——:m‘fg?§—+£‘:lilz-a-j;ﬂrng 5 +C.
5-Misol. IT'-"’—
(l+x]i—\itx
Hl-rx-r. 5 i
Yechish. | aflex=st |< [ S8 _g(zdz
’(1+x)‘ Jiex 2 -z z-1

I@Mﬁ ¢ +1+—)dz=n[-——+z+ln]z-\'|J+c = WTox + 64er
+51ni~JI+x-1]+C.
I 2

6-Misol. [H’_id
x
T+l

Yechish, ”" dx= .1“ Jplo2t dadz Tl
f R [i+:’z{!—z:}’ e

E0 A . -
(z=1)(z+1){z* =1)
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Intzgral belgisi ostidagi funksiyani eng sodda kasrlarga ajratamiz
; 4

z=1 z+l z"+1

(z=Mz+1}z" +1)
Az’ + Az v Az + A+ Bz =Bz =B+ C2' 4+ D2 —C2
1
A==,

2 A+ B+C=0. 4
' A-ED=1 g
z kL By
z:d+B-C=0, C=0,
e 1o =
L:d-B-D=0] p_1
2
Xl [ d  dr g 2dz
=1 z+1 12+

Demak,
z+l
=lnjz + Ii!-lnp ~1|-2arctgz+ C = ln’%'i—z.arngz+c‘ =
—+C=

[x =1+
=2areig -—-—1*(] (Y ikdac £ dl?t' ch“_v
X+

Ix=1=vx+1
= iy
!nfxurx’-!l-?amg el P03

' Ve+1

=
fx=1
yx+l

=h!
x—1

i =1l

,Y.\'d.-] |

3) [R(x.vax +hx+c)dx kabi integrallami hisoblashning ayrim
hollarini ko'rib o‘l.dmi?
——=——— ko‘rinishdagi inicgralni hisoblash lozim

a)  Agar [-—
Vag shric
bo'lsa, u yerda kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratilgandan so'ng

mazkur integral jadval integraliga keltiriladi

7-Misol. j i w:-z&
d == In x-r—3)wv'.r’fb.r+251+(.'.

Yechish,
S IJ; +6hx+ 25 '[ le+d)y +16

8-Misol. IT-==4
5-xi-dx

Yechish, 2 B . SR
echish ij_x ‘[J s v IJ-_-I(HZ)"ﬂ J.‘Jl—g_(_‘-+2),

2
+C.

X
= aresm =
El
dr ko'rinishdagi integralni hisoblash

Ax+ B

b)  Ushbu j—iiee
Vax® +bx+c
uchun avvalo, suratda kvadrat uchhadning hosilagi 2ax+ b ni ajratiladi

keyin u lkl.a,la‘ integral yigindisiga ajraladi. Ulardan biri, darajali
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funksiyadan olingan integral bo‘lib, ikkinchisi a) bandda qaralgan
integraldir.
9-Misol, X t8dx

TNt ax4d
{bx+ I] T
Yechish, j (3x+8)dx I Id{3x_+x+91 .
ic+x+9 NErs +x+9 2? 3 e x9

:{x-r ]-i-‘ll(x-l- ) 1-1-561

a-léj & =+43x +x+9+— _I_rl

2 3
3[{x+1)’+m] 24
6 36
+C= 3x’+x+9+—s—ﬁ1n1(x+l]+ x’+lx+3l+£‘-
&k V3 i
10-Misol. |-Cr=0
=13z =54
I 13) 2 o P
Yechish, [T 22, :
Ji-13x-5¢ Ji-13x-52°
__lj d(l-13x-5z') 19 dx =
7
2 Jicizz-sd 2 J_s(x,+1_§1_1]
55
x+n-
==yfl-13x=5x" = L I~r—_n-_—g:-==—wfl—13x-ixz -Efj—-an:si!l 10,
W5 ey . 13, 10 V189
\I__'_(‘+_'] .
100 10 10
sCofimtinosnt B 102413
10 Jisg

% ; dx
. dagi [— &
) Quyidagi | PR g

=z almashtirish orqali uni (a) bandda ko'rilgan integralga

integraini  hisoblash uchun

keltiriladi.
11-Misol. [————u_
Ix I)J_ l+x=-x*

Yechish. Uni hlsublashda

TR
2

Agar x= h— dx~—— Vlex=xt Jl+l+—-] S M-l
z

ekanliklarini mobatga n]sak quyidagini hosil q:larmz

i yoki x—1= -l- dan foydalanamiz.



dx zdz d= P
=—]z =- =— £ =
J{x—ln\"r]—'-!—.r’ J z'v'rz‘—:—l J'1.1“':1-z-] JJ{Z-I}’-S
2" 4
B S T AT IV 1, 1|
--Illjf-—'z']+J(Z"5) = I:_—lj ———l—l.+("=

hhh-nd’:—u--ﬂ

| 2(x=1) |
12-Misol. [
33
|
f_.,;.]..d_1=-_f
3 z
Yechish, J—r‘.{tmw's-r-r’.—:sf%
215 4 37 | <
] -
15 ~3x° o 2 ED
1 =d 11 (dGE+n 1 T
e LA . ...E‘=.,__.=.+ ‘--..-——2-«:.3 +!+C!--—Irr“‘% +l+C=
i sl e e 5d3Yx
\{5vx = 1 \'r|_5+.7;;
——— = —— -C
Sadx 15 x

4) Endi, Jax +sx+c ga ratsional bog'liq bo'lgan umumiy
ko'rinishdagi  [R(x,Jar’ +bx+e)dx ni  garab chiqamiz, Kvadrat
uchhaddan to'la kvadrat ajratilgandan so‘ng, ya'ni,
Fdee g xs %:z. dr=d: deb  belgilashlarni

axt by f=u[sv—£~)= -

2o da
kiritamiz. Natijada, dastlabki integral a va (b"—-fac) ning ishoralariga
bogliq holda integrallardan birini topishga keltiriladi:

a) Agara>0va h’-4ae<0 bo'lsa, u holda

jR(,r.va,z’+bx+r;).i\'=j'£,(:.\l'rr;’Hﬁz")d’z , bu yerda a=»' |,
b' -4
--—-4—£=m

d

Mazkur integral z:ﬂrgr almashtirish orqali [ R (Sint;Cost)dt ga
"

keltiriladi.
b)  Agara>0, b’-4ac>0 bo*lsa, u holda
J-R{x.\u".:r?' + bxw—c}d.r=j-R}{:. itz —ar )iz kabi bo‘lib (bu yerda: a=n1,

: o dae , - m
ot e ), uni I RSt Costiit ga  keltirish  uchun  z= M ect
L

dae
almashtirisidan fovdalaniladi.
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Agar a<0, b’-4ac>0 bo'lsa, u bolda IR(;.J&P +bxc)dr=

<)
=iR,(z,dm=—r:¥"}dz da z=ﬂshl (yoki z="Cost ) almashtirish
n
qo‘llanadi. Bu yerda : n’=-g, m _-b ;4°c>n.
4

Yuqorida bayon etilgan almashtirishlar, odatda, irratsionalliklami
integrallashda trigonometrik almashtirishlar deb yuritiladi.

13-Misol.
150 Im
Yechish. Uni hisoblashda x=2tgt a'mashtirishni qo‘liaymiz. U holda

24t 4
=

nlx:-—— 44 x
Cost as1

Cos 1 2d
ox't : [Cﬂsfd-‘ = %Sinu- C= %S&'n(am.‘g%} c

]:F(,;‘.x 7y i{'Z"cns iR
Agar Sin(, )=
g in arctgz) m
dx x

I' = .1.-,.=..+ C
;j(xt-rx')‘ 44445

14-Misol. ja%:

ekanligini nazarda tutsak, natijada

=25int
J- 2Coxdt l dt - —.‘gH c.
Cos't 4

Yechish, s - o e
S j 4——,(‘):;4-;‘ dx = 2Cosd 4Cos:.rZC‘usr 4

x .,||
Agar St = va Cost=1=Sin't = 1 - ekanhglm inobaiga

olsak, r=—=—. Demak, [—%~ L S
%, @ Ja-5 j(4-x°;. d-x' dya-x*
15-Misol. f—!—_.
(x7 =100 10
Jio almashtirish

=
Cost

Yechish. Bu integralda x=i0see: yoki

10 sint 2 2 N .
——’ va x‘~10='2‘5_“f’ lami o‘miga qo‘yilsa,
057t

bajariladi. Agar dx=

quyidagini hastl qllalmz
I < mﬂx 10 Csﬁ-‘f—l d;?::’:h 1ﬂ.l'mt CFI!ﬁJxxx,m S
16-Misol. jm
x4+ 1= digi]
Yechish. IJuthr:[ e iy 8
Wilx+1) +16 Cos't
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c) Agar a<, b-4ac>0 be'lsa, u bolda IRlx,yrcL-t:!-b.\'+:)rf.\=
=R (zNm —n'z)dz da z=Tsine (yoki z="Cost ) almashtirish
n n

qo'llunadi. Bu yerda : n°=-g, w* = —L:ﬂ'ﬁ >0.
el

Yuqorida bayon etilgan almashtirishlar, odatda, irratsionalliklami
integrallashda trigonometrik almashtirishlar deb yuritiladi.
13-Misol. jﬁ.!*__,

Y4 xl}'
Yechish. Uni hisoblashda x=2fgt almashtirishni qo*llaymiz. U holda
241 2 4
dx= s 4 xt = —,
Cos™t Cos’t

Cos't2dt _ 1 1. 1 P -
Iﬁ = I T = :] Costdt = :S'lm.d- C= ;Sm(an.‘g;} +C.

Agar Sin(arctg ) = ——ekanligini nazarda tutsak, natijada
2" J4+x
dx L. %
[ = e 4+ T
3[4 +x'y 4044 xt
14-Misol. [—%
(4-FWa-a2*

- - = v.—lg.' +C.
ACos’12Cost 47 Cost 4

=25int ’! !. 2Wosdt 1 _dt

Yechish, [— % ____ “ .
""""_Iu—x*)]a.-;f dx = 2Cosd
Agar St =% va Cost={1-Sin' = 1-% - —_"1;’" ekanligini inobatga

olsak, rp= Demak, L S
= :?:: e I{a. xm 4 4—:’”:

15-Misol. ]'__?,u, - m)" —

Yechish. Bu integralda x=+i08ee: yoki :=g‘_°; almashtirish
[IL7

bajariladi. Agar dr= J(‘:_“'"‘ va o025 o o'miga qo'yilsa,
os’t

quyidagini husﬂ qilamiz:
Cosdt 1 rd(Sim) 1 1=

-[ X' wﬂf 10 ml Surt m St sm w0
16-Misol.
jj(x‘u»m‘

o4 1= drgl
Yechish. _[ dx S adf =
oy ey e B
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4dr

-I Cos't =—-Il’.‘a.ﬂd|r-—5mt+c‘ELSM +C= ——J,.-r‘f--.-
v]'?'-!g t
chl'
x+1

1 4 1 x+1

=— +C= +
i6 x4l 16 % 425417
|4-[-‘ ]

17-Misel. j\l'— f 61?{."1

Yechish. [V-x'+6x+7dc=[y=[xr=3) ~16jic= [ 16— (x—3)ux =
f =
pr 3 48’"‘!_1(:.[@, tdt = 8 (1 + Cos2e)dt = Bt + 452t +C =
d\—l'n.nadt[

!.!'l'nl = 23
4

—{Casrn \."?4-6:-;_" - Sarcs \'—3_'_21(—3 V46—
7 Sin

LS
4 4

1
’l = nn'SmJ—-a-
4

‘-SanSm (x 3} ?-.—6;:-:
18-Misol. 1- (r+4‘r."r

r+"x3

Yechish. J- fx 4 d)dx _J- (x4 4)lx
.: +Ix-8 \f(xH'l‘—S

L) =("a:n‘
=

i 38imdt

l Cas’t

( 3 i 38imdr

j Coxt Cosz’t . I(H-Cnr]dr

ft dr “ Tt
3—ms3 = Jrgt+ dnlgi—+
ERE Caos't I(.‘n‘\'z.' i ;‘[ Y 2 AT
Cost

3 5 x4 leSint
Bu yerda, Cosr= —— Sim=dX 1258 7 0, 148
¥ - x+l " x=+1 {4 1) Cuost -
x+l

_oxtlaalat 4 20—

larni e’tiborga olsak. mazkur integral oxirigacha

hizoblanadi.

]- (x+ d)dx _\;mvz‘mlfiuh o 2x-4
\‘r; +2r=% |

+C.
3

»  Eslatma. Biz bu yerda algebraik irratsionalliklarni
integrallashning  Eyler almashtirishlari, differensial  binomlarni
integrallash, giperbolik aimashtirishlar va boshqga usullarni yeritmadik
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Kitobxon ushbu va beshqa usullarni oliy matematikaga bag‘ishlangan
kopgina adabiyotlardan mustaqil ravishda o*rganishi mumkin.

(]

MASHQLAR
v xdy dx
I‘J}?ajf I v iy o
3
w;d.\:’_ 16. i F—5dx
fx +yx x
dx N3x + ddx
7 e
J'J_ '\.".’t ¥ i x*
[xd N
= T e
Vx +1 Wx+2-4
dx -—-—-——dx
et e T
‘l\-‘.c']+ﬁ]‘ 19. G422y -e2x
{*-v.r) dx Jrrl+l
20.
= I,&H_]
(\‘r;‘*'vn*\";'hfx !_-1-1
21. d
] e \r2 x .
4xdx ],_ﬂx
22,
II{J;"'\-\) I\"? S.t
'\.Id.l
J-l'i--n.‘r_ 3 'J(I-J-r
(xxhu'r_)dx +x
24, =2) J—d’
I e -'\u‘x 5{1 Vi-x *
(x+¥x" + 4x)dx (2+ 5+ 1)dx
I 25, f——IT KL
x(1+4/x) xrl) = vx#l
(Vx=1)dx (3+vx+4)ar
ey 26,
M (x14)Y ~Vxi4d
xrlx 27 a‘_:
1442541 ! Q(1+x} (l x)
dx dx
2+4/x-3 \.l(x-'-]_]_(x_ 3
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29,

36,

37.

38,

39.

40

41.

42,

Nea®
jx=1
fxu.x—ﬁdx
e
j JT} +5 ]
dx
[

vidx® 29x+l

I'__‘f"____
S5+13x+ 84\‘}

<

dx

—_———

TVl Sx 46
. dx
T
de
I Jo-x—x
dx

N Tpcr

xilx
Ivzx“ +5x+3
2- 3!)«'(
==

I_____xd'x
\!3__3:—23:
(2x+5)dx
T



(3x = T)dx ; dx o x'dx

43, [ 49, [—————— L ==
Vax - txrl 2 J9Jr+11«'\hr‘+21|: NICEES)
dx PR
dx e f16-x°
4, [———= 50. !’(‘{4—[) Vi +3x+2 6. fl-ﬂ—xdx
Wi+ x ¥
dx dx (5x + 4)dx
e 51. : 57. ———
= JI"\"T—x= 4 '{(x'—l4)Jx’——14 Vx42x45
46 f%ﬂ_’#sz J—= 58. [Vx-2x+2 d
3 - 3x = Y. T e 4 X" =Zdx+e dx
(x=2Y v3x" —Bx+3 Gox)i-x
- (3x+ 2)ddx dx —_—
. T W e T 59. —4dx
57 | 53 J‘r—l_x‘mﬂ,) J'x
_____":.f.\' ]' d"‘x___ 60. | qx—_.—._—_
i 2T 25+t B V16 +x%)° © -3z 2

1.7 Giperbolik funksiyalarni integrallash

Giperbolik  funksiyalarga nisbatan ratsional  bog'lanishdagi
funksiyalarni integrallash ham aynan trigonometrik funksiyalarni
integrallashga o‘xshash olib boriladi. Bu yerda, quyidagilarni inobatga
olish maqsadga muvofigdir:

sham® ;" {giperbolik sinus),

che=" ;" (giperbolik kosinus),

= T2 (ainerbolik tangens),
=

cthr = 5::{ AT - (giperbolik kotangens)
5 el -

clfx—shix =1, ey s shZx =chlx,
shlx= %(c}l!x =1 chix = %{('-‘:2.\’ +1), Sh2x = 2shvche
Shuningdek,

Agar 3 =tbo‘lsa, shx= 2!} 3 cff.t=1+—r: va dax=2%_dir,
2 1-1 - )

-1

A g ] G Ly, 11 1 1.
1-Misol. fn_b xele = -:;j(chu + Vyedx = :;jt.x + 55_{(3":3:3(2:) = -2-x+ ;MZ:-{-C‘.
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2-Misol.
3
Isk3xdx=Ish"‘uhx.ir=I{Lﬁ!x--'l)d(ciu}=jd|1xn"(r.‘1x}-[:f(uiix}=§ﬁ—dlx-+ {0
* 3
. 2 1 - il 11 1
] W2 ech? L T o ik L i
3-Misol. ].sn xch” i = 41‘“’1 2dx P EJ(EM:( Ddx . 4.!.#4.\‘ 814 C
1
=-'-(l—xh4.r—x]*C.

pch ' —sh” x)udx

4-Misol. fd ey -—EE&“ jsk’ _'F.-:J'J i =cthe=thx+ C .

W th? cshxde " = Nshxd:
5-Misol. [eh’vdr= J" LIt o r Dshny
ch'x ek’ x

o [.c.ll.(dx j.rk.tdx : J-dl-'.:-rlﬂ —!'rl‘:"::a‘{c-‘u) i h"i"'":"‘i s
che ch’x onx lc.ﬂzx

6-Misol. | 8 o hisoblashda, hZ=: almashtirishni
shx + Zehx 2
qo‘llaymiz. Agar shx+ khx:]—hﬁ+%=-2‘rl+—:l}- ni inobatga olsak,
natijada:
X
| = -] = ol S i L o - +i+C
shx+2ehe P +r+1 3 1. O3 - T e
3 +ft+ i]
MASHOQLAR
hxdx
1. [eh'xdx =
[ ; H ehl2x
2 fokixis 2. ._s{txr:km’,\:
sh’x+ch’x
3. [eh'xdx 13, [sh’xch'xdx
4, [eh'xchxdx 14, ﬂlf_lj_x
Vi=x
5 - dx
3 - 15.
I shxch’x f chxsh’x
1 dx
6. Jeth'xdx 16 [
/ Ishx + dchx
7. [k i
6=5chx
8. [eth'xdx 18, [xthx’dx
[
9. jm 19, [(0x+T)sh({5x* + Tx+S)dr
Ol il
10. ]h}rx-'-kﬁx 20. I

sh2(4x' : ‘-);



2. ANJQ INTEGRAL

2.1. Aniq integral tushunchasi. Aniq integralning asosiy xossafari va
ugi hisoblash

1. Aytaylik, y= si») Funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo‘lsin. SHu kesmani a = x,x,%...,%,,,%, = b(x, <x, <..<x,) nuqtalar
orgali wzunligi Ax, = x; —x,_, (k=1,2) bo‘lgan » ta bo‘laklarga ixtiyoriy
ravishda bo'lib chigamiz. Har bir [x,;x,] kesmada £, nugtani ixtiyoriy
tanlab, funksiyamng [a,b] kesma bo‘yicha n-integral yig'indisi deb
ataluvehi

§; - ‘E_%f (3,)Ax,
ni tuzamiz.

Ta'rif, Agar [« ix &k =1m) kesmalar ichidagi eng katta uzunlikia
ega bo‘lgan kesmaning uzunligi nolga intilganda, S, integral
yig'indining chekli limiti mavjud bo'lib, w limit [a,b] kesmaning
bolaklarga bo 'linish usuliga va &, nugtalarning tanlanilishiga bog 'liq
bo'lmasa, u holda u limit 0'q f(x) funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha
anig integrali deb ataladi va i_,f (x}ix kabi belgilanadi, ya'ni ta'rifga
ke 'ra,

) im0
ift.r)dumiﬁwﬁf\suw

Bu yerda [a;b] - intcgrallash kesmasi, @ va b lar mos ravishda gn'iq
integralning quyi va yuqori chegaralari, x esa integrallash o‘zgaruvchisi.

2. Endi r(x) va pr) funksiyalami qaralayotgan [a;b] kesmada
integrallanuvehi funksiyalar deb faraz qilib, anig integralning asosiy
xossalarini sanab o*tamiz:

1. j(;ﬂ,\'ldx=cj'f(.t}dx (C=const) . ya'ni o‘zgarmas ko'paytuvchini
aniq intc;;ral bclgisiddarl tashqariga chigaiib yoziladi.

2. j[f{l'}iu'fxllih=jf[x):jmxh.‘: . ya’ni ikkita funksiya algebraik
yig‘indis‘ining aniq in‘tcgmli‘. qo‘shiluvchilar integraiining algebraik
yig'indisiga teng.

3. I Six\dx=0. Agar aniq integrzlning quyi va yuqori chegaralari
o‘zaro tc;1g ba‘lsular, aniy integralning giymati nolga leng.
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4 1;(;;;#.—4; x)dv , amig integral chegaralarining o'rinlari

almashunha uning qiyvmati teskari ishoraga o"zgaradi.
5. Agar ¢,[a:h) dagi ixtivorly nuqta bo'lsa. u holda quyidagi ienglik
har doim o’rinlidir (anig miegnhmg addlm lik xossasi):
Iffx):b: = F_,I’LJ:J'.\+] flxeiax.

6. Anig 1ntegmhmg q1ymat1 mlegmlidsh o' Zgaruve chisining
ko‘rinishiga bog'liq emas if (%)dx = j {y)dy = [r(nm =.= [f {e)du

-

Agar [a b] kesmada tp(‘c)<ﬂr) bo‘lib, a<b beo” iaa u holda har
doim [u{x;dté]f(x}dc dir.

8. Agar [a,b] kesmada f{x) = 0 bo‘lib, a<b hc'isa, u holda
i‘f(x).i:zo dir.

9. Agar f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz bo'lib, a<b bo‘lsa, u holda,
mu,-n)si',r(xaaxs.ar{h--au. Bu yerda, m va M lar f(x) tunksiyaning [a;b]

dagi mos ravishda eng kichik va eng katta giymatlaridir.

10. Agar j(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda shu
kesmada hech bo'lmaganda shunday bitta x=s nuqta mavjudki (a<c<b),
har doim quyidagi tenglik o 'rinli bo*ladi:

[ £(x)dx = f(e)b~ a) (0'1ta qiymat hagidagi teorema).

3. Agar F(x) funksiya [o#] da f{x) funksiyaning boshlang*ich
funksiyasi bo‘lsa, u holda aniq integral, Nyuton-Leybnits formulasi deb
ataladigan quyidagi formula orqali hisoblanadi.:

[/ ida = bx ;i = F(B) - Fia)

Endi anig integralning xossalari  hamda Nyuton-Leybniis
formulasining qo'llanishiga doir ayrim misollarning  yechilishini
keltiramiz.

[E}

3 :
o 1 [
1-Misol. |sin2vir=- 3 c:-.\31| X Corn - Costy =~ Lmi-p) =1.
) W 2 2

- ' z
— :mriul = dreSin—~ areSind = -,
Vi6 =it 2 f



(3]

L

3-Misul. Agar jix)= !':_"1 0LX51 abi bo'lsa, jf| x)dx hisoblansin.

¥x mlEx=g2

Yechish. Aniq integralning additiviik xossasiga binoan,
W 2 3 .ir__3=1(4».r'i-l_|.
g 3 2

|
Frf,\gfr-j'r Tld"[rlA}JX fw‘f’l I\.’\ﬂ’t”'—i ~--r’

1
3

4-Misol. _{

= -‘I'H.'fg.\i = mur-u I-are ral =
o

l”'||

5-Misal. j’_'“ .{i’f"”" lrn!-.r_-] =h2-l=h2
1+ " i+x q
1 —
6-Misol, {1+ v & baholansin.

Yechish. O'ria civmat hagidegi teoremaga binoan,

1
i T
_;'nsl—x‘a_x:\'ld.-‘_, . D=l

Ammo 1< 1+{ <72 ligi uchun l\-.j\":?d..-z-ﬁ; L4

HARHQLAR
dx = 2 = o Sl
“‘_1: T 9. Jirr ada 17. 'n[- i
sl Ly i
J i - 10, [—=— i8.
[ i1 19.
g
e ]
[ iz 20 J:,'fu‘::’:.‘
s xin = ] U
$) o
]' oy i3 21 j.\.ﬁ"\:.".r
Siae 2.
l s
22 .
£ gl 2
(JCoss-Covizar 15 [OVR eNZR0dr 23.
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Yechish. Uni hisoblashda g % =z almashtirishdan foydalanamiz. Bu

yerda s de= ‘_dzﬁ',CUF-Y = :-—?;~ ¥»=0daz=0va x= ?.{ da z=1. Nﬂﬁj‘dda.:
l+z" =

]:-d'\— _{ aret, = e ars ¥
33 42C0s 5zt T gJ_a ‘,«'; ng

1. Aytaylik, u=u(x) va v=v(x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz
diferentsiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin.

Ushbu ~ [udv= u,iz ~{véw formulani bo‘laklab integrallash formulasi

deb yuritiladi va uning qo*llanilishi aniqmas integraldagi mos formulaga
o‘xshashdir.
I
6-Misol. Ix’ I+ x'dx
. = arccosx Edv=a‘x
Yechish. Inmcosxrﬁ:: B dx
L Jl -t

L L oxdx
= xarccos x -.-j =
Sall=

=X

=1-arccosl - 0-arccos0—yi - x2 :): 1
7-Misol. [in® xdx
I Et:='|n1x it = b x|
Yechish. j]n:.rdx=1du =2 r%‘—‘ xin“xl:—?jln:d‘.r= eln’ f—Zj!n adx =idu = ﬁj'tl =
g ve=dy,v=x| o ; v=x ‘%

=c-]{x1n xt-.!.dx:l = l‘.’-2!_¢!!1 e-1lnl -xﬁ] =e-2e—e+l)=e-2.

T

b |
8§-Misol. j xCosxde

= x,dn = :.Fci
Yechish, IxCosrdx = ldv = Cosede | = xSuu'{/ Iﬂ‘urxd: == Lu.u
0

|v = Sinx 4

9-Misol. [ v'e'ds

=x"du=2xd bt = x, ehre = el
Yechish. Ix‘e‘dx- v=etde u I—QIu‘d'r-Li

=g
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1

Tl w 3
=e—2 xc'io--]c’zh :—c-?lz--u ! |=e=2He-e+l)=e-2,
h Rl

A \ [e,-'

16-Misnl. j warcigrde

Yechish.
[ﬂ = aretgyi
|f¢.’n = a'T_,
Imr. tgvdz o | lex =
- ut = vy
e |
lx 1 lx m | m=2
24 3 24 A2 &
MASHQLAR
1 l] l— cf,\' .
- e N R T
A 2 g
5 5=2Cosx
3. 13 _i'h Yxdx
+ 4 I Sin/xdx
B 15. j'ﬂn-.-g i
6. 16, |
I:

i 17 f.\ In(1+ x* Jelx
8. 18, _‘,'[.\'-m."'n’x
9 18,
10, TW2x—xen 20

1
J arcSinxdy

ix" In xelx

o

-J:I:S inxdx

L arcsin xXdx

v AWLERA

¥ Cossdy



2.Quyidx aniq integrallarni hiseblashni yengillashtiradigan ba’zi bir
omillarni keltiramiz
a) Agar f[x) funksiya [-a; a] kesmada juft bo®isa, u holda
[ fx)dx = 2] f(x)dx
b) Agar ffx) funksiya [-a;a] kesmada toq bo‘lsa, u holda
[ rdx=0
1-Misol, 'n x| dx hisoblansin,

Yechlthntcgrnl br.]gm ostidagi funksiya f{xg|x|- juft funksiya
bo‘lganligi sababli, I|qu. ?J xidr= zdex x'lo—l

2-Misol. ;@ ning qiymati nolga teng, chunki integral belgisi

ostida tog funkazya ishtirok etmogda.
A il
3-Misol._ | CosxIn( ]—-‘—J—)dx
¥ 1-x

Yechish. Bu yerda Cosx juft [unksiya, f(;-}=M{Fi) zsa toq
E=1F

funksiyadir.

Hagiqatan ham: f(-x) = ln(—;-inf'ﬂ‘) = 1'” =~ f{x}

% =

Demak, integral belgisi osnda Juﬂ va tog funksiyalarning
ko‘paytmasi — tog funksiya shtirok etmoqda. Shu sababli, mazkur
integralning qiymati nolga teng bo‘ladi.

Mol [ 2 X e,

)

Yechish. Integralni hisoblash uchun uni shunday ikkita integral
yig'indisi korinishida fodalaymizki, ulardan biri toq funksiyaning,
ikkinchisi asa Juﬁ funksiyaning mtegrﬂh bo‘lsin, ya ni;

) % =
£ s et s R [ Ioalex, TR-6,
7 x -2 f! x "’ :"1 =1
1327 -2) ka2 -
=0+2 a6 x‘dx=n-— =2(v2)' =4
_[ j slu V1) =4y3

43



MASHQLAR
1 Agar  ffx)-juft  funksiya bo‘lsa, [ f(x)Cosnxdx bilan
[f(x)Sinnsdy larning qiymatlari nimaga teng?
53

2 Agar  f{x)-toq funksiva bo‘lsa, }’ S(x)Cosnxdx  bilan

| F{x)Sinnxdx farning givmatlari nimaga teng?

3. fLog‘"t’r Jdx = 2, Cos/ (x")dx ni isbotlang.
4.

=

6. .I,SM nxCosaxdx 1l hisoblang.

7 J’S:;.- v (Cosx)dx mi hisoblang.

g [*— -5‘:”—;14% ni hiseblang.

3. Aniqg iutegrallarni taqribiy hisoblash usullari

Ma'luraki, nazariy jhatden garalganda har qanday wzluksiz
funksivaning boshlang'ich furksiyasi mavjud bo*lar edi. Ammo, amalda
esa, Ko'pincha uzluksiz funksiva uchun uning boshlang‘ich funksiyasini
clementar funksiyaiar orgali ifodalash mumkin bo'lavermaydi. Bunday
hollarda aniq integralni hisoblash uchun Neyuton-Leybnits formulasini
go'llesh mumkin bo‘lmazanligi sababli, uni hisoblashda  tagribiy
hisoblash usullariden foydalaniladi.

LTa s ri to'rtburchaklar usuli
Mazkur usulda integrallash kesmasi [abjni xp=a<x <xa<...<Xp.
<x,=b nugtalar eraali n ta teng bo*laklarga bo*linadi. Har bir bo‘lakning
e h— A 5 =i i Eyaae s
wrunligi 4 ==—" gateng bo'lib, uni integrallash gadami deb vuritiladi.
"
Har b bo'linish nugtasida integrallanuvehi funksiya ffx) ning
qiymationt  ffx i) . fix,. ) nisoblanadi.
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Jj,."(x}dr ni tagribiy hisoblash uchun quyidagi formuladan
foydalaniladi

If{x}dre "Fa[f(x,,‘n- Sl )= fla)+ fix0l
T

2

Mazkur formula yordamida aniq integralni tagrivly hisoblash usulini
to*g'ri w'rtburchaklar usuli deb ataladh.

2.Trapetsiyaiar usuli
Bu holda ham {a:b] oraligni n ta teng bo‘laklerga bo’ linadi va
tagribiy integrallash formulasi quyidagicha voziladi:

j'_f (x)dx= ”2"—“ (xg) S )+ 20 0ed s £ )+ ik

3. Parabolalar yoki Simpsoxn usuii,

Ushbu usulda integrallash kesmasini xg=a<x;<x;<...<Xzn 2%20-1 =b
kabi nugtalar orqali 2n juft son migdoridagi teng bo‘laldarga bo’ linadi.
Agar integrallanuvehi funksiyaning bu nuqtalardagl qwmatlamn Yo Vis
Va,. Y2V, deb  belgilasak, aniq integraini t"qr’b“

1meglalldsh formulasi quyidagi Simpson formulasi deb ataluvehi formuia
bilan amalga oshiriladi:

[ fixyde = -%;3]{{}'., V)Y, b )20ty )l
Tjd"kidla's,h lozimki, mazkur formula avvalgi formulalarga nisbatan
yuqorirok darajadagi aniglikni ta’minlaydi.
1 Misol. [+1+10xdx ni yuqoridz bayon gilingan kar uchchala usulda

ham taqribiy hisoblansin. Bu yerda, integrallash kesmasi 10 gismga
bo'linsirn.

ﬁchish. a) To‘g'r.

i to‘rtburchaldiar usuli  bilan  echamiz.
-2 1-
h=——x=

i T" 0.1 bo‘lganligidan, bo‘linish nuqualari:

%o=00 =001 %0=0.2; %;=0.3; x,=0.4; x5=0.5; x,=0.6; x,=0.7; x:=0.8:
xq=0.9

U holda

Sy =1+10-0 =1
fix, J-J_+".'0 0.1= JE =1414
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Sx)=V1+10-03=v4=2
Slx3=+1+10-0.4 =5 =223
S 3=1410.0.5 = /6 = 2.449
Fix,)=+1410-06 = v7 = 7.646
f(x)=T1-10-07 =% = 2.828
S(x)=V1+10-C8 =+/8 =3
f(x,)=~1+10-0.9 =10 =3.162

3 =22.467
Natijada, [vT+10xdx=0.1-22.467 = 2.2467 hosil bo*ladi.

L) Trapetsiyalar formulasint qo*ilab echamiz.
b- 1
Bu yerda, ~—2 = — =0.05
2n 20
Six =i =y1+10.0 =1

Flx)= =150 1=11 =3317

¥ =4317
Jlx )+ Al )+ 0+ fix,) =21 467

U holda J'\n- 10xat = 0.05{4.317 +2-21 467) = 0.05(4.317 +42.934) =
=0.05-47.25] = 236225

¢) Endi Simpson formulasidan fovdalanamiz.
Bu yerda, 2n=10 yoki n=5

v, =110 0=1
Vo =VIHID 1 =411 =337

> =437
— . st
O PR T RN ro=1+10 02 =1.732
y,elr D 03=2 v, =V1+10-04 =2.236
po 101005 = 2449 v, =1 10-06 = 2.646
¥i- NTaie 0T = 2820 Ye = VI+10-08 =3
» s 320614
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1
U holda [Vi+10xde= ;10- (4317 + 411,853 = 2.9.614) =

1 1 i
=351 0-1007 204105 - 0.1
L

1

(141022 |

1
| =02

T ETordr =

n

élia;-lj;(n,“ %{nJﬁ—l}-—

L(4.317’ +47 412 +19.228) = -L-TD.QST =2.3652
30 30

Agar yuqoridagi integralning aniq vechimi 23658 F:kanligjni
inobatga olsak, Simpsen usuli bilan hosil gilingan taqribly giymatnmg
judz yaxshi aniglikda hisoblanganligini ko' ramiz.

tdx
. =
X
2. jl‘:mxdx
]
3. i:_‘:rn‘gxd:
0 X
4, !r"’a‘x
5 "2 Sinx
. I-—-—a’x
s X
b odx
6 j—
£1+:r

5 ij-l-.t‘dx

Ma’lumki,

aniq

MASHQLAR |
Quyidagi integraliar har uchchala tagribiy usulda ham hisoblansin

8.

9.

10.

11

14,

integral

(integrallash kesmasi n=10 teng bo*lakka bo‘linsin)

2.4. Xosmas integrallar

tushunchasi  kiritilganda,

integrallash kesmasi /a;b/ ning chekli ekenligi va iategrslianuvehi
funksiya ffx) ning mazkur kesmada uzluksizli gi faraz gilingan edi. Agar
ushbu shartlardan birertasi bajarilmasa. «odatdagideky anig integral
tushunchasini Kiritib bo‘lmaydi. Shu ma’noda qaralganda bu holdagi
integral «odatdagidek bo‘lmagany ya'ni xosmas integral deb yurititadi.
Quyida ularning ikki xilini ko‘rib chigamiz.
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2.4.1. Chegaralari cheksiz xosmas integiallar

Aytaylik, f{x) funksiya [a; +0) da uzluksiz bo‘lsin. U holda mazkur
funksiyaning [a; +o) dagi xosmas integrali f S(x)dx, quyidagi tenglik
bilan aniglanadi: J

jf{x‘l.‘k: tim f F(xdx

Agar ushbu h.mzhlmmg o'ng tomomdag: limit mavjud bo‘lsa, u
holda xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi va limit integralning
qiymati sifatida qabul gilinadi.

Agarda ko'rsatilgan limit mavjud bo'lmasa, xosmas integral
uzoglashuvehi deyiladi.

_"f F(x)dr kabi xosmas integral ham aynan yuqoridagiga o*xshash
nniql_:;nadi.
[ (x)dx = Tim, [ fx)dx
Shuningdek, agar f{x) Iﬁuﬂ:siya {-'r:;-i-ao) da uzluksiz bo‘lsa, u holda
umumlashgan xosmas integral quyidagicha aniglanadi:

If{tldx = ] Fix)ex+ }’f[j'bdt

Ushbu tenglikning o'ng tomomdagl har ikkala xosmas integral hamn
yaginlashuvchi ba*isa, u bolda chap tomondagi xosmas integral hamn
yaqinlashuvchi  bo‘ladi. Aksincha, agar o‘ng tomondagi xosmas
integrallardan hech bo'lmaganda birortasi uzoglashuvchi bo‘lsa. o'ng
tomondagi xosinas integral ham uzoqlashuvehi bo‘ladi.

1-Miscl. :'I“h‘
Yechish, - Irr1j—;—1 :—'I=—nm(--u-1-——1 0=l
X ES

Demak, mazkur xosmas integral yaqinlashuvchi va qiymati 1 ga
ieng ckan.

2-Misal. [

Yechish, [

S on) x+1-1
i frtie s S

.]| i ..‘,' ..[ i \_]"’"_
:Iﬂ:l Lareiplh—arcig T} Ean!,l;a-.- T-E-
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3-Misol. -I Cosxdx
]

= b :b il
Yechish. | Cosxdx= lim [Cowrdc = im s.'m1 = itm (Sink- Sin0) = bm Siab
Tt va Bwiw ) besem o

. Lo
i e

Ammo, oxirgi limit mavjud emas. SHuning uchun mazkur xosmas
integral uzoglashuvchidir.

4-Misol. |xdx hisoblansin.

Yechish. Ta'rifga asosan,

' e L 2 . 5o 1
j.xr"la’ar= f.\-e" dx + Ixe“ dr= .]EEJ“-I dx + ah:n ] aedr= 5 __J_I{‘ﬂx_f-' =
- - €

=5 Jm =) Jim (o —11}=—%u—.~“ sem=1)=0,
2.4.2 Chegarailanmagan (cheksiz) funksiyalarning zosmas
integrallari )
Agar fix) funksiya (s; b] yarim ochiq oraliqda uzluksiz bo"lib, x=C
chap chegaraviy nugtada aniglanmagan yoki 2-tur uzilishga ega be'lsa,

mazkur funksiyaning xosmas integrali f flxde kabi belgilanib, u
quyidagi tenglik bilan aniglanadi:
jf(xldx = ul_Errr!"j Flx)dx

Ushkbu tenglikning o‘ng tomonidagi limit mavjud bo‘lsa, u holda
xosmas integral yaginlashuvchi deyilib, aks holda esa uzoglashuvchi
deyiladi.

Ager f{x} funksiya [a;c) yarim ochiq oraligda uzluksiz bo'lio, x=¢
o‘nlg chegaraviy nuqtada aniglanmagan yoki 2-wur uzilishga ega bo‘lsa,
uning xosmas integrali ham yuqoridagidek aniglanadi.

j fixydx = -!.I.'fn] F(xYdx

~ Umuman, [a;_ b] kesmaning biron bir x=c oraliq nugusida
aniglunmagan yoki cheksiz vzilishga ega bo‘lgan fv) funksiyaning
xosmas integrali quyidagicha aniqlanadi: B ’ i

- A
I_,I"lx)d.r = jj'lr]a'.t + j_f{x Jebx
Bu xosmas integralning yaginlashuvehi bo‘lishi uchun tenglikning

o'ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallar ham yaginlashuyshi
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bo'lishlari lozim, aks holda, ya'ni ulardan ikkala bittasi uzoglashuvehi
bo*lsa ham mazkar xosmas intcgral nzoglashuvehi bo‘ladi.

Eslatma: Odatda, [-bandda garalgan xosmas integrailami T-tur
xosmas integrallar va 2-bandda garalganiami Il-tur xosmas integrallar
ham deb yuritiladi.

Quyidagi misollarda berilgan 2-tur xosmas integrallar tekshirilsin.

1-Misol. |4

nvaL

Yechish. f—:‘ = iim j“—‘ =3 lim l.&[': =3 lim (V2 -Yu) =342
e T i aed P

integral yaginlashuvchidir.

2-Misol. [

Yechish.

<~ im fin[3-h~in2j=n2-M0=In2 ==

mtst_r.ra: uzoqldmuvchi ckan.

3-Misol. i"‘"
i

'j_—“"— kabi 2-tur xosmas integraldagi intcgrallanuvehi
LN

funksiva x=0 dz eniglanmagan. Siuwing uchun uni ikkita xosmas
mtegrallarning vig‘indisi shaklida 110da!ab olamiz:
o gy T dy

'.-sm x %n v sy

0°ng tomondagi xosmas nl:.grah'l‘m tekshiramiz:

dy b, - -
| = Im j—== ln h:l.'s'-—

i
SEHA s TwiEIRY sl |

Il} l |
iim |1n0—in| G fﬂ: .
2fa ] 3!

ikkinchi yosmas intepralni  tekshirishning  hojati yo'q, chunki
binnchi qo‘shiluvehi xosmas integral uzoglashuvchi ekan. Demaic.
raaziur xosmas integral ham uzoglashuvehidir.

4-Niisol.

. 1 dx
R e

o R . =B
= lim arcss = lm aresin =, = lum | aresin — —aresm 0 I +
el -: i ] &2l ')- il o a2afl 2 }

Vd-xt

L
w



!
= arcsm —.
2

Qaralayotgan xosmas integral uzoglashuvchi, chunki arcsinl,3
mavjud emas.

; w3 ol . 2-0 D i
+ Tim | arcsin = — arcsin — | = arcsin —— + arcsm — — EILSM
e—l4 2 2 2 2

MASHQLAR :

2 e 125 s i
3. Exsin.xdx; 8 E::p:xg; 13. -E:if 18. E’.E_.%,
4. I;x(l‘fx‘}; 9. (x_‘fjf_) 14. ix‘::x: 19. I%ﬁ
5. iﬁ}w, "(f‘f]‘ 5. imxdt: 20. f‘—lf——ﬁf;—)"

Taqqoslash teoremalari.
Agar f{x) funksiyaga boshlang‘ich funksiyani topish giyin bolsa,
yoki umuman topish mumkin bo‘lmasa, u holda xosmas integrallarni
tekshirish, taqqoslash teoremalari orgali hal qilinishi mumkin.

1. Agar f(x) va o(x) funksiyalar [a;too)da 0< f(x)<@lx) sharini
qanoatlantirib, Tq)(x)dx yaginlashuvchi  bo‘lsa, f f(x)dx  ham
yaqinlashuvchi bo‘ladi, aksincha, agar f f(x)dx uzoglashuvchi bo'lsa,
j 9(x)dx ham uzoglashuvchi bo*ladi.

2. Agar f{x) funksiyaning [a;+0) da ishorasi o‘zgaruvchi bo'lsa, u
holda [f(x)dxr ning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun ]!_f (x) | ddw

yaqinlashuvchi bo‘lishi lozim. Bunda _[ S(x)dx ni mutlog yaginlashuvelit



deb  yuritiladi. Agar ffu]d_r vaginlashuvchi  bo‘lib, ]7|_J’t.\'j‘{lv
uzogiashuvehi bo'lsa, J',r( +)dx ni shartli yaqinlashuvchi deb ataladi,

Yugorida bayon ctilgan teoremalar _! S{x)dx, va umuman [ flx)dy

kabi integrallar uchun ham o‘riniidir. Shuningdek 2-tur xosmas
intcgraliamni fekshirish nchun ham mazkur taqqoslash teoremalaridan
foydalaniladi,

Amaliyotda taqqoslash funksiyalari sifatida ko‘pincha ko'rsatkichli
e™ vadarajali ™ funksiyalar go'llaniladi.

1-Misol <252 tekshirilsin,
[ X

Yechish. 'Co—xm bo‘lganligi va I yaqginlashuvchi bo‘lganiigi
S| A

uchun ma?kur xosmas integral nafagat yaqinlashuvchi, balki mutlog
y’ic,m}a:lmv.hldlr

2-Misol. ’ 2
r .l'

Yechish. J' = ‘h ai tekshirish uchun ja—— ni tekshiramiz.
“x
- < :-_x_
R T

bo'lganligidan va jd“—& ning uzoglashuvehanligidan, mazkur

ndeyx

xosmas integral hem uzoglashuvchidir,

(Juyidagi xosmas integrallar tekshirilsin.

i = Casxdx “Casx
I |l—l—. 4, J—d.\'
» X . X
g, Sl 5, [
e 14X v I+ x
S
T ek

2.5, Aniq integralning tadbiqlari
2.5.1. Vassi figuralarning yuzlarini hisoblash
i Ma'lumki. agar [a; b] kesmada f(x)20 bo’lsa. mazkur
funksiyaning mazkur kesma bo'yicha aniq integrali geomenrik jihatdan
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x=a va x=b to‘g'ri chiziglar, Ox o'qi hamda y = f(x) egri chiziglar bilan
chegeralangan egri chizigli trapetslvaning yuzini ifodalar edi.

flx)>0

i B

Agar [a; b] kesmada f(x)<0 bo‘lsa, mazkur egri chizigli trapeisiya

Ox o'gidan pastda joylashadi va uning yuzi § = [|f(x)dx formula orqali

y=flxl<0
hisoblanadi.

Agar y = f(x) egri chiziq, Ox o'qi va x=g, x=b to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan figura Ox o‘qidan yuqorida va pastda joylashgan bo‘lsa,

Uning yuzi § =S, + §, = | £(x)dx+ h f{x)}dx formula bilan hiscblanadi.

) Agar x=a, x=b to'g'ri chiziglar, y= f(x) va y = /,(») egri chiziglar
()= £,(x) bilan chegaralangan yuzani hisoblash lozim bo‘lsa. uni

ushbu § = }[ filxj— f,(x)}x formula bilan hisoblanadi.




1-Misol, Tenglamalari y=2x, y=0 va x=3 bo‘lgan to‘g'ri chiziglar
bilan chegaralangan ilguanlng },ruzi hisoblansin.

Yechish, § = _[2.rdr = f.m" = | =9 ke, 6.

[l

é‘f
! oy=2x
P
' ] xe=;
|
ojyv=0 3 X

2-Misol. y=casx, y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzi
hiscblansin, bunda x = [0;x].

Yechish,

b : =/ i
§=35, +5. = [cosxdr+ [jeos xjdx = sin .‘f/z +]sin Jc|rﬂ s=141=2kn6.
9 :2 i
3-Misol. y=0vay =_x"+4 chiziglar bilan chegaralangar figuraning
yuzi hisoblansin,
Vechish, Bu verda hisoblanishi lozim bo'lgan yuza }“4—: parabola

bilan Ox ¢'a




orasida joylashgan. Agar y=0bo‘lsa, x=£2.

: T AR
-5'=:[1{4—.\::}1\':2“4—:‘)0}:2[41—%}“=2[8—-§]=-J3—_—!G;na.o.

4.Misol. Tenglamalari v=x’ va y=2x bo‘lgan parabola va to'g'n
chiziq orasida joylashgan yuza hisoblansin.

Yechish. y=x° va y=2x tenglamalamni birgalikda yechib, parabol2
bilan to'g'rl chizigning kesishish nugtalarining abstsissalari x;=0 va
X572 lami topamiz.

2) Agar egri chizigli trapetsiyaning yuzi x=x(t), y=y(1) kabi
parametrik shaklda berilgan egri chiziq, x=a va x=b to'g'ri chiziglar
hamda Ox o°q bilan chegaralangan bo‘lsa, u yuza quyidagi formula bilan
hisoblanadi

8= T yle)x'(e)de
bunda a<t< g va x(uj=a, x(f)=b

(4] a b A
()]



b)  Agar (p-#) quib koordinatlari sistemasida biror uzluksiz egri
chiziq o'ziniag p = p(¢) kabi tenglamasi orqaii berilgan bo‘lsa. u holda
0=g,6=F qutb radiuslari hamda egri chizigning AB yoyi bilan

7

foritula bitan hisoblanadi.

. g
S-Misol, =
e

i ellips bilan chegaralangan yuza topilsin.

e O
Yechish, Ellipsning parametrik  tenglamasini  vozib  olamiz
x=geost, y=bsm; , U holda

i - e |
r S ab’t : ubIstnEf
y= Jhh'il.'f--?:uln.’-ri'."—-uh‘l\'ﬂ'nﬂ-‘- o [feoszr-ide = —

afmaufe_|
:[ ER
—aeh

8 = lenak = gab s i

6-Misol, p* = 2eos 26 lemniskata bilan chegaralangan yuza topilsin.
Yechish, lzlanavotgan yozaning to'rtdan bir qismiga 0=0<—

A 4
burehak mos keladi, Shuning uchun
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s

ol

§ =1 (2c0s26d0 = 25m 2014 =2 58, 5.
2% 10
MASHQUAR ] )

Quyidagi chiziglar bilan chegaraiangan yuzalar hrsabi:ﬁmsmi ‘
1. y=0,p=3-2x+x'; 16, x+2y—-=0,y=0,x=-3.x=%
2. x=egy=0,py=hx 17. x=2,x=3,y=0,y=i";
3. y=0xtly=x’-2x; 18. y =x,yzix=lx=%
4, y=x+4,p=x"+4x 19, p=snx,y=0x=0,x=m
5. y=Oiy=dx-a7 20. y=—6xr,y=0x=4
6. x=0,y=8y=x; 21. p=2cosy;
1. y=-xp=Tx-x"; 22. o=3cos2p;
B. x=ly=e",y=e"; 23. p=cosig;

x+y=3, y=1+x"; 24. F'-'=2UDS4€_I;
10. x=4y=0y=3x"-6x; 25 p=2p=2(1-zosh)
11, y=0,p=x"+6x+5; 26. p=3v2cosB,p = 3sin B

Ll Pl i chizig
a=(6—t)y=""(6~ cgri Gl
12, x=lx=3 y=2x" 39, x 3[6 thy 8(6 1) g
sirtmog‘i

13, xsp=dap=3 28. x=r’,y=l—?,
]4, _‘:=3;_y2=9,(; 29_ x=r:.y=r—§-;
15, y=0p=x'-ds 10 Ox 0'qi va x =2t —sine), y = 201 —cosr)

sikloidaning bir arkasi.
2.5.2. Egri chiziq yoyining uzunligini hisoblash

; L Agar tekis egri chizig uzining y=ffx) tenglamasi Gilan berilgan
bo'lib, y'= r'(x) hosila uzluksiz bo‘lsa, u holda egri chizigning [a:b]
kesmaga mos keluvehi yoyining uzunligi

=[x
formula bilan hisoblanadi,

2, Bgri chizig o‘zinin
tenglamasi bilan berilga
kesmada uziy
keluvehi yoyi

8 X=x(1) va y=y(1) kabi parametik shakldagi
! n bo'lsin. Agar (1) va #(:) hosilalar fa:p]
k}lz bo'lsalar. mazkur egri chizigning [a;p] kesmaga rios
ning uzunligj
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1= [\ (o)t

formula orgali hisoblanadi. Bu yerda a<:<f.

3 Aytaylik, egri chizigning tenglamasi qutb koordinatalarida
sistemasida p = pl0) tenglama bilan berilgan bo'lsin. U holda uning biror
AB yoyining uzunligi

i={yp +p"d8

formula bilan hisoblanadi. Bu yerdagi o va 8 lar quth

burchaklariuing 45 voy uchlariga mos keluvchi qiymatlaridic,
i

I-Misol. _-._-fz?--: i funksiya hilan berilgan egri chizigning

abstsissalari x=1 va x=2 bo‘lgan nuqtalari orasidagi yoyining uzunligi
hisoblansin,

Yechish, srmti-L a f =l‘(! il bo'lganligidan,
3 % 2 4x
I
14y “ —} dan iboratdir.
17 2x
U holda
i =i = 12 AN (R Eiess
f=_f\.!-u a!n:f[513 im_—[Ta,Em.rJ:i =1+ Jlm2-ge 2 Sh2

2-Misol. Tenglamasi y* = x'bo*lgan yarum kubik parabolaning (0; 0)
va (4;8) nugtalar c1asidagi voyining uzunligi hisoblansin.
Yechish. Berilgan nugtalar I-chorakda joylashganiikiari uchun

s
e

9
_|':-2-'\;\Ha\”r| -‘:_|l+1\';uip.

3-Misol. p=20+cosd) kardicidaning 0<6<n ga mos keluvchi
yvovining uzunligi hisoblansin.

03



Yechish. p' =-2sin 6 ligidan,

1= [ a1+ coss)’ l—rls'mzf.i‘ciﬂ‘:J\f4[142\:usffrcos’ fsin: GHE =

[}

——ytt

. o8 _flr
J2(1 £ cosB)dE = 4'[1:05—2-:1'9:5;“3;0 =8,

=2

At &

MASHQLAR :
Quyidagi tenglamalar orqeli berilgan egri chiziglarning ko'rsatilga
yoylarining uzunliklari hisoblansin.

1. y=2Jx; x=0gnanx=1raua;

2. y=hxx=+3 238 x = 8 roua;

3. y=4-x% Ox o°qbilan kesishish nugtalari orasidagi Gistmi;
4, =" 4% 242 sikloidaning butun uzunligi:

5. x=4(t—sint), y = 4(1-cost) sikloidaning bir arkasi;

6. y=l—h1cusx;x=0;1aux:§ aqa,

7. p=2sm’ % ning butun uzunligi;

3.

] 4 H - = 3 = I
frglums 2-¢" laming Ox o'q bilan kesishish nuqtalari
orasidagi bo'lagi;

9. ] x=¢? _ZJSin t+2tcost, :(2_":}905!+2.'sin e _
bo'iagi;

10. p=38 Arximed spiralining birinchi o‘rami.

2.5.3. Aylanma sirtlarning yuzi va aylanma jismlarning hajmiarini
hisoblash
L Aytaylik, cgri chiziq y= i beri '
k, eg iq y=f{) tenglama orqali berilgan bo’lsin.
Agar blil Funk?wﬂ [2:b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, egii
Ch'z?;: ﬂgi [ﬂ,]?] &a mos keluvehi A8 yoyi Ox o'q awrofida aviantirilsa, u
holda hosil bo‘ladigay, aylanma sirtning vuzi -
5 = 2:tf Vi [r]\llr-rT"_{_'(jd\
formula bilan higobjanadi.
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Agar egri chiziq boshga xildapi tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u
helda mazkur yuzani hiscblash uchun yuqoridagi formuladagi har bir
hulga mos keluvehi almashishlarni bajarish yetarlidir,

2, a) Egri chizigli rapetsiva y=/{x) egri chiziq x=a va x=b vertikal
to'g'ri chiziglar hamda Ox 0°q bilun chegaralangan bo'lsin. U holda uni
Ox va Oy o'glar awoiida aylantirishdan hosil bo‘ladigan aylanma
Jismlarning hajinlzari mios ravishda L{d)’ld‘agl formulalar bilan hisoblanadi.

= 'tf' iV —"nj aydx,

Bu yerda ham, agar egri chiziq o‘zinin g y=/{x) kabi tenglamasidun
boshqa xildagi wenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, yugoridagi formulada
kerakli almashtirishlar bajariladi.

b) » = filc) va y, = £.(xl/f(x)< £i(x)) egri chiziglar, x=a va x=h
fo*g'ri chiziglar bilan chegaralangan figuraning Ox va Oy o‘qlari atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma jismlaming hajmlari inos ravishda

. J"\_,r — ¥ *hix

i
¥, =2a]xly, -y, Jdx
kaki formuialar bilan hisobianadi.
1-Misel. Tenglamasi y = %\ff: v—1 bo‘lgan egri chiziq yoyining x, =1

dan x, =9 gacha bo'lgan gismu G awofida aylanishidan hosil bo*lgan
aylanma sirt yuzi hiseblansin,

Yechish, -1 4 __ ! g J+p7

inobatge olsak

Vidx =1
2-Misel. v =4+ x parabola yoyining abtsissalari x, =-4 va x, =2
bo'lgan nuqtalari orasida joylashgan bo‘lagining Ox o'qi atrofida
aylanishidan hosil bo*lagt aylanma sirtning yuzi aniglansin.
Yechish.

it THd asosan
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e
=27 v x |+ ———dx=27 |4+ x+~dv=2n
3 N—J é 4(4+ x) _[,"l 4

~
%
I:a.‘-
if

72

el Pt b in

Bu integraini hisoblashda x + % =11 dx= ZIdI,—; <e<> almashtinis
bajarildi. .

3-Misol. = parabolaning » - to'g'r chizig bilan kesilge

bo‘lagining Oy c'q atrofida aylanishidan hosil bo‘igan sirt juz
hisoblansin.

Eslatma. Agarda x = ¢(:) sillig egri chizignng voyi Ov ¢'q atrofida
aylansa, aylanma sirtning yuzi

S = ‘?nj'xvl +x"dy

formuladan topiladi.

: e S
Yechish. x= 7, - -j=,,ix-]~ =$ u<y<— largi kora,
2 2w, Jasr
|!1 ~—;ta-il 3
bu integralni hmob]ashda 2y+l=0,dy=dt,1<t<2 almashtirish
bajarildi,

4-Misol.  x=acos't, y = asin astroidaning Ox o'qi  airofida

aylanishidan hosil bo'lgan aylanma sirtning yuzi aniqiansin.
Yechish. x'= -3ac0s tsing, '

—
5 —szfwh—z-_—dv 2:1]' y~1dy —2-:_[.- dt=

=3usin‘ rcost.

8= E'ZNI“SJ“ 197 cos* tsin” 1 <94 sin fcos’ i =
13

—4mI S oot i
1 9a’ cow? rgin frius t+am .r:h'i=12:m -[s.m feosadt =

=

=12ma® J' |’f
st m"allJlL-s—fm sl 2 <2 dma’ k6.

i

Gf



-g D'/;U X
!

¥
T

S-Misol. p=-+cos20 lemniskataning [0<0< AJ

\

qutb o'qi atrofida

avianishidan hosii bo'lzan aylanma sirtning yuzi hisoblansin.
Yechish, v =psin bo-iganiigidan. = sin 0eos @

wop’ +p' dan esa,

dl =41+ y
P e s
f 24 ¥
1 —sin 20 16
dl = _icos2 —F-—,—_—] :%
v L~eos20,)  Veos20

ni inubatga olsak, u holda:
{ \

:

. R T . x : %

Sy, =2r !'M‘ﬁv'co::f? di = .'!:j sinfkd = 2zi~cosfé =
J i 2

!

+1 ‘iz z{l—\&_‘ .
/

n

=1 ellipsning Gx o'qi awroiida aylanishidan hosil

G-Misal, =

bo'lgan jiseming Lajmi aniglansi
Vechish. Eilips tenglamasini y° ga nistatan echamiz va y=0 va

¥ =9, x, ==3 bo'lgani uchun

--J‘Ll:i.,—.\-"b.'_\-_- 2

7-Misol, »" " =&y~ #2 chiziglar bilan chegaralangan yassi figura

Oy o'q atrodnda

Yechish, «

Avlamma jismnimg hajmi anigiansin.

-2z y, = 2lardsn




bk [ iz
j‘ﬂl ¥ }h tliijt‘f\‘-—[l iil'l" (‘}'|_ L—E'r—lJ_
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MASHOQLAR
Quyidagi ergi chiziglaming aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuz1 hlsoblansm

1. y=* kubik parabelaning [-2:2] kesmaga mos yoyi Ox © q
3
airofida aylanad:.
2. x=t',y= %I(t’ -3) egri chiziq sirtmog*i Ox 0°qi atrofida aylanad

3. y=cosx ning bitta yarim to‘Iqini Oy o0*q atrofida aylanadi.

4. y=sinx ning bitta yarim to*lqini Ox o*q atrofida aylanadi.

5. y=2x to'g'ri chizigning xg0 va rg2 gacha ho‘lgan oraliqdegl
kesmasi Oy 0°q atrofida aylanadi.

6. p=2(i+cost) kardioida quib v'qi atrofida aylanadi.

7. 4x' +y' =4 ellips Oy o'q atrofida aylanadi.

8. Tenglamasi x =¢'sint, y = ¢’ cost bo'lgan egri chizigning g0 daa

= ’-;- gacha bo‘lgan bo’lagi Ox o'q atrofida aylanadi.

9. p=4sin @ egrichiziq qutb o'qi atrofida aylanadi,
10. = 2(r—sint). » = 201 ~cost) sikloidaning bitta arkasi {0<i<2x)0x 04
atrofida aylanadi.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yassi [iguralarn ing
aylanishidan hosil bo‘lgan ayvlanma jismlarning hajmlari aniqiansin.

. xy=4x=lx=4y=0. Ox o'q atrofida;

2. (y=a) =arx=0,y=2a. Oxo* q atrofida;

3. y'=d4-xx=0.0y0'qatrofida:

4. y=x,x=0,y=8.0y0'qg atrofida;

5 e ?%, x'=8y. Ox ©'q atrofida;

6. y=(x—1).x=2.0p ¢'q atrofida:

7. p=2x—x,y-0.0x o'q atrofida;

8. x'-y =4,)=12.0po%q atrofida:
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9. y=x',v=-/x.0x0qatrofida;
2eos’1, 3 =2sin ' t. Oy o'q atrofida;
i+ x', Ox o°q atrofida;

3 =4, y=0,x=0. Ox o'y atrofida;
13A =9 v=3y=9y=0.Oyo'qairofida;
14, y=10-x".2x+y-4=0. Ox 0'q awefida.

5.4, Anig integral yordamida fizika va mexanika masalalarini
yechish

1. a) Agar v - rir) funksiya moddiv nugtaning biror chiziy bo'ylab
harakatining teziigini ifodalasa, u holda [¢;2,] vaqt mobaynida vosib
a'tilgan yo'l

5= ;f‘lrldr

tormulasi orgali ifodalanadi.

1-Misol. Moddiy nugtaning harakat tezligi + - fr’-f’--‘-J%c;; bo'lsa,
harakat boshlanishidan boshlab 3 sek. mobaynida bosib o‘tilgan yeo'l
hisoblansin,

Yechish. Shartga ke'ra, r{r)=6:" +4,0, =0 var, =3

s

S=l(act rakr =12 «nl =25 +~4.5=250+20 =270 n
J iﬂ

i v v :
2-ATisel. ..-‘}T.T!h‘l.u_: harakat ezligi v=|i8r-37 ; S yotlsa, uwung

harakal boshlanishidan te harakat tugagunga gadar bosib o'tgan yo'li
hiscblansin,

Yeehisi, Jisnming harzkat boshlanishi va tugashi paytid: agi tezligi
nulba teng. Harakat gavsi payida tugashini aniglaymiz, uning uchun
1803 = 0 wenglamam echamz. Bundan: 3(6-:) =0 va g =01 =

ia =
ot o] =967 6" = 36-3=108m
|

3-Misol, Apar jism er sirtining yuzasidan verkal holatda \:Lqmlc\
tomon v 29a-asgn. tezlik bilan otifgan bolsa, v hiolda jism eng a'pl

§ = j(18r=3¢ Yt =

bilun uu-.‘l"' meir balandlikka ko tariladi?

Jism eng katta m'.alml.lkl_: ¢ vagqming shunday bir payfida

erishadiii, o \Ihllrl\\h.l v=0 bofadi,
Demak, 34,9 -98 = ¢ dan 5 = 3cer.

i



; B3
5= [(29,4-9,8¢)dr = (29,40 - 490" llﬁ =44Lu.

b) Aytaylik, moddiy nugta o‘zgaruvchan F {x) [a’s‘.?rida Oxo;
bo‘ylab to'g'ri chizigli harakat gilayotgan bo‘lsin. Moddiy nugta 1 -
holatdan x=b holalga ko‘chganda, ushbu kuchning bajargad
4= F(x)dx formula bilan hisobanadi.

‘Eslatma. Kuchning bajargan ishini hisoblashga doir mas?la]::l-'
yechishda, ko*pincha Guk qonunining formulasi F=kx dzn foydalant
(k-proportsionallik koeffitsienti). o b

4-Misol. Agar prujina 60 H kuch ostida 0,02m cho‘ziladigan b0 la
uni 0,12m cho‘zish uchun gancha ish bajarilishi kerak bo‘lacflr i o

Yechish. Guk gonuniga ko'ra, prujinani x m ga c¢ho'zuvell
F=kx. Agar x=0,02 m bo'lsa, F=60H. Demak.

r=-2 _3000 va £=3000x. Natijada

0,02
iy

0,12 o
4= 3%0xdx=l500x’iﬂ =1500-0,0144 =21,6(K}.
L]

“5-M_isol. Agar prujinaning dastlabki uzuniigi 0,1 m ga €& b?;ﬂ;,
prujinani 0,01 m ga cho‘zish uchun 20N kuch kerak bo'lsa. Uf;‘ 0,
dan 0,14 m ga cho‘zish uchun gancha ish bajarish kerak bo*lzdi?

Yechish, «= _21 = 2000 va F =2000x:a=012 -3l= 0,02 AL

0,01 5
b=0,14-0,1=0,04,

4

2 0,04 A 7 e
A= ‘Lmﬂ][}xﬁ’x = m()oxx!lo % = 1000(0,0016 — 0,0004 ) = !..-il'lzf(;u

%8 Ma‘h{mki, biror { o‘qdan r masofada bo‘lgan m massd
iy nuqianing / o'giga nisbatan statik momenti deb, 47, =™
miqdorga aytilar edj, Faraz gilaylik, xOy koordinatalar tekisligid

tenglamasi , - flx) botl f s e ) 2 4B Yoy
gan moddiy egri chizigning biror A8 Y0}
a<xsh qaraly d . elednis

Wi yolgan bo‘lsin. Uning har bir nuqtasida zichlik s
‘f‘—]"'a: 3‘_]1]:"011(513!3. bilan ifodalansin. U holda 4B yoyning Oy va ¥
o il 3 5 e 4 bilas
hisqoblif\ﬂdif atan stalik momentlari mos holda quyidagi formula bila

M, = [rle)x-iey s,
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M, = if{x}- y- 1j1_-;;r';dx‘

Bu verda, df =31~ v dx - yoy uzanhgining elementi.
Kususan agar y{x)=y o'zgarmas sor bo'lsa (egri chiziq bir jinsli
ho‘lganda), yuqoridagi formulalar quy1ddg:cha ko'rinishida yoziladila:
M, _Tfyn‘! M. = -'I adl.

b) Shuningdek egri th?lc‘nmg AB yoyi og'irlik markazi P(x:v,)

nuqtaning koordinatalari quyidagi formula bilan topiladi:
'“t] \m‘ _ ‘rzl_r)-_vd'i

W

0 ]

I (et fvtx)dr

yoki agar 7|xi=y u"zgarmas sor bo‘lsa

bwdl el
%=[7— ¥ f"
\ ’Il.rf.’- L ]rif

¢) Ayiaylik. xOy koordinataiar tckisligida y=flx) egri chizig, Ox
0'qi va x=a, x=b vertikal lo‘g‘ri chiziqier bilan chegaralaugan egri
chizigli trapetsiya qaralayoigan bo'lib. uning zichligi ham yana y=7(x)
kabi uzluksiz funksiya bo‘lsin.

UJ holda, ushbu egri chizigli wapetsiyaning Ox va Oy o'glarga
misbatan statik momentiari quyidagi formulalardan aniqlanadi

= E{‘,‘[:‘}_\"ﬂ‘x: M, =] '(i'c}-.\‘_l-r!.t
Agar y=conw 0 Do'lsa, yani egri chizigli trapetsiya birjinsh
bo'lsa. yuqoridapi formuialar quyidagi ko'rinishda yoziladi
M o= LH “dx, M, = aj\:ﬂ‘r
dj Yuqorida oaralgan egri chizighi trapetsiyaning og'irlik markazi
{x..y,) nugtaning koerdinatalad quyidagicha hisoblanadi:
Loke)vdy _liﬂr}y":!.t_

¥ R A S
iyl = fybavdx

X =

voki agar y = const # 9 bo'lsa,

L xyedx 14y dx




6-Misol. Tenglamasi y = +x bo'lgan parabolaning al‘:‘tsi‘ssalfm] a.:; '
va x=4 bo‘lgan nuqtalarga mos keluvchi yoyning koordinata o°qlarig
nisbatar statik momentlari hisoblansin.

, I o 107 ue
Yechish, y~tdebolamiz = -~ bo lganligi vohun
Eoll il ELE

vax+1

i

r ’

13 la3 1. 7 i 1 |
=16-Ji?~21n‘?+ N7 Wbl e

l
16 13(33 17|
8 1

- 3_311‘;_‘7__21:1(33 +8/17}

T-Misol. y=zx=2,y-0 to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan

uchburchakning - koordinata o‘glariga misbatan statik momentla
hisoblansin,

Yechish, ¢ =1 deb olamiz,

I 13 |l T
M =—jyde=Lt.2 s— "ol
2!_ dx 2.]D'xa’:: e b

23 4
Mr=jxydx=ix’dx=£|2=§; -
3 - 30 3
x=0
l
.__cﬁ_/!_L._l. 2
o v=0 x=2

8-Misaol, Tenglamasi

S :
S e * +2 =4 bo‘lgan aylananing yuqori yartm
pallasi ogfirlik matkazinin bl

8 koordinatalari hischlansin,
7



Yechish. Bu yerda ham y=1 deb olamiz. y = y4-x' dan

- il 2
yEee—va M = leyt = e —— e e
Vi —x? 1 4-x -y
9 2
[ __xdx‘ _zvr”"“_{_‘_,
X =::\'14_'r- = _2: 5
it SR TR ) "P -
~——= Zarcsin
a-g gl
JZ;.",: 4 4

i 2dx  duresml w
L

9-Misol. 7-miscldagi uchburchakning og‘irlik markazi topilsin.

Yechish,
.. X2 g s - PR g
5O 3l 3 4 S5 61'0 7
x, = T e e ettt
f ridy X |~ 23 }.ldf 22 2 3
— 2o 2
MASHQLAR

(2-Masaladan boshlab, y =1 dzb olinsin)

1) Jismning hasakat tezligi v={3° —2:—1\-'-/'.;“_ gonun bilan o‘zgaradi.
Uning harekat boshlangandan so'ng 10 sek. mobaynida bosib o'tgan
yo'li hisoblansin.

2) Nugianing harakat teziigi v = (20 #8227 W bo'lsa, uning 2sek. da
hosib o*tgan yo'li hiscblansin.

3) Agar jismning harokat tezligi v ={2ae-37°)%/  bo'lsa, uning
harakat beshlanishidan o to"xtaguncha bo‘lgan vagt mobaynida bosib
o'tgan vo'ii isoblansin,

4) Jism er sitining yuzasidan vertikal holatda yuqoriga tomon
v={32-9sns tezlik bilan ofildi. Jism eng ko'pi bilan necha metr
balandhikla ko tarldi.

5) Prujmani 0,05 metrga cho'zishi usoun 80N kuch lozim. Agar
prujinaning uzunlizi 0,15 metrga teng bo'lsa, uni 0,2 metrgacha cho‘zish
uchun ganday ish bajarish kerak bo‘ladi.

6) Prujinant 0.03 meuga cho'zish uchun 301 ish bajarish kerak
o Tadi. Uni .08 metrga cho®zisn nchun esa gancha ish bajarish lozim,

13



7} Agar prujinani 0,02 metrga cho'zish uchun 16J ish bu‘j:s;[_sh lozim
; i pre il AT :; '"'_;; ]
bolsa, 100] ish bajarilganda prujina gancha uzu.:} .u\a o n,, S{\. kll e
8) Prujinaning uzunligi 0,1 metrga teng bo'lib, .m: .L, . Cim.z,ﬁh
metrga cho'za oladi. Prujinani 0,12 metrdan 0,14 metrgachs cho'zis
Lok 3 i
hun qanday ish bajarish kerak bo*ladi? _ 1 .
i 9)qv—7{x tu]‘g‘ri chizigning keordinata o'glari (:; d:.h‘.;agu
iing i e i hiscblansin.
kesmasining Ox va Ov o'glarga nisbatan statik momentlari hiscblanst

i 1} Koaiiaga 5 hi yoyning Ox
10)  y=cosx ning {— ;;Ei kesmaga mos keluvehi yoyn

0°Gyga nisbatan statik momenti topilsin. L _ .
qq‘-l‘ y=x va y=+x parabolalar hosii qilgan figuraning Ox 0°qq
nishatan statik momenti topilsin. b sl

12)  y'=2x parabolaning x=0 dan x=2{(y>0) %gdch'&q bﬂ_‘t%:ﬁ
oraliqda yoyning Ox va Oy o'qlarga nisbatan stk momer
hisoblunsin, ‘ ok

13} y® =4x parabola, x=4 to'g‘ri chizig va Ox oq}e%. }:1'::
chegaralangan  figuraning  og'irlik  markazining  keordinatalar
hiscblansin, o ot

14)  y=2x-%° bilan Ox o'q chegaralagan figuraning og'irli
markazi topilsin.

> z i e eriana arkazi
15y ol ellipsning I-chorakdagi gismining og iritk mmark
9 4
topilsin.

16)  y=6-" parabola, y=2 to'g'ri chiziglar chegaralagan
figuraning og'irlik markazi hisoblansin. L
I7) y=x to'g'ni chiziq bilan y=x'-2x parabola chegaraiag
figuraning og'irlik markazi hisoblansin.
i idani 1 ;  keluveln

18)  y=smx sinusoidaning [D;EJ kesmaga mos
bo'lagining og‘irlik markazining koordinatalari topilsin. P —

19)  Tenglamasi x=2(t—sint),y =201 -cost) bo'lganls_tkluld..illzz
birinchi arkasiga mos keluvchi yoyi (0<¢<2=)ning og irlik mar
topilsin. ' R

20)  Tenglamasi 9%° +16y* =144 bo‘lgan ellips, Q.\ Vdji
koordinata o'qlari bilan chegaralangan figura (x2 0 y>0)ning og'itlik
markazi hisoblan

21 sin,
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3. KO'P O ZGARUVCHILI FUNKSIVALAR

3.1. Ko'p o‘zgaruvchili fenksiyalarga doir asesiy tushunchalar

1. Ta'rif. Agar biror D to'plamning har bir juft (x;v) hagigiy
sonlariga biror qonun yoki goida yordamida boshga bir E to ‘plamdan
vagona = haqigiy son mos gilib quyilgan bo‘lsa, u holda D to ‘plamda
ikki haqigiv x va v o 'zgaruvchilarning funksivasi aniglangan dzb aialadi.
Bu verda x va y erkli o'zgaruvchilar yoki argumentlar, z esa erksiz
o'zgaruvehi voki funksiva deb vuritiladi.

Wk o'zgaruvchining funksiyasi z= f(x;y)z==zlx1y) va hokazo
ko ‘rinishlarda belgilanadi. Shuningdek, D va E larni mos ravishda ikli
o ‘zgaruvchili funksiyaning aniglanish va o ‘zgarish sohalari deb atalodi.
ki arzumentli funlsivaning aniglanish sohasi D, xOy tekislikning biror
chiziglar bilan chegaralanagan gismi sifatida ifoda etiladi hamda agar
chiziglar D sohada votsa uni yopiq scha deb alalib D bilan belgilanadi,
aksincha D ni ochiy soha deb yuriiiladi. Biror == f(xy) funksivaniig
grafigi deyvilganda fazodagi shunday M{xy:z) nugralar to ‘plamidan
tashkil topgan sirt wstnmiladiki, u sirtdagi nugtalarning koordinatalari
2= flxy) tenglamaini gencatiantiradi.

Ikki argumentli funksiyaning ta’rifini uch va undan ortig hagigiy
o'zgaruvchilarning funksivalari uchun ham osonlikcha umumlashtirishi
mumbkin.

o'p argumenlli funksiyalarga bundan buyongi tushunchaiarni
fagat ikki argumentli funksiyalarga mosiab bayon etamiz, chunki
ufarpi uch va undan ortig o‘zgaruvchili funksiyalarga ko‘chirish
hech ganday giyinchiliklarsiz amalga eshiriladi.

2, Ta'vif, Agar oldindan berilzan istalgancha kichik -0 son
uchun  shunday  bir kickik 8>0 son maviud bo'lib, lx—x,|<& va
|v=y, <8 tengsizliklarni ganoatlantivuvehi barcha x va y lar uchun
)= Al<i tengsiziik o'rinli bo'lsa, u holda A sonini z=f(xy)
Junksivaning tayinli M (v, nugtedagi limiti deb ataladi va uni
guvidagicha yoziledi:

A= (||.I.!Ii J 1:.\': v}

Ta'vif, Awer = vy junksiva biror M (x:p,) nugtada va unjng

atrofida aniglangan bo'lib,  A=tm f(xy)= flxsy, ) bo'lsa, w holde
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mazkur funksivani M _(x,;v,) nugteda uzluksiz funksiva deb atoladi
Biror D svxaning harcha nugtalarida wzliksiz bo'lgan funksiyani u
sohada uzluksiz deyiladi. == f(x:y) funksiya uchun uzivksizhik shartlait
bajarilmagan nugealarni vzilish nugalari deb atalib, funksivani esa
mazkur vugtalarda uzilishga ega deyiladt.

Eslatib  o'tamizki, ikki o'zgaruvchining  funksivalari — ayrim
nuqtalarda yoki butun bir chiziglarda uzilishga ega be ‘lishleri mumkin,

1-Misol. z=In(x* + y* - 4) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.

Yechish. Mazkur funksiyaning aniglanish sohasi shunday ¢x; 3/ juft
sonlardan iboratki, ular uchun x*+3°-4>0 yoki x +y' >4 shart
bajarilishi darkor. Bu esa geometrik jihatdan markazi (¢, () nugtada
bo'lib, radiusi 2 dan iborat bo‘lgan doiradan tashqarida yotuvchi x0y
tekislikdagi nuqtalar to‘plamini ifoda etadi.

2

2-Misol. z=9-x"+/4-)" funksiyaning apiglanish schasi
topilsin,

Yechish. Bu funksiyaning aniqlanish schasi 9—x* 20 va + -»' 20

leﬂgmzllklaml qanoatlantiruvchi barcha (x,p) sonlar juftliklarida iborat,
ya'ni: —3<x<3, -2<y=<2,

Demak, funksiya x-43.,-: lar bilan chegaralangar to'g'ri
to'rtburchakda aniglangan ekan,

d"
oy
7

3-Misol, 4=

..-n\,-‘( ‘y -1



Yechish.

NN (= :_K;: %] =

e o) MRS . i) S0 +IJ-=liﬂ}{Jz?+,"+l)=2,
-t

e R B ok

4-Misol. z = — a — funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
x +3y°

Yechish. Ushbu funksiya tekislikning O(0,0) nuqtasidan tashgari

barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lib, 0(0,0) da uzilishga ega (chunki

funksiya, 0¢0,0) da aniglanmagan).

MASHQLAR
Quyidagi fumksiyalarning aniqianish sohalari topilsin.

. z=yx"~dp+a, 4. z=h(@3-xy}
2. z= fr+y 5. z=y-yr—r
i Z=\f4'1!‘}"_- 6. z = arcsin =,

oy

Quyidagi limitlar hisoblansin.
e L 3. im(l+ .ty}l.
- Jfxp Nty x

1wl

sin xy . 9 e 1
. m— Im (" + 3" )sin 3
2, B= 4, ,_::( ') P

Quyidzgi funksiyalarni uzluksizlikka tekshirilsin.

1 ¥yt
I, &=r——g———r 4, z=———.
(w=1) -+ {y+1) eyl -x)
1 1
5 e = z= —
sin * e 4+ sin my 3. 2+t -4
- 4 1
5. seblir ) © S

3.2. Xususiy hosilalar va xususiy differensiallar

qoldirib,

o'zgaruvchi x ga biror Ay orttirma berilsa, u holda fonksiya x
o‘zgaruvchiga nisbatan xususiy orttirma deb ataluvchi A,z orttirmaga ega

bo‘ladi

I. Agar z=;(x,») funksiyadagi y ni o‘zgarishsiz

Az = f(x+dny)=f(x,y)
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Aynan yuqoridagidek, x o‘zgarishsiz goldirilib y ga Ay orttirma
berilsa, u bolda funksiyaning y ga nisbatan xususiy orttirmasi
Az=flxy v dx)-flxy)
kabi yoziladi

Agar
lim d,z E‘I_:"‘-:x ;-f;{‘t ")
dead Av Ex
L o )
fe0 Ay By ¥
dek chekli limitlar mavjud bo‘lsa, ularni mos ravishda == /(x.»)

funksiyaning x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan xususiy hosilalari deb
ataladi. ;

Uch va undan ortiq argumentli funksiyalarning xususiy
hosilalari ham aynan yuqoridagidek aniglanadi. J

Ta'kidlash  joizki, bir argumentli funksiyaning asosiy
differensiallash qoidalari va formulalarining barchasi ikki va undan
ortiq o‘zgaruvehili funksiyalarning xususiy hosiialarini hisoblash
uchun ham o‘rinli bo‘laveradi.

1-Misol. = = +3xty—dxy® <5y 420341 ? il_‘. lar topilsin.
a8y
Yechish. y ni o‘zgarmas deb.

?:1‘1 . S e

oax

Endi x ni 0*zgarmas hisoblat, topamiz.

%k,. = 3%+ EBxy-15y* -3,
o

2-Misol. z=xe™; Z yp & 100 opilsin,
ox oy

Yechish,

& .
g e xe - v)= e 1= 1)
? =xe (- x)=—xte ™
- “y
3-Misel. = =m(c* +»*) funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
Yechish é:_

o Fay
4-Misol. = =sin’fx 4 1) sin® »—sin? ;f_ va ?-‘- lar topilsin.
ox oy

T - i 3 - Y
m 2sin(x+ y)eoas(x + y) - 2sin xcosx = sin I+ y)=sm 2 = 2sin eos(2os v}
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iz : ; \ z : ; .
—=2sin{x- yleosix + y)=2sin yeosy =sin2x+ y)-sin 2y = 2sin yeos(x + 2y}
oy

5-Misel. u =\« ¢ v 27 - = ning xususiv hosilalari hisoblansin,

Yechish,

I, Agar r=s(x ») funksivaning erkli o‘zgaruvchilaridan birini
o'zgarishsiz  qoidirib.  ikkinchisi bo‘yicha undan  differensial
hisoblanadigan  bo'lsa, wu differensiallar odatda  funksiyaning
o zgaruvchilariga nisbatan xvsusiv differensiallari deb ataladi:

&,z = filxvx,
d.z _f;’l:.t;,r.]d)‘

Bu yerda, dv=4Av va dy=Ay lar erkli o‘zgarevechilaming ixtiyoriy

ortiirmalari bo'lib, ular erkli o'zgaruvchilarning differensiallari deb

vuritiladi. il
6-Misol. = ={{+* - +'f ning xususiy differensiallari topilsin.

Yechish,
= _.‘}'1‘2;- =..~.I.,;;‘.'= va

Nx _—

ol e

bo*lgani uchun

dzz—p

ELP

T-Iisol, 1 = arcsin /vy’ s

Nechish.




3z
4 2\xy’s 3azydz
u= = 5
¥ -Jl_—-\'k)"z, E‘Jl_x:ytzs

MASHQLAR .
Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalari hisoblansin.

1. z=arcsin>; 11, ==x*-»%

¥y
; _x—y.
2 (g=3y; e a5
3 E=xh 13, u=z%;
4. z=1g'(x—y) 14, u=0o);
5. z=hlgy+hx) 15. = =ar-:fg£;
X
4
6. z=h(x-2y) 16, *= \rrm;"

* ¥ A v 2 e
TRy e 17. u= ln[sm -.;_}
8. z=(x+p): 18, u=tgi(x—y 42"}
9. z=cos*(x+y) 19, u= arc.fg[g};
10 le‘yﬂ}-z; 20 u=in JIX;"‘_Y_‘_)

x g \J_f:x‘ilz‘]

3.3. To‘la orttirma va to‘l differensial. Murakkab va oshicormas
funksiyalarni differensiallash

L. == flxy) funksiyaning biror (x; y} nugtadagi to'la orttirmasi deb,
Az = flx+txy+ 8)- (x;y) ifodaga aytiladi.

Agar z= 7(x,y) funksiya (x,) nugtada uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo'lsa, uning to'la orttirmasini

gz ax
Az =—Av4+—Ay+
ey e Gl
% - aEC
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda, agar p=.ad” aIAyf: —0 da

£-0. Ushbu tenplikdagi 2‘;,1,&2_2,5)» ni z=f{xy) funksiyaning (x;y}
ox iy
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nuqtadagi 10°la differensialli deb ataladi va @z deb belgilanadi. Agar
v ~dv.Av - ap ckaniiklarini nazarda tutsak, u holda;

; _ &=

= -{;‘_idy.

X [0

Taqribiy hisoblashiarda Az ~ 4= deb olinadi. Demak
flx+Adxy+Av)= fix,»)+d=

ya'ni
5 7 —:
flxvavy«apy= floyl+ 2 Axs f—ay
x &y

ckar.
2. Agar u=g{x3) va v = ¢l y} lar berilgan bo‘lsalar, u holda == f{uv)

ni x va ¥ o'zgaruvchilarga nisbatan murakkab funksiva deb ataladi va

uning xususiy hosilalari quymagl formulalar yordamida hisoblanadi:
Gz 2w o= 3y

&x @uds ov dx
£ _odzén £z gv
& Pud ov &
Xususan, agar « =p(c), v =p(x) bo'lsalar, yuqgoridagi formulalardan

birinchisi © -S40 Edv g yozilib, ikkinchisi esa aynan 0 gz teng
dr fude évdx
bolad:.

Oxirgi formmlada «=x,  v=y=g¢{rj bo'lsalar, u holda
S

de  fr vy
Ushbu ifodani ikki o'zgaruvchili to'liq funksiyaning hosilasi deb
alaladi.
3, Agar F(xy)=0 tenglama, biror v=y(x) funksiyani oshkormas
shaiclda ifodalaydigan bo'lib, #’(« y)=0 bo‘lsa, u holda
d;\ = F‘r‘[I:_":
dx Flxy) i
cnglama, ==:z(x;v) funksiyani oshkormas

Apar Fluy)=0
ko*rinishda ifodalab, 7/{x.3:2)= 0 bo'lsa, u holda
Gz Flgyz)
gy F__"[x;y"_')‘

. 4
1-iisoh - anu,- 21X o hisoblansin.
2 ol

Vechish, = --- —
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dr ] x =
by KS _F ey
ay 1“[;1-}] [-\' yli Xt
Tl o7
u holda d::i‘gﬁ:—x—_
x+y
2-Misol, z=In’(x* + »*), dz hisoblansin.
Yechish.
&z 4 2x
& coanly +97)—=—,
ax ( ’ ) oy’
s 2y
e L )
oy P

+ \xdx+ pd
z=4h1(.r‘+y‘jv_.._-.-[ i ;2)’]_

3-Misol. /5¢"" +2,03° ni taqribiy hisoblansin.
Yechish. Izlanayotgan sonni +5e +)° funksiyaning x=0, y=2
nuqtalaridagi qiymatining orttirmasi deb garaymiz.

Ax=0,02,Ay = o,us,;‘ =5 +27 =9 =3.

2sil
¥

Funksiyaning to‘la orttirmasini topamiz:
a::d;:ﬁm.‘f—zay: 5;-'__M+ = =4y =
& gy 2/5e" 4 37 256 4 y*
_5:00242.2.003 01+002 022
23 3
Demak, +5¢" +2,037 =3+ 0,037 = 3,037. Bu misolni yechishda

0,057.

[+ Ax:y+ Ap) = 53 'i'E i

fMrsAriyvap)= flry)s A i
formuladan foydalandik.
4-Misol. (1,02)"" ni taqribiy hisoblansin.
Yechish. Izlanayotgan sonni z = x* funksiyaning to‘la orttinmasidan

foydalanib hisoblaymiz,
x=Ilvay=3da
z=1"=1,Ac=1,02-1=0,02, Ay =3,01 -3 =0,01.

dz=yx"'Ax+x' Inx-Ay
ekanligidan,

dz=3-1"-0,62+1"-in1-0,01 = 0.06.
U holda

2= (1,02)"" = 2+ dz -+ 14 0,06 = 1,06.
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5-Misol. Agar g -3c—2pv=sy DO'lsa, z=cosluv) ning xusesiv
hosilalari hisoblansin.

iz . : e a 1} - i
== = =vginfu- o) I=psinfuv)y = —3.ryvs'm‘Sx‘_r—Ir:-'i—.mj'-l_v‘ *

. sﬂ'.{fi,r:y =2x ? } == iln{s.‘:?y = 2):_1‘. ) [6.!'_1' 2_1*1}

S—'\: = —vsinfn v}-[-Z:\-usm(r.--vJ a= l.r)'-sl';[Jxl)'—Z.[v:JA-{ix: —-2,\'}!‘1-

-sb‘\{].\'“_:-:xy:j= sml,r3rzy—lle‘]-l:ilxv—h:}
6-Misol. Agar z=x+ y* bo'lib, y = sin x bo‘lsz, = hisoblansin.
v kg

Yechish,

éz
'V

d|
-fZ =1+2p-cosx=1+2sin xcosx =1 +sn 2x
(54

c

7-Misol. Agar x* —y* +¢” +2=0, bo'lsa, %hisc:blansin.

Yechish.
3 ) | EE
F:‘-_|-"’+e ! riJ;=2L+—-=' s
\ 3
¢ </ o
:.L"-_\!H"-”+3] =-.j"-i2c’
i ) ¥
lardan
s i3
13 T
2x+4 - ? I]"-"_" j‘| )
L ¥ P
x X *
—3% - ‘1 13 At e
¥

8-Misol, Agar (yz—x"+3" ~z%)=0 bo'lsa, ‘-;; va fﬁ lar hisoblansin.
= :

Yechish, Agar
(mz=x" +y'=2), = yz =2x,

[ e

{ }, mxp=2z

{oz=xi+y’ -k
ckantigini inobatga olsak,
(&




MASHQLAR
Quyidagi berilgan funksiyalarning to‘la diferentsiallari hisoblansin.

Looz=yd+y 5. z:sin[_x:.iy:l 9 z=xh i)
x
2w S ]DLFg r_] 9. == u.!'ct.'!g‘i-.
2 x+1
3 =Lz ¥: T 1 2 3
3. z—;—;, 7. z=elcosy+xsiny 11. z=x'-3x"y-»"
¥ h
4. z=xhy. = e m—m— z=(x+yle”.
ISS ST B
Quyidagi ifodalar taqribiv hisoblansin
13. 102 102 e
16. arctg 095 19.  J(4,05) +(2.93)

14. m(0.09°+0,99°) 17. ygios+mie2. 20, {10z} -(0.97)"
15. yL02°+005°. 18, fsin'155+8e™.

21. Aar w=zsinyv=cosy,z=uise? berilgan bo‘lsa, ‘;—A va Ey_ lax

hisoblansin.

22. Agar u=xy‘V=-E,z=h1{u;J-v‘} berilgan bo'lsa, % va g)f lar

hisoblansin,

23, Apgar n=—§-.v=a‘+y‘.z:.,!|_.” berilgan  bo'lsa, 2 8 ar
ax fv

hisoblansin.

24. Agar u=ln[x‘+_v}.v-_-y’,‘z=\am berilgan bo‘lsa, ZE - r:_: o

hisoblansin. Ox &

25. Apgar r=smfx va z :;g:(xJ _y;] bo'lsa, ? hiiBlensin,
iix
Z =e f T s B2 3 i
26. Agar y=e Va z=areigfx’ + v bo Isa, ?‘ S
dx
27. Agar sinzy—x* - 3 =5 bulsa, ;_ﬁ hisoblansin.
r

28 Ager £yl 41yt gt 1ot 0 bo‘lsa, &= va £ lar hisoblansin.
ér ay



29, Agar sin(x 2 )+ 4xvz =0 bo'lsa, ;E va = lar hisoblansin.
e ay

! ¥, o2 Az : E
30. Agar x'+y'4z'~pz=2 bo'lsy, ;:; va % larning M, (L:11)

nuqtadagi qiyinatari hisoblansin,
3.4. Yugqorti tartibli xususiy hosilalar va to‘la differcasiallar

1 z=f(x») funksiyadan olingan ikkinchi tartibli xususiy
hosilalar deb, uning birinchi tartibli xususiy hosilalaridan har ikkala
o‘zgaruvehilar bo'yicha olingan xususiy hosilalarga aytiladi va ular

quyidagicha bo‘ladilar

Aiesy &'z g Ez‘ ( z

e ___!_____ Vh

ar\ éx ) Sil ¥ (:‘V\r"'r) B\f‘) (,J;
i_rff}=ff=;’;[].y}’ (‘ [E_':|_;:£ (\ g}
éx\dv) évéx éviér) oy

Uchinchi wva undan yuqori tartibli Xususty hosilalar ham

)uqortdaglﬂa 0'xshash Elﬂll.]'ll'ladl va belgilanadi, masalan:
= _r.“:—= £ (w1} va hokaze
87 ) axey

Faqa! husi:asfning tartibi bilan farq qiladigan xususiy hosilalami
aralash sususiy hosilular deviladi, Aralash xususiy I:omlalar uzluksiz

o

funksiyalar bolsalar, u holda ular o‘zaro teng bo’ladilur: —=—
dxfy  dvilv

va hokazo.

" = S
2. Y Uqun l.!l'llbh to'la differensiallar quyidagicha hisoblanadilar va
belgilanadilar

I———doidy ¢ ! —ay' va hokazo.
Ox"dv txdi’y )

Umuman olganda, J7: —||L—m p—d-J - -simvoiik formula o'rinli
[#AY o
bolib, u bincminal gonun bo'yicha ochiladi.
1-Misel. =+ +x vey' lunksivaning uchinchi tartibli xususty

hasilaiari topilsm.



Y echish.

0’z @2 vz

=

& er | opoxdy
3-Misol. = = arcrg L funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
X
topilsin.
Yechish,
% = ¥ éz x
dix 4y oy )“*)’1,
2xy 'z &'z y-x*

ey} @ty oox (iagl & [
3-Misol, =-=smxcosy funksiyaning ikkinchi tartibli to'la
differensiali topilsin,
Yechish.

oz &z ; v
— = cosxcos ¥, — = —5in xsin y.
dx cy

ar

= ; 'z : &'z
T =Sl xeos y, ——=—cosasin y, —————— ’
avéy 8y’ =—sin xcos y
d’z = —sin xcos pds’ - 2cos tsin ydrdy—sin xcos ydy.
4-Misol. z=+"y funksiyaning ikkinchi tartibli 1o'la differensiali
topilsin,

EJ

Yechish.
d’z=2pdr’ + dxydudy.
MASHQLAR . ]

1. z=x*s3xiyt gyt funksivaning 4-tartibli xususiy hosilalari
topilsin,

2. z=xyrsin(rs ») funksivaning 3-tartibli  xususiy hosilalar
topilsin,

3

z=x"In(x+ y) funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilalari topilsin.
4, z= xin% funksivaning 2-tartibli to'liq differensiali topilsin.
5. z=pr funksiyaning 2-tartibli to*liq differensiali topilsin.

ho



6. z=cos(x~ v) tunksiyaning 2-iartibli to"lig differensiali topilsin.
7

z=¢(vcosy-ysiny) funksiyaning —+=—=0 tenglamani
cx” oy

ganoatlantirishi iskotlansin.
8. z=l(x+)7) 'ﬁml'siyming 2-tartibli xususiy hosilalari topilsin.
9. = —.'m_'fg— funksivanin g sy ‘_;— =0 tenglamani gqanoatlantirishi
I oy
ishotlansin,
10.Agar ==¢" funksiya berilgan bo‘lsa, =7 (0:1) va = (01) lar
hisoblansin,

3.5. Sirtga urinma tekislik va normalning tenglamalari

Talif.  Sirning M (x..y,.z,) nugtasidan uning hamma egri
chiziglariga o 'thozilgan urinma ro'g'ri chiziglar yotadigan tekisliini
sining M, augtasidagi urinma tekisligi deb ataladi.

, nugtada urinma tekkislikka o‘tkazilgan perpendikulyar to*g'ri
chizigni sirtning a7, nuqtasidagi normaii deb ataladi.

Agarda mm‘mg tenglaimasi F(x,y,2)= 0 berilgan bo‘lib. A7, (x,.»,.2,)
J: ;M ap!” fi!.w‘ xususiy hosilalar chekli va bir vaqtning
o'zida nolga aylanmasa, sirming Af, nuqtasidagi urinma tekislikning

nugtada

tenglamasi

ko'rinishda yoziladi,
Agar sirtning tenglamasi =
arimna tehislikning tenglamasi

___,-,__.;(:\. Gy [;} -7

= s{v.y) ko'rinishda berilgan bo‘lsa,

Xy XAy

ko'rinishda. normoalining tenglamasi esa

a7



= e )
i
$ I8
A
s
L]
|

ko‘rinishda bo'ladi. _ .
1-Misol. z = «* + 2y  sirtning A7, (1:1;3) nuqtasidagi urinma tekisligi va

normalining tenglamalari yoziisin.

Yechish. .
LEEJ =20 =z,[E =4y =4
&, =1 &), =l
larga ko'ra, urinma tekislikning tenglamasi = -3 =2(x—1)=4(y-1}
yoki 2x+4y - -3 =0 ko‘rinishda bo‘ladi. Normalining tcnglamas) esa,
e | . y=1 3 !_3dir.
2 4 —1 ) .
2-Misol, x'+4y’ +2' =36 sirlning <+y-z=0 yoki slikka parallel
bo*lgan urinma tekisligi topilsin.

Yechish.
Sirtning  tenglamasini  Flx, y,z)=x+4y  +27 -36 =0 ko‘rinishda
yozib olamiz. %25, % -8, & _ 5. Urinma tekislk berilgan tekisliika
cx v oz

parallel bo‘lgani uchun ulaming normallarining proektsiyalari o°zaro
propoertsional bo'ladi, ya'ni 2x_8y 2z yoki = = 00 i! to‘e'ri chizig

; N ] T )
berilgan sirtni ikkita nuqtada kesib o‘tadi. Bu nuqialarni topish uchun
44y 27 =36 va : -—Efl B -f-r tengiamalarni  birgalikda ~chamiz:
r=-x,z2=-4y &

2 32 > b
z r4-!g1'z‘='3f:. yoki z‘—-%—-r:”:}é.:’:lﬁé"...»=i'“1‘

%, =Ty, =% . Demak, urinma tekisliklar A, (- 4-14) va M, {4:1-4)
nugtalardan o‘tadi

a) (x+4)"]'(Jf"l'l}-|‘{z--$)=ﬁ yoki r+3—z+9=0,

b) (x-4)+ U{y=1)=1 {z+4)=0 yoki x+y—z-9=0

Javob. Urinma tekisiik ikkita ckan: x+ yoz=49,

I . MASHQLAR
- XY ~4myey' — x4y sirtning as,(101) nugladagi urinma

tekisligi va normali topilsin,

Ha



AL 2 +2p' 4327 =11 sirtning s+p+z=1 ftekislikka parallel

bo'lgan vrinma tekisligi topilsin.

3, z=1+x'+* sirtning &, (1:1;3} nuqtadagi urinma tekisligi va
normali topilsin.

4, x*+2y" 4327 =21 sirtning c+4y+62=0 tekislikka parallel

bo'lgan urinma tekisliklari topilsin.

=|a
N | i

J nuqtadagi uarinma tekisligi

5. z =sin xcos y sirtning MJ ‘:‘*

va normali topilsin,

3.6. Tkki o‘zgaruvehili funksiyaning ckstremumi hamda eng kichik
va eng kalta giyiatlari

¥; z=fixy) ikki o‘zgaruvchili funksiya va M,(xiy) nugta
berilgan bo‘Isin.

Agarda #,(x;1,) nuqtaning yetarlicha kichik atrofida /(x,ix.)> f{x»)
shart bajarilsa, /(xy) funksiya 3¢, nugtada maksimumga ega deb atalib,
agarda f(x.y)</{xy) shart bajarilsa, f(xy) funksiya #, nuqtada
minimumga ega deb ataladi. .

Funksiyaning maksimum va iminimumini uning ckstremumi
deyiladi.

Agarda differensiallanuvchi == f(xy) funksiya 3,(x;y) nugtada
cksiremumga erishsa, u holda bu nugtada Ll(":"'i" =0, L(;f;-fdﬂ yoki

ulardan hech bo'lmaganda bircrtasi mavjud bo‘lmaydi (ekstremumning
zaruriylik sharti).

Furksiyaning xususiy hosilalarini noiga aylantiradigan yoki maviud
bo‘lmaydigan hamda uning aniglanish sohasida yotadigan nugtalarni
kritik yok: statsicnar nugtalar deyiladi.

M (x,» ) nuqaning atrofida z= flx,») funksiya 1kki marta
differensiallanuvehi bo‘lib. bu nuqtada fﬁ;—"":u "’"“:T”'“}:D shartiar

hajarilsin,
Quyidagicha belgilashlami kiritamiz:
_ESaen) o FrEy) o 00

e L4 - * 2
o axcy ay

A

U holda:
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1. AC—B'>0 va .4<0 shartlar bajarilsa, six.y) funksiya M,
nugrada maksimumga erishadi;

2. AC—-E >0 va A>0¢ shartlar bajarilsa, f{x.y) funksiye ¥
nugtada minimnmga erishadi, ’

3. AC-B' <0 bo‘lsa r{x.y) funksiya elstremumga erishmaydi;

4, AC-B'=0 bo‘lsa f{x.v) funksiya eksiremumga erishishi ham
mumkin, erishmasligi ham mumkin (qo‘shimeha tekshirishlar talab
ctiladigan hol). ] )

1-Misol. z=u®—xp+y +9x—-6p+20 funksiyaning ckstremunu
topilsin.

Yechish. Birinchi tartibli xususty hosilalarini topamiz:

= i = W A e F

el T ;—z = —x+2y—6. Endi kritik nuqtalarini topamiz.

o 3

fZ.r—y-;-ljzo : 5 : i
e tenglamalar sistemasidan x = -4, y = ;M (- 41} yagona

kritik nugta. Tkkinchi tartibli xususiy hosilalaming As, nugiadagi
qiymatlarini topamiz:

(=]
e
b

i

AC—B" =2.2—(~1) =350,4>6 lar bajarllganllgz uchun berilgan
funksiya f,{-41) nugtada minimumga erishadi: =, =~1i.

2-Misol. z = y/x - »* - s + 6 funksiyaning ckstremumi topilsin.
r

eehtn B 2 B E e J# S

A Lv.r—2y1-6=ﬂ.
sistemani yechib, a,(4:4) kritik nuqta topiladi‘
a0 ¥ 1. Bz

3 b =—=.8=
Ot M, 4. M, 8 axey |M

, :w'?

3 1 ;
AC-F =" 2 e S AF (404
T >0 yas= g <0 larga asosan berilgan funksiya af (44}

nuqtada maksimumga erishadi: - 12

M,

MASHQLAR
g ekstremumlari topilsin:
6. z={x=3)+3" -1

Quy:dagl funksivalarnin
1o z=x" g =6xp+1,

2 F=2y-dy-2y




3. 8 z=ly-2r'-4y
4. 9, z=x"+8y —bxp+l.
5. z=l4bx-x" —xp—y° 10, z=x"+y"-3xn

ok Agar z= f(vv) funksiva chegaralangan yopiq D schada
diffzrensialianuvchi bo'lsa, o'zining eng kichik va eng katta giymatlariga
yoki D soha ichida yotuvehi kritik nugtalerda yoki uning chegarasida
erishishi mumkin.

Umnuman, = f{x:y) funksivaning chegaralanagan yopiq £ sohadagi
eng kichik va eng katta givmatiarim topish uchun D soha ichida
yotuvehi barcha kritik nuqtalarda funksiyaning qiymatlari hisoblanib,
keyin esa D sohaning chegarasida funksivaning eng kichik va eng katta
givmatlay fnsoblanad:. Topiigan barcha giymatlar o’zaro taggoslanib,
ular ichidan eng kichigi va eng kattasi tanlaniladi.

i-Misol, f =" -2y" 3 dxy—6x+5 funksiyaning x=0.y=0, x-]
to'g'ri chiziylar bilun chegaralangan sohadagi eng kichik va eng katta
Quyinaiian hischlansin,

<%

s

[===2Zx-dy-6=0.
Yechish, {

£z

[22 o _ugsuz=n

{4

X

dan v =1, »=1 larni aniglaymiz.
Demek, (41 nugta keitik nugta ekan, - (51)=2 Qaralayolgan

funksivam 2 sohaning chegarasida wekshiramiz.
OA kesmada v =0 bo'lgani uchun z = 2" —fx+5.

Bu funksiyanme 03] kesmadagi eng kichik va eng katia qivmatlami
twpamiz: 2! = 23 -n=0,x=3par, (30} = -4

OF kesmada: v=0saz==2y" +3::" =4y =0 dan y =0.z{0,8)=5.

AR kesmada: y+ v =3 U holda z=-5x" +1%x 13
9.

&,

1

== -j0a 418 =0 dan x == va 2|
2

L8 =S

Barcha wpilgan giymatlarni o zaro taqqosiab eng kichik ={3:01=-5
vaveng katta ={0:0i= 3 larni hosil gitamiz.



MASHOQLAR ..
Quyidagi funksiyalaring ko‘rsatilgan sohalardagi, eng kichik va
eng katta givmatlari hisoblansin.

1. z=3x+y—xy, D:y=xx=0y=4

2. z=x"+2xy—-y —4x, D:x=3x-y=L

3. z=x"p{d—x-y), D:x=0,y=0x+y=6.

4, z=4-2x" -y, Diy=x,y=Ai-x.

5. r=x" +2xp+4x—y%, D:x=0,y=0,x+p=—2.
6. z=x"+3" =3xy, D:x=0,x=2v==1,y=2
7. z=xy=3x-2y, D:x=0,x=4,y=0,y=4
8. z=x'+xy-2, Diy=0,p=4x"—4.

9. z=x"+y’ -3xp, Dix=0,x=2,y=-1,y=2
10, z=x" =37, Dix'+ypisl.

3. Shartli ekstremum.
Ta'rif. z=f(xy) funksiyaning shartli ekstremumi deb, olx,y)=0
shartai hisobga olib topilgan ekstremumiga aytiladi.
Shartli ekstremumni topish uchun Lagranj funksiyasi deb ataladigan
quyidagi yordamchi funksiya tuziladi:
Ulz,p.2)= f(x,»)+ o(x, ), & -topilishi kerak bo‘lgan o‘zgarmas
ko‘paytuvchi.
Lagranj funksivasining ekstremumga erishishining zaruriy shartlari
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
L, S L
dx dr dx
au_of 00
d @ oy
plxy)=0.

Bu uchia tenglamalar sistemasini yechib noma’lumlar x,y va 2 lar
topiladi.

1-Misol. Hajmi » ga teng bo‘lgan to'g'ri burchakli ochig
basseynning sirti eng kichik bo‘lishi uchun uning o‘lchovlari ganday
bo‘lishi kerak?

Yechish. Basscynning bo‘yi, eni va balandligi x, y, z lar crqali
belgilaymiz.  Masala, S<xy+x-2)z funksiyaning w=-v shart
ha}arl]_ga.nda minimumini topishga olib kelinadi. Lagranj funksiyasini
topamiz u(x. y.z2)=xy+2ez+ 25+ Afxyz—v).
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Uring xususiy hosilalarini topamiz va ulami aolga tenglaymiz,

= 1422+ iz =0,

sx+lz+ivr=q,

¢
— =t 2x v A=,
#

i
| tm—y=i),

Bu sistemani yechish uchun birinchi tenglamani x za, ikkinchisini y

hunga o‘xshab, ikkinchi tznglamadan vchinchisini ayiramiz:
%= 2xz =1 yoki (y—2:)v =0,x > 0 bo'lgani uchun v - 22=0, bundan

5. % va z larping giymatlarini sistemadagi tortinchi tenglamaga
ac'yib lopamiz

vy =gy =2y s

Demalk basseyrning sirti eng kichik bolishi vciun boe'yi bilan e
1 bajundligi esa bo'vi voki enining yanmiga teng bo'lishi
kerak ckin. Szvol wg'iladi, mime uchun aynan x, y,z laming topilgan
12 sirt eng kichik bo'ladi? Beshqacha aytganda § funksiya
nmumgs erishadi? Bu savolga javob berish uchun geemetrik nugtai
dan mulokaza vuritamiz  Faraz gilaylik, agarda x -0 yoki v — 0
. bundzo Ke'rinadiki =it nihoyatda kaalashib ketadi.
» 0 bajarilsa. u holda x yokiy Jav cheksizlikga
vana kattalashadi. SHunday qilib sirt

= y=ydv, s =05y

giviatlardszing eng kichik bo'ladi.

Z-Misel, Yuzi § gz teng be'lgan hamma to’g'm burchakli
n shunagasi wopisinki, viing girotenuzasi eng Kichik
s,

nuyolgan cehbuechakning katetiari x va v gipotenuzasi

Yechish
gsa = bo'lsin 2 ="+ »7 ho'lg uchun masala =+ funksivaning
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‘—,: =5 sharl bajarilgandagi eng kichik qiymatini topishga keltiriladi.
Lagranj funksiyast
wlx, p,h) =57+t + iy - 28)
ni tuzamiz va uning xususiy hosilalarini topamiz.
il 23+ Ry, L 2y 4+ Ax.
oz &z

" ‘ 2x+hy =0,

Endi 1 2y+ix=0,
e -

{ Y.s.
sisternani yechib z, v, A larni topamiz.
Buning uchun x>0, >0 lami

tenglamasini x ga, ikkinchisini esa y ga kopaytirib ayiramiz

237 +dxy—2p* —2ay =0,2x* =2y =0.x" = y’,bundan x=y,A=-2.
Shunday qilib, x = y =25, ya'ni uchburchakning katetlari o‘zaro

teng bo'lsa gipotenuza eng kichik giymatga ega bo'ladi.

olib sistemaning birinchi

Moy MASHQLAR
1. To'la sirt § ga teng bo‘lgan tsilindming hajmi eng katta bo‘lishi

uchun uning o‘Ichovlari (radius va balandligi) ganday bolishi kerak.
2. z=x"+) funksiyaning i +§=I shartdagi ekstremumi topilsin.
3. Doira ichiga chizilgan barcha uchburchaklarning shundayini

topinki, uning yuzi eng katta bo'lsin.
4. z=x-2y funksiyaning x* -y =5 shartdagi ckstremumi topilsin.

- 2 . x 3 . . .
S z=xy funksiyaning x+2y =1 shartdagi ekstremumi topilsin.
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4. BIRINCHI TARTIBLI ODDLY DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

4.1. Bitfercnsial tenglamnlarga doir asosiy tushunchalar

. Erkli ¢'zgaruvchiiar va shu etkli o' zzaruvihilarga bog'lig bo'lgan
nmm‘lam funksiya hamda uning turli iaribdagi hosilalari (yoki
differensialiarijni  bog'lovehi munosabat differensial tenglama deb
yuritiladi.

Auway differensial tenglama carkibidagy noma’lum funksiya bitta erkii
o'zgaruvchigaging bog'liq bo'lsa, unday differensial tenglamani oddiy
differensial tenglama deb atalin, agar differensia! tenglama tarkibidagi
nomalurm furisiya bittadan oriig erkli o' zgaruvehilarga nog'lig bo‘lsa, u
differensinl tenglamani xususiy hosilali differensial tenglama deb
vuritiladi. Biz bundsn buyon faqat oddiy differensial tenglamalarnigina
o'rganamiz,

Dijferentsial tenglamaning tartibi deyiiganda uning tarkibidagi
hosilalerning eng yuqori tartibi tushuniladi,

! .a.sai.m 35750’ =y 7 =0 ikkinchi tartbli, i+ Hr e sl -5 b =0
nrincht tanibli differensial tenglamalardic va hokazo.

Unwimen, birinchi tartihli  differensial tenglamaning umumiy
ko'rinishi  Fay.9=0 kabi yoziladi (bu yerdagt F  o'zining
al':umcﬁt:uri"" nisbatan uzluksiz funksivadi).

Zar uni ' ga nisbatan vechish mumkin bo’lsa, yeciib, »'= flxiy)
ni homl qilamiz,
Mazkur tengiama hosilaga nisbatau yechilgan birinchi tartibli
erensial tenglama deb yuritiladi. Shuningdek,

Pl vide+ Oz 3)dr=0

ni differensial shakldagi birinchi tartibli differensial tengiama deb
ataladi.

Birinehi tanibli differensial tenglamaning yeehimi yoki integrali
deb,  uni ayniyatea aylaniiradigan har quaday  differensialanuvehi
aga aytiladi va u vechimuing gra figini integral egri

di

¥ = @x) kabi funksty
chiziyg deyiladi.
Birinch artibli differensial tenglamamng wmumiy yechimi deb,
shuaday bir v = i (unksiyaga aytitadiki {bunda S-ixtivoriy o'zgarmas
sund, u gquytdaei sharilarga bo'ysunadi:
1w ixtivoriv o'zgarmas S ning har ganday oivmatida bam

tenglamiani guaoatlantiradi,

93



2. beshlang'ich shartlar deb ataluvchi «=x bo'lganda y-y
bo'ladigan qo‘shimcha shartlar ganday bo‘lmasin S ning s!ru_nday
muayyan S, giymatini topish mumkinki, y=e(x.C,) funksiya berilgan
boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi, ya'ni y, = @(x,;C,).

Umumiy yechimdan ixtiyoriy o‘zgarmas S ning mumkin bg‘lgan
qiymatlaridz hosil gilinadigan yechimlar xususiy yechimlar deyiladi.

Agar umumiy yoki xususiy yechimiar oskkormas funksiyalar holida
berilsalar, ularni mos ravishda umumiy yoki xususiy integrallar deb
yuritiladi.

Umumiy yechim (yoki umumiy integrai ) geametrik jihatdan bitta S
parametrga bog'lig integral egri chiziglar oilasi bilan iasvirlmladi:
Xususiy yechim (yoki xususiv integral) bu oilaning integral egri
chiziglaridan biridir,

Birinchi tartibli = f(x:y) differensial icnglamaning berilgan
wx)=y, kabi boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvehi  xususiy
yechimini topish masalasi, odatda Koshi masalasi deb yuritiladi.

1-Misol.  x'=2y tenglamaning yechimi y=5x" ekanligi
ko‘rsatilsin.

Yechish. ;' =10x bo‘lganligidan, »-10x =2-5x° yoki 10x" =10x*

2-Misol. y=Ce” egri chiziglar oilasining differensial tenglamasi
tuzilsin.

Xechish. = Ce* bo'lganligidan, £ =1 yoki »' =y ni hosil qilamiz.

»
Mazkur tenglamani y = Ce* qanoatlantirishini tekshirish giyin emas.
3-Misol. ' -p'=c  kabi egri chiziglar oilasidan  p(0)=5
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvehi egri chiziq topilsin.

Yechish. <=0 bo‘lganda -5 bo‘lzanligidan, 0-25-€ va ¢ =-25, U
holda, y* - +* = 25 hosil bo*ladi.

. Quyida berilgan differensial tenglamalar uchun ko'rsatilgan

funksiyalar yechim bo*la olishligi ko‘rsatilsin.

f v ¥ =10x;

Y+3=0, y=3e
U

I 9t=
-
3 w'rp=gq =

X
4. w Fxp-3x' =0 pyoyt
3. (ryy'-2y=0, =%
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Quyidagi tenglamalar bilan berilgan egri chiziglar oilasining
differensial tenglamalari tuzilsin.
. p=0Cx'

2. y=8nlx+C)
3, ¥+ =2y
4, y +Cx=x'
5 xtepieic?

4.2. O‘zgaruvchilari ajraladigan dilferensial tenglamalar

1. Ushbu
M{(x)dx + N(3)dy=10
tenglama, o'zgamvchilari ajralgan  differensial tenglama deb
yuritiiadi. Mazkus tenglamaning umumiy integralini topish uchur uni
hadlab integrallaymiz:
M (x)x +[ N(p)dy=C

Bu yerdagi S ni berilgan tenglama uchun qulay bo‘lgan istalgan

ko‘rinishda tanlanadi.
1-Misol. xdx— ﬁijﬁ =0 differensial tenglamaani yeching.

Yechisinll o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Tenglamani hadlab
integrallasak,

&t T P
?-El‘ﬂ”*—y ) C

ni hesil gilamiz. Yugorida aytilgan mulohazaga asosan, S ning
o' roiga I§=n citanlab & = In €1+ ¥ )ni topamiz.

2, Apar hosilaga nisbatan vechilgan birinchi tartibli ' = f(x; )
kabi tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya fagat bitta x yoki y
o‘zgaruvchiga bog'lig bo‘lgan funksiyalaming ko'paytmasi (yoki
nishati) ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, uni o‘zgaruvchilar ajraladigan
tenglama deb ataladi, ya'ni:

=) q(y)

iy . . iy
Bu wverda. ' ;— va q(v)»0 eckanliklarini e'tiborga olsak,

-i'-'—:.p(_rm‘.r ni hosi!

qty)
tenglamadir. Uni integrallab,

gilamiz. Bu esa, o'zgaruvchilari ajralgan



[ _a'}’_:[ o(x)dx+C
q(y) L)
ko‘rinishdagi umumiy integral topiladi.

Quyidagi
£ £(dx+ @, (x) -9, (¥)dy =0 . .
tenglama ham o‘zgaruvchilari ajraladigan leng}amadz;..Tengilkmplf
har ikkala tomonini g(x)-f.(y)#0 ga bhadlab bo’lib yuborib,
o'zgaruvchilari ajralgan tenglama )
BAC) dx+ E“-Q—J dy=10
px) L) o .
ni hosil gilamiz. Uni integrallab, umumiy integmlmll llopamlz.
2-Misol. x(1+v")dx+(1+ x*)ydy = 0 tenglema yechilsin. :
Yechish. O‘zgaruvchilami ajratish uchun tenglikning har ikkala
tomonini (1+x*)(1+y")# 0 ga bo'lib yuboramiz:
xdx i ydy‘ =0
V+xt 14y ) |
Mazkur o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamani hadlab integrailab,
%in(l—.x’) +-§!n(1+y’)=c ni yoki h!{l*r’)(lé-)-‘}]:in(" (bu yerda,
28=InC deb clinadi) ni hosil qilamiz. Bundan
(1 rx')i+y7)=C
umumiy integralni hosil qilamiz..
3-Misol._x;p' = 1-x* tenglama yechilsin.
Yechish. Tenglamani y'ga nisbatan echamiz
. 1=2t
Py
=
dy

Bu esu, o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. y'=T-- ckanligi
ax

e'tiberga olinsa, ydy = '~ d hosil bo'ladi. U holda, - =tn ||~ +C

X 2k =
voki 4+ y* = in(Cx*) kabi umumiy integral topiladi (bu yerda 28=IntC
deb olinadi),

4-Misol. ygr -, tenglamaning _;-[-E]:Jf boshlangich shartni

qanoatlantiruvchij Xususiy yechimi topilsin.
N : .
Xechish. i‘r =l—;"; yoki ﬂ-~-:.‘.fg,\-;a’.\- dan In|y|=In|Siny;+in C 0l va
3 : ¥
bundan 3 = CSinx kabi umumiy yechimni topamiz.
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s — . A2
x =§ bo‘lganda y =2 bo‘lganligidan, v2 = CS{'ME yoki %C:JE,

Bundan esa, 5=2. Demak, xususiy yechim p = 2Sinx ekan.

3. ¥'= fax+by+e) ko'rinishdagi tenglamani garaymiz. Ushbu
tenglamada ax + by + ¢ = = almashtirish kiritamiz. Bundan, a + by’ = ' yoki
y'=i;-3 bo‘lganligi sababli, %(z'—a}:f(z) yoki z'=a+bf(z) ni hosil
gilamiz. Bu esa, o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Uni yechib,
yechimning qiymatini ax + by +c =z ga qo'ysak, dastlabki tenglamaning
umumiy yechimi yoki umumiy integrali aniglanadi.

5-Misol. :_]T tenglama yechilsin.
Yechish. x+2y=z 1+2y' =2, y':%{:'v- 1) larni inobatga olsak,

%(z'—i}:l yoki 2" == +1ni hosil gilamiz. z'=:—zligidan
-4 T

2
g

Bu yerda o*zgaruvchilarni ajratib integrallaymiz:
2z d’q:{,iuc yoki z—2M |z +2[=x+C
+ 4

z+2 =i _rd':—Zj %

z ni x+2y bilan almashtirib, berilgan tenglamaning
y—In|x+2y+2|=C
kabi umumiy integralini topamiz.

MASHQLAR
Quyid.,gl differensial tenglamalar yechilsin
L. pxt=2y 6. 2xy'=1-y’
2, (T axp=2y-1 7. 3 de—4"tdy=0
3. (ext)y'=1+)" 8. wgvdx+dy=0
4, U=pdx+(i+xdr=0 9. Ji+yde-xdy=0
5 = 2\"1_In x 10, w'=y'—y
21, »'= :
' I+ p
22. yix+y)=I
23, y=27"
y-¥ -1314 =0 24, v =4x+3y



15, xydx={1+x")dv 25. J"=y'E-~'_+J_'-+-:§.'

. 2
16. ydx+(x=2dv=0 26, ) 23“*2}_
17. (1+v)dx—~lxdv=0 27. z'=10""
18, VI—xidy—x1=yidx=0 28. ¥ =Cos(y—x)
19, (F —pxDdy+(y" +xp )de=0 29, 3 = 4x+ —}’—[

20, »dv—(2xv+33)dx=0 30, y'-y=2x-3
Quyidagi differensial tenglamalareing  berilgan  boshiang'ich
shartiarga binoan xususiy yechimlari yoki xususiy integrallari topilsin.
3l C - 207 =0, 3(0)=1 36, yldr—edv=0; ¥(0)=1

32, Yemgx+y=2 3(0)=-1 57. y=nL% =0
33, (+e™)w'=¢"; y(0)=1 38, (x+Zyp)y'=1 wO)=-!

dy i .
34, ;{f=y—f; w0y =2 39, (2)dy+(x-Ddx=0; »(9)=4
e e mydes(l-yhxdv=10; (' 4 X+ (P y— y)av =
By 0. wei

4.3. Bir jinsli differensial tengiama va unga leltiriladigan
diferentsial tenglamalar

L I- Ta'rif. Agar r+0 wuchun f[{hony)=2"f(:y) kabi
munosabot o rinli bo'lsa, f(x,y)funksiyani o'z argumentlariga nisbatan
m-o0 lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi (m-nawral son).

2-Tarif.  Agar y'= fixy) tenglamadagi f(x,y) funksiya o'z
argumentlariga nisbatan 0 — o ‘lchevii bir jinsli funksiya bo'lsa, uni bir
Jjinsii diferentsial tenglama deyiladi.

Differensial shaklda berilgan P(x; y)dx + Q{x; p)dy =0 lenglama bir
jinsli bo'lishi uchun, ham P(x;), ham Q(x:») lar bir xil o*lchovli bir
jinsli funksiyalar bo'lishlari kerak. Bir jinsli tenglamada f-a.-tv'_‘l-.u y=i-x)
a]mashtirislll kf.rilitib, uni yangi »=u(x) noma'lum funksiyage nisbatan
o‘zgaruvehileri ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

I'M'-';'Ol- ©+3* ~2my- 0 tenglama yechilsin,

Yechish. Berilgan tenglamani (x* + y*)dx—2xvde= 0 ke'rinishda

yozsak, Py =x" + ' 0 y) - ~2xy funksiyalarning ikki o‘lchovli bir
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jinsli funksiyalar ckanligi ko‘rinadi. Shuning uchun y=ux. o= xdu- udx

almashtirishdan keyin berilgan tenglama
(a7 =’y el = 2ux” (xdu + udy) =0

void
(1=t )alx = 2xudu =0

ko‘rinishga keladi. O‘zgaruvchilarni ajratib integrallasak.

dr  2udu _
x l=x’
J-E Zum!_hc,
3 1-u

Inlx|+h|[l-w’|=hC
ni yoki x{1- ") = C ni hosil gilamiz. « = £ ni oxirgi tenglikka go*yib,
X
yi
x(1-=)=C )’Uki -y =Cx
X

kabi umumiy integralni topamiz.
2-Misol. y'=2 4 sind tenglamaning y(1) = g kabi boshlang‘ich
sharidagi xususiy yechimi topilsin.
Vechish, 2 = u, y=ux, v' =u+xu', w+ru'=u+Sinu yoki
v o

du o
== Sinu,

’ n‘r Sinuw x
f X ime,

Sir:r
|n|;-f J| njx]+hC,

rq[—} Cx, %zanﬂg{{.\]

voki dastlabki o 7":m.\’t.lugd qaytsak
= 2xarctg(Cx)
wmurniy yechimini topamiz. Bu yechimdagi x, y larning e'rniga
x=1, y= —_’ giymatlarni go‘vib S=1 ni topamiz. Natijada, y=Zxarcige -
xususiy yechimdir,
3-Misol. v’ = y(l+n= } tenglama yechilsin,

Yechish, (* ;"aruwl.llarm almashtirib integrallasak
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elv

et —H+ n --I
ax
: dn
y:wc.gl'-zu rﬂ o+ x—‘-‘i- afl+Inwj, x—=ulnw,
dx dr dx dx

_du =£{_ ¢ du =Ji{+|ﬂf<
ulne v dulne X
bi|nu|l=n|xj+inl,
lnu=Cx, u=e",
Buverdan ¥ =, y=xe™ kabi wmumiy yechimni hosil gilamiz.
x
ey ko‘rinishdagi tenglamada,
ax+by+e,

2. Agar y'= f{

A=!"''1=0 shart bajarilsa, x=u+e, y=v+4 almashtirishlar orqali uvav

la

i

yangi 0 lga-"uvchila-.'ga nishatan bir jinsli englama hosi‘ gilinadi. Bu
a,o+ b,

yerdagi o va B o‘zgarmas sonlar quyidagi { ! 5?3 &l rcnglamalar

m+ 1 1—(.__ =

sistemasidan aniglanadi,
Agar A=0 bo'lsa, qaralayotgan tenglamada ax-by=3
almashtirish kiritib, o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz.

i o X+3v+l i
4-Misol. y'= """ tenglama yechilsin.
3x+p43 %

kabi

13 i
Yechish. 3‘13 ]I=—S¢0 x=u+o va p=v:f almashurishlardan

foydalanamiz.
o MreIvedgag 3y
¥ ot b il R ) _=r+\|+{cz+3,ﬂ'4lj_
3“*3’““313)'01“ s ve(at f3)
a+3p+l=0
Ja+P43= um yechib, = -1 va =0 lami topamiz. U holda
av _u +3v
a ) du Ju+v
it Moova v=guez  kabi  almashirishlarni  kiritamiz:
sy4z= ”_“_3_21‘ 2;.{2I+32 dz 1+3:-32 1
w(3+z) TR z, E" 34.?__ - \-"Okl
.'.‘l.' (‘ & 1‘.|Jv

n ]_-
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Uni integrallab, ~%inll—:’ ipl+mc  ni topamiz. Oxicgi
i

ifodani  soddalashtirib, ‘l+',,-Cu ni va bu yerda z ni © bilan
2 '

=T

almashtirsak, —”—"‘;- =¢ ni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikdan, w=v+1 va

(=)’
v=y larga ko‘ra,
x-ypsl=Clx-y+1f
kabi umumiy integralni aniglaymiz.

= ans xe2p+l i
5-Misol, y'= """ tenglama yechilsin,
dy+dy+3
: il 2 e s
Yechish. A =} 4/=0 bo'lganligi uchun x-2y-: almashtirish
74

kiritamiz. Bundan 1+2)y'= = yoki y'= i—(z'—n. U holda berilgan tenglama

z+1
2z+3

T
S (===
yoki
_4z+3
T 2z+3
ko'rinishga keladi. Bu yerda, o‘zgaruvchilami ajraigandan so‘ng
integrallab

ci-inldzeS|=2x4C

1
i
: . : s s 1 ‘
ni topamiz, z ni x+2y bilan almashtirsak, 2y + 3 In|4x+8y+5=x+0
yoki
inj{4x+8y+5| Ey-4x=C
ni hostl gilamiz. Bu esa. berilgan differensial tenglamaning umumiy
integralidir,

MASHQLAR
Guyvidazi differensial tenglamslarning vmumiy yechimlari (voki
umumiy integrallari) wpilsin,

3. pe=ti? iy il
x x=y=2

i3 ‘_I=I:+_3)'—:i

x+dy
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Hle s oA et e
3 16. (2x—4y+6ldx+(x+)
i x_z\.ﬁ-',-“

2
Xty
4, y="—7—

17. (Ex+y+1dr—(4x+2y=3)dy=

x
o o x(x+y) ) 4._2-_
[ 65 b 18. ¥ 2x+y—4
6. (C+y)y=2ny 19. xy'= XSJ'Hi—_-i-_v
A 2 ik ¥ 1
1. w-y=xig~ 20, y=e*+i+
x x
3 , ! . —(3x-3p-1
8. 2y=yx -y 21 Y=
2 3=y o Ey—x-—S
9, yi+xy'=xy 27, 'v_Ex-_'H—‘i
10. xy—y=(x+ym I 23, (x =3y dx+ 2opdy =0
X
11. xy'=p— xe: 24, ¥'= %(! +hy-Inx)
12. xyl=yc‘”ﬂn£) 25. (8y+10x)dx+ (5 + Tx)dy =0
X

13. -y = fx’ __yT

Quyidagi differensial tenglamalaming  berilgan boshlang‘ich

a;lgnlaxga msbdtan Xususiy yechimlari (yoki xusuSIy mtegral]an)mpllsm

y‘_,—"\' +,y y }’(') 3 29, 2I‘,}+x -~y =0, ],(0]_
£
27' : + : rz ¥
r=Eichd) , (0)=0 30. Sl B e
Xy i 5
28, y“’ G
P m-— =
¥(1) -
4.4. Chizigli tenglamalar. Bernulli tenglamasi
. lt. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbaian chizigli
o'lgan  differensial tenglama birinchi tartibli chizigli differensial
tenglama deb at;

aladi. Uning umumiy ko'rinishi quyidagicha yoziladi:
Y+P(x)y = (%)
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Bu yerdagi P(x) va Q(x) funksivalar, o'z argumentlariga nisbatan
uzluksiz funksiyalardic (xususan, o’zgarmas sonlar ham bo'lishlari
mumkin).

¥+P(x)y=0

ni garalavotgan tenglamaga mos bo‘igan chiziqli bir jinsli
differensial tenglama deb ataladi,

Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamani yechishning 1kki xil nsuli
mavjud bo‘lib, ulardan birl «ixtiyorly o‘zgarmasni variatsiyalash»
usulidir (ikkinchisi o*rniga qo‘yish usuli deb yuritiladi).

Biz bu yerda birinchi uvsulni bayon etish bilan cheklanamiz
(ikkinchi usul tafsilotini har bir kitobxor mavjud adabiyoilardan
mustaqil o'rganishlari mumkin).

Mazkur usulga bincan, avvalo, bir jinsli tenglamaning umumy
yechimi y=ce " ni aniglab. bundagi o'zgarmas S ni vagtinchalik
o'zgaruvehi (S=S(x)) deb faraz qilamiz. So’ngra, » bilan ' larning
quymatlarini bir jinsli bo*lmagan tenglamaga qo*yib, C(x) ning giymatini
sniqlaymiz va uning qiymatini p=ce’" ga qo'vamiz Natijada,
beriigan chizigli bir jinsli bo’lmagan tenglamaning umumy yechimi
aniglanadi,

i-Misel -y = Sine ienglama yechilsin.

Yechish. y-rgvy=0 dan, b tgrdy NI va uni integrailab,
Ak ;

= —
: Cosx
i topamiz, C=C(x) deb faraz gilsak, u holda
O Csim

Caa Cos'a
hosil bo*ladi.  bilan »* larni keltirib tenglamaga qo‘yaniiz:
' C8inx Simx O

= Sinw

Cosx Cos’s Cosy Cos:
yoki €'= SinxCosx.

i et I a
("'u‘—j— ekanligini nazarda tutgan holda, €(x)=~-Cos2x+¢ ni

anigiaymiz. Watijada,
3 --t——!-[‘usl.:-- {1 }——
= 4 Casx
kabi umarraty vechirn hosil bo*ladi.
2-Misol. J=r=¢" fenglamaning p(0)=1 boshlang‘ich shartni
ganoatlantiruvehi xusvsiy yechimi aniglanzin.
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Yechish. y'+y = 0dan, gz =—y ni yoki
re

h|ylr-x+hC
ni hosil gilamiz. Potentsirlab, y =C(x) ni topamiz.
y=Ce’ —Ce*
bo‘lganligi sababli, C'e™ —Ce™ + Ce™" =¢™* va C'=¢" dir. Bundan,
Clx)= ée‘“ +C,

ni topib, y= r_% e + C)e™ ni yoki

1
M T
¥ 3 e €
ni aniglaymiz,
. . y 2 e
Endi boshlang‘ich shartga ko‘ra, 1 = %e“ +Ce® va C=2. Natijada

y= le" 4= EE_‘ .
Sa i

2. Ustbu y+P()y=Q(x)y" ko'rinishdagi tenglamada =0 va
n#1bo'lsa, uni Berulli tenglamasi deb ataladi. Agar bu yerda n=0
bo'lsa, chizigli va agar n=1 bo‘lsa, o‘zgaruvchilari ajraladigan
tenglamalar hosil bo‘ladi.

Bernulli tenglamasini yechish uchun urning har bir hadini »~ ga
ko’paytirib, so'ngra y™" =: almashtirish orqali uni noma’lum z=z(x)
fuuks_,iyaga nisbatan chiziqli tenglamaga keltiriladi. Chizigli tenglama
yechilgandan keyin, u yerda dastlabki o‘zgaruvchiga qaytiladi.

Takidlash joizki, Bemulli tenglamasini y = u(x)v(x) almashtirish
orqali ham yechish mumkin,

3-Misol. )""--i- = -h-li »* kabi Bernulli tenglamasi yechilsin.

Yechish, Tenglamaning har bir hadini y~ ga hadlzb ko*paytirid,

g b il
e
x

ni hosil gilamiz, y™' =z almashtirish -kin'tamiz. U holda; —y7y'=2'
yoki y*y'= = Bularni tenglamaga qo*ysak, — '+ = = °% yoki
x X

z__x

ko‘rinishdag

x X
it 1 chizigli tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamuni

a keltirilgan usul bilan echamiz:
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se=—=0 —==; hlzf=l|x|+kC;

v
Cx Inx
z=Clxl; 2=Cx+0C; Ox+C-—=-——;
x a
A Inx
Ci(x) ==

Oxirgi tzngiamani yechib, € = -EUn x4+ 1)+ C, ni topamiz. bu giymatni
x

z=Cx ga qo'ysak, z=Inx + 1+ C,x hosil ba‘ladi.
Bernulli tenglamasining umumiy yechimi esa, p”' =Cr+h vr+1 dan
topiladi, ya'ni

’ rtixl
MASHQLAR
Quyida keltirilgan chizigli yoki Bernuili tenglamalari yechilsin (agar
boshlang‘ich shartlar ko‘rsatilgan ho‘lsa, xususiy yechimlar yoki xususiy
integrallar aniglansin).

1 o B . 2 o 3
: ,-I-;T—E\-—u*l} 16. g
2. Y-wotex=Siex 17. ¥+ is ol
= 2+l 2x¥)
3. w-dy=2° 18, »'Cosx = ySinx = Sin2x
4, (Zx+l)'=4x-2y 19, ¥ +xp= ry’
5. y+ly=e'y’ 200 (1-x')-ap=x’
6. wip=xt+y 21. y’-] 2 s =x+1, ¥(01=0
-
= 1
T 22, ¥ve-yelgx=——, y(D) =0
Cosx
» xy 2
8. v 23 Yie——s——0 y))=3
P e e B b
3 S
9. 24 1"—:J'=r e’, i =e
T 5 i 2 1 i
10: pesy=y 25, y+—y=—, ¥2)=1
X X X
11, pexpt=-L 26, ¥'Cos’x=ige—y, y(0)=0
2
; 2x=1 3
12, il s y=1=0 27, ¥- Y o xt b5, yi-l)==
X x+2 2
3. Viy=e" 28, =2y =1--2¢7, p(0j=2



29
4. ¥+xp=x) 29, g'+y=x"+3x+2, }’(1)=‘6—

1
15. ¥+ yCosx= %S;‘n?x 30. =y ha+y=0 y= 3

4.5, To'la differensialli differensial tenglamalar

Agar P(x;y)dx+O(x;y)dy =0 tenglamaning chap tomoni biror uix:y)
funksiyaning to'la differensialini ifoda etsa ya’ni,
P(x; y)dx+ O(x; y)dy = du(x;)) . ) g
bo‘lsa, mazkur tenglamani to‘la differensialli differensial tengl
deb ataladi. ] y
Agar berilgan tenglama to'la differensialli differensial l?ﬂtilal:[‘;
bo‘lsa, du(x;y)=0 deb yozish mumkinligidan uning urmumiy I::S' 3;12“
u(x;y) = C tenglik bilan aniqlanadi.  Agar P(xy) , Oluy) funk 13?
o‘zlarining 2P5Y) y; B0 o xususiy hosilalari bilan birgalikda
4 £ e 1
biror bir bog‘lamli D sohadagi uzluksiz funksiyalar bo‘lsa, ¢ h;llsc]ij
mazkur tenglama to‘'la defferentsialli differensial tenglama bo'tish
uchun u sohada har doim 22052 =-_agg"3 kabi tengiikning bajarilishi

zarur va yetarli shartdir, Umuman (x: ) D bo‘lsa, to‘la differensialli
differensial tenglamaning umumiy yechimi

Hl v

u= [ P(x;y)dx+ [ O(x; y)dy

formula bilan topiladi. :
Agarda %#%g bo‘lsa, u holda shunday bir p(x;y) funksiyan!

X
topish mumkinki, uni berilgan tenglamaga ko‘paytirsak, u tenglama to la
differensialli  differengial tenglamaga aylanadi. p(x;y) funksiyan

integrallovehi ko*paytuvchi deb ataladi va uni quyidagi hollarda topish
osonlashadi:

D-P__'?Q_
a) —e'-v—é_?"_=q:(x) - funksiya faqat x pga bog'lig bo'lsa
b= [ p(x)dr ;
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2 P

R Pay =w(y) - funksiye feqat y ga bog'liq bo'lsa,

Iy =] wiydy

. 2 -
1-Misol. oy 22
¥ ¥y

Yechish.

ox
tomoni gandaydir noma’lum u(x;)) funksiyaning to‘la differensiali ekan.

SHu funksiyani topamiz.

L '—'T- ekanligidan
& 3

Demak, -‘iﬁ =5_‘—Q bajarilganligi uchun berilgan tenglamaning chap
&y

= {—dxwm-—ﬂp(}')

funksiyaga ega bo* lamt.,, bu ycrdagr @(») funksiya hozircha
noma’'lum bo‘lgan y ning funksiyasidir. Endi bu funksiyaning u bo‘yicha
hosilasini topib, uni Q ga tenglashtiramiz:

G =32 Bu A

= =—4-.—=[-.+VPU'1|
B ¥

a 3 e T

o _L4 o' = }_.._

fiy

bundan p'() =L, ey - I—'.' =——4C,
¥ ¥y

O W L
y ¥

C berilgan tenglamaning umumiy integrali

SHunday qilib, = -1 -
¥ ¥
bo‘ladi
2-Misol. (1 + ) dv—xdv =
Yeclzish. Bu verda
By et Eateip, S F ol
i ay x Ea

0 tenglama yechilsin.

Demak, berilgan tenglamaning chap tomoni to*la differensial emas.
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Integrallovchi ko“paytuvchini topamiz.
80 &P
ox dy

P VX 3
ekanligidan, yuqorida keltirilgan geidaga ko‘ra

ln.u=—jﬂ‘-—2h Iyl
v

1 - . %
bundan p = — . Berilgan tenglamani topilgan y ninyg giymatiga
¥

ko*paytirib (— + x)dx— —-dJ =0
¥
to‘la diﬂ‘erenszalh d!ffcrcn:,ml ttmglamam hosil gilamiz. Bu tengiamani
yechib, uning — e -Z—T € =0 - umumiy integralini yoki Umualy
J:

2x

x'+2C

yechimini topamiz.
3-Misol. 2xCos’ydx + (2y — x*Sin2yjdy = 0 tenglama yechilsin.
Yechish. Bu yerda: P(x,y)=2xCos’y, O(x,3) = 23— x* Sy,

ar 5
—— = 2x2Cosy(-Siny) = —2x8iny, 90 =-2xSin2y
gy dx

ya’ni, berilgan tenglama to‘la defferentsialli differcnsial tengiama
ekan. Uning yechimini

I P(x: y)d + fQ(\ »)dy =
formuladan lel"'tmi;_' x, =0, y, =0 deb olishimiz mumkin:

jhcm M‘*_l[ =2 Stdyp)ds = xlCar"]-!o byt :’

Dcmak

= x'Cos’y+ _v’ =

i X' Cos’y- v’ =C
umumiy mtegraldir,

MASHQLAR
glamalar vechilsin,
1 (31:::' 2-"')‘{"‘* Rx=3yiy =g 9. (x4 y" 4 2x)dx - 2xpdy =)

R ¥ S
g, 3xeldx (:‘ e =Ndy =g 10, (' =30 + 2)es = (3yr =37 Jay =100
3. (XCD‘-) U )dA-A Sin2ydy =06 1. (x + 3" pelx — 2x3edy = 0
4

Quyidagi differensial top,

__d L
M JXP dy 0 12, v+ xdy—cdy =0
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5. ix'—y)dx+xdv=0 13. (% + y)dx+(x=23)dy=0
6. yidx+(w-Ddy=0 14, (y=3x)dx—(dy—x)dr=0
7. 2xtgydy+(x* = 28inv)dv =10 15. ('-x)'=y
8. (Sinx-+e” )dv+ Cosxdy =0
4.6, Lagranj va Klero tenglamalari
1. Lagranj tenglamasi deb, x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan
chizigli bo*igan

v=(y ()
kabi birinchi tartibli differensial tenglamaga aytiladi.
Ager y'=p deb oisak, u holda Lagranj tenglamasi quyidagicha
yoziladi
y=g(plx+wyip)
Ushbu tenglamani x bo‘yicha differensiallab, u yerda »' ni p bilan

almashtirib va SZ ga ko’paytiriigandan so'ng
72l

o . wip)
dz p-olp)  p=olp)

ko'rinishdagi x(p) va x'p) larga nisbatan chizigh bo'lgan
tengiamani hosil gilamiz. Uning umumiy integrali o(xp;c)=0 bilan
v=o{px+y(p) tenglamadan parametr p ni yo'qotsak, Lagranj
tenglamasining umumiy integrali aniglanadi.

Estatina, Biz bu verda, p-¢(p)=0 deb faraz qilib umumiy integralni
anigladil. Agar p—a(p)=0 bo 'Isa, bu tenglama p = p (i = 1k) ildizlarga
ega bo'ladi. Ushbu ildiziar y=xg(p)+y(p} kabi yechimlarni beradif,
ular Lagranj tenglamasining maxsus yechimlari ham bo 'lishi mumbkin,

1-Misol. y = 2y'x+ y'* tenglama yechilsin.

‘= 2pix+2p+ 2pp'nd hosil qilamiz. Bundan esa, pdx= 202+ p)dp+2pdx ni yoki
dx 2

o p

ni anigiavmiz, Ushbu tenglamani yechib, x - ¢p® -25 ni topamiz.

v=2

Endi P ~“" dan p ni yo'qotib, berilgan tenglamaning umumiy

y=2pr+p

iategrali y- %’_f-l =

Lx+ X+

ni aniqlaymiz. Bu yerda, y =0 trivial yechim bo'ladi.
1t



! Lagranj tenglamasida o(y)=y" be'lsa, undan Klero
tenglamasi deb ataluvchi guyidagi tenglama hosil gitinadi.

y=x'+w(y)

Bu yerda ham j'= p almashtivish kiritib. v=sxp~w(p) tenglamaga
kelamiz. Uni differensiallab, v'=p+xp'+w' o p' ni yoki plorv'(pi}=0 ni
hosil gilamiz. Bundan »'=0 va x+p'(p)=0 yoki p=C va x=-p'(p) lar hosil
bo‘ladi.

Natijada, y=Cr-y(e) kabi umumiy yechimmi va -{j :i;{’({v)wip’
kabi parametrik shakldagi umumiy integralni aniglaymiz. Ushbu integral
Klere tenglamasining maxsus integralini ifoda etadi.

2-Misol. y= '+ ]— ko‘rinishdagi Klere tenglamasi yechilsin.

»

Yechish. '=p dan y=xp+ 1 ni va uni differensialiab,
P
A ) _U' Y z X 1 . da
Y =p+xp —=——ni aniglaymiz. Bundan esa, p'(x-—) =0 ni va unaan
P n

p'=0 hamda x = #]ami aniglaymiz.
3

Natijada, y = cv+ ! kabi umumiy yechim hamda x = ~i— bilan y = :
: z 2
shakldagi maxsus yechimga ega bo‘lamiz. Agar parametr  dan holos
bo‘linsa,
e ¥ =4ax
ko'rinishdagi maxsus yechim hosil bo*ladi.

i . MASHQLAR
Q!-ll)’i a 'ben]_gan Lagranj va Klero tenglamalari yechilsin, agar
maxsus yechimlari mavjud bo‘lsa, ular ham aniglansin.

1 a=nign 6. yixy =40y 11. p=x(l+y2+y
2. y= Zx_v'_];;y” 7. B=@yy=y 12, w2 =y
¥ HT"_:'}'" 8. y=x-2y" 13, p=yplafi—pt
4. Y=x'-ly 9. y=dayexm” 14 3=t 1|’_

5. 2p” =23 _wn 10; Zo/- b=y 15, vexy' - I\I-':.."l



5. YUQOR! TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

5.1, Umumiy tushunchalar

Agar u vyoli bu differensial tenglama tarkibida noma’lum
funksiyaning n — tartibli hosilasi qamashsa, uni n — tertibli differensial
tenglama deb ataladi.

Flayys ey =0

kabi tengiamani v=u{x) noma'inm funksiyaga nisbatan n — tartibli
differensial tenglamaning umumiy ko*rinishi deb yuritiladi. Agar mazkur
teriglamani u™ ga nisbatan yechish raumkin bo‘lsa, yechib o

ni hosil qilamiz. Mazkur tenglamani yuqori tartibli hosilaga pisbatan
yechilgan differensial tengiama deb ataladi.

Ushibu tenglaimaning umumiy yechimi tariibida ixtiyorly Si,8z,.-.,8x
lar kabi n ta o'zgarmaslar ishtivok etadi. Ulaming muayyan giymatlarini
aniglasi vchun boshlangich shartlar deb ataluvchi biron-bir qu‘shimt_:ha
shartlar  oldindan berilgan bo‘ladi. Umuman, (1) tenglamaning
boshiang®ich shartlari deb ataluvchi

Wx) =y, Yix)=v, =y e NI = e

kabi berilgan shartlami qanoatlantiruvehi yechimini topish masalasi

Koshi raasalasi deb atalib, Koshi masalasining yechimini esa, (1)-
tenglamaning xususiy yechimi deb ataladi.

Bu yerda ham umuniy yoki xususiy yechimlami nowa'lum « ga
nisbaian vechish mumkin be'imasa, ularni mos ravishda umumiy yoki
aususiy integrallar deb vuntiladi.

¥ = fix) lenglama,

Ushbu tenplameoning umumiy yechimini aniglash uchun n marta
integrailash usulidan foydalanamiz. Tenglamaniag har ikkala tomonin
dx ga ko*paytrib imegrallasak.

Y !' Sl =i 6

ni hosil gilamiz.
Mazkur usulni yana bir marta takrorlasak,
VL e+ Jdi s To(de 1 € Id'.- + Ty =gix+ G O,
| J

hosil be*ladi.
Shu yo*sinda davom eta borib oxirida

o
3

- it O 24+ C
-1 “a- .

@ {x)-C- =
"n 2
kabt umumiy yechimni topamiz.
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1 - Miso! y" =vsin3r ning umumiy yechimi topilsin.
= ; Y
Yechish, y7 = [etde+ G ==e™ +C,
1 e e o
3= ijf.'hd.l +C Jdit €, = :in»* +Cx+t,,
»= ljf"a’x-i- € [xdv+ €, [dr+C, = oo 2 Ca+
4 : -- 8 gy o=
2—Misol. )" =xsindr  ming umumiy yechimi topilsin.
Yechish.

= x, = -fo
¥'= jnm‘m‘z +C =ldv= an.rd_r = —-]—ccﬁx+ —Icm]xdt +C

v = --]-:Dt]:
3 I

i
=——xcosix !'sinix +C,
3 L

]
u = xdi = .‘h‘]
= --Jx:us‘m‘m -—jem 3ade~ Cj de+ U, = Lnr = L,::shu’xr

]v = —san 3x
i

= —-{—xsmlx- -!%m Ixedx | -—]vr.osh +Cr+ G
3z 7
1 2
y===xsm3zx——cosdx+ Cx+C,.
3 27
3-Misol. y™ = cos2x  ymer x=0 pa p=0, y=0,
P==1 =2 bo‘ladigan boshlang‘ich shartlarni

qanoatlantiravchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish Avvalo tenglamaning umumiy yechimini fopamiz, va'ni:

I
= Es:n?_,rf €, y=-—cos2x+Cx+ 0y,
£

snlx+C, %+C’,x+t‘,‘

1 x e
= —cos3r+ T — 4+ —
Jf=mtn5_\' (..ﬁ IC,: Ll T S
Endi ¢ : .
doshlang‘ich ~ shartlardan  foydalanib, ¢, ~---. &0,
3
Gi=-7 = € =2 lamj wpamiz

Xususiy yechim esa,

14



5.2. Tartiblari pasaytiriiib yechiladigan ayrim yugori tartibli
differeasial tenglamaiar

Taribini  pasaytirish yo'li bilan yechiladigan yuqori tartibli
differensial tenglamalarning quyidagi ikki xilini qarab o'tamiz.

1. Aytaylik, n — tartich differensial tenglama tarkibida noma’lum
funksiya va uning (k-1) — tartibgacha bo‘lgan (< & < n) hosilalari ishtirok
etmasin, ya'ni:

Fley'™, 00y 2o )
YAngl z{x) noma’lum funksiyani »*' =z formula orgali Kirtb,
g4 ezt vt o i o9 arni inobatga olsak, z(x) ga nisbatan.
Fixzziah. 2 =0 (3)
leabi {n-k) tartibli tenglamani hosil gilamiz. Agar (3) - tenglamaning
biror z = gix. C,, Cs, ... [Cpy) kabl uvmumiy yechimini topa olsak. u
holda
V' e:eeeC.C. .C.) i k marta infegrallab, qaralayotgan (2)-

ning umumiy vechimini aniqlugan to"lamiz. ]
an. zgar n=2 bo'lsy, (3} tenglama birinchi tartibli tenglainadir,

T-misul " - -“ = 0 ni yechilsin,

Yechish, " = = deb delgilash kiritsak, :'v-éi —0 ni hosil qilamiz.
Bundan == = ml+lne, z=0Cx.
Endi, = O

ni tonami e

Z—Misak, =) miyechilsin

& . . 1 .

Verhish, -+ s # < s -—-a2+¢ mi hamda z--- iy
hosil gifiniz

V'=———— ni kemma—ket inegrallab, avval y'=-h(x=G)+C; 0L

Reevin esa



y=Ax+ (','_Iin{x+l",“',l; #+C +Cx+C = —{x+ C.',}.','.(r*. C,)i- Cilxe)+C + 4,
y==x+g )ln{.\'*C_.} + x4 Gy
ni aniglaymiz. Bu yerda, [lhudu=uhu-u+C
Shuningdek, Co*1 ni C; bilan, C;+C; ni esa, C; bilan almashtirdii.
3.Misol. yxInx=y ning umemiy yechimi topilsin.
Yechish. »' =z dan %= : va injzl=hlnx+¢ ni undan esa,
=Clinx|
nitopamiz. y'=Clax s y=Cx(lax—1+C, nianiglaymiz.
2. Avtaylik, n— tartibli differensial tenglama tarkibida argument x
oshkor tarzda ishtirok etmasin, va’ni:
F(3.3, 0 e ¥ = {4]
Agar ushbu tenglamani yechish lozim bo‘lsa, har doim uvming
tartibini »'==2(») almashtirish yordamida biitaga pasaytirish mumkin.
Buning uchun ;... larning har birini z(y) ning hosilalari orqali
ifodalanadi:

dan foydalandik.

L 'ay I ‘d:c;’y_
va hokazo. Bu hoini quyidagi misollar orgali batafsil fushuntirib
o‘tamiz.
4-Misol. 3" =’
Yeshigh.y' =zy), y"= 7:—;- anm, yzj—: =z ni hosil C]l]aﬂ‘ilzv

dy

2

dan z=0 &m y-c kabi yechimini topamiz. Fndi y?—2=9 dan

umuU“Y ycch:m:m aniglaymiz,

Py s
dy Ty bl=npleme @n oz=cy y=am

ko‘ra, /= g i i
ga ¥ =Cy unpg [SROTTRIT ]n|y] =Cx+C. Nl )’(}kf

y=C,e""
kabi umumiy yechimni hosi| gilamiz.

sol. v = U+ ; y
5-Misol. v* "2, bingumumiy yechimi topilsin.
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Yeshis

dan
:d—} i K —lIn!!-f_“i':iln ¥+ L,
2y 2 g

11 topainiz,
Poterusirlasak, 1+:7 = ¢,y ém z=2yCy—1 ai hosil gilamiz.
y=csJCy-1 danesa

ni va uni integraliab,

2y
kab! umumiy integralni topanuz.
G-Misol, 2v =0 -1 = 4eay'-1=1 kabi bcshlang‘ich shartlarca
yechilsin.

ix+ G

Yechish., 2 .-

va bu yerdan
z=0ma ZJ'E'—.‘T o
iy

iami hosil gilamiz. Ikkinchi tenglamadan
az dz  1dp

“d T w2

Endi 2 wing o'miga go'yib
Y =Gy v =CxeC

i I
ya—=(Lx+00)
4

kabi vrmumiy vechimai hosil gilanuz.
Boshlangtich  shartlarga ko'ra € - =4 2 2¢, =1 lamun  vd

9 e
€. =< lamni aniglaymiz.

vususiy veehim v = - (xr=9)° kabi bo'ladi,
= : )

MASHQLAR
Quyidagi ‘englamalaming umumiy va xususiy yechimiari (agaer
boshlangtich  shartlar  berilgan bo'lsa) yoki umumiy va Xususiy
integraitari opilsin.
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¥ }'"=% 2L, pi=ye’
X
2 ‘,,:"' =4Cos2x. 22, J'F =';.,':
3 e EC# 23w =00 -0N
sm°Xx
4, y"=x—sinx, 24, yyi=1,
8o ol =g 25, y-Tny)y =+ =0,
6. Py =07 26. 2007 =(r-1"
7. xp"—y=x, 27 2y"=3,
8. wmtay=yt 28. -0V =ythy,
9. xjy*+x1y'=1 29. y=2-y,
2 a0
10, 9 +y"—x-1=0, a0, y-,,m(y)z:i),
L [+ oy v1=0, 31 F=s Ly =yi0)=0,
+x
1
12, 27 =y, 32, y=cos’z p(0)=1, y':—-s—,
13. mf=y+x, 33,y =arcge, y(0)=510)=0,
14, ©'+y'=hx, 34. ,-=L"'J’L' ).(o)zl_ Yi0)=aq,
cos’ x 2
15, yigxiyp-1=0, 35, prady =2:2 (0)=0, y(0)=0,
16, y*-2x(p)? =, 36, P +ytge=sin2x, ¥(0)=-1 ¥10)=0.
17, »"+yigx = secx, 37. (1 % xz)ye_ 209/=0, »(0)=0, ¥(0)=0
18 yMrejl, 38, »'=y, »0)=y(0)=0
19. (I +x? )y” =2xy, 39, ()P =1, ¥(0)=y(0) =1,
1
W = erde 0. yey=OF )=-g. F0=3
5.3. Chiziqli differensial tenglamalar
L Quyidagi
ylnl+a'(xjym‘l|1“_!fx]}_u-u Euts (W s (1)
kabi e a, (x)y'+a (x)y x

| glama, noma’lum

chizigli bir jinsli bo‘Imagan differe
Bu yerdagi, a(x) (k=1n) lar

funksiyalardir, A
U holda,

=ux funksiyaga nishatan n-tartibli
nsial {englama deb yuritiladi.

bilan f(x), biror D sohada aniglangan
BAT j(x})=0 bo'lsa,
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S T 63 ) -:-:.,[(])""3' oot (xhra (X =10 (2)
ni (1) ga mos bo*lgan bir jinsh tenglama deb ataladi.

Agar barchasi nol bo‘lmagan shunday S;, S, ... , 8, c'zgarmas
sonlor mavjud bo'lib, €€y -.+Co, =0 kabi tenglik re(ap) ming
barcha giymatlari uchun o‘rinli bo‘lsa, y= s = yiah oy =5 (0 larni
(a,by da o'zavo chizigli bog*lanishdagi funksiyalar deb atalib, aks holda
ulami ¢'zaro chizigli bog lanmagan funksiyalar deb yuritiladi,

Agar (2) tengiamaning biror oraligdagi o*zero chizigli bog Tanmagan
xususty yechimlari (yechimlarning fundamental sistemasi) y.y....», lar

ma huim bo‘lsa. u holda uning umumiy yechimi quyicagicha yozi lddi,
y=Cy+ G+t B3,
(3)
SHuningdek, (1)-tenglamaning umumiy yechimining korinishi
quyidagicha yoziladi:
agunpt (4)
Bu yerda; ¥ - (2) ning wmumiy yechimi bo‘lib, u” esa, (1) ning
biron-bir xususiy yechimidir,
Agar (2) tenglama yechimlacining fundamental sistemasi ¥, 5
lar ma’lum bo'isa, u helda (1) tenglamzning umumiy yechimini
y=Cla)y + iy, +. =G, E)
kabi formula bilen aniglash mumkin. Bu yerdagi ¢ (k = L)
noma'lum  koeffisientlarni  quyidagi  tenglamalar  sistemasidan
aniqlaradi.

+ Ch(xhy, =0,
+OL()y, =0,
(6)
T (\]\'l’ M=,
W e = ).

l nan o 4. armasni \'u..\t«w.;l.lah nsull deb ataladi.
E Misol. o -’ =3uni o'zearasni variatsivalash usulide echamz.
Yechish, Teaglomani quyidugicna yozib olamiz;
)

e 1
X
Bir Ginshi - -0 tenglamadan y=C o4, Ol topamiz.
X -
v=tow v, o1 deb olsak., (6) sistemani quyidagicha yoziladi:
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2
JC;(:)-§+catr)-t=n
lCiix)-x+ C3(2)-0=3x

: . . " 1 ol
Ushbu sistemani yechib, ¢itx)=3 s Cix)=-—-1l, undan esa,

3
Clx)=3x+4 ma Cylx) =—% )

larni topamiz.
Natijada.

2 a3
. - 3, 4.3
r=(3x+ A ———+B=x+=—x"+B
y=0x+ 4 35 =

kabi umumiy yechim hosil bo‘ladi. ..

Eslatma. Umuman, (2) - tenglamaning fundamental yechimlan
sistemasini topishning uvmumiy usuli bo‘lmaganligi uchun (1)
tenglamaning xususiy yechimini ham (shu jumladan umumiy yechm“llﬂf
ham) topib bo‘lmaydi. Fagat xususiy holdagina, ya'ni (1) tenglamadagi
barcha a,(x) koeffitsientlar o‘zgarmas sonlar bo‘lsagina, xususu‘!
vechimlarning fundamental sistemasini topish usuli hamda u "Iqa.h
umumiy yechimni topish usuli mavjud. Shu boisdan quyida biz
koeffilsientlari o‘zgarmas bo‘lgan chizigli differensial tenglamalarni
o‘rganamiz. sopans

2. Avvalo koeffitsientlari o‘zgarmas bo‘lgan 2 — tartibli chizigli
bir jinsli bo‘lgan differensial tenglama

¥ +pyrgy=0 %
. Ni garaymiz. Ushbu tenglama uchun yechimlarning ﬁmdamcn_tal
sistemasini tashkil etadigan xususiy yechimlarni aniglash maqgsadida
Xususiy yechimni y =~ kabi axtaramiz va noma’lum & ni aniglash uchun
(7) ga mos bolgan harakteristik tenglama deb ataluvchi
! H+pkig=0 (8)
ni tuzib olamiz.

a) AE?F xarakteristik tenglamaning ildizlari # %, bo‘lgan Xaqigiy
St?nlifrdan iborat bo‘lsa, o*zaro chizigli bog‘lanishda bo‘lmagan xususiy
Yechimlar y, =t 5y, <ot kab yoziladi. Natijada, vmmumiy yechim

. ,1'=C’4_°"" F et

kabi bo‘ladi,
san)b}:g?sg:r xa]:?kteri.m.jk IE‘il'lglﬂmaning vechimlari &4 =+ [huqiqi}_'
bo'lib umu‘nl:iec l'ﬂ|=.1l‘1mlng fundamental sistemasi y, =™ sa », =x* kibi

s Y yechimning ko‘rinishi
y=Ce" +Cxe”
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kahi bo‘ladi.
¢) Agar (8) tenglamaning ildizlari & =a+if va & =a-if kabi o‘zaro
go‘shma kompleks sonlar bo‘lsa, fundamental sistemani tashkil etuvchi
xususiy yechimlar y =e® cosfr va y, =¢” sinjn kabi bo‘ladi. Natijada,
umumiy yechimning ko‘rinishi
y=¢* (Ccosfix+C, s fix)

del: yoziladi.
Misollar.
14 Y5 =G =0, 3. y=4y'+5y=0,
2 V=8 v 16y=0, 4. ¥ +9y=0

kabi tenglamalarning umumiy yechimiari topilsin.
Yechimlari 1} Xarakteristik tenglama
k*'-3k-6=0, ni yechib, & =6, =-1 larni topamiz.
U holda umumiy yechim
p=CeMCe™.
2) i’ -8k+16 =0 dan & =k =4.
Demak umumiy vechim
y=Ce"+ (.“1:.,'"' v
3) #-4t-s5=¢ xarakteristik tenglamadan & =2-ik =2+ lami
lopamiz. Natijada, umumiy yechimning ko ‘rinishi
»=¢"(C cosx + €, sinx)

kabi boladi.

3 ) Ushbu tenglamaga mos xarakteristik tenglama »+9=0
bo'lzanligi uchun &, =43 va

»=0Ccos3x+C,sin3x

3 Endi kocffitsiertlari o'zgarmas bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziqii

birjinsli be'Imagan differensial tenglama
yipysay = f(x) )
ni garayiniz.

Ushbu tengiamagn mos bir finsli tenglamaning umumiy yechimi
orgali, (9) tenglamaning xususiy yechimi va u orgali umumiy yechimni
o'zgarmasni variatsivalash usuli bilan aniglash mumnkin ekanligini eslatib
o'tmogchimiz. Birog, agar (9) (englamaning ¢'ng tomonidagi f{x)
funksiva maxsus ko'rimishlarga cga bo‘lganda xususiy yechimni tanlash
usuli deb ataluvehi oddiv usuldan foydaianish maqsadga muvefigdir.

Quyvidagi hollami ko'rib o*tamiz.
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L. Aytaylik (s =p (e bo'isin. -
Bu yerda: P,(x) n-darajali ko*phad. o esa biror xaqigiy son.
a) JAgar rxnaguiu' xarakteristik tenglama (8) ning ildizi bo'lmasa,
xususiy yechimni
¥ =0, (e
kab: tanlanadi. ] .
b) Agar a soni xarakieristik tenglama (8) ning ildizlaridan biriga
teng bo‘lsa, xususiy yechim
ye=x0, (x)="
kabi bo'ladi. o i
c) Agar ¢ soni (8} ning har ikkala ildiziga ham teng ho‘lsa, xususly
vechim
y*=270,(x)e”
kabi tanlanadi e
Yuqoridagi Q,(x) koeffitsientlari noma’lum bo‘lgal_l n-daraj !
ko‘pxad bo'lib, uning koeffitsientlarini noma’lum koeffitsientlar usull
deb ataluvchi usul bilan aniglanadi, _
IL Aytaylik, £(x)= Px)e™ cos fx = O(e™ singe kabi bo‘lsin. Bu yerda,
P(x) bilan Q(x) lar ko*pxadlardir. e o L
a) Agar z+ig kompleks son (8) tenzlamaning ildizi bo‘lmasd,
xususiy yechimni quyidagicha tanlash lozim N
W = Ui )e™ cos - F (e san e
' (10)
bu yerda, U(x) bilan V(x) lar koeffitsicntlari noma’lum bo'lgan
hamda darajalari R(x) bilan Q(x) larning eng katta derajalariga 1eng
bo’lgan ko‘pxadiardir,
b) Agar w+ig kompleks son (8) ning ildizi bo‘lsa, u hu!da
)"=I(U(x)e"' cos i+ ¥ (x)e™ sﬁﬂt) | (‘l 1
mizki, agar (9) tenglamaning o'ng tomemdagi f(x)
ng  ko'rinishi yoki fagal f(x) = P)e” cospe yoki mqﬂf
1) = Q)¢ sin i kabi bo*lganda ham u’ xususiy yechimni yoki {10) yoki
(11) ko rinishda tanlanaverad;.
-Misol. ¥'=5)'~6y = x+Ining xususiy yechimi topilsin,
Yechish, Y'=3v'-6y=0 ga mos K -sk-6=0. ni yechib. - 6L =-1

Eslatib o'ta
fanksivan:

.-—__—‘-
larni topamiy,

Xususiy yechimni, v = 4c+ #kabi tanlaymiz. CHunki, bu yerda

=0 sonj— S
@77 oni=1 ga ham, 6 ga ham leng emas. y*'= .1, 3#7- ¢ bo*lganligidan,

=5A-6Ax-6B=x+1.
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Noma'lum koeffitsientlar usulini qo‘llab, -64=1 va-si-6B=1 ni
nosil gilamiz, Undan A:—%, a=—% natijada

ol
sy

2 - Misol, , - By'+ 6y =x%e™
Yechish., Xarakteristik tenglama ildizlar & =& =4.
Bu yerdagi = =4soni, 2 karreli ildiz bo*lgani uchun
v = (e« B+ Cle* = 'A;‘+Bx‘+c;\*)g"
'(‘Mr +38:° 12&):- +~4'r41 + B+ O
¥ = (12457 +h3x+-l’f)“"+3(-14.1 4387 *ECX}!“ +|t‘lfil' + B+ O e
y.»* va = larni tenglamaga qo'yib, ¢*™ ga bo‘lib yuborsak,
1245° 4 BB + 20 < 32Ax" £ 248 216C +16.4x" +168x 4 16C -32.4x" 248 ~16C—
~324x —32Bx —32C + 164y ~168x" +16C = x°
hosil bo*ladi.

& B=C=0 jamni aniglaymiz.

Bundan 124c7-éBx+2C=x' va A=
Demak

gk LI‘E“ e
12

3 —Misol. 3" -4 + 5y =3xCos2x.

Yechish, Xarakieristik tenglama K -4k+5=0 ning ildizlari

ky=21-ia.=2+: edi. Bu yerda f(x)=3xCos2x va a=0f=2 son

xarakteristix tenglama ildizlavidan birortasiga ham teng emas. SHu

boisdan,

Al

4= (dx - Beos2x+(Cx + D)sinx .
Noma'lum koelTitsientlarni aniglaymiz,
1= dcos2i+ Csin2o—2(Ax + Blsin 21 = 2(Cx + D)cos2x,
V= —ddsin 2x + A0 cus 2z -4 Ax + B)cos2x —4(Cx + Djsin 2x.
v*p*na rlarni tenglamaga qoyaniiz:
~ddsin2e+ 4Ccoslx - Hdx + Bleos2x—4A(Ce+ D)sin2x -
—dAdcosda+ Com 2y =2 Ar + B)sm v+ 2(Cx+ D) coslx)+
“S{1Ax + B)cos2y+ (Cx+ DYsin2x) = 3xcos2x
YOhi
[ids = @) =8(Cy = 0y b |eos 2o + [Btx + B+ (Cet D) -4u]sin 20 = 3xcos2x
Bu yerdan
14-3C
B=44-8D=0

S+ =0,
88 -a44+D =0
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; ’ il ] 3 108 24 LA
- = A L R i =" Jami
Usghbu sistemasini yechib, 4 = B e o P B PR
aniqlaymiz. U holda
i 3 N 24 84 Y.
¥ =('—.\'+ lﬁj(‘wh-[— Isin Zx.

(65" 4225 65" a225)
4-Misol. )" +9y = 4sin 4x + Scos4x ning umurmiy yechimi aniglansia,
Yechish. ,"+9y=0 ga mos xarakteristik tenglama k°+9=0 ning

ildizlari orgali, "+ Sy = Oning urmumiy yechitni
3= cosdx+ Cysin3x
ni topamiz. Bu yerda, e+g=4 mavhum son &, =323 teng
bo'lmaganligi sababli,
¥ = dcosdx + Bsindx

Noma’lum koeffitsientlarni hisoblaymiz
y*'= ~4dsm4x + 48 cosdx
p*"= 16 4cosdx —168sindx

U holda

16 4cosdx~16Bsindx+9Acosdx +9IBsindx = 4sindx +Scos4x
f—i6A+94=5
|-16B+98 = 4

5 = = .
Bu yerdan 4- —%. B= —% , mos ravishda xususiy yechim
. 4
y = e Cosdx——Sindx.
7 7
Umumiy yechim esa
S ) 1
y=y+y =CCos?x+Cysm 3.\'—;(55‘0541' +4sindx)
. 51-M1180L -2y =xe® ming 3(0)=0, y(0)=3 kabi hoshlang'ich
cl "‘art‘lf“mi Qanoatlantiruvehi xususiy yechimi topilsin.
echish. 1) Ayvalo, 3" -2y~ oning wmumiy yechimini aniglaymiz.

lwisXar.‘a.kte,ru;iik tenglama #* -2t =0 ning ildizlari % - 0.4 -2 bo'lganligi
2

2) 7=yt Gy
F(x)=xe* dan o= i = alidenr a ol : i
yechimnj a=2 ning k=2 ga tengligini inobatga olib. xususiy
Kabi o = v BYe® = (x4 e )
abi tanlaymiz,
FH= (x4 BT 4 200 4 B et
IEU= DA H2Ax+ B 1 AL & Bone

larni tenglamaga qo‘ysak,
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24 +3(2udx + B)+ 40 457 + Br)=2(2dx = By —-4(Ax" + Br) = x
yoki

ey
[T

o
5

B=0
1

ni hosil qilamiz.
Bundan esa, 4= % sa B=-1 larni iopamiz. Xuosusiy yechim,

a1 o 3

y =| -1-.‘:Z -.\']e“
k')

kabi bo*lib, umumiy yechim esa,

= %
xF-x e’

y=0C +Ce™ of
\ J

b | =

dan iborat bo‘ladi.
3) Endi boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz.
T (S e
V=20 +(x—Ne*t L2 = -z e
. \ar =)

va » lardan, € -€.=0 va 2¢,=4 larni hamda ¢ =-2 va ¢ =2 lam1

topamiz. Natijada, xususiy yechim quyidagicha yoziladi
3 2 !\ 2 2)].2

Eslatma. Agar (9) tenglamaning o'ng tomonidagi funksiya
fix)= fixy-r0x) kabi  bo'lganda, ham 3"+ py'+gv=fi(x) ga, ham
Tapy'4gy = faied ga mies bo'lgan »t va p* xusnsiy yechimlarni
aniglab. keyin ularning algebraik yigtindisi y = »*+y,* ni aniglanadi.

£, Koetisientlari o'zgarmas bo‘igan n — tartibli chizigli bigjinshi
cifferensiu tenalana

W e a T +at
ni yechisi ham 2 - tartibli tenglamaga o*xshash bajariladi.
FrakT vayt bra ki ra, =0

beriigan ienglamaga mos bo*lgan xarakteristik tenglama bo'ladi va
differensial  tenglamaning  o'zaro  chizigli bog‘lanishda  bo‘lmagan
xususiy  yechimlorining  ko'rinishi ham  xarakteristik  tenglama
idizliricing wllarige Soghq bo'ladi. Ularni biz quyidagi jadval orqali
wintioanmy. LSS Sl
Naraklenstik tenglama ldizlarining | Differensial tenglamaning

Y s yra =0

i xillal | xususiy yechimlari.
L1 Agar r addiy vagigiy ildiz bo'lsa
12 Agar rsonl. & - karali xaqugiy ildiz | T d

) AL S :
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3

l}
(3 [Agar oip kabi oddiy o‘zaro i |
qu‘shma kompieks son ildizlari " Confir, e Stuifix :
1 | bo‘lsa _ !
|4 | Agar oif lar o'zaro qo'shma ~ e
| bo‘lgan k —karrali kompleks son | e“Sinfk xe®Sinfie,.. =72 Sinfix J
|ildizlar bo‘lsa

e Cos fix, xe™ Cosfiv. . A5 e ™ Cosfix ]!

Umumiy yechim esa
y=Op+Cm+.+0p,
kabi aniglanadi. e -
Koeffitsientlari o‘zgarmas bo‘lgan n- iartibli chizigh b}l' 4ms|!
bo‘lmagan differensial tenglamaning yechilish sxemasi ham ikkinchi
tartibli tenglamaga o*xshash bajariladi.
1 — Misol. y'~9)" =0 ning umumiy yechimini topilsin. .
Yechish. Xarakteristik tenglama &°-9' =0 ning ildizlarini topamiz:
b=k =k=0 va k,=-3k=3.
Xususiy yechimlarining fundamental sistemasi
y=ly =y =ty =e = i
U holda umumiy yechim
y=C+ 0t O’ +Ce™ 4 Ce™.
2—Misol. y”+16y = 0ning umumiy yechimi aniqlansin. I
Yechish. Xarakteristik tenglama ¥ etek=0 mning ildizlar
ki =0,k =ik, = 4i . Umumiy yechim esa

y=0C +C,cosdx + Cysindx.
3-Misol. ,"-3y'-2y=0 ning =0, y=1 (=0 kabi
b°5h1‘_’“8‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy vechimi topils
Yechish, ¢'_3;_0_¢ ning ildizlari 4 =k, =14, =2.
Ulardan foydatanib umumiy yechimni yozamiz
y=(C +Coxle™ + Cio™
M e —(C + Chxle™ + 2C,e™
W= =20 +(C, + Cox ) + 40,07
Boshlang'ich shartlardan:
C+C =0,
C,~C+2C, =1,
" ’ 2C, +C+4C, =0
ststemani hogi) Qilamiz, ulardan esa S,. S,, va S; larni aniglaymiz
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2
Ci=— =y Q;%_

I holda, xususiy yechim

L e ey
o e |0 = S e
0 Gl
4 — Misol. ™' -2p"+ )" = ¢* ning umumiy yechimi topilsin.
Yechish.
K -28’ck =0 dan & -26+1)=0, bu yerdan csa, & =4 =0.4 =f,=1

kabi ildizlarni aniglaymiz.
Ularga ko‘ra uraumiy yechim
F=C +Cox+(Cy + Cix)e”
Bu yerda. a=1 soni xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi
bo‘lmoqda. Shuning uchun ‘{lel.lS]} yechim quvidagicha tanlanadi
= Az
Bu funksiyaning hosilalarini tepamu..

= e’ 4 bere” + Are”,

¥ = dzet s Axe’, 7 = 2det rddxe’ + A2, )
3™ = 12 4 4 Bdxet + dxe,
Ushbu lopilganlarni tenglamaga go®yib, €" ga yisqartirsak,

1244885+ ax — 1241242 =247 # 24+ A+ X =1

Undan esa -+ ni topaniiz.

Unmumiy yechim

= i I g
T+ Cx+C+ Cx)et = ;:’z =

MASHQLAR
Quyidagi tengiamalurni  ofzearmasni  variatsiyalash  usuiida
vechilsin,
i |
. ¥ey=ium, o v+ ey, 5. Yey=—or
Cosx
o 1
3y ¥y =g, 4. =2t p=— 6. yry=—
: x sin X

]1_ =t +16y'l')

1.

2. 12, ¥ —4p+13y=1

3. 13, 3" =51 +16)"-12=0
4, 14, »™-8y"+7y =0,

51 15. »'-6"~By=0,
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AD oa AN

%
&

Y45+ 6y =0,
-2y -4y=0,
Y6y +9v=0,
¥ -6y +18y =0,
3" -2y -By=0

PT343y =0,
Y =6y 0" =0
YT =3yT3yT =0,
¥ -8y"+1ley =0,
¥+ + 10y =0

i6.
17.
18.
19.
20.

Quyidagi bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar uchun xususiy
yechimlarning ko‘rinishi tanlansin.

Hi Bk m) B2

P—dv=(x+1)e™,

¥+ 9 =3Cos3x,

Y2y +2y=esinx,

¥ =y=3e",

YV =ay" 18y = (222 + 33,

L

V" —dy" = 5xsin 2x,

Lo

=]

2 y’"—lé}'=?xc's‘,

8. yU—5y"+dy=4ae’,
9. y -7y +6y=3sin2x,
10, ¥ —dy"+5y =2y =2x+3.

Quyidagi bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamalarning umumiy
yoki xususiy yechimlari (agar boshlang‘ich shartlar ko‘rsatilgan bo‘lsa)

topilsin.
Loy -2y'sy=yd, 16.
2. y'-r-ZyzQ-PIz_ 17.
3. ¥-3ys 2y =3x+ 5sin2x, 18.
4. 2y"-5y'=4x? ~3x+1, 19,
5; Y'=0y =M epgy, 20.
6. y'r!i—y:,ts'mZX, 21.
To YTy +12v =, 22.
[ 2y =8zin 2x, 23,
9. »-25y =9-2r, 24,
10. ¥ -ays 2y=e(4x' -5), 25,
13, Pyt =2y 26.
2. Y3y =424 2, 27,
13, }'*"-y'-(a}':xc:“. 28.
4. y405- Zxsinx+xe®, 29
15, 349y < 206in T+xe® 30,

¥ -2y +2y=4e’smx,

¥y =x® + 2,

P+ =6+,

A"y = x® - 24,

y"*y':xz +143xe”,

¥+ =cos2x,

y+ 1" =cos2x,

v42y' =0, p(0)=1, y(0) =2

P-4y +3y=0, p0)=0, ¥(0)=2

P13y 2y s (e, w0y =110) =2

4y"-8y"+ 5y =Scosx, w0)=0. »'(0)= —i
o =1, =1

v = (0} =0,

P 3pledy=Bsiny, p0)=4. M (0 =0

w) =1, 20)==b.

¥+ 6y +13y = 2601,
Pa3y -0y =xe™,

¥+6y' =0,
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5.4. Differensial tenglamaiar sistemasi

1.Ko'pgina masalalarni vechishda shunday
yo=plhv = vy, -y (x) kabi noma’lum funksiyalarni aniqlashga
to'g'ri keladild, vlar argument x, noma’lum funksiyalar va ulaming
hosilalariga  nisbatar  oddiy differensial tenglamalar sistemasini
ganoatlantiradiiar,

Quyidagicha birinchi  tartibli  oddiy differensial tengiamalar
sistemasini garayriz:
[ dyy %
== A Y Yo b
Vet =420 Pidzveady)
L ety
| === f(x, Vi Vaea b ;
< dx S il)

bo yerda, x — argument y,,y....», lar noma’lum funksiyalardir. Bu
sistemani adatda normal shak!da berilgan sistema deb yuritiladi,

Mazicor sistema uchun Koshi masalasi quyidagicha ta’riflanadi:
Berilgan sistemaning shunday bit 3 = v(ehy, = mtxhe. = v (2) kabi
yechimini topish lozimki, ular berilgan u(x) = 1. 0080 = 3ypeen 2, 050= 20
ich shartlarni  gancatlantiradigan bo‘lsin. Bu yerda

kabi boshlang
PhosPauiosn M

Qaraiayotgar, sistemani yechish uchun ko‘pincha “noma’lumlarni
yo'gotish vzuli” deb ataluvehi csoldan fovdalamiladi. Mazkur usuln
quyidagi museliar orgali bayon etamiz,

ot
L —

1 —NMisel, {
|‘-‘-'. T T
e

Vechish. Birnchi tenglaman x bo*vicha difierensiailaymiz
d’ dyy dy-
g =14 =iy '.’L

de” dr  dv

larning sisteradags qivmatlarini bu erga qo’ysak,

3y o1 i hosil qilamiz.




i % P : = v, 3 i
Sistemaning birinchi tenglamasidan » = = -2 ni keltirib

yuqoridagi tenglamaga qo‘yamiz:
LTI T ¥y =5x-1,
de’  dx
bu esa y =y (xga nisbatan 2 — tartibli chiziqli bir jinsh bo‘Imagan
tenglamadir.
a) K +2k+1=0dan, &=k =-1 va
¥ =(C, + Cyx)e™
b) Bir Jlﬂsll bu‘lmagau tenglamaning xususiy yechimi uchun
=Ax+B, y =A =0 dan
24+ Ax+B=5x+1, yoki 4=58aB=-9
Umumiy yechim
= (C, +Cox)e™ +5x-9.
y,':  —(C + 00 + 5 bo‘lganligi uchun,
sistemnaning birinchi tcnglamasidan
i . y=(C+Cxle” +hx+14
ni topamiz.
2 - Misol. %‘ =4 -1, %"t =y +2y, tenglamalar sistemasining
1 =0, y(0)=1 kabi boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi Xususty
yechimi topilsin.

Yechish, Birinchi tenglamadan, <2 —4Bt_ D2 i posil qilamiz. U
Ag .

dx 2
hl:llda =404y =)= + 2y,)
yoki
d'y,
=15y, ~10y,
J,\) =15y, ~18y,
hosil bo‘ladi. Birinchi tenglamadan y, =4y, % ni  yngeridagi
tenglamaga qo‘yamiz: g
dy, 4
—d;'_ =15y —Il)(-iyl -_il_]
dy,

;;— I‘Jd‘lzsla,-u

Bu
= dtcnglamamng umumiy yechimi y, - (€, + Coxe™
1y, v
> ¥ va yi larning qiymatlarini smcmanmu hirinchi tenglamasigd
qo'yib, 5.

ni aniglaymiz



W= = = O =tx e
Boshlang'ich shartlarga binoan, ¢ =0, ¢, - -1 larni topamiz, MNatjads,
sistemaning xususiy yechimi quyidagicha yoziladi
yo==xe’ . g =(lez)e’.
3 ~ Misol.  pi=p.4e. vp=y by 35 =y0v o kabi sistemaning
umimiy yechim topilsin.
Yechish. Birinchi tenglamani differensiallab y7= 3, <& m hosil
gilamiz. Bu tenglamaga, ikkinchi tenglamani qo*yamiz.
y=y o+ -¢ va buni differensiallaymiz »=p +», +¢* . Bunga
ning qiymatini  go'yamiz = yj e g, - Birinchi  englamadan
" ni yugoridegi tenglamaga qo'yamiz = oo L) s-e e

yi=m—e
yoki
M=2i-p =0
a1 hosil gilaniiz,

Karakteristik tenglama &' -2t-1=0dan, &=-1, &

lami topamiz. U holds
=3 1++/%
M=t +le 2 +Ce .
Uni  Jifferensiallab, 5 ning giymatini ikkinchi tenglamaga
qo'yamiz, v holda:
1=5,, B w5, B

Vo= =(Cralje™ + Cie 2 H—TGp?

Y b )
Endi yining giymati bilan u, ni ikkinchi tenglamaga go'yib, us ni
aniglaymiz.

~+% 1433
S .ﬁ x
b=y 2

Sistemadagi tenglamalaming send ikki, uch va undan ortig bo'lgan
hollarda  ham  ko'rib  o'ilean misollardagiga o'xshash yo'ldan
fovdalaniladi.

2. Endi koeffitsientlari o'zgarmas bo'lgan birinchi tartibli chizigli
bir jinshi differensial tenglamolar sistemasining yechilish jarayonini
bayon etamiz.

Oddiviik uchun uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasini
qaraymiz,
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i =apdy + Ay +a¥s
V3 =gyt apV; +dy s, @
L"; =A5d T a3y +dsgls.
Uskbu sistemaning xususiy vechimini quyidagi ko’rinishda
axtaramiz.
= ge, Y gety N =
€)
Bu yerdagi, @. B, v va i larni shundzy aniqtash lozimki, natijada ()
funksiyalar (2) sistemaning yechimi bo‘lsin. -
Endi (3) ni va 3}, 5.y, lami (2) sistemagi go'yib, a. B, 7 lami
aniglaydigan quyidagi sistemaga ega bo*lamiz.
(@ ~K)a + a8+ a3y =0,
U@ +(ay —k)f + azy =0,
l":lﬂ‘*ﬂ'nﬁ-t—(an -k =0 "
Ushbu sistema noldan farli yechimga ega bo‘lishi uchun uning
asosiy determinanti nolga teng bo*lishi kerakligidan
lay ~k a; a,

(4

()

3 Gy — & da3)= o
|“:! ayy a5 =k o
ni hosil gilamiz. Bu esa noma'lum k ga nisbatan 3 — darajel
algebraik tenglama bo'lib, uni (2) tenglamaga mos xarakteristik tenglama
deb ataladi. )
Quyidagi hollarni qaraymiz, _
A) Xarald_el'lsnk tenglamaning ildizlari hagiqiy har hil sonlar bo‘lsin.
Bu holda (2) sistemaning yechimj quyidagicha yoziladi:
H = Cayehis 4 C;nze‘” “ C;aleh(.
Yr =0 8eM C2£28121 i C—;ﬁ,(‘"",
Y3 =Cppehis

Y=y

+ Cappe + ijjc\’*.
1- Misol. {y; =-3y, "Mgumumiy yechimi topilsin.

}’_e_c,ll..i.il-‘:?(armen"gchtik tenglamani tuzamiz.
-i-k b g, yoki 2

‘ g —a-h 3 *4+3~0. Uning ildizieri & =-3 va £, =1,
a) & _—3agamosavaf larnin

2a,+ 5 =9 Filoe
Ba ko'ra, {050 Yerda = =1 deb D[g,u_k, A=-2 ga tcng ho‘ladi. i

. 3 I\
holda xususiy YECRIMIE 30« onr o o,

g w va By giymatlarini aniglaymiz. (4)

= P
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b} #.=-1 g1 mos @ va B laming ¢, va fi; qiymatlarini aniglaymiz. (4)

. [Oaz+B=0
ga ko'ra, iGau ~2p =0

Kususiy yechimlar /= va v =0,
Endi umuemiy yechimni yozamiz
y=Ce™aCe™, y,=-2C".
¢) Xarakieristik tenglamaning ildizlari har xil bo'lib, ular orasida
kompleks son ildiziar bor bo‘lsin. Bu holda ularga mos xususiy
yechimlami Eyier formulalari orgali o*zgartiriladi.

2-Mizoi. {

¥ S =2l —o¥,

dan e, =1, 4 =0 deb olish mumkin.

nE=Ty+¥ . i vy vyzis
£ """ ning wmumiy yechimi topilsin,

= i | RO i gy a
s_ =0 YOKi 1% 4124437 = ¢ ning ildizlari & =-e*i.

Yechkish, Xarakteristik tenglama

I

]
k =-6+iga mos &; va By larni toparuz.

-i‘_]q__”ai. A= g i {m =3

L—2g v (1-1)8, =0 \ﬁ|=]"’
U helda

o =TT = e (cosx + sinx)
vl = (i)™ = e ((eosx—sin x4 ifcosx +sin <.
Ushbu  xususiy  yechimlardan, vechimlaming fundamental
sistemasini tashkil etuvehi quyidagi xususiy yechimlamni topamiz.

e =e T ensn, = cosx —sin x),

=i -ty : - .
= sy PP = ¢ (cosx+ sin x).

codi umumiy yechimni quyidagicha yozamiz:
yi=e NG Cosx + Cysmx).
vy = e O (cosa = sin 1)+ Ca (cosx + sin x)).

Bu verda, &, = -o— ildizdan foydalanilaganda ham, yuqoridagidek
xususiy vechimiurni hosil gilinar edi. Shuring uchun ikkinchi ildizni
ishlatish ortiqeha ckanliging ta’kidlab o' tamiz.

Eslatma. Biz bu yerda. xarakterisiik tenglama ildizlari karrali
bolean hoini bayon cunadik. Bu hol masalan, 1G.Petrovskiyning
«Qddiy differensial tenglamalar bo*yicha ma’ruzalam nomii kiwobida va
boshga adabiyotlarda, bataisil bayon etilgan.
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MASHQLAR
Quyidagi differensial tengiamazlar sisteraalarining umumiy yoki
(agar boshlang'ich shartiar berfigan bo‘lsa) yechimlari aniglansin.

1 ‘[_]J:, =y +1l, p(0y=-12 5 4’,1';'-]', +1n, =0, »lu) =6,
o=l (=0 B FR R R 70 =1
[3+2y,=3x, p(0)=2, M=y vy =
% Meam=t g0 e
3 4&’4}:: - 3 +3y, =sint, 7 (91 =3—4vy =
T ¥+ yycost ) 1,"'3 — ¥ #2ya =0
4 rn=o g {)‘f:-"z-
Lyg +4y =0 oiEn



6. SONLI QAT ORLAR

6.1. Asosiy toshunchalar

t-Ta’rif. Faraz gilaylik. quyidagi cheksiz sonlar ketma ketligi

berilgari bo*lsin:
3,03 Az, ... Oy, .oey
u holda quyidagi yig'indi
Zr=1ln = Qut Gyt agh oot @yt (1}

sonli qator deb ateladi, bu verdagi ., dapdz, .. Gp - o
qo‘shiluvehifar gatoming hadlari deb ataladi, a,, — esa qatorning umumiy
hadi devilad.

1 - Misel. Agar qatormuing umumiy hadi quyidagi formula bilan
berilgan bo'isa, uning birinchi to°rita hadini yozing:

{-1)"?
Yechish: Agar n=1 bo‘lsa. u hoida:

Agar n=3 bo'lsa. u holda:

— (ragisd  _ E
37 Gasnedt 102

Agar n=4 bolsa, u holda:

G4 = izt "Taae
Shunday qiisb, berilean qatorni quyidagicha yozish mumkin.
oo (=™ .1 1 1 L

= e J=
An+1j2t-t 4 72 1022 1328
2 -- Misol.Qatorning woumiy hadini yozing:

s 8
r TR
Nechishe Har biv kasrning surati ikki sonining darajasidan, mahraji

=1

£

P 3t
esa V7 - ifodadan iborat, Shuning uchun @ d;, = 5=

3 —hiisoi. Gaiorning uiumiy hadini yozing:
s b o7 it 13
ADKANE . <A,
3 9 27 = ;
Yechish, Qutor hodiacining bosil be'lish qonumyatlanini garaymiz.
Qatornmg mahraji 3 sonining biror darajosi eksnligini ko'rish giyin
i35




emas. Qatorning birinchi hadi uchun daraja nolga teng. ye'nin=1val -
1= 0, ikkinchi hadi uchun daraja birga teng, ya'nin =2 va 2 -1= 1,
beshinchi hadi uchun daraja to‘rtga teng. yamin=3va 5 - 1=4.
Bundan uchning darajasi n — | gz teng degan hulosaga kelamiz. O'z
navbatida suratidagi son har doim 3-n dan 2 ga lam. Demak, gatorning
umumiy hadi quyidagicha bo'ladi: a,= E:,—i_—f ’

3 — Ta’vif. (1) gatorning dastlabki n- ta chekli hadlarining yig‘indisi
qgatorning n- chi hususiy vig‘indisi deb ataladi va quyidagicha yozilad:

5. =a, taztast ..~ a, (03]
Agar

hamda n— o berilgan qatorni yaginlashuvchi. aks holda (1) gqator
uzoglashuvchi  deviladi. Boshqacha aytganda, gator yaginlashuvchi
degani, gatorning cheksiz sondagi hadlari yig‘indisi biror chekli 3
soniga teng degani, ya'ni :
araztagt .t agt .. =8
4 — Misol. Quyidagi gatorni yaginlashishga tekshiring:
00 L 1
g = It
Yeehish: Ma’lumki, bu cheksiz kamayuvehi geomeirik progressiya.
Uning hadlari yigindisi
b-
T1-q
formula bilan hisoblanadi. Bu yerda by — progressivaning birinchi

hadi, q esa uning maxraji. Bizning misolimizda b;= 1, qLi L7 holda:

SR L 1.1 %
S=lt-tdsit—t , =—g=g=—
474243 T g2 2 gt

_—a_ . y i P
Shunday gilib, 5 chekli son hosil boldi, demak L:ﬂFqﬂwr
vaginlashuvchi.
5~ Misol g, L
y =" “ha(n+i)
ckan\l;g'lm. ko'rsaling va uning vig'indisini toping.
echish; Qatorning birinchi i-ta aususiy yig‘indisini yozamiz va
vning shaklini almashtiramiz :

qator berilgan. Qalorning vaqiniashuvehi

1 1
—_—t— et — =
1-2 2-3 nin + 1)

_(1 1) (l 1)+ 1 i

B e B ol (et ....|.+(,.______): D+ M

1 2 2 3 n n+1 : n+1
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4 1
§ = lim 5, = lim Ll -;—-:_—1-) =1
T -

Demak. berilgan qator yaginlashuvchi va uning yig'indisi S=1.
6 - DMissl, Ta'rifden foydalanib, qatoming yaqinlashuvchi
ekanligini lko‘sating va uning yig'indisini toping.
T L

—_ L F———
13 35 57 (zn—1}2n+1)

Yechish. Qatorning vmumiy hadi a, = . Umumiy hadni

(Zn-1)(Zn+1)
guyidagicha yozib olamz:
1 _—_LJ,. B AlZn+1)+B(2n-1) = n(24+28)+A-F
{En-1)(¢n+1) 2n-1 Zn+t (2n—1){2n+1) (2n--1}(2n41}
A va B noma’lumlami topish uchun anigmas koeffitsientlar usulidan

foydalanamiz: 1 =n{2A+2B)+A -B bundan:

[2.4 +283=0
A—-B=1" - .
Hosil gilingan Lcng,la-naiar sistemasini echib, A va B larni topamiz:
A= 1 : B=- =:U holda gatorning umumiy hadi quyidagi
ko "m;t:hga eay bo' lafh
1 3 1 1.

(Zn~-1)(2n+1) 2n-1 Zn—-1 41":4-‘1J
Lmuumr haddan foydalanib gatorning ‘birinchi n-ta XUSUSiy
oZAIMIZ Va uning <h'ﬂdmi a:mahhmzmu

1 i 1 155, A
; :—-—_-r__-—_‘__..____ 1 n-l—_..__.—_.—
5“ 3 3% E7 (Zn—1}{Zn+1) z(( = 5}1 (s A
1 3 ER ey 1N i
I detl S e L gt Bt e e -
" St 2n+1)’ e = = Ty e

P
'.-.' ] n+L’

5 L D .
Demale, 5,= :1\1-7'—:;). Bundan,

£ en+i ;

| I L e -

5= lim &, = lim +—] ==

n—ea S\ pll 20 Tl

Shurday gilih. herilgan q.iur y:tqmlm.huv:.!n va uping vig'indisi

5= f 'n:m

cf-;m-.hl;m. 1\0 rsating va unwng }*ig ‘indisini top!l_'lg.

E.‘f_l R
k? + 12k —5 .
ish, 957 4 12k +5 = (3k-1)(3k + 3). U holda qatorning




1
Qe = Gryakes)
Umumiy hadni quyidagicha yozib olamiz:
1 1 1 )
6\3k—1 3k+5

g
9k? - 12k = 5
Undan foyf_alamb gatorning birinchi n-ia xususiy yig'indisining

1 e

shaklini almashtiramiz :
T 3k+5,
1

8= Zk lm_ Zk"lﬁ("k——
1).:.(1

£ 1771 (1 1) ( 1 5
*El(i_") \5 8 14 11 17/
o |
-2 Fm+2/ " \3—1 3n+5
- [1 o] 1 K
“6lz2'5 3n+2 3n+5]"
117 1 }
T6116 3n+2 3n+51
Shunday qilib, quyidagini hosil gilamiz
1[ 7 1 1 ] S 7
m (10 In+2 3n+5/ 6 10 60

S= hm 5 ==
00 6 n—e
8- m:scli Sonli gatorning v1g"indisini foping,

gator

4, T2
n=
Yechish, Berilgan qamm quyldagl ke ‘rinishda yozib olamiz.
w 34t e 3 P
n=1"1on ~ Ln= ’-1?" *+ Lo Tagn
= PR G T Or.
ikki gator ham th’..k‘il! kamayuvch' geometrik
r ham

Hosil bo‘lgan bu
progressiya va ular yaginlashuvchi. Demak berilgan

yaginlashuvchi va
= it B
S=5,+5; 7 e
: MASHQLAR
1. Berilgan umumiy had bo* vicha qatoring birinchi beshras hadini
yozing:
1., =221 In(2n+1
= 4.a, = "(R’;"' )
5 _ 3%nl
Doy = ?-‘
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2 FEEE . T
EN S in-_% 6. @y = sin=- nl.

2. Qatorning umumiy hadini yozing:

1 _3_* 4 L 3 24 3-6*_1_8_
M2 M2 In4 (ns 1 410 715

9. 20 &, WX # 41 1 1 L,
B ? 123 1234 T 23 39 427

3. Ta'rifdan foydalanib, qatorni vaqinlashishge tokshiring, agar
Gator yaginiashuveli bo*isa uning vig‘indisini toping:

P 1
fodgatey, oo &
2 23 nfn+1)
i
2, ——= -.L_l_-r ok 1‘_______4_
1.3 35
1 1
- S
4 25 n
1 4
e e g e
i7 38 (2n=1){Zn+5)
i) 1
7

=1 n(n+1ia+ay "

6.2 Qator yaginiashuvehligining zaruriy belgisi. Musbat hadli
qatoztar, Musbat redli geterlarning yaginlashisk belgilari
Agar I, ay  gator yaginiashuvehi bolsa, u holda pning umumiy

hadi. n— o du nolea intiladi, va'ni,
lim na, = 0
Teskart tasdiq esu har ..'101':;1 ham to'e'ri emas, ya'ni. e @7 =0
ckanligidan berilgan  gatorning mqm’.mhuvuhm,l kelib  chigmaydi,
o, berilgan  gator  vaginlashuvehi  bo'lsa, u  holda albatta
limy esit, = 0 bo'ladi. Shuning uchun han: bu  shart  gator
aqinleshishining  zarutiy sharti hisoblanadi. Ager berilgan qafor
aginleshishiga wekshirishd liMy o G = 0 bo'lsa, uning yuginlashishi
haqidagi savel ochiq goladi,

Agar g+ ay+ ag+ 4 @y ... qaleTning barcha hadlan musbat.
ya'ni ¢, > 0 bo'lsa,  uni mu-,b.]l hadli gator leyiladi. Mushat kadhi
qawrlarning yaginlashish helgilaring keluramiz. {kkita mushat  hacli
qatorlami qavaylii

: =g, b gy tag et e
E;;:lb:: =hy + by tEy Py
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Taqqosiashning birinchi belgisi.

Agar biror n> N nomerdan boshlab e, < by, tengsizlik bajarilsa, u
holda

Y= . b, qatorning yagiulashishidan Y7L, a, qatorning ham
vaqinlashishi kelib chigadi.

Agar biror n> N nomerdan boshlab a, > b, tengsizlik bajarilsa, u
hoida

Y . b, qatorning uzoglashishidan  %;L;a, gatorning ham
uzoqlashishi kelib chigadi. .

Izoh. ¥ aq™ geometrik progressiya, Y.~ garmonik qator
Zfﬂ;:;va umumlashgan garmonik qatoriardan  taqgosiash alomeatlari
yordamida gatorlamni tekshirishda juda ko‘p foydalaniladi.

Taqqoslashning ikldnchi belgisi

Chekli va noldan fargli limpc 32 =2 (£ # 0; £ # oo} limit
mavijud bo'lsa, u holda ikkala qator hi;vaqlda vaginlashadi yoki bir
vagida uzoglashadi.

Dalamber belgisi. Agar musbat hadli

G =tyt Ayt gt dy
qatorda

Gneq _ ?
n

Mt
bo‘lsa, u holda:
agar 4+ < | bo‘lsa, gator yaginlashadi;
agar ¥ > | bo'lsa, qator uzoqlashadi;
agar £ = ] bo‘lsa, gator yaginlashadimi yoki vzoglashadinu
degan masala hal gilinmaydi. Bunday holda qator yaginlashishi yoki
Ez?]q];iﬁhishini boshga yoginlashish belgilari yordamida tekshirish kerak
adi,
Koshiinng radikal belgisi. Agar musbat hadli
Iie) @y = ayt agtagt .t ap
qatoruchun lim %/a, = ¢ chekli limit mavjud bo‘isa u holda,

N—+400
agar £ < | bo‘lsa, gator yaginlashadi;
- faﬁur {’? 1 bo‘lsa, qan‘fr uzogiashadi;
masaiz G = l bo'lsa, qator yaginlashadimi yoki uzoglashadimi degan
qilinmaydi. Bunday holda gator yaqinlashishi  voki

;z?l“‘l“j‘fhishlm boshga yaqinlashish belgilari yordamida tekshirish kerak
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ioshining integral beigisi. Quyidagi musbat hadli gatorni qaray
Y ian =t astagt ..t oa; .

Agar quyidagi shartlarni qanoatlantiruv Lhi f(x) funksiya mavjud
bolsa

1) f(x) funksiya [1; <o) oraligda berilgan va uzluksiz;

23 monoton kamavuvchi.

3 n= I.E.S.... uchun &, = fin) o'rinli bo‘lsa,

u holda, TF_; 2, qator va f:_' f(x)dx xosmas integral bir vagtdi
yaginlashadi yoki bir vaqtda uzoglashadi.

>

. . i @ £ n°
1 - Misel, Guyidagi gatorni yagintashishga tekshiring Zo-q =y
Yechish. Qatoming winumiy hadining limitini topamiz:
1

lim a,= lim L —[m] = lim —&-=2=0
SHiin—oe U sl—ec n3is = .r:—rcr 1*—-': 1 k:

lim, ... a, = 0 ckanligidan., bu gatoming yaginlashisai — w
uzoqlashishi hagida hech narsa aytolmaynuz. Keyinchalik. bu berilg
gator uzoglashuvehi ckanligi ko'rsatiladi.

2 - Misol. Quyidagi gatorni yaqinlashishga tekshiring:

ol i 3

3.2% neam
Yechish. Qatoming umumiy hadi a, = ~—5 ga teng. Bu gatol

- bo'lgan qater bilan tagqoslaymiz. Ko'rin

[ OTUULL (PO, A -
urawmiv  hadi b, =
turlbd l: a, < b,

3 -of o L arew =
1 lf: —u‘.mr esa maxtaji g == <1 bo’lgan geomet
Progressiva l‘iii‘”&?l yiz'indisidan iborat va wmnlashuwhl gatord
Taqqestash belgisign ko'rz berilgan gaior ham yaginlashuvchidir.
3 —Misol. Quyidagi qatorni yaginlashishga tekshiring:
i : 5

1

iy e oot b
AT gl tecnstna 2-cosfa 3—cos?2a 4-cusila

n+1—casina

Yochish, Qatorning unmuﬁ)- hadi a, =

—— 7a teng, Bu
n+l—rcos?aa g £
qatomi umwniy hadi b, = ;-—~ ba* IL_gm

1
i Sy

n+l
gator pilan tagqoslaymiz, U .,umchx hadi olib tashiangan gannon

rmonik gater esa wrogladhuvehidin, Bizming 111:.»«'0!1;1117.‘_

1
an=1377 73]

aatordir,
i

Nt Y =ras

- s @
0 < (cosne)? < 1. ya'ni a, 2b, . Yamig
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qatorning uzoqlashuvehiligidan. taqgosiashning birinchi belgisiga ko'ra
berilgan Zﬁz,m qatorning uzoglashuvehi  ekanligi kelib

chigadi.
4 — Misel. Quyidagi gatorni yaqinlashishga tekshiring:
g% 5 55 52 5% s
2;‘-‘:1 e s SR S —
(n+4)l 5 6 71 8 (n+4)!
. 34 . ,
Yechish. Qaralayotgar misolda «,= T Berilgan gatorni

umurmiy hadi
by, = :Sn—T bo‘gator bilan taggoslaymiz: a, < b, . bo‘lganligi uchun
esa, bun .
qatorni Dalamber belgisidan foydalanib yaginlashishga tekshiramiz.
i bn+1 5n+1 gn ; 5ﬂ+11ﬂ
= i et Hm e
notin by nete(n+ DI nl | note 5700+ 1)1
= rlir+11 TiT = 0 < 1. Demak, gator vaginlashuvchi.
Taqgoslashning birinchi belgisiga ko‘ra berilgan gator ham
yaginlashuvchidir.
5- Misol. Quyidagi gatorni vaginiashishga tekshiring:
o3

Z In—-4
4 514 —3n?4-5
n=i
Yechish. Kasming suratida birinchi darajali ko‘p had 3n - 4.

ma%rajida esa to'rtinchi darajali ko‘phad Snt —3n® + 5 (luribdi,
Berilgan qatorni p = 4-1 = 3, bo‘lgan umumlashgan garmonik gator

bilan taqqosiaymiz ya'ni E;f:lnis. Bu qator p=3 > 1, bo'lganligi
uchun yaginlashuvchidir,
Taqqoslashning ikkinchi belgisini qo‘llaymiz
lim,,_, an _ In—4 Sy gt 3n'—n? =
: ‘n‘ ml:i,E 3-{‘-‘]:}1{5)14—3113-}5 " nd ) ?{I_.Hz'll snt—3n?+s 5 *0.
" Ko rinib wribdiki, tagqoslashning ikkinchi belgisi bajarilayapti,
Shuning ll_chun berilgan gator yaqinlashuvchidir.
6- Misol. Ushbu qatorni veginlashishga tekshiring:
L B e e R S
Zn TSR e T ey

Y. : 1 ; . .
Yechish. Qaralayotgan misolda @y =575 - Berilgan qatorni maxraji

= .]; £ - -
9= 37 bo‘lgan geometrik qator bilan taggoslaymiz, ya'ni b, ~ —'; U holda
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an

= lim —=1>0.

- iy, ;
I’m"””b_,.;i'-ﬂ 37 liﬂé"“ nven Loy
Vi 2:’,12“ cator yaginlashuvehi bo‘igani uchun (q = ,_E,C 1)
besilgan qator ham yaqinlashadi.
Ba'zi sonli gatorlarni  yaqinlashishga tekshirishda, taqgoslash

belgilarini  qo‘llashda  birinchi va  ikkinchi ajoiyb limitlarning
natijalaridan  foydalanish  ancha  qulaylik  veratadi.  Bularni
qo‘llashda w(n) ni cheksiz kichik miqdor deb hisoblaymiz, ya'ni
n -0 da «(n) — 0. Quyida ekvivalentlik munosobatlarisr keltiramiz.

sin @ ~e, tga~a, (14 rr)" — 1~ka,
arcsin a~a, arclg a~a, in(l+a)~e,
42

l-cos @ ~z%,
Endi shu munosobatlardan foydalanib bir necha misollar yechamiz,
—Misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:
o 1. (n3+n3+1‘
Zr=1 W i 3pzn+1d’
s Sin?41 12 -2 -z 1
Yoehish, In (Tt )= pn (14 322 g T2 o 25 0
SHEn+1 n3+2n+1 nf+indl N ..
bo'lganligi  uchun. n — +ordaln(l+a)~a ckvivalentlikni
go'llash m:.uﬂnn B hmda garalayotgan qato.nmﬂ umumiy hadi n =

& 1 1
+ecoda a :- = In ( ) == (= * 5= dan iT—=—)
f 512 n342n+l J" g ‘- n im
1

T
Herilgan q:m:rni p= s é bo*lgan
o fo : wis
JE, Bu qatorp= 2> 1, bo*lganligi uchun

n:
Demak, wqgoslash alomatign asosan berilgan qator

umumlashgan garmonik gator

bilan taggoslaymiz va'ni 5,2,

yaqinlashuvendir,
ham yaginlashovehi.
# = Misol. Quyidagi gatomi yag nlashishga tekshinng:

% P
Z G i n¢ —n -'-T)

n=1 ;
Yechis, Ebvivalentlih jadvalica asosan,  berilgan  qaloraing

=10 bo'lganligidan

umaisdy  hadini no— o0 da i~
= n=stec 5=n+1

quyvidagicha vozish mumkin
i” P
‘ ek N e bR S
ORI ‘—n+1) ni—n+1 b nf
1. bo'lganligi uchun yaginiashuvchidir,

Buguorp=2 >

Dol tagaostasi alomatiga esosan burilgan gator ham yaginlashuvehi.
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9— Misol. Ushbu qatorni vaginlashishga tekshiring:

-l i B3y 5 7 in-1
o L= —_— — e — e —_— e
o R T TR
Yechish. Dalamber belgisini go'liaymiz;
2n—-1 _ 2(n+1)-1

ap = s Bndl T 7 amer -

3!’1
. Gnt1 _ | [2{n+1')—1 A 2:11-—1] i
— === ] ——— 0 ——— | =
£ =limp=c oo el e 3n
1
R 1.7 ¢ 1 by SN T O P~
= lim == lim =—=:lim —¢ =~

n—oa 3741 (2n=1) 3p-oein-1 3p-om z-=
Shunday qilib, £ = % < 1 va demak, berilgan gator yaginlashuvehi.
10 — Misel. Ushbu gatorni yaqginlashishga tekshiring:

il | i
00 = e e aa
E”‘-zlyﬁ T 16 16 A
Yechish. Dalamber belgisini qo‘laymi 2
ec J isini aymiz, Gn=—, @pi1=—=m
Yechish. Dalamber belg qo haymiz; @, prat IR S

. Onsq b L 2:1}
= e = ] | Jrr—— TR
£ = limpzc o r(:nm (n+1)n 47
antin# n* 5 1
= lim =2 lim =2 lim ——=2,
nmew (E1)*27 Cpze (1) T n=m (140t

£ = 2 > | bo‘lgani uchun berilgan qator uzoglashuvchidir.
11 — misol. Quyidagi qatorni vaginlashishga tekshiring:
L=-]

n"
s n!
. o ,
Yechish. Dalamber belgisini go‘llaymiz.
_a" ” _('.|'1+:l)("‘“J
I =5 Bt Ty
(n1y(mtL)
_ Quati _ 1: ey _ i (nt1)(medin!
£ =1lim, . ~Ei= lim —= = lim ~——— -
ay n=co S n=ew  ninl{n+1)
n!

=[P 50— 9 Iyn —
;Itjzn:-!)( n} AL“:E;(1+H) T

(bu yerda ikkinchi ajoyib limitdan foydalandik). £ = ¢ > 1, shuning

uchun berilgan qator uzoqlashuvchi.

Endi £ =) bo‘lgan gatorlarga doir ikkita misol ko‘ramiz va ulardan

biri yaginlashuvehi, ikkinchisi csa uzoglashuvchi ckanligini ko' rsaiamiz,

12 - Miso}. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:
O S S I b s
e I FrEtEt Y
chish, Dalamber belgisidan foydalanib £ ni topamiz:
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- . I _
a; ! M === JRFL ,I:lm ar hm (}(— ‘,— )

= :l;!—-cm:: 1. Dalamber belgisi asosida gatorning yaginlashishi
yoki uzoqlashishlipi  hagida xulosa chigara olmavmiz. Birog bu
uzoglashuvchi gator ekanligini iko‘rsatish cson

Buning uchun bu qatorning

] 1
= L e
B atEEtT R
xususiy yig‘indisini qaraym:z
1 1 1 1 1 = ¥
ity e ia ' e e mma “ere g
R RETRERS \‘,. bo gani uchun, ravshanki,
: & 1
S G TS Y
5“ VA Vm vm o
. 1 L . L=
yokiS, >n ==, ya'ni$, > . Bu verdan lims,, = o ekanligi
bevosita kelib chigadi va demak, gater uzoglashuvchi.
13-Misel. Tshbu gatorning

Hryq

vaginlashishi yoki uzoglashishini
tekshiring:
1 27 Jodin
b S o = e o — o —— e +en
Ln=inme1) vz T3 34 n(n+1i}
Yechish. Dalamber belgisidan foydalanib € ni topamiz
1 1
= Toen T T e
5 1 nin+1)
7 — ‘I"'z oy K =
m —== lim : =1li =],
N I.:i.'x fy n=ea i(1-:+1}(u-:‘2‘1 I‘I[I‘i"rl}] n=ca (R+1){n+2)
Dalamber belgisi asosida qatorning yaaginlashishi yoki vzoglashishi
haqida xulosa chigara olmaymiz. Birog bu vaqginlashuvehi qator
ekanligini ko'rsatish oson.
A
n(n+1)] n n+l
_S‘“=.l_.q.L+i+... .;...__1.'.._ - 2 =
12 23 34 (=-1n  (n-1)n
N N s e S e
e e a=1_n n n+l n+l
1
Sn= l “m#1” -
T LB PO
lun‘n ]|m(1 =i rllgj'lz"lmm_1
chekli b o” Iu.nl-m ut.}'l'll'l bul'

an qal or vaginlashuvcehi,
14-Misol. Quwdduq&mm yaginlashishga tekshiring

> (=)

n=1
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Yechish. Koshining  radikal elgisini gollaymiz
o (2n+1) bo‘lgani uchun

lim ’.‘,f_- lim J(nﬁj )n= lim == ——§<1,

-t — o0\ V2n+l Tt-r4 oo 271
Demak, berilgan gator vaqinlashadi.
15- Misol. Quyidagi qalorm yaginlashishga tekshiring:

n—1 ni{n=1)
>( )
L \n+ 1/

=1
. . .“. - n=1 n(n-1) y
Yechish. Koshi belgisini go‘llamiz.a, = (n—+-1-) bo-lgani uchun
i no\MD e ()
nl-lﬂlm -nl—l-i—m (YH-‘]. n—+%0 71+1J
_\-1 S
= lim (“_” 2) = lim (1 =
400 1+1

-in+2

fn+1

= llm (1 -+ ——)\—ZJ(M:){” 3] —en Ty =

e 3— — < 1 (bu yerda ikkinchi ajoyib limitdan foydalandik).

Ph
li—l

7 < L. Demak berilgan qator yaqiniashadi.
16 Misol. Quyidagi qatoml yaq.nlashlshgd tekshiring:

Zzn\“ )

Yechish. a, =§;(1 + ;J bn‘lgani uchun Koshi helgisidan
foydalanamiz:

i, Vo= i (145" = im 2148 551

Dermuk, berilgan qator uzoglashuvchi.
17- Misol. Quyidagi umumlashgan garmonik gator (Dirixle qatori)
vaqinlashishga tekshirilsin.
. T g 1 -
n=13p" = ]+ = | 51 {;I—p-+v-, PER
echish, Koshining integra! belgisini qo-llaymiz. p> 0 bo'leanda

_ 1
f(») =+ funksiya Koshining integral belgisinining barcha shartlarini
qanoatlantiradi,

Uehta holni qaraymiz:

Y
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I.p= 1,bo'lganda 5. 1 qgator garmonik gator bo*ladi. fix) ==

deb olib ouyidagi xosmas mwuralm hisoblaymiz.

flv =E -hmb_mf == llm In.\ll —hm n (Inb —Inl) = oo,

Xosmas integralning uzoqlashuvchl ekanhgldan, Koshining integral

belgisiga asosan  2%.,— garmonik gatorning ham uzoglashuvchi

ekanligi kelib chigadi.
2. Agar 0<p <1 bo'lsa, fx) = n—‘p- deb olib quyidagi xosmas

integralni hisoblaymiz.

o 22 sy i Ilm BERL F
s llmbh."{ ;gg — |2 (=== }=en

demak. xosmas 1n.|.,gra! uaaqlashuvchl ckan, Bundan, 0<p <i
bo'lganda  umumlashgan garmonik qatorning ham uzoglashuvchi
ekanligi kelib chigadi.
3, Agar p >1 ba‘}sa,u holda
o3 Gy 4 & .

G iy [ 5= Jim 32 8 = dim (- 1) =25
demak, p >1 bo" léanda xosmas integral yaginlashuvehi bo'iar
ckan. Bundan esa Koshining integral belgisiga asosan p >1 bo'lganda
umurilashgan garmonik qatorning ham yaginlashuvchi ekanligi kelib

chiqadi.
18- Misol. Y5, ——— qalorni yaqinlashishga tekshiring.

n=17y70 }z
Yechish, [(x) = ,xﬂi ~ deb olamiz. Bu funksiya Koshining integral

belgisining barcha shartlarini qanoal']antiradi
o0 2xdy . B dix®+1) =i (_ ) B
h o=l e =im - 14
_— -1 1) L
olf.T, (n2+1 ey
Demak, xosmas integral yaginlashadi, shuning uchan berilgan qator
ham yaginlashadi.
19- Mixol. 37 fu—l;qatumi yaginlashishga tekshiring.

fix) = —%— deb olamiz. Bu funksiya Koshining imcgnl
ranx

Yechish.

belgisining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun _]; e
XOsmas mtubr.‘lm insublayr":?
~00 b d(inx)
——= {im m [
“2 xmx D-]u ‘rz xinx r;-x--:“ inx

= lim(Ininb — InIn2)=
b=co
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Demak, xosmas integral uzoglashadi, shuning uchus berilgan gator
ham uzoglashadi.

MASHQLAR
1. Yaginlashishning zaruriy belgisi tekshirilsin.
n
In+i
L Zn-‘sn — 2. Xn= (2n+4) .
1 .
3. ¥@. n?sin = 4. Yoo cosﬂ-

2. Quyidagi gatorlar tagqoslash belgisidan foydalunib.
yaginlashishga tekshirilsin

@0 1 oo im
1 Zﬂ lenin 4. En=1m.
2. En= 15"1
2“
o ) Yo e 5. Xn- 1n-=+4
n=1,750 6, Fog r—(B“H)'

3. Dalamber belgisidan foydalanib, quyidagi gaiorlar
vaqﬁllashishga tekshirilsin.

L. Eﬂ.-l 3ﬂ(zﬂ_13 4 Zn:l?{
Zan n SF“ ‘3"'!1

43 . ()t
= E" 12"111 6 7 24 Gt 25 22

4. Koshi belgisini go'llab quyidagi qatorlar yaginlashishga
tekshirilsin,

e - 4z y3N+E
1-211-13_,,(;:;) 3-En=1 2n+}J “
mn 1" n
2.Xn=1 (nwms) 4 2n= (1 s
L. Koshining integral belgisidan foydalanib, vaginlashishga
tekshirilsin
1E,l_~‘m2 f 3,58 1\,3—--
En-_ (m+1)in?(n+2) 4. E“- n{im n)*
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6.3. Ishoralari o‘zgaruvchan qatorlar.
6.3.1. Leybnits beigisi. Isheralari almashinuvcehi gatorlar

Ham musba!, ham manfiy hadlarni o'z ichiga olgan gator ishoralari
o‘zgaruvchan gator deb ataladi. Ishoralari o‘zgaruvehan gatorga misol

sifatida ushbu gatomni keltivamiz.

nin-1 :
250 (—1)T_1..=_‘..._*__i.+ll+i_i_%+

=t n? 12 22 32 42 "52 g 7
1 1 St 4
—_— e N o— e

+8? +-32 (=1 n?

Qatorning har bir musbat hadidan kevin manfiy had yoki har bir
manfly hadidan keyin musbat had kelsa, bunday qator ishoralari gator
deyiladi, Ishoralari almashinuvchi qatorni umumiy holda guyidagicha
yozish mumkin:

Zn= (1" ay = ag - ap +ag - agt

(buyerds, n=1,2.3, ...}

Ishoralari  almashmuvchi qatorlami yaqginlashishga tekshirishda
Leybnits belgisidan foydalaniladi.

Levbnits beigisi. Agar ishoralari almashinuvehi qatorda hadlarining
mutloq gyimatlaridan to‘zilgan geiorning hadlari kamayuvchi bo‘isa,
ya’'ni,

Gy > 05 > Q3 > Qg > > qy >

valim,. _ @, = 0 bo'lsa, u holda bu gator yaginlashuvchi boladi,
shu bilan birgaitkda  uning yig'indisi S, musbat va qatorning birinehi
hadidar ortiq bo Imaydi ya'ni ushbu

0<§ < ay
shartni ganoatlartiradi,
1 -Missl. Qalorni vaginlashishga tekshiring
168 qaqi—=1 1 _ I_l I”.“ an—1 1 14
o e el e el O e

ish. Berilgan gatorning hadlari mutloq qyimati bo'yicha

Yecl
kamayuvchi
e o 1 3 1 N
i —_ = = was —— ween
2 34 Zn=1" 2n

va n~+ oo da rolga intiladi.
: . 1
1My e G = limy L =0
Levhnits belgisining barcha shartlari bajariladi. Demak, berilgan
qator yi hunchi.
2 -Misel. Quiomi yaginlashishga tekshiring
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(L= ol Loy o b e

2n-1 T Zn-1i

Xechlsh. Qatorning hadlari mutlog qyimati bo‘yicha kamayuvchi
TR el
S>> >
g T

Umumiy kadi n— co da rolga intiladi:

im—=
fi—oo 2N—1 h
Demak, berilgan qator Leybnits belgisiga asosan yaqinlashuvchidir.

6.3.2. Mutlog va shartli yaqinlashuvchi qaterlar
Ishoralari o‘zgaruvchi bo‘lgan
SRa(-1)"ay = ay - @, + as - agt o+ (<D gy
gator berilgan bo‘lib, uning hadlarining mutlog gyimatlaridan

tuzilgan

|‘31 i"’ Iﬂzl"' [as ]+ + |an |+
qator yaginlashuvchi bo‘lsa, berilgan gator mutlog yaginlashuvchi

qgator dzyiladi.

Agar ishoralari o‘zgaruvchi qator yaginlashuvehi bo‘hib, bu qator

hadlarining mutloq giymatiaridan tuzilgan qator uzoglashuvchi bo'lsa,
u holda berilgan ishoralari o*zgaruvchi qator shartli yaginlashuvchi qator
deyiladi.

Teorema. Agar berilgan ishoralari o*zaruvchi
a4 — @+ azgt+ay — A — A+
qatorning hadlarining mutloq gyimatlaridan tuzilgan
a; |+ iﬁz ?ag wee b ay [+
qator  yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda berilgan qator ham

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

3 -Misol. Qatorni yaginlashishga tekshiriug

nfrH-lJ 1 1
Wl M R

m'u-!l g 22 it 2_.'
DT

Yechish, Q.ﬁor hadldnmn“ mutloq givinatlaridan iuziigan qatorni

3
e ;;.,_.L

e

qaraymiz;

1 e 1
I+ tim b — e
22 FERS TR * ML

Bu qator maxraji q == ,bo'lgan geomeirik gator bo*lib,

o

yaqinlashuvchidir,

Endi berilgan ishoralari o*zgaruvehi qatorga Leybnits belgisin

qo‘laymiy,
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\ R - 1
1§ fly > dpyq Yani m)-};
; e
2) limy, e @y = limy 0 777 =0

Berilgan gator uchun  Levbmits belgisining barcha shartlari
t(}Hl]

bajuriladi. Demak, berilgan ishoralari o‘zgaruvehi Yo (—1) ¢
T}-'.' qgator yaginlashuvchi. Uning mutleq qyimatlanidan tuzilgan gator
hamn yagunlashuvehi. Bundan berilgan qator mutlog yaginlashuvchi
ekanligi kelib chigadi.

5 -Mhisel. Qatorm yac&injashishga tekshiring.

2n+1
—1 e ST
Z{ ) n(n+1)

n=i
Yechish, Berilgan ishorasi almashinuvchi gatorning  hadleri

- : 2 : :
monoton  kamayvuvchi  va llmnﬂw.l(::j]:[]- u helda Leybnils

alomatige ko‘ra berilean qator yaginlashuvchi.
mutlog giymatlaridan fuzilgan qatorni qaravlik
oo
2n+1
Lan(n+1)
n=1

Berilgan qaterning

i y : g 2241
gatorning  unmmiy hadi x = 2 bo'lganda f(x) = v(t:'ﬁ

Bu
funksiva orqali beriladi. Quyidagini topamiz.
“

f 2+
.J XEAD
g
mff %-}- dx— ]:m (in|x|+!rfx+li),5=
-——] I im (In(B (B+1))—In2) =w
Demik,  pertlys 1.. gatorning mutloq qiymatlaridan tuzilgan gator

wchun berilgan gator shartli yaginlashuvehidir.,

uzoglashie L]"r shurin
G- i. Qatorma vaginlashishga tekshiring,
: T T el e 11
b3 T A e e e o S g e e
poah 2z a2 ool +H=1) n 2"

Yeehizh, Berilgan gator hadlarining mutlog qiymatlaridan tuzilgan

qatorni garaymi»
T U U (T B
=l o oan g'y gz g 23] 2 2



1

11 1 sl ok i
Bundan a,, = ~ o On41 =57 T D:I.imbelr beilgu;gn\ go'llaymiz
i u_‘“'l =1l _l S ey b Ry )| b
limy o s hm“"“‘l nel 2PF g 2n
i n2" T n_ | 1]. 1 "
= T prmm o SR e —==lm, | | =
im0 | (n41)2m2 | zhm“"‘”l m+1) ' 2 ""‘”‘ 145 l

=%< 1. Demak, berilgan ishorasi o‘zgaruvchi gator mutiog
vaqinlashuvchi.
MASHOQLAR

1. Qatomni yaqinlashishga tekshiring, agar qator yaqinfashuvchi
bo'lsa uni mutoq va shartli yaginiashishga tekshiring.

o (=D w ()P
L n=i n+an 6. En:‘[' ?,,ﬁ'
(=1)"-1 . o ~1yn=1(an4q)
2. Iemt 7. Zn=1(_l';|3(.::__—
w (=1} 1n+l oo (1) (n+2)
3 Zia Vniz 3 Zn=1 sn+1
PO - T e O i - O s o _ )
A it nan © ==l ) nE (nt 1)
5. e (—1)—= w (=DM En)
L D" O 10. Xrti—mm

6.4. Funksional gatorning asosiy tushunchzalari. Darajali qumr[a.r.
Darajali qatorning yaqinlashish oralig‘i va yaginiashish radiusi.

_Biror X to'plamda aniqlangan u; (x), #,(x), uz(x),  tn(x)
.funx.-;lyalar ketma - ketligi berilgan bo‘lsin. Har bir hadi {unksiyadan
iborat bo‘lgan quyidagi qator

Z un(x) = uy (x) + 2 (x) +uz () + o + 2wy (x) +-

O'zgaruvchi x ga nisbatan funksional qator deb ataladi.

Agar x=x,nuqtada Y5, (%) sonli qator yaqinlashuvehi bo'lsa,
xuﬂUCIfa berilgan funksional qatorning yaqinleshish nugtasi deb ataiadi.
Fu‘nlfmonai qator u, (x) funksiyalaming aniglanish sohalaridan olingan
ba’zi nugtalar uchun vagialashuvchi, ba’zi nugialar uchun  esz
uzoglashuvchi bo*lishi mumikin.

‘ Funk.?ional qatomming barcha yaqinlashuvchi nugtalart  tuplami
uning yaginlashish sohasi deb ataladi.
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Har ganday erkii o‘zgaruvchi x ning x =x; € X tayin giymatida
Foe i Un(x) funksional gator sonli qatorga aylanadi, shuning uchun
funksional gatorni tadqigot qilishda sonli qatorniig barcha belgilaridan
foydalanish mumiin.

I-Misol. Ushbu funksiona! qatorning yaqinlashish sohasini

amiqlang:

1 1 i
Ei Nl e - wne
ST Y s x"'t

Yechish. Bu gatorning hadlari maxraji g =;1; bo’lgan geometrik
pmgmssiya tashkil giladi. Bizga ma’lumki, geometrik progressiya [q] <

, bo'lganda yaginlashivehi va Iql 1 bo‘lganda uzoglashuvehidir.
Shu sababli berilgan qator x ning 7 < | yoki x* > 1 bo‘ladigan
qiymatlarida yaginlashuvchidir. SHun’ iav qilib, gator l % I> 1 bo‘lgan
barcha x nuqtaler uchun  yaginlashuvchidir.  Berilgan qatomning
yaginlashish sohasi ushbu ikkita cheksiz intervaldan iborat

—m <y <—1val<x<+oo

2-Misocl. Ushbu funksional gaiomning yaqinlashish sohasini va
vig'indisini aniglang:
1+ % F 22423 + e+ x0

Yechish. Bu gator i ¥ ! < | shartni ganoatlantiruvehi barcha x lar-

da ya'ni (-1, 1) iniervaida x ning barcha qiymatlarida yaqinlashadi.
(-1, 1} intervalda x ning har bir giymati uchun qatorning vig‘indisi ﬁ ga
teng(maxtaji ¥ bolgun cheksiz kamayuvchi geometrik progressivaning
yig'indisi}). SHunday qilib, berilgan uaror( 1,1} intervalda

%-i*—\+x R F G U S LU
qaiorning vig'indisi bo'lgan
:
. ‘ 5(.1)—‘]?'_—.{_
Tuitksivani aniglaydi.
Virte g A (% = -'('r-}“::ﬂn“ﬂl (x — xg)tag(x — xg)* +
tag(x —xg)® 4 bay (x — x)" +
(h

qator darajali gator deyiladi. Darajali qatorning har bir
8 m: ‘ladi. a, (1= 0,1,2...) sonlar darajali gatorning

ko rinishdag!

Xpg = l' b '”.'.wd.; (1) dJarajali qatorning ko'rinish1 quyidagicha

ho'ladi:

iy
o



& a, : 57+2(m+3) 1y 5t5(n+3) )
i = ———=|==1lim | = =
R my [ T l Tll[—?gﬂ 5“_5’31-;—2) | Ip—ro | 57(n+2)
e T
= 5}lim —=35.

n-sco NF

Agar |x —5 | < 5 bo‘lsa qator yaginlashadi. Bundan -5+2<x<
542 = -3 < x<7. Demak, darajali qatorning yagitlashish ora]ig_;i (‘-
3; 7). Shunday gilib, x€ (-3,7 ) bo‘lganda qator mutlog yaginlashadi,
Endi x=-3 va x= 7 bo‘lganda ya’ni oraligning chekka nuqtalarida
qatorni yaqinlashishga tekshiramiz:

1) x=-73 bo‘lganda, quyidagi qatorni hosil giiamiz:

o0 (_3_2}n+‘|. v c_nn+15n+i = o 5{_1)n+1
Zn=o S(ni2) Zn=o sh(n+z) Ln=o (n+2) y

Bu ishorasi almashinuvchi qatordir. Uni Levbaits belgisi yordamida

yaginlashishga tekshiramiz.

s i S
D Gn > ane, ya'nl S0
R
) ) fmes= lin g

5(__1)r!+1
(n+2) !
Ley?mits belgisining ikkala sharti ham bajariladi, demak, br.:r;{ga.u qator
yaqinlashuvchi. Hadlarining mutloq qiymatlaridan tuzi'gan qator
uzoglashuvchi. Demak yaginlashish sohasi [-3; 7)/ =
- . - P - x
6-Misol. Qatorning yaginlashish sohasini toping. Ef:(,-n—!
Yechish. Qatorning yaqinlashish radiusini topamiz,
1 1
R=lim (=)
oo \al Gt + 1!

Berilgan qator barcha sonlar to‘g‘ri chizig'ida yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, ishoralari almashinuvchi T3 qator uchun

=limn+1)=m
n=410

MASHQLAR

L. Quyidagi funksional qatorlarming yaqinlashish schalari topilsin
= an
n=2 n(xt 1}"_

2. E;“_u T

2. Darajali Yatorlaming yaginlashish sohalari topilsin:

1, e X o (x42)"
Eh-l_g..m- 2. I
3. o Fhxn oy 2Tl
DX T 4 Xaei
5. E?_.M 63 (2n) (4 7Y
Tt (env1nEheT an=1"" oy
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0.5, Teyior va Makloren gatorlari

Agar {(x} funksiya biror oraligda darajali qatorning yig'indisini
ifodalasa, u holda shu oraligda u darajali qatorga yoyiladi deyiladi, yoki
darajali qatep berilgan oraligda f(x) funksiyaga yaqinlashadi deyiladi.

f(x) funksiya x = x; nugtada atrofida (n+1) tartibli hosiiani ham c'z
ichiga olgar hosilalarga ega bo’lsin. U holda quyidagi Teylor formulasi

o'rinlidir:

00 = £(x0) + 222 (x — xg) + 282 (x— x)? +
e = (x0) (x— xg)™ + (),
(1
Fintde) 551 i
bu yerda w,(x)= (n+1}r_(}” — xg) Teylor formulasining

qoidig hadi (voki gatorning goldig‘i }.
Agar %y = 0 deb olsak, u holda Makloren qatori deb ataluvchi
P} ‘. a}

quyidag! gatorni hosil gilamiz Flay=Ff0) +—x+
L m'x' 4ot
!r!!(u\ inl m
+fﬂ|.;_1_n+“ ;uﬂr © @)
Ba'7i [unksivalarning Makioren qatnnga yoyilmalari.
Zn—1
el yn—1 i ._f:;_p S (e L S
I sinx =3} ;(—1) ey w+{—1) e
e foen; o0 )
Y " I B -1)nan
LK=" St Ty W + (2n)!
- (—-uo < x < m}
- gy I O e
(3 e L — —_— e — ke s —_— —_
e’ =Xi- 1n 1 1Tl‘+2!—r3! . +l:ﬂ—'l).'+
@<y <+
3 {—l]l‘_lxlll-l i
) arctex =x - m=1<r =
4jarcrgr = x : ey r=1
R g
Sim{l+x)=x = e, 1<x<1,
mGn—1) , mim—1)m-2)
=1 L 2%+ e
21 31
it s 20 S SRS 1 < x < 1( Binomial gator)
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D= - —1—x+x2— % 4 o {(—1)x

v, —l<x=1
Ce e 13S - 1xd L 138
8) arcsinx = Y&, 246 20 7nil b5 e +:45 +
135x7 135 (Znul)x S
R P s B A DT 1<t
2457+ i . vm 2:141+ :
1+x ., Bl 7 1 =1
NinTE=z(x+S+T+- +|-znj ol =3z

1- ‘_Vllsu!. f(x) —e'z" ﬁmks:)a Makloren gatoriga voyilsin:
Xeehish Quyidagi
el xn—l
Zﬂi{n 1" 1+ +—'+ + +(n 1)'+m' L
Formnlada xni (-2x) ga aImashtmb u!anayotgdn qatorni hesil
gilamiz:

7 —2x) , (—2x)* | (-22)° (252 | :
e 2x_=1+( )+ )..+(_+...+ — -+, voki
1t 21 al n—1)!

2y 22x2 23 P
g-_‘it 1—-= e e “r
Tt (n-1)

2- Misol. f(x) =sin3x funksiya Makloren gatoriga yoyilsin‘
Yechish. sinx funksiyaning Makioren qatoriga yoyiimasidan
foydalanamiz:
P - N SRR R
SinX =x -5+ e d( 1) ool
Bu yoyilmada x ni 3x ga almashiirib, izlanayoigan gatorni hosil
gilamiz.

333 255 qEn=1,2n—
sinx=3x-3I+ 32X 4 1l
X 31 5! +( 1] (Zn-1}
3~ Misol, f{(x} =sin?x ﬁmkclya Makloren gatoriga yoyilsin:

Yechish. f(x) = sin?x funksiyani darajali qatorga yoyish uchun

avval uning darajasini pasaytiramiz ya'ni  sin’x = ~l-'—c:b—?1 - 3
formuladan foydalanib cos2x ni qatorga yoviamiz: cosx =1-=+
f;-£_|. PO Gt s ’
PTR Gn)! '
formulada x nj 2x @ #a almashtirio guyidagini hosil qilamiz:
cos2x =120 | o G, atanse
Gondlen ] 44 &t 2n) sl
1-cos2y = 20° _ (20* (@x° Gt DAL
z ul iy 1o b

bu tfodani 2 ga bo'lsak, izlanayotgan yoyilmani hesil gilamiz:
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o " Sl b U 25
Ll-cos2x 2x° 2°x paE 2°x'

2 2: 4! 6l

4- Misel. f{x) ==——-

Shlyi=

(1)

funksiya Malloren qatoriga yoyilsin:

fz“ I

Yechish. Beril gsm fuukmyamng maxrajini ko‘paytuvchilarga
ajratamiz

{x—3)x+1).
Shunday qilib, berilgan funksiyan: quyidagicha yozib olamiz

f(x) =———— < e S e
¥E-2z—3 (2-3)(x+1) v e aerey 12 15 4 x40
CQuyidagi yevilmalardan foydalanamiz:
i
e ¥ Z 3 : n..n
=l—=x+xf—=x >+ (=1)x "t
T xl e (=1) »
=1+4+x+x2+x 4 -+x%+
RS s

. . 4 . x . . . . s .
oxirg! yoyilmada xni 7 ga almashtirib quyidagi yoyilnani hosil
gilamiz.

e= 14245 4@ + -2 G) + o Fecub

3
Shunday qi}ii}, izlanayoigan qat{)r quy’ ida&ich'l bo'ladi:

£ } T
5= Misol. %" — 322 + 2x + 2 funksivani (x-1) ning darajalari

ho” }u,.,.a qdlu'Ld yoying.
= 1 ml‘un chlor formulasi-.lan foydalanmmz,

il

topamiz:

y(l)y=2: V()= (4x® — 6x + 2)|,=.‘:n

yU(D)=( 12x m.'\_l =6; 3"(1)= 24x| ey =24

¥Yil= 24 ¥V(lr=0va hokazo.

Demal, .

y=xt =33+ 2x+2=2 - 102 S (x—-1)3 i.' (x—1)*

yoki ¥ = el ae e SBx—1)? 1P +
- 1)

R e |



MASHOQLAR
1. Quyidagi funksiyalar Makloren gatoriga yoyilsin

1 (=" B o
L fys— Yrsogmrr (3<% <3)
2 1 113
2. fx)=3% 1 +“I—,3x+%:—3x2+...+—%1—l-x“+.-- Yo <x<

)
2x® | 23x* 2546 27af
3. f(X}ZCOSZI 1 = =

ved) (mo0 <x <

4! 6l &l
“+o0)
i 5% 2 54 57,6
4f)=2F  5-TE4TEEl (be <2<EE)
2. Quyidagi funksivalar Teylor qatcriga yoyiisin
1. f(x) = L funksiyani x — 2 ning derajalari bo'yicha

x+5
2. f(x) =+x funksiyani x — 3 ning darajalari bo“yicha
3. f(x) =2* funksiyani x — 2 ning darajelari bo‘yicha
4. f(x) = x? — 3x% + 8x — 2 funksiyani x — lning darajalari
bo‘yicha

6.6. Funksiyalarning qatorlarga yoyilmasi yordamida tagribiy
hisoblashlar

Biror trigonometrikfunksiyaning x= a nuqtadagi tagribiy gqyimatini
hisoblash uchun shu funksiyaga mos keluvchi yoyilmada x o'miga 2
ning qgiymatini qo‘yib, tuzilgan gatorning berilgan aniglikni
qanoatlantiruvchi bir necha hadlarining yig*indisi hisoblanadi.

1-Misol. arctg 0.9 ni £ = 0.01 aniglikda taqribiy hisoblang.

Yechish. arctg 0.9 ni hisoblash uchun aretpx funksiyvaning
yoyilmasidan foydalanamiz.

xni 0.9 bilan almashtirib quyidagi qatorni hosil qilamiz:

arctg0,9=0,9_u%z+ E‘f._o'_g,-t-ﬂi_.f’.‘.?]_i .0_95

0917 3 7 9 11 13
0 0,729 | 059049 7 38742
T — e =(,0 — A 049 04749 , 038742

1% 3 5 G
0313811 0,254 , 1 72
~ oauin 13137_ 0211-;39 n.u;c; —— 2090243 +
+ 0,_118 =0.068 + 0.043 — 0,029 + 0,0196 - 0.014 + D.0098 — =+
IYOYIfH]ar:_Illg to'qqizinchi hadi uy = 0,0098 < 0,01 bolganligidan
5 kk'gan amghkm ta’minlash uchun arctg 0.9 ning vovilmasidagi bivinchi
akkizta hadining yig*indisini olish yetarli ckan.

beri
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arelg 0.9 =09~ 0,243 + 0,118 - 0.068 + 0.043 — 0,029 + 0,0196 —
0.014=0,73.

2-Misel. cos10” ning qyimat ,0001 aniglikda hisoblansin.

Yechish, cosx funksiyaning yovilmasidan foydalanamiz:

1‘2 x‘i 'IG (_anzn
. —oo<l X < o

Ml w T
$ (4 o~ - Fe i
Urad = 7550 a® formuladan foydalanib gradusni radianga

o'tkazamiz:
_E_1of-' = i Ef-g]_'pp;
180°°° 38 18 T
cosx funksivaning yoyilmasidagi x argumentning o‘miga 0. 17453
sonini go‘yamiz va quyidagini hosil gilamiz: cos10? =1~
{0.17452)" +&17453"_L

2 :
Qatorning uchinchi hadi berilgan eniglikdan kichgina, yoki
L3745 <0.0001
Qator ishoralan a}mashinuvéhi bolgam uchun
|7 | < g | <0.0001
Bu  baholash gaterning tashlab  yuborilgan barcha hadlan
uchinchisidian boshlab, 0.0001 dan kichik ehanligini bildiradi.
Shunday yilih,  cosi0¥ = 1—0,01523; cos10° = 0.9848.
3-Misol. € ni & = 0,001 aniglikda hisoblanig.
Yechisin, % {nksivaning  darajali qatorga  yoyilmasidan
foydalanamiz
r= -fdcb olsuk. cuyidagiga ega bo*lamiz:
1 1 1

2

e , A i 5
Afe = |_.Il.+w+.u—rm+...

Bu gatornmag goldiq hadi.
o0

]

L= ) e K s 2,_:: “h+sDi=2n
Al L L Lit 1}. 2 2 S S
N i

=
(D)o 20k, botlganbgi uchun n=4 da r, < ;*1}—} < 0,001,

ik

5 ! ; 1 1 1 1
shunday qilib 2o ] e — - —— = 1,674
shunday qilib, e 'l-v—z-}3+48 a3

4-Misol V24 ni & = 107 aniglikda hisoblang.
g
Vechish. Ma'lumki, V34 =V32 + 2 =;f32(1 + )=

inl



04x? | 0.08x°  043x7 | 04%° 1

q (x T A T T _} lo
=0.6-0.0288 -+ 0.0012 — (.00054 -+

Ishorasi almashinuvehi gator hosil gildik. Qatorning to‘rtinchi hadi

mutioq qvimati be‘yicha berilgan amglikni ganoatlantiradi, ya'ni,

%z 0.0009 < 0.001. Leybnits belgisiga asosan gatorning qoldig'i
birinchi tashiab yuboriigan haddan katia bo*hnaydi.

Shunday gilib, berilgan integralni hisoblashda lalab qilingan
aniglikni ta’minlash uchun gator yoyilmasida birachi nchta hadining
ive‘indisini olish yetarli ekan.

fy € e 04" ~ 0.6-0.0288 +0.0012 = 0.5724

Darajali gatorlar yordamida differensial tenglamalarni integrallash
mumkin. Quyidagi lko‘rinishdagi chizigli differensia! fenglamani
qgaraylik:

YP @) + p )y V() + pp )y "I 4 4 (X)y(x) = F)
Bu yerda y(x) — noma’lum funksiva, p, (%), f (x) — ma’lum funksiyaiar.

Agar barcha p,(x) koeffisientlar ve bu tenglamaning o'ng
tomonidagi f(x) funksya biror oraligda yaqinlashuvchi darajali qatorga
yoyilsa , ¢ holda bu tenglamaning x= 0 nugtaning bivor kichik atrofida
shu nuqtadagi boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud
bo‘ladi. Bu yechimni quyidagi darajali gator kc'rinishida tasvirlash
mumkin:

Y=cg+cix + cax?+c3x? kgt e (=)

Berilgan  differensial tenglamaning  yechimini  topish  uchun

noma‘lum o‘zgarmaslar ¢, lami aniglash yetarli, Bu masalani
yechishning ikki hil usuli mavjud.

i Aniqmas koeffitsientlar usuli. Bu usul ba'z adabiyoilarda

roma’lum koeffitsientlarni taggoslash usuli deb ham keltiriladi.

% Ketma - ket differensiallash usuli,

9-Mis_ul. Quyidagi boshlang'ich shart bilan herilgan diffecensial

tenglamaning yechumi topilsin.

Yechish, Y _)’“ TRy 0, ‘y!'“) T .]' ¥(0)=0.

Xechish. Yechimni guyidagi kﬂ‘zl'mlshd:: qidiramiz:

¥ix)=cy + cjx -+ x4 Cax? Ca it ™ e
Uholda: y = +q£cle+ 3;_-3ch +4¢':x3 :41_ i, A g
" ne
g y= 203 +2-3 ¢y 43 - deyx? +5 - Acgxd o | nin-1)e,
Ei'{an:i;rl;, Y(0)=0. Boshlang'ich shartlami go*llab quyidagiga ega

lad



¥(i0)=cp+e 0+ 04=1

¥(0)=cy + 245+ 0+ 3¢5+ 0+ 0+ -~= 0. Bundan ¢y= 1, ¢; =0.

v(x). y'(x). y"x) laming vyoyilmalarini dastlabki tenglamaga
qo‘vamiz:

26y + 2 3 Cyx +3 - 4eyr? +5 - degx® oo + (023) (1 2)Cnazx ™ b

=X O O T D g TR e

Chap va c'ng tomondagi x laming darajalari  oldidagi
koeffitsientlaim tenglashtirammiz:

20,=0 =2, =0, Ig—1=0=>c =

1257

o, — o =0 = =0, 5'4(35—5‘;1!:0 = ¢g =0,

L]

6'565—f3=0=’{.‘5=6

. IV = —_— - . = cﬂ
mr3)nt2)0003 = 6 = Cnid = Tomymen)
Shunday qilib,

p=ligy =0, ¢, =0. 3 = =

- =0, ¢g =0, cg =

3k — 3 = ndessk, buvyerda k-

Topilgan koeffisienlarni 17lanavetzan gatorga qo’yib yechimni

hosil gilan:iz:
: i B

18- Misel. Darajali geiorlar w.uurmun quyideui differensial

englama uchun Koshiy masalasi vechilsin
yi{x)=x2 132 W0 =1
Gateming birinehi beshta hadi hizoblansin.
}_ggi_ltil!_ Boshlang'ich shart 3 = 0 nugtada oerilgan bo’ lgantigi
uehun yechimni Mokforen gatori ko'rinishida izlaymiz.
v(x) = v(0) + v(0) - -‘-I—,ﬂ-’z R (o7 G 2 o
minig birinchi h:_- 1t hadini v:wl»n

Masalaning shartiga asesan gator
crok cdi Endi vovilinadagei hosilaiami topamiz. y'(x)= 3%+ 3
leer YO I i
v =2x - 2vy/,

’ "

"= by’ ey < 2yy"




Berilgan boshlang‘ich shartdan foydalanib topilgan hosifalaming
qyimatiarini topamiz. Boshlang'ich shartga ko'ra, x = 0, y = L.

y(@)=0-1=-1, y'0)=2-0-2:1+(-2)=2.

y'(0)=2-2:(-1)*—2-1-2=—4,
yY(0)=-6(-1):2—-2-1:(—4)=12+8=20.

Topilgan hosilalarning qyimatlarini izlanayotgan jatorga qo'yih.
berilgan Koshi masalasining yechimini topamiz:  y(x)=1-x
ol RSB .,

3 6
11- Misol. Ketma - ket differensiailash usulini go°llabh quyidagi

differnsial tenglamaning yechimini toping:  y'(x)= x?¥* - 1,¥(0) =1,

Yechish. Boshlang*ich shart x = 0 nuqtada berilgan bo'lganligi
uchun yechimni Makloren qatori ko ‘rinishida izlaymiz.

V) = 9O +y/(0) + L0 + L3 3 XDt
Yoyilmadagi y'(x), y'(x) , ¥"', hosilalami fopamiz:
y@)=xy*-1; y'(x)=2xy®+22%yy’;

y() =20 y% +dxyy” +axyy' + 23 (yy'Y =

=237 +8xyy' + 2x%(y')? + 2xyy".

Berilgan boshlang‘ich shartdan foydalanib topilgan hosilalaming
giymatlarini topamiz. Boshlang'ich shartga ko‘ra. x =0,y = L.

¥y (0)=x2y%2 —1=0-1%-1=-1;

y'(0) =2x y2 +2x%yy'=2:0-12+2:0:1: (—1)= 0

y(0) =2-y% + 8xyy’' +2x%(y")? v2xyy" =2-1+0-0+0=2

Hosilalarning topilgan qyimatlarini izlanayotgan qaterga qo'yib
yechimni hosil gilamiz. y(x) =1 +(-x) + iﬁ —

MASHQLAR
1. Quyidagi funksiyalarni Makloren gatoriga yoyilmasidan
foydalanib ko‘rsatilgan aniglikda hisoblang.
L. €0s20° ni 0.0001 aniglikda hisoblang.
2. sin1%ni 0.0001 aniqlikda hisoblang.
2. Quyidagi funksiyalarni In:; funksiyaring Maklosen gateriga
yoyilmasidan foydalanib ko rsatilgan aniglikda hisoblang.
1. In3 ni 0.0001 aniglikda hisoblang.
2. lge= ﬁni 0.000001 aniglikda hisoblang.

; 3. (1. = x)’_‘ funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasidan
Oydalanib quyidagilami 0.001 aniqlikda hisoblang.
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1.3/30 2.370

3.3/500 4.3/1.105.

4, Quyidagi integrallammi mos Junksiyalarning yoyilmalaridan
foydalanib 7.001 sniqiikda hisoblang,

1 f; Vxcosxda. 2 j;w x10 dx.

5. Quyidagi misollarda berilgan differensial tenglamalar Teylor
qatori yordamida 3 ga nisbaten (v uchon aniq tfodasi topilsin} ikki hil
usulda: nomal’um koeffitsientlar usulida va ketma — ket differensiallash
usulida yechilsin.

1Ly'"(x)=xy. w0)=1, ¥{)=0.

29" =2 xy' Ay, yi0)=0, y(0)=1.

6.7. Fure gatoriari

Ta'rif, Quvidagi ko'rinishoagi funksional qaior
oo

(apcosnx + +b,sinnx)

|--:|éQ
;

P

n=1
trigonometrik gater deb ateladi. ag, @, by, (m = 1,2, ) hagioiy soniar
tigonometrik gaioming koeffirsientlari deb ataladi.
Apar vuqgoridagi gator yaqinlashuvchi bo'lsa, v helda uning
ar devri 2 bo'lgan davriy funksiyalar

yigrindisi siny ve cosx funhs
ckanligi sababli. davri 25 ho'lgan funksivani ifodalaydi,.
n fix) finkstvaning Fure gatori

Ta'rif, [ -7, 1 ozaligde anigle

deb koefTitsienita
1 ~ rr Fi
ag=={" fi{x)dx. b
. (21

(x)cos{kx)dx,

a

. T X

by, =:‘f o @)sin{kx)dx (33
formudalar bilan aniglanuvehs

()

S(x) =L+ Vit (agrosky + by sinkx)
trigonometrik gatorga ayiiadi,

Teorema. {Dirixie). Agar {1x) funksiya 27 davrga ega bo'lsa va [ -
7.7 ] kesmada uzluksiz yoki chickli sendagi birinchi tur uzilishga  ega
bo‘lsa va [ -w 7 | kesmani chekhi sondag 4 shunday bolish
mumbkin botisaki, viomine  har bivining chida {1 iunksiva monoton
vehin bu kesmada  Furt gaton

dar

bo'lsa, u holda fix) funksiva
vagintashuveii botiadi va shu bilan birgalikda:

1



1). f(x) funksiyaning barcha uzluksiz nuqtalarida uning yig‘indisi
f(x) ga, funksiyaning har bir xq uzilish nugtasida esa gatorning yig'indisi
quyidagiga teng

S(xg) =
2) x=-mva x =7 nugtalarda {kesmaning chetki nugqtalarida)
qatorning yig‘indisi quyidagiga teng bo*ladi:
—n—0)+ f(r+0
S(—n’):S(ﬁ):f( )+ [0 +0)

1-Misol. (—m,m)oraligda f(x) = 2x +3 kabi aniglangan 2 davili
funksiyani Fure qatoriga yoying
Yechish. (1) formulaga ko‘ra
a0 == [T F(x)dx = 2 [ (2x + 3 )dx = (x*+3x)|, = - 616
(2) formulani va bo‘laklab intengrailaah formulasini ge‘llasak,
a =~f )‘(x}ws(kx)dx———J_“fZY + 2)cos(kx)dx=
u—2x+3 du = 2dx
"|dv = coskxdx,v = —smkx T

(Zx + 3)sinkx|Z,

—J' sinkxdx =

=2 ——coskx|Z. ———(mskn cos(—kT)) =
Aynan shu Lab: (3) Iormuiaga ko‘ra,
1 W _ ; s
b = " fOsin(ka)dx=~ [T (2x + 3)sin(lx)dx=
u=2x+3,du= 2dx
" |dv = sinkxdx,v = —%coskx[ .
] ﬁ(Zx + 3)C03kxlfg+f;f:r coskxdx =
=- = (@ + 3)coskm — (=21 + 3) cos(—kem)| = -—ﬁ-f"l)k =
_ayler1
o S RESIE
Shunday gilib , quyidagi gatorni hosil gilamiz:
f(x) = 2x+3 = 3 +4TE (—1)k+r 202
2-Misol. [-m,w]kesmada  f{x) =
[ 2%, 0 <x < 7 bo'lganda
X —m <x =< 0be'lganda

formula bilan berilgan va davri 2mr bo*lgan 1{x}) funksiya Fure
qatoriga yoyilsin,
Yechish. Rasmda berilgan f(x) funksiyaning grafigi tasvirlangan,

lak




Berilgan funksiya [-, m]kesmada aniglangan, bo‘lakli moncton va
chekli sondagi birinchi tur uzilishga ega, demak Dirixle teoremasiaing
shartlarini gancatlantiradi va Fure qatoriga yoyiladi. (1) - (3) formulaiar
ba'yicha gatoraing koeffitsientlarini topamiz.

"‘f,,;(?')dx- —f £ .x)dx'm—fo ?xd,»-_(—-e LI

_din
22 )=
17 =
an =;f_‘rf(.t,:cas(nx)c€x
10 ;
= ;f _(—X)cos(nx)dx + %J: 2xcos{nx)dx; . ‘
Har bir integraini alohida — alohida hisoblaymiz. Integraini
hisoblashda anig inicgraini bo'laklab  integrallash  formulasidan
foydalanarmiz.
1.0 . - 1 0
== 1 xidx=- = cos(nx)dx =
Iy = [ (=¥)cos(nx;dx ~ | xcos(nx)dx
U =2, du = dx

—= l% sin(nx)|%, +

dv = cosnxdx, v :_ir.i:" (n: )

-— (1 — cosnm);
mn-
du = 2dx

-=: 1 i) " S i
fa -'r'; dxcos(nr)ax dyr = coshixdx, v = -;sm{n.r:)

singna)l] -

12 e 2 i 2 b S
e e F rm B ey e [ IS b b e
‘”'_fu sin(nx)dxc — cosnx|( — (cosnm — 1) Tk

—COSHT). )
Ao=ly o == = (1 = casnm) ——= (1 — cosnm) =-—z (1 —
i 1 £ l:.,-,'L- ‘]"“'“_:u' - Gl it ™
— oS
Quyidagini ¢'tiborga olsak  cosnm = (= )™
Uhoida, @, - “rf:_ {(1-— (—=13").
Ll

by, kecifitsientlar bam aynan shunday topiladi
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by =~ |7 f(x)sin(nx)dx=
A+l

; : eLij
.';J “n(—x)sin(nx)dx FEEE fﬂ 2xsin(nx)dx =———

n
nEl
fx) =2~ 52, (- (1 — (1)) cosnx + L)
x=+m nqqtalarda qa\c\r yig'indisi quyidagiga ieng boladi:
Fl—m=0)+f(m+0) _ _miim 3w

2 iy
Fure qgatorining yig .ndzsmmg grafigi qu yldagl rasuda ko‘rsatilgai.

3-Misol . f(X) Z;i; :_’[

formule bilan berilgan davri 21’: bo‘lgan fix) funksiya Fure qatoriga
yoyilsin.
Yechish. Quyida funksiyaning grafigi keltirilgan.

-

-3t 0 7 i
Berilgan funksiya chegaralangan bo‘lakli-monoton bo‘iganligi
uchun uning Fure qatoriga yoyilmasi mavjud. QatGrming
koeffitsientlarini toparmiz.
T
= e A T
ay=—J_ fO)dx =— [ xdx it e
)
T

O = 1—1[_[: xcosnxdx = i [f:rﬂ - cosnxdx + fu X * oSN m’x!

== J'“x * cosnxdx

Bo* laklab integrallaymiz: u = x, du = dx, dv = cosnxdx. v =
= ';mnx U holda quy:daglgd ega bo'lamiz:

A
_1fx . 1 1711 1 Ll
i T ;Smnx [ i) f —sinnxdx | = —{—xsimz,r + —scosnx| | =
0 n min n2 o
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11 s 5t 1 2
= [—:r:smmr +—cosnw — (0 = —2) J = (0 + X cosnm — i)
b3 7T n? n*

——--(.. T4 *—{(—1)"— 1

3 5
Bundan, @y =--.a,=0, az=-5~, @4=0, ag5=-

b,, koeffitsientni topamlz
17 1{p® ™
b, '—';J‘ xsinnxdx = —[f 0 - sinnxdx +f > ) sinnxdx] =

813 T ]

32

= lfﬂx - sinnxdx.
Bo laklab intcgrallavmiz u =
—-cosnx U holda quyidagiga cga bolamiz:

= x, du = dx, dv = sinnxdx, v =

T
1 X 71
b, =—|—=cosnx| + [ —cosnxdx| =
o n o an

112 ycosnx + ) ni:smnx} =

zln
=§; [—i-fi:cas‘n;! + isin- im— (00— 0:)} = - ;—LCO.S'T.'.?T =
=i =iy =2
Bundan, b]— I bz- = i: !.33:""; b=~ ]—} I’)S'— S Ll
U holda,
flx =£ + (——c.o'-*\: - sw.\'\ + !'\O -——cu‘ ’x) ( --—-Co'i'?x +
N
-!-5511:3.1) t _
- (ﬂ —_‘isin‘i-x) +(—gcos5x + ‘%sinﬁ:() o
voki,

w
) b 2 . 1yread
fu:):—-!- i_;T("H = 1}_ u'\( L 1)1)-}-—;—--—--‘111:’(\:)

n=1

Bu tenglik vzilish puatalzridan boshqga barcha nugtalarda o rinlidir.
Har bir uzilish rugtalaride qatorning yig'indisi chap va ang limitlarining
o'rta arifmetigiga teny.
4 r|~‘T mw‘—'-m; ;e ( =00+ F{m+0)
Stp = [omOloCm0 _x ooy SCr0ruie)

T
2



Juft va tog funksiyalar uchun Fure gateriari.

L. Juft funksiya uchun fa Flxyde =2 f(x)dx.

2. Tog funksiyauchun ~ {° f(x)dx = 0.

Agar Fure gatoriga toq funksiya ycyilayotgan bo‘lsa. u helda
f(x)cosnxdx toq, f(x)sinnxdx esa juft funksiya bo‘ladi. Shuning
uchun yuqoridagi xossalarga  ko'ra toq funksiyalar uchun Fure
koeffitsientlari quyidagi formulalar vordamida hisoblapad; :

; 2 e
o == Jo FO)dx=0 ()
a, = iff_r fxjcosnxdx = (&)

b, = i‘f_ﬂn f(x)sinnxdx = -:-E f; fix)sinnxdx (7}
Demak, tog funksiya fagat “sinus” lar bo‘yicha qatorza yoyilar ekan:
f(x) = 2y by, sinnx
Xuddi shu kabi, agar Fure qatoriga jufi funksiya voyilayotgan
bo'lsa

ag=2 [ fdx ®
a, = EJ: f(x)cosnxdx )
by, =-:;ﬂrn_f(x)sinnxdx =0 (1)

formulalami hosil qilamiz. Demak, juft funksiva Fagat “kasinus™ lar

bo'yicha qatorga yoyilar ekan
£G) =22 + Ty ap cosnx

Hosil gilingan bu formulalar funksiya toq yoki jufl bo‘lgan holluarda
qulay bo‘lib, hisoblashlarni ancha kamaytiradi.

4-Misol. f(x)= | x|, x€ [, m] funksiya uchun Fure qatocini
toping,

Yechish. Davriy davom ettirib funksiyaning grafigini chizamiz.

_\—_/"yI

| !
—3x =S % o|

i
'
i
\
1 ™,
'
n

.F wiksiva Dirixle shartlarini ganoatlantiradi, demak uni Fure qutoriga
yoyish mumkin. [~m, 7] oraligda . f(x) = |Ki lunksiya juft funksiya,
Bu]thatll kelib chiqadiki, Fure gatori bu funksivada kosinuslardan va ulas
oldidagi o'zgarmas koeffitsientlardan  1borar,  sinuslar  oldidag
koefTitsientlaming barchasi nol bo*ladi, ya'ni b, =0, i
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{8). (9) formulalardar: foydalanib ay va a,, koeffitsientlarni topamiz:
T

zifﬂ E‘L)dx"""Jn xdx =

z2x*
|

n?
— =T
1r2 T

7 2
a, = SLTJF(x)cosnxdx = ;f:xcosnxdx:
u=2x du=dx

£
J xcosnxdx = 1.
v dv = cosnxdx, v = =sinnx
n
iis

X ] o . 1 1
=sinnx| — [ —sinnxdx = — cosnx | =— ( cosam -1).
n 0 O0n n kL

cosnr = (—1}" dan

czn==—jc xcosnxdx = 5 2(com -1) —-—-~1{ 1" —1].
Agarn juft bo'lse. u ho!da‘ Gy =Qq=0g= ** = g = =0
agar n toq

bo‘lsa, u holda, a, = - —
Shunday qilib, funksiyaning gatorga voyilmasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi.

fXJ' = f\ ’ + E B e 2 +4cosx 4 cos3x 4 £OS5X
Ll e £ oo 18 Cf AR o aE RS T
4 cos7x
—-
m 4, cosx | cos3x -035x cos7x
j\{=—-—'( i + 5 G R0 —---)
2 I 1‘ 3— 52 72

-+ d - i [
r-2 72

Hosil gilingan q:- corni quyidagl vigtindini hrmhinsh uchun ham

qo'llash mumkin:

& % X e A s mw? s wt
8 =— +={englikdan Snitopsak: S--=— = o
A= 4tunh.i kdan S ni topsak: S - 2= — = =
e s = 1 n?
38= 3 §=— ya'ni N, — = 7
S§-Misol. ()~ x. —m < x -f i funksiyeni Fure gatoriga

yoying.



Yechish. Rasmda f(x) funksiyamng grafigi tasvirlangan.

- V o

3 25 E " . 3 /"/ = 3 %
: i
/ : i

Bu funksiya Dirixle shartlarini gaonatlantiradi, demak, uni Fure
qatoriga yoyish mumkin. [—, 7] oraligda f(x) = x funksiya tog
funksiya. Bundan kelib chigadiki, Fure gatori bu funksiyada sinuslardan
va ular cldidagi o'zgarmas koeffitsientlardan iborat, kosinuslar oldidagi
koeffitsientlarning barchasi nol bo'ladi, ya'ni @, = 0. (n=0.1,2,...)

(11) formuladan foydalanib b, koeffitsientlami topamiz:

b, = ::r_[:[ f(x)sinnxdx = f Jy xsinnxdx
u=x, du=dx

T z
Jy xsinnxdx = ; 1 ;
dv = sinnxdx, v=— - cosnx

i
=- Zcosnx| + [)'2 cosnxdx =+ - = (cosnm — 1) + —sinnx | = - = cosnt
0 s n n 5 =

cosnm = (—1)". U holda,

2 r 2 2 1
b=~y xeosnxdx = 2 2 ("= - 2 (D)= (-
Shunday gilib, azn=a1_ = a22= as =zg14 =-=a, Z:-- s (3,

b1=;‘ b2='—;vb3=§s b4==—z, ;

Demak, f(x) funksiyaning IEu_rc qatori quyidagi ko*riaishda bo*ladi:
f(x) =x = 22$=1(_1)n+1 sinnx

i Tt :
x = 2= dnax y shdr_ s, +L:zii*i,:mm ]

Davri 2¢ bo‘lgan funksiyalarni Fure gatoriga yoyish.
Davri 2¢ (umuman olganda £ = m) bo‘lgan davriy furksiyalarning
Fure qatoriga yoyilmasi quyidagicha bo'lib:
fix) = ? + Y= q(aycos %Ex + bysin %13.\'\
11
koeffitsientiari: G
¢
ao=7 [, F(x)dx

1 £ i
an =3[, f(x)cos==dx
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by =3 [£, F(x)sin = dx
formulalar bilan hisoblanadi.
6 - Mise). Quyidagi funksiva kosinus funksiyaning  karrali
voyilmari bo'yicha Fure gatoriga yovilsin,
. (03 0D<x<05
fai= {-0,.3, 05<x<1
Yechish. Faqat kosinuslarni o'z ichiga oluvchi bu funksiyaning Fure
gatoriga yoyilmasini hosi! gilish uchun uni (- 1;0) oraliada jufl tarzda
davom eltiramiz. Funksiyaning grafigini chizamiz.
2
Sk
T

: j ST

-1} - e VY i s

e 1
Berilgan funksiya kosinus funksivaning lkarrali voyilmari bo"yicha
Fure gatoriga yovilayeiganligi uchun u juft funksiyadir. U holda b,
koeffitsientlar nclga teng botadi. ap va a, koefTitsientlami
hisoblaymiz:
@ =7 [ f)dx=2( [ 0,3dx — [} 0,3dx) ~ 0.

.= ;_ﬂ: f(xjcosT-dx= 2(_! 4 g@ 3 costnadx — j" s 5 a‘.osrr:ﬂxd‘)

l‘h]m

Agar n— juft bu‘ls:} u holda: «
Agarntog bo'lsa, n=2k-1. k = 1.2.3,... , u holda:
e I __' (—1)1 1.2
“n (2f—1)r sin(fw (2h=1)m "
Topilzan koeftitsientiarni (11) 'ou.ull..\\_ 1 gotyib izlanayotgan Fue
gatorining yu) ilmasini lopamiz.
,- r_cl\'n L EOS3aX COSSITX | St cos{2ik—-1)rx

) = 1 : N 2he—1 rr)

. 5
7- ?\llsol Davii 4 ga teng botigan, davriy funksiyaning Fure
_" 1, —2<x<0

gaioriga bo*lgan yoyvilmasici toping. ) = 2 0<n=2
Yechish. (‘n'nafnmu koeflitsientlarini topamiz.  2& =4, £ =2,
1 [ o A |
Gy =5 j{ 1\ s{.*_ij‘l"'—k )\] —!—2}({ .—VE{H—Z—."II-):TL
o/

-7 o
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=%(—-ﬁ%sin (E:?x) ) +%sin (%x) ?) =0.

= 0.
o
nzé( f(“l)sfn(nfj:x)dx
"z i 0 0
+J.25in(%x)dx) =—(——cos I\Ex} i
0
"%(com 1)) = —-—(cosm —-1)=— ((—1)"’ -1).

Topilgan koeffitsientlarni {1]‘1 gatorga qo'vib quytdagm. hosil
qgilamiz,

f(x)=——-z,. iy sn((?'—'z-ﬂl‘-x).

Eslatma. 27 davrli davri funksiyalar f_nﬂ Flx)dx = f:”” fQ)dx
xossaga ega bo‘lganliklari uchun, Fure koeffitsientlarini uniq!ashz}a
integrailash oralig'i sifatida uzunligi 27 ga teng be‘lgan ixtiyorty
oraligni olishimiz mumkin. Xususan ko‘pchilik hollarda (0, 2mr) oraliqda
integrallarni hisoblash qulay bo‘ladi.

8 Misol. f(x) = x2 + 2x funksiyani a) (—m; m ) oraliqda; b)

(0; 2m) oraliqda; c) (0;27) oraligda sinuslar bo'vicha Fure gatoriga
yoying.
Yechish,

Funksiyaning grafigini chizamiz.

) (=m; 7) oraliqda Fure qatoriga yuyaml;
aﬂ“f_ﬂf(x)dx——f" I(x +21c)dx———-l-—+3 \i = %71’2.
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u = x% + 2x dv = cos{nx) dx

1 ,m 9
a, == (x*+ Zx)cosnxdx = : " =
n =zl i du=2(c+1)dx v= ——-““::H"

4 2 P
;{;sm(nx) (%2 + 22T, — ;_f_’:r(x + 1)3mnrd:c] =
u=x+1 dv =sin(x) dxl

=- ﬁffﬂ(x + 1)sinnxdx = cos(nx) |

di=dx v=—

n

z 1 .

= ’;[- ;cosnx‘(x-i-l,- [ ;i-cosnxiﬁ,,} =

= 4 3 5 4

—;(—*ljnl_ﬂf +14+aT—1) =(_-—1)7"-n—2_

w=x2+2x dv=sin(x)dx

by == [T (x? + 2x)sinnxdx = cos{rx)
n = ol ) du = 2(x + Ddx v=— o
a4 - o z ,
= ;[*;custnx} (x4 200+ ;__ffﬂ'\x + I‘.-ccsnxd::] =
4 2 el
=™ F ;fi(x + 1cosnxdx =
u=x+1 dv = cos(nx) dx
du=dy v= sinfrnx) ==
e AN s e W ST e
= -:;(—1} 2 +z§ [=sin(nxy(x+1} ;1_.,. - — f sty dx] =
==(~1)" + = cosnx|I; = D=
Syunday qilib,
3+2 S oo Y sinnx | o : -,
x X ;IT "42,.,:__1('—1) ‘T—“- _-__j‘ XEi-7T; T)
Agar x =+ desak, qatorning yig*indisi Dirixle teore aasigo asosan
aniglanib, quyvidagicha bo'ladi:
Spp) = LBt Gre0) _ miozmentidn _ 2

b) g :;‘. I

.
A a. =
37 *(2n + 3),



!

On = lf:ﬂfxz -+ 2x)cosnxdx
T

u=x%+42x dv = cos(nx)dx
du=2(x+1Ddx v= sinpix)
: ’ 2 p2 o i

= ﬂ%sin(nx) S O g e Tl + ljsmnxda.] =
u=x+1 dv=sin(nx)dx

cas{nx)
mn

2 p2m e
=‘;fc (x + D sinnxdx e e

] ' L
=y ;z;[-icosnx-(xﬂ) 15" - ;Cosn.\ig"] =-=2m=rz .
ju=x?+2x dv= sm(nx)dx)
= cos(nx
ldu =2x+1)dx v=—"—""1

o

1 Zﬂ) . -
¢ fn {x? + 2x)sinnxdx

Il

ﬁ[—icos(nx) - (2% + 203" + %f;n(x + l)cosnxdx} =
2

=21 (4n2 _ 2 g,
===+ A4AT) ——= 4, (x + 1)cosnxdx

u=x+1 dv = cos(nx)dx
sin{nx)

diu=dx v=

4 ;
= ";(ﬂ+1)+;ig casax|§“=-:: (r +1).

Shunday gilib, s
x? + 22 = 2m(2m + 3) + 4T, (— )" [E232 — (n + D
xE(0; 2m). ]
Agar x =0 yoki x = 27 desak, qatorning yig indisi Dirixle
tcoremasiga asosan aniglanib, quyidagicha bo‘ladi:
S(0) = S(2m) _ [0y (ar+0) u+4r:;+4n —om? 4 2.

i L3 . . & = 2 e S
Quyida gator yigindisining grafigi keltirilgan.

( ©) Fure qatoriga sinuslar bo'yicha yoyiluvchi funksiva fog funksiya
bo'lishi kerak. Shuning uchun ~ f(x) = x% + 2x funksiyani (-7; 0]
oraligda ‘tuq tarzda davom ettiramiz. Buaday funksiyalar uchun Fure
qatort qo'vidagi ko‘rinishda bo*ladi.
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2 = =
b, =;f0"(x- + 2x)sinnxdx =
v =x2+2x dv =sin(nx)dx |
cos(nx)

=du=2(x+1)cix 7 = — Sosn)] =
= 5[—%cos{m:) l(x2 + 2|5 + %f:{;: + l)cosnxdx} -

= .,;'(_1)-1 (% + 27) — _4_!; sinnxdx
u=x+1 dv = cos(nx) dx,

du=dx v= qm(m‘
=—-——l(- M+ 2) -1-—-—- cosnxizn* —i {+2)+
P T
(1)),
Juft va tog nemerli koeffitsicntlari alohida -- alohida hisoblaymiz.
by 8 ni+2 B ki 2[!:-:—2}_ 3__
zn n 2r-1 2n-1 mizn=1)2"

Yoyilma quyidagi ko‘rinishda ho*ladi.
) 2

(x* + 2x) = "Zn_l(_:;:r = -——_r :—1 =] Lsin(2n— 1) x -

—{il’ H 2} 2:-;?—1

smzna
Bu yerda, x€ {0; 7). Quyida gator vig'indisining grafigi keliiriigan.

.

-
i

___--;___7_-_ s orme f £
BT /
MASHOQLAR
l.  Quyidag: funksivalar (—7; 7t ) oraligda Fure gatoriga

yovilsim:
! : { 0 ===l
g) fx)= |x|: byizi=7 x
) fx) i U sinx O<x =n
J{ = x s 0,
SHIRR) = 1 -}nx f<x <n
2 QL_vid api funksivalar (0 ; @) oraligda kosinuslar bovicha

Fure gatorga voyilsin



1 0sx=2 Tx stsg.

x)=41 b) fi(x) = 4
a) fx) {Zn'x 2<x =m ) 1) [E(_rr—x} %(xsrr

3, Quyidagi funksiyalar (0 ; 7 ) oraliqda sinuslar ho‘yicha Fure
gatoriga yoyilsin: a) f(x) = x?%; b) f(x) = x;

4, Quyidagi funksiyalar (—& ; £ ) oraliqda Fure gatoriga
yoyilsin:

) 1 —£f<x=<0.
2) ﬂixj:{ Inx 0<x<?
4
1 & —£<x<0.
b) f(x)z{lmc O<x <4
4
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