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17-BOB.
17 .1-8.

17.2-8.

17.3-8.

17.4-8.

17.5-8.

17.6-8.

MUNDARIJA
So‘z boshi

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Birinchi tartibli differensial tenglamalar

17.1. Differensial ~ tenglamalar  to‘g‘risida  umumiy
tushunchalar(ll).17.2. Differensial tenglamaga keltiriladigan
masalalar(12).17.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Y o*nalishlar maydoni. 1zoklina usuli (14). 17.4. 0 ‘zgaruvchilari
ajralgan va ajraladigan differensial tenglamalar(19).17.5.
Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar. Bir jinsliga
keltiriladigan differensial tenglamalar(21).

Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar

17.6. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar(24).17.7.
Bemulli  tenglamasi  (28).17.8.  To‘liq  differensialli
tenglamalar(30).17.9. Integrallovchi ko‘paytuvchi(34).17.10.
Lagranj tenglamasi(36).17.11 Klero tenglamasi(38).
Differensial tenglamalarning tartibini pasaytirish

17.12. Yuqori tartibli differensial tenglamalar(39).17.13.
y"' =1f(x) ko‘rinishdagi tenglamalar(41). 17.14.
F(OGyM\...y")= 0 ko‘rinishdagi tenglamalar(42). 17.15.

p(y,y'y”,..y"®=0 ko'rinishdagi tenglamalar(43). 17.16.
F(x,y,y'y",...y2')=0 ko‘rinishdagi differensial tenglamalar
(44).

Yugqori tartibli chizigli differensial tenglamalar

17.17. «-tartibli chizigli differensial tenglamalar(45).17.18.
Chizigli differensial operator. Xususiy yechimlar hagida
tushunchalar(46).17.19. Vronskiy determinanti va uning
xossalari(48).17.20. 0 ‘zgarmas  koeffisiyentli ~ chizigli
differensial tenglamalar(52).17.21. Bir jinslimas differensial
tenglamaning  xususiy ~ yechimini  izlashning anigmas
koeffisiyentlar usuli(56).

Differensial tenglamalar sistemasi

17.22. Asosiy tushinchalar(59).17.23.Normal sistemasini
yechish usullari (61).17.24. O'zgarmas koeffisiyentli chizigli
differinsial tenglamalar sistemasi(64).

Operatsion hisob kursi elementlari

17.25. Original va tasvir (68).17.26. Laplas almashtirishlarining
xossalari  (71).17.27. Ba’zi elementar funksiyalaming
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18-BOB.
18.1-8.

18.2-8.

18.3-8.

18.4-8.

tasvirlari(74).17.28.  Operatsion  usifllarini  differensial
tenglamalar va ulaming sistemalarini yechishgatatbiq etish(74).
17-bob bo‘yicha nazariy materiallami mustahkamlash uchun
topshiriglar

17.1-amaliy mashg‘ulot. 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan va bir
jinsli differensial tenglamalar

17.2-amaliy = mashg‘ulot.  Birinchi tartibli  differensial
tenglamalar

17.3-amaliy mashg ulot. To‘liq ditYerensialli tenglama. HOero
va Lagranj teglamalari

17.4-amaliy mashg‘ulot. Tartibi pasayadigan differensial
tenglamalar

17.5-amaliy mashg‘ulot. Birjinsli bo‘lgan chizigli differensial
tenglamalar

17.6-amaliy mashg‘ulot. Bir jinsli bo‘Imagan chizigli
differensial tenglamalar

17.7-amaliy mashg‘ulot. Differensial tenglamalar sistemasi

17.8-amaliy mashg‘ulot. Operatsion hisob

17.9-amaliy mashg‘ulot. Operatsion usullarini differensial
tenglamalar va ulaming sistemalarini yechishga tatbiq etish
17-bob bo‘yicha amaliy mashg‘ulotlami mustahkamlash uchun
nazorat topshiriglari

Adabiyotlar

V BO‘LIM. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA

EHTIMOLLAR NAZARIYASI

Tasodifiylik va qonuniyat. Hodisalar va ular ustida amallar
18.1. Ehtimollar nazariyasi fani(108). 18.2. Hodisalar
(109).18.3. Tasodifiy hodisa va ular ustida amallar(l 11). 18.4.
Kombinatorika elementlari(l 13).

Ehtimolning ta’riflari

18.5. Ehtimolning klassik ta’rifi. Geometrik
ehtimollik(l 16).18.6. Hodisaning nisbiy chastotasi.Ehtimolning
statistik ta’rifi(l 18).

Hodisalarning bog‘ligsizligi. Ehtimollarni qo‘shish va
ko‘paytirish teoremalari

18.7. Birgalikdamas hodisalar uchun ehtimollikni qo‘shish
teoremasi(120).18.8. Shartli ehtimol. Ehtimolliklami
ko‘paytirish teoremasi(121).18.9. Birgalikda hodisalar uchun
ehtimolliklami qo‘shish teoremasi(125).

To‘la ebtimol va Bayes formulalari
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1H.6-8.

IM7-.

INHS

IN")-§.

INIOHj.

18.10. Hodisalaming to‘la guruhi(126). 18.11. Toia ehtimollik
formulasi(128).18.12. Beyes formulasi(129).

K«g‘lig bo‘lmagan tajribalar ketma - ketligi. Bernulli
formulas!. Muavr—Laplasning lokal va integral formulalari
18.13. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli formulasi(130).
18.14. Limit teoremalari va ulaming amaliy ahamiyati(135).
Diskret va nzluksiz tasodifiy miqgdorlar. Tasodifiy
niigdorlaming tagsimot gonuni va uning berilish usullari.
18.15. Tasodifiy migdoming ta’rifi(138).18.16. Diskret
tasodifiy miqgdor ehtimolliklarining tagsimot qgonuni(138).
18.17. Diskret tasodifiy miqdorlar ustida
amallar(140). 18.18.Tasodifiy migdorlarning tagsimot va zichlik
lunksiyalari(141).

Tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari

18.19. Diskret tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari va
ulaming xossalari(145). 18.20.Uzluksiz tasodifiy migdoming
sonli xarakteristikalari(151).

Amaliyotda ko‘p qoMlaniladigan diskret va uzlnksiz
tasodifiy migdolar

18.21. Binomial tagsimot(153). 18.22. Puasson tagsimoti(154).
18.23.  Geometrik tagsimot qonuni(156).18.24.  Tekis
tagsimot(156). 18.25. Ko‘rsatgichli tagsimot(157). 18.26.
Normal tagsimot (Gauss tagsimoti) (159).

Katta sonlar qonuni. Markaziy limit teoremasi

18.27. Katta sonlar gonuni. Chebishev teoremasi(162).18.28.
Markaziy limit teoremasi hagida tushuncha(168).

Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorlar va ularning xossalari
18.29. Ikki o‘lchovli tasodifiy migdoming tagsimot
gonuni(170). 18.30. Ikki o'lchovli diskret tasodifiy miqdor
tashkil ~ etuvchilari ~ ehtimollarining  shartli  tagsimot
gonunlari(172).18.31.  Ikki oichovli diskret tasodifiy
miqdorlarning sonli xarakteristikalari(172). 18.32. Ikki o‘Ichovli
uzluksiz  tasodifiy migdoming sonli  xarakteristikalari
(173).18.33.  Korrelyasiya momenti va  korrelyasiya
koeffisiyenti( 174).

18-bob bo‘yicha nazariy materiallami mustahkamlash uchun
topshiriglar

18.1 -amaliy mashg‘ulot Tasodifiy hodisalar va ular ustida
ammallar

18.2-amaliy mashg‘ulot. Kombinatorika elemantlari
18.3-amaliy mashg‘ulot. Ehtimolning klassik va geometrik
ta’riflari.
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19-BOB.
19.1-8.

19.2-8.

19.3-8.

19.4-8.

18.4-amaliy mashg‘ulot. Ehtimolning xossalaridan foydalanib
murakkab hodisalaming ehtimollarini hisoblash.  Shartli
ehtimol. Hodisalaming bog‘ligligi.

18.5-amaliy mashg'ulol. To‘la ehtimol formulasi. Beyes
formulasi

18.6-amaliy mashg‘ulot. Bogiigmas sinovlar ketma —ketligi.
Bernulli formulasi. Laplasning lokal va integral teoremalari
18.7-amaliy mashg‘ulot. Tasodifiy miqgdorlar va ulaming
tagsimot qonunlari. Tagsimotning integral va zichlik
funksiyalari va ulaming xossalari

18.8-amaliy mashg‘ulot. Diskret tasodifiy miqdorlarning sonli
xarakteristikalari. ~ Matematik  kutilish ~ va  disperciya.
Boshlang'ich va markaziy momentlar

18.9-amaliy mashg‘ulot. Uzluksiz tasodifiy migdoming sonli
xarakteristikalari

18.10-amaliy mashg‘ulot. Binomial, Puasson, geometrik, tekis,
ko‘rsatgichli va normal tagsimlangan miqdorlar

18.11-amaiiy mashg‘ulot. Katta sonlar gonuni. Chebishev
tengsizligi. Chebishev teoremasi. Ya. Bernulli teoremasi
18.12-amaliy mashg'ulot. Ikki o‘lchovli tasodifiy migdorlar va
ulaming tagsimoti

18.13-amaliy = mashg'ulot Korrelyasiya momenti va
korrelyasiya koeffisiyenti

18-bob bo‘yicha amaliy mashg‘ulotlami mustahkamlash uchun
nazorat topshiriglari

MATEMATIK STATISTIKA

Matematik statistikaning vazifalari. Statistik tagsimot.
Empirik tagsimot funksiyasi

19.1. Matematik statistikaning vazifalari(292).19.2.Empirik
tagsimot funksiyasi(294).19.3. Poligon va gistogramma(295).
Tagsimot parametrlarining statistik baholari. Baholarga
go‘yiladigan talablar

19.4. Tagsimot parametrlarining statistik baholari. Baholarga
go‘yiladigan talablar. Variatsion gatoming ba’zi
xarakteristikalari.(296)

Nugtaviy va intervalli bahoiar. Ishonchli intervallar

19.5. Nugtaviy va intervalli bahoiar. Ishonchli ehtimol va
ishonchli interval. Normal tagsimotning noma’lum parametrlari
uchun intervalli baholar(304).

Funksional, statistik va korrelyatsion bog‘lanish!ar.
Korrelyatsion jadval. Korrelyatsiya nazarivasining ikki
asosiy masalasi
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19.5-8.

19.6-8.

19.7-8.

IVKA.

20 1IOH.

20.1-#4.

19.6. Funksional, statistik va korrelyatsion bog*lanishlar. Shartli
o'rtacha. Korrelyatsion jadval. Regressiya tanlanma tenglamasi
va tanlanma chizig'i. Korrelyatsiya nazariyasining ikki asosiy
masalasi(309).

To‘gri chizigli regressiya tanlanma tenglamasi. Eng kichik
kvadratlar usuli

19.7. Chizigli regressiya. Eng kichik kvadratlar usuli. To‘g‘ri
chizigli regressiya tanlanma tenglamasi parametrlarini topish.
To‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasi(314).
Korrelyatsion bog‘lanish zichligi. Tanlanma korrelyatsiya
koeffitsiyent va tanlanma korrelyatsion nisbat

19.8. Korrelyatsion bog‘lanish zichlig. Korrelyatsiya tanlanma
koeffitsiyenti va uning xossalari. Tanlanma korrelyatsion nisbat
va uning xossalari(317).

Egri chizigli va to‘plamiy korrelyatsiya

19.9. Egri chizigli Kkorrelyatsiya.To‘plamiy korrelyatsiya.
Umumiy tanlanma Kkorrelyatsiya koeffitsiyenti. Xususiy
tanlanma korrelyatsiya koeffitsiyenti(324).

Statistik gipotezalar. Statistik kriteriya

19.10. Statistik gipotazalar. | va Il tur xatoliklar. Statistik
kriteriy(328).

19-bob bo'yicha nazariy materiallarni mustahkamlash uchun
topshiriglar

19.1-amaliy mashg‘ulot. Tanlanmaning statistik tagsimoti.
Empirik tagsimot funksiyasi. Poligon va gistogramma
19.2-amaliy mashg'ulot. Tagsimot parametrlarining statistik
baholari. Baholarga qo'yiladigan talablar

19.3-amaliy mashg'ulot. To'g'ri chizigli regressiya tanlanma
tenglamasi. Eng kichik kvadratlar usuli.

19-bob bo'yicha amaliy mashg'ulotlarni mustahkamlash uchun
nazorat topshiriglari

Adabiyotlar

VI BO'LIM. KOMPLEKS O'ZGARUVCHILI
FUNKSIYALAR

KOMPLEKS O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
NAZARIYASI ELEMENTLARI
Kompleks o'zgaruvchili funksiya. Kompleks o'zgaruvchili
funksiyaning limiti va uzluksizligi
20.1. Kompleks o'zgaruvchili funksiya tushunchasi(371). 20.2.
Kompleks o'zgaruvchili fimksiyaning limiti(372). 20.3.
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20.2-8.

20.3-8.

20.4-8.

20.5-8.

20.6-8.

20.7-8.

20.8-8.

20.9-8.

20.10-8.

Kompleks o'zgaruvchili fimksiyaning uzluksizligi (373).
20.4. Uzluksiz funksiyalarning xossalari (374).

Kompleks o'zgaruvchili asosiy elementar funksiyalar

20.5. Ko‘rsatkiehli funksiya(375). 20.6. Logarifmik funksiya
(376). 20.7. w=z" darajali funksiya (377). 20.8. Trigonometrik
funksiyalar(378). 20.9. Giperbolik funksiyalar (379). 20.10.
Teskari trigonometrik va teskari giperbolik funksiyalar (379).
Kompleks o'zgaruvchili funksiyani differensiallash. Eyler —
Dalamber sharti

20.11. Kompleks o'zgaruvchili funksiyani differensiallash
(380).

Analitik funksiyalar. Differensial

20.12. Analitik funksiya (385). 20.13. Hosila argumentining va
modulining geometrik ma’nosi  (387). 20.14. Konform
akslantirish (389).

Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

20.15. Integralning ta’rifi (390), 20.16. Integralning asosiy
xossalari(393).20.17. Koshi teoremasi. Boshiang'ich funksiya
va anigmas integral. Nyuton-Leybnits formulasi(395).

Koshi integrali. Koshining integral formulasi

20.18. Koshi integrali (399).

Kompleks hadti gatorlar

20.19. Sonli qatorlar(41401).20.20. Darajali qatorlar (404).
20.21. Teylor gatori (406).

Analitik funksiyalarning noilari. Loran gatori

20.22. .Analitik funksiyalarning noilari (409).20.23. Manfiy
darajali gator (411).20.24. Loran qatori (412).

Maxsus nuqgtalarning klassifikatsiyasi. funksiyaning noilari
bilan qutblari orasidagi bog'lanish

20.25. Maxsus nugtalarning klassifikatsiyasi (415). 20.26.
Qutilib bo'ladigan maxsus nugta. (415). 20.27. Qutb maxsus
nuqta (416). 20.28. Muhim maxsus nuqta (417).

Funksiyaning goldig'i (chegirmasi)

20.29. Funksiyaning qoldig'i tushunchasi va qoldiglar
to'g'risidagi asosiy teorema(419).20.30. Qutbga nisbhatan
goldigni hisoblash(421).20.31. Funksiyaning  cheksiz
uzoglashgan nuqtaga nisbatan qoldig‘i(423), 20.32.Qoldiglar
nazariyasi yordami bilan aniq integrallami hisoblash(424).
20-bob bo'yicha nazariy materiallami mustahkamlash uchun
topshiriglar

20.1-amaliy mashg'ulot. Ketma-ketlikning limitini topish.
20.2-amaiiy mashg'ulot. Kompleks argumentli funksiyaning
limiti va uzluksizligi.
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20.3-amaliy mashg'ulot. Darajali qatorlar. Koshi-Adamar
formulasi.

20.4-amaliy mashg'ulot Kompleks o'zgaruvchili funksiyaning
hosilasi.

20.5-amaliy mashg'ulot. Hagigiy yoki mavhum gismi bo'yicha
analitik funksiyani qurish.

20.6-amaliy mashg'ulot. Kompleks argumentli funksiyalami
integrallash.

20.7-amaliy mashg‘ulot Bir bog'lamli sohada Koshining
integral formulasi.

20.8-Amaliy mashg'ulot. Yagonalik teoremasi.

20.9-Amaliy mashg'ulot. Maxsus nuqtalar. Loran gatori.
20.10-amaliy mashg'ulot. Qoldiglar nazariyasi elementlari
20-bob bo'yicha amaliy mashg'ulotlami mustahkamlash uchun
nazorat topshiriglari

Adabiyotlar
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463



SO‘Z BOSHI

Kitobxon e’tiboriga havola qilinayotgan mazkur darslik “Oliy
matematika”, 1- va 2-gismlaming davomi bo‘lib, oliy matematikaning
differensial tenglamalar, operatsion hisob kursi elementlari, ehtimollar
nazariyasi va matematik statistika hamda kompleks o'zgaruvchili
funksiyalar boMimlarini gamrab olgan.

Mazkur kitob, asosan tabiiy, muhandis-texnik fanlar sohasidagi
bakalavriat talabalari uchun moijallangan.

Darslikning har bir bobida mavzularning nazariy qismi, uni
mustahkamlash uchun o‘z-o‘zini tekshirish savollari, amaliy mashg‘ulotlar
uchun misol va masalalar, mustaqil bajarish uchun yozma ishlar materiallari
berilgan.

Ushbu darslikni yozishga mualliflarni undagan narsa, ularning ko‘p
yillar mobaynida Samargand davlat universiteti va Toshkent axborot
texnologiyalari universiteti Samargand filialida olib borgan ma’ruza va
amaliy mashg‘ulotlarida orttirgan tajribasi natijasidir.

Hozirgi vaqtda amaliyotda bir necha yaxshi matematik dasturlar
(Mathcad, Maple, Mathematica, Mathlab va h.k.) matematik masalalami
kompyuter imkoniyatlaridan foydalanib yechishda samarali natijalar
bermogda. Shu an’anadan chetda qolmaslik uchun, go‘llanmada ba’zi
bo‘limlar bo'yicha misol va masalalar yechishda «Maple» tizimining
goMlanilishi va uning qulayliklari namoyish etilgan.

Darslik haqgidagi fikr mulohazalar, undagi mavjud kamchiliklar
bo‘yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan gabul giladilar.

Mualliflar

10



v BO‘LIM
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR VA
OPERATSION HISOB ELEMENTLARI

17-BOB.
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

17.1-8. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

17.1. Differensial tenglamalar to‘g‘risida umumiy tushunchalar.

liihiyotda va texnikada yuz berayotgan jarayonlami ifodalovchi erkli
ii /f.mivchi, noma’lum funksiya va unig hosilalarini bir-biri bilan turlicha
bop/lovchi tenglamalami yechishga to‘g‘ri keladi. Odatda bunday
"V .lumulami differensial tenglamalar deyiladi (differensial terminini
Miiiuhi bo‘lib, 1676 yilda G.L.Leybnis ishlatgan).

17.1.1-ta’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchisi x,
I/luiiuvchi funksiya y=f(x) va uning hosilalarini bog‘lovchi
Itiinliiinuga aytiladi.

Aj.nrnoma'lum funksiya bir argumentli bo‘lsa, u holda tenglama oddiy
ilvfi rcnslal tenglama deyiladi.

Af.nr noina’lum funksiya ikki va undan ortiqg o‘zgaruvchilarga bog‘liq
Im 1.a. lumday differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama
deylinvdi.

* tartibli oddiy differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi simvolik
iiivinhdu ushbu

f-(x,y,y"y"...Yn)=0 yoki /m> =f(x,y,y",....,/"-") (17.1.2)

ku imishda yoziladi, bunda x- erkli o‘zgaruvchi, y- noma’lum funksiya va
rr. . lar no'malum funksiyalarning mos ravishdagi hosilalari.
XiiMisiy luillarda (17.1.2) tenglamalarda noma’lum funksiyaning o‘zi yoki

i ikli o*/|';aruvchi hamda n dan past tartibli hosilalar ishtirok etmasligi
mumkIn.



Differensial tenglama tarkibiga kirgan hosilalarning eng yuqori tartibga,
differensial tenglamaning tartibi deyiladi. Masalan. (17.1.2) tenglamalar
yuqori tartibli birinchisi hosilaga nisbatan yechilmagan va ikkinchisi esa
yechilgan n - tartibti differensial tenglamalardir. y'+I=Jx+y,

y'=cos(y-x),y'(x+y)2=I-lar birinchi tartibli differensial tenglamalardir.
y'+y'+2=0, by'=(1+y'1)32 -lar ikkinchi tartibli differensial

tenglamalardir.

17.1.3-1a’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integral deb
tenglamaga go‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan y=<p) differensial-
lanuvchi funksiyaga aytiladi.

Differensial tenglamaning yechimining grafigi integral chizig deb ham
yuritiladi. Defferinsial tenglamani yechish jarayonida ko'pincha integrallash
bilan bog‘lig bo‘lgani uchun, bu jarayonni differinsial tenglamani
integrallash ham deb yuritiladi.

17.1.4-misol. Ushbu y(x)=Cx+ C  funksiva y-xy'=-j=-4—

ni+C2 d +iyf
differensial tenglamaning yechimi ekanligini isbot giling.

Yechilishi. Ravshanki, bu tenglama oddiy differensial tenglama.
Berilgan y(x) -Cx + —9——-— funksiyaning hosilasini hisoblaymiz: y’(x) =C.

VI+ C2
y(x),y’(x) lami berilgan differensial tenglamani go'yamiz:

C . C
Cx+ . -Cx= 1

nll + C 2 VIi+ C2

Bundan C=C. Bu ayniyat 17.1.3-ta’rifga ko‘ra, berilgan funksiya berilgan
tenglamaning yechimi ekanligini isbotlaydi.

17.2. Differensial tenglamaga Kkeltiriladigan masalalar. Dastlab
differensial tenglamaga keltiriladigan masalalami ko‘rib chigamiz.

17.2.1-masala. Shunday chizigni topingki, uning ixtiyoriy nuqtasidan
o'tkazilgan urinma, urinish nuqtasi ordinatasi va absissalar o‘qi hosil gilgan
uchburchak yuzi o‘zgarmas a2 ga teng bo‘Isin.

Yechilishi. Izlanayotgan chizigning ixtiyoriy M (x,y) nugtasini olaylik

(17.1-chizmagagarang). Ravshanki, chizigga M (x,y) nugtadan o‘tkazilgan



urinniii bilan OX o‘gi orasidagi burchak a uchun tga =y"' tenglik o‘rinli.
M/ (jnyidagilarga egamiz:

MK=Y, X =/"=4;

17.1-chizma

Ikkinchi tomondan 5 = a2, demak, quyidagi differensial tenglamaga ega
ho'lemiz:

liu tenglamaning o‘zgaruvchilarini ajratib yechamiz:

Shunday qilib, biz masalaning yechimini topdik, izlangan chiziq

Icilglinnasi _ =+ ?X-+ C ko‘rinishda bo‘lar ekan.
y a

17.2.2-masala. Bir hududda aholi soni y(0) = y0 (boshlang‘ich yoki
in’\siitga olish vaqtda) bo‘lsin. Shu hududda tug‘ilganlar va oMganlar soni
mo*, ruvishda kx va k2 ga teng boMsa, hudud aholisininig o‘zgarish
limk-ilyasini toping.

Vt4'liili.shi. Aholi sonining At vaqt oralig‘ida o‘zgarishi shu tug‘ilganlar
mml va oMganlar soni orasidagi ayirmaga teng:
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Oy = kry&t —kzyAt
bundan

'-D’Y:(.kl -k 2)y

tenglikni hosil gilamiz va unda At -» 0 liraitga o ‘tish natijasida

yo = (Kr- k2)y ,y(0) -y 0

Koshi masalasini hosil gilamiz va uni integrallab go‘yilgan masalaning
yechimini hosil gilamiz:

Y = Yoexp{(.k! - ft).

17.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalar. Yo*‘nalishlar
maydoni. lzoklina usuli. Birinchi tartibli differensial tenglama umumiy
holda F(x,y,y)=0 ko‘rinishga ega.

Agar bu tenglamani / ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, uni

Y'=AX,y) (17.3.1)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nisbatan yechilgan deyiladi. Bunday tenglamalar uchun yechimlaming
mavjudligi va yagonaligi hagidagi ushbu teorema o‘rinlidir.

17.3.2-teorema. Agar (17.3.1) tenglamada f{x,y) funksiya Ma{xQya)
nuqtani o“z ichiga olgan biror D-yopiq sohada uzluksiz va uning y bo‘yicha
xususiy hosilasi 4y chegaralangan bo‘lsa, u holda bu tenglamaning
x=x0 da y=y0 shartini qanoatlantiradigan birgina y =<p{X) yechimi
mavjuddir.

Teoremaninggeometrik ma'nosi: D-sohaninghar bir ichkinuqtasidan
fagat bitta integral egri chiziq o‘tadi. Boshgacha qilib aytganda, shunday
y =f{x) funksiya mavjudki, uning grafigi fagat MQxQy0) e d nuqta orgali
o‘tadi. Teoremaning shartidan ko‘rinadiki, (17.3.1) tenglama cheksiz
sondagi har xil yechimga ega.

(17.3.1) tenglamaga keltiriladigan aniq masalalami yechish jarayonida
izlanayotgan funksiyaga qo‘shimcha shart qo‘yiladi. Bu shart g
argumentning berilgan sonli giymatiga mos keladigan y ning giymatidir. Bu
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il 1irtmilmiliik boshlang'ich sharti deyiladi va quyidagicha yoziladi:
o *ofer yoki

y(x0)=Yo (17.3.3)

lloshlangich  shartni ganoatlantiradigan (17.3.1) differensial
ItMigliiiimiiiiif." yechimini aniglash Koshi masalasiniyechish deyiladi.

17.3.4-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
Inlt)>iiili (yechimi) deb shunday

Y = <p(x,C) (17.3.5)

limksiyaga aytiladiki, bu funksiya: a) tenglamani har ganday c larda
iiyniviilga aylantirsin; b) bu yechimdan ixtiyoriy o‘zgarmasni tanlash yo‘li
hllitn istalgan y(x0)= shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini olish
mumkin bo‘lsin.

Munda, y=p(x,c) funksiya Koshi teoremasining shartlarini bajaradi va
blttu o'/.garmas ¢ gabog‘lig bo‘ladi.

17.3.6-(a’rif. Umumiy yechimdan olingan va undagi ixtiyoriy
n,|Miuias ¢ ga aniq c=c0 qgiymat berishdan hosil bo‘lgan <p(xc,,)
limkiiyaga (17.3.1) differensial tenglamaning xususiy yechimi deyiladi. Bu
holda tp(x.v,cd=0 munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Kadiaktiv yemirilish a:-kx tenglamasining umumiy yechimi

\' rv * ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda t=t0 bo‘lganda, x =x0 bo‘ladigan
yediimni aniglaymiz: x0=Ce~kh. Bu ifodadan C =ek°x0topamiz.
Demak, Koshi masalasining yechimi x =x0e~k(‘k) ko‘rinishda bo‘ladi.
17.3.7-ta’rif. Differensial tenglama yechimining barcha nuqtalarida
Koshi masalasi yechimining yagonalik sharti buzilsa, bunday yechimga
maxsusyechim deyiladi.

Bundan ko‘rinadiki, maxsus yechim, differensial tenglamaning xususiy
yechimi bo‘la olmaydi va umumiy yechim formulasi tarkibiga ham
kirmaydi.

f(x,y) funksiya D sohaning har bir (x,y) nuqtasida tayin giymatiga ega.
Masalan, MO(x,,,y0)eD nuqgtada f(x,y) funksiyaning giymatif{x0,y9)=k0
bo‘lsin. U holda /(x 0) =£0 bo‘ladi.



Demak, k,- y=<p{x) egri chizigning MO(xayDs D nuqtada
o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.

(17.3.1) differensial tenglamada f{x,y) funksiya xOy tekslikning D
sohada aniglangan bo‘lsin. Bu differensial tenglama D sohadagi har bir
nuqgtadan o‘tuvchi integral chizigqa o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsiyentini ifodalaydi. Ma’lumki, urinma to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsiyenti to‘g‘ri chizigning yo‘nalishini ifodalaydi.

Agar  har bir nuqtada burchak koeffitsiyentining yo'nalishini
aniglansa, u holda bu yo‘nalishlar birgalikdajw halishlar maydoni deyiladi.

(17.3.1) differensial tenglamaning yechimini topish masalasi y =<p(x)

egri chizigni topishga olib keladiki, uning har bir nuqtasida o'tkazilgan
urinmaning burchak koeffitsiyenti (17.3.1) orqali ifodalanadi.

17.3.8-ta’rif. Ushbu
/ (x,y) =k(k =const)

chiziglar oilasi izoklinalar deyiladi.

Ulami integral chiziglar kesganda Ox o‘gining musbat yo‘nalishi bilan
tashkil etganburchakningtangenisi k gatengbo‘!adi. k-+ cobo‘lsa, (17.3.1)
differensial tenglama ma’nosini yo'qotadi. Bunday holda, ushbu

dy 1{xXY)

ko‘rinishdagi differensial tenglama garaladi. (17.3.9) differensial tenglama
K -><» chiziglar uchun ma’nogaega bo‘ladi. Fzoklinalarga ko‘rayo ‘nalishlar
maydonini chizish mumkin. Yo‘nalishlar maydoniga ko‘ra esa, integral
chizigni hosil gilish mumkin.

Izoklinalar orasida 0- izoklina (uning tenglamasi f(x,y) =0) muhim
o‘rin tutadi. Bu izoklinada integral chizigning maksimum va minimum
nuqtalari joylashadi, demak, bu izoklina differensial tenglamalar berilish
sohasini integral chiziglaming o‘sish va kamayish sohalariga ajratadi.

Integral chiziglarni aniqrog chizish uchun yechimlar grafiklarining
burilish nuqgtalarini
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tenglamadan topish kerak.
17.3.10-misol. Izoklinlar yordamida

y'=1@r2+/)-1

tenglamaning integral chiziglarini chizing.
Yechilishi. k- izoklina tenglamasi

k="{x2+y2)-1 yoki x2+yl=2k +2

(k£-1) boMadi. Bu chiziglar radiusi 41k +2 va markazi koordinata
boshida bo‘lgan konsentrik aylanalardan iborat. /t-izoklinaning ixtiyoriy
nuqtasida yo‘nalishiar maydoni va x o‘gining musbat yo‘nalishi orasidagi
a burchak a =arctgk formula yordamida aniglanadi. kga 1/[-1 giymatlar
berib jadval tuzamiz (17.2-chizma):

17.2-chizma. Yo'nalishlar maydonida integral chiziglar.
k=1,x2+y2=4,a=—,
y 4
k=0,x2+y2=2,a=0,
k=-1,x2+y2=0,x=0,y=0,a-
SUXO 0 V

Ukstremumlar chiziglarining tenglamasi: x2 y2=2,
x2+y2<2 da /<0 (yechimlar kamayuvchi)
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x2+y2>2da y'>0 (yechimlar o‘suvchi)
Kga ixtiyoriy -1<A<Of>0 qiymatlar berib izoklinalami topish
mumkin.
Tenglama yechimini Maple sistemasi yordamida tekshiramiz va integral
chiziglarini tasvirlaymiz (17.3-chizma, 17.4-chizma).
Umumiy yechimi:

>dl:=diff(y (x),x)=(1/2)* (xA2+y (x)A2)-I;

a2 :=n y(x)=| g2+ 1y(m)2“ 1
>dsolve(dl,y(x));
y(x)= - ~M-WhittakerM NIx 2) + /x 2WhittakerM ~ [, A

- I WhittakerM ~ 1, ~/x2] + | WhittakerM 1+ 1,1 —I X2

+1_C1 x2WhittakerW {*1,i ?/x2J-/_C/ WhittakerW
- 4 _C1 WhittakerW A1+ "1, 1 1x2jj [/ |x

N C7 Whittakerw /[, N[ x2j + WhittakerM ~ [/, N[ x2

Tenglamani umumiy yechimini dastur maxsus funksiyalar orqali
ifodalaydi(misolda bu funksiya Whittaker deb belgilangan).

y(0) = 2 boshlang‘ich masalani integral chizig“ini tasviri:

>pl :=dsolve({ diff(y(x),x) = (1/2)*(xn2-y(x)n2)-

,y(0)=2},y(x),type=numeric):

>odeplot(pl,[x,y(x)],0..6,labels=[x,y]);



17.3-chizma. Boshlang‘ich masalaning integral chizig‘i.

17.4-chizma. Y o‘nalishlar maydoni va shu maydonida
integral chiziglaming tasviri.

17.4. 0 ‘zgaruvehilari ajraigan va ajraladigan differensial
It'iijj>lumalar. Ushbu ko‘rinishdagi tenglamani garaymiz:

.= 17.4.1

2 =Ne<p(y) = ( )

Uuyerda /(x) va <p(y)xOlar [a,b] uzluksiz funksiyalardir. Tenglamaning
Ikknlu gismini dx ga ko‘paytiramiz: <fy=f(x)(p{y)dx. Endi ikkala gismini

«(>)*0 ga bo‘lamiz:

= f(x)dx (17.4.2)



(17.4.2) tenglamaga o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama
deyiladi. Ikkala gismini integrallaymiz:

f = ff(x)dx +C yoki (p(xy,c) = 0.
<Ky) 3

Bu ifoda yechim y, arguments va o‘zgarmas C ni aniglovchi munosabatdir,
ya’ni (17.4.1) tenglamaning umumiy integralidir.

(17.4.1) ko‘rinishdagi tenglamaga o'zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglama deyiladi.

0 ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama quyidagi ko‘rinishda
ham bo‘lishi mumkin:

fix)(pl(y)y'+f2(X)(p2{y)=0 yoki /](*v,iy)dy +f 2{)2(y)dx = 0. (17.4.3)

Bu vyerda f\{x\ (p*\f2{x\ 2(y) funksiyalar uzluksizdir. (17.4.3)
tenglamani o'zgaruvchilari ajralgan tenglamaga Kkeltirish uchun dx
gatnashgan hadni o‘ng tomonga o‘tkazamiz va /, (*)* 0, q2(y)* 0 shartni

hisobga olgan holda ikkala gismini f(x) 2(y)* o ga bo‘lamiz:

f2Ax)ax (17.4.4)

)

ko‘rinishdagi o'zgaruvchilari ajralgan tenglamani hosil gilamiz.
(17.4.4) tenglamaning umumiy integrali quyidagicha yoziladi:

rov(y)dy —  rf2(x)dx |
or(Y) & [iwW

17.4.6-misol. (I+x)y + (- y)xy'=0 tenglamani yeching.
Yechilishi. /= o munosabatdan foydalanib berilgan tenglamani

quyidagichayozib olamiz: (I+x)ydx+{\-y)xcty =0 . O'zgaruvchilargaajratamiz:

@-y)dy  @+x)dx
N X
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Bu o'zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Integrallab topamiz:
IN>>-y=-(Injx| +X)+c  yoki Inxj+x-y=C. Oxirgi munosabat berilgan
tenglamaning umumiy integralidir.

17.5. Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar. Bir jinsliga
keltiriladigan differensial tenglamalar.

17.5.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy A>0 uchun F(kx,ky) =k"F(x,y) tenglik

o'rinli bo'lsa, F[x,y) ga n-darajali birjinslifunksiya deyiladi. Masalan, ushbu

$ 4y &

v’ x+€'/' X-+X-V+/

funksiyalar mos ravishda 0, 1, 2, n-darajali birjinsli fimksiyalardir.
Agar f(x,y) 0-darajali birjinsli funksiya bo'lsa, u holda ushbu

Y'=/{x,y) (17.5.2)

differensial tenglama birjinsli differensial tenglama deyiladi.
Agar M (x,y), N(x,y) lar bir xil darajali bir jinsli funksiyalar bo‘lsa,

M (x,y)dx+N(x,y)dy =0 tenglamalar bir jinsli differensial tenglama
deyiladi.

Xususiy holda, y =f(ylx) differensial tenglama ham bir jinsli
differensial tenglama deyiladi.

(17.5.2) tenglamada x 0, f(x,y)= 1— = j funksiya x va y ning

burcha garalayotgan giymatlarida uzluksizdir. Bu (17.5.2) tenglamaga
N=, y =X, y’=u +xu' (17.5.3)

larni  o'rniga qo'yish bilan o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
keltiriladi:

N +xu'=<p(u) yoki x g =(p(u)-u.
X

lhindan quyidagi o'zgaruvchilari ajralgan tenglama hosil bo'ladi:
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du dx
<pu)-u x

17.5.4-misol. / ="+sm* tenglama yeching.
Yechilishi. (17.5.3) o‘miga qo‘yishni bajarsak: u+xul=u+smu hosil
bo‘ladi. Bu yerdan xd—:sin«, yoki -2 -=—_ Oxirgi munosabatni
X

sinn X
integrallab

n "= Inpj + InC yoki n=lardgCx.
tg2

u=— dan foydalanib tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:
y = IxarctgCx.
Ushbu
+ =™ +pY+c (17.5.5)

dx ax +6,y +c,

ko‘rinishdagi tenglamalar birjinsliga keltiriladigan tenglamalar deyiladi.
Agar g=c=0 boisa, ravshanki (17.5.5) tenglama bir jinslidir. Endi ¢
va ci yoki ulardan biri noldan fargli boisin. 0 ‘zgaruvchini almashtiramiz:

X=X, +h

17.5.6
y =yx+k ( :
uholda = bo‘lgani uchun (17.5.5) ushbu ko‘rinishga keladi:
dx dxx
dyx _  axl +byl +ah+bk +c (1757)
dx, a,x, +blyl+cxh+bk +cx
h va k lami shunday tanlab olamizki, ushbu

ah+bk+c=0 (175.8)

alh+bxk +cl =0 o
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tengliklar bajarilsin. Bu (17.5.8) shartda (17.5.7) tenglama bir jinsli bo‘lib
goladi:

dyx _ ax, +byx
dx, «J1

Mu tenglamani yechib, (17.5.6) formulalardan x vay o‘zgaruvchilarga o ‘tib,
(17.5.5) tenglamaning yechimini olamiz.

Agar =0, ya’ni ahx=ath bo‘lsa, (17.5.8) sistema yechimga ega
A
etnas. Birog, bu holda ;:F: a,ya’ni a, =Aa, 6 =/bbo‘ladi.
Demak, (17.5.5) tenglama ushbu ko‘rinishga keltiriladi:

dy (ax+by)+c (17.5.9)
dx N(ax+ by)+c,

U holda
z =ax+hy (17.5.10)
o'miga qo‘yish bilan tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga

keltiriladi.
Hagigatdan ham,

dz_ a +b$/
dx dx
yoki
= — (17.5.11)
dx bdx b

Endi (17.5.10) va (17.5.11) ni (M-5.9) ga go‘yib, quyidagi
o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil gilamiz:

1ldz_z+c +a
bdx z+J b
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17.5.10-misol. Tenglamaning umumiy yechimini toping
(y+2)dx+(2x+y-4)dy=0.
Yechilishi. Ushbu
01 >+2=0 ]
A— =-2*0
2 1 2x+y-4 =0

sistemani yechamiz. Demak, tenglamani birjinsli tenglamaga keltirish uchun
X =un + 3,y =v —2 almashtirish olamiz. U holda dx = du,dy = dv
bo’lib, natijada biijinsli differensial tenglama hosil bo ‘ladi:

vdu = (2u + v)dv.
Hosil bo‘lgan tenglamani yechish uchun v = uz,z = z(u) almashtirish
olamiz, u holda
uzdu = (2u + uz) (udz + zduY
n|zdu(2 +z)(udz +zdu)]* = 0,
nl-z (z+1)du- (2 +2)Mtzz] = 0.

Bu tenglamaning yechimini topib, eski o‘zgaruvchilar x va y ga qaytish
natijasida tenglamaning

{x+y-X)=c{y+2)\ y=-2,

ko‘rinishdagi umumiy yechimni hosil gilamiz.

17.2-8. Birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar

17.6. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar.

17.(».1-ta’rif. lzlanayotgan funksiya va uning hosilasiga nisbatan
«lusitfll bn 'lynn tenglamaga birinchi tartibli chizigli differensial tenglama
ilevlimH

| umumiy ko'rinishi quyidagicha ifodalanadi:
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A(x);& +B(x)y =C(x),

bu yerda a(x)pO va a(x\ B(x), C(x) lar * ning (a,b) dagi giymatlari uchun
uzluksiz funksiyalardir. n(x)#o bo‘lgani uchun birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamani

J +P(x)y =Q(x) (17.6.2)
ax

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda va -berilgan

uzluksiz funksiyalardir.

Agar q()=0 bo‘lsa, y'+P(x)y=Q tenglamaga chizigli bir jinsli
differensial tenglama deyiladi.

(17.6.2) differensial tenglamani yechishning ikkita usuli taklif gilinadi.

Lagranj usuli (Ixtiyoriy o‘zgarmasni variatsiyalash usuli).
Dastawal y =-P{x)y tenglamani (chizigli, bir jinsli) integrallaymiz. Bu
tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir, ya’ni

- =-P(X)y=> - =-P{x)dx.
dx y

Oxirgi ifoda o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamadir. Uning
umumiy yechimi

Inlyl = P(x)dx + InC
yoki

y=Ce-W " (17.6.3)
bo'ladi. Qaralayotgan (17.6.2) differensial tenglamaning yechimini ushbu
y=c(xyIH™ (17.6.4)
ko'rinishda izlaymiz. (17.6.4) funksiyaning hosilani hisoblaymiz

25



y =C'(xy ! p(dx - r(x)c(xy | p{x)dx.

y va y ning ifodasini (17.6.2) differensial tenglamaga qo ‘ysak, ushbu

differensial tenglama hosil bo'ladi. Bundan
C’(x)=e(x) J PRdx=>dC(x)=Q(x)cS-4dd x.

Bu o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani integrallaymiz:

}AC(x)=j 6 (x)J P(X)dXdx +C"' => C(x) =| Q(x)e$

Natijada c(x) ning ushbu ifodasini (17.6.4) ga qo‘ysak (17.6.2)
differensial tenglamaning umumiy yechimi hosil bo‘ladi

e fP(x)dx

y \Q (x)elr(x)dX+C (17.6.5)

Demak, (17.6.2) bir jinslimas birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamaning umumiy yechimi, unga mos bo'lgan bir jinsli chizigli
tenglamaning umumiy yechimi y=Ce~"Udbilan o0‘zining bitta xususiy
y, =e | A'x'Exj Q(x"e\ A'x)dx& yechimningyig‘indisidan iborat ekan.

1-misol. y'-yctgx-Ixam x tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechilishi. Birjinsli tenglamaning umumiy yechimini topib olaylik

afn n dv QOBAj rdv fCOS.\éi
— yCtgX-0» e — dw j— - _- — dx+Irta
dx y jy } $mx

sm.t
Inlv =Ui|s3HA|+{nC, C >0. v=Canx,
Endi o‘zgarmasni variasiyalaymiz, ya’ni berilgan tenglamaning
yechimini j =C(x)sinx ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda C(gr) hozircha
noma’lum funksiya.
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y =C(x)sinx, y'= C'(x)sinx +C(x)cosx

IIshbu funksiyalarni berilgan differensial tenglamaga qo‘yib, quyidagini
olamiz

C'(x)sinx+ C(x)cosx-C (x)cosx= 2xsinXx.

C'(x)=2x. C(x)=x2T1C, y =(x2+ C)sinx.

Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
y ex2sinx+C sinx ko‘rinishda ekan.
Itcriiulli  usuli (0 °‘rniga qo‘yish usuli). (17.6.2) differensial

Icnglamaning yechimini ikkita funksiyaning ko'paytmasi ko‘rinishda
I/luymiz.
y=u(x)v(x) (17.6.6)
Ikkala gismidan x bc/yicha hosila olamiz:

Y = (x)y(x) + n(xy(:9 (17.6.6")

(17.6.6) va (17.6.6") laming ifodasini (17.6.2) differensial tenglamaga
go'yamiz:

u' (V) +Fu(x)v'(x) + p{x)u(x)v(x)-Q(x)=0 =
v(e)[’(x)+ p(xu(x)] +[u (*Y (x)-Q(X)i =0.

Oxirgi ifoda u(x), v(x) funksiyalarni shunday tanlab olamizki,
'@+ PXu(x)=0
bo'lsin. U holda

n +Pu=0,

17.6.7
vm- =0 ( )

27



u{x) va v(x) ga nisbatan ikkita noma’lumli ikMta chizigli differensial
tenglamalar tizimi hosil bo‘ladi. Birinchi tenglama o‘zgaruvchilari
ajraladigan differensial tenglamadir. U holda

du
— =-P(x)dX
—=P(Y)

Bu tenglikni integrallab, differensial tenglamaning xususiy yechimini
topamiz:

u(x) =e~iHx)dx (17.6.8)

Uning bu ifodasini (17.6.7) dagi ikkinchi tenglamaga qo‘yib v{x) ni
izlaymiz:

V{xy"=Q {x)
Oxirgi ifodani integrallab v(x) ni topamiz:
v(x)=le(xyPxddx+C.

Endi u(x) va v(i) ning ifodalarini (17.6.6) ga qo‘yib (17.6.2) differensial
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

yrenrMljQ ix~Mdx +C]
Lagranj usulida ishlangan 1-misolni Bernulli usulida (0 ‘rniga go‘yish

usuli) yeching.
17.7. Bernnlli tenglamasi. Ushbu

y'+P{x)y =Q{x)y" (17.7.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaga Bernulli tenglamasi deyiladi.

Bu yerda p{x) va g{x)-berilgan uzluksiz funksiyalar, n=const. n=0 da
bu tenglama chizigli, n=1 da o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga
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iivlimadi. Differensial tenglamani yechish uchun ndy O,1deb faraz gilamiz va
iKkiilu gismini y" * 0 ga bo‘lamiz

y_uy-:_P(Xy_" +Q(X) (1772)

Belgilash kiritamiz: z=yI~’,z'=(I- n)y~"y'. U holda

z va z' ning ifodalarini (17.7.2) ga qo‘ysak, z ga nisbatan chizigli
tenglamani hosil gilamiz:

-~ 2= —P(pc)z+ Q(x) =z'+ (1 —n)P(x)z = (1L —n)Q(x).

Bu tenglamani xuddi chizigli tenglamani yechgandek yechsak (17.7.1)
Hcrnulli tenglamasining umumiy yechimi hosil bo‘ladi;

I-misol. y'+2y =y 2x differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechilishi. Berilgan tenglamaning chap va o‘ng tomonlarini y1(y* 0)
bo‘lamiz. Natijada quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
I 2

+-=e*n=2
y 'y

Belgilash kiritamiz: z=y“2,z'=(1- 2)y"2"'. U holda y~%' =-z. zva 7'
ning ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘ysak, z ga nisbatan chizigli
tenglamani hosil gilamiz:

z2'-272=ez
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Bu tenglamani xuddi chizigli tenglamani yechgandek yechsak, quyidagi
umumiy yechimga ega bo'lamiz: z=(c+e x)e2x. Bundan Bernulli
tenglamasining umumiy yechimi hosil boMadi

Oxirgi y - 0 yechimni differensial tenglamaning har ikkala gismini y2
gabo‘lingandayo‘qotilgan, shuni gqo‘shib go‘ydik.

Eslatma.Umuman olganda Bernulli tenglamasi (17.7.1) ni yechish
uchun uni chizigli differensial tenglamaga keltirib ishlash shart emas. Bu
tenglamani xuddi chizigli differensial tenglamani yechgandek Lagranjning
variatsiyalash yoki Bernulli usullari bilan ham integrallash mumkin. Bu
eslatmaning isboti uchun bitta misol yozamiz:

17.8. To‘liq differcnsialli tenglamalar.

17.8.1-ta’rif. Agar

M(x,y)dx + N(x, y)dy = 0 (17.8.2)

tenglamaning chap tomoni birorta «(x,y)-ikki o'zgaruvchili funksiyaning
to‘lig differensiali bo‘lsa, bu tenglamaga to'liq differensialli tenglama
deyiladi.

(17.8.2) tenglamani du(x,y)=oko'rinshda yozish mumkin. Oxirgi ifodani
integrallab, umumiy integralni hosil gilamiz:

Jau(xy) =C u(xy)=C.

17.8.3-teorema. Ushbu M(x,y)dx +N{x,y)dy ifoda birorta u(x,y)

funksiyaning to'liq differensiali bo‘lishi uchun qaralayotgan sohaning
barcha nuqtalarida

dM dN
Y (17.8.4)
shart bajarilishi zarur va yetarlidir. Bu yerda m{x,y), N(x,y) funksiyalar Oxy

tekislikning(£)) sohasida aniglangan, uzluksiz va Bgll , £:;(bo'yicha uzluksiz

xususiy hosilalarga egadir.
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Isboti. Zaruriyligi. Faraz gilaylik,

du(x,y) =M(x, y)dx +N(x, y)dy
yoki
du(x,y)= M(x,y)dx +N(x,y)dy =— dx+— dv.
dx dy

bo'lsin. Bundan

=

1
y

=M, =N.

du
dx

Qo

Bu yerdan ikkinchi tartibli aralash xususiy hosilani Msoblaylik:

dM _ d2u dN _ d2u
dy dxdy- dy dydx

Aralash xususiy hosilalaming tengligidan ushbu xulosaga kelamiz

dM _ dN
dy dx

Muyerda u(x,y) -uzluksiz va uzluksiz ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga

iyn l'unksiyadir.
Yetarliligi. Buning uchun (17.8.4) shart bajarilgan deb faraz gilamiz va

= 2+=
M, yi n \(/17.8.5)]

inunosabat o‘rinli ekanligini isbot gilamiz. Bu yerda birinchi tenglamaning
yechimini

u(xy) = IM{xy)dx +<p) (17.8.6)
0

ko‘rinishda olamiz p(x0ya)eD. Integrallash y o‘zgarmas degan shartda
umalga oshiriladi. Shu sabab tp(y) ixtiyoriy C o‘zgarmasning o‘miga gabul
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gilingan fiinksiyadir. Bundan ko‘rinadiki (17.8.5) dagi ikkinchi tenglamani
ganoatlantiradigan qilib <pfy) funksiyani tanlash kerak bo ‘ladi.

Buning uchun (17.8.6) ning ikkala qismini y bo‘yicha
differensiyallaymiz:

dy = ayf MOV 70

bu yerda (17.8.5) ga asosan,
Arxy)= JaMOydx | o
x &

bo‘ladi. (17.8.4) shartga ko‘ra,

X 8N(x,y)
,go ox

Keyingi integral

J T bl »

]IIO dX _N(le)_N(XO!y)

ga teng. Shuning uchun <p(y) =N(x,y) - [V(x,y)- N(xa,>]= (x0,y). Bu
yerda

‘AN _ dP
204 - Ay
ekanligidan dg>=N(x0,y)dy bo‘ladi. Ikkala gismini integrallab:
DY) = ny(ony)dy +C
Jyo
ni hosil gilamiz. Bu ifodani (17.8.6) ga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz.
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NY) - M (. dx +£0N(x0,y)dy + C. (17.8.7)

Teorema isbotlandi va ayni paytda u(x,y) funksiyani topish formulasi
bum kcltirib chiqarildi.

. 2X v2—3x2 . - . .
I-misol. “.dx mm” - dy o tenglamaning umumiy integralini toping.
"2
Yechilishi. Bu misolda M(x,y) :2(, N(x,y)zﬁ-i2 . Bundan
T yJ Yy
ko'rinadiki
ax y3 Ey:nr(x'\y):; y4

y* Oshartda

8M = _6x eW=_6x
cy y4’ px yn

Demak, (17.8.4) shart bajarildi. Berilgan tenglamaning chap gismi
gimdaydir u(x,y) funksiyaning to‘liq differensialini ifodalar ekan. Shu

limksiyani aniglaymiz. — =  ifodadan:

u(x,y)=\"T~ +<p(y), u{x,y)="~+(p(y).
y y

Bu munosabatni y bo‘yicha differensiyallaymiz:

an 3n2
—:—j+PW
Endi — = 3* ni hisobga olganda:
[-3x2 32 . Y2 3x X2, .
----- 4 :,_+4>(y):> 4— 1 = — 1 o+2wW
Yy Yy y ¥ Yy
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dan <p\y):\y hosil bo‘ladi, yoki (é]y>:g/1, bundan <p(y) = - -y+ C. U holda

x2 1 . - . x2 1
u(x,y)=—— +c. Tenglamaning umumiy integrali —— =c,.
y 'y y 'y

17.9. Integrallovchi ko'paytuvchi. Agar (17.8.2) tenglama uchun
(17.8.4) shart bajarilmagan bo‘lsa, uning chap gismi biror funksiyanig to‘liq
differensiali bo‘la olmaydi. Bunday holatlarda ba’zan (17.8.2) tenglamani
»(x,y) funksiyaga ko‘paytirish bilan uni to‘la differensialli tenglamaga
keltirish mumkin bo‘ladi. Bunday holda /j(x,y) funksiyaga (17.8.2)
tenglamaning integrallovchi ko 'paytuvchisi deyiladi. Integrallovchi
ko‘paytuvchini ganday aniqglashni ko‘rsatamiz. Buning uchun (17.8.2) ni
Mm(x,y) ga ko‘paytiramiz:

fj(x, y)m(x, y)ax +fi(x, y)N(x, y)dy =0.
Bu tenglama to‘la differensialli tenglama boiishi uchun

8QtM) _ d(uN)
dy ax
shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
Ya’ni

(17.9.1)

m(x,y) ni topish uchun xususiy hosilali (17.9.1) differensial tenglamani
integrallash kerak. Oxirgi tenglamaning ikkala gismini v, ga bo‘lamiz:

|y,u.bI/i m-dinp_ dM __dN
dx dy dy dx

(17.9.2)

Ravshanki, bu tenglamani ganoatlantiradigan funksiya m(xy) (17.8.2)
tenglamaning integrallovchi ko ‘paytuvchisi bo‘ladi.

Umumiy holda (17.9.2) tenglamadan fj(x,y) ni topish oddiy differensial
tenglamani integrallashdan giyinroqdir. Shu sababli xususiy holni, ya’ni p
funksiya fagat * yoki y o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lgan holini garaymiz.
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Masalan, (17.9.2) tenglama fagat y ga bog‘iiq integral ko‘paytuvchiga
Abo'lsin. Bu holda (17.9.2) da ~ —=0 ekanligini hisobga olib,

sin// _ 1 dN dM
dy ~17 dy

nl hosil gilamiz. Bundan

yoki
, bu yerda c =I.

17.9.3-misol. (y+j/~fc-jco”otenglamani yeching.
Yechilishi. Bu yerda m(x,y)=y +xyr, JV(X.y)=X, » = 1+ 2xy,j* = —1.

Ko'rinibturibdiki &y

Demak, tenglama to‘la differensialli tenglama emas. Bu tenglama fagat
, y.i bog'liq integral ko‘paytuvchiga egaligini ko‘rsatamiz.

1(dM @aN) -\-\-2xy 2
MYdx dyJ y+xvi y

Im'luani uchun 511- = bo‘ladi. Bundan
ay y

In// =-21ny, Iy(y)=14-.
Yy

Kndi berilgan differensial tenglamaga topilgan integral ko‘paytuvchi
in 1 y1ni ko‘paytirsak:



to‘la differensialli tenglama hosil bo‘ladi.

Hagigatan ham, ~.U.y :—yll', ~dx :—yl" , bu yerda

M(x,y) =—+x N{x.y) =—
y y
Oxirgi tenglamani yechib, uning umumiy integralini topamiz:

_4A = iy —
y+ £+C OyOkI y J'IQIXZC'
dN dM

Yuqori'da biz & M ifoda jc ga bog‘lig boimagan holdagina y ga

bog‘lig u(y) integrallovchi ko‘paytuvchi topish usulini ko ‘rsatdik.
Agar fj(x) ifoda y ga bog‘lig bo‘Imasdan, fagat * ning funksiyasidan
iborat bo‘lsa, u holda fagat * gabog‘liq bo‘lgan integrallovchi ko ‘paytuvchi

A\

bo‘ladi-
17.10. Lagranj tenglamasi. Ushbu y =x(p(y') +diy') tenglamaga

Lagranj tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani x bo‘yicha differensiallab,
y'=p desak,

p =<p{p)+X<p'(pV}Q+tb '(p)gx- (17.10.1)
yoki
fiy
\p - AT = X(p'(p) + DXp) (17.10.2)

Bu chizigli differensial tenglama qiyinchiliksiz intgrallanadi (17.9-8 ga
garang). (17.10.2) ning integrali <t>(x,p,C)=0 va y =xcp[p)+d[p)
birgalikda Lagranj tenglamasini yechimini beradi:

®(x,p,C) =0,
y =x<p(pf+6xph (17103)
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l'agat biz (17.10.1) dan (17.10.2) ga o‘tayotganda tenglikni dp/dx ga
Im’lish chog‘ida p =p, o‘zgarmas yechimlami (agar ular mavjud bo‘lsa)
yo'gotayapmiz, dp/dx=0. p ni o‘zgarmas desak, y (17.10.1) ni
iliinoatlantirishi uchun albatta p-<p(p) =0 tenglamani ganoatlantirishi
keriik, chunki dp/dx =0. Demak, agar p-<p[p) =0 tenglamaning haqiqiy
[ /i, yechimlari mavjud bo‘lsa, (17.10.3) ga uning to‘lig bo‘lishi uchun
y  x(p(pl)+d(pl) ni qo‘shib go‘yish kerak. Shunday qilib, umuman
Integral chiziglar

®(*,p,C) =0,
y =x(p(p)+d(p) ®

yoki
Y =x<p(p) +d(pl)

dun iborat bo‘ladi.

Misol. y =2xy'-4y'3tenglamani yeching.
Vcchilishi. y' =p, y =2xp-4p3deb, oxirgi tenglikni differensiallasak,

=2p +2x— \2pl—
g’ P dx P dx

llodani olamiz va ™ ga bo‘lib, chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz:
X

X k= 1202
pd_p = lps

llu tenglamani integrallab, x =3p2+C/p2 ni olamiz. Demak, integral
chiziglar sinfi

x=3p2+Cjp2,
y-2xp-Apbyoki y-2p3+2Cjp.
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N gabo‘lganimizda p-<p(p) =0 tenglamaning ildizlari bo‘lgan p, lar
uchun p =p, yechim yo‘qotiladi. Demak, bular
x=3p2+C/p2, y =2pb+2C/p, y =0

esa Lagranj tenglamasining yechimini beradi.
17.11. Klero tenglamasi. Ushbu

y =xy +d(y’)
tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi. y =p deb olsak, y~xp +d{p) ni

olamiz. Oxirgi ifodani differensiallab, ushbu

P=P +X’a-x+ P ‘{P)’(‘&
yoki

(x+#{p))"-=Q

tenglikni olamiz. Bundan o =0 yoki x +d'(p) =0 kelib chigadi.
X
Birinchi holda p =C bo‘lib, y =xp +¢(p) dan

y =Cx+¢(C) (17.11.1)
integral chiziglar oilasini olamiz.
Ikkinchi holda yechim
y =xp + (p(p) yoki x+<(p)- 0O (17.11.2)

tenglamalar bilan aniglanadi.

Qiyinchiliksiz shunga ishonch hosil qilish mumkinki, (17.11.2)
tengliklar bilan aniqlanadigan integral chiziq (17.11.1) integral chiziglar
oilasining o‘ramasi bo‘ladi.

Hagigatdan ham, gandaydir ®(x,/?,C) =0 chiziglar oilasining o ‘ramasi
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®d(x,p,C)=0, pd/pC =0

k-nglamalar bilan aniglanadi. Shuning uchun (17.11.1) chiziglar oilasining
o'ramasi

y =xC +d(C), je+~'(C)-0

U-nglamalar bilan aniglanadi, bular (17.11.1) dan fagat parametri bilan farg
giladi, xolos.
Misol. y =xy'- y'ltenglamani yeching.

Yechilishi. y'=p deb olsak, (x-2p)E =0 ni olamiz. Bundan esa
X

B> C, y=xp-p2yoki x-2p =0, y =xp-p 2 ifodalarga kelamiz.
Demak, y =xC-C2vay =x24 lar berilgan tenglamaning yechimlari
bo* ladi.

17.3-8. Differensial tenglamalarning tartibini pasaytirish

17.12. Yugqori tartibli differensial tenglamalar. n-tartibli differensial
tenglamani
FOGY.yhy™..y)=0

ko'rinishda yoki agar uni n- tartibli hosilaga nisbatan yechish mumkin
bo'lsa,
= (17.12.1)

deb yozish mumkin.

Bu yerda ham birinchi tartibli tenglamalar uchun bo‘lgani kabi, umumiy
yechim ixtiyoriy o‘zgarmaslarga bog‘lig. Shu sababli umumiy yechimdan
xususiy yechimni keltirib chigarishga imkon beradigan ba’zi qo‘shimcha
shartlar berilgan bo‘lishi kerak. Ma’lumki, birinchi tartibli tenglamada
bunday shart bitta o‘zgarmasga bog‘lig bo'ladi va x=x, da y=y, YyokKi
y(xa)=y0 ko‘rinishda berilib boshlang‘ich shart deb yuritilgan edi. Ikkinchi

tartibli tenglama uchun bunday shart ikkita ixtiyoriy o‘zgarmasga bog‘liq
bo'ladi va h.k.
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Tartibi n bo‘lgan tenglama uchun boshlang‘ich shartlar x=x0 da n ta
ya’'ni

"0/ Q
Y'(x0)=Y  yoki (17.12.2)

Yy

ko‘rinishida beriladi.

(17.12.1) differensial tenglamaning (17.12.2) boshlang‘ich shartlarini
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish Koshi masalasi deyiladi. Bunday
tenglamalar uchun birinchi tartibli tenglamaning yechimi haqidagi teorema
kabi yechimning mavjudligi va yagonaligini tasdiglaydigan ushbu teorema
o‘rinlidir.

17.12.3-teorema. Agar f{x,y,y',....y{™» funksiya biror (n + 1)

o‘lchamli D sohada uzluksiz va uning argumentlar bo‘yicha
I or pf '

olingan —, -2—....7_,v xususiy hosilalari shu sohada chegaralangan
dy dy dy ayK J

bo‘lsa, u holda har bir ichki NO(x0,y0,y'0,...,y0f&d) e D nugtaga mos keluvchi
hamda (17.12.2) boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi y=dXX) yechim
mavjud va u yagonadir.

Ikkinchi tartibli y"=f(x,y,y') tenglama uchun boshlang‘ich shart
quyidagicha bo‘ladi:

Bu yerda x0,y0,y'Oma’lum o‘zgarmas sonlardir. No(pco;yo) nugtadan o ‘tuvchi
birgina egri chiziqga o‘tkazilgan urinmaning ox o‘qgi bilan tashkil etgan
burchagining tangenesi:y0=rga =A Bundan ko‘rinadiki y O turli gqiymatlar
gabul gilganda jVo(xo;.yo) nugtadan o'tuvchi og‘maning burchaklari turlicha
bo‘lgan cheksiz ko‘p integral egri chiziglar to'plamini hosil gilamiz.

Endi n-tartibli tenglamaning umumiy yechimi hagida tushuncha
kiritamiz.
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17.12.5-ta’rif. nta clk2...,clo‘zgarmas migdorlarga bog‘lig bo‘lgan
y =<p(xd,C1,...,.Cn)

lutiksiyaga «-tartibli (17.12.1) tenglamaning umumiy yechimi deyiladi.
liunda bu funksiya: 1) C,C2..,C, laming ixtiyoriy gqiymatlarida tenglamani
(lanoatlantiradi; 2) berilgan boshlang‘ich shartda C,C2...C,, lami shunday
limlash mumkinki y=rp(xcl,cl..c,) funksiya bu boshlang‘ich shartni

gnnoatlantiradi.

17.12.5-ta’rif. Umumiy yechimdan c!,c2...,c,,0‘zgarmaslaming aniq
iliymatlarida hosil bo‘ladigan y=¢ 9ctch,....cm) funksiyaga (17.12.1)
tenglamaning xususiy yechimi deyiladi.

Xususiy yechimning grafigiga berilgan differensial tenglamaning
integral egri chizig'i deyiladi.

17.13. yw =f(x) ko‘rinishdagi tenglamalar. Eng sodda n-tartibli
tenglamani qaraymiz:

Y =/(*). (17.13.1)

llu tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ikkala gismini x bo'yicha
Integrallab va.y@® =(¥")))/ ekanligini hisobga olib,

y A N\x)=1f(x)dx+Ci
0

ilbdani hosil gilamiz. Yana bir marta integrallasak:

xF X

["-2=j II(*)&+Q dx+C2

Integrallashni shu tartibda davom ettirsak, n marta integrallashdan
.it*ng (17.13.1) differensial tenglamaning

i i (n_1)! (n—2)!

umumiy yechimini hosil gilamiz.



y" =sinx-cosx tenglamaning > _0=0,y'" Q=1

boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechilishi. Tenglamaning ikkala gismini x bo‘yicha ketma-ket ikki
marta integrallaymiz:

y 1= |[(sinx-cosJc)(ir+C| =-cosx-sinx +CJ,
y =j (-cosx - sinx +C,)dx =-sin x + cosx + Cx + C2.

c,,c2lami boshlang‘ich shartlardan topamiz:

0=-cosO-sinO +C!,
1=-sin 0+ cosO+C,0+C2-

Bu yerdan quyidagilarga ega bo'lamiz: ¢, =1,C2=0.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning xususiy yechimi y =-sin TrQB“+/1

ko‘rinishdabo‘ladi.
17.14. T(x,>",...¥Y'")=0 ko‘rinishdagi tenglamalar. Tartibini

pasaytirish mumkin bo‘lgan
f(x,/*),...['>)=0 (17.14.2)

ko‘rinishdagi n- tartibli differensial tenglamani garaymiz. Unda
izlanayotgan y funksiya va uning (*-i) tartibgacha hosilalari ishtirok
etmaydi. (17.14.1) tenglamani integrallash bilan shug‘ullanamiz. y {t) = p(x)
deb belgilasak, (17.14.1) tenglama «k birlikka pasaytiriladi, ya’ni

F{x,p,pO\...p")= 0. (17.14.2)

(17.14.2) tenglamani integrallab, yangi izlanayotgan funksiyani
aniglaymiz:

p - P(X-Cx.c2 Cnk.

so‘ngra yik) =<p(x,CxC2,...C,, k) tenglamani k marta integrallab, (17.14.1)
tenglamaning umumiy yechimini topamiz.
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17.14.3-eslatma. (17.14.1) tenglamani integrallash usuli quyidagi
xususiy hollar uchun ham o‘rinlidir:

F(y'y") =0, F(x,y)=0, F(y")=Q

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning tartibini pasaytirish usuli
bilan yechishni ikkita birinchi tartibli tenglamalar sistemasiga Kkeltirib
yechish usuli bilan almashtirish ham mumkin ya’ni,

IV =P
[F(x,p,p") =0

17.14.4-misol. Ushbu x*ym+2x3" =1 tenglamaning y(l) = 0.5,¥ (1) =
05, yii{1) = -1 boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi xususiy yechiming
toping.

Yechilishi. y"=p y*“=p' deb belgilash kiritib, x*p'+2x’p =1 yoki
I tenglamani hosil gilamiz. Bu chizigli tenglamadir. (17.6.2) va

(17.6.5) munosabatlarga asosan:

umumiy yechimini topamiz. y;/()=1?(l)=-lboshlang‘ich  shartdan
foydalanib c, =o topamiz.
Demak, /= ~ Xb o ‘ladi. Bu yerdan y' =~V+C2. ¥(1)=0.5 boshlang‘ich

shartdan foydalanib c2=0 topamiz. / = tenglamani integrallaymiz,

nutijada y:—2-+c, yechimga ega bo'lamiz. Endi Y0=05 boshlang‘ich
X
shartdan foydalanib C, =1 topamiz.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning izlanayotgan y =i-~- xususiy

yechimini topdik.
17.15. F{y,y’y",..yM)=0 ko‘rinishdagi tenglamalar. Yozilishda x
nrgumentni oshkora o‘z ichiga olmagan
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F(y.yly"..yM)=0 (17.15.1)

tenglamani qaraymiz./= /?(>)o'rniga qo‘yish (17.15.1) tenglamaning
tartibini bir birlikka pasaytirishga imkon beradi. Bunda erkli o‘zgaruvchi
sifatida y ni gabul gilamiz. Bu ko‘rinishdagi tenglamalami integrallash
uchun belgilash kiritamiz:

, dp dpdy
Y p(yly HE:E’&:PP-

"'=7(pp') =" N= (Ap +p'M)p =p"p2+{p'YP vah. k.
y aX(Pp) d;gpp’)dx \(dyp pdy)Jp p"p2+{p va
yLy",..y(n lami (17.15.1) tenglamaga qo‘yib, (n-i)- tartibli tenglamaga
ega bo'lamiz.
17.15.2-misol. 2yyr+ya =0 tenglamani yeching.
Yechilishi. y'=p(y), y"=pp' bo‘lgani uchun 2ypp'=-p2yoki 2yp'= -p.
Bu o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir 5 :—2— Bundan quyidagiga
-y
egabo‘lamiz:

InN=-"4N +1nCl=> P =

Cc

Endi y'=—F= tenglamadany = (C,x+C223umumiy yechimini topamiz.
by

17.16. F(x,y,y,y",..y()=0 ko‘rinishdagi differensial tenglamalar.

F(Gcyy.y",..yM) funksiya y,y ,y",...yfifunksiyalarga nisbatan bir jinsli
funksiya bo‘lsa, ya’ni

F{x,ty, ty\ty\...,ty")=t"F{x,y,y'J,...J"\ t* 0. (17.16.1)

U holda y' =yz almashtirish (17.16.1) tenglamaning tartibini bir birlikka
pasaytirishga imkon beradi.



17.4-8. Yuqori tartibli chizigli differensial
tenglamalar

17.17. w-tartibli chizigli differensial tenglamalar. «-tartibli
differensial tenglamalarning xususiy hollaridan biri, «-tartibli chizigli
differensial tenglamalami garaymiz.

17.17.1-ta’rif. Agar «-tartibli differensial tenglamalar noma’lum
funksiya va uning hosilalariga nisbatan birinchi darajali

bo'lsa, bimday tenglama n-tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi va
ushbu

>+, (*)/-*> +... +a,, (X)y'+a,,(X)y =f(x) (17.17.2)

ko'rinishda yoziladi. Bu yerda n-argument, y -izlanayotgan funksiya, ak(x)
(k=\,n) differensial tenglamaning koeffitsentlari, f(x) - shu differensial
tenglamaning o‘ng tomonidir. ak(x) (k=1,n) va f(x) lar x&[a,b\ kesmada
aniglangan va uzluksiz funksiyalar.

Agar (17.17.2) differensial tenglamada /(x)*0 bo'lsa, u holda bu

differensial tenglama bir jinslimas (yoki o‘ng tomonli) n-tartibli chizigli
differensial tenglama deyiladi.
Agar (17.17.2) tenglamada /(x) =0 bo'lsa, ya’ni

y™ +ax(x)y ) +a2(x)y(2 +...+ &, 1(x)yl +pry= 0, (17.17.3)

u holda bu differensial tenglama bir jinsli «-tartibli chizigli differensial
tenglama deyiladi.
17.17.4-ta’rif. Agar y = (p(x) funksiya (17.17.2) differensial tenglamani

ayniyatga aylantirsa, u holda bu funksiya uning yechimi deyiladi.
Endi (17.17.2) differensial tenglamaga qo'yilgan
= Yo =4 (17-17.5)

Koshi masalasini garaymiz, bunda xOe [a,b\, y0,y'0 y0&d) o'zgarmas
sonlar.



17.17.6-teorema. Faraz qilaylik, ak(x) (Ik:I,_n) va fix) lar xe[a,b]
kesmada aniglangan va uzluksiz funksiyalar bo‘lib, xOe[a,b] bo‘lsin. U
holda y0,y'0 Yo~ o'zgarmas sonlarning ixtiyoriy giymatlarida
(17.17.2), (17.17.5) Koshi masalasining [a,b\ kesmada aniglangan y = g>x)
ko‘rinishidagi yechimi mavjud va yagonadir.

Umuman, (17.17.2) differensial tenglama n ta o‘zgarmasga bog‘lig
bo‘lgan

y=<pxCLC2C J (17.17.7)

ko'rinishdagi umumiy yechimiga egadir.
(17.17.7) umumiy yechimdan  (k=\,n) o‘zgarmas miqdorlarning tayin
giymatlarida Ck° hosil bo‘ladigan har ganday

y =<px C,°, C2, ..., C,°) (4.1.6)

funksiya (17.17.2) differensial tenglamaning xususiy yechimi deyiladi.
Xususiy yechimning grafigi berilgan differensial tenglamaning integral
egri chizig'i deyiladi.
Boshlang'ich shart (17.17.5) dan foydalanib, (17.17.7) umumiy
yechimdan ushbu tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

YO:<p(*o'Q,cz, cn)
y'o =<Px(x0’ Clt C2......C,,) Vs

Yo<n_1) = (xo0>C, C2, ... C,)

Bu sistemani ct(k=i.«) larga nisbatan yechib, topilgan c,, =ct\k =i,n)
lami (17.17.7) formulaga qo ‘yib, Koshi masalasini yechimini hosil gilamiz.

17.18. Chiziqli differensial operator. Xususiy yechimlar hagida
tushunchalar.  Yozishlarni ixchamlash, hisoblash va isbotlarni
soddalashtirish maqgsadida L- operator tushunchasini kiritamiz va kelgusida
bundan foydalanamiz:



Bu operator orgali (17.17.2) va (17.17.3) differensial tenglamalaming
chap tomoni quyidagicha

i’(yfzg'i\// +a\w ({j&;q{ + mm- anA(x) % +a,(X)y

bo‘ladi. Bundan koTinadiki (17.17.2) va (17.17.3) differensial tenglamalar
mos ravishda quyidagicha yoziladi:

L{y) =f(x)
va

L(y)=0, a<x<b. (17.18.1)

L - operator quyidagi xossalarga ega:

1°. Operatorning bir jinsligi:L(Cy) =CL(y), C=const.

2°. Operatorning additivligi: L(x +y) =L(x) +L(y).

Bir jinsli va additiv operatorlar chizigli operatorlar deyiladi. Shunday
qgilib, L - operatorning ikkita chizigli xossasi bor ekan.

Amaliyotda muhim ahamiyatga egabo ‘lgan chizigli birjinsli tenglama
xususiy yechimlarining xossalari to‘g ‘risidagi teoremalami garaymiz.

17.18.2-teorema. Agar > =>>(x) va y2=y2(x) funksiyalar [a,b\ kesmada

(17.18.1) differensial tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u holda hai' ganday
(\,CteR haqigiy sonlar uchun Clyl+C2%?2 funksiya ham \a,b\ kesmada

(17.18.1) differensial tenglamaning yechimi bo'ladi.
Isboti. Teorema shartiga ko‘ra, y, =>'I(x) va y2=y2(x) funksiyalar

differensial tenglamani qanoatlantirgani uchun L(y®=0 va L(y2)=().
Ikkinchi tomondan L-operatorning 1°-,2° - xossalarigako‘ra,

A(CIYL+C2Y2)- AC.Y,)+ L(CY2)=C,0+C20=0,

17.18.3-teorema. Agar y1y2,..\y,, funksiyalar [ab] kesmada (17.18.1)
bir jinsli differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsa, u holda
y=*Cly]+C2%2+...+Cny,,,Ci=const,i=\,n funksiya ham [ab\ kesmada
(17.18.1) differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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Isboti Teorema shartiga ko‘ra, yl,y2,..,y, funksiyalar differensial
tenglamani ganoatlantirgani uchun L(yl)=0, L{y2)=0,..., L(yH=o0 bo'ladi. U
holda I-operatorning L- operatorning 1° - ,2° - xossalariga ko‘ra,

L(Cy x+ Cy2+—+ (,,Yn) =
=COL{yy+CAL{y2) +...C,Z(y,)=C,-0+C2 0+..+Cn 0=0
boMadi. Bundan ko‘rinadiki y =C}ly,+C2%2+...+C,y,, funksiya ham [ab]
kesmada (17.18.1) differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.

17.19. Vronskiy determinanti va uning xossalari. Ostrogradskiy -
Liuvill formulasi Ushbu yxy2,-,ynfunksiyalar [a,b\ kesmada berilgan
bo‘lsin.

17.19.1-ta’rif. Agar vy,,y2....y,, funksiyalar uchun y=alyl+a2+
+..+a,,yn tenglikni ganoatlantiruvchi axaz2,...,an sonlar mavjud bo'lsa,

u holda y funksiya ylty2...y,, funksiyalar orgali chizigli ifodalangan
yoki ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat  deyiladi. Bunda
a,,a2,...,ansonlarning ba’zilari (hatto hammasi) nolga teng bo*lishi mumkin.

17.19.2-ta’rif. Agar berilgan vy,,y2,...y,, funksiyalar uchun [ab\

kesmada kamida bittasi noldan fargli shunday (a,sR,i=\,n)
sonlar mavjud boisaki, ushbu
aly,+azy2+..+a,,y,,=0 (17.19.3)

tenglik o'rinli bo‘lsa, yuy2..y, funksiyalar [a,b\ kesmada -chizigli
bog'langan deyiladi.

17.19.4-ta’rif.  Agar berilgan yly2..y, funksiyalar uchun [ab]
kesmada yuqorida aytilgan shartlami ganoatlantiruvchi sonlar mavjud
boimasa, ya’ni (17.19.3) tenglik fagat a, =a2=...=a,, =0 shartdagina
bajarilsa, yvy2,-y,, funksiyalar [ab] kesmada chizigli bog'lanmagan
(erkli) deyiladi.

17.19.5-ta’rif. [ab\ kesmada aniglangan va  uzluksiz bo‘lgan
vit“D(x),i =\,rt,s=1n funksiyalardan tuzilgan



nto Yr(x) >.(%)

W0O = VY, (0.9200-.cyu = IO YM /)
M (x) A (*) -

determinantga Vronskiy determinanti deyiladi.

Bu determinant uchun ushbu teoremalar o ‘rinli.

17.19.6-teorema. Berilgan y{x\y2{x\...,yn{\) funksiyalarning biror
(@a,b) intervalda chizigli bog‘lig boMishi uchun, shu (ab) intervalda
Vronskiy determinant nolga teng, ya’ni W(x)=0 boMishi zarur va yetarli.

17.19.7-teorema.  (17.18.1) bir jinsli differensial tenglamaning
yi{x),y2(x),...,yn(x) yechimlari [afc] kesmada chizigli bog‘lanmagan boMishi
uchun ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti, ya’ni w(x)* 0 boMishi zarur
va yetarli.

17.19.8-ta’rif. (17.18.1) bir jinsli differensial tenglamaning ixtiyoriy
n ta yt(x),y{x),...yn(x) chizigli bog‘lanmagan yechimlariga, (17.18.1) bir
jinsli differensial tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

Endi (17.18.1) birjinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi
hagidagi teoremani keltiramiz.

17.19.9-teorema. Agar  yl(x),y2(x),....y,,(x) funksiyalar i[y]=0

tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi boMsa, bu tenglamaning
umumiy yechimi

y=Ci1+C2y2 .. c,,y,,—’/‘_(li"y,

formula bilan aniglanadi.

17.19.10-misol. y”™+—=0(x>0) tenglama uchun ikkita bir juft
X

yechimlar ma’lum boMsin:
y, =3+InVx, y2=5+1nn/x,
y{=1In4x, Y2 =InVx.
Bu juft yechimlaming chizigli bog“ligligi aniglansin.
Yechilishi. 1-holatda

Egely= * - Fputyrrur



Vronskiy determinantini tuzamiz

3+InVx 5+ In\/x

W(yl,y2) = 1 :i+—lnn/x- 5 Inx
— X 3x 2X 2x
2X 3X
3 . 3,
x 3 2 w3 ~ax+bex e o O

Demak, 17.19.7-teoremaga asosan, y, va y2 xususiy yechimlar o‘zaro
chizigli bog‘lanmagan.

2-holatda:

;"= (InVX)'=s —=m— 2=(\n\[X)'="j=~== =

yE V)= e ax V2T M= TS T
1nvx Inn/x

W{yl,y2)= J_ J_ :&In4x——2;lﬂr|/x=g(lnxﬁlnx:0.
2X 3x

Demak, 17.19.6-teoremaga asosan, Yy, va yZ2 xususiy yechimlar chizigli
bog‘ligdir.
Ostrogradskiv - Liuvill formulasi

Ostrogradskiy-Liuvill formulasi chizigli birjinsli differensial tenglama
yechimlari sistemasining Vronskiy determinanti bilan bu differensial
tenglamaning koeffitsiyentlarini bogiaydi. Bu formulani keltirib chigarishni
ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama uchun ko‘rsatamiz.
Ushbu

y"+a,(x)y*+a2(x)y =0. (17.19.11)
ko‘rinshdagi differensial tenglamani garaymiz.
Agar vy, va y2 - fundamental yechimlar sistemasi bo‘Isa, u holda
(y,"+al(x)y,"+a2(x)yl =0,
jy2'+a, (x)y2'+a2(x)y2="°.

Birinchi tenglikninghadlarini y2 ga, ikkinchi tenglikning hadlarini esa y, ga
ko‘paytirib va ikkinchisidan birinchisini ayirib, topamiz:

bl I - YRY,")+*. (*)(AY2'-Y,'Y2)=0. (17.19.12)
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Mu yerda yyr yt'yr= koA =W(x)- vy, va yr fundamental yechimlar
Y M

sistcmasining Vronskiy determinant. WY~ YN =W {x) - bu
determinantning hosilasi. Demak, (17.19.12) tenglama quyidagi ko‘rinishga
ega boMadi:
W*(x) +al (x)W (x) =0. (17.19.13)

(17.19.13) tenglamaning umumiy yechimini o‘zgaruvchilami ajratib
topamiz:

A(x) +fl yM -tQ

fV(x) W w
chunki yt va y2 yechimlar sistemasi fundamentaldir. Oxirgi differensial
tenglamani integrallaymiz:

L x) =Ce~!p >* (17.19.14)
F.ndi (17.19.13) differensial tenglamaning fV(x0) =f\0 boshlang‘ich shartini

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz. Ulami (17.19.14) umumiy
yechimga go‘yisak, u

W0 = Ce A “fdk (17.19.15)

ko‘rinishda boMadi. (17.19.14) va (17.19.15) dan

W {x) *' (9o
WO -\ dy*u
yoki
.y - yM*
W (x) =W0e Iv (17.19.16)

ekanligi ravshan.

(17.19.16) formula  Ostrogradskiy-Liuvill formulasi deyiladi, u
ikkinchi tartibli tenglama uchun keltirib chiqarildi, biroq u istalgan
tartibli tenglamalar uchun ham o‘rinlidir.

(17.19.16) formula ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamaning
bitta xususiy yechimi ma’lum bo‘lganda, uning umumiy yechimini
topishga imkon beradi. Xususan, agar (17.19.11) tenglama uchun yt
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xususiy yechim bo‘lsa, bu yechim bilan chizigli bogianmagan uning
ikkinchi yechimini

(17.19.17)

formula yordamida topish mumkin.
17.19.18-misol. Quyidagi
Xx2(tax - 1)y"-xy'+y =0
differensial tenglamaning xususiy yechimi yt=x bo‘lsa, uning umumiy
yechimini toping.

Yechilishi. (17.19.17) formulaga ko‘ra, y2 xususiy yechimini
topamiz:

y2=xjx~2) TrE-HNdx=- tax.

Demak, differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=C,N +C%2- Cx—C2Inx
ko‘rinshda bo'ladi.

17.20. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensial tenglamalar.
Ushbu

y{h+aly () +ay {~3+..+anly' +ary =0 yoki L(y)=0 (17.20.1)

ko‘rinishdagi tenglamaga «-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir
jinsli differensial tenglama deyiladi, bu yerda axa2,...,a,, -haqiqiy o‘zgarmas
sonlardir.

Differensial tenglamani yechish uchun Eyler usulidan foydalanamiz,
yana (17.20.1) differensial tenglamaning xususiy yechimini y=efa

ko‘rinishda izlaymiz, bunda k =const. Bu y =etc funksiyani ketma-ket n

marta differensialab y =ekxy'=kekx...,y([ =kreh hosilalarini topamiz. U
holda (17.20.1) dan

b{eb )=ebp(K)=0

ega bo‘lamiz, bunda p(k)"k"+ alk'~1+..+amk +an wu-darajali ko‘phad
bo‘lib, (17.20.1) differensial tenglamaning xarakteristik ko'phadi deyiladi
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Ushbu
p(k) =0 yoki k" +ak" m+..+a,, Kk +a,, =0 (17.20.2)

algbraik tenglamaga (17.20.1) differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi.

Yechimlarning fundamental sistemasi xarakteristik tenglamaning
ildizlariga bogiiqdir. Bizga algebra kursidan ma’lumki, p(k)=0
xarakteristik tenglamaning n ta ildizi mavjud. Uchta hoi garaladi.

1) Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari haqgiqgiy va har xil.

Algebraik (17.20.2) tenglamaning darajasiga asosan, uning n ta har xil
kt,k2,....ke ildizlari bo‘ladi.

Demak, n ta xususiy yechimini topamiz:

y1l- eklX,y2= eklX,...iy2 —eknX-

Bu xususiy yechimlar sistemasi fundamental bo‘lishini isbotlaymiz. n-
tartibli Vronskiy determinantini tuzamiz:

T gr* ek'x 1 1 . i

KI'x  kaAx - k2 K
W(y,V1,..yn)= KI'™ (2 o)

fc-'e*1 krV*1 mKkl'e* *r krl . K

Bu determinantni hisoblash uchun umumiy bir gonuniyat topish
magsadida uchinchi tartibli determinantni garaymiz:

1 1 1 0 0 1
HYMYT,Yr)=e[KM )X SeEEl e k3
K2 K2 K? K\ - K\ K22- K23 K\
KI kK k2 Kk
e —e( AW {K"k,)(k2-k3)(K2-k,).

K2-k2 kK2-k 2

Umumiy holda shunga o‘xshash ushbu formula o‘rinli bo‘ladi
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W(yX,y2, T e A TSI G R S TSI ) B
(k2-K 3)-(K2-KA)....(K*-K,,)*0.

Demak, 17.19.9-teoremaga asosan,yxy2 funksiyalarning
y =Cxekx +CZxkx +.... +CreKx (17.20.3)

chizigli kombinatsiyasi differensial tenglamaning umumiy yechimidir.
17.20.4-misol. Ushbu y"'-5y"+6y’=0 differensial tenglamani yeching.

Yechish: Berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasini
tuzamiz:

k3-5k2+6*=0, /t(*z-5A+6)=0 4=0,
K2-5Kk +6=0 *,=0, *2=2, *3=3.

Bu holda yx-l,y2=e2y}=e3 funksiyalar yechimining fundamental
tizimini tashkil etadi.
Demak, (17.20.3) ga ko‘ra, differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=0+c2eX+cEX

ko‘rinishda bo‘ladi.

2) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali (ya ni bir xil) bo 1gan
hoi. Bu holda xarakteristik tenglamaning ildizlari kx=k2=...=k,, =k bo‘lib,
p(k) =0 xarakteristik tenglamaning haqiqgiy va karrali ildizi bo‘Isin, u holda
unda

N= y2 = xekx,...,y,, = Xx'-'e*1

n ta chizigli erkli xususiy yechimlar mos keladi va differensial tenglamaning
umumiy yechimi ushbu

y=(Cx+C2+...+ C, xM)efa (17.20.5)

ko‘rinishda bo‘ladi.
17.20.6-misol. y"'+9/'+27y'+27y =0 differensial tenglamani yeching.
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Yechilishi.  Berilgan  differensial  tenglamaning  xarakteristik
tenglamasini tuzamiz:

Kr+9k2+21k +27=0, (fc+3)3=0, Kx=K2=Kb=-3.
Demak, xarakteristik tenglama *=-3 uch karrali ildizga ega. Shu
sababli berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi (17.20.5) ga

asosan,

y - (C, + CX +C3X2)e-3r.

3) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo'lgan hoi.
p(k) =0 tenglama ildizlari «karrali k=azip go‘shma kompleks sonlardan
iborat boMsa. kompleks yechimlar mos

keladi. Bu yechimlami yozamiz

emcospXx, xemcospx, x2axcosPXx,....,xn'ieaxcosP X,
emsinpx, xe“ sinPx, x2asinPX,....,xn~'emsin Px.

Shunday qilib, «karrali k=axip go‘shma kompleks ildizlarga 2n ta
chizigli erkli yechimlar mos keladi. Berilgan (17.20.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimi:

y =e”KC, cos/?x +C2sin P x) +x(C3cos/?x +CAsinPx) +... +

+X"~'(C,,_, cosPx +C,sinp x)]
yoki
y =ekqf(cx+C3x +Csx2+... + C2, Xn4)cos/?x + Q7

(C2+C4x + Cox2+ ...+ C2,x"4 )sin/?xJ

ko‘rinishdabo‘ladi.
17.20.8-misol. yw +8 /*16;y=0 differensial tenglamani yeching.
Yechilishi. k4+8k2+16=0 bikvadrat xarakteristik tenglamani yechish

uchun k2=t deb belgilash olamiz:

[2+8+16=0, (t+4)2=0 /=-4.
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U holda

Kl=—4, Kkl2=%2i, kx=-2i, K2=2i.
Al =0, /7, =-2 , y{=C, cos2x - C2sin2X,
a2=0,P2=2, >9=C3xcos2x + C4xsin2x.

Demak, y =yx+y2 dan va (17.20.7) ga asosan, berilgan differensial
tenglamaning umumiy yechimiga ega bo‘lamiz:

y =(C, + CX)cos2* + (—€2+ C4x)sin 2x.

17.21. Bir jinslimas differensial tenglamaning xususiy yechimini
izlashning anigmas koeffitsiyentlar usuli. Ushbu ko'rinishdagi

") + +...+« >m+a,y=f(x) (17.21.1)

tenglamaga n-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinslimas
tenglama deyiladi.

17.21.1-teorema. (17.21.1) tenglamaning umumiy yechimi o‘zining

ixtiyoriy y* bitta xususiy yechimi bilan, unga mos birjinsli tenglamaning y
umumiy yechimining yig‘indisiga teng, ya’ni

Y —Y+ y*
Birjinslimas (17.21.1) tenglamaning o ‘ng tomoni
/(x) =eax[Pm(x) cosp x +Qs(x)sinp x] (17.21.2)
ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. Bu yerda a va p haqigiy sonlar bo‘lib, o‘zaro
atpi kabi bog‘langan. Pm(x) va Qs(x) - mos ravishda m va s - darajali

ko‘phadlardir, ya’ni

pm(x)=V " + + = am-\x +a,, a0* 0, m>0,1

Qs(x) =b0xs +blxsd +..+ bs x +bs, b0*0, 5>0. |
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I yerda ao a,,..., a, va ftQ lar />,(x) va QJx) ko‘phadlarning
kc lilsiyentlari bo‘lib, oldindan berilgan hagiqiy sonlardir. Agar m=s =0
bo'lia, 13x) =P)(x) =a0, aw =aw =" bo'ladi.

Icnglamaning o‘ng tomoni (17.21.2) ko‘rinishda berilsa, uning xususiy
yi‘i liiiui ushbu holatda izlanadi:

y* = xmeax\F, (x) cosp x + E, (x)sinp x\. (17.21.3)

Mu yerda a, p- haqigiy sonlar, F,(x) va £,(x) lar noma’lum
koollllsiyentli I (/ =max(m,s),/>0)-darajali ko‘phadlardir, ya’ni

F,(x)= AgX1+ AlX~ + ...+ A_X + Ai ]
E,(x)=B0x*+ fixw +... + fiMx + B, J

i yerda no, A,...,4 va B0, BX...,B, - noma’lum koeffisiyentlarning sonli

glymatlarini aniglash talab gilinadi.
Noma’lum koeffisiyentlami aniglash uchun (17.21.3) dagi vy~

limksiyadan hosilalar olib, y*, y* y*in) laming ifodalarini (17.21.1)

bn jinslimas tenglamaga go‘yamiz. Hosil bo‘lgan munosabat ayniyatdir.
liiiinn ikkala gismidagi koeffisiyentlami tenglashtirish usuli bilan bu masala
hnl gilinadi.

Mu ayniyatdan y* ning aniq ifodasini (17.21.3) ga asosan aniqlab,
Unglumaning umumiy yechimini topamiz: y =y +y*.

n
Agar birjinslimas tenglama (17.21.1) ning o‘ng tomoni /(x) =£ f
H

ko'rinishdagi chekli sondagi funksiyalar yig‘indisidan iborat bo'lsa, u holda
har bir go'shiluvchini hisobga olgan holda

Ay) =Nn(*). Uy) =f2(x), L(y)- fn(x)

yo/ish  mumkin. Tenglamalaming vy", y2.., y\ xususiy yechimlarini
(17.21.3) formulaga asosan topib, (17.21.1) ning, ya’ni £00=£/(*)

dil'ferensial tenglamaning umumiy yechimini
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kabi aniglaymiz.

i=1

Anigmas koeffisiyentlar usuli xususiy yechimning shaklini bilishga

asoslangan. Xususiy yechimni
tomonining shakliga o‘xshash shaklda izlash kerak. pm(x) yoki

berilgan differensial

tenglamaning o°‘ng

Qs(x)

ko‘phadlardan birining tartibi ikkinchisidan kichik bo‘lsaham, F,(x) vaE,(x)
ko‘phadlar I (/=max(«,,s),/>0)- tartibli gilib izlanadi. Xususiy yechimning
ko‘rinishlarijadvalini keltiramiz.

1(*) o‘ng
tomonining turi

1 9
b) PmiX)
) ¥
b) (xeR)
a)
3
Pm(x) COSOX +
bl T Qs(x)sin/3x
4 9
Pm cosP x +
+ Qs(jc)e“rsin P x
b)

Xarakteristik
ildizlari

0 soni xarakteristik
tenglamaning ildizi emas

0 soni xarakteristik
tenglamaning n karrali ildizi
a soni xarakteristik
tenglamaning ildizi emas

a soni xarakteristik
tenglamaning n karrali ildizi

tenglama

xarakteristik
tenglamaning ildizi emas

+ fii sonlar

+ pi sonlar xarakteristik
tenglamaning n karrali
ildizlari

a +pi sonlar xarakteristik

tenglamaning ildizi emas

xarakteristik
karrali

a % Pisonlar

tenglamaning n
ildizlari
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Xususiy yechimning
turi

Fm(x)

P'Jx)ea
xX"Fm(x)e~
F,(x)cosPx +

+ F;(x)sin Px
I=max(m,j), 1> 0

x"[FI{x)cospx +

+ F((x)sin/9jc]

Il —max(«,j),i>0
Ft(x)emcosP x +

+ Ei(x)eaxsin px

| —max(m,j), />0
X"'[F, (jc)eal cosP x +

+ Ei(x)ecasin px}
/ = max(»i,.s), />0



17.5-8. Differensial tenglamalar sistemasi

17.22. Asosiy tushinchalar. Ko‘pchilik hollarda birorta jarayon yoki
hodisalarni tavsiflash uchun bir nechta funksiyalar talab etilishi mumkin. Bu
funksiyalarni izlash differensial tenglamalar sistemasiga olib keladi.
Hosilaning tartibiga qgarab bu sistema birinchi, ikkinchi va u- tartibli
tenglamalar sistemasi boiishi mumkin. Ko‘p masalalami yechishda t
argument, noma’lum x~x”".-A~funksiyalar va ulaming hosilalarini 0°z
ichiga olgan differensial tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi
x,(N,x2()),...%,(*) funksiyalarni topish talab etiladi. Birinchi tartibli
differensial tenglamalar sistemasining umumiy ko'rinishi quyida-
gicha

£1(x,yi (), (4-.y,, (477 (4 mmx,(4)=">
.................................................................. (17.22.1)

N*.n(4An(4“.n(4/1 (47t (4-»/»(4)=0

boMadi. Bu yerda yx(x\y2(x\...,yn(x\y\{x\yr(x\...,yn(x) lar mos ravishda x
ga bog‘lig bo‘lgan noma’lum funksiyalar va ulaming hosilalari.

Normal tenglamalar sistemasi. Hosilaga nisbatan yechilgan
differensial tenglamalar sistemasi normal sistema deyiladi va uning umumiy
ko‘rinishi quyidagicha

FAX,yX x\y2{x\...,yn(x)\
. (17.22.2)

% = Tfn{x,yx{x),y2(x\...,yn(x*
ax

bo‘ladi, bunda yx(x\y2(x),...,y,,(x) lar izlanuvchi funksiyalar, x argument.
Bunda noma’lumlar soni, tenglamalar soniga teng deb faraz qili-
nadi.

Ko‘p hollarda yugori tartibli differensial tenglamalar sistemasi
(17.22.2) ko‘rinishdagi normal sistemaga keltiriladi. Masalan, ikkinchi
tartibli uchta differensial tenglamalar sistemasi:
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d Pdx,y,z,t,x"y",z'\

dt2 '
£y -
=F2(x,y,z,t,x",y",z"),
dto (x,y y',z')
=F3(x,y,z,t,xy",z").
it (xy y\z')
Ushbu — =w— =v,— = w almashtirish natijasida quyidagi
dt dt dt
dx
=u,
~a
Y_
dat =V
dz
_:\M
~ct
— =FRt(xy;zitusviw),
at Fa(x;y;z;t;u;v;w)

ko‘rinishdagi normal sistemaga keltiriladi.
Uchunchi tartibli y™ = /(jc;y;y";y") differinsial tenglama /= p,y"=q
almashtirish natijasida ushbu

ko'rinishdagi normal sistemaga keltiriladi.

Yugoridagi mulohazalarga asosan, normal sistemani yechish ganchalik
muhim ahamiyatga ega ekanligi kelib chigadi.

(17.22.2) tenglamalar sistemasini ganoatlantiradigan yi{x),y2(x),...,ya(x)
funksiyalar sistemasi, bu sistemaning yechimi deyiladi. (17.22.2) sistemasi
uchun boshlang‘ich shart (Koshi masalasi) ushbu
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YIx0) =y°,y2(x0) =¥2,-,Y,,(x0) =y (17.22.3)

ko‘rinishda bo‘ladi.
(17.22.2) normal sistema uchun Koshi masalasi, ya’ni yechimining
mavjudligi va uning yagonaligi to‘g‘risidagi Koshi teoremasini keltiramiz.
17.22. 4-teorema (Koshi). Agar (17.22.2) sistemadagi fi{x;yl;y2,
........ .yn)...(i=1,n) funksiyalar o‘zlarining xususiy hosilalari bilan
birgalikda biror n+\ o‘lchovli D yopiq sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda
D nuqgtada (17.22.3) shartlami ganoatlantiruvchi

yagona y, =gu(x),...,yn =<p,,(x) yechim mavjud bo‘ladi.
(17.22.2) normal sistemaning umumiy yechimi deb, n ta ixtiyoriy
C|,C2...C,, o‘zgarmaslarga bog‘lig bo‘lgan ushbu

M ~ M (:cCj,C2,...C..),
(17.22.5)

sistemaga aytiladi. Bu sistema quyidagi shartlami ganoatlantirishni kerak:

1) Cl.C2,.,C, o‘zgarmaslaming har ganday mumkin bo‘lgan
giymatlarida (17.22.5) dagi funksiyalar (17.22.2) sistemani ganoatlantirish
kerak;

2) Koshi teoremasi shartlari bajariladigan sohada (17.22.5) funksiyalar
sistemasi Koshi masalasining yechimi bo‘ladi.

17.23. Normal sistemasini yechish usullari. Normal sistemani
integrallash usullaridan biri uni bitta yuqori tartibli differensial tenglamaga
keltirish usuli boiib hisoblanadi. Bu usul quyidagi mulohazalarga
asoslanadi. (17.22.2) normal sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistemadagi
tenglamalaming istalgan birini, misol uchun birinchisini x bo‘yicha
differensiyalaymiz.

d2y\ _ d/i 5/ (fA . dfi dy2
dx2 8x dyt dx dy2 dx dy,, dx

61



Bu tenglikka A--laming (17.22.2) dagi giymatlarini go‘yib
dx dx dx

topamiz:
dyi _ 3/i ,a/i f ,dftt m J 2Af
dx2 dx dy,"1 dy2'2 aynrn’

yoki gisgacha
PR = F2(x;yly2;...5yn)
OX

Bu tenglikni yana bir marta differensiallab hamda (17.22.2) dagi

; larining giymatini qo‘yish natijasida topamiz:
X ’  tic

day
= N3(X;yNy2;..... >Y,)-
X597y )

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu %"’V= F..(xyI\y2;...;yn)
X
tenglikni hosil gilamiz. Hosil gilingan tenglamalami yig‘ib ushbu
dx ={x,Y\>Yr,~,¥n).
T T POoyLy2,.yn), (17.23.1)

dny\

HELYEY 20

sistemanihosil gilamiz. Bu sistemaning (u-1) dagi y2,y3....,y,, funksiyalarini
x ning Y] va uning y\,y"2,...,y” hosilalari orgali ifodalab topamiz:

y2=iy2(x,yuy\......>,@°),

Yr=w{x,yxyl...,V"4)X (17.23.2)

yn=V'n(x,yi,y\.....yx’ )
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YS™Yr  larning  topilgan  giymatlarini (17.23.1)  sistemaning
oxiridagisiga qo‘yamiz. Natijada y, ga nishatan n-darajali ushbu

dnyi

gy - PYLY L Y?)
X

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimi
=ql(x,cl,c2......,c,,) bo‘lsin. Buni (a-1) marta differensiallab so‘ngra

y1,¥Y'1...yk1) hosilalaming giymatlarini (17.23.2) ga qo‘yib, y2,ys,....y,,
funksiyalarni topamiz:

y2 =2 (X;C1,€2;...C,, ) -...,yN =M(X;CX,C2;....C,, ).
Bu sistema (17.22.2) normal sistemaning izlanayotgan yechimini

ifodalaydi.
17.23.3-misol. Ushbu

(£-4,-3z
ax
dz
—=2y-3
dx y-st

sistemani yeching.

Yechilishi. Bu sistemaning birinchisini x bo‘yicha differensiallab
topamiz: y"=4/-3z'. Butenglamadagi z' ni berilgan sistemadagi z'=2y-3z
ifodasi bilan almashtirib

y"'=4y-3(2y-32), y"=4y'-6y +9z, y’r4y'+6y=9z

tenglamani hosil gilamiz. So‘ngra, ushbu

N y=4y-3z,
\y"-4y'+6y =9z

sistemani tuzamiz. Bu sistemaning birinchisidan
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z o‘zgaruvchining bu qiymatini sistemaning ikkinchisiga qo'yamiz.
Natijada ushbu

Y'-4y'+6y = >Y'~4y~6y =0

chizigli ikkinchi tartibli oddiy deffirensial tenglamani hosil gilamiz va bu
tenglamani yechamiz:

ko —k—6=0,"= 2k7=3, y =cie~X+coe3X

Endi y va/ larning giymatlari (17.23.4) ga qo‘yib z ni topamiz:
z= 2c>f~lx +c§e3x 3

Shunday qilib, berilgan sistemaning umumiy yechimi

y =c«T2r+c2eX,z= 2cte~2x +~c2e3x
topiladi.

17.24. 0 ‘zgarmas koeffisiyentli chizigli differinsial tenglamalar
sistemasL

Chizigli differencial tenglamalar sistemasi deb, izlanayotgan
funksiyalaming hosilalari va bu funksiyalarining o‘zlari tenglamalar
tarkibiga chizigli bo"lib kirgan tenglamalarga aytiladi.

Biz, bu bandda (17.22.2) normal sistemasining xususiy holi, ya’ni
o0°‘zgarmas koeffisiyentli chiziq li bir jinsli normal sistemani garaymiz:



%* =any,+any2+ e+ /»/l.
X

d
~"[X“'a2\>/\"'322>’2"' - +a2|>’n, (17241)

d_X:(<W|+«|/E)’2+ ............ +

bu yerda atj(ij =1,2.....n)- hammasi 0‘zgarmas sonlar, y,,"2,...,yn-izlanuvchi

funksiyalar, *-erkli o‘zgaruvchi. Soddalik uchun (17.24.1) sistemani uchta
Y¥,.y2,y3 noma’lum uchta tenglamalar sistemasi uchun garaymiz:

'j% =any,+aly2+auy3,
X
- =«2M +a2ly2+aryy, (17.24.2)

~~["=a3\Y\ + a3ryr +assys,
ax

bunda aij(i,j = 1,2,3) - o‘zgarmas sonlar. Bu sistemaning Xxususiy
yechimlarini

yt=aekcy 2= fkkl,y 3=)eb (17.24.3)

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda a,p,y- o‘zgarmas sonlar (ulami shunday
tanlash yoki topish kerakki, natijada (17.24.3) dagi funksiyalar (17.24.2) ni
ganoatlantirsin. (17.24.3) sistemani (17.24.2) ga qo‘yib efa*0 ni e’tiborga
olgan holda topamiz:

ak =aua +anp +.....+alay,
mpk =a2a +aZP +....... + axy,
yk=anla +a, 2P +....... +a3y

yoki
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\an -k)a +anP+auy =0,
a2a +(a" - k)P +aty=Q (17.24.4)
ana +anp +(@3- kly=Q

(17.24.4) sistemani uchta a,p,y noma’lum uchta algebraik tenglamalar

sistemasi sifatida qarasak, bu sistemaning noldan farqli yechimga ega
bo‘lishi uchun bu sistemaning ushbu detirmentining

an K aw aB
xl G~k J® =0 (17.24.5)
asi hn as ~ K

bo‘lishi zarur va yetarli.

(17.24.5) tenglama, (17.24.2) sistemaning xarakteristik tenglamasi
deyiladi.

(17.24.5) determinantni hisoblasak, natijada k ga nisbatan uchunchi
darajali algebraik tenglama hosil boMadi. Bunda quydagi hollar bo‘lishi
mumKkin:

1-hol. Xarakteristik tenglamaning ildizlari k"k2kj haqiqgiy va har xil
bo'lsin. Har bir k, (/=123) uchun (17.24.4) sistemani yozib, uning
koeffisentlari a,,p,,y, lami topamiz. Natijada, kx ildiz uchun (17.24.2)
sistemasining xususiy yechimlari

k2 ildiz uchun

K?ildiz uchun
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ko‘rinishlarda bo‘ladi. Osonlik bilan ko‘rsatish mumkinki, bu funksiyalar
fundamental sistemani tashkil giladi. Uholda (17.24.2) sistemaning umumiy
ycchimi:

y] = c)atetlZ + c2a2edX + ca3eKk X,
Y2 =c\P\eKz +c 1P1ekX + cP3E*X, (17.24.6)
Y3 = ciTieKx + c2y 22X + c3"ek,X.

ko‘rinishda bo‘ladi.
17.24.7-misol. Ushbu

Gy
A &= *YX+Yr

tenglamalar sistemasini yeching.
Yechilishi.  Berilgan sistema uchun (17.24.2) xarakteristik
tenglamasining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

X~k _1Uoyoki k2-2k-3 =0,k.=-Ikz=3.
4 =) i 2

Berilgan sistemaning xususiy yechimlari
ylm =aleklX,y2m =file*IX va yt(2) =azkx,y ™ =p2ekx

ko‘rinishda izlaymiz. Endi O (/=12 lami topamiz. kx=-1 bo‘lganda
(17.24.4) sistemaning ko‘rinishi

1- (-1))ar- ft =0, ,nj bl - A =0,
-dar+ (- (-1)ft=0/ [- 4a,+21 =0.

Bu sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega. Agar a =1 desak, p =2

boMadi. Bu holda, xususiy yechimlar: y0)=e“r va y2m =2e~x bo‘ladi.
k2=3 bo‘lganda, (17.24.4) sistemasining ko‘rinishi:
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Za,—f?ZZQ
- 2h =0.

a2=1desak, p2=-2 bo‘ladi. Bu holda xususiy yechimlari yX2 =e3l va
y 22) =—eix. Berilgan sistemaning umumiy yechimi (17.24.6) ga asosan.

ko‘rinishda boiadi.

2-hol. Xarakteristik tenglamaning yechimlari har xil, lekin ularning
orasida kompleks: kl=a+ip va k\=a-ip bo'lgan hoi. Xususiy
yechimlaming ko‘rinishi 1- holdagidek aniglanadi.

3-hol. Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo ‘lgan hoi.

Xarakteristik tenglaraa m (m=2,3) karrali k ildizga ega bo‘lsin . Bu
holda berilgan sistemaning yechimlarini:

1) agar m=2 bo‘lsa, u holda

yt=(A +Bx)eb ,y2=(C+ Ox]e*y,={E+ Fz)eh;
2) agar m=3 bo‘lsa, u holda xususiy yechimlami
y1=(a+Bx+Cx2Y \ y2 ={p+Ez +Fx2)ikqy3 =(g + Hx +Nx2):*

ko‘rinishda izlaymiz.
Yechim m ta ixtiyoriy o‘zgaruvchiga bog‘liq bo'ladi . Bu A,B,C,....N
koeffisiyentlar anigmas koeffisiyentlar usuli orgali topiladi.

17.6-8. Operatsion hisob kursi dementiari

Operatsion hisob hozirgi vaqtda matematik analizning muhim
sohalaridan biridir. Fizika, mexanika, elektronika, zanjirlar nazariyasi va
boshga fanlarda turli masalalami yechishda operatsion hisob usullaridan
foydalaniladi. Operatsion hisob hozirgi zamon avtomatik, impuls texnika va
telemexanikasida keng qo‘llaniladi. Operatsion hisob yordamida differensial
tenglamalami yechish mumkin. Differensial va integral tenglamalami
yechish, xosmas integralni hisoblash, gatorlaming yigMndisini topishda
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integral almashtirishlar keng go‘llaniladi. Masalan, Furye, Mellina, Laplas
va boshga almashtirishlar. Biz operatsion hisobning asosiy tushunchasi
Laplas almashtirish hagida asosiy ma’lumotlami keltiramiz.

17.25. Original va tasvir

17.25.1-ta’rif. Haqigiy o‘zgaruvchili f{t) =u(t)+iv{t) kompleks
funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsa:

1°. (-00.00) oraligda /(/) o‘zining n- tartibli hosilasi bilan birlikda bir
giymatli uzluksiz yoki bo‘lakli uzluksiz.

2°.1<0 uchun /(/)=0;

3°. Shunday M >0 was > 0 musbatsonlartopiladiki, barcha t >0 uchun
[/(x)| < Me* tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda /(/) funksiya original deyiladi.

17.25.2-eslatma. s songa f(t) funksiyaning o‘sish ko‘rsatgichi deyiladi,
[°-3° shartlarga bo‘ysinuvchi funksiyalar to‘plamni K(s) sinf deb
belgilaymiz. Masalan,

original bo‘lib, V/ lar uchun {/(/)(< Me"2¥ bo‘ladi. Bundas = 2+ e,e > 0
o‘sish ko‘rsatgichi, /(/)er(2+e).
17.25.3-ta’rif. Ushbu

F(p)= fe pf(t)dt (17.25.4)
0

Laplas integrali bilan aniglanadigan kompleks o‘zgaruvchili F(p)
lunksiyaga, f(t) original funksiyaning tasviri yoki (17.25.4) ga Laplas
almashtirishi deyiladi, original funksiyadan tasviriga o'tish quyidagicha
1.(/(/)) = F(p) yoki f(t)=F(p) simvollar bilan, tasvirdan original o‘tish esa,
Al{h\p)\ = f{t) yoki F(p) = f(t) simvollar bilan belgilanadi.

Ba zi birfunksiyalarning tasvirini topamiz:

17.25.5-ta’rif. Ushbu
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original funksiyagaXevisaydning birlikfunksiyasi deyiladi.
Xevisayd funksiyasining 1 - tasvirini topamiz:

D
v} =F(p)= 0 =

TA TP A T
Agar Rep >0 bo‘lsa, Ii%e"l’ =0.
e 1 *

Demak, 1=— Rep>0 yoki rj{t)=—=F(p).
°p

*p

17.25.6-misol. f{t) =e=3funksiyaning tasviri F(p) ni Laplas almashtirish
formulasiga asosan topamiz:

F(p)=le~ple*idt = lim fer~'Adt = lim—i—e~r~p\ = lim—2—(e(L pyi - I).
0 o>

q Cew A - 1 a->®@8 — /7

Agar Re(p—)>0 bo‘lsa, limeTA-~ =0.

a-»o

Shunday qilib, |
vy , Rep >ReA.
°p -X

17.25.7-teorema  (Tasvirning mavjudligi). Rep=s>s0 yarim

tekislikda berilgan ixtiyoriy /(/) asl funksiya uchun F(p) tasvir funksiya
mavjud va analitik bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz. Rep =s> s0 yarim
tekislikdagi p =s+iS ixtiyoriy nuqgta boisin (17.1-chizma). Ushbu
|/(x)| <Alev tengsizlikni e’tiborga olgan holda topamiz:
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|{f(t)e~pdt|<J|f(t)ep \di< Mr\e,f \e~pt\dy =m\e*e~adt =
0 0

0 0

=M \eis-s)dt=-" — |
0 s-,0
j-s0>0 va |=|e'V { |=e~p |cosE/-/sin<5f |=e~"*.

Demak,

Ne 1=

Bundan (17.25.4) integralning absolyut yaqinlashuvchiligi kelib
chigadi, ya’ni f(p) tasvir mavjud boiadi.

17.25.8-natija (Tasvir mavjudligining zaruriy sharti). Agar f(p)
funksiya /(/) funksiyaning tasviri boisa, u holda JimF(p)=0.

17.25.9-teorema (Yagonalik). Agarr (o) funksiya ikkita /,(/) va 2

uzluksiz asl funksiyalar uchun tasvir funksiya boisa, u holda asl funksiyalar
aynan teng boMadi.

17.26. Laplas almashtirishlarning xossalari. Endi differensial
tenglamalami yechishda zarur bo‘ladigan Laplas almashtirishlarning asosiy
xossalarini ishotsiz keltiramiz.

17.26.1-teorema ( chiziglilik xossasi). {/()} va {c,}ar n ta funksiya va

A ta sonlar bo‘lsin. Agar (/=1,2,...,n) boMsa, u holda
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bo‘ladi, ya’ni originallaming chizigli kombinatsiyasiga tasvirlaming chizigli
kombinasiyasi mos keladi va aksincha.
17.26.2-teorema  (0‘xshashlik teoremasi (original argumenti

masshtabining o‘zgarishi)). Agar a>0 va f(t)'=F(p) bo‘lsa, u holda

bo‘ladi.

17.26.3-teorema (Tasvirnisaglash xossasi). f(ty=F (p) bo‘lsin. U holda
istalgan po uchun e~Rsf(t)=F(p +p0) o‘rinli bo‘ladi.

17.26. 4-teorema (Originalning kechikish xossasi). Agar t,>0 bo‘lsa,
u holda /(/)5 F(p) dan f(t-to);e~‘oPF(p) kelib chigadi.

17.26. 5-teorema (Originalning uzalashish xossasi). Agar to>o

bo‘lsa, u holda /(<)=f{p) dan f{t+ to)=ehp kelib chigadi.

17.26.6-teorema (Originalni differensiallash). /(/) funksiya [0°0) da
uzluksiz differensiallanuvchi va f(t) hosila tasvir mavjudligining 1° - 3°
xossalarini ganoatlantirsin. U holda:

a) agar f(t)='.F(p) bo‘lsa, u holda f'(t)spF(p)-f(o\ xususan, agar

/(0)=o0bo‘lsa, /'(/)= pF(p), ya’ni funksiyani differensiallashga tasvirni p ga

ko‘paytirish mos keldi.
b) agar mavjud bo‘lsa va 1°- 3° xossalarga bo‘ysunsa, u holda

f(9sHp) dan  f{i)5p"F{p)-Ip"-'f{0)+p"afi0)+... +/ nD{O\ kelib
chigadi, xususan, agar f(t) boshlang‘ich nol shartlar /(0)=f(0)=..=/ (u,(0)=0
ni ganoatlantirsa, u holda / ((r)=p"F(p)

17.26. 7-teorema (Originalni integrallash). /(/) funksiya [0») da
uzluksiz, tasvir mavjudligining 1°- 3° shartlami ganoatlantirsa va f(t)=F(p)
bo‘lsin. U holda
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\f{z)dT=-F{p),
0] ‘P

ya’ni funksiyani integrallash tasvirini p ga bo‘lish mos keladi.
17.26.8-teorema (tasvirni differensiallash). f{i)=f(p) bo‘Isin, u holda:

a) -/(?)=F'(p> b) {-\ft"f(t)=F (){p).
17.26.9-teorema (tasvirni integrallash). f(t)=F(p) va kasr tasvir

mavjudligining 1°—3° shartlami ganoatlantirsin. U holda
"=jF(q)dq.

17.26.10-teorema (0 ‘rama haqida teorema (tasvirlarni ko‘paytirish
teoremasi)). Bu teoremani bayon gilishdan awal o‘rash amalini (yoki
o'ramaning) ta’riflni keltirishgato‘g‘ri keladi. U * simvoli bilan belgilanadi.

Biror [«/?] oraliqda aniglangan f(t) va / 2r) funksiyalar berilgan bo‘lsin.
Ulaming bu kesmadagi o‘ramasi deb, ushbu

10 = \f\(TL “-r]dT =f(t)* f2(t)
a

tenglik bilan aniglanadigan yangi /(/) funksiyaga aytiladi. [a,p\ kesma
uchun [0 kesmani olamiz.

Agar f(i) va f2ft) lar 1°—3° shartlami ganoatlantirsa, ular o‘ramasining
tasviri ko*paytuvchilar tasvirlarining ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi, ya’ni

A(t)=Fx(p) va f2(t)=Fz2{p) dan f2{t)==FI(p)F2{p) kelib chigadi.

17.26. 11-teorema (Dyuamel teoremasi). Bu teorema oldingi
teoremaning umumlashtirilgani sifatida garalishi mumkin, u ikkita funksiya
o'ramasi hosilasining tasviri uchun ifodasini beradi.

Agar f(t), f2ft) funksiyalar [Q°0 da uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib va

rk)=F{p\fA)=F2{p) bo‘lsa, u holda at Li@*n @]..:PF\ip)Fi (p)m
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17.27. Ba’adelementar funksiyalarning tasvirlari

Ne Original Tasvir Ne Original Tasvir
1 ' 9 in G7 "
D) p e~ sin Gl (p+a)2+m2
5 . 1 10 p+a
o~ e
b +a e~* cosmt (b +a)2+m2
3 sinat a “ sh el
p2+a2 n e~ shat (p+af -ar2
P p+a
4 cos at i
pl+a2 12 exehat (p +a)2+zz12
a 1
5 sh at L
p2-a2 13 te (0 +a)2
P i
6 ch at -
p2-a2 14 fe (p +a)™*1
1 i lap
7 t 15 t sin at
Pr (p2+a2f
. n\ p2-a2
8 t 16 t cos at
~P" (p2+a2f
17.28. Operatsion hisob usullarini differensial tenglamalar va

ularning sistemalarini yechishga tatbiq etish
0 ‘zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial tenglama berilgan boisin:

XM(t)+ax M\t)+ ... +a,_X()+aA) =M (17.28.1)
bu tenglamaning
x(0)=xo0, xio)=x'0,...J"-"\o) =xof-) (17.28.2)

boshlag‘ich shartlami ganoatlantimvchi xususiy yechimini topish talab
etiladi. Bunda f(t) funksiya kabi izlanayotgan yechim ham Laplas bo'yicha

tasviming mavjudlik shartlariga bo‘ysunadi deb faraz gilinadi. (17.28.1)
tenglamaning ikkala qismiga Laplas almashtirishini tatbiq gilamiz.
x(t) va f{t) ning tasvirlarini mos ravishda x(p) va ¥(p) orgali

belgilaymiz:
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x{H)ZX(p\ F()5 F(p).

Originalni differensiallash qoidasini qo‘llab quyidagini topamiz:

X" (t)=pX(p)-Xo.

X" (b= p2X(p)- [PXO0+ xa1,

XMt)=p"-"x(p)-[p™=X +..+x{r2)],

XA)=p"X(>)-[p™\+ p X0+ ...+ pxO-2) + Xo -0 1.

Laplas almashtirishining chizigliligiga binoan chap tomonining tasvirini
topish uchun hosil qilingan ifodalamii tegishli a, koeffisentlarga
ko‘paytirish va go‘shish kifoya, o‘ng tomonining tasviri esa f({> ga teng.
Shunday qilib, go‘yidagiga egamiz:

v>(p)x(p)-i/l(p)= £\ (17.28.3)
bu yerda
<p{p)=p" + °\P"~"+. . an-\P. an

ifoda chizigli tenglama uchun xarakteristik ko‘phad, u/{p) esa

v{p) =[P"x, +p"~X0+..+px02 +x0{* 1 +
+a, [P0 +... +X0¢ D]+ ..+ A r\px0+X0] + &, _x0

Nol boshlang‘ich shartlarda t//(p)=0 bo‘lib, (17.28.3) tenglamaning chap
tomonini tp(p)x{p) ko‘rinishni olishini gayd qilib o‘tamiz, bunga (17.28.1)
tenglamada differensiallash operatorini p ko‘paytuvchi bilan almashtirib,
x{p) ni gavs tashqgarisiga chigarish orqgali kelish mumkin. (17.28.3)
tenglama boshlang‘ich shartlar sistemasi (17.28.2) boMgan (17.28.1)
tenglama uchun yordamchi tenglamadir. Uni yana tasvirlovchi (yoki
operator) tenglama deb ham ataladi, (17.28.3) tenglamani x(p) ga nisbatan

yechib,
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x(p)=" 1p®) (17.28.4)
<#p)

ko‘rinishga ega bo‘lgan tasvirlovchi yoki operator yechimini hosil
gilamiz.

Originalga o'tish izlanayotgan x(f) xususiy yechimni topishga imkon
beradi. Bunda (17.28.4) operator yechimning o‘ng tomoni odatda rasional
kasr bo‘lib chigadi va tasvirlar jadvalidan foydalanishni yengillatish uchun
0°‘ng tomonini elementar kasrlarga yoyish kerak.
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17-bob bo‘yicha nazariy materiallarni mustahkamlash
uchun topshiriglar

17.1. Differensial tenglamalar to‘g‘risida umumiy tushunchalar.
Differensial tenglama va uning yecliimi tushunchasi ([1], 4-8 betlar, [2], 5-6
va 10- 12 betlar; [3], 5-10 betlar).

17.2. Differensial tenglamalarga keltiriladigan masalalar.( [1], 8-10
betlar; [2], 6-10 betlar).

17. 3. Birinchi tartibli diffirensial tenglamalar ([2], 18-20 betlar; [3], 26-
32 betlar).

17.4. 0 ‘zgaruvchilargaajraladigan differensial tenglamalar. ( [1], 10-11
betlar; [2], 19-21 betlar; [3], 32-40 betlar).

17.5. Birjinsli differensial tenglamalar([l], 10-13 betlar; [2], 21-26
betrlar; [3], 43-49, betlar).

17.6. Chizigli differensial tenglamalar. Bemulli tenglamasi ([1], 14-16
va 21-26 betlar; [2], 26-30 betlar; [3], 49-56 betlar)

17.7. To'lig differensialli differensial tenglamalar. Integrallovchi
ko‘paytuvchi

17.8. Lagranj va Klero tenglamalari ([1], 73-75 betlar; [3], 81-92 betlar)

17.9. Yuqori tartibli differensial tenglamalar. Tartibini pasaytirish
mumkin bo‘lgan tenglamalar [2], 103-121 betlar; [3], 110-116 betlar).

17.10. Yuqori tartibli chizigli differensial tenglamalar([1], 88-91 betlar;
12], 134-155 betlar; [3], 133-138 betlar).

17.12. Ikkinchi tartibli chizigli birjinsli differensial tenglamalar ([1],
122-125 betlar; [3], 156-157 betlar).

17.13. Ikkinchi tartibli chizigli o‘zgarmas koeffitsientli differensial
tenglamalami

Integrallash ([1], 125-131 betlar; [2], 161-166 betlar; [3], 156-162
betlar)

17.14. Chizigli birjinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar. Chizigli bir
jinsli  bo‘lmagan differensial tenglamalaming umumiy echimining
ko'rinishi. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash metodi ([1], 12-125 betlar; [2], 175-
180 betlar; [3], 138-141 va 145-154 betlar)

17.15. Differensial tenglamalar sistemasi. Asosiy tushunchalar. Normal
differensial tenglamalar sistemalarini integrallash ([1], 156-160 betlar; [2],
222-240 betlar; [3], 180-188 betlar)
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17.16. Chizigli o'zgarmas koeffitsientli differensial tenglamalar
sistemalarini integrallash ([1], 156-170 betlar; [2], 283-293 betlar; [3], 203-
209 betlar).

17.17. Original va tasvir ([4], 296-297 betlar).

17.26. Laplas almashtirishlarining xossalari ([4], 297-301 betlar).

17.27. Ba’zi elementar funksiyalarning tasvirlari ([4], 302-304 betlar).

17.28. Operatsion usullarini differensial tenglamalar va ulaming
sistemalarini yechishga tatbiq etish([4], 305-321 betlar).

17.1-amaliy mashg‘ulot.
O'zgaruvchilari ajraladigan va bir jinsli differensial
tenglamalar

1-misol. Ushbuy +xy = 0differensial tenglamani yeching.
Yechilishi. y‘:& munosabatdan foydalanib berilgan tenglamani
quyidagicha yozib olamiz: ydx +xdy = 0. 0 ‘zgaruvchilami ajratamiz:
dx _ _dy _ o

X y

Bu o'zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Integrallab topamiz:
In\x\ + In\y\ - Inc yoki y=£. Oxirgi munosabat berilgan tenglamaning

umumiy integralidir.

2-misol. Y - ctg~tenglama yeching.
Yechilishi. u=— o'rniga qo'yishni bajarsak: u +xu =u-ctgu hosil
X
bo'ladi. Bu gerdan X g = -ctgu iU = 5 Oxirgi munosabatni
integrallab

Zn|cosu| = In\x\ + InC yoki n = arccosCx

n =—dan foydalanib tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:
X

y = xarccosCx.
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Mustaqil yechish uchun misollar

0 ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalami yeching.

1. (I+;y)<€r-(1->r)rfy = 0. 2. -J\-yldx+ y\I\-x2dy =0.

3. xyy'——x~, 4.ey(I1+y)=I.

5. M1+y)=n0y8Tx 6.y —xyr=0.

7. 2i[ydx-dy =o, y(0)=1 8.y =ijy,y(6)=4

9. y sinjc->’Iny=0,"yj =1. 10. (+jy2t&+(1+jr2fy=03'(1)=2

1. Differensial tenglamani o‘zgaruvchini almashtirish yo‘li bilan
yeching

a) Y =>'sinx2; b) (2x- y)dx +(4x —2y +3)dy—0
c)y =8’)§}(»_Lsmx+l g) JI-yzdx+-J\-xtdy=o,y(0)=1
d) y'=3x-2y +H; e) y =cos(y-Jt)
Birinchi tartibli birjinsli differensial tenglamalami yeching.
12. xv =y +"x2+y2. 13.-=
dx x vy
y
14. y =xy -xex. 15. xy ->'(Iny-Inx)=0.
16. y =Y +24*Y. \1.ss5-25+t=Q
X

18. x2+y2=2xyy . 19. Thy(2¥X- -Jy)dx +xdy =0.
20. Birjinsliga keltiriladigan differensial tenglamalami yeching.

._BX-%g-_Z_ B\i_x+y-2
a = e m——— m—— -
ﬁy 3x-4y-3° )y 3x-y-2

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
L.(I-jcXIl +>)=C. 2.yjl-y2=arcsinx + C.3.x2+y 2= InCx2.

4jy+Inj> =sin*- xcosx+C. 5y =In(l+Ce~xJ6.y =— " 2.

2y=(x+\)2.%.y={Nx+2)2.9.y=1.1 0 .~ =-3.
1-xy
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11.a) y =C e * ‘b) 5x + 10j>+ C = 3Injl0x-5j> + 6;

c)g~ =QUEF +1](1~ Zgf } ghy =TxA1~y2 +W [-Jf2=1;

d) 4jy- 6x+1=Ce~2x e)ctgh » =x+C,y-x =Ink, keZ.

\2.y =— -—--- —, 13)y2 =2x2In—14.e x +InCx=0.i5.y =xeG\
2 2C X
\6.y=x\n2CxM.— =\nC{s-t\ 18.x2—y2=Cx.\9.y =xIn2
s -t X
2x-2

20.8) X- y+C=In[3x- 4y+lj; b)(y- x)e  =C,y =x

17.2-amaliy mashg‘ulot.
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama.
Bernulli differensial tenglamasi

1-misol. y - yctgx = tenglamaning umumiy yechimini toping.
YechilishL Birjinsli tenglamaning umumiy yechimini topib olaylik

<_k- VCth =D. d_y _(.:.le.- X, rﬂ_ f(_:_Q_S_)Sd
dx ' y sanr *v -sin*

In|r|=tojsinx|+INC\. C >0. y=C1ianx.
Endi o‘zgarmasni variasiyaiaymiz, ya’ni berilgan tenglamaning

yechimini y = O (x) ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda Ci(x) hozircha
noma’lum funksiya.

y = Ci(x)sinx,y' = Cjrsinx + C,(X)cosx,

differensial tenglamani qo‘yib quyidagini olamiz

Cl(x)sinx + Cj(x)cosx —X(xX)cosx =
1
Ci(x) = STx’ CAX) =x2+Q, vy = (x2 + Q)sinx,

80



y —(C2 —ctgx)sinx, Cl(x) —=tgx + Q2

Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
y = CXinx - cosx ko‘rinishda ekan.

2-misoL xy'=y —3x2y 2 differensial tenglama 0'zgarmasni variasiyalash
(Lagranj usuli) va Bernulli usullarida integrallang.

Yechilishi (Lagranj usuli). Bir jinsli differensial tenglamani garaymiz
xy'-y. Bu differensial tenglamaning umumiy yechimi y=Cx. Faraz gilaylik
y=C(x)x, U holda y'=C(x)+xC'(x). Bulami berilgan tenglamaga qo‘yib,
quyidagi ifodani hosii gilamiz:

X[C(x) + xC{x)\ = C(x)x - 3x2C2(x)x2yoki C*(x)=-3x2C2(x)
Bu ifodani integrallab, topamiz

f  =-3fXAX- C* ,—-—=-x3-C*, C(X)=—t-5-r-
>C2 3 c(x) X +C*

Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

y=x-C(x) 3_)|(_C*
Bernulli usuli. .y=n(Xy(x), y'=u'{x)v(x)+u(x)v'(x) lami differensial
tenglamaga qo'yamiz:

xx{u' (X)v(x) + M(xY (x)] = m(x)v(x)- 3x2u2(x)v2(x)
yoki

xu-u =0

V’=-3xuv2
Bu yerda xu'=u differensial tenglamani integrallab u=x xususiy
yechimini  tanlaymiz, so‘ngra ikkinchi  differensial tenglamani
v'= =3xuv2, v'=-3x2v2 ni integrallaymiz ~ =-3x'dx. Bu yerdan u(x) = ni



r

topamiz. U holda berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

3-misol. Misolni Maple tizimidan foydalanib, yechish:
Yy+YCOSX=SIiNXCOSX.
> restart;

> de:=diff(y(x),x)+y(x)*cos(x)=sin(x)*cos(x);

dc = yfr)j ty(x)cos(x) - sm(x)cos(x)

> dsolve(de,y(x));

y(x) = sm(jt) -1 + e(_5m<l))d
Mustagil yechish uchun misollar

Birinchi tartibli chizigli va Bemulli differensial tenglamalarini yeching

1y +2y=3ex 2. (1+x2)y +2xy=3x2.

3. 2(x+y4)y-y =0. 4. y2dx +(xy-1)dy =0.
2

5. xy +y=—Inx. 6. y +2xy =2xy3.

8. Xx"-+y =4x\
dx y

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
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7.y =[xC, - 0,25xIn2x]-L 8.y =x3+— 9.y2(2x+C)=e*\y =0.
X

10.y="3X+G.11.X 2= --Nemeee y =012, y = ©FC +inx + —
X C- cosy | 2

13.y=V I-x2(2arcsinx + C) 14.y = (x + C)rg”.

15y :?x3. 16.y =2sinXx-CcOSX.

17.3-amaliy mashg‘ulot.
ToMig differensial teglama. Klero va Lagranj teglamalari

1-misol. Ushbu 2xcos2ydx + (8\jy —x2s\n2y)dy =0 tenglamaning
umumiy integralini toping.
Yechilishi. Bu misoida M(x,y) = 2xcos2y,A/(x,y) = 8Ify -x zsin2y .
Bundan ko‘rinadiki
A= M(X,y) —2xcosy N = N(x,y) = s\/ly —x2in2y,
vy 0 shartda
M _ 2x(—25inycosy§' = —2xsin2y,%I = —2xsin2y.
dy 0X
Demak, = shart bajarildi. Berilgan tenglamaning chap gismi

gandaydir u(x,y) funksiyaning to‘liq differensialini ifodalar ekan.
(x(,Y0) nugta sifatida koordinatalar boshini olib, (17.8.7) formulaga
asosan, umumiy yechimni topamiz:

J* 2xcas?ydx + f* 8\[ydy = C yoki x2cos?y + 6y\Jy —C.

Mustagil yechish uchun misollar

ToMig differensial tenglamani yeching
1. (3x-5x2y2)olx+3y2- ~ x Jyjfify=0.
2. (xc0s2y-3)c& —x2sin2y£™ = 0.
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3. {"x+ye,y)dx+ {l +xexy)dy-0,y(0)=I.
( Voo \
4, =— .ty &+ x+—="= dy=0,>(n/2)=n/2.

6. sin(x +y)dx + xcos(x + y)(dx + dy) = 0.

8. 3x +sinx = (cosy —Xxry.

9. (32+y2+y)dx+ {ixy +x +erjdy =0,_y(0)=0
10. (x2+ 2xyjdx + (x2- y2\fy =0, y(I)= -1 »

n {x-y)dx +{x+y)dy Q

X2 +>>2
Klero va Lagranj teglamalarini yeching.
12. y=gl- Y2+y" 13. Y=\n(acy'—y).
14. 2yy'—x(y'244)=0. 15. y =y'2ey.
16. y+y-xy'2=0. 17. Y=xy'+y+yly
18. xy'-y=\ay'".

Tenglamani integrallovchi ko ‘paytuvchi usulidan foydalanib yeching

19. (3x+y2)dx-2xycfy=0. 20. 4xydx+{y3+4x2)dy =0.

21. (xy—4)dx +x2dy = 0. 22, ——n-<fe-3>'2fK=0.
X

23. 2ydx+ (x+7y3 =0.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
2
1.-12--*Y +Y =C . 2.y'Cos2y-3x = C. 3.x2+y +ex=2.

4.7IX2+>2 + xy = 4. 5x3+y3+3x2y +3x- 3y=C.
6.xsin(x +y)=C. 7.x3+x3lny-_y2=C. 8.x3/-cosx-sin>'=C.

\3.y=Cx-ec,y =xInx-x.
y=p+4x-p2-
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Uy= Cx2+ s B=%2x. 15 \x-(P +IY +C’ y-0.

[ Y=pep,

Y~)45]2-F’, t
16, _p-\np +C \l.y =CX+C +4c,y =- —-
" tp-if m «,+1>
18.y =Cx-InC,y =Inx+1. 19. y =14/x2;y2=x@3Inx +c)
20. p =y;10x2y2+y5=C. 21. // =I/x;xy-41n|x| =
22. li=1/x;61n|x|-_y3/x = C. 23. u =\/-dy; x-Jy+y*Jy =C

17.4-amaliy mashg‘ulot.
Tartibi pasayadigan differensial tenglamalar

I-misol. Ushbu xyH = y/sin” tenglamaning umumiy yechimi toping.

YecbilishL yi1~p, y/l—plAeb belgilash Kkiritib, xpf = pin- yoki
pf m~In” tenglamani hosil gilamiz. Bu bir jindli tenglamadir.

Bu tenglamani yechish uchun p =ux almashtirib olamiz, natijada
tenglama xu +u =ulnu yoki —= u(IndL'ijl) ko‘rinishida bo‘ladi. Bu
lenglamani integrallaymiz: u = eCIX+L Bundan y ! = xe AX+L Birinchi tartibli
differensial tenglamani bo'laklab integrallaymiz:

+ = X+l - - +
. >+ dx G—xecxl of €O+t 107

2-misol. y"tgy = ly Zitenglamani yeching.
Ycchilishi. /= p(y), y"=pp' bo‘lgani uchun p~tgy =2p2 yoki
2~ . Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir

In|p| = 21Injsiny| + InGayoki p = Ctsin2y

p ni & almashtirib, endi ~ = CiSin2y yoki = (tdx tenglamadan
iifly = Ox + Q umumiy yechimini topamiz.
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Mustaqil yechish uchurt misollar

Quyidagi differensial tenglamalami umumiy yechimini toping.
1. y"=sindx +2x-3. 2. ["=eX+cosx-2x3

3. Y'=xe*2+3 I. 4.y = 4cosdx +2sin2| +Vx+2
5.y '= (e2l+sin3x)x, >(0)= Ly (0) =1

Y=p almashtirish yordamida quyidagi differensial tenglamalami
umumiy yechimini toping.

6. Yy =2x3. 7. x+y'=y—.

8 xJ+x-1=0. 9. y"+y('tgx-sin2x)=0.

10. xy"—y'=x2X. 11. xy"bix=y".

12. y"tgx-y=-1 =0. 13. xy"+y'+x=0.

14. (\+x2)y"+2xy'-x3=0.

y"=p'p almashtirish yordamida quyidagi differensial tenglamalami
umumiy yechimini toping.

15.yy =1. 16. yy"-(yf-1=0.

17. 1+ (yf-2yy"=0. 18. yy"-3(y'f = 4y2.

19. y"=y{l+(yf). 20. y'=yiny,y(0)=0,y(0)= 1.

Mustaqil yechish uchun misollarning
javoblari

1 3 3x2 1 1
ly = —- sin4x+-x--------)5--+ Cx+C, 2.v=—eX- COSX---—-- x5+ C.x+C,.
16 3 2 1 2 0 1 2

3y —1{6§ dx H—VX—+ (7ix +Cr.
2s In 3 1 2

5 2 €0s2X cosdjc 4 7 f .
4y 2% L0SEX _ costic HoosxH—2 n{x+2) +C, A€
y 32 15 j( ) % ﬁ

5y=xf—e- -sin 3x1-—eX- 2 cosix + Exh143
U 9 J 4 27 4 108

6.y =3‘§-qu +C2LY =0+ ] +x+C28.= —(-CInx+C2
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\I{x -CIf= 4C2(y- C2) 18.ycos2(x+Cr)=C2
19y = #arcsinel+c* +C2va y =C. 2Q.y=X

17.5-amaliy mashg‘ulot.

Bir jinsli bo‘lgan chizigli differensial tenglamalar

I-misol. Ushbuy"-5y'+6y = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechilishi. Dastawal xarakteristik tenglama tuzamiz:

k2—5k+6 =0,

( 7-5EN52-4-1-6 _ 5:V25-24 _ 5+1
12 21 2 2
*1=bl N1 = 2>*2=1+1]1=3.

1 2 2 2 2

Xususiy yechimlar: y, =e2 va y2=e3X ko‘rinishda bo‘lib fundamental
yechimlar sistemasini hosil giladi. Hagigatdan ham

\' ¥ lex 3eX

Demak, (17.20.3) ga asosan, garalayotgan tenglamaning umumiy
yechimi quyidagicha y = C,e + C23 '00‘ladi.

| 11
W{y"y2)=M 2 €% EY =€2’%3(2 3 (3- 2) =e5x+1=e5 P0.
y

2-misol. Ushbu y"+y™+ 4y"+4y'= 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Yechilishi. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
K*+ K3+ 4k2+ 4k = 0 yoki k(k -I-1)(k2+ 4) = 0.
Bu tenglamaning ildizlari kt —0,k2 = -1, k3n = £2i.
Demak, (17.20.3) ga asosan, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y = C*+ Qex + C3cos2x + Clsin2x
boMadi.



Mustaqil yechish uchud misollar

Funksiyalami chizigli bog‘liq yoki erkli ekanligini tekshiring.

l. arcsinx, arccosx. 2. sinx., sin2x.

3. e*.62 4. Ix

5. sinx, sin2x. 6. sinx cosX, Sin2x

7. l-cos2x,sin2x. 8. 1+cos2x,cos2x.

Quyidagi o‘zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamalami umumiy
yechimini toping.

9. y"-5y'+6y=0. 10. 2y"+5y'-7y = 0.
1. y"+4y'-3y=0. 12. 3y"+y'-2y =0.
13. Y'+25¥=0. 14. 4y"-9y'=0.

15. 4y “4y'+y = 0. 16. Y -6y'+9y=0.
17. y"-4y’+4y =0. 18. 4y"-12y'+9y= 0.
19. 9y+12y+4y =0. 20. y+4y =0.

21. 4Y'+9>-=0. 22. Y'+Y+y =0.
23. y"-y'+6y =0. 24. 2y-3y+5.y =0.

25. y 23y+2 y=0.

26. y"—4y'+3y=0, 70)=6,y(0)=10.
27. y+4y=0%0)=7,y(0)=8.

28. y™-6y =9y =0,y(0)=0.y(0)=2.
29. 4y"+4y'+y=0,>(0)=2.y(0)= 0.
30. y"-4y'+3y=0,y(0)=6,¥(0)=10.

31. ¥Y'-4Y+3y=0. 32. y"+4y'+29y = 0.
33. 9y+6y=0. 34. 4y"+12y'+9y = 0.
35. 5Y'+y=0. 36. 5Y'+Y=0.
37.y2y'-3y=0. 38. Y"+4Y+13Y=0.
39. y"+2y™+y=0. 40. y"'+2y"-y2y =0.
41. y*-16y=0. 42. yIy+y =0.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1.Chizigli bog‘lanmagan. 2. Chizigli bog‘lanmagan. 3. Chizigli
bog‘lanmagan. 4. Chizigli bog‘lanmagan. 5. Chizigli bogManmagan.
6. Chizigli bogManmagan. 7. Chizigli bog‘lig. 8. Chizigli bogiig.
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9,y=Cle2x+C23x I0y=C "x + lly=c/~2> +c j* M.

12y=CeXx+C2%~3. 13y =Cx+C2~25x 14y =C,+C24 .
16.y =(C, +CX)e3x 17.y = (C, + CX)e2l

3 2x
18.y = (Cj + C2)e2*. 19.y = (C, + C2x>3*. 20.y = C, c0os2x + C2sin2x.

21.v=C, cosix + C, sing—x. 22y = C, cosMJx +C sinS— X
2 2 1 2 2

2
. L VH = _ . 2
23y =j°C cos™x + C2sin~xje2. 24.y=fC, C0s—=7-x + CYZSIn-“‘i—-X ’

25,y =C,er + C2e2x. 26.y = 4ex+ 2e3L
i

21.y=9-2e~Ax 28.y=2xe31.29.y = (2+x)e 2*.30y=4dex+ 2eX
2
31y =C,ex +C223X 32.y = (C, cos5x + C2sin 5x)e~A 33.y =C, + C2 3x.

_3 r
34y=(C, +CX)e 2. 35. y=C,cos-"=+C2sin-"=36.y=Ct+C2 s.

37.y =C, + C2x+ CFX 38.y =C, +(C2c0s3x + C3sm3x)e-2x.
39y =C, +(C2+Cx>“\ 40.y=C,e X+ C2"x+Cx\

41.y =Cl, + C2 2+ C3c0s2x + C4sin 2x.
N

. , .S

42y=e?2 C,lcoslzzx+ e,sml22x1+e 2 C,COS—2 x+C, sm—2 X

17.6-amaliy mashg‘ulot.
Bir jinsli bo‘lmagan chizigli differensial tenglamalar
I-misol. y"- 5y’+6y =2x +ex tenglamaning ushbu boshlang‘ich shartda
y(0)= . y’(0)=E-S Xususiy yechimini toping.

Yechilishi. 1) Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamani umumiy
yechimini topamiz. y"-5y'+6y=0 tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
k2-5k +6=0. Bu tenglamani yechimi:
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_ 5+ /25-4 16 _5+xV25-24 5=%1

A2~ 21 " 2 mo2
*1=1+ =1=2) *2/1 £ L > =3.
2 2 2 2 2
U holda
y =C,eX+C23
2) Berilgan tenglamaning xususiy yechimini aniglaymiz. Lining o‘ng
tomoni

f(x) =2x +ex
bo‘lgani uchun f(x) =2x, f 2(x)=ex deb olamiz va ikkita:

L(y)=2x, L(y)=e\
bir jinslimas tenglamalami garaymiz. Bu yerda L(y)=y"-5y'+6y. Birinchi
tenglama L(y) =2x uchun a=0/7=0, a+/~=0 dan
n=0 m=1 s=0, /= max(w,s)=1 kelib chigadi. U holda
=x° meOF,(x)cos0 + Ex(jc)sin6\=F,(x) =Ax +B
Bundan hosilalar olib tenglamaga qo‘ysak

0—5A+6AX+ 6B =2,

6A=2 1 =13 A=]

-5A+6B =0\=>6B =5A
18

Ikkinchi  tenglama Ly) =e‘ uchun a=1,/3=0; e+i}=1 dan
«=0, m=0,"=0, / =max(/n,s) =0 kelib chigadi.U holda

y2*=xV [/10(x)cos0 + £0(x)sin 0] = exFa(x) = Agel.

Hosilalari esa: y2*'= Ahex, y2*'= A%e*. U holda L(y) =e‘ dan:

[.ex-5A0ex+6A0ex-e* =>2A0=1 A0=-i.

Demak, Z(>)=e* tenglamaning xususiy yechimi:
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Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

y=CeZ +C2Z ++(xml)m

ko'rinishida boiadi. Xususiy yechimni y*=y\ +y2*= Ax+B+ AlX

ko'rinishda izlab topsak ham bo‘ladi.
3) Endi boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechimni

aniglaymiz. Umumiy yechimdan hosila olib

y=Ce>"+C27 + H(x +|) +]e%

y =2Clelx+3C2," +j +"

Boshlang‘ich shartdan foydalanamiz:
—=Cle°+CZf +—+-¢e0
9 2 18 2
—=2Ce° +3C2° +i +—=e°.
6 7T
Bu yerdan

QZC'J’CZJ'E’ c,+c2=i, rc,#c2=i, C=_3C

2C, +3C2=0, |2C, =-3C2, 1 2
€= 2C, +3C2+ 5

(1-)C2=1, -~c2=I, C2=-2.
C =1-C2=1- (-2)=1+2=3.

Natijada, berilgan masalaning izlanayotgan xususiy yechimi
quyidagicha yoziladi:

=3eZ 2ed+—(X+--)+—e'"
3)// - E( 6) 2
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2-misol. Misolni Maple tizimidan foydalanib, yechish:
y'"-2y+y=sinx+e~x.

> restart;

> deq:=diff(y(x),x$2)-2*dif T (y(x),x)+y(X)
=sin(x)+exp(-x);

deq\=\jjy{x) -22y(x)j+y(*)=9mv.
> dsolve(deq,y(x));
y(9) = _Clex+_Cerx+:-cos(x)+ e (-x)

3-misol. y 4+y=2cosx,y(0)=-2, ¥(0)=1,/'(0)=0, ¥"(0)=0.

> de:=diff(y(x),x$4)+diff(y(x),x$2)=2*cos(x);

®T- YA+ =20

> cond:=y(0)=-2, D(y)(0)=I, (D@@2)(y)(0)=0,
(D@@3)(y)(0)=0;

cond:= y(0)=-2, D(y)(0)=I, (D(2)(y)(0)=0, (D<3)(y)(0)=0
> dsolve({de,cond},y(x));

y(nc)=-2cos(x)-xsin(x)+x

Mustagil yechish uchun misollar
0 ‘zgarmas  koeffisiyentli  chizigli  bir jinslimas differensial

tenglamalami anigmas koeffisiyentlar usuldan foydalanib umumiy
yechimini toping

I. y"-3y'+2y = 10ex. 2. y"-6y4+9y =2x2-x +3.
3. y"-3y'+2y = 2x3-30. 4. y-2y+2y = 2x.

5. y"+4y'-5y =1. 6. 2y"—y'—y =4xe2x.

7. y"-ly'+6y =sinx. 8. 2/'+5/= 29cosjc.

9. y"-4y =e2xsin2x. 10. y**-2y'-8y =-8c0s2x.

1. y"+4y'+4y = (2x +3)SinX + COSX. 12. y"—2y = 2jc(cosx —sinxje'l

0 ‘zgarmas  koeffisiyentli  chizigli  bir jinslimas differensial
tenglamalami boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini
toping.
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13. y"+y =4xr,y(0)=-2,y'(0)= 0.

14. y"+y =4sin x,jy(0)=1,y'(0)= 2.
15. y"-2y-3y =e4*,y(0)=y. Y (0)=y.
16. y"+2y'-3y=48xV,y(0)=1,y(0)=-|.

17. y"+4y44y =32xe2l,y(0)=-1,¥ («)= 1
18. y"—y =2e*—x2, y(0) =2,y*(0)= 1
19. y"+3y'+2y = 2sin3jc +6c0s3x,~(0)=y(0)= 0.

20. y"+9y =6c0s3x,”(0)= 1,¥(0)= 3.

21-y'-¥y=-11-,490)=1,Y(0)=2.
iy 7071 (©)
22. 4y"+y =ctg~,y(X) =3,y(x)=1i.
Mustaqil yechish uchun misollarning javobiari
) =Ce* +Ce2A+=e7. 2y =(C, + C, Xz + X 2+ 5y X+ 7.
3.y=Cje* + C22* + x3+ “ *2 cosx + C2sinx)e* + x + I.
5y=CEkx+Cle-5° -1 6.y =C,ex +C2=~*

. 5 . 7 A
7.y = Cje6* + Qe* + — sinx + — c0SX.yx= j4dsinx + Bcosx

5
8.y = dl+ Qe 2*+ 5sinx - 2cosx.yx = Asinx + Bcosx

9.y = Ce-2* + @e2* - ~"sin2x + ~cosx” exyx —e2x(Asinlx + Bcos 2x)

3 1. .
10.y = Qe~X+ Ce4x + - cos 2X + —sin2x.yx = Acos2Xx + Bsin2x
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/6 57\ . 8 1.\
+(-x— jsinx - [-X +-]

11y = (C, +

12.y = Ce~I2x + Qe'x + (XsinXx + cosx)ex.yx = [(Ax + D)sinx + (Cx +
13.y=(2x-2)er. 14~ =cosx +4sinX-2XCOSX.
D)cosx]ex. 15y =2e x+3eX+"edx 16,y =e X+ "Mx3-3x2+~X
>'e
17.y = xe~2X+ (2x - 1>2x. 18.y = xer+x2+ 2.
19.y=—e~X+*“ Sin3x-—cos3x. 20.y = cos3x + (x + I)sin3x.
13 13 13

21.y =(I+e3)In(l +ex)+ ex(3- 1n2- x)—(x+ 2+ In2)

22.y =3cos—+ 3sin—+ 4sin—eInfg—

17.7-amaliy mashg'ulot.
Differensial tenglamalar sistemasi

1-misol. Ushbu
:X+y;
:X-y
differensial tenglamalar sistemasining boshlanglich sharti *(0)=2, >(0)=0

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechilishi.Sistema birinchi tenglamasining ikkala gismini t bo‘yicha
diffensiallaymiz.

dx dx dy
dtl ~ d t+dt

Bu yerda gt ning o‘rniga sistemaning ikkinchi tenglamasidan qo ‘ysak:

- X+V+ X-
qr " YT Xy

yoki

94



=2X.

dt

Bu tenglama uchun xarakteristik tenglama (17.20.2) ga ko‘ra quyidagicha
bo‘ladi.
k2-2 =0, k2=2, k2=%j2 kt=-n2; K =12, tOtifl

U holda (17.20.3) ga asosan tenglamaning umumiy yechimi:

X(/)=Ce“"r'+C2V

Sistemaning birinchi tenglamasidan Y=g % bo‘lgani uchun:

d

X
=V2(-C,e"' +C2
it V2(-C,

U holda y(t)=-C, (W2+1)+C2e (M2-1)
Shunday gilib sistemaning umumiy yechimi

x(t)=Cle » +C2e ",

y(t) =-C, (W2+1)+C2Mb (W2- 1)j

Masalaning boshlang‘ich shartlaridan foydalanib, ¢, va c2 o‘zgarmas
koeffisiyentlami aniglaymiz. Shu magsadda ushbu

W=Ce~" +C2LU,
jo=-Cre~LU w2+ 1)+C2LU -(W2- 1)

sistemani hosil gilamiz. Bundan, A

g+c2=2
(M2+1]c,-(v/2-1)c2=0
voki
Ci+C—2 Cre2=2
V2(Ca- @+ (Xx+Q@) =0’ 'q-cz=~V2
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hadma-had qo‘shsak: 2C,=2- 41\ C =1- — ,

hadma-had ayirsak: 2C2=2+72; C2=1+— - U holda, masalaning

xususiy yechimi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi.
2-misol. Misolni Maple tizimidan foydalanib, yechish:

| =6x+3 y ~

> sys:=diff(x(t),t)=-4*x(t)-2*y(t)+2/(exp(t)-1),
diff(y(t),t)=6*x(t)+3*y(t)-3/(exp(t)-1):

> dsolve({sys}.{x(1).y()});

(X(/)=-3_C1+AC1 e(,)- 2C2_+2C2_ee0 +2e(~°In(e' -1),
M0=6_C/-6_Cle~*- 3_C2e(-)+4_C2- 3e(0In(e()-1)}.

Mustagil yechish uchun misollar

Tenglamalar sistemasini yeching:

X'=-x +y +1z,
4. y'=X —y +z,
jZ'=x+y —z
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X'=X-2Yy- z X.
T.y'=-x +y+z( 819':§n+eb+ev
Z'— X —2

Mustagil yechish uchun misoilarning javoblari

= Cref+ C2est
= —C\el + 3C2¢%!

2,=—1el-IZC1+C2+2CI'I( e /IM 4 n

[y = eKCr + C2t); n

fx = Cle(-1+* 1+ Cze + Iliet + %

ly = (-4 + VI5)cle(-1-vn> - (4 - VTSj*eC1l-1n 1- -rel~"e2t
X = Crel+ C2e 2t, ( - r a-tt+&2é-31

U2t (C2+c3f1e'~9%5lmﬁz' "o+ 8C2e-3t+ cost
fx = —Cze 2t + 7-C3e 3t, fx = Cl1 + 3C2e?2t,

6-)y = Cle-t + C2e-2t + C3e3t. 7-jy = ~2C2e2t + C3e",
U=4=¢e - +C2e~2t+C3e3t ~ =C*+c*e“ " 2C" '&
X = Che* + C2e~I —I-—lt(ef— e %),

8.

1 t
y = Chel- C2e~l + - (ef- e_t) +- (ef + e_t)-

17.8-amaliy mashg‘ulot.
Operatsion hisob

I-misol. Ushbu
A4 feZsin3t, f>0

[0, /<0

funksiya original funksiya bo‘lishini ko‘rsating.
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Yechilishi. /(<) funksiya lokal integrallanuvchi, ya’ni har ganday (/,, r2)
chekli oraligda integral

Je2sin3/ dt
K

mavjud. Misol shartidan kelib chigib 2° - shart bajariladi, ya’ni t<o
bo‘lganda f(t)=0. 3m va 3S0>1,50=2 mavjudki barcha haqiqiy t lar
uchun

le2 sin3/| <e2*

Demak, berilgan funksiya original ekan.
2. Quyidagi funksiyalar original funksiyalar boMishini ko ‘rsating:

D/w="w M={o"°G

2) I(<)=«m'cosfr/), "?(")=

3-misol. Ta’rifdan foydalanib, Ushbu /(/)=e2 funksiyaning tasvirini
toping.

Yechilishi. f=e2 funksiya uchun S0=2 bo‘ladi. Shuning uchun £{>

tasvir funksiya Rep >2 vyarim tekislikda aniglangan va analitik. Laplas
almashtirishidan foydalanib, tasvir funksiyasini topamiz:

F(p)= \ede~*dt= \e ~ Ifdt= Jim =lim— —
0 0 *0 ~+-p- 2 1

= lim——(e"2°—e°)=—"— (Rep =s>2\
A5k 577 (fep =22

Demak, F(p):p—_2 =eb =/(/). Bu funksiya p=2 nugtadan tashqari golgan

barcha Rep>2 tekislikda analitik.
4. Ta’rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalaming tasvirlarini toping.
f{t)=te’. 2}"—.
p +9
5-misol. 0 ‘xshashlik teoremasidan foydalanib, quyidagi /(r) =sind<
funksiyaning tasvirini toping.
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Yechilishi. Bizga ma’lumki, sinf funksiyaning tasviri

=|N-e-)==|U ------ ~ =
2ism' I zei[z)-i IpL-Jl-ij 2ip +1 'p:(p)l

O'xshashlik  teoremasidan foydalanib, quyidagilarni yozamiz:

[(«») »Ei_ \a )l

44y +1

(x O'xshashlik teoremasidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning
Insvirini toping.

D /(/) =cosal. 2) f(1)=sh3t.

7-misol. Chiziglilik va o‘xshashlik teoremalaridan foydalanib quyidagi
I(i) cos'/ funksiyalarni tasvirini toping.

Ycchilishi. Bizga ma’lumki, 005312%605/+%€053< ko‘rinishda yozish

mumkin. 0 ‘xshashlik teoremasidan foydalanib cos/ va oos3< funksiyalarning
lasvirlarini topamiz:

p
cosf:"ﬁ—‘ c053f=1------s--" :p__
P+ +1 P +9

Chiziglilik teoremasiga asosan,

/(,)=lcos,+lcos3,="+2"=F(p)

boMamiz.

8. Chiziglilik va o‘xshashlik teoremalaridan foydalanib quyidagi
limksiyalarni tasvirlarini toping.

D /M =sinm/ cosnt.

2)/(1)=2 +/” +fcos2/; 3)/(?)=3"; 4)/(f) = cos2f.

9-misol . Original funksiyani differensiallash teoremasidan foydalanib
/(r) sin21 funksiyaning tasvirini toping.
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Yechilishi. f(t)=F(p) bo‘lsin, u holda f {t)=pF(p)- f(o) bo‘ladi, bunda

/(0)=0,/'(<):25in/cos/=sm2/=57:17. Demak, ;3_2+4-:pF(p)’ bu yerdan F(p)ni
2

topamiz: £>=2 2 " =sin2<

10. Original funksiyani differensiallash teoremasidan foydalanib
quyidagi funksiyalami tasvirlarini toping.

1)) = sind/ 2)/(/) =/ cosctf

3).f(t)=t2cos2/.  4).f(t)=t3sint.  5).f(t)=Ish3l.

6).f(t)=tch2t. 1).f{t)=te*sin(.

11-misol. Tasvimi differensiallash hagidagi teoremaga asosan /(*)=/V
funksiyaning tasvirini toping.

Yechilishi. Ma’lumki, ¢ D1 Tasvimi differensiallash hagidagi

teoremaga asosan, |_L-j =*< boMadi. Bundan (j-— =-te*. Oxirgi
tenglikning chap tomonidan yana hosila olamiz:

p-03  ip-O

12.Tasvirni  differensiallash hagidagi teoremaga asosan f(t)
funksiyaning tasvirini toping

FE=EN VFEIP)Z N T VEP> ) s

13. Tasvimi differensiallash hagidagi teoremaga asosan, funksiyaning
tasvirini toping.
D = cost, 2) /(/)=@+f)sm2f.

14-misol. F(p)=" i)(p2+4) ‘vn™Y a uchun originalni toping.

Yechilishi. F{p) funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:

1 A B Cp+D
p(p-1Xp2+4) p p-1 p2+4

A,B,C,D nomaTum koeffisentlami topamiz:
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1 4

A=-l fiziC=2 p=-t
5775 5

™ * [ 4 p 11
p+5p-1+5p2+4 5p2+4

(*) tenglikning chap tomonidagi har bir oddiy kasr uchun originalni
topish oddiy. Chiziglilik teoremasidan foydalanib, orginalni topamiz:

(1)=-1+ —€'+—€0s2;——sin2/
5 5 10

(p +ma +n )+4/n n P P [p +4f

3)'W 73 tal 4 ,fwW

N\

LFW=i0 T
12. 1)/(0=~. 2)/(0=|e-"<, -3¢"/.3) /(<)=2e3sin2/.

ii 1n 2p3-6p 2p2+4p +8
13- 13w } oA
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17.9-amaliy mashg‘ulot.
Operatsion usullarini differensial tenglamalar va ularning
sistemalarini yechishga tatbiq etish

Mustaqil yechish uchun misollar
1-misol. Differensial tenglamani yeching
x +x=200st, X(0)=0,x (0)=-1
Yechilishi. x(t)=x(p), x'(t)=px(p)-x(0)=px(p)

X"(0 = p2X(p) - px(0) - x'(0) = prX{p) + 1,e3t =

>x(p)H+x(p)=-"-
p>X(p) (|0)|D+l

bu yerda x{p)=j? p » —j— . x{p) funksiya uchun originalni topamiz.
tasvir funksiya uchun original sin/ bo‘ladi, yani 5 +—:sinf.

1
tasvir funksiya uchun original funksiyani topishda tasvirni

differensiallash hagidagi 17.26.8-teoremadan foydaianamiz:
rsinf

Demak, x(p) =/sint—sint =(r- Dsint.

Shunday qilib, berilgan differensial tenglamaning yechimi

x()=(/-1)sin/ bo‘ladi.

2. Quyidagi differensial tenglamalami yeching:

)x+x =e-t, x(0)=l; 2) x' +x =1, x(0)=0, x(0)=l;

3)x +2x =sinl, X(0)=0.

3. Differensial tenglamalami boshlang‘ich shartini ganoatlantiruvchi
Xususiy yechimini toping.

a) x'-x=1,a0=-% b) x"-2x'+2x = 21-2, x(0)=x'(0) = 0;

v) x"'-x"=4en x(0)=1 x’(0)= 2, x"(0)=4.
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4-misol. J— ni hisoblang.
O N

Yechilishi. Ravshanki, f(t):sint=P2:l:F(p). C'A~dt= CF(p)dp

formulaga asosan,

5. Quyidagi integrallami hisoblang
\)]er~— -dt,(a>0,b>0) . 2)]B (a>0, a>0).
0 A 0 *

Differensial tenglamalar sistemasini yeching.

6 '[.{S’-/i-\xié,(o): Uo)=-i.
fx'-3x-4>>=0

. 'x(0)=y(0)=1
[v'-4x+3y:O,X( )=y(0)
X'+X-y =2,

. = = 1
y+X+>,:2/,x(o) 0,40)

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

2. 1) x(=e(l-e"")+1-/. 2) x(t)=t. 3) x(/)="(e~2 -cost +2sinf).
3. a) x(f)=-1.b) x(f)=Ff-sinf el v)x(f)=e2.

5.0 In&' Ko‘rsatma: f(t)=e -ebl=p—+-é--b-_.b =f(p). 2)arctg T

6.x(t)=e",y(t)=-e*. 7.x(0=les' -1 e-5 y(0=f5+f~"-
8x(N=/, y(r)=f-1-
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17-bob bo‘yicha amaliy mashg'uiotlarni mustahkamlash
uchun nazorat topshiriglari

1.1-misol. Differentsial tenglamaning umumiy yechimini toping.

17.1.1 e x<ydy = xdx. 17.1.2Vsinx =y lay.
17.17.3.y" = (2x-1)ctgy. 17.17.4. sec2x mgydy +sec2y tgxdx =0.
17.1.5. (\+ex)ydy-eydx=Q. 17.1.6.0'2+3)dx-— ydy =0.

X
17.1.7.sm,ycosjc(/y = cos.ysin;«it. 17.1.8. y' =(2X+1)tgx.

17.1.9. Gin(jc+y) +sin(x- y))dx + -(1%3 =0.

17.1.10.((1 +e"jj>" =e*. 17.1.11 sinx-fgwir—— =0.
((+e)i) guir——
17.1.12.3e*sinj'<ic +(l-e Jycos;yE/t' =0. 17.1.13.y" :Fy'
17.1.14.3" *rdy +xdx =0.
17.1.15. (cos(x- 2y) +cos(x+2y))y!=secx.
17.1.16.y' =e xfl +y2). 17.1.17. clgxcos2ydx +sin2xtgydy =0.
17.1.18.sinjcy =jcosx +2CosX. 17.1.19. 1+(@1+y"ey =0.
17.1.20.y'cigx+y =2. 17.1.21.£~+-"N-=o0.

X cos vy
17.1.22. ¢’ sinydx +tgydy = 0. 17.1.23. (1+ exy)xdx =e ydy.

17.1.24. (sin(2x+y) - sin(2x- y))dx =—

siny
17.1.25. cosydx = 2y/l + x2dy + cosyiJl+x*dy. 17.1.26.y'n/1-x2-cos2y =0
17.1.27.eUgydx = (I-e")sec2ydy. 17.1.28.y" +sin(x+y) - sin(X- y).
17.1.29.cos3}-/-cos(2x +y) =cos(2x- _y). 17.1.30. y'~" =— .

X
17.2-misol. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan differentsial
tenglamani umumiy yechimini toping

17.2.1. (1+*2) | =2xy. 17.2.2. 2xyy=y'r-\.
17.2.3. x,y'+xy'-y'1-1. 17.2.4. y’ +y'tgic=sin2x.
17.2.5. yxIlnx=y". 17.2.6. xy’-y' =x2x
17.2.7. y"xInx =2y". 17.2.8. xy“+xy'=1
17.2.9. 17.2.10. xy’ =y"
17.2.11. y’ =y'-vx. 17.2.12. xy' =y +x
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17.2.13. xy' :yiny. 17.2.14. xy’+y'=Inx

17.2.15. ytgx=y'+1. 17.2.16. /+2*y'2=0
17.2.17. 2xy'y' =y'2+1. 17.2.18. x_-1=X(X-|)
17.2.19. y +y’tgx = secx, 17.2.20. y--2y'ctgx = sin3x
17.2.21. y* +4y' = 2x2. 17.2.22. xy'-y =2*V
17.2.23. x(y+i)+y =o. 17.2.24. ¥ +4y = cos 2x
17.2.25. y'+y" =sinx. 17.2.26. XY =Y?2
17.2.27. 2xyy' =y 2- 4. 17.2.28. YXng( =Y
2.29. yctgx+y' =2. 17.2.30. (I+j)y =2y

1.3-misol. Differentsial tenglamaning umumiy yechimini toping.

17.3.1. a)Y +4'=0; 6)y*-10Y +25y=0; c)y +3y +2y=0
17.3.2. a)y'-y'-2y =0; r>)Y+9y=0; c)y'+4y'+4y=0
17.3.3. a)v'-4>>"=0; b)y'-4y'+I3y =0: c)y"- 3y'+2y=0
17.3.4. a)/ -5/+6y=0; b)y'+iy'=0, c)y’+2y'+Sy=0
17.3.5. a)y'-2y"'+10y=0; b)y’+y'-2y =0; c)y'-2y'=0
17.3.6. a)Y-4" =0, W)Y+2Y+17y=0; c)Y-¥Y-12y =0
17.3.7. a)>'+Y-6>-=0; 6>'+9>'=0; c)Y-4Y +20y=0
17.3.8. a)Y-49y =0; b)y"-4y'+5y=0; c)Y +2¥-3y =0
17.3.9. a)Y +7y’=0; 4)y'-5Y +4y=0; c)¥Y +16y=0
17.3.10. a)y’-6y'+&y =0, b)y’+4y'+5y=0; c)Y +5/=0
17.3.11. a)4y -8/ +3y=0; A)y'-3y'=0; c)y'+2y'+10y=0
17.3.12. a)Y +4Y +20y=0; b)y'-3y'-10y =0; c)y'-16y =0
17.3.13. a)9Y +6Y +y=0; b)y'-4y'-2\y =0; c)y"+y-0
17.3.14. a)2y’ +3y'+y =0; b)y’+4y'+8y=0; c)y’-6y'+ 9y =0
17.3.15. a)Y-10Y +2ly=0; 4)Y-2¥Y +2y=0; c)Y+4y'=0
17.3.16. a)y'+6y' =0, b)y'+10¥+29y =0; e)Y-8Y+7y=0
17.3.18. a)y'-3¥Y =0; 4)Y-7¥Y-8y =0; c)Y+4Y+13y=0
17.3.19. a)Y-3Y-4;y=0; *)Y +6Y+13y=0; c)Y +2/ =0
17.3.20. a)Y +25¥ =0; b)y’-\0y'+16y=0; c)Y-8Y +16y=0
17.3.21. a)Y-3Y-18y =0; *)Y-6y’=0; c)Y+2Y +5y=0
17.3.22. a)y'-6Y +13y=0; 6)Y-2¥-15y=0; c)Y-8y'=0
17.3.23. Q)Y +2y'+5=0; W)y'+6Y+25y=0; c)y'-4y'=0
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17.3.24. a)y"+10y'=0; b)y’—by'+Sy=0; c)4y’+4y'+y —0
17.3.25. a)/+ 5y=0; b)9y"-6y’+y=0; c)/+6y+8>=0
17.3.26. a)/+6/+10y=0; i)j»"-4/+4)'=0; c)N-5_y'+4" =0
17.3.27. e)/->>=0; A)4/+8/-5>>=0; c)Y-6¥Y+10y=0
17.3.28. a)M'+8/+25>=0; *)/+9/=0; c)9y"+3y'-2y =0
17.3.29. a)6>"+7)"-3>>=0; 6)/+16y=0; c)4y"—4y'+y =0
17.3.30. a)9y’-6y'+y =0; b)y"+I2y'+37?2=0; c)/-2/=0

17.4-misol. Differentsial tenglamaning umumiy yechimini toping.

17.4.1. | +y =2x-1 17.4.2. 5'-2""+5>=10¢e'l cos2i

17.4.3. y-27'-8> =12sm2x-36¢0s2X. 17.4.4. /-1 2 | +36y = 14e6'
17.4.5. y’-iy' +2y =(34-]12x]e". 17.4.6. /- 6 / +10?=5le~
17.4.7. y"+y =2cosi-(4;c +4)sm;t. 17.4.8. /+ 6 / +10>=74eJl
17.4.9. /-3 | +2j/=3cosjc +19sinjr. 17.4.10. y’+6y"' +9y = (48 +8)el
17.4.11. y"+5y =72e2 17.4.12. /-5/-6 _y =3cosx +19sin;t
17.4.13. | - 8/ +12?7 =36n4- 9613+ 24x2+ 1601- 2

17.4.14. | +8/+25y =185. 17.4.15. /-9 | +20y =126e 2*
17.4.16. | +36y=36+66*- 36*3. 17.4.17. y’+y' =—4cosx —2sinx
17.4.18. /+ 2 /-24? =6c0s3*-33sin3x. 17.4.19. y’+6 / +13?=-75sin2*
17.4.20. ?"+5?" = 39co0s3jr-105sm3jr. 17.4.21. 2’-472"' + 297 = 104sin5jt
17.4.22. y"- 4y' +52 =(24sinx +8cosx)e~u . 17.4.23. ?’ +16? =8cos4jc.
17.4.24. y'- 12/ +362=14e61. 17.4.25. 2'-32'+22=(34-m >r|
17.4.26. 2'-62'+10? =51e *. 17.4.27. 2" +? = 2c0s0:-(4.X + 4)smjr
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V BO‘LIM. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA

18-BOB.
EHTIMOLLAR NAZARIYASI

18.1-8. Tasodifiylik va gonuniyat. Hodisalarva
ular ustida amallar

18.1. Ehtimoliar nazariyasi fani. Ehtimollar nazariyasi hozirgi zamon
matematikasining muhim tarmoqlaridan biridir. Ehtimollar nazariyasining
eiementlari XVII asr o‘rtalaridan vujudga kela boshladi. Shu davrda gimor
o‘yinlari juda keng targalgan bo‘lib, hatto matematiklaming ham e’tiborini
o‘ziga jalb gilgan edi. Bu o‘yinlarda kuzatilayotgan hodisalar o‘ziga xos
gonuniyatlarga bo‘ysunishini bilgan Guyugens, Paskal, Ferma, Yakov
Bemulli kabi olimlar bu gonuniyatlami har tomonlama o‘rgandilar va
ehtimollar nazariyasiga oid ehtimol, matematik kutilma va shunga o‘xshash
tushunchalami Kkiritdilar. Ehtimollar nazariyasi taragqiyotning keyingi
bosgichi Muavr, Laplas, Gauss, Puasson kabi olimlarning nomlari bilan
bog‘ligdir.  XIX asrning ikkinchi yarmidan boshlab ehtimollar
nazariyasining rivojlanishida rus matematiklari V.Ya.Bunyakovskiy,
P.L.Chebishev,A.A.Markov, A.M. Lyapunov, V.l. Romanovskiy, o‘zbek
olimlaridan T.A.Sarimsoqov, S.H. Sirojiddinov, T.Azlarov,
Sh.Q.Farmanovning xizmatlari kattadir.

Ehtimollar nazariyasi matematik statistikaning asosiy apparatigina
boMib golmay, bundan tashgari uning usullari ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasida, ishonchlilik nazariyasida, nazariy fizikada, biologiyada,
geografiyada, matematik lingvistikada, ishlab chigarishni rejalashirish va
optimal  boshqarishda, texnologik prosessalarni analiz  qilishda,
mahsulotlarning sifatini nazorat qilishda va boshga magsadlarda
go‘llaniladi.

«Ehtimol» so‘zi tasodifiy, noaniq so‘zlari bilan alogadordir. Ehtimollar
nazariyasi fani matematikaning rivojlanib borayotgan asosiy bo‘limlaridan
biri bo“lib, tasodifiy hodisalarga oid qonuniyatlami o‘rganadigan fandir.
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Tasodifiy hodisalar hech qanday qonuniyatga bo‘ysunmaganday
tuyuladi, aslini olganda kuzatishlami istalgancha takrorlash mumkin boigan
tasodifiy biror gonuniyatga bo‘ysunadi. Bu gonuniyatni birinchi bor Ya.
Bemulli o‘rgandi.

Ehtimollar nazariyasi biror hodisaning ro‘y berish yoki bermasligining
avvaldan aytib berishni o0‘z oldiga magsad qilib qo‘ymaydi. U bunday
masalani hal etishga qodir emas. Agar bir xil shartlar to‘plami S bajarilganda
ko‘p karra kuzatilishi mumkin boMgan , ya’ni ommaviy bir jinsli hodisalar
garaladigan bo‘lsa, u holda ish boshgacha bo‘ladi. Yetarlicha ko‘p sondagi
bir jinsli tasodifiy hodisalar o‘zlarining muayyan tabiatlaridan gat’iy nazar
layin gonuniyatlarga, chinonchi ehtimoliy qonuniyatlarga bo‘ysinadi.
Ehtimollar nazariyasi ana shu gonuniyatlami aniglash bilan shug‘ullanadi.

18.2. Hodisalar. Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalari
sinashlar va hodisalardir.

18.2.1-ta’rif Ma’lum kompleks shartlarning bajarilishiga sinash yoki
lajriba deyiladi.

18.2.2-ta’rif Hodisa deb, tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin
boMgan vogeaga aytiladi.

Hodisalami lotin alfavitining bosh harflari bilan belgilaymiz:
ABC,...X Y, z.

Masalan: 1) bir turdagi asboblaming sifatini tekshirish sinash
hisoblanadi. Tekshirilgan asbobning yarogli yoki yarogsiz bo'lishi hodisani
tashkil giladi; 2) zayomda yutuq chigishini tekshirish - sinash, yutuq chiqishi
yoki chigmasligi esa , hodisa bo‘ladi; 3) tangani tashlash - sinash, yozuvli
tomon yoki gerb tomoni tushishi - hodisadir.

Hodisani sinash natijasi deb garaymiz. Biz kuzatadigan vogea
(hodisalar) 3 turga bo'linadi: 1) ishonchli (mugarrar); 2) ishonchsiz;
3) tasodifiy.

18.2.3- ta’rif. Har bir sinashda albatta ro‘y beradigan, ya’ni ro‘y berishi
sinashlardan awal ma’lum boMgan vogeaga ishonchli hodisa deyiladi va
bilan belgilanadi.

Masalan: 1) yer yuzida bir sutka 24 soat cho‘zilishi; 2) yuqgoriga otilgan
tosh yerga qaytib tushishi; 3) idishdagi suv normal atmosfera bosimida
isitilib, uning harorati 100° ga yetganda bug‘ga aylanishi ishonchli
hodisalardir.

109



18.2.4-ta’ri£ Har bir sinashda ro‘y bermaydigan yoki ro‘y bermasligi
sinashlardan awal ma’lum bo‘lgan vogeaga ishonchsiz (mutlago ro¥
bermaydigan) hodisa deyiladi va V bilan belgiianadi.

Masalan: 1) oyningyergatushishi; 2) bir sutkaning 25 soatgacho‘zilishi
kabi vogealar ishonchsiz yoki mutlago ro‘y bermaydi hodisalardir.

18.2.5-ta’rif. Roy berishi yoki bermasligi sinashlardan awal ma’lum
bo‘Imagan voqeaga, tasodifiy hodisa deyiladi.

Masalan: 1) tanga tashlaganda, uning gerbli yoki yozuvli tomoni bilan
tushishi; 2) zayomda yutuq chigishi yoki chigmasligi. Bu hodisalar
tasodifiydir. Har ganday tasodifiy hodisa, jumladan, tanganing gerbli tomoni
tushishi juda ko‘p tasodifiy sabablar ta’siri natijasidir (tangani otishga
sarflangan kuch, tanganing shakli...v.h).

18.2.6-ta’rif. Birgalikda bo'Imagan hodisalar deb birining ro'y berishi
golganlarining ro'y berishini yo qqga chigaradigan hodisalarga aytiladi.

Masalan, 1) Detallar solingan yashikdan tavakkaliga bitta detal olinadi.
Bunda standart detal chigishi nostandart detal chigishini yo‘gga chigaradi.
«Standart detal chiqdi» va «nostandart detal chigdi» hodisalari birgalikda
emas.

2) Tanga tashlandi. Gerbli tomon tushdi va yozuvli tomon tushdi
hodisalari birgalikda emas.

Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va fagat bittasining
ro'y berishi mugarrar hodisa bo‘lsa, u holda bu hodisalar yagona mumkin
bo'lgan deyiladi. Ko‘rinib turibdiki yagona mumkin bo'lgan hodisalar juft-
jufti bilan birgalikda emas.

Masalan, 2 ta pul-buyum loteriyasi sotib olingan. Quyidagi
hodisalarning fagat bittasi albatta ro‘y beradi: «Yutuq birinchi biletga chiqdi,
ikkinchiga chigmadi»; «Yutug birinchi biletga chigmadi, ikkinchiga
chiqdi»; «Yutuq ikkalasiga chiqdi»;

«Yutuq ikkalasiga chigmadi». Bular yagona mumkin bo‘lgan hodisalar.
Masalan, mergan nishonga garata o‘q uzdi. Quyidagi ikki hodisadan biri
albatta ro‘y beradi. «Nishonga o‘q tegadi», «Nishonga o‘q tegmaydi». Bular
yagona mumkin boMgan hodisalardir.

18.2.7- ta’rif. Agar bir nechta hodisalardan hech birini boshgalariga
nisbatan imkoniyatliroq deyishga asos bo‘lmasa, ular teng imkoniyatli
hodisalar deyiladi.

Masalan, tanga tashlaganda gerbli tomon tushishi va yozuvli tomon
tushishi teng imkoniyatli hodisalar.
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0 ‘tkazilayotgan tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisalar
eiementar hodisalar deb ataladi va o bilan belgilanadi. Elementar hodisalar
to‘plami U bilan belgilanadi.

Elementar hodisalar va ishonchli hodisalar bir xil ma’noda ishlatiladi.

Masalan, tangani bir marta tashlashdan iborat tajribaning har bir natijasi
ikkita elementar hodisadan:  -tangani gerbli tomoni tushishi hodisasi (g)
va &-tanganing ragamli tomoni tushishi hodisasining kamida biridan (1)
iborat bo‘ladi. Bu holda elementar hodisalar to‘plami ¢ =L,10Z={o,}
bo‘ladi.

Shuningdek tangni ikki marta tashlashdan iborat tajribani
garaganimizda natija quyidagicha bo‘ladi: go, rg, gr, «s1-elementar
hodisalar bo‘lib ulaming to‘plami n= {gg.gr,rg-,rr} bo'ladi.

Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo'lgan hodisalar murakkab
hodisa deb ataladi.

Ehtimolliklar nazariyasi yetarlicha, ko‘p sondagi bir jinsli tasodifiy
hodisalar bo‘ysunadigan gonuniyatlami aniglash bilan shug*‘ullanadi.

Demak, ehtimolliklar nazariyasining predmeti ommaviy bir jinsli
lasoddifiy hodisalaming ehtimoliy gonuniyatlarini o‘rganishdir.

18.3. Tasodifiy hodisa va ular ustida amallar.

18.3.1-ta’rif. Agar tajriba natijasida A hodisa ro‘y berganida 8 hodisa
mugarrar ro‘y bersa, a hodisa B hodisani ergashtiradi deb ataladi va a .
ii kabi yoziladi.

Masalan, 1) dars jadvalida dushanba kuni oliy matematika darsi
borligini A hodisa deb va B hodisa bilan esa dushanba kuni dars bo'lishini
belgilasak, u holda A hodisa ro‘y berishidan B hodisa ro‘y berishi kelib
chigadi.

2) tajriba 36 gartali dastadan bitta gartani tortishdan iborat bo‘lsin. a
hodisa “g“isht” garta, B hodisa esa qizil belgili gartaning chigishidan iborat
boMsin. U holda ravshanki a <B .

18.3.9-ta’rif. Agar a hodisa B hodisani ergashtirsa va 0z navbatida B
hodisa a hodisani ergashtirsa, u holda A va B ekvivalent yoki teng kuchli
hodisalar deb ataladi va A=b kabi yoziladi.

Masalan, 1) 3 sonining togligini A hodisa va B hodisani tub son desak,
uholda Ac B kelib chigadi va 0z navbatida Be a kelib chigadi.

2) tajriba gartalar dastasidan bitta gartani tortishdan iborat bo‘lib, A
hodisa “g‘ishtin” yoki “toppon” garta, 8 hodisa esa qizil belgili gartaning
chigishidan iborat bo‘lsa, u holda a = b bo‘lishi ravshan.



18.3.10-ta’rif. Tajriba natijasida a va B hodisalardan kamida
bittasining ro‘y berishidan iborat hodisa ularningyig ‘indisi deb ataladi va a
+ B bilan belgilanadi.

18.3.11-ta’rif. Tajriba natijasida n va B hodisalaming birgalikda ro‘y
berishidan iborat hodisa, ularning kopaytmasi deb ataladi va n-s kabi
belgilanadi.

18.3.12-ta’rif. Agar A va B hodisalar bir paytda ro‘y berishi mumkin
bo‘lImagan hodisalar, ya’ni A-B=v bo‘lsa, u holda a va B birgalikda
bo ‘Imagan hodisalar deyiladi. Aks holda ular birgalikda hodisalar deyiladi.

Boshqacha aytganda tajribada birining ro‘y berishi qolganlarining ro‘y
berishini yo‘qqga chigaradigan hodisalarga birgalikda bo 1magan hodisalar
deb atalar yekan.

Masalan, 1) tashlash natijasida bir vagtda gerbli va ragamli tornonlar
tushish hodisalari birgalikda bo‘Imagan hodisalardir;

2) Lolani bir vagtda 1- hamda 3- kursda o‘gish hodisalarni birgalikda
bo‘lmagan hodisalar.

18.3.13-ta’rif. Agar a va B hodisalaming yig‘indisi mugarrar hodisa,
ko‘paytmasi esa mumkin bo‘lmagan hodisa, ya’ni a+b=u, a-b=v
bo'lsa, u holda A va B hodisalar o‘zaro garama-qgarshi hodisalar deyiladi.
Odatda a hodisaga gqarama-qgarshi hodisa = kabi belgilanadi.

Demak, a+a=U, a a=v.

Masalan, tangani bir marta tashlashdan iborat tajribada gerbli va ragamli
tomonlarini tushishi hodisalari garama-garshi hodisalardir. Shunga o0‘xshash
nishonga garata o‘q uzishdan iborat tajribada o‘gning nishonga tegish
hodisasi va xato ketish hodisalari garama-garshi hodisalardir.

18.3.14-ta’rif. Tajriba natijasida a hodisaning ro‘y berishdan B
hodisaning ro‘y bermasligidan iborat hodisa a va B hodisalar ayirmasi deb
ataladi va A-s kabi belgilanadi.

Masalan, tajriba to‘lig gartalar dastasidan bitta gartani topishdan iborat
bo‘lib, a hodisa “g'ishtin” gartaning 8 hodisa esa istalgan "dama” gartaning
chigishdan iborat boMganda n-8 hodisaning ro‘y berishi chiggan garta
“dama”dan fargli “g‘ishtin” garta boMishini anglatadi.

Eslatma. n,n2. hodisalaming yig‘idisi va ko‘paytmasi ham
yuqoridagidek ta’riflanadi.

18.3.15-ta’rif. Agar A+A2+...+A,,=U, ya’ni tajribada
hodisalardan hech bo‘lmaganda bittasi muqarrar ro‘y bersa, bu hodisalar
hodisalaming to 1iq guruhini tashkil yetadi deyiladi.
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Agar A +AL+.+Au=V, AIAJ=v(i*j, ij =\,n) bo‘lsa A,A2..A, hodisalar
juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan hodisalaming to'liq guruhini tashkil
yetadi deyiladi.

Agar bir necha aua?...a,, hodisalardan istalgan birini tajriba natijasida
ro‘y berishi boshgalariga qaraganda kattaroq qulaylikka ega deyishga asos
bo‘lmasa, bunday hodisalar teng imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Masalan o‘yin soqqgasining simmetrik va birjinsliligidan 1, 2, 3,4, 5, 6
ochkolardan istalganining chiqgishi teng imkoniyatladir.

To'plam va hodisa orasidagi munosabatni quyidagi 1-jadvalda
ifodalaymiz.

Xodisalar ustida bajariladigan yig‘indi va ko‘paytma amalini chekli
yoki cheksiz hodisalar.

1-jadval.
Belgi To‘plain tilida Xodisalar tilida
Fazo(univcrsial Elcmentar hodisalar fazosi,
n to‘piam) mukarrar hodisa.
too ££2 ta fazo element! to elementar hodisa
A,Aetl A to‘plam A hodisa
i A va B to‘plam . e
A B é o o.pa A va B hodisalar yig‘indisi.
A+B yig‘indisi
ArB, A va B to'plam A va B hodisalar
AB, ko'paytmasi ko'paytmasi.
A\B Ava B to plam A va B hodisalar ayirmasi.
ayirmasi
0=v Bo‘sh to'plam Mumkin bo'Imagan hodisa
A to‘plam to‘ldirmasi . . .
A (teskari to'plam) A hodisaga teskari hodisa.
AB =0 A va B kesishmaydi. A va B birgalikda emas.
Ag B A B ning to'plam osti A B hodisani ergashtiradi.
A=B A va B teng. A va B tengkuchli.
18.4. Kombinatorika elementlari. Biror qoida bo‘yicha chekli sondagi

elementlardan tuzilgan mumkin bo‘lgan barcha turli xil kombinasiyalarni
hisoblashga doir masalalar kombinatorika masalalari deyiladi.
Matematikaning bunday masalarini yechish bilan shug‘ullanadigan bo'limi
kombinatorika deyiladi.

18.4.1. Kombinatorikaning umumiy qoidalari. Kombinatorika
masalalarini hal qgilish asosida quyidagi ikkita qoida yotadi:
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Qo‘shish qoidasi. Agar biror A elementni k ta usul biian, ikkinchi B
elementni n ta usul bilan tanlash mumkin bo‘lib, bu usullar bir-birini rad
etadigan bo‘lsa, u holda bu elementlardan birortasini (yo A ni, yoki B ni )
k+n ta usul bilan tanlash mumkin.

Ko‘paytirish goidasi. Agar A elementni k ta usul bilan va har bir
bunday tanlashdan so‘ng B elementni nta usul bilan tanlash mumkin bo'lsa
(A, B) elementlar juftini shu ko‘rsatilgan tartibda k n ta usul bilan tanlash
mumkin.

18.4.4. 0 ‘rinlashtirishlar.

18.4.5-ta’rif.w ta elementdan tuzilgan chekli to‘plam berilgan bo‘lsin.
n ta turli elementdan k tadan o'rinlashtirishlar deb, berilgan n ta
elementdan olingan k ta elementni 0z ichiga olgan barcha mumkin bo‘lgan
shunday gruppalarga aytiladiki, ular bir-birlaridan yo elementlarining
tarkibi, yoki tartibi bilan farq giladi.

n ta elementdan k tadan tuzilgan o'rinlashtirishlar soni A* orgali
belgilanadi. n ta turli elementdan k tadan takrorlamasdan o‘rinlashtirishlar
soni

A*=n(n-Y)---{n-k +\)

formula bo‘yicha aniglanadi. (4.1) formulani quyidagicha ham yozish
mumkin:

NK_ W
7 (n-k)\

Agar k=n bo‘lsa, quyidagi”® =P,, =n\ formula hosil bo‘ladi.

n ta turli elementdan k tadan takrorlanadigan o ‘rinlashtirishlar soni
A=nk formula bo‘yicha topiladi.

18.4.4. 0 ‘rin almashtirish.

18.4.5-ta’rif. ntaturli elementdan tuzilgan o 'rin almashtirishlar deb, n
ta elementdan tuzilgan va bir-biridan fagat elementlarining tartibi bilan farq
giladigan mumkin bo‘lgan barcha gruppalarga aytiladi.

0 ‘rin almashtirishlar soni  orgali belgilanadi. n ta turli elementdan

takrorlamasdan o‘rin almashtirishlar soni

P, =n\
formula bo‘yicha aniglanadi.
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n ta turli elementdan takrorlash bilan, chunonchi birinchi tipdagi k] ta
clementdan ikkinchi tipdagi k2 ta elementdan,.., n - tipdagi kn ta
elementdan tuzilishi mumkin bo‘lgan o‘rin almashtirishlar soni

P(klak%...,k,nz]: (kI T(}\i(z\_"kﬁ\*")'

formula bilan aniglanadi.

18.4.6. Gruppalashlar

18.4.7.-ta’rif. n ta turli elementdan k tadan tuzilgan gruppalash deb,
berilgan n ta elementdan olingan k ta elementni o‘z ichiga olgan va bir -
biridan kamida bitta elementi bilan farq giladigan barcha mumkin bo‘lgan
birlashmalarga aytiladi.

n ta elementdan k tadan tuzilgan gruppalashlar soni C* orqali
belgilanadi. Bu son quyidagi formula bo‘yicha topiladi: Ck:E( n ta turli

elementdan k tadan takrorlashsiz gruppalashlar soni

k= K\(;-KT

yoki
t u@E-1).. (A +]
K

formula bilan aniglanadi.
n ta turli elementdan k tadan takrorlashsiz gruppalashlar soni shu n ta
elementdan n - k tadan tuzilgan gruppalashlar soniga teng:
Ch =Cnk (0<k<n)

J ta turli elementdan « tadan takrorlanadigan gruppalashlar soni

Xk (n+k-D\
e K\ (=)

lormula bilan aniglanadi.
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18.2-8. Ehtimolning ta'riflari

18.5. Ehtimolning klassik ta’rifi. Geometrik ehtimollik. Hozir
ehtimollikning klassik ta’' rifmi beramiz. Misol ko‘raylik. Yashikda 6 ta bir
xil shar bo'lib, 2 tasi qizil shar, 3 tasi ko'k va bittasi og bo‘lsin. Ko‘rinib
turibdiki yashikda tavakkaliga rangli shar (ko' k, gizil) olinish imkoniyati, oq
shar olinish imkoniyatidan ko‘prog. Manna shu imkoniyatni son bilan
xarakterlash bilan shug' ullanamiz. Shu son hodisaning ehtimoli deyiladi.

Shunday qilib, ehtimol hodisaning ro'y berish imkoniyatini
xarakterlovchi sondir. Oldimizga tavakkaliga olingan shaming rangli bo' lish
imkoniyatini migdoriy baholash vazifasini qo'yaylik.

Rangli chigishini A hodisa sifatida garaymiz. Sinashda ro'y berishi
mumkin bo‘lagan hodisalaming har birini elementar natija deb ataymiz.
Bizning misolda 6 ta elementar natija bo‘ lishi mumkin. mx- oq shar chiqdi,
o2,e03 qizil shar unas5a6 ko'k shar. Bu natijalar yagona mumkin bo‘lgan
teng imkoniyatli hodisalardir. Bizning misolda a2,c02, 5 ta natija.
A hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug‘diradi. Demak olingan shaming
rangli bo'lish ehtimoli:

P(A):go

18.5.1- ta’rif. Kuzatilayotgan A hodisaning ro‘y berishiga qulaylik
tug'diruvchi natijalari sonining, ro'y berishi mumkin bo‘lgan va birgalikda
bo‘lmagan tajribalar yoki kuzatishlaming umumiy soniga nisbati, A

hodisaning ehtimol i deb ataladi va P {A) =— ko'rinishda belgilanadi.

n

Ehtimolning tarifidagi quyidagi xossalar kelib chigadi.

1.Mugarrar hodisaning ehtimoli Iga teng.

Hagigatan ham agar hodisa mugarrar bo‘Isa, u holda sinashning har bir
elementar natijaviy bu hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diradi. Bu
holda m=/j,va demak, P(U)= —=—=1

n n

2. Mumkin bo ‘Imagan hodisaning ehtimoli O ga teng.

Agar hodisa ro'y bermaydigan bo‘lsa u holda tarjribalar hyech bir
elementda natijasi bu tajribalar ro‘y berishiga qulaylik tug‘dirmaydi. Bu

holda m= 0, vademak, P(vV)=—=—=0.
n n
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3. Tasodifiy hodisaning ehtimoli nisbatan son bo ‘lib, n nol va bir orasida
bo ‘ladi.

Tasodifiy hodisalar ro‘'y berishiga sinashlar barcha elementar
natijalarning bir gismigina qulaylik tug*diradi

O<m<n=> 0<—<1=>0<P(n)<1
n

Shunday qilib, istalgan hodisaning ehtimoli nol va bir orasida bo‘ ladi.

18.5.2-misol. 10 dan oshmaydigan natural sonlar tanlandi. Bu tanlangan
sonlar tub sonlar bo'lish ehtimoli ganday bo'ladi?

Yechilishi. Tanlangan sonlar tub sonlar bo'lish xodisasini A- desak, u
holda n=10,m = 4( tub sonlar 2,3,5,7).

Demalk, izlanayotgan ehtimol P(A)=

Ehtimollikning klassik ta’ rifida elementar natijalar soni chekli deb faraz
gilinadi. Amaliyotda esa ko'pincha mumkin bo‘lgan natijalar soni cheksiz
bo'lgan tajribalar uchraydi. Bunday hollarda klassik ta’rifni goMlab
bo'Iniaydi. Birog bunday hollarda ba’'zan ehtimollikni hisoblashning
boshgacha usulidan foydalanish mumkin bo‘lib, bunda ham awalgidek
ba’zi hodisalaming teng imkoniyatlilik tushunchasi asosiy ahamiyatga ega
bo'lib qolaveradi.

Ehtimollikning geometrik ta'rifi deb ataladigan usulda tasodifiy
nugtaning biror sohaning istalgan gismiga tushish ehtimolligi, bu sohaning
o'lchovi (uzunligiga, yuziga, hajmiga) proporsional bo'lib, uning shakli va
joylashishiga bog' lig boMmagan holda foydalanish mumkin.

Anig magsadda ikki o‘Ichovli hoi cheklanamiz. Tekislikda yuzi SG ga
teng biror G soha berilgan bo'lib, unda yuzi Sg ga teng g sohajoylashgan

bo'lsin. G sohaga tavakkaliga nugta tashlanadi. Bunda bu nugtaning G
sohaning istalgan gismiga tushish ehtimolligi bu sohaning yuziga to‘g‘ri
proporsional va uning shakli, joylashishiga esa bog'liq emas deb faraz
gilinadi. Bunday holda bu nuqgtaning sg sohaga tushish ehtimolligi (18.1-

chizma) p=— bo'ladi.
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18.1-chizma

18.6. Hodisaning nisbiy chastotasi.Ehtimolning statistik ta'rifl.
Ehtimolning yuqgorida keltirilgan klassik ta'rifl cheklangan bo‘lib, bu ta’rilhi
har ganday turdagi masalalarga qo‘llab bo‘lmaydi. Jumladan, elementar
hodisalar soni cheksiz yoki elementar hodisalar teng imkoniyatli bo‘Imagan
tajribalarda ehtimolni hisoblash uchun klassik ta’ rifdan foydalanish mumkin
emas, elementar hodisalaming teng imkoniyatliligini asoslash esa
amaliyotda anchagina qiyin masaladir. Odatda, teng imkoniyatli hodisalar
ro'y beradigan tajribalarda simmetriya saglangan deb faraz gilinadi.
Masalan, o‘'yin kubigining shakli muntazam ko‘pyoq bo‘lib, u bir jinsli
materialdan tayyorlangan bo'lishi talab gilinadi, tangada ham shu holatni
kuzatish mumkin. Ammo amaliyotda simmetriya saglangan holatlar
kamdan-kam uchraydi.

Shu sababli, hodisaning ehtimolini hisoblashda ehtimolning klassik
ta’'rifi bilan bir gatorda boshqga ta'riflardan ham foydalaniladi, jumladan,
statistik ta’rifdan. Ehtimolning statistik ta’rifini kiritishdan oldin nisbiy
chastota tushunchasini kiritamiz, chunki bu tushuncha statistik ta'rif
tushunchasini kiritishda muhim ahamiyatga egadir.

Nisbiy chastota tushunchasi ham ehtimol kabi ehtimollar nazariyasining
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

18.7.1-ta'rif. Kuzatilayotgan n hodisa yuz bergan tajribalar sonining
umumiy tajribalar soniga nisbati a hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi
va
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formula bilan aniglanadi, bu yerda a hodisa yuz bergan tajribalar soni k,
umumiy tajribalar soni n ga teng.

Hodisa ehtimoli va nisbiy chastotasi ta’riflarini tagqoslab quyidagi
xulosani chigarish mumkin: ehtimol tajribagacha, nisbiy chastota esa
tajribadan so’'ng hisoblangan giymatdir.

Misollar.

1.Noyabr oyining 6,1, 11, 12, 17, 21, 24-kunlarida yomg'ir yoqgan
boMsa, noyabr oyi uchun yomg'ir yog'ish nisbiy chastotasi: w(A)=— .

2. Nishonga otilgan 18 ta o‘gdan 15 tasi nishonga tekkan boMsa,
o‘glarning nishonga tegish nisbiy chastotasi w (a)=-.

Bir xil sharoitda o'tkazilgan ko'p miqgdordagi tajribalar shuni
ko'rsatadiki, nisbiy chastota turg'unlik xossasiga egadir. Bu xossaning
ma’nosi quyidagicha: turli tajribalarda (bir xil sharoitda va bitta hodisa
ustida) topilgan nisbiy chastotaning giymatlarining bir-biridan fargi kam
(tajriba soni gancha katta bo‘lsa, farq shuncha kam) bo'ladi va bu o‘zgarish
bitta son atrofida tebranadi. Mana shu son hodisaning ro'y berish ehtimoli
bo'ladi. Shunday gilib, nisbiy chastotani ehtimolning taqribiy qgiymati
sifatida gabul gilish mumkin. (Nisbiy chastotaning turg‘unlik xossasi
keyinchalik to’ liq tushuntiriladi)

Misollar.

3. Bizning eramizdan 2000 yillar oldin Xitoyda o‘g'il bola tug‘ilishlar
sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga nisbati deyarli 0,5 ga tengligi
hisoblangan.

4. Fransuz olimi Laplas London, Peterburg va Fransiyada to‘plangan
statistik ma’lumotlarga asoslanib, o‘g‘il bola tug'ilishlar sonining jami

tug’ ilgan bolalar soniga nisbati taxminan 2 ga tengligini ko‘rsatgan. Bu son

ko'p yillar mobaynida o‘zgarmay qolishini tasdiglagan.

5. Byuffon tangani 4040 marta tashlaganda 2048 marta “gerb”, Pirson
tangani 24000 marta tashlaganda 12012 martasida “gerb” tomoni tushgan.

Ehtimolning statistik ta’rifi: ehtimolning statistik ta'rifi sifatida nisbiy
chastota yoki ungayaqinroq sonni olinadi.

Umuman, agar tajribalar soni yetarlicha ko‘p bo'lib, shu tajribalarda
garalayotgan a hodisaning ro‘y berish nisbiy chastotasi -w(a) biror
o'/.garmas Pe[0:i] son atrofida turg' un ravishda tebransa, shu p sonni A
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hodisaning ro‘'y berish ehtimoli deb gabul qilamiz. Bunday usulda
aniglangan ehtimol hodisaning statistik ehtimoli deyiladi.

Klassik ta’'rif uchun keltirilgan xossalar statistik ta'rifda ham saglanib
golishini osongina tekshirib ko‘rish mumkin, ya’'ni o<*/ <I.

18.3-8. Hodisalaming bog‘ligsizligi. Ehtimoliarni qo‘shisfa
va ko‘paytirish teoremalari

18.7. Birgalikdamas hodisalar uchun ehtimollikni
qo‘shish teoremasi
18.7.1-teorema. Agar A va B hodisalar birgalikda bo‘Imasa, u holda
A+ B hodisaning ro‘'y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimoliarining
yig‘indisiga teng, ya’'ni

p(a+b)=p{a)+P(b). (18.7.2)

Isboti. w-tajribada mumkin bo‘lgan barcha hodisalar soni. Bu un ta
holdan m tasi A hodisaga, k tasi B hodisaga qulaylik tug‘dirsin. U holda
ehtimolning kllasik ta’rifiga ko‘ra, ushbu

P(A)=~, P(b)= - (18.7.3)

bo‘ladi.Yoki A hodisa, yoki B hodisa ro'y berishiga qulaylik tug*diruvchi
hodisalar soni m+ k ga teng bo‘ladi. Bundan esa, ehtimolning klassik
ta’'rifiga ko'ra, ushbu

pla+B)=12+* =" +* (18.7.4)
n n n

munosabatni hosil gilamiz. Agar (18.7.3) e’tiborga olsak, u holda (18.7.4)
dan (18.7.2) kelib chigadi.

Ikki hodisa yig'indisining ro'y berish ehtimolini ko‘p sondagi hodisalar
uchun ham umumlashtirish mumkin.

18.7.5-natija, Juft-jufti birgalikda boimagan chekli sondagi
Au A2,.... ,An-hodisalardan hech bo‘lmaganda birining ro'y berish ehtimoli
shu hodisalar ehtimollarining yig‘indisiga teng:
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P(A,+A2+...+ An)= P(A,)+P{A2)+... + P(An)i.

Bu natija ehtimollar nazariyasini aksiomatik asosda qurishda qo‘shish
aksiomasi deb ataladi va

(18.7.6)

ko'rinishda yoziladi. Agar {a} hodisalar ketma-ketligi sanoqli (hodisalar

soni cheksiz, ammo nomerlash mumkin) bo‘lsa, (18.7.6) ifoda quyidagi
ko'‘rinishda bo’ladi:

18.8. Shartli ehtimol. Ehtimolliklarni ko‘paytirish teoremasi.
Ehtimolliklami ko‘paytirish teoremasini bayon yetishdan awal bog'ligmas
va bogiiq hodisalar hagidagi ushbu muhim tushunchani bayon etamiz.

18.8.1-ta’rif. Ikki A va B hodisalaming AB-ko'paytmasi (kesishmasi)
deb. bu hodisalaming birgalikda (bir paytda) ro‘y berishini bildiruvchi
hodisaga aytiladi.

Masalan, mergan nishonga qarata ikkita o‘q uzdi: /1-birinchi o‘gning
nishonga tegishi, B-ikkinchi o‘gning nishonga tegishi bo‘lsa, AB -birinchi
va ikkinchi o‘glaming nishonga tegishi bo‘ladi.

18.8.2-ta’'rif. ALA2....An hodisalaming A wA2 An ko‘paytmasi
(kesishmasi) deb, bu hodisalaming birgalikda ro'y berishini bildiruvchi
hodisaga aytiladi.

18.8.3-ta’rif. Agar A hodisaning ro‘y berishi 8 hodisaning ro‘y berish
ehtimolini o‘zgartirmasa va aksincha boisa, A va B hodisalar erkli
(bog‘ligmas) hodisalar deyiladi

Masalan, ikkita mergan turli nishonga garata bittadan o‘q uzdi: A-
birinchi merganning nishonga tekkizishi, B -ikkinchi merganning nishonga
tekkizishi boisa, A va B hodisalar erkli (bog‘ligmas) hodisalar bo*ladi.

18.8.4-ta’rif. Agar A,,A2....An hodisalaming ixtiyoriy ikkitasi o‘zaro

erkli boisa, u holda bu hodisalar juft-jufti bilan erkli deyiladi.
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Masalan, agar A va B, A va ¢, B va C hodisalar erkli bo‘lsa, u holda
A B,c hodisalar juft-jufti bilan erkli bo'ladi.

18.8.5-ta’rif. Agar A, A2,...,An hodisalar juft-jufti bilan erkli hamda har
bir hodisa va boshga hodisalaming mumkin bo'lgan ko'paytmalari erkli
bo'lsa, u holda At, A2,....,An-birgalikda erkli hodisalar deyiladi.

Masalan, a,b,c hodisalar birgalikda erkli bo'lsa, u holda A va B, A va
C, Bvac; Avasc, BVaAC, C va AB hodisalar erkli bo'ladi.

Erkli hodisalar ko'paytmasining ro'y berish ehtimolini topish quyidagi
teoremada ifodalanadi.

18.8.6-teorema (bogMigmas hodisalaming ehtimolliklarini
ko‘paytirish teoremasi). Agar A va B erkli (bogMigmas) hodisalar bo'lsa,
u holda nB-ko'paytmaning ro'y berish ehtimoli hodisalar ehtimollarining
ko'paytmasiga teng:

P(AB)=P{A)P(B).

Bu teoremadan quyidagi natijani olamiz.

18.8.7-natija...Agar A,A2,...,An-birgalikda erkli hodisalar bo'lsa, u
holda /14, 4, ko'paytmaning ro'y berish entimoli hodisalar ehtimollarining
ko'paytmasiga teng:

MAA -A)=P{A)MAD.pw Yoki

Tasodifiy hodisa tushunchasi u ma’'lum bir s shartlar asosida ro'y
beradi yoki ro'y bermaydi deb aniglagan edi.

Agar hodisaning ro'y berish ehtimolini hisoblash uchun fagat s
shartlarning bajarilishi yetarli bo'lsa, ya’'ni qo'shimcha shartlar talab
gilinmasa, u holda bu ehtimol shartsiz ehtimol deb ataladi.

Agar hodisaning ro'y berish ehtimolini hisoblash uchun fagat 5
shartlarning bajarilishi yetarli bo'lmasa, ya'ni go'shimcha shartlar talab
gilinsa, u holda bu ehtimol shartli ehtimol deb ataladi.

Masalan, ko'p hollarda s hodisaningro'y berish ehtimoli A hodisaro'y
berdi go'shimcha sharti asosida hisoblanadi.

Shuni ham ta kidlash kerakki, shartsiz ehtimol tushunchasi nisbiy
tushunchadir, chunki unda ham s shartning bajarilishi talab qgilinadi.
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18.8.8-ta’rif, B hodisaning A hodisa (P(A)>0) ro'y berdi shartda
hisoblangan ehtimoliga shartli ehtimol deb ataladi va Pa(b) kabi belgilanadi.

18.8.9-misol. Qutida 4 ta oq, 3 ta qora shar bor. Qutidan gaytarilmasdan
ikkita shar olindi. Agar birinchi olingan shar (n -hodisa) qora bo'lsa,
ikkinchi olingan shaming (B -hodisa) oq boiish ehtimolini toping.

Yechilishi. Birinchi tajribadan so‘ng qutida 6 ta shar goladi. Shu sababli

p m - f-

Xuddi shu natijani

P{B)=1 w ' iP(A)>0) (18.8.10)

formula yordamida ham olish mumkin. Hagigatan ham, birinchi tajribada

gora shaming chigish ehtimoli p(a)=~. p(AB) ni klassik ta'rifdan topamiz.

Hodisalaming umumiy soni-qutidagi ettita shardan ikkita shaming olinishi
(rangi ahamiyatga ega emas) x2=7 6= 42 0'rinlashtirish bilan aniglanadi. ab

-hodisaga qulaylik tug‘dimvchi hodisalar soni 43=12 ga teng. Demak,

P(AB)=] .

U holda (18.8.10) formuladan foydalanib pn(B)=] natijani olamiz.

Ehtimolning klassik ta'rifidan foydalanib (18.8.10) formulaning
to‘g‘riligini isbotlash mumkin.
B hodisaning A shart asosida ro‘y berish ehtimoli

formula bilan hisoblanadi.

18.8.11-teorema (bog‘lig hodisalaming ehtimolliidariiii ko‘pay-
tirish teoremasi). lkkita A va B bog'lig hodisalar ko'paytmasining
ehtimolligi ulardan birining ehtimolligining shu hodisa ro'y berdi degan
farazda hisoblangan ikkinchi hodisa shartli ehtimolligiga ko'paytmasiga
teng, ya'ni ushbu
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P(AB) = P(A)P/¥B) yoKi P(AB) = P(B)PIt(A)

formula o‘rinli.

Isboti. n-tajribaning A hodisa ro'y beradigan yoki ro‘'y bermaydigan
jami hodisalar soni; n,-n  hodisa ro'y berishga qulaylik tug'diruvchi
hodisalar soni («,<»); m-tajribaning A hodisa ro'y berdi degan farazda B

hodisa ro'y beradigan hodisalar soni, ya’'ni bu hodisalar ab hodisaning ro‘y
berishiga qulaylik tug' diradi.
A va s hodisalaming birgalikda ro‘y berish ehtimoli:

p(M)="=5

N
n nn

N =p(a) Va —=pa(b) ekanligi e’'tiborga olib quyidagini hosil gilamiz:
n W

P{AB) =P(A)PAO{B).

AB =BA bo'lganligi uchun teoremani ba hodisa uchun qo'llab quyidagi
tenglikni hosil gilamiz.

P{AB) =P(A)Pa{B) =P(B)Pb(A)

18.8.12-natija. Agar AxA2,...,An hodisalaming har birining ro'y berish
ehtimolini topishda undan oldingi barcha hodisalar ro‘y berib bo'lgan deb
hisoblansa, Av A2,...,An hodisalaming bir paytda (birgalikda) ro'y berish
ehtimoli-P(A, mA2-....-As) uchun

formula o'rinli.

Shartli ehtimol tushunchasidan foydalanib, erkli hodisalami boshgacha
ta’riflash mumkin.

18.8.13-ta’'rif, Agar A va B hodisalar uchun PA(B)=P () YoOKi
Pb(a)=P (a) bo'lsa, A va B erkli hodisalar deyiladi.

A hodisaga garama-garshi hodisa deb, a hodisaning ro‘y bermasligidan
iborat bo'lgan hodisaga aytiladi va A kabi belgilanadi. Qarama-garshi A va
A hodisalar uchun
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A+ A=U-=U,
AA =0=V.

munosabat o' rinli ekanligini tushunish qgiyin emas.

A hodisaning ro‘'y berish ehtimoli P(A)=p, ro'y bermaslik ehtimoli
P(A)=q deb olinadi va p+q =1 tenglik har doim o'rinli bo‘ladi.

18.9. Birgalikda hodisalar uchun ehtimolliklarni qgo‘shish
teoremasi. Birgalikdamas hodisalar uchun ehtimolliklarni go‘shish
teoremasidan foydalanib, birgalikda hodisalar uchun ehtimolliklarni
go‘shish teoremasini isbotlaymiz.

18.9.1-teorema. Birgalikda bo' Igan ikkita hodisadan kamida bittasining
ro'y berish ehtimoli shu hodisalaming ehtimollari yig‘indisidan ularning
birgalikda ro‘y berish ehtimolining ayrilganiga teng:

P{A + B)= P(a)+ p{b)~ P{AB\ (18.9.2)

Isboti. A va B hodisalarni quyidagicha birgalikdamas hodisalar
yig‘indisi ko'rinishida ifodalaymiz:

a=-a(b+b)=ab+ab, b=b(a+a)=ab+ab.

Ta'rifgako‘ra A+ B hodisayoki AB, yoki AB, yoki AB hodisaningro‘y
berishidan iborat, ya'ni A+ B=AB+ AB+ AB. AB, AB va AB hodisalar
birgalikda emas. Birgalikdamas hodisalar uchun ehtimolliklarni qo‘shish
teoremasiga ko'‘ra, ushbu

p(a+b)= p(ab)+ pf{ab)+ p(ab) (18.9.3)

bo'ladi. Birgalikdamas hodisalar uchun ehtimolliklarni  go‘shish
teoremasiga ko'ra,

p{a)=p(ab)+p(ab\ p(b)=p(ab)*+pfab)

munosabatlardan

p{ab)= p(a)-P(AB) va p(ab)= P(B)-P(AB) (18.9.4)
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tengliklami hosil qgilamiz. (18.9.4) dagi tengliklarni (18.9.3) ifodaga
go‘ysak, uholda (18.9.2) kelib chigadi.
(18.9.2) formula A,, A2,...,~,-hodisalar uchun quyidagi

p\]:i|:j14] ZEM)'iEI,(M)'l'iE_:«P(AA]AKH...H AT'P(ANI-A,)

ko'rinishda bo'ladi (Bui formulasi).

18.9.5-teorema. Birgalikda bogMigmas bo‘lgan A, ,A2... A,
hodisalaming hech boMmaganda bittasining ro'y berishidan iborat A
hodisaning ehtimolligi

P{A)= P{A, +A2+...+ A,)= 1- gxg2..g, ga teng, bunda g, = p{a)

18.4-8. To‘la ehtimol va Bayes formulalari

18.10. Hodisalar to‘la guruhi. Shu paytgacha biror bir hodisaning ro‘y
berish ehtimolini hisoblashda bu hodisaning ro'y berishi uchun sharoit
yaratib beruvchi faktorlami e’tibordan chetda qoldirdik. Amaliyotda esa
bunday holatning uchrashi deyarli mumkin emas. Shu sababli, n hodisaro'y
berishiga ta’'sir etuvchi va ma’lum bir shartlarga bo‘ysinuvchi faktorlami
e’'tiborga olgan holda uning ro‘y berish ehtimolini hisoblaymiz. Buning
uchun to' la guruh tashkil etuvchi hodisalar to‘plamining ba’zi bir xossalarni
ko'rib chigamiz.

Ma’'lumki, tolla guruh tashkil etuvchi hodisalar quyidagicha
ta’ riflanadi.

18.10.1-ta’rif. Agar tajriba natijasida AxA2,...,A,,-hodisalar to‘ plamidan
hech bo‘lmaganda bittasi ro'y bersa va ular juft-jufti bilan birgalikda
bo‘Imasa, u holda bu hodisalar to‘plami to 'la guruh tashkil etadi deyiladi.

Ta'rifga ko'ra, agar A,,A2...,An hodisalar toia guruh tashkil etsa, u

holda

At+ A2+...+ An=U, A, mAj =0 =F,i* j

munosabatlar o‘rinlidir.
Masalan. Ikkita talaba biror sport normativini topshirmogda. Bu
sinovda: Jl-fagat bitta talabaning normativni topshirish; ~-ikkala talaba
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ham normativni topshirishi; /,-talabalarning ikkalasi ham normativni

topshira olmasligi bo‘Isa, bu hodisalar to‘plami to‘la guruh tashkil etadi.
To'la guruh tashkil etuvchi Al,A2,...,An-hodisalar uchun xos boigan

quyidagi teoremani keltiramiz.
18.10.2-teorema, To‘la guruh tashkil etuvchi Al,N2,...,1,-hodisalar

ehtimollarining yig‘indisi birgateng, ya’'ni
P(Ai)+/>(A2+ ...+ P(ad =1.(1)

Isboti. Ta'rifga asosan, to‘la guruh tashkil etuvchi hodisalardan hech
bo‘lmaganda birining ro'y berishi muqgarrardir: mugarrar hodisaning
ehtimoli esa birga teng bo‘lgani uchun

p(alt a2+...+ak)=p(u)= 1.

18.10.1-ta’rifga asosan, to‘la guruhda istalgan ikkita hodisa birgalikda
emas, 18.7.5-natijaga ko'ra,

P(A,+A2+...+ An= P(A,)+ P{A2+...+P{A,) =1

bo'ladi.

Hodisalar to‘la guruh tushunchasi yordamida garama-qgarshi hodisalami
quyidagicha ta’riflash ham mumkin.

18.10.3-ta’rif. Agar ikkita hodisa to‘la guruh tashkil etsa, u holda bu
hodisalar qarama-qgarshi hodisalar deb ataladi.

Yugoridagi 18.10.2-teoremaga asosan, qarama-garshi hodisalar
ehtimollarining yig*indisi birga teng:

p(a)+ />(n)=1.

Odatda, qarama-garshi hodisalardan birining ehtimoli p orqgali
belgilansa, ikkinchisining ehtimoli g orgali belgilanadi. Shunday qilib,
p+q = 1.

Shuni ta’'kidlab o‘tamizki, ba’zan A hodisaning ehtimolini topishda

avval A hodisaning ehtimolini hisoblash, keyin esa, izlanayotgan ehtimolni
quyidagi
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p{a)=\-p{a). (3)

formula orqali topish qulay bo‘ladi.

18.10.4-misol. Qutida 20 ta detal bo'lib, ulardan 12 tasi standart.
Tavakkaliga olingan 5 ta detal orasida kamida 1 standart detal bo'lishi
ehtimolini toping.

Yechilishi. n-olingan detallar ichida, kamida bittasi standart va 1 -
olingan detallar orasida bitta ham standart detal yo‘q hodisalari garama-
garshi hodisalardir.

Bunda p (a) ehtimolni topish osonrog.

n 0 pW =i-r(d = -§2-)-

18.11. To‘la ehtimollik formulasi. Endi gqo‘shish va ko'paytirish
teoremalarining natijalari sifatida tolla ehtimol va Beyes formulalarini
keltiramiz.

a hodisaning ro'y berishida 4,,.....//,-hodisalardan gaysi birining

amalga oshishi oldindan ma’lum bo‘lmaganligi sabali Hu.....//,,-hodisalar

gipotezalar deb ataladi. Biror A hodisa birgalikdamas hodisalaming to‘la
guruhini hosil giladigan  ..... tf, hodisalaming biri bilan ro'y berishi

mumkin bo‘lsin. Bu hodisaning har bir gipoteza bo'yicha ehtimolligi
ma’lum, ya'ni p{hXA p(h 2D,....P{H,) />//)>0, P(//2>0,...,/>(//,)>0)
berilgan. Bu gipotezalaming har biri amalga oshganda A hodisaning ro'y
berishi shartli ehtimolliklari ham ma’lum, ya’ni

P«M\X PHM\~"pH M)

ehtimolliklar ma’ lum bo'lsin. U holda, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli
ganday topiladi savoliga quyidagi teoremajavob beradi.

8.11.1-teorema. Agar A hodisa to'la guruh tashkil etuvchi, birgalikda
boMmagan 4,,..... H,,-hodisalardan bittasining amalga oshish sharti bilan

ro'y bersa, uholda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli uchun ushbu

P{a)=P (H xP,,Xa)+P (H 2 PUr{A)+.... + P{HM)P,A). (18.11.2)

formula o‘rinli bo' ladi.
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(18.11.2) formulaga to ‘la ehtimollikformulasi deyiladi.
Isboti. //,,.....Hn gipotezalar to'la guruhi bo'lgan!igi uchun, ushbu

A=AU=J1(A,+H2+....+ Hn) = AHI+ AH2+....+ AHn

tenglik o‘rinli bo'ladi. /7,.....Hn gipotezalar birgalikdamas, shuning uchun
AHxAH2,....,AH,, hodisalar ham birgalikdamas. a hodisaning ro‘y berish

ehtimoli uchun dastlab 18.7.1-teoremani, keyin esa, 18.8.11-teoremani
go'llab, natijada quyidagini hosil gilamiz:

P(A)=P(AU)=PAHX+P{AH2 +....+P(AHN) =
=/(//)PHi(A)+ P(H2) PHr(A)+....+ P{HNP,,Nn(A).

18.12. Beyes formulasi. Masalaning qo'yilishi. Birgalikdamas
H....... H n gipotezalar to‘ la guruhi berilgan. Bu gipotezalarning har birining
ehtimolligi P(Ht,P(H2),...,p(H,) ma’'lum. Tajriba o'tkaziladi va uning
natijasida A hodisa ro‘'y beradi, bu hodisaning har bir gipoteza bo'yicha
ehtimolligi, ya'ni p(a/n \p(a/h2\....p(a/H,) ma’'lum. A hodisa ro'y berishi
munosabati  bilan gipetezalarning ehtimolliklarini gqayta baholash,
boshqacha aytganda, P(Hx/a),P(H2/A\...,p(Hn/a) shartli ehtimolliklami
topish talab gilinadi.

Bu go‘yilgan masalaga ushbu gipotezalar teoremasi javob beradi.

18.12.1-teorema (gipotezalar teoremasi).  ..... Hn lar hodisalaming

to‘'la guruhini tashkil gilib, PHIN>0, P(H2>0,...., P(H,)>0 va P(n)>0

bo‘lsa, u holda A hodisa ro'y berganligi ma'lum bo‘lgandan so‘ng
Hk(i = 1,2...,.? (t =12,..) gipotezalarningehtimollarini uchun

P{H, 1A)= =12,.,n) (18.12.1)
~P(HKp{A/HK
I

formula o'rmli bo'ladi.

(18.12.1) formulalar Beyes formulalari deb ataladi (Tom Beyes (1702-

1761)-ingliz matematigi).
Isboti. 18.8.11-teoremaga asosan, quyidagi
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P{AIllIt)=P{A)P{H, /A) va P(AH,)=P(H,)P(A/MH),)

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu formulalami tagqoslab, ushbu

P(A)p{Hi/ZA)=P(H,)P(A/H),)
tenglikni hosil gilamiz, bundan

P(HJAhjw m jiA

p(a) ni (18.11.2) to‘la ehtimollik formulasi yordamida ifodalab,
(18.12.1) formulani hosil gilamiz.

Xususan tajriba o‘tkazilishidan oldin barcha gipotezalar teng ehtimollik,
ya'ni P(H)=P(H2=...=P(h 2) bo'lsa, u holda (18.12.1) formula ushbu
ko'rinishini oladi:

P(H,IA)- .® /H ') =
iw/i/Hj

*=j

18.5-8. Bog‘lig bo‘Imagan tajribalar ketma - ketligi.
Bernulli formulasi. Muavr - Laplasning lokal va integral
formulalari

18.13. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli formulasi. Ma’lumki,
hodisani kuzatish uchun o‘tkaziladigan tajribalar bir necha marta
takrorlanishi mumkin. U holda bu tajribada ketma-ketligida har bir
tajribaning natijasi undan oldingi tajribalar natijasiga bog‘liq bo'lishi yoki
bog‘lig bo'Imasligi mumkin. Masalan, qutida n ta qora, m ta oq shar bor.
Tajriba qutidan bitta shar olinishi, a hodisa esa olingan shaming oq chiqishi
bo'lsin. Buni ikki usulda amalga oshirish mumkin: a) har bir tajribada
olingan shar tajribadan so‘ng yana gaytarib qutiga solinadi; b) har bir
tajribada olingan shar tajribadan so‘ ng gaytarib qutiga solinmaydi. Har birini
alohida ko'rib chigamiz.
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a) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘ng yana qaytarib
quliga solinsa, har bir tajribada a hodisaning ro'y berish ehtimoli:

P(A)— — .
n+m

b) Agar har bir tajribada olingan shar tajribadan so‘'ng gaytarib qutiga
solinmasa, har bir tajribada p(A) ehtimolning giymatini hisoblash uchun
oldingi tajriba natijasini ehtiborga olishga majburmiz. Hagigatan ham,

birinchi tajribada pP(A)=——  bo'ladi, ikkinchi tajribada PA)=.m I~
n+m n+m-1

(birinchi tajriba natijasi A hodisa bo'lIsa) yoki p(A) = (birinchi tajriba
n+m-—

imlijasi a hodisa bo*Isa) vahakozo, ya’ni ikkinchi tajribadan boshlab har bir
inji ibaning natijasi oldingi tajribalar natijasiga bog‘liq.

Bu misolning a) holatdagi tajribalar ketma-ketligini erkli sinovlar
kelma-ketligi deb ataymiz.

18.13.1-ta’rif. Agar o‘tkazilayotgan tajribalar ketma-ketligida har bir
Liji ibaning natijasi (ikkinchi tajribadan boshlab) oldingi tajribalar natijasiga
bog'liq bo'lmasa, u holda bu tajribalar ketma-ketligi erkli sinovlar ketma-
ketligi deb ataladi.

Masalan, 0‘yin soqqgasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmoqda. Har
hit lashlashda u yoki bu sonda ochkolar chigish ehtimolligi boshga
lashlashlarda ganday ochko chigganligiga bog' ligmasligi ravshan, binobarin
In/ bu yerda bog'ligmas sinovlar ketma- ketligiga yegamiz.

Hi/ quyida bir nechta alohida sodda hodisalardan iborat bo‘lgan
murakkab hodisa tushunchasidan foydalanamiz.

Erkli sinovlar ketma-ketiigining har bir tajribasida a hodisaning ro‘y
Iurish ehtimoli yo har xil, yoki bir xil bo'lishi mumkin. Biz soddalik uchun
bu ketma-ketlikining har bir tajribasida A hodisa bir xil ehtimolga ega deb
I'ura/ gilamiz.

Faraz qilaylik, n ta erkli sinash o‘tkazilayotgan bo'lib, ularning har
buicia A hodisa ro'y berishi yoki ro'y bermasligi mumkin bo'Isin va har bir
tinashda A hodisaning ehtimoli bir xil, chunonchi p ga teng deb
hisoblaymiz, n holda ro‘'y bermaslik ehtimoli g=\-p. Masalan, o'yin

soqgasini tashlashdan iborat tajriba o‘tkazilmoqgda. Har bir tashlashda v yoki
bii sonda ochkolar chigish ehtimolligi oldingi tashlashlarda ganday ochko
i higganligiga bog'‘ligmasligi ravshan, binobarin biz A hodisa sifatida 3
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ochkoning chiqgishini garasak, bu erda erkli sinovlar ketma-ketligiga ega

bo‘lamizva p=-,0 =-.

6 6
18.13.2-teorema. Agar bir xil sharoitda o‘tkaziladigan n ta bog‘ligmas
sinovning har biri A hodisa P(A)= p ehtimollik bilan ro‘'y bersa, ro'y
bermaslik ehtimoli esa /pi)=<7=I1-p bo‘lsa, u holda n ta sinovda rosa k

marta ro'y berish ehtimolligi ushbu

P(k)=Ctplg**, *=0,1(18.13.3)

formulasi orgali topiladi.

(18.13.3)- formulaga Bemulli (binomial) formulasi (sxemasi) deb
ataladi.

Isboti. n tasinashda A hodisaning k martaro'y berish, yoki n-k marta
ro'y bermaslik P(*)-ehtimolini hisoblaymiz. Buning uchun ketma-ket
o‘tkazilgan n ta tajribani bitta murakkab tajriba deb garasak, bu tajribaning
natijasi Ai,A2,...,An ko'rinishda bo'lib, uning har bir4 (;=M) hadi yoki A,
yoki a bilan ifodalanadi. Bunday hodisalar soni 2" ta bo‘ladi. Hagigatan
ham, A1,A2...,An hodisalar ichida:

1) ALA2..,A, hodisaning 4 = A (/=1«) shartni ganoatlantiradigan

kombinatsiyasi bitta;
2) AXA2,...A, hodisaning A- A-..mA ko'‘rinishdagi kombinatsiyalari

n ta
soni n ta;
K A,,A2,..,An hodisaning nn...ANA...A ko'rinishdagi kombinatsiyalari

« n-k
soni C* ta;

n) ALA2,...,An hodisaning A =A (i=v«) shartni ganoatlantiradigan
kombinatsiyasi bitta.

Shunday qilib, CAC’,...,.CHh ketma-ketlikni hosil qilamiz, u holda
gruppalash xossasiga asosan, CA+C' +...+C”=2" bo'ladi.

Agar n tatajribada A hodisaning rosa k marta ro'y berishini s hodisa
deb garasak,

B= +-e+'JTA-NAA (18.13.4)

K n-k k-1 n-k n-k K
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bo'lib, u C* ta haddan iborat bo’ladi. Tajribalar ketma-ketligi erkli
bo‘lganligi sababli, 18.8.6-teoremasiga asosan, (18.13.4) ifodadagi har bir
hadning ehtimolligi pkg'~k bilan aniglanadi, u holda (18.13.4) ifodada
yig'indidagi har bir had birgalikmasligini e’tiborga olsak, ushbu

P(B):PfAA"AAA"A +AANAAANA + LFAANAANA) =
K n-K K-1 n-K n-K K
=pY~* +pkg"-m-mmmt pkgrdl =C kpkgnk, * =0/1,...,.u (18.13.5)

C* la had

tenglikka ega bo'lamiz.
(18.13.3) binomial formula deb atalishiga sabab u

(p+gr=c;P'g°+C;-yud+..+c>\r‘ +...+c>V

Nyuton binomining umumiy hadini ifodalaydi.
Xususiy holda,
Pn{n)=P" va P,(0)=q",

bulami bogTigmas hodisalarni ko' paytirish teoremasiga ko' ra, ham bevosita
hosil gilish mumkin.

n marta sinashda hodisaning: 1) kamida k{marta; 2) ko*pi bilan £ gacha
ro'y berish; 3) kx bilan k2 oralig‘ida ro'y berish ehtimollari mos holda
quyidagi formulalar bo'yicha hisoblanadi:

IPnk > k) =P, (M)+ A5 +)+... +P,();

2)P,(k <*,) = Pn(0)+ Pn(1)+...+Pn(*, -1);

3P nkliik<k2) = PN(k)+ P n(k1l+1)+...+P (k2.

18.13.6-ta'rif. Agar n taerkli sinovda hodisaning ka marta ro‘y berish
ehtimoli sinovning boshgqa mumkin bo‘lgan natijalari ehtimollari ichida eng
kuttasi bo‘Isa, ya’'ni P,(k,)- maxj/~fc)} bo'Isa, u holda ko soni- eng ehtimolli

mm deb ataladi. Bu son
kO=[np + p]

formula bo'yicha topiladi. [*] simvol orgali x soninng butun gismi
belgilanadi.
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18.13.7-misol. Har bir detaining standart bo'lish ehtimoli p = 0,8 bo' Isa,
tavakkaliga olingan 5 ta detaldan 2 tasining standart bo‘lish ehtimolini
toping.

Yechilishi. Misolning shartiga ko‘ra, n=5 m=2, p=08 va qg=0.2.
(18.13.3) Bernulli formulasiga asosan, izlanayotgan ehtimolini topamiz:

Ps(2) =\ 0,82 0,23="0,00512 =0,0512.

18.13.8-eslatma. Binomial sxemasini keltirib chigarishda erkli sinovlar
ketma-ketligining har bir sinashida a hodisaning ehtimoli bir xil, p ga teng
deb hisoblangan edi. Endi esa bu ehtimollami turlicha bo'lsin deb faraz
gilamiz, ya'ni P{Al)=p,,P(Aj) =qi, u holda (18.13.5) formula quyidagi
ko' rinishni oladi:

PiP2Pk4kH-4n + PMrPb-PoiUvmmmUn +A& -Ar-sPn-m-Pn m(18.13.9)

(18.13.9) formulaning o‘ng tomonini hosil gilish uchun

P(2)=11 (4 +p2)

ko'paytmani garab zI ning koeffitsientlarini olish kifoya, bu yerda z
ixtiyoriy parametr bo‘lib, ¢ ) funksiya Prk) ehtimollami hosil giluvchi
funksiya deb ataladi.

18.13.10-eslatma. Binomial sxemaning (Bernulli sxemasining)
umumlashmasi bo‘lgan polinomial sxemani ko‘rib chigamiz. Agar Bernulli
sxemasida har bir tajribada fagat 2 ta hodisa a va a qaralgan bo‘lsa,
polinomial sxemada har bir tajribada to‘la gruppa hosil giluvchi t ta hodisa
garaladi.

Tajriba shundan iborat bo* ladiki, n ta erkli sinov o‘tkaziladi va ulaming
har birida to'la gmppa hosil giladigan « ta AltA2, Al hodisaning fagat
bittasi ro‘y berishi mumkin, bunda bu hodisalaming ehtimolliklari ma’ lum:

A=p{4). = Pu=P(A)-
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n tajribada”™, hodisa m marta, a2zhodisa m2marta,..., 4 hodisa mk marta
(M, +m2+...+mt=n) ro'y berish ehtimoli

Pn(mvm2,...,mk) = p?p7 -p?-

Xususiy holda, k=2 bo‘lganda Bernulli formulasi kelib chigadi.

18.14. Limit teoremalari va ularning amaliy ahamiyati. n erkli
sinovda a hodisaning k marta ro‘'y berish ehtimolini hisoblashga imkon
beruvchi Bernulli formulasini keltirib chigarish uchun har bir tajribada A
hodisaning ro‘'y berish ehtimolini o‘zgarmas deb faraz gilganmiz. Agar n
ning katta qiymatlarida Pn{k) ehtimollami hisoblashda Bernulli
formulasidan foydalansak juda katta sonlar ustida arifmetik amallami
bajarishimizga to‘'g‘ri keladi. Masalan, biror korxonada yaroqsiz mahsulot
chigarish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘lsin. Tayyor mahsulotdan 500 tasi
tekshirilsin. Tekshirilgan mahsulotlar orasida 25 tasining yarogsiz bo'lish
ehtimolini topilsin. Bu holda har bir mahsulotning tekshirilishini bitta tajriba
sifatida garab, har birida A hodisaning (tekshirilgan bitta mahsulotning
yarogsiz deb topilishi) ro'y berish ehtimoli 0,25 ga teng bo‘lgan 500 ta erkli
tajriba o‘tkazilyapti deb hisoblashimiz mumkin, u holda Bernulli
I'ormulasiga asosan:

A o(25)=C* (0,25)25(0,75)475,

bu erda
n  476-477...-499-500

llu misoldan ko'rinib turibdiki, « ning katta giymatlarida Pr(k) ehtimollami

hisoblashni  osonlashtirish uchun boshga asimptotik formulalardan
foydalanish zaruriyati tug'iladi. Bu formulalar ehtimollar nazariyasida limit
teoremalari deb ataluvchu teoremalarda keltiriladi.

18.14.1-teorema (Muavr-Laplasning lokal teoremasi). Agar har bir
tajribada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p (O<p <I) o‘zgarmas bo'lsa,
L holda n taerkli tajribada A hodisaning k martaro‘y berish ehtimoli P, (k)

uchun, k ning %-np\<c,(C=const) shartni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida, tekis ravishda,
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pmar "< wnolld )(1)

tenglik bajariladi, buerda < p ( x ) = /2,x=-k np
uldlir v

Bu teoremani Muavr 1730 yilda p= ~ uchun, so'ngra Laplas 1783 yilda

p e (0,1) uchun isbotlagan.

Maxsus jadvallarda rp(x) funksiyaning fagat x argumentining musbat
giymatlariga mos giymatlari keltirilgan. Chunki, <p(x) funksiya juft, ya’'ni
<p(-x) = <p{x).

Shunday qilib, n ta erkli sinashda A hodisaning rosa «k marta ro'y
berish ehtimoli tagriban quyidagiga teng:

0 (18.14.2)
bHPA

n ning katta giymatlarida (18.14.2) ning aniqligi oshib boradi.

18.14.3-teorema (Muavr- Laplasning integral teoremasi). Agar har
bir tajribada a hodisaning ro‘y berish ehtimoli p (0<p <I) o‘zgarmas
bo‘lsa, u holda n ta erkli tajribada A hodisaning kamida kx marta va ko' pi
bilan k2 marta ro'y berish ehtimoli p,,(kt, k20 uchun n->» da

munosabat k va  (-» <%<x"</[B ga nisbatan tekis bajariladi, bu yerda

()=
) \'27r0 41PA nnPA

Laplas funksiyasi deb ataluvchi <S>(x)=§=fé~,§21t integrating
vZte

giymatlari uchun maxsus jadval tuzilgan. Jadvalda integralning o<x<5
kesmaga mos bo‘lgan giymatlari berilgan, chunki x>5 lar uchun (*) =05
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deb olish tavsiya etiladi. & (*) funksiya toq, ya'ni ®(-x)=-®(nr), bo‘lgani
uchunjadvalda *<o uchun funksiya giymatlari berilmagan.

18.14.4-teorema(Puassonning limit teoremasi). Agar n ta erkli
sinovlar ketma-ketligida a hodisaning « marta ro‘'y berishida, «
fiksirlangan, n va p esa o‘zgaruvchan boiib, n va P lar mos ravishda
cheksizlikka va nolga shunday intilsaki, X = np migdor chegaralangan bo’lib
golaversa: sa=np=const, ya'ni turli sondagi tajribalar ketma-ketligida (n
turlicha boMganda ham) ham a hodisa ro‘y berishining o‘rtacha soni np
o‘zgarmay qolaversa, P,,(k) ehtimollik uchun

1A

munosabat o‘rinli bo'ladi.

Tasodifiy vagtda ro‘'y beradigan hodisalar ketma-ketligi hodisalar
ogimi deyiladi. Masalan, tez yordam chagqirig‘i, aeroportga samolyotning
kelishi, frnnaga mijozning kelishi va boshgalar.

Har ganday vaqt oralig‘'ida « hodisaning ro'y berish ehtimoli fagat «
songa va vaqt oralig'iga bogTiq bo‘lishi statsionarlik (o'zgarmaslik)
xossasini xarakterlaydi.

Agar hodisalar ogimi statsionarlik xossasiga ega bo'lsa, u holda t vaqt
oralig'ida « hodisaning ro‘y berish ehtimoli fagat « va i bog'liq funksiya
bo'ladi.

Agar cheksiz kichik vaqt oralig‘ida ko pi bilan bitta hodisa ro'y berishi
mumkin bo'lsa, u holda hodisalar ogimi ordinarlik xossasiga ega deyiladi.

Agar hodisalar oqimi ordinarlik, statsionar xossalariga ega bo'lib,
davomiy bo‘lmasa uni oddiy {puasson) ogim deb ataymiz.

Oddiy ogimning rvaqt oralig'ida k marta ro'y berish ehtimoli Puasson
formulasi

bilan aniglanadi, bu erda n ogimning intensivligi deb atalib vaqgt birligida
ro'y beradigan hodisalaming o' rtacha sonini bildiradi.
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18.6-8. Diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar. Tasodifiy
migdorlarning tagsimot qonuni va uni berilish usullari

18.15. Tasodifiy migdoming ta’rifi. Tasodifiy migdor tushunchasi
ehtimollik nazariyasining markaziy tushunchalaridan biridir.

18.15.1-ta’rif. Tasodifiy migdor deb, tajriba natijasida mumkin bo‘lgan
oldindan noma’lum va tasodifiy sabablarga bog'liq bo‘lgan giymatlardan
bittasi va faqat bittasini tayib ehtimol bilan gabul giladigan kattalikka
aytiladi.

Tasodifiy miqdorlar odatda lotin alfavitining bosh harflari x,y, bilan
ulaming mumkin bo‘lgan giymatlari esa, tegishla kichik harflari x,y... bilan
belgilanadi.

Amaliyotda duch keladigan tasodifiy migdorlardan ushbu ikki xilini
ajratish mumkin: diskret tasodifiy migdorlar va uzluksiz tasodifiy migdorlar

18.15.2- ta’rif. Diskret tasodifiy migdor deb mumkin bo‘lgan giymatlari
chekli yoki cheksiz sonli ketma - ketligidan iborat miqdorga aytiladi.

Diskret tasodifiy miqdorlarga misollar keltiramiz: 1) X tasodifiy
miqdor - 100 ta buyumdan iborat guruhdagi nugsonli buyumlar soni. Bu
migdoming mumkin bo'lgan giymatlari bunday bo'ladi-
X,=0, x2=1, x3=2,..... x101=100; 2) v tasodifiy miqdor nishonga birinchi
marta tekkizishgacha bo'lgan o‘q uzishlar soni. Bu yerda mumkin bo‘lgan
giymatlar cheksiz sonli ketma- ketlik hosil giladi: z, =1z2=2, =3,

18.15.3- ta’rif. Uzluksiz tasodifiy migdor deb, mumkin bo'lgan
giymatlari son o‘gining biror (chekli yoki cheksiz) oralig‘ining butunlay
to‘ Idiradigan migdorga aytiladi.

Uzluksiz tasodifiy migdorlarga misollar keltiramiz: 1) X tasodifiy
miqdor - biror fizik kattalikni o‘Ichash natijasi; 2) T tasodifiy migdor -
asbobning buzilmasdan ishlash vagqti.

18.16. Diskret tasodifiy miqgdor ehtimolliklarining tagsimot gonuni.
Diskret tasodifiy migdorni tasvirlash uchun yeng avvalo uning barcha
mumkin bo‘lgan giymatlarini ko'rsatish lozim. Biroq X diskret tasodifiy
mugdor uchun uning fagat mumkin bo‘lgan giymatlari xIt x2,... nigina
emas, balki X =xuX=x2,.... hodisalaming ehtimolliklarini ham, ya’ni
p =p(x =x) =12,...n) ni ko*rsatish lozim.

18.16.1- ta’rif. Tasodifiy migdoming giymatlari bilan ulaming
ehtimolliklari orasidagi bog'lanishini tasodifiy migdoming tagsimot gonuni
deb ataladi.
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Tasodifiy migdor tagsimot gonunini ifodalash usullari va shakllari
turlicha boMishi mumkinligini aytib o‘tamiz.

x diskret tasodifiy migdor tagsimot qonuni berilishining eng sodda
shakli jadval bo'lib, bu migdoming barcha mumkin bo‘lgan giymatlari
yozilgan va ularga mos ehtimolliklar ko‘rsatilgan bo’ ladi:

*1 x2
u P2 Pn

xItx2,...., Xyyyenne giymatlari odatda ortib borish tartibida yoziladi. Bunday
jadval tasodifiy migdoming tagsimot gatori nomi bilan yuritiladi. Jadvalning
yuqgori satrida x migdoming barcha mumkin boTgan giymatlari
yozilganligi va x =*(/=12 hodisalaming har ikkitasi birgalikdamasligi
sababli p; +p2+..+pn=1

Abssisalar o‘gida tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari,
ordinatalar o*gida esa ularga mos ehtimolliklarni go‘yiladi. (x,,/?), (x2, p2\...

nugtalami kesmalar bilan tushuntiriladi. Bundahosil bo‘lgan shakl tagsimot
kop burchagi deb aytiladi.

18.16.2-misol. Idishda 10 ta shar bor, ulardan 3 tasi oq. ldishdan
tavakkaliga 3 ta shar olinadi. x tasodifiy miqdor olinagan oqg sharlar soni.
Uning tagsimot gonunini yozing.

Yechilishi. x tasodifiy migdoming mumkin boMgan giymatlari

quyidagicha: =o,x2=l, *,=2 =3 pP= formulaga asosan,
X =Q X =\ X =2 \a X =bhodisalaming ehtimolliklarini topamiz:

clc2 63.
P(X=0)= p(x=1)= oo

“A~O 1
ptx -2 )-~ -2 L pix=3: O°
et 120 ( ) 120

Endi x migdoming tagsimot gatorini yozishimiz mumkin:

0 1 2 3
35 63 21 1

.20 120 120 120
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Tekstirsh 2218121 1 1o
120

120 120 120
18.16.3-ta’rif. X tasodifiy migdorning yeng katta ehtimollik giymati
uning modasi deb ataladi.
18.17. Diskret tasodifiy migdorlar ustida amallar.
18.17.1. Tasodifiy migdornmngfunksiyasi. X tagsimot gonuni ma’lum
bo‘lgan tasodifiy migdor bo'lsin:

= x2 (18.17.2)
P2 Pn

y=f(x) yesa bu miqdorning barcha mumkin bo‘lgan qiymatlari
yotadigan sohada aniglangan monoton funksiya bo'lsin. U holda Y =f(x),
ya'ni diskret miqgdor bo'‘ladi, uning mumkin bo‘lgan giymatlari
f(x XA 7 (x2\... bo'lib, shubilan birga vy tasodifiy miqdorning 7/ (*,) giymatini
gabul qiladigan ehtimolligi X tasodifiy migdorning X, giymatni qabul
giladigan ehtimolligiga teng. Shunday qgilib, Y =f(x) tasodifiy migtorning
tagsimot gonuni bunday bo' ladi:

\fixl) f (xi) f(xn)
I A Pi Pn

18.17.3- misol. Agar X tasodifiy miqdorning tagsimot gonuni

[-1 o 1 3 5
0,2 0,3 0,15 0,25

bo'lsa, Y =4X tasodifiy migtorning tagsimot gonunini yozing.
Yechish. (18.17.2) formulaga asosan quyidagiga yegamiz:

M 0 4 12 20
101 0,2 0,3 0,15 0,25

Agar /(jc) nomonoton funksiya bo‘lsa, u holda u X ning turli
giymatlarda bir xil giymatlar gabul gilishi mumkin. Bu holda oldin (18.17.2)
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ko‘rinishdagi yordamchi jadval tuzib olinadi, keyin yesa Y tasodifiy
miqdoming bir xil giymatlari ustunlari birlashtiriladi, bunda mos
ehtimolliklar go‘shiladi.

18,17.4-misol. Agar X tasodifiy migdoming tagsimot gonuni

-3 -2 1 3
X=
0,2 01 0,4 0,3

boisa, Y =x 2 tasodifiy migdoming tagsimot gonunini yozing.
Yechish. Y = x 2 uchun yordamchi jadval bunday bo* ladi:

fg 4 19 2%
[0.2010 03 <0 o
18.17.5. Ikkita tasodifiy migdoming yig'indisi va ko'paytmasi. Ushbu
ikkita tasodifiy migdor berilgan bo'lsin:
X = W vay - Y2 yn
la Pi Pn Ui 42 on
18.17.6- ta'rif. X va Y tasodifiy miqdorlarning yig ‘indisi deb,

zij = xi +vyj Kko'‘rinishdagi qgiymatlami Pl =pr(x =x,,y =yj) ehtimollik bilan
gabul giladigan z tasodifiy migdorga aytiladi.

Agar barchamumkin bo* lgan giymatlar turlicha bo‘lsa, uholda z = x +y
tasodifiy migdor ushbu ko‘rinishdagi tagsimotga ega boMadi:

kK+>i X +V; v, +.Vj
1rii Pn Pn P2 Pa I

18.17.7-ta’rif. X va Y tasodifiy migdorlarning ko'paytmasi deb,
zij- xivj ko‘rinishdagi giymatlami pt=p(x =x,Y=yy) ehtimollik bilan
gabul giladigan z tasodifiy migdorga aytiladi.

18.18. Tasodifiy migdorlarning tagsimot va zichlik funksiyalari.
Ma’lumki diskret tasodifiy miqdorlaminig berilish usullaridan bin tagsimot
gonunini, ya'ni u gabul qgilishi mumkin bo‘lgan giymatlar ro'yxati va bu
giymatlami gabul gilish ehtimollari ko‘rsatilgan jadvalni tuzishdan iborat
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edi. Diskret tasodifiy migdorlaming bu ko'rinishdagi berilish usullarini
uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun go‘llab bo‘lmaydi. Chunki uzluksiz
tasodifiy miqdorlaming gabul gilishi mumkin boigan giymatlar ro‘yxatini
tuzish mumkin emas. Shu sababli uzluksiz tasodifiy migdorlarni ta’riflash
uchun tagsimot funksiyasi tushunchasi kiritiladi.

18.18.1-ta'rif. x tasodifiy migdorning tagsimotfunksiyasi deb, uning
x (x-ixtiyoriy hagigiy son) dan kichik giymatlarni gabul gilish extimolini
aniglovchi F(x)= P(x <jc) funksiyaga aytiladi.

Ba’'zan F(x)- funksiyani integral tagsimot funksiyasi (qonuni) deb ham
ataladi.

Endi bu tagsimot funksiyasidan foydalanib uzluksiz va diskret tasodifiy
miqdorlaming gat’iy ta’rifini berish mumkin.

18.18.2-ta’'rif. Agar tasodifiy migdorning F(x)-tagsimot funksiyasi
uzluksiz va differentsiallanuvchi boisa, bu tasodifiy migdor uzluksiz
tasodifiy migdor deyiladi.

18.18.3-ta’'rif. Agar tasodifiy miqdorning F(x)-tagsimot funksiyasi
chekli yoki sanogli sondagi birinchi tur uzulishlarga ega boisa, bu tasodifiy
miqdor diskret tasodifiy miqgdor deyiladi.

Tasodifiy migdorlaming tagsimot funksiyalari quyidagi xossalarga ega.

1°. Tagsimot funksiyaning giymatlari [O; 1] kesmaga tegishli:

O<F(x)<I.

IsbotL Bu xossaning isboti tagsimot funksiyani ehtimol sifatida
ta'riflanishdan, ya'ni F(x) = P(X <x) ekanligidan kelib chigadi.

2°.  Tagsimot funksiyasi kamaymaydigan funksiyadir, ya'ni
X, <X2=>F(xt) < F(x2).

Isboti. Faraz gilamiz x <*2 boisin, u holda (X <x2 oraligni
quyidagicha  yozib olish mumkin (1'<x2) = (X <n,)-r(ar, <X <x2).
(X <*,),(*, <~<*2 tasodifiy hodisalar birgalikda emasligidan quyidagi
tenglikni yozish mumkin

P(X <x2)=P(X <Xt)+P(xt<X <x2).

Endi tagsimot funksiyaning ta'rifidan foydalansak
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F(x2-F(xi)=p(x,<x<ig (18.18.4)

tenglikni hosil gilamiz. Ehtimolning nomanfiyligidan kerakli natijani olamiz
2°-xossadan quyidagi natijalarni keltirib chigarish mumkin.
18.18.5-natija. x tasodifiy migdoming [a:b) intervalda yotuvchi

giymatlami gabul gilish ehtimoli quyidagicha aniglanadi.
P(a<X <b)=F(b)-F(a).

Buning isboti (18.18.4) formulada x, =a,x, =Z> almashtirishdan kelib
chigadi

18.18.6-natija .v uzluksiz tasodifiy migdoming faqat bitta aniq
giymatni gabul qgilishi ehtimoli nolgateng, ya’'ni P(X = xg =0.

Buning isboti (18.18.4) formulada xI=x0x2=x0+ Ax almashtirish
so'ngra Ax->0 limitni hisoblashdan kelib chigadi.

Shu sababli, uzluksiz tasodifiy migdoming bitta giymatni gabul qilish
ehtimolini hisoblashning ahamiyati yo‘'q va shunga ko‘ra quyidagi
munosabatlar o' rinlidir:

P(a<X <b)=P(a<X <b)=P(a<X <b)= F(b)—F(a).

3°. Agar tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari (a;b)
intervalgategishli bo‘lsa, u holda

x!!(TO Fx)=0, x!lmo F glxl =1

munosabatlar o'rinli bo'ladi.
18.18.7-natija. Agar tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari
butun ox o0'qdajoylashgan bo'lsa, u holda quyidagi munosabatlar o'rinli:

lim F(x)=0,limF(x)=1

X—>- 00 X—>00

Yugqoridagi xossalardan foydalanib tasodifiy miqgdorlar tagsimot
funksiyasining grafigini sxematik chizish mumkin.

Yuqorida uzluksiz tasodifiy miqdorlarni tagsimot funksiyalari
yordamida aniglagan edik. Ammo tasodifiy miqgdorlarni fagat tagsimot
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funksiyalari yordamida emas, balki boshga funksiyalar biian ham aniglash
mumkin. Buning uchun zichlik (differensial) funksiyasi tushunchasini
kiritishimiz kerak boMadi.

18.18.8-ta’rif. Tasodifiy miqdoming zichlik (differensial) funksiyasi
deb, tagsimot funksiyasidan olingan birinchi tartibli hosilaga aytiladi va
quyidagicha aniglanadi:

f(x)=F'(x). (18.18.9)
(18.18.9) formuladan
/'(*)= lim limP{x*X *x + Ax)
Ai-*0 Ax Ar»0 AX

kelib chigadi. p(x<x <x+Ax) surat x tasodifiy migdor [x,x+m*1 oraliqda
yotgan giymatni gabul gilish ehtimolligi «massasini» bildiradi.
Demak, ~A*+ A% ehtimollikning  [x,x+Ax] oraligida o‘rtacha

zichligini, f{x):/_li% ﬂ(—— esa, x tasodifiy migdoming x

nugtadagi ehtimollik zichligini bildiradi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun zichlik funksiyasi muhim
ahamiyatga ega bo'lib, bu funksiya yordamida uzluksiz tasodifiy
miqdorlarning barcha xarakteristikalarini aniglash mumkin. Bu erda
ulaming ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

18.18.10-teorema. x uzluksiz tasodifiy miqor ehtimollarining (a:b)
intervalga tegishli giymatlami gabul gilishi ehtimoli zichlik funksiyasidan
a dan b gacha olingan aniq integral bilan aniglanadi:

b

P(a<X <b)=jf (x)dx.

Isboti. Ma’lumki, 18.18.5-natijaga asosan,
Pa<X <b)= F(b)- F(a).

Agar bu yerda N’yuton-Leybnits formulasi va zichlik funksiyasining
ta’'rifi (18.18.9) ifodadan foydalansak, quyidagini hosil gilamiz
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Pla<X<b)=F(b)- F(a)=]j F(x)dx = Jf(x)dx.

a a

Bundan tashqgari, x tasodifiy migdorning /(*) zichlik funksiyasini
ma’lum boMsa uning F(x) tagsimot funksiyasini topish uchun quyidagi

X

anigmas F(x) = Jf{t)dt integraldan foydalaniladi.

Tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi quyidagi xossalarga ega.

1° /00-differensial funksiyanomanfiy funksiyadir, ya'ni f(x)>0.

Isboti. Bu xossa /00 differensial funksiya kamaymaydigan F(x)
tagsimot funksiyaning hosilasi ekanligidan kelib chigadi.

2°. A%)ar tasodifiy migdor butun sonlar o‘gida aniglangan bo‘lsa

quyidagi J f(x)dx =\ tenglik o‘rinli bo'ladi.

Isboti. Nyuton-Leybnits formulasi va zichlik funksiyasining ta’rifiga
asosan, ushbu

7 f(x)dx =\¥0F (x)- lim F(x) =1-0=1

bo'ladi.
18.18.11-eslatama Agar x tasodifiy migdorning gabul gilishi mumkin

ho'lgan giymatlari (a,b) oraligdan iborat bo*lIsa, u holda yugoridagi formula
b

| fix)dx=1

ko'rinishini oladi. Bu formula geometrik nugtai nazardan ox o0‘q, /(x)
funksiya, x-a va x=b to‘g‘'ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
Inipetsiyaning yuzi 1 ga tengligini bildiradi.

18.18.12-eslatama. Zichlik funksiyasi fagat wuzluksiz tasodifiy
miqgdorlar uchun mavjud.

18.18.13-eslatama. x  uzluksiz tasodifiy miqgdorlarda ushbu
Ila£X <b)= P(a<X<b) bo'ladi.

18.7-8. Tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari

18.19. Diskret tasodifiy miqdorlaming sonli xarakteristikalari va
ularning xossalari. Ma’lumki, X tasodifiy migdorning tagsimot qonun x
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migdomi to'liq tavsiflab beradi. Ammo ko'pincha tagsimot qonuni
noma’ lum bo‘lib, uni aniglash katta giyinchiliklar tug‘diradi va biz kam
ma’lumot bilan chegaralanishimizga to‘g‘ri keladi. Ba’'zida esa tasodifiy
miqdomi umumlashtiruvchi sonlami qo’ llash foydalidir. Bu sonlar tasodifiy
migdoming sonli xarakteristikalari deb ataladi va ularning vazifasi tasodifiy
migdoming eng muhim xususiyatlarini gisga shaklda ifodalashidir.

Tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalaridan bin matematik kutilma
deb ataladi. Matamatik kutilma tasodifiy migdoming o‘rta giymatiga
taxminan tengdir. Juda ko‘p masalalarning yechimini matematik kutilmani
bilish orgali hal etish mumkin. Masalan, viloyatlami taqqoslovchi
ko‘rsatkichlardan biri ularda yetishtirilgan hosilning o‘rtachasi, ya'ni
matematik kutilmasidir.

18.19.1-ta'rif. X diskret tasodifiy migdor gabul qilishi mumkin
bo‘lgan giymatlarining mos ehtimollariga ko' paytmalari yig‘indisiga uning
matematik kutilmasi deb aytiladi.

X diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni:

fx1 X2 n
u P2 Pn

berilgan bo'lsin. U holda uning m (X)) -matematik kutilmasi

n

M (X)=xtp, +x2p2+...+X,p, = . " Pi
1=

tenglik bilan aniglanadi.
X tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlari soni cheskiz, ya’ ni
x tasodifiy migdor

X, x2 xn
la Pi Pn

tagsimotga ega boTsa, u holda uning matematik kutilmasi

[e¢]

M (X)=xlpl+x2p2+...+xnp,+... =Y xkPk (18.19.2)
k=1
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formula bilan aniglanadi. Bunda (18.19.2) qator absolyut yaginlashadi deb
faraz gilinadi. Aks holda, bu tasodifiy migdor matematik kutilmaga ega
bo' Imaydi.

18.19.3-misoL Agar A hodisaning ro'y berish ehtimoli p bo'Isa, bitta
tajribada a hodisa ro'y berish sonlarining matematik kutilmasini toping.

Yechilishi. Bitta tajribada a hodisaning ro‘y berishi sonlarini x
tasodifiy miqdor desak, u fagat ikkita giymat gabul gilishi mumkin: xi=1(a
hodisa ro'y berdi), bunda P(X =*,)=p; xr=0 (a hodisaro'y bermadi), bunda
P(X =xr)=u. U holda: M(X) =p.

x tasodifiy migdor ustida n marta sinov o'tkazilib, uning natijalari
quyidagicha bo*Isin:

X:jo x2... xk
n: 4 n2.. nk

Yugqoridagi satr x migdoming kuzatilgan giymatlarini, pastki satr esa
bu giymatlaming chastotalarini bildiradi, ya'ni xi (i=TJ) giymatni x migdor
n marta gabul gilgan.

x orgali kuzatilgan barcha giymatlaming o' rta arifmetigini belgilaylik,
u holda

I
x
a

Xj - .+ ara,

yoki

X =XIN-+Xx2N-+. .. +xt N - = XM+ 2+, .. + XK\,
n n n

Bu yerda wt, w2 ...,wk mos ravishda *, j@ ..., xt giymatlaming nisbiy
chastotalari.

Demak, x =m (x), ya'ni x tasodifiy migdoming matematik kutilmasi
uning kuzatiladigan giymatlari o' rta arifrnetigiga tagriban teng.

Matematik kutilma quyidagi xossalarga ega.

1°. 0 ‘zgarmas migdoming matematik kutilmasi o‘zgarmasning o'ziga
Icng: M{C)=cC.

Isbot. ¢ o‘zgarmas migdomi yagona c¢ giymatni 1 ga teng ehtimol
bilan gabul giladigan tasodifiy migdor deb garash mumkin. Shuning uchun,
M(C)=C1=C.
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18.19.4-eslatma. x diskret tasodifiy miqdorning o‘zgarmas c
kattalikka ko'paytmasini quyidagicha aniqlaymiz: X:x1,x2,..., xn =
CX:Cxx,Cx2,-..,Cxn.

2°. 0‘zgarmas ko'paytuvchini matematik kutilma belgisi ostidan
chigarish mumkin: M(CX)=CM(X).

Isbot. x diskret tasodifiy migdorning tagsimot gonuni

u Pn
ko‘rinishda bo'lsin. Uholda 18.19.4-eslatmaga asosan,

\cx, Cx2 Cxn

u Pr Pn
Bundan cx tasodifiy migdorning matematik kutilmasini hisoblaymiz
M (CX) =Cx, p, + Cxjpl+... +CxLpn=CM(X).

3°. Chekli sondagi tasodifiy miqgdorlar yig‘indisining matematik
kutilmasi ulaming matematik kutilmalari yig‘indisiga teng:

M (X, X 2+...+x,) =M (X,)+ m (x D+...+m (x,,)

4°. Chekli sondagi bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar ko‘paytmasining
matematik kutilmasi ular matematik kutilmalaming ko‘paytmasiga teng:

M(X,X2.XMN=M (X IM (XT)...Mm(XM).

3°-xossadan va 18.19.3-misoldan foydalanib quyidagi teoremani
isbotlash mumkin

18.19.5-teorema. n ta bog'ligmas tajribalarda a hodisa ro'y
berishining matematik kutilmasi: M(X) = np.

Matematik kutilmalarining tengligi tasodifiy migdorlaming gabul
giladigan giymatlari bir xil deb xulosa chigarishga imkon bermaydi.
Masalan,
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X. -05 0 05 Tr: -50 0 50
p: 03 04 03 p. 03 04 03

tasodifiy miqdorlarda M(X) =M(Y) =0, ammo ularning mumkin bo‘lgan
giymatlari turlichadir. Shu sababli tasodifiy migdoming tarqogligini
aniglovchi ikkinchi sonli xaxakXmsXika-dispersiya tushunchasini kiritamiz.

Dispersiya tushunchasini kiritishdan oldin tasodifiy migdoming
matematik kutiimasidan chetlanishi tushunchasini kiritib olamiz.

18.19.6-ta’rif. Tasodifiy migdor va uning matematik kutilmasi
orasidagi fargni uning chetlanishi deb ataymiz va x-M (x) ko'rinishda
bclgilaymiz.

Tasodifiy miqdor chetlanishining muhim xossasini ko‘rsatuvchi
quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

18.19.7-teorema, Tasodifiy miqdor chetlanishining matematik
kutilmasi nolga teng:

m(x - m(x))=0.

Amaliyotda tasodifiy migdoming mumkin boMgan giymatlari uning
o'rtachasi atrofida joylashish tarqogligini baholash tez-tez uchrab turadi.
Masalan, merganlik darajasini baholashda. Shu sababli, dispersiya
tushunchasi  kiritiladi, chunki tasodifiy miqdor chetlanishi giymatlar
tarqogligini baholay olmasligi 2-teoremadan ko' rinib turibdi.

18.19.8-ta’rif, x tasodifiy migdoming £>(jt)-dispersiyasi deb, uning
chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga aytiladi:

d(x)=m(x -m{x))2
Diskret tasodifiy migdor uchun bu formula ushbu ko' rinishni oladi:

D{x)=% {XI-M {x))2Pi.
H

18.19.9-ta'rif. x tasodifiy migdoming <r(x)-o'rtacha kvadratik
chetlanishi deb, dispersiyadan olingan arifmetik kvadrat ildizga aytiladi:

<T(X)=LLXx).
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Dispersiyaning o‘lchamligi tasodifiy miqdor oichligining kvadratiga
tengdir. O ‘rtacha kvadratik chetlanishniki esa tasodifiy migdor o‘lchami
bilan bir xil bo‘ladi.

Agar x biror bir gimmat baho gag‘ozning daramodliligi boisa, M(X)
uning o‘rtacha daromadliligini, D(X) esa riskini ifodalaydi.
18.19.10-misol. Agar a hodisaning ro‘'y berish ehtimoli p ga teng
boisa, u holda = hodisaning bitta sinovda ro‘'y berish sonining matematik
kutilmasi, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.
Yechilishi. Bu tasodifiy migdorning tagsimot gonuni quyidagicha
boiadi:
X: 01
p-ap

U holda,

M(X)=0qg+l p=p, D{x)=(0-pf qg+(I-pf ®=qapl+pg2Ap+q)= gp;
cr(x)= Jpgq .

Dispersiyani hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish tavsiya
etiladi:

D(X)=m{x 2-{m (x))1.

Tasodifiy migdor dispersiyasi quyidagi xossalarga ega.
1°. 0 ‘zgarmas miqdorning dispersiyasi nolga teng:

d(c)=0.

Isboti. ¢ o‘zgarmas migdomi ¢ giymatini 1ehtimol bilan gabul giladi
deb garash mumkin. U holda

M(C)=C va Z)(C)=(C-C)2 1=0.

2°. 0‘zgarmas ko‘paytuvchi dispersiya belgisidan kvadrati bilan
chigariladi:
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D(Or)=CD(X).

3°. Chekli sondagi o‘zaro bog'ligmas tasodifiy miqgdorlar yig"indi-
sining dispersiyasi ular dispersiyalarining yig‘indisiga teng:

D(XI+X2+...+Xn=D{X,)+D (X2 +...+ D{Xn).

18.19.10-natija. Bog'ligmas ikkita tasodifiy migdorlar ayirmasining
dispersiyasi ular dispersiyalarining yig‘indisiga teng.

18.20.Uzluksiz tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalari.
Diskret tasodifiy miqgdorlar kabi uzluksiz tasodifiy miqgdorlarda ham
matematik kutilma va dispersiya tushunchalari katta ahamiyatga ega.
Uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun bu tushunchalar quyidagicha kiritiladi.

18.20.1-ta’rif. Mumkin bo‘lgan giymatlari (ab) intervalga tegishli
bo'lgan x uzluksiz tasodifiy migdoming matematik kutilmasi deb, ushbu

Af(JO = J* xf{pc)dx (18.20.2)

tenglik bilan aniglanuvchi kattalikka aytiladi.

Agar x uzluksiz tasodifiy migdoming gabul gilishi mumkin bo‘lgan
giymatlar ox o‘gga tegishli bo‘lsa, u holda matematik kutilma formulasi
(18.20.2) quyidagi ko' rinishni oladi

)]
m {x)= \xf{x)dx. (18.20.3)

—a

Bu holatda (18.20.3) xosmas integral absolyut yaginlashuvchi, ya’ni
a

\\x\f(x)dx integralning giymati mavjud deb faraz gilinadi.
-

18.20.4-ta’rif. Uzluksiz tasodifiy migdoming dispersiyasi deb uning
matematik kutilmadan chetlanishi kvadratining matematik kutilmasiga
aytiladi.

Agar uzluksiz tasodifiy migdoming qabul qilishi mumkin bo‘lgan
giymatlari (a,b) intervalga tegishli bo‘Isa, u holda uning dispersiyasi uchun
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D(X)=1(x-M(X)ff(x)dx (18.20.5)

formula o‘rinli boMadi.
Agar uzluksiz tasodifiy miqdorning gabul gilishi mumkin bo‘lgan
giymatlari ox o‘gqa tegishli bo‘lsa, u holda uning dispersiyasi uchun

D(X)= \(x-M(X))2f{x)dx (18.20.6)

formula o‘rinli bo'ladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorning dispersiyasini hisoblash uchun (18.20.5)
va (18.20.6) formuladan foydalanish noqulay hisoblanadi, shu sababli
dispersiyani hisoblash uchun (18.20.5) formulaning qulay ko'rinishini
keltirib chigaramiz.

b b b b
W, X) = J(Ar-M (X)) 2f(x)dx = IXR(x)dx-  xM(X)f(x)dx +J M IX)F(x)dx =
b b

= M(X1)-2 M (X)\xF(x)dx+ M\X)$ F(x)dx =M (XJ-M \ X ).

a a

(18.20.6) formulaga ham bu ko'rinishdagi formulani keltirib chigarish
mumkin. Shunday qilib, ko'p hollarda dispersiyani hisoblash uchun

D(X)=M(XD-M\X)

formuladan foydalaniladi.
Ushbu

$(X) =JD(X)

formula bilan aniglanuvchi kattalik uzluksiz tasodifiy miqdorning o ‘rtacha
kvadratik chetlanishi deyiladi.

18.20.7-eslatma, Uzluksiz tasodifiy migdorlaming matematik kutilmasi
va dispersiyasi uchun ham diskret tasodifiy migdorlaming matematik
kutilmasi va dispersiyalarining xossalari o‘rinli bo'ladi.
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18.8-8§. Amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan diskret va uzluksiz
tasodifiy miqgdolar

18.21. Binomial tagsimot. nta erkli tajriba o‘tkazilyotgan boisin.
Agar X diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni

fo 1 K n

sik  K,n-K

npg~l  C.p g p

ko‘rinishda bo‘lsa, X binomial qonun bo'yicha tagsimlangan deyiladi.
q" + npg'~] +... + C*pkg'~k+... + pn={p +q)n=\ bo'lishini aytib o‘tamiz.

Bemulli sxemasida X tasodifiy miqgdor har birida A hodisaning ro'y
berish ehtimolligi bir xil va p gateng bo‘lgan n ta bogMigmas sinovda A
hodisaning ro'y berishlar sonini ifodalasin. Bu holda, ilgari ko'rsatilgandek,
P(x = k)=Ckpkg'-k, ya'ni X miqdor binomial tagsimotga ega.

18.21.1-misol. Nishonga garata uchta o‘q uzildi. Bitta o‘q uzishda
nishonga tekkizish ehtimolligi p=0,4. X tasodifiy miqglor - nishonga
tegishlar soni. Uning tagsimot gonunini yozing.

Yechilishi. X tasodifiy migdor binomial tagsimotga ega va uning
mumkin boMgan giymatlari O, 1, 2 va 3. Shuning uchun

/wmbuw{oﬁ'-

P(X =0)=0216; P{X =1)=0432, P{X = 2)=0,283; P{X = 3)= 0,064

Bundan

X tasodifiy migdoming tagsimoti ushbu ko‘rinishda bo’ ladi:

0 1 2 3
0,216 0,432 0,283 0.064

Asosiy sonli xarakteristikalar. Binomial tagsimlangan X tasodifiy
miqgdomi har birida A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi p gatengboigan

n ta bogMigmas sinovda ro‘y berishlar soni deb garash mumkin boMganligi
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uchun uni bogMigmas tasldifiy miqdorlar yig'indisi ko‘rinishda bunday
ifodalaymiz:

X =X1+X2+...+ X4,

bu yerda X, - shu A hodisaning /-sinovda ro'y berish soni (/=12,....,n).
llgari biz M (x,)= p,D(Xt)=pg bo'lishini ko'rsatgan edik. Shu sababli

M(X)=M(X, +X2+..+ )=M(XY)+M(X2+.... +
+M(XnN=p+p+..+p=np,
D{X)= D{Xx+ X2+...+ Xn)= D(XX+ D{X2 + ...+

+D(xn)=pq + pq+—PA= npq,

a(X)=fnpgq.
18.22. Puasson tagsimotL 1. n ta erkli tajriba o'tkazilyotgan bo‘Isin.
Agar X tasodifiy miqdor O, 1,2,...., k... giymatlarini

pk=P (X = k)="e~x(A> 0)

ehtimolliklar bilan gabul qgilsa, ya’ ni uning tagsimoti

0 1 2 K
Ae~x A2 o

-e ~ X
2! R

ko‘rinishda bo'Isa, u Puasson gonuni bo'yicha tagsimlangan deb ataladi.
Ehtimolliklar yig'indisi 1 ga tengligini tekshirish giyinemas:



Quyidagi isbotlash mumkin: agar Bemulli sxemasida sinovlar soni n
yetarlicha katta. p ehtimollik esa, kichik (p<0,) bo‘lsa, u holda ushbu
tagribiy formula o‘rinli:

A
P(X =A) ~~e S>bunda A = np. (18.22.1)

Shunday qilib, binomial tagsimot sinovlar soni katta bo‘lganda Puasson
tagsimotiga yaginlashadi.

18.22.2-misol. 800 ta urchugning har biriga r vagt ichida ipning uzilish
ehtimolligi 0,005 ga teng. Ko‘rsatilgan vaqt ichida rosa 4 ta ip uzilish
ehtimolligini toping.

Yechilishi. Bu masalani yechishda (18.22.1) formulani goMlash
mumkin: chunki s1=800 sonini katta, /7=0,005 eqgtimolligini esa kichik deb

hisoblash mumkin. Bu formuladan foydalanib topamiz,
A= np=800x0,005=4;

~e~A="  «0,0183= 0,1952.

Aniq formula bo‘yicha hisoblash 0,1959 ni beradi, demak, Pausson
formulasini qo‘llanishdagi xatolik 0,0007 bo'ladi. Laplasning lokal
formulasi bo‘yicha hisoblash bilan esa, 0,2000 ni hosil gilamiz, demak
xatolik 0,0051 bo'ladi, ya’' ni Puasson formulasidan foydalanilganidan ko‘ra
6 marta ortiq bo' ladi.

2. Asosiy sonli xarakteristikalari.

=/UrV =4

Mix2 = k2mP(X = k) = k2m— ee~x =
k=0 k=1
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Ak- 1 —1\ X(sT NIk—2
= Xe~
= fe~n(deA+ esn) = LR+ 4
oga =M(x2 - m2oa =@ +n) - .2=xana =VI.

Shunday qilib, M(X)=4, £>(x)=J1, V=n/X.

Puasson tagsimotida tasodifiy migdorning dispersiyasi uning matematik
kutilishiga teng.

18.23. Geometrik tagsimot qonuni. Erkli tajribalar o‘tkazilyotgan
boMsin. Ulaming har birida a hodisa bir xil p ehtimol bilan yuz bersin. A
hodisa yuz berishi bilan tajriba to‘xtatiladi. x tasodifiy migdor a hodisaning
birinchi ro'y berishigacha bo‘lgan tajribalar soni boMsin. Agar (*-i)-
tajribagacha a hodisa ro'y bermasdan k-tajribada ro‘y bersa, bu murakkab
hodisaning ehtimoli

P(X = K) = gk~xp (18.23.1)
formula bilan aniglanadi. (18.23.1) formulada k=12,.. deb garab, ushbu

X: 1 2 3 .. K
p: p ap 9q2p ... gk'p ..

jadvalni hosil gilamiz. Bu tagsimot qonuni geometrik tagsimot gonuni deb

ataladi va (18.23.1) formula uning analitik ko'rinishi bo'ladi.
n

18.23.2-eslatma, Geometrik tagsimot gonunida A=1.

18.24. Tekis tagsimot.
18.24.1-ta’rif. Tekis tagsimlangan X uzluksiz tasodifiy migdor deb
zichligi biror [a,b\ kesmada o‘zgarmas va M(b~a) ga teng, bu kesmadan

tashqgari esa nolga teng, ya’ni

f0O,x < abo’lganda,

1
/(*) = :b—_a,a < X < bbo’lganda,

Opn > bbo'lganda

bo‘lgan tasodifiy miqdorga aytiladi.
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Ushbu Jf(x)dx = 1 ekanligini tekshirish oson.

—a0

Hagiqattan ham,

J /(*)*:
A 3b-a b—a b -

Tekis tagsimot uchun F(x)

a<x<b bo'lsa, uholda F(x)= ff{t)dt=\— —dt=——
3 lb—a b-a 1 b—a

Ravshanki, x<a da F(x)=0,x>b da F(x)=I. Shunday gilib,

0, x<abo'lganda,
X-a
b-a
1, x > bbo'lganda

H*)=

2. Asosiy sonli xarakteristikalari:

M(*)=M *)*=|jgb A=2F 7 P=fift

M (Z2= | X2 ()1 = |x2 - a+ *b

a(x)= o3

18.25. Ko‘rsatgichli tagsimot
18.25.1-ta’rif. Tagsimot zichligi

Nle Ac, x>0 bo'lganda,
0,x<0 bo’'lganda
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ko‘rinishda boMgan X tasodifiy miqdor ko'rsatgichli tagsimotga ega
deyiladi, buyerda n - biror tayin musbat son.
‘0

Jf(x)dx =1 shartning bajarilishini tekshiramiz. Hagigatan ham,

-0

0 D
J Ae-*dx=-je-*‘d(-Ax)=-e-Al|l-=0+1 =1
0 0

Ko'rsatgichli tagsimotning integral funksiyasi quyidagi ko'rinishda
ekanligini tekshirish oson:

. f _Ae~Mdt =1 -~ | > bo'lganda,
Fm = fJo™® X g

(0, x < O bo'lganda.

Asosiy sonli xarakteristikalari: a) matematik kutilmasini topamiz:
«T00 +0C +00

M (X)= JIxf(x)dx = IxAe~"dx = J1 Ixe~**dx.

-0 (e} 0

BoMaklab integrallash usulini tadbiq etib va u=x, dv=e**dx deb olib,
quyidagini hosil gilamiz:

M (x)=x{-e~*\r- fl-e-*}jx= je~ A =1a wﬁm q

Shunday qilib, M(x)=I1/A.
b) Dispersiyani va o‘rtacha kvadratik chetlanishini topamiz:

r+*
D(X)= M(X2 —M2x) = | x28erdx - M2(x) = -xe~**\ D+
Jo

. : 1 11
+2j xe Ndx - M2(x) = 2- — -

Shunday qilib,
D{X)=\!A2, a(X)= ~D(X)=\IA.
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18.26. Normal tagsimot (Gauss tagsimoti)
18.26.1-ta’rif. X tasodifiy miqdorning tagsimot zichligi

/W =~ e~ ~ (or>0) (18.26.1)

ko'rinishda bo'lsa, u normal gonun bo'yicha tagsimlangcm deb ataladi
(18.2-chizma).
f(x) funksiyaning musbatligi ravshan. J/(*)*=i shartning bajarilishini,
ya'ni
+00 . 40 (xa)2
ffx)dx =—==fe ~ dx=1

tenglikning to‘g ‘riligini tekshiramiz. Bu integraJda o‘zgaruvchi t= x a deb
a

o‘zgartiramiz. U holda x= at + a, dx= adt va

i = Am? 1 a2 1
Fe A dx=-t= le 2di= 2fe 2dt=3 --3 - =1
V21 n/2n1 yizn | V* V2

Normal tagsimlangan X tasodifiy migdorning tagsimot zichligi ikkita
parametr - a va a ga bog'ligligi (18.26.1) formuladan ko'rinib turibdi.
f(x) funksiyani a= 0 bo'lganda garaymiz:

-x/2a

/(*)=-

va uning asosiy xossalarini aniglaymiz

1°. Bu funksiya butun son o‘gida aniglangan, uzluksiz va musbat.

2°.Bu funksiyajuft va, demak, Oy o‘qgiga nisbatan simmetrik.

3°.0 dan +oo gacha kamayuvchi, -oo dan 0 gacha o‘suvchi.

4°.x->x00 dagrafigi ox 0'‘gga asimtotik yaginlashadi.

5°.x=0 nugtada funksiya Mo-Jin gatengbo‘lgan yagona maksimumga
ega. a ning ortishi bilan mksimumning giymati kamayada, bu funksiya
grafigi va abssissalar 0'qi bilan chegaralangan yuza 1 gateng bo‘lganligi a
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ortishi bilan zichlik egri chizig'i yassilanib boradi, u asta- sekin Ox o0'qga
yaqginlashadi, a kamayishi bilan esa zichlik egri chizig‘i ox crgining kichik
gismida o‘gining maksimumi atrofida yuqgoriga cho'zi)adi, keyin esa unga
(Ox 0'gga) tez tortiladi.

Funksiya grafikdan, agar a>0 bo‘lsa a gadar o‘ngga, agar a<0 bo‘lsa,
lal gadar chapga surish bilan hosil gilinadi. a=0 va <=1 parametrli normal
tagsimot normalangan normal tagsimot deb ataladi. Uning zichligi

ga teng. Bu funksiyaning giymatlari jadvali tuzilgan.
f(x) tagsimot zichligi va F(x) tagsimot funksiyasi orasidagi

bog'lanishdan quyidagiga egamiz:

F(t)=—~ fe~r~nrdt
o-V2™4

Normalangan normal tagsimot uchun F(x) funksiya ushbu ko'rinishga
ega:

/)= 1 \erndt+_» = 4+ )
ow
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Ushbu
d{x)=-L=\e"I2dt (18.26.2)
n2

funksiya Laplas funksiyasi deb ataladi.
Quyidagi xossalarni ko'rsatgish oson:
1) ®(x) funksiya butun son o‘gida aniglangan va uzluksiz;

2) & (x) funksiya tog, demak, uning grafigi koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik;

3) @ (x) funksiya butun son o‘gida o‘suvchi;
4) lim d(x)=05; lim p(x)=-0,5

®(x) funksiya giymatlari jadvali tuzilgan.

3. Asosiy sonli xarakterstikalari.

+00 1 +30

M (x)= Ixf(x)dx =— xe**ghlla dx = |(x- a)/a =t,xat + a,dx=a d\=

+30 +00 +00 |

= 21j}_lzn- jL(<jt + a)e~ Id t:\-f/\:j [o4 1t =\ iaie= O an/2s)=a

Shunday qilib, M(x)=a. So‘ngra

1 ©
D{X)=— 1= f{x-afert~"dx”cT2
&bi2sa 4

Biz bu yerda D(x) ni hisoblashni keltirmasdan, uni mustagil mashq
sifatida goldirdik.

(§x)= wD(x) boMganligi uchun o(x)=0, ya'ni X normal tasodifiy
migdoming o' rtacha kvadratik chetlanishi o parametrga teng.

4. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdoraning integraldagi
giymatini gabul qgilish ehtimolligini hisoblamiz:
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fi J(x-af
P(a<X <p)=\f{x)dx=-—j=\e 242 dx=

t o-v2n-;
X-a , . , X a p
————-=t,X=crt+ a, dx=a dx-adt — =
a t{a-a) =@ 'O
=-~= Je-t212dt=~"= fe-l2dt+
n/2™ V2© (ai)o
a
1 (P-a)la . (p-a)io . (x-a)/,
+ * F e ndt=-j= J e 2dt— 4= f e dt.
van wr . -Jin *

Bundan quyidagiga egamiz:

Pla<X< /?)=

bu yerda ¢ (x)- (18.26.2) formula bilan aniglanadigan Laplas funksiyasi.

18.9-8. Katta sonlar gonuni. Markaziy limit teoremasi

18.27. Katta sonlar gonuni. Chebishev teoremasi. Ma’lumki, tajriba
natijasida tasodifiy migdor mumkin bo‘lgan giymatlaming qaysi birini gabul
gilishini oldindan aytib bo‘lmaydi, chunki bu juda ko'p tasodifiy faktorlarga
bog'lig, bu faktorlaming esa hammasini hisobga olib bo‘Imaydi. Ammo bir
tamondan shuni ham ta’ kidlash keraki, keng qamrovli shartlar ostida ko‘p
sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisi deyarli tasodifiylik xarakterini
yo'qotar ekan.

Amaliyot uchun juda ko'p tasodifiy sabablaming birgalikdagi ta’siri
tasodifga deyarli bog'liq bo‘lmaydigan natijaga olib keladigan shartlami
bilish juda muhimdir, chunki bu hodisalaming ganday rivojlanishini
oldindan ko‘ra bilishga imkon beradi. Bunday shartlar umumiy nomi «Katta
sonlar gonuni» deb ataluvchi teoremalarda Kkeltiriladi. Bular qatoriga
Chebishev va Bemulli teoremalari mansub bo‘lib, Chebishev teoremasi
katta sonlar gonunining eng umumiy, Bemulli teoremasi esa sodda holi
hisoblanadi.
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Dastlab quyidagi ta’rifni keltiramiz.

18.27.1-ta’rif. Agar X,, X2 ...,X,, tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi mos
ravishda ndr,), M(Xr\..,, m(x,,) matematik kutilishlargaegabo’lib, ixtiyoriy
s>0 son uchun n->mada

munosabat bajarilsa, berilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi katta sonlar
gonuniga bo ysinadigan deyiladi.
Katta sonlar gonuniga oid teoremalarni isbotlashda Chebishev
tengsizligidan foydalaniladi. Biz bu teoremani isbotsiz keltiramiz.
Chebishev tengsizligi. Ixtiyoriy e>0 son uchun

p{x-m(x)*"£)< °(p yoki p(lr-n/(x)|<E-)"—5 ~ .

Praktika uchun Chebishev tengsizligining ahamiyati cheklangan bo’ lib,
u ba’'zan trivial baho beradi. Chebishev tengsizligining nazariy ahamiyati
juda kattadir.

18.27.2-teorema.(Chebishev teoremasi) Agar X,, X2...,*, juft-jufti
bilan erkli tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boMib, ulaming dispersiyalari
yugoridan tekis chegaralangan (ya'ni D{xvic, 1=12,...) boMsa, u holda

musbat e son har gancha kichik bo‘lganda ham

M(X,)+M(XD+...+M(X\<fl 1

munosabat bajariladi.

Shunday qilib, Chebishev teoremasi quyidagicha da'vo qiladi: agar
dispersiyalari tekis chegaralangan ko‘p sondagi tasodifiy migdorlar
garalayotgan bo‘lsa, u holda bu tasodifiy migdorlar arifmetik o‘rtacha
giymatining ulaming matematik kutilmalari ariimetik o‘rtacha giymatidan
chetlanishining absolyut giymati istalgan musbat kichik sondan ham kichik
bo'lishidan iborat hodisani deyarli muqgarrar deb hisoblash mumkin.

Isboti. Chebishev tengsizligini
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— X I+Xi+...+X,
2 T ——-—
tasodifiy migdorga nisbatan qo‘llaymiz:

PAx-m{x)|<E)>1-~"1 1. (18.27.3)

Matematik kutilma va dispersiyaning xossalaridan foydalanib va
teorema shartlariga ko'ra quyidagilami hosil gilamiz.

b )=m [xX*x\=xtm{x,),

Bu ifodalami (18.27.3) tengsizlikka qo'yib:

*tM(X.) <& > 1 i—-z-—z---zl——z N
nid n e ns

hamda ixtiyoriy hodisaning ehtimoli 1 dan katta emasligini hisobga olib,

Vbl S
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu munosabatdan dateorema tasdig'i kelib
chigadi:
lim/5
00

Chebishev teoremasida biz tasodifiy migdorlarning matematik
kutilmalari har xil deb faraz gilgan edik. Amaliyotda esa tasodifiy miqdorlar
ko'pincha bir xil a=wm (x,) matematik kutilmaga va D(xi)=a2 dispersiyaga

ega bo'ladi. U holda:
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=—na=a.

Qaralayotgan xususiy holda, Chebishev teoremasi quyidagicha
ifodalanadi.
18.27.4-teorema. Agar x1,x 1,...,xr tasodifiy migdorlar juft-jufti bilan

erkli bo'lib, bir xil a matematik kutilmaga va a2 chekli dispersiyaga ega
bo'lsa, u holda ixtiyoriy kichik e>0 son uchun ham

Faraz gilamiz, n ta erkli sinash o‘tkazilavotgan bo‘lib, ularning har
birida A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga teng bo‘lsin. U holda hodisa
ro'y berishining nisbiy chastotasi qanday bo’lishini oldindan ko‘ra bilish
mumkinmi? Bu savolga Yakov Bemulli tomonidan isbotlangan quyidagi
teorema ijobiy javob beradi.

18.27.5-teorema. (Bernulll teoremasi) Agar n ta erkli sinashning har
birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli p 0‘zgarmas va sinashlar soni
yetarlicha katta bo'‘lsa, n holda hodisa ro‘y berishi nisbiy chastotasining P
ehtimoldan chetlanishining absolyut giymati ixtiyoriy kichik musbat sondan
ham kichik boiish ehtimoli birga yaginlashadi:

Isboti. a hodisa ro'y berishlarining chastotasi p, ni quyidagicha
ifodalash mumkin:

Mn - +X2+...+Xn.

Bunda X - a hodisaning j-sinashdagi ro‘y berishlar sonini ifodalovchi
tasodifiy migdor. xt, X2 ...,xn tasodifiy miqdorlar erkli bo'lib, bir xil
tagsimot qonuniga egadir. Ya’ni
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X,: 01 X2: 01 .. X.:
p: q p p: qp,..., p.

Bu tasodifiy migdorlar uchun
M(X,)=M(Xr) =...=M(X,,)=p, D(X,)=pg-Zx

ekanligini ko' rsatish mumkin. U holda

M(pr)= M(X, +X2+...+ X,)= APT,)+ M(XZ+...+ M(XI]) = np

va wf"”j =p ekanligini hisobga olsak:

Iimr;—n -p <eJI= \irar\/n X - p\<ej=l

Qaralayotgan holda Chebishev teoremasining barcha shartlari
bajariladi.

Bemulli teoremasi sinashlar soni yetarlicha katta bo‘lganda nisbiy
chastota nima uchun turg'unlik xossasiga ega bo‘lishini tushuntiradi va
ehtimolning statistik ta’rifini asoslaydi.

18.27.6-eslatma. Bemulli teoremasidan Li%}/—_l:p xulosani chiqarish

mumkin emas. Teorema yetarlicha ko'p sondagi tajribalarda nisbiy chastota
har bir tarjribada hodisa ro‘y berishining o‘zgarmas ehtimoliga fagat ehtimol
bo‘yicha vyagqinlashishi haqgidadir. ning P ga ehtimol bo'yicha
yaginlashishi analizdagi oddiy yaginlashishdan farq giladi. Bu fargni to‘g‘ri
tushunish uchun ehtimol bo'yicha yaqginlashish ta’rifini beramiz.

18.27.7-ta'rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun \x,~x\<£ tengsizlikning
bajarilish entimolligi n->» da birga intilsa, u holda *,,X2.....xn... ketma-ketlik
x0ga ehtimol bo'yicha yaqginlashadi deyiladi.

Chebishev teoremasining (yoki katta sonlar gonunining) mohiyati
quyidagicha: ayrim olingan erkli tasodifiy migdorlar o'z matematik
kutilmalaridan katta farq giladigan giymatlami gabul gilsada, yetarlicha
katta sondagi tasodifiy miqdorlaming arifmetik o‘rtacha giymati katta
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ehtimollik bilan tayin o‘zgarmas songa, chunonchi %y ¢ ,) songa yaqgin

giymatlarni gabul qgiladi.

Boshgacha qilib aytganda, ayrim tasodifiy miqgdorlar anchagina
sochilgan bo'lishi mumkin, lekinularning arifmetik o‘rtacha giymatlarining
targoqligi kam bo’ladi.

Shunday qilib, har bir tasodifiy migdor mumkin bo‘lgan giymatlaridan
gaysi birini gabul qilishini anig ayta olmasak ham ularning arifmetik
o' rtachasi ganday giymat gabul qgilishini oldindan ko'‘ra bilish mumkin.

Katta sonlar gonuniga ko‘ra, yetarlicha ko' p sondagi erkli (dispersiyasi
tekis chegaralangan) tasodifiy miqdorlarning arifmetik o‘rtacha giymatlari
tasodifiylik xarakterini yo‘qotadi. Bu esa quyidagicha izohlanadi: har bir
miqdorning o‘zining matematik kutilmasidan chetlanishi musbat ham,
manfiy ham bo'lishi mumkin, ammo arifmetik o‘rtachada ular o‘zaro
yo‘qolib ketadi.

Chebishev teoremasining amaliy ahamiyatiga doir quyidagi misolni
keltiramiz.

Odatda, biror fizik kattalikni o*lchash bir necha marta amalga oshiriladi
va ularning arifmetik o‘rtacha giymati izlanayotgan o‘lcham sifatida gabul
gilinadi. Qanday shartlarda bu usulni to*g‘ri deb hisoblash mumkin?-degan
savolga Chebishev teoremasi javob beradi.

Hagigatan ham, har bir o‘lchash natijalarini x,xr,....X, tasodifiy
miqgdorlar sifatida garab, bu tasodifiy migdorlarga Chebishev teoremasini
qo‘llamogchi boisak, quyidagilar bajarilishi kerak:

1) ularjuft-jufti bilan erkli;

2) bir xil matematik kutilmaga ega;

3) dispersiyalari tekis chegaralangan.

Agar har bir o‘lchashning natijasi qolganlariga bog‘lig bo‘lmasa,
birinchi shart bajariladi.

Agar o'lchashlar sistematik (bir xil ishorali) xatolarsiz bajarilsa,
ikkinchi talab bajariladi. Bu holda hamma tasodifiy miqdorlarning
matematik kutilmalari bir xil bo’lib, u haqigiy o‘lchamga teng bo’ladi.

Agar o'lchash asbobi aniglikni ta’minlay olsa, uchinichi talab ham
bajariladi. Bunda ayrim o'lchashlaming natijalari har xil bo'lsada, ularning
tarqoqligi chegaralangan bo‘ ladi.

Agar yuqgorida ko‘rsatilgan hamma talablar bajarilgan bo‘lsa, u holda
o'lchash natijalariga Chebishev teoremasini go'‘llashga haglimiz. Bunda
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yetarlicha ko'p sonda o‘lchashlar o‘tkazilsa, u holda ulaming arifmetik
o‘rtacha qgiymati o0'lchanayotgan Kkattalikning haqgigiy qgiymatidan
istalgancha kam farq giladi.

Statistikada qo'‘llanadigan tanlanma usul Chebishev teoremasiga
asoslangan, bu usulning mohiyati shundan iboratki, unda uncha katta
bo‘lmagan tasodifiy tanlanmaga asoslanib, barcha tekshirilayotgan ob’ ektlar
to‘plami to‘g ‘risida mulohaza gilinadi.

18.27.8-misol. x - diskret tasodifiy migdor quyidagi tagsimot bilan
berilgan.

X: 01 0,4 0,6
p: 02 0,3 0,5

Chebishev tengsizligidan foydalanib, p(x - m{x\<,04) ehtimolni
baholang.
Yechilishi. x - diskret tasodifiy migdorning xarakteriskalarini topamiz

nsmnn=o010,2+0,4 0,3+0,6 0,5=0,44,
£(X)=0,120,2+0,42 0,3+0,62 0,5-0,442=0,364.

Demak, p\x- 0,44j<i/m)> 1- °~ 4=0,909.

18.27.9-teorema  (Puasson teoremasi). Bog'ligmas sinovlar
o‘tkazilayotgan bo‘lsin va A hodisaning /-sinovda ehtimolligi p, ga teng
bo'lsin. U holda sinovlar soni cheksiz origanida/l hodisaning nisbiy
chastotasi  pt,p2...p,, ehtimolliklarning o‘rta arifmetigiga ehtimollik
bo'yicha yaginlashadi,ya’ ni ushbu tenglik o‘rinli:

limp(Pt PI+Pi+ "+Pn o)1,

18.28. Markaziy limit teoremasi hagida tushuncha. Ma'lumki,
normal tagsimlangan tasodifiy miqdorlar amaliyotda keng targalgan. Buni
nima bilan asoslash mumkin. Bunga rus matematigi A.M.Lyapunovning
quyidagi teoremasi javob beradi.

18.28.1-teorema. (Markaziy limit teoremasi) Agar x tasodifiy
miqdor juda ko‘p sondagi o‘zaro bog'ligmas tasodifiy migdorlaming
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yig‘indisidan iborat bo‘lib, har bir hadning yig‘indiga ta’siri e’tiborga
olinmaydigan darajada juda kam bo‘lsa, u holda x ning tagsimoti normal
tagsimotga yaqin bo‘ladi.

Masalan, tajriba gandaydir fizik kattalikni oichashdan iborat bo‘lsin.
Har ganday o‘lchash bu kattalikning taxminiy giymatini beradi, o‘lchash
natijasiga ta’sir etuvchi tasodifiy faktorlar esa juda ko'p. Har bir faktor
oMchash natijasiga e’tiborga olinmaydigan darajada bo‘lsa ham juda kam
ta’sir ko'rsatadi va xatolikni hosil giladi. Ammo, bu faktorlarning soni juda
ko'p bo‘lganligi sababli xatoliklarning umumiy yig‘indisi sezilarli darajada
xatolikni hosil giladi.

Bu xatoliklar yig‘indisini juda katta sondagi o‘zaro bog'ligmas tasodifiy
miqdorlar yig‘indisi deb garab, bu yig*‘indining tagsimoti normal tagsimotga
yagin ekanligi hagida xulosa gilishimiz mumkin.

Faraz gilamiz xI,x1,...,xn,. - 0‘zaro bogiigmas tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi berilgan bo'lib, ularning matematik kutilmalari m(xi)=al va
dispersiyalari D(x1) =b; chekli bo‘lsin.

Quyidagicha belgilash kiritamiz:

Normalangan yig‘indining tagsimot funksiyasini quyidagicha
belgilaymiz

Agar normalangan yig'indining tagsimot funksiyasi x ning har ganday
giymatida va n->°c da normal tagsimotga intilsa, ya’'ni

(18.28.2)

boisa, XvX2...Xa.. ketma-ketlikka markaziy limit teoremasini qo’llash

mumkin.
(18.28.2) katta sondagi o‘zaro bog‘'ligmas tasodifiy miqgdorlar
yig‘indisining tagsimoti normal togsimotga yaginlashish sharti hisoblanadi.
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18.10-8. Ikki oMchovli tasodifiy miqdorlar va
ularning xossalari

18.29. Ikki o‘lchovli tasodifiy migdoming tagsimot gonuni.
oMchovli tasodifiy miqgdor deb, mumkin boMgan giymatlari (x,y) sonlarjufti
boMgan (X,Y) tasodifiy migdorga aytiladi. Bir vagtda garalayotgan X va Y
ni tashkil etuvchilar ikki tasodifiy miqdor sistemasini tashkil etadi.

Diskret ikki o ‘Ichovli tasodifiy migdor deb, tashkil etuvchilari diskret
boMgan miqdorga aytiladi.

Uzluksiz ikki o ‘Ichovli tasodifiy migdor deb, tashkil etuvchilari uzluksiz
boMgan miqdorga aytiladi.

Ikki oMchovli tasodifiy migdor ehtimollarining tagsimoti gonuni deb,
mumkin boMgan giymatlari bilan ulaming ehtimollari orasidagi moslikka
aytiladi.

Ikki oMchovli tasodifiy (X,Y) miqgdorlami qaraymiz. Faraz qilaylik x
va y haqiqiy sonlarjufti boMsin.

18.29.1-ta’'rif. X tasodifiy migdorni x hagigiy sondan kichik giymat
gabul gilganda Y tasodifiy migdorni ham y haqiqiy sondan kichik giymat
gabul qilishdan iborat hodisa ehtimoliga, (X,/1 ning tagsimot funksiyasi
deyiladi, ya’'ni

F(x,y)=P(X<x,Y<y).

1°. Ikki oMchovli tasodifiy migdoming tagsimoti funksiyasi qo‘sh
tengsizlikni ganoatlantiradi:

O<F(x,y)<1

2°.F(x,y) ikkala argument bo‘'yicha ham kamaymovchi funksiyadir,
ya'ni

F(xi,y)<F(x2y), agar xx<x2bo'lsa,

F(x,y<F(x,y2), agar yx<y2bo'lsa.

3°.F(x,y) uchun quyidagi limit munosabatlar o*rinli:

1 F(-00,>) =0, 2 F(x,-<x>) =0,

3. F(-a0,—00)= 0, 4. F(oo, ach)=1.
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Ko'rinib turibdiki, agar F{x,y) funksiyaning argumentlaridan birortasi

-00 bo'lsa, funksiya giymati nolga teng boMadi.
Demak, X va Y tashkil etuvchilari - @ dan kichik giymat gabul gilish

ehtimoli nolga teng.

Agar x = x>y= < boisa, (X,Y) ni butun tekislikdagi giymatlarini gabul
gilish ehtimoli 1 gateng.

4°. Agar F(x,y) funksiyani argumentlaridan birortasi 4o ga teng bo‘lsa,
u birinchi argumentni funksiyasiga aylanadi:

Fix,<x>)= FI(x), H<e,y)=F2y).

Tasodifiy tashlangan nugtani to‘g‘ri to‘rtburchakka tushish ehtimoli
quyidagicha bo' ladi:

P(xl <X <x2 yx<Y <y2) =[F(x2,y2-F(X\,y2]-
-[F(x2yJ-F(Xx,,Y,)]

Faraz gilaylik, F(x,y) ikki o‘lchovli tasodifiy migdomi tagsimot
lunksiyasi hammajoyda uzluksiz bo'lib, 2-tartibli aralash xususiy hosilaga
ega bo'lsin.

18.29.2-ta’'rif. Ikki oichovli wuzluksiz tasodifiy migdor (X,Y) ni

tagsimot funksiyasidan olingan 2-tartibli aralash xususiy hosilaga, shu
tasodifiy miqdomi tagsimot zichligifunksiyasi deyiladi

axay

1°. Ikki oMchovli tasodifiy migdomi zichlik funksiyasi manfiy emas:

f(x:y)>0.
2°. Ikki o‘lchovli wuzluksiz tasodifiy migdomi taqgsimot zichligi
funksiyasidan olingan chegaralari cheksiz ikki karrali xosmas integral 1 ga
teng:

H0CHD
J J f(x;y)dxdy = 1.
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Agar f(x;y) ma’'lum bo‘lsa, F(x,y) ni topishda quyidagi formuladan

* Y
foydalaniladi: F = JJ f(x;y)dxdy.

—e0—e0

18.30, Ikki o‘lchovli diskret tasodifiy miqdor tashkil etuvchilari
ehtimollarining shartli tagsimot gonunlari. X va Y tashkil etuvchilar
diskret va ulaming mumkin boMgan qiymatlari xr,x2,...,x,; yi,y2,-,ym
bo‘lsin.

X tashkil etuvchining Y =yj bo‘lgandagi shartli tagsimoti deb, ushbu

shartli ehtimollar to‘ plamiga aytiladi:

p(x1ly}), p(x2lyj),....p(xn lyj).

Yy tashkil etuvchining shartli tagsimoti shunga o‘xshash aniglanadi.
Tashkil etuvchilaming shartli ehtimollari mos ravishda quyidagi formulalar
bo‘yicha hisoblanadi:

. P(X, Vi
PIXi\yj) = - _yj) plyd\xi) = LY
P(yJ) P(x,)

18.31. Ikki o‘lchovli diskret tasodifiy miqdorlaming sonli
xarakteristikalari. Sistemani tashkil etuvchi X va Y diskret tasodifiy
migdorlaming matematik kutilma quyidagi formulalar bo‘yicha aniglanadi:

M(X)=£ £ xiPii, M(Y)=% £ yjPiJ.
H oy il j=1

Agar x va v diskret tasodifiy migdorlar boglligmas bo'‘lIsa, uholda bu
tasodifiy miqdorlaming tagsimot qonunlaridan M{X) va M(Y) lami

quyidagi formulalar orgali topish mumkin:

M(X)=£ xkPk, M(Y)=£ yiPi.
k=1 i=l

X va Y diskret tasodifiy miqdorlaming dispersiyalari quyidagi
formulalar bo'yicha aniglanadi:

HX)=£ £ (x,-M(x)fPlJ, D(Y)=£ £ {yj-M (Y fPij.
Hj=1 Hj=1
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Dispersiyalami hisoblashda quyidagi

D(X)=m (x2-[M{x)f, D(Y)=m {y2- [M{Y)]2

fermuialardan ham foydalanish mumkin.

X va Y diskret tasodifiy migdorlarning o‘rtacha kvadratik chetlanish
quyidagi

<T(X)=4 1), a{Y)=4 W)

formulalar yordamida aniglanadi.

18.32. Ikki o‘lchovli uzluksiz tasodifiy miqgdorning sonli
xarakteristikalari. Ikki oMchovli X va Y uzluksiz tasodifiy migdorlarning
matematik kutilma quyidagi formulalar bo‘yicha hisoblanadi:

co oc co

M(X)= ] | xfx,y)dxdy, M(Y)=J Jyf(x,y)dxdy,

—CO —00 —00 —00

bu yerda f{x,y) zichlik funksiya.

Sistemani tashkil etuvchi X va Y uzluksiz tasodifiy migdorlarning
dispersiyalari quyidagi formulalar bo‘yicha aniglanadi:

D(X)= J J[x-M(x)]2f(x,y)dxdy= J J x2f(x,y)dxdy-[M(x)]2

—00 - 00 —00 —00

D(Y)= J } \y-M(Y)\2f(x,y)dxdy= | J y2(x,y)dxdy- [M (K)]2

— 00 —00 —00 —00

bu yerda f{x,y) zichlik funksiya. X va Y uzluksiz tasodifiy miqdorlarning
dispersiyalari quyidagi formulalar bo'yicha ham hisoblash mumkin:

D(X)= J x2F,(x)dx~\M{x)]\ D(Y)= ] y2f2b')dy-[M(Y)]2.

X va Y uzluksiz tasodifiy miqdorlarning o‘rtacha kvadratik chetlanish
quyidagi



formulalar yordamida aniglanadi.

18.33. Korrelyasiya momenti va korrelyasiya koeffitsiyenti. X va Y
tasodifiy migdorlar sistemasini tavsiflash uchun tashkil etuvchilaming
matematik kutilma va dispersiyalaridan tashgari boshqa xarakteristikalardan
ham foydalaniladi. Bular jumlasiga korrelyasiya momenti va korrelyasiya
koejfitsiyentlar Kiradi.

X va Y tasodifiy migdorlarning korrelyasiya momenti (yoki
kovariasiyasi) deb, ushbu

KXY=M~2AX-mx)(Y-my))
songa aytiladi.

X va Y diskret tasodifiy migdorlarning korrelyasiya momenti quyidagi
formulalar bo'yicha aniglanadi:

KxY=i t (x- M(X)iyJd- M(Y))p(x..yj).
A j=

Ikki o‘lchovli X va Y uzluksiz tasodifiy migdorlarning korrelyasiya
momenti quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

K.,=1 J&-Wruy-n/ )/ (ydxdy
—0 —@©

bu yerda f(x,y) zichlik funksiya.

Korrelyasiya momentini yana ushbu

Kxy = M(XY)~ M (X) sM (Y)
formula bo'yicha hisoblash qulay, bu yerda diskret tasodifiy miqdorlar
M{XY)=j~ £ WijPu’
A =l

uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun esa
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00 co
M(XY)= j J xyf(x,y)dxdy.

-oc -00

o‘rinli boMadi.

18.32.1-teorema. BogMigmas tasodifiy migdorlar uchun korrelyasiya
momenti nolga teng, ya 'ni KXY =0.

X va Y tasodifiy migdorlaming korrelyasiya momentining s”™u
tasodifiy migdorlar o‘rtacha kvadratik chetlanishlari ko‘paytmasiga nisbati

tasodifiy miqdorlami korrelyasiya koeffitsiyenti deb ataladi va u rxr bilan
belgilanadi
Ta’'rifga ko'ra,

Kxy
rxr-* (x )M Y )

formula o‘rinli bo‘ladi.

Korrelyasiya koeffitsiyenti tasodifiy migdorlaming o‘lchov
birliklarining tanlanishiga bog‘lig emas. Korrelyasiya koeffitsiyentining
korrelyasiya momentidan ustunligi ham ana shundadir.

Korrelyasiya koeffitsiyenti quyidagi xossalarga ega.

1°. Korrelyasiya koeffitsiyenti absolyut giymati bo‘yicha birdan ortiq
bo‘lmaydi, ya'ni - I<r” <1 o‘rinli bo'ladi.

2°. AgarA' va Y tasodifiy migdorlar bog‘ligmas bo'lsa, korrelyasiya
koeffitsiyenti nolga teng, ya’'ni =0.

3°. Agar X va Y tasodifiy migdorlar Y=AX+ B (A * 0) ko‘rinishda
chizigli bog‘langan boisa, u holda agar A> 0 bo'lganda korrelyasiya
koeffitsiyenti rxr = 1, agarda A <0 boMganda esa, korrelyasiya koeffitsiyenti
XY =-1 teng bo'ladi.

Agar X va Y tasodifiy miqgdorlar korrelyasiya momenti (yoki
korrelyasiya koeffitsiyenti) noldan farqgli bo‘lsa, ular korrelyasiyalangan
deyiladi.

Agar X va Y tasodifiy miqgdorlar korrelyasiya momenti (yoki
korrelyasiya koeffitsiyenti) nolga teng bo‘lsa, ular korrelyasiyalanmagan
miqdorlar deyiladi.

Ikkita korrelyasiyalangan tasodifiy migdor bog'liq migdorlardir.
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18-bob bo‘yicha nazariy materiallarni mustahkamlash
uchun topshiriqglar

18.1. Tasodifiylik va qonuniyat. Hodisalar va ular ustida amallar ([3],
17-18 betlar; [5], [9], [12]).

18.2. Ehtimolning ta'riflari ([3], 18-19 va 24-28 betlar; [5], [9], [12]).

18.3. Hodisalaming bog‘ligsizligi. Ehtimollami qo‘shish va
ko'paytirish teoremalari ([3], 31-48 betlar; [5], [9], [12]).

18.4. To'la ehtimol va Bayes formulalari([3], 50-53 betlar; [5], [9], [12]).

18.5. Bog'iig boMmagan tajribalar ketma - ketligi. Bernulli formulasi.
Muavr - Laplasning lokal va integral formulalari ([3], 55-59 betlar; [5], [9],
[12]).

18.6. Diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar. Tasodifiy migdorlarning
tagsimot qonuni va uni berilish usullari ([3], 64-65 betlar; [5], [9], [12]).

18.7. Tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari([3], 75-95 betlar;
(5], [9], [12]).

8.8. Amaliyotda ko'p goMlaniladigan diskret va uzluksiz tasodifiy
migdolar([3], 65-73 betlar; [5], [9], [52]).

18.9. Katta sonlar gonuni. Katta sonlar gonunining amaliy ahamiyati.
Markaziy limit teoremasi([3], 101-110 betlar; [5], [9], [12]).

18.10. Ikki oMchovli tasodifiy miqdorlar va ularning xossalari([3], 155-
168 betlar; [5], [9], [12]).

18.1-amaliy mashgulot.
Tasodifiy hodisalar va ular ustida amallar

1-misol. Uchta talaba bir-biri bilan bog‘lamagan holda bitta masalani
echmoqdalar. Faraz qilamiz, A, hodisa - birinchi talaba masalani yechdi,
A2- ikkinchi talaba masalani yechdi, A3- uchinchi talaba masalani yechdi.
4 (/=1,2,3) hodisalar orqgali, quyidagi hodisalarni ifodalang:

1) A - barcha talabalar masalani yechdi;

2) B- masalani fagat birinchi talaba yechdi;

3) C- hech bo‘Imaganda bitta talaba masalani yechdi;

4) D - masalani fagat bitta talaba yechdi.

Yechilishi. 1) a hodisaning ro'y berishi, bu A,A2A, hodisalarni bir
vaqtda ro'y berganini bildiradi, ya'ni hodisalaming ko'paytmasini
ifodalaydi: A= A,A2A3.
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2) Bu holda A, hodisaro'y berdi, A2va A3 hodisalar ro‘ybermadi, ya’'ni
A2va A} hodisalar ro‘y berdi. Shunday qilib, B = AA2A3.

3) C hodisa shuni bildiradiki, yo A, hodisayo A2hodisa, yo A3 hodisa,
yoki ulardan ixtiyoriy ikkitasi, yoki uchala hodisa birgalikda ro‘y bergan,
ya'ni ulaming yig'indisini ifodalaydi C = A,+A2+A3.

4) Masalani faqat birinchi talaba yechgan (A, A2A3), yoki faqat ikkinchi
talaba (AtA2A3), yoki fagat uchinchi talaba (A, A2A3), ya’'ni bu hodisalaming
yig'indisini tashkil etadi

D = ANA2A34 A, A2A3+ A, A2A3.

2-misol. A+ A mB ifodani soddalashtiring.

Yechilishi.
a+taeB=an +tae=a (n+eB)=a(B+n)=an=a.

Shunday qilib A+ AB = A. Isbotlashda biz quyidagi xossalardan
foydalandik:

N+MN =Q, A-Ci=A,
(a+b)c =ac+bc,

A+ B=B+ A, AB —BA,

bunda M elementar hodisalar fazosi

3-misol. Faraz gilamiz A, B va C tasodifiy hodisalar bo'lsin. Quyidagi
tenglikni a(B-C)+AB-AC isbotlang.

Isboti. Tajribaning ixtiyoriy natijasi (elementar hodisa). Faraz gilaylik
me Ac B-C ) unda uning coeA va coe B-C, ya'ni a>eA,(oeB, lekin atC.
Shunday qilib coe AB va coe AC. Bundan we AB-AC, ya'ni a(B-C)
hodisaning natijasi bo‘ladi: n(B-C)cAB-AC. Shunga o‘xshash
ab- ac ¢ a(b - ¢) munosabat isbotlanadi.

Bulardan a(b-C )= AB-AC Kkelib chigadi.

4-misol. A+ B = A+ AB isbotlang, bunda A va B tasodifiy hodisalar.
Hodisalami geometrik shaklda keltiring.

Yechilishi. Hodisalar ustida amallaming xossalariga asosan
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A+B=AE1+BlMN=Afl+s(a+a)=A£1+BA =
=A(fl+B)+AB = AM+AB=A+AB

~ fazoni to‘g‘ri to‘rtburchak orgali chizib, elementar hodisalami
(natijalarini) - shu to‘g'‘ri to‘rtburchakning nuqtalari deb, hodisani -
uning qism to'plami (to‘plamlami bunday tasvirlash Eyler-Venn

diograramasi deyiladi), quyidagi chizmani hosil gilamiz:

1-chizma.

Mustaqil ishlash uchun misol
va masalalar

1. Savatdagi qizil, sariq va oq atir gullardan bitta atir gul olinadi. Faraz
gilamiz: A - qizil atir gul tanlandi, B - sariq atirgul tanlandi, C - oq atir
gul tanlandi.

Quyidagi hodisalar nimalami bildiradi:

1) A ;2) A+B; 3) AC;

4) A+B ,5)A +B;6) AB+C.

2. (A +B)-(a + B)- (a + B) ifodani soddalashtiring

3. Hodisalar A,AB, A+ B to'la guruhni tashkil etishni isbotlang.

4. Quyidagi ifodalami soddalashtiring:

1) A(B-AB\ 2) AB+AC+C+B; 3) A+ AB+ A+ B.

5. Agar Ac B ma'lum bo‘lsa, AB, A+B,A+B+C ifodalami
soddalashtiring.

6. Quyidagi ifodalardan qaysilari to‘g‘ri:

1) A+B =A+B 2) A+B+C=A B C

3){a+b)-c=a+{b- c).
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18.2-amaliy mashgulot
Kombinatorika elementlari

1-misol. 1) 20 ta elementdan 3 tadan tuzilgan;
2) n+6 ta elementdan n=4 tadan tuzilgan o'rinlashtirishlar sonini

toping.
Yechilishi. 1* = n(n - 1)... (n —k+ 1) formulaga ko'‘ra topamiz:
1) =20 19 18= 6840;

2) A";6=(«+06)(«+5) «1211.
2-masala. 10 ta sinfxonasini 10 tao‘quvkabinetiganecha xil usul bilan

lagsimlash mumkin.
Yechilishi. A =n(n- 1)..(n- k+ 1) formulaga asosan topamiz:

4« =10
3-misol. Hisoblang:

a4 +4 + a;; 2)E1£:;3)al4.

Yechilishi. 1,, = n(n - 1)...(n -k + 1) formula bo‘yicha hisoblaymiz:
) 4*+N2+N12=6(6 —)+5-(5-1)+4(4-1)=
=6-5+5-4+4-3=30+ 20+ 12= 62
2) 4 +4 5e(5- 1)(5- 2X5- 3)+ 6M6—1)(6- 2)

4> 6 (6- 1

3) N2-N2=4-(4-1)-3(3-1)=4-3-3-2=72.

4-misol. Agar: 1) fi={l}; 2) fi={3,4}; B={a,b,c} bo'lsa, berilgan
to‘plamlarning elementlaridan tuzilgan mumkin boMgan barcha o'rin
almashtirishlarni yozing.

Yechilishi. Pn= n\ formulaga ko‘ra topamiz :

D ) P =1; 2) (3;4);(4:3); P2=1-2=2
4) (a,6,c); (a,c,b); (b,a,c); {b,c,a)\ (c,a,b); (c,b,a); P3=1-2-3=6.
5-misol. Hisoblang: 1) C®,; 2)C &+ Cj.

Yechilishi. UshbuC* =— —— formula bo'yicha topamiz:
\{n-k)
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1 cs 21 21 1-2-3- 21
2 6(21—6)! 615 1-2-61-2-15
16 17 18 19-20-21

= 54264;
1-2 3456

2) CH+Ca=---7 66|5 4 3+ 1= 29.

6-masala. n ta elementdan 3 tadan tuzilgan gruppalashlar soni n+2 ta
elementdan 4 ta dan tuzilgan gruppalashlar sonidan 5 marta kichik. n ni
toping.

Yechilishi. Masalaning shartiga ko‘ra, 5C* = C*+2 munosabat o'‘rinli.

Bundan C* _ n(n formulani e’tiborga olib,

5 n(ﬁn: N(n - 2) - (n —1)n(nﬁ+ 1n+ 2)

ni hosil gilamiz. Bu tenglikdan

20w-2)=u+Dhm+2) yoki 20m—40=n2+3un+2

tenglamaga ega bo‘lamiz. Kvadrat tenglamani yechib, n= 14 yoki « =3
ekanligini topamiz.

7-masala. 1,2,3,4 ragamlardan ularning har birini bir martadan ortiq
ishlatmasdan nechta uch xonali va to‘rt xonali son tuzish mumkin?

Yechilishi. Masalada 1,2,3,4 ragamlaridan tuzish mumkin bo‘lgan uch
xonali va to‘rt xonali sonlar nechta ekanligini topish yoki, boshgacha
aytganda, shu ragamlardan yo uch xonali, yoki to‘rt xonali son tuzish usullari
nechta ekanligini topish talab gilinadi. Ko‘paytirish goidasiga ko‘ra to'rt
xonali sonni 1e2mB8+4 =24 ta usul bilan, uch xonali sonni 43w =24 ta usul
bilan tuzish mumkin. Unda yo uch xonali, yoki to'rt xonali sonni tanlash
go‘shish qoidasiga ko‘ra 24+24=48 ta usul bilan amalga oshirish mumkin.

Shunday qilib, sonni hosil gilishda har bir ragamdan uzog‘i bilan bir
marta foydalanib, 1,2,3,4 ragamlaridan tuzish mumkin bo‘lgan uch xonali
va to‘rt xonali sonlaming umumiy miqdori 48 ga teng bo'ladi.

8-masala. Mahalla fuqoralar yig'ini tarkibiga 8 kishi saylanadi. Ulardan
rais va o‘rinbosarini saylash kerak. Buni nechta usul bilan bajarish mumkin?

Yechilishi. Masala 8 ta elementdan ikkitadan o'‘rinlashtirish
(takrorlamasdan) sonini topishga keltiriladi, chunki bu yerda mahalla
fuqoralar yig'ini rahbarligiga kim saylanishi ham, ular orasida vasifalar
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ganday tagsimlanishi ham muhim. Shunday qilib, izlanayotgan son
Ag =8-7 =56

9-misol. 1,2,3,4,5,6,7,8 ragamlaridan nechta uch xonali son tuzish
mumkin?

Yechilishi. Ko‘rsatilgan ragamlardan tuzilgan har bir uch xonali sonni
berilgan  sakkizta ragamdan olingan uchta ragamdan tuzilgan
takrorlanadigan o'‘rinlashtirish deb garash mumkin. Shuning uchun,
izlanayotgan sonni A* = nk formula bo‘yicha topamiz: As =83=512.

10- masala. Agar har bir ragam son tasvirida bir marta uchrasa,
0,1,2,3,4 ragamlaridan nechta turli to‘rt xonali son tuzish mumkin?

Yechilishi. Qaralayotgan to‘rt xonali son 0,1,2,3,4 ragamlaridan
tuzilgan va birinchi ragami noldan fargli bo‘lgan biron o‘rin almashtirish
ko'rinishida ifodalanishi mumkin. Beshta ragamdan tuzilgan o'‘rin
almashtirishlar soni P5=5!=120 ta bo'lgani uchun va ulardan 4! ta o‘rin

almashtirish noldan boshlangani uchun izlanayotgan migdor
51-41=415A41=41-4= 12-3 4-4=96

11- masala. 3 tayashil, 4 ta ko'k va 5 ta gizil marjonni nechta usul bilan
ipga tuzish mumkin?

Yechilishi. Masalada k =3 ta (yashil marjon) birinchi tip elementdan,
k2=4 ta (ko'k marjon) ikkinchi tip elementdan, *3=5 ta (gizil marjon)
uchinchi tip elementdan takrorlanadigan o‘rin almashtirishlar sonini topish

talab qilinadi. P(k,, k2,...,kn) = (ki + K1— 1A I! formulaga ko‘ra
KK\ - K M\

/(3,4,5)= (Bra+or_ ____1%_!_; 37770
345 3-4i5!

ni hosil gilamiz.

12-masala. 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 sonlardan juft-juft qilib olib, nechta
lo'g'ri kasr tuzish mumkin.

Yechilishi. Berilgan sonlardan tuzilgan va birinchi elementi
ikkinchisidan kichik bo‘lgan turlijuftliklar 7 ta elementdan 2 tadan tuzilgan
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gruppalashlar nechta bo‘lsa, shuncha bo‘ladi. Bu yerdan C* :;I(_k)
n.

7

formulaga ko‘ra, C2= = 21 ni hosil gilamiz.

13- masala. Magazinda uch xil nav un bor. 9 xalta unni nechta usul bilan
sotib olish mumkin?

Yechilishi. Masalada uchta turli elementdan tuzish mumkin bo‘lgan
barcha 9 elementli gruppalar sonini toppish talab gilinadi, bunda ko‘rsatilgan
elementlar har bir gruppada takrorlanishi mumkin, gruppalaming o‘zlari esa
bir-biridan kamida bitta elementi bilan farqg giladi.

Bu masala uchta elementdan to‘qgiztadan takrorlanish bilan tuzilgan
gruppalashlar sonini topishdan iborat.

Demak, C* = C* _ (n+ k— 1) formujaga kO‘ra

1 *l(n-1)!

M =C,=MN!=1M1=55
o2 2
ni hosil gilamiz.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. 10 ta elementdan 4 ta dan tuzilgan o'rinlashtirishlar sonini toping.

2. 8 kishidan iborat ro‘yxatni necha xil usul bilan tuzish mumkin?

3. To‘plamning elementlaridan tuzilgan barcha o‘rin almashtirish soni
100 tadan oshmasligi uchun bu to‘plamda nechta element bo'‘lishi kerak?
200 ta dan kam bo‘lmasligi uchunchi?

4. O'rinlashtirishlar sonini toping:

1) 4®;, 2) C ,4 3)4 +4; 4 & £ .; 5 4-A2
A

5. Talaba 8 kun ichida 3 ta yakuniy nazorat topshirishi kerak. Yakuniy
nazoratjadvalini nechta usul bilan tuzish mumkin?

6. To'rt til: rus, ingliz, nemis, fransuz tillaridan bu tillarning istalgan
biriga bevosita tarjima gilish uchun nechta lug‘atga ega bo'lish kerak?

7. 3 taturli sovg‘ani 6 o‘quvchiga har bir o'quvchi: 1) ko'pi bilan bitta
sovg'a; 2) ko'pi bilan sakkizta sovg‘a oladigan qilib, nechta usul bilan
tagsimlash mumkin?
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8. Agar beshta turli sovg‘adan bittasi albatta tagdim qilinishi lozim
bo'lsa, uch kishiga bittadan sovg'ani nechta usul bilan tagdim qilish
mumkin?

9. Omborda turli mevalar solingan 5 ta quti, turli sabzavotlar solingan 3
ta quti bor. Ikkita sabzavot do'konchasining har biriga mevalar va sabzavot
solingan bittadan qutini nechta usul bilan berish mumkin?

10. Agar jc absissava y ordinata 1, 2, 3, 4, 5, 6, giymatlami gabul qgila
olsa, nechta M{x,y) nuqgta hosil qilish mumkin?

11. 1) «xola»; 2) «dada» so'zlarining harflaridan nechta o'rin
almashtirish tuzish mumkin?

12.Son tasvirida har bir ragam bir marta uchraydi degan shartda 1, 2, 3,
4, 5, 6, ragamlaridan 3 ragami bilan boshlanib, 5 ragami bilan tugaydigan
nechta turli olti xonali son tuzish mumkin?

13.Yozilishida 2 ragamidan ikki marta, 3 va 4 ragamlaridan esa uch
marta fodalanib, nechta turli sakkiz xonali son hosil gilish mumkin?

14. m+n+p ta buyumni birinchisida m ta, ikkinchisida n ta,
uchinchisida esa p ta buyum bo'lgan uchta guruhga nechta usul bilan
ajratish mumkin?

15. Stol atrofiga uch nafar erkak kishi va uch nafar ayol kishini, erkak
kishi va ayol kishi yonma-yon o'tirmaydigan qilib, nechta usul bilan
o'tgazish mumkin?

16. «Malaka» so'zining harflarini uchta «a» harfi ketma-ket
kelmaydigan qilib, nechta usul bilan joylashtirish mumkin?

17. Vzvodda 5 ta serjant va 50 ta soldat bor. Bitta seijant va uchta
soldatlardan iborat necha xil usulda navbatchi guruh tuzish mumkin?

18. Yigirma kishidan 5 kishilik komissiyani nechta usul bilan saylash
mumkin?

19. Hech bir uchtasi bir to'g'ri chizigda yotmaydigan 8 ta nuqtadan
nechta to'g'ri chiziq o'tkazish mumkin?

20. n burchak diagonallari sonini toping.

21. Kitob do'konida olti xil kitob sotiladi. 10 ta kitobni nechta usul bilan
sotib olish mumkin?

22. Olti gavatli uyning lifiti 10 kishini birinchi gavatdan yuqoriga olib
chigadi. Har bir gavatda tushib goladigan kishilar soni qavatlar bo'yicha
nechta usul bilan tagsimlanishi mumkin?

23. 6 ta bir xil ruchkani to'rt kishi orasida nechta usul bilan tagsimlash
mumkin?
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24. 15 kishilik guruh, biri 6 kishilik, ikkinchisi esa 9 kishilik ikkita
guruhga bo‘linadi. Buni nechta usul bilan bajarish mumkin?
25. Tenglamalami yeching:

1) Al =42% 2) Aitl=5m(m+1); 3) =13
AX
26. Hisoblang: 1) C13 2)C @+C5 3) C™.

27. Tengliklarni tekshiring.

) ce="1,; 2)CHB=C* 3)CH+C,®=C*; 4)C* +C4=C«
n-6
28. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:

*~im+ 2 fs<m __>o0lj+1 tfay

nT n .2 v = w5 3) s T
C2=153. [c 2=20. [c2=66.
29. Ushbu
)47 ~7~7 =-~7"2) 5Cx=" 2tenglamalami yeching.
4 5 ~6
30.rdebu
| :02 .Cc>+1=2,5x, . . .
1) § x ;2) * ' tenglamalar sistemasini yeching.
(C2=153 {cE,=10

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. 154200,2.40320,3. 1) n<4; 2) «>6.4.1)720;
2) (M-1Xm-2)eee5+4; 3) 100; 4) 6; 5) 1260.

5.4 =336.6.4=12. 7. 1) 4=120. 2) 4 = 6 3=216.
8. 3-N12=36.9.A7-A? =120. 10. 4=36. 11. 1)P4=24

2) P(2,2)=6. 12. P4=24. 13.P(2,3,3)=560. 14. P(m.n,p)=
@ ntp!

15. 2m312=72. 16.P (3,1,1,1)—4!= 96. 17. 5-CH= 5K9600 = 98000.

18. C®=15504. 19. Cg =28. 20. C2-» = uMm~3\ 21. C6°= = 3003.
22. Cwu=C38=2002. 23. C=C6=1001. 24. C* = 5005.

25. 1) {5}; 2) {6}; 3) {6}. 26. 1) 105; 2) 16; 3) 4950.

28. 1) {18;8};2) {5;2};3) {12;5}.29. 1) x=2, (0<x<4);2) x=3.

30. 1) jc=18 jv=28;2) jc=6, y =3.
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18.3-amaliy mashg'ulot.
Ehtimolning klassik va geometrik ta’riflari.

1. Entimolning klassik va statistik ta’riflari

1-misol. Qutida 7 ta oqg, 3ta gora shar bor.Undan tavakkaliga olingan
shaming oq bo'lishi ehtimolini toping.

Yechilishi. A olingan shar oq ekanligi hodisasi bo'lsin. Bu sinov 10 ta
teng imkoniyatli elementar hodisalardan iborat bo'lib, ulaming 7 tasi A

7
hodisaga qulaylik tug‘diruvchidir. Demak, P(A)=— =0,7.

2-misol. Telefonda nomer terayotgan abonent ohirgi ikki ragamni
esidan chigarib go‘yadi va fagat bu raqamlar har hil ekanligini eslab golgan
holda ulami tavakkaliga terdi. KerakJi raqamlar terilganligini ehtimolini
toping.

Yechilishi. B— ikkita kerakli ragam terilganlik hodisasi bo'lsin,
hatnmasi bo‘lib, o'nta ragamdan ikkitadan nechta 0‘rinlashtirishlar tuzish
mumkin bo'lsa, shuncha, ya'ni 2= 10-9=90ta turli ragamlami terish
mumkin.

Demak, P(B)=-"r = — .

4= 90

3-misol. Qurilma 5 ta elementdan iborat bo'lib, ulaming 2 tasi eskirgan.
Qurilma ishga tushirlganda tasodifiy ravishda 2 ta element ulanadi. Ishga
tushirishda eskirmagan elemetlar ulangan bo'lish ehtimolini toping.

Yechilishi. Sinovning barcha mumkin bo'lgan elementar hodisalari soni
C2gat yeng. Bulaming ichidan c2 tasi eskirmagan elementlar ulangan

bo'lishi hodisasi (A) uchun qulaylik tug'diradi. Shuning uchun

4-misol. Yashikda 4 ta oq, 10 ta gora va 6 ta ko'k shar bor. Yashikdan
tasodifan bitta shar olinadi. Shu shaming oq rangda bo'lish ehtimolini
toping.

Yechilishi. Bu yerda elementar hodisalar yashikdan ixtiyoriy shar
olinishidan iborat. Barcha bunday natijalar soni yashikdagi sharlar soniga
teng, ya'ni n=20. Oq shar chiqishi hodisasini A bilan belgilasak, unga
sharoit yaratuvchi hodisalar soni yashikdagi oq sharlar soniga tengligi

A 4 1

ravshan, ya’'ni m= 4. Demak, ta’'rifga asosan, P(A)= —= — =-.
m 20 5
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5-misol. 0 'yin kubi tashlanganda juft ragam yozilgan tomoni tushish
ehtimoli topilsin.

Yechilishi. O ‘yin kubida 6 ta tomoni bo'lib, har bir tomoniga 1, 2, 3,4,
5,6 ragamlardan biri yozilgan. Demak, hamma ro‘y berishi mumkin boMgan
elementar hodisalar soni n=6. Juft ragam yozilgan tomoni tushishiga sharoit
yaratuvchi hodisalar esa 2, 4, 6 ya’'ni ularning soni k=3. Agar o'yin kubi
tashlanganda juft tomoni tushish hodisasini A bilan belgilasak, u holda
uning ehtimoli ta’rifga asosan quyidagicha bo'ladi:

P{A)T N N
n 6 2
6-misol. Ikkita o‘yin kubi tashlangan. Kublaming tushgan

tomonlaridagi ochkolar yig'‘indisi juft son, shu bilan birga kublardan hech
boMmaganda bitta tomonida olti ochko chiqish ehtimolini toping.

Yechilishi. «Birinchi» o'yin kubida tushgan tomonida bir ochko, ikki
ochko,..., olti ochko tushishi mumkin. «lkkinchi» kubni tashlaganda ham
shunday oltita elementar hodisa bo‘lishi mumkin. «Birinchi» kubni
tashlashdagi hodisalaming har biri «<ikkinchi» kubni tashlash natijasidagi har
bir hodisa bilan birga ro‘y berishi mumkin. Shunday qilib, hamma mumkin
boMgan elementar hodisalar soni 6 6= 36 ga teng.

Bizni gizigtirayotgan hodisaga (hech bo'Imaganda bitta tomonida olti
ochko chigadi, tushgan ochkolar yig‘indisi juft son) sharoit yaratuvchi
hodisalar quyidagicha beshta bo'ladi:

16, 2; 6+2=8, 4)2, 6,2+6=8,

2)6, 4; 6+ 4=10, 5)4, 6; 4+ 6=10.

3)6, 6; 6+ 6= 12,

Demak, a1 =36, £=5bo'lsa, izlanayotgan hodisaning ehtimoli:

p=*=A.
n 36
7-misol. Yashikka 21 ta yaroqli va 10 ta yarogsiz detal solingan. Uni
tashish vaqtida bitta detal yo‘qolgani ma’lum bo‘ldi. Yashikdan (tashishdan
keyin) tavakkaliga olingan detal vyaroqli detal bo'lib chiqdi:
1) yarogli detal; 2) yarogsiz detal yo‘golgan bo'‘lish ehtimolini toping.
Yechilishi. 1) Ravshanki, olingan yaroqli detal yo‘qolgan boMishi
mumkin emas, qolgan o‘'ttizta detaining (21+ 10-1 =30)istalgan biri
yo‘qolgan bo‘lishi mumkin, shu bilan birga ularning orasida 20 ta detal
yaroglidir (21-1 =20).
Yaroqli detal yo‘qolgan hodisasini A bilan belgilasak, uning ehtimoli:
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30 3

2) Har biri ham yo'qolishi mumkin boMgan o‘ttizta detal orasida 10 ta

yarogsiz detal bor edi. Yaroqgsiz detal yo‘qolgan boMishi hodisasi A boMsa,
uni ehtimoli:P(A)=— =-.
30 3

8-misol. Uchta o'yin kubini tashlashda ikkita kubning (qaysilari
boMishining ahamiyati yo‘'q) yoqlarida turli (oltiga teng boMmagan)
ochkolar chigsa, golgan bitta kubda olti ochko chigish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hamma elementar hodisalar soni 63ga teng. Bitta yogda olti
ochko va qolgan ikkita kubning yoqlarida turli (oltiga teng boMmagan)
ochkolar chigishiga sharoit yaratuvchi hodisalar soni 52 ga teng.
Izlanayotgan ehtimol bizni giziqtirayotgan hodisalar soni 52 ni hamma
mumkin boMgan elementar hodisalaming jami soni 63ya nisbatiga teng:

9-misol. N ta detaldan iborat partiyada n ta yaroqli detal bor.
Tavakkaliga m ta detal olingan. Olingan detallar orasida rosa k ta yaroqgli
detal boMish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hamma elementar hodisalar soni N ta detaldan m tadan
detalni ajratib olish usullari soniga, ya'ni N ta elementdan m tadan tuzilgan
gruppalashlar soni C" ga teng.

Bizni qizigtirayotgan hodisaga (m ta detal orasida rosa k tayaroqli detal
bor) sharoit yaratuvchi hodisalar sonini hisoblaymiz: n ta yarogli detal
orasidan k ta yaroqgli detalni C* ta usul bilan olish mumkin; bunda golgan
m- K ta detal yarogsiz boMishi lozim: m-k ta yaroqsiz detalni esa N- n ta
yarogsiz detal orasidan C"I* wusul bilan olish mumkin. Demak, sharoit

yaratuvchi hodisalar soni C*C”:* ga teng.

Izlanayotgan ehtimol, hodisaga sharoit yaratuvchi hodisalar sonining
M-k

barcha elementar hodisalar soni nisbatiga teng: P = — —
Cn

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

l.Yashikda 50 ta bir xil mahsulotlar bor, ulardan 5 tasi yarogsiz.
Tavakkaliga bitta mahsulot olinadi. Olingan mahsulot yarogli boMish
ehtimolini toping.



2. Ikkita o'yin kubi tashlanganda hech bo‘!masa bir marta 6 ragam
tushish ehtimolini toping.

3. Kubning garama garshi ikkita tomoni ko‘'k rangga, uchta tomoni
yashil rangga va bir tomoni gqizil rangga bo‘yalgan. Kub bir marta
tashlanganda yashil tomoni tushish ehtimolini toping.

4. m(m> 2) taoq va n(n> 2) ta qora shar solingan idishdan tavakkaliga

5 ta shar olinadi. Ular orasida ikkita oq shar bo'lish ehtimolini toping.

5. Qur'a tashlashda ishtirokchilar yashikdagi 1 dan 100 gacha
nomerlangan jetonlardan tasodifan oladilar. Tavakkaliga olingan birinchi
jetonning nomerida 5 ragami uchramaslik ehtimolini toping.

6. Xaltachada 5 ta bir xil kub bor. Har bir kubning barcha tomonlariga
quyidagi harflardan biri yozilgan: o, p, r, s, t. Bittalab olingan va «bir gator
qilib» terilgan kublarda «sport» so‘zini yozilish ehtimolini toping.

7.01tita bir xil taxtachaning har biriga quyidagi harflardan biri yozilgan:
a, t, m, r, s, o. Taxtachalar yaxshilab arashlashtirilgan. Bittalab olingan va
«bir qator qilib» terilgan to'rtta taxtachada «tros» so‘zini o‘gish mumkinligi
ehtimolini toping.

8.Hamma tomoni bo‘yalgan kub mingta bir xil o‘lchamli kubchalarga
boiingan va yaxshilab aralashtirilgan. Tavakkaliga olingan kubchaning 1)
bitta; 2) ikkita; 3) uchta yoqi bo‘yalgan 4) bo‘yalmagan bo'lish ehtimolini
toping.

9. Yaxshilab aralashtirilgan 28 ta domino toshidan tavakkaliga bitta tosh
olingan. Ixtiyoriy ravishda olingan ikkinchi toshni birinchi tosh yoniga o'yin
goidasi bo‘yicha go‘'yish mumkinligini ehtimolini birinchi soqga 1) dubl
bo‘lganda; 2) dubl bo‘lmaganda toping.

10. 8 ta turli kitob bitta tokchaga tavakkaliga terib qo‘yiladi. Tayin
ikkita kitob yonma-yon bo‘lib gqolish ehtimolini toping.

11. Kutubxonada 10 ta turli kitob bor, bunda beshta kitobning har biri 4
ming so‘mdan, uchta kitob ming so‘mdan, ikkita kitob 3 ming so‘mdan
turadi. Tavakkaliga olingan ikkita kitobning bahosi 5 ming so‘mdan bo'lish
ehtimolini toping.

12. Ragamlari har xil ikki xonali son o‘ylangan. 0 ‘ylangan son:

a) tasodifan aytilgan ikki xonali son bo'lish; b) tasodifan aytilgan,
ragamlari har xil ikki xonali son bo‘lish ehtimolini toping.

13. Ikkita o'yin kubi tashlangan. Kublaming yoglariga tushgan ochkolar
yig‘indisi yettiga teng bo'lish ehtimolini toping.
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14. Ikkita o'yin kubi tashlangan. Quyidagi hodisalaming ehtimollarini
toping: 1) chiggan ochkolaryig‘indisi sakkizga, ayirmasi esa to‘rtga teng; 2)
chiggan ochkolar ayirmasi to‘rtga tengligi ma’lum boiib, ularningyig'indisi
sakkizga teng.

15. Ikkita o'yin kubitashlangan. Kublaming yoqglarida chiggan ochkolar
yig'indisi beshga, ko'paytmasi esa to‘rtga teng bo‘lish ehtimolini toping.

16. Tanga ikki marta tashlangan. Hech boMmaganda bir marta “ gerbli
" tomon tushish ehtimolini toping.

17. Tangani uch marta tashlaganda hammasida “gerb” tushish ehtimoli
topilsin.

18. Qutida nomerlangan oltita bir xil kubik bor. Hamma kubiklar
tavakkaliga bittalab olinadi. Olingan kubiklaming nomerlari ortib borish
tartibida chiqish ehtimolini toping.

19. Dastada 101, 102, ... , 120 bilan nomerlangan ixtiyoriy taxlangan
20 ta perfokarta bor. Perfokartachi tavakkaliga ikkkita karta oladi. 101 va
120 nomerli kartalar chigish ehtimolini toping.

20. Yashikda 15 ta detal bo‘lib, ulardan 10 tasi bo‘yalgan. Yig‘uvchi
tavakkaliga 3 ta detal oladi. Olingan detallaming bo‘yalgan bo'lishi
ehtimolini toping.

21. Konvertdagi 100 ta fotokartochka orasida bitta izlanayotgan fotokar-
tochka bor. Konvertdan tavakkaliga 10 ta kartochka olinadi. Bulaming
orasida kerakli kartochka ham bo'‘lish ehtimolini toping.

22. Yashikda 100 ta detal bo'lib, ulardan 10 tasi yarogsiz. Tavakkaliga
4 ta detal olingan. Olingan detallar orasida: 1) yaroqgsiz bo‘lmasligi; 2)
yarogli detallar boTmasligi ehtimolini toping.

23. Qurilma 5 ta elementdan iborat bo'lib, ularning 2 tasi eskirgan.
Qurilma ishga tushirilganda tasodifiy ravishda 2 ta element ulanadi. Ishga
tushirishda eskirmagan elementlar ulangan bo‘lish ehtimolini toping.

24. Abonent, telefon nomerini terayotib nomeming oxirgi uch ragamini
eslay olmadi va bu ragamlar turli ekanligini bilgani holda ulami tavakkaliga
terdi. Kerakli ragamlar terilgan bo‘lish ehtimolini toping.

25. Sexda 6 erkak va 4 ayol ishchi ishlaydi. Tabel nomerlari bo‘yicha
tavakkaliga 7 kishi ajratilgan. Ajratilganlar orasida 3 ayol bo‘lish ehtimolini
toping.

26.Yashikda 15 ta mahsulot bo‘lib, ularning 10 tasi a’'lo sifatli.
Tavakkaliga olingan beshta mahsulot orasida 3 tasi a’'lo sifatli bo'‘lish
ehtimolini toping.
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27. Guruhda 12 talaba bo'lib, ulardan 8 tasi a’'lochi. Ro'yxat bo'yicha
tavakkaliga 9 talaba ajratilgan. Ajratilganlar orasida 5 ta a’'lochi talaba
boMish ehtimolini toping.

28.Qutida 5 ta bir xil buyum boMib, ulaming 3 tasi bo‘yalgan.

Tavakkaliga 2 ta buyum olingan. Olingan ikkita buyum orasida : 1) bitta
bo‘yalgan buyum; 2) ikkita bo‘yalgan buyum; 3) hech boMmaganda bitta
bo‘yalgan buyum boMish ehtimolini toping.

29. “Maxfiy” qulfning umumiy o‘gida 4 ta disk boMib, ularning har biri
5 ta sektorga boMingan va sektorlarga turli ragamlar yozilgan. Disklami
ulardagi ragamlar aniq to‘rt xonali son tashkil giladigan qilib o‘matilgan
holdagina qulf ochiladi. Disklami ixtiyoriy o‘rnatishda qulfning ochilish
ehtimolini toping.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning

javoblari

1.P=0,l.2. P=053. A=1/2. 4 p=~ nl)t*(*-1)
(m+rym+n-1)

5 P=0816. P=— .7.P=-L =— .8. 13 0,384, 2) 0,096; 3) 0,008;
120 60 '

1 4 1 [ 1le[
4)0,512. 9. 1)-; 2) =10, />==11. p=~ 3+ L = 1
9 9 4 Clj, 3

12. a) d)P = 1/90 b) A=1/81.13. P=1/6. 14. 1) 1/ 18; 2) 1/2.15. 1/18.

16. 3/74. 17. 1/8. 18. 1/720. 19.P=-1- =— .20. P=C1/C 3 =24/91.
C® 190 10 15

21.  f=cE£,/</E =0,1. 22. )P =Ci/CM=0,65, 2)P = C,H!C*m ~ 0,00005.
r2 11 C3c4

23.P=Ll,-=0,3.24. P=-V =— 25. p=i~"b - =05.
ca\ AfO 720 Cja

26. P = CfORC21CI5* 0,4.27. P = C§RC4/C A = 14/55.

28. 1)P =C, mC21CI| = 0,6; 2) P =C2/C2=0,3; 3) P=0,9. 29. P = I/54

2. Ehtimolning geometrik ta’rifi.

I-misol. Uzunligi 30 sm boMgan L kesmaga uzunligi 20 sm /kesma
joylashtirilgan. Katta kesmaga tavakkaliga tashlangan nugtaning kichik
kesmaga tushish ehtimolini toping.
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Yechilishi. L kesmaning uzunligi 30 sm. / kesmaning uzunligi 20 sm.

P =- ning uzunS>_ i-formulaga ko'ra izlanayotgan ehtimol quyidagicha
L ning uzunligi L
20 2
30 3

2-misol. r radiusili doiraga kvadrat ichki chizilgan. Doiraga tavakkaliga

topiladf. ¥ = {

lashlangan nuqgtani kvadratga tushish ehtimolini toping.

Yechilishi. Doiraning yuzi 8/tta= nr2, kvadratning yuzi =1r2(\-
cliizma).
p_g mng yuzi __g_ formuiaga asosan, doiraga tavakkaliga
G ning yuzi Sa
i Lo . i . S 2r2 2
tashlangan nugtaning kvadrat ichiga tushish ehtimoli P- d~ =— 1=~

boMadi.

3-misol. Tomon 2R ga teng kvadratga doira ichki chizilgan. Kvadratga
tavakkaliga tashlangan nugtani doiraga tushish ehtimolini toping.
Yechilishi. Doiraning yuzi Sdim=nR2, kvadratning yuzi = 4R2

(2-chizma). P =8 nmg yu~* =— formuiaga asosan doiraga tavakkaliga
G ning yuzi SG

tashlangan nuqtaning kvadrat ichiga tushish ehtimoli P = =£.

4-misol. [0;2] kesmadan tavakkaliga ikkita x vay sonlari tanlangan. Bu
sonlar y<x va y > -x 2tengsizliklami ganoatlantiruvchi ehtimolini toping.
4

Yechilishi. Masalaning shartidan (x,y) nugtaning koordinatalari

191



2. Tekislik bir-biridan 2a masofadajoylashgan parallel to'g‘ri chiziglar
bilan bo'lingan. Tekislikka radiusi r<a bo‘lgan tanga tavakkaliga
tashlangan. Tanga to‘g‘ri chiziglaming bittasini ham kesmaslik ehtimolini
toping.

3. Bir- biridan 6 sm masofada yotgan parallel to‘g‘ri chiziglar bilan
bo'lingan tekislikka radusi 1sm bo‘lgan doira tavakkaliga tashlangan. Doira
to‘g‘ri chiziglaming hech birini kesmaslik ehtimolini toping. Nuqgtaning
kesmaga tushish ehtimoli kesmaning uzunligiga proporsional bo‘lib, uning
joylashishiga bog‘'lig emas deb faraz gilinadi.

4. Tekislikda radiuslari mos ravishda 5 sm va 10 sm bo‘lgan ikkita
konsentrik aylana chizilgan. Katta doiraga tavakkaliga tashlangan nugtaning
aylanalardan hosil boMgan halgaga ham tushish ehtimolini toping.
Nugtaning yassi figuraga tushish ehtimoli bu figuraning yuziga proporsional
boTib, uningjoylashishiga esa bog‘lig emas deb faraz gilinadi.

5. Radius R boTgan doira ichiga tavakkaliga nuqta tashlangan.
Tashlangan nugqta doiraga ichki chizilgan: 1) kvadrat ichiga; 2) muntazam
uchburchak ichiga tushish ehtimolini toping. Nuqtaning doira boMagiga
tushish ehtimoli bu bo‘lakning yuziga proporsional bo'‘lib, uning doiraga
nisbatan joylashishiga esa bog‘lig emas deb faraz gilinadi.

6. Kubga shar ichki chizilgan. Kub ichiga tavakkaliga tashlangan nugta
shar ichiga tushish ehtimoli toping.

7. Tez aylanadigan disk juft sondagi teng sektorlarga bo'linib,
sektorlarga birin-ketin ogq va qora ranglarga bo‘yalgan. Diskga qarata o‘q
uzilgan. 0 ‘gning oqg sektorlardan biriga tegish ehtimolini toping. 0 ‘gning
yassi figuraga tegish ehtimoli bu figuraning yuziga proporsional deb faraz
gilinadi.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. P=r21R2.2. P =(2a-2r)/2a = (a-r)/a.3. P =(6-2)/6 =2/3.

4. P = (102- 52/102=0,75. 5. X)P = Hn\  2)P = 3n13/4n.
6. P= r I. P=05kR2/kR2=0,5.

3. Hodisaning nisbiy chastotasi

I-misol. Texnik nazorat bo‘limi tasodifan ajratib olingan 200 ta
kitobdan iborat partiyada 10 ta yaroqsiz kitob topdi. Yaroqsiz kitoblar
chigishning nisbiy chastotasini toping.

Yechilishi. W(a)= — =0,05
100
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2-misol. Nishonga 20 ta 0‘q uzilgan. shundan 18 tao‘q nishonga tekkani
gayd gilingan. Nishonga tegishlar nisbiy chastotasini toping.
10

Yechilishi. W(A)=— =0.9.
20

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. 100 ta detalli partiyadan texnik kontrol bo'limi 5 ta nostandart detal
topdi. Nostandart detallar chigishining nisbiy chastotasi nimaga teng.

2.Nishonga 40 ta o'q uzilgan, shundan 36 ta o‘q nishonga tekkani gayd
gilingan. Nishonga tegishlar nisbiy chastotasini toping.

3.Asboblar partiyasini sinov vaqtida yaroqli detallarning nisbiy
chastotasi 0,9 ga teng bo'lib chiqdi. Agar hammasi bo‘lib 200 ta asbob
sinalgan bo'lsa, yaroqli asboblar sonini toping.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari
1. Ww=0,05. 2. P =0,9. 3. 180 ta asbob

18.4-amaliy mashg‘ulot.
Ehtimolning xossalaridan foydalanib murakkab hodisalaming
chtimollarini hisoblash. Shartli ehtimol. Hodisalaming bog‘ligligi

1. Birga ro‘y bermas hodisalar ehtimollarini go‘shish teoremasi

I-misol. Sexda bir necha stanok ishlaydi. Smena davomida bitta
slanokni sozlashni talab etish ehtimoli 0,2 ga teng, ikkita stanokni sozlashni
Inlab etish ehtimoli 0,13 gateng. Smena davomida ikkitadan ortiq stanokni
so/.lashni talab etish ehtimoli esa 0,07 gateng. Smena davomida stanoklami
sozlashni talab etilishining ehtimolini toping.

Yechilishi. Quyidagi hodisalarni qaraymiz:

A- Smena davomida bitta stanokni sozlash talab etiladi;

B- Smena davomida ikkita stanokni sozlash talab etiladi;

C- Smena davomida ikkitadan ortig stanokni sozlash talab etiladi.

A, B va C hodisalar o'zaro birgalikda emas. Bizni quyidagi hodisa
gi/.igtiradi: (A + B+ C) - smena davomida sozlash uchun zarur bo‘ladigan
slanoklar:

AL+ A+C)= ) +P(B)+ />(c)=0,2+0,13 + 0,07 = 0,4.
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2-misol. Yashikda 10 ta qizil va 6 ta ko'k shar bor. Tavakkaliga 2 ta
shar olinadi. Olingan ikkala shaming bir hil rangli bo*lish ehtimolini toping.

Yechilishi. 1-hodisa olingan ikkala shar qizil boMishi, B-hodisa esa
olingan ikkala shamng ko‘k bo‘lish hodisasi bo‘lsin. Ko'‘rinib turibdiki, A
va B hodisalar birgalikda bo‘lmagan hodisalar.

Demak,P{A +b)=p(a)+ P(b)

A -hodisaning ro'y berishiga C2® ta natija imkoniyat yaratadi. B
hodisaning ro‘y berishiga esa c\ ta natija imkoniyat yaratadi. Umumiy ro‘y

berishi mumkin bo‘lgan natijalar soni esa C& ga teng. U holda:

10-9 6-5
P<A+B)-C'+CZ- 2 + 2 60 _1
’ CB 16 15 120 2

2

3-misol. Kutubxona stellajida tasodifiy tartibda 15 ta darslik terib
qo‘yilgan bo‘lib, ulardan 5 tasi mugovalidir. Kutubxonachi ayol tavakkaliga
3 ta darslik oladi. Olingan darsliklarning hech bo‘lmaganda bittasi muqovali
bo‘lish (A hodisa) ehtimolini toping.

Yechilishi. Birinchi usul. Olingan uchta darslikdan hech bo‘lmaganda
bittasi muqovali bo'lish talabi quyidagi uchta birga ro‘'y bermas hodisadan
istalgan biri ro'y berganda bajariladi: B-bitta darslik muqovali, ikkitasi
mugqovasiz, C- ikkita darslik mugqgovali, bittasi muqovasiz, D-uchala
darslik mugovali.

Bizni qiziqtirayotgan a hodisani (olingan darslikning hech
bo‘lmaganda bittasi muqovali bo‘lishi) bu hodisalaming yig‘indisi
ko‘rinishida ifodalash mumkin: A=B+C +D. Qo'‘shish teoremasiga ko‘ra:

P(A)=P(B)+P(C)+P (D) (*)

Ushbu

formuladan foydalanib B,C va D hodisalaming ehtimollarini topamiz:

P(C)=£ Lfiin, P(D)=4 = .!.
C3 91 C3 91 cls 91

Bu ehtimollarni (*) tenglikka go'yib, quyidagini hosil gilamiz:
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P(A)=P(B)+P(C)+P (D) = 45/91+ 20/91 + 2/91 = 67/91.

Ikkinchi usul. A hodisa (olingan darslikning hech boMmaganda bittasi
mugqovali) va A hodisa (olingan darsliklaming bittasi ham muqovali emas)
garama-garshi hodisalardir, shuning uchun P(A)+ P(A) = 1 (gqarama-qarshi
hodisalaming ehtimollari yig‘indisi birga teng). Bundan P(A) = 1-P (A).

A hodisaning (olingan darsliklaming bittasi ham muqovali emas) ro'y

— C3 24
=-f-=—

berish ehtimoli P(A) i IzZlanayotgan ehtimol:

P(A)=1-P(J1)=1-24/91 = 67/91.

4-misol. Agar A hodisa B hodisani ergashtirsa, u holda P(B) >P(A)
boMishini isbotlang.

Isboti. B hodisani birga ro'y bermas A va AB hodisalaming yig'‘indisi
ko'rinishida tasvirlash mumkin: B= A+ AB.

Birgalikda bo‘lmagan hodisalaming ehtimollarini qo‘shish teoremasiga
asosan quyidagini hosil gilamiz:

P(B) = P{A+ AB) =P(A) + P(AB).

P(AB)>0 boMgani uchun P(B)>P(A).

5-misol. P(A) ehtimolni ushbu ikkita birga ro‘y bermas hodisaning
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkinmi? P(AB) = 0,72, P(NB)=0,18.

Yechilishi. A hodisani ushbu ikkita birga ro'y bermas hodisalaming
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin: A = AB + AB.

Birga ro'y bermas hodisalaming ehtimollarini qo‘shish teoremasiga
ko‘ra quyidagini hosil gilamiz:

P(A) = P(AB + AB) = P(AB) + P(AB) = 0,72+ 0,18= 0,9.

6-misol. Yashikda 5 tasi standart bo‘lgan 20 ta detal ixtiyoriy tartibda
joylashtirilgan. Ishchi tavakkaliga uchta detalni oladi. Olingan detallardan
hech bo‘lmaganda bittasi standart detal boMishi (a hodisa) ehtimolini
toping.

Yechilishi. Birinchi wusul. Ravshanki, quyidagi uchta birgalikda
bo‘lmagan hodisalardan istalgan bittasi ro'y bersa, olingan detallaming hech
boMmaganda bittasi standart boMadi: B-bitta detal standart, ikkitasi
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nostandart; c -ikkita detal standart, bittasi nostandart; d - uchala detal ham
standart.

Shunday qilib, a hodisani bu uchta hodisaning yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalash(tasvirlash)ymumkin: A=B+C+D. Qo‘shishteoremasigako‘ra:

p(a)=p(b)+p(c)+p(d)

fik f£tmk
Har gaysi hodisaning ehtimolini P = ——~n1~ formulaga ko‘ratopamiz:
Cn

p(3) C'CH 51514 123 35
rm 1 12 201918 76’

bic) Cs CL 5-41IS 1-2-3 5
1-2 1 20-19-18 38

p{D) C\ 5-4-3 1-2-3 1
1-2-3 20 19-18 114
Topilganlami qo‘shib, a hodisaning ehtimolini hosil gilamiz.
p (A)= 35/76 + 5/38-1-1/114 = 137/228.

Ikkinchi usul. A hodisa (olingan uchta detaining hech boimaganda
bittasi standart) va A hodisa (olingan detallarning hech biri standart emas)
o‘zaro qarama - garshidir; shuning uchun

p(a)+p(a)= 1yoki p(a)=\-p(a).

A hodisaning ro'y berish ehtimoli quyidagiga teng:

C5%- 151413 1-2-3 91
V' CD 1-2-3  20-19-18 228

Demak, izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng bo'ladi:

P(™M)=I1-P(I)=1-91/228 =137/228.
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2. Erkli hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasi

1-misoL Tanga va kubik bir vagtda tashlangan. “Gerb tushishi “ va “3”
ochko tushishi hodisalarining birgalikda ro'y berish ehtimolini toping.

Yechilishi. a hodisa tanganing “gerb” tushishi, B hodisa esa kubik
tashlanganda “3” ochko tushishi bo‘lsin. A va. B hodisalar bog'liq

boMmagan hodisalar. U holda: P(A =B)=P(A)=sP(B)= 26 1

2-misoL Bir qutida 4 ta oq va 8 ta qora shar, ikkinchi yashikda esa 3ta
og va 9 ta qora shar bor. Har gaysi qutidan bittadan shar olindi. Olingan
ikkala shaming ogq boMish ehtimolini toping.

Yechilishi. A - birinchi qutidan oq shar chigish, B- ikkinchi qutidan oq
shar chigish hodisasi boMsin. Ravshanki, A va B hodisalar bogMig emas.
Topamiz: P(A)=4/12=1/3, P{B)=3/22=1/4 p{ab)= p(a)mp(b) formulaga

ko‘ra quyidagini hosil gilamiz:
P(AB)= P{A)®P(B) = (1/3)x1/4) = 1/12.

3-misol. Kuchlanishni orttirilganda ketma - ket ulangan uchta
elementdan birining ishdan chiqishi natijasida elektr zanjirida uzilish ro'y
berish mumkin: elementlaming ishdan chigish ehtimoli mos ravishda 0,2;
0,3; 0,4 ga teng. Zanjirda uzilish ro'y bermaslik ehtimolini aniglang.

Yechilishi. Aytaylik [, A2, A3 hodisalar mos ravishda birinchi, ikkinchi

va uchinchi elementlaming ishdan chiqgishni bildirsin. Ulaming ehtimollari
shartga ko‘ra mos ravishda P(At)= 0,22 p{A2=0,3; £(JI9=0,4 ga teng.
IJnda garama - garshi Al, A2, A3 hodisalaming (mos ravishda birinchi,

ikkinchi va uchinchi element ishdan chigmaydi) ehtimollari:
®:)=1-P(/1,)=08 P(12=07,P(13=0,6.
Zanjiming uzilmasligidan iborat A hodisa A,, A2,A3 erkli hodisalaming

birga ro'y berishidir: A=A,-A2-A3. Binobarin p(a)=p(al p(a? p(a3)

formulaga ko‘ra

P(A)=p(a,)* P (12+P(A3 = 0,80,7+0,6= 0,336

ni hosil gilamiz.
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4-misol.Af va N nuqtalarorasidaelektrzanjir 1-chizmadatasvirlangan
sxema bo'yicha tuzilgan. Zanjiming turli elementlaming ishlashi bir - biriga
bog‘'lig emas. Elementlaming T vaqt ichida beto‘xtov ishlash ehtimoli
quyidagicha:

Element A A2 A A
Ehtimoli 0.6 o8 0,7

T vagt ichida sistemaning beto'xtov ishlash ehtimolini aniglang.
Yechilishi. Elektr zanjiming MV uchastkasi quyidagi uchta hodisa ro'y
berganda tok o‘tkazadi (A hodisa): Ax (Ax element ishlatayapti), A4 (A4

element ishlatayapti), B (A2va A3elementlardan kamida bittasi ishlatayapti)
ya'ni A=A, A4 B.

1 chizma.

A.0, va B hodisalari erkli bo'lgani uchun

p{a)=p{ax p{ad p{b\

p(b) ni topish uchun A2 va A3 elementlaming ishdan chigishidan B
hodisaning ehtimolini hisoblaymiz, B=A2 A3 va A2A, hodisalar erkli
boMganiuchun

p{o)=pf{a2)-p{ay=[1- P(AQ][1- P(A3]=
=0,2 0,3=0,06

Bu yerdan P(B)=1-p(b)=0,94. Shunday qilib,
P{A)= 0,6 0,9 0,94 = 0,5076.

5-misol. Ikkita birga ro'y bermas Axva A2 hodisalaming har birining
ro'y berish ehtimoli mos ravishda pxva p2ga teng. Bu hodisalardan fagat
bittasining ro‘y berish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hodisalami quyidagicha belgilaymiz:
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5, -fagat Axhodisani ro'y berishini; B2-fagat A2 hodisa ro'y berishini
bildirsin.

Bx hodisaning ro'y berishi AXA2 hodisaning ro'y berishiga teng kuchli
(birinchi hodisa ro'y berdi va ikkinchi hodisa ro‘y bermadi), ya’'ni Bl = AXA2

B2 hodisaning ro‘y berishi A\A2 hodisaning ro'y berishiga teng kuchli
(ikkinchi hodisa ro'y berdi va birinchi hodisa ro‘y bermadi), ya'ni B2= A\A2.

Shunday qilib, A, va A2 hodisalardan fagat bittasining ro‘'y berish
ehtimolini topish uchun Bxva B2hodisalar birga ro‘'y bermas, shuning uchun

qo'‘shish teoremasini qo'llanish mumkin:
P(BX+ B2 =P(BX+ P(B2. (*)

Endi Bxva B2hodisalardan har birining ehtimolini topish kerak.
A, va A2 hodisalar erkli, demak, A, va A2 hodisalar, shuningdek A\ va
A2 hodisalai' ham erkli, shu sababli ko‘paytirish teoremasidan foydalanish
mumkin:
P(B,) = P(AXA2) =P(A,) ® (A2 = Pxq2
P(B2) = P(~A\A2) = P (Ai)P (A2 = g2

Bu ehtimollami (*) munosabatga qo‘yib, Axva A2 hodisalardan fagat
bittasiningro'y berish ehtimolini topamiz: P(BX+ B2) = p>xq2+q>p2-

6-misol. Tushgan yoglaming bittasida ham 6 ochko bo‘lmasligini 03
dan kichik ehtimol bilan kutish mumkin bo‘lishi uchun nechta o'yin kubini
tashlash kerak?

Yechilishi. Hodisalarni quyidagicha belgilaymiz: A - tushgan
yoqlaming bittasida ham 6 ochko bo‘lmasligi, At-i kubning tushgan
yog‘ida 6 ochko bo‘lmasligi (i=1.2,...,1n).

Bizni giziqtirayotgan ~hodisa AxAZ2,...,A,,hodisalaming birgalikda ro'y
berishidan iborat, ya'ni A = AJA2...An.

Istalgan tushgan yogda oltiga teng bo‘lmagan ochko bo'lish ehtimoli

P(4)=1

ga teng.
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A hodisalar erkli, shuning uchun erkli hodisalami ehtimollarini
ko‘paytirish teoremasini go'llash mumkin:

P(A) = P(AJAZ..AN) = P(A,)- P(AD...P(A,) =

5 5
LIj),S.Demak, «Ig—6<IgO,3. Bu yerdan Igé<0ni

hisobga olib, n>6,6 ni hosil gilamiz. Shunday qilib, o‘'yin kublarining
izlanayotgan soni n> 7.

8-misol. Texnik sistemada uzellarning hammasi uchun emas, balki
ba’zilari (eng kam ishonchlilari) uchun dublyor uzellar ulangan. Uzellarning
ishonchliligi (beto‘htov ishlash ehtimoli) 2- rasmda berilgan. Sistemaning
ishonchliligini aniqglang.

Yechilishi. Sistemaning beto‘htov ishlashi ( A hodisa) uchun ikkita A
elementdan kamida bittasi ishlashi (n, hodisa). A2va A} elementlar ishlashi
(A2 A3hodisalar) va uchta [, elementdan kamida bittasi ishlashi ( a4 hodisa)
lozim, ya'ni A= A,A2-A3-A4.

A]l,A2,A]l,A,, hodisalar erkli bo‘lgani uchun

P(A)=P(Al) (P2 P(A3 P(A4).
Bu tenglikning o‘ng tomoniga kiradigan ehtimollarni topamiz. P(A,) va
p (a4) ni hisoblaymiz:
P(A,)=1-(1-p,Y, P(AD=1-(1-p 4y

ni hosil gilamiz. Bundan
P(A)=PrPr[1- O- Piy][(I =(1mP<f ]

2- chizma.
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3. Birga ro‘y beruvchi hodisalar ehtimollarini qo‘shish teoremasi

1-misol. Tavakkaliga olingan ikki xonali son yo 3 ga, yo 5 ga yo
ulaming ikkalasiga bir vaqtda karrali bo'lish ehtimolini toping.

Yechilishi: A - tavakkaliga olingan son 3 ga karrali bo'lish hodisasidan,
M-olingan son 5 ga karrali bo‘lish hodisasidan iborat bo‘lsin. p(a + b) ni
topamiz. A va B lar birgalikdagi hodisalar bo‘lgan uchun
/I'A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) formuladan foydalanamiz:

p(a+b)=p(a)+ p(b)~ p(ab).

Hammasi bo‘lib, 90 ta ikki xonali son mavjud: 10,11,...,98,99.
Bularning 30 tasi 3 ga karrali (A hodisasining ro‘'y berishga qulaylik
tug‘'diradi); 18 tasi 5 ga karrali (B hodisaning ro‘'y berishiga qulaylik
tug‘'diradi); 6 tasi 3 va 5 ga karrali (AB hodisaning ro‘'y berishiga qulaylik
tug'diradi). Shunday qilib,

P(A)= 30/90=1/3, P(B) = 18/90= M5,P(AB)= 6/90 = 1/15,
ya'ni
P(A+b)= 1/3+ 1/5-1/15=7/15.

2-misol. Ikki ovchi bo‘riga qarata bittadan o‘q wuzishdi. Birinchi
ovchining bo‘riga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikinchisiniki 08 ga teng. Hech
boMmaganda bitta o ‘gning bo‘riga tegish ehtimolini toping.

Yechilishi. A hodisa birinchi ovchining bo‘riga o‘gni tekkizishi, B
hodisa esa ikkinchi ovchining bo‘riga o‘gni tekkizishi bo‘lsin. Ko‘rinib
turibdiki, a va B hodisalar birgalikda bo‘lgan, ammo bir-biriga bog'liq
bo‘lmagan hodisalar. U holda

P(A + B)=P(A)-r p(b)~ p(ab)= p(a)+ p(b)~ P(A)mP(B)=
=0,7+0,8-0,7 08=094.

4. Shartli entimol. Erksiz hodisalar ehtimollarini
ko‘paytirish teoremasi
1-misol. Yashikda 8 tasi standart bo‘lgan 12 ta detal bor. Ishchi
tavakkaliga ikkita detalni oladi. Olingan ikkala detal standart bo’lishi
ehtimolini toping.
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Yechilishi. Quyidagi belgilami kiritamiz: A- olingan birinchi standart
detal; B-olingan ikkinchi detal standart detal. Birinchi detaining standart
bo‘lish ehtimoli p(a)=8/12=2/3 ga teng. lIkkinchi detaining birinchi detal
standart degan shart ostidagi standart bo‘lish ehtimoli, ya'ni B hodisaning
shartli ehtimoli Pn(B )= 7/11 gateng.

Olingan ikkala detaining standart bo‘lish ehtimolini bog‘'liq hodisalar
ehtimollarini ko'paytirish teoremasi bo‘yicha topamiz:

P(AB)=P(a) Pa(b)=(2/3) (7/11)= 14/33.

2 misol. Yashikda 6 ta qora, 5 ta qizil va 4 ta oq shar bor. Ketma - ket
uchta shar olinadi. Birinchi shar gora ikkinchi shar qizil, va uchinchi shar
oqg bo‘lish ehtimolini toping.

Yechilishi. Quyidagi hodisalarni garaymiz: n-birinchi olingan shar
qora, B - ikkinchi olingan shar qizil, c -uchinchi olingan shar og. d orqgali
sharlar qora, qizil, oq tartibida olinishdan iborat hodisalarni belgilaymiz,
D=A B C ekanligi ravshan. p(d)= p(a)-p(b/a)- p(c /AB) formulabo‘'yicha
ehtimolini topamiz. Bu tenglikning o‘ng tomoniga kiruchi ehtimollami

topamiz. Birinchi galda qora shar chigish ehtimoli P(n)= — =-. Birinchi

marta qora shar olinganlik shartidan qizil shar chigish ehtimoli P(B/A) =

chunki qora shar olingandan keyin yashikda 14 ta shar golgan va ulardan 5
tasi qizil shar. Qora shar va qizil shar olinganlik shartida yashikdan oq shar

chigish ehtimoli P(C/AB)=-~(qora va qizil sharlar olingandan keyin

yashikda 13 ta shart golgan, ulardan 4 tasi oq shar). Shunday qilib,

kel
o
I
1
I
I
I
*
o
o
IS
IN

)
v7 51413 9

3-misol. Sexda 7 ta erkak va 3 ta ayol ishchi ishlaydi. Tabel nomerlari
bo'yicha tavakkaliga 3kishi ajratildi. Barcha ajratib olingan kishilar erkaklar
boMish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hodisalarni quyidagicha belgilaylik: A hodisa birinchi
ajratilgan erkak kishi, B ikkinchi ajratilgan erkak kishi, C uchinchi
ajratilgan erkak kishi.
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7
Birinchi ajratilgan kishi shartida u erkak bo‘lishi ehtimoli: P(A) = — .

Birinchi ajratilgan erkak kishi shartida ikkinchi kishining erkak bo*lishi
6 2

ehtimoli, ya’'ni B hodisaning shartli ehtimoli:P(B/A)=- =-
Oldin ikki erkak kishi ajratib olinganligi shartida uchinchi ajratilgan
kishi erkak bo'‘lishi ehtimoli, ya'ni C hodisaning shartli ehtimoli:

P(C/AB) = Barcha ajratib olingan kishilar erkak bo'ltsh ehtmoli
8

P(ABC)=P(A) P(B/A)P(C/AB)=~ f'l =~ «

4-milsol. Yashikda 10 ta mahsulot bo‘lib, shulardan 8 tasi oliy sifatli.
Tasodifiy ravishda 2 ta mahsulot olindi. Olingan mahsulotlami hammasini
oliy sifatli bo‘lish ehtimoli topilsin.

Yechilishi. A, - birinchi olingan mahsulotni, A2- ikkinchi olingan
mahsulotni oliy sifatli chigish hodisasini bildirsin. Demak, A, hodisaning
ehtimoli 4 4)=—.

n 10
A, hodisa ro'y bergandan keyin yashikda hainmasi bo'lib 9 ta mahsulot

golib, bulardan 7 tasi oliy sifatli mahsulot qgoladi, shuning uchun

Yugoridagi bogMiq hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasiga
asosan

8 7 28

P(AIA2 =P (A)PA(AD)=--- =-.

5-misol. 0 ‘quv zalida ehtimollar nazariyasiga doir 6 ta darslik bo'lib,
ulaming 3 tasi muqovali. Kutubxonachi tavakkaliga 2 ta darslik oldi. Ikkala
darslik ham mugovali bo'lish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hodisalami quyidagicha belgilaymiz: A -birinchi olingan
darslik muqovali, B - ikkinchi olingan darslik mugqovali.

3 1
Birinchi darslikning muqovali bo‘lish ehtimoli: P(A) = -6: ~2.

205



Birinchi olingan darslik muqovali bo'lish shartida ikkinchi olingan
darslikning mugovali boMish ehtimoli, ya’'ni B hodisaning shartli ehtimoli

N o> 4

Ikkala darslik ham muqovali boMish ehtimoli bir-biriga bogMiq
hodisalaming ehtimollarini ko‘paytirish teoremasiga asosan quyidagiga
teng:

P(AB)=P(A)Pa(B)=~ | =02

6-misol. Sexda 7 erkak va 6 ayol ishchi ishlaydi. Tabel nomerlari
bo'yicha tavakkaliga 3 kishi ajratildi. Barcha ajratib olingan kishilar erkaklar
boMish ehtimolini toping.

Yechilishi. Hodisalarni quyidagicha belgilaylik: A-birinchi ajratilgan
erkak kishi, B - ikkinchi ajratilgan erkak kishi, C - uchinchi ajratilgan erkak
kishi.

7

Birinchi ajratilgan erkak kishi bo'lish ehtimoli: P{A)=— .

Birinchi ajratilgan erkak kishi shartida ikkinchi kishining erkak bo'lish
ehtimoli, ya’'ni B hodisaning shartli ehtimoli: *«(g)=y~=~-

Oldin ikki erkak kishi ajratilib olinganligi shartida uchinchi ajratilgan
kishi erkak boMishi ehtimoli, ya'ni C hodisaning shartli ehtimoli:

Pab(C)=".

Ajratib olingan kishilaming hammasi erkak ishchilar bo'lish ehtimoli:

7-misol. Yashikda 8 tasi standart boMgan 12 ta detal bor. Ishchi
tavakkaliga ikkita detalni oladi. Olingan ikkala detal standart boMishi
ehtimolini toping.

Yechilishi. Quyidagi belgilarni kiritamiz: A- olingan birinchi standart
detal; B-olingan ikkinchi detal standart detal. Birinchi detaining standart
bo'lish ehtimoli p(a)=8/12=2/3 ga teng. Ikkinchi detaining birinchi detal
standart degan shart ostidagi standart bo'lish ehtimoli, ya'ni B hodisaning
shartli ehtimoli Pa{b)= 7/11 gateng.
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Olingan ikkala detaining standart bo'lish ehtimolini bog‘liq hodisalar
ehtimollarini ko'paytirish teoremasi bo‘yicha topamiz:

P{AB)= P(a) Pa(B)= (2/3)*(7/1l)= 14/33.

8-misol. Omborxonaga uchta stanokda tayyorlangan detallar kiritiladi.
Birinchi stanokda detallar umumiy miqgdorning 40% i, ikkinchi stanokda
35% i va uchinchi stanokda 25% i tayyorlangan. Bunda birinchi stanokda
90%, ikkinchi stanokda 80% va uchinchi stanokda 70 % birinchi nav detal
tayyorlangan. Tavakkaliga olingan detal birinchi navli bo‘lishi ehtimoli
ganday?

Yechilishi. Quyidagi belgilarni kiritamiz: BI- detal birinchi stanokda
tayyorlangan, B2- detal ikkinchi stanokda tayyorlangan va B} - detal
uchinchi stanokda tayyorlangan; A hodisa-detal birinchi navli detal bo'lish
hodisasi. Masala shartidan:

P(B,)= 0,4, P{B2 = 0,35>

P(B,)= 0,25, PH(A)= 0,9 PB2a)= 0,8 va Pe{n)= 07

Ravshanki, A= B, A+ B2mA + B3mA, u holda
P(A)= P{B,) I\ (A)+P{B2PB(a)+ P(B3\ P(A)=QAm0,9+

+ 0,35 0,8+ 0,25 0,7=0,815.
Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Qutida 10 ta detal bo'‘lib, ulardan 4 tasi yaroqsiz. Yig'uvchiga
tavakkaliga 3 ta detal oldi. Olingan detallaming hech bo‘lmaganda bittasi
yaroqsiz bo'lish ehtimolini toping.

2. Qutida 20 ta shar bor, ulardan 10 tasi qizil, 5 tasi ko‘k va 5 tasi oq.
Rangli shar chigish ehtimolini toping.

3. Merganning bitta o‘q uzishda 10 ochkoga tegish ehtimoli 0,1 ga, 9
ochkoga tegish ehtimoli 0,3 ga, 8 yoqi undan kam ochkoga tegish ehtimoli
0,6 ga teng. Merganning bitta 0‘q uzishda kamida 9 ochko urish ehtimolini
toping.

4. 10 ta detali partiyada 8 ta standart detal bor. Tavakkaliga olingan
ikkita detaldan kamida biri standart bo'lish ehtimolini toping.

5. Qutidagi 10 ta detal orasida 2 tasi nostandart. Tavakkaliga olingan 6
ta detal orasida nostandart detal bittadan ortig bo*‘Imaslik ehtimolini toping.
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6. A,B,C va D hodisalar to'la guruhni tashkil giladi. Hodisalar
ehtimollari bunday: POO=0,1; P(B)=0,5; P(C)=0,3. D hodisaning ehtimoli
ganchaga teng?

7. Avariya yuz berganligi hagida signal berish uchun ikkita erkli
ishlaydigan signalizator o‘matilgan. Avariya yuz berganda signalizator
ishlay boshlash ehtimoli birinchisi uchun 0,95 ga, ikkinchisi uchun 0,9 ga
teng. Avariya yuz berganda fagat bitta signalizator ishlay boshlash
ehtimolini toping.

8. Ikki mergan nishonga qarata o'q uzmogda. Bitta o‘q uzishda nishonga
tekkizish ehtimoli birinchi mergan uchun 0,7, ikkinchi mergan uchun 0,8 ga
teng. Bir yo‘la o‘q uzishda merganlardan fagat bittasining nishonga
tekkizish ehtimolini toping.

9. Ikkita to‘pdan biryo‘la o‘q uzishda nishonga bitta o‘q tegish ehtimoli
0,38 ga teng. Agar ikkinchi to'pdan bitta otishda o‘gqning nishonga tegish
ehtimoli 0,8 ga teng bo‘lsa, bu ehtimolni birinchi to'p uchun toping.

10. Texnik kontrol bo'limi buyumlarning standartga muvofigligini
tekshiradi. Buyumning standartga muvofiqg bo‘lish ehtimoli 0,9 ga teng.
Tekshirilgan ikkita buyumdan fagat bittasi standartga muvofiq bo‘lish
ehtimolini toping.

11. Qurilma uchta bir-biriga bog'ligsiz ishlaydigan uchta elementlardan
iborat. T vaqt ichida qurilmani elementlarini ishlab turish ehtimollari mos
ravishda 0,6, 0,8 ,0,7ga teng. Shu vaqt ichida qurilmaning 1) fagat bitta
elementi, 2) fagat ikkita elementi, 3) hamma elementlari ishlash ehtimollari
topilsin.

12. Tanga va o'yin kubi tashlandi. «<Gerbli tomon tushdi» va «5 ochko
chigdi» hodisalarining birgalikda ro‘y berish ehtimolini toping.

13. Ikkita qutida detallar bor: birinchisida 10 ta (ulardan 3 tasi standart),
ikkinchisida 15 ta (ulardan 6 tasi standart). Har bir qutidan tavakkaliga
bittadan detal olinadi. lkkala detal standart bo'lish ehtimolini toping.

14. Uchta o'yin kubi tashlanganda kamida bitta kubda 6 ochko tushish
(A hodisa) entimoli ganchaga teng?

15. Korxona tayyorlagan mahsulotning 95% i standart, shundan 86% i
birinchi nav. Shu korxonada tayyorlangan mahsulotdan tavakkaliga olingan
bittasi birinchi nav bo'lish ehtimolini toping.

16. Tanga bir tomoni bilan ketma-ket ikki marta tushguncha tashlanadi.
Quyidagi hodisalaming ehtimollarini toping: 1) tajriba oltinchi otishgacha
tugaydi; 2) tangani juft marta tashlash lozim boMadi.
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17. Biror fizik kattalikni bir marta oMchashda berilgan aniqlikdan ortiq
xatoga yo'‘l gqo‘yish ehtimoli 0,4 ga teng. Uchta o‘zaro erkli oMchash
o' tkazilgan. Bulardan fagat bittasidayo‘l qo‘yilgan xato berilgan aniglikdan
ortig boMish ehtimolini toping.

18. Buyumlar partiyasidan tovarshunos oliy nav buyumlami
ajratmoqda. Tavakkaliga olingan buyumning oliy nav bo'lish ehtimoli 0,8
ga teng. Tekshirilgan uchta buyumdan fagat ikkitasi oliy nav boMish
ehtimolini toping.

19. Talaba o‘ziga kerakli formulani uchta spravochnikdan izlamoqda.
Formulaning birinchi, ikkinchi, uchinchi spravochnikda boMish ehtimoli
mos ravishda 0,6;0,7;0,8 ga teng. Formula 1) fagat bitta spravochnikda; 2)
fagat ikkita spravochnikda; 3) formula uchala spravochnikda boMish
ehtimolini toping.

20. Yig‘uvchiga kerakli detaining birinchi, ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi
yashikda boMish ehtimoli mos ravishda 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 ga teng. Detaining:
1) ko'pi bilan uchta yashikda; 2) kamida ikkita yashikda boMish ehtimolini
toping.

21. Uchta o'yin kubi tashlangan. Quyidagi hodisalaming ehtimolini
toping: 1) tushgan yoglaming har birida 5 ochko boMishi; 2) tushgan
yoqglaming hammasida bir xil sondagi ochkolar boMishi.

22. 3 ta o'yin kubi tashlangan. Quyidagi hodisalaming ehtimolini
toping: 1) ikkita tushgan yoqda bir ochko, uchinchi yogda esa boshqga
sondagi ochko boMishi; 2) tushgan ikkita yoqda bir xil sondagi ochko,
uchinchi yogda esa boshga sondagi ochko boMishi; 3) hamma tushgan
yoglarda turli sondagi ochkolar boMishi.

23. Merganning bitta o‘q uzishda o‘gning nishonga tekkizish ehtimoli
0,8 ga teng. Bitta ham o‘q xato ketmasligini 0,4 dan kichik ehtimol bilan
kutish mumkin boMishi uchun mergan nechta o‘q uzishi kerak?

24. Radiusi R boMgan doiraga muntazam uchburchak ichki chizilgan.
Doira ichiga tavakkaliga 4 ta nuqgta tashlangan. Quyidagi hodisalaming
ehtimollarini toping: 1) 4ta nuqtaning hammasi uchburchak ichiga tushadi;
2) bitta nuqta uchburchak ichiga tushadi va har bir “kichik” segment ichiga
bittadan nuqgta tushadi. Nuqtaning figuraga tushish ehtimoli figura yuziga
proporsional boMib, uningjoylashishiga esa bogMig emas deb faraz gilinadi.

25. Biror joy uchun may oyida bulutli kunlaming o‘rtacha soni oltiga
teng. Birinchi va ikkinchi mayda havo ochiq boMish ehtimolini toping.
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26. Qutida 10 ta detal bo'‘lib, ular orasida 6 ta yarogli. Yig‘uvchi
tavakkaliga 4 ta detal oladi. Olingan detallaming hammasi yaroqli bo‘lish
ehtimolini toping.

27. Qutida 1 dan 5 gacha nomerlangan 5 ta shar bor. Tavakkaliga
bittalab, joyga gaytarib qgo‘ymasdan, 3 ta shar olinadi. Quyidagi
hodisalaming ehtimollarini toping: 1) ketma-ket 1,4, 5 nomerli sharlar
chiqadi; 2) olingan sharlar ganday tartibda chigishidan gat'iy nazar 1,4, 5
nomerga ega bo'ladi.

28. Talaba programmadagi 25 ta savoldan 20 tasini biladi. Talabaning
imtihon oluvchi taklif etgan uchta savolini bilish ehtimolini toping.

29. Xaltachada 1 dan 10 gacha nomerlangan 10 ta bir xil kubik bor.
Tavakkaliga bittadan 3 ta kubik olinadi. Birin-ketin 1,2,3 nomerli kubiklar
chiqgish ehtimolini quyidagi hollarda toping: a) kubiklar olingach, xaltachaga
gaytarib solinmaydi; b) olingan kubik xaltachaga qaytarib solinadi.

30. Ikkita mergan bittadan o‘q uzishdi. Birinchi merganning nishonga
tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkkinchisiniki esa 0,6gateng. Merganlardanagalli
bittasi nishonga tekkizganligi ehtimolini toping.

31. Yig'uvchida 1- zavodda tayyorlangan 16 ta detal, 2-zavodda
tayyorlangan 4 ta detal bor. Tavakkaliga 2 ta detal olindi. Ulardan agqalli
bittasini 1-zavodda tayyorlanganligi ehtimolini toping.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

I. F=1-C8/C®=5/6.2. P=3/4.3. P=04. 4. ~"=~-5. A4=2/3.

6. P(D) =0,1.7. P = 0,14.8. P = 0,38.9. P = 0,7.10. P = 0,18,
Il. )P =0,188, 2) P = 0,452, 3)P = 0,336.12. P =1/12.13. P = 0,12

91 15 2
14. p(A)=--—--.15. P =0,817,16. 1) A=—; 2)P =-.17. /~=0,432.

216 16 3
18. /~=0,384.19. 1)/>=0,188; 2) /=0,452; 3) P = 0,336.
20. 1) /A=0,6976; 2) P = 0,9572.21. 1) P =\\ 2)/>=6~"-=—«

6 6 36

22.\)p=CIl .f-L-)=A; 2)p=—; 3)P=-.23. «>5.

316 6) 72 12 9

A -
24. )P = 3”3 ( 4n--3n/3

\n ; an | 12k
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25. P =25/31 w24/30 = 20/31.

26. 5 /+= i 2)P =01

10987 14 "543 60

28. p 29. a) b) P = 0,001.

25 24 23 15 10 9 8 720

30. P=0,88.31. P=—.
95

8.5-amaliy mashgulot.
To‘la entimol formulasi. Beyes formulasi.

|.Kamida bitta hodisaning ro‘y berish ehtimoli

1-misoL Elektr zanjiriga erkli ishlaydigan 3 ta element ketma -ket
ulangan. Birinchi, ikkinchi va uchinchi elementlaming buzilish ehtimollari
mos ravishda quyidagiga teng: px=01 p2=0,15; p»b=0,2. Zanjirda tok
boMmaslik ehtimolini toping.

Yechilishi. Elementlar ketma-ket ulanganligi sababli elementlardan
kamida bittasi buzilsa, zanjirda tok bo‘lmaydi (A hodisa). Yuqoridagi
formulaga asosan:

P(A) =1- q,qx3=1- (1- 0,2)(1- 0,15)1- 0,2) = 0,388.

2-misoL Ikkita sportchidan har birining mashgni muvaffaqqiyatli
bajarish ehtimoli 0,5 ga teng. Sportchilar mashqgni navbat bilan bajaradilar,
bunda har bir sportchi o‘z kuchini ikki marta sinab ko‘radi. Mashqgni birinchi
lit)dlib bajargan sportchi mukofot oladi. Sportchilaming mukofotini olishlari
ehtimolini toping.

YechilishLMukofot topshirilishi uchun to'rtta sinovdan kamida bittasi
muvaffaqqgiyatli boMishi kifoya. Sinovning muvaffaqqiyatli o‘tish ehtimoli
p =0,5, muvaffaqqgiyatsiz o‘tish ehtimoli esa g=1- 0,5=0,5.

Izlanayotgan ehtimol: P = 1- q4=1-0,5“ = 0,9375.

3-misoL Merganning uchta o‘q uzishda kamida bitta o‘gni nishonga
lekkizish ehtimoli 0,875 gateng. Uning bitta o'q uzishda nishonga tekkizish
ehtimolini toping.

Yechilishi. Uchta o‘q uzishda kamida bitta o‘gni nishonga tekkizish (A
hodisa) ehtimoli:P(A)=1-q 3 ga teng, bu yerda 9-0°‘gning xato ketish

ehtimoli.
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Shartga ko‘ra P{A) = b,%l5.
Demak, 0,875=1- g3yoKki q3=1-0,875 = 0,125. Bu yerdan
q=V0,125=0,5. Izlanayotgan ehtimol:p=1- q=1- 0,5=0,5.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Qurilma o‘zaro erkli ishlaydigan ikkita elementni o'z ichiga oladi.
Elementlaming buzilish ehtimollari mos ravishda 0,05 ga va 0,08 ga teng.
Qurilmaning buzilish uchun kamida bitta elementning buzilishi yetarli
bo'lsa, qurilmaning ishlamay qolish ehtimolini toping.

2. Ko'prik yakson bo‘lishi uchun bitta aviatsion bombaning kelib
tushishi kifoya. Agar ko‘prikka tushish ehtimollari mos ravishda 0,3; 0,4;
0,6; 0,7 bo‘lgan 4 ta bomba tashlansa, ko‘prikni yakson bo‘lish ehtimolini
toping.

3. Uch tadgiqgotchi bir- biridan erkli ravishda biror Kkattalikni
o'lchamokda. Birinchi tadgigotchining asbob ko‘rsatishini o‘gishda xatoga
yo‘l qo'yish ehtimoli 0,1 gateng. Ikkinchi va uchinchi tadqgigotchi uchun bu
ehtimol mos ravishda 0,15 va 0,2 ga teng. Bir martadan o'lchashda
tadgiqotchilardan kamida birining xatoga yo'‘l go'yish ehtimolini toping.

4. To'rtta 0'q uzishda kamida bitta o‘gning nishonga tegish ehtimoli
0,9984 ga teng. Bitta 0'q uzishda o'gning nishonga tegish ehtimolini toping.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. P=0,126.2. P=0,95. 3. /'=0,388. 4. p =08.

2. To‘la entimol formulasi

1-misol. Omborxonada uchta stanokda tayyorlangan detallar kiritiladi.
Birinchi stanokda detallar umumiy migdorning 40% i, ikkinchi stanokda
35% i va uchinchi stanokda 25% i tayyorlangan. Bunda birinchi stanokda
90% ikkinchi stanokda 80% va uchinchi stanokda 70 % birinchi nav detal
tayyorlangan. Tavakkaliga olingan detal birinchi navli bo‘lishi ehtimoli
ganday?

Yechilishi. Quyidagi belgilami kiritamiz: Bx- detal birinchi stanokda
tayyorlangan, B2 detal ikkinchi stanokda tayyorlangan va B3- detal
uchinchi stanokda tayyorlangan; A hodisa- detal birinchi navli detal bo*lish
hodisasi. Masala shartidan: /(S1)=0,4,/%S2=0,35
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P(B3)= 0,25, PBi(A) = 0,9 PBIi(A)=0,8 va PBj(a) = 0J. Ravshanki,
A= BtmA+ B2mA + B3mA, U holda

P(A)= P(B,) *PH(A)+ P(B2PH (A)+ P(B3PH (A) = 0,4+0,9+
+0,35-0,8+0,25-0,7 = 0,815.

2-misol. Zavodning 2 ta sexida bir xil migdorda mahsulotlar ishlab
chiqariladi. 1va 2- sexlarda ishlab chigarilgan mahsulotlami sifatli bo'lish
ehtimollari mos ravishda 0,8va 0,9 ga teng. Zavodda ishlab chigarilgan
mahsulotlardan tasodifan olingan mahsulotning sifatli bo‘'lish ehtimoli
topilsin.

Yechilishi. B,— mahsulotni 1-sexda ishlanganligini bildirsin, B2-
mahsulotni 2-sexda ishlanganligini bildirsin. A - mahsulot sifatli ekanini
bildirsin. fi, va B2hodisalar birga ro‘y bermas va to‘la hodisalar guruhnisini
tashkil etadi. Shuning uchun bu masalani yechishda to‘la ehtimol
formulasidan foydalanamiz.

Mahsulotning 1- sexda ishlanganligi ehtimoli: />(£,) =

Mahsulotning 2 - sexda ishlanganligi entimoli: P(S2) =i.

1-sexda ishlangan mahsulotni sifatli bo‘lish ehtimoli:/"(.4) = 0,8.
2-sexda ishlangan mahsulotni sifatli bo*lish ehtimoli: PBi(A) = 0,9.

Demak, tasodifan olingan mahsulotning sifatli bo‘lish ehtimoli to‘la
ehtimol formulasiga asosan:

P(A) = P(Bi) PH(A)+ P(I?Z)PE(A) =0,5m0,8+ 0,5m0,9= 0,85,

3-misol. Ikkita avtomat bir xil detallar ishlab chiqaradi, bu detallar
keyin umumiy konveyerga o'‘tadi. Birinchi avtomatning unumdorligi
ikkinchi avtomatning unumdorligidan ikki marta ortiq. Birinchi avtomat
o'rta hisobda detallaming 60% ini, ikkinchi avtomat esa o‘rtacha hisobda
delallarning 84% ini a'lo sifat bilan ishlab chigaradi. Konveyerdan
lavakkaliga olingan detal a’'lo sifatli bo‘lib chigdi. Bu detalni birinchi
avtomat ishlab chigarganligi ehtimolini toping.

Yechilishi. A orgali - detal a’'lo sifatli bo'lishi hodisasini belgilaymiz.
Bu yerda ikkita taxmin (gipoteza) qilish mumkin: [, - detalni birinchi
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2
avtomat ishlab chigarganligini hodisasini bildirsa uni ehtimoli />#,)=-

(chunki birinchi avtomat ikkinchi avtomatga garaganda ikki marta ko‘p detal
ishlab chigaradi); B2- detalni ikkinchi avtomat ishlab chiqarganligini

bildirsa, uni ehtimoli P(B2) =i.

Agar detalni birinchi avtomat ishlab chiqargan boMsa, detal a'lo sifatli
bo‘lishining shartli ehtimoli PuyA) = 0,6.

Agar detalni ikkinchi avtomat ishlab chiqargan boisa, detal a’lo sifatli
boMishining shartli ehtimoli (A) =0,84.

Tavakkaliga olingan detaining a’lo sifatli bo‘lish ehtimoli toTa ehtimol
formulasiga ko'‘ra

P(A)=P(BI)P H(A) + P(B2) wh (/1) =

- 06+i -0,84=0,68.
3 3

4-misol. Birinchi qutida 20 ta radiolampa bo‘lib, ulardan 18 tasi
standart; ikkinchi qutida esa 10 ta radiolampa bo'lib, ulardan 9 tasi standart.
Ikkinchi qutidan tavakkaliga bitta lampa olinib, birinchi qutiga solingan.
Birinchi qutidan tavakkaliga olingan lampaning standart boMish ehtimolini
toping.

Yechilishi. A orgali, birinchi qutidan standart lampa olinganlik
hodisasini belgilaymiz.

Ikkinchi qutidan yo standart lampa olingan (Bl hodisa), yoki nostandart
lampa olingan (fi2 hodisa) boMishi mumkin.

Ikkinchi qutidan standart lampa olinish ehtimoli:/'(5 ,):—g .

Ikkinchi qutidan nostandart lampa olinish ehtimoli: P(B2) = ~.

Ikkinchi qutidan birinchi qutiga standart lampa olib qo'yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:
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Ikkinchi qutidan birinchi qutiga nostandart lampa olib qo'yilganlik
shartida birinchi qutidan standart lampa olinishining shartli ehtimoli
quyidagiga teng:

Izlanayotgan ehtimol, ya’'ni birinchi qutidan standart lampa olinish
ehtimoli to‘la ehtimol formulasiga asosan quyidagiga teng:

P{A)=B(B,)P Bi(A) + P(B2) mPE(A) =

=—— e + — o— =009,

10 21 10 21

5-misol. Ichida 2 ta shar bo'lgan idishda bitta oq shar solinib, shundan
keyin idishdan tavakkaliga bitta shar olingan. Sharlaming dastlabki tarkibi
(rangi bo'yicha) hagida mumkin bo‘lgan barcha taxminlar teng imkoniyatli
bo‘lsa, u holda olingan shaming oq rangli bo‘lish ehtimolini toping.

Yechilishi.orgali oq shar olinganlik hodisasini belgilaymiz.
Sharlarning dastlabki tarkibi haqida quyidagi taxminlar (gipotezalar)
bo‘lishi mumkin: B, - oqg sharlaryo‘q, B2- bitta oq shar bor, B3- ikkita oq

shar bor.
Hammasi bo‘lib uchta gipoteza mavjud bo'lib, shu bilan birga ular

shartga ko'ra teng imkoniyatli va gipotezalar ehtimollari yig‘indisi birga
teng (chunki ular hodisalaming to‘la guruhini tashkil etadi) bo‘lgani uchun

gopotezalaming har birining ehtimoli | ga teng, ya'ni

/>(fi,)=/>(B2)=B (B 3) = |.

Idishda dastlab oq sharlar bo‘lmaganligi shartida oq shar olinishining
shartli ehtimoli BS[(™) =i.

Idishda dastlab bitta oq shar bo‘lganligi shartida oq shar olinishining
shartli ehtimoli PBr(A) = E

Idishda dastlab ikkita oq shar bo‘lganligi shartida oq shar olinishining

3
shartli ehtimoli PBj{A)=-=1

215



Idishdan oq shar olinishining izlanayotgan ehtimolini to‘lig ehtimol
formulasidan foydalanib topamiz:

P(A) = P(BI) sPH(A) + P(B2- Pgj (A) +
1112 1

2
+P(B,)PAA)=- - S o+1=C
3 33 33 3 3

Mustaqil Ishlash uchun misol va masalalar

1. Yig‘uvchiga 1l-zavodda tayyorlangan detallardan 3 quti, 2-zavodda
tayyorlangan detallardan 2 quti keltirildi. 1-zavoddan keltirilgan detaining
standart bo'lish ehtimoli 0,8 ga, 2-zavoddan keltirilgan detaining standart
boMish ehtimoli 0,9 ga teng. Y ig‘uvchi tavakkaliga bir qutini tanlab, undan
tavakkaliga bitta detal oldi. Olingan detaining standart boMish ehtimolini
toping.

2. Ichida nta shar boMgan idishga bitta oq shar solingan, shundan keyin
idishdan tavakkaliga bitta shar olingan. Agar idishdagi sharlarning dastlabki
tarkibi (rangi bo'yicha) haqidagi barcha mumkin boMgan taxminlar teng
imkoniyatli boMsa, olingan shaming oq boMish ehtimolini toping.

3. Birinchi qutida 20 ta detal boMib, ulardan 15 tasi standart; ikkinchi
qutida 30 ta detal boMib, ulardan 24 tasi standart; uchinchi qutida 10 ta detal
boMib, ulardan 6 tasi standart. Tavakkaliga tanlangan qutidan tasodifan
olingan detaining standart boMish ehtimolini toping.

4. Ikkita qutida radiolampalar bor. Birinchi qutida 12 ta lampa boMib,
ulardan bittasi nostandart; ikkinchisida 10 ta lampa boMib, ulardan bittasi
nostandart. Birinchi qutidan tavakkaliga bitta lampa olinib, ikkinchisiga
solingan. Ikkinchi qutidan tavakkaliga olingan detaining nostandart boMish
ehtimolini toping.

5. Hisoblash laboratoriyasida 6 ta klavishli avtomat va 4 ta
yarimavtomat bor. Biror hisoblash ishini bajarish davomida avtomatning
ishdan chigmaslik ehtimoli 0,95 ga teng; yarim avtomat uchun bu ehtimol
0,8 ga teng. Talaba hisoblash ishini tavakkaliga tanlagan mashinada
bajaradi. Hisoblash tugaguncha mashinaning ishdan chigmaslik ehtimolini
toping.

6. Piramidada beshta miltiq boMib, ulaming uchtasi optik nishon bilan
ta’minlangan. Merganning optik nishonli miltigdan o‘q uzganda nishonga
tekkizish ehtimoli 0,95 ga teng; optik nishon o‘matilmagan miltiqdan o‘q
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u/.ganda nishonga tekkizish ehtimoli 0,7 ga teng. Agar mergan tavakkaliga
olingan miltigdan o‘q uzsa, o'gning nishonga tegish ehtimolini toping.

7. Qutida 1- zavodda tayyorlangan 12 ta detal, 2-zavodda tayyorlangan
20 ta detal va 3 -zavodda tayyorlangan 18 ta detal bor. 1 -zavodda
tayyorlangan detaining a’lo sifatli bo'lish ehtimoli 0,9 ga teng; 2- zavodda
va 3-zavodda tayyorlangan detallar uchun bu ehtimol mos ravishda 0,6 va
0,9 ga teng. Tavakkaliga olingan detaining a’lo sifatli bo‘lish ehtimolini
toping.

8. Birinchi idishda 10 ta shar bo‘lib, ulaming 8 tasi oq; ikkinchi idishda
20 ta shar bo‘lib, ulaming 4 tasi oq. Har bir idishdan tavakkaliga bittadan
shar olinib, keyin bu ikki shardan yana bitta shar tavakkaliga olindi. Oq shar
olinganlik ehtimolini toping.

9. 28 ta toshli dominodan tavakkaliga bitta tosh olingan. Tavakkaliga
olingan ikkinchi toshni birinchi tosh yoniga o‘yin qoidasi bo‘yicha qo'yish
mumkin bo‘lgan tosh chigish ehtimolini toping.

10. Uchta idishning har birida 6 tadan qora shar va 4 tadan oq shar bor.
Birinchi idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, ikkinchi idishga solingan,
shundan so‘ng ikkinchi idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, uchinchi
idishga solindi. Uchinchi idishdan tavakkaliga olingan shaming oq bo'lish
ehtimolini toping.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. P=0842.P= n+2 .3.P=43/604. /S=— .5 P=0,89.6. P= 0,85. 7.
2(n+ 1) 132

£=0,78. 8. P=059. P=7/18.10. P = 0,4

3. Beyes formulasi

1-misol. Birinchi qutida 8 ta oq va 6 ta gora shar, ikkinchi qutida esa 10
ta og va 4 ta qora shar bor. Tavakkaliga quti va shar tanlanadi. Olingan shar
gora ekanligi ma’lum. Birinchi quti tanlanganligining ehtimolini toping.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz: 5,- birinchi quti
tanlangan; B2- ikkinchi quti tanlangan; A -ikkinchi ketma ket sinov (quti
tanlanishi va shar olinishi) natijasida qora shar olingan. U holda
p(B])=1 /2, P(B2) = 1/2. Birinchi quti tanlangandan so‘ng gora shar chigish
ehtimoli PBi (n1)=6/14=3/7 ga teng bo'ladi. Ikkinchi quti tanlangandan

so‘ng qora shar chiqgish ehtimolligi PB{a)= 4/14=2/7 gateng.
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To'lig ehtimol formulaga ko'‘ra, olingan shar qora boMishi ehtimolini
topamiz:

P(A)=P(B,)P Hi(A)+ P(32PBAA) =1 o] +1 ] =A

Qora shar birinchi qutidan olinganligi ehtimoli Bayes formulasi
bo'yicha hisoblanadi:

p (41 (1/2) (3/7) 3
n P(n) 5/14 5

2-misol. Zavodni 1-sexidayalpi mahsulotning 35%, 2-sexda 40% iva
3-sexda 25% i ishlab chiqariladi. Sexlarda ishlab chigarilgan mahsulotni
sifatli bo‘lish ehtimollari mos holda 0,8, 0,85 va 0,9 ga teng. Tasodifiy
olingan mahsulot tekshirilganda sifatsiz chiqdi. Uni 1-sexda ishlanganligi
ehtimoli topilsin.

Yechilishi. Mahsulotni 1-sexda ishlab chiqgarilganligini /?, 2va 3-
sexlarda ishlab chiqarilganligini mos holda B2va B3 bilan belgilaymiz. A -
mahsulotning sifatli boMishini bildirsin.

Demak,

P(B,)=~~-=035 P(fi=i~ - =04, />E,)=-" - =025
1 100% 2 100% 37 100%

Masalaning shartiga asosan, agar mahsulot 1- sexda ishlab chigarilgan
bo‘lsa, uni sifatli bo'lish ehtimoli PBi(A)=0,8 ga teng, sifatsiz bo‘lish
ehtimoli P*(A)=1- PH(A)=0,2.

Xuddi shunday 2 va 3-sexlarda ishlab chigarilgan mahsulotlarni
sifatli bo‘lish ehtimollari mos holda PH(A) = 0,85, PK}A) = 0,9. Demak,

N~ (N =1-~00 =015, PN (A) = 1—PBj(A) = 0,1.

To'la ehtimol formulasiga asosan, tasodifan olingan mahsulotning
sifatsiz boiish ehtimoli

P(A) = P(B])wPH(A) + P(B2)- PE(A) + P(B3) *PB (A) =

=0,35m0,2+ 0,4+0,15+ 0,25 +0,1 = 0,07 + 0,06 + 0,025 = 0,155.

Demak, sifatsiz chiggan mahsulotning 1-sexda ishlanganlik ehtimoli
quyidagicha bo'ladi:
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r (@ P{BI) P~ A) 03502_ 007 70 14
Al P(A) 0155 0155 155 3r

Mustaqil ishlash ucbun misol va masalalar

1. Piramidada 10 ta miltiq bo‘lib, ulaming 4 tasi optik nishon bilan
ta’minlangan. Merganning optik nishonli miltigdan o'gq uzganda nishonga
tekizish ehtimoli 0,95 ga teng, optik nishon o‘matilmagan miltig uchun bu
ehtimol 0,8 ga teng. Mergan tavakkaliga olingan miltigdan otgan o'q
nishonga tegdi. Quyidagi ehtimollardan gaysi katta: merganni optik nishonli
miltigdan otgan o‘gini nishonga tegishimi yoqi optik nishon o‘matilmagan
miltigdan otgan o‘gni nishonga tegishimi?

2. Benzokolonka joylashgan shossedan o‘tadigan yuk mashinalari
sonining o‘sha shossedan o'tadigan yengil mashinalar soniga nisbati 3:2
kabi. Yuk mashinaning benzin olish ehtimoli 0,1 ga teng; yengil mashina
uchun bu ehtimol 0,2 ga teng. Benzokolonkadan bitta mashina benzin olib
ketgan. Uning yuk mashinasi bo'lish ehtimolini toping.

3. Ikki perforatorchi ayol turli perforatorlarda bir xil komplekt
perfokartalar tayyorlashdi. Birinchi perforatorchi ayolning xatoga yo'l
go'yish ehtimoli 0,05 ga teng; ikkinchi perforatorchi ayol uchun bu ehtimol
0,1 ga teng. Perfokartalami tekshirishda xatoga yo‘l go'yilganligi aniglandi.
Birinchi perforatorchi ayol xato gilganligining ehtimolini toping (ikkala
perforator ham buzilmagan deb faraz gilinadi)

4. Zavod 30% mahsulotini 1-sexda, 20% mahsulotni 2-sexda, 50%
mahsulotni 3-sexda ishlab chigaradi. Birinchi sexda ishlab chigarilgan
mahsulotning sifatli bo‘lish ehtimoli 0,85 ga, 2-sexda va 3-sexda chiqarilgan
mahsulotlar uchun bu ehtimol mos ravishda 0,7 va 0,9 ga teng. Tasodifiy
olingan mahsulot sifatli chigdi. Uni 3-sexda ishlangan bo'lish ehtimoli
topilsin.

5. Ixtisoslashtirilgan kasalxonaga bemorlaming o‘rta hisobda 50% i K
kasallik bilan, 30% i L kasallik bilan, 20% i M kasallik bilan gabul qgilinadi.
K kasallikni to‘lig davolanish ehtimoli 0,7 ga teng, L va M kasalliklar uchun
bu ehtimol mos ravishda 0,8 va 0,9 ga teng. Kasalxonaga gabul giiingan
bemor butunlay sog‘ayib ketdi. Bu bemor K kasallik bilan og‘rigan boMishi
ehtimolini toping.

6. Buyumning standartga muvofigligini ikki tovarshunoslardan biri
tekshiradi. Buyumning birinchi tovarshunosga kelib tushish ehtimoli 0,55
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ga, ikkinchi tovarshunosga kelib tushish ehtimoli esa 0,45 ga teng. Standart
buyumni birinchi tovarshunos standartga muvofiq deb gabul gilish ehtimoli
0,9 ga teng; ikkinchi tovarshunos uchun bu ehtimol 0,98 ga teng. Standart
buyum tekshirishda standartga muvofig deb qabul qilindi. Bu buyumni
ikkinchi tovarshunos tekshirgan bo‘lish ehtimolini toping.

7. Uch mergan biryo‘lao‘q uzishdi, bunda ikki 0‘q nishonga tegdi. Agar
birinchi, ikkinchi va uchinchi merganlarning o‘qni nishonga tekkizish
ehtimollari mos ravishda 0,6; 0,5 va 0,4 ga teng bo‘lsa, o‘gni uchinchi
mergan nishonga tekkizganligining ehtimolini toping.

8. Zavodning 1l-sexida 25 ta, 2-sexida 35 ta, 3- sexida 20 ta mashina
ishlab chigarildi. 1-sexda ishlab chiqgarilgan mashinalarning difektsiz bo'lish
ehtimoli 0,9 ga, 2 va 3-sexlarda ishlangan mashinalarning difektsiz bo‘lish
ehtimoli mos holda 0,8 va 0,9 ga teng. Zavoddan chiggan mashinalar orasida
tasodifiy olingan mashina difektsiz chiqdi. Uning 2-sexda ishlanganligi
ehtimoli topilsin.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

1. Miltiq optik nishonsiz bo‘lganligining ehtimoli katta. 24/43.
2. P=3/7.3. P=1/34. P *0,53.5. P =5/11.6. P*0,47.7. /~=10/19.

8. P * 04.

8.6-amaliy mashgulot.
BogMigmas sinovlar ketma - Kketligi. Bernulli formulasi.
Laplasning lokal va integral teoremalari

1. Bog‘ligmas sinovlar ketma - ketligi. Bernulli formulasi.
1-misol. Bitta o‘q uzishda nishonga tegish ehtimoli p - 0,8 gateng. 10

ta 0'q uzishda nishonga yetti marta tegish ehtimolini toping.
Yechilishi. Bu yerda a=104=7,p=0,8 <=0,2 bernulli formulasiga

ko'ra:

Pia(7)=71(100:7> (°,82 (0,2),°'7=1 (°-87 ~ )3=°]-

2-misol. Ishchi ishlov berayotgan detallar orasida o‘rtacha 4% i
nostandart bo‘ladi. Sinash uchun olingan 30 ta detaldan ikkitasi nostandart
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bo'lish ehtimolini toping. Qaralayotgan 30 ta detaldan iborat tanlanmada

nostandart detallarning eng ehtimolli soni va uning ehtimoli gancha?
Yechilishi. Bu yerda tajriba 30 ta detaining har biri sifatidan iborat. A

hodisa - nostandart detal chigish hodisasi; uning ehtimoli p = 0,04, u holda

1 0,96.Buyerdan Bemulli formulasi bo‘yicha

~30(2) = C240,04)2(0,96)2 0,202

ni topamiz.
Berilgan tanlanmadagi nostandart detallarning eng ehtimolli son
KkO=[np + p\ formula bo'yicha topiladi:

kO=[30 0,04]=[1,24]= 1,

uning ehtimoli esa

F3)(0= c30' 004" ' (0,96)0~ 0,305

3-misol. Bitta o‘g uzilganda nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng.
To'‘rttao'q uzish seriyasida 1) kamida bir marta nishonga tegish; 2) nishonga
kamida uch marta tegish; 3) nishonga ko'pi bilan bir marta tegish ehtimolini
toping.
Yechilishi. Bu yerda n=4, p =0,8,g=0,2. 1) garama qarshi hodisa- 4 ta
0'qg uzish seriyasida bir marta ham nishonga tegmaslik ehtimolini topamiz:
P4(0)=Ca& = 0,2 4=0,016.

Bu yerdan bir marta nishonga tekkizish ehtimolini topamiz:
PA(k > 1) = 1- 0,0016 = 0,9984.
2) 4 tao'q uzish seriyasida kamida uch marta nishonga tegishdan iborat.
M hodisa: yo uch marta nishonga tekkizishni (C hodisa), yoqi to‘rt marta

nishonga tekkizishni (d hodisa) bildiradi, ya'ni B=C+ D. Bundan
P{B)=P (c)+ P(MN}, demak,

PAk > 3)= PA3)+ Pn(4)= Clp 3l + C4p4q° =
=4 0,83 0,2+ 0,84= 0,8192.
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3) nishonga ko'pi bilan bir marta tegish ehtimoli shunga o‘xshash
topiladi:
N (A<1)=A (0)+ P4(1)= 0,0016 + Cip P3=
= 0,0016 + 4 «0,8-0,23= 0,0272.

4-misol. Har bir detaining standart boMish ehtimolligi /A= 0,8 boMsa,
tavakkaliga olingan 5 ta detaldan rosa 2 tasining standart boMishi
ehtimoiligini toping.

Yechilishi. lIzlanayotgan ehtimollikni « =5m=2/>=08 va q=0,2 da

Pn(k)-C*p tq"~k Bernulli formulasidan topamiz:

P52)=Cf m0,82+0,23=— +0,00512 = 0,0512.

5-misol. Har bir otilgan o'gning nishonga tegish ehtimoli /7=2/3.
Otilgan 10 ta o‘qdan 3 tasining nishonga tegish ehtimolini toping.
Yechilishi. a=10, k=3, £=2/3,q=M3. U holda Bernulli formulasiga

6-misol. Ikki teng kuchli shaxmatchi shaxmat o‘ynashmoqda: to‘rt
partiyadan ikkitasini yutish ehtimoli kattami yoqi olti partiyadan uchtasini
yutish ehtimoli kattami (durang natijalar hisobga olinmaydi)?

YechilishLTeng kuchli shaxmatchilar o'ynashmoqda, shu sababli
o'yinchining har bir partiyada yutish ehtimoli p = 1/2, demak, partiyani
yutqazish ehtimoli q ham 1/2 ga teng. Hamma partiyalarda yutish ehtimoli
o‘zgarmas va partiyalami kaysi tartibda yutishning farqi yo'qligi sababli
Bernulli formulasini goMlash mumkin.

0 ‘yvinchining to'rt partiyadan ikki partiyada yutish ehtimolini topamiz:

Olti partiyadan uch partiyada yutish ehtimolini topamiz:

P4(2)> P§(3) boMgani uchun olti partiyadan uchtasida yutishdan ko‘ra
to'rt partiyada ikki marta yutishning ehtimoli kattarog.
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Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Ikki teng kuchli raqib shaxmat o‘ynashmoqda. Qaysi binning yutish
ehtimoli kattaroq: 1) ikki partiyadan bir partiyada yutishnimi yoqi to‘rt
partiyadan ikkitasida yutishnimi; 2) to‘rt partiyadan kamida ikkitasida
yutishnimi yoqi besh partiyadan kamida uchtasida yutishnimi? Durang
natijalar e’'tiborga olinmaydi.

2.Tanga 5 marta tashlanadi. «Gerbli» tomon 1) ikki martadan kam
tushish; 2) kamida ikki marta tushish ehtimolini toping.

3. Agar bir marta sinashda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,4ga teng
bo'lsa, u holda to‘rt marta erkli sinashlarda A hodisaning kamida uch marta
ro'y berish ehtimolini toping.

4. A hodisa kamida to‘rt marta ro'y bergan holda B hodisa ro'y beradi.
Agar har bir sinashda A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,8 ga teng bo‘lgan
5 ta erkli sinash o‘tkaziladigan bo‘lsa, B hodisaning ro'y berish ehtimolini
toping.

5. Oilada 5 ta farzand bor. Bu bolalar orasida : 1) ikkita o‘g"il bola; 2)
ko‘pi bilan ikkita o‘g‘il bola 3) ikkitadan ortiq; 4) kamida ikkita va ko'pi
bilan uchta o‘g‘il bolalar bo‘lish ehtimolini toping. 0 ‘g‘il bolalar tug‘ilish
ehtimolini 0,51 ga teng deb olinadi.

6. Uzunligi 15 sm bo‘lgan AB kesmani C nugqta orgali 2:1 kabi nisbatda
bo'lingan. Bu kesmaga tavakkaliga 4 ta nuqta tashlangan. Bu nuqtalardan
ikkitasi C nugtadan chapga, ikkitasi esa undan o‘ngga tushish ehtimolini
toping. Nuqtaning kesmaga tushish ehtimoli kesmaning wuzunligiga
proporsional bo'lib, uningjoylashishiga esa bog‘lig emas deb faraz qgilinadi.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

1. 1) Ikki partiyadan bittasini yutish ehtimoli kattaroq:
/i) =1/2; PA2)=3/8; 2) to'rt partiyadan kamida ikkitasini yutish ehtimoli
kattaroq: PA(2) + PA(3) + PA(4) = 1- PAO) + PA(1) = 11/16;

P, (3) + P5(4) + P55) = 8/16= 1/2.

2.1) P = P50) + P5(1) = 3/16; 2) e=I-[/-j(0) + £&(1)] = 13/16.

3. PA3)+ PA(4)=0,1792.4. [1 (4)+ /5(5) = 0,74.5. 1) 0,31; 2) 0,48; 3) 0,52;
4) 0.62. 6. P42) = C2(2/3)2(1/3)2= 8/27.
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2. Laplasning lokal va integral teoremalari
1-misol. Bitta o'q uzilganda nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng. 100
ta 0'q uzilganda rosa 75 ta 0‘gning nishonga tegish ehtimolini toping.
Yechilishi. n=100, k=75, p = 0,8, gq=0,2. U holda
k-np _ 75-100 0,8

--1,25.
nlnpg  4/100-0,8-0.2

Jadvaldan o (-1,25)= 0,1826.
Demak, Pm (75) = = 0,04565.

2-misoL Agar biror hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,4 ga teng bo'‘isa,
bu hodisaning 100 ta sinovdan

1) rosa 50 marta ro'y berish ehtimolini;

2) kami bilan 30 marta, ko'pi bilan 45 marta ro'y berish

ehtimolini toping.

Yechilishi. 1) Shartga ko‘ra, « =100, /7=0,4,9=0,6. Sinovlar soni n

katta boMganligi uchun, masalani lokal teoremaga ko‘ra yechamiz:

k-np 50-100-0,4 10 _ ,, nn
~VIOO 0,4-0,6 ~ V24 ~

cp(X) -funksiyaning giymatlar jadvalidan ~(2,04)=0,0498 ekanligini

topamiz.
Topilganlami Pn(k)«-N=(p{x) formuiaga qo'yib, izlanayotgan
Jnpq
ehtimolni topamiz:
P.00(50) * -------eooemeeeee- <p(2,04) = = 0,0102
loov ' 100-0,4-0,6 24
b) Laplasning integral teoremasini qo‘llaymiz.

n= 100, kt= 30, k2= 45, p = 0,4, d = 0,6 ekanligiga asosan,

b-np 30-100-0,4 _-10. 2Q1
npq ~JN\00-0,4 0,6 V24
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k2-np 45-100-0,4 5 in,
Jnw V10°-°>4-0,6 V24 ~ ’

d(x) ning giymatlar jadvalidan

t{- 2,04)=-0(2,04) = -0,4793, <i(l,02)= 0,3461

j X
Topilganlami <J>(x)=-r = fe~xX*2dx formulaga qo'yib, talab qilingan
V210
ehtimollikni topamiz.
Pm (30;45)* cp{\LL)-dpb{- 2,04) = 0(1,02)+0(2,04) = 0,3461 + 0,4793 = 0,8254.

3-inisol. n hodisaning 900 ta bog‘ligmas sinovning har birida ro'y
berish ehtimoli p=08 ga teng. A hodisa:

1) 750 marta ; 2) 710 dan 740 martagacha ro'y berish ehtimolini toping.
Yechilishi. 1) n=900, k=750, p =08, q=0,2
U holda

k-np _ 750-900 0,8 =25

\Jnpg A/900-0,8-0,2

jadvaldan <p2,5)» 0,0175
Demak, And750)®-0,0175« 0,00146.

,710 - 720 ~ i 4 , 740- 720"

npq 12 yinpq 12
jadvaldanoO(- 0,83)=-0(0,83)*-0,2967, 0(l,67)» 0,4525
Demak, PIO§710; 740)« 0,4525 + 0,2967 = 0,7492.
4-misol. Agar A hodisaning har bir sinovida ro‘y berish ehtimoli 0,25
ga teng bo'lsa, bu hodisaning 243 marta sinashda rosa 70 marta ro'y berish
ehtimolini toping.

Yechilishi. Masalaning shartiga ko‘ra,
n= 243, k=70, k=70, p = 0,25, q = 0,75,

X ning giymatini topamiz:

_k-np _ 70-243-0,25 9,25 _,,
*~Vw  V243-0,25-0,75 ~ 6,75 ~
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Jadvaldan (1-ilova) ~1,37)=0,1561 ni topamiz. Izlanayotgan ehtimol:
A(70)=-"~- 0,1561= 0,0231.

5-misol. Agar A hodisaning har bir sinashda ro‘y berish ehtimoli 0,6 ga
teng bo‘lsa, bu hodisaning 2400 marta sinashda 1400 marta ro'y berish
ehtimolini toping.

Yechilishi. n katta son bo‘lgani uchun Laplasning lokal teoremasidan

foydalanamiz: Pn(k)a * (p{X).x ni hisoblaymiz:
-Jnpq

_ k-np_: 1400- 2400 0,6 __fl_O_: 167

X )
Jnpq /240006804 24

<p(x)=-jL=e~*22 funksiya juft bo‘lgani uchun <p{-1.67)= <p(\,bl).

Jadvaldan (1-ilova) ~1,67)= 0,0989 ni topamiz. lIzlanayotgan ehtimol
P2430(1 400) = ;4- «0,0989 = 0,0041.

6-misol. 100 marta erkli sinovning har birida hodisaning ro‘y berish
ehtimoli o‘zgarmas b o'lib, r=0,8 ga teng. Hodisaning: |) kamida 75 marta
va K o'pi bilan 90 marta; 2) kamida 75 marta; 3) ko'pi bilan 74 marta ro'y
berish ehtimollarini toping.

Yechilishi. Laplasning integral teoremasidan foydalanamiz:

/>H(*v; *2): ®n —‘D(*’),

bu yerda F(x) - Laplas funksiyasi, x'= --Tp, x"=K fip.
yinpq Jnpq
1) Shartga ko‘ra n=100,p=08,g=0,2, A =75 k2=90. X' va X" ni

hisoblaymiz:
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*1-np= 75-100-0,8 = 125. K2-np _ 90-100 08 =2%
sinpg VvV 00-0,8-0,2 o Jnpgq /100 «0,8 0,2

Laplas funksiyasi tok, ya'ni ®(-x)=-®(x) ekanligini hisobga olib,

quyidagini hosil gilamiz:
Pm {75;90)= ® (2,5)-d (- 1,25)=(2,5)+dP(1,25).
Jadvaldan (2-ilova) quyidagini topamiz:
®(2,5) = 0,4938, ®(1,25)= 0,3944.

Izlanayotgan ehtimol: P10Q75; 90) = 0,4938+ 0,3944 = 0,8882.
2) 100 marta sinashda hodisaning kamida 75 marta ro'y berish ehtimoli
Pla(75,100) ni hisoblaymiz. Shunday qilib, & =75, k2=100. U holda

,_k,-np_ 75-100 08 _ ... k2-np _ 100-100 0,8 _ «
X* g/nP? _ V100-0.8'02 _ V100 0,8 0,2 ”

Jadvaldan (2-ilova) quyidagini topamiz:
®(5)= 0,5 ®(1,25)=0,3944.
Izlanayotgan ehtimol:
PIOX(75; 100)= ®(5)- @ (-1,25)= ®(5)+ ®(1,25)= 0,5+ 0,3944 = 0,8944.

3) «A kamida 75 marta ro'y berish» va «A ko'pi bilan 74 marta ro'y
berish» hodisalari qgarama - qarshi hodisalar, shuning uchun bu
hodisalaming ehtimolllari yig‘indisi birga teng. Demak, izlanayotgan
ehtimol: F(x,)<F(x2).

7-misol. Hodisaning erkli sinovlarning har birida ro'y berish ehtimoli
0,8 ga teng. Hodisaning kamida 75 marta ro'y berish ehtimolini 0,9 ehtimol
bilan kutish mumkin bo'lishi uchun nechta sinov o‘tkazish lozim?

Yechilishi. Shartga ko‘ra p =0,8; g = 0,2; k{ = 75; k2= M\ Pn(75, n)= 0,9.

Laplasning ushbu integral teoremasidan foydalanamiz: 1) F{x) =0
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Bunga masalada berilgan ma’'lumotlami qo'yib, quyidagini hosil
gilamiz:

n-0,8n 75- 0,8n . 75-0,8
09=0 -® yoki 0,9=® -® n
> 0802 0,8 0,2 0,44n
r o nr
Ravshanki, sinovlar soni n> 75, shuning uchun -y->— s 4,33. Laplas
. . . . . fvn i
funksiyasi o‘suvchi va ®(4)~0,5 bo‘lgani uchun & =0,5 deb olish

mumkin. Demak,

F(x-0)=lim F(y), F(x +0)=IlimF(y),
yTx yix
F(+00)= lim F(y), F (-go)= lim F(y).
y-H-00
Shunday qilib,
75-0,8n
0] =-0,4. (*)
0,40/

Jadvaldan (2-ilova) ¢(1,28)=0,4 ni topamiz. Bu yerdan va (*)
munosabatdan, Laplas funksiyasining toqligini hisobga olib, quyidagini
hosil gilamiz:

75-0,8n
0,44n

=1,28.

Bu tenglamani -Jdn nisbatan kvadrat tenglama sifatida yechib, Jn = 10 ni
hosil gilamiz.
Demak, sinashlar soni /7=100.

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar
1. Merganni har bir o'g uzilgandagi nishonga tegizish ehtimoli 0,8 ga

teng. Nishonga 100 marta o‘q uzilganda rosa 75 ta 0'gning nishonga tegish
ehtimolini toping.
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2. Agar har bir sinashda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,2 ga teng
boMsa, 400 marta sinashda hodisaning rosa 104 marta ro'y berish ehtimolini
taqgriban toping.

3. O'gMI bola tug‘ilish ehtimoli 051 ga teng. Tug'ilgan 100
chagalogning 50 tasi o‘g'il bola boMish ehtimolini tpoing.

4. Merganning bitta o'q uzishda nishonga tekkizish ehtimoli 0,75 ga
teng, 100 ta o‘q uzilganda nishonga tekkan o'qlar soni 1) 70 bilan 80
oraligMda, 2) 70gacha boMish ehtimolini toping.

5. Hodisaning 2100ta erkli sinashning har birida ro'y berish ehtimoli 0,7
ga teng. Hodisaning: 1) kamida 1470 marta va ko‘pi bilan 1500marta 2)
kamida 1470 marta 3) ko' pi bilan 1469 marta ro'y berish ehtimollarini toping.

6. Hodisaning 21 marta erkli sinovning har birida ro'y berish ehtimoli
0.7 ga teng. Sinovlaming ko'pchiligida hodisaning ro'y berish ehtimolini
toping.

7. Merganni har bir otishda nishonga tekkizish ehtimoli 3/4 ga teng.
1200 marta otganda quyidagi hodisalar ehtimolini toping: 1) 885 bilan 930
oraligMda; 2) kamida 870 marta tegishi.

8. Lampochkani 1000 soatdan ortiq yonish ehtimoli 1/3ga teng. 1800 ta
lampochkadan hech boMmasa 580 tasini 1000 soatdan ortig yonish
ehtimolini baholang.

9. u ta tajribaning har birida ijobiy natija olinish ehtimoli 0,9 ga teng.
Kamida 150 ta tajribada ijobiy natija olinishini 0,98 ehtimol bilan kutish
mumkin boMishi uchun nechta tajriba o‘tkazish lozim?

10.Tangani gerbli tomoni tushishi nisbiy chastotasining p =05
ehtimoldan chetlanishini absolyut giymati bo'yicha 0,01 dan Kkatta
boMmasligini 0,6 ehtimol bilan kutish uchun tangani necha marta tashlash
kerak?

Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

1. /lo0(75) = 0,04565.2. SUIN104) = 0,0006. 3. Ploo(50) = 0,0782.

4. 1) P|a70,80) = 2d(1,15) = 0,7498; 2) AIONO; 70)= 0,1251.

5. 1) /2001470; 1500) = 0,4236; 2) P2too(1470; 2100) = 0,5; 3) A2100(0;1469) = 0,5.
&521(11;21) = 0,95945.7. 1)0,8175 2) 0,9772.

8.0,8413.9. A=177.10. * = 1764.
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8.7-amaliy mashg‘ulot
Tasodifiy miqgdorlar va ularning tagsimot gonunlari. Tagsimotni
integral va zichlik funksiyalari va ularning xossalari

1. Tasodifiy miqdorning ta’rifi. Diskret tasodifiy miqdor
ehtimolliklarining tagsimot qonuni

1-misol. X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni (katori)
bilan berilgan:

X 1 3 1 6 8
p on ? ° 0,3

tagsimot ko'pburchagini yasang.

Yechilishi. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini yasaymiz, bunda
abssissalar o‘qi bo'ylab mumkin bo‘lgan x, giymatlami, ordinatalar o‘qi
bo‘ylab esa tegishli pt ehtimollami qo‘yamiz. A/,1;0,2), A/2(3;0,l). M }(6;0,4)
va M4(8;0,3) nuqtalarni yasaymiz. Bu nuqtalami to‘g‘ri chiziqg kesmalar bilan

tutashtirib, izlanayotgan tagsimot ko'pburchagini hosil qilamiz (1-chizma).
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Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan:

1)

2 4 5 6
pi 03 01 02 06
2)
10 15 20

pi 01 07 02

Tagsimot ko' pburchagini yasang.

2. Partiyada 10% nostandart detal bor. Tavakkaliga 4 ta detal olingan.
Olingan detallar orasidagi nostandart detallar sonining tagsimot gonunini
yozing va hosil gilingan tagsimotning ko'pburchagini yasang.

Javobi.

X 0 1 2 3 4

P 0,6561 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001

6.3. Diskret tasodifiy migdorlar ustida amallar

1-misol. X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan
berilgan:

T 1 4 6
Pi 02 03 05

Y = 2X tasodifiy migdorning tagsimoti gonunini toping.
Yechilishi. Y =2X migdorining mumkin bo‘lgan gqiymatlarini topamiz:

y,=2e1=2; y2=2-4=8 y3=2-6=12

Ko'‘rib turibmizki, X ning turli mumkin bo‘lgan giymatlariga Y ning
turli mumkin bo'lgan qiymatlari mos keladi. Bu y-=f(x)=ix funksiya
monotonligidandir.
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Y ning mumkin bo‘lgan giymatlarining ehtimollarini topamiz. Y =yt=2
boMishi uchun X migdor x,=1 qgiymatni gabul qilishi yetarli. X =1
hodisaning ehtimoli esa shartga ko‘ra 0,2 ga teng; demak, Y=yt=2
hodisaning ham ehtimoli 0,2 ga teng.

Y ning golgan mumkin boMgan giymatlarining ehtimollarini shunga
o'xshash topamiz:
P(Y=8)=P(X =4)=03;

P(Y=12)=P(X =6)=0,5.
Y ning izlanayotgan tagsimot qonunini yozamiz:

yt 2 8 12
pi 02 03 05

2-misol. Agar X tasodifiy migdoming tagsimot qonuni
-1 0 1 3 5

pi 01 02 03 015 025

boMsa, Y=4X tasodifiy migdoming tagsimot qonunini yozing.
Yechilishi. Y=2X migdorining mumkin boMgan giymatlarini topamiz.
(6.1) formulaga asosan quyidagiga egamiz:

=7 -4 0 4 12 20

pi 01 02 03 015 025

Agar f(x) nomonoton funksiya boMsa, u holda u X ning turli

giymatlarida bir xil giymatlar gabul gilishi mumkin. Bu holda oldin (4.1)
ko‘rinishdagi yordamchi jadval tuzib olinadi, keyin esa Y tasodifiy
migdoming bir xil qgiymatlari ustunlari birlashtiriladi, bunda mos
ehtimolliklar qo‘shiladi.

3 - misol. Agar X tasodifiy migdoming tagsimot qonuni

xi 3 2 1 3

pi 02 01 04 03

boMsa, Z = X 2tasodifiy migdoming tagsimot qonunini yozing.
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Yechilishi. Agar z tasodifiy migdoming mumkin bo‘lgan giymatlarini
tuzamiz: z,=(~3)2=9,z2=(-2)2=4, z3=(-If =1, z4=32=9. Z =X 2 uchun
yordamchijadval bunday bo'ladi:

7-x2 9 4 1 9

pi 02 01 04 03

Bunda P{Z =3}=p\x2=9}=P{X =-3}+ P{X =3}=0,2+ 0,3=0,5.
Demalk,

i 1 4 9
pi 040 0,10 050

4-misol. X va Ydiskret erkli tasodifiy migdorlar ushbu tagsimotlar

bilan berilgan:

/. =X -i-Y tasodifiy migdoming tagsimotini toping.

Yechilishi. Zz=X +Y migdoming tagsimotini tuzish uchun Z ning
barcha mumkin bo‘lgan giymatlarini va ularning ehtimollarini topish lozim.

Z ning barcha mumkin bo‘lgan giymatlari X ning har bir mumkin
boMgan qiymati bilan Y ning barcha mumkin boMgan giymatlari
yigMndiiaridan iborat:

Zj=1+2=3; z2=1+4=5
z3=3+2=5 z4=3+4=17.

Bu mumkin boMgan giymatlarning ehtimollarini topamiz. Z = 3 boMishi
uchun X miqdor x, =1 giymatni va Ymiqgdor y,=2 giymatni gabul qilishi
yetarli. Bu mumkin boMgan giymatlarning ehtimollari berilgan taqgsimot
gonunlarigako‘ramosravishda 0,3 va 0,6 gateng. X va Y argumentlar erkli
bo‘lgani uchun X =1va Y =2 hodisalar erkli va demak, ularning birgalikda
ro'y berish ehtimoli ( ya'ni Z=3 hodisaning ehtimoli) ko'paytirish
teoremasi ko‘ra 0,3-0,6=0,18 ga teng. Shunga o‘xshash quyidagilami

topamiz:
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P(z=1+4=5)=0,3+0,4=0,12;
P(Z=3+2=5)=0,7+0,6=0,42;
P(Z=3+4=7)=0,7-0,4=0,28.

Awal birga ro‘y bermas Zz=z2=5 zZ=z3=5 hodisalaming
ehtimollarini qo‘shib (0,12 + 0,42 = 0,54) izlanayotgan tagsimotni yozamiz:

3 5 7
pi 018 054 0,28

Tekshirish: 0,18+0,54+0,28=1

Mustagil ishlash uchun misol va masalalar
1. Agar X tasodifiy migdorning tagsimot qonuni

x, 2 1 1 2 3
pi 020 025 030 015 0,10

bo‘lsa, 1) Y =2X; 2) z=X 2 tasodifiy migdorlarni tagsimot qonunini yozing.
Javobi. 1) i n i non

-4 -2 2 4 6

P, 0,20 0,25 0,30 0,15 0,10

2)
1 4 9
pi 055 035 0,10

2. Agar iv ar tasodifiy migdorlarni ikkita tagsimot gonuni berilgan

12 3
pi 030 050 0,20

Y, -2 -1
4i 0,40 0,60

bo‘lsa, 1) z=Xx+Y; 2) w=x sy tasodifiy miqgdorlarni tagsimot
gonunini yozing.
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Javobi.

1
10 12

pi 012 038 038 0,12

2)
wt -6 -4 -3 -2 -1
Pi 0,08 0,20 012 042 0,18

b.X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan:

3 6 10
pi 02 01 07

Y =2X +1tasodifiy migdoming tagsimot gonunini toping.
Javobi.

Yi 713 2

pPi 02 01 07

4.X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan
x, 1 2 1 2
pi 03 01 02 04

Y =X 2tasodifiy migdoming tagsimot gonunini toping.
Javobi.
Y,

pi 05 05
5.X diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuni bilan berilgan:

Xi /4 rr/2  3*74
Pi 0,2 0,7 0,1

7 =sinX tasodifiy migdoming tagsimot qonunini toping.
Javobi.

Yi Vv2/2 1

pi 03 07
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6. X va Y diskret erkli tasodifiy miqdorlar ushbu tagsimotlar bilan
berilgan:

1) —_—
10 12 16
Pi 0,4 0,1 0,5

Pi 02 08
2)
i 07 03

Vi 1 7
Pi 0,8 0,2

Z =X +Y tasodifiy migdorning tagsimotini toping.

Javobi.
1) .
2, u 12 13 14 17 18
pt 008 032 002 008 010 040
2)

; 5 no1
pi 056 038 0,06

2.Tasodifiy migdor ehtimollari tagsimot (integral) funksiyasi
1-misol. X -tasodifiy miqdor

0, x<2 bo'\ganda,
F(x)=+0,5x—1, 2<x <4 bo'\ganda,
1, x>4 bo'\ganda

tagsimot funksiya bilan berilgan. Sinov natijasida X tasodifiy migdorning
1) 0,2 dan kichik giymat; 2) uchdan kichik giymat; 3) uchdan kichik
boMmagan giymat; 4) beshdan kichik bo'Imagan giymat gqabul qilish
ehtimollarini toping.

Yechilishi 1) x<2 bo‘lganda F(x) =0 bo‘lgani uchun F(0,2)=0, ya’ni
P (X< 2)=o0;
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2) tagsimot funksiyaning uzluksizligidan va P(a <X<P)= F(ft)- F(a)
tenglikdan foydalanib P(X <3)=F(3- 0)=F(3)=[0,5x- I]x3=1,5-1=0,5;
3) {X>3} va {X <3} hodisalar garama-garshi hodisalardir, shuning
uchun
P(X>3)+P(X<3) =1

Bu yerda P (X <3)=0,5 ni hisobga olib, quyidagini hosil gilamiz:
P(X>3) =1-0,5=05;
4) garama-garshi hodisalaming ehtimollari yig‘indisi birga teng,
shuning uchun  P(X >5)+P(X <5)=1. Bu yerdan, masala shartiga ko‘ra
x>4 bo‘lganda t(x) =1 bo‘lishini hisobga olib, quyidagini hosil gilamiz:

P(X >5)=1- P(X <5)=1-1 =0.
2-misol. X -tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuni bilan berilgan:

X 2 4 7
o 05 0,2 03

F(x) -tagsimot funksiyani toping.

Yechilishi. 1. Agar x<2 bo‘lsa, F(x) =0. Hagigatan, X miqgdor 2 dan
kichik giymatlami qgabul qgilmaydi. Demak, x<2 bo'lganda
F(x) =P (X<x)=0.

2. Agar 2<x<4 bo‘lsa, F(x)=0,5. Hagigatan, X migdor 2 giymatni 0,5
ehtimol bilan gabul gilishi mumkin.

3. Agar 4<x <7 bo‘lsa, F(x) =0,7. Hagigatan, X migdoming 2 giymatni
0,5 ehtimol bilan va 4 giymatni 0,2 ehtimol bilan gabul gilish mumkin;
demak X bu giymatlami qaysi biri bo‘lishdan qat’iy nazar birini (birga ro‘y
bermas hodisalaming ehtimollarini go‘shish teoremasiga ko‘ra 0,5+0,2=0,7
ehtimol bilan gabul giladi.

4. Agar x>7 bo‘lsa F(x) =1. Hagiqatan, X>1 hodisasi ishonchli hodisa
va uning ehtimoli birga teng.

Shunday qilib, izlanayotgan tagsimot funksiya quyidagi o‘rinishga ega
bo‘ladi:

0, X<2 bo'lganda,
05 2<x<460’lganda,
0,7 4<x<7bho'lganda,
1 x>7 bo'lganda.
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. X -tasodifiy migdor

0, x<0 bo'lganda,
F(x)= x2, 0<x<I| bo'Xganda,
1, x>1  bo'Xganda

tagsimot funksiya bilan berilgan. 4 ta sinov natijasida X tasodifiy
migdoming rosa uch marta (0,25; 0,75) intervalda yotadigan giymatni gabul
gilish ehtimolini toping.

2. X tasodifiy miqdor butun Ox o‘gda

11 X
P (X)y=-+—arctgx-
(x)=; ¥ arctox;

integral funksiya bilan berilgan. Ushbu shartni ganoatlantiruvchi mumkin
boMgan x, giymatni toping: sinov natijasida X migdor x, dan katta giymatni
1/6 ehtimol bilan gabul giladi.

3. X tasodifiy migdor butun Ox o‘qda

I’—’(X):lé -;!n—arctg>?2S

integral funksiya bilan berilgan. Ushbu shartni ganoatlantiruvchi mumkin
boMgan x, giymatni toping. Sinov natijasida X miqdor x, dan katta giymatni

1/4 ehtimol bilan gabul giladi.
4. X -tasodifiy miqdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan:

X 3 4 7 10
o 02 01 04 03

f(x) integral funksiyani toping va uning grafigini yasang.

Mustagil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari
1. p= P(0,25<X <0,75)=05; Pf=C8p3q=0,25.2. X, =2n/3.
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0, x<3 bo'lganda,
0,2, 3<x<4 bo'lganda,

3. X =2 4. F(x)= 0,3, 4<x<7 bo'lganda,
0.7, 7<x<10 bo'lganda
1 x>10 bo'lganda.

3. Uzluksiz tasodifiy migdor ehtimollari tagsimotining differensial
(zichligi) funksiyasi
1-misol. X uzluksiz tasodifiy migdorning

0, x<0 bo'lganda,
F(x)= sinx, 0<x<” bo'lganda,
] x>y bo’lganda
tagsimot funksiyasi berilgan. /(*) zichlik funksiyani toping.

Yechilishi Zichlik funksiya ta’rifiga asosan deyarli barcha x lar uchun
/(x) = F'(x) tenglik o‘rinli boMadi:

0, x<0 bo'lganda,

f(x) =F'(x) = cosx, 0<x<n/* bo'lganda,

0, X>V  bo'lganda.
x=0 da F'(x) birinchi tartibli hosilaga ega emaslligini eslatib o‘tamiz.
2-misol. X uzluksiz tasodifiy miqgdorning (0, — intervalda

2
/(x) =ysin3x zichlik funksiya bilan berilgan; bu intervaldan tashgarida

/(x)=0. X ning (v*, y*) intervalga tegishli giymatini qgabul qilish

ehtimolini toping.
Yechilishi. Ushbu formuladan foydalanamiz:

P(a<X </))=J/ (x)dx
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Shartga ko‘ra a:E, b=—, /(x)=3—sin3x. Demak, izlanayotgan

4
ehtimol
4 i—
P(-<X<-)= \sin3xdx=—.
6 4

3-misol. X uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi
0, x<0 bo'lganda,
/00. cosx, 0<x<” bo'lganda,
0, x>7t/ | bo'lganda

bo‘lsa F(x) tagsimot funksiyani toping.
Yechilishi Ushbu formuladan foydalanamiz:

F(x)= | f(x)dx
©
Agar x<0 bo'lsa, /(x) =0, demak,
F(x)= | Gac=0.

Agar 0<x<—bo‘lsa,

F(x) = 3 0dx +s cosxdx =sinx.
Agar x>— bo'lsa,

F(x)= Joabc+ ¥ cosx<2c+ SOA=sinx|fY2=1.

c
Shunday qilib, izlanayotgan tagsimot funksiya quyidagi ko ‘rinishga ega
bo‘ladi:
0, x<0 bo'lganda,
F(x) = sinx, 0<x< bo'lganda,

1 x>n/ i bo'lganda.
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4-misol. X wuzluksiz tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi sonlar
o‘gida

IW =-7"~T
tenglik bilan berilgan bo‘lsa, C o‘zgarmas parametrni toping.

Yechilishi. f(x) zichlik funksiya

D
\i(x)dx =1

—00

shartni qganoatlantirishi lozim. Bu shartning berilgan funksiya uchun

D dx 1
bajarilishini talab qilamiz:4CJ—— - =1.Bu yerdan C=—---—-- —
Alre~x+ex
Dastlab ushbu anigmas integralni hisoblaymiz: f— — = =arctg ex.

e x+ex J]+e
So‘ngra, xosmas integralni hisoblaymiz:

dx T dx .r dx n
----------- = lim e 4 lIM e = —

Je-x+ex °[e-x+ex 2

Shunday gilib, C=-1
2T

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. X uzluksiz tasodifiy migdorning
0, x <0 bo'lganda,

F(x) = sin2x, 0<x<” bo'lganda,
1 x>/ /4 bo'lganda

tagsimot funksiyasi berilgan. /(x) zichlik funksiyani toping.
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2. X tasodifiy miqdor tagsimot zichligi funksiyasi bilan berilgan.

0, agar x<-n12 bo'lsa,

Tajriba natijasida tasodifiy migdorni (0;x/4) intervaldagi giymatlami gabul
gilish ehtimoli topilsin.

3.X uzluksiz tasodifiy migdoming 0, <9 intervalda
f{x) =ae~ca (a>0) zichlik funksiya bilan berilgan; bu intervaldan
tashgarida /00 =0. X ning (1, 2) intervalga tegishli giymatini gabul gilish
ehtimolini toping.

4, X uzluksiz tasodifiy migdoming (_/"- #j) intervalda

/ (x)=—cos™x zichlik funksiya bilan berilgan, bu intervaldan tashqgarida

/00 =0. X ning uchta erkli sinovda rosa ikki marta (O, intervalda

yotadigan giymatini gabul gilish ehtimolini toping.
5. X uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi

0, X <0 bo'Xganda,
/(x) =-sinx, 0<x<7 1 bo'Xganda,
0,

bo‘lsa, F(x) tagsimot funksiyani toping.
6. X uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi

0, x<I bo'Xganda,
JOOH * - /1\; \<x<2 bo'Xganda,
0, X>2 bo'Xganda,

bo‘lsa F(x) tagsimot funksiyani toping.
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I.X uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi sonlar o‘gida

8. X uzluksiz tasodifiy miqgdoming zichlik funksiyasi (0, y»)

intervalda /(x) =C sin2x bu intervaldan tashgarida x) =0. C o‘zgarmas
parametmi toping.

9. X uzluksiz tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi (0,1) intervalda
f(x) = Carctgx bu intervaldan tashqgarida /(x) =0. C o‘zgarmas parametmi

toping.

Mustagil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

1. (0,/r/4) intervalda /(x) =2co0s2x bundan intervaldan tashqarida
/(x) =0.

2. P(0O<x< a/4) =
3. P(I<X <2)=(e“-\)/ela.

bn-2

4. p =P
P an

0, x <1 bo'lganda,
6. F(x)=-1/2(x2-x), I<x<2 bo'lganda,
0, x> 2 bo'lganda,

7. C=1/2*.8. C=1.9.. C=(s-—1n4)/4.
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18.8-amaliy mashg‘ulot.
Diskret tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari. Matematik
kutilma va dispersiya. BoshlangMch va markaziy momentlar

1-misol. Quyidagi
1)

4 6 10
A 02 03 05
2)
xt 021 054 061
A 01 05 04

tagsimot gonunga ega X diskret tasodifiy migdoming matematik kutilmani
toping.

Yechilishi. 1) Matematik kutilma X ning barcha mumkin boMgan
giymatlarini ulaming ehtimollariga ko ‘paytmalari yigMndisiga teng:

M (X) =-4-0,2+60,3+100,5=6.

Javobi. 2) M(X) =0,535.

2-misol. Agar Iva F ning matematik kutilma ma’lum bo‘lsa, Z
tasodifiy migdoming matematik kutilmani toping.

) Z=X+2Y, M(X)=5 MY)=3

2) Z =3X +4Y, M(X)=2 M(Y)=6.

3)Z =5X-3Y, M(X) =4, M(Y) =3.

Yechilishi.1) Matematik kutilmaning xossalaridan foydalanib
(yig‘indining matematik kutilma go‘shiluvchilarining matematik kutilmalari
yigMndisiga teng; o‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilma belgisidan
tashqgariga chigarish mumkin), quyidagini hosil gilamiz:

M(Z) =M (X +2Y) =M (X) + M{2Y) =
=M (X) +2M(Y) =5+2-3=11.

Javobi. 2) M(Z) =30. 3)A/(Z) =11

3-misol. x tasodifiy migdoming dispersiyasini formula bo'yicha
hisoblang:

i 2 4 6
A 03 02 05
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Yechilishi.
M(X)=-203+4m,2+605=32
M(X2=4 0,3 +16 0,2 +36 W5=224,

D(X) =M(X2)-M ZX)=22,4-10,24 = 12,16.

4-misol. Xv X2, ..., ", tasodifiy miqgdorlar erkli musbat va bir xil
tagsimlangan boisa, u holda

M
IXx+X2+...+ Xn\

ekanligini isbotlang.
Yechilishi. Ushbu tasodifiy migdorlarni kiritamiz:

Y

- y:ii -
1 X]+X2+..+X,,’ 2 Xi+X2+..+X,,’

Bu kasrlarning maxrajlari nolga teng bo'la olmaydi, chunki X, (/=1 )
miqdorlar musbat.

Shunga ko‘ra miqgdorlar bir xil tagsimlangan, shu sababli Vi
miqdorlar ham bir xil tagsimlangan, demak, ular bir

xil sonli
xarakteristikalarga, jumladan, bir xil matematik kutilishlarga ega:

NIy )=nNIY2)=... = 1Y ,,).(**)
So‘ngra

Yi+Y2+...+Y,=1
ekanligini ko'rish oson, demak,
MYI+Y2+...+ YH=M()=I.

Yig‘indining matematik kutilishi qgo‘shiluvchilaming matematik

kutilishlari yig‘indisiga teng, shuning uchunM(7)+M (r2)+... + M(yJ=I
(**) ga asosan,
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nAp)=1.
Bundan M(}i)=ﬁ.

(*) ni e’tiborga olgan holda, uzil - kesil quyidagini hosil gilamiz:

M

5-misol. X va Y erkli tasodifiy migdorlar. Agar D(X) =5 D(Y) =6
ekanligi ma’lum bo‘lsa, Z=3X +2Y tasodifiy migdorning dispersiyasini
toping.

Yechilishi. X va Y miqdorlar erkli bo‘lgani uchun 3X va 2y miqgdorlar
ham erkli. Dispersiyaning xossalaridan foydalanib (erkli tasodifiy migdorlar
yig‘indisining dispersiyasi qo‘shiluvchilaming dispersiyalari yig‘indisiga
teng. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini kvadratga oshirib, dispersiya belgisidan
tashqgariga chigarish mumkin), quyidagini hosil gilamiz:

D(Z) =D(3X +2Y) =D(3x) + D(2Y) =
=9D(X) +4D(Y) =9mb+4+6 = 69.

6-misol. A hodisaning har bir sinovda ro‘y berish ehtimoli 0,2 ga teng.
X diskret tasodifiy miqgdor-/1 hodisaning beshta erkli sinovda ro‘y berish
sonining dispersiyasini toping.

Yechilishi. Hodisaning erkli sinovlarda ro‘y berish sonining
dispersiyasi (har bir sinovda hodisaning ehtimoli bir xil bo'lganda) sinovlar
sonini  hodisaning ro‘y berish va ro‘y bermaslik ehtimollariga
ko ‘paytirilganiga teng: D(X) =npq. Shartga ko‘ra
n=5p=02 g=\- p =Qs.

Demak, dispersiya:

D(X)=npg=5m,210,8=08.

7-misol. X diskret tasodifiy migdor fagat ikkita mumkin bo‘lgan jc, va
x2 qiymatga egabo‘lib, x2>x1. X ning x1giymatini gabul gilish ehtimoli 0,6
gateng. Matematik kutilishi va dispersiya ma’lum: M(X) = 1,4; D(X) = 0,24.
X miqgdorning tagsimot gonunini toping.
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Yechilishi. Diskret tasodifiy miqdorinng barcha mumkin bo‘lgan
giymatlarining ehtimollari yig‘indisi birga teng, shuning uchun X ning x2
giymatni gabul gilish ehtimoli 1- 0,6 = 0,4 ga teng.

X ning tagsimot qonuni ni yozamiz:

& X2
pi 06 04

X, va x2ni topish uchun bu sonlarni o‘zaro boglaydigan ikkita tenglama
luzish lozim. Shu magsadda biz ma’lum matematik kutilish va dispersiyani
X, va x2 orqali ifodalaymiz.

M(X) ni topamiz: M(X) = 0,6jc + 0,4x2. Shartga ko‘ra M(X) = 14,
demak,

0,6x, +0,4x2=14. 2)

X, va x2 ni boglaydigan bitta tenglamani hosil qildik. Ikkinchi
tenglamani hosil gilish uchun bizga ma’lum dispersiyani x, va x2 orqali
ifodalaymiz.

X 2 ning tagsimot gonuni ni yozamiz:

2 *12 x22

pi 06 04

m {x 2) ni topamiz: m {x 2)=0,6x,2+ 0,4x2.
Dispersiyani topamiz:

d(x )=m & 2)-[M{X)}2=0.6*2+04x2- 1,42.
Bunga D(X) = 0,24 ni qoyib, elementar almashtirishlardan sung
0.6x3+ 0,4x2=2,2 3)

ni hosil gilamiz.
(2) va (3) ni birlashtirib, ushbu tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
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j 0,6x, +0,4x2=14
[0,6x,2+04Xj =2,2

bu sistemani yechib, ushbu ikkita yechimni hosil gilamiz:
x\' = 1;xr=2;vaxi = 1,8;xr =0,8.
Shartga ko‘ra X2> x\, shuning uchun masalani fagat birinchi yechim:

*1=1,x2=2 (4)
ganoatlantiradi.
(4) ni (1) ga qo‘yib, izlanayotgan tagsimot gonunini hosil gilamiz:

1 2
pi 06 04

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Matematik kutilma xossalaridan foydalanib:

1) M(X-Y)= M(X)~ M(Y) tenglikni; 2) X-M (X) chetlanishning
matematik kutilishi nolga tengligini isbotlang.

2. X diskret tasodifiy migdor uchta mumkin bo‘lgan giymatni gabul
giladi: x, =4 ni p, =05 ehtimol bilan, x2=6 ni p2=0,3 ehtimol bilan va x3
ni p3ehtimol bilan. M(X) =8 ni bilgan holda x3 ni va p3ni toping.

3. Diskret tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan gqiymatlarining
ro‘yxati berilgan:Xj =1, x2=2, x3=3.Shuningdek, bu miqgdorning va uning
kvadratining matematik kutilishlari ma’lum: M(X) =23, M(X2)=5,9. X
ning mumkin bo‘lgan giymatlariga mos ehtimollami toping.

4.X va Y tasodifiy miqdorlar erkli. Agar D(X) =4, D(Y) =5 ekanligi
ma’lum bo‘lsa, Z =2X+3Y tasodifiy migdorning dispersiyasini toping.

5. Ushbu

5 2 3 4
»i 04 03 01 02
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tagsimot qonuni bilan berilgan X diskret tasodifiy miqgdorining
dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.
6. x tasodifiy migdor tagsimot gqonuni bilan berilgan.

x 0 1 2 3 4
p, 02 04 03 0,08 0,02

Shu tasodifiy migdomi chetlanishining matematik  kutishini,
dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.

7. Biror qurilmadagi elementning har bir tajribada ishdan chigish
ehtimoli 0,9 ga teng. X diskret tasodifiy miqgdor- elementning o‘nta erkli
tajribada ishdan chiqgish sonining dispersiyasini toping.

8. Agar ikkita erkli sinovda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli bir xil va
M(X) =09 ekanligi ma’lum boMsa, bu sinovlarda A hodisaning ro‘y
berishlari sonidan iborat X diskret tasodifiy migdoming dispersiyasini
toping.

9. Har birida A hodisaning ro‘y berish ehtimoli bir xil bo‘lgan erkli
sinovlar o‘tkazilmoqda. Agar uchta erkli sinovda A hodisaning ro‘y berish
sonining dispersiyasi 0,63 ga teng boisa, bu hodisaning ro‘y berish
ehtimolini toping.

10. X diskret tasodifiy migdor fagat ikkita mumkin bo‘lgan x, va x2
giymatga ega, shu bilan birga, x2>xl. X ning X, giymatini gabul gilish
ehtimoli 0,2 gateng. Matematik kutilishi va dispersiya ma’lum: M (X) =2,6
ni va o‘rtacha kvadratik chetlanish <r(X)=0,8 ni bilgan holda X ning
tagsimot gonuni ni toping.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

2. x3=2; pp=0,2.3. px=0,2; p2=03; pb=0,5.4. D(Z) =61
5. D(X)=\5,2\; cr(X)=39.

6. M{X)=2,64; D(X)=1,8976; ct{X)* 1,3775. 7. D(X)=009.
8. P(X)=0,495.9. p, = 03; p2=0,7. 10.

13
pi 02 08
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2. Boshlang‘ich va markaziy momentlar
1-misol. X diskret tasodifiy migdor ushbu Tagsimot gonuni bilan
berilgan:

1 3
pi 04 06
Birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli boshlangich momentlarni toping.
Yechilishi. Birinchi tartibli boshlangich momentni topamiz:
V,=M (X)= 1-0,4+ 3-0,6 = 2,2.
X 2migdoming tagsimot qonuni ni yozamiz
21 9
Pi 04 06

Ikkinchi tartibli boshlangich momentni topamiz
v2=m (x 2)= 1-0,4+ 9-0,6 = 5,8.
X 3migdoming tagsimot gonuni ni yozamiz
s 1 27
pi 04 06

Uchinchi tartibli boshlangich momentni topamiz
v, =m (x3)= 1-0,4 +27-0,6 = 16,6.
2. X diskret tasodifiy migdor ushbu Tagsimot qonuni bilan berilgan:
x 2 3 5
P 01 04 05
Birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli boshlangich momentlarini toping.

Javobi. v, =3,9; v2=165 wB=741
3. X diskret tasodifiy migdor

X 1 2 4
pi 01 03 06
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tagsimot qonuni bilan berilgan. Birinchi, ikkinchi, uchinchi va turtinchi
tartibli markaziy momentlarni toping.
Yechilishi. Birinchi tartibli markaziy moment nolga teng: /nx=0.

Markaziy momentlarni hisoblash uchun markaziy momentlarni
boshlangich momentlar orqali ifodalaydigan formulalardan foydalanish
qulay, shuning uchun avval boshlangich momentlarni topamiz:

V=M (X) =100+ 2m0,3+4+0,6=31
v2=M (X2) =101+ 4+0,3+16+0.6=109;
v3=M (X3)=101+8+0,3+64+0,6=40,9;
v4=M(X*)=1m01+16 -0,3 + 256 0,6 = 158 5.
Markaziy momentlarni topamiz:
fh =v2- vi =109- 312=129;
fji3=v3- 3vtv2+2v\ =40,9- 3-31m0,9+ 2+313=-0,888:
[i4=VA- 4vly, + 6V2- 3j4=1585- 440,931+
+6-10,9-3,12-3-3,14=2,7777.
4. X diskret tasodifiy miqgdor.

3 5

. oa 038
Pi

Tagsimot qonuni bilan berilgan. Birinchi, ikkinchi
lo'rtinchi tartibli markaziy momentlarni toping.

Javobi.//,=0; u2=0,64; =-0,12; MA=133

5-misol. Uchinchi tartibli markaziy momentning ta’rifiga ko‘ra
momentlar bilan

, uchinchi va

P3=v3-3 viv2+ 2vi3
tenglik bilan bog‘langanligini isbot giling.
Isboti. Markaziy momentning ta’rifiga ko‘ra
M=M[X-M(X)]\
Matematik kutilishning xossalaridan foydalanib va M(X) o‘zgarmas
kattalik ekanligini hisobga olib, quyidagini hosil gilamiz:
m = m[x 3- 3X2m{x)+3X M 2(X)~M3(X)\=
= M(x3)-3M(x) m(x 2+3M2x )-m (x)-mmn 3x "=
=M{x3)-3M{X)-M{x2)+3M3IX)~m 3(x )=
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=M {xB)-3M (x)M{x2)+2m\x). (¥)
Boshlangich momentning ta’rifiga ko‘ra
Y, =M(X), v2=m (x 2} v3=m {x 3). (**)
(**) ni (*) ga qo‘yib, uzil -kesil quyidagini hosil gilamiz:
/13=V3- 3v,v2+ 2v,3.
6. To‘rtinchi tartibli markaziy moment boshlangich momentlar bilan
Ua=va~ +6vfv2- 3v?

tenglik orgali boglanganligini isbot giling.

18.9-amaliy mashg‘ulot.
Uzluksiz tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari

1-misol. Uzluksiz tasodifiy migdor X tagsimot funksiyasi bilan
berilgan
0, agar x <0 bo'lsa

X2
F(x)==— ,agar o<Xx<3 bo'lsa

1,agar x>3 bo'lsa

X ni matematik kutilma, dispersiyasi va o‘rtacha kvadratik chetlanishi
topilsin.
Yechilishi. Oldin zichlik funksiyasini topamiz:
0, agar jc< o bo'lsa
f (g =F'(X) = — ,agar o< jc<3 bo'lsa

0, agar x>3 bho'lsa

Endi M (X) ni topamiz:

Demak, x =2 chiziq yuzani teng ikkiga bo‘ladi.
Endi dispersiyani hisoblaymiz:
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D(X) =\x2f(x)dx-[M(X)]2=jx2~dx-22/1 )X ®K-A =
0 0 n ~0

2x413 -4—34-----94---4:2— 4=45-4=05

941 = 92 94
0 ‘rta kvadratik chetlanishi <r(X) = ~0,7.

Mustagil ishlash uchun misol va masalalar
1. X uzluksiz tasodifiy migdoming

0, x<0 bo'lganda

[« = SinX, 0<x<1 bo'lganda

0, x> % bo'lganda

differensial funksiyasi berilgan. F(x) integral funksiyani toping.
2. X uzluksiz tasodifiy migdoming

0, x<\ bo'lganda
| « = X-Y", \<x<2bo'lganda
0, x>2 bo'lganda

differensial funksiyasi berilgan. F(x) integral funksiyani toping.
3. X tasodifiy migdor (0,2) intervalda f(x)=~x differensial funksiya

bilan berilgan; bu intervaldan tashgarida /(x) =0. X migdoming matematik
kutilishini toping.

4. X tasodifiy miqdor (0,1) intervalda /(x) =c(x2+2x) differensial
funksiya bilan berilgan ; bu intervaldan tashqarida /(x) =0. a) C parametrini
toping; b) X migdoming matematik kutilishini toping.

5. X tasodifiy miqgdor (0,1) intervalda /(x)=x+0/5 differensial
funksiya bilan berilgan, bu intervaldan tashqgarida /(x)=0. Y=XJ
funksiyaning matematik kutilishini (dastlab Y ning differensial funksiyasini
topmasdan) toping.
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6. X tasodifiy migdor (0,5) intervalda f(x) =2/25x differensial
funksiya bilan berilgan; bu intervaldan tashqgarida /(x)=0. X ning
dispersiyasini toping.

7. X tasodifiy miqdor (0,1) intervalda /(x) =cc2 differensial funksiya
bilan berilgan ; bu intervaldan tashgarida f(x) =0. a) C parametrini toping;
b) X migdoming matematik kutilishini toping.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

0, x<0 bo'lganda

1. F(*) = 1-cosx, 0<x<-"- bo'lganda

1 x> n bo'lganda

0, x<I bo'lganda
2. F(x) =mJ"(x2- x) \<x<2 bo'lganda

1 x>2 bo'lganda
3.4/3.4. C=3/4. M(X) =11/16.5. 13/40.
6. 25/18.7. C=3. M(X) =3/4.

18.10-amaliy mashg‘ulot.
Binomial, Puasson, geometrik, tekis,
ko‘rsatgichli va normal tagsimlangan miqdorlar.

9.1. Binomial tagsimot.

I-misol. Nishonga qgarata uchta o‘q uzildi. Bitta 0‘q uzishda nishonga
tekkizish ehtimolligi p =0,4. X tasodifiy migdor - nishonga tegishlar soni.
Uning tagsimot gonunini yozing.

Yechilishi. X tasodifiy migdor binomial tagsimotga ega va uning
mumkin boMgan giymatlari 0, 1, 2 va 3. Shuning uchun

MUY<mTI.

Bundan
p(X =0)=0,216; P(A'=1)=0,432; P(X =2)=0,288; P(X =3)=0,064.

254



X tasodifiy migdorning tagsimoti ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

X 0 1 2 3
p 0216 0432 0288 0,064

2-misol. Qurilma bir - biridan erkli ishlaydigan uchta elementdan
iborat. Har bir elementning bitta tajribada ishdan chigish ehtimoli 0,1 ga
teng. Bitta tajribada ishdan chiggan elementlar sonining tagsimot gonunini
tuzing.

Yechilishi. X diskret tasodifiy migdor (bitta tajribada ishdan chiggan
elementlar soni) ushbu mumkin bo‘lgan giymatlarga ega: xt=0 (qurilma
elementlarining bittasi ham ishdan chikmagan), x2=1 (bitta element ishdan
chiggan), x}=2 (ikkita element ishdan chiggan), x4=3 (uchta element
ishdan chiggan).

Elementlaming ishdan chiqgishi bir - biriga bog‘lik emas,
elementlaming ishdan chigish ehtimollari o‘zaro teng, shuning uchun
Bemulli formulasini qullash mumkin. Shartga ko‘ra n=3;p =0, (demak,
<=1- 01=0,9) ekanligini e’tiborga olib, quyidagilami hosil gilamiz:

p}0)=q3=0,93=0,729; P3(I)=C\pq2=3 01 0,92=0,243.
P3(2)=C\p2y =3-0,120,9=0,027; P3(3)=p 3=QmB=0,001.

Tekshirish: 0,729+0,243+0,027+0,001=1.
X ning izlanayotgan binomial tagsimot qonunini yozamiz:

X 0 1 2 3
P 0,729 0,243 0,027 0,001

3-misol. Idishda 10 ta shar bor, ulardan 3 tasi og. Idishdan tavakkaliga
3tasharolinadi. X tasodifiy migdor olingan oq sharlar soni. Uning tagsimot
gonunini yozing.

Yechilishi. X tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan qgiymatlari

quyidagicha: x, =0,x2=1, x3=2, x4=3. Usbu P= formuiaga
Cn
asosan, X =0, X =1, X =2 va x =3 hodisalaming ehtimolliklarini topamiz:
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* ' C | 1200 ' " C® 1C

(* = 2) =N =N N =3 = N =.L.

% ; Clb 120 Cd 120

Endi X migdoming tagsimot gatorini yozishimiz mumkin:
X 0 1 2 3
p 35 63 21 1
120 120 120 120

Tekshirish: i5+§ +£1 +_1 -1
120 120 120 120

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Binomial tagsimotning asosiy sonli xarakteristikalarini toping.

Javobi. M(X)=np, D(x)=npg, ct{x )=jnpq.

2. X diskret tasodifiy miqdor - tangani ikki marta tashlashda «gerbli»
tomon tushish sonining binominal tagsimot gonuni ni yozing.

Javobi.
X 0 1 2
p 025 050 025
3. Ikkita 0‘yin soqqgasi bir vagtda 2 marta tashlanadi. X diskret tasodifiy

miqgdor - ikkita o‘yin soqqasida juft ochkolar tushish sonining binominal
tagsimot gonuni ni yozing.
Javobi.
X 0 1 2
P 9/16  6/16 1/16

2. Puasson tagsimoti

1-misol. 800 ta urchugning har biriga r vaqt ichida ipning uzilish
ehtimolligi 0,005 ga teng. Ko‘rsatilgan vaqt ichida rosa 4 ta ip uzilish
ehtimolligini toping.

Yechilishi. Bu masalani yechishda P(x:k)&ge x,bunda dA-np

formulani go‘llash mumkin: chunki «=800 son katta, p =0,005 ehtimol esa
kichik. Bu formuladan foydalanib topamiz, 1=np=800x0,005=4;
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bolO " M-e~4=~ 10,0183 =0,1952.

Anig formula bo‘yicha hisoblash 0,1959 ni beradi, demak, Pausson
formulasini go‘llanishdagi xatolik 0,0007 bo‘ladi. Laplas lokal formulasi
bo‘yicha hisoblash esa 0,2000 ni hosil gilamiz, demak xatolik 0,0051
bo‘ladi, ya’ni Puasson formulasidan foydalanilganidan ko‘ra 6 marta ortiq
bo‘ladi.

2-misol. Puasson tagsimoti bo‘yieha tagsimlangan X diskret tasodifiy
miqdorning dispersiyasini toping:

JR— e-ﬂ —_— -~
2 T

Yechilishi. D(x)= M (x2}-[M (x)f formuladan foydalanamiz.
M(X)=+P{X =*)=f > *.e.>= =Ae-V =A
k=0 *=1 K- k=1\n *« 1"

boigani uchun
D(X)=m {X2)-A2 (2)

X1 tasodifiy migdorning tagsimot qonimi ni yozamiz, bunda X 2 ning
k2 giymatni gabul gilish ehtimoli X k gqiymatni gabul qilish ehtimoliga
tengligini (bu X ning mumkin bo‘lgan giymatlari manfiy emasligidan kelib
chigadi) hisobga olamiz:

X2 0 1 4 K2
P ~ A"e_g
2f if

X 2 ning matematik kutilishini topamiz:

WU £ 24*c”
K\
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Bundan k = 0 da birinchi had nolga teng boMishini hisobga olib,
quyidagini hosil gilamiz:

AU kYt k(k~D! W (k-1

® Ao @ oM Dg g
=AY[(*-1)+1]" * =4 .

£ET 7 (-1 y*-1)! W (k-1)!

A-1 =/ desak, quyidagiga ega boMamiz:

& 2) X"e~x v.AV
m X =a A J—
G0 Tk TS0
Endi
im —A
Ame =4, ’A—e—=e n]*"— =e n en=I lami e’tiborga olib,

M(X2 =AA+) =12+ X (3)
ni hosil gilamiz. (3) ni (2) ga go‘yamiz:

D(X) = (X2+X)-X2=X

Shunday qilib, Puasson tagsimotining dispersiyasi X parametrga teng.
3-misol. Zavodda ishlab chigarilgan mahsulotlardan 10000 tasini
omborga yuborildi. Har bir mahsulotni yo‘lda ishdan chigish ehtimoli 0,0002

ga teng bo‘lsa, mahsulotlar omborga yetguncha ikkitasi ishdan chiqish
ehtimoli topilsin.
Yechilishi.Shartga ko‘ra n=10000, /7=0,0002, k =2. 4 ni topamiz

#A=np = 10000 0,0002 = 2. Puasson formulasiga ko‘ra
Ak 72
Pl0ooo(2) :?\ e xX= o e~2=2m),13534 = 0,27068.

4-misol. Zavodda ishlab chigarilgan mahsulotlardan bazaga 500 tasi
jo‘natildi. Yo‘lda buyumning shikastlanish ehtimoli 0,002 gateng. Yo‘lda:
1) rosa 3 ta; 2) uchtadan kam; 3) uchtadan ortiq; 4) kamida bitta
mahsulotning shikastlanish ehtimolini toping.
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Y echilishi /5=500 soni katta, r=0,002 ehtimol kichik va garalayotgan
hodisalar (mahsulotlarning shikastlanish) erkli, shu sababli ushbu

Puasson formulasini qo‘llash mumkin:
1) Ani topamiz: X=pr =500-0,002 = 1.
Rosa 3 ta (k=3) mahsulotning shikastlanish ehtimolini topamiz:

Aoo(3)=~ =" N =0,0613.
2) Uchtadan kam detaining shikastlanish ehtimolini topamiz:
A » +PIN1)+5B0Q2)=B'1+ e+~ =V =] «0,36788=0,9197.

3) Uchtadan ko‘p mahsulotning shikastlanish ehtimoli P ni topamiz.
«lJchtadan ko‘p mahsulot shikastlangan» va «ko‘pi bilan uchta mahsulot
shikstlangan» (bu hodisaning ehtimolini Q orgali belgilaymiz) hodisalari
ilarama- qarshi hodisalardir, shu sababli P + Q = 1. Bu yerdan

P-X~Q =\—{/500(0) + / 500(2) + ~500(2) + / 500(3)]-

Yugorida hosil gilingan natijalardan foydalanib, quyidagini hosil

gilamiz:

P =1-[0,9197+0,0613] = 0,019.

4) Kamida bitta mahsulotning shikastlanish ehtimoli Pt ni topamiz.
«Kamida bitta mahsulot shikastlangan» va «mahsulotning bittasi ham
shikastlanmagan» (bu hodisaning ehtimolini Q\ orgali belgilaymiz)
hodisalari garama - garshi hodisalardir, demak, Pt+Qx=1. Bu yerdan kamida

bitta mahsulotning shikastlangan bolish ehtimoli quyidagiga teng:

B=1-g, =1 psoo(0)=1- e* = 1- 0,36788=0,632.
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5-misol. Erkli sinashlarda hodisaning ro‘y berish sonining Puasson
tagsimoti buyicha hisoblangan ehtimollari yig‘indisi birga teng boiishini
isbotlang. Sinashlar cheksiz ko‘p marta o‘tkaziladi deb faraz gilinadi.
Yechilishi. Puasson gonuniga asosan

pA(*)=££ _
VAR

ex funksiyaning ushbu Makloren gatoridan foydalanamiz:

eX=1+2 +X—2+-
1 2

Ma’lumki, bu gator x ning istalgan giymatida yaqinlashadi, shu sababli
x =A deb, quyidagini hosil gilamiz:

Izlanayotgan ehtimollar yig‘indisi ~P,,{k) ni topamiz, bunda e~x ifoda
)

kK ga bog‘lig emasligini, va demak, uni yig‘indi belgisidan tashqariga
chigarish mumkinligini hisobga olamiz:

oo ik —A 00 K

L_or M - Tolkr -~
Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Binomial tagsimotning asosiy sonli xarakteristikalarini toping.

2. Magazinga 1000 shisha mineral suvi berildi. Tashish vaqtida
shishaning sinib golish ehtimoli 0,003 ga teng. Magazinga: a) rosa ikkita; b)
ikkitadan kam; v) ikkitadan ko‘p; g) kamida bitta singan shisha keltirish
ehtimolini toping.

3.1000 ta yashikka mahsulotlarjoylashtirilgan. Hamma mahsulotlardan
200 tasi sifatsiz. Ma’lum bitta yashikda kamida uchta yarogsiz mahsulotlar
bolish ehtimoli topilsin.
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. m(x)=n, d{x)=x, a{x)=41I.

2. Ko‘rsatma. e'1=0,04979 deb oling.
a)JloooP) = 0,224; b)/>I000(0) + PIo0X(1) = 0,1992;
C) Ploook > 2) = 0,5678; g)7>=1- P100)(0) = 0,95.
3. Ko‘rsatma «=200, p =0,001. 0,001

3. Geometrik tagsimot
Agar X tasodifiy miqdor 0, 1, 2,...... , k... giymatlarini

pk=p{X =k)=qkp (1)
ehtimolliklar bilan gabul gilsa, ya’ni uning tagsimoti

X 0 1 2 . K
p p pq PL PsF

ko‘rinishda bo‘lsa, u geometrik gonuni bo yicha tagsimlangan deb ataladi.

Bu yerda p=I-q, pe(0,l). Bunda ¥ gkp=pYgk=p-"~=—=1
*5 *5 1-9 P

chunki pk ehtimolliklar geometrik progresiyani tashkil etadi: p,pq,pq2,...,
pgk  Shuning uchun ham (1) tagsimot geometrik tagsimot deyiladi va Ge
orgali belgilanadi.

Mustagil ishlash uchun misol va masalalar

1. Geometrik tagsimotning asosiy sonli xarakteristikalarini toping.
Javobi. M(X)=—, d (x )=A-,(t(x )=— .
P P P

4. Tekis tagsimot

1-misol. Ampermetr shkalasining bo‘lim bahosi ogn ga teng.
Strelkaning ko‘rsatishi eng yaqgin butun boMinmagacha yaxlitlanadi.
Ko‘rsatkichlarni o'gishda 0,02A dan ortiq xatoga yo‘l go‘yilish ehtimolini

toping.
Yechilishi. Yaxlitlash xatosini ikkita qo‘shni butun bo‘linma orasidagi
intervalda tekis tagsimlangan x tasodifiy miqdor sifatida garash mumkin.

Tekis tagsmotning differensial funksiyasi:/(*)=—~—, bu yerda b-a-
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garalayotgan x ning mumkin bo'lgan giymatlari joylashgan intervalning
uzunligi; bu intervalda tashqarida f(x)=0. Qaralayotgan masalada X ning

mumkin bo‘lgan giymatlari yotadigan intervalning uzunligi 0,1 ga teng,

shuning uchun /(*) =— =10.

Agar sanash xatosi (0,02; 0,08) intervalda yotadigan bo‘lsa, xato 0,02

dan ortig bo‘lishini tushunish oson.
b

Ushbu P(a<X <b)=Jf(x)dx formuiaga ko‘ra quyidagini hosil gilamiz:

a

0,08
P(0,02<X <0,08)= JI Odx= 0,6

0,02

2-misol. (a,b) intervalda tekis tagsimlangan x tasodifiy migdorning
matematik kutilishini toping.

Yechilishi. Tekis tagsimot differensial funksiyasining grafigi x= a#

to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik, shuning uchun M (x)="-~.

Shunday qilib, (a,b) intervalda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorning

matematik kutilishi bu interval uchlari yig‘indisining yarimiga teng. Shu
b

natijaning o'zini, albatta M(X)= Jxf(x)dx formula bo‘yicha ham hosil gilish

a

mumkin edi.

3-misol. (a b) intervalda tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdorning
dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.

Yechilishi. Ushbu formuladan foydalanamiz:

D {x)=]x2f{x)dx-[M (x)\2

a

Bu formuiaga f(x)=-"— ,M (x)="-" (313 - masalaga garang) ni
b—a 2

go‘yib va elementar almashtirishlami bajarib, uzil - kesil quyidagini hosil
gilamiz:
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D(x)JA L
y 12

0 ‘rtacha kvadratik chetlanish dispersiyasidan olingan kvadrat ildizga
leng:

W -Sr

Mustagil ishlash uchun misol va masalalar

1. Tekis tagsimlangan X uzluksiz tasodifiy migdoming asosiy sonli
xarakteristikalarini toping.

2.Ushbu Jf(x)dx = 1tenglikni isbotlang,bunda
0, x<a bo'lganda,,
1(*)= b a<x<b bo'lganda,
-a

0, x>b bo'lganda.

3. 0 ‘Ichov asbobi shkalasining boiim bahosi 0,2 ga teng. Asbhobning
ko‘rsatishi eng vyaqin butun bo'linmagachayaxlitlanadi. Asbobning
ko‘rsatishini o‘gishda: a) 0,04 dan kichik; b) 0,05 dan ortig xato gilinish
ehtimolini toping.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

M (pEx*.

3. a) p(0<x<0,04)+/%016<X <0,20)=0,4;

b) 50B<  0,15)=05.

5. Ko‘rsatgichli tagsimot

I-misol. Uzluksiz X tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli tagsimotga ega

bo‘lib,
, agar x <0 bo'lsa
m _{H,agar x>Q bo'lsa
bo‘lsin. Shu tasodifiy migdorni 1) (0,13;0,7) oraligqga tushish ehtimoli
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2) matematik kutilishi va dispersiyasi topilsin.
Yechilishi: Shartga ko‘raJl =3. Demak,
1) P(0,13<X <0,7) = e“0ILB)-e ,307) = "0D- e'21=0,677-0,122 = 0,555.

2) N=b.M{X)=- =~, D@0=-V =i ct(X)=-.
) X)=- 75 DOO=V =1 ctX)=x

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Ko‘rsatgichli tagsimotning asosiy sonli xarakteristikalarini toping.
=

2. Ushbu J Ae~**dx =1 tenglikni isbotlang.
0

3. Agar ko‘rsatkichli tagsimotning parametri A =6 bo‘lsa, uning
differensial va integral funksiyasini toping.

4. Agar X uzluksiz tasodifiy migdor ko‘rsatkichli gonun bo‘yicha
tagsimlangan bo‘lsa, X ning (a;b) intervalga tushish ehtimoli e~-M- e~n ga
teng boMishini ko ‘rsating.

5. X uzluksiz tasodifiy miqdor x>0 bo'lganda /(x) =0,004e~004*

differensial funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli gonun bo‘yicha
tagsimlangan; *<0 bo'lganda f(x) =0. Sinov natijasida X ning (1, 2)
intervalga tushish ehtimolini toping.

6. Uzluksiz tasodifiy migqdor .x>0 bo‘lganda r(ic) =1-<T°'6* integral
funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli qonun bo‘yicha tagsimlangan; x <0
bo‘lganda F(x) =0, X ning sinov natijasida (2,5) intervalga tushish
ehtimolini toping.

7. f(x) =5e~5x (x>0) differensial funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli
tagsimotning matematik kutilishini toping.

8. F(x) =1- e~°Jk {x >0) integral funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli
tagsimotning matematik kutilishini toping.

9. f(x) =10e10* (x >0) differensial funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli
tagsimotning dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.

10.F(x) =1-e"°4c (x>0) integral funksiya bilan berilgan ko‘rsatkichli
tagsimotning dispersiyasini va o‘rtaeha kvadratik chetlanishini toping.
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Mustaqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. M{X):-h, D{x) :\n‘(j{-x-):j_-|3' (0,00) intervalda s(x) =6e'g: , bu
intervaldan tashgarida f(x)=0. (0,00)intervalda F(jr)=1-e-61, bu
intervaldan tashgarida F(x)=0. 4. P(a <X <b)=e~1-¢ .5.0,039. 6.
0,252 7. 0,2. 8. 10. 9. £&(/T)=0,01; oW =0,. 10. D(X) =6,25; a(X) =25.

6. Normal tagsimot (Gauss tagsimoti)

1-misol. Normal tagsimlangan tasodifiy migdor X ni matematik

kutilishi 20 ga, o‘rtacha kvadratik chetlanishi 5 ga teng. Tajriba natijasida
shu tasodifiy migdorlami (15;25)oraliqga tushish ehtimoli topilsin.

Yechilishi. Shartga ko‘ra a=20.ct=5a =15, /?=25

P(15<X <25)=0f25/ 0)- b (15520) =d(1)- D(-1) =

= (1) + ®(1) = 0,3413 + 0,3413 = 0,6826.

2-misol. Normal tagsimlangan tasodifiy miqdor X ni matematik
kutilishi 10 ga, o‘rtacha kvadratik chetlanishi 3 ga teng. Chetlanishni
absolyut giymati bo'yicha 4 dan kichik bo'lish ehtimoli topilsin.

a=10, S =4, g=3 bo'lgani uchun

®(1,5) ni kitobni oxiridagi 2-ilovadan topamiz. ®(1,5) = 0,4332.
/>(x-10]<4)=20,4332=0,8664 .
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Normal tagsimotning asosiy sonli xarakteristikalarini toping.
j o (ga

2. Ushbu —j==1Je 2** dx=Itenglikni isbotlang.

3. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdoming differensial
funksiyasini M (X) =3, D(X) =16 ni bilgan holda yozing.

4. Normal tagsimlangan x tasodifiy migdoming matematik kutilishi
a=3 ga, o‘rtacha kvadratik chetlash a =2 ga teng. X ning differensial
funksiyasini yozing.

5. Normal tagsimlangan x tasodifiy migdoming differensial
funksiyasini M{x) =3,D{x) =\6 ni bilgan holda yozing.

6. Normal tagsimlangan x tasodifiy miqgdor /(*):a)'z:e"xd‘/S"
n

differensial funksiya bilan berilgan. x ning matematik kutilishini va
dispersiyasini toping.

7. Normal tagsimotining F(x):-Jl: {<e~*‘n dx integral funksiyasi

berilgan. f(x) differensial funksiyani toping.
8. Normal tagsimlangan X tasodifiy miqdorf(x) :aliz(?4*~')1150
n

differensial funksiya bilan berilgan. X ning matematik kutilishini va
dispersiyasini toping.

9. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdoming matematik kutilishii
va dispersiyasi mos ravishda 10 va 2 ga teng. Sinash natijasida X ning
(12,14) dayotadigan giymat gabul gilish ehtimolini toping.

10. Normal tagsimlangan X tasodifiy migdoming matematik kutilishii
va o‘rtacha kvadratik chetlanishi mos ravishda 20 va 5 ga teng. Sinov
natijasida X ning (15,25) da yotadigan giymat gabul qilish ehtimolini
toping.

11. Biror moddani tarozida tortish sistematik xatolarsiz o'tkaziladi.
Tarozida tortishning tasodifiy xatolari o‘rtacha kvadratik chetlanishi ¢ =20g
boMgan normal gonunga bo‘ysunadi, Tarozida tortish absolyut giymati
bo‘yicha 10 g dan oshmaydigan xato bilan o‘tkazilishining ehtimolini
toping.

266



12. 0 ‘Ichashning tasodifiy xatolari o‘rtacha kvadratik chetlanishi o
=20mm va matematik kutilishii a =0 bo‘lgan normal qonunga bo‘ysunadi.
Uchta erkli oMchashdan kamida bittasining xatosi absolyut giymat bo‘yicha
4mm dan ortiq bo‘Imaslik ehtimolini toping.

13. X tasodifiy migdor a=25 matematik kutilishi bilan normal
tagsimlangan. X ning (10,15) intervalga tushish ehtimoli 0,2 ga teng. X
ning (35,40) intervaliga tushish ehtimoli nimaga teng?

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1. M(x)=a, D(x)=ar2,a(x)=ar. 3. /(*) =-

A1 (N —l—= A A (*)—
IV*F A

6. MO)"D{X)=25. 7. f{x)=- L=e_1/2.8. M(X) =1, D(X) =25.
ntzn
9.0,1359. 10. 0,6826.11. 0,383. 12. 0,41. 13. 0,2.

18.11-amaliy masbg‘ulot.
Katta sonlar gonuni. Chebishev tengsiziigi. Chebishev teoremasi.
Ya. Bernulli teoremasi

1-misol. Qurilma o‘zaro erkli ishlaydigan 10 ta elementdan iborat. Har
bir elementning r vaqt ichida ishdan chigish ehtimoli 0,05 ga teng.
Chebishev tengsizligidan foydalanib, r wvaqt ichida ishdan chiggan
elementlar soni bilan shu vaqt ichida ishdan chiggan elementlaming o‘rtacha
soni (matematik kutilishi) orasidagi ayirmaning absalyut giymat bo'yicha:
a) ikkidan kichik boiishi; b) ikkidan kichik bo‘Imaslik ehtimolini baholang.

Yechilishi. a) X orqali diskret tasodifiy migdorni - garalayotgan T vaqt
ichida ishdan chiggan elementlar sonini belgilaymiz. U holda

M{X)=np=10+0,056=0; D(x)=npqg=10-0,05+0,95=0,475.
Chebishev tengsizligidan foydalanamiz:

p\x-M{x}<e)>\-LL"-.
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Bunga nir)=0,5; D(x) =0,475, e =2 lami qo‘yib, quyidagini hosil
gilamiz: pI\X - 05/ <2)>1- =0,88.

b) \X-0,5] <2 va \X- 05>2 hodisalar garama - qarshi hodisalardir,
shuning uchun ularning ehtimollari yig'indisi birga teng. Demak,

P(\X - 0,5>2)< 1- 0,88=0,12.

2-misol. Tanga 1000 marta tashlanayapti. «Gerb» tushishining
chetlanish chastotasining ehtimoli uning kelishini ehtimolidan 0,1 oz
boMganini quyidan baholang.

Yechilishi. Bunda n=1000, p =q=~, ¢ =01 quyidagi tengsizlikdan

J T__p ce{I
I n

foydalanib, quyidagini hosil gilamiz

m oo Is-<12/D
1000 2’1 1000 00T 40

m

1<O,1 tengsizlik, quyidagi 400 <m <600 qo‘ish tengsizlikka
1000 2
teng kuchlidir, ya’ni (400, 600) oraligda gerbning tushish ehtimoli *

kattadir.
3-misol. x diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan
berilgan:

X 03 06
P 02 08

Chebishev tengsizligidan foydalanib, \X -M (x] <0,2 ni baholang.
Yechilishi. x migdorning matematik kutilishi va dispersiyani topamiz:

268



M (x)= 0,30,2+0,6+0,8=0,54;
d{x )=m{x2)-\m(x]\2=
=(0,32¢0,2+ 0,2+ 0,62+0,8)- 0,542 = 0,0144

Ushbu shakldagi Chebishev tengsizligidan foydalanamiz:

P<\x-M{x}<e)>I-"P
s

Bunga M (x)=054, d(x)=0,0144, =0,2 ni qo‘yib, uzil - kesil
quyidagini hosil gilamiz:

A x - 054/ <0,2)>1- °'0144-= 0,64.
4 0,04

4-misol. Qutida 1000 ta oq va 2000 ta qora shar bor. 300 ta shar
(gaytarishi bilan) tasodifan olindi. Olingan sharlar orasida m oq sharlar
quyidagi ikki karrali tengsizlikni 80 <or<120 ganoatlantirishining ehtimolini
quyidagicha baholang.

Yechilishi. Ikki karrali tengsizlkni quyidagicha yozish ham mumkin

- 20<0r-100 < 20, ¥ok| TS %6“"3 =

. . . .. ..m 1 . ..
Shunday qilib, quyidagi tengsizlikni 300~ 3 <E ehtimolini baholash

talab etiladi, ya’ni e =— va P\ L
15 v300 3 15 300 1/225 6

5-misol. 100 bir - biriga bog‘liq bo‘Imagan tajribada x tasodifiy
miqdoming x,,x2,...x10 qiymatlari topildi. Uning matematik kutilishi
Joo >
m (x )= 10 va dispersiyani D{x)=1 £x, /100 hodisaning kuzatilayotgan
V-0 >
o‘rta arifmetigi va uning matematik ehtimolining fargini absolyut
giymatining ehtimolini quyida baholang.
Yechilishi. Quyidagi tengsizlikdan foydalanamiz
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Masala shartigako‘ra v =100, M(X)=10. D(x)=1e= unda

\
P «XX,- 1100-10X- >1- 1 =24
;100 (1/4)* 25"

Shunday qilib, izdanayotgan ehtimol 0,96 katta.
Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Yoritish tarmog‘iga 20 ta lampochka parallel ulangan. T vaqt ichida
lampochkaning yonish ehtimoli 0,8 ga teng. Chebishev tezligidan foydalnib,
T vaqt ichida yongan lampochkalar bilan shu vaqt ichida yongan
lampochkalarning o‘rtacha soni (matematik kutilishi) orasidagi ayirmaning
absolyut giymati: a) uchdan kichik bo‘lish; b) uchdan kichik bo‘Imaslik
ehtimolini boholang.

2. Har bir sinovda hodisaning ro‘y berish ehtimoli % ga teng. Agar 800
ta sinov o‘tkaziladigan bo‘lsa a hodisaning ro'y berish soni x ning 150
gacha bo‘lgan oraligda yotish ehtimolini Chebishev tengsizligidan

foydalanib baholang.
3.x diskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni bilan berilgan:

1 2 3
P 03 02 05

Chebishev tengsizligidan foydalanib, P\X - m (x\ <JIOL, ni baholang.
Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1l.a) ®r-16|<3)>0,36; b) /pr-16|>3)<0,64.
2. PAX - 200)<50)>1-150/502=0,94
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18.12-amaliy mashg‘ulot.
Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorlar va ularning tagsimoti

1-misol. Diskret ikki o‘Ichovli tasodifiy migdoming ehtimollari
tagsimoti berilgan:

Y\X 3 10 12
4 0,17 0,13 0.25
5 0,10 0,30 0,05

X va Y ni tashkil etuvchilaming tagsimot qonunlarini toping.
Yechilishi. Ehtimollami “ustunlar bo‘yicha” qo‘shib, X ning mumkin
bo‘lgan giymatlarining ehtimollarini hosil gilamiz:

p(3)=0,17+0,10=0,27; p(10)=0,13+0,30=043;
p(12) =0,25+ 0,05=0,30.

X tashkil etuvchining tagsimot qonunini yozamiz:

310 12
pi 027 043 0,30

Tekshirish: 0,27+0,43+0,30=1
Shunga o‘xshash ehtimollami “satrlar bo'yicha” qo‘shib Y tashkil
etuvchining tagsimot gonunini topamiz:
Y, 4 5
pi 055 045

Tekshirish: 0,55+0,45=1
2-misol. Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdoming
fsinx-siny, 0<x<a72, 0<v<W 2 bo'Xganda,

F(x.y) =\ .
[ 0, x<0yoki y<0 bo'Xganda

integral ~ funksiya  bilan  berilgan.  (X,Y) tasodifiy = nuqgtaning
x=0,x=8-/4, y =7i/6, y =>/3 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan to‘g‘ri
to‘rtburchakka tushish ehtimolini toping.
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Yechilishi. Ushbu formuladan foydalanamiz:

P(ic, <X <x2, yx<Y <y2)=[F(x2y2- F(x,,y2)]-

Bunda x, =0, x2=7i!4, yt=,1/6, y2=n/3 deb, quyidagini hosil gilamiz:
. n . .
:Ism—- esinOsin—
P 1L 4 3
. Ao.n . N
sin— sin---- sin—
6 6
3-misol. Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorning

F(xy) = 1-3 1-3 *+3 x¥y, x>0,y >0 bo'lganda,
0, x<0 yoki y<0 bo'lganda.
integral funksiya bilan berilgan. Sistemaning differensial funksiyasini
toping.
d2R (xmy)
My

Yechilishi.  Ushbu formuladan foydalanamiz: f(x\y) =

Xususiy hosilalarni topamiz:
— =(3x-3 ) °In3, — =3-xy<In23.
ax axny

Shunday qilib, izlanayotgan differensial funksiya

f(x.y) _\\3~x~y mn23, x>0, jy>0 bo'lganda,
’ [0, x<O yoki y <0 bo'lganda.

Tekshirish.

Inl3+) | 3_r-dxdy = In23+J 3xcbeja~ydy = In23e— —= 1.
00 00 In 3
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Diskret ikki o‘lchovli tasodifiy migdoming ehtimollari tagsimoti
berilgan:
Y\X 26 30 41 50
23 0,05 0,12 0,08 0,04
2,7 0,09 0,30 011 0,21

X va Y tashkil etuvchilaming tagsimot gonunlarini toping.

2. Diskret ikki oMchovli tasodifiy migdoming ehtimollari tagsimoti
berilgan:
YYX 2 3 4
5 0,10 0,30 0,20
7 0.06 0,18 0,16

X va Y tashkil etuvchilaming tagsimot gonunlarini toping.
3. Ikki oichovli tasodifiy migdoming

\fl-2~* -2~y +2~xy, x>0, y>0 bo'lganda,

F{x,y}=
{xy) 0, x<0yoki y<0 bo'lganda.

integral  funksiya  bilan  berilgan. (X,Y) tasodifiy nugtaning
x=I,x=2,y=3 y=5 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan to‘g‘ri
to'rtburchakka tushish ehtimolini toping.

4. 1kki o‘Ichovli tasodifiy migdoming

F~x A_j(l-e“r)0-T2), x>°y >0 bo'lganda,
0, x<0 yoki >><0 bo'lganda.

integral funksiya bilan berilgan. Sistemaning differensial funksiyasini toping
5. (x.f) tasodifiy miqdorlar sistemasining differesial funksiyasi

berilgan: f{x,y)=-"~— — 1. Ikki o‘lchovli tasodifiy migdoming

integral funksiyasini toping.
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6. (X,Y) tasodifiy miqdorlar sistemasining differesial funksiyasi

berilgan: f(x,y)=" c ——C o‘zgarmasni toping.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning javoblari

1.
26 30 41 50
pi 014 042 019 0725
yJ 1,3 2,7
pi 029 071
2.

Xi 2 3 4
P, 0,16 0,48 0,36

Ve 5 7
Pi 06 04

3. P=3/128.4. /{x,y) =\*e" X2¥ X—°’y-OA01ea" ’
[0, x<0 yofa’ y<0 bo'Xganda.

=

y
5Ko rsatma. Ushbu formuladan foydalaning: F(x;y)= J J f(x;y)dxdy.

F(*,,h(£-*rc,gU O£ » «* 8§+
6. Ko rsatma. Ushbu formuladan foydalaning: j j f(x;y)dxdy =1.
2. Ikki oMchovli diskret tasodifiy migdor tashkil etuvchilari

ehtimollarining shartli tagsimot gonunlari
1-misol. Ikki o‘Ichovli diskret tasodifiy migdor berilgan:

Y\X *1=2 *9=5 x3=8
>1=0,4 0,15 0,30 0,35
2=‘_’|8 0,05 0,12 0,03
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1) Tashkil etuvchilaming shartsiz tagsimot gonunlarini toping; 2) X
tashkil etuvchining Y tashkil etuvchi y,= 0,4 giymat gabul giladi, degan

shartda shartli tagsimot qonunini toping; 3) X =x2=5 shartda Y ning shartli
tagsimot gonunini toping.
Yechilishi. 1) “Ustunlar bo‘yicha” ehtimollami jamlab, X ning
tagsimot gonunini topamiz:
X, 2 5 8
pi 0,20 042 0,38

Ehtimollami “satrlar bo‘yicha” jamlab, Y ning tagsimot gonunini
topamiz:
y 04 08
pi 080 0,20

2) Y tashkil etuvchi yt=0,4 giymat gabul giladi degan shartda X ning
mumkin boTgan giymatlarining shartli ehtimollarini topamiz:

PPi.J'i), 045 ,. 3.
p(y,)/ '6,%(9 Ié
( u P(x2,¥)_ 0,30 _3.

By~

Piyt) 080 16

X ning izlanayotgan shartli tagsimot gonunini yozamiz:

Xi 2 5 8
P(X\y,) 3/16  3/8 7/16

Tekshirish. 3/16 +3/8+7/16=1
3) Shunga o‘xshash Y ning shartli tagsimot gonunini topamiz:

Vi 04 08
p(X\x2) 5/7 27

Tekshirish. 5/7+2/7 =1
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Ikki o ‘Ichovli diskret tasodifiy miqdor berilgan:

YYX 3 6
10 0,25 0.10
14 0,15 0,05
18 0,32 0,13
a) Y =10 shartda X ning shartli tagsimot qonunini toping; b) X =6
shartda Y ning shartli tagsimot gonunini toping.
Javobi. a)
xt 3 6
P(X10) 5/7 2/7
b)

v/ 10 14 18
piy1*2 514 5/28 13/28

2. Ikki o‘Ichovli diskret tasodifiy migdor berilgan:

Y\X 3 6 8
12 0,10 0,30 0,20
14 0,06 0,18 0,16

Y =12 shartda X ning shartli tagsimot gonunini toping;

Javobi.
3 6 8

p(X[12) 16 12 U3

18.13-amaliy mashg‘ulot.
Korrelyasiya momenti va korrelyasiya koeffitsiyenti

1-misol. X va Y diskret tasodifiy migdorlar tagsimot qonuni berilgan.

1 2 3
1 0,16 0,12 0,08
2 0,28 011 0.25
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Qliyldagilami toping: 1) M(X), M(Y) matematik kutilishlarni;
h  /'("). =<K) dispersiyalarini; 3) a(x\(r(Y) o‘rtacha kvadratik
tInlimn .liliimi; 4) Kyy korrelyasiya momentini; 5) korrelyasiya
tin IllIslycntini

\ <iliilishi. 1) Berilgan X wva Y diskret tasodifiy miqgdorlarning
HIHIriiutliK kulilishini aniglaymiz:

WYV) X  +*pR+x,p,3+x2p2 +x2p2+X2p2=

1 016 110,12 +10,08 +2-0,28 +2 0,11+ 2-0,25 = 1,64,

U(Y) * V>, +y{p2i +Y2P2+Y2P22+Y3Pn +x3Pn =
1 0.16+1+0,28 +2-0,12+2 0,11+ 3 0,08 +3m0,25 = 1,89.

‘I I 11111 Berilgan X va Y diskret tasodifiy migdorlarning D (x\ D(Y)
llI»|H4i|y;il.iiini hisoblaymiz:
iH)-i i (x,-M(x)fPv=
1 >1

(I 1.64)2-0,16+(I-1,64)2-0,12 +0-1,64)2-0,08+
117 164<+0,28+(2- 1,64)2 011+ (2- 1,64)20,25=
- 0,40% 0.36 +0,1296 +0,64 = 0,2304,

M- 00 (Vy-M (Y)}Pij =

M I\

- (I 289) 0,16+ (1- 1.89)2¢0,28 + (2- 1,89)2+0,12 +

I(;* 189y 011+(3-1,89)?2-0,08+(3-1,89)2 0,25=

- 0.NJ1 0.44+0,0121 0,23 +1,2321+0,33 = 0,7579.

) 1yl 1>{X), D(Y)dispersiyalarni hisoblaymiz:
/UX) =m (x 2)- W(X)]2=1m0,36 + 220,64 - (1,64)2=0,2304,
NK=m (y2)- IW(r)]2=12+0,44 + 220,64 + 310,33 - (1,89)2=

4,33-3,5721 =0,7579.
N*»'( V), <t(K) 0‘rtacha kvadratik chetlanishlarni topamiz:
Mo V)- =V0,23204 = 0,48, cr(Y)=Jd(y)="0,7579 =0,87.

11 iinul. Kxr korrelyasiya momentini hisoblaymiz:

Kn )(I /ZI (xi~Mix)iyj-M\Y))p(x,,yj) =
C -
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=(1-1,64) (1-1,89) ®,16+ (1-1,64) «(2-1,89) 0,12+
+(1-1,64) +(3-1,89) 0,08 + (2-1,64) *(1-1,89) 0,28 +
+(2-1,64) «(2-1,89) «0,11+ (2-1,64) *(3-1,89) «0,25 =
=-0,64 +(-0,0404) + 0,36 +0,0404 = 0,0404.

2- usul. Kxy korrelyasiya momentini hisoblaymiz:
KXT=M(XY)~ M (X) sM(Y) =
=1e1¢0,16+1¢20,12+1 880,08 + 2 120,28 + 2 ¢2 «0,11 +
+29340,25-1,64 s,89=3,16- 3,0996 = 0,0404.
Ko‘rinib turibdiki 2 usul bilan hisoblash soddaroq.
5) xr korrelyasiya koeffitsiyentini hisoblaymiz:

ya’ni rxy » 0,1
2-misol. X va Y uzluksiz tasodifiy miqdorlar sistemasi quyidagi zichlik
funksiyasi bilan berilgan:

bu yerda D={(x,y):0<x<\, 0<>><I}. Quyidagilami toping: 1) ¢
koeffitsiyentni; 2) M(x\ m(y) matematik kutilishlarini; 3) D(X), d(y)
dispersiyalarini; 4) <m(x), <r(y) o'rtacha kvadratik chetlanishlarini; 5)XJT
korrelyasiya momentini; 6) r,, korrelyasiya koeffitsiyentini.

Y echilishi.l) ¢ koeffitsiyentni ushbu

I \foytix<fy =1

normal shartdan topamiz. £)={(x,"):0<x<I, 0<y<1} sohada
f(x,y)=c (y-xy) bo‘lganligi uchun, bundan
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2) 2= {(x>):0<jc< ], 0<><I} sohaning tashqgarisida berilgan funksiya
f(x,y)=0. Endi X va Y uzluksiz tasodifiy migdoming M(x), M(y)
matematik kutilishlarini topamiz:

M(X)= J Jxf(x,y)dxdy =3J4xy(\ - x)dxdy =4jx(I- x)*Jydy =

=4 —(x-x2o&=2f— Il 2-—=—
Efﬂ)&/ ’)?& ,2 6 3

M{Y)= J \yf{x,y)dxdy = Jy4y(l - x)dxdy = 4j (I —)dx\y2dy =

. 1 4 i=2

=4j(l-x>&"- x o .
We&TbA S ) "3 23

3) 1- usul. D(x\ d{y) dispersiyalarini topamiz:

0(x)= § I [x-M(O)Hx.y)dxdy =] | x2(x,y)dxdy-[M(x)f,

= |f (X*\) ] ~ =4)0- x\x-u 2dx\ydy =
—4\K/¢Vx2 x+ﬁdx— 6(—|UX2 BN +--XI+ x2 (5)dx—

2(=x3- —x2+—x—x4) =1
9 18 9 4 "0 18

2- usul. D(x), d(y) dispersiyalarini topamiz:

D(X)= 1 x2,(x)N-[N/(x)]2=1x2.2(1-x)c&-TN1 =



Bu yerdan ko‘rinib turibdiki 2-usul yordamida D(x), D{y)
dispersiyalarini topish yengilroq.

4) X va Y uzluksiz tasodifiy migdorning a (x\ o(y) o‘rtacha kvadratik
chetlanishlarini (9) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

cr(x)=ffix) =j* * 0236, = = 0,236.

5) X va Y uzluksiz tasodifiy migdorning KXY korrelyasiya momentini
ushbu

Ko, =\ 1 (x-M(X)(y-M(y))f(x,y)dxdy

—0 —@

yoki

Kxy =J \ xyf(x,y]ldxdy-M(X) M(y)

—00 —00

formulalardan foydalanamiz. Ikkinchi formuladan foydalanamiz:

Kxr=\\ xydy(}.-x)dxdy-]-~ =\\{x-x2)ix\y2d y -~
33

2 3J 9 36 9

6)rxr korrelyasiya koeffitsiyentini hisoblaymiz:

K-XY _ 0 Q
** cr(x)cr(Y) 0,236 0,236

Demak, 2-xossaga asosan, X va Y uzluksiz tasodifiy miqdorlar
bog‘ligmas.
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Mustagqil ishlash uchun misol va masalalar
1. X va Y diskret tasodifiy miqgdorlar tagsimot qonuni berilgan:

Y 0 1
X
0 0,12 0,18
1 0,28 0,42

Quyidagilami toping: 1) M{X), M(Y) matematik kutilishlami;2)
D(x), D{Y) dispersiyalarini;3) cr(x),cr(Y) o‘rtacha kvadratik
chetlanishlami;4) Kxr korrelyasiya momentini;5) r,, korrelyasiya

koeffitsiyentini.
2.1 va Y diskret tasodifiy migdorlar tagsimot qonuni berilgan:

Y 10 20 30
X
20 3A A 0
40 2A 4A 2A
60 A 2A 5A

Quyidagilami toping: 1)A koeffitsiyentni;2) M(X), M(Y) matematik
kutilishlami; 3) D (x\ D(Y) dispersiyalarini;4) &(x). c{ly) o0°‘rtacha
kvadratik chetlanishlami;5) rXy korrelyasiya koeffitsiyentini.

3.X va Y uzluksiz tasodifiy miqdorlar sistemasi quyidagi zichlik
funksiyasi bilan berilgan:

fc2-x2-y 2,(x,y)e D,
M .4
bu yerda
D=\x,y)\x2+y2<c2}(c>0).

Quyidagilami toping:

1) ¢ koeffitsiyentni; 2) M (x\ m{y) matematik kutilishlarini;

3) D (x\ D(y) dispersiyalarini; 4) cr(x). a(Y) o‘rtacha kvadratik
chetlanishlarini; 5)Kxr korrelyasiya momentini; 6) rXY Kkorrelyasiya
koeffitsiyentini.
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4. X va Y uzluksiz tasodifiy miqgdorlar sistemasi quyidagi zichlik
fc-sinfy +x), (x,y)e D,

/A
funksiyasi  bilan  berilgan: f(x,y)=< AR
y gan: f(x.y) [0 Ex.yj<tD.

bu yerda

D=j(x,_y):0<x<”, 0<y<y |.Quyidagilami toping:

1) ¢ koeffitsiyentni; 2) m (x \ m (y) matematik kutilishlarini;

3) D(x), D(y) dispersiyalarini; 4) cr(x\ fy) o°‘rtacha kvadratik
chetlanishlarini; S)Kxr korrelyasiya momentini; 6) korrelyasiya
koeffitsiyentini.

Mustagqil ishlash uchun misol va masalalarning
javoblari

1. 1) M(X) = 0,7, M(Y)=0,6 ;2) D(A™) = 0,21 D(K) = 0,24;3)
a{x)~0,46<t(f)« 0,49;4) Kxr=0;5)r,, =0.

2. 1'l=~ 2) WX) =2, M(Y)=A\; 3) Z2)(X)=56, D(Y)=259; 4)
<t(X)* 7,48, <t 16,09 ;5) = 0,56.
3.cdl]:2) MOOO=-M(>)=0;3) £>(x)=D(r)="L=;

Hv(x)=a(Y)="jzZ '5)Kxy =0;6) ~ =0.
4. 1) c=" 2 AMOO=",M(y)=1;3) d(*)="-+]-2,

D(N=T +f" 2;4) *x4 T +5-Zayd T +5~2

5)Kxr =8;'~)6~/1 -; 6) “-°>2454-
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18-bob bo‘yicha amaliy mashg‘ulotlarni mustahkamlash
uchun nazorat topshiriglari

18.1-masala. Quyidagi X diskret tasodifiy migdor tagsimot gonuni
bilan berilgan.1) Tagsimot funksiyasi f(a) ni toping va uning grafigini
chizing. 2) x diskret tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalari M (x),
d(x ) va cr(x) lami hisoblang.

18.1.1
12 20 29 34
P 01 03 0,2 0,4
18.1.2.
X 24 26 38 40
03 01 0,2 04
18.1.3.
X 20 26 34 38
P 02 04 03 01
18.1.4.
24 30 38 40
p 02 04 01 03
18.1.5
22 22 30 34
P 03 01 0.2 04
18.1.6.
44 46 48 50
P 01 03 0.2 04
18.1.7.
X 24 28 34 36
P 01 04 03 0.2
18.1.8.
34 36 38 42
P 03 0.2 0,4 01
18.1.9
12 16 18 22
P 04 03 0.2 01
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18.1.10.

18.1.11.

18.1.12.

18.1.13.

o X

18.1.14.

18.1.15.

18.1.16.

18.1.17.

18.1.18.

18.1.19.

18.1.20.

o X

18.1.21.

18.1.22.

< X

18
04

22
0,4

54
0,2

42
03

14
0,3

24
01

25
01

12
0.2

26
0,5

28
0,3

26
0,3

24
03

[

25
01

26
0,2

56
01

46
01

16
01

26
04

30

02

26
03

16
04

36
01

30
0,2

29
01

26
02
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38
0,2

34
03

58
0,4

49
0.2
04

29
03

35
03

28
01

28
0,2

38
0,2

36
0,4

34
0,2

38
01

40
03

38
01

60
0.3

54
0,4

20
0,2

32

. 02

40
0,4
0,4

30
01

48
0,2

42
44
0,4

40
0,4



18.1.23.

X 26 29 32 36

p 0.2 0,3 0,4 01
1.24.

\% 44 46 58 62

p 0,1 0.2 04 03
.1.25.

X 32 36 38 42

P 0,3 0,1 0,2 0,4
.1.26.

X 58 60 68 70

P 03 02 L 01 r o4 J

18.2-masala. Quyidagi X tasodifiy migdor F(x) tagsimot funksiyasi
I>ilan berilgan bo‘lsa, quyidagilami toping: 1) zichlik funksiyasi /(x) ni; 2)
N uzluksiz tasodifiy migdoming sonli xarakteristikalari M(X), d(x), a(x)
vu ehtimoli P(0,2<X <0,7) lami hisoblang.

o, Xx<0 bo'lganda,
18.2.1. F(x)-~ sinx 0<x<">2 bo'lganda,

1 x>"  bo'lganda.

x<0 bo'lganda,

18.2.2. F(x) = 0<x<5 bo'lganda,

0
X
T
] x>5 bo'lganda.
0, X < - bo'lganda,
18.2.3. F(x) = 1l+sinx, - ”~>2<x<0 bo'lganda
] x>0 bo'lganda.

0, X<-~>2 bo’lganda,
18.2.4. F(x)= cosx - §”<x<0 bo'lganda.
] x>0 bo'lganda.
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18.25. F(x) =

0, x<0 bo'lganda,

sinx, 0<x<y” bo'lganda,

1, x>">2 bo’lgawrfa.

0, x<0 bo'lganda,

18.2.6. F(x)=m"  0<x<3 bo'lganda.

18.2.7. F(x) =

18.2.8. F(x) =

18.2.9. F(x) =

18.2.10. F(x)

18.2.11. F(x)

1, x>3 bo'lganda.
o, x<0 bo'lganda,

0<x<7 bo'lganda,

49’
u x>7 bo'lganda.
0, x<0 bo'lganda,

2sinx, 0<x<” bo'lganda,
1, X>IV  bo'lganda.
0, x<0 bo'lganda,
-—CZZOS-, 0<x<n bo'lganda,

1, x>n bo'lganda.
0, x<%IC bo'lganda.

*C0S2X, ” <x<n bo'lganda,

1, x>n bo'lganda.
0, x<0 bo'lganda,

:ml—cosx, 0<x<™>2 bo'lganda,

1 x>n/1 bo'lganda.
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18.2.12.

18.2.13,

18.2.14.

18.2.15.

18.2.16.

18.2.17.

18.2.18.

18.2.19,

F:0)=

F(x) =

F(x) =

F{x) =

F(x) =

F(x) =

F(x) =

F(x) =

0, Xx<0 bo'Xganda,
0<x<2 bo'Xganda,

1 X>2 bo'Xganda.
0, x<0 bo'Xganda,

N4 -Nj, 0<x<4 bo'Xganda,

X >4 bo'Xganda.

o

x<0 bo'Xganda,

0<x<9 bo'Xganda,

= el

X>9 bo'Xganda.

x<I bo'Xganda,
I<x<2 bo'Xganda,

X>2 bo'Xganda.

o B X O
:
=

x<0 bo'Xganda,
x4, 0<x<I| bo'Xganda,
1 x> bo'Xganda.

0, Xx<0 bo'Xganda,
5x4+3x, 0<x< bo'Xganda,

1 X>Y$ bo'Xganda.
0, X<0 bo'Xganda,
% 0<x<8 bho'Xganda,
1, X>8 bo'Xganda.
0, X <—1 bo'Xganda,

mj(x+1), -1<x<” bo'Xganda,

1 X > bo' Iganda.
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18.2.20.

18.2.21.

18.2.22.

18.2.23.

18.2.24.

18.2.25.

18.2.26.

0, x<0 bo'lganda,

F(x)= -j=sin3x, 0<x< bo'lgam/a,
1, X>N/) bo'lganda.

0, x<0 bo'lganda,

F(x) = mifx, 0<x<I bo'lganda,
1, x >1 bo'lganda.

0, x<4 60'lganda,
F(x) = -InT 4<x<4e bo'lganda,

1, X > 4e bo'lganda.

0, x<0 bo'lganda,
F(x)="* 0<x<3 bo'lganda,

1 x>3 bo'lganda.

0, x<0 bo'lganda,

F(x) =msindx, 0<x<” bo'lganda,
1, x> " [ fco'lganrfa
0, x<| bo'lganda,

F(x) ®0,5(x2- x), 1<x<2 io’lgawda,
0, x>2 bo'lganda,

0, x<0 bo'lganda,
F(x) msin5x, O0<x<*Ao bo'lganda,

1 x>/{q bo'lganda
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1-ilova

i _fl
0>x(X)=~= e 2 funksiya giymatlarining jadvali
>X) N ya qiy gj

0 | 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
01 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
03 3814 0802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
04 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
05 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
06 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3132 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
08 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
09 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
11 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
13 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
14 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
15 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
17 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
18 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
19 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

1- ilovaning davom,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
20 00540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
21 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
22 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
23 0283 0277 0270 0264 0258 0252 (0246 (0241 0235 0229
24 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
25 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
26 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
28 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
29 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3,0 00044 0042 0042 0040 0038 0038 0037 0036 0035 0034
31 0033 0031 0031 0030 0028 0028 0027 0026 0025 0025
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3a 0024 0022 0022 0022 0020 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0016 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
34 0012 0012 0012 0011 0010 0010 0010 0010 0009 0009
35 0009 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0007 0009
36 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
38 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 0002
39 0002 0002 0002 (002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

2 —ilova
1 %— . . S .
d(x)=-j= Te2dzfunksiya giymatiningjadvali
bl2n8

X P(x) X d(x) X D(x) X d(x)
0,00 0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315
0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340
0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365
0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389
0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2517 1,00 0,3413
0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 101 0,3438
0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461
0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 0,3485
0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508
0,09 0,0359 041 0,1591 0,73 0,2673 1,05 0,3531
0,10 0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 0,3554
011 0,0438 043 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577
0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599
0,13 0,0517 0,45 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621
0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10  0,3643
0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 111 0,3665
0,16 0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3668
0,17 0,0675 0,49 0,1879 081 0,2910 113 0,3708
0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 03729
0,19 0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749
0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770
0,21 0,0832 0,53 0,2519 0,85 0,3023 1,17 0,3790
0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 118  0,3810
0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19 0,3830
0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 120  0,3849
0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 121 0,3869
0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883
0,27 0,1064 0,59 0,2224 091 0,3186 1,23 0,3907
0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 124  0,3925
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0,29
0,30
031

1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
131
1,32
133
134
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
141
1,42
143
1,44
1,45
1,46
147
148
1,49
1,50
151
152
153
154
155
1,56
157
1,58

0,1141
0,1179
0,1217
(x)
0,3962
0,3980
0,3997
0,4015
0,4032
0,4049
0,4066
0,4082
0,4099
0,4115
0,4131
0,4147
0,4162
0,4177
0,4192
0,4207
0,4222
0,4236
0,4251
0,4265
0,4279
0,4292
0,4306
0,4319
0,4332
0,4345
0,4357
0,4370
0,4382
0,4394
0,4406
0,4418
0,4429

0,61
0,62
0,63

1,59
1,60
161
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
171
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
181
1,82
183
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
191

0,2291
0,2324
0,2357
D(x)
0,4441
0,4452
0,4463
0,4474
0,4484
0,4495
0,4505
0,4515
0,4525
0,4535
0,4545
0,4554
0,4564
0,4573
0,4582
0,4591
0,4599
0,4608
0,4616
0,4625
0,4633
0,4641
0,4649
0,4656
0,4664
0,4671
0,4678
0,4686
0,4693
0,4699
0,4706
0,4713
0,4719
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0,93
0,94
0,95

1,92
19
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,02
2,04
2,06
2,08
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30
2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48

0,3238
0,3264
0,3289
B(x)

0,4726
0,4732
0,4738

0,4744
0,4750
0,4756
0,4761

0,4767
0,4772
0,4783

0,4793

0,4803

0,4812
0,4821

0,4830
0,4838
0,4846
0,4854
0,4861

0,4868
0,4875
0,4881

0,4887
0,4893
0,4898
0,4904
0,4909
0,4913

0,4918
0,4922
0,4927
0,4931

0,4934

125

2,50
2,52
2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68
2,70
2,72
2,74
2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,86
2,88
2,90
2,92
2,94
2,96
2,98
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00
4,50
5,00

0,3944

(%)
0,4938
0,4941
0,4945
0,4948
0,4951
0,4953
0,1956
0,4959
0,4961
0,4963
0,4965
0,4967
0,4969
0,4971
0,4973
0,4974
0,4976
0,4977
0,4979
0,4980
0,4981
0,4982
0,4984
0,4985
0,4986

0,49865
0,49931
0,499966
0,499841
0,499928
0,499968
0499997
0,499997



19-BOB. MATEMATIK STATISTIKA

19.1-8. Matematik statistikaning vazifalari.
Statistik tagsimot. Empirik tagsimot funksiyasi

19.1. Matematik statistikaning vazifalari. Statistika lotincha so‘z
bo‘lib, holat, vaziyat ma’nosini bildiradi. Statistika tabiatda va
jamiyatda uchraydigan hodisalarni o‘rganadi va ular bo‘ysinadigan
gonuniyatlami aniqlab, quyidagi vazifalami bajaradi.

Matematik statistikaning birinchi vazifasi-statistik ma’lumotlami
to‘plash va guruhlash usullarini ko ‘rsatish.

Ikkinchi vazifasi - statistik ma’lumotlami tahlil qilish metodlarini
tadgiqot masalalariga muvofiq holda ishlab chigish.

Matematik statistika yuqoridagi vazifalami bajarish mobaynida
shug‘ullanadigan ba’zi masalalami keltirib o ‘tamiz:

1) tasodifiy hodisa ro‘y berishi ehtimolining noma’lum qiymatini
baholash;

2) noma’lum tagsimot funksiyani baholash;

3) ko‘rinishi ma’lum bo‘lgan tagsimot funksiyasining noma’lum
parametrlarini baholash;

4) tasodifiy migdoming bir yoki bir necha tasodifiy miqgdorlarga
bog‘ligligini va bogMiglik darajasini aniglash;

5) statistik gipotezalami tekshirish.

Zamonaviy statistika fani noaniqlik sharoitida muammoning eng qulay
yechimini aniglab beradi.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi ilmiy va nazariy
xulosalar chigarish magsadida statistik ma’lumotlami to‘plash va ulami tahlil
gilish metodlarini yaratishdan iboratdir.

Bir jinsli obyektlar to‘plamini bu obyektlami xarakterlovchi biror bir
sifat yoki son belgisiga nisbatan o‘rganish talab qilinsin. Masalan, agar
obyektbiror xil detallar partiyasi boisa, u holda detaining sifat belgisi bo ‘lib,
uning standartligi, son belgisi bo‘lib esa detaining o'lchamiga xizmat qilishi
mumkin.

Ba’zan tekshirish yalpi o'tkaziladi, ya’ni to'plamdagi obyektlaming har
birini o'rganilayotgan belgiga nisbatan tekshiriladi. Lekin yalpi tekshirish
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amaliyotda nisbatan kam qo‘llaniladi. Masalan, to‘plam juda ko‘p
obyektlarni o‘z ichiga olgan bo‘lsa, u holda yalpi tekshirish o°‘tkazish
magsadga muvofig emas. Bunday hollarda to‘plamdan chekli sondagi
obyektlar tasodifiy ravishda olinadi va ular o‘rganiladi.

Tanlanma to'plam (bundan keyin tanlanma) deb umumiy to‘plamdan
tasodifiy ravishda ajratib olingan obyektlar to‘plamiga aytiladi.

Bosh to plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to‘plamiga aytiladi.

To‘plam (bosh to‘plam yoki tanlanma ) hajmi deb, bu to‘plamdagi
obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 500 ta detaldan tekshirish uchun 50 ta
detal olingan bo‘lsa, u holda bosh to‘plam hajmi n =500, tanlanma hajmi esa
n=50.

Bosh to‘plamdan olingan tanlanma bo‘yicha bosh to‘plam hagida hulosa
gilishga asoslangan usulga, tanlanma usul deb ataladi.

Tanlanmani ajratib olish ikki xil yo‘l bilan amalga oshirilishi mumkin:
obyekt ajratib olinib uning ustida kuzatish o‘tkazilgandan so‘ng, u bosh
to‘plamga qaytarilishi yoki gaytarilmasligi mumkin.

Takroriy tanlanma deb, shunday tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan
obyekt tajribadan so‘ng (keyingisini olishdan oldin) bosh to‘plamga
gaytariladi.

Takroriy bo ‘Imagan tanlanma deb, ajratib olingan obyekt kuzatishdan
so‘ng bosh to‘plamga qaytarilmaydi.

Odatda, ko‘p hollarda, qaytarilmaydigan tasodifiy tanlashdan
foydalaniladi. Tanlanmadagi ma’lumotlar bo‘yicha bosh to‘plamning bizni
gizigtirayotgan belgisi haqida yetarlicha ishonch bilan fikr yuritish uchun
lanlanmaning obyektlari bosh to‘plamni to‘g‘ri tasvirlashi zarur. Bu talab
gisgacha bunday ta’riflanadi: tanlanma reprezentativ (vakolatli) bo‘lishi
kerak. Odatda, tanlanmaning reprezentativligini ta’minlash uchun bosh
to'plam har bir elementining tanlanmaga tushish ehtimoli teng deb olinadi.

Amaliyotda tanlanma ajratib olishda turli usullardan foydalaniladi. Bu
usullarni 2 tipga ajratish mumkin:

1. Bosh to ‘plamni gism to‘plamlarga ajratmasdan tanlanma olish, bunda
oddiy tasodifiy: a) gaytarilmaydigan; b) qaytariladigan usullardan
foydalaniladi.

2. Bosh to‘plamni gism to‘plamlarga ajratib so‘ngra tanlanma olish,
Ininda bosh to‘plam: a) tipik; b) mexanik; v) seriyalab qism to‘plamlarga
ajratiladi, so‘ngra tanlanma ajratib olinadi.

Agar bosh to‘plamdan obyektlar bittadan tasodifiy ravishda olinib
lanlanma tanlansa, bu oddiy tasodifiy tanlash deyiladi.

293



Tipik tanlashda bosh to‘plamni uning ‘4ipik” xususiyatlarini e’tiborga
olgan holda gism to‘plamlarga ajratiladi, so‘ngra uning qism to‘p'amlaridan
tanlanma ajratib olinadi.

Mexanik tanlash bosh to‘plamni mexanik ravishda qism to'plamlarga
ajratiladi, so‘ngra uning gism to‘plamlaridan tanlanma ajratib olinadi.

Seriyali tanlash bosh to‘plamni gism to‘plamlarga seriyalab ajratiladi,
so‘ngra uning gism to‘plamlaridan tanlanma ajratib olinadi.

Odatda, ko‘p hollarla, tanlanma ajratib olishda yugoridagi usullardan
aralash foydalaniladi, ya’ni ko‘rsatilgan usullardan birgalikda foydalaniladi.
Masalan, bosh to‘plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalarga ajratiladi, keyin
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

19.2. Empirik tagsimot funksiyasi. Bosh to ‘plamdan tanlanma olingan
boMsin. Bunda tanlanmaning x qiymati n, (/=12..) marta kuzatilgan va

1Tn, = n bo‘lsin. Kuzatilgan x, giymatlar variantlar, variantlaming ortib yoki
i

kamayib borish tartibida yozilgan ketma-ketligi esa variatsion gator deyiladi.

Kuzatishlar soni-n chastotalar, ulaming tanlanma hajmiga nisbati esa w=~

-nisbiy chastotalar deyiladi
Tanlanmaning statistik tagsimoti deb, variantalar va ularga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalar ro‘yxatiga aytiladi:

X0 X X ..oxk X X, X2 .. xt
n:n o wo. rk .Y Wr. IV, W, .. W, ..

Shunday qilib, tagsimot ehtimollar nazariyasida tasodifiy migdoming
mumkin boMgan qiymatlari va ulaming ehtimollari orasidagi moslikni,
matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar va ulaming chastotalari
yoki nishiy chastotalari orasidagi moslikni bildiradi.

Faraz gilamiz, x -son belgining chastotalar statistik tagsimoti ma’lum
boMsin. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: mx-x belgining * dan Kkichik
giymatlari kuzatilgan kuzatishlar soni; n-umumiy kuzatishlar soni.

M a’lumki, x <x hodisaning nisbiy chastotasi: —I_I.Agar x 0‘zgaradigan

boMsa, u holda, nisbiy chastota ham o‘zgaradi.

Demak, H nisbiy chastota x ning funksiyasidir.

19.2.2-ta’rif. Tagsimotning empirikfunksiyasi (tanlanmaning tagsimot
funksiyasi) deb har bir * giymat uchun x <x hodisaning nisbiy chastotasini
aniglaydigan F’(x)funksiyaga aytiladi.
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Demak, ta’rifga ko‘ra,

n

bu yerda n - tanlamaning hajmi, nx-x dan kichik bo‘lgan varianlar soni.

Bosh to‘plamning F(x)-tagsimot funksiyasi nazariy tagsimot
funksiyasi deb ataladi. Empirik funksiya FA(x) X<x hodisaning nisbiy
chastotasini, nazariy tagsimot funksiya F(x) esa x<x hodisaning ro‘y
berish ehtimolini aniglaydi. /,(x) funksiya uchun F(x) funksiyaning
barcha xossalari o'rinli. Empirik taqsimot funksiyasi, tagsimot
funksiyasining barcha xossalariga ega:

1°. 0<F*(x)< 1

2°. £’(x) matonat kamayadigan funksiya.

3°. Agar X eng kichik varian va xt eng katta varianta bo‘lsa, u holda

«, . fOx<x bo'lganda,
F..(x)=
[1, x >xkbo'lganda

bo*ladi.
Shunday qilib, tanlanmaning empirik tagsimot funksiyasi bosh
to‘plam nazariy tagsimot funksiyasini baholash uchun xizmat qgiladi.
Hagigatan ham, Bemulli teoremasiga asosan, limsa(|/ (w)- /='(n)|<s) =1i.

Demak, tanlanmaning empirik tagsimot funksiyasidan bosh to‘plam
nazariy (integral) funksiyasining taxminiy ko‘rinishi sifatida
foydalanish mumkin.

19.3. Poligon va gistogramma

19.3.1-ta’rif. Chastotalar poligoni deb kesmalari
(K* /1?,) ®2, n2\...,(xI nk) nugtalami tutashtiruvchi siniq chiziqqa aytiladi.

Chastotalar poligonini yasash uchun absissalar o‘giga x” lari,
ordinatalar o‘giga esa ularga mos n, chastolarni qo‘yamiz. So‘ngra (x* n.)

nuqtalarni kema - ket tushirib chastotalar poligonini hosil gilamiz.
19.3.2-ta’rif. Nisbiy  chastotalar poligoni deb kesmalari

JW2\...,(x'k Wk) nugtalarini tushiruvchi siniqg chiziqqga aytiladi.
Nisbiy chastotalar poiligonini yasash uchun absissalar o‘giga x* lami,
ordinatalar o‘giga esa mos ravishda W, nisbiy chastotalarni go‘yamiz.
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So‘ngra (x',Wt) nuqtalari ketma - ket tushirib, nisbiy chastotalar poligonini
hosil gilamiz.
19.3.3-ta’rif. Chastotalar gistogrammasi deb asoslari h uzunlikdagi

integvallardan, balandliklar esa F.izl,k dan iborat bo‘lgan to‘g‘ri

to‘rtburchaklardan tuzilgan pog‘onasimon shaklga aytiladi.
19.3.4-ta’rif. Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb, asoslari h
n
uzunlikdagi integvalardan, balandliklari esa o i=Tk dan iborat
n
bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan tuzilgan pog‘onasimon shaklga aytiladi.
Ta’rifga ko‘ra nisbiy chastotalar gistogrammasining yuzi

ekanini ko'ramiz.

Ravshanki, agar nisbiy chastotalar gistogrammasining uchlarini sillig
chiziq bilan tutashtirib chigsak, bu chizig tagriban X belgining tagsimot
funksiyasiga mos keluvchi tagsimot zichligining grafigini aks ettirishni
ko‘ramiz.

Agar tanlanma hajmini ortirib, intervalga uzunligi h ni nolga intiltirsak,
tagsimot zichligining grafigiga borgan sari yahinlashamiz.

19.2-8. Tagsimot parametrlarining statistik baholari.
Baholarga go‘yiladigan talablar

19.4. Taqsimot parametrlarining statistik baholari. Baholarga
go‘yiladigan talablar. Variatsion qatorning ba’zi xarakteristikalari.
M a’lumki, matematik statistika masalaridan biri tanlanmadan bosh to‘plam
tagsimot tunksiyasining xarakteristikalari hisoblangan noma’lum parametrlar
uchun statistik baholar o‘matish edi. Bu masala ganday hal gilinishini ko‘rib
chigamiz.

Faraz gilamiz, bosh to‘plamning son belgisini o ‘rganish talab gilinayotgan
va belgining tagsimot funksiyasi nazariy mulohazalar asosida aniglangan
bo‘lsin. Bu tagsimotni aniglaydigan noma’lum parametrlami baholash
masalasini ko‘rib chigaylik. Masalan, bosh belgi, to‘g‘rirog‘i o‘rganilayotgan
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belgi bosh to‘plamda normal tagsimlanganligi oldindan ma’lum bo‘Isa, u holda
matematik kutilmani va o‘rtacha kvadratik chetlanishni baholash, ya’ni taqribiy
hisoblash zarur, chunki bu ikki parametr normal tagsimotni to'liq aniglaydi,
agar belgi Puasson tagsimotiga ega deyishga asos bo‘lsa, u holda bu tagsimotni
aniglaydigan A>0 parametmi baholash, ya’ni taqribiy hisoblash zarur.

Odatda, tadgiqotchi ixtiyorida tanlanma asosida olingan ma’lumotlar,
masalan, tanlanma son belgisini n marta kuzatish natijasida olingan x,,x2,...x,,
giymatlar bo‘ladi. Demak, baholanayotgan belgining bahosi xuddi shu
ma’lumotlar orgali ifodalanishi kerak.

Tanlanmadagi giymatlami erkli x~x”-.x,-tasodifiy miqdorlar
deb garab. nazariy tagsimot noma’lum parametrining statistik bahosini topish
uchun kuzatilayotgan tasodifiy miqdoriar orgah shunday funksiya topish
kerakki, u baholanayotgan parametming taqribiy giymatini bersin. Masalan,
normal tagsimotning matematik kutilishini baholash uchun ushbu

- X X1+t X,
tl

funksiya xizmat giladi.

Shunday qilib, nazariy tagsimot noma’lum parametming statistik bahosi
deb kuzatilgan tasodifiy migdorlardan tuzilgan funksiyaga aytiladi.

Statistik baho baholanayotgan parametming yaxshi bahosi bo‘lishi uchun
u ma’lum bir talablami ganoatlantirishi lozim. Quyida mana shu talablami
ko‘rib chigamiz.

Bosh to‘plam H¥*)-nazariy tagsimot funksiyasining B parametri
noma’lum bo‘lib uning statistik bahosi 9’ bo‘lsin. Bosh to‘plamdan olingan
n hajmli tanlanma bo‘yicha 8" baho topamiz. Tajribani takrorlaymiz, ya’ni
bosh to‘plamdan yana n hajmli tanlanma olib 8r bahoni topamiz. Tajribani
ko‘p marta takrorlab, 6 sonlar ketma-ketliginini hosil gilamiz,
umuman olganda, sonlar har xil bo‘ladi. U holda O bahoni
tasodifiy miqdor, BPK....B,, sonlami esa uning mumkin bo‘lgan giymatlari
sifatida garash mumkin.

B* tasodifiy migdoming M(B')-matematik Kkutilmasini hisoblaymiz.
m(B') va B noma’lum parametr giymatlarini tagqoslasak ular orasida:

1) m(8')<B\2) e; 3) m(8")>s.

munosabatlardan biri albatta o‘rinli bo‘ladi. Matematik kutilmasi
baholanayotgan parametrga teng bo‘lmagan statistik bahoni ishlatish
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sistematik xatolarga olib keladi. Shu sababli, 8" bahoning matematik ku-
tilmasi baholanayotgan parametrga teng boMishini talab qilish tabiiy holdir.

Demak, M(s') =8 talabga rioya gilish sistematik xatolardan saqglaydi.

19.4.1-ta’rif. Agar bosh to‘plamdan ixtiyoriy hajmli tanlanma olinganda
ham o' bahoning matematik kutilmasi baholanayotgan 0 parametrga teng,
ya’ni M(ff)=e, bo‘lsa, u holda g baho siljimagan baho deb ataladi, aks holda
8" siljigan baho deyiladi.

19.4.2-ta’rif. Agar 8' baho va B8 noma’lum parametrlar uchun
limM(o') =0 munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda o' baho asimptotik siljimagan

baho deb ataladi.

Ammo shuni ham ta’kidlash kerakki, siljimagan baho har doim ham
baholanayotgan parametrga yaxshi yaqginlashadi deb hisoblash xato bo‘ladi.
Darhagigat, 8" ning mumkin bo‘lgan giymatlari uning o‘rtacha qiymati
atrofida ancha tarqoq joylashgan, ya’ni D(0')-dispersiyasi anchagina katta
bo‘lishi mumkin. U holda /-tanlanmadagi ma’lumotlar bo‘yicha topilgan B’
-baho O-o‘rtacha giymatdan va demak baholanayotgan B parametrdan
ancha uzoglashgan bo‘lishi mumkin.

0' ni B ning tarqgibiy giymati sifatida gabul qilib, katta xatoga yo‘l
go‘ygan boMar edik. Shu sababli, statistik baholarga effektivlik talabi
go‘yiladi.

19.4.3-ta’rif. Agar B\es' bahoning dispersiyasi eng Kkichik, ya’ni
inf D{0") =8, bo‘lsa, u holda 6’ effektiv baho deb ataladi.

Umuman olganda, effektiv baho mavjud bo‘Imasligi ham mumkin.
19.4.4-ta’rif. Agar B', %(i=12..) baholar va B noma’lum parametrlar

’ -B)2 .
uchun Iim--M-{-(-l-a--(-)E’-’-X-%---’-)EI-Iz-E-)--)‘ =1munosabat o rinh bo Isa, u holda o' baho

asimptotik effektiv baho deb ataladi.
Juda katta hajmli (n yetarlicha katta boMganida) tanlanmalar garalganda

statistik baholarga asoslilik talabi go‘yiladi.

19.4.5-ta’rif. Asosli baho deb baholanayotgan parametrga n-10> da
ehtimol bo‘yicha yaqginlashadigan o' bahoga aytiladi, ya’ni iimp{J<9‘-0[>£-J =0
, bu yerda c>o-yetarli darajada kichik son.

Agar bahoning dispersiyasi /1->co da nolga intilsa, u holda bunday baho
asosli ham bo‘ladi.
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Agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan -giymatlari
turli bo‘lsa, xs-bosh to plam o rtachasi

—  Xi+x2+..+x,, 1y n\
N Nt ¢ K}

formula bilan topiladi; agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan
xxx2,..,xk-giymatlari mos ravishda NI,N1,..,Nk chastotalarga ega bo‘lib,

n]+n2+..+ni=n bo‘lsa:

—  XINI+xN2+..+xINt 1 f Dy
P n ah '" ,

Bosh to'plamning kuzatilayotgan x belgisini tasodifiy migdor sifatida
garasak, uning matematik kutilmasi uchun M (X)=xs tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar n hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan xxx1,...x_-giymatlari turli
bo‘lsa, Xr-tanlanma o 'rtacha

- = Al+Xr+ . +Xa=1_£ (3)
n nt?

formula bilan topiladi; agfir n hajmli tanlanmaning mumkin bo‘lgan
x1,x2,...xi -qiymatlari mos ravishda chastotalarga ega bo‘lib,

n+nj+...+=nbo‘lsa:

- =m+Vt+m+Vhx.ij, (4)
n n~i

Bosh to‘plam o‘rtachasi-M£¥) ning statistik bahosi sifatida

XX+ X 1§'X yoki %‘:ﬁ'lqc'_”;t':fﬂﬁ ]L o

XT=

n  n~
-tanlanma o'rtacha gabul gilinadi. XT siljimagan baho
ekanligiga, ya’ni M(xT)=M(X) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. xT ni xT
-tasodifiy miqgdor, x,X2..X,-variantalami erkli, bir xil tagsimlangan
X,,x2...,xn tasodifiy miqgdorlar sifatida garaymiz. Bu miqdorlar bir xil
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tagsimlanganligi uchun ular bir xil son xarakteristikalarga, jumladan bir xil
matematik kutilmaga ega: a=M(X,). Bir xil tagsimlangan tasodifiy

miqdorlar arifinetik o‘rtacha qgiymatining matematik kutilmasi ulardan
bittasining matematik kutilmasiga teng, ya’ni

MX~T)=my X' = i>=M(X}) =a.

xtx2...xn miqgdorlarning har biri va bosh to‘plamning X
belgisi  (uni ham tasodifiy miqdor sifatida qgaraymiz) bir xil
tagsimotga ega  ekanligini e’tiborga  oladigan bo‘lsak, bu
miqgdorlarning va bosh to‘plamning sonli xarakteristikalari bir xil degan
xulosaga kelamiz. Shunday qilib, m(xT=a=m(x). U holda xT bosh

to‘plam matematik kutilmasi uchun siljimagan baho ekan.
Ma’lumki, katta sonlar gonuniga (Chebishev teoremasi)asosan ixtiyoriy
kichik e>0 son uchun

lMPANT-A/(J:7)j<Ej = limP~x,. -aj< =1,

ya’ni n ortishi bilan * -tanlanma o‘rtachasi bosh to‘plam matematik
kutilmasiga ehtimol bo‘yicha yaqinlashadi. Bundan esa, x1 baho a uchun
asosli baho bo‘lishi kelib chigadi.

Agar bosh to‘plamdan ancha katta hajmli bir nechta tanlanmalar olinib
har birining tanlanma o ‘rtachalari topiladigan bo‘lsa, ular o‘zaro taqriban teng
bo‘ladi. Bu tanlanma o'rtachaning turg'unlik xossasi deyiladi.

Agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin bo‘lgan x*-giymatlari

turli bo‘lsa, bosh to "plant dispersiyasi

L\X)s D,,=\.Y ix VBl (5)
Al

formula bilan topiladi; agar N hajmli bosh to‘plamning mumkin boMgan
x1,x1,....X,, -giymatlari mos ravishda NI,N1,..,Nk chastotalarga ega bo‘lib,

w+nr2+...+nrl=sr bo‘lsa:



a. W _**)*, (6)

Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishi
ar(X)s (7a= @)

formula bilan aniglanadi.
Agar u hajmli tanlanmaning mumkin boMgan g ¢ ,,” ,-giymatlari turli

boMsa, tanlanma dispersiyasi
CKX"Dr =6 (*,-")2 (8)

formula bilan topiladi; agar u hajmli tanlanmaning mumkin boMgan
X2 -qiym atlari mos ravishda nl,n2..nl chastotalarga ega boMib,

n,+«2+...+«t =1 boMsa:

A_:T%b(f1(*1_*r)2_ (9)

19.4.6-misol. Tanlanmaning

4 8 11
n:5 10 5

statistik tagsimoti bo‘yicha uning dispersiyasini toping.
Y echilishi. (4) formuladan foydalansak: xr=7,75. Dispersiyani hisoblash
uchun (9) formuladan foydalanamiz. U holda

5u4- 7,75)2+10+(8- 7,75)2+5m11- 7,75)2 70,3125+0,625+70,3125 2 Q625
T~ 20 ~ 20

Dispersiyani hisoblashda (5), (6), (8), (9) formulalar noqulay, shu
sababli, dispersiya va matematik kutilmalaming xossalaridan foydalanib,
dispersiyani hisoblash uchun qulay boMgan quyidagi formulani keltirib
chigarish mumkin:
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X nx nixXf
D=x2-(X)\X =-i-m x22-A— . 10
X2- (X)\X =-i - X N (10)

Bosh to‘plam dispersiyasi uchun baho sifatida tanlanma dispersiyasi
DTzi/lY:'(x,-ch)z ganday baho bo‘lishini ko‘rib chigamiz. Qulaylik uchun
i
m=M(X), a2=DB belgilashlar kiritib olamiz.
2= =-£0,-/9)2
nm' nwm n~r
_ﬂ(x,. —T)Z:“_(tx l—T)+ﬁ(Xr-T)2: 7_';\ nr,-mo)2-

A
_n(F—T)(ﬁ—T)n +(XT- Tz = T]'IH Lom)2-(je.. -7a)2.

Agar N(*”-m)2=£>(%)=-|_?f belgilashni e’tiborga olsak,

M(a2) =—m['*x,-T)2\-M(xT-TY =0f-—of =
noo(«f J n n

Demak, tanlanma dispersiyasi- DT bosh to'plam dispersiyasi D, uchun

siljimagan baho boMolmas ekan, shu sababli, bosh to‘plam dispersiyasi uchun
siljimagan statistik baho sifatida

Dr (11)

-“tuzatilgan” dispersiya olinadi.
Bosh to‘plam o‘rtacha kvadratik chetlanishining bahosi sifatida

s=J-"-JDT - “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish olinadi.

Shuni alohida ta’kidlash keraki, s siljimagan baho bo‘la olmaydi,
shuning uchun uni “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish deb ataymiz.

19.4.7-eslatma. ,£|,.z-|_>|’m(,qc,-")2 va s2=
M

Y n,(x,-x")2 formulalar
»-1bl

maxrajlari bilan farglanadi. U holda n ning katta giymatlarida tanlanma
dispersiyasi va “tuzatilgan” dispersiyalarning fargi juda kam bo‘ladi. Shu
sababli, “tuzatilgan” dispersiyadan 5<30 hajmli tanlanmalarda foydalanish
tavsiya etiladi.
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19.4.8-eslatma, Agar tanlanmaning variatsion qatorida

variantalaming qiymatlari katta sonlardan iborat bo‘lsa, u holda x

variantadan u,=bzb.-shartli variantaga o‘tish orgali u,-variantalari kichik
c2

sonlardan iborat yangi variatsion qator hosil gilinadi, so‘ngra yangi tanlanma

uchun w, va DT@) lar topiladi. Oldingi tanlanmaning xr,DT(x)

xarakteristikalarini topish uchun XT=car +cl va dt(x)=Addt(u) formulalardan

foydalaniladi.

Matematik statistika va uning tatbiglarida variatsion gatoming tanlanma
o'rtachasi vatanlanma dispersiyasidan tashqari boshqa xarakteristikalari ham
ishlatiladi. Shulardan ba’zilarini keltiramiz.

Eng katta chastotaga ega bo‘lgan varianta moda deb ataladi va MO kabi
belgilanadi.

Mediana deb, variatsion qator variantalarini son jihatidan teng ikki
gismga ajratadigan variantaga aytiladi va Mt kabi belgilanadi. Variantalar
sonining juft yoki toqligiga karab, mediana quyidagicha aniglanadi.

fxY agar «=24+1]

i X. +Xbl
1 2 a8 7

Variatsiya qulochi R deb eng katta va eng kichik variantalar ayirmasiga
aytiladi:

Variatsiya qulochi variatsion qator targoqligining eng sodda
xarakteristikasi bo‘lib xizmat giladi.

Variatsion qator tarqogligining yana bir xarakteristikasi sifatida
o 'rtacha absolyut chetlanish B ham ishlatiladi.

Variatsiya koeffitsienti v deb tanlanma o‘rtacha kvadratik
i'lii-tlanishining tanlanma o ‘rtachasiganisbatini foizlardagi ifodasiga aytiladi:
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Variatsiya koeffitsienti ikkita yoki undan ortiq variatsion gatorlaming
tarqogliklarini taqqoslash uchun xizmat qiladi: variatsion gatorlardan
variatsiya koeffitsienti katta bo'lgani ko‘proq tarqoqlikka ega bo‘ladi.

Misol. Quyidagi
a1 3 6 16
n: 4 10 5 1

tanlanma uchun m,,m,, r,9,v -xarakteristikalarni hisoblaymiz.

M, =M. =3; «=15;
4-1+10-3+5-6 +1-16 20 4_||_1-4|,;r 10 [3-4|+5 &6-4|+I 16-4|

46>=—F-—- oL 3 F---- 1=2,2
4+10+5+1 20 20
4 (1-4)’ +10m3-4)r+5-(6-4)2+1M16-4)2 "~ =U4 m% =gQI%
1 20 4

19.3-8. Nuqtaviy va intervalli baholar.
Ishonchli intervallar

19.5. Nugtaviy va intyervalli baholar. Ishonchli ehtimol va ishonchl
intyerval. Normal tagsimotning noma’lum paramyetrlari uchun
intyervalli baholar. Faraz gilaylik, bosh to‘plam x belgisining tagsimot
funksiyasi F(x,0) bo‘lib, B noma'lum parametr bo‘lsin. Bosh to‘plamdan
olingan tanlanmaning kuzatilgan giymatlari x,,x2...x,, bo‘lsin.

19.5.1-ta’rif. Tanlanmadan tuzilgan ixtiyoriy L(:AX2...,Xj funksiyaga
statistika deyiladi.

Nuqtaviy baholashda tagsimot funksiyaning noma’lum B parametri
uchun shunday statistika qidiriladiki, L(xt,xi,...Xj ni B parametr
uchun taqribiy giymat deb olinadi. Bu holda t(x,,xr,.,xn) statistika B
parametrning bahosi deyiladi.

19.5.2-ta’rif. Agar noma’lum parametr bitta B son bilan baholansa, u
holda bu baho nuqtaviy baho deyiladi.

Yuqorida tanishgan statistik baholar: tanlanma o‘rtachasi, tanlanma
“tuzatilgan” dispersiyasi, moda, mediana, variasiya qulochi va boshqalar

nuqtaviy baho hisoblanadi.
Tajribalar soni juda katta bo‘lsa, nuqtaviy bahoning qiymati odatda
noma’lum parametrga yaqin bo‘ladi. Ammo, kuzatishlar soni kam bo‘lsa, B
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nuqtaviy baho va B parametr orasidagi farq sezilarli darajada bo‘lishi
mumkin. Bunday hollarda B parametrni baholash uchun intervalli
baholardan foydalanish magsadga muvofiq hisoblanadi.

19.5.3-ta’rif. Ikkita son (interval chetlari) bilan aniglanadigan baho
intervalli baho deb ataladi.

Intervalli bahoda bahoning anigliligi va ishonchliligi tushunchalarini
kiritishimiz kerak bo‘ladi. Buni quyida ko‘rib chigamiz.

Tanlanma ma’lumotlari asosida topilgan B -statistik xarakteristika B
parametrning bahosi bo‘lsin. B ni o‘zgarmas son deb faraz qilamiz.
Ma’lumki, Oning anigligi yuqori bo‘lgan sari \B-B\ ning giymati kamayib
boradi, ya’ni |6><%<<s (s>0) tengsizlikda s qancha kichik bo‘lsa, baho
shuncha aniq bo‘ladi. Shu sababli, 8 bahoning aniqligi deb ataladi.

Statistik usullar B baho \e-e\<s tengsizlikni ganoatlantirishini gat'iy

tasdiglay olmaydi, balki bu tengsizlik bajarilishining gandaydir vy

ehtimolligi hagida xulosa gila oladi.
\o-e\<s tengsizlikning bajarilish ehtimoli y B parametrning 8 baho

bo'yicha ishonchliligi(ishonchlilik ehtimoli) deyiladi. Bu erda,
p{\o-B\<B}=y. Ko‘p hollarda, ishonchlilik oldindan beriladi. Masalan,

0,95; 0,99; 0,999 va hokazo.
p~e-e\<s}=y ehtimollikni quyidagicha yozib olamiz:

p(e-s<e<e+s)=r. 1)

Bu munosabatni quyidagicha tushunish kerak: (e-s,o+s} interval B

noma’lum parametrni o‘z ichiga olish (qoplash) ehtimoli y ga teng.
(e-s,0+s) interval noma’lum parametrni berilgan y ishonchlilik bilan

goplovchi ishonchlilik intervali deb ataladi.
19.5.4-eslatma, (e~s,e+s) interval tasodifiy chetki nuqtalarga ega,

chunki turli tanlanmalar uchun 0 ning qiymatlari turlicha bo‘ladi. Shu
sababli, tanlanma o‘zgarsa (B-Sj+S) intervalning chetki nuqtalari ham
o‘zgaradi.

Ishonchlilik intervallarni topish ganday amalga oshirilishi bilan
normal tagsimot gonuniga bo‘ysinuvchi tasodifiy migdorlar misolida
tanishib chigamiz.
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Bosh to‘plamning x belgisi normal tagsimlangan bo‘lsin. Ma’lumki, bu
tagsimotni ikkita parametr: a va  aniqlaydi. Faraz qilamiz ulardan biri, <r-
o‘rtacha kvadratik chetlanish, ma’lum ikkinchisi, a-matematik kutilma,
noma’lum boisin. Bu tagsimotning matematik kutilmasi a uchun ishonch
intervalini y ishonch bilan 5 aniqlikda topamiz.

Tanlanma o‘rtachasi » ni xT tasodifiy migdor sifatida garaymiz. x

belgi normal tagsimlanganligi sababli tanlanma o‘rtacha ham normal
tagsimlangan bo‘ladi. shu bilan birga, XT ning parametrlari quyidagicha:

2

M(XT)=a; D(XT)=— .
p’™T-a\<8}=y munosabat o‘rinli bo‘Isin.U holda

P[\X-a\<5) =2<b{"

formuladan foydalanib, x m XxT bilan < ni esa a(Y)=y/ bilan

almashtirsak quyidagi munosabatni hosil gilamiz:

/>LM-a)<*) =2 d ~) =240, @)

bu yerda t="~~. Bundan s =:1b bo‘ladi. U holda (2) quyidagi ko‘rinishni

oladi:
PALL -a\<-~ =29(D), yoki PATT A =<a<TT+ "N =24(1). 3)
Shunday qilib, ishonch intervali ~ ni 7r ga almashtirganimizdan so‘ng
fe—. ~_dan iborat bo‘ladi. Bundan . tasodifiy interval
\ " yjn yjn) \'  yn yin)

a parametmi y =2&(r) ehtimol bilan ~J aniglikda qoplashi kelib chigadi.
*Jn

(3) dan quyidagi xulosalami chigaramiz: tanlanma hajmining ortishi
baholash aniqgligi oshishiga olib keladi; agar y ishonchlilik orttirilsa, t
parametr ortadi va bu esa baholash aniqligi kamayishiga olib keladi.
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19.5.5-misol. X tasodifiy migdor normal tagisimlangan bo‘lib uning
o'rtacha kvadratik chetlanishi er=3. Tanlanma hajmi «=36 va bahoning
ishonchliligi / =0,95 bo‘lsin. Noma’lum parametr a-matematik kutilmaning
T, -tanlanma o'rtacha bo‘yicha ishonchlilik intervallarini toping.

Yechilishi. Jadvaldan  foydalanib / ni topamiz, ya’ni
240 =0,95=>d(0=0,475=>/=1,96. Bahoning aniqligi:s=-"=i"1=0,98. U
nln n/36

holda ishonchlilik intervali: (xr-0,98; XT+0,98).

Berilgan 7=0,95 ishonchlilikni quyidagicha tushunish kerak: agar
yetarlicha ko‘p sondagi tanlanmalar olingan bo‘lsa, u holda ularning 95%i
shunday ishonchli intervallami aniqlaydiki, bu intervallar parametmi
hagigatan ham o°‘z ichiga oladi; 5% hollardagina parametr interval
chegarasidan tashqgarida yotishi mumkin.

19.5.6-eslatma Agarmatematik kutilmani oldindan berilgan 8 aniglik
va y ishonchlilik bilan baholash talab gilinsa, u holda bu aniglikni beradigan
tanlanmaning minimal hajmi

formuladan topiladi.

Bosh to:plamning x belgisi normal tagsimlangan va uning a-
matematik kutilmasini n,.-tanlanma o‘rtachasi orgali baholashda o--o‘rtacha
kvadratik chetlanish noma’lum boisin. U holda

Xt-t(r,")-\;z<a<xT+I(y,nglir;‘. (5)

interval a uchun ishonch intervali bo‘lib xizmat giladi. Bu yerda n -
“tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik chetlanish; t(y,n) esa berilgan n va y
bo‘yicha maxsus jadvaldan topiladi. Bundayjadvallar ehtimollar nazariyasi va
matematik statistikaga oid adabiyotlarda beriladi.

19.5.7-misol. Bosh to‘plamdan a= hajmli tanlanma olingan va
quyidagi statistik tagsimot tuzilgan:

X,:

-2 123 45
n. 212221
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Bosh to‘plamning x belgisi normal tagsimlangan bo‘lsa, uning a-
matematik kutilmasi uchun XT bo‘yicha 7=0,95 ishonchlilik bilan ishonchli
intervalni toping.

Yechilishi. Tanlanma o ‘rtachasini va “tuzatilgan” o‘rtacha kvadratik
chetlanishni mos ravishda quyidagi formulalardan topamiz:

U holda: xt1=2 s=2,4. Jadvaldan y= 095 va n=iolargamos t(y,n)=2,26
ni topamiz. Topilganlami (5) ifodaga qo‘yib: 0,3< a< 3,7 ishonchli intervalni
hosil gilamiz. Bu interval noma’lum a-matematik kutilmani y=095
ishonchlilik bilan qoplaydi.

Bosh to‘plamning o‘rganilatgan x son belgisi normal tagsimlangan
bo‘lsin. Uning <r-o‘rtacha kvadratik chetlanishi uchun tanlanma
ma’lumotlari bo'yicha y ehtimol bilan ishonch intervali topish talab qilinsin.

Ma’lumki, tanlanmaning ;.- “tuzatilgan” dispersiyasi u2-bosh to‘plam
dispersiyasi uchun siljimagan bahodir. Shu sababli, o--paremetmi v orgali
baholaymiz. Buning uchun

=  yoKi P(s-S<<7 <s+s)=y

munosabat bajarilishini talab gilamiz. Tayyor jadvaldan foydalanish uchun
s-8<o<s+s (o‘shtengsizliknitengkuchli

tengsizlik bilan almashtiramiz. q=5s belgilashdan so‘ng
s(1-?2)<CT<s(l+g), (*<l) (6)
ishonch intervalini hosil gilamiz. Agar q>1 bo‘lsa ishonch intervali quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:
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0<<T<i(l+g).

buyerda g-n va y bo'yicha maxsus jadvaldan topiladi.

19.5.8-misol. Bosh to‘plamning x son belgisi normal tagsimlangan va
a4=50 hajmli tanlanmaning “tuzatilgan” dispersiyasi: 5=15 bo‘lsin. <r-
noma’lum parametmi /=095 ishonchlilik bilan qoplaydigan ishonch
intervalini toping.

Yechish. Jadvaldan «=50 va y=0,95 giymatlargamos ?=0,2i ni topamiz.
Bu yerda g<1 bo'lgani uchun (6) tengsizlikdan foydalanib, 1,i85<a-<1,815
ishonchlilik intervalini topamiz.

19.4-8. Funksional, statistik va korrelyatsion bog‘lanishlar.
Korrelyatsion jadval. Korrelyasiya nazariyasining ikki
asosiy masalasi

19.6. Funksional, statistik va korryelyatsion bog‘lanishlar. Shartli
o‘rtacha. Korryelyatsion jadval. Ryegryessiya tanlanma tyenglamasi va
tanlanma chizig‘i. Korrelyasiya nazariyasining ikki asosiy masalasi.
Kundalik faoliyatimizdagi ko‘pgina amaliy masalalarda, tajribalarda
o'rganilayotgan y belgining (tasodifiy miqdoming) bitta yoki bir nechta
boshqga belgilarga (tasodifiy miqdorlarga) bog‘ligligini aniglash va baholash
talab gilinadi. Awalam bor Y belgining bitta x tasodifiy migdorga
bogMigligini o ‘rganamiz.

Ikki belgi funksional bog‘lanish bilan, yoki statistik bog‘lanish bilan
bog‘langan, yoki urnuman erkli bo‘lishi mumkin.

19.6. 1-ta’rif. Agar x belgining har bir mumkin bo‘lgan giymatiga y
belgining bitta mumkin bo‘lgan qgiymati mos kelsa, u holda Y xtasodifiy
migdoming funksiyasi deyiladi va Y=f(X) kabi belgilanadi.

19.6. 2-misollar. 1. x diskret tasodifiy miqgdoming tagsimoti:

X 2 3
p 06 04m

Y X2 funksiyaning tagsimoti topilsin.
Yechilishi. Y ning mumkin boMgan giymatlarini topamiz: >,=4 y2=9.
1) holda Yning taqsimoti:
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r 4 9
p 06 04"

2. x uzluksiz tasodifiy migdor normal tagsimlangan bo‘lib, M(X)=a=2
va <r(jf)=0,5 bo‘lsa, y=3x+1 chizigli funksiyaning zichlik funksiyasini
toping.

Yechish. Y ning sonli xarakteristikalarini topamiz:

M(Y)=3-2+1=7, cr(Y)=30,5=15.

(TS
152x

Funksional bog‘lanishlar anig va tabiiy fanlar: matematika, fizika,
ximiya va boshqa fanlarda aynigsa yaqqol kuzatiladi.

Masalan, termometrdagi simob ustunining balandligi x havo harorati y
hagida aniq va bir giymatli ma’lumot beradi; aylana radiusi R va uning
uzunligi ¢ orasida c=2nR geometriyadan ma’lum boigan formula bilan
aniglangan funksional bog‘lanish mavjuddir.

Iqgtisodiy jarayonlarda, umumanjamiyatning boshga sohalarida tasodifiy
belgilar orasida gat’iy funksional bog‘lanish kamdan-kam uchraydi. Buning
asosiy sabablaridan biri belgilarga ta’sir etuvchi faktorlaming xilma-xilligi va
tasodifiyligidir. Bu holatda belgilar orasidagi moslik statistik bog‘lanish
bo‘lishi mumkin.

19.6.3-ta’rif. Agar migdorlardan birining o ‘zgarishi ikkinchi migdor
tagsimotining o‘zgarishiga olib kelsa, u holda bu ikki miqdor orasidagi
bogManishga statistik bog‘lanish deyiladi.

Masalan, agar r(z,,z2v;,v2) va X(z,,z2ul,u?) (zf"t/,-tasodifiy faktorlar)
lar berilgan bo‘lsin. Bu holda y va x lar orasidagi bog‘lanish statistik
bogianish deyiladi, chunki ularning har biri bog‘liq bo‘lgan tasodifiy
faktorlar ichida umumiylari: z,,z2 va umumiy bo‘lmaganlari: K ut (¢=12)

U holda Y ning zichlik funksiyasi: g(y)=

bor. Statistik bog‘lanishni matematik ifodalash murakkab, shu sababli uning
xususiy hollaridan biri hisoblangan korrelyatsion bog‘lanish bilan tanishib
chigamiz.

19.6.4-ta’rif. Agar bir-biriga statistik bog‘lanishda bo‘lgan ikki
miqdordan birining o°‘zgarishi ikkinchi miqdor o‘rtacha giymatining
o0°‘zgarishiga olib kelsa, u holda bunday statistik bog‘lanish korrelyatsion
bog'lanish deb ataladi.
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Bir-biri bilan korrelyatsion bog‘lanishda bo‘lgan tasodifiy miqgdorlarga
misollar keltiramiz.

1 Mehnat unumdorligi x vajami ishlab chigarilgan mahsulot Y;

2 Yig‘ib olingan hosil migdori Y va ishlatilgan o‘g‘itlar migdorix ;

3 Jami mahsulot miqdori x va korxonaning ish haqi fondi y;

4 Sarflangan kapital mablag‘lar x va shu mablag‘lardan olingan sof
foyda Y;

5 Korxonaning texnika bilan qurollanganlik darajasi x va mehnat
unumdorligi ko ‘rsatkichi Y.

Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, korrelyatsion bog‘lanishni
matematik ifodalash, ya’ni y=f(x) ko‘rinishda yozish, uchun shartli
0 'rtacha tushunchasini kiritishimiz kerak.

19.6.5-ta’rif. x =x qgiymatga mos Kkeluvehi Y ning kuzatilgan
giymatlarining arifimetik o ‘rtachasini y, -shartli o ‘rtacha deb ataymiz.

Xuddi shunday usulda  -shartli o‘rtacha tushunchasi ham aniglanadi.

19.6.6-ta’rif. Y=y qiymatga mos keluvehi x ning kuzatilgan
giymatlari arifmetik o ‘rtachasini xy-shartli o ‘rtacha deb ataymiz.

19.6.7-misol. x migdorning jo=5 qiymatiga r miqgdorning
=6, y2=7, y3=8 qgiymatlari mos keldi. jT=?

lishi. v, = >+ JB¥T+8

Y echilishi. VA—n 3 ==y .

Agar x va y tasodifiy miqgdorlar (belgilar) ustida kuzatishlar
o'tkazilgan bo“lib, kuzatishlar natijalari mos ravishda

x,y,), (2y2....... (XY, lardan iborat boMsa, u holda x va Y orasidagi
bogManishni (munosabatni) ushbu jadval ko'rinishida ifodalash mumkin.

X * xn
Y2 Y.

Agar yuqoridagi jadvalda jc va yi lar turli giymatlarini gabul qgilsa, u
holda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanmaymiz.

Agar kuzatishlar soni ko‘p, ya’ni xt giymat nx marta, yt giymat nr
marta, (x,yt) juftliklar my marta takrorlanishi mumkin bo‘lsa, u holda

yuqgoridagi jadval o‘rniga korrelyatsion jadval yoki korrelyatsion panjara
deb ataluvchi jadval hosil bo'ladi. lar mos ravishda xi,yJ,(xl,y/)



laming chastotalari deyiladi. =m, belgilash kiritib quyidagijadvalni hosil

gilamiz. Buyerda J X =or>>
u | . i

Bu holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan foydalanishimiz zamr.

Korrelyatsion panjarada shartli o‘rtacha topilishiga doir misol ko‘rib
chigamiz.

19.6.8-misol.Berilgan jadvaldan foydalanib, tanlanma shartli o‘rtacha-
y, nitoping.

S 3 4 6 7 8 ny
8 5 3 : 8
12 3 4 5 4 2 18
15 3 6 2 14

8 10 8 10 4 6=

3 4 6 7 8 r
Y
8 5 3 - - - 8
12 3 4 5 4 2 18
15 - 3 3 6 2 14
"% 8 10 8 10 4 n=30
i 95 11,7 13125 138 135
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Belgilar orasidagi korrelyatsion munosabatlar (bog‘lanishlar) to‘g‘ri,
leskari, to‘g‘ri chizigli va egri chizigli bo‘lishi mumkin. Masalan, to‘g‘ri
korrelyatsion bogManishda belgilardan birining ortishi (kamayishi)
boshgasining o‘rtachasi ortishiga (kamayishiga) olib keladi, teskari
bog‘lanishda esa aksincha va hakozo.

Masalan, daraxtning yoshi x ortib borishi bilan daraxtdagi xalgalar
soni y ortib boradi, havoning harorati x pasayishi bilan nafas olish tezligi
Y kamavadi va h.k.

Y ning x ga korrelyatsion bog‘ligligi deb, y, shartli o‘rtachaning x ga
funksional bog‘lanishiga aytiladi: ¥Y»&f(x). Bu tenglama y ning x ga
regressive! tanlanma tenglamasi (ba’zida Y ning Xx ga regressiya
tenglamasi), /(*) funksiya esa y ning x ga tanlanma regressiyasi ( ba’zida
regressiya funksiyasi) deb ataladi. Bu tenglama grafigi esa Y ning X ga
regressiya tanlama chizig'i (ba’zida y ning x ga regressiya chizig‘i)
deyiladi.

X ning y ga regressiya tanlama tenglamasi va regressiya tanlama
chizig‘i ham yuqoridagiga o ‘xshash aniglanadi: Ty=<p(y).

Korrelyasiya nazariyasi belgilar orasidagi bog‘lanishni o‘rganish
jarayonida asosan quyidagi ikki masalani hal giladi.

1-masala. Belgilar orasidagi korrelyatsion bog‘lanish formasini aniglash,
ya’ni regressiya funksiyasining ko‘rinishini (chizigli, chizigsiz va h.k.)
topish.

Agar f(x) va <p(y) regressiya funksiyalarining ikkalasi ham chizigli
boMsa, u holda I va y belgilar orasidagi korrelyatsion bog‘lanish chizigli,
aks holda esa chizigsiz deyiladi.

2-masala. Korrelyatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniglash.

y belgining x belgiga korrelyatsion bog‘lanishiining zichligi x =x
giymatga mos Y ning mumkin bo‘lgan qiymatlari yz -shartli o‘rtacha atrofida
tarqoqligi darajasini baholaydi. Agartarqoqlik katta bo‘lsa, r belgiJ*belgiga
kuchsiz bog‘langanligidan yoki ular orasida bog‘liglik yo‘qligidan darak
beradi. Aksincha, kichik tarqoqlik belgilar orasida ancha kuchli (zich)
bog‘liglik borligini ko‘rsatadi.
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19.5-8. To‘g‘ri chiziqli regressiya tanlanma tenglamasi.
Eng kichik kvadratlar usuli.

19.7. Chizigli regressiya. Eng kichik kvadratlar usuli. To‘g‘r
chiziqli regressiya tanlanma tenglamasi parametrlarini topish. To‘g‘ri
chizigli regressiya tanlanma tenglamasi. Ma’lumki, korrelyatsiion
bog‘langan x va y belgilarning regressiya tanlanma tenglamasi

£=/00, yoki Iy=<()

ko‘rinishda yozilib, agar /(*) va <) regressiya funksiyalarining ikkalasi
ham chizigli bo‘lsa, u holda x va r belgilar orasidagi korrelyatsion
bog‘lanish chiziqli deb atalar edi. Biz mana shu chizigli korrelyatsion
bog‘lanishni atroflicha o'rganib chigamiz.

Buning uchun (xj) juftlikning sonli belgilari sistemasini o‘rganamiz.
Bunda ikki: 1) ma’lumotlar gruppalanmagan; 2) ma’lumotlar gruppalangan
hollarni alohida-alohida garashimiz kerak bo‘ladi.

1) Tanlanma ustida o‘tkazilgan n ta erkli tajriba natijasida olingan
ma’lumotlardan (x,y,),(X2y2),...,(xny” sonlar juftligi ketma-ketligini hosil
gilingan boiib, bu ma’lumotlarni gruppalash shart bo‘lmasin, ya’ni x
belgining turli x giymatlari va ularga mos y belgining y qiymatlari bir
martadan kuzatilgan bo‘lsin. Bunday holatda shartli o‘rtacha tushunchasidan
foydalanish shart emas. Shuning uchun izlanayotgan

yt=hc+b (1)

tanlanma regressiya to‘g‘ri chizig‘i tenglamasini quyidagicha yozishimiz
mumKkin

y =kx+b. )

Bu tenglamadagi burchak koeffitsientni pn bilan belgilab, uni y ning x

ga regressiya tanlanma koeffitsienti deb ataymiz. Shunday qilib, Y ning x
gato‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini

Y =Ppx+b (3)

ko‘rinishda izlaymiz.
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Bu tenglamadagi noma’lum p, va b koeffitsientlarni shunday

tanlashimiz keraki, natijada kuzatish ma’lumotlari bo‘yicha topilgan
o yD,x2yl),...,(\)y,,) nuqtalami xOy tekislikka joylashtirganimizda bu
nuqgtalar mumkin gadar (3) to ‘g ‘ri chiziq yaqin atrofida yotsin. Bunday talabni
bajarishdan oldin Y,-y, 0=12..n) ifoda bilan aniglanadigan chetlanish

tushunchasini Kkiritib olamiz, bu yerda r,-(3) tenglamadan kuzatilgan x
giymatga mos keluvchi ordinata; y, esa x, ga mos kuzatilgan ordinata.
Noma’lum pn va b koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, chetlanishlar

kvadratlarining yig‘indisi eng kichik, ya’ni m in,t%("-y()z, bo‘lsin (noma’lum

P,, va b koeffitsientlarni topishning bu usuli eng kichik kvadratlar usuli deb

ataladi).
Har bir chetlanish noma’lum p,, va b koeffitsientlarga

bog‘lig bo‘lgani uchun chetlanishlari  kvadratlari  yig‘indisining
funksiyasi £ ham bu koeffitsientlarga bog‘liq bo‘ladi:

RPY>B=YX-y.) =Z(/VS b~y m

Bu funksiyaning minimumini topish uchun noma’lum parametrlar
bo‘yicha £ ning xususiy hosilalarini hisoblab nolga tenglashtiramiz (hozircha
pv o‘miga p yozib turamiz):

A =2X(P+ii-xX=0, |[£ =25>+*-/1)=0.
i ub i=1

vP

Elementar almashtirishlar bajarib p va b ga nisbatan quyidagi
tenglamalar sistemasini olamiz:

Pl =B @)

.= bl

Bu sistemani yechib izlanayotgan parametrlami topamiz (ixchamlik
uchun i indekslami tushirib qotdiramiz):
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0 . "2>2y-E*X> (5)
- ’ "2Y -0»"’

Xuddi shu usulda x ning y ga regressiya to‘g‘ri chizigli tanlanma
tenglamasini topish mumkin.

(6)

2) Faraz gilamiz, kuzatish natijasida olingan ma’lumotlar ko‘p son

(kamida 50 ta kuzatish o‘tkazilishi kerak), ya’ni gruppalanadigan, boiib x
belgining x giymatiga va mos r belgining y giymati bir necha martadan
kuzatilgan bo‘lsin, ya’ni ma’lumotlar ichida takrorlanadiganlari ham bor, u
holda ular korrelyatsion jadval ko‘rinishida beriladi.

Quyidagi (soddalik uchun i indekslarni tushirib qoldiramiz):

Exy=mxy (*>v) juftlik nv marta kuzatilishi hisobga olingan)

ayniyatlardan foydalanib, (4) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib
olamiz:

(*)n +(«*)a= 1 X A
(X)py, +b=y.

(7
Bu sistemani p,, va 6ga nisbatan yechib, izlanayotgan regressiya

tanlama tenglamasini topamiz:
Y:=P>*X +b. (8)

Ammo (7) sistemaning yechimini topishdagi ba’zi bir hisoblashlami
yengillashtirish maqgsadida (8) tenglamani y uchun ham yozib:

Y=Py*+b, (9)

chunki (xy) nuqta ham (8) tenglamaning yechimi bo‘ladi, (8) va (9)
tenglamalardan tenglamalar sistemasi hosil gilamiz va yangi sistemadan
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Y.,-Y =P, (*-x) (H0)

regressiya tanlama tenglamasini hosil gilamiz.
(7) sistemadan regressiya koeffitsientini topamiz:

Pt.=~.Y "' = — (ma’lumotlar gruppalanmasa nv =1). (11)
| ml-

19.7.1-eslatma. Agar  v,) ma’lumotlarda katta sonlar gatnashsa *,, v,

variantlardan mos ravishda h,:b%p.Sv =y>/ij0 shartli variantalarga o‘tib

hisoblashlami ancha yengillashtirish mumkin.

19.6-8. Korrelyasion bogManish zichligi.
Tanlanma korrelyasiya koeffitsient va tanlanma
korrelyasion nisbat

19.8. Korrelyasion bog‘lanish zichligi. Korrelyasiya tanlanma
koeffitsienti va uning xossalari. Tanlanma korrelyasion nisbat va uning
xossalari. Ma’lumki, korrelyasiya nazariyasining asosiy masalalaridan biri
korrelyatsion bog‘lanish zichligini (kuchini) aniglashdir.

Y belgining x belgiga korrelyatsion bog‘lanish zichligi Y ning X =x ga
mos giymatlarining y, shartli o‘rtacha giymat atrofida tarqoqligi bo‘yicha
baholanadi. Agar tarqoqglik katta boisa, u holda y ning x ga kuchsiz
bogManganligini yoki umuman bog‘lanmaganligini bildiradi. Targoqlikning
kamligi esa ular orasida ancha kuchli bog‘lanish borligini ko ‘rsatadi.

Y va x Dbelgilar orasidagi korrelyatsion bog‘lanish zichligini
xarakterlovchi kattaliklar: korrelyasiya tanlanma koeffitsienti va tanlanma
korrelyatsion nisbatlar bilan tanishib chigamiz. Bu ikki kattalikning
vazifalari bir-biriga o‘xshasa ham turli shakldagi masalalarni hal giladi. Shu
sababli, bu ikki kattalikni alohida-alohida o‘rganamiz.

Korrelyasiya tanlanma koeffitsienti belgilar orasidagi chiziqli
bogManish zichligini aniqlab beradi. Uning formulasini keltirib chigarish
uchun Y ning x to‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini

Y.-Y =Py.(*-¥) @
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parametri p,, ning
2 s«2NME (2)
nar.

ifodasining ko‘rinishini o‘zgartiramiz. Buning uchun (2) tenglikning ikkala

tomonini ham — nisbatga ko ‘paytiramiz. U holda:

Zi+p =T*n*xy ndL (agar ma’lumotlar gruppalanmasa: n =1).
g renay

Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tomonini T bilan belgilaymiz va uni
tanlanma korrelyasiya koeffitsienti deb ataymiz:

= y (ma'iumotlar gruppalanmasa), 3)

yoki
Im="5Ln™y~nxy (ma’lumotlar gruppalansa). (4)

Bu yerda x, y lar mos ravishda x va Y belgilarning kuzatilgan
giymatlari; kuzatilgan (x,y) juftlikning chastotasi; n - tanlanma hajmi;
7, ~-mos tanlanma o‘rtachalar; mxoy - tanlanma o‘rtacha kvadratik
chetlanishlari.

- tanlanma korrelyasiya koeffitsienti bosh to‘plam r-korrelyasiya
koeffitsientining bahosi hisoblanadi, shuning uchun Y va x kattaliklaming
son belgilari orasidagi chizigli bog‘ligligining o‘lchovi hisoblanadi.

Agar tanlanma yetarlicha katta hajmga ega va reprezentativ bo‘lsa, u
holda belgilar orasidagi zichlik hagida tanlanma ma’lumotlari bo‘yicha
olingan xulosa ma’lum darajada bosh to‘plamga ham targatilishi mumkin.
Masalan, normal gqonun bo‘yicha tagsimlangan bosh to‘plam korrelyasiya

koeffitsientini baholash uchun (n>50) n’-3—y.|1|-<rB<rT+3—y}|!§- formuladan

foydalanish mumkin.
Tanlanma korrelyasiya koeffitsienti uchun quyidagi xossalar o‘rinli:
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1°. Tanlanma korrelyasiya koeffitsientining absolyut giymati birdan
ortmaydi, ya’ni |r|<I, yoki -\<rT<1.

2°. Tanlamna korrelyasiya koeffitsientining absolyut giymati ortsa,
belgilar orasidagi chizigli korrelyatsion bogManish zichligi ortadi.

3°. Agar |r|=ibo‘lsa, u holda kuzatilayotgan belgilaming chizigli
funksional bogMangan bo‘ladi.

4°. Agar rm=obo‘lib, regressiya tanlamna chiziglari to‘g‘ri chiziglardan
iborat boisa, u holda x va y belgilar orasidagi bog‘lanish chizigli
korrelyatsion bog‘lanish bo‘Imaydi.

19.8.1-eslatma. Agar m=0 bo‘lsa, u holda o‘rganilayotgan belgilar
ohizigsiz korrelyatsion bog‘lanishda (masalan, parabolik, ko‘rsatkichli va
h.k.) va hattoki, funksional bog‘lanishda bo ‘lishi mumkin.

Yuqorida keltirilgan xossalardan tanlanma Kkorrelyasiya koef-
fitsientining ma’nosi kelib chigadi: tanlanma korrelyasiya koeffitsienti
tanlanmada son belgilar orasidagi chizigli korrelyatsion bog‘lanish
zichligini xarakterlaydi: VT\ Kkattalik 1 ga gancha yaqin bo‘lsa, chizigli
korrelyatsion bog‘lanish shuncha kuchli; |rr| kattalik O ga gancha yaqin

bo‘lsa, chizigli korrelyatsion bog‘lanish shuncha kuchsiz.

19.8. 2-eslatma Tanlanma korrelyasiya koeffitsientining ishorasi
regressiya koeffitsientlarining ishoralari bilan bir xil bo‘ladi, bu quyidagi
formulalardan kelib chigadi:

19.8. 3-eslatma. Tanlanma korrelyasiya koeffitsienti tanlanma
regressiya koeffitsientlarining geometrik o‘rtacha giymatiga teng:

Hagigatan ham (5) dan:
PyxPx, = [T =>TT = +\Pyg>*> .
Ildiz oldidagi ishora regressiya koeffitsientlari ishoralari bilan bir xil
qgilib olinishi lozim.
19.8. 4-misol. Cho‘chga bolasining og‘irligi r (kg.) va yoshi x

(haftalarda) orasidagi bogManish quyidagijadval bilan berilgan.
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X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Yy 13 25 39 5,2 53 75 9,0 108 131

Shu ma’lumotlar bo‘yicha tanlanma korrelyasiya koeffitsientini toping.

Yechilishi. r, J5Lxy'~nxy formulada zarur hisoblashlami bajarsak,
T,

IT=0,98 ekanligini topamiz. Bundan esa cho‘chqa bolasining og‘irligi va
yoshi orasidagi bogianish kuchli, degan xulosaga kelamiz.

19.8.5-eslatma. Tanlanma korrelyasiya koeffitsientini hisoblashni
soddalashtirish uchun shartli variantaga o‘tish mumkin (bunda rT ning
giymati o‘zgarmaydi).

Kuzatilayotgan (yoki biz o‘rganmoqgchi bo‘lgan) x va Y belgilar
orasidagi chizigli korrelyatsion bog‘lanish zichligini baholash uchun rT-
korrelyasiya tanlanma koeffitsienti xizmat qilsa, chiziqsiz yoki umuman
ixtiyoriy ko'rinishdagi korrelyatsion bog'lanishning zichligini ganday
baholash mumkin degan savol boMishi tabiiydir. Umumiy holda
korrelyatsion bog‘lanishning zichligini aniglash uchun tanlanma
korrelyatsion nisbat deb ataluvchi xarakteristika ishlatiladi. Bu
xarakteristika bilan tanishib chigishdan oldin tanlanma korrelyatsion
nisbatni kiritish bilan bog‘liq bo‘lgan ba’zi tushunchalarni keltirib o ‘tamiz.

19.8.6-ta’rif. Bosh to‘plamning biror bir gruppasiga tegishli
belgilarning arifmetik o‘rtachasi gruppa o ‘rtachasi deb ataladi.

Gruppa o‘rtachasini ba’zi hollarda shartli o'rtacha deb ham yuritish
mumkin. Yuqorida foydalanilgan shartli o‘rtacha tushunchasidabu holat yuz
bergan.

Gmppa o'rtachasi va gruppalar hajmi ma’lum bo'lsa umumiy to‘plam
o‘rtachasini (bosh to‘plam o'rtachasi) topish mumkin.

19.8. 7-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to'plam o'rtachasi topilsin:

Gruppa.... birinchi ikkinchi
Belgining giymatlari.......... 16 15
Chastota.....cccerevneeee 10 15 20 30

Hajm e 10+15=25 20+30=50.

Yechilishi. Gruppa o'rtachalarini topamiz:

) = 101+156_ o= 20:1%305_ 4 p
25 50

Gmppa o'rtachalari bo'yicha umumiy o'rtachani topamiz:
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--------------- 3,6.

19.8.8-ta’rif. Gruppaga tegishli belgilaming gruppa o‘rtachasiga
nisbatan dispersiyasi gruppa dispersiyasi deb ataladi:

Y> [C—=t)
w -) = \ ’ (6)

bu yerda «,-x giymatning chastotasi; j -gruppa nomeri; 1r j gruppaning
gruppa o‘rtachasi; V =£ «~i gruppa hajmi.

19.8. 9-misol. Ikki gruppadan tashkil topgan to'plamning gruppa
dispersiyasi topilsin:

Gruppa...oeneens birinchi ikkinchi

Belgining giymatlari.......... 16 15

Chastota.....ccccevunnnnen 10 15 20 30

Hajm .o 10+15=25 20+30=50"

Yechilishi. 19.8.7-misoldan ma’lumki,*, =4, =3,4. Endi gruppa

dispersiyalarini topamiz:
10-(1-4)*+15.(6-4)*
4n u 25

n ryn 20-(1—3,4)2+30 (5—3,4)2 11522+76,8
* 50 50

19.8.10-ta’rif. Gruppa dispersiyalarining gruppalar hajmi bo‘yicha
olingan arifmetik o‘rtachasi gruppalar ichki dispersiyasi deb ataladi:

— S>A(*y)

buerda, Nt-j gruppa hajmi; «=£ v-umumiy to‘plam hajmi.
Masalan, 3-misolda gruppalar ichki dispersiyasini topsak:

=25-6+50-3,84 =
* 75
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19.8.11-ta’rif. Gruppa o‘rtachalarining umumiy to‘plaxn o‘rtachasiga
(bosh to‘plam o‘rtachasi) nisbatan dispersiyasi gruppalararo dispersiya deb
ataladi:

D-y>r
bu yerda Yt-j gruppaning gruppa o ‘rtaehasi; Nr j gruppahajmi; x-umumiy
o'rtacha; n= -umumiy to‘plam hajmi.
Masalan, 3-misolda gruppalararo dispersiyani topsak:

D (-)= 25(4-3,6)45°.(3’4- 3" = 4 +2= g,
> 75 7

Endi bu tushunchalardan foydalanib tanlanma korrelyatsion nisbat
tushunchasini aniglaymiz.
19.8,12-ta’rif. Y ning x gatanlanma korrelyatsion nisbati deb,

nisbat bilan aniglanuvchi kattalikka aytiladi.

_ iy\nx(y.-y) Lo . .
Buyerda a- = "o ——--i—- shartli yoki gruppalararo o‘rtacha kvadratik

oo B2 : .
chetlanish; try=J — —-o‘rtacha kvadratik chetlanish; n - tanlanma

hajmi; nx - x belgining * giymati chastotasi; nr - r belgining y giymati
chastotasi; y - Y belgining umumiy o‘rtachasi; yx - Y belgining i =j ga

mos shartli o‘rtachasi (* gruppaning gruppa o‘rtachasi).
X ning Ygatanlanma korrelyatsion nisbati ham shu kabi aniglanadi:

19.8.13-misol. n=50 hajmli quyidagi korrelyatsion jadval bo'yicha Y
belgining x belgiga korrelyatsion nisbati u,, ni toping.
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10 20 30 "

Y A '
15 4 28 6 38
25 6 - 6 12
X 10 28 12 o= 0
Y, 21 15 20

Y echilishi. y -umumiy o‘rtachani topamiz:

38 15+12-25 _ 870

A 17.4.
Y~ n 50 “ 50

ov-o0‘rtacha kvadratik chetlanishni topamiz:

IX (y-y) _ /38°(15-17,4)2+12 (25-1774)~
50 h

4,27.

<—shartli  o'rtachaning o‘rtacha kvadratik chetlanishni  (yoki

Aruppalararo o‘rtacha kvadratik chetlanish) topamiz:

[1Q(21-17,4)2+28(15-17,4)2+12(20-17747

7 =y o =2,73.

Topilganlarni (6) formuiaga go ‘ysak:

cr- 273
V*FF =337 =0M

Tanlanma korrelyatsion nisbat uchun quyidagi xossalar o‘rinli. ~ va

kattaliklar uchun aniglangan xossalar bir xil bo‘lganligi sababli tanlanma
korrelyatsion nisbat xossalarini u kattalik uchun sanab o‘tamiz.

1°. Tanlama korrelyatsion nisbat quyidagi qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantiradi: 0<>?<I.

2°. Agar [T=1 bo‘lsa, belgilar funksional bog*!anishda, ya'ni Y=f(x),

boMadi.
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3°. Tanlanma  korrelyatsion nisbat  tanlanma  korrelyasiya
koeffitsientining absolyut giymatidan kichik emas: n>|r, [.

4°, Agar r]=\rT\ bo‘lsa, belgilar orasida chizigli bog‘lanish bo‘ladi.

5°. Agar /7=0 bo‘lsa, belgilar korrelyatsion bogianishda boTmaydi.

Tanlanma korrelyatsion nisbatning afzalligi uning istalgan korrelyatsion
bogianish, shu jumladan, chizigli bog‘lanish zichligining ham o‘Ichovi
bo‘lib xizmat gilishidadir. Shu bilan birga tanlanma korrelyatsion nisbat
kamchilikka ham ega: u bog‘lanish shakli hagida hech ganday ma’lumot
bermaydi.

19.7-8. Egri chiziqli va to‘plamiy korrelyasiya

19.9. Egri chizigli korrelyasiya.To‘plamiy korrelyasiya. Umumiy
tanlanma korrelyasiya koeffitsienti. Xususiy tanlanma korrelyasiya
koeffitsienti.

Agar X va Y belgilar orasidagi korrelyatsion bog'lanish
o‘rganilayotgan boiib, Vx=f(x) yoki T =<p(y) regressiya grafiklari egri
chiziqg bilan tasvirlanadigan bo‘lsa, u holda korrelyasiya egri chizigli
deyiladi.

Egri chizigli korrelyasiya nazariyasida ham chizigli korrelyasiya
nazariyasi kabi masalalar, ya’ni korrelyatsion bog‘lanish shakli va zichligini
aniglash bilan shug‘ullaniladi. Egri chizigli korrelyasiyada Y ning X ga
regressiya funksiyalari ko‘rinishiga quyidagilar misol bo‘lishi mumkin:

yx=ax2tbx+c (ikkinchi tartibli parabolik korrelyasiya);

yx=ax'+bx2+cx+d (uchinchi tartibli parabolik korrelyasiya);

YW=-+b (giperbolik korrelyasiya);

yx=aebl (ko‘rsatkichli korrelyasiya) va h.k.

Regressiya funksiyasining ko‘rinishini aniglash uchun Dekart
koordinatalar sistemasida (x;yj nuqtalarning o‘mi topiladi va ularning
joylashishiga qarab regressiya funksiyasining taxminiy ko‘rinishi hagida
gipoteza qilinadi; o‘rganilayotgan masalaning mohiyatidan kelib chiggan
holda oxirgi xulosa gabul gilinadi.

Belgilar orasidagi korrelyatsion bog‘lanishni ifodalovchi regressiya
funksiyalarining noma’lum parametrlami aniqlash yoki statistik baholash
masalalari ham muhim hisoblanadi.
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Regressiya funksiyasining noma’lum parametrlari ham eng kichik
kvadratlar usuli yordamida baholanadi. Egri chizigli korrelyasiya zichligini
baholashda tanlanma korrelyatsion nisbatdan foydalanamiz.

n marta kuzatish ma’lumotlari asosida belgilar orasidagi korrelyatsion
bog‘lanish egri chiziqli korrelyasiyaning sodda hollaridan biri ikkinchi
tartibli parabolik korrelyasiya deb hisoblaymiz va bu ko‘rinishdagi
korrelyasiyaning noma’lum  parametrlarini tanlanma ma’lumotlari
yordamida baholaymiz.. Aniglik uchun Y ning X ga regressiya tanlanma
tenglamasini garaymiz. Bunda regressiya tanlanma tenglamasi

y, =ax2+bx+c 1)

ko‘rinishda boMib, a,sc noma’lum parametrlarni tanlanma ma’lumotlari
bo‘yicha topish kerak bo'ladi. Noma’lum koeffitsientlami

vt=y,~ @ +bx, +c), i=1,2,3,...,n

chetlanishlar kvadratlarining vyig‘indisi eng kichik boMadigan qilib,
tanlaymiz. Shu magsadda, quyidagi funksiyani kiritamiz:

F(a,b,c) =]Tvf = £ (y, - (@x2+bx, +C))2
«l e

=

Bu funksiyani ekstremumga tekshirib va tegishli almashtirishlardan
so‘ng quyidagi sistemani hosil gilamiz.

:%\’\ yl'

i=1 »1 i=l

“a2X*.5 )

= == x=

aT \ X2+*Xnn+"2=
=i

=

Kuzatish natijalari-(xf,~) juftliklardan foydalanib as,c larga nisbatan
tenglamalar sistemasi hosil gilamiz va undan ab,c noma’lum parametrlar

topiladi.
19.9.1-misol. Korrelyasiya jadvali ma’lumotlari asosida y”ax2+bx+c
ko'rinishdagi Y ning X ga regressiya tanlama tenglamasini toping.
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v l 11 12 ny

6 8 2 - 10
7 - 30 - 30
75 - 1 9 10
nx 8 33 9 n=>50

Yechilishi. Korrelyatsion jadval ma’lumotlari asosida quyidagi jadvalni
tuzamiz.

X vy n,x «¥2 V* n:x* Mxyx

1 8 6 8 8 8 8 48
33 6,73 36,3 3993 4393 48,32 222,09
1,2 9 75 10,8 1296 1555 18,66 67,50
E 50 55,1 60,89 67,48 74,98 337,59

Bujadvalning 2 gatoridagi sonlami (2) ga qo‘yib quyidagi tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

[74,98a+ 67,486 +60,89c = 413,93,
67,48a+60,89i +55,10c = 373,30,
(60,89a+ 55,10ft+ 50c = 337,59.

Bu sistemadan a=194, *=298 c¢=110 yechimlarini topamiz. U holda
regressiya tenglamasi

YX=1,94n:2+2,98x+1,10

ko‘rinishda bo‘ladi. Tekshirish uchun tenglama bo‘yicha hisoblangan Wk
ning giymatlari bilan jadval bo‘yicha topilgan yx ning giymatlarini
taggoslash mumkin.

Yugorida Kkeltirilgan boshga turdagi egri chizigli regressiya
tenglamalarining koeffisiyentlarini topishda ham eng kichik kvadratlar
usulidan foydalanish mumkin, ammo ba’zi hollarda oldin ma’lum bir
almashtirishlami amalga oshirish zarur. Masalan, y=axh (a>0,6>0)
regressiya tenglamasidagi noma’lum a,ft koeffitsientlarni topishda awalam
bor bu tenglamani Iny~inat+b\nx ko‘rinishda yozib olamiz, so'ngra
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u=Inx, z=\ny belgilashlar yordamida z=Autina chiziqli funksiyani hosil
gilamiz.

Ba’zi amaliy masalalarda ikkita emas, balki ikkitadan ko‘proq belgilar
orasidagi bog‘lanishni o°‘rganish zarurati tug‘iladi. Bu holda belgilar
orasidagi korrelyatsion bog‘lanish to‘plamiy (ko‘plik) korrelyasiya deb
ataladi.

To‘plamli korrelyasiyaning eng sodda holi boMgan uchta belgi orasidagi

chizigli korrelyasiyani garaymiz. Bu holda X, Y va Z belgilar orasidagi
korrelyatsion munosabat

z —ax+bhy+cz (3)

tenglama ko‘rinishida ifodalanadi. Bunda quyidagi:
1.Kuzatish ma’lumotlari bo'yicha regressiyaning a, b C
koeffitsientlami topish, ya’ni z=ax+by+cz tanlanma tenglamani topish;

2. Z belgi bilan ikkala Y va Z belgilar orasidagi bogManish zichligini
baholash;

3. Y fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X orasidagi, X
fiksirlanganda Zva Y bogManish zichligini topish masalalarini hal gilish
zarur.

Birinchi masala eng kichik kvadratlar usuli bilan hal gilinadi. Analitik
gcometriyadan ma’lumki, (3) chizigli bogManish tenglamasini:

z-z =a(x-x) +b{y -y) (4)

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu ko‘rinishda esa 1-masalani hal qgilish
osonrog..

Ba’zi elementar hisoblashlardan so‘ng a va t koeffitsientlar uchun
quyidagi formulalami topamiz:

b=f A A (5)

Bunda m,rv,r4-mos ravishda X va Z, Y va Z, X va Y belgilar

orasidagi korrelyasiya koeffitsientlari; o,0yor- o‘rtacha kvadratik
chetlanishlar.
Z belgining X va Y belgilar bilan bogMiq zichligi quyidagi:
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korrelyasiya umumiy tanlanma koeffitsienti bilan baholanadi.
Shuningdek, Y fiksirlanganda (o‘zgarmaganda) Z va X orasidagi, X
fiksirlanganda Z va Y bog‘lanish zichligi mos ravishda:

)

8
")V H)H) (®)

korrelyasiya xususiy tanlanma koeffitsientlari bilan baholanadi.

Tabiatdaturli-tuman jarayonlami o‘rganishda, tasodifiy jarayonlaming
o‘zaro bog‘liglik qgonunlarini ochishda, hamda umuman prognozlash
masalalarida korrelyatsion va regression analizning xulosalari Kkatta
ahamiyatga egadir. Xususan, iqtisodiy jarayonlami tadqiq etishda turli
igtisodiy ko‘rsatkichlaming bir-biriga bog'ligligini aniglash va shu asosda
muhim xulosalar chigarishda korrelyasiya nazariyasining elementlari
muvaffaqgiyatli tatbiq etib kelinmoqgda.

19.8-8. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy

19.10. Statistik gipotazalar. 1 va Il tur xatoliklar. Statistik kriteriy.
Amaliyotda, texnikada va iqtisodiyotda ko‘pincha tasodifiylik bilan bog‘lig
bo‘lgan biror faktni aniqlashtirish uchun statistik usul bilan tekshirish
mumkin bo‘lgan gipotezalarga tayanib ish ko ‘riladi.

Ma’lumki, har ganday ilmiy asoslangan farazni gipoteza deb aytishimiz
mumkin, ammo har ganday gipotezani stastistik gipoteza deb ayta
olmaymiz, chunki uning alohida ajralib turadigan xususiyatlari bor, bu
xususiyatlami alohida ta’kidlash uchun biz quyidagi ta’rifni keltiramiz.

19.10.1-ta’rif. Statistik gipoteza deb, kuzatilayotgan tasodifiy
migdorning tagsimot gonuni, yoki agar tasodifiy migdor bo‘ysinadigan



tagsimot qonunning ko‘rinishi ma’lum bo‘lsa, u holda bu tagsimot
gominning noma’lum parametrlari hagidagi gipotezaga aytiladi.

Masalan, quyidagi gipotezalar statistik gipotezalarga misol bo‘la oladi:

1. Bir xil ishlab chiqgarish sharoitlarida bir xil ishni bajarayotgan
ishchilaming mehnat unumdorligi normal tagsimot qonun bo‘yicha
tagsimlangan;

2. Parallel ishlayotgan stanoklarda tayyorlanayotgan bir xil turdagi
detallarning o'rtacha o'lchamlari bir-biriga teng;

3. Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi ikki to'plamning
dispersiyalari o‘zaro teng;

1-gipotezada tagsimotning ko‘rinishi hagida, 2 va 3-gipotezalarda esa
parametrlar hagida faraz gilingan.

«Ertaga yomg‘ir yog“‘adi», «Bu yil m oi hosil olamiz» kabi gipotezalar
statistik gipotezalar bo‘la olmaydi, chunki ularda na tagsimot gonunining
ko‘rinishi hagida, na uning parametrlari haqida so‘z boradi.

Oldinga surilgan gipoteza tanlanma natijalarga asoslanib tekshiriladi va
natijada yoki qabul gilinishi yoki rad qilinishi mumkin.

Asosiy (yoki nolinchi) gipoteza deb ilgari surilgan 5 0-gipotezaga,
konkurent (yoki altemativ) gipoteza deb, asosiy gipotezaga zid bo‘lgan 1, -
gipotezaga aytiladi.

Masalan, “X tasodifiy migdor Puasson tagsimot gonuniga bo‘ysunadi”
gipotezasi surilgan boisin.

Bu holda:

tf0:P(X=k)=~ - (/1>0,k=0,1,23,...); 4, :p[x =k ) * ~

Fagat bitta da’voni 0‘z ichiga olgan gipoteza oddiy gipoteza; bittadan
ortig sondagi da’volami o‘z ichiga olgan gipoteza esa murakkab gipoteza
deyiladi.

Masalan, agar x tasodifiy migdor ko ‘rsatkichli tagsimot:

G4 [l-e ' ?g%arx %0

gonuniga bo‘ysunib, uning a parametri noma’lum bo‘lsin. U holda 50:
n 25 gipoteza oddiy gipoteza; a,: s>2,5 gipoteza esa murakkab
gipotezadir.
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llgari surilgan gipoteza to'g'ri yoki noto‘g‘ri bo‘lishi mumkin, shu
sababli uni tekshirib ko‘riladi va so‘ngra xulosa chiqariladi. Gipotezani
tekshirish natijasida ikki turdagi xatolikka yo‘l qo‘yilishi mumkin.

Agar to‘g‘ri gipoteza rad etilsa, gilingan xatolikni I tur xatolik, agar
noto‘g‘ri gipoteza qabul gilinsa qilingan xatolik 11 tur xatolik deb ataladi. Bu
xatoliklarni jadvalda quyidagicha tasvirlash mumkin.

HO-gipoteza to‘gri noto‘g‘ri
Rad gilindi | tur xatolik To‘g‘ri garor
Qabul qilindi To‘g‘ri qaror Il tur xatolik

Amaliyotda I va Il tur xatoliklaming oqibatlari har xil bo‘lishi mumkin.
Masalan, agar samolyotga “uchishga ruxsat berilsin” degan to‘g‘ri garor rad
etilgan bo“lsa, u holda bu I tur xatolik bo‘lib, bunday xatolik moddiy zararga
olib kelishi mumkin; agar samolyotning nosozligiga garamasdan “uchishga
ruxsat berilsin” degan noto‘g‘ri garor gabul gilinsa, u holda bu Il tur xatolik
bo‘lib, bunday xatolik halokatga olib kelishi mumkin.

Albatta, | tur xatolik 11 tur xatolikga garaganda og‘irroq oqgibatlarga olib
keladigan misollar ham keltirish mumkin.

To‘g‘ri garorni ikki holda gabul gilish mumkin:

1) agar ilgari surilgan gipoteza hagiqatan ham to‘g‘ri bo‘lsa, gipoteza
gabul gilinadi;

2) agar ilgari surilgan gipoteza hagigatan ham noto‘g‘ri bo‘lsa, gipoteza
gabul gilinmaydi.

| tur xatolikka yo‘l go‘yish ehtimoli a bilan belgilanadi; u muhimlili
(qiymatdorlik) darajasi deb ataladi. Ko‘p hollarda: a =0,05; «=0,01.

Biz ma’lum tagsimot gonuniga bo‘ysunuvchi belgining noma’lum
parametrlari hagida ilgari surilgan gipoteza statistik usulda ganday
tekshirilishini ko ‘rib chigamiz.

Asosiy gipoteza ilgari surilgandan so‘ng, uning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri
ekanligini tekshirib ko‘rish kerak bo‘ladi. Shu magsadda maxsus tanlangan,
anig, yoki taxminiy tagsimoti ma’lum bo‘lgan tasodifiy migdor ishlatiladi.
Bu tasodifiy migdorni k bilan belgilaymiz.

19.10.2-ta’rif. Statistik kriteriy (yoki oddiygina kriteriy) deb, asosiy
gipotezani tekshirish uchun xizmat giladigan k -tasodifiy migqdorga aytiladi.

Masalan, agar normal tagsimot qonuniga ega X va vy bosh
to‘plamlarning dispersiyalari tengligi hagidagi gipoteza tekshirilayotgan
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bo'lsa, u holda k kriteriy sifatida “tuzatilgan” tanlanma dispersiyalar nisbati
olinadi:

Turli tajribalarda dispersiyalar har xil, oldindan ma’lum boimagan
giymatlar gabul gilganligi uchun F tasodifiy migdor bo‘lib, u Fisher-
Snedekor gonuni bo'yicha tagsimlangan.

Gipotezani tekshirish uchun kriteriyga kirgan miqdorlarning xususiy
giymatlari tanlanma bo'yicha hisoblanadi va shunday qilib kriteriyning
kuzatiladigan (xususiy) qiymati hosil gilinadi.

kb -kuzatiladigan qgiymat deb, statistik kriteriyning tanlanmalar
bo'yicha hisoblangan giymatiga aytiladi. Masalan, ikkita tanlanma asosida
topilgan dispersiyalar: j2=20 va * =5 bo'lsa, u holda

Tanlangan k kriteriyning mumkin bo'lgan barcha giymatlari to'plami
kesishmaydigan ikkita gism to'plamlarga ajratiladi:

K=K~\j K\K- nK* =0.

Ulardan biri s 0-asosiy gipoteza rad gilinadigan, ikkinchisi esa asosiy
gipoteza gabul gilinadigan giymatlarini o'z ichiga oladi.

19.10.3-ta’rif. Kritik soha deb, kriteriyning s 0-asosiy gipotezani rad
giladigan giymatlar to'plamiga aytiladi.

19.10. 4-ta’rif. Gipotezaning gabul gilinish sohasi deb, kriteriyning
asosiy gipotezani gabul giladigan giymatlar to'plamiga aytiladi.

Statistik gipotezalami tekshirishning asosiy printsiplari E. Neyman, K.
Lirson va boshga matematiklar tomonidan ishlab chigilgan bo'lib, bu
printsipni quyidagicha ta’riflash mumkin: agar kriteriyning kuzatiladigan
giymati kritik sohaga tegishli bo'lsa, asosiy gipoteza rad gilinadi, agar
kriteriyning kuzatilayotgan qiymati gipotezaning qabul qilinish sohasiga
tegishli bo'lsa, asosiy gipoteza gabul gilinadi.

Kriteriy bir o'lchovli tasodifiy migdor bo'lgani uchun uning mumkin
bo'lgan barcha giymatlari to'plami biror intervaldan iborat bo'ladi. Shu
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sababli, kritik soha va gipotezaning gabul gilinish sohasi ham intervaldan
iborat bo‘ladi, demak, ularni ajratib turuvchi nuqtalar to'g‘risida gapirish
mumkin.

19.10. 5-ta’rif. Kritik nuqgtalar deb, kritik sohani gipotezaning gabul
gilinish sohasidan ajratib turuvchi nuqtalarga aytiladi.

Agar kritik soha £>i,tengsizlik bilan aniglansa, u holda uni o ng
tomonli kritik soha, tengsizlik aksincha bo‘lsa chap tomonli kritik soha
deyiladi. Agar kritik soha k <kJ,K >kj tengsizliklar bilan aniglansa, u holda
uni ikki tamonli kritik soha deyiladi.

Chap tomonli va ikki tomonli kritik sohalami aniglash o‘ng tomonli
kritik sohani topishga o‘xshash bo‘lganligi sababli biz fagat o‘ng tomonli
kritik sohani topish bilan tanishib chigamiz.

Kritik sohani topish uchun kritik nuqtani aniglash etarli. Bu nuqtani
aniglash uchun esa a ning giymati berilishi kerak. So‘ngra, quyidagi talabga
asoslanib, kb nuqta topiladi: //,-asosiy gipoteza o‘rinli boMishi shartida
tanlangan k kriteriyning kb nuqtadan katta bo‘lishi ehtimoli a-muhimlilik
darajasiga teng bo‘Isin:

P(K>kJ =a. 2)

Har bir kriteriy uchun (2) shartni ganoatlantiruvchi kritik nuqtalarni
topish jadvallari mavjud.

Kritik nuqta topilgandan so‘ng, x,X2..X, tanlanma ma’lumotlari
bo‘yicha kriteriyning kuzatish giymati topiladi. Bunda agar K>kb bo‘lsa, u
holda //,,asosiy gipoteza rad qilinadi; agar k <kb bo‘lsa, u holda gipotezani
rad qgilishga asos yo‘q deyiladi.

19.10. 6-eslatma. tfO gipoteza gabul gilingan bo‘lsin. Shu bilan bu
gipoteza isbotlandi deyish xato bo‘ladi. Aslida “kuzatish natijalari HO

[Pl

gipotezaga mos keladi va demak, uni rad gilishga asos yo‘q
to‘g‘riroq bo‘ladi.

Amalda gipotezani katta ishonch bilan qabul qilish uchun boshqga
statistik usullar bilan tekshiriladi yoki tanlanma hajmi orttirilib tajriba
takrorlanadi. Gipotezani qabul gilishdan ko‘ra ko‘proq uni rad gqilishga
harakat gilinadi. Hagigatan, ma’lumki biror umumiy da’voni rad qilish bu
uchun bu da’voga zid bo‘lgan bitta misolni keltirish kifoya. Shu sababli
kriteriy quwati tushunchasi kritiladi.

deyish
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19.10.7-ta’rif. Konkurent gipoteza to‘g‘ri bo‘lganda kriteriyning kritik
sohada boiish ehtimoli kriteriy quwati deb ataladi.

Agar Il tur xatolikka yo‘l qo‘yish ehtimoli p bo‘lsa, u holda kriteriy
quwati 1-p gateng bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, quw at gancha katta bo‘lsa
Il tur xatolikka yo‘l gqo‘yish ehtimoli shuncha kam bo‘ladi. Yuqoridagi
ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, a ning kamayishi p ning o‘sishiga olib
keladi, va aksincha. Masalan, a=0 bo‘lsa, u holda barcha gipotezalar qabul
gilinadi, jumladan noto‘g‘rilari ham. Shu sababli, ikkala parametmi bir
paytda kamaytirib boimaydi. | tur va Il tur xatoliklami kamaytirishning
yagona yo‘li tanlanma hajmini oshirishdir.

Statistik gepotezani tekshirish ganday amalga oshirilishini quyidagi
misolda ko ‘rib chigamiz.

Normal tagsimlangan ikki bosh to‘plamning dispersiyalami taqqoslash.
Dispersiyalar haqgidagi gipotezalar, aynigsa texnikada muhim ahamiyatga
ega, chunki tarqoqlik xarakteristikasi bo'lgan dispersiya mashina va
uskunalaming, o‘lchov ashoblarining, texnologik protsesslarning aniqgligini
baholashda juda muhim ko‘rsatkich hisoblanadi.

Normal tagsimlangan bosh to‘plam dispersiyalarining tengligi haqida

gipoteza ilgari surilsa kriteriy sifatida F =-SF kattalik olinishni aytib o‘tgan

edik. Bunda F tasodifiy migdor bo‘ysinadigan Fisher-Snedekor
tagsimotining erkinlik darajalari quyidagicha aniglanadi: A=n,-i, k2=n2-\,
bu yerda u,-hisoblanganda giymati katta boMgan “tuzatilgan” dispersiyaga
mos tanlanmaning hajmi, n,-hisoblanganda qiymati Kkichik bo‘lgan
“tuzatilgan” dispersiyaga mos tanlanmaning hajmi. Kritik nuqta
kir = F(a\k,,k2) tenglik bilan jadvaldan aniglanadi.

19.10.8-misol. Normal tagsimlangan x va Y bosh to‘plamlardan
olingan n=n va ” =14 hajmli ikkita erkli tanlanma bo‘yicha “tuzatilgan”

dispersiyalar: ~ =0,76, V'=0,38 topilgan. a =005 muhimlilik darajasida
quyidagi gipotezani tekshiring:

h0: D(X)=D(Y); #,: d(X)>d(Y).

2
Yechilishi. Gipotezani tekshirish uchun F=-f kriteriyni tanlaymiz. U
g

holda
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Fisher-Snedekor tagsimotining Kkritik nuqtalar jadvalidan a =0,05,
A=«,-i=10, K=m-\=W bo'yicha =Fb.(0,05;i0,i3) = 2,67 kritik nugtani
topamiz. 2<2,67 ,ya’ni fc”™ <ku bo'lgani uchun gipotezani rad qgilishga asos
yo‘q.

19-bob bo‘yicha nazariy materiatlarni mustahkamlash
uchun topshiriglar

19.1. Matematik statistikaning vazifalari. Statistik tagsimot. Empirik
tagsimot funksiyasi ( [3], 187-196 betlar; [5], [9]).

19.2. Tagsimot parametrlarining statistik baholari. Baholarga
go'yiladigan talablar( [3], 197-211 betlar; [5], [9]).

19.3. Nugqtaviy va intervalli bahoiar. Ishonchli intervallar ( [3], 213-
235 betlar; [5], [9]).

19.4. Funksional, statistik va korrelyatsion bog'lanishlar.
Korrelyatsion jadval. Korrelyasiya nazariyasining ikki asosiy masalasi( [3],
253-262 betlar; [5], [9])-

19.5. To'g'ri chiziqli regressiya tanlanma tenglamasi. Eng kichik
kvadratlar usuli ( [3], 267-272 betlar; [5], [9]).

19.6. Korrelyatsion bogManish zichligi. Tanlanma korrelyasiya koeffi-
tsient va tanlanma korrelyatsion nisbat ( [3], 274-275 betlar; [5], [9]).

19.7. Egri chizigli va to'plamiy korrelyasiya( [3], 275-278 betlar; [5],
[91)-

19.8. Statistik gipotezalar. Statistik kriteriy ([3], 281-283 betlar; [5],

(9D-

19.1-amaliy mashg'ulot.
Tanlanmaning statistik tagsimoti. Empirik tagsimot funksiyasi.
Poligon va gistogramma

1-misol. 10 marta tajriba o'tkazish natijasida tanlanmaning statistik
tagsimoti ma’lum
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Xi

Tanlanmani nisbiy chastotalarga nisbatan tagsimoti topilsin.
Yechilishi. Tanlanmaning hajmini topamiz: «=3+5+2=10.
Nisbiy chastotalami topamiz:

K=—=—=03 W2=—=05 W=— =02
n 10 '2 10 'l 10

Nisbiy sanoqqga nisbatan statistik tagqsimot:

2 5 2
0,3 0,5 0,2

Tekshirish: 0,3+0,5+0,2=1.
Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Tanlanma

X 4 7 8 12
ni 5 2 3 10

chastotalar tagsimoti ko‘rinishida berilgan. Nisbiy chastotalar tagsimotini

toping.
Javobi.
X, 4 7 8 12
W, 0,25 0,10 0,15 0,50
2.Tanlanma
X 4 6 12
n, 3 10 7
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Chastotalar tagsimoti ko‘rinishida berilgan. Nisbiy chastotalar
tagsimotini toping.

Javobi.
X, 4 6 12
W, 0,15 0,50 0,35
3. Tanlanma
X, 3 L 5 8 12
n 2 8 4 6

chastotalar tagsimoti ko‘rinishida berilgan. Nisbiy chastotalar tagsimotini

toping.
Javobi.
X, 3 5 8 12
W, 0,1 0,4 0,2 0,3
13.2. Empirik tagsimot funksiyasi
1- misol. Tanlanma chastotalarning empirik tagsimoti berilgan:
iy -1 0 1 2
n 5 3 7 5

Nisbiy chastotalar empirik tagsimotini toping.
Yechilishi. n=nl +n2+n} +n4=5+3+7+5=20

W, =— =0,25; W2=— =0,15; W, =— =0,35; W4=— =0,25.
1 20 2 20 3 20 20

xt -1 0 1 2
025 015 035 025

Shu bilan birga 0,25+0,15+0,35+0,25=1.
2 -misol. Quyidagi empirik tagsimot berilgan:
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xt -1 0 1 2
W 025 015 035 025

Empirik tagsimot funksiyasi tuzing va uning grafigini chizing.
Y echilishi.

0, x<-1 bo'lganda,
0,25,-1 <x <0 bo'lganda,

F. = 0,25+0,15=0,4, 0<x<lIbo'lganda,
0,25+0,15+0,35=0,75,1 <x < 2bo’lganda,
0,25+0,15+0,35+0,25=1, 1> 2i>d'lganda.

Topilgan giymatlar asosida grafikni yasaymiz (1- chizma.)

r-(*)

1- chizma.

3-misoL Quyidagi tanlanmaning statistik taqsimoti asosida empirik
tagsimot funksiyasi tuzilsin.

2 7 9
10 15 25

Y echilishi. Tanlanma hajmini topamiz: «=10+15+25=50. Eng kichik
varianta 2 ga teng, 2 dan kichik xi yo‘q, shuning uchun

h'(x)=0, arap x<2 bo'lsa

X <1 giymat, x,=2 giymat 7 marta kuzatilgan, demak,
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F*(x)=— =0,2, arap 2<x<1

9 dan kichik variantalar soni 2 va 7. Ularning chastotalari 10+15=25,
shuning uchun

F*(jc)=— =0,5 arap I<x<9.
(\J/) 50 P

x =9 eng katta varianta bo‘lgani uchun x > 9 bo‘lganda
Fx(*)=1
Topilganlami umumlashtirsak (2- chizma),

0, agar x <2 bo'lganda,
0,2, agar 2<x< Ibo"\eanda,

4
F ljcl=m
0,5, agar 7<x<9bo'\ganda,

1, agar x>9bo'\ganda.

i) L

~ g
(O pommr + —
3

2- chizma.

Mustagil ishlash uchun misol va masalalar

1 Tanlanmaning quyida berilgan ushbu tagsimoti bo‘yicha uning
empirik funksiyasini toping:

338



1

2 5 8
" 3 4
2)
xi 4 7 8
. 5 2 3
0, x<2 bo'lganda,

01, 2<x<5 bo'lganda,

Javobi: 1) F*(x)= 0,4, 5<x<7 bo'lganda,
0.6, 7<x<8bo'lganda,
1,x >8 bo'lganda.

0, X <4 bo'lganda,
2) E'(x)= 0,4, 4<x<7bo'lganda,
) F1()= 0.7, T7<jc<8fto'lg<7wfa,

1, m>8 bo'lganda.

3. Poligon va gistogramma
1-misol. Ushbu empirik tagsimotning nisbiy chastotalar poligonini
yasang:

-2 0 1 3
W, 01 03 02 04

Yechilishi. Berilganga asoslanib poligonni hosil gilamiz. Kuzatishlar
soni katta bo'lganda yoki X uzluksiz belgi bo‘lganda gistogramma yasash
maqgsadga muvofiqdir. Buning uchun X belgining kuzatilgan giymatlari
tushadigan oralig bir xil h uzunlikdagi A intervallarga bo‘linadi va har bir
interval uchun nt- A, intervalga tushgan variantlar soni topiladi.

2-misol. Ushbu Tanlanmaning chastotalar va nisbiy chastotalar
gistogrammasini yasang:
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A (20 (15- (-10;-  (-51-0) -
15) 10) 5) z

ni 2 8 17 24 26
0,02 708 017 024 026

Yechilishi. h=5

g, (20 (-15- (10~  (-5;-0) (-20;-
|52 10) 5) 15)

nt 0, 16 3,4 4,8 5,2

h

W, 0004 0016 0034 0,048 0,052

h

(-5;-10)

13
0,13

0,026

(-10;-
15)
10

01

(-10;-
15)

0,020

Berilgan tanlanmalar asosida chastotaning (3-chizma) va
chastotaning (2-chizma.) gistogrammasi hosil gilamiz.
Ta’rifga ko‘ra nisbiy chastotalar gistogrammasini yuzi

. W . . 1o
M n N M« uwm
ekanini ko‘ramiz.
-15 -10 -5 c 5 10 15
3- chizma.
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-20 15 -18 5 S 5 10 1

4- chizma.

Ravshanki, agar nisbiy chastotalar gistogrammasining uchlarini silliq
chizig bilan tutashtirib chigsak, bu chizig tagriban X belgining tagsimot
funksiyasiga mos keluvchi tagsimot zichligining grafigini aks ettirishni
ko‘ramiz.

Agar tanlanma hajmini ortirib, intervalga uzunligi h ni nolga intiltirsak,
tagsimot zichligining grafigiga borgan sari yaginlashamiz.

3-misol. Tanlanmaning quyidagi taqsimoti asosida chastotalar poligoni
tuzilsin

2 25 5 6
ni ol 04 02 03

Yechilishi. Absissalar o‘gida variantalami, ordinatalar o‘qida esa
ularga mos n, -chastotalami qo‘yamiz. (x,nt) nuqtalami to‘g‘ri chiziq
kesmalari bilan tutashtirib, izlanayotgan chastotalar poligonini hosil gilamiz
(5-chizma.).

0 2 2.5 5 6 X

5- chizma.
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4-misol. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo'yicha chastotalar
poligonini yasang:

1 4 5
20 10 14

Yechilishi. Absissalar o‘gida xi variantlarni, ordinatalar o‘gida esa

ularga mos n, chastotalami go‘yamiz. @mu,-) nuqtalami to‘g‘ri chiziq
kesmalari bilan tutashtirib, izlanayotgan chastotalar poligonini hosil gilamiz
(6-chizma.).

6- chizma. 7-chizma.

5-misoL Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha nisbiy
chastotalar poligonini yasang:

2 4 5 7 10
W, 0,15 0,2 0,1 01 0,45

Yechilishi. a) absissalar o‘qida x, variantlarni, ordinatalar o‘gida esa
mos keluvehi Wt nisbiy chastotalami qo‘yamiz; (x,LL) nugqtalarni to‘g‘ri
chizig kesmalari bilan tutashtirib, izlanayotgan nisbiy chastotalar poligonini
hosil gilamiz (7-chizma.).

6-misol. n=100 hajmli Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti
bo‘yicha chastotalar gistogrammasini yasang:
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Interval Qismiy Intervaldagi variantalar Chastota zichligi

nomeri interval chastotasi yig‘indisi
i - A nt rijth
1 1-5 10 2.5
2 5-9 20 5
3 9-13 50 125
4 13-17 12 3
5 17-21 8 2

Y echilishi Absissalar o‘gida h=4 uzunlikdagi berilgan intervallarni
yasaymiz. Bu intervallarning ustida absissalar o‘gida parallel va unga
tegishli chastota zichliklari njh ga teng masofada boMgan kesmalar
o‘tkazamiz. Masalan, (1, 5) intervalning ustida absissalar o‘qiga parallel
qilib, njh =10/4=25masofada kesma yasaymiz. Qolgan kesmalar ham
shunga o'hshash  yasaladi.Chastotalar gistogrammasi  8-chizmada
tasvirlangan.

7-misol. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha nisbiy
chastotalar gistogrammasini yasang:

Interval nomeri Qismiy interval Qismiy intervaldagi variantalar
chastotalarining yig‘indisi
i n,
1 0-2 20
2 2-4 30
3 4-6 50



Yechilishi. Nisbiy chastotalami topamiz:
Wx=20/100 = 0,2; W2=30/100=0,3: ~=50/100 =0,5.

Intervalning uzunligi h=2 ekanligini hisobga olib, nisbiy chastotalar
zichligini topamiz:

W/h=0,2/2=01; W2/h=0,3/2 =0,15; Ny/r= 0,5/2 =0,25.

Absissalar o‘gida berilgan qismiy intervalni belgilaymiz. Bu
intervallarning ustida absissalar o‘giga parallel va unga tegishli nisbiy
chastota zichliklariga teng mpisofada kesmalar o‘tkazamiz. Masalan, (0,2)
intervalning ustida absissalar o‘giga parallel va undan 0,1 masofada
yotadigan kesma o‘tkazamiz; golgan kesmalar ham shunga o‘xshash
yasaladi.

M ustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1 Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha chastotalar
poligonini yasang:
1)
2 3 6

i 10 15 5 20

2)

X, 15 20 30 10
10 5 20 25

2. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha nisbiy chastotalar
poligonini yasang:
1)
X, 1 4 5 8 9

w, 015 025 03 02 01

2)
Xt 20 40 65 80
W 01 02 jo3 04
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3. Tanlanmaning quyida berilgan tagsimoti bo‘yicha chastotalar

gistogrammasini yasang:

Intervaldagi
Interval Lo variantalar .
nomeri Qismiy interval - totalarining Chastota zichligi
yig‘indisi
i n,/h
1 2-7 5
2 7-12 10
3 12-17 25
4 17-22 6
5 22-27 4
21
Intervaldagi
Interval L variantalar .
nomeri Qismiy interval  (pociotalarining  Cestota zichligi
yig‘indisi
i nJ n/h
1 3-5 4
2 5-7 6
3 7-9 20
4 9-11 40
5 11-13 20
6 13-15 4
7 15-17 6

Ko'rsatma. Awal har bir integrval uchun n,!'h chastota zichligini

toping vajadvalning so‘nggi ustunini to‘ldiring.
Tanlanmaning quyida berilgan ushbu tagsimoti bo‘yicha uning

4,
emperik funksiyasini toping:
1)
X 2 5 7 8
n 1 3 2 4
2)
X 4 7 8
" 5 2 3
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5. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo'yicha nisbhiy
chastotalar gistogrammasini yasang.

o
Interval nomeri Qismiy interval Qismiy intervaldagi
variantalar chastotalarining
yig‘indisi
i =% H ni
1 10-15 2
2 15-20 4
3 20-25 8
4 25-30 4
5 30-35 2
n= =20
21
Interval nomeri Qismiy interval Qismiy intervaldagi
variantalar chastotalarining
yigindisi

i xt~xM "

1 2-5 6

2 5-8 10

3 8-11 4

4 11-14 5

n="jni =25

Ko rsatma. Awal har bir intervalning nisbiy chastota zichligiga mos
nishiy chastotalami toping.

19.2-amaliy masbg‘ulot.
Taqgsimot parametrlarining statistik baholari.
Baholarga go‘yiladigan talablar

I-misol. Tanlanmaning

X:4 8 1
n: 5 10 5

statistik tagsimoti bo‘yicha bosh to‘plam matematik kutilmasining siljimagan
bahosini toping.
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Yechilishi (4) formuladan foydalanamiz. U holda

— 4-5+8 10+11-5 _ 155
X, = oo 22 =2=775.
A 20 20

Mustagqil yechish uchun masalalar
1. Bosh to‘plamdan «=50 hajmdagi tanlanma ajratilgan. Quyidagi

2 5 710
1 6 12 8 14

tagsimot bo‘yicha bosh to‘plam o‘rtachasining siljimagan bahosini toping.
2. Guruhdagi 40 ta talabaning yozma ishlari baholarining chastotalari
jadvali berilgan.

Tanlamna o‘rtachasi va tanlanma dispertsiyasini toping.

3. n=26 hajmli tanlanma bo‘yicha tanlanma dispersiyasining £r=3
bahosi topilgan. Bosh to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosini toping.

4. n=10 hajmli tanlanmaning berilgan tagsimoti bo‘yicha tanlanma
dipersiyasini toping.

x, 102 104 108
ni 2 3 5

5. Ushbu n=100 hajmli tanlanmaning berilgan tagsimoti bo‘yicha
tanlanma dispersiyasini toping.

X, 156 160 164 168 172 176 180
U 10 14 26 28 12 8 2
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19.3-amaliy mashg'ulot.
To‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasi.
Eng kichik kvadratlar usuli.

1-misol. Hajmi «=5 bo'lgan tanlanmaning

X 1 15 3 45 5
nt: 125 14 15 175 225

tagsimoti bo'yicha r ning x ga regressiya to‘g‘ri chizigli tanlanma
tenglamasini toping.
Yechilishi. Ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzamiz:

x Y x? XY,
1 1,25 1 1,25
15 14 2,25 21
3 15 9 4,5

4,5 1,75 20,25 4,875
5 2,25 25 11,25

1=15 Z:8']5 2255 £ =26,975
Jadvaldagi hisoblangan qiymatlami 19.7 banddagi (5) formulaga
go'ysak:

"ZnN-Z"™NZ* 5-26,975-15-8,15 QL
Pyl ns~"(z21J.)2 5-57,5-152 ]
b "z~zj'.-z~rz~.X 5-57,5-8,15-15-26,975 t Q24

AL VAS VR KN )
U holda regressiya tanlanma tenglamasi: yx=0,202*+1,024.

Mustaqil yechish uchun masalalar

1 Tanlanmaning quyidagi jadvali yordamida Y ning x ga to‘g‘
chizigli regressiya tanlanma tenglamasini tuzing.
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2. Bir oylik ish xagi fondining-r ishlab chigarilgan jami mahsulot
hajmi-A’ga bog‘ligligini o‘rganish maqgsadida 10 ta korxona bo'yicha
quyidagi ma’lumotlar olingan. y ning x ga to‘g‘ri chiziqli regressiya
tanlanma tenglamasini toping.

Korxonalar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X (mlfi. sum) 500 570 600 650 700 720 800 860 900 920
Y (min. sum) 110 120 130 135 140 145 150 154 160 164

3. Quyidagi berilgan ma’lumotlar bo‘yicha 1 ga yerdan olingan hosil
migdori-rning sarflangan o‘g‘it migdori-x ga bog‘ligligi ifodalovchi
to‘g‘ri chizigli regressiya tanlanma tenglamasini toping.

JT(ts) 6 7 7,5 8 9 9,5 10
Hts) 25 27 26 30 32 35 38
4. Shahardagi 10 ta ozig-ovgat magazini bo‘yicha bir oylik tovar

ayirboshlash hajmi-x va shu davr mobaynidagi muomala xarajatlari-r
hajmi o‘rganilgan. X ning y ga bog‘ligligi ifodalovchi to‘g‘ri chizigli
regressiya tanlanma tenglamasini toping.

X (min.sum) 200 300 320 410 304 500 540 600 650 700
Y (mIn. sum) 20 27 30 36 38 44 50 56 58 60

5. Quyidagi ma’lumotlar bo‘yicha arpa boshog‘idagi donlar soni-r ning
boshogning uzunligi-Jfga bogiigligini ifodalovchi to‘g‘ri chiziqli
regressiya tanlanma tenglamasini tuzing.

X 6 68 7 8 85 9 10 11 12 13 14 15
Y n 14 16 20 22 24 24 28 28 30 31 33



19-bob bo‘yicha amaliv mashg‘ulotlarni mustahkamlash
uchun nazorat topshiriglari

1- topshirig. Tanlanmalarning sonli xarakteristikalarini hisoblash

1-misol. Bosh to‘plamdan n=50 hajmli tanlanma olingan

varianta 257 10

chastota nj 16 12 8 14

Bosh o‘rtacha giymatning siljimagan bahosini toping.

Yechilishi. Bosh o‘rtacha giymatning siljimagan bahosi o'rtacha
tanlanma giymat bo‘ladi:

Y>N _16-2+12-5+8-7+1410_ £76

X, =
n 50

2-misol. n=10 hajmli tanlanmaning berilgan tagsimoti bo'yicha
o‘rtacha tanlanma giymatini toping:

X, 1250 1270 1280
n, 2 5 3

Yechilishi. Dastlabki variantalar katta sonlar, shuning uchun shartli
variantalarga o‘tamiz:w, -x ;-1270. Natijada shartli variantalar tagsimotini

hosil gilamiz:
U -20 0 10

« 2 5 3

Izlanayotgan o'rtacha tanlama giymatni topamiz:

*,=C+nn 21270+~(20)'2+16 5-- -10=1270-1 = 126%=
n

3-misol. =41 hajmli tanlanma bo'yicha bosh dispersiyaning A0=3
siljigan bahosi topilgan. Bosh to'plam dispersiyasining siljimagan bahosini

toping.
Yechilishi. Izlanayotgan siljimagan baho tuzatilgan dispersiyaga teng:
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sl=— D,=— -3=3,075.
«-1 40

4-misol. n=10 hajmli tanlanmaning berilgan tagsimoti bo‘yicha
tanlanma dispersiyasini toping:
X, 186 192 194
n, 2 5 3

Yechilishi. Variantalar - nisbatan katta sonlar, shuning uchun
« ="-191 shartli variantalarga o‘tamiz (biz variantalardan o‘rtacha

tanlanma qiymatga eng yaqin son c¢ =19 ni ayirdik). Natijada shartli
variantalar tagsimotini hosil gilamiz:

Izlanayotgan tanlanma dispersiyani topamiz:

5> ,2 2-52+5-12+3-32  2-5+5-1+3-3"
n n 10 10
=8,2-0,16 =8,04.

Berilgan tanlama tagsimotining tanlanma o‘rta giymatini.tanlanma
dispersiyasini u = A formula yordamida soddalashtirib hisoblang.

1, 103 105 107 109 111 113 115 117 119 121
n 4 7 8 10 25 15 12 10 4 5
2 8 8 8 8 9 9 9 97 99 10
m 6 7 12 15 30 10 8 6 4 2
3 x 106 108 110 112 114 116 118
N 5 10 17 3 20 12 6
4 15 20 25 30 35 40 45 50 55

n, 6 13 38 74 106 85 30 10 4
5 X 186 190 194 198 20,2 206
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10

14

16

17

82

91
10
101
20
15

21
24
20

3,2

3,6

70

204

115
20
10
20
56

6,8
7,6
8,6
93
105
25
20
23
25
2,6
25

35

4,0

30
IE
25
20,6
20
125
25

40
59
25
7,2
16
79

9,0
30
95
16
10,9
30
25
23
25
28
28
35
38
20
44

94
25
9,7
28
113

30
25
2,7
30
30

41
22
48

98
20
99

17
40
35

2,9
40
32
50
4.4

5,2

90

30

6,8

84

88
14
102

101
17
121
35
4,0
32
31

34
32
4,7
30
5.6

88

91

103

125

45
22
33
24
3,6
23
50
25
6,0

50

35

38

53

6,4



15 25 30 35 45 40 30 20

21 43 46 49 52 55 58 61 64
. 6 8 13 15 25 20 14 5
22 *; 45 50 55 60 65 70 75 80
ni 10 16 18 20 30 28 15 8
23 . 112 114 116 118 120 122 124 126
. 5 8 12 15 25 22 13 7
24 | 115 119 123 127 131 135 139 143

n 10 14 18 20 26 21 13 8
25 ., 123 125 127 129 131 133 135 137
. 2 5 8 12 20 15 7 3
26 x 124 128 132 136 140 144 148 152
.3 10 15 25 40 30 20 5
27 x 132 134 136 138 140 142 144 146
n 10 15 18 20 30 25 16 12
28 x 138 143 148 153 158 163 168 173
o 4 7 9 1 15 10 6 5
29 x 14 16 18 20 22 24 26 28
n 15 17 20 22 25 23 16 13
30 « 161 164 167 170 173 176
Wi 10 14121 28 23 15

2-topshirig, Chiziqli regressiya tenglamasini eng kichik kvadratlar
usuli yordamida aniglash

I-misol. To‘g‘ri to‘rtburchak plitkaning uzunliklari x(sm) va massalari
y (kg) bo‘yicha tagsimoti quyidagi jadvalda berilgan:

‘v y 6 8 10 12 14 e
30 2 17 9 3 - 31
35 10 17 9 - 36
40 _ 3 24 16 3 56
45 : - 6 24 12 42
50 - - 2 1 22 35
: 2 30 58 63 47 200
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Regressiya to‘g ‘ri chiziglarining tanlanma tenglamalarini tuzing.
Yechilishi. ¢, =40,C, =10, A=5 h,=2 bo‘lganligi sababli

X - 40 y, -10
v =
5 T

almashtirish olib quyidagi jadvalga ega bo'lamiz.

-2 -1 0 1 2
2 2 17 9 3 - 3l
1 . 10 17 9 : 36
0 - 3 24 13 56
1 - - 6 24 Vi 42
2 - - 2 n 2 35
&/ 2 30 58 63 47 200=n
Jadvaldan foydalanib quyidagilami hisoblaymiz.
oo 2311364 0-56+ 1424235 _ )
n 200
Z«yV _-2-2-1-30+0-58+1-63+2-47 _ o .
2 _E"«" _ (-2)2-31+(-1)2-36+02-56+12-42+22-35 . ..
n 200 v
? 5 W___(-2)2-2+(1)2:30+02:58+ 12:63+22:47 _, o
n 200

= /<@ ()2 =VI,71- (0,07)2 =131;
a,= - (v)2=VI45- 0,622 = /103 = 1,025.

YAnmuv Yyig‘indini hisoblash uchun ushbu hisoblash jadvalini tuzamiz.

X 2 -1 0 1 2 - uK

-2 4 17 17 3 - -18 36
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34
0 9
1 - 0 10 17 - 1 1
9
-17 -9
10
-3 0 16 26
0 - 3 24 16 13 39 0
ol 01 c ! 0
0 2 24
1 - - 6 4 12 48 48
241
fl 24 12
0 1 44
2 - - 2 il 2 55 110
4| 22 | 44
u= -4 -44 -25 3 56 1%
vo 8 44 0 31 112 1%

Korrelyasion jadval har bir katagining yuqoridagi o‘ng burchagiga vnm
ko‘paytmani yozamiz. Katakning quyi chap burchagiga un, ko‘paytmani

yozamiz.

Barcha kataklaming yugoridagi o‘ng burchagidagi va quyidagi chap
burchagidagi sonlami qo’shib, F="vn,, va a =$>/>, qiymatlarni hosil
gilamiz. Barcha uv va vu ko‘paytmalarni hisoblab, natijalarni go'shimcha
satr va ustunga yozamiz, bunda Y,uv=YjvU ko'paytma nazorat uchun

xizmat giladi. U holda
Z"-ttv=Z Ku=Z Ne-

Endi korrelyasiya koeffisiyentini hisoblaymiz:



(8) formulalarga asoslanib quyidagilami hosil gilamiz:

x=0,07+5+40=40,35, y =0,62-2+10= 11,24, 0-, =5-1,31=6,55, ay=2+1,025=2,05.

U holda (5) formulaga ko‘ra r ning x ga tanlanma regressiya to‘g"ri
chizig‘i tenglamasi
- 205
-11,24=0,69=—(n-40,35
y 6’55(!1 )

yoki
3,= 021x+2,77

ko‘rinishda bo‘ladi.
Shunga o‘xshash xy-x =rm-(y-y) formuladan foydalanib X ning Y ga

tanlanma regressiya to‘g‘ri chizig‘i tenglamasi
Xy =2,1 + 16,75
ko‘rinishga ega boMishini topamiz.

3. Delphi dasturlash tilidan foydalanib tekislovchi funktsiya
parametrlarini aniglash

Masala sharti: To‘g‘ri to‘rtburchak plitkalaming uzunliklari x (sm) va
massalari u (kg) bo‘yicha tagsimoti quyidagi jadvalda berilgan :

XY 6 8 10 12 14 nx
30 2 17 9 3 0 31
k) 0 10 17 9 0 36
40 0 3 24 16 13 56
45 0 0 6 24 12 42
50 0 0 2 n 22 )
ny 2 30 58 63 47 200

Regressiya to‘g‘ri chiziglarining tanlanma tenglamalarini tuzing.
Yechilishi : Bu berilgan masalani yechish uchun Delphi dasturlash
tilidan foydalandim. Uning interfeys ko‘rinishi quyidagicha :
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Masala shartiga ko‘ra plitkalar soni kiritiladi va Enter tugmasi bosiladi.
So‘ng jadval to‘ldirilib, Hisoblash tugmasi bir marta bosiladi. Natijada. u
ning x ga bog‘liq tanlanma to‘g‘ri chiziq tenglamasi va aksincha, x ning u
ga bog‘lig tanlanma to“g‘ri chiziq tenglamasi hisoblanadi.

Uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

Bu berilgan masala uchun Delpbi dasturlash tilida dasturiy vosita matn
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi :

unit Unitl;

interface

uses
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Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls,
Forms,

Dialogs, Grids, StdCtrls, Buttons, ExtCtrls;

type

TForml = class(TForm)

Label 1: TLabel;

Editl: TEdit;

StringGridl: TStringGrid,;

BitBtnl: TBitBtn;

Label2: TLabel;

Edit2: TEdit;

Label3: TLabel,

Edit3: TEdit;

BitBtn2: TBitBtn;

BitBtn3: TBitBtn;

BitBtn4: TBitBtn;

Image 1: TImage;

procedure EditlKeyPress(Sender: TObject; var Key: Char);

procedure BitBtn2Click(Sender: TObject);

procedure BitBtn3Click(Sender: TObject);

procedure BitBtnIClick(Sender: TObject);

procedure BitBtn4Click(Sender: TObject);

private

{ Private declarations }

public

{ Public declarations }

end;

var

Forml: TForml;

m,i,j: Integer;

implementation

{$R*.dfm}

procedure TForm 1.Editl KeyPress(Sender: TObject; var Key: Char);

begin

if not(key in['0"..'9",#13]) then key:=#0;

ifkey=#13 then

begin

m:=StrTolnt(Editl .Text);
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StringGridl .ColCount:=m+2;

StringGridl .RowCount:=m+2;

StringGridl .Cel1s[0,0]:="X \ Y}

StRingGrid 1.Cells[0,m+1]:='n(X)";

StringGridl .Cells[m+1,0]:='n(Y)";

StringGrid 1. SetFocus;

end;

end;

procedure TForml.BitBtn2Click(Sender: TObject);
begin

Editl.Clear;

Edit2.Clear;

Edit3.Clear;

for i:=0 to m do

forj:=0 to m do

StringGridl .Cells[i,j]:=";

StRingGridl .Cells[0,0]:="X \ Y?;

BitBtn2.SetFocus;

end;

procedure TForml.BitBtn3Click(Sender: TObject);
begin

Forml.Close;

BitBtn3.SetFocus;

end;

procedure TForml .BitBtnlClick(Sender: TObject);
var

f:Integer;

Cl,C2,hl,h2,Q,R,S,P,n: Real;
DeltaX,DeltaY,Xsh,Ysh,DeltaU,DeltaV,Ush,Vsh,Ukv,Vkv:Real;
Nx,Ny,x,y,U,V: array of Real;

begin

if m mod 2=0 then f:=m div 2

else f:=m div 2+1;

C1:=StrToFloat(StringGrid 1.Cells[f,0]);
C2:=StrToF loat(StringGrid 1.Cells[0,f]);
SetLength(x,m);

SetLength(y,m);

SetLength(U,m);
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SetLength(V,m);

SetLength(Nx,m);

SetLength(Ny,m);

for i:=l to m do

begin

y[i-1]:=StrToFloat(StringGrid 1.Cells[0,i]);
x[i-1]:=StrToFloat(StringGridl.Cells[i,0]);
end;

hl:=x[2]-x[IT;

h2:=y[2]-y[l];

for i:=0to m-I do

begin

ULi]:=(x[i]-Cl)/hl;

V[i]:=(y[i]-C2)/h2;

end;

for i:=1 to m do

Begin

S:=0;

forj:=1 to m do
S:=S+StrToFloat(StringGrid 1.Cells[j ,i]);
Nx[i-1]:=S;
StringGridl.Cells[m+l,i]:=FloatToStr(S);
end;

fori:=l to m do

Begin

S:=0;

forj:=1 to mdo
S:=S+StrToFloat(StringGridl.Cells[i,j]);
Ny[i-1]:=S;

StringGrid 1.Cells[i,m+1]:=FloatT oStr(S);
end;

n:=0;

for i:=0 to m do

n:=n+Nx[i];

StringGrid 1.Cells[m+1,m+1] :=FloatT oStr(n);
Ush:=0; Vsh:=0;

for i:=0 to m do

Begin
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Ush:=Ush+(U[i]*Nx[i])/n;
Vsh:=Vsh+(V[i]*Ny[i])/n;

end;

Ukv:=0; Vkv:=0;

for i:=0 to m do

Begin

Ukv:=Ukv+(sqr(U[i])*Nx[i])/n;
Vkv:=Vkv+(sqr(V[i])*Ny[i])/n;

end;

DeltaU :=Sqrt(Ukv-sqr(Ush));

DeltaV :=Sqgrt(Vkv-sqr(Vsh));

P:=0;

for i:=1 to m do

Begin

S:=0;

forj:=I to mdo
S:=S+V[j]*StrToFloat(StringGridl.Cells[j,i]);
S:=S*UJil;

P:=P+S;

end;

R:=(P-n*Ush*Vsh)/(n*DeltaU*DeltaV);
Xsh:=Ush*hl+Cl;

Ysh:=Vsh*h2+C2;

DeltaX:=h1*DeltaU;

DeltaY :=h2*DeltaV;

Q:=R*DeltaY/DeltaX;

Edit2. Text:="Y x="+FloatToStr(Q)+'x+'+FloatToStr(Q*Xsh+Ysh);
Q:=R*DeltaX/DeltaY;
Edit3.Text:="Xy="+FloatToStr(Q)+'y+'+FloatToStr(Q*Ysh+Xsh);
BitBtn2.SetFocus;

end;

procedure TForml.BitBtn4Click(Sender: TObject);
var

X0, yO, xmax, ymax : Integer;

X,y :real;

begin

Imagel.Canvas.Pen.Color:=clBlack;
xO:=Imagel .Width div 2;
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yO:=Imagel .Height div 2;
xmax:=Image 1.Width;
ymax:=Image 1.Height;
With Imagel.Canvas do
begin

pen.Color:=clRed;
MoveTo(0,y0);
LineTo(xmax,yO);
MoveTo(x0,0);
LineTo(xO,ymax);

X:=-2;

repeat

y:=0.22*x+2.32;
pixels[x0+round(50*x), y0-round(50*x)]:=clRed;
x:=x+0.01;

until x>2;
BitBtn4.SetFocus;

end;

end;

end.

4. Maple tizimidan foydalanib tekislanuvchi funksiyalarning
parametrlarini topish

Tekislanuvchi funksiyaning parametrlarini topish uchun stats paketi
yordamida boshlanadi, so‘ngfit kutubxona ostida leastsquare (eng Kichik
kvadrat) komandasi va formuladagi o‘zgaruvchilar kiritiladi. Tekisla-nuvchi
funktsiya va katta qavs ichida izlanayotgan parametr, so'ngra o‘rta gavuslar
ichiga o‘zgaruvchilaming empirik giymatlari kiritiladi.

stats paketi yordamida faqgat chizigli, parabolik va giperbolik
bogManishlarnigina topmasdan, boshga har ganday analitik bogManishlami
(ko‘rsatgichli, logarifm, darajali va hokazo) ham topish mumkin.
leastsquare komandasidan keyin fagat mos formulani go‘yish mumkin.

stats paketi yordamida empirik ma’lumotlarga mos bo'lgan,
ko'rsatilgan nuqtadan o'tuvchi nazariy bog'lanish grafigini yasash, bundan
tashgari gistogramma va o'rtacha qiymatlami hisoblab Kiritish
mumkin.
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giymatlariga

1-misol. Agar x o‘zgaruvchining beshta, ya’ni
0°‘zgaruvchining
y —3,6.8,7.1,9.8,11.2 giymatlari ma’lum bo‘lsa,

mos

ravishda

y

x = 0,19,40,60,74

beshta,
X ning

ya’ni

y=ax +b

chizigli bog‘lanish formulasini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.
Berilgan misolning yechimi Maple paketida quyidagicha bo'ladi :
> with(stats):
>fit[leastsquare([x,y|,y=a*x+b,{a,b}])([[0,19,40,70,74|,[3,6.8,7.1,9.8

,11.2]]);

z

y =0.09505274468 x + 3.720858566
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20-BOB.
KOMPLEKS 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
NAZARIYASI ELEMENTLARI

20.1-8. Kompleks o‘zgaruvchili funksiya.
Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi

20.1. Kompleks o‘zgaruvchili funksiya tushunchasL Elementlari

kompleks sonlardan iborat ikkita D va E (D,EcC) to'plamlar berilgan
boMsin.

20.1.1-ta’rif. Agar Vze D(z=x+iy;x,yeR,i2=-1) songa biror qonun
(goida) bo‘yicha tayin bir w - u +iv (tve E;u,v e R,) son mos go‘yilgan
bo'lsa, u holda E to‘plamda bir giymatli kompleks o'zgaruvchili funksiya
(AYJT aniglangan deyiladi vau w=/(z) kabiyoki /:£>-»£ kabi belgilanadi.

20.1.2-ta’rif. Agar har birz E D bir nechtaw giymat (w6 e) mos
go'yilsa, u holda w = u+iv funksiya ko‘p giymatli funksiya deyiladi. Bunda
/) to‘plam (soha3 funksiyaning aniglanish sohasi, Ww=f(z\z e D}=E,
to'plam ¢ £j (soha) esa funksiyaning giymatlari to plami (sohasi)
deyiladi.

w=f(z) funksiyani ushbu n+iv-f(x +iy)=u(x,y)+i m(x,y) ko‘rinishda
yozish mumkin, bunda

u=u(x,y)=Rew, v=v(x,y)=Imu’ (x,y)eD.

Shunday qilib, kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning berilishi ikkita
hagigiy o°‘zgaruvchili funksiyalar (u=u(x,y\v =\jc_%) ning berilishiga
ekvivalent ekan.

20.1.3-misol. Ushbu w=z2 funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini
toping.

Agar kompleks tekislikdagi E to’plam quyidagi ikki shartai
1) E to’plam faqat ichki nuqtalardan iborat,
2) E ning har ganday ikki nuqtasini siniq chiziq bilan birlashtirganda bu siniq chiziq butunlay E
dn yotsa. u holda E to’plam soha deyiladi.
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Yechilishi w=u+iv, z=x+iy ekanligini e’tiborga olsak, u holda berilgan
n
funksiyani u+iv=(x+iy) ko‘rinishda yozamiz. Bundan

U+iv=x2—y2 +i-2xy=> u(x,y)=x" —y", v(x,y)=2xy.

Bu funksiyaning aniglanish sohasi D(f) = C - barcha kompleks
sonlardan iborat.

20.2. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning limiti. w=/(z)-bir
giymatli funksiya D sohada aniglangan bo‘lib, zZQnuqta D ning limit nugtasi
bo‘lsin, ya’ni zq nuqgtaning ixtiyoriy U”(zg)= {z6Z2):|z-zq| <8,8 >0j atrofida
D ga qarashli (zQdan boshga) hech bo‘Imaganda bitta nugtasi bo‘lsin,

20.2.1-ta’rif. Agar tayin A kompleks son va istalgan kichik e>0 son
uchun 38[A,£,zq)>0 topish mumkin bo‘lsaki, jz-zQ<S tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha z(z*zQ) lar uchun \f(z)-A\<£ tengsizlik

bajarilsa, u holdaA son w=1f(z) funksiyaning z -> z0 dagi limiti deyiladi va
u quyidagicha yoziladi:

lim f(z)=Am (20.2.2)
z"z0

20.2.1 - ta’rifni gisgacha quyidagicha ham yozish mumkin :

3AeC,VE>0,3S[A,£,20)>0yz:0<\z-z0\<8 =>\f(z)-A\<e , Ii>r;10f(z)=A.

Agar A limit mavjud bo‘lsa, u holda

*I_inq’lo ul(x,y):ureJ va xI_i*ngov\Sjc,v):vO [A= u o+ i-vo)
y-*y0 y~*yo
limitlar ham mavjud bo‘ladi. Bunda aksincha tasdiq ham o ‘rinli bo‘ladi.
Bu tasdiqdan haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalaming limitlari ustidagi
arifmetik amallami KO‘Flarning limitlariga ko‘chirish mumkinligi kelib
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chigadi. Agar /,(z) va / 2(z) funksiyalar z0e D nuqtada limitlarga ega bo'lsa,
u holda

1) z!'gOIFi/Wxe2 ~ =c¢' ~ 0" (2)xc>'

bunda cj,c2-0 ‘zgarmas sonlar;

2) zlimo/(z).zlimo/ 2zX
VN nr /1(2
] 13" 7
3 lim 1213 _/\ibunda jim / (2)"o.
Z>2Q £1(2 lim 820t 15z
z"z0 0

20.3. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. w=/(z)
funksiya D sohada anigkangan bir giymatli funksiya bo‘lib, zQe £ bo‘Isin.

20.3.1-ta’rif. Agar

3 Ihn /(2)=1(zQ) (20.3.2)
0

boMsa, u holda w=f(z) funksiya z0nuqtada uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifhi ushbu ko‘rinishda ham ta’riflash mumkin:

20.3.3-ta’rif. Agar Ve >0 kichik son uchun shunday s{e,zj> 0 sonni
topish mumkin boMsaki, |z-z0]<<? tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha z
lar (z0 ham) uchun j/(z)-/(z0)j<etengsizlik bajarilsa, u holda w=f(z)
funksiya z0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

Yuqorida keltirilgan 20.2.1-va 20.3. |-tariflarda (20.2.2) va (20.3.2) ni
solishtirish natijasida w=f(z) funksiyaning z0 nugtada uzluksiz bo‘lishi

uchun A -/(z0) boMishi kerakligini ko‘ramiz, ya’ni funksiya bir tomondan
z0 nugtada chekli A limitga ega boMishi va ikkinchi tomondan A son
funksiyaning zOnuqtadagi /(zc) xususiy giymatiga teng boMishi shart ekan.
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20.3.1 va 20.3.3 -ta’riflaming geometrik ma’nosi quyidagicha: agar
Us (z,,) atrof ichidagi z nuqgtalarga mos kelgan w=f(z) nuqtalar Uc(f(z0))
atrof ichidajoylashgan bo‘lsa, w = f(z) funksiya zOnuqtada uzluksiz bo‘ladi.

/(z) funksiyaning z0 nuqtada uzluksizligini boshgacha ham

ta’riflash mumkin:

20.3.4-ta’rif. Agar funksiya argumentining z0 nuqtadagi cheksiz kichik
Az orttirmasiga funksiyaning cheksiz kichik Af(z) orttirmasiga mos kelsa,
ya’ni

A'ggoAf(z) =0

bo‘lsa, u holda /(z) funksiya zOnugtada uzluksiz deyiladi.

Agar /(z) funksiya D sohaning har bir nugtasida uzluksiz bo‘lsa, u
holda /(z) funksiya D sohada uzluksiz deyiladi.

20.4. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. w=/(z) funksiya D sohada
berilgan bo‘Isin.

1°. Agar w=f(z) funksiya D-yopiq sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda u

shu sohada chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday o‘zgarmas M >0 soni
mavjud bo‘lib, D sohadagi hamma z larda

N <m

boiadi.
2°. Agar w- /(z) funksiya 4 sohada uluksiz bo‘lsa, u holda |/(z)|

funksiya shu sohada eng katta va eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni
3zuz2e D topiladiki, Vze D lar uchun

/(zi)N /(2)N /(22)

munosabat o‘rinli bo*ladi.

3°. Agar w=/(z) funksiya d sohada uluksiz bo‘lsa, u holda u shu
sohada tekis uzluksiz bo‘ladi, ya’ni ¥c¢ >0 son uchun s(e)>o0 topilib,
\z"-z1\<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi D sohadagi ixtiyoriy ikkita z* va

z* nugtalar uchun
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\AZ)-F{Z"\<E

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

20.2-8. Kompleks o‘zgaruvchili asosiy elementar
funksiyalar

20.5. Ko‘rsatkichli funksiya
20.5.1-ta’rif. Ko‘rsatkichli w=ez funksiya ushbu

w=ez =ex(cosy+i-siny) (20.5.2)
formula bilan aniglanadi. Bunda y =0 desak, u holda ez=ex, ya’ni z=*

bo‘lganda, haqigiy o‘zgaruvchili ko‘rsatkichli funksiyaga teng bo‘ladi.
Ko‘rsatkichli funksiya ushbu

xossaga ega. Hagigatan ham, kompleks sonlami ko‘paytirish qoidasiga
asosan

ez mz = ex mx (Cos(y, +>2)+/-sin(y, +y2)) =
= ex#x>(cos(y, +y2)+ issin(y, +y2))=ex N ¥\ " =ez'+z>,

Xuddi shunday
(e*y =e"z,bunda neN

ekanligi ko‘rsatiladi.
(20.5.2) formulada x=0,y = ¢ deb olinsa, u holda ushbu

e'p=cosip+/-sin o

Eyler formulasiga ega bo‘lamiz. Xususiy holda, bu formula yordamida
kompleks sonning trigonometrik ko‘rinishini topamiz:

z=r(cosc+iminip)=r ®'q
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je j=ex,ex 0 ni e’tiborga olsak, u holda ko ‘rsatkichli r2 funksiya nolga

aylanmasligi, ya’ni e2 ®0 degan xulosani chigarish mumkin.
(20.5.2) dan . iimmIeZ):o . lim (2= ekanligini ko‘rish giyin emas.

Ko‘rsatkichli e2 funksiya davriy funksiya bo‘lib, uning eng kichik
musbat davri 2ni ga teng. Hagigatan ham, ez+2ni = ez me2ni - ez m(cos2n +
+i min2n) = ez.

Ta’kidlaymizki, e2 funksiyaning giymatlari sohasi kompleks sonlar
to‘plamidan iborat. Shunga asosan, z ning shunday giymatlarini topish
mumkinki, unda e2<0 boiadi. Masalan, z=n-;=>ez=ez‘=-1<0.

20.6. Logarifmik funksiya.

20.6.1-ta’rif. Ushbu

ew =7 (20.6.2)

tenglamani ganoatlantiruvchi har ganday w son z ning e asosli logarifmi
deyiladi va u

w=Ln(z) (20.6.3)
ko‘rinishida yoziladi.

Agarw vazlamiw=wu+im, z=r melgko‘rinishda yozsak, u holda
(20.6.2) dan ushbu

en+™=re (P yoki eu-e™ =r ei'®

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bundan esa eu = r yoki

u=lnr, v=_(+2nk {k=0,21,+2,...).

Demak,
w=u+i-v =bir +i-(<p+ 20K (20.6.4)

bo‘lib, (20.6.3) ga ko‘ra,
Ln(z)= Injz| +i wArg(2), (20.6.5)
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bunda r =|z|#>+2for = Arg(z). (20.6.4) da k =0 bo‘lgan holni, ya’ni

w=\nr+i (p ga logarifmning bosh giymati deyiladi va Inz orqali
belgilanadi:

Inz=1Inlz| +iwarg(z), —u<arg(z)<n.

Agar z musbat hagigiy son bo‘lsa, u holda arg(z)=0, Inz = In|z|.

(20.6.5) dan logarifmning quyidagi xossalari kelib chigadi:
I nLn(z, -z2)=Ln(zi)+Ln(z2)

2°. Lnf— j=Ln(z,)-Ln(z2).
V23

3°. Ln(Z")=n Ln(z2)

4°. bn(n/r)=—sLn(2).

26.6.6-misol. Ushbu Ln(-1), In(-1), In(2i) lami hisoblang.
Yechilishi. (20.6.5) formulaga asosan,

bn(-1)=1n1+/-(a+2K)=r-a(2£+1). In(—)=/-7 va
In(2)=In2/]+imarg(2i)=In2+i~ bo‘ladi.
20.7. H=2z" darajali funksiya. Agar n - natural son bo‘lsa, u holda
w =z" darajali funksiyani Muavr formulasidan foydalanib ushbu
z=r(cos#>+/-SinE>)=>w= 2" =rn (cosn<p + i-svnn(p)

ko‘rinishda yozib olsak, u bir giymatli funksiya bo‘ladi.
Agar n=-(qge w)bo‘lsa, uholda
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Demak, (20.7.1) ga ko‘ra w=1z4 funksiya ko‘p giymatli funksiya
bo‘ladi.
Agar n=—(p,q e jV) bo‘lsa, u holda u ushbu
a

p f iV

4 |/
=N co™ p(argz+2fa)j+. s.n*(argz +2fa)jj k=014 <,

£
tenglik bilan aniglanadi. Ravshanki, w =z 4 - ko‘p giymatli funksiya.
w=za(a=a+i-b) funksiya ushbu w=za=eaLa®\z”6) ko‘rinishida
aniglanadi va u ko‘p giymatli funksiya bo‘ladi.
20.8. Trigonometrik funksiyalar. Kompleks ?=*+/ y o‘zgaruvchili
trigonometrik funksiyalar quyidagilar:
e'z—e~"z e z+e~lz sinz cosz

-,C08Z = -------2- — tgz = - ,ctgz =-;
2/ 2 cosz sinz

z —x (y —0) bo‘lganda, hagigiy o‘zgaruvchili trigonometrik
funksiyalarga keltiriladi:

e'l- e~'x 1
SiNZ = -=--=-—-----= 7Icosx+|-smx - (/OSX -smx);-a 2i sinx =sinx .

21

Kompleks  o‘zgaruvchili  trigonometrik  funksiyalar  haqgiqiy
o‘zgaruvchili trigonometrik funksiyalarning xossalalariga o0°‘xshagan
xossalarga ega. Masalan,

sin2z + cosJz =1, sin2z =2sinz cosz,cos(z] + z2)=cosz, -c0sz2-sinz, -sinz2,
sin(z + 2n)=sinz, cos(-z) =cosz,  sin(-z)=-sinz, tg(z+ #)=tgz

cosz =0=>z="+Aq] =0,+,+2, ...

va hokazo.
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20.9. Giperbolik funksiyalar. Bu funksiyalar quyidagicha aniglanadi:

siz = —, chz = e’\z—, thz =~ , cth (20.9.1)J

ch? shz

Giperbolik va trigonometrik funksiyalar orasidagi bogianishni topish
uchun (20.9.1) da z ni i-z ga almashtirib chigish yetarli:

sinh(/*z) = i sinz =>sinz = — mwinh(/ *z)
cosh(/' ez) = cosz, tanh(/ez) =imgz, coth(;ez)=-i xctgz.

Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, sinhz va coshz giperbolik funksiyalar
2n i davrli funksiyalar, tanhz va cothz funksiyalar esa n i davrli
funksiyalardir.

20.10. Teskari trigonometrik va teskari giperbolik funksiyalar.
Ushbu

z=sinw funksiya berilgan bo‘lsin. Bunda w o°‘zgaruvchi berilgan
funksiyaga teskari funksiya bo‘lib, u z ning arksinusi deyiladi va

w = Arcsin z
kabi yoziladi. Xuddi shunday
z = cosw ,z = tgw,z = ctgw
funksiyalar berilgan boisa, ularga teskari bo‘lgan funksiyalar mos ravishda

w = Arccosz,w = Arctgz,w = Arccigz

kabi yoziladi.
Sinusning ta’rifiga asosan

r=sinw=6"" =»e2w- 2imiw-1 =0,
rr-

bundan

Ba’zi adabiyotlarda sinhz,coshz,tanhzvacothrfunksiyalami mos ravishda shz,chz,thz,cthz
kabi belgilangao.
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elw=iez +-\I(im)2+x=>eW=i-z+*N—22 =i MW ="Ln ruz +n/1 —22)=

=Sw=7umn(/'ez+V I-z22]=>w=-i- Ln|/ez +d1-2 2j.

Shunday qilib, z ning giymati berilganda unga mos kelgan sinus
trigonometrik funksiyaning giymatini topadigan ushbu

w = Arcsinz—+eLn(/m + 1l —z2)

formulaga ega bo‘ldik. (7) ni hisobga olsak w=Arcsinz - ko‘p giymatli
funksiya bo‘ladi.
Xuddi shunday

Arccosz =—mLn(z+VI- z2), Arctgz = 7%,

aniglanadi. Arcctgz = 5 -Ln(;:y Zi=+i

20.3-8. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyani differensiallash.
Eyler - Dalamber sharti

20.11. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyani differensiallash.
Kompleks tekislikdagi biror D sohada bir giymatli w=/(z) funksiya
berilganbo‘lib, z0efl bo‘lsin.

20.11. I-ta’rif. Agar ushbu

lin limA t" b /k ) (20.11.2)
z

Az-*0 AZ Ar->0

limit mavjud bo'lsa, u holda bu limitga w = f(z) funksiyaning z0 nuqgtadagi

hosilasi deyiladi va u gisqacha i ds kabi belgilanadi.
Ta’kidlaymizki, (20.11.2) tenglikda z0+ Az nugta z0 nuqtaga har ganday

yo‘l (qonun) bilan yaginlashtirilganda ~ nisbat fagat yagona aniq limitga

intilishi ko‘zda tutiladi.
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20.11. 3-ta’rif. Agar w-=/(z) funksiya z0nuqgtada chekli hosilaga ega
boMsa, u holda uni z0 nuqtada differensiallanuvchi (yoki monogen) deyiladi

Ta’rifdan ko‘rinadiki, agar funksiya z0 nugtada hosilaga ega boisa
(20.11.2) limit mavjud bo‘lib, u Ar=Jix+/ Jly ning ganday yoM bilan nolga
intilishiga bog‘lig bo‘Imaydi. Shuning uchun z0+Az nuqtani Ox o‘giga
parallel boMgan yoM bilan z0 nuqgtaga intiltirganimizda Ay=0 (20.2-
chizmaga garang), Oy o‘qiga parallel yoM bilan z0 nuqgtaga intiltirganimizda
esa Ax=0 deb olishimiz mumkin boMadi (20.3-chizmaga garang).

#*0 + A*
29—,- i£=i
S0
As =A*
20.2- chizma. 20.3- chizma
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Demak, (20.11.2) dan Ay = 0,Az = AX deb olinganda
w="f(z) =u(x,y)+i V(Xy) funksiyaning z0 nuqtadagi hosilasi uchun ushbu

fuhy= W = iUt AY AL A _du Y0611 )
Ov Az  Ai-»0  [Ox Ax>0l X AxJ dx dx

formulani hosil gilamiz. Xuddi shunday [x=0,Az =i-Ay deb olinganda

‘- . . , i I Au 8v . du
(z0)= L, A, Y i+m,y _A\lm>(u){i-Ay Ay) dy dy

ni hosil gilamiz. (20.11.4) bilan (20.11.5) ning chap tomonlari ta’rifga
asosan bir xil f'(z0) ga teng bo‘lganligi uchun ularning o‘ng tomonlari ham

teng bo‘ladi, ya’ni

du .dv_dv . du
dx dx dy dy

Bundan, esaEyler-Dalamber (yoki Koshi-Riman) sharti deb ataluvchi

du dv du dv
dx dy’ . dx dy’
y yoki y (20.11.6)
dv du du dv
dx dy dy dx

shartga ega bo‘iamiz.

Shunday qilib, agar w =f(z) funksiya z0 nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda (20.11.6) zaruriy shart kelib chigar ekan, ya’ni z0=x0+i-y0
nuqtada xususiy hosilalar mavjud va Eyler - Dalamber sharti

dx dy dx dy
bajarilar ekan.

Lekin bu tasdigning aksi o‘rinli emas. U holda ganday shartlarda
w =/(z) funksiya z0 nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi degan savol kelib
chigadi. Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

20.11.7-teorema. Biror D sohada aniglangan f(z) =u(x,y)+i- v(x.>)
funksiyaning shu sohaga tegishli z0 nuqtasida differensiallanuvchi boMishi
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uchun u(x,y) va v(x,y) funksiyalaming shu nuqtada differensiallanuvchi
ho‘lishiari hamda

du_dv du_ dv
dx dy’ dy dx

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriy shart. w=/(z) funksiya z0eD nugtada

differensiallanuvchi boisa, u holda (20,11.6) shartning bajarilishini
yugorida ko‘rsatdik, ya’ni zaruriy shartni isbotladik. Endi yetarli shartni
isbotlaymiz.

Yetarli shart. (20.11.6) shart bajarilgan bo4sin. 0 ‘sha shartga ko‘ra
u(x,y) va v(x,y) funksiyalar z0=xQ+i-y0 nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun ularning orttirmalarini ushbu ko‘rinishda tasvirlash mumkin:

Au :d— AX+-dmA, +al,
X y (20.11.8)

Av=— A*h---—--&y+a2,
dx dy

bunda a, va a2 lar |O=~(Axf +{Ayf ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik ifodalar. U holda (20.11.8) ni e’tiborga olgan holda

Av  (»(X0+ Ax;y0 + Ay) +/ m/(x0+ A.yn + A>))~ (bI(X0;y 0)+ / *v(x0; M) _
Ax+i-Ay

Au+i- AV
AXHT Ay Ax+i-Ay

l«l+< «2
Ax+ i-Ay AxX+ /oAy
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Bu tenglikning o0‘ng tomonida (20.11.6) ga asosan, d—ni --gga, —ni
y X

~ gaalmashtirish natijasida

du Ax---q-V--Ay+ 1e (dv Ax + du A'y\ .

Aw _ dx dx lot dx ax+ia?2

— = - [ G[:_}’ a3= ——-—- —r

Az AX +i- Ay AX+i-Ay
ya’ni f

Av (A +E-AK)+<-f (A +/-Av) &

— = N +a, =—+/— +a,,

Az AXx+ i Ay dx dx

bunda a 3-]Az| ga nisbatan cheksiz kichik ifoda. Oxirgi tenglikdan

mavjud va f'{z0) =— +/m— ekanligi kelib chigadi.
dx dx

Shunday qilib, teorema to‘liq isbot bo‘Idi.
Eyler-Dalamber shartini hisobga olgan holda /(z) differensiallanuvchi
funksiyaning hosilasini ushbu

4y du .dv ,/uy dv . dv
dx dx dy dx

Juu du . du y dv . du
/

formulalar bilan topish mumkin.

Haqiqiy o'zgaruvchili funksiyani diffrensiallash qoidalari KO‘F lar
uchun ham o‘rinli bo‘ladi: agar /, (z) va /2(z) funksiyalar biror z nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

le 0i(2£/2(2) = /| (D%/2 00
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2-(li(z)- T 2{~) =\ (2)' fi(z)+ M z) fi (zh

2W /2¢)

4.Agar <p(z) funksiya z nuqtada, f{w) funksiya esa w=cp(z) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (/(<z>(z))) = fv () <z (z) bo'ladi.
5.Agar /(z) funksiya z nugtada, / _1(w) funksiya mavjud va w=f(z)

nugtada differensiallanuvchi boMsa, u holda /'(z)=-— -— T bo‘ladi, bunda
(/-»)
(/"°(w)) /0 va [/ -1(w) funksiya f(z) ga teskari funksiya.

Ta’kidlaymizki, kompleks o‘zgaruvchili trigonometrik funksiyalar
o‘zlarining aniglanish sohalarida differensiallanuvchi bo“ladi.

20.4-8. Anaiitik funksiyalar. Differensial

KO‘Flaming asosiy fundamental tushunchalaridan biri anaiitik funksiya
tushunchasidir.

20.12. Anaiitik funksiya.

20.12. I-ta’rif. Agar bir giymatli w =f(z) funksiya z0 nuqtada va uning
atrofida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda u z0 nuqtada anaiitik deyiladi.

20.12. 2—ta’rif. Agar bir giymatli w=f(z) funksiya D sohaning har bir
nuqtasida anaiitik bo‘lsa, u holda u D sohada anaiitik (golomorf) deyiladi

20.12.3-ta’rif. Agar w="f(z) funksiya z0 nuqgtada differensiallanuvchi
bo‘lib, uning atrofida differensiallanuvchi bo‘lmasa, u holda u z0 nugtada
monogen deyiladi

20.12.4-ta’rif. Bir giymatli w=f(z) funksiyaning D sohadagi anaiitik
bo‘lgan nuqtalari funksiyaning to'g'ri (regulyar) nugqtalari deyiladi.

20.12.5-ta’rif. Bir giymatli w=f(z) funksiya o‘zining aniglanish
sohasidagiw =/(z) funksiya z nuqtada anaiitik boisin. u holda
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A&-%-AE =f{z) limit mavjud. Bundan = =/'(z)+abo‘ladi, bunda Az-> Oda
a->0. U holda

Aw=/'(z) *Az+ a WAz (20.12.6)

deb yozish mumkin. Agar /'(z)*0 bo‘lsa, unda (20.12.6) ning birinchi
go‘shiluvchisi Az->0 da Az tartibli cheksiz kichik ifoda; ikkinchi
go‘shiluvchisi esa Azga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik ifoda.
Birinchi go'shiluvchi w=1f(z) funksiya orttirmasining bosh giymatini
tashkil etadi.

20.12.6-ta’rif. w=/(z) funksiya orttirmasining bosh giymati, ya’ni
/ (z)-Az ga uning z nuqtadagi differensiali deyiladi va dw =/'(z)-Az kabi
yoziladi.

w=2z bo‘lganda <€=2z'-Az=Az ni e’tiborga olganda dw =f'{z)dz deb

yozish mumkin. Bundan ™ =f'(z) kelib chigadi.
z

20.12.7-eslatma: Agar f(z)=u(x,y)+i-v(x,v) funksiya D sohada
analitik bo‘lsa, u holda u(x,y) va v(x,y) funksiyalar Laplas tenglamasi deb
ataluvchi ushbu

dx2 dy2 -
tenglamani ganoatlantiradi.
Hagigatan ham Eyler-Dalamber tengligining birinchisini y bo‘yicha,
ikkinchisini esax bo‘yicha differensiallash natijasida
du dv d2v d2u
dxdy dy2’ dx2 dydx
e p2
bo‘lib, bundan &~+d—y":0 kelib chigadi. Bu holda u(x,y) va v(xy)
funksiyalar garmonikfunksiyalar deb ataladi.
20.12.8-misol. w=z2 funksiya analitik funksiya bo‘ladimi? Agar
analitik funksiya bo‘lsa, uning hosilasini toping.
Yechilishi. w=zz funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlarini topamiz:
w=zN= (X + iy =xM+2ixy-yN =>Re(W)=u=x"- y* Im(w) =V=2xy.
Endi Eyler - Dalamber shartini tekshirib ko ‘ramiz:
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Bundan (20.11.6) analitiklik shartining bajarilishiga ishonch hosil
gilamiz.

Demak, berilgan funksiya butun kompleks tekisligining barcha
nuqtalarida analitik ekan. Uning hosilasini (20.11.6) formulalardan
foydalanib topamiz:

(zzj =£(x2-y2)+jeE(2xy)=2x +i-2y =2z
Endi berilgan funksiyaning hosilasini 20.11. |-ta ’rifga asosan topamiz:

= lim (2z + Az)= 2z
Az>0Az  [Ar->0 Az Az>0

20.13. Hosila argumentining va modulining geometrik ma’nosi.

1) Hosila modulining geometrik ma’nosi.

w = f{z) funksiya z0 nuqtada analitik bo‘lib, /*(z0)” 0 bo“Isin. w=f(z)
funksiya (z) tekisligidagi z0 nuqtani (w) tekisligidagi w0=/(z0) nugtaga
akslantirsin. z0 nugtaning atrofidan olingan ixtiyoriy z0+ Az nuqta biror
uzluksiz  chiziq bo‘ylab z0 nugtaga intilsin. U holda bu nuqtaga mos
w0 +Aw nuqgta I chizigning tasviri bo‘lgan L uzluksiz chiziq bo‘ylab w,
nuqtaga intilsin (20.4 - chizmaga garang).

) X (0] "

20.4- chizma.
Hosilaning ta’rifiga ko‘ra
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f(20)= Jiy p,

bundan

. Aw YA\ A
'K = a0 -ii» M
H/'bl= Jny = A% A Aol

bo‘lib, |AZ4=|z-z(-miqdor z0 va z0 +Az nugtalar orasidagi cheksiz kichik
masofa, |Aw-migdor esa w0 va w0+ Aw nuqtalar orasidagi cheksiz kichik
masofa. l/tzoll-ikkita Aw va Az cheksiz kichik migdorlar nisbatining limiti.
Bu limit (/(z) funksiyazOnuqgtada analitik) I chizignitanlashgabog‘lig emas.

Demak, &%’Azl =|/'(z0)|-0‘zgarmas, ya’'ni z0 nuqtadan o‘tuvchi barcha

chiziglar uchun cho‘zilish koeffitsiyenti bir xil bo‘ladi. |/'(z0)(-qiymat
(kattalik) w=/(z) aklantirishning |/'(z0)(>I boMganda cho'zilish
koeffitsiyenti, |/'(z0) <1 boMganda esa qisilish koeffitsiyenti deyiladi.
Shunday qilib hosila modulining geometrik ma’nosi quyidagicha:
1°. Analitik funksiya yordami bilan bajariladigan akslantirish / ’(2)

hosila nolga teng bo‘lmagan barcha nuqtalarda o‘zgarmas cho‘zilishga ega.
1) Hosila argumentining geometrik ma’nosi.
zq nugtada hosila argumenti uchun

o=arg(/'(z0)) = lim = lim(arg Aw- argAz)=
:!‘i_gbargAw- HgbargAz:aL- a,

bo‘lib, bunda a, va a2lar mos ravishda z0 va w0 nuqtalarga I va L
chiziglarga o‘tkazilgan urinmalaming Ox va Oy o‘glaming mushat
yo‘nalishlari bilan tashkil gilgan burchaklari (20.4 - chizmaga garang).
Bundan «2=«j +arg(/'(z0)) bo‘lib, ya’ni /'(z0) hosila arg(/'(z0)) ning I
chizigni L chizigga akslantirganda w0 nugtada o‘tkazilgan urinmaning
yo‘nalishini hosil qilish uchun z0 nuqtaga o‘tkazilgan urinmaning
yo‘nalishini arg(/'(z0)) burchakka burish kerak ekan degan xulosa kelib
chigadi.
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20.5- chizma.

n=f(z) funksiya z0 nuqtada analitik (/'(z0)*O) boMgani uchun arg(/'(z0))
burchak z0 nugtadan o‘tuvchi hamma chiziglar uchun bir xil bo‘ladi, ya’ni
ro va n0 nuqtalardan o‘tuvchi boshgqa I' va | chiziglar uchun ham
Jirg(/'(z0))=a2*-w = bo‘ladi. Shunday qilib (z) tekisligidagi z0 nugtada I
va [, chiziglar tashkil gilgan arg(/'(z0))=a2-a, =a2'-aj =<p burchak
ulaming (w) tekisligidagi tasvirlari bo‘lgan L va L, chiziglaming wo
nuqtada tashkil gilgan burchagi ham <=arg(f'(z0)) burchakka teng bo‘lar
ckan (20.5 - chizma), ya’ni w=/(z) analitik funksiya yordami bilan D
sohani D, ga akslantirganda z0 nugtadan o‘tuvchi I, chiziglaming
hammasi bir xil ~ =arg(/*(z0)) burchakka burilar ekan. Shuning uchun ham
I".I', chiziglar orasidagi burchaklar o*zgarmay qoladi.

Demak, hosila argumentining geometrik ma’nosi quyidagicha bo‘ladi:

2°. Analitik funksiya yordami bilan bajariladigan akslantirish '(z)
hosila nolga teng bo‘Imagan barcha nugtalarda burchakni saglash xossasiga
ega.
’ 20.14. Konform akslantirish. w =1f(z) funksiya (z) tekisligidagi
biror D sohada aniglangan bo‘lib, u D sohani (w) tekisligidagi biror E sohaga
akslantirsin.

20.14.1-ta’rif. Agar w=f(z) funksiya quyidagi ikki shartni
ganoatlantirsa:

)Vz0e D nugtadan (f'(zo)*0) o‘tuvchi har ganday ikkita chizig
orasidagi burchakning migdori ham, yo‘nalishi ham o‘zgarmasa;
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2)z0 nuqgtadan o‘tuvchi hamma chiziglaming z0 ga istalgancha yagin
turgan yoylari bir xil cho‘zilsa, u holda w=/(z) akslantirish shu nuqgtada
konform (o Xshash) akslantirish deyiladi.

Agar w = f(z) funksiya yordamida bajariladigan akslantirish natijasida
z nuqtadagi cho‘zilish o‘zgarmasa va burilish burchagining ham migdori
0‘zgarmay fagat yo‘nalishi gqarama-qgarshi yo‘nalishga o‘zgarsa, u holda bu
akslantirish 11 tur konform akslantirish deyiladi.

Agar w=/(z) funksiya D sohada anaiitik hamda z0e D nuqgtada
f'(z0)* 0 bo‘lsa, u holda w=/(z) funksiya yordamida bajariladigan
akslantirish z0 nuqtada konform bo'lib, arg(/'(z0)) burilish burchagini,
|/"(z0] esa z0 nugtadagi cho‘zilish koeffitsiyentini bildiradi.

20.14.2-misol. w=z2 funksiya z =0 nugtadan tashgari hamma nuqtada
konform akslantiradi. z=0 nuqtada esa /'(0)=0 bo‘lgani uchun akslantirish
konform bo‘Imaydi.

Agar f(z) funksiya anaiitik boisa, w=f{z) Il tur konform akslantirish
bo‘ladi. Hagigatan ham w =/(z) akslantirishni ikkita ketma - ket akslantirish
yordamida amalga oshirish mumkin: ¢ =f(z)

20.14.3-misol. Ushbu w = z2 anaiitik funksiya yordamida bajariladigan
akslantirishda quyidagi nuqtalaming har birida ro‘y beradigan < burilish

burchagi va k cho‘zilish koeffitsiyenti aniglansin: a) z= "2 ; b)z=1+/
Yechilishi. a) /'|--).=2|=-(co0s ™+ /[ sinj)*0=>cho‘zilish
A S TR RN Y
koeffitsiyenti k= /1 — I=-> burilish burchagi =arg! /
b) /'(1+0 =2-(1+i)=2V2- cosT/ sin4—]*0:> 1+/ nuqtadacho‘zilish

koeffitsiyenti k =|/'(I +/)| = 2-31; burilish burchagi ¢=arg(/'(1 +/))=" .

20.S-8. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyani integrallash

20.15. Integrating ta’rifl. (z) tekisligidagi biror D sohada
uzluksiz bir giymatli w=f(z)= u(x,>m)+1m(x, v) funksiya aniglangan bo“Isin.
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U holda D sohaning ichidan olingan ixtiyoriy I'—silliq chizigda ham /(z)
funksiya uzluksiz bir giymatli bo‘ladi (20.6- chizma). Bu chiziq tenglamasi

z=z{t\a<tfp (20.15.1)

ko'rinishda bo‘lib, uning boshlang‘ich nuqtasi zo va oxirgi nuqtasi z bo‘Isin.
M-chizigni n ta P={zQzI,...,zn} nuqtalar yordamida yo‘naiishi z0 dan z ga

garab yo‘nalgan zpj.zjzj, ...,z”zn yoylarga boMamiz. Bu yoylarning
VzElfzk(k —1,2, bo‘lagidan VEt nuqtani olib, ushbu
op(fhif(St)-bk (20.15.2)
*

integral yig“‘indini tuzamiz. Aslida buyig‘indi I chizigni bo‘laklargaboiish
gonuniga va z~j*~[zk yoydan 4 nugtani tanlash gonuniga bog‘lig.

Agar P bo'linish nuqtalarini to‘g‘ri chiziglar orqgali tutashtirsak, u
holda I egri chiziq ichiga chizilgan siniq chiziglar sistemasi hosil bo‘ladi.
I" sillig chizig bo‘lgani uchun zk va zk_xnugtalami tutashtiruvchi vatarning

uzunligi nolga intilganda, ya’ni |Azt|->0 bo‘lsa, u holda uning garshisidagi

yoy uzunligi ham nolga intiladi. Shu vatarlaming eng uzunini
S =Tax|4r*|,*=£i deb belgilaymiz.

20.6- chizma.

Agar z- z(t),a <(</1 chizigi har bir nuqtasida uzluksiz urinmaga ega bo'lsa, ya'ni
M (\u,p\ 3z'(/) * 0 bo'lsa, uholda bu chizig sillig chiziq deyiladi.
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20.15.3-ta’rif. Agar XP ->0 da (20.15.2) integral yig'indi " chizigni
bo‘lish va undan £k,k=1,n nuqgtalami tanlash gonuniga bog‘lig bo‘Imasdan

biror chekli limitga ega bo‘lsa, shu limit /(z) funksiyadan I chiziq bo‘ylab
olingan integral deyiladi va u

JI(*)*= lim £/(&)**» (20.15.4)

kabi belgilanadi.

Endi agar I-sillig chizig, f(z) esa bir giymatli uzluksiz bo‘lsa, u
holda (20.15.4) integral mavjud bo‘lishini ko‘rsatamiz:

Hagigatan ham, f(z)=u(x,y)+im(x,y),z=x+imy £k=xk+i-yk lami
e’tiborga olsak, u holda

f("k)=u(xk,yk)+i v(xk,yk), Azk=xk+i yk-(xk,+iy k I)=Axk+i Ayk.

Shunday qilib,
M n
Tf(Zk)tek =T,((“fe ,YK)+* y(xk, ¥k))*(JIX* +i mAyK)) =
TEL K=l

n n
= X («(**3vk) Ak ~VTO,yK)AYK) + I M** Y, YK)&Y
4:1(«( K) " K y K)AYK) E K K)&YK}

Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indilar mos ravishda egri chizigli
integrallar uchun integral yig‘indilardir. Yuqoridagi I' chiziqga va /(z)
fimksiyaga qo‘yilgan shartlarda ikkala yig‘indi ham mavjud bo‘ladi. U holda
oxirgi tenglikda Xp -»0 da limitga o‘tsak, natijada

Jf{z)dz =J{umix- vmly)+i j(v dx+u dy) (20.15.5)
r r r

formuiaga ega boiamiz.

Shunday qilib kompleks o‘zgaruvchili funksiyadan olingan integralni
hisobash masalasi haqgigiy funksiyadan olingan egri chizigli integralni
hisoblashga keltirilar ekan.

(20.15.5) ni gisgacha (qulayroq) ushbu
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AM{z)dz=\{u +iv\dx +i-dy) (20.15.6)
r r

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Agar I chiziq tenglamasi z =x{t)+i-y{t\tx<t<t2 ko‘rinishda bo‘lib, u
uzluksiz va differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (20.15.6) ning ko‘rinishi
ushbu

|/(z>fe =}/(z(0)z'(F)* (20.15.7)
r I
ko‘rinishga keladi.
20.16. Integrating asosiy xossalari. KO‘Fdan olingan integralning
asosiy xossalarini isbotsiz keltiramiz.

1° f-(t=z-20.
r

2°. 3(/i(2)2 /2(2)) =\A\(?)dz + \ 2{z)dz.
r r r

3°. Ja of{z)dz =a *j f(z)dz, a - kompleks son.
r r
4°. \f(z)dz=- \f(z)dz, integrallash chizig‘ining yo‘nalishini garama-

r r
garshi yo‘nalishga o‘zgartirilsa, integral o‘z ishorasini garama-garshi
ishoraga almashtiradi.

5°. \f(z]dz=\f{z)dz+\f{z)dz, r=r\ur2.
r T, T,

6°. Agar r chiziqda |/(z)|<M bo‘lsa, u holda <M-1 bo‘lib,
1 esa I chizigning uzunligi.

Bu xossalaming isbotlari (20.15.4) va (20.15.5) dan bevosita kelib
chigadi.

20.16.1-misol. (z) tekisligidagi z0 va z nugtalarni birlashtiruvchi r
chizig tenglamasi z =z(t\a <t< p bo‘lsin, bunda z, =z(a\z = z(/?). Bu holda
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f(z)=zn funksiyaning integrali (20.15.7) formuladan foydalanib
quyidagicha hisoblanadi:

K*-jm 4.V, rn--u «,rf -
r a an B3+1

P T I I O A |
=5|r/pb = -~ - [/ 0] (20.16.1)

bunda n - butun son boMib, ne- 1 Agar n=-2,-3,.. manfiy butun sondan
iborat boMsa, r chizig z=0 nuqgtadan o‘tmasligi kerak. Agar z =20 bo‘lsa,

ya’'ni r chiziq yopiq boMsa, u holda (20.16.2) dan jz ndz =0 bo‘ladi.
r
20.16.3-misol. Markazi a nuqgtada, radiusi r boMgan r -aylana bo‘yiab
/(z):-z-:afunksiyadan olingan integral hisoblansin.

Yechish: r -aylana tenglamasi z-a =r-elp,0<<p<2n bo‘lib, bundan

d(z-a)=dz=i r e"pd<p=>-"—=iTe dPp=id<p=>Ff-~-=je\d(p=2n i-
z re'> \-z-a '

Agar a =0 boMsa, ya’ni r -aylananing markazi nol nugtada boMsa, u
holda oxirgi tenglikka ko‘ra

—=on i (20.16.4)
r2

20.16.5-misol. p =JImz-d- integralni hisoblang, bunda r-yarim
r

aylana, |7=1I, O<argz<n.
Yechish: (20.16.2) formulaga ko‘ra

p =jy(dx+i dy)="fy dx+i-jy dy=fal-x2dx+i-fjl-x2— ,2x dx=
r r r -l -1 2n/1-x2
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20.17. Koshi teoremasi. Boshlang‘ich funksiya ya anigmas
integral.
Nyuton-Leybnits formulasi
20.17.1-teorema (Koshi (Cauchy)). Agar bir bogiamli D sohada
f(z) funksiya anaiitik bo'lsa, u holda D da yotuvchi har ganday I'-yopiq
chizig bo‘yicha f(z) funksiyadan olingan integral nolga teng bo‘ladi:
\f{z)dz = 0.
r
Isboti. Agar qo‘shimcha f'(z) funksiyaning D ga uzluksizligini talab
gilsa, u holda teoremaning isboti yengillashadi. (20) formulaga ko‘ra

| f{z)dz = J(M dx—v mly)+ i «J (v =X + 11 mly).
r r r

D sohada f(z)=u+i-v funksiya anaiitik, f(z) funksiya esa uzluksiz
boMgani uchun u(x,y) va v(x,y) funksiyalar ham D da uzluksiz hamda Eyler

Dalamber shartini ganoatlantiradi: — =—, . Bu shartga asosan,
dx ay ay ax
J(medx - v mdy) vaj (Vedx + 1 mly)
r r

nolga tengligi kelib chigadi.

Demak, shu bilan teorema isbot bo‘ldi.

Koshi teoremasi ko‘p bog‘lamli soha uchun ham o‘rinli. Soddalik
uchun uch bog‘lamli soha uchun garaymiz. Faraz gilaylik, D soha tashqi
tomondan r0 yopiq chiziq bilan, ichki tomondan o‘zaro kesishmaydigan
yopiq r, va r2chiziglar bilan chegaralangan uch bogiamli sohaboMsin. r —
yopig chizigning sohaga nisbatan musbat yo'nalishi deb quyidagi
yo‘nalishni gabul qilamiz: gabul gilingan yo‘nalish bo‘yicha harakat
gilganimizda D soha doim chap tomonda golsin, buning uchun rbo‘ylab
soat strelkasiga teskari, I, va r2 chiziglar bo‘ylab esa soat strelkasi
yo‘nalishi bo‘yicha harakat gilish kerak (20.7-chizma).



/(z) funksiya D yopiq sohada analitik, ya’ni D sohada hamda I, va r2
chiziglarda analitik bo“Isin. D sohani ikkita bir bog‘lamli sohaga aylantirish

20.7- chizma.

maqsadida  I,I,,I2 yopiq chiziglarni ab, cd, ef chiziglar orgali
tutashtiramiz. Natijada D, va D2 bir bog‘lamli sohalar hosil bo‘lib, ularning
chegaralari mos ravishda quyidagicha: I', =amfendcpba, I, Zabpcdnefm a.

Shartga ko‘ra /(z) funksiya D yopiq sohada analitik bo'lgani uchun
uning gismlari D, va D2larida ham analitik bo‘ladi. Shuning uchun 20.17.1-
teoremaga asosan, I, va r2yopiq chiziglar bo‘yicha olingan integrallaming

har biri nolga teng bo‘ladi:

jfiz)dz=0, Jf{z)dz =0.
I, I,

20.16 banddagi integralning 5° - xossasiga asosan,

J=H+M +M =o0.

r( cimf ft end dc cpb ba

Xuddi shunday
J=J+J +J+J +J+ J=0.

r2 ab bpc cd dne ef fma
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Bularning o‘ng toraonlari nolga teng bo‘lganligi uchun ulami qo‘shsak,
yig'indi ham nolga teng bo‘ladi. Qo*shganimizda ab, ba va boshqa garama
- garshi yo‘nalishlar bo‘ylab olingan integrallar nolga teng bo‘ladi, ya’ni

bl =bl =0,bl =bl =°>M =bl =°-

ab ba ab ab cd dc cd cd I flIf If

Hulami e’tiborga olsak,

( > Ao \

+ +
J+J ,
\cpb  bp'c \end dne / Kamf' fina ~ I, T2 T+,

Shu bilan Koshi teoremasi ko*p bog*‘lamli soha uchun ham isbot boMdi.
20.17.2-eslatma. Ichkaridagi T, va r2yopiq chiziglarning yo‘nalishini

o0'zgartirsak, u holda

\f(z)dz = jf(z)dz +j f(z)dz
r I, r,

ga ega boMamiz, bunda I',I",,['2 yopiq chiziglar bir xil yo‘nalishda (yo
soat strelkasi bo‘yicha yoki soat strelkasiga teskari yo‘nalishda).

Xususiy holda, agar /(z) funksiya ' va / yopiq chiziglar bilan
ehegaralangan ikki bog‘lamli sohada analitik bo‘lsa (20.8 - chizma) u holda

\f{z)dz =\f{z)dz
r /
boMadi.

Za

20.9- chizma.
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20.17.3-natija. Agar f(z) funksiya bir bog‘lamli D sohada anaiitik
boisa, u holda undan olingan integral integrallash yoiiga bogiiq
bolmasdan, fagat u boshlang‘ich z0 nugta va oxirgi z nuqtaga bogiiq
boiadi.

Hagigatan ham, I, va I2 lar D sohadagi z0 va z nugtalarni
birlashtiruvchi chiziglar boisin (20.9 - chizma). Koshi teoremasiga asosan

\f[z)dz =0, ya’ni
r+rf

Jf(z)dz + \f(z)dz =0=>| f(z)dz - | f(z)dz =0=>j f(z)dz = Jf{z)dz.
r r r, r, r, r,

Bunday hollarda agar integral fagat boshlang‘ich va oxirgi nugtalarga
bogiiq boisa, u holda

jf(z)dz=jf(z)dz
r 21
belgilash qoilaniladi. Bunda z0 belgilangan nugta, z o‘zgaruvchi nuqta

boisa, u holda jf(z)dz-z ning funksiyasi boiadi va uni

F2)=1/(2vVZ

deb belgilaymiz.
Agar /(z) D sohada anaiitik funksiya boisa, u holda F{z) funksiya

ham D sohada anaiitik funksiya boiadi, ya’ni
F(2)= =1(2)

tenglik o‘rinli boiadi.
20.17.4-ta’rif. Agar D sohada F'(z)=f(z) tenglik o‘rinli boisa, u
holda (z) funksiya f(z) funksiya uchun boshlang'ichfunksiya deyiladi.
20.17.5-teorema. Agar D sohada F(z) funksiya /(z) ning
boshlangich funksiyasi boisa, u holda ®(z) = F(z) + C,C =const funksiya
ham D da /(z) ning boshlangich funksiyasi boiadi va aksincha, agar F(z)
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va ®(r) funksiyalar f(z) ning boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda
Vze D lar uchun
<p(z)-F(z)=C

bo‘ladi.

Demak, /(z) funksiyaning boshiang‘ich funksiyalari cheksiz ko‘p
bo‘lib, ular bir-biridan o‘zgarmas songa farq gilar ekan.

20.17.6-ta’rif. /(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalarining
umumiy ko‘rinishiga anigmas integral deyiladi va u

\f(z)dz=F(2)+ C

kabi belgilanadi, bunda F'{z)=f(z2).
F{z) funksiya /(z) uchun boshlang'ich funksiya bo‘lsin. Demak,

Jf{z)dz =F(z)+C. Bunda z =z0 desak, 0=F(z0)+C, C =-F(z0\

*c

1f(z)ct =F{z)-F(z0) (20.17.7)
2,
formulaga ega bo‘lamiz. Odatda (20.17.7) formulani Nyuton-Leybnits
formulasi deb ataladi.

20.6-8. Koshi integrali. Koshining integral formulasi

20.18. Koshi integrali
20.18.1-teorema. /(z) funksiya D sohada analitik va D sohaning
chegarasi r bo‘lsa, u holda

[(zO)=-L j-~U 20.18.2
(0) 2m\£-20 ( )

formula o‘rinii bo‘ladi, bunda z0e D, 'ning yo‘nalishi soat strelkasiga
teskari
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(20.18.2) ning o‘ng tomonidagi integralga Koshi integrali, (20.18.2)
formuiaga esa Koshining integral formulasi deyiladi. Koshining integral
formulasi KOFlar nazariyasining asosiy asosiy formulalaridan biri bo‘lib, u
orgali funksiyaning chegarasidagi qiymati berilganda funksiyaning D
sohaning ichidagi ixtiyoriy z0 nugtadagi giymatini topish mumkin bo*ladi.

Vz0e D nuqtani markaz gilib istalgancha kichik r radiusli ro aylanani
shunday chizaylikki, u butunlay D ning ichida yotsin, ya’ni aylana I' chiziq
bilan kesishmasin. Natijada chegarasi ' va [0 yopiq chiziglardan iborat
boMgan ikki bogMamli D, soha hosil bo'ladi. U holda Koshi teoremasidagi

eslatmaga asosan, j f(-Z|)~dz = f(Zx‘dz tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan

1 ff(z)% 1 f/(-0)+/(z)-/fco)x [/(*o)r dz | 1 r/(-)-/(r0)"
2nij-z-z0 2nip z—20 2ni jz—20 2ni(  z-z0

Ma’lumki, j—  =2n/. Demak,

-LrifeU =J_./(z]).2,4 Lf/H -/bU 3

+Jz-20 2n/ 2nlp  z-z0
-LjiM <fe-/(20=.i-j/(?iT fe)4e. (20.18.3)
2niTz-z0 2MF -7

(20.18.3) tenglikning chap tomonini baholaymiz. /(z) funksiya D
sohada analitik bo‘lgani uchun u z0e D nuqtada uzluksiz. U holda Vf>0
son uchun 3r>0 topiladiki, \z-zQ<r ni ganoatlantiruvchi z lar uchun
j/(z)- f{z0]<e bajariladi. Integrating 5° xossasiga asosan

2Mipz-z0 I 2Nlp  |-Z-z0| 2nn

Bu tengsizlikning chap tomoni r ga bogiiq emasligini hamda £ ning
istalgancha kichik gilib tanlash mumkinligini e’tiborga olgan holda oxirgi
tengsizlikdan
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Norldzof(20)=0
2R/11-7 =

tenglik kelib chigadi. Bundan esa (20.18.2) formulaning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.
20.18.4-eslatma: Agar z0 nugta D sohadaning tashqgarisida boisa, u

holda — f ™~ z-dz=0 boiadi.
2nij.z- z0

Ta'kidlaymizki, (20.18.2) Koshi formulasi ko‘p bogiamli sohalar
uchun ham o'rinli.

Koshi formulasini qoilab quyidagi teoremani isbotlash mumkin.

20.18.5-teorema. z0 nuqtada differensiallanuvchi /(z) funksiyaning

hammatartibdagi hosilalari mavjud boiadi hamdan -tartibli hosilasi uchun

(20.18.6)

formula o'rinli boiadi.

20.7-8. Kompleks hadli gatorlar

Hadlari hagigiy sonlardan iborat bolgan gatorlar matematik analiz
kursida batafsil o‘rganiladi. Endi biz hadlari kompleks sonlardan tuzilgan
gatorlar bilan tanishamiz.

20.19. Sonli gatorlar. Ushbu

T.un=«1+M2 (20191)

gatorni garaymiz, bunda un=an+i b,, a, vabn(n=212..)tar haqiqiy sonlar.
(20.19.1) gatorni quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

=Z(al+/A Y=(@i+i'b\)+ (@i +ib2)+..+(@ak+ibk)+....
n=1
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s»=T uk=1L(ak+ibk)=5 4 +/-1A
*=1 i=l i=l Al

yig‘indiga (20.19.1) gatoming n - gismiyyig ‘indisi deyiladi.
Agar (20.19.1) gatoming {S.}L qismiy yig‘indilari ketma - Kketligi
chekli s limitga ega bo‘lsa, ya'ni {S,}’=1 ketma - ketlik yaginlashuvchi

bo‘lsa, u holda (20.19.1) gator yaginlashuvchi, aks holda uzogllashuvchi
deyiladi. Ta’rifga ko‘ra

s=1lims, = lim £ ak +imlim

n->@ n_~co~_j N->co

S -chekli son bo‘lganda (20.19.1) gator yaginlashuvchi bo‘lib, S songa
@
gatoming yig‘indisi deyiladi va S = kabi belgilanadi.

n=1
Ravshanki, agar hadlari hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan ushbu

+a, (20.19.2)
va

bn (20.19.3)

=1

gatorlar yaqinlashuvchi boisa, u holda (20.19.1) gator ham yaginlashuvchi
bo‘ladi va aksincha.

Bu tasdigga asosan, agar (20.19.1) gatomi yaginlashishga
tekshirmoqchi bo‘lsak, uning o‘miga (20.19.2) va (20.19.3) gatorlarni
yaginlashishga tekshirish yetarli. (20.19.2) va (20.19.3) gatorlaming
yaqginlashishi yoki uzoglashishi matematik analiz kursida keltirilgan
alomatlar, teoremalar yordamida tekshiriladi.

Kompleks hadli gatorlar nazariyasidagi ta’riflar va teoremalar, ulaming
isbotlari  haqiqiy sonli qatorlar nazariyasidagi mos ta’riflar va
teoremalaming isbotlariga o*xshaydi. Shuning uchun biz bu bandda ulaming
ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

Ushbu
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NI=uHl+t«2+-= Z M= Zat+l- Z6*
£=w+l k=n+1 £=w+l
gatorga (20.19.1) gatoming qoldig'i deyiladi.
20.19.4—teorema. Agar (20.19.1) gator yaginlashuuvchi bo'lsa, u holda
uning un- umumiy hadi n-»a da nolga intiladi, ya’ni

lima,,=0. (20.19.5)
=@

(20.19.5) shart gator yaginlashishining zaruriy sharti bo‘lib hisoblanadi.
Agar ushbu

ZK |1=kdl+h - +K |+- (20.19.6)
=1

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (20.19.1) gator absolyutyaginlashuvchi
gator deyiladi.

20.19.7-teorema. Agar (20.19.6) gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
(20.19.1) gator yaginlashuvchi (absolyut yaginlashuvchi) bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra umumiy hadi \un\=yja* +b2 bo‘lgan (20.19.6)

gator yaginlashuvchi. U holda
\an\-'jal +b2 valb,\<"a2+b2

tengsizliklar va hagigiy sonli gatorlarni tagqoslash hagidagi teoremaga
asosan (20.19.2) va (20.19.3) gatorlarning yaginlashishidan (20.19.1)
gatoming yaginlashishi kelib chigadi. Demak, (20.19.1) gator absolyut
yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng
bo'lsa, u holda uning hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida hosil
bo'lgan qgator ham yaginlashuvchi va yig'indisi shu S ga teng boiadi.
Kompleks hadli gatorlarni tekshirishda matematik analiz kursidagi musbat
hadli qatorlarni tekshirishdagi yaginlashish alomatlarini go'llash mumkin.

Masalan, Dalamber alomati: agar 3lim =D bo'lib, D<1 bo'lsa,

(20.19.6) qator absolyut yaqginlashuvchi bo'ladi; agar D>1 bo'lsa,
uzoglashuvchi bo'ladi.
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20.20. Darajali qatorlar. Kompleks sohada ushbu

£c,,z2”=c0+C]Z+QZ2 +...+cnz" +... (20.20.1)

71=0

(bunda cn-kompleks son, z=*+x»>>) ko‘rinishdagi gatorga darajali qator
deyiladi.
Bundan tashqari quyidagi

ic, {z-z0f (20.20.2)

/1=0

gatorni ham garaymiz (z0- kompleks son). Bu gatorni t =z -z 0 almashtirish
natijasida (20.20.1) qatorga Kkeltiriladi. Shuning uchun darajali qator
deyilganda (20.20.1) gator nazarda tutilgan bo‘ladi. z ning (20.20.1) gatorni
yaginlashtiriladigan ~ gaiymatlari  to‘plamiga  (20.20.1)  gatorning
yaginlashish sohasi deyiladi. Darajali gatorning yaginlashish sohasini
topishda Abel teoremasi muhim rol o ‘ynaydi.

20.20.3-teorema(Abel). Agar (20.20.1) gator z=z,*0 nuqgtada
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda u |z|<)z0| tengsizlikni ganoatlantiruvchiz ning
barcha giymatlarida (20.20.1) gator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

20.20.4-natija. Agar (20.20.1) gator z=2z0 nuqtada uzoglashuvchi
bo‘lsa, u holda |z|>|z0] tengsizlikni ganoatlantiruvchi z ning barcha
giymatlarida, ya’ni markazi koordinatalar boshida, radiusi |z0] bo‘lgan
doiraning tashqarisida uzoqglashuvchi bo‘ladi.

z=0 nuqgtadan (20.20.1) gator yaginlashadigan z nuqgtagacha boMgan
masofalar to‘plamining aniq yuqori chegarasi R bo‘lsin. U holda |7 >R da
(20.20.1) gator uzoglashadi.

Abel teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

20.20.5-natija. (20.20.1) gator K = |z|< i} doira ichida yaginlashuvchi,
radiusi R dan kichik boMgan ixtiyoriy doirada (7 </l <r) qator tekis
yaginlashadi.

K doiraga gatorning yaginlashish doirasi, R ga esa gatorning
yaginlashish radiusi deyiladi. |7 =R aylanada (20.20.1) gator yaginlashuvchi
bo‘lishi ham, uzoglashuvchi bo‘lishi ham mumkin. jzj=R aylananing biror
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[/ nugtasida (20.20.1) gatoming vyagqinlashishi yoki uzoqlashishini
li-kshirmoqchi bo‘Isak, u nugtani (20.20.1) gatorga qo‘yib, o‘zgarmas hadli,
yu'ni sonli gator hosil qilib, uni tekshirish kerak bo‘ladi.

Agar (20.20.1) gator fagat z=0 nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
lining yaginlashish radiusi R=0, agar gator kompleks tekisligining hamma
joyida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda R =<ebo‘ladi.

(20.20.1) gatorning yaginlashish radiusi Koshi - Adamar formulasi deb
alaluvchi ushbu

(20.20.5)

formula bilan topiladi.

Darajali gatorning quyidagi xossalarini isbotsiz keltirib o‘tamiz:

1°. Darajali gator yig‘indisi 0‘zining yaginlashish doirasi ichida analitik
funksiyani ifodalaydi.

2°. Darajali gatorni o‘zining yaqinlashish doirasi ichida istalgan marta
hadma-had differensiallash, hadma-had integrallash mumkin. bunda hosil
boMgan gatoming yaginlashish radiusi berilgan gatoming yaqinlashish
radusiga teng bo‘ladi.

20.20.6-misol. Ushbu £ — gatoming yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. Bunda cn - ¢~ =" - Uholda
R=1limI-~-l = lim——-=lim(n+1) =@ R—s

Demak, berilgan gatoming yaqinlashish sohasi butun kompleks
tekisligidan iborat.

Yechilishi. Bunda c, = bo‘lib’



"+
lim o0 = lim 2 T+ 2)
cn+l °© 2"(«+|)

Berilgan gator \z-i\<2 da yaginlashadi.
20.20.8~misoi. Ushbu %(—I)" = gatorning yaginlashish radiusi
n=0 V«

topilsin. Hamda z, =0,z2=i,z3=3-2/ nuqtalarda yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Yaqinlashish radiusini Dalamber alomatiga ko ‘ra topamiz.

| in | i2m2 y |z2'+24-n
—_ - _ = - = i =.m
Kt=A4g - KA=Jbg- *= by |? nI—>°°n/;|+1 z2n\

Berilgan gator |72 <1 ni ganoatlantiruvchi barcha z larda yaqinlashadi,
ya’'ni |zj<1 da yaginlashadi. Yaginlashish doirasi markazi z=0 nuqtada,
radiusi 1gatengbolgandoiradan iborat. zI = 0 nuqgta yaqinlashish doirasida
yotadi, demak berilgan qator bu nugtada absolyut yaginlashadi. z2=/ nuqta

yaginlashish dorasining chegarasida joylashgan. Bu nugtada qator
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo'lishi mumkin. z2=/ giymatni

berilgan gatorning umumiy hadidagi z ning 0‘miga qo‘yish bilan topamiz:

co 2 oo ( IVFHIf iv* 0 / 142/2-1-1 2 i

I_(O-Y'V-llrrH r b=r-

Hosil bo‘lgan sonli gatorning umumiy hadi u, :W bu qgator sonli

gatorlar yaginlashish! hagidagi Koshining integral alomatiga ko‘ra
uzoglashadi.

Demak, z2=/ nuqtada berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi. zZ3=3-2/
nugta yaginlashish doirasidan tashqarida joylashgani uchun bu nuqtada
berilgan gator uzoqglashuvchi bo‘ladi.

20.21. Teylor gatori

20.21.1-teorema. |z-z0|<R doirada anaiitik bo‘lgan har ganday /(z)

funksiyani yagona ravishda bu doirada ushbu
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I(z)=1c,, (z- 20212
(2) :p% (z-zoy ( )

ko‘rinishidagi darajali gatorga yoyish mumkin, bunda

(2 a2,-3)

ro- markazi z0 nuqtada bo‘lib, butunlay |z -z 0|<K doiradajoylashgan

aylana.
(20.21.2) gatorga f(z) funksiyaning Teylor gatori deyiladi. Berilgan

doiradayotuvchi markazi z0 nugtada bo‘lgan varadiusi r <R bo'lgan aylana
chizamiz. |z-z0|<r doirada yotuvchi ixtiyoriy z nuqgtani olamiz (20.10-
chizma). /(z) funksiya |z-z0|<r doira va uning chegarasi o da analitik
boMgani uchun Koshining integral formulasi (20.18.2) ga asosan

2iUy£E-z

bunda £ nugta ro aylanadagi nugta. Bunda
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1

L— 1 1 £-29
1-r _E=&
VvV  €~20) S~z0

ko‘rinishda yozib olamiz. |z- z0|<|g- z0| bo‘lgani uchun <1 bo‘ladi.
f-zo

— z 1
Demak, - Y-z~ *7°(fan' birinchi hadi ------- bo‘lgan cheksiz kamayuvchi
------ €~10
£-20

geometrik progressiyaning yig“indisi deb garasak, u holda
* — * j z~z0 .(z-z0) (z~ z0)”
f-z0 (g-z0)2 (<f-z0)3 (N -20)ml

ega bo‘lamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini o /(f) ga ko'paytirib,
ni

so‘ngrauni hadma-had I0chizig bo‘ylab integrallaymiz:

yoki
/(z)=Sc,,(z-z0)”, bunda c,,=-L |- dg, n=0123..
"=0 2lurM~zoT

(20.18.6) ni e’tiborga olsak, natijada /(z) funksiya yoyilmasi
koeffitsiyentining n - tartibli hosilasining z0 nuqtadagi giymati orqali
ifodasini hosil gilamiz:
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Shunday qilib koeffitsiyenti (20.21.3) formula bilan topiladigan /(.)
funksiyaning (20.21.2) yoyilmasiga ega bo‘ldik.

Xususiy holda, z0=0 bo‘lib, (20.21.2) gatordan, ushbu

(20.21.4)
) n-
gator hosil bo‘ladi. (20.21.4) gatorga /(z) funksiyaning Maklotvri i/ulori
deyiladi.
Ba’zi elementar funksiyalarning Teylor (Makloren) qatoriH.ii
yoyilmasini keltiramiz:
Lef=l+242Ly 420,
o2 n\

.. z3 25 77
Z.SMZ =27 F oo
31 5 71

3. cosz = |___%_2_L|.__Z_f1___}_§_

20 41 6l £
4. In(1+2) =222 W2 22 K izl
3 5 i

5 (I+zf =1 +a—]!z +a_f%'__|}_22+1g6}_-_%4l§_;_?_)2 Sz 1

20.21.2-teorema. D sohada analitik/ funksiya berilgan bo'blm Jlumr
limzn = a, ae D boiib, /(Zn) = 0 boisa, u holda D sohada f{z)
boMadi.

0

20.8-8. Analitik funksiyalarning noilari.
Loran qatori
20.22.

Analitik funksiyalarning noilari. Yagonalik teoremasi. Biror
D sohada analitik /(z) funksiya berilgan bo‘lib, z0 nugta D ning ichki

nuqtasi bo‘lsin. Biz yuqorida analitik f(z) funksiya z0 nuqgtaning biror
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atrofida koeffitsiyentlari (20.21.3) tenglik bilan aniglanadigan (20.21.2)
ko‘rinishdagi darajali gatorga yoyilishini ko‘rdik. (20.21.2) dagi z ning
0‘miga Zg qo‘yilsa, f(z0)=cg bo‘ladi.

20.22.1-ta’rif. Agar /(Z0)=@=0 bo'lsa, shu z0 son f(z) funksiyaning
noli deb ataladi, ya’ni /(z) funksiyani nolga aylantiradigan har ganday z

nugtani shufunksiyani noli deyiladi.
Agar zq son f(z) funksiyaning noli bo'lsa, u holda (20.21.2) gatoming

ko‘rinishi

/(z)=Cl(z-z0)+c2(z-z0)2+...+c,,(z-z0)" + ..
bo‘ladi. Agar c0=0,c, =c2=...=0" =0 bo‘lib, cn* 0 boMsa, z0 son f(z)
funksiyaning n karrali yoki n tartibli noli deyiladi. Bu holda

[(z)=c,(z- 2 j +cmHl(z- zoy HL+...=(z- zoy>(z) (20.22.2)

bo‘lib, <pz)=c,, +cn+](z-20)+cn+2(z-20)2+... . z=z0 nuqta (p{z) uchun uning
An)( \
noli bo‘lmaydi, chunki ~(z0)=c,, * 0. (20.21.3) ga asosan <p@z0)=cn :-—\
n

Demak, /(z) funksiyan - tartibli z0 nolga ega boMsa, u holda
/(z0)=0,f'(z0)=0,...,f (% 0)=0,/ (N(z0)# 0

bo‘lar ekan. Bunga teskari tasdiq ham o‘rinli, ya’ni agar /(z) ning ko‘rinishi
(20.22.2) shaklida bo‘lib, gj{z) analitik va <pfz0)* 0 bo‘lsa, u holda z0 nugta
/(z) ning n - tartibli noli bo‘ladi.
20.22.3-teorema (yagonalik hagida). Faraz gilaylik /(z) funksiya

D sohada analitik bo‘Isin. Agar shunday H%sza, ae D, zne D ketma-ketlik
topilib, /(z,,) =0 bo‘lsa, u holda D sohada f(z) =0 bo‘ladi.

20.22.4-natija. Agar /(z) funksiya D sohada analitik bo‘lib, a limit
nugtaga ega boMgan EaD to‘plamda f(z) =0 bo‘lsa, u holda D sohada
f(z) =0 bo‘ladi.
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20.22.5-natija. Agar /(z) funksiya D sohada anaiitik bo‘lib, a limit
nuqtaga ega bolgan 'cO chizigda /(z) =0 bo‘lsa, u holda D sohada
/(z) =0 bo‘ladi.

20.22.6-natija. Agar /(z) va g(z) funksiyalar D sohada anaiitik bo‘lib,
i limitnuqtagaegabolgan EcD to‘plamda f(z) =g(z) bo‘lsa, uholda
1) sohada /(z) =g(z) boiadi.

20.23. Maofiy darajali gator. Ko‘p hollarda amaliyotda

6,(z- z0) | +b2(z- 20)-2+...+b,,(z-zoy +.. (20.23.1)

gator ham ishlatiladi, bunda z0 va bl,b2,...,bn,... - koeffitsiyentlar kompleks

sonlardir. Bunda Z =(z-z0) | :Z—-Z—O deb belgilasak, u holda (20.23.1) ning
ko'rinishi

b\z +b2z2+...+b,zn +... (20.23.2)

shaklga keladi. Bu musbat darajali qatorning yaginlashish sohasi \Z\<R
doiradan iborat ekanligi 20.20 banddan ma’lum bo“lib,

r=\1T X a= Y (20.23.3)

N=>-0 4"

ekanligini e’tiborga olgan holda \A= z—lzo <Ryokijz-z0|>r tengsizlikni

hosil gilamiz. bu tengsizlik markazi z0 nuqtadajoylashgan radiusi r bo‘lgan
aylanatashqarisidagi z nuqtalar to ‘plamini ifodalaydi. Shunday gilib, manfiy
darajali (20.23.1) qatorning yaginlashish sohasi |z-z(Q=r aylana
tashqgarisidan iborat ekan.

Xususiy holda z0=0 boisa, u vaqgtda aylananing markazi koordinat
boshida joylashadi. Agar r =0 boisa, yaginlashish sohasi tekislikning z0

dan tashqari barcha nugtalaridan iborat boiadi. Agar r=° boisa, qator
biror nuqtada ham vyaginlashmaydi, ya’ni butun tekislikda (: - pa dan
boshga) uzoglashuvchi boiadi.
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20.24. Loran qatori
20.24.1-teorema. r<\z-zO\<R xalgada analitik bo‘lgan har ganday

/(Z) funksiya bu xalqada ushbu
I(*)=t -z0 20.24.2
( ) C n{z z )n ( )

ko‘rinishidagi darajali gatorga yoyiladi(20.11-chizma), bunda

7o 11£3- (20'24'3)

C - berilgan xalgada joylashgan markazi z0 nuqtada bo‘lgan ixtiyoriy
aylana.

20.11-chizma.
(20.24.2) gatorga /(z) funksiyaning Loran gatori deyiladi.
f(z) funksiyaning Loran gatori ikki gismdan iborat bo‘lib

/(z)= Ten(z-23 =2Zc, (z-zor +
n=0 n=\\Z —ZqJ

uning birinchi gismi, ya’ni £c,,(z- z0)" gator Loran gatorining to § Ti gismi
=0
deyiladi va u \z-z 0|<R doira ichida analitik /j(z) funksiyaga yaqinlashadi;

® £ gator Loran qatorining bosh gismi deyiladi

n=i{z-z0y

ikkinchi gismi, ya’ni
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va u r<\z-z0\ sohada anaiitik /2(z) funksiyaga yaginlashadi va nihoyat
®

r<\z-zO\<R xalgada 4ator anaiitik f(z)=fl(z)+f1(2)
M=c0

I'unksiyaga yaginlashadi.

20.24.4-ta’rif. Agar /(z) funksiya z0 nugtada anaiitik bo‘lmasa, z0
nuqta /(z) funksiyaning maxsus nugtasi deyiladi.

Xususiy holda /(z) funksiya \z-z0\< R doira ichida maxsus nugtaga ega

bo'Imasa, uning Loran gatoriga yo¥ilmasi Teylor gatoriga aylanadi.

20.24.5-misol. Ushbu /(z)=ez funksiyani z0=0 nugta atrofida Loran
gatoriga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki, ushbu
geopp it pogut
12! n\

yoyilma butun kompleks tekislikda o‘rinli. Bunda n = deb olsak,

07 =1+—L +— T, 4t K.
'z 2z n\zn

yoyilmaga ega bo ‘lamiz.
20.24.6-misol. Ushbu f(z)= 1— funksiyani z0=0 nuqta atrofida
-6

Z7 —Z
l.oran gatoriga yoying.
Yechilishi. Berilgan funksiya ikkita zI =-2 vaz2=3 maxsus nuqgtalarga
rga. U a) 0<|z<2; b) 2<|z]< 3; ) |z/> 3 sohalarda anaiitik (20.12-chizma).
f{z) funksiyani quyidagi

ko'rinishda tasvirlaymiz.
a) \A <2 doira ichida

111
Nt i;
2.3 3jz 3 Mgt pbuvedd <

I ( ;2 2

z
1.
242 2142 24 5 o J’b”ye'rdf"z<
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20.12-chizma.

gatori Teylor gatoriga aylanadi.
b) 2<|7 <3 xalgada

=TI 22 4 buyerda <i:
z-3 31 3 32

i
42 742 2 = 22buyerda

bo‘lib,
3Vz-3 z+2 n=0* n=0
c) j4>3 sohada

1 1 1 1
z—3 z 3" z

1 11 A\ ( 2 22
Z¥2 _'Z"j-'T'-%:Z |

Demak,

I oc

SRT G BV

/j:OZ «=0

N
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14.--- 3[‘+... buyerda >i;

T+7T_- n,buyerda >i.
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20.9-8. Maxsus nugqtalarning klassifikatsiyasi. funksiyaning
nollari bilan qutblari orasidagi bog‘lanish

20.25. Maxsus nuqtalarning klassifikatsiyasi. Ma’lumki, /(z)
funksiyaning analitik boimagan nuqtalari uning maxsus nugqtalari deyiladi.
Funksiyaning maxsus nuqtalari ko‘p bo‘lib, ulardan ko‘p uchraydigani
ajralgan maxsus nuqtalardir.

20.25.1-ta’rif. Agar /(z) funksiya z0 nugtaning biror 0<\z-z0\<R
atrofida analitik bo‘lib, a nuqtaning o‘zida analitik bo‘lmasa, u holda z0
nuqta /(z) funksiyaning ajralgan (yakkalangan) maxsus nugqtasi deyiladi.

20.25.2-misol. Ushbu Z—J’r\—sfunksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi
z=-3 dan iborat.

Ajralgan maxsus nuqtalar uch tipga, ya’ni qutulib bo'ladigan (yoki
chetlashtiriladigan), qutb va muhim maxsus nuqtalarga bo‘linadi.

Agar z=z0 nuqta /(z) funksiyaning yakkalangan maxsus bo‘lsa, u
holda shunday R > 0 son mavjud bo‘lib, 0<|z- z0|<R xalgada /(z) funksiya

analitik bo“iib, u Loran gatoriga yoyiladi:

/(*): ZC,,(Z-Zor = f>,,(Z'ZO)n+
n=0

n=-00 n=1[Z —2Zq)

Agar: 1) Loran gatori tarkibida uning bosh gismi gatnashmasa, ya’ni
manfiy darajali hadlari gatnashmasa, bu holda z0 nugtaga qutilib bo ladigan
maxsus nuqta deyiladi.

2) Loran gatori tarkibida uning bosh gismi gatnashib, u chekli sondagi
manfiy darajali hadlardan iborat bo‘lsa, bu holda z0 nugta /(z) funksiyaning
qutbi deyiladi.

3) Loran qatori tarkibida uning bosh gismi gatnashib, u cheksiz ko‘p
manfiy darajali hadlardan iborat bo‘Isa, bu holda z0 nugta /(z) funksiyaning
muhim maxsus nugtasi deyiladi.

20.26. Qutilib boMadigan maxsus nuqta. z0 nuqgta f(z) funksiyaning
qutilib bo*ladi maxsus nuqgtasi bo‘lsin. U holda uning z0 nuqta atrofidagi

Loran gatori yoyilmasining ko‘rinishi

/1(z)= Zc,,(z-z0)", 0<|z-z0<i?
(2) 8 (z-z0) | |
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shaklda bo‘ladi.
Agar co= lim /(z) ni /(z) funksiyaning z0 nuqtadagi qiymati deb gayta

aniglasak, ya’ni /(z0)=cO deb olinsa, u holda /(z) funksiya |z-z0Q|<R
doiraning hamma nqtalarida anaiitik boMadi. lim /(z) =c0(e0 ®oc) dan z0

nugtaning istalgancha kichik atrofida /(z) funksiyaning chegaralanganligi

kelib chigadi. Bunda teskari tasdig ham o'rinli boMadi, ya’ni agarda
32Ii>r£10/(z): A-chekli boMsa, u holda z0 yakkalangan maxsus nuqta qutilishi

mumkin boMgan maxsus nugta boMadi.
20.27. Qutb maxsus nuqta. Agar z0 nuqta /(z) funksiya uchun qutb

boMsa, u holda z0 nuqta atrofidagi /(z) funksiyaning Loran gatori
quyidagicha boMadi:

/(z)= £c,,(z-zor + + (20.27.1)

n=0 zZ 20 Z0) [Z Zq3
bunda ¢ m*0.Bu holda z0nugta /(z) funksiyaning m - tartibli qutbi bo*ladi,
agar m=1boMsa, z0 nugta oddiy qutb boMadi.
(20.27.1) tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
[(z)=7—L, [/ (z- Z0)mE cn(z- z0)" +c_,(z-zO)md+...+ c.m
(z—2g) Vv =0

yokKi
ié%z?z_zg)" ' (20-27-2)

bunda g(z)=(z- zZO)mE (z- z0)"+cC,(z- zOY%4 +C 2(z- z0)*“2 +...+c_m-

w=0
anaiitik funksiya boMib, g(z0)=c_m¢0. Bundan z-»z0 da /(z)->oc, ya’ni
/(z) funksiya z0 qutb atrofida cheksiz katta boMar ekan. (20.27.2) dan

f(zXz-zoy =g(z) boMib, undan lim f{z\z - z0f =c_m(c_m* 0,c_m* c0)

z->zQ
boMsa, z0 nugta m - tartibli qutb boMadi.

20.27. 3-teorema (Funksiyaning noli bilan qutbi orasidagi
bog‘lanish). Agar z0 nugta /(z) funksiyaning m - tartibli noli boMsa, u
holda z0 nugta —  funksiyaning m - tartibli qutbi boMadi va aksincha,

f\z)
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ya’ni agar z0 nugta /(z) funksiyaning m - tartibli qutbi bo"Isa, u holda z0
nuqta -4-7 funksiyaning m - tartibli noli bo‘ladi.
A2)

20.28. Muhim maxsus nuqta. Odatda ajralgan maxsus nugtaning qaysi
tipdagi maxsus nuqta ekanligini aniglash uchun Loran gatoriga murojaat
gilinadi. Agar z0 nuqta /(z) funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsa, /(z)
funksiyaga tegishli Loran gatorining ko'rinishlari 1.12.1 punktda bayon
gilingan.

20.28.1-teorema. /(z) funksiya ajralgan maxsus z0 nuqtasi muhim
maxsus nuqtasi bo‘lishi uchun shu funksiyaning z0 nugta atrofidagi Loran
gatorining bosh gismi cheksiz ko‘p hadlarga ega bo‘lishi zarur va yetarli:

/(*)=icn(z-z0y-

20.28.2-misol. Ushbu /(z) =ez funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi
z =0 dan iborat ekanligi ravshan. Ushbu
e' = 1+t-+E t
12 n\
yoyilmadan foydalanib, berilgan funksiyani z=0 nuqta atrofida Loran

gatoriga yoyish uchun t = Z—almashtirish olsak, natijada yuqoridagi gator

ef=1+1 + - Are +—1 4
'z 2z n\zn
|

ko‘rinishga keladi. Bu yoyilma ez funksiya Loran gatorining bosh gismi
ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas, ya’ni yoyilmada manfiy darajalli

hadlar soni cheksiz ko‘p. Demak, 1.12-teoremaga asosan, z=0 nuqta ez
funksiya uchun muhim maxsus nugta bo'ladi.

20.28.3-eslatma: Agar f(z) funksiya uchun z = nuqta maxsus nugta
boMsin. z =m nuqgtaning atrofi deganda markazi z =0 nuqtada va radiusi
istalgancha katta R radiusli doiraning tashqi qismi tushuniladi

Agar z=o00 nugtaning atrofida /(z) funksiyaning z=o0 nugtadan
boshga maxsus nugtalari bo‘Imasa, u holda z =00 nuqta /(z) funksiyaning
yakkalangan maxsus nugtasi deyiladi. z =ooyakkalangan maxsus nugta
qutilib bo‘ladi maxsus nuqta, m - tartibli qutb maxsus nugta yoki muhim
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maxsus nugta boMishi mumkin. Birinchi holda z= o nuqta atrofida /(z)

funksiya Loran gatori yoyilmasi tarkibida musbat darajali hadlari boMmaydi;
ikkinchi holda chekli sondagi musbat darajali gatnashishi mumkin; uchunchi
holda cheksiz ko‘p musbat darajali hadlari gatnashishi mumkin.

/(z) funksiyani z = o nuqta atrofidagi holatini o‘rganish masalasi z=—
w

almashtirish natijasida /{—j funksiyani z=0 nuqta atrofidagi holatini

o‘rganishga keltiriladi.
20.28.4-misol. Ushbu /(z)=—  funksiyaning maxsus nuqtalarini
toping.
Yechish: z=0 nuqta /(z) uchun maxsus nuqta bo‘ladi. bu maxsus
nuqtaning turini aniglash uchun quyidagi limitni hisoblaymiz:
sinz_ .

urn—j-= lim=--—----"- =
z->0 z 2->0 z z

Demak, z=0 nuqta berilgan funksiya uchun qutb maxsus nuqgta bo‘lar
ekan.

20.28.5-misol. Ushbu /(z) =--———— funksiyaning maxsus
z2(z+2)(z-\j

nugtalarini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiya uchun z,=0,z2=-2 nuqtalar oddiy
maxsus nuqtalar, z3=1nuqta esa 2 - tartibli maxsus nuqta bo‘ladi.

20.28.6-misol. Ushbu /(z):—!?g(z):l— . funksiyalarni z =mnugta
z- +zz

atrofidagi xususiyatini aniglang.

Yechilishi. z=— almashtirishni bajaramiz. /(z)=z—!3— funksiya
W -
n —1:EV—V ko‘rinishga  keladi. hSJ, <1 shart bajarilganda

[N— =H™ 3w+ (3w)2+...)>ayilma  o‘rinli bo‘ladi. Bunda  eski

0°‘zgaruvchiga ga>tsak
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r = nugta /(z) uchun qutilishi mumkin boMgan maxsus nugta boMar
ekan.

2
g(z):_l_mé funksiya uchun z=00 nuqta to‘g‘ri nuqgta ekanligiga
+z

ishonch hosil gilish giyin emas.

20.10-8. Funksiyaning qoldig‘i (chegirmasi)

20.29. Funksiyaning goldig‘i tushunchasi va goldiglar to‘g‘risidagi

asosiy teorema.
Agar /(z) funksiya z0 nugtani o‘z ichida saglovchi D sohada analitik

boMsa, u holda z0 nuqgtani o‘rab oluvchi D sohada butunlay yotuvchi yopiq
i chizig bo‘ylab olingan integral Koshi teoremasiga asosan nolga teng

IwMadi: \f{z)dz = 0.
r
Agar z0 nuqta f(z) ning ajralgan maxsus nugtasi boMsa, u holda bu

integral nolga teng boMmasligi ham mumkin. Mana shu integralning

giymatini hisoblash masalasi qo‘yiladi.
Faraz gilaylik, z0 nuqta f[z) funksiyaning ajralgan maxsus nugtasi

boMsin. U holda f(z) funksiyani 0<|z-z0< ft xalqada Loran gatoriga yoyish
mumkin:

[(z)=co+c (z- 20)+c2(z- 20f +..+¢,(z- 20" +..+
C_ — g2 -

*-*0 (r-Zof (z-zoy

z0 nuqtani 0“z ichiga oluvchi 0<|z- z0 <R xalgada yotuvchi bitta yopiq
chil.igni olaylik. Oxirgi gatori r chizigda tekis yaqunlashuvchi boMgani
uchun uni shu chizig bo‘yicha hadma —had integrallash mumkin. U holda,
maMumki



0,agar A*-1bo'lsa
\(z-Zofdz=
2m, agark =-1 bo’lsa

boiadi. Xususiy holda r yopiq chizig aylanabo‘lishi ham mumkin. Demak,

\f(z)dz = 2ni-c_x (20.29.1)
r

20.29.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya 0<|z- z0kJ1 xalgada analitik
bo‘lsa, u holda f(z) funksiyaning z0-ajralgan maxsus nuqtaga nisbatan

goldig 4 (chegirmasi) deb i J_Jf(z)dz integrating giymatiga aytiladi va
niJ.

c_,="NJ/(z>fc

kabi belgilanadi.
Agar (20.29.1) tenglikni e’tiborga olsak,

cx~\f{z)ck (20.29.3)
2mr

bo‘ladi.

Demak, qoldigni boshgacha ham ta’riflash mumkin: /(z) funksiyaning
ajralgan maxsus nugtaga nisbatan qoldigli deb f(z) funksiyaning z0 nuqta
atrofidagi Loran qatori (z-z0)- hadining oldidagi c_, koeffitsiyentiga
aytilar ekan.

Ravshanki, z0 nuqta /(z) funksiyaning to‘g‘ri yoki qutilib bo‘ladigan
maxsus nuqtasi boisa, u holda uning Loran gatorining bosh gismi
bo‘lmaydi, ya’'ni ¢_j =0.c_2=0,.... Bundan (20.29.3) ga ko‘ra

Elilixfi(z)dz =Res(/(z0))=c, =0

bo‘ladi. Shunday qilib, yugorida aytilgan ikki turli nugtada funksiyaning
goldig‘i nolga teng boiadi.
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20.29.4—teorema (Koshi). Agar f(z) funksiya r chizig bilan

chegaralangan yopiq D sohaning chekli sondagi ajralgan maxsus
zk (k = 1,2,...,«) nuqgtalaridan tashgari hamma nuqtalarida anaiitik bo'lsa, u

holda /(z) funksiyadan r chizig bo‘ylab olingan integrating giymati r
chizigning ichidagi barcha zk(k=12,..,1) nugtalarga nisbatan funksiya
goldiglari yig‘indisining 2ni ga ko‘paytirilganiga teng:

\f(z)dz = 2m-XRes(/(z*)).
r k=1

20.30. Qutbga nisbatan goldigni hisoblash
1. z=2) maxsus nuqta /(z) funksiyaning oddiy qutbi bo‘lsin. u holda
f(z) funksiyaning zO nuqta atrofidagi Loran gatori

Az)=Ci(Z~20) "+ EC,(Z- 2y
n=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan

¢, = lim(z-20)/(z)= Res(/(z0)) (20.30.1)

Xususiy holda, agar f{z) =~ j\ bo‘lib, (p{z\y/{z) funksiyalar z0 nugtada
n2

anaiitik bo‘lsa, hamda <p@0)* 0,w{rn)=0,i//'(z0)" 0 boMsa, u holda (49)
lormulani e’tiborga olsak

M /b) lw (- r) gl & —

bo'ladi. Demak,

Res(/(z0))=A i. (20.30.2)
V (zo)
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2. z=270 maxsus nuqta f(z) funksiyaning m - tartibli qutbi bo‘lsin. U
holda f(z) ning z0 nuqgta atrofidagi Loran gatori

I(z2)=Zc,(z-zor *—="—*
(2) n=0 ( : (z-z0f {z-zoy

ko‘rinishdabo‘ladi. Bundan

(z- 20T /()= 11c,,(z- zor m+ +CmHl(Z- z0)+...+c_!(z- zOY™-1.
n=0

Bu tenglikni (m-1) marta differensiallash natijasida

N=r((z-zor 1(2)=

= >n(:OCH(n + T Xa+m~ m—2)-..(« + 2Xz—zor m+ (™M*“ 1>C ,,
bunda z ->z0,n -> @ da limitga o‘tib ushbu
Res(/(zo))= > 1 Y-lim((z-zoy"/(z)) (20.30.3)
[ 3 z>z,

formulaga ega bo‘lamiz.

3. Agar z =z0nuqta f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi bo‘lsa, u
holda f(z) ning bu nuqtadagi qoldig‘ini hisoblashda, odatda uning Loran
gatori yoyilmasidagi c_, koeffitsiyent aniglanadi.

20.30.4-misol. Ushbu f(z)= Z|i+22:r funksiyaning maxsus nuqtalariga
nisbatan qoldiglarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxsus nuqtalari zj=1,22=0
nugtalardan iborat bo‘lib, z, =1 oddiy maxsus nuqgta, z2=0 esa uchinchi
tartibli (m=3) maxsus nuqta.

(20.30.2) formulaga asosan,
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Res((1))= "2 3;

Z=1

(20.30.3) formuiaga asosan,

Res(/(0))=5lim  m-of = =4 =3.
20.31. Funksiyaning cheksiz uzoqlashgan nuqtaga nisbatan

goldig‘i. f(z) funksiya uchun z = « nuqta ajralgan maxsus nuqta bo‘Isin. U
holda funksiyani jz|>tf yoki R <|7<m atrofda Loran gatoriga yoyish
mumkin:

[(Z) = .+ Z5jf+ ot — +C0+C,Z +C22+....
z z

Bu gator |z > R sohada absolyut va tekis yaginlashuvchi boMgani uchun
r radisuli (r <R) ixtiyoriy C aylanada ham tekis yaginlashadi. Shuning

uchun bu gatomi hadma- had C aylanabo‘ylab integrallash mumkin. C ning
musbat yo‘nalishi soat strelkasi bo‘yicha bo'ladi.

0,agar/i*-I bollsa

Jznafe=
z 2ni, agar n=—4ho' Isa

c

ckanligi e’tiborga olinsa, yuqoridagi gatorni hadma - had integrallansa,

\f{z)dz=c_x} — =-c_J— =24a/(-c_,)

formula hosil bo‘ladi. Bundan

1
- \f(z)dz =-
2nic

423



20.31.1-ta’rif. z=00 nuqtaning biror atrofida bir giymatli va anaiitik
bo‘lgan f(z) funksiyaning o‘sha nuqtaga nisbatan qoldig‘l deb Loran

gatoridagi . hadining minus ishorasi bilan olingan koeffitsiyentiga aytiladi

va u Res(/(00))=-c_! belgilanadi.

20.32. Qoldiglar nazariyasi yordami bilan aniq integrallarni
hisoblash. Kompleks funksiyadan yopiq chizig bo‘ylab olingan integrallarni
hisoblash giyin bo'lganda uning o‘miga qoldiglar nazariyasi asosiy
teoremasi yordamida integral belgisi ostidagi funksiyaning shu kontur ichida
yotgan maxsus nuqtalariga nisbatan goldiglarini hisoblash qulay bo‘ladi.
Ko‘p hollarda bu usul bilan hagiqgiy argumentli funksiyadan olingan aniq
integrallarni ham hisoblash mumkin. Buning uchun awal bu integrallarni
yopig chizig bo'yicha olingan integralga keltiriladi, so'ngra qoldiglar
nazariyasi asosiy teoremasi qo‘llaniladi.

1. Ushbu

2x

J= J"(cosjc,sinx)cic (20.32.1)
3

ko‘rinishidagi integralni garaymiz, bunda R{u,v), uuvav laming ratsionai

funksiyasi. Bu erda z =e’k almashtirishni bajaramiz. Ravshanki, x 0 dan 2n
gacha o‘zgarganda kompleks o‘zgaruvchisi z birlik doirani chizadi.
Eyler formulasiga asosan:

bo‘ladi. Bulami (20.32.1) ga go‘yish natijasida, uni

J= jRt(z)dz
144

ko‘rinishga keltiramiz, bunda”™(z)=-- " ning ratsionai

funksiyasi. Qoldiglar nazariyasi asosiy teoremasiga asosan,
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n
J =2itlY  resR (2),
| z=

bunda zv...,znlar /f,(z) funksiyaning |z|<I doira ichida yotgan qutblari.
2. Ushbu

(20.32.2)

—SC

ratsional funksiyadan olingan integralni garaymiz, bunda (20.32.2) integral
yaqinlashuvchi deb faraz gilinadi.

(20.32.2) integralga qoldiglar to‘g‘risidagi asosiy teoremasini go'llab
boMmaydi, chunki integrallash chizig‘i- cheksiz yopiq chizig emas.

Asosiy teoremasini qo‘llash uchun yordamchir® =[-i ;¢ C 8 yopiq

chizigni (bunda CR- yarim doira ) hamday = [R(z)dz integralni garaymiz.

Bu integralni hisoblash uchun quyidagi yordamchi lemmadan foydalanamiz.
20.32.3-lemma ([2], 229-230 b.q.) f(z) funksiya Imz>0 sohaning

chekli sondagi maxsus nuqtalardan tashgari uning chegarasigacha uzluksiz
bulsin. Agar

J = JR(X)dx
—@
integral yaginlashuvchi bo‘lib,
lim f/2(z)ofe=0 (20.32.4)
d

boMsa (bundacn yarim aylana \A=R, Imz> 0), u holda

| f(x)dx =2m ]T resf(z\ (20.32.5)
® Inet>022

(20.32.5) formulada qoldiq f(z) funksiyaning hamma yuqori yarim
tekislikdagi maxsus nugtalar bo‘yicha olingan.
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Endi 20.32.3-lemmani (20.32.2) integralni hisoblashga tatbiq gilamiz.
R{z) = ~ ~ bo‘lsin, bunda P,,(z) va Qm(z) lar mos ravishda n va m darajali

ko‘p hadlar. (20.32.2) integral yaginlashuvchi bo‘lgani uchun k=m-n>2
hamda r (z) funksiyaning haqiqiy o‘qda qutbga ega emasligi kelib chigadi.

Demak, z->® da J1(r)»-¢,k >2 butun son. Istalgancha katta |z larda

[I?(2)]<— . U holda CR yarim aylanada |n(r)|<[- tengsizlik bajariladi
li -
hamda

\R(2)dz <% nr=94">0.
o R R

Shunday qilib, (20.32.4) shart bajariladi, u holda lemmasiga asosan,

\f(x)dx =2xi Y, resf{z\ (20.32.6)
-1t

bunda qoldiq R(z) funksiyaning yuqori yarim tekislikdagi qutblari bo‘yicha
olingan.
Xuddi shunday

R
Hl(x)dx:—Zni Y. resf(z),
- It <Cr-z*

formula ham o‘rinli ekanligi ko‘rsatiladi.
20.32.7-misol. Ushbu

dx
(+x'T
integralni hisoblang.

Yechilishi.  72(z)= - 1 » = o — funksiya yuqori yarim
(1+z2) (z+0 (z-i)
tekislikda to‘rtinchli tartibli z =i qutbga ega. U holda (20.32.1) formulaga
asosan,



LA

res.« =
e

hamda (20.30.3) formulaga ko‘ra, J =2niresR(z)=— .

20.33. Anaiitik davom ettirish.

20.33.1-ta’rif. Agar quyidagi shartlar bajarilsa: 1) /(z) funksiya E
to‘plamda aniglangan; 2) F(z) funksiya EczD sohada anaiitik; 3) zeE da
/(z) =F(z). U holda F(z) funksiya /(z) funksiyaning E to‘plamdan D
sohaga anaiitik davomi deyiladi.

20.33.2-teorema (anaiitik davomning yagonaligi). Agar E to‘plam
a limit nugtaga ega bo‘lib EcDboMsa, u holda E to‘plamdan D sohaga
anaiitik davom ettirish yagona boMadi.

Misollar.

1 sinx cosx va ex,xeR funksiyalaming kompleks tekislikka
anaiitik davomlari  mos ravishda sinz,cosz va e’.zeC funksiyalar
boMadli.

2. f(x) =sin2x +cos2jc-1, xe R funksiyaning kompleks tekislikka

anaiitik davomi /(z) =sin2z +cos2z-1, zeC funksiya boMadi

20-bob bo‘yicha nazariy materiallarni mustahkamlash
uchun topshiriglar

1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Modul va argument hagidagi
teorema. n-darajali ildiz chiqgarish([2], 3-16; [3], 4-20 va 27-41 betlar,
171,19D).

2. Kompleks sonli ketma-ketlikning limiti([2], 30-34 betlar, [7],[9]).

3. Kompleks argumentli funksiyaning limiti va uzluksizligi ([2], 42-47
betlar; [7],[9] )

4. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi([2],48-56 betlar;
12],57-64 betlar; [3],79-86 betlar, [7],[9]).

5. Koshi-Riman sharti. Garmonik funksiyalar ([2], 49-53 betlar; [3],91-
102 betlar, [71,[9]).

6. Hagigiy yoki mavhum gismi bo‘yicha anaiitik funksiyani qurish ([6],
52-56 betlar; [3], 86-90 betlar, [7],[9]).
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7. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral ([2], 135-140 betlar,
[71.[9D).

8. Kompleks argumentli funksiyalami integrallash ([2],111-114 betlar;
[3], KO4-113 betlar, [71,[9]).

9. Koshi teoremasi ([2], 120-139 betlar; [3],120-122 betlar, [7],[9]).

10. Bir bog'lamli sohada Koshining integral formulasi ([2], 145-149
betlar; [3],123-131 betlar, [7],[9]).

11. Kompleks sonli va funksional gatorlar.Koshi-Adamar formulasi. (
[2], 188-206 betlar;207-213 betlar;214-217 betlar; [3], 136-143, 144-151,
152-162 betlar, [71,[9)]).

12. Maxsus nugtalar ([2],234-244 betlar;245-252 betlar; [3], 181-195
betlar, [71,[9]).

13. Loran gatori.Maxsus nugtalar atrofida Loran gatoriga yoyish ([2],
236-244 betlar; [3], 164-177 betlar, [7],[9]).

14. Qoldiglar nazarivasi elementlari ([2],262-295 betlar; [3], 200-214
betlar, [7],[9]).

15. Qoldiglar nazariyasi yordamida aniq integrallami hisoblash( [2],
297-304 va 305-512 betlar; [3], 215-226 betlar, [7],[9]).

20.1-amaliy mashg'ulot.
Ketma-ketlikning limitini topish

1-misol. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, berilgan ketma-
ketliklaming ko‘rsatilgan limitga ega ekanligini isbotlang

n+in+l1—

;a=\V+i

Yechilishi. e>0 - ixtiyoriy son bo‘lsin. a=\+i nuqtaning s- atrofini
garaymiz. Shunday N nomer topiladiki, n>N da garalayotgan ketma-
ketlikning barcha z, nuqtalari a=\+i nuqtaning e- atrofida joylashishini

ko‘rsatish kerak, boshgacha aytganda,
lz/i_(i+0|<£ 1)

tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib,
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U holda (1) tengsizliki2 <e ko‘rinishgaega. N- r sonning butun gismi
n n

bo‘Isin (agar 2 <1 bo‘lsa, u holda N=1). Bunda har bir n>N da n> xiz
n

uchun (1) tengsizlik  bajariladi. 1+i nuqgtaning atrofini tanlash
ixtiyoriyligidan ko‘rinadiki, I+i son {z,}*1 ketma-ketlikning limiti bo‘ladi.

2-misol. Ushbu
j 1 (@2n+5 ,4n-7I . Y
- u-)
kompleks sonlar ketma-ketligining limitini toping
Yechilishi. Ravshanki, z, = g -1 wn=12..) kompleks
3n+4 15n 2
sonning hagigiy gismi xn="n+5" n=12..) mavhum gismi esa,
in+4
yn=" -1, (n=12,..) boMadi.
5n-2
Agar
limx,, = Iim-z-rl-J-r—? -2 lim ||mf1_(_‘___7_ 4
07 03N+ 4 3 o) T eI T

ekanini e’tiborga olsak, unda teoremaga ko‘ra berilgan kompleks sonlar
ketma-ketligining limiti Ti_ ga teng boMishini topamiz:

. . (2n+5 An mn_2 .4
limz, = lim" ---—--- - =—+7—
W>» 3n+4 5n—2J 3 5

Mustagqil yechish uchun misollar

1 Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, berilgan ketma-
ketliklarning ko‘rsatilgan limitga ega ekanligini isbotlang.
nl+3i



2. Ushbu ketma-ketliklarning limitga (chekli yoki cheksiz) ega
ekanligini aniglang va limit mavjud bo‘lsa uni toping. Kompleks tekislikda
ketma-ketlikning birinchi beshta hadini tasvirlang.

b) r, =i("r;
n

3. a kompleks parametrning ganday giymatlarida ketma-ketlik
yaqinlashadi:

b)

d) fl+a+...+a"",.

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

2. a) 0. b) ega emas. c) ®. d) ega emas. 3. a) barcha giymatlarida. b)
barcha giymatlarida. c) jg<I, |d>1 va a=i da. d) ¥<I, |[d>1 va a=I da.

20.2-amaliy mashg‘ulot.
Kompleks argumentli funksiyaning limiti va uzluksizligi

1-misol. Ushbu /(z) =z2+1+/ funksiyaning haqiqiy va mavhum
gismlarini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani /(-) =«+/- ko‘rinishda yozib olamiz:

n+iv=z2+1+i=(x+iy) +1+/=x2+lixy + (iy)2+1+i=
=x2- y1+1l+i(2xy +1).

Bundan quyidagilami topamiz:

n=u(x,y) =Re/(z) =x2- y2+1; v=v(x,y) = Imf(z) = 2xy +\.

430



2-misol. Ushbu
_X(Ix-X) +iy(y+\)
o X2+y2
funksiyani z =x + iy o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalang.
Yechilishi. z=x+iy ekanligini hisobga olib berilgan funksiyani
quyidagi ko'rinishda yozamiz:
x(ix-1)+iy(y+1) _i(x2+y2) X-iy
1*,y) =-
1 _. 1 iz

X +iy z z

Demak, /(z) ="

-mi im- — * imitni hi
3-misol. Ir'>r8_|ﬁ< (z*0) limitni hisoblang.

g
Yechilishi. Awalo f(z) ——N— funksiyaning hagiqgiy va mavhum

gismlarini topamiz:
z22Ilmz _ (x+iy)2y _ x2y -y 3 |f  2xy__
Iz r I'n el

J\V I

Demak, Re/(z) =u(x,y)= ¥— -, Im/(z) =v(x,y) =—2xy

-J?+y2', 11" L j*2+y2
Ma’lumki,
Y\mu(xy)-llmxzv ¥3 I|mv’\’\)—llm E 2y =0.
S NIRCR R

Bundan, &ir)?/ (z)=)|(!mn}u(x,y)+|)|(i,n\;v(icd) tenglikka ko‘ra,

im/ (2) = ||mZ—ZJj‘E 0

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu /(z)= ’ﬁrenzza- funksiyaning z=0 nuqtada limitga ega

ekanligini ko‘rsating, agar limiti mavjud bo‘lsa, uni toping.
Yechilishi.  Awal z,,=|'_-|>0 nugtalar ketma-ketligini garaymiz.

Rez,,=0 ekanligidan /(z,,) =0 va unga mos funksiyaning giymatlari {/(z,,)}“,
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ketma-ketligi o gayaqginlashadi. Endi o ga yaginlashuvchi 7 =n-+F1 ketma-

ketlikni olamiz. Rez',,z—l;I va imz’,,:P1 shuning uchun f{z'n=\ va {/(z)}",

ketma-ketlik 1 ga yaginlashadi. 0 ga yaginlashuvchi ikkita {zj", va {z.}"
ketma-ketliklarga mos keluvchi funksiyalar giymatlarining
{/(z)}+ ketma-ketliklari turli xil limitlarga ega. Bundan /(2) funksiya z=0
nugtada limitga ega emas degan xulosaga kelamiz.

5-misol. Quyidagi

z2, |z|<l.

funksiyalaming aniglanish sohasini, uzluksizlik va uzilish nuqgtalarini
toping.

Yechilishi. a) Bu funksiyaning aniglanish sohasi D=c butun kompleks
tekislikdir. /(z) =1 funksiya ikkita uzluksiz funksiyaning nisbati sifatida

(z:g>1} to*plamda uzluksizdir. ya’ni ixtiyoriy z0e {z.jg>1} uchun /(zQ)=—
70

va lim- = e Xuddi shuningdek /(z) =r 2 funksiya ham {zrj <i} to‘plamda
z z

uzluksizdir.  Funksiyani birlik aylana z =1 da uzluksizlikka tekshiramiz.
f(z) funksiya |z =1 aylananing biror $ nugtasida uzluksiz bo‘lishi uchun z
nugta ? ga |[z|<I doiraning ichkarisidan, tashgarisidan va jj=1 aylana
bo‘yicha intilgandagi limitlar mavjud bo‘lib,quyidagi tengliklar bajarilishi
kerak:

lim/(z) =lim/(z) =lim/(z) yoki $2-Pm=--,

jz|<l:r->n z|>1:2-1$- Jz]=1:z->7
Bu shartlarni aylananing yagona g=\ nuqtasigina ganoatlantiradi. Demak,
berilgan funksiya birlik aylananing ?=i nuqtasida uzluksiz bo‘lib, golgan
nuqtalarda uzilishga egadir. Shunday qilib, funksiyaning uzilish nuqtalari
to‘plami {zzeC, jg=iy{l} dan iborat.
Demak, funksiyaning uzilish nugtalari to‘plami {z:zeC, jj=}/41} dan
iborat.
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Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyidagi funksiyalarning haqgigiy va mavhum gismlarini toping:

HE _|Z+I
a)/(z)=Z-IZ, b)/(z) = _I9
___z—i
C)i(z)=2+|z12; d)/(z)—z,+i
2. Keltirilgan funksiyalarni z=x+ry 0°‘garuvchining funksiyasi
sifatida ifodalang:
a)/ =" b) f =y3-3x2y +y +i(x3- 3y1- jO;
X2+y25
X2+ 32+ X+ [(xJ+y2-y)
c)/ x1+y2
3. Ushbu funksiyalarning  ko‘rsatilgan nuqgtalardagi limitga ega

ekanligini ko‘rsating, agar limiti mavjud bo‘lsa, uni toping.

8) /(2) = Rez, z=o0; b) /(z) Jﬂz-ti 2=0;

C)/(Z):z, Z = 00.
4. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini, uzluksizlik va uzilish

nugtalarini toping.
1

7o M €2, 2% 0; (2(z2+1+1)
a) f(-) 22 PB=4% b) I(z) = zeO o = sin2z
z3, |zj<l. 1 Z-@ I+i, z=0

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
a) Re/:x———)—(rzj_-yl, Imf =-y+/Y T. i) Re_/=)Q+(y_|)2,

‘mf=x>+Q -ir c) Re/=2*2 m/[=-2- d) Rc/=h\yfrr

I :_xz=4$+])1_' 2. a) f(z)Z-% b) /(z) =iz(z21). c) /(z)=|+/+zl.
3. a) mavjud emas. b) mavjud emas. c) 1 4. b) {z:zeC, @F=0IA1} uzilish
nuqtalari to'plami. c¢) z=0 nuqtadan tashqgari butun kompleks tekislikda

uzluksiz. d) butun kompleks tekislikda uzluksiz.
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20.3-amaliy mashg‘ulot.
Darajali gatorlar.Koshi-Adamar formulasi

I-misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring.

n=0w

Yechilishi. Qator butun kompleks tekislikda yaginlashadi, chunki vz

uchun shunday nOni ko‘rsatish mumkinki, n>n0da  <-tengsizlik o‘rinli

boiadi, ya’ni° z <2—1. Bundan taggoslash teoremasiga ko‘ra gatorning
n

ixtiyoriy z nuqtada yaginlashishi kelib chigadi.
2-misol. Quyidagi darajali gatorlaming yaqinlashish radiusini toping:

® N
e
Yechilishi. Koshi-Adamar formulasidan foydalanamiz: ya’ni n=y>
buyerda 1= Bunda [cyfl= ; 2 boiib,

/=limnl— =-, R=3
3' 3

teng boiadi.
3-misol. Ushbu gatorlarning yaginlashish doirasini toping:

f.(-D*(2 +«r
(Va8

Yechilishi. ~ R=lim formuladan  foydalanamiz.  Bunda

(- D" (-1 F2n ()" _

215 342 2" A A =6 ni hosil
gilamiz.

Demak, berilgan gatorning yaqinlashish doirasi jz+» <6 dan iborat.
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Mustaqil yechish uchun misollar

1. Quyidagi darajali gatorlarning yaqinlashish radiusini toping:

ZAm b)INZ «; St
DT g« )3d
2. Ushbu gatorlarning yaqinlashish doirasini toping:
£ £ £ b)IM ; c)I”

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
1. b) R=e. ¢) R=— d) =12 b) |z-2ij<g>. C)lz|<co. d)jz+i|<2.

20.4-amaliy mashg'ulot
Kompleks o'zgaruvchili funksiyaning hosilasi

1- misol. Quyidagi [(z) =(X2-y*) + 2xyi funksiya
differensiallanuvchimi?
Yechilishi. Koshi-Riman shartini tekshiramiz. Funksiyaning hagiqiy
va mavhum gismlarini yozib olamiz va kerakli hosilalami hisoblaymiz
n=x’-y’yv =2xy,ﬂj =g L =-2y, av =2y, v
0X dy 0X dy

Koshi-Riman shartlari bajarildi, demak funksiya

=2X,

dx dy dx dy
differensiallanuvchi va uning hosilasi quyidagiga teng bolladi

= f{z)=2x +2yi =2(x+yi) =2z,
0X ox

2-misol. Quyidagi f(z) =e* cosy +iexSiny funksiya
differensiallanuvchimi?
Yechilishi:Funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini topib, Koshi-

Riman shartini tekshiramiz

u=e cosy, v=e siny ﬂj—e’cos> ﬂj—-exsmy
T dx Ty

dv _ W _Xopgy QU=dv  dv_ du
oSy dy TSy dy ' dx  dy’

Koshi-Riman sharti bajariladi, demak funksiya differensiallanuvchi va

uning hosilasi quyidagicha topiladi:

y',(r) ="- +r1'~- =elcos>>+ [el sin>>=ex(cosj> + (siny) =el e* =ex¥i =ez
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[(z) =ex(cosy +/siny) =ex-e* =exyl =ez, f[z) =e"*.
3-misol. Ushbu w=/(z) =zImz funksiyaning differensiallanuvchi
boladigan barcha nuqtalami toping, bu yerda z=x+iy, imz=y,
z=x+iyeE =C.
Yechilishi. Bu funksiyaning z =0 nuqtadagi hosilasini hisoblaymiz:
Aw=f(z+h)~/(z)=@Z+AImz+A- zImz=
=(z+A)(Imz+ImA)-zImz =zImA +Almz +AlmA.
Bundan hosila ta’rifidagi nisbat quyidagicha boiadi:
A* 1z +A)-I(2)
tsz A T
Ikkala limit ham z(zeC) -ning ixtiyoriy giymatida mavjud. Birinchi

1ImA
z A +Imz + ImA va b_g)lmA:O, Qg{)\lmzzlmz.

go‘shiluvchi h ning limitini hisoblaymiz: Iimz—A.

Agar z=0 bo‘lsa, bu limit mavjud va nolga teng. Demak, funksiya
z = 0 nugtada monogen va uning hosilasi nolga teng, ya’ni /'(0) =0.
Agar z* 0 bo‘lsa, u holda bu nugtada funksiyaning monogen yoki

monogen bolmasligi 1?6 ifodaning limiti mavjud yoki mavjud emasligidan
bogiig boiadi. Endi limitni hisoblaymiz.

0, h=h,+ih2 h2=0, h,-~0
A ~ h=h,+ihj h'=0 h2->0.

Bu yerdan ravshanki limitning natigasi h ning nolga intilish yolidan
bogiig ekan. Bu tanlab olingan ikkita yol bo‘yicha nolga intilganda limitlar
har xil (0 va - i), ya’ni limit mavjud emas. Demak z * 0 nuqtalarda hosila
ham mavjud emas ekan.

4-misol. Ushbu w=e!, zeC funksiyaning bir giymatli analitiklikka
tekshiring.

Yechilishi. Ta’rifga asosan w=ez, zeC funksiyaning bir qiymatli
anaiitik ekanligini ko‘rsatamiz

Aavl_f(z +h)-f(z) _ exth-e* _62eh-1

, H=Az
Az A A h
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e AW e -1 r, =*
hm----=e "lim---—--- =e \=e, zeC;
Az->0 N->0 fo

Demak, w=e* funksiya kompleks tekislikda monogen, ya’ni bu
funksiya kompleks tekislikda bir giymatli analitik bo‘ladi va uning hosilasi

5-misol. Ushbu /(w) =<?", w=g(z) =az, a =const funksiyalarning
hosilasini toping.

Yechilishi. Bu funksiyalarning har biri kompleks C tekislikda
aniglangan va shu tekislikda differensiallanuvchi f'(w) =ew,g\z) =4,

shuning uchun murakkab F(z) =eg2 =ea funksiya ham kompleks
tekislikda aniglangan va differensiallanuvchi. Ya’ni, F(z)=ea
funksiyaning hosilasi uchun F'(z) = aea~ formula o'rinli. Shu formuladan
foydalanib, w=sinaz,zeC,a =const funksiyaning hosilasini hisoblaymiz.

: : e“II _ é ™
Eyler formulasidan sinaz =-----—-—-—- va
i 1 1 S 2+ e~
(sinaz)'= ” -t(e"“)'- (e~°°)7] :2—_(e,na| - (~a)e~'m) = a2 2—e " = acosaz .
1 1

Demak, (sinaz)' =acosaz, z e C a = const bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Funksiya differensiallanuvchi boMadigan barcha nugtalarni toping:

a) /(z) =zRez; b) /(z) =jzf;

c) /(z) =Imz; d) /(z) =7z .

2. Ushbu funksiya kompleks tekislikning ganday nugtalarida hosilaga
ega ekanligini aniglar.g. Bu nuqtalardagi hosilasi nimaga teng? Berilgan
funksiya kompleks tekislikning analitik bo*ladimi?

a) /(z) =z22+ijp2; b) Az) =x1+iy2;

) f(z)=y-x-n(x1-y1); d) /(z) =21.

3. Quyidagi funksiyalarning gayerda differensiallanuvchi ekanligini
aniglang va hosilasini hisoblang:

a)/(*)=» - b) /(*)=*
CHI(Z) 500 d)/(z> e+t
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. a) z=o0 nuqtada; b) z=o0 nugtada; c) hech gayerda; d) z=0 nuqtada.
2. a) / (0)=o0, hech gayerda bir giymatli anaiitik emas; b) y =x to‘g‘ri chiziq
nugtalarida hosilaga ega, barcha nuqtalarida f =2x\ hech qayerda bir
giymatli anaiitik emas; c) /'(0)=0; d) z=o0 nuqtadan tashgari hamma joyda

bir giymatli anaiitik, 3.a)dr) n-rk'.b) /'<®)=C1- \V, z*o

om - U+z) -« <Pm

- (e -1) [ ]
20.5-amaliy mashg‘ulot.
Haqigiy yoki inavhum gismi bo‘yicha anaiitik funksiyani qurish

I-misol. Ushbu Ref(z)=u<x,y)=x2-y2, z=x+iysC funksiyaga ko‘ra,
bir giymatli anaiitik funksiyani tiklang.
Yechilishi. 1-usul. a) u(x,y) funksiyaning garmonikligini tekshiramiz
du du  du_ du du du . . n
Bix ?dx~ Qay—ZYdeZ— Auf(—:b% 8y2” 2+2—0.
u(x,y) garmonik funksiya ekan, demak u C kompleks tekislikda bir giymatli
anaiitik funksiyaning haqiqiy gismidan iborat boMadi.
b) u(x,y) =x2-y 2 funksiyaga qo‘shma garmonik boMgan v(xjO funksiya
Koshi-Riman sistemasi

dv_ du_ av_ du_ -
O A

va quyidagi formuladan topiladi.
My " n

Mxy)
v(X,y)= -—dx+—dy+c= r 2ydx + 2xdy + ¢, ¢=const

integralning giymati M0 va m nugqtalarni tutashtiruvchi egri chizigdan
bogMiq emas. Integralni oson hisoblash magsadida M, va m nugtalarni
tutashtiruvchi koordinata o‘glariga parallel ikkita kesmadan tuzilgan siniq
chizigni olamiz. Birinchi kesma [w,(*.>m,), M(xy,)\ bu yerda dy =0; ikkinchi
kesma [w<xya M (x,y)\ bu yerda dx=o.

Demak,

X X Yy Yy

v(X,y) = J2y0dx+j2xdy + J2ydx +JIxcty+Cc =2y (x-x0)+ 2x(y-ya)+c=
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=2xy-2x0y0+c =2xy+cu C, =c-2x0y0=const ya’ni v(x,y) = 2xy+ct.
Bu misolni yechishning ikkinchi usulini keltiramiz.
2-usul.

3 e =, v(x.y)=[2ydx+<p) =20 +tp(y), oy =2x+<ply),

2%+ p'(Y>= x =2x, (p'{y) =0, <p(y) =c =const, v(x,y) =2xy +c.
Kompleks tekislikda f(z) =x2-y 2+i2xy +ic kompleks funksiyani tuzamiz,
bunda x, y o‘zgaruvchining z=x+iy, z=x-iy orqali ifodasidan
foydalanamiz

f(z) =- 2—~ -(z+2R- 2)- Zf +ic=2Z2+ic, f(z) =r2+ic.
Agar/(0) =0 boMsa, u holda 0=0+icva c¢=0 boMadi. Bundan /(z) =z2.
2-misol.  Differensiallanuvchi /(z) funksiyaning hagiqiy gismi
u(x,y)=x2-y2-x  boMsa, uning mavhum gismi v(x.y) ni toping?
Yechilishi. Koshi- Riman shartidan foydalanamiz:

du_2 . du:dv

T dxdy
bo‘lgani uchun Ezz*-i,bu tenglikning ikkala tomonini y bo‘yicha

integrallasak  v{x,y)=2xy-v +m{x), <p(¥)- ixtiyoriy funksiya, ni hosil gilamiz.
Ushbu W:-& shartga ko‘ra, &:2y+p (x\ dan dy—:-zy-<p (%) ni hosil

gilamiz. Berilgan shartga ko‘ra ~ =-2y bo‘ladi. Natijada quyidagi

tenglikni hosil gilamiz
-y -pY=-2y, PH=Q

bundan <p{x)=C- o‘zgarmas son bo‘lib, izlanayotgan funksiya quyidagicha
bo‘ladi:

/(z)=je2-y 2—x+i{2xy—y + C) =x2-y 2+2xyi—{x+yi)+Ci,

I(z) = (x+yi)2- (e+yi)+Ci,

buyerdan /(z)=z2-z+C, .

3-misol. Differensiallanuvchi /(z) funksiyaning mavhum gismi
»jcy)=x+y berilgan. Uning haqgigiy gismini toping.
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Yechilishi. =1 bo‘lgani uchun Koshi-Riman shartiga ko‘ra ~=

bo‘ladi. Oxirgi tenglikning ikkala tomonini Xx bo‘yicha integrallab,
quyidagilami hosil gilamiz

u=x+<p(y), =
() &
shartga ko‘ra ~ =i bo‘ladi. Yana Koshi- Riman shartiga ko‘ra,
du dv \ o,

ni hosil gilamiz. Bu yerdan tenglikni integrallab quyidagini olamiz
<p(y)=-y+C va u=x-y +c.
Demak, izlangan funksiya quyidagicha ekan
[(Z)=x-y +C+i(x+y)=(+)x+yi)+C/(z)= (I+i)z+c, C=const.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Ushbu funksiyalami garmoniklikka tekshiring:

a) u(x,y) =x2-y 2; b) u(x.y) =xy;
C) U(X, y) =x2+y2; d) ux,y)= x
X +y
2. v(x,y) go‘shma garmonik funksiyani toping:
au(x,y) =xy; b)u(x,y) =x2-y z +xy;
C) u(xy) =excosy d) u(x,y) =xcosyshx- y sinychx

3. Berilgan funksiyaga ko‘ra bir giymatli analitik funksiyani tiklang:
a)Re/(z) =u(x,y) =y3-3x2y ;

b) Re/(z) =u(xy) =x3+6x2y-3xy2- 2y3, /(0)=0;

¢) Im/ (z) =v(x,y) =excosy ;

d) Re/ ) =u(x.y) - Xgecosy -y smy), /(0)=0.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1. a) Ha; b)Ha; c¢) Yo‘g; d) Yo‘g.2. a) y(x,y)=-"~(x2-y2)+c; b)
vixy) = 2xy-xl—y1+c; C)V(X,y)=ezsiny, d) y) = y assyshx+ xsinychx+c . 3. a)
/(z) =i(z3+C); b)/(z) =(1-20)r3; c)/(9=€+c; d) /(*)=«".
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20.6-amaliy mashg‘ulot.
Kompleks argumentli funksiyalarni integrallash

1-misol. a) /(z)=1; b) f(z) =z funksiyalardan L esa kompleks
tekislikning A va B nugtalarni tutashtiruvchi sillig egri chizig bo‘yicha
olingan integralni hisoblang.
Yechilishi. a) Integral yig‘indini ta’rifi bo‘yicha tuzamiz:
m

1X zZ* ~zk-i) =zn~z0=B-A,

formuladan =B- a tenglik kelib chigadi.

L

Agar L yopiq egri chiziq boisa, u holda a=b va jdz =0 boiadi.
L

b) Endi f(z) =z bolsin. Bu uzluksiz funksiya. Integral yigindi

n

iborat. Ravshanki, unung limiti mavjud. Endi gk = zkA va gk=zk deb olamiz.
Limitningmavjudligi zk, gk nugtalaming tanlanishidan bogiiq emas. gk=zk
deb

Sq‘>€§v:lf-:*{zk - zk—].) E

ni hosil gilamiz.
Demak,

2Jz<fc=limE (z* +zt ,)(zt - zt_,))=lim£ (zt2- zt_,2)=z2- z@=r2- /12m
I AL &

”nnzn zk-i(zk - Z*l) L anzk(zk ~ zkf].): dez

Bundan J ztfc =---------- ekanligi kelib chigadi.
L 2

Agar L yopiq boisa, uholda Jzofc=0.
L

2-misol.  Ushbu /(2)={y+\)-xi funksiyadan zA=1 va zB=-i

nugtalarni tutashtiruvchi .46 kesma bo‘yicha olingan jf{z)dz integralni
AB

hisoblang.

Yechilishi.  Berilgah funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini
yozib olamiz u=y+\, v=-x

Jf(z)dz: j (y+ Ddx+xdy-if xdx-(y +\)dy =

AB AB AB
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x =0, =-\.S . . . L.
y +i.N L :-|+1—'+1—'|:-|'.

x=1 y=0 ( 2 2 2
Bu integralni / funksiyaning ifodasini z o‘zgaruvchi orgali ifodalab olib
ham hisoblash mumkin: f(z)=1-iz
_@+/2210-1 Y _1-2/+/2
-2/ -2 2i 2/
3-misol. Ushbu / (r)y=x2+y2 funksiyadan A=I+i va B=2+3

nuqtalami tutashtiruvchi AB kesma bo‘yicha olingan |f{z)dz integralni
AB

jf(z)dz =j(l-iz)ctz =
mn 1

hisoblang.
Yechilishi.u=n2 va v=y2ekaniigi ravshan, demak,

J/(z)tfe= jx2d x-y2dy +ijy 2dx +x 2dy.
AB AB AB
Birinchi integral oddiy aniq integral kabi hisoblanadi:
N 7_26 D

x2d x-y2dy =jXx 2<&-jy 2dy = : —
| ’ 3 3 3 3

Ikkinchi integralni hisoblash uchun AB to‘g‘ri chizigning tenglamasini
tuzamiz:
(y-D/(3-D)=(jt-1)/(2-i) bundan y=2x-i to‘g‘ri chizigning tenglamasini hosil
gilamiz. Bu yerdan dy=2dx ni topib egri chisigli integralni aniq integralga
keltirib hisoblaymiz:

| yax +xudy="\(2x-\"f +2x2ld* =

AB n
=J(6x2- 4x +\)dx =(2x3- 2x2+x)|2=10-1 =9,
1 1
- 19
Shunday qilib, 31 (z)dz =-—--+09i.
AB 3
4-misol. Ushbu \zdz integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya analitik bo‘lgani uchun Nyuton-
Leybnis formulasidan foydalanamiz:

M
szdz ==
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5-misol. Ushbu \zdz integralni hisoblang, buyerda y- yopiq kontur
r
X=cost, >=sin/,
Yechilishi. z=x-yi va dz=dx+idy bo‘lgani uchun, uholda
jzdz = j xdx +ydy + i Jxdy - ydx
r r r
bo‘ladi. Birinchi integral nolga teng, chunki integral ostidagi funksiya to‘lig
differensialdan iborat. Ikkinchi integralni quyidagilami hisobga olib
hisoblaymiz:
dx =-smtdt , dy=costdi Vva xdy-ydx =cos2tdt+Sm2tdt=adt
lami e’tiborga olsak, quyidagiga egaztgolamiz:
Azdz=indt =2nii.
r 0
6-misol. Ushbu gz_i integralni hisoblang, bu yerda y- ellips kontri

x =3cost, y = 2sirH .
Yechilishi:  Integral ostidagi funksiya ellips bilan chegaeralanga
sohada anaiitik bo‘lgani uchun, integral nolga teng bo‘laadi, ya’ni

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Jadc Suyidagi integrallarni hisoblang, bunda i :

a) -1 va | nugtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

b) 1z=i birlik aylananing quyi yarmi. Integrallash yo‘lining
boshlangich nuqtasi z=-i.

c) z—huqtadan z-i nugtaga bomvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

d) .-.i nuqtadan .-. nuqtaga boruvchi {=i, re:>0 Yyarim aylana.

2. |'1z-ijj&| integralni hisoblang.

W

3. \~-dz integralni hisoblang.
iz
Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

1.a)Llb)2.¢)i d)v. 2.8. 3. 05(In/)2.
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20.7-amaliy mashg‘ulot.
Bir bog‘lamli sohada Koshining integral formulasi

1-misol.Ushbu fcosz-"- integralni hisoblang.
M-1 z+
Yechilishi. Integrallash chegarasi markazi (0;i), radiusi 1 ga teng
bo‘lgan aylanadan iborat. Zichlik funksiyasi /(z)=cosz butun kompleks

tekislikda differensiallanuvchi, yadrosi — esa z=-1 nuqgtadan tashqari
Z+ 1

hamma joyda differensiallanuvchi. z=-1 nuqta |[z+/|<l doiradan tashqarida
joylashgan. «2)="" funksiya |z+/|<i doirada ikkita differensiallanuvchi
funksiyaning nisbati sifatida differensiallanuvchi bo'ladi. Koshining integral

teoremasiga ko‘ra integrating giymati nolga teng, ya’ni fcosz— =o.
i4* 241

2-misol. Ushbu fsinz-"- integralni hisoblang.

2+ 1

Yechilishi. Integrallash chegarasi markazi (0; i) nuqgtada, radiusi 3 ga
teng bo‘lgan |z+ij=3 aylanadan iborat. Zichlik funksiyasi /(z) =smz butun

kompleks tekislikda differensiallanuvchi, yadrosi 1[ esa z=-1 nuqtadan
tashgari hamma joyda differensiallanuvchi. z=-i nuqgta |z+/|<3 doirada
joylashgan. Koshining integral formulasiga ko'ra

fsinz ~  =2;risin(-1) =-2;risinl.
w - 2+1
3-misol. Ushbu

f %24,
A* +1
integralni hisoblang, bu yerda d*=jz:\z+1<i J.
Yechilishi. a) Birinchi  navbatda ac* ni  aniglaymiz.

8D*=jz:z+1=1i]j markazi - 1 nuqgtada, radiusi " gateng bo‘lgan aylana.

b) Integral ostidagi )=V ( funksiyaning uzilish nugtalarini topamiz.
Bu funksiya ikkita /(z)=zV va *(z)=z3+ funksiyalarning nisbati sifatida C
kompleks tekislikda differensiallanuvchi.
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Demak, t(:) funksiyaning uzilish nuqtalari z3+i =0 tenglamaning

ildizlaridan iborat boiadi. Ushbu
z+1=0,z -z +1=0

tenglamalaming ildizlari z, =-1,z2=*+j~,z, = -i ~ .

Demak, f(z) funksiya chegarasi &&>={z,,z2z,,«} bolgan to‘rt bogiamli
D =C\{zl,21,Z}<} sohada differensiallanuvchi. lldizlardan fagat z =-1 ildizi
ir sohaga tegishli, qolgan zJ=U iy,z3="-/"|i nuqtalar esa yopiq D* sohaga
tegishli emas.

¢) Koshi integrating formulasining yadrosi _z+!_|' zichlik funksiyasi

21
esa f(z)= ,:e  ekan. Koshining integral formulaga ko‘ra integraining
Z -

z +1
giymati
” f.n - . (-H2e1 2me~l  2m
2m/(-, =2-/(-D=2-My | ([ 1)+1= 3 =3’
bunda z0=-1.
Demak,
ez dz _ 72z dz 2m
9 731~ (z2-z +1)z-(-1) 3e

Mustagil yechish uchun misollar
1. Integralni hisoblang

a) f-£- b) f  -ac
wez +1 W=,
> bl - duy i g+ 25z

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
1.a) 0. b) 2nish\. c) 2ni. d) ,.“I.‘*

20.8-amaliy mashg‘ulot.
Yagonalik teoremasi
I-misol. z=0 nuqta atrofida regulyar boiib, /f 1J=3 -+, (ne N) shartni

ganoatlantiruvchi /(z) funksiya mavjudmi?
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Yechilishi. Faraz qilaylik, /(z) funksiya z=0 nuqta atrofida regular
‘lib, /f-]1== N) shartni tlantirsin. Regul funksiyani
bo‘lib, /lnl_aw-(-l (neN) shartni ganoatlantirsin. Regulyar funksiyaning

ta’rifidan z=0 nuqta atrofida quyidagi yoyilma o‘rinli
f(z) =@ +Cl+C222 A— 1-CjZ*

shartga ko‘ra

T 11 1 1

f\ . |~co a_ c2 2= P

Oxirgi tenglikdan ct (keN) koeffisiyentlami aniglaymiz. Buning
uchun n—w da limitga o‘tib c0=0 ni hosil gilamiz. U holda

c, C ck 1
n a2 a* 3a+1
bundan c, +—=-" _Butenglikda n->a da limitga o ‘tsak c, =-
[l n 3n+l 3
ni hosil gilamiz. Natijada
9L+”.+_CK +.“:.».-8. --------- l cCt+.“ + ( n 1
n 5 3n+1 3 2 8°-2 (3«+1 3

Ko‘rinib turibdiki, s8->00 da c2=- ~  dir. Bujarayonni davom ettirib

koeffisiyentlami hosil gilamiz.

Demak, I 'D

2 1 26C/10) = |z:|z|<1}.

3 i+£3‘, 3+r
Hagigatdan ham, /(Z):S_iZ funksiya z=0 nuqta atrofida regulyar
bo‘lib, /1 '1= 1 (neN) shartni ganoatlantiradi. z =1, («en) ketma-
\n) 3a+1 A

ketlikning limiti z=o0 nuqta bo‘lganligi uchun yagonalik teoremasiga ko‘ra
bu shartni ganoatlantiruvchi funksiya yagonadir. Demak, gilingan faraz

to‘g‘ri bo‘lib, bu funksiya /(z) =-z dan iborat.
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2-misol. D={zlz!I<I] sohada regulyar va /(%):r} , «=12,.. shartni
ganoatlantiruvchi /(z) funksiya mavjudmi?

Yechilishi. £={zjzj<I} sohada regulyar w=z2 funksiyani garaymiz.
Faraz gilaylik, izlanayotgan regulyar funksiya mavjud bo‘lib, uni /(z) bilan
belgilaylik. z,,=-, n=12,.. nugtalardan tashkil topgan e to'plamda bu ikki

funksiyaning giymatlarini taggoslaymiz. Ulaming giymatlari bir xil. e
to‘plam z=0 limitik nuqtaga ega, bundan yagonaiik teoremasiga ko‘ra butun
D={z|4<1}sohada /(z) s z2. Demak, izlanayotgan regulyar funksiya mavjud.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. z=0 nuqta atrofida regulyar va quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
f(z) funksiya mavjudmi?

c434-;)-sVr- &>

2. Quyidagi funksiyalarning analitik davomini toping:

a) f(z) :é(-i)”z", A<l. b) /(z) :%(-Hz}, N<1.
c) /(z):i):(ozz, I3 <1 d) /(z) :H:OM” I3 <1

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
1. a) Mavjud. b) Mavjud. c¢) Mavjud emas. d) Mavjud emas. 2. a)
F@Q)= - 2e D=C/{-B.b) F(Z):1+1£ , zeD=C{t/}.
C) F(z):l—_l_zl,—, zeld)= Cfz13. d) F(z):-l_lZ zeD=C/{1, +/}.
20.9-amaliy mashg‘ulot.

Maxsus nuqtalar. Loran gatori
1. Regulyar funksiyaning nollari

1-misol. Ushbu/(z) =sin 1 funksiyaning nollarini toping va tartibini

aniglang.
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Yechilishi. Regulyar funksiyaning noli ta’rifidan sin21:0:>- =bhsz,

bundan
zk— (k +1,+2,....), Z=00.

Demak, zk:k—n (k=ziz2,..) va z=" nuqtalar berilgan funksiyaning
oddiy nollaridir.

2-misol. Ushbu/(z) =(e' +I)3 funksiyaning nollarini toping va tartibini
aniglang.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning nollarini toppish uchun quyidagi
tenglamani yechamiz

(er+1)3=0=>er+1=0=>er=-1 = zt =In(-1) =In|-1| +/(arg(-1) + 2itzr),
=>r,=(2k+1)nl (4=0,+1,+2,

Demak, f(z) =(ez+\f funksiya zk=(2k+Dhni (k=0,%l+2,...)
nugtalarda uchinchi tartibli nolga ega.

3-misol. Ushbu /(z):( ----)6e* funksiyaning nollarini toping va
tartibini aniglang.

Yechilishi. z3+1=0 = zk=e 3 ,4=0,1,2 nugtalar oltinchi tartibli

nollarbo'ladi.
+

zB + 1
f(Z)aZ— eZ > (=->«).

z

4-misol. Ushb/(z) =--z funksiyaning maxsus nugtalarini toping va
tipini aniglang.

Yechilishi. /(z) =smz funksiya kompleks tekislikning z*o bo‘lgan
barcha nugtalarida regulyardir. z=0 nuqtadagi limitni hisoblaymiz:

Z-—- Aot (2)"om--ocm b.. .
il R e A s TR

Bu limit mavjud va chekli, shuning uchun z=0 nuqta berilgan funksiya
uchun tuzatib bo‘ladigan maxsus nugta bo‘ladi.

5-misol. Ushbu/(z) = =773 funksiyaning maxsus nugtalarini toping va

tipini aniglang.
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Yechilishi. Ushb/(z):zg funksiya kompleks tekislikning z* 3

3
boMgan barcha nuqtalarida ikkita regulyar funksiyalarning nisbati sifatida

regulyar va lim/(z) = iim- — = 00. Demak, ta’rifga ko'ra z=3 nuqta berilgan
funksiyaning qutbi ekan.

6-misol. Ushbu /(z) =sinz funksiyaning maxsus nuqgtalarini toping va
tipini aniglang.

Yechilishi. /(z) =sinz funksiya butun kompleks tekislikda regulyar
bo‘lib, fagat z = nuqtadagina aniglanmagan. Bu nuqtani muhim maxsus
nugta ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun limz' =limz’=a (bu misolda
a=o00),

limnit = lim(2« + 7)>K= fo0)

1»->00 —

bo‘ladigan quyidagi ikkita

ketma-ketliklarni tanlasak lim/(z")# lim/(z”) bo‘ladi, ya’ni
N-XX) N—00
limsinz~ = limsinwr =0, limsinz" = limsin(2rc+ 72—)>+<: 1.
Bu limitlar bir-biriga teng emas. Demak, z=o0 nuqta /(z) =sinz funksiya

uchun muhim maxsus nugta bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

1 Quyidagi funksiyalarning barcha nollarini toping va tartibini
aniglang:

a)felLl>1. b , M

z

c) zsinz. d) |22 2)-sinz

2. z=a nuqta quyidagi funksiyalar uchun tuzatib bo'ladigan maxsus
nuqta ekanligini isbotlang:

a>TETr b)MN1(— o.

C)}:£<("I)' d| , 11. 01,
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3. 2=a nugqta quyidagi funksiyalar uchun qutb ekanligini isbotlang:

> <o b> “ooom
m.z+J |/ 0032 ,
C)?/T? (a=))- d ? m@=o).

z=a huqta quyidagifunksiyalar uchun muhim maxsus nuqta

4.
ekanligini isbotlang:
a) ez (a=wm). b) cosz (a=o0).

¢) ef (a=0). d) 22c05— (a=0).

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. @) z=-3/ va z=3 - ikkinchi tartibli nollar.b) z=-4 va 2=4 - uchinchi

tartibli nollar. ¢) 2 =0 - ikkinchi tartibli, z =kir (*=12, £3, =8 -birinchi tartibli
noli, d) z =+n- ikkinchi tartibli, z=kx (*=12,+3, ) -birinchi tartibli noli.

2. Maxsus nuqtalar atrofida Loran qgatori

I-misol. Ushbu £ * ] Loran qatorining yaginlashish sohasini

toping.
Yechilishi. Berilgan gatorning to‘g‘ri gismini ifodalovchi -Srs;;’+l
gatorning yaqinlashish doirasini topamiz:
1
— i i bl 53
R =lim TnTIIZ HBO_
3
bu |2 <3 doira.
n
Berilgan gatorning bosh qismi bo'lgan — gator uchun
B=I3 +1
. 1+3-n . . . .
r=lim = limj—pn-=1» bundan uning yaqginlashish sohasi +>1
doiradan iborat ekanligi kelib chigadi. Berilgan gator I<jzj<3 halgada
yaginlashadi.
z=0 nuqgta atrofida Loran

2-misol. Ushbu /(z)=zv funksiyani
gatoriga yoying hamda bosh va to“g ‘ri gismlarini ko ‘rsating.
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Yechilishi. /(z) =zv funksiyani z=0 nuqta atrofida Loran gatoriga
yoyilmasi quyidagicha bo‘ladi:

I(z) =22 =z Tyt n!lz"+“') - 22+Z+% g (n +|2)!z"
H H H — - [3 [ H H _1
gatorning bosh gismi /,(z)—Y(F+hZ , to‘g‘ri gismi esa/22) z +z 5

dan iborat.

Cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida yaginlashuvchi (bu gator z=0
nugtadan tashqari butun kompleks tekislikda yaginlashadi) (18) qator bu
/(z> funksiyaning z =« atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasidan iborat. z=»
nugta atrofida (18) gatorning bosh qgismi z2+z ga, to‘g‘ri gismi esa

J+Zr - gateng.
3-misol. Ushbu /(z) = funksiyani z ning darajalari bo‘yicha

z=0 nugtaning atrofida Loran gatoriga yoying.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagicha ifodalab olamiz

/(2=T~TTs ' z=° nu4tan'n8 atrofida <i tengsizlik bajariladi shu
sababli |~2]Zj/85l kasmi birinchi hadi a=-1/5 va maxraji q=2z/5 bo‘lgan

cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisi deb garashimiz
mumkin. Shu sababli quyidagini yozishimiz mumkin:

1 2z 22z2 23z3 f2rizri
f(z)=-&~igl — &----- B— W YKL *> ~§- g
Bu yoyilmada qatorning fagat to‘g‘ri gismi gatnashgan. <

tengsizlikdan gatoming yaqinlashish sohasi quyidagi doiradan iboratligi
kelib chigadi |z|<5/2.

4-misol. Ushbu/s(z) = 1- funksiyani z ning darajalari bo‘yicha

z=00 nugtaning atrofida Loran gatoriga yoying.
Yechilishi: Berilgan funksiyani quyidagicha ifodalab olamiz
1
/(z)= -—--=-2z _ z=m nugtaning atrofida , <1 tengsizlik bajariladi
z

2z
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shu sababli kasmi birinchi hadi a=2— vamaxraji q=2— bolgan cheksiz
z z

kamayuvchi geornetrik progressiyaning yig“‘indisi deb garashimiz mumkin.
Shu sababli quyidagini yozishimiz mumkin:

1 A C11
T T yo ki
Yoyilmada gatorning to‘g‘ri gismi yo‘q. Qator |z>5/2 sohada yaqinlashadi.
3. Tuzatib bo‘ladigan maxsus nuqta
I-misol. Ushbu/(z) :5?2 funksiyani z=0 maxsus nuqta atrofida Loran
gatoriga yoying va maxsus nugtaning tipini aniglang.

Yechilishi. sinz funksyaning z=0 nuqta atrofidagi yoyimasidan
foydalanamiz:

3 _2n+l

sinz = 3 ‘ (2VI * 1)!_____ = ]_____Z_g H— + (. 1) _______ + ocee
z

re ; 3 o
Loran gatorining bosh gismi nolga teng.

Demak, 20.26-bandga ko‘ra, z=0 nuqta f(z) =—  funksiyaning bir
4

giymatli xarakterdagi qutilib boladigan maxsus nuqtasi boiadi.
4. Qutb maxsus nuqta.

4-misol. z=0 nuqtani /(z) =e* funksiya uchun muhim maxsus nuqta
bolishini isbotlang.

Yechilishi. /(z)=e* funksiyaning Loran gatoriga yoyamiz. Bu
funksiyani z=0 nuqta atrofida Loran gatoriga yoyilmasi

/(Z) = e\Z :1+J-+ --l-+ _1-+...+-_l.-+ oo
z 2z 3z n\z

iborat bo‘lib, bosh gismining cheksiz ko‘p hadlari mavjud.I

Demak, 20.28.1-teoremaga ko‘ra, z=0 nuqta /(z) =e- funksiya uchun
muhim maxsus nuqta boiadi.

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Quyidagi gatorlarning yaginlashish sohasini toping,
a) jhz" e b) £ 2*z".
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c)%_(f»or. N
2. <] <2 halgada z -ning darajalari bo‘yicha loran gatoriga yoying.

) I ED) b )
Vi e+
Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
1 a) ”<|zj<2. b) bo‘sh to‘plam. ¢) -/N>1. d) P=1.2. a)

b) c) + d)

n--0o J n=0 * h=0 ~ 11=0 =) n=G~ *

Z I'Z"+ 1+5§z +122+m-l£1r

3 6 12 12 ti 32

20.10-amaliy mashg'ulot.
Qoldiglar nazariyasi elementlari va uning tatbiglari

Qoldiglarni hisoblash.
1-misoL Quyidagi funksiyalarning maxsus nuqtalaridagi goldiglarini
toping:

Nf(z)="r, 2)f(z)=K~*»
3) f(z)= z5 sin--, 4) f(z)= z2 sin6j.

Yechilishi. 1. zc=G nuqta f(z)= (e funksiya uchun tuzatiladigan
4
maxsus nuqta bo‘ladi, shu sababli E_%f(z):o.

I ii i4

2. 0=In nugta f(z)= k-—-@- funksiya uchun birinchi tartibli qutb
bo*ladi. Bu holda goldigni quyidagicha hisoblaymiz:

«jl(z) = iM(/W o(*- 2%))=J™ z-2 x ) =

-(rl‘lrr'r%Z "2;‘)7)4 (I|m—)4 es” =e°® =1.

3. z=0 nugta f(z)= zs sin-i- funksiya uchun maxsus nuqta bo‘ladi.
Bu funksiyaning z=0 nuqta atrofidagi ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi
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f(z)—z!-sin-A-=23— —+—1—
z2 3z 5z

shu sababli 5§c/(z)=c, 1 s

4. f(z)= z2in6  funksiya uchun z = 0 maxsus nuqta boiadi. Funksiya
juft bolganligi sababli uning z=0 nugta atrofida Loran gatoriga
yoyilmasida toq daraja ko‘rsatkichlar gatnashmaydi, jumladan - ham
ishtirok etmaydi. Shu sababli - ning koefisenti ¢, nolga teng boiadi ,
demak ;%i/(z) =¢,=0.

2-misol. Quyidagi funksiyalaming maxsus nuqtalaridagi goldiglarini toping:

1) f(z) =ctgz ; 2) /() :_l|;|lz_

Yechilishi. 1) /(z) :c?gz:S—in; funksiyaning maxsus nugtalarini topamiz:

sinz=0 =>zk=jtk (k=0,%x1 +2..). coszt *0, sinz® =0, (sinz*)' ¢ 0
bolganligi sababli formulaga ko‘ra goldigni hisoblaymiz:
resj(z) = resS®%=_COZ 1 _
wi z sinz  (sinz) ]r=|*

2) /(z):ﬁ funksiyaning maxsus nuqtalarini topamiz:
z2+41=0=>z2=-1=>z==i.231 +*0, (I+z2) =0, (I+z2)’ *o0

shartlar bajarilganligi sababli goldiglami quyidagicha hisoblaymiz:
z3 25 1

resf(z)- res—227 =22y =
1+ 2 (I+z) 2 2

3-misol. Ushbu f(z)=—+z——funksiyaning maxsus nuqtalaridagi

goldiglarini hisoblang.

Yechilishi. e: funksiyaning davri 2n ekanligini inobatga olib, berilgan

funksiyaning maxsus nugtalarini topamiz:
z(e2-1) =0=>z0=0, 2z24=0+27~*i"z0=0,zt =xh (*=x1,+2,...).

1 zk=nh (i=#i,*2,...) maxsus nuqtalarni o‘rganamiz. Buning uchun
funksiyani quyidagicha ifodalab olish qulay f(z)= -\-z , Zz4nuqgtalarda
quyidagi shartlarning bajarilishini ko‘ramiz: i/z*o, -fio, (e2-1) *0 bu
holda qoldiq quyidagicha hisoblanadi:
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2 _ 1z, _ 1 _ 1
resf(z)-res—-—--=—"=-==-- rr=——=-
=/ f»% e -1) 27te2* 271
2. 7z0=0 maxsus nuqgtani tekshiramiz /(z)= N . Bu nuqgta e2-1

funksiya uchun (g2 -1) =2eZ|~*0, birinchi tartibli nol bo‘ladi. Shu sababli
e2 -1 =(z- 0)sq>(n)=zmp(z), bu yerda <p(0)*0=>z(e2 -1) =z2-<pz) Va 4Qit0.

Bu yerdan kelib chigadiki, z,,=0 nuqgta kasrning maxraji uchun(n=2) ikkinchi
tartibli surati uchun esa nolinchi tartibli (4=0) nol bo‘ladi. n-k =2-0=2
boMgani sababli z=0 funksiya uchun ikkinchi tartibli qutb bo‘ladi. Bu
nuqtada goldiq quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi.

MW =AM (z-29) S5 ) HinG, 5 =lige 2y "

Bu E) ko‘rinishdagi anigmaslikdan iborat, uni ochamiz. Buning
uchun quyidagi yoyilmadan foydalanamiz
eZ=l+—+ + + e2-1=2z+0(z2), e22*-1-2z.
12 3
Maxrajni (e2-i)2  unga ekvivalent bo‘lgan 4r2 cheksiz kichik bilan
almashtiramiz. U holda

res/(z) = IIm(ﬁZ‘_I_}_Z__Z eZ (22+222+4z3/3 + lzzi(lh 2z+272+..) _
-, (e -1) « . (22)
lim-2Y2:8238%... 1
4z 2

Mustaqil yechish uchun misollar

1 Quyidagi funksiyalar maxsus nuqgtalarining turlarini aniglang va shu
nuqtalardagi goldiglarini hisoblang.

1)/(z) = —-r- 2) /(z):zcosz—_&ﬁ.

z +22 +Z

3) 4)[<2>W

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
1) z=0,z=-1 ikkinchi tartibli qutblar va res/(z)=-2 , resf(z)=2.

2) z--n muhim maxsus nugta va reg/(z)= "3 3) z=0 tuzatiladigan maxsus

nugta va ra/(r)=0. 4) z=-2 uchinchi tartibli qutblar va resf(z)=24.
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Qoldiqglar nazariyasi yordamida aniq integrallarni hisoblash
1-misol. Ushbu f —dz integralni hisoblang.

142 Z

Yechilishi: Integrallash konturi markazi koordinatalar boshida
radiusi ikkiga teng bo‘lgan aylanadan iborat, \z\=2, R=2; D: \a\ <2
sohada /(z)=— funksiyaning uchta z=0, z=y,z=~| maxsus nuqtasi bor.

D sohaning ichidagi uchta maxsus nuqtalardan boshga barcha nugtalarida
funksiya analitik bo‘ladi. Qolgan  zk=-"(2*+i),/t=i+2+3.. maxsus nuqtalari

D doiraning tashqgarisidajoylashgan. z=0 nuqtatuzatiladigan maxsus nuqgta
bo‘lganligi uchun iz_i>0mz"=l, rﬁf(z)zo bo“ladi. zzrz:-z—nuqtalardagi
goldiglami quyidagi formuladan foydalanamiz: ra— , bu verda

V(2) yr(zt)
pzK)"Oy/(zt)=0,i"(zj)ito. Shu sababli integral ostidagi funksiyani

quyidagicha tasvirlaymiz: yuqoridagi shartlarning

Z G 4@
bajarilishini ko ‘rsatib,

Aﬁz):SiEHEIZ)AO /2):cos(:?:o "'(z(»:-sin(+?*o
goldiglami hisoblaymiz:

T ¢ )_ 2) _(sinz)/z. =;p2
LEiill(z)  yl(+n72)  (cosz)' 2 X

Demak,

2 -misol. Agar (£):r=1+4eif'e[0,2x] aylana bo‘lsa, quyidagi integralni
hisoblang:

ﬁs'z—i z
Yechilishi: (L) kontur markazi z0=i nuqtada radiusi 4 ga teng

boigan aylanadan iborat. Integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalarini
topamiz

f(z)=— -sh- ular z=0, z=i lardan iborat bo‘lib (D):|z|<4, sohaning
Z-1 z

ichida yotadi, shu sababli quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi
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{/ (z)dz=In |(resf +resf ().
(L)
Funksiyaning z=0 nuqtadagi qoldig‘ini hisoblash uchun uni nol nuqgta
atrofida gatorga yoyamiz :
[(z),i'x I~ I=(»-0-(x+o0rii =
z - iz z -1z
= (z +/)m(—t— rH----r +-m) =1+ —H---14—— + .
z 3z 5z Z 3z 3123
Bu yerdan resf(z)=cl=/ nitopamiz.f(z) ningz=i nuqtadagi goldig‘ini

hisoblash uchun avvalo maxsus nugtaning tipini aniglaymiz.

I'm(£20(|£+0r“ =lim ; +i)sh- =2/ esh(-) =2i mh(-/)=-2i2 sin1=2sin 1,
z i
bundan z=i ning tuzatiladigan maxsus nuqgta bo‘lishi kelib chigadi.
Shu sababli,
Z:eosf(z) =0 va JIf(z)dz :2jri(r%sf(z) +relsf(z))=27ri-(i +0)=-2x.

3- misol. Ushbu | ;- —--- r integralni hisoblang, bu yerda

Nz (1+3z+3)
(/.)---y--+~=1 ellipsdan iborat.

Yechilishi:  Integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtalarini
uravneni ;J-(1 +3i)z+3=0 tenglamani yechib topamiz: z=1,z=3i; z=I
nugta /(z)=-——  —— funksiya uchun (k =2) ikkinchi tartibli qutb

boMadi va wu kontur ichida yotadi. Suning uchun goldiq quyidagicha
hisoblanadi.

\ ! \
resf(z) =1L. z(z-)2 = lim :Iim-gl-ZFZ-7 +24/.
Pl N(z-1)2(2-30)2, (e300 (z- 30 250
Demak, &)_______z_qg_____ -——2>K|resf'tz ~2ni- ST r2A AT
(2= L+ 322+ 30) 250 125
4-misol. Ushbu /= f-----———integralni hisoblang.
0 (x2+1)(*2+4)

Yechilishi: Integral ostidagi funksiyajuft bolganligi uchun quyidagi
tenglikni yozish mumkin

/-7 *2dx 17 X 2dx
“J(x2+D(*F2+4)" 21 (X2+1)(*2+4)
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/O)ZZ22+|)(22+4) funksiya ikkinchi darajali ko‘phadning to‘rtinchi

darajali ko‘phadga nisbatidan iborat, bunda k=2 va n=4 va a-£>1
bo‘lib , integrating yaginlashish sharti bajariladi. f(z) funksiya yuqori
yarim tekislikda ikkita z=i va z=2i maxsus nuqtaga ega, shuning uchun
integralga qoldiglar orqali hisoblash formulasini qgoMlashimiz mumkin:

M xax

‘b (102+1)(*2+4) 2 fv R ’E-(22+I)(22+4) (22+I)(22+4)J

/(*)=-&r+1)(22+4) {z+i}{z- ;'%z_+2/)(z- 255 ksiya uchun z=i va
z=2i lar birinchi tartibli qutblar bo‘ladi. Qutblarda goldigni hisoblash
formulasidan quyidagilami olamiz:

I =jci Res- -+ Res-
= (z t)(@z +4) =22 (z +)(z +9

=X lim- ~2(r-° -
(22+IS(22+4) r"2(zg+l)(22+4)

lim -+ lim- - -4 <

*-’*(z+i)(z +4) =) (Z +1)(z+2i) L2/-3 -3-4/. 6"
Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni hisoblang:

2) f zdz
|r»%|=32 —m: kSN2
3)|z 25in%ak, L): —+— =\
(O] 2
dz
4
) 1oz +9 MS(2-1)j (2 +)

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

2+ T
)2 2 2, r> 3 —T'4HT’5- -
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20-bob bo'yicha amaliy mashg'ulotlarni mustahkamlash
uchun nazorat topshiriglari

20.1-masala. Kompleks qatorlar

1 /(z)= 1 2 funksiyani z=0 nuqta atrofida Teylor gatoriga
yoying.
2. 1(2) :-1-_-Z-+—ZJ funksiyani z=0 nuqta atrofida Teylor gatoriga
yoylng
3.~ 727" darajali gatoming yaginlashish radiusini toping.

rF (2w).

D
4. Z](-2«r"w%" darajali gatoming yaqinlashish radiusini toping.
5. darajali gatoming yaqinlashish radiusini toping.

oy jalr q gyaq ping

6. N - ~rz" darajali gatoming yaginlashish radiusini toping.
¥ (on+ 6){2 jall q gyaq ping

7-’2.|((-|;!)T 2" qatoming yaginlashish radiusi topilsin.

8 X darajali gatoming yaqinlashish radiusini toping.

9. /(z) =-— ~ —— funksiyani 3<|z| <4 xalgada Loran gatoriga yoying.
10./(z):z—(z%—3) funksiyani z,=1 ning atrofida I<|z-1| <2 xalqada
I,oran gatoriga yoying.

| * =(— —2 “un”s'yan' 1zk2 halgada Loran gatoriga yoying.
12. /(z)=-— —— funksiyani i<|z|<2 halgada Loran gatoriga yoying.

72
13./(r)= = IX 2) funksivani i<|z|<2 halgada Loran gatoriga yoying.

14. 1(2= funksiyani 1<M<2 halqada Loran gatoriga

+1.£l2 —4)
yoying.
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15./(z2)=—— —funksiyani i<|z|<2 halgada Loran gatoriga

yoying.
16. %I/I!B"*“I’* ,a>| qatorning yaqinlashish radiusi topilsin.

17. )@(Sni\ﬂ;z"darajali gatorning yaginlashish radiusini toping.

18. X darajali gatorning yaqinlashish radiusini toping.

o 2rfl

19. +2y Z'MaraJa” 4atorn'ng yaginlashish radiusini toping.

20. ]T(2"+5'w)z” Loran gatori yaginlashuvchi bo‘ladigan nugtalar

to‘plamini toping.

21./(2)222—_3—)(57) funksiyani 3<j7<4 xalgada z ningdarajasi

bo'yicha Loran gatoriga yoying.
22. Yj14ne~’\(E.v,&z>s>o) gatorning tekis yaginlashishi isbotlansin.
A

()
23. Yj ~— —A:l4<p <I/2). gatorning tekis yakinlashishi isbotlansin.

=1z +2Z

24. 1rn"(£:Rez>%>I). gatorning tekis yakinlashishi isbotlansin.

0 |
25. V-—- ,2"-2-3-4,.... qatorning absolyut yaginlashishi

n=2{/1+ Zjin N
topilsin.
*
26. 1:‘z\ |7 <e.qatorning absolyut yaginlashishi isbotlansin.
«.
27- |7<~ qatorning absolyut yaginlashishi topilsin.

20. 2-masala. Integralni hisoblang.

1. Integralni hisoblang: fzs\a~-dz.
w

2. Integralni hisoblang: j sin-~-tfc .
mw z+1

3. Integralni hisoblang: J
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4. Integralni hisoblang:

5. Integralni hisoblang: J " ect.
H2+1

6. Integralni hisoblang: JUW—L
7. Integralni hisoblang: J— -tfe.
n2

8. Integralni hisoblang:

9. Integralni hisoblang: ~ -------- 2—dz.

4G 27
10. Integralni hisoblang: j

11 Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib j Z, |<fe
I«]-22

integralni hisoblang.
12.Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib  f ~U-dz
™z

integralni hisoblang.

13.Qoldiglar nazariyasining asosiy teoremasidan foydalanib jrﬁ)ssidz
W r

integralni hisoblang.
14. Koshining integral formulasi yordamida J cosz-~— ni hisoblang.

IH)  z +l
15. Koshining integral formulasi yordamida J —f——integralni
[HEz ~2»
hisoblang.
H>.Koshining integral formulasi yordamida f -— ~-integralni
HN (z+1])
hldoblang.
17.Koshining integral formulasi yordamida f +2)sm fe integralni
HH (z+1)
hlioblang,
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f 2dz integralni

Wrz - 1
hisoblang.
19. Koshining integral formulasi yordamida f — integralni
=l (z+ 1)
hisoblang.
20.Koshining integral formulasi yordamida J -—— — — 5 integralni
lz+1-1 (z + 3)(z _ 0
hisoblang.
21.Koshining integral formulasi yordamida i Ez integralni
M=2Z ~ |
hisoblang.
22. Koshining integral formulasi yordamida | £j£+ 2) "z integralni
kB (Z+9)
hisoblang.
23. Koshining integral formulasi yordamida [ _LAL integralni
|zj=22 + 2
hisoblang.
24. loshining integral formulasidan foydalanib J z sulz<t integralni
hisoblang.
25. Integral hisoblansin:  J ——r dz.
M-112 Z(1_Z)
cos(2z+1)

26.Integral hisoblansin:
4, (z+,)2(z-5)

27.Inte%ral hisoblansin: _f -sn2fz~" dz.
- (*-01(*+)

28. Integral hisoblansin: f SlQZ— dz.

29.1ntegral hisoblansin: J ed 3.

li-=12 2(z _*)

30. Integral hisoblansin: f N
ni,2z O'Z)
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