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S O  Z  B O S H I

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida aql-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va 
mustaqil qaror qabul qiluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik 
ta iim  asosiy oLrin egallaydi. Talabalami matematik tayyorlash ularning 
kasbiy faoliyatida zarur bo‘ladigan boshqa tabiiy-ilmiy; umumkasbiy va 
ixtisoslik fanlarini o'rgariishlari uchun nazariy asoslami ta’minlashi 
kcrak. Bu esa o ‘z navbatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan 
biri bo igan  zamon talabiariga javob beruvchi darsiiklar va o ‘quv 
qollanmalarni yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o ‘quv yurtlarining oliy matematika fani 
dasturi asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta ’lim standartiari 
talabiariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi yettita bobdan 
iborat bo iib , u oliy matematikaning chiziqli algebra elernentlari, 
vektorli algebra elernentlari, anaiitik geometriya, matematik analizga 
kirish, bir o‘zgaruvchi fimksiyasining differensial hisobi, oliy algebra 
elernentlari va bir o‘zgaruvchi fimksiyasining integral hisobi 
bolim lariga bag‘ishiangan. Bu bo'limlai zamonaviy xorijiy adabiyotlar 
va oqitish  texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan bo iib , har bir 
mavzuni yozishda bir qancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan, 
mavzular to‘liq yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil 
o ‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalarning shak i I anti ri 1 i shiga 
hamda ijodiy qobiliyatlarni ri vo j 1 anti ri shga yo'naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teorernalarni va 
tipik masaialami yechish usullarini ko‘rsatuvchi misollami topadi. 
Bunda biror tasdiqning isboti keltirilmagan boMsa, natijalaming ifodasi 
uning m a’nosini tushuntiradigan misollar bilan toldirilgan.

Darslikning har bir mavzusi ko'p sondagi misol va masalalar 
yechimlarida tushuntirilgan, uiami o‘zlashtirishni mustahkamlashga 
3'o ‘naltirilgan mashqlar bilan toldirilgan. Ayrim misol va masaialami 
matematik paketlar yordamida yechish usuilari keltirilgan.
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Muallif darslik qo‘lyozmasini obqib. lining sifatini oshirish borasida 
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining 
professor! B.A.Shoimqulovga, 0 ‘zbekiston Milliy universitetining 
o ‘qituvchilari -  professor A.Narnianovga, dotsentiar N.Jabborov va 
J.Tishaboyevlarga o ‘z minnatdorchiligini izhor qiladi.

Ayniqsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini 
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchqarovning 
berninnat yordamini muallif e ’tirof etishni o‘zining burchi deb biladi.

Darslik haqidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha 
kitobxonlarga muallif oldindan o‘z tashakkurini bildiradi.
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• Matritsalar

• Determinantiar

* Matritsa ustida 
almashtirishlar

* Chiziqli tenglamalar
sistemasi

Al-Xarazmiy  —  

M uhammad ibn Musa 
Xorazmiy (783-8Щ  -  

xorazmlik matematik, 
astronont va geagraf.

Al-Xomzmiy algebra 
faniga asm soldi, itmty 
ma 'himot m tmktatlur- 
ni huytm eiislming amq 
qaitkdarim ishlah chiq- 
di U o'niik peziiaUm hs~ 
sabimb tizimmi, itoi 
belgmitsi va quthlar 
kaimliaaxiiiiirim birin- 
chiiatdcm bo‘ttb mmlah 
benii va amaUyotge Ш- 
biqettii,

1. Karimov

CHIZIQLI ALGEBRA 
ELEM ENTLAM

Chiziqli algebraning daslabki masalasi 
chiziqli tenglamalar haqidagi masala 
hisoblanadi. Bunday tenglamalami yechish 
jarayonida determinant tushunchasi pavdo 
boid i.

Chiziqli tenglamalar sistemasi va ulaming 
determinantlarini o'rganish natijasida matritsa 
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan 
matritsaning rangi tushunchasi kiritilishi 
chiziqli tenglamalar sistemasining birgalikda 
va aniq bo‘lshi shartlarini olish imkonini 
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga 
kelib, chiziqli tenglamalar sistemasi 
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

1.1.M A TR ITSA LA R

Matritsa tushunchasi 1850-yilda James 
Joseph Sylvester tomonidan kiritiigan. 
Kelmmg 1858-yilda chop etilgan
«Matritsalar nazariyasi h.aqida memuar» 
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon 
qilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik 
obyektlami almashtirish va chiziqli 
tenglamalami yechish bilan bogiiq  holda 
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar 
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan 
biri hisoblanadi.

5



Matritsalar matematika, texnika va iqtisodiyotning turli sohalarida 
keng qoilaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va 
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida frak 
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlarni 
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va lining turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming 
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarasb va bunday massivlami 
o ‘z ichiga olgan masalalami qisqa ko‘rinishda yozish va yechish 
imkonini beradi.

Matritsa -  bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik 
funks iyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik 
qavslarga olingan to‘g£ri burchakli jadvalidir.

Matritsaning oMchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan 
aniqlanadi. Matritsaning oichamini ifodalash uchun m x a belgi 
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashkil 
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilanadi.
Masalan,

3 x 2  о ‘Ichamli matritsa 2 x3  о ‘Ichamli matritsa 2 x 2  о ‘Ichamli matritsal

(2  5" 
A= 0 7 

v3 b

( -1  4 7^ 
B = { 2 5 6/

f  sin x -c o sx 4j j 
( cOSX SUs x j  1

A matritsaning i-satr va /-ustunda joylashgan elementi a4 bilan 
belgilanadi.

A = (<*<), {i = Um,j = Xn) yoki A=§at \\, 0: = йй,У = й*) yozuv 
A matritsa atj elementlardan tashkil topganini bildiradi:

4 , <*12 - ■ О Gy a-xn - o,.

1! II 2̂1 ; л щ а , \  h a2\ a22 . •• a*.

<*Ш2 a .nr 1 -
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1 xn o‘Ichamli A = (au a12 ... а1л) matritsaga satr matritsa yoki
satr-vektor deyiladi.

/их 1 o‘ichamli A = matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

deyiladi.
их и oicharnli maritsaga « - tartibli kvadrat matritsa deyiladi. 
Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga 

yo‘nalgan ayi,a,a,...,am elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh 
diagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga vo‘nalgan 
аи,а2(п_,,,...,ая1 elementlardati tuzilgan diagonaliga uning yordamchi
diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari 
nolga teng bo‘lgan

4 an ■
r

A =
0 an a2„

A' =

,0 0 .-  aMJ

a„ 0 
a,, a22

О лл 
0

a-J ,

matritsaga yuqoridan uchburchak (quyidan uchburchak) matritsa 
deyiladi.

Bosh diagonalda jovlashmagan barcha elementlari nolga teng 
bo‘lgan

ran 0 ... С 4
0 a,, ... (

A =

0 0

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.
Barcha elementlari birga teng boigan diagonal matritsaga birlik 

matritsa deyiladi va I  (yoki E) harn bilan belgilanadi.
Barcha elementlari nolga teng boigan ixtiyoriy oichamdagi 

matritsaga nol matritsa deyiladi va О harfi bilan belgilanadi.
A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish 

natijasida hosil qilingan AT matritsaga A matritsaning 
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a9)T =(aJi).
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Agar A = AT boisa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. M atritsalar ustida arifm etik am aliar

Maritsalarning tengligi 

Bir xil o ‘lchamli A = (ai;) va B = (bv) matritsalaming barcba mos 
elernentlari teng, ya’ni « = bi: boisa, bu niatritsalarga teng matritsalar 
deyiladi va A = В deb yoziladi.

A = B <=> a ~bV V
barcha / = \jn , j  — \,n uchun

Matritsani songa ко 'paytirish

l - ta ’rif. A -  (atj) matritsaning X songa ko ‘paytmasi deb, 
elernentlari ctj -  Aaf kabi aniqlanadigari С -  AA matritsaga aytiladi.

C = XA = Xa„

1-misol. A = y^ ^ bo‘lsin. ЗА ni toping.

Yechish.

3A = 3-
2 -1 3-2 3-(-l) 3-0 

3-3 3-4 3 -H )
6 -3  о4 
9 12 -3

Matritsalarni qo‘shish va ayirish

Matritsalami qo‘shish va ayirish amallari bir xil о ‘Ichamli 
matritsalar uchun kiritiladi. Bunda yiglndi matrisa qo‘shi!uvchi 
matritsalar bilan bir xil o ‘lchamga ega boiadi.

2-ta’rif. A = (a.) va B -(b >t) matritsalaming yig'indisi deb, 
elernentlari сч =a. И  kabi aniqSanadigan C = A+B matritsaga aytiladi.

C=A + B <=> c,=a.+b...



2-misol. A -- 

Yechish.

1 -1 4̂1 (2 3 
„ , va 5  =

3 0 1 i l  о
boisin. A+B ni toping.

(1 -1 4^ (2 3
^  + 5 = [з 0 l j  + [ l  0 - 2.

1 + 2 -1 + 3 4 + 2 W 3  2 6Л 
3 + 1 0 + 0 1 + (-2)J ~ 14 0 - i j

-A=(~l) -A  matritsa A matritsaga qarama-qarshi matritsa deb 
ataladi.

3-ta’rif. A = (atj) va B = {hy) matritsalarning ayirmasi deb 
C = A -B  = A + (-B) matritsaga aytiladi. Bunda С matritsaning 
elementlari с, =a,. +{-b4) - a i) kabi topiladi.

С = A -B <=> a, =a -b  .

3-misol. A =
(2 -3  2

A -B

Yechish.

J 2  -3  2

-1 4

1 3

v a S  =
1 3
2 1 -1

boisin. A - B  ni toping.

2 -1  - 3 - 3  2 - :
1̂2 -1  4) (2 1 - l )  1,2-2 -1 -1  4 - (-l)J 1,0 -2  5

1 - 6  0

Matritsalar ustida chiziqli amallar quyidagi xossalarga ega.

4,B,C,() matritsalar m x n o ‘lchamli va л,ц - skalyar sonlar boisa, u
holda:

1“ A+B = B + A,

У. A+ 0 = A\

5°. A(A + B) = M  + AB;

T .  ,u(2A) = Л(]иА) =  (А ц)А \

9°. {A + B)T =AT + BT;

11°. A+C = B boisa, С = B -A  boiadi;

12° лA - О boisa, л = 0 yoki A = 0  boiadi;
9

2°. (A + B) + C = A + (B + Cy, 

4°. A + ( -A) = 0;

6°. (A + /i)A = ЛА + fiA;

10". (AA)r = M T;



13°. 14 = Ш va А* О boisa, А = В bo‘ladi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.
Birinchi to‘rttaxossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi. 
5-xossani qaraymiz.
A va В bir xil o‘lchamli matritsalar bo‘lsin.
U holda

yoki

va ikkinchidan

A + B = (at +b9)

Я(А + B) = А(а + *„) = Щ )  + Щ )  

Л(о -) + Я(/> ) = АЛ + /.В.

bo‘ladi.
Bu ikkita tenglikdan Я(А + В) = АА + ЛВ bo‘lishi kelib chiqadi. 

MotrUsolarni ко paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega boigan ,4 satr matritsa va 
В ustun matritsa berilgan boisin  deylik. Bunda A satming в  ustunga 
ko‘paytmasi quyidagicha aniqlanadi:

;4B = (an a 2 ... txJ-

(  К  
b„

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elernentlari ko‘paytmalarming 
yiglndisiga teng boiadi.

Matritsalami ko‘paytirishning bu qoidasi satmi ustunga ко paytirish 
qoidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar 
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustun lari soni B matritsaning satrlari soniga 
teng boisa, A va В matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. m xp  olchamli A = (av) matritsaning p xn  olchamli
B = {bjk) matritsaga ко ‘paytmasi AB deb, cik elementi A matritsaning

10



i -satrini В matritsaning j  -ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi 
bilan, ya’ni

:= « A  +an K  + - - - + W  = ' = Лг=1,...,иr̂ l

(qo‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniqlanadigan m x n 
o‘lchamli С = (ctk) matritsaga aytiladi.

4-misol. Berilgan matritsalami ko‘paytiring.

f \ 2~\ f 5 6̂ 1 ( 1-5 + 2-7 1■6 + 2•8̂  fl9  22

2.

3 4

2 Л
- 3  4

3 - 5  +  4 - 7  3 - 6  +  4 - 8 /  4 3  5 0

0 2

3 2  4Л- 

-1 0 3
■J

' 2 - 3  + 1 - ( - 1 ) 2 - 2  + 1 - 0 2 - 4  +  1- 3^ ' 5 4  11")

-  3 • 3 + 4  • ( - 1 ) -  3  • 2  +  4  ■ 0 - 3 - 4  +  4 •3 = - 1 3 1 O
n

О

ч 0 - 3 + 2 - ( - I ) 0 - 2 +  2 - 0 0 - 4  +  2 0 6 J

Agar A matritsaning satrlari A^A2,...,Am bilan va В matritsaning 
ustulari bilan belgilansa, u holda matritsalami ko‘paytirish
qoidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

' 4 ' 'Д Д AXB2 ... д з А

C -  AB = A2 II«Г-25 АД 4 b 2 .- 4 Bn

A 5< 4 A  ■•• 4 A ,
Matritsalami ko‘paytirishda A2 yozuv ikkita bir xil matritsaning 

ko‘paytmasini bildiradi:
A2 = A • A .
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Shu kabi
A3 = A-A-A, A" = A - A- ...■ A.

5-misol. f  (x ) -  2x -  x2 + 5 va A =
1 - 1

boisin. f (A )m  toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f{A)  funksiyaga o'tishda Л sonli 
qo‘shi!uvchi M  ko‘paytma bilan almashiiriladi, bu yerda /-birlik 
matritsa.

'I O'
/  (A) = 2 A -  A 2 + 51 = 2-

- f '1 - 1 ' ' l - г f
—

0
4

+  5-
V2 У 04 2 У 2 / 0 1

'2 -2"
- p

1 J 5 O'

SO
II

0V 4 J 1° 1° 5, 10 5)

Matritsalarni ko ‘paytirish amali ushbuxossalarga boysunadi

1°. A matritsa m xn  olcham li va B,C  matritsalar n x p  
olchamli bo‘lsa, A(B + C) = AB + AC  boiadi;

2°. А, В, С  matritsalar mos ravishda m x n , n x p ,  p x q  
olchamli boisa, A(BC) = (AB)C boiadi;

3°. A ,B ,I ,0  moslashtirilgan matritsalar va Х ,ц  skalyar sonlar 
boisa, u holda:

1 )  Щ ) ( р В )  = (Хц)(АВУ, 2) А ( Щ  = (AA)B = Л(АВ);

3 ) A f  = IA = A; 4) AO=OA=Q;

5) (AB)1 = BrAT.

4°. A , i , o - n -  tartibli kvadrat matritsalar va p,q manfiy 
boimagan butun sonlar boisa, u holda:

1 )  A pAq -  A M ; 2) (A py = ( A y q,

3) Al =A; 4)A °= J .

Xossalardan ayrimlarini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va 
ayrimlarining to‘g‘riligiga misollami yechish orqali ishonch hosil 
qilamiz.
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1-xossani qaraylik,
A = (ci-) matritsa mxn  o‘lchamli va B = (b(\  C = (c.) matritsalar 

n x P o‘Ichamli boisin. U holda 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan i,j da 
birinchidan

B + C = (b9+ct )
yoki

A(B + C ) = t a a(b4 +cv) = £(at b4 + e*c*) = l > A  +£алсч

va ikkinchidan
2 > A  + f JaAckl=AC + BC

boiadi.
Oxirgi ikkita tenglikdan A(B + C) = AB + AC boiishi kelib chiqadi.
3- xossaning 5-bandini qaraylik.
A = (a. ) va B = (bv) boisin. Bundan AT =(a[) va Вт =Щ) boiadi, bu 

yerda ^
U holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan i j  da birinchidan

va ikkinchidan,

AB ---- X « A  yoki (ABf = t “A>

2 > A  = E M *  = = B‘'ATk=1 A--1 fc-I

boiadi. Bundan (ABf =BTAT boiishi kelib chiqadi.
2-xossani to‘g‘riligiga misol yechish orqali ishonch hosil qilamiz.

A = (1 2), B =
3 - 1 
0 4 , C =

-2 4 1' 
5 0 2

boisin.

U holda

BC = \
(3 -1

A(BC) = (l 2)

■2 4 1' 
v 5 0 2y 
'"-Il 12 1л 

20 0 8

■11 12 1
20 0 8 ГV /

= (29 12 17),

AB = (1 2)'
3 -1 
0 4

13



(АВ)С = {3 7)-  ̂ I  I  ^  = (29 12 17)

Demak, A(BC) = (AB)C.
Umuman olganda matritsalami ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni 

A B ^B A . Masai an, 1 x n  olchamli A matritsaning n x  1 olchamli В 
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’ni lx l  olchamli matritsadan 
iborat bo‘lsa, BA ko‘paytmasi n - tartibli kvadrat matritsa boiadi.

Bir xil tartibli A va В kvadrat matritsalar uchun A B -B A  bo‘lsa, 
A va В matritsalarga kom mutativ matritsalar, A B -B A  ayirmaga 
kom m utator deyiladi.

1.1.3. M ashqlar

I.A  kvadrat matritsa bo‘lsin. A + Ar simmetrik matritsa bo‘lishini 

ko‘rsating.

'3' f 1! f ° l2. A = 4 matritsani X  = 0 , Y = 1 va Z  = \ 0

a I ,0, Л

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

4. Matritsa 30 ta elementga ega bo‘lsa, u qanday tartiblarda berilishi 

mumkin?

5 -8 . A ,В matritsalar va X,fi sonlar berilgan. Z4 + fiB matritsani toping:

5. A = (l ~ l ~ l\  B = { 2 3 -11 X = - \  ,u = 2.
{2 - 3  0 /  ^ -1  0 2 J

0 -3 ^ 2Л

6. A = - 2  1 3 -1 II КЗ

< 1 4 У V 2 - 5

' 2 -1 o' ' - 3 i

if - i  3 _ , B = 0 -1  0

I 2 3 1 - 4 - 3  2J

14



8. А - - 3
- v

, В  -  I ,  Л =  1, fi-.

9. A va В moslashtirilgan matritsalar boisin. Quyidagilami ko‘rsating:

(a) agar A matritsa satr matritsa bo‘lsa, u holda AB satr matritsa boiadi;

(b) agar В matritsa ustun matritsa boisa, u holda AB ustun matritsa boiadi.

10.
f l  2) fx  O W x 0>

! boisa. * va у ni toping.1̂3 3Д 0 yj 19 oj

11. Agar a  matritsa 3x3 olchamli va С esa 5x5 olchamli boisa, 

ABC ko‘paytma ma’noga ega bolishi uchun tf matritsa qanday olchamda bolishi 

kerak?

12. л = J] matritsa berilgan. AB ko‘paytmani nol matritsaga

aylantiruvchi в  matritsani toping.

13-16. A va В matritsalar berilgan. AB  matritsani toping:

(l 1' 
14. A=  0 -1

. з 2
b J 4 - 21|2 3i

I I 1 4
15. A = - 3 0 1

U 1 0

Г 1 -1 2
16. A = 1 - 2  0 3

^ 1 - 1 0

17. A = \ -  " I ,  В

f - 1 3^

3 = 0 -1

V 2 1
У

\
f  4 с - 2 '

= 2 -1  0

J 0
V

- I 3/
2 - 2

3
_ f  1 
“ I 

V 2 5} C

18. .4 =
G

- i )
Ч : 3

с  =

" 4 - 2
31

" 0 V
19. A--~- - 2 1 6 \b  = 3 2

, 1 2 2J ~2
matritsalami toping.

В -  3/ boisa, (AB)C matritsani toping. 

- 1 4̂ boisa, A(BC)matritsani toping, 

matritsalar berilgan. AB, B TB, A2
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20. А = з 1 va f  (х) = Ъхг + $x-л boisin. / (A)ni toping.

21. A = ^  boisa, A20 ni toping.

22. Agar A1 =1 va A  matritsa 2 x2 oichamli boisa, A ni toping.

1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishda foydalanilgan bolib , keyinchalik determinantlar 
matematikaning bir qancha masalalarmi yechishga, jumiadan xos 
sonlarni topishga, difFerensial tenglamalarni yechishga, vektor hisobiga, 
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchalari 
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli 
determinant!ami hisoblash uchun asos boiadi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

" i .  0,2

®2l У 22

kabi belgilanadi va aniqlanadi.
Bunda au,an,a2],a2; lar determinantning elementlari deb ataladi. 

atj determinantning /-satr va y-ustunda joylashgan elementini 
ifodalaydi.

a.^a^ element!ar joylashgan diagonalga determinantning bosh 
diagonali, a2„au eleinentlar joylashgan diagonalga determinantning 
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal 
elementlari ko‘paytmasidan yordamchi diagonal elementlari 
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

an a,2
an a22 2̂1 &22 2̂1 ®22
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1-misol. Berilgan determinantlami hisoblang.

1.

2.

: 3 . 5  -  4 . ( - 2 )  =  15 + 8 = 23;

tga 2 sin a  
sin a  ctga

■- tga ■ ctga -  sin a  ■ 2sina = 1 -  2sin2 a = cos2a.

Matritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi. 
Determinant faqat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

/1 = 1 11 a° kvadrat matritsaning determinanti det Л bilan
^  Q'n J

belgiianadi va det^ = On an
a2t a22

~ auan - a ua2l kabi aniqlanadi.

Bunda matritsani uning determinanti bilan adashtirmaslik kerak: 
A -  bu sonlar massivi; detA -  bu bitta son (yoki ifoda).

Uchinchi tartibli determinant

det A =
av_ an aa

а~л a22
an a32 a33

= aua22a3Z + al2a2,a:iI + a13a2la32

kabi belgiianadi va aniqlanadi.
Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal, 

yordamchi diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi 
kiritiladi.

Uchinchi tartibli determinantlami hisoblashda o‘ng tomonidagi 
birhadlami topishning yodda saqlash uchun oson bo‘lgan qoidalaridan 
foydalaniladi.

«Uchburchakqoidasi» ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

£23} ii32 q33 #31 a33



Bunda diagonailardagi yoki asosiari diagonallarga parallel boigan 
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning ko‘pavtmasini 
hosil qiladi. Agar uchburchak!arning asosiari bosh diagonalga parallel 
boisa, u hoida elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar 
uchburchaklarning asosiari yordamchi diagonalga parallel boisa, 
u holda elementlaming ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

ЙН. a,2 ,
a21 " ? /  -  

>< ;>< x '
i) <  p i  в*. К  Ixf

<  <  au " /  X  a ' a„ a
+

x+
+

auan a4
2) 2̂1 ^22 sai\, a'.2

У' у >4 'Xa'j o'2 a'} a4 an
• -t ' '  > 4 +

1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri 
yoziladi, 2-qoidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi 
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonailardagi yoki diagonallarga parallel 
boigan to‘g‘ri chiziqlardagi elementlar uchta ko‘paytuvchini hosil 
qiladi. Agar to‘g‘ri chiziqlar bosh diagonalga parallel boisa, u holda 
elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar to‘g ri chiziqlar 
yordamchi diagonalga parallel boisa, u holda elementlaming 
ко‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

2-misol. 1. detri =

bilan hisoblang.

2 . d etB  =

1 5 3 
3 1 - 2
2 - 4  1

-1 3 
2 -1
3 - 2

determinantni uchburchak qoidasi

determinants Sarryusning 1 -qoidasi bilan

hisoblang.
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3. dctC =

hisoblang.
Yechish.

3 4 - 1

2 0 3 

3 - 1 2
dstermmantni Sarryusning 2-qoidasi bilan

2 -1 ^  3 
l. 3 у '2

Г '"1 /Ч-2  
det^4 = 2 0 - 6  = 14.

2 -  i ,3
5+1+27=20, 6 -6  + 6=6,

1 3 - 2

3 .4

2 0 => detS = 0 + 36 + 2 -0  + 9-16 = 31.
г" Ж Л\зчм + + +

! ,  5
3 ' " " A / - 2 -  

\ . A
3. 2 ^ 4 ^ * *  detC =  1 - 3 6 - 2 0 - 6 - 8 - 1 5  =  - 8 4 .

i } 4 ^ > \  з +
3 Л  чЧ  2 +4

1.2.2. n - tartibli determinant tushunchasi

n -tartibli determinant
ai\ an

а* а»г -  am

kabi belgiianadi va malum qoida asosida hisoblanadi.
n -tartibli determinant har bir satr va har bir ustundan faqat 

bittadan olingan n ta elementning ko‘paytmasidan tuziigan nl ta 
qo‘shi!uvchilar yig‘indisidan iborat bo‘ladi, bunda ko‘paytma!ar bir- 
biridan elementlarining tarkibi bilan farq qiladi va har bir ko‘paytma

19



oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yi!adi.
n -tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay. 

Shu sababli yuqori tartibli determinantlami hisoblashda bir nechta 
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori 
tartibli determinantlami quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash 
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun) 
bo‘yicha yoyiladi. Bunda quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli 
determinantlar yuqori da keltirilgan ta’rifiar asosida topiladi.

n -tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik uvldimvchi 
tusliunchalaridan foydalaniladi.

n -tartibli determinant a, elementining minori deb, shu element 
joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil boigan (и-1 )-tartibli 
determinantga aytiladi va M. bilan belgilanadi.

Determinant av elementining Atjalgebraik to 'Idiruvchisi deb.

songa aytiladi.

Masalan,
1 з
2 0 determinantning aTt = 2 elementining minori
3 2 - 2

va algebraik toldiruvchisi quyidagicha topiladi:
I
L

3 2
. . .0... .......1

3 2

- 2
%- => = 2
i 2 - 2

-10, A, = (-l)2+1M21 =10.

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun 
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy n -tartibli determinant uchun ham 
o‘rinli boiadi.

1-xossa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustunlar bilan 
almashtirish) natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi, ya’ni

«п ctu ci13 «11 a.. «31
det A = агг «23 = an «22 «32

«3! иъг «33 «13 «23 «33
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Isboti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o‘ng tomonidagi 
determinantlaming qiymatlarini uchburchak qoidasi orqali yozib olish 
va olingan ifodalaming tengligiga ishonch hosil qilish kifoya.

1 -xossa satr va ustunlaming teng huquqligini belgilab beradi. 
Boshqacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun 
ham o‘rinli boiadi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham 
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab, ulaming isbotini faqat satrlar 
yoki faqat ustunlar uchun ko‘rsatamiz.

2-xossa. Determinant ikkita satrining (ustimining) o‘rinlari 
almashtirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. 
Masai an,

«„ a,, «13 «21 «22 «23
«21 aT, «23 = - a\\ aa «13
°3! a3, a33 an a]: «33

Bu xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.
S-xossa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega boisa, 

u nolga teng bo‘ladi.
Isboti. Ikkita bir xil satming o ‘rinlari almashtirilsa, determinant 

(shuningdek, uning qiymati) o‘zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2- 
xossaga ko‘ra determinant qiymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak 
detJ = -detJ,  yoki 2 del A = 0. Bundan det A = 0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elernentlari к  songa 
ko‘paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant 
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant 
belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
Masai an,

Л а 12 J a l} « 1 1  « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3 =  A - « 2 1  « 2 2 « 2 3

« 3 , « 3 2 « 3 3 « 3 1  « 3 2 « 3 3

Isboti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisobianganida 
oltita qo‘shiluvchining hammasida A ko‘paytuvchi qatnashadi. Bu 
ko^aytuvchini qavsdan tashqariga chiqarib, qavslar ichidagi 
qo'shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi 
ifoda hosil boiadi.

5-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha 
elernentlari nolga teng boisa, u nolga teng bo‘ladi.
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Xossaning isboti 4-xossadan Я -0  da kelib chiqadi.
6-xossa. Agar determinantning ikki satri (ustuni) proporsional 

boisa, u nolga teng bo‘ladi.
Masalan,

aii a'13

/u?„ Xa„ Xau =0.
a,.

*11
a31 a.‘32 ■*23

Isboti. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining X 
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chiqarish mumkin. Natijada 
ikkita bir xil satrli determinant qoladi va u 3-xossaga ko‘ra nolga teng 
bo‘iadi.

7-xossa: Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir 
dementi ikki qo‘shiluvchining yjgindisidan iborat boisa, bu 
determinant ikki determinant yig‘indisiga teng bolib, ulardan 
birinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari birinchi 
qo‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari 
ikkinchi qoc shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita 
qo‘shiluvchi yig‘indisidan iborat boisin.

U holda

«11 «1} «12 
«21 «22 
q3! an

a2
a,

=  ( a ' ,  +  a "  ) « 2 2 a 33 +  ( « 1 2  +  a v i ) a 23a 4  +

+ «  + -  « 3  + «ГзКА, - «  + О Л з  -  v4, + )a23a}2 =

=  « U « 2 2 « 3 3  +  « ' 2 « 2 3 « 31 +  а 'н а г , а 32 -  а 'п а 2 Л ,  - « , > 2 1 ^ 3 3  - а 1 > 2 3 й 32 +  ( « М  * 2 2 * 3 3  +  ^ 2 3 ^ 3 ,  +

-г а , а,, а,.
< a\2 < < < <

aua22an -а '^ г2,а}]- а ”а2,азг) = Я2, a,2 an + Я* an
ЯН an аг 2 аъъ

8-xossa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga 
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘paytirib 
qo‘shilsa, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

Isboti. dctA determinantning ikkinchi satri elementlariga Л ga
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ko‘paytirilgan birinchi saiming mos elernentlari qo‘shilgan bo‘lsin:

an au an
a2, + Aau an + }jan a23 + Aau

a,i a ,2 aVi a12 a J3
= a2] «22 «23 + A ■ an a,2

°31 a32 «33 an a32 «33

Qo ‘ shiluv chilardan birinchisi det A ga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko‘ra 
nolga teng. Demak, yig‘indi det/iga teng.

9-xossa. Determinantning qiymati uning biror satri (ustuni) 
elernentlari bilan shu elementlarga mos algebraik toldiruvchilar 
ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masai an, det A = auAr: + a[2At2 +aI3Al3

yoki

« п an « 1 3
,

« 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 3
j +  « 1 3

« 2 ! « 2 2

« 2 , « 2 3 =  « 1 1 ^ 1 2

« 3 1« 3 2 fljj « 3 3 I « 3 , « 3 2a 31 « 3 2 « 3 3
1

Isboti. Tenglikning o;ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

« п ( « ? 2 « 3 3  ~ « 3 2 « 2 з ) ~ " « 1 2 ^ 2 1 « 3 3  ~  « З 1 « 2 3  )  ^  « 1 3  ( « 2 1 ^ 3 2  )  _

— arci12(iyi + аУ1й.ааг1 + ctnctTci32 al3ct22ct̂  al2a2Xa33 а,хаггагг
av au 
a „ a .

au
a„

10-xossa. Determinant biror satri (ustuni) elernentlari bilan 
boshqa satri (ustuni) mos elernentlari algebraik to‘ldiruvchilari 
ko‘paytmalarinmg yig‘mdisi noiga teng bo'ladi.

Masalan, ая Д, + апЛи + anAl3 = 0.

Isboti. Determmantni 9-xossani qollab, topamiz:



Bunda an, an, an mos ravishda а.г, аш, an bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng boiadi.

1-izoh. Determinantning xossalari asosida quyidagi teorema 
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli A va В kvadrat matritsalar 
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinanti arming 
ko‘paytmasiga teng, ya’ni

det(/l • #) = det/1 • det i?.

1.2.4. n -tartibli determinantlami hisoblash

n - tartibli determinant!» xossalar yordamida soddalasbtirib, keyin 
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keltirish usullaridan 
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibini pasaytirish usuli

n -tartibli determinant, 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun 
bo‘yicha yoyilsa, yoyilmada (и-1 )-tartibli algebraik toldiruvchilar 
hosil boiadi, ya’ni n -tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga 
past boigan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalat o‘rinli boiadi.
2-teorema. / satrining nomeri q an day boiishidan qat’iy nazar, 

n -tartibli determinant uchun bu determinantni г-satr bo‘yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

det A = а д А л + a An + ... + ajn Am, / = 1, n

formula o‘rinli.
3-teorema. j  ustunining nomeri qanday boiishidan qat’iy nazar, n-  

tartiblideterminant uchun bu determinantni /-ustun bo‘yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

det A = atj A1. + a, ,Ay  +... + ащ Д , j -  \,n

formula o‘rinli.
Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Laplas 

yoyilmalari usuli deyiladi.
Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida 

(ustunida) nollar ko‘p boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
24



bo‘yicha bajarish qutay boiadi.
Bundan tashqari, 8-xossani qollab, determinantning biror satrida 

(ustunida) bitta elementdan boshqa elementlami nollarga keltirish 
mumkin. Bunda determinantning qiymati shu satrdagi (ustundagi) 
noldan farqli element bilan uning algebraik toldiruvchisining 
ko‘paytmasidan iborat boiadi. Shunday qilib, и-tartibli determinant 

bitta (n - 1)-tartibli determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-misol.
2 - 1 0 4
4 2 - 1 3

- 2 0 3 -4
1 1 0 - 2

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.
Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng boigan uchinchi 

usturmi tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan 
boshqa barcha elementlarini nolga aylantiramiz. Buning uchun 
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko‘paytirib, uchunchi satming mos 
elementlariga qo‘shamiz va hosil boigan determinantni uchinchi 
ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

Act A =

2 - 1 0 4 2 - 1 0 4
4 2 - 1 3 4 2 - 1 3
2 0 3 -4 10 6 0 5
1 1 0 - 2 1 1 0 - 2

2 - 1 4
= Н М - 1 Г 10 6 5

1 1 - 2

2) Hosil qilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning 
uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga 
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2) ga ko‘paytirib, 
birinchi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satmi ( - 10) ga ko‘paytirib, 
ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil boigan determinantni birinchi ustun 
elementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil boigan ikkinchi tartibli 
determinantni hisoblaymiz:

0 -3 8
-3 8

0 -4 25
-4 25

1 1 - 2
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Uchburchak ко ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddaiashtiriladi va 
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yuqorida) 
joylashgan barcha elernentlari nolga aylantiriladi.

Bunda

det A = (-1)* detf/

bo‘ladi, bu yerda k -satrlarda va ustuniarda bajarilgan barcha o‘rin 
almashtirishlar soni; detf/-berilgan determinantning uchburchak 
ko‘rininshi va uning qiymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda 
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.
2 1 0  0

0 1 0  2

determinants uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddalashtirishlami 

bajaramiz:
-  birinchi ustunni o‘zidan o‘ngda joylashgan ustunlar bilan ketma- 

ket k=3 ta o ‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o‘tkazamiz;
-  birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan 

elementlarini nolga aylantiramiz;
-  ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan 

elementlarini nolga aylantiramiz;
-uchinchi ustunningto‘rtinchi satridajoylashgan elementini nolga 

aylantiramiz;
-  = ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak 

ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini 
ko‘paytiramiz.

2 1 0 0 1 0 0 2 1 0 0 2
3 0 1 0 0 1 0 3 0 1 0 3

= (-l)3- = (-!)•1 0 2 1 0 2 ] 1 0 2 1 1
0 1 0 2 1 0 2 0 0 0 2 -2
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1 0 0 2 1 0 0 2

0 1 0 3 0 1 0 3

0 0 1 - 5
= (-])■

0 0 1 - 5

0 0 2 - 2 0 0 0 8

1.2.5. MashqJar

4. A=\~  " ! va B = | ! I bo‘lsin. det(y4-2#) = det^-detiJ bolishiga

1. A matritsa n x n  oleham li bo isin . det(A4) da Я ni determinant 

belgisidan tashqariga chiqarish uchun formula keltirib chiqaring.

2. A kvadrat matritsa va ArA = I bo‘lsin. det/i = ±l bo'lishini ko'rsating.

3 . /4 = j l ° ] v a / ?  = [ a bo‘lsin. &<zt{A+B)~&ziAi-&ztB faqat a+d=Q
lv0 l )  d )  '

boiganida bajarilishini ko‘rsating.

va B= I
J  V  I3

ishonch hosil qiling.

5. ^ = ̂ 2 )j bo‘lsin. det Л10ю ni toping.

6. A va В matritsalar 3x3 oicliarnli, deM = - l v a  d e tB -2  boisin .
Toping:

1) detAB; 2) det5/1; 3) detATA; 4) det#’.
7. A va в  matritsalar 4x4  olcham li, det/i =4va det# = -3 boisin .

Toping:
1) det AB; 2) det_B5; 3) det2A: 4) det/Л.

Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang:

8. У x -y
X - X 9.

l a+-b
b +1 a + b

10. sin2 a cos2 a
11.

tga +1 ctga -1
sin2 p cos2 0 sin a cosa

Uchinchi tartibli determinantlami uchburchak va Sanyus qoidalari bilan 
hisoblang:

5 -1 1 -2 0 - 4
12. 4 0 -3 13. 3 I 1

2 -3 1 -1 2 -3
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Uchinchi tartibli determinautlarni biror satr yoki ustun elernentlari bo‘yicha 
yoyib hisoblang:

l b 1 X -1 X
14. b b 0 15. 1 X -1

b 0 - * X 1 X

sin a sin 0 0 tga ctgp 0
16. sin or 0 sin у 17. tga 0 *gP

0 sin f} sin у 0 ctga ШР

Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:
l с ab ] 1 1

18. 1 b ca 19. ax ay az
l a be a2 + x2 a2+y 2 a2+z2

a +b b b
20. a + b b

b a + b

a a 2 + 1 (1 т- a f
22. h b2 +1 a + ь у

с c 2+ 1 (l+ c )2

21.

23.

X X+y x - y
X X + Z X - 2  2 
X X  X

1 + cosa 1 1 + sin a
1-sina 1 1-cosa

1 1 1

To'rtinchi tartibli determinantlami hisoblang:

24.

26.

1 - 1 2  2 
3 - 1 5 - 2  

- 2 - 3  0 2 
0 - 2  4 1

5 a  2 -1 
4 6 4 - 3  
2 с 3 - 2  
4 ^ 5 - 4

25.

1 1 3 2
2 0 0 8
3 9 0 2
4 4 7 5

27.

3 2 2 2 
9 - 8  5 10
5 - 8  5 8
6 - 5 4 7

1.3. MATRITSA USTIDA 
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chiziqli algebrada muhim ro‘l 
o‘ynaydi. Jumladan, chiziqli algebraik tenglamalar sistemasinmg
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umumiy yechimini topishda, teskari matritsani aniqtashda, matritsaning 
rangini hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng 
foydalaniladi.

Matritsa satri (ustuni) ustida elementar almashtirishlar uch tipda 
boiadi:

I. ikkita satming (ustunning) o ‘mini almashtirish;
II. satmi (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirish;
III. satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa 

satmi (ustunni) qo‘shish.
Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar natijasida hosil 

qilingan A va В matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B  
ko‘rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa 

Asosiy ushunchalar

Matritsalami qo'shish, ayirish va ko‘paytirish sonlar ustida 
bajariladigan mos amallarga m on and (hamohang) amallar hisoblanadi. 
Ushbu bandda matritsalar uchun sonlami bolish  amaliga monand amal 
bilan tanishamiz.

M alumki, agar A: soni nolga teng bolmasa, u holda har qanday m

soni uchun kx = m tenglama yagona x = — = k~lm yechimga ega boiadi,
к

buverda k l soni £ soniga teskari son deb ataladi.
Sonlar uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalarni sonli 

tenglamalarga monand yechishda muhim ro l  o‘ynaydi. Xususan, sonli 
tenglamalar uchun k k ' = 1 va к 'k = \ shartlarining bajarilishi hal 
qiluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA ' -  I va A 'A  = I 
shartlarnirig bajarilishi muhim hisoblanadi, bu yerda A,I -  bir xil 
olcham li kvadrat matritsalar.

Agar A va A kvadrat matritsalar uchun AA~'=A'A = I tenglik 
bajarilsa, A ' matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Sonlarda, k~' mavjud boiishi uchun кФ 0 boiishi talab etilgani 
kabi, matritsalarda, A~' mavjud boiishi uchun det А ф 0 boiishi talab 
qilinadi.

Agar det.4 = 0 boisa, A matritsaga singular matritsa deyiladi. 
Bunda singular so‘ziga sinonim sifatida «xo,?» yoki «maxsus» 
terminlaridan ham foydalaniladi. Agar dstA^O boisa, A matritsa
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nosinguiar (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.
Agar A matritsada aw al elementlar mos algebraik toldiravchilar 

bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil boigan matritsa 
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va ad>4bilan belgiianadi:

fA n a 21 .

adj A =
a 12 ■ АЯ1

Л » 4 .  • ■

Teskari matritsa haqida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega bo‘lmaydi.
Isboti. A matritsa uchun A'1 mavjud boisin deb faraz qilaylik.

U  holda AA~1 =1 boiadi. Bundan ) = det 1 yoki det/l - d e t / i : =det i
kelib chiqadi. Bunda det A -  0 va det/ = l ekanini hisobga olsak, 
0=1 ziddiyat hosil boiadi. Bu ziddiyat qilingan faraz noto'g ri 
ekanini kolsatadi, ya’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema. Har qanday xosmas A matritsa uchun teskari matritsa 
mavjud va yagona boiadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya’ni det /1=̂ 0 boisin. Avval A mavjud

bolishini ko‘rsatamiz. Buning uchun A matritsani —— adj/1

matritsaga ko'paytiramiz va
9- va 10- xossalarini qollaymiz:

matritsani 

ko‘paytmaga
det A 

determinantning

( A,

A- ------ adjA -
(kxA )

fa u &12
°2, ®22

A

a,,
a.

det A det A
1̂2 2̂2

det A det A

A. A.
detA  detA

An,
det/5
An2

det A

К
det A )

«.A +auAi+-■+a>.A, аиАг] +alxAg +. ■+(*ыА„ Ai +• ■+a,mAm
det/l

2̂1̂11 +̂ 2 2A2 +■■+a2.A,
detA

а2Д, +a2iA2 +• ■+ ,̂А
det A

a2A,i +â Ai +-
det A det A det/i

„̂lAl +a,A>+-■+a„A, аЛл +а»2Аг +■-+a*A, а. Л +а.Л2+- .+amAm
det A det/! det A
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det A 
det A 

0

0
det/1
det A

0 0

Demak. A matritsaga

о

о

det A 
det;4.

(1 0 . . oN

= 0 1 . . 0
= I  = AA~

0 . ■ b

teskari matritsa mavjud va bu matritsa

A '  = -
det A.

adjA

formula bilan topiladi, Bunda AA 1 -  / tenglik bajariladi.
A lA = l tenglikning bajarilishi shu kabi ko‘rsati!adi.

Endi A:1 yagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A_1 dan boshqa 
A matritsaga teskari С matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz qilamiz. U 
holda ta’rifga ko‘ra, A C - I  boiadi. Bu tenglikning har ikkala 
tamonini A"1 ga chapdan ko^aytiramiz:

A~'AC = A'11.

А ЛА = 1 bolgani uchun 1C = A~'l boiadi.
Endi LC-C  va A~'I = A~l ekanini hisobga olsak, C=A~' kelib 

chiqadi. Teorem atoliq isbot qilindi.
3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar o‘rinli boiadi:

Г. A matritsa a ~j teskari matritsaga ega boisa, det.4 1 = —
dst A

boiadi;
2°. A matritsa A'1 teskari matritsaga ega boisa, (A 1 ) l = A boiadi;
3°. nxn  oIchamli A va В matritsalar A va S ' teskari 

matritsalarga ega boisa, (А ву  = B~l A~x boiadi;
4°. A matritsa A 1 teskari matritsaga ega boisa, (Af y  =(A-'-)T 

boiadi.
Isboti. I) A matritsa uchun A~' mavjud boisin. U holda A A = / 

yoki det(AA ~') = det/ boiadi. Bundan da A -detA ' =1 yoki det A'1 =
det/1

kelib chiqadi.

2) A matritsa uchun A ' mavjud boisin. U holda AA l = I = A 'A 
tengliklarga k o la  A 1 matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A 
dan iborat, ya’ni (A~'y = A boiadi.
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3) кхи o‘lchamli A va В matritsalar A 1 va В ' teskari 
matritsalarga ega boisin.

U holda AB va B~'A' matritsalar uchun

(B' A ' )(AB) = В {A'' A)B = Br'IB = 8 В = I,

(ABXB \A ;) = A(BB ' )A ' = AIA1 =AA l = I

boiadi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va (AB)1 =B ’A ’ 
boiadi.

4) A matritsa uchun A_1 mavjud boisin.
U holda AT va ( A^ f  matritsalar uchun

boiadi. Demak, AT uchun teskari matritsa mavjud va (АТГ  = (A 1У 
boiadi.

1-izoh. 3-xossani к ta n x n oichamli va teskari matritsalarga ega 
boigan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

det A * Ova A matritsa uchun teskari matritsa raavjud.
Matritsa elementlarming algebraik toidimvchilarini topamiz:

AT( A ') T = (А ЛА)Т = I T =1, 

(A~')T AT ~(AA~')T rz j7 =1

(A A  ■■■■■A-iA T  =A''A\■...■a21a1;\

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

matritsaga teskari matritsani toping va natijani

tekshiring.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

3 4
del A = = 6 - 4  = 2.
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Shvmday qilib,

A l =- 1 f 2  - 4 > 1 r 2 - 4 Л f  1 - 2 s

U 3 , - 1
1 3

~~2 34 \ - Г  2 2 ,

2-misol. A =

det A ^

1 - 2  О 
2 0 - 1  

- 2  1 1

matritsaga teskari matritsani toping

Yechish. Bu matritsa uchun:

det A =
1 - 2  1 
2 0 - 1  

-2  1 1

= 0 -4  + 2 - 0 + 4  + l = 3*0.

0 -1 
i I

-2 I 

1 1
= 3. 4 , = -

-2 1 
0 -1

2 - 1 1! О 11 1 i
=3, 4 , = -

i l
- 2  1 2 - 1- 2  1

2 0 
-2 1

= 2, /L  -- -

matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:

Demak,

4 A2i "1 3 2Л
adjA = Лн A i 4 2 = 0 ЛJ 3

0̂ 13 A73 Л33 j ,2 3 4У

A ' =-
det A

f l 3 2N 3
1

3
0 3 3 0

2
1 1

4,2 3 4 J 1 3,
33

= 3,
1 - 2  

2 0 = 4.



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli
A xosmas matritsaning A~z teskari matritsasini topishning qulay 

usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga 
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A~l matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda am alga 
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

Г. A va. l  matritsalarni yonma-yon yozib, (A\J)  
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

2°. Elementar almashtirishlar yordamida 04 |/) matritsa (J|S) 
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda В matritsa A matritsa uchun 
teskari matritsa boiadi.

3-misol. A -
2 1 
1 3

matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring. 

Yechish.

cm -
3 1 
1 2

1 0 b- +(-2)r2
0 1

1 -3  
1 2

V

1 - 2  
0 J

J ~*Г2 + (~0?i

1 -3  
0 5

1 - 2  
-1 3

f l  -3  
0 1

1
1

- 2'
3

rl ->r1+ 3r2
f

1 0 
0 1

2
5
1

1 1
5
3

V 5 5,
V 5 5,

■-iJ\A~').

Yuqorida keltirilgan r. r + Ark belgilash i -satr bu satrga Л songa 
ko‘paytiriJgan к - satmi qo‘shish natijasida hosil qilmganini, r -> r : я 
belgi esa / - satr bu satmi A songa bolish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.
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Demak, A

4-misol. A--

5
1

V 5

1
-1
2

- I  2  

3 0 
1 4

matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan

usuli bilan toping.

Yechish.

(A | / ) "
' 1 -1 2 1 0 °]
-1 3 0 0 i 0 гг -> гг +rt

2
4 i 4 0 0 1

/ r3 -»Г3 +(-2>!

С

1 -1  
0 2 
0 3

1 0 oN 1 -1 2
1 1 0 r2~*ri :2~ 0 1 1

- 2 0 0
V

3 0

1 0 (A

-  -  0
2 2 

- 2  0 1 r3 ->r3 +( 3)r

/ 3

1 0 3 21
0 1 1

I
■7

0 0 - 3 7
V 2

Ji
2
!
2
3 3)

1 0 3 
0 1 1 
0 0 1

2 2
1 I
2 2 
7
6 2

/ ;=r1 +(-3)r3 
гг =г2+ (-l)r3

r \

1 0 0 - 2  - I  1
2 10 1 0 - -  0 -
3 3

0 0 1 7 1 1
V 6 2 3,

Demak,

А л =

- 2
_ 2

3
7

V 6
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1.3.2. M atritsani LU yoyish

Chiziqli aigebrada matritsalarning turli yoyiimalari keng 
qcllaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masaian, ortogonallik, 
siraraetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortiq 
martitsalar ko‘paytmasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bur.day 
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda m x n  olcham li A matritsa A = LU  shaklda 
ifodalanadi, bu yerda L -diagonal elernentlari birlardan iborat boigan 
m x m olchamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U -  m x n  
olchamli yuqori uchburchak { m * n  da trapetsiya) (Upper-triangular) 
matritsa.

Masaian,

1 0 0 0 s f • * # *

* 1 0 0 0 • * * *

* * 1 0 0 0 0 * *

*
V

* *
1J ,0 0 0 0 0

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi 
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chiziqli algebraik 
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda 
foydalaniladi.

m x n  olchamli A. matritsa A = L U  shaklga keltirish (LU yoyish), 
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan farqli songa 
ko‘paytirilgan boshqa satmi qo'shish orqali quyidagi tartibda ainalga 
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

Г. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar 
bajariladi va U shaklga keltiriladi;

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma- 
ketligi asosida L yozuv hosil qilinadi va bu yozuvda barcha 
diagonal elementlar ustunlarni bolish orqali birlarga 
aylantiriladi.
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5-misoi. A--

2
-4

2

V 6

4
-5
-5
О

-1
3

-4

5 -2^ 
- 8  I 
1 8

7 -3  1

matritsani LU yoying.

Yechish. Matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar 
bajaramiz:

A--

f  2 4 — 1 5 - 2 ' ’ ''2 4 - 1 5 - 2 "

-4 - 5 3 - 8 1 0 3 1 2 -3
2 - 5 - 4 1 8 0 -9 -3 -4 10

- 6 0 <n/ -3 1 1° 12 4 12 - 5 J

'2 4 - 1 5 - 2" "2 4 - 1 5 - 2 "

0 3 1 2  - 3 0 3 1 2 - 3

0 0 o m I 0 0 0 2 1

0V 0 0
i _ L

■i
' У 0V 0 0 0 □J

= 11.

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli L matritsa 4x4 
oichamli boiadi, Birinchi qadamda belgilangan yozuvlar L matritsa 
yozuvining ustunlarini tashkil qiladi. Bu yozuvda barcha diagonal 
elemerttlami birlarga aylantiramiz:

- 4  3
2 - 9  2

- 6  12 4 5 
:2 :3 :2 :5"

4 4
/ 1 \

f  3 0 0 0>

2 1
L =

2 1 0 0

I - 3  1
B undan 1 3 1 0

V
3 4 2 3 4 2

ъ

D e m a k ,

'  2 4 - ] 5 - 2 ' (  1 0 0 0s / 2 4 -1 5 - 2 s
- 4 5 3 - 8 1 - 2 i 0 0 0 3 1 2 - 3

2 5 - 4 1 8 1 - 3 1 0 0 0 0 2 1

6 0 7 -3 1 - 3
V

4 2
b

0
X

0 0 0 5 ,
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n -  tartibli kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin. Bunda A matritsani 
LU  yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday 
afgoritmlardan bin bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas bolsin. U holda ta’rifga ko‘ra.

1 0 0 . 0
1 0 . . 0

4 1 . . 0

L ■• b

« и u n ■ # i „ а п a i2 « 1 3  • ■ о 1й

0 « 22 г#2з a 2 l a 22 ^ 2 3 v  a Zn

0 0 « 3 3  . = «31 “ 52 а ‘Л -  « 3 *

, 0 0 0  . ■ U m  J * « 2 -

Bundan
n ■•nmQ.y;

« , = E 4 ^  = ■jb=l

B uyig‘indidagi oxirgi qo‘shi!uvchilami ajratib, topamiz:

u,j = a, -  E 4 ^ , agar i < j  boisa;
k - \

4 = — ( 4  ~ & . « Д  agar i> j  boisa.и * \  /

(3.1)

(3.2)

Shunday qilib, L ха U matritsalaming noma’lum elementlari a4 va 
topilgan i k,uk\ m orqaliketma-ketifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda 
avval barcha utj larni va keyin barcha L lami hisoblab bo‘lmaydi, va 
aksincha. Bu formulaiar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

у = 1,2,...,л;

1Л=^- ,  г = 2Д...,и;
«п

i = 3,4,..., я;

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari almashlab 
hisoblanadi.
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(8 2 9'
5-misol. A = 4 9 4 

[б 7 9)
matritsani LU yoying.

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki det A = 166 ф 0. 
LU = A yoyilmani tuzamiz:

' 1 0 0 ) ' ы „ « 1 2 ' 8 2

1
° '

0 « 2 2 « 2 3 4 9 4

u . L J 0
4

0 и , ,  j 7 9 j

L va U matritsalaming noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2) 
formula!ar bilan aniqlaymiz:

= an = 8, ul2 = al2 = 2, u. = asl = 9,

] 4 1 1
12l = —  a2] = -  = ua =  u12 -  l2!u,a = 9 -  -  • 2 = 8, 

ы,. 8 2 2

Demak,

a33 l-;2U23 ' ^

1
~ 2 ’

/ _  ]3̂1 ~ Й31
Uu

= 1 ( 7 -
8 ч 4 ;  26

3 -9----- у
4 16 !v 2 j

6 3

f \ f \

2 9 Л 1 0 0 8 2 9
1 1

9 4 =
2

1 0 0 8
~2

7 3 1 1
1
J

0
V

0
83

< 4 16 32,

13.3. Matritsaning rangi

и х я  o‘lchamii Л matritsa berilgan boisin. Bu matritsadan biror 
к (k <min(«;n)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va 
ustunlarning kesishishida joylashgan elementlardan fc-tartibli kvadrat 
matritsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a matritsaning 
к -tartibli minori deyiladi.

39



A matritsa noldan farqli minorlari tartibining eng kattasiga A 
matritsaningrangi deyiladi va r(A) (yoki rang/!) kabi belgilanadi.

Tartibi r(A)ga teng bo‘lgan minorga A matritsaning bazis minori 
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo‘lishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.
1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi 

butun son orqali ifodalanadi, ya’ni 0 < r(A) <min(m;«).
2. Faqat A - 0  matritsauchun r(A) = 0 boiadi.
3. и -tartibli kvadrat matritsa xosmas boiganidagina r(A) = n 

bo‘ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ‘ysunadl 
1° Transponiriash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi; 
2°. Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning 
rangi o‘zgarmaydi.

Isboti. Bilamizki:
a) transponiriash natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi;
b) ikkita satrning (ustunning) o‘mi almashtirilsa, determinantning 

ishorasi o‘zgaradi;
c) satmi (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirilsa, determinant shu 

songa ko‘payadi;
d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa satmi 

(ustunni) qo‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.
Demak, transponiriash va elementar almashtirishlar natijasida xos 

matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoladi, ya’ni 
uning rangi o‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi. 
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi 
tartibii minorlar (matritsa element!ari) nolga teng bo‘lsa, r(A) = 0 
bo‘ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech bo'lmaganda bittasi 
noldan farqli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng bo‘Isa, 
r(A) = 1 bo‘ladi; agar ikkinchi tartibli noldan farqli minor mavjud boMsa, 
uchinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jarayon yoki barcha к -tartibli 
minorlar nolga teng boiishi aniq bo‘lguncha yoki A;-tartibli minorlar 
mavjud bo'lmagunchadavom ettiriladi, bunda r(A) = k - 1 bcrladi.
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J

r2 -1  3 -2^
6-misol. A -  4 - 2  5 1 

2̂ -1  1
usuli bilan toping.

Yechish. Ravshanki, l<r(A)<imn(3;5) = 3

Ikkinchi tartibli minorlardan bin

matritsaning rangini minorlar ajratish

-1  3 
-2  5

-5 + 6 = 1 * 0.

Uchinchi tartibli minortami hisoblaymiz:

2 - 1 3 2  - 1  - 2

= 4 - 2  5 = 0; A/'" 4  - 2  L

2 - 1  1 2 - 1 8

2 3 - 2 - 1  3 - 2

A /f ' = 4 5 1 = 0; M f } = - 2  5 1

2 1 8 - 1  1 8

= 0;

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(A) = 2. 
r(,4)m topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay 

boiavermaydi, chunki ayrim holiarda bir qancha hisoblashlar bajarishga 
to‘g‘vi kefadi.

Elemental almashtirishlar orqali har qanday matritsani bosh 
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan 
elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa kcrrinishiga keltirish 
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

A =

С1 0 0 0\
0 1 0  0
0 0 0 0

^0 0 0 0

Bunday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik 
matritsaning rang! uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng 
bo‘ladi.

r(A) ni kanonik matritsaga keltirib topish usuli matritsani 
kanonik ко ‘rinishga keltirish usuli deb ataladi.
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7-misol. A =
1 -1
2

-1

2 3 
0 1 -1 
3 - 5  -10

- A
2

5У

matritsaning rangini uni

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping. 

Yechish.

1
2 0 

-1 3

1 3 - l 4 
-1 2 

-10 5
r2 -+r^+ (-2)r, ■ 

К -+K+к

'1 - i 2 3 - f '1 - 1 2 3 - f
0 2 -3 -7 4 0 2 -3 -7  4
0V 2 -3 -7 4Уr3->r3+ ( - 1)1-, 04 0 0 0 A-+A1

'  1 0 o' '1 0 0^

- 1 2 0 r2 - + r 7 +  r, 0 2 0 К ~*r2:'l
2 - 3 0 - » r 3 + ( - 2 > ; ~ 0 - 3 0 гг —» r3 ; 3
3 - 7 0 - > r 4 + ( - 3 ) ^ 0 - 7 0 i; -> :7

- 1V 4 4 0У/;-> r5:(-4)

(1 0 o' fl 0 o'
0 1 0 0 1 0
0 - 1 0 гъ-*гъ + г2~ 0 0 0
0 - 1 0 + r2 0 0 0

,0 - 1 0, rs -*r5+ r2 vO 0 г

Demak, r(A) = 2.

1.3.4. M ashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo‘Isa, A~! matritsa ham xosmas 
va simmetrik bo‘lishini ko‘rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (J-A) xosmas matritsa bo‘lsa, 
AIJ-A)1 = (1 —Аул A tenglik bajarilishini ko‘rsating.

3. A C \ matritsaning teskari matritsaga ega boiishi shartini toping.
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4. А = j va. С = .-7) { 3
f -  7 _5Л

I bo‘lsin. C = A 1 ekanini ko‘rsatmg.
2

f  4 0 -s ') f« 0 5n

5 . /? .. -1 8 1 24 m a tr its a  A - 0 I - 6

i -34 0 4 j I3 0 4/
bo‘1ishini ko‘rsating. 

1
36

{ U
- 3 5' (3j 1 -2''

-17 21 -11 matritsa Л = j 4 2 1
-10V 6 2/ I3 -1 5J

matritsaning teskari matritsasi

m a tr itsan in g  te sk a r i

matritsasi bo‘lishini ko‘rsating.

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud 
bo‘ladi?

1) A =
3 9 
.2 6 2 ) B J *  5 j;7 2 3)C  =

' l  - 2 o ' '1 2 - 1 N

2 2 6 ; £> = 2 1 3

[3  5 l h ч0 3 ’0 ,

Го - 14!
8. A = | boisin . A 2 =A~‘ va A i = l  boiishini ko'rsating.

ч  - v
9. Berilgau matritsalardan qaysi birlari o‘zaro teskari matritsalar bo‘ladi?

f-1 i W o  i j  (Ъ 5\ Г 2 - Я
I 1 I ’ 0

2 ) I v a  I \l 2) ^-l 3 /

(3 O') j f 5  0
»  to 5J jl 0 3 4)

' I  2 0^ '  7 2 - 6)
0 2 3 va — 3 -1 3

U  3 b V 2 1 - 2 /

10. A ~ | 1 J  matritsa berilgan. A matritsani toping.
2 - 5 !

11. A J 5 2Л,

V“ 1 4
j. matritsa berilgan. A ' matritsani toping.

12. Berilgan shartlarni qanoatlantiruvchi A matritsani toping:

i) (ЗЛГ 

3) (Ar -21У1

0  _ 1 |.

1° 4

( 2 1 
-1 0

2 ) (2Ay.г-П - 1T’.
"(2 3 j ’

fO 1 2)  
4) A~l =! 1 0 3 ' 

14 -3  8
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( 1 о о
13. АВС =

V

-5 1 О 
О О 1

boisin. С 'В ^Л'1 ni toping.

г
14. А -

3 2 -Л

V

з
4 1 6 
7 5 - 1  

nodiagonal elementlarini toping.

(\ 2 3̂

matritsa berilgan. С = A - adj/4 ko‘paytmaning barcha

0 2 4
1 3 0

matritsa berilgan. С = А-я1\Л ko‘paytmaning barcha

diagonal elementlarini toping.

J  matritsa berilgan. Л-1 matritsani toping:

fl 1 1> "1 2 3'
16. 4 = 1 2 -1 17. ,4 = 2 6 4

2 2V 4J ч3 10

A matritsa berilgan. A ’ matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

18. A =

20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU yoyilmasini toping:

f  1 0 I 2' '  1 -1 0 ll
2 1 0 1 19. .4 = -1 0 1 0
1 1 2 1 2 ~1 1 2

-I 1 2 b V 0 1 2 0 J

l)yf= i2 5} 2) -4 =ГU2
n
V

'  3 i 2' 2 3 2n
3)Л = -9 0 -4 ' 4) -4 = 4 13 9

I 9 9 14У -6 5 4У
2 -3

2 0 5 2 -4 8
5)A~ -6 3 -13 -3 ; 6) Л = 6 -5

4 6 16 17
J

-6 9
8\ -6

4̂
-7
14

-12

10

A matritsa berilgan. r(A) ni minorlar ajratish usuli bilan toping:
f  l -1 2 3̂ f  1 -2 3̂

21. A = - l 3 0 1 22. A= -1 4 -2
3\ 4 1 1J u -2 7,
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A  matritsa berilgan. r(A)n> elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

f \ -1 3 41f 1 - 3 2 - Г

H<4 2 3 --2
A = \ 2

1
-1 4 — 6

1 - 4 3 1
I - 3 -1 — 6 u4 У

u - 3 0 '9 ,

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR 
SISTEMASI

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chiziqli 
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika 
va iqtisodiyotning ko‘pchilik masalalari chiziqli tenglamalar sistemasi 
orqali ifodalanadi, masalan, geodeziyaviy oicbash, elektr zanjirlarini 
loyihalash, chiziqli programmalashtirish va iqtisodni rejalashtirish 
masalalari chiziqli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

Ushbu

1.4.1. Asosiy tushunchalar

аих1+ а ихг + ... + аь,х„ = Ь„ 

+ a21x2 +.,. + alnxn =b2,

+ a ^ x ,+ . . .  + a x = b ,

(4.1)

mn n m

sistemaga n noma ’lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Bu yerda au,an,...,amn haqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari, 

х,,х2,...,л-я noma’lumlar, ЬиЬг,...,Ьт haqiqiy sonlarga ozod hadlar 
deyiladi.

(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

(4.2)

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orqali

4 aYl ••

A =
o2, a-n ■-- 0 2.

, m \ a„2 ‘■■ amn
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hosil qilingan
'an a.2 ■ a\ n

c= U2l 2̂2 ■ #2» b2

a„2 ■- аш bm J

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani

A X  — В  (4.4)

matritsa ко ‘rinishida yozish mumkin, bu yerda

V ( h A
JC- К2 B = 2

A y
Haqiqatdan ham,

'  av.xx +  a i A +  . ■ +  а . Л  Л

A X  - ^21X] ~̂ "̂ 22X2 +  . ■ + а г„х„
=

Ъ2 = B.

^mlXl +  a m2X2 +  . A ,

(4.1) sistema tenglamalarini ayniyatga aylantiradigan 
noma’iumlarning tartiblangan x ° qiymatlariga (4.1) sistemaning 
yechimi deyiladi.

Kamidabitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo ‘Igan sistema, 
bitta ham yechimga ega boimagan sistemaga birgalikda bolmagan 
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema, 
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga aniqmas sistema deyiladi. Aniqmas 
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi. 
Barcha xususiy yechirnlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda 
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda boMsa, u holda uning aniq 
yoki aniqmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo'lgan sistemaning 
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil bo‘lgan, ya’ni birinchisining har bir 
yechimi ikkinchisining yechimi bo‘ladigan, va aksincha, ikkinchisining 
har bir yechimi birinchisining yechimi bo‘ladigan ikkita sistemaga
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I'kvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi.
Ushbu almashtirishlar sistemada elementar almashtirishlar deb 

yuritiladi:
-  sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almashtirish;
-  sistemaning istalgan tenglamasini noldan farqli songa 

ko‘paytirish (boiish);
-  sistemaning istalgan tenglamasiga noldan farqli songa 

ko‘paytirilgan boshqa tenglamasini qo‘shish,
Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil 

boMadi.
Ushbu

'aux, + al2x2 + ... + alnxn - b x, 
aTXj + a.nx2 + ...+ а2яхп = b2, (4.6)

n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasining
an 0,2
a,. 2̂2 a2«

A . an2 amJ

(4.7)

matritsasi kvadrat matritsa bo‘ladi. 
A  matritsaning

O',, Qn

det A - a " ° я. (4.8)

determinantiga (4.6) sistemaning determinant deyiladi.
Agar det,4*0 boisa, (4.6) sistemaga xosrnas sistema deyiladi. 
Agar det A -  0 boisa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning Gauss usuli

n nomaiumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasini yechishning 
qulay usullaridan biri -  noma ’lumlami ketma-ket yo ‘qotishga 
(chiqarishga) asoslangan Gauss usulini ко‘rib chiqamiz.
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n noma’lumli т ta chiqziqii tenglamalar sistemasi berilgan boisin:

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosqichda amalga 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda sistema pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi. 
Pog‘onasimon sistema deyilganida

ko‘rinishdagi sistema tushuniiadi, buyerda k < n ,  a. * 0 ,  i = ],k.
Ikkinchi bosqichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketma- 

ket topiladi.
1-bosqich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi 

tenglamaning chap va o‘ng tomonini a,, ^Oga (agar an = 0 bo Isa, u 
holda bu tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti 
nolga teng bolmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin 
hosil qilingan tenglamani (-«.,) ga ko‘paytirib, / -tenglamaga qo‘shamiz. 
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x. qatnashgan 
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

bu yerda a f ,  b™ (/ = l, m j  = l,n) -sistemaning birinchi almashtirishlardan 
keyin hosil qilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘igan 
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali 
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.

f a,,x, + я.,х, + x =b,

(4.1)

Хг + - + а ^ Хп=Ь

aAx t + ai2x2 + ...+ altxt +. . .  + я,„х„ = b„ 

a22x 2 + ... + a 2txk + ... + a2nxn=b2,
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Shu kabi а™ ф 0 deb, sistemaning uchinchi tenglamasidan 
bosh lab x2 noma’lumni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin bo‘lguniga 
qadar davom ettiramiz.

Bu bosqichda, agar:
-- 0 = 0 kc‘rinishdagi tengiiklar paydo boisa, u holda bu tengliklar 

tashlab yuboriladi.
-  0 = 6™ (b* *0) ko‘rinishdagi tengliklar paydo boisa, u holda 

jarayon to'xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda boimaydi.
2-bosqich. Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon 

sistemada к tenglamalar soni n nomaiumlar soniga teng yoki 
no’malumlar sonidan kichik boiishi mumkin. Shu sababli bu sistema 
yagona yoki cheksiz ko' p ychimga ega boiishi mumkin. Agar sistema 
uchburchak ko‘rinishga kelsa, ya’ni k = n boisa, sistema yagona 
yechim gaegaboiadi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya’ni 
к < n boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

1-misol. I, tenglamalar sistemasini Gauss usuli

bilan yeching,
Yechish.
1-hosqich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz:
-  birinchi va uchinchi tenglamalarning o‘rinlarini almashtiramiz;
-  (-3) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va 

(-2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma- 
had qo‘shamiz;

-  ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7 
ga va (-9)ga boiamiz.

2-bosqich. x, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va 
ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan x2ni topamiz 
va uning qiymatini birinchi tenglamaga qo‘yib, x. ni topamiz.

Sistemaning yechimlarini xt, x2, x, ketma-ketlikdayozamiz.

[ xs -  2x2 + 4x, = 8
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х, -  2х2 + 4х3 = 8 ,  х, 

7х2 -1 4 х ,  = -35,=><

— 9х, = - 1 8

- 2х2 + 4х, = 8, 
х2 -  2х, = -5 , =5> 

х ,  = 2

х, = 2, 

х; -  2 • 2 = -5 ,  =>

I х, -  2хг + 4 • 2 = 8

х, = 2, 
х г = —1, 

х, -  2 • (-1) = О

х, = -2, 
х2 = - 1, 
х, = 2.

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning 
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.

Masalan, yuqoridagi sistemaning 1-bosqichi quyidagichabajariladi:
f

2 - 4 -1 -2 r. —»r, ' \ - 2 4
\

8
3 1 - 2 -11 ~ 3 1 - 2 -11 Г2 -> r2 + (—3)r,
1 - 2

V
4 8 г —> r  'з ’ \ 2

V
- 4 -1 -2

/ Г, -> r3 + (-2)r,

/
1 - 2  4

>
8

/
1 - 2 4

\
8

0 7 -14 -35 r2 ->r2:7 ~ 0 1 - 2 -5

1°
0 - 9 -18

У
9) 0

V
0 1 2

J

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu 
usulning boshqa bir turi Jordan-Gauss usuli qo‘llaniladi. Bu usulda 
kengaytirilgan (A \B )matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi 
va A matritsa o‘mida I  matritsa hosil qilinadi, ya'ni u (/ j X )  

ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi 
X  matritsa tenglamalar sistemasining yechimi boMadi.

2-misol.

yeching.
Yechish.

x, — x2 -  x3 = 0, 

5x. -  x2 + 4x, = 3, 
x, + 2x, + 3x, = 5

sistemani Gordan-Gauss usuli bilan

r
1 - 1 - 1

\
0

(
1 - 1 - 1

л
0

5 -1 4 3 -> r2 + (-5)r, - 0 4 9 3

1 2
V

3 5 ri ->• r3 + (-l)r, 0
V

3 4 5
/

r2 ~+r2:4-
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( \
1 -1  -1 0

9 3
0 1

4 4
0 3 4 5

V У

(
1 - 1 - 1 o '

0  ] 9 3
4 4

О О i - 1
У

• r3 + (-З)г

г -» г, + г,

t \

1 -1  -1 0
„ , 9 30 1 -

4 4
~ „ И 11
0 0 -----

I  4 J J

г, ->г, +| - -  |г,-

г, ->г =И)
f

1 - i 0 -1
0 l 0 3
0 0 1 -1

V У

г — )• г + г

Demak, х = 2,

1 О О
О 1 О
О О 1

= 3, х = - 1 .

Shunday qilib, Gaussning noma’lumlami ketma-ket yo‘qotish 
usulida (4 J )  sistema tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqali 
yuqori uchburchak (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keitiriladi va 
hosil qilingan uchburchak sistema teskari о‘rniga qo‘yish orqali 
yechiladi. Bu usul matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning 
matritsasini L U yoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent.

Gauss usulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
1". To ‘g ‘ri о ‘rniga qo ‘yish. A matritsaning A = LU yoyilmasi 

topiladi;
(IY  = В

2". Teskari о ‘rniga qo ‘yish. LUX = В о  <
[UX = Y

sistema yechiladi.

j x, + 2x, + 3x, + x4 = 3,

3-misol. <! 2.*, + x2- 2 x 3+ x4 =-5, tenglamalar sistemasini LU
 ̂ xl — x2 -  Зх, т  2xa = -8

yoyish orqali yeching.
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Yechish.

A =
2 з 0 f l 2 3 0

12 | 1 - 2  1 - > г2 + (-2 )/;~ 0 -■>J - 8 - i
ill 1-1 - 3  2j г%->г3 + ( - l ) r

v °
i-3 - 6 l -»  к + (-l)r .

'1 2 3 1'
~ 0 - 3  - 8 - 1 = U,

о I2 2J

'1 Л f  1 ( 1 0 oN

I 2 - 3 —)» 2 1 Bundan L = \ 2 1 0
J  ~ 3

3
2,
2

vl 1 I 1 L ly

Avval LY  = 3  tenglamani yechamiz:

' l  0 oN/V Г
2 1 0 y 2 = - 5

1 I v-sj
Bundan

У: =■
2^, + >’2 = -5 , =>jy2= - 5 - 2 y , = - U ,  

У,+ v2 + ^ 3 = - 8  [y2 = - 8 - y 2 ->• = 0 .

Endi U X - Y  tenglamani yechamiz:

( 1 2 3 О
/ V '  3')

mio

- 8 *- — -1 1
чо 0 2

X3

4*4,
v ° J

*4 = К
x, + 2хг + Зх, + xf = 3, X- = —к,

Зх, + 8х, + х  = 11. => < „ 11 + 7&л, -  — ------,
2х, + 2 х 4 =  0 э

13 + 8*
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Sistema trapetsiyasimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko‘p 
yechimga ega. Bunda A: ning tayin qiymatida sistema xususiy yechimga 
ega boiadi.

Masalan,& = 1 da x, = -7, x2 = 6 , x, = - 1, x4 = 1 .

Agar sistema n ta noma’lumdan va n ta chiziqli tenglamadan iborat 
hamda xosmas boisa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish 
asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

У, = bs -  %]Li y j , i = 1 , 2 ( 4 . 9 )
J=l

x, - — {yi -'5Lu,.x \  i = n , n (4.10)U..  ̂ y-i+i J

4-misol. -
x, + 3x, -  x, = 0,

3x, -  x 2 + 2 x 3 = 5, tenglamalar sistemasini LU yoyish
2x -  4x, + x, = 7L

asosida yeching.
Yechish, Awal L va U matritsalaming elementlarini topamiz. 

Ulami (3.1) va (3.2) formulalar bilan aniqlaymiz:

uu =an = 1, ua = an = 3, M „=a13= - 1,

l n -  — - = -  = 3, /,< = —  = — = 2,
1 mu 1

и22 = a22 -  l2,ul2 = -I  -  3 • 3 = -10, m2, = a23 - /,,м13 = 2 -3  ■ (-1) = 5,

/ _ а ъ - 1у.и я _ - 4 - 2 - 3  t 
32 “ м2г - 1 0

m53 = a53 -  /31м,, -  /32м2, = 1 -  2 • (-1) - 1 • 5 = -2 .

Endi у  va ж larni (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:

y , = b t --= 0, у г = b 2 = 5 - 3 - 0  = 5, у , - Ь ъ ~ 1 ^ у 1 ~  1ъгу 2 = 7 -  3 0 - ] - 5  = 2;

1 2 . 1 , 5 -5 -(- l)  ,
*э = ----Уг = - T  = = ----(Л  -  И*А> = -------Г7—  = -m„ - 2  m22 - 1 0

* - 1 rv_и x*i ~ Qi unxi 11. 4 ' “ , —uu 1
Demak, x, = 2 , x ,= -l, jc; = - 1 .
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n ta noma’lumdan va m ta chiziqli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirilgan 
matritsasi С bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3) 
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda bo‘lishining 
zarur va yetarli shartlarmi aniqlovchi teorema bilan tanishamiz. Bu 
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli 
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema, (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun 
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarinmg ranglari teng, ya’ni 
r(A) = r(C) bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin. Bu 
noma’lumlaming qandaydir tartiblangan qiymatiari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. С matritsa ustida 
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (--x ) ga 
ko‘paytirilgan birinchi ustunni qo‘shamiz, keyin (-x‘) ga ko‘paytirilgan 
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (~x“) ga 
ko‘paytirilgan «-ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistemayechimining 
ta’rifiga ko‘ra, С matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan 
quyidagi C\ matritsaga o‘tadi:

1.4.3. n noma’lumli т ta chiziqli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

4 2 o N

c ~ c ,  =
a 2> « 2 2  * »  a m 0

a m2 * mn

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o'zgartinnaydi, ya’ni 
r(C') = r(C\) bo‘ladi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat 
bo‘Igani uchun r(C,) = r(A). Bundan r(A) = r(C) kelib chiqadi.

Yetarliligi. r(A)  = r(C) = r  bo‘lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini 
ko‘rsatamiz. A matritsaning noldan farqli r -tartibli minorini sistema 
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini almashtirish orqali chap 
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor С matritsa uchun ham 
minor bo‘ladi. Shu sababli noma’lumlaming biror qiymatiari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga qolgan к -tenglamani ham 
qanoatlantiradi, bu yerda k > r .  U holda (4.1) sistemada oxirgi
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m - r  ta tenglamani tashlab yuborish va uni

(4.11)

<ял х, + ar2x2 +... + anxn = br

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hoi bo‘lishi mumkin: 
r = n yoki r< n  ( r> n  boimaydi, chunki A matritsa jami n ta ustunga 
ega).

r = n boiganda (4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari 
soniga teng boiadi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng 
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega boiadi. 
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq 
sistema bo‘lishi kelib chiqadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko‘rinishdayozish mumkin:

avxx +апхг +... + alnx„ =b2- а 1г̂ х гЯ- . . . - a lnxn, 

a ,x, +a ,x, + . . . + Я  x =b —a ^x  - . . . - a  x .r  1 1 r2  2 rr r  r /7+1 r+i m ,i

Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga 
teng emas. U holda xr+],xr̂ ,...,x ti noma’lumlarga biror qiymatlar berib,
(4.12) sistemaning x.,x2,...,xr yechimini topsa bo‘ladi.

xrt. ,x^7,.. .,xn noma’iumlarga istalgan qiymatlar berish mumkin. Shu 
sababli (4.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi va bu 
sistemaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va aniqmas sistema 
boiadi. Teorema to iiq  isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasinmg rangi 

noma’lumlar soniga teng boisa, sistema yagona yechimga ega boiadi.
2-natija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi 

nomaiumlar sonidan kichik boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega 
boiadi.

(4.1) sistema birgalikda boiishining zarur va yetarli shartiga va bu 
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n noma ’lumli m ta chiziqli 
tenglamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi.
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Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning kengaytirilgan matritsasi 
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar almashtirishlar yordamida 
pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa -  bu 
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:
-  agar г(А)фг{С) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘lmaydi;
-  agar r(A) = r(C) = n , ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari 

soniga teng boisa , sistema birgalikda va aniq bo‘ladi;
-  agar r(A) = r(C) < n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari 

sonidan kichik bo‘lsa, sistema birgalikda va aniqmas bobladi.
Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumlari soni taqqoslanadi.
Bunda:

-  agar r(A) = r(C) = n boisa, ya’ni sistema bazis 
minorining tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, n 
no’malumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

-  agar r(A) = r(C) = r< n  bo‘lsa, sistemada ( n - r )  ta erkin 
noma’lumlar hosil qilinadi. Bunda xl,x1,...,xr -  bazis (asosiy) 
noma’lumlar, xr+1,xr+2,...,xn-  erkin noma’lumlar boiadi.

Erkin noma’lumlami sistema tenglamalarining o‘ng tomoniga 
o‘tkazamiz:

a,,xl +aux2 + ...+ a,rxr =ft, — alr+,xr+. -  ,..-a lvxn, 
a2, xi +a21x1+...+ a2xn =b. -  alnlxr̂  a2xr, 3

arlx, + arlx2 + ...+ arrxr -  br -  a„tix.+, - ... -  amxr 
yoki matritsa ko‘rinishida



(4.14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va lining yechimi 
yuqorida qaralgan usullardan istalgan biri bilan topiladi.

Erkin yechimlar хг4Л =  c„ x,+2 = c2,...,.v =c„_r qiymatlar qabul qilsin.
U holda (4.14) sistema

AXr = B0 + сД  +... + e,. Д .. (4.15)

ko‘rmishni oladi va х,,хг,...,хг bazis noma’lumlar c}, e2,...,c-„, qiymatlar 
orqali ma’lum ko‘rinishda ifodalanadi:

x, = х,(с„са,...,с _ ) , i = 1,2,...,r.

Bir jinsli bo‘lmagan AX = B sistemaning yechimini

Г х,(с„с2,.. .,с ,„ )л

xr(cx,c2,...,cn_r)

с.
(4.16)

ustun matritsa ko‘rinishda yozish mumkin.
Erkin noma’lumlar istalgan son qiymatini qabul qilishi mumkin. 

Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi,
(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniqlaydi. 

Bundan o‘zgarmaslaming tayin qiymatlariga sistemaning 
xususiy yechimlari mos keladi.

f. x, + 2x2 -  4x, = 0,
5-misol. J 5x, + 3x2 -  7x, = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va

I -  4 x 2 +  6 x , =  - 1

yeching.

Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida 
elementar almashtirishlar bajaramiz:

2 - 4
\

0 2 - 4
\

0
3 - 7 8 r2 ->  r2 + (-5)r, ~ 0 - 7 13 8

4 6 -1 r, r3 + (-5)r, 0
V

- 1 4 26 - 1
У

1

c  = ! 5 . . . . .
5 -  4 6 | — 1 r, —>r,+ (~5)r, 0 - 1 4  26 - 1  r, - »  r, +  ( -2 )r2
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/ \
1 2 - 4 0

0 1 -j 13 8

0  0 0 -17
V

r(A) = 2 * 3  = r(C). Demak, sistema birgalikda emas. 

6-misol. •
x, -  4x2 + 2x3 = -1,

2x, -  3x2 -  x- -  5x4 = -7, tenglamalar sistemasini tekshiring
3x, -  7x, + x, -  5хл = - 8

va yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida 

elementar almashtirishlar bajaramiz:
/

1 -4 2  0
Л

- 1

С = 2 -3 -1 -5 -7 r2 ->r2 + (-2 )r,
3

V.
-7 1 -5 - 8

У
r3 ->• r3 + (-З)л;

/
1 - 4 2 0

\
- 1

(
1 - 4 2 0 - I

0 5 - 5 - 5 - 5 ~ 0 5 - 5 - 5 - 5

0 5
V

- 5 - 5 - 5
У

r3 ->/-3 + ( - l ) r 2 0
V

0 0 0 0
У

r, —> r' : 5-

/ \ / \
1 - 4 2 0 - 1 c2 ^ с  2 +  4c, 1 0 0 0 0 <?3 —̂  +  с ,
0 1 - 1 - 1 - 1 c3 ->  c 3 +  (-2)6-, ~ 0 1 - 1 - 1 - 1 +  c.
0

V
0 0 0 0

У
c5 —> c5 +  c, 0

4
0 0 0 0

У
—> c 5 + C.,

/
1 0 0 0 0>

0 l 0 0 0

0
V

0 0 0 0
У

Yuqorida keltirilgan с*->с, + Ас* belgilash i -ustun bu ustunga A 
songa ko'paytiriigan л -ustunni qo‘shish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.

r(A) = 2 = 2 = r(C) < 4. Demak, sistema birgalikda va aniqmas. 
Yechish. x, va x, noma’lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:

fl 2 ĵ U  
\5 3 j 'U

' '- Л  ( 2 Л
к -Ъ

A 0  4 

V-5y
x..

5 + 2x, + 4x4 '
f ~ 5]

' I ' ' f 4l
x2 - 1  + x3 + x4 - 1 1 1

r= — + ci + c2
X, c, 0 1 0

4 ^2 J v ° y lOy

jc, = c, va xt = c2 deb berilgan sistemaning umumiy yechimini 
topamiz:

X  =

buyerda c,, c2 -  ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n ta noma’lumli va n ta chiziqli tenglamadan iborat (4.6) xosmas 
chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan boisin.

Xosmas chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini 
qaraymiz.

Matritsalar usuli

Bu usul (4.6) sistemaning ushbu
A X  = B (4.17)

matritsa ko‘rinishini yechishga asoslanadi.
A  matritsa xosmas bo‘lgani uchun A~: mavjud bo‘ladi.
(4.17) tenglikning har ikkala qismini chapdan A~1 gako‘paytiramiz:

Bundan
A-'AX = A~’B, IX -  A 'B.

X  =  A~ (4.18)

kelib chiqadi.
(4.18) tenglamaga chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar 

usuli bilan yechish formulasi deyiladi.

x, -  x, + x} = 5,
7-misol. \ 2 x, +x2+ x, = 6, tenglamalar sistemasini matritsalar 

[ x, + x2 + 2x3 = 4 

usuli bilan yeching.



Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

det A =
1 - 1  1

2  1 1 

1 1 2

= 2-1 + 2 - l + 4 - l  = 5*0.

Demak, sistema -  xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toidiruvchilarmi aniqlaymiz:

A,=

4 = -

A,=

Uhoida

1 1 

1 2
= 1,

2  1 

1 2
= -3, 2  1 

1 1
= 1,

- 1  1 1 1 1 1 - 1
= 3, A.,, = = 1, Л, = -

1 2 22
1 2 13 j 1 1

- 1  1 1 1 1 -1
1 1

= -2, A i = ~ 2 1
= 1, An =

2 1

= —7.

= 3.

A'1 =-
'  1 3 -  2 ' 
-3  1 1 

1 - 2  3 ,

Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:

i ' 1 3 - 2 " f 5 ' л ' 5 + 18-8 ' " is '1 f  3)
X = A~'B=- -3  1 1 6

1 -15 + 6  + 4 1 - 5 _ - 1
5 5 51 - 2  3 A 5-12 + 12, , 5 J , l )

Demak, x,=3, x2= -l, x, = l.

Determinantlar usuli yoki Kramer formulalari

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar 
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo‘lsa, u holda sistema 
yagona yechimga ega boiadi va bu yechim quyidagi formulalar bilan 
topiladi:

D. D. Dx



bu yerda Dl,D 1, . . . ,D n determinantlar D = detA  determinantdan mos 
noma’lum oldidagi koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orqali 
hosil qilinadi.

Isboti. (4,6) sistemaning matritsa ko‘rinishidagi yechimini, 
ya’ni (4.18) formulani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

\K j

' jO | 4
x. _  1 4

~  D

J * ) A .

yoki

Bundan

kelib chiqadi.

'  A A  + Ar b2 + ... +  Д ,А
D

^ 1 2 ^ !  ^ " - ^ 2 2 ^ 2 ... + An2b2
— D

АЛ + AA + ..,+AJb"
1 D

Avp̂  + А~ЛЬ1 -f-... + AtAbn
D

АКЬ1 + Al^Z + + Д,2 и̂
D

n A. b, + A, b +...+ A b n
X  =  ------- Ы - Л --------------2L_-

Ikkinchidan, Anb, + A2)b2 +... + Anlbn ifoda

D, =

bx al2 ... au
b, ... a.

К a„i -  a~
determinantning 1- ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasiga, ya’ni D, ga 
teng.

Demak,
_ A

D
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(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

=•A
D

Dx„
D

Axi~ ~ ^  (*’ = !>«) formulalarga Kramerformulalari deyiladi.

8-misol.
2xl + 3x> + 2x3 = 9,
x, + 2хг -  Зх3 = 14, tenglamalar sistemasini Kramer

3x, + 4x, + x, = 16

formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D., г = 1,2,3 determinantlami hisoblaymiz:

2 3 2 9 3 2
D = 1 2 -3 = -6^0, A = 14 2 -3

3 4 1 16 4 1

2 9 2 2 3 9

A = 1 14 -3 = -18; A = 1 2 14
3 16 1 3 4 16

= - 12;

= 1 2 .

Kramer formulalari bilan topamiz:

AD  -12x. = —- = ----- = 2,
D - 6

= _ 1 8 =3 = A. = i l .
D - 6  ' Xl D - 6

Shunday qilib, и noma’lumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar 
sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki 
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan 
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi

Ozod had lari nolga teng bo‘lgan ushbu

an jcs + a l2.r2 + ...-таыхп =0, 

av,x\ + a22xi + -  + a2,xn----0,

a . x ,+ a ,x ,+ . . .  + a x  = 0ml i m2 2 nm n

(4.20)

sistemaga bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari 
teng bo‘ladi. Shu sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga 
teng boigan (trivial) x, = хг = ...,= xr. = 0  yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi qanday shartlar bajarilganida 
nolga teng boimagan yechimga ega boiadi? Bu savolga quyidagi 
teoremalar javob beradi.

3-teorema. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng boimagan 
yechimga ega boiishi uchun sistema matrisasining rangi sistema 
tenglamalari sonidan kichik boiishi, ya’ni r<n boiishi zarur vayetarli.

Isboti. Zarurligi. Maiumki, r < n . r = n boisin  deymiz. U holda 
Kramer fortnulasidagi В фО va barcha Д = 0  boiadi. Shu sababli 
tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega boiadi:

x =Pl = o D = o, d * 0 .
' D

Demak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari 
yo‘q. Agar ular bor boisa, u holda r < n boiadi.

Yetaliligi. r<n  boisin. U holda birgalikda boigan bir jinsli sistema 
aniqmas boiadi. Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi, 
bunda ulardan ay rim lari nolga teng bo‘lmaydi.

4-teorema. n norna’lumli n ta chiziqli bir jinsli tenglamalar 
sistemasi nolga teng boimagan yechimga ega boiishi uchun sistema 
matrisasining determinanti nolga teng boiishi, ya’ni dsiA = 0  boiishi 
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar det.4ф0  ( yoki r - n )  boisa, sistema yagona 
trival yechimga ega boiadi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan 
yechimga ega boisa, sistemaning determinanti det A = 0  boiadi.

Yetaliligi. Agar det,4 = 0  boisa, r< n boiadi. U holda 3-teoremaga 
ko‘ra, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi, bunda ulardan 
ayrimlari nolga teng boimaydi.

5-teorema. Agar X t va X. ustun matritsalar (4.20) sistemaning 
yechimlari boisa, u holda bu yechimlaming chiziqli kombinatsiyasi

c ,X  + c ,X 2

ham (4.20) sistemaning yechimi boiadi, bu yerda c,,c2 -  istalgan haqiqiy 
sonlar.

Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra,

AX,= 0 va AX,=0.
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U holda istalgan cx va сг sonlari uchun

с,ЛХ, = 0  dan Aic.X,) = 0 , 

сгАХг = 0 dan A(c2X 2) = Q 

bo‘ladi. Bu tengliklami qo‘shamiz:

A(ciX 1) + A(c2X 2) = Q

yoki
A(c,Xt + c2 X . ) - 0.

Demak, X, va X2 yechimlaming clX 1 + сгХ 2 chiziqli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi bo'ladi. Bunda X, va X 2 yechimlar 
fundamental sistema tashkil qiladi deyiladi.

-  x, + x, — x3 = 0,
9-misol. 3x -  x, -  x, = 0 , bir jinsli tenglamalar sistemasini

2xl + x2 -  2 x, = 0
yeching.

Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:

det/4 =

- 1  1 - 1  

3 -1  -1  
2 1 - 2

= - 2 - 2 - 3 - 2 - l  + 6 = - 3 * 0 .

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x, = x2 = x3 = 0

10-misol.
x, -  x2 -  x3 + x4 = 0,

2x, -  2 x 2 +  x,+ xt = 0 , bir jinsli tenglamalar sistemasini 
5x, -  5x, -  2x, + 4x. = 0

yeching.

Yechish. Sistema matritsasini pog‘onasimon ko‘rinishga 
keltiramiz:

Г, -*■ Г + (-1 )r2

f l -1 -1  n '1 - i - i  Г

A = 2 - 2 1 1 \гг -*гг +(-2)rt ~ 0 0 3 -1

$ - 5 - 2  4jr3 —>r3 + (—5)r, 0V 0 3 - I
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f l - i - 1  0 C1 C2+ c, ' l 0 0

/—
 

о

~ 0 0 3 -1 c, -> c, + C, 0 0 3 - 1 C 2 c4 ~
0V. 0 0 °, C4 -»■ + ( l)Cj 0 0 0J ->c2

"l 0 0
°1

' l 0 0 0s '1 0 0 0^
0 -1 3 0 0 -1 0 0 0 1 0 0

О О 0 o! съ -»c , + 3c2 0 0 0 0 0 0

r(A) = 2, n =4, r <n.

Demak, sistema nolga teng boimagan yechimga ega. Bunda 
yeehimlardan ikkitasi bazis o ‘zgaruvcliila.r, qolgan ikkita yechim erkin 
o‘zgaruvchilar boiadi.

x, =c,, x3=c2 deymiz va

| x , - Cl-C2+X4= 0,
{ 3c, -  x4 = 0

sistemaga ega boiamiz.
Bu sistema x, = 3c2, x, =c, ~2сг yechimga ega.
Beriigan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

X=\

c, - 2 c 2 
c,

<?2

3c,

Bu yechimni xususiy yechimlaming chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishiga 
keltiramiz:

X-.

N 2c,' Г -2 4

0 i 0
+ = c, + c2

1c2 0

J . 3c2 J

o
' V 3 ,

Bunda X, =!;
1 0

U ;

(-2Л  
0 

j

V 3 J

xususiy yechimlar yechimlaming

fundamental sistemasini tashkil qiladi.
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1.4.6. Chiziqli tenglam alar sistemasini 
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik 
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qo‘Haniladi. 
Hozirgi vaqtda matematik paketlaraing turli variantlari yaratilgan: 
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chiziqli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni 
Maple matematik paketida yechishni qisqa bayon qilamiz. Batafsil 
bayon maxsus kursiarda beriladi.

Ax = b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan 
yechilishi mumkin.

I-usul: solve buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqli tenglamalar 
sistema yechiladi.

2 x + 6 y + 5 z =  0,
II-misol. \ 2 x  + 5y + 6 z  = -4, tenglamalar sistemasini yeching.

5x + l y  + 8z  = —7

Yechish.
> eq:={2*x + 6*v + 5*z = 0 ,2*x + S*y + 6*z =-4, 5*x + 7*y +8*z =-7}:

> solve {eq, {x,y,z}};
{x=-l,y=2,z=-2}

x  — 7 у  +  9z = —6,

12-misol. \ 2 x ~ 3 y  + 5z = -3 ,  tenglamalar sistemasining umumiy va 
3 x +  y +  z =  0

bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.

> eq:={x -7*y + 9*z =^6,2*x -3*y + 5*z =-3, 3*x +y+z =0}:

> s:=solve {eq, {x,y,z}};

_  Г 3 8 9 13 1
SI— ̂  JC = ------------Z, y  = -----1-----z ,z  = z>.

[ 11 И 11 и J

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z  o‘zgaruvchiga subs 
buyrug‘i bilan tayin qiymat berish kerak:

> subs {z=l,s}
{x=-l,y=2,z=l}
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2-usul: linsolve(A,b) buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan linaig paketidan Ax = b tenglamaning yechimi 
topiladi. Bunda buyruqning argumenti: A -matritsa; b - vektor.

13-misol.
2x + 7 у + 13 z = 0,
3x + 14y + 12z = 18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
5x + 25 у  + \ 6z =39

bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching. 

Yechish.
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> with(Linea rAlgebra):

A := <<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16 » ;
7

> b := <0,18,39>;

> GaussianElimination(A);

3 14 12 
5 25 16

2 7 
7
3

0 0

0

13
15_

" 3 
3

> GaussianElimination(A,'method'='FractionFree');

2 7 13 
0 7 -15 

|_0 0 -3

>ReducedRowEcheIonF orm(<A|b>);
1 0  0 - 4 '
0 1 0  3
0 0 1 - 1

Demak,
-4 y:— 3 z :~ — ]
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:

> with(Student(Linear Algebra I):

> d := «2,3,5>[<7,14,25>|<13,12,16 » ;

d =
2 7 13
3 14 12 
5 25 16

> d:=Determinant(d);
d : = -  3

> dxl:=«0,18,39> |<7,14,25> |<13,12,16»;

dx  1 =
0 7 13 

18 14 12 

39 25 16

> dl :=Determmant(dxl);
dl  := 12

> dx2 := <<2,3,S>j<0,18^9>j<13,12,16»;

2 0 13 | 

dx  2 =  3 18 12 | 

5 39 16 j
> d2:=Determinant(dx2);

d2:=  - 9

> dx3 := «2,3,5>j<7,14,2S>|<0,l8,39>>;

2 7 0  j 

* 3 =  3 14 18 iI
5 25 39 !

> d3:=Determmant(dx3);
d3 :=3

> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;
jt := — 4 у  := 3 z 

3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:

> with(Student[LinearAIgebraj):

> A := «2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16»;

{2  1 18 

Л = '|3  14 12 

[5  25 16
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а л(-1 );
76 213 98

3 " з 3
12 33 15

3 3 Я
5 15 7

3 3 з

> В := « 0 ,1 8 ,3 9 » ;

■ Х:=АЛ(-1).В;

°'| 
18 | 

39J

-4'
3

- 1

linsolve(A,b) buyrngimng argumenti sifatida mos ravisbda A va 
В matritsalar olinsa, bu buyraq bilan AX = В matritsaviy 
tenglama yechimini ham topish mumkin.

'l 3 - Г "13 - 4 6)
14-misol. 0  1 - 2. Х  = 2 4 2 | matritsaviy tenglamani

, 1  1 0 , - 2  5 sj
yeching.
Yechish.

> with(Stiident|L inear Algebra]):

> A :=«1,0,1>|<3,1,-1>|<-1,-2,0>>;

> A‘, :=AA(-1);

3 -1 >

A  := 0 1 ~ 2

. 1 1

' 2 1 5 '

7 7 7
-] n 1 2

7 ”_7 7
1 4 1

J 7 7,

> В •= «13,2,-2> |<-4,-4,5> |<6,2,5»;

В  :=

13 - 4  6 '  

2 4 2 

- 2  5 57
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> Х:=АЛ(-1).В;

Х:=
(г

4

1

5)
О

-1

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to'plami x ga aytiladiki, 
A matritsaning bu vektorlar to ‘plamiga ko‘paytmasi nolga teng, ya’ni Ax = 0 
bo‘iadi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi 
yechimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

4̂ matritsaning yadrosini kernel (A) buyrug‘i bilan topish mumkin.

x+ у  =0,
4.15-misol. 2 y - z  = 0, tenglamalar sistemasini yeching. 

jx + 3y — z = 0
Yechish.
> with(linalg):

> A :=array ( | | 1 j , | l , 3 , - l | ] >

’1 1 o'\
A

> kerne l (A)

0 2 - 1
1 3 - 1

1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

f X; -  х г +  X, =  2, f x, -  x 2 -  X, =  -1 ,

4.1. ■I x t + x 2 - x ,  =1, 4.2 < 5x, — x 2 + 2jc, = 3,

[5x, - x2 + x3 = 7 . [4x, + 3x, = 4.

f X, + x 2 + 5дс3 + 2x4 = 1, Xy + x 2 -  x-. + 2x4 = 3,

4.3. j 2x, + x 2 + 3x, + 2 x t = -3 ,
4.3. 2x, - x 2 +  x 3 -  x t = i,

j 2x, + 3x2 + 1  lx , +  5х4 = 2, 3 x, + x 2 + 2 x 4 -  x 4 = 5,

(_ x, +  x 2 + 3x3 + 4x„ = -3 . x, -  x 2 + 4x,  -  5x4 = 2

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

(2x, + x 2 + 3 x 3 =-13, h x ,  +-2.гг -3 х , = —1,
4.5. j  jcj + 2x2 -  x, -  -2, 4.6. J  2xx + x2 + 2 x ,  = 4,

 ̂ 3xj + x 2 - 4 x 3 = 7. j x t - 3 x 2 + x ,  = 9.
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4.7.

х, + 2 х г + х3 -  2х„ = -4, 
х 2 4  х, 4  Зх4 =  1,

S 2x, +  x,  -  x ,  = 0 ,
4.8.

^3x, 4  x2+ 4 x3 = - 2 .

2л, 4  x 2 + x 4 = 4, 

x, - x 2 + 2 х г 4 2x4 = i, 

x 2 43x 3 + 2 x 4 = -5 , 

3 x , - x ,  4  2x, = 3.l

4.9.

2x, 4  3x2 -  x3 -  x4 =  8, 

3x, +  x2 -  x3 4x„  = 8, 

x, — x ,  + x,  —x ,  — 0,
4.10.

x , - 2 x 2 - 3 x 3 4 5x4 = - 1 ,  

2x, — 3x2 + 2x, 5x4 ~ —3,

3x, + 7 x 2 -3 x , , - x t = 16. x. -  x2 45x,

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeebing:

\ X, 4 6x2 4 3x:) = 21, 

4.11. ■;4x, 4 8 x , 4  x .  =18,

X, +  3x2 4  X, -

4 .1 2 . •jSx, - 2 x2 + 3 x3 ■ 

3 x ,+ 5 x 2 4  4x, = 33 . j 4x, 4  3x2 4  5x, ■

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

-2,
5,
1.

j 3x, - 7 x 2 — 2x , = -7 ,

4.13. \ -  3x, 4 5x 2 4 x 3 = 5, 
6x, -  4x 2 = 2. 

x. -  x2 4  2x3 = 0,

4.15. -j x, — 3x2 4 x.( =-5,

[ x, -  2 x 2 4  x 3 =

4.14. -j-4x, + 5 x2 4  2x3 =
I 6x, - 9 x ,  4  x3 = 

x, -  3x, 4  2x3 =

4.16. ■; X| — 2x, =

3x, 4  7x2 4  5x3 = 7. I 2x2 -  3x3 =

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

j X, 4  2 x2 — x3 = 3,

4.17. |  2x, -  x 2 4  2x3 = - t ,

[ x, + 3 x 2 —x 3 = 6. 

f X, 4  2x2 4  X j =  8,

4.19. J x, + 2 x 2 4 3 x , = 10,

1r 2x. + x2 — x, 

2x, 4  2x2 - 3 x 3 

x, 4  2 x 2 -■ 2.x, 

f2x, 4  7x2 -  x3 

1.4.20. |  X ,4  2x , 4  X,

[2x, -  3x2 -  4x3 =  -4 . [3.x, -  5x2 4  3x3

Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

= 2 ,

= -5 . 

= 10, 
= 2, 
= -5 .

4.21.

4.23.

4.25.

[3x, - 4 x 2 =17,

[5x, 4  2x2 =11.

Ix, 4 2x2 4 3x3 = 5, 

3x, - 2 x 2 + 3 x , = — 1, 

2x, 4  3x2 -  2.x, = 8.

f x, 4 2x 2 4 3x3 = 6, 
< 4x, 45x2 46x3 =  9, 

7 x ,4 8 x ,  = —6.

1.4.22.
5x , + 7 x2 = 1,

I6x, 4 4x , =  !0. 

f 2 x , - 2 x 2 4  x, = 

1.4.24. 1 x, j-3 x 2 4 x3 = 

[ 3x, 4 2 x 2 -  2x,

ax t 4  a x 2 4  x. 

1.4.26. } x i 4  a‘x2 4  X,

x, 4  ax , 4  ax

= -3 , 

= -5 .

= 1, 

= a,
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Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:
j 2x > 3x, + 2x, — 0, f.lx. — x, ; 4x; - 0,

1.4.28. 14.27. '
p x ,  -  x 2 + 3 x 3 =  0 .

( 3 x ,  +  x 2 +  2 x ,  =  0 ,

4.29. |  x , + 2 x 2 — 3 x ,  = 0 ,  

[ 5 x ,  + 5 x 2 - 4 x ,  = 0 .

4.31.

x, +  3x2 -  6x3 +  2x4 = 0, 
2xj -  x2 + 2x3 = 0, 

j 3x, -  2x 2 + 2x3 -  2x4 =0, 
12x, x ,  +  4 x ,  + 8x< = 0.

{sx, + 3x2 + 3x, = 0. 

{ 2x, + 3x2 + x. = 0, 
1.4.30. |з х ,  - 2 x 2 + 3x, = 0, 

|4x, + 3x, +5x, = 0.

1.4.32.

x, -  x2 -  2x3 + 3x4 = 0, 
x, + 2x2 -  4x„ = G, 

xv -  4x2 + x, + 10x4 = 0, 

2x, + x2- 2 x 3~ x, =0.

toping:

i
x , - x 2 +  x 3 - x t = 0 ,  

2x, + x 2 +  x 3 +  x4 =  0, 

4 x ( -  x 2 + 3x, -  x 4 =  0.

x, + 3 x 2 -  x, -  x t = 0, 

1.4.34. 12x ,-x2 + x, = 0, 
X, 10x2 -  4 x 3 — 3x4 = G.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan 
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

4.35.
5x, + 8x2 — jc, = -2 , 

x, + 2x2 + 3x3 = -A,  

2x, — 3x, + 2 x , = 3.
1.4.36.

x, + 2 x 2 + x- =  0, 

3x, -  5x2 + 3x3 =11, 

2 x ,+ 7 x ,  — x , = —3.
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VEKTORLI ALGEBRA 
ELEMENTLAM
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qttinmi.

Vektor nisbatan yangi matematik 
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining 
o‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton 
tomonidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qiymati va 
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar 
bilan ish ko'rilganida duch kelinadi. Bunday 
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik 
kattaliklar misol boiadi.

Vektor matematikaning turli bo‘limlarida, 
masalan, elementar, analitik va differensial 
geometriya bo‘limlarida qo‘llaniladi. Vektorli 
algebra fizika va mexanikaning turli 
boiimlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga 
tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafaqat klassik 
matematikani, balki boshqa ko‘plab fanlami 
tasavvur qilib bo‘lmaydi.

2.1.1. Asosiy tushunchalar

egaTayin uzunlikka va yo‘nalishga 
bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.

Vektor A В yoki a bilan belgilanadi. 
Bunda A nuqtaga vektoming boshi deyilsa, 
В nuqtaga uning oxiri deyiladi.
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzunligi yoki moduli 
deyiladi. Vektoming moduli | 1 yoki | a | ko‘rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi 
va 6  bilan belgilanadi. Bunda 16 1=0 boiadi. Nol vektor yo‘nalishga ega 
bo'lrnaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p 
hollarda ё orqali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga a vektoming orti 
deyiladi va a° bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to'g 'ri chiziqlarda 
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

a va b vektorlaming kollinearligi a\p deb yoziladi. Kollinear 
vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular a t t f t  kabi 
belgilanadi)yoki qarama-qarshi tomonlargayo‘nalgan ( ular a 'l lb  kabi 
belgilanadi) boiishi mumkin. Hoi vektor har qanday vektorga kollinear 
hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar 
komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. a va b vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklari 
teng boisa, ularga teng vektorlar deyiladi va a = b kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi 
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning 
ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko‘chirish mumkin boiadi.

Erkli vektorlar tushunchasidan foydalanib, vektorlarning 
kollinearligi va kompianarligi uchun boshqa ekvivalent ta’riflami berish 
mumkin: agar ikkita nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida 
bir to‘g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi; 
agar uchta nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida bir 
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektoming erkli ko‘chirilishi chegaralanishi 
mumkin. Agar vektoming qo‘yilish nuqtasi qat’iy fiksirlangan boisa, bu 
vektorga bog ‘langan vektor deyiladi. Agar vektoming boshi joylashishi 
mumkin boigan chiziq berilgan boisa, bu vektorga sirpanmchi vektor 
deyiladi. Bogiangan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng 
qoilaniladi. Masalan, M nuqtaning radius vektori bogiangan vektor 
boiadi; aylanma harakatda aylanish o‘qida joylashgan burchak tezlik 
vektori sirpanuvchi vektor boiadi.
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2.1.2. Vektorlar ustida chiziqli amallar

Vektorlami qo‘shish, ayirish va vektomi songa ko‘paytirish amallari 
vektorlar ustida chiziqli amallar hisoblanadi.

Ikkita a va b vektor berilgan boisin. Istalgan О nuqta olib, bu 
nuqtaga OA = a vektomi parallel ko‘chiramiz. A nuqtaga AB = b 
vektomi qo‘yamiz. Bunda birinchi vektoming boshini ikkinchi 
vektoming oxiri bilan tutashtiruvehi OB vektorga a va b vektorlarning 
yig'indisi deyiladi. ya’ni OB- а  + Ъ (1-shakl). Vektorlami qo‘shishning 
bu usuli uchburchak qoidasi deb ataladi.

ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham qo'shish 
mumkin, Buning uchun О nuqtaga OA~a va OC=b vektorlami 
qo‘yamiz va ulardan parallelogramm yasaymiz. Bunda 
parallelogrammning О uchidan o‘tkazilgan OB diagonal a + b 
vektomi beradi ( 1-shakl).

Bir nechta vektomining yigindisini topish uchun bu vektorlarga 
teng vektorlardan ko‘pburchak (siniq chiziq) hosil qilinadi. Bunda 
boshi birinchi
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida boigan vektor 
ko‘pburchak barcha vektorlarining yigindisiga teng boiadi. Bir necha 
vektomi bunday qo‘shish usuliga ко ‘pburchak qoidasi deyiladi. 2 - 
shaklda to‘rtta a,b,c,d  vektorlarning yigindisi J vektor tasvirlangan.

a va b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga 
qarama-qarshi boigan (-b) vektor yigindisiga aytiladi, ya’ni 
a -b  = a +■ (-b).

a - b  ayirmani topish uchun a va b vektomi umumiy О nuqtaga 
qo‘yamiz. Bunda b vektor oxiridan a vektor oxiriga yo‘nalgan vektor 
a - b  vektomi beradi (3-shakl).

•в

1-shakl. С
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0.4 = a va OB = b vektorlarga qurilgan OACB parallelagrammning 
diagonal vektorlari bu vektorlarning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat. 
bo‘ladi (4-shakl).

A

a vektoming A * 0  songa ко paytmasi deb, a vektorga kollinear, 
uzunligi | A j • | a | ga teng va yo‘nalishi A>0 bo‘lganda a vektor 
yo‘nalishi bilan bir xil, A< 0  bo‘lganda a vektor yo‘nalishiga qarama- 
qarshi boigan ла vektorga aytiladi.

Vektomi songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalar 
kelib chiqadi:

1-xossa. а (а ф 0 ) va b vektorlar kollinear bo‘lishi uchun b = Aa 
bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. a=\a\- a° (аФ0 ), ya’ni har bir nol boimagan vektor 
uzunligi bilan ortining ko'paytmasiga teng boiadi.

Vektorlar ustida chiziqli amallar ushbu xossalarga ega.

1". a + b =b +a\ 2 \  (a + b) + c =a + (b+c);

3" a  + 6 = a; 4°. й + (-5 )  = б;

5". A(jtш) = (A ■ ju)a; 6°. (A + ц)а  = Aa + /лЗ;

T A (a + b) = Aa + A6; 8°. 1 • a = a.

Xossalaming isboti vektorlami qo‘shish va ayirish qoidalari hamda 
vektoming songa ko‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.
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Misol tariqasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz, AB vektor 
dan va BC vektor b dan iborat 
boisin  (5-shakl). U holda vektorlami 
qo‘shishning uchburchak xossasiga 
ko‘ra ABC uchburchakda

AC= a+b

boiadi.
Parallelogrammning xossasiga 

ko‘ra: 5-shakl.
AD = BC,, DC,=AB .

Vektorlami qo'shishning uchburchak xossasiga ko‘ra, AD 
uchburchakda

AC = ~AD + DC = b + a

boiadi.
Bundan, a + b = b + a kelib chiqadi.
1-misol. ABCD to‘g‘ri

to‘rtburchakning tomonlari
AB = 3, AD =4. M -  DC tomonning 
o‘rtasi, N - C B  tomonning o‘rtasi (6 - 
shakl). AM,.4N,MN vektorlami mos 
ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab 
yo‘nalgan /  va j  birlik vektorlar orqali 
ifodalang.

Yechish. a =\a \-a" boiishini hisobga 
olib, topamiz:

Z s= |Z b |-7  = 37, a d  = j AD | • 7 = 4 J.

6 -shaklga ko‘ra,

DM = Ж7 = —DC = —~AB = —/ , m  = №  = -B C  = -A D  = 2j .
2 2 2 2 2

Vektorlami qo‘shish qoidasi bilan topamiz:



2.1.3. Vektoming o‘qdagi proeksiyasi

7-shakl.

Sanoq boshini aniqlovchi nuqtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri 
chiziqqa o ‘q deyiladi.

e birlik vektor va О nuqta / o‘qni bir qiymatli aniqlaydi.
M  nuqtadan / o‘qqa tushirilgan AAt perpendikulyaming A, 

asosiga A nuqtctning I о ‘qdagiproeksiyasi deyiladi (7-shakl).
AB (AB Ф 0) ixtiyoriy vektor 

boisin. At va B, bilan raos ravishda
AB vektor boshi va oxirining / о ‘qdagi 
proeksiyalarini belgilaymiz.

ЛД vektorga AB vektoming I
о ‘qdagi tashkil etuvchisi deyiladi.

4-ta’rif. AB vektoming I о ‘qdagi 
proeksiyasi deb ±j АД  | songa aytiladi 
va PrtAB bilan belgilanadi. Bu son 
AIB, tashkil etuvchi va I o‘q bir tomonga yo‘nalgan bo isa  musbat 
ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).

Demak,

Pr; AB = ± | AJIL | .

5-ta’rif. a vektor bilan uning /o ‘qdagi tashkil etuvchisi 5, vektor 
orasidagi q> burchakka a vektor bilan l o ‘q orasidagi burchak (ikki a va 
5, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0  < <p < я (8 -shakl).

Vektoming o‘qdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan 
tanishamiz.

1-xossa. a vektoming / o‘qdagi 
proeksiyasi a vektor modulining bu 
vektor bilan o‘q orasidagi <p burchak 
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni 

Pr;a=ja|cos9» .

Isboti. Agar a vektor bilan /o 'q

orasidagi burchak o‘tkir ĵ O <(p<n̂

boisa, 5, tashkil etuvchi va / o ‘q bir 
tomonga yo‘nalgan boiadi.

8-shakl.
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U holda

Pr( a -  + 1 at !=j a | cos <p.

Agar a vektor bilan / o ‘q orasidagi burchak o‘tmas <лр<п

bo4sa, a. tashkil etuvchi va / o‘q qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan 
bo'ladi.

U holda

Pr, a = - | ai |= - |  a | cos{n -  q>) =| a | cos (p.

Agar 9’ = “  bo‘lsa, u holda

71
Pr; a = 0 =| a | cos —- =j a \ cosip .

Bu xossadan quyidagi natijalar 
kelib chiqadi.

1-natija. Vektoming o‘qdagi 
proeksiyasi:

1) vektor o‘q bilan o ‘tkir 
burchak tashkil qilsa, musbat 
bo‘ladi;

2 ) vektor o‘q bilan o‘tmas 
burchak tashkil qilsa, manfiy bo‘ladi;

3) vektor o‘q bilan to‘g‘ri burchak tashkil qilsa, nolga teng boiadi.
2-natija. Teng vektorlarning bitta o‘qdagi proeksiyalari teng 

bo‘ladi.
2-xossa. Bir nechta vektor yig‘indisining berilgan o‘qdagi 

proeksiyasi vektorlarning shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng, 
masalan,

Pr, (a + b + c) = Pr, a + Pr. b +Pr( с .

Isboti. d = a + b + c boMsin.

U holda (9-shakl)

ya ni

Pr(rf = + |rf1|= + |5,|+|fe1| - | ? 1|,

Pr;(a + b + c) = Pr, a + Pr, b +Pr, с . 
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o ‘qdagi 
proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi. ya’ni

Pr (АЗ) = A ■ Pr( a .

Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasiga ko‘ra,

Л > 0 da Pr, (Aa) =| Aa j cosp = A | a \ cos(p = A ■ Pr, a.

A < Oda Pr, (Aa) =| Aa | cos(;r -  ф) = -A | a | (-c o s^ )  = A j a [ coscp = A ■ Pr, a.

A = 0 da Pr, (0 ■ a) -  0 = 0 • Pr, a = A • Pr; a.

3-natija. Vektorlar chiziqli kombinatsiyasinmg o‘qdagi proeksiyasi 
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chiziqli kombinatsiyasiga 
teng, masalan,

Pr (ka + nb) = к Pr, a + «Pr, b .

2-misol. ABC to‘g‘ri
z?

burchakli uchburchakning
katetlari BA = 5, BC = 5л/з . ABC 
uchburchak balandliklari bo‘ylab 
yo‘nalgan vektorlarning AC 
gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan I 
o‘qdagi proeksiyalarini toping.

Yechish.
ZBAC = <p, ZBCA = y/ boisin  

deylik.
U holda

BA 5 __ = _i.
AC js * + (5 js  у  2 ’

cos ip = BC

10-shakl.

5л/3
A<~ v5 2+(5л/3)2 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar AB, CB, 
BD boiadi (10-shakl). Bu vektorlarning / o‘qdagi proeksiyalarini 
topamiz:

Pr, AB =j AB | • cos(p -- 5 • ̂

Pr,CS = -|C5!-cosi^ =

лPr, BD =| BD | • cos— = 0.
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2.1.4. Vektorlarning chiziqli bog‘liqligi. Bazis

Uch oichovli R3 fazoda at,a2,a3 vektorlar berilgan bo‘lsin. lxtiyoriy 
a l,a2,a3 sonlami olamiz va й,,я,Д  vektorlardan

a =a,a. + a 2a2 + a 3a, (1-1)

vektomi tuzamiz. Bunda a vektorga al,a2,...,an vektorlarning 
chiziqli kombinatsiyasi, a .,a2,a3 sonlarga bu chiziqli kombinatsiyaning 
koeffitsiyentlari deyiladi.

6 -ta’rif. Agar ana2,a3 vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng 
bo‘lmagan shunday a t,a2,a3 sonlar topilsa va bu sonlar uchun

«Д  + a a, + a 3a3 = 0  (1 .2 )

tenglik bajarilsa, al,a2,3. vektorlar sistemasiga chiziqli bog'liq vektorlar 
deyiladi.

7-ta’rif. Agar (1.2) tenglik faqat a l =a1=a3= 0  bo‘lganda o‘rinli 
bo'Isa, a..a1,a3 vektorlar sistemasiga chiziqli erkli vektorlar deyiladi.

1 -teorema. a,,a2,a3 vektorlar chiziqli bog‘liq boiishi uchun ulardan 
hech bo‘lmaganida bittasi qolganlarining chiziqli kombinatsiysidan 
iborat bo‘Hshi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Berilgan vektorlar chiziqli bog‘iiq bo‘lsin. IJ 
holda (1.2) tenglik bajariladi, bunda at (k - 1,2,3) sonlardan kamida 
bittasi nolga teng bo‘lmaydi. a3*0  bo'lsin deylik.

U holda

a. _ a, _a, =--- -ax-----a2
a 3 a,

boiadi, ya’ni a3 vektor qolgan vektoraming chiziqli kombinatsiyasidan 
iborat.

Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, 5, qolganlarining 
chiziqli kombinatsiysidan iborat bo‘lsin:

a3 =alal + a 2a2.
Bundan

aIal +a2a, + ( - 1  )a3 = 0

kelib chiqadi, ya’ni (1.2) tenglik a, = - ld a  bajariladi. Demak, berilgan 
vektorlar chiziqli bogiiq.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol boimagan a vektordan iborat sistema 
chiziqli erkli boiadi, chunki a - 3 = 0 tenglik faqat va faqat a = 0 da 
bajariladi.

Demak, bitta a vektordan iborat sistema faqat va faqat 5 = 0  

boiganida chiziqli bogiiq  boiadi.
Tekislikdagi vektorlarning chiziqli bogiiq yoki chiziqli erkli 

boiishi haqidagi masalani qaraymiz.
2-teorema. Ikkita a, va 5, vektor chiziqli bogiiq  boiishi uchun 

ular kollinear boiishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. a, va a2 vektorlar kollinear boisin. U holda 

« 2 = Я5, boiadi, bundan Яа,+(-1)а2=0 yoki а .Д + « 2а2 = 0 . Demak, 
vektorlar chiziqli bogiiq.

Yetarliligi. a, va d2 vektorlar chiziqli bogiiq boisin. U holda 
a la1+a1a2= 0  tenglik a t va a, sonlardan kamida bittasi, masalan, a2

noldan farqli boiganida bajariladi. Bundan a. = yoki а2 = Аа,

kelib chiqadi. Demak, vektorlar kollinear.
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
4-natija. Ikkita a, va a2 vektor chiziqli erkli boiishi uchun ular 

kollinear bo‘lmasligi zarur va yetarli.
3-teorema. Agar e, va e2 biror tekislikning ikkita kollinear 

bo‘lmagan vektorlari boisa, u holda shu tekislikning istalgan 
uchinchi a vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

yotgan to ‘g‘ri chiziqlaming
kesishish nuqtalarini mos ravishda va A2 bilan belgilaymiz (11- 
shakl).

Ikki vektor vigindisi ta’rifiga ko‘ra, О A = OA, + AtA , bu yerda

а = а1е1+а1ёг (1-3) A

Isboti. Bitta О nuqtaga 
vektorlami qo‘yamiz: ()Et = ё,, 
OE2 = e2, OA = a. A nuqtadan ё, va 
e2 vektorlarga parallel ikkita to ‘g"ri 
chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri 
chiziqlar bilan el va e, vektorlar 11-shakl.
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A^A-OAl, ekani hisobga olinsa
а = Щ  + Щ .  (J .4)

e, va О A, vektorlar kollinear boigani uchun 0.4 = «Д va shu kabi 
СЦ =a,e2 boiadi. Bu tengliklarga ko'ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik 
kelib chiqadi.

( 1 .3) yoyilmaning a, va аг koeffitsiyentlari bir qiymatli 
aniqlanishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

a = Дё -r Д5, (1.5)

yoyilma mavjud boisin  deb faraz qilamiz.
(1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(a , -  Д )е, + ( a 2 - Д , ) ё г = 0 .

Shartga ko'ra, e, va ё2 vektorlar kollinear emas. U holda l-narijaga 
ko‘ra, ular chiziqli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik faqat а, - Д  = 0 va 
a -  p. --- u boiganida bajariladi. Bundan а ,= Д , « 2 =Д . Demak,
(1.3) yoyilmaning a, va a 2 koeffitsiyentlari bir qiymatli aniqlanadi.

4-teorema. Tekislikdagi har qanday uchta vektor chiziqli bogiiq 
boiadi.

Isboti, a,. a,, a, vektorlardan ikkitasi, masalan, a. va a kollinear 
vektorlar boisin. U holda a1=a.al yoki a, = a,a, + Ой, boiadi. Demak, 
ai,a1,a.1 vektorlar chiziqli bogiiq.

a,,d2,a, vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear boimasin.
U holda 3-teoremaga ko‘ra a, vektomi

a, = a ,  5, + a 2a2,

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, a1(S2,a, vektorlar chiziqli bogiiq.
2- va 4-teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
5-natija. Tekislikdagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga 

teng.
6 -natija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi 

fazodagi vektorlar uchun quyidagi xulosalami ko‘rsatish mumkin:
1) Uchta vektor chiziqli bogiiq boiishi uchun ular komplanar 

boiishi zarur va yetarli;
2) Uchta vektor chiziqli erkli boiishi uchun ular komplanar 

boimasligi zarar va yetarli;
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3) Agar е,,ёг,ё, vektorlar komplanar boimasa, u holda istalgan a 
vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyitishi munikin, 
ya’ni

a - a f i  +a2e2 +a3e3; ( 1 -6 )

4) Uch o‘lchovli fazodagi har qanday to‘rtta vektor chiziqli bog‘iiq 
bo‘ladi;

5) Fazodagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chiziqli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan a vektomi ё,,ё2 
bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish mumkin, ya’ni

d = a,e.+a2e2. 0-7)

(1.7) tenglikka a vektoming et,e, bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,,a2 
sonlarga a vektoming e,,e2 bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va 
a -  {a, :a, } deb yoziladi.

Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqli erkli vektorga aytiladi.

6 -natijada keltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch oichov'i fazodagi 
istalgan a vektomi ё,,ёг,ё3 bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish 
mumkin, ya’ni

a = a,e, + a 2e. + а Д . ( 1 .8 )

Bunda sonlar a vektoming ё1,ёг,ё1 bazisdagi affin
koordinatalari bo‘ladi, ya’ni a -  {a, ;a2;a,}.

3-misol Uchburchakli muntazam piramidada AB, AC, AD -  A 
uchning qirralari, D O - d  uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar 
ё1,ё2,ё. mos ravishda AB,AC,AD qirralar bo‘ylab yo‘naigan vektorlar 
bo‘lsin. DO vektoming ё1,ё1,ё, bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

Yechish. Vektorlami songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko‘ra:

AB = A,e,, AC = Л2ё2, AD = А,ё,, 

bu yerda A, A2,A, -haqiqiy sonlar.
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Piramidaning bir uchidan chiqqan qirralarida yotgan e,,e2,e3 

vektorlar komplanar emas. Shu sababli D O  vektomi e,,e,,e3 bazis 
bo‘yicha yoyish mumkin.

Piramida muntazam boigani uchun 
uning balandligi asosining medianalari 
kesishish nuqtasiga tushadi, ya’ni
О-uchburchak medianalarining kesishish 
nuqtasi boiadi.

Vektorlami qo‘shish qoidasiga ko‘ra

DO = DA + AO.

Bunda

A O = - A M
3 3

DA = -AD  = — АД,

2 A.B + AC 1

Demak,

= з (ЛД +Хгёг).

D O - -Л3e3 +~ (A,e, +Л2ё2).

12-shakl.

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular boigan i , j ,k  birlik 
vektorlami olaylik. Bunday bazis 
ortonormallashgan bazis deyiladi.
Bunda I j A  vektorlar bazis ortlari 
deb ataladi.

Koordinatalar boshidan mos 
ravishda 1,]Л  bazis ortlari 
yo‘nalishida oikazilgan Ox,Oy,Oz  

o‘qlarga koordinata o'qlari deyiladi.
Ox,Oy,Oz  o‘qlardan tashkil topgan 
Oxyz koordinatalar sistemaga to‘g‘ri 
burchakli (yoki dekart) koordinatalar 
sistemasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektomi o!ib,
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni a-~OM vektomi 
hosil qilamiz (13-shakl).

a vektoming koordinata oqiaridagi proeksiyalarini topamiz, 
Buning uchun OM vektoming oxiridan koordinata tekisliklariga parallel 
tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o‘qlari bilan kesishish 
nuqtalarini mos ravishda Af,, M:, M } orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar
koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor 
boigan to‘g‘ri burchakli parallelepipedni hosil qiladi.

Bunda

Pr,a =|QMi), Pr a=\OMi\, Vxza=\OM,\.

Bir nechta vektorlami qo‘shish qoidasiga ko‘ra, 

a = QM\ +M\N + ~NM .

Yoki MtN = OM2 , NM = OM^m hisobga olsak,

a = OM\ + QM2 +Ш?з. (1.9)
Shunindek,

ОМ>=\ОМ,\-7, 0 M 2 =\OMi\ U  ОМ,=\ОМг\ к. (1.10)

a = OM vektoming koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini mos 
ravishda at ,ay va a orqali belgilaymiz, ya’ni \OMt\ = as, \OM2\ = av, 
\OM,\ = az.

U holda (1.9) va (1.10) tenglikiardan topamiz:

a -  a j + avj  + azk . ( 1 .1 1 )

( 1 .1 1 ) tenglik a vektoming i,] ,k  bazis bo‘yicha yoyilmasi deb 
yuritiladi. ax,ay,az sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki 
oddiygina koordinatalari) deyiladi va a = {ax;ay;az} kabi yoziladi.

a = {av; av; az} vektor berilgan bo ‘ lsin.
To4g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali haqidagi teoremani
qo‘Jlaymiz:

\ Ш \ г= \ ш ] гЦ~ом2\г+ \ом ,\2,

Bundan
I a f  = al+a] +az
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| a 1= + а2 + а2 , (1.12)

ya’ni vektoming uzunligi uning koordinatalari kvadratlarining 
yig‘indisining kvadrat ildiziga teng.

a  vektoming O x , O y , O z  o‘qlar bilan tashkil qilgan burchakiari rnos 
ravishda a ,p ,y  boisin  (13-shakl). cos a, cos/3, cosy lar a vektoming 
yo ‘naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.

Vektoming o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

a x=\a\  c o sa , ay =j a \ cos P , а г =| a | cos у .

Bundan a ^ 0  boiganida

cos«= -—-, co sx = “ —, cos P = ——. (1.13)
\ a \  \a\  \a\

(1.13) tenglikdan ( 1 .1 2 ) forrnulani hisobga olib, topamiz:

cos2 a  + cos2 (i + cos2 у  = 1, (1-14)

ya’ni nol boimagan vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslari 
kvadratlarining yigindisi birga teng.

Bundan a° birlik vektoming koordinatalari cosa, cos fl, cos у

boiishi kelib chiqadi, ya’ni 5° = {cos a; cos/3; cos f}.

4-misol. Uzunligi |aj=2 ga teng vektor Ox,Oy koordinata o'qlari 
bilan a  = 60° ,p  = 120" li burchaklar tashkil qiladi. 3 vektoming 
koordinatalai ini toping.

Yechish. Vektoming o' qdagi proyeksiyasining 1 -xossasisiga ko‘ra:

a  =ja! cosa = 2cos60° = 2 — = 1; 
x 2

ay =|a|cosy3 = 2cosl20,> = 2-j^~-^j = - l .

Vektoming uzunligini topamiz:

2  = + 1  + <з2.

Bundan

aI = 2  yoki az =-J2, az = -л/2 .

yoki
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Demak,

5={1:-1;л/2} yoki 5 = { 

a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisin:

a = ctj + ay j  + azk , b = b j  + b j  + bzk . 

Vektoming o‘qdagi proeksiyasining xossalariga ko'ra:

a ± b  = (ax ±bx)i + (ay ±by) j  + (az ±bs)k, (1.15)

Aa = XaJ + X a J  + Xazk, (1.16)

(1.17)

Shunday qilib,
1 ) vektorlar qo‘shilganida (ayrilganida) ularning mos koordinatalari 

qo‘shiladi (ayriladi);
2 ) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu 

songa ko‘payadi;
3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng boiadi va aksincha.

5-misol. a = -4 i -  2j +4k vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshi 
yo‘nalgan, kollinear va uzunligi \b\=9 boigan vektoming 
koordinatalarini toping.

Yechish. b vektoming koordinatalari bx , b y , b z , ya’ni b  = {bx :bv \bz } 

boisin.
av&b  vektorlar kollinear bo isa  a = Xb boiadi, bu yerda A-biror

son.
U holda ikki vektoming tengligi shartidan

Bu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib, 
topamiz:

bx = Яаг , by = Aa , br = ла.
yoki

bx = - 4 A, by = -2 A, bz = 4A

л/ГбА2"+ 4A2 +16A =9, + 6 A = 9 yoki A =
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va£ vektorlar qarama-qarshi yo‘nalgani uchun A< 0, ya’ni

Д = .
2
Demak, l> = {6;3;-6}.
Koordinatlar boshiga qo‘yilgan va oxiri M nuqta boigan r -  OM 

vektorga M nuqtaning radius vektori deyiladi. M(x;y;z) nuqta radius 
vektorining koordinatalari r = {x-, y; z} boiadi.

Boshi A ix ^ y ^ z ^  nuqtada va oxiri B{x2,y2,z2) nuqtada boigan
AB vektomi qaraymiz. A va В 
nuqtalammg radius vektorlarini mos 
ravishda r. =  {(x,; y\; z t} va r, = {x2;y2: z; } 
boiadi.

14-shaklga ko'ra, AB -  r, -  ~rt .
Bundan (1.15) tenglikka asosan

AB = (x2 -  .tl ) г + (y2 -  y ,)]  + (z2 -  z, )k

yoki

AB^{x2- x 1;y2- y l-,z2- z I}. (1.18)

Shunday qilib, vektoming 
koordinatalari uning oxiri va boshming mos koordinatalari 
ayinnasiga teng.

(1.18) tenglikdan AB vektoming modulini topamiz:

\AB\ = t](x2 -  x j 2 + (уг -  у,)1 + (z2 -  z,)2 (1.19)

AB vektoming uzunligi A va В nuqtalar orasidagi masofani 
aniqlaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani 
topish formulasi deyiladi.

6-misol. Paralleiogrammning uchta ketma-ket uchi berilgan: 
Л(-1;3;1), S(-2:~5;3), C(0;-1;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm D uchning x;y;z koordinatalarini 
parallelogramm uchun AD = BC ekanidan aniqlaymiz. AD va BC 
vektorlami (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

AD = {x + V,y -  3;z -1),

BC = {0 -  (-2);-! -  (—5);! -  3} = {2;4;-2}.
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U holda AD = BC tenglikdan x + \ = 2, y -  3 = 4, z - \  = -2 ,  ya’ni
Z>(1;7;-1) boiishi kelib chiqadi. BD vektoming koordinatalarini 
topamiz:

BD = {1- (~2);7 -  (—5);—1 -  3} = {3;12;-4}.

U holda

\BD\= ̂ З2 + 122 + (-47  = л/¥+144 + 16 = 13.

A ix ^ y ^ z ^  va B(x2;y2;z,) nuqtalami tutashtiruvchi kesma berilgan

boisin. AB kesmani berilgan A>0 nisbatda boiuvchi. ya’ni - — = A
CB

tenglikni ta’minlaydigan C(x;y:z) nuqtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra, AC  va CB vektorlar kollinear, ya’ni 

AC = ЯСВ.
U holda

AC = { x - x , ; y - y , ; z - z , } ,  CB = {x2 - x;y2 - y;z2 - z} 
inobatga olinsa,

x - x ,= X ( x 2- x ) ,  у - у , Л ( у 2 — у ) ,  z - z ,  = X(z2 - z ) .

Bu tengliklardan x,y ,z  larni topamiz:

x , + a x 2 „ _ y , + X y 2 ___ z, +Az, „

1 + A ’ 1 + X ’ 1 + A ~ ( j
X -

(1.20) formulaga kesmani berilgan X nisbatda bo'lish formulasi 
deyiladi.

(1.20) tengliklardan X = 1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini 
topish formulalari kelib chiqadi:

1 - ,  У — Г - ’ z ~ — ' ( 1 2 l )

1-izoh. Tekislikda yotuvchi AB kesma uchun (1.20) va (1.21) 
formulalar quyidagi ko‘rinishlami oladi:



7-misol. A(2;5) v a  S(4;9) nuq ta lam i tu tash tiruvch i AB kesm an i 
A C : С В = 1:3 n isbatda  b o 'lu v ch i С nuq tan ing  koord inata larin i toping.

1.Agar | a + 6 |=| 5 - й | boisa, a va b vektorlar qanday shartni 
qanoatlantiradi?

2. | a |=13, j * |= 19 v a |a  + 6j=24 bo‘Isa, 15 —* | nihisoblang.

3. Agar M —AB kesmaning o‘rtasi bo' Isa, fazoning ixtiyoriy Onuqtasi

4. AD,BE,CF kesrnalar ABC uchburchakning medianalari boisa, 
AD+BE+ CF -  0 tenglikni isbotlang.

5. AN -  АБС  uchburchakning bissiktrisasi. AB = a, AC = h , \a\=2,
! b l= 1 bo isa , AN vektorni toping.

6. ABCD teng yonli trapetsiyada /TjAB = №° ,\AD\=\DC\=\CB\=2, 
M , N -  mos ravishda DC va BC tomonlarning o ‘rtalari. NM vektorni mos 
ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan m va n birlik vektorlar orqali 
ifodalang.

7. О nuqtaga 04 = 5 va OB = b vektorlar qo‘yi!gan. AOB burchak 
bissektrisasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

8. ABCD parallelogrammda AB = a va AD = b , M — parallelogramm 
diagonallarining kesishish nuqtasi. U A, MB vektorlarni a va b vektorlar orqali 
ifodalang.

9. m ning qanday qiymatida c = a-m b  va 5 = -V3a + 66 vektorlar kollinear 
boiadi?

10. Biror bazisda a = {m - 1;2}, b={3;n;b} vektorlar berilgan. a va b vektorlar 
kollinear bo‘Isa m  va n  ni toping.

2 + -  -4 „ 5 + —-9
3 3

2.1,6. Mashqlar

uchun OM = (OA + OB) tenglikni isbotlang.
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11. a BCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya asoslari \AB\=A va \CD\=2 va 
/ЛВС  = 45°. AB , AD, DC, AC vektorlarning CB vektor bilan aniqlanuvchi o‘qqa 
proyeksiyalarini toping.

12. ABC teng tomonli uchburchakning tomonJari 2л/3 ga teng, 
AD, B1',CE -  uchburchakning balandliklari. АЗ, ВС, CA, AD, H f , СЁ 
vektorlarning /.ВАС burchak bissiktrisasi bo‘yiab yo‘nalgan / o‘qqa 
proyeksiyalarini toping.

13. ABCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tonionlarning 
o'rtalari. Bazis vektorlar 5, = AD va e2 = AB boisa , PQ vektomi bu bazis 
bo‘yicha yoying.

14. OACB to‘g‘ri to‘rtburchakda M va ,V mos ravishda BC va AC 
tomonlarning o‘rtasi. ОС vektoming OM = a va ON = b vektorlar bo‘yicba 
bazisga yoying.

15. ABCD piramidada P va Q mos ravishda AD va BC qirralaming o'rtasi. 
Bazis vektorlar es = AB, e1 -  AC va ё, = AD boisa, PQ vektorni bu bazis bo‘yicha 
yoying.

16. О ABC tetraedr berilgan. 0A,08,0C  vektorlardan iborat boigan 
bazisda OF vektorni toping, bu yerda F -asos medianalarining kesishish nuqtasi.

17. Tekislikda uchta 5 = {3;-2}, b = {-2;l} va с = {7;-4} vektorlar 
berilgan. liar bir vektoming qolgan ikki vektor bo'yicha yoyilmasini toping.

18. a = {2;1;0}, i={l;-l;2}, c={2;2;-l} vektorlar bazis tashkil qilishini 
ko‘rsating. d = {3;7;—7} vektoming shu bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

19. 5 = {-l;5;-2} va й = {2;-1;3} vektor berilgan. 3d-2b va - —a+^b 

vektorlarning koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. 5 = {l;~l;2}, b = {-2;—3;l} va с = {0;-3;-2}vektorlar berilgan. -25  + 36-c 
va 35 -2b + 2c vektorlarning koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini toping.

21. Tomonlari 5 = {-l;0;7} va 6={5;-4;~5} vektorlarga qurilgan 
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB = {2;6;4} va AC = {4;2;-2} boisa, ABC uchburchakning CP 
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nuqtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bir xil 
burchak tashkil qiladi va uzunligi 3 ga teng, M nuqtaning koordinatalarini toping.

24. a vektor OX va OZ o‘q!ari bilan mos ravishda 60“ va 120° li burchak 
tashkil qiladi. Agar | a |= 4 boisa, bu vektoming koordinatalarini toping.
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25. Agar a = {2;-l;l} vektoming boshi A(3;-2;-4} b o isa , uning oxirining 
koordinatalarini toping.

26. Agar a = {2;4;~1} vektoming oxiri S(-l;3;-4} b o isa , uning boshining 
koordinatalarini toping.

27. A va В rmqtalar berilgan. AB vektoming ortini toping:
1) Л(-4;-9;6), S(8;6;-10); 2) Д6;-1;9), fl(2;-4;-3).

28. -4(2,--1;0), B(i;-i;2), C(0,5;3) nuqtalar berilgan. S = A B- CB  vektoming 
ortini toping.

29. a = {2;3}, fc={l;-3}, c = {-l;3} vektorlar berilgan. a  ning qanday 
qiymatlarida ih = a + ab  va h a -t 3c vekloriar kollinear bo' iadi.

30. 5 = 167-127+151 vektor bilan bir x ily o ‘nalgan vauzuniig i |6|=15 b o ig an  
vektoming koordinatalarini toping.

31. Uchlari A(~ 1,-3), B(2:-3), C(2;l) b o ig an  uchburchakning perimetrini 

toping.

32. Uciiiari A(-3;-3), £(-l;3), C(l - 1) b o igan  uchburchakning to ‘g ‘ri 

burchakli ekanini ko ‘rsating.

33. Uchlari л(2;1), B(- U), C(-3;2) nuqtalarda b o ig a n  uchburchakka tashqi 
chizilgan aylananing markazini va radius ini toping.

34. A/,(-l;-2) va A/2(3;4) nuqtalar berilgan. м,мг to ‘g ‘ri chiziqda yotuvchi va 
Mz nuqtaga nisbatan M, nuqtaga 3 barobar yaqin b o ig a n  M (x. y) nuqtan i to ping.

35. Uchlari A( 1;4), B{-5,0), C(-2;-l) nuqtalarda b o ig a n  uchburchak 
medianalarining kesishish nuqtasini toping.

36. Parallelogrammning uchta ketma-ket A(-6;~4), B(-4;8), C(-l;5) uchlari 
berilgan. Parallelogrammning to ‘rtinchi uchini toping.

37. Uchlari Л(4;1;-3), й(1;4;-2), C(l;10;-8) nuqtalarda b o ig a n  ABC 

uchburchakning AD medianasi uzunligini toping.

2.2.VEKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifl

1-ta’rif. Ikki a va b vektoming skalyar ko'paytmasi deb bu 
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga

93



teng songa aytiiadi va u ab (yoki a b yoki (a,b)) kabi belgilanadi, ya’ni

ab =| 5|-| b |-cosi/?, (2 .1)

bu yerda cp-a  va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning 
boshi bir nuqtaga qo‘yiladi).

(2 .1 ) formulani boshqa ko‘rinishda yozish mumkin.
Ma’ lumki,

¥rb a=\a\ cosy) va Pr5 b =| b |cosq>.
Bundan

<56 =| 3 1 • Pr. 6  (2.2)
yoki

ab =\b\ -Pr5 5, (2 .3 )

ya’ni ikki vektoming skalyar ko'paytmasi ulardan birining moduli bilan 
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o ‘qqa proeksiyasining 
ko‘paytmasiga teng.

Skalyar ко ‘paytmaning xossalari

1-xossa. Ко ‘paytuvchilaming о ‘rin almashtirish xossasi:

ab = ba.

Isboti. ab =\a\-\b\ cos (a ,b) = \b\-\a\ cos (b , a) = ba.

2-xossa. Skalyar ко ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:

(Xa)b = A.(ab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Aa)b =) b | ■ Pr (Aa) . Vektoming o‘qdagi 
proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr, (Aa) = A ■ Pr, 15 1.

Bundan

{Xa)b =| b | -РгДЯл) = b\b\-?ri \a\-X-{\b\'Pri \a\) = X(ab).

3-xossa. Qo 'shishga nisbatan taqsimot xossasi:

a(b +c) = ab+ac.

Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,

Pr.(£ + c) = Pr b + Pr c.
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Demak,
a(b + с) =| a j Pr3 (b + c)  =j a | -(Pr. b + Pr5 c) =

=| a | • Pr, b+1 a | Prs с = ab + ac .

4-xossa. Agar a va b vektorlar perpendlkular bo‘lsa, u holda 
ulaming skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Shunindek, teskari 
tasdiq o‘rinli: agar ab = 0  ( |a 0 , |b 0) bo‘lsa, u holda a l b  boiadi.

Xususan: i - j ^ j - k  = k- i= j i = k - j  = i k  = 0.

Isboti. a l b  bo‘lganda cos <p = 0  boiadi. Bundan ab = 0 .
— 71

ab = 0  (| а \ф 0 ,| b 0 ) boisa, cos<p = 0  boiadi. Bundan V -  — , ya’ni 

a l b .
5-xossa. Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga 

teng, ya’ni 32 =!5j2.
Xususan: 12 = ] г =кг= 1.
Isboti. az = a ■ a =j a j • j a j cos 0° =| a | ■ | a |=| a |2.

1-izoh. Agar a vektomi skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat 
ildiz chiqarilsa, a vektoming o‘zi emas, balki uning moduli hosil 
boiadi, ya’ni

•Jd2 =| a | (45г a).

1-misol. | a |=4, \b\=6 ,(p = (a,b) = — boisin , (3d -  b) ■ (2a + 4b)

ko‘paytmani toping.
Yechish. A wal 3-xossa yordamida qavslami ochamiz va keyin 

skalyar ko‘paytrnaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3a -  b) ■ (2a + 4b) = 3a ■ 2a -  b • 2a + 3a • Ab — b ■ 4b = 652 + Wab -  4b1 =

= 6  j a I2 +101Й | • | b | cos^ -  4 j b |2 =

= 6-42 +10-4-6- —-4 -6 2 = 96 + 120-144 = 72.
2

2ТГ2-misol. \а\=А,\Ь\=Ъ,<р = (а,Ь) = —  boisin. Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. d va b vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini 

a + b va a -b  vektorlar orqali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmanmg xossalaridan foydalanib, topamiz:

| a + b | =т](а + Ё~У = 'Js1 + 2 ab + b2 = л/ |й |2 + 21 a |[ b j cos(p+ \ b |2 =

j a - b  j= д/ (a — E y  =  л /а2 - 2  ab + b 2 = л( \5 \г - 2  j 5 j| h | cos<p+| b f  =

= J l 6  + 2 -4 -3 -- + 9=л/37.
V 2

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning skalyar ко ‘paytmasi

Ikkita a = {ax;ay; a j  va b = {bc\bv\b7]  vektor berilgan boisin.
U holda bu vektorlami J,J,k birlik vektorlar orqali ifodalab, 

skalyar ko‘paytmaning xossalarini va J J , k  vektorlarning skalyar 
ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz:

ab -  (a j  + ayj  + azk) ■ (b j  + byj  + b,k.) = axb j  i + ajbyi j  + axb j  к +

+ ayb j i  + aybyj j  + aybzj k  + a7b k i  + azbykj + azbzkk =
= atbx + ayby + azbz.

Demak,
ab = axbx + ayby + azbz, (2.4)

ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar 
ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarining 
yigindisiga teng.

3-misol. a = {4;-2;3}, 6  = {l;-2;0}, c={2;l;-3} boisin.
(a + 3b ) - ( a - b  + c) ko‘paytmani toping.

Yechish. A wal т = а + ЪЬ va n = a -  b + с vektorlarning 
koordinatalarini topamiz:

fh = {4 + 3 ■ 1; -2 + 3 • (-2); 3 + 3 • 0} = {7;-8;3},

« = {4-1 + 2; -2 + 2 + 1; 3 -0 -3 }  = {5;];0},

Bundan (2.4) formulaga ko‘ra
/и • n = 7 • 5 + (-8 ) ■ 1 + 3 ■ 0 = 27.
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Skalyar ко ‘paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Ikki vektor orasidagi burchak

a = {ax',ay-,aI} va b = {b ;̂by\bz} vektorlar orasidagi <p burchak 
kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

CO Sp =  - ^  (2.5)
\a\-\b\

yoki

a b + a b + a b, „
cose> = - ,____= . (2 .6 )

^Ja2x + a + a] ■ ^jb2x + b2 + b2

Shu kabi, fazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu 
yo'nalishlaming mos (bir nomdagi) yo‘naltiruvchi kosinuslari 

ко ‘ paytmalarin ing yig‘indisiga teng:

cos q> = cos a, cosa, + cos Д cos P2 + cos j', cosy2. (2-7)

2. Ikki vektoming perpendikulyarlik sharti 

a l b  boisin. U holda cos^ = 0  bo‘lgani uchun (2.6) tenglikdan

atbx + ayby + azbx = 0  (2 .8 )

kelib chiqadi.
Fazodagi ikki yo ‘nalishlaming perpendikularlik shartim

(2.7) tenglikdan topamiz:

cosc^cosa, + cos/?, cos Рг + cosy, cos y. = 0 , (2.9)

3. Vektoming berilgan yo ‘nalishdagiproeksiyasi

(2.3) tenglikdan topamiz:

Vr S = i  fp r .f t= — | (2.10)
4 \b\ I 3 \a\)

yoki
P [ ^ „ , m ^ a |  (2 U )

j a x +ay +az
ab +a b +a b

Pr, a =—■ r----------- —
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Shu kabi d(x:y;z) vektomingyo ‘naltiruvchi kosinuslari 
cosa, cos p, cos у boigan I yo ‘nalishdagi (o'qdagi) proeksiyasi:

Pr; a = xcosa + ycos/3 + zc o sy . (2-12)

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan <p burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida 
moddiy nuqta M  nuqtadan N nuqtaga to‘g‘ri chiziq bo‘yiab 
ko‘chayotgan boisin (15-shakl).

Fizika kursidan maiumki, F kuchning MN = S ko‘chishdagi 
bajargan ishi

^ = |/r |-|5'|-cos(jo yoki A = FS (2.13)

formula bilan aniqlanadi.
Demak, moddiy nuqtaning 

to‘g‘ri chiziqli harakatida o‘zgarmas 
kuchning bajargan ishi kuch vektori 
va ko'chish vektorining skalyar 
ko‘paytmasiga teng. Bu jumla 
skalyar ко ‘paytmaning mexanik 
m a’nosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nuqta A(l;-2 ;2 ) 
nuqtadan S(5;-5;-3) nuqtaga 15-shaki.
F = {2;-l;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri 
chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilami toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F 
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchning 
ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil qilgan burchagini.

Yechish. A w al moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F 
kuchning uzunligini topamiz:

S = AB = {4;-3;-5}, |S | = Vl6  + 9 + 25 =5v(2, | F \ = л/4 + 1 + 9 = -J\4 .

U holda:

1) A = FS = 2 • 4 + ( - 1) • (-3) + (-3) ■ (-5) = 26 (ish b.);

FS 26 13л/22) Pr, F =
51 5л/2 '
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FS 26 13л/7 13л/7
3)008(0 = -= -----— = — = — ------- , <р = arccos--------.

| Z7' | ■! 5 | Sy/2-л/й 35 35

5-misol. Ih = a + 2b va n = 5u- Ab o‘zaro perpendikular vektorlar 
bo‘ Isin. a va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. in ± h bo‘lgani uchun (a + 2b) ■ (5a -  Ab) = 0 boMadi.
Bundan

5a2 + 6ab -  8 £ 2 = 0 yoki 5 j a j2 +615 |-! 6  | cos(p -  8 | 6  l2 = 0.

a va b birlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5 + 6 cos^ - 8  = 0.
U holda

1 , . ncos(p = — yoki cp —

2.2.2. Ikki vektoming vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta ’rifi

Agar uchta vektordan qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va 
qaysi biri uchinchi ekani ko£rsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan 
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

Agar komplanar boMmagan vektorlar tartiblangan uchligining 
uchinchi vcktori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi 
vektorga qisqa burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari bo‘lsa, bunday
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uchlikka о ‘ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida bo isa  chap uchlik 
deyiladi (16-shakl).

2 -ta ’rif. a vektoming b vektorga vektor ко 'paytmasi deb quyidagi 
shartlar bilan aniqlanadigan с vektorga aytiladi (17-shakl):

1) с vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya’ni с l a  va с ± b ;
2 ) с vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari a va b 

vektorlardan iborat boigan parallelogrammning yuziga teng, ya’ni
| с H a I ■ I b ! sin̂ >, bu yerda <p = (a,b);

3) a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi.
a va b vektorlarning vektor ко‘paytmasi a x b  yoki [a , b \  

kabi belgilanadi.

Vektor ко 'paytmaning xossalari

1-xossa. Ко ‘paytuvchilaming o‘rinlari almashtirilsa vektor 
ko‘paytma ishorasini qarama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’ni

a x b  —~b x a .

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, S x b v a h x d vektorlar 
bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollinear, 
ammo qarama-qarshi yo‘nalgan, chunki a ,b ,a xb  vektorlar ham,
b,a,b x a  vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil qiladi.

Demak,
a x b  = —b x a.

2-xossa. Skalyar ко ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:

( X a ) x b  - X ( a x b ) .
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Isboti. A> 0  bo‘lsin. U holda (Я5) x b va A(a x b) vektoriar a va b 
vektorlarga perpendikuiar boiadi, chunki b, Xa va a vektoriar bir 
tekislikda yotadi. Shu sababli (Я5) x A va Я(а x b) vektoriar kollinear. 
Shuningdek, bu vektoriar yo‘nalishdosh ( Яа  va a  vektoriar 
yo‘nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

| (Я5) x b \ = \ M \ - \ b \ sin((7u3), b) )  = Я | a  j ■ j b ] sin(a, b) ,

[ X(a *b) \=k\a*b\=X\a\ - \b \ sin(a ,b).

Demak,
(Яа) x b = Я(а x b ) .

Xossa Я< 0  da ham shu kabi isbotlanadi.
3-xossa. Oo ‘shishga nishatan taqsimot xossasi:

a x ( h + c )  = a x b - ± a x c .

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.
4~xossa. Agar a va b vektoriar kollinear bo‘lsa, u holda ularning 

vektor ko‘paytmasi nolga teng boMadi. Shunindek, teskari tasdiq o‘rinii: 
agar 5 xfe= 0 (j<5|^0,]6!^0) bo‘lsa, u holda a va b vektoriar kollinear 
boiadi.

Isboti. a va b vektoriar kollinear bo‘lsa, ular orasidagi burchak 
<p~ 0" yoki e> = 180° ga teng va sin<p = 0 bo‘ladi. U holda 
\ax-b\=\a\-\b\ sin <p = 0 . Bundan

ахА -= 0 .

a x b =  0 bo‘Isa, \axb\=\a\-\b\sin(p = 0 bo‘ladi. U holda \a\-\b\tQ 
bo‘lgani uchun sin<p = 0 . Bundan <p = Q° yoki <? = 180", ya’ni a va b 
vektoriar kollinear.

6-misol. 7,j ,k vektorlaming vektor ko‘paytmalarini toping.
Yechish. Bunda vektor ko‘paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar 

bevosita kelib chiqadi:
j x j  — k, j  x к -  i , к  x / = j .

Haqiqatan ham, masalan, I x ]  = к tenglik o'rinli, chunki:
X) к L i ,  A: J_ j ;

2 ) j it |=| 7' li 7 Ssin90° =1; 3) I J , k  vektoriar o‘ng uchlik tashkil qiladi.
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Shuningdek, 1 -xossaga ko‘ra,

j  x i = - k , k x j = - i ,  i x k  = - j .

Vektor ko!paytmaning 4-xossasidan topamiz:

ixi  = j x  j  = kxk  = 0 .

7-misol. |a|=3, \b\=2,  (p = (a,b)= — bo'lsin. \{а + 2Ъ)х(а-ЪЬ)\т
6

hisoblang.
Yechish Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, 

topamiz:
(a + 2b) x (a -  3b) = a x a  + 2bxa — 3 a x b - 6 b x b ~  -5 axb .

Bundan

\ {a +  2 b ) x  ( a - 3 b )|=[ - 5 a  x b  |= 51 a\ -\b |sin<p = 5 -3 ■ 2 -sin -  = 15.
6

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning vektor ко ‘paytmasi

Ikkita a = {ax;ar; a j  va b = {bz;by;bj  vektor berilgan bo‘lsin.
i , j , k  vektorlarning vektor ko‘paytmalari formulalaridan 

foydalanib, topamiz:
a x b = ( a j  + a j  +  a h ) x ( b j  + byj  + b_k) = a b j i  x i )  + a b j i  x j )  + axbz(i x k )  + 

+ ay K U  x O  + a ,bt (J  x j )  +  ayb,(J x k )  +  a 7b j k  x i )  + azby(k x j )  + агЬз{к x k) =

= « А *  -  a A J  -  а уЬЛ  + aybJ  + azb j  -  a j o l  = (<2 b -  a b j i  -  {ахЬг -  a b %) j  +

y a m

■ («А -  а уЬж)к  -■

axb  =

Gfv a, ax a i a x €tv
b

у
bz

i -
b

X К
7+ bx К

° y
аг a. аг a. a

У

К bz
i -

К b2 j  + bx b
У

к . (2 .1 4 )

Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
i j  к

a x b a, ay a7 
b b b

(2.15)

102



8-misol. a = {3;— V-2},b ={0;-2;4} bo‘lsin. (a + 2b) x (2a-3b)  
ko‘paytmani toping.

Yechish. Awal ih = a + 2b va n = 2a -  3b vektorlaming 
koordinatalarini topamiz:

m = {1 • 3 + 2 • 0;1 ■ (-1) + 2 • (-2);1 ■ (-2) + 2 • 4} = {3;-5;6}, 

n = {2 • 3 -  3 • 0;2 • (-1) -  3 ■ (-2);2 ■ (-2) -  3 ■ 4} = {6;-8;-16}. 

Bundan (2.14) formulaga ko‘ra

i 3 6
mxn = |

- 8  -1 6 6 - 1 6
J +

3 -5  
6 - 8

к = 128г +84j  +6k.

Vektor ко ‘paytmaning ay rim tatbiqlari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko‘paytmanmg 4-xossasiga ko‘ra, a va b vektoriar kollinear 
bo‘lsa

5 x 6 = 0
yoki

a x b  = ( u h z -  ajby )i -  (ajbz -  azbx) j  + ( a b y -  ajbt )k = 0

boiadi.
Bundan

aybz -  azby ~ 0, a b; -  azbx = 0, ajby -  aybx = 0

yoki

b~~ b, ~ b, ’
(2.16)

ya’ni kollinear vektorlaming koordinatalari proporsional bo‘ladi va 
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektoriar kollinear bo‘ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari 

Vektor ko'paytmaning ta’rifiga ko‘ra | a x b |=| a \ ■ \ b \ sin<p, ya’ni

Sfar = \ a x b \

Bundan
S' ,= |  5xA|, S„, (2 .17)
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3. Nuqtaga nisbatan kuch momenti

О nuqtasi mahkamlangan qattiq jism A nuqtasiga qo‘yilgan F  
kuch ta’sirida 0  nuqta atrofida aylanma harakat qilayotgan bo‘lsin, 
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan bo‘lsin (18-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning О nuqtaga nisbatan 
momenti deb О nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni 
qanoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M l ?  va M 1 F, bu yerda r - O A -  A nuqtaning radius vektori;
2 ) |M j= |r| j F|sin^, bu yerda

<p = ( f , F ) ;  —

3) r,F,M vektorlar o‘ng uchlik 
tashkil qiladi.

Shunday qilib,

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas О nuqta atrofida 3  
burchak tezlik bilan aylnma harakat qilayotgan qattiq jism 
M nuqtasiiiing chiziqii tezligi Eyler formulasi bilan topiladi:

bu yerda f  = ОМ -  M nuqtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning qanday qiymatlarida a = {- 2;3; nj va b = {m:-6;2} 
vektorlar kollinear bo‘ladi?

ya’ni qo‘zg‘almas nuqtaga nisbatan 
kuch momenti kuch qo‘yilgan nuqta 
radius vektorining kuch vektoriga 
vektor ko‘paytmasiga teng.

M = r xF,

18-shakl F
Bu jumla vektor ко ‘paytmaning 

mexanik та ’nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chiziqii tezligi

V =0)  x r,

10-misol. a = 2 j — 3k va b -- 4/ + 3/ vektoilarga qurilgan 
parallelogrammning yuzini hisoblang.
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Yechish. Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

-  1 2 - 3  Г 0 - 3 2 0
|2

2
S = j a x b \ =  j 

\ ° Г 4 0
+

4 3
= V92 + 1 2 2 + (- 8  У =17 (yb.).

2.2.3. Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi

Aralash ко'paytmaning ta’rifi va geometrik ma’nosi

3-ta'rif. Uchta a,b va с vektorning aralash ко ‘paytmasi deb axb  
vektorning с vektorga skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va 
abc kabi belgilanadi.

Uchta komplanar boimagan a,b,c 
vek-torlar beriigan bo‘lsin. Bu 
vektorlarga parallelepiped quramiz va 
a x b  = <?vektomi yasaymiz (19-shakl).

Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga 
ko‘ra,

d ± a ,  d ± b ,  \ d \ = S  ar,

19-shakl.

bu yerda Spm -  parallelepiped asosining 
yuzi.

Ta’rifga ko‘ra d-c  =|d j-jcjcos®, 
bu yerda q>~ с \ a  d vektoriar orasidagi burchak.

19-shaklda d,b,c vektoriar o‘ng uchlik tashkil qiladi va
7Z •

(p < —, ya’ni cos<p> 0 . U  holda | с j cos<p = h va d  ■ с = Sper -h = V. Ikkinchi

tomondan d -c = (dxb)-c -abc.  Demak, V = abc.

Agar a,b,c vektoriar chap uchlik tashkil qilsa, V > ~  va cos<p< 0

bo‘ladi. U  holda j с | cos (p = - h ,  V - ~  abc .
Shunday qilib, komplanar boimagan uchta vektor aralash 

ko‘paytmasining moduli qirralari bu vektorlaming uzunliklaridan iborat 
boMgan parallelepiped hajmiga teng:

V =| abc j. (2.18)
Bu jumla aralash к о ‘paytmaning geometrik m a’nosini 

anglatadi
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Aralash ко ‘paytmaning xossalari
1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash ko‘paytma 

o‘zgarmaydi, ya’ni
(axb)-c = a- (b xc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko‘ra,

(axb) c - c  ■(a x b ).

(2.18) formulaga ko‘ra,

V =1 ( ax b) -с I, V=\(bxc)-a\ .

Bunda a,b,c va b,c,a uchliklaming har ikkalasi bir vaqtda yoki o‘ng 
uchlik yoki chap uchlik tashkil qiladi. Shu sababli ( a x b ) c  = (bxc)-a.

Bundan
{axb) ■ с = a ■ {b xc).

2-xossa. Ko‘paytuvchilarning o ‘rinlari doiraviy almashtirilsa, 
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni

abc = bca = cab .

Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish 
xossasidan topamiz:

abc  = 3 - ( b  x c ) = ( b  x c ) - a =  bca,  

bca  = b ■ (c x a)  = (c x a) ■ b = cab.

3-xossa. Ikkita qo‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari almashtirilsa, 
aralash ko‘paytma ishorasi qarama-qarshisiga almashadi. Masalan, 
abc = —bac .

Isboti. abc = (ax b) ■ с = —ib xa)-c  = -bad.

4-xossa. Agar nolga teng bo£lmagan a,b,c vektorlar 
komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko‘pajrtmasi nolga teng 
bo‘ladi.

Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: agar abc = 0 (j a 1*0,1 b \ф0 ,| с |* 0) 
bo‘lsa, u holda a,b,c vektorlar komplanar bo‘ladi.

Isboti. abc = 0 (|5(*0,|й |*0 , |c j* 0) boisin. a,b,с vektorlar 
komplanar emas deb faraz qilamiz.
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U holda bu vektorlarga hajmi K* 0  bo‘lgan parallelopiped qurish 
mumkin. !' = ±5fcc dan 36c * 0  kelib chiqadi. Bu 56c = 0 shartga 
zid. Demak, qilingan faraznoto‘g‘ri va a,b,c vektorlar komplanar. 

a,b,c vektorlar komplanar bo‘lsin.
U holda d  = a x b  vektor a ,b ,c  vek-torlar yotgan tekislikka 

perpendikuiyar bo‘ladi.
Bundan d i e  . Shu sababli d  ■ с = 0 yoki abc  = 0 .

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning aralash ко ‘paytmasi

Uchta a = {ax;ay; a j ,  b = {bx;bv; b j  va с = {cx;cy; c j  vektor berilgan
bo‘lsin.

U holda

a x b  =
a a ax ay z i — z
b bz bx bzУ

j  +
a, a., 

b b
\k,

abc  =

f
av az -r ax

j  +
ax aУ

V b- Г bx К bx 6V
( c j  + c yj  + с  k)--

a a  !
'  * l< k. b.

ax a_ 

b b
с +

b. b.

yoki

abc ■

a a ax у z
b b bx у z
c„ с. с.

(2.19)

l l - m i s o l .  a  = {— 2;2;l}, b = {3;-2;5}, с = {l;—1;3} vektorlar berilgan. 
abc  ko‘paytmani hisoblang.

Yechish.  abc  ni (2.19) formula bilan topamiz:

abc ■

- 2  2 1 

3 - 2  5 

1 - 1  3

= 12+  1 0 - 3  + 2 - 1 0 - 1 8  = - 7 .
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Aralash ко ‘paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Fazodagi vektorlaming о ‘zaro joylashishi

a,b,c vektorlaming fazoda о'.zaro joylashishini aniqlash
V = ± a b c  bo‘lishiga asoslanadi. Bunda agar abc > 0 bo‘Isa, u 
holda vektoriar o‘ng uchlik tashkil qiladi, agar abc <0 bo‘lsa, u 
holda vektoriar chap uchlik tashkil qiladi.

2. Uchta vektorning komplanarlik sharti

Aralash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko'ra nolga teng bo‘lmagan 
a , b , с vektoriar komplanar bo‘lsa, u holda abc  = 0  yoki

a, ",
К К b.
cr с с.

=  0 . (2.20)

J. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmanmg geometrik ma’nosiga ko‘ra, 
d , b j :  vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini Vpa.= \ a bc \  bilan va

piramida hajmini Vpir ~ - \ a b c \  bilantopish mumkin.
6

Shunday qilib,

= mod
a  a ax  у  2

b b bx  у  z

c„ c.
mod

ax ay a2

К К К
C с.

(2 .21)

12-misol. Uchlari /f(2:3;!), B( 4;l;-2), C(6;3;7), Z)(-5;-4;8) 
nuqtalarda boigan piramidaning D  uchidan tushirilgan h balandligi 
uzunligini toping.

Yechish. Awal piramida qirraiarini ifodalovchi vektorlami 
topamiz:

AB = {2;-2;-3}, AC  = {4;0;б}, AD = {~ 7;-7;7}.
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Piramida hajmini hisobiaymiz:

V -- -mod 
6

2 - 2  -3  
4 0 6 

-7 - 7  7

1 154= — 184 + 84 + 84 + 56 j= . 
6 3

ABC yoq yuzini hisobiaymiz:

S = - | ^ 5 x > 4 C l = - ,  
2 1 21

- 2  -3
2

2 -3 2  - 2
+

0  6 4 6 j 4 0

-V(-12)i +24J +8I =14.

Piramida uchun v  = —hS.
3

Bundan
154

3F 154 = 11 («.£.).
5 14 14

13-misol. Fazoda A,B,C,D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan. 
A(7;2:2), 3(5;7;7), C(4;6;10), D(2 ;3;7) . Quyidagilarni toping:

1) AS vektor proeksiyalari va yo‘na!ishini;
2) AB AC, ABxAC ko‘paytmalami;
3) ABC uchburchak yuzasini;
4) ABCD piramida hajmini.
Yechish. 1) Jb vektor proeks iyasini (1.18) formula bilan topamiz: 

AB = {аг; ay; аг} = {5 -  7;7 -  2;7 -  2} = {-2;5;5}.

Bundan (1.12) formulaga ko‘ra,

\AB\=[a\= + =з7б.

^5  vektor yo‘na!ishmi (1.13) formuialar bilan topamiz:

я V6 „ я 5^6 я, 5л/б
e o s a = ~ —  = ------ , cos В = —— = ------ , cosy = —=-- = ------ .

I aj 9 I a! 18 la  18
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Topilgan yechimlami Maple paketida bajaramiz:
> with(geoi«3d):

> p m n t{A J ,2 ,2 ) ,p o m t(B ,S J J ) ,  poffit{C,4,6J8), peint(B.

> with(Li.siearA!gel>ra}:

> v := <a,b,c>;
v := (a )ex +  ( b ) e v +  ( c ) e z

> ¥ecterN0rsts(v,2,eoKjBg8?e=laIse);

2 ,3,7):

> v l := <5-7,7-2,7-2>

д/О2 + b2 + г

v l  := — 2e +  5i?„ +  5e_

> VectorN om(v 1.2.cenjugate=faise);
3 V i

> N<irmaike{<a5Is,c>,EiscIIdeaB,foajugate-f8lse);

a

л / ?  +  A 2 +  c 2

b

■ J a 2 - * -b 2 +  c 2

С

J a ^ + b 2 +  e 2 _

> Normalb^v^EiiclldeanjConjugate^alse);

4*
h *  ,
-ve !
t* J

2) (2.2.8) formuladan Л5 = {-2;5;5}. ЛС = {-3,4,8} lami hisobga 
olib, topamiz:

AB ■ AC -  (-2) • (-3) + 5- 4 + 5- 8 = 66

> vAC := <4-7.б-2Д8-2>;
vAC — — 3ex + 4ey +  8ег

> ABAC:=©otrodiict{ <5-7,7-2.7-2>, <4-7,6-2,W -2>);

VectorCaiculus:-.(AB, AC)  : -66
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" к = 20/ + j  л-7 к

ЛВ х AC vektor ko‘paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

ABx AC =
i j  к 

- 2  5 5 

- 3  4 8

5 5 - - 2 5 - - 2  5

4 8
1 —

- 3 8 j  ~ - 3  4

l  J  h

I m n

о p  q

i m  q — i n p  +  I k p  — I j q  +  o j n  — о k m

« i ;~ 2 ,-3 > |< j,5 ,4 > i< k ?§ , 8 » ;

cab -
i j  к 
- 2  5 5 
-3 4 8

> D eterm inant(axh); 20 i +  7 к +  j

3) ABC uchburchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

S = —\aB x~AC\ = —л/202 + l 2+ 7 2 = 15л^
21 I 2 2

/—
> modN:*VectorNorm(NJ5,coBjugate==false); modN := 15 \ j 2

15> s:=med.N/2; * := y> /2

4) ABCD piramida hajmini topamiz:

-2 5 5

К = —mod 
6

-3 4 8 

-5 1 5

1 zr Л 32:---64 = ----
6 3

> with(geoHi3d):

>  a b c  <<~S,~2,~3>j<LS,4>j<5,5,8>>;

-2  5 5

abc:= - 3  4 8 

-5 1 5
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>  D eierm m aiitfabe):

-64

> VABCD:~{ABC(DetermiiHmt(abcrt/6};
32

VABCD = — .
3

2.2.4. Mashqiar

1. Tomonlari birga teng bo‘Igan teng tomonli ABC uchburchak berilgan. 
AB-BC + BC ■CA + CA-AB ifodaning qiymatini toping.

2. Tomonlari BC = 5, CA = 6, ЛВ -  7 ga teng bo‘ Igan ABC uchburchak 

berilgan. AB-BC skalyar ko‘paytmani toping.

— л О гг
3. Agar | a j= 6, | b ]= 4, m = (a , b) = —  bo'lsin. Toping:

1) (2а + Ь)2; 2) (la-3b)-(a-2b).

4. 5 = {l;-2;2} va E = {2;4;-5} vektorlar berilgan. Toping:
1) (33-26).(a + b); 2) (a-b)2.

5. Berilgan vektorlar m ning qanday qiymatlarida perpendikular bo‘ladi?
1) 3 = {l;-2m;Q}, b = {4;2;3m}; 2) a = {,>и;-5;2}, b = {m-2;m;m + 3}.

6. et, ёг, ё, birlik vektorlar uchun ё, + ёг + ё, = 0 bo‘lsa, ё - ^ -t-ёгё, + ё,ё. ni 
toping.

7. Tomonlari а = 2Г + 7 va 6 - ]  + 2 k vektorlardan iborat bo‘Igan 
paralielogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari Д -1;-2;4), 5(-4;-2;0), C(3;-2;l) bo‘lgan ABC uchburchak 
berilgan. AB ni toping.

9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari qanday burchak tashkil 
qiladi?

10. Koordinata o ‘qlari bilan tashkil qilgan burchaklari berilgan fazodagi ikki 
yo‘nalish orasidagi burchakni toping:

2.11. 5 = {3;—6;— i}, 6 = {l;4;-5}, с = {З;—4;12} vektorlar berilgan. Quyidagilarni 
toping:

1) Pr; 5; 2) Pr5( 2 o - 3 i) .
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12. Л(1;2;-3) nuqtani S(5;6;-l)nuqtaga to ‘g‘ri chiziq bo‘ylab ko‘chirishda 
!•' (2;-l;3} kuchning bajargan ishini toping.

13. a = {3;-l;5} va 6={l;2;-3} vektoriar berilgan. Agar x-a = 9,
x - h - - 4va x vektor Oz oqiga peфendikular bo‘lsa, x vektorning koordinatalarini 
toping.

14. a = {2;—3;1}, b -  {l;-2;3} va с = {l;2;-7} vektoriar berilgan. Agar 
x La, x Lb,  x-c = 10 bo ‘Isa, x vektorni toping.

л ~~ 5/Г15. A gar(a j= 4 , \b (=6, <p = (a,b) = :— bo‘Isa, quyidagilarni toping:
6

l ) a x b ;  2 ) \(2a-3b)'<(a + 4b)\.

16. Tomonlari a va b vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan 
paralielogrammning yuzini toping:

1) a = ih + 2n, b = 2m + n, bu yerda | я» j= 1, |Я|= 1, <p = (in ,«) = -—;
6

2) а-Ът-2п,  b ~ 5m + bu yerda | т | - 2 , |й |~ 3 ,  q> = (m,n) — ~.

17. Agar j a |=5, |b |=10, Sb =25 bo1 Isa, | ax  ь jni toping.

18. Agar | a |=3, |i|= 13 , \av.b |= 36 bo‘lsa, o&nitoping.

19. a  = {--1,2,3} va Ь = {2;-1;3} vektorlar berilgan. Vektor ko'paj'tm alarini 
toping:
1) 2 x 6 ; 2) (2a + b) x(3b -  a).

20. Tomonlari a va b vektorlar uzunliklaridan iborat bo" Igan 
uchburchakning yuzini toping:

!) a = {2;-2;l}, b = {8;4;1}; 2 ) 3  = {3;5;-8}, b = {6;3;-2}.

21. Uchburchak uchlari A( 1;2;0), B(3;0;-3), C(5;2;6) berilgan. Uning В 
uchidan AC tomonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.

22. ^nuq taga F kuch qo‘yi!gan. Bu kuchning В nuqtaga nisbatan 
momentini
toping:) F = {2;-4;5}3 Л(0;2;1), fi(-l;2;3); 2) F  = {1;2;-1}, Л(-1;4;-2), 2?(2;3;-l).

23. F = {2;2;4} kuch Д4,2;-3) qo‘yilgan. S(0;2;4) nuqtaga nisbatan 
kuch momentining qiymatini va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

24. Kollinear bo‘imagan m va w vektorlar berilgan. 3 = a-m + 6n va 
Ь=Ът-2п vektorlar a  ning qanday qiym atidakollinear boMadi?

25. a = {-l;3;cs} va £ = {/?;-6;—3} vektorlar a  va p  ning qanday qiymatlarida 
kollinear boMadi?
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26. Ikkita a = {2;-3}, * = {—1;5> vektorlar berilgan, Quyidagi shartlami 
qanoatlantiruvchi x vektoming koordinatalarini toping:

l ) j i a v a i - x  = 7; 2) 5 ])a va b x = 17.

27. a = {4;—2;—3} va £ = {0;1;3} vektorJarga perpendikular, uzunligi 26 ga teng 
va Oy o ‘q bilan o 'tm as burchak tashkil qiluvchi x vektoming 
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektoiiam ing komplanar yoki komplanar emasligini aniqlang.
1)3 = {3;-2;l} ,b = {2;1;2}, с = {3;-l;-2}; 2)3 = {2;-l;2 \,b = {3;-4;7},c = {l;2;-3}.

29. a  ning qanday qiymatlarida a i , c  vektorlar komplanar bo‘ladi?
1) 3 = {l;l;a}, 6 = {0;1;0), c = {3;0;l}; 2) 3 = {a:3;l}, b = {5;-l;2}, c = {-l;5;4}.

30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va D 
uchidan tushirilgan balandligini toping:

1)Ж1;-2;2), 5(-l;l;2), C(-l;-2;8), £>(1;1;10); 2)A{VX'i), B(2;0;2), C(2;2;2), £>(3,4;-3).

31. a, b, с vektorlar berilgan. Bu vektorlar qanday uchlik tashkil etishini 
aniqlang va qirralari bu vektorlardan iborat bo'Igan parallelepiped hajmini toping:

1)3 = {1;-2;1} ,b = {3;2;1}, Ъ = {-I;0;1}; 2)3 = {1;3;3> ,b = {-1:2,0}, с = {l;2;-3}.
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matematigi, mexanigi, 

fizigi vafiziologi.
Rate Dekan zamo- 

navh unahtik geonwi- 
riya vn algebmih ramz- 
larga w  mtlgan.

Dekart wmmidati 
analitik geometdyatiing 
утЫШкЫ щп .
tengiaitiatarini biror 
ktwrtimataixr internals- 
da tahlil imkottim 
bertli fun kstyu
tu.ihuHchasi ronton hat 
qiluvehi tfiia'am Ьо'Ш

ANALTTIK 
GEOMETRIYA

Analitik geometriya -  matematikaning 
bo‘limlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan 
algebrani birlashtiradi, ya’ni ayrim 
geometrik tushunchalami algebraik tahlil 
qilish va ayrim algebraik bog‘lanishlami 
geometrik izohlash imkonini beradi. Bunda 
asosiy e’tibor ikkita masalaga, xossalariga 
ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini 
keltirib chiqarishga va tenglamasiga ko‘ra 
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini 
o‘rganishga, qaratiladi.

Fransuz matematigi Rene Dekart 
analitik geometriyaning asoschisi 
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda 
kiritilgan koordinatalar usuli nuqtaning 
о‘mini biror koordinatalar sistemasiga 
nisbatan aniqlashga asoslanadi.

3.1. TEKISLIKDAGI 
TO‘G‘RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang‘ich О  nuqtaga ega 
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va Oy  

koordinata o‘qlari tekislikda to‘g‘ri 
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini 
hosil qiladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita x va у sonian tekisiikdagi 
har qanday M nuqtaning o‘mini to‘liq aniqiaydi. Bunda nuqta M(x;y) 
kabi belgilanadi: x ga M  nuqtaning absissasi, у  ga M nuqtaning 
ordinatasi deyiladi.

Oxy tekisiikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu chiziq 
nuqtalarining x va у  koordinatalari orasidagi bog‘lanishni aniqlovchi 
ikki noma’lumli

F{x,y)  = 0

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari ikki noma’lumli F(x,y) = 0 tenglamani 

qanoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x;y) nuqtalari to‘plamiga 
tekislikda shu tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekisiikdagi chiziq у  = f(x)  tenglama bilan beriladi. 
Bunda chiziq у  = f (x)  funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekisiikdagi chiziq ikkita x = x(t), y  = y(t),  t e т tenglamalar
bilan ham berilishi mumkin. Bunda barcha M(x(t):y(t)), t e T  nuqtalar
to‘plami tekisiikdagi chiziqni ifodalaydi. x = x(t), у  = y(t) funksiyalarga
bu chiziqning parametrik tenglamalari, t o‘zgaruvchiga parametr 
deyiladi.

Tekisiikdagi chiziqning ikkita x = x(t), у  = y{t) parametrik 
(skalyar) tenglamalarini bitta r = r(t) vektor tenglama bilan 
berish mumkin. Bunda t parametr (vaqt) о‘zgarishi bilan f  = r{t) 
vektorning oxiri biror chiziqni chizadi. Bu chiziqqa nuqtaning 
traektoriyasi, r = f(t) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla 
chiziqning vektor va parametrik tenglamalarining mexanik m a’nosini 
bildiradi.

Shunday qilib, tekisiikdagi har qanday chiziqqa ikki 
o‘zgaruvchining biror F(x,y) = 0 tenglamasi mos keladi va aksincha, 
ikki o'zgaruvchining har qanday F(x.у) = 0 tenglamasiga, umuman 
olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «umuman 
olganda» iborasi avtilganlarda mustasnoga yo‘l qo‘yilishi mumkinligini 
bildiradi. Masalan, (̂ r - 1)2 + ( y -  4)2 = 0 tenglamaga chiziq emas, balki 
M (1;4) nuqta mos keladi; x2 + y 2 + 3 = 0 tenglamaga tekislik 
nuqtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kelmaydi.
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To‘g‘ri chiziqning tekisiikdagi o‘rni turli parametrlar bilan bir 
qiymatli aniqlanish; mumkin. Masalan, to‘g‘ri chiziqda yoluvchi nuqta 
va to‘g‘ri chiziqqa perpendikular vektor bilan, to‘g‘ri chiziqning 
koordinata o:qlarida ajratgan kesmalari bilan va hokazo. Bunday 
parametrlar to‘g‘ri chiziqning tenglamalarini keltirib chiqarish uchun 
asos boiadi. Quyi da berilgan parametrlariga ko‘ra to‘g‘ri chiziq 
tenglamalarini keltirib chiqarish bilan tanishamiz.

I. To‘g ‘ri chiziqda yotuvchi M0(x0;yB) nuqta va to'g'ri chiziqqa 
perpendikular bo ‘Igan n~{A\B} vektor berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz va 
M 0M  =  {a- - x ; i ; v - y 0 }  vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda ii ± MGM  boiadi. Ikki vektorning perpendikulyarlik 
shartiga asosan to‘g ‘ri chiziq 
tenglamasini topamiz:

A ( x - x o) + B ( y - y s) = 0. (1 .1 )

(1.1) tenglamaga berilgan nuqtadan o'tuvchi va berilgan vektorga 
perpendikular to ‘g'ri chiziq tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziqqa perpendikular boigan har qanday vektorga 
to'g'ri chiziqning normal vektori deyiladi.

Demak, n = {A; Bj vektor (1.1) tenglama bilan aniqlanuvchi 
to‘g‘ri chiziqning normal vektori 
boiadi.

1-misol. A/,(2;3)va MJ-Vfi) 
nuqtalar berilgan. M2 nuqtadan 
o ‘tuvchi va M,M, vektorga 
perpendikular to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini tuzing.

Yechish. Awal M.M2 vektorini

topamiz:

'М\М~2 = {-1 — 2;0 -  3} = {—3;—3}. О

Bundan A = - 3, B = - 3.

3.1.2. Tekisiikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari
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Izlanayotgan to‘g ‘ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan 
tuzamiz:

— 3(x  -  ( - 1 ) )  -  3(y  -  0) = 0

yoki
x + у  + 1 = 0.

II. To'g'ri chiziqda yotuvchi MB(x0;y0) nuqta va to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lgan s={p;q} vektor berilgan.

I to‘g ‘ri chiziqda yotuvchi va M( x;y )  nuqtalardan
M0M = {x -  xtJ; у  -  у .,} vektomi yasaymiz (1-shakl).

Bunda s va M0M vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming 
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

_ ^ l  = 2L=A. ( l 2 )
p  q

(1.2) tenglamaga berilgan nuqtadan o'tuvchi va berilgan 
vektorga parallel to ‘g  ‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to 'g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi deb 
ataladi.

To‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan (yoki to‘g ‘ri chiziqda yotuvchi) 
nolga teng boimagan har qanday vektorga to‘g ‘ri chiziqning 
yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s={p;q}  vektor (1.2) tenglama bilan aniqlanuvchi 
to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chiziqning keltirilgam II shartni 
qanoatlantiruvchi boshqa tengiarnaiarini hosil qilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

belgilash kiritamiz. 
Bundan

x = xa+tp, y  = y a+tq (1.3)

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda t -  parametr.
(1.3) tenglamalarga to'g'ri chiziqning parametrik tenglamalari 

deyiladi.
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2. M a’lumki, tekisiikdagi chiziqning ikkita parametrik (skalyar) 
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni 
(1.3) tenglamalami

f  = r0 +ts (1.4)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda r = {x;y), r„ ={xc;ya} - mos 
ravishda M(x:y),M0(x0;ya) nuqtalarning radius vektorfari; 
s' = {/»;^}-to‘g4ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori (1 -shakl).

(1.4) tenglamaga to ‘g  ‘ri chiziqning vektor tenglamasi deyiladi.
2-misol. A/(-2;4) nuqtadan o‘tuvchi va s = vektorga parallel 

to‘g;ri chiziqning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish.To1 g'n chiziqning kanonik, parametrik va vektor 

tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

x + 2 __ у  — 4
1 -3  У ; 

x = -2 + 1, у  = 4 - 3t, te T ;
1r =ra +/J, rb ={-2:4}.

I l l  To ‘g  ‘ri chiziqda yotuvchi ikkita 
MXx,;y,) va МЛх^у?) nuqta berilgan.

1 to*g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy
M(x;y) nuqtani olib, M 1M = { x - x s; y - y l} О X

va M,M,, ={x2-x. ;y ., -  v j  vektorlarni 
yasaymiz (2-shakl). Bunda M M  va

2-shakl.

M.M2 vektorlar kollinear bo‘ladi.
Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

*2“ *. Уг'Ух
bo‘ladi.

(1.5) tenglamaga berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to ‘g  ‘ri chiziq 
tenglamasi deyiladi.

IV. To ‘g  ‘ri chiziqning Ox va Oy о ‘qlaridan ajratgan kesmalari a 
va b berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani 
olamiz (3-shakl).
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ACBM va АОВА o‘xshash. U holda uchburchaklammg 
o‘xshashlik alomatiga ko‘ra,

CB _ CM 
OB ~ OA

OB -  ОС OD
OB OA

Bundan OC = x, OB = a, OD = y, 0.4 = b 
o‘miga qo‘yish bajarib, topamiz:

X  у

ОС OD 
OB Г OA '

= 1. ( 1.6)

(1.6) tenglamaga to ‘gri chiziqning 
kesmalarga nisbatan tenglamasi 
deyiladi.

3- misol. 4x + 3y - 12 = 0 tenglama 
bilan berilgan to‘g‘ri chiziqni chizmada 
tasvirlang.

Yechish. Tekislikdagi to'g'ri 
chiziqni chizish uchun uning ikkita 
nuqtasini bilish yetarli bo‘ladi.

To‘g‘ri chiziq tenglamasida, masalan x = 0 deb, >’ = 4 ni, ya’ni

A(0;4) nuqtani va shu kabi nuqtani topamiz. Bu nuqtalami

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘g‘ri chiziqni chizamiz (4-shakl).
Bu masalani boshqacha, ya’ni to‘g ‘ri chiziq tenglamasini 

kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun 
tenglamaning ozod hadi (-12)ni o‘ng 
tornonga o‘tkazamiz va hosil bo‘lgan 
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga 

bo‘lamiz:

yoki

, „ 4 x 3  v ,4x + 3v = 1 2 , ---- i---- = 1
12 12

3 4

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi 
to‘g‘ri chiziq Ox o‘qidan 
koordinatalar boshiga nisbatan o‘ng
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tomonga 3 ga teng kesma, Oy  o'qidan esa koordinatalar boshiga 
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesma ajratadi (4-shakl).

V To ‘g ‘ri chiziqning o g ‘ish burchagi <p va Oy o'qidan ajratgan 
kesmasi b berilgan.

Ox o‘qning musbat yo‘nalishidan berilgan to‘g‘ri chiziqqa soat 
strelkasiga teskari yo‘na1ishda hisoblangan cp burchakka to'g'ri 
chiziqning og ‘ish burchagi deyiladi.

Og‘ish burchagining tangensi, ya’ni k = tg<p son to'g'ri chiziqning 
burchak koeffitsiyenti deb ataladi.

J to‘g‘ri chiziqda yotuvchi 
ixtiyoriy M (x ;y )  nuqtani olamiz 
va burchak tangensi ta’rifidan 
foydalanamiz (5-shakl):

y - b
= tg<p

yoki

Bundan

У = tS(Px  + b ■

v = kx + b . (1.7) 

to 'g ‘ri chiziqning burchak koejfitsiyentliBu tenglamaga 
tenglamasi deyiladi.

2-izoh. (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chiziqning к burchak 
koeffitsiyentga ega bo‘lgan yana bir tenglamasini keltirib chiqaramiz. 
Bu to‘g‘ri chiziq M .(x y\y\)  nuqtadan o'tsin. U holda bu nuqtaning 
koordinatalari (1.7) tenglamani qanoatlantiradi: y t =kx, +b.

Bundan b = y\ - k x v

U holda (1.7) tenglamadan topamiz:

v = kx -  kxl + y,

yoki
y - y ,  = k ( x - x :). (1.8)

(1.8) tenglamaga berilgan
nuqtadan berilgan yo'nalish bo'yicha
o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi Q 
deyiladi.
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Suningdek, bu tenglama to ‘g  ‘ri chiziqiar dastasi tenglamasi deb 
ataladi.

VI. To ‘g  'ri chiziq n = OP normalining yo ‘nalishi a  va uzunligi p 
berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M ( x \ y )  nuqtani olamiz.
6-shaklga asosan:

Pr, OP = P r, ON + Yt{ NM + Pr7 M P , 

bu yerda Pr, OP  = p,  Pr, ON - x c o s a ,  Prf MM = >’sina, Prf MP  = 0.

Bundan,
p  = x c o s a  +  y s m a

yoki
x c o s a  + j /s in a  -  p  = 0.  ( 1-9 )

(1.9) tenglamaga to ‘g  ‘ri chiziqning normal tenglamasi deyiladi. 
Keltirib chiqarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa 

kelib chaqadi:

x , y  o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi 
tekislikdagi biror to‘g‘ri chiziqni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi 
har qanday to 'g 'ri chiziq x , y  o‘zgaruvchilaming biror birinchi 
darajali tenglamasi bilan aniqlanadi.

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini

Ax + By + C = 0 (] .1 0)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozodhad; Л2 + B2 * 0.
(1.10) tenglamada A va В sonlar to‘g‘ri chiziq normal vektorining 

koordinatalari boMishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish mumkin:

A ( x - x s) + B ( y - y a) =  0,

Ax +  By -  ( Ax0 + Byu)  =  0,

Ax + By + С = 0, С =■ -(Ax,  + By0).

Demak, n = {A;B}.

(1.10) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
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(1.10) tenglamada:
1) A = 0 bo‘lsa, tenglama By + C = 0 ko‘rinishga keladi. Bunda 

to‘g‘ri chiziqning normal vektori Ox o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu 
sababli to‘g‘ri chiziq Ox o ‘qqa parallel, Oy o‘qqa perpendikular 
bo‘ladi. Shu kabi В = 0 da kelib chiqadigan Ax + C = 0 to‘g‘ri chiziq Oy 
o‘qqa parallel, Ox o‘qqa perpendikular bo‘ladi;

2) C = 0 boMsa, tenglama Ax + By = 0 ko‘rinishni oladi. Bu 
tenglamani 0(0:0) nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi. Demak, 
to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi;

3) A -  0 va С = 0 bo‘lsa, ten glam ad ал y  = 0 kelib chiqadi. Bu to‘g‘ri 
chiziq Ox o‘qda yotadi. Shu kabi B = 0 va C = 0 da hosil bo‘ladigan 
x = 0 to‘g‘ri chiziq Oy o‘qda yotadi.

4- misol. a ning qanday qiymatlarida (a2 + 4a)x + (a -  5)у  - 2 a  + 4--0 
to‘g‘ri chiziq: I ) Ox o‘qqa parallel boiadi; 2) Ox o‘qqa perpendikular 
boiadi; 3) koordinatalar boshidan oladi.

Yechish. Misolning shartiga kola : A = a2+4a, B = a -  5, 
С = -2a + 4.

U holda:
1) a2 + 4a = 0 yoki a = -4, a = Q da A = 0 boiadi. Shu sababli 

berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘qqa parallel boiadi.
2) a -  5 = 0 yoki e = 5 da 3 = 0 va berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘qqa 

perpendikular boiadi.
3) -  2a + 4 = 0 yoki a = 2 da C = 0 boiadi. Demak, a = 2 da to‘g‘ri 

chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi.
To‘g‘ri chiziqning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har birini 

boshqalaridan keltirib chiqarish mumkin.
Misol tariqasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib 

chiqaramiz. В uning uchun (1.10) tenglikning chap va o'ng tomonini

normaliovchi ко ‘paytuvchi deb ataluvchi M = ± -.  ̂ songa
л1Л2+В2

ko‘paytiramiz.

Hosil boigan Л'\ ^  4  ̂ = 0 tenglamada
4 a 2 + b 2

л А  ̂ В С
cos a  = ± —;— : , s in a  = ± ,------------ p  = +~7= = =

у/A2 + В2 4 а 1+ в 2' 4 Ж + ¥

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chiqadi.
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Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi С koeffitsiyentning 
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

5-misol. To‘g‘ri chiziqning 5jc-12^ + 8 = 0 tenglamasini normal 
ko'rinishga keltiring.

Yechish
1 1Tenglamaning chap va o‘ns tomonini M = — = = = =  =----

V52+(-12)2 13

(chunki С > 0) soniga ko‘paytiramiz.

Bundan

5x 12v 8------ 1-----------= 0
13 13 13

yoki
x c o s a  + ^ s in a  -  p  = 0 ,

и A 5 . 12 8 buyeraa cos a  = ---- , s m a  = —, p =  — .
13 13 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziqning 
o‘zaro joylashishi

Ikki to ‘g ‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki /, va l2 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak 
<p boisin.

Bu burchak to‘g‘ri chiziq tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli 
formulalar bilan aniqlanishi mumkin.

I. To‘g‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari

Л,х + B̂ y + C, = 0 va A2x + B2y + C2 = 0

bilan berilgan boisin.
Bunda to‘g‘ri chiziqlarning «, = {Л,;В,}, пг ={А2,Вг} normal 

vektorlari orasidagi burchak to‘g£ri chiziqlar orasidagi burchakka 
teng, ya’ni #> = (/, ,/, )=(«,,«.,) boiadi (7-shakl).

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:



II. To‘g‘ri chiziqiar kanonik tenglamalari

у - у 0 * -x a У-Уо----------  _ ---------- ------------ ------- __ ------------

P, 4i Pi Яг

bilan berilgan bo‘lsin.

Bunda Sj = {/>,;?,}, s2 = {Pi’42} bo‘ladi.

1J holda <p = (/,, l2y=(s„s2) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz

*‘72 _  PP> +4, 4;cos <p = -----——  -  ,---------- ,------------
l«i I-1^1 -yjp" + q ^ p l + q  2 

111. To‘g‘ri chiziqiar burchak koeffitsiyentli

y = kix + bl va у  — кгх + b2

tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.
7-shaklga ko‘ra, cp = <p1-q>l .

Bundan

(1.12)

l£9 = tgifPi ~ <Pi )j tg<P =
tg<P2~tg(Pl
l+tgVitgft

yoki

tgq>-- K - K (1.13)

kelib chiqadi.
Agar bunda to‘g‘ri chiziqlardan qaysi biri birinchi va qaysi biri 

ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tkir burchakni topish 
talab qilinsa, u holda (1.13) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi, 
ya’ni

tg<p-- k2 -  к,
1 + к, к,

(1.14)

Shunday qilib, to‘g‘ri chiziqiar 
tenglamalarining ko‘rinishiga qarab, 
ular orasidagi burchak (1.11) - (1.14) 
formulalardan biri bilan topiladi.

6-misol. y  = - 4x + l va 5 x - 3 j - 7  = 0 
to‘g‘ri chiziqiar orasidagi burchakni 
toping.

Yechish. Birinchi tenglamaga ko‘ra, 7-shakl.
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kt = -4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

5 7 55 * -3 y -7  = Q, y  = —x — , bunda L = —.
3 3 2 3

U holda
5

- (-4 )
tg<P = —--------F = “l-

lf<_4)'3
Demak, <p=— .4

Ikki to ‘g ‘ri chiziqningperpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g ‘ri chiziqning perpendikularlik shartlarini 
ikki to‘g ‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib 
chiqaramiz.

/, Ll2 bo‘lsin. Uholda cos^ = 0 v a (  1.1!) tenglikdan topamiz:

ДЛг+ Я Д =  0. (1.15)

Shu kabi (1.12) tenglikdan

72 =° (1-16)

kelib chiqadi.
(1.13) tenglikdan

1 + k,k,
ctgtp

U holda /, ± /2da ctg<p = 0 yoki

1 + ktk2 = 0  (1 -17)

boiadi.
Demak, to‘g ‘ri chiziqlar tenglamalarining ko‘rinishiga 

qarab, ularning
perpendikular boiish i (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniqlanadi.

Ikki to ‘g ‘ri chiziqning parallellik sharti

I. /, va l2 to‘g ‘ri chiziqlar parallel boisin. U holda ulaming 
normal vektorlari «, ={4;6,}va n2 ={A2,B2} kollinear boiadi. Ikki
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vektoming kollinearlik shartidan ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik 
shartini topamiz:

4 -= ^  (1.18)
A B2

П. Agar /, val2 to‘g‘ri chiziqiar parallel bo‘lsa, u holda ulaming 
yo‘naltiruvchi vektorlari st = {/?,;<?,} va s. = {p2;q2} kollinear boiadi. 
Bundan

= (1.19)
Pi Яг

III. ZJ/2 bolganida ular orasidagi burchak uchun tgp = 0 boiadi. 
U holda (1.14) tenglikdan topamiz:

к, = кг . (1.20)

Shunday qilib, (1.18)-(l .20) shartlardan biri to‘g‘ri 
chiziqiar tenglamalarining berilishiga ko‘ra, ulaming parallel bolishini 
aniqlaydi.

7-misol .  M a (2;1) nuqtadan o‘tuvchi va 2x + 3y  + 4 = 0 to‘g‘ri 
chiziqqa perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq tenglamasini Ax + By + С = 0 ko‘rinishda 
izlaymiz.

To‘g‘ri chiziq M J 2;1) nuqtadan o‘tgani sababli 2A + B +  C = Q 

va 2x + 3y + 4 = 0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikular bolgani uchun 
2A + 3B = 0 boiadi.

3 1Bu tenglamalami birgalikda yechib topamiz: A = -  -  С, В = -С .

A \a  В koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

- -Cx + -Cv + С = 0.
4 2

Bundan
(-3 x  + 2y  + 4)C  = 0 yoki 3x -  2 y  -  4 = 0 .

Ikki to‘g ‘ri chiziqning kesishishi

To‘g‘ri chiziqiar uinumiy tenglamalari
j4̂ X + ”1" — 0 va Â X + "Ь ^2 = ® 

bilan berilgan bolsin va М0(ха;уа) nuqtada kesishsin (7-shakl).
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U holda A/0(jr0;^0) nuqtaning koordinatalari har ikkala tenglamani 
qanoatlantiradi. Shu sababli ikki to‘g ‘ri chiziqning kesishish 
nuqtasi koordinatalari

Atx0 + Bly 0 + 0 , - 0 ,  ^

A x о + в гуа + с г = о 
sistemadan topiladi.

Bunda M0(xb-,ya) kesishish nuqtasi orqali oiuvchi to‘g‘ri 
chiziqlar dastasi

AjX + B^y + C] + Л(А2х + Вгу  + С , ) = О (1 .2 2 )

tenglama bilan aniqlanadi, bu yerda X -  sonli ko‘paytuvchi.

8-misol. 2 x - y - 2  = 0 a to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘naltirilgan 
yorugiik nuri x - 2 y  + 2 = 0 to‘g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi, Qaytuvchi 
nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorugiik nurining qaytish nuqtasi 2 x ~ y - 2  = Q va 
x -  2 y  + 2 = 0 to‘g‘ri chiziqlaming kesishish nuqtasi boiadi.

Bu nuqta M(x-,y)  boisin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

\ 2 x -  y - 2 = 0, 
x - 2 y  +  2 = 0.

Bundan M(2;2).
Yorugiik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan to‘g‘ri chiziqlar 

orasidagi burchak tangensini topamiz.
Berilgan to‘g‘ri chiziqlaming burchak koeffitsiyentlari

k, к. =2 boiadi.
1 2 2

Bundan

—  -  2 .

1 + — • 2 4
2

Bu son yorugiik nuri qaytuvchi va sinuvchi to‘g‘ri chiziqlar 
orasidagi burchak tangensiga teng boiadi.

U holda



Bundan k - - —.
11

2
Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq uchun: M(2;2), k - —  .

11

Bu parametriar bilan aniqlanuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzaniz:

y -  2 = —- ( x - 2 )
11

yoki
2x +11 v -18 = 0.

bu yerda к -  nur qaytuvchi to;g ‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.

Ikki to ‘g ‘ri chiziqning ustma-mt tushishi

/, va l2 to‘g‘ri chiziqlar umumiy tenglamalari

Atx + B^y + C, = 0 , A2x + B2y  + C2 = 0

bilan berilgan bo‘lsin va ustma-ust tush sin.
Bunda:

A В— birinchidan /, I!l2 bo‘ ladi va - J- = — = Я tengliklardan A] -  XA2 = 0,
A2 B2

B, -  XB2 = 0 kelib chiqadi;
-  ikkinchidan /, to‘g‘ri chiziqning har bir nuqtasi, jumladan, 

M r/(x:l;y0) nuqtasi, l2 to‘g‘ri chiziqda ham yotadi, ya’ni

A,x, + Влу,, + Ct — О, /I-л"{; -h B2y0 + C2 ~ 0
boiadi.

Bu tengliklaming ikkinchisini X ga ko‘paytiramiz va birinchidan 
ayiramiz:

(Д  - X A J x 0 +(B , - X B 2) + (CI -  XC2) = 0 .

Bundan C, - X C 2 kelib chiqadi.
Demak, to‘g‘ri chiziqlaming ustma-ust tushush sharti

A =A = ^ . .  (1.23)
а , в, a

tengliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘Igan masofa

Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulaming uzuniigiga 
nuqtadan to ‘g  ‘ri chiziqqacha bo ‘Igan masofa deyiladi.

M0(x0;yJ  nuqta va Ax + By + C = Q tenglama bilan / to‘g'ri chiziq
berilgan bo‘lsin. M0 nuqtadan / to‘g‘ri 
perpendikulaming asosini M, (*,;>/,) 
bilan belgilaymiz (8-shakl).

U holda M,M0 = {x0 -  x, ;y0 -  y , } va 
M^x^y,) nuqta I to ‘g‘ri chiziqda 
yotgani sababli Ax, + By, + С = 0. ya’ni 
С = -Ax,  -  By, bo‘ladi.

n = {A;B} vektoming I to‘g‘ri 
chiziqqa perpendikular bo‘lishi 
ma’lum. Shu sababli M0 nuqtadan
I to‘g‘ri chiziqqacha bo "igan masofani 
vektoming o‘qdagi proeksiyasining 
xossalaridan foydalanib topamiz:

chiziqqa tushiurilgan

-shakl.

d  = Pr= = |(x„ - * , ) Л + р у -  y, )B\  

■fAr +~B1

| Ax0 + By0 -Ax,  -By,  \_\Ax0+ By,, + С |

Shunday qilib, nuqtadan to ‘g  ‘ri chiziqqacha bo ‘Igan masofa 

j  _ I Ax0 + By0 + C\ (1.24)
f A 2 + BT 

formula bilan topiladi.

9-misol. 3;c + 4>' -  4 = 0 va 6x + 8> + 5 = 0 parallel to‘g‘ri chiziqiar 
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x + 4 y - 4  = 0 to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy, masalan M(0;i) 
nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziqiar orasidagi 
d  masofa M(0;1) nuqtadan 6x* 8_y + 5 = 0 to‘g‘ri chiziqqacha bo!lgan 
masofaga teng bo‘ladi. Uni (1.24) fonnula bilan hisoblavmiz:

|6-0 + 8-l + 5l 13.d - 1---- p = = —- = —(ub).
4 e + v  io
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1. To‘g‘ri chiziqlaming burchak koeffitsiyentini va koordinata o ‘qlarida 
ajratgan kesmalarini toping:

1)3*+ 4^ -12  = 0; 2 )x  = 3 v -2 ; 3 ) ~ — = —— 4)  — + — = —.) у  i . . 2 4 5 3 2

2. T o‘g ‘ri chiziqning tenglamasini tuzing: 1) Af,(2;~3) nuqtadan o ‘tuvchi va 
n = {3;4} normal vektorga ega bo igan ; 2) М г{-2;-3) nuqtadan o ‘tuvchi va 
s = {-1;3} yo'naltiruvchi vektorlarga ega bo ‘lgan; 3) M 3(-2;3) nuqtadan o ‘tuvchi 
Ox o ‘qqa perpendikular b o igan ; 4) A/4(3:2) nuqtadan o ‘tuvchi Oy o ‘qda b 5 ga 
teng kesma ajratuvchi.

3. Tenglamalardan qaysilari to ‘g 'ri chiziqning normal tenglamasini 
ifodalaydi?

1)v + 2 = 0; 2 )*  —2,5 = 0: 3) — x  — ~  y  — 3 = 0; 4) — * + -—v + 2 = 0.
5 5 13 13

4. T o 'g 'ri chiziqlaming kesishish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni 
toping:

] ) 5 x - y - 3  = 0, 2 x - 3 y + 4  = 0; 2) y = ~ x - ~ ,  4*+ 3v-5  = 0;

3) £ ± l  = Z z l  t,  Л)5^1=Ш г l z l  = y= l.
3 1 I 5 - 2  3

5. л» va n ning qanday qiymatlarida mx+9y+n = Q va 4 x + m y -2  = 0 to ‘g‘ri 
chiziqlar: 1) parallel bo‘ladi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular b o iad i?

6. m ning qanday qiymatlarida to ‘g ‘ri chiziqlar: 1) parallel bo iad i;
2) perpendikular bo iad i?
1) x - m y  + 5 -  0 , 2jr+3.y + 3 = 0; 2)  2 x - 3 y  + 4 = 0, m x - 6 y  + l  = G.

1. x  + y - 7 = 0 to ‘g ‘ri chiziqda koordinatalari 2 x - y  + 4 = 0 tenglik bilan 
bog‘ langan nuqtarii toping-

8. A(4,2) nuqtadan o ‘tuvchi va koordinata o ‘qlari bilan yuzi 2 kvadrat 
birlikka teng uchburchak ajratuvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

9. Л(-3;2),Я(5;-2),С(0;4) b o isa , ABC uchburchakda BD balandlik 
tenglamasini tuzing.

10. A(-2:0). B(5;3),C(l;-l) b o isa , ABC uchburchakda AD mediana 
tenglamasini tuzing.

11. 2 x - y + 3  = 0 va x + y - 2 = 0 to ‘g ‘ri chiziqlaming kesishish nuqtasidan 
o ‘tuvchi va 3 x - 4 y ~ 7  = 0 to ‘g ‘ri chiziqqa perpendikular to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini 
tuzing.

3.1.5. Mashqlar
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12. To‘g ‘ri burchakii teng yonli uchburchak gipotenuzasi orqali o‘tgan to ‘g‘ri 
chiziq tenglamasi 3 x + 2 y -6  = 0 dan va uchlaridan biri A(- l:-2) nuqtadan iborat. 
Uchburchakning katetlari tengiarnaiarini tuzing.

13. Paralielogrammning ikki uchi A(l;l) va B(2;—2) nuqtalarda yotadi va 
diagonaHari (-1:0) nuqtada kesishadi. Paralielogrammning tomonlari 
tengiarnaiarini tuzing.

14. Agar .4(5;3), £(  1;1), C(3;5), D(b,6) to ‘rtburchaknmg uchlari b o ‘h a , uning 
diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15. Uchburchakning uchlari berilgan: Л(8;3),В(2;5), C(5;-l). Uchburchak 
medianalarining kesishish nuqtasidan o ‘tuvchi va x + у - 2 = 0 to ‘g ‘ri chiziqqa 
perpendikular to ‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglam asi 4jc-3^ + 9 = 0dan va 
bissektrisasining tenglamasi x-7>’ + 21 = 0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining 
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi Д5;1),В(1;3) va medianalari kesishish nuqtasi 
M(3;4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tengiarnaiarini tuzing.

18. Uchburchakning ikki uchi A(2;-2),B(-6;2) va balandliklari kesishish 
nuqtasi M{  1;2) berilgan. Uchburchakning С uchidan tushirilgan balandlik 
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o 'rtalari berilgan: MI(1;-3),,W,(2;-2),M3(~3;4). 
Uchburchak tomonlarining tengiarnaiarini tuzing.

20. Paralielogrammning ikki tomoni 2 x + y - 2  = 0, *->> + 17 = 0 to ‘g ‘ri 
chiziqlarda yotadi va diagonallari M(-3,5;3,5) nuqtada kesishadi. Parallelogramm 
qolgan tomonlari yotgan to ‘g ‘ri chiziqlarning tengiarnaiarini tuzing.

21. x ~ 2 y + 5  = 0 to ‘g ‘ri chiziq bo‘ylab yo‘na!gan yorug‘lik nuri 3x -2y+7 = 0 
to ‘g ‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nur yo'nalgan to ‘g ‘ri chiziq 
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari Л(2;3),.В(-1;4),С(5;5) nuqtalarda bo ‘jgan uchburchak og‘irlik 
markazidan o ‘tuvchi va AC tom onga parallel to ‘g‘ri chiziq tenglam asini tuzing.

23. Bir uchi Д3;4) nuqtada bo‘Igan va bir tomoni 2х+5у+3 = 0 to ‘g ‘ri 
tenglama bilan berilgan to ‘g ‘ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4x~ 3y  + 8 = 0 va 8jc-6>>-7 = 0 to ‘g ‘ri chiziqiar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5x + 12^-61 = 0 va 5x + \2y + \ l  = 0 tenglamalar 
bilan berilgan to ‘g ‘ri chiziqlarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini 
toping.
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26. А(2;4) nuqtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik 
masofada yotuvchi to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

27. A(~2;3) nuqtadan o ‘tuvchi va £(5;-l),C(3;7) nuqtalardan teng  
uzoqlikda yotuvchi to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

28. M(-8;12) nuqtaning Л(-5;1)уа £(2;-3)nuqtalardan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri 

chiziqdagi proeksiyasini toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

9-shakl.

Oxy koordinatalar sistemasida x, у  o‘zgaruvchilarning ikkinchi 
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi 
tartibli chiziq deyiladi.

Har qanday ikkinchi tartibli chiziqni 
doiraviy konusning tekislik bilan kesishish 
chizig‘i sifatida hosil qilish mumkin. Shu sababli 
ikkinchi tartibli chiziqlar konus kesimlar deb 
ham ataladi. Berilgan I to“g‘ri chiziqni uni 
A nuqtaga kesuvchi boshqa bir fiksirlangan 
L to‘g‘ri chiziq atrofida o‘zgarmas в burchak 
ostida aylantirish natijasida hosil qilingan sirt 
doiraviy konus deyiladi (9-shakl).

Bunda i to‘g ;ri chiziqqa konusning 
yasovchisi, L to‘g‘ri chiziqqa konusning o'qi, A 
nuqtaga konusning uchi, konusning A nuqta 
bilan ajratilgan qismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):
-  tekislik konusning A uchidan o‘tmasa va konus o‘qiga 

per}3endikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo‘ladi;
-  tekislik konus o‘qiga perpendikular boimay, konusning faqat 

bitta pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel 
bo‘Irnasa, kesimda ellips hosil bo‘iadi;

-  tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning 
pallalaridan birini kessa, kesimda parabola  hosil bo‘ladi;

-  tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil 
boiadi:

-  tekislik konusning A uchidan o‘tsa, kesimda nuqta, to ‘g ‘ri chiziq, 
to ‘g  ‘ri chiziqlar jufti hosil bc^ladi.
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Aylana Eliips Parabola Giperbola

W wm \'

Nuqta To‘g‘ri chiziq To‘g‘ri chiziqiar
^ jufti

10-shakI.

Ikkinchi tartibli chiziqiar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng 
qo‘llaniiadi.

Bunga misollar keltiramiz.
1.M a’lumki, avtomobil g‘iidiraklari aylana shaklida yasaladi.
2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh joylashgan umuraiy 

fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat qiladi.
3. Agar parabola fokusiga yoruglik manbayi joylashtirilsa, nurlar 

uning o‘qiga parallel ravishda qaytadi. Projektorning tuzilishi bu 
xossaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab 
burchak ostida v0 =11,2 km/с (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich tezlik 
bilan chiqarilgan raketa parabola bo'ylab yer yuzidan cheksiz 
uzoqlashsa, v „ > l l ,2 km!с boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa 
giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoqlashadi, v0 < l l ,2 km!с 
boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa yerga qaytib tushadi 
yoki yeming sun’iy yo‘Jdoshi bo‘lib qoladi.
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3.2.1. Aylana

1-ta’rif. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nuqtadan teng 
uzoqlikda yotuvchi nuqtalarning 
geometrik o‘miga aylana deyiladi.

Tekislikda M0(xu;y0) nuqtadan R 
masofada yotuvchi nuqtalami 
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y) 
nuqta bo‘Isin (11 -shakl).

Aylana ta’rifiga ko‘ra, | MrM |= R.
Bu tenglikka ikki nuqta orasidagi 

masofa formulasini qo‘!laymiz:

=R-
11-shakl.

Bundan

( x - x a)2 + ( y - y<!)2=R2, (2 .1)
(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda 

M^x^yJ  nuqta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb alaiadi.
x0 = 0, ya =0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

x2+ y 2 = R2. (2.2)

(2.2) tenglama markazi koord in talar boshidan o'tuvchi va radiusi 
R ga teng aylanani aniqlaydi.

1-misol. Koordinatalari x = Rcost, y = Rsint tenglamalar bilan 
aniqlanuvchi M(x;y) nuqta aylana nuqtasi boiishini ko‘rsating.

Yechish. M(x;y) nuqta koordinatalarining har ikkala tomonini 
kvadratga ko‘taramiz va hadlab qo‘shamiz:

x1 + y 2 = R2eos2t + R2sin2t = R2(sm2t + cos2t) = R1

yoki
x2+ y 2=R2.

Demak, koordinatalari x = Rcost, у  = Rsint, t e R  tenglamalar bilan 
aniqlanuvchi M(x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi 
va radiusi R ga teng aylanada yotadi.

"\M

I Wo
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Aylanani aniqiovchi ushbu

Ix = R c o s t ,

jj^-Rsinf, ге[0;2л-] (2-3)

tenglamalar sistemasiga aylananingparametrik tenglamalari deyiladi.

3.2.2. Eliips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha 
bo‘Igan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bo‘lgan 
nuqtalaming geometrik o‘miga eliips deyiladi.

Fl va F2 eilipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo‘Isin. 
FF--2c,  FlM = r], F2M = r2 belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, F,M + FM  = 2a, ya’ni

r, + r2 = 2a, (2.4)

bu yerda a  -  o‘zgarmas son bo‘lib, a > c .
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o'q F,F2 

kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).
U holda F 2( - c;0) va F,(c;0)bo‘ladi.
M nuqtaning koordinatalari x va у  bo‘lsin deylik, ya’ni M{x\y). 
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

r, = j ( x - c ) 2 + y z , г2^  + с У+ y 2 ■

r, va r2 ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib, almashtirishlar 
bajaramiz:

sj(x -  c)‘ + у 2 + Ĵ(x + c)2 + у г =2a,

(x - с ) 2 + у г = (2 a - yj(x + c)2 + y 2):,

-  2xc + c 2 + y 2 = 4 a 2 -  4a^j(x + c )2 + y 2 + x 2 + 2xc + c 2 + y 2, 

a*J(x +  сУ + у 1 = a 1 + xc, 

a 2x 2 +  2 a 2xc  + a 2c 2 + a 2y 2 = a4 + 2 a 2xc + x V ,

( a 2 -  c2)x2 + a2y 2 =  a2(a2 -  c 2 ) .

136



b2 = a 2 -  с2 (chunki a > с ) belgilash kiritib, topamiz:

b2x 2 + a 2y 2 = a 2b 2,

yoki

(2.5)

(2.5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. 
x = acost ,  y  = bsint  tenglamalar bilan aniqlanuvchi M {x ;y )  nuqta ellip 

nuqtasi bolishini 1-misoldagi kabi ko‘rsatish mumkin.
Ellipsni aniqlovchi ushbu

tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.
Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib 

aniqlaymiz.
(2.5) tenglikda x  va у  ning faqat juft darajalari qatnashgani 

uchun ellips Ox,,Oy o‘qlarga va 0(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik 
bo‘ladi. Shu sababli (2.5) tenglamani x > 0 ,  y >  0 da (I-chorakda) 
tekshirish yetarli bo‘ladi.

I-chorakda (2.5) tenglamadan y  = - J a 2 - x 2 kelib chiqadi.

Bunda a- koordinata 0  dan a gacha o‘sganida у  koordinata b dan
0 gacha kamayadi. Ellipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata 
o‘qlariga nisbatan simmetrik qilib chizamiz (12-shakl).

Ellipsda 0(0:0) nuqtaga markaz, A,(a;0), A2(-a ;0), B2(0;-b)

nuqtalarga uchlar, AtA2, B,B2 kesmalaming 2a, 2b uzunliklariga mos 
ravishda katta va kichik o‘qlar, a , b  sonlarga mos ravishda katta va 
kichik yarim o ‘qlar, F\M, F M  kesmalaming r , , r2 uzunliklariga fokal 
radiuslar deyiladi.

ъEllipsning shakli -- nisbatga bogiiq  bo‘ladi, ammo ellipsning

x = acost ,  

y  = b$\nt,  ? е [ 0;2я-]
(2 .6)

a

a

shaklini nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a

e  = — kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0 < s  < i5



chunki 0<с<а. Ь2=аг - с г dan - =  1 , ya’ni — = Vl- e 1.
a  \  \ a j  a

Demak, £ -» ld a  - -> 0 ,  ya’ni b kichiklashib, eliips Oy o ‘qiga 
a

parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha e ^ O  da

— -> 1, ya’ni eliips aylanaga yaqinlashib boradi. 
a

x = ±— to‘g‘ri chiziqiar ellipsning direktrisalari deb ataladi.

12-shakl.

Ellipsning M nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan di va d2 
masofalar uchun ushbu

r\ _ ri -  
И ~ И г ~ в

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun

r t =  a  -  e x , r2 = a  + e x

formulalar hosil qilinadi.
Fokuslari Oy o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi 

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.
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Har ikkala hoi uchun ellipsning tenglamalarini va asosiy 
xossalarini keltiramiz.

Markazi 0(0;0) nuqtada bo‘lgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalan

x2 p2 
1. — + =-r- = l a > b >  0

a 2 b2 У

-  katta o ‘q Gx da yotadi „.J.
va 2a gateng; /  f

— kichik o‘q Oy da yotadi j 1 1 2 \
— a \  " О с Ja X

va 2b gateng;
-fokuslar: F^-cfi), F2(c;0) 

c1 = a1 —b1 .
- b

У,
x 22. —  + —-  = 1 a > b > 0

a

a1 /  с 

/ F\
— katta o"q Oy da yotadi \

va 2a gateng;
- h i  O

\ -л
-  kichik o ‘q Ox da yotadi \Ъ *

va 2b gateng; \

FJ— fokuslar: Ft(0;-c). F2(0;c) \ -  С

c2 = a 2 — b 2 - a

Agar a = b bo‘lsa. u holda (2.5) tenglamadan x2+ y 2 = a2 tenglama, 
ya’ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng 
aylana tenglamasi kelib chiqadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi 
hisoblanadi.

2-misol. 4x2 + 9y2 = i44 ellipsning o‘qlari uzunliklarini, fokuslarining 
koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

Bundan a 2 =36, b1 =16.
Demak, a = 6, b -  4, 2a  = 12, 2Z> = 8.
Shunday qilib, ellips o‘qIarining uzunliklari mos ravishda 12 va 

8 gateng.
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с = ia T -tf = л/Зб̂ ^Тб = 2-Js .

Bundan fokuslaming koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:

F2l(2V5-.0), F2(~2/5;0);

__ с _ 2л/5 _ л/5
6 ~  3

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha 
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o ‘zgarmas kattalikka teng 
bo‘lgan nuqtalarning geometrik o‘miga giperbola «'eyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q F\ va F2 fokuslardan, Oy o“q 
F ? \  kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M (x ;y )  giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. FF, -  2c, F.M ~ ru 
F2M  = r2 belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘r a ,

\rl - r i \=2a, (2.7)

bu yerda a -  o‘zgarmas son bo'lib, a < c .
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabi 

almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:

a va b ni bilgan holda с ni aniqlaymiz:

bu yerda b1 ~ c 2 - a 2.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi. 
Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib 

aniqlaymiz.
(2.8) tenglikda x va у  ning faqat juft darajalari qatnashgani uchun 

giperbola eliips kabi O x ,O y  o‘qlarga va 0(0;0) nuqtaga nisbatan 
simmetrik boiadi. Shu sababli (2.8) tenglamani л- > 0. у > 0 da (I- 
chorakda) tekshiramiz.

^ ______
I-chorakda (2.8) tenglamadan y  = - J x 2- a 2 kelib chiqadi. Bunda

a
x >a  va x koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan у  koordinata ham
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o‘sib boradi, ya’ni M  (x; y )  nuqta cheksizlikka intiladi. Bu intilish 
qanday yuz berishini ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

va burchak koeffitsiyenti k = — ga teng bo‘lgan y - ~ x  to‘g‘ri chiziqni
a a

qaraymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: M nuqta giperbola bo‘ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari bu to‘g ‘ri
chiziqqa juda yaqinlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi, ya’ni
asimptotik yaqinlashadi.

Shunday qilib, giperbola I-chorakda A, (a-fi) nuqtadan o‘tib, y  = - x
a

to‘g‘ri chiziqqa asimptotik yaqinlashgani holda o‘ngga va yuqonga 
qarab o‘sib boradi.

Giperbolaning qolgan choraklardagi shaklini koordinata o‘qlariga 
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki q ism dan iborat boiadi. Bu qismlarga 
giperbolaning tarmoqlari deyiladi.

13-shakl.

y  =  ± - x  tenglama bilan aniqlanuvchi to‘g ‘ri chiziqlarga 
a

giperbolaning asimptotalari deyiladi.
Giperbolada 4(a;0), Аг( -а;0), B,(0:-b)  nuqtalarga uchlar,

A,A2 kesmaning 2a uzunligiga haqiqiy o ‘q, B.B2 kesmaning 2b 

uzunligiga mavhum o‘q, a , b sonlarga mos ravishda haqiqiy va
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mavhum yarim o‘qlar, FtM, РгМ  kesmalaming r,, r, uzunliklariga 
fokal radiuslar deyiladi.

e = — kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi. 
a

Bunda £ > 1, chunki c> a.

b2 =c2- a 2 dan — = , | f - l  - 1, ya’ni — = л/г*~-1. 
a V\a J Q

£
Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yaqin bo‘lsa, -  shunchalik

a

kichik boiadi, ya’ni e -» ld a  —->0 va giperbola haqiqiy o ‘qi tomon
a

siqilib boradi, aksincha в kattalashgan sayin -  ham kattalashadi va
a

giperbolaning tarmoqlari kengayib boradi.

x = ±— to‘g‘ri chiziqlar giperbola^mg direktrisalari deb ataladi.
s

Fokuslari Oy o ‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi 
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniqlanadi.

M arkazi 0(0,0) nuqtada bo‘lgan giperbolaning 
kanonik tenglamalari va asosiy Missalari

-haqiqiy o‘q Ox da yotadi 
va 2a gateng;

-m avhum  o‘q Oy da yotadi 
va 2b gateng;

-fokuslar: F,(-c;0), F2(c;0); 

сг = а 2 +Ь2-,

-  asimptotalari: у  = ±-- x
a

2 - 4 - 4  = !a b
-haqiqiy о ‘q Oy da yotadi 
va 2a gateng;
-m avhum  o‘q Ox da yotadi 

va 2b gateng;
-fokuslar: F,(0;-c), F2(0;c);

c2 = a 2 +b2;

-  asimptotalari: у  = ± —x .
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Giperbolaning M  nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan dl va d2 
masofalar uchun ushbu

r' -  Гг - e  
d d.

tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x>0 bo‘lganda r, =sx-a ,  r2=sx + a;

x<0 bo‘lganda rt =-a~Ex, r2= a - s x

formulalar hosil qilinadi.
Yarim o‘qlari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola 

deyiladi.
Teng tomonli giperbola

x2 - y 2 -  a1 (2.9)

tenglama bilan aniqlanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti 4 l  ga teng va M(V3;V2) nuqtadan o‘tuvchi 
giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning yarim o‘qlari 
uzunligini, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining, 
direktrisalarining tengiarnaiarini tuzing.

С  i—Yechish. Ma’iumki, е=  — = ы2 yoki c2=2a2. Ikkinchi tomondan
a

c2=a2+b2. Bundan a2 = b2. Demak, izlanayotgan giperbola teng

_ /'л/2 )2
tomonli. М(л/3;л/2) nuqta giperbolada yotgani uchun -—; ----— = 1,

a“ a

ya’ni a2 =1.

Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

x2- y 2 = 1
ko‘rinishni oladi.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi giperbolaning yarim o‘qlari a = b = 1 
uzunlikka, fokuslari f;(V2;0), F2( -J 2;0) koordinatalarga ega bo‘ladi,

asimptotalari y  = ±x tenglamalar bilan, direktrisalari x = ±-j=  

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va 
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziqdan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalarning geometrik o‘migaparabola  deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha boigan masofani p ( p >  0) 
bilan belgilaymiz.

p  kattalikka parabolaning parametri deyiladi.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikular va 

fokusdan o‘tadigan. 0(O;O) nuqta fokus va direktrisaning o'rtasida 
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida

nuqta fokus, x = ~  to‘g ‘ri chiziq direktrisa boiadi (17-shakl).

M(x:y) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi boisin.
M  nuqtaning direktrisadagi proyektsiyasini N  bilan belgilaymiz.
Parabolaning ta’rifiga ko‘ra N M  = MF.

(2.10) tenglikda > ning juft darajasi 
qatnashgani uchun parabola Ox o‘qqa nisbatan simmetrik boiadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani * > 0, у > 0da tekshiramiz.
I chorakda (2.10) tenglamadan у  = -J2px kelib chiqadi. Bunda x>0  

va x  koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bilan у  koordinata ham o‘sib 
boradi. Shunday qilib, y >  0 boiganda M(x;y) nuqta 0(0;0) nuqtadan 
chiqadi va x o ‘sishi bilan o‘ngga va yuqoriga qarab bu nuqtadan 
cheksizuzoqlashadi. Parabolaning ><0 dagi shaklini Ox o‘qqanisbatan

Bundan
y,

N M

Parabolaning shaklini uning kanonik 
tenglamasidan foydalanib aniqlaymiz.

(2.10) tenglamaga parabolaning 
kanonik tenglamasi deyiladi.

yoki

2

14-shakl.
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simmetrik qilib chizamiz (14-shakl). Bunda 0(0;0) nuqta parabolaning 
uchi, Ox o‘q parabolaning о ‘qi deb ataladi.

Parabolaning ekstsentrisiteti e = = 1 ga teng bo‘ladi, direktrisasi
MF

x = ■ tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol. y 1 =6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini 
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan taqqoslab, ko‘ratnizki, 2p = 6 yoki p = 3.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

vafokusi /̂ Г—;0̂ = f -;ol boiadi.x -
2 2 2 2

Parabolaning boshqa kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.

Uchi 0(0.0) nuqtada bo‘lgan parabolaning 
kanonik tenglamalari va asosiy xossafari

1. у 2 = 2 px  

-fokus: F . f —;0
U

-  direktritsa: x  = -

va Ox oqqa simmetrik; 

— simm etriya о ‘ qi- Ox

F

у "//
/

: F  X

p >0

2. = 2 py 

fokus: f I o-,—

-direktritsa: y = - —
* 2

va Oy oqqa simmetrik;

-  simmelriya o‘qi -  Oy

F  

p  < 0 >0
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziqlaming 
umumiy tenglamasi

Ikkita x va у  o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy 
ко‘rinishda

Ax2 +  2Bxy + Cy2 +  2Dx  + 2Ey +  F  = 0, A 2 + B 2 + C 2 * 0 (2.11)

kabi yoziladi, buyerda A , B , C , D , E , F -  koeffitsiyentlar.
Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola va 

parabolaiaming kanonik tengiamaiarini keitirib chiqardik va xossaiarini 
o‘rgandik. Bunda chiziqlaming markazlarini koordinatalar boshiga 
joylashtirdik va ulaming o‘qlarini koordinata o‘qlari bo'ylab 
yo‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tenglama koeffitsiyentlarinmg mos 
qiymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardan 
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniqlashini ko‘rsatamiz. Bunda konus 
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o'qlari 
koordinata o‘qlariga nisbatan og‘ishga ega bo‘lishi qiyinchilik 
tug‘dirishi mumkin. Bu qiyinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar 
usulining ikki qurolidan-koordinatalar о‘qlarini parallel ko‘chirish va 
burishdan foydalanamiz.

Koordinata о ‘qlarini parallel ko ‘chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan 
boisin.

Koordinata о‘qlarini parallel 
ko‘chirish — bu Oxy sistemadan uning 
o‘qlari yo‘nalishlarini va masshtablarini 
o‘zgartirmasdan faqat koordinatalar 
boshining joylashishini o‘zgartirish orqali 
yangi O'x'y sistemaga o‘tishdir.

Yangi O'x'y sistemaning
koordinatalar boshi O' eski Oxy 

sistemada (x0; v0) koordinatalarga ega 
boisin, ya’ni O'(x0;y0) ,

Tekislik ixtiyoriy M  nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini
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(x;y) bilan va O'x'y' sistemadagi koordinatalarini (x ';/) bilan 
belgilaymiz (15-shakl).

U holda

O M  = x i + y j ,  0 0 '  = x J + y J ,  G ' M = x ' i + y ' j .

15-shakldan topamiz: O M  -  OO’ +  O ' M . 

Bundan

xi + y] = x j  + y j  + x'i + y ]

yoki

x =  x0 + x ,  y  = y 0 + y . (2.12)

(2.12) formulalar M  nuqtaning Oxy sistemadagi (x;y) 
koordinatalarini O'x’y' sistemadagi (x';y') koordinatalar orqali topish 
imkonini beradi va aksincha.

5-misol. ( x - 4 ) 1 + (y +!)"’ =36 tenglamani Oxy koordinatalar 
sistemasini parallel ко4 chirish orqali 
soddalashtiring.

Yechish. Berilgan tenglama Oxy 
koordinatalar sistemasida markazi 
(4;-l) nuqtada yotuvchi va radiusi 
R = 6 ga teng aylanani ifodalaydi.

Oxy koordinatalar sistemasi
O'(x0;ya) = O'( 4;-l) nuqtaga parallel 
ko‘chiri!sa, berilgan tenglama yangi 
O'x’y  sistemada ham aylana tenglamasini 
beradi.

(2.12) formulalami qo‘llab, topamiz:

x' = x - x0 =x — 4, y'  = y - y a = y  + 1.

U holda berilgan tenglama O'x'y sis-temada
xn + y n =36

ko'rinishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan va radiusi 
R  = 6 ga teng aylanani ifodalaydi.

Aylana grafigini Oxy va O'x'y' sistemalarda chizamiz (16-shakl).

! 6-shakl.
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Koordinata o ‘qlorini burish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan 
bo‘lsin.

Koordinata o‘qlarini burish — bu Oxy sistemadan uning 
koordinatalar boshini va o ‘qlari 
masshtablarini o‘zgartirmasdan 
faqat koordinata o‘qlarini biror v 
burchakka burish orqali yangi Oxy y \  
sistemaga o‘tishdir. \

Oxy sistemani О nuqta atrofida

м

soat strelkasi yo‘nalishiga teskari 
yo nahshda a  burchakka burib, '  ^  {0
Oxy  sistemaga o'tamiz. Tekislik 
ixtiyoriy M nuqtasining Oxy 17-shakl.
sistemadagi koordinatalarini (x;>’)
bilan va O'x'y' sistemadagi koordinatalarini (x';y') bilan belgilaymiz. 
Л/nuqta radius vektorining uzunligi r ga, uning Ox' o‘q bilan tashkil 
qilgan burchagi <p ga teng bo‘lsin (17-shakl).

17-shakldan topamiz:

x' = rcas<p, y' = rsm<p, (2.13) 

x = rcos(<p + a), у =rsm{q> + a). (2.14)

(2.14) tengliklar ustida almashtirishlar bajaramiz va
(2.13) tengiiklami hisobga olib, topamiz:

x = rcos(p + a) = r(cos9>cosa -  sin^sina) =

= ( r  cos^»)cos« -  ( r  sin ( p ) s k i a -  x' cosor -  y ’sk ia ,  
y ~ r  sin(#> +  a )  =  r(sin  fpcosa  +  co s^s in  a ) =

Demak,

= r(cos<p)sin a  +  r(sm<p) cos a  =  x' sin a  + y 'cosa .

x = x'cosa — _y'sina, у = x'sina +y'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o‘qlarini burish formulalar! deyiladi. 
Bu formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi {xyy) koordinatalarini
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Ox'y' sistemadagi (* ';/) koordinatalar orqali topish imkonini beradi 
va aksincha.

6-misol. xy = - 2 tenglamani koordinata o‘qlarini 45°ga burish 
orqali kanonik shaklga keltiring.

Yechish. (2.15) tengliklardan « = 45” da topamiz:

■Д
x = x'cos45'> ~ysin45’ =--~ (x '  ~y')>

л/2 , ,
y  = x sm45° + y  cos45 = — - < x + y ) .  

x  va у  ni x)- = -2 tenglamaga qo‘yamiz:

~ ( x '  -  / )  • ~ ( x '  + y') = -2,
L 2

1(x'2_ / 2) = -  2,

У -A.

yo

sistemada

Bu tenglama giperbolaning kanonik 
tenglamasi hisoblanadi, ya’ni xy = -2 
tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq Ox'y'

V2 x’1--------- = 1 tenglama bilan
4 4

aniqlanuvchi giperbolani ifodalaydi.
2

Demak, y  = —  funksiyaning grafxgi
x

asimptotalari koordinata o‘qlari bilan 
ustma-ust tushadigan teng tomonli 
giperboladan iborat (18-shakl). 18-shakl.

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddalashtirish

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:

Ax1 +  2Bxy  +  C y 1 +  2 Dx +  2 Ey  + F  = 0. (2 .11)

Bunda В Фй boisin. Koordinata o‘qlarini a  burchakka buramiz, 
ya’ni (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi
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koordinatalar orqali ifodalaymiz:

A(x'cosa -  У sin a)2 + 2B(x'cosa -  У sin a)(x'sin a  + j'cosa) +

+ C(x'sma +  y'coscr)2 + 2 D (x cosa — y 'siaa )  +  2E(x’sma  +  y'cosor) + F  =  0 

yoki

Дх'2 + 2Bxxy  + С у 2 + 2Дх' + 2Ey  + i? = 0,

bu yerda

Д =^4cos2a  + 25cosasina + CsinJa;

Bl = (C -  4)sinacosa + B{cos2 a  -  sin2 a);
Ct =v4sin2 a  -2Bcosasinar+ Ccos2 a;

Dl =Z)cosa + £sina; £, = £sina -  Dcosa; F,=F.

a  burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamada 
x '/  oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

= (C -  4)sinarcosa + B(cos2 a  -  sin2 a) = 0

tenglik bajarilsin.
Bundan

ctg2a = A—C . (2.16)
2B K

Shunday qilib, koordinata o‘qlarini (2.16) shartni 
qanoatlantiruvchi a  burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi 
tengiamaga keltiradi:

Дх'2 + С , / 2 +  2Ц х '  + 2 E,y' +  FI=  0, A2 + B 2 *  0. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylarmni (Д  =C,da), 
yoki ellipsni (A, ■€] >0da), yoki giperbolani (Al -Cl < Oda), yoki 
parabolani ( Д • C, =0da) aniqlaydi. Bunda eliips (aylana) uchun -  nuqta 
yoki mavhum eliips (aylana), giperbola uchun -  kesishuvcbi to‘g‘ri 
chiziqiar juftligi, parabola uchun -  parallel to‘g‘ri chiziqiar juftligi kabi 
buzilishlar bolishi mumkin.

Isboti. Д = C, bo‘Igan holni batafsil tahlil qilamiz.
A, ~ Q da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

A1xn +  A y 1 +  2 D-X + 2 Е У  +  Fl = 0,
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х'2 + у ' 2 + 2 ^ х '  + 2-^-у'  +  ̂ -  =  0,  
А. А  А,

х'2+2^-х'  + { Д  
' А

д

■>/!+ 2 Х У + X ) + д

- IА )

2 /

к А

А
А.

Л
А,

к А
= 0 ,

(2.18)

Bunda, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

l ) f — | +{ —  I -~ -> 0  boiganda markazi o / - — nuqtada
A A

joylashgan va radiusi R =.
i j  v

E \ F—- — L ga teng aylanani aniqiaydi; 
A ) A

2)
v
^ - j  + f~|Ll  - - j -  = 0boiganda |̂ x + —j  + + =0 ko‘rinishga

f D Ekeladi. Bu tenglikni yagona Ол — L,— L J nuqta koordinatalari
I A A )

qanoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

3)
f  F Л f

+ | — — >- <0 boiganda hech bir chiziqni aniqlamaydi.
\ A )  A

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil qilinadi.
Shunday qilib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama) 

ikkinchi tartibli chiziqlardan birini aniqiaydi.
7-misol. 4 r  - 2 5 /  -2 4 x + 50^-89 = 0 tenglama bilan berilgan 

ikkinchi tartibli chiziq ko‘rinishini aniqlang.
Yechish. Berilgan tenglamada A = 4, C = ~25.
Bundan A-C = 4 (-25)< 0 .
Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi. 
Tenglamada almashtirishiar bajaramiz:

4(x2 -  6x + 9) -  25(у2 -  2y + 1) -  36 + 25 -  89 = 0,

4(x — 3)г -  25(y — l)3 = 100,

151



( s -З  У (у- I )2 
25 4

Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(3;l) nuqtada 
joylashgan va yarim o‘qlari a = 5, b - 2  ga teng bo‘lgan giperbolani 
aniq lay di.

3.2.6. Mashqlar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi A/j(-l;3) nuqtada joylashgan 
varad iusi R = 6 ga teng b o ‘lgan; 2) markazi M 2(-3;5) nuqtada joylashgan va Л(4;4) 
nuqtadan o ‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari 8(-1;3) va C(-3;5) nuqtalarda 
bo‘Igan; 4) D(8;-4) nuqtadan o 'tgan  v a  koordinata o ‘qlariga uringan; 5) markazi 
M(2;-l) nuqtada joylashgan va urinmalaridan biri 3*+4;y+3 = 0 to ‘g ‘ri chiziqda 
bo igan .

2. A ylanalam ing markazi v a  radiusini toping;

1) x 2 + y 2 + &x-14v-t-16 = 0; 2) x 1 + у г + 4x-6 y -3 -= b;

3) x* + y 2 ~ x + 2 y - l  = 0; 4) xL + y2 + 3 x ~ ly ~ ~  = 0.

3. nuqta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashqarisida 
yoki ustida yotishini aniqlang.

1) x2 + y 2 =5; 2) x2 -f-y 2 =9;

3) x2+>-2-8x-4>>-5 = 0; 4) .t2-t-j'2-10jc+8y = 0.

4. л2+У -2х+4>>-20  = 0 уал2+>'2- 101у + 20 = 0 tenglamalar bilan 
berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

5. ~ + ^  = i to ‘g ‘ri chiziqdan koordinata o 'qlari kesgan kesrnani diametr 

qilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. A(2;-l), 8(3;4) nuqtalardan o ‘tgan va markazi * -> --4  = 0 to ‘g ‘ri 
chiziqda joylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari Д-2;2),5(0;-2),С(-1;-1) bo ‘lgan ABC uchburchakka tashqi 
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. k ning qanday qiymatlarida y  = kx to ‘g ‘ri chiziq x1 + у 2- % x- 2y  + l6 = n 
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (x -4 )2 + ( y - 2 ) 2- 4  aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o ‘tgan 
to‘g‘ri chiziqiar tengiarnaiarini tuzing.
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko 'rinishga keltiring:

1) хг + у г =16x; 2) хг + у ‘ - 4 y ;  3) x 2+ y z = 2x+ 2y .

11. Fokuslari Oy o‘qda 0(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik joylashgan va 
quyidagi sharti ami qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o ‘qi 12 ga va ekssentrisiteti ^  ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa

10 ga va ekssentrisiteti — g ateng ; 3) Mj(6;0)va М г( 0;9) nuqtalardan o ‘tgan;

4) direktrisaiari orasidagi m asofa — ga va ekssentrisiteti e = -  ga teng.
3 5

2 2
12. y j  + ̂ -  = ! ellipsga tomonlari ellips o ‘qlariga parallel qilib kvadrat ichki

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. 5л2 + 2 0 / -100=0 ellipsning je+y-20  = G to ‘g ‘ri chiziqqa parallel b o ig a n  
urinmasi tenglamasini tuzing.

14. \6x2 +25y 2 -400 = 0 ellipsning bir fokusidan uning kichik o 'q iga parallel 
o ‘tgan vatari uzunligini toping.

,2 ,2
15. — +—-=1 ellipsning M(x:y) nuqtasidan uning o ‘ng fokusigacha b o ig a n  

50 18
masofa chap fokusigacha b o ig an  masofadan to ‘rt marta katta. M(x:y)  nuqtani 
toping.

16. — +^~ = l ellipsning M(x\y)  nuqtasidan uning chap fokusigacha b o ig an
9 8

masofa o ‘ng fokusigacha b o ig a n  masofadan ikki marta katta. U (x;y)  nuqtani 
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirlarigacha b o ig a n  masofalar
2 va 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:

1) ib x2 + 25у2 -4 0 0  = 0 ; 2) 144л:2 + 2 5 / -3600  = 0.

19. *+2 v—7 = 0 to ‘g ‘ri chiziq bilan *z+ 4 /= 2 5  ellipsning kesishish 
nuqtalari ni toping.

20. Fokuslari ordinatalar o ‘qida joylashgan va quyidagi shartlami
qanoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisaiari

18 5orasidagi masofa ga va ekssentrisiteti - g a  teng; 2) direktrisaiari orasidagi

288 12 m asofa ——ga teng va asimptotalari tenglamalari y - ± — x ; 3) direktrisaiari
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orasidagi masofa —- ga va haqiqiy o ;qi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi 

masofa —■ ga va fokuslari orasidagi masofa 14 ga teng.

21. Giperbolaning nuqtalaridan biri v a  asimptotalarinmg tenglamalari 
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglam asini tuzing:

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidagi 
burchakni toping.

qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24. 5x2 +17y2 --85 = 0 eliips berilgan. Eliips bilan bir xil fokuslarga ega bo ‘Igan 
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25. Giperbola 25.x2+9>>2 =225 eliips bilan bir xil fokuslarga ega. 
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini 
tuzing.

26. Assimptotalari 0'(2;-3) nuqtada kesishuvchi va nuqtadan o ‘tuvchi 
giperbola tenglamasini tuzing.

4x-327. Giperbolaning у  = - — -  tenglamasini sodda ko'rinishga keltiring.

28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko ‘ra parabolaning 
kanonik tenglamasini tuzing:

29. Berilgan tenglamasiga ko ‘ra  parabolaning uchini va simmetriya o'qining 
tenglamasini aniqlang:

1) M(6;2), у  = ± -^-x; 2) U(4;2),y = ± ~ x ;

4) A/(6;3), у  = ±~-x.3) M(4;3),j; = i | ; c ;

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o‘q bilan ^-ga teng burchak tashkil

1)F(—3;4),;t-5 = 0; 2 )F (5 ;3 ),/ + 2 = 0.

1) y 2- 2 j  + 16jc+65 = 0 ; 2) 2x2 + y - 8 x  + 5 = 0.

30. Berilgan tenglamalar qanday chiziqlarni aniqlaydi?

3 ) y  = - 2 \ x 2 +1; 4) x = ~ f y r +4.
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31. лг = ——, у = giperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
sin? sin t

ko‘rsating.

32. x = 2pt2, y  = 2pt, tt=R parabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini 
ko ‘rsating.

33. 13x2 +10xv + 13>'2 -7 2  = 0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

34. x2 -б43ху~5у2 -  8 = 0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

35. Egri chiziqning tenglamasini soddalashtiring, chiziqning turini aniqlang va 
shaklini chizing:

1) 5*2 +9yz -30x + 18_y + 9 = 0; 2) 2л:2-12x + ̂  + 13 = 0;

3) 5x2- 4 /+ 3 0 x  + 8̂  + 21 = 0; 4) 2уг - x - 12^ + 14 = 0;

5) x2 ~6x + y 2- 8  = 0; 6) x2 + y  + y 2- l  = 0.

V*'36. —  + J— = 1 ellipsga M (- 3;3) nuqtada o ’tkai'ilgan urinma tenglamasini
36 12

tuzing.

x 2 v 237. -— = 1 giperbolaga M(2;-4) nuqtada o ‘tkazilgan urinma tenglamasini
2 16

tuzing.

У38. ^ —jr2 =1 giperbolaga M -~ ;3  | nuqtada o ‘tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.

39. x2 =l6y parabolaning 2jr+4^+7 = 0 to ‘g ‘ri chiziqqa perpendikular 
b o ig a n  urinmasini toping.

3.3. QUTB KOORDINATALARDA  
CHIZIQLAR

3.3.1. Qutb koordinatalari

Tekislikda sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab 
biriigiga ega boigan Op nur qutb o'qi, uning O -  sanoq boshi qutb 
deb ataladi.

M  tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nuqtasi 
boisin. Bunda M nuqtaning holati ikkita son, О qutbdan Mnuqtagacha

155



М{г\ф)

bo‘lgan г masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan kesma orasidagi 
<p burchak bilan aniqlanadi {Op mirdan boshlab burchak yo‘nalishi 
soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r va (p sonlariga M  nuqtaning 
qutb koordinatalari deyiladi va 
M(r;cp) deb yoziladi. Bunda r masofa 
qutb radiusi, cp burchak qutb 
burchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning barcha nuqtalarini 
aniqlash uchun r va 0  kattaliklarni
0 < r < +00, - n < ( p < n  chegaralarda 
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning 
har bir nuqtasiga yagona r va <p 
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har 
bir (r\<p) sonlar jufitiga tekislikdagi 
yagona nuqta mos keladi.

Nuqtaning qutb va tocg‘ri burchakli koordinatalari orasidagi 
bog‘lamshni topamiz. Bunda to£g‘ri burchakli koordinatalar

19-shakl.

sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan 
qutb o‘qi bilan ustma-ust tushadigan 
qilib tanlaymiz (20-shakl).

M  nuqta x  va у  to‘g‘ri burchakli 
koordinatalarga, r va tp qutb koordi- 
natalarga ega bo‘lsin.

20-shakldan topamiz:

va abssissalar o‘qini

x  = rcos^J, y  = rsm<p. (3.1)

Bu tengliklar nuqtaning to‘g‘ri 
burchakli koordinatalarini uning qutb 
koordinatalari bilan bog'laydi.

(3.1) tengliklardan nuqtaning qutb 
koordinatalari bilan uning to‘g ‘ri
burchakli koordinatalari o‘rtasida quyidagi bog‘lanish hosil qilinadi:

v
tg(p = ~ .  

X
(3-2)

Bunda q> burchakning qiymati nuqtaning joylashgan choragiga 
( f l a m in g  ishoralari asosida) qarab, - я < ( р < л  oraliqda tanlanadi.

156



1 -misol M(—1;- v 3) nuqtan ing qutb koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan nuqtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar 

bilan aniqlaymiz:
/3

M nuqtan III chorakda yotadi.
TC

'  71 -
in— bo‘iadi. Demak, M\ 2;-----s
3 Г  3 j

- i  

l7l \

- = v3.

U holda (p = '~

3.3,2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziqlar

Qutb koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu 
chiziq barcha nuqtalarining r va <p koordinatalari orasidagi bogianishni 
aniqlovchi ikki noma’lumli

F(r;tp) = 0 (3.3)

ko^inishdagi tenglamaga aytiladi.
Mumkin boiganda (3.3) tenglama 

r ga nisbatan yechiladi va r = r(<p) 
ko‘rinishga keltiriladi.

Chiziqning F(x;j) = 0 tenglamasi- 
dan qutb tenglamasiga o‘tish uchun 
x va у  lar o‘miga ulaming 

(3,1) formulaiardagi qiymatlari qo‘yiladi 
va aksincha chiziqning qutb 
tenglamasidan F(cy)=0 tenglamasiga 
o‘tish (3.2) formulalar bilan amalga 
oshiriladi.

To‘g ‘ri chiziqning qutb tenglamasi

To‘g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.
Bunda О qutbdan I to‘g‘ri chiziqqacha boigan p  masofa va Op 

qutb o'qi bilan berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikular boigan f  
o ‘q orasidagi a  burchak berilgan boisin (21-shakl).

I chiziqning ixtiyoriy M(r;<p) nuqtasi uchun Pr OM = p  boiadi. 
Ikkinchi tomondan

Pr, OM =j OM | cos(« -  <p) = r cos(« -  ф).

157



г cos(a -  <р) = р . (3.4)
(3.4) tenglamaga to ‘g'ri chiziqming qutb tenglamasi deyiladi.

2-misol. Л //5;—) va M2(S;0) nuqtalardan o‘tuvchi to 'g‘ri chiziqning
V 2 )

qutb tenglamasini tuzing.
Yechish. To‘g‘ri chiziqning А/, va M, nuqtalar orasidagi kesmasi 

katetlari 5 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakning 
gipotenuzasi boiadi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziqqacha bolgan 
masofa to‘g‘ri burchak uchidan 
gipotenuzaga tushirilgan balandlikdan 
iborat (22-shakl).

Uning uzunligini {p ni) va yo‘nalshini 
( a  ni) topamiz:

O M r OM 1 _ 5-5 5-Л п _п_
P ~ -J'OM2 + ОМ ; ~ 4 5 * ~ + ¥  ~ 2 ’ “  ~ 4'

U holda (3.4) forraulaga ko‘ra,

U holda

Konus kesimlarining qutb tenglamalari

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb 
tengiarnaiarini keltirib chiqaramiz. Bunda chiziqlaming fokuslaridan biri 
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinislmi oladi.

Konus kesimlarning tengiarnaiarini keltirib chiqarishda ulaming har 
bir nuqtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bolgan masofaning 
fiksirlangan to‘g‘ri chiziqqacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga 
nisbati o‘zgarmas kattalikka -  ekstsentrisitetga teng bo‘lishi xossasidan 
foydalaniladi. Bunda konus kesim e< 1 bo‘lganda eilipsdan, e = 1 
bo‘lganda paraboladan va e > 1 bo‘lganda giperboladan iborat boiadi 
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F -bu  tarmoqning fokusi, 
d -  qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, £~ekstsentisitet 
bolsin. Fokusdan direktrisagacha bo‘Igan masofani p bilan 
belgilaymiz (24-shakl).
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1
j
i
i

! V ,  
i
i

>(0;0) j

0<e< 1 
MF
QM S

MF
QM~S 

23-shakl.

\  Q \ 4  

1—i— "I- s
I * - 
? i i

/  i '

F(0; 0)

s > 1 
MF
QM ~ e

I chiziqda ixtiyoriy M{r, <p) nuqtani olamiz 
U holda konus kesimlaming

xossasigako‘ra, - ■= с boiadi.
QM

Bundan FM = sQM yoki 

r -  sAN = t'(.4F + FI\r) -  s{p  + г с os 97).

Oxirgi tenglikni r ga nisbatan 
yechamiz:

(3.5)r = -
1 -fc'COS^

(3.5) tenglamaga konus kesim­
laming qutb tenglamasi deyiladi. Bu 
tenglama e < \  da eilipsni, e > I giperbolaning bir tarmog‘ini va гг~-1 da 
parabolani aniqiaydi.

1-izoh. Konus kesimlaming qutb tenglamalari direktritsaning 
joylashishiga bogiiq  boiadi:

I vertikal va qutbdan chapda -  r

I vertika! va qutbdan o‘n gda- r

I
I gorizontal va qutbdan yuqorida

1 gorizontal va qutbdan pastda -

Direktrisaning holati -  tenglama

s - P  .
1-£COS<0

e-P .
l + £COSp ’

£ 'P-
1+ fsin<p 
s p

/~з
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Boshqa chiziqlarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini 
qaraymiz.

Uzunligi 2a (a > 0) ga teng bolgan A В kesma uchlari bilan biror
to‘g‘ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan 
bo‘lsin. To‘g‘ri burchakning О uchidan bu kesmaga ол/perpendikular 
tushurilgan (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqtida ом 
perpendikular м  asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning (nuqtaning) traektoriyasini qutb koordinatalar 
sistemasida tuzish uchun to‘g‘ri burchakning О uchini qutb, OA o ‘qni 
qutb o‘qi deb olamiz. м nuqtaning qutb koordinatalarini r, q> deb 
belgilaymiz, ya’ni M(r;<p) deymiz.

AOM uchburchakdan topamiz:

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABskup,
OA = 2asvacp.

Bundan м  asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar 
sistemasidagi tenglamasini hosil qilamiz:

r -as'mlcp.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq to‘rt yaproqli gul deb ataladi. 
Uning grafigini a =! da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).

> witli(plots):
> an im atecarv e( |s ia (2*t),t,t:="l cooi-ds^elar, 
frsmes^^iiumpointe'-lOO);

OM = OAca&<p, 
r = OAcos(p.

V

В

О A x

25-shakl. 26-shakl.
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Matematikaning keyingi bo'limlarining misol va masalaiarini 
vechishda foydalaniladigan chiziqlarning grafiklari va ulaming qutb 
yoki parametrik tenglamalari 1 -ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashqlar

1. A(-j3;I) va S(-V ^;-l)nuqta]am ing qutb koordinatalarini toping,

/  д-\ f 2тгЛ
2. Ai 2;—  j va B\ 1;—  inuqtalaming to ‘g ‘ri burchakli koordinatalarini

4. Uchlari О qutbda va A{r,;^t), В(гг;фг) nuqtalardajoylashgan OAB 

uchburchak-mng yuzini toping, bu yerda <p2 ><pr

toping.

r \ ( 7t\
3. a\ 5- f ж nuqtalar orasidagi masofani toping.

4

5. Ikkita qarama-qarshi uchlari A\2-~—\  s f  2;- — | nuqtalarda bo‘Igan
'v ’ б; l з j

kvadratning yuzini toping.

6. Kvadratning ikkita qo‘shni uchlari berilgan:

Kvadratning yuzini toping.

7. Berilgan tenglamalarni dekart koordinatalarida yozing:

1) r  = 3sirt<»; 

3) r 2 =sin2(!>;

2) r = Scoŝ j; 

4) л-= 4 cos 2(9;

1 -  cos (/> ’

7) r 8) r
3 +5sinc>

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordinatalarida yozing:

\ )  у  = 5,

3) л 2 = 4v;

5) x 2 + y 2 -  2ax =0;

2) у  = 2x -1;

4) л:2 - /  = а г; 

6) xy = 4;
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9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chiziqlaming turini aniqlang: 

V r  = - ± - -  2 ) ,  = ~ 5
7  -t -  с  i n  m  __ { _2 + s in p  - i  + 2 c o s p ’

3) '  = Г Г ^  21+C0S«9 2-eos$z>

1 310. Berilgan chiziqlaming grafiklarini e = l, e = —, «• = -  larda chizing:

1 \  4 £
r = T7^Z.7Z' 2) r =) + £cos <p 1 + e s i n ^ ’

эл 4s л\ 4e3) r  = ------— ; 4 ) r  = ----------.l-£sme> l-£cos(o

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich О nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega 
boigan o‘zaro perpendikulyar Ox, Oy va Oz o ‘qlar fazoda to‘g‘ri 
burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil qiladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x ,y  va z sonlari fazodagi har 
qanday M nuqtaning o‘mini to iiq  aniqiaydi. Bunda nuqta M(x;y;z) kabi 
belgilanadi, x ga M  nuqtaning abssissasi, у  ga M nuqtaning ordinatasi, 
z ga M nuqtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nuqtalarining 
x,y,z koordinatalari orasidagi bogianishni 
aniqlovchi uch nomaiumli

F(x,y,z) = 0

tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari uch nomaiumli F(x,y,z) = 0 tenglamani 

qanoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha M(x;y;z) nuqtalari to‘plamiga 
fazoda shu tenglama bilan aniqlanuvchi sirt deyiladi.

Fazodagi sirt x = x{u,v), y  = y(u,v), z  = z(u,v), (u;v)eD  parametrik
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tenglamalar bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y(u,v),z(u,v) -  
Dsohada berilgan sirl barcha nuqtalarining va faqat shu nuqtalaming 
koordinatalarini beruvchi ikki o‘zgaravchili funksiyalar.

Masalan,

x = Rsmucosv, y=/?sinwsinv, z = Rcosu, 0 < u < n , 0<v< 2#

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.
Fazodagi chiziqni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt 

umumiy nuqtalarining gometrik o‘mi deb qarash mumkin (27-shakl).
I chiziqni aniqlovchi ikki sirt F(x,y,z) = 0 va G(x,y,z) = 0 

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin (27- 
shakl). U holda / chiziq ikkala 
tenglamani ham qanoailantiruvchi 
M(x;y,z) nuqtalar to‘plamidan tashkil 
topadi.

Koordinatalari

F(x,y,z) = 0,
G(x,y,z) = 0

Tenglamalar sistemasini
qanoatlantiruvchi Oxyz fazoning 
barcha M(x;y:,z) nuqtalari to‘plamiga 
fazodagi shu tenglamalar sistemasi 
bilan aniqlanuvchi chiziq deyiladi.

Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu 
chiziq barcha nuqtalarining x,y,z koordinatalarini aniqlovchi

F(x,y,z) = 0,
G(x,y,z) = 0

tenglamalar sistemasiga aytiiadi.
Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb qarash mumkin. 

Bunda chiziq f  = r{t) vektor tenglama bilan yoki
x = x{i), у -- y(t), 2 = z(t), t e T parametrik tenglamalar bilan beriladi. 

Masalan,
hx = Rcosat, y  = Rsmat, z = — t

2 л

parametrik tenglamalar vint chizig ‘ini ifodalaydi.
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Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g‘ri chiziqni) 
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko‘ra, sirtning 
(yoki to‘g ‘ri chiziqning) tenglamasini keltirib chiqarish; tenglamasiga 
asosan sirtning (yoki to‘g4ri chiziqning) koiinishi va xossalarini 
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi o‘mi turli parametrlar bilan (masalan, 
tekislikning koordinata o‘qlarida ajratgan kesmalari bilan) bir qiymatli 
aniqlanishi mumkin. Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning 
turli tenglamalari keltirib chiqariladi.

I. Tekislikda yotuvchi M0(x„;^0;20) nuqta va to'g'ri chiziqqa 
perpendikular bo ‘Igan n = [A\B\C) vektor berilgan.

Tekislikka perpendikular 
boigan har qanday vektorga 
tekislikning normal vektori deyiladi.

о tekislikning ixtiyoriy 
M(x;y\z) nuqtasini olamiz.
M va M0 nuqtalarning radius 
vektorlari mos ravishda r va r„ 
boisin.

U holda MCM  = f  - r ' boiadi.
M va M, tekislik nuqtalari 

boigani uchun M0M vektor 
tekislikda yotadi va tekislikning 
normal vektoriga perpendikular 
boiadi, ya’ni n ± M 0M  (28-shakl). Ikki vektoming perpendikularlik 
shartiga asosan tekislik 
tenglamasini topamiz:

п - ( г - г 0) = 0 . (4.1)

Butenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining 

koordinatalarmi qo‘vib, topamiz:

A (x -x0) + B { y - y 0) + C (z -z ,t) = 0. (4.2)
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nuqtadan o'tuvchi va 

berilgan vektorga perpendikular tekislik 
tenglamasi deyiladi.

1-misol. M0( 3;4;5) nuqtadan o‘tuvchi va normal vektori 
n = {~1;~3;2} bo‘Igan tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra,

nuqta berilgan.
a teki si ikda yotuvchi ixtiyoriy M(x\y,z) nuqtani olamiz va

vektorlami yasaymiz.
Bunda MYM vektoriar komplanar bo‘ladi 

(29-shakl). Vektorlarning komplanarlik shartidan topamiz:

x„ =3,}’,, =4,z0 =5, A = -l,B  = -3,C = 2. 

U holda (4.2) tengiamadan topamiz:

(—1) - (x ~  3) +  (—3) - (_y -  4) +  2 ■ (z — 5) =  0

yoki
x  +  3 y  -  2 z  — 5 = 0 .

II. Tekislikdayotuvchi uchta у Ц (х ;у , ; г ,) ,  М^(хг-,у,;гг), M 3( x , ; j 5;23)

M M :i = { х г - x , ; j 2 -  v,;z2 - z , } ,

A/,M. = {x, - x t ; y } - y , ; z ,  - z , }

I V  —  Г  I/* —  V  7. —  7  f

Z

(4.3) tenglamaga berilgan uchta 
nuqtadan о ‘tuvchi tekislik tenglamasi 
deyiladi.

(4.3) tenglamada

? = M,M , = { p ’,q:r}



belgilash kiritib, topamiz:

y - y ,  z - z x
* l ' Xl У2-У 1 Z2 ~ Z,

(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuqtadan o'tm chi va 
vektorgaparallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi

s, =M,M2={p1;ql;r,},

*2 ~M lM, = {p2;q2;r2} 

belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

x -  x, у -  y l z -  z.
Pi ?i П 
Pi Чг r2

= 0 . (4.5)

(4.5) tenglamaga berilgan
nuqtadan о ‘tuvchi va berilgan ikki
vektorga parallel tekislik tenglamasi 
deyiladi.

^ ^ '2'.^2^ ^
M3(x3;y,;z3) nuqtalar a  tekislikning mos 
ravishda Ox, Oy va Oz о ‘qlarda yotuvchi 
nuqtalari, ya’ni M.(a;0;0), M2(<0;b;0) va 
M3(0;0;c) boisin  (30-shakl).

U holda (4.3) formulaga ko‘ra,

x -  a у  z 
- a  b 0 

- a  0 с
= 0

M.

!\
I i 
I t 
i I

I  L 
I /

\
, \

30-shakl.

(4 .4)

berilgan

\  ,

м г у

boiadi.
Bundan



30-shakldan koinadiki, a ,b , с mos ravishda cr tekislikning Ox, Oy 
va O z  o‘qlarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga 
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. Ma(2;-l;3) nuqtadan o‘tuvchi, 5 = {3,0,-1} va fc={-3;2;2} 
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Izlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan 
topamiz:

x - 2  y  +1 z — 3
3 0 - 1  

- 3  2 2
= 0 ,

(x — 2) • 2 -  ( j  +1) • (6 — 3) + (z — 3) • 6 = 0,

2x — 3 v + 6z -  25 = 0 .

3-misol. Ox, Oy va Oz o‘qlarda mos ravishda 2, (-4) va 6 gateng 
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko;ra: a = 2 ; A = -4 ; с = 6 .
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

X у  z
--- 1---------S---— 1 ,
2 (-4) 6

6x — 3y + 2z - 12 = 0 .

III. Tekislik n = OP normalining 
uzunligi p  va birlik vektori 
e = {coscc,cosfi;cosy} berilgan.

a tekislikda yotuvchi ixtiyoriy 
M(x;y;z) nuqtani olamiz. Bu nuqtaning 
radius vektori r =OM = {x;y;z} boisin 
(31 -shakl). Bunda F radius vektorning 
ё  vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi 
p ga terig boiadi, ya'ni

Upr = p
Bundan

re = p , r e - p  = 0

31-shakl.
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xcosa  + ycos/3 + zQ o sy -  p  = 0. (4,7)

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
K.eltirib chiqarilgan (4.1)-(4.7) fonnulalar asosida ushbu xulosa 

kelib chaqadi:

yoki

x,y,z o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi jj 
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksmcha, fazodagi har qanday i 
tekislik x,y,z o ‘zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi I 
bilan aniqlanadi. j

Demak, har bir a tekislik tenglamasini

A x + B y  + Cz + D  = 0 (4.8)

ко‘rinishda yozish mumkin, bu yerda D -ozod had; A2 + B 1 + C 2 ф 0.
(4.8) tenglamada n = {A;B;C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamida 

(to‘g‘ri chiziqdagi kabi) ko'rsatish mumkin.
(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.
(4.8) tenglamada: 1) A = 0 boisa, tenglama B y + C z - t D = 0  

ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning й = {0;В;С} normal vektori Ox 
o‘qqa perpendikular boiadi. Shu sababli tekislik Ox o‘qqa parallel 
boiadi. Shu kabi B = 0 da A x+ C z + D  = 0 tenglama Oy о‘qqa parallel 
tekislikni, C = 0 da Ax + By + D = 0 tenglama Oz o‘qqa parallel 
tekislikni ifodalaydi; Ax + By + D  = 0 tenglama Oz о‘qqa parallel 
tekislikni ifodalaydi;

2) D = 0 boisa, tenglama Ax + B y+ C z = 0 ko‘rinishni oladi. Uni 
0 (O;Q;O) nuqta koordinatalari qanoatlantiradi va tekislik koordinatalar 
boshidan o‘tadi;

3) A = 0, D = 0 boisa, tenglamadan B y+C z = 0 kelib chiqadi. Bu 
tekislik Ox o ‘qdan o‘tadi. Shu kabi A x+ C z = Otenglama Oy o‘qdan 
o ‘tuvchi tekislikni, Ax + By = 0 tenglama Oz o‘qdan o‘tuvchi tekislikni 
ifodalaydi;

4) A = 0, B = 0 boisa, tenglama Cz + D = 0 yoki z = ~~~ ko‘rinishni 

oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel boiadi. Shu kabi By + D = 0
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tenglama Oxz tekislikka parallel tekislikni, A x + D  = 0 tenglama Oyz 
tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) A = 0, B = 0, D = 0 boisa, tenglama Cz = 0 yoki z = 0 ko'rinishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik 
x = 0 tenglama bilan, Oxz tekislik y  = 0 
tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol.  Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘qdan va 
Mo(0;-2;3) nuqtadan oiuvchi; 2) Oy o‘qqa parallel boigan va 
А /,(3;0;-4),M2(5;-2;3) nuqtalardan oiuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel 
boigan va M0(l;-2;3) nuqtadan oiuvchi.

Yechish. 1) Ox o‘qdan oiuvchi tekislik tenglamasi By + C z -  0 
boiadi. В u tenglamani Mo(0;-2;3) nuqtaning koordinatalari 
qanoatlantiradi, chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Demak, (-2) • 5 + 3C = 0 yoki S = ̂ C .

2)O y  o‘qqa parallel tekislik tenglamasi Ax + Cz + D = Q boiadi. Uni 
M, (3;0;-4), M } (5;-2;3) nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi, ya’ni

Bundan

- C y  + C z=  0
2

yoki
3y + 2z = 0.

Bundan

A = —— D  va C = 
29

— D.
29

U holda

~̂—Dx + — Dz + D = 0 
29 29

yoki

Ix — 2z -  29 = 0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekislik tenglamasi By +  D  =  0 
bo‘ladi. Bundan M0(l;-2;3) nuqtada - 2 B  + D = 0 yoki D - 2 B  kelib 
chiqadi.

U holda

By + 2 B = 0
yoki

у + 2 =  0.

n2

J t j

/Tekislikning (4.1)-(4.8) 
tenglamalaridan har birini 
boshqalaridan keltirib
chiqarish mumkin. Masalan,
(4.8) tenglamani (4.7) 
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng 
tomonini normallovchi ко ‘paytuvchi

M  = ± , -...  * — songa
4 a 2+ b 2+ c 1

ko‘paytiriladi. Bunda M  ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning 
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

ataluvchi

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi

Ikki tekislik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki 
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Asx +  Bty  + Clz  + Di = 0 , Агх + B2y  + C2z  + D 2 = 0

tenglamalar bilan berilgan o-j, cr2 tekisliklar orasidagi burchak <p ga 
teng bo‘lsin(32-shakI).

Bunda n1= {A ;B l;Cl} ,n 2= {A 2',B2;C2} va <р = (а 1, а 2У=(п1,пг).

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

A, A. + ДД +C,C2COS9  - ПЖ
K i 'K I  fA 2+B2+C 2jA [+ B 22 +Cl ' 
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Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyilganida ^  ^an

oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli

AXA~ + BXB2 +■ ^ 1̂ 2 1 (4.9)

5-misol. x + y + z - 1 = 0, x -  l y  + 3z -1 = 0 tekisliklar orasidagi 
burchakni toping.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: й, = {1;1;1}, й2 ={1;-2;3}.
U holda

6-misol. Mx (Щ,М2(0;3;4) nuqtalardan o‘tuvchi va x + 2 .y -z  = 0 
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Tekislik tenglamasini Ax + By + Cz + D  = Q ko‘rinishida 
izlaymiz.

Misolning shartiga ko‘ra:

C O Sffl= ,-------------- = — = ---------- =  =  — = .
' VF + 12+12 ■^l1+ ( -2 f + 3 I V42

11 ■ 1 + 1(-2) +1 • 31 _ 2

Bundan

/Ш  tekislikning perpendikularlik sharti

cr, l a .  bo‘lsin. U holda сояр = 0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

A,A, + B 1B2 + C 1C1 = 0 . (4.10)

A + 2 B -  С -- 0 (tekislik x + 2 y - z  = 0 tekislikka 1 ),
• A + 2B + C = -D  (tekislik M,( 1;2;1) nuqtadan o'tadi), 

3B + 4C = -D  (tekislik Л-/2(0:3;4) nuqtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:

7 1 IA = -  — D , В = —D , С  = ——D . 
6 3 2
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- - D x  + - D y - - D z  + D = 0 .
6 3 2

Bundan
7 x - 2 j  +  3 z - 6  =  0 .

Ikki tekislikning parallellik sharti

cr, va cr2 tekisliklar parallel bo‘lsin. U holda 
пг = {A1;&2;C2} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming kollinearlik 
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

A  = El = £ l ' (4 .11)
A  b2 c z

Ikki tekislikning ustma-ust tushishi

<t, va <t, tekisliklar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ular 
parallel bo‘ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

А=А=£.=я 
a 2 b 2 c 2

yoki
At - M ,  =0, Bl - Щ  =0, С ,-Л C2 =0. (4.12)

Ikkinchidan <r, tekislikning har bir nuqtasi, jumladan 
M0(x0;y0;z0) nuqta a 2 tekislikda yotadi, ya’ni

AjX0 + B}y 0 + C z a +  Д  = 0 ,

Ал  + B2yu + C2zn+D2 = 0 .

Bu tengliklardan ikkinchisini Я ga ko‘paytiramiz va birinchi 
tenglikdan ayiramiz:

(Al — ЯА2)х 0 +  (S,  — ЛВ2)у0 +  (C[ — ЯC 2) z 0 +  (D, -  AD, j =  0 .

DBundan (4.12) tengliklami hisobga olsak D, -  ЯО. =  0 yoki —1- -  A
D2

bo‘ladi.

А ,  В , С  koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:
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Demak,

A  = A = Cl = A  (4 13)
A  b2 c 2 d 2

(4.13) tengliklar tekisliklaming ustma-ust tushish shartini 
ifodalaydi.

3.4.4. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga 
nuqtadan tekislikkacha bo Igan masofa deyiladi.

(x0; ya; z0) nuqta va Ax + By+ Cz + D = 0 tenglama bilan a
tekislik berilgan boMsin. M0 nuqtadan и tekislikka tushirilgan 
perpendikulaming asosini M ^x^y^z) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda M0 nuqtadan a  tekislikkacha bo‘lgan masofa 

d = \pp-.M,M\ boMadi, bu yerda M,M0 ={x0 -x ,;y 0 - y 1;z0 - z j ,

Ikki vektor skalyar ko‘paytmasining xossasiga ko‘ra,

M,M,S ■ n\ I (*„ ~ xi)A + (y0 - y t)B + (z0 -z,)C |
\n\ л!А2+Вг +С2

= M v+-£^j:̂ Cz1 - - ^ - B y L-C z^
4 a 2~+b 2 + c 2

) nuqta a  tekislikda yotgani sababli

Axs + Byx + Czj i I) ; 0 .
ya’ni

D = -A x ,-B y -C z ,.
Bundan

d _ I Ax0 + Byd + Cz0 + D j (4 14)
л[а 2Т в г+ с 1

Shunday qilib, nuqtadan tekislikkacha bo 'Igan masofa
(4.14) formula bilan topiladi.

7-misol. M0(5;4;-l) nuqtadan M,(3;0;3), M,(0;4;0) va M,(0;4;-3) 
nuqtalardan o ‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

Yechish. Avval berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik 
tenglamasini tuzamiz:



х  — 3 у  z -  3

0 - 3  4 0 - 3

0 - 3  4 - 3 - 3

= 0.

Bundan

yoki
—12 • (x  — 3) — 9 ■ +  0 ■ (z — 3) =  0

4x  + 3y —12 = 0 .

M0(5;4;-l) nuqtadan
4x + 3_y -12 = 0 tekislikkacha 
bo‘Igan
masofani (4.14) formula bilan

hisoblaymiz:

I4-5 + 3-4-12| ....  d = 1 , ----- = 4(b).
л/42 + 3 Г+ 0 2

3.4.5. Mashqlar

1. M0 (2;—1;3) nuqtadan o ‘tuvchi va shu nuqtaning radius vektoriga 

perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. Л = {2;-3;4} vektorga perpendikular bo‘lgan va Oz manfiy yarim o'qda 

5ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

3. M(2;3;-l) nuqtadan o ‘tuvchi 2*-3>> + 5 z -4  = 0 tekislikka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

4. M{2;5;-l) nuqtadan o ‘tuvchi 2*+3y-4z + 5 = 0 tekislikka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tengiarnaiarini tuzing: 1) -M0(l,3;-2) nuqtadan va Ox o'qdan 

o‘tuvchi; 2) Л/е(2;-1;3) nuqtadan o ‘tuvchi va Oy o ‘qqa perpendikular; 

3) Л/0(3:-2;4) nuqtadan o ‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) M, (2;-3;l), M2(3;4;0) 

nuqtalardan o ‘tuvchi va Oy o ‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va 

M,(3;~4;2), A/2(-l;3;4) nuqtalardan o ‘tuvchi,

174



6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Af0(2;-5;4) nuqtadan Oyo'qdan 

o'tuvchi; 2) A/0(3;7;-4) nuqtadan o ‘tuvchi va Ox o'qqa perpendikular; 3) 

M„(2;-3;4) nuqtadan o ‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; A )M l(2;V,-2), M2(-7;-2;l) 

nuqtalardan o ‘tuvchi va Oy o ‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va 

A /^ l^ -l), M2(-3;0;4) nuqtalardan o ‘tuvchi.

7. 2 x + y - 3 z  + 6 = 0 tekislikning koordinata o ‘qlari bilan kesishish 

nuqtalarini toping.

8. 2x+3v-5z+30 = 0 tekislik koordinata o ‘qlarida qanday kesmalar ajratadi?

9. M, (2;—1:3), Л/2(-1;3:2) nuqtalardan o ‘tuvchi va Ox, Oz o ‘qlarida teng 

musbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. A/0(2;5;-2) nuqtadan o'tuvchi va Ox.Oz o‘qlarida Oy o ‘qqa nisbatan uch 

barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

11. Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:

1) Mv(2;1;—1), M2(3;1;0), M,(-1;2;-1); 2) M,(l;-2;3), M2(4;1;3), M3(l:2;-1).

12. M0(3;3;3) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular 

asoslari orqali o'tgari tekislik tenglamasini tuzing.

13. Мг (0;2;1) nuqtalardan o'tuvchi va a = {2;0;l} vektorga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

14. M,(l;2;0), A/2(2;l;l) nuqtalardan o'tuvchi va 3 = {3;0;1} vektorga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

15. A/0(l;-2;3) nuqtadan o'tuvchi va 5 = {2;1;1},й ={3;1;-1} vektorlarga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

16, M0(0;l;2) nuqtadan o'tuvchi va 5 = {2;0;l},ft={l;l;0} vektorlarga parallel 

tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9 x - 2 y + 6 z - U  = Q tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal 

ko'rinishlarini yozing.

18. 5x + 7>'-34z+5 = 0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal 
ko'rinishlarini yozing.
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19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:

1) x — 2,у  + 2z + 5 = 0 va x —y —3 = 0;

2) 3j£-y + 2z + 12 = 0 va 5jc + 9 y - 3 z - l  = G;

3) 2 x -3 y ~ 4 z  + 4 = 0va 5x + 2y + z  — 3 = Q;

4) x+ 2 y + 3 = d  va y  + 2 z—5 = 0.

20 . mva n ning qanday qiymatlarida tekisliklar parallel bo‘ladi:

l ) 3 x - 5 y  — n z - 2  = Q, mx + 2y — 3z + l l  = 0 ; 2)nx-6_y—6z + 4 = 0, 2x + my+3z —8 = 0.

2 1 . m ning qanday qiymatlarida tekisiikiar perpendikular bo‘ladi:

1) 4 x - 7 y  + 2 z - 3  = 0 , - 3 x  + 2y + mz + 5 = 0;  2) x~ » iy+ z = 0 ,2x  + 3>, + /K z-4 = 0,

22. Tekislik tengiarnaiarini tuzing:
1) M0(2;2;-2) nuqtadan o'tuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x - 2 y - 3 z  = 0; b) 2л+Зу+г-1 = 0;

2) M„(-l;-l;2)nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) x  + 2y — 2z + 6 = 0, x  — 2y + z + 4 = 0; b) x + 3y + z —1 = 0, 2x — y  + z — 2 = 0.

3)M,(5M;3), A'/-,(-2;l;8) nuqtalardan o ‘tuvchi va berilgan tekislikka

perpendikular: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. M (-2 ;l;3 )nuqtadan va x - 2 y - 2z + 6 = 0 , 2x + 3 y - z  + 3 =  0 tekislik! aming 
kesishish chizig‘idan o ‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. M  (2;1;—2) nuqtadan o ‘tuvchi va x+ 3 y+ 2z  + l = 0 , 3* + 2 v - z  + 8 = 0 

tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

25. M,(2;0;0), M 2(0; 1;0) nuqtalardan o ‘tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°li 

burchak tashkil qiluvchi tekislik tenglamasini tuzing.

26. Tekisliklaming kesishish nuqtasini toping:

1) x + 2 y —z  + 2 = 0, x —y  — 2z + 7 = 0, 3 x - y - 2 z  + 1 l -0 ;

2) x - 2 y - 4 z  = 0, x  + 2 y - 4 z  + 4 = 0, 3x + y - z - 4  = Q.

27. M„(5;-l;4) nuqtadan A/,(3;3;0), M2(0;-3;4), Af,(0;0;4) nuqtalar yotuvchi 

tekislikkacha bo‘Igan masofani toping.

28. O x oqning 2 x + y - 2 z + 6  = 0, x  + 2y + 2 z - 9 - 0  tekisliklardan tenguzoqlikda 

yotuvchi nuqtasini toping.
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29. 2 x - y - 2 z - S  = 0tekislikka parallel bolgan va M0(4;3;-2)nuqtadan d  = 3 

masofadan o'Uivchi tekislik tenglamasini tuzing.

30. Ikki yog‘i 1 2 x + 3 .y -4 z -4  = 0 va 12л+ 3>>-4z + 22 = 0 tekisliklaida yotuvchi 

kubning hajmini toping.

31. M(4;3;1)nuqtaning Зх-4ут-12г + 14 = 0 tekislikdan chetlashishini toping.

32. M(3;0;l)nuqtaning 2 x + 9 y -6 z+ 3 3  = 0 tekislikdan chetlashishini toping.

33. ! Ox + 1y  -  2z -  5 = 0 , 5x + у  -  z -1  = 0 parallel tekisliklar orasidagi masofani 

toping.

3.5. FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ

3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir qancha masalalarini yechishda fazodagi 
to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama 
keng qoMlariiladi. Bu tenglamani 
keltirib chiqaramiz.

Fazoda biror to‘g‘ri chiziq 
berilgan bo‘1 sin. Bu to‘g‘ri chiziqqa 
parallel bo‘Igan (yoki bu to‘g‘ri 
chiziqda yotuvchi) nolga teng 
bo‘lmagan har qanday vektorga bu 
to‘g£ri chiziqning yo ‘naltiruvchi 
vektori deyiladi.

Berilgan M0(x3;y0;z0) nuqtadan 
o‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori 
s ={p;q;r} bolgan / to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
/ to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriv M(x;y;z)  nuqtasini olamiz va 
MaM  ~ { x -  x0; y - y e;z - z0} vektorni yasaymiz (3 4-shakl).

Bunda s va M0M  vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming

34-shakl.
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^Z.^L = Z z A  = £ z iti (5 1)
p ч r

Bu tenglikiami I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi har bir M(x;y;z) 
nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, va aksincha agar M(x;y;z)  
nuqta / to‘g‘ri chiziqda yotmasa, u holda uning koordinatalari (5,1) 
tenglikiami qanoatlantirmaydi, chunki bunda s va M aM  vektorlar 
kollinear bo‘lmaydi.

(5.1)tengliklarga to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi.
Bunda ixtiyoriy s yo‘naltiruvchi vektorning p, q, r koordinatalari 

bu to‘g'ri chiziqning yo‘naltiruvchi parametrlari va s vektorning 
yo‘naltiruvchi kosinuslari bu to‘g‘ri chiziqning yo naltiruvchi 
kosinuslari deb ataladi.

To‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasidan uning boshqa 
tenglamalarini keltirib chiqaramiz.

To‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini

x ~ x 0 у - y 0 

. P 4 ’
x - x 0 = z - z a

. P r

tenglamalar sistemasideb qarash mumkin.
Bu tenglamalaming har ikkalasi birinchi darajali tenglamalar 

hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari boiadi. Bundan fazodagi to ‘g  ‘ri 
chiziq ikkita parallel bo ‘Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo ‘ladi 
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, =~v- = —- to‘g‘ri chiziq 2x + 5 y -2  = 0 va 3 y -2 z  = 0

tekisliklaming kesisish chizig‘i bo‘ladi.
Shunday qilib, agar <x> va <x2 tekisliklaming nI={A,;3,;CJ va 

n2 ={A2;£2;C2) normal vektorlari kollinear bo‘lmasa, bu tekisliklaming 
kesishishidan hosil bo‘lgan I to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar 
sistemasi bilan ifodalanadi:

f Д х + Д у + С ^  +  Д  =o, r5  _
{A1x + B2y  + C1Z + D1=0.

kollinearlik shartidan topamiz:

178



Bu tenglamalar sistemaga to ‘g  ‘ri chiziqning umumiy tenglamalari 
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chiziqning kanonik 
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1. To‘g‘ri chiziqning biror Ma(x0;y0;z0) nuqtasi topiladi. 
Buning uchun aw ai noma’lum 
xil,y0,za koordinatalardan biriga 
qiymat beriladi va bu qiymat
(5.2) tenglamalardagi mos 
o‘zgaruvchi o‘miga qo‘yiladi, 
keyin boshqa koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqali 
aniqlanadi.

2. To‘g‘ri chiziqning s 
yo‘naltiruvchi vektori topiladi. / 
to‘g‘ri chiziq й, va пг 
vektorlarga perpendekular
bo‘lgani uchun ? 1Д , 5 1 п г 
bo‘ladi (35-shakl). Bundan

y / ’s  = n, x й2

35-shakl.

s — и, x пг
!

B, C\ с; 4  1 4 fi,
B2 c2

5 c2 л2 ’ 4  s2
(5.3)

vektor aniqlanadi.
3. Topilgan M0 nuqta va s vektor asosida kanonik tenglama 

tuziladi.

, fjc-2j; + 3z + l=0, , . . , . .
1-misol. -! ^ g  ̂ tenglamani kanonik ко rmishga keltmng.

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:
4  =1, Bt = - 2, C, =3, 4 = 2 ,  B2 = l, C2 = -4 .

To‘g‘ri chiziqning M0(x0;y0;z0) nuqtasini topish uchun z0 = 0  deb 
olamiz.

U holda
J -̂ 0 ~ ~~ ■ ■
|2x„ + Л = 8 

sistemadan x0 =3, = 2 ekanini topamiz.
To‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

s =<
- 2  3 • i 3 1 1 - 2

1 — 4 ’ j - 4  2 2 1
j

= {5;10;5}.

M0 nuqta va ,? vektorning koordinatalarini (5.1)tenglamaga 
qo‘yamiz:

x - 3 _ y - 2 _  z 
-  - -

yok i

5 10

x  — 3 _  у  -  2
~ 7 _  ~  2

(5.1) tenglamada

belgilash kiritarniz. 

Bundan

= У- > 'o = Z ~ Z0 
p  q r

x = xt + pt,

У = У„+ 4*> 
z  = z„ + rt

-t, t a R

(5-4)

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda t е Л - parametr.
(5.4) tenglamalarga to'g'ri chiziqning parametrik tenglamalari 

deyiladi.
Ma’lumki, fazodagi chiziqning uchta parametrik (skalyar) 

tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.
Demak, (5.4) tenglamalami

f  = r„+ts (5.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda r = {x;y;z}, rl; = {x (l:y0; z j -  mos 
ravishda M (x;y;z) ,  M ^ x ^ y ^ z J  nuqtalarning radius vektori ari; 
s = {p)q;r} - to ‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).

(5.5) tenglamaga to ‘g ‘ri chiziqning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan M ^ x ,;^ ,^ )  va M 2(x2;y 2;z2) nuqtalardan o'tuvchi I to‘g‘ri 

chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning uchun I to‘g‘ri chiziqning
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yo‘naltiruvchi vektori sifatida

j  =  м хМ г ={ x} - x , ; y 2 - y t;z2 - z , }  

vektorni olamiz va (5. !) tengliklardan

(5 .6)
Уг' Ух z2~ z>

tengliklami keltirib chiqaramiz.
Bu tengliklarga berilgan ikki nuqtadan о ‘tuvchi to ‘g  'ri chiziq 

tenglamasi deyiladi.

3.5.2. Fazoda ikki to‘g‘ri chiziqning o'zaro joyJashishi

Ikki to ^ 'r i chiziq orasidagi burchak

x — x, V-V, z - z ,  x -x ,  y - y 2 z - z 2 , . . . ,----- L = -—— = ---- - v a ----- — -—:-- = ----- г- tenglamalari bilan
P, 9, f \ P i 4,_ r2

berilgan ikki /, va l2 to‘g‘ri chiziqiar orasidagi burchak <p bo‘lsin.
Bunda to‘g'ri chiziqlaming yo‘naitiruvchi vektorlari 5, ={p1;^,;r,}, 

s2 ={p2;q2;r2} ga va ular orasidagi burchak to‘g‘ri chiziqiar orasidagi

burchaklardan biriga teng, ya’ni <p = (l1,l2y=(s„s2) bo‘ladi.
Ф burchak kosinusini topamiz:

C0Sp = _ ^  = _ = M i i f & i 5 i „ .  (5.7)
i II S2 i VPi + + ri t] pI + 41 + r2

2-misol. x = 3 t-2 ,  >’ = 0, z = —t + 3 va x = 2t — l, y  = 0, z —- t-3  
to‘g‘ri chiziqiar orasidagi o‘tmas burchakni toping,

Yechish. To'g'ri chiziqiar tengiarnaiarini kanonik shaklga 
keltiramiz:

x + 2 _ y _ z - 3  x + ] _ y _ z + 3
~T~~~ 0 ~ ~ -T  ’ ~2~ 1

U holda (5.7) formuladan topamiz:



Ikki to‘g ‘ri chiziqning perpendikularlik sharti

/, ± l2 bo ‘ Ism, U holda cos<p = 0 va (5.7) tenglikdan topamiz:

PiPi +ЧД1 + r , r 2 =°- (5 .8)

Bu tenglik ikki to‘g‘ri chiziqning perpendikularlik shartini 
ifodalaydi.

Ikki to‘g ‘ri chiziqningparallellik sharti

/j va L to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘lsin. U holda s. va
s2={p2;q2;r2} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning kollinearlik 
shartidan ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik shartini keltirib chiqaraamiz:

Ikki to‘g ‘ri chiziqning bir tekislikda yotishi

/j va J, to‘g‘ri chiziqlar bitta a  tekislikda yotsin. M fa ;  v^z,)- /, 
to‘g‘ri chiziqning nuqtasi va М2(х2-,уг;г2) - 12 to‘g‘ri chiziqning rmqtasi 
bo‘lsin.

vektorlar a  tekislikda yotadi, ya’ni bu vektorlar komplanar bo‘ladi. 
Vektor laming komplanarlik shartiga ko‘ra topamiz:

Уг-Ух zi ~ z;

Рг 4i ri

Bu tenglik ikki to‘g ‘ri chiziqning bir tekislikda yotishi shartini 
ifodalaydi.

Ikki to‘g ‘ri chiziqning ayqash boiishi

I. va l2 to‘g‘ri chiziqlar ayqash bo‘lsa, s1={pl;ql;r1} ,s2= {p2;q2;r1}, 
~MM2 = {x2 -  x ,; y,  -  y .; z, -  z,} vektorlar bir tekislikda yotmaydi, ya’ni

j l = i l =,h (5.9)
Pi Я1

r, = 0 . (5.10)
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komplanar bo‘lmaydi. 
Shu sababii

x2~xt y2-y,  z2-z ,  
P,  <7, f\

Pi Яг *2
* 0 . (5.11)

bo‘ladi. Bu shart ikki to‘g‘ri chiziqning ayqash bolishini belgilaydi.

Ikki to‘g ‘ri chiziqning ustma-ust tushishi

I. va l2 to‘g‘ri chiziqiar ustma-ust tushsin. U holda bu to‘g‘ri 
chiziqiar birinchidan. parallel bo'ladi va ikkinchidan.
М М , ={x2-x ,;y 2-y ,; z 2 - 2,}
vektor bu to‘g‘ri chiziqlardan birida, masalan /, da yotadi.

Shu sababli
A  = r-
Рг Я2 r2 
хг -х , у  2 — .у. (5.12)

Я,

(5.12) tengliklar ikki to‘g‘ri chiziqning ustma-ust tushish shartini 
ifodalaydi.

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning 
o‘zaro joylashishi

To‘g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak

To‘g‘ri chiziq bilan uning 
tekislikdagi proeksiyasi orasidagi 
burchakka to ‘g  ‘ri chiziq bilan 
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

.У -Уо z - z u
Я

to‘g‘ri
P  Я r

chiziq bilan a : Ax + By+ Cz + D = 0 
tekislik orasidagi burchak <p 
bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi vektori s={p;q:r} 
bilan tekislikning normal vektori
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n = {A\B-,C) orasidagi burchak цг = 90“-  ̂  bo‘ladi (36-shakl). 
c tw  = sin<p tenglikni hisobga olib, topamiz:

skl(p = ̂ J A S l l g± E i _  (5.13)
-slA‘ +B2 +C 2 -Jp2 + q2 + r2'

3-misol, = = -—5 to‘g‘ri chiziq bilan 2 x - y - z  + 9 = 0
1 1 - 2

tekislik orasidagi o'tkir burchakni toping.
Yechish. Izianayotgan. burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

12 ■ 1 + ( - 1) ■ 1 + ( - 1) • (-2) | 1 sm (p =  ■ r..=■' .. 7 =  -  .
-̂ 22 + ( - l ) 2 + ( - 1)2 ■ v'l2+ l 2 + ( - 2)2 2

Bundan (p = 35°.

To‘g ‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

I L a  bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori 
s = {p;q;r) va tekislikning normal vektori n = {A;B:C} kollinear boiadi. 

Bundan

-  = -  = -  (5.14)
p q r

to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chiqadi.

To‘g ‘ri chiziq bilan tekislikningparalellik sharti

/ ||cr bo‘lsin. U holda, j ± й  boMadi.
Bundan

Ap + Bq + Cr~ 0. (5.15)
Bu tenglik to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini 

ifodalaydi.

4-misol. M0(--l;2;-3) nuqtadan o'tuvchi va 2x -  3 j + 6z -1  = 0 
tekislikka perpendikular to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga 
ko‘ra,

2 - 3  6

3
Bundan q = - —p, r -3 p .
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Demak, M0 (—1;2;—3), s = \p ; - —p',3/> 1.
I 2 J

U holda (5.1) tenglamaga ko‘ra:

x + 1 _ у - 2  _ z + 3 
P  3 3 p

yoki
x + \ _ у  -  2 _ z + 3 
~T~"“ -3  ~ ~ 6~ '

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. To‘g‘ri chiziq tekislikka 
perpendikular bo‘Igani sababli tekislikning normal vektori to‘g‘ri 
chiziqning
yo'naltiruvchi vektori bo‘ladi, ya’ni s ={2;-3;6}.

U holda M„(—1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning kanonik 
tenglamasi:

x + l у - 2 _ z + 3

5-misol. m ning qanday qiymatida = - - = to‘g‘ri
3 от /и +1

chiziq va 3.x + у  -  3z -1 = 0 tekislik parallel bo‘ladi?
Yechish. m ning izlanayotgan qiymatini to‘g‘ri chiziq va

tekislikning parallellik shartidan topamiz: 3-3 + 1-w + (-3) • (m +1) = 0.
Bundan m = 3.

To‘g ‘ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar l\\o  bo‘lmasa, u holda to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi.
Shu sababli

Ap + Bq + Сгф 0 (5.16)
bo‘ladi.

Bu shart to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi. 
Shunday qilib, (5.16) shart bajariisa, to‘g‘ri chiziq bilan tekislik 

qandaydir nuqtada kesishadi. Bu nuqta Mx(xx,y ,,zx) bo‘lsin. U holda 
MXx^y^z^) nuqtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning 
tengiarnaiarini qanoatlantiradi:

~*l ~~̂ o _ УI ~ У •) _ "i ~  ̂S j
p  q r
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Bu tenglamalardan nuqtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:

1°. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:

x ,= x 0+pt, V, = + qL z, = z„ + r t ; (5 .19 )

2".x1,yI va z, lar (5.18) tenglamaga qo'yiladi va u t ga nisbatan 
yechiladi;

3". t ning topilgan qiymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladi va 
(xuy\,z.) nuqtaaniqlanadi.

6-misol. . = = -—- to‘g‘ri chiziq bilan 2x + 3 j - z - 3  = 0 
-1 - 2  3 & ^

tekislikning kesishish nuqtasini toping.
Yechish.

5_1_? = 2jJl1 = £lZ1 = / x. = - 2 - t ,  y ,= -\~ -2 t, z = l+ 3 f;
-1 -2  3

2°. 2(—2 - t )  + 3(—1 — 2 )̂ — (1 + 3f) — 3 = 0 => f = - l ;

3°.x, = - 2  — ( - 1) = —1, л = -1 -2 -(-1 ) = 1, z, = 1 + 3 • (-1) = —2.

Demak, M f -  I;l;—2).

Го ‘g ‘ri chiziqning tekislikda yotishi 

I to‘g‘ri chiziq a  tekislikda yotsin.
U holda birinchidan, J 1 h bo‘ladi va ikkinchidan, to‘g:ri 

chiziqning M0(x0;y0;z0) nuqtasi tekislikda ham yotadi.
Shu sababli

Ap + Bq + Cr — 0, (5 20)
[Ax0 + By;) + Cz0 + D = 0.

(5.20) shart to‘g‘ri chiziqning tekislikda yotishini belgilaydi.

3.5.4. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘Igan masofa

M (x;j,;z ,) nuqta va *—— = ~ Уо = tenglama bilan i to‘g‘ri 
p  q r

chiziq berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq M0(x„;yB',z0) nuqtadan o‘tadi va

A xl + Byt +Cz, + Z) = 0. (5 .18)
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s = {p;q;r} yo‘naltiruvchi vektorga ega bo‘ladi. M ^ x ^ y^ )  nuqtadan 
to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa d  bolsin.

Izlanayotgn d  masofa M aM i va s vektorlarga qurilgan 
parallelogramm balandligining uzunligiga teng boiadi (37-shakl).

Bu paralielogrammning 
yuzi | M„M, x s | ga teng.
Bundan

| M 0M, x s | (5.21)

kelib chiqadi.

7-misol.  nuqtadan
x + 3 _ у + 2 _ z - — to‘g‘ri chiziqqacha

2 - 2  
bolgan masofani toping.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra: 
M,(l;-l;-2), M 0(~3;-2;8), ? = {3;2;-2}.

37-shakl.

Bundan

U holda
M 0M, = {1 -  (—3);—1 -  (—2);-2 -  8} = {4;1;-10}.

t j  k
4 1 -10
3 2 - 2

= (-2 + 20)f -  ( - 8 + 30)7 + (8 -3 )k= № -22 j+ 5~ k ,

\МЖ  x s |= + ^22f+ ¥  = 7VF7, |,? |= V'32 + 22 + (-2)T = л/П .

(5.21) formula bilan topamiz:

d  =
7лА 7 

л/17
= 7(uh).

3.5.5. Mashqiar
1. Berilgan to‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzing: l)Af,(l;l;-2) 

nuqtadan o ‘tuvchi va ? = {2;3;-l} vektorga parallel; 2) ,V2(2;-3;-l) nuqtadan 
o ‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 3) Af,(2;-l;-2) nuqtadan o ‘tuvchi va 
6 x + 2 y - 4 z - 5  = 0 tekislikkaperpendikular.
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2. A/0(2;-3:5) nuqtadan o ‘tuvchi berilgan to‘g ‘ri chiziqiarga parallel to ‘g ‘ri 
chiziq tenglamasini tuzing:

3. M(-3;6;2) nuqtadan o ‘tuvchi va Oz o'qni to'g'ri burchak ostida kesuvehi 
to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing,

4. M(-i;2;-3) nuqtadan o ‘tuvchi va koordinatao‘qlari b ila n a = ^ , /? = —,

5. Berilgan nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini 
tuzing:

6. M(2;2;-l) nuqtadan о ‘tuvchi va a = {l;1;2}, 6={-l;3;l} vektorlarga 
perpendikular to‘g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasini tuzing.

7. To‘g ‘ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiring:

9. Uchburchakning uchlari berilgan: Л(- 1;2;3),B(--1;-2;1),C(3;4;5). A uchdan 
o ‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.

10. ABCD parallelogrammning ikki uchi ^(-l;2;0),£(4;];3)va diagonallari 
kesishish nuqtasi 0(-2;l;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini 
tuzing.

11. To‘g ‘ri cbiziqlar orasidagi o ‘tkir burchakni toping:
1) x = -2-t-3t,y = 0,z = 3—t  va x = - l~t2i ,y  = 0,z = —3 + t;

x+1 _ у  + 1 _ z - 2

2я
у = —  burchaklar tashkil qiluvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

8. T o‘g ‘ri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:

12. M(~2;3;-l) nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan to‘g ‘ri chiziqiarga 
perpendikular to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing:



jc_* 2  ̂+1 -2 **“ 2
13. Af(l;-1;2) nuqtadan o ‘tuvchi va - у -  = ̂ —= ̂ — to‘g ‘ri chiziqqa

parallel to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

14. To‘g ‘ri chiziqlaming o ‘zaro joylashishini aniqlang:

1) Л '' V . x = 2 + 8t,y = 6l,z = - 3 - 4 t :
' - 4  -3  2

~  x-H  _ v + 3 _ z -1  л" _ y - l _ z  + 2 
~-2~~~3 ~  -1

15. To‘g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni toping:

v —1 v '  + 1 I"* —2v —1=0.
1) ~  = = — . 2 ^ + 2 v -9  = 0 ; 2 ) „ n x  + 2 y ~ z  + 6 = 0.

2 1 - 2  ' [ y~  2 - 2  = 0,

16. To‘g ‘ri chiziq bilan tekislikning o ‘zaro joylashishini aniqlang:

V ) ^ ~ y  + 4 z - 6  = 0, з  + 6  12 = 0 ; 2 ) -  = ^ -  = —  , 2x + y - 4 z - 8  = Q.
’ }2*-r.y-z + 3 = 0, ' 2. 8 3

17. T o'g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

l ) i ^  = Z z Z  = £ z 5 >jr_ 3 ,_ 2 z +5 = 0 ; 2 ) — = ^ i l l  = £ i Z  5.v- r  -4 0.
'  I 5 4 7 2 17 13

18. м (4;5:-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushiriigan perpendikular 
tenglamasini tuzing:

1) x - 2 y - 3 = 0 ; 2) x —y + z ~ 5  = Q.

19. m va n ning qanday qiymatlarida = = to‘g ‘ri chiziq:

1) m x + 2 y -4 z - r n  = 0 tekislikda yotadi; 2) mx+wy+3z--5--0 tekislikka 
perpendikular boiadi; 3) 2x+ 3y+ 2m z~n = 0 tekislikka parallel bo‘ladi.

20. M(1;—1;—1) nuqtadan o ‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikular 
tekislik tenglamasini tuzing:

1* x  + l __ y  + 2 _ z + 2 . -s + 3 _  >’-1  _ z - 5
4 “ -1  '  - 2  "

21. M(Q;1;2) nuqtadan va ■{X 3>т“  ̂ to ‘g'ri ehiziqdan o ‘tuvchi tekislik
[2x + y  + z - 2  = 0

tenglamasini tuzing

jc -1  y + l _ z —2 _________

kesishish nuqtasini toping.

22. ~ ^ ~ Y  = ~ r ~ t0 "8 "r' chiziq bilan x  + y - 2 z - 4  = 0 tekislikning
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23. M(2;3;4) nuqtaning х - 1 _ у —I _ z - 1
Г ”i Т—— to‘g ‘ri chiziqdagi proeksiyasini

toping.

to‘g ‘ri chiziqdan o'tiivchi va

chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.

f3 x + v-4z  + 5 = G. 
25. I

j x - y  + 2 z - \  = Qi to‘g ‘ri chiziqdan va M( 1;-1;2) nuqtadan o ‘tgan tekislik

tenglamasini tuzing.

26. M(2;-3;-l) nuqtadan berilgan to‘g ‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani 
toping:

Oxyz koordinatalar sistemasida x , y , z  o‘zgaruvchilarning ikkinchi 
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi.

Uchta x,y va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi 
umumiy ко‘rinishda

Ax1 + By2 + C z2 + Dxy + Exz + Fyz +  Gx +  Ну + Kz +  £ = 0 , (6 .1 )

kabi yoziladi, bu yerda А, В, C, D, E, F, G, H , K , L - o ‘ zgarmas !ar;
А2 + В г + С г *  0 .

Har qanday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o ‘q!arini 
parallel ko‘chirish va burish orqali kanonik ko'rinishga keltirish 
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi faqat bir marta, bitta 
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada qatnashadi. (6 .1) 
tenglama koordinatalar sistemasining o‘q!ari sirtning simmetriya o‘qlari 
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida 
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi) 
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniqlanuvchi 
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

F (x ,y )=  0 (G(x, y)  = 0, H(x, z) -= 0) (6.2)
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Sirtlaming shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «p ara lle l  
kesimlar usuli»  deb ataluvchi usulni qoilaymiz. Bunda sirtning shakli 
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel 
tekisliklar bilan keshishish chiziqlarini (kesimlarini) tekshirish 
yordamida o‘rganiladi.

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikda yotuvchi 
nuqtalaming geometrik o‘rniga sfera  deyiladi.

M a(x0;y0:z) nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqtalami 
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y;z)  nuqta bo‘lsin.

Sferaning ta’rifiga ko‘ra, j M0M |= R .
Bundan

(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi  deyiladi. Bunda 
M 0(x0;y0;zt ) nuqta sfera  markazi, R masofa sfera radiusi  deb ataladi.

1-misol. Markazi M0(-2;2;l)nuqtada yotgan va 2x + j - 2 z - 5  = 0 
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning 
M0(-2;2;l)markazidan 2x + y - 2 z - 5  = 0 tekislikkacha boigan masofa 
sferaning radiusiga teng boiadi.

Nuqtadan tekislikkacha boigan masofa formuiasidan topamiz:

3.6.1. Sfera

\/(x -  *o)2 + (y -  У of + (z -  z„ У = R
yoki

(x - x oy  + ( y - y „ ) 2 + ( z - z 0) 2 = R 2. (6.3)

d _ |2-(-2) + 1-2 + (-2)-1-5| 9 , 
v'22+ l2+(-2 f  3

U holda (6.3) formulaga ko‘ra,
(x + 2)2 + ( y -  2)2 + (z - 1)2 =9.

3.6.2. Ellipsoid

Oxyz koordinatalar sistemasida

(6 .4)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ellipso id  deyiladi.
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Ellipsoidning Оху tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimlarini 
qaraymiz. Bu tekisliklaming har biri z = h tenglamaga ega bo‘ladi. 
Bunda h -  birorta son.

Kesimda hosil bo‘lgan chiziq

A h 1
(6.5)

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi.
(6.5) sistema tenglamalarini tekshiramiz.

x 2 V2i/ibcboMganda — + ̂ < 0  bo‘ladi va (6.5) sirtning
a b

= h tekislik

+ ̂ -  = 0 bo'ladi. Bunda sirtlar

bilan kesishish nuqtasi mavjud boimaydi.
x~

\h\ = c ,  ya’ni h = ±c bo‘lganda -
a и

(0;0;c) va (0;0;-c) nuqtalarga kesishadi va z - c .  va z= -c tekisliklar 
berilgan sirtga urinadi.

jA|<c bo‘lganda (6.5) tenglamalami quyidagichayozish mumkin:

-  + ̂  = 1, 
«Г \
z - h ,

bu yerda = a j l  b, = b^jl -  —

va

с
""/■V

Demak, kesimda yarim o‘qlari 
hosil bo‘ladi (38-shakl). B unda \h\ 
qancha kichik bo‘Isa, yarim o‘qlar 
shuncha katta bo‘ladi. h = 0 da 
ular o ‘zlarining eng katta 
qiymatlariga erishadi: a, = a , />, = b . /r<- 

(6.4) sirtning x = h va y  = h /  
tekisliklar bilan kesimlari ham Ь - ---------- L_k^4Г / I n  ,
ellipslardan iborat bo‘ladi. \

Shunday qilib, qaralgan 4 
kesimlar (6.4) tenglama bilan 

aniqlanuvchi sirt 38-shaklda 
keltirilgan ellipsoiddan iborat 
bo‘lishmi ko‘rsatadi.

bo‘lgan ellips

■ -j -+- \—  

Т 7 Г

л

f ) I
i ! /
\ /

38-shakl.



a,b,c kattaliklarga ellipsoidning yarim o'qlari deyiladi Yarim 
o‘qlar har xil boiganda ellipsoid uch o'qli ellipsoid bo‘ladi. Yarim 
o‘qlardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng boiganda ellipsoid aylanish 
ellipsoidi boiadi.

Yarim o‘qlaming uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tenglamasi

x2 + y 2 + z* = R2, R = a = b~-c (6 .6 )

bo‘lgan sferaga aylanadi.

2-misol \  + ”Vr  = 1 ellipsning Ox va Oy oqlari atrofida
a h '

aylanishidan hosil boigan sirtlaming tenglamalarini toping.
Yechish. Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x,y) = 0 tenglama bilan 

berilgan boisa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil 
boigan sirt F(x;±-Jy2 + z 2) = 0 tenglama bilan, Oy oqi atrofida 
aylanishidan hosil boigan sirt esa F(±^Jx2 +z2;_y) = 0 tenglama bilan 
aniqlanadi.

x l ’,2+ - -  = 1 ellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt
a* b‘

tenglamasini topamiz:
X2 ( ± iy 2~ ^ y  , X2 / + z 2 ,
— + — ------ = ! >'okl "T+ ~ li = ’a b a b

Ellipsning Oy oqi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt 
tenglamasini shu kabi topiladi:

£ l± £ l + 4  = i.
a2 b 2

Hosil boigan tenglamalaming har ikkalasi aylanish ellipsoidini 
aniqlavdi.

3.6.3. Giperboloidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

4 + | t - 4 =i (6.7)a b с

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga bir pallali giperboloid 
deyiladi.
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Bu sirtni Оху tekislikka parallel z = h tekisliklar bilan kesamiz. 
Kesimda

yoki
I-.

b2

У

tfLyl + -

z = h,
bM -

= 1,

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi chiziq hosil bo‘ladi. Bu chiziq
I h1 I 17yarim o‘qlari ^=«^(1 + — va bi = bJl + ~T bo‘lgan eilipsdan iborat.

T  c~ у c-
Yarim o‘qlar h = 0 da eng kichik qiymatlariga erishadi: a, = a,b, = b. \h\ 
ning o'sishi bilan ular o‘sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlami

= 1, Zl
b2

= 1,

у  = 0 x = 0

tenglamalar sistemalari bilan
aniqlanuvchi giperbolalardan iborat 
bo‘ladi.

Kesimlaming tahlili shuni 
ko‘rsatadiki, (6.7) tenglama bilan 
aniqlanuvchi giperboloid musbat va 
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan 
holda kengayuvchi «trubka» 
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo‘ladi (39- 
shakl).

a = b bo‘lganda (6.7) tenglama 
bir pallali aylanish giperboloidni 
ifodalaydi.

Oxyz kordinatlar sistemasida
x 2 y 1 z 2 _  
a 2 b1 c2

39-shakl.

(6.8)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid 
deyiladi.
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Bu sirtning Оху tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizigi

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi. Bunda \h \< c  boiganda z ~ h  
tekislik sirtni kesmaydi, \h\ = c boiganda z = c va z = - c  tekisliklar 
sirtga (0;0;c) va
(0;0;-c) nuqtalarga urinadi, \h \> c  boiganda z  = h tekislik sirtni kesadi.

[h |> с boiganda (6.9) tenglamalami quyidagicha yozish mumkin:

tenglamalar sistemalari bilan
aniqlanuvchi giperbolalar boiadi. 40-shakJ.

Bu kesimlar (40-shakl) (6 .8) 
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab boiadi. a = b 
boiganda (6 .8) tenglama ikki pallali 
aylanish giperboloidni aniqlaydi.

3-misol. x 2 -  4y 2 + 4z2 + 2x  + 8 y - 7  = 0 tenglama bilan aniqlanuvchi 
sirt turini toping.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini to ia  kvadratlarga ajratamiz:
x2 + 2x  + 1~4(y2 +2.v + l) + 4 z 2 - 1 +  4 - 7  = 0 ,

(x + 1) 2 -  4(y  - 1) 2 + 4 z2 = 4.

(6.9)

у

Bundan
(x + 1)2 z 2 C v - 1)2 

22 I2 l2
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x' = x + l, y' = y - 1, z' = z deb, Oxvz sistema markazini 0'(-1;1;0) 
nuqtaga parallel ko‘chirish orqali O'x’y'z' sistemaga o‘tamiz,

Bu sistemada tenglama
x'2 z'2 y'2 _ j
~2Г + Т2~~1Г ~ '

ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama O'y' oq bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni 

aniqlaydi.

3.6.4. Konuslar

Oxyz koordinatalar sistemasida

£ + £ - £ 1  = 0 (6 .10)
а о с

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus 
deyiladi.

(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish

chizig‘i ~  + y ~ = ~ ,z  = h bo‘ladi.
a" b* с

U h = 0 da 
aylanadi.

пфО bo‘Isa, kesimda

0 (0;0;0) nuqtaga

* У
(ah \ f  bhV
UJ IrJ
z = h,

■h

tenglamalar sistemasi bilan 
aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu 
ellipsning yarim o‘qlari \h\ ning 
o‘sishi bilan o‘sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar 
bilan kesimlari

= 0,
a с 

= 0
b2 c2 
x = 0

= 0,

sistemalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlardan iborat 
boMadi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

a>G,b>G,c >0 (6.11)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt elliptikparaboloid  deyiladi. 
Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

j (ah)2 (bh)2 
[ z = h,h > 0

= 1,

tenglamalar sistemasi bilan 
aniqlanuvchi ellips boiadi. Uning ' 
yarim o‘qlari \h\ ning o‘sishi bilan 
o'sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
-  y 1

h I

a-b--V

42-shaki.

bilan kesimlarida z =— va _
a 2 b1

parabolalar hosil boiadi (42-shakl).
Shu sababli (6.11) tenglama bilan 
aniqlanuvchi sirt elliptik paraboloid 
deyiladi.

a - b  boiganda (6 .11) tenglama aylanish paraloidivA aniqlaydi.

4-misol M.(0;A;0) nuqtadan va y - - b  tekislikdan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalammg geometrik o‘rnini toping.

Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan 
nuqta boisin.

Masala shartiga ko‘ra

| M |=i y + b\
yoki

фс2 4- (у — b) + z2 -| у + b j .

Bundan

x1 + y 2 -  2yb + b2 + z 2 — y 2 + 2yb + b", 
x2 + z1 = 4 bv
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yoki
X z---- !----= у .
4b 4 b

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik bilan kesimi ushbu

x 2 +  y 2 = 4 bh, 

y  = h, h>Q

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi aylanalardan iborat, Sirtning

Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida v = — va y  = ~  parabolalar
4b 4b

hosil bo‘ladi.
Bu sirt aylanish paraboloidini aniqlaydi (43-shakl).
Oxyz koordinatalar sistemasida

У = z, a > 0, b > 0 (6.12)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt giperbolik paraboloid 
deyiladi.

Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

Uah)2 (bhf  
[ z  = h,h>  0

-I

tenglamalar sistemasi bilan 
aniqlanuvchi giperboladan, Oxz 
va Oyz tekisliklar bilan kesimlari

a" b2
iborat bo‘ladi.

Shunday qilib, (6.12) 
tenglama bilan aniqlanuvchi 
sirtning ko‘rinishi «egar» shaklida boiadi (44-shakl). Bu sirt giberbolik 
paraloboid deb ataladi.

44-shakl.

3.6.6. Silindrik sirtiar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular I to‘g‘ri chiziq 
berilgan boisin.
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J*'

L chiziqning har bir nuqtasi orqali I to‘g‘ri chiziqqa parallel qilib 
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziqiar to‘plamidan hosil bo‘lgan sirtga silindrik  
s ir t  deyiladi. Bunda L chiziq silindrik  / 
sirtning y o  ‘naltiruvchisi, I to‘g‘ri 
chiziqqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri 
chiziqiar silindrik sirtning yasovchilari  
deb ataladi (45-shakl).

Oxyz koordinatalar sistemasini 
Oz o‘q I yasovchiga parallel va 
L yo‘naltiruvchi Oxy tekisiikda 
yotadigan qilib tanlaymiz. 45-shakl.

L yo‘naltiruvchining Oxy tekislikdagi tenglamasi F ( x , y ) -  0 

bo‘lsin. U holda F(x,у) -- 0 tenglama yosovchilari Oz o'qqa parallel 
boigan silindrik sirtni ifodalaydi.

Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi 
L yo‘naltiruvchining shakli asosida aniqlanadi.

Agar Oxy tekislikdagi yo‘naltiruvchi
л - 2

1 tenglama

elliptik silindrni  ifodalaydi (46-shakl).
x 2 + y 2 = R2 tenglama bilan aniqlanuvchi 

doiraviy  silindr  elliptik silindrning xususiy 
holi bo‘ladi.

Shu kabi

eilipsdan iborat bo‘lganda —y + —
a b

1 ten glam a giperbolikiL _ Z
a2 b

silindrni  (47-shakl), y 1 =2px  tenglama 
p a ra b o l ik  silindrni ifodalaydi (48-shakl).

46-shakl.

47-shakl. 48-shakl.
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tenglama bilan aniqlanuvchi sirt shaklini chizing.
Berilgan tenglamada у  qatnashmaydi va x2

Shu sababli tenglama

boigan

5-misol x2 = 2z 
Yechish. 

chiziq Oxz
tekislikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.

(x2 = 2z,
\ y  = 0

yosovchilari Oy o ‘qqa parallel 
parobolik silindmi ifodalaydi.

Paraboia > = 0 tekislikda Oz o‘qqa 
nisbatan simmetrik boiadi, uchi 0 (0;0;0) 
nuqtada yotadi va M,(~2;0;2), M2(2;0;2) 
nuqtalardan o'tadi. Chiziq shaklini Maple 
paketida chizamiz (49-shakl):

> -«fith(plots):
> lraiidtp!oi3d(|^A2-2z}, x—4,.4, y=~0..4, 
Z --4 ..4 , grid—j13,13,13]);

i i w t '  ■Ш -f  ^  
V i " "

49-shakl.

3.6.7. Ikkinchi tartibli sirtlarning 
to‘g‘ri chiziqli yasovchilari

To‘g‘ri chiziqlaming harakatidan 
hosil bo‘ladigan sirtlarga to'g'ri 
chiziqli sirtlar deyiladi. Bu sirtlarning 
yasovchilari to ‘g  'ri chiziqli yasovchilar 
deb ataladi.

To‘g‘ri chiziqli sirtlarga konus 
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la 
oladi. Bundan tashqari, bir pallali 
giperboloid va giperbolik paraboloid 
ham to‘g‘ri chiziqli sirtlar boiishi 
isbotlangan.

Bir pallali giperboloidning har bir 
nuqtasi orqali

\ a с I b
X- + U  i M

(6.13)

50-shakl.
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tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziqiar oiiasidan faqat bitta 
chiziq o‘tishi kovrsatilgan, bu yerda a,b ,c-  bir pallali giperboloidning 
yarim o‘qlari, k.l -nolga teng bo‘lmagan sonlar.

Shunday qilib, (6.13) tenglamalar fcva I ning turli qiymatlarida bir 
pallali giperboloidda yotuvchi va uni to‘liq qoplovchi cheksiz to‘g‘ri 
chiziqiar sistemasini tashkil qiladi. Bu to‘g‘ri chiziqlarga bir pallali 
giperboloidning to ‘g  ‘ri chiziqli yasovchilari deyiladi.

Shu kabi

x z x z  1
— + — =kz, -  + — =

. а ь a ,a b I (6.14)
Iх z

a b к [a  b

tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziqiar giperbolik paraboloidning 
to‘g‘ri chiziqli yasovchilari bo£ladi.

To‘g‘ri chiziqli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlaming 
yasovchilari qurilish va 
texnikaning konstruksiyalarida 
keng foydalaniladi.

Masalan, bir pallali 
giperboloidning to 'g 'ri chiziqli 
yasovchilari bo‘yicha metall 
balkalar joylashtirilgan
radiomachta, suv va yadro 
qurilm alarming minoralari,
teleminoralar (masalan, Guanjou 
(Xitoy) teleminorasi, 50-shakl), 
tirgaklar va uzatmalar (51~shakl) 
kabi konstruksiyalar ishlab 
chiqilgan. Sunday konstruksiyalar 
yengi! va mustahkam bo‘lgani sababli keng tatbiq etiladi.

3.6.8. Mashqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan binning uchlari 
M,(4;l;-3) va м 2(2;-3;5) nuqtalarda yotgan; 2) maikazi Af0(3;-5;-2) naqtada
уotgan va 2% -  у ~ 3 2 +11 = 0 tekislikka uringan.

2. Sfera markazining koordinataiarini va radiusini toping:
1) x 1 + y 2 + z 1 + x -  у  + z  = 0; 2) x 1 + y 1 + z l -  6л + 8y  + 10г + 25 = 0.
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3. Har bir nuqtasidan A/,(-3;0;0) va М г (3;0;0) nuqtalargacha boigan  
masofalar kvadratlarining yig lnd isi 36 ga teng boigan fazoviy 
nuqtalarning geometrik о ‘mini toping.

4. A/j )̂;-~;oj nuqtadan va У~~^  tekislikdan teng uzoqlikda yotgan fazoviy 

nuqtalarining geometrik o'mini toping.

5. Har bir nuqtasidan A/,(0;0;-4) va Af2(0;0;4) nuqtalargacha boigan  
masofalar y ig‘indisi 10 ga teng boigan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nuqtasidan M,(-5;0;0) va Л/2(5;0;0)nuqtalargacha boigan  
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng boigan  sirtning tenglamasini tuzing.

7. Berilgan sirtning ko‘rsatilgan o'qlar atrofida aylanishidan hosil boigan sirt 
tenglamasini tuzing:

1) z = - — , Ox va Oz; 2) - — —  = 1, Ox va Oy; 3) — + — = 1, Oy va Oz.
2 16 25 64 16

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari *2 -  2z + l = 0 , 
y - z  + 1 = 0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. mning qanday qiymatlarida x +my- 2  = 0 tekislik = У elliptik 

parabaloidni 1) ellips bo'yicha; 2) parabola bo'yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig‘ini aniqlang:

X 1 \p- -1,2

1 ) —  + —  = 2z, 3 x - y  + 6z-14-0;  2 ) ----- —  = 2z, 3x->’ + 6z-14 = 0;
3 6 4 3

3 ) = * _ 2>_ 1 = 0; 4) f l + y l - f l  = - i ,  5*+ 2z + 5 = 0.
4 3 3 9 25

11. Har bir nuqtasidan M{3;0;0) nuqtagachava * = 1 tekislikkacha boigan  
masofalar nisbati V3 ga teng boigan  fazoviy nuqtalarning geometrik o ‘roini 
toping.

12. Berilgan sirt va to‘g ‘ri chiziqning kesishish nuqtasini toping:

1) i yl i -1 x~3 = У~4 ~ z+2- 2) xl i y? zl ~ \ x -  y _ z+2 
81 36 9 ’ 3 - 6  4 ’ ’ 16 9 4 ~ ’ 4 -3  4

13. Berilgan tenglama bilan aniqlanuvchi sirt turini aniqlang:

1) 36л1 +(Ауг -144гг +576 = 0; 2) x 1 + у г + z 1 -2 ( x  + у + z ) - 2 2  = 0;

3) 3x2+ 2 / - 1 2 z  = 0; 4) 16x2+3y2+i6z2- 6 4 x - 6 y  + 19=0;

5) 25x2- 9 / - 2 2 5  = 0; 6) 9x2- 4 y 2- 3 6 z  = 0;

7) 4x2 + 3v2 - 5z2 + 60 = 0, 8) хг+у2 - 2 * -3  = 0.
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Ogyusten l.tti Koshi 
(1789-1857)- 
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fimimh i

: :ge fsir Щ 0  V|f $»0gam f .

:MATEMATIK ANALIZGA 
K1R1SH

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz 
kichiklar tahlili»ga mos bo‘Iimlar majmuasi 
bo‘lib, u differensial va integral hisobni 
birlashtiradi. Matematik analiz sistemali 
bo‘lim sifatida XVII-XVIII asriarda l.Nuyton, 
G.Leybnis, L.Eyler, J.Lagranj va boshqa 
olimlar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi 
bo‘lgan limitlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi 
tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana- 
lizning boshlang‘ich tushunchalari XIX-XX 
asriarda to‘plamlar nazariyasi, oichamlar 
nazariyasi, haqiqiy o‘zgaruvchi funksiyalari 
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur 
tahlil qilindi va umumlashtirildi.

Matematikaning «Matematik anaiizga 
kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy 
tushunchalari boigan bir o‘zgaruvchining 
funksiyasi, sonli ketma-ketliklar. limitlar, 
cheksiz kichik funksiyalar va uzluksizlik 
tushunchalari o‘rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR

4.1.1. To‘pIam

To'plam matematikaning boshlang‘ich 
(ta‘riflanmaydigan) va muhim tushunchalari- 
dan biri hisoblanadi. To'plam deganda tayin 
xossaga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli 
obyextlar majmuasi tushuniladi. Masalan, 
guruhdagi talabalar to‘plami, butun sonlar 
to‘plami, berilgan nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri 
chiziqiar to‘plami.
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To ‘ plain ni tashxil etuvchi obyeKtlarga to‘plamning elementlari 
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning 
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi.

A to'plamning a,b,c,deiementlardan tashkil topganligi A = {a,b,c,d} 
kabi yoziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so‘zlar yoki formulalar 
yordamida beriladi.

a elementning A to‘plamga tegishli ekanligi a s  A deb yoziladi. 
b elementning A to‘piamga tegishli emasligi b e A (yoki b t A )  kabi 
belgilanadi. Masalan, A = {2,4,6,8} to‘plam uchun 4e A va 5 e A.

A to‘plam chekli sondagi eiementlardan tashkil topgan bo‘lsa A 
to‘plamga chekli to ‘plam, aks holda cheksiz to 'plain deyiladi. Masalan, 
A = {x : 6 < x < 20, x e N} cheKli to‘plam, В = {x : x > 3 5, x e Af} cheksiz 
to‘plam bo‘ladi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo ‘sh to 'plam  deb 
ataladi va 0  kabi belgilanadi. Masalan, A ={x-.x1 +1 = 0,xe Щ bo‘sh 
to‘plam, chunki x2+l = 0 tenglama haqiqiy sonlar to‘plami R da 
yechimga ega emas.

Agar A to‘plamning har bir elementi В to‘plamning ham 
elementi bo‘lsa A to‘plamga В to ‘plamning qismi (qismiy to plami) 
deyiladi va A a  В (yoki S 3  A) kabi belgilanadi. Masalan, A = {2,3,4} va 
В = {1,2,3,4,5} boisa Ac: В boiadi.

Agar А с  В va В c  A bo isa  A va В to‘plamlarga teng to ‘plarnlar 
deyiladi va A = В Kabi yoziladi. Demak, A = В tenglik A va В 
to‘plamlaming bir xil eiementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va В to‘pJamlaming har ikkalasiga tegishli boigan element bu 
to‘plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’rif. A va В to plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi) deb 
ulaming kamida bittasiga tegishli boigan eiementlardan tashkil topgan 
to‘plamga aytiladi va A u  в (yoki A + B) kabi belgilanadi.

Demak, A u  3 = {x :xe A yokix&B).
2-ta’rif. A va В to ‘plamlarning kesishmasi (yoki ko'paytmasi) 

deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga 
aytiladi va A n  в  ( yoki A B )  kabi belgilanadi.

Demak, A n B  = (x:xe  A v a x e  B}.
3-ta’rif.A to‘plamdan В to ‘plamning ayirmasi deb A to‘plamning 

В to‘plamga kirinagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga 
aytiladi va A\B  kabi belgilanadi.
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Demak, A \B  =  {x : x <e  A va  x & B).

Masalan, A = {1,3,5,7} va 5 = {2,5,7,9} to‘plamlar uchun 
AluB== {1,2,3,5,7,9}, i n f i  = {5,7}, Л \5  = {1,3}, б \ Л = {2,9} boiadi.

В to'plam A to‘plamning qismiy to‘plami bo‘lsa, A \B  ayirma 
В to‘plamning A to ‘p la m g a  to  ‘Idiruvchisi  deyiladi.

1-3 ta’riflaming chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda 
A n  В , A '-u В , A \B  bo‘yab ko‘rsatilgan.

I
J

M:

У  A\B
j

1-shakl.

4.1.2. Sonli to‘plam lar 

Haqiqiy sonlar va ulaming asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat boigan to‘plam sonli to ‘plam  
deyiladi.

Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri boiib , uzoq 
tarixiy rivojlanish yoiiga ega. Narsalami, buyumlami sanash zaruriyati 
tufayli natural sonlar paydo boigan. Natural sonlar to‘plamiga ularga 
qarama-qarshi sonlami va nol sonini qo‘shish bilan butun soniar 
to‘plami hosil qilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlaming 
va keyinchalik irratsional sonlaming kiritilishini taqozo etgan. Ratsional 
sonlar to‘plami va irratsional sonlar to‘plami haqiqiy sonlar to‘plami deb 
atalgan.

Shunday qilib. N c:Z a  Q a  R sonli to‘plamlar hosil qilingan, bu 
yerda Ar = {1,2,3,..., и,...} -  barcha natural sonlar to‘plami;
Z = {0,±1+2,...+«,...}-barcha butun sonlar to‘plami;

f i
Q = \ - - , p z : Z , q e N \ ~ barcha ratsional sonlar to‘plami; R -  barcha

J
haqiqiy sonlar to‘plami.
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Наг qanday ratsional son yoki chekli o‘nli kasr bilan yoki cheksiz
3

davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, -  = 1,5 = (1,500...),

-  = 0,333...-ratsional sonlar.
3

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi. 
Irratsional son cheksiz davriy boMmagan o‘nli kasr bilan 
ifodalanadi. Masalan, л/2 =1,4142356..., я = 3,1415926 ...-irratsional 
sonlar.

Shunday qilib, haqiqiy sonlar to'plammi barcha cheksiz o‘nli kasrlar 
to‘plami deyish va R~{x:  x = a.a,a,a3...} kabi yozish mumkin, bu yerda 
aeZ ,a, e{0,l,2,...9},/ = l,2,....

Haqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo‘ladi.
1°. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a 

va b sonlar uchun a < b (yoki b < a) tengsizlik bajariladi.
2". R to‘plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil и va h sonlar 

orasida a < x < b  tengsizlikni qanoatlantiruvchi cheksiz ko'p x haqiqiy 
sonlar mavjud bo‘ ladi;

3°. R to‘plam uzluksizdir.

Son o ‘qL Sonlarning sodda to ‘plamlari

Haqiqiy sonlarning uzluksiziigi xossasi asosida barcha haqiqiy sonlar 
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari to‘plami orasida bir qiymatli 
moslik o‘rnatiladi.

Buning uchun biror to‘g‘ri chiziqda (u gorizontal yo‘nalgan bo‘lsin 
(2-shakl)) musbat yo‘na!ishni, О hisob boshini va masshtab birligini 
tanlaymiz. Musbat x sonini
ifodalash uchun bu to‘g'ri ------------------ =̂г=»----------- l- ----- —О x
chiziqda О hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan masshtab 2-shakl.
birligida berilgan x songa teng
masofada yotuvchi M nuqtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun 
esa bu to‘g‘ri chiziqda О hisob boshidan chap tomonda |x| songa (bu son 
haqida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi M 
nuqtani olamiz; x = 0 soniga О hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqiqiy sonlar to‘plami bilan 
ko‘rsatilgan bir qiymatli moslik o‘matilgan to‘g‘ri chiziqqa son о ‘qi (yoki 
sonli to ‘g  ‘ri chiziq) deyiladi.
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i Shunday qilib, har bir haqiqiy songa son o‘qining yagona M nuqtasi 
mos qo‘yiladi va aksincha, bu son o‘qining har bir M nuqtasiga yagona 

к x haqiqiy son mos keladi. Bunda haqiqiy son va son o‘qining nuqtasi 
[ bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «x son» so‘zi o ‘raiga ko‘p 
| hollarda «д-nuqta» so‘zi ishlatiladi.
i Son o‘qi haqiqiy sonlaming joylashishi to‘g ‘risida ko‘rgazmali

ma’lumot beradi. x, <x2 tengsizlik x, nuqta x2 nuqtaga nisbatan chapda 
yotishini anglatadi, x, < x, < x3 tengsizlik x2 nuqta x, va x} nuqtalar 
orasida yotishini bildiradi.

aeR,  beR,  a<b  bo‘lsin. Haqiqiy sonlar to‘plamining quyidagi
qism to‘plamlariga oraliqlar (intervallar) deyiladi:

\a,b] -  \x : a< x< b)-kesm a (yopiq oraliq. sigment);
(a; 6) = {x: a < x < b} -  interval (ochiq oraliq);
[a;b) = {x:a<x<b}, (a;b]  = { x : a<x<b} ~  yarim ochiq intervallar; 
(-<»:&] = {х:х<й}, (~<x>;b) = {x:x<b] ,  [a;+ao) = {x: A'> a},

(a;+oo) = { x : x > a } ,  (-oo;+oo) = { x : - m  < x < +ao} -  cheksiz intervallar.
Bunda a va b sonlar mos ravishda bu oraliqlaming chap 

va o‘ng
chegaralarini aniqlaydi, -да va +oo belgilar son o‘qi nuqtalarining О 
nuqtadan
chapga va o‘ngga qarab cheksiz uzoqlashishini simvolik tasvirlaydi, 

x0 (x0 6 R) nuqtani o‘z ichiga olgan har qanday (a\b) intervalga 
x0 nuqtaning atrofi deyiladi. Xususan, (x,- s ; xs +s)  interval x, 
nuqtaning s atrofi deb ataladi. Bunda xn soniga bu atrofning
markazi, e (e > 0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar x0 e (x0 -e ;x 0 + s) bo‘lsa, u holda x0 - s  < x < x 0 +s  yoki 
|x - x j< £  tengsizlik bajariladi. Butengsizlikningbajarilishi x nuqta 
x, nuqtaning s atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut qiymati

4-ta’rif. x ( x s R)  sonining absolut qiymati (yoki moduli) deb x >0  
bo‘lganida x sonining o‘ziga, x manfiy bo‘lganida (-x) soniga aytiladi. 

x sonining absolut qiymati jx| belgi bilan belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko‘ra,

f x, agar x > 0, 
x|=^

l-x , agarx< 0 .
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Sonismg absolut qiymati quvidagi xossalarga ega,

Г. x e R  da|jc|>0, j —jc|=|лс|, - 1 x j< x <| x |;

2°. a > 0  da |x|<a  tengsizlik - a < x < a  tengsizlikka ekvivalent 

bo‘ladi;

3°. xe /? ,je i?d a

= 7—7,0^0).
\y\

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut qiymati ta’rifidan 
kelib chiqadi. Ulardan birini, masalan, i x + j ^ x j  + jyj bo‘lishini 
isbotlaymiz.

Isboti. x + y >  0 bo‘lsin.
U holda \ x  + y  \=x  + y, x<|x|, y < \ y \ bo‘ladi.

Bundan
\x + y\=x + y <  | x |+ | ^ | .

x + y  < 0  bo‘lsin.
U holda

Ix + y \= -(x  + y) = (-x) + (-y),  -x<jx| ,  - y < t y \

bo‘ladi.
Bundan

I x + у  |= (-* )+ (- j)  <j x j +1 у  | .

Sonli to ‘plamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan x e X  uchun x < M  
tengsizlik bajariisa. X  haqiqiy sonlar to‘plami yuqoridan 
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X  = (-зо,1] to‘plam yuqoridan chegaralangan.
6-ta ’rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan x e X  uchun x>m  

tengsizlik bajariisa, X haqiqiy sonlar to‘plami quyidan chegaralangan 
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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7-ta’rif. Agar X  to‘plam ham quyi dan ham yuqoridan 
chcgaralangan bo‘lsa, y’ani shunday m va M sonlari topilsa va istalgan 
x e X  uchun m < X < M  tengsizlik bajarilsa, X  haqiqiy sonlarto‘plamiga 
chegaralangan  deyiladi.

Bu ta'rifdan agar X  to‘plamning elementlari biror kesmada 
joylashsa, u holda bu to‘plam chegaralangan boiadi degan xulosa kelib 
chiqadi.

Yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan to‘plamga yuqoridan  
(quyidan) chegaralanmagan  deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar 
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan) 
boisa, barcha manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo 
yuqoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha 
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to‘plami 
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar X  to‘plam yuqoridan M  soni bilan chegaralangan boisa, bu 
songa X  to ‘p lam ning  yu qor i  chegarasi  deyiladi. Bunda M  sonidan 
katta boigan ixtiyoriy M ’ son ham X  to‘plamning yuqori chegarasi 
boiadi.

8-ta’rif. Agar istalgan x e X  uchun x < M  boisa va yetarlicha 
kichik ixtiyoriy e > 0 musbat son uchun shunday x* e X  soni topilsa va 
M - s < x * < M  tengsizlik bajarilsa, M  soniga X  to ‘p lam ning a n iq y u q o r i  
chegarasi  deyiladi.

Boshqacha aytganda, X  to‘plamning aniq yuqori chegarasi X  ning 
barcha yuqori chegaralarining eng kichigi boiadi.

X  to‘plamning aniq yuqori chegarasi M  = sup X  (yoki M = sup{x})
re.Y

bilan belgilanadi (lotin tilida supremum -  eng yuqori so‘zidan olingan).
Yuqoridan chegaralanmagan X  to‘plam uchun ta’rif asosida 

supX = +co deb olinadi.
Agar X  to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan boisa, bu 

songa X  to ‘p lam ning  quyi chegarasi  deyiladi. Bunda m sonidan kichik 
boigan ixtiyoriy m' son ham X  to‘plamning quyi chegarasi boiadi.

9-ta’rif. Agar istalgan x e X  uchun x > m  bo isa  va yetarlicha 
kichik ixtiyoriy s > 0  musbat son uchun shunday x * e X soni topilsa va 
m < x * < m  + £ tengsizlik bajarilsa, m soniga X  to ‘p lam ning  aniq quyi 
chegarasi  deyiladi.

Shunday qilib, X  to‘plamning aniq quyi chegarasi X  ning barcha 
quyi chegaralarining eng kattasi boiadi.

X  to‘plamning aniq quyi chegarasi M -  in iX  (yoki M  = inf{x})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum -  eng quyi so‘zidan olingan).
Quyidan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida

infx  -  -oo deb olinadi. Masalan, X = -11, —...Л to‘plam uchun
I 2 и J

infX = 0, supZ = 1.
X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o‘rinli 

bo‘ladi.
1-teorema. Har qanday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'sh 

bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plami aniq yuqori (aniq quyi) chegaraga 
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq elementlari 

Mantiqiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosqa matemtik 
tasdiqlarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlanib keladi. 
Bunday hollarda ulaming yozilishida mantiqiy belgilami qollash qulay 
bo‘ladi.

Matematik mantiqda mulohaza deb rost yoxi yolg‘onligi bir qiymatli 
aniqlanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida 
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza bo‘lsa, «kech kirmoqda», 
«matematika qiyin fan» 
gaplari mulohaza bo‘lmaydi.

a  mulohazaning inkori a -  «a  etnas» yoki « a  bo'lishi }o‘g'ri 
emas» deb o‘qiladi.

a  va p  mulohazalaming konyunksiyasi а  л ft -  «a  va Р» deb 
o‘qiladi.

a va j3 mulohazalaming dizyunksiyasi a  w p -  «a  yoki f>» deb 
о‘qiladi.

a  va p  mulohazalaming implikatsiyasi a  =̂  ft -  «agar a bo4 Isa, 
u holda P bo‘ladi» (yoki « a  dan p  kelib chiqadi») mulohazasini 
bildiradi.

a va p  mulohazalaming ekvivalensiyasi a  <=> p -  « a va p  
ekvivalent» (yoki «a  dan p  kelib chiqadi va p  dan a  kelib chiqadi») 
mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik kvantori Э- «mavjudki», «topiladiki» so‘zlarini 
bildiradi.
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Umumiylik kvantori Y -«har qanday», «ixtiyoriy», «barcha» 
so‘zlarini ifodalaydi.

«o'rinli boiadi», «bajariladi» so‘zIarini anglatadi.
H>-«moslik» ni bildiradi.

Mantiqiy belgilar yordamida yozilgan tasdiqlami tushunish va 
o‘qishni osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boiganlari 
alohida qavslarga olinadi.

Masalan,

(Ye > 0)(3(5 > 0 )(V x^  x0,| x - x 0 |<c5):| f ( x )  - A \ < e )

yozuv «ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday <5 > 0 son topiladiki, x ning 
xa ga teng boimagan va |jc -x0|<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha qiymatlarida \ / ( x) - A \ < e tengsizlik bagariladi» deb o‘qiladi.

Zarur va yetarli shartlar

/?-birorta mulohaza boisin. p  mulohaza kelib chiqadigan har 
qanday a  mulohazaga p  mulohaza uchun yetarli shart deyiladi.

P mulohazadan kelib chiqadigan har qanday a  mulohazaga p  
mulohaza uchim zarur shart deyiladi.

Masalan, a :  «x soni nolga teng» va /?: «ху ко‘рал1т а  
nolga teng»
mulahazalari boisin. Bunda a  mulohaza /? mulohaza uchun yetarli 
shart boiadi. Haqiqatan ham, xy ko‘paytma nolga teng boiishi uchun x 
nolga teng boiishi yetarli. x nolga teng boiishi uchun xy ko‘paytma 
nolga teng boiishi zarur. Ammo, /J mulohaza a  mulohaza uchun 
yetarli shart boimaydi, chunki xy ko'paytma nolga teng boiishidan x 
sonining, albatta, nolga teng boiishi kelib chiqmaydi.

«Agar a  mulohaza rost boisa, u holda /? mulohaza rest boiadi» 
teoremani a^> p  ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodaiardan biri 
bilan berish mumkin: «a  mulohaza p  mulohaza uchun yetarli shart 
boiadi»; « p  mulohaza a  mulohaza uchun zarur shart boiadi».

Agar a  va /? mulohazalaming har biridan ikkinchisi kelib chiqsa, 
ya’ni (a  => p) л (p a) boisa, u holda a  va p  mulohazalaming har biri 
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart boiadi va а  о  p  deb yoziladi.

Bu yozuv boshqacha quyidagicha o‘qilishi mumkin:
1) a  o'rinli boiishi uchun p  o‘rinli boiishi zarur va yetarli;
2 ) a  faqatvafaqat p  bajarilsa o‘rinli boiadi;
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Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhixn matematik isbotiash 
usullaridan bin hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogiiq  tasdiqlami 
isbotiash uchun qo‘llaniladi.

Uni umumiy holda ifodalymiz: n natural songa bogiiq biror 
tasdiqni (masalan, formulani) isbotiash quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi:

1) tasdiqning to‘g‘riligi « = 1 da tekshiriladi (agar n = !da tasdiq 
m a’noga ega bo‘lmasa, tekshirish tasdiq ma’noga ega bo‘ladigan eng 
kichik n dan boshlanadi);

2 ) tasdiq biror n (n > 1) da to ‘g‘ri deb faraz qilinadi va uning n + l da 
to‘g‘ri bo‘lishi isbotlanadi. Keyin bu tasdiqning istalgan n natural son 
bajarilishi haqida
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nnyton binomi formulasi deb 
ataluvchi

{а + ЬУ -=СУ + c y - lb + ...+ Cla’’~kbk + ...+ c:b" (1.1)

formulani isbotlaymiz, bu yerda n -  natural son; 0 <k<n.
(1.1) formulada qatnashayotgan

C k = ___ » !__
k\(n-k)l

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan 
fctadan guruhlashlar soni) deyiladi, bu yerda n\ (en fokloriaT) belgi 
orqali birinchi n ta natural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominal 
koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bogianishlar o‘rinli boiadi:

s~*k+1 ,
и n '̂n-1 ?

(и + 1)!=и!(и + 1) (bunda 0!=1 deb olinadi),
(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g ‘ri 

boiishini n = 1 da tekshiramiz:

(a + ЬУ =C,V + C.Vft = —  a + —  b = a + b- 
OM! 1!0!

2 ) ( 1.1) formula biror « d a  to‘g‘ri bo‘ladi deb faraz qilamiz va

3) a  faqatvafaqat /i rost bo‘lganida rost bo‘ladi.
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(и + l) da shu kabi formula o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz, ya ’ni

(a + by* = Cl,aMl + С'̂ а'Ъ +... + С%сГкЪ™ +... + C,'>6" + О ”*’ (1.2)

formulani isbotlaymiz.
Haqiqatan ham,

(.a  +  b)'M = 0 C 'a" + c y ~ 'b  +... + С кя<Г*Ь' + . ..  +  С'У)(а + b) =

= c y +1 + с у ь  + ... + C*V-*bw +... + C*ab" + c°a"b +... +

+ С*яаГ*Ь** + .... + C '̂ab" + C;Z>"+I = C>"' + (C“ + C‘)a"h + ...+

+ (C* + C *+1 )a“~*bkt' +... + (c;-1 + Cl)ab" + C > ” !.

Binominal koeffitsiyentlar uchun

c'l = i =С , , С  + с ' = с : ,  , с ;  + с 1 = С ,1, 

c r  т с; =c",, с" = i = c“
boiishi inobatga olinsa, oxirgi tengiikdan ( 1 .2 ) tenglik kelib chiqadi.

Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandlari 
bajarilgani uchun
Nyuton binomi formulasi istalgan n natural soni uchun to‘g ‘ri boiadi.

( 1 .1) formula qisqacha

(а + 6)"= £ С ,у-‘й
*=C

ko‘rinishda yoziladi.
Xususan, (1.1) formuladan n = 2 va л = 3 da tanish qisqa ko‘paytirish 

formulalari kelib chiqadi:

(a + b)2 = С'У + С'гаЬ + C*b2 = a1 + lab + b2;

(e + by = C.V + с у ь  + Cfab1 + с у  = a +  3a1 b + 3 ab1 + b3.

4.1.4. Mashqlar

1. A va В to‘plamlar berilgan. Ar\B, ЛиВ, A\B, b\A to‘plam!arni 
toping.

1) A = {1,2,3,4}, В = {4,5,6}; 2 )  Л= {1,3,4,8}, В  = {!,2,4,5,7,8,9};

3) A = { x e R \ x 2 + jr - 2 0  = 0}, 5  = {* e  R : x 2 - x  + 12 = 0}.

2. Л -  musbat juft sonlar to‘plami va 8 - musbat toq sonlar to‘plami boisa, 
An , В  va AvjB to‘plamlami toping.
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3. A -barcha 2 ga bo‘linadigan sonlar to‘plami va «--barcha 5 ga 
boiinadigan sonlar to‘plami bo‘lsa, Ar^B to‘plamni toping.

4. lg5 irratsional son ekanini ko‘rsating.

5. л/2 -т/5 <л/3 - 2  ekanini ko'rsating.
6. Berilgan to‘plam elementlarini toping.

1) A = {xeN  :x2 - 3 x - 4 < 0 } ;  2) A=\xe N : log l — < 2}.
! ? x

l - t a ’rif. 1,2,3,....и,... natural sonlar qatorining har bir n natural 
soniga mos qo‘yilgan xl,x2,xi,...,xn... haqiqiy sonlar to‘plamiga sonli 
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {*„} bilan belgilanadi.

Bunda xI,x2,x„...,xii... sonlar {*„}ketma-ketlikning hadlari, xn bu 
ketma-ketlikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo‘lsa, ketma- 
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda 
berilishi mumkin.

7. Berilgan tenglamalami yeching.

1) 1 3 * - 4 j= - ;
2

3) V 7 + *s=0;

2) j -x1 + 2x-3|= l;

4) ^ (x -2 Y  = -x  + 2.

8. Berilgan tengsizliklami yeching. 
1) I x-2  j> 1; 2) \x2 -  Tx + \2\> x1 ~ lx  +12;

3) x1+2 (̂x + 3)2 —10 < 0; 4) -ftx + l)2 <-x-l.

9. Berilgan X  to‘plam uchun supX va mf A' larni toping.

I) X  = {x e Z  :-5 < x < 0 } - 2) X  = {x e R  :x<  0}.

10. Tengliklarni matematik induksiya metodi bilan isbotlang;

1)1 2) 1 + 3 + 5 +.. + (2и -1) = n2.

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

214



Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida 
beriladi. Bunda n ga i,2,3,4,... qiymatlar beriladi va ketma-ketlikning 
mos hadlari topiladi.

Masalan, xn = (-!)” ■ n formula 2 , - 3 . -  n,...) ketma-
ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta 
birinchi) hadi beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi 
hadlarni) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish 
formulasi beriladi. Masalan, xt = a ,, xnr] = xn + d rekurrent formula 
ariftnetik progressiyani, х,=Ь,, xn̂ =xnq rekurrent formula geometrik 
progressiyani beradi.

Agar \/nsN uchun xn = c(ce  R) bo‘lsa, {1 } ketma-ketlikka
о ‘zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday M soni (m soni) topilsa va VneN  uchun 
xu<M (xn>m) tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka yuqoridan 
chegaralangan (quyidan chegaralangan) deyiladi.

3-ta’ rif. Agar {xn\ ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan 
chegaralangan bo‘lsa, ya ’ni shunday m, M  sonlari topilsa va V.n e  N 
uchun m <xn<M tengsizlik bajarilsa, {x j  ketma-ketlikka 
chegaralangan deyiladi.

A = max{] /я|,|М |}bo‘lsin. U holda ketma-ketlikning 
chegaralangan lik shartini j xn \< A ко‘rinishda yozish mumkin.

4-ta’ rif. Agar VA>0 son uchun {*,} ketma-ketlikning [ xn [> A 
(xn > A yoki xn <-A ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadi topilsa, {x j  
ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta’riflardan ko‘rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u: 
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, (-qo ;M] oraliqqa, quyidan 
chegaralangan bo‘lsa \m,+oo) oraliqqa, ham quyidan ham yuqoridan 
chegaralangan bo‘Isa \m\M] oraliqqa tegishli bo‘ladi. Chegaralanmagan 
ketma-ketlik yuqoridan yoki quyidan chegaralangan bo‘lishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar 
keltiramiz.

1 ,{x„} = {kj +1} = {2,5,10,....и2 +1,...} -quyidan chegaralangan (m = 2 ), 
ammo yuqoridan chegaralanmagan.

2 .{yJ  = {-»'} = {-1,-4,-9,...,-и2,,..} -  yuqoridan chegaralangan 
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.

215



4■{«„} = {(-1)"и> = {—1,2,—3,4,...,(—1)”»,...}- chegaralanmagan.

5-ta’rif. Agar Y n eN uchun: xn<xn., bo isa, ( x j  ketma-ketlikka 
qat'iy o'suvchi deyiladi; xn>xn̂  bo isa, ketma-ketlikka qat'iy 
kamayuvchi deyiladi; < x„+, bo isa , { x j  ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi: *л >*я+1 bo isa, ketma-ketlikka
о ‘smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiv bitta monoton ketma-ketlik 
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi ketma- 
ketliklarga qat’iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

1 . { x j  = <!-— } = { i , ,...1 -  o‘suvchi va chegaralangan 
ln + l j  [2 3 4 n +1 J

ketma-ketlik.

ketma-ketlik.
Ikkita {x j  va { y j  ketma-ketlikning yig ‘indisi, ayirmasi, 

ко ‘paytmasi, bo ‘linmasi (bunda yn * 0) deb, har bir hadi bu ketma- 
ketliklar mos hadlarining y ig ‘indisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va 
boiinmasidan iborat boigan ketma-ketlikka aytiladi.

Ko‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

Xususan, {xn} ketma-ketlikning m songa ко'-paytmasi m ■ {xr)  deb. 
har bir hadi {*„} ketma-ketlik mos hadining shu songa 
ko‘paytmasidan iborat boigan {/и-xn} ketma-ketlikka aytiladi.

2- { y j  = {n,n} = {LI, 2,2,..., n,n,...} -kamaymaydigan 

chegaralanmagan ketma-ketlik.

va

kamayuvchi va chegaralangan

ketma-ketlik.

4- {«„} =

K 1 + {>J=K Ю -{у„} = {хп~у„},

216



4,2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6 -ta ’rif. Agar VA > 0 son uchun shunday N nomer topilsa va
> N uchun | x„ !> A tengsizlik bajariisa, { x j  ketma-ketlikka cheksiz

katta ketma-ketlik deyiladi.
Har qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boiadi. 

Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lmasligi
j Y17T 1 •mumkin. Masalan, jwsin—  j  shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday N=N(s) nomer topilsa 
va Vh > N uchun ! xn \< s tengsizlik bajariisa, {x j ketma-ketlikka 
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

f l l1-misol. {«„} = j -  f ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.
{Я)

-  <s tengsizlikdan n > -
n E

Yechish. Vf > 0 son olamiz. | a„ |=

tengsizlik kelib chiqadi. N ni -  ning butun qismi, ya ’ni N ■-
s

desak, u holda Vw> N uchun \an j<e boiadi. Demak, ta’rifiga ko‘ra,

—1 ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.
n\

Keltirilgan misoida N = nomer s ga bogiiq  boiadi, y a ’ni

s ning turli qiymatida har xil qiymatlami qabul qiladi. Masalan, s = 0,1 
da N = 10, e = 0,01 da N -100. Shu sababli cheksiz kichik ketma- 
ketlikning ta’rifida N = N(s) debyozilgan.

I-teorema. Agar {xj ketma-ketlik cheksiz katta va x. ^ 0 . « e ,V

boisa, u holda { —1  ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha
Iх J

{ a j -  cheksiz kichik va a„ * 0 , nsN  bo isa, j — I -  cheksiz katta
(a r.)

boiadi.
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olamizva A = ~ deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu A soni uchun shunday 
s

N nomer topiladi va Vn>N uchun \xn\>A tengsizlik bajariladi.

Ishoti. { x j cheksiz katta ketma-ketlik, x„*0 bo'lsin. Vs > 0 son

Bundan \fn>N uchun

ketlikning cheksiz kichik bo‘lishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi 

qismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketm a-ketlik lar quyidagi xossakrga ega.

1°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning 
algebraik yig ’ indisi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ ladi.

2°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning 
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ ladi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma- 
ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ ladi.

4°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko 'paytmasi 
cheksiz kichik ketma-ketlik boTadi.

Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish 
bilan chegaralanamiz.

{x j chegaralangan ketma-ketlik, { a j  cheksiz kichik ketma-ketlik 
bo‘lsin. {xr ■a j  ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘lishini isbotlash kerak.

{ x j  ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror A > 0 son va 
Vm uchun i xn |< A bo‘ ladi.

V e>0  son olamiz. { a j  cheksiz kichik bo£lgani sababli — >0 son
A

suchun shunday N nomer topiladi va V« > N uchun | a j<  — bo‘ladi.
A

€U holda V« > N da | xn-a |=jxj-|an \<A-~ = e bo‘ladi.
A

Demak, {x „ -a j-  cheksiz kichik ketma-ketlik.
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8-ta ’rif. Agar \/s > 0 son uchun shunday N = N(e) nomer topilsa va 
Vn>N  uchun |xn-a\<£ tengsizlik bajarilsa, a soniga { x j  ketma- 
ketlikning limiti deyiladi va bu limxn = a kabi yoziladi.

2-misol. Limit ta ’rifidan foydalanib, lim--—-  = 1 bo‘ lishini
3n +1

ko‘rsating.
Yechish. Vs > 0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:

3 n - 2

4.2.3. Ketma-ketlikning limiti

I*, - 11=
Зи + 1

- - 1
Зи+1 3 и +1

| xn -  a |< s tengsizlikni qanoatlantiruvchi n ning qiymatlarini topish
3 3 - E  uchun------ < £ tengsizlikni yechamiz: n>------ .

3 n + i 3 £
3 — £  . 3 — iN nomer s ifa tid a ------sonining butun qismini, ya ’ni Nis) = — ■

3£ L 3£
sonini olish mumkin. Bunda X/e>Q son olingandaham Vn> N uchun
\xn -  \\<£ bo‘ ladi.

Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,
lim  ̂= 1 .
n~*a' 'Zfl + 1

Ma’lumki, \xn-a\<s tengsizlik xr had a nuqtaning s atrofiga 
tushushini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta ’rifmi 
quyidagicha talqin qilish mumkin: agar limxn=a bo‘lsa, u holda a
nuqtaning istalgan s atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n> N 
nomerli barcha xn nuqtalar a nuqtaning s atrofiga, ya ’ni (a -s ,a  + £) 
intervalda yotadi va bu x
intervaldan tashqarida --------1 о...........пвшитдифн ~
berilgan ketma-ketlikning a~e a a+E x
chekli sondagi nuqtalari 3-shakl.
joylashadi (3-shakl). Bu
jum la ketma-ketlik limitining geometrik т а  ’nosini anglatadi.

4.2.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar
8-ta’rif. Chekli limitga ega boigan ketma-ketlikka yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik deyiladi.
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Yaqinlashuvchi bo‘ lmagan ketma-ketlikka uzoqlashuvchi ketma- 
ketlik deyiladi.

{x j ketma-ketlik yaqinlashuvchi va a limitga ega boisin. U holda 
{x„ - a }  = { a j  cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi, chunki V s > 0  son 
uchun shunday N(s) nomer topiladi va 4n>N  uchun [an |=|xn - a\<s 
boiadi. Shu sababli yaqinlashuvchi va a limitga ega bo‘ lgan ixtiyoriy 
{x j  ketma-ketlikning umumiy hadini xn= a^ an ko‘rinishda yozish 
mumkin boiadi va aksincha, {x j  ketma-ketlikning istalgan hadini 
X' = a + a„ ko‘rinishida ifodalash mumkin boisa, u holda lim j =a
bo‘ladi, bu yerda {«„}- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng 
boiadi. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega boimaydi. Uning limit!
oo deb belgilanadi.

Yaqm bshuyehi ketma-fcetlildar quyidagi xossalarga ega*

1°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.
2". Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boiadi.

3°. Agar {XJ  va{x,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u 
holda {xn ±yn} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va
iim (jc„ ± у „) = limxr; ± lim y n boiadi.
/!—>03 /I—>00 '  n —>oo

4°. Agar {xn} v a{ y j ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo isa, u 
holda {x„-y„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va I
lim xn ■ y n = lim xH ■ lim y n boiadi.

5°. Agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va lim y „ * Q

6°. Agar {x j  ketma-ketlik yaqinlashuvchi boisa, u holda 
limc x =c limx (ceT?) boiadi.
n-* со П л->гс n

1°. Agar {x j  va jj/J ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va V«e N 
uchun xn < yn bo isa, u holda lim xri < lim boiadi.

n - Ж  n-*cei

8°. Agar {x j va {zn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi, 
lim x = lim z_ = a va Уп e N uchun x <y <z bo isa, u holda
П -*  СО Л—MO ”  n

lim yjt = a boiadi.

JCketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim —
y n lim y .

limx

boiadi.
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Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan 
chegaralanamiz.

lim xn = a, lim y „ = b  bo‘ !sin. U holda хл=а + а п va y „ = b  + Д, 
bo‘ladi, bu yerda {a j. {p j cheksiz kichik ketma-ketliklar.
Bundan

xn ± y n = (a ± b )  + (an + Pn)
kelib chiqadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning 1-xossasiga asosan {an±pn} 
cheksiz kichik ketma-ketlik. Shu sababli ± y j  ketma-ketlik a ± b  

limitga ega boiadi, ya ’ni
lim (jrB ± y n) = lim i  ± lira y n.

3-misol. = 

ko‘rsating.
„  7 - j n + 2  , n + 2 n  3n 31 echish. В irmchidan, xa = —— <= — -— = — = —.

n n n n

Bunda V« > 6 uchun x < - boiadi. Ikkinchidan, VneN uchun
2

Л  >0 boiadi. Agar y„ = 0, z„ = —  belgilash kiritsak, 
n n 2'-

lim y, = limz, = 0 va Vn>6 uchun yn < xn < zn bo‘ ladi. U holda 8-xossaga 
ko’ra,
lim i, = 0, ya ’ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Har qanday ketma-ketlik ham limitga ega boimaydi. Ketma-ketlik 
limiti mavjud boiishi haqidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema ( Veershtrass teoremasi). Har qanday chegaralangan 
monoton ketma-ketlik limitiga ega boiadi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni qaraymiz. 
x, <x2 <x, <x„+1 <„. va shunday M soni topilsin va xn < M
boisin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan X 
to‘plamni qaraymiz.

Shartga ko'ra, bu to‘plam bo‘shtnas va yuqoridan chegaralangan. 
U holda
4.2 banddagi 1-teoremaga asosan, X to‘plam aniq yuqori chegaraga ega 
boiadi. Bu chegarani a bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma- 
ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.
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a soni хп ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegarasi 
boigani uchun uning xossasiga ko‘ra, Ve- > 0 son uchun shunday N 
nomer topiladi va n> N da xn> a - e  bo‘Iadi. Ikkinchidan, aniq yuqori 
chegaraning ta ’rifiga asosan, barcha n lar uchun xu < a< a  + r. boiadi. 
Shunday qilib, n>N  uchun a -  e < xn < a + e , ya ’ ni | xn -  a j< e tengsizlik 
kelib chiqdi. Bu tengsizlik a soni {xn} ketma-ketlikning limiti boiishini 
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan ketma-ketlik uchun teorema shu kabi 
isbotlanadi.

Izoh. Monoton ketma-ketlikning chegaralanganligi uning 
yaqinlashuvchi boiishining zarur va yetarli shartini beradi.

Haqiqatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan boisa, 
u holda 2 -teoremaga ko‘ra, u yaqinlashadi; agar monoton ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi boisa, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 2 -xossasiga 
asosan, u chegaralangan boiadi.

2 - teoremadan ichma-ich qo‘yilgan kesmalar haqidagi lemma kelib 
chiqadi.

[а,;*,],[аг-,Ъг\, kesmalar ketma-ketligi berilgan boiib ,
bunda [a,;feJ.-D[a2;Z)2] 3 ...=3[an;f)J=3 ..., ya ’ni har bir kesma o‘zidan 
oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lim(/> - a )  = 0 boisin.

n-*cc П Л

Bu kesmalarga ichma-ich qo'yilgan kesmalar deyiladi.
Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo‘yilgan kesmalar 

ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli boigan с 
nuqta mavjud va yagona boiadi.

Bu lemma haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksiziigi yoki son 
o‘qining to ia lig i haqidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar haqidagi 
teoremalar nafaqat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim 
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketliklaming limitini hisoblashda keng foydalaniladi.

Зи + 14-misol. lim------ limitni toping.
8/7 - 1

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketliklar limitga 
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli boiinmaning 
limiti haqidagi 5-xossani to‘g ‘ridan-to‘g ‘ri qoilab boimaydi. Bu 
xossani qoilash uchun avval ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga 
bolam iz va keyin yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalarini
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qo‘llaymiz:

3 + A lim (з  + —") lim 3 + lim -
V w J  n_>:c и->” j3?7 + I yi yi j „_»* и-̂го и 3 + 0 3 

lim --------= hm------ Ц- = ---- -------- f  = --------------- г- = -------=
~ 8- 1 “ 8 - 1  li m 8 - I  lim 8 - lim 1  « - »  8

W = {( '4 )}

4.2.5. e soni

ketma-ketlik berilgan bo‘ lsin. Bu ketma-ketlik

j
uchun Nyuton binomi formulasini a = 1, b = -  da qo‘llaymiz:

n

x _1 | 77 1 t П{'П~1) 1 [ | и(Д-1) ( » - 2) - ( я - ( и - 1)) 1
n 2 ! и2 и! n"

yoki

(2 .1 ) tenglikdan ko‘rinadiki, n ning o‘sishi bilan uning o‘ng 
tomonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari,

n ning o‘sishi bilan ~ kamayadi va f l - - l ( l - - ],... kattaliklar ortadi.

Shu sababli {*„} = <jj 1 + — ] [■ ketma-ketlik monoton o‘suvchi bo‘ ladi.

(2 .1) tenglikka ko‘ra,

1 + - 1  > 2. (2 .2 )
n)

(2 .1) tenglikda qavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu

bilan birga, n > 2 da ^-< ~ r bo‘ ladi.
nl 2"

Bundan

x <1+ 1+ —<i + i+ A+...+ - i -  = i + ——— = 3 (2.3)
2! n\ 2 2 '

2
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kelib chiqadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga ko‘ra, 2 <x . <3, 
ya ’ni {x„}-chgaralangan.

Shunday qilib, {x„ } ketma-ketlik monoton o‘suvchi va 
chegaralangan. U holda Veersh trass teoremagasiga ko‘ra u
yaqinlashadi, ya ’ni chekli limitga ega boiadi. Bu limitni e harfi bilan 
belgilaymiz.

Demak,

l im fl  + —1 ~e. (2.4)
V nJ

e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni 
matematikaning bir qancha masalalarida muhim rol o‘ynaydi. e soni, 
masalan, natural logarifmning asosi boiadi: x>Q sonining natural 
logarifmi lnx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga faqat ta’rif 
berildi va u 2<e<3 tengsizlikni qanoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik 
e sonining qiymatini istalgan aniqlikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. M ashqlar

1. Ketm a-ketlikning dastlabki to ‘rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini 
toping:

n  I  I  !  _L ■ 2) 5 25 125 625
' 2 5 ’ 8 1 1 ’ ’ '  ’ 2 ’ 6 ’ 24 ’

3) -1,1,-1,1,...; 4) 1,5,1,5,.. .

2 . Chegaralangan ketrna-ketliklami k o ‘rsating:

1) xn =—^-r-; 2) xn = cos«7T + 2/g?7;r;
2 + n

1 -n3) x„ =— 4)  x , = л/л2 +1 — n;
■Jn

5) xn = (-1)" ■ n; 6 ) xn = \n(n +1) -  In n.

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari qat’ iy monoton?

1) xn =—- — ; 2 ) x, = \,xn - 2
3 n -2  ” x . + l

3) xn = — ; 4) x„ = —

5) xri = [jn\ 6)x„
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4. 1.1, 1
1  17 7п

-  ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.

5. "”^nr +\ ketma-ketiik 2 Sa ten8 limitga ega ekanligini ketma-

ketlikning limiti ta’ rifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

1) x,. ■ 

3) x„ -

5) X,. :

5 - n
3+2

3 n + n*
2 n2 + 3« + 7 ’

(n + 2)2 - ( 2 - n ) 1 
"in-rl

3 n5 1 - i n 2
I) x« —:ГТ + ~--- Г’1+3/1 3/J + l

9) xn = 4n + 2 -  л/я -  2 ;

11) xn = ~Jn(n-5 )  - я :

13) xn : 

15) *„ :

17) x„

19) X„ :

2и+ I
V/J2 +J!t5
я!+(и + 1)!
(n + !)!-2ni’
2 - 5  + 4 -  ? + ... +2 n -  (2 n + 3)

« + 5

L  J L  i
1-7 f 7 -13+" '+ (6л-5)(бп + 1)’

2),,=

4) x„ =

6) xn = 

8) x„ =

10) x„ = 

12) =

14) xn -■ 

16) xn 

18) x„ 

20} x„ -

3n +2 
4-n3 ’
2 n + 3и —I'j' 
n1 — 2n +1 j

(n + l f - t n - i y  
Зи2 + 2 :

3 5 n
n + 2 2n +1 

л/й2" + n -\ !пг —n;

л/й’"—4 к1 —и; 

.л/й^-1 .
л/п +1

(2я+-1)!+(2я + 2)!
" (2п + 3)1-(2я + 2)!’

1 + 2 + 3 + .., + я.
и2—2/1 + 1

1 1
2-4 4-6 + 2и(2я + 2) ’

21)

23) х„ =

3» +1
3 _5_ 9 . 1 + 2"
4 In ' М ' 4” ’

1 с\ 1 Зя23) хп -  —cosn
в п +1

27) * , = f l - - |
V «у

29) х„ =( 2^+j. j 
у2/г-1у

22) х„

24) х„:

26) х„ - 

28) х, -

30)х„ =

б■6"+ 5 ,
" 2- 3"  +  1

- 1 + 3 + 9 + ... + 3" _ _ _ _ _  

1 . , 2игsii! п + —---- ;п п -1
/ l\2"~5 

= f— i ;U + и)
/ - \ Зи-к2 

= —U 2+iJ
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4.3. BIR OZGARUVCH IN IN G FU N KSIYASI

4.3.1. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bog‘ianishni o'rnatishga 
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o‘rganiisada, 
nafaqat bu kursning, balki butun matematikaning asosiy 
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi
l - t a ’rif. Agar X  to‘plamning har bir jc soniga biror / qoidaga 

ko‘ra, Y to‘plamning bitta у  soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, x  to‘plamda 
funksiya  berilgan deyiladi va f  \ x ^ y  yoki y - f (л) kabi belgilanadi.

Bunda /  funksiya X  to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb 
aytiiadi. X  to‘p!am / funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi va 
D (f)  bilan belgilanadi, y e Y  to‘plam f  funksiyaning qiymatlar sohasi 
deb ataladi va E( f  ) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argumenti yoki erkli о 'zgaruvchi, у  funksiya 
yoki x ga bog ‘liq о ‘zgaruvchi deb ataladi.

у  = / (x) funksiyaning x = x„(x[: e  X) nuqtadagi xususiy qiymati 
f ( xa) = yo yoki y[_x = y0 kabi belgilanadi. Masalan, f(x ) = 3x2--2 bo‘Isa, 
/ (0) = - 2, f ( l )  = l. ‘

y = f(x ) funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalar 
tekisligining abssissasi x argumentning qijTnatlaridan va ordinatasi 
у  funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;f(x)), 
x e D (f)  nuqtalari to‘plamiga 
aytiiadi. Funksiyaning grafigi tutash 
chiziqdan (egri chiziqdan yoki to‘g ‘ri 
chiziqdan) iborat bo lish i yoki ayrim 
nuqtalardan tashkil topishi mumkin, /
masalan, y  = n\, neN  funksiyaning ___L
grafigi 1,2,6,.... nuqtalardan iborat \ 
bo‘ladi

Har qanday chiziq ham biror 
funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi, 
masalan, xz + y 2 = 1 aylana

о

4-shakl.
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funksiyaning grafigi boimaydi, chunki har bir x e ( - 1;1) uchun у ning 
bitta emas balki ikkita qiymati mos keladi: y, = -Jl- x1 va y2 = - J l  -  x2 
(4-shakl). Bunda funksiya ta’rifining bir qiymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi boMagi y = -^l -  x2 
funk-siyaning, yuqori yarim tekislikdagi bo‘ lagi esa y = ̂ J\^x2 
funksiyaning grafigi boiadi.

Funksiyaning berilish usullari
Funksiyaning berilishi, ya ’ni * ning har bir qiymatiga у ning 

yagona qiymatini topish turli usulda berilgan bolishi mumkin. Amalda 
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p qoilaniladi.

Analilik usulda x va у o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish bir yoki 
bir nechta formula orqali beriladi. Masalan,

f x — 5, agarx< 3, 
y=-x , у = sin2x, y = -(Ix +2, agarx>3.

Funksiya y = f(x ) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda 
funksiyaning aniqlanish sohasi £>(/) ko‘rsatilmaydi. Bunda, 
funksiyaning aniqlanish sohasi x ning f(x) funksiya ma’noga ega 
boiadigan barcha qiymatlari 
to‘plamidan iborat deb qaraladi.

Jadval usulida x va у o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish jadval 
orqali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalarning, trigonometrik 
fuksiyalaming jadvallari.

Amalda jadval orqali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning 
tajribada olingan qiymatlari beriladi.

Grafik usulida foksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning 
argumentning u yoki bu qiymatlariga mos qiymatlari bevosita shu 
grafikdan topiladi.

x va у o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish yuqorida keltirilgan uch 
usul bilan chegaralanib qolmasdan, boshqa shakllarda berilishi ham 
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida, 
tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonUgi
у — f(x) funksiya X to'plamda aniqiangan va 1 =(a;b)^X bolsin.
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2-ta’ rif. Agar \fxl,x1 ^I  uchun x.< x2 bo Uganda f(x ,)<  f ( x 2) 
(f(x,)>  f ( x 2)) tengsizlik bajariisa, yk
У -  f ix )  funksiyaga I intervalda
о ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi. j\

3-ta’rif. Agar \fxt,x2s.I uchun /)
xt <x2 boiganda f{ x ,)< f{ x 2) \ "\ ____ j
(/(*,)> f{x2)) tengsizlik bajariisa, I \ v /  j |
y~ f{x) funksiyaga 1 intervalda ! j ! j
kamaymaydigan (o ’smaydigan) ~~f1 ^   ̂ 3 I *
deyiladi. 5-shakl.

Masalan, grafigi 5-shaklda 
berilgan funksiya (—2;!) intervalda kamayuvchi, (1;6) interv'alda 
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar I intervalda monoton funksiya nomi 
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga I 
intervalda qat'iy monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton 
bo‘lgan intervallar monotonlik intervattari deb ataladi.

Funksiyaning ju ft va toqligi

у = f ix )  funksiya X  to'plamda aniqiangan boisin.
Agar V.tgX uchun - x e X  va f{-x) = f{x) bo isa, f(x) funksiyaga 

juft funksiya deyiladi. Masalan, y~ x2, y = cosx, у = VT+*2 -ju ft 
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik 
boiadi.

Agar \/x e X uchun -  x e X  va f{ -x )  = - f ( x )  b o isa  f(x )  funksiyaga 
toqfunksiya deyiladi. Masalan, y = x\ у = sinx-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik 
boiadi.

Juft ham, toq ham bolmagan funksiya umumiy ko’rinishdagi 
funksiya deb ataladi. Masalan, y = x - 2 ,  y - f x -  umutniy ko‘rinishdagi 
funksiyalar.

f ix )  va g(x) funksiyalar juft funksiyalar boisa,

f(x )  + g(x), f{ x ) -g (x ) , f { x )g (x ) ,  ~ ~ ,(g {x )*  0)
g(x)
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funksiyalar ham juft bo‘ ladi.
f ix )  va g(x) funksiyalar toq funksiyalar boisa,

f(x )  + g(x), f{x)~ g(x)

funksiyalar toq bo‘ iadi,

f ix )  ■ g(x) , (g{x) *  0) 
g(x)

funksiyalar esa juft boiadi.

1-misol. f(x) = bi(2x + vl+4x2) funksiyalarning toq ekanini 
ko'rsating.

Yechish. Toq funksiya uchun

f ( -x )  = -J'(x) yoki f ix )  + f i - x )  = 0
boiadi.

Tekshirib ko‘ramiz:

f ix )  r  /  ( -x )  = ln(2x + v l  + 4x2) + ln (-2x  + -v/l + 4 x 2) =

= ln(l + 4x2 -4x2) = lnl = 0.

Bu munosabatdan x e D(f) boisa, -x e D (f)  boiishligi kelib chiqadi. 
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi
у = fix) funksiya X to‘plamda aniqlangan boisin.
4-fci’rif. Agar shunday o‘zgarmas M  soni topilsa va VxeX uchun 

f(x)<M  tengsizlik bajarilsa, f(x) fuksiya X to‘plamda yuqoridan 
chegaralangan deyiladi.

5-ta’ rif. Agar shunday o£zgarmas m soni topilsa va VxeX uchun 
f(x)>m  tengsizlik bajarilsa fix) funksiya X to‘plamda quyidan 
chegaralangan deyiladi.

6 -ta’rif. Agar /(x) funksiya ham quyidan, ham yuqoridan 
chegaralangan boisa, y ’ani shunday o‘zgarmas m va M son lari topilsa 
va \fxe X uchun m<, f  (x) < M tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X 
to‘plamda chegaralangan deyiladi.

Masalan, ;; = 1 -x 4 funksiya yuqoridan M = 1 soni bilan 
chegaralangan, у = 2 + x2 funksiya quyidan m=- 2 soni bilan
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chegaralangan, у -sinx funksiya quyidan m = ~ 1 soni bilan va 
yuqoridan M = 1 soni bilan chegaralangan .

Funksiyaning davriyligi

у = fix )  funksiya X to‘plamda aniqiangan bo‘lsin.
7-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas Т{Тф0) son topilsa va 

Vx e X uchun x + 'T e X. x -  T e  X, f(x  ± T) = fix) bo‘ Isa, / (x) funksiyaga 
davriy funksiya deyiladi. Bunda T laming eng kichik musbat qiymati 
T0 ga fix ) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, v = sinx funksiyaning davri 2n, tgx funksiyaning 
davri n .

2-misol. f{x) = 4 sin 3x + 3 cos 3x funksiyaning eng katta qiymatini va 
davrini toping.

Aniqlanish sohasi X  va qiymatlar sohasi Y bo‘lgan y~ fix) 
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar bunda har bir у e Y qiymat yagona 
xe X  qiymatga mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda aniqlanish sohasi Y va 
qiymatlar sohasi X  bo‘lgan x = <p{y) funksiya aniqiangan bo‘ladi. Bu 
funksiya y  = f ix )  ga teskari funksiya  deb ataladi va x = cpiy) = f~l (y) 
kabi belgilanadi.

y  = f ix )  vsl x = (piy) funksiyalar о ‘zaro teskari funksiyalar deyiladi. 
Bunda у  = f(x )  funksiyaga teskari x = <p(y) funksiyani topish uchun 
f i x ) - у tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin bo ‘ Isa) yetarli. 
Masalan, y  = a ‘ funksiyaga teskari funksiya x = iog„ v fimksiya bo‘ladi. 
y = x2 funksiyaga x e [0;l]da .r = -Jy teskari funksiya mavjud, da

2/Г 2*7TAsos{ax±<p) funksiyaning davri f  =— bo‘ladi. Bundan f  = — .U >*4a 3

4.3.2. Teskari funksiya
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esa mavjud emas, chunki bunda у  ning har bir qiymatiga x ning 
ikkita qiymati, masalan, у  = 1 ga x, = -1, =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta’rifi ga ko‘ra, y  = f(x )  funksiya X va Y 
to‘plamlar o‘rtasida bir qiymatli moslik o‘rnatsagina у  = f(x )  funksiya 
teskari funksiyaga ega 
bo‘ladi. Bunda har qanday 
qat ’iy monoton funksiya 
teskari funksiyaga ega 
bo ‘ladi deyish mumkin 
boiadi. Bunda agar funksiya 
o‘ssa (kamaysa), u holda 
unga teskari fiinksiya ham 
o‘sadi (kamayadi).

y  = f(x )  va unga teskari 
x = <p(y) funksiyalar bitta egri 
chiziq bilan ifodalanadi, ya ’ni 
ulaming grafigi ustma-ust 
tushadi. Odatdagidek,
argument (erkli o‘zgaruvchi) 
x bilan va funksiya (bogiiq o‘zgaruvchi) у  bilan belgilansa, y = f(x )  
funksiyaga teskari funksiya у  -  (p(x) deb yoziladi. Bu у = f(x )  egri 
chiziqning M,(x0-,ya) nuqtasi y  = <p(x) egri chiziqning Мг(у,:,х0) nuqtasi 
boiishini bildiradi. Bu nuqtalar y  = x to‘g ‘ri chiziqqa nisbatan 
simmetrik boiadi (6 -shakl). Shu sababli о ‘zaro teskari y - f ( x )  va 
у  = (p(x) funksiyalarning grafiklari J va III choraklar koordinata 
burchaklarining bissektrisalariga nisbatan 
simmetrik boiadi.

4.3 J .  Murakkab funksiya

X  to'plamda qiymatlar sohasi Z boigan z = <p(x) funksiya 
aniqlangan boisin. Agar Z to‘plamda y - f ( z )  funksiya aniqlangan 
bo isa, u holda X  to‘plamda у = f(<p(x)) murakkab funksiya  (yoki 
z-<p(x) va у  = /(z) funksiyalarning superpozitsiyasi) aniqlangan 
deyiladi.

z = (p(x) o‘zgaruvchi murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb 
ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boiishi 
ham mumkin.

У ,
f y  = f l * )

i

/  / У  = x
J  ,'

> 0

My /  /
--'Ж  У  s'"""" 
s ' '  \

------------- - — j x ----
/ \ A  1

/ 6 xq/  Уо X

'' /

1у  = ф(х)

6-shakl.
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Masalan, у = cos5x murakkab funksiya, chunki u y = f(z) = cosz 
va z = f(x )-5x  funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi
Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funksiyalar 

deyiladi.
1. 0 ‘zgarmasfunksiya y = C(C e R).
0 ‘zgarmas funksiya: D(f) = (-oo;+od), £(/) = {C} chegaralangan, juft, 

davri ixtiyoriy T.
0 ‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘qiga parallel to‘g ‘ri 

chiziqdan iborat bo‘ladi.
2. Darajali funksiya y = x'\ a& R ,a*  0.
Hamma darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nuqtadan o‘tadi.
1) a  = n. n-butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi 

koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urunadi (n > 2 da): n juft son 
bolganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n toq son bo‘iganda 
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi (7-shakl). n = lda 
Iva 111 choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini 
ifodalaydi (7-shakl).

\n = 2

/ / t  
/ /

!/
J'
1

\п~Ъ

/ / '■y y

s > n = - 2
! S
u
Vs\\

-i; о

- i

7-shakl. 8-shakl.

2) a= ~n,  n - butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n juft 
son bo‘lganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n toq son 
bo‘lganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
bo‘ladi (8-shakl). n~ Id a  teskari proporsional bog‘lanish grafigini 
ifodalaydi (8-shakl).
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3) a  = r, r =—, m va w -o ‘zaro tub butun sonlar. Bunda n juft son
n

boiganda D (f) = [0;+°°), n toq son boiganda D (f) = (-oc;+oo). 
Funksiyaning graflgi n toq va m ju f t  son boiganda ordinatalar o‘qiga 
nisbatan simmetrik (9-shakl), n va m toq sonlar boignida
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boiadi ( 10-shakI). r< l da 
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘qiga urinadi (9, 10-shakl), 
r > l  da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urinadi ( 1 1 - 
shakl).

У'

"X 1

у =

о

9-shakl.

9

10-shakl

У S
7  = . т 2

/
1 j*

У i
о 1 J:

11-shakl.

4)a  = q, q = — < 0, wva w -o ‘zaro tub butun sonlar, пф- i .  Bunda
n

n juft son boiganda D (f)  = (0;+oo) (12-shakl), n toq son boiganda 
D (f) = (~ o o ; 0 ) u{0 ; - i - o o ) .  Funksiyaning grafigi n toq va m juft son 
boiganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n va m toq 
sonlar boiganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
bo iad i (13-shakl).

\y~x

о  j I  

12-shakl.

О

13-shakl.
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3 . Ко ‘rsatkichli funksiya y = a\ aeR ,a> 0,a*l.
Ko‘rsatkichli funksiyada D(/) = (-'»;+<»), £(/) = (0 ;+ »). Bu funksiya 

a > 1 bo‘lsa, R da monoton o‘suvchi, 0 < a < 1 bo‘lsa, R da monoton 
kamayuvchi.

Ко‘rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nuqtadan o‘tadi. 
Ko‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan.

A. Logarifmik funksiya y = hgax, aeR, a> 0, аФ\.
Logarifmik funksiyada 

D(f) = (0;+oo) va
£(/) = (-oo;+co). a > 1 bo‘ Isa,
D(f) da monoton o‘suvchi,
0 < a < 1 bo‘ lsa, D(f) da 
monoton kamayuvchi; y = ax 
ga teskari funksiya.

Logarifmik funksiyalaming 
grafigi (1;0) nuqtadan o‘tadi.

Logarifmik ftmksiyalaming grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrikfunksiyalar.
• y - sinx: D(f) = (-oo;+oo), £(/) = [-  1;I], chegaralangan, toq, 

davri 2/T(16-shakl).

16-shakl.
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. У

w; ■ h*=‘gx■<!

• y = cos*: £>(/) = (-=о;+оо), E(f ) = [~1;1], chegaralangan, juft, davri 
In (16-shakl);

• y = tgx:

D(f)  = | (2n -  \)Л_ ;(in +1)£ \  neZ,
V 2 2 )

E( f )  = (-oo;+oo), toq, davri n (17-shakl);
*y  = ctgx:

D(f) = i?m\(n +1)̂ )> neZ,
E(f) = (-=°;+=o). toq, 
davri я-(17-shakl),

6. Teskari trigonometrik 
funksiyalar.

®_y = arcsine: D (/) = [ - l ; l] ,

'/a 
2 : A 2;

К
-  ctgx

E(f)- к n
17-shakl.

chegaralangan, toq, monoton o‘suvchi (18-shakl);

y,у

71

2

у  =  a rcsm  jc
......... - - 1

/  I

J f i/  1

- l j  / V 1 x

1 f

I  - ......... . 7t

n -,ч у — arccosx

!

2 4

1
-1 О 1 *

18-shakl. 19-shakl.

« у = arccosx: £(/) = [ - l;l], £'(/) = [0;тг], chegaralangan, monoton 
kamayuvchi( 19-shakl);

У

ж
1 y '-'y^ arc ig x

/

6 7 X
у

у ' 7t
----------------- - 2 ________

20-shakl.

У

7Z

71

~2 \  у  = arcctgx

0 X

21-shakl.
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I 7Г TV i
•  у = arctgx: D(f) = (-oc;+ oo), = |0 q , monoton

о‘suvchi (20 -shakl);
• у = arcctgx: D(f) = (-oc;-rco), E(/) = (0;tf), monoton 

kamayuvchi (21 -shakl).
Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifrnetik amallar 

(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bolish) va superpozitsiyalash 
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga 
elementar funksiya deyiladi.

Masalan, y = Pri(x) = a<1xm +a!xm~‘ +... + ат1х + ат, j' = lg“(sm2x) + e2',

у = arccos- + elementar funksiyalar. 
x

Elementar bo ‘Imagan fimksiyalarga quyidagi funksiyalar misol 
bo‘ladi:

1, agarx> 0, [ j
У = SlgfVC = П П J , > agarx>  0,0 , agar x = 0, y  = ix

- l , a g a rx < 0 ,  [x \ a g a rx <  0 ,

3 5 7 2я -Hл x x x , 1ЧЧ л:у — 1 ------- i------------- 1-... + (— 1) --------------------ь_
3!-3 5Г-5 7!-7 (2и + 1)!-(2и + 1)

4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ко‘rsatkichli funksiyalardan hosil qilinadigan quyidagi elementar 
fimksiyalarga giperbolik funksiyalar deyiladi:

0X — QX• giperbolik sinus: у  = shx, shx ---------- (2 2 -shakl);



• giperbolik kosinus: у -  chx, chx-— -—  (23-shakl);

• giperbolik tangens:у = thx, thx--— (24-shakl);
e x + e  *

(Z* *• giperbolik kotangens:у = cthx, cthx = -^— — (25-shakl).

/ j  = thx

/0

24-shakl.

О

25-shakl.

4.3.6. Oshkormas va parametrik 
ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar x va у o‘zgaruvchi!ar orasidagi bogianish y = f(x) 
ko‘rinishda ifodalansa, bu funksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi 
hisoblanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas 
ko‘rinishidan foydalanishga to!g ‘ri keladi.

Funksiya X to‘plamda aniqiangan bo‘lsin. Agar har bir x eX  songa 
mos qo‘yilgan yagona у son F(x,y) = 0 tenglamani qanoatlantirsa, 
y = f  (x) funksiyaga F(x,y) = 0 tenglama bilan oshkormas ко ‘rinishda 
berilgan funksiya deyiladi.

Agar x va v o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish ikkita x = x(t) va 
у = y(t) , teX  funksiyalar berilgan boisin. U holda Oxy koordinatalar 
tekisligining koordinatalari (x(t)-,y(t)) boigan barcha nuqtalari 
to‘plamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chiziq yoki 
to‘g‘ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ко‘rinishda berilgan chiziq y = f(x) funksiyaning 
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ко‘rinishda berilgan 
funksiya deyiladi.
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2) /(*) = 

4) /(*) =

4.3.7. Mashqlar

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

3) Дх)=л!T -x 2

\ + x

5) /(*) =
10 - *

~\x2-U x  + \S’

7) f { x ) - 4 x - l  + 4\0-jc;

9) f ix )  = 4 x - 2 + ^ 2-х+  4хг +4y

11) /(jr) = arcsinx-arccos(4-jr);

13) fix) = log, lnlgj;;

15) f(x) = e* log2(2-3*);

л;2 +5x + 6 ’
5 _

(x —1)4 x+ 2

м  ,, , 4 а~Зх2- ха6) /(*) =------------- ;СОБЯХ

8) f ( x) = 42x + l- - Jx  + l;

10) f(x) = S T —i + t t = =  ;
4 2 - x

12) / W  = arcsm (jc-2) + 31n(Ai:-2); 

14) /(x) = lnsinx;

16) f ix) = ln

17) f{x) = - j3-4x  + arccosjc 

3

3 -4 * 18) /(x) = arccos* * 2 + 21

19) f ix ) 5sin2x
4x2-3x+ 2

2. Funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

20) fix) x-lnix + 3)
4 ^ 7

1) f ix )  = x2 +4x + 2;

3) /(jf) = 2sinjc-5;

5) f ix)  = 2*' -1;

7) f ix )  = 4s>-xz;

1

2) fix) = ̂ x  + 2;

4) /(.*) = sin jc + cosx;

6) f{x) = 2e~*' +1;

8) /(■*) = — a/-c<gx; n

9) /(x) = 3|x|

И) /<*) =

5

2x +4*+ 5

10) f ix)  = -

12) f ix)

2 x -3  .
j 2л: -  3 Г 

2

4 lx 2 -4x  + 3 '
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3. f { x )  = x , 3x funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

l ) / « ; 2) /(-Vi); 3 )  / Н ) ; 4 )
4. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping:

1) J'(x) = x2 -  5x + 6; 2) / (x) = x3 + arcsin x;

3 )  / ( * )  =  — 4) / (x) = arctgx -x .

5. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko‘rimshda ekanini aniqlang:

1) / (x) = x3 — 3 x -x 5; 2 ) / (x) = x4+5x2+1;

tg lx
3 )  / W  = Л*

5) / (x) = lnj
Xj

7) / (x) = 2| x|-3;

9 ) f{x ) = Y  (x+sinx);

4 ) / (x) = cig3x+cos2x;

6) / (x) = In(x + л/х2 +1);

8) / (x) = x|x|;

f 2'T ~ 2~v 1 io) /w=^—2— к

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:

1) / (x) = (k-n)cos2 x + n (0 <k<n)\ 2) f(x )  = 4sinxJ ;

3 ) f(x )  = sin2x + cos2x: 4 ) / (x) = 3sinx + 4cosx;

5) f(x )  = sin4x + cos4 x; 6 )/ (x ) =| cos4x|.

7. Funksiyaning monoton, qat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini 
aniqlang:

l )/ (x )  = sin" x;

3 )/ (x ) = л/Зх-4;

8. Funksiyaning davrini toping: 

1) / W  = - 2 cos^;J
3) f(x )  = tgx- cos~,

5) / (x) = sin4 x -c o s4 x;

7 )  / ( * ) = !  s in  2 jc | ;

2 )  /  ( x ) ; 

4 ) / ( x )  =

x + 2
x + 7

С x, agar x < 0, 
-  3, agar x > 0.

2 ) f(x )  = clg(2x-3);

4) /(x) = sin“ COS—cosxcos2x;
7 7 2 2

6) / (x) = sin2x + cos3x;

8) / (x) =| cos3x|;
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1) y  = 3x + 5; 2)  ̂ ;
l + x

3) y -  4 + Iog, jc; 4) v = 2sin3x

10 . f(g (x )) va g(f(x) murakkab funksiyalarni toping:

I) f(x )  = 3x+l, g(x) = x}- 2) f (x )  = sinx, g(x) = |jc|;

= g W  = - A - ; 4) f(x )  = 21' ,  g(*) = logjX
x 4 - jc

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y - x 2 +4x + 3; 2) = -2sin3x;

3 )>  = ̂ ;  4 ) y = -* 2M;
2jc + 1

5 ) y  = ;tsmjc; 6)>> = jE + sjnx

i
7) >< = arccos|x|; 8) y = 3x.

12. Ayniyatni isbotlang:

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

11) l - t h 2x = — r—; 2 )  c t h 2-. -
7 i/72X

3) Ĉ  = ̂ ± A ; 4) sh2x=C- ^ - ,
* 2  2

5),sA(ln;tj = - ---- € ) c hQnx )  = — — .2jr 2д;
13. Qaysi nuqta y  + cosy - x  = 0 fimksiya grafigiga tegishii ekanini aniqlang: 

Л(1;0); S(0;0); 0 (л -1 ;л ) .

г x —? ~ i
14. Qaysi nuqta <! ! parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziqqa

[ y  = t +1

tegishii ekanini aniqlang: Д1;5); flf— \ C(2;8); D(0;1).
12 4 j

15. Berilgan funksiyani у -  y(x) ko‘rinishga keltiring:



4.4. FUNKSIYANING LIMITI

4.4.1. Funksiyaning limiti 

Funksiya limitining ta’riflari
Biror X sonli to‘plam berilgan boisin.
1-ta ’ rif. Agar xa e X nuqtaning ixtiyoriy e (e >0)  atrofida X 

to‘plamning cheksiz ko‘p elementlari yotsa, x0 nuqta ga X toplamning 
limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, X = {—:ле лА to‘p!am uchun xrj = 0 limit nuqta boiadi.
L« j

f(x) funksiya X toplamda aniqlangan va x0 nuqta X toplamning 
limit nuqtasi boisin.

2- ta ’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Geyne 
ta ’rifi). Agar X  toplamning nuqtalaridan tuzilgan x0 nuqtaga 
yaqinlashuvchi har qanday {*,} ketma-ketlik (xn *x0) olinganda ham, 
bu ketma-ketlikka mos {/(*„)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona A 
limitga intilsa , A soniga f(x) funksiyaning xtj nuqtadagi yoki x->x0 
dagi limiti deyiladi va bu lim f(x) = A deb yoziladi.

3- ta ’ rif. {funksiya limitining « е - S  tilidagi» yoki Koshi ta ’rifi). 
Agar Vs > 0 son uchun shunday S > 0 son topiisa va x ning 
0< jx -x a | <<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX , x^x0 
qiymatlarida | f(x)-A']<£ tengsizlik bajarilsa, A soniga fix) 
funksiyaning x0 nuqtadagi yoki x->xa dagi limiti deyiladi va bu 
lim f(x) = A deb yoziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro 
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli ftmksiyamng nuqtadagi 
limitini topishdabu ta’riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

xd ga intiluvchi {x j  ketma-ketlikni yetarlicha ko‘p usul bilan 
tanlash mumkin boiganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini 
topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqtada limitga ega boimasligini 
ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega boiadi. Buning uchun x0 ga 
nuqtada limitga ega boimagan birorta {/(*„)} ketma-ketlikni topish 
yetarli yoki har xil limitlarga ega boigan {/O')} va {/(*')} ketma- 
ketliklami ko£rsatish kifoya.
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intiladi: {sinил} ketma-ketliknolga intiladi, •{sin! — + 2пл] 1- ketma-ketlik
У2 yj

1-misol. f  (x) = sin ' funksiya x = 0 nuqtada limitga ega
X

bolmasligini ko'rsating.
r -j i i |

Yechish. x = 0 nuqtaga intiluvchi ikkita •!—  i- va i --------1 ketma-
1  nn\ [| + 2ия|

ketliklami qaraymiz. Mos {/(x)} ketma-ketliklar har xil limitlarga 

intiladi: {sinwzr} к

esa birga intiladi.

Demak, / (x) = sin - funksiya x = 0 nuqtada limitga ega bo‘lmaydi. 
x

2 - misol. lim(3x-2) = l ekanini ko‘rsating,
Yechish. Ve > 0 son olamiz. Shunday <5>0sonm ko‘rsatishimiz 

kerakki, | x - 1  j< 5 bolganida | / (x )- l \<e bo‘ Isin.
Bunda /(x) = 3 x -2 : | /(x) - 1  )=|(3x- 2) - 1 1=|3 x •- 3 j=| 3(x - 1 )  |= 31 x - 1  j

bo‘lgani uchun <5 = ̂  deb olsak, | x -  i j< 8 bo‘lganda | / (x) - 1 1< s bo‘ ladi.

Demak, lim(3x -  2) = 1 .

Xususan, e = lda<5 = - ,  & = ~ da 8 = - .
3 2 6

Shunday qilib, 8  son e songa bog'Hq bo‘ladi. Shu sababli 
keyingi ta ’riflarda 8 = 8(e) deb olamiz.

fcoh. Funksiyaning x0 nuqtadagi limiti ta’rifida x, nuqtaning o‘zi 
qaralmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati 
funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta’sir qilmaydi. Bundan tashqari, 
funksiya x0 nuqtada aniqianmagan bo lish i ham mumkin. Shu sababli 
x0 nuqtaning atrofida (x фx0 bo‘lganda) teng bo‘ lgan ((x = x0 da har xil 
qiymatga ega bo‘lgan yoki ulardan bittasi yoki har ikkalasi 
aniqianmagan) ikkita funksiya x -> x0 da bitta limitga ega bo‘lishi 
yoki ulaming har ikkalasi limitga ega bo‘ lmasligi mumkin.

fx 2, x Ф 0,
3- misol. f(x) = j ^  ̂ bo isa, lim/(x) limitni toping.

Yechish. g(x) = x2, -<» < x <+oo funksiya x = 0 dan tashqari, barcha

242



nuqtalarda f(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg-(*) = 0 

boiadi. Shu sababli lim f(x) = G.
x-*G  "

Funksiyaning nuqtadagi limiti ta’rifmi geometrik nuqtayi nazardan 
shunday talqin qilish mumkin: agar A soni f(x) funksiyaning 
xa nuqtadagi limiti bo isa, A nuqtaning istalgan e atrofi uchun 
x0 nuqtaning shunday 8 atrofi 
topiladi va 5 atrofdagi barcha 
х(х-Фха) nuqtalarda f(x )  funksiya­
ning mos qiymatlari A nuqtaning 
s atrofida yotadi. Boshqacha 
aytganda f(x )  funksiyaning 
8 atrofdagi grafigi 
y  = A~e  va y  = A + e to 'g 'ri chiziqlar 
bilan chegaralangan, kengligi 
2e ga teng boigan tasmada 
joyiashadi (26-shakl).

4-ta’ rif. Agar Vs > 0 son uchun shunday 8 = S(s)>0 son topilsa 
va x ning *n < x< x0 +S (x0 - S  < x < x j  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha qiymatlarida \j "(x) - A \ < e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x) 
funksiyaning x0 nuqtadagi о ‘ng (chap) limiti deyiladi va
lim /(x) = A yoki f i x  + Q) = A ( lim f ix )  = A yoki f ( x -0 ) ~ A )  kabi 

belgilanadi.
f(x )  funksiyaning r ; nuqtadagi o‘ng va chap limitlari hir tomonlama 

iimitlar deb ataladi. Agar f(x )  funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng va chap 
limitlari mavjud va bir-biriga teng, y a ’ni f(x„ + 0) = f ( x c -  0) = A boisa, 
xc nuqtada f(x )  funksiyaning limiti mavjud va !im/(x)= A boiadi.

v — f(x )  funksiya (-oo;+oo) intervalda aniqlangan boisin.

5- ta’rif. Agar V e>0  son uchun shunday 8 = 8(e)>0 son topilsa 
va jc ning x>8 (x< -8 ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
qiymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x) 
funksiyaning x-»+oo (jc -»-oo) dagi limiti deyiladi va 
lim f(x) = /1 (lim f  (x) = A) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifmi geometrik nuqtayi

A + e  

A

A - s

У -  /(•*)

2 e

О xe -S  jc0 xt + 8 x 

26-shakl.
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nazardan bunday talqin qilish mumkin: agar lim f(x )  = A (lim f(x )  = A)
boisa, Ve>0 son uchun shunday S = S(e)> 0 son topiladiki, 
xe(i5;+co) (x e (-cc;-<5)) larda f(x )  funksiyaning qiymatlari 
A nuqtaning e atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tiiidagi» ta’rifl yaqinlashuvchi 
(limitga ega) ketma-ketlik lam in g xossalarini funksiyaning limiti uchun 
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalami ifodalovchi teoremalar bilan 
tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda 
qaralayotgan funksiyalar x -> x0 da limitga ega deb hisoblayraiz.

1-teorema. Funksiya x -► x0 da yagona limitga ega boiadi.
2-teorema. ikkita funksiya algebraik yigindisining limiti bu 

funksiyalar limitlarining algebraik y ig ‘indisiga teng, ya ’ni

Iiir»(/(x) ± g(x)) = lim / (x) ± lim g(x).
X~*x0 '  r->Xc

Isboti. Ixtiyoriy { x j  kema-ketlik olamiz.
Bu ketma-ketlik uchun xn --> x.. , x„ * x 0, xn e D (f)n  D(g) boisin.

U holda
lim (f(x) ± g(x)) = lim ((/(x„) + g(x„)) =
X-+X* »oo

= lim f ( x ri) ± lirn g (x j  = lim / (x )± lim  g(x).
Л-+Э? X->Xn x —»x0

Demak,
lim (/(x) ± g(x)) = lim f(x ) ± lim g<x) .
x - * x u X—» r c X—>xc

3-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasinmg limiti bu funksiyalar 
limitlarining ko‘paytmasiga teng, y a ’ni

lim (f(x) ■ g(x)) = lim.;' (x) • lim g(x).

1-natija. 0 ‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘ziga teng, y a ’ni

Sim С — С .*->*0

2-natija. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga 
chiqazish mumkin, ya ’ni

lim(fc • / (x)) = к ■ lim f(x ) , k<=R.
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu 
funksiya limitining shu tartibli darajasiga teng, y a ’ni

lim (/(x));’ = (lim / (x))p, p>  0 .

4-teorema. Ikki funksiya boiinmasining limiti bu funksiyalar 
limitlarining nisbatiga teng, y a ’ni

lim f(x)
lim '4  ' ' " ------  , lim g(x) * 0 .

g(x) km g(x)

5-teorema. Agar x0 nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun 
/ (x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda lim f(x) < lim g(x) boiadi.

X—>XC X-->Xp

6-teorema. Agar x„ nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun 
f(x) < <p(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa va lim f(x) = lim g(x) = A boisa,

X~*X:,

u holda lim <p(x) = A boiadi.

7-teorema. Hm g(x) = 0, iim /(x) = C *0  boisin.
X">X3

U holda:

1) agar | x -x 0 !<£(<5 > 0 ) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x

uchun > 0 boisa, lim ^~ - = +oo boiadi;
g(x) g(x)

2 ) agar j x--xa |<<5 (<5>0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

x uchun—̂ < 0  bo isa, lim ^ ^  = -oo boiadi. 
g(x) g(x)

8-teorema. Agar lim f(x) = A * oo boisa, u holda x0 nuqtaning
x-+x._

yetarlicha kichik atrofidan olingan x{x*x0) qiymatlarda /(x) funksiya 
chegaralangan boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra, lim f(x) = A * qo. Funksiya limitining Koshi

ta’rifiga ko;ra. V'e > 0 son uchun shunday 8 > 0 son topiladi va x ning 
0 < \x-x0 j <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 
| f(x) -  A j< e , ya ’ni A -e  < f(x) < A+ s tengsizlik bajariladi. Demak, x 
ning 0 < }x —x„ j <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
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f{x) funksiyaning qiymatlari (A -a : A + *:)oraliqda bo‘ladi. Bu 
funksiyaning (x„ -5vxn + 6), x * x 0 oraliqda chegaralanganligini bildiradi.

9-teorema. Agar: 1) iim <p{x) = ta va x0 nuqtaning shunday

(x0-S ;x 0 + S), 5 > 0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha x lar 
uchun <p(x) ф i.. bo'lsa, 2) lim f(t) = B bo‘ lsa, u holda x-*x0 da

?-> r0

murakkab f(<p(x)) funksiya limitga ega va lim f(<p(x)) -- В bo‘ ladi.
x'~*x0

Yuqorida keltirilgan teoremalar x->±=o da ham o‘rinli bo‘ladi.

4 - misol. lim——r8-—+ — limitni toping.
x -25  F 6

Yechish. Bu limit uchun ikki funksiya bo‘ lmmasining limiti 
haqidagi teoremani qo‘llab bo‘lmaydi, chunki x -> 5 da kasraing maxraji 
nolga teng bo‘ ladi. Bundan tashqari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda ^ ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan deyiladi.

Bu aniqmaslikni ochish uchun kasming surati va maxrajim 
ko‘paytuvchilarga ajratamiz va kasmi x -5 ^ 0  (x~*5, lekin x ^5)ga 
bo‘lib, topamiz:

.. (x -5 )(x -3 ) .. x -3  2 1llm '----- ------- i  = lim----- = — = - .
x̂ 5 (x — 5)(x + 5) x + 5 10 5

5- misol. Inn - limitni toping.
хг+4х2- х  1 6

Yechish. Bu misolda da — ko‘rinishdagi aniqmaslik hosil
ОС

bo‘ladi. Kasming surat va maxrajini x ning yuqori darajasiga, ya’ni 
x3 ga bo‘lib, topamiz:

I I
2x5+3x2+l r +>  2 + 0 + 0 „lim—----- ----- = hm-----f —x— =----------= 2 .
x  +  4 д .2 _ x  4  1 +  0  —  0

x x2

Ajoyib limitlar
sin xBirinchi ajoyib limit: lim -—  = 1 .

x—>0 X

TVIsboti. 0 < x < — bo‘ lsin.
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Radiusi Л = 1 ga teng boigan aylananing radian oichovi x ga teng
boigan markaziy burchagiga mos yoyini qaraymiz (27-shakl).

Shakldan quyidagi larga ega boiamiz:

A MOA yuzi < MO A sektor у uzi < ALOA yuzi;

AMO A yuzi: S, = ■— О A ■ MK = — • I • sin x = -  sin x:
2 2 2

1 - i 1 MOA sektor yuzi: S', = -ОЛ ■ MA ~ —■ • 1 • x = — x;
2 2 2 2

1 J 1ALOA yuzi: S, = —OA ■ LA = — • 1 ■ tgx=—tgx.

Bundan sinx<x<tgx kelib chiqadi. Tengsizlikni sinx>G ga 
boiamiz:

x I , . sinx ,]<——<----- yoki cosx<--------<i.
sinx cosx x

Endi x <0 boisin 

sin(-x) sinx
— x x 

x <Qdaham

. cos(-x) = cosx ekanidan

smx ,cosx < ------< 1.
x

lim cosx i, lim 1 = 1 boigani uchun oxirgi 

tenglikdan 6 -teoremaga ko‘ra,

6-misol. iim

sinx ,hm ----- = 1 .
y.̂ o X

.. 1 -e o sx limitni toping.

о

'ЧУ
A

27-shakl.

Yechish. x ->0 da -  ko‘rinishdagi aniqmasiik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

! -  cosx {2 J 1
2

'  . fx "sm — 
(2
x
2
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x  s m► 0 da ~ - > 0  va 1-  ajoyib lim itgako‘ra, lim
2  " ' x

2
Demak,

.. 1 - c o s j : 1 lim -------— = hm
*-> 0 у 2 x -* 0  7

 ̂ . f  sin
“U

X

2

Ikkinchi ajoyib lim it: lim 1 + -  = e
XJ

Isboti. Ma’lumki, lim f 1 + -1  = e, n e N .
Л— I

v>lbo‘lsin. n = [x] deb olamiz. U holda x -n  + a ,  
0 < a< l.

n < x < n +1 tengsizlikdan topamiz:

1 1 1
n + 1 X n

yoki

f1 + 1 ) • V n )

x —> oo da n —» oo.

U holda

limf 1 +—1 = limf 1 +— )-limf i + '
">”V. nJ и.

lim
V « +1}

-x » l" и + i ;  .. (, 1  ̂ 1 lim j 1 +
’ v! n + 1

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremaga ko‘ra, 

kelib chiqadi.

lim 11 + — | =eX—*50 \

bu yerda

(4.1)

248



Endi x < -1  boisin. x = -y  deb olamiz. 

U holda

у - 1

= lim 1 + -
у - У

■ lim 1 +----- = e ■ 1 = e.
y-~\ y -\ )

Demak,

lim fl + - l  =e.
V x)

( 2x Y~l7- misol. limj ^— - j limitni toping.

Yechish. x -> oo da Г  ko‘rinishdagi aniqmasiik berilgan.
Qavs ichidagi kasming butun qismini ajratib, almashtirishlar 

bajaramiz:

Г, 1 Y'41 +------- l =
2 x - l  J

1 + - 1 V
2x — 1J 1 +  -

1
2 x - l

х-»=» da 2x-l->oo boigani sababli 2 -ajoyib limitni qoilab, 
topamiz:

limj 1 +
2x -  1

3 - 1  з ( 2x ■
lim---- f  = -  ekanidan liml---- — ! = л/е3.

1 2 *-~\2x - 1 ,

4,4.2. Cheksiz kichik funksiyalar

Ta’riflar va asosiy teoremalar

6-ta’rif. Agar lim/(x) = 0 boisa, /(x) funksiyaga x -> x0 da cheksiz
x->x0

kichik funksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra, lim /(x) = 0 tenglik quyidagicha
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talqin qilinadi: V£->Oson uchun shunday S = S(e)> 0 son topiladi va 
x ning 0 <| x -  xg |< S tengsizlikni qanoatlantiruvehi barcha qiyraatlarda 
\f(x)\<E tengsizlik bajariladi.

x ->■ x0 + 0, x -> xQ -  0, x -> +co, x -> -<c da cheksiz kichik funksiya shu 
kabi ta'riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar ko£pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki 
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining a,j3 kabi harflari 
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik fimksiyalarga x - * 0  da a = x 3, x - » 3 da p = x - 3, 
x->kn,keZ  da  ̂= sinx funksiyalar misol bo‘ ladi.

7-ta’rif. Agar lim/(x) = oo boisa, /(x) funksiyaga хч>хг da cheksiz*-►4.
katta funksiya deyiladi.

Bunda /(x) funksiya faqat musbat qiymatlar qabul qilsa, 
lim /(x) =  + o o  deb, faqat manfiy qiymatlar qabul qilsa, lim/(x) =  - o o  debX-+X. X-tX.j

yoziladi. Masalan, х--И da f(x) = — cheksiz katta funksiya boiadi.
x - 1

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar bilan 
tanishamiz.

10-teorema. lim f(x) = A bo lishi uchun x -> x0 da a(x) = f(x )-A
funksiya cheksiz kichik bolishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurlwi. \\mf{x) = A bolsin. f(x )-A  = a(x) funksivani
olamiz.

U holda
lim a(x) = lim | f(x) -  A | = lim /(x) -  lim A = A -  A = 0.*->Xo X-Ho

Demak, a(x) = /(x) -  A funksiya cheksiz kichik.
Yetarliligi. f(x ) -A  = a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya 

bolsin. Bundan/(x) = A + a(x).
U holda

lim/ (x) = l\m(A + a(x)) = Urn A + \ima(x) = A + 0 = A.X->Xa X-tXQ x~**o Jr-»x0
Quyidagi teoremalar x -»  x„ da deb qaraladi.
11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming 

algebraik yig ind isi cheksiz kichik funksiya boiadi.
12-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga 

ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.
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4-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning 
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

5-natija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa 
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bolmagan 
limitga ega funksiyaga boiinmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar я - » oo, x -> x0 -  0. x -> x„ + 0 da ham 
o‘rinli boiadi.

14-teorema. Agar x -» xa da a(x) funksiya cheksiz kichik boisa,

u holda x -» * da - ' - fiinksiya cheksiz katta bo iad i va aksincha agar 
a(x)

x->x„ da f{x )  funksiya cheksiz katta bo isa, u holda x -> x0 da —
J

funksiya cheksiz kichik boiadi.
I

8-misol. a(x) = (x -  2)' sin2------ funksiya x - » 2  da cheksiz kichik
x - 2

boiishini ko‘rsating.
Yechish. lim (x-2)3=0 ekanidan /3(x) = ( x - 2)’ funksiya cheksiz

r—>i

kichik.
1ct(x) = sin2 , х ф 2  funksiya chegaralangan, chunki

x - 2
sm

x —2
< 1 .

a(x) funksiya cheksiz kichik P(x) funksiyaning chegaralangan 
g(x) funksiyaga ko‘paytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga 
ko‘ra, a(x) funksiya x->2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash
M aiumki, cheksiz kichik funksiyalarning y ig ind isi, ayirmasi va 

ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar boiadi. Bu tasdiqni cheksiz 
kichik funksiyalarning boiinmasi uchun ta ’kidlab bo‘lmaydi, chunki 
bitta cheksiz kichik funksiyaning boshqa cheksiz kichik funksiyaga 
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya ’ni chekli son boiishi, cheksiz 
katta boiishi. cheksiz kichik boiishi yoki limitga ega boim asligi 
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida 
taqqoslanadi.

a(x) va p(x) funks iyaar x -> x„ da cheksiz kichik funksiyalar
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1. Agar lim----- = А Ф 0 (A - chekli son) boisa, a(x) va (i(x) bir xil
^  P(x)

tartibli cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

2. Agar lim——  = 0 boisa, a(x) funksiya p(x) funksiyaga nisbatan
p(x)

yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a  = o(P) kabi 

belgilanadi.

ccix}3. Agar lim——  = <* boisa. a{x) funksiya P(x) funksiyaga nisbatan
° P\X)

quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.

4. Agar lim - mavjud boimasa, a(x) va p(x) fimksiyalarga
" P(x)

taqqoslanmaydigan cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x -* 0  da sin3x- va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik

3sin3x sin3x ■ , --------31im--------- _
funksiyalar, chunki lim - 1—— = lim —~ ^ = -  = 3 ■

*->0 sinx sinx sinx 1 
------- l i m -----------------

X X

2) x ->0 da 2x3 funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

2x3 2x2cheksiz kichik fiinksiya, chunki lim----= lim-----= 0;*-*0 5x

3) x da sinx funksiya x1 funksiyaga nisbatan quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki lim — = lims--— • -  • = 1 • -  = 30;»-*) mo x x 0

4) xsin - va x funksiyalar x -> 0 da taqqoslanmaydigan cheksiz

. 1 xsm-
kichik funksiyalar, chunki lim----- * = lim sin- limit mavjud emas.x->0 Д- *-**)

bo‘lsin.
oc(x}
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Ekvivalent cheksiz. kichik funksiyalar
Bir xii tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz 

kichik ftinksiyalar muhim ahamiyatga ega.
a(x) va j5(x) funksiyalar x x 0 da cheksiz kichik funksiyalar 

bo‘Isin.

8 -ta ’rif. Agar lim = 1 bo‘lsa. u holda x->x„ da a(x) va J3(x) 
*-»»p{x)

ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x) ~ P(x) kabi 
belgilanadi.

Masalan, x ->0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz
sin Xkichik funksiyalar, chunki lim-----= 1 .

*-*> X
Cheksiz kichik ftinksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar 

bilan tanishamiz.
15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz 

kichik funksiyalaming har ikkalasim yoki ulardan bittasini ekvivalent 
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti 
o‘zgarmaydi.

Isboti. x -* x 0 da a~ a \ap~p' bo‘ lsin.
U holda

.. a a a f t  a /?' . . a  .. a' .. a'
lim — = hm----------------  lim —  lim — • lim —  = 1 1 - lim —- = lim — ,

p p a  p a *-'*» P x p P P

ya ’ni

lim — = lim — .

16-teorema. ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi 
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 
bo‘ladi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik 
funksiyalaming y ig ‘indisi eng quyi tartibli qo‘shiluvchiga ekvivalent 
boiadi,.

Cheksiz kichik funksiyalaming y ig ‘indisiga ekvivalent bo‘lgan 
cheksiz kichik funksiyaga bu yig ‘indining bosh qismi deyiladi. 
Cheksiz kichik funksiyalaming y ig ‘indismi uning bosh qismi bilan 
almasatirish yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalami tashlab 
yuborish deb yuritiladi.
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9-misol. lim + ~̂x + - limitni toping.
2 sinx

v  , ■ i 3x + 7x2 + 4x5 .. 3x .. 3 3 I I -  ,Yecnisn. urn------------------ = hm—  = lim - -  , chunki x -»G  da
x~*° 2 sinx *-*° 2x 2 2

sinx~x va 17“teoremagako‘ra, x -»0  da 3x + 7x2 + 4x54~3x.

ko'rinishdagi aniqmasliklami ochishda ekvivalent

cheksiz kichik funksiyalami almashtirish prinsipidan va ekvivalent 
cheksiz kichik funksiyalarning xossalaridan foydalanish mumkin.

l/mrdbrm hisobiashda qoyidagi ekvivaletitlildar qo ila iiilad i,

1 . x - » 0  da sinx~x; 2 . x - » 0  da tgx~x;
3. x - » 0  da arcsinx~x; 4. x ->0 da arctgx~x;

x15. x ->0 da 1 — cosx——; 6 . x -»0  da e* -l~ x ;

7. x —>0 da ax-l~ x ln a ; 8 . x ->0 da ln(l + x)~x;
9. x - » 0  da log^l+ x)~x ■ logoe ;

10 . x —>0 da (l + x)'"—1 ~mx.

2 —7*10- misol. lim- ;---------------- limitni toping.
x~*° sin 4x -  arctg3x

Yechish. lim—
' ,(' sin4x —wc/g3x sin4x -  arcig'ix

x —>0da 21* —l~3xln2, 7' —l~xln7, sin4x~4x va
arctg3x ~ 3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:

23x-7* 3xln2-xln7 3 In 2 -  In 7 , 8lim—-------------------- = lim--------------------= ---------------- = In—.
sin 4x -  arctg3x I_>0 4x -  Зх 1 7

4.4.3. Mashqlar
1. Funksiya limitining ta’rifi yordamida isbotlang:



2. / (x) funksiyaning х = х0 nuqtalardagi chap va o ‘ng limitlarini toping:

1) /(*)=[*]> =
f x, x <2,

3)/(•*) =

2) /(*) = 2>,x0 = 0;

4) /( Л) = *  = i . 
’  4 ( l-x )+ | l-x !

3 . f ix )  = signx funksiyaning x0 = 0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

4.f(x) -  x-[x] funksiyaning x0 = 2 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

5. Limitlami toping:

1) lim (2хг + 3 x - l i ;
x->-3

3) lim—г———— ; 
x ‘ - 2 x - 3

, 4 r  лДТг^-з
3 )  lim  — p=------- — ;4x-2

^  V8^x -2  /) nm----------:c-+0 x

x + 4x + 6x "Ь 39) lim ,
2x +3x + \

11) limf—
х- г\ х - 2  x ~5x+6/

, Ax*-3 x  + 2 o ) lim-

15) lim

*-»“ x -3x 

x3 +2x
~ « x 4 - 2 x 2 + 3 ’

17) lim x(л/4х2 -1  -  2 x ) ;
x —

19 ) lim f
■e— v

21) lim-
x

2 3 )  iim f~ -~ xj?gx;

25) lim 1—cos x

3r - 92 ) lim------- ;~2 3r+9

4) lim 

6) lim

x1 - 7 x  + 10 .
2x2 — 1 Ijc + 5 ’

V2 —jt — 1

8) lim

■J5 — X — 2’ 

lfi+x-i

10) lim

x

x2 + x - 2
1 jr3 -X 1 - x + 1

12) lim

14) lim

3 ‘ 1
— ----- -------]--------------

д г - l  l - x  

3x5 - 4
T-»*X + 3х-л :

16) lim i
x̂ x 2x + x - 4

18) lim (л/х2 -  4 + x);

_____x M
5x2 +1 5x+ 2 I’

20) lim

22) lim x -s in x

*-*“ xsin 2x

*-*° x + sin x

24) l u n ^ ;  
sin 2x

tex-sinx  26) lim —— i-----;
x3
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27) lim sin Ъх
^  л/х + 2 -л/2 ’

29) limj —----- ctgx'-̂ Vsinx

31) \im(x-l)ctgnx;
Г—

33)

28) lim л/2-V I + cos;t

X* + A'

sin X

30) hm(tgx-~^— X 
х_д\ cos* } 2

32) !imf—-лД^ях;«iV2 у

34)
xi-2x

r
35) liml 2x - l 

2x + l 36) lim Г3 x - 4 )  2

9̂
37) lim : - 1 ;

x-“ \ x + 3 )

e‘ 239) lim-

38) Sim I

1-ЧчЗх + 2 

2x + 3

x - 2

41) lim(l + sinx)x;
x—>0

43) lim (3 -2x )2(1“*) ;
,e-»l

n2x пЪх
45) lim

40) l i m ^ ;
*-** x — e

42) lim(cos2x)ba,;1*;

44) lim (3 -x )2_;

46) lim-
*-><' arcsinx+3x 

48) lim x(ln(x +1) — In x) .

tgx- 2sinx 

47) lim (4x+l)(ln(3x+2) -  ln(3x -1 ) ) ;
X > ■<c x —

6. Quyidagilarni isbotlang:

1) x->0 da a(x)=tg2x va P(x) = 3x+x* funksiyalar bir xil tartibli;

x — 1 _2 ).x -> l da «(*) =-----  va /3(х) = л/х- 1  funksiyalar ekvivalent;x + l

3) x —> +cc da a(x) = — -̂r- va p(x) = ^ funksiyalar uchun a  = o(p) ;
l + x2 x-Jx + 2

4) я ->0 da a(x) = arcsin2x +x2 va /?(x) = 1-cosx funksiyalar uchun /3 =o(«).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping:

1) lim
iglx

ln(l + 3x)
2) Sim

3) lim —
arctghx

1 -  COS X
x 2 + 2xJ +3x4 ' 

32 ,- l
'-*0 sin x -s in  4x ’ 4) lim

*->0 arcs in 2x
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^  х г + х -6
5)

7) lim 3sh l- i
tg2x

i/7” .... 2 ,\'l + sm x - !9) fan----------------- ;*-*> 1-cosx

11) lim —f
X . ' i  „ V *

13) lim

l -Jx

e**-\
•->» ln(l + arcsin 2x)

,  , 4 sin3x 15) lim------- ;*->,r3tg4x

17) i ,m * V
r'+3.*4

■i rw f & —cos 2л*19) lim-------------- ;
х~*; xsinx

21) limx-(e"x -1);

{e2x>-l)-tg3x23) lim
ta(l --3x2 )(1 -  cos2x) ’

, 4 t . x 2 + 3 x -46) lim-------------- ;
*->' arctg(x - 1)

8 )  l i m
*-*" arcsin x + 2x~

10)
x-*° x arcsin 3x

12) lim
arctg2x -  arcsin 3x

■x2x
14) lim— '-----------

*->■» arcsin 2x -  x

16) l,m !n(2 + Ĉ ; 
sinx(e®t -1 )

, 8) йп^̂ СсмЗД
,=->0 tgx- sinx

20) lim
e““ _l

22) lim x-(2 l/I- 3 1/l)

24)

4.5.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiya uzluksizligining ta’riflari

fix) funksiya x0 nuqtada va uning biror atrofida aniqiangan bo‘ lsin.
l-ta ’rif. Agar f{x) funksiya x0 nuqtada chekli limitga ega bo‘ lib, bu 

limit funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y a ’ni

ijm/(x) = /(x0) (5.1)

bo‘Isa, f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

lim f{x) = /(*„) tenglik uchta shartning bajarilishini angiatadi:r—
3) f{x) funksiya x0 nuqtada va uning atrofida aniqiangan;
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2 ) / (x) funksiya х -»  х0 da limitga ega;
3) funksiyaning x0 nuqtadagi lirniti uning shu nuqtadagi qiyxnatiga teng.

x0 = limx ekanidan (5.1) tenglikni

lim /(x ) = / (lim x) (5.2 )
X-MCj, X-*X q

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga 
o‘tish va funksiya belgilarining о‘mini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida fiinksiya uzluksizligining ta’rifini 
«s-<5 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta ’rif. Agar Vs > 0 son uchun shunday S> 0 son topilsaki, x ning 
! x -  x01< 5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 
]/(x)-/(x„)|<e tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz 
deyiladi.

(5.1) tenglikni
Д т(/ (х ) -  /(*„)) = 0 (5.3)

ko‘rinishda yozamiz.
x -  x0 ayirmaga x argumentning xQ nuqtadagi orttirmasi deyiladi va 

Ax bilan belgilanadi, /(x)-/ (* ,)  
ayirmaga esa f{x) funksiyaning 
x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va 
Ay bilan belgilanadi.

Shunday qilib, Ax = x~x0,
4); = /(*0 + Ax)-/(xe).

Demak, / (x) funksiyaning 
x0 nuqtadagi orttirmasi x ning 
flksirlangan x0 qiymatida 
argument orttirmasining funksiyasi 
bo iad i (28-shakl).

(5.3) tenglik yangi 
belgilashlarda

НтЛ> = 0 (5.4 )

ko‘rinishni oladi.
(5.4) tenglikni uzhiksizlikning argument orttirmasi va funksiya 

orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta’rifi sifatida quyidagicha 
ifodalash mumkin.

28-shakl.
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3-ta’ rif. Agar x argumentning x„ nuqtadagi cheksiz kichik 
orttirmasiga / (x) funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi

Funksiyaning nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan 
ta’riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

1-misol. y  = cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. y = cosjc funksiya x e R da aniqiangan. Istalgan xnuqtani 

olamiz va bu nuqtada Ду ш topamiz:

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ ladi.

Dernak, 3-ta’rifga ko‘ra, ,y = cosx funksiya л nuqtada uzluksiz.

f(x) funksiya xu nuqtada о ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
l-ta ’rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: f(x) 

funksiya xa nuqtada uzluksiz bo‘ lishi uchun u shu nuqtada ham 
chapdan, ham о "ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

Nuqtada uzluksiz funksiyalaming xossalari
1 -teorema (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar), f(x ) va 

g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boisa, u holda f(x)±g(x),

Isboti. f(x) va g(x) funksiyalar jc0 nuqtada uzluksiz boigani 
uchun ular bu nuqtada f(x0) va g(jc„) limitlarga ega. U holda

mos kelsa, / (дг) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

—  ■ srn— .2 J  2

chegaralangan cheksiz kichik sin—
2

4.5.2. Uzluksiz funksiyalam ing xossalari

f{x)-g{x) va (g(xo) * 0) funksiyalar ham nuqtada uzluksiz
S(x)

bo‘ladi.
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funksiyaning iimiti haqidagi teoremalarga ko'ra, f{x)±g{x), f{x)-g{x)
f(x )

v a ------- (g(xo) * 0) funksivalarning x0 nuqtadagi limitlari maviud va
g(x)

ularmosravishda /(x0)±g(*0), f i x jg ix , )  va ^ 4  (g(x0) * 0)) ga
g(x 0)

teng boiadi. U holda 1-ta’rifga ko‘ra, f(x)±g{x) , f(x)-g(x) va 

fix) igix«) * 0) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz.
g{x)

Bu teorema chekli sondagi funksivalarning algebraik y ig iod isi va 
ko‘paytmasi uchun ham o‘rinli bo‘ ladi.

2 -teorema. (murakkab funksiyaning uzluksizligi). z = (p(x) 
funksiya *0 nuqtada uzluksiz, y = f(z) funksiya esa z, = <p(xB) nuqtada 
uzluksiz boisin . U holda y = f(<p(x)) murakkab funksiya x„ nuqtada 
uzluksiz boiadi.

Isboti. z — <p(x) funksiya x„ nuqtada uzluksizligidan z = <p{x), 
Xmq>(x) = q>{x0) , y a ’ni x->x9 da z->zd boiadi.
X-*Xq

Shu sababli z = g>(x) funksiyaning uzluksiligidan 

lim f(q>{x)) = lim f(z) = f(z 0) = f{(p(x„))
x ~ tx 0

kelib chiqadi. Bu /(<?(*)) murakkab funksiyaning x. nuqtada 
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish 
mumkin.

Agar z = <p(x) funksiya x0 nuqtada A limitga ega boiib , у = f(z) 
funksiya z = A nuqtada uzluksiz bo isa, u holda >• = /(<?(*)) murakkab 
funksiya uchun

]\mf(<p{x)) = f  (limph:)) (5.5)

boiadi.
Bu tenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga о ‘tish qoidasivA 

ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2-misol. (a > 0,a ф 1) limitni toping.

Yechish. lim — +-- = lim - ■ log, (I + jc) = lim log П + x)\
x - » 0  ^  x—>0 jr-)-0
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logo(l + jc)r funksiya y-\ogaz va z~(\ + x y  funksiyalaming 

murakkab funksiyasi. lim(i + x)r =e va y = \og ẑ funksiya z = e nuqtada 

uziuksiz. U holda (5.5) tenglikka ko‘ra,

Sonlar o‘qida aniqiangan / (x) = С funksiyani qaraymiz. V:v0eR da 
lim f { x ) - C  = f  (x. ) bo'ladi. Demak, f ( x )  = C o‘zgarmas funksiyax~+xo
istalgan x0 nuqtada uzluksiz.

f  (x) = x funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz, chunki lim x - x c.

Bundan 1-teoremaga ko‘ra, /(x) = x funksiya ko‘paytmalaridan 
iborat y~x" ( « e N) darajali funksiya hainda o‘zgarmas va darajali 
funksiyalardan arifmetik amallar orqali hosil qilingan 
Pe(x) = a,xn + апЛх"' +-. + a-tx + a0 ko‘phad (butun-ratsional funksiya) 
istalgan xa e R nuqtada uzluksiz boiadi.

Shu kabi yuqorida keltirilgan teoremalar va limitlar haqidagi 
teoremaiar yordamida asosiy elementar funksiyalar o‘zining aniqlanish 
sohasida uzluksiz bo‘ !ishini ko‘rsatish va ushbu teoremani isbotlash 
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o‘zining aniqlanish sohasidagi 
barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘ladi.

4-teorema. Agar /(x) funksiya xa nuqtada uzluksiz va f(x 0)> A 
( f (x0)<A)  bo isa , u holda shunday <5>0 son topiladi va
Vx e (x0 — S;xa + S) uchun f(x)> A (f(x)< A) bo‘ ladi.

Isboti. f (xa)>A bo‘ lsin. Aniqlik uchun f (xa) - A  + h deymiz, bu
hyerda h > 0 . г  = -  son olamiz. / (x) funksiyaning x0 nuqtada

uzluksizligiaan shunday S > 0 son topiladi va x ning jx - x 0|<<S 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

hqiymatlarida !/(-*)-/(*<,) !<^ tengsizlik bajariladi. Bundan

Vx e (x0 -  <5;xa + 5) uchun
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Д ат) >/(*„) - * = Л + й -|  = Л+ |>Л

bo‘ladi.
f ( x a)< A bo‘isin. - f { x )  funksiyani qaraymiz. -  f ( x 0)> -A  boigani 

sababli yuqoridagi isbotga asosan, x0 nuqtaning 3 > 0 atrofi topiladi va 
bu atrofda -  / (x) >-A  yoki f(x )< A  boiadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg ‘unligi). Agar / (x) 
funksiya xa nuqtada uzluksiz va Д.т9)* 0  boisa, u holda shunday S > 0 
son topiladi va (x0-S;x0+S) intervalda f(x) fiinksiya ishorasini 
saqlaydi, y a ’ni f(x0) funksiya bilan bir ishorali boiadi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan A = 0 boiganda kelib chiqadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f(x) funksiya (a;b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz 
boisa, u holda u (a;b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar f(x) funksiya (a;A) intervalda uzluksiz bo iib . a nuqtada 
o‘ngdan uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz boisa, u holda 
fix) funksiyaga [a:b\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir qancha muhim xossalarga ega. 
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalaming 
isbotini keltirmasdan, faqat geometrik talqinini ko‘rsatish bilan 
kifoyalanamiz.

6 -teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f{x )  funksiya 
[a;b] kesmada uzluksiz va kesmaning 
oxirlarida turli ishorali qiymatlar qabul 
qilinsin. U holda shunday с e (a;b) nuqta 
topiladiki, bu nuqtada /(с) = 0 boiadi.

Teoremaning geometrik talqini: 
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o‘qning 
bir tomonidan ikkinchi tomoniga 
o‘tganida Ox o‘qni kesadi (29-shakl).

7-teorema (.Bolsano-Koshining 
ikkinchi teoremasi). f(x) funksiya [a;b] 
kesmada uzluksiz va / (a) = A, f(b) = В,
С - A va В orasidagi ixtiyoriy son
boisin. U holda shunday с e [a-,b] nuqta topiladiki, /(с) = С boiadi.

f(b) > 0

v = f(x )/

О I a  SC

f(a )<  0

29-shakl.
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Teoremaning geometrik talqini: uzluksiz funksiya bir qiymatdan 
ikkinchi qiymatga o‘tganida barcha oraliq qiymatlarni qabul 
qiladi (30-shakl),

8-teorema (Veyershtrasming birinchi teoremasi). Agar f(x) 
funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo‘ lsa, u holda u bu kesmada 
chegaralangan bo‘ladi.

31-shaklda keltirilgan y = f{x) funksiya {a\b\ kesmada uzluksiz. 
Bunda Vxe[a;b] uchun m < f(x) < M .

1-izoh. Teorema [a;h] kesma (a;b) interval bilan almashtirilganida

o‘rinli bo‘lmasligi mumkin.

Masalan, f(x) = -  funksiya (0;1) intervalda uzluksiz. lekin
x

chegaralanmagan, chunki lim— = +00.

У У

У = / (*1
в у

/  1 Ч
с ........ — » 1 \ s']

1 ‘ "Ч !
j  \

1 \м \т  |/М|
A \f(a) j/ (c) \ т

1 \ I ! ; ! а
О а с Ъ х О а х] х2 х Ь

30-shakl 31-shakl.

9-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar fix) 
funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz boMsa, u holda u shu kesmada 
о ‘ zinin g eng kichik va eng 
katta qiymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan у = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz. 
Bunda u jc, nuqtada o‘zining eng katta M qiymatini va x2 nuqtada 
o‘zming eng kichik m qiymatini qabul qiladi.

2-izoh. Bu teorema (a;b) interval uchun o‘rinli bo‘lmasligi 
mumkin. Masalan, f(x) = x funksiya (0 ;1) intervalda uzluksiz, lekin
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o‘zining eng kichik va eng katta qiymatlariga erishmaydi.
10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi haqidagi). Agar 

>’ = /(*) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz va qat’iy monoton bo iib , 
[c\d] uning qiymatlar sohasi bo‘Isa, u holda berilgan funksiyaga 
teskari y = <p(x) funksiya [c;d] kesmada uzluksiz va qat’iy monoton 
boiadi.

4.5.3. Funksiyaning uzulish nuqtalari

Agar f (x )  funksiya uchun x0 nuqtada funksiya uzluksizligi 
1-ta’rifming hech boimaganda bitta sharti bajarilmasa, funksiya 
xa nuqtada uzilishga ega  deyiladi. Bunda xa nuqta f (x )  funksiyaning 
uzilish nuqtasi deb ataladi.

32-shaklda gfrafiklar bilan berilgan funksiylarga qaraymiz.
Bu funksiyalaming har biri uchun x0 — uzilish nuqtasi.
Birinchi holda (32,a-shakl) ta’rifhing 1-sharti bajarilmaydi, chunki 

funksiya xB nuqtada aniqlanmagan.
Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunki 

lim f ix )  limit mavjud emas.я-**

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifhing 3-sharti bajarilmaydi, chunki 
lim f (x )  = A * f ( x J .x̂ *xv

Funksiyaning barcha uzilish nuqtalari birinchi va ikkinchi tur 
uzilish nuqtalariga boiinadi.



5-ta ’rif. Agar xtJ uzilish nuqtasida f (x )  funksiya chekli bir 
tomonlama limitlarga ega, va’ni lim / (x) = A, va lim /(х) = Л boisa,

x —>хэ —IJ х-»о г,+ 0

xc nuqtaga f ( x )  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 
Bunda:

a) At = Az bo‘lsa, x„ bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi;

b) A. *A 2 bo‘lsa, x0 sakrash nuqtasi, j А. - А г \ kattalik funksiyaning 

sakrashi deb ataladi.

( 2x — l, -1<  x< l,
Masalan: g (x ) = <j funksiya uchun x, = I -  sakrash

j T" — JLX ц L „  X  .3

nuqtasi, bunda funksiyaning sakrashi 11 -  2 j=  1 ga teng; 

f sinx
<p{x) = j  x ' funksiya uchun x 0 = 0 -  bartaraf qilinadigan

[ 2, x  =  0

uzilish nuqtasi, bunda <p(x) = 2 o ‘miga <p(x) = l deb olinsa uzilish

(sinx----- x 0

X ’ ’ uzluksiz funksiya hosil
1, x  = 0

boMadi.

6 -ta ’rif. Agar xB uzilish nuqtasida /(x) funksiyaning bir 
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud bo‘lmasa yoki 
cheksizlikka teng bo‘isa, x() nuqtaga f (x )  funksiyaning ikkinchi 
tur uzilishi nuqtasi deyiladi.

Masalan, /(*) = — funksiya uchun x0 = 0 -  ikkinchi tur uzilish 
x

nuqtasi.

12x  -  3 j
3-misol. f (x )  = --------- - funksiyaning uzilish nuqtalarini toping va

2x - 3

har bir uzilish nuqtasining turini aniqlang.

3
Yechish. Funksiya sonlar o'qining x = -  nuqtasidan boshqa 

nuqtalarida aniqiangan va uzluksiz.265



Bunda

/(*) = -

U holda

= 1.

3
Demak, x = -  sakrash nuqtasi va funksiyaning sakrashi ц  =| 1 -  (-1) j= 2.

4.5.4. Tekis uzluksizlik

/ w  funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boisin. U holda istalgan 
x0 e(a-,b) nuqtada V £> 0 son uchun shunday 8 > 0 son topiladi va 
| лг — х01< <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x0 e(a;b) uchun 
I/ (*)-/ (*„)!< £  tengsizlik bajariladi. Bunda 8 ham г  ga, ham x0 ga 
bogiiq bo‘ladi: S = 5(e \x4). Bitta e > 0 son uchun har xil xe(a-,b) 
nuqtalarda 8  son turlicha bo‘lishi mumkin va bunda barcha xe(a ;b )  da 
yagona S sonning mavjud bo‘lishi kelib chiqmaydi. Bunday S = S(c) > 0 
son mavjud boiishining talabi f (x )  funksiyaning (a;b) intervalda 
uzluksiz boiish i talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar W: > 0 son uchun shunday S ----S(o) > 0 son topi Isa 
va (a;b) intervalning \x’ -x '\ < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
x  va x ’ sonlari uchun \ f ( x ') - f ( x ’)\<e tengsizlik bajarilsa, f ix )  
funksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.

Masalan, f { x ) - x  funksiya butun sonlar o‘qida tekis uzluksiz. 
Bunda 8 = e deb olish yetarli.

Agar f { x ) fiinksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz boisa, u holda 
u har bir x e(a ;b )  nuqtada uzluksiz boiadi. Teskari tasdiq o ‘rinli 
boimaydi. Agar bunda (a;b) interval \a,b] kesma bilan almashtirilsa, 
teskari tasdiq ham o'rinli boiadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). Agar f {x )  funksiya [a;b] kesmada 
uzluksiz boisa, u holda u [a;b] kesmada tekis uzluksiz boiadi.
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1. Funksiyaning uzluksizligi ta ’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalaming 
Vx0 e R da uzluksiz ekanini isbotlang:

1) f i x )  = 3x2 - 7 ;  2 ) / (x) = x5 + 7 x -6 .

2. Uzluksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib, berilgan 
funksiyalaming (-°c;+a>) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) / (x ) = c o s 3 x - e 2v_1; 2 ) / (x ) = Vx -  3 + sin 2x + ^

4.5.5. Mashqlar

x2 +2

3, Berilgan funksiyalami uzluksizlikka teksbiring va grafigini chizing:

l ) /(■*) = 2) /W=^2+̂ “ I ;! jc j *+i

f  2  ̂ f  3*-l ,  X < 0,
X . X ^ l ,  j.v I

3) з' ж = 2: 4 )Л х )=  — , ^ 0;
I x-\

3
5) / W  = 2*2-1; 6) / ( x ) i ■+■ z

Г 1, * < ~ 3 ,

7) f {x )  = | л!э~х2, -3  < x < 3, 8) /(x) =
i x - 3 ,  x > 3 ;

x\ x < 2,

4, 2 < x < 5, 

-x + 7, x > 5 ;

x - 2 x - J  (x- ! )sm.x

4 . a rung qanday qiymatlarida berilgan ftinksiyalar uzluksiz bo‘ladi?

[.Г + З х -lO  f 3.  x 0

! ) / « =  x - 2  ’ ’ 2 ) / ( x )  = ^
I a 1 - x ,  x > 2 ;  j a c o s x  +  2 ,  x < 0 .

5. / (л) funksiyaning x g nuqtadagi uzulish turini aniqlang:

1) / «  = ^  = 3; 2) / (x ) = x0 = -3 ;
x - 3  x + 3

3) f i x ) = arctg-——  x0 = 4 ) /(x) = —J — x„ = 3.
2jc — 1 2 4 —1

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

? Гяг +  2, x  < 0,
1) /0 0  = - —- ,z = j 2) /  (z) = 2z" -  3 ,z  = tgx.

z2+\ [ x - 2 ,  x > 0;
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7. / ( * )  = ------- 1------- funksiyani [a:b] kesmada uziuksizlikka tekshiring:
(x  + 3 ) ( jr -4 )

1) [a;b] = [-4;!]; 2 )  \a,b\ = [-2;31

8. f { x )  funksiyani [0;2j,[-3;lj,[4;5] kesmalarda uziuksizlikka tekshiring:

1)/(*) = 1 -Ц — r! 2)/W  = !n^~-l'x +2x — 3 дг + 5

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega boiishini 
ko‘rsating:

1) x3 - 5 jc2 + 3x + 2 = 0, [—1;!]; 2 ) sir,x - x  + 1 = 0, [1;2],

10. Limitlarni toping:

1) lim ^—  ̂ ( e > < W 0), 2) iim —+— .
x —>0 % x-»0 ^
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BIR О6ZGARUVCHI 
FUNKSIY ASININ G 

DIFFERENSIAL HISOBI

Differensial hisob -  bu matematik 
analizning hosila va differensial 
tushunchalari hamda ulaming funksiyalami 
tekshirishga tatbiqi masalalari o ‘rganiladigan 
boiimidir. Differensial hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi 
bilan uzviy bog‘liq. Ular birgalikda 
tabiatshunoslik va texnika uchun muhira 
ahamiyatga ega boigan matematik 
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial hisobning matematik fan 
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, I.Nyuton 
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi 
yarmida) nomlari bilan bog‘lashadi. Ular 
differensial hisobning asosiy qoidalarini 
mustaqil ravishda ishlab chiqishgan.

5.1. FUNKSIYANING  
HOSILASI VA D IFFER EN SIA LI

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib 
keluvchi masalalar 

Egri chiziqqa о ‘tkazilgan urinma

Avval egri chiziqqa o ‘tkazilgan 
urinmaning umumiy ta’rifini beramiz. 
Uzluksiz I  egri chiziqda M  va M. 
nuqtalarni olamiz (1-shakl).

M va M, nuqtalar orqali o‘tuvchi MM, 
to‘g‘ri chiziqqa kesuvchi deyiladi.
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M, nuqta L egri chiziq bo‘ylab siljib, M nuqtaga yaqinlashsin. U 
holda MMi kesuvchi M  nuqta atrofida buriladi va qandaydir MT limit 
holatiga intiladi.

Berilgan L egri chiziqqa berilgan M  nuqtada о ‘tkazilgan urinma 
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo‘ylab siljib, M 
nuqtaga yaqinlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo‘lsa) 
aytiladi.

Endi M (x;y) nuqtada vertikal bo‘lmagan urinmaga ega bo‘lgan 
у = f ix )  uzluksiz funksiya grafigini qaraymiz va uning k = tga burchak 
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a  -urinmaning Ox o ‘q bilan tashkil 
qilgan burchagi. Buning uchun M nuqta va grafikning x + hx abssissali 
M x nuqtasi orqali kesuvchi o ‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o‘q 
bilan tashkil qilgan burchagini <p bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:
t ф _ M >N __ АУ f ( x  ̂Ay) -  f {x )

MN Л* Ax
Ax 0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham

nolga
intiladi. Shu sababli Ax ->0 da M, nuqta egri chiziq bo‘ylab siljib, M  

nuqtaga yaqinlashadi. Bunda МА/, kesuvchi Mnuqta atrofida buriladi 
va MT urinmaga yaqinlashib boradi, ya’ni w ^ -a . Bundan lim<p = a

Ax—>0

yoki lim tg<p = tga.
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* = ^  = = = (1.1)
Л г-> 0 Д д .  Л .-Ю  Д д .

Го ‘g ‘ri chiziqli harakat tezligi

Ad moddiy nuqta (biror jism ) qandaydir to‘g‘ri chiziq bo‘ylab 
harakat qilayotgan bo‘lsm. Vaqtning har bir t qiymatiga boshlang‘ich 
M 0 holatdan M  holatgacha bo‘lgan muayyan s = M 0M  masofa mos 
keladi. Bu masofa t vaqtga bog‘ liq, ya'ni s masofa vaqtning funksiyasi 
bo‘ladi: s = s(t).

s(t) funksiyaga nuqtaning harakat qonuni deyiladi.
Nuqtaning t vaqtdagi harakat tezligini aniqlash masalasini 

qaraymiz.
Agar biror г vaqtda nuqta M  holatda bo‘lsa, u holda t + At 

(A?-vaqtning orttirmasi) vaqtda nuqta M- holatga o‘tadi, bu yerda 
M 0M t ~ s + &s (A j-m asofaning orttirmasi). Demak, M nuqtaning At 

vaqt oralig‘idagi ko‘chishi As = s(t + At) -  s(t) ga teng boiadi (3-shakl). 
As . .—  nisbat nuqtaning At vaqt 
At

oralig ‘idagi о ‘rtacha tezligini M„ ___M Ml

ifodalaydi: v„.r = — . Bunda " *1 ^
At

Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

s ( l )

s(t + At)

3-shakl.

o‘rtacha tezlik At qiymatga 
bog‘liq bo‘ladi: At qancha kichik 
bo isa , о'rtacha tezlik nuqtaning 
berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.

Harakat o ‘rtacha tezligining At vaqt oralig‘i nolga intilgandagi 
limitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi) 
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(f) bilan belgilaymiz.

U holda

Н0 = Нш-д7 yoki v ( 0 4 i r a ^  + ^ :V(,)- (1-2)
A.' -»Q Ш Л/-»0 At

Shunday qilib, nuqtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini 
aniqlash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak bo‘ladi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
(1.2) ko‘rmishdagi limitlami topishga olib keladi.
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1) agar Q = Q(t) o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orqali vaqtning 
t onida o‘tuvchi elektr toki bo‘lsa, u holda elektr tokining t ondagi 
momenti

/ ( 0  = lim = lim ^ (- + ~ Q{l-k  (1 .3 )
A l-*Q  Д f  A r - 0  Д ;

2) agar N = N(t) vaqtning t onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy 
modda miqdori bo‘lsa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi 
reaksiyaga kirishish tezligi

r„ 4 AN N(t + At) -  M(t)V(t) = )im----- = lim—---------- ------- (1 .4 )
M  A: At

3) agar m = m(x) bir jinsli bo‘lmagan sterjenning 0 (0 ;0 ) va M (x;0) 
nuqtalar orasidagi massasi bo‘lsa, u holda sterjenning x nuqtadagi 
zichligi

r (t) = lim ̂  (1.5)
t x - M  Д у  i/ -* >  Д х

K o‘rilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga qaramasdan, 
(1.1 ) - ( l .5) limitlar bir xil ko‘rinishgaega: ularda fiinksiya orttirmasining 
argument orttirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolga 
intilgandagi limitini topish talab qilinadi.

Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

5.1.2. Hosilaning ta’rifi, 
geometrik va mexanik ma’noiari 

Hosilaning ta’riflari

y = f {x )  funksiya (a;b) intervalda aniqiangan bo'lsin. Ixtiyoriy 
xa e (a; 6) nuqtani olamiz va bu nuqtada x argumentga Ax orttirma 
(jc0 + Ax £ (a\b)) beramiz. Bunda funksiya Ay = / (xt> + A x)- f ( x a) 
orttirma oladi.

l - ta ’rif. Agar Hm limit mavjud va chekli bo‘lsa, bu limitga

f (x )  funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va u /'(*„) 
(yoki y'(x0) yokiyj  ̂) kabi belgilanadi.
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Shunday qilib,

f'(x a) = lim —  = lim — — / ( ^j )  _ q  6 )
M At  ■'*-*« Ax

Agar x0 ning biror qiymatida lim- -  = +00 [lim—  = - 00) bo‘lsa, u
■ic_>0 Ax v^ 0

holda funksiya x0 nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz 
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli l-ta ’rif bilan aniqlanadigan 
hosila chekli hosila deb yuritiladi.

1-misol. f  (x) = x3 funksiyaning x = x(l nuqtadagi hosilasini toping. 
Yechish. xa nuqtada x  argumentga Ax orttirma beramiz va 

funksiyaning mos orttirrnasini topamiz:

Ay = /(-*0 + Ax ) - f ( x 0) = (x0 + Ax) 3 - x 3 =

= (x0 + Ax -  x0 )(Xq + 2xcAx + Ax2 + x 2 + xaAx •+■ x 2) = Ax(3x2 + 3x0Ax + Ax2) .

Orttirmalar nisbatini tuzamiz:

A v 2 -> a . 2 —  = 3x0 + j x 0A x +  A x .
Ax

Bu nisbatning A x - » 0  dagi limitini topamiz:

y'(.xa) = lim —  = lim(3x,.2 + 3x,Ax + Ax! ) = 3x ,2.Ак-Я) Ду Лг—»0 1

2-ta’rif.j' = / ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi o ‘n g  (chap) hosilasi

deb /,'(•*„)= lim —  j / '0 0  = lim —  ! limitga aytiladi.
:V̂ ,+ Ax V M ”Ax j

2- misol. f (x )= | x-3|  funksiyaning x 0 = 3 nuqtadagi o ‘ng vachap 
hosilalarini toping.

Yechish. Berilgan funksiyaning x 0 = 3 nuqtadagi orttirrnasini 
topamiz:

Ay = / (3  + A x )-/(3 )  =|3 +Ax~3| ~-| 3-3j=j Axj.
U holda

.. Ay 1 Ax I Ax; 
lim —— = lim !----- - = hm —  = 1,

л г- -> 0 *Д д . Лг-.О * Д д .  ^ 0 + Д х

.. Av .. I Ax I .. -A x  
lim —  = lim J----- 1 = lim -------= - 1.

л м е - Д я  л м о -  Д д .  д *-> о - Д д -
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Ax —>0da = aisbatning limiti mavjud emas va / (x )= jx -3 i 
Ax Ax

funksiya x0 = 3 nuqtada hosilaga ega bo‘lmaydi.
Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta’riflaridan ushbu 

tasdiqlar kelib chiqadi: agar funksiya x0 nuqtada hosilaga ega boisa, 
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng boigan o‘ng va chap hosilalarga 
ega b o iib , /+'(x0 ) = /_'(*„) =/'(*„) boiadi; agar funksiya x0 nuqtada 
o ‘ng va chap hosilalarga ega b o iib , f ' ( x 0)-~/_'(x0) boisa, funksiya shu 
nuqtada hosilaga ega va /Дх,) = /Дх0) = /'(х0) boiadi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksiyani differensiallash 
deyiladi.

Agar у = / (x) funksiya biror oraliqda aniqlangan va bu oraliqning 
har bir nuqtasida f '(x )  hosila mavjud boisa , u holda

f '(x )= U a n * ± M z m
л" >(| Ax

formula f '(x )  hosilani x ning funksiyasi sifatida aniqiaydi. Bundan 
keyin, agar y = f (x )  funksiyani differensiallashda differensiallash 
nuqtasi ko‘rsatilmagan boisa, hosilani x ning mumkin boigan 
barcha qiymatlarida topamiz va y'(x) deb yozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chiziqqa o ‘tkaziigan urinma haqidagi masalada urinmaning
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

, Ayk = tga =  hm —
Ax

tenglik hosil qilingan edi.
Bu tenglikni k = f ( x )  koinishda yozamiz, ya’ni f '(x )  hosila 

v = f ( x )  funksiya grafigiga M (x ,f(x ))  nuqtada o ‘tkazilgan urinmaning 
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning geometrik 
та ’nosini ifodalaydi.

To‘g‘ri chiziqli harakat haqidagi masalada ushbu

Bu misolda f '(0 ) ф /_'(0). Shu sababli f (x )  =| x -  3 j funksiya uchun

. . . .  As
v(0 = hmT:л?~>о At

limit hosil qilingan edi.
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Bu limitni v(t) = s'(t) ko‘rinishda yozamiz, ya’ni moddiy nuqta
harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan hosila nuqtaning t ondagi 
to‘g‘ri chiziqli harakati tezligiga teng. Bu jumla hosilaning mexanik 
та ’nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar у = f ( x ) funksiya biror fizik jarayonni 
ifodalasa, u holda /  hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish 
mumkin. Bu jumla hosilaning fizik т а ’nosini anglatadi.

y = f (x )  funksiya grafigiga M O c^ K bu yerda >0 = /(xa) )  nuqtada 
o ‘tkazilgan urinma tenglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan 
keltirib chiqaramiz.

Urinma M0(xa-,y0) nuqtadan o‘tadi. Shu sababli uning tenglamasini

urinma tenglamasi kelib chiqadi.
E gri chiziqqa о ‘tkazilgan normal deb, urinish nuqtasida urinmaga 

perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziqqa aytiladi.
Egri chiziqqa Ma(xti-,y0) nuqtada o‘tkazi!gan normal shu nuqtada 

o‘tkazilgan urunmaga perpendikulyar bo‘lgani sababli

Funksiya grafigiga о ‘tkazilgan urinma 
va normal tenglamalari

(1.7)

к

Bundan, agar /'(x0)^O boisa

/'(*„)
(1-8)

normal tenglamasi kelib chiqadi.
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3-ta ’rif. Agar у = /(x) funksiyaning x: nuqtadagi Ax orttirmaga 
mos orttirmasim

Ay = ЛАх-f ee(Ax)Ax (1-9)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo isa , f (x )  funksiya x0 nuqtada 
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A -A x  ga bogiiq  boimagan 
son, a(A x)-  A x- * 0 da cheksiz kichik funksiya, ya’ni lima(Ax) = 0.

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchanligi bilan shu nuqtadagi 
hosilasi orasidagi bogianishni aniqlaymiz.

1-teorema. y = /(x) funksiya xt) nuqtada differensiallanuvchi 
boiish i uclrnn u shu nuqtada hosilaga ega boiish i zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. y ~ f ( x )  funksiya xc nuqtada differensiallanuvchi 
bo ism .

U holda ta’rifga ko‘ra,

Ay = AAx + a  (Ax) At
yoki

Ay

5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiiigi

Bundan

= A + oc(Ax). 
Ax

Ax

ya’ni у = /(x) funksiya x„ nuqtada hosilaga ega.
Yetarliligi. у = f (x )  funksiya x„ nuqtada hosilaga ega boisin.

U holda f ' ( x 0) = lim — . A -  f ’(x0) belgilash kiritamiz, bunda 
M  Ax

a(Ax) = - - A  funksiya Ax -> 0 da cheksiz kichik boiadi.
Ax

Bundan

Ay = AAx + a(Ax)Ax.

ya’ni funksiyaning x0 nuqtada differensiallanuvchi boiishi kelib 
chiqadi.

2-teorema. Agar y = /(x) funksiya xc nuqtada differensiallanuvchi 
bo isa, u holda u shu nuqtada uzluksiz boiadi.

276



Isboti. y = f (x )  funksiya x() nuqtada differensiallanuvcbi boisin . 
Ta’rifga ko‘ra, Ay = A to+ a(Ax)Ax.

Bundan HrnA>’ = ]т(ААх + a(Ax)Ax) = 0, ya’ni funksiya xa nuqtada 

uzluksiz.
Teoremaning teskarisi hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lmaydi, ya’ni 

funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lishi hamma vaqt ham kelib chiqmaydi. 
Masalan, >> =j x -  3 j funksiya x = 3 nuqtada uzluksiz bo‘ lsa ham, u shu 
nuqtada hosilaga ega emas (2-nmol), ya’ni differentsiallamivchi einas.

Agar у =■-- f (x )  funksiya (a,b) intervalning ([a-,b] kesmaning) har bir 
nuqtasida hosilaga ega boisa, u shu intervalda (kesmada) 
differensiallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funksiyaning differensiali 

D ifferensial tushunchasi

у — f (x) funksivs (a-b) intervalda aniqiangan bo‘lib, x0 e(a ;b ) 
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda Ay = /'(x0)Ax + a(Ax)Ax 
bo‘ladi.

3-ta’rif. у = / (x) funksiya 
orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqli 
bo‘lgan bosh qismi f '(x ()Ax ga 
y = f {x )  funksiyaning xCi nuqtadagi 
differensiali deyiladi va dy (yoki 
df (x)) bilan belgilanadi:

4 ' = / '(x „ )A x . ( 1. 10)

Erkli o‘zgaruvchi x ning, ya’ni 
y - x  funksiyaning differensialmi 
topamiz.

y' = x' = 1 bo‘lgani uchun (1.10) 
formuladan dy = dx = Ax kelib chiqadi, ya’ni erkli o‘zgaruvchining 
differensiali uning orttirmasiga teng: ax = Ax.

Shu sababli (1.10) tengSikni quyidagicha yozish mumkin:

dy = f ' ( x a)dx. (1.11)

boshqacha aytganda, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi bilan
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(1.11) tenglikdan /'(xp) = ~  boiadi, ya’ni funksiyaning xa
dx

nuqtadagi hosilasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialining 
argument differensiali nisbatiga teng.

Differensialning geomettik ma’nosi

Differensialning geometrik ma’nosini aniqlaymiz. Bunig uchun 
y = f (x )  funksiya grafigiga M0(x0 ;/(*,,)) nuqtada MT urinma o‘tkazamiz 
va bu urinmaning x0 + Ax nuqtadagi ordinatasini qaraymiz (4-shakl).

MNQ uchburchakdan NQ = tg<p0Ax = dy ekanligi kelib chiqadi.
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, tg<p„ = / ' ( * „ ) .

Bundan NQ = f '(x 0 )Ax = dy.
Demak, > = /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi differensiali funksiya 

grafigiga M 0(x0; f ( x 0)) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga 
teng. Bu jumla differensialning geometrik mu 'nosini ifodalaydi.

Differensialning taqribiy hisoblashlarga tatbiqi

K o‘pchilik masalalami yechishda y - f { x )  funksiyaning x(, 
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensiaiiga taqriban 
almashtiriladi, ya’ni Aystdy deb olinadi. Buni / ( * ) « /(х0) + /'|>й)Лх 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A miqdoming taqribiy 
qiymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

1". A ni x nuqtada biror f ( x )  fiinksiya qiymatiga tenglashtiriladi: 
Л = / (*);

2°. хй nuqta x ga yaqin va f(x„)  ni hisoblash qulay qilib 
tanlanadi;

3°. f ( x 0) hisoblanadi;
4°. /'(*„) hisoblanadi;
5°. x0, f(x ,; ), f ix , ,)  qiymatlar / (х )« / (х 0) + /'(.т0)Дх formulaga 

qo‘yiladi.

3-misol. 2,0083 ning taqribiy qiymatini toping .
Yechish.
1.° Л = 2,0083, /(x) = x3 deymiz, uholda f (x )  = A va x = 2,008;

erkli о ‘zgaruvchi dijferensialining ко ‘paytmasiga teng,

278



3". Д х „ )  = 23 = 8 ;

4°. f '(x )  =3x\ f ' ( x r>) = 12;

5". f ix )  *  /(*„) + f '(x 0 )\x = 8 + 12- 0,08 = 8,096.

5.1.5. Mashqlar

1. Hosila ta’rifidan foydalanib, funksiyalaming hosiiasini toping:

1)/(х) = л/з7-1;

3 ) / (* )  = rtg2x; 4)/(л') = chlx.

2. / ’(x 0)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:

1) f i x )  = e~'r‘ , xc = 0; 2) / 0 )  = ta(l -  4x), = 0;

3) / ( * )  = /^ 2x  -  j  j, xa =n\ 4) f ix )  = , x0 = 1.

3. Berilgan funksiyalaming £ { x 0) va f l { x 0) hosilalarini toping:

1 )/(■*) =l3 * - 2 1, x „ = | ; 2)f{x)= \ x-2\  + \x + 2\, x0 =2:

f x agar x < 2  bo'Isa, п? Г
3 ) у = | 2 , _ 4 ) f { x ) - y i e  - 1, jc0 - 0 .

jc + 3jc agar x > 2 bo Isa, x0 = 2,

4. Moddiy nuqta Ox o ‘qi bo‘ylab x =—- 2 il +3t qonun bilan

harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda moddiy nuqtaning harakat yo‘nalishi 
o‘zgaradi?

5. Moddiy nuqta s = s{t) qonun bilan to ‘g‘ri chiziqli harakat qilmoqda.
Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi a im / с 1) ga teng bo'ladi?

l ) i ( 0  = 2r3 - V + 3 ;  + l(m), a  = 19; 2) sit) = / 3 t2 -М  + Цт), a = 9.
2 2

6. 0 ‘tkazgich orqali o ‘tuvchi tok miqdori / = 0 vaqtdan boshlab q - 3/ 2 -1  
qonun bilan aniqlanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniqlang.

2\ х0 = 2 deb olamiz;
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5.2. D IFFEREN SIA LLA SH  
QOIDALARI VA FO RM U LA LA RI

5.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani 
differensiallash

Funksiyaning hosilasi ta’rifidan foydalanib, ikki funksiya 
yigindisi, ayirraasi, ko‘paytmasi va boiinrnasini differensiallash 
qoidalarini keltirib chiqaramiz.

l-teorema. Agar и = u(x) va у = v(x) funksiyalar x nuqtada 
differensiallanuvchi bo isa, u holda bu funksivalarning yigindisi, 
ayirmasi, ko‘paytmasi va boiinm asi (boiinm asi v(x) ф о shart 
bajarilganda) ham x nuqtada differensiallanuvchi va quyidagi 
formulalar o ‘rinli boiadi:

1. (w ±  v)' =  u' + v' ; 2. (m • v)' = u’v + v'u; 3. ( —1 = (v =£ 0 ).
\ v )  v ‘

Isboti. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi teoremalardan 
foydalanib topamiz:

(it ±  v)' = lim + Ax) ±  V<X +  ~ 1  =

=  H m f u(x  +  ~  +  у (х  +  А т ) - у ( х ) ~\ _

AM\  Ax Ax J
m (x + A x)- h ( x )  , v(x + A x ) -v (x )  Am , Av , ,

= lim—--------- -— + lim —--------- ------ = lim—  ±  lim—  -u z v .
дм-о Ax Ax ЛмС Ax '*->0 Ax

2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadan 
foydalanamiz: x nuqtada differensiallanuvchi и = u(x) va v = v(x) 
funksiyalar shu nuqtada uzluksiz boiadi. Shu sababli Ax-»Ci da 
Am —> 0 va A v - » 0 .

(U ■ vV = lim Uix +  ̂  ’ V(X +  ̂  ~ U(X)' V{'X) =Л*-*0 Д*.

-  lim ’ (v'x) + ~ и х̂Л/' v :̂r) _
Дд.
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и(х) ■ v(x) + ы(х) ■ Av + v(x) - Ли + Дм • Av -  и{х) ■ v(x) _

Ах

= limfv(x) ■ —  + и(х) ■ —  + Av • — 1 = v(x) • lim—  + м(х) ■ 
Ах Ах Ах) д‘̂ 0 Ах

+ lim Av • lim — - = и’ -v + u- v' + Q - и' = u'v + v'u.
Л г-> 0  Л х-»0 Д  у

и(х + Ах) и(х) и(х) + Аи и(х)

3 Г - 1  -= lim V(X + ^  ^ iim Ч х} +  Av v^  -

Av lim—  +
Лг-*° Ах

v у Ах at̂ Ci Ах

^  и(х) • у(х) + v(x) ■ А и — и(х) ■ v(x) -  и(х) ■ Av _ ^  v ■ Ам -  и ■ Av
л'->0 Ах • (v(x) + Av) ■ v(x) Ax ■ (v2 + v ■ Av)

A и Av A и .. Avv ------- и -----v ■ hm--------- и ■ lim —  , ,
___ цт  Ax Ax _ Ax Ax _ u v vu

-**' v1 + v ■ Av v2 + v • lim Av v2
A v-*0

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

у = f (x )  funksiya teskari funksiya mavjudligi haqidagi teoremaning 
shartlarini qanoatlantirsin va x = <p(y) teskari funksiyaga ega bo‘lsin.

2-teorema. Agar y = f i x ) funksiya x nuqtada / '(x )*0  
hosilaga ega boMsa, u bolda x = (piy) funksiya mos v = f ix )  nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘ladi va

1 , ■ , 1(piy) = -------, ya m x ~ —- .
' f i x )  '  У,

Ishoti. x ~ (piy) funksiyaning argumenti у ga Ay^O orttirma 
beramiz. U holda y = f ix )  funksiyaning qat’iy monotonlidan x = <piy)

Д  у  |
funksiya Ax^O orttirma oladi. Shu sababli — ---- -  kabi vozish

J Aj Ay
Ax

mumkin.
x = (piy) teskari funksiya у nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun 

Ay^Q da Ax > 0 bo‘ladi: Ax-»0da oxirgi tenglikning o‘ng tomoni

—-— (/ '(* )*  0) ga, chap tomoni <p’(y) hosilaga teng bo4 ladi.
/'(*)
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<р'(у) = 1

Demak,

f i x )

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya 
hosilasining teskari qiymatiga teng.

5.2.3. Murakkab funksiyani differensiallash

y = f (u )  va и = ф(х) boisin . U holda y = fiq>(x)) funksiya erkli 
argumenti x dan va oraliq argumenti и dan iborat murakkab funksiya 
bo‘ladi.

3-teorema. Agar u = <p(x) funksiya x nuqtada <p'(x) hosilaga va 
y = f (u )  funksiya mos u-<p(x) nuqtada f '{u )  hosilaga ega boisa, u 
holda f{(p(x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi 
boiadi va

У\х) = f'(u)(p'ix).

Isboti. y = f (u ) funksiya и nuqtada differensiallanuvchi boigani 
uchun Ay = f'(u)Au + a(Au)Au boiadi.

Bundan
Ay . A и . .  4 Am
~ r = f  iu) - r + « ( Ам) “Г~ ■Ax Ax Ax

u = (p(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u = <p(x) 
funksiya x nuqtada uzluksiz va Ax -> 0 da Am 0.

U holda

lim— = /'(w)lim—  + lim a  (Am) ■ lim — .
Д*->0 Д^- ЛмО Дд- Д*->0 Л«-*> Дд-

Bundan
y'ix) = Г  (и) ■ (р\х) + 0 ■ <р\х)

yoki
y'(x) = f'(u)-<p’(x).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan 
funksiyaning oraliq argument bo ‘yicha hosilasi bilan oraliq 
argumentning erkli argument bo ‘yicha hosilasining ко ‘paytmasiga 
teng.

Bu qoida oraliq argumentlar bir nechta boiganda ham o‘z kuchida 
qoladi. Masalan, у  = f(u ), и = g(v), v = h(x) boisa, y[ =y[ ■ u[ • v' boiadi.

282



y = f (u ) va u = (p(x) differensiallanuvchi va y = f{q>(x)) murakkab 
funksiyani hosil qiluvchi funksiyalar bo‘lsin.

Murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra, у'г = y'u\ 
bo‘ladi.

Bu tenglikning har ikkala tomonini dx ga ko‘paytiramiz:

dy = y[dx va d)’ = y[du formulalarni solishtirish ko‘rsatadiki, 
y = f ( x ) funksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror 
argumentning fiinksiyasi bo‘lishidan qat’iy nazar bir xil formula bilan 
topiladi.

Differensialning bu xossasiga dijferensialning invariantlik xossasi 
deyiladi.

dy = y'xdx formula tashqi ko'rinishidan dy = y[du formulaga o ‘xshasa- 
da, aslini olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli 
o ‘zgaruvchi va shu sababli dx = Ax, ikkinchi formulada esa и 
funksiya x ning funksiyasi va shuning uchun du^Au.

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent 
cheksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalami 
differensiallash formulalaridan hamda yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va 
bo‘linmani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1. О ‘zgarmas funksiya: y = C (C  e R ).
0 ‘zgarmas funksiya x e R  da o ‘zining qiymatini saqlagani 

uchun ixtiyoriy nuqtada uning orttirmasi nolga teng boiadi.
Shu sababli

y[dx = y[u[dx.

Endi y'xdx = dy va u[dx = du ekanini hisobga olsak,

dy = y[du.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

(C )'=  l i m ^  = lira — = 0.
Av чА Jk _ _ А». v Г\ AЛмО Дд. Лг-Ю Дд-

2, Darajali funksiya: у  = , bunda a  e  R, a  *  0 . 
Bu funksiya uchun x > Oda
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Bundan

Г \ + ~ -  1 - 1И ТAV ,—  = x -----------------  .
Ax Ax

Endi Ax-»0 da l l  + — ) -1 ~ a —  ekaniiginihisobgaolsak, 
x )  x

J ^ S t .. . A у a.. I x  )  a aAx „ a  
hm — = x lim ---------- ------- = x hm--------- = x  lim — - a x
лмО л*-*» Д х  A x  • X  Лг- ’ ° X

boiadi.

Demak,

(xay = axa-\

Xususan, f — I = — (л/х)  = — ^=.
Vxy x" 2vx

3. Ко ‘rsatkichli funksiya: y = ax, bunda a s R , a > 0, а-Ф 1.
Bu funksiyaning orttirmasi Ay = ax+A* -  a1 = ax(a'w - 1) boigani uchun

—  = ax -~----- - boiadi. Bundan Дх-»0 da a ” ~ ] ~ Ax\n a ekanini
Дх Дх

hisobga olsak,

.. Ay .. a1" - I  x.. Axina ri 
lim—  = п т я * -----------= a lim---------- = a  lna
**-*> Ax Лг~>0 Дх 4м0 Ax

boiadi.

Demak,

(a*)' = a ' lna.

Xususan, (e*)' = e\

4. Logarifm ikfunksiya: y = logax , bunda a e R , a > 0, a *  1.

j  = logox funksiya x - a  funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi 
banddagi formulaga ko‘ra, x(y ) = ay In a .
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U holda
1 I 1

/ ( * )  = x'(y) a y\na xln a  
Demak,

(log, x)' = —j— .
xln a

v 1

5. Trigonom etrikfunksiyalar.

1) 7  = sinx funksiyaning orttirmasi
Д у  f  Д у

Ay = $in(x + Ax) -  sinx = 2 s in — cosl x + —

Xususan, (tax)'

va
.  . Ax ( Ax 
2 s in — cos x  н------

Ду =___ 2__ V__ 12
Ax Ax

Bu tenglikdan Ax -> 0 da sin~~ ni hisobga olib, topamiz:

Ax (  Ax̂ j
2 — cos xh------  . .

r- 4>' r  2  V 2 J ,, (  АхЛ , n.
lim —  = lim ------------------------- - =  lim cos x  + —  = cos(x  +  0) = cos x.
<w0Ax л*->0 Ax ■‘“->0 v. 2 J

Demak,
(sinx)' = cosx.

2 )  у =  co sx  funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi 
formulasidan foydalanib topamiz:

(cosx)' = ^ s i n ^ - x j j  = c o s ^  - x j  • - x j  = c o s ( -^ -x j  ■ (-!) = -sinx. 

Demak,
(c o s x )'= -s in x .

3) y = tgx funksiyaning hosilasini bo‘linmaning hosilasi 
formulasidan foydalanib topamiz:

(tgx)' -  (  8'п х 1 _  ( s i n x ) 'c o s x - ( c o s x ) 's i n x  _  cos2 x -r s in 2 x  _  1
VCOS x j COS X COS X cos x
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Demak,

1
(tgx)' = -

COS X

4) у = ctgx funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyaning 

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

v c o s ---- x !
U

Demak,

(ctgx)' = — 7 1— -.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar.

l )y  = arcsinx funksiya x = sin у funksiyaga teskari.

Bunda x'(y) = cosy = ^/l-sin2у = v l - x 2"VJ

U holda
1 1 ̂W = = -tt-  = -]=

x'(y) V 1 - x 2 

Demak,
I

(arcsinx)' =
4 \ - x 2"

7t
2) у = arccosx funksiyaning hosilasmi arcsinx + arccosx = ■-

formuladan foydalanib topamiz:

(arccosx)' = ( —-arcsinjc = -(arcsinx)'= — J ___2

Demak,

(arccosx)' = — 1
^ 7 '

3 ) y = arctgx funksiyaning hosilasini teskari funksiyaning
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v 1 2 1 1
(iarctgx) =  -------- = COS у = ;

hosilasi formulasidan foydalanib topamiz:

( t g y ) '  l  +  t g * y  l  +  X 1

Demak,

(arctgx)'=  1
l + x2

71
4) arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx + arcctgx = — bog‘lanishga

ega.

Bundan
/

(.arcctgx)' = ( — -  arcctgxl = -{arctgx)' = ------.
\2 J l + x

Demak,

(arcctgx)' =
l + x

1-misol. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.

Yechish. Differensiallash qoidalari va y = ex funksiyaning

hosilasidan foydalanib topamiz: 
t

(,yfo)' = f - — ) = e = chx, ya’ni (shx)' = chx; 

t

(chx)' = f  j  = ~—~ ~  = shx, ya’ni (chx)' = shx;

f  shx] (shx)'chx-shx-(chx)' ch2x -sh 2x  1 , • . . Nr 1 (thx) = —  -̂----- ------b = ------ ----- = —r ,  ya ni (thx) =
cfoty chx ctfx eft x ch2x 

f

/ .7 Гс/иЛ s/z2.t -  ch2x 1 , . . , .,  1(crfix) = —  = ------- ;------= ----- —, ya ni (ctlrx) = ----- —.
\shxJ sfrx sh x sh x

5.2.5. Differensiallash qoidalari va hosilalar jadvali

Kehirib chiqarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar 
funksiyalaming hosilalari formulalarini jadval ko‘rinishida yozamiz.
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Amalda ko‘pincha murakkab funksiyalaming hosilalarini topishga 
to‘g‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda « * »  
argument « и » oraliq argumentga almashtiriladi.

1. (u ± v)' = и ± v', и -- u(x), v = v(jc) -  differensiallanuvchi 
funksiyalar;

2. (u • v)' = uv + uv', xususan {Си)' = Си', С - o‘zgarmas son;

'cY _ c v
v2 ;VV

14. y[ =— , agar y = f (x )  va x = q>(y); 
x

1. (C)' = 0;

2. (ы“)' = сш“~‘ - и', xususan f —1 = —\-u', (л/и)' = —
\u j  и 2ми

3. (a“)'=  a“\na-u’, xususan (e“)' = e"-u ;
1 14. (iogau)' = ------- u ,  xususan (Inu)’ = - - u ;

и In a и

5. (sinw)' = cos«-w '; 6 . (cosM)' = -s in «  «';

7. (tgu)'- — 8 . (ctgu)’ -------7 —-m';
cos' и sin и

9. (arcsin u )1 = -i= L = =  ■ и'; 10 . (arccosM)’ =-. —, . — • м  . 1 \ j , 1 a t  w v u j 4 } — ,--------
V I- u 1 V b 7

11. (arctgu)'= — ■ и \ 12. (arcctgu)' = ------
1 + w J +11

13. (shu)' = chu ■ и 14. (chu)'=shu-и’;

- ■ и ;

15. (thu)'= — 16.  (cthu)' -
/>и »<ch‘u ’ л/ггм

и .
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Keltirilgan diferensiailash qoidalari va asosiy elementar 
funksiyalaming hosiialar jadvali bir o ‘zgamvchi funksiyasi differensial 
hisobining asosini tashkil qiladi. Ulami bilgan holda har qanday 
elementar funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana 
elementar funksiya hosil bo‘ladi.

4-misol. /(x) = 5“ + arcsinx + xlnx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2. qoidalari va 

3 ,4,9-formulalaridan foydalanildi.
t t 

5X + arcsin x + xln x)' = (5‘ ) + (arcsin x)' + (xln x) =5* 105 +

1 ' 1 1+ —= =  + x'lnx + x(lnx) = 5* ln5 + ..у + Inx + X • — =
■ J l - x 1 л/Г-х2 X

— = 5xln5 + —j= L =  + lnjr + l.
X л/Г-х2

5.2.6. Logarifmik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun aw al berilgan 
funksiyani logarifmlash, so‘ngra differensiallash maqsadga muvofiq 
bo‘ladi. Bu jarayonga logarifmik differensiallash deyiladi.

(x- + j ) . s/(r -  2)4 • 2X
3- misol. у = ------- — i-------------- funksiyaning hosilasini toping.

(x -4 )

Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orqali 
topish mumkin. Ammo bu jaroyon katta hajmga ega. Shu sababli 
logarifmik differensiallashni qo‘llaymiz. Buning uchun funksiyani 
logarifmlaymiz:

4
injy = ln(x3 +1) + —ln(x -  2) + xln 2 -  31n(x -  4).

Bu tenglikning har ikki qismini x bo‘yicha differensiallaymiz:

1 - 1 о 2 4 1 , „ „ 1• у -  —— - • 3x + — --------- h In 2 — 3 • -
у v’ +! 5 x -  2 x - 4

Endi bu tenglikdan у  ni topamiz:



yoki

(x3 + l ) - ^ - 2 ) 4 -2'  

(x - 4 f

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari faqat logarifmik 
differensiallash orqali topiladi. Bunday funksiyalaming qatoriga 
darajali-ko ‘rsatkichli funksiya deb ataluvchi у = uv funksiya kiradi, bu 
yerda u = u(x), v = v(x) -  x ning differensiallanuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash 
yordamida topamiz:

(2.1) formulani eslab qolish qoidasini ifodalaymiz: darajali- 
ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi u = const shartidagi ko'rsatkichli 
funksiya hosilasi bilan v = const shartidagi darajali funksiya 
hosilasining yig‘indisiga teng.

4-misol. y = x ““,x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rmishda berilgan 
funksiyalarni differensiyallash

t o ‘zgaruvchining x = <p{t) va y = y/(t) funksiyalari biror T = (a;fS) 
intervalda aniqiangan bo‘lib, bu intervalda q>\t), y/'{t) hosilalar va 
jc = (p(t) funksiyaga teskari t = ф(х) funksiya mavjud bo‘lsin. Agar 
x = qj(t) funksiya qat’iy monoton bo‘Isa, t = </>(x) teskari funksiya bir 
qiymatli, uzluksiz va qat’iy monoton bo‘ladi. Shu sababli у = ц/(ф(х)) 
murakkab funksiya mavjud bo‘ladi. Bunda у = f (x )  funksiya ж = <p(t) va

lny = v-lnu, —v' = v 'ln  u + v —  u', y' = y\v'lnu-\-----
У ' и V и )

Bundan
(t i)' = и Inu-v' + v-u' V . (2.1)

у  = ■ )nx ■ (-sin 3jc) • 3 + cos3x • х“'и ' • 1
yoki

у  1 . Cos3x-3x“s“ -hix-sm3x.
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у = i//(г) tenglamaiar bilan parametrik ко ’rinishda (t parametrli) 
berilgan deyiladi.

y = f (x )  funksiya

[x  = <p(t), 
j y = 4/(t), t e T

parametrik tengiamalar bilan berilgan boisin . U holda t = ф(х) teskari

у = ц/(ф(х)) murakkab funksiya hosilasi у1 = у/'(ф(х))ф'(х) bo‘ladi.

Agar funksiya у ga nisbatan yechilmagan, ya’ni x va у 
o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish F(x,y) = 0 ko‘rinishda berilgan 
boisa, funksiya oshkormas ко ‘rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har qanday y = f (x )  funksiyani oshkormas 
ko‘rinishda f ( x ) - y  = 0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma 
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(x, у) = 0 tenglamani у ga nisbatan yechish 
hamma vaqt ham oson emas, ayrim holiarda esa umuman mumkin 
emas.

Funksiya oshkormas ко‘rinishda berilgan bo‘lsa, F(x,y) funksiya 
x  ning murakkab funksiyasi, ya’ni bunda y = y(x) deb qaraladi 
va F(x,y) = 0 tenglikning chap va o ‘ng tomoni x bo‘yicha 
differensialanadi, so‘ngra hosil boigan tenglamadan y' topiladi.

funksiya mavjud va uning hosilasi ф'(х) boiadi. Shuningdek,

Bundan

yoki

(2 .2)

|X = 3cos^, 

= 4sin i
boisa, y'x ni toping.

Yechish. у
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Yechish. Tenglikning har ikkala tomonini x bo‘yicha 
differensiallaymiz:

6- misol. y-axgtgy-x*  = 0 b o isa , y' ni toping.

f (x )  funksiya biror (a;b) intervalda aniqiangan boiib , shu 
intervalda differensiyallanuvchi boisin. U holda f '(x )  hosila x e (a ;b )  
ning funksiyasi boiadi. Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning 
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini qarash mumkin.

/'(*) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. /(x) funksiyaning f '(x )  
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi 
tartibli hosila mavjud boisa, bu hosiladan olingan hosila uchinchi 
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan 
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yuqori tartibli hosilalar y‘,y" ,y w ,y ("\...

Bundan

yoki

5.2.8. Yuqori tartibli hosilalar va differensiallar

Yuqori tartibli hosilalar

(yoki /"(х),/"(х),/я (x)„..,/w(*),... yoki kabi

belgilanadi.

7 - misol. у  = x3 Inx boisa, v'‘s(3) ni toping.

Yechish. у = (x3)'lnx + x3(lnx)' = 3x2 Inx + x’ — = x2(3inx +1);
x

y" = (x2(3!nx + 1))' = (x2) (31nx + 1) + x2(31nx -И)г =
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-  2x (3 ln x  +1) + x 2 ■ — = x(63nx + 5); 
x

y m -  (x (6 1 n x  +  5 ))' = x '( 6 )n x  + 5) +  jc(61n jc +  5V = 61nx +  5 +  x  ■ — = 61nx 4  11;
X

y m =(61nJC +11)' = —.
X

Bundan

У'4’ (3) = ~ = 2.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha 
oidingi tartibli hosilalarini topish kerak bo‘ladi. Biroq, ayrim 
funksiyalaming и-tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi 
formulalar mavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday 
formulalar qatoriga kiradi:

5

1. (a*)1"1 ~ a xin"a (a>0), (exf ” = ex; 2. (sinx)1"’ =sin x + mi 
2 

n n \3. (x“)t"’ = a (a -I ) .. .(a  — n + l)xa ”,a  sR ; 4. (cosx)1'0 = cos^x ,  ̂ j,

5. (Inx) ( - ! ) " ( « - 1)!. 6. (m±v)w =u(n) ±vw;

7. (См)("; = Си'"': 8. («-v)w = 1 : 0

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.

3. (x 1)^  = a (a - \ ) .. .(a - n  + l)x“~",aeR  ning isboti.

y = xa, y' — ax“~l, y” = a (a  -X)xa~2, 

y ” = a ( a - l ) ( a - 2 ) x “~3, У"-1 = a ( a -I)...(a  - n + \)x“~".

Shunday qilib,

(х1)1'0 = a (a  — ])...(a —n + 1 )x“~",a e R .

4. (cosx)(n) = cos! x j ning isboti.
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y~cosx, у  = -sm.x = cos

v =smx

I x + — I, vff = -cos x -  cos x + 2 • — L
V 2 )  {  2 )

f

= cos|̂ x -f 3 • , y 1"'’ = cosj x̂ + (« — 1) ■ ^  = cosĵ x + n •

Demak,

(cosx)<“) =  COS^X +

5. (lnx)w = ' -----—— ning isboti. 
x”

у = Inx, v' = -  = x '1, /  = -1  - x -2, y m = (-!)(—2)x~’ = ( - 1 ) 2 • 1 ■ 2 ■ x"’ , . . . ,
X

= (-1)"-1.1 ■ 2 ■ 3 •... • (n -  l)x - =

Shunday qilib,

(lnx)w =

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi

M moddiy nuqta л = ,v(/) qonun bilan to‘g‘ri chiziqli harakat qilsin.
U holda s'Jj) moddiy nuqtaning t vaqtdagi tezligini ifodalaydi:

s'Al) = v(l).

Nuqtaning i vaqtdagi tezligi v(t), t + At vaqtdagi tezligi v(0 + Av 
boisin , ya’ni At vaqt oralig‘ida nuqtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.

—  nisbat to ‘g  ‘ri chiziqli harakatda nuqtaning At vaqt oralig ‘idagi 
At

o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning At 0 dagi limiti M  
nuqtaning berilgan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a(t) bilan

belgilanadi: \m\~ = a{t), ya’ni v'(t) = a(t).

Shu sababli
a(t) =

Demak, moddiy nuqta harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan 
ikkinchi tartibli hosila to‘g‘ri chiziqli harakatda nuqtaning t vaqtdagi
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tezlanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik 
m a ’nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ко ‘rinishda berilgan 
funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari

у — f  (x) funksiya

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash 
qoidaiariga ko‘ra,

|x = (K0,
^y = y/(t), I e  Г

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. 
U holda

(2.3)

Shu kabi

» _ ( y l Y , l;h,.0 0 ,'
У x'

va boshqa hosilalar topiladi.

f x  = a (t  -srnf), 
S- misol. {

I у  = a (l -  co st)
bo‘Isa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

Yechish. (2.2) formula bilan toparniz:

, (a(! -  cosf))' _ asm? _ siiU t
(a(f-sin/))' a (l-cosf) 1-cos»' 

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



y\ hosilani (2.3) formula ustida aknashtirishlar bajarib, quyidagicha 
yozish mumkin

у-г = Ы и & . .  (2.4)
(*,)

y = /(x) funksiya F (x ,y )  = 0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda 
berilgan bo‘lsin.

Bu tenglama x bo‘yicha differensiallansa va y' ga nisbatan 
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgaii birinchi tartibli hosila 
x bo‘yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chiqadi. Bu 
hosilada x, у, у lar qatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan /  
ni qo‘yib, y" ni x va у orqali ifodasi aniqlanadi.

9-misol. b2x2 + а2у г = a 2b2 bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash 

qoidasidan foydalanib topamiz:

(b2x2 + a2y 2)'=  (a2b2)', b2 ■ 2x + a 2 -2yy' = 0 .

Bundan
b2 x

у  = -------

a у
U holda

b2 x
{  V r 2 t I 2.2 t ,2  - Х - — - - УI x _ b xy  -  y x  _  b xy -  у _ b  a y

Ua a y  a у a

b1 x2b2+a2y2 b2a2b2 b‘
~  2 2 3 _  <t 3 2 3 ‘a a y  a y  a y

Yuqori tartibli differensiallar

Biror (a:b) intervalda differensiyallanuvchi y = f (x )  funksiyaning 
dy = y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli dijferensial deyiladi.

U holda
d(dy) -  d(f'(.x)dx) = (f'(x)dx) ax = f ( x ) d x  ■ dx 

differensiaiga ikkinchi tartibli dijferensial deyiladi va

d 2y = f"(x)dx2 (2.5)

kabi yoziladi, bu yerda dx2 bilan (dx)2 belgilanadi.
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Ikkinchi tartibli differensialdan olingan differensial uchinchi 
tartibli differensial deyiladi va hokazo. n-tartibli differensial 
deb (n -1 ) -tartibli
differensialdan olingan differensialga avtiladi va d"y = f w(x)dx* kabi 
yoziladi,

Bundan y w{x) = —-~, ya’ni y = f (x )  funksiyaning и-tartibli
dx"

hosilasi funksiya и-tartibli differensialning argument differensialining 
w-darajasiga nisbatiga teng boiish i kelib chiqadi.

1 0 - misol y = x4+ 3 x - l  bo isa , d'y  ni toping.
Yechish. у  ■- 4x3 + 3, y" = 12x2, yn = 24x.

Bundan
d*y = y m(x)dx3 = 24xdx\

Yuqorida keltirilgan formulalar x erkii o‘zgaruvchi boiganda 
o‘rinli boiadi. Agar у = /(x) funksiyada x boshqa bir erkli
о ‘zgaruvchining funksiyasi bo ‘Isa, yuqori tartibli differesiallar 
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz. 
Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d 2y = d(f'(x)dx) = d (f(x ))d x  + f'(x)d(dx) = f(x )d x -d x  + f '(x )d 2x,

ya’ni
d 1 у = f ( x ) d x 2 + f '(x )d 1x. (2.6)

(2.5) va (2.6) fonnulalami solishtiramiz: murakkab funksiya uchun 
ikkinchi tartibli differensial o ‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi qo‘shiluvchi 
f '(x )d 1x hosil boiadi.

Agar bunda x erkli o ‘zgaruvchi boisa, u holda

d 2x = d(dx) = d( 1 • dx) = dx- dl = dx-0 = 0

va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o ‘tadi.
11- misol. у —- x2 va x = sku boisa , d 2y ni toping.

Yechish. y' = 2x, y ’ = 2, dx = costdt, d 2x = -sintdt2
(2 .6) foj-mulaga formula bilan topamiz:

d 2y = 2dx2 -  2xsintdt2 = 2(costdt)2 -  2sint ■ sin tdt1 =
= 2cos2 tdt1 -  2 sin2 tdt2 = 2 cos2 tdt2.
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Bundan

_y = sin2f, У  = 2sin?cosf = sin2£, y’ = 2cos2f.

U holda

d 2y = y’dt2 =2cos2 tdt1.

Boshqa yechim: у  = x 2 va x  = sinr.

5.2.9. Mashqlar

1. Differensiallash qoidalari va formula) aridan foydalanib, berilgan 
funksiyalaming hosilasini toping:

1) V = 3x4 — x 3 +ln2; 
’ ■ 3

3) у -- —= + 3x2 l[x -

5 )y  = 

7)y -

\'X

xex -e~  

xtax

*17 ’

ln x - 1

1 +  COSX
9 )>■ =

l - c o s *

11 )y=tgx-ctgx\

12)у -  x ^ -sh x  
xshx-chx ’

15)j< = logI e;

1 7 )у  = л/4-Зх2;

19) у = cos ’ x -  sin4 x;

21 )y = VT j r  +xarcsrax;

25)^ =

2 1 - 3 * '  

tgT>x + \a cos2 3x

2)>> = — x6 + 3x4 -2 x ; 
6

1 _. 
x 3x5 ’

г^+з*.
~ I х - 3 *  ’

Inx + e* 
ln x - e 1 ’

_ i+fgt. 
1-fgx’

x s in x -co sx

4) _)•’ — Vx — -r —-

6)^

8),=

10) у

12  ).v =
x cosx + sinx 

14) у  = thx + cthx,

16)>> = 4sm2x -3 1 g x + 4 co s2 x;

18) у = arcsin л/х;

6 JC + 3 

2 2 )>- = ln(e2r + l)-2arctgex;

24) у = logx, X х ;

2 6 )y  = e"’*(sm3x + cos3x);
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J_ у

1) x = ------; 2) x = e~y\ 3) x = 2siny; 4) x = 3ctgy.

2. Berilgan x = <p(y) funksiyalar uchun /  hosilani toping:

1 + y

3. Quyidagi sonlarni differensial yordamida taqriban hisoblang:

4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatini 
differensial yordamida hisoblang:

5. Berilgan funksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:

6. Berilgan hosilalar uchun y" ni toping:

1) у  = (jt‘ - 1) J ; 2 ) y ~ e 2xcosx; 3) у  = (1 + x1)arctgx; 4 )y  = x 2Q nx-l).

7. Berilgan funksiyalar uchun y w (0)ni toping:

l)_y = sm5:>ccos2i-; 2 ) y  = xcosx; 3) y = x2smx; 4) y  = x2er.

8. Oshkormas funksiyalarning hosilasini toping:

1 ) ^ 3 *  2 ) Ig 10,21; 3 ) ctg 45°10'; 4 ) 3,0133.

V)y = x(lnx~l); 3) у = cos2 2x;
x

4)у = asmr x. 5) у  =3“ 6)  у = ln5 cos jr.



10. Berilgan egri chiziqqa Ma (x0,y0) nuqtada o ‘l:kazilgan urinma va normal 
tenglamalarini tuzing:

2) у  = sin x, Ma (/r,0);

3) y = x> + X1- 1 egri chiziqqa y = x2 parabola bilan kesishish nuqtasida;

1 + г
4) — + У̂  = 1 м Р -Л  

9 25 15 5) ^ з ’ 1 ^о(2,2>; 6)\X = Smt2 М 
v = — - L  [y = cos2t, (2  2 ;
У t2 t '

5.3. D IFFER EN SIA L HISOBNING  
ASOSIY TEO R EM A LA R I

5.3.1. Ferm a teoremasi

Differensiallanuvchi funksiyalaming nazariy va amaliy ahamiyatga 
ega boigan teoremalari bilan tanishamiz.

1-teorema (Ferm a teoremasi). f (x )  funksiya (a;b) intervalda 
aniqiangan bo‘lib, bu intervalning biror с nuqtasida o‘zinmg eng katta 
(eng kichik) qiymatiga erisbsin. Agar funksiya с nuqtada chekli 
hosilaga ega bo‘lsa, u holda

f\ c )  = 0

bo'ladi.
Isboti. Aytaylik, у = f (x )  funksiya c e (a ;b )  nuqtada o ‘zining eng 

katta qiymatiga ega bo‘lsin. U holda Vxe(a;6) uchun f ( x ) < f ( c ) ,  ya’ni 
f ( x ) - f ( c ) <  0 bo‘ladi.

y = f (x )  funksiya с nuqtada 
hosilaga ega. Shu sababli bu nuqtada 
funksiyaning o ‘ng va chap hosiialari f ( C) 
mavjud va

x - c

/ » = , ь , Л й ^ г 0 ( х < с , >
x̂ c-0 X ~ C

f ; ( c ) = / » = / ■ \c)
о

M

bo‘ladi.
5-shakl.
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Bu munosabatlardan f '(c )  = 0 boiishi kelib chiqadi.
Funksiya с nuqtada eng kichik qiymatga ega boigan hoi uchun 

teorema shu kabi isbotlanadi.
Ferma teoremasining geometrik taiqini quyidagicha boiadi: 

у — f  (x) funksiya с nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va 
f ’(c) hosila mavjud b o isa  , f (x )  funksiya grafigiga M(c;/(c)) nuqtada 
o‘t.kazilgan urinma Ox o‘qqa parallel boiadi (5-shakl).

[a-,b] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o‘rinli 
bo lmaydi, Masalan, /(x) = x funksiya [0;1] kesmada o‘zining eng 
katta (x  = 1 da) va eng kichik (x  = 0 da) qiymatiga erishadi. Bu 
nuqtalarda hosila f '(x )  = 1 *0 .

5.3.2. Roll teoremasi

2-teorem a (Roll teoremasi). f (x )  funksiya \аф\ kesmada 
aniqlangan, uzluksiz va f (a )  = f (b )  boisin. Agar funksiya (cr,h) 
intervalda differensiallanuvchi boisa, u holda shunday ce (a ;b )  nuqta 
topiladiki,

/'(<0 = 0

boiadi.
Isboti. Shartga ko‘ra, f (x )  funksiya [a\b~] kesmada aniqlangan va 

uzluksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiya shu 
kesmada o'zinmg eng katta qiymati M ga va eng kichik qiymati m ga 
ega boiadi. Bunda M = m boisa, f (x )  funksiya [cr,b] kesmada 
o‘zgarmas va shu sababli Vxe(a;6) uchun / '(* ) -  0 boiadi.

V, У

f i e )
с m

A c)

У

il

J  \м /  i — \

........

/ f y  i

!
j 1 ! i i 

' 1 1 -T

о a с h x ' '  о a с b x

6-shakl. 7-shakl.
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Agar М фгп bo isa, f (x )  fiinksiya M va m qiymatlardan 
biriga biror c e (a ;b )  nuqtada ega boiadi. Bunda Ferma teoremasiga 
asosan, /'(c) = 0 boiadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik taiqinga ega: [a; b] kesmada 
uzluksiz, (a; b) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki 
nuqtalarida teng qiymatlar qabul qiluvchi funksiya grafigida shunday 
(c;/(c)) nuqta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga oikazilgan 
urinma Ox o‘qiga parallel boiadi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o ‘rin1i boiishini tekshiring: 
l)/(x) = x2 -Злг-4 funksiya uchun [0;3] kesmada; 2 ) f (x) = Ух2 -1  
funksiya uchun f-l;l] kesmada.

YechishA) f ( x )  = x 2- 3 x - 4  funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil qiymatga ega:

/(0) = / (3) = -4 . Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o ‘rinli 
boiadi. x ning /'(x) = 0 boigan qiymatini topamiz: / '(*) = 4 jc-3  = 0.

2) f (x )  = \fxY - 1 funksiya [—1;1] kesmada uzluksiz, /(—!) = /(1) = 0,

3-teorema (Lagranj teoremasi). /(*) funksiya [a; b] kesmada 
aniqlangan va uzluksiz boisin. Agar funksiya (a;b) intervalda 
chekli hosilaga ega boisa, u holda shunday с e (a\b) nuqta topiladiki,

Bundan x = —.
4

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o ‘rinli boimaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

b - a
(3 .1)

boiadi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

F (x) = f ( x ) - f ( a ) ~
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funksiyadan foydalanamiz. Shartga ko‘ra, f (x )  funksiya \a;b] kesmada 
aniqiangan, uzluksiz va (a;b) intervalda hosilaga ega bo‘lgani uchun 
F(x) funksiya ham [a;b] kesmada aniqiangan, uzluksiz va (a;b) 
intervalda hosilaga ega bo‘ladi.
Bunda

F\x) = f\ x )-  J  f ia ). F(a) = F(b) = 0 . ( 3 .2 )
b - a

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi. U holda biror c e (a ;b ) nuqta uchun F'(c) = 0,

—~ ~  = 0 bo‘ladi.
b - a

Bundan

ш . т = т .
b — a

Teorem aning geometrik talqinini beramiz.

qiymat funksiya grafigining A (a;f(a)} va B(b\f(b))
b - a

nuqtalari orqali o ‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniqlaydi. 
Teoremaga k.o‘ra, shunday с e (a:b) topiladiki, C(c;/(c)) nuqtada funksiya 
grafigiga o‘tkazilgan urinma AB kesuvchiga parallel bo‘ladi (7-shakl).

(3.1) tenglikdan

f { b ) - f ( a )  =  f '(c ) {b - a )  (3 .3)

kelib chiqadi. Bu formulaga Lagranj form ulasi yoki chekli ayirmalar 
form ulasi deyiladi.

Agar a = x, b--=x + Ax desak, bu formulani

f { x  + Ax) -  f ix )  = f'{c)Ax  (3 .4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
с  e (a ;b )  bo‘lgani uchun с  = а + в ф - а ) ,  0 < в  < 1, deyish mumkin.

U holda (3.4) tenglik

f i x  4- Ax) -  f  ( x)  =  f ' ( x  + в  Ax) Ax

ko‘rinishm oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay^dy taqribiy tenglikning 

aniqligini baholash mumkin. Buning uchun f ix )  funksiya ikkinchi
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Ay -d y  = ( f (x  + Ax) -  f (x ))  -  f'(x)dx  = /'(c)Ax -  f'(x)A x  =

= (/ '(c)_ f'(x))Ax = f"(ct )(c — x)Ax, bu yerda c, s (c; x).

Demak, Ay -d y  = f 'ic  )(c -x)A x M = max\f”(x)\ bo‘lsin.! jx.x+Ax'!1 ' 1

| с -  x !< Ax va /"(c,)< Mtengsizliklami hisobga olib, topamiz:

\&y-d)\ <M \Axj2.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga teng 

boisa, funksiya shu intervalda o‘zgarmas boiadi.
2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega 

bo isa , funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchiga farq qiladi.
7t2-m isol. arcsinx + arccosx = —, x e [- l;l]  ekanini isbotlang.

Yechish. /(x) = arcsinx + arccosx deb olsak, (-1;1) oraliqda

/'(*) = --- 7 ^ = f  = 0.
\/1 -  x л/1-х

U holda 1-natijaga ko‘ra, / (x) = С , ya’ni arcsinx + arccosx = С . С 
ning qiymatini topish uchun x ga (—1;1) intervaldagi qiymatlardan

71
birini, masalan, x = 0 ni qo‘yamiz: arcsinO + arccosO = C yoki — = С . 

Bundan
narcsinx + arccosx = —.
2

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). f (x )  va g(x) funksiyalar [a,b]
kesmada aniqlangan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (a;b) 
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a;6) uchun g'(x)*Q 
boisa, u holda shunday c e  (a\b) nuqta topiladi va

m - m  _  /'(c)

tartibli uzluksiz f ( x )  hosilaga ega boisin deb, topamiz:

g (b )-g (d ) g'(c)
boiadi.
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Isboti. Teoremaning g'(x) ф 0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga 
ega bo‘lishi uchun g (b )  *  g (a )  bo‘lishi kerak. f ( x ) va g (x )  

funksiyalardan ushbu

F (x )  = f { x )  -  f ( a )  -  “  S ^ ) )
g ( b ) - g ( a )

funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [аф\ kesmada aniqiangan, uzluksiz va 
(a ;b )  intervalda hosilaga ega.

Bundan tashqari,

F ’(x) = f ( X) -  ■ g '(x ) , F ( a )  = F (b )  = 0 .
g ( b ) - g ( a )

Demak, F (x )  funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi va biror с e (a ;b ) nuqta uchun F '(c )  = 0, ya’ni

n c ) _ m z m . gX c)= о
g ( b ) - g ( a )

bo‘ladi.
Bundan

m - m  = /'(c)
g ( b ) - g ( a )  g '(c )

5.3.5. Lopital teoremasi

(05-teorema i — ко'rin ishdagi an iqm aslik iarn i ochishn ing L op ita l q o id a s i I.

x0 nuqtaning biror atrofida f (x )  va g(jc) ftinksiyalar uzluksiz, differen­
siallanuvchi va g '(x ) ф 0 bo‘lsin. Agar lim f ( x )  = 0 , lim g(x) = 0 va

t - > r 0

f r(x)lim = к (chekli yoki cheksiz) limit mavjud bo‘Isa, u holda
*■«, g  (x)

(36)
g (x )  g '(x )

bo‘iadi.
Isboti. f  (x) va g(x) funksiyalar uchun x0 nuqtaning biror atrofida 

yotuvchi [x0;x] kesmada Koshi teoremasini qo‘llaymiz.



Bunda
f i x ) - f ( x J  /'(c)

i S b i w " Ш ’

hisobga olinsa.
Я * )  = /'(С) P  7N
g(x) g'(c)

hosil boiadi, bu yerda с nuqta x va xc nuqtalar orasida yotuvchi 
biror son.

„г ■-» x,; da с ham x0 ga intiladi.
(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

v  / ( * )  V  /'(c) hm = lim ,
* ̂  g(x) g  (c)

lim = к ekanidan lim = £
*->*, g (x) с-«ь g'(c)

Shu sababli

lim т = й а т
x-t-xa g(x) *-«, g (x)

Izohlar; 1. 1-teorema /(*) va g(x) funksivallar x = x0 da 
aniqlanmagan, ammo lim f ix )  = 0 va lim g(x) = 0 boiganda ham o‘rinli

*~>*C x~*x9
boiadi. Bunda /(x0) = lim /(x) = 0 va g(xa) = lim g(x) = 0 deb olish

x —>.v0 x —».rQ

yetarli.

2. 1-teorema x -юо da ham o ‘rinli boiadi. Haqiqatan ham, x = ~
z

deb, topamiz:

lim ^  = lim =
g(x) MO J  f\ ^  ^  g'(x)

*UJ l«l±ll ! u n ,
3. f '(x )  va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini 

qanoatlantirsa, teorema takror qoilanishi mumkin:



Yechish. / 0 )  = x 2 - 1  + in x , g(x) = e -  e funksiyalar x = l nuqta 

atrofida aniqiangan. lim f  (x) = lim g(x) = 0 , ya’ni -  ko‘rinishdagi
Ml MI ' 0

aniqmaslik berilgan.
U hoida 1-teoremaga ko‘ra,

lim Ш  = lim 1 M  = = 2 .
‘- 1 g(x) g (x )  ^  e

Demak,

j r - 1  + lnx 3 um -------------- = —.
ex—e e

00
■— ko‘rinishdagi aniqmasliklami ochish haqidagi teoremani isbotsiz
0C

keitiramiz.

6- te o re m a  I - -  ko'rinishdagi aniqmasliklami ochishning Lopital qoidasi

3- misol. lim —— limitni toping.

x, nuqtaning biror atrofida / ( л )  va g(x)  funksiyalar uzluksiz, 
differensiallanuvchi va g \ x )*  0 bo‘lsin. Agar lim /(jc) = lim g(x) = x

Г->ХЭ .с -к га

bo‘lib. l im — - -  limit mavjud boisa, u holda 
g  (x)

lim m =]im щ
g(x) *->*. g'(x)

bo‘ladi.

4- misol. lim limitni toping.
mo in(ex ~e°)

Yechish. lim ^ Х- - аУ- = [ — j = lim ——— = lim
I n ^ - e " )  *-*• e* ‘-"‘ eI(x — a) \0 J

ex — e“

■ lim -------- -----------= lim ------- --------= ----------------= —  = 1 .
* ->« e \ x - a )  + e~ ™ 1  + (x - a )  1 + (a - a )  1 + 0
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О ос
-  va — ko‘rinishdagi aniqmasliklarga asosiy aniqmaslikiar
0 oo

deyiladi.
O-oo yoki 00-00 ко ‘ finish dagi aniqmaslikiar algebraik 

almashtirishlar yordamida asosiy aniqmasliklarga keltiriladi.
0". oo° yoki Г  ko‘rinishdagi aniqmaslikiar

/(x)*w =

formula yordamida O-oo aniqmaslikka keltiriladi.

5- misol. limx3 lnx limitni toping.

1

Yechish. lim* lnx -  (0 • со) = цт  . - -  f —1 -  lim—~ = - —lim*’ = 0.
t->0 x-+Q 1

X

6- misol. limf — -  ctgx | limitni top ing.

Yechish  liml — -  ctgx j = ( o o  -  o o )  = limf ——— = j -  I = 
~ °U  J  xsinx )  V0)

cosx-cosx + xsinx xsinx f  0^= lim------------------------- = bm----------------- = —
sin x + x cos x *~*0 sin x + x cos x v 0

,. sinx + xcosx 0 ..= iim------------------------ = —= 0.
cos x + cos x -  x sin x 2

7- misol. iimx“ * limitni toping.
*->0

lirory-
b jr js io x l n x  x , ': ____

Yechish. limx"”* =(0°) = ]ime'n* = e~' = e  =
x - » 0  x-».0

I f f i l  cos 4- , .  sin * x  , .  , sin r .” ° r r  ~lnn—~  a
-  e  = e  > .= *“  = e  ~ = e ° = l .

5.3.6. Teylor teoremasi

7-teorema (Teylor teoremasi). f  (x) funksiya x„ nuqtaning biror 
atrofida aniqlangan bo iib . bu atrofda (n +1) -  tartibiigacba hosilalarga 
egava / <я+1)(х) hosila x0 nuqtada uzluksiz boisin.

308



Д х) = Д х 0) + ^  (x -  x0) + -  xay  + ... +

+ l ^ A ( x  _  x y  + f l l Q ( x _  x ) « '  ( 3 . 8 )

n! ' 0 (и + 1)!

bo‘ladi, bunda с = x0 + 0(x -  x0), 0 < в < 1.
(3.8) tenglikka Teylor form ulasi deyiladi.
Isboti. Awal

<p(x,x0) = f ( x c) + - X„) + ^ - { X  -  X, f  +... + (* - * . ) ’ -

i?t (x) = /(x) -  <o(x, x0)

belgilashiar kiritamiz.
f '"+l fc"!Bunda biror c son uchun R ..(x ) = -— (x-x ,,)'1*1 bo‘lishi
(n + 1)!

ko‘rsati!sa, teorema isbot bo‘ ladi.
Endi x, nuqtaning atrofida x (x>x„ bo‘lsin) nuqtani tanlaymiz va 

[xfl;x] kesmada

F(t) = Д х) - <p(x,t) -  i X t e [*„;*]
(x~ x0)

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) funksiya [x0;x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

F ' m  —  Я 0  +  C * -  о  + = 0 2  2 (»  -  о  -  ^ р ( л :  -  , y  * . . .  +

«! и! ( x - x 0)rtl

=-JT2<&(X-ty  + (3.9)
«! ( * - * 0)”+'

t = x0 da
) = f ( x) ~ <P{x,x0) -  R„„s(x) = /?.,, (x) -  7?)+1(x) = 0;

t = x da

Ft.-.).  / ( x ) - т - Ш ц - # - . - £ М ь  -  * r

U ho Ida
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Demak, F{t) funksiya [x0;x] kesmada Roll teoremasining barcha 
shartlarini qanoatlantiradi. U holda shunday с (xa< c < x )  nuqta topiladi 
va F ’(c)~0 boiadi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

n\ (;x - x j "

Bundan

”+l = / l u i  ̂  ~ x°) •(n + iy.

q»(x,x, ) = f (x 0)■+ t~ ~ ^ (x - x „ )  + (x - хяУ +... + - - ( x - x j  
1! 2 ! n \

ko'phadga «-tartibli Teylor ко phadi,

RnJ x )  = J ^ f y - x , r(и + 1)!

funksiyaga Teylor formulasining Lagranj к о ‘rinishdagi qoldiq hadi 
deyiladi.

n = 0 da Teylor formulasidan fix') = f ( x 0) + f ( c ) ( x  -  x„) yoki 
/ O ) - / O 0) = f { c ) ( x - x 0) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chiqadi. 
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi boiadi. 

jc0 = 0 da Teyior formulasining xususiy hollaridan yana biri

/(x) = /(0) + « x  + ... + / ^ x ^ . . . + = / ^ ^ , 0 < C<.
W  1! n\ (n + 1)!

hosil boiadi.
Bu formulaga Makloren form ulasi deyiladi.

Ayrim funksiyalarning Makloren formulasiga yoyilmasini 
keltiramiz:



Xususan, и = от da

0 + x y  = ] + l x + « ? z l l x > + ... + ̂ ^ ^ Ж х ^  + ^=.
1! 2! (и-1)!

Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.

1. f ( x ) ~ e z bo%in.

U holda
f ix )  = f i x )  = f\ x )  = ... = (X) = e\

/(0) =  /'(0) =  /"(0) = . . .  =  f"+i) ( 0)  =  1 .

Makloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

* , x x2 x" es‘ -e = I + — + — + ... + —  + -------- x " 1. (3.
1! 2! nl (и + 1)!

2. /(У) = sinx bo‘lsin.

U holda

(  ir \ (  n juftbo'lsa,
/ <n) (x) = sin x + n ■ — ), f - n] (0) = sin n - — = | „ч

'   ̂ \ | (-])г ; ntoqbo'lsa.

Bundan

X3 x ' x ‘ . w  x 1”"' . . х г"*2 
sm x = x ---------i--------------+ ... +  ( - 1 ) ---------------- К - !)  sincac-

3! 5! 7! (2n -1)! (2w + 2)!

4. /(х) = (! + х)" bo‘Isin.

U holda
f ^ f x )  = m(m -1  )..,(m — n + 1)(1 + x)”"'”1,

(0) = m(m -  I). .(m — n + 1).

Bundan



+ _---------------------Л +cx)
(и + 1)!

V +\ x e (-];!).

Teylor formulasi funksiyalar qiymatlari va limitlarini berilgan 
aniqlikda hisoblash imkonini beradi. Masai an,
/(x) funksiyaning x = a nuqtadagi qiymatini 
xatoligi с  dan katta bo‘lmagan aniqlikda 
hisoblash uchun Teylor ko'phadini shunday 
к darajasigacha olinadiki, bunda к son 
[/?„ (a)j < s  tengsizlikni qanoatilaniradigan 
n laming eng kichigi qilib tanlanadi.

8 - misol e sonini 0,001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. f ix )  = e' funksiyani qaraymiz.

Shartga ko‘ra, x = a = 1, e = 0,001.
(3.10) formulaga binoan n ning

n en
T " Tooooooooooooo

1 2.0000000000000
2 2.5000000000000
3 2.6666666666667
4 2.7083333333333
5 2.7166666666667
6 2.7180555555556
7 2.7182539682540
8 2.7182787698413

9 2.7182815255732
10 2.7182818011464

i?,(l) = —-— <£ = 0,001 shartni qanoatlantiruvchi eng kichik qivmati 
(и + 1)!

n = 6, bunda 0 < с < 1.

Demak,
, 1 1 1  i

e « 14----- i------1------ь ... ч—  —

1! 2! 3! 6!

= 2 + 0,5 + 0,16667 + 0,04167 + 0,00833 +  0,00139 = 2,718.

Shu kabi e sonining istalgan aniqlikdagi qiymatlari jadvalini 
topish mumkin.

5.3.7. Mashqlar

1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi o ‘rmii b c ‘ lishmi 
tekshiring. Agar o rinli bo‘lsa, teoremadagi с ning tegishli qiymatini toping:

1) /(■*) = 4 x -x ' + 5 ,  [0,2];

3) / ( * )  = 2-^17, [ - 1;1];

2 ) /(x) = sin 2 x,

4) / (x) -  3 - 1 *  J, [ 2 ;2]

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi 
tegishli qiymatini toping:

1) /(*) = ■“* ’ -x  +1= [0;1];

3 )/(•*) = lnx, [l;e];

2 ) / (*) = e‘ , [0;i];

4) f ( x )  = x2- 6 x  + l, [0;lj.

nmg
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3. Berilgan funksiya grafigining urinmasi AB vatarga parallel bo‘ lgan 
nuqtasini toping:

1) Д х )  = хг +3х, A (-2 -2 ). B(l;4); 2 ) f (x)  = Jx + \, A(0;1), 5(3;2).

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasmi yozing va bu 
formuladagi с ning tegishli qiymatini toping:

1)  f( x )  = sin 2x, g(x) = cos2x, 2 ) f( x )  = x* -  3, g(x) = x’ +2, [0 ;2 ].

5. Funksiyaning o ‘zgarmas boMishlik aksmatidan foydalanib, quyidagilarni 
isbotlang:

~n~2arctgx, x < - I ,
\ -x2

1 ) arccos------ -  = 2arctgx, 0 S j< + "
l + x‘

2 ) arcsin
2 x

1 +  x 2
2arctgx, - I  < -X < I. 
- к - larctgx, x S 1,

6. Loopital qoidasidan foydalanib, limitlarni toping:

1 ) lim
smmc

3 ) lim

In x

In tg2x
In sin x

5 ) lim l0g^ .

7)
■i-*o sin x

9) lim x lg  ;
X

I I )  lim (sec jt - tgx):
2

13) lim in - 2 x)“"

2)

.. ]nx 4 ) !im ------:
' <̂ >o etgx

6 ) lim
71 — 2 a rctgx

Infl + - j
V x j

Incos(3x2 - x)
8) Inn------- -— т.—

«-*0 sin 2x

1 0 )  l i m ( l - e ?I)c/gx;Hi

1 2 ) limf—------ -— \
arctgx J

_1_
14) lim xWe'^ ■

15) lim 2
з ;

17) Um(tgx)i"” , ;

16) lim(cos3x)v2; s >*

)
18) Шп(х + ЗхИ.
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7. Ko‘phadni ( x - x 0) ning darajasi bo‘yicha yoying:

1) P(x) = x 3 + 5x2 - 3 x  + I , * „ = -2 ;  2 ) P(x) = x4- 2x3 + 5 x - 6 ,  x0 = 2.

8. Funksiyaning berilgan nuqtada uchinchi tartibli Teylor formulasini 
yozing:

1) f ( x )  = -JT+x, JC0 = 3; 2) /(я) = - ,  J(0 = -2 .
x

9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida x ning darajalari bo‘yicha 
yoying:

1) f ( x )  -  xe‘ , 2) f ( x )  = chx.

10. Berilganlarni 0,001 aniqlikda hisoblang:

1) sin36“; 2 ) cos32°;

3) ъ4~е\ 4) lg 10,09.

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

1 -*2 c o s x - 1 h 1Л .. x -s rn x  2
1) hm----------------- r ; 2 ) lim--------- ;7 *-»0 x x

e * - l - x ------
2.

3) limlf ^ T ;  4) lim
\ x J

l+xcosx-V l + 2.r
)n(l + x ) - x

5.4. FUNKSIYAILARNI H O SILALAR  
YORDAMIDA TEKSH IRISH

Differensial hisobning tatbiqlaridan biri funksiyalarni tekshirish va 
grafigini chizishga hosilaning qo‘llani!ishi hisoblanadi. Quyida bu 
tatbiqlami ifodalovchi teoremalami keltiramiz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema (funksiya monoton bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
(a;b) intervalda differensiallanuvchi f(x )  funksiya shu intervalda 
o ‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda Vxe.(a\b) da

f ( x ) >  0 (f'(x ) < 0)

bo‘ladi.
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Isboti. f ( x )  funksiya (a;b) intervalda o'suvchi bo‘ lsin. (a;b)  

intervalning ixtiyoriy x va x + Ax nuqialarini olamiz.
U holda Ax>0 bo‘ Isa, /(x + Ax)> f ( x )  va Ax<0 bo‘ lsa, 

f ( x  +  Ax)< /(x) bo‘ ladi.
Ikkala holda ham

f ( x  +  A x ) - f ( x )  ; Q 
Ax

Teoremaning shartiga ko‘ra f ( x )  funksiya (a;b) intervalda 
d i fferens iallanu vchi.

Shu sababli

л , ) , ь Л ! ! Ш Ё г ||.

/(x) funksiya (a;b) intervalda karaayuvchi bo'lganda teoreraa shu 
kabi isbotlanadi.

Bu teorema ushbu geometrik talqinga ega: biror intervalda 
differensiallanuvchi bo‘ lgan o'suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga 
o ‘tkazilgan urinmalar Ox o ‘qning musbat yo‘naiishi bilan o‘tkir 
(o ‘tmas) burchak tashkil qiladi yoki ayrim nuqtalarda Ox o ‘qiga parallel 
bo‘ ladi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema {funksiya monoton ho ‘lishining yetarli sharti). Agar 
(a;b) intervalda differensiallanuvchi / (x) funksiya uchun Vxe(a;6) da 

f ' ( x )  > 0 (/ '(x)<  0) bo‘ lsa, f ( x )  funksiya (a;b) intervalda o ‘sadi 

(kamayadi).
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Isboti, ( a;b) interval da f ' ( x )  > 0 bo‘ lsin. Ухг ,x2e (a ;b ) ,  x < x 2 
nuqtalarni olamiz.

f ( x )  funksiya uchun [x,,x2]  kesmada Lagranj teoreinasining 
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror 
C 6 ( x , , x 2)  da f ( x 2) - f ( x , )  = f ' ( c ) ( x 1- x ] )  bo‘ ladi.

Teoremaning shartiga ko‘ ra, \fxe(a;b)  da f i x )  > 0, shu jumladan, 
ceO ,,x2) da /'(c) >0. x7 - x t > 0 va shuriing uchun f ' ( c ) ( x 2- x t) >  0. 
Bundan /(x2) - / O ()>0  yoki J { x 2) >  f ix , } .  Shunday qilib, f ( x )  fiinksiva 
Vx e (a;b) da o ‘ sadi.

f ' ( x )  < 0 bo‘ lganda teorema shu kabi isbotlanadi,
Eslatmalar. 1. Funksiya o ‘suvchi va kamayuvchi bo‘ lgan 

intei'vallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.
2. (a\b) intervalda o ‘suvchi (kamayuvchi) va \аф\ kesmada 

uzluksiz bo‘gan f ( x )  ftmksiya [a; A] kesmada о‘ suvchi (kamayuvchi) 
boiadi.

1- misol. f { x )  = x3 - I2x + 5 funksiyaning monotonlik intervallarini 
toping.

Yechish. D ( f ) = R, f ' ( x )  = 3xl -12  =  3(x2 -  4). U holda: f ' ( x )  > 0 dan 

x2 -  4>0 yoki |xj>2; / '(x )<0dan  xz - 4 <0  yoki jjc|<2.
Demak, / ( x )  funksiya (-cc;-2)u(2;+oo) intervalda o‘ sadi, (-2;2) 

intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumlari

l-ta’rif. Agar xB nuqtaning shunday 8 atrofi topilsa va bu 
atrofhing barcha x * x 0 nuqtalarida f ( x ) < f ( x 0) ( f ( x ) > f ( x j )  tengsiziik 

bajarilsa, x(> nuqtaga f ( x )  fimksiyaning qat ’iy lokal maksimum (qat ’iy 

lokal minimum) nuqtasi deyiladi.
Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum 

nuqtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati 
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi ftmksiya aniqianish sohasining biror 
atrofi bilan bog‘ liq. Shu sababli funksiya ekstremumga aniqianish 
sohasining faqat ichki nuqtalarida erishadi. Shu bilan birga, 
funksiya o ‘zining aniqianish sohasida bir nechta minimumga yoki
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у=т

х7 Х3

10-shakl,

maksimumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari qandaydir 
minimumdan kichik bo‘ lishi mumkin (10-shakl).

3-teorema ( ekstremum mavjud bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 
x0 nuqtada differensiallanuvchi /(x) funksiya shu nuqtada ekstremumga 
egaboisa, u holda /'(x0) = 0 bo‘ ladi.

Isboti. x0 nuqta /(x) funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘ lsin, U 
holda shunday (x0 - 8 ,  xa + 5) 
interval topiladi va bu intervalda 
f ( x )  funksiya о ‘ zinin g eng katta 
yoki eng kichik qiymatiga ega 
bo‘ ladi.

U holda Ferma teoremasiga 
ko‘ra, /'(> j = 0 bo Mad i.

Bu teorema quyidagicha 
geometrik talqinga ega. Agar x 
nuqta f ( x )  funksiyaning 
ekstremum nuqtasi bo‘ lsa 
(masalan, 10-shaklda x, nuqta),
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o ‘tkazish mumkin va bu urinma 
Ox o ‘qiga parallel bo‘ ladi.

Izohlar. 1. /  (x) funksiya 
differensiallanuvchi bo‘ lmaganida ha 
mumkin. Masalan, uzluksiz y=\x\ 

funksiya x = 0 nuqtada hosilaga ega 
emas, ammo x = 0 minimum nuqta 
(11-shakl).

Shunday qilib, /(x) funksiya x0 
nuqtada ekstremumga ega bo‘ lsa, bu 
nuqtada f ' ( x )  hosila nolga teng yoki 
mavjud bo‘ lmaydi.

f { x )  hosilasi nolga teng bo‘ lgan 
yoki mavjud boimagan nuqtaga 
birinchi tur kritik nuqta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nuqta ham ekstremum nuqta 
bo‘ lavermaydi. Masalan, /(x) = x3 funksiya uchun x = 0 da 
f ' { x )  = 3x2 = 0. Demak, x = 0 birinchi tur kritik nuqta, ammo u 
ekstremum nuqta emas (12-shakl).

nuqtada uzluksiz bo‘ lib,
l, ekstremumga ega bo‘ lishi

У

=̂1̂ !
y'

/
\ /

\ /
0 X

11-shakl.
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4-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining yetarli sharti). Agar 
/(*) fimksiya * 0 birinchi tur kritik nuqtaning biror <5 atrofida 
differensiallanuvchi bo‘lib, x nuqta x0 nuqtadan chapdan o‘ngga 
o‘tganida /'(*) hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o ‘zgartirsa x0 
nuqta maksimum nuqta bo'ladi; manfiydan musbatga o ‘zgartirsa 
x„ nuqta minimum nuqta bo‘ladi.

Isboti. x0 -  birinchi tur kritik nuqta, 
х е (х 0- 5 ;x 0) da /'(*)> 0 va x e  (x0,xa + <5) da 
f'(x )  <0 bo‘lsin. U holda 1-teoremaga ko‘ra, 
fimksiya (x0 - S ; x 0) intervalda o‘sadi va 
(*0;jc0 + 8) intervalda kamayadi. Demak, /(*) 
funksiyaning xa nuqtadagi qiymati uning 
V x e (x (l -8 ;x„  + 8)  nuqtadagi qiymatidan katta 
bo'ladi, ya’ni /(x) fimksiya x0 nuqtada 
maksimumga erishadi. 12.shaki

x e ( x B- 8 ;x 0) da f ' (x)<  0 va x e (x0,x0 +<5) 
da / '(x) > 0 bo‘lgan hoi uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar x nuqta xQ nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tganida 
ishorasini o‘zgartirmasa x0 nuqtada ekstremum mavjud bo‘lmaydi.

Funksiyani ekstremumga tekshirish -  bu funksiyaning barcha 
ekstremumlarini topish demakdir, Ekstremum mavjud bo‘lishining 
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning 
quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

V. у = / (x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;
V. Bu nuqtalardan funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli 

boiganlari tanlanadi;
3°. tanlangan nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f ’(x) hosilaning 

ishorasi tekshiriladi;
4°. 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nuqtalari 

(agar ular bor bo‘lsa) aniqlanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi 
qiymatlari hisobianadi.

I—  X2- misol. f ( x ) - V x 2 - -  funksiyaning ekstremumlarini toping.

Yechish. Ravshanki,
’ 1 1 2 - l / xD(f)  = R, f i x ) .

3 •\fx 3 3 VJC
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Hosila xt -  0 nuqtada mavjud emas va x2 = 8 nuqtada nolga teng. Bu 
kritik nuqtalar berilgan funksiyaning aniqianish sohasini uchta
(—oc;0), (0;8), (8;+co)

— + —
intervallarga ajratadi. _________ ____________ ___ _______ ^
Hosilaning har bir birinchi ' — .■■. ^
tur kritik nuqtadan
chapdan o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.
tshoralarini chizmada
belgilaymiz (13-shakl). Bunda strelkalar funksiyaning tegishli 
intervalda o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.

Demak, x,=Q -  minimum nuqta, ^™„=/(0) = 0 va л-2 = 8 -
4

maksimum nuqta, Упш = /(8) = - .

Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatini topish matematika, 
fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshqa fanlaming ko‘plab masalalarini 
yechishda keng qo‘llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni 
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish maqsadida 
ishlab chiqarishrii tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik 
qiymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib 
keluvchi optimal yechimlami izlash haqidagi boshqa masalalar. Bunday 
masalalami yechish bilan matematikaning maxsus bo‘limi -  chiziqli 
programmalashtirish shug‘ullanadi.

B iz soddaroq masalalardan birini ко‘rib chiqarniz.
3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning

burchaklaridan bir xil o‘lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq 
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta boiishi uchun tomoni necha 
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni x boisin.
U holda qutining asosi 12 -  2.x va balandligi x ga teng boiadi. 

Qutining hajmini topamiz:

V(x) = x (\ 2-2х)г = 144x-48x2 +4x3, xe[0;6],
Bu funksiyaning maksimumini aniqlaymiz.

V'(x) = 144 -  96x + 12л-2 = 12(2 -  x)(6 -  x) 

hosila x = 2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya’ni 
x = 2 maksimum nuqta boiadi.

Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x = 2 (u z i), bunda 
V(2) = 128 (kubb).

319



5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning 
eng katta va eng kichik qiymatlari

y = f ( jc)  funksiya [а;й] kesmada uzluksiz boisin , U holda 
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, funksiya bu kesmada 
o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga ega boiadi. Bu 
qiymatlarga funksiya yoki ekstremum nuqtalarda yoki \a:b\ kesmaning 
chetki miqtalarida erishadi.

Bundan [a-,b] kesmada uzluksiz y = f ( x ) funksiyaning eng katta va 
eng kichik qiymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

Г. у = f(x )  funksiyaning (a\b) intervaldagi birinchi tur kritik 
nuqtalari topiladi;

2°. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va \a-,b\ kesmaning 
chetki nuqtalaridagi qiymatlari hisoblanadi;

3°. hisoblangan qiymatlar orasidan eng kattasi va eng kichigi 
tanlanadi.

Izoh lar. 1. Agar y = f i x ) funksiya [a\h\ kesmada faqat bitta kritik 
nuqtaga ega bo iib , u maksimum (minimum) nuqta boisa, hu nuqtada 
funksiya o ‘zining eng katta (eng kichik) qiymatiga ega boiadi, 
ya’ni rnax f (x )  = f ( x ,t) ( m m f(x) = f i x ,,) )  boiadi.

хщ а\Ь] te\ a\b\

2. Agar y ~ f ( x )  funksiya \a:b\ kesmada kritik nuqtaga ega 
boim asa, bu funksiyaning kesmada monoton o‘sishini yoki monoton 
kamayishini bildiradi. Bunda y = f (x )  funksiya [a;b] kesmadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 - misol. у - х ъ -Ъх funksiyaning [0,2] kesmada eng katta va 
eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish.
I". f' (x ) = 3x2 - 3  = 0 dan xx = -1, хг = 1, x2e  [0,2];

2°- / 0) = ~2, / (0) = 0, / (2) = 2;

3°- ^ / W = / (2) = 2; £ № /(x) = f ( l) = ~2-

5.4.4. Funksiya grafigining botiqligi, 
qavariqligi va egilish nuqtalari

y = f (x )  funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi boisin .
U holda y = f ( x )  funksiya grafigining V/W(x;/(x)), x e (a ,b )  nuqtada
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urinmasi mavjud bo‘ladi.
2-ta ’rif. Agar (a;b) intervalda y = / ( x )  funksiyaning grafigi unga 

intervalning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinmadan yuqorida 
(pastda) yotsa, funksiya grafigi (аф) intervalda botiq  (qavariq ) 
deyiladi(H-shaki).

Funksiya grafigining botiq 
q ism ini qavariq qismidan ajratuvchi У>- 

M(c; /(c)) nuqta funksiya

funksiya (a;b) intervalda ikkinchi
tartibli hosilaga ega va \ /xe(a ;b )  j | j

da f ’ ( x ) < 0  ( f ( x )  > 0) bo‘ Isa. u —!—1------------ '------------ -------•-о  а  с ь x
holda v = /(x) funksiya grafigi (a;b)
intervalda qavariq (botiq) bo‘ladi. 14-shakl.

Isboti. Ух e  (a;b) da /"(*)< 0 bo‘lsin. Funksiya grafigida x0e(a;6) 
abssissali ixtiyoriy M nuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu 
urunmadan pastda yotishim ko‘rsatamiz. Buning uchun x e (a ;b )  nuqtada 
у - f i x )  egri chiziqning у  ordmatasi bilan urunmaning yur ordinatasini 
solisbtiramiz.

Urunma tenglamasi y‘

grafigining egilish nuqtasi deb 
ataladi,

5-teorema. Agar у  = / (x)

У = fix)

У.

boigani uchun 

У -  У „г. = /(*) “ /С*о) -  f'(x о X* -  *0 )•

У = f ix )

с nuqta х0 bilan х ning orasida о  
yotadi. 15-shakl.

Shu sababli

У -  У „г = /'OX* “  ~  /'<X ) (*  -  X„)

yoki
У -  У „Г. = ( / ' ( с )  -  / ' ( *  а )Х *  “ *<>)■
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/'(с) -  /'(*„) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaymiz:
/’( )̂ -  f ' (\ )  = /"(Ci)(x-  xc), bu yerda c, nuqta с bilan x0 ning orasida 
yotadi. Demak, у -  yur = /" (c ,  )(c -  * 0 )(* -  ).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:
1) agar x > x a bo‘lsa, u holda jc -x , >0, c - x „  >0 boiadi va 

П А )<  0 ;
2) agar x < x 0 boisa, u holda x - x 0 <0, c -x „  <0 boiadi va 

f ”(c,)< 0 .
Har ikkala holda ham у  -  yur = f i c ^ c  -  x0)(x -  x0) < 0, ya’ni у < y.Jr.
Demak, Vxe(a;fe) da urunmaning ordinatasi funksiya grafigining 

ordinatasidan katta boiadi va (a;b) intervalda funksiya grafigi qavariq.
/"(jc) > 0 da funksiya grafigi botiq boiishi shu kabi isbotlanadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi teoremalarga 

asoslanadi.
6-teorema (egilish nuqta mavjud bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 

y = f (x )  funksiya (a;b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega 
va M(xQ; f { jc0)) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo isa , u 
holda f ( x 0) = 0 boiadi.

Isboti. Teskarisini faraz qilamiz:/'(xo) * 0 ,  aniqlik uchun f"(xa)> 0 ;  
x0 nuqtaning biror atrofida f i x )  > 0 boisin . U holda 5-teoremaga 
ko‘ra, funksiya grafigi bu atrofda botiq boiadi. Bu x0 nuqta egilish 
nuqtaning abssissasi boiadi mulohazasiga zid. Demak, qilingan faraz 
noto‘g‘ri va f ( x )  = 0 .

f"(x) = 0 boiadigan nuqtalarning hammasi ham funksiya grafigining 
egilish nuqtasi boiavermaydi. Masalan, f (x )  = x 4 funksiya grafigining 
M(0;0) nuqtasi egilish nuqta emas, ammo x = Oda f ( x )  = I2x2 = 0.

Demak, /"(jc0) = 0 shart egilish nuqta mavjud boiishining zaruriy 
sharti boiadi.

7-teorema (egilish nuqta mavjud bo iish in in g  yetarli sharti) 
y = f ( x ) funksiya jc0 nuqtaning biror S atrofida ikkinchi tartibli hosilaga 
ega boisin . Agar <5 atrofning jc0 nuqtadan chap va o‘ng qismlarida 
/"(jc) hosila har xil ishoraga ega bo isa , u holda M(.x0;/(jc0)) nuqta 
funksiya grafigining egilish nuqtasi boiadi.

Isboti. jc e (jc0-<5;x0)da /"(jc) > 0 va x e (x0,x0 +S) da f"(x)<  0 
boisin . U holda 5-teoremaga ko‘ra, x0 nuqtadan chapda funksiya
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grafigi botiq va o‘ngda qavariq bo‘ladi. Demak, M (*0;/(*„)) nuqta 
funksiya grafigining egilish nuqtasi boiadi.

x e (j f 0 -< 5 ;*0) da f { x ) <  0 va x e  (x„,xQ +S) da / " ( X ) > 0  boigan hoi 
uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. у = fix') funksiya x0 nuqtaning biror S atrofida ikkinchi 
tartibli hosilaga ega bo iib , uning f { x  0) hosilasi mavjud boimaganida 
ham egilish nuqtaga ega boiishi mumkin. Shu sababli egilish nuqtalami 
ikkinchi tartibli hosila nolga teng boigan yoki uzilishga ega boigan 
nuqtalardan izlash kerak boiadi.

f { x )  hosilasi nolga teng boigan yoki mavjud boimagan nuqtaga 
ikkinchi tur kritik nuqta deyiladi.

5-m isol. funksiya grafigini botiq va qavariqlikka
1 -  x"

tekshiring.

Yechish. D if)  = (-oo;-l) и  (-!;!) и  (l;oo).

Ikkinchi tartibli hosila x2 = 0 nuqtada nolga teng va л, = -1, x, = 1
nuqtalarda mavjud emas.

f i x )  hosilaning ishorasini oraliqlar usuli bilan tekshiramiz:
Demak, funksiyaning grafigi (—1;0) va (l;a>) intervallarda 

qavariq, (-<*;-1) va (0;1) 
intervallarda botiq boiadi.

Egri chiziqning asim ptotasi deb shunday to‘g‘ri chiziqqa avtiladiki, 
egri chiziqda yotuvchi V/ nuqta egri chiziq bo‘ylab harakat qilib 
koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari M nuqtadan bu to‘g‘ri 
chiziqqacha boigan masofa nolga intiladi (16-shakl).

Uch turdagi, ya’ni vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalar 
mavjud.

Ix jx1 +3) 
(1 - x 2)5 •

0(0;0) nuqta funksiya 
grafigining egilish nuqtasi 
boiadi.

- l о

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari
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у = кх л- Ь /

/  /  У = /•' ■' !

?М(х;у)

Agar lim /(х) yoki lim f ix )  limitlardan hech boimaganda bittasi
x->x0 +0 x -+ rn-4J

cheksiz (+°o yoki-oo) bo‘lsa, x = x0 to‘g‘ri chiziq y = f ( x ) 
funksiya grafigining asimptotasi boiadi. Sunday asimptota vertikal 
asim ptota  deb ataladi.

Masalan, /(x) = — funksiya grafigi uchun x = 0 to‘g‘ri chiziq 

vertikal asimptota, chunki lim /(x) = +oc va lim f (x )  =  -x>.

Shunday qilib, vertikal 
asimptota!ami izlash uchun x ning 
unga yaqin qiymatlarida /(x) funksiya 
modul bo‘yicha cheksiz o‘sadigan 
x0 qiymatini topish kerak. Odatda, bu 
x0 ikkinchi tur uzilish nuqtasi boiadi.

Agar shunday к va b sonlari 
mavjud bo iib , x-->oo (x-»-oc) da

f ix )  funksiya
f (x) = kx + b + a(x), lima(x) = 0

ko‘rmishda ifodalansa, y = kx + b to‘g‘ri 
chiziq y -  f {x )  funksiya grafigining asimptotasi boiadi. Bunday 
asimptota og'm a asim ptota  deb ataladi.

8-teorema. у  = f {x )  funksiya grafigi y - k x  + b og‘ma asimptotaga 
ega boiish i uchun

lim — - k ,  lim(/(x) -  kx) = b
x~*±cn £  х ~*±у:

boiish i zarur va yetarli,
Isboti. Zarurligi. y  = f (x) funksiya grafigi y = kx + b  og‘ma 

asimptotaga ega boisin.
U holda og‘ma asimptotaning ta‘rifiga ko‘ra, у  = kx + b  + a(x), 
lima(x) = 0 boiadi.X—»+CD

Bundan

о

16-slrakl.

lim f ix ) lim к b a(x)+ -  + ■ k , !im(/(x) -  kx) = iirn(/? ~ a(x)) = b

kelib chiqadi.
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Yeiarliligi. l im— = lim( f(x ) -k x )  = b boisin .
Г--5>+cC .C-̂ -rOC

U holda litn (f(x ) -k x )  = b dan f  (x) -  kx = b + a(x), lima(x) = 0 kelib
х - '+ э о  ‘ x ->-kg

chiqadi. Demak, f (x )  = kx + b+  a(x) boiadi. Bu esa у = kx + b to‘g‘ri 

chiziq f(x )  funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

f(x)Agar l im ^ - s  lim( f (x ) -k x )  limitlardan hech boimaganda bittasi
X—* “ X1 ^  x  — -x

mavjud bo'lmasa yoki cheksiz boisa, /(x) funksiya grafigi og*ma 
asimptotaga ega boimaydi.

Agar к - 0 bo isa , 6 = lim/(x) boiadi. Bunda y - b  to‘g‘ri

chiziqqa /(x) funksiya grafigining gorizontal asim ptotasi deyiladi.
Izoh . y = f (x )  funksiya grafigining asimptotalari х->-к» da va

f  ( j t )
x —> — da har xil boiishi mumkin. Shu sababli

lim(/(x) -  Ax) limitlarni aniqlashda x - > + o o  va x  -> - с о  hollarini alohida

qarash lozim.
x2 — 35- m iso l у  = -------  funksiya grafigining asimplotalarim toping.

x

x 2 x 2 -  3 Yechish. l im ---------“ -  -go, lim — -—  = +oo.
v—*0+ X x—►о— X

Demak, x = 0 to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota.

к = lim ——  = lim — = 1,
■ • - X i->«> x

f x 2 -  3  ̂ -  3
5 = lira [/(x)-fccl = lim ----------x =lim —  = 0,

X j  -->+» x

. .. f (x )  .. x 2 - 3  
к = lim — — = lim — 2— = 1, 

x x~

b = lim f / ( x )  - kx\ - lirnf----------x l  = lim —  = 0
x J  *->-* x

Bundan
у = kx + b = x.

Demak, y = x t.o‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota.
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5.4.6. Funksiyani tekshirish va grafigini 
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish m aium  tartibda (sxema 
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

Г. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.
2”.Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishadigan 

nuqtalarini (agar ular mavjud bo isa) aniqlash.
3‘. Funksiyaning ishorasi o ‘zgarmaydigan oraliqlami 0 yoki

f (x )<  0 boiadigan oraliqlami) aniqlash.
4C. Funksiyaningjuft-toqligini tekshirish,
5° Funksiya grafigining asimptotalarini topish.
6". Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlash va 

ekstremumlarini topish.
7°. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini hamda egilish 

nuqtalarini aniqlash.
8°. 1° - 1° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini 

chizish.
Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning hamma 

bandlari, albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan 
bandlardan ayrimlarini, masalan r,2°,6°ni bajarish yetarli boiadi. Agar 
funksiya grafigi juda tushunarli bo‘lmasa Y - V  bandlardan keyin 
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘shimcha 
nuqtalarini topish va funksiyaning boshqa xususiyatlarini aniqlash 
bo‘yicha qo‘shimcha tekshirishlar o‘tkazish mumkin.

хг + 17- misol. у = — — funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. Г. Funksiyaning aniqlanish sohasi:

D( f )  = (-<»;-1) u  ^  (1;-к»).

2°. x = 0 da y = - 1 boiadi. Funksiya Oy o‘qini (0;-l) nuqtada 
kesadi. y^Q  boigani uchun funksiya Ox o ‘qini kesmaydi.

3°. Funksiya (-°o;-l) va (1;-к») intervallarda musbat ishorali va

(-1;1) intervalda manfiy ishorali.

4". Funksiya uchun x e D ( f )  da /(-.\-) = f (x )  boiadi.
Demak, u juft.
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X1 -1-1 v X1 + 1
У.  l ire  — г-------=  + s o , J im  —---------=  —qo,x 2 _  5 T-v-ltO x  _  1

x2 +1 .. х г + 1lim —---- = -oo, lim ------ = +oo.
x - _  j  n - 1+0 x —I

Demak. x = ~l va x = l to‘g‘ri chiziqlar vertikal asimptotalar boiadi.

x2 + 1
к = lim

*->*■> x(x -1)
= 0 ( я ->+<»da hamx-^-oo da ham k = 0),

6 = l i m '* + !x - \
- O x = 1.

4x
'JT ^ T y

у

Demak, j  = l to‘g‘ri chiziq x-»+°o da ham *-*-< »  da ham 
gorizontal asimptota boiadi.

6°. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlaymiz va

ekstrenramlarini topamiz.

, 2.x(x2 -  3) -  2x(x2 + 1)
-V = (x1 -T ) :

Birinchi tartibli hosila x = - l  va 
x = 1 da mavjud emas va x = 0 da 
nolga teng. Bu nuqtalar berilgan 
funksiyaning aniqlanish sohasini 
to‘rtta

( -1 ;0 ) ,  (0;1), (l;+oo)

intervallarga ajratadi. Hosiianing bu 
intervallardagi va har bir birinchi tur ——
kritik nuqtadan chapdan o‘n g g a __
oiisbdagi ishoralarini chizmada 
belgiiaymiz:

Demak. funksiya (—«>;—1) va 17-shakl.

(—1;0) intervallarda o‘sadi, (0;1) va
(l;+oo) intervallarda kamayadi x = 0 maksimum nuqta, ym  = / ( 0) = - l .

32.7



T. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini hamda egilish 
nuqtalarini aniqlaymiz.

, (  Ax 1 .(x2- l ) 2-x -2 (x 2- l ) - 2 x  4(l + 3x2)у  — i ------ ------- — — —4------------------ --------------------- —-------------- —.

I  (x2 - ! ) 2

Ikkinchi tartibli hosila .t, = -1 va x, = 1 nuqtalarda mavjud emas. 
y’ hosilaning (—1;1), (l;+=o) intervallardagi ishoralarim
tekshiramiz:

Demak, funksiyaning grafigi
(—1;1) intervalda qavariq, ( -» ;- ] )  va — —— J — ~------1-
(l;+oo) intervallarda botiq bo‘ladi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo'q.

8°. Г -  T  bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shakl).

x58- misol. у = ------- - funksiyani tekshiring va grafigini chzing.
(x+1)

Yechish. Misolni Maple paketida bajaramiz.
>  with(plots) :

>  restart:

>  readlib(extrema) : 

j?> /■:=
( x + l f

>  lim  /;v _»_!+•

>  lim /;
x  - *  - 1 "

>  lim1 -■00 x
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>  lim { / —  x):i- —ми'-' ' ■

>  g  :=  x -  2;

>  solve({ f = 0 } ,x ) ;

>  solve( { f  >  0} ,x ) ;

>  solve{ ( f  <  0 } ,  x ) ;

d ..

dx J ’

8 x  —  2 

{ x  = 0},  {x ~ 0} ,  {x  =  0}

! 0 <  x)

(x <  <  x, x  <  0}

ЗуГ 7. r ’

(лг + i r  (x + 1)J

{x=  - 3 } ,  {x =  0} ,  {x = 0}

>  extremai f  { }, {х},У ); x;

[<* = ~3}, {x = 0 } }

>  salve| | f >  0 j, x j ;

{x <  -3 } ,  { -1  < x, x <  0}, (C> <  x}

> so/ve] | -7-  f < oi, x l;
I ( d.t j J

[ - 3  < x , x <  - 1 }

0,
27 }

Л.-С

6x l2xJ 6.tj

>  s i m p l i f y ( ; ;

bx

\ : U 
\
\  M i o J

■ /

(xt-1
18-shakl.
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plot{\f(x), g(jc), [-1 , i, ?=-10 ..10] ],x =-8..5,-10 ..6, color
— [red, blue, green], linestyle~ [1,6, 6], thickness ~ 2, disconi 
= true, grid=\5rj, so]);

5.4.7. Mashqlar

1. Funksiyalaming monotonlik intervallarini va ekstremumlarini toping:

2. Funksiyalaming berilgan kesmadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarim toping:

3 . Jism S = 21/ + 3/2 - t 3 qonun bilan harakatlanmoqda. Jismning eng 
katta tezligini toping.

4. K o‘ndalang kesimi t o g ‘ri to‘rtburchakdan iborat to'sinning bukilishga 
qarshiligi ko‘ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining ko‘pavtmasiga 
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to'sinning bukilishga qarshiligi eng 
katta bo‘lishi uchun to‘sinning oMcharrilari qanday bo‘lishi kerak?

1) f ( x )  = x3 - 9 x 2 + I5x; 2) f ( x )  = —— —— 2*; 
3 2

5 )  /(jt) = W l-x *', 

7) f (  x  ) = x e x\

6 ) f ( x )  = 3\Jx2 - x 2; 

8) f( x )  = ch2x\

9) / W  = In(jc2+l);

11) f ( x )  = x -2 sm x , 0< x < 2 ir ; 12) f ( x )  = x + 2cos2 x, 0 ix < 7 t .

! ) / ( * )  = * 3-3 x , [0;2]; 2 )  f ( x )  = x 3 + 3x2-9 x -W ,  [—4;0];



5. Uzunligi /ga teng simdan to‘g‘ri to ‘rtburchak yasalgan. To‘g ‘ri 
to‘rtburchakning yuzasi eng katta boiishi uchun uning oichamlari qanday bo‘ lishi 
kerak?

to‘rtburchakning mumkin bo‘lgan eng katta yuzasini toping.

7. R radiusii sharga yon sirti eng katta boigan silindr ichki 
chizilgan. Silindrning balandligi qanday bo‘lishi kerak?

8. Silindrning hajmi V ga teng. Eng kichik to‘la sirtga ega 
boigan silindrning balandligini toping?

9. Kemada. yoqilg‘i sarfi uning tezligining kubiga proporsional boiib , u 20 
km/soat tezlikda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshqa xarajatlari soatiga 
270 so‘mni tashkil qiladi. Kemaning 1km . yo ‘l uchun umumiy xarajati eng 
kam boiishi uchun uning tezligi qanday boiishi kerak?

10. A zavoddan В shahar orqali o'tuvchi temir yo‘lgacha boigan qisqa 
masofa a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo‘lida temir yoidagiga 
qaragaaida ikki baravar kam b oisa, yukni A zavoddan В shaharga eng arzon 
yetkazish uchun A zavoddan avtomobil yo‘li temir y o ig a  qanday burchak 
o ‘tkazilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiqlik-qavariqlik intervallarini va egilish 
nuqtalarini toping:

1) f ( x )  = x‘ -4 x '  + 6x; 2 ) f ( x )  = ( л -5 )5 + 4 x -1 3 ;

X v"
6. —  + —- = 1 ellipsga to ‘g‘ri to‘rtburchak ichki chizilgan. To‘g‘ri 

16 9

3 )  /(.r) = 2 .< -3 '4~xl \

5) f  (х) “ '  ~ ln(l + *Y,

4 ) / ( ,)  = l + ’̂ З ) 5; 

6) f{> :) = ln (U *2);

8) /(*) = ̂ - l .
X

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

3) f i x )  = 4x'J -3 x ; 4 )  / (x) -  -xarctgx',

5) /<*) = —x + 2

x
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13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

1) /(х) = х-л-3; 2) /(,-<) = x3-  3x + 2;

4) /(jc)=-^r;I - jT

5.5. HOSILANING G EO M ETR IK  TA TBIQ LA RI

5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a\b] kesmada differensiallanuvchi y = f(x )  funksiya berilgan va 
uning grafigi AB yoydan iborat bo‘lsin (19-shakl), [a;b] kesmani 

nuqtalar bilan n ta bolakka boiam iz. Bunuqtalarga 
AB yoyning n l nuqtalari mos keiadi va ularni siniq chiziq
bilan tutashtiramiz. Bu siniq chiziqqa AB yoyga ichki chizilgan  
siniq chiziq  deyiladi. Siniq chiziqning perimetrini sn bilan belgilaymiz, 
ya’ni

M^M. bo‘g‘inlardan eng kattasining uzunligini A. bilan 
belgilaymiz, bunda bo‘g‘inlar soni cheksiz ortganida, ya’ni
n -> *  da A, —» 0.

AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrinmg A -> 0 dagi 
chekli limiti nuqtalami tanlash usuliga bogiiq  bolmagan
holda mavjud boisa, bu limitga chiziq yoyining uzimligi deyiladi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nuqtadan 
hisoblaymiz.

nuqtada AM' yoy uzunligi $ + As ga teng boisin , bu yerda

s' r = b M-:~№,\ ( K  = A, m , -- B).

s = lim s = lim У IM . I.n-*oc n A-*fl '*■' * !

M(x;y) nuqtada AM yoy uzunligi s ga, M'(x + Ax;y + Ay)
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As -MM' yov uzunligi (20-shakl).
MNM' uchburchakdan MM' uzunlikni topamiz:

м м ’ = д/л̂ +V-
Geometrik mulohazalardan

lim MM.. _  j;m = j
и •->.« MM ^  ̂  Ax' + Ay

kelib chiqadi, ya’ni chiziqning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan 
to‘g‘ri chiziq ekvivalent boiadi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga 
olib, MM' uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

MM' As I ( Ay
As Ax \ VA*

Oxirgi tenglikda limitga o‘tib, j  = s(x) funksiyaning hosilasi uchun 
formula topamiz:

(5 .i)
dx \dx)

Bundan
ds = ~Jdx1 + ф г . (5-2)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalaydi va 
ushbu geom etrik та ’noga ega: yoy differensialini chiziq urinmasining 
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).

M,

к

! V

/

! ‘ 1 > 1 * ; i i
4 ....-ijii I i

о  I а Xl x2 1 b  X О
19-shakl.

x x + Ax

20-shakl.
b x
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Agar egri chiziq x = x(t),y = y (t),teT  parametrik tenglamalar bilan 
berilgan boisa, dx = x'(f)dt, dy=y\t)dt boiadi va (5.2) ifoda ushbu 
ko‘rinishni oladi:

ds = л/х̂ гУ +y'(t)2 d t . (5.3)

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r = r{q>) tenglama bilan 
berilgan bo isa , x = rcos<p, у = rsin<p ifodalami <p parametrli tenglamalar 
deb, topamiz:

dx dr . dv dr .—  = — cosffl — rsinc), - ^  = — sinc> + rcose>, 
d<p dip d<p dtp

* Y  f  dyY 2 f  dr
d<pj + U J + u .

ds = (5.4)

5.5.2. Yassi egri chiziqning egriligl 

E g rilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning 
egilganlik darajasidir.

0 ‘z-o‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir 
nuqtasida tayin urinmaga ega boigan yassi 
egri chiziqni qaraymiz. Egri chiziqda ikkita 
A va В nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarda 
egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmalar orasidagi 
burchakni A a  bilan belgilaymiz (21-shakl).

A a  burchakka AB yoyning q o  ‘shnilik 
burchagi deyiladi.

B ir xil uzunlikka ega ikkita yoydan 
qo‘shnilik burchagi katta boigani ko‘proq 
egilgan boiadi. Har xil uzunlikka ega 
yoylarning egilganlik darajasini qo‘shnilik 
burchagi orqali baholab bo‘lmaydi. Bunda AB yoy uzunligida 
A a  burchakning o ‘rtacha qancha ulushi to‘g‘ri kelishi muhim 
hisoblanadi.
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AB yoyn in g  о  r ta ch a  eg rilig i  deb, tegishli qo‘shnilik 
burchagining AB yoy uzunligiga nisbatining absolut qiymatiga 
aytiladi:

Aa
As

(5.5)

Bitta egri chiziqning turli qismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo‘lishi 
mumkin.

Egri chiziqning bevosita A nuqtadagi egilganlik darajasini baholash 
uchun egri chiziqning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini 
kiritamiz.

Berilgan egri chiziqning A n u qtadag i eg rilig i deb AB yoy о‘rtacha 
egriligining В A dagi ( s  -> Odagi) limitiga aytiladi:

A a feи

*< \ К  = lim
B-*A As

А«П 
Ay tj

(5.6)

Aa burchak urunish nuqtasi egri chiziq yoyi bo‘yIab As masofaga 
ko'chishida urinmaning burilish 
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri 
chiziqning egriligiga quyidagicha ta’rif 
bersa ham bo‘ladi: eg r i ch iziqn ing  
eg rilig i  bu — urinish nuqtasi egri chiziq 
bcrylab harakatlanganida urinma 
aylanishining burchak tezligidir.

Misol uchun to‘g‘ri chiziq va 
aylananing o‘rtacha egriligi va egriligini 
topaylik.

1. To‘g ‘ri chiziqning istalgan
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chiziqning o‘zi bilan ustma-ust 
tushadi. Shu sababli A a  = 0, uning ixtiyoriy nuqtasida o‘rtacha egrilik va 
egrilik noiga teng bo‘ladi,

2. Aylana uchun A a  qo‘shnilik burchagi uning Oa va OB radiuslari 
orasidagi burchakka, AB yoy uzunligi Ал = RAa ga teng bo‘ladi, bu 
yerda R -  aylana radiusi (22-shakl).

U holda
A a

RAcc R ’
K = -

ya’ni aylananing egriligi o ‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng 
bo‘ladi.
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Uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega y -  f(x )  funksiya bilan 
aniqlanuvchi yassi egri chiziqning 
M (x;y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chiziqqa M(x;y) va Mx(x + Ax;y + Ay) 
nuqtalarda urinma o‘tkazamiz, 
urmmalaming og‘ish burchaklarini a  va 
a  + Aa bilan belgilaymiz (23-shakl).

MMl yoyga mos keluvchi qo‘shnilik 
burchagi Aa ga teng (qavariq yoy uchun 
Aa < 0 , botiq yoy uchun Aa > 0).

a  = a(x )v a s -  s(x) bo‘lgani uchun 23-shakl.

M

о
. Г у  / у

M j  /

У

+ A a

|A aК  = lim ----
As-*) Д  s

j d a  
I ds

d a
dx (5.7)

tga = y', va demak, a  = arctgy' bo‘ladi. Bu tenglikni differensiallab, 
topamiz:

Уda
dx 1+У'

(5.8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga qo‘yib, y = f(x )  egri 
chiziqning M{x\y) nuqtadagi egriligini topish fomralasini hosil qilamiz:

K = -
a + / 2r

(5.9)

Agar egri chiziq x = x(e),y = y(t),i e T  parametrik tenglamalar bilan 
berilgan bo‘lsa,

. /  y't * х’,У”-х У ,, у  -  r
(*;2+ > f)2

bo‘ladi va (5.9) formula ushbu ko‘rinishni oladi:

K J x ' ,y ' - x ’y 'l i

+y?)J
(5.10)
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Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r = r(<p) tenglama bilan 
berilgan bo: isa, x = rcostp, y  = rsm<p ifodalarni <p parametrli tenglamalar 
deb, topamiz:

K  (5 .П )
(r'2+ r2)2

1-misol. y = - x 3 egri chiziqning x = ~ nuqtasidagi egriligini toping. 

Yechish. Hosilalami toparniz: y' = -3x\ y" = -6x. Hosilalaming

x = ~ nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

3
f  я  ->y = - - y = - 3 .

U holda

K = ___LiH___
' / . v v  525 125'
I +j - ™| 64

2-misol. x = t2,y = 2t} egri chiziqning t = l parametrga mos 
nuqtasidagi egriligini toping.

Yechish. x'(t) = 2t, x"(t) = 2, y'(t) = 6t2, y4i)  = Mt hosilalaming qiy- 
matlarini t = i da topamiz: x' = 2, x” = 2, y' = 6, y ’ - 12.

Bundan
I 2 • 12 -- 2 • 6 1 3К
(2г + 62)3'2 20лЯ0‘

E g rilik  radiusi, m arkazi va avlanasi, evolyuta, evolventa

Chiziqning berilgan M nuqtadagi egriligi К ga teskari R miqdorga
shu chiziqning qaralayotgan nuqtadagi 
egrilik  radiusi deyiladi:

м

7
yok i

(5-12) /
К  \ l C (a;(l)

r = Q±2?2L. (5.13)

\

\  /

\y i

у  

24-shakl.
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Egri chiziqning M nuqtadagi normaliga egri chiziqning botiqiigi 
yo‘nalishida MC = R kesmani qo‘yamiz (24-shakl).

С nuqtaga berilgan egri chiziqning M nuqtadagi egrilik m arkazi 
deyiladi.

Markazi С nuqtada bo‘lgan R radiusii aylana berilgan egri 
chiziqning M nuqtadagi egrilik  aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilgan M nuqtada egri 
chiziqning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo‘lishi 
kelib chiqadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a  va p bilan belgiiab, ularni 
hisoblash uchun formulalar chiqaramiz.

у - f { x )  egri chiziqqa M (x;y) nuqtada o ‘tkazilgan normal 
tenglamasini tuzamiz:

Y - y  = - ~ ( X - x ) ,  (5.14)
V

bu yerda -normalning o‘zgaruvchi koordinatalari.
C (a f i )  nuqta normalga tegishli bo‘lgani uchun uning 

koordinatalari (5.14) tenglamani qanoatlantiradi:

P - y  = - ~ i a - x ) .  (5.15)

C (a ;p )  nuqta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi R ga teng masofada 
yotadi, shu sababli

( a - x f + i p - y f ^ R 1. (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalami birgalikda yechib, « va p  larni 
topamiz:

a  = x ± - 7=2L=R, p = y + * = R .  (5.17)
л/l + / 2 л / Г ^

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni qo‘yamiz:

,У(1 + У2) n _ l r /  1 ОЛ
a  ~x f *̂j ’ P = y + J f \ -  (518)

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniqlashtirish uchun 
y"> 0 va у" < 0 bo‘lgan hollar alohida qaraladi. Bunda y"> 0 bo‘lsa, 
mos nuqtada egri chiziq botiq va p > y  bo‘ladi. Shu sababli bundaquyi
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y'(l + y'2) „ 1 + / 2 (rр  = у + - ф ~  (5.19)

formulalar bilan aniqlanadi. Bu formulalar/ '< 0  boiganida ham o‘rinli 
boiadi.

Agar egri chiziq x = x(t),y = y(t),t e  T parametrik tenglamalar bilan 
berilgan boisa, (5. J 9) ifoda ushbu koiinishni oladi:

— ( 5. 20)
xy - x y  xy  - x y

3-misol. r = 3(l+cos<p) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik 
radiusini toping.

Yechish. Hosilalami topamiz: r' = -3sin^>, r* = -3cos(p.
U holda

R \ _  ( r ' +r nf

ishoralar olinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

К  | r 2 + 2 r ’2 - r r ’ |

5
(9(1 + 2 eos Ĵ + cos2 (p) + 9sin’ (p)1 

j 9(1 + 2 cos q> + cos2 (?) +18 sin2 q> + 9(cos q> + cos3 q>) |

_ 27(l + 2cos^ + cos2^ + sin2<p)2 _
9 11 + 2 cos <p + cos2 (p + 2 sin2 <p + cos (p + cos2 a  \

3
3(2(1+ cosffl))2 . \ <p= ——-------- '--J— = 2(2(1 + c o s c t ) 2 =4cos—.

3(1 + cos o>) 2

Egri chiziqning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta 
deyiladi.

Berilgan chiziq o '7, evolyutasiga nisbatan evolventa  (yoki yoyilma) 
deb yuritiladi.

Agar egri chiziq у = f (x )  tenglama bilan berilgan boisa, (5.19) 
tengiamani uning evolyutasi uchun parametrik (x  parametrli) tenglama 
deb qarash mumkin.

Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20) 
tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenglamalarning 
o‘ng tomoniga kiruvchi kattaliklar t parametrga bogiiq  boiadi) 
ifodalaydi.
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4-misol. у = x2 parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish, Hosilalami topamiz: /  = 2x, y" = 2.

Egrilik markazining koordinatalarini aniqlaymiz.

2x(l + 4x2) . , „ , l + 4x2 6x2 +1a - x ----- --------- - ~ - 4 x . B = x + -------- = --------- .
2 2 2

Bu tenglamalami y = x2 parabola evolyutasining parametrik 
tenglamalari deb qarash mumkin. Tenglamadan jc paramexmi chiqarib, 
topamiz:

27 V. V

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi boiadi.

5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

F azod ag i egri chiziqning p aram etrik  tenglam alari

Egri chiziq tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar 
bilan berilishi mumkin.

Z .
t argumentning bir xil aniqlanish sohasiga 

ega boigan uchta funksiyasini qarayiniz:

x = x(t),

y = y{t),
z = z(t), t e T.

(5.21)

. j

~~ 4>
I
)

— 4--...
1

AI
°Л --,< l s

25-shakI.

MBunda t e T  ning har bir qiymatiga tayin 
x,y,z  qiymatlar va fazoviy M (x;y;z) nuqta 
mos keiadi. t o'zgarishi bilan M nuqta fazoda 
biror у egri chiziqni chizadi. Bunda 
egri chiziq (5.21) parametrik 
tenglamalar bilan berilgan va i ga parametr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g‘ri chiziqning quyidagi parametrik tenglamalari 
bilan awaldan tanishmiz:



Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan 
berilgan egri chiziqni qaraymiz:

fx -  acost,
< у  -  a  sin t, 

z = bt.

Bu egri chiziqqa vint chizig  7 deyiladi (25-shakl). 
t parametming istalgan qiymatida:

x2+y2 = a 1 (cos21 + sin2t) = a 2,

Bu tenglik vint chizig'ining x2+y2 = a 2 silindrda joylashishini bildiradi. 
Bundan, M nuqta vint chizig‘i bo‘ylab harakatlanganida uning Oxy 
tekisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng ayianada harakatlanishi kelib 
chiqadi, bunda t parametr N nuqtaning qutb burchagi bo‘ladi. t 
parametr 2тс ga o ‘sganida N nuqta aylanani to iiq  avlanib o‘tadi, vint 
chizig‘ i M nuqtasining z applikatasi esa h = 2лЬ kattalikka o ‘zgaradi. 
Bu kattalikka vint chizig‘in mg qadam i deyiladi.

S kalyar argum entning vektor fu n ksiy a si

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan 
bo‘lsin. Bunda x(t), y(t), z(t) funksiyaiaming aniqlanish sohasi T ga 
tegishli har bir t parametrga biror M (x,y,z) nuqta, har bir M nuqtaga 
esa boshi koordinata boshida va oxiri M nuqtada bo‘lgan r= O M  
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata 
o ‘qlaridagi proeksiyalari M nuqtaning koordinatalari bo‘ladi va shu 
sababli vektor (5 .2 !) formulalar bilan aniqlanadi.

Shunday qilib, t e  T parametrning har bir qiymatiga biror

r =x(t)i + y(t)j + z(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektor funksiyasi 
(yoki vektor funksiya) deb ataymiz va ?(t) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chiziqqa r(j) vektom ing  
godogrqfi deyiladi.

r(t) vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyaiaming 
berilisbiga teng kuchli, uning koordina o ‘qlaridagi proeksiyalari 
x(/), y(t), z(t) boiadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini 
kiritamiz.
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1-ta’rif, Agar iim xf/) = x,t, lim >■(?) = >’„, limz(r) = z boisa,i—>t. ' r—*;tl

fn = x j  -t y j  + z,k vektorga f  = x(t)i + y(t)j + z(t)k vektor funksiyaning 
t dagi limiti deyiladi va lim ru) = fa deb yoziladi.

r{t) vektor funksiya t = t0 da va /„ nuqtani o‘z ichiga olgan biror 
intervalda aniqiangan boisin.

2-ta ’rif. Agar t: nuqtada limr(?) = /4() bo isa , r(t) vektor funksiyal~*‘o
tw nuqtada uzluksiz deyiladi.

r(t) = x(t)i + y (t)j + z(t)k vektor funksiya M (x,y,z) nuqtaning radius 
vektori, ya’ni r= O M  bo isin  (27-shakl). t parametming o‘zgarishi 
bilan M nuqta L godografni chizadi. Parametrning tanlangan tayin t. 
qiymatiga M nuqta va r(t) vektor mos kelsin.

Perimetming boshqa t+At qiymatini olamiz. Unga M, nuqta va 
r(t + At) vektor mos keladi. f(t  + At) = OM, va r(t) = OM vektorlaming 
ayinnasi Af  = A/M, vektorni qaraymiz:

Ar -  f(t  + At) -  f i t ) .

Uni fit)  vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.

—  nisbat Ar vektorga kollinear, chunki —  skalyar ko‘paytuvchi.
At Ar '
3-ta’rif. Af  vektor funksiya orttirmasining argumentning mos м

orttirmasiga nisbatining A/->0 dagi limitiga f{t) vektor funksiyaning t
nuqtadagi t skalyar argument b o  ‘y ich a  hosilasi deyiladi va F{t) yoki

— kabi  belgilanadi. 
dt
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Shunday qilib,

r ' w - - 2 1 - ! ™ - .  (5.23)
dt dt

Limit ta’rifiga ko‘ra, r'(t) -  vektor.
r(t) funksiya hosilasini uning koordinatalar o ‘qlaridagi 

proeksiyalari bilan bog‘)aymiz.

r(t) = x(t)i + y(t) j  + z(t)k
va

r(t + At) = x(t -+• At)i + y(t + At) j  + z{t + At )к

oo'lgani uchun

Ar =?(t + St) -  r(t) = (x(t + At) -  x(t))i + (y(t + At) -  v(t)) j  + (z(t +- At) -  z(t))k 

yoki

Д r = Ax i + Ayj + Azk .

Shunday qilib,

Ar Sx ~ Ay -  Az
—  =  —  i +  —  j  + — к . 
At At At At

Bundan

Demak,

. .. Ar .. Ax -r .. Av Az r- m = lim—  = lim —  i +im —  j  +lim— к =
Л/->0 Д , A M  о Д ;  Лг-vO Д ,  /./-О

= x'(0' + y'(0.i + z'(0*-

r 'O) = x'(t)i + y'(t) j  + z'(t)k . (5.24)

(5.24) ifodadan vektor funksiyani differensiallash qoidalari hamda 
vektor funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nolari 
differensial hisobning asosiy differensiallash qoidalariga hamda 
hosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash bo‘lishligi kelib 
chiqadi.

2. r'(f) vektor r(t) radius vektor godografiga t parametming o‘sish 
yo‘na!ishida o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi (27-shakl) 
(vektor funksiya hosilasining geom etrik та ’nosi).
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3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicba f'(t) hosilasi moddiy 
nuqtaning t ondagi harakati tezligi v(t) ga teng (vektor funksiya  
hosilasining m exanik т а ’nosi).

1. Skalyar argumentning mini d ifferem iaU ashn ing

*;) = A—  ̂+ F — , Я = Я( t ) - t  argumentning skalyar funksiyasi;

(5.24) ifoda va keltirilgan o ‘xshashliklar asosida fazodagi egri 
chiziqning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi 
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chiqariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri 
chiziqqa parametming t = td qiymatigamos M fx 0;yt:z6) nuqtasida 
o‘tkazilgan urinma (to‘g ‘ri chiziq)

tenglama bilan aniqlanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nuqtasida urinmaga perpendikular 

o‘tkazilgan tekislikka egri ch iziqqa о  ‘tkazilgan norm al tekislik  deyiladi. 
Urinish nuqtasi Мя(ха;у0;гд) bo‘lgan normal tekislik

x ~ x0 _ У ~ Уп _z~  z,s
x'(t0) y % ) z% )

(5.25)

x’(t0 )(x-  x„) +  y'(t0) ( y - y 0) + z'(ta)(z -  z0) = 0

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyining differensiali

(5.26)

ds = y X (t f  +y'(tУ +z'(tydt

formula bilan topiladi.
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K  = 4iy'z”- y"z' f  + (x'z' ~ X"ZY  + (*'/  ~ х”у'У (5 28)

(ar'2 + у 2 + z '2) 2

formula bilan aniqlanadi.

5-misol. x ---1.1, y = t2, z - t  egri chiziqqa t = - i  parametrga mos

nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping: 
Yechish. Urinish nuqtasining koordinatalarini topamiz:

x ~ -\ , y = l, z = - 1.

Hosilalami topamiz va ulaming urinish nuqtasidagi qiymatlarini 
hisoblaymiz:

x'(t) = 3t2, y'(t) = 2t, z'(t) = 1; 

x '( - l )  = 3, / ( - ! )  = - 2, z '( - l )  = 1.

Urinish nuqtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan 
qiymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:

a) urinma tenglamasi

x +1 у — 1 _  2 -t-1

b) normal tekislik tenglamasi

3(x +1) -  2(y - l )  +  z + l = 0 .

3 x~ 2y  + z + 6 = 0 .

7- misol. Asosining radiusi i? = 4ga teng silindrda joylashgan. 
qadami A = 6/r ga teng vint chizig‘i tenglamasini tuzing. Uning voyi 
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t - 2 n  da z - h  = 3t.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi

x -  4 cos г, у  -  4sin /, z  — 3t.

Bundan
x'(f) = - 4siiU, / ( f )= 4 c o s ^ , z '(0  = 3, x"(t) = -4 c o s r , y ”(t) = -4 s in / , z ’(t) = 0. 

Hosilalaming hisoblangan qiymatlari asosida izlanayotgan 
tenglamalami topamiz:

a) vint chizig‘i yoyining differensiali

ds = -Jx'2 + y'2 + z ndt = \/l6 sin21 + 16cos2 t + 9dt =

4. Fazodagi egri chiziqning egriligi
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= л/ l 6(sin21 + cos21) + 9 dt = 5dt.

b) vint chizig‘ining egriligi

y'z" -  y"z = 4 c o s ^ -0 - ( -4 s in / ) -3  = 12sinr;

x'z” -  x'z' = ( - 4  sin t) ■ 0 -  ( - 4  cos /) ■ 3 = 12 cos /;

x'y" - x"y = ( - 4 sin t) ■ ( - 4 sin t) — ( - 4 cos/) ■ 4cos/ = 16;

x'1 + y 12 + z '2 = 16sin*f + 16cos2/ +  9 = 25;

_  V l44sin21 + 144cos21 + 256 _ 20_ _  4_
25l  ~ 125 ~ 2 5 '

5.5.4. Mashqlar

1. Egri chiziqning egriligini toping:

1) у --- cos2 x , x = |  nuqtada; 2 ) y = e , Oy o ‘q bilan kesishish nuqtasida,

3) * = 9cos?, у ----3sin ( ellipsning istalgan nuqtasida;

4) jc = 4(t-sin<), y = 4(l-cos() sikloidaning istalgan nuqtasida;

5) r = 2(1 -  cos<p), ф = ж nuqtada; 6) r 1 = a 1 sin 2p, 4>~~ nuqtada.

2. Egri chiziqning egrilik radiusini toping:

1) ^  + —- = 1 , x = 0 nuqtada; 2) y = l[x , х -Я  nuqtada

3) x = t\ y  = t ~ j t 3, i -1  nuqtada; 4) r = aq>, istalgan nuqtada.

3. Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:
1 n1) y = — , x = l nuqtada; 2 )x  = t -sin*,.y = l-cos?, t = — nuqtada.
x 2.

4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:

I )  y 2 =2(jr + l); 2 ) y 1 -2 x  = Q\

3) x = 2t, y  = t2-l.\ 4).Y = a(cos< + fsinf),J':=a(sin<-«cosf).

5. Vektor funksiyaning godografini toping:

1) r(t) = (21 - 1); + (-3 1 + 2 ) j  + Atk, teR\  2 ) r(t) = 4 chti -  j  + 'ishtk., t eR ;

3) r(t) = 2cos3 ti +2sin3tj + k, te.\0;2тг]; 4) r(t) = 6cosft +5sin«/' +34, / e j 0;2тг].
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6. Egri chiziqqa o ‘tkaziigan uriama va normal tekislik tenglamalarini

toping:

1) r(t)- t2i +t'j + t('k, t = 1 nuqtada;

2) r(t) = ̂ t27 + ̂ t*j + ̂ t*k, t = 2 nuqtada;

3) r{t) = sin2 ti + 2smtcostj + 3cos2tk, t = — nuqtada;
4

4) ?(/) = e'(cos< + sin?)i + e'(sin < -cost)./ +e’k, t = 0 nuqtada.

7. Egri chiziq yoyi differensialini toping:

1) r{t) = 3cos2 ti +5 sin? cos у +4sin2 tk; 2) r(t) = 5 cos ti + 5sin tj +\2tk.

5.6. TENGLAM ALARNI TA Q R IBIY YEC H ISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir o ‘zgaruvchining har qanday tenglamasini

/(*) = 0 (6.1)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda f ix )  -  x o‘zgaruvchining biror 
funksiyasi.

(6.1) tengiamaning ildizi deb shunday x = x0 qiymatga aytiladiki, 
bunda tengiamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’ni f ( x j  = 0 bo‘ladi.

(6.1) tenglamani yechish  deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

У ■ >=/(*) У y = f(x)
1

\

У

----------
1!

о О x0 X 0 *0 X

a b с

28-shakl.

(6.1) tengiamaning ildizi geometrik jihatdan yo y = f{x )  funksiya 
grafigining Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl),
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yo bu grafikning shu o‘q bilan urinish nuqtasini (28-b shakl) 
yoki grafik va o ‘qning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir o'zgaruvchi tenglamasini 
yechishning geometrik usuli kelib chiqadi: (6.1) tenglamani yechish 
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (> = 0) o :q bilan 
kesishish nuqtalarini topish kerak.

/(*) = 0 tenglamani taqribiy yechish, odatda, ikki bosqichda amalga 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda tenglamaning ildizlari ajratiladi, ya’ni tenglama 
yagona haqiqiy ildiziga ega boigan chekli oraliq aniqlanadi.

Ikkinchi bosqichda ildizlar aniqlashtiriladi, ya’ni ular berilgan 
aniqlikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchun ushbu kriteriya 
qoilaniladi: agar /(jc) funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz, monoton va 
kesmaning chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega boisa, 
u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega boiadi.

f {x )  funksiyaning kesmada monoton boiishining yetarli sharti 
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saqlashi 
hisoblanadi (agar f ( x )  > 0 boisa, funksiya kesmada o ‘sadi, agar f ( x ) < 0  
bo isa , kamayadi).

Agar y = f{x )  funksiyaning Ox o ‘q bilan 
kesishish nuqtalari joylashgan oraliqlami aniq K'[
ko‘rsatuvchi grafigini chizish mumkin boisa, \
(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usulda
ajratsa boiadi. \

/ (x) va f (  jc)  funksiya grafiklarini chizish з \ /
oson boigan hollarda (6.1) tenglamani ' \ /

f { x )  = f 2(x) (6.2) ------- -------------------- -
/  1 ^

ekvivalent ko‘rinishda ifodalash orqaii / \ 
ildizlami ajratsa boiadi. Bunda (6.2) / 
tenglamaning ildizi y = f ( x )  va y = f ( x )  29-shakl.
grafiklarning kesishish nuqtasi boiadi.

1-misol. x* + 6x -  5 = 0 tenglama ildizlarini ajrating.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,

/(x) = x3 +6x-5.
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x e if  da f'(x)  = 3x: + 6>0, x e R  bo‘lgani uchun funksiya ixtiyoriy 

oraliqda o ‘sadi. x ning manfiy qiymatlarida f ( x ) <  0 va x ning 
yetarlicha katta qiymatlarida, masalan, x>]  da / (x )>0.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy iidizga ega.
Berilgan tengiamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin. 

Tenglamani x' = -6x + 5, ya’ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. j  = x3 va 
у = —6x + 5 funksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizmadan 
ko‘rinadiki, keltirilgan grafiklar abssissasi (0;1) intervalda yotuvchi 
M nuqtada kesishishadi.

5.6.2. ndizlarni aniqlashtirishning 
vatarlar va urinmaiar usullari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tengiamaning ildizi 
ajratilgan, ya’ni tenglama yagona X  iidizga ega bo‘lgan [a;b] kesma 
aniqlangan bo‘lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch 
shart bajaradi:

1) f ( a )  va f ( b ) sonlari har xii ishorali: f ( a )■ f ( b ) <  0 ;
2) [a:b\ kesmada f'(x )  hosila nolga teng emas va ishorasini 

saqlavdi;
3) [a\b) kesmada f' (x )  hosila nolga teng emas va ishorasini 

saqlaydi.
(6 .1) tenglama yechimining birinchi yaqinlashishi sifatida 7 = f i x )  

funksiya grafigi yoyining chetki A (a;f(a))  va B(b\f(b)) nuqtalarini 
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o ‘q kesishish nuqtasining abssissasini 
olamiz (30-shakl).

Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq formulasi asosida AB to‘g‘ri 
chiziq tenglamasini tuzamiz:

b - a  f ( b )  -  f ( a )

(6.3) tenglamaga jk = 0 ni qo‘yib, ildizning birinchi yaqinlashishini 
topamiz:

_ a f  (b) -  b f  (a)
f ( b ) - - f ( a )

(6.4)
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(6.1) tenglamaning izlanayotgan X  ildizining ikkinchi x2 
yaqinlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f ( x )  funksiya 
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega boigan [a;x,] va [x;6] 
kesmalardan biriga qo‘llaniladi. Bunda, agar f(a ) f" (x )>  0 shart 
bajarilsa (1-hol) [a;x,] kesmada

(6.4)
/ ( * , ) - / (a)

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar / ( a ) f ( x )  < 0 shart bajarilsa (2-hoi) 
[x,;6] kesmada

b J ^ - x J V )

/ (* ,)"/ (* )

kabi aniqlanadi (30,c,d-shakl).

о a X'

и г M~~iB

О

/'W <o,
у /м ,

-yB

J J -1 «'■,4,/ЛГ, b = x,

О

30-shakl.

x —
1 \I \ 
j \  
I I

■w2\ \\b 

%

Bu jarayonni davom ettirib, ildizning keyingi 
x,,x( ,... yaqinlashishlari topiladi. Agar (n - 1 ) - yaqinlashish mavjud
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” / (x„_i) -  / (a) ; 

formula bilan, 2-hol uchun

boisa, n-yaqinlashish 1-hol uchun

x0=b, n —1,2,3,...

f M - m
, x0 (X) h 1,2,3,...

(6.6)

(6.7)

formula bilan topiladi.
Geometrik mulohazalarga ko‘ra, xn (и = 1,2,3,...) sonlarning ketma- 

ketligi iidizga yaqinlashadi, ya’ni

limx = X. (6.8)

(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun 
talab qilmgan aniqlik olinganga qadar davom ettiriladi.

Vatarlar usu lining absolut xatoligi

/(*„) I (6.9)

tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda = Л>)|, Г ( х) ф 0.
a<x<t>

U rinm alar usuli

(a',b) oraliqda (6.1) tenglama yagona X  iidizga ega boisin . y = f i x )  
funksiya grafigiga A(a; f(a)\ nuqtada urinma o ‘tkazamiz,

Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

y -  f ( a )  = f ( a ) ( x - a ) .  ( 6 .10 ) у

Bu tenglamada у  = 0 deb 
urinmaning Ox o ‘q bilan kesishish 
nuqtasining abssissasini topamiz:

x , = a - f < a ) * 0 .  ( 6 .1 1 )
f ( a )

(6.11) formula ildizning birinchi °  
yaqinlashishini beradi. Ikkinchi 
yaqinlashishni (6.11) ga monand

O b .

31-shakl.

351



formulani (x,;b) oraliqqa qollab, topamiz:

(6 .12)

Ildizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi topiladi. 
Agar (n -l)-yaqin  lash ish mavjud bo‘lsa, n -yaqinlashish

(6.13)

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaqinlashish xa sifatida [a;6] kesmaning

shartni qanoatlantiruvchi nuqtasining abssissasi olinadi (31-shakl). 
Demak, bu usulni A nuqtadan boshlash shart emas.

Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabatlar o‘rinli boiadi.

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli iidizga turli tomondan 
yaqinlashishni beradi. Shu sababli. odatda, ulami birgalikda qollash 
qulay boiadi. Bunda ildizni aniqlashtirish tez bajariladi va hisoblashni 
nazorat qilish mumkin boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qollanilishi masalasi ni

qaraymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.

Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boiishi mumkin (30-shakl):

Aniqlik uchun f\ x )  > 0, f"(x) > 0 boigan holni qaraymiz (32-shakl). 
A(a\f(a)) va B{h\ f {b) )  nuqtalar orqaii vatar olkazamiz.

Bu vatarning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

Endi f i x )  funksiya grafigiga B(b-f(b)) nuqtaga urinma olkazamiz.

f i x j  r i x )  >0 (6.14)

Vatarlar va urinm alar usullarining  
birgalikda qoH lanilishi

a) / '(*) < f"(x) > 0 ;

c) f ' ( x ) > o, f \ x ) > o;

b )/ '(* )> 0 ,/ 4 * )< 0 ; 

d)/ 'W  < 0, f ’(x) < 0.
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/'(*)

Sbunday qilib, a < a } < X <b, <b.
Bu jarayonni davom ettirib, taqribiy qiymatlaming ikkita ketma- 

ketligini topamiz:

Bu urmmaning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

a < a ,  < a , < ..,< X  va b>b,  >£, > ...> X,

bu verda

a  = a /(«„- , -a.-,) ,n = 1,2,..., a0 = a:

/ '(V .)
,n  = 1,2,..., ft,, = ft.

(6.15)

(6.16)

{a,} va ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak, 
ular limitga ega. lim an - a ,

limbit=f}  bo‘isin. Agar 1) va

3) sharflar bajarilsa, a  = ; 3 - X  
/(x) = 0 teng-lamaning yagona 
yechimi bo‘ladi.

Agar ildizning aniqligi

s  oldindan berilgan boisa.

u holda a va hn lar ! a, -  \< e 

yoki e <| an -  b„ |< 2e shartlardan 

biri bajarilishiga qadar davom 

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa X ^ a r (yoki X  ~£n) boiadi.

-  boiadi.ikkinchi shart bajarilsa X

1-misol. 2 -  x -  Igx -  0 tenglmaning haqiqiy ildizini vatarlar va 
urinmalar usullarini birgalikda qoilab, в = 0,000001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. Izlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani 
]g x -  2 - x  koiinishga keltiramiz va y - Igx, y = 2 - x  funksiyaiaming
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gratiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz [1,6;1,8] 
kesmaning ichki nuqtasi bo‘lishi 
kelib chiqadi.

1) va -  3) shartlammg 
bajarilishini tekshiramiz.

f ( x )  = 2 - x - \ g x  funksiya uchun:

/(1,6) = 2 -1,6 -  0,2041 = 0,1959 > 0; 

/(1,8) = 2 -1,8 -  0,2553 = -0,0553 < 0;

/ '(*) = - 1 — —lge; f ' (x )  = \ lg e ;  
x x

[1,6;1,8] kesmada / '(*)< 0, f"(x)>  0.

\  y = 2 - x\
\

/1

\

33-shakl.

Demak, [1,6;1,8] kesmada
1) -  3) shartlar bajariladi. Shu sababli a = 1,6 va 6 = 1.8 deb olamiz va

aniqlashtirish formulalarini qo‘llaymiz:

a  = 1,6 -  = 1,6 + 0,1559 = 1,7559;
/(1,8)-/(1,6)

h  = 1 ,6 - ^ ^ - = 1 ,6 +  0,1540 = 1,7540;
/'(1,6)

a2 =1,75558; b2 =1,75557; a3 =1,7555816; b2 = 1,7555807.

\a,-b ,  H 1,7555816 -1,75558071= 0,0000009 <£.

Demak, izlanayotgan yechim E, *  a, = 1,7555816.

5.6,3 .Mashqlar

1. Tenglamalarning haqiqiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda 
qo‘llab, e  = 0,0001 aniqlikda toping:

1) x’ - 2 x  + 7 = 0; 

3) jclg jc — 1 = 0;

2) x3 + x — 1 = 0;

4) 2jt + 5-sinx = 0.
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OLIY ALGEBRA 
ELEMENTLARI

6.1. K O M PLEK S SONLAR

Kvadrat ildiz chiqarish amali barcha 
haqiqiy sonlar uchun aniqlanmaganligi 
sababli har qanday kvadrat tenglama ham 
haqiqiy sonlar to‘p!amida yechimga ega 
bo‘lmaydi. Bu masala ham da uchinchi va 
to‘rtinchi darajali tenglamalami vechishda 
yuzaga kelgan ko‘plab masalalar haqiqiy 
sonlar to‘plamini kompleks sonlar 
to‘plamigacha kengaytirishni taqozo etdi.

Keyinchalik kompleks sonlar 
matematika va amaliy matematikaning 
ko‘pchilik muhim masalalarini yechishga 
tatbiq qilindi va hozirgi matematikani 
kompleks sonlar tushunchasisiz tasawur 
qilib bo‘lmaydi.

6.1.1.KompIeks son 
tushunchasi va tasviri

K om pleks son  tushunchasi

1-ta’rif. z kom pleks son  deb ma’lum 
tartibda berilgan x va у  haqiqiy sonlar 
juffiga aytiladi va z = (x,y) deb yoziladi.

x va у  sonlarga mos ravishda z 
kompleks sonning haqiqiy  va mavhum  
qism lari deyilib, x  = Rez, y  = lmz kabi 
belgilanadi.

z,=(;f va z2^(x2,yi ) kompleks
sonlarida хх=хг va y, = y2 boiganida ular 
teng, ya’ni z, = z2 deyiladi.
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(0,1) son mavhum birlik  deb ataladi va i bilan belgilanadi:

i = ( 0Д). (1.1)

2 -ta ’rif. z. =(x,,y.) va z2=(x2,y2) kom pleks sonlarining yig'indisi
deb

z, + z2=(xt,yl) + (x1,y2) = (xl +x1,yl + y 2) (1.2)
songa aytiladi.

3-ta ’rif. z, = (*,,>,) va z2 = (x2,y2) kom pleks sonlarining  
ko'paytm asi deb

2. -z2 =(jcl,y)) - (x2,y2)^(x lx2 - y . y 2,x,y2+y.x2) (1.3)

songa aytiladi.
Keltirilgan ta’riflardan haqiqiy sonlardagi kabi

(^,0) + (x2,0) = (x, + x2,0)

va
(xt ,0) • (x2,0) = (x,x2,0)

kelib chiqadi.
Shunday qilib, kompleks sonlar haqiqiy sonlami «to ‘Idiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:

x = (x,0), iy = (0 ,l)j = (0Д) • (y,0) = (0 • j  -1  • 0,0 • 0 +1 • v) = (0, y).

Bu ifodalardan z = (x,y) kompleks son yozilishining boshqa bir 
ko‘rinishi kelib chiqadi:

z = (x, y) ~ (x,0) + (0,y) = x + iy.

Kompleks sonlami ko‘paytirish ta’rifidan topamiz:

г2 = a=(o,i) ■ (o,i) = (-1,0)=-l.
Demak, i -  (0,1)- kvadrati minus birga teng bo‘lgan son.
Shunday qilib, z = x + iy ifodaga kom pleks son  deyiladi, bu yerda 

x , y - haqiqiy sonlar, i - mavhum birlik.
Agar z = x + iy ifodada у = 0 bo‘Isa, z = x haqiqiy  son , agar 

x = 0 boMsa, z = iy s o f  mavhum son  hosil bo‘ladi.
Faqat x = y = 0 boMganida z = x + iy kompleks son nolga teng
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bo'ladi. Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari 
kiritilmaydi.

Mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi z  = x + iy va 
z = x - i y  sonlariga qo  'shma kom pleks sonlar  deyiladi.

Haqiqiy va mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi 
z, =  x +  iy va z 2 =  -x  -  iy sonlariga qaram a-qarski kom pleks sonlar 
deyiladi.

K om pleks son larn ing geom etrik  tasviri

Har bir z = x + iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining 
M(x;y) nuqtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x = Rez, >’ = Imz) va 
aksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nuqtasini z = x + iy 
kompleks sonning geometrik tasviri deb qarash mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kom pleks tekislik  deyiladi va (z) kabi belgilanadi. 
Bunda, z — x haqiqiy sonlar haqiqiy  o ‘q  deb ataluvchi Ox o ‘qning 
nuqtalari bilan aniqlanadi; z - i y  
mavhum sonlar mavhum o ‘q  deb 
ataluvchi Oy o ‘qning nuqtalari bilan 
aniqlanadi.

Shuningdek, z - x  + iy kompleks 
sonni M(x;y) nuqtaning radius vektori
r = OM orqaii ifodalash mumkin (1- 
shakl). Bunda: F vektorning
uzunligiga kom pleks sonning moduli 
deyiladi va \z\ yoki r bilan 
belgilanadi; r vektorning Ox o‘qning 
musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan
burchagiga kom pleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan 
belgilanadi.

z = 0 kompleks sonning argumenti aniqlanmagan. z * 0  kompleks 
sonning argumenti ko‘p qiymatli bo‘lib, 2т:к(к = 0, -1, 1. -2, 2,...) 

qo‘shiluvchigacha aniqlikda topiladi: Argz = argz + 2лк,he . z, bu yerda 
argz-argum entning  oraliqda yotuvchi bosh qiymati, ya’ni
— n < argz< n  (ayrim hollarda argumentning bosh qiymati sifatida [0;2?r) 
oraliqqa tegishli qiymat olinadi).

1-shakl
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Ushbu

z - x  + iy

ifodaga kom pleks sonning a lg ebra ik  shakli deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va <p = Argz argumentini z = x + iy 

kompleks sonni ifodalovchi r = OM vektorning qutb koordinatalari deb 
qarash mumkin. Bunda x = rcosip, y = rsin<p bo‘ladi (1-shakl).

U holda z = x + iy kompleks sonni z = rcosr/> + *>sinq> yoki

z = r(cos(p + is'm(p)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kom pleks sonning trigonom etrik  
shakli deyiladi.

Bunda r =j z| modul quyidagi formula bilan aniqlanadi:

6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari

r =| z |= y1
<p argument esa

x ■ У Уcos<p = - ,  s m tgcp = —
r r x

fonnulalardan topiladi.
<p = Argz = arg z + 2 7ik , k e z  ekanidan

cos (p = cos(arg z + 2nk) = cos(arg z), sin <p = sin(arg z)

kelib chiqadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan 
trigonometrik shakliga o ‘tishda kompleks son argumentining bosh 
qiymatini aniqlash yetarli bo‘ladi.

-  n < argz < n bo‘lgani ucun tgq> = — tenglikdan topamiz:
x

v
arctg—5 1, IV choraklarning ichki nuqtalarida, 

x
i у

arg z = arctg— + л, II chorakning ichki miqtalarida, 
x 
у

arctg---- 7Г, III chorakning ichki miqtalarida.
x

Agar nuqta haqiqiy yoki mavhum o‘qlarda yotsa, argzni bevosita 
topish mumkin.
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Masalan, z. = 2 uchun argz, = 0; z2= -3 uchun arg ?2 = n ; z, = j 

uchun argz, = z4 = -4 i uchun argz4 = —~ (2-shakl).

Eyler formulasi deb ataluvchi

г  = - 3  o"2 x
1li

yi
cose> + ism (р = ё*  i

Z , =  i  ?
,  ;'\

ifoda yordamida z = r(cos^ + /sin<p) v A \
tenglikdan z = rejf ifoda keltirib chiqariladi.
Ushbu

z  = re'*

ifodaga z = r(cos(p + isincp) kom pleks sonning 
ко ‘rsatkichli (yoki eksponensial) shakli 
deyiladi, bu yerda r =| z | -  kompleks sonning 
moduli; <p = Argz- kompleks sonning 2-shakl.
argumenti.

Eyler formuiasiga ko‘ra e ‘* funksiya In  davrli davriy funksiya 
boiadi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish 
uchun kompleks son argumentining bosh qiymatini, ya’ni <p = argz ni 
aniqlash yetarli boiadi.

Ж 711-m isol z = -sin—+/'cos— kompleks sonni turli (algebraik, 
8 8

trigonometrik va ко‘rsatkichli) shakllarda yozing.

7t 7tYechish, z = -sin— + icos— kompleks son trigonometrik shaklda 
8 8

berilgan emas. Shu sababli shunday <p burchakni topamizki,

cos© = -sin— va sin® = cos— boisin.
8 8

В unday burchak ® = —+ — = —  boiadi.
* 2  8 8

57i V2  —  \^2 . 5ж V 2  +  л/2 .  * .  * I . .  » I icos—  = —----------va sm—  = ------------ ш hisobga ohb, kompleks
8 2  8 2

so dining turli shakllarini yozamiz:

J l - J l  V2 + V2 5ж . . 5nz - —:------------- t -------------= cos—  + <ssm—  = e 6 .
2  4  8  8
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6,1.3. Kompleks sonlar ustida am allar 

K om pleks s o n la m i qo  ‘shish

Agax z, = jc, + iyt va z2=x2 + iy2 bo‘lsa, yuqorida keltirilgan kompleks 
sonlami qo'shish ta'rifiga ko‘ra,

z: + z 2=(x, + x 2) + i(y\ + у .),  (1.4)
Kompleks sonlami qo‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga 
ega:

Z, +  z2 =  Z, +  Z j, (z, +  Z j)  +  Z, =  Z, +  (Z j +  Z ,)  .

(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 
qo‘shilishi kelib chiqadi (3-shakl).

3-shakldan bevosita ko‘rinadiki, j z, + z21<) z, j + j z2 1. B u  tengsizlikka 
uchburchak tengsizligi deyiladi.

K om pleks so n la m i ayirish

Kompleks sonlami ayirish amali qo‘shishga teskari amal sifatida 
aniqlanadi.

z, va z2 kom pleks sonlarning ayirm asi deb. z; ga qo‘shilganida 
z, ni hosil qiluvchi z kompleks soniga aytiladi va z = z, -  z2 tarzda 
yoziladi.

Agar z ,= x t + iy, va z2 = x2 + iy2 bo‘lsa, ta’rifga ko ra,

z = z, - z 2 = ( jc, - x 2) + i(y, ->■-) (1.5)

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 
ayrilishi kelib chiqadi. (4-shakl).

4-shakldan ko‘rinadiki, | z, -  z2 1> z, j - !  z2 1.



I z, -  z21= , / ( V -  x2y  + (у , -  у2У

boiadi, ya’ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu 
sonlami ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan | z -  2/ 1= 1 tenglik kompleks tekisligida z0 = 2/ 

nuqtadan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to‘plamini, ya’ni 
markazi z0 = 2i nuqtada joylashgan va radiusi birga teng 
aylanani aniqlaydi,

Kompleks sonlami ко ‘paytirish

Agar zl = x i + iyx va z2 = x 2 + iy2 bo‘Isa, yuqorida keltirilgan 
kompleks sonlami ко‘paytirish ta’rifiga ko‘ra,

z = z,z. = (x,%. -  y y j  + i(x,y2 + y rx2). ( 1 .6)

Kompleks sonlami ko‘paytirish kommutativlik, assosiativlik va 
qo‘shishga nisbatan distributivlik xossalariga ega:

z,z2= z 2z,;
(z,z2)z, = z,(z2z ,); 

z ,(z2 + z3) = z,z2 + z tz,.

2-misol. Z j^l + Зг, z,=~3 + i boisa, Zj + z2, 2 z j-z 2, z,-z2 term 
hisoblang.

Yechish. z, + z2 = (3 + 3?) + (-3  + i) = -2  + 4 i;

2z, — z2 = (2 + 6 () -  (—3 -+-/) = 5 + 5 i; 

z; • z2 = (1 +  3/) • ( - 3  + i) = ( - 3  -  3) + /(1 -  9) = -6  -  8/.

Trigonometrik shaklda berilgan

z, = r, (cos + i sin <pt) ,  z2 = r2 (cos <рг + i sin q>2) 

kompleks sonlami ko‘paytiramiz:

z.z2 ^ ( c o s ^  + ism <p̂ )r2(cos<p2 + i sin <p2) -- 

= rtr2( c o s c o s <p2 + / sin <p{ cos (p2 + icos <pt sin q>2 -  sin <pt sin <p2) =

= r,r2 (cos^c, cos(p2 -  sin <p{ sin <p2) + /(sin <p. cos<p2 + i cos q>. sin <p7) =

= r,r2(cos(<p, + q>2) + ism{(p, + <p2)),

Kompleks sonlar uchun
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Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaming modullari 
ko‘paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.

Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli 
bo‘ladi. Xususan, n ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun

z" = (r (cos (p + i sin <p))" = r ”(cosnq> + ismn№) (1-8)

boiadi.
(1.8) formulaga Muavr form u lasi deyiladi.

3 - misol. z = f l + i  bo isa , z6ni hisoblang.
Yechish. A w al kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiraraiz.

л = л/3, у  = 1 boigani uchun r = 4 ^  +12 = 2, argz = arctg—  = —.
V3 6

Bundan
J  Ж . .  Лz = 2 cos— i-/sin—\  6 6

Muavr formulasiga k o la :

(  71 71 \z6 = 26l cos— -6 + isin— •6j = 64(cos^ +isinw) = -64.

Kompleks sonlarni bo ‘lish

Kompleks sonlarni bo lish  amali ko‘paytirishga teskari amal sifatida 
aniqlanadi.

z, va z2 ф 0 kom pleks son lam ing bo ‘linmasi deb, z2 ga
ko‘paytirilganida z, ni hosil qiluvchi z kompleks soniga aytiladi va

z, • z = -i- kabi yoziladi.
*2
z, = jtt + iyl , z2 = x2 + iy2 ф 0 va z = x + iy boisin.
U holda (x7 + iy2)(x + iy) = x, + iyx tenglikdan

jxx2- y y 2 =x„

\xy> +y*i =y l 
tenglamalar sistemasi kelib chiqadi.

ya ni
V 2 = rr /co s icp , + (рг) + i sinO, + (рг )). (1 .7 )
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:,*2 +У,Уг
x':+ y 22 ' '  х '+ у .

Sistemadan x va у ni topamiz:

r  ХЛ + У ,У 2 x2y , - x,y2 
Л“~ I . 2 > У-

Shunday qilib,

r _  ^  _  x̂ x2 + yty2 x2yt -  x,y2z = = (1.9)
Х2 + У г  x \ + y \

Amalda ikki kompleks sonning bo‘linmasi urving surat va maxrajini 
maxrajning qo‘shmasiga ko‘paytirish orqaii topiladi (maxraj 
mavhumlikdan qutqariladi).

4- misol. z ,= l  + 2i, z. = 3 + i boisa, — ni toping.
г2

Yechish. ~  kasrning surat va maxrajini z2 ga ko‘paytirib, topamiz:
Z2

Zj 1 + 2/ (1 + 2г)(3 — /) 3 +  6i ~ i Л- 2 5 + 5/ 1 1 . 

z2 ~ 3 + i ~~ (3 + / ) ( 3 - 0  ~ 9 +  1 ~ 10 ~ 2  2 L

Trigonometrik shaklda berilgan z, = r, (cos + isin^) kompleks 

sonini z, =r2(cos<p2 + ismq>2) kompleks soniga boTamiz:

z, _  r, (cos<^ + /s in ? ,) (cosip,+;sin ,̂)-(cosi?>2-/sin<p2) 
z2 r2(cos(p2+ism<p2) r2(cos<p: +i'sm^2)-(cos^2-isin<£>2)

r,
к

Demak,

z, r

=  ^  (cos(^, -<P2 )  +  i s in C ^  -  q>2)) .

- (co s(^  - <p2) + ism(p, -<p2)). ( 1 - Ю )

Shunday qilib, bir kompleks sonni ikkinchisiga boiganda ularning 
modullari boiinadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chiqarish

Kompleks sondan к -darajali ildiz chiqarish amali и-natural 
darajaga oshirish arnaliga teskari amal sifatida aniqlanadi.

z kom pleks son'ming n -darajali ildizi deb, w" = z tenglikni 
qanoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
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z = r(cosq) + /sinq>) va w = p(cos#-t-/sin0) bo‘Isin.

Tldizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topamiz: 

z = w" = p"(cosn0 + isinnd) = r(cos<p + <sin 49).

Bundan

p ” =r, пв = <p + 2лк, к -  О, -1, 1, -2, 2,...
yoki

~ & +  lin k, г~0 = z -------- , p = Vr
n

kelib chiqadi.
U holda w = л/z tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

wk =sJr(cos(p + is\nq>) = л/ ^ c o s ^ ^ ^ - +  ism® 4 £ = 0, 1, ..., n - l .  ( 1 . 11)

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli z kompleks 
sonining n- darajali ildizlari soni 
n ga teng boiadi va ular к ning 
n ta к = 0, 1, ..., и- l  qiymatlarida 
aniqlanadi. Ildizlarning moduli 
r  haqiqiy sonining и-darajali 
algebraik ildizidan iborat boiadi,

2 nargumentlari esa bir-biridan — ga
n

karrali songa farq qiladi. Bunda 
barcha ildizlar kompleks tekisligida 
markazi z -  0 nuqtada boigan va 
radiusi %j\~z\ ga teng aylanaga 
ichki chizilgan n burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl).

5-misol. V-T ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz;

-1  = cos^ + 2sin?f.

Bundan



к ga О, 1, 3 va 4 qiymatlar berib, topamiz:

n  . . 7t л/2w,. = c o s — ьш п — = — U + /),
4 4 2 '

37F . . Зж л/2 
w, = c o s —  + /sm —  = — (-1  + Л, 

4 4 2 '

3/T . . Зя- л /2.  , ..
w, = c o s ------b /sm —  = — (-1  + П,

4 4 2

5к  . .  5л  л / 2.
W, =COS------hiSin —  = -----( - 1 - П ,

4 4 2

7л: , . 1л  л/2
w, = cos------1- шп —  = — (1 -  г).

4 4 2

Bu ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan 
muntazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

„ - 2xx -  jy i -  у ------ va
i

6.1.4. M ashqlar

1. x ,y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z,

z2 = 2x + i2 - 3 x i - y f ’ kompleks sonlar qo‘shma boiadi?

2 . x ,y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, = у + 2 f  + 3 - 2xt va

2 rj
z2 = З х + 8 / + ^ + 2 г г kompleks sonlar teng boiadi?

3. x ,y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, = 3 x ~ 2yi + 5i1 - 1 va

z2 = 3 y -i’ + — + i
Sx3 2? kompleks sonlar qarama-qarshi bo‘ladi?

4. x ,y  ning qanday haqiqiy qiymatlarida zl =5x + ~ -+ 3y i + i> va

z, = 3y(l + г) + —- -  г4 kompleks sonlar nolga teng bo ‘ ladi? г

5. (z) tekislikda berilgan tengfamalami yeching:

1) zJ + 6z + 25 = G; 2) 2z2 + гг + 1 = 0;

3) iẑ  -  2z + 3i = 0; 4) z 2 -  biz -  5 = 0.
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6. (z) tekislikda berilgan shartlar bilan qanday nuqtalar to‘plami aniqlanadi? 

1) Rez = a; 2) Imz = 6;

3) r <| z j< /?; 4) (p < argz < i//;

5)r<jzl<R, ^)<argz<v/, bu yerda a,b,r,R,(p,y/-haqiqiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va 
ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1) з = -2  + 2л/3/; 2) z = S - i ,

3) z = -\/3^cos^- + ;sm ^ -j; 4) z = 2 /̂2^cos -̂ + /sin~j;

г / 2 ^
<— ----- i ,-----  i arctg— *■

5) z = V2e 1 ; 6) z = 4 n e [- 3 J;

7) z = 2cos60" -li'sineO"; 8) z = -2cos45°-2ism 45<’.

8. Berilgan kompleks sonlaming yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va 
bo‘linmasini toping:

1) z, = -5 + 3 / va гг = 2-4г ; 2 ) z ,= - 3 - 4 /  va z2=2+3(.

9. (z) tekislikda berilgan nuqtalar orasidagi masofani toping:

1) l -3 i  va 4i; 2) 1 -5г va -4 ;

3) l + Зг va 3 + 2.;'; 4) 8 -3 /  va 2 + 5/.

10. Hisoblang:

1) ^ z |i + 0  - 0 2(l + 0; 2) i ± -3l . ( - 2 0  + l;1 + 2; -2  + 1

3) (2 + Зг)3 - (2 -З г )3; 4 ) (-1  + 2г)4 - ( 1 + 2 i)\

11. Kompleks sonlarning haqiqiy va mavhum qismlarini toping:

1Л Зл/З-г7 _  -1  + /5 8 + 19;3
2)^гтт-+-2(V3 + 2i3) ’ 2 + i 40

12. Berilgan kompleks sonlarning ko‘paytmasi va bo‘linmasini toping:

л( яг . . яЛ J  5n . . 5яЛ1) z. = 4  cos— Hsm— va z, =2 cos-----nsin—  ;
‘ \ 4 4)  2 t  12 12/

J  5я . . 5яЛ f 2яЛ , . ( 2яЛ2 ) z , = e c o  s h/sin—  va z, = c o s ------+(Sin--------;Л 6 6 J - l з J { з /
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3) г, =8(cosl35° + /sinl35°) va r2 =2(cos45“ +/'sm45“);

4 )  z, =8(cos90" + isiu90") va z2 = cos30"+ isin30°.

13. Darajalami hisoblang:

n  f 4 l {  I n  . 7 я Л У ' f  1 +  i Y 0
I ) |----  cos----- u s in —  ! ; 2 ) -----  ;

V 2 v 36 36 J j  \ l - i )  ■

3) (2- 2 if ; 4 ) (a/2(cos20° + isin20°))‘:

14. Berilgan sonlarning barcha ildizlarini toping:

1) 2) \P1:

3) У-8  + 8л/Зг; 4) i/l+7.

6.2. K O P H A D LA R

6.2.1. Ko‘phadlar ustida amallar

Ushbu

P Jx )  = aux" + a ,*”4 + .. .+  anlx + a n ( 2 ,1 )

funksiyaga n- d ara ja li ко ‘p h a d  (yoki butiin ratsional funksiya) deyiladi. 
Bunda a, sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
manfiy bo‘Imagan butun n soni ko‘phadning daraja ko‘rsatkichini 
bildiradi.

Xususan, n -  0 da P Jx ) = a0 (a0 *  0) nolinchi darajali ko‘phad hosil 
bo‘ladi.

Agar P Jx)  va Q Jx)  kophadlar ning barcha qiymatlarida bir 
xil qiymatlar qabul qilsa, u holda P Jx )  va Q Jx )  ko‘phadlarda x ning 
bir xil darajalari oldida turgan koeffitsiyentlar teng bo‘ladi va aksincha. 
Bu ko‘phadlarga teng ko‘phadlar deyi ladi va P Jx ) = Q Jx )  deb yoziladi.

K o‘phadlar ustida qo‘shish. ayirish va ko‘paytirish amallarini 
bajarish mumkin.

Ikki ko‘phadning yig‘indisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko‘phad 
bo‘ladi.

K o‘phadIarni qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari algebraik 
ifodalardagi kabi bajaiilgani uchun arifmetik amallarning asosiy
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xossalariga ega bo‘ladi.
K o‘phad1ami bo‘lish qoldiqli va qoldiqsiz bo‘lishi mumkin.
Pn(x) va Q„{x) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin, bunda n > m > 0.
U holda

PSX) = QJ.X) - K S X) +r,Xx)̂  0 ^ k < m  (2.2)

tenglikni qanoatlantiravchi R„̂ m(x) va rk{x) ko‘phadlar mavjud va 
yagona boMadi. Bunda PJx) boiinuvchi, Qm{x) bo‘luvchi, R„_m(x) 
boMinma, rt(x) qoldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rt (*) = 0 bo‘lishi ham mumkin. U holda PJx) 
ko'phad R„._m(x) ko‘phadga qoldiqsiz bo‘linadi deyiladi.

K o‘phadlami bo‘lishdan hosil boiadigan bo‘linma va qoldiqni 
topishning har xil usullari mavjud. Ko‘p hollarda «burchakli 
usulida bo£lish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko‘phadlarning ildizi

P Jx) ко ‘phadning ildizi deb x o‘zgaruvchining bu ko‘phadning 
qiymatini nolga aylantiradigan xa (haqiqiy yoki kompleks) qiymatiga 
aytiladi, ya’ni bunda P Jx e)~Q boiadi.

PJx) ko‘phadni x - a  ga bo‘lishdan hosil bo‘ladigan qoldiqni 
bo‘lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teoremani 
isbotlaymiz.

1-teorema. PJx) ko‘phadni x - a  ikkihadga boiishdan hosil 
boiadigan qoldiq P Ja )  ga teng bo‘ladi.

Isboti. Pa(x) ko‘phadni x - a  ikkihadga bo‘lish natijasi

PJx) = (jc - a ) -  R„_,(x) + r>

boisin , bu yerda r biror o‘zgarmas son (0- darajali ko‘phad) boiadi.
Bu tenglikda x o‘zgaruvchiga a  qiymat berib, topamiz:

r = P Ja).

Teorema isbotlandi.
Bu teorernadan quyidagi teorema kelib chiqadi.
2-teorema (Bezu teorem asi). a  son PJx) ко‘phadning ildizi 

bo iish i uchun PJx)  ko‘phad x - a  ikkihadga qoldiqsiz boiinishi 
zarur va yetarli.
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Ko‘phadni nolinchi darajali bo‘lmagan ikkita yoki bir nechta 
ko‘phadning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalashga ко ‘pkadn i 
ко ‘paytuvchilarga ajratish  deyiladi.

Algebraning asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani 
isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. n -darajali ( n > 0 )  har qanday ko‘phad hech 
bo‘lmaganda bitta haqiqiv yoki kompleks ildizga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
4-teorema. n - darajali har qanday ko‘phadni

PJx) = a j x  -  a i)(x -  a 2)...(x - a j  (2.3)

ko‘rinishda ко ‘paytuvchilarga ajratish mumkin. bu yerda a0-  
ko'phadning bosh koeffitsiyenti, a t, а г ar„-ko‘phadning ildizlari.

Isboti. (2.1) ko‘phadni qaraymiz. 3-teoremaga ko‘ra, u ildizga ega. 
Bu ildizni a, bilan belgilaymiz. U holda Bezu teoremasiga ko‘ra, 
P Jx) = ( x - a ,)--P_i(x) bo‘ladi, bu yerda Pn ( « - ! ) -  darajali ko‘phad. 
P (.x) ko‘phad bo‘lgani uchun u ham ildizga ega. Bu ildizni a 2 bilan 
belgilaymiz. U holda P_l(x) = ( x - a 2)-P it_Jx)  bo‘ladi, bu yerda P„_Jx)~ 
(n -  2)- darajali ko‘phad. Demak, P (x) = (x - a })(x- a 2) ■ Pk_2(x) .

Bu jarayonni davom ettirish natijasida

PJx) = a n(x -  a ,) (x  -  a 2)...(x -  а я)

yoyilmani hosil qilamiz.
(2.3) tenglikdagi ( x - a . )  ko‘paytuvchilarga chiziqli ko‘pavtuvchilar 

deyiladi.

1-misol. PJx) = Xs - 2 x 2 - x + 2 ko‘phadni chiziqli ко‘paytuvchilarga 
ajrating.

Yechish. Berilgan ко‘phad x = -1, x = l, x = 2 da nolga teng bo‘ladi, 
«„ =1.

Demak,

x3 -  2x2 -  x + 2 = (x + ])(x -  l)(x -  2).

(2.3) tenglikdan shunday xulosa  kelib chiqadi: n-  darajali har 
qanday ko‘phad n ta ildizga (haqiqiy yoki kompleks) ega. Ular orasida 
tenglari bo‘lishi mumkin. Ko‘phadning (2.3) yoyilmasida qandaydirbir

6.2.3. K o‘phadni ко ‘ paytuvchilarga ajratish

369



ildiz к marta uchrashi mumkin. U holda bu iidizga к karrali ildiz 
deyiladi. k = I bo‘ Iganida ildiz oddiy ildiz deb ataladi.

Agar (2.1) ko‘phad kt karrali a, iidizga, k. karrali a , iidizga va 
urn urn an kr karrali xr iidizga ega bo isa , (2.3) formula

jP.(x) = a t{x — a j 1, (x -  a 2)*2...(x -  a y)K (2-4)

ko‘rinishni oladi, bu yerda кл + кг + кг = п.
(2.3) tenglikda а,х, а г а п ildizlar orasida komplekslari boiishi

ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o ‘rinli boiadigan teoremani 
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiyentli P Jx) ko‘phad a + ib 
kompleks iidizga ega bo isa , u holda u a - i b  qo'shma iidizga ham ega 
boiadi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko‘phadning (2.3) yoyilmasida kompleks 
ildizlar o ‘z qo‘shma juftlari bilan qatnashadi. Bu juftga mos 

chiziqli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:

(x ~ (a  + ib))(x - ( a -  ib) ) = ((x - a ) -  ib)((x -  a) + ib) = (x -  a )2 + b2 =

= x2 -  2ax + a z +b~ = x1 + px + q ,

bu yerda p  = -2a , q = a 2 + b 7.

Demak, qo‘shma ildizlarga mos chiziqli ko‘paytuvchiiar 
ko‘paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy boigan 
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

( x - ( a  + ib)Y ( x - ( a -  ib))1 = i(x -  (a  + ib))(x - { a -  ib)))k = (x1 + px  + q)‘

almashtirish bajarish mumkin.
Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdiqni 

hosil qilamiz.
6-teorema. Har qanday haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phad haqiqiy 

koeffitsientli chiziqli va kvadrat uchhadlardan iborat ко ‘paytuvchilarga 
ajratiladi, ya’ni P (A-)ko‘phadni

P„(x) = a j x - a ^ '  (x - a 2)t2 .. . ( x - a r)tr x

x(x2 + р.х + дхУ'(хг + p 2x + q2y\..{x2 + p^  + q j '  (2.5)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bunda a0- k o ‘phadning bosh
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koeffitsiyenti, a,, a 2 a n-  ko‘phadning mos ravishda klt k2 k, 

karrali ildizlari, x 2 + p,x + q. (/ = !,/) kvadrat uchhadlar uchun 
diskreminant D = p 1 -  4q < 0 , k, + k2 + ... + kt. + 2s, + 2s2 + .. .+  2s, = n ; 

r, I, k., k2 kr,s„  s 2, . . . , s -  natural sonlar.

2-misol. PJx') = x 4 + 3x? - x - 3  ko‘phadni ko‘paytuvchilargaajrating.

Yechish. Pt (x ) = x"' + Зх3 -  x  -  3 = x 3(x  + 3) -  (x + 3) =

= (x  + 3 )(x 3 - 1 )  = (x  + 3)(x  -  l)(x ' + x + 1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish 

Ikkita Q Jx )  va P Jx)  ko‘phadning nisbatiga

R(X) = = b°x" + ~ + b~-ix + b*
P Jx ) a0x" ->-alx"~! +... + a n_lx + an 

ratsional funksiya (ratsional kasr) deyiladi.
m<n  bo‘lganda ratsional kasr t o ‘g ‘ri kasr , m > n  bo‘lganda 

noto ‘g  ‘ri kasr  deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning Q Jx )  suratini P Jx )  maxrajiga odatdagidek 

bo‘lish yo‘!i bilan kasrdan butun qismi q(x) ajratiladi, ya’ni

* ( „ ,  a w = , w + / w
P M  P(x)

tenglik hosil qilinadi, bu yerda q(x) -  butun qism deb ataluvchi 
г(х)ko‘phad, — -  to‘g‘ri kasr, chunki r(x) qoldiqning darajasi P (x)ning 
P (x)

darajasidan kichik.
3x4 — 2x +13- m isol R(x) ~ ------- —----- ratsional kasrdan butun qismini ajrating.
x2 + 2x + 2

Yechish. Ko'phadlami bo‘lish qoidasi bo'vicha kasming suratini 
maxrajiga bo‘lamiz:

3x4 -  2x3 +1 
3x4 + 6x3 + 6x2

xl + 2x + 2
3x2 -  8x +10

-8 x  ~6x‘ +1 
— 8x’ — 16x" -  ! 6x 

\0x2 + 16x + l 
10x2 +20x + 20

-  4x — 19
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Demak,
- 4 л : - 1 9— 8x +10 -f- -

x' +2x -.-2

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sod d a  (elem entar) kasrlar  deyiladi: 

x - a

II. (k>2, к e Л') ;
(:x - a ) *

JJT Mx-+N r 2 . n4III. —----------- , ( p  - 4 q < 0 ) ;
x~ + px + q

Mx + NIV. -  ---- , (S>2, s e N ,  p 2 - 4 ? < 0 ) ,
(.T + px + q)’

bu yerda A, M, N, a ,  p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgan

har qanday - - - - -  to‘g‘ri kasnii sodda kasrlar vig‘indisiga yagona tarzda
P„(x)

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodaning ( x - a )  ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga I turdagi 

A kasr mos keiadi;
x - a

2) (2.5) ifodaning (x-  a ) k ko‘rinshidagi ko‘paytuvchisiga I va II

A. A Aturdagi k ta kasrlar yig‘indisi — —̂ + ----- L- -  + ... + — ——r mos keiadi;
x - a  (x - & y  ( x - a ) '

3) (2.5) ifodaning x 2 + px + q  ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga

A/fy V
III turdagi —------ -—  kasr mos keiadi;

x‘ + px + q

4) (2.5.) ifodaning (x2 +px + q)’ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga 
III va IV turdagi 5 ta kasrlar yig‘indisi

M,x + N, M,x + N, M x  + N i > j ... + ——---------=—  mos keiadi.
x '+ p x  + q (x2 + p x  + q)2 (x2+ p x  + q)’

ill



Q (x) A, A,-  ■ н--------—  + . . . - -

Shunday qilib, teoremaga ko‘ra,

P„(x) x - a  (x - a ) 1 (x — a ) k

M,x + N, MjX + ЛГ, M x + N
+ —-------- L- H— -------4 -  + -  + —i - -------— , (2.6)

x' + px + q (x + px + q)~ (x + px + q )'

bu yerda A,, A2,...,At , N]t Мг, N2,...,Ms, Ns ~ koeffitsiyentiar.
(2.6) tenglikdagi noma’lum koeffitsiyentlarini topishning turli 

usullari mavjud. M asalan , noma’lum koeffitsiyentlami topishda 
koeffitsiyentlam i tenglashtirish  usulini qo‘llash mumkin.

Bu usul quyidagi tartibda amalga oshiriladi:
1. (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P(x) ga

keltiriladi. Natijada = ayniyat hosil bo‘ladi, bu verda
Pn (x )  P  (x )

Sm (x) -  koeffitsiyentiar! 
noma’lum bo‘lgan ko‘phad.

2. Hosil bo‘lgan ayniyatda maxrajlar teng bo‘igani uchun, suratlar 
ham aynan teng bo‘iadi, ya’ni Q Jx ) = S Jx ) .

3. Q Jx )  = Sm(x) tenglikda ж ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentiar tenglashtiriladi (ko‘phad!aming aynan tengligi haqidagi 
teoremaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boMadi va bu sistemadan 
izlanayotgan .4,, M„ N,, M,, Nt koeffitsiyentiar
topiladi.

x“ —2x + ]4 - m isol. R(x) = —r —------to‘g‘ri kasmi oddiy kasrlar yig‘indisiga
x “(x  + 1)

yoying.
Yechish. R(x) ning maxraj ini ko‘ paytuvchilarga ajratamiz:

x 1 ( x J + 1) = x2 (x + 1)(jc" - x  + 1)

R(x)ni 1 -teoremaga asosan, sodda kasrlar yig‘indisiga yoyamiz:

п/ \ A A 1 A Mx + N= —1 H--- f + ----- + —;----------.
x x“ x + 1 x" -  X + 1

Noma’lum koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli 
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o‘ng qismini umumiy
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maxrajga keltiramiz, hosi! boigaii tenglikning har ikkala 
tomonidagi maxrajlami tashlab yuboramiz va quyidagi tenglikni hosil 
qilamiz:

x* -  2x + I = Atx(x'+1) + A2(x +1) + Ax‘ (x2 -  x + l)-i-Mx’(x + 1) + Nx‘(x +1).

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tengiashtiramiz:

x1: A + A.+M = l, 
x3: - A + Аг + M + N = 0, 
x2: A + N = 0, 
x1: A, = -2, 
x°: A2=l.

Bu tenglamalar sistemasini yechamiz:

Demak,

4 5 4
A. = -2 , A2= 1, M = ~ ,  A' = - - .

3 1 3 3

2 1 4 5 x - 4  /?(x) = —  + —r + ~----------f -
x  x 1 3(x  + 1) 3 (x ' -  x + 1)

6.2.5. M ashqlar

1. Berilgan P(x) va Q(x) ko‘phad!arnmg yig' indisini, ayirmasini va 
ko‘paytmasini toping:

1) P(x) = 2x’ -  x1 + 4, Q(x) = x1' + 3x” -  x;

2) P{x) = x4 + x2—5, 0 (x ) = 3x4+ x - x 2.

2. P(x) ko‘phadni Q(x) ko‘phadgabo‘lishda hosil boiadigan bo‘ linmava 
qoldiqni toping:

1) P(x) = x3 + 2x2 - x  + l, Q(x) = x1+ x - l ;

2) P(x) = x i + 5x3 - 6 x  + 5, Q {x)~x3 +2x2 -1 ;

3 )  P(x) = 3xs + 4 x 3 + 2x - 1, Q(x) = x 3 + 3x + 7;

4 )  P(x) = 2x4 -1 3 x 3 + 32xz -2 4 x  + l, Q(x) = x 2-5 x + 6 .

3. P(x) ko‘phadni x - a  ikkihadga boMganda hosil bo'ladigan qoldiqni toping:

1) P(x) = x ‘ - 3 x 4 - x 3 +1, x — 2 ; 2 )  P(x) = x" - 6 x ‘ + xs -  8 , x+ 1;

3) P(x) = 3x6 + л5- 6 4 ,  x + 2 ;  4 )  P(x) = x5- 6 x 3 + x , x - 3 .
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4. Р(х) = ахъ + Ьхг +д:-1 va Q(x) = Зх'-х2 + х -с  ko‘phadlar bir-birigaaynan 
teng. a, b, с larni toping.

5. ax4 + xr' -3x + b = 2x4 -t-cx -Зх + i. a, b, с larni toping.

6. Berilgan ko‘phad!arni ko‘paytuvchilarga ajrating:

1) x4 -1 6 ; 2) jc3 -  8 Ijc;

3) 5x4 — 40jcj + !15x‘ —140*+ 60; 4 ) x5 ~6xA + 9x3 - x 1 i -6 x -  9.

7. Berilgan to‘g‘ri kasrlami sodda kasrlar yig‘ indisiga yoying;

14 x2 +4x + l -v 3.x3- 5 x 2 + 8 s - 4
1} ~7 -7 7 “ ; 2) ;

3)
x + xL — 2x x + x~ + 1

8. Berilgan to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar у ig‘ indisiga yoying va 
koeffitsiyentlami noma’lum koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli bilan toping:

.. *2-t-2.x + 3 .  2x2 ~ \ lx -6
'  "7 7 7 "  ’ V  7 7 7 Г7 ’

3x3- 2 x 2 - 2 x + 7 ,  2 x -1
t А .Л ’ ' „4 , „ ■
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* Ratsionai funksiyalarni 
integrailash

■ jTngonometrik 
funksiyalarni integraliash

* Srratsional ifoda'femi 
integrailash

* Aniq integral

* Xosmas integrallar

* Aniq in'egraJning 
tatbiqiari

Isaak ftfuion 
(J642-1727)- 

ingih matematigi, fizigi. 
mexanigi va astronami
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Isri'' Bsaridtt butm и turn 
tarthhisis qmwisini ra 
msxanikaning m ft <jr>wi/~ 
Him beyon qilgun.

V m&emalik unsdk, 
osastarini, :\yutan binomi 
fomrnlasini, tmglamalar- 
tti ytximhning Wyman 
us, it Uni ynmtgun, rnnie- 
muiih hisobUisblerda qa- 
tarhrdmt foydaluHiihni 
ko'natgaa.

BIR О4ZGARUVCHI 
FUN KS1.YASINI NG

INTEGRAL HISOB1

Integral hisob -  bu matematikaning 
integral tushunchasi, uning xossalari va 
hisoblash usullari o ‘rganiladigan bo‘ limidir. 
Integral hisob differensia! hisob bilan uzviy 
bogiiq  va ular birgalikda matematik 
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial va integral hisobning asosiy 
tushunchalari, jumladan, differensiallash va 
integrailash amallari o ‘rtasidagi bogianish, 
ularmning amaliy masalalami yechishga 
tatbiqi XVII asming ikkinchi yarmida 
I.Nyuton va G.Leybnis tomonidan ishlab 
chiqilgan. Ulaming izlanishlari matematik 
analizning gurkirab rivojlanish davrini 
boshlab bergan.

Integral hisob yordamida ko‘plab yangi 
masalalar bilan bir qatordam ilgari 
yechilmagan bir qancha nazariy va amaliy 
masalalami yechish imkoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunchalari 
bir-biri bilan uzviy bogiiq  aniqmas va aniq 
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlang‘ich funksiya va
aniqmas integral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish 
differensial hisobning asosiy masalalaridan 
biri hisoblanadi. Matematik analiz 
masalalarining turliligi. uning geometriya.
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mexanika, fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbiqi berilgan 
/(x )  funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng bo‘ lgan 
F(x) funksiyani topishga olib keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko‘ra, uning o ‘zini topish 
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

>' = / (* )  funksiya (a;b) intervalda aniqlangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi 

F(x) funksiyaning hosilasi berilgan / (x) funksiyaga teng, ya’ni 
F'(x) = f  (x) ( yoki dF(x) = / (x)dx), x e (a:n)

bo‘ lsa, F(x) funksiyaga (a;b) intervalda /(x )  funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasi deyiladi.

Masalan: 1) F(x) = r ’ funksiya sonlar o ‘qida f ( x )  = Зх1 
funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi bo‘ ladi, chunki x e R  da 
(x5)' = 3x'\

2) F(x) = -\/l — x1 funksiya (-1;!) intervalda f (x )  = — -JL =  funksiyaning
VI -  x 1

boshlang‘ ich funksiyasi boiadi, chunki x e (—1;1) da {-Jl -  x2)' = — , л~
л/ l — x‘

Lem m a. Agar F(x) va Ф(х) funksiyalar (a;b) intervalda /(x )  
funksiyaning boshlang4ich funksiyalari bo ‘ lsa, u holda F(x) va Ф(х) bir- 
biridan o ‘ zgarraas songa farq qiladi.

Isboti, F(x) va Ф(х) funksiyalar (a;b) intervalda f (x )  funksiyaning 
boshlang‘ ich funksiyalari bo‘lsin: F ’(x) = f(x ), Ф\х) = f (x ) .

U holda istalgan x  e  (a; b) da

(Ф(х) -  F(x))' -  Ф'(х) -  F'(x) = f {x )  -  f (x )  = 0
bo‘ ladi.

Bundan Ф(х) -  F(x) = С yoki Ф(x) = F(x) + C kelib chiqadi, bu 
yerda C-ixtiyoriy o ‘zgarmas son.

Shunday qilib, /(x ) funksiya ia;b) intervalda biror F(x) 
boshlang’ ich funksiyaga ega boisa, uning qolgan barcha 
boshlang‘ich fimksiyalari (F(x) + С j C sR }  to‘plamni tashkil qiladi.

2-ta’rif. /(x ) funksiyaning (a; 6) intervaldagi boshlang‘ ich 
funksiyalari to‘plamiga /(x )  funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va 
J/ (x)dx kabi belgilanadi.
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Shunday qilib, ta’ rifga k o ‘ra,

\f(x)dx = F(x) + C, (1 .1 )

bu yerda f ( x )~  integral ostidagi funksiya, f(x)dx -  integral ostidagi 
ifoda; x -  integrallash о ‘zgaruvchisi, J — integrallash belgisi deyiladi.

Aniqmas integralni topish, ya’ni berilgan funksiyaning boshlang'ich 
funksiyalari to‘plamini aniqlash masalasi funksiyani integrallash deb 
yuritiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga 
teskari amal bo'ladi.

Berilgan f (x )  funksiya qachon boshlang'ich funksiyaga ega bo‘ ladi 
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotsiz 
keltiramiz).

1-teorema. Agar f (x )  funksiya [a\b] kesmada uzluksiz boisa u 
holda u bu kesmada uzluksiz bo‘ lgati boshlang4ich funksiyaga ega 
boiadi,

K o‘p hollarda F(x) funksiya f (x )  funksiyaning boshlang‘ ich 
funksiyasi bo‘ ladigan (a;b) interval ko‘rsatilmaydi. Sunday holda 
(a;b) interval sifatida f (x )  funksiyaning aniqlanish sohasi tushuniladi. 
Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1) 
formula ma’noga ega deb hisobiaymiz.

Masalan, / (* )  = -  funksiya ( - ° o ; 0 )  va ( 0; » )  intervalda uzluksiz.

Shu sababli uning aniqmas integrali deb

= !n|xj+C (x^O)

funksiya tushuniladi. у
Boshlang‘ ich funksiyaning

grafigi integral egri chiziq deb ___ ^ y :- F(x) + c i

Aniqmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy С o ‘zgamiasga
bog'liq bo‘ lgan barcha integral egri ___= F(x)+ c i
chiziqlar to‘plamini ifodalaydi. 
Agar F(x) funksiyaning grafigi 
integral egri chiziq bo‘ lsa, boshaa



integral egri chiziqlar uni Oy o ‘qi bo'yicha parallel ko‘ chirish 
yordamida hosil qilinadi ( 1-shakl).

7.1.2. Aniqmas integralning xossaiari

Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega.
I”. Aniqmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi 

funksiyaga (ifodaga) teng:

(\ f  (x)dx)' = f  {x ) . (d\ f(x)dx -- f(x)dx).

Isboti. F(x) funksiya f (x )  funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi, 
ya’ni F ’(x) = f (x )  bo‘ lsin.

U holda
( { / ( * )& ) ' = (F{x) + С)’ = F'(x) + 0 = f { x ) .

(d| / (x)dx -  d(F(x) + C) = dF(x) + dC = F'(x)dx = / (x)dx).

Bu xossa integral amali to ‘g 'ri bajarilganligini differensiallash 
orqaii tekshirish imkonini beradi.

Masalan, j {3x2 + 5)dx = xi +5x + C to‘ g‘ ri, chunki (У + 5x -h С)' = Ъхг + 5.

2 ". Funksiya differentsialining aniqmas integrali shu funksiya bilan 
o ‘zgarmas sonning yig‘ indisiga teng:

\dF(x) = F(x) + C.

Isboti. F'(x) = f (x )  boisin.

U holda
j dF(x) = | F'(x)dx = | /  (x)fi6r = F(x) + C.

3". Ozgarmas ko‘paytuvchini aniqmas integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin:

j kf(x)dx = k ] f  {x)dx, к = const, к Ф 0.

Isboti. F'(x) = f (x )  boisin.
Bundan

J kf (x)dx = | kF'{x)dx = f (kF(x))'dx = k(F(x) + C) = kF(x) + Cv= k \ f {x)dx 

(C, = kC, deb olindi).
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4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘ indisinmg aniqmas 
integrali shu funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik yig‘ indisiga 
teng:

I (/(■*) ± g(x))dx = j f(x)dx  ± j'g(x)dx.

Isboti. F'(x) = fix ), G'(x) = g(x) b o ‘ lsin.

U holda
j  ( / ( * )  ± g(x))dx = } (/•'(■*) ± G'(x))dx =

= j {F(x) ± G(x))'dx = j  d{F(x) ± G(x)) =

= F(x) ± C(x) + С = (F(x) + C])± (G(x) + C2) =

= j f  (x)dx ±  | g(x)dx, C, ±C 2 =C.

5°. Agar } f(x)dx = F(x) + С boisa, u holda x  ning istalgan differen- 
siallanuvchi funksiyasi и = u(x) uchun j  f(u)du = F(u) + C bo‘ ladi.

Isboti. x erkli o ‘zgaruvchi, f (x )  uzluksiz funksiya, F(x) funksiya 
f (x )  funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi bo‘ lsin.
U holda J/ (x)dx = F(x) + С bo‘ Iadi.

u = cp(x) bo‘ lsin, bu yerda <p(x) -  uzluksiz hosilaga ega bo‘ lgan 
funksiya.

Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko‘ra, 

dF(u) = F'(u)du = f(u)du
bo‘ ladi.

Bundan
J f(u)du =  \d(F(u)) ~F(u) + C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi. 
Demak, aniqmas integral integrallash o ‘zgaruvchisi erkli o'zgaruvchi 
yoki erkli o ‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘ lgan ixtiyoriy 
funksiyasi boMishidan qat’ iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal bo‘ lgani 
uchun asosiy integrallar jadvalini differensial hisohning mos 
formulalarmi (differensiallar jadvalini) qo‘51ash va aniqmas integralning 
xossalaridan foydalanish orqali hosil qiiish mumkin.



Masalan, d(sin u) = cosudu ekanidan J cos udu = J <tf(sm u) — sin и + С. 
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali deyiladi.

Asosiy miegrallar jadmlL

1 . [u“du­
ct +1

3. \a“du —------1-C, ( 0 < « 3  5 t l ) ;
Ina

.5. } sin udu = -  cos и + С;
7. Itgudu = -Id I cos и j= C;
n г du _9. j — -  = tgu + C;

COS и

1 1 .  f — =  ln
Sin!/

du

+ C:

13. J- = —-- = arcsin— + C;

1 с г du l и15. J —----- - = —arctg—+ t\
a +u a a

17. J shudu = chu + C;

19. l - ^ -  = thu + C; 
ch"u

2. f— = ln ju\=C; 
и

4. \e“du = e" + C;

6 . | cos udu = si nu + С;
8. \ctgudu = lii|sinu\= C;

1 П  Г du  ̂,10. j — r—= -c^gM + C; 
sinz и

12.1 с/м
= ln

COS И
tg\

( и я )  
К2 + 4 )

+ С;

14. j

1 6 .  f-

du
4u2 ± a 2

du

I—;----- ~l
= 1п|И + л'и ±aJ  + C.

u1 -  a2 2a
-In и - a

tl d
+ C;

18. \chudu = shu + С; 

20 . j = -cthu + С.
sh2u

Asosiy integrallar jadvalida integrailash o ‘zgaravchisi и erkli 
o ‘zgaruvchi yoki erkli ozgaruvcbinmg funksiyasi (5- xossaga ko‘ra) 
boiishi mumkin.

Jadvalda keltirilgan formulalaming to‘g ‘riligiga uning o ‘ng 
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap 
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng boiishini tekshirish orqaii 
ishonch hosil qilisb mumkin.

Bu integrallardan binning, masalan 13-formulaning to‘g‘riligini 
ko‘rsatamiz:

J  . и Л 1 1 dud\ arcsin — + С = —= = = = =  • —du
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Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish 
va aniqmas integralning xossalarini q o ‘ llash orqali berilgan integralni 
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash usuiiga 
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

1) |^5sinx — -Д-у + x3 Jdx = 5}sin xdx -  2J— + } x3dx =

x4= -5  cosx -  larctgx + —  + С ;

r cos2x , . cos2x -s in 2x . /  1 1
2 ) J-----5— : ~ dx = \------ -— ^ - d x ^ W  — -----------—

cos xsm x cos xsm x vsm x cos x

, dx . dx _ 2= J— :----- j — —  = -ctgx -  tgx + С - -----------L ;
sin 'x cos x sin2x

3) 1т т - 1̂ = - 1- Ц ^ Ч ^ = - К 1- х2)л + ] 7^ т =

dx x *= -J dx + } x1dx + } ------ - = -  x + —  + arctgx + C.

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning 
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayoni) 
q o ‘ llaniladi:

1 1du = d(u+a), a —son; du = d(au): udu = —d(u2); cosudu = d(smu);
a 2

smudu = -d(cosu)\ ~du=d(\mi)\ — - —du = d(tgu). 
и cos и

Urn urn an olganda, f'(u)du = d (f(u )).

Bu formuladan integrallami topishda k o ‘ p foydalaniladi.

Misollar:

1W  dx l f d(Зх) l l  3x _ 1 3x
1) ----------7 = - f -----= = --------------- arete—  + С = — arctg—  + C;

l6 + 9x 3 16 + (3x) 3 4 4 12 5 4

7.1.4. Integrallash usullari
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-  . г cos* +sinx , . c/(sin x  -  cosx) . . .  . ^
2) J—-------------ax = j -------------------  = m|smx-cosx|+C.

sinx -  cosx sinx-cosx

0 ‘rniga qo ‘yish (o ‘zgaruvchitti almashtirish) usuli

Ko‘p hollarda integraldagi o ‘zgaruvchini almashtirish uni bevosita 
integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli о ‘rniga qo ‘yish 
(o'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi 
teoremaga asoslanadi.

2-teoreraa. Biror T oraliqda aniqiangan va differensiallanuvchi 
x = <p(t) funksiyaning qiymatlar sohasi X  oraliqdan iborat bo‘ lib, X  da 
/(x ) funksiya aniqiangan va uzluksiz, ya’ni T oraliqda / 0 (0 ) 
murakkab funksiya aniqiangan va uzluksiz boisin. U holda

j f(x)dx  = J f((p{t))cp'{t)dt ( 1 .2 )

bo‘ ladi.
Isboti. X  oraliqda F(x) funksiya /(x )  funksiyaning boshlang‘ ichi 

boisin. U holda F{<p(t)) murakkab funksiya T oraliqda aniqiangan, 
differensiallanuvchi hamda

^Аф(О) = F '(< p (tW (t) =
bo‘ ladi.

Bundan

| = j F'((p(t))dt =F((p{t)) + C =

= F(x) + C l^ /)=jf(x)dx\^(i>

hisobga olinsa,
\ f (x)dx = \ f((p{t))<p\t)dt.

( 1 .2) formula aniqmas integralda o'zgaruvchini almashtirish 
formulasi deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t = <p(x) o ‘miga qo‘yish bajarishga to‘g ‘ri keladi. 
U holda Jf(ip(x))(p'(x)dx = \f(t)dt boiadi. Demak, (1.2) formula 
o ‘ngdan chapga qoilanishi ham mumkin.

1-misol. JxVx-3dx integralni toping.

Yechish. y x -  3 = t almashtirish bajaramiz.
U holda x = t2 + 3, dx = 2tdt.
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\x4x — 3dx = \(t2 + 3 )  4 ■ 2tdt = 2 f(f4 + 3 t2)dt =

= 2|/4̂  + 6 ^ 2c* = 2 ~  + 6 - y  + C = | V (> -3 )5 +2yj(x — ЗУ +C.

2-misol. f- l + ̂ nxdx integralni toping.
j xlnx 6  F 6

Yechish. ! + Inx = r  boisin.
Bundan

I . dx „ , lnx = £ - 1, — = 2tdt.
x

Shu sababli

U holda (1.2) formulaga ko‘ ra,

— 2t * It!

f л/l + Injc , ;t-2tdt „ r tldt
f - ----------- dx=  f—-------= 2 f - -------=

J xlnx J ^ - l  V - l

■ 2|(, + ^ М ' + Ш ^ + с =

( г -1 )2!
t1 -1

„  .  p.— :---- , (л/1 + lnx)3+ С -  2vl + In x -f- In------------- + C =
1 + In x — i

= 2л/i -f In jc + 21njVl + In* -  ij — Injln jcj + C.

J- /иыо/. j  Vl +  cos2 xsin 2 integralni toping.

Yechish. l + cos2x = /2 deymiz.

Bundan
-2cosxsinxdx = 2tdt yoki sin 2xdx = -2tdt.

U holda
| л/1 +  cosJx sin 2xdx = J t(-2t)dt =

= -2  • — +  С =  ~ —J(l + cos2 iy "  +  C.
3 3V

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o ‘ zgaruvchini almashtirish 
usuli takroran qoilaniladi, ya’ni bunda bajarilgan o ‘rniga qo£yishdan 
so‘ng shunday integral hosil boiadiki, bu integralni boshqa o'raiga 
qo‘yish orqaii soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin 
boiadi.
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Bo ‘laklab integrailash usuli

Bo‘ laklab integrailash usuli ikki fiunktsiya ko‘paytmasining 
differensiali formulasiga asoslanadi.

3-teorem a. u(x) va v(x) funksiyalar qandaydir X  oraliqda 
aniqlangan va differentsialianuvchi boiib , u'(x)v(x) funksiya bu 
oraliqda boshlang‘ ich funksiyaga ega, ya'ni j ii(x)v(x)dx integral 
mavjud bo‘ lsin. U holda X  oraliqda m (jc )v '(x )  funksiya boshlang‘ ich 
funksiyaga ega va

j u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) -  Jv(x)u'(x)dx ( 1.3)

boiadi.
Isboti. (m(x)v(jc))' --=u’(x)v(x) + v'(x)u(x) tenglikdan

u(x)v'(x) = ( m( x ) v ( x ) ) '  -  v(x)u(x).

(u(x)v(x))' va u'(x)v(x) funksiyalar X  intervalda boshlang‘ ich 
funksiyaga ega bo‘ lgani uchun v'(x)u(jc) ham X  intervalda boshlang‘ ich 
funksiyaga ega boiadi. Oxirgi tenglikning chap va o ‘ng tomcnlarini 
integrallasak, (1.3) formula kelib chiqadi.

(1.3) fonnulaga aniqmas integralni bo ‘laklab integrailash formulasi 
deyiladi.

M a’ lumki,
v'(x)dx = dv, u'(x)dx = du .

Demak, (1.3) formulani

J udv = mv - 1 vdu (1.4)

ko‘ rinishda yozish mumkin.
Boiaklab integrailash usulining mohiyati berilgan integralda 

integral ostidagi f(x)dx  ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani qo‘ Hagan holda berilgan fudv integralni oson 
integrailanadigan jvdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Boiaklab integrailash orqaii topiladigan integrallaming, asosan, 
uchta guruhini ajratish mumkin:

1) J P(x)arctgxdx, j  P(x)arcctgxdx, | P{x)\nxdx, J P(x) arcsin xdx, 
j  P(x)a.rccosxdx (bu yerda P(x) -  ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-gunih
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integrallar. Bunda dv = P(x)dx deb, qolgan ko‘paytuvchiiar esa и bilan 
belgilanadi;

2) j  P{x)eadx. j / ’ (x)sin kxdx, J P(x)coskxdx ko‘rinishdagi 2- 
guruh integrallar. Bunda и = P(x) deb, qolgan ko‘paytuvchilar dv deb 
olinadi;

3) je fasinfo;cfe, |eb cosfocdx ko‘rmishdagi 3-gumh integrallar 
boiaklab integrallash ormulasini takroran qo‘ llash orqali topiladi.

4- misol. | arctgxdx integralni toping.

Yechish. \arctgxdx =
n = arctgx, du dx 

1 + х г ' ■ xarctgx -
dv = dx, v = x l + .r2

rdx =

1 f d( 1 + x2)= xarctgx —  J —:----- - -dx = xarctgx — In 1 + x2 + C.
2 1 + x S 2 ' 1

5- misol. j xeTdx integralni toping. 

Yechish.

и = x, du = dx 

dv = exdx, v = e
|xe*dx = j e xdx = xex - e r + С = ex(x -1 )  + C.

6- misol. I  = Jsin xe2xdx integralni toping. 

Yechish.

J = | sinxe2ldx =
u = elx, du = 2elxdx 

dv = sin xdx, v = -co sx
- e2x cosx + 2j e2x cos xdx -

u - e lx, du~2e2xdx 
dv = cosxdx, v = sinx

= - e Zx cosx + 2(2' sin x -  2 f elx sin xdx) =

= e2x(2sinx -  cosx) -  41.

Bundan



Ko‘rsati!gan uchta guruh bo‘ laklab integrallanadigan barcha 

integrallarni o ‘ z ichiga olmaydi. Masalan, integral vuqorida
COS X

keltirilgan integrallar guruhlariga kirmaydi, lekin uni boiaklab 
integrailash usuli bilan topish mumkin:

, I U =  X , du -  dx . xax
j -----r ~ = , dxcos x ! dv = — — v = ̂

! cos x
= xtgx - }  tgxdx = xtgx- In | cos x\+C.

7.1.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni aniqmas integralning xossalari va integrallar jadvaHni 
qo‘ ilab toping:

2 , Л  , . r x 1 - 71) J (5/g* -  + X4 J ■ dx, 2 ) {

3 ) j ' , r ' * ' ~ * eiv 4)f| 3 _
J * -\ l  + x - 4 \ - х г J

j-. 2 - У - 3 - 2 '  r( . x  x  )
J )J-------- - -------A ;  b ) jj^sm-- + cos— | dx:

7 ) f e{ i +_ 5 l _ V ;  8) [ —
J  ̂ CQS'XJ J SUl̂ JC

9)fctg2xdx; 10)f Л
cos j - cos2x

&  ate
l l ) f - = - r ;  12) f - =■'25+ 4*- 1 .FT,J2S + 4x-' 4l + 4x-2x2 ’

2. Berilgan integrallarni differensial ostiga kiritish usuli bilan toping:

1)1 —Щ— dx: 2 ) fcos2 xsinxdx,
J r  J

3) f ̂ —^ -У -dx: 4
'  1 + 4jT J x + 5

5 ) J V ° "  eosxtfx. 6 ) j V ' 3jc2afe;

7)| cosx./v 8) f ^ & ;
* s i n  x  J V jc

лч г dx9)j^l=L=; 10) j
л/4-е2* sin24xyc?g24x
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1)J

3. Berilgan integrallami o ‘miga qo‘ yish usuli bilan toping: 
ex -1
e x + l

-dx;

3)J \h6-x2cix:

2) \±^L
1 x + 2

4) Г ■
J \& + 4

5) /х 2т/х3 +3tfe; cos 2xdr

7>f

9 )f

abc
(arcsw -x j ’ V! -  x’

dx

8) /

sin X cosx 

4x -5
x +5̂-cb:

л /5 -4 х -х 2 

l)fx(2x + 7)i('&;

10) / - , .  

12)/

&
V3x2 - 2 x - i  

dx

13)/
e -  9 14) J

v'x(l-x)

In 2x dx 
1b 4x x

4. Integrallami boiaklab integrallash usuli bilan toping:

1) | xarctgxdx 

3) Jxln xdx,

5)/x3'att;

7)/xln(x + X)dx;

9) f sin In xdx;

11) finfgx& 
cos2x

5. Integrallami toping:

l } j x }\irU ^ d x ;

2)/arcsinx&; 

4) j x 2e"dx.

6) /x  sin 2xdx;

„  rxsinxtfo 
• cos3 X

10) /

12) f In arctgxdx 
l + x ‘

3)/e* cos 2(e*)A;

2 ) / sin3xsin5xi&;

l + tgx

T)[
dx

■ (x + l)(2x-3)’

6 ) [

8)J

\nxdx 
3 x (l-ln2x)’

dx
x(4-rln2x)’

388



9) f 10) f__■;
•cos2x ’ J xJlx-9'

, ,  4 r e “rc‘sxdx e lxdx
l ! ) ------ I2)J_7== T =;

•' l  +  л \!3 + e

13) | sin2—A-; 14) Jx^2x2&;

15) jV In2 дсй&г, 16) f-—
J sin x

7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARM  
INTEGRALLASH

7.2.1,Sodda kasrlarni integrallash

6.2 banddan bilaroizki, quyidagi ratsional kasrlarga sodda kasrlar 
deyiladi:

/.
x -  a

II. — , (k > 2, k e  N):
(x -  a. y

Mx + N , 2 ./ / / .  —------------- , (p  - 4 g  < 0 ),
x' + px + q

Mx + NJV. — -------------(s > 2, J 6 A;, p -4 г /< 0 ) ,
(x + px -1- 9)

bu yerda A, M, N, a , p, q -  haqiqiy sonlar.
I va II turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqali topiladi:

, Adx л,а ( х - а )j ------- - A ] ------------ = A]n\x -a \ + C ; (2.1)
x - a  x - a

t - A * — = A\ {x -a ) - l d ( x - a ) =  A (? ~ a ) — + C = ------- ---------- + C .  (2.2)
! ( x - a f  -Jt + 1 ( l- ]fc )(x -a )M ’

III turdagi sodda kasmi qaraymiz.

f Mx + N fa integralining suratida kasming maxrajidan olingan hosila
3 x2 + px + q
(x2 +px + q)' = 2x + pm  ajratamiz va natijani integrallaymiz:
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М  Мр
я г , — (2x + p )  + N -----— . .  _■ Atx+N . j  2 j М  .. 2х +  р ,j ------------dx = j ̂ ------ ------------------4. dx = — j —-------- —dx +

х + px + q x + px + q 2 x + px + q

V 2 J x + px + q z, V 2 J

yoki

и,-
x + p x + q 2 I. 2 

Bu tenglikning o ‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi

J, = In j x2 + px + q\.

Ikkinchi integral maxrajida to‘ liq kvadrat ajratamiz va integralni 
quyidagicha hisoblaymiz:

df x + —]
i t  dx f *v 2 J 2 2x + p

Jг = j T7T — У  =i 7----- v --------------Г = '7 Г ===Г arctSi J /- \ 2 /-----*———' с J---"------- ^
x ‘ + p x  + q ( X + E^ + q-.Pl- V4|? ~ ^ 2 ^/4^ — p 1

bunda 4 q -  p2 > 0 , chunki £><0.

Natijada quyidagiga ega bo‘ lamiz:

г Mx + N , M . , , 2N -  Mo 2x + /? /о л лJ -----------dx = — In | x + px + q\ + - = = = =  arcfg .. + C. (2.3)
х* + /те + <7 2 ^ 4 q -p 2 y ^ q -p *

1-misol. 1 = f -  -fe-+ 11—dx integralni toping. 
x + 6x + 13

5 5—(2x + 6)+  11 —  *6 - i j
Yechish. /  = f —----- 5—----------2_^fcc = £r_(2x+_6)ffa__4j ------&------=

x + 6x+13 2 х^+бх + О  x2+ 6x + I3

= ̂ 1п|хг + 6x + 13|--4J.

Bu yerda

, r dx s d(x + 3) 1 x + 3
J = ---------;----- = j ------= -a rc tg -------------------.

J(x + 3)2+ 4  ■* (x + 3) + 2 2 2
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f —■■——--— dx = —lnjx2+ 6x + 13| -2arctg— — + C. 
x" + 6.x +13 2 2

IV turdagi sodda kasming integraiini topamiz:

, Mx + N ^  _  M  г (2x + p)dx ^
(хг -r px + qY 2 (x ' + px + q)‘

+ \ » - t f ) Tr— v ^ 4 y -  <2-4>
I p i  p  \x + — + q -  —
v 2 ' 4vV ^ /  •* j

Bu tenglikning o ‘ng tomonidagi birinchi integral jadvaldagi 
integralga keltirib, piladi:

Bunda!)

= | {xl + px J- q) ’ d(x2 + px + q) =

(2x + p)dx 
(x2 + px + q)‘

1
(1 -  s)(x2 + px + q)‘

Ikkinchi integralga (uni Is bilan belgilaymiz) + = f almashtirish

bajaramiz va 0 < q -  — ■ = a2 belgilash kiritamiz.

U holda

/ = i------ v— ±z-----=f— dt—  = JL ((LlfUzLdt =
’ V lY  J(/2+ e 2)* a2 ( f + a 1)'

x  +  —  1 + q --------------1
2 )  4

1 ' dt I f  t2dt
J 72v 4 л2 ' /2 J s  Л  , 2 \ i - I  2 J / , 2  , 2 va (t -t a ) a (t +a  )

Bu tenglikning o ‘ng qismidagi birinchi integral /  ga o ‘xshash 
boiib , unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu 
sababli, belgilashga ko‘ra, boiadi. Ikkinchi integralni boiaklab
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integrallaymiz:

t2dt 1 t-2tdt 
i J} {t2+a2)’ 2 ( r  + a ) !

\( - t  1 г dt
2 + л -I  ’1 J( r + o 2)' 

t 1

2 \s -1
/

2( i  -  l)(r  + a2 У~‘ 2(5 - 1)

Demak. /  integralni hisoblash uchun a- darajani pasaytirish 
formulasini hosil qilamiz:

, 1 t 1
a ’ 2a (s — Y)(tz + a 4)’ ‘ 2a ( j  —1)

t 2s -  3 , (2.5)
2a ( s - l ) ( r  + c 2) 2a2( .y -l)

Shunday qilib, (2.5) formula bo‘yicha /, integralni topamiz, keyin

/, dagi barcha t ni x + ~  bilan almashtirib va 1, I, integrallarni (2.4)

tenglikka qo‘yib, IV turdagi sodda kasr mtegralini topish uchun ifoda 
hosil qilamiz.

(2.5) formula bo‘yicha /  integralni topish indeksi bittaga kichik 
bolgan integralni topishga, integralni topish esa o ‘ z navbatida 
/_2 integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval 
integralni topishgacha davom ettiriladi:

. r dt 1 tI, = j ------ — = - arctg-  + C.
t + a a a

Demak, (2.5) formula orqaii /  dan ga , so‘ngra I,_2 o ‘tiladi va 
hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki recurrent 
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

2,x +  5
2- misol. f ——--------- -dx integralni toping.

J (л-2 + 4x + 8)2 ^  F 6

тt i ' j г 2x +  4 +  1 , f 2x +  4 г dxYechish. —,------------ -dx -  —------------ -dx + - ̂ ( v ' _L Л -v _L » ( -v-2 i Л -v* _!_ /(x2+4x + 8)2 (x2 + 4x + 8)2 (x2 + 4x + 8)2
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1 г d(x +  2) _  1 j■ dt
x + 4x + 8 [(x + 2)2 + 4]2 x2+ 4x + 8 V + a 2’

(2 .5 ) integraldan foydalanib ayrirn hisoblashlardan so ‘ng

t I t  x + 2 1 x + 2/, = — ц—:------— + — r arctg— = ---- -------------- +— arctg--------
* 2 a j e + a 2) 2d  а 8(x2+4x + 8) 16 2

ekaniigini topamiz.

Demak,
с 2x + 5 ,—„--------------rdx =
(x ‘ +4x + 8) ‘

1 x + 2  1 x + 2- + --------------------- h — arctg-------+ C =

bu yerda t = x + 2, a = 2.

x1 + 4x + 8 8(x2+4x + 8) 16 2

x - 6  1 x + 2— н---- arctg--------- 1- C.
8(x + 4x + 8) 16 2

7.2.2. Ratsional kasrlarni integrallash

6.2 band dan va yuqorida aytilganlardan kelib chiqadiki, 

R(x) = ^  ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda

amalga oshiriladi:
1 ) berilgan ratsional kasming to‘g‘ri yoki noto‘g ‘ri kasr ekanini 

tekshirish; agar kasr noto‘g ‘ri boisa, kasrdan butun qismini ajratish;
2) to‘g ‘ri kasming maxrajini ko‘ paytuvchilarga ajratish;
3) t.o"g‘ri kasrni sodda kasrlar yig‘ indisiga yoyish;
4) hosil bo'lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘ indisini integrallash.

x 4 + 63- misol. I = f —------;------ dx integralni toping.
x -  2x‘ + 2x

^ .4  ^
Yechish. R(x) = —------ -------  noto‘g‘ri kasr, chunki

x' —2x +2x

m -  4, n = 3 (m > n).

Bu kasming suratni maxrajga boiish orqali kasrdan butun qismini
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ajratamiz:
x4 +6  jx3 -  2x1 +2x
x4 - 2x3+ 2x 2j x + 2.

2x5 -2 х ТТб~
2xs — 4x2 + 4x

Bundan

R(x) = x + 2 +

2x -  4x + 6

2x‘ — 4x + 6 
x3 -  2x 2 + 2x

To‘g‘ ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
x 3 -  2x2 + 2x = x(x2 -  2x + 2).

To‘g‘ ri kasmi sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz: 
2x2 -  4x + 6 _  A Mx + N

x(x2 -  2x + 2) x x2 -  2x + 2

Yoyilmaning noma’ lum koeffitsiyentlarini topamiz:

2x2 -  4x + 6 = Д х 2 -  2x + 2) + Mx2 + Nx,

x2: A + M — 2, 
x 1: -2A  + jV = -4 , 
x ° : 2/1 = 6.

Bundan A = 3, M = -1, = 2.

Shunday qilib,
~ 3 - x  + 2tf(x) — X -r 2 H----- !--- —

x x~ — 2x + 2

Ko‘phad va sodda kasrlar yig!indisini integrallaymiz:

/  =  f (x  +  2)tfe +  +  f ^  = —  + 2x +  31nlx| —
J x x — 2x+ 2 2 1 1

- ( 2x - 2) + l - 2  j 2x_ 2
-  —— г----------------= ---------1- 2x + 3 In x — --------------- dx +

J x -  2x + 2 2 2 x -  2x + 2

x2 1—  + 2x + 31n | x j -  — In | x2 -  2x + 2 1 +arctg(x - 1) + C.
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7,2.3. Mashqlar

2x + 3 . (■ xdx

1. integrallarni toping:

1) Г— — dx; 2) f
J (x -2 ) (x  + 5)

3) f _______ ^ _______■_____________________________ 4) f
' J (x + l)(x + 2)(jc + 3):’ i (x + 1)02 + 6x + 5)’

_л r 3x2 + 2x -3  4 f x} — 1
5 ) ------------------ dx: 6)|—— - A -

7) J 8) f-------------------dx;
1 x'+x *x(x~-5x + 4)

x' - 3  &
10)1x2(x2 + i) ’

11 ) f — ^Ц -; 12) f ------
x(l + x ) 'Jl + x”

1 3 )  Л ;  1 4 )  f i * L .
3 x‘ +x + l Jx4-1

lS )}-^ ~ : |6)Г—
1 x -1 J (x +9)

l 7) J r r ^ r - ^  i 8) f ^ - t ^ f ± i L * ;
J (xi +2x + 2)‘ (x-l)(x2 + 4)2

19) ----------* - ----------- ; 20) Г P
■* I y ■ 4 -4 v 4. SV  v ‘ J . i l v i . n ' l(x2 + 4x + 5)(x2 + 4x + 13) ’ -1 (x + l)2(x2 +1)’

22) f ..- A ;
J(x +1)4 •* (x -2x+5)

(X — Зх + J) +13x +36

7.3. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI 
INTEGRALLASH

Trigonometrik funksiyalarni integrailash usullaridan ayrimlari bilan 
tanishamiz. Faqat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar 
(qo‘ shish, ayirish, ko‘paytirish va bo ‘ lish) bajarilgan ifoda berilgan 
boisin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx
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funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va «(sin x, cosx) 
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. j7?(sinjc,cosx)fi£r ko‘rinishidagi iBtegrallar

[ R(sm x.cos x)dx ko‘ rinishidagi integralni ig ̂  = i almashtirish

orqali hamma vaqt t o ‘ zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga 
almashtirish, ya’ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu 
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Haqiqatan ham, J/f(sinjc,cosx)fi&r ifodadan

2 'Я ?  2 1 ] ~ t g l 2 l - t 2 ,  2  dt s m x = -----------  = —  , cos x = ----------- J-= -------x = arctgt, dx = ------------
1+ fg 2-  \ + tg lX-  X + f

2 2

tarzdagi o ‘ rniga qo‘yishlar yordamida t o ‘zganivchili
21 l - t 2}  2dt , n / 4 J  

4 ^ W j T T F =,S|(' )‘ ' '

ratsional funksiya kelib chiqadi.

dx1- misol. I  = f------------------------- integralni toping.
3sinx + 2cosx + 3

Yechish. t g -  = t deymiz. U holda
2 dt

I = f---------- ]±tl------T----= 2f -  '----- = 2|------ ---------
3 . 2t + 2 ■ l ~ ( +3  tl +6t + 5 J (t + V)(t + 5) 
J ’ l + ?2 'l  + t2

= ff—— + — Irff = Л In J / +1 j +5In J / + 51+C.
W + l  t + 5)

Noma’ lum koeffitsiyentlami aniqlaymiz: A = ~, B =

Demak,



Universal trigonometrik o ‘miga qo‘yish natijasida amalda 
ko‘pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil bo‘ lishi mumkin. 
В unday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda 
almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar 7? (sin x, cos x) ifoda sinx ga nisbatan toq, ya’ni
R (- sin x, cos x) = -  i?(sin x, cos x) 

bo‘ Isa, u holda cos x = t o ‘miga qo‘yish bu funksiyani ratsicnallashtiradi;
b) agar /?(sinx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan toq, ya’ni

i?(sin x -  cos x) = ~/?(sin x, cos x) 
bo ‘ lsa, u holda sinx = t o ‘miga qo‘yish orqali bu funksiya 
ratsion a llashtiriladi;

c) agar R(sinx, cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatan juft, ya’ni
R (-  sin X ,- cos x) = /?(sin x, cos x) 

boisa, u holda tgx = t o ‘miga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi. 
Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

tg2X t2 2 1 1
S t n ‘ x  = ------- 7-  = ----- Г, COS x - -------— = ----- r,

l + tg'x l + tg x  1 + t

dt
x = arctgt, dx -

i + e

2-misol. /  = f—  cos X<̂X------ integralni toping.
sin x -  4sinx + 5

Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq 
funksiya. Shu sababli sinx = t deb olamiz.
U holda

/  = f----- ------- = Г a = arctg(t -  2) -г С = arctg(sin x  -  2) + C.
f -4 f  + 5 ( t -2 )  +1 '

dx3-misol. I  = f--------- — integralni toping.
1 - 2sin x

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft 
funksiya. Shu sababli tg x -t o ‘miga qo‘yishdan foydalanamiz.
U holda

dt
t + 1 1 . tg x+ 1|
------------ = —  m  1

2 f - 1  2
I = \ -L U L -= [ -d L . = i ]n  

J . +
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Jsin” xcos” xdx ko'rinishidagi integrallar m va n butun soniarga 
bog‘ liq holda quyidagicha topiladi:

a) n > 0  va toq bo‘ lganida cosx  = t o ‘rniga qo‘yish integralni 
ratsionallashtiradi;

a) m> 0 va toq boiganida sinx = f o ‘miga qo‘yish orqaii integral 
ratsionallashtiriladi;

c) m va n sonlar juft va nomanfiy boiganida

. , l~cos2x , ] + cos2xsm x = ------------ , cos x = -------------
2 2

forroulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m + n<0  hamda m va n juft boiganida tgx = t yoki ctgx = / 

o ‘miga qo‘yishdan foydalaniladi. Bunda m< 0 va n<0  boisa, suratda
1 = (sin1 л: + cos'x)*, bu yerda k = 1 , almashtirishdan iborat usul

qoilab, ratsiona! funksiyalarni integrallashga keltiriladi;
e) m,n< 0 va ulardan biri toq boiganida sinx va cosx lardan 

qaysi birining darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu 
funksiyaga qo‘ shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

4-misol. [sin5 xcos2xdx integralni toping.

Yechish. Jsin3xcos2x<& («>0 va toq, cosx = t) -  (sin4xcos2 xsinxdx =

= -J (l - 12 )2 t2dt = - 11 2dt + 2\t'dt -  j i 1fdt = - y  + ~  -  у  + С =

1 , 2 , 1 7 „= —  cos x + —cos X---- COS X + C.
3 5 7

5-misol. Jsin4 xcos'xdx integralni toping.

Yechish. Jsin4 x cos 2xdx (n,m >0 va n, m -  juft) = J (sin x cos x ) ‘ sin ‘ xdx —

,fsin22 jA ( l - c o s lx V  1 r. . 2„ . 4 ,= ----- ------Jax = -](sin  2x-sin‘ 2xcos2x)dx =

1 ,l-cos4x  , 1 , . .= _ j ----------- fa ----- j sm- 2xa(sm 2x) =
8 2 16

7.3.2. |sin"jccos” xt£c ko‘rinishidagi integrallar
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i f  sin4x'i sin12л i f  sin 4x sin’ 2x\,-----------+ С = —-I x — —— — _i———_ + (j%
16V 4 )  48 16t, 4 3 )

6-misol. / = ( —————:— integralni toping.
sin xcos x

i fpj ft j
Yechish. Bunda n ~ -4, m = - 2, n + m = - 6< 0, k = -—- —- - 1  = 2 . 

Demak,

r(sin2x+cos2x)2 rsin4 x + 2sin2xcos2x + cos4x ,I = I----------------— --dx = ------------------------------------- dx =
sm xcos x sm xcos x

f dx „г dx rcos2x , .  r , .. 4
= J---- 2 + 2 ~ ~  +  J ~r~r~ dx =  tSx ~ 2ctSx ~ J ctg'xd(clgx) =

COS X  S in  X  J SU1 X

= tgx -  2ctgx -  ~ctg3x + C.

7,3.3. jtg"xdx va fctg'xdx ко‘rinishidagi integrallar

ftg ”xdx va jctg“xdx (bu yerda и>0 butun son) ko‘rinishidagi 
integrallar mos rasvishda tgx - 1 va ctgx = t o 'rniga qo'yish orqali 
topiladi.

Bunday integrallami o ‘miga qo‘yishlardan foydalanmasdan, 
bevosita

3  1tg x = ---- ----- 1, ctg x — — ----- 1
COS X  sin X

formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.

7-misol. jtg5xdxintegralni hisoblang.

dt tsdtYechish. 1-usul. ftg ’xdx = tgx = t, <c& = ------ = f-------= \ fd t
J 1 + f2 J1 + t2 J

i j  f id  t t2 1 cd(l + i ) f  t2 1 , ,, 2I „-  ltdt+ I------r = --------- + - f - ^ — = ----------- i— hr\l + t2 +C =
3 J1 + t2 4 2 2 J l + t1 4 2 2

= -~£g4X -  —tg2x ~ — In I cos2 x\+c = — tg4x -  7~tg2x -  In j COSX I +C.
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2-usul. ftg'xdx = \tgix- tg1xdx = jtg'x • ( — ~-----1 \dx =
Vcos x J

= 1 tg1* — ---- J tg*xdx -■ ftglxd{tgx) -  f tgx ■ ( — -
COS X  '  ' Vcos X

= ̂ -tg*x - 1tgxd(tgx) - 1tgxdx = ~tg4x~  ̂ tg*x -  In j cosx j +C.

7.3.4. Jsmmxcosnxdx, Jsin/nxsinnxiit, jcos/wxcoswx<& 
koVinishidagi integrallar

Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda

sin mx cos nx = -'(sin(w + n)x + sin(/w -  n)x), 

sinrarsin nx = ̂ (cos(w -  ri)x -  cos(m + я)х),

cos mxcos nx = i(cos(;w + n)x + cos(m -  n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

8-misol. J cos 2a- • cos 5xdx integralni toping.

Yechish. J cos3x ■ cos5j<dx -  (cosSx + cos 2x)dx =

— f -  sin 8x + — sin 2x j + С = (sin 8x + 4 sin 2„v) + C.
2 v 8 2 J 16

7.3.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:

dx г dxl) f — : 2) f —  •* 5 + 4sinx *

3) f---------------------; 4)f
' 3 + 5sinjc + 3cos:x: J 4 + 2sinjc + 3cosx

г sin xdx r 3 cos3 xdx
 ̂л/З —cos2 x  ̂ sin4 x
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С cos’ xdx 
■" 1 + sm2 x ’

9) J sin2 jreos4 jofx

11)J dx

' ^ l  + cos^x'

15) f sin2 x cos Эхо!*;

2 + 3sin"x-7cos° x 

sin2 xdx

cos x + sin x ,
— 2------ : — <&;cos x -s m  x 

dx

8>J

10) fJ Sin X  COS X

)2)jctg'2xdx;

14) | cos 2x со s 5 xdx ;

16) | cos x cos 2x cos 3jtdx.

7.4. IRRATSIONAL IFODALARNI 
INTEGRALLASH

Irratsional ifodalami o 'z  ichga olgan ayrim integrallarni ко‘ rib 
chiaamiz.

(  , ах + Ьу' j\ a x + b\n--
cx+ d ) Kcx + d

ko‘ rinishidagi integrallar

J*
f  ”L ”2 Л

 ̂  ̂ax + b V  f  ax + b V
ycx + d ) \cx + d )

dx (R -  ratsional funksiya,

-  butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar —
cx + d

o ‘rniga qo‘yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga 
keltiriladi, bunda s = EKUKin^n^...).

f  % 'N
Xususan, x,{ax + b)" ,{ax + b)"‘ ,...^ix integrallar ax + b = t’ o ‘rniga

qo‘yish yordamida, integrallar esa x = f  o ‘ rniga

qo‘yish yordamida t o ‘zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. I -  \ ~ ^ l ^ x-dx integralni toping, 
vl+x

Yechish. Bu yerda EKUK{2,3) = 6 boigani uchun 1 + x = f  tarzda 
belgilash kiritamiz.
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л/l + .x: = f , л/l + x = f ,  dx = bfdt.

1 = | 5 - Z l L ± l _ . 6t5dt = 6} t2(tn -  2tl + 12 + \)dt =

( tls t9 ?5 f3  ̂ 2f3= 6 ------2— + - -  + -  + C = — (3/u -1 0 r + 9 f2 + 15) + C =
V15 9 5 3 J 15

= ^ fe(. + x)2 -10(1 + x) + 9’-Jl + x +1 s)+ C.

7.4.2. JR(x,-Jax2 + foe + c)cfe ko‘rinishidagi integrallar

U holda

Demak,

Ji?(x,л/одс2+ 6х + с>£с ко‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta
о ‘rniga qo ‘yish usuli orqali ratsional funksiyalardan olingan 
integrallarga keltiriladi:

a) a >0 boiganida л!ax2 + bx + c = t± -fa x  almashtirish orqali integral 
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning birinchi о 'rniga 
qo yishi);

b) c>  0 boiganida -fax1 + bx + c = tx + f c  almashtirish yordamida 
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning ikkinchi
о ‘rniga qo ‘yishi)',

c )ax2+bx + c kvadrat uchhad a ( x - x ]) ( x - x 2) ko‘rinishda ko‘pay- 
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya -Jax2 +bx + c = i(x -  x,) 
almashtirish bilan ratsionallashtiriladi (Eylerning uchinchi о ‘rniga 
qo ‘yishi).

2-misol. I= \ ----- --------------= integralni toping.
1 + v x  + 2.x + 2

Yechish. Bunda a > 0 . Shu sababli f x 2 +2x + 2 = t - x  ko‘rinishdagi 

o ‘rniga qo‘yish bajaramiz.

U holda

x2 +2x + 2 = t2 -  2tx + x2, 2x + 2lx = t2 — 2.
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Bundan

x -  -t1 - 2  f e + 2 t  + 2--------d x - ------------
2(1+0  2(1 + 0

, 1 + V x1 + 2x + 2 — 1 + 1 — t1 - 2  _  t1 + 4/ + 4 
2(1 +  0  ~  2(1 +  0

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

/  — f 2(1 + t)(f  + 2t + 2) ^  _ <■ r + 2f + 2 dt 
(?T4r + 4)2(1+ 0 2 ~ j (l + 0(2 + 0 2

Integral ostidagi t.o‘ g ‘ ri kasmi sodda kasrlarga yoyamiz:

t2 +2t + 2 _ А В С
(1+ 0 (2 + O’ _ 1 + * 2 + f (2 + f)2'

Koeffitsiyentlami tenglashtirish usulini qoilaymiz: A = 1. В = О, С = -2. 

Bundan

— ^- + C . 
2 + /

jt o ‘zgaruvchiga qaytamiz:

I — hill + x + л/х + 2x + 2] н-----
I ! v

I — hill + x + л/х +  2x +  2] н------------------- у— :--------
1 x +  2 +  v x 2 +  2x +  2

+ C,

3-misol. /  = [--7========== integralni toping.
л/х" -  Зх + 2

Yechish. x 1 -3 x  + 2 - ( x - l ) ( x - 2) bo‘ lgani uchun

^/(x -  l)(x  -  2) =  (x - 1)/ 

shaklda o ‘ miga qo'yish bajaramiz.

U holda

Bundan

t2 - 2  , 2tdtx=  ~------ , dx = ~-r----- - л/х2 -  Зх + 2 = f ——
Г -1 }

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:
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Dastiabki o ‘zgaruvchiga qaytamiz:

1 1x^2 x — 21 - 2  J----- - + ---- --
4I = - I n ------ 1— + С = - I n ! 3 -- 2x + l4 x 2 -  3x + 2 1+C.

x ~ _ i  
jc —1

Eyler o ‘miga qo‘yishlari ayritn integrallarda murakkab 
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning 
quyidagi usullaridan foydalanilsa boiadi.

1 . { R(x^Jax2 + bx + с yix ko‘rinishidagi integrallarni hisoblashning 
kvadrat uchhaddan to ‘la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar 
ax2+bx + c kvadrat uchhaddan toia  kvadrat ajratish yo‘ li bilan ushbu 
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a > 0  va b2-4 a c < 0  boisa, u holda \R{t,4m2 +n1t2)dt,
и j  2 г b2 — 4ac bbu yerda w = a, m = ------- -----, t = x + — :

4 a 2 a

b) agar a>  0 va b2 -4 a c  > 0 boisa, u holda \R{t,\rn2t2 -  m2)dt,
. j  2 i b 2 -4ac Ъbuyerdaw =a, m = ---------- , t  = x + —  ;

4a 2 a

c) agar a < 0 va b2-4 a c > 0  boisa, u holda \R{t,^m2 -  n2t2\it,
L , 7 b2—4ac bbu yerda n - - a ,  m = ------------ , t = x + — .

4 a 2a
tTl TYl tftHosil qilingan integrallar mos ravishda t = —tgz, t -  — :— , t = —sinz

o ‘miga qo‘yishlar orqaii J/?(sinz,cosz)afe ко‘rinishga keltiriladi.

4-misol. | v з + 4x ~ x 2dx integralni toping.
Yechish. Kvadrat uchhaddan toia  kvadrat ajratamiz, yangi t 

o ‘zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o ‘miga qo‘yishdan foydalanib, 
topamiz:

n nsmz n

[yfs + 4 x - x 2dx= fл/9 — (jc — 2)2dbc =!  ' *’ = \ ^ 9 -t2dt
dx = dt
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t = 3sinz, 
dt = cos zdz

= j V9 - 9 s i p. 2 z  3 cos zdz = f 9 c o s zdz -  

= ^J(l + cos2z)dz =  ~j i  + —~ ~ ~ j  +  С = ~ ( z  -f sin z\/T—sin2 z) +  С =

■ t\ 9 z = arcsin—i = — 
3! 2

/
■ t t L t \ „  9 . f f i----- r ^arcsm- + - J 1 -----+ С = —arcsin—+ — / 9 - r  +C-

 ̂ 3 3V 9 j  2 3 2

= — arcsin— - + — (ж -  2) V 5 + 4x -  x1 + C.
2 3 2

2.) R(x,mcix2 +bx + c)dx ko‘rinishidagi ayrim integrallami

hisoblashning boshqa usuliarini keltiramiz.

{ x }dxa)J —— ^ ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P ( x ) -  и -  darajali
л/ ax' + Ax + с 

ko'phad:

1 ) n = 0 da J - = ^ L = =  ko‘ rinishda boiadi; bu integral a >0
'Jax1 -i-bx + c

bo‘ lganda jadvaldagi 14- integralga, a <0 bo‘ lganda jadvaldagi 13- 

integralga keltiriladi;

2 ) n — \ da J..*/lv * ko‘rinishda bo'ladi; bu integral suratda
Jax2 + bx + с

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1 ) banddagi integralga keltiriladi;

3) n >2 boiganda berilgan integraldan keltirish formulalari 
yordamida

| - = Qr . (x)J ax2 + bx + с + M\ dx
-Jax1 +bx + с ' л1ах2+bx + с

k o ‘ rinishdagi ifoda hosil qilinadi, bu yerda Q^(x)~  koeffitsiyentlari
nom aium  b o ‘ lgan n -\ -darajali k o ‘ phad, M — qandaydir o ‘ zgarmas son.
Bunda k o ‘phadning nom a’ lum koeffitsiyentlari va M soni oxirgi
tenglikni differensiallash hamda x ning chap va o ‘ng tom on dag i bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirish orqali topiladi.

dx 1b)|------------- _ = =  k o ‘ rinishdagi integral ca + p  = -
(ax + /?)л/ ax2 + bx + с t
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almashtirish yordamida 1 ) banddagi integralga keltiriladi;

dx Ic)J------------- = === ===  (n£'Z,n> 1) ko‘rinishdagi integral с«  + /? = -
(ax + /5)" л/ax2 +bx + c t

o ‘miga qo‘yish orqaii 3) banddagi integralga keltiriladi.

dx
5-misol. \--------—= = = = = =  integralni toping.

(x —2) л/х — 4x + 5

Yechish, x -  2 = -  deymiz. U holda dx = - — , x2 -  4x + 5 = — + 1 .
t t2 r

Bundan
СЙ

с dx t t2 с ildt

Demak, b) banddagi integral hosil qilindi. Bunda n = 2 boMgani 
uchun

f + fl)V?7T + M  f -4 = .

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

t2 , r— г (At + B)t M- : = Â J\ + t- +'^-7= = J -+  —
лЯ +1 л/ / 2 +1 л/?2 -I-1

yoki
J2 = A(\ + t2) + {At + B)t + M . 

t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz:

A = ~, b = 0, M = -~ .
2 2

U holda

r t1 dt t\'\-ht2 l r  dt t*J 1 Л-V 1 ! г 2 ■ ^I - 7= =  = ---------------- [ - = =  = —-------------- ln|f + J l+ t2\ + C.
JV T T 7 2 2 J v/TT72 2 2. !  !

Dastlabki o ‘zgaruvchiga qaytamiz:

1 + Vx2”-  4x + 5r________dx_______ _ л/х2 -  4x + 5 + 1
(х -2 )3л/х2 -4 x  + 5 2 (x -  2)2 + 2

+ C.
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^x"'(a + hx’ Y dx ko‘rinishidagi integral binominal differensial 
integrali deyiladi. Bunda integral ostidagi ifoda x“ (a + bx")p ga 
binominal differensial deyiladi, bu yerda m, n, p  -  ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional 
funksiyalami integrallashga keltiriladi:

a) p butun son bo‘ lganida integral x = t’ (bu yerda s = EKUK(m,n)) 
o ‘rniga qo‘yish orqali ratsionallashtiriladi;

tn -f- 1b )  butun son boiganida integral a + bx"= t’ {bu yerda s - p
n

sonning maxraji) o ‘rniga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi;
c) r̂ ~L -̂ + p butun son boiganida integralda a + bx"=t’x " (bu

n
yerda s - p  sonning maxraji) almashtirish bajariladi.

Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial 
elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya’ni integrallanmaydi.

Masalan, |л/Г+ x1 dx integralning integral osti funksiyasi binominal

differensial: m -  0. n = 3, p  = ~ . Bunda /? = - ,  = - — + р = ~-
2 2 n 3 n 6

sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

6-misol. /  = |---- ^=== integra ini toping.

Yechich. Shartga ko‘ra,
1 m + l - 3  + 1 1m = ~3, «  = 4, p = — , ---------l-p = -------------- = -1.
2 n 4 2

c) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:

7.4.3. ^x”(a + bx’,y  cbc binominal differensialni integrallash



Biz integrallashning elementar funksiyalaming keng sinfmi qamrab 
olgan muhim usullarini ко‘rib chiqdik. Bu usullar ko‘pchilik hollarda 
aniqmas integralni topish, ya’ni boshlang‘ ich funksiyalarni aniqlash 
imkonini beradi.

Ma’ lumki, har qanday uzluksiz funksiya boshlangich funksiyaga 
ega bo‘ ladi. Agar biror /(x )  elementar funksiyaning boshlang‘ ich 
funksiyasi ham elementar funksiya bo ‘ lsa, u holda J f(x)dx integral 
elementar funksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, jVx-cos xdx integral elementar 
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi Vx-cosx ga teng boigan 
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbiqda muhim ahamiyatga 
ega boigan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga 
misollar keltiramiz:

\e~~dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);

|-------integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
tax

\cosx2dx, \sinx2d x-  Fvenel integrallari (fizika);

\ ^ ^ d x, integralli sinus va kosinus;
x ' x

J— dt-integralli ko'rsatkichli funksiya.
x

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,
- j  l , sinx cosx ex j- , • , ■ i , . .e , -— , cosx , srnx , ----- , ------ , — funksiyalaming boshlang ich

lnx x x x
funksiyalari yetarlicha o ‘rganilgan, x argumentning turli
qiymatlarida ulaming qiymatlari uchun mufassal jadva liar tuziigan.

7.4.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:

■>ЬТ7ПГ: 2>J *

7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

' Л Л 1 ’ ‘ M i  + '-J if

3) f — 4) f
1 vT+I \fx71 '
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7,1 т А г г  8 ) ,J

11)Г * = ;  12)/ — 7= ^ ---- ;
1 + л/l—2л' —jc2 1 + V* + 2х+2

13 ) | 4s-v~4x — х4 <ir: 14)|л/*2 -4<fc;

15) f --------- ■— = = *= = ; 16) J Т Т ^ ’
1 (х -  1 )V - ?  + 3.x -  2 (ж -  1)V*2 -  2х

4ъ — 2х—х \6х — х —8

19) Г _ * ; 20) f— г= = >
Jx(i+3V^)2 3 х^4г-хъ

dx

21 ) jx s\jQ + xydx; 22) J^/uVTA ;

23> ^  24)̂

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga 
olib keluvchi masalalar

Aniq integral tabiat va texnikaning bir qancha masalalarini 
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik kattaliklami hisoblashda 
keng qo‘ llaniladi.

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi haqidagi masalasi

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi 
kiritilgan va [«;/>] kesmada uzluksiz va manfiy boimagan y = f ( x ) 
funksiya aniqiangan bo‘ lsin.
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Yuqoridan y = f (x )  funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o :qi bilan, 
yon tomonlaridan x = a va x = b to‘g 'n  chiziqlar bilan chegaralangan 
figuraga egri chiziqli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura-aABb). 

aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasiga ta’ rif beramiz.
[«;Л] kesmani n ta kichik kesmalarga boiamiz: boiinish 

nuqtalarining abssissalarini a = x0 < xt < ...< x._, <x <...<x„_, < x:i = b bilan 
belgilaymiz. {xi} = {x0,x1,...,x„} boiinish nuqtalari to‘plamirsi [a\b] 
kesmaning boiinishi deymiz. x, boiinish nuqtalari orqaii Oy o ‘qqa 
parallel x = xf to‘g ‘ri chiziq o'tkazamiz. Bu to‘ g‘ ri chiziqlar aABb 
trapetsiyaning asoslari [x_,;x] boigan n ta boiakka boiadi. aABb 
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yigindisiga teng 
boiadi. n yetarlicha katta va barcha [x_,;x ] kesmalar kichik 
boiganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash oson boigan mos 
to‘g ‘ri toirburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin boiadi. Har 
bir [x,_,;x ] kesmada biror £ nuqtani tanlaymiz, / ( x )  funksiyaning bu 
nuqtadagi aiymati /(^ ,) ni hisoblaymiz va uni to‘g ‘ri to£rtburchakning 
balandligi deb qabul qilamiz. [xM;x,] kesma kichik bo‘ lganida f ix )  
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o ‘zgarishga ega boiadi. Shu 
sababli bu kesmalarda funksiyani va taqriban / ( £ )  ga teng deyish 
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi /(^,)(x; -  x, ,) ga teng boiganidan 
aABb egri chiziqli trapetsiyaning S ga yuzasi taqriban Sn teng boiadi:

S ™ S „ = t f ( Z , ) & x , ,  Ax, = x  - x _ ,  (5.1)
i=l

(5.1) taqribiy qiymat y 
d = max Ax; ( i=1 ,ri) kattalik qancha
kichik boisa, shuncha aniq 
boiadi. d kattalikka {x} 
boiinishning diametri deyiladi. 
Bunda я - » oo da d -> 0.

Shunday qilib, egri chiziqli 
trapetsiyaning S yuzasi deb,
Sn to‘g‘ri to‘ rtburchaklar 
yuzasining boiinish diametri 
nolga intilgandagi iimitiga

2-shakl.
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aytiladi, ya’ni

Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzasini hisoblash 
masalasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib о ‘tilgan yo 4 masalasi

Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s = / ( 0  (bunda t -  vaqt, 
s — bosib o ‘tilgan y o i)  tenglama bilan berilgan boisa, f ( t )  funksiyaning 
/ '( f )  hosilasi moddiy nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(t) ga 
teng, ya’ni v(t) = f'(t)  boiadi. Fizikada quyidagi masalani yechishga 
to‘g‘ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v tezlik bilan harakat 
qilayotgan va v tezlik t vaqtning uzluksiz funksiyasi bo‘ lsin deymiz. 
Moddiy nuqta vaqtning / = a dan t = b gacha boigan biror [a;b] 
oraligida bosib o ‘tgan y o i  s ni topamiz. [a; b] kesmani 
a = to < t] < ... < t , < t. <... < <tn=b  nuqtalar bilan vaqtning n ta 
yetarlicha kichik oraliqlariga boiamiz. Vaqtning kichik 
oraligida v(t) tezlik «deyarli» o ‘ zgarmaydi. Uni bu vaqt oraligida 
o ‘zgarmas va taqriban v(£f) (£  s f g a  teng deyish mumkin. Bunda 
harakat [t ,;? ] kesmada tekis boiadi. U holda bosib o ‘tilgan y o i

bu vaqt oraligida v(£)(r ) ga, \a\b] vaqt oraligida j, = Ё у(£ Ж

(Д/=/ , - /_, )  ga teng boiadi. Bu taqribiy qiymat d = maxAt.(i = i,«)
kattalik qancha kichik boisa, shuncha aniq boiadi.

Shunday qilib, s bosib о ‘tilganyo ‘I deb, yigindining d -> 0dagi 
limitiga aytiladi, ya’ni

s = limj = iimУ  v(£)A t . (5.3)d-*0 n d-*0

Demak, bosib o ‘tilgan yoin i hisoblash masalasi (5.3) 
ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko‘rinishdagi yigindining limitini 
topishga olib keluvchi bir xil usul qoilanildi. Tabiat va 
texnikaniug bir qancha masalalari yuqoridagi kabi yigindining 
limitini topishga keltiriladi.

S -  lim S = lim V f{E )Ax . (5-2)
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y  = f ( x )  funksiya [a\b\ kesmada aniqlangan boisin.
[a:b] kesmani ixtiyoriy ravishda

a = x0 < x, <... < x._, < x. <... < x„_, < д:„=b 
nuqtalar bilan n ta qismga boiamiz, bunda {x} ga [a\b] kesmaning 
bo ‘linishi, d = max(x -  xM), (/' = \,n) kattalikka bo ‘linish diametri deymiz.

Har bir fx ,;x ] kesmada ixtiyoriy nuqtani tanlaymiz. Bunday 
nuqtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£ .) 
qiymatini mos Ax, = x  ~x(_, uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytma!ardan

w. = t f ( l )  be, (5-4)/=1

yig‘ indini tuzamiz. (5.4) yigindiga /(x )  funksiya uchun [a,b] 
kesmaning {x } boiinishidagi Riman integral yig'indisi deyiladi. 

wr yig‘ indining d -> 0dagi limiti tushunchasini kiritamiz.
1-ta’rif. Agar V г > 0 son uchun shunday S > 0 son topi Isa va 

| /-w j< e  tengsizlik kesmaning diametri d <5  boigan istalgan 
{x } boiinishida £ belgilangan nuqtalarning tanlanishiga bogiiq 
boimagan holda bajarilsa, I soniga Riman integral yig' indisining 
limiti deyiladi va u /  = ljm wn deb yoziladi.

2-ta’rif. Agar (5.4) Riman integral yigindisi d Oda chekli limitga
ega boisa, u holda bu limitga [a;b] kesmada /(x ) fimksiyadan olingan

b

aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va j / (x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko'ra,

\/(x)dx = \ m flf ( 4 i)Axl, (5.5)
a '=1

bu yerda / ( x ) -  integral ostidagi funksiya, x -  integrailash o ‘ zgamvchisi, 
a, b -  integralning quyi va yuqori chegarasi, [a ;b ]~ integrailash sohasi 
(kesmasi) deyiladi.

b

[(a;b] kesmada Jf(x )d x  aniq integral mavjud boisa, y  = f ( x )
a

funksiya shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo‘yicha 
integrallanuvchi) deyiladi.

7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

412



Izoh. O liy matematika kursida boshqa aniq integrallar qaralmagani 
sababli bundan keyin «Rim  an integrali» va «Rim an b o ‘yicha 
integrallanuvchi» iboralarini m os ravishda «integral» va 
«integrallamivchi»  deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta’riflarda a<b  boisin deb faraz qilindi. Aniq integral 
tushuuchasini a = b va a > b boigan hollar uchun umumlasbtiramiz. 

a>b  boiganida2-ta’rifgako‘ra,

\f(x)dx = - ] f (x )d x .  (5.6)

2-ta’rifga ko‘ra, a = b boiganida ((5 .5) ga qarang).

|/(x)t£c = 0. (5.7)

(5 .4 ) integral y ig in d i berilgan funksiyaning argumenti qanday harf 
bilan belgilanishiga b o g iiq  boim agan i sababli, uning limiti va 
shuningdek, aniq integral integrallash o ‘ zgaruvchisining belgilanishiga 
b o g iiq  bo im ayd i:

j f(x)dx  = \f(t)dt = J f(z)dz.

1
1 -misol. |x'dx integralni aniq integralning ta’ rifidan foydalanib

0
hisoblang.

Yechish. [0;1] kesmada y  = x2 funksiya uzluksiz.
[0;1] kesmani 0 = xv<x,< ...<  xt_, <xt < ... < x < *„ = 1 nuqtalar bilan

uzunliklari Ax, = —(г' = 1,и) boigan n ta boiakka boiamiz. Bunda 
n

d -xm xk x . Demak, d ->0 dai<:<n '
£  nuqta sifatida qismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

£ ‘£  = x, = - .
n

Tegishli integral yigindini tuzamiz:

W, = £ / Ю * х ,  = 5 : 4  • -  = Л (!2 +22+...+ и2) =
i-1 i-1 n n n

n(n + 1)(2n + 1) _  (n + 1)(2n + 1)
6 n 6 n2
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. .. (и +  1)(2я +1) 
hmw =  lirn w = lim ----------------------- :0 " *-*» »-«,

1

Bundan

Demak, ta’ rifga ko ‘ra,

j x 2dx =
О -Э

Endi £ nuqta sifatida qismiy kesmalaming boshlarini olamiz:

i - 1
£  = * m = — •n

Bundan

f / / c u  V’ ( i - l ) 2 1 (л -  1)л(2л -1 )  (и -1 )(2 я - 1 )
= E /(£ )A x , = I 1— r -  ■ -  = -— ” ,— - = -— — -<=1 /=1 w и 6n on

yoki

Г 2^ V Г (И-1Х2И-1) 1jc ax = lim wn -  lim ------- ----------- = —.» d—*0 («->oo) я->оо 6/2 3

Demak, berilgan integralning qiymati [0;1] kesmani boiish usuliga
I ]

va bu kesmada £, nuqtani tanlash usuliga bogiiq  emas va j x dx =
0 3

Aniq integral mavjud boiishi haqidagi teoremani isbotsiz 
keltiramiz.

1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y = f ( x ) funksiya [a,h]
b

kesmada uzluksiz boisa, u holda j f(x)dx  aniq integral mavjud boiadi.

Funksiyaning uzluksiz boiishi uning integrallanuvchi boiishining 
yetarli sharti boiadi. Boshqacha aytganda, [a\b] kesmada uzilishga ega 
boigan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud boiishi 
ham mumkin.

2-teorema. [a,b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish 
nuqtalariga ega boigan funksiya bu kesmada integrallanuvchi boiadi.

7.5.3. Aniq integralning geometrikva mexanik ma’ nolari

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi masalasiga qaytamiz.
(5.2) tenglikning o ‘ng tomoni integral yigindidan iborat. U holda
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(5.5) formuladan aniq integralning geometrik m a’nosi kelib chiqadi: 
agar f ( x )  funksiya \a,b\ kesmada integrallanuvchi va manfiy 
boimasa, u holda [cr.b] kesmada f (x )  funksiyadan olingan aniq integral 
y  = f ( x), у  = 0, x = a va x = b chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.

2- misol. |^9- x 2dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib 

hisoblang.
Yechish. Bunda x ning - 3  dan 3 gacha o ‘ zgarishida tenglamasi 

j  = V 9 - x 2 boigan chiziq x 2 + y 2-  9 aylananing Ox o ‘qidan yuqorida 
joylashgan boiagidan iborat boiadi. Shu sababli x = -3, x = 3, y  = 0 va
у -  л /9-х: chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya 
x2 + y 2 - 9  doiraning yarmidan tashkil topadi.

9ягlining yuzi S = —  ga teng.

Demak,

|л/9- x 2cfe = ̂ .

Endi bosib o ‘tilgan y o i  masalasiga o ‘tamiz. (5.3) tenglikning o ‘ng 
tom on i integral yigindidan iborat boigani uchun (5.5) formuladan 
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya [a;b] kesmada 
integrallanuvchi va manfiy boimasa, u holda v(t) tezlikdan \a;b\ vaqt 
oraligida olingan aniq integral moddiy nuqtaning t = a dan t = b gacha 
vaqt oraligida bosib o ‘tgan yoiiga  teng. Bu jumla aniq integralning 
mexanik m a’nosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossaiari

1°. Agar integral ostidagi funksiya birga teng boisa, u holda
b

\dx = b — a

boiadi.

Isboti Aniq integralning ta’rifiga ko‘ ra,
b n n

\dx = limYl-Ax, =1imy'(x1 —x, ,) = lim (fc-a) = i - a .
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2°. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin, ya’ni

b b

J kf (x)dx = / (x)dx, k = const. 

Isboti. ykf(x)ck = \im = klim'flf -  k\ f  (x)dx.

3°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yigindisining aniq 
integrali qo‘ shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘ indisiga 
teng, ya’ni

J ( /W  ± <p(x))dx = jf(x )dx ± ]<p(x)dx .

Isboti. j ( f {x )  ±  (p{x))dx = l i r n j ( / g ) ± <p(£ ))A r =

= l i m / (£. )Ax: ± l i m <p{£li )Ax, = jf(x )d x  ±  |<p(x)dx.
»=1 ’ i= 1 a с

4°.Agar \a;b] kesma bir necha qismga boiingan boisa, u holda 
[a;6] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir qism bo‘yicha olingan 
aniq integrallar yigindisiga teng boiadi.

Masalan,
b с b

^f(x)dx = ^f(x)dx + ̂ f{x)dx, ce[a\b\.

Isboti. a < c < b  boisin deylik. Integral yigindi \a:b\ kesmani 
boiish usuliga bogiiq  emas. Shu sababli с ni [a; A] kesmani boiish 
nuqtasi qilib olamiz. Masalan, agar c = xm deb olsak, u holda wn ni ikki 
yigindiga ajratish mumkin:

= i ; / (£ )A x , +
»=1 1=1 i= « + l

Bunda d ->  0 da limitga o ‘tamiz:
b с L

J /  (x)dx = \ f  (x)dx + J f(x)dx

а, Ъ, с nuqtalarning boshqacha joylashishida ham xossa shu kabi 
isbotlanadi.
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с Ь с
Masalan, а < b < с boisa, |/ (x)dx = J/(x)fifcc + J / (х)<£с boiadi.

c a b

Bundan

j / (x)t&  = } / (x)c& -  J /(x )t£c
a a b

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ ra, ((5.6) 
ga qarang)

J f(x)cbc = ] f(x)dx + j f(x )d x .
a a с

5°. Agar [a;A] kesmada funksiya o ‘z  ishorasini o ‘ zgartirmasa, u 
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil 
boiadi, ya’tvi:

b

[,a:b] da f ( x ) > 0 boiganda, jf (x )d x > 0  boiadi;
b

[а;й] da /(;<)<0 boiganda, \f(x)tlx < 0 boiadi.

Isboti. f ( x ) > 0 funksiya uchun integral yigindi wn >0 boiadi,
b

chunki /(£„,)>0 va Лл > 0. Bundan J/(x)<&> 0. Shu kabi Ax,. >0,
b

f  (x) < 0 ekanidan wn < 0 va \ f (x)dx< 0 kelib chiqadi.

6°. Agar [a;b] kesmada f (x )  > <p(x) boisa, u holda
h b 

J /  (x)dx > J <p(x)dx

boiadi.
Isboti. f(x)>q>{x) dan f (x )-cp (x ) > 0 boiadi. U holda 5-xossaga 

ko‘ ra j {/(x) -  (p(x))dx > 0 yoki 3-xossaga ко‘ra, j f(x)dx -  \<p(x)dx > 0.
a a a

Bundan
b b 

J / (x)dx > |<p(x)dx.

7°. Agar m va M sonlar f (x )  funksiyaning [a,b\ kesmadagi eng 
kichik va eng katta qiymatlari boisa, u holda

m (b-a) < j f(x)dx<M (b -  a)
a

boiadi.
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Isboti. Shartga ko‘ ra, m < f (x )  < M . U holda 6-xossaga ko‘ra,
k b  b 

j mdx < | f(x)dx < | Mdx.

Bunda
b b b b 

| mdx = m\dx = m(b — a), f Mdx = M\dx = M (b — a).

U holda

m(b -  a) < jf(x)dx <M(b -  a ).
a

Bu xossa aniq integralni baholash haqidagi teorema deb yuritiladi. 
8°. Agar f (x )  funksiya \a;b\ kesmada uzluksiz bo'isa, u holda 

shunday c e [a i ]  nuqta topiladiki,

f / {x)dx -  f  (c')(b -  a) (5.8)

bo ‘ iadi.

Isboti. 7-xossaga ko‘ra,

m(b -a )< \  f(x)dx < M(b — a ).
a

Bundan
\f(x)dx

m < —---------< M .
b -  a

\f(x)dx
----------= fj deymiz. U holda m</j<M  bo‘ lgani uchun Boisano-

b -a
Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror с e [a,b\ nuqta uchun 
f ( c )  = p  boiadi.
Shu sababli

lf(x)dx
------ = /(c)b - a

yoki
lf(x )d x  = f (c ) (b -a ) .
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8-xossa о 'rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga о ‘rta qiymat formulasi, / ( c )  ga / ( x) funksiyaning 
{a,b] kesmadagi о ‘rtacha qiymati deyiladi.

О "rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talqinga ega:
agar f ( x )>  0 boisa, u holda \f(x)dx integralning qiymati balandligi

/ ( c )  ga va asosi (b -  a) ga teng boigan to‘g ‘ri to‘ rtburchakning yuzasiga 
teng boiadi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1-natija. [я;b] kesmada aniqiangan f (x )  funksiya uchun

3 - misol. y ~ 2 x  + 2 funksiyaning [—1;2] kesmadagi o ‘rtacha qiymatini 
toping.

Yechish. O ita  qiymat haqidagi teoremadan topamiz:

i»
\\f(x)d^<\\f{x)\dx

boiadi.

2-natija. Agar [a;b] kesmada \f (x)j < к boisa, u holda

jj/ (x)dx < k(b — a), (k = const.)

boiadi.

L „  = ~ ~ \ fix )d x .

Aniq integralning geometrik ma’nosiga
2 6 ....

ko‘ ra, j(2x + 2)dx integralning qiymati

£
i

Bundan

/ . "  2 —(—1)
•9 = 3.

3-shakl.
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7.5.4. Mashqlar

1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang:

!) j cos xdx;

3)|-v/l6-x2 cfc;
0

2. Integrallarni taqqoslang:
я я
4 4

1 ) / г -JcosjftiT, / 2 -  Jsin xdx;
о______0 

и _____  о
3 ) /1 -  ^4l-x^dx, I2 =

- 2  -2

3, Integrallarni baholang:

l ) /j  = J— - — ;
 ̂3 - 2 cosjc 

2 (
3) / 3 = | •J\ + x3dx;

2)J(3 + x)obc;

4) j  f{x)dx, f(x) = \
j -  x, agar -  2 < x < 0. 
J x,agar 0< x< 2.

2)7, = J- f i -x 1 dx, 12 = jx~dx.
- !  - I

4) / t= JxcosxA:, j1, = jxsmxA;.
~ 2 ~ 2

3 1-----------------2)I2= y i+ 3 x2dx;

4 ) W
tfe

4 ~ 2 j r —лг

4. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi 0 ‘ rtacha qiymatini toping:

l)>- = V 4 -7 , [—2;2J; 2)y=\x{, [-!;!];

3)_у = Здс+2, tU3]; 4) y = x2e\ [0;!].

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y  = f (x )  funksiya [a;b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz boisin. 
U holda u ixtiyoriy [a;x] (a < x < b )  kesmada integrallanuvchi boiadi, 
ya’ni istalgan xe[a ;b ] uchun

F(x) = lf(i)d t  (6.1)

integral mavjud boiadi.
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Agar ixtiyoriy te[a\b]Aa f ( t )>  0 b o ‘ Isa, u holda F(x) = \f(t)dt
a

integral asosi \a:x\ kesmadan iborat b o ‘ lgan egri chiziqli trapetsiyaning 
o 'zgaruvchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi 
(4-shakl).

[a;A] kesmada (6 .1) tenglik bilan 
aniqiangan Fix) funksiyaga yuqori 
chegarasi о ‘zgaruvchi aniq integral 
deyiladi.

F(x) funksiya [a; b] kesmada 
uzluksiz va differensiallanuvchi 
b o ia d i. Shuningdek, bunda F(x) 
funksiya uchun quyidagi fundamental 
teorema o ‘ rinli b o ia d i.

1-teorem a (Nyuton-Leybnis teoremasi). [a\h\ kesmada uzluksiz 
f (x )  funksiyaning yuqori chegarasi o ‘ zgaruvchi integrali F(x) dan 
yuqori chegara b o ‘yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi 
funksiyaning yuqori chegaradagi qiymatiga teng b o ia d i, ya ’ni

о

SM:

4-shakl.

F-(x) = \\f(t)dtj = / ( * ) ,

Isboti xe[a\b] va x +  A xe[a ;6] b o is in .
U holda aniq integralning 4-xossasini q o ila b , topamiz:

(6.2)

F(x + Ax)= ]  f(t)dt = \f(t)dt+ \f(t)dt.

Bundan (6.1) tenglik va o ‘ rta qiymat haqidagi teoremaga k o ia ,
r+Ar

AF = F(x + Ax) -  F{x) -  [ f(t)dt = f  (c)Ax, bu yerda с e [x, x + A?;]. 

F(x) funksiyaning hosilasini aniqlaymiz:

F'(x) = lim —-  = lim—( 0 ^  _  j-m у  ̂
M  Ax “ -*« Дх

Ax —> 0 da x + Ax —> x va с -•> x, chunki с e  [x,x + Ax].

U holda f (x )  funksiyaning uzluksizligidan 

b o ia d i.

F'ix) = lim /(c ) -  f (x )Лх-»-0
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Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy 
teoremalaridan bin hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq 
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a\b\ kesmada uzluksiz har qanday f {x )  funksiya 
shu kesmada boshlangich funksiyaga ega boiadi va uning 
boshlangich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o ‘ zgaruvchi F{x) 
integral boiadi degan xulosa kelib chiqadi.

fix') funksiyaning boshqa bir boshlangich funksiyasi F{x) 
funksiyadan o ‘zgarmas С songa farq qilgani uchun aniqmas va 
aniq integrallar orasidagi ushbu bogianish kelib chiqadi:

j / (x)dx = j / (t)dt + C, x e [a; b]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integralni integral yigindining limiti sifatida hisoblash, 
hatto, oddiy funksiyalar uchun ham ancha qiyinchiliklar 
tug‘diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning (6.3) formulaga 
asoslangan, amaliy jihatdan qulay boigan hamda keng qoilaniladigan 
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema ( integral hisobning asosiy teoremasi). Agar 
F(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz boigan f (x )  funksiyaning 
boshlangich funksiyasi boisa. u holda

]f{x )d x  = F {b )-F (a ). (6.4)

Isboti. F(x) funksiya f (x )  funksiyaning boshlangich

funksiyalaridan biri boisin. U holda 1-teoremaga asosan, \f{t)dt

funksiya ham f ( x )  funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlangich 
funksiyasi boiadi.

Boshlangich funksiyalar o'zgarmas С songa farq qilganidan

jf(t)d t = F(x) + C.

Bu tenglikka x = a ni qo‘yamiz va chegaralari teng boigan aniq 
integralning xossasini qoilaymiz:

} /  (f)dt = F(a) + C = 0.
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j f{t)dt = F(x)-F(a)

boiadi.
Oxirgi tenglikda x = b deymiz va t o ‘zgaruvchini x bilan 

almashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chiqadi.
(6.4) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

F(b) -  F(a) ayirmani shartli ravishda F(x)|* deb yozish kelishilgan. 

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

jf{x )d x  = F(x)\a (6.5)

koinishda ifodalanadi.

3 dx1-misol. integralni hisoblang.
0 sj 1 +  X

Yechish. f _ Ink- + л/Г+х2!  = 1п|з + лДЬ[-1п1 = 1п1з + Viol.
1 -JV+? 1 1° 1 1
4 ^

2-misol. f—------------ integralni hisoblang.
\x -  2x +10

Yechish.

t dx i dx 1 j t - l f  1 . n
J i - T T T J i = J 7— = a arcts  -^-\ = о {arctz { -  arcts ° ) = , 0 ■ iX — 2л: -h 10 ](jc -1 ) +3 3 3 |t 3 12

Bundan С = —F(a) .

U holda istalgan * e[a;A] uchun

7.6.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y  = f ( x ) funksiya [cr,b] kesmada uzluksiz b o is in . 
Agar: 1) x = (pit) funksiya [a;/?] kesmada differensiallanuvchi va q>'{t) 
funksiya [a;/?] kesmada uzluksiz; 2) x = <p{t) funksiyaning qiymatlar 
sohasi [a\b\ kesmadan iborat; 3 )q>ia) = a va (piP) = b b o isa , u holda

| f{x)dx = \ f(<p{t))<p’{t)dt (6.6)

boiadi.
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l f (x )d x  =  F ( h ) -F ( a ) ,

bu yerda F(x) funksiya f(x ) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlang'ich 
funksiyalaridan biri. Ф(0 = F(q>(t)) murakkab funksiyani qaravmiz. 

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

Ф'(/) = F\(p(t))<p\t) = f(<p{f))(p’{t).

Demak, Ф(0 funksiya [a;y3] kesmada / (<p{t))(p'(t) uzluksiz fimksiya 
uchun boshlang‘ ich funksiya bo ‘ ladi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan 
topamiz:

= Ф(Р) -  Ф(«) = F((p(,6)) -  F((p(aJ) =

= F(b) -  F(a) = J / (x)dx.

(6.6) formula aniq integralda о ‘zgaruvchini almashtirish formulasi 
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda 
о ‘rniga qo ‘yish  usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski 
o ‘ zgaravchiga qaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o ‘miga 
qo‘yishga mos tarzda o ‘zgaradi.

V?-------
3-misol. \^4--x1dxintegralni hisoblang.

0
TCYechish. x = 2sin t, 0< / < — belgilash kiritamiz. Bu о ‘ zgaruvchini

almashtirish 3-teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi: 
birinchidan, f ( x )  = j 4 - x 2 funksiya [0;/3] kesmada uzluksiz,

ikkinchidan, x = 2smt funksiya

Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko ‘ra,

0;~  kesmada differensiallanuvchi va 
3 j

x' = 2cos? bu kesmada uzluksiz, uchinchidan i o ‘ zgaruvchi 0 dan

— gacha o ‘ zgarganda x = 2sint funksiya 0 dan 4з gacha o ‘ sadi va bunda
3

<p(0) = 0 va = . Bunda dx = 2 cos idt.
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[^ 4 - x 2dx = 4 jcos2 tdt = 2 j (1 + cos2t)dt = 2U + —sin2? I = —  H------.
о о о V 2 J\0 3 2

4-misol. J Wi + x2dx integralni hisoblang.

(6.6) formuladan topamiz:

Yechish. t = -J 1 + x2 o ‘ rniga qo‘yish bajaramiz. 

U holda

tdtx = yjt2 - 1 , dx = - 7= ,  x = 0 da £ = 1, x = da t = V2 . 
Vг2 -1

[1;л/2] kesmada v r - 1  funksiya monoton o ‘ sadi, demak o ‘rniga 
qo‘yish to‘g ‘ri bajarilgan.

Bundan

jxy/l + x2dx = j\ t2 - 1  ■ t ■ -j—-—  = \t2dt = f
ll 1 V £ “  1 ]

2л/2-1

Izoh. (6.6) formulani qoilashda teoremada sanab o ‘tilgan 
shartlaming bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo ‘yicha o ‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga 
olib kelishi mumkin.

7.6,4. Aniq integralni bo‘laklab integrailash

4-teorema. Agar u(x) va v ( jc )  funksiyalar «'(x)va v'(x) hosilalari 
bilan [a\b] kesmada uzluksiz bo ‘ Isa, u holda

= г/vj* -  J vdu (6-7)

boiadi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, u(x) va v(x) funksiyalar 

hosilaga ega.
U holda ko‘paytmani differensiallash qoidasiga binoan,

(u(x)v(x))' = u(x)v'(x) + v(x)u'(x) .
Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)V(x) + v{x)u{x) funksiya uchun 

boshlangich funksiya boiishi kelib chiqadi. «(x)v'(x) + v(x)u'(x)
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funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘ lgani uchun u bu kesmada 
integrallanuvchi bo‘ ladi.

U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis 
formulasiga ko‘ ra

ь ь _h

Ju(x)v'(x)ctc + J v(x)u'(x)dx= u(x)v(x)\a.

Bundan, u'(x)dx = ciu(x) va v'(x)dx = dv(x) bo'igani uchun
b b 

| udv = itv|e -  Jvdu.

(6.7) formula aniq integralni bo ‘laklah integrallash formulasi deb 
ataladi.

5- misol. J xe~*dx integralni hisoblang.
0

Yechish.
и£ u - x ,  dv = e~xdx 1 1 

= — xe~‘ \ + ie10 J 0du = dx, v = —e~‘

1 -I' _ 1 1 + 1 = , д
e e e

1.6.5. Mashqlar

Berilgan integrallami hisoblang:
X

2
1) J (jc2 +2x + \)dx; 

-i

4
2) | sin 4xdx\ 

0
XT

3) J cosxo!x;
К
6

4) j — ;
I X

к
2

5) | cos2 xdx\
0 i sm jc

4

7)} ~~T’]x  + x
S)j(2x3+l)x2dx; 

0

9)^x-Jl + x2dx;
0

10
2

1J cosx sin3 xdx;
Q
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15) J
* 6~5sinx + sin2 x

17) j arcsin xdx: 18) Jin2 xdx:

0
■Гг

22) Jxln xdx;

23) jsinfxdx;

7.7. XOSM AS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida j  f{x)dx  integral mavjud bo‘ lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) integrailash chegarasi 
chekli [cr,b\ kesmadan iborat boiishi; 2) integral ostidagi funksiya [a;b] 
kesmada aniqlangan va chegaralangan boiishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u 
xosmas integral deb ataladi: 1) faqat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz 
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) faqat 
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega boigan funksiyaning xosmas 
integrali (yoki II tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar 
( I tur xosmas integrallar)

1-ta’ rif./(x ) funksiya [a;+oo) oraliqda uzluksiz boisin. Agar

lim f f{x)dx  limit mavjud va chekli boisa, bu limitga yuqori chegarasi



cheksiz xosmas integral deyiladi va |/(x)tfc kabi belgilanadi:

-ко h

^f{x)dx  = lim j  f (x )d x . (7.1)

Bu holda j  f(x )d x  integralga yaqinlashuvchi integral deyiladi.

b

Agar lim |f{x )d x  limit mavjud bo'lmasa yoki cheksiz boisa,

| / (x)dx integralga uzoqlashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas 
integrallar shu kabi ta’ riflanadi:

\ f(x )d x= Y m \ f{x)d x , (7.2)

+JQ С Ь

^f(x)dx = lim j/(x)abc + lim |/(x)ife, (7.3)

bu yerda c -  sonlar o ‘qining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o ‘ng tomondagi 
har ikkala xosmas integral yaqinlashgandagina yaqinlashadi.

rdx 
i x

Yechish, аФ\ boisin.

U holda

^ dxl-m isol. j — (a > 0) integralni yaqinlashishga tekshiring.

*7 dx .. bsdx x : I —  = lim I —  = lim-
* h > I ao * 1

-(lim b' “ - 1).
1- a

^ cfy 1
Bunda: 1) a <  1 boiganda, J—  = ------(limi1'“ - l )  = +oo,

i f  1 - a

2) a > 1 boiganda, f —  = — —(lim b "‘ - 1) -  - -— .
i x“ I - a  I - a

3) a = \ boiganda, J ^ = l i m f — = Н т1пхГ = limtn& = +oo.
 ̂ fc-++co"j д. о
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+cc ckcDemak, f—  xosmas integral a > 1 da yaqinlashadi va 0< a < l  da
i xa

uzoqlashadi.

2- misol J x cos xdx integralni yaqinlashishga tekshiring.

С 0 f  0 0 \
Yechish. j x cos xdx = lim J.xcos xdx =■ lim x sin jcj o -  J sin xdx I =

= lim (-a  sin a + c o s a T  = lim (-a s in a -cosa  + l).

0
Bu limit inavjud emas. Shu sababli j xcos xdx integral uzoqlashadi.

+t° dx
3 - misol. f—------------integralni yaqinlashishga tekshiring.

+ 6*+10

Yechish. Oraliq nuqtani с = 0 deymiz.

U holda (7.3)tenglikgako‘ra,

7  dx ? dx 7  dx
l - j r n — т ^ = Ь  , z r . i n + f:

Bundan

~*x*+6x + 10 „ я 2+ 6Х + 10 0x2+6x + lO

^  = lim f------— :-----= lim arctg{x + 3)1° =
/I_k—.-n "  /  -  .  I 0 4 ^  I "t ,1—b—ra l ai x 2 +6x + 10 ^ < ( x  + 3)2+l

7t= arctg?': — lim arctg{a + 3) = arctg3 \— ,
о - , - ™  2

? — ^ ------ = iim J-------— -----= lim arctg(x 4- 3)|‘ =
I x2 + 6x +10 4- +” I (x + 3)' +1 4

71= lim arctgtb + 3) -  arctg3 = -----arctg3.
b~¥+oo J

U holda
dx Я dx +? dx+ J.

*x2+ 6x + 10 ^„x2+ 6x + 10 oX + 6x + 10

= arctg3 + | + | - arctg3 = n .

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.
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7.7.2. Uzulishga ega boMgan funksiyalarning xosmas integraliari 
( П  tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. / ( x) funksiya [a;b) oraliqda aniqiangan va uzluksiz b o ‘ lib.
b—F.

x = b da cheksiz uzulishga ega bo'lsin. Agar lira \t\x)dx limit mavjud

va chekli bo;Isa, bu limitga uzulishga ega bo ‘Igan funksiyaning xosmas
b

integrali deyiladi va J / (x)dx kabi belgilanadi:

| f(x)dx  = lim j  f(x)dx, (7 .4 )

Shu kabi: 1) f (x )  funksiya x ning a ga o ‘ngdan yaqinlashishida 
uzilishga ega bo‘ lsa,

\ f  (x)dx = lim } / (x)dx-, (7 -5 )
a ' a+s

bo‘ ladi;
2) agar f {x )  funksiya ce[a\b] da uzilishga ega bo‘ lsa,

|/ (x)dx = lim j f  (x)dx + lim j f  (x)dx (7 .6 )
a a c+e

bo‘ ladi.
П tur xosmas integrallar uchun yaqinlashish (uzoqlashish) 

tushunchalari I tur integrallardagi kabi kiritiladi.

4-misol. J—-= integralni vaqinlashishga tekshiring.
-iXy/X

Yechish. x = 0 da integral ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tengiikka ko‘ra,

1 Иг ~e Иг 1 Иг -11“  - i i1
j - ^  = l im f - = =  + l im f - ^ =  = -3 1 im x '3 -31imx~3 =
-<x\fx ‘ ^ -ix ljx  LxKjx ^  L

= 31ime 3 -  l - l  + 31im£ 3 = 6|lims 3 -1| = +qo.ê O к-*0 I e-> 0 J

Demak, xosmas integral uzoqlashadi. Berilgan integralga Nyuton- 
Leybnis formulasi formal qo‘ llanilishi xato natijaga olib keladi:



K o‘pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqali 
hisoblash shart bo‘ lmasdan, faqat uning yaqinlashuvchi yoyi 
uzoqiashuvehi bo‘ lishini bilish yetarli bo‘ ladi. Bunday hollarda berilgan 
integral yaqinlashishga yaqinlashuvchi yoki uzoqiashuvehiligi oldindan 
ma’ lum bo'lgan boshqa xosmas integral bilan taqqoslash orqali 
tekshiriladi. Xosmas integrallammg taqqoslash alomatlarini ifodalovchi 
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1 -teorema (I  tur xosmas integrating yaqinlashish alomati). 
[a;+со) oraliqda f (x )  va (p(x) funksiyalar uzluksiz va 0 < f{x)<<p{x) 
bo‘ lsin. U holda:

1) agar Jq>(x)dx integral yaqinlashsa, \f{x)dx integral ham 

yaqinlashadi;

2 ) agar jf(x )dx  integral uzoqlashsa, \<p(x)dx integral ham 

uzoqlashadi.
+*•

5-misol. je~x dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
0

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘ ich 
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integrating yig‘ indisi ko‘ rinishida 
ifodalaymiz:

je~' dx= je~x‘ dx + fe^d x.
0 0 I

Tenglikning chap qismidagi integrallardan birinchisi chekli 

qiymatga ega bo‘ lgan aniq integral. Ikkinchi xosmas JV' dx
]

integralni yaqinlashishga tekshiramiz.
[l;+oo) oraliqda 0<e <e ' boMadi, e~*2 va e~x funksiyalar 

uzluksiz.
Bunda

\e~xdx= lim Je~‘cfc = lim(-e"r)| = —-  =
j  ̂ b~>+oo H q  Л—>+oc q 3 g

Demak, bu integral yaqinlashadi va 1-teoremaning l)bandiga 
asosan, Puasson integrali ham yaqinlashadi.

7.7.3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari
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6-misol. f----------- mtegralni yaqinlashishga tekshiring.
о e' -  cos x

Yechish. Integral ostidagi funksiya x = 0 da uzulishga ega.

x e (0;1] da -----------> —
e*-cosx xe

Bundan

I ^
Demak, |— integral uzoqlashadi va l-teoremaning 2) bandiga

0 xe

asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2-teorema (II tur xosmas integralning yaqinlashish alomati). 
[a;V) oraliqda f (x )  va (p(x) funksiyalar uzluksiz boisin va
0 < f ( x ) < <p(x) tengsizlikni qanoatlantirsin, x = bda f (x )  va <p(x) 
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘ lsin. U holda:

1) agar j q>(x)dx integral yaqinlashsa, jf{x )dx  integral ham 

yaqinlashadi;
2) agar |f(x)dx  integral uzoqlashsa, \q>{x)ckc integral ham 

uzoqlashadi.
Taqqoslash teoremalari integral ostidagi funksiya bir xil ishorali 

bo‘ lganida o ‘ rinli boiadi. Ishorasi almashinadigan funksiyalaming 
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o ‘rinli bo‘ ladi.

3-teorema. Agar \\f(x)\dx ^j|/(x)|dfcj integral yaqinlashsa, 

|/ (x)dx I ] / (x)dx J integral ham yaqinlashadi.

3-ta’rif. Agar yaqinlashsa,

absolut yaqinlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
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4-ta’ rif. Agar J / (x)dx  ̂J/ (x)dxj integral yaqinlashsa va

11 /  ( x )  | dx S /  O )  | dx j  integral uzoqlashsa, J  f  (x)dx (  J  f(x)dx  j  

integralga shartli yaqinlashuvchi xosmas integral deyiladi.

+ccCOS JC7 misol. [— --dx. integralni yaqinlashishga tekshiring.
i x

Yechish. Integral ostidagi funksiya [!;+») oraliqda ishorasini 
alrnashtiradi.

Ma’ lumki, f e U - L
I x 2 j л:г

1 -misolga ko‘ra, f ~  integral yaqinlashuvchi.
1 jr

+Ki! osxlU holda 1 -teoremaga asosan, jj—j-jok integral yaqinlashuvchi va

3-teorema va 3-ta’ rifga ko‘ra, f—-—dx integral absoiut yaqinlashuvchi
1 x~

bo‘ iadi.

(7.2), (7.3) ko‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas 
integrallar uchun taqqoslash alomatlari hamda absoiut va shartli 
yaqinlashish tushunchalari yuqorida (7.1) ko‘rinishdagi ((7.4) 
ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi 
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashqlar

1. Berilgan integraliarni hisoblang yoki uzoqiashuvehi ekanini aniqlang:

4 * -, li-JC
2) jxe 2dx■

G

и
3) fjcecsxdx',

^JlnxA: 
\ x

+OC J

2 X\ X  ~  I
Q*rarctgxdx

 ̂ X2 1 л
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I )7 — ; 2) T - ^ U ;
\ x  W ' t  +  x 3

3 ) jV ^ " ’&; 4 ) J Sm^ ,
с 1 x

•>!£?

7) j -т— - ;  8 ) j ^ ^ ;
JVl-COS^T -C O S *

m f 3 + s m i  , m r vxde

10)f c r ;

II) J—j-dx', 12) je^1 smxdx.

2. Integrallami yaqinlashishga tekshiring:

7 .8 .  ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qo‘llaniIish sxemalari

x o‘zgaruvchi aniqlangan \a:h] kesmaga bog‘liq biror geometrik 
yoki fizik A kattalikning qiymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini, 
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab qilingan bo‘lsin. 
Bunda A kattalik additiv deb faraz qiiinadi, ya’ni [a;b] kesmaning 
ce[a;4] nuqta bitan [a;c] va [c;b] qismlarga bo‘Iinishida A kattalikning 
[a;6] kesmaga tnos qiymati uning [a;c] va [c;fc] kesmalarga mos 
qiymatlarining yig‘indisiga teng deb qaraladi.



A kattalikning qiymatini hisoblash rna’lum tartibda (sxema asosida) 
bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal qiiish mumkin: J sxema 
(integral y ig  ‘indilar usuli) va II sxema ( differensial usuli).

I sxema aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda:
1°. [a;b\ kesma a  = x0 <x, <...<x_, < x < ... <хч_, <xr/ = h nuqtalar 

bilan n ta kichik kesmalarga bo‘linadi. Bunda A kattalik mos n ta 
ЛД , (/ = l,n) «elementar qo£shiluvchifar» ga bo‘linadi:

A — dkA, + +... + AAn ;

T. Har bir (^elementar qo'shiluvchi» masalaning shartidan 
aniqlanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan 
qiymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:

M  ®

ДЯ ning taqribiy qiymatini lopishda ayrim soddalashtirishlar qiiish 
mumkin: kichik bo‘lakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar 
biian almashtirish mumkin; kichik bo‘lakda o'zgaruvchi tezlikni 
o‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy qiymati integral yig‘indidan iborat 
bo‘ladi:

л ~ Е Ж Ж  •

3°. A kattalikning haqiqiy qiymati bu integral yig‘indining 
n -> oo dagi (bunda Я = max Ax,) limitiga teng bo‘ladi:

A = Hm £  f (q i )Ax. = | / (x)dx.

II sxema I sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va 
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cneksiz kichiklarni tashlab 
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:
Г. [a\b] kesmada ixtiyoriy л- qiymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi 

[a;x] kesmani qaraymiz. Bu kesmada A kattalik x ning funksiyasi 
bo'ladi: A = A(x), va’ni A kattalikning bo‘lagi noma’lum A(x) funksiya 
bo‘ladi;

2°. x  ning kichik Ax = dx kattalikka o‘zgarishida AA 
orttirmaning bosh qismini topamiz: dA ~ f(x )d x , bu yerda f (x )  -  x
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o‘zgaruvchmmg masala shartidan kelib chiquvchi funksiyasi (bunda 
mumkin bo'lgan soddalashtirishlar qilinishi mumkin);

3°. ЛА ~ dA deb, dA ni a dan b gacha integrallash orqali A ning 
izlanayotgan qiymati topiiadi:

Aniq integralning geometrik ma’nosiga asosan, abssissalar o‘qidan 
yuqorida yotgan, ya’ni yuqoridan y = /(x) ( f ( x ) >  0 ) funksiya grafigi 
bilan, quyidan Ox o‘q bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b to‘g‘ri 
chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi

integralga teng bo‘ladi.
Shu kabi, abssissalar o'qidan pastda 

yotgan, ya'ni quyidan y = f ( x )  ( f { x ) <  0 ) 
funksiya grafigi bilan, yuqoridan Ox o'q 
bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b 
to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuzasi

integtegralga teng bo'ladi.

1-misol. Ox o‘q va y = 6 - x - x 2 parabola bilan chegaralangan tekis 
shakl yuzasini toping.

Yechish. Parabolaning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini 
topamiz (5-shakl):

y = 0 = 6 -  x - x 2=(3 + x){2- x), x, = -3, x2 = 2.

Tekis shakl yuzasini (8 .1) formula bilan topamiz:

A = } f(x)dx.

7.8.2. Tekis shakl yuzasini hisoblash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

b

S = f f  (x)dx (8 .1)

- 3
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= 12 — 2 — —
v  3

Yuzani bisoblashga oid murakkabroq m asalalar yuzaning additivlik 
xossasiga asoslangan hoida 
yechiladi. Bunda tekis shakl >1
kesishmaydigan qismlarga 
ajratiladi va aniq integralning 
4-xossasiga ko ‘ra tekis 
shaklning yuzasi qismlar 
yuzalarining yig ‘ indisiga 
teng bo'ladi.

~ii о

2-misol. y = xl - x 1 -  2x 
va y = 0 chiziqlar bilan

2 x

6 -shakl.
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang (6-shakl).

Yechish Berilgan tekis shaklni yuzalari S, va S2 bo'lgan  

kesishmaydigan qismlarga ajratamiz. U  holda yuzaning additivlik 
xossasiga asosan, berilgan tekis shaklning yuzasi qismlar yuzalarining 
yig ‘ indisiga teng ho'ladi.

Demak,
0 2 

S = S, -f 8г = | (x} -  x l -  2x)dx — |(x3 -  x2 -  2x)dx =
- 1  0

(  x4 X-------- x
3 Jl, 1 4 3 A

_ +  ± _ l  
И  з j  К

4 - ® - 4  =3Z.  
3 J 12

[д;£] kesmada ikkita. у  = f ,(x) va y2 = f 2(x) uzliksiz funksiyalar 

berilgan v a  хе[а ;й ] da f 2(x ) >f ( x )  b oisin . B u funksiyalarning grafiklari 
va x = a, x = b to ‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklni 
qaraymiz.

B u tekis shaklning yuzasi yuqoridan y2 = f 2(x) v a y, = f^x) 
funksiyalar grafiklari bilan, quyidan Ox o ; q bilan, yon tomonlardan  
x - a  va x = b to ‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyalar yuzalarining ayirm asiga teng bo‘ ladi:

5  =  f  f 2 (x)dx -  { f x (x)dx = \ ( f2 (x) -  f } (x))dx. (8.3)
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning 
ko‘chishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda 
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) form u I ad a x va у 
o'zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qlar) ning o‘mini almashtirish yo‘li bilan 
hisoblanadi, ya’ni (7-shakl).

s  = j (fz W  -  fx (x))dx= [(gz (y) -  g, (y))dy. (8.4)

3-misol. х = у г va x = y + 2 chiziqlar bilan chegaralangan tekis 
shaklning abssissalar o‘qidan yuqorida yotgan qismining yuzasini 
hisoblang (8-shakI).

Yechish. Berilgan chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz:

уг - у  + 2, y2 - y - 2  = 0 , v, = 0 , y = 2.

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

s = )(y  + 2 - y 1)dy = [ ^  + 2 y - ^ \  =2 + 4 - ? = Л .
0 3 J  J

Agar egri chiziqli trapetsiya yuqoridan x = <p(t), y = y/(t), a  < t < fl 
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan 
chegaralangan va a = <p(a), b = <p(b) bo‘lsa, (8.1) formulada x = cp(t), 

dx = (p'(t)dt ko‘rinishdagi o‘miga qo‘yish orqali o‘zgaruvehi 
almashtiriladi.
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bo‘ladi, bu yerda, a = <p(a) va b = <p(/3).
4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.
Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. 

B u  doiraning aylanasi x = Rcost, y = Rsint parametrik tenglamalar bilan 
aniqlanadi va doira koordinata o ‘qlariga nisbatan simmetrik bo ladi. 
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblavmiz (bunda x

o ‘zgaruvchi 0 dan R gacha o ‘zgarganda t parametr — dan 0 gacha

o ‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz. U hoida (8 .5) formulaga 
ko‘ra:

S = 4 Si = 4|/?sin/(-/?sin?)rff = AR2 jsvR1 tdt =

U holda

S~ \ v {t)<p'{t)dt (8 .5)

2R11(1 -  cos2t)dt = 2 -  L _ J

Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash

Qutb koordinatalar ( r -  qutb radiusi, q>~ qutb burchagi) sistemasida 
berilgan r = r(<p) funksiya e>e [«;/?] kcsmada uzluksiz bo'lsin.

r -  r(q>) funksiya grafigi hamda О qutbdan chiqqan <p = a  va <p-fi 
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chiziqli sektor deyiladi.

AOB egri chiziqli sektor yuzasini hisoblavmiz. Bunda II sxemadan 
foydalanamiz.

1". Qutbdan chiqqan <p va a  burchaklarga mos nurlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli sektor yuzi q> burchakning S = S(<p) 
funksiyasi bo ‘lsin, bu yerda a< < p< p ( cp = a  boiganda S(a) = 0, <p = P 
bo ‘lganda S(P) = S ).

2°. Joriy (p qutb burchak Aq> = dq> orttirma olganida AS yuza 
OAB «elementar egri chuziqli sektor» w zig a  teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial AS orttirmaning dcp -»  0 dagi orttirmasining 
bosh qismini ifodalaydi va radiusi r  ga, markaziy burchagi dcp ga teng 
boigan  OAC doiraviy sektor yuziga teng bo‘ladi (9-shakl).
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Shu sababli

3”. Oxirgi ifodaui c/> = a  dan <p = p  gacha integrallab izianayotgan 
yuzani topamiz:

dS = — r2d<p.

S = ^ r 2((p)d(p. (8.6)

5-misol. r  = 2cos3<p egri 
chiziq bilan chegaralangan 
figuraning yuzasini hisoblang.

Yechish. r = 2cos3<p egri 
chiziq bilan chegaralangan 
figuraga uch yaproqli gul 
deyiladi ( 1-ilovaga qarang).

Uning oltidan bir qismi 
yuzasini hisoblaymiz:

i 5 = i
6 2

Bundan S = n.

( sin6^>|6 л-

Agar egri chiziqli sektor r,=r,((/>) va r .= r2(p) (<pe\a\P\ da 
r7 (fp) > rt(<p)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan b o is a ,

b o ‘ladi.

S = -\ {r}(< p )-r2(q>))d<p

7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzanligini hisoblash

(8.7)

AB egri chiziq v = / (x) > 0  funksiyaning grafigi bo‘lsin, Bunda 
x&\a;b\ y = f ( x ) fiinksiya va /  = / ’(*) hosila bu kesmada uluksiz 
bo ‘ Ism.

AB egri chiziq uzunligi I ni п  sxemadan foydalangan holda 
topamiz.

1". [a;b] kesmada ixtiyoriy x nuqtani tanlaymiz va o ‘zgaruvchi 
[a;x] kesmani qaraymiziz. (x ,f(x ))  nuqta M  bo ‘lsin.
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AM yoy uzunligi lAM x ning funksiyasi bo‘ladi: l = l(x) (1(a) = 0 va 
1(b) = I). '

T . x  ning kichik Ax = dx kattalikka , 
o'zgarishida dl differensialni topamiz: 
dl = l'(x)dx. MN yoyni uni tortib 
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va 
l'(x) ni topamiz ( 10 -shakl):

А/
А/ v м(М) +(^у) I(x ) = lim —  = l im  — — :

Л - Х )  Д х  Л Г -.Л  A x

= lim. 1+f—) = JT T (v ') J .
{A x j  л '

Demak,

MA

N 
Ду

/
Ax

a x зс + Дх b x 

10-shakl.

dl = /̂1 + (у[У dx . 

3‘. dl ni a dan b gacha mtegrallaymiz:

/ = l-jr+^(y'x)2dx. (8.8)

(8 .7 ) tenglikka yoy differensialining to ‘g‘ri burchakli 
koordinataiardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x = g(y), у e [c; d ] , tenglama bilan berilgan bo‘lsa, 
yuqorida keltirilganlami takrorlab, AB yoy uzunligini hisoblashning 
quyidagi formulasini hosil qilamiz:

l = ^ l  + (x'7y<fy. (8.9)

3 r— 3 I—
6-misol у - - х Ц х - - ы х г egri chiziq yoyining Ox o ‘q bilan 

8 4

kesishish nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish. y = 0 deb egri chiziqning Ox oq bilan kesishish 

nuqtalarini aniqlaymiz: л, = 0 , x2 = 242.
Hosilani topamiz:



Y oy uzunligini hisoblaymiz:

Agar egri chiziq x = <p{t), у = a <t < /3, parametrik tenglamalar 
bilan berilgan bo‘lsa, (8 .8 ) formulada x = cp(t), y = y/(x),dx = <p\t)dt 
o ‘m iga qo‘yish orqali o ‘zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

/ = (t)dt (8 .1 0 )

kelib chiqadi, bu yerda a  = tp(a) va b = <p(p).
Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r - r(<p), a < q > < p , 

tenglama bilan berilgan bo£lsin, bunda r(q>), r'(<p) funksiyalar [«;/?] 

kesmada uzluksiz va A, В nuqtalarga qutb koordinatalarida a ,p  
burchaklar mos keladi.

x = rcos<p, y = rsvup ekanligidan

x'(<p) = r'((p)cos (p -  r(<p)sin (p, 

y'{(p) = r'((p)sin <p -  r(<p) cos (p.

(8 . 10 ) formulaga x'(<p) va y'(x) hosilalarni qo'yamiz va 
almashtirishlar bajarib, topamiz:

l = \ Jr l (<p) + r '2(cp)d(p . (8 .И )

7-misol. r  = a( 1 + coscp), a > 0 kardioida uzunligini toping.

Yechish. Egri chiziqning simmetrikligini (1-ilovaga qarang) 
hisobga olib, ( 8 .1 1 ) formula bilan topamiz:

/ = 2j^[a2(l + cos (p)2 + a2( -  sin (p)1 dcp = 4a J ■./—~ >° S - dtp —
0 q \ £
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AB egri chiziq v = / (a) > 0 funksiyaning grafigi bo ‘lsin. Bunda 
y = f (x )  funksiya va 

y' = f '(x )  hosila bu kesmada 
uzluksiz bo‘lsin.

AB egri chiziqning Ox o ‘q 
atrofida aylanishidan hosil bo ‘lgan 
jism  sirti yuzini hisoblaymiz.
Buning ucbun 11 sxemani 
qo‘llaymiz.

Г. Istalgan xe[cr,b] nuqta orqaii 
Ox o ‘qqa perpendikular tekislik 
o ‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish 
sirtini radiusi y ~ f ( x )  bo ‘lgan 
aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o ‘qidagi 
a va x nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o ‘tkazilgan 
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi b o ‘ladi: S = S(x) (S(a) = 0 

va S(b) = S').
2°. x argumentga Ax-cbc orttirma 

beramiz va x + Ax e [a ;i]  nuqta orqaii 
Ox o ‘qqa perpendikular tekislik 
o ‘tkazamiz. Bunda S = S(x) funksiya 
«belbog‘» k o ‘rmishida AS orttirma 
oladi.

Kesimlar orasidagi jism ni 
yasovchisi dl bo ‘lgan va asoslarining 
radiuslari у va y + cfy bo‘lgan kesik 
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik 
konusning yon sirti
dS = n(y  + у + (fy)dl -  2rrydi + raiydl ga 
teng. dydl ko ‘paytmani dS ga nisbatan 12-shakl.
yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS = 2itydl. 

Bunda dl = y l + (y[ )2 dx ekanini hisobga olamiz: dS = 2щ>^ + (у'У dx-
3”. dS ni a dan b gacha integrallab, topamiz:

7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

У,

у A *)........?
' ; i \

Ауф.1\\ i\\1 : ; ; ■■ i 1 \

h i  1

/ c
.a [%]] |jc:4-dx ■■ b | x
\ ; к j J : I ,)

/
Z Х ч Щ |/ \ /

11-shakl.

S = 2n J ŷ Jl + (y'x )2 dx (8.12)



Shu kabi x = g(y ) , у e [c;d] funksiya grafigining Oy o‘q atrofida 
aylantirshdan hosil bo'lgan jism sirtining yuzi ushbu

S = 2n]x^j\ + (x [)2dy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.

5-misol. y = l4 x , \ < x < 2  egri chiziqning Ox o‘qi atrofida 
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt ( 12-shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: у = - j= .
-Jx

(8 .12) formula bilan topamiz:

S = 2nj2^fx ^  = j л/х +1я!* = 4гг-™(jc + 1)2 = ^ (Зл/З -  2>/2).

Agar ЛВ egri chiziq x = (p(t), y = y/(t), a < t < p ,  parametrik 
tenglamalar bilan berilgan bo‘ lsa, u ho Ida AB egri chiziqning 
Ox (Oy) o ‘q atrofida aylanishidan hosil bo ‘lgan jism  sirti yuzi 

quyidagicha hisoblanadi:

S = 2n\y/(t)^(p'2(t) + if/'2(t)dt f  S  = 2яг j  <P»(0vV'2(0  + <pn (t)dt\, ( 8 . i 4)
a V ai J

buyerda a = <p(a) va b = (p(P) (c  = i^(a,)va d = у/(/},)).

A В egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = r(<p), a  < ф < p  
tenglama bilan berilgan bo‘lganida quyidagi fonnulalar o ‘rinli bo£ladi:

P ____________  p  _______ __

Ox: S = 2njrsm(p^lr1 + r '2d<p, Oy: S = 2njrcos(p^Jr2 + r'2d(p. (8.15)

6- misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan shar sirti yuzini hisoblang. 
Yechish. Shar parametrik tenglamasi x = Rco$t, y = Rsmt bo‘lgan 

yarim aylananing Ox o ‘q atrofida aylanishidan hosil bo ‘ladi. Shaming 
koordinata o ‘qlariga simmetrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblavmiz:

S = 2 • 2лг| 7? sin t^f(-Rs'm t)1 + (R cos t)2dt =
0
x

= 4TtR21sin tdt -  -  4nR2 cos?]2 = 4я/?г.
0
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ко ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan qandaydir jism (13-shakl) uchun 
uning istalgan ko‘ndalang kesim 
yuzasi S ma’lum bo‘lsin. Bu
yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga 
bog‘liq bo‘ladi: S-S{x), xe[a ;6],bu  
yerda S{x)-[a:,b] kesmada uzluksiz 
funksiya.

Izlanayotgan hajmni II sxema 
asosida topamiz.

Г. Istalgan xe [a; b] nuqta orqaii 
Ox o‘qqa perpendikular tekislik
o'tkazamiz. Jismning bu tekislik , „ , , ,

. . . . .  13-shakl.
bilan kesmn yuzasini S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan bo‘lagining hajmini V(x) bilan 
belgilaymiz (13-shakl). Bunda V kattalik x ning funksiyasi boMadi; 
V = V(x) ('/(a) = 0 va V{b) = V).

2°. V(x) funksiyaning dV differensialini topamiz. Bu differensial 
Ox o‘q bilan x va x + Ax nuqtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar 
orasidagi «elementar qatlam»dan iborat bo‘ladi. Bu differensialni asosi 
5(x)ga va balaxidligi dx ga teng silindr bilan taqriban almashtirish 
mumkin. Demak, dV = S(x)dx.

3°. dV ni a dan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

V = j S(x)dx. (8.16)

X 2 V2 z 27-misol. — - + + — = 1 ellipsoidning hajmini hisoblang.
a b с

Yechish. Ellipsoidning Ox o‘qqa perpendikulyar va koordinatalar 

boshidan x ( - a < x < a )  masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.

Kesimda yarim o‘qlari b(x) = b^ jl-~  va c(x) = c ^ j bo‘lgan ellips 

hosil bo‘ladi.
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lining yuzasi

2 \
5(x) = nb(x)c(x) = лЬс\ 1 — -

U holda

= jrhcl x  -  —
I 3a

Tiabc.

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y = f (x )  uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q 
bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b to‘g ‘ri chiziqlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan 
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy 
ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X = x tekislik 
bilan kesimining yuzasi S(x) = 7iy2 bo‘ladi.

U holda (8.16) formulaga ko‘ra,

rfy'dx. (8.17)

Shu kabi yuqoridan у = / (* )  
uzluksiz funksiya grafigi bilan, 
quyidan Ox o‘q bilan, yon 
tomonlaridan x = a va x = b to‘g‘ri 
chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyani Oy o‘qi atrofida 
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning 
hajmi quyidagi 
formula bilan hisoblanadi:

V = 2n J yxdx. (8.18)

8-misol. y = 4 x , y = 0, x = 0, x = 4 

chiziqlar bilan chegaralangan yassi 
shaklning Ox o‘qi atrofida 
aylanishidan hosil bo‘lgan jism 
hajmini toping (14-shakl).

14-shakl.
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x2 4S = njxdx = n -:— = 87Г.
о 2 0

Agar egri chiziqli trapetsiya x  = <p(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy 
o‘qi, у = с va у =  d to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan bo‘lsa,

Yechish. Hajmni (8 .17) formula bilan topamiz:

V = n\x2dy (Oy) f V = 2tc\xvdy (Ox) (8.19)

bo‘ladi.

9-misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo'lgan konusning 
hajmini hisoblang.

Yechish. Konusni katetlari R 
va H  bo‘lgan to‘g‘ri burchakli 
uchburchakning balandlik bo‘ylab 
yo‘nalgan Ox o‘q atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism 
deyish mumkin (15-shakl).
Gipotenuza tenglamasi у = kx 
bo‘lsin.

U holda

Bundan

y = kx, к -  tg<p =

■ R2

R_
H '

R
у = — x . 

H

V =71 f V1 dx - 7t f---- x 1dx=--- ;------
0 %H2 H “ 3

= -7tR3H. 
3

7.8.6. Momentlar va og‘ir!ik markazini hisoblash

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi 
uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalami 
yechishda aynan bir xil usul qo‘llanildi. Bunda izlanilayotgan Q 
kattalikni hisoblash integral yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha 
masalalarda Q kattalik biror [a\b] kesma va bu kesmadagi uzluksiz 
funksiyalarga bogiiq holda o‘rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz qiiamiz:
1 °. Additivlik xossasi. [a,b] kesma istalgancha bo‘laklarga

bo‘linganida ham б  = £ й  bo‘ladi, bu verda Q: -  gning j-bo‘lakdagi

qiymati;
2°. Kichiklikdagi chiziqlilik xossasi. [a; A] kesmadagi istalgan kichik 

[x,_,;x ] kesmada Qi « kAx, bo‘ladi, bu yerda Ax, = x  -  xM.
Quyida keltiriladigan momentlami, og'iriik markazi va kuchning 

bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil 
qilinadi. Shu sababli bu formulalami keltirib chiqarmaymiz va ulardari 
masalalami yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda т^,тг, . . . ,т п bo‘lgan 
Ai(xi ;y l),A1(x2; y 2),... ,Ab(xii: y J  nuqtalar sistemasi berilgan bo'lsifi.

Sistemaning Ox (Oy)o‘qqa nisbatan statik momenti Mx (My) deb 
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalariga (absissalariga) 
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning Ox (Oy) o‘qqa nisbatan inersiya momenti J r ( J y) deb 
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga 
ko‘paytmalari yig'indisiga aytiladi, ya’ni

nuqtalarga aytiladi. bu yerda m = m .
<=1

Yassi egri chiziqning momentlari va ogHrlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chiziq y = f (x )  (a < x < b )  tenglama bilan 
berilgan bo‘lib, egri chiziqning har bir (x ,f(x ))  nuqtasidagi zichlik 
y = y(x) ga teng va f (x )  funksiya f '(x )  hosilasi bilan birga uzluksiz 
bo‘lsin.

U holda AB egri chiziqning momentlari va og‘irlik markazming
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=  J  yydl, M  =  | yxdl; ( 8 . 2 0 )  

J,=\'ty*d1’ ( 8 .2,1)
а a

b b 

[ yxdl | yydl
----- , yc =*i------ , ( 8 .2 2 )
f ydl J  ydl

bu yerda y  = f ( x ) ,  y = y(x), dl = A/l + y i<fr, a < x < b .

koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

10-misol. Zichligi у = I ga teng bo‘lgan y = jR 2 ~x\ |л-|<Л yarim 

aylananing mornentlari va og‘irlik markazini toping.

Yechish. >•' - -  . 'V bo‘lgani uehun dl -  . . .
4 r 2 - x 2 5  4 r 2 - x 2

U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:



Oxy tekislikda [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y = f ( x )  funksiya 
grafigi, Ox o ‘q, x = a va x = b to ‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir 
nuqtasida у = y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shaklning 
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar 
orqali topiladi:

M,=^\yy2dx, My = | yxydx; (8.23)

J x=^\yy>dx, J v = \yx1ydx\ (8.24)

b j  b 

j  yxydx — jyy2dx
----- , y .= h --------, (8-25)

J  yydx J yydx

bu yerda у = y(x), у = y {x), , a < x < b .

1 1 -misol. >• = sin x sinusoida yoyi va Ox o ‘qining 0 < х < я  b o ‘lagi 
bilan chegaralangan, zichligi у - I  ga teng tekis shaklning og‘irlik 
markazini toping.

Tekis shaklning momentlari va ogHrlik markazi

Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan x( = ^ bo‘!adi. U holda

I f  2 , I f  • 2 i l r l - c o s 2x , \( sin2xM = — у dx = — sin xdx = — \------------ dx = —\x-----------
2 о 2  о 2 о 2 4 V 2

n

| ydx -  J  sin xdx = -  cos xj* = 2 , yr = — = —-
a о 2 8

71

4 '

Demak,
П 71

Xr = ~ ,  У ■ -
2 8

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nuqta o ‘zgaruvchan F  kuch ta ’sirida Ox o‘qi bo‘ylab 
harakatlanayotgan bo‘lsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda F  kuchning moddiy nuqtani 
Ox o‘qi bo'ylab x = a nuqtadan x = b (a < b )  nuqtaga ko‘chirishda 
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

(8.26)

bu yerda F(x) funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz.

12-misol. m massali kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish 
uchun qancha ish bajarish kerak?

Yechish. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra, yeming

jismni tortish kuchi F  = к rrî f- ga teng bo‘ladi, bu yerda M — yeming
JC

massasi, x -  yer markazidan kosmik kemagacha boigan masofa, k -  
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni x - R  da F  = mg ga teng, bu 
yerda g -  erkin tushish tezlanishi.

Moddiy nuqta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v = v(/) 
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning t, dan t2 gacha 
vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘Sini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nuqtaning bir tomonga 
harakatida «to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi yo£ldan vaqt bo‘yicha olingan

dShosilaga teng», ya’ni v(t) = — . Rundan clS -- v(t)dt. Bu tenglikni г, dan
dt

t2 gacha integrallaymiz:

U holda
, mM

mg = k-—z-

Bundan

kM = gR\ F  = m g —-.

Izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

S = } v(t)dt. (8.27)
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Izoh. Bu formulani aniq integralni qo'llash sxemalari bilan 
ham topish mumkin.

7,8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

X
x-hdx

= / 2W

У1 =/[W I

16-shakl.

Paskal qonuniga ko‘ra, suyuqlikning gorizontal plastinkaga bosimi

P = g-y  S h

formula bilan topiiadi, bu yerda g -  erkin tushish tezianishi, 
y— suyuqlik zichligi, S — plastinkaning yuzasi, h — plastinkaning botish 
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida 
suyuqlikning plastinkaga bosimini bu 
formula bilan topib bo'lmaydi, chunki 
plastinkaning har xil nuqtalari turli 
chuqurlikda yotadi.

Suyuqlikka x = a, x = b, y, = fj(x), 

y2= f 2(x) chiziqlar bilan chega­
ralangan plastinka vertikal 
botirilayotgan bo‘lsin. Bunda 
koordinatalar sistemasi 16-shakida 
ko‘rsatilganidek tanlangan bo 4 sin.
Suyuqlikning plastinkaga P bosimini topish uchun II sxetnadan 
foydalanamiz.

Bunda:
1°. Izlanayotgan P kattalikning bir qismi .rning funksiyasi bo‘J.sin: 

p  = p(x), ya’ni p  = p(x) -  plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x] kesmasiga 
mos qismiga suyuqlik bosimi, bu 
yerda (/>(» = Ova p(b) = P).

T .x  argumentga Ax = dx orttirma 
beramiz. Bunda p{x) funksiya Ap 
orttirma oladi (16-shaklda dx 
qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp 
differensialni topamiz. dx kichik 
ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta 
chuqurlikda yotuvchi to‘g‘ri 
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni 
plastinka gorizontal bo‘lsin deymiz. shakJ
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U holda Paskal qonuniga ko‘ra,

dp = g - y - ( y 2 - y j - d x - x

3°. dp m x = a dan x - b  gacha integrallaymiz:

P = S-Y-\(yi ~}\)xdx

yoki

P = g  ■ У ' | (/2  0 0  -  ./i (x))xdx. (8 .2 8 )

13-misol. Asoslari a va b ga, balandligi h ga teng b o ig an  teng 
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka с chuqurlikda botirilgan 
(17-shakI). Suyuqlikning plastinkaga bosimini toping.

Yechish. Izlanayotgan bosim (8 .2 8 ) formuiaga ko‘ra,

bo ‘ Iadi.
у o ‘zgaruvchini x o ‘zgaruvchi orqaii ifodalash uchun CMN va  

СКВ uchburchaklaming o ‘xshashligidan foydalanamiz:

у -  a _ x -  с 
b —a h

Bundan у = a + - — - ( x - c ) .

1 Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:

h

U holda

7.8.10. Mashqiar

1) y = 9 - x \  y = 0;

3 )  y = ln(x + 6), y = 3lnx, y = 0, x = 0;

2 )  у = —x, у = 2x — x7;

4 )у  = Ых, y  = 0, х ~ е г,
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5) х = у 1, хЦ у+ 2\ ; 6) ху=А, х = 5 -у ;

7 )у  = х‘ , у 2 = - х ;  8 )у  = хг, у  = х г, х  = -1, х  = 1;

9) x = 4ocsi,  ̂= 3sin<, 0<f <2ж;

10) x = 3(«-sint), у= 3(1 -cost) (sikloida bitta arkasi)

11) r = 3^ co s2p ; 12)r = 3sin2q?.

13) r - 2  + 3coŝ >; 14) r = 2tp, b i r o ’ram i.

2. Berilgan egri chiziqlarning argumentnmg ko‘rsati!gan ora!ig‘iga mos 

yoyiari uzunliklarini toping:

У x = 0 dan x — л/з gacha;

2) j? = chx, x -- 0 dan x = 1 gacha;

3)>'2 =jc\ д- = 0 dan x = 5 gacha;

4) >■ = srccosVx- 4x - x\ x = 0 dan * = i gacha;

5) x = -y 2 -  —In у, у  = 1 dan у  = 2 gacha;
4 2

6) x = l-tn(>2-l), y = 3 dan >> = 4 gacha;

7) x = t2. >' = - — koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari orasidagi;

8) x = r ,  y = t\ t = 0 dan t = 1 gacha;

9) x = 2(t-sint), у = 2(1-cost) (sikloida bitta arkasi);

10)  x  = 3(2 cosl -  cos2t),  у  = 3(2sin t -  sin. 21)\

И) r = «(l-cosp), r <~ kardioidabo‘lagining;

12) r = 8cos3y ,  <p = Q dan P = y  gacha.

3. Chiziqlarning berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzini 
hisoblang:

1) y2 = 4x, x = 0 dan x = 3 gacha, Ox o‘q;

2) x2 +y2 = 9, Oy o‘q;

3)x = 2(«-sin<), у = 2(1 -cos*),bitta arkasi, Ox o'q;
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4) x~v2cosi', y = sia.t, Ox o’q;

4. R radiusli shar hajmini hisoblang.

x2 v25. Asosi— + — = 1 ellipsdan iborat bo‘lgan va balandligi h = 3 ga teng
16 9

elliptik konusning hajmini hisoblang.

6 . x2 + y 1 + z2 = 16 shar hamda x -  2 va x = 3 tekisliklar bilan chegaralangan 
jism hajmini hisoblang.

V2 "27. ^- + ~ - -x 2=l bir pallali giperboloid hamda * = - l  va x = 2 tekisliklar 

bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8 . Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o‘q 
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang:

1) x1 = 4-у, у — 0. Ox o£qi;

2) x 1 + y 2 =4 yarim avlana (x>0) va y l - 3x parabola, Ox o‘qi;

3) v = arcsinjc, y = 0. x = l, Oy o‘qi;

4) у 2 =x\  x = 1. у = 0, Oy o‘qi;

5) x2 = 4у, x = 0, y = l ,O y  o‘qi;

6) — +У— = \ oy o‘qi;
25 9

7) x = 2(t-sm!), у ~ 2(1-cost), bittaarkasi, Ox o‘qi;

8) x - t 1, y = t3, x = 0, у 1, Oy o‘qi;

9) r = 3(1 + c,os<?>), qutb o‘qi;

10) r = 2Rcos<p, yarim aylana, qutb o‘qi;

9. r = 2/?sir> <p bir jinsli ayiananing og‘irlik markazini toping.

10. x = a  cos31, у = asm 31 bir jinsli astroidaning Ox o‘qdan yuqorida yotgan 
yoyining og‘irlik markazini toping.

11. 4x+3y-12 = 0 bir jinsli to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlari orasida 
joylashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlarini toping.

12. * = 0, y = 0, x + y = 2 chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shaklning 
koordinata o'qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og‘irlik markazini 
toping.
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13. у = 4 -х 2 va у = 0 bir jinsli chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklning 
og‘irlik markazini toping.

14. Yarim o ‘qlari a = 5 va b =  4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning koordinata 
o ‘qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

15. x2 +y2 = R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan bo‘lagining o‘girlik 
markazini toping. Bunda aylananing har bir nuqtasidagi chiziqli zichligi shu nuqta 
koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

16. x = 8 cos51, 8 = 4 sin3 t astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata 
o‘qiariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning 
har bir nuqtasidagi chiziqli zichligi x ga teng.

17. Prujinani 4 smga cho‘zish uchun 24 J  ish bajariladi. 150 J  ish bajanl-.a, 
prujina qanday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1 sm ga siqish uchun 1Ю kuch sarf qilinsa, prujinaning
8 sm ga siqishda sarf bo‘ladigan F  kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo‘lgan mis simni 2 mm cho'zish uchun
Sxqancha ish bajarish kerak? Bunda F = E — , £  = 12-10“ Nlmm‘ .

20. Og'iriigi P = 1,5 T boigan kosmik kemani yer sirtidan h -  2000 km 

masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo‘ladigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi v=2f + 3<2 (mis) formula bilan 
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s davomida bosib o'tgan yc‘ lini 
toping.

22. Nuqtaning harakat tezligi v = 0,lr3 (m/s) ga teng. Nuqtaning 10 j  
davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

ifodalanadi, bu yerda g -  erkin tushish tezlanishi, m -  spoitchining massasi, 
k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min davom etgan 
bo‘lsa, sportchi qanday balandlikdan sakragan?

24. Nuqtaning harakat tezligi v = 0,le-0 01' (m/s) ga teng. Nuqtaning harakat 
boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tganyo‘lini toping.

25. Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b> a) ga, balandligi h ga 
teng bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuqlikning bosimini 
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m bo‘lgan to‘rtburchakli shlyuzga suv 
bosimini toping.

23. Sportchining parashutdan tushish tezligi
к {

formula bilan
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27. Diametri 6 m bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi 
vertika! devorga suv bosimmi toping. Suv zichligi у = 1000 kghn\

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma'lumki, agar f ( x )  funksiyaning [a;b] kesmada boshlang‘ich 
funksiyasi F(x) mavjud bo‘lsa, f ( x )  funksiyaning aniq integrali 
ISyuton-Leybnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda 
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqribiy hisoblash usullari bilan 
topiladi. Bunday usullardan aniq integrating integral yig‘indinirtg limiti 
haqidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullami ко‘rib 
chiqamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchakIar formulasi

b

[а-,Ц kesmada uzluksiz у = f(x)  funksiya uchun j/(x)dx integralni

hisoblash talab qilingan bo‘lsin. Aniqlik uchun barcha xe[a;b] da f(x) 
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz qilamiz.

[a;b] kesmani a = x0 < x, < ... < xt l < x, <... < xn_, < xri = b nuqtalar bilan 
^ ^

uzunliklari Ax = ------boMgan nt& teng kesmaiarga ajratamiz.
n

Funksiyaning x0> nuqtalardagi qiymatlarini y0,

bilan belgilab, y g = /(x„), >■, = / ( * , = /(x;) , = /(x.) larni 
hisoblaymiz va quyidagi integral yig‘indilarni tuzamiz:

yaAx + yx Ax +... + y.bx +... + yn_. | Ax = ̂ y.Ax,
Ы)

y. Ax + y2 Ax + ... + ytAx + ... + y n Ax = 2 ]  У.Ах.

U holda 18-shaklga ko'ra,

j f { x ) d x « ^ —^-{y0+ y ,+ . . .+  y ,+ . . .+  yr4 = (9-1)
i n  n i

f/(x'jcfo«-—~(y, + v2 + ... + yl + ...+  yn = - —-£ > ,■  (9.2)
i n n ы
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni taqribiy hisoblashning 
to ‘g ‘ri to ‘rtburchaklar formulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar f (x )  funksiya [a,h\ kesmada musbat 
va o‘suvchi bo‘lsa, (9.1) formula Ук 
berilgan integralning qiymatini kami 
bilan, (9.2) formula esa ortig‘i bilan 
beradi.

Agar [a\b] kesmada f'(x) chekli 
hosila mavjud bo‘lsa, to‘g‘ri 
to‘rtburchaklar formulalarining absolut

xatoliklari j Sn |<M.jb-a)2
2 n

tengsizlik
о xtl xi x2 X3 xt xt,̂  xa 

18-shakl.

bilan baholanadi, bu yerda M, = max]/'(x)j.

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

\a,b\ kesmani bo‘lishlar sonini awalgidek qoldiramiz va Ax 
intervalga mos keladigan y = f (x )  funksiyaning har bir yoyini bu 
yoyning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi N0Nt, N,N2,...,N^Ni,...,Nii_1Nn

vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chiziqli trapetsiya n ta 
to‘g ‘ri chiziqli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

Bu to‘g ‘ri chiziqli trapetsiyalar har binning yuzasi У.-1 + У, &x

(i = i,n) ga teng. Bu yuzalarning barchasini qo‘shib, trapetsiyalar 
formulasini hosil qilamiz:

Ax = b — a Уо +У„ + У, + У 2 + -  + У,-! • (9-3)

Bu formulaning xatoligi |<5я| t e n g s i z l i k  bilan
12 n

baholanadi, bu yerda M2 = mm;j/'(jc)|.

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuii)

[a-,b] kesmani
a = xa < х̂  < x2 <... < х21_г < x1M < x2i <... < x2_„_2 < jc2n4 < x2in = b

nuqtalar bilan uzunlikiari h = b-a
2m

bo‘lgan n = 2m ta teng kesmalarga
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parabolalar o‘tkazamiz. Egri chiziqli aM0M2J> trapetsiyaning yuzasini 
parabolalaming M2i_2, M2t_, va M2i._, (i = f, m) nuqtalarini tutashtiruvchi 
yoylari bilan chegaralangan 2m ta parabolik trapetsiyalar 
yuzalarining yig‘indisi bilan almashtiramiz.

M 2„_2, A/2m nuqtalar orqali o ‘tkazilgau parabola tenglamasini

y = Ax2 +Bx + C k o ‘rinishda izlaymiz. А, В. С koeffitsiyentlami 
parabolaning berilgan uchta nuqtadan o ‘tishi shartidan topamiz. 
Hisoblashlar qulay bo‘lishi uchun koordinatalar boshini o ‘qlaming 
y o ‘nalishini o ‘zgartirmasdan [x2i_2;* 2i] kesmaning o ‘rtasiga 
joylashtiramiz (2 0 -shakl).

ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan М2т_г, M2„ nuqtalar orqali

N,

V f J 'N . 'V ,

Уч\ЫЩ У>-1

O  X0 Xt х г x , x t x ^  x n X

19-shakl.

Мы
Mb,

f T n

% Уг,- Уг,--.

О x0 x2 * 2,-2 xu x2rl_2 xln 

20-shakl.

Parabolaning (-h ;y2i_2), (0 ;y 2̂ ,), (h;y2,) nuqtalardan o ‘tishi shartidan

y2l_2 = Ah2 -  Bh + C, yv_t = C, y2l = Ah1 + Bh + C kelib chiqadi.

Bundan

A  =  2 h l { y i , ~ l  ~ 2 j 2 M  +  У 1 ‘ ^ ’  8  =  \ h { y u  ~ > 2 w ) ’  C  =  y 'Li~v  

Endi 2i -parabolik trapetsiya yuzini aniq integral orqali hisoblaymiz:

S2i = J (Ax: + Bx + C)dx= \A— + B —  + Cx 
~h v 3 2

= ~(2Ah2 +6C). 
3

Formulaga A,B,C  koeffitsiyentlaming qiymatlarini qo‘yib, topamiz:

rt  ̂ ® / A \
2t = —— (Уг,-1 + + yv), I = In- 6m
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Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qo£shib, izlanayotgan 
integralning taqribiy qiymatini beruvchi formulani hosil qilamiz:

\f(x)dx«^-^\y0 + у2„+Цу, + y,+...+yM }+-2(y2 + yt + + y ^ ) . (9.4)
6 m

(9.4) formulaga Simpson formulasi (yoki parabolalar formulasi) 
deyiladi.

Bu formulaning xatoligi |<Sn [< ~^ g ^ p r~ tengsizlik bilan baholanadi, 

bu yerda Mi = max] /'"' (x)|.а<,хйЬ ' ’

1 dxl-misol. f------- integralni taqribiy hisoblash usullari bilan
о 1 + X

( и = 10 da) aniqlang.

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 t

У 1 0,9901 0,9615 0,9174 0,8621 0,8 0,7353 0,6711 0,6098 0,5526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g ‘ri to‘rtburchaklar usuli 

bilan topamiz:

1 dxf *  o,l(l + 0,9901 + 0,9615 + 0.9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
0 1 + лг

+ 0,6098 + 0,5525) = 0,1 • 8,0998 = 0,80998 (ortig' i bilan),

i Их
*  0,1(0,9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +

01 + x

+ 0,6098 + 0,5525 + 0,5) = 0,1 • 7,5998 = 0,75998 (kami bilan).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:

j  —— r- *  0,lf — -  + 0,9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,73 53 +
о 1 + x  v 2

+ 0,6711 + 0,6098 + 0,5525 = 0.1- 7,8498 = 0,78498.
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] = (l + 0,5 + 4(0,9901 + 0,9174 + 0,8 + 0,6711 + 0,5525) +
ol+X^

+ 290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098))= 0,78539 

Berilgan integralni aniq qiymatim topamiz:

j _ dx—-  a rc tg x = — = 0,787571.
o 1 + j  4-

Taqribiy hisoblashlarning nisbiy va absolut xatoliklarini aniqlaymiz:

3) Simpson formulasi bilan hisoblaymiz:

To‘g‘ri to‘rtburchal(lar j To‘g‘ri to‘rtburchaklar 
(kiimi bilan) ! (ortig’i bilan) ^

Trapetsiyalar Parabolalar

I
3,3%  j 0.026 j 3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.
1) To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:

>  reslant
>  with{Stud,;nt\ C a k u lm l  |) :

> - u ■” “4‘j
15797954205!8583 
1950414208136225

> eva(fi%);
0.8099814972

Ri'emanvSimi! -------0 ..!. method - right i;
I (! r / )  ' >

5929114840447087
7801656832544900

>  evalf(% )',

0.7599814972

2) Trapetsiyalar usuli bo‘yicha:
>vith{SP ,idem \ C a lc u lu s!  j )  ;

>  ApvroKimatelnll ....0 .Л,method — irapszoid!:
{{j-i-Y-} ' /

12248312522525419 
15603313665089800

>  evalf'(%);

0.7849814972

3) Simpson formulasi bo‘yicha:
^  C a lc u lu s}  j )  :
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>  Apprr.‘X'ima!eint\ i  — 0 m e th o d x im p s o n  !:

598858531583831177490!484536676836463 
7624903642650463520301694141655283000

0.7853981632

7.9.4. Mashqlar

1. je  dx aniq integralni 0,001 aniqlikda taqribiy hisoblang: 1) to‘g‘ri
0

to'rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulasi 
bilan.
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JAV'OBLAR

Matritsalar

2. A = 3X + 4Y + 5Z. 3, a==2,b = -4  4. 1x30,30x1,2x15,15x2,3x10,10x3,5x6,6x5.

/ \ f 3 ' 7 п _l\
5.1 " ' I. 6. —13 5

3 ^  ( - 4  23

10. x = 3,j- = 0. 11,3x5.  12. Г ° ° )  13. P  ~ 4 |. 14. f - 2  - 3
к  bn) \* 1 1 )  ^  o J

\ '0 1 - 2 ' '2 - v  -1  2 N

. 7. 3 - 7 6 8. 5 - 3 - v  3
У . 2 - 3 - 7 , ^ - 1  0 - 2 - V ;

7 6̂ | (  2 - 1  4

1 5 .  j - !  10 . 1 6 .  - 8  - 3  13 

1 - 2  5 )  1 2  1 - 2

17.
•8 20 

- 3 8  30
18.

35 67 

154 166
J

19.
" - 1 2 0̂

(\3
" 2 3 -4

61b\
-9 0

5}
- 4 17 12

I 2 5,
\ / 2

V
4 19y

20 . 4 “ 34|. 21 .Г 1 °
(0  38 J  1̂ 20 1

1 М  О  ( 12 2 . 1,-1, i 1 -  i, I i, j
^0 - i j  (  0 0 j  Va21 -1

-1  0 

a 21 ^

Determinantlar

LrdetA.  S. 1. 6 . 1 ) - 2 ;  2 ) -125; 3)1; 4)8. 7. 1 ) -12; 2 ) - 2 4 3 ;  3 )  64;

4) 4. 8. - j r 2. 9 -b ( a i - b ) .  10. s j n ( a - / J ) s i n ( a + /?). 11. 2sina. 12. - 4 7 .  1 3 .-1 8 . 
1 4 .b 2(b -2 ).  15. 4x. 16. - 2  sin a  sin/? sin y. 17. -tg a~ tg /3 .  18 . { a - b ) ( a - c ) { b - c ) .  
19. a (x -y )(x -z ) (z  - y). 20. a 2(a + 3A). 21. —xyz. 22. 0. 23. cos2a .  4. 63.

25. 100. 26. 2a -  %b + c + 5d. 2 7 .  -6 .

Matritsalar ustida almashtirishlar



16.

10 - 2  - 3  

- 6  2 2 

- 2  0 1

Г 2 - 1  -1  1
- 4  0 2 -1

2 0 - 1 1
-5  1 3 - 2

Л

17.
Г 8 14 

4  - 1  

2  - 4V

■10
2

2
18.

0 0 4 - 4

- 4  6 - 3  5

0 - 4  6 - 2

4 2 - 5 /

20.
ц  с  z  о 2» ( ;  z  - з )

19.

3)

6)

Chiziqli tenglamalar sistemasi

l.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, aniqmas. 3. Birgalikda, aniq. 4. Birgalikda emas.
S. jtj = -1 ,  x 2 -  - 2 ,  x ,  = - 3 .  6. x, = 2, x2 = - 2 ,  x3 = 1.

/ 1 0 o' f 3
1 2Л ' 1 0 O'](2 0 с

-3 1 0 p 3 2 ; 4) mavjud emas; 5) -3 1 0 i 0 3 2 3

4 3 1 1° 0 4У i
V “ 2 1

/ 1 ° 0 2 -7
1 У

f 1 0 0 0 o' r 2 - 3 4 '

2 1 0 0 0 0 2 1
3 2 1 0 0 0 0 0 21. 3 . 22 . 2 . 23. 2 . 24 3.
3 0 0 1 0 0 0 0

V 4 3 0 0 0
V

0 - 9

7. x, = 1, x 2 x 3 = - 1, x4 = 1. 8. x, =2, x, = - 1. x. x, = 1.

9. x, =2, x2 = с + 1, xj = 2 c - 1. x 4 =c. 10. x, = 5c z -  13c, -  3, хг = 5c2 -  8ct -1, 

x. = cl, x 4 = c 2. 11. xs = 3, x2 =0, x3 = 6. 12. xt =1. x2 = - I ,  x, = 0 .

13. x, = 3 ,  x 2 = 4 ,  x3 = —6 . 4.14. x, = - 5 ,  x2 = - 4 ,  x3 =0.15. x, = - 5 ,  x2 =1, x 3 = 3 .

16. Xj = -11 ,  x 2 = - 6, x ,  = -3 .  17. x, = -1 ,  x 2 = 3 ,  x 3 = 2. 18. X, =3, x, = -3 ,  x3 = 1. 

19. x, = 3 ,  x 2 = 2, x,  = 1. 20. x, = 1, x 2 = 1,  x , = - 1. 21. x, = 3 ,  x 2 = - 2.

22. x, =3, x2 = -2. 23. x, =1, x2 = 2, x3 = 0. 24. Xj =1, x, = -2, x3 = 2.

25. x, = -2, x2 = 1, x, = 2. 26. x, = 0, х2 1
x 3 = 0, a(a  -  l)(o + .2) t= 0.

27. x, = -c, x2 = 0, x, = c. 28. x, = -1 5 c ,  x2 = 1 lc, x3 = 14c.

29.

32.

= 7c, x2 = —lie, x5 = —5c. 30. x, : = 0.31. - x, = 0.

= - 2  c ,x 2 = 7 c ,x ,  = 0 ,x 4 = 3c. 33. { 3 1
1 , 0 ( 0 , 1 , 0 , - 1 ) .  34. (1,0-2,3),(0,1.1,2). v. 2 21
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Vektorlar

I. a i b .  2.  22.  5 .Z v  = — - . 6 .  NM= n - 2 m.  7. — + 4 - .
3 !«l |

8. -У(а + Ь% ~ (a-A ). 9. m = 2 f i .  10. m = l, и = -3. 11.Пр,АВ = 2-Л ,

Пр1л З  = - у 2 ,  П р,Ъ с = 4 2 ,  ITPlA e  = 0. 12. Лр,ЛВ = 3, Пр,ВС = 0 , Лр,СА = - 3,

ПР,Л 5 = 3 . n p ,c 5 — | 14 .{| ;| }.15 . { 1 ф - 1 } .

16. к 17. 5 = 2 й + с. &= ———, с -а ~ 2 Ь .  1.18. d -2а-ЪЬ + с.
[3 3 3J ' 2

1 9 . )  { - 7 ;1 7 ; - 1 2 } ;2 ) | | ;- | ;| | .2 0 .  1) { -  8 ;-4 ;0 } ; 2 )  {7 ;-3 ;2 },2 1 . j 3  + *  |= 6, | о -й | = )4 .

2 2 .  >/16. 2 3 ,  M ( ± S ;± S ;± S ) .  2 4 .3  =  {2;±2v/2 ; - 2 }  2 5 . В (5 ;-3 ;-3 > . 2 6 .Л ( -3 ;- 1 ;- 3 } .

27. 1) ; ^Sг - 2 ) 5 5 | "  = { - — 1,28. 3” =J - — 29. а = -3.
[25 5 25] [ 13 13 53j [ 7 7 7 J

З0.й=<|— - ;9 l .  31. /> = 12. 33. R = ̂ ^ .  34. М(-3;-5).
1 5 5 j U  2 J 2

35. (—2:1). 36. Г>(-3;-7) .37. AD = lb.

Vektorlarni ко ‘paytirish

1. 2. -19 . 3 .1 )1 1 2 ; 2)252. 4. 1 ) -8 9 ; 2 )86 . 5. 1) m = 1; 2) m = 2, m = 3.

6 ._ 2 .  7. —. 8 . - - .  9. —. 1 0 . 1 ) —; 2) тт. 11, 1 )— ; 2 )— . 12. 10 («А.6.).
2 2 4 3 3 13 13

13. 3c = 27-3 j .  14. 3c = 77+ 57 + it. 15.1)12?°; 2) 132. 16. 1) | o * ) ;  2) 66V3(>-.*.).

17. 25v/3. 18. ±15. 19.1){9;9;-3}; 2){63;63;-21} . 20. 1) 9л/2; 2) у .

21. й = 4== («*•)• 22. M = {-8 ;-9 :-4 }; Л? = {1;-4;-7}. 23. 28, c o s e = - - ,  cos/? = -~ .  
■Лз 7 7'

cosr = |. 24. a = -9. 2 5 .a = | , / ?  = 2. 26. 1){3;2}; 2){-2;3}. 27. { -6 ;-2 4 ;8 } .

28. 1) yo‘q; 2) ha. 29. 1) a = ^ ; 2 )  a = -  3. 30. 1) F = 14(ЙА),Й = /14Ы >.);2)

V = 2(h.b.),h = lj2(u.b.). 31.1) o ‘ng uchlik, V = 12(hi) ;  2) chap uchiik, V = 27(hi).

Tekislikdagi to ‘g ‘ri chiziq

1. 1)A- = a = 4 ,6 = 3; 2 ) k  = - , a  = - 2 ,b = - ;  3)/t = l , a  = 5 , i  = - - ;
7 4 3 3 2 2
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4)к = а = — ,b = 2. 1)3х+4у + 6 = 0; 2)3л + _у + 9 -  0 ; 3)х + 2 -  0 ;

4 ) *  + у - 5  = 0 .  3 .  2v a 3 .  .4 .  l ) M 0( l ; 2 ) , p = 4 5 ° ;  = 9 0 ° ;

3 )А / 0 е 0 , ( / )  = О; 4 ) М 0(2;2),<р = 45°. 5. l ) m - - ~ 6 , N ^ 3  v a  г а = 6 , п # - 3 ;

2)»! = - 6 ,и = 3 va т = 6, « = -3 ; 3) m = 0, и- chekli son. 6 . I) m = ~\da ||.

2
m = — derX; 2 )  m = Ada j], m = -9  d a l .  7. (1;6). 8 . x - y -  2 = 0 va  x-4> >  + 4  = 0.

9. 3x + 2 y - l l  = 0. 10. x—5y+2 = 0. 11. Ш  + 9 у ~ 1 7  = 0. 12. 5 * - y  + 3 = 0 ,  

x  + 5y + l l  = 0 .  13. 3x + y - 4  = 0 , x + 5y + 8 = 0 ,  3 i +  y + 10 = 0 ,  x + 5 y - 6  = 0 .

14. M(4\4),q> = -y. 15. З х-З у -Ъ  = 0 .  16. 3x + 4y — 12 = 0 .

17. x + 2 y - 7  = 0, 7x + 2 y -3 7  = 0, 5 . x - 2 y + l  = 0. 18. y = 2x.

19. x - y  + 7 = 0, 7x + 4 y - 6  = 0, 6x + 5y + 9 = 0. 20. 2 л + у  + 9 = 0, x - y - 3 = 0.

21. 2 9 л - 2y + 33 = 0 .  22. 2 * - 3 y  + 8 = 0 .  23. 29(y.b). 24. ^ 25.  6V2(w.6).

26. x - 2  = 0, 3 * - 4 y  + 10 = 0. 27. y - 3  = G, 4x + y + S  = 0 .8 .  (-12:5).

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlar

1 . l)(je +1) 2 + ( y - 3 ) 2 = 3 6 ;  2 ) (л + 3) 2 + ( у - 5)2 = 5 0 ;  3 ) (л- + 2 ) 2 + (у - 4 ) 2 = 2 ;

4) (л - 4 )2 + (v + 4)2 = 16 ,  (x -  20)2 + („v + 20)2 = 400 ; 5) (л-  2)2 + (у + !)2 = 1 .

2- 1) М я(-4;7), R = 7 : 2 )  M 0( -2 ;3 ) ,  tf = 4; 3 )  M „ j ^ ; - l j  tf = | ;  4 )

R = 4 . 3 .  1) ayianada; 2 )  aylana ichkarisida; 3)  ayianada; 4) aylana ichkarisida.

4. S4l(u.b). 5. (x-2)1 + ^ - | j  = ”p  6 . (x -5)2+ (v -l)2 =13. 7. M0(3:2),

Я =  5. 8. 0 < A < —  ,k, = 0 v a  k, = — . 9. v=  0 va 4 * - 3 v  = 0.
15 1 2 15

1 0 j *  = 8 (l + c° S0 , (x = 2 cos(, ^  jx  = \ + 4?.costt,
j y  =  8sin t, t  g  [02л]; { у  =  2(1 + sin t ) , t  g  [0;2тг]; | у  =  1 +  V~2 sin /, < s  [0;2w ].

H . 1) — + ̂ —= 1 ; 2 )  — + —  = 1; 3 )  — + —  = 1; 4) ±1 + ̂  = 1.
36 100 24 49 '  36 81 У 16 25
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12. \2{kv.b). 13 , .* + >> + 5 = 0 v a x i - y - S  = 0 .  14,  -~(u.b).

15, V/ I - j M,i - J 1’ \ 16. M(3;0i. 17. 25/ =400.

19. |4;|1 <3;2,..
=  4 s i n M  e  [0;2?r]; =  12sin(,;e[0;2ffJ. 2 J

20 . ) ) '  ' !: 2 )-— = 1; 3 ) ^ - - — = 1; 4 ) ^ - — = 1 .
9 16 144 25 16 9 25 24

21. 1)— - —  = ! ;  2) — = 1; 3)— - ^ -  = 1; 4)— - ^ -  = 1. 22. — .
' 2 4  8 '  8 4  12 27 ' 2 4  18 3

23. л/2. 24. * > - / = 6. 25. 4 - £  = l- 26- 27./  = —
4 12 jc — 2 9*

2 8 . )  x = - — j/2+ - y ;  2) >• = — a- j - x  + 3 .2 9 .  1 )Д-4;П , >' = (; 2)Д2:3), x = 2.
16 2 ! 0

9
30. I) x2 ~y2 = ! giperbola; 2)>•" = -д- - parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim 

tekislikdagi tarmog‘ i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog4 i.
v * 2 v ' 2 r ' 1

33. — + -— = 1. 3 4 .------j/2 = l. 36. л-Зу + 12 = 0.(Ko‘rsatma. urimna
4  9 2

tenglamaJari; = 1 -  ellips, = 1 -  giperbola,
a  b a  fc‘

yy0 = p (x + x a)-p arab o la ) . 37. 4x + y — 4 = 0 .  3 7 .  2-j5x~3y + 4 = 0 .  3 8 .  2 *  —y - 1 6  = 0.

£>«$ koordinatalarda chiziqlar

1.А\г~\в{г,Щ -\ 2 .A { x S \  3.7 b. 4 .5= 1г,гг8т(«»2-«»,)• 5. 4 yjb.
v 6 J v 6 ;  lv 2 2 j  i

6.64 y.k. 7. i).x2 + 1 ^ --]  =|; 2) ^ - | j  +.v2 = ^ ;3 )  (л2 + / ) 2 =2лу,

Г 3V 
x + 2

4) ( x 2 + y 2) 3 =4(jc2 - y 2); 5) х г = 4 ( l -y ) ;  6) y 2 = 3(3 + 2x): 7 ) ^ -  - 8' - L -
25 16 64

8 t = H  g, 1) <• = — ; 2) /• = ----------------;3) r = .ifE ii; 4)
'  16 9 3 s i n 2cos<}?-sm$> cos ^

°  5) r  = 2acosp; 6) r 2 = - 7-?— ; 7) r  = ----------------; 9 ) r  =
COs2<? ’ ' ’ Sin2^ ’ l-i-COS1?»’ 1 --C C S 2

25 9
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Tekislik

I .  2 x - y  + 3 z - l4  = 0 .  2. 2 x - 3 v  + 4z + 20  = 0 .  3, 2 x -3 y  + 5z + 10 = 0 .

4. x + 3 y - 4 z - 2 1  = 0.5. 1) 2y + 3z = 0; 2) > + 1 = 0 ;  3 )  z - 4  = 0 ;

4 )  x + z - 3  = 0 ;  5 ) 2 2 x  + l4_y-5z  = 0. 6 . 1)  2 j c - z  = 0; 2 )  x - 3  = 0 ;  3 )  y  + 3 = 0 ;

4) *  + 32 + 4 = 0 ;  5 ) 8 л - у + 6 г  = 0. 7. Л(-3;О;О),0(О;-6;О),С(О;О;2). 1),

8 . e = - 1 5 , i  = - 1 0 , c  = 6. 9. x+ v + z - 4  = 0 .  10. x + 3y + z-l5 = 0 .

I I .  l ) x  + 3 v - z - 6 = 0 ; 2 ) x - y - z  = 0 .  12. x + y + z — 6 = 0 .

13. x + /-2z = 0 . 14. x-2y-3z + 3 = 0 . 15. l ) 2x - 5_y+ z - 1 5  = 0;

2 ) 2 *  + 4 y +  9 z - 2 1  = 0 . 16. x — y — 2z + 5 = 0 .  17. ^  + - У—  + ~  = 1;

9. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola; 4) ellips.

21. l)m = 13;2)m = 1. 22. 1) a)jc-2;y-3z-4 = 0 ; b)2j; + 3v + r - 8  = 0 ;

2) a)2.* + 3>> + 4 z - 3  = 0; b )4 x  + > ' - 7 z  + 19 = 0 ;  3) a)5* + 7v + 3 = 0 ;  b ) > - z  + 7 = 0 ;  

c) 5x + 7 z - 4 6  = 0. 23. 7* + 14>"-2z + 6 = 0.24. , x - > + z  + l = 0.

25. x + 2y + 4$z-2  = 0 v a .t+2y- 4bz- 2  = 0. 26. 1 ) Af(-2;1;2); 2)M (2;-i ;l) .  27. 4(6).

28. M(-15;0;0)va M( 1;0;0). 29. = 0 va 2 x - y - 2 z - 18= 0 . 30. 8(Ai>.).

31. - 2. 32. -3 . 33. — .
6

9 2 6

Fazodagi to‘g ‘ri chiziq

1. 1)
Z j  - 1 U 1 U 3 1 - 2

Зх -  2y  - 7  = 0, 
2y + 3z + l = 0.

. 7 .  1) jc = 13/,у  = 1 + i9i,z  = 2  + 28*; 2 )  д- = t,y  = 1 - 3 / , z = -2/.
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8 -v~ 7 -  г ~ 5 ■ 2 ) % -  y + 1 = z ~ 2 9 = = 10 * + 3 = y = z ~ 4
1 2 2 ’ 1 2 3 ' ' 2 - 1  0 ' - 5  1 - 3

11. ])<? = - ;  2)0 = - .  12. 1) ^±2 = Z l l  = i ± l ;  2) i ± l  = Z z l = z± !
7 4 7 2  - 5  ! 3 6 16 17

13. — = . = i_?..14 . 1) parallel; 2) ayqash. 15. l)<p=^~; 2) ?’ =^-

16. 1) parallel; 2) to‘g‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) M(3;2 ;l ) ; 2) M(2;4;6).

. л  i\ Jt 4 v 5 z ч- 6 x 4 у 5 z -ь 6 -1Л18. 1 ) -------= - ------= --------; 2 ) --------= - ------ = --------. 19. 1) m = 3 ,  л = - 2 3 ,  2 )  m = 12,
1 - 2 0 1 - 1 1

n = - ) 2 .  20. l ) 2 x - 3 j ;  + 4 '~ -l  = 0 ;  2 )  4д- -  у -  2z -  7 = 0 .  3 ) z  + l = 0 .

21. 3.x +- 5 у ~ 2 z  - 9  = 0 .  22. ( - 2 ; 0 ; - 3 ) . 23. M (2 ;3 ;4 ) . 24. 5x-Z y  + Zz + 5 = Q.

25. 8*  + 2 y - 9 z  + t2  = 0 . 26. 1)^— -(аЛ); 2 ) -~(u.b.).

Ikkinchi tartibli sirtlar

1. l ) ( . x - 3 ) 2 + (y  + ! )2+ ( . z - ! ) 2 = 2 1 ;  2) ( * - 3 ) 2 + ( v + 5 ) 2 + ( z + 2 ) 2 = 5 6 .

2. =  2)Д/(3;-4;-5лЛ = 5. 3. 1) x 2+ y 2 + z 2 =9.

4 . x 1 + Z 1 = lOy. 5. ^ - t Z l  + i = l .  6 . Z l ± £ l - f l  = - i . 7.1) 4y2 - x 4 + 4 z 2 -  0,
■ 9 25 16 9

2) = 1, = _1; 3) " 2
2  16 25 ' 2 5  16 ' 6 4  16

— i ^ -  + — = 1. S. jc2+y2- z 2 =0 . 9 .1 )m # 0 v a ra > --;2 )m  = 0 . 10. l)ellips;
64 16 4

2)giperbola; 3) parabola; 4) nuqta. 11. у1 + г3 -2.x2 - —6 (ikki pallali giperboloid).

12. 1) M ,(3;4 ;-2) ,A /2(6 ;-2 ;2) ;  2 )  Af(4;-3;2). 13. 1) ikki pallali giperboloid; 2 )  sfera;
3) elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr; 6) giperbolik 
paraboloid; 7) ikki pallali giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Haqiqiy sonlar

1. \)A r\B = {4 } ,  = {1,2,3,4,5,6} , А! В = {1,2,3}, B /A  = {5,6}\

2) А г л В -  {1,4,8}, A^j B = {l ,2 ,3 ,4 ,5,6 ,7 ,8,9}, /i/S = {3} ,  B ! A = (2,5,7,9};

3 ) ^ n i  = (4}, AkjB = {—5Д4),Л/В = {-5}, 8/Л={3}.
2. Г ) Л г , В =  0 ,  A u B  = N. 3. Лг.  fl-bareha lOgabo‘linadigan sonlar.

6 . 1) Л = {1,2,3,4}; 2) Л = (1,2,3). 7. 1) Д А ;  2 )0 ; 3){-l,0}; 4){-*,2}.
1̂ 6 j J
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8. 1) (-со;1]^[3;оо); 2) (3,4); 3) [-* ,-1 ]; 4 ) {—1,0>; 4){-ю ,2}. 9. 1) 0 ,-5 ;
2) о, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliklar

1. l).r„ = — — ; 2)x„ 3)л-„ = c o srm; 4 )x r = 3 + 2 ( - l ) " .  2 .  1); 2 ) ;  4 ) ;  6). 
in-l  n\

3. 2), 5)-monoton, l),3),4),6)-qat’iy monoton. 6 . 1) 2) 0; 3) 4)8; 5) 4;

6) 2; 7 ) j ;  8) - | ;  9)0; 10)1: 11)-| ; 1 2 ) 1 3 )  oc, 14)®; 15)1; 16)0; 

17)-3; 18) —; 19) 20)—; 21) 0; 2 2 ) - - ;  2 3 ) - ;  24) — 2 5 ) - - ;  26)2;
2 6 4  2 3 36 2

27)1; 28)— ; 29) e ; 30) e2. 
e e

Bir о ‘zgaruvchiningfunksiyasi

1. 1 ) ( - ° ° ; - 2 )  u  (—2;+oo); 2 )  ( - ® ; - 3 ) u ( - 3 ; - 2 ) u ( - 2 ; + c c ) ;  3 )  [-2 ;2] ;  4 )  ( - 2;l)u(l;+oo);

5 ) 4 )  ( -co ;2)u(9 ;10] ;  6)
. - 4 Н - И М 1 4 1 ) т щ - 9)ra ;

10)(2;+°o); 1 1 ) 0 ;  12)(2;3]; 13)(10;+cc); 14) (2игг;(2и + Г)я),п e Z; 15) f o ; - }
L 3y

16) [3;6)VJ(6;7]; 17)j^-^;~-j; 18) [-5;0)u(0;l]; 19) (-oo;l)u(l;2)w(2;+=o);

20) ( -3 ;2 ) . 2. 1) [ - 2;+®); 2) [2;+oo); 3) [—7;-3];  4) [-  v2;V2j; 5)  [0,+°o); 6) (1;3]; 

7) [0-Л; 8) 9) 10) { - l } u { l } ;  11) (0;3]; 12) (0;2], 3. 1)3;

I

1)—̂ =-; 3) - i - ;  4 )^ - . 4. 1) dakamayadi, ^ ;+a:j d a o ‘sadi;

2) (-oo;+co) da o ‘sadi; 3) (-°o;0) u  (0;+oo) da kamayadi; 4) (-a>;+oo) da 

kamayadi. 5. l)to q ; 2 ) juft; 3)juft; 4) umurrdy ko‘rinishda; 5) toq; 6) toq;

7) juft; 8) toq; 9) toq; 10) juft. 6. 1) M  = n, m = k: 2) M = 4, m = -4 ;

3) Л /=  >/2,m = -л / 2 ; 4) AT =  л/ 5,м  = - V 5 ;  5 )M  = l ,m = i , 6).M =l,m  = 0.

7. I) chegaralangan; 2) qat’iy monoton; 3) qat’iy monoton;. 4) monoton.
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8 . 1)6тг; 2 ) | ;  3 )4 т г ; 4 )  5 ) я ;  6) 2ж ; 7 )  | ;  8)  9 ) Ш ;  1 0 ) 6 * .

= 2 ) } ,  = — ; 3 ) у  = 3 ^ ;  4 )  у = ia rcs in ^ .
3 1 —я 3 2

10 .  1) / ( g W )  = Зх3 +1, g { f  (х))  = (Зх + 1) 3; 2 )  / ( g ( x ) )  = sin | дг |, g ( / ( x ) )  =| sm х |; 3 )

f(g (x })  = 5 -  х, g ij(x ))  = - ± - , 4 )  / ( g W )  = х \  g ( / ( x ) )  = Зх.
Зх - 1

1 3 .  A;C;D. 14 .  А;В. 1 5 .  1 ) у = х 2 +1; 2 )  — + ̂ -  = 1."  у 9 4

Funksiyaning limiti

2 . / ( х 0 -  0) = 2, / ( х 0 + 0) = 3; 2 )  Д х 0 -  0) -  0, Д х 0 + 0) = +®; 3 )  / ( х 0 -  0) = 2,

/ ( х „  + 0) = 0; 4 ) / ( х „ - 0 )  = j ,  / ( х 0 + 0) = 1 . 5 .  1)8;  2 )0 ;  3 )| ; 4 ) |  5 ) ^ ;  6) 2;

7)--^; 8)i; 9) - 1; 10)+да; 11) — 2; 12)-1; 13)--; 14)-3; 15)0; 16) + ®;

1 7 ) — 1-; 1 8 )2 ;  1 9 )0 ;  2 0 ) — ; 2 1 ) 2 ;  2 2 ) 0 ;  23)1 ;  2 4 ) - | ;  2 5 ) | ;  2 6 ) | ;  27)6>/2 ;

28) —  ; 29)0, 30)0; 31)—; 32)-; 33)-1; 34)-: 35)е'5; 36)е; 37)+®; 38)0;
8 к ж 2

39)е2; 40)е“‘; 41) е; 42)е-2: 43)е; 44)е; 45)1: 37)3; 4 6 ) 4 7 ) 4 ;  48) 1.

6. 1)-; 2 )-; 3)-1; 4)1пЗ; 5)1; 6)5; 7 ) ^ ;  8)2; 9 )-; 10)—; 11)1; 12)2;
3 2 2 3 6

1 3 ) - - ;  1 4 ) —In—; 1 5 ) - - ;  1 6 ) - - ;  1 7 ) —; 1 8 ) - 9 ;  1 9 ) 3 ;  2 0 ) - ;  2 1 ) 0 ;
2 2 5 4 2 2

22)In2; 23)-!; 24)

Funksiyaning uzluksizligi

4 ,  1 ) — 3,3 ; 2 ) - l .  5 .  1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2 )  birinchi tur (bartaraf  

qilinadigan) uzilish nuqtasi;  3 )  birinchi tur uzilish (sakrash) nuqtasi;  4 )  ikkinchi 
tur uzilish nuqtasi; 6 . 1)  x = 0 birinchi tur (bartaraf  qilinadigan) uzilish nuqtasi; 2 )

x --~ + n x in a z )  birinchi tur (bartaraf  qilinadigan) uzilish nuqtasi. 7 .  1) x -• 3 d a  

ikkinchi tur uzilishga ega; 2 )  uzluksiz. 8 . 1) [4,5] d a uzluksiz, [Q;2]da
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x = l-ikkinchi tur uzilishga ega, [-3;!]da x = -3 ,x  = l-ikkinchi tur uzilishga ega; 2) 
hech bir kesmada aniqlanmagan. 10 . 1)lne;2 ) m.

Funksiyaning hositasi va differemiali

1 -  ! ) / ' ( * ) =  r  2 ) / ’(jc ) =  — 3 )/ '(x )  = — r r v ; 4 ) / ' ( x )  =  2.?/i2x.
2 V 3 x - l  (1 — 5jc) sm 2л:

2. l ) - 3 ;  2 ) - 4 ;  3 )4 ;  4)-~.  3. l ) - 3 ,  3; 2 ) 0 ,  2; 3)1, - 2 x  + 3; 4 ) - l ,  1.

4. / , = 1 ,  <2 =3. 5.1)/ = 2c; 2 ) r  = lc. 6 . / = 12д.

Differensiallash qoidalari va formulalari

1. 1)/ = 12xJ - x 2; 2)/  = x5 + 12хэ- 2; 3)/  = ----L= + 7xVx+- ^
x\(xz ’

1 3  1 V  П -V  ^  2 -6“ In -л\ t 1 3 1 . xe (x — l) + e (x + 2) , 9

_ч , in2x - l n x - l  ол , 2e * ( x l n x - l )  , 2sm x , 2
; *)у = ~r,------- 7ZT’ 9>-v = ~7,-------- ' ° ) у ~(ln x -1)2 x(lnx-e*)2 ’ ' (1-cosx)2 ’ l-s in 2x ’

ll)>-' = — |— ; 12)/ =----------------- j-; 13 )/ = 4 -----------) ; 14)/ = -----
sin 2x (xcosx + smx) (xshx-chx) sh lx

15)/ = - - ± _ ;  16)/ = _ i - ;  17)/ = ■====', l 8)/  = - = L = ;  
xln X xlnlO v4-3x 2Vx-x3

19)/ = - 2 sin 2x; 20)/ = —̂ — ; 21)/ = arcsmx; 22)y' = ê — —;
x -9  e +1

23)/ = ~ | ;  24)/ = i ;  25)/ = (l-/g3x)2; 26)/ = -бе’*  Sm3x; 27)/ = ^ 1 = 1 ;

28)/  = ---- — ; 29)/ = - - p = L = = ;  30)/ = ̂ ^ .  2 .1 ) /  = -----2)
cosx л/бх-4 - х ' С* +2) (1 + x")

/  = - - ;  3 ) / = -= = L = ; 4 )/  = — . 3. 1)2,0125; 2) 1,009; 3) 0,9942; 
x л/4 -  y2 x + 9

4)27,351.  4. 1)2,03; 2)0,97; 3)0,31; 4)1,01. 5. 1)4 ' = шхЛ; 2)dy = ^-^-dc;
X

3 ) ф  = -2sin4x<&; 4)dy  = 3asin2 xcosxdx; 5)dy = - s i n x 3 “ ! * In 3dx;

6)dy = -3 /gxln 2 cosxdx. 6 . l)y ” = 24x(5x2 - 3 ) ;  2)y* = e2* ( 2 c o s x - ( lsinx);
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3 ) у *  = ----- —г-:-; 4) у ” - —. 7 .  l)sin — ; 2)«sin  — ; 3 ) - n ( n - l ) s i n  — ; 4 )и (и -1 ) .
(1 + х ) ' х ’ 2 ’ 2 2

8 . 1) У = ~ ^ ; 2Ь '  = Х- ^ А  3).\' г "  vl: 4 ) / = - 2* +-у™(-^ : 
я 2у  у 2- х  х ( у - 1) xsin(xy)

5)у’ = ---- 6)y ’ = - ^ £ J J E Z .  9, 1) —; 2 ) ------------ Ц - ; 3 ) —  ■; 4)-л/Г^Г
еу + х x c o s y  + sinx 41 asin t 41

10. l ) 3 x - 3 y  + 2 = 0, 3x + 3y + 4 = 0; 2)х + у - т г  = 0,

x  -  у -  it = 0; 3) 5x -  у  -  4 = 0, x + 5y -  6 = 0; 4) 5x + 4y -  25 = 0, 20x -  25y + 64 = 0;

5 )  x - y  = 0, x + y - 4 = 0; 6) 4x  + 2 y - 3  = 0, 2 x - 4 y  +1 = 0.

Differensial hisobining asosiy teoremalari

1. l)c  = 2)c = ; 3) yo‘q; 4) yo‘q. 2.1)c = ̂ ; 2 ) c  = ln(e-l); 3)c = e -l;

4)” i- ’ • Ч -И ) 2> (H }4- l)0- f ; 2,c4  6- 2 ) -y 3)1;
i i -4)0; 5)0: 6 )2 ; 7 ) - ;  8) - - ;  9) 3; 10) -3; 11) 0; 12) 0 ; 13) 1; 14)e; 15)e';
2 4

16)e~s; 1 7 ) 1 ;  18 )  3e. 7. 1)  P(x) = 1 9 - l l ( x  + 2 ) - (x + 2 ) 2 + (x + 2)3;

2) P(x) = 4 + 13(x-2) + 12(x-2)2 + 6(x-2 )3 + (x -2 )4;

8. 1) 2 + - - ( jc - 3 ) -  —  (.х -ЗУ Ч  — ( х -Э )* ----- = ^ 3 — , с  = х0 + в ( х - х 0), O<0<1:
4 64 5’. 2 128 (̂1 +с)7

2 ) J U * ± 2  + ,  = х „ ^ (х - * Д  О<0 <1.
2 4  8 16 с 5

Y2 X3 Т" Г,+1
9. 1) /(*) = * + - -  + — + ■■■ + — -----— (бЬс + л + Це1*, 0 < (9 < 1;

1! 2! (л -1)! и!
2 4 2г. 2»+J

2) /oo = i + fL +fL +... + ̂ L _+_£------ £— ! _ >о<0 <1. 10.1)0,587; 2) 0,868;
’ 2! 4! (2п)\ (2л+ 1)! 2

3) 1,395; 4) 1,004. 11. 1) 1; 2 )^ -; 3 )1 ; 4 ) - 1.

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

1. 1) (-oo;l) u (5;+ao) intervalda o‘sadi, (1;5) intcrvalda kamayadi, fam = /(i) = 7,
= /(5) = -25; 2) (-<*>;-l)‘o(2;+°o) intervalda o‘sadi, (—1;2) intervalda kamayadi,

= / (-1) = - ,  = / ( 2) = —- ,  3) (0 ;2)u(2 ;+°o) intervalda o‘sadi, ( -o c ; -2 )u (2 ;0 )
6 3
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intervalda kamayadi, f mh = /(0) = 0; 4) (-2;2)intervalda o‘sadi, (-°o;-2)u(2;+°o) 

intervalda kamayadi, = /(2) = 1, /„m = /(-2) = - 1; 5) f— intervalda
V V2 л/2 ;

o‘sadi, intervalda kamayadi, /„„ = / f-~  j  = I

L =  f f— = ; 6 )(-oo;-l)u(0;l) intervalda o‘sadi, (-l:0)u(l;+=°) intervalda
V V 2 j  2

kamayadi, /_«,=/(-1) = 2, /mx2 = /(l) = 2, /шп =/(0) = 0; )(-=o;i)intervalda

o‘sadi,(l;+oo) intervalda kamayadi, / « = / ( !)= -  ; 8) (0;+ q o) intervalda o'sadi,
e

(-=o;0) intervalda kamayadi, /mir =/(0) = 1; 9) (0;+®)intervalda o‘sadi, 
intervalda kamayadi, = /(0) = 0; 10)(e;+xjintervaldao'sadi,

(0;l)u(l;e) intervalda kamayadi, /1Ш0 = / ( e )  = e; 11) |— } intervalda o'sadi,

(0;у]и( т ;2ж] intervaldakamayadi> =/(^f j = -y+v3,

—̂  = — — л/З; 12) fo;— intervalda o‘sadi, f—;— 'I intervalda
з ;  3 4  12 /  U 2  J 1.12 1 2  J

kamavadi, / _  = / { * )  = £ ± * / L t i l ,  yv = / * 0  = 5 ^ 5  + 12 
■/1412;  12 4 l2 j  12

2. 1)M = 2, m = - 2; 2)M = 17, m - -10;  З Ш = - - +6л^ , m =
'  ’ ’ 12 6

4)A/=e3. m = 0. 3.v = 24 (tez.birl.). 4 .y-D (eni),1/^D(bo‘yi). 5 .“ ,-̂ -.

6 .,y = 24(yuzbirl.). 1.H = r42. 8 ,f f  = 3 p .  9. a = -- . 10. 13,5 so‘m.
V я 3

11. 1 )  (-oo;0) u (2;+q o ) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq, Af,(0;0), M2(2;-4) 
egilisb nuqtalari; 2) (5,+®) intervalda botiq, (-°o;5) intervalda qavariq, M(5,7) 
egilish nuqtasi; 3) (~°°;0) и (0;+oo) intervalda botiq, egilish nuqtasi yo‘q;
4) (3;+®) intervalda botiq, (~=°;3) intervalda qavariq, M(3;l) egilish nuqtasi;
5) (-l;+°c) intervalda botiq, egilish nuqtasi yo‘q; 6) (—1;1) intervalda botiq, 
(-oo;-l)u(l;+a=) intervalda qavariq, A/j(-l;ln2), M2(l;in2) egilish nuqtalari;

7)f— cc;—L|o |_L;+00") intervalda botiq,f— intervalda qavariq,
I  S )  IV 3  j  l  л/з V3 J

M^ e g i l i s h  nuqtalari; 8) (-i;0)u(l;+®) intervalda botiq,

(—oo;—l)^ (0;1) intervalda qavariq, M,(-l;2), M2(l;-2) egilish nuqtalari.
12. 1) jc =  ±1, у  = 0; 2) x  =  0, у =  1 (x  ->  +® da), у  = - !  (jc - »  -со  da), 3)y = x;
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тс4 ) у  ------- х + 1 (д. +00 rfa), _v - х  + 1 ( х  - >  - 00 cfa), 5)
2 2

х = - 2, у = О (х > -=о da); 6) х = 0, у = 0;

! 1
7 )  х  = 0, >■ = Зх. 8)  х = \, у  = х + — {х -»  + «  da), у = —х~ — (лс —> —«з rfa).

Hosilalarning geometrik tatbiqlari

1. 1) 4. 2) 2; 3) a+Ssiir?)”̂ ; 4) —J ---- ; 5) 6) - .  2. 1) — ; 2)
, J  . t 8 a  3 1216 sm -

I 2

3) 2; 4) 3. 1) (2;2); 2) f -  + l ;- l )  4. 1) t?2 = — |3;2) j?2 = — (£ - l)3;
2. + 0 2 '  U  J  2 7 h ’ ' 27

лч c 2 ^ i a  c 2 2 2 ff I ч .X + 1 у  ~  2 Z л-ч A' Z “э) £ = — 7] ; 4)  f  +77 = a . 5, 1 ) ------ = ------- = —; 2 ) ------------= 1, v = ~1;
27 2 - 3  4 16 9

3)  x ’ + v 3 = 2 J ,z  = l: 4 )  —  + Z l  = i z = 3. 6 . 1)
36 25 2  3 6

_ 8

2x  + 3^ + 6z - 1 1  = 0 :  2) = , 3x + 6 v + 12z -  70 = 0 ;
1 2 4

! 3
■*—  i 2—  1 i i

3 ) ----- -  = — = ----- x -  3z + 4 = 0 ;  4 ) ------------ = - ------= ------- . 2x  + z - 3  = 0 .
1 0 - 3  ’ 2 О 1

7. 1) 5dt; 2)13dt.

Tenglamalarni taqribiy yechish

1. 1) - 2 ,2 5 8 3 ;  2 )  0,6823; 3 )  2,5062; 4 ) -0 ,8 8 7 9 .

Kompleks sonlar

1. x = 2, у -  — 1. 2. x = 5, v = 10. 3. x = - 1, v = 21. 4.x = —, v = —.
5 3

5. 1) z, = - 3  + 4 i, z2 = - 3  -  4i; 2) z, = — i, z2 = -г; 3 )  z, = j. z, = -3 / ;  4 )  z, = 5/, z2 = г.

6 . 1) x = a  to‘g‘ri chiziq; 2) у = b to‘g‘ri chiziq; 3) markazi 0 (0;0)nuqtada bo‘lgan va 
r, jRradiusli aylanalar orasidagi halqa; 4 )  q> va у/ nurlar orasidagi sektor;
5) 3) markazi 0(0; 0) nuqtada bo‘lgan va г. Йradius I i aylanalar orasidagi halqaningc?

va ц/ nurlar orasidagi bcrlagi. 7 J ) - 2  + 2T/3; = 4fcos^  + !sm^~-J = 4e 3 ;
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4 )  2 + 2i = ly f l i  cos— + / sin = 2-\/2e 4 ; 5 )  1 — / = л/^Г cosf — —'l + js in f-  —) !  = л/2е 4 -
V 4 4 )  У 'v 4 j  I  4 J J

6) - 3 -  2i = -JT3^co^arctg^-ir^ + isir^arctg^ - ; r j j  = - f ile   ̂ 3

7 )  1 -  л/з/ =  2 ^ c o s ^ -  у  j  +  j  sin^— y ' j  j  =  2 e  ^ ;

ЗяЛ . (  3;rYl
—  + ( S i n --------=
4 J { 4  )J

z 1 1 7
8 . l )z ,  + z 2 = —3 - i, z l - z 2 = -7  + 7i. z , - z 2 = 2  + 26/, —  = ------------- /;

z2 10 10

2) z ,+ z2 = - l - i ,  r , - z 2 = - 5 - 7 i ,  z, 'Z-. = 6 - 1 7 / ,  -  = - — + — /. 9. 1) 5л/2; 2) 5л/2;
z2 13 13

3 ) V 5 ;  4 ) 1 0 .  10. l ) | - y « ;  2 ) - | - | / ;  3 )2 4 / ;  4)48/\ 11. 1 )R e z  = i , I m z  = ^ ;

1 4  4 '-I? 90
2 ) R e z  = 0, Imz = —; 3 ) R e z  = — ,Im z = —; 4 ) R e z  = ------ ,Im z = -------.

8 5 5 5 5

2)л/з —i = 2̂ cos[̂ —-̂ J + isin̂ — = 2e 6 ;3) ~~Y + ~ Y ‘ = ''^ cos~j~ + 's in^  j -~[3e 4 ;

8) -V 2 -V 2; = 2(co s(-^ 'j + (sin|- —*']'] = 2e 4 .

12. l)zj-Zj =-4 + 4л/3/, — = 2)z,-Zj =3-n/3 +3;', — = - 6/; 3)z,-z2 =-16,

—  = 4i; 4 )z ,  z2 = - 4  + 4л/зi, -1- = 4 + 4л/3». 13. 1)16(1 + /); 2 )  - 1 ;  3) 2 13(1-/ ') :  4 )  
z 2 z2

-32(1 + л/3/). 1 4 .1) + (л/з -0 ;  2) и Y ~ V ; 3) ± ( ^  + 0 ,1 ( 1 - 7 3 0 ;

iii/̂ Г тг + 8£я . ;г + 8ЬЛ  ,4) л/2 cos---------- Hsrn--------- , к = 0,1,2,3,4.
i, 20 20 j

Ko‘phadlar

1.  1) P + Q = x5 + 5* 5- * 2 - x  + 4 ,P -Q  = - x 5- x 3 -  x2 + x  + 4,

P-Q  = 2x* - x 1 +6x6 + x 5 - 2 x 4 +13x3-4 x ; 2) P + Q = 4x* + *3 - 5 ,

P -Q  = - 2x4 - X3 + 2 x J - 5 ,  P ■ Q = 3x8 + x ? + 2x6 + *5 -  16*4 - 5*3 + 5 x 2.

2 .1 )  .R = jc + 1, r = -x  + 2; 2)R  = x + 3, r = -6 x 2 -5 x  + &;

3) R = 3x2 - 5 ,  r  = -21x2 +17x + 34; 4) R = 2x2 -3 x  + 5, r = l9 x -2 9 . 3. 1) 7 3 ;2 )  —4;
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3 )9 6 ;  4 )84.  4 .  а  = 3,6 = - 1 , с  = 1. 5 .  1) а = 2 ,6  = 1, с  = 1. 6 . 1)  ( х - 2 ) ( х  + 2)(х2 + 4 ) ;

2 )  х ( х - 9 ) ( х т - 9 ) ;  3 ) 5 ( x - l ) ( x - 2 ) J ( x - 3 ) ;  4 )  ( х - 3 ) 2( х - 1 ) ( х 2 + х  + 1).

- , , , 3  1 2 2 ! х - 4  1 1 4
7 .  1 ) -  + — --------- ; 2 ) --------- н — г— ; 3 )  -  + ------------------------- ;

*  х х + 1 х х  х +4 х 3(лг—1) 3(х + 2)

^  3 2 С 1 Л 2 1 3 2 о ч 1 2 3
4)  --------------- г- «• 1 ) -------г + ~Т-------- ; 2 ) ------------+ ------ ;х -х + 1  х + х +1  х х х х +1  х х — 2 х + 3

■зч 2 7 3 2  1 1 13 )  - -  +------------- ; 4 ) - -  +----- + —---------.
X X' х -1  Х + 1 X Х + 1 X —х+1

Integrallashning asosiy usullari

1. \)-5\а cosx-2arctgx + ~  + С ; 2 )  — - y ^ -  + 2ln| х  + 3 1+C; 3 ) — - e * - I n  [ x| +C;

3 • 2X
4 )3 a rc /g x -2 a rcs in x  + C ; 5 ) 2 x  + --------------------+ C ;  6) * - c o s  x + C ; 7  ) e x + tgx+C ;

3 T( ln 3 - l n 2 )

1 2x
8)-cfgx-t-cosx + C; 9 ) — ctgx — x + C; 1 0 ) - c i g x  + C; I ! ) arclg - - -  + C:

12)  ~  arcsin ^ + c .  2 . 1  ) - t g 2x  + C ;  2 ) - - c o s  3x + C; 3-^~\jarctgs 2x + C ; )
/ 2  л/ 5 4 '  3 I 6 y ’

4) — ф п 1В(х + 5) + С; 5) e ” *+C; 6 ) - - e " ’r' +C; 7 ) ------ Ц - + C; 8 )-2co sV *+ C ;
10 3 4sin x

9 )  arcsin— + C ;  10 )  ~ — \[ctg4x+ C. 3 .  1) 2ln(l + e x) - x  + C; 2 )  —ln(x6 +1) + С ;
2 4 6

3)8arcsin~  + 2 x V l 6 - x 2 + C ;  4 ) 2 ^ ( x "  + 4) 2 + C ;  5 ) ^ ( x 3 + 3}Ix3~+3 + C:

6) ia 12 + sin2x| +C; 7 ) ---------- --------  + C; 8)21n |x2+5|-V Ba r c tg ^ + C ;  9 )
2(arcsm x)  V5

. x + 2  1 i , г г - -----I .  , n  1 f (2x+  7)12 7(2x + 7 )I1>l ^
arcsm------- + C: 10 )  - r = l n 3 x - l  + V9x - 6 x - 3  + C; 1 1 ) — ---------- --------- ----------—  + C ;

.3 ' л/з I I 4 ^  12 11 J

12)2arcsinA/x + C; 1 3 ) — lni^,-------1; 1 4 )  In x - I n  2 -1 inx + 21n21 +C.
12 |e‘ ’r +3[

4 . 1 )  ^— -^-arctgx-~ + C: 2 ) x  arcsin x + V l - - x 2 +C; 3) ~ Ы \ х \ -~ -  + С:

4 )  e*(x3 -2 jc  + 2) + C; 5 )  - 4 ^ ( x l n 3 - l )  + C ;
In' 3

6) — sin 2x -  — x co s2 x  + C ;7 )  — (x 2 - 1 )  In | x + 1 1 - —x(x — 2) + C; 8)  ------------- — tgx + C;
4 2 2 4 2 cos x  2
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12)  arctgx(biarc!gx-i) + C. 5 .  1) —  (\ + х г)2л]1 + x 1 - —(1 + x 2)ljl + x 2 +C ;
14 8

1 1  ex 1
2 )  — s in 2 x — - s i n Sx + C; 3 )  — (2 + sin(2e*) + C: 4 )  - - e  >,c(3x + l) + C;

9 )  ^ (s in ln  j x  | -c o s In  \x\) + C; 1 0 ) | e 4* (sin 4 * - c o s  4x) + C; 1 1 ) tgx([nlgx-\) + C;

5 )  In | sinjc +cosx|+C ; 6 ) - - j l n  11 - I n 2 j x || +C; 7 )  j l n
JC + 1

8) ~arctg^Y~ + C; 9 )  jcfgjc + lnjcosx|+C; 10 )  ^ a r c t g ^ ~ —  + C; 11 ) е “'й*х + С ;

12)  л/з + е2* + С; 13) —x —  sin3jc + C; 14 )  — tgx1 — — x ‘ +C;
2 6 2 2

1 5 ) — x 3(91n2 x - 6 b ^ + 2 )  + C; 1 6 ) 2 -~-C-° -  + C.
27 sin x

Ratsional funksiyalarni integrallash

1. l ) l n !JC2 + 3 jc-10| +C; 2 )1 п -^ И  + С; 3 ) - I n ----------------- + C-
■J2x + l 2 i (jc+ ))(.* +3) |

4) —in]——1 + — + C; 5 ) l n j ^ ^ |  + C;
2 ix + Sj x+\ j x + l j

6 ) -  + 1п|*|-— l n | 2 x - l | - — ln|2x + l|+C;
4 16 16

~  2x -3 , 
7 ) -----------+ ln - + C; S) 5jc + -—In j x j ——In |*-1|+ — ln j x -4 | + C ;  

jc + l 2 3 6

9)^  + - t a ^ - ^ - , - 1- - +C; 1 0 ) - - -a r c tg x  + C; J 1)—ln( - f — 1 + C;
3 (x + 2) x S J 2 { x 2 +} )

1 2 ) 1, (  (x + 1)2 )  1 2 x - l  „  ,~ ,х ъ 2 4  2x + 1 „
—In —-----------  + - —  arctg— = -  + C; 13) —  + x - x ^ —̂ arctg — ■=- + C;
6 l ^ - x  + l j  S  S  3 V3 >/3

14)i
2x6 + 6x2 , [ x — 1 j I „  1 ,
— з— l 5 ) i h

x - l
JC + 1

1
- — arctgx + С ;

1 6 ) — I arctg^-\ +C\ 1 7 ) ----- --- — ------- + arctg(x +1) + C\
7 5 4 U '  + 9  3 ) 2(x‘ + 2x + 2) ’

18)  In | x  — 1 j ■+-—Г—-—— v arctgx\ + C; 19)—arctg(x+ 2 ) arctg^-^- + C, 
2yx  +1 j  8 24 3
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~лл 1 . (х  + 1) 2 I . . .  l f x ( 3 x 2+ 5 )  „ ^
2 0 )  -  In v —  ----------- + С; 2 1 ) -  + 3arctgx + С:

4 х* 2(х + 1) 8 {  (х2 + 1)2

х - 9  1 х - 1  „  4 х - 7  8л/з 2 x ^ 3  „
2 2 ) ----- ;--------------+ —  arctg------- + С; 15) — --------------->------- arete— = —+ С;

8(х  - 2х -5 )  16 6 2 х - З х  + З 3 6 ^3

arctg- С.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash

1 . 1 ) —arctg----- 2------- 1_C; 2 ) —f / g 2 — + 2!n/g-— l + C; 3 )  i l n 5/£r— h 3 + C; 
6 2

4 ) —~=arctg— — ■— t-C; 3)arccos— ==—hC; 6) -------------- ■»— ьС; 7 )  2arctg(sm x) -  sin jc+ C;
л/3 л/3 л/3 sinx sin x

8) - I r f -tgx
4 1-

+ —sin2x  + C; 9 )  —  f x - —sin 4x  + —sin3 2 x l  + C; 
4 ' 16{ 4 3 )

1 0 )  In | tgx \ +^tg' x + C; 11)  — In
tgx - 1

$ r  + l
+  C; 12)  -•i(2 in|sin2x|+c%'-22x)+C ;

13)  -Jlarc/gl j -  x  + C; 14)-~ (3  sin Ix  + 7sin Зх) + C;

i c \ 1 f  1 • ,  i ■ ,  ! • 1 ,, i /r\ x sin 2x sin 4x  sin 6x
1 5 ) — —sin3x------sm 5 x — sm x + C ;  l o ) —ч-----------ч------------ 1- ----------h t.

2 '4 3 10 2  J ; 4 8 16 24

Irratsional funksiyalarni integrallash

1. 1)  2л/х ~Ъ\[х + б^х -  61n(l + л/х) + С; 2 )

3)М + £ .(3(1 + xf  - 10(1 + х) + 9^Г+1 + 15) + С; 4)<ц/(х +1)2 •

(1 + ̂ ) 2 l + Vx
+ С;

15
2 х - 3  V* + l 1

20  7
! + С;

5 )  Ц/2х- 1  - 3^2х~-1 + 3 1n(V2r^T +1) + С; 6) | | ~ J )  ” | | f ^

7 )  in 12х  -  3 +  2л/х2 -  Зх + 2  I+С, 8)1в j х  + 1 + л/х22х + 5 j+С; 9)li 

+ С; 11)1п

- 1 +л/х2 + .Г+ 1

r  + 1 + л/х2 + Х + 1

10) -jin
4 - х  + 2л/4-2х-х2 |

1 - х  + л/1- 2х - х 21 f  1 + л/ l - 2х - х2
1= = = = = =  j -  2arctg\

l + tJ I - 2 x - x1 j

+ C;

+ C;
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1 2 )  in | 1 +  x  +  tJ x 2 + ж  +  1 |-i----------------------^ £ = = =  +  C ;

x + 2 + *J x 2 4- 2x + 2

1 3 )  — arcsinj • - )  + —(x -  2)л/5 + 4 x -  x2 + С; 1 4 )  —л/х2 -- 4 -  2b. j x + л/х2 -  4 j +C;
2  V. 3 J  2 ' 2

15) -  2 J - —j  + C, 16) -  arcsinj — — 'j + C; 17) -  * J s - 2 x - x 2 -  arcsinj ^-1-1 + C;
V x x ™" 1 j  i 2  J

1 8 )  - 2 л / б х - х 2 ~8  + 9 a rc s in (x -3 )  + C; 1 9 )  2 з ( ь Гх
1 + *fx

+ C;

20) X  ̂ | ('■ T1 Vif.'l , ~ 3 \ 5  ( X +1 lV  3, 21 )̂ /(l t xa)5 —-----— j  + C; 22)—(i[x - 3)-ijl + ifx C:

Aniq integral

l .  1)0; 2)8; 3)4,7; 4) 4. 2. 1)1, >I2; 2)1, >/2 ; 3) 7, </2; 4) /, </2. 3. l ) | < / 2 <ж;

2)4</3 <4л/7; 3) 2</3 <6; 4) | < 74 < 3. 4. 1)-|; 2)1; 3)8; 4 )e -2 .

integralni hisoblash

I)9 ; 2 ) 1 ;  3 )1 ;  4)1; 5 )^ ;  6 ) 1 ~ ;  7)ln|; 8) |; 9 )^ — -; 10 )1 ; j])ln

12)— ; 1 3 ) ^ ;  14) ^-(8-5л/2); 15)lnl; 16)1---; 17)-~-l; 18)e-2; 19)4;

Я-

2 0 ) I p  +2j ;  21)— ^, 22)^11, 23)2; 2 4 ) ^ 1 .

Xosmas integrallar
1. 1 ) —; 2) -4; 3) uzoqlashadi; 4) uzoqlashadi; 5)—; 6) —+ lln 2; 7)1; 8)2;

4 6 4 2 2

9 ~ ; 10)^-; 11)14-1; 12) uzoqlashadi; 13) uzoqlashadi; 14)?r . 2. 1) a > i da

yaqinlashadi va 0 <a <1 da uzoqlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi;

4) yaqinlashadi; 5) uzoqlashadi; 6) yaqinlashadi; 7) uzoqlashadi;
8) uzoqlashadi; 9) yaqinlashadi, 10) yaqinlashadi;
I I ) absoiut yaqinlashadi; 12) absoiut yaqinlashadi.
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1 .1 )3 6 ; 2)| ; 3)l + 6ln|, 4)e2 +1; 5)|; 6 )y -8 ln 2 ; ? ) i ;  8)| ; 9)12.т; 10)27*;

П ) 9; 12 )  — ; 13) -(17,тч- 48), 14) 1 ^ 1  2. 1)л/з+—1п(2 + л/з); 2 ) - Г е - - ) ;  3)
2 3 3 2 2\ е j

Щ ;  4) 2; 5)|+Iln2, 6)1+1п|; 7)4>/з; 8)у(13л/13-8 ) 9)16, 10)48,

11)4в(2-л/з); 12) 2ж + Зл/З . 3. 1 )у ж ; 2)36ж; 3)-^р-ж; 4) я-(2 + ;г). 4. у®К;!.5Л2л'.

6 .— /Т. 7. Збтг. 8.1)2^ я-; 2 ) — тг; 3 ) — ; 4')—л-; 5 )32тг ;  6 )1 0 0 ж ; 7 )40гг2; 8)-̂ -ж’;
3 15 6 ' 4 ' 7 7

9)72я-; 10) |яК*.9.С(0;Я)- 10. С И . Мх=\0у, М, = ~ Г, С J j ;2 j

12.М х =М  = - ,  У,. = /., = - ,  С 13. С f <>,-1.14.7* = 80 п ,! ,  = 125  п. 
у 3 '• ■* 3 U  ъ )  V. 5 J  * у

{? 9  ̂ ц  \
15. С I 16. С 5;— п  17. 5 ш  \ 18. 0,32 Ют.. 19. 7,68гг. 20. 2 2 - 109 J .

1.3 ’ 3 }  \ ’ 32 J

Aniq integrallarning tatbiqlari

t у \к

26. 324 Т. 27. 175.4 JUV.
J j

24. юоо /». 25. grt l ( b+±?l.
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Ayrim chiziqlarning grafiklari va tenglamaiari

R  radiusli ayiana

( Ю -i

r  = h + acos<p (a > b)

Paskal chig‘anog‘i Arximed spirals

O-

-•S5
" К  чja - p

r = a c o s  2a  (a > 0) 

(x2+ y 2f  - a 2(x2 - y 2) = 0 

Bernulli limniskatasi

Ук

О
/

2 3 [Х = 1гу = x y oh  \
{.y = t

Uch yaproqli gut 

У1

Yarimkubik parabola

/
У

\
У

,̂_Уа *x
/  2aj \ / "

\ / 0\ 2m *x

-  1 I t -  lx = a c a s * t ,
X3 + y 3 = £t y o k i

i y  = asm t

J
b

x = a ( t  -  sin t),
= a(  1-cos/), a > 0

Astroida Sikloida
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Shavkat RahmatiiHayevich 
XURRAMOV

OLIY MATEMATIKA

Uck jildtik 

IJUd

0 ‘zbeki.sion Respublikasi Oliy m o‘rta maxsus talim 
vazirUgi bareha texnika yo ‘nalishlari uchun darslik 

sifatida tavsiya etgan

Muharrir Dildora Ahduraimova 
Badiiy muharrir Maftuna Vaxxobova

Texnik muharrir Yelena Tolochko 
Musahhih Dildora Ahduraimova 
Sahifalovchi Gukhehra Azizova

Litsenziya raqami AI № 163.09.11.2009, Bosishga 2018-yi! 3-sentyabrda 
ruxsat etiidi. Bichirni 60><84J/,6. Ofset qog'ozi. Tayms TAD gamiturasi. 
Shartli bosma tabog'i 28,6. Nashr tabog‘i 27.08. Shartnoma № 94-2018. 
Adadi 300 nusxada. Buyurtma № 39.

O'zbekiston Matbuot va axborot agentligining Choipon nornidagi 
nashriyot-matbaa ijodiy uyi tezkor matbaa bo‘limida chop etiidi. 
1000.11, Toshkent, Navoiv ko‘chasi, 30.
Telefon: (371) 244-10-45. Faks: (371) 244-58-55.




