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SO Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida aqgl-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va
mustaqil garor gabul giluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik
taiim asosiy olrin egallaydi. Talabalami matematik tayyorlash ularning
kasbiy faoliyatida zarur bo‘ladigan boshqa tabiiy-ilmiy; umumkasbiy va
ixtisoslik fanlarini o'rgariishlari uchun nazariy asoslami ta’minlashi
kcrak. Bu esa 0z navbatida samarali o‘gitishning muhim omillaridan
biri boigan zamon talabiariga javob beruvchi darsiiklar va o‘quv
gollanmalarni yaratishni tagozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o‘quv yurtlarining oliy matematika fani
dasturi asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim standartiari
talabiariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi yettita bobdan
iborat boiib, u oliy matematikaning chizigli algebra elernentlari,
vektorli algebra elernentlari, anaiitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o‘zgaruvchi fimksiyasining differensial hisobi, oliy algebra
elernentlari  va bir o‘zgaruvchi fimksiyasining integral hisobi
bolimlariga bag‘ishiangan. Bu bo'limlai zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va oqitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan boiib, har bir
mavzuni yozishda bir gancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
mavzular to‘lig yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil
o0 ‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalarning shakilantirilishiga
hamda ijodiy qobiliyatlarni rivojlantirishga yo'naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teorernalarni va
tipik masaialami yechish usullarini ko‘rsatuvchi misollami topadi.
Bunda biror tasdigning isboti keltirilmagan boMsa, natijalaming ifodasi
uning ma’nosini tushuntiradigan misollar bilan toldirilgan.

Darslikning har bir mavzusi ko'p sondagi misol va masalalar
yechimlarida tushuntirilgan, uiami o°‘zlashtirishni mustahkamlashga
3o‘naltirilgan mashglar bilan toldirilgan. Ayrim misol va masaialami
matematik paketlar yordamida yechish usuilari keltirilgan.
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Muallif darslik qo‘lyozmasini olgib. lining sifatini oshirish borasida
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining
professor! B.A.Shoimqulovga, 0 ‘zbekiston  Milliy universitetining
o‘gituvchilari - professor A.Narnianovga, dotsentiar N.Jabborov va
J.Tishaboyevlarga o‘z minnatdorchiligini izhor giladi.

Aynigsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori ~A. Quchgarovning
berninnat yordamini muallif e’tirof etishni o0‘zining burchi deb biladi.

Darslik hagidagi tanqgidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga muallif oldindan o‘z tashakkurini bildiradi.
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*Chizigli tenglamalar
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chiiatdem bo‘ttb mmlah
benii va amaUyotge LLI-
bigettii,

1 Karimov

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLAM

Chizigli algebraning daslabki masalasi
chizigli tenglamalar haqgidagi masala
hisoblanadi. Bunday tenglamalami yechish
jarayonida determinant tushunchasi pavdo
boidi.

Chizigli tenglamalar sistemasi va ulaming
determinantlarini o'rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan
matritsaning rangi  tushunchasi  kiritilishi
chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda

va aniq bo‘lshi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib, chiziqgli tenglamalar sistemasi

nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

1.1.MATRITSALAR

1850-yilda James
kiritiigan.
etilgan

Matritsa tushunchasi
Joseph  Sylvester  tomonidan
Kelmmg 1858-yilda  chop

«Matritsalar nazariyasi h.agida memuar»
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon
gilingan.

Daslabki vagtlarda matritsa geometrik
obyektlami almashtirish va chizigli
tenglamalami yechish bilan bogiiq holda
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar

matematikaning muhim tatbigiy vositalaridan
biri hisoblanadi.



Matritsalar matematika, texnika va iqtisodiyotning turli sohalarida
keng qoilaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida frak
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlarni
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va lining turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida garasb va bunday massivlami
0‘z ichiga olgan masalalami qgisqa ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa - bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik
funksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va Kkichik
gavslarga olingan to‘g#&i burchakli jadvalidir.

Matritsaning oMchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan
aniglanadi. Matritsaning oichamini ifodalash uchun mxa belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilanadi.

Masalan,

3x2 oichamli matritsa 2x3 o‘lchamli matritsa 2x2 o 1chamli matritsal

2 5
A—(O ; (-1 4 ™ fsinx -cosx4 j
- B={2 5 6/ (cOSX  Sbxj 1
v3 b

A matritsaning i-satr va /-ustunda joylashgan elementi a4 bilan
belgilanadi.

A=<, {i=Um,j=Xn) vyoki A=8at\\, 0:=ii,yY =i*) yozuv
A matritsa afj elementlardan tashkil topganini bildiradi:

4, <0 -mO & an - o,

a2 . g*

- = gl ; nma,\h ald a”™
An an -



Ixn o‘lchamli A=(au a2 .. al) matritsaga satr matritsa yoki
satr-vektor deyiladi.

mx 1 o‘ichamli A= matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

deyiladi.

nx n oicharnli maritsaga «- tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga
yo‘nalgan ayiaa,...am elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga vo‘nalgan
am,afn,,...asl elementlardati tuzilgan diagonaliga uning yordamchi
diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari
nolga teng bo‘lgan

4 an m a, 0 Om
0 an az, a, a, 0
A= A=
,0 0 .- aM a-J,

matritsaga yuqoridan uchburchak (quyidan uchburchak) matritsa
deyiladi.

Bosh diagonalda jovlashmagan barcha elementlari nolga teng
bo‘lgan

ran 0 .. C4
0 a, ..
A= - ° (
0 O

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng boigan diagonal matritsaga birlik
matritsa deyiladi va | (yoki E) harn bilan belgilanadi.

Barcha elementlari nolga teng boigan ixtiyoriy oichamdagi
matritsaga nol matritsa deyiladi va O harfi bilan belgilanadi.

A matritsada barcha satrlami mos ustunlar bilan almashtirish
natijasida hosil gilingan AT matritsaga A matritsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a9)T=(aJi).
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Agar A=AT boisa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amaliar

Maritsalarning tengligi

Bir xil o‘lchamli A=(ai;}) va B=(bv) matritsalaming barcba mos

elernentlari teng, ya’ni « =bi boisa, bu niatritsalarga teng matritsalar
deyiladi va A=B deb yoziladi.

A=B <> a\/“bv
barcha /=\jn, j—\,n uchun

Matritsani songa Ko'paytirish
I-ta’rif. A- (at) matritsaning X songa ko paytmasi deb,
elernentlari cfj- Aaf kabi aniglanadigari C- AA matritsaga aytiladi.

C=XA =X,
1-misol. A=y® A bo‘lsin. 3A ni toping.
Yechish.
2 -1 3-2 3-(-I) 3-0 6 -3 o4
SA=S 33 34 3-H) 9 12 -3

Matritsalarni qo shish va ayirish

Matritsalami qo‘shish va ayirish amallari bir xil o ‘Ichamli
matritsalar uchun Kiritiladi. Bunda yiglndi matrisa qo‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil o‘lchamga ega boiadi.

2-ta’rif. A=(a.) va B-(b> matritsalaming vyig'indisi deb,
elernentlari ci=a. U kabi anigSanadigan C =A+B matritsaga aytiladi.

C=A+B <> c,=a.+b...



1 -1 4 2 3 .. . .
2-misol. A- va 5 :_( boisin. A+B ni toping.
3 01 il o
Yechish.
1 -1 4 2 3 1+2 -143 4+2W3 2 @

A45=[3 O Ij+[I 0 -2. 3+1 0+0 1+(-2)J~14 0 -ij
-A=(~1)-A matritsa A matritsaga garama-garshi matritsa deb
ataladi.
3-ta’rif. A=(a) va B={hy) matritsalarning ayirmasi  deb
C=A-B =A+(-B) matritsaga aytiladi. Bunda C matritsaning
elementlari c, =a,. +{-b4)-a)) kabi topiladi.

C=A-B <> 4 =a -b .

2 -3 2 1 3 . S
3-misol. A:( vas = boisin. A-B ni toping.
-1 4 2 1 -1
Yechish.
J2 -3 2 13 2-1 -3-3 2-: 1 -6 0
A-B

Y2 -1 4) (2 1 -1) 1,2-2 -1-1 4-(-1)J 10 -2 5

Matritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xossalarga ega.

4,B,C,() matritsalar mx n o‘Ilchamli va n,u- skalyar sonlar boisa, u
holda:

1 A+B =B +A, 2. (A+B) +C=A+(B +Cy,
Y. A+0=A 4°. A+(-A) =0;
5. A(A+B) =M +AB; 6°. (A+/i)A =SA+fiA;

T. ,u(2A) =N1(uA) = (Ay)A\
. {A+B)T=AT+BT, 10" (AAr=MT;
11°. A+C =B boisa, C=B-A boiadi;

12° nA - O boisa, n=0 yoki A=0 boiadi;
9



13°. 14=1U1 va A*Oboisa, A=B bo‘ladi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.

Birinchi to ‘rttaxossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chigadi.
5-xossani garaymiz.

A va B bir xil o‘lchamli matritsalar bo“Isin.

U holda

A+B=(at +h9)
yoki

AA+B)=A(@ +*,)=1 ) +L1 )
va ikkinchidan
No-)+4A>)=Al+/B.

bo‘ladi.
Bu ikkita tenglikdan #(A+B) =AA+/JIB bo‘lishi kelib chigadi.

MotrUsolarni ko paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega boigan 4 satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan boisin deylik. Bunda A satming B ustunga
ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi:

(K

AB=@n a2 .. txJ- b,

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elernentlari ko‘paytmalarming
yigindisiga teng boiadi.

Matritsalami ko ‘paytirishning bu qoidasi satmi ustunga ko paytirish
goidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani  ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar
uchun Kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga
teng boisa, A va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. mxp olchamli A=(av) matritsaning pxn olchamli

B ={bjk) matritsaga ko paytmasi AB deb, ck elementi A matritsaning

10



i -satrini B matritsaning j -ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi
bilan, ya’ni

=«A +anK -t W = ‘= Nir=1,...1

(qo‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mxn
o‘lchamli C=(ct{) matritsaga aytiladi.

4-misol. Berilgan matritsalami ko‘paytiring.

f\ 22 f5 61 (1-5+2-7 1m6+28" fl9 22

3 4 3-5+4-7 3-6+4-8/ 43 50
2 N
3 2 4A
2 -3 4
.10 3
0
© 2.3+ 1-(-1) 2-2 +1-0 2-4+1-3~ * 5 4 117
- 3e3+40e(-1) -3e2+4m0 -3-4+4+3 = -13 <6 o
W0-3+2-(-1) 0-2+2-0 0-4+2 0 s

Agar A matritsaning satrlari A*A2...,Am bilan va B matritsaning

ustulari bilan belgilansa, u holda matritsalami ko ‘paytirish
goidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
"4 ‘an  AB2 .. as3A
C-AB:Azgg a _Aﬂ, 4b2 .- 4Bn

AS5< 4A w 4A,

Matritsalami ko‘paytirishda A2 yozuv ikkita bir xil matritsaning
ko ‘paytmasini bildiradi:
A2=A-A.
1



Shu kabi
A3=A-A-A, A"=A-A- . .mA

. 1 -1 - .
5-misol. f (x)- 2x- x2+5va A= boisin. f(A)m toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f{A) funksiyaga o'tishda /1 sonli

go‘shiluvchi M ko‘paytma bilan almashiiriladi, bu yerda /-birlik
matritsa.

f
- f ‘T -1 1 -
/ (A)=2A- A2+51=2- — " O
Zy 40 2)’ 40 2/ \p 1
2 — o g
-p -
Vo4 e 1° 5 10 5)

Matritsalarni ko paytirish amali ushbuxossalarga boysunadi

> A matritsa mxn olchamli va B,C matritsalar nxp
olchamli bo‘lsa, A(B+C)=AB+AC boiadi;

2°. A,B,Cmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxq
olchamli boisa, A(BC)=(AB)C boiadi;

3. A,B,I1,0 moslashtirilgan matritsalar va X,y skalyar sonlar
boisa, u holda:

1) W )(pB) = (Xu)(ABY, 2) A(LL =(AA)B=/1(AB);

3)ATF=IA=A; 4) AO=0A=Q;
5) (AB)1=BrAT.

& A,i,o-n- tartibli kvadrat matritsalar va p,q manfiy
boimagan butun sonlar boisa, u holda:
1) ApAQ- AM ; 2) (Apy=(Ayq

3) A =A; 4)A°=].

Xossalardan ayrimlarini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va
ayrimlarining to‘g‘riligiga misollami yechish orqgali ishonch hosil
gilamiz.
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1-xossani qaraylik,
A=(ci-) matritsa mxn o‘lchamli va B=(b(\ C=(c.) matritsalar

nxP o‘lchamli boisin. U holda 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan i,j da

birinchidan
B +C =(b9 +ct)

yoki
AB+C)=taa(p4 +cv)=£(athd +e*c*)=1> A +£ancu

va ikkinchidan
2>A +flaiAkl=AC +BC

boiadi.
Oxirgi ikkita tenglikdan A(B +C) =AB +AC boiishi kelib chigadi.
3- xossaning 5-bandini garaylik.
A=(a.) va B=(bv) boisin. Bundan AT=(a[) va BT=LLl) boiadi, bu

yerda n
U holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan ij da birinchidan

AB —X «A yoki (ABf = t“A>
va ikkinchidan,
HA :ELM* =& =B“AT

boiadi. Bundan (ABf =BTAT boiishi kelib chigadi.
2-xossani to ‘g ‘riligiga misol yechish orqali ishonch hosil gilamiz.

3 -1 2 4 1 ..
A=(1 2, B=O 4 C= 5 0 2 boisin.
U holda
(3 -1 w47 mil 12 1
BC =\

v5 0 2 y20 0 8T

ol 12
ABC) =( 2) 2'0 . 81”:(29 2 17),

3 -1
AB=(1 2) o,

13



(ABC=B 7)1 | A= 12 17)

Demak, A(BC)=(AB)C.

Umuman olganda matritsalami ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni
AB”BA. Masaian, 1xn olchamli A matritsaning nx 1 olchamli B
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’ni Ix| olchamli matritsadan
iborat bo‘lsa, BA ko‘paytmasi n - tartibli kvadrat matritsa boiadi.

Bir xil tartibli A va B kvadrat matritsalar uchun AB-BA bo‘lsa,
A va B matritsalarga kommutativ matritsalar, AB-BA ayirmaga
kommutator deyiladi.

1.1.3. Mashqlar

I.A  kvadrat matritsa bo‘lsin. A+ Arsimmetrik matritsa bo‘lishini
ko‘rsating.
2. A:i matritsani X :f(l)| y=1 vaz:I(o)l
al Q N
kombinatsiyasi ko ‘rinishida ifodalang.

4. Matritsa 30 ta elementga ega bo‘lsa, u ganday tartiblarda berilishi
mumkin?

5-8. A,B matritsalar va X,fi sonlar berilgan. Z4 +fiB matritsani toping:

5. A=Q _~3I ~0I\/ B=i_12 8 %EI]. X=-\ u=2

2 -1 o' 3 i
= - 3 - ,B= 0 -1 0
l. 5 4 -3 2

14



-V
9. A va B moslashtirilgan matritsalar boisin. Quyidagilami ko ‘rsating:
(a) agar A matritsa satr matritsa bo‘lsa, u holda AB satr matritsa boiadi;

(b) agar B matritsa ustun matritsa boisa, u holda AB ustun matritsa boiadi.
10 fl 2)fx OWXx 0>|

1330 0 yj 19 Oj.b0|s.a. * va y ni toping.

11. Agar a matritsa 3x3 olchamli va C esa 5x5 olchamli boisa,

ABCko‘paytma ma’noga ega bolishi uchun tfmatritsa ganday olchamda bolishi
kerak?

12. n= J] matritsa berilgan. ABko‘paytmani nol matritsaga

aylantiruvchi B matritsani toping.

13-16. A va B matritsalar berilgan. AB matritsani toping:

(a z
14. A= 0 -1 bJ|4 -4
3 2

1114 f-1
15A=-3 0 13= 0 1
Uu1lo v2 L

Fre-12° f ¢ -2
16.A=1-2 03 =2 .1 o

N1-10, o - /
17. A=\? 23| Bﬂf\ll 12 5 C B- 3/boisa, (AB)C matritsani toping.
18. 4= -i) c= 1 4!\boisa, A(BC)matritsani toping,
G 4 @ 3
"4 -2 "o V

19. A~ -2 1 633 b= 3 2 matritsalar berilgan. AB, BTB, A2
122 -2
matritsalami toping.



20. A= 31 va f (x) =bxr +$x-1 boisin. / (A)ni toping.

21. A=~ boisa, ADni toping.

22. Agar A1=1 va A matritsa 2x2 oichamli boisa, A ni toping.

1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan bolib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir gancha masalalarmi yechishga, jumiadan xos
sonlarni topishga, difFerensial tenglamalarni yechishga, vektor hisobiga,
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchalari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli
determinant!ami hisoblash uchun asos boiadi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

i 02
& Y2

kabi belgilanadi va aniglanadi.

Bunda au,an,ad a2 lar determinantning elementlari deb ataladi.
afj determinantning /-satr  va y-ustunda joylashgan elementini
ifodalaydi.

a.“a" elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali, a2,au eleinentlar joylashgan diagonalga determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal
elementlari  ko‘paytmasidan  yordamchi  diagonal  elementlari
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

an a2
an a2 M & 2 &
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1-misol. Berilgan determinantlami hisoblang.

1 :3.5-4.(-2)=15+8=23;

tga 2sina

. mMga ktga - sina ®sina =1- 2sin2a =cos2a.
sina  ctga

Matritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.
Determinant fagat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

/1:1A]1 %?13 kvadrat matritsaning determinanti det/1 bilan

O an

belgiianadi va det" =
az

~auan -a uad kabi aniglanadi.

Bunda matritsani uning determinanti bilan adashtirmaslik kerak:
A - bu sonlar massivi; detA - bu bitta son (yoki ifoda).

Uchinchi tartibli determinant

av. an aa
detA= a4 a2 =—auaZaZ+al2a2ai +ah2a
an a2 a3

kabi belgiianadi va aniglanadi.

Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal,
yordamchi diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi
Kiritiladi.

Uchinchi tartibli determinantlami hisoblashda o‘ng tomonidagi
birhadlami topishning yodda saglash uchun oson bo‘lgan qoidalaridan
foydalaniladi.

«Uchburchakqgoidasi» ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

22 3 #a a3



Bunda diagonailardagi yoki asosiari diagonallarga parallel boigan
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning ko‘pavtmasini
hosil giladi. Agar uchburchak'arning asosiari bosh diagonalga parallel
boisa, u hoida elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar
uchburchaklarning asosiari yordamchi diagonalga parallel boisa,
u holda elementlaming ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

'H a2
al "?/ - an a4 au
> < X
i) <, pi B 2) 2 "2 sai\, a2
K" Ixf v 25 ey
<, <y au "t aj 02 a¥" a4 an
a" a, a Xt

._t||>4+
+

1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri
yoziladi, 2-goidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonailardagi yoki diagonallarga parallel
boigan to‘g‘ri chiziglardagi elementlar uchta ko‘paytuvchini hosil
giladi. Agar to‘g‘ri chiziglar bosh diagonalga parallel boisa, u holda
elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar to‘g ri chiziglar
yordamchi diagonalga parallel boisa, u holda elementlaming
Ko ‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

-1 3
2-misol. 1. detri= 2 -1 determinantni uchburchak goidasi
3 -2
bilan hisoblang.
1 5 3
2.detB= 3 1 -2 determinants Sarryusning 1-goidasi bilan
2 -4 1

hisoblang.



3 4-1
3.dctC= 2 0 3 dstermmantni Sarryusning 2-qoidasi bilan

3-12
hisoblang.
Yechish.
2 '1 A 3 2 _i 13
. 3y2 5+1+27=20, 6-6 +6=6,
r1/4-2 1 3 -2

det™=20-6 =14.

3 4
2 0= detS=0+36+2-0 +9-16 =31
'">XJ1\3
+ 4+ 4

I, 5
3 MUA/-2-

\.A

3. 2~ 4~rx* detC=1-36-20-6-8-15 =-84.

i }4A>\3+
3 J1 Hqég'i'

1.2.2. n - tartibli determinant tushunchasi

n-tartibli determinant
ailk an

a* ar - am

kabi belgiianadi va malum qoida asosida hisoblanadi.

n-tartibli  determinant har bir satr va har bir ustundan fagat
bittadan olingan n ta elementning ko‘paytmasidan tuziigan nl ta
go‘shiluvchilar yig‘indisidan iborat bo‘ladi, bunda ko‘paytmalar bir-
biridan elementlarining tarkibi bilan farq giladi va har bir ko ‘paytma
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora gqo ‘yiladi.

n-tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay.
Shu sababli yugori tartibli determinantlami hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori
tartibli determinantlami quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun)
bo‘yicha yoyiladi. Bunda  quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yuqorida keltirilgan ta’rifiar asosida topiladi.

n-tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik uvldimvchi
tusliunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli determinant a, elementining  minori deb, shu element

joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil boigan (u-1)-tartibli
determinantga aytiladi va M. bilan belgilanadi.
Determinant av elementining Atialgebraik to'ldiruvchisi deb.

songa aytiladi.

1 3
Masalan, 2 0 determinantning a®=2 elementining minori
3 2-2
va algebraik toldiruvchisi quyidagicha topiladi:

I3 2

L 3 2

%.0. 1 - =, -10, A, =(-1)y2amM2=10.

i 2 -2

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy n-tartibli determinant uchun ham
o‘rinli boiadi.

1-xossa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustunlar bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi, ya’ni

«n dU dB (dl a. . (&
detA= ar B T an XL &
l " IB B B 3B
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Isboti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o‘ng tomonidagi
determinantlaming qiymatlarini uchburchak goidasi orgali yozib olish
va olingan ifodalaming tengligiga ishonch hosil gilish kifoya.

1-xossa satr va ustunlaming teng huqugligini belgilab beradi.
Boshgacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
ham o‘rinli boiadi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab, ulaming isbotini faqgat satrlar
yoki faqgat ustunlar uchun ko ‘rsatamiz.

2-xossa. Determinant ikkita satrining (ustimining) o‘rinlari
almashtirilsa, uning giymati garama-garshi ishoraga o‘zgaradi.
Masaian,

«, & 3 A X B
& al, & =- a\ aa «3
3 a3 a3 an af &

Bu xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.

S-xossa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega boisa,
u nolgateng bo‘ladi.

Isboti. Ikkita bir xil satming o‘rinlari almashtirilsa, determinant
(shuningdek, uning giymati) o‘zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2-
xossaga ko‘ra determinant giymatining ishorasi o°‘zgaradi. Demak
detJ =-detJ, yoki 2del A=0. Bundan detA=0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elernentlari k songa
ko‘paytirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko ‘paytuvchisini determinant
belgisidan tashqgariga chigarish mumkin.

Masaian,

Naz  Jal} «11 «12 «13

«1 «22 @3 T AT @1 «22  «23

«3, «32 «33 «31 «32 «33

Isboti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisobianganida
oltita go‘shiluvchining hammasida A ko‘paytuvchi gatnashadi. Bu
ko”aytuvchini  gavsdan tashgariga chigarib, qgavslar ichidagi
go'shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi
ifoda hosil boiadi.

5-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
elernentlari nolgateng boisa, u nolgateng bo‘ladi.
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Xossaning isboti 4-xossadan A-0 da kelib chigadi.
6-xossa. Agar determinantning ikki satri (ustuni) proporsional
boisa, unolgateng bo‘ladi.

Masalan,
aAji a,
Ry Xa,, Xau =0.
al a, a

Ishoti. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining X
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chigarish mumkin. Natijada
ikkita bir xil satrli determinant goladi va u 3-xossaga ko‘ra nolga teng
bo‘iadi.

7-xossa: Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir
dementi ikki qgo‘shiluvchining yjgindisidan iborat boisa, bu
determinant ikki determinant vyig‘indisiga teng bolib, ulardan
birinchisining  tegishli satri (ustuni) elementlari birinchi
go‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari
ikkinchi gocshiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita
go‘shiluvchi yig‘indisidan iborat boisin.

U holda
Al & L2
(ﬂ «2 a2 = (a', + a" )«22a33+ («12 + avi)a23a 4 +
o an a,
+« + -«3 +«3KA, -« +0 N1 3 -v4, + )aZaR=
= «U«22«33 + « '2«¢23«3l + a'Har,a32 - ama2/, -«,>21"33 - al>23i32+ («M *22*33 + 23 "3, +
< a2 < < < <
Ta,8,8. auazan-a'~r2a}]-a”a2as)= s a2 an + a*  an
SH an ar2 am

8-xossa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga
boshga satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko ‘paytirib
qo‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

Isboti. dctA determinantning ikkinchi satri elementlariga /1 ga
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ko‘paytirilgan birinchi saiming mos elernentlari qo‘shilgan bo‘lsin:

an au an
a2 +Aau an +}jan aZB+ Aau

aji a2 av al a3
= al & & tAman a2
a1 a2 & an a2 &

Qo ‘shiluvchilardan birinchisi detAga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko‘ra
nolga teng. Demak, yig‘indi det/iga teng.

9-xossa. Determinantning giymati uning biror satri (ustuni)
elernentlari  bilan shu elementlarga mos algebraik toldiruvchilar
ko ‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masaian, detA =auAr. +a2AR +al3AB

yoki

an

«n «13 !
«22 «23 «21 «23 «2! «22

«2, «23 = «11 M ~12 + «13
«32 fIJJ «31 «33 i «3, «32
ad

Isboti. Tenglikning o;ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

«n(«?2«33 ~«32«23)~"«12721«33 ~ «31«23) " «13(«21732 ) _

av au au
—ardliyi + a¥aarl + anctTd® alXdxt* alza263 aparar  a, a. a,

10-xossa. Determinant biror satri (ustuni) elernentlari  bilan
boshga satri (ustuni) mos elernentlari algebraik to‘ldiruvchilari
ko‘paytmalarinmg yig‘mdisi noiga teng bo'ladi.

Masalan, asf, +an/m +anAl3=0.

Ishoti. Determmantni 9-xossani qollab, topamiz:



Bunda an, an, an mos ravishda a.r, aw, an bilan bilan almashtirilsa,

3-xo0ssaga ko‘ra, determinant nolga teng boiadi.

1-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi teorema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli A va B kvadrat matritsalar
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinantiarming
ko‘paytmasiga teng, ya’ni

det(/l »#) = det/1 «deti?.
1.2.4. n-tartibli determinantlami hisoblash

n- tartibli determinant!» xossalar yordamida soddalasbtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keltirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibinipasaytirish usuli

n-tartibli determinant, 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun
bo'yicha yoyilsa, yoyilmada (u-1)-tartibli algebraik toldiruvchilar
hosil boiadi, ya’ni n-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past boigan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalat o‘rinli boiadi.

2-teorema. / satrining nomeri qganday boiishidan qat’iy nazar,
n-tartibli determinant uchun bu determinantni r-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=apgAn+a An+..+apAm /=1n

formula o‘rinli.

3-teorema. j ustunining nomeri ganday boiishidan qat’iy nazar, n-
tartiblideterminant uchun bu determinantni /-ustun bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=atjAl.+a, Ay +...+auwd , j- \,n

formula o ‘rinli.

Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Laplas
yoyilmalari usuli deyiladi.

Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida
(ustunida) nollar ko‘p boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
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bo‘yicha bajarish qutay boiadi.

Bundan tashgari, 8-xossani qollab, determinantning biror satrida
(ustunida) bitta elementdan boshga elementlami nollarga Kkeltirish
mumkin. Bunda determinantning gqiymati shu satrdagi (ustundagi)
noldan fargli element bilan uning algebraik toldiruvchisining
ko‘paytmasidan iborat boiadi. Shunday qilib, u-tartibli determinant

bitta (n- 1)-tartibli determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-misol.

2

4
-2

1

N w A

-~ O N =
o w m o
1

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng boigan uchinchi
usturmi tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan
boshga barcha elementlarini nolga  aylantiramiz. Buning uchun
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko‘paytirib, uchunchi satming mos
elementlariga qo‘shamiz va hosil boigan determinantni uchinchi
ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

2 -1 0 4 2 -1 0 4 2 .1 4
pae 42103 4 2 -1 3 0 '6 :
2 0 3-4 10 6 0 5 AM-IT Lt
1 1 0 -2 1 1 0 -2
2) Hosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunnir

uchinchi satri elementidan yugorida joylashgan elementlarini nolga
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko‘paytirib,
birinchi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satmi (-10)ga ko‘paytirib,
ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil boigan determinantni birinchi ustun
elementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil boigan ikkinchi tartibli
determinantni hisoblaymiz:

0-3 8
0 -4 25 'j :r)
1 1 -2
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Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddaiashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yugorida)
joylashgan barcha elernentlari nolga aylantiriladi.

Bunda

det A= (-1)* detf/

bo‘ladi, bu yerda k-satrlarda va ustuniarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar ~ soni; detf/-berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshi va uning giymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda
joylashgan elementlarining ko ‘paytmasiga teng.

4-misol.
2 10 O

0 10 2

determinants uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddalashtirishlami

bajaramiz:

- birinchi ustunni o‘zidan o‘ngdajoylashgan ustunlar bilan ketma-
ket k=3 ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o ‘tkazamiz;

- birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

- ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

-uchinchi ustunningto‘rtinchi satridajoylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

- = ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini
ko ‘paytiramiz.

2100 100 2 100 2
3010 0103 010 3
= (-1)3- =(-1)e
1021 0211 021 1
0102 1020 002 -2
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100 2 100 2
010 0 10 3
=(-Dm
00 1 -5 00 1 -5
00 2 - 000

1.2.5. MashqJar

1. A matritsa nxn olehamli boisin. det(Ad) da ¢ ni determinant
belgisidan tashgariga chigarish uchun formula keltirib chigaring.

2. A kvadrat matritsa va ArA =1 bo‘lsin. det/i =%l bo'lishini ko'rsating.

3 '/4:% ‘I’)]va/? =[a d) bo‘lsin. &<zt{A+B)~&ziAi-&ztB fagat a+d=Q
boiganida bajarilishini ko‘rsating.

4. A:\:]~ "l va B= é | bo‘lsin. det(y4-2#) = det™-detiJ bolishiga
ishonch hosil giling.

5. ~A="2 )j bo‘lsin. det/1100 ni toping.

6. A va B matritsalar 3x3 oicliarnli, deM=-lva detB-2 boisin.

Toping:
1) detAB; 2) det5/1; 3) detATA; 4) det#’.
7. A va B matritsalar 4x4 olchamli, det/i=4va det#=-3 boisin.
Toping:
1) detAB; 2) det B5; 3) det2A: 4) det/N.
Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang:
8. Y X-y 0. I at+b
X -X b+1 a+b
sin2a cos2a tga+1 ctga-1
sin2p  cos20 " sina cosa

Uchinchi tartibli determinantlami uchburchak va Sanyus goidalari bilan
hisoblang:

5 -1 1 -2 0 -4
12 4 0 -3 13. 3 1 1
2 -3 1 -1 2 -3
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Uchinchi tartibli determinautlarni biror satr yoki ustun elernentlari bo‘yicha
yoyib hisoblang:

I b 1 X -1 X
4. b b 0 15 1 X 1
b 0 -* X 1 X
sina  sin0 0 tga cgp O
16. sinor 0 siny 17 tga 0 »p
0 sinf} siny 0 ctga pp
Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:
I ¢ ab 1 1 1
18. 1 b ca 19. ax ay az
| a be a2+X2 a2+y2 a2+z2
a+tbh b b X X+y x-y
20. a+b b 21. X X+Z X-22
b a+b X X X
a a2+l (1Taf l+cosa 1 1t+sina
22. h b2+1 44y 23. 1-sina 1 1-cosa
¢ c2+1 (l+c)2 1 1 1

To'rtinchi tartibli determinantlami hisoblang:

1-12 2 1132
3-15-2

2 o5, 2 00 8
-2-3 0 2 390 2
0-2 4 1 4475
5 a 2 -1 3 2 2 2

2. 4 6 4-3 27 9 -8 5 10
2 ¢ 3 -2 5-8 5 8
475 -4 6-547

1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chizigli algebrada muhim ro‘l
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasinmg
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umumiy yechimini topishda, teskari matritsani anigtashda, matritsaning
rangini  hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng
foydalaniladi.

Matritsa satri (ustuni) ustida elementar almashtirishlar uch tipda
boiadi:

I. ikkita satming (ustunning) o‘mini almashtirish;

Il. satmi (ustunni) noldan fargli songa ko ‘paytirish;

1. satrga (ustunga) noldan fargli songa ko‘paytirilgan boshqga
satmi (ustunni) go‘shish.

Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
gilingan A va B matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B
ko‘rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchalar

Matritsalami qgo'shish, ayirish va ko‘paytirish sonlar ustida
bajariladigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
Ushbu bandda matritsalar uchun sonlami bolish amaliga monand amal
bilan tanishamiz.

Malumki, agar Asoni nolga teng bolmasa, u holda har ganday m

soni uchun kx=m tenglama yagona x =—=k~Im yechimga ega boiadi,
K

buverda k | soni £soniga teskari son deb ataladi.

Sonlar uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalarni sonli
tenglamalarga monand yechishda muhim rol o‘ynaydi. Xususan, sonli
tenglamalar uchun kk' =1 va « 'k=\ shartlarining bajarilishi hal
giluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA'-1 va A'A =I
shartlarnirig  bajarilishi ~ muhim hisoblanadi, bu yerda A,l- bir xil
olchamli kvadrat matritsalar.

Agar A va A kvadrat matritsalar uchun AA~'=A'A =I tenglik
bajarilsa, A ' matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Sonlarda, k= mavjud boiishi uchun k® 0 boiishi talab etilgani
kabi, matritsalarda, A* mavjud boiishi uchun detAO boiishi talab
gilinadi.

Agar det4=0 boisa, A matritsaga singular matritsa deyiladi.
Bunda singular so‘ziga sinonim sifatida «xo,”» yoki «maxsus»
terminlaridan ham foydalaniladi. Agar dstA*O boisa, A matritsa
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nosinguiar (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.

Agar A matritsada awal elementlar mos algebraik toldiravchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil boigan matritsa
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va ad>4bilan belgiianadi:

fAn aZl

P
adjA = a = Ad

N» 4. eom
Teskari matritsa haqgida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega bo‘Imaydi.

Isboti. A matritsa uchun A'l mavjud boisin deb faraz gilaylik.
U holda AA~1=1 boiadi. Bundan )=det1 yoki det/l -det/i:=deti
kelib chigadi. Bunda detA- 0 va det/=I ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil boiadi. Bu ziddiyat gilingan faraz noto'g ri
ekanini kolsatadi, ya’ni teoremani ishotlaydi.

2- teorema. Har ganday xosmas A matritsa uchun teskari matritsa
mavjud va yagona boiadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya’ni det/1="0 boisin. Avval A mavjud

bolishini ko‘rsatamiz. Buning uchun A matritsani madj/l

matritsaga  ko'paytiramiz  va ko‘paytmaga  determinantning
9- va 10- xossalarini gollaymiz:

(A An
fau gp a, detA detA d&%‘:
L2, @ a2 2
A A2IAY - detA detA  detA
A A. A. K
detA detA detA)
«. A +auAi+ma>A  anA]+abAg + mbh, Ai o BHETAM
okt/l HA ckta
HUNA2A, mma2 A alll, +&iA: +o -+ A a\i + Ai +
ckta detA ckt/i
NJA +a, A>+-ma, A alln a2 m-+a*A, a1 +a/12+- -+amm
detA det/! detA
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det A

1
0 ¢ o =0 0
detA - =1 =AA~
0 detA 0 .mb
det;4.

Demak. A matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

A’ :-detAade
formula bilan topiladi, Bunda AA 1- / tenglik bajariladi.
A IA=I tenglikning bajarilishi shu kabi ko‘rsati!adi.
Endi A:lyagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A1 dan boshga
A matritsaga teskari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz. U
holdata’rifgako‘ra, AC-I boiadi. Bu tenglikning har ikkala
tamonini A"l ga chapdan ko”aytiramiz:

A~'AC=A"1L
AJA =1 bolgani uchun 1C=A~'l boiadi.
Endi LC-C va A-~'I=A- ekanini hisobga olsak, C=A~' kelib

chigadi. Teorematoliq isbot gilindi.
3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar o‘rinli boiadi:

I A matritsa a-~ teskari matritsaga ega boisa, det.41=$tA

boiadi;

2. A matritsa A'lteskari matritsagaegaboisa, (A1) |=A boiadi;

. nxn olchamli A va B matritsalar A va S' teskari
matritsalarga ega boisa, (ABy =B~lAxboiadi;

4°. A matritsa A1l teskari matritsaga ega boisa, (Afy =(A-'-)T
boiadi.

Isboti. 1) A matritsa uchun A~ mavjud boisin. U holda AA =/

yoki det(AA~)=det/ boiadi. Bundan da A-detA '=1 yoki detA'l= det/1

kelib chigadi.

2) A matritsa uchun A' mavjud boisin. U holda AAI=I=A"A
tengliklarga kola A 1matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A
dan iborat, ya’ni (A~'y =A boiadi.
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3) kxu o‘lchamli A va B matritsalar A1 va B' teskari
matritsalarga ega boisin.
U holda AB va B~'A" matritsalar uchun

(B'A ')(AB)=B {A"A)B=Br'iB=8 B=lI,
(ABXB \A )= A(BB A '=AIAI=AA |=1

boiadi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va (AB)1=B 'A’
boiadi.

4) A matritsa uchun A 1 mavjud boisin.

U holda AT va (A~ matritsalar uchun

AT(AYT=(AN)T=1T=1,
(A-)TAT~(AA~")Trzj7=1

boiadi. Demak, AT uchun teskari matritsa mavjud va (ATl =(A IY
boiadi.

1-izoh. 3-xo0ssani K ta nxn oichamli va teskari matritsalarga ega
boigan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

(AA mm\iA T =A"A\m..ma2k]\

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

matritsaga teskari matritsani toping va natijani

tekshiring.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:
3 4
delA = =6-4=2
I 2

detA* Ova A matritsa uchun teskari matritsa raavjud.
Matritsa elementlarming algebraik toidimvchilarini topamiz:



Shvmday qilib,

f 1l -2s5
2 -4 2 4 Nn
AI:d%AlJ >-;r1 3 b3
¢ 8 \ r 2 2
1-2 0]
2-misol. A= 2 0 -1 matritsagateskari matritsani toping
2 11
Yechish. Bu matritsa uchun:
1 -2 1
detA= 2 0-1 =0-4+2-0+4 +1=3*0.
2 1 1
0 -1 21 -2 1
i 117 4= g
2 -1 =0 = L :3, 4,:- ! I
2 1 2 1 2 -1
2 0 1 -2
2 /L —- =3 2 0

21 7
matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:

4 A2i 3 2”
adiA= /W Aj 42 =0 il 3
o3 AB g 2 3 4y

=

Demak,

W w w
w N

~e 3
irvow

— =
PRETES

fl
A =FdetA E



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A Xxosmas matritsaning A~z teskari matritsasini topishning qulay
usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A~l matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

r. A va | matritsalarni yonma-yon yozib, (A\J)
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

2°. Elementar almashtirishlar yordamida 04|/) matritsa (J|S)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa boiadi.

. 2 1 . . . . .
3-misol. A- 13 matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.
31 10b  +(-2)r
M- 12 01
1-3 1 -2 1 -3 1 -2
1 2 0 J _ - 0 5 -1 3
vV J *R2+(~01
f 2
fl -3 1 -235r1432 10 i
5 5 ginas
VO 1 é 2 01 13 MA).
' \Y 5 &5

Yugorida keltirilgan r. r +Ak belgilash i-satr bu satrga /1 songa
ko‘paytiriJgan K- satmi gqo‘shish natijasida hosil gilmganini, r->r :q
belgi esa /- satr bu satmi A songa bolish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.
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Demak, A 51
V 5

1 1 2

4-misol. A~ -1 3 0 matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan
2 14

usuli bilan toping.

Yechish.
1-1 2 0 ;]
(AlH™ -1 3 0 0 i I ->r +rt
42 4 00 1,13-513+(-2>!1
1 -1 1 0 oN 112 1OEA
0 2 11 0ps*i~0 11 0
CO 3 -2 0 \9 30 -2 01 1B->r3+( 3r
/ 3
1o 3 2 |2 1032 2 /;=r1+(-3)r3
o1 1 . 2 011 :2[ g m=r2+(-1)r3
00 -3 7 3 3y 00 17
v 2 6 2
r \
100 -2 -1 1
010 g 0 ;
001 7 1 1
v 6 2 3,
Demalk,
-2
An= -2
3
7
V 6
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chizigli aigebrada matritsalarning turli yoyiimalari keng
gcllaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masaian, ortogonallik,
siraraetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar ko‘paytmasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bur.day
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mxn olchamli A matritsa A=LU shaklda
ifodalanadi, bu yerda L-diagonal elernentlari birlardan iborat boigan
mxm olchamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U - mxn
olchamli yugori uchburchak {m=*n da trapetsiya) (Upper-triangular)
matritsa.

Masaian,
1 0 0 0s fo * # 7
* l 0 0 0 * * *
7 10 000 * *
* * *
Vv 13 0 0 000

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda
foydalaniladi.

mxn olchamli A matritsa A=LU shaklga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan fargli songa
ko‘paytirilgan boshga satmi qo'shish orgali quyidagi tartibda ainalga
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
bajariladi va U shaklga keltiriladi;

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma-
ketligi asosida L yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlarni  bolish orgali birlarga
aylantiriladi.
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5-misoi. A- 453 - | matritsani LU yoyin
-misoi. s & 4 1 8 yoying.

ve © 7 -3 1

Yechish. Matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
bajaramiz:

f 2 4 —1 5 -2 2 4 - 5 -2
-4 -5 3 -8 1 o 3 1 2 -3
A-
2 -5 -4 1 8 0o -9 -3 -4 10
6 o T -3 1 o 12 412 -5,
2 4 .1 5 2" ™ 4 -1 5 -2
0 3 1 2 3 0 3 1 2 -3
=11
0 0 om | 00 0 2 1
0 0

0 N 0
v L y VO 0 0

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli L matritsa 4x4
oichamli boiadi, Birinchi gadamda belgilangan yozuvlar L matritsa
yozuvining ustunlarini tashkil giladi. Bu yozuvda barcha diagonal
elemerttlami birlarga aylantiramiz:

43
2-9 2
-6 12 4 5
2 3 2 5
/ 4 4i
1 f 3 0 0 0
> 1 2 1.0 0
Co-3 1 Bundan L=
3 4 2 3 4 2
v .
Demak,
"2 4 ., 5 20 (1 0 00s/24 1 5 -25
4 5 3 -8 1 -2 i 00 03 1 2 -3
2 5 -4 1 8 1 -3 10 00 0 2
6 0 7 -3 1 -3 4 2 00 00 g



n- tartibli kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin. Bunda A matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
afgoritmlardan bin bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas bolsin. U holda ta’rifga ko‘ra.

1 0 O 0
«n N . #i, an ai2  «13 .m O01li
1 0 ..0 ,
«22  TH2 a2 22 a3y azn
4 1..0 0 0«3 — @1 s am - e
L - b‘O 0 0 ‘moUmJ 2
Bundan
n my
«,=E4" = A [ |

Buyig‘indidagi oxirgi go‘shiluvchilami ajratib, topamiz:

uj=a - E4" , agar i<j boisa; 3.1)
4 :W‘(A' ~& .« [l agar i>] boisa. (3.2)

Shunday gilib, L xa U matritsalaming noma’lum elementlari a4 va

topilgan ik,uk\m orgaliketma-ketifodalanadi.
2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
avval barcha uf larni va keyin barcha L lami hisoblab bo‘Imaydi, va

aksincha. Bu formulaiar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:
y=12,..n;
N=~-, r=24...u;

«n

i=34,..5

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari almashlab
hisoblanadi.
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8 2 9
5-misol. A= 4 9 4 matritsani LU yoying.
[6 7 9

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki detA= 166 0.
LU =A yoyilmani tuzamiz:

"1 0 0) "bl, «12 '8 2
1 o 1 0 «22 «23 4 9 4
T R A

L va U matritsalaming noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2)
formulalar bilan aniglaymiz:
=an=8 uRk=alk=2 u. =ad =9,

ua=ul- 12ua=9- -21-2:8,

a3 KAm' ~T38

Demak,

WN P
l

w 16 '3y 32,

13.3. Matritsaning rangi

nxs o‘lchamii J1 matritsa berilgan boisin. Bu matritsadan biror
K (k<min(«;n)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
ustunlarning kesishishida joylashgan elementlardan fc-tartibli kvadrat
matritsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a matritsaning
K -tartibli minori deyiladi.
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A matritsa noldan fargli minorlari tartibining eng kattasiga A
matritsaningrangi deyiladi va r(A) (yoki rang/!) kabi belgilanadi.

Tartibi r(A)ga teng bo‘lgan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo‘lishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

1. Matritsaning rangi O bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi
butun son orqali ifodalanadi, ya’ni 0<r(A) <min(m;«).

2. Fagat A-0 matritsauchun r(A) =0 boiadi.

3. n-tartibli kvadrat matritsa xosmas boiganidagina r(A)=n
bo‘ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ysunadl
1° Transponiriash natijasida matritsaning rangi o ‘zgarmaydi;
2°. Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o ‘zgarmaydi.

Isboti. Bilamizki:

a) transponiriash natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi;

b) ikkita satrning (ustunning) o‘mi almashtirilsa, determinantning
ishorasi 0‘zgaradi;

c) satmi (ustunni) noldan fargli songa ko ‘paytirilsa, determinant shu
songa ko ‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan fargli songa ko ‘paytirilgan boshga satmi
(ustunni) go‘shilsa determinant o ‘zgarmaydi.

Demak, transponiriash va elementar almashtirishlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoladi, ya’ni
uning rangi o ‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi
tartibii minorlar (matritsa element!ari) nolga teng bo‘lsa, r(A)=0
bo‘ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech bo'lImaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng bo‘lsa,
r(A) =1 bo‘ladi; agar ikkinchi tartibli noldan fargli minor mavjud boMsa,
uchinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jarayon yoki barcha k-tartibli
minorlar nolga teng boiishi anig bo‘lguncha yoki A;-tartibli minorlar
mavjud bo'Imagunchadavom ettiriladi, bunda r(A) =k - 1 bcrladi.
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R -1 3 -2»
6-misol. A- 4 -2 5 1 matritsaning rangini minorlar ajratish
2 -1 1 J
usuli bilan toping.
Yechish. Ravshanki, I<r(A)<imn(3;5)=3
Ikkinchi tartibli minorlardan bin

-1 3

5+6=1*0,
L, 5 5+6=1%0

Uchinchi tartibli minortami hisoblaymiz:

2 -13 2 -1 -2
=4-2 5 =0 Al 4 -2 L =0
2 -1 1 2 18
2 3-2 -1 03 -2
Alf'= 4 5 1 =0 Mf}= -2 5 1
2 1 8 -1 1 8

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(A) =2

r(,4)m topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
boiavermaydi, chunki ayrim holiarda bir gancha hisoblashlar bajarishga
to‘g‘vi kefadi.

Elemental almashtirishlar orgali har ganday matritsani bosh
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa kcrrinishiga keltirish
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

ClL 0 00\
0 100
0 0 00
") 0 00

Bunday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik
matritsaning rang! uning bosh diagonalidajoylashgan birlar soniga teng
bo‘ladi.

r(A) ni kanonik matritsaga keltirib topish wusuli matritsani
kanonik ko Tinishga keltirish usuli deb ataladi.
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1 -1 2 3 -A
7-misol. A= 2 0 1 -1 2 matritsaning rangini uni
'l 3 '5 '10 5y

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping.

Yechish.
1 1 3 -14
2 0 -1 2 -+ (-2)r, m
-1 3 -10 5 K-+K+k
"To-i 2 3 -f 1T -1 2 3 -f
0 2 -3 -7 4 0O 2 -3 -7
W 2 -3 -7 gy3->r3+(-) 0 0 0 0 A-+A1l
' 0 o "1 0 on
o1 2 0 r2-+r7+r 0 2 0 K~*r2:l
2 -3 0 -»r3+(-2>;~ 0 -3 0 T—>»r3,;3
3 7 0 ->r4+(-3)n o -7 0 j-> :7
vyl 4 4 0y/;->r5:(-4)
(1 0 o fl 0 o
0 10 010
0 -1 0 m*rb+r2~0 0 0
0 -1 0 +r2 0 0 O
0 -1 0,15-*r5+rR v 0

Demak, r(A)=2
1.3.4. Mashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo‘lsa, A~! matritsa ham xosmas
va simmetrik bo‘lishini ko‘rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (J-A) xosmas matritsa bo‘lsa,
AlJ-A)1=(1-AynA tenglik bajarilishini ko ‘rsating.

3. A C\ matritsaning teskari matritsaga ega boiishi shartini toping.
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f-7

= jva. C= - Ibo‘lsin. C=A lekanini ko‘rsatmg.
4. A _7)1 va. C I3 g
f 4 0 -s") f« 0 5n
5. /2. -18 1 24 matritsa A- 0 1 -6 matritsaning teskari matritsasi
-3 0 4j 130 4
bo“Lishini ko‘rsating.
-3 5' js r -2"
l{-ll‘} 21 -11 matritsa J1=j4 2 1 matritsaning teskari
36 1
v10o6 2 131 5

matritsasi bo‘lishini ko ‘rsating.

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
bo‘ladi?

3 9 ' -2 o 1 2 -1IN
1)A:2 . 2)53*7 Ej; 3)C:2 2 6 ; =2 1 3
’ B 5 1y 0 3 -,

8. A:ro i 1? boisin. A2=A~* va Ai =1 boiishini ko'rsating.
y -v

9. Berilgau matritsalardan qaysi birlari o‘zaro teskari matritsalar bo‘ladi?

f1 iW o ij NN
I 1 I’ 0 2 ViR sy
2 on v 7 2
@0 s 0 4 02 3 va —3 -1 g)
»to 5 jlO 3

U 3 b v2 1 -2

10. A~| 21 é] matritsa berilgan. A matritsani toping.

11. AJ \/‘51 ZI] matritsa berilgan. A 'matritsani toping.

12. Berilgan shartlarni ganoatlantiruvchi A matritsani toping:

i 0 . -n -1,
fo 1 2)
3) (Ar-21Yy1 ( 1 é 4HAl=t1 0 3
b 14 -3 8
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0
O boisin. C 'B M1'1ni toping.
1

6 matritsa berilgan. C=A-adi/4 ko‘paytmaning barcha
7 5-1
nodiagonal elementlarini toping.

N2

0 2 4 matritsa berilgan. C=A-a1V1 ko‘paytmaning barcha
130

diagonal elementlarini toping.

J matritsa berilgan. Jl-Lmatritsani toping:

fl. 1 "l 23
16. 4=12 -1 17. 4= 2 6 4
vV 2 g B8 10
A matritsa berilgan. A * matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:
102 11 0y
18A_2101 o 4oL 010
1121 T 2112
412y vo 120
20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU yoyilmasini toping:
Dyf= | 2 4=[> N
)yf=i2 5 ) 4=(, |,
31 2 2 3 2n
3y1=-9 0 -4 4 4= 4 139
| 9 9 Uy -6 54y
2 -3 mn
20 5 2 -4 8 -7
5A~ -6 3 -13 -3 6)1= 6 -5 14
46 1B 17 -6 9 -12
J \ 8 -6 10
A matritsa berilgan. r(A) ni minorlar ajratish usuli bilan toping:
f1r-1233x fF1 -2
21. A=-1 301 22. A= -1 4 -2
\3 411 u 2 71
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A matritsa berilgan. r(A)n> elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

fl -1 3
} - 41
A—(% ?i 421 —; A 2 32
_t3 L e U T143 1
-3 - y
u -3 0 ‘9,

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

Chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chizigli
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika
va igtisodiyotning ko‘pchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
orgali ifodalanadi, masalan, geodeziyaviy oicbash, elektr zanjirlarini
loyihalash, chizigli programmalashtirish va igtisodni rejalashtirish
masalalari chizigli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

1.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu

auxl+auxr +..+abx, =b,,
+a2ik2 +.,. +almxn=h2, (4.1)

+a’x,+...+taghH b.om

sistemaga n noma lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Bu yerda au,an,...,anm haqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,
X,,X2,....;-9 nomalumlar, tmb,....bT hagigiy sonlarga ozod hadlar
deyiladi.
(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

4 al e
A= 02 an m® 02 (42)

, M a,2 ‘= am

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orqali
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hosil gilingan
'an a2 ®m an
= W 2 mip b2
a2 ™ aw bnd

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani
AX —B (4.9

matritsa ko finishida yozish mumkin, bu yerda

v (hA
o) s K
Ay

Hagigatdan ham,
"avxx+ aiA teoma.n J1

Ax . AX]UERt wearnx, W

AmiXI+ angX2* - A,

(4.2) sistema tenglamalarini ayniyatga aylantiradi
noma’iumlarning tartiblangan x ° giymatlariga (4.1) sistemaning
yechimi deyiladi.

Kamidabitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo ‘1gan sistema,
bitta ham yechimga ega boimagan sistemaga birgalikda bolmagan
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema,
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechirnlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda
emasligini aniglash va agar sistema birgalikda boMsa, u holda uning aniq
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo'lgan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil bo‘lgan, ya’ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi bo‘ladigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi bo‘ladigan ikkita sistemaga
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I'kvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada elementar almashtirishlar deb
yuritiladi:

- sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almashtirish;

- sistemaning istalgan tenglamasini noldan fargli songa
ko“paytirish (boiish);

- sistemaning istalgan  tenglamasiga  noldan fargli songa
ko‘paytirilgan boshqga tenglamasini qo‘shish,

Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
boMadi.

Ushbu

‘aux, +alx2+... +alxn-bx

ary§ +anx2+...+azxn=h2 (4.6)

n noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasining
an 02
a,. ’\2 ax (47)

A. af amJ

matritsasi kvadrat matritsa bo‘ladi.
A matritsaning

O” Q.]

detA- a" ° (4.8)

determinantiga (4.6) sistemaning determinant deyiladi.
Agar det,4*0 boisa, (4.6) sistemaga xosrnas sistema deyiladi.
Agar detA- 0 boisa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usuli

n nomaiumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasini yechishning
qulay wusullaridan biri - noma lumlami ketma-ket yo fotishga
(chigarishga) asoslangan Gauss usulini ko ‘rib chigamiz.
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n noma’lumli + ta chigzigii tenglamalar sistemasi berilgan boisin:

fa,x, +9.x, + X =b,
(4.1)
Xr + - +a” Xn=b
(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosgichda amalga

oshiriladi.
Birinchi bosgichda sistema pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi.
Pog‘onasimon sistema deyilganida

aAxt +aix2+ ...+ altxt +... + 1,,X,, =b,,
aZx2+ ... +a2txk + ..+ axn=b2,

ko‘rinishdagi sistema tushuniiadi, buyerda k<n, a *0, i=]k

Ikkinchi bosgichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketma-
ket topiladi.

1-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o‘ng tomonini a, *Oga (agar an=0 bolsa, u
holda bu tenglama sistemaning x noma’lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng bolmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin
hosil gilingan tenglamani (-«.,) ga ko‘paytirib, /-tenglamaga go ‘shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x. qgatnashgan
hadlar yo‘qgatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

buyerda af, b™ (/=1,mj =I,n)-sistemaning birinchi almashtirishlardan
keyin hosil gilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘igan
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqgali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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Shu kabi a™®p0 deb, sistemaning uchinchi  tenglamasidan
boshlab x2 noma’lumni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin bo‘lguniga
gadar davom ettiramiz.

Bu bosgichda, agar:
-- 0=0kc’‘rinishdagi tengiiklar paydo boisa, u holda bu tengliklar
tashlab yuboriladi.

- 0=6™(**0) ko‘rinishdagi tengliklar paydo boisa, u hold
jarayon to'xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda boimaydi.

2-bosgich. Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon
sistemada k tenglamalar soni n nomaiumlar soniga teng yoki
no’malumlar sonidan kichik boiishi mumkin. Shu sababli bu sistema
yagona yoki cheksiz ko'p ychimga ega boiishi mumkin. Agar sistema
uchburchak ko‘rinishga kelsa, ya’ni k=n boisa, sistema yagona
yechimgaegaboiadi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya’ni
k <n boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

1-misol. I, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
[ xs- 2x2+4x, = 8

bilan yeching,

Yechish.

1-hosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz:

- birinchi va uchinchi tenglamalarning o‘rinlarini almashtiramiz;

- (-3) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(-2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had qo‘shamiz;

- ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
gava (-9)ga boiamiz.

2-bosgich. x, ning uchinchi tenglamadagi giymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan x2ni topamiz
va uning giymatini birinchi tenglamaga go‘yib, X ni topamiz.

Sistemaning yechimlarini xt, x2, x, ketma-ketlikdayozamiz.
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X, - 2x2+ 4x3=18, X, -2x2+4x, = 8,

Tx2-14x, =-35,=>< X2- 2X, =-5,5
—9x, =-18 X, = 2
X, = 2, X, = 2, X, =-2,
X;- 22=-5=> xr=—, X2=-1,
I X, - 2Xr+4¢2= 8 X, - 2¢(-1)= O X, = 2

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, yuqoridagi sistemaning 1-bosgichi quyidagichabajariladi:

f \
2 -4 -1 -2 o>, o -2 4 8
3 1 -2 -11 ~3 1 -2 -11 p->r2+(3r,
1 -2 4 8 — 2 -4 -1 - - -
y L —>n N 2/ r ->r3+(-2)r,
/ > / \
1 -2 4 8 1 -2 4 8
0 7 -14 -35 r2->r2:;7 ~0 1 -2 -5
0 -9 -18 99 0 o0 1 2
1° Yy \% J

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu
usulning boshga bir turi Jordan-Gauss usuli go‘llaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (A\B)matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi
va A matritsa o‘mida 1 matritsa hosil qilinadi, ya'ni u (/jx)
ko‘rinishga Kkeltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi boMadi.

X, — X2- x3=0,
2-misol.  5x. - x2+4x, =3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan
X, +2X, +3X, =5

yeching.
Yechish.
r \ ( n
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
5 -1 4 3 >p+(Hr,- 0 4 9 3 R2~+2:4
Vl 2 3 5 >3+ (-Dr, V0 3 4 5/
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( \
1 -1 -1 O 1 -1 -1 0
o 1 9 °3 o 1 9 3
4 4 B+ (-3) 4 4
0 3 4 5 r3+ (-3)r 11 ->
% y o -4 il r:VI)
| 4 3]
( ' +
1 -1 -1 9 LA 1 -i 0 -1 F—=pr+r
0 S 3 r, _>r| +| - |r;- 0 | 0 3
4 4
o o i -1 0 0 1 -1
y \Y Yy
1 OO0
01 0O
O 01
Demak, x =2, 3, x=-1.

Shunday qilib, Gaussning noma’lumlami ketma-ket yo‘gotish
usulida (4J) sistema tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqgali
yuqori uchburchak (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keitiriladi va
hosil gilingan uchburchak sistema teskari o‘rniga qo‘yish orqali
yechiladi. Bu usul matematik nuqgtayi nazardan, sistemani uning
matritsasini LUyoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent.

Gauss usulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
1" To g ¥i o Tniga qo yish. A matritsaning A=LU yoyilmasi
topiladi;

(1Y =B
[UX =Y

2". Teskari o rniga qo yish. LUX=B o

sistema yechiladi.

j X +2x, +3X + X4= 3,
3-misol. 42* + x2-2x3+ xa=-5, tenglamalar sistemasini LU
A xl—x2- 3x, T 2xa=-8

yoyish orgali yeching.
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Yechish.

2 3 0 fl 2 3 0
A=12|1 -2 1 ->R+(-2)i~0 T -8 -i
il 1-1 -3 2 pe>r3+(-Hri-3 -6 1 -»K+(-Ir.
1 2 3 71
~0 -3 -8 -1 =U,
o 12 93
1 N1 (1 0 oN
2 -3 »2 1 Bundan L=\2 1 0
J ~3 2, vi 1 1 1L
3 2 Iy

Avval LY =3 tenglamani yechamiz:

LBCECYAVARD

210 yp=-5

- -]
Bundan

Y =

27, +>2=-5 =>jy2=-5-2y,=-U,
Y+ Ww+r3=-38 [y2=-8-y2-> =o¢.

Endi U X-Y tenglamani yechamiz:

IAY

(1 2 3 o] ' 3)
© -3 -8 —-11
%3
4o 0 2 v °J
4*4,
* =K
X, + 2Xr +3x, + xf =3, X =—,
3x, +8x, +x =1L =><, 1N+ 7&
_ ' 3
2X, +2x4= 0 13+ 8%
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Sistema trapetsiyasimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko‘p
yechimga ega. Bunda Aning tayin giymatida sistema xususiy yechimga
ega boiadi.

Masalan,& =1 da x, =-7, x2=s, X, =- 1, X4=1.

Agar sistema n ta noma’lumdan va n ta chizigli tenglamadan iborat
hamda xosmas boisa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish
asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

Y, =bs- %uyj,i=1 , 2 ( 4 . 9 )
J=l
X, - H{yl - ?ﬁhiu,.x\\] i=n . n (4.10)
X, +3%, - x, =0,

4-misol. - 3x,- x2+2x3=5 tenglamalar sistemasini LU yoyish
L2x -A4X, + x, =7
asosida yeching.
Yechish, Awal L va U matritsalaming elementlarini topamiz.
Ulami (3.1) va (3.2) formulalar bilan aniglaymiz:

uu=an=1 ua=an=3, M,=al3=-1

In-—-=-=3 [<=— =—=2,
1 mi 1

u2=a2- I2ulk=-1- 3+3=-10,  n%=aB3- /,MB=2-3 a-1)=5,

/| _av -lna_-4-2-3 t
2“ M -10

mB=aB- /Am, - /22 = 1- 2+(-1)- 1e5=-2.
Endi y va x larni (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:
y,=bt—=0, yr=b2 =5-3-0=5 y,-bb~12yl~Twy2=7-30-]-5 =2;

IV . -5——|) ,
= =T = ----(n N*Ad= -

*
*izua-bv_mﬁki n4- —
Demak, x, =2, x,=-1, jg=-1.
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1.4.3. n noma’lumli T ta chiziqli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

n ta noma’llumdan va m ta chizigli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani garaymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirilgan
matritsasi C bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda bo‘lishining
zarur va yetarli shartlarmi aniglovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o°‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema, (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarinmg ranglari teng, ya’ni
r(A) =r(C) bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti.  Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin. Bu
noma’lumlaming gandaydir tartiblangan giymatiari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (-x) ga
ko‘paytirilgan birinchi ustunni go‘shamiz, keyin (-x‘) ga ko‘paytirilgan
ikkinchi ustunni go‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (~x*) ga
ko‘paytirilgan «-ustunni go‘shamiz. Natijada, sistemayechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C\ matritsaga o ‘tadi:

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o'zgartinnaydi, ya’ni
r(C)=r(C\) bo‘ladi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat
bo‘lgani uchun r(C,) =r(A). Bundan r(A) =r(C) kelib chiqgadi.

Yetarliligi. r(A)=r(C)=r bo‘lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko‘rsatamiz. A matritsaning noldan fargli r-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini almashtirish orqgali chap
yugori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor bo‘ladi. Shu sababli noma’lumlaming biror giymatiari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga golgan k-tenglamani ham
ganoatlantiradi, bu yerda «>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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m-r ta tenglamani tashlab yuborish va uni

(4.11)
snx, +arXx2+...+anxn=br

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hoi bo‘lishi mumkin:
r=n yoki r<n (r>n boimaydi, chunki A matritsa jami n ta ustunga
ega).

r =n boiganda (4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
soniga teng boiadi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega boiadi.
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq
sistema bo‘lishi kelib chigadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko‘rinishdayozish mumkin:

avxx+anxr+...+alnx,, =b2-a I xrd-...-alnxn,

a X, ta X, +.+9 X =b —a /X  -...-a_X

J7+17 T r+i * mhit

Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga
teng emas. U holda xH}xr\,...,.xi noma’lumlarga biror giymatlar berib,
(4.12) sistemaning x.,x2...,xr yechimini topsa bo‘ladi.

xrt.,x"7,...,xn noma’iumlarga istalgan giymatlar berish mumkin. Shu
sababli (4.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi va bu
sistemaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
boiadi. Teorematoiiq isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasinmg rangi
noma’lumlar soniga teng boisa, sistema yagona yechimga ega boiadi.

2-natija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi
nomaiumlar sonidan kichik boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
boiadi.

(4.1) sistema birgalikda boiishining zarur va yetarli shartiga va b
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n noma lumli m ta chizigli
tenglamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.
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Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning kengaytirilgan matritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar almashtirishlar yordamida
pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa - bu
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:

- agar r(A)pr{C) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘Imaydi;

- agar r(A) =r(C)=n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng boisa, sistema birgalikda va anig bo‘ladi;

- agar r(A) =r(C) <n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
sonidan kichik bo‘lsa, sistema birgalikda va anigmas boHadi.

Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumlari soni taggoslanadi.

Bunda:

- agar r(A)=r(C)=n Dboisa, ya’ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, n
no’malumli n ta chizigli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

- agar r(A)=r(C)=r<n bo‘lsa, sistemada (n-r) ta erkin
noma’lumlar hosil qilinadi. Bunda xI,x1...xr- bazis (asosiy)
noma’lumlar, xrlxr2...,.xn- erkin noma’lumlar boiadi.

Erkin noma’lumlami sistema tenglamalarining o ‘ng tomoniga
0 ‘tkazamiz:

a, Xl +aux2+ ...+ axr =ft, —alrxr: - ,..-alxn,
azxi+a2xl+...+ a2xn=b. - alnlxr a2xr, 3
arlx, + arlx2+ ...+ anxr- br- a,tix.+-... - anxr

yoki matritsa ko ‘rinishida



(4.14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va lining yechimi
yuqorida garalgan usullardan istalgan biri bilan topiladi.
Erkin yechimlar x41=c, X+ =c2..,.Vv =c,_r giymatlar gabul gilsin.

U holda (4.14) sistema
AXr=B0+c[ +..+e. [ .. (4.15)

ko‘rmishni oladi va x,,xr,...xr bazis noma’lumlar c}, e2,...c-,, giymatlar
orgali ma’lum ko‘rinishda ifodalanadi:

X, =X,(c,ca,...,.c_), i=12,..,I.

Birjinslibo‘lmagan AX =B sistemaning yechimini

xr(cxc2,...,cnr) (4.16)
C

ustun matritsa ko ‘rinishda yozish mumkin.

Erkin noma’lumlar istalgan son giymatini gabul qilishi mumkin.
Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi,

(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniglayd
Bundan o‘zgarmaslaming tayin giymatlariga sistemaning
xususiy yechimlari mos keladi.

f x, +2x2- 4x,
5-misol. JsX + 3x2- 7x,

| - 4x2+ 6x, = -1

0,
8, tenglamalar sistemasini tekshiring va

yeching.

Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

\ \

1 2 -4 0 2 -4 0

c=!5 3 -7 8 rR->12+(5r,~0 -7 13 8

-1

y

5 -4 6 | _—il r, =13+ (-S)I’, VO -14 26 r,-» I, + (-2)r2
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/ \

1 2 -4 0
o ™ 13 8
0 o0 o -17
Vv

r(A) =2*3 =r(C). Demak, sistema birgalikda emas.

X, - 4X2 + 2X3 =-1,
6-misol. ¢ 2x, - 3x2- x- - 5xa=-7, tenglamalar sistemasini tekshiring
3X - 7X, + x, - 5xn=-8
va yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

/ n
1 -4 2 0o -1

C=2 -3 -1 -5 -7 rz->r2+(-2)r,
3 -7 1 -5 -8 r3->r3+(-3)n;
y

\Y;

/ \ (
1 -4 2 0 -1 1 -4 2 0 -1
0 5 -5 -5 -5 ~0 5 -5 -5 -5 1 —r:5
0 5 -5 -5 -5 r3->/-3+(-1)r2 0 0 0 0 0
\Y Yy \Y Yy
/ \ / \
1 -4 2 0 -1 c2 ~c2+ 4 10 o o 0 L +o,
0 1 -1 -1 -1 ¢3->c3+(-2)6,~ 0 1 -1 -1 -1 + C.
0 0 0 0 0 c5—ch5+ c, 00 0 o 0 —>¢5+C,
\Y y 4 Yy

/

1 0 0 0 0>

01l 00 O

0 0 0O

Vv Oy

Yuqorida keltirilgan c*->c, + A~ belgilash i-ustun bu ustunga A
songa ko'paytiriigan n-ustunni go‘shish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.

r(A) =2=2=r(C)<4. Demak, sistema birgalikda va anigmas.

Yechish. x, va X, noma’lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:
fl 29U "0 (2N A04X
\5 3j'U k-b V-By
jc =c, va xt=c2 deb berilgan sistemaning umumiy yechimini

topamiz:
5+ 2x, + 4x4' e

f~5] f4l
X2 -1 +x3+ x4 -1 1 1
X = = - + ci +c2
X c, 0 1 0
4 "2 J Vv°y 10y

buyerda ¢, c2- ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n ta noma’lumli va n ta chizigli tenglamadan iborat (4.6) xosmas
chizigli tenglamalar sistemasi berilgan boisin.
Xosmas chizigli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini
garaymiz.

Matritsalar usuli

Bu usul (4.6) sistemaning ushbu
AX =B 4.17)
matritsa ko ‘rinishini yechishga asoslanadi.
A matritsa xosmas bo‘lgani uchun A~: mavjud bo‘ladi.
(4.17) tenglikning har ikkala gismini chapdan A~ gako ‘paytiramiz:

A-'AX =A~B, IX- A 'B

Bundan
X = A~ (4.18)
kelib chiqgadi.
(4.18) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini matritsals

usuli bilan yechishformulasi deyiladi.

X,- X, + x}=5,
7-misol. \2x, +x2+ x, =6, tenglamalar sistemasini matritsalar
[ x, +x2+2x3=4
usuli bilan yeching.



Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1-1 1
detA= 2 1 1 =2-1+2-1+4-1=5%0.

1 1 2

Demak, sistema- xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toidiruvchilarmi aniglaymiz:

1 1 2 1 2 1
A= =1, ='3, =1
1 2 1 2 1 1
1 1 1 1 11 1
= - = = = =- =—.
4 12 3 A . n1'3 j1 o1
11 ) _ 11 1 _3
A= 1 17 Al=~ =1 A=, 7
Uhoida
L} l _2|
A'l=- -3 1 1
1 -2 ,
Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:
iT1o3-27 qp 54188 tisa f 3)
X=A~'B=é -3 1 1 s 5 -15+6 +4 5 -5 - -1
1-2 3 -
A 5-12 +12, , 5J , |)
Demak, x,=3, x2=-1, x =1

Determinantlar usuliyoki Kramerformulalari

Chiziqgli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo‘lsa, u holda sistema
yagona yechimga ega boiadi va bu yechim quyidagi formulalar bilan

topiladi:
D. Dx

D.



bu yerda DI,D1,...,.Dn determinantlar D =detA determinantdan mos
noma’lum oldidagi koeffitsiyentlami ozod hadlar bilan almashtirish orqgali
hosil gilinadi.

Isboti. (4,6) sistemaning matritsa ko‘rinishidagi  yechimini,
ya’ni (4.18) formulani quyidagi ko ‘rinishda yozib olamiz:

o] | 4
X. _ 1 4
-D
J%) A \Kj
yoki
"AA +Arb2+..+4,A
D
/\12/\1 /\",AZZAZ ...+Arm2
— D
AJT+AA +..,+Ab"
1 D
Bundan
A" + ATHL ... + Atfon
D
AKbL+ AINZ +  + [,2m
D
NAb+AD+. +ApN
kelib chigadi.
Ikkinchidan, Anb, + A2b2+... + Anbn ifoda
bx a2 .. au
b, . a
D, =
K aj - a-

determinantning 1- ustun elementlari bo‘yicha yoyilmasiga, ya’ni D, ga
teng.
Demak,

o >
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(4.19) tenglikning golgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

A Dx,,
"D D

xi~A (*=!>) formulalarga Kramerformulalari deyiladi.

2xl + 3¢ +2x3= 9,
8-misol. X, +2xr- 3x3=14, tenglamalar sistemasini Kramer
3x, +4x, + x, =16
formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D., r=123 determinantlami hisoblaymiz:

2 2 9 3 2
D= 1 2 -3 =-670, A= 14 2 -3 =1
34 1 6 4 1
2 9 2 23 9
A= 1 14 -3 =-18; A= 12 14 =12
316 1 3 4 16

Kramer formulalari bilan topamiz:

_b _-12_, A =_18=3  =A.=il.
D -6 D 6 "X D -6

Shunday qilib, n noma’lumli n ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona  yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolgateng bo‘lgan ushbu

anjcs+al2r2 +...-Ttabxn=0,

avx\+ axxi + - +a2xn—Q (4.20)

am|X|+am3(12+ +anan :0
sistemaga birjinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglat
teng bo‘ladi. Shu sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
teng boigan (trivial) x, =xr=...,=xr=0 yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi ganday shartlar bajarilganida
nolga teng boimagan yechimga ega boiadi? Bu savolga quyidagi
teoremalar javob beradi.

3-teorema. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng boimagan
yechimga ega boiishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
tenglamalari sonidan kichik boiishi, ya’ni r<n boiishi zarur vayetarli.

Isboti. Zarurligi. Maiumki, r<n. r=n boisin deymiz. U holda
Kramer fortnulasidagi B O va barcha [ =o boiadi. Shu sababli
tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega boiadi:

X =P1=0 D =0, d *o.
D

Demak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshga yechimlari
yo‘q. Agar ular bor boisa, u holda r <n boiadi.

Yetaliligi. r<n boisin. U holda birgalikda boigan birjinsli sistema
anigmas boiadi. Demak, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega boiadi,
bunda ulardan ayrim lari nolga teng bo‘Imaydi.

4-teorema. n norna’lumli n ta chizigli bir jinsli tenglamalar
sistemasi nolga teng boimagan yechimga ega boiishi uchun sistema
matrisasining determinanti nolga teng boiishi, ya’ni dsiA =o boiishi
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar det.4do (yoki r-n) boisa, sistema yagona
trival yechimga ega boiadi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega boisa, sistemaning determinanti detA=o boiadi.

Yetaliligi. Agar det4=o0 boisa, r<n boiadi. U holda 3-teoremaga
ko‘ra, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga egaboiadi, bunda ulardan
ayrimlari nolga teng boimaydi.

5-teorema. Agar Xtva X. ustun matritsalar (4.20) sistemaning
yechimlari boisa, u holda bu yechimlaming chizigli kombinatsiyasi

c,X +¢,X2

ham (4.20) sistemaning yechimi boiadi, bu yerda c,,c2 - istalgan hagiqiy
sonlar.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra,

AX,=0 va AX,=0.
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U holda istalgan cx va cr sonlari uchun
cJ1X, =0 dan Aic.X,))=o,
crAXr=0 dan A(c2X2)=Q
bo‘ladi. Bu tengliklami qo‘shamiz:
A(ciX 1) + A(c2X2) = Q
yoki
A(c, Xt+c2X.)- 0.

Demak, X, va Xzyechimlaming cIX 1+crX 2 chizigli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi bo'ladi. Bunda X, va X2 yechimlar
fundamental sistema tashkil giladi deyiladi.

- X + X, —x3=0,
9-misol. 3X - X - X, =0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
2xl +x2- 2X, =0

yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:
-1 1 -1
det/4= 3 -1 -1 =-2-2-3-2-1+6=-3*0.
2 1 -2

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x, =x2=x3=0

X, - X2- X3+ x4=0,
10-misol.  2x, - 2x2+ X,+ xt =o, bir jinsli tenglamalar sistemasini
Bx, - X, - 2x, +4x. =0
yeching.

Yechish. Sistema  matritsasini  pog‘onasimon  ko‘rinishga
keltiramiz:

fl. -1 -1 n 1.0 -0 T
A=2 -2 1 1vr-*rr+(-2)rt~0 0 3 -1
¢ -5 -2 4jr3—=r3+(H)y, \p 0 5 | [ ml+(-1)r2
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fl -i -1 o a @+t¢ 'l o 0 ©°]
~0 o 3 -1 ¢ ->c¢ +C 003 -1, o«-~
vV 0 g o Gom +( G 0 0 05 ->c2
"0 0 1 0 0 Os 17 00 O
0 -1 30 0 -1 0100
o o 0 olCb-»c, +3c2 0 0 O 0 0O

r(A)=2, n=4, r<n.

Demak, sistema nolga teng boimagan yechimga ega. Bunda
yeehimlardan ikkitasi bazis o‘zgaruvcliila.r, golgan ikkita yechim erkin
o°‘zgaruvchilar boiadi.

X, =c,, x3=c2 deymiz va

| x,-CI-C2+X4=0,
{ 3c, - x4=0
sistemaga ega boiamiz.
Bu sistema x, =3c2, x, =¢c, ~2cr yechimga ega.
Beriigan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

c, -2C2
[o}
X=\
X
3c,

Bu yechimni xususiy yechimlaming chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishiga

keltiramiz:

N 2c,' r-24

(-2n
. 0
Bunda X, =1 , i xususiy yechimlar yechimlaming
10
U, VvV 3]

fundamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4.6. Chizigli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qo‘Haniladi.
Hozirgi vaqtda matematik paketlaraing turli variantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chizigli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni gisga bayon gilamiz. Batafsil
bayon maxsus kursiarda beriladi.

Ax =b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I-usul: solve buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chizigli tenglamalar
sistema yechiladi.

2x+6y+5z= 0,
II-misol. \ 2x +5y +6z =-4, tenglamalar sistemasini yeching.
5x+1ly +8z=—7
Yechish.
>eq:={2*x + 6*v + 5*2 = 0,2*x + S*y + 6*z =-4, 5*x + 7*y +8*z =-7}:
> solve {eq, {x.y,z}};
{x=-1,y=2,2=-2}
X —7y +9z = —6,
12-misol. \2x~3y +5z=-3,tenglamalar sistemasining umumiy va
3x+ y+ z= 0
bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.
>eq:={X -7*y + 9*z ="6,2*x -3*y + 5*7 =-3, 3*x +y+z =0}:

> s:=solve {eq, {x,y,z}};

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga subs
buyrug‘i bilan tayin giymat berish kerak:
> subs {z=I,s}
{x=-l,y=2,z=I}
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2-usul: linsolve(A,b) buyrug bilan.

Bu buyrug bilan linaig paketidan Ax=b tenglamaning yechimi
topiladi. Bunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor.

2x+ 7y +13z = 0,
13-misol.  3x+14y +12z =18 tenglamalar sistemasini Gauss usuli
5x +25y +\6z =39

bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.

Yechish.
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> with(LinearAlgebra):
A =<<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16 » ;

7
3 14
5 25 16
>b :=<0,18,39>;
> GaussianElimination(A);
2 7 1B
75
0
3 "3
3
0 0

> GaussianElimination(A,'method'="FractionFree");

2 7 13
0 7 -15
[0 0 -3

>ReducedRowEchelonForm(<A|b>);

10 0 -4
0 10 3
0 0 1-1

Demak,
4 y:—3 z:~—]
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:

> with(Student(LinearAlgebral):
>d :=«2,3,5>[<7,14,25>|<13,12,16 » ;
2 7 13
d= 3 14 12
5 25 16
> d:=Determinant(d);
d:=-3
> dx1:=«0,18,39>|<7,14,25>|<13,12,16»;
0o 7 13

dx1= 18 14 12
39 25 16

> dl :=Determmant(dxl);
dl =12
> dx2 :=<<2,3,5>j<0,1879>j<13,12,16»;
2 0 13|

dx2= 3 18 12 |
5 39 16 |

> d2:=Determinant(dx2);
d2:= -9
> dx3 :=«2,3,5>j<7,14,25>|<0,18,39>>;
2 70 ]
*3= 3 14 18
5 25 39!
> d3:=Determmant(dx3);
d3 :=3
> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;
jti=—4 y:=3 1z
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student[LinearAlgebraj):
> A =«2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16»;
{2 1 18
n="3 14 12
[5 25 16
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an(-1);

3 "3 3
12 33 15
3 3 A
5 15 7
3 3 3
>B:=«0,18,39»;
18 ||
39]
mX:=AJl(-1).B;
-4
3

linsolve(A,b) buyrngimng argumenti sifatida mos ravisbda A va
B matritsalar olinsa, bu buyraq bilan AX=B matritsaviy
tenglama yechimini ham topish mumkin.

1 3 -T "13 -4 )
14-misol. o 1 -2.X= 2 4 2| matritsaviy tenglamani
1 1 o0, -2 5 §j
yeching.
Yechish.
> with(Stiident|LinearAlgebra]):

> A:=«1,0,1>|<3,1,-1>|<-1,-2,0>>;

3 -1>
A=01 -2
11
> Af =AAAL);
2 1 s
707
] h 1 2
7 "7 7
1 4 1
J 71,
> B *=«13,2,-2>|<-4,-4,5>|<6,2,5»;
13 -4 6
B:= 2 4 2
2 57



> X:=A/(-1).B;

(r 5)
X= 4 0]
1 -1

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to'plami x ga aytiladiki,
A matritsaning bu vektorlar to‘plamiga ko ‘paytmasi nolga teng, ya’ni Ax =0
bo‘iadi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi
yechimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

M matritsaning yadrosini kernel (A) buyrug‘i bilan topish mumkin.

X+ y =0,
4.15-misol. 2y -z =0, tenglamalar sistemasini yeching.
jx+3y—z=0
Yechish.
> with(linalg):
>Ac=array ([ |1, ]1,3,-1]1>
11 o\
A 0 2-1
13 -1
> kernel (A)

1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

f X -xr+X =2, f x,-x2- X, =-1,
41, W xt+x2-x, =1, 4.2 <5x,—%2+2jc,= 3,

[6x, - x2+ x3=7. [4x, +3x, = 4.

f X+ x2+ 5ac3+2x4= 1, Xy +x2- x. +2x4=3,

j2X, + x2+ 3x, +2xt =-3, 2X, -X 2+ x3- xt =i,
43! 43.

J2x, +3x2+11x, + 5x4= 2, 3X, + X2+ 2x4- x4=5,

(x,+ x2+ 3x3+4x, =-3. X, - X2+ 4x, - 5x4 =2

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

(2x, + x2+3x3=-13, hx, +2m-3x, =4,
45. ] j+2x2- x,- -2, 4.6. ] 2xx+ x2+2x, = 4,
N3X + x2-4x3= T. j xt-3x2+ x,= 9.
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x, +2xr +X3- 2x,, =-4, 2n, 4 x2 + x4= 4,

X24 X, 4 3x4= 1, X, =X 2+2xr 4 2x4= i,

47. 4.8.

§2X, +X, - X, =10, x243x3+2x4=-5,

N3X, 4 x2+4x3 =-2. |3x,-x, 4 2x, = 3.

2X, 4 3x2- x3- x4= 8, X,-2X2-3x34 5x4=-1,

3x, + x2- x34x, = 8§, 2X, —3X2+ 2X, 5x4 ~ =3,
4.9. 4.10.

X, — X, + X, =X, — 0,
3X, +7X2-3x,,-xt=16. X. - X245x,

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeebing:

\ X, 4 6x243x)= 21, X +3x24 X, - -2,
4.11. wax 48x, 4 x. =18, 4.12. 5
3x,+5x24 4x, =33. jax, 43x24 5x, m 1.

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

j 3x,-7x2—2x, = -7, [ % -2x24 x3=
4.13. \- 3x, 45«24 x3= 5, 4.14. -j-4X, +5x24 2x3 =
6X, - 4x2 = 2 I 6x,-9x, 4 x3=
X. - X242x3= 0, X, - 3x, 4 2x3=
4.15. § x, —3x24 x.(=-5, 4.16. wX —2x, =
3x, 4 7x24 5x3= 7. | 2x2- 3x3=

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

j X 42x2—x3= 3, 2%+ X2— X, = 2,
4.17. | 2x, - x24 2x3= -t, x4 2x2-3x3

[ X, +3x2—x3=6. xll4 2x2-m2x, = -5.

f X 42x24 xj= 8, f2x, 4 7x2- x3=10,
4.19. J x, +2x243x, = 10, 1.420. | X,42x, 4 X = 2,

[2x, - 3x2- 4x3=-4. [3.%, - 5x24 3x3=-5.

Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

491 [3x, -4x2=17, 1422, Ex,+7x2= 1,
[6x, 4 2x2=11. 16x, 4 4x, =10.
X, 42x243x3= 5, f2x,-2x24 X, =
4.23. 3%, -2x2+3x, =—, 1.4.24. 1 X,j-3x24 x3=-3,
2X, 4 3x2- 2.x, = 8. [3x, 42x2- 2x, = -5.
f X, 42x243x3= 6, axtd ax24 x. =1,
4.25. <4x, 45x246x3= 9, 1.4.26. } xi4a'x24 X =a
7X,48x, =6, X, 4 ax, 4 ax
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Birjinsli tenglamalar sistemasini yeching:

j2x, =3x, +2X, —0, flx. — x, ;4x;- o,
4.27. 1.4.28. 1
pPX,- x2+3x3= 0. {sx, + 3x2+3x, = 0.
(3x, + x2+ 2x, =0, {2x, + 3x2+ x. =0,
4.29. | X, +2x2—3x, =0, 1.4.30. |3x, -2x2+3x, =0,
[5x, +5x2-4X, =0. |4x, +3x, +5x, = 0.
X, + 3X2- 6x3+ 2x4=0, X, - X2- 2x3+ 3x4=0,
2Xj - X2+2x3 =0, X, + 2X2 - 4x,=G
431. 9 1.4.32.
j3X, - 2x2+ 2x3- 2x4 =0, XV- 4x2+ X, +10x4=0,
12x, X, +4x, +8x< = 0. 2X, + Xx2-2x3~ X, =0.
toping:
X, -Xx2+ x3-Xxt=0, X, + 3x2- X,- xt =0,
2X, + X2+ X3+ x4=0, 1.4.34. 12Xx,-X2+ X, =0,
4x(- x2+3x, - x4=0. X, 10x2- 4x3—=3x4=G

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

5%, + 8x2— jc, = -2, X, +2x2+ x- = 0,
4.35. X, +2x2+3x3=-A, 1.4.36. 3x, - 5x2+3x3=11,
2X, —3X, +2x, = 3. 2X,+7X, — X, = =3.
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VEKTORLI ALGEBRA
ELEMENTLAM

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan  yangi  matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
0‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton
tomonidan Kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son gqiymati va
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish ko'rilganida duch kelinadi. Bunday
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaliklar misol boiadi.

Vektor matematikaning turli bo‘limlarida,
masalan, elementar, analitik va differensial
geometriya bo‘limlarida go‘llaniladi. Vektorli
algebra  fizika va mexanikaning turli
boiimlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafagat klassik
matematikani, balki boshga ko‘plab fanlami
tasavvur gilib bo‘Imaydi.

2.1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo‘nalishga ega
bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.

Vektor AB vyoki a bilan belgilanadi.
Bunda A nuqtaga vektoming boshi deyilsa,
B nugtaga uning oxiri deyiladi.
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzunligi yoki moduli
deyiladi. Vektoming moduli | 1yoki |a| ko‘rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 6 bilan belgilanadi. Bunda 1 1=Oboiadi. Nol vektor yo‘nalishga ega
bo'lrnaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p
hollarda €& orgali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga a vektoming orti
deyiladi va a° bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

a va b vektorlaming kollinearligi a\p deb yoziladi. Kollinear

vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular attft kabi
belgilanadi)yoki garama-qgarshi tomonlargayo‘nalgan (ular a'llb kabi
belgilanadi) boiishi mumkin. Hoi vektor har ganday vektorga kollinear
hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. a va b vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklari
teng boisa, ularga teng vektorlar deyiladi va a =b kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning
ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko‘chirish mumkin boiadi.

Erkli ~ vektorlar  tushunchasidan  foydalanib, vektorlarning
kollinearligi va kompianarligi uchun boshqa ekvivalent ta’riflami berish
mumkin: agar ikkita nol boimagan vektorlar bir nugtaga ko‘chirilganida
bir to‘g‘ri chizigda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi;
agar uchta nol boimagan vektorlar bir nugtaga ko‘chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektoming erkli ko‘chirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektoming go‘yilish nuqtasi gat’iy fiksirlangan boisa, bu
vektorga bog 1angan vektor deyiladi. Agar vektoming boshi joylashishi
mumkin boigan chiziq berilgan boisa, bu vektorga sirpanmchi vektor
deyiladi. Bogiangan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
goilaniladi. Masalan, M nugtaning radius vektori bogiangan vektor
boiadi; aylanma harakatda aylanish o‘gida joylashgan burchak tezlik
vektori sirpanuvchi vektor boiadi.
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2.1.2. Vektorlar ustida chizigli amallar

Vektorlami qo‘shish, ayirish va vektomi songa ko ‘paytirish amallari
vektorlar ustida chizigli amallar hisoblanadi.

Ikkita a va b vektor berilgan boisin. Istalgan O nugqta olib, bu
nugtaga OA=a vektomi parallel ko‘chiramiz. A nuqtaga AB=b
vektomi qo‘yamiz. Bunda birinchi vektoming boshini ikkinchi
vektoming oxiri bilan tutashtiruvehi OB vektorga a va b vektorlarning
yig'indisi deyiladi. ya’ni OB-a + b (1-shakl). Vektorlami qo‘shishning
bu usuli uchburchak qoidasi deb ataladi.

ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham qo'shish
mumkin, Buning uchun O nuqtaga OA~a va OC=b vektorlami
go‘yamiz va ulardan parallelogramm  yasaymiz. Bunda

parallelogrammning O uchidan o‘tkazilgan OB diagonal a+b
vektomi beradi (1-shakl).

°B

1-shakl. c

Bir nechta vektomining yigindisini topish uchun bu vektorlarga
teng vektorlardan ko‘pburchak (sinig chiziqg) hosil gilinadi. Bunda
boshi birinchi
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida boigan vektor
ko‘pburchak barcha vektorlarining yigindisiga teng boiadi. Bir necha
vektomi bunday qo‘shish usuliga ko pburchak qoidasi deyiladi. 2-
shaklda to‘rtta a,b,c,d vektorlarning yigindisi J vektor tasvirlangan.

a va b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan bvektorga
garama-garshi  boigan (-b)vektor yigindisiga aytiladi, ya’ni
a-b =a-w(-b).

a-b ayirmani topish uchun a va b vektomi umumiy O nugtaga
go‘yamiz. Bunda b vektor oxiridan a vektor oxiriga yo‘nalgan vektor
a-b vektomi beradi (3-shakl).
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0.4=a va OB=b vektorlarga qurilgan OACB parallelagrammning
diagonal vektorlari bu vektorlarning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat.
bo‘ladi (4-shakl).

a vektoming A*o songa ko paytmasi deb, a vektorga kollinear,
uzunligi |Ajea| ga teng va yo‘nalishi A>0 bo‘lganda a vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, A<o bo‘lganda a vektor yo‘nalishiga garama-
garshi boigan na vektorga aytiladi.

Vektomi songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalar
kelib chigadi:

1-xossa. a (ado) va bvektorlar kollinear bo‘lishi uchun b=Aa
bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. a=\a\- a&°(ado), ya’ni har bir nol boimagan vektor
uzunligi bilan ortining ko'paytmasiga teng boiadi.

Vektorlar ustida chizigli amallar ushbu xossalarga ega.

1" a+b=b +a\l 2\ (a+b) +c =a +(b+c);
3 a+b6=ga 4° i +(-5) =6;

5" A(jtw) = (A su)a; 6°. (A+U)a =Aa+/n3;

T A(a+b)=Aa+ AS; 8°. lea=a

Xossalaming isboti vektorlami qo‘shish va ayirish qoidalari hamda
vektoming songa ko ‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Misol tariqasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz, AB vektor
dan va BC vektor b dan iborat
boisin (5-shakl). U holda vektorlami
go‘shishning uchburchak xossasiga
ko‘ra ABC uchburchakda

AC=a+b
boiadi.
Parallelogrammning xossasiga
ko‘ra: 5-shakl.

AD =BC,, DC,=AB .

Vektorlami qo'shishning uchburchak xossasiga ko‘ra, AD
uchburchakda

AC=~AD+DC=b+a

boiadi.
Bundan, a+b=b +a kelib chigadi.
1-misol. ABCD to‘gri
to‘rtburchakning tomonlari

AB=3, AD=4. M- DC tomonning
o‘rtasi, N-CB tomonning o‘rtasi (s-
shakl). AM,.4N,MN vektorlami mos
ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab
yo‘nalgan / va j birlik vektorlar orqali
ifodalang.

Yechish. a=\a\-a" boiishini hisobga
olib, topamiz:

Zs=|Zb|-7 =37, ad =jAD|*7=4J.

6-shaklga ko‘ra,
DM =)X7=—DC=—M=—f, m =N =-BC =-AD =2j.
2 2 2 2 2

Vektorlami go‘shish qoidasi bilan topamiz:



2.1.3. Vektoming o‘gdagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniglovchi nuqgtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri
chizigga o g deyiladi.
e birlik vektor va O nugta / o‘gni bir giymatli aniglaydi.
M nugtadan / o‘gga tushirilgan AAt perpendikulyaming A
asosiga A nugtctning 1 o ydagiproeksiyasi deyiladi (7-shakl).
AB  (AB®0) ixtiyoriy vektor
boisin. At va B bilan raos ravishda
AB vektor boshi va oxirining / o‘gdagi
proeksiyalarini belgilaymiz.
npn vektorga AB  vektoming |
o0 gdagi tashkil etuvchisi deyiladi.
4-ta’rif. AB vektoming | o gdagi
proeksiyasi deb H Af | songa aytiladi

va PrtAB bilan belgilanadi. Bu son 7-shakl.
AIB, tashkil etuvchi va | o‘g bir tomonga yo‘nalgan boisa musbat
ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).

Demak,
Pr; AB =%|AlIL|.

5-ta’rif. a vektor bilan uning /o ‘qdagi tashkil etuvchisi 5, vektor
orasidagi ¢> burchakka a vektor bilan 1o  orasidagi burchak (ikki a va
5, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, o <<<as (s-shakl).

Vektoming o‘gdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

1-xossa. a vektoming / o‘qdagi
proeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o‘q orasidagi < burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr;a=jalcoso» .
Ishoti. Agar a vektor bilan /o'qg

orasidagi burchak o‘tkir jO<(p<n

boisa, 5, tashkil etuvchi va / o‘q bir 8-shakl.
tomonga yo‘nalgan boiadi.
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U holda

Pr(a- +lat 5 a|cos<p

Agar a vektor bilan / o‘g orasidagi burchak o‘tmas <np<n

bo4sa, a tashkil etuvchi va / o‘g garama-garshi tomonga yo‘nalgan

bo'ladi.
U holda
Pr,a=-|ai|=-]a|cos{n- ¢ = a|cosp.
Agar 9°’=" bo‘lsa, u holda

Pr;a=0=|a|cos l:j a\cosip.

Bu xossadan quyidagi natijalar

kelib chigadi.

1-natija. Vektoming o°‘qdagi
proeksiyasi:

1) vektor o‘g bilan  o‘tkir
burchak tashkil qilsa, musbat
bo‘ladi;

2) vektor o‘g bilan o‘tmas
burchak tashkil gilsa, manfiy bo‘ladi;

3) vektor o‘q bilan to‘g‘ri burchak tashkil gilsa, nolga teng boiadi.

2-natija. Teng vektorlarning bitta o‘qdagi proeksiyalari teng
bo‘ladi.

2-xossa. Bir nechta vektor yig‘indisining berilgan o‘gdagi
proeksiyasi vektorlarning shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng,
masalan,

Pr,(@+b +c)="Pr,a+ Pr.b+Pr(c.

Isboti. d =a+b +c boMsin.
U holda (9-shakl)
Pr(rf=+|rflj= +|5,|+|fel|-| ? 1],

ya ni
Pr;(a+b+c)=Pr,a+Pr,b+Pr,c.
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o ‘gdagi
proeksiyasi ham shu songa ko ‘payadi. ya’ni

Pr (A3) =AwPr(a.
Ishoti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasiga ko‘ra,
>0 da Pr, (Aa) =| Aajcosp = Ala\cos(p = A wPr,a
A<Oda Pr, (Aa) 5 Aa|cos(;r- ) =-A]a|(-cos”) = Aja [coscp=AmPr, a
A=0da Pr,(Om) - 0=0¢Pr,a=A°Pr;a

3-natija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasinmg o‘qdagi proeksiyasi
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasiga
teng, masalan,
Pr (ka+nb) =KPr,a+ «Pr,b.

2-misol. ABC to‘gri
burchakli uchburchakning
katetlari BA=5 BC=5n/3. ABC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan  vektorlarning AC
gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan |
o0°‘gdagi proeksiyalarini toping.

Yechish. 10-shak.
ZBAC=<q ZBCA=y/ boisin
deylik.
U holda
cosip:BA 5 =1 BC o3
AC js*+(5js 2’ A= v52+(5n/3)2 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar AB, CB,
BD boiadi (10-shakl). Bu vektorlarning / o°‘gdagi proeksiyalarini
topamiz:

Pr, AB 5 AB |scos(pp—5°"
Pr,CS=-|C5!-cosi™ =

Pr, BD = BD|+cos—=0,
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2.1.4. Vektorlarning chizigli bog‘ligligi. Bazis

Uch oichovli R3fazoda at,a2a3vektorlar berilgan bo‘Isin. Ixtiyoriy
al,a2a3 sonlami olamiz va i,,q,0 vektorlardan

a=a,a. +taka2+a3, (1-1)

vektomi tuzamiz. Bunda a vektorga al,a2...,an vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi, a.,a2a3 sonlarga bu chizigli kombinatsiyaning
koeffitsiyentlari deyiladi.

6-ta’rif. Agar ana2a3vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
bo‘lmagan shunday at,a2a3sonlar topilsa va bu sonlar uchun

«[l +a a +a&3=o (1.2)

tenglik bajarilsa, al,a23. vektorlar sistemasiga chizigli bog'liq vektorlar
deyiladi.

7-ta’rif. Agar (1.2) tenglik fagat al=al=a3=0 bo‘lganda o‘rinli
bo'lsa, a..ala3vektorlar sistemasiga chizigli erkli vektorlar deyiladi.

1-teorema. a,,a2a3vektorlar chizigli bog‘lig boiishi uchun ulardan
hech bo‘lmaganida bittasi golganlarining chizigli kombinatsiysidan
iborat bo“Hshi zarur va yetarli.

Ishboti. Zarurligi. Berilgan vektorlar chizigli bog‘iig bo‘lsin. 1J
holda  (1.2) tenglik bajariladi, bunda at (k- 1,23) sonlardan kamida
bittasi nolga teng bo‘lmaydi. a3*0 bo'lsin deylik.

U holda

boiadi, ya’ni a3vektor qolgan vektoraming chizigli kombinatsiyasidan

iborat.
Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, 5, golganlarining

chizigli kombinatsiysidan iborat bo‘lsin:

a3=alal +a 2.

Bundan
alal+a2, +(-1)a3=o0

kelib chigadi, ya’ni (1.2) tenglik a, =-lda bajariladi. Demak, berilgan
vektorlar chizigli bogiiq.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol boimagan a vektordan iborat sistema
chizigli erkli boiadi, chunki a -3=0 tenglik fagat va fagat a =0 da
bajariladi.

Demak, bitta a vektordan iborat sistema fagat va fagat 5=o
boiganida chizigli bogiiq boiadi.

Tekislikdagi vektorlarning chizigli bogiiqg yoki chizigli erkli
boiishi hagidagi masalani garaymiz.

2-teorema. Ikkita a va 5, vektor chizigli bogiiq boiishi uchun
ular kollinear boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. a, va a2vektorlar kollinear boisin. U holda
«2=%B, boiadi, bundan fa,+(-1)a2=0 yoki a.[ +«2a2=0. Demak,
vektorlar chizigli bogiiq.

Yetarliligi. a, va d2 vektorlar chizigli bogiig boisin. U holda
alal+ala2=0 tenglik atva a, sonlardan kamida bittasi, masalan, a2

noldan fargli boiganida bajariladi. Bundan a. = yoki az=Aq,

kelib chigadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

4-natija. Ikkita a, va a2 vektor chizigli erkli boiishi uchun ular
kollinear bo‘Imasligi zarur va yetarli.

3-teorema. Agar e va e2 biror tekislikning ikkita kollinear

bo‘Imagan vektorlari boisa, uholda shu tekislikning istalgan
uchinchi a vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

a=akl+alr (1-3) A

Ishoti. Bitta 0 nugtaga
vektorlami  qo‘yamiz:  ()Et=§,,
OE2=¢2, OA=a. A nuqtadan & va
e2 vektorlarga parallel ikkita to‘g"ri

chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g'ri
chiziglar bilan el va e, vektorlar 11-shakl.
yotgan to‘gri chiziglaming

kesishish nuqgtalarini mos ravishda va A2 bilan belgilaymiz (11-
shakl).
Ikki vektor vigindisi ta’rifiga ko‘ra, OA=O0A + AtA, bu vyerda

82



AMA-OAL, ekani hisobga olinsa
a=L -+ . J.9

g, va OA vektorlar kollinear boigani uchun 0.4 =«/[ va shu kabi
CL| =a,e2 boiadi. Bu tengliklarga ko'ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
kelib chigadi.

(1.3) yoyilmaning a, va ar koeffitsiyentlari bir giymatli
aniglanishini ko ‘rsatamiz. Buning uchun

a=[é r /a5, (1.5)

yoyilma mavjud boisin deb faraz gilamiz.
(1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(a, - A)e, +(a2-4,)ér=0.

Shartga ko'ra, e, va é&vektorlar kollinear emas. U holda I-narijaga
ko‘ra, ular chizigli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat a, -4, =0 va
a -p.—-u boiganida bajariladi. Bundan a,=[,, «2=[. Demak,
(1.3) yoyilmaning a, va a2koeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

4-teorema. Tekislikdagi har ganday uchta vektor chizigli bogiiq
boiadi.

Isboti, a,.a,,a vektorlardan ikkitasi, masalan, a va a kollinear
vektorlar boisin. U holda al=a.al yoki a, =a,a, +Oiboiadi. Demak,
ai,alalvektorlar chizigli bogiiq.

a,,d2a, vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear boimasin.

U holda 3-teoremaga ko‘ra a, vektomi

a, =a, b, +a2a2,

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, ai(Sz,a, vektorlar chizigli bogiiq.

2- va 4-teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

5-natija. Tekislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga
teng.

6-natija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi
fazodagi vektorlar uchun quyidagi xulosalami ko ‘rsatish mumkin:

1) Uchta vektor chizigli bogiiq boiishi uchun ular komplanar
boiishi zarurvayetarli;

2) Uchta vektor chizigli erkli boiishi uchun ular komplanar
boimasligi zarar va yetarli;
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3) Agar e,,éré, vektorlar komplanar boimasa, u holda istalgan a
vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyitishi munikin,
ya’ni

a-afi +az22+a33; (1)

4) Uch o‘Ichovli fazodagi har ganday to‘rtta vektor chizigli bog‘iig
bo‘ladi;

5) Fazodagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan a vektomi §&,,62
bazis bo‘yicha yagona ko ‘rinishda yoyish mumkin, ya’ni

d=a,e.+azx2. 0-7)
1.7) tenglikka a vektoming ete, bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,,a

sonlarga a vektoming e,e2 bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va
a- {a :a,} deb yoziladi.

Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chizigli erkli vektorga aytiladi.

6-natijada keltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch oichov'i fazodagi
istalgan  a vektomi §&,ér,é3bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish

mumKin, ya’ni
a=ae +az +al. (1.8)

Bunda sonlar a vektoming é1ér,é1 bazisdagi affin
koordinatalari bo‘ladi, ya'ni a- {a, ;aza,}.

3-misol Uchburchakli muntazam piramidada AB,AC,AD- A
uchning qgirralari, DO -d uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
€1é2é. mos ravishda AB,AC,AD girralar bo‘ylab yo‘naigan vektorlar

bo‘lsin. DO vektoming €1éLé, bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.
Yechish. Vektorlami songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko ‘ra:

AB=Ag, AC=/12 AD=AgE,
bu yerda A,AA -haqiqgiy sonlar.
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Piramidaning bir uchidan chiqgan qirralarida yotgan e,e2,es

vektorlar komplanar emas. Shu sababli DO vektomi e,e,es bazis
bo‘yicha yoyish mumkin.
Piramida muntazam boigani uchun
uning balandligi asosining medianalari
kesishish  nugtasiga tushadi, ya’ni
O-uchburchak medianalarining kesishish
nugtasi boiadi.
Vektorlami qo‘shish qoidasiga ko‘ra

DO =DA+ AO.
Bunda
DA=-AD =-A],
2 AB+AC 1 )
AO= -3A M 3 =3 (N4 +Xrér). 12-shakl.
Demak,

D O --N23+~ (Ag, +/1Z).

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular boigan 1i,j,k birlik
vektorlami olaylik. Bunday bazis
ortonormallashgan bazis deyiladi.
Bunda |1jA vektorlar bazis ortlari

deb ataladi.
Koordinatalar boshidan  mos

ravishda 10N bazis ortlari
yo‘nalishida oikazilgan 0x,0y,0z
o‘glarga koordinata o'glari deyiladi.
Ox,0y,0z o‘glardan tashkil topgan
Oxyz koordinatalar sistemaga to‘g‘ri
burchakli (yoki dekart) koordinatalar
sistemasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektomi olib,
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni a-~OM vektomi
hosil gilamiz (13-shakl).

a vektoming koordinata ogiaridagi proeksiyalarini topamiz,
Buning uchun OM vektoming oxiridan koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o‘glari bilan kesishish
nugtalarini mos ravishda Af,, M:, M} orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar

koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor
boigan to‘g‘ri burchakli parallelepipedni hosil giladi.
Bunda

Pr,a =|QMi), Pr a=\OMi\, W'za=\OM \.
Bir nechta vektorlami qo‘shish qoidasiga ko ‘ra,
a=QM\ +M\N +~NM.
Yoki MtN =OMz, NM = OM”m hisobga olsak,

a=0M\ + QM2 +L117?3. (1.9)
Shunindek,

OM>=\OM,\-7, 0 M2 =\OMi\ U OM,=\OMr\ K. (1.10)

a=0OMvektoming koordinata o°‘qlaridagi proeksiyalarini mos
ravishda at,ay va a orqgali belgilaymiz, ya’ni \OMt\=as, \OM2=ay,
\OM\=az.

U holda (1.9) va (1.10) tenglikiardan topamiz:

a-aj +aj +axk . (1.11)

(1.11) tenglik a vektoming 1i,],k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. axay,az sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki
oddiygina koordinatalari) deyiladi va a ={ax;ay;az} kabi yoziladi.

a={av,av,az} vektor berilgan bo ‘Isin.

Tosg‘ri burchakli parallelepipedning diagonali hagidagi teoremani

go‘Jlaymiz:

\W \r=\w ] rl~om2\r+\om \2

Bundan
laf=al+a] +az
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yoki
lal=  +a2+a2, (1.12)

ya’ni vektoming wuzunligi uning koordinatalari  kvadratlarining
yig‘indisining kvadrat ildiziga teng.
a vektoming ox,0y,0z o‘glar bilan tashkil gilgan burchakiari rnos

ravishda a,p,y boisin (13-shakl). cosa, cos/3, cosy lar a vektoming
yo naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.
Vektoming o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

ax=\a\ cosa, ay=ja\cosP, ar=/a|cosy.

Bundan a~o boiganida

C0S«=-—, COSX=“— COSP =— (1.13)
\a\ \a\ \a\

(1.13) tenglikdan (1.12) forrnulani hisobga olib, topamiz:
co0s2a + cos2(i +cos2y =1, (1-14)

ya’ni  nol boimagan vektoming yo‘naltiruvchi  kosinuslari
kvadratlarining yigindisi birga teng.

Bundan a° birlik vektoming koordinatalari cosa, cosfl, cosy
boiishi kelib chigadi, ya’ni 5° ={cosa; cos/3;cosf}.

4-misol. Uzunligi |aj=2 ga teng vektor Ox,0y koordinata o'qlari

bilan a =60°,p =120"li burchaklar tashkil qiladi. 3 vektoming
koordinatalai ini toping.
Yechish. Vektoming o'qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga ko ‘ra:

a =jal cosa =2co0s60° =2 —= 1,
X 2

ay =|aJcosy3 =2c0sl20>=2-jr~-"j = -1.

Vektoming uzunligini topamiz:
2= +1+ <
Bundan
al =2 yoki az=-J2, az=-n/2.
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Demak,
5={1:-1;n/2} yoki 5={
a va bvektorlar koordinatalari bilan berilgan boisin:
a=ctj +ayj +azk, b=bj +bj +bxk.

Vektoming o‘gdagi proeksiyasining xossalariga ko'ra:

atb =(axxbx)i +(ay £by)j +(azths)k, (1.15)
Aa=XalJ+ Xal +Xazk, (1.16)
(1.17)
Shunday qilib,

1) vektorlar go‘shilganida (ayrilganida) ularning mos koordinatalari
go‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko ‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko‘payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng boiadi va aksincha.

5-misol. a=-4i- 2j +4k vektor berilgan. Bu vektorga garama-garshi
yo‘nalgan, kollinear va wuzunligi \b\=9 boigan vektoming
koordinatalarini toping.

Yechish. b vektoming koordinatalari bx,by,bz, ya’ni b = {bx:bv\bz}
boisin.

av&b vektorlar kollinear boisa a=Xb boiadi, bu yerda A-biror
son.

U holda ikki vektoming tengligi shartidan

bx=¢ar, by=Aa, br=ra.
yoki
bx=-4A by=-2A bz=4A

Bu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib,
topamiz:

e+ 4% +16A =9, +6A=9  yoki A=
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vaf vektorlar garama-qarshi yo‘nalgani uchun A<O0, ya’ni

A=,
Demak, b={6;3;-6}.
Koordinatlar boshiga qo‘yilgan va oxiri M nugta boigan r- OM
vektorga M nuqtaning radius vektori deyiladi. M(x;y;z) nuqta radius
vektorining koordinatalari r ={x,y;z} boiadi.

Boshi Aix*y~z® nuqgtada va oxiri B{x2,y2z2) nuqtada boigan
AB vektomi garaymiz. A va B
nugtalammg radius vektorlarini mos
ravishda r = {(x;;y\;zt} va r, ={x2y2z;}
boiadi.

14-shaklga ko'ra, AB-r, - .
Bundan (1.15) tenglikka asosan

AB = (x2- .thr +(y2-y,)] +(z2- z,)k
yoki
ABMNx2-x1y2-yl-2-z I}. (1.18)

Shunday qgilib, vektoming
koordinatalari uning oxiri va boshming mos koordinatalari
ayinnasiga teng.

(1.18) tenglikdan AB vektoming modulini topamiz:

\AB\ =4 (x2- xj2+ (yr-y,)1+(z2- z,)2 (1.19)

AB vektoming uzunligi A va B nuqgtalar orasidagi masofani
aniglaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani
topish formulasi deyiladi.

6-misol. Paralleiogrammning uchta ketma-ket wuchi berilgan:
N(-1;3;1), S(-2:~5;3), C(0;-1;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm D uchning x;y;z koordinatalarini
parallelogramm uchun AD =BC ekanidan aniglaymiz. AD va BC
vektorlami (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

AD={x+Vy- 3;z-1),
BC={0- (-2);-! - (-5)!- 3={2:4;-2}.
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U holda AD=BC tenglikdan x+\=2, y-3=4, z-\ =-2, ya’ni
Z>(L1;7-1) boiishi kelib chigadi. BD vektoming koordinatalarini
topamiz:

BD ={1- (~2);7- (-5);—2- 3}={3124}.
U holda
\BD\="32+12 + (-47 = d¥+144 +16=13
Aix y~zn va B(xZy2z,) nugtalami tutashtiruvchi kesma berilgan
boisin. AB kesmani berilgan A>0 nisbatda boiuvchi. ya’ni —CB—:A
tenglikni ta’minlaydigan C(x;y:z) nugtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra, AC vaCB vektorlar kollinear, ya’ni

AC = ACB.
U holda

AC ={x-X,;y-Vy,;z-2,}, CB={x2- x;y2-y;z2- z}
inobatga olinsa,
X-X,=X(X2-X), y-y.,n(y2—y), z-z,=X(z2-2).
Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

X,+ax2 w_ Y, +Xy2 ___z, ¥Az,

1+A 14X ° 1+ A~ (

(1.20) formulaga kesmani berilgan X nisbatda bo'lish formulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan X =1da kesma o‘rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

1-, Y— - z~— (121)

1-izoh. Tekislikda yotuvchi AB kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko ‘rinishlami oladi:



7-misol. A(2;5) va S(4;9) nugtalami tutashtiruvchi AB kesmani
AC:CB=1:3 nisbatda bo'luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

2+4- -4 5+—9
3 3

2.1,6. Mashglar

1.Agar |a+6|45-1i| boisa, a va b vektorlar ganday shartni
ganoatlantiradi?

2. |a|=13, j*|=19 vala +6j=24 bo‘lsa, 15—=*| nihisoblang.

3. Agar M—AB kesmaning o‘rtasi bo'lsa, fazoning ixtiyoriy Onugtasi
uchun OM= (OA+OB) tenglikni isbotlang.

4. AD,BE,CF kesrnalar ABC uchburchakning medianalari boisa,
AD+BE+ CF - 0 tenglikni isbotlang.

5. AN - ABC uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, AC =h, \a\=2,
Ibl=1boisa, AN vektornitoping.

6. ABCD teng yonli trapetsiyada /TjAB =N& \AD\=\DC\=\CB\=2,
M,N-mos ravishda DC va BC tomonlarning o‘rtalari. NM vektorni mos

ravishda AB va AD tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan mva n birlik vektorlar orgali
ifodalang.

7. O nugtaga 04 =5 va OB=Db vektorlar qo‘yilgan. AOB burchak
bissektrisasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

8. ABCD parallelogrammda AB=a va AD=b, M — parallelogramm
diagonallarining kesishish nuqtasi. UA, MB vektorlarni a va b vektorlar orgali
ifodalang.

9. m ning ganday giymatida c=a-mb va 5=-V3a+66 vektorlar kollinear
boiadi?

10. Biror bazisda a={m- 1,2}, b={3;n;b} vektorlar berilgan. a va b vektorlar
kollinear bo‘lsa m va n ni toping.
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11. aBCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya asoslari \AB\=A va \CD\=2 va
/NBC =45°. AB, AD, DC, AC vektorlarning CBvektor bilan aniglanuvchi o‘qga
proyeksiyalarini toping.

12. ABC teng tomonli uchburchakning tomonJari 2W/3 ga teng,
AD, B1',CE - uchburchakning balandliklari. A3, BC, CA, AD, Hf, CE

vektorlarning /.BAC burchak bissiktrisasi bo‘yiab yo‘nalgan / o‘qga
proyeksiyalarini toping.

13. ABCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tonionlarning

o'rtalari. Bazis vektorlar 5, =AD va €2=AB boisa, PQ vektomi bu bazis
bo‘yicha yoying.

14, OACB to‘g‘ri to‘rtburchakda M va ,Vmos ravishda BC va AC
tomonlarning o‘rtasi. OC vektoming OM=a va ON=b vektorlar bo‘yicba
bazisga yoying.

15. ABCD piramidada P va Q mos ravishda AD va BC girralaming o'rtasi.
Bazis vektorlar es=AB, el- AC va & =AD boisa, PQ vektorni bu bazis bo‘yicha
yoying.

16. OABC tetraedr berilgan. 0A,08,0C vektorlardan iborat boigan
bazisda OF vektorni toping, bu yerda F-asos medianalarining kesishish nugtasi.

17. Tekislikda wuchta 5={3;-2}, b={-21} va c={7;-4} vektorlar
berilgan. liar bir vektoming golgan ikki vektor bo'yicha yoyilmasini toping.

18. a={21,0}, i={I;-1;2}, c={2;2;-1} vektorlar bazis tashkil gilishini
ko‘rsating. d ={3;7,—#} vektoming shu bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

19. 5={-15;-2} va ii={2-1;3} vektor berilgan. 3d-2b va - —a+”"b
vektorlarning koordinata o ‘glaridagi proeksiyalarini toping.

20. 5={;~1;2}, b={-2-3} va c={0;-3;-2}vektorlar berilgan. -25 +36-c
va 35-2b +2c vektorlarning koordinata o‘glaridagi proeksiyalarini toping.

21. Tomonlari  5={1,0;7} va 6={5;-4,~5} vektorlarga qurilgan
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB={2;64} va AC={4;2;-2} boisa, ABC uchburchakning CP
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nugtaning radius vektori koordinata o‘glari bilan bir xil
burchak tashkil giladi va uzunligi 3 ga teng, M nuqtaning koordinatalarini toping.

24. a vektor OXva OZo‘glari bilan mos ravishda 60“va 120°li burchak
tashkil giladi. Agar |al=4boisa, bu vektoming koordinatalarini toping.
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25. Agar a={2;-I;I} vektoming boshi A(3;-2;-4}boisa, uning oxirining
koordinatalarini toping.

26. Agar a={2;4,~1} vektoming oxiri S(-1;3;-4} boisa, uning boshining
koordinatalarini toping.

27. A va B rmaqtalar berilgan. AB vektoming ortini toping:
1) N(-4;-9;6), S(8:6;-10); 2) [6;-1;9), fI(2;-4;-3).

28. 4(2-1;0), B(i;-i;2), C(0,5;3) nuqtalar berilgan. S=AB-CB vektoming
ortini toping.

29. a={23}, fc={I;-3}, c ={-1;3} vektorlar berilgan. a ning ganday
giymatlarida ihn=a+ab va h a+3cvekloriar kollinear bo'iadi.

30. 5=167-127+151 vektor bilan bir xilyo‘nalgan vauzuniigi |6|=15 boigan
vektoming koordinatalarini toping.

31. Uchlari  A(~1-3), B(2:-3), C(2;l) boigan uchburchakning perimetrini
toping.

32. Uciiiari A(-3;-3), £(-1;3), C(1-1) boigan uchburchakning to‘g‘ri
burchakli ekanini ko ‘rsating.

33. Uchlari n(2;1), B(-U), C(-3;2) nuqgtalarda boigan uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazini va radiusini toping.

34. A/,(-1;-2) va A/2(3;4) nuqgtalar berilgan. M,MT to ‘g ‘ri chizigda yotuvchi va
Mz nugtaga nisbatan M, nuqtaga 3barobar yagin boigan M(x.y) nugtani toping.

35. Uchlari A(1;4), B{-50), C(-2;-1) nugtalarda boigan uchburchak
medianalarining kesishish nuqtasini toping.

36. Parallelogrammning uchta ketma-ket A(-6;~4), B(-4;8), C(-I;5) uchlari
berilgan. Parallelogrammning to‘rtinchi uchini toping.

37. Uchlari N(4;1;-3), (1;4;-2), C(I;10;-8) nugtalarda boigan ABC
uchburchakning AD medianasi uzunligini toping.

2.2.VEKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. IKki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko paytmaning ta’rifl

1-ta’rif. Ikki a va b vektoming skalyar ko'paytmasi deb bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga
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teng songa aytiiadi va u ab (yoki a byoki (a,b)) kabi belgilanadi, ya’ni
ab 5 5|-| b|-cosi/?, (2.1)

bu yerda cp-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nugtaga qo‘yiladi).
(2 .1) formulani boshga ko ‘rinishda yozish mumkin.

Ma’lumki,
¥rba=\a\cosy) va Prsb=b|cosg>
Bundan
BB 3BPr.6 (2.2)
yoki
ab =\b\ -Prs 5, (2.3)

ya’ni ikki vektoming skalyar ko'paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o0°‘qga proeksiyasining
ko‘paytmasiga teng.

Skalyar ko paytmaning xossalari

1-xossa. Ko paytuvchilaming o fin almashtirish xossasi:
ab =ba.
Isboti. ab =\a\-\b\ cos(a,b) =\b\-\a\ cos(b ,a) =ba.
2-xossa. Skalyar ko paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(Xa)b =A.(ab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Aa)b 9b|wPr (Aa). Vektoming o ‘qdagi
proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr, (Aa) = Amr, 151
Bundan

{Xa)b 5 b |-PrasAn) =b\b\-?ri\a\-X-{\b\'Pri \a\) =X(ab).
3-xossa. Qo 'shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a(b +c) =ab+ac.
Ishoti. Vektoming o‘gdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Pr.(E+c)=Prb+Prc.
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Demak,
a(b +c)=aj Pr3(b +c)=ja|-(Pr.b +Pr5¢c) =

=|a|+Pr,b+la| Prsc=ab +ac .

4-xossa. Agar a va b vektorlar perpendlkular bo‘lsa, u holda
ulaming skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Shunindek, teskari

tasdiq o‘rinli: agar ab=0 (Ja o,|b o) bo‘lsa, uholda alb boiadi.
Xususan: i-j*j-k =k-i=ji=k-j =ik =0.

Isboti. alb bo‘lganda cos<p=0 boiadi. Bundan ab =o .
ab=o (a\po,/b o) boisa, ocosp=o boiadi. Bundan V-, yani

alb.

5-xossa. Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
teng, ya'ni 32=15j2.

Xususan: 1l2=]r=kr=1

Isboti. az=amTajsjajcoso®a|maldal2.

1-izoh. Agar a vektomi skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat
ildiz chigarilsa, a vektoming o‘zi emas, balki uning moduli hosil
boiadi, ya’ni

Jd2=a|(45r a).

1-misol. |a|=4, \b\=6 ,(p=(a,b) =—boisin, (3d- b) ®2a +4b)

ko‘paytmani toping.
Yechish. Awal 3-xossa yordamida gavslami ochamiz va keyin
skalyar ko ‘paytrnaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3a- b) M2a+4b) =3ama- b «2a +3a+Ab—b mb =652+ Wab - 4bl=
=6jabk +101 4 b|cos” - 4jb 2=
=6-42+10-4-6- 5—4 -62=96+120-144=72.

2-misol. \a\=A,\b\=B,<p=(a,b)=£"_ boisin. Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. d va bvektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini
a+b va a-b vektorlar orgali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmanmg xossalaridan foydalanib, topamiz:

la+b|=T](a+EY ="Js1+ 2ab +b2=/|ii|2+21a b jcos(p+\b |2 =

ja-b j=g(a—Ey =n/a2-2 ab +b2=n(\5\r-2 j5jh|cos<p+|bf =

=Jle +2-4-3-- +9=n/37.
Vv 2

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko paytmasi

Ikkita a={ax;ay;aj va b={bdbwb] vektor berilgan boisin.
U holda bu vektorlami J,J,k birlik vektorlar orqgali ifodalab,

skalyar ko‘paytmaning xossalarini va JJ,k vektorlarning skalyar
ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz:
ab - (aj +ayj +ak) mbj +hbyj +bk)=axdji +ajbyij +axbjk +
+aybji +ayyjj +aybzk +ambki +azbykj + azbzkk =
= atbx + ayby +azbz.

Demak,
ab = axbx +ayby +azbz, (2.4)

ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki  vektoming skalyar
ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari  ko‘paytmalarining
yigindisiga teng.

3-misol. a={4;-2,3}, 6 ={I;-2,0}, c={2;I;-3} boisin.
(a+3b)-(a-b +c) ko‘paytmani toping.

Yechish. Awal T=a+t va n=a- b +c vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

fh={4+3m; -2 +3(-2); 3+30}={7;-8;3},
«={4-1+2 -2+2+1 3-0-3} ={5],0},
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra

Men=T7e5+(-8)M+3m)=27.
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Skalyar ko paytmaning ayrim tatbiqglari
1. Ikki vektor orasidagi burchak

a={ax\ay-a} va b={b"by\bz} vektorlar orasidagi < burchak
kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

= 2.5
coSp = \a\ \b\ (25)
yoki

ab +ab +ab,
cose> = - = . (2.6)
Na®+a +a] m\jbR+b2+ b2

Shu kabi, fazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu
yo'nalishlaming mos (bir nomdagi) yo‘naltiruvchi kosinuslari
Ko ‘paytmalarining yig‘indisiga teng:

COSg>=C0Sa, C0sa, + Cos [ cosP2+cosj', Cosy2. (2-7)

2. Ikki vektomingperpendikulyarlik sharti
alb boisin. U holda cos™ =0 bo‘lgani uchun (2.6) tenglikdan
atbx+ayby + azbx=o (2.8)

kelib chigadi.
Fazodagi ikki yo halishlaming perpendikularlik shartim
(2.7) tenglikdan topamiz:

cosccosa, + cos/?, cos Pr+cosy, cosy. =o, (2.9)

3. Vektoming berilgan yo nhalishdagiproeksiyasi
(2.3) tenglikdan topamiz:

Vr4S—|\b\ ];préft__a\)| (2.10)
yoki
Pra= ib':?_p_:iab P[~,,mA~ a | (2U)
jax+ay+az
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Shu kabi d(x:y;z) vektomingyo naltiruvchi kosinuslari
cosa, cosp, cosy boigan |yo nalishdagi (o'qdagi) proeksiyasi:

Pr;a = XCOSa +ycos/3 +zcosy. (2-12)

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan < burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida
moddiy nugta M nugtadan N nugtaga to‘g‘ri chizig bo‘yiab
ko‘chayotgan boisin (15-shakl).

Fizika kursidan maiumki, F kuchning MN =S ko‘chishdagi
bajargan ishi

A=|/r|-|5-cos(jo  yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniglanadi.

Demak, moddiy nuqgtaning
to‘g‘ri chizigli harakatida o‘zgarmas
kuchning bajargan ishi kuch vektori
va ko'chish vektorining skalyar
ko‘paytmasiga teng. Bu jumla
skalyar ko paytmaning mexanik
mahosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nuqgta A(l;-2;2)
nugtadan S(5;-5;-3) nuqgtaga 15-shaki.

F={2;-1;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilami toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchning
ko“chish yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagini.

Yechish. Awal moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F
kuchning uzunligini topamiz:

S=AB={4;-3;-5}, |S|=VIe +9+25=5vQ, |F\=n/4+1+9=-J4.

U holda:
1) A=FS=2+4+(-1)+(-3) +(-3) ®-5) =26 (ishb);

FS 26 1302

2) Pr,F =
51 5m2°
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FS 26 13n/7

Sz — = e <p=arccos}-3-{|/7--
, =

3)008(0 =—=—
ZI|W5| Syl2-nli 35

5-misol. Ih=a+2b va n=5u- Ab o‘zaro perpendikular vektorlar
bo‘lIsin. a va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. in+ h bo‘lgani uchun (a+ 2b) m5a- Ab)=0 boMadi.

Bundan

Sa2+6ab-8c£2=0 vyoki 5jaj2+615|de |cos(p- 8|6 b=0.

a va bbirlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5+6cos:-s =0.
U holda

cos(p =1 yoki (p—n

2.2.2. Ikki vektoming vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta’rifi

Agar uchta vektordan qaysi biri birinchi, gaysi biri ikkinchi va
gaysi biri uchinchi ekani kofsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

Agar komplanar boMmagan vektorlar tartiblangan uchligining
uchinchi vcktori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi
vektorga gisqa burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari bo‘Isa, bunday
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uchlikka o ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida boisa chap uchlik
deyiladi (16-shakl).

2-ta’rif. a vektoming b vektorga vektor ko 'paytmasi deb quyidagi
shartlar bilan aniglanadigan c vektorga aytiladi (17-shakl):

1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya’nicla vacztb;

2) c vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari a va b
vektorlardan iborat boigan parallelogrammning yuziga teng, ya’ni
|cH alsb !Isi®™>, bu yerda =(a,b);

3) a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.

a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi axb yoki [a,b\
kabi belgilanadi.

Vektor ko'paytmaning xossalari
1-xossa. Ko ‘paytuvchilaming o‘rinlari almashtirilsa vektor
ko‘paytma ishorasini garama-garshisiga o ‘zgartiradi, ya’ni
axb —b xa.

Ishoti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, Sxbva hxd vektorlar
bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollinear,
ammo garama-garshi yo‘nalgan, chunki  a,b,axb  vektorlar ham,
b,a,b xa vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil giladi.

Demak,

axb =—bxa

2-xossa. Skalyar ko paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(Xa)xb - X(axb).
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Ishoti. A>0 bo‘lsin. U holda (55)xb va A(axb) vektoriar a va b
vektorlarga perpendikuiar boiadi, chunki b, Xa va a vektoriar bir
tekislikda yotadi. Shu sababli (A5)xAva fA(axb) vektoriar kollinear.

Shuningdek, bu vektoriar yo‘nalishdosh (fa va a vektoriar
yo‘nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

[ (75) xb\=\M\-\b\sin((7u3),b)) = H|a jmb ]sin(a,b),

[X(a *b)\=k\a*b\=X\a\-\b\sin(a ,b).

Demak,
(Fa)xb =HA(@axb).

Xossa A<o da ham shu kabi isbotlanadi.
3-xo0ssa. Oo Shishga nishatan tagsimot xossasi:

ax(h+c) =axb-+axc.

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.

4~xossa. Agar a va b vektoriar kollinear bo‘lsa, u holda ularning
vektor ko ‘paytmasi nolga teng boMadi. Shunindek, teskari tasdiq o‘rinii:
agar 5 xfe=o (j<5/0,]6!"0) bo‘lsa, u holda a va b vektoriar kollinear
boiadi.

Isboti. a va b vektoriar kollinear bo‘lsa, ular orasidagi burchak
<p~0" yoki e=180° ga teng va sinp=o0 bo‘ladi. U holda
\ax-b\=\a\-\b\ sinp=0.Bundan

axA <o

axb=0 bo‘lsa, \axb\=\a\-\b\sin(p=0 bo‘ladi. U holda \a\-\b\tQ
bo‘lgani uchun sinp=0.Bundan <=Q yoki <=180",ya’ni avab
vektoriar kollinear.

6-misol. 7,j,k vektorlaming vektor ko‘paytmalarini toping.

Yechish. Bunda vektor ko‘paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar
bevosita kelib chigadi:

jxj =k, jxk-i, kX/=j.

Hagigatan ham, masalan, 1 x] =ktenglik o'rinli, chunki:
X) kLi, AJj;

2) jit|4710i7 Ssing0° =1;  3) 1J,k vektoriar 0‘ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1-xossaga ko‘ra,

ixi=-k, kxj=-i, ixk=-j.
Vektor ko!paytmaning 4-xossasidan topamiz:

ixi =jxj =kxk =0.

7-misol. |a|=3, \b\=2, (p:(a,b):?bo'lsin. \{a+2DB)x(a-bb)\T
hisoblang.

Yechish Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib,
topamiz:

(a+2b)x(a- 3b)=axa +2bxa —3axb-6bxb~ -5axb .
Bundan

\{a+2b)x (a-3b)|=[-5a xb |=51a\ -\b |SiN<p=5-3 @ -sin - =15

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko paytmasi

Ikkita a={ax;ar;aj va b={bz;by;bj vektor berilgan bo‘lsin.
ij.k vektorlarning  vektor

ko‘paytmalari  formulalaridan
foydalanib, topamiz:

axb=(aj +aj +ah)x(bj +byj +b ky=abji xi)+abji xj) +axz(i xk) +

+ayKU xO +a,bt(I xj) +ayb,(J xk) +amjk xi) + azby(k xj) + arks{k xk) =

=«A*-aAJ - aybl +aybJ+azbj - ajol=@b -abji - {axbr- ab%j +
& ax a [ av
_ a, _ ax
*«A aybxk = by bz I bx K 7+ bx K
yam
. ar | a ar a. a
b= " - i Y K.
e S I (2.14)
Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
i j K
axb a ay a7 (2.15)
b b b
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8-misol. a={3—V-2},b ={0;-2;4} bo‘lsin. (a+2b) x (2a-3b)
ko‘paytmani toping.

Yechish. Awal ih=a+2b va n=2a- 3b vektorlaming
koordinatalarini topamiz:

m= {13+ 201 n(-1) + 2+(-2);1 u(-2) + 2«4} = {3;-5;6},
N={2¢3- 3+0;2+(-1) - 3m-2);2 m(-2) - 3w} ={6;-8;-16}.
Bundan (2.14) formulaga ko‘ra

i3 3 -5 .
mxn =| : ° J+ K =128r +84j +6k.
-8 -16 6 -16 6 -8

Vektor ko paytmaning ayrim tatbiglari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko‘paytmanmg 4-xossasiga ko‘ra, a va b vektoriar kollinear
bo‘lsa

5x6=0
yoki
axb =(uhz- ajby)i - (ajbz- azhx)j + (aby- ajbt)k =0
boiadi.
Bundan
aybz- azby ~0, a b; - azbx=0, ajby- aybx=0
yoki

2.16
b~~Db, ~b,’ ( )

ya’ni kollinear vektorlaming koordinatalari proporsional bo‘ladi va
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektoriar kollinear bo‘ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakningyuzlari
Vektor ko'paytmaning ta’rifiga ko‘ra |axb |9 a\mb \sin<p, ya’'ni

Sfar =\axb\
Bundan
S',=| 5xA|, S, (2.17)
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3. Nugtaga nisbatan kuch momenti

0 nugtasi mahkamlangan qattig jism A nuqtasiga qo‘yilgan -
kuch ta’sirida o nuqta atrofida aylanma harakat gilayotgan bo‘lIsin,
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan bo‘lsin (18-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning O nugtaga nisbatan
momenti deb O nugtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1)MI1? vaM1F, buyerda r-0OA- A nugtaning radius vektori;
2) IMj=|r| jF|sin®, bu yerda

P=(f,F); —
3) r,F,M vektorlar o‘ng uchlik

tashkil giladi.
Shunday qilib,

M =r xF,

ya’ni qo‘zg‘almas nuqtaga nisbatan

kuch momenti kuch go‘yilgan nuqgta

radius vektorining kuch vektoriga

vektor ko ‘paytmasiga teng. 18-shakl F
Bu jumla vektor ko paytmaning

mexanik Ta hosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chiziqii tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O nuqgta atrofida 3
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan gattiq jism
M nuqtasiiiing chiziqii tezligi Eyler formulasi bilan topiladi:
V=0)xr,
bu yerda f =OM - M nuqtaning radius vektori.
9-misol. m, n ning ganday giymatlarida a ={- 2,3;nj va b ={m:-6;2}
vektorlar kollinear bo‘ladi?

10-misol. a=2j —8k va b —4/+3/ vektoilarga qurilgan
parallelogrammning yuzini hisoblang.
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Yechish. Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:
2
2 .3r 0 -3 2 |

- 1 0 2
S=jaxb\= j + =V92+122+(-8 ¥ =17(yb.).
\ op 40 4 3

2.2.3. Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi

Aralash ko'paytmaning ta’rifi va geometrik ma’nosi

3-ta'rif. Uchta a,b va cvektorning aralash ko paytmasi deb axb
vektorning c¢ vektorga skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va
abc kabi belgilanadi.

Uchta komplanar boimagan a,b,c
vek-torlar beriigan bo“Isin. Bu
vektorlarga parallelepiped quramiz va
axb =<?vektomi yasaymiz (19-shakl).

Vektor  ko‘paytmaning ta’rifiga
ko‘ra,

dta,d:b,\d\:sa:

bu yerda spm- parallelepiped asosining

yuzi.
Ta’rifga ko‘ra  d-c =|dj-jcjcos®,

bu yerda g>~c \a d vektoriar orasidagi burchak.
19-shaklda d,b,c vektoriar o‘ng uchlik tashkil qgiladi va

19-shakl.

(p< 7—Z, ya’ni cos<p>0. U holda |cjeosp=h va d m = Spr-h=V. Ikkinchi
tomondan d-c =(dxb)-c -abc. Demak, v =abc.
Agar a,b,c vektoriar chap uchlik tashkil gilsa, V>~ va cos<p<o

bo‘ladi. U holda jc |cos(p=-h, V-~ abc.

Shunday qilib, komplanar boimagan uchta vektor aralash
ko ‘paytmasining moduli girralari bu vektorlaming uzunliklaridan iborat
boMgan parallelepiped hajmiga teng:

V4 abc j. (2.18)
Bu jumla aralash kopaytmaning geometrik mahosini
anglatadi
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Aralash ko paytmaning xossalari
1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash ko ‘paytma
0°‘zgarmaydi, ya’ni
(axb)-c =a- (b xc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko‘ra,
(axb) c-c maxb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V=l(axb)-cl, V=\(bxc)-a\.

Bunda a,b,c va b,c,a uchliklaming har ikkalasi bir vaqtda yoki o‘ng
uchlik yoki chap uchlik tashkil giladi. Shu sababli (axb)c =(bxc)-a.
Bundan
{axb) & =a xb xc).

2-xossa. Ko‘paytuvchilarning o ‘rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni

abc =bca=cab .

Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:

abc =3-(b xc)=(b xc)-a= bca,
bca =b m(cxa)=(cxa) s =cab.

3-xossa. lkkita go‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari almashtirilsa,
aralash ko‘paytma ishorasi garama-garshisiga almashadi. Masalan,
abc =—hac .

Isboti. abc =(ax b) & =—b xa)-c =-bad.

4-xossa. Agar nolga teng boflmagan a,b,c vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko ‘pajrtmasi nolga teng
bo‘ladi.

Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: agar abc =0 (ja1*01b \po, c|*0)
bo‘lsa, u holda a,b,c vektorlar komplanar bo‘ladi.

Isboti. abc =0 (|5(*0,|i |*0,|cj*0) boisin. a,b,c vektorlar
komplanar emas deb faraz gilamiz.
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U holda bu vektorlarga hajmi K=o bo‘lgan parallelopiped qurish
mumkin. I"=+5fcc dan  36c*0 Kkelib chigadi. Bu 56c =0 shartga
zid. Demak, qgilingan faraznoto‘g‘ri va a,b,c vektorlar komplanar.

a,b,c vektorlar komplanar bo‘lsin.

U holda d=axb vektor a,b,c vek-torlar yotgan tekislikka
perpendikuiyar bo‘ladi.

Bundan die .Shusababli dm =0 yoki abc=0.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning aralash ko paytmasi

Uchta a={ax;ay;aj, b={bxbv;bj va c={cx;cy;cj vektor berilgan
bo‘lsin.

U holda
a, a ax a a, a,
axb= Y Zij— z j+ \K,
by bz bx bz b b
av ax ax a ) )
abc = az 1 b j+ b 6\>// (cj +cyj +c k)--
v b-r X K
a a ! ax a_
' * +
k. b k b b b. b
yoki
ax ay &
abc m bX by tz (219)
c,, C. c.

Il-misol. a =§2;2;1}, b ={3;-2;5}, ¢ ={;—%3} vektorlar berilgan.
abc ko‘paytmani hisoblang.
Yechish. abc ni (2.19) formula bilan topamiz:

-2 2 1
abc m 3 -2 5 =12+10-3 +2-10-18 =-7.
1 -1 3
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Aralash ko paytmaning ayrim tatbiglari

1 Fazodagi vektorlaming o zarojoylashishi

a,b,c vektorlaming fazoda o'zaro  joylashishini aniglash
VvV =+abc bo‘lishiga asoslanadi. Bunda agar abc>0 bo‘lsa, u
holda vektoriar o‘ng uchlik tashkil giladi, agar abc <0 bo‘lsa, u
holda vektoriar chap uchlik tashkil giladi.

2. Uchta vektorning komplanarlik sharti

Aralash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko'ra nolga teng bo‘Imagan
a,b,c vektoriar komplanar bo‘lsa, u holda abc =0 yoki

a! 'l
K K b =0. (2.20)

cr ¢ C.

J. Parallelepiped vapiramidaning hajmlari

Aralash ko ‘paytmanmg geometrik ma’nosiga ko ‘ra,
d,bj: vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini \pa=\abc\ bilan va

piramida hajmini V|a'r~-6\abc\ bilantopish mumkin.
Shunday qilib,

a, a, q ax ay a2

amod b, b b mod K K K (2.21)
¢, G C C.

12-misol. Uchlari ff(2:3;), B@4;l;-2), C(6;3;7), Z)(-5;-4;8)
nugtalarda boigan piramidaning D uchidan tushirilgan h balandligi
uzunligini toping.
Yechish. Awal piramida girraiarini ifodalovchi vektorlami
topamiz:
AB ={2;-2;-3}, AC ={4,0,6}, AD ={~7;-7;7}.
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Piramida hajmini hisobiaymiz:

2 -2 -3
V- -mod 4 0 6 =%184+84+84+56j=124.
-7 -7 7

ABC yoq Yyuzini hisobiaymiz:

2
S |ABx>4C | -2 -3 N 2 -3 2 -2
=PTACES o s 4 6 j4 O

-V(-12)i +24J +81 =14.

Piramida uchun v :§h5'

Bundan
154

3 54 11 («.£).
5 14 14

13-misol. Fazoda A,B,C,D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan.
A(7;2:2), 3(5;7;7), C(4,6;10), D(2;3;7). Quyidagilarni toping:

1) AS vektor proeksiyalari va yo‘nalishini;

2) AB AC, ABXAC ko‘paytmalami;

3) ABC uchburchak yuzasini;
4) ABCD piramida hajmini.
Yechish. 1) Jb vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

AB ={ar;ay;ar}={6- 7;7- 2,7- 2}={-2;5,5}.

Bundan (1.12) formulaga ko‘ra,
\AB\=[a\= + =376.

A5 vektor yo‘nalishmi (1.13) formuialar bilan topamiz:

eosa=~— = —-—, (COSB=—"—= - y=—L&="-",

laj 9’ lal 18 ' la 18



Topilgan yechimlami Maple paketida bajaramiz:
> with(geoi«3d):

> pmnt{AJ,2,2),pomt(B,SJJ), poffit{C,4,618), peint(B.2,3,7):
> with(Li.siearAlgel>ra}:

>V =<ab,c>;
v :=(a)ex+ (b)ev+ (c)ez

> ¥ecterNOrsts(v,2,eo0KjBg8?e=lalse);

o/O2+ b2+ r
> vl :=<5-7,7-2,7-2>
vl :=—2e + 5i?,+ b5e_

> VectorNom (v 1.2.cenjugate=faise);
3Vi

> N<irmaike{<a3s,c>,EisclldeaB,foajugate-f8ise);

a
n/? + A2+ c2
b
mJa2 -*-b2 + ¢ 2

[

Jar+ b2+ e2_
> Normalb”~v/EiiclldeanjConjugate™alse);
4%
h * ,

-ve |
t* J

2) (2.2.8) formuladan N15={-2;5;5}. JIC ={-34,8} lami hisobga
olib, topamiz:
AB®AC - (-2) *(-3)+5-4+58=66
> VAC :=<4-7.6-2[18-2>;
VAC ——3ex + 4ey+ 8er
> ABAC:=©otrodiict{ <5-7,7-2.7-2>, <4-7,6-2,W-25>);

VectorCaiculus:-.(AB, AC) :-66
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JIBx AC vektor ko‘paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

i
ABXAC= -2 5
-3 4

—

55. -2 5- -2

5
1— j~ "k =20/+j n-7k
48 -3 8 -3 4

K
5
8

| J h

I mn
op Q¢

img—inp + Ikp —1Ijg + ojn —o km
« i;~2,-3>|<j,5,4>i<k% ,8 »;
i j K
cab- -2 55
-34 8
> Determinant(axh); 20i+ 7TK+j
3) ABC uchburchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

S = aB x~-AC\= —n/202+ 12+ 72 = 150"
2 I 2 2

—
> modN:*VectorNorm(NJ5,coBjugate==false); modN :=15\j2

> s:=med.N/2; *: =31/5>/2
4) ABCD piramida hajmini topamiz:
-255
K=—mod -3 48 :_1_625/'1: 32
6 6 3
5 15
> with(geoHi3d):
> abc <<~§,~2,~3>j<LS,4>j<5,5,8>>;
-2 55
abc:=-3 4 8
5 15
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> Deiermmaiitfabe):
-64
> VABCD:~{ABC(DetermiiHmt(abcrt/6};

32
VABCD = —3 .

2.2.4. Mashqiar

1. Tomonlari birgateng bo‘lgan teng tomonli ABC uchburchak berilgan.
AB-BC + BC aCA + CA-AB ifodaning giymatini toping.

2. Tomonlari BC=5 CA=6, /IB- 7gateng bo‘lgan ABC uchburchak
berilgan. AB-BC skalyar ko‘paytmani toping.
. — n or . .
3. Agar |aj=6, |b]=4, m=(a,b)=— bo'lsin. Toping:
1) (2a+b)2; 2) (la-3b)-(a-2b).

4. 5={1;-2;2} va E={2;4;-5} vektorlar berilgan. Toping:
1) (33-26).(a+b); 2) (a-b)2.

5. Berilgan vektorlar m ning qanday giymatlarida perpendikular bo*ladi?
1) 3={;-2nQ}, b={42:3m}; 2) a={>-5;2, b={m-2;m;m+3}.

6. et, ér, & birlik vektorlar uchun & +ér+& =0bo‘lsa, &-"-t&ré +&8. ni
toping.

7. Tomonlari a=2r+7 va 6 -] +2kvektorlardan iborat bo‘lgan
paralielogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari A-1;-2;4), 5(-4;-2;0), C(3;-2;1) bo‘lgan ABC uchburchak
berilgan. AB ni toping.

9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari ganday burchak tashkil
qgiladi?
10. Koordinata o“glari bilan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi ikl

yo‘nalish orasidagi burchakni toping:

2.11. 5={3-6,—}, 6 ={I;4;-5}, ¢ ={3—4;12} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
toping:

1) Pr;5; 2) Pr5(20-3i).
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12. 11(1;2;-3) nuqtani S(5;6;-1)nuqtaga to‘g‘ri chiziq bo‘ylab ko‘chirishda
¥ (2;-1;3} kuchning bajargan ishini toping.
13. a={3;-I;5} va 6={l;2;-3} vektoriar berilgan. Agar x-a=9,

x-h--4va x vektor Oz ogiga pedendikular bo‘lsa, x vektorning koordinatalarini
toping.

14, a=£-31}, b- {I;-2,3y va c={;2-7} vektoriar berilgan. Agar
x La, xLb, x-c =10 bo‘lsa, x vektorni toping.

15. Agar(aj=4, \b (=6, 9= (a,rkl)Tz :ZI—_ bo‘lsa, quyidagilarni toping:
Iaxb; 2)\(2a-3b)'<(a+4b)\.

16. Tomonlari a va b vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan
paralielogrammning yuzini toping:

1) a=ih+2n, b=2m+n, buyerda |#j=1, |A|=1, 9= (in,«):G_;

2) a-bT-2n, b~5m+ buyerda |T|-2,|i|~3, ¢=(m,n) —.

17. Agar ja|=5, |b|=10, Shb =25 bollsa, |ax b jni toping.
18. Agar |a|=3, |i|=13, \av.b |=36 bo‘lsa, o&nitoping.

19. a={-123} va b={2-1;3} vektorlar berilgan. Vektor ko'paj'tmalarini
toping:
1) 2x6; 2) (2a+b) x(3b - a).

20. Tomonlari a va b vektorlar uzunliklaridan iborat bo"Igan
uchburchakning yuzini toping:
1) a={2;-2]1}, b = {841}, 2)3 ={3;5--8}, b ={6:3;-2}.

21. Uchburchak uchlari A(1;2;0), B(3;0;-3), C(5;2;6) berilgan. Uning B
uchidan AC tomonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.

22. "nuqtaga F kuch qo‘yilgan. Bu kuchning B nuqtaga nisbatan
momentini
toping:) F={2;-4;5}3 N(0;2;2), fi(-1;2;3); 2) F ={1;2-1}, N(-1;4;-2), 22(2;3;-1).

23. F={2;24} kuch [4,2;-3) qo‘yilgan. S(0;2;4) nugtaga nisbatan
kuch momentining giymatini va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

24, Kollinear bo‘imagan mva wvektorlar berilgan. 3=a-m+6n va
b=bT-2n vektorlar a ning qanday giymatidakollinear boMadi?

25. a={-I;3;cs} va £={/?;-6—3} vektorlar a va p ning ganday giymatlarida
kollinear boMadi?
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26. Ikkita a={2;-3}, *={3%5 vektorlar berilgan, Quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi x vektoming koordinatalarini toping:
Ijiavai-x =7; 2) 5))a va b x=17.

27. a={4—=2—3tva £={013} vektorlarga perpendikular, uzunligi 26 ga teng
va Oy o‘g bilan o'tmas burchak tashkil giluvchi x vektoming
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektoiiaming komplanar yoki komplanar emasligini aniglang.
1)3 ={3;-2[} b ={21;2}, c = {3;-1;-2}; 2)3 ={2;-1;2\,b ={3;-4;7}.c = {I;2;-3}.
29. a ning ganday giymatlarida ai,c vektorlar komplanar bo‘ladi?
1) 3={kka}, 6={010), c={30I}; 2) 3={a3;1}, b={5;-1;2}, c={-;5:4}.
30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va D

uchidan tushirilgan balandligini toping:
1)K1;-2;2), 5(-I;1;2), C(-1;-2;8), £X(3;1,10);  2A{VX'), B(2,0;2), C(2;2;2), £>(3,4;-3).

31. a b, ¢ vektorlar berilgan. Bu vektorlar ganday uchlik tashkil etishini

aniqlang va girralari bu vektorlardan iborat bo'lgan parallelepiped hajmini toping:
1)3={1-21} b = {321}, b={-1;0;1}; 2)3 ={133>,b ={-1:2,0}, ¢ = {1;2;-3}
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Rate Dekan zamo-
navh unahtik geonwi-
riya vn algebmih ramz-
larga w mtlgan.
Dekart wmmidati
analitik geometdyatiing
yTbLLkblun
tengiaitiatarini biror
ktwrtimataixr internals-
da tahlil imkottim
bertli funkstyu
tu.ihuHchasi ronton hat
giluvehi tfiia'am bo'LLI

ANALTTIK
GEOMETRIYA

Analitik geometriya - matematikaning
bo‘limlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan
algebrani  birlashtiradi, ya’ni  ayrim
geometrik tushunchalami algebraik tahlil
gilish va ayrim algebraik bog‘lanishlami
geometrik izohlash imkonini beradi. Bunda
asosiy e’tibor ikkita masalaga, Xxossalariga
ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini
keltirib chiqgarishga va tenglamasiga ko‘ra
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini
o0°‘rganishga, garatiladi.

Fransuz matematigi Rene Dekart
analitik geometriyaning asoschisi
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda
kiritilgan koordinatalar ~ usuli nuqtaning
o‘mini biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniglashga asoslanadi.

3.1. TEKISLIKDAGI
TO‘G'RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang‘ich o nugtaga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar ox va Oy
koordinata  o‘glari  tekislikda to‘g‘ri
burchakli oxy koordinatalar sistemasini
hosil giladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita x va y sonian tekisiikdagi
har ganday M nugtaning o‘mini to‘liq anigiaydi. Bunda nugta M(x;y)
kabi belgilanadi: x ga M nuqgtaning absissasi, y ga M nugtaning
ordinatasi deyiladi.

Oxy tekisiikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu chiziq
nugtalarining x va y koordinatalari orasidagi bog‘lanishni aniglovchi
ikki noma’lumli

F{x,y) =0

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’lumli F(x,y) =0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x;y) nuqtalari to‘plamiga
tekislikda shu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekisiikdagi chiziq y =f(x) tenglama bilan beriladi.
Bunda chiziq y =f(x) funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekisiikdagi chiziq ikkita x=x(t), y =y(), teT tenglamalar
bilan ham berilishi mumkin. Bunda barcha M(x(t):y(t)), teT nugqtalar
to‘plami tekisiikdagi chizigni ifodalaydi. x=x(t), y =y(t) funksiyalarga
bu chizigning parametrik tenglamalari, t o‘zgaruvchiga parametr
deyiladi.

Tekisiikdagi  chizigning  ikkita — x=x(t), y =y{t) parametrik
(skalyar) tenglamalarini bitta r=r(t) vektor tenglama bilan
berish mumkin. Bunda t parametr (vaqt) o‘zgarishi bilan f =r{t)
vektorning oxiri biror chizigni chizadi. Bu chizigga nugtaning
traektoriyasi, r =f(t) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla
chizigning vektor va parametrik tenglamalarining mexanik ma’osini
bildiradi.

Shunday qilib, tekisiikdagi har ganday chizigga ikKki
0‘zgaruvchining biror F(x,y) =0 tenglamasi mos keladi va aksincha,
ikki o'zgaruvchining har ganday F(x.y) =0 tenglamasiga, umuman
olganda, tekislikdakdagi biror chizig mos keladi. Bunda «umuman
olganda» iborasi avtilganlarda mustasnoga yo‘l qo‘yilishi mumkinligini
bildiradi. Masalan, (r- 1)2+(y- 4)2=0tenglamaga chiziq emas, balki
M(L4) nugta mos Kkeladi; x2+y2+3=0 tenglamaga tekislik
nugtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kelmaydi.
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3.1.2. Tekisiikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To‘g‘ri chizigning tekisiikdagi o‘rni turli parametrlar bilan bir
giymatli aniglanish; mumkin. Masalan, to‘g‘ri chizigda yoluvchi nugta
va to‘g‘ri chizigga perpendikular vektor bilan, to‘g‘ri chizigning
koordinata o:glarida ajratgan kesmalari  bilan va hokazo. Bunday
parametrlar to‘g‘ri chizigning tenglamalarini keltirib chigarish uchun
asos boiadi. Quyida berilgan parametrlariga ko‘ra to‘g‘ri chiziq
tenglamalarini keltirib chiqgarish bilan tanishamiz.

. Tog Ti chizigda yotuvchi MQO(x0;yB nuqta va to'g'ri chiziqq
perpendikular bo ‘lgan n~{A\B} vektor berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nugtani olamiz va
MOM = {a--x ;i v -y 03 Vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda i M®1 boiadi. Ikki vektorning perpendikulyarlik

shartiga asosan to‘g‘ri  chiziq
tenglamasini topamiz:

A(x-x0)+B(y-ys)=0. (1.1)

(1.1 tenglamaga berilgan nugtadan o'tuvchi va berilgan vektorg
perpendikular to §'ri chizig tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chiziqga perpendikular boigan har ganday  vektorga
to'g'ri chizigning normal vektori deyiladi.

Demak, n={A; Bj vektor (1.1) tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chizigning normal vektori

boiadi.

1-misol. Al (2;3)va  MJ-VTi)
nugtalar berilgan. M2 nugtadan
0 ‘tuvchi va M, M, vektorga
perpendikular to‘gri chiziq

tenglamasini tuzing.
Yechish. Awal M.M2 vektorini

topamiz:
'MM2={-1—-2,0- 3}={3-3} 0

Bundan A=-3 B=-3
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Izlanayotgan to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

—3(x- (-1)) - 3(y-0)=0

yoki
x+y +1=0.

. To'g'ri chizigda yotuvchi MEx0;y0) nuqta va to'g'ri chiziq
parallel bo'lgan s={p;q} vektor berilgan.

I to‘g‘ri chiziqda yotuvchi va M(x;y) nuqtalardan
MM ={x- xtly - y..} vektomi yasaymiz (1-shakl).

Bunda s va MOM vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

_ N =20L=A. (12)
p q
(1.2) tenglamaga berilgan nugtadan  o'tuvchi va  berilg:

vektorgaparallel to § Ti chiziq tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to ‘g ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan (yoki to‘g‘ri chizigda yotuvchi)
nolga teng boimagan har ganday vektorga to‘g‘ri chizigning
yo haltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s={p;q} vektor (1.2) tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgam Il shartni
ganoatlantiruvchi boshga tengiarnaiarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

belgilash kiritamiz.

Bundan
X=xa+tp, y =ya+tq (1.3)
tenglamalar kelib chigadi, bu yerda t- parametr.
(1.3) tenglamalarga to‘g'ri chizigning parametrik tenglamalar
deyiladi.
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2. Ma’lumki, tekisiikdagi chizigning ikkita parametrik (skalyar
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni

(1.3) tenglamalami
f =r0+ts (1.4)

ko‘rinishda  yozish mumkin, bu yerda r={x;y), r,={xcya}- mos
ravishda M(x:y), MO(x0;ya) nugtalarning radius  vektorfari;
s'={/»;"}-to‘g4ri chizigning yo'naltiruvchi vektori (1-shakl).
(1.4) tenglamaga to g Ti chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
2-misol. A/(-2;4)nuqgtadan o‘tuvchi va s = vektorga parallel

to‘g;ri chizigning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish.Tolg'n chizigning kanonik, parametrik va vektor
tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

X+2_y—4
1 -3 Y;
Xx=-2+1, y=4-3t teT;
r =ra+/J, rb={-2:4}. 1
Il To g Ti chizigda yotuvchi ikkita
MXXx,;y,) va MJ/Ix~y?) nuqta berilgan.
1 to*g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy
M(x;y) nugtani olib, MM ={x-xs;y-yl} O X

va MM, ={x2-x.;y,- vj vektorlarni 2-shakl.
yasaymiz (2-shakl). Bunda MM va

M.M2 vektorlar kollinear bo“ladi.
Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

*2U“ % YI'YxX
bo‘ladi.
(1.5) tenglamaga berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to § Ti chizic
tenglamasi deyiladi.

IV. To g i chizigning Ox va Oy o glaridan ajratgan kesmalari a

va b berilgan.
I to‘g‘ri chizigda  yotuvchi ixtiyoriy  M(x;y) nuqtani
olamiz (3-shakl).

119



ACBM va AOBA o°‘xshash. U holda uchburchaklammg
o‘xshashlik alomatiga ko‘ra,

CB_CM OB- OC OD OoC 0D
OB ~ OA OB OA OB INOA"

Bundan OC=x, OB=a, OD=y, 04=b
0‘miga qo‘yish bajarib, topamiz:

X y

- 1. (1.6)

(1.6) tenglamaga to gri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi
deyiladi.

3- misol. 4x+3y - 12=0 tenglama
bilan berilgan to‘g‘ri chizigni chizmada
tasvirlang.
Yechish. Tekislikdagi to'g'ri
chizigni chizish uchun uning ikkita
nuqtasini bilish yetarli bo‘ladi.
To‘g‘ri chiziqg tenglamasida, masalan x=0 deb, >=4 ni, ya’ni

A(0;4) nugtani va shu kabi nugtani topamiz. Bu nugtalami

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to ‘g ‘ri chizigni chizamiz (4-shakl).
Bu masalani boshgacha, ya’ni to‘g‘ri chizig tenglamasini
kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun
tenglamaning ozod hadi (-12)ni o‘ng
tornonga o‘tkazamiz va hosil bo‘lgan
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga
bo‘lamiz:

4x+3v=12,-—F-—-=1
12 12

yoki
3 4
Bu tenglama bilan aniglanuvchi
to‘gri chiziq Ox o0‘gidan
koordinatalar boshiga nisbatan o°‘ng
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tomonga 3 ga teng kesma, Oy o'gidan esa koordinatalar boshiga
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesma ajratadi (4-shakl).

\% To g i chizigning ogfish burchagi ¢ va Oy o'gidan ajratga
kesmasi b berilgan.

Ox o‘gning musbhat yo‘nalishidan berilgan to‘g‘ri chizigga soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda hisoblangan @ burchakka to'g'ri
chizigning og ‘ish burchagi deyiladi.

Og‘ish burchagining tangensi, ya’ni k=tggp son to'g'ri chizigning
burchak koeffitsiyenti deb ataladi.

J to‘g‘ri chiziqda yotuvchi
ixtiyoriy  M(x;y) nuqtani olamiz
va burchak tangensi ta’rifidan
foydalanamiz (5-shakl):

-b
V7 sige
yoki
Y=tSPx+bm
Bundan
v=kx+bh. 1.7)

Bu tenglamaga to 'g i chizigning burchak koejfitsiyentli
tenglamasi deyiladi.

2-izoh. (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chizigning «k burchak
koeffitsiyentga ega bo‘lgan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
Bu to‘g‘ri chizig M.(xy\y\) nugtadan o'tsin. U holda bu nugtaning
koordinatalari (1.7) tenglamani ganoatlantiradi: yt=kx, +b.

Bundan b=y\ -kxv

U holda (1.7) tenglamadan topamiz:

v =kx- kxl+y,
yoki
y-y, =k(x-x2). (1.8)
(1.8) tenglamaga berilgan
nugtadan berilgan yo'nalish bo'yicha

o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasi Q
deyiladi.
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Suningdek, bu tenglama to § ¥i chizigiar dastasi tenglamasi deb
ataladi.

VL. To g 'ri chizig n=0P normalining yo halishi a va uzunligi p
berilgan.

I to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x\y) nugtani olamiz.
6-shaklga asosan:

Pr, OP =Pr, ON + Yt{ NM + PrTMP,
bu yerda Pr, OP=p, Pr,ON -xcosa, Prf MM =>sina, Prf MP = 0.

Bundan,
p =xcosa+ysma

yoki
xcosa +j/sina - p =0. (19)

(1.9) tenglamagato g i chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chigarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

x,y 0‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi
tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi
har ganday to'g'ri chizig x,y o‘zgaruvchilaming biror birinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanadi.

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+By+C=0 (1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozodhad; N2+ B2* 0.
(1.10) tenglamada A va B sonlarto‘g‘ri chizig normal vektorining
koordinatalari boMishini (1.1) tenglama yordamida ko ‘rsatish mumkin:

A(x-xs)+B(y-ya)=0,
Ax + By - (Ax0+ Byu) = 0,
Ax + By +C =0, C =-(Ax, + By0).
Demak, n={A;B}.

(1.10) tenglamaga to g i chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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(1.10) tenglamada:

1) A=0 bo‘lsa, tenglama By+C=0 ko‘rinishga keladi. Bunda
to‘g‘ri chizigning normal vektori Ox o‘gga perpendikular bo‘ladi. Shu
sababli to‘g‘ri chizig Ox o‘gga parallel, Oy o°‘gga perpendikular
bo‘ladi. Shu kabi B=0 da kelib chigadigan Ax+C =0 to‘g‘ri chiziq Oy
o‘gqa parallel, Ox o‘gqga perpendikular bo‘ladi;

2) C=0 boMsa, tenglama Ax+By=0 ko‘rinishni oladi. Bu
tenglamani 0(0:0) nugtaning koordinatalari ganoatlantiradi. Demak,
to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi;

3) A-0va C=0 bo‘lsa, tenglamadan y =0 kelib chigadi. Bu to‘g‘ri
chizig Ox o‘gdayotadi. Shu kabi B=0 va C=0 dahosil bo‘ladigan
x=0 to‘g‘ri chizig Oy o‘qda yotadi.

4- misol. aning ganday giymatlarida (a2+4a)x+(a- 5y -2a +4--0
to‘g‘ri chiziq: 1) Ox o‘qga parallel boiadi; 2)Ox o‘qga perpendikular
boiadi; 3) koordinatalar boshidan oladi.

Yechish. Misolning shartiga kola: A=a2+4a, B=a-5
C=-2a+4.

U holda:

1) a2+4a=0 yoki a=-4, a=Q da A=0 boiadi. Shu sababli
berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘gga parallel boiadi.

2) a- 5=0yoki e=5da 3=0va berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘gga
perpendikular boiadi.

3) - 2a+4=0yoki a=2 da C=0 boiadi. Demak, a=2 da to‘g‘ri
chiziqg koordinatalar boshidan o ‘tadi.

To‘g‘ri  chizigning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har birini
boshqgalaridan keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
chigaramiz. Buning uchun (1.10) tenglikning chap va o'ng tomonini
normaliovchi ko paytuvchi deb ataluvchi M=%- 2 songa

nr+B2
ko‘paytiramiz.
Hosil boigan /TN "~ 47 =0 tenglamada

4a2+b2
n

1 .
cosa =t+——: [T R e — = +~7=

’ = 7 p o N
yIA2+ B2 4al+s2' K +¥

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chigadi.
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Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga garama-qarshi gilib tanlanadi.

5-misol. To‘g‘ri chizigning 5jc-122+8=0 tenglamasini normal

ko'rinishga keltiring.
Yechish

Tenglamaning chap va o‘ns tomonini M=—= ="= = =-—=
V52+(-12)2 13

(chunki C>0)soniga ko ‘paytiramiz.

Bundan

yoki

xcosa +”~sina - p =0,

Buyerfa cosa =—2, sma=-2 p=-8,
13 13 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g“ri chizigning
o0°‘zaro joylashishi

Ikki to § ri chizig orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki /, va 12 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
< boisin.

Bu burchak to‘g‘ri chiziq tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli
formulalar bilan aniglanishi mumkin.

I. To‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari

Nx+BY+C =0 va Ax+B¥ +C2=0

bilan berilgan boisin.

Bunda to‘g‘ri chiziglarning « ={/1,;B}, nr={A2Br}normal
vektorlari orasidagi burchak to‘gfi chiziglar orasidagi burchakka
teng, ya'ni #=(, ,/,)=(«,«.,) boiadi (7-shakl).

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:



Il. To‘g‘ri chizigiar kanonik tenglamalari

_y=yO0 *-Xa ¥-Yo
P, 4i Pi 21
bilan berilgan bo‘Isin.
Bunda §={/>,;?}, s2={Pi’42} bo‘ladi.
1Jholda = (/,,12y=(s,,s2) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz

cos<p= *72  _ ’ PP> -’I-4,4; (112)
ki I-1M Ajpt+g~pl+qg2

11 To‘g‘ri chizigiar burchak koeffitsiyentli
y =kix + bl va y —«rx +b2

tenglamalari bilan berilgan bo‘Isin.
7-shaklga ko‘ra, @=<l-g>I.

Bundan
e Y _ tg<P2~tg(PI
I£9 = tgifPi ~ H)j tgP= |+tgVitgft
yoki
togp-- K-K (1.13)
kelib chigadi.

Agar bunda to‘g‘ri chiziglardan qaysi biri birinchi va qaysi biri
ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tkir burchakni topish
talab gilinsa, u holda (1.13) formulaning o0‘ng tomoni modulga olinadi,
ya’ni

k2- K
to<p- LKk (1.14)

Shunday qilib, to‘g‘ri  chiziqiar
tenglamalarining ko‘rinishiga  garab,
ular orasidagi burchak (1.11) - (1.14)
formulalardan biri bilan topiladi.

6-misol. y =-4x+1 va 5x-3j-7 =0
to‘g‘ri chizigiar orasidagi burchakni
toping.

Yechish. Birinchi tenglamaga ko‘ra, 7-shakl.
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kt=-4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

5 7 5
*-3y-7= =X — L=—
5*-3y Qy ?X 3,bunda »=3
U holda
5
-(-4)
tgP= — - F =]
If<_4)'3
Demak, <p=7 .

Ikki to g ri chizigningperpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartlarini
ikki to‘g‘ri chizig orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib
chigaramiz.

/, LI12bo‘lsin. Uholda cos™ =0 va(1.1!) tenglikdan topamiz:

ANr+A 4= 0. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan

7=" (1-16)
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
1+kk,
ctgtp
U holda /, +/2da cgp=0 yoki
1+ ktk2=0 (1-17)
boiadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglar tenglamalarining ko‘rinishiga

garab, ularning
perpendikular boiishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

Ikki to 9 ri chizigning parallellik sharti

Il /, va 12 to‘g‘ri chiziglar parallel boisin. U holda ulaming

normal vektorlari « ={4;6,}va n2={A2B2} kollinear boiadi. IKkki
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vektoming kollinearlik shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik
shartini topamiz:

=N 1.18
A B2 ( )
M. Agar /val2 to‘g‘ri chizigiar parallel bo‘lsa, u holda ulaming

yo‘naltiruvchi vektorlari st={/?;<?}va s. ={p292} kollinear boiadi.
Bundan

= (1.19)
Pi &
I1. ZJ/2 bolganida ular orasidagi burchak uchun tgp =0 boiadi.
U holda (1.14) tenglikdan topamiz:

K, = KT . (1.20)

Shunday gilib, (1.18)-(1.20)  shartlardan  biri  to‘g‘ri
chizigiar tenglamalarining berilishiga ko‘ra, ulaming parallel bolishini
aniglaydi.

7-misol.  Ma(21) nugtadan o‘tuvchi va 2x+3y+4=0 to‘g-ri
chizigga perpendikular to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri  chizig tenglamasini Ax+ By+C =0 ko‘rinishda
izlaymiz.

To‘g‘ri chizig M J21) nuqtadan o‘tgani sababli 2A+B+C=Q
va 2x+3y+4=0 to‘gri chiziqga perpendikular bolgani uchun
2A +3B =0 boiadi.

Bu tenglamalami birgalikda yechib topamiz: A=- —3C, B=-]C.

Ala B koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo ‘yamiz:

--Cx+-Cv+C=0.
4 2

Bundan
(-3x+2y +4)Cc =0 yoki 3x-2y-4=0.

Ikki to g ri chizigning kesishishi

To‘g‘ri chizigiar uinumiy tenglamalari
X+ 1 —0 va AX+ b2=®
bilan berilgan bolsin va M0(xa;ya) nuqgtada kesishsin (7-shakl).
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U holda AQ(rG"0) nugtaning koordinatalari har ikkala tenglamani

ganoatlantiradi. Shu  sababli  ikki to‘g‘ri chizigning Kkesishish
nuqtasi koordinatalari

Ax0+ Bly0o+0,-0, A
AXxo+Bryatcr=o
sistemadan topiladi.
Bunda  MO(xbya) kesishish nuqtasi orgali oiuvchi to‘g‘ri
chiziglar dastasi
AjX+ BY+ C]+ N(Ax + Bry +C,)=0 (1.22)

tenglama bilan aniglanadi, bu yerda X- sonli ko ‘paytuvchi.

8-misol. 2x-y-2=0a to‘g‘ri chizig bo‘ylab yo‘naltirilgan
yorugiik nuri x-2y +2=0 to‘g‘ri chizigda sinadi va qaytadi, Qaytuvchi
nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Yorugiik nurining qaytish nugtasi 2x~y-2=Q va
x - 2y +2=0 to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasi boiadi.
Bu nugta M(x-,y) boisin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:
\2x- y -2=0,
x-2y +2=0.
Bundan M(2;2).
Yorugiik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensini topamiz.
Berilgan  to‘g‘ri  chiziglaming  burchak  koeffitsiyentlari

k K.=2 boiadi.
1 2 2

Bundan
2

1+—2 4
2

Bu son yorugiik nuri gaytuvchi va sinuvchi to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensiga teng boiadi.
U holda



bu yerda k- nur gaytuvchi to;g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti.
Bundan k--—.
un
2
Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chiziq uchun: M(2;2), k - —
11
Bu parametriar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzaniz:
- 2=—(x-2
y o (x-2)

yoki
2x+11v-18 =0.

Ikki to 9 ‘ri chizigning ustma-mt tushishi

/, va 12to‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+BY+C, =0, AX+B% +C2=0

bilan berilgan bo‘lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:

—birinchidan /, 12 bo‘ladi va Q_Z :S—Z:ﬂ tengliklardan A]- xa2=0,
B - xB2=0 kelib chigadi;
- ikkinchidan /, to‘g‘ri chizigning har bir nuqgtasi, jumladz
Mr/(x:l;y0) nugtasi, 12to‘g‘ri chizigda ham yotadi, ya’ni
Ax + By, + Ct—0,  /-1"{-hB%0+C2~0
boiadi.
Bu tengliklaming ikkinchisini X ga ko‘paytiramiz va birinchidan
ayiramiz:
(&4 -XAJIx0+(B, -XB2)+ (Cl- XC2)=0.

Bundan c, -xc2 kelib chigadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglaming ustma-ust tushush sharti

A =A=A. (1.23)
a, B, a

tengliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

Nugtadan to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulaming uzuniigiga
nugtadan to § Ti chiziggacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

MO(x0;yJ nugta va Ax+By+C=Q tenglama bilan / to‘g'ri chiziq
berilgan bo‘lsin. MO nuqtadan / to‘g‘ri chizigga tushiurilgan
perpendikulaming asosini M, (*,;>1,)
bilan belgilaymiz (8-shakl).

U holda M,M0={x0- x,;y0- y,} va
M~XMy,) nugta | to‘g‘ri chizigda
yotgani sababli Ax, +By, +C=0. ya’ni
C=-Ax, - By, bo‘ladi.

n={A;B} vektoming | to‘g‘ri
chizigga perpendikular  bo‘lishi
ma’lum. Shu sababli MO nugtadan

I to‘g‘ri chiziggacha bo"igan masofani

vektoming o‘qdagi  proeksiyasining -shakl.
xossalaridan foydalanib topamiz:
d=Ppr= - [(x, -* )T +py-y,)B\

ufAr +~B1
| A0+ By0-Ax, -By, \_\Ax0+By, +C|

Shunday qilib, nugtadan to g i chiziggacha bo ‘1gan masofa

j _1Ax0+By0+ C\ (1.24)
fA2+BT
formula bilan topiladi.

9-misol. 3c+4>-4=0 va 6x+8+5=0 parallel to‘g‘ri chizigiar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+4y-4 =0 to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy, masalan M(0;i)
nugtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chizigiar orasidagi
d masofa M(0;1) nugtadan 6x*8y+5=0 to‘g‘ri chiziggacha bo!lgan
masofaga teng bo‘ladi. Uni (1.24) fonnula bilan hisoblavmiz:

d- h:6_:9p+§_l+_5l.:-}§(ub),
de+v (0]

130



3.1.5. Mashqglar

1. To‘g‘ri chiziglaming burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘qglarida
ajratgan kesmalarini toping:

1}3*4.49\_12:0; ZJX :3_\/-2;_ 3)~2_:T 4)5_+3_2___

2. To‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing: 1) Af,(2;~3) nugtadan o‘tuvchi va
n=43/4} normal vektorga ega boigan; 2) Mr{-2;-3) nuqgtadan o‘tuvchi va
s ={-1;3} yo'naltiruvchi vektorlarga ega bo‘lgan; 3) M3(-2;3) nuqtadan o ‘tuvchi
Ox o°‘gga perpendikular boigan; 4) A/4(3:2) nuqtadan o ‘tuvchi Oy o‘gqda b 5 ga
teng kesma ajratuvchi.

3. Tenglamalardan qaysilari to‘g'ri chizigning normal tenglamasini
ifodalaydi?

1)v+2=0; 2)*—=25=0: 3) X—y—3=0; 4) —*+—v+2=0.
) ) )5 3 )13 R

4. To'g'ri chiziglaming kesishish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni
toping:

1)5x-y-3 =0, 2x-3y+4 =0; 2) y=~x-~, 4*+3v-5=0;
QExl=2Z2zI t, M5~ 1= r 1zl =y=I.
3 1 | 5 -2 3

5. » va n ning ganday giymatlarida mx+9y+n =Qva 4x+my-2 =0 to‘g‘ri
chiziglar: 1) parallel bo‘ladi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular boiadi?

6. m ning qanday giymatlarida to‘g‘ri chiziglar: 1) parallel boiadi;
2) perpendikular boiadi?
1) x-my +5- 0, 2jr+3.y+3=0; 2) 2x-3y +4=0, mx-6y +| =G.

1. x+y -7=0 to‘g‘ri chizigda koordinatalari 2x-y +4 =0 tenglik bilan
bog‘langan nuqtarii toping-

8. A(4,2) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o ‘qlari bilan yuzi 2kvadrat
birlikka teng uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

9. J(-3;2),4(5;-2),C(0;4) boisa, ABC uchburchakda BD balandlik
tenglamasini tuzing.

10. A(-2:0). B(5;3),C(I;-1) boisa, ABC uchburchakda AD mediana
tenglamasini tuzing.

11. 2x-y+3 =0 va x+y-2=0 to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasidz
o‘tuvchi va 3x-4y~7 =0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing.
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12. To‘g‘ri burchakii teng yonli uchburchak gipotenuzasi orgali o‘tgan to‘g‘ri
chizig tenglamasi 3x+2y-6 =0dan va uchlaridan biri A(-1:-2) nuqgtadan iborat.
Uchburchakning katetlari tengiarnaiarini tuzing.

13. Paralielogrammning ikki uchi A(l;l) va B(2,—2) nuqtalarda yotadi va
diagonaHari (-1:0) nuqgtada kesishadi. Paralielogrammning tomonlari
tengiarnaiarini tuzing.

14. Agar 4(53), £(11), C(3;5), D(b,6) to‘rtburchaknmg uchlari bo‘ha, uning
diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15. Uchburchakning uchlari berilgan:  /1(8;3),B(2;5), C(5;-1). Uchburchak
medianalarining kesishish nugtasidan o‘tuvchi va x+y- 2=0 to‘g‘ri chizigga
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4jc-3*+9=0dan va
bissektrisasining tenglamasi x-7>"+21=0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi A5;1),B(1;3) va medianalari kesishish nugtasi
M(3;4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tengiarnaiarini tuzing.

18. Uchburchakning ikki uchi A(2;-2),B(-6;2) va balandliklari kesishish
nuqgtasi M{1;2) berilgan. Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o'rtalari berilgan: MI(%-3),,W,(2;-2),M3(~3:4).
Uchburchak tomonlarining tengiarnaiarini tuzing.

20. Paralielogrammning ikki tomoni 2x+y-2 =0, *>>+17=0 to‘g‘ri
chiziglarda yotadi va diagonallari M(-3,5;3,5) nuqtada kesishadi. Parallelogramm
qolgan tomonlari yotgan to ‘g ‘ri chiziglarning tengiarnaiarini tuzing.

21. x~2y+5 =0 to‘g‘ri chizig bo‘ylab yo‘nalgan yorug‘lik nuri 3x -2y+7=0
to‘g‘ri chizigda sinadi va gaytadi. Qaytuvchi nur yo'nalgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari N(2;3),.B(-1;4),C(5;5) nugtalarda bo‘jgan uchburchak og‘irlik
markazidan o‘tuvchi va AC tomonga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi A3;4) nuqtada bo‘lgan va bir tomoni 2x+5y+3=0to‘g‘ri
tenglama bilan berilgan to ‘g ‘ri chizigda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4x~3y +8=0 va 8jc-6>>-7 =0to‘g"ri chizigiar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5x+127-61 =0 va 5x+\2y +\l =0 tenglamalar

bilan berilgan to‘g‘ri chiziglarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
toping.
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26. A(2;4) nugqtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
masofada yotuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

27. A(~2;3) nuqtadan o‘tuvchi va £(5;-1),C(3;7) nuqgtalardan teng
uzoglikda yotuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

28. M(-8;12) nuqtaning JI(-5;1)ya £(2;-3)nuqtalardan o‘tuvchi to‘g°‘ri

chizigdagi proeksiyasini toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x,y o°‘zgaruvchilarning ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi
tartibli chiziq deyiladi.

Har qganday ikkinchi tartibli chizigni
doiraviy  konusning tekislik bilan  kesishish
chizig‘i sifatida hosil gilish mumkin. Shu sababli
ikkinchi tartibli chiziglar konus kesimlar deb
ham ataladi. Berilgan 1 to‘g‘ri chizigni uni
A nugtaga kesuvchi boshga bir fiksirlangan
L to‘g‘ri chiziq atrofida o‘zgarmas B burchak
ostida aylantirish natijasida hosil gilingan sirt
doiraviy konus deyiladi (9-shakl).

Bunda i to‘g;ri chizigga konusning
yasovchisi, L to‘g‘ri chiziggqa konusning o'qgi, A 9-shakl.
nugtaga konusning uchi, konusning A nuqta
bilan ajratilgan gismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

- tekislik konusning A wuchidan o‘tmasa va konus o°‘giga
per}3endikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo*“ladi;

- tekislik konus o‘giga perpendikular boimay, konusning fagat
bitta pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel
bo‘lrnasa, kesimda ellips hosil bo‘iadi;

- tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
pallalaridan birini kessa, kesimdaparabola hosil bo‘ladi;

- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil
boiadi:

- tekislik konusning A uchidan o‘tsa, kesimda nugta, to § ¥i chiziq,
to g ri chiziglar jufti hosil bcMladi.
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4U - o "
t
f+
Aylana Eliips Parabola Giperbola
Nugta To‘g‘ri chiziq To‘g‘ri chizigiar
A jufti
10-shakil.

Ikkinchi tartibli chizigiar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng
go‘llaniiadi.

Bunga misollar keltiramiz.

1.Ma’lumki, avtomobil g‘iidiraklari aylana shaklida yasaladi.

2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh joylashgan umuraiy
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yoruglik manbayi joylashtirilsa, nurlar
uning o‘giga parallel ravishda gaytadi. Projektorning tuzilishi bu
xossaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot gilinganidek, yer yuzidan gorizontga garab
burchak ostida v0=11,2 km/c (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich tezlik

bilan chiqgarilgan raketa parabola bo'ylab yer yuzidan cheksiz
uzoglashsa, v,>11,2 km!c boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa

giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoglashadi, v0<I1,2 km!c

boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa esa yerga qaytib tushadi
yoki yeming sun’iy yo*‘Jdoshi bo‘lib goladi.
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3.2.1. Aylana

1-ta’rif. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng
uzoglikda yotuvchi nugtalarning
geometrik o‘miga aylana deyiladi.
Tekislikda MO(xuy0) nugtadan R
masofada yotuvchi nugtalami
garaymiz. Bu nugtalardan biri M(x;y)
nugta bo“Isin (11 -shakl). | Wb
Aylanata’rifiga ko‘ra, |MrM |=R.
Bu tenglikka ikki nuqta orasidagi
masofa formulasini qo‘!laymiz:

"\M

=R-
11-shakl.
Bundan

(x-x82+ (y-y2=R2, (2.2)

(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M~ x~yJ nugta aylana markazi, R masofaaylana radiusi deb alaiadi.

x0=0, ya=0 da (2.1) tenglamadan topamiz:
X2+y2=R2 (2.2)
(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o'tuvchi va radiusi
R ga teng aylanani aniglaydi.
1-misol. Koordinatalari x=Rcost, y =Rsint tenglamalar bilan
aniglanuvchi M(x;y) nuqta aylana nuqtasi boiishini ko‘rsating.

Yechish. M(x;y) nugta koordinatalarining har ikkala tomonini
kvadratga ko‘taramiz va hadlab qo‘shamiz:

x1+y2=R2e0s2t + R2sin2t = R2(sm2t + cos2t) = R1

yoki
X2+y2=R2

Demak, koordinatalari x=Rcost, y =Rsint, teR tenglamalar bilan
aniglanuvchi M(x;y) nugta markazi koordintalar boshida yotuvchi
va radiusi R gateng aylanada yotadi.
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Aylanani anigiovchi ushbu
IX= Rcost,
ij*-Rsinf, re[0;2n-] (2-3)
tenglamalar sistemasiga aylananingparametrik tenglamalari deyiladi.

3.2.2. Eliips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas Kkattalikka teng bo‘lgan
nuqtalaming geometrik o‘miga eliips deyiladi.
FI va F2eilipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nugtasi bo“Isin.
FF--2¢c, FIM =r], EXM =r2 belgilashlar kiritamiz.
Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, FM+FM =2a, ya’ni
r,+r2=2a, (2.4)

bu yerda a- o‘zgarmas son bo‘lib, a>c.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o'q FF2
kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).
U holda r2(-¢;0) va F,(c;0)bo‘ladi.
M nugtaning koordinatalari x va y bo‘lsin deylik, ya’ni M{x\y).
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra
rh=j(x-c)2+yz, " +tCcY+y2m

r, va r2ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka go‘yib, almashtirishlar
bajaramiz:

sj(x- ¢) +y2+"J(x+c)2+yr =2a,
(x-c)2+yr=(2a-yj(x+c)2+y2):,
- 2XC+c2+y2=4a2- 4aNj(x+C)2+y2+ X2+ 2XC +Cc2+Yy 2,
a*J(x+cY +yl=al+ xc,
a2+ 2axctax2+ay2=ad+2axc+xV ,

(a2- COX2+aX2- aZa2 ...

136



b2=a2- c2 (chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:

bx2+azy2=ad2

yoki
(2.9)

(2.5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
x = acost, y = bsint tenglamalar bilan aniglanuvchi M{x;y) nugta ellip

nuqtasi bolishini 1-misoldagi kabi ko ‘rsatish mumkin.
Ellipsni aniglovchi ushbu

X = acost,

(2.6)
y = b$\nt, ?e[0;25]

tenglamalar sistemasiga ellipsningparametrik tenglamalari deyiladi.

Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.5) tenglikda x va y ning faqgatjuft darajalari gatnashgan
uchun ellips ox,,0y o‘glarga va 0(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. Shu sababli (2.5) tenglamani x>0, y>0 da (l-chorakda)
tekshirish yetarli bo‘ladi.

I-chorakda (2.5) tenglamadan vy :-aJaZ-XZ kelib chigadi.
Bunda - koordinata o dan a gacha o‘sganida y koordinata b dan
0 gacha kamayadi. Ellipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata
o‘glariga nisbatan simmetrik gilib chizamiz (12-shakl).

Ellipsda 0(0:0) nuqgtaga markaz, A,(a;0), A2(-a;0), B2(0;-b)
nuqtalarga uchlar, AtA2, B,B2 kesmalaming 2a, 2b uzunliklariga mos

ravishda katta va Kkichik o‘glar, a,b sonlarga mos ravishda katta va
kichik yarim o‘glar, F\M, FM kesmalaming r,,r2 uzunliklariga fokal

radiuslar deyiladi.
Ellipsning shakli 2 nisbatga bogiiq bo‘ladi, ammo ellipsning
a

shaklini  nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a

. =— kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<s <i5



chunki O<c<a. b2=ar-crdan -= 1 ,ya’ni—=Vl-el
a \ \aj a

Demak, £-»lda -->0, ya’ni b kichiklashib, eliips Oy o0°‘giga
parallel ravishda Ox o‘gga tomon siqgilib boradi, aksincha e~O da

a—> 1, ya’ni eliips aylanaga yaginlashib boradi.

x =+— to‘g‘ri chizigiar ellipsning direktrisalari deb ataladi.

12-shakl.

Ellipsning M nugtasidan direktrisalargacha bo‘lgan di va d2
masofalar uchun ushbu
N -
N~Ur~s8

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
rt=a - ex, r2=a + ex

formulalar hosil gilinadi.
Fokuslari Oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.
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Har ikkala hoi wuchun ellipsning tenglamalarini va asosiy
xossalarini keltiramiz.

Markazi 0(0;0) nuqtada bo‘lgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalan

X2  p2

L —+=r=1 a>b>0
a2 b2 Yy
- katta 0°q Gx da yotadi BENE
va 2a gateng; ] il \
Lo P . 5
—kichik o‘q Oy da yotadi _a\ v 0 Ja X
va 2b gateng;
-fokuslar: F/-cfi), F2(c;0) b
cl=al—bl.
Y,
a
2 X2, -1 asp>o0
al /| ¢ F\
—katta 0"q Oy da yotadi / \
va 2a gateng; ) \' 7N
- kichik 0'gq Ox da yotadi -hi O \b *
va 2b gateng; \
—fokuslar: Ft(0;-c). F2(0;c) Ry
C2=a2-b2 Ca

Agar a=b bo‘lsa. u holda (2.5) tenglamadan x2+y2=a2 tenglama,
ya’ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng

aylana tenglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
hisoblanadi.

2-misol. 4x2+9y2=1i44 ellipsning o‘glari uzunliklarini, fokuslarining
koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.
Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

Bundan a2=36, b1=16.

Demak, a=6, b- 4, 2a=12, 22=8

Shunday qilib, ellips o‘glarining uzunliklari mos ravishda 12 va
8 gateng.
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a va b ni bilgan holda c ni aniglaymiz:
c=ia T -tf =n/36/V\T6 =2-Js.
Bundan fokuslaming koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:
F2(2V5-0), FX~2/5;0);

_c_2n5 _nbs
6 - 3

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas Kkattalikka teng
bo‘lgan nugtalarning geometrik o‘miga giperbola «'eyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini ox o‘gq R va F2 fokuslardan, oy oY
F2\ kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M(x;y) giperbolaning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin. FF, - 2¢, F.M ~ru
F2Mm = r2 belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

\rl-ri\=2a, (2.7)

buyerda a- o‘zgarmas son bo'lib,a<c.
2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kab
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:

buyerda bl~c2-a2

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.8) tenglikda x va y ning faqatjuft darajalari gatnashgani uchu
giperbola eliips kabi ox,0y o°‘glarga va 0(0;0) nugtaga nisbatan
simmetrik boiadi. Shu sababli (2.8) tenglamani #>0. y>0 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

N

I-chorakda (2.8) tenglamadan y::’inz-az kelib chigadi. Bunda

x>a va x koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham
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o‘sib boradi, ya’ni M(xy) nugta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
ganday yuz berishini ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

va burchak koeffitsiyenti k =— gateng bo‘lgan y -~ x to‘g‘ri chizigni
a a

garaymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: Mnuqta giperbola bo‘ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari bu to‘g‘ri
chizigga juda vyaqinlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi, ya’ni
asimptotik yaqginlashadi.

Shunday qilib, giperbola I-chorakda A (a-fi) nugtadan o‘tib, y =-x

a
to‘g‘ri chizigga asimptotik yaqinlashgani holda o‘ngga va yugonga
garab o‘sib boradi.

Giperbolaning golgan choraklardagi shaklini koordinata o‘glariga
nisbatan simmetrik gilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki gismdan iborat boiadi. Bu gismlarga
giperbolaning tarmoglari deyiladi.

13-shakl.

y=x-x tenglama bilan aniglanuvchi to‘g‘ri  chiziglarga
a

giperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada 4(a;0), Ar(-a;0), B,(0:-b) nugtalarga uchlar,
AA2 kesmaning 2a uzunligiga hagigiy o‘q, B.B2 kesmaning 2b
uzunligiga mavhum o‘q, a, b sonlarga mos ravishda haqigiy va
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mavhum vyarim o‘glar, FM, PrM kesmalaming r,, r, uzunliklariga
fokal radiuslar deyiladi.

e =a—kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Bunda £ >1, chunki c> a
b2=c2-a2dan —=,|f-1 -1,ya’ni —=n/r*~-1.
a Vil Q c
Demak, ekstsentrisitet birga ganchalik yaqin bo‘lsa, A shunchalik
kichik boiadi, ya’ni e-»lda —>0 va giperbola hagigiy o‘gi tomon
a

sigilib boradi, aksincha B kattalashgan sayin - ham kattalashadi va
a
giperbolaning tarmogqlari kengayib boradi.
X :15— to‘g‘ri chiziglar giperbola®mg direktrisalari deb ataladi.

Fokuslari Oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniglanadi.

Markazi 0(0,0) nugtada bo‘lgan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiy Missalari

-haqgiqiy o‘g Ox da yotadi

va 2a gateng;

-mavhum o‘q Oy dayotadi

va 2b gateng;

-fokuslar: F,(-c;0), F2C0);
cr=a2+b2;

- asimptotalari: y =+--x
a

2 -f =

-haqiqgiy o‘q Oy da yotadi
va 2a gateng;

-mavhum o‘gq Ox da yotadi
va 2b gateng;

-fokuslar: F,(0;-c), F2(0;c);

c2=a2+b2;

- asimptotalari: y =+—x .
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Giperbolaning M nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan dl va d2
masofalar uchun ushbu

r-Ir-e
d d.

tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x>0 bo‘lganda r,=sx-a, r2=sx+a;
x<0 bo‘lganda rt=-a~Ex, r2=a-sx

formulalar hosil gilinadi.

Yarim o‘glari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola
deyiladi.

Teng tomonli giperbola

x2-y2-al (2.9)
tenglama bilan aniglanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti 41 ga teng va M(V3;V2) nuqgtadan o‘tuvchi

giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning yarim o‘qglari
uzunligini, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
direktrisalarining tengiarnaiarini tuzing.

Yechish. Ma’iumki, e:i;:b]? yoki c2=2a2 Ikkinchi tomondan

c2=a2+b2 Bundan a2=b2. Demak, izlanayotgan giperbola teng
. . . Im2)2
tomonli. M(n/3;n/2) nugta giperbolada yotgani uchun __a’;‘m__a =
ya’ni a2=1.

Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

x2-y2=1
ko ‘rinishni oladi.
Bu tenglama bilan aniglanuvchi giperbolaning yarim o‘glari a=b=1
uzunlikka, fokuslari f;(V2;0), FX-J2;0) koordinatalarga ega bo‘ladi,

asimptotalari y =+x tenglamalar bilan, direktrisalari X=z-j=
tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nugtadan va
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziqgdan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalarning geometrik o‘migaparabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha boigan masofani p(p> 0)
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaning parametri deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini ox 0°‘q direktrisaga perpendikular va
fokusdan o‘tadigan. o¢0;0) nuqta fokus va direktrisaning o'rtasida
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida

nugta fokus, x=~  to‘g‘ri chiziq direktrisa boiadi (17-shakl).
M(x:y) parabolaning ixtiyoriy nugtasi boisin.

M nugtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan belgilaymiz.
Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM = MF.

Bundan
y!
N M

yoki

(2.10) tenglamaga  parabolaning
kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolaning shaklini uning kanonik 2
tenglamasidan foydalanib aniglaymiz. 14-shakl.

(2.10) tenglikda >ning juft darajasi
gatnashgani uchun parabola Ox 0°‘gqa nisbatan simmetrik boiadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani * >0, y >0da tekshiramiz.

| chorakda (2.10) tenglamadan y =-J2px kelib chigadi. Bunda x>
va x koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham o‘sib
boradi. Shunday qilib, y> 0 boiganda M(x;y) nugta 0(0;0) nugtadan
chigadi va x o‘sishi bilan o‘ngga va yuqoriga garab  bu nugtadan
cheksizuzoglashadi. Parabolaning ><0 dagi shaklini ox o‘gganisbatan
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simmetrik qilib chizamiz (14-shakl). Bunda 0(0;0) nuqta parabolaning
uchi, Ox o‘g parabolaning o gi deb ataladi.

Parabolaning ekstsentrisiteti e = ME =1ga teng bo‘ladi, direktrisasi

x=m tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. y1=6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan tagqoslab, ko‘ratnizki, 2p =6 yoki p =3.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi
X - vafokusi /’1'—;G‘:f-;ol boiadi.
2 2 2 2

Parabolaning boshqga kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.

Uchi 0(0.0) nugtada bo‘lgan parabolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossafari

1 y2=2px
-fokus: F.f—0 !
U
- clretritsat « = -
va Oxoqga simmetrik;

—simmetriya o ‘qi- Ox p >0

2. =2py
fokus: £l o—
-direktritsa: Y=- ?

va Oy oqga simmetrik;
y 0qq b <0 >0
- simmelriya o‘qi - Oy
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziglaming
umumiy tenglamasi

Ikkita x va y o°‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy
Ko ‘rinishda

Ax2+ 2Bxy + Cy2+ 2Dx + 2Ey+ F =0, A2+B2+C2*0 (2.11)

kabi yoziladi, buyerda A,B,C,D,E,F- koeffitsiyentlar.

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola va
parabolaiaming kanonik tengiamaiarini keitirib chigardik va xossaiarini
o‘rgandik. Bunda chiziglaming markazlarini koordinatalar boshiga
joylashtirdik va ulaming o‘glarini koordinata o‘glari bo'ylab
yo ‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tenglama koeffitsiyentlarinmg mos
giymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardan
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniglashini ko‘rsatamiz. Bunda konus
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o'glari
koordinata o‘glariga nisbatan og‘ishga ega bo‘lishi qiyinchilik
tug‘dirishi mumkin. Bu giyinchilikni bartaraf gilish uchun koordinatalar
usulining ikki qurolidan-koordinatalar o‘glarini parallel ko‘chirish va
burishdan foydalanamiz.

Koordinata o ‘glariniparallel ko ‘chirish

Tekislikda oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
boisin.
Koordinata o‘glarini parallel
ko‘chirish —bu oxy sistemadan uning
o‘glari yo‘nalishlarini va masshtablarini
0‘zgartirmasdan  fagat  koordinatalar
boshining joylashishini o‘zgartirish orgali
yangi O'x'y sistemaga o ‘tishdir.
Yangi o'x'y sistemaning
koordinatalar boshi 0o eski  Oxy
sistemada  (x0;v0) koordinatalarga ega
boisin, ya’ni 0'(x0;y0),
Tekislik ixtiyoriy M nugtasining oxy sistemadagi koordinatalarini

146



(x;y) bilan va oxy sistemadagi koordinatalarini (x';/) bilan
belgilaymiz (15-shakl).
U holda

OM =xi+yj, 00'=xJ+yJ, G'M=x'i+y'j.
15-shakldan topamiz: oM - 00+ 0'M.
Bundan
Xi +y]=xj +y j +Xi+y]
yoki
X=x0+x, y=y0+y. (2.12)

(2.12)  formulalar ™M nuqgtaning  Oxy  sistemadagi  (X)y)
koordinatalarini O'xy* sistemadagi (x';y') koordinatalar orgali topish
imkonini beradi va aksincha.

5-misol.  (x-4)1+(y H)” =36 tenglamani Oxy koordinatalar
sistemasini  parallel ko4hirish  orqali
soddalashtiring.

Yechish. Berilgan tenglama Oxy
koordinatalar sistemasida markazi
(4;-) nugtada yotuvchi va radiusi
R =6 ga teng aylanani ifodalaydi.

Oxy koordinatalar sistemasi
0'(x0;ya) =0'(4-1) nugtaga  parallel
ko‘chirilsa, berilgan tenglama yangi
0'xy sistemada ham aylana tenglamasini
beradi.

(2.12) formulalami go‘llab, topamiz:

16-shakl.

X'=x -X0=X—4, y'=y-ya=zy+1

U holda berilgan tenglama o'x'y sis-temada
xn +yn =36

ko'rinishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan va radiusi
R =6 ga teng aylanani ifodalaydi.
Aylana grafigini oxy va O'x'y* sistemalarda chizamiz (16-shakl).
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Koordinata o ‘glorini burish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo‘lsin.

Koordinata o‘glarini burish — bu Oxy sistemadan uning
koordinatalar boshini va o‘glari
masshtablarini 0‘zgartirmasdan
fagat koordinata o‘glarini biror %
burchakka burish orqgali yangi Oxy y \ M
sistemaga o ‘tishdir. \

Oxy sistemani O nugta atrofida
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari

yo nahshda a burchakka burib, oA {0
Oxy sistemaga o'tamiz. Tekislik
ixtiyoriy M nuqtasining Oxy 17-shak.

sistemadagi koordinatalarini  (x;>)
bilan va O'x'y" sistemadagi koordinatalarini (x';y*) bilan belgilaymiz.
N/nuqgta radius vektorining uzunligi r ga, uning Ox' o‘q bilan tashkil
gilgan burchagi ga teng bo‘Isin (17-shakl).

17-shakldan topamiz:

X' =rcas<p, y' =rsm<p, (2.13)
X=rcos(<p+a), y =rsm{g>+a). (2.14)

(2.14)  tengliklar ustida almashtirishlar  bajaramiz va
(2.13) tengiiklami hisobga olib, topamiz:

x=rcos(p +a) =r(cos9>cosa - sinsina) =

= (rcos™»)cos« - (rsin(p)skia- x'cosor - y ’skia,
y ~r sin(#>+ a) = r(sin fpcosa + cos”sina) =

=r(cos<p)sina + r(sm<p)cosa =x'sina +y'cosa.
Demak,
X=X'cosa—yYy'sina, y =x'sina +y'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o‘qglarini burish formulalar! deyiladi.
Bu formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi {xyy) koordinatalarini
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Oox'y* sistemadagi (*';/) koordinatalar orqgali topish imkonini beradi
va aksincha.

6-misol. xy=-2 tenglamani koordinata o‘qglarini 45°ga burish

orgali kanonik shaklga keltiring.
Yechish. (2.15) tengliklardan « =45"da topamiz:

x = X'c0s45'>~ysin45’ =-!'£|'(x' ~y')>

w2 o,
y =x sm45° +y cos45 =—-<x+y).

x vay ni x-=-2 tenglamaga go‘yamiz:
(- 1) x4y =22,
Yx2 12=-2
Y A

Bu tenglama giperbolaning kanonik
tenglamasi hisoblanadi, ya’ni xy=-2
tqulama bilan aniglanuvchi chiziq ox'y
sistemada y;—z————)%:l tenglama bilan
aniglanuvchi  giperbolani  ifodalaydi.

2
Demak, y=—  funksiyaning grafxgi
X

asimptotalari koordinata o‘glari  bilan
ustma-ust tushadigan teng tomonli
giperboladan iborat (18-shakl). 18-shak.

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddalashtirish
Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani garaymiz:
Ax1+2Bxy+Cyl+2Dx +2Ey +F = 0. (2.12)

Bunda B ®iiboisin. Koordinata o‘glarini a burchakka buramiz,
ya’ni  (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi

149



koordinatalar orqali ifodalaymiz:
A(x'cosa- Ysina)2+2B(x'cosa - ¥sina)(x'sina +j'cosa) +
+C(x"'sma + y'coscr)2+ 2D (x cosa —y 'siaa) + 2E(x’sma + y'cosor) + F = 0
yoki
Ox'2+2Bxy +Cy2+20x"'+2Ey +i? =0,
bu yerda
[ ="cos2a +25cosasina + CsinlJa;

Bl=(C- 4)sinacosa +B{cos2a - sin2a);
Ct=v4sin2a -2Bcosasinar+ Ccos2a;

Dl =Z)cosa + £sina; £, =£sina - Dcosa; F,=F.

a burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamada
x '/ oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

=(C- 4)sinarcosa+ B(cos2a - sin2a) =0

tenglik bajarilsin.

Bundan
tg2a = A—C. 2.16
clg=d 2B ﬁ( )
Shunday  qilib, koordinata o‘glarini (2.16) shartni

ganoatlantiruvchi a burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi
tengiamaga keltiradi:

OX'2+C,/2+2Ux" +2E,y'+FI=0, A2+B2*0. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylarmni (4, =C,da),

yoki ellipsni (A, =€] >0da), yoki giperbolani (Al-Cl<Oda), yoki
parabolani ([ «C, =0da) aniglaydi. Bunda eliips (aylana) uchun - nuqgta
yoki mavhum eliips (aylana), giperbola uchun - kesishuvchi to‘g‘ri
chizigiar juftligi, parabola uchun - parallel to‘g‘ri chizigiar juftligi kabi
buzilishlar bolishi mumkin.

Isboti. [ =C, bo‘lgan holni batafsil tahlil gilamiz.

A ~Q da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

AXn+ Ay 1+2D-X +2EY + FI=0,
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X'2+y 2+ 2/ X"+ 2-Ay' + Al =0,
A A

A
"24+27-X" A =0,
Xeremex +'{ﬂ B/I+2X Y+ X)) +4 A. KA
2/
A n (2.18)
A kA A

Bunda, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

DNf—| +{—1 -~A:>O boiganda markazi o/ - — A nugtada

. - E\ F L

joylashgan va radiusi R =. —) —ALgateng aylanani anigiaydi;
ij \'

2) A-j +f~|U - -j- =0boiganda [’x+— + + =0 ko‘rinishga
v

keladi. Bu tenglikni yagona Onf—DL—ELJ nugta koordinatalari
I A A)

ganoatlantiradi. Bunda «aylana nugtaga buzilgan» deyiladi;

3) +[iﬂ _ ><0 boiganda hech bir chizigni aniglamaydi.
\A) A

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.

Shunday qilib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
ikkinchi tartibli chiziglardan birini anigiaydi.

7-misol. 4r -25/ -24x+507-89 =0 tenglama bilan berilgan
ikkinchi tartibli chizig ko‘rinishini aniglang.

Yechish. Berilgan tenglamada A=4, C =~25.

Bundan A-C =4(-25)<0.

Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.

Tenglamada almashtirishiar bajaramiz:

4(x2- 6x +9) - 25(y2- 2y +1)- 36+ 25- 89=0,
4(x—3)r- 25(y —)3=100,
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(s-3y (y-1)2
25 4
Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(3;l) nugtada
joylashgan vayarim o‘glari a=5 b-2 ga teng bo‘lgan giperbolani
aniq laydi.

3.2.6. Mashqlar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi A/j(-1;3) nuqtada joylashgan
varadiusi R=6 gateng bo‘lgan; 2) markazi M2(-3;5) nuqtadajoylashgan va J1(4;4)
nuqtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari 8(-1;3) va C(-3;5) nugtalarda
bo‘lgan; 4) D(8;-4) nuqtadan o'tgan va koordinata o‘qlariga uringan; 5) markazi
M(2;-1) nuqtadajoylashgan va urinmalaridan biri 3*+4;y+3 =0 to‘g‘ri chizigda
boigan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping;

1) x2+y2+ &x-14v-t-16 = 0; 2) x1+yr+4x-6y-3-=b;
3) X*+y2~x+2y-1=0; 4) xL+y2+3x~ly~~=0.
3. nuqta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashgarisida

yoki ustida yotishini aniglang.
1) x2+y2=5; 2) x2fy2=9;
3) x2+>-2-8x-4>>-5=0; 4) .t2-t-j'2-10jc+8y =0.
4. n2+Y-2x+4>>-20=0yan2+>2- 10§ +20=0 tenglamalar bilan
berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.
5. ~+” =i to‘gri chizigdan koordinata o'qlari kesgan kesrnani diametr
gilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. A(2;-1), 8(3;4) nuqtalardan o‘tgan va markazi *->--4 =0 to‘g‘ri
chizigdajoylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari A-2;2),5(0;-2),C(-1;-1) bo‘lgan ABC uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. kning ganday giymatlarida y =kx to‘g‘ri chizig x1+y2-%x-2y +16=n
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (x-4)2+(y-2)2-4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o‘tgan

to‘g‘ri chizigiar tengiarnaiarini tuzing.
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10. Aylanatenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:
1) xr+yr =16x; 2) Xr+y‘-4y; 3) x2+yz=2x+2y.

11. Fokuslari Oy o‘gda 0(0;0) nuqgtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
quyidagi shartiami qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o‘gi 12 ga va ekssentrisiteti ~ ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa
10 ga va ekssentrisiteti —gateng; 3) Mj(6;0)va Mr(0;9) nuqtalardan o°‘tgan;

4) direktrisaiari orasidagi masofa 3 gava ekssentrisiteti e:-5 ga teng.

2 2
12. yj+~-="1ellipsga tomonlari ellips o‘glariga parallel gilib kvadrat ichki

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. 512+ 2 0/-100=0 ellipsning je+y-20 =Gto‘g‘ri chizigga parallel boigan
urinmasi tenglamasini tuzing.

14. \6x2+25y2-400 = 0ellipsning bir fokusidan uning kichik o'qgiga parallel
0 ‘tgan vatari uzunligini toping.

2 2
15. §J+§:l ellipsning M(x:y) nugtasidan uning o‘ng fokusigacha boigan

masofa chap fokusigacha boigan masofadan to ‘rt marta katta. M(x:y) nuqtani
toping.
16. 3 +"§ =1 ellipsning M(x\y) nugtasidan uning chap fokusigacha boigan

masofa o‘ng fokusigacha boigan masofadan ikki marta katta. U(x;y) nuqtani
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirlarigacha boigan masofalar
2 va 8 gateng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:
1) ibx2+25y2-400=0; 2) 144m2+ 2 5/-3600=0.

19. *+2v—7 =0 to‘g‘ri chiziq bilan *z+4/=25 ellipsning kesishish
nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o‘gida joylashgan va quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisaiari

orasidagi masofa 18 ga va ekssentrisiteti -5ga teng; 2) direktrisaiari orasidagi

masofa @ga teng va asimptotalari tenglamalari y-igx; 3) direktrisaiari

153



orasidagi masofa — ga va haqiqiy o;qi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi

masofa —mga va fokuslari orasidagi masofa 14ga teng.

21. Giperbolaning nuqtalaridan biri va asimptotalarinmg tenglamalari
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) M(6;2),y ==-"-x; 2) U(4;2),y=%~X;
3) M(4;3).j; =il;c; 4) AJ(6;3),y =£~-X.
22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidagi

burchakni toping.

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o‘q bilan ~-ga teng burchak tashkil
giladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24, 5x2+17y2--85=0 eliips berilgan. Eliips bilan bir xil fokuslarga egabo‘lgan
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25. Giperbola 25x2+9>2=225 eliips bilan bir xil fokuslarga ega.
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini
tuzing.

26. Assimptotalari 0'(2;-3) nuqgtada kesishuvchi va nuqtadan o ‘tuvchi
giperbola tenglamasini tuzing.

27. Giperbolaning y:-éli_?3 tenglamasini sodda ko'rinishga keltiring.

28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko ‘ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing:
1)F(-3:4),;t-5=0; 2)F(5;3),/+2=0.

29. Berilgan tenglamasiga ko ‘ra parabolaning uchini va simmetriya o'gining
tenglamasini aniglang:

1) y2-2j +16jc+65=0; 2) 2x2+y-8x +5=0.

30. Berilgan tenglamalar ganday chiziglarni aniglaydi?

3)y =-2\x2+1; 4) x=~fyr+4.
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31, m=——, y= | giperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
sin? sint
ko ‘rsating.

32. x=2pt2,y =2pt, tt=R parabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
ko ‘rsating.

33. 13x2+10xv+13>2-72 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.
34. x2-643xy~5y2- 8=0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

35. Egri chizigning tenglamasini soddalashtiring, chizigning turini aniglang va
shaklini chizing:

1) 5*2+9yz-30x +18y+9=0; 2) 2n2-12x +"+13=0;
3) 5x2-4/+30x +8 +21=0; 4) 2yr-x-1272+14=0;
5) X2~6X +y2-8 =0; 6) Xx2+y +y2-1 =0.

36. 3—6+J\1%=1ellipsga M (-3;3) nuqtada o’tkai'ilgan urinma tenglamasini

tuzing.

37.-X2i Vlé =1giperbolaga M(2;-4) nugtada o ‘tkazilgan urinma tenglamasini
tuzing.

38. ¥—jr2=1 giperbolaga M -~;3 | nugtada o ‘tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.

39. x2=I6y parabolaning 2jr+47+7=0 to‘g‘ri chiziqga perpendikular
boigan urinmasini toping.

3.3.QUTB KOORDINATALARDA
CHIZIQLAR

3.3.1. Qutb koordinatalari

Tekislikda  sanoq boshiga, musbat yo‘nalishga va masshtab
biriigiga ega boigan Op nur qutb o'gi, uning O- sanoq boshi qutb
deb ataladi.

M tekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nugtasi
boisin. Bunda M nugtaning holati ikkita son, Oqutbdan Mnuqtagacha
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bo‘lgan r masofa va Op qutb o‘gi bilan OM yo‘nalgan kesma orasidagi
< burchak bilan aniglanadi {Op mirdan boshlab burchak yo‘nalishi
soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r va (p sonlariga M nugtaning
qutb koordinatalari deyiladi va M{r\d)

M(r;cp) deb yoziladi. Bunda r masofa
qutb  radiusi, @ burchak qutb
burchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning barcha nugtalarini
aniglash uchun r va o Kkattaliklarni
0<r<+m -n<(p<n chegaralarda
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning
har bir nuqtasiga yagona rva 9
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har
bir (A\<p) sonlar jufitiga tekislikdagi
yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va toa‘ri burchakli koordinatalari orasidagi
bog‘lamshni  topamiz. Bunda tofg‘ri  burchakli koordinatalar
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘gini
qutb o‘gi bilan ustma-ust tushadigan
qgilib tanlaymiz (20-shakl).

M nugta x vay to‘g‘ri burchakli
koordinatalarga, r va tp qutb koordi-
natalarga ega bo‘Isin.

20-shakldan topamiz:

19-shakl.

X = rcos™J, y = rsm<p. (3.1)

Bu tengliklar nugtaning to‘g‘ri
burchakli koordinatalarini uning qutb
koordinatalari bilan bog'laydi.
(3.1) tengliklardan nuqgtaning qutb
koordinatalari bilan uning to‘g‘ri
burchakli koordinatalari o‘rtasida quyidagi bog‘lanish hosil gilinadi:

tg(p = y (3-2)

Bunda ¢ burchakning giymati nugtaning joylashgan choragiga
(flam ing ishoralari asosida) garab, -s<(p<n oraligda tanlanadi.
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1 -misol M(—%;-v3)nugtaning qutb koordinatalarini toping.
Yechish.  Berilgan nuqtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar
bilan aniglaymiz:
i/3—= v3.
M nugtan Ill chorakda yotadi.

U holda (p=‘1C - M poriadi. Demak, M\ 2;--111%
3 o 3j

3.3,2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziglar

Qutb koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu
chizigq barcha nugtalarining r va < koordinatalari orasidagi bogianishni

aniglovchi ikki noma’lumli
F(r;tp) =0 (3.3)

ko”inishdagi tenglamaga aytiladi.

Mumkin boiganda (3.3) tenglama
r ga nisbatan yechiladi va r=r(<)
ko‘rinishga keltiriladi.

Chizigning F(x;j)=0 tenglamasi-
dan qutb tenglamasiga o‘tish uchun
x va y lar o‘miga  ulaming
(3,1) formulaiardagi giymatlari qo‘yiladi
va aksincha chizigning qutb
tenglamasidan F(cy)=0 tenglamasiga

o‘tish  (3.2) formulalar bilan amalga
oshiriladi.

To7 i chizigning qutb tenglamasi

To‘g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.

Bunda O qutbdan 1 to‘g‘ri chiziggacha boigan p masofava Op
qutb o'gi bilan berilgan to‘g‘ri chiziqga perpendikular boigan f
0‘q orasidagi a burchak berilgan boisin (21-shakl).

I chizigning ixtiyoriy Mr;<p) nuqtasi uchun Pr OM=p boiadi.

Ikkinchi tomondan

Pr, OM 5 OM| cos(« - ) =rcos(« - ).
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U holda
rcos(@a- 9P=p. (3.4)
(3.4) tenglamaga to 9'ri chizigming qutb tenglamasi deyiladi.

2-misol. I'I/\//S;j va MZS;0) nuqtalardan o‘tuvchi to'g‘ri chizigning

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chizigning A, va M, nuqtalar orasidagi kesmasi
katetlari 5 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri  burchakli uchburchakning
gipotenuzasi boiadi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziqgacha bolgan
masofa to‘g‘ri burchak uchidan
gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan
iborat (22-shakl).

Uning uzunligini {p ni) va yo‘nalshini
(a ni) topamiz:

OMr OM1 _ 55 51 n_n_
P~-JOM2+OM; ~45*~+¥ ~ 2 > “ ~ 4"

U holda (3.4) forraulaga ko‘ra,

Konus kesimlarining qutb tenglamalari

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb
tengiarnaiarini keltirib chigaramiz. Bunda chiziglaming fokuslaridan biri
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko ‘rinisimi oladi.

Konus kesimlarning tengiarnaiarini keltirib chigarishda ulaming har
bir nugtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bolgan masofaning
fiksirlangan to‘g‘ri chiziqgacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga
nishati o‘zgarmas kattalikka - ekstsentrisitetga teng bo‘lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim e<1 bo‘lganda eilipsdan, e=1
bo‘lganda paraboladan va e>1 bo‘lganda giperboladan iborat boiadi
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F-bu tarmogning fokusi,
d - qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, £~ekstsentisitet
bolsin.  Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan
belgilaymiz (24-shakl).
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\'  Q\4
>(0;0)j _]J'_ LS_ F(0;0)
A ?2 0
i / '
O<e< 1 s>1
ME MF MF
oM s QM~S QM ~e

23-shak.

I chizigda ixtiyoriy M{r, 9nuqgtani olamiz
U holda konus kesimlaming

xossasigako‘ra, Ql\/i“ boiadi.

Bundan FM =sQM yoki
r - SAN=t'(.4F + FI\) - s{p + rcos9).

Oxirgi tenglikni r ga nisbatan
yechamiz:

=- 3.5

' 1-fc'cosn (3:)

(3.5) tenglamaga konus kesim-

laming qutb tenglamasi deyiladi. Bu
tenglama e<\ da eilipsni, e>1 giperbolaning bir tarmog‘ini va m~1 da

parabolani anigiaydi.
1-izoh. Konus kesimlaming qutb tenglamalari  direktritsaning

joylashishiga bogiiq boiadi:

Direktrisaning holati - tenglama

s-P .

| vertikal va qutbdan chapda- r 1-H0060
I vertika! va qutbdan o‘ngda- r e-P , y=3
1 +£Q05
II izontal va qutbdan yugorida £'P-
gortzonta a yua 1+ fsin<p /~3 3\ 01
1gorizontal va qutbdan pastda - sP 3. :
1+sin?
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Boshga chiziglarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
garaymiz.

Uzunligi 2a (a>0)ga teng bolgan AB kesma uchlari bilan biror
to‘g‘ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan
bo‘lsin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga on/perpendikular
tushurilgan  (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqtida owm
perpendikular m asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning  (nugtaning) traektoriyasini qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to‘g‘ri burchakning O uchini qutb, OA o‘gni
qutb o‘gi deb olamiz. m nugtaning qutb koordinatalarini r, ¢ deb

belgilaymiz, ya’ni Mr;<p) deymiz.
AOM uchburchakdan topamiz:

OM = OAca&<p,
r = OAcos(p.

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABskup,
OA = 2asvacp.

Bundan m asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r -as'mlcp.

Bu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq to‘rt yaprogli gul deb ataladi.
Uning grafigini a=! daMaple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).
> witli(plots):
> animatecarve(|sia(2*t),t,t="1 cooi-ds”elar,
frsmes~iiumpointe'-100);

\Y,

25-shakl. 26-shakl.
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Matematikaning keyingi bo'limlarining misol va masalaiarini
vechishda foydalaniladigan chiziglarning grafiklari va ulaming qutb
yoki parametrik tenglamalari 1-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashqglar

1. A(-j3;1) va S(-V*;-I)nugtalaming qutb koordinatalarini toping,

[ a\ f 2] . . . . o
2. A 2,— jva B 1— inuqtalaming to‘g°‘ri burchakli koordinatalarini

toping.
3. a\r5-f§0$ nu7(}}alar orasidagi masofani toping.
4

4, Uchlari O qutbda va A{r,;t), B(rr;¢r) nuqtalardajoylashgan OAB

uchburchak-mng yuzini toping, bu yerda g2 ><pr
5. Ikkita garama-garshi uchlari A\2-~—\ 512;-— | nugtalarda bo‘lgan
v’ 06; 3]
kvadratning yuzini toping.
6. Kvadratning ikkita qgo‘shni uchlari berilgan:

Kvadratning yuzini toping.
7. Berilgan tenglamalarni dekart koordinatalarida yozing:

1) r = Ssirt<; 2) r = Socsl);
3) r2=sin2(!>; 4) n-=4co0s2(9,
1- cos &

nr 8) r

3 +5sinc>

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordinatalarida yozing:

\) y =5 2) y=2x-1;
3) n2=4v; 4) n2- | =ar;
5) x2+y2- 2ax =0; 6) xy =4;
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9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chiziglaming turini aniglang:

Vr=-+-- 2), =~
2+sinp -it+2cosp’
3) " = Lidose 2-eck$2>

10. Berilgan chiziglaming grafiklarini € =1, e:L, <§:- larda chizing:

1\ A . 4£
r=Y7:%% 2)T= piesinn
=4 -  pré______ de
I =1eve AT =550

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazodasirt va chizig

Umumiy boshlang‘ich O nugtaga va bir xil masshtab birligiga ega
boigan o‘zaro perpendikulyar Ox, Oy va Oz o‘glar fazoda to‘g‘ri
burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil giladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x,y va z sonlari fazodagi har
ganday M nugtaning o‘mini toiigq anigiaydi. Bunda nugta M(x;y;z) kabi
belgilanadi, x ga M nuqtaning abssissasi, y ga M nugtaning ordinatasi,
z ga Mnugtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nugtalarining
X,y,z koordinatalari orasidagi bogianishni
aniglovchi uch nomaiumli

F(x,y,z) =0

tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari uch nomaiumli F(x,y,z)=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha M(x;y;z) nugtalari to‘plamiga
fazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.

Fazodagi sirt x =x{u,v), y =y(u,v), z=z(u,v), (u;v)eD  parametrik
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tenglamalar bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y(u,v),z(u,v) -
Dsohada berilgan sirl barcha nugtalarining va fagat shu nuqtalaming
koordinatalarini beruvchi ikki o‘zgaravchili funksiyalar.

Masalan,

X =Rsmucosv, y=/?sinwsinv, z =Rcosu, O<u<n, 0<v<2#

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.

Fazodagi chizigni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt
umumiy nuqtalarining gometrik o‘mi deb garash mumkin (27-shakl).

| chizigni  aniglovchi ikki sirt F(x,y,z) =0 va G(x,y,z) =
tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin (27-
shakl). U holda / chizig ikkala
tenglamani  ham  ganoailantiruvchi
M(x;y,z) nugtalar to‘plamidan tashkil

topadi.
Koordinatalari
F(x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0
Tenglamalar sistemasini
ganoatlantiruvchi Oxyz fazoning

barcha M(x;y:,z) nuqtalari to‘plamiga
fazodagi shu tenglamalar sistemasi
bilan aniglanuvchi chizig deyiladi.
Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu
chiziq barcha nugtalarining x,y,z koordinatalarini aniglovchi

F(xy,z) =0,
G(x,y,z) =0

tenglamalar sistemasiga aytiiadi.
Fazodagi chizigni nugtaning trayektoriyasi deb garash mumkin.

Bunda  chiziq f=r{t) vektor  tenglama  bilan  yoki
x=x{i), y -y(t), 2=z(t), te T parametrik tenglamalar bilan beriladi.
Masalan,

h
X =Rcosat, y =Rsmat, z=51t

parametrik tenglamalar vint chizig ‘ini ifodalaydi.
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Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g‘ri chizigni)
o‘rganishda ikkita masala ko ‘riladi: geometrik xossalariga ko‘ra, sirtning
(yoki to‘g ‘ri chizigning) tenglamasini keltirib chigarish; tenglamasiga
asosan sirtning (yoki to‘g4i chizigning) koiinishi va xossalarini
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi  o‘mi turli parametrlar bilan (masalan,
tekislikning koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymatli
aniglanishi mumkin.  Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chiqgariladi.

I Tekislikda yotuvchi Mo(x,,;"0;200 nuqgta va to'g'ri chiziqc
perpendikular bo ‘lgan n=[A\B\C) vektor berilgan.

Tekislikka perpendikular
boigan har qganday vektorga
tekislikning normal vektori deyiladi.

0 tekislikning ixtiyoriy
M (x;y\z) nugtasini  olamiz.

M va MO nugtalarning radius
vektorlari mos ravishda r va I,
boisin.

U holda M@/ =f -r' boiadi.

M va M, tekislik nugtalari
boigani uchun MOM  vektor
tekislikda yotadi va tekislikning
normal vektoriga perpendikular
boiadi, ya’ni nxM M (28-shakl). Ikki vektoming perpendikularlik
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

n-(r-r0=o0. (4.1)

Butenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
4.1 tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining
koordinatalarmi go‘vib, topamiz:

A(x-x0+B{y-y0Q+C(z-z,t)=0. (4.2)
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadan o'tuvchi va
berilgan vektorga perpendikular tekislik
tenglamasi deyiladi.

1-misol. MO(3;45) nugtadan o‘tuvchi va normal vektori
n={~1~32} bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra,

x, =3}, =4,20=5, A=-1,B =-3,C =2.
U holda (4.2) tengiamadan topamiz:
()-x~3)+(3)-(y-4)+2mMz—5)=0

yoki
x+3y-2z—-5=0.

Il. Tekislikdayotuvchi uchta yL (x;y,;r,), MAXr-,y,;rr), M3(x,;j5;23)
nugta berilgan.
a tekisiikda yotuvchi ixtiyoriy M(x\y,z) nuqtani olamiz va

MMi={xr-x,;j2- v,;z2-z,},
AIM. ={x, -xt;y}-y,;z, -z,}

vektorlami yasaymiz.
Bunda MW vektoriar komplanar bo‘ladi
(29-shakl). Vektorlarning komplanarlik shartidan topamiz:

I v —-rT " — v 7.— 7 f

(4.3) tenglamaga berilgan uchta
nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
deyiladi.

(4.3) tenglamada

?=MM, ={piq:r}



belgilash kiritib, topamiz:

y-y, z-1X

'\ Y2-Y1 2-7 (4.4)

(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuqtadan o'tmchi berilgan
vektorgaparallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi
s, =M,M2={pZLql;r.},
2~MIM, ={p2aq2r2
belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

X-% y-yl z-z
Pi 2 n =0. (45)

Pi Yr I
_ M.

(4.5) tenglamaga berilgan
nugtadan o tuvchi va berilgan ikki 1\
vektorga parallel tekislik tenglamasi II{ ,\\
deyiladi. il

VAN /\'2'./\2/\/\ | L \
M3(x3y,;z3 nugtalar a tekislikning mos 1/ mroy
ravishda Ox, Oy va Oz o‘glarda yotuvchi
nugtalari, ya’ni M.(a;0;,0), M2(<0b;0) va 30-shakl.

M3(0;0;c) boisin (30-shakl).
U holda (4.3) formulaga ko‘ra,
X- a
-a

o o <
0o O N
1
o

-a
boiadi.
Bundan



30-shakldan koinadiki, a,b, cmos ravishda o tekislikning Ox, Oy
va oz o‘glarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. Ma(2;-I;3) nuqtadan o‘tuvchi, 5={30-1} va fc={-3;2;2}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. lIzlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
topamiz:
x-2 y+1 z-3
3 0 -1 .
-3 2 2

(x—2)*2- (j +1) (6 =3) + (z—3) *6 =0,
2X—3v+6z-25=0.

3-misol. Ox, Oy va Oz o‘glarda mos ravishda 2, (-4) va 6 gateng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko;ra: a=2; A=-4; c=6.

Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

6x —3y +2z - 12=0.

1. Tekislik n=0P normalining
uzunligi p va  birlik  vektori
e ={coscc,cosfi;cosy} berilgan.

a tekislikda yotuvchi ixtiyoriy
M(x;y;z) nugtani olamiz. Bu nugtaning
radius vektori r=0M ={x;y;z} boisin
(31-shakl). Bunda F radius vektorning
¢ vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi
p gaterig boiadi, ya'ni

31-shakl.

Upr =p
Bundan

re=p, re-p=0
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yoki
xcosa +ycos/3 +zQosy- p =0. 4,7

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
K.eltirib chigarilgan (4.1)-(4.7) fonnulalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

X,y,z 0‘zgaruvchilaming har ganday birinchi darajali tenglamasi j
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksmcha, fazodagi har ganday i
tekislik x,y,z o‘zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi |
bilan aniglanadi. i

Demak, har bir a tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+D=0 (4.8)

Ko ‘rinishda yozish mumkin, bu yerda D-o0zod had; A2+B1+C2¢0.

(4.8) tenglamada n={A;B;C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamida
(to‘g‘ri chizigdagi kabi) ko'rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada: 1) A=0 boisa, tenglama By+Cz-tD=0
ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning n={0;B;C} normal vektori Ox
o‘qga perpendikular boiadi. Shu sababli tekislik Ox o‘gqga parallel
boiadi. Shu kabi B=0da Ax+Cz+D =0 tenglama Oy o‘qga parallel
tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama 0z o‘qga parallel
tekislikni ifodalaydi; Ax+By+D =0 tenglama 0Oz o‘gga parallel
tekislikni ifodalaydi;

2) D=0 boisa, tenglama Ax+By+Cz =0 ko‘rinishni oladi. Uni
0 (GQO nugta koordinatalari ganoatlantiradi va tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi;

3) A=0, b=0 boisa, tenglamadan By+Cz =0 kelib chigadi. Bu
tekislik Ox o‘gdan o‘tadi. Shu kabi Ax+Cz=Otenglama Oy o‘gdan
o0 ‘tuvchi tekislikni, Ax+By=0 tenglama 0Oz o‘gdan o‘tuvchi tekislikni
ifodalaydi;

4) A=0, B=0 boisa, tenglama Cz+D =0 yoki z =~~~ ko'‘rinishni
oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel boiadi. Shu kabi By+D=0

168



tenglama Oxz tekislikka parallel tekislikni, Ax+D =0 tenglama Oyz
tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) A=0, B=0, D=0 boisa, tenglama Cz=0 yoki z=0 ko'rinishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik
x=0 tenglama bilan, Oxz tekislik y =0
tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘gqdan va
Mo(0;-2;3) nugtadan oiuvchi; 2) Oy o‘gga parallel boigan va
A/,(3;0;-4),M2(5;-2;3) nugtalardan oiuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel
boigan va Mo(l;-2;3) nugtadan oiuvchi.

Yechish. 1) Ox o°‘gqdan oiuvchi tekislik tenglamasi By+Cz-0
boiadi. Butenglamani Mo(0;-2;3) nugtaning koordinatalari
ganoatlantiradi, chunki bu nuqgta tekislikda yotadi.

Demak, (-2) *5 +3C=0 yoki S="C.
Bundan
-Cy+Cz=0
> y +Cz
yoki
3y +2z=0.

2)0y o°‘qqa parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz+D =Q boiadi. Uni
M, (3;0;-4), M}(5;-2;3) nugtalarning koordinatalari ganoatlantiradi, ya’ni

Bundan
A=——D va C=—D.
29 29
U holda
LA Ppx+—Dz+D=0
29 29
yoki

Ix—2z-29=0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekislik tenglamasi  By+ D=
bo‘ladi. Bundan Mo(l;-2;3) nuqtada -2B +D =0 yoki D-2B kelib
chigadi.

U holda n2

By+2B=0
yoki
y+2=0.

Tekislikning  (4.1)-(4.8) /
tenglamalaridan har birini
boshqalaridan keltirib
chigarish mumkin. Masalan,
(4.8) tenglamani 4.7)
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng

tomonini  normallovchi ko paytuvchi ataluvchi
M=% ,-.. * — songa
4da2+b2+cl

ko‘paytiriladi. Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning
ishorasiga garama-garshi gilib  tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi
Ikki tekislik orasidagi burchak

IkKi tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Ax +Bty + Clz +Di=0, Ax + By +CZ +D2=0

tenglamalar bilan berilgan o4, cretekisliklar orasidagi burchak <9 ga
teng bo‘lsin(32-shakl).

Bunda n1={A;BI;Cl},n2={A2,B2;C2} va = (al,a2y=(ninr).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

K AA +1[ +C,C2

®»-
Ki'Kl fA2+B2+C2jA[+B2+CI "'
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Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyilganida ~ “an

oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli

5-misol. x+y+1z-1=0, Xx-Ily +3z-1=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: i, ={L11}, i2={1;-2;3}.
U holda
1M+ 1(-2) +1 31 2
cosffl= = = = =_= .
" VF+DL+12wMl+ (-2F+31 V42

Bundan

/W tekislikning perpendikularlik sharti

a, la. bo‘lsin. U holda coap =0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

AA, +BB2+C1C1=0. (4.10)

6-misol. Mx (LL,M2(0;3;4) nugtalardan o‘tuvchi va x+2.y-z=0
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz+D =Q ko‘rinishida
izlaymiz.

Misolning shartiga ko ‘ra:

A+2B- C-0 (tekislik x+2y-z =0 tekislikka 1),
*A+2B+C=-D (tekislik M,(1;21) nugtadan o'tadi),
3B+4C=-D (tekislik JH2(0:3;4) nugtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:

A=-Tp g=1p c-tp.
6 3 2
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A, B, C koeffitsiyentlami izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

--Dx +-Dy--Dz +D=0.
6 3 2
Bundan
7x-2j+3z-6 =0

Ikki tekislikning parallellik sharti

a, va o2 tekisliklar parallel bo‘lsin. U holda
nr ={AL&2;C2} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming kollinearlik
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

A =E1=£1" (4.11)
A b2 cz

Ikki tekislikning ustma-ust tushishi

€, va <, tekisliklar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ular
parallel bo‘ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

A=A=L.=

a2 b2 c2
yoki
At-M, =0, BI-lW, =0, C,-1C2=0. (4.12)

Ikkinchidan <, tekislikning har bir nugtasi, jumladan
MO(x0;y0;z0) nuqta a2 tekislikda yotadi, ya’ni

AjX0+ Bl 0+ Cza+ 4 =0,

An + Bdu+CZn+D2=0.
Bu tengliklardan ikkinchisini a ga ko‘paytiramiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz:

(Al —51A2)x0 + (S, —JIB2)y0+ (C[ —AC2)z0+ (D, - AD, j= 0.
Bundan (4.12) tengliklami hisobga olsak b, - 0. = 0 yoki %%- A
bo‘ladi.
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Demak,

A =A =CI=A (4 13)
A b2 c2 d2
(4.13) tengliklar  tekisliklaming ustma-ust tushish shartin
ifodalaydi.

3.4.4. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
nugtadan tekislikkacha bo Igan masofa deyiladi.

(XGya;z0) nugta va Ax+By+ Cz+D =0 tenglama bilan a
tekislik berilgan boMsin. MO nuqtadan wun tekislikka tushirilgan
perpendikulaming asosini M~x”~y~z) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda MO nugtadan a tekislikkacha bo‘lgan masofa
d =\pp-.M,M\ boMadi, bu yerda M,M0={x0-x,;y0-y 1,z0-zj,

Ikki vektor skalyar ko ‘paytmasining xossasiga ko ‘ra,

MM.SI\ e yiVA + (y0-y 1)B + (20-2,)C|
\n\ nA2+Br+C2
=Mv+-£AjrCz1--~-ByL-Cz»

da2~+tb2+c?2
)nugta a tekislikda yotgani sababli
Axs+Byx+Cz i I) ;0.

ya’ni
D=-Ax,-By-Cz,.
Bundan
d _ IAX0+ Byd+Cz0+ D] (4 14)
Ha2Ter+cl

Shunday gilib, nugtadan tekislikkacha bo ‘lgan masofa
(4.14) formula bilan topiladi.

7-misol. Mo(5;4;-1) nugtadan M,(3;0;3), M,(0;4;,0) va M,(0;4;-3)
nuqtalardan o ‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.
Yechish. Avval berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzamiz:



Xx—3 'y z-3
0-3 4 0-3 =0.
0-3 4 -3-3
Bundan
—12+¢(x—3)—9m +0mz—-3)=0

yoki
4x + 3y —12=0.

Mo(5;4;-1) nugtadan
4x +3y-12 =0 tekislikkacha
bo‘lgan
masofani (4.14) formula bilan
hisoblaymiz:

d=14-2+3:4040

ni42+3r+02

3.4.5. Mashqlar

1. M0(2;—4;3) nugtadan o‘tuvchi va shu nuqgtaning radius vektoriga
perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. N={2;-3;4} vektorga perpendikular bo‘lgan va Oz manfiy yarim o'qda
5ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

3. M(2;3;-1) nugtadan o‘tuvchi 2*-3>>+52z-4 =0 tekislikka parallel tekisli
tenglamasini tuzing.

4. M{2;5;-1) nugtadan o‘tuvchi 2*+3y-4z +5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tengiarnaiarini tuzing: 1) -MX1,3;-2) nugtadan va Oxo'qdan
o‘tuvchi; 2) J1/e(2;-1;3) nuqtadan o‘tuvchi va Oy o°‘qqa perpendikular;
3) J1/0(3:-2;4) nugtadan o‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) M, (2;-3;1), M2(3;4;0)
nugtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va
M,(3;~4;2), A/2(-1;3;4) nugtalardan o ‘tuvchi,
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6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Af0(2;-5;4) nugtadan Oyo'qdan
o'tuvchi; 2) A/03;7;-4) nuqtadan o‘tuvchi va Ox o'gqa perpendikular; 3)
M,,(2;-3;4) nugtadan o‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; A)MI1(2;V,-2), M2(-7;-2;1)
nuqtalardan o ‘tuvchi va Oy o‘qga parallel; 5) koordinatalar boshidan va
A/NIN-D), M2(-3;0;4) nugtalardan o ‘tuvchi.

7. 2x+y-3z +6 =0 tekislikning koordinata o ‘glari bilan kesishish
nuqtalarini toping.

8. 2x+3v-5z+30 =0 tekislik koordinata o‘glarida ganday kesmalar ajratadi?

9. M, (2,—4:3), /1/2(-1;3:2) nugtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz o‘glarida teng
musbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. A/0(2;5;-2) nugtadan o'tuvchi va Ox.0z o‘qlarida Oy o°‘qqa nisbatan uch
barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

11. Berilgan uchta nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:

1) Mvu2;1,—1), M2(3;1;0), M,(-1;2;-1); 2) M,(I;-2;3), M2(4;1;3), M3(l:2;-1).

12. MO0(3;3;3) nugtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular
asoslari orgali o'tgari tekislik tenglamasini tuzing.

13. Mr(0;2;1) nugtalardan o'tuvchi va a={2;0;l} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

14. M,(1;2;0), A/2(2;1;1) nugtalardan o'tuvchi va 3 ={3;0;1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

15. A/0(I;-2;3) nugtadan o'tuvchi va 5={2;1;1},ii ={3;1;-1} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

16, MO(0;l;2) nugtadan o'tuvchi va 5 ={2;0;1},ft={I;1;0} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9x-2y+62z-U =Qtekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko'rinishlarini yozing.

18. 5x +7>'-34z+5 = 0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va norm:
ko'rinishlarini yozing.

175



19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:
1) x—2y +2z+5=0va x—y —3=0;

2) 3jE-y+2z+12=0va 5c+9y-3z-1=G;
3) 2x-3y~4z+4=0va 5x+2y+z—3=Q

4) x+2y+3=d vay+2z-5=0.
20. mva nning ganday giymatlarida tekisliklar parallel bo‘ladi:

1)3x-5y —z-2=Q mx+2y—3z+I11=0; 2)nx-6_y—6z+4=0, 2x+my+3z—8=0.
21. mning ganday qiymatlarida tekisiikiar perpendikular bo‘ladi:

1) 4x-7y +22-3 =0,-3x +2y +mz+5=0; 2) x~»iy+z2=0,2x +3>+/Kz-4=0,

22. Tekislik tengiarnaiarini tuzing:
1) MO0(2;2;-2) nuqtadan o'tuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x-2y-3z =0; b) 2n+3y+r-1=0;

2) M,,(-I;-1;2)nugtadan o ‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) X +2y—2z+6=0, x—=2y+z+4=0; b) x+3y+z—1=0, 2x—y +z—2=0.
3)M,(5M;3), A'~(-2;1;8) nugtalardan o ‘tuvchi va berilgan tekislikka
perpendikular: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. M(-2;l;3)nugtadan va x- 2y- 2z+6=0, 2x+3y-z +3=0 tekisliklaming
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. M(ZL—2)nugtadan o‘tuvchi va x+3y+2z+I=0, 3*+2v-z+8=0
tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
25. M,(2;0;0), M2(0;1;0) nugtalardan o ‘tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°li
burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklaming kesishish nuqtasini toping:
1) x+2y—z +2=0, x—y —2z+7=0, 3x-y-2z +11-0;
2) x-2y-4z =0, x+2y-4z+4=0, 3x+y-z-4 =Q
27. M,,(5;-1;4) nugtadan A/,(3;3;0), M2(0;-3;4), Af,(0;0;4) nuqgtalar yotuvchi
tekislikkacha bo*‘lgan masofani toping.
28. Oxoqning 2x+y-2z+6 =0, x+2y+22z-9-0 tekisliklardan tenguzoglikda

yotuvchi nugtasini toping.
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29. 2x-y-2z-S =0tekislikka parallel bolgan va M0(4;3;-2)nugtadan d =3
masofadan o'Uivchi tekislik tenglamasini tuzing.

30. Ikkiyog*‘i 12x+3.y-4z-4 =0 va 12n+3>>-4z+22 =0 tekisliklaida yotuvchi
kubning hajmini toping.

31. M(4;3;1)nugtaning 3x-4yT-12r+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.

32. M(3;0;l)nugtaning 2x+9y-6z+33 =0 tekislikdan chetlashishini toping.

33. 1Ox+1y-2z-5=0, 5x+y- z-1 =0parallel tekisliklar orasidagi masofani

toping.

3.5. FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ
3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari
To% ri chizigning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir gancha masalalarini yechishda fazodagi
to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
keng qoMlariiladi. Bu tenglamani
keltirib chigaramiz.

Fazoda biror to‘g‘ri chizig
berilgan bo‘Iksin. Bu to‘g‘ri chiziqga
parallel bo‘lgan (yoki bu to‘g‘ri
chizigda yotuvchi) nolga teng
bo‘Imagan har ganday vektorga bu
to‘gfi chizigning  yo haltiruvchi
vektori deyiladi.

Berilgan MO0(x3;y0;z0) nugtadan
o‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori
s ={p;q;r} bolgan / to‘g‘ri chiziqg 34-shakl.
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
[/ to‘g‘ri chizigning ixtiyoriv M(x;y;z) nugtasini olamiz va
MaM ~{x- x0;y -y e;z - z0} vektorni yasaymiz (34-shakl).

Bunda s va MOM vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming
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kollinearlik shartidan topamiz:

AZAL=ZzZA =£ziti G 1)
P Y r

Bu tenglikiami 1| to‘g‘ri chiziqda yotuvchi har bir M(x;y;z)
nugtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar M(x;y;z)
nugta / to‘g‘ri chizigda yotmasa, u holda uning koordinatalari (5,1)
tenglikiami ganoatlantirmaydi, chunki bunda s va Mav vektorlar
kollinear bo‘Imaydi.

(5.1)tengliklarga to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bunda ixtiyoriy s yo‘naltiruvchi vektorning p, g, r koordinatalari
bu to‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi parametrlari va s vektorning
yo‘naltiruvchi kosinuslari  bu to‘g‘ri chizigning yo naltiruvchi
kosinuslari deb ataladi.

To‘gri  chizigning kanonik tenglamasidan uning boshga
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

Xx~Xx0 y-yo0

. P 4 -

Xx-x0=z-za
P r

tenglamalar sistemasideb qarash mumkin.

Bu tenglamalaming har ikkalasi birinchi darajali tenglamalar
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari boiadi. Bundan fazodagi to g i
chiziq ikkita parallel bo ‘Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo 9adi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, = =— to‘g‘ri chizig 2x+5y-2 =0 va 3y-2z=0
tekisliklaming kesisish chizig‘i bo‘ladi.

Shunday qilib, agar <= va <¢ tekisliklaming nl={A,;3,;CJ va
n2={A2;£2;C2) normal vektorlari kollinear bo‘Imasa, bu tekisliklaming
kesishishidan hosil bo‘lgan 1 to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:

fOx+ Ay +C™+ [ =o, r5
{Alx + By + C1Z + D1=0.
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Bu tenglamalar sistemaga to g ri chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1 To‘gri chizigning  biror Max0;y0;z0) nuqtasi  topiladi.
Buning uchun awai noma’lum
xil,y0,za koordinatalardan biriga
giymat beriladi va bu giymat
(5.2) tenglamalardagi mos
o‘zgaruvchi o‘miga qo‘yiladi,
keyin boshga koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqali

aniglanadi.
2. To‘g'ri chizigning s
yo‘naltiruvchi vektori topiladi. / .
to‘g‘ri chiziq 7 va yI's =N xH2
vektorlarga perpendekular 35-shakl.
bo‘lgani uchun 2?14, 51nr
bo‘ladi (35-shakl). Bundan
B oa.C 41 4 f
ST B 2°c2 ' 4 s (53)
vektor aniglanadi.
3. Topilgan MO nugta va s vektor asosida kanonik tenglama
tuziladi.
fjc-2j; +3z+1=0 . "
1-misol. /7 7% g A tenglamani kanonik ko rmishga keltmng.

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:
4 =1, Bt=-2, C =3, 4=2, BR=I, C2=-4.
To‘g‘ri chizigning MO0(x0;y0;z0 nuqgtasini topish uchun z0=0 deb
olamiz.

U holda
J 70~ —~ m
|[2x,+ 1 = 8
sistemadan x0=3, =2ekanini topamiz.

To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

s =< R 31 L2 = {5;10;5}.
1 —4j-4 2 2 1 j
MO nugta va ,? vektorning koordinatalarini (5.1)tenglamaga
qo‘yamiz:
X-3_y-2_z
5 10

yoki
X—3_y-2
T 2

(5.1) tenglamada

=Y->'0=272~20 t taR

p q r
belgilash kiritarniz.
Bundan
X =xt + pt,
Y=Y, + 4> (5-4)
z2=127,+r1t

tenglamalar kelib chigadi, bu yerda te J1 - parametr.

(5.4) tenglamalarga to'g'ri chizigning parametrik tenglamalai
deyiladi.

Ma’lumki, fazodagi chizigning uchta parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.

Demak, (5.4) tenglamalami

f=r,+ts (5.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda r ={x;y;z}, ri={x(@:y0;zj- mos
ravishda M(x;y;z), M~x~y~zJ  nugtalarning  radius  vektoriari;
s ={p)q;r}-to ‘g‘ri chizigning yo ‘naltiruvchi vektori (34-shakl).
(5.5) tenglamaga to § Ti chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan M ~x,;~,~) va M2(x2y2;z2) nuqtalardan o'tuvchi 1 to‘gri
chizig tenglamasini tuzamiz. Buning uchun 1 to‘g‘ri chizigning
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yo‘naltiruvchi vektori sifatida
j=mMMr={x}-x,;y2-yt;z2-z,}

vektorni olamiz va (5.!) tengliklardan

(5.6)
yr'yx z2~z>
tengliklami keltirib chigaramiz.

Bu tengliklarga berilgan ikki nugtadan o tuvchi to g 'ri chiziq
tenglamasi deyiladi.

3.5.2. Fazoda ikki to‘g ‘ri chizigning o'zaro joyJashishi
Ikki to”'ri chizig orasidagi burchak

XV 22 g XX Yo¥2 2022 tenglamalari bilan
P, 9, f\ Pi 4_ r2
berilgan ikki /, va 12to‘g‘ri chizigiar orasidagi burchak < bo‘Isin.
Bunda to‘g'ri chiziglaming yo‘naitiruvchi vektorlari 5 ={p1",r},

s2={p292;r2} ga va ular orasidagi burchak to‘g‘ri chizigiar orasidagi

burchaklardan biriga teng, ya’ni 9=(11,12/=(s,,s2) bo‘ladi.
@ burchak kosinusini topamiz:

Qp=_ " =_=M iif& i5i,. (5.7)
i I WPi+ +rdpl+4l+r2

2-misol. x=3t-2, =0, z=—++3vax=2t—, y=0, z—t-3
to‘g‘ri chizigiar orasidagi o‘tmas burchakni toping,
Yechish. To'g'ri chizigiar tengiarnaiarini kanonik shaklga
keltiramiz:
X+2 y_ z7-3 x+]_y_z+3
~T~~~0~~-T * ~2~ 1

U holda (5.7) formuladan topamiz:



Ikki tog ri chizigning perpendikularlik sharti
/,£12 bo‘lsm, U holda cos<p=0 va (5.7) tenglikdan topamiz:

PiPi +4/1 + ... =°- (5.8)
Bu tenglik ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartini
ifodalaydi.
Ikki tog ri chizigningparallellik sharti

fj va L to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘Ilsin. U holda s. va
s2={p2;q2;r2} vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning kollinearlik
shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik shartini keltirib chigaraamiz:

jr=i1=h (5.9)
Pi s
Ikki to g ‘ri chizigning bir tekislikdayotishi

[j va J to‘g‘ri chiziglar bitta a tekislikda yotsin. M fa; v~z,)- /,
to‘g‘ri chizigning nuqgtasi va M2(x2-yr;r2) - 2 to‘g‘ri chizigning rmgtasi
bo‘lsin.

vektorlar a tekislikda yotadi, ya’ni bu vektorlar komplanar bo‘ladi.
Vektorlaming komplanarlik shartiga ko‘ra topamiz:

Yr-¥x zi~z;
r =0. (5.10)

Pr 4i r
Bu tenglik ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotishi shartini
ifodalaydi.
Ikki to g Ti chizigning aygash boiishi

Il va I2to‘g‘ri chiziglar aygash bo‘lsa, s1={pl;ql;rl},s2={p2q2;rl},
~MM2={x2- x,;y, - ¥.;Z, - Z,} vektorlar bir tekislikda yotmaydi, ya’ni
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komplanar bo‘Imaydi.

Shu sababii
xX2~xt y2-y, 1z2-z,
P, q fA *0. (5.11)
Pi 9 2

bo‘ladi. Bu shart ikki to‘g‘ri chizigning aygash bolishini belgilaydi.

IkKi to g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi

. va 12 to‘g‘ri chizigiar ustma-ust tushsin. U holda bu to‘g‘ri
chizigiar birinchidan. parallel bo'ladi va ikkinchidan.
MM, ={x2-x,;y2-y,;22- 2}
vektor bu to‘g‘ri chiziglardan birida, masalan /, da yotadi.

Shu sababli
A = r-
Pr & r2
XT-X.  y2—y (5.12)
A

(5.12) tengliklar ikki to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning
0°‘zaro joylashishi

Tof ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak
To‘g‘ri chizig bilan uning
tekislikdagi proeksiyasi orasidagi
burchakka tof ¥i chiziqg bilan
tekislik orasidagi burchak deyiladi.
Y-Yo z-zu
P 2
chizig bilan a :Ax+By+Cz+ D=0
tekislik orasidagi burchak <
bo‘Isin. U holda to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori s={p;q:r}
bilan tekislikning normal vektori

to‘gri
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n={A\B-,C) orasidagi burchak 1=90“-~ bo‘ladi (36-shakl).
ctw =sin<p tenglikni hisobga olib, topamiz:

skip=~JA SI1 | gtE i (5.13)
SIA* +B2+C2-Jp2+q2+r2

3-misol, :2——5 to‘g‘ri chizig bilan 2x-y-z +9=0

1 :1 -
tekislik orasidagi o'tkir burchakni toping.
Yechish. lzianayotgan. burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

- A2 CDREGD(D)] 1
22+ (-1)2+ (- 1)21/I2+|2+( 2)2 2

Bundan (p=35".

To79 i chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

ILa bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori
s ={p;q;r) va tekislikning normal vektori n={A;B:C} kollinear boiadi.
Bundan

- =- =- (5.14)
to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chigadi.

To ‘ri chiziq bilan tekislikningparalellik sharti

/]lcr bo‘lsin. U holda, j =i boMadi.
Bundan

Ap+Bg+Cr~0. (5.15)
Bu tenglik to‘g‘ri chizig bilan tekislikning parallellik shartini
ifodalaydi.
4-misol. Mo(--1;2;-3) nugtadan o'tuvchiva 2x- 3j+6z-1=0
tekislikka perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
ko‘ra,
2-3 6

3
Bundan g=-—p, r-3p.
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Demak, Mo(—%2-3), s =\|p ; ?p3/>Jl
U holda (5.1) tenglamaga ko ‘ra:

x+1 y-2 z+3
P 3 3p

yoki
X+\_y-2_ 7+3

~T~"* -3 ~~6~"

Bu masalani boshgacha yechish mumkin. To‘g‘ri chiziq tekislikka
perpendikular bo‘lgani sababli tekislikning normal vektori to‘g‘ri
chizigning
yo'naltiruvchi vektori bo‘ladi, ya’ni s ={2;-3;6}.

U holda M,,(—4;2;-3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik

tenglamasi:
x+l y-2_1z+3

5-misol. m ning ganday giymatida =- -= to‘g‘ri
3 o /m+l
chizig va 3x+y - 3z-1 =0 tekislik parallel bo‘ladi?
Yechish. m ning izlanayotgan giymatini to‘g‘ri chiziqg va
tekislikning parallellik shartidan topamiz: 3-3 +1-w+(-3) ¢(m+1) =0.

Bundan m=3.

Tof i chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar N\o bo‘lmasa, u holda to‘g ‘ri chizig va tekislik kesishadi.
Shu sababli
Ap+Bg+Crp0 (5.16)
bo‘ladi.
Bu shart to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi.
Shunday qilib, (5.16) shart bajariisa, to‘g‘ri chizig bilan tekislik
gandaydir nugtada kesishadi. Bu nugta Mxxxy,,zX bo‘lsin. U holda
MXx~y~z™) nugtaning  koordinatalari to‘g‘ri chizig va tekislikning
tengiarnaiarini ganoatlantiradi:
4A~0_ YI~¥)_"i~ Sj
p a r
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Ax1+ Byt +Cz, +2)= 0. (5.18)

Bu tenglamalardan nugtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:
1° (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:

X,=X0+pt, V= +qL 1z =z,+rt; (5.19)

2"xlyl va z, lar (5.18) tenglamaga qo'yiladi va u t ga nisbatan
yechiladi;
3"t ning topilgan giymati (5.19) tenglamalarga go‘yiladi va
(xuy\,z.) nuqgtaaniglanadi.

6-misol. . = =-— to‘%‘ri chizig bilan 2x+3j-z-3 =0
-1 -2 3
tekislikning kesishish nugtasini toping.
Yechish.

5__%_?:21;.]2I1:£I%1:/ X =-2-t, y,=-\~-2t, z=1+3f;
2. 2(—2-1) +3(2—2N—1+3)—38=0=> f=-I,
3°X =-2—-)=—4 n =-1-2-(-1) =1, z =1+3(-1) =-2.
Demak, M f- [;I;-2).

"o 9 ri chizigning tekislikdayotishi

I to‘g‘ri chiziq a tekislikda yotsin.

U holda birinchidan, J1 h bo‘ladi va ikkinchidan, to‘g:ri
chizigning MO(x0;y0;z0) nuqtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli

Ap +Bqg +Cr —9, (5 20)
[Ax0+ By)+ Cz0+ D =0.

(5.20) shart to‘g‘ri chizigning tekislikda yotishini belgilaydi.

3.5.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

M(x:j,;z,) nugtava *—=~ Y= tenglama bilan i to‘g‘ri
P q r

chiziq berilgan bo‘Isin. / to‘g‘ri chiziq MO(x,,;yB,z0) nugtadan o‘tadi va
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s ={p;q;r} yo‘naltiruvchi vektorga ega bo‘ladi. M~x"y”) nugtadan
to‘g ‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa d bolsin.
Izlanayotgn d masofa Mavi va s vektorlarga qurilgan

parallelogramm balandligining uzunligiga teng boiadi (37-shakl).
Bu paralielogrammning

yuzi |M,,M, xs | gateng.

Bundan
[MOM, xs | (5.21)
kelib chigadi.
7-misol. nugtadan
X+3_y ;2_2'2_ to‘g‘ri chiziggacha

bolgan masofani toping.
Yechish. Misolning shartiga ko ‘ra:
M, (1;-1;-2), M0(~3;-2;8), ?={3;2,-2}.

37-shakl.

Bundan
MM, ={1- (-3);—1- (-2);-2 - 8}={4,1;-10}.
U holda
tj k
4 1 -10
-2

=(-2 +20)f- (-8 +30)7 +(8-3)k=Ne-22j+5~k,
\MX xs|= +122f+¥ =7VF7, | 2|=VR+22+ (-2)T=n/l.
(5.21) formula bilan topamiz:

_ A7
n/7

d =7(uh).

3.5.5. Mashgiar

1. Berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1)Af,(l;l;-2)
nugtadan o‘tuvchi va ?={2;3;-1} vektorga parallel; 2) ,V2(2;-3;-1) nuqtadan
o‘tuvchi va Oy o°‘gga parallel; 3) Af,(2;-1;-2) nugtadan o‘tuvchi va

6x+2y-4z-5 =0 tekislikkaperpendikular.
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2. AJ0(2;-3:5) nugtadan o ‘tuvchi berilgan to‘g ‘ri chizigiarga parallel to‘g ‘
chiziq tenglamasini tuzing:

x+1l _y+1 z-2

3. M(-3;6;2) nuqtadan o ‘tuvchi va Oz o'qni to'g'ri burchak ostida kesuvehi
to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing,

4. M(-i;2;-3) nugtadan o ‘tuvchi va koordinatao‘glari bilana=", /?=—,
29
y =— burchaklar tashkil giluvchi to‘g ‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

5. Berilgan nuqgtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
tuzing:

6. M(2;2;-1) nugtadan o ‘tuvchi va a ={l;1;2}, 6={-1;3;1} vektorlarga
perpendikular to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini tuzing.

7. To‘g‘ri chizig tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiring:
8. To‘g‘ri chiziqg tenglamasini kanonik ko ‘rinishga keltiring:

9. Uchburchakning uchlari berilgan: (- 1;2;3),B(--1;-2;1),C(3;4;5). A uchdan
o ‘tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.
10. ABCD parallelogrammning ikki uchi ~(-1;2;0),£(4;];3)va diagonallari
kesishish nugtasi 0(-2;1;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini
tuzing.

11. To‘g ‘ri cbiziglar orasidagi o ‘tkir burchakni toping:
1) x=-2-t-3t,y=0,z=3—+ va x=-1-t2i,y=0,2=-=3+t;

12. M(~2;3;-1) nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g ‘ri chizigiarga
perpendikular to‘g ‘ri chiziq tenglamasini tuzing:



- Ayl -
13. Af(l;-1;2) nugtadan o ‘tuvchi va -J%r?ﬂ‘ —1=’g‘2to‘g‘ri chiziqqa
parallel to‘g ‘ri chizig tenglamasini tuzing.
14. To‘g‘ri chiziglaming o‘zaro joylashishini aniglang:

nn " v . X=2+8t,y=6lz=-3-4t:
-4 -3 2

~ X-H _v+3_1z-1 A _y-1_z+2

D v— v '+l Aty =0 2) I"*—2v —1=0. o 160
~ = =— v-9=0; n x ~z+6=0.
2 1-2 ' [y~ 2-2=0, y
16. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning o‘zaro joylashishini aniglang:
V)N~y +4z-6 =0, 3 +6 12=0; 2 )-=N-=— |, 2X+y-4z-8 =Q.
* }2%-r.y-z+3=0, ! 2 8 3
17. To'g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:
I)in =2zZ=£25>jr_3,_2z+5=0; 2;—:"i||=£iz 5v-r -4 0.
T 5 4 2 17 13

18. ™M (4;5:-6) nugtadan berilgan tekislikka tushiriigan perpendikular
tenglamasini tuzing:

1) x-2y-3=0; 2) x—y+z~5=Q.
19. m va n ning ganday giymatlarida = = to‘g‘ri chiziq:
1) mx+2y-4z-rn =0 tekislikda yotadi; 2) mx+wy+3z--5--0 tekislikka
perpendikular boiadi; 3) 2x+3y+2mz~n =0 tekislikka parallel bo‘ladi.

20. M(L——3) nugtadan o ‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigga perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:

T*x+l _y+2_z+2. s+3_>-1_1z-5
4 %4t g

21. M(Q;1;2) nugtadan va 3>71“ N to‘g'ri ehizigdan o‘tuvchi tekislik
X+y+z-2 =0

tenglamasini tuzing

kesishish nugtasini toping.
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y—
i

N
=

23. M(2;3;4) nugtaning X_rl— - to‘g‘ri chizigdagi proeksiyasini

)

toping.
to‘g‘ri chizigdan o'tiivchi va

chizigga parallel tekislik tenglamasini tuzing.

- {3X+V_42+5:Gt ‘qri chiziad M(1:-1:2 tad ‘t tekislik
4 x-y #2201 =g 109 T chiziadan va M(L:-12) nugtadan o‘tgan tekisl

tenglamasini tuzing.

26. M(2;-3;-1) nugtadan berilgan to‘g ‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
toping:

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinatalar sistemasida x,y,z o0°‘zgaruvchilarning ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi.
Uchta x,y va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi
umumiy Ko ‘rinishda
Ax1+ By2+Cz2+ Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Kz + £ =0, (6.1)

kabi  yoziladi, bu yerda AB,C,DEF,G,H,K,L-o0‘zgarmas'ar;
A2+Br+Cr*o0.

Har ganday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘g'arini
parallel ko‘chirish va burish orgali kanonik ko'rinishga keltirish
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi fagat bir marta, bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o‘qlari sirtning simmetriya o‘qlari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,y)=0 (G(x,y) =0, H(x,z) =0) (6.2)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Sirtlaming shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «parallel
kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni goilaymiz. Bunda sirtning shakli
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
tekisliklar ~ bilan  keshishish chiziglarini (kesimlarini) tekshirish
yordamida o ‘rganiladi.

3.6.1. Sfera

Fazoda markaz deb ataluvchi nugtadan teng uzoglikda yotuvchi
nugtalaming geometrik o‘rniga sfera deyiladi.

Ma(x0;y0:z) nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nugtalami
garaymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y;z) nugta bo‘lsin.

Sferaning ta’rifiga ko‘ra, jMM |=R.

Bundan
V(x- *0)2+(y- Yof +(z- z,Y =R
yoki
(X-xoy +(y-y,)2+(z-202=R2 (6.3)
(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunc

M 0(x0;y0;zt) nuqgta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.
1-misol. Markazi Mo(-2;2;l)nugtada yotgan va 2x+j-2z-5 =0
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.
Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning
Mo(-2;2;)markazidan 2x+y-2z-5 =0 tekislikkacha boigan masofa

sferaning radiusiga teng boiadi.
Nugtadan tekislikkacha boigan masofa formuiasidan topamiz:

d_|2-(-2) +1-2+(-2)-1-5| 9 ,
V22 +12+(-2f 3
U holda (6.3) formulaga ko‘ra,
(x+2)2+ (y-2)2+(z- 2=9.

3.6.2. Ellipsoid
Oxyz koordinatalar sistemasida
(6.4)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.
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Ellipsoidning oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimlarini
garaymiz. Bu tekisliklaming har biri z=h tenglamaga ega bo‘ladi.
Bunda h - birorta son.

Kesimda hosil bo‘lgan chiziq

hi
A (6.5)

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.
(6.5) sistema tenglamalarini tekshiramiz.
i/ibchoMganda X—2+ﬁ’2< 0 bo‘ladi va (6.5) sirtning  =h tekislik
a
bilan kesishish nugtasi mavjud boimaydi.

\h\=c, ya’ni h=+c bo‘lganda X* 4n-=0 bo'ladi. Bunda sirtlar
a n
(0;0;,¢) va (0;0;-c) nugtalarga kesishadi va z-c. va z= -c tekisliklar

berilgan sirtga urinadi.
JA|<c bo‘lganda (6.5) tenglamalami quyidagichayozish mumkin:

- +/\ =
4 N\ -
z-h,
bu yerda =ajl b, = bAjl - —
Demak, kesimda yarim o‘glari va bo‘lgan ellips

hosil bo‘ladi (38-shakl). Bunda\h\
gancha kichik bo‘lsa, yarim o‘glar

shuncha katta bo‘ladi. h=0 da C
ular o0 ‘zlarining eng katta .jlﬂ. —
giymatlariga erishadi: a, =a, 5=b. fr<
(6.4) sirtning x=h va y=h / T7r
tekisliklar  bilan kesimlari ham b ----------- l]__fkn’\4’
ellipslardan iborat bo‘ladi. \
Shunday qilib, garalgan 4 f 2 /I
kesimlar (6.4) tenglama bilan '\ "
aniglanuvchi sirt 38-shaklda
keltirilgan ~ ellipsoiddan iborat 38-shakl.

bo‘lishmi ko ‘rsatadi.



a,b,c Kkattaliklarga ellipsoidning yarim o'glari deyiladi  Yarim
o‘glar har xil boiganda ellipsoid uch o'qgli ellipsoid bo‘ladi. Yarim
o‘glardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng boiganda ellipsoid aylanish
ellipsoidi boiadi.

Yarim o‘glaming uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tenglamasi

X2+y2+z7*=R2 R=a=b~-c (6.6)
bo‘lgan sferaga aylanadi.
2-misol g +¥, =1 ellipsning Ox va Oy oqlari atrofida

aylanishidan hosil boigan sirtlaming tenglamalarini toping.

Yechish. Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x,y)=0 tenglama bilan
berilgan boisa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil
boigan sirt F(x;x-Jy2+z2)=0 tenglama bilan, Oy ogi atrofida
aylanishidan hosil boigan sirt esa F@#\x2+z2;y)=0 tenglama bilan
aniglanadi.

x| +—"—2:1ellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt
a* ¢
tenglamasini topamiz:
X (tiy2~y o, X /+z2 ,
=t =1 Jokl T+ ~pi =

Ellipsning Oy ogi atrofida aylanishidan hosil boigan sirt
tenglamasini shu kabi topiladi:

EIx£1+4 =i,
a2 b2

Hosil boigan tenglamalaming har ikkalasi aylanish ellipsoidini
aniglavdi.

3.6.3. Giperboloidlar
Oxyz koordinatalar sistemasida
4 +1Jt'% =i (6.7)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga bir pallali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtni Oxy tekislikka parallel z=h tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda

b2

yoki

tiyl +-
A bM

Z=h,

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chizig hosil bo‘ladi. Bu chiziq
hi
c~
Yarim o‘glar h=0 da eng kichik giymatlariga erishadi: a, =a,b, =b. \h\
ning o'sishi bilan ular o‘sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlami

yarim o‘qglari A:<</\T(1+ va bi:bJ|I+11Z bo‘lgan eilipsdan iborat.
y ¢

. Zl
-1 o -1
y=0 x=0
tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi  giperbolalardan  iborat
bo‘ladi.
Kesimlaming tahlili shuni

ko‘rsatadiki, (6.7) tenglama bilan
aniglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan

holda kengayuvchi «trubka»
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo‘ladi (39-
shakl).

a=b bo‘lganda (6.7) tenglama
bir pallali aylanish giperboloidni
ifodalaydi.
Oxyz kordinatlar sistemasida
x2 yl z2_
a2 bl c2 (6.8)
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid
deyiladi.

39-shakl.
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Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizigi

(6.9)

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi. Bunda \h\<c boiganda z~h

tekislik sirtni kesmaydi, \n\=c boiganda z=c va z=-c tekisliklar

sirtga (0;0;c) va

(0;0;-¢) nugqtalarga urinadi, \h\>c boiganda z =h tekislik sirtni kesadi.
[h|> ¢ boiganda (6.9) tenglamalami quyidagicha yozish mumkin:

tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi giperbolalar boiadi. 40-shakJ.

Bu kesimlar (40-shakl) (6.8)
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab boiadi. a=b
boiganda (6.8) tenglama ikki pallali
aylanish giperboloidni aniglaydi.

3-misol. x2- dy2+4z2+2x +8y-7 =0 tenglama bilan aniglanuvchi
sirt turini toping.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini toia kvadratlarga ajratamiz:

X242x + 1~4(y2+2.v + 1) +4z2-1+ 4-7 =0,
(x+1)2- 4(y- D2+ 4z2=4.
Bundan
(x+1)2 z2 Cv-1)2
22 12 12
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X'=x+I, y'=y -1 z'=z deb, Oxvz sistema markazini 0'(-1;1;0)
nuqtaga parallel ko‘chirish orgali O'xy'z" sistemaga o ‘tamiz,
Bu sistemada tenglama
X2 2'2 y'2_j
X +T2~1~"
ko ‘rinishni oladi.
Bu tenglama O'Y' oq bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni
aniglaydi.

3.6.4. Konuslar

Oxyzkoordinatalar sistemasida
£E+£-£1 =0 (6.10)
a o0 ¢
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus

deyiladi.
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish

chizigi -, +¥);:~ ,z =h bo‘ladi.
a c
U h=0 da 0(0;0,0) nugtaga

aylanadi.
noObo‘lsa, kesimda

*

(ah\ fb>|{lV =

ulJ Ird

z=h,
tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu
ellipsning yarim  o‘glari \h\ ning
o‘sishi bilan o°‘sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar

bilan kesimlari

=0, =,
a ¢ b2 c2

=0 x=0
sistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglardan iborat
boMadi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidlar
Oxyz koordinatalar sistemasida
a>G,b>G,c >0 (6.11)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt elliptikparaboloid deyiladi.
Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

j@n2 (b2 =

[ z=h,h>0
tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvchi ellips  boiadi. Uning '
yarim o‘glari \h\ ning o‘sishi bilan hi
o'sadi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar aby,

bilan kesimlarida z=— va _ Y1

a2 bl
parabolalar hosil boiadi (42-shakl).
Shu sababli (6.11) tenglama bilan 42-shaki.
aniglanuvchi sirt elliptik paraboloid
deyiladi.

a-b boiganda (6.11) tenglama aylanish paraloidivA aniglaydi.

4-misol M.(0;A0) nugtadan va y--b tekislikdan teng uzoqglikda
yotuvchi nugtalammg geometrik o‘rnini toping.
Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan

nuqta boisin.
Masala shartiga ko‘ra
M [Hy +b\
yoki

thc24(y—b) +z2-|y +bj.
Bundan

x1+y2- 2yb +b2+22—y2+2yb +b",
Xx2+21=4bv
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yoki

Zortoy,
4b  4b y

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik bilan kesimi ushbu

X2+ Yy 2= 4bh,
y =h, h>Q

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi aylanalardan iborat, Sirtning
Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida v:E vay b parabolalar

hosil bo‘ladi.
Bu sirt aylanish paraboloidini aniglaydi (43-shakl).
Oxyz koordinatalar sistemasida

Y =7 a>0, b>0 (6.12)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi  sirt giperbolik paraboloid
deyiladi.
Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

Uah)2 (bhf -

[z=h,h>0

tenglamalar  sistemasi  bilan
aniglanuvchi giperboladan, Oxz
va Oyz tekisliklar bilan kesimlari

a" b2
iborat bo‘ladi.

Shunday  qilib, (6.12)
tenglama  bilan  aniglanuvchi
sirtning ko ‘rinishi «egar» shaklida boiadi (44-shakl). Bu sirt giberbolik
paraloboid deb ataladi.

44-shakl.

3.6.6. Silindrik sirtiar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular 1 to‘g‘ri chiziq
berilgan boisin.
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L chizigning har bir nuqtasi orgali 1 to‘g‘ri chiziqga parallel gilib
o0‘tkazilgan to‘g‘ri chizigiar to‘plamidan hosil bo‘lgan sirtga silindrik
sirt deyiladi. Bunda L chiziq silindrik 7/
sirtning yo naltiruvchisi, I to‘gr J*
chiziqga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chizigiar silindrik sirtning yasovchilari
deb ataladi (45-shakl).

Oxyz  koordinatalar  sistemasini

0z o0‘q | yasovchiga parallel va
L yo‘naltiruvchi  Oxy  tekisiikda
yotadigan gilib tanlaymiz. 45-shak.
L yo‘naltiruvchining oOxy tekislikdagi tenglamasi  F(x,y)- 0

bo‘lsin. U holda F(x,y) =0 tenglama yosovchilari 0z o'gga parallel
boigan silindrik sirtni ifodalaydi.

Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi
L yo‘naltiruvchining shakli asosida aniglanadi.

Agar Oxy tekislikdagi yo‘naltiruvchi

eilipsdan iborat bo‘lganda —y+;—4 1tenglama
a

elliptik silindrni ifodalaydi (46-shakl).
x2+y2=R2 tenglama bilan aniglanuvchi

doiraviy silindr elliptik silindrning xususiy
holi bo‘ladi.

Shu kabi iLZ_Zb ltenglama giperbolik
a

46-shakl.
silindrni ~ (47-shakl), y1=2px tenglama
parabolik silindrni ifodalaydi (48-shakl).
47-shakl. 48-shakil.
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5-misol x2=2z tenglama bilan aniglanuvchi sirt shaklini chizing.
Yechish. Berilgan tenglamada y qathashmaydi va x2
chiziqg Oxz
tekislikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.
(x2=2z,

Shu  sababli tenglama
\y =0
yosovchilari Oy o°‘gga parallel boigan
parobolik silindmi ifodalaydi. LL| iw_ft,( [
Paraboia >=0 tekislikda Oz o0°‘gga vi""

nisbatan simmetrik boiadi, uchi 0(0;0;0)

nugtada yotadi va  M,(~2;0;2), M2(2;0;2)

nuqtalardan o'tadi. Chizig shaklini Maple

paketida chizamiz (49-shakl):
> -«fith(plots):
> Iraiidtp!oi3d(|*A2-2z}, x—4,.4, y=-0..4, 49-shakl.
Z--4..4, grid—13,13,13)]);

3.6.7. Ikkinchi tartibli sirtlarning
to‘g‘ri chiziqgli yasovchilari

To‘g‘ri chiziglaming harakatidan
hosil bo‘ladigan sirtlarga to'g'ri
chizigli sirtlar deyiladi. Bu sirtlarning
yasovchilari to § 'ri chizigli yasovchilar
deb ataladi.

To‘g‘ri chizigli sirtlarga konus
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
oladi. Bundan tashgari, bir pallali
giperboloid va giperbolik paraboloid
ham to‘g‘ri chizigli sirtlar boiishi
isbotlangan.

Bir pallali giperboloidning har bir
nuqtasi orqali

X+ U iM
\a ¢ | b (6.13)

50-shakl.
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tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chizigiar oiiasidan  fagat  bitta
chizig o‘tishi kovrsatilgan, bu yerda a,b,c- bir pallali giperboloidning
yarim o‘qglari, k.I-nolga teng bo‘Imagan sonlar.

Shunday qilib, (6.13) tenglamalar fcva | ning turli giymatlarida bir
pallali giperboloidda yotuvchi va uni to‘lig qoplovchi cheksiz to‘gri
chizigiar sistemasini tashkil giladi. Bu to‘g‘ri chiziglarga bir pallali
giperboloidning to § ti chizigliyasovchilari deyiladi.

Shu kabi

X
—+ —=kz, -+ —=

a b1 (6.14)
Ix z
a b «k [a b
tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chizigiar giperbolik paraboloidning
to‘g‘ri chizigli yasovchilari bofladi.
To‘g‘ri chizigli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlaming
yasovchilari qurilish va
texnikaning konstruksiyalarida
keng foydalaniladi.
Masalan, bir pallali
giperboloidning to'g'ri  chizigli
yasovchilari  bo‘yicha  metall

balkalar joylashtirilgan
radiomachta, suv va vyadro
qurilmalarming minoralari,

teleminoralar (masalan, Guanjou
(Xitoy) teleminorasi, 50-shakl),
tirgaklar va uzatmalar (51~shakl)
kabi konstruksiyalar ishlab
chigilgan. Sunday konstruksiyalar
yengi! va  mustahkam  bo‘lgani sababli keng tatbiq etiladi.

3.6.8. Mashqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan binning uchlari
M,(4;1;-3) va ™ 2(2;-3;5) nugtalarda yotgan; 2) maikazi Af0(3;-5;-2) nagtada
yotgan va 26 y~32+11=0 tekislikka uringan.

2. Sfera markazining koordinataiarini va radiusini toping:
1) x1+y2+z1+x-y +z=0; 2) x1+yl+zIl- 6n+8 +10r+25=0.
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3. Har bir nuqgtasidan A/,(-3;0;0) va Mr(3;0;0) nugtalargacha boigan

masofalar kvadratlarining yigindisi 36 ga teng boigan fazoviy
nuqtalarning geometrik o ‘mini toping.

4. Alj™);-~;0j nugtadan va ¥Y~~”" tekislikdan teng uzoglikda yotgan fazoviy
nugtalarining geometrik o'mini toping.

5. Har bir nuqtasidan A/,(0;0;-4) va Af2(0;0;4) nuqgtalargacha boigan
masofalar yig‘indisi 10 ga teng boigan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nugtasidan M,(-5;0;0) va J1/2(5;0;0)nuqgtalargacha boigan
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng boigan sirtning tenglamasini tuzing.

7. Berilgan sirtning ko‘rsatilgan o'qlar atrofida aylanishidan hosil boigan sirt
tenglamasini tuzing:

1) z=-—,0x va Oz 2) -— — =1 0x va Oy; 3) —+—= va Oz
) 2 )1625:L Oy )64 16 1Oy

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari *2- 2z+1=0,
y -z +1=0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. mning ganday giymatlarida x+my-2 =0 tekislik =Y elliptik
parabaloidni 1) ellips bo'yicha; 2) parabola bo'yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig‘ini aniglang:

-12

1)2 +\‘—}:22, 3x-y +6z-14-0; 2)-—- — =2z, 3X->’+62-14 =0
3 6 4 3
3) = *_2>_1=0 4) fl+yl-fl =-i, 5*+2z+5=0.
4 3 3 9 25

11. Har bir nugtasidan M{3;0;0) nugtagachava * =1 tekislikkacha boigan

masofalar nisbati V3 ga teng boigan fazoviy nuqgtalarning geometrik o ‘roini
toping.

12. Berilgan sirt va to‘g ‘ri chizigning kesishish nuqtasini toping:
1 iyl i -1 x~3=Y~4~7+2- 2) X iy? zl ~\x- z+2
)81 gG 9 3 -6 4 7 )16)g4~’4 -%_4

13. Berilgan tenglama bilan aniglanuvchi sirt turini aniglang:

1) 36n1+(Ayr-144rr +576 = 0; 2) x1+yr+z1-2(x +y +z)-22 =0;
3) 3x2+2/-12z =0; 4) 16x2+3y2+i622-64x-6y +19=0;
5) 25x2-9/-225 =0, 6) 9x2-4y2-362 =0

7) 4x2+3v2- 522+ 60 = 0, 8) Xr+y2-2*-3 =0.
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MATEMATIK ANALIZGA
K1R1SH

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
kichiklar tahlilinga mos bo‘limlar majmuasi
bo‘lib, u differensial va integral hisobni
birlashtiradi. Matematik analiz  sistemali
bo‘lim sifatida XVII-XVIII asriarda |.Nuyton,
G.Leybnis, L.Eyler, J.Lagranj va boshga
olimlar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi
bo‘lgan limitlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi
tomonidan ishlab chiqgildi. Matematik ana-
lizning boshlang‘ich tushunchalari XIX-XX
asriarda to‘plamlar nazariyasi, oichamlar
nazariyasi, haqiqiy o‘zgaruvchi funksiyalari
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur
tahlil gilindi va umumlashtirildi.

Matematikaning «Matematik anaiizga
kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy
tushunchalari boigan bir o‘zgaruvchining
funksiyasi, sonli ketma-ketliklar. limitlar,
cheksiz kichik funksiyalar va uzluksizlik
tushunchalari o ‘rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR
4.1.1. To‘plam

To'plam matematikaning boshlang‘ich
(ta‘riflanmaydigan) va muhim tushunchalari-
dan biri hisoblanadi. To'plam deganda tayin
xossaga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli
obyextlar majmuasi tushuniladi.  Masalan,
guruhdagi talabalar to‘plami, butun sonlar
to‘plami, berilgan nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigiar to‘plami.
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To‘plainni tashxil etuvchi obyeKtlarga to‘plamning elementlari
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning
elementlari esa shu alifboning Kkichik harflari bilan belgilanadi.

A to'plamning a,b,c,deiementlardan tashkil topganligi A={a,b,c,d}
kabi yoziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so‘zlar yoki formulalar
yordamida beriladi.

a elementning A to‘plamga tegishli ekanligi as A deb yoziladi.
b elementning A to‘piamga tegishli emasligi be A(yoki btA) kabi
belgilanadi. Masalan, A={24,6,8}to‘plam uchun 4e Ava 5e A

A to‘plam chekli sondagi eiementlardan tashkil topgan bo‘lsa A
to‘plamga chekli to plam, aks holda cheksiz to ‘plain deyiladi. Masalan,
A={x:6<x<20,xe N} cheKli to‘plam, B={x:x>35xeAf} cheksiz
to‘plam bo‘ladi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo Sh toplam deb
ataladi va 0 kabi belgilanadi. Masalan, A={x-.x1+1=0,xe L, bo‘sh
to‘plam, chunki x2+1=0 tenglama hagiqiy sonlar to‘plami R da
yechimga ega emas.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham
elementi bo‘lsa A to‘plamga B to plamning gismi (gismiy to plami)
deyiladi va Aa B (yoki S3 A) kabi belgilanadi. Masalan, A={234} va
B={12345} boisa Ac: B boiadi.

Agar Ac Bva Bc Aboisa Ava B to‘plamlargateng to plarnlar
deyiladi va A=B Kabi yoziladi. Demak, A=B tenglik A va B
to‘plamlaming bir xil eiementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va B to‘pJamlaming har ikkalasiga tegishli boigan element bu
to‘plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’rif. A va B to plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi) deb
ulaming kamida bittasiga tegishli boigan eiementlardan tashkil topgan
to‘plamga aytiladi va Au B (yoki A+ B) kabi belgilanadi.

Demak, Au 3 ={x :xe Ayokix&B).

2-ta’rif. A va B toplamlarning kesishmasi (yoki ko'paytmasi)
deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va Aneg (yokiAB) kabi belgilanadi.

Demak, AnB =(x:xe Avaxe B}.

3-ta’rif.A to‘plamdan B toplamning ayirmasi deb A to‘plamning
B to‘plamga kirinagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va A\B kabi belgilanadi.
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Demak, A\B - {X:Xs Ava X & B).

Masalan, A={1357} va 5={2579} to‘plamlar uchun
ALB=={1,23579}, infi={7} N\5={3} 6\N1={29boiadi.

B to'plam A to‘plamning gismiy to‘plami bo‘lsa, A\B ayirma
B to‘plamning A to plamga to ddiruvchisi deyiladi.

1-3 ta’riflaming chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
An B, A'uB, A\B bo‘yab ko‘rsatilgan.

Y A\B

1-shakl.

4.1.2. Sonli to‘plamlar

Haqiqiy sonlar va ulaming asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat boigan to‘plam sonli toplam
deyiladi.

Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri boiib, uzoqg
tarixiy rivojlanish yoiiga ega. Narsalami, buyumlami sanash zaruriyati
tufayli natural sonlar paydo boigan. Natural sonlar to‘plamiga ularga
garama-garshi sonlami va nol sonini qo‘shish bilan butun soniar
to‘plami hosil gilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlaming
va keyinchalik irratsional sonlaming kiritilishini tagozo etgan. Ratsional
sonlar to‘plami va irratsional sonlar to ‘plami haqiqiy sonlar to ‘plami deb
atalgan.

Shunday qilib. N c:Za Qa R sonli to‘plamlar hosil gilingan, bu

yerda A={123..1,..}- barcha natural sonlar to‘plami;

Z={0,£1+2,...+«,...}-barcha butun sonlar to‘plami;
f I

Q:\--,pz:Z,quJ\~barcha ratsional sonlar to‘plami; R- barcha

hagigiy sonlar to‘plami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o‘nli kasr bilan yoki cheksiz

davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, - =15=(1,500..),

3 =0,333...-ratsional sonlar.

Ratsional bo‘lmagan hagiqgiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi.
Irratsional son cheksiz davriy = boMmagan o‘nli  kasr bilan

ifodalanadi. Masalan, 2 =1,4142356..., 9 =3,1415926 ...-irratsional

sonlar.

Shunday qilib, hagiqiy sonlar to'plammi barcha cheksiz o‘nli kasrlar
to‘plami deyish va R~{x: x=a.a,a,a3..} kabi yozish mumkin, bu yerda
aeZ,a, ¢{0,1,2,..9}/=12,..

Haqiqgiy sonlarto‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo ‘ladi.

1°. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a
va b sonlar uchun a <b (yoki b<a) tengsizlik bajariladi.

2'. R to‘plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil n va h sonlar
orasida a<x<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi cheksiz ko'p x hagiqiy
sonlar mavjud bo‘ladi;

3. R to‘plam uzluksizdir.

Son o ‘gL Sonlarning sodda to plamlari

Haqiqiy sonlarning uzluksiziigi xossasi asosida barcha hagigiy sonlar
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari to‘plami orasida bir giymatli
moslik o ‘rnatiladi.

Buning uchun biror to‘g‘ri chizigda (u gorizontal yo‘nalgan bo‘Isin
(2-shakl)) musbat yo‘nalishni, O hisob boshini va masshtab birligini
tanlaymiz. Musbat x sonini

ifodalash uchun bu to‘g'ri 8=r“ lX ————— —
chizigda O hisob boshidan o°‘ng
tomonda tanlangan masshtab 2-shakl.

birligida berilgan x songa teng
masofada yotuvchi M nugtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun
esa bu to‘g‘ri chizigda O hisob boshidan chap tomonda |x| songa (bu son
hagida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi M
nugtani olamiz; x=0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha hagiqiy sonlar to‘plami bilan
ko‘rsatilgan bir giymatli moslik o ‘matilgan to‘g‘ri chizigga son o ‘gi (yoki
sonli to g i chiziq) deyiladi.
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Shunday qilib, har bir hagigiy songa son o‘gining yagona M nugqtasi
mos qo‘yiladi va aksincha, bu son o‘gining har bir M nuqgtasiga yagona
x haqgiqgiy son mos keladi. Bunda haqigiy son va son o‘gining nuqtasi
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «x son» so‘zi o‘raiga ko‘p
hollarda «a-nugta» so‘zi ishlatiladi.

Son o‘gi haqigiy sonlaming joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazmali
ma’lumot beradi. x, <x2 tengsizlik X, nugta x2 nugtaga nisbatan chapda
yotishini anglatadi, X, <x, <x3 tengsizlik x2 nugta x, va x} nugtalar
orasida yotishini bildiradi.

aeR, beR, a<b bo‘lsin. Hagigiy sonlar to‘plamining quyidagi
gism to‘plamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

\a,b] - \x:a< x< b)-kesma (yopiq oralig. sigment);

(a;6) ={x:a<x<b}- interval (ochiq oraliq);

[a;b) = {x:a<x<b},(a;b] ={x:a<x<b}~ yarim ochiq intervallar;

(=& ={x:x<i}, (b ={x:x<b], [a+a0)={x:A>a},

(&+00) = {x:x>a}, (-00;+00) ={x:-m <X <+ao}- cheksiz intervallar.

Bunda a va b sonlar mos ravishda bu oraliglaming chap
va o‘ng
chegaralarini aniglaydi, -ga va +oo belgilar son o‘gi nugtalarining 0
nugtadan
chapga va o‘ngga garab cheksiz uzoglashishini simvolik tasvirlaydi,

x0(x06 R)nugtani o‘z ichiga olgan har ganday (a\b) intervalga
x0 nugtaning atrofi deyiladi. Xususan, (X,-s;xs+s) interval X,
nugtaning s atrofi deb ataladi. Bunda xn soniga bu atrofning
markazi, e (e >0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar xo0e (X0-e;x0+s) bo‘lsa, u holda x0-s <x<x0+s yoKi
|x-xj<£ tengsizlik bajariladi. Butengsizlikningbajarilishi x nuqgta
X, hugtaning s atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut giymati

4-ta’rif. x(xsR) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x>0
bo‘lganida x sonining o‘ziga, x manfiy bo‘lganida (-x) soniga aytiladi.
X sonining absolut giymati jx| belgi bilan belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko‘ra,
_f % agarx>0,
I-x, agarx<o.

X|
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Sonismg absolut giymati quvidagi xossalarga ega,

I xeR daljc|>0, jHel=lm, - Xj<xx|;

2. a>0 da |x|<a tengsizlik -a<x<a tengsizlikka ekvivalent
bo‘ladi;

3. xel?,jei?da

=7+7,0"0).
\y\

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, ix+j*xj +jyj bo‘lishini
isbotlaymiz.

Isboti. x+y> 0 bo‘lsin.

U holdawx +y \=x +y, x<|x|, y<\y\bo‘ladi.
Bundan
WX H+Y\=X +y < | X]+[7].

X+y <0 bo‘lsin.
U holda
IX+y\=-(X +y) = (-X) +(-y), -X<]JX|, -y<ty\

bo‘ladi.
Bundan
IX+y [=(-*)+(-]) Ixj+1y |

Sonli to plamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan x e x uchun x<m
tengsizlik bajariisa. x  haqgigiy sonlar to‘plami yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Masalan, x =(-30,1] to‘plam yuqoridan chegaralangan.

6-ta’rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan x e x uchun x>m
tengsizlik bajariisa, X haqiqiy sonlar to‘plami quyidan chegaralangan
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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7-ta’rif. Agar X to‘plam ham quyidan ham yuqoridan
chcgaralangan bo‘lsa, y’ani shunday m va M sonlari topilsa va istalgan
xe X uchun m<X<M tengsizlik bajarilsa, X haqiqgiy sonlarto‘plamiga
chegaralangan deyiladi.

Bu ta'rifdan agar X to‘plamning elementlari biror kesmada
joylashsa, u holda bu to‘plam chegaralangan boiadi degan xulosa kelib
chigadi.

Yugoridan (quyidan) chegaralanmagan to‘plamga yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
boisa, barcha manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo
yuqoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to‘plami
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar X to‘plam yuqgoridan M soni bilan chegaralangan boisa, bu
songa X toplamning yuqori chegarasi deyiladi. Bunda M sonidan
katta boigan ixtiyoriy M’ son ham X to‘plamning yugori chegarasi
boiadi.

8-ta’rif. Agar istalgan xeX uchun x<M boisa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy e >0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
M-s<x*<M tengsizlik bajarilsa, M soniga X to plamning anigyuqori
chegarasi deyiladi.

Boshgacha aytganda, X to‘plamning aniq yugori chegarasi X ning
barcha yuqori chegaralarining eng kichigi boiadi.

X to‘plamning aniq yuqori chegarasi M =supX (yoki M =Sr»[LiJ${X})

bilan belgilanadi (lotin tilida supremum - eng yuqori so‘zidan olingan).

Yuqoridan chegaralanmagan X to‘plam wuchun ta’rif asosida
supX =+c0 deb olinadi.

Agar X to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan boisa, bu
songa X to plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik
boigan ixtiyoriy m' son ham X to‘plamning quyi chegarasi boiadi.

O-ta’rif. Agar istalgan xeX uchun x>m boisa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy s>0 musbat son uchun shunday x*e Xsoni topilsa va
m<x*<m +£ tengsizlik bajarilsa, m soniga X to plamning aniq guyi
chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, X to‘plamning aniq quyi chegarasi X ning barcha
quyi chegaralarining eng kattasi boiadi.

X to‘plamning anig quyi chegarasi M - inixX (yoki M =inf{x})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum - eng quyi so‘zidan olingan).
Quyidan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida

infx - -00 deb olinadi. Masalan, X=-|]J,2 —{I to‘plam uchun
n

infX=0, supZ=1

X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o‘rinli
bo‘ladi.

1-teorema. Har ganday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'sh
bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plami anig yugori (anig quyi) chegaraga
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantig elementlari

Mantiqiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosga matemtik
tasdiglarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlanib keladi.
Bunday hollarda ulaming yozilishida mantiqgiy belgilami qollash qulay
bo‘ladi.

Matematik mantiqgda mulohaza deb rost yoxi yolg‘onligi bir giymatli
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza bo‘lsa, «kech kirmoqgda»,
«matematika giyin fan»
gaplari mulohaza bo‘Imaydi.

a mulohazaning inkori a- «a etnas» yoki «a bo'lishi }o‘g'ri
emas» deb o‘giladi.

a va p mulohazalaming konyunksiyasi a nft- «a va P» deb
o‘qgiladi.

a va j3 mulohazalaming dizyunksiyasi a wp- «a yoki f>» deb
o‘qgiladi.

a va p mulohazalaming implikatsiyasi a ="ft- «agar a bo4sa,
u holda P bo‘ladi» (yoki «a dan p kelib chigadi») mulohazasini
bildiradi.

a va p mulohazalaming ekvivalensiyasi a<®p- « a va p
ekvivalent» (yoki «a dan p kelib chigadi va p dan a kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik kvantori 3- «mavjudki», «topiladiki» so‘zlarini
bildiradi.
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Umumiylik kvantori Y-«har qanday», «ixtiyoriy», «barcha»
so‘zlarini ifodalaydi.

«o'rinli boiadi», «bajariladi» so‘zlarini anglatadi.
H>-«moslik» ni bildiradi.

Mantiqiy belgilar yordamida yozilgan tasdiglami tushunish va
o‘gishni osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boiganlari
alohida gavslarga olinadi.

Masalan,

(Ye > 0)(3(5>0)(Vx”" x0, x - x 0]<c5):| f(x) -A\<e)

yozuv  «ixtiyoriy e >0 son uchun shunday $>0 son topiladiki, xning
xa ga teng boimagan va |jc-x0[<&b tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida \/(x)-A\<e tengsizlik bagariladi» deb o‘giladi.

Zarur va yetarli shartlar

/?-birorta mulohaza boisin. p mulohaza kelib chigadigan har
ganday a mulohazaga p mulohaza uchun yetarli shart deyiladi.

P mulohazadan kelib chigadigan har ganday a mulohazaga p
mulohaza uchim zarur shart deyiladi.

Masalan, a: «x soni nolga teng» va [?; «xy Ko‘paniTa
nolga teng»
mulahazalari boisin. Bunda a mulohaza /? mulohaza uchun yetarli
shart boiadi. Hagigatan ham, xy ko‘paytma nolga teng boiishi uchun x
nolga teng boiishi yetarli. x nolga teng boiishi uchun xy ko‘paytma
nolga teng boiishi zarur. Ammo, /) mulohaza a mulohaza uchun
yetarli shart boimaydi, chunki xy ko'paytma nolga teng boiishidan x
sonining, albatta, nolga teng boiishi kelib chigmaydi.

«Agar a mulohaza rost boisa, u holda /? mulohaza rest boiadi»
teoremani a”>p ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodaiardan biri
bilan berish mumkin: «a mulohaza p mulohaza uchun yetarli shart
boiadi»; «p mulohaza a mulohaza uchun zarur shart boiadi».

Agar a va /? mulohazalaming har biridan ikkinchisi kelib chigsa,
ya’ni @=>p)n(p a) boisa, uholda a va p mulohazalaming har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart boiadi va a 0 p deb yoziladi.

Bu yozuv boshgacha quyidagicha o‘gilishi mumkin:

1) a o'rinli boiishi uchun p o‘rinli boiishi zarur va yetarli;

2) a fagatvafaqat p bajarilsa o‘rinli boiadi;
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3) a fagatvafaqgat /i rost bo‘lganida rost bo‘ladi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhixn matematik isbotiash
usullaridan bin hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogiiq tasdiglami
isbotiash uchun go‘llaniladi.

Uni umumiy holda ifodalymiz: n natural songa bogiiq biror
tasdigni (masalan, formulani) isbotiash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1) tasdigning to‘g‘riligi «=1 da tekshiriladi (agar n="!da tasdiq
ma’noga ega bo‘lmasa, tekshirish tasdiq ma’noga ega bo‘ladigan eng
kichik n dan boshlanadi);

2) tasdig biror n (n>1)dato‘g‘ri deb faraz gilinadi va uning n+1 da
to‘g‘ri bo‘lishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan n natural son
bajarilishi hagida
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nnyton binomiformulasi deb
ataluvchi

{a+bY-=CY +cy-Ib+..+ Cla™bk+...+ c:b" (1.2)

formulani isbotlaymiz, bu yerda n- natural son; 0<k<n.
(1.1) formulada gatnashayotgan

Ck=__»!1__
k\(n-K)I

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan
fctadan guruhlashlar soni) deyiladi, bu yerda n\ (en fokloriaT) belgi
orqali birinchi n ta natural son ko ‘paytmasi belgilanadi. Binominal
koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bogianishlar o‘rinli boiadi:
W n Anao
n+)!=n'(n+1 (bunda 0!=1 deb olinadi),

(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g‘ri

boiishini n=1da tekshiramiz:

(a+bY=C,\V +C.Vft=— a+— b=a+b
oM 110!
2) (1.1) formula biror «da to‘g‘ri bo‘ladi deb faraz gilamiz va
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(n+1) da shu kabi formula o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz, ya’ni
(a+by* =Cl,aM+C"ab+... +C%cIBEM+... +C,">6" +O ™ (1.2)

formulani isbotlaymiz.
Hagigatan ham,

(@t byM=0C'a"+cy~'b +...+Cr<l™*b"' + ..t C'Y)(a+bh)=
=cy t+cyb +..+C*V-*bw +.. +Crab" +c’a"b+... +
+Coalr*b** +...+CNab" +CZ24=C>"" +(C“+C)a'h+..+
+(C* + C*)a At +... + (C;-1+ Clab™ +C > 1.
Binominal koeffitsiyentlar uchun
c¢l=i=C,, C +c'=c:,, c; +c 1=C,]
crTc, =", c'=i=¢c“
boiishi inobatga olinsa, oxirgi tengiikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandlari
bajarilgani uchun
Nyuton binomi formulasi istalgan n natural soni uchun to‘g‘ri boiadi.
(1.1) formula gisgacha
(a +6)"=&C,y-‘|7|

ko‘rinishda yoziladi.
Xususan, (1.1) formuladan n=2 va n=3da tanish gisqa ko‘paytirish
formulalari kelib chigadi:

(@+b)2=C'yY +Crab+C*b2=al+lab +b2
(e +by =C.V +cyb +Cfabl+cy =a+ 3alb+3abl+b3

4.1.4. Mashqlar

1 A va B to'plamlar berilgan. AN\B, JIuB, A\B, b)A to'plamlarni
toping.
1) A={1234}, B={456} 2) N= {1348}, B={245789}%
3) A={xeR\x2+jr-20 =0}, 5 ={*e R:x2-x +12=0}.
2. J1- musbat juft sonlar to‘plami va 8 - musbat toq sonlar to‘plami boisa,
An,B Va Avjs to‘plamlami toping.
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3. A-barcha 2 ga bo'linadigan sonlar to‘plami va «--barcha 5 ga
boiinadigan sonlar to‘plami bo‘lsa, Ar*B to‘plamni toping.

4. g5 irratsional son ekanini ko*rsating.
5 12 -1/5<9v¥3-2 ekanini ko'rsating.
6. Berilgan to‘plam elementlarini toping.

1) A={xeN :x2-3x-4<0}; 2) A:\lxe N ;|QJ’|>_<2}_
: X

7. Berilgan tenglamalami yeching.

1)13*-4j=2-; 2) j-x1+2x-3]=I;
3 VT +*s=; 4) ~(x-2Y =-x+2.
8.  Berilgan tengsizliklami yeching.
1) Ix-2 L 2) \x2- Tx+\2\>x1~Ix +12,
3) X1+2N(x+3)2—0<0; 4) fixH)2<-x-1.

9. Berilgan x to'plam uchun supX va mfA larni toping.
1) X ={xeZ :-5<x<0}- 2) X ={xeR :x< (O}

10. Tengliklarni matematik induksiya metodi bilan isbotlang;

01 2) 1+3+5+..+(2u-1) =n2.

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR
4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

I-ta’'rif. 1,2,3,..1,.. natural sonlar gatorining har bir n natural
soniga mos qo‘yilgan xl,x2xi,...xn.. haqiqiy sonlar to‘plamiga sonli
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {*,}bilan belgilanadi.

Bunda xI,x2X,,...,xii.. sonlar {*,}ketma-ketlikning hadlari, xn bu
ketma-ketlikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo‘lsa, ketma-

ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
berilishi mumkin.
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Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida
beriladi. Bunda n ga i,234,.. giymatlar beriladi va ketma-ketlikning
mos hadlari topiladi.

Masalan, xn=(-!)"m formula 2,-3.-n..) ketma-
ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta
birinchi) hadi beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi
hadlarni) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
formulasi beriladi. Masalan, xt=a, xnj=xn+d rekurrent formula
ariftnetik progressiyani, x,=b,, xf*=xrg rekurrent formula geometrik
progressiyani beradi.

Agar \/nsN uchun xn=c(ce R) bo‘lsa, {f } ketma-ketlikka
0 zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday Msoni (m soni) topilsa va VneN uchun
xu<M (xn>m) tengsizlik bajarilsa, {x} ketma-ketlikka yugoridan
chegaralangan (quyidan chegaralangan) deyiladi.

3-ta'rif.  Agar {xn\ ketma-ketlik ham quyidan ham yugoridan
chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday m, m sonlari topilsa va vine N
uchun  m<xn<M tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlikka
chegaralangan deyiladi.

A=max{] /4],|M |}bo’Isin. U holda ketma-ketlikning
chegaralanganlik shartini jxn\<A ko'rinishda yozish mumekin.

4-ta’rif. Agar VA>0 son uchun {*} ketma-ketlikning [xn[>A
(xn>A yoki xn<-A) tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadi topilsa, {x]j
ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta'riflardan ko'rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u:
yugoridan  chegaralangan  bo‘lsa, (-go;M] oraligga, quyidan
chegaralangan bo‘lsa \m+a0) oraligga, ham quyidan ham yugoridan
chegaralangan bo‘lsa \m\M] oraliqqga tegishli bo‘ladi. Chegaralanmagan
ketma-ketlik yugoridan yoki quyidan chegaralangan bo‘lishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar
keltiramiz.

1 %3 ={ki +1}={2,5,10,...n2+1,...}-quyidan chegaralangan (m=2),
ammo yugoridan chegaralanmagan.

2.{y) ={-»"}={-1,-4,-9,...,-n2,.}- yugoridan chegaralangan
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.
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4 }={(-)v>={%2,-34,...(—9™,...}- chegaralanmagan.

5-ta’rif. AgarYneN uchun: xn<xn, boisa, (xj ketma-ketlikka

gat'iy o'suvchi deyiladi; xn>xr* boisa, ketma-ketlikka gat'iy
kamayuvchi deyiladi; <x,4 boisa, {xj ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi: *n>*st Dboisa, ketma-ketlikka

o smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiv bitta monoton ketma-ketlik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi ketma-
ketliklarga gat’iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

=5t +Ij} EZ 3 har } o‘suvchi va chegaralangan
ketma-ketlik.
2- {yj={nn}={U2.2,.,nn,..}-kamaymaydigan va

chegaralanmagan ketma-ketlik.
kamayuvchi va chegaralangan

ketma-ketlik.

4- {}=
ketma-ketlik.

Ikkita {xj va {yj ketma-ketlikning yig indisi,  ayirmasi,
Ko paytmasi, bolinmasi (bunda yn*0)deb, har bir hadi bu ketma-

ketliklar mos hadlarining yig‘indisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va
boiinmasidan iborat boigan ketma-ketlikka aytiladi.
Ko‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:
K1+{>J=K O -{y..} ={xn~y..},

Xususan, {xr} ketma-ketlikning m songa ko'-paytmasi mm{xp) deb.
har bir hadi {*} ketma-ketlik mos hadining shu  songa
ko‘paytmasidan iborat boigan {/uxn} ketma-ketlikka aytiladi.
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4,2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6-ta’'rif. Agar VA>0 son uchun shunday Nnomer topilsa va
>N uchun |, '>A tengsizlik bajariisa, {xj ketma-ketlikka cheksiz

katta ketma-ketlik deyiladi.
Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boiadi.
Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lmasligi

mumkin. Masalan, j‘lwsinﬂj1 shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday N=N(s) nomer topilsa
va Vh>N uchun Ixn\s tengsizlik bajariisa, {xj ketma-ketlikka
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

1-misol. {«.} =j£-;')f ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.

Yechish. Vf>0 son olamiz. |, |- <s tengsizlikdan ”>,;
n

tengsizlik kelib chigadi. N ni S ning butun gismi, ya’ni Nm
desak, u holda Vw> N uchun \anj<eboiadi. Demak, ta’'rifiga ko'ra,

F\1 ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

Keltirilgan misoida N= nomer s gabogiig boiadi, ya'ni

s ning turli giymatida har xil giymatlami gabul giladi. Masalan, s =01
da N=10, e=001 da N-100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
ketlikning ta'rifida N=N(s) debyozilgan.

I-teorema. Agar {xj ketma-ketlik cheksiz katta va x. *0.«e V

boisa, u holda {I_Jl ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha
X

{aj- cheksiz kichik va a, *0, nsN boisa, j—1I- cheksiz katta

(ar)
boiadi.
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Ishoti. {xj cheksiz katta ketma-ketlik, x,,*0 bo'lsin. Vs >0 son
olamizva A=—g deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu A soni uchun shunday

N nomer topiladi va Vn>N uchun “Wn\>A tengsizlik bajariladi.
Bundan \fn>N uchun

ketlikning cheksiz kichik bo‘lishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi

gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi xossakrga ega.

1° Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
algebraik yig’indisi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

2°.  Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlikka ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo’ladi.

4°, Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko 'paytmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik boTadi.

Xossalardan  birining, masalan, 3-xossaning isbotini Keltirish
bilan chegaralanamiz.

{xj chegaralangan ketma-ketlik, {aj cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'lsin. {xrm j ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘lishini isbotlash kerak.

{x]j ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror A>0 son va
Vm uchun ixnA bo'ladi.

Ve>0 son olamiz. {a] cheksiz kichik bofigani sababli X>o son
uchun shunday N nomer topiladi va V«>N uchun Jaj< SK bo‘ladi.

U holda V«>Nda [xn-a |=jxj-|an\<A—-€A=e bo‘ladi.
Demak, {x,,-aj- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.3. Ketma-ketlikning limiti

8-ta'rif. Agar Vs>0 son uchun shunday N=N(e) nomer topilsa va
vn>N uchun |xn-a\<£ tengsizlik bajarilsa, a soniga {xj ketma-
ketlikning limiti deyiladi va bu limxn=a kabi yoziladi.

2-misol. Limit ta'rifidan foydalanib, Iimé-—I =1 bo'lishini
n-+

ko‘rsating.

Yechish. Vs >0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:

[* _3n -2__1
I g 3u+l  3n+l

xn- a s tengsizlikni ganoatlantiruvchi n ning giymatlarini topish

uchun--—--- - <£ tengsizlikni yechamiz: n>22E
3n+i £ ]
N nomer sifatid a-szg-z-r-sonining butun gismini, ya’ni Nis) = L—SE

sonini olish mumkin. Bunda X/e>Q son olingandaham Vn> N uchun
- \N\<E bo'ladi.
Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,

L N
Ma’lumki, Wn-a\<s tengsizlik xr had a nugtaning s atrofiga
tushushini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta’rifmi
quyidagicha talgin gilish mumkin: agar limxn=a bo‘lsa, u holda a
nugtaning istalgan s atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n>N
nomerli barcha xnnugtalar a nugtaning s atrofiga, ya'ni (a-s,a +£)

intervalda yotadi va bu X

intervaldan tashgarida  -------- 1Q......nBumTIDH  ~
berilgan  ketma-ketlikning a~e a atE X
chekli  sondagi nugqtalari 3-shak.

joylashadi (3-shakl). Bu
jumla ketma-ketlik limitining geometrik Ta 'nosini anglatadi.

4.2.4. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar

8-ta’rif. Chekli limitga ega boigan ketma-ketlikka yaqginlashuvchi
ketma-ketlik deyiladi.
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Yaginlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlikka uzoglashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

{xj ketma-ketlik yaginlashuvchi va a limitga ega boisin. U holda
{x,-a} ={aj cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi, chunki vs>0 son
uchun shunday N(s) nomer topiladi va 4n>N uchun [anHxn- a\<s
boiadi. Shu sababli yaginlashuvchi va a limitga ega bo‘lgan ixtiyoriy
{xj ketma-ketlikning umumiy hadini xn=a”an ko‘rinishda yozish
mumkin boiadi va aksincha, {xj ketma-ketlikning istalgan hadini
X =a+a, ko'‘rinishida ifodalash mumkin boisa, u holda limj =a

bo‘ladi, bu yerda {«,,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng
boiadi. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega boimaydi. Uning limit!
@ deb belgilanadi.

Yagmbshuyehi ketma-fcetlildar quyidagi xossalarga ega*

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.

2". Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boiadi.

3. Agar {X va{x,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda fnxyn} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
iim (ic, +y ,,) = limxy = limy n boiadi.

4°. Agar {xn} va{yj ketma-ketliklar yaginlashuvchi boisa, u
holda {X,-Yor} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim xnm n =lim xHdimy n boiadi.

5°. Agar {xn}va {yn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va limy,*Q

. . . . limx
ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim=
yn limy.
boiadi.
6°. Agar {xj ketma-ketlik yaginlashuvchi boisa, u holda
limec x =c limx (ceT?) boiadi.
1°. Agar {xj va jj/J ketma-ketliklar yaginlashuvchi va V«e N
uchun xn<yn boisa, uholda limxi <lim  boiadi.
8% Agar {xj va {m} ketma-ketliklar yaginlashuvchi,
imx =limz =a va ¥ne Nuchun  x <y <z boisa, u holda
limyjt=a boiadi.
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Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz.

limxn=a, limy,=b bo'lsin. U holda xn=a+an va y,=b+/,
bo‘ladi, bu yerda {aj. {pj cheksiz kichik ketma-ketliklar.

Bundan
Xntyn=(a=xb) +(an+Pn)
kelib chigadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning  1-xossasiga asosan {anxpn}
cheksiz kichik ketma-ketlik. Shu sababli +yj ketma-ketlik axb
limitga ega boiadi, ya’'ni

lim (jrBxyn) =limi =lirayn.

3-misol. = | ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanini
ko‘rsating.
techisth. Birmchidan, xa=1t2«n*2n_3n_3

n n n n
Bunda V«>6 uchun X<§ boiadi. Ikkinchidan, VneN uchun

N >0 boiadi. Agary, =0, z, =0 belgilash kiritsak,

n n
limy, =limz, =0 va Vn>6 uchun yn<xn<znbo'ladi. U holda 8-xossaga

ko'ra,
limi, =0, ya'ni berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi.

Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega boimaydi. Ketma-ketlik
limiti mavjud boiishi hagidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema (Veershtrass teoremasi). Har ganday chegaralangan
monoton ketma-ketlik limitiga ega boiadi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni garaymiz.
X, <X2<X, <x,t<, va shunday M soni topilsin va xn<M
boisin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan X
to‘plamni garaymiz.

Shartga ko'ra, bu to‘plam bo‘shtnas va yuqoridan chegaralangan.
U holda
4.2 banddagi 1-teoremaga asosan, X to‘plam anig yugori chegaraga ega
boiadi. Bu chegarani a bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma-
ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.
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a soni xn ketma-ketlik elementlarining aniq yugori chegarasi
boigani uchun uning xossasiga ko‘ra, MWe->0 son uchun shunday N
nomer topiladi va n>Nda xn>a-e bo‘ladi. Ikkinchidan, aniq yuqori
chegaraning ta’rifiga asosan, barcha n lar uchun xu<a<a +r. boiadi.
Shunday qilib, n>N uchun a- e <xn<a+e,ya'ni [xn- aj<e tengsizlik
kelib chiqdi. Bu tengsizlik a soni {xn} ketma-ketlikning limiti boiishini
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan  ketma-ketlik uchun teorema shu kabi
isbotlanadi.

Izoh. Monoton  ketma-ketlikning  chegaralanganligi  uning
yaginlashuvchi boiishining zarur va yetarli shartini beradi.

Hagigatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan boisa,
u holda 2-teoremaga ko'‘ra, u yaginlashadi; agar monoton ketma-ketlik
yaginlashuvchi boisa, yaginlashuvchi ketma-ketlikning 2-xossasiga
asosan, u chegaralangan boiadi.

2- teoremadan ichma-ich go‘yilgan kesmalar hagidagi lemma kelik
chigadi.

[a,;*,],[ar-B\ kesmalar ketma-ketligi berilgan boiib,
bunda [a,fe).-D[a2Z]3 ...=3[anf)J=3..., ya’'ni har bir kesma o‘zidan
oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lin{/>-a) =0 boisin.

Bu kesmalarga ichma-ich go'yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich go‘yilgan kesmalar
ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli boigan c
nugta mavjud va yagona boiadi.

Bu lemma haqigiy sonlar to‘plamining uzluksiziigi yoki son
o‘gining toialigi hagidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar hagidagi
teoremalar nafagat nazariy, balki  amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketliklaming limitini hisoblashda keng foydalaniladi.

4-misol. Iim%—fi]ﬁmitnitoping.

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketliklar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli boiinmaning
limiti haqgidagi 5-xossani to‘g‘ridan-to‘g‘ri goilab boimaydi. Bu
xossani goilash uchun avval ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga
bolamiz va keyin vyaginlashuvchi ketma-ketlikning  xossalarini
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go‘llaymiz:

F A )RR n 303

lim “=eeeev =hm--—-- =—
~ 8 1 “ 8-1 lim8-1  lim8-liml «-» 8

4.2.5. e soni

[/ ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik
W ={("4)}

uchun  Nyuton binomi formulasini a =1, b=-J da qo‘llaymiz:
n

X 1|7 1tr=) 1 [ u@-D)(»-2)-(a-(n-1) 1
n 2! n2

n! n'

yoki

(2.1) tenglikdan ko‘rinadiki, nning o'sishi bilan uning o'n
tomonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari,

n ning o‘sishi bilan ~ kamayadi va fI--1(1I- -1],.. kattaliklar ortadi.

Shu sababli {+}=< 1+—] mketma-ketlik monoton o‘suvchi bo*ladi.

(2.1) tenglikka ko'ra,

1+-1 >2. (2.2)
n)

(2.1) tenglikda gavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu
bilan birga, n>2 da ’\I-<2—7r bo'ladi.
n

Bundan

X <l+1+ —<i+i+ A+ .+ -i- =i+ =3 (2.3)
2! N 2 2
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kelib chigadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga ko‘ra, 2<x.<3,
ya'ni {x,,}-chgaralangan.
Shunday qilib, {x,} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va

chegaralangan. U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra u
yaginlashadi, ya’'ni chekli limitga ega boiadi. Bu limitni e harfi bilan
belgilaymiz.
Demak,
I|m{}+ﬁl\] ~e. (2.4)

e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir gancha masalalarida muhim rol o‘ynaydi. e soni,
masalan, natural logarifmning asosi boiadi: x>Q sonining natural
logarifmi Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga fagat ta'rif
berildi va u 2<e<3 tengsizlikni ganoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik
e sonining giymatini istalgan aniglikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. Mashqlar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to‘rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini
toping:

ni 1! L m 2) 525 125 625
"25'811 "2'6 ' 24"
3)-1,1-11,.. 4) 1515,. .

2. Chegaralangan ketrna-ketliklami ko‘rsating:

1) xn=—"-r-; 2) xn=cos«7T +2/¢77r,
2+n
1-n

3) X, =— 4) X, =R+ —;
mn

5) xn=(-1)" m; 6) xn=\n(n+1)- Inn.

3. Ketma-ketliklardan gaysilari monoton va gaysilari gat’iy monoton?

1) xn=——; 2) X, =\xn- 2
3n-2 ToxL+ |

3) xn=—; 4) X, =—

5) xi =[jn\ 6)x,,
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4.11, 1
117 7n

5. "Nor +\ ketma-ketiik 2 Sa ten8 limitga ega ekanligini ketma-

- ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.

ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

5-n
1) x. 13+2

N+
3) x, -
) % 2n2+3«+7’

. (n+2)2-(2-n)1

5) X.: N
) % in-rl

3n5_ 1-in2

) x< gh Tl
9) Xn=4n+2- n/a- 2;

11) xn=~In(n-5) -5

13) xn: 2ut |
\V/R+)t5
% . AHnH)
B) % )z
2-5+4-7+.+2n- (2n+3)
17) x, 45
9y %, L L i
1-7 f 7-13+"'+ (60-5)(6n +1)’
21)
3» +l
235 9.
28) %, = In'*'M ' 47
ﬁ) XM- —cosn 34
Bn+1
27) *,=fl--
) \ «!/
29) x,=(2"H. ]

y2/r-1y

3n +2
4-n3’

2n +3n—Yy'
nl—2n+1j

2),,=
4) x,=

(n+If-tn-iy
3n2+2
3 5n
n+2 2n+l

6) xn=
8) x,=

10) x, =nfiR+n-\!nr—n;

12) =4kl
14) xn -”%‘11 :

(29+-1)1+(29 + 2)!

16) xn
"(2n+3)1-(2a +2)!’
18) x, 1+2+3+..,+4.
m—/+1
1
20§ X%,
}Xl 2 4 4-6 +2M(2H +2),
22) x, om6"+5 i
" 2-3" 41
24) X, -l+3_+g.|; _+§-.
26) x, - I}Ism n+ﬁ2"'r1
28) x -4 128
X, - .
) :fJ_+|/|)' ’
/ - \3m
30)x,, = .
o [+l



43.BIR OZGARUVCHINING FUNKSIYASI

4.3.1. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bog‘ianishni  o'rnatishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o‘rganiisada,
nafagat bu  kursning, balki butun  matematikaning  asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

[-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir jc soniga biror / qoidaga
ko‘ra, Y to‘plamning bitta y soni mos go‘yilgan bo‘lsa, x to‘plamda
funksiya berilgan deyiladiva f \x~y yoki y - f (1) kabi belgilanadi.

Bunda / funksiya X to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb
aytiiadi. X to‘plam / funksiyaning aniqglanish sohasi deb ataladi va
D (f) bilan belgilanadi, yeY to‘plam f funksiyaning gqiymatlar sohasi
deb ataladi va E(f ) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argumenti yoki erkli o zgaruvchi, y funksiya
yoki x ga bog‘lig o zgaruvchi deb ataladi.

y =/ (x) funksiyaning x=x,,(xfe X)nuqtadagi xususiy qiymati
f(xa)=yo yoki y[ x =y0 kabi belgilanadi. Masalan, f(x) =3x2--2 bo‘lsa,
/(0)=-2, f(I) =I. *

y =f(x)  funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalar
tekisligining  abssissasi x argumentning gijTnatlaridan va ordinatasi
y funksiyaning mos giymatlaridan tashkil topgan barcha (x;f(x)),
xe D (f) nuqtalari to‘plamiga
aytiiadi. Funksiyaning grafigi tutash
chizigdan (egri chizigdan yoki to‘g"ri
chizigdan) iborat bolishi yoki ayrim
nugtalardan tashkil topishi mumkin, /
masalan, y =n\, neN funksiyaning

—

grafigi 12.6,.. nuqtalardan iborat \ °
bo‘ladi
Har ganday chiziq ham biror
funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi,
masalan, Xz+y2=1 aylana 4-shakl.
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funksiyaning grafigi boimaydi, chunki har bir xe (-11) uchun y ning
bitta emas balki ikkita giymati mos keladi: y, =-JI-x1 va y2=-JI - x2
(4-shakl). Bunda funksiya ta'rifining bir giymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi boMagi y =-"I - x2
funk-siyaning, yuqori yarim tekislikdagi bo‘lagi esa y="~N\"x2
funksiyaning grafigi boiadi.

Funksiyaning berilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya'ni * ning har bir giymatiga y ning
yagona giymatini topish turli usulda berilgan bolishi mumkin. Amalda
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p qoilaniladi.

Analilik usulda x vay o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish bir yoki
bir nechta formula orgali beriladi. Masalan,

_ —sino _{ x—5, agarx<3,
Y=X Y ESINEX Y =y 4o agarx>3.

Funksiya y=f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
funksiyaning aniglanish ~ sohasi £X/) ko'‘rsatilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniglanish sohasi x ning f(x) funksiya ma'noga ega
boiadigan barcha giymatlari
to‘plamidan iborat deb garaladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish jadval
orgali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalarning, trigonometrik
fuksiyalaming jadvallari.

Amalda jadval orqgali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
tajribada olingan giymatlari beriladi.

Grafik usulida foksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu giymatlariga mos qiymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

X va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish yuqorida keltirilgan uch
usul bilan chegaralanib golmasdan, boshga shakllarda berilishi ham
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida,
tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonUgi
y —f(x) funksiya X to'plamda anigiangan va 1 =(a;b)*X bolsin.
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2-ta’rif. Agar \I,x1~1 uchun x.<x2 boUganda f(x,)< f(x2)

(f(x,)> f(x2) tengsizlik bajariisa, vk

Y- fix) funksiyaga 1 intervalda

o suvchi (kamayuvchi) deyiladi. N
3-ta’rif. Agar \fxtx2s.l uchun /)

xt<x2 Dboiganda f{x,)<f{x2) A\ "\ ]

(/(*)>f{x2) tengsizlik bajariisa, | \v/ ; |

y~ f{x) funksiyaga 1 intervalda ! ] ! ]

kamaymaydigan (o’smaydigan) ~fi ~ ~ 3 I *

deyiladi. 5-shakl.

Masalan, grafigi  5-shaklda
berilgan  funksiya (—2;!) intervalda kamayuvchi, (16) interv'alda
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar 1 intervalda monoton funksiya nomi
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga 1
intervalda qgat'iy monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton
bo‘lgan intervallar monotonlik intervattari deb ataladi.

Funksiyaningjuft va togligi

y =fix) funksiya X to'plamda anigiangan boisin.

Agar V.tgX uchun -xe X va f{-x) =f{x) boisa, f(x) funksiyaga
juft  funksiya deyiladi. Masalan, y~x2 y=cosx, y=VT+*2-juft
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘giga nisbatan  simmetrik
boiadi.

Agar Wxe X uchun - xeX va f{-x) =-f(x) boisa f(x) funksiyaga
togfunksiya deyiladi. Masalan, y=x\ y =sinx-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
boiadi.

Juft ham, tog ham bolmagan funksiya umumiy ko’rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y =x-2, y - fx - umutniy ko‘rinishdagi

funksiyalar.
fix) va g(x) funksiyalar juft funksiyalar boisa,

f(x) +9(x), f{{x)-g(x), f{x)g(x), ~~.,(g{x)* 0)
a(x)
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funksiyalar ham juft bo‘ladi.
fix) va g(x) funksiyalar tog funksiyalar boisa,

f(x) +9(x), H{x)~g(x)

funksiyalar toq bo'iadi,

fix) mg(x), (g{x)*0)
9(x)

funksiyalar esajuft boiadi.

1-misol.  f(x) =bi(2x+vI+4x2) funksiyalarning toq ekanini
ko'rsating.
Yechish. Tog funksiya uchun

f(-x) =-3"(x) yoki fix) +fi-x) =0
boiadi.
Tekshirib ko‘ramiz:

fix) r /7(-x) =In(2x + vl +4x2) +In(-2x + M + 4x2) =
=In(l +4x2 -4x2 =Inl =0.

Bu munosabatdan xe D(f) boisa, -xeD (f) boiishligi kelib chigadi.
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi

y =fix) funksiya X to‘plamda aniglangan boisin.

4-fci'rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsa va VxeX uchun
f(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) fuksiya Xto‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi.

5-ta’rif. Agar shunday ofzgarmas m soni topilsa va VxeX uchun
f(x)>m tengsizlik bajarilsa fix) funksiya X to‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

6-ta'rif. Agar /(x) funksiya ham quyidan, ham yugoridan
chegaralangan boisa, y’ani shunday o‘zgarmas mva M sonlari topilsa
va \fxe X uchun m<f (x) <M tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X
to‘plamda chegaralangan deyiladi.

Masalan, ;;=1-x4 funksiya yugoridan M=1 soni bilan
chegaralangan, y=2+x2 funksiya  quyidan m=2 soni bilan
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chegaralangan, y-sinx funksiya quyidan m=~1 soni bilan va
yugoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y =fix) funksiya X to‘plamda anigiangan bo'lsin.

7-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T{T¢0) son topilsa va
Vxe Xuchun x+TeX. x- Te X, f(x £T)=fix) bo'lsa, /(x)funksiyaga
davriy funksiya deyiladi. Bunda T laming eng kichik musbat giymati
Tga fix) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, v=sinx funksiyaning davri 2n, tgx funksiyaning
davri n.

2-misol. f{x) =4sin3x +3cos3x funksiyaning eng katta giymatini va
davrini toping.

Asosfaxt<p) funksiyaning davri f =" ho'ladi. Bundan fuz%zr.
a

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi Y bo‘lgan y~ fix)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar bunda har bir ye Y giymat yagona
xe X giymatga mos go'yilgan bo'‘lsa, u holda aniglanish sohasi Y va
giymatlar sohasi X bo‘lgan x =<p{y) funksiya anigiangan bo‘ladi. Bu
funksiya y =fix) ga teskarifunksiya deb ataladi va x=cpiy) =f~I(y)
kabi belgilanadi.

y =fix) vsl x=(piy) funksiyalar o zaro teskarifunksiyalar deyiladi.
Bunda y =f(x) funksiyaga teskari x=<p(y) funksiyani topish uchun
fix)-y tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin bo‘lsa) yetarli.
Masalan, y =a* funksiyaga teskari funksiya x =iog,, v fimksiya bo‘ladi.
y =x2 funksiyaga xe[0;l]da r=-Jy teskari funksiya mavjud, da
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esa mavjud emas, chunki bunda y ning har bir giymatiga x ning
ikkita giymati, masalan, y =1 ga x, =-1, =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta'rifiga ko‘ra, y =f(x) funksiya X va Y
to‘plamlar o‘rtasida bir giymatli moslik o‘rnatsagina y =f(x) funksiya
teskari funksiyaga ega

bo‘ladi. Bunda har ganday Y,
gat’iy  monoton funksiya fy =fI*)
teskari  funksiyaga  ega i
bofadi  deyish  mumkin , /Y =X
boiadi. Bunda agar funksiya ] ,
o‘ssa (kamaysa), u holda My/ 7/
unga teskari fiinksiya ham S N
o‘sadi (kamayadi).  ____ —

y =f(x) va unga teskari I VA 1
x =<py) funksiyalar bitta egri s6 ¥ Ve *
chizig bilan ifodalanadi, ya'ni 1 =000

ulaming grafigi ustma-ust
tushadi. Odatdagidek, 6-shakl.
argument (erkli o‘zgaruvchi)

x bilan va funksiya (bogiig o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa, y =f(x)
funksiyaga teskari funksiya y - (p(x) deb yoziladi. Bu y =f(x) egri
chizigning M,(x0-ya) nugtasi y =<p(® egri chizigning Mr(y,:,x0) nugtasi
boiishini bildiradi. Bu nugtalar y =x to‘g‘ri chizigga nisbatan
simmetrik boiadi (6-shakl). Shu sababli o zaro teskari y-f(x) va
y =(p(x) funksiyalarning grafiklari J va Ill choraklar koordinata

burchaklarining bissektrisalariga nisbatan
simmetrik boiadi.

4.3). Murakkab funksiya

X to'plamda qiymatlar sohasi z boigan z=<p() funksiya
aniglangan boisin. Agar z to‘plamda y-f(z) funksiya aniglangan
boisa, u holda X to'plamda y =f(<p(x)) murakkab funksiya (yoki
z-<p(x) va y=/(z) funksiyalarning superpozitsiyasi) aniglangan
deyiladi.

z =(p(x) 0‘zgaruvchi murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb

ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boiishi
ham mumkin.
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Masalan, y =cosbx murakkab funksiya, chunki u y=f(z) =cosz
va z=f(x)-5x funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funksiyalar
deyiladi.

1. 0 ‘zgarmasfunksiya y =C(C e R).

0 ‘zgarmas funksiya: D(f) =(-o0;+od), £(/) ={C} chegaralangan, juft,
davri ixtiyoriy T.

0 ‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘giga parallel to‘g‘ri
chizigdan iborat bo‘ladi.

2. Darajalifunksiya y=x"\ a&R,a* 0.

Hamma darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nugtadan o‘tadi.

1) a =n. n-butun musbat son. Bunda funksiyaning gra
koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urunadi (n>2 da): n juft son
bolganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n toq son bo‘iganda
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi (7-shakl). n=Ida
Iva 111 choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini
ifodalaydi (7-shakl).

\t+b

_ e =2

\n=2 u\é\
gy ™

/ /t 0

//

1/ ¥
JI
1

7-shakl. 8-shakl.

2) a=~n, n- butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n jt
son bo‘lganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n tog son
bo‘lganda esa  koordinatalar  boshiga  nisbatan  simmetrik
bo‘ladi (8-shakl). n~Ida teskari proporsional bog‘lanish grafigini
ifodalaydi (8-shakl).
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3) a=r, :F’ m va w-0‘zaro tub butun sonlar. Bunda n juft son

boiganda D(f) =[0;+°°), n toq son boiganda D (f) =(-oc;+00).
Funksiyaning graflgi n tog va mjuft son boiganda ordinatalar o‘giga
nisbatan simmetrik (9-shakl), n va m tog sonlar boignida
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boiadi (10-shakl). r<I da
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘giga urinadi (9, 10-shakl),
r>I da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urinadi (11-
shakl).

Vv y _ S
y—
" /
X1 9 1
Y
© o- 1 1
9-shakl. 10-shakl 11-shakil.

4)a =q, q=F<0, wva w-0‘zaro tub butun sonlar, ne-i. Bunda

n juft son boiganda D (f) =(0;+o0)(12-shakl), n toq son boiganda
D (f) =(~00;0)u{0;-i-00). Funksiyaning grafigi n tog va m juft son
boiganda  ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n va m toq
sonlar boiganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
boiadi (13-shakl).

\y~x

(o} 1
12-shakl. 13-shakl.
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3.Korsatkichlifunksiya y =a\ aeR,a>0,a*l.
Ko'‘rsatkichli funksiyada D(/) =(-'»;+<»), £(/) =(0;+»). Bu funksiya
a>1 bo‘lsa, R da monoton o‘suvchi, 0<a <1 bo‘lsa, R da monoton

kamayuvchi.
Ko'rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nugtadan o‘tadi.

Ko‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan.

A Logarifmikfunksiya y =hgax, aeR, a>0, ad\.
Logarifmik funksiyada

D (f) =(0;+00) va

£(/)=(-00;+c0). a>1 bo'lsa,

D(fyda monoton o‘suvchi,

O<a<l bo'lsa, D(f)da

monoton kamayuvchi; y=ax

ga teskari funksiya.
Logarifmik funksiyalaming 16-shakl.

grafigi (1,0) nugtadan o‘tadi.

Logarifmik ftmksiyalaming grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrikfunksiyalar.

. y -sinx:  D(f) =(-00;+00), £(/) =[-1Ll], chegaralangan, toq,
davri 2/T(16-shakl).
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oy =cos*: £>(/)=(-=0,+00), E(f)=[~11], chegaralangan, juft, davri
In (16-shakl);

.y =tgx: Y
D(f) :\|/(2n - \)12];(|n +1)£2‘,)\ neZ, . g
E(f) =(-00:+00), tog, davri n (17-shakl): w; WX
*y =ctgx:
D(f) =im\(n+1Y)> neZ, "/a K
E (f) =(="+=0). toq, 22A 2 ctgx

davri 8-(17-shakl),

6. Teskari trigonometrik
funksiyalar.
®y=arcsine: D(/)=[-1;I], 17-shakl.

E(f)- Kn chegaralangan, tog, monoton o‘suvchi (18-shakl);

y y,

71 y = elxrcsm jc

1’ ' i n -4y —arccosx
I /v 1 x 2
1+ 4
U 7 ! 1
1 o 1 *
18-shakl. 19-shakl.

«y =arccosx: £(/)=[-I;I], £'(/)=[o;1r], chegaralangan, monoton
kamayuvchi(19-shakl);

y Yy
7z
X
1 y'-'y~arcigx
/
71
67
Y % X 2\ y =arcctgx
y
_________________ -2
0 X
20-shakl. 21-shakl.
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«y=arctgx:  D(f) =(-0c;+00), Y log, monoton
o‘suvchi (20-shakl);

ey =arcctgx: D(f) =(-oc;-rco), E(/) =(0;tf), monoton
kamayuvchi (21 -shakl).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifrnetik amallar
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bolish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil gilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
elementarfunksiya deyiladi.

Masalan, y =Pri(x) =a&m+alxm +... +atlx +at, |' =lg“(sm2x) +e2,
y =arccos, + elementar funksiyalar.

Elementar bo ‘Imagan fimksiyalarga quyidagi funksiyalar misol
bo‘ladi:

1, agarx>0, []
y=9g\c= b agarx=b] y =ix ' ~agarx=20,
-l,agarx<Qo, [x\agarx< o0,
pox.x* X LH ot
e fremmmmnnneee (O (L O S b
Y= 33 s 7T S Cn+n+) —

4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ko‘rsatkichli funksiyalardan hosil gilinadigan quyidagi elementar
fimksiyalarga giperbolikfunksiyalar deyiladi:

» giperbolik sinus: y =shx, shx X 22-shakl);



« giperbolik kosinus:y - chx, chx-— -— (23-shakl);

« giperbolik tangens:y =thx, thx--— (24-shakl);
ex+e *
« giperbolik kotangens:y =cthx, cthx =- = (25-shakl).
/ j =thx
/0 ©
24-shakl. 25-shak.

4.3.6. Oshkormas va parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish y=f(x)
ko‘rinishda ifodalansa, bu funksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi
hisoblanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas
ko‘rinishidan foydalanishga to!g‘ri keladi.

Funksiya X to‘plamda anigiangan bo‘lsin. Agar har bir xe X songa
mos qo‘yilgan yagona y son  F(x,y) =0 tenglamani ganoatlantirsa,
y=f (x) funksiyaga F(x,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko ‘rinishda
berilganfunksiya deyiladi.

Agar x va v o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish ikkita x=x(t) va
y =y(t), teX funksiyalar berilgan boisin. U holda Oxy koordinatalar
tekisligining koordinatalari  (x(t)-,y(t)) boigan barcha nuqtalari
to‘plamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chizig yoki
to‘g‘ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik Ko‘rinishda berilgan chiziq y =f(x) funksiyaning
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik kofinishda berilgan
funksiya deyiladi.
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4.3.7. Mashqglar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping:

®) — VX
2) /) N2+5X+6"
5
3 =nlT-x2 *) — —
) Ax)=nIT-x 4) /(*) (D)X +2
o 10- - _4a~3x2- xa,
5) /( ):\XZ-UX'F\S’ gl) /(*)_ ----- aBsx
7) f{x)-4x-1 +4\0-jc; 8) f(x)=42x +I--Jx +I;
9) fix) =4 x -2 +"2-x+ 4xr+4y 10) f(x)=ST—i+t4t2== ;
-X
11) /(jr) =arcsinx-arccos(4-jr); 12) 7w =arcsm(jc-2) +31n(Ai:-2);
13) fix) =log, Inlgj; 14) /(x) =Insinx;
15) f(x) =e* log2(2-3*); 16) fix) =In

*

17) f{x) =-j3-4x +arccosjc3 18) /(x) =arcoos**2 +21

19) fix) 3 5sin2x 20) fix) X-Inix +3)
4x2-3x+2 4 N7
2. Funksiyaning giymatlar sohasini toping:
1) fix) =x2+4x +2; 2) fix) =N X +2
3) /(jf) =2sinjc-5; 4) /(*) =sinjc+cosx;
5) fix) =2* -1, 6) f{x) =2 +I;
7) fix) =4s>-xz; =
) fix) 8) /W) =—3/0T
1 -
9) /(x) =3|x| 10) fix) =-2X3
5 jam-3r
. 2
n) /<= 12) fix)
) /<) 2X +4T+5 41x2-4% +3"
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3. {x) =x,3x funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:
1)/ «; 2) /(-Vi); 3) IH ) 4 )
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:

1) J'(x) =x2- 5x +6; 2) /(x) =x3+arcsin x;
3) I(*) = - 4) / (x) =arctgx -X.

5. Funksiyaning juft, tog yoki umumiy ko‘rimshda ekanini aniglang:

1) /(x) =x3—38x-X5, 2) /(x) =x4+5x2+;
9w - tg]',;‘ 4) /(x) =cigdx+c0s2x;
5) /(x) =Inj v 6) /(x) =In(x +nA2+1);
7) /(x) =2] x]-3; 8) /(x) =xIxl;

9) f{x) =Y (x+sinx); i0) /W:Iﬂiﬂk

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:

1) /(x) =(k-n)cos2x+n (0 <k<n)\ 2) f(x) =4sinxJ;
3) f(x) =sin2x +cos2x: 4) /(x) =3sinx +4cosx;
5) f(x) =sin4x +cos4x; 6)/(x) 9 cos4x].

7. Funksiyaning monoton, gat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini
aniglang:

. X+2
1)/ (x) =sin"x; x):
)/ (x) 201000 L5
3/ — /34 Cx, agarx <0,
)/ () =n/3x-4, O3 agar x>0,
8. Funksiyaning davrini toping:
/W :-Zcosj\; 2) f(x) =clg(2x-3);
3) f(x) =tgx-cos~, 4) /(x) =sin‘ OCB—€0SXCOS2X;
) f(x) =tox ), /() =sin’s 008
5) /(x) =sindx-cos4x; 6) /(x) =sin2x +cos3x;
7) 1(*)=1 sin 2jel; 8) /(x) g cos3x|;
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9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) y =3x+5; AR ;
) y =3x+5; ) Ly
3) y- 4+log,jc 4) v=2sin3x

10. f(g(x)) va g(f(x) murakkab funksiyalarni toping:

1) f(x) =3x+I, g(x) =x}- 2) f(x) =sinx, g(x) =ljc];
= gW =-A -; 4) f(x) =21, g(*) =logjX
X 4- jc
11. Funksiyaning grafigini chizing:
1) y-x2+4x+3; 2) =2sin3x;
3)>=2 4)y=-*2M;
)> =5 )y ;
5)y =;tsmic; 6)>> = JE+sjnx
i
7) ><=arccos|x|; 8) y =3x.

12. Ayniyatni isbotlang:

__ 1 o
1)]I-th2x——r—, 2) cth2. 2%
NI N+A; 4) shx=€cn -,
1@ 3 ) shox=c
5),sA(In;tj =- _2_jl_’€)ChQnX) = . n

13. Qaysi nuqta y +cosy - x =0 fimksiya grafigiga tegishii ekanini aniglang:
N(1;0); S(0;0); 0(n-1;n).

14. Qaysi nugta <[trX:t' +i parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziqga
tegishii ekanini aniglang: A1;5); fl{z— 4j\ C(2;8); D(0;D).

15. Berilgan funksiyani y - y(x) ko‘rinishga keltiring:



4.4, FUNKSIYANING LIMITI

4.4.1. Funksiyaning  limiti

Funksiya limitining ta’riflari

Biror X sonli to‘plam berilgan boisin.

1-ta'rif. Agar xae X nugtaning ixtiyoriy e (e >0) atrofida X
to‘plamning cheksiz ko'p elementlari yotsa, x0 nugtaga X toplamning
limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, X ={L—:ne nA to‘plam uchun xj=0 limit nuqgta boiadi.

f(x) funksiya X topfamda aniglangan va x0 nugta X toplamning
limit nugtasi boisin.

2- ta’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Geyne
tarifi). Agar X toplamning nugtalaridan tuzilgan x0 nuqtaga
yaginlashuvchi har ganday {*} ketma-ketlik (xn*x0) olinganda ham,
bu ketma-ketlikka mos {/(*,)} ketma-ketlik hamma vagt yagona A
limitga intilsa , A soniga f(x) funksiyaning xj nuqgtadagi yoki x->x0
dagi limiti deyiladi va bu limf(x) =A deb yoziladi.

3- ta'rif. {funksiya limitining «e-S tilidagi» yoki Koshi ta 'ifi).
Agar Vs>0 son uchun shunday S>0 son topiisa va x ning
0< jx-xa]<&d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xeX, x”x0
giymatlarida [f(x)-A']<£ tengsizlik bajarilsa, A soniga fix)
funksiyaning x0 nugtadagi yoki x->xa dagi limiti deyiladi va bu
limf(x) =A deb yoziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta'riflari o‘zaro
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli ftmksiyamng nuqtadagi
limitini topishdabu ta’riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

xd ga intiluvchi {xj ketma-ketlikni yetarlicha ko‘p usul bilan
tanlash mumkin boiganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqtada limitga ega boimasligini
ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega boiadi. Buning uchun x0 ga
nugtada limitga ega boimagan birorta {/(*,)} ketma-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega boigan {/0)} va {/(*)} ketma-
ketliklami kofsatish kifoya.
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1-misol. f(x)=sin)'( funksiya x=0 nuqgtada limitga ega

bolmasligini ko'rsating.
riji [ |
Yechish. x =0 nuqtaga intiluvchi ikkita *— F va i-------- 1 ketma-
1nn\ [] +2na]
ketliklami qgaraymiz. Mos {/(x)} ketma-ketliklar har xil limitlarga

intiladi: {simMa} ketma-ketliknolga intiladi, -@in!y2—+2nn]_} ketma-ketlik
Yl
esa birga intiladi.

Demak, /(x)=sin)-( funksiya x =0 nugtada limitga ega bo‘lmaydi.

2 -misol. lim(3x-2) =I ekanini ko‘rsating,

Yechish. Ve >0 son olamiz. Shunday <5>0sonm ko‘rsatishimiz
kerakki, |x-1 j<5 bolganida |/ (x)-1\<e bo‘lsin.

Bunda /(x) =3x-2: 1/(X)-1)=1(3%- 2)-1 =13+ 37 3(X-1) |=31X-1 j

bo‘lgani uchun $=" deb olsak, |x- ij<8 bo‘lganda |/ (x)-11<s bo‘ladi.
Demak, lim(3x- 2) =1.

Xususan, e =lda<5=-, &=—~da 8=-.
3 2 6

Shunday qilib, 8 son e songa bog'Hg bo‘ladi. Shu sababli
keyingi ta'riflarda 8 =8(e) deb olamiz.
fcoh. Funksiyaning x0 nuqgtadagi limiti ta’rifida x, nugtaning o‘zi
garalmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati
funksiyaning bu nuqgtdagi limitiga ta’sir gilmaydi. Bundan tashqari,
funksiya x0 nugtada anigianmagan bolishi ham mumkin. Shu sababli
X0 nugtaning atrofida (x cox0 bo‘lganda) teng bo‘lgan ((x =xo0 da har xil
giymatga ega bo‘lgan yoki ulardan bittasi yoki har ikkalasi
anigianmagan) ikkita funksiya x->x0da bitta limitga ega bo'lishi
yoki ulaming har ikkalasi limitga ega bo‘lmasligi mumkin.

3- misol. f(x) =% * "R boisa, lim/(x) limitni toping.
Yechish. g(x) =x2, -<»<x <+ funksiya x=0 dan tashqgari, barcha
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nugtalarda f(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg-(*)=0
boiadi. Shu sababli lim f(x) =G

Funksiyaning nuqtadagi limiti ta’rifmi geometrik nuqtayi nazardan
shunday talgin gilish mumkin: agar A soni f(x) funksiyaning
xa nuqtadagi limiti boisa, A nugtaning istalgan e atrofi uchun
x0  nugtaning shunday 8 atrofi
topiladi va 5 atrofdagi barcha

x(x-®xa) nuqtalarda f(x) funksiya- Y- /)
ning mos giymatlari A nugtaning hre

s atrofida yotadi. Boshgacha A 2e
aytganda f(x) funksiyaning

8 atrofdagi grafigi A-s

y=A~e va y=A+e to'g'ri chiziglar

bilan  chegaralangan, kengligi o) xe-S j® xt+8 X

2e ga teng boigan tasmada
joyiashadi (26-shakl).

4-ta’rif. Agar Vs >0 son uchun shunday 8 =S(s)>0 son topilsa
va  x ning *n<x<x0+S (X0-S <x < x| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida \ "x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning x0 nuqtadagi ong (chap) limiti deyiladi va
lim /(x) =A yoki fix +Q=A (limfix) =A yoki f(x-0)~A) kabi
belgilanadi.

f(x) funksiyaning r;nugtadagi o‘ng va chap limitlari hir tomonlama
iimitlar deb ataladi. Agar f(x) funksiyaning x0 nugtadagi o‘ng va chap
limitlari mavjud va bir-biriga teng, ya'ni f(x,, +0)=f(xc- 0) =A boisa,
Xc nugtada f(x) funksiyaning limiti mavjud va lim/(x)= A boiadi.

26-shakl.

v —f(x) funksiya (-oo;+o0) intervalda aniglangan boisin.

5- ta’'rif. Agar Ve>0 son uchun shunday 8 =8(e)>0 son topilsa
va jc ning x>8 (x<-8)tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning X-»+00 (jc-»-00) dagi limiti deyiladi va
lim f(x) =A(lim f (x) =A) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifmi geometrik nuqtayi
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nazardan bunday talgin gilish mumkin: agar limf(x) =A (lim f(x) =A)
boisa, Ve>0 son uchun shunday S=S(e)>0 son topiladiki,
xe(i5+0) (xe(-cc-<b)) larda  f(x) funksiyaning giymatlari
A nugtaning e atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tiiidagi» ta’rifl yaginlashuvchi
(limitga ega) ketma-ketliklaming xossalarini funksiyaning limiti uchun
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalami ifodalovchi teoremalar bilan
tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda
garalayotgan funksiyalar x ->x0 da limitga ega deb hisoblayraiz.

1-teorema. Funksiya x -»xoda yagona limitga ega boiadi.

2-teorema. ikkita funksiya algebraik vyigindisining limiti bu
funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng, ya'ni

x|ﬁi*ixr0»(/(x) +g(x)) = lim/ (x) £limg (x).

Ishoti. Ixtiyoriy {xj kema-ketlik olamiz.
Bu ketma-ketlik uchun xn->x., x,*x0, xne D (fyn D(g) boisin.

U holda
IXIrTXl (F(x) £9(x)) =lim ((/(x,,) + g(x,,)) =
=lim f(xn) xlim g(xj=Ilim /(x)xlim g(x).
Demak,

lim (/ (<) £ 9(0) = lim f(x) im g<x).

3-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasinmg limiti bu funksiyalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, ya'ni

lim (f(x) my(x)) =lim.;"(x) «lim g(x).
1-natija. 0 ‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘zigateng, ya’'ni
SipC —C.

2-natija. 0 ‘zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashgariga
chigazish mumkin, ya’ni

lim(fc «/ (x)) =K ®im f(x), k<=R
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funksiya limitining shu tartibli darajasiga teng, ya’ni

lim(/(x)); =(lim/(x))p, p> 0.
4-teorema. Ikki funksiya boiinmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining nisbatiga teng, ya’'ni
lim f(x)

g limg(x) * 0.

™l km e

5-teorema. Agar x0 nugtaning biror atrofidagi barcha x uchun
/ (X) <g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda I)iéncf(x) <I)iérgpg(x) boiadi.

6-teorema. Agar x, nugtaning biror atrofidagi barcha x uchun
f(x) <) <g(x) tengsizlik bajarilsa va Iim f(x) =lim g(x) =A boisa,
uholda lim <p) =A boiadi,

7-teorema. Hmg(x) =0, iium /(x) =C*0 boisin.

U holda:

1) agar |x-x0!<f(<5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x

uchun >0 boisa, lim~~-=+4m® boiadi;
9(x) g(x)

2) agar jx--xa &b (<5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

X uchun— <0 boisa, lim~ "~ =-00 boiadi.
9(x) a(x)

8-teorema. Agar limf(x) =A*m boisa, u holda x0 nugtaning

XX

yetarlicha kichik atrofidan olingan x{x*x0) giymatlarda /(x) funksiya
chegaralangan boiadi.
Ishoti. Shartga ko‘ra, limf(x) =A*qo. Funksiya limitining Koshi

ta'rifiga ko;ra. Ve >0 son uchun shunday 8 >0 son topiladi va x ning
0<\x-x0j <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha gqiymatlarida

[f(x) - Aj<e, ya'ni A-e <f(x) <A+s tengsizlik bajariladi. Demak, x
ning 0<}x—x,j <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
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f{x) funksiyaning qiymatlari (A-a:A+*)oraligda bo‘ladi. Bu
funksiyaning (x,-5vxn+6), x*x0 oraliqda chegaralanganligini bildiradi.
9-teorema. Agar: 1) iim<p))=ta va x0 nuqtaning shunday

(x0-S;x0+S), 5>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha x lar
uchun <p®di. bo'lsa, 2) limf(t) =B bo'lsa, u holda x-*x0 da
murakkab f(<p(x)) funksiya limitga ega va I)lg0 f(<p(x)) - B bo'ladi.

Yugorida keltirilgan teoremalar x->x=o0 da ham o‘rinli bo‘ladi.
4 -misol. lim—r —limitni toping.
sol. lim—r8>% opng

Yechish.  Bu limit uchun ikki funksiya bo‘Immasining limiti
hagidagi teoremani qo‘llab bo‘lmaydi, chunki x->5 da kasraing maxraji
nolga teng bo‘ladi. Bundan tashqari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda ~ ko'rinishdagi anigmaslik berilgan deyiladi.
Bu anigmaslikni ochish uchun kasming surati ~ va maxrajim
ko‘paytuvchilarga ajratamiz va kasmi x-570 (x~*5, lekin x”5)ga
bo'lib, topamiz:

X-5)(x- 3_)I _2_1
>(\5(x )(X + 5) x+5 105
5- misol. Imn - limitni toPing.
XTI +4X2-X 6
Yechish. Bu misolda da ;ko‘rinishdagi anigmaslik hosil

bo‘ladi. Kasming surat va maxrajini X ning yugori darajasiga, ya'ni
X3 ga bo'lib, topamiz:

||m2_X§_-|_-_3:X_g_-|_-_I =hm----- i?(_:_z_:t_o_i-.q =7,
X +482 _ x 4 1+0-0
X X2
Ajoyib limitlar
Birinchi ajoyib limit; lim sinx =1.

x—>0 X

Isboti. 0<x <—bo‘|sin.
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Radiusi J1=1ga teng boigan aylananing radian oichovi x ga teng
boigan markaziy burchagiga mos yoyini garaymiz (27-shakl).
Shakldan quyidagilarga ega boiamiz:

AMOA yuzi < MOA sektory uzi <ALOA yuzi;
AMOA yuzi: S, =5€)Ai\/IK =2—-I SiNX = 5 sinx:
MOA sektor yuzi: S2 =—;Oﬂ iVIA-Ell-x :2—x;
ALOAyuzi: S, zl—OAi_A:J—-llgx:l—tgx

Bundan sinx<x<tgx kelib chigadi. Tengsizlikni sinx>G ga
boiamiz:
]<L<___I__

- yoki' Cosx<------=- <i.
sinx  cosx

Endi x <0 boisin

sin(-x)  sinx

cos(-x) =cosx ekanidan
— X X

x <Qdaham

cosX <-S-'3;E-)5<1’. 'L_Iy
A

lim cosx i, lim 1=1boigani uchun oxirgi

tenglikdan 6-teoremaga ko'‘ra,

hm SINX_p 0
yo X
. 1-0SX ... . 27-shakl.
6-misol. iim limitni toping.
Yechish. x->0 da - ko‘rinishdagi anigmasiik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

1 fX "
sm =—
I'- cosx {2 1 (2
2 X
2
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® da §->0 va 1- ajoyib limitgako‘ra, lim®"

Demak,

Ikkinchi ajoyib limit: lim 1+-XJ =e
Isboti. Ma’lumki, |erf1+-l =e, neN.

v>Ibo‘lsin. n=[x] deb olamiz. U holda x-n +a,

bu yerda
o<a<l.
n<x <n+1 tengsizlikdan topamiz:
1 11
n+1 X n
yoKki
f1+)) - “1)
X —m da n—00.
U holda
limfl+—  =limfi+—)-limfi +'
"2V n
lim
\Y «+1}
ol i N
X» " n+i; "mel 1
L n+1

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremaga ko‘ra,

ft 1 =

kelib chigadi.
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Endi x <-1 boisin. x=-y deb olamiz.

U holda

y-1

=lim 1+- lim 1+--—-- —em=e

sy NN
Demak,
limfl+-| =e.
Vo X)
7- misol. lim{ A2 .Y jimitni toping.

Yechish. x->mda I ko‘rinishdagi anigmasiik berilgan.
Qavs ichidagi kasming butun gismini ajratib, almashtirishlar
bajaramiz:

r1-+----l--IY'4= 1+- 1y 1+ !

2x-11 2x—1J 2x-1

x-»=» da 2x-1->00 boigani sababli 2-ajoyib limitni qoilab,
topamiz:

limj 1+

2

3-1 3 2X ]
I|m----f =- ekanidan Ilmi-z---—| =J/e3.
2 X-1

4,4.2. Cheksiz kichik funksiyalar

Ta'riflar va asosiy teoremalar
6-ta’rif. Agar lim/(x) =0 boisa, /(x) funksiyaga x ->x0 da cheksiz
kichikfunksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra, lim/(x) =0 tenglik quyidagicha
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talgin gilinadi: VE->Oson uchun shunday S =S(e)>0 son topiladi va
x ning 04x- xg|kS tengsizlikni ganoatlantiruvehi barcha giyraatlarda
\f(X)\<E tengsizlik bajariladi.

X EX0+0, X ->XQ 0, X ->+00 X >-<cda cheksiz kichik funksiya shu
kabi ta'riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar kofpincha cheksiz kichik kattaliklar yoki
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining a,j3 kabi harflari
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik fimksiyalarga x-*0 da a=x3 x-»3 da p=x-3
x->kn,keZ da "=sinx funksiyalar misol bo’ladi.

7-ta’'rif. Agar I,g;m/(x) =mboisa, /(x) funksiyaga xu>xr da cheksiz
katta funksiya deyiladi.

Bunda /(x) funksiya fagat musbat giymatlar gabul qilsa,
im/(x) - +oo deb, fagat manfiy giymatlar qabul gilsa, y@/(x): 00 deb

yoziladi. Masalan, x--W da f(x) =—1 cheksiz katta funksiya boiadi.
X-

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar bilan
tanishamiz.
10-teorema. limf(x) =A bolishi uchun x->x0 da a(x) =f(x)-A

funksiya cheksiz kichik bolishi zarur va yetarli.
Ishoti. Zarurlwi. \\mf{x) =A bolsin. f(x)-A =a(x) funksivani

olamiz.
U holda

ligga(x) =lim f(x) - AElim/(x) - YyA=A- A=0.

Demak, a(x) =/(x) - A funksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f(x)-A =a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya
bolsin. Bundan/(x) =A+a(x).

U holda

B'@&/ (x) =%A +a(x)) =LA +}_%1a(x) =A+0=A.

Quyidagi teoremalar x -» x, da deb garaladi.

11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming
algebraik yigindisi cheksiz kichik funksiya boiadi.

12-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.
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4-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

5-natija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bolmagan
limitga ega funksiyaga boiinmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

Yugorida keltirilgan teoremalar s-» @ x->x0- 0. x->x,+0 da ham
o‘rinli boiadi.

14-teorema. Agar x -» xada a(x) funksiya cheksiz kichik boisa,

u holda x-»* da é(lx)- fiinksiya cheksiz katta boiadi va aksincha agar

x->x,, da f{x) funksiya cheksiz kattaboisa, u holda x->x0da T

funksiya cheksiz kichik boiadi.

|
8-misol. a(x) =(x- 2)'Sin2'{'§' funksiya x-»2 da cheksiz kichik

boiishini ko‘rsating.
Yechish. IriL'n(x-2)3:0 ekanidan /3(X)=(x-2)" funksiya cheksiz
kichik.

. . . 1
ct(x) =sin2 , 2 funksiya chegaralangan, chunki sm 1.
() L y g g e

a(x) funksiya cheksiz kichik P(x) funksiyaning chegaralangan

g(x) funksiyaga  ko‘paytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga
ko‘ra, a(x) funksiya x->2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taggoslash

Maiumki, cheksiz kichik funksiyalarning yigindisi, ayirmasi va
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar boiadi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalarning boiinmasi uchun ta’kidlab bo‘Imaydi, chunki
bitta cheksiz kichik funksiyaning boshga cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’'ni chekli son boiishi, cheksiz
katta boiishi. cheksiz kichik boiishi yoki limitga ega boimasligi
mumkin.

Cheksiz  kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida
tagqoslanadi.

a(x) va p(x) funksiyaar x->x,da cheksiz kichik funksiyalar
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bo‘lsin.
oc(x}

1. Agar ,llm----i =Ad0 (A- cheklison) boisa, a(x) va (i(x) bir xil
tartibli cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.
2. Agar IimT) =0 boisa, a(x) funksiya p(x) funksiyaga nisbatan
P(X

yuqgori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a =o(P) kabi
belgilanadi.

3. Agar |ImCC X
P

=< poisa. a{x) funksiya P(x) funksiyaga nisbatan
quyi tartibli cheksiz kichikfunksiya deyiladi.
4, Agar ”mP(x)- mavjud boimasa, a(x) va p(x) fimksiyalarga

taqgoslanmaydigan cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x-*0 da sin3x- va sinx funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik

. 3sm3x31i m sm3x_
funksiyalar, chunki lim- +—=lim— N = =3m
*8 SINX sinx . sinx 1
X X

2) x->0 da 2x3 funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

cheksiz kichik fiinksiya, chunki u@----—llm-g-)f-zzo;

3) x da sinx funksiya x1 funksiyaga nisbatan quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki I)Lq)1— :Irlr%wsx '3<°:l°b =30
4) xsin- va x funksiyalar x ->0 da tagqoslanmaydigan cheksiz
1
Xsm-
kichik funksiyalar, chunki g@---ﬂ* :I,'ggsin- limit mavjud emas.
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Ekvivalent cheksiz. kichikfunksiyalar

Bir xii tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
kichik ftinksiyalar muhim ahamiyatga ega.

a(x) va j5(x) funksiyalar x x 0 da cheksiz kichik funksiyalar
bo‘lsin.

g-ta'rif. Agar lim =1 bo‘lsa. u holda x->x,, da a(x) va J3(x)

*mp{X)

ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x) ~P(x) kabi
belgilanadi.

Masalan, x->0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

kichik funksiyalar, chunki lim="-==1.

Cheksiz kichik ftinksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar
bilan tanishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
kichik funksiyalaming har ikkalasim yoki ulardan bittasini ekvivalent
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti
0‘zgarmaydi.

Isboti. x-*x0 da a~a \ap~p' bo'lsin.

U holda
im& = hm -2 T i@ i i gim
p pa p a ™P x p P P
ya'ni
lim—=Ilim—.

16-teorema. ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz Kkichik
funksiyalaming yig‘indisi eng quyi tartibli go‘shiluvchiga ekvivalent
boiadi,.

Cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisiga ekvivalent bo‘lgan
cheksiz kichik funksiyaga bu vyig ‘indining bosh qismi deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indismi uning bosh qismi bilan
almasatirish  yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalami tashlab
yuborish deb yuritiladi.

253



9-misol. lim +4% + -limitni toping.
2sInX

i + + -
\QEChEh. w?zzs--é?ggﬁ;_q'%? = Q@%;(( = Iim:;- - :23 s CLUII"Iki X-»G da

sinx~x va 17‘teoremagako‘ra, x-»0 da 3Xx +7x2+4x%4~3X.
ko'rinishdagi anigmasliklami ochishda ekvivalent

cheksiz ~ kichik funksiyalami almashtirish prinsipidan va ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalarning xossalaridan foydalanish mumkin.

I/mrdbrm hisobiashda qoyidagi ekvivaletitlildar goilaiiiladi,

1. X-»0 da sinx—~x; 2. X-»0 da tgx—Xx;

3. X-»0 da arcsinx~x; 4. x->0 da arctgx—x;
x1

5. X->0 da 1—€0SXx—— 6. X-»0 da e*-l~x;

7. Xx—0 da ax-l—xlIna; 8. x->0 da In(l+x)~x;

9. x-»0 da log”™l+ x)~x mogoe;

10. x—0 da (I +x)""—~x.

2 —*

10- misol. lim- j---==---------=- limitni toping.
X#sin4x - arctg3x

Yechish. lim— o
' ( sindx —wc/g3x sin4x - arcig'ix

x—=>0da 2¥—4-3xIn2, 7'—~xIn7, sindx~4x va
arctg3x ~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:

L 2Tx L 3xIn2-xIn7 _ 3In2- In7=|n%

sindx- arctgdx 18 4x-3x 1

4.4.3. Mashglar
1. Funksiya limitining ta’rifi yordamida isbotlang:



2. / (x) funksiyaning x =x0 nuqtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

) /0=> = 2) /(*) =2>x0=0;

f X, X <2, _ * —i
3/ = LRI TIE

3. fix) =signx funksiyaning x0=0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.
4.f(x) - x-[x] funksiyaning x0=2 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

5. Limitlami toping:

3r-9 .

D fmxrex-li 2) i3y
3) lim : 4) lim x1-7x.+10 .
X -2x-3 2x2—1ljc+5’
N .
3) im I_'IﬂIFE 6) lim \/2—]{_1.1
4x-2 A5 X_2
N\ vy _ ) y
/) Xt g Mifx
R X o
9) lim X *4x *ox'B3 10) fim, 2 X2
2" +3x 4\ 1jr3-X1-x +1
10) limf—
T\ x-2 X ~5x+6/
. *_ )
O) |Im-AX 3x +2 1) ﬁﬁs 4
=X -3X P*X +3x-n:
15) lim X2 16) lim i
~«X4-2x2+3’ o x4
17) lim x(n/4x2-1 - 2x); 18) lim (n/x2- 4 +x);
: XM
- 20) lim
19) “mev ) 5x2+1 5x+2 1
i . X-sinx
21) lim: 22) lim”~ 7"
) X ) *XO X +sin X
23) iimf~-~xj2gx; 24) lu n ~;
- e ) sin 2x
25) fim ¥ X 26) lim EXSINX.
**4xsin 2x 5
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sin & n/2-V 1 +cos;t

27) w2 -n/2’ 28) lim sin X
29 ——— Cti —~N
) l| S ctgx 30) Qj%(tgx cos*i(
31) \im(x-l)ctgnx; limf—n A sx:
) r|7m(x )ctgnx 32) «II > n,ﬂy AX;
33 34 .
) X5+ A ) Xi-2X
-~ Tox-| x-4) 2
35) liml
) Im 41 ) jof s
37) lim N 38) sim12X*3
¥\ x+3)
39) lim® 2 40) Lim A
X-2 X —e
41) IiLTJ(I +Sinx)x; 42) lim(cos2x)ba,;1*;
43) Iérp (3-2x)21™); 44) lim (3-x)2;
nx ik
45) lim . 46) lim-
tgx- 2sinx xaresinx+3x
47) xIiin_<c(4x+l)(ln(3x+2)- In(3x-1)); 48) xIjm x(In(x +1)—Inx) .

6. Quyidagilarni isbotlang:
1) x->0 da a(x)=tg2x va P(x) =3x+x* funksiyalar bir xil tartibli;

2).x->1 da «(*):;()S-_;_- va /3(x)=ns/x-1 funksiyalar ekvivalent;

3) X—=+c da a(x) =—"™r- va px)= A funksiyalar uchun a =o(p);
) () e p(X) eI t2 y (p)
4) a->0 da a(x) =arcsin2x+x2 va /?(x)=1-cosx funksiyalar uchun B=0(«).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping:

. iglx ! 1- aBX
1) lim 2) Sm
) In(l +3x) ) X2+2xJ +3x4'
arctghx -
_argnx 4) tim_ 327!
"*0sinx-sin 4x *-arcsin 2x
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*k_
13) fim &N
«>In(l +arcsin 2x)

21) limx-(e"x -1);

23) Ilm {e3(>-l)-t93x

ta(l --3x2)(1- cos2x)’

= arctg(x - 1)’

8) lim i
*Xaresin X +2x~

10 )
x* xarcsin 3x

12) lim .
arctg2x- arcsin 3x

i [ ¢
L) J 1 B —
*:-arcsm 2X - X

16) m n2+C ;
sinx(e®t-1) '

, 8 N\Cc 23
) o3/l

euu I

20) lim
22) limx-(21/1-3 1)

24)

45.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiya uzluksizligining ta’riflari

fix) funksiya x0nugtada va uning biror atrofida anigiangan bo'lsin.
I-ta’rif. Agar f{x) funksiya xOnugtada chekli limitga ega bo‘lib, bu
limit funksiyaning shu nugtadagi giymatiga teng, ya'ni

=/(x0) (5.1)

bo‘lsa, f(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz deyiladi.
!iLnf{x) =/(*,,) tenglik uchta shartning bajarilishini angiatadi:

3) f{x) funksiya x0 nugtada va uning atrofida anigiangan;



2) /(x) funksiya x-» x0da limitga ega;
3) funksiyaning x0 nuqtadagi lirniti uning shu nuqtadagi giyxnatiga teng.
x0=limx ekanidan (5.1) tenglikni

lim/(x) = /(limx) (5.2)

X-MCj,

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o'tish va funksiya belgilarining o*mini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida fiinksiya uzluksizligining ta’rifini
«s-<5 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta’rif. Agar Vs >0 son uchun shunday S> 0 son topilsaki, x ni
IX- X015  tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  barcha  giymatlarida
1/(x)-/(x,,) | <e tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz
deyiladi.

(5.1) tenglikni

AT(/(x)- /(*,,)) =0 (5.3)

ko‘rinishda yozamiz.

X - X0 ayirmaga x argumentning xQnuqtadagi orttirmasi deyiladi va
Ax Dbilan belgilanadi, /(x)-/(*,)
ayirmaga esa f{x) funksiyaning
X0 nuqgtadagi orttirmasi deyiladi va
Ay bilan belgilanadi.

Shunday qilib, Ax=x~X0,
4); =/ (*0+AX)-/(xe).

Demak, /(x) funksiyaning
X0 nuqtadagi orttirmasi x ning
flksirlangan X0 giymatida

argument orttirmasining funksiyasi
boiadi (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shak.
belgilashlarda
HTN>=0 (5.4)

ko‘rinishni oladi.

(5.4) tenglikni uzhiksizlikning argument orttirmasi va funksiya
orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta'rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.
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3-ta’rif.  Agar x argumentning x, nuqtadagi cheksiz Kkichik
orttirmasiga 7/ (x) funksiyaning shu nuqgtadagi cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, /(@) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning nugtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
ta’riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

1-misol. y =cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. y =cosjic funksiya xeRda anigiangan. Istalgan xnuqtani
olamiz va bu nugtada Oy topamiz:

-~ Brn— .
2

2

chegaralangan cheksiz  kichik sin7

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik bo*ladi.

Dernak, 3-ta’rifga ko‘ra, y=cosx funksiya nnugtada uzluksiz.

f(x) funksiya xunugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

I-ta’rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chigadi: f(x)
funksiya xa nuqgtada uzluksiz bo‘lishi uchun u shu nuqtada ham
chapdan, ham o"ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalaming xossalari

Nugtada uzluksiz funksiyalaming xossalari

1-teorema (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar), f(x) va
g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz boisa, u holda f(x)xg(x),

f{x)-g{x) va " (g(xg * 0) funksiyalar ham nuqtada uzluksiz
S(X

bo‘ladi.
Isboti. f(x) va g(x) funksiyalar jo nuqtada uzluksiz boigani
uchun ular bu nuqgtada f(x0) va g(c,) limitlarga ega. U holda
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funksiyaning iimiti hagidagi teoremalarga ko'ra, f{x)£g{x), f{x)-g{x)

f
vV a -éf-)f-)-(g(xo)*o) funksivalarning xo nugtadagi limitlari maviud va

ularmosravishda /(x0)£g(*0), fixjgix,) va '\(40) (9(x0*0)) ga
g(x

teng boiadi. Uholda 1-ta'rifga ko'ra, f(x)£g{x), f(x)-g(x) va

fix)

o)

Bu teorema chekli sondagi funksivalarning algebraik yigiodisi va
ko‘paytmasi uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

2-teorema. (murakkab funksiyaning uzluksizligi). z=(p(X)
funksiya *0 nugtada uzluksiz, y =f(z) funksiya esa z, =@ nuqtada
uzluksiz boisin. U holda y=f(<p(x)) murakkab funksiya x, nugtada
uzluksiz boiadi.

Ishoti. z—<p(¥) funksiya x, nugtada uzluksizligidan z =<p{),
Zgrxtq>(x)=q>{>0),ya’ni x->x9da z->zdboiadi.

Shu sababli z=g>¥) funksiyaning uzluksiligidan
limf(g>{¥) =limf(z) =f(z0) =H{(p(x.,))

kelib chigadi. Bu /(<*)) murakkab funksiyaning x. nugtada
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish
mumkin.

Agar z=<) funksiya x0nugtada A limitga ega boiib, y =f(z)
funksiya z=A nuqtada uzluksiz boisa, u holda >=/(<?(*)) murakkab
funksiya uchun

igix«) * 0) funksiyalar x0nuqtada uzluksiz.

N\mf(<p{x)) =f (limph:)) (5.5)
boiadi.
Bu tenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga o ‘tish goidasivA
ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2-misol. (@>0,a¢1) limitni toping.

Yechish. lim—  +-- =lim - sog, (I +jc)=limlog M+x)\
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logo(l +jc)r funksiya y-\ogaz va z~(\+xy funksiyalaming
murakkab funksiyasi. lim(i+x)r =e va y =\og’z funksiya z=e nuqtada

uziuksiz. U holda (5.5) tenglikka ko‘ra,

Sonlar o‘gida anigiangan /(x) =C funksiyani gqaraymiz. V\0eR da
Q_%f{x)-c =f (x.) bo'ladi. Demak, f(x)=C o0‘zgarmas funksiya

istalgan x0 nuqtada uzluksiz.
f (X) =x funksiya ham x0 nuqtada uzluksiz, chunki tim x-xc.

Bundan 1-teoremaga ko‘ra, /(x)=x funksiya ko‘paytmalaridan
iborat y~x" («e N) darajali funksiya hainda o‘zgarmas va darajali
funksiyalardan arifmetik amallar orqali hosil gilingan
Pe(x) =a,xn+ank"'+-. +atx+a0 ko‘phad (butun-ratsional funksiya)
istalgan xae R nuqtada uzluksiz boiadi.

Shu kabi yuqgorida keltirilgan teoremalar va limitlar hagidagi
teoremaiar yordamida asosiy elementar funksiyalar o‘zining aniglanish
sohasida uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish va ushbu teoremani ishotlash
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o‘zining aniglanish sohasidagi
barcha nugtalarda uzluksiz bo‘ladi.

4-teorema. Agar /(x) funksiya xa nuqtada uzluksiz va f(x0)>A
(f(xQ)<A) boisa, u holda shunday <56>0 son topiladi va
Vxe (x0—S;xa+S) uchun f(x)> A (f(x)<A) bo‘ladi.

Isboti. f(xa>A bo‘lsin. Aniglik uchun f(xa)-A +h deymiz, bu

yerda h>0. r=" son olamiz. /(x) funksiyaning x0 nuqtada

uzluksizligiaan shunday S>0 son topiladi va x ning jX-x08
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida !/(-*)-/(*<,)!<R tengsizlik bajariladi. Bundan
Vxe (x0- <5xa+5) uchun
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Aa>/(%,)- *=N+it-| =N+ ][>

bo‘ladi.

f(xa)<A bo'isin. -f{x) funksiyani garaymiz. - f(x0)>-A boigani
sababli yugoridagi isbotga asosan, x0 nuqtaning 3 >0 atrofi topiladi va
bu atrofda - /(x) >-A yoki f(x)<A boiadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg ‘unligi). Agar /7 (x)
funksiya xa nugtada uzluksiz va A.19*0 boisa, u holda shunday S >0
son topiladi va (x0-S;x0+S) intervalda f(x) fiinksiya ishorasini
saglaydi, ya'ni f(x0) funksiya bilan bir ishorali boiadi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan A=0 boiganda kelib chigadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f(x) funksiya (a;b) intervalning har bir nugtasida uzluksiz
boisa, uholdau (ab) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar f(x) funksiya (a;A) intervalda uzluksiz boiib. a nugtada
o‘ngdan uzluksiz va b nugtada chapdan uzluksiz boisa, u holda
fix) funksiyaga [ab\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega.
Bu xossalami teoremalar orqgali ifodalaymiz. Bunda teoremalaming

isbotini  keltirmasdan, fagat geometrik talginini ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f{x) funksiya
[ab] kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirlarida turli ishorali giymatlar gabul f(b) >0
gilinsin. U holda shunday ce (a;b) nugta
topiladiki, bu nugtada /(c) =0 boiadi.
Teoremaning  geometrik  talgini:
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o‘gning
bir  tomonidan  ikkinchi  tomoniga O sc
o‘tganida Ox o‘gni kesadi (29-shakl).
7-teorema (Bolsano-Koshining
ikkinchi teoremasi). f(x) funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz va /(a) =A, f(b) =B, f(a)< 0
C-A va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shakl.
boisin. U holda shunday ce [ab] nuqgta topiladiki, /(c) =C boiadi.

v=f(x)/
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Teoremaning geometrik talgini: uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi giymatga o‘tganida  barcha  oralig giymatlarni qabul
giladi (30-shakl),

8-teorema (Veyershtrasming birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u bu kesmada
chegaralangan bo‘ladi.

31-shaklda keltirilgan y =f{x) funksiya {a\o\ kesmada uzluksiz.

Bunda Vxe[a;b] uchun m<f(x) <M.
1-izoh. Teorema [a;h] kesma (a;b) interval bilan almashtirilganida

o‘rinli bo‘lmasligi mumkin.

Masalan, f(x)=-X funksiya (0;1) intervalda  uzluksiz. lekin

chegaralanmagan, chunki lim—=-+.

y y
Y=/(*1

B y / 1y

c . » 1 \ |
1 "y !

A ] \ 1 \m Y /M|

\f(a) i/(c) }T .l 1 s
O a c X o a x] X2 X b
30-shakl 31-shakl.

9-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar fix)
funksiya [A\o\ kesmada uzluksiz boMsa, u holda u shu kesmada
0°‘zining eng kichik va eng
katta qiymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan y =f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz.
Bunda u jo nugtada o‘zining eng katta M giymatini va x2 nugtada
o‘zming eng kichik m giymatini gabul giladi.

2-izoh. Bu teorema (a;b) interval uchun o‘rinli bo‘lmasligi
mumkin. Masalan, f(x) =x funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin
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o‘zining eng kichik va eng katta giymatlariga erishmaydi.

10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi hagidagi). Agar
3= /(*) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton boiib,
[c\d] uning giymatlar sohasi bo‘lsa, u holda berilgan funksiyaga
teskari y=<p(x) funksiya [c;d] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton
boiadi.

4.5.3. Funksiyaning uzulish nugqtalari

Agar f(x) funksiya uchun x0 nugtada funksiya uzluksizligi
1-ta’rifming hech boimaganda bitta sharti bajarilmasa, funksiya
xa nuqtada uzilishga ega deyiladi. Bunda xa nuqta f(x) funksiyaning
uzilish nugtasi deb ataladi.

32-shaklda gfrafiklar bilan berilgan funksiylarga garaymiz.

Bu funksiyalaming har biri uchun x0 —uzilish nuqgtasi.

Birinchi holda (32,a-shakl) ta’rifhing 1-sharti bajarilmaydi, chunki
funksiya xBnugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunki
;Iii_mfix) limit mavjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifhing 3-sharti bajarilmaydi, chunki
Q%f(x) =A*f(x]J.

Funksiyaning barcha uzilish nugtalari birinchi va ikkinchi tur
uzilish nuqtalariga boiinadi.



5-ta’rif. Agar xt8 uzilish nugtasida f(x) funksiya chekli bir
tomonlama limitlarga ega, va’ni IirrlJ/(x):A va VIimO/(x)=l'I boisa,

xc nuqgtaga f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.
Bunda:
a) At=Azbo‘lsa, x, bartarafgilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi;

b) A *A2bo‘lsa, x0 sakrash nuqtasi, jA - Ar\kattalik funksiyaning

sakrashi deb ataladi.

(2x -, -1< x<l, .
Masalan: g(x) = 4 funksiya uchun x, = I- sakrash
JT'—iXy L, X 3

nugtasi, bunda funksiyaning sakrashi 11- 2j= 1 ga teng;

f sinx
<pX) =] x ' funksiya uchun x0=0- bartaraf gilinadigan
[ 2, X=0

uzilish nuqgtasi, bunda <p(x)=2 o‘miga <p(x)=1 deb olinsa uzilish

X’ *uzluksiz  funksiya hosil

boMadi.

6-ta’rif. Agar xB uzilish nuqgtasida /(x) funksiyaning bir
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud bo‘lmasa yoki
cheksizlikka teng bo‘isa, x() nuqtaga f(x) funksiyaning ikkinchi
tur uzilishi nuqtasi deyiladi.

Masalan, /(*) =—funksiya uchun x0=0- ikkinchi tur uzilish
X
nuqgtasi.

12x - 3j . . - .. .
3-misol. f(x) ~12x- 3] funksiyaning uzilish nugtalarini toping va
2x -3

har bir uzilish nuqtasining turini aniglang.

3
Yechish. Funksiya sonlar o'gining x=- nugtasidan boshga

nuqtalarida anigiangan va uzluksiz265



Bunda
/(*) =-

U holda

3
Demak, x =- sakrash nuqtasi va funksiyaning sakrashi u g41- (-1) j=2.

4.5.4. Tekis uzluksizlik

/w funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boisin. U holda istalgan
x0e(a-,b) nuqgtada V£>0 son uchun shunday 8 >0 son topiladi va
JT—x01<s6 tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha x0e(a;b) uchun
1/ (*)-/(*,,)!<£ tengsizlik bajariladi. Bunda 8 ham r ga, ham x0 ga
bogiig bo‘ladi: S=5(e¥4). Bitta e >0 son uchun har xil xe(a-,b)
nuqtalarda 8 son turlicha bo‘lishi mumkin va bunda barcha xe(a;b) da
yagona S sonning mavjud bo‘lishi kelib chigmaydi. Bunday S =S(c) >0
son mavjud boiishining talabi f(x) funksiyaning (a;b) intervalda
uzluksiz boiishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

7-ta’rif. Agar W: >0 son uchun shunday S ---S(0)>0 son topilsa

va (a;b) intervalning \x-x'\<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
x va x’ sonlari uchun \f(x")-f(x’)\<e tengsizlik bajarilsa, fix)
funksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.

Masalan, f{x)-x funksiya butun sonlar o‘gida tekis uzluksiz.

Bunda 8 =e deb olish yetarli.
Agar f{x) fiinksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz boisa, u holda

u har bir xe(a;b) nuqtada uzluksiz boiadi. Teskari tasdiq o‘rinli
boimaydi. Agar bunda (a;b) interval \ab] kesma bilan almashtirilsa,
teskari tasdiqg ham o'rinli boiadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). Agar f{x) funksiya [a;b] kesmada
uzluksiz boisa, u holda u [a;b] kesmada tekis uzluksiz boiadi.
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4.5.5. Mashqlar
1. Funksiyaning uzluksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalaming
Vx0e R da uzluksiz ekanini isbotlang:
1) fix) =3x2-7; 2) /(X)=x5+7x-6.

2. Uzluksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib, berilgan
funksiyalaming (-°c;+a>) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) / =cos3x-eA/ L 2) /(X)=Vx-3+sinx+ N
) /() x-e2v1 ) 7(x) = Vx <or2

3, Berilgan funksiyalami uzluksizlikka teksbiring va grafigini chizing:

— YN ‘ .
1) /=y 2) SW=R2H il

f 2 N ) £ 3*-], x<0

X . X7, jv 1

' . - _ AN -

3) 3 w2 4)1x) N 0;
5) /W =2*21, 6) /(x)

r 1, *<~3, x\ X<2,
7) f{x) = |n'a~x2, -3 <x <3, 8) /(x) = 4, 2<x<5,

i x-3, x>3; -X+7, x>5;

X -2x-1] (x-1)sm.x

4. a rung ganday giymatlarida berilgan ftinksiyalar uzluksiz bo‘ladi?

[.T+3x-10 f 3. x 0
1)/ «= X-2 ’ ’ 2)/ (x)=n
| al-x, x>2; jacosx +2, x<0

5. / (n) funksiyaning xg nuqtadagi uzulish turini aniglang:

1) / « =~ =3; 2) 7(x) = 0=-3;

) « X-3 ) ) X+3 X

3) fix)=arctg-—— x0= 4) /(x)=—) — x,=3.
) fix)=aretg; — x0= ) /0= =

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

? I+ 2, x <0,

1) /00 =-Z—- _J[x-2, >0, 2) [ (2)=2z" - 3,z =tgx.

2K\
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7. 1(*) =-——- Loeeeee funksiyani [a:b] kesmada uziuksizlikka tekshiring:
(x+3)(jr-4)

1) [ab] = [-4;']; 2) \ab\=[-2;31

8. f{x) funksiyani [0;2],[-3;j,[4;5] kesmalarda uziuksizlikka tekshiring:

17 ()=} - bhz=8' 2)/W =Inped

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega boiishini
ko‘rsating:

1) x3-5j2+3x+2=0, [-4;1; 2) sirx-x +1=0, [1;2],

10. Limitlarni toping:

1) !L@A{A(e><w 0), 2) !(l[’)r()]—-%——/\
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= Funksiyaning hosilasi
va differensial!

* DiiTerensiailash qoida-
Sari va fcrrouialari

= Differensial hisobning
aSosiy teorernalari : i

* Funksiyalarn; hosiialar
yordamida tekshirish

Gotfrid Vilgelm
Leybnis
(1646-1716) -
nemit matematigi,
faylasufi, iizigi,
xugugshunosi
va tilshunosi.

' %e$hm$: ylkeksiz nia-
ickkiNairta  Nsim{Oigmt
WA rerwildd LU Jiitiigml
hisohtii jiertagmtf him~
bm&Umkmilfmsifmida
wThyTr  wtitmiatik
mmMqge <3uw, -s&igm,
mdliul bilan
iNeNe m&jiijt sisiedtast?
LU tmwdttgm™ :
WKEx4TLLe{& mergipa™
auw $&pllrd qoitttttt*
m as\Vitzbbergan. ?

BIR O&ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING

DIFFERENSIAL HISOBI

Differensial hisob - bu matematik
analizning hosila va differensial
tushunchalari hamda ulaming funksiyalami
tekshirishga tatbiqi masalalari o‘rganiladigan
boiimidir. Differensial hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
bilan uzviy bog‘lig. Ular birgalikda
tabiatshunoslik va texnika uchun muhira
ahamiyatga ega boigan matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensial hisobning matematik fan
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, I.Nyuton
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi

yarmida) nomlari bilan bog‘lashadi. Ular
differensial hisobning asosiy qoidalarini
mustagqil ravishda ishlab chigishgan.

5.1. FUNKSIYANING

HOSILASI VA DIFFERENSIALI

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib
keluvchi masalalar

Egri chizigga o ‘tkazilgan urinma

Avval egri chizigga  o‘tkazilgan
urinmaning umumiy ta’rifini  beramiz.
Uzluksiz | egri chizigda M va M.

nugtalarni olamiz (1-shakl).
M va M, nugtalar orqali o‘tuvchi MM,

to‘g‘ri chiziqga kesuvchi deyiladi.
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M, nuqgta L egri chizig bo‘ylab siljib, M nuqgtaga yaqinlashsin. U
holda MMi kesuvchi M nuqgta atrofida buriladi va gandaydir MT limit

holatiga intiladi.

Berilgan L egri chizigga berilgan M nuqtada o ‘tkazilgan urinma
deb, MM, kesuvchining M, nugta L egri chizig bo‘ylab siljib, M
nuqtaga yaginlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo‘lsa)
aytiladi.

Endi M(x;y) nugtada vertikal bo‘lmagan urinmaga ega bo‘lgan
y =fix) uzluksiz funksiya grafigini qaraymiz va uning k=tga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a -urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
gilgan burchagi. Buning uchun M nuqta va grafikning x +hx abssissali
Mx nugtasi orgali kesuvchi o‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o‘q
bilan tashkil gilgan burchagini < bilan belgilaymiz.
2-shakldan topamiz:
tp_ MN _AY f(x AY)- f{x)
MN  n* AX
Ax 0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham
nolga
intiladi. Shu sababli Ax->0 da M, nuqgta egri chiziq bo‘ylab siljib, M
nugtaga yaginlashadi. Bunda M&/, kesuvchi Mnuqgta atrofida buriladi
va MT urinmaga yaginlashib boradi, ya’ni w”-a. Bundan limp=a

yoki limtgp=tga.
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Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

fon = - = (1.1)

Nr->0 A4 n.-to An.

o ‘g ‘ri chizigli harakat tezligi

Ad moddiy nugta (biror jism) qgandaydir to‘g‘ri chizig bo‘ylab
harakat gilayotgan bo‘lsm. Vaqtning har bir t giymatiga boshlang‘ich
MO holatdan M holatgacha bo‘lgan muayyan s=MOM masofa mos
keladi. Bu masofa t vaqtga bog‘lig, ya'ni s masofa vaqtning funksiyasi
bo‘ladi: s=5s(t).

s(t) funksiyaga nugtaning harakat gonuni deyiladi.

Nugtaning t vaqtdagi harakat tezligini aniglash masalasini
garaymiz.

Agar biror r vaqtda nuqgta M holatda bo‘lsa, u holda t+At
(A?-vagtning orttirmasi) vaqtda nuqta M- holatga o‘tadi, bu yerda
MM t~s +&s (Aj-masofaning orttirmasi). Demak, M nugtaning At
vaqt oralig‘idagi ko‘chishi As=s(t + At) - s(t) ga teng boiadi (3-shakl).

As . .
o nisbat nugtaning At vaqt

oralig ‘idagi o ‘rtacha tezligini M,, _ M Ml
ifodalaydi: V"r:Xt' Bunda () ’\1 n
o‘rtacha tezlik At giymatga s(t+ At

bog‘liq bo‘ladi: At gancha kichik
boisa, o'rtacha tezlik nugtaning
berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.
Harakat o‘rtacha tezligining At vaqt oralig‘i nolga intilgandagi
limitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi)
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(f) bilan belgilaymiz.
U holda

3-shakl.

HO = |/:|LIQJH,J7 yoki v (0 4ni/£0a N+ /'\M V()- (1-2)

Shunday qilib, nuqtaning berilgan t vaqgtdagi harakat tezligini
aniglash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak bo‘ladi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
(1.2) ko‘rmishdagi limitlami topishga olib keladi.
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Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

1) agar Q=0Q(t) o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orgali vaqgtning
t onida o‘tuvchi elektr toki bo‘lsa, u holda elektr tokining t ondagi
momenti

/(0 =lim =lim~(+ - Qfk (1.3)

Al*Q A4 f Ar-0

2) agar N =N(t) vaqgtning t onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy
modda miqgdori bo‘lsa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi
reaksiyaga kirishish tezligi

r, 4 AN A - M(t) .
M A: N\(}(ts —A%m ----- = HiMm—--rmmemn coeee (1.4)

3) agar m=m(x) birjinsli bo‘lmagan sterjenning 0(0;0) va M(x;0)
nuqtalar orasidagi massasi bo‘lsa, u holda sterjenning x nuqgtadagi
zichligi

r () = lim? (1.5)

tx-M Ay i/-> a x

Ko‘rilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga garamasdan,
(12.1)-(1.5) limitlar bir xil ko‘rinishgaega: ularda fiinksiya orttirmasining
argument orttirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolga
intilgandagi limitini topish talab qgilinadi.

5.1.2. Hosilaning ta’rifi,
geometrik va mexanik ma’noiari

Hosilaning ta’riflari

y =f{x) funksiya (a;b) intervalda anigiangan bo'lsin. Ixtiyoriy
xae (a;6) nuqtani olamiz va bu nugtada x argumentga Ax orttirma
(jcO+ AX £ (a\b)) beramiz. Bunda funksiya Ay =/ (xt+ Ax)- f(xa)
orttirma oladi.

I-ta’rif. Agar Hm limit mavjud va chekli bo‘lsa, bu limitga

f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va u /'(*,)
(yoki y'(x0) yokiyj ”) kabi belgilanadi.
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Shunday qilib,

f'(xa) = lim— = lim— — /(") _ q 6)
M At ¥ AX
Agar x0 ning biror giymatida lim-- =+00 [I|m— =-00) bo‘lsa, u
K 0AX
holda funksiya x0 nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli I-ta’rif bilan aniglanadigan

hosila chekli hosila deb yuritiladi.
1-misol. f (x) =x3 funksiyaning x =x( nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. xanuqgtada x argumentga Ax orttirma beramiz va
funksiyaning mos orttirrnasini topamiz:

Ay = /(-*0 + Ax)-f(x 0) =(x0+ Ax)3- x3=
= (X0+ Ax - X0)(Xg+ 2xCcAX + AX2+ x 2+ X8AX =mx 2) = AX(3X2+ 3X0AX + AX2).
Orttirmalar nisbatini tuzamiz:
Av_ 3x0 + ﬁ( oRx + AxZ.
Bu nisbatning Ax-»0 dagi limitini topamiz:

y(xa) = K@ﬁy = Hp(3x.2 + 3x,Ax + Ax!) = 3x,2.

2-ta’rif.J'=/(x) funksiyaning x0 nuqgtadagi o‘ng (chap) hosilasi
deb Z'(=*,)=lim— j/'00 = lim — ! limitga aytiladi.
(=) :\I/’T+Ax {/ l\/llm”ij fady

2- misol. f(x)=]x-3] funksiyaning x0=3 nuqtadagi o°‘ng vachaj
hosilalarini toping.

Yechish. Berilgan funksiyaning x0=3 nuqtadagi orttirrnasini
topamiz:

Ay =/(3 + Ax)-/(3) =|3+Ax~3] ~] 3-3j=j AX]j.

U holda
I|m—— lim Eﬁf‘_' h ﬁc=J,
nr-->0*An. nr-.0* Anp. ~0+ 4 x
tim 2 = tim B im ke

nme-Asa nmo- A*->0- [On-
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Bu misolda f'(0) ¢/ _'(0). Shu sababli f(x) gx- 3jfunksiya uchun
Ax—0da = aisbatning limiti mavjud emas va /(x)=jx-3i
Ax  Ax

funksiya x0=3 nugtada hosilaga ega bo‘Imaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida Kkeltirilgan ta’riflaridan ushbu
tasdiglar kelib chigadi: agar funksiya x0 nuqtada hosilaga ega boisa,
funksiya shu nuqgtada bir-biriga teng boigan o‘ng va chap hosilalarga
ega boiib, /¥x0=/"'(*,)=/'(*,,) boiadi; agar funksiya x0 nuqgtada
o‘ng va chap hosilalarga ega boiib, f'(x0)-~/_'(x0) boisa, funksiya shu
nuqtada hosilaga ega va /4x,) =/0x0 =/'(x0) boiadi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksiyani differensiallash
deyiladi.

Agar y =/ (x) funksiya biror oraligda aniglangan va bu oraligning
har bir nugtasida f'(x) hosila mavjud boisa, u holda

f'x)=Uan*+ M zm
A AX
formula f'(x) hosilani x ning funksiyasi sifatida anigiaydi. Bundan
keyin, agar y =f(x) funksiyani differensiallashda differensiallash

nuqgtasi ko‘rsatilmagan boisa, hosilani x ning mumkin boigan
barcha giymatlarida topamiz va y'(x) deb yozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chizigga o‘tkaziigan urinma hagidagi masalada urinmaning
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

k=tga = hm&
AX

tenglik hosil gilingan edi.

Bu tenglikni k=f(x) koinishda yozamiz, ya’'ni f'(x) hosila
v=f(x) funksiya grafigiga M (x,f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning geometrik
Ta’nosini ifodalaydi.

To‘g‘ri chiziqli harakat haqidagi masalada ushbu

vo =it
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Bu limitni v(t) =s'(t) ko‘rinishda yozamiz, ya’ni moddiy nuqta
harakat gonunidan t vaqt bo‘yicha olingan hosila nuqtaning t ondagi
to‘g‘ri chizigli harakati tezligiga teng. Bu jumla hosilaning mexanik
Ta 'nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar y =f(x) funksiya biror fizik jarayonni
ifodalasa, u holda / hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish
mumkin. Bujumla hosilaningfizik Ta’nosini anglatadi.

Funksiya grafigiga o ‘tkazilgan urinma
va normal tenglamalari

y =f(x) funksiya grafigiga M Oc”~Kbu yerda >0=/(xa)) nugtada
o‘tkazilgan wurinma tenglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan
keltirib chigaramiz.

Urinma M0(xa-y0) nugtadan o‘tadi. Shu sababli uning tenglamasini

(1.7)

urinma tenglamasi kelib chigadi.

Egri chizigga o ‘tkazilgan normal deb, urinish nugtasida urinmaga
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizigqa aytiladi.

Egri chizigga Ma(xt-y0) nuqtada o‘tkazilgan normal shu nuqtada
o‘tkazilgan urunmaga perpendikulyar bo‘lgani sababli

Bundan, agar /'(x0)~Oboisa

(1-8)
7'(*)

normal tenglamasi kelib chigadi.
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5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiiigi

3-ta’rif. Agar y =/(x) funksiyaning x: nugtadagi Ax orttirmaga
mos orttirmasim

Ay = NAx-f ee(AX)AX (1-9)

ko‘rinishda ifodalash mumkin boisa, f(x) funksiya x0 nuqtada

differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A-Ax ga bogiiq boimagan
son, a(Ax)- Ax-*0 da cheksiz kichik funksiya, ya’ni lima(Ax) =0.

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchanligi bilan shu nuqgtadagi
hosilasi orasidagi bogianishni aniglaymiz.
1-teorema. y=/(x) funksiya x9 nuqgtada differensiallanuvchi
boiishi uclrnn u shu nuqtada hosilaga ega boiishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. y~f(x) funksiya xc nuqgtada differensiallanuvchi
boism.
U holdata’rifga ko‘ra,

Ay = AAX + a (AX)At
yoKki

s A+ oc(AX).
AX

Bundan

AX

ya'ni y=/(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y=f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega boisin.

U holda f'(xO):’\i/ImKX. A-f’(x0 belgilash kiritamiz, bunda

a(Ax) = ;Oo_(A funksiya Ax-> 0da cheksiz kichik boiadi.
Bundan

Ay = AAX +a(Ax)AX.

ya’'ni funksiyaning x0 nuqtada differensiallanuvchi boiishi kelib

chiqadi.
2-teorema. Agar y=/(x) funksiya xcnuqtada differensiallanuvchi
boisa, u holda u shu nuqtada uzluksiz boiadi.
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Isboti. y=f(x) funksiya x( nuqtada differensiallanuvcbi boisin.
Ta'rifga ko‘ra, Ay = Ato+ a(Ax)AX.

Bundan HmMA>=]T(AAX +a(Ax)Ax) =0, ya’ni funksiya xa nugtada
uzluksiz.

Teoremaning teskarisi hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lmaydi, ya’ni
funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning shu nugtada
differensiallanuvchi bo'lishi hamma vaqt ham kelib chigmaydi.
Masalan, >5x- 3; funksiya x =3 nugtada uzluksiz bo‘lsa ham, u shu
nuqtada hosilaga ega emas (2-nmol), ya’ni differentsiallamivchi einas.

Agar y =f(x) funksiya (a,b) intervalning ([a-,b] kesmaning) har bir
nuqtasida hosilaga ega boisa, u shu intervalda (kesmada)
differensiallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funksiyaning differensiali

Differensial tushunchasi

y —f (X) funksivs (a-b) intervalda anigiangan bo‘lib, x0e(a;b)
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda Ay=/"'(x0Ax+a(Ax)Ax
bo‘ladi.

3-ta’rif. y =/(X) funksiya
orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqli
bo‘lgan bosh gismi f'(x()Ax ga
y =f{x) funksiyaning x@ nuqtadagi
differensiali deyiladi va dy (yoki
df(x)) bilan belgilanadi:

4'=]"(x,,)AX. (1.10)

Erkli o‘zgaruvchi x ning, ya’ni
y - X funksiyaning  differensialmi
topamiz.
y'=x'=1bo‘lgani uchun (1.10)
formuladan dy=dx=Ax kelib chigadi, ya’ni erkli o‘zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng: ax = Ax.
Shu sababli (1.10) tengSikni quyidagicha yozish mumkin:

dy = f'(x a)dx. (1.11)
boshgacha aytganda, funksiyaning differensialifunksiya hosilasi bilan
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erkli o zgaruvchi dijferensialining ko paytmasiga teng,
(1.11) tenglikdan /'(xp :a boiadi, ya’ni funksiyaning xa
X

nugtadagi hosilasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialining
argument differensiali nisbatiga teng.

Differensialning geomettik ma’nosi

Differensialning geometrik ma’nosini aniglaymiz. Bunig uchun
y =f(x) funksiya grafigiga M0(x0;/(*,,)) nugtada MT urinma o‘tkazamiz
va bu urinmaning x0+ Ax nugtadagi ordinatasini qaraymiz (4-shakl).
MNQ uchburchakdan NQ =1tgg0Ax=dy ekanligi kelib chigadi.
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, tgq,=/'(*,,).
Bundan NQ=f'(x0Ax = dy.
Demak, >=/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi differensiali funksiya
grafigiga MO(x0;f(x0)) nugtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga
teng. Bu jumla differensialning geometrik mu 'nosini ifodalaydi.

Differensialning tagribiy hisoblashlarga tatbiqi

Ko‘pchilik masalalami yechishda y-f{x) funksiyaning X(
nugtadagi orttirmasi funksiyaning shu nugtadagi differensiaiiga tagriban
almashtiriladi, ya’ni Aystdy deb olinadi. Buni 7/ (*)«/(x0)+/'|>W/ix
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A migdoming taqribiy
giymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

1". A ni x nuqgtada biror f(x) fiinksiya giymatiga tenglashtiriladi:
n=7),

2°. xihi nugqta x ga yaqin va f(x,) ni hisoblash qulay qilib
tanlanadi;

3°. f(x0) hisoblanadi;

4°. /'(*,,) hisoblanadi;

5°. x0, f(x,;), fix,,) qiymatlar /(x)«/(x0)+/'(10dx formulaga
go‘yiladi.

3-misol. 2,0083 ning tagribiy giymatini toping .

Yechish.

1° N=2,0083 /(x) =x3deymiz, uholda f(x) =A va x=2,008;
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2\ x0=2 deb olamiz;
3" A1x,)=23=8;
4°, f'(x) =3x\ f'(xp=12

5 fix) * /(*,) + £ (x0)\x =8+ 12- 0,08 = 8,096.

5.1.5. Mashqlar
1. Hosila ta’rifidan foydalanib, funksiyalaming hosiiasini toping:
1)/(x) =n/37-1;
3)/ (*) =rtg2x; 4)/(n") =chlx.

2./ '(x0)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:

Dfix) =e-f, xc=0; 2)70) =ta(l- 4x), =0;
3)/(*) =/"2x-j j xa=n\ 4)fix) = . x0=1.

3. Berilgan funksiyalaming £{x0) va flI{x0) hosilalarini toping:

1)/(w)=13*-21 x,,=|; 2)H{x)=\x-2\ +\x+2\, x0=2:

?

f X agar x<2 bo'lsa, n? r .
] 4) f{x)-yie -1, jeo- 0.

3 =
)y jc +3jc agar x > 2 bo Isa,x0=2,

4. Moddiy nugta Ox o‘qi bo‘ylab x=—-2il+3t gonun bilan

harakatlanmoqgda. Qaysi nuqgtalarda moddiy nuqtaning harakat yo‘nalishi
o‘zgaradi?

5. Moddiy nugta s =s{t) qonun bilan to‘g‘ri chiziqli harakat qilmoqda.
Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi aim/c1) ga teng bo'ladi?

1)i(0 =2r3-\é + 3; +1I(m), a=19; 2)sit) =/3 2t2—M +UT),a=9.

6. 0 ‘tkazgich orgali o‘tuvchi tok migdori /=0 vaqgtdan boshlab q -3/2-1
gonun bilan aniglanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniglang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani
differensiallash

Funksiyaning hosilasi ta’rifidan foydalanib, ikki funksiya
yigindisi, ayirraasi, ko‘paytmasi va boiinrnasini differensiallash
goidalarini keltirib chigaramiz.

I-teorema. Agar u=u(x) va y=v(x) funksiyalar x nugtada
differensiallanuvchi boisa, u holda bu funksivalarning yigindisi,
ayirmasi, ko‘paytmasi va boiinmasi (boiinmasi  v(x) ¢oshart
bajarilganda) ham x nuqtada differensiallanuvchi  va quyidagi
formulalar o‘rinli boiadi:

1L wxv)=u+vVv; 2. (msv)' =uv+Vv'u; 3. —% = ) (v =£0).

(
\v

Isboti. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar hagidagi teoremalardan
foydalanib topamiz:

(it+ v)' =lim + AX) £ \RX+ ~ 1 =
= Hmfu(x + ~ FY(X+AT)-y(X)A
AW\ AX AX
= |mm(-)i-f--é-x-) eI, Iimv(z(-:--'-b-\-)i-)--y-(x)llm— fmm— e‘u ZV.
o AX AX JTMC Ax *->0 Ax
2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremade
foydalanamiz: x nuqtada differensiallanuvchi m=u(x) va v=v(x)

funksiyalar shu nuqgtada uzluksiz boiadi. Shu sababli Ax-»Ci da
Am—>0 va Av-»0.

(Umv = Jim Uix + ~ ’V(Xﬁ*f‘ ~U(X)'[X) =
- lim ’(v'xH ~ XY vrr) _
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n(x) w(x) + bi(X) BAV + V(X) -JTn + OM <Av - U{X) m/(x) _
Ax

— limfv(x) B— +u(x) B— + Ave— 1=v(x) dim— +m(x) dim? +
AX A A TN0AX A

+ limAvelim—-=n-v+u-v'+ Q-n'=u'v+ vu.
Nr->0 Nx-»0 4 y
nix+ Ax) un(x) nx) + Am - u(x)
3 -1 =limVX+~ ~dim Ux}+ Av - vA
vy AX ane AX

~on(x) y(x) +v(X) man—un(x) v(X) - n(x) AV _ "~ veAv- 1 BV

n-% AX «(V(X) + Av) s(X) Ax(V2+ VIAV)
v-2 A A wdim 2
_ur  Ax AX _ AX AX_uv vu
# vl+veAv V2+ v-limAv v2

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

y =f(x) funksiya teskari funksiya mavjudligi haqidagi teoremaning
shartlarini ganoatlantirsin va x = <p(y) teskari funksiyaga ega bo‘Isin.
2-teorema. Agar y =fix) funksiya X nugtada /'(x)*0
hosilaga ega boMsa, u bolda x=(piy) funksiya mos v=fix) nugtada
differensiallanuvchi bo‘ladi va

(piy) = 1 ya mt X'~ —1.
fix)

Ishoti. x ~ (piy) funksiyaning argumenti y ga Ay”~O orttirma
beramiz. U holda y =fix) funksiyaning gat’iy monotonlidan x = <piy)
funksiya AX™O orttirma oladi. Shu sababli A—y_ ol kabi  vozish

Al Ay
AX
mumkin.

x = (piy) teskari funksiya y nugtada uzluksiz bo‘lgani uchun
Ay™Q da Ax >0 bo‘ladi: Ax-»0da oxirgi tenglikning o‘ng tomoni

—— (/'(*)* 0) ga, chap tomoni g(y) hosilaga teng bo4ladi.
7'(*)
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Demak,

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya
hosilasining teskari giymatiga teng.

5.2.3. Murakkab funksiyani differensiallash

y=f(u) va n=d¢() boisin. U holda y=fig>(x)) funksiya erkli
argumenti x dan va oraliq argumenti u dan iborat murakkab funksiya
bo‘ladi.

3-teorema. Agar u=<p(x) funksiya x nugtada <p'(x) hosilaga va
y =f(u) funksiya mos u-<p(x) nuqtada f'{u) hosilaga ega boisa, u
holda f{(p(x)) murakkab funksiya x nuqgtada differensiallanuvchi
boiadi va

Y\x) =f'(u)(p'ix).

Isboti. y=f(u) funksiya n nugtada differensiallanuvchi boigani
uchun Ay=f'(u)Au +a(Au)Au boiadi.
Bundan

Ay .Aun .. 4Am
M:f iU)A{+«(AM)‘;&)-(~I

u=(p(x) funksiya x nugtada hosilaga ega. Shu sababli u=<p(X)
funksiya  x nugtada uzluksiz va Ax->0da An 0.
U holda
lim— —/(W)|Im— + I|ma (Am) -Ilm—
B0 pn- <> Ap-
Bundan
y'ix) =T (1) m(p\x) + 0 =p\x)
yoki
y'(x) = f'(u)-<p’(x).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan
funksiyaning oraliq argument bo Yyicha hosilasi bilan oraliq
argumentning erkli argument bo yicha hosilasining ko paytmasiga
teng.

Bu goida oraliq argumentlar bir nechta boiganda ham o‘z kuchida
goladi. Masalan, y =f(u), n=g(v), v=h(x) boisa, y[ =y[ mu[ ' boiadi.

282



y=f(u) va u=(p(x) differensiallanuvchi va y =f{g>(x)) murakkab
funksiyani hosil giluvchi funksiyalar bo‘Isin.

Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko‘ra, yr=y'u\
bo‘ladi.

Bu tenglikning har ikkala tomonini dx ga ko‘paytiramiz:

y[dx = y[u[dx.
Endi yxdx=dy va u[dx=du ekanini hisobga olsak,
dy = y[du.

dy=y[dx va d)y=y[du formulalarni solishtirish ko rsatadiki,
y =f(x) funksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror
argumentning fiinksiyasi bo‘lishidan gat’iy nazar bir xil formula bilan
topiladi.

Differensialning bu xossasiga dijferensialning invariantlik xossasi
deyiladi.

dy = yxdx formula tashqi ko'rinishidan dy=y[du formulaga o‘xshasa-
da, aslini olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli
o‘zgaruvchi va shu sababli dx=Ax, ikkinchi formulada esa u
funksiya x ning funksiyasi va shuning uchun du”~Au.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalami
differensiallash formulalaridan hamda yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va
bo‘linmani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1. O‘zgarmasfunksiya: y=C(C eR).

0 ‘zgarmas funksiya xeR da o‘zining giymatini saglagani
uchun ixtiyoriy nugtada uning orttirmasi nolga teng boiadi.

Shu sababli

(©)'= KB, = Waom = O

2, Darajalifunksiya: y= ,bundaaeR a*o0.
Bu funksiya uchun x >Oda
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Bundan

Endi Ax-»0 da II+—? -1 ~ a— ekaniiginihisobgaolsak,
X X

h'rr/1_\—y = x i m’l‘§ )t =X ahmaAX = x "lim 2-ax

nmoO N*-*y A x AXx =X Nir-"° x
boiadi.
Demalk,
(xay =axa\
Xususan, f—1=— — (1/x) =—"=

Vxy X 2vXx

3. Ko ‘rsatkichlifunksiya: y =ax, bunda asR, a>0, a®l

Bu funksiyaning orttirmasi Ay =ax#& - al=ax(a'w- 1) boigani uchun

—:ax-~-|b}z—- boiadi. Bundan Ax-»0 da a”~]~AX\na ekanini

[Ix

hisobga olsak,

Z
QO
-}
1

—X

. Axina ri
m =a Ina

*SAX JBEO X M Ax

(@*)'=a'Ina.

Xususan, (e*)'=e\

4. Logarifmikfunksiya: y=logax, bunda aeR, a>0, a* 1
j =logox funksiya x-a funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi
banddagi formulaga ko‘ra, x(y) =aylna.
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U holda
| 1

1) = x'(y) ay\na xlna

Demalk,
log, X)' = ——.
(log, X) T
Xususan, (taxy 1

5. Trigonometrikfunksiyalar.

1)7 =sinx funksiyaning orttirmasi

- . Ay f Ay
Ay =3%in(x + AX) - sinx =2sin— cosl X +—
va
( AX
2sin—_ COS X H-----
= V_12
AX AX
Bu tenglikdan Ax->0 da sin~~ ni hisobga olib, topamiz:
, 2— cos(xh--%)-(/}
ﬁm— = Iiim----f----------v- ---------- = lim cos(x + = = coslx+ 55 = CoSX.
<wWO0AX  J-9 AX -9 v
Demalk,

(sinx)' = cosx.

2) y =cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

(cosx)'="sin”™-xjj =cos™ - xj= - Xxj =cos(-"-xj m(-!) =-sinx.

Demak,
(cosx)'=-sinx.

3) y =tgx funksiyaning hosilasini bo‘linmaning hosilasi

formulasidan foydalanib topamiz:

(tgx)' - (8'nx1 _ (sinx)'cosx-(cosx)'sinx _ cos2x-rsin2x _ 1
VCOSXj Cos X COos X cos X
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Demak,

1
(t9)' = -
COSs x
4) y =ctgx funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyanir

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

Y, cos-—x!
U

Demak,
(ctgx)' = — 74 -.

6. Teskari trigonometrikfunksiyalar.

)y =arcsinx funksiya x =siny funksiyaga teskari.

Bunda x'(y) =cosy =()fl-sin2y = vI-x2

U holda
1
NW ==- %_ =-]=
x'(y) ‘J/l—xZ
Demak,
|
(arcsinx)' =
4\ -x2"
. . . . . 7t
2) y =arccosx funksiyaning hosilasmi arcsinx +arccosx = w
formuladan foydalanib topamiz:
_ . J
(arccosx)' =(-2-arcsinjc  =-(arcsinx)'=— ~ ——
Demalk,
(arccosx)'=— 1
N 7 '

3) y = arctgx funksiyaning hosilasini teskari  funksiyaning
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hosilasi formulasidan foydalanib topamiz:

Vv 1 2 1 1
garctgx) = -------- =cos y=;
(tgy)’ I+ tg*y I+ X1

Demalk,

arctgx)'= 1
(arctgx) |+x2

4) arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx + arcctgx:1 bog‘lanishga

ega.
Bundan ,
arcctgx)' = (—- arcctgxl =-{arctgx)' = --—- .
( %) \é % ¢ 99 I+ x
Demak,

arcctgx)” =
( 9x) | +x

1-misol. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.
Yechish.  Differensiallash qoidalari va y=ex funksiyaning

hosilasidan foydalanib topamiz:

t

(yfo) =f-— ) =e =chx, ya'ni (shx)'=chx;
t
(chx)' =f j =~~~ =shx, ya’'ni (chx)' =shx;
(thx) :fS_hX] (ShXA_E_I’R(_ ?.rlz(__%hx) P_I'J_Z_(_ _S_I'I_Z_( _rl’ ya hi .(tﬁx)N:
cfoty chx ctfx eftx
f
(Cr? ) _Fc/ml‘l __SZE_Z_E__ _(Et]_%f_ _____1_’ ya n| (Cter) = 1
\shxJ sfrx sh x sh x

5.2.5. Differensiallash qoidalari va hosilalar jadvali

Kehirib chigarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
funksiyalaming hosilalari formulalarinijadval ko‘rinishida yozamiz.
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Amalda ko‘pincha murakkab funksiyalaming hosilalarini topishga
to‘g‘ri keladi. Shu sababli quyida Kkeltiriladigan formulalarda «*»
argument «u» oraliq argumentga almashtiriladi.

1L (uxv)=n Vv, n-u(x), v=v(c) - differensiallanuvchi

funksiyalar;
2. (u=)' =uv +uv', xususan {Cn)'=Cu', C -0‘zgarmas son;
'cY _cv
W \Z

4. y[ :—1, agar y =f(x) va x =g>(y);
X

1. (C)y =0;

2. (bI") =cwr*= -n', xususan f— =—\-u', (VW =—
\uj n 2Mn

3. (a*)'= a*\na-u’, xususan (e“)'=e"-u;

4. (IOgaU)' = mmeeeee u, Xususan (lnu)’ =--u;
nina "

5. (sinw)' = cos«-w"; 6. (cosM)' =-sin« «’;
7. (tgu)'- — 8. (ctgu)’ —------7 —;
cos' 1 sin n

9. (arcsinu)l=-iFL==m"; 0. kareoosth)' =-
Vi-ul Vb7

11. (arctgu)'=—  m\ 12. (arcctgu)' = ------ - ;
1+w J+11

13. (shu)' =chum 14. (chu)'=shu-wn’;

15. (thu)'=—

O 16. (cthu)' - . n.
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Keltirilgan  diferensiailash  qoidalari va asosiy elementar
funksiyalaming hosiialar jadvali bir o‘zgamvchi funksiyasi differensial
hisobining asosini tashkil giladi. Ulami bilgan holda har qganday
elementar funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana
elementar funksiya hosil bo‘ladi.

4-misol. /(x) =5“+arcsinx +xInx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2. goidalari va
3,4,9-formulalaridan foydalanildi.

t t
5X+arcsinx +xInx)' =(5*) + (arcsinx)' + (xInx) =5*105 +
+—=l= +x'Inx + x(Inx) :5*In5$..y +1|nx+X-—=
m]l-x1 n/r-x2 X

—=5xIn5 +—=L = +Injr +1.
X n/r-x2

5.2.6. Logarifmik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun awal berilgan
funksiyani logarifmlash, so‘ngra differensiallash magsadga muvofiq
bo‘ladi. Bu jarayonga logarifmik differensiallash deyiladi.

(x-+j).s/(r- 2)4=2
(x-4)

X
3- misol. y = funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orgali
topish mumkin. Ammo bu jaroyon katta hajmga ega. Shu sababli
logarifmik differensiallashni qgo‘llaymiz. Buning uchun funksiyani
logarifmlaymiz:

4
iny =In(x3+1) +—n(x- 2) +xIn2- 31n(x - 4).

Bu tenglikning har ikki gismini x bo‘yicha differensiallaymiz:

Ly L824 1 iy _ga
y Vv +! 5 x-2 X-4

Endi bu tenglikdan y ni topamiz:



yoki

(X3+ 1)-~-2)4-2
(x-4f

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari fagat logarifmik
differensiallash orqgali topiladi. Bunday funksiyalaming qatoriga
darajali-ko rsatkichlifunksiya deb ataluvchi y =uv funksiya kiradi, bu
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning differensiallanuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz:

Iny =v-lnu, —V'=v'lInu+v— u', ¥y =y\VInu-\-----
y* " \% n)
Bundan
(ti)y' =n Inu-v'+v-u' V. (2.7
(2.1) formulani eslab qolish qgoidasini ifodalaymiz: darajal
ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi u=const shartidagi ko'rsatkichli

funksiya hosilasi bilan v=const shartidagi darajali funksiya
hosilasining yig‘indisiga teng.

4-misol. y =x*“x funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:

y = mnx &(-sin 3jc) <8+ cos3X =‘“'n ' <l
yoki
y 1.®s3x-3x"s* -hix-sm3x.

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rmishda berilgan
funksiyalarni differensiyallash

t o‘zgaruvchining x=<p[t) va y=y/(t) funksiyalari biror T =(a;fS)
intervalda anigiangan bo‘lib, bu intervalda o>\t), y/'{t) hosilalar va
jc=(p() funksiyaga teskari t=d(x) funksiya mavjud bo‘lsin. Agar
x=gj(t) funksiya gat’iy monoton bo‘lsa, t=<>X teskari funksiya bir
giymatli, uzluksiz va qat’iy monoton bo‘ladi. Shu sababli y =u/(d(x))
murakkab funksiya mavjud bo‘ladi. Bunda y =f(x) funksiya »x= <p(t) va
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y =i/Ar) tenglamaiar bilan parametrik ko'rinishda (t parametrli)
berilgan deyiladi.
y =f(x) funksiya

[x = <p(®),
jy=4/(t), teT

parametrik tengiamalar bilan berilgan boisin. U holda t=d(x) teskari

funksiya mavjud va uning hosilasi &'(x) boiadi. Shuningdek,

y =w/(p(x)) murakkab funksiya hosilasi yl =y/'(dp(x))dp'(x) bo‘ladi.

Bundan

yoki

2.2)

|X= 3cos”, boi i topi
L. olsa, Yyx ni toping.
=4sini Y ping

Yechish. y

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan, ya'ni x va vy
o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish F(x,y) =0 ko‘rinishda berilgan
boisa, funksiya oshkormas ko rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har qanday y=f(x) funksiyani oshkormas
ko‘rinishda f(x)-y =0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(x,y)=0 tenglamani y ga nisbatan yechish
hamma vaqt ham oson emas, ayrim holiarda esa umuman mumkin

emas.
Funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, F(x,y) funksiya

x ning murakkab funksiyasi, ya’'ni bunda y=y(x) deb qaraladi
va F(x,y) =0 tenglikning chap va o‘ng tomoni x bo'yicha
differensialanadi, so‘ngra hosil boigan tenglamadan y' topiladi.

291



6- misol. y-axgtgy-x* =0 boisa, Y ni toping.
Yechish.  Tenglikning har ikkala tomonini x bo‘yicha
differensiallaymiz:

Bundan

yoki

5.2.8. Yuqori tartibli hosilalar va differensiallar
Yuqori tartibli hosilalar

f(x) funksiya biror (a;b) intervalda anigiangan boiib, shu
intervalda differensiyallanuvchi boisin. U holda f'(x) hosila xe(a;b)
ning funksiyasi boiadi. Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini garash mumkin.

/'(*) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. /(x) funksiyaning f'(x)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi
tartibli hosila mavjud boisa, bu hosiladan olingan hosila uchinchi
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yugori tartibli hosilalar y*,y",yw ,y(\..

(yoki /"(x),/"(xX),/a(X),,.../ W(*),... yokKi kabi

belgilanadi.

7-misol. y =x3Inx boisa, v's(3) ni toping.
Yechish. y =(x3)'Inx +x3(Inx)"' =3x2Inx +x’—=x2(3inx +1);
X

y" = (x2(3!Inx +1))' =(x2) (31nx + 1) +x2(31nx -N)r=
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- 2x(3Inx +1) + x2 m—=x(63nx + 5);
X

5
ym- (x(61nx + 5))' =x'(6)nx +5) +jc(6lnjc+ 5V =61lnx + 5+ x =—=61nx 4 11;
X

ym =(61nJC +11)' =—
X
Bundan
Y'4(3)=~=2.
Funksiyaning yugori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha
oidingi tartibli hosilalarini topish kerak bo‘ladi. Biroq, ayrim
funksiyalaming wu-tartibli  hosilalarini topish imkonini  beruvchi

formulalar mavjud. Masalan, quyida Kkeltirilgan formulalar bunday
formulalar gatoriga kiradi:

1. (a*)I1~axin"a (a>0), (exf” =ex; 2. (sinx)1” =sin x+n;
3. x9t"=a(a-1)...(a —n+Dxa™a sR; 4. (cosx)DD=cos™x , W\
5. (nx) (1" («-1)L 6. (M2V)W=u() zvw;

7. (Cm)(, =Cu™: 8. («-v)w=1:0

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.
3. (xD)” =a(a-\)...(a-n +)x*~",aeR ning isboti.
Yy =Xa, y'—ax, y’=a(a -X)xaz
y’=a(a-l)(a-2)x“3 Y-l=a(a-l)...(a - n+\)x“"
Shunday qilib,

(x)I0=a(a )...(a —n+ Ix“~"ae R.

4. (cosx)() =cos! x j ning isboti.
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y~cosx, y =-sm.x=cosl x +—I, vff=-cosx - cos x+2e—L
vV 2) 2

f
VvV =smx = s} x-f3 = , yI"=cog™+ («—)m  =cosf’™X+ne
Demak,
(cosx)<) = COS™X +
5 (Inx)w=" -----— — ning isboti.
"

y =Inx, v’:-x:x'l / =-1-x2, ymE(-D)(—2)x~" =(-1)2<lm &, ...,

=(-1)-1.1m = «n- x- =

Shunday qilib,

(InxX)w =

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi

M moddiy nuqgta n=M/) gonun bilan to‘g‘ri chiziqli harakat gilsin.
U holda s'Jj) moddiy nuqtaning t vaqtdagi tezligini ifodalaydi:

s'Al) = v(I).

Nugtaning i vagtdagi tezligi v(t), t+ At vaqtdagi tezligi v(0 + Av
boisin, ya'ni At vagt oralig‘ida nuqtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.

v nisbat to g ri chizigli harakatda nuqtaning At vaqt oralig ‘idagi

o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning At 0 dagi limiti M
nugtaning berilgan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a(t) bilan

belgilanadi: \m\~ = a{t), ya’'ni v'(t) = a(t).

Shu sababli
a(t) =

Demak, moddiy nugta harakat gonunidan t vaqt bo‘yicha olingan
ikkinchi tartibli hosila to‘g‘ri chiziqli harakatda nuqtaning t vaqtdagi
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tezlanishiga teng. Bu tasdig ikkinchi tartibli hosilaning mexanik
m a’nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko ‘rinishda berilgan
funksiyalarningyuqori tartibli hosilalari

y —f (x) funksiya

| x =(KO,
Ny=vyl(t), lel

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
U holda

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash
goidaiariga ko‘ra,

(2.3)
Shu kabi
e th,.00
va boshqga hosilalar topiladi.
S- misol. {flyx::((lt_'scrorlz‘ bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

Yechish. (2.2) formula bilan toparniz:

, (@(- cosf)) _ asm? _ siiU t
(a(f-sin/))" a(l-cosf) 1-cos»'

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



Y\ hosilani (2.3) formula ustida aknashtirishlar bajarib, quyidagicha
yozish mumkin

yIi=bl n & .. (2.4)
(*)

y=/(x) funksiya F(x,y) =0 tenglama bilan oshkormas ko‘rinishda
berilgan bo‘lIsin.

Bu tenglama x bo'‘yicha differensiallansa va y' ga nisbatan
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgaii birinchi tartibli hosila
x bo‘yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chigadi. Bu
hosilada x, y, y lar gatnashadi. lkkinchi tartibli hosilaga topilgan 7/

ni go‘yib, y" ni x va y orqali ifodasi aniglanadi.

9-misol. bx2+a2yr=a22 bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
goidasidan foydalanib topamiz:

(bX2+azy2)'= (adb2)', b2mwx +a2 -2yy'=0.

Bundan
_b2x
ay
U holda
b2 x
ixV B2 xy-yk B xly B2 Xmy Y
ay a vy a vy a

bl xb2+a2y? b2az?2 b*
~ aZ aZy 3 _ aﬁy 3 aZy 3"
Yuqori tartibli differensiallar

Biror (a:b) intervalda differensiyallanuvchi y =f(x) funksiyaning
dy =y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli dijferensial deyiladi.
U holda
d(dy) - d(f'(.x)dx) = (f'(x)dx) ax=f(x)dx mdx

differensiaiga ikkinchi tartibli dijferensial deyiladi va
d2y =f"(x)dx2 (2.5)
kabi yoziladi, bu yerda dx2 bilan (dx)2 belgilanadi.
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Ikkinchi tartibli differensialdan olingan differensial uchinchi
tartibli differensial deyiladi va hokazo. n-tartibli differensial
deb (n-1)-tartibli
differensialdan olingan differensialga avtiladi va d"y=f w(x)dx* kabi
yoziladi,

Bundan yw{x):g—"-, ya'ni y=f(x) funksiyaning wn-tartibli
X

hosilasi funksiya wu-tartibli differensialning argument differensialining
w-darajasiga nisbatiga teng boiishi kelib chigadi.

10-misol y=x4+3x-1 boisa, d'y ni toping.

Yechish. y m4x3+ 3, y"=12x2, yn=24x.

Bundan
d*y = ynf{x)dx3=24xdx\

Yugorida Kkeltirilgan formulalar x erkii o‘zgaruvchi boiganda
o‘rinli boiadi. Agar y=/(x) funksiyada X boshga bir  erkli
0 zgaruvchining funksiyasi bo ‘lsa, yuqori tartibli differesiallar
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz.

Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d2y =d(f'(x)dx) =d(f(x))dx + f'(x)d(dx) =f(x)dx-dx +f'(x)d 2,
ya’ni
dly =f(x)dx2+f'(x)d x. (2.6)

(2.5) va (2.6) fonnulalami solishtiramiz: murakkab funksiya uchun
ikkinchi tartibli differensial o‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi qo‘shiluvchi
f'(x)d x hosil boiadi.

Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi boisa, u holda

d2 =d(dx) =d(ledx) =dx-dl =dx-0=0
va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o ‘tadi.

11- misol. y—x2va x=sku boisa, d2y nitoping.

Yechish. y'=2x, y’=2, dx=costdt, d =-sintdt2

(2.6) foj-mulaga formula bilan topamiz:

d2y =2dx2- 2xsintdt2=2(costdt)2- 2sint sintdtl =
=2co0s2tdtl- 2sin2tdt2=2cos2tdt2.
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Boshqga yechim: y =x2va x =sinr.

Bundan

_y=sin2f, ¥ =2sin?cosf =sin2£, y’ =2cos2f.

U holda

d2y =y’dt2=2cos2tdtl

5.2.9. Mashqlar

1. Differensiallash qoidalari

funksiyalaming hosilasini toping:

1) V=3x4— x3+In2;
u 3

3)y -—= +3x2l[x -
"X *177
Xex-e~
5)y =
7 xtax
)y Inx-1
cos,
9)>.:1+ X
l-cos*

11)y=tgx-ctgx\

12)y - x™-shx
xshx-chx’

15)j< =logl ¢;
17)y =n/4-3x2;

19)y =cos’ x - sin4x;

21)y =VT jr +xarcsrax;

2 1-3%

25 = tgT>x+\acos23x

va formula)aridan foydalanib,

2)>>=Ex6+3x4-2x;

4) pVx — a1
X

3x5’
r™+3*,
6"
~Ix-3*"
Inx +e*
8),=
Inx-el’
i+fgt.
10 -
) y l-ng,
XSinXx-cosx
12).v =

X COSX +5sinx

14)y =thx +cthx,
16)>>=4sm2x-31gx+4cos2x;
18) y = arcsin s/x;

6 I3
22)>-=In(e2r +1)-2arctgex;

24)y =logx xx;

26)y =e""*(sm3x +cos3x);

beril



2. Berilgan x =<p(y) funksiyalar uchun / hosilani toping:

Iy
1) X=----; 2) X=e-y\ 3) X=2siny; 4) X =3ctgy.
) X=45 ) x=ey ) x=2siny ) Xx=3ctgy

3. Quyidagi sonlarni differensial yordamida tagriban hisoblang:
1)~ 3* 2) 1g10,21; 3) ctg 45°10°%; 4) 3,0133

4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi taqribiy giymatini
differensial yordamida hisoblang:

5. Berilgan funksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:

V)y =x(Inx~I); < 3) Y =cos22x;

4)y =asmr X 5) y =3* 6) Y =In5cosjr.
6. Berilgan hosilalar uchun y" ni toping:

1)y =(jt' - )J;  2)y~e2xcosx; 3) y = (@ +xDarctgx; 4)y =x2Qnx-I).
7. Berilgan funksiyalar uchun yw(0)ni toping:

1)_y = sm5:>ccos2i-; 2)y =XCOSX; 3) y =X2smx; 4) y =xZer.

8. Oshkormas funksiyalarning hosilasini toping:



10. Berilgan egri chizigga Ma(x0,y0) nuqtada o°‘l:kazilgan urinma va normal
tenglamalarini tuzing:

2) y =sinx, Ma(/r,0);

3) y =x>+X1- 1 egri chizigga y =x2 parabola bilan kesishish nugtasida;

1+r1
4) —+Y"=1 MP-JI 5) N~ 3’ 17022 B6\X=Sm2 M
9 25 15 ) v=—-L (22>, )[y=0032t, (2 2;
y t2 t

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREMALARI

5.3.1. Ferma teoremasi

Differensiallanuvchi funksiyalaming nazariy va amaliy ahamiyatga
ega boigan teoremalari bilan tanishamiz.
1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya (a;b) intervalda
anigiangan bo‘lib, bu intervalning biror ¢ nuqtasida o‘zinmg eng katta
(eng kichik) giymatiga erisbsin. Agar funksiya c¢ nuqtada chekli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda
f\c) =0

bo'ladi.

Isboti. Aytaylik, y =f(x) funksiya ce(a;b) nuqtada o‘zining eng
katta giymatiga ega bo‘lsin. U holda Vxe(a;6) uchun f(x)<f(c), ya'ni
f(x)-f(c)< 0 bo‘ladi.

y =f(x) funksiya ¢ nuqgtada
hosilaga ega. Shu sababli bu nugtada
funksiyaning o‘ng va chap hosiialari f(Q

mavjud va
M
X-C
/ »=,b,1 n ™ r0(x<c,>
0 X~C
o
fi(c)=/»=/m\c)
5-shakl.

bo‘ladi.
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Bu munosabatlardan f'(c) =0 boiishi kelib chigadi.

Funksiya c¢ nuqtada eng kichik giymatga ega boigan hoi uchun
teorema shu kabi isbotlanadi.

Ferma teoremasining geometrik taigini quyidagicha boiadi:
y —f (x) funksiya ¢ nuqgtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va
f ’(c) hosila mavjud boisa , f(x) funksiya grafigiga M(c;/(c)) nugtada
o‘t.kazilgan urinma Ox o‘gga parallel boiadi (5-shakl).

[a-b] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o‘rinli
bo Imaydi, Masalan, /(x)=x funksiya [0;]] kesmada o‘zining eng
katta (x =1 da) va eng kichik (x =0da) qiymatiga erishadi. Bu
nugtalarda hosila f'(x) =1*0.

5.3.2. Roll teoremasi

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiya \afp\ kesmada
aniglangan, uzluksiz va f(a) =f(b) boisin. Agar funksiya (crh)
intervalda differensiallanuvchi boisa, u holda shunday ce(a;b) nugta
topiladiki,

/'(<0=0
boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [@\b] kesmada aniglangan va
uzluksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiya shu
kesmada o'zinmg eng katta giymati M ga va eng kichik giymati m ga
ega boiadi. Bunda M =m boisa, f(x) funksiya [crb] kesmada
0‘zgarmas va shu sababli Vxe(a;6) uchun /'(*)- 0 boiadi.

\A Yy
C
fie) m Y
Ac) e
0\ I fy i
_ —\
!
! i i
1
J ' 1 T
0 a c h x o a c b X
6-shakl. 7-shakl.
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Agar M orn boisa, f(x) fiinksiya M va m giymatlardan
biriga biror ce(a;b) nuqgtada ega boiadi. Bunda Ferma teoremasiga
asosan, /'(c) =0 boiadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik taiginga ega: [a;b] kesmada
uzluksiz, (a;b) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki
nuqtalarida teng giymatlar gabul giluvchi funksiya grafigida shunday
(c;/(c)) nuqgta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga oikazilgan
urinma Ox o‘giga parallel boiadi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o‘rinli boiishini tekshiring:

1)/ (x) =x2-3nr-4 funksiya uchun [0;3] kesmada; 2)f(x)=¥x2-1
funksiya uchun f-1;1] kesmada.

YechishA) f(x)=x2-3x-4 funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil giymatga ega:

/(0)=/(3)=-4. Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli
boiadi. x ning /'(x) =0 boigan giymatini topamiz: /'(*) =4jc-3 =0.

Bundan x =—.
4

2) f(x) =\ixY- 1 funksiya [41] kesmada uzluksiz, /(—)=/(1)=0,

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli boimaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). /Z(*) funksiya [a;b] kesmada
aniglangan va uzluksiz boisin. Agar funksiya (a;b) intervalda
chekli hosilaga ega boisa, u holda shunday c e (a\b) nuqta topiladiki,

Ca (3.1)

boiadi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

F(x) =f(x)-f(a)~
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funksiyadan foydalanamiz. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya \ab] kesmada
intervalda hosilaga ega bo‘lgani uchun

aniqgiangan, uzluksiz va (a;b)
kesmada anigiangan, uzluksiz va (a;b)

F(x) funksiya ham [a;b]
intervalda hosilaga ega bo‘ladi.
Bunda
FAX) = f\x)- J ) fia). F(a)=F(b)=0. (3.2)
-a
Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. U holda biror ce(a;b) nugta uchun F'(c) =0,
—~ ~ =0 bo‘ladi.
b-a
Bundan
L . T = T
b—a
Teoremaning geometrik talginini beramiz.
giymat funksiya grafigining Af(a;f(a)} va B(b\f(b))

b-a
nuqtalari orgali o‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniqglaydi.

Teoremaga k.o‘ra, shunday c e (a:b) topiladiki, C(c;/(c)) nuqgtada funksiya
grafigiga o‘tkazilgan urinma AB kesuvchiga parallel bo‘ladi (7-shakl).

(3.1) tenglikdan

f{b)-f(a) = f'(c){b-a) (3.3)

kelib chiqadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar

formulasi deyiladi.
Agar a=x, b-—=x+ Ax desak, bu formulani
f{x + AX)- fix) = f'{c)Ax (3.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
ce (a;b) bo‘lgani uchun c=a+sd¢ -a), 0<s <1, deyish mumkin.
U holda (3.4) tenglik
fix 4 AX)- T (x) = f'(Xx +s AX)AX

ko‘rinishm oladi.
Langranj teoremasi yordamida

anigligini baholash mumkin. Buning uchun fix)

Ay~dy  tagribiy tenglikning
funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz f(x) hosilaga ega boisin deb, topamiz:
Ay-dy =(f(x +AX) - £(x)) - f'(x)dx = /'(C)AX - f'(X)AxX =
=(/"(c)_f'(x))Ax = f"(ct)(c —)AX, bu yerda ¢, s (c;x).
Demak, Ay-dy = f'ic!)(c-x)Ax M :Mf”(x)\lbo‘lsin.
k- xI<Axva /"(c,)< Mtengsizliklami hisobga olib, topamiz:
\&y-d)\ <M\ Axj2.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga teng
boisa, funksiya shu intervalda o‘zgarmas boiadi.

2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega
boisa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchiga farq giladi.

. . t -
2-misol. arcsinx +arccosx =—, xe[-1;1] ekanini isbotlang.

Yechish. /(x) =arcsinx +arccosx deb olsak, (-1;1) oraliqda
/'(*) = —77=f=0.
WV1- x  n/1-x

U holda 1-natijaga ko‘ra, /(x) =C, ya’ni arcsinx+arccosx=C. C
ning giymatini topish uchun x ga (—%1) intervaldagi giymatlardan

P R R . . 71
birini, masalan, x=0 ni go‘yamiz: arcsinO+arccosO=C yoki —=

Bundan

. n
arcsinx + arccosx = ?

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar [a,b]
kesmada aniglangan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (a;b)
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a;6) uchun g'(xX)*Q
boisa, u holda shunday ce (a\b) nuqta topiladi va

m -m _/'c)

(3.5)
g(b)-g(d) g'(c)

boiadi.
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Isboti. Teoremaning g'(x) ¢0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga
ega bo‘lishi uchun g(b) * g(a) bo‘lishi kerak. f(x) va g(x)
funksiyalardan ushbu

F(x)=f{x) - f(a) - “87))
g(b)-g(a)
funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [agp\ kesmada anigiangan, uzluksiz va
(a;b) intervalda hosilaga ega.
Bundan tashgari,

F'x)=f(X)- mg'(x), F(a)=F(b)=0.
g(b)-g(a)
Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi va biror ce (a;b) nugtauchun F*(c)=0, ya’'ni

nc)_.m z m .gXc)=0
g(b)-g(a)
bo‘ladi.
Bundan
m -m =/')
g(b)-g(a) g (c)

5.3.5. Lopital teoremasi

5-teorema FO— Ko'rinishdagi anigmaslikiarni ochishning Lopital qoidasi I.

x0 nuqgtaning biror atrofida f(x) va g(jc) ftinksiyalar uzluksiz, differen-
siallanuvchi va g'(x) 0 bo‘lsin. Agar limf(x) =0, limg(x)=0 va

t->r0

lim "™ =« (chekli yoki cheksiz) limit mavjud bo‘lsa, u holda
™, g (%)
(36)
9(x) 9"(x)
bo‘iadi.

Isboti. f (x) va g(x) funksiyalar uchun x0 nuqgtaning biror atrofida
yotuvchi [x0;x] kesmada Koshi teoremasini qo‘llaymiz.



Bunda
fix)-f(xJ /'(c)

iSbiw "
hisobga olinsa.
S*) =/'(C) P 7N
g(x) g'c)

hosil boiadi, bu yerda ¢ nuqgta x va xc nuqtalar orasida yotuvchi
biror son.

Jm»Xx: da ¢ ham x0 ga intiladi.

(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

hm ¢ =lim /7'(c) ,
*Ng(x) g (c)
lim =k ekanidan lim =£
= g (X) e g'(c)

Shu sababli
IimT =iaT
xwa g(x) *< g(x)
Izohlar; 1 1-teorema /(*) va g(x) funksivallar x=x0 da
aniglanmagan, ammo lim fix) =0va lim g(x) =0 boiganda ham o‘rinli
*=C x*9
boiadi. Bunda /(x0)=Ilim /(x)=0 va g(x@=Ilimg(x)=0 deb olish

X—>M0 x—».1Q
yetarli.

2. 1-teorema x-t0oo daham o‘rinli boiadi. Hagigatan ham, x =~
z

deb, topamiz:

lim~  =lim =
gx) MDJ f\ ~ ~ogi(x)
*UJ I« H| lu n,
3. f'(x) va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini

ganoatlantirsa, teorema takror goilanishi mumkin:



3- misol. lim — limitni toping.

Yechish. /0) =x2-1 +inx, g¢g(x)=e -e funksiyalar x=1 nuqta
atrofida anigiangan. lim f =i =0, a’ni - ko‘rinishdagi
qlang ¥ (x) II\T)IW g(x) y 0 g

anigmaslik berilgan.
U hoida 1-teoremaga ko‘ra,

limWw =limiM = =2 .
-1g(x) g(x) ~» e

Demak,

Ha ko‘rinishdagi anigmasliklami ochish hagidagi teoremani isbotsiz

oc

keitiramiz.

6-teorema I-- ko'rinishdagi anigmasliklami ochishning Lopital goidasi

X, hugtaning biror atrofida /(n) va g(x) funksiyalar uzluksiz,
differensiallanuvchi va g\x)* 0 bo‘lsin. Agar lim /(jc)=Ilim g(x) =x

r->x3 .c-kra

bo‘lib. lim— -- limit mavjud boisa, uholda
g (x)
limm =]im wy
gx) = g'(x)
bo‘ladi.
4- misol. lim limitni toping.

mo in(ex~e°)

Yechish. lim~ X-aY-=[—j=Ilim —=Ilim
In~-e") *re g el(x—a) \0J

ex—e*

mim =lim — =
*>xe\x-a)+e- ™1 +(x-a) 1+(a-a) 1+0
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o va %ko‘rinishdagi anigmasliklarga asosiy anigmaslikiar
deyiladi.

Ooo  yoki 00-00 ko‘finishdagi  anigmaslikiar  algebraik
almashtirishlar yordamida asosiy anigmasliklarga keltiriladi.
0". @ yoki I ko‘rinishdagi anigmaslikiar

/(X)*w =

formula yordamida Owoo anigmaslikka keltiriladi.

5- misol. limx3Inx limitni toping.
1
Yechish. lim* Inx- (0«0)=ur .--f—1- lim—~ =-—-im* =0.
t->0 x+Q 1
X
6- misol. limf— ctgx | limitni toping.
Yechish liml — ctgX j= (o0 - 00y = limf =j- I=
~°U J xsinx ) W)
. _COSX-COSX +Xsinx Xsinx fon
=lim - =bm--- =2
sinx + X cosX *0sinx + xcosx V0
- Sinx +Xcosx 0
=Tim ———-=—=0.
COSX+COSX - XxsSinx 2
7- misol. iimx* * limitni toping.
i lirory-
. . . jrisioxInx Xt _T
Yechish. limx"*=(0°) =]ime'r* =e~! =e =
x-»0 X-».0
I“ibcI(’)sF “‘I sin * x . . osinr. a
- e =e >=*¢ —e ~ =ze°=|

5.3.6. Teylor teoremasi

7-teorema (Teylor teoremasi). f (x) funksiya x, nuqgtaning biror
atrofida aniglangan boiib. bu atrofda (n+1)- tartibiigacba hosilalarga
egava / s#)x) hosila x0 nuqtada uzluksiz boisin.
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U holda

Ox)=0x0+~" (x - x0) + - Xay +..+
+HINMA (x_xy +fl1Q (x_ X))« (3.8)
no ' 0 n+1)

bo‘ladi, bunda c¢=x0+0(x - x0), 0<B <1

(3.8) tenglikka Teylor formulasi deyiladi.
Isboti. Awal

<p(xx0) = F(x C) + SX)HEN S {X - X L+ (*-*.)-

i”7t (X) =7/(x)- <ox,x0)
belgilashiar kiritamiz.
Bunda biror ¢ son uchun R..(x):—(fj”;':(x-x,,)'l*l bo‘lishi
n+

ko‘rsatilsa, teorema isbot bo‘ladi.
Endi x, nugtaning atrofida x (x>x,, bo‘lsin) nuqgtani tanlaymiz va
[xf:x] kesmada
F(t) =A4Xx) - <px.t) - ix(x~x0) te [*,,:*¥]
yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) funksiya [x0;x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

F'rm —4d0 + C*-0+=022(»-0-"p(n:-,y *..+

« 71 (x-x0rt

= JT2<&(X-ty + (3.9)
«! (*-*0+
t=x0da

) =f(x) ~ <P{xx0) - R,x) = 72,(X) - T)H(x)=0;

t=x da

Ft-). /(x)-T - uy -# -.-£M b -*r
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Demak, F{t) funksiya [x0;x] kesmada Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi. U holda shunday c¢ (xa<c<x) nuqta topiladi
va F’(c)~0 boiadi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

n\ (x-xj"

Bundan

W= (i X .

q»(x,x,):f(XO)l+t~£'-’\(x—x,,) + N (X - XY +...+ - - (x-xj

n\

ko'phadga «-tartibli Teylor ko phadi,

RnJ x ) :%VIA"'TL)-V -X,r

funksiyaga Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishdagi goldiq hadi
deyiladi.
n=0 da Teylor formulasidan fix")=f(x0)+ f(c)(x - x,) Yyoki
/10 )-10 0)=f{c)(x-x0) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chigadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi boiadi.
jo0=0 da Teyior formulasining xususiy hollaridan yana biri

/89z/@)+« X +.+/ M xN .. +=/ N~ N0 < C<.
il N (n+21)!
hosil boiadi.
Bu formulaga Maklorenformulasi deyiladi.
Ayrim  funksiyalarning Makloren formulasiga yoyilmasini
keltiramiz:



Xususan, n=ar da

0+xy =]+l x+«?2zlIx>+..+~ ~ ~ K XN 1=,
i} (n-1)!

Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.
1 f(x)~ezbo%in.

U holda
fix) =fix) =f\x) =... = X) =e\

70)=7'0)= 7"(0) = .. - Ty - 1.

Makloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

e —|+——+§—2 __+K'+“§§“ "l (3.
r 2 n (n+1)
2. /(Y)=sinx bo‘lsin.
U holda
- ( ir\ ( n juftbo’lsa,
/H(x)=sin x+nm—), f-rq(0)=sin n-— =] 4
' n \ | (-Dr; ntogbo'lsa.
Bundan
X3 x X* W X1
SMX = X ===z e + (-1) e K - 1) sincac
3 5 7 (2n-1)! 2w+ 2)!

4. /(x)=(+x)" bolsin.

U holda
fAfx) =m(m-1).,(m—n+ )L +x)™"],

O)y=m(m- 1. .(m—n +1).

Bundan



+ _mmmmmmmmmeoeeeeeee Ni+ex) v A xe(-]:).

Teylor formulasi funksiyalar qgiymatlari va limitlarini berilgan
aniglikda hisoblash imkonini beradi. Masaian,
/(x) funksiyaning x=a nuqtadagi giymatini
xatoligi ¢ dan katta bo‘lmagan aniglikda
hisoblash uchun Teylor ko'phadini shunday
Kk darajasigacha olinadiki, bunda «k son
[7.(a)j <s tengsizlikni ganoatilaniradigan
n laming eng kichigi qilib tanlanadi.

en

T " Tooo0000000000
1 2.0000000000000
2 2.5000000000000
3 2.6666666666667
4 2.7083333333333
5 2.7166666666667
6 2.7180555555556
7 2.7182539682540
8 2.7182787698413
9 2.7182815255732
10 2.7182818011464

8-misol e sonini 0,001 aniglikda hisoblang.
Yechish. fix) =e' funksiyani garaymiz.
Shartga ko‘ra, x=a=1, e =0,001.
(3.10) formulaga binoan n ning

i?,(1) :(—-—) <£ =0,001 shartni ganoatlantiruvchi eng kichik givmati
n+1)!
n=6, bunda O<c<1l
Demak,
1 i

e«14--1---i ----- ]1 ----- b..U— _
o2 3! 6!

=2+05+0,16667 + 0,04167 + 0,00833 + 0,00139 = 2,718.

Shu kabi e sonining istalgan aniglikdagi giymatlari jadvalini
topish mumkin.

5.3.7. Mashqlar

1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi o ‘rmii bc¢*lishmi
tekshiring. Agar o rinli bo‘lsa, teoremadagi c¢ ning tegishli qiymatini toping:

1) /) =4x-x"+5, [0,2]; 2) /(x) =sin2x,
3) /(*) =2-"17, [-1Y; 4) 7/(X)-3-1* 3 [ 22
2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagpimg
tegishli giymatini toping:
1) /(*) =#*’-x +E[01]; 2) /(*) =e", [0:i];
3)/(=*)=Inx, [Le]; 4) f(x) =x2-6x +1, [Clj.
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3. Berilgan funksiya grafigining urinmasi AB vatarga parallel bo‘lgan
nuqtasini toping:

1) Ax) =xr+3x, A(-2-2). B(l;4); 2)f(x) =Ix+\ A01), 5(3;2).

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasmi yozing va bu
formuladagi ¢ ning tegishli giymatini toping:

1) f(x) =sin2x, g(x) = cos2x, 2) f(x) =x*-3, g(x)=x"+2, [0;2].

5. Funksiyaning o‘zgarmas boMishlik aksmatidan foydalanib, quyidagilarni
isbotlang:

~n~2arctgx, x<-I,
- 2X
1) arccos}--z(-g =2arctgx, 0Sj<+" 2) arcsin 2arctgx, -1 <X<1.
l+x* 1+ x2
- K - larctgx, xS 1,

6. Loopital goidasidan foydalanib, limitlarni toping:

1) lim smmc 2)
. Intg2x N
3) lim 4y lim - :
) Insin x ! <LS0etgx
. 71—2arctgx
5) lim 10g”™ . 6) lim
Infl+-j
V X]
®0 sin X «0  sin2X
9) limxlg . ; 10) ki (1-e?Nc/gx;
1) i jt- tgx): 12) limf—----—-- — \
) lim(secjt- tgx) ) li arctgx)
2
13) lim in-2x)“" 14) limxW'N m
15) lim 2 5 16) Isi@(cossx)\/z;
)
17) Um(tgx)i™ ,; 18) LUn(x+3xW.
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7. Ko‘phadni (x-x0) ning darajasi bo‘yicha yoying:
1) P(X) =x3+5x2-3x +1, *,,=-2; 2) P(x)=x4- 2x3+5x-6, x0=2.
_ 8. Funksiyaning berilgan nugtada uchinchi tartibli Teylor formulasini
yozing:
1) f(x) = -JT+x, =3 2) /(a) =5 Jo=-2.
_ 9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida x ning darajalari bo‘yicha
yoying:
1) f(x) - xe*, 2) f(x) = chx.
10. Berilganlarni 0,001 aniglikda hisoblang:
1) sin36% 2) cos32°;
3) 46\ 4) 1g10,09.

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

l+xcosx-VI+2r
Nl +x)-x

3) I|n1{ T 4) lim

5.4. FUNKSIYAILARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyalarni tekshirish va
grafigini chizishga hosilaning qo‘llanilishi hisoblanadi. Quyida bu
tatbiglami ifodalovchi teoremalami keltiramiz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema (funksiya monoton bo flishining zaruriy sharti). Agar
(a;b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda

o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda Vxe.(a\b) da
f(x)> 0 (f'(x) <0)
bo‘ladi.
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Isboti. f(x) funksiya (a;b) intervalda o'suvchi bo‘lsin. (a;b)
intervalning ixtiyoriy x va x+ Ax nugqialarini olamiz.
U holda Ax>0 bo‘lsa, /(x+Ax)>f(x) va Ax<O bo‘lsa,
f(x + AX)</(x) bo'ladi.
Ikkala holda ham
f(x +Ax)-f(x); Q
Ax

Teoremaning shartiga ko‘ra f(x) funksiya (a;b) intervalda
differensiallanuvchi.
Shu sababli

n),e At E .

/(x) funksiya (a;b) intervalda karaayuvchi bo'lganda teoreraa shu
kabi isbotlanadi.

Bu teorema ushbu geometrik talginga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi bo‘lgan o'suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga
o‘tkazilgan wurinmalar ox o‘gning musbat yo‘naiishi bilan o‘tkir
(o'tmas) burchak tashkil giladi yoki ayrim nuqtalarda ox o‘qiga parallel
bo‘ladi (8-shakl) ((9-shakil)).

2-teorema {funksiya monoton ho lishining yetarli sharti). Agar
(a;b) intervalda differensiallanuvchi /(x) funksiya uchun Vxe(a;6) da
f'(x) >0 (/'(x)< 0) bo'lsa, f(x) funksiya (a;b) intervalda o'‘sadi

(kamayadi).
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Isboti, (a;b) intervalda f'(x) >0 bo'lsin. yxr,x2e(a;b), X<x2
nugqtalarni olamiz.

f(x) funksiya uchun [x,,x3 kesmada Lagranj teoreinasining
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror
ce(x,.x2) daf(x2-f(x,)="Ff(c)(x1-x]) bo'ladi.

Teoremaning shartiga ko‘ra, \fxe(a;b) da fix) >0, shu jumladan,
ceO,,x3 da /'(c) >0. x7-xt>0 va shuriing uchun f'(c)(x2-x > O.
Bundan /(x2-/ 0O ()>0 yoki J{x2> fix,}. Shunday qilib, f(x) fiinksiva
VXe (a;b) da o‘sadi.

f'(x) <0 bo‘lganda teorema shu kabi isbotlanadi,

Eslatmalar. 1 Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lgan
intei'vallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. (a\b) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) va \ap\ kesmada
uzluksiz bo‘gan f(x) ftmksiya [a;A] kesmada o°‘suvchi (kamayuvchi)
boiadi.

1- misol. f{x) =Xx3- 12x + 5 funksiyaning monotonlik intervallarini
toping.

Yechish. D (f)=R, f'(x) =3xl-12 = 3(x2- 4). U holda: f'(x) >0 dan
x2- 4>0 yoki [xj>2, /'(x)<Odan xz-4<0 yoki jjc]<2

Demak, /(x) funksiya (-cc;-2)u(2;+00) intervalda o‘sadi, (-2;2)
intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumlari

I-ta’rif. Agar xB nuqtaning shunday 8 atrofi topilsa va bu
atrofhing barcha x *x 0 nuqtalarida f(x)<f(x0 (f(x)>f(xj) tengsiziik
bajarilsa, xf nuqtaga f(x) fimksiyaning gat’iy lokal maksimum (gat iy
lokal minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum
nugtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqgtadagi qiymati
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi ftmksiya anigianish  sohasining biror
atrofi bilan bog‘liq. Shu sababli funksiya ekstremumga anigianish
sohasining fagat ichki nugqtalarida erishadi. Shu bilan birga,
funksiya o0°‘zining anigianish sohasida bir nechta minimumga yoki
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maksimumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari gandaydir
minimumdan kichik bo‘lishi mumkin (10-shakl).

3-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar
X0 nugtada differensiallanuvchi 7(x) funksiya shu nugtada ekstremumga
egaboisa, uholda /'(x0=0 bo'ladi.

Isboti. X0 nuqta /(x) funksiyaning ekstremum nugqtasi bo‘lsin, U
holda shunday (x0-8, xa+5)
interval topiladi va bu intervalda
f(x) funksiya o‘zining eng katta Y=T
yoki eng kichik giymatiga ega
bo‘ladi.

U holda Ferma teoremasiga
ko‘ra, /'(> j=0 boMadi.

Bu teorema quyidagicha
geometrik talginga ega. Agar Xx
nuqta f(x) funksiyaning

o X733

ekstremum nugqtasi bo‘lsa 10-shakl,

(masalan, 10-shaklda x, nuqta),
funksiya grafigiga shu nuqgtada urinma o‘tkazish mumkin va bu urinma
Ox 0'‘giga parallel bo‘ladi.

Izohlar. 1. /(x) funksiya nugtada uzluksiz bo'lib,
differensiallanuvchi bo‘lmaganida ha 1 ekstremumga ega bo'lishi
mumkin. Masalan, uzluksiz y=\x\
funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega y
emas, ammo Xx=0 minimum nuqta
(11-shakil).

Shunday qilib, /(x) funksiya xO
nuqgtada ekstremumga ega bo‘lsa, bu \
nuqtada f'(x) hosila nolga teng yoki N\ v/
mavjud bo‘Imaydi. 0 X

f{x) hosilasi nolga teng bo‘lgan 11-shakl.
yoki mavjud boimagan nuqgtaga
birinchi tur kritik nuqgta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nugta ham ekstremum nugta
bo‘lavermaydi. Masalan, /(x)=x3 funksiya wuchun x=0 da
f'{x) =3x2=0. Demak, x=0 birinchi tur kritik nuqta, ammo u
ekstremum nuqgta emas (12-shakl).
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4-teorema (ekstremum mavjud bo lishining yetarli sharti). Agar
/(*) fimksiya *0 birinchi tur kritik nuqgtaning biror <% atrofida
differensiallanuvchi bo‘lib, x nuqgta x0 nuqgtadan chapdan o‘ngga
o‘tganida /'(*) hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o‘zgartirsa x0
nugta maksimum nugta bo'ladi; manfiydan musbatga o ‘zgartirsa
%, nugta minimum nuqta bo‘ladi.

Isboti. x0 - birinchi tur kritik nuqta,
xe(x0-5;x0) da /'(*)>0 va xe (x0,xa+<5 da -y
f'(x) <0 bo‘lsin. U holda 1-teoremaga ko‘ra,
fimksiya (x0-S;x0) intervalda o‘sadi va 3
(*Gjc0+8) intervalda kamayadi. Demak, /(%) /o
funksiyaning xa nugqtadagi giymati uning
Vxe(x(-8;x, +8) nugtadagi giymatidan katta
bo'ladi, ya'ni /(x) fimksiya x0 nuqgtada
maksimumga erishadi. 12.shaki

xe(xB-8;x0) da f'(x)< 0 va x e (x0,x0+<5)
da /'(x) >0 bo‘lgan hoi uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar x nuqta xQ nugtadan chapdan o‘ngga o‘tganida
ishorasini o‘zgartirmasa x0 nugtada ekstremum mavjud bo‘lmaydi.

Funksiyani ekstremumga tekshirish - bu funksiyaning barcha
ekstremumlarini topish demakdir, Ekstremum mavjud bo‘lishining
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning
guyidagi qoidasi kelib chiqadi:

V. y=/(x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;

V. Bu nugtalardan funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli
boiganlari tanlanadi;

3°. tanlangan nugtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f ’(x) hosilaning

ishorasi tekshiriladi;

4°. 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nugtalari
(agar ular bor bo‘lsa) aniglanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatlari hisobianadi.

SERAN

2- misol. f(x)—V'>T2- X funksiyaning ekstremumlarini toping.

Yechish. Ravshanki,
’ 1 1 2-1/x

D(f) =R, fix).
3a\fx 3 3 \MC
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Hosila xt- 0 nugtada mavjud emas va x2=8 nuqtada nolga teng. Bu

kritik nuqgtalar berilgan funksiyaning aniqgianish sohasini uchta
(—eci0), (0:8), (8:+c0)

intervallarga ajratadi. * - B n
Hosilaning har bir birinchi Y= .-

tur kritik nugtadan

chapdan o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.

tshoralarini chizmada

belgilaymiz (13-shakl). Bunda strelkalar funksiyaning tegishli
intervalda o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.
Demak, x,=Q - minimum nuqta, ~™,=/(0)=0 va m=8-

4
maksimum nuqta, Yw=/(8)=-.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish matematika,
fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshga fanlaming ko‘plab masalalarini
yechishda keng qo‘llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish magsadida
ishlab chigarishrii tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik
giymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
keluvchi optimal yechimlami izlash hagidagi boshga masalalar. Bunday
masalalami yechish bilan matematikaning maxsus bo‘limi - chizigli
programmalashtirish shug‘ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chigarniz.
3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning

burchaklaridan bir xil o‘lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta boiishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni x boisin.

U holda qutining asosi 12- 2x va balandligi x ga teng boiadi.
Qutining hajmini topamiz:
V(X)=x(\2-2x)r=144x-48x2+4x3 xe[0;6],
Bu funksiyaning maksimumini aniglaymiz.
V*(X) = 144 - 96X +12n1-2=12(2 - X)(6 - X)
hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya’ni

x =2 maksimum nuqta boiadi.
Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x =2 (uzi), bunda

V(2) =128 (kubb).
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5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning
eng katta va eng kichik giymatlari

y =f (5o funksiya [ai] kesmada uzluksiz boisin, U holda
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, funksiya bu kesmada
o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga ega boiadi. Bu
giymatlarga funksiya yoki ekstremum nugtalarda yoki \ab\ kesmaning
chetki migtalarida erishadi.

Bundan [a-b] kesmada uzluksiz y =f(x) funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

. y=f(x) funksiyaning (a\b) intervaldagi birinchi tur kritik
nuqtalari topiladi;

2°. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va \ap\ kesmaning
chetki nugtalaridagi giymatlari hisoblanadi;

3°. hisoblangan giymatlar orasidan eng Kkattasi va eng kichigi
tanlanadi.

Izohlar. 1. Agar y =fix) funksiya [a\h\ kesmada faqat bitta kritik
nuqgtaga ega boiib, u maksimum (minimum) nugta boisa, hu nugtada
funksiya o‘zining eng katta (eng Kkichik) giymatiga ega boiadi,
ya'ni fﬂ?ﬁff(x) =f(x 1) (@a\rbr\]f(x) =fix,)) boiadi.

2. Agar y~f(x) funksiya \ab\ kesmada kritik nuqtaga ega
boimasa, bu funksiyaning kesmada monoton o‘sishini yoki monoton
kamayishini bildiradi. Bunda y =f(x) funksiya [a;b] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 -misol. y-x1v-bx funksiyaning [0,2] kesmada eng Kkatta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish.
I". f*(x)=3x2-3 =0 dan xx=-1, xr=1 x2e[0,2];

2- /0)=~2, /(0)=0, /(2)=2;
3-A /W =/(2)=2; £Ne/(x)=f(l)=~2-

5.4.4. Funksiya grafigining botigligi,
gavariqgligi va egilish nuqtalari

y =f(x) funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi boisin.
U holda y =f(x) funksiya grafigining V/W(x;/(x)), xe(a,b) nuqtada
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urinmasi mavjud bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar (a;b) intervalda y =/(x) funksiyaning grafigi unga
intervalning ixtiyoriy nugtasida o‘tkazilgan urinmadan yugorida
(pastda) yotsa, funksiya grafigi (ag)intervalda botiq (qavariq)
deyiladi(H-shaki).

Funksiya grafigining  botiq
gismini gavariq gismidan ajratuvchi Yo
M(c; /Z(c)) nuqta funksiya
grafigining egilish  nuqtasi  deb
ataladi,

5-teorema. Agar y=/(X)
funksiya (a;b) intervalda ikkinchi
tartibli hosilaga ega va \/xe(a;b) j | j
da f’(x)<0 (f(x)>0) bo‘lsa. u 0! ] : -
holda v=/(x) funksiya grafigi (a;b)
intervalda gavariq (botiq) bo‘ladi. 14-shakl.

Isboti. ¥Yxe (a;b) da /"(*)< 0 bo‘lsin. Funksiya grafigida x0e(a;6)
abssissali ixtiyoriy M nuqgta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu
urunmadan pastda yotishim ko‘rsatamiz. Buning uchun xe(a;b) nuqgtada
y -fix) egri chizigning y ordmatasi bilan urunmaning yu ordinatasini
solisbtiramiz.

y=fix)

[TEN

<P

Urunma tenglamasi y
’ Y =fix)
boigani uchun
Y- Yr=/(*)“ /C*)- f'(xoX* - *0)=

¢ nugta x0 bilan x ning orasida 0
yotadi. 15-shakl.

Shu sababli

Y- Yr=l'OX*« - ['<X)*- X)

yoki

Y- Y= (/'(c) - I'(*a)X*“ *m
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/'(c) - /'(*,,) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaymiz:

/7'M - f*(\) =/"(Ci)(x- xc), bu yerda c, nugta c bilan x0ning orasida
yotadi. Demak, y- yu =/"(c,)(c- *0)(*- ).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:

1) agar x>xa bo‘lsa, u holda jc-x, >0, ¢c-x,, >0 boiadi va
MA)<O0;

2) agar x<x0 boisa, u holda x-x0<0, c-x, <0 boiadi va
f (c,)<0.

Har ikkala holda ham y- yu=fic” ¢ - x0)(x- x0) <0, ya’ni y<ylr.

Demak, Vxe(a;fe) da urunmaning ordinatasi funksiya grafigining
ordinatasidan katta boiadi va (a;b) intervalda funksiya grafigi qavariqg.

/"(jg >0 da funksiya grafigi botiq boiishi shu kabi isbotlanadi.

Funksiya grafigining egilish nugtasini topish quyidagi teoremalarga
asoslanadi.

6-teorema (egilish nugta mavjud bo 1ishining zaruriy sharti). Agar
y =f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega
va M(xQf{jc0) nuqgta funksiya grafigining egilish nuqtasi boisa, u
holda f(x 0)=0 boiadi.

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz:/'(xg*0, aniglik uchun f"(xa)>0;
x0 nugtaning biror atrofida fix) >0 boisin. U holda 5-teoremaga
ko‘ra, funksiya grafigi bu atrofda botiq boiadi. Bu x0 nugqta egilish
nuqgtaning abssissasi boiadi mulohazasiga zid. Demak, gilingan faraz
noto‘g‘riva f(x) =0.

f"(x) =0 boiadigan nuqtalarning hammasi ham funksiya grafigining
egilish nuqtasi boiavermaydi. Masalan, f(x) =x4 funksiya grafigining
M(0;0) nugtasi egilish nugta emas, ammo x =0da f(x) =12x2=0.

Demak, /"(jd) =0 shart egilish nugta mavjud boiishining zaruriy
sharti boiadi.

7-teorema (egilish nuqta mavjud boiishining yetarli sharti)
y =f(x) funksiya je0 nugtaning biror S atrofida ikkinchi tartibli hosilaga
ega boisin. Agar < atrofning joO nuqgtadan chap va o‘ng gismlarida
/"(jc) hosila har xil ishoraga ega boisa, u holda M(x0//(jc0)) nugta
funksiya grafigining egilish nugtasi boiadi.

Isboti. jce (jc0-<5;x0)da /"(jc)>0 va xe (x0,x0+S) da f"(x)<O0
boisin. U holda 5-teoremaga ko‘ra, x0 nugtadan chapda funksiya
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grafigi botiq va o‘ngda gavariq bo‘ladi. Demak, M(*0;/(*,)) nuqgta
funksiya grafigining egilish nuqgtasi boiadi.

xe(jf0-<5;*0) da f{x)< 0 va xe (X,,XxQ+S) da /"(X)>0 boigan hoi
uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. y =fix') funksiya x0 nugtaning biror S atrofida ikkinchi
tartibli hosilaga ega boiib, uning f{x Q hosilasi mavjud boimaganida
ham egilish nugtaga ega boiishi mumkin. Shu sababli egilish nugtalami
ikkinchi tartibli hosila nolga teng boigan yoki uzilishga ega boigan
nuqtalardan izlash kerak boiadi.

f{x) hosilasi nolga teng boigan yoki mavjud boimagan nugtaga
ikkinchi tur kritik nuqta deyiladi.

5-misol. L ¢ funksiya grafigini botiq va gavariglikka

tekshiring.
Yechish. Dif) =(-00;-1) n (-%;!) n (1;00).

IXjx1+3)
(1-x25 =

Ikkinchi tartibli hosila x2=0 nuqtada nolga teng va n, =-1, x, =1
nuqtalarda mavjud emas.
fix ) hosilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:
Demak, funksiyaning grafigi (100 va (l,a>) intervallarda
gavariq, (-<*-1) va (01
intervallarda  botig  boiadi.

0(0;0) nuqta funksiya
grafigining  egilish nuqtasi -1 °
boiadi.

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari

Egri chizigning asimptotasi deb shunday to‘g‘ri chiziqga avtiladiki,
egri chizigda yotuvchi Wnuqta egri chizig bo‘ylab harakat qilib
koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari M nuqgtadan bu to‘g‘ri
chiziggacha boigan masofa nolga intiladi (16-shakl).

Uch turdagi, ya’'ni vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalar
mavjud.
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Agar lim /(x) yoki lim fix) limitlardan hech boimaganda bittasi

cheksiz (+°0 yoki-00) bo‘lsa, x=x0 to‘g‘ri chiziq y=f(x)
funksiya grafigining asimptotasi boiadi. Sunday asimptota vertikal
asimptota deb ataladi.

Masalan, /(x) =— funksiya grafigi uchun x=0 to‘g‘ri chiziq

vertikal asimptota, chunki lim /(x) =+oc va lim f(x) = -x>.

Shunday qilib, vertikal
asimptotalami izlash uchun X ning
unga yagin giymatlarida /(x) funksiya y =wxnb/

modul bo‘yicha cheksiz o‘sadigan
x0 giymatini topish kerak. Odatda, bu

x0 ikkinchi tur uzilish nugtasi boiadi. [ 1y=/jnl
Agar shunday «kva b sonlari
mavjud  boiib,  x->00 (x-»-oc) da ?M(xy)

fix) funksiya

f (x)=kx+b +a(x), lima(x)=0
ko‘rmishda ifodalansa, y =kx+b to‘g‘ri 16-slrakl.
chizig y- f{x) funksiya grafigining asimptotasi boiadi. Bunday
asimptota og'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema. y =f{x) funksiya grafigi y-kx +b og‘ma asimptotaga
ega boiishi uchun

lim— -k, lim(/()- k)=

x=*xcn £

boiishi zarur va yetarli,

Isboti. Zarurligi. y=f (x) funksiya grafigi y=kx+» o0g‘ma
asimptotaga ega boisin.
U holda og‘ma asimptotaning ta‘rifiga ko‘ra, y=kx+bv +a(x),
%a(x) =0 boiadi.

Bundan
im ) im k+2 42 & limx) - k) = iim@2~a(x)) =b

kelib chigadi.
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Yeiarliligi. JLT_ = !iArnQ(f(x)-kx):b boisin.

U holda Iri:tn (f(x)-kx) =b dan f (x) - kx=b +a(x), Iri>rrkna(x) =0 kelib
chigadi. Demak, f(x)=kx+b+ a(x) boiadi. Bu esa y =kx+b to‘g‘ri

chizig f(x) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

Agar Ij_mfﬂf(-)s lim(f(x)-kx) limitlardan hech boimaganda bittasi

mavjud bo'lImasa yoki cheksiz boisa, /(x) funksiya grafigi og*ma
asimptotaga ega boimaydi.
Agar K-0 boisa, 6=Ilim/(x) boiadi. Bunda y-b to‘g‘ri
chizigga /(x) funksiyagrafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.
Izoh. y=f(x) funksiya grafigining asimptotalari x->-k» da va
x—— da har xil boiishi mumkin. Shu sababli fav
lim(Z(x) - A) limitlarni aniglashda x->+o00 va x ->-co hollarini alohida

garash lozim.

5- misol y _X23 funksiya grafigining asimplotalarim toping.
X

X2

. X2
Yechish. lim = “. .go, lim = +00.

V20+ X x—»o— X

Demak, x=0 to‘g‘ri chizig vertikal asimptota.

K=lim— =lim — =1,
me- X > X
. fx2-3 ~ -3
5=lira [/ (x)-fccl = Ilm)E --------- X, =lim — =0,
X J —>+» X
k= lim T ) —jim 222 =g,
X X~
b=limss(x) - kA - lirnf---------- x1L.=lim — =0
X I

Bundan
y =kx+b =x.
Demak, y=x to‘g‘richiziqog‘ma asimptota.
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5.4.6. Funksiyani tekshirish va grafigini
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish maium tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

I'. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.

2”.Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishadigan
nuqtalarini (agar ular mavjud boisa) aniglash.

3‘. Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglami 0 yoki
f(x)< 0 boiadigan oraliglami) aniglash.

4C Funksiyaningjuft-togligini tekshirish,

5° Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

6" Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglash va
ekstremumlarini topish.

7°. Funksiyaning qavariglik va botiglik oraliglarini hamda egilish
nuqtalarini aniglash.

8°. 1°- 1° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini
chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning hamma
bandlari, albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan
bandlardan ayrimlarini, masalan r,2°,6°ni bajarish yetarli boiadi. Agar
funksiya grafigi juda tushunarli bo‘lmasa Y -V bandlardan keyin
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta go‘shimcha
nugtalarini topish va funksiyaning boshga xususiyatlarini aniqlash
bo‘yicha qo‘shimcha tekshirishlar o‘tkazish mumkin.

7- misol. y _xr+d funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. T.Funksiyaning aniglanish sohasi:
D(f) =(-<»;-Du N (L;-K»).

2°. x=0 da y=-1 boiadi. Funksiya Oy o‘gini (0;-1) nugtada
kesadi. y™Q boigani uchun funksiya Ox o‘qini kesmaydi.
3°. Funksiya (-°0;-1) va (1;-k») intervallarda musbat ishorali va

(-1;1) intervalda manfiy ishorali.
4", Funksiya uchun xeD (f) da /(-\-)=f(x) boiadi.

Demak, ujuft.
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Demak. x=~I va x =1 to‘g‘ri chiziglar vertikal asimptotalar boiadi.

K=Ilim X2+ 1 =0(s->+<»da hamx-"~-00 da ham k =0),
X (X -1)

—lim '*«1-OXx =1
6=limy*!
Demak, j =1 to‘g‘ri chizig x-»+°0 da ham*-*-<» da ham

gorizontal asimptota boiadi.
6°. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglaymiz va

ekstrenramlarini topamiz.

, o 2X(X2- 3)- 2x(x2+1) 4x
V= (x1-T): UTATy

Birinchi tartibli hosila x=-1 va
x=1 da mavjud emas va x=0 da
nolga teng. Bu nugqtalar berilgan
funksiyaning aniglanish  sohasini
to‘rtta

(-1:0), (0:1), (I:i+00)
intervallarga ajratadi. Hosiianing bu
intervallardagi va har bir birinchi tur —
kritik nugtadan chapdan o‘ngga___
oiisbdagi ishoralarini chizmada
belgiiaymiz:

Demak. funksiya (—=—1) va 17-shakil.
(—%,0) intervallarda o‘sadi, (0;1) va
(I;+o0) intervallarda kamayadi x =0 maksimum nugta, ym =/(0)=-1.
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T. Funksiyaning gavariqglik va botiglik oraliglarini hamda egilish
nugtalarini aniglaymiz.

v (s AX 14.(x2-l)2-x-2(x2-l)-2x 4(1 +3x2)
I (x2-1)2

Ikkinchi tartibli hosila .t, =-1 va x, = lnugtalarda mavjud emas.
hosilaning (-1, (;+=0) intervallardagi ishoralarim

y
tekshiramiz:
Demak, funksiyaning grafigi
(%1 intervalda qavariq, (-»;-]) va —  — J— ~---1-
(l+oo) intervallarda botig bo‘ladi.
Funksiya grafigining egilish nugtasi yo'q.
8°. I - T bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shakl).
5

8- misol. y :—(——2(—1—)— funksiyani tekshiring va grafigini chzing.
X+

Yechish. Misolni Maple paketida bajaramiz.
with(plots) :

\

\

restart:

\%

readlib(extrema) :
i?
(x+1f

> fa=

li /:
V_»_ I+e

> lim /
X %o 1v
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> i_lmm{_/— X¥m

> solve({f=0},x);
{x =0}, {x~0}, {x=0}

> solve({f> 0},x);

10 < X)
> solve{(f < 0}, x);
(x< < X X < 0}
d
dx J’
3 7r
r+ir  (x+1)

{x= -3}, {x=0}, {x=0}
> extremaif {}, {x},¥Y); x
27 }

[<*= ~3}, {x=0}}
> salve] | > 0j,xj;
{x < -3}, {-1 <x,x <0}, C<x}
> soNa]I !-7- f<oi,xl;

dt ]

[-3 <x,x< -1}

c
6X 12xJ 61
> simplify(
bx
(xt-1
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plot{\f(x), g(jc), [-1, i, ?=-10 ..10] ],x=-8..5,-10 ..6, color
—{red, blue, green], linestyle~ [1,6, 6], thickness ~ 2, disconi
= true, grid=\5j, so]);

5.4.7. Mashqlar

1. Funksiyalaming monotonlik intervallarini va ekstremumlarini toping:

1) f(x) =x3-9x2+ 15x; 2) f(x) =— — 2%
3 2

5) /(jt) =W I-x*", 6) f(x) =3\x2-x 2,

7) f(x)=xex\ 8) f(x) =ch2A

9) /W =In(jc2+1);

11) f(x) =x-2smx, 0<x<2ir; 12) f(x) =x+2cos2x, 0ix<T7t.

2. Funksiyalaming berilgan kesmadagi eng katta va eng Kkich

giymatlarim toping:

1/ (*) =*3-3x, [0;2]; 2) f(x) =x3+3x29x-W, [-4;0];

3.Jism S=21/+3/2-t3 gonun bilan harakatlanmoqda. Jismning eng
katta tezligini toping.

4. Ko‘ndalang kesimi to g ‘ri to‘rtburchakdan iborat to'sinning bukilishga
qarshiligi ko‘ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining ko‘pavtmasiga
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to'sinning bukilishga garshiligi eng
katta bo‘lishi uchun to‘sinning oMcharrilari ganday bo‘lishi kerak?



5. Uzunligi /ga teng simdan to‘g‘ri to‘rtburchak yasalgan. To‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzasi eng katta boiishi uchun uning oichamlari qanday bo‘lishi
kerak?

6. §+!
9

1 =1lellipsga to‘g‘ri to‘rtburchak ichki chizilgan. To‘g‘ri

(2]

to‘rtburchakning mumkin bo‘lgan eng katta yuzasini toping.

7. R radiusii sharga yon sirti eng katta boigan silindr ichki
chizilgan. Silindrning balandligi ganday bo‘lishi kerak?

8. Silindrning hajmi V ga teng. Eng Kkichik to‘la sirtga ega
boigan silindrning balandligini toping?

9. Kemada. yoqilg‘i sarfi uning tezligining kubiga proporsional boiib, u 20
km/soat tezlikda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshqga xarajatlari soatiga
270 so‘mni tashkil giladi. Kemaning 1km. yo‘l uchun umumiy xarajati eng
kam boiishi uchun uning tezligi ganday boiishi kerak?

10. A zavoddan B shahar orqgali o'tuvchi temir yo‘lgacha boigan qisqa
masofa a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo‘lida temir yoidagiga
garagaaida ikki baravar kam boisa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon
yetkazish uchun A zavoddan avtomobil yo‘li temir yoiga ganday burchak
o ‘tkazilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiglik-gavariglik intervallarini va egilish
nuqtalarini toping:

1) f(x) =x* -4X" +6x; 2) f(x) = (n-5)5+4x-13;
3) /(r)=2.<-34A\ 4) /() =1+™ 3 )5
5) f ()« " ~In(l+*Y, 6) f{>)=In(U*2);
8) /(*) =" -1.
X

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

3) fix) =4x"J-3x; 4) /(x)- -xarctgx",

8 1<) =5
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13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

1) /(X) =x-n-3; 2) /(-<) =x3- 3x+2;

4) /(jc 75F

5.5. HOSILANING GEOMETRIK TATBIQLARI
5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a\b] kesmada differensiallanuvchi y =f(x) funksiya berilgan va

uning grafigi AB yoydan iborat bo‘lsin (19-shakl), [a;b] kesmani

nuqtalar bilan n ta bolakka boiamiz. Bunuqtalarga

AB yoyning nl nugtalari mos keiadi va ularni siniq chiziq

bilan tutashtiramiz. Bu siniqg chizigga AByoyga ichki chizilgan

siniq chiziq deyiladi. Sinig chizigning perimetrini sn bilan belgilaymiz,
ya’'ni

Sr=bM-NA\ (K =A m, - B).

M~M. bo‘g‘inlardan eng kattasining uzunligini A bilan
belgilaymiz, bunda bo‘g‘inlar soni cheksiz ortganida, ya'ni
n->* da A —»0.

AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrinmg A ->0 dagi
chekli limiti nuqtalami tanlash usuliga bogiig bolmagan
holda mavjud boisa, bu limitga chiziq yoyining uzimligi deyiladi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

s:msnzlﬁgﬁy IMug +].

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nugtadan
hisoblaymiz.

M(x;y) nugtada AM yoy uzunligi s ga, M'(x+Axy +Ay)
nugtada AM' yoy uzunligi $+Asga teng boisin, bu yerda
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As-MM* yov uzunligi (20-shakl).
MNM"* uchburchakdan MM* uzunlikni topamiz:

mm =L/IV -
Geometrik mulohazalardan
lim MM. _ jim =j
nexMM NOAAX + AY

kelib chigadi, ya’'ni chizigning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan
to‘g‘ri chiziq ekvivalent boiadi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga
olib, MM* uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

MM' As | (Ay
As Ax \ VA*

Oxirgi tenglikda limitga o‘tib, j =s(x) funksiyaning hosilasi uchun
formula topamiz:

5.1
dx \dx) (5.0
Bundan
ds =~Jdx1+ dr. (5-2)
(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalaydi !

ushbu geometrik Ta’'noga ega: yoy differensialini chizig urinmasining
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).

M
/
K
Vv
| ¢ 1 > 4i...-
] *
; t I Ji
! | i
ol a X x2 1 x O X X+AX b x
19-shakl. 20-shakl.
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Agar egri chizig x=x(t),y=y(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan boisa, dx=x"(f)dt, dy=y\t)dt boiadi va (5.2) ifoda ushbu
ko‘rinishni oladi:

ds = /XYY +y'(t)2dt. (5.3)

Agar egri chizig qutb koordinatalarida r=r{g>) tenglama bilan
berilgan boisa, x=rcos<p, y =rsin<p ifodalami < parametrli tenglamalar
deb, topamiz;

E( :i_r cosffl —rsinc), -d’\/ :ir sinc> + rcose>,
Gp dtp

o dip

*Y  fdyyY 2 fdr
d<pj +U J  +u .

ds = (5.4)

5.5.2. Yassi egri chizigning egriligl
Egrilik

Egri chizig shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning
egilganlik darajasidir.
0 ‘z-o‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nuqtasida tayin urinmaga ega boigan yassi
egri chizigni garaymiz. Egri chizigda ikkita
A va B nugtalarni olamiz. Bu nuqgtalarda
egri chiziqga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi
burchakni Aa bilan belgilaymiz (21-shakl).
Aa burchakka AB yoyning qo ‘shnilik
burchagi deyiladi.
Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan
go‘shnilik burchagi katta boigani ko‘proq
egilgan boiadi. Har xil uzunlikka ega
yoylarning egilganlik darajasini go‘shnilik
burchagi orqali baholab bo‘lmaydi. Bunda AB yoy uzunligida
Aa  burchakning o‘rtacha gancha ulushi to‘g‘ri kelishi muhim
hisoblanadi.
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AB yoyning o rtacha egriligi deb, tegishli go‘shnilik
burchagining AB yoy uzunligiga nisbatining absolut giymatiga
aytiladi:

Aa

As (5-5)

Bitta egri chizigning turli gismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo‘lishi
mumkin.

Egri chizigning bevosita A nuqtadagi egilganlik darajasini baholash
uchun egri chizigning berilgan nuqgtadagi egriligi tushunchasini
kiritamiz.

Berilgan egri chizigning A nuqtadagi egriligi deb AB yoy o‘rtacha
egriligining B A dagi (s -> Odagi) limitiga aytiladi:

A«ll

f
o A% \K =1im (5.6)
B*A Ag Ayt

*S

Aa burchak urunish nugtasi egri chiziq yoyi bo‘ylab As masofaga
ko'chishida urinmaning burilish
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri
chizigning egriligiga quyidagicha ta'rif
bersa ham bo‘ladi: egri chizigning
egriligi bu —urinish nuqtasi egri chiziq
bcrylab harakatlanganida urinma
aylanishining burchak tezligidir.

Misol uchun to‘g‘ri chiziq va
aylananing o‘rtacha egriligi va egriligini
topaylik.

1. To‘g‘ri chizigning istalgan
nugtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning o‘zi bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli Aa =0, uning ixtiyoriy nuqtasida o‘rtacha egrilik va
egrilik noiga teng bo‘ladi,

2. Aylana uchun Aa qgo‘shnilik burchagi uning Oa va OB radiuslari
orasidagi burchakka, AB yoy wuzunligi An=RAaga teng bo‘ladi, bu
yerda R - aylana radiusi (22-shakl).

U holda

Aa
RAcc R’

ya’ni aylananing egriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
bo‘ladi.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega y - f(x) funksiya bilan
aniglanuvchi yassi egri  chizigning
M (x;y) nugtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chizigga M(x;y) va MXXx +Ax;y + Ay)
nuqtalarda urinma o ‘tkazamiz,
urmmalaming og‘ish burchaklarini a va Y
a +Aa bilan belgilaymiz (23-shakl).

MMI yoyga mos keluvchi go‘shnilik
burchagi Aa ga teng (gavariqg yoy uchun
Aa <0, botig yoy uchun Aa >0).

a =a(x)va s - s(x) bo‘lgani uchun 23-shakl.

Ty /y *tha

da

_n e jda gy
K —LIS[‘I; as Ids 6.7

tga =y, va demak, a =arctgy' bo‘ladi. Bu tenglikni differensiallab,
topamiz:

da Y

5.8
dx 1+Y' (5.8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga qo‘yib, y =f(x) egri
chizigning M{x\y) nuqtadagi egriligini topish fomralasini hosil gilamiz:

K=- (5.9)
at+/2r
Agar egri chizig x=x(e),y=y(t),ieT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa,

v Yt' y*_ XY7=XY

(*;2+>1)2
bo‘ladi va (5.9) formula ushbu ko‘rinishni oladi:

KIx"y"-xyli (5.10)

+y?)J
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Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(<p) tenglama bilan
berilgan bo:isa, x =rcostp, y =rsm<p ifodalarni $ parametrli tenglamalar
deb, topamiz:

K (5.17)

(r'2+r22
1-misol. y =-x3egri chizigning x =~ nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. Hosilalami toparniz: y'=-3x\ y"=-6x. Hosilalaming

X =~ nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

f 3 )
y=--y=-3
U holda
K=__LiH_
'/ .vv 525 125
[+j-™ ] 64
2-misol. x=t2y =2t} egri chizigning t=I parametrga mos

nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. x'(t) =2t, x"(t) =2, y'(t) =6t2 y4i) =Mt hosilalaming qiy-
matlarini t=i datopamiz: x'=2, x"=2, y'=6, y’'- 12.
Bundan
1212--261 3
(2r+6232 20040

Egrilik radiusi, markazi va avlanasi, evolyuta, evolventa

Chizigning berilgan M nuqtadagi egriligi K ga teskari R miqdorga
shu chizigning garalayotgan nuqtadagi

egrilik radiusi deyiladi: M
(5-12) /
K \ IC(a;(1)
yoki \\ , /
r=Q=272L. (5.13)
\y i 24-shakl.
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Egri chizigning M nuqtadagi normaliga egri chizigning botiqiigi
yo‘nalishida MC =R kesmani qo‘yamiz (24-shakl).

C nuqtaga berilgan egri chizigning M nuqtadagi egrilik markazi
deyiladi.

Markazi C nuqgtada bo‘lgan R radiusii aylana berilgan egri
chizigning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilgan M nuqtada egri
chizigning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo‘lishi
kelib chigadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va p bilan belgiiab, ularni
hisoblash uchun formulalar chigaramiz.

y-f{x) egri chizigga M(x;y) nugtada o‘tkazilgan normal
tenglamasini tuzamiz:

Y-y=-~(X-x), (5.14)

bu yerda -normalning o‘zgaruvchi koordinatalari.
C (afi) nugta normalga tegishli bo‘lgani uchun wuning
koordinatalari (5.14) tenglamani qanoatlantiradi:

P-y =-~ia-x). (5.15)
C(a;p) nuqgta M(x;y) nugtadan egrilik radiusi R ga teng masofada
yotadi, shu sababli
(a-xf+ip-yf*R1 (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalami birgalikda yechib, « va p larni
topamiz:
a =xt-EF2L=R, p=y+ *=R. (5.17)
M+/2 n/rn
Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni qo‘yamiz:

Y(1+Y2) n _lIr/ 101
a~x 7 P=y+Jf\- (518)

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniglashtirish uchun
y">0 va y"<0 bo‘lgan hollar alohida garaladi. Bunda y">0 bo‘lsa,

mos nuqtada egri chiziq botiqg va p>y bo‘ladi. Shu sababli bundaquyi
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ishoralar olinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

‘(I+y2 1£/2
YYD ey 1 (5.19)
formulalar bilan aniglanadi. Bu formulalar/'<0 boiganida ham o‘rinli
boiadi.

Agar egri chizig x=x(t),y =y(t),te T parametrik tenglamalar bilan
berilgan boisa, (5.J19) ifoda ushbu koiinishni oladi:

— (5. 20)
Xy -Xy Xy -Xy
3-misol. r=3(I+cos<p) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik
radiusini toping.
Yechish. Hosilalami topamiz: r'=-3sin*>, r*=-3cos(p
U holda

R \_ (r'+rnf
K Jr2+2r2-rr’|

5
(9(1 + 2 eos™ + cos2(p) +9sin’ (p)1

J9(L + 2 cos p+ cos2(?) +18 sin2¢>+ 9(cos >+ cos3) |

27(1 +2cos”™ +cos2™ +sin2<R
9 11+ 2 cos P+ cos2(p+ 2 sin2<p+ cos (p+ cos2a \

3
= iZ(_l_—f_gp_gtf_lJ)_Z: 2(2(L +coscy) z\:4cos$.
3(1+coso>d 2
Egri chizigning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta
deyiladi.
Berilgan chizig 0'7 evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)
deb yuritiladi.

Agar egri chizig y =f(x) tenglama bilan berilgan boisa, (5.19)
tengiamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama
deb garash mumkin.

Egri chizig parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20)
tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenglamalarning
o‘ng tomoniga kiruvchi kattaliklar t parametrga bogiig boiadi)
ifodalaydi.
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4-misol. y =x2parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish, Hosilalami topamiz: /7 =2x, y"=2.

Egrilik markazining koordinatalarini aniglaymiz.

-X ___2_)_((_|__-}___‘_1_)S_2)_ ~-4X. B=x"+ !_T_f‘-_)_(_zz _§_)S_2__f_]: .

Bu tenglamalami y=x2 parabola evolyutasining parametrik

tenglamalari deb garash mumkin. Tenglamadan jc paramexmi chiqarib,
topamiz:

21V V

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi boiadi.
5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chizigningparametrik tenglamalari

Egri chizig tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar
bilan berilishi mumkin.

t argumentning bir xil aniglanish sohasiga

Z .

ega boigan uchta funksiyasini garayiniz: ]

X =X(t), S

y =y{t), (5.21) I

z=z(t), teT. z

=
Bunda teT ning har bir giymatiga tayin A wm

X,y¥,z giymatlar va fazoviy M(x;y;z) nuqta Je-
mos keiadi. t o'zgarishi bilan M nuqgta fazoda <18
. . hiziani hizadi. B
biror 'y egri chizigni chizadi unda 25 shakl.

egri chiziq (5.21) parametrik

tenglamalar bilan berilgan va i ga parametr deymiz.
Biz, fazodagi to‘g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari

bilan awaldan tanishmiz:



Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan
berilgan egri chizigni qaraymiz:
fx - acost,
<y - asint,
z=ht.

Bu egri chizigga vint chizig 7 deyiladi (25-shakl).
t parametming istalgan giymatida:

x2+y2=al(cos21+sin2t) =a2,

Bu tenglik vint chizig'ining x2ty2=a2 silindrdajoylashishini bildiradi.
Bundan, M nuqta vint chizig‘i bo‘ylab harakatlanganida uning Oxy
tekisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng ayianada harakatlanishi kelib
chigadi, bunda t parametr N nuqtaning qutb burchagi bo‘ladi. t
parametr 2T ga o‘sganida N nugta aylanani toiig avlanib o‘tadi, vint
chizig‘i M nugtasining z applikatasi esa h=2nb kattalikka o‘zgaradi.
Bu kattalikka vint chizig‘inmg gadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektorfunksiyasi

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan
bo‘lsin. Bunda x(t), y(t), z(t) funksiyaiaming aniglanish sohasi T ga
tegishli har bir t parametrga biror M(x,y,z) nugta, har bir M nuqgtaga
esa boshi koordinata boshida va oxiri M nugtada bo‘lgan r=0M
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata
o‘glaridagi proeksiyalari M nugtaning koordinatalari bo‘ladi va shu
sababli vektor (5.2!) formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, te T parametrning har bir giymatiga biror

r =x(t)i +y(t)j +z(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektorfunksiyasi
(yoki vektorfunksiya) deb ataymiz va ?(t) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chizigga r(j) vektoming
godogrqfi deyiladi.

r(t) vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyaiaming
berilisbiga teng kuchli, uning koordina o‘glaridagi proeksiyalari
X(/), y(t), z(t) boiadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini
kiritamiz.
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1-ta’rif, Agar iimxf/) =xt, lip >u)=>, lipz(r) =z boisa,
fn=xj -ty j +z,k vektorga f =x(t)i +y(t)j+z(t)k vektor funksiyaning
t dagi limiti deyiladi va limru) =fa deb yoziladi.

r{t) vektor funksiya t=t0 da va /, nuqgtani o‘z ichiga olgan biror

intervalda anigiangan boisin.
2-ta’rif. Agar t nuqtada Ili;gr(?):/4() boisa, r(t) vektor funksiya

tw nugtada uzluksiz deyiladi.

r(t) =x(t)i +y(t)j +z(t)k vektor funksiya M(x,y,z) nuqgtaning radius
vektori, ya’ni  r=0OM boisin (27-shakl). t parametming o‘zgarishi
bilan M nuqta L godografni chizadi. Parametrning tanlangan tayin t
giymatiga M nuqta va r(t) vektor mos kelsin.

Perimetming boshga t+At giymatini olamiz. Unga M, nuqta va
r(t + At) vektor mos keladi. f(t + At)=0M, va r(t) =OM vektorlaming
ayinnasi Af = A/M vektorni garaymiz:

Ar - f(t +AD)- fit).
Uni fit) vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.
v nisbat Ar vektorga kollinear, chunki e skalyar ko‘paytuvchi.

3-ta’rif. Af vektor funksiya orttirmasining argumentning mos m
orttirmasiga nisbatining A/->0 dagi limitiga f{t) vektor funksiyaning t
nuqtadagi t skalyar argument bo yicha hosilasi deyiladi va F{t) yoki

—  kabi belgilanadi.
dt
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Shunday qilib,

Wo--21-1™ 5.23
TW o dit (5.23)

Limit ta’'rifiga ko‘ra, r'(t)- vektor.
r(t) funksiya hosilasini uning koordinatalar o‘qglaridagi
proeksiyalari bilan bog‘)aymiz.

r(t) =x(i +y(0)j +z(k
va

r(t +At) = x(t -=Ab)i +y(t +At)j +z{t + AH)K
oo'lgani uchun

Ar =?(t+St) - r(t) = (x(t+At) - x(t)i + (y(t+At) - v(t))j +(z(t +At)- z(t))k

yoki
Or = Axi + Ayj + Azk .
Shunday qilib,
iA\r= _Sx~ f\y] AzK.
At At At At
Bundan
-m —Iimér = iméxir+i ﬂ/] +IiméZ|E =
N0 4§ AMo A Ao A 770
=x'(0" +y'(0.i +z'(0*-
Demalk,
r'o)=x"(t)i +y'(t)j +z'(tk. (5.24)
(5.24) ifodadan vektor funksiyani differensiallash goidalari hamd:

vektor funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nolari
differensial hisobning asosiy differensiallash qoidalariga hamda
hosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash bo‘lishligi kelib
chiqadi.

2. r'(f) vektor r(t) radius vektor godografiga t parametming o°sist
yo‘nalishida o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi (27-shakl)
(vektorfunksiya hosilasining geometrik Ta ’nosi).
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3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicba f'(t) hosilasi moddiy
nuqtaning t ondagi harakati tezligi v(t) ga teng (vektor funksiya
hosilasining mexanik Ta 'nosi).

1. Skalyar argumentning mini differemiaUashning

* = A—"+F— , 9= 4A(t)-t argumentning skalyar funksiyasi;

(5.24) ifoda va Kkeltirilgan o‘xshashliklar asosida fazodagi egri
chizigning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chigariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egr
chizigqa parametming t=td giymatigamos M fx(yt:z6) nugtasida
o‘tkazilgan urinma (to‘g‘ri chiziq)

X~X0_Y~M _z~1zs (5.25)
X'(t) y%) z%)

tenglama bilan aniglanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nugtasida urinmaga perpendikular
o‘tkazilgan tekislikka egri chiziqga o ‘tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nuqgtasi MsaA(xa;yGrg bo‘lgan normal tekislik

X'(t0)(x- x,,) +y'(t0) (y-y 0 +z'(ta)(z- z0) =0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyining differensiali

ds =y X (tf +y"(ty +z'(tydt (5.27)

formula bilan topiladi.
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4. Fazodagi egri chizigning egriligi

K =4iy'z”- yz'f +(X'2' ~XZY +(*'/ ~x¥'Y (5 28)
(ar'2+y 2+2'2)2
formula bilan aniglanadi.
5-misol. x—1 y=t2, z-t egri chiziqga t=-i parametrga mos
nugtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping:
Yechish. Urinish nugtasining koordinatalarini topamiz:
x~-\, y=I, z=-1
Hosilalami topamiz va ulaming urinish nugtasidagi giymatlarini
hisoblaymiz:
x'(t) =3t2, y'(t) =2t, z'(t) =1
X'(-1)=3, /(-1) =-2, z'(-1) = L

Urinish nugqtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan
giymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:
a) urinma tenglamasi

Xx+1 y—1_ 21

b) normal tekislik tenglamasi

3(x+1)- 2(y-1) +z+1=0.
3Xx~2y +z+6=0.

7- misol. Asosining radiusi i?=4ga teng silindrda joylashgan
gadami A=6/r ga teng vint chizig‘i tenglamasini tuzing. Uning voyi
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t-2n da z-h =3t.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi

X - 4cosr, y - 4sin/, z =3t

Bundan
x'(f) = - 4siiU, /(f)=4cos”, z'(0 =3, X"(t)=-4cosr, y™(t)=-4sin/, z’(t) =0.
Hosilalaming hisoblangan giymatlari asosida izlanayotgan
tenglamalami topamiz:
a) vint chizig‘i yoyining differensiali

ds = -)x'2+y'2+zndt =\/I6sin21+ 16cos2t +9dt =
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= A16(sin21+ cos21) + 9dt = 5dt.
b) vint chizig‘ining egriligi
y'z"- y"z =4cos”™-0-(-4sin/)-3 =12sinr;
X'2”- X'z' = (-4 sint) 0 - (-4 cos/) 8 = 12cos/;
Xy - X'y = (-4sint) M-4sint)—(-4cos/) mcos/ = 16;
X'1+y PR+ z'2= 16sin*f + 16cos2/ + 9 = 25;

_ Vl44sin21+ 144co0s21+256 _ 20__ 4
251 ~ 125 ~ 25"

5.5.4. Mashglar

1. Egri chizigning egriligini toping:
1) y —cos2x, x = | nuqtada; 2) y=e , Oy o‘qg bilan kesishish nugtasida,

3) *=9cos?, Yy —3in( ellipsning istalgan nuqtasida;
4) je=4(t-sin<), y=4(l-cos() sikloidaning istalgan nuqtasida;

5) r=2(1- cos<p), =X nuqtada; 6) rl=alsin2p, 4>~~ nuqtada.

2. Egri chizigning egrilik radiusini toping:

1) ~ +— =1, x=0 nuqgtada; 2) y =Il[x , X-A nuqtada

3) x=t\ y =t~ jt3, i-1 nuqtada; 4) r =ag>, istalgan nugtada.

3. Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:

y :L, x =1 nugtada; 2)x =t-sin*.y =1-cos?, t:%nuqtada.
X

4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:
1) y2=2(jr +1); 2) yl-2x =Q«
3) x=2t, y =t2-I.\ 4).Y = a(cos< + fsinf),J"=a(sin<-«cosf).
5. Vektor funksiyaning godografini toping:
1) r(t) =(21- 1); +(-31+2)j +Atk, teR\ 2) r(t) =4chti - j +'ishtk, teR;

3) r(t) =2cos3ti +2sin3tj +k, te.\0;27r]; 4) r(t) =6cosft +5sin«/' +34, /e j0;2Tr].
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6. Egri chizigga o‘tkaziigan uriama va normal tekislik tenglamalarini
toping:
1) r(t)- t3 +t'j +t(k, t=1nugtada;
2) r(t) =MZ+/ %) +~M*K, t=2 nugtada;

3) r{t) =sin2ti + 2smtcostj + 3cos2tk, t:T nuqtada;

4) ?2(/) = e'(cos< +sin?)i +e'(sin<-cost)./ +e’k, t=0 nugtada.
7. Egri chiziq yoyi differensialini toping:

1) r{t) = 3cos2ti +5sin?cosy +4sin2tk; 2) r(t) =5costi + 5sin tj +\2tk.

56. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir o‘zgaruvchining har ganday tenglamasini
/(*)=0 (6.1)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda fix) - x o‘zgaruvchining biror
funksiyasi.
(6.1) tengiamaning ildizi deb shunday x =x0 giymatga aytiladiki,
bunda tengiamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’ni f(xj =0 bo‘ladi.
(6.1) tenglamaniyechish deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

Yy e=/(*) Y y=f(x) Y .
\ i
0 (0] x0 X 0 *0 X
a b c
28-shakl.

(6.1) tengiamaning ildizi geometrik jihatdan yo y =f{x) funksiya
grafigining Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl),

347



yo bu grafikning shu o‘q bilan urinish nuqgtasini (28-b shakl)
yoki grafik va o‘gning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

lldizning bu interpritatsiyalaridan bir o'zgaruvchi tenglamasini
yechishning geometrik usuli kelib chigadi: (6.1) tenglamani yechish
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (>=0) o:gq bilan
kesishish nuqtalarini topish kerak.

/(*) =0 tenglamani tagribiy yechish, odatda, ikki bosgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosgichda tenglamaning ildizlari ajratiladi, ya’ni tenglama
yagona hagqiqgiy ildiziga ega boigan chekli oraliq aniglanadi.

Ikkinchi bosgichda ildizlar aniglashtiriladi, ya’ni ular berilgan
aniglikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchun wushbu Kkriteriy:
goilaniladi: agar /(jc) funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz, monoton va
kesmaning chetki nugtalarida har xil ishorali giymatlarga ega boisa,
u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega boiadi.

f{x) funksiyaning kesmada monoton boiishining yetarli sharti
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saglashi
hisoblanadi (agar f(x) >0 boisa, funksiya kesmada o‘sadi, agar f(x)<0
boisa, kamayadi).

Agar y =f{x) funksiyaning Ox o‘g bilan

kesishish nugqtalari joylashgan oraliglami aniq K[
ko‘rsatuvchi grafigini chizish mumkin boisa, \
(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usulda
ajratsa boiadi. \
/ (x) va f (jo funksiya grafiklarini chizish 3\ /
oson boigan hollarda (6.1) tenglamani "\ /
f{x) =f 2(x) (6.2) -
/ 1 n
ekvivalent ko‘rinishda ifodalash orqgaii / \
ildizlami ajratsa boiadi. Bunda (6.2) /
tenglamaning ildizi y =f(x) va y=f(x) 29-shakl.

grafiklarning kesishish nuqtasi boiadi.
1-misol. x* +6x- 5=0 tenglama ildizlarini ajrating.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,

/(X) =x3+6Xx-5.
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xeif da f'(x) =3x: +6>0, xeR bo‘lgani uchun funksiya ixtiyoriy
oraligda o‘sadi. x ning manfiy giymatlarida f(x)<0 wva x ning
yetarlicha katta giymatlarida, masalan, x>] da /(x)>0.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy iidizga ega.

Berilgan tengiamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.
Tenglamani x' =-6x +5, ya’'ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. j =x3 va
y=—6x+5 funksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizmadan
ko‘rinadiki, Kkeltirilgan grafiklar abssissasi (0;1) intervalda yotuvchi
M nugqtada kesishishadi.

5.6.2. ndizlarni aniglashtirishning
vatarlar va urinmaiar usullari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tengiamaning ildizi
ajratilgan, ya’ni tenglama yagona X iidizga ega bo‘lgan [a;b] kesma
aniglangan bo‘lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
shart bajaradi:

1) f(a) va f(b) sonlari har xii ishorali: f(a)mf(b)< 0;

2) [ab\ kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqlavdi;

3) [a\b) kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqglaydi.

(6.2) tenglama yechimining birinchi yaginlashishi sifatida 7 =fix)
funksiya grafigi yoyining chetki A(a;f(a)) va B(b\f(b)) nugqtalarini
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o°‘g kesishish nuqgtasining abssissasini
olamiz (30-shakl).

Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig formulasi asosida AB to‘g‘ri
chizig tenglamasini tuzamiz:

b-a f(b)- f(a)

(6.3) tenglamaga jk=0 ni go‘yib, ildizning birinchi yaginlashishini
topamiz:
af(b)- bf(a) (6.4)
f(b)--f(a)
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(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi
yaqinlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f(x) funksiya
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega boigan [a;x,] va [x;6]
kesmalardan biriga qo‘llaniladi. Bunda, agar f(a)f"(x)>0 shart
bajarilsa (1-hol) [a;x,] kesmada

(6.4)
/(*))-/(2)

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar /(a)f(x) <0 shart bajarilsa (2-hoi)
[x,;6] kesmada

bIN-xJV)
/(*)"/ (%)
kabi aniglanadi (30,c,d-shakl).
/"W <o, B
yim,
o a X o bh=x
nrM~~iB
X JR—
Ny
i \
@] WA
%
30-shakl.
Bu jarayonni davom ettirib, ildizning keyingi

X,,X(,... yaqginlashishlari topiladi. Agar (n-1)-yaginlashish mavjud
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boisa, n-yaqinlashish 1-hol uchun

, x0=h, N—123.. (6.6)
/(. 0)- /@)

formula bilan, 2-hol uchun

, X0 3 nh 123.. (6.7)
fM -m

formula bilan topiladi.
Geometrik mulohazalarga ko‘ra, xn(n=1,2,3,...) sonlarning ketma-

ketligi iidizga yaginlashadi, ya’ni
limx =X. (6.8)
(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun

talab gilmgan aniglik olinganga gadar davom ettiriladi.
Vatarlar usulining absolut xatoligi

/()1 (6.9)
tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda = " N>)], T (X d0.

Urinmalar usuli

(@",b) oraligda (6.1) tenglama yagona X iidizga ega boisin. y =fix)
funksiya grafigiga A(a; f(a)\ nugtada urinma o ‘tkazamiz,
Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

y- f(a) =f(a)(x-a). (6.10) vy

Bu tenglamada y =0 deb
urinmaning Ox o‘q bilan kesishish
nuqgtasining abssissasini topamiz:

x,:af-(£)<a)*0. (6.11)
O b
(6.11) formula ildizning birinchi °
yaqinlashishini beradi. Ikkinchi
yaqinlashishni (6.11) ga monand 31-shakl.
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formulani (x,;b) oraligga qollab, topamiz:

(6.12)

lldizning keyingi yaqginlashishlari shu kabi topiladi.
Agar (n-l)-yaqin lashish mavjud bo‘lsa, n-yaginlashish

(6.13)

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaqinlashish xa sifatida [a;6] kesmaning

fixjrix) >0 (6.14)

shartni ganoatlantiruvchi nugtasining abssissasi olinadi (31-shakl).
Demak, bu usulni A nugtadan boshlash shart emas.
Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabatlar o‘rinli boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarining
birgalikda goHlanilishi

Vatarlar wusuli bilan urinmalar wusuli iidizga turli tomondan
yaginlashishni beradi. Shu sababli. odatda, ulami birgalikda gollash
gulay boiadi. Bunda ildizni aniqglashtirish tez bajariladi va hisoblashni
nazorat gilish mumkin boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda gollanilishi masalasini

garaymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.
Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boiishi mumkin (30-shakl):

a) /'(*) < f"(x)>0; b)7'(*)>0,/4*)<0;

c) f'(x)>o0,f\ x)>o0; d)/'wW <0, f ’(x) <0.

Aniglik uchun f\x) >0, f"(x) >0 boigan holni qaraymiz (32-shakl).
A(a\f(a)) va B{h\f{b)) nuqgtalar orqaii vatar olkazamiz.
Bu vatarning Ox o‘q bilan kesishish nugtasini topamiz:

Endi fix) funksiya grafigiga B(b-f(b)) nuqtaga urinma olkazamiz.
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Bu urmmaning Ox o°‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

7'(*)
Sbunday qilib, a<a}<X <b, <b.

Bu jarayonni davom ettirib, tagribiy qiymatlaming ikkita ketma-
ketligini topamiz:

a<a, <a, <..,<X va b>b, >£, >..>X,

bu verda
s =a 7(<-0m80) 1ois  a0=a (6.15)
n=12.. f, =ft (6.16)
/'(\V.)
{a,} va ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demalk,
ular limitga ega. liman-a,

limbit=f} bo‘isin. Agar 1) va

3) sharflar bajarilsa, a =;3-X
/(x) =0 teng-lamaning yagona
yechimi bo‘ladi.

Agar ildizning aniqligi

s oldindan berilgan boisa.
u holda a va hn lar la, - ‘e
yoki e qan- h, k2e shartlardan
biri  bajarilishiga gadar davom

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa X”~ar (yoki X ~£n) boiadi.
ikkinchi shart bajarilsa X - boiadi.

1-misol. 2- x- Igx- 0 tenglmaning hagqiqiy ildizini vatarlar va
urinmalar usullarini birgalikda goilab, B =0,000001 aniglikda hisoblang.

Yechish. lIzlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani
lgx- 2-x koiinishga keltiramiz va y -Igx, y=2-x funksiyaiaming
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gratiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz [1,6;18]
kesmaning ichki nuqtasi bo‘lishi
kelib chigadi.
1) va- 3) shartlammg
bajarilishini tekshiramiz. \(:Z-X
f(x) =2-x-\gx funksiya uchun: \

/(1,6)=2-1,6 - 0,2041 =0,1959 >0;
/(18)=2-1,8 - 0,2553 =-0,0553 <0;
/(") =- 1—ge; *(x) =\lge; \

33-shakl.
[1,6;1,8] kesmada /'(*)<0, f"(x)> 0.

Demak, [1,6;1,8] kesmada
1) - 3) shartlar bajariladi. Shu sababli a=16 va 6=18 deb olamiz va

aniglashtirish formulalarini go‘llaymiz:

a =16- = 1,6+ 0,1559 = 1,7559;
/(1,8)-7(1,6)

h=1,6-~"-=1,6+ 0,1540=1,7540;
/'(1,6)

a2=1,75558; b2=1,75557; @a3=1,7555816; b2=1,7555807.
\a,-b, H1,7555816 -1,75558071=0,0000009 <£.

Demak, izlanayotgan yechim E* a, =1,7555816.

5.6,3.Mashqlar

1 Tenglamalarning hagigiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birgalike
go‘llab, « =0,0001 aniglikda toping:
1) X' -2X +7=0; 2) x3+x—=0;
3) jclgjc—=0; 4) 2jt+5-sinx =0.
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6.1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz chigarish amali barcha
haqiqiy sonlar uchun aniglanmaganligi
sababli har ganday kvadrat tenglama ham
haqigiy sonlar to‘plamida yechimga ega
bo‘lmaydi. Bu masala hamda uchinchi va
to‘rtinchi darajali tenglamalami vechishda
yuzaga kelgan ko‘plab masalalar haqigiy

sonlar to‘plamini kompleks sonlar
to‘plamigacha kengaytirishni taqozo etdi.
Keyinchalik kompleks sonlar

matematika va amaliy matematikaning
ko‘pchilik muhim masalalarini yechishga
tatbig qilindi va hozirgi matematikani
kompleks sonlar tushunchasisiz tasawur
gilib bo‘Imaydi.

6.1.1.Kompleks son
tushunchasi va tasviri

Kompleks son tushunchasi

1-ta'rif. z kompleks son deb ma’lum
tartibda berilgan x va y hagiqiy sonlar

juffiga aytiladi va z=(x,y) deb yoziladi.

X va y sonlarga mos ravishda z

kompleks sonning hagigiy va mavhum
gismlari deyilib, x=Rez, y=Imz Kkabi
belgilanadi.

z,=(;f va z2”™(x2yi) kompleks

sonlarida xx=xr va y, =y2 boiganida ular
teng, ya’'ni z, = z2 deyiladi.
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(0,2) son mavhum birlik deb ataladi va i bilan belgilanadi:

i = (00). (1.1)
2-ta’rif. z =(x,,y.) va z2=(x2,y2 kompleks sonlarining yig'indisi
deb
z, +z2=(xt,y) + (xLy2 = (xI +xLyl+y2) (1.2)
songa aytiladi.
3-ta'rif. z =(*,>) va z2=(x2,y2 kompleks sonlarining
ko'paytmasi deb
2.-22=(jcl,y))-(x2y) N (xIx2-y.y 2 X,y2+y.x2) (1.3)

songa aytiladi.
Keltirilgan ta’riflardan haqiqiy sonlardagi kabi

,0) + (x2,0) = (x, +x2,0)

va
(xt,0) «(x2,0) = (x,x2,0)

kelib chigadi.
Shunday qilib, kompleks sonlar haqgigiy sonlami «to ‘ldiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:

x=(x,0), iy=(0,)j=(00) «(y,00=(0« -1 «0,0 <0 +1 =) =(0,y).
Bu ifodalardan z=(x,y) kompleks son yozilishining boshqa bir
ko‘rinishi kelib chiqadi:
z=(xy) ~(x,0) +(0,y) =x +1y.

Kompleks sonlami ko‘paytirish ta’rifidan topamiz:
r2=a=(0i) #ai)=(-10=-1.

Demak, i- (0,1)- kvadrati minus birga teng bo‘lgan son.

Shunday qilib, z=x+iy ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda
X,y -haqiqiy sonlar, i- mavhum birlik.

Agar z=x+iy ifodada y=0 bo‘lsa, z=x haqgiqiy son, agar
x =0 boMsa, z=iy sofmavhum son hosil bo‘ladi.

Fagat x=y =0 boMganida z=x+iy kompleks son nolga teng
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bo'ladi. Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari
kiritilmaydi.

Mavhum gismlarining ishorasi bilan farg qiluvchi z=x+iy va
z=x-iy sonlariga qo 'shma kompleks sonlar deyiladi.

Hagigiy va mavhum gqismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi
z,=X+1y va z2=-X- iy sonlariga garama-garski kompleks sonlar
deyiladi.

Kompleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z=x+iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining
M(x;y) nugqtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x=Rez, ¥=1Imz) va
aksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nuqtasini z=x+iy
kompleks sonning geometrik tasviri deb garash mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi.
Bunda, z—x haqiqgiy sonlar haqigiy o ‘g deb ataluvchi Ox o°‘gning
nuqtalari  bilan  aniglanadi; z-iy
mavhum sonlar mavhum o079 deb
ataluvchi Oy o‘gning nuqtalari bilan
aniglanadi.

Shuningdek, z-x +iy kompleks
sonni M(x;y) nugtaning radius vektori
r=OM orqgaii ifodalash mumkin (1-

shakl). Bunda: F wvektorning
uzunligiga kompleks sonning moduli
deyiladi va A yoki r bilan
belgilanadi; r vektorning Ox o‘gning 1-shakl

musbat yo‘nalishi bilan hosil qgilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan
belgilanadi.

z=0 kompleks sonning argumenti aniglanmagan. z*0 kompleks
sonning argumenti ko‘p giymatli bo‘lib, 2Tk((k=0, -1, 1 -2, 2,..)
go‘shiluvchigacha aniglikda topiladi: Argz =argz +2nk,he.z, bu yerda
argz-argumentning oraligda yotuvchi bosh gqiymati, ya’'ni
—n <argz<n (ayrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;2?r)
oraligga tegishli giymat olinadi).
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6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari

Ushbu
zZ-X +iy

ifodaga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi.

Kompleks sonning r moduli va <$=Argz argumentini z=x+iy
kompleks sonni ifodalovchi r =OM vektorning qutb koordinatalari deb
garash mumkin. Bunda x =rcosip, y =rsin<p bo‘ladi (1-shakl).

U holda z =x +iy kompleks sonni z = rcost/>+ *>sing> yoki
z =r(cos(p + is'm(p)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik
shakli deyiladi.
Bunda r 5 z] modul quyidagi formula bilan aniglanadi:

rdz E yl
< argument esa

cosp=%, s™ m Y tgcpzi
r r X

fonnulalardan topiladi.
Pp=Argz =argz + 27k, k e z ekanidan

cos (p= cos(arg z + 2nk) =cos(argz), sin<=sin(argz)

kelib chigadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan
trigonometrik shakliga o‘tishda kompleks son argumentining bosh
giymatini aniqglash yetarli bo‘ladi.

- n<argz<n bo‘lgani ucun tg>=—tenglikdan topamiz:
X
arctgis 1,1V choraklarning ichki nuqtalarida,
X
i y L :
argz= arctg—+n, 1l chorakning ichki miqtalarida,
X
arctg—}i——ﬂ', 111 chorakning ichki migtalarida.
X

Agar nugta haqiqgiy yoki mavhum o‘glarda yotsa, argzni bevosita
topish mumkin.
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Masalan, z =2 uchun argz, =0; 2z2=-3 uchun arg?2=n; z, =j
uchun argz, = z4=-4i uchun argz4=—~ (2-shakl).

Eyler formulasi deb ataluvchi

. yi
cose>+ism (p=§* L]
ifoda yordamida z=r(cos™ + /sin<) v A\\
tenglikdan z =rejf ifoda keltirib chigariladi. 27°° © X
Ushbu
=re"*
ifodaga z =r(cos(p +isincp) kompleks sonning
Ko rsatkichli (yoki eksponensial) shakli _
deyiladi, bu yerda r 4§z } kompleks sonning T
moduli; $=Argz- kompleks sonning 2-shakl.

argumenti.

Eyler formuiasiga ko‘ra e* funksiya In davrli davriy funksiya
boiadi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish
uchun kompleks son argumentining bosh giymatini, ya’ni <p=argz ni
aniglash yetarli boiadi.

1-misol  z=-sinX+/cos™ kompleks sonni turli (algebraik,
8 8
trigonometrik va ko‘rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechish, z:-sin%ﬂcos% kompleks son trigonometrik shaklda
berilgan emas. Shu sababli shunday < burchakni topamizki,

cos© =-sin—va sin® =cos— boisin.

8 8
B unday burchak ®=—+—=— boiadi.
* 2 8 8
t:055—8ﬁ :—V-g-;-—\-A-%va sm—S;K: __\_/_E_fz__”_{g w hisobga ohb, Kompleks

sodining turli shakllarini yozamiz:

JI-J1 V2+V2 5K 5n
zZ-—: t =cos— +<ssm— =e 6 .
2 4 8 8
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6,1.3. Kompleks sonlar ustida amallar
Kompleks sonlami qo ‘shish

Agax z, =jc +iyt va z2=x2+iy2 bo‘lsa, yuqorida keltirilgan kompleks

sonlami go'shish ta'rifiga ko‘ra,
Z:+22=(X, +X2) +iy\ +vy.), (1.4)
Kompleks sonlami go‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga
ega:
Z, +22=2,+2j, (2,+2Z2))+2Z =2+ (Zj+2).

(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
go‘shilishi kelib chigadi (3-shakl).

3-shakldan bevosita ko‘rinadiki, jz, + 2219z j+;z21 Bu tengsizlikka
uchburchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlami ayirish

Kompleks sonlami ayirish amali qo‘shishga teskari amal sifatida
aniqglanadi.

z, va z2 kompleks sonlarning ayirmasi deb. z; ga qo‘shilganida
z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va z=z - z2 tarzda
yoziladi.

Agar z,=xt+1iy, va z2=x2+iy2bo‘lsa, ta’'rifga ko ra,

2=2,-2 2= (jc, - X 2 +i(y, ->m-) (1.5)

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
ayrilishi kelib chigadi. (4-shakl).
4-shakldan ko‘rinadiki, k, - z21>z, j-! z21



Kompleks sonlar uchun
1z, - z21=,/(V - X2y +(y,- y&Y

boiadi, ya’ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu
sonlami ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan | - 2/1=1 tenglik kompleks tekisligida z0=2/
nugtadan birga teng masofada yotuvchi z nugqtalar to‘plamini, ya’ni
markazi z0=2i nuqgtada joylashgan va radiusi birga teng
aylanani aniglaydi,

Kompleks sonlami ko paytirish

Agar zl=xi+iyx va z2=x2+iy2 bo‘lsa, yuqorida Kkeltirilgan
kompleks sonlami ko‘paytirish ta’rifiga ko‘ra,

z=22. =X%.-YYy]j+iXy2+ymi2). (1.6)

Kompleks sonlami ko‘paytirish kommutativlik, assosiativlik va
go‘shishga nisbatan distributivlik xossalariga ega:

2,22=22%,;
(z,22)z, = 2,(z22,);
z,(z2+23)=2z,22+z21z,.

2-misol. Zj~+3r, z,=~3 +i boisa, Z4+2z2 2zj-z2, z,-z2 term
hisoblang.
Yechish. z +2z2=@+3?) + (-3 +i) =-2 +4i,

2z, —22=(2 +6() - (=8 -+/)=5+5i,
z,22=(1+3/)«(-3 +i)=(-3- 3)+/(1- 9)=-6- 8.
Trigonometrik shaklda berilgan
z, =1, (cos +isingt), z2=r2(cos < + isin )
kompleks sonlami ko‘paytiramiz:
z2.22” (cos”™ + ism <Ir2(cos<p2 + isin 2) --

=rtr2coscos<g2+/sing{cos (2 + icos ftsin F2- sin ftsin g2) =
= r,r2(cos”c, cos(p2- sin gsin 42) + /(sin o cosR + icos ¢ sin g7) =

= r.r2(cos(<p, + ¢2) +ism{(p, + 42)),
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ya ni
V 2=rr/cosicp, + (pr) +isinO, + (pr)). (1.7)

Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaming modullari
ko‘paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.

Bu goida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli
bo‘ladi. Xususan, n ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun

2" = (r(cos (p+ isin<p)" = r “(cosng> + ismnN) (1-8)

boiadi.
(1.8) formulaga Muavrformulasi deyiladi.

3-misol. z=fl+i boisa, z6ni hisoblang.
Yechish. Awal kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiraraiz.
n=n/3 y =1boigani uchunr=4 » +12=2, argz:alrctgv3 :E'
Bundan
z :K cosa— i-/sin—
6 6
Muavr formulasiga kola:

26=26 cos’=-6 + isinl-Gj\: 64(cos™ +isinw) = -64.

Kompleks sonlarni bo ‘lish

Kompleks sonlarni bolish amali ko‘paytirishga teskari amal sifatida
aniglanadi.

z, va 2260 kompleks sonlaming bo linmasi deb, z2 ga
ko‘paytirilganida z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va

z:ﬁ- kabi yozi.ladi.
*2
z, =jtt+iyl, zZ2=x2+iy2¢0 va z=x+iy boisin.

U holda (x7+iy2)(x +iy) =x, +iyx tenglikdan
JXx2-yy2=x,,

> +y*i =yl

tenglamalar sistemasi kelib chigadi.
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Sistemadan X va Yy nitopamiz:

[ %’,,gnz XYy ,-X.y2
- x%*-:+y >y X"+y.
Shunday qilib,
F=" ZXW+yty2  xyt- x,y2 (1.9)
X2 +Yr x\+y\

Amalda ikki kompleks sonning bo‘linmasi urving surat va maxrajini
maxrajning qo‘shmasiga  ko‘paytirish  orqgaii topiladi (maxraj
mavhumlikdan qutqariladi).

4- misol. z,=1+2i, z. =3+i boisa, — ni toping.
r2

Yechish. ~ kasrning surat va maxrajini z2 ga ko‘paytirib, topamiz:
V2
Z 1+2/ (1+2r)3—/) 3+6i~i/A2 5+5 1 1.
22~ 3+i —(3+/)(3-0 ~ 9+1 ~ 10 ~2 2L
Trigonometrik shaklda berilgan z =r,(cos +isin”) kompleks
sonini z, =r2(cos<p2+ ismg>2) kompleks soniga boTamiz:

z, _ I,(cos<”M +/sin?,) (cosip,+;sin”,)-(cosi?>2-/sin<p2)
22 r2(cos(p2+ism<p2)  r2(cos<p: +i'sm”2)-(cos2-isin<E>2)

-

>

Kl (cos(™, -<P2) + isinC” - ¢2)).

Demalk,
; (cos(™ - q®) +ism(p, -<p2)). (1-10)

Shunday qilib, bir kompleks sonni ikkinchisiga boiganda ularning
modullari boiinadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chigarish

Kompleks sondan k-darajali ildiz chigarish amali wn-natural
darajaga oshirish arnaliga teskari amal sifatida aniglanadi.

z kompleks son'ming n-darajali ildizi deb, w'=z tenglikni
ganoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
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z=r(cosq) +/sing® va w= p(cos#-t-/sin0) bo‘lsin.

Tldizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topamiz:
z=w"=p"(cosn0 +isinnd) = r(cos<p + <sin4).

Bundan

p’=r, ne=P+2nk, k- Q -1, 1 -2, 2,..

yoki
6:2&_:_@5‘ :Vr~
kelib chigadi.
U holda w=s/z tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:
wk =sJr(cos(p +is\NP>) = ¥ AcosA AN -+ ism®4 £=0,1 ., n-l. (1.11)

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli z kompleks
sonining n- darajali ildizlari soni
n ga teng boiadi va ular k ning
n ta k=0, 1 .., u-1 giymatlarida
aniglanadi. lldizlarning  moduli
r haqigiy sonining wu-darajali
algebraik ildizidan iborat boiadi,

. . 2
argumentlari esa bir-biridan — ga
n

karrali songa farq qiladi. Bunda
barcha ildizlar kompleks tekisligida
markazi z- 0 nuqtada boigan va
radiusi %A ga teng aylanaga
ichki chizilgan n  burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl).

5-misol. V-T ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz,

-1 =cos™ + 2in?f.

Bundan



K ga Q 1, 3 va 4 giymatlar berib, topamiz:

n .. &t a2
W, =c0S— bwin—=— U+/),
4 4 2
F 3K w2
W, =cos— +/sm— =—" (-1+/,
4 4 2
3 a2
W, =cosmblsm= = (-1 + 1
4
5K .. 50 /2,
W, =COS------ hiSin— = -——-(-1-11,
4 4 2
o, ., . 1n_ ar2
w, = cos——tiun = =2 - r.
4 4 2

Bu ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan
muntazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. Mashqlar
1. X,y ning ganday haqgiqgiy giymatlarida z, x- Jyi- y —=-va

z2=2x+i2-3 xi-yf’ kompleks sonlar go‘shma boiadi?

2. x,y ning ganday haqiqiy giymatlarida z, =y +2f +3- 2xt va
21 -
z2=3x+8/+~+2rr kompleks sonlar teng boiadi?
3. X,y ning ganday hagiqiy giymatlarida z, =3x~2yi +5i1- 1 va
zz=3y-i3+—si(+ 2? kompleks sonlar qarama-garshi bo‘ladi?
4. x,y ning ganday haqiqiy giymatlarida zI =5x +~-+3yi+i> va

z, =3y(l + r)+—r—— r4 kompleks sonlar nolga teng bo‘ladi?

5. (z) tekislikda berilgan tengfamalami yeching:
1) zJ+62+25=G 2) 2z2+m+1=0;

3) iZM- 22 +3i=0; 4) z2- biz- 5=0.
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6. (z) tekislikda berilgan shartlar bilan ganday nuqtalar to‘plami aniglanadi?
1) Rez=a; 2) Imz =6;
3) rqzj</ 4) (p<argz <il,
5)r<jzI<R, ~)<argz<v/, bu yerda ab,r,R,(p,y/-haqiqiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va
ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1) 3=-2 +2n/3/; 2) z=S -i,
3) z =-\/3"cos™ +;sm"-j; 4) z=2Y2"cos™ +/sin~j;
r N
< —i - i_arctg— "m
5) z=V2e 1; 6) z=4nef 3
7) z=2co0s60" -li'sineO"; 8) z=-2c0s45°-2ism45%

8. Berilgan kompleks sonlaming yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
bo‘linmasini toping:

1) z, =-5+3/ va rr=2-4r; 2)z,=-3-4/ va z2=2+3(.

9. (2) tekislikda berilgan nugtalar orasidagi masofani toping:

1) 1-3i va 4i; 2) 1-5r va -4;
3) I+3r va 3+2); 4) 8-3/ va 2+5.
10. Hisoblang:
1) ’i;_ij+0-02(l+0; 2) iJ_r-_Sb.(FiO +1;
3) 2+3n3-(2-31)3; 4) (-1 +2r)d-(1+2i)\

11. Kompleks sonlarning haqiqiy va mavhum gismlarini toping:

U1l 3n/3-r7 /(1 +/5 8+193
2(V3+2i3)° 27BTF 4

12. Berilgan kompleks sonlarning ko*‘paytmasi va bo‘linmasini toping:

1) z. :E(cos1 Hsmﬂ—rI va z :é cos—“r’—r—]——n'sinﬁn;
N 4 4) 2t 12 12/

_J 5a . 54/ _. T 2a = (2a _
2)2,—eﬁo 56 hlsm—GJ va Z‘__Coi +(S|n{ 37



3) r, =8(cosl35° +/sinl35°) va r2=2(cos45“+/'sm45*);
4) z, =8(cos90" +isiu90") va z2=c0s30"+ isin30°.

13. Darajalami hisoblang:

?) f|f-—|{ cos—usin 2" 2) IO,
V2 v 36 36Jj kl-i) H
3) (2- 2if; 4) (a/2(cos20° +isin20°))"

14. Berilgan sonlarning barcha ildizlarini toping:
1) 2) \PL

3) Y-8 +8n/3r; 4) ill+7.

6.2. KOPHADLAR
6.2.1. Ko‘phadlar ustida amallar

Ushbu
PJX) = aw" + a,*"4 +...+ anlx + an (2,1)

funksiyaga n- darajali ko phad (yoki butiin ratsionalfunksiya) deyiladi.
Bunda a, sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
manfiy bo‘lmagan butun n soni ko‘phadning daraja ko‘rsatkichini
bildiradi.

Xususan, n- 0 da PJx) =a0(a0* 0) nolinchi darajali ko‘phad hosil
bo‘ladi.

Agar PJx) va QJx) kophadlar ning barcha giymatlarida bir
xil giymatlar gabul qgilsa, u holda PJx) va QJx) ko‘phadlarda x ning
bir xil darajalari oldida turgan koeffitsiyentlar teng bo‘ladi va aksincha.
Bu ko‘phadlarga teng ko‘phadlar deyiladi va PJx) = QJx) deb yoziladi.

Ko‘phadlar ustida qgo‘shish. ayirish va ko‘paytirish amallarini
bajarish mumkin.

Ikki ko‘phadning yig‘indisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko‘phad
bo‘ladi.

Ko‘phadlarni go‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari algebraik
ifodalardagi kabi bajaiilgani uchun arifmetik amallarning asosiy
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xossalariga ega bo‘ladi.
Ko ‘phadlami bo‘lish goldigli va goldigsiz bo‘lishi mumkin.
Pn(x) va Q,,{x) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin, bunda n>m>0.
U holda

PSX) =QJ.X)-K S X) +rXx) 0~k<m (2.2)

tenglikni qanoatlantiravchi R/mx) va rk{x) ko‘phadlar mavjud va
yagona boMadi. Bunda PJx) boiinuvchi, Qn{x) bo‘luvchi, R,mx)
boMinma, rt(x) qoldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rt(*) =0 bo‘lishi ham mumkin. U holda PJx]
ko'phad R, mx) ko‘phadga qoldigsiz bo‘linadi deyiladi.

Ko‘phadlami bo‘lishdan hosil boiadigan bo‘linma va qoldigni

topishning har xil usullari  mavjud. Ko‘p hollarda «burchakli
usulida boflish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko‘phadlarning ildizi

PJx) ko phadning ildizi deb x o‘zgaruvchining bu ko‘phadning
giymatini nolga aylantiradigan xa (hagiqiy yoki kompleks) giymatiga
aytiladi, ya’'ni bunda PJxe)~Q boiadi.

PJx) ko‘phadni x-a ga bo‘lishdan hosil bo‘ladigan qgoldigni
bo‘lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teoremani
isbotlaymiz.

1-teorema. PJx) ko‘phadni x-a ikkihadga boiishdan hosil
boiadigan qoldig PJa) gateng bo‘ladi.

Isboti. Pa(x) ko‘phadni x -a ikkihadga bo‘lish natijasi

PJx) =(jc-a)- R, ,(x) +r>
boisin, bu yerda r biror o‘zgarmas son (0- darajali ko‘phad) boiadi.

Bu tenglikda x o‘zgaruvchiga a giymat berib, topamiz:

r="Pla).

Teorema isbotlandi.

Bu teorernadan quyidagi teorema kelib chigadi.
2-teorema (Bezu teoremasi). a son PJx) ko‘phadning ildizi

boiishi uchun PJx) ko‘phad x-a ikkihadga qoldigsiz boiinishi
zarur va yetarli.
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6.2.3. Ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratish

Ko‘phadni nolinchi darajali bo‘lmagan ikkita yoki bir nechta
ko‘phadning  ko‘paytmasi  ko‘rinishida ifodalashga ko pkadni
Ko paytuvchilarga ajratish deyiladi.

Algebraning asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani
isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. n-darajali (n>0) har ganday ko‘phad hech
bo‘Imaganda bitta hagiqiv yoki kompleks ildizga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

4-teorema. n - darajali har ganday ko ‘phadni

PJx) =ajx - ai)(x- a2)..(x- a j (2.3)

ko‘rinishda ko ‘paytuvchilarga ajratish mumkin. bu yerda a0
ko'phadning bosh koeffitsiyenti, at, ar ar,,-ko‘phadning ildizlari.

Isboti. (2.1) ko‘phadni garaymiz. 3-teoremaga ko‘ra, u ildizga ega.
Bu ildizni a, bilan belgilaymiz. U holda Bezu teoremasiga ko‘ra,
PJx) =(x-a,)-P_i(x) bo‘ladi, bu yerda Pn («-1)- darajali ko‘phad.
P (X) ko‘phad bo‘lgani uchun u ham ildizga ega. Bu ildizni a2 bilan
belgilaymiz. U holda P_I(x) =(x-a2)-Pit Jx) bo‘ladi, bu yerda P,,_Jx)~
(n- 2)- darajali ko‘phad. Demak, P (x) =(x- a})(x-a 2) wPk2(x) .

Bu jarayonni davom ettirish natijasida

PJx)=an(x- a,)(x - a2)...(x- as)

yoyilmani hosil gilamiz.
(2.3) tenglikdagi (x-a.) ko‘paytuvchilarga chizigli ko‘pavtuvchilar
deyiladi.

1-misol. PJx) =Xs-2x2-x +2 ko‘phadni chiziqli ko‘paytuvchilarga

ajrating.

Yechish. Berilgan ko‘phad x=-1, x =1, x=2 da nolga teng bo‘ladi,
«, =1.

Demalk,

X3- 2x2- x+2=(x+])(x- D(x- 2).

(2.3) tenglikdan shunday xulosa kelib chigadi: n- darajali har
ganday ko‘phad n ta ildizga (haqiqiy yoki kompleks) ega. Ular orasida
tenglari bo‘lishi mumkin. Ko‘phadning (2.3) yoyilmasida gandaydirbir
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ildiz  k marta uchrashi mumkin. U holda bu iidizga k karrali ildiz
deyiladi. k=1 bo‘lganida ildiz oddiy ildiz deb ataladi.

Agar (2.1) ko‘phad kt karrali a, iidizga, k. karrali a, iidizga va
urnurnan kr karrali xr iidizga ega boisa, (2.3) formula

PX=atx—ajl(x- a2*2..(x- ayK (2-4)

ko‘rinishni oladi, bu yerda kn+ kr+ Kr=n.

(2.3) tenglikda ax ar anildizlar orasida komplekslari boiishi
ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o‘rinli boiadigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiyentli PJx) ko‘phad a+ib
kompleks iidizga ega boisa, u holda u a-ib qo'shma iidizga ham ega
boiadi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko‘phadning (2.3) yoyilmasida kompleks
ildizlar o‘z qo‘shma juftlari bilan gatnashadi. Bu juftga mos

chizigli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:

(x~(a+ib))(x-(a- ib))=((x-a)- ib)((x- a) +ib) =(x- a)2+ b2=
=x2- 2ax +az+b~ =x1+px +q,
buyerda p =-2a, q=a2+b7.

Demak, qo‘shma ildizlarga mos chizigli ko‘paytuvchiiar
ko‘paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy boigan
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

(x-(a+ib)Y(x-(a-ib))l=i(x- (a+ib))(x-{a- ib)))k=(x1+px+q)

almashtirish bajarish mumkin.

Shunday qilib, yuqgorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdigni
hosil gilamiz.

6-teorema. Har ganday haqigiy koeffitsiyentli ko‘phad haqiqiy
koeffitsientli chiziqli va kvadrat uchhadlardan iborat ko ‘paytuvchilarga
ajratiladi, ya’ni P (A-)ko‘phadni

P,X)=ajx-a™" (x-a2...(x-antrx
X(X2+p. X +AX " (Xr+pX+qy\..{x2+p"N +qj"' (2.5)
ko‘rinishda ifodalash ~ mumkin. Bunda a0-k o ‘phadning bosh
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koeffitsiyenti, a,, a2 an ko‘phadning mos ravishda klt k2 K,
karrali ildizlari, x2+p,x+g. (/=!/) kvadrat uchhadlar uchun
diskreminant D=p1- 4q<0, k, +k2+...+kt+2s, + 2s2+...+ 25,=n;

r, I, k., k2 kr,s,, s2...,s- natural sonlar.

2-misol. PJx")=x4+3x?-x -3 ko‘phadni ko‘paytuvchilargaajrating.
Yechish. Pt(x) =X"+3x3- x- 3=x3(x +3)- (X +3) =

=(x+3)(x3-1) =(x+3)(x- H(x" +x +1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish
Ikkita QJx) va PJx) ko‘phadning nisbatiga
R(X) = =bx" +~ +b~ix +b*
PJx) ai"->aX™+.. +anlx+an
ratsional funksiya (ratsional kasr) deyiladi.
m<n bo‘lganda ratsional kasr tofg ri kasr, m>n bo‘lganda
noto g ri kasr deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning QJx) suratini PJx) maxrajiga odatdagidek
bo‘lish yo*!i bilan kasrdan butun gismi q(x) ajratiladi, ya’ni
*(o, AW = w+/w
PM P(x)
tenglik hosil qilinadi, bu yerda q(x) - butun qgism deb ataluvchi

ko‘phad, PL(Z()) - to‘g‘ri kasr, chunki r(x) goldigning darajasi P (x)ning
X

darajasidan kichik.

3- misol R(x) 3xa—2x +1 ratsional kasrdan butun gismini ajrating.

X2+2x+2
Yechish. Ko'phadlami bo‘lish qoidasi bo'vicha kasming suratini
maxrajiga bo‘lamiz:
3x4- 2x3+1 Xl +2x+2
3x4+ 6x3+6x2 3x2- 8x+10
-8x ~6x*+1
—8x’ —16x" - 16X
\Ox2 + 16X + |
10x2+20x + 20
- 4x—19
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Demak,

_8x+10 - 110
X' +2X -.-2

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlar deyiladi:

1. x-a)* (k>2, ke J1);

M 2 agoft

o MXEEN eso seN, p2-42<0),
(T +px+q)’

buyerda A, M, N, a, p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgan

har ganday ----- to‘g‘ri kasnii sodda kasrlar vig‘indisiga yagona tarzda

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodaning (x-a) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga | turdagi

A kasr mos keiadi;
X-a

2) (2.5) ifodaning (x- a)k ko‘rinshidagi ko‘paytuvchisiga | va Il
turdagi kta kasrlar yig‘indisi —A’\—+----'-A‘L-- +...+—A—r mos keiadi;
Xx-a (X-&y (x-a)"
3) (2.5) ifodaning x2+px+q ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
\Y
Il turdagi —@Y-—-— kasr mos keiadi;
X*+px+q
4) (2.5.) ifodaning (x2+px +q)’ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
Il va IV turdagi 5 ta kasrlar yig‘indisi

M,x + N, M, X + N, Mx +N |<>JJ
ot — = mos keiadi.
X'+px+q (Xx2+px +q)2 (x2+px +q)’




Shunday qilib, teoremaga ko‘ra,
QM. Ay A

PO x-a (x-a)l | (x—a)k
e L-H- e 4- +- +— - - — (2.6)

buyerda A, A2..At, NIt Mr, N2...,Ms, Ns~ koeffitsiyentiar.

(2.6) tenglikdagi noma’lum Kkoeffitsiyentlarini topishning tu
usullari mavjud. Masalan, noma’lum koeffitsiyentlami topishda
koeffitsiyentlami tenglashtirish usulini go‘llash mumkin.

Bu usul quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1. (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P(x) oga

keltiriladi. Natijada ayniyat hosil bo‘ladi, bu verda

Pnx) P (x)
Sm(x) - koeffitsiyentiar!
noma’lum bo‘lgan ko‘phad.

2. Hosil bo‘lgan ayniyatda maxrajlar teng bo‘igani uchun, suratlar
ham aynan teng bo‘iadi, ya'’ni QJx) =SJx).

3. QIJx)=Smx) tenglikda »x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentiar tenglashtiriladi (ko‘phad!aming aynan tengligi hagidagi
teoremaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boMadi va bu sistemadan

izlanayotgan 4, M,, N,, M,, Nt koeffitsiyentiar
topiladi.
4 -misol. R(x):x—r(_——Z)S-T-)Jto‘g‘ri kasmi oddiy kasrlar yig‘indisiga
x“(x +1
yoying.

Yechish. R(x) ning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
XUxI+ 1) =x2(x +Y(jc" -x + 1
R(x)ni 1-teoremaga asosan, sodda kasrlar yig‘indisiga yoyamiz:

n/ \:A].H-éf+ A _!\/IX+N '

Noma’lum koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o‘ng gismini umumiy
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maxrajga keltiramiz, hosi! boigaii  tenglikning har ikkala
tomonidagi maxrajlami tashlab yuboramiz va quyidagi tenglikni hosil
gilamiz:
X* - 2X + 1= AX(X"+1) + A2(X  +1) + AX (X2- X + 1)-i-MX’ (X + 1) + Nx“ (x +1).
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tengiashtiramiz:

x1l: A+A.+M =],

x3: -A+Ar+M +N =0,
x2: A+ N =0,

x1l: A =-2,

x°: A2=l.

Bu tenglamalar sistemasini yechamiz:

4 A= =1 M=2 a=-2
1 3 3
Demak,
/7(X):—2 I T 5x-4

x x1 3(x+1) 3(x'-x+1)
6.2.5. Mashqlar
1. Berilgan P(x) va Q(x) ko‘phad!arnmg yig' indisini, ayirmasini va
ko‘paytmasini toping:
1) P(x) =2x’- x1+4, Q(X)=x1+3x"- X;
2) P{x)=x4+x2—5, 0(x)=3x4+ x-Xx 2.

2. P(x) ko‘phadni Q(x) ko‘phadgabo‘lishda hosil boiadigan bo‘linmava
qoldigni toping:
1) P(x) =x3+2x2-x +1, Q(X) =x1+x-I;

2) P(x) =xi +5x3-6x +5 Q{x)~x3+2x2-1;
3) P(X) =3xs+4x3+2x- 1, Q(X) =x3+3x+7,
4) P(x) =2x4-13x3+32xz-24x +1, Q(X)=x2-5Xx+6.
3. P(x) ko‘phadni x -a ikkihadga boMganda hosil bo'ladigan goldigni toping:
1) P(X) =x‘-3x4-x3+1, x—2; 2) P(x)=x"-6x"‘+xs- 8, x+1;

3) P(x)=3x6+n5-64, x+2; 4) P(X)= x5-6x3+X, X-3.
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4. P(X) =axv+bxr+pa:-1 va Q(X) =3x"-x2+x-c ko‘phadlar bir-birigaaynan
teng. a, b, ¢ larni toping.

5. ax4+xr-3x +h=2x4-tcx -3x+i. a, b, ¢ larni toping.

6. Berilgan ko‘phad!arni ko‘paytuvchilarga ajrating:
2) jc3- 8lic

4) X5~6XA+9x3-x li-6x- 9.

1) x4-16;
3) 5x4—40jcj + 115x* —140*+ 60;
7. Berilgan to‘g‘ri kasrlami sodda kasrlar yig‘indisiga yoying;
-v 3x3-5x2+8s-4

14 x2+4x +1
2) ;

B ~7-77%;
3)
X +XL—2x X +x~+1
8. Berilgan to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisiga yoying va
koeffitsiyentlami noma’lum koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli bilan toping:

. *242X+3. 2x2~\1x-6
A AV A V77717’
3X3-2x2-2x+7, 2x-1
’ T4, ..

t
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* Ratsionai funksiyalarni
integrailash

m jTngonometrik
funksiyalarni integraliash

* Srratsional ifoda'femi
integrailash

*Aniq integral
* Xosmas integrallar

*Aniq in'‘egraJning
tatbigiari

Isaak ftfuion
(J642-1727)-
ingih matematigi, fizigi.
mexanigi va astronami

Yyymun  “.Sitfurui falsa-
/lining miiicrsiaiik  ustV-
Isri** Bsaridtt butm utum
tarthhisis gmwisini ra
msxanikaning mft rwi/i~
Him beyon gilgun.

\ m&emalik  unsdk,

osastarini, \yutan binomi
fomrnlasini, tmglamalar-
tti ytximhning Wyman
wsitUni ynmtgun, rnnie-
muiih hisobUisblerda ga-
tarhrdmt foydaluHiihni
ko'natgaa.

BIR OZGARUVCHI
FUNKS1.YASINING
INTEGRAL HISOB1

Integral hisob - bu matematikaning
integral tushunchasi, uning xossalari va
hisoblash usullari o‘rganiladigan bo’limidir.
Integral hisob differensia! hisob bilan uzviy
bogiig va ular Dbirgalikda matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensial va integral hisobning asosiy
tushunchalari, jumladan, differensiallash va
integrailash amallari o'‘rtasidagi bogianish,
ularmning amaliy masalalami yechishga
tatbigi XVII asming ikkinchi yarmida
I.Nyuton va G.Leybnis tomonidan ishlab
chigilgan. Ulaming izlanishlari matematik
analizning gurkirab rivojlanish  davrini
boshlab bergan.

Integral hisob yordamida ko‘plab yangi
masalalar  bilan  bir gatordam ilgari
yechilmagan bir gancha nazariy va amaliy
masalalami yechish imkoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunchalari
bir-biri bilan uzviy bogiig anigmas va aniq
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlang'ich funksiya va
anigmas integral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensial hisobning asosiy masalalaridan
biri  hisoblanadi. Matematik analiz
masalalarining turliligi. uning geometriya.
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mexanika, fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbiqgi berilgan
/(x) funksiya wuchun hosilasi shu funksiyaga teng bo‘lgan
F(x) funksiyani topishga olib keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko‘ra, uning o‘zini topish
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

>=/(*) funksiya (a;b) intervalda aniglangan bo'lsin.

1-ta’'rif. Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi
F(x) funksiyaning hosilasi berilgan / (x) funksiyaga teng, ya'ni

F'(x)=f (X) (yoki dF(x)=/ (x)dx), xe (a:n)

bo‘lsa, F(x) funksiyaga (a;b) intervalda /(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi deyiladi.
Masalan: 1) F(x)=r’' funksiya sonlar o‘gida f(x)=3x1

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki xeR da
(x5'=3x'\
2) F(x) =-NI—x1 funksiya (-1;!) intervalda f(x) =— -JL= funksiyaning
VI- x1
boshlang'ich funksiyasi boiadi, chunki xe (1) da {JI- x2)'=—, &
l—

Lemma. Agar F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda /(x)
funksiyaning boshlangdich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(x) bir-
biridan o‘zgarraas songa farq giladi.

Isboti, F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin: F’(x) =f(x), ®\x)=f(x).

U holda istalgan x e (a;b) da

(@(x) - F(x))"- ®'(x)- F'(x)=f{x) - f(x) =0
bo‘ladi.
Bundan ®(x)- F(x)=C yoki ®(x)=F(x)+C kelib chiqadi, bu
yerda C-ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Shunday qilib, /(x) funksiya ia;b) intervalda biror F(x)
boshlang’ich funksiyaga ega boisa, uning qolgan barcha
boshlang‘ich fimksiyalari (F(x) + C jCsR} to‘plamni tashkil giladi.

2-ta'rif. /(x) funksiyaning (a;6) intervaldagi boshlang‘ich
funksiyalari to‘plamiga /(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
J/ (x)dx kabi belgilanadi.
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Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,
\f(x)dx = F(x) + C, (1.1)

buyerda f(x)~ integral ostidagifunksiya, f(x)dx - integral ostidagi
ifoda; x- integrallash o zgaruvchisi, J —integrallash belgisi deyiladi.

Anigmas integralni topish, ya'ni berilgan funksiyaning boshlang'ich
funksiyalari to‘plamini aniglash masalasi funksiyani integrallash deb
yuritiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga
teskari amal bo'ladi.

Berilgan f(x) funksiya qachon boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi

degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotsiz
keltiramiz).

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz boisa u
holda u bu kesmada uzluksiz bo‘lgati boshlangdich funksiyaga ega
boiadi,

Ko‘p hollarda F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladigan (a;b) interval ko‘rsatilmaydi. Sunday holda
(a;b) interval sifatida f(x) funksiyaning aniglanish sohasi tushuniladi.

Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma’noga ega deb hisobiaymiz.

Masalan, /(*) =- funksiya (--0:0) va (0;», intervalda uzluksiz.

Shu sababli uning anigmas integrali deb

=In|xj+C (x~0O)

funksiya tushuniladi. y
Boshlang'ich funksiyaning
grafigi  integral egri chiziq deb _ Ny=FX)+ci

Anigmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy C o‘zgamiasga
bog'liq bo‘lgan barcha integral egri __ =FX)+ci
chiziglar to‘plamini ifodalaydi.
Agar F(x) funksiyaning grafigi
integral egri chizig bo‘lsa, boshaa



integral egri chiziglar uni Oy o0°‘qgi bo'yicha parallel ko‘chirish
yordamida hosil gilinadi (1-shakl).

7.1.2. Anigmas integralning xossaiari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
I”. Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi
funksiyaga (ifodaga) teng:

\f (x)dx)' =f {x). (d\f(x)dx - f(x)dx).
Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya'ni F'(x) =f(x) bo‘lsin.

U holda
{/(*) &) =(F{x)+C)y=F'(x) +0=1{x).

(d) (¥dx- d(F(x) +C)=dF(x) + dC = F'(x)dx =/ (x)dx).

Bu xossa integral amali to ‘g'ri bajarilganligini differensiallash
orqaii tekshirish imkonini beradi.

Masalan, j{3x2+ 5)dx=xi +5x + C to‘g‘ri, chunki (¥ +5x-hC)" =bxr +5.

2" Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan
0‘zgarmas sonning yig‘indisiga teng:

\dF(x) =F(x) + C.
Isboti. F'(x) =f(x) boisin.

U holda
jdF(X) = |F'(X)dx = | / (x)fier= F(x) + C.

3". Ozgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin:

JKf(x)dx = k ]f{x)dx, k= const, K PO.

Isboti. F'(x) =f(x) boisin.
Bundan

Jkf(x)dx = |kF'{x)dx = f(kF(x))'dx = k(F(x) + C) = kF(x) + Cv=k\ f{x)dx
(C, = kG deb olindi).
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4°, Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisinmg anigmas
integrali shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga
teng:
1(/(m*) £ g(x))dx =jf(x)dx £ j'g(x)dx.

Isboti. F'(x) =fix), G'(x) =g(x) bo'lsin.

U holda
JUF) £9(x))dx =} (/='(w*) £ G'(x))dx =

=i {F(x) = G(x))'dx =] d{F(x) £ G(x)) =
=FX)zC(x)+C=(F(x)+C]x (G(x) +C2 =
=jf (x)dx £ |g(x)dx, C, £C2=C.

5°. Agar }f(x)dx =F(x) +C boisa, u holda x ning istalgan differen-
siallanuvchi funksiyasi n=u(x) uchun j f(u)du =F(u) +C bo'ladi.

Isboti. x erkli o‘zgaruvchi, f(x) uzluksiz funksiya, F(x) funksiya
f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo"lsin.
U holda J/ (x)dx=F(x) +C bo'ladi.

u=cp(x) bo‘lsin, bu yerda <p(X) - uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan

funksiya.
Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko‘ra,

dF(u) = F'(u)du = f(u)du
bo‘ladi.
Bundan
Jf(u)du = \d(F(u)) ~F(u) + C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi.
Demak, anigmas integral integrallash o‘zgaruvchisi erkli o'zgaruvchi
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan ixtiyoriy
funksiyasi boMishidan gat'iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal bo‘lgani
uchun asosiy integrallar jadvalini differensial hisohning mos
formulalarmi (differensiallar jadvalini) qo‘5lash va anigmas integralning
xossalaridan foydalanish orgali hosil giiish mumkin.



Masalan, d(sinu)=cosudu ekanidan Jcosudu = Jtf(smu) —sinun+ C.
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallarjadvali deyiladi.

Asosiy miegrallarjadmlIL

1. [u“du- 2. f— =Inju\=C;
ct+1 "
3. \a‘du—----- +C, (0<«3 5tl); 4. \e“du=¢e"+C;
Ina
5 }sinudu=- cosu+C; 6. |cosudu=sinu + C;
7. Itgudu = -1d Icosunj=C; 8. \ctgudu = lii|sinu\=C
N
8. Jr_d_u =tgu + € 10. f—_dl#—: "gM + C;
cos ” sinzn
cm (n ﬂ)
11. f— =1In +C: 12. =In C:
Sinl/ cosm % + 4)
|
13. J- ciu——=arcsin—+ C, 14. j du =+ nm +xad +C.
4u2+a?
1& 5—92--: I—arctg£+ [AN 16. f- du -In n-a -, C;
a +u a a ul-a2 2a t d
17. Jshudu = chu + C; 18. \chudu =shu + C;
19. |-~ - =thu+C; 20. j =-cthu +C.
ch'u shai

Asosiy integrallar jadvalida integrailash o‘zgaravchisi un erkli
o‘zgaruvchi yoki erkli ozgaruvcbinmg funksiyasi (5- xossaga ko‘ra)
boiishi mumkin.

Jadvalda keltirilgan formulalaming to‘g‘riligiga uning o0°‘ng
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng boiishini tekshirish orgaii
ishonch hosil qgilisb mumkin.

Bu integrallardan binning, masalan 13-formulaning to‘g‘riligini
ko‘rsatamiz:

1 1 du
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7.1.4. Integrallash usullari
Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish
va anigmas integralning xossalarini qo‘llash orgali berilgan integralni
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

integrallash usuiiga

1) |"5sinX — -A-y +x3Jdx =5}sinxdx - 23— +}x3x =

X4
=-5cosx - larctgx+— +C;

r Cco0s2x . .cos2x-sin2x . [/ 1 1
2) F—-5— 1 ~ dx=\—-- — A edXAW — e —
€c0S Xsm X €C0S Xsm X vsm X C€O0S X
, . adx . dx 2
=J3— —-j— — =-Ctgx - tgx +C - -~ L;

sin'x cos X sin2x

3) ITT-1" = -1 A4 A=-K1 x29n +]7 1=

*

d
-J dx+}x]dx+}_---z(._=- x4+ + arctgx + C.

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning
guyidagi almashtirishlari

(«differensial amali ostiga Kiritish» jarayoni)
go'llaniladi:

1 1
du=d(u+a), a—son; du= d(au): udu:Ed(ua; cosudu =d(smu);
a

smudu = -d(cosu)\ ~du=d(\mi)\ — -—du = d(tgu).
" cos n
Urnurnan olganda, f'(u)du =d(f(u)).

Bu formuladan integrallami topishda ko‘p foydalaniladi.
Misollar:

1w dx 1f d(3x) 11

1 -f ==

3x 1 3x
-------------------------------- arete— +C=— arctg— +C;
16+9x 3 16+ (3X) 3 4 4 12 4

382



N
= =m|]smx-cosx]+C.

-y tcos* +sinx , ..c/(sinX - COSX
2) J— ax = -
SINX - COSX SINX-COSX

0 ‘rniga go yish (o ‘zgaruvchitti almashtirish) usuli

Ko'p hollarda integraldagi o‘zgaruvchini almashtirish uni bevosita
integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o ‘rniga go Yyish
(o'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi
teoremaga asoslanadi.

2-teoreraa. Biror T oraligda anigiangan va differensiallanuvchi
x=<pt) funksiyaning giymatlar sohasi X oraligdan iborat bo‘lib, X da
/(x) funksiya anigiangan va uzluksiz, ya'ni T oraliqda / 0(0)
murakkab funksiya anigiangan va uzluksiz boisin. U holda

JT(x)dx = If((p{t)cp'{t)dt (12)

bo‘ladi.

Isboti. X oraligda F(x) funksiya /(x) funksiyaning boshlang‘ichi
boisin. U holda F{<p(t) murakkab funksiya T oraligda anigiangan,
differensiallanuvchi hamda

MAD(O) = F(<p(tw (t) =
bo‘ladi.

Bundan

I =] F((pt)dt =F((p{t) + C =

=F(x) + CIM/)=jf(x)dx\"
hisobga olinsa,
\ f(x)dx = \f((p{t))<p\t)dt.

(1.2) formula anigmas integralda o'zgaruvchini almashtiri:
formulasi deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t=<p(x) o‘miga qo'yish bajarishga to‘g‘ri keladi.
U holda Jf(ip(x))(p'(x)dx =\f(t)dt  boiadi. Demak, (1.2) formula
o‘ngdan chapga qoilanishi ham mumkin.

1-misol. IJxVx-3dx integralni toping.

Yechish. yx- 3 =t almashtirish bajaramiz.
U holda x =t2+3, dx=2tdt.
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Shu sababli
\x4x —3dx = \(t2+3) 4 ®tdt = 2 f(f4+3t2dt =

=2]/4 +6/X*=2 ~ +6-y +C=|V(>-3)5+2yj(x —3Y +C.

2-misol. f- I +Mxdx integralni toping.
j xInx 6 F 6

Yechish. '+ Inx=r boisin.

Bundan
Inx:£I -1, 9(:2td't.
X

U holda (1.2) formulaga ko'ra,

Al +Injc , _f-2udt_ prtlde

J xlInx JN - VAR

m2|(,+~ M "+ AN +c=
ot T2 o ol ik RIS o
tl-1 1+ Inx—i

= 21i -f Injc+ 21njM + In* - ij—njinjg + C.

J- vblo/. jVI+cos2xsin2  integralni toping.

Yechish. | +cos2x =/2 deymiz.

Bundan
-2cosxsinxdx = 2tdt yoki sin2xdx =-2tdt.

U holda
| /1+ cosJx sin 2xdx = Jt(-2t)dt =

=-2 «—+C=~=J(1 + cos2iy" + C.
3 3V

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o‘zgaruvchini almashtirish
usuli takroran qoilaniladi, ya'ni bunda bajarilgan o‘rniga qofishdan
so‘ng shunday integral hosil boiadiki, bu integralni boshga o'raiga
go'yish orqgaii soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin

boiadi.
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Bo ‘laklab integrailash usuli

Bo'laklab integrailash usuli ikki fiunktsiya ko'paytmasining
differensiali formulasiga asoslanadi.

3-teorema. u(x) va v(x) funksiyalar gandaydir X oraligda
aniglangan va differentsialianuvchi boiib, u'(x)v(x) funksiya bu
oraligda boshlang‘ich funksiyaga ega, ya'ni jii(x)v(x)dx integral
mavjud bo‘lsin. U holda X oraligda mc)v'(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyaga ega va

ju)v' (x)dx =u(x)v(x) - Jv(x)u'(x)dx (1.3)

boiadi.
Isboti. (MX)Vv(jc))' =u'(x)v(x) + v'(x)u(x) tenglikdan

UV (X) = (m(x)v(x))' - V(X)U(x).

uXv(x))' va u'x)v(x) funksiyalar X intervalda boshlang‘ich
funksiyaga ega bo‘lgani uchun v'(x)u(jg ham X intervalda boshlang'ich
funksiyaga ega boiadi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomcnlarini
integrallasak, (1.3) formula kelib chigadi.

(1.3) fonnulaga anigmas integralni bo ‘laklab integrailash formulas
deyiladi.

Ma’ lumki,

V'(X)dx = dv, u'(x)dx =du.

Demak, (1.3) formulani

Judv=mv - lvdu (1.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Boiaklab integrailash usulining mohiyati berilgan integralda
integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va

(1.4) formulani qo‘Hagan holda berilgan fudv integralni oson
integrailanadigan jvdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Boiaklab integrailash orgaii topiladigan integrallaming, asosan,
uchta guruhini ajratish mumkin:
1) JP(x)arctgxdx, jP()arcctgxdx, |P{X)\nxdx, JP(x)arcsinxdx,

j P(X)a.rccosxdx (bu yerda P(x) - ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-gunih
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integrallar. Bunda dv=P(x)dx deb, golgan ko‘paytuvchiiar esa n bilan
belgilanadi;

2) jP{x)eadx. j/'(X)sinkxdx, JP(x)coskxdx ko‘rinishdagi 2-
guruh integrallar. Bunda n= P(x) deb, golgan ko'paytuvchilar dv deb
olinadi;

3) jefasinfoicfe, |ebcosfocdx ko‘rmishdagi 3-gumh integrallar
boiaklab integrallash ormulasini takroran qo‘llash orgali topiladi.

4- misol. Jarctgxdx integralni toping.

dx
n=arctgx, du

Yechish. \arctgxdx = 1+Xr"  marctgx- | rdx =
+.r2

dv=dx, v=x

1fd( & x2
=arctgx — J—(.-----)E de = xarctgx — Inl+x2+C.
2 1+x 2 ' 1

5- misol. jxeTdx integralni toping.

Yechish.
n=x, du=dx
| xe*dx = jexdx=xex-er+C=ex(x-1) +C.
dv=exdx, v=e

6- misol. | =Jsinxe2dxintegralni toping.

Yechish.

. u=-elx, du= 2elxdx )
J = |sinxe2ldx = . -e2Xcosx + 2jeXcos xdx -
dv=sinxdx, v=-cosx

u-elx, du~2e2dx

. = -e Acosx + 2(2sinx - 2felxsinxdx) =
dv=cosxdx, v=sinx

=e2X2sinx - cosx) - 41.

Bundan



Ko‘rsatilgan uchta guruh bo‘laklab integrallanadigan barcha

integrallarni o'z ichiga olmaydi. Masalan, integral vuqorida
COS X

keltirilgan integrallar guruhlariga Kkirmaydi, lekin uni boiaklab
integrailash usuli bilan topish mumkin:

1 u=x, du- dx

. XxaX
[ ~= =xtgx - } tgxdx = xtgx- In Jcos x\+C.
Jeos' ldv:'——dxv:’\ ox-119 g I
cos X
7.1.5. Mashqglar
1 Berilgan integrallarni anigmas integralning xossalari va integrallar jadvaHr
go'ilab toping:
DIsigr- 2+ xAmx 2y {x1-7
3)j',r " * ~*eiv Hfl 3 _
J * \l+x- 4\-xrJ
5)32y3:——%—A ; b) jjrg‘s'm—)E + cosi)l dx:
7)5 e{] +€8SI‘XJV ; 8) [J_ SUINIC
9)fctgXdx; 10)f N
COS j - cos2x
Il)f-—&-r' 12) f-= ae
,W2o+ 4% LAT ax-2x2-

2. Berilgan integrallarni differensial ostiga kiritish usuli bilan toping:

1)1 —l—dx: 2) fcos2xsinxdx,
J r J
3) fA—N-Y -k 4
v 1+ 45T J x+5
5)JV °" eosxtfx. 6 )jV '3jc2afe;
7)] cosx.v 8 fN & ;
* sin X J Ve
. d
9)j”=L=; 10§ X
nl4-e2* sin24xyc?g24x
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3. Berilgan integrallami 0‘miga qo'yish usuli bilan toping:

ex-1 . .
ex+l

1J

3)J \h6-x2cix

5) /x 21/x3+3tfe;

ar

7>f(alrcsw-)g"V! - X’

dx
o)f
ni5-4x-x2

X (2 + 7)iC&:;

13)/
e

cos2xdr
sin Xcosx
4x-5,

8)/
)x+5

10)/-,. &
V3x2-2 X -i
dx

12)/
v'x(I-x)

J In2x dx

14)
bidx X

4. Integrallami boiaklab integrallash usuli bilan toping:

1) | xarctgxdx
3) IxInxdx,

5)/x3'att;
7)IxIn(x + X)dx;

9) fsin Inxdx;

11) finfgx&
COS2X

5. Integrallami toping:

1}jx NlU M d x;
3)/e* cos2(e*)A;

1+ tgx

o
Dhx+1)(2x-3)
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2)/larcsinx&;
4) jx 2"dx.
6)/x sin2xdx;

rxsinxtfo
® COS3x
10)/

Inarctgxdx
I+x"

12) f

2 ) /sin3xsin5xi&;

\nxdx
6)\L>X(I—In2x)'

)3 dx
X(4-rln2x)’



9)f 10) f
)-COSZX’ )JKJ-IX-Q'
., 4re“rsxdx e Ixdx
) 1 E=T= \I3+e
13) |sin?— A+ 14) IXNX2&;
15) jV In2m&; 16) f-—
J sin x

7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARM
INTEGRALLASH

7.2.1,Sodda kasrlarni integrallash

6.2 banddan bilaroizki, quyidagi ratsional kasrlarga sodda kasr
deyiladi:
/.
X-a
1. — , (k>2, ke N):
(x- ay
Mx + N .
I, e (P -4g <0),
X' +px+q
Mx + N
(A (s>2, J6A, p -4r/<0),
(x +px-19)

buyerda A, M, N, a, p, q - haqgiqiy sonlar.
I va Il turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orgali topiladi:

jAdx_Af’a(x'a):A]n\x-aHC; (2.1)
X-a X-a
R TN 0= AL ) S © )

111 turdagi sodda kasmi garaymiz.

f Mx+N fa integralining suratida kasming maxrajidan olingan hosila
3x2+px +q

(x2+px +Q)' =2x + pm ajratamiz va natijani integrallaymiz:
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Mp
M ey +n M2

U
" ?\_z_xt!\_l___dxz N 2d=Mj2X¥D gy
X +px+( X +px+q 2 x+px+q
\Y 23X +px+q 2z \Y 2 J
yoki
|/|’_
X +px +dq 2 l. 2

Bu tenglikning 0‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi
=Injx2+ px + g\.

Ikkinchi integral maxrajida to‘lig kvadrat ajratamiz va integralni
guyidagicha hisoblaymiz:

dfx +—
it dx f V 25 2 2x+p
:- v =IdF oy \2 SR 3__ _______ N
=TT S Y o = s AR = iR

bunda 4q- p2>0, chunki £><0.

Natijada quyidagiga ega bo'‘lamiz:

----------- d‘x-—ln]x + pX + o\ +- 2N
X*+/te+ & ~N4q

1-misol. 1=f- -fe-+11—dx integralni toping.

X +6x+13
5 .
—(2x+6)+ 11— *6 j
Yechish. [/ = f—-5—-—- 2_"Mfe= £r — (2x+ | 6)ffa 4j ------ &------ =
X +6x+13 2 xM+6x+0 X2+ 6x + 13

=/Aln|xr + 6x + 13]--4J.

Bu yerda

J(x+3)2+4_Ji(x+3) +2 2 2
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Bunda!)

f—m—-—dx = —anx2+ 6x + 13] -2arctg—— + C.
X" +6Xx+13 2

IV turdagi sodda kasming integraiini topamiz:

, Mx+N ~ _Mr (2x+p)dx ~
(xr-rpx +qyY 2 (x'+px+qQq)

+\»-tf)Tr— v ™4y - 4>
Ix+ 21 41q- 2 \
w2/ & j
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral jadvaldagi
integralga keltirib, piladi:

(2x + p)dx
(x2+ px +q)*

1
= {xl +px Fq) 'd(x2+px+q) =
1l pxd o) rdoezepera)= oL

Ikkinchi integralga (uni Isbilan belgilaymiz) +  =f almashtirish

bajaramiz va 0<q- — == a2 belgilash kiritamiz.

U holda

[ =k vV— 4z =f— d— =L ((LIifUzLdt=

\Y lY J(/2+e2* a2 (f+al)

1 dt | f tt
ad{f ta®4 82 (¢ +a’)

Bu tenglikning o‘ng qismidagi birinchi integral / ga o‘xshash

boiib, unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu
sababli, belgilashga ko‘ra, boiadi. Ikkinchi integralni boiaklab
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integrallaymiz:

tAdt 1 t-2tdt
}{t2+a2) 3(r +a)!

\( -t 1 r dt
2 +n-113(r+ 02

t 1
2(i- )(r +a2y~  2(5- 1)

Demak. / integralni hisoblash uchun a darajani pasaytirish
formulasini hosil gilamiz:

, 1 t 1
a '’ 2a (s—Y)(tz+a4d'' 2a (j—)

t 25s-3 ,

(2.5)
2a (s-1)(r +c2 2a2(.y-I)

Shunday qilib, (2.5) formula bo'yicha /, integralni topamiz, keyin
/, dagi barcha t ni x +~ bilan almashtirib va 1, I, integrallarni (2.4)

tenglikka go'yib, 1V turdagi sodda kasr mtegralini topish uchun ifoda
hosil gilamiz.

(2.5) formula bo‘yicha / integralni topish indeksi bittaga Kict
bolgan integralni topishga, integralni topish esa 0‘z navbatida
/_2 integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom ettiriladi:

. r dt 1 t
I, =)---———=- arctg- +C.
t +a a a

Demak, (2.5) formula orgaii / dan ga, so‘ngra I,_2 o'‘tiladi va
hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki recurrent
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

2X+5 . . .
2- misol. f———)f—t ----- -dx mtegralnl toEmg.
J(r2+ 4x + 8)2

Vecﬁisﬂ. r 2X+4+1 f 2x+ 4 d r dx

N ddvdgys GBI B Leys | (x2+ax +8)2
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1 rod(x+2) _ 1 ja dt
X +4x+8 [(x +2)2+4]2 x2+4x+8 V +a?

buyerda t=x+2 a=2

(2.5) integraldan foydalanib ayrirn hisoblashlardan so‘ng

t | X+2 1 X+2
/, = — —i---- —+—r g—— ------------------ +— arctg--------
* 2aje+a2) 2d a 8(x2+4x +8) 16 2

ekaniigini topamiz.

Demak,
c 2x+5 _
(X +4x + 8)
+ X+
L -t e X 2 -------- h—1 arctg ----- ?-+C =
Xx1+4x+8 8(x2+4x +8) 16 2
X-6 1 X+2
— H— arctg--------- 1C.
8(x +4x+8) 16 2
7.2.2. Ratsional kasrlarni integrallash
6.2 banddan va yugorida aytilganlardan kelib chigadik
R(x) =" ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda

amalga oshiriladi:

1) berilgan ratsional kasming to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini
tekshirish; agar kasr noto‘g‘ri boisa, kasrdan butun gismini ajratish;

2) to‘g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;

3) t.0"g'ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish;

4) hosil bo'lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallash.

. 4+ 6
3- misol. | = f—-X252 dx integralni toping.
X - 2x' +2x

~a n

Yechish. R(X) = —---=- ---——- noto‘g‘ri kasr, chunki
X' —2X +2x

m- 4, n=3 (m>n).
Bu kasming suratni maxrajga boiish orgali kasrdan butun gismini
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ajratamiz:
X4+6 jx3- 2x1+2x
x4- 2x3+ 2x2j X+ 2

2x5-2xTT6~
2XS—4X2+ 4X

2X - 4Xx+6
Bundan

2X' —4x+6
RX)=x+2+ % x
X3- 2x2+ 2X

To'g'ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X3- 2X2+ 2x = X(x2- 2x + 2).

To'g'ri kasmi sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz:
2x2- 4x+6 _ A Mx + N
X(X2- 2x+2) X X2- 2x+2

Yoyilmaning noma’lum koeffitsiyentlarini topamiz:

2X2- 4x+6=[ x2- 2x + 2) + Mx2+ NX,

X2: A+ M —2,
x1: -2A +jV=-4,
x°: 2/1=6.
Bundan A=3, M =-1, =2
Shunday qilib,
~ 3 -X +2
tf(X) —x -r2 H—-—-+t——
) X X~—2x+2

Ko‘'phad va sodda kasrlar yig!indisini integrallaymiz:

| = f(x + 2)tfe + + 2x + 31nlx],—
J {1

X +fx —2x+2A 2

(2x -2 +1-2 i 2x_2

= 12X+ 3IN X —. e dx +

-J—xr-2x+2 2 2 X - 2x+2

x2 1
T+ 2x +3In X j- —In [x2- 2x + 2 1+arctg(x - 1)+ C.
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1. integrallarni toping:

. Mashqglar

) . 2x+3 2)f— xdx
(x-2)(x +5)
3 f n 4) f
J(x+|)(x+2)(]c+3)’ i (x+1)02+6x+5)’
S B2r2x3 6720
7J 8) f----mmmmeooe e dx
X'+X *X(X~-5x +4)
X -3 &
10Lo(x2+iy
f—n 12) f ------
wt x(I+I;|') '3I+x
13) n 14) fi*L .
3 X' +x +1 JIx4-1
IS)}-~~: r—
14 i+
17 Joli L% sy " LRI TN £ VR
9) * - ; 202 r P
= (X24-4Xx 4 SY(X2%* Ax+13)’ A(x+ )2(x2+1)
22)f..-A;
J(x +1)4 #F(x -2x+5)
X —3x+J) +13x +36

7.3. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI

INTEGRALLASH

Trigonometrik funksiyalarni integrailash usullaridan ayrimlari bilan
tanishamiz. Fagat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo'‘lish) bajarilgan ifoda berilgan
boisin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx



funksiyalar orgali ratsional ravishda ifodalash va «(sin x,cosx)
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. j72(sinjc,cosx)fifr ko' rinishidagi iBtegrallar

[ Rsmx.cosx)dx ko‘rinishidagi integralni ig”~ =i almashtirish

orgali hamma vaqt t o‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’'ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Hagigatan ham, J/f(sinjc,cosx)fi&r ifodadan

2'A? 21 ]~tg|2 l-t2 , 2dt
SMX = ----mmmmmm =— , COS X = Z-mm-mm- B X =arctgt, dx=------------

1+fg2- \+ tg IX- X+ f
2 2

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida t o‘zganivchili
21 1-t2} 2dt ,n/4J
4 ~W jT T F =S|()"
ratsional funksiya kelib chigadi.

d
1- misol. | = f--—mmmmem- A integralni toping.
3S|nx+ 2cosx +3

Yechish. tg- =t deymiz. U holda

24t
([ SNN— [ P S ¥ R /] [SS—
3. 2t +oml~( +3  tI+6t+5 J(t+\W)(t+5)
142 'l+t2

=ff—+— Irff=/1InJ +1j+5In J +51+C.
W+l t+5)

Noma’'lum koeffitsiyentlami aniglaymiz: A=~, B=

Demak,



Universal trigonometrik o‘miga qo'‘yish natijasida amalda
ko‘pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil bo*lishi mumkin.
B unday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar 7(sinx,cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, ya'ni

R (- sinx, cosX) = - i?(sinX, COS x)
bo‘lsa, u holda cosx =t 0‘miga qo'yish bu funksiyani ratsicnallashtiradi;
b) agar /?(sinx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan toq, ya'ni
i?(sinx - cosx) = ~/?(sinx, cOSX)
bo‘lsa, u holda sinx=t o‘miga qo'yish orqali bu funksiya
ratsionallashtiriladi;
¢) agarR(sinx, cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatanjuft, ya’ni
R (- sinX,- cosx) = /?(sin x, COSX)
boisa, uholda tgx=t o‘miga qo'yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

t t2 2 1 1
stn'x =327 =22 [, COS X - —=——-—-—Z -,

I+ tg'x l+tgx 1+t

dt
x = arctgt, dx-
1+e

2-misol. / =f— cosX<‘X———-—5|ntegraIni toping.

sin X - 4sinx +

Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq
funksiya. Shu sababli sinx=t deb olamiz.

U holda
| = fommem e =T a = arctg(t - 2) -rC = arctg(sinx - 2) +C.
f -4f+5  (t-2) +1 '
. dx
3-misol. | = f---o-—-- —|ntegraln| toping.

1 2sin

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli tgx-t o‘miga qo'yishdan foydalanamiz.
U holda

dt
I=\-LUL-=[-dL.=ijn t*1 1. tox+l] o

2 f-1 2 tgX~\)
J+
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7.3.2. |Isin"jccos” xtec ko' rinishidagi integrallar

Jsin”xcos” xdx ko'rinishidagi integrallar m va n butun soniarga

bog‘lig holda quyidagicha topiladi:

a) n>0 va toqg bo‘lganida cosx =t o‘rniga qo'‘yish integralni
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq boiganida sinx=f o‘miga qo‘yish orgaii inte
ratsionallashtiriladi;

¢) m va n sonlar juft va nomanfiy boiganida

, I~cos2x , ]+ cos2x
= cos 'x =

forroulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m+n<0 hamda m va n juft boiganida tgx=t yoki ctgx=/
o‘miga qo'yishdan foydalaniladi. Bunda m<0 va n<0 boisa, suratda

1=(sinln+cos'x)*, bu yerda k= 1, almashtirishdan iborat usul

goilab, ratsiona! funksiyalarni integrallashga keltiriladi;

e) m,n<0 va ulardan biri tog boiganida sinx va cosx lardan
gaysi birining darajasi togligiga qarab, surat va maxrajni shu
funksiyaga qo‘shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

4-misol. [sinbxcosxdx integralni toping.

Yechish. Jsin3xcos<& («>0 vatog, cosx =t) - (sindxcos2xsinxdx =
=-J(1- D2t =- 12t+ 2\t'dt- jildt=-y +~ -y +C=
1 2 1 7
= — c0S X+—c0s' X— 0B X+ C.
3 5 7

5-misol. Jsindxcos'xdx integralni toping.

Yechish. Jsindxcosxdx (n,m>0 van,m- juft) = J(sinxcosx)‘ sin‘xdx —

= fsinZjA (!:-9-0-§-!353/ax = 1] (r'i n 22x-sih‘ 2x0052x)A('i’x =
= 1] l-cosdxg, 1 j'sin-2xa(sm 2x) =
8 2 16
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if sm4x'|,___s_|_r_1_l_g_r_|+ C:_llfx_swﬁ _slm 2x\+ (j°/
16V 4 ) 48 16t, 4 )
6-misol. /= (— — integralni toping.
sin Xcos X
ifpj ftj
Yechish. Bunda n~-4, m=-2, n+m=-6<0, k=—-—-1=2.

Demak,

[(sm2x+c052x)2 rsindx + 2sin2xcos2x + CoSAX 4 —

Sm XCos X Sm XCos X

f dx ,rodx rcos2x ,
= 2 +2 ~ ~ J~r~r~dx_ X ~ 2ctSX ~ Jctg xd(clgx)—
cos x sin X

=1tgx- 2ctgx- ~ctgX + C.

7,3.3. jtg"xdx va fctg'xdx ko‘rinishidagi integrallar

ftg”xdx va jctg“xdx (bu yerda n>0 butun son) ko‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda tgx- 1 va ctgx=t o'rniga qo'yish orqali

topiladi.
Bunday integrallami o‘miga qo‘yishlardan foydalanmasdan,

bevosita

tg x=-—--——1, ctg x — --—1
cos x sin x

formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.
7-misol. jtgdxintegralni hisoblang.

dt tdt

Yechish. 1-usul. ftg xdx = tgx =t, = ---—-- = - =\fdt
1+f2 J1+t2 J

______ [ —

b 2t 12 FORAT) T 12 s Bie =
3 JI+t2 4 2 23 1+t1 4 2 2

= ~£gaX- —gX ~ —Inlcos2x\+c = —tg4 - 7~tgX - InjCOSX1+C.
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2-usul. ftg'xdx = \tgix- tgxdx = jtg'x o — ~-----1\ck=
Veos x J

=1tg¥F — —— Jtg*xdx = ftgIxd{tgx) - ftgx (/— -
cos x - : cos x

=/-tg*x - 1tgxd(tgx) - 1tgxdx = ~tg4d~ ~tg*x- Injcosx j+C.
7.3.4. IJsmmxcosnxdx, Jsin/nxsinnxiit, jcos/wxcoswx<&
koVinishidagi integrallar
Bu ko'rinishdagi integrallarni hisoblashda
sinmxcos Nx = -'(sin(w + N)X + sin(fw - Nn)x),

sinrarsin nx =" (cos(w - ri)x- cos(m + s)x),

coSmMxcos nx = i(Cos(;w + n)x + cos(M- n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

8-misol. JcosZa =cos5xdx integralni toping.

Yechish. Jcos3x Bos5j<dx- (cosSx + cos 2x)dx =

—f- sin8x +—sin2x j+C = (sin8x +4sin2,v)+ C.
2v8 2 16

7.3.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:

ax dx
Nf O - 2 f—
#5+4sinx *
3) oo o ; Hf
' 3+ 5sinjc+ 3cosix J 4+ 2sinjc + 3cosx
r sinxdx r3cos3xdx
~i3—cos2X N sindx
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Ccos’ xdx cos X +sin X ,

W1+sm2x’ B8 cos Xsm x
9) Jsin2jreos4jofx 10)f o
JSnxcos x
11)J dx 2)jectg'2xdx;
2+3sin"Xx-7c0s° X )2)ictg
sin2xdx 14)] 2 5xd
cos2xcosbxdx;
"N ] +cosnx!
15) fsin2x cos Oxo!*; 16) | cosx cos 2x cos 3jtd x.

74. IRRATSIONAL IFODALARNI
INTEGRALLASH

Irratsional ifodalami o'z ichga olgan ayrim integrallarni ko‘rib
chiaamiz.

( ‘ax+ by' Nax+b\n L .
ko‘rinishidagi integrallar
cx+d) Kex+d

f "L 72
NNax+ bV fax+bV

dx (R - ratsional funksiya,
yex+d) \cx +d)

- butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar —

cx+d
0'‘rniga go'yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga
keltiriladi, bunda s=EKUKin~n”...).
f % N
Xususan, x,{ax + b)" {ax +b)" ,.~ix integrallar ax + b=t 0‘rniga
go'yish yordamida, integrallar esa x =f o'rniga

go'yish yordamida t o‘zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. 1- \~~ I~ xdx integralni toping,
vI+x

Yechish. Bu yerda EKUK{2,3)=6 boigani uchun 1+x =f tarzda
belgilash kiritamiz.

401



U holda

m+x=f, AN+x =f, dx=Dbfdt.
Demalk,

1=]5-ZIL£I_.6t5t= 6} tAtn- 2tl + 122+ \)dt =

(tb _t9 %5 f3» 2f3
=6 - 2—+--+- +C=— (3/u-10r+9f2+15)+C =
V15 9 5 3J 15
=N fe(. +x)2-10(1 + x) + 9-Jl + x +1s)+ C.

7.4.2. JR(x,-Jax2+ foe+ c)cfe ko'rinishidagi integrallar

Ji?(x,Wome2+ 6k + c>£c  ko‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta
o‘rniga qoyish usuli orgali ratsional funksiyalardan olingan
integrallarga keltiriladi:

a) a>0 boiganida nlax2+ bx+c=t+-fax almashtirish orqali integral
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning birinchi o ‘rniga
go yishi);

b) ¢>0 boiganida -faxl+bx+c =tx+fc almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning ikkinchi
0 ‘rniga go Yishi)',

c)ax2+bx +c¢ kvadrat uchhad a(x-x])(x-x2) ko‘rinishda ko‘pay-
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya -Jax2+bx +c¢ =i(x - x,)
almashtirish bilan ratsionallashtiriladi (Eylerning uchinchi o ‘rniga
go Yishi).

2-misol. 1=\ - -—-m-mmmeem = integralni toping.
1+vx +2x+2

Yechish. Bunda a>0. Shu sababli fx2+2x+2=t-x ko'rinishdagi
o'‘rniga qo'yish bajaramiz.
U holda
X2+2X +2=12- 2tx+x2, 2x + 2Ix =t2—2.
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Bundan

t1-2 de_ e+2t+2, 1+Vx1+2x+2—1+1—t1_2 _tl+4/+4

2(1+0 2(l+0 2(1+ 0 - 2(l+ 0

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

| —f2L+t)(f +2t+2)~ _ar+ 2f+2 dt
(?T4r +4)2(1+02 ~j(1+0(2+02

Integral ostidagi t.0'g‘ri kasmi sodda kasrlarga yoyamiz:

©2+2t+2 _ A B C
(1+0(2+0" _1+* 2+f (2+f)2'

Koeffitsiyentlami tenglashtirish usulini qoilaymiz: A=1 B=Q C=-

Bundan

—A-+C.
2+1

jt o‘zgaruvchiga gaytamiz:

L —hill +X 1/ +2X # 2] bromem Y e +C,
1 X+ 2+ vx2+2x+2

3-misol. / = [-7========== integralni toping.
nix" - 3x+ 2

Yechish. x1-3x +2-(x-1)(x-2) bo‘lgani uchun
A - 1) (X - 2) = (x- 1)
shaklda 0‘miga qo'yish bajaramiz.

U holda

Bundan

X= E.Z_:_g_ dx _‘r_z_t_g_t nx2- 3x+2=f ——
r-1 }

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:
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Dastiabki o0‘zgaruvchiga gaytamiz:

N I
J o2, x=2
Il =-1n--- 4 1— +C=-In!3-2x+14x2- 3x+ 2 1+C.
X~ i
jc—1

Eyler o‘miga qo'yishlari ayritn integrallarda murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalanilsa boiadi.

1. {R(x"Jax2+ bx+ cyix ko‘rinishidagi integrallarni hisoblashnir
kvadrat uchhaddan to ‘la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar

ax2+bx + ¢ kvadrat uchhaddan toia kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a>0 va b2-4ac<0 boisa, u holda \R{t,4m2+n12)dt,

Bu yerda W= a, m = _bz—d4ac ,_ . Db.

b) agar a> 0 va b2-4ac >0 boisa, u holda \R{t\m22- m2)dt,

buyerbaw2=a, m = it =x 2

c) agar a<0 va b2-4ac>0 boisa, u holda \R{t“m2- na2\it,

b 7 b2—4ac b
u yerdan --a, m =--——--- , t=x+—.
4a 2a
S . . ™
Hosil gilingan integrallar mos ravishda tzﬂtgz, t- —— tzﬁsinz
n nsmz n

o‘miga gqo‘yishlar orqgaii J/?(sinz,cosz)afe ko‘rinishga keltiriladi.

4-misol. Jv3+4x~x2dx integralni toping.

Yechish. Kvadrat uchhaddan toia kvadrat ajratamiz, yangi t
0‘zgaruvchi Kiritamiz va trigonometrik o ‘miga qo'‘yishdan foydalanib,
topamiz:

[yfs + 4 x -x 2dx= fn/9 —(jc—2) 2dx=! d dt*’ =\"9-t2dt
X =
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t=3sinz, ] .
=jV9 -9sip 22 3coszdz = f9coszdz -

dt = cos zdz
=~"J(l +cos2z)dz=~j i + —~~j+ C=~(z -fsinz\/T—sin2z) + C =
mt tL t\N, 9 .f i-—- r n
z=arCS|-n£\|=g arcsm-+-J1--——- J_rC=—arcsm—+—;9 -r +C-
3 2~ 3 3V 9j 2 32

:Earcsing- +?()K- 2)V5+4x- x1+C.

2.) R(x,mcix2+bx + ¢)dx ko'‘rinishidagi ayrim integrallami

hisoblashning boshqga usuliarini keltiramiz.

a)J— dx ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P (x) - n- darajali
ax' + Ax+c
ko'phad:
1) n=0 da J-=~L == ko'rinishda boiadi; bu integral a>0

‘Jax1-i-bx + ¢
bo‘lganda jadvaldagi 14- integralga, a<0 bo‘lganda jadvaldagi 13-

integralga keltiriladi;

2) n—\ da J.*¥lv * ko‘rinishda bo'ladi; bu integral suratda
Jax2+ bx + ¢

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) n>2 boiganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida

dx

I- =Qr.(x)Jax2+bx+c + M\
! nlax2 +bx + ¢

-Jaxl+bx +c

ko'rinishdagi ifoda hosil qilinadi, buyerda Q" (x)~ koeffitsiyentlari
nomaium bo‘lgan n-\-darajali ko‘phad, M —qgandaydir o‘zgarmas son.
Bunda ko‘phadning noma’'lum koeffitsiyentlari va M soni oxirgi
tenglikni differensiallash hamda x ning chap va o‘ng tomondagi bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirish orqali topiladi.

dx

1)) [—— = = ko'rinishdagi integral ca +p :EL
(ax + ?niax2+ bx +¢ t
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almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

. . |
¢)J--—---—-—-—--======= (n£'Z,n> 1) ko'rinishdagi integral c« +/? =-
(ax + /5)" nfax2 +bx + ¢ t

o‘miga qo'yish orgaii 3) banddagi integralga keltiriladi.

5-misol. \----——-—--—======integralni toping.
(x—2) nix —4x+5

Yechish, x - 221 deymiz. U holda dx=- t_2 X2- AX+5=—+1.
r
Bundan
an
c dx t t2 c ildt

Demak, b) banddagi integral hosil gilindi. Bunda n=2 boMgani
uchun

f Ve SRV ES

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

PN U o Sl S
A +1 n/2+1 n?2-1-1
yoki

2=AN\+12 +{At+B)t+M.

t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz:

A=~, b=0, M =-~.
2 2

U holda
tidt t\"\-ht2 | dt AV 1 ! N
I S RELAR L i |n[f+Jr|+t3\=+c_
JVTT7 2 2JVITT72 2 21 !

Dastlabki o ‘zgaruvchiga gqaytamiz:

r dx _ nIx2- 4x+5+ 1 1+Vx2- 4x+5+C
(x-2)3n/x2-4x +5 2(x- 2)2 +2
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7.4.3. ~"X”(a+ bx,y dx binominal differensialni integrallash

AX"(a +hx' Y dx ko‘rinishidagi integral binominal differensial

integrali deyiladi. Bunda integral ostidagi ifoda x“(a+bx")pga
binominal differensial deyiladi, bu yerda m, n, p - ratsional sonlar.
Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional
funksiyalami integrallashga keltiriladi:
a) p butun son bo‘lganida integral x =t (bu yerda s = EKUK(m,n))
o‘rniga gqo'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b )tmc-lbutun son boiganida integral a+bx"=t'{bu yerda s-p
n

sonning maxraji) o‘rniga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) r~L~+p butun son boiganida integralda a+bx"=t'x" (bu
n

yerda s-p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yugorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial
elementar funksiyalar orgali ifodalanmaydi, ya'ni integrallanmaydi.
Masalan, |a/I+x1dx integralning integral osti funksiyasi binominal
differensial: m-0. n=3 p=~. Bunda /?=-, = - —+p=~
2 2 n 3 n 6
sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar
funksiyalar orgali ifodalanmaydi.

6-misol. / = |-— === integraini toping.

Yechich. Shartga ko'‘ra,
m=~3 4 1 m+l | -3 +1 1
==~9, « = y _-—— , - = =
P 2 n P 4 2

¢) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:



7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

Biz integrallashning elementar funksiyalaming keng sinfmi gamrab
olgan muhim usullarini ko‘rib chiqgdik. Bu usullar ko‘pchilik hollarda
anigmas integralni topish, ya'ni boshlang‘ich funksiyalarni aniglash
imkonini beradi.

Ma’lumki, har ganday uzluksiz funksiya boshlangich funksiyaga
ega bo‘ladi. Agar biror /(x) elementar funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi ham elementar funksiya bo‘lsa, u holda J(x)dx integral
elementarfunksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, jVx-cosxdx integral elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi Vx-cosx ga teng boigan
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbigda muhim ahamiyatga

ega boigan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiramiz:

\e~~dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
J------- integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
\cosx2dx, \sinx2 x- Fvenel integrallari (fizika);

\"rNdx, integralli sinus va kosinus;
X "X

J—dt-integralli ko'rsatkichli funksiya.
X

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,

T cosx , s, SIX ) S9SX EX FiksiValamihg  boshlang ich
Inx X X X

funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan, X argumentning turli

giymatlarida ulaming giymatlari uchun mufassal jadva liar tuziigan.

7.4.5. Mashqglar

1. Berilgan integrallarni toping:

mBTTHT I\ i kit
3 f— 4 f
1 vT+I \fx71
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dx

71T Arr 8),J
1mr * o= 12)/ — BN -—;
1+ dl—214—jc2 1I+V* +2x+2
13) |4 sk —x44r. 14) | n/*2-4<fc;
15)f _________ B~ ==*==; lG)J TT™
1(x-1)V-?+3x- 2 K- 1)V*2- 2x
4—2x—x \6x—x —8
wr _o*x 20) f— r==>
IX(i+3%7)2 3XNMr-xb
21)jx SNQ+xydx; 22)J /UVTA:
B> A 24

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga
olib keluvchi masalalar

Anig integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik kattaliklami hisoblashda

keng go'llaniladi.
Egri chizigli trapetsiyaningyuzasi hagidagi masalasi

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va [«/>] kesmada uzluksiz va manfiy boimagan y=f(x)
funksiya anigiangan bo‘lIsin.
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Yugoridan y =f(x) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o:qgi bilan,
yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g'n chiziglar bilan chegaralangan
figuraga egri chiziqli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura-aABb).

aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasiga ta'rif beramiz.

[/ kesmani n ta Kkichik kesmalarga boiamiz: boiinish
nugtalarining abssissalarini a=x0<xt<...<x_, <x <...<x,_, <xi=b bilan
belgilaymiz. {xi}={x0x1...,x,} boiinish  nuqgtalari  to‘plamirsi [a\b]
kesmaning boiinishi deymiz. x, boiinish nugtalari orgaii Oy o‘qga
parallel x=xf to‘g‘ri chiziq o'tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglar aABb
trapetsiyaning asoslari [x_,;x] boigan n ta boiakka boiadi. aABb
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yigindisiga teng
boiadi. n yetarlicha katta va barcha [x_,;x] kesmalar Kichik
boiganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash oson boigan mos
to'g‘ri toirburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin boiadi. Har
bir [x,_,;x] kesmada biror £ nugtani tanlaymiz, /(x) funksiyaning bu
nugtadagi aiymati /(~,) ni hisoblaymiz va uni to‘g‘ri toftburchakning
balandligi deb qabul gilamiz. [xM;x,] kesma kichik bo‘lganida fix)
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o‘zgarishga ega boiadi. Shu
sababli bu kesmalarda funksiyani va tagriban /(£) ga teng deyish
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi /(®,)(X;- X,,) ga teng boiganidan
aABb egri chizigli trapetsiyaning S gayuzasi tagriban Snteng boiadi:

S™MS, =tf(Z,)&X,, AX, =X -X_, (5.1)
i=l

(5.1) tagribiy giymat vy
d =max Ax; (i=1,ri) kattalik gancha

kichik boisa, shuncha aniq
boiadi. d kattalikka  {x}
boiinishning diametri deyiladi.
Bunda s-»00 da d->0.
Shunday qilib, egri chizigli
trapetsiyaning S vyuzasi deb,

Sn to‘g'ri to‘ rtburchaklar
yuzasining boiinish  diametri
nolga intilgandagi iimitiga

2-shakl.
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aytiladi, ya'ni
S- limS =limV f{E )Ax . (5-2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash
masalasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o ‘tilganyo 4 masalasi

Agar moddiy nugtaning harakat gonuni s=/(0 (bunda t- vaqt,
s—bosib o‘tilgan yoi) tenglama bilan berilgan boisa, f(t) funksiyaning
/'(f) hosilasi moddiy nuqgtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(t) ga
teng, ya'ni v(t)=f'(t) boiadi. Fizikada quyidagi masalani yechishga
to'g'ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chizig bo'ylab v tezlik bilan harakat
gilayotgan va v tezlik t vaqtning uzluksiz funksiyasi bo‘lsin deymiz.
Moddiy nuqta vaqtning /=a dan t=b gacha boigan biror [a;b]
oraligida bosib o‘tgan yoi s ni topamiz. [a;b] kesmani
a=to<t]<..<t,<t<..< <tn=b nuqtalar bilan vaqtning n ta
yetarlicha kichik oraliglariga boiamiz. Vaqtning Kkichik
oraligida v(t) tezlik «deyarli» o‘zgarmaydi. Uni bu vagt oraligida
0‘zgarmas va tagriban v(£f) (E s f g a teng deyish mumkin. Bunda
harakat [t ,;?] kesmada tekis boiadi. U holda bosib o‘tilgan yoi

bu vagt oraligida v(£)(r ) ga, \a\y] vagt oraligida j, =Ey(£X
(A4/=I,-1_,) ga teng boiadi. Bu tagribiy giymat d=maxAt.(i=1i,)
kattalik gancha kichik boisa, shuncha aniq boiadi.

Shunday qilib, s bosib o ‘tilganyo‘l deb, yigindining d->0dagi
limitiga aytiladi, ya’'ni

S= Ic%ljn: H_%ly V(E)At. (5.3)

Demak, bosib o‘tilgan yoini hisoblash masalasi (5.3)
ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko‘rinishdagi yigindining limitini
topishga olib  keluvchi bir xil usul qoilanildi. Tabiat va
texnikaniug bir gancha masalalari yuqoridagi kabi yigindining
limitini topishga keltiriladi.
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7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y =f(x) funksiya [a\b\ kesmada aniglangan boisin.

[a:b] kesmani ixtiyoriy ravishda
a=x0<X, <...<X_, <X <..<X,,<g,=b

nugtalar bilan n ta gismga boiamiz, bunda {x} ga [a\b] kesmaning
bo linishi, d = max(x - xM), (' =\,n) kattalikka bo ‘linish diametri deymiz.
Har bir fx ,;x] kesmada ixtiyoriy nugtani tanlaymiz. Bunday
nugtalami belgilangan nugtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£.)
giymatini mos Ax, =x ~x(, uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

w.=1f (1) be, (5-4)

yig'indini tuzamiz. (5.4) vyigindiga /(x) funksiya uchun [a,b]
kesmaning {x} boiinishidagi Riman integral yig‘indisi deyiladi.

wr yig‘indining d->0dagi limiti tushunchasini kiritamiz.

1-ta’'rif. Agar Vv r>0 son uchun shunday S>0 son topilsa va

| /-wj<e tengsizlik kesmaning diametri d <5 boigan istalgan
{x} boiinishida £ belgilangan nugtalarning tanlanishiga bogiiq
boimagan holda bajarilsa, 1 soniga Riman integral yig' indisining

limiti deyiladi va u / =ljmwndeb yoziladi.
2-ta’'rif. Agar (5.4) Riman integral yigindisi d Oda chekli limitga
ega boisa, u holda bu limitga [a;b] kesmada /(x) fimksiyadan olingan

b
anig (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va j/ (x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’'rifga ko'ra,

\/(x)dx =\ m fIf (4 i)Axl, (5.5)

bu yerda /(x)- integral ostidagi funksiya, x - integrailash o‘zgamvchisi,
a, b - integralning quyi va yuqori chegarasi, [a;b]~integrailash sohasi
(kesmasi) deyiladi.

b
[@;b] kesmada Jf(x)dx anig integral mavjud boisa, y =f(x)

a

funksiya  shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo'yicha
integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqga aniq integrallar garalmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Riman bo'yicha
integrallanuvchi» iboralarini mos ravishda «integral» va
«integrallamivchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta'riflarda a<b boisin deb faraz qilindi. Aniq integral
tushuuchasini a=b va a>b boigan hollar uchun umumlasbtiramiz.

a>b boiganida2-ta'rifgako‘ra,

\f(x)dx =-]f(x)d x. (5.6)
2-ta'rifga ko‘ra, a=b boiganida ((5.5) ga garang).

1/(x)tEc = 0. (5.7)

(5.4) integral yigindi berilgan funksiyaning argumenti ganday h

bilan belgilanishiga bogiig boimagani sababli, uning Ilimiti va
shuningdek, aniq integral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bogiiq boimaydi:

j f(x)dx = \f(t)dt = If(z)dz.

1

1-misol. |x'dx integralni anig integralning ta'rifidan foydalanib
0

hisoblang.
Yechish. [0;]] kesmada y=x2 funksiya uzluksiz.
[0;1]] kesmani 0=xv<x,<...<Xt, <xt<..<x <*,=1 nuqtalar bilan
uzunliklari Ax, =—f'=1u) boigan n ta boiakka boiamiz. Bunda
n
d-xri'g%kx.. Demak, d ->0 da

£ nuqta sifatida gismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

E :X’ = _‘
n
Tegishli integral yigindini tuzamiz:

W, =£/10 *x, =5:4
it n

: =71 (12+22+..+ u2) =
-1 n

.-n
nn+H(2n+1) _ (n+H(2n+12
6n 6n2
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Bundan

h . - n+ 1)(25 +1)
W = MW =M e

Demalk, ta'rifga ko'ra,
jxdx= !
O J

Endi £ nugta sifatida gismiy kesmalaming boshlarini olamiz:

i-1
£f =*m=— e
n
Bundan
B Mleu V(i-1)2 1 (n- 1)r|(2r| 1) (|/|-1)(2;1-1)
_%(E)AX’_,:I{_W r-m=-— ¢ — on— -
yokKi

TP Y- i (ADUD) 1

Demak, berilgan integralning giymati [0;]] kesmani boiish usuliga
|

]

va bu kesmada £, nugtani tanlash usuligabogiig emas va ij dx:3
Aniqg integral mavjud boiishi haqgidagi teoremani isbotsiz

keltiramiz.
1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y=f(x) funksiya [ah]

b
kesmada uzluksiz boisa, u holda jf(x)dx aniq integral mavjud boiadi.

Funksiyaning uzluksiz boiishi uning integrallanuvchi boiishining
yetarli sharti boiadi. Boshqacha aytganda, [a\b] kesmada uzilishga ega
boigan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud boiishi
ham mumkin.

2-teorema. [a,b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nuqgtalarigaega boigan funksiya bu kesmada integrallanuvchi boiadi.

7.5.3. Aniq integralning geometrikva mexanik ma’nolari

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi masalasiga gaytamiz.
(5.2) tenglikning o‘ng tomoni integral yigindidan iborat. U holda
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(5.5) formuladan aniq integralning geometrik ma’nosi kelib chiqadi:
agar f(x) funksiya \ab\ kesmada integrallanuvchi va manfiy
boimasa, u holda [cr.b] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
y=f(x), y=0, x=a va x=b chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasiga teng.

2- misol. |"9-x 2dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayani

hisoblang.
Yechish. Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi

j =V9-x2 boigan chizig x2+y2- 9 aylananing Ox o‘gidan yuqorida
joylashgan boiagidan iborat boiadi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0va
y - n/9-x: chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya
x2+y2-9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

lining yuzi S:%r ga teng.

Demak,
|/9-x Xfe=" .

Endi bosib o‘tilgan yoi masalasiga o‘tamiz. (5.3) tenglikning o‘ng
tomoni integral yigindidan iborat boigani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya [ajb] kesmada
integrallanuvchi va manfiy boimasa, u holda v(t) tezlikdan \ab\ vaqt
oraligida olingan aniq integral moddiy nugtaning t=a dan t=b gacha
vagt oraligida bosib o‘tgan yoiiga teng. Bujumla aniq integralning
mexanik ma’nosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossaiari

T°. Agar integral ostidagi funksiya birga teng boisa, u holda

b
\dx=b—a
boiadi.

Isboti Aniq integralning ta'rifiga ko‘ra,

b

\dx = limYI-Ax, =1imy'(x1—, ,) = lim(fc-a) =i-a.

n
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2°. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin, ya’ni

b

b
Jkf(x)dx =/ (x)dx, k=const.

Isboti. ykf(x)ck =\im =klim'flf - K\f (x)dx.

3. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yigindisining aniq
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga

teng, ya'ni
J (/W £ <p(X))dx = jf(x)dx + ]<p(x)dx .

Isboti. J(F{x) £ (p{X))dx=1lirnj(/g)+<pE))Ar =

=lim / E)Ax xlim dHi)Ax, =jf(x)dx = |<p(x)dx.
= a c

»1

4°. Agar \ab] kesma bir necha gismga boiingan boisa, u holda
[a;6] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir gism bo‘yicha olingan
aniq integrallaryigindisiga teng boiadi.

Masalan,

b c b
NM(x)dx = M(x)dx +~M{x)dx, ce[a\b\.

Isboti. a<c<b boisin deylik. Integral yigindi \ab\ kesmani
boiish usuliga bogiiq emas. Shu sababli ¢ ni [a;A kesmani boiish
nugtasi qilib olamiz. Masalan, agar ¢ =xmdeb olsak, u holda wn ni ikki

yigindiga ajratish mumkin:

) =i /(E)AX, + .

Bunda d-> 0 da limitga o‘tamiz:

b c L
J/ (x)dx =\ f(x)dx + If(x)dx

a, b ¢ nuqgtalarning boshgacha joylashishida ham xossa shu kabi

isbotlanadi.
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C b C
Masalan, a<b<c boisa, |/ (x)dx=J/(X)fifcc +J /(X)<Ec boiadi.
c a b
Bundan
jl (X)t& =}/ (X)c& - J/(x)tEc

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra, ((5.6)
ga garang)
Jf(x)cbc =]f(x)dx +jf(x)d x.
5°. Agar [a;A] kesmada funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u

holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil
boiadi, ya'tvi:

[a:b] da f(x)>0 boiganda, jf(x)dx>0 boiadi;
b
[a;ii] da /(;<)<0 boiganda, \f(x)tlx <0 boiadi.

Isboti. f(x)>0 funksiya uchun integral yigindi wn>0 boiadi,

chunki /(£,,,))>0 va Jln >0. Bundan J/(x)<&>0. Shu kabi Ax.>0,

f (x) <0 ekanidan wn<0 va b\f(x)dx<0 kelib chigadi.

6°. Agar [a;b] kesmada f(x) ><p(X) boisa, u holda

3/ (x)dx>3<p(x)dx
boiadi.
Isboti. f(x)>g>{x) dan f(x)-cp(x)>0 boiadi. U holda 5-xossaga
ko‘ra j{/(X)- (p(x))dx>0 yoki 3-xossaga Ko‘ra, jf(x)dx - \<p(x)dx> 0.
Buandan ' '

J/ (x)dx > |<p(x)dx.

7°. Agar mva M sonlar f(x) funksiyaning [ab\ kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlari boisa, u holda

m(b-a) <jf(x)dx<M (b - a)

boiadi.
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Isboti. Shartgako‘ra, m<f(x) <M . U holda 6-xossaga ko'‘ra,
k b b
jmdx < Jf(x)dx < [Mdx.
Bunda
b b b b
Jmdx = m\dx = m(b —a), fMdx =M\dx =M (b—a).
U holda
m(b- a) <jf(x)dx <M(b - a).

Bu xossa aniq integralni baholash haqgidagi teorema deb yuritiladi.
8. Agar f(x) funksiya \ab\ kesmada uzluksiz bo'isa, u holda
shunday ce[ai] nuqgta topiladiki,

fl {x)dx - f (c')(b- a) (5.8)
bo'‘iadi.
Isboti. 7-xossaga ko'‘ra,

m(b-a)<\ f(x)dx <M(b—a).

Bundan
\f(x)dx
m< —-------- <M.
b-a
\f(x)dx
T =fj deymiz. U holda m</j<M bo‘lgani uchun Boisano-
-a

Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror ce[ab\ nugta uchun
f(c) =p boiadi.
Shu sababli

If(x)dx

p=z—=/(c)
yokKi

If(x)dx =f(c)(b-a).
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8-xossa o 'rta giymat hagidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga o ‘rta giymatformulasi, /(c) ga /(x) funksiyaning
{a,b] kesmadagi o ‘rtacha giymati deyiladi.
O'"rta giymat hagidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:

agar f(x)> 0 boisa, u holda \f(x)dx integralning giymati balandligi

/(c) gava asosi (b- a)ga teng boigan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzasiga
teng boiadi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1-natija. [a;b] kesmada anigiangan f(x) funksiya uchun
i»
\\F(X)dA<\\F{x)\dx
boiadi.
2-natija. Agar [a;b] kesmada \f(X)j <k boisa, u holda
jil (X)dx <k(b—a), (k=const.)
boiadi.

3 -misol. y~2x + 2 funksiyaning [}2] kesmadagi o ‘rtacha giymatini
toping.
Yechish. Oita giymat hagidagi teoremadan topamiz:

L, =~~\fix)dx.

Aniq integralning geometrik ma’nosiga

ko'ra, j(2x + 2)dx integralning  giymati

Bundan

3-shakl.
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1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma’'nosiga tayanib hisoblang:

1)j cos xdx;

3)|-v/16-x2cfc,
0

7.5.4. Mashqglar

2)J(3 + Xobg

. '_X’war-2<x<0.
4) j f{x)dx, f(x) :S x,agar 0<x<2.

2. Integrallarni taggoslang:

A A

4 4
1)/r-JcosjftiT, /2- Jsinxdx;

0 0

0

n
3)/1- MI-x~dx, 12=

2 -2

3, Integrallarni baholang:

D=3 ae
2 (
3) /3= | N+x3x;

2)7, = J-fi-x1dx, 12=jx~dx.

4)/t= JIxcosxA:, jl = jxsmxA;.

-2 -2

2)12=yi+3xX 2k
the
4)w 4~2jr—r

4. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi 0‘ rtacha giymatini toping:

>=V4-7, [223

3)_y=3nc+2, 13];

7.6. ANIQ

2)y=\{, [-11];
4) y =x2\ [0;1.

INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y =f(x) funksiya [ab\ kesmada aniglangan va uzluksiz boisin.
(a<x<b) kesmada integrallanuvchi  boiadi,

U holda u ixtiyoriy [a;x]

ya'ni istalgan xe[a;b] uchun

integral mavjud boiadi.

F(x) = If(i)dt
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Agar ixtiyoriy te[a\b]JAa f(t)> 0 bo'lsa, u holda F(x)=\f(t)dt

integral asosi \axX\ kesmadan iborat bo‘lgan egri chizigli trapetsiyaning
o'zgaruvchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi
(4-shakl).
[a;A] kesmada (6.1) tenglik bilan
anigiangan Fix) funksiyaga yuqori
chegarasi o zgaruvchi aniq integral

deyiladi.
F(x) funksiya [a;b] kesmada SM:
uzluksiz va differensiallanuvchi

boiadi. Shuningdek, bunda F(x) 0

funksiya uchun quyidagi fundamental
teorema o‘rinli boiadi.

4-shakl.

1-teorema (Nyuton-Leybnis teoremasi). [@\n\ kesmada uzluksiz
f(x) funksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integrali F(x) dan
yugori chegara bo'‘yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng boiadi, ya'ni

F-() =\\f(t)dtj =/(*), (6.2)

Isboti xe[a\b] va x+ Axe[a;6] boisin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qoilab, topamiz:

F(x +Ax)= ] f(tydt =\f(t)dt+ \f(t)dt.

Bundan (6.1) tenglik va o‘rta qiymat hagidagi teoremaga koia,

r+Ar

AF =F(x + AX)- F{x) - [f(t)dt =f(c)Ax, bu yerda ce [x,X +A?%].
F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:

F'(x) =lim—- =lim—0 " _ jmy~
M Ax “*& [Ox

Ax—0da x + Ax—Xx va c-=>X, chunki ce [X,x +Ax].
U holda f(x) funksiyaning uzluksizligidan

F'ix) =JLL)r)H/(c) - f(x)
boiadi.
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Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy
teoremalaridan bin hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a\b\ kesmada uzluksiz har gqanday f{x) funksiya
shu kesmada boshlangich funksiyaga ega boiadi va uning
boshlangich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F{x)
integral boiadi degan xulosa kelib chigadi.

fix") funksiyaning boshga bir boshlangich funksiyasi F{x)
funksiyadan o‘zgarmas C songa farg gilgani uchun anigmas va
aniq integrallar orasidagi ushbu bogianish kelib chiqadi:

j/ (x)dx=J/ ®dt+C, xe[a;b]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integralni integral yigindining limiti sifatida hisoblash,
hatto, oddiy funksiyalar uchun ham ancha giyinchiliklar
tug‘diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning (6.3) formulaga
asoslangan, amaliy jihatdan qulay boigan hamda keng qoilaniladigan
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema  (integral hisobning asosiy teoremasi). Agar
F(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz boigan f(x) funksiyaning
boshlangich funksiyasi boisa. u holda

1f{x)dx =F{b)-F(a). (6.4)
Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning  boshlangich
funksiyalaridan biri boisin. U holda 1-teoremaga asosan, \f{t)dt

funksiya ham  f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlangich
funksiyasi boiadi.
Boshlangich funksiyalar o'zgarmas C songa farq gilganidan

jf(tydt=F(x) +C.

Bu tenglikka x =a ni qo‘yamiz va chegaralari teng boigan aniq
integralning xossasini qoilaymiz:

} (fdt=F(a)+C=0.
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Bundan C=—F(a).
U holda istalgan * e[a;A] uchun
J f{t)dt = F(x)-F(a)
boiadi.
Oxirgi tenglikda x=b deymiz va t o‘zgaruvchini x bilan

almashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi.
(6.4) formulaga Nyuton-Leybnisformulasi deyiladi.

F(b) - F(a) ayirmani shartli ravishda F(x)fr deb yozish kelishilgan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi
jf{x)dx = F(x)\a (6.5)
koinishda ifodalanadi.

1-misol. > ¥ integralni hisoblang.

Osjl+ X
Yechish. f _Ink+n/F+x2 =1n+ ndb[-1nl1 = I3+ Viol.
1-JV+? 1 i 1 1
2-misol. f—---m-mmmoo integralni hisoblang.
\x - 2x+10
Yechish.
t dx i dx 1 jt-1f 1 n

I TITnld= fea) +3 = garcts 4\ = glarctz (- arcts?) = g

7.6.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y =f(x) funksiya [crb] kesmada uzluksiz boisin.
Agar: 1) x=(pit) funksiya [a;/?] kesmada differensiallanuvchi va ~'{t)
funksiya [a;/?] kesmada uzluksiz; 2) x=<p{t) funksiyaning giymatlar
sohasi [a\b\ kesmadan iborat; 3)g>ia)=a va (piP)=b boisa, u holda
If{x)dx = \(<p{t))<p{t)dt (6.6)
boiadi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko'‘ra,

I1f(x)dx = F(h)-F(a),

bu yerda F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlang'ich
funksiyalaridan biri. ®(0 =F(g>(t)) murakkab funksiyani qaravmiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

D'(/) = F\(p(®)<p\t) = f(<p{N)(P'{H).

Demak, ®(0funksiya [a;y3] kesmada / (<p{t)(p'(t) uzluksiz fimksiya

uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan
topamiz:

=®(P) - ®(«) =F((p(.6)) - F((p(ad) =

=F(b) - F(a) =J/ (x)dx.

(6.6) formula aniq integralda o zgaruvchini almashtirish formula
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda
o ‘rniga go yish usuli deyiladi.

Izoh. Anig integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski
0‘zgaravchiga gaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi 0‘miga
go‘yishga mos tarzda o‘zgaradi.

3-misol. \}\4--x1dxintegralni hisoblang.
0

Yechish. x = 2sint, O</<E belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini

almashtirish  3-teoremaning barcha  shartlarini ganoatlantiradi:
birinchidan, f(x) =j 4 -x 2 funksiya [0;/3] kesmada uzluksiz,

ikkinchidan, x =2smt funksiya 0;~ kesmada differensiallanuvchi va

3j
X' =2cos? bu kesmada uzluksiz, uchinchidan i o‘zgaruvchi 0 dan

3 gacha o‘zgarganda x = 2sint funksiya O dan 43 gacha o‘sadi va bunda

€0 =0va = .Bunda dx=2cosidlt.
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(6.6) formuladan topamiz:

[N 4-x2dx=4jcos2tdt =2 j(1+ cos2t)dt =2U + —sin2? | =— H---,
0 0 0 Vv 2 X 3 2

4-misol. JWi +x2dx integralni hisoblang.

Yechish. t=-Jl+x2 o‘rniga go'yish bajaramiz.

U holda

. tdt
X=yjt2-1, dx=-= , X=0da £=1 x= da t=V2.
Vvr2-1

[L;v2] kesmada v r-1 funksiya monoton o‘sadi, demak o‘rniga
go'yish to‘g'‘ri bajarilgan.

Bundan
2n/2-1

jxy/l +x2dx = j\t2-1 mmj—— = \tdt=f
| 1 VE “1 ]

Izoh. (6.6) formulani qoilashda teoremada sanab o ‘tilgan
shartlaming bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.

7.6,4. Aniq integralni bo‘laklab integrailash

4-teorema. Agar u(x) va v(c) funksiyalar «'(x)va v'(x) hosilalari
bilan [a\b] kesmada uzluksiz bo'‘lsa, u holda

=* - Jvdu (6-7)

boiadi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, u(x) va v(x) funksiyalar
hosilaga ega.
U holda ko'paytmani differensiallash goidasiga binoan,
(UV(X))" = u)V'(x) + v(x)u'(x) .
Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)V(x)+v{x)u{x) funksiya uchun
boshlangich funksiya boiishi kelib chigadi. «(x)v'(x) +v(x)u'(x)
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funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi bo* ladi.

U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

b b h
Ju(x)v'(x)ctc + Iv(x)u'(x)dx= u(x)v(x)\a.
Bundan, u'(x)dx =ciu(x) va v'(x)dx=dv(x) bo'igani uchun
Judv =itvle- Jvdu.

(6.7) formula aniq integralni bo ‘laklah integrallashformulasi del
ataladi.

5- misol. Jxe~*dx integralni hisoblang.

Yechish.

1.6.5. Mashqlar

Berilgan integrallami hisoblang:

2 4
1) I(G2+2x +\dx; 2) |sin4ak\
-l
l(l—
3) Joosxolx; 4)j—;
K
2
5) | cos2xaX\ . .
0 ism jc
4
: S)j(2x3+xak
Dix 35T )JO( x3+1)xaix
2
9)%-J1 + x 20x; 10 Dicosxsin3xdx;
0 Q
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15)J i i
*6~5sinx +sin2x

17)j arcsin xdx: 18) Jin2xdx:

0
or
22) IxIn xdx;

23) jsinfxdx;

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral garalganida jf{x)dx integral mavjud bo‘lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab gilingan edi: 1) integrailash chegarasi
chekli [cr;o\ kesmadan iborat boiishi; 2) integral ostidagi funksiya [a;b]
kesmada aniglangan va chegaralangan boiishi.

Aniqg integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u
xosmas integral deb ataladi: 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega boigan funksiyaning xosmas
integrali (yoki Il tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
( I tur xosmas integrallar)

1-ta'rif./(x) funksiya [a;+00) oraligda uzluksiz boisin. Agar

limff{x)dx limit mavjud va chekli boisa, bu limitgayugori chegarasi



cheksiz xosmas integral deyiladi va |/(x)tfc kabi belgilanadi:

Ko h

~{x)dx = limj f(x)d x. (7.1)
Bu holda jf(x)dx integralgayaginlashuvchi integral deyiladi.
b
Agar lim|f{x)dx limit mavjud bo'Imasa yoki cheksiz boisa,

I/ (x)dx integralga uzoglashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

\f(x)dx=Ym\f{x)dx, (7.2)
+Q o} b
~M(x)dx = limj/(x)abc + lim | /(x)ife, (7.3)
bu yerda c- sonlar o‘gining biror fiksirlangan nuqgtasi. Bunda

(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi
har ikkala xosmas integral yaginlashgandagina yaqginlashadi.

I-misol. ?%(a > () integralni yaginlashishga tekshiring.
i X

Yechish, a®\ boisin.

U holda

T i B i (imb “- 1.

* h >lao* 1 l'a

. nefy o1
Bunda: 1) a< 1 boiganda, .J? :-l-----(llmll“ -1) = +0o,
| -a
2) a >1boiganda, f— =——(limb" -1)- - -—.
ix“ l-a l-a

3) a=\boiganda, J"=Iljimf = HTInxl" = limtn& = +oo.
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Demak, ?n—c xosmas integral a >1 da yaginlashadi va O<a<| da
ixa

uzoqlashadi.
2- misol Jxcosxdx integralni yaginlashishga tekshiring.

f 0 0 \
Yechish. jxcosxdx= lim J.xcosxdx=mlim Xsinjgo- Jsin xdx I=
= lim(-asina+cosaT =lim(-asina-cosa +1).

0
Bu limit inavjud emas. Shu sababli jxcosxdx integral uzoglashadi.

€ dx
3 -misol. f—-—--—-—- integralni yaqinlashishga tekshiring.
+6*+10
Yechish. Oraliq nugtani ¢ = 0 deymiz.
U holda (7.3)tenglikgako‘ra,

7 ) dx ? dx ) 7 dx
LjE Pox= 16" = By 2+ B+ HH + Bx2+6x + 10

Bundan

. " =lim fomo— e =limarctg{x + 31° =
ix2+6x+10 NZ“(X +3‘)“2+| e

Tt
= arctg?: —lim arctg{a + 3) = arctg3 \—2 ,

?2 —N ——=iim J— - =limarctg(x 4 3)|' =
IX2+6x+10 4+1(x+3)' +1 4

= lim arctgtb + 3) - arctg3 = Zl—--arctg3

b~¥+oo

U holda
dx A dx + -ﬁ dx

*x2+6x+10 A x2+6x+10 o0X +6x+10
=arctg3+ ] + | -arctg3=n.

Demak, xosmas integral yaginlashadi.
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7.7.2. Uzulishga ega boMgan funksiyalarning xosmas integraliari
(M tur xosmas integrallar)

2-ta’'rif. /(X) funksiya [a;b) oraligda anigiangan va uzluksiz bo’lib.

b—F
x =b da cheksiz uzulishga ega bo'lsin. Agar lira \t\x)dx limit mavjud
va chekli bo;lsa, bu limitga uzulishga ega bo ‘Igan funksiyaning xosmas

integrali deyiladi va J /(x)dx kabi belgilanadi:

[f(x)dx =lim j f(x)dx, (7.4)

Shu kabi: 1) f(x) funksiya x ning a ga o‘ngdan yaginlashishida
uzilishga ega bo'lsa,

ats

\f(X)dx = lim } / (X)dx-, (7-5)

bo'ladi;
2) agar f{x) funksiya ce[a\b] da uzilishga ega bo'lsa,

I/ (X)dx=lim jf (x)dx +lim j f (x)dx (7.6)
bo‘ladi.
M tur xosmas integrallar uchun yaginlashish (uzoglashish)
tushunchalari | tur integrallardagi kabi kiritiladi.

4-misol. J—-= integralni vaginlashishga tekshiring.
-iXy/X

Yechish. x =0 daintegral ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tengiikka ko‘ra,

1 WUr ~ Ur 1 WUr -11¢ -iil
j-~ =limf-==+1limf-2==-31imx'3 -31limx~3 =
XA\fx NM-ixdjx LxKj n L

:3Jej{5|e 3-1-1 +3Jri;6'£ 3:6||ng 3-1|J:+qo.

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berilgan integralga Nyuton-
Leybnis formulasi formal go‘llanilishi xato natijaga olib keladi:



7.7.3. Xosmas integrallarning yaqginlashish alomatlari

Ko‘pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqali
hisoblash shart bo‘lmasdan, fagat uning yaqinlashuvchi yoyi
uzogiashuvehi bo'lishini bilish yetarli bo‘ladi. Bunday hollarda berilgan
integral yaqinlashishga yaginlashuvchi yoki uzogiashuvehiligi oldindan
ma’'lum bo'lgan boshga xosmas integral bilan taqqoslash orqgali
tekshiriladi. Xosmas integrallammg taqqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

l-teorema (I tur xosmas integrating yaginlashish alomati).
[a;+co) oraligda f(x) va (p(x) funksiyalar uzluksiz va 0<f{x)<<p{x)
bo‘lsin. U holda:

1) agar Jg>(¥)dx integral yaginlashsa, \f{x)dx integral ham
yaginlashadi;
2) agar jf(x)dx integral uzoglashsa, \<p(¥)dx integral  ham

uzoglashadi.

e
5-misol. je~xdx integralni yaginlashishga tekshiring.
0

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘ich
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integrating yig'indisi ko'rinishida
ifodalaymiz:

je~' dx= je~xdx+ fe~dx.

Tenglikning chap qgismidagi integrallardan  birinchisi chekli

giymatga ega bo‘lgan aniq integral. Ikkinchi xosmas JV'dx
integralni yagqinlashishga tekshiramiz.
[l;+00) oraligda O<e <e ' boMadi, e*2 va ex funksiyalar

uzluksiz.
Bunda

J\e~xdx= lim Je~‘cfc = lim(-e"r)|, =— =

J>+oc q 3 g

Demak, bu integral yaginlashadi va 1-teoremaning l)bandiga
asosan, Puasson integrali ham yaqginlashadi.
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6-misol. f--------—-—- mtegralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Integral ostidagi funksiya x =0 da uzulishga ega.

xe (0] da - >—
e*-cosx xe

Bundan

I/\
Demak, |— integral uzoglashadi va I-teoremaning 2) bandiga
o Xe

asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2-teorema (Il tur xosmas integralning yaqginlashish alomati).
[a;v) oraligda f(x) va (p(x) funksiyalar uzluksiz boisin va
O<f(x)<<p(X tengsizlikni ganoatlantirsin, x=bda f(x) va <p(x)
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo'Isin. U holda:

1 agar jg>(x)dx integral yaqinlashsa, jf{x)dx integral ha
yaginlashadi;

2) agar [f(x)dx integral uzoglashsa, \g>{X)ckc integral ha
uzoglashadi.

Taqqgoslash teoremalari integral ostidagi funksiya bir xil ishorali
bo‘lganida o‘rinli boiadi. Ishorasi almashinadigan funksiyalaming

xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o‘rinli bo'ladi.

3-teorema. Agar \\f(x)\dx ?j]/(xX)]dfcj integral yaginlashsa,

I/ (x)dx 1]/ (x)dx J integral ham yaginlashadi.

3-ta’rif. Agar yaginlashsa,

absolut yaginlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
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4-ta'rif. Agar J/ (x)dx NI (x)dxj integral yaqinlashsa va

11/ (x) IdX s/ o) 1dX; integral uzoqlashsa, o f (X)dX (Jf(X)de

integralga shartliyaginlashuvchi xosmas integral deyiladi.
7 misol. I— x. integralni yaginlashishga tekshiring.
i X

Yechish. Integral ostidagi funksiya [!;+»)oraliqda ishorasini
alrnashtiradi.

Ma'lumki, feU -L

I x2 j nr

I-misolga ko‘ra, Ij- integral yaginlashuvchi.
Jjr
H osxl . . .
U holda 1-teoremaga asosan, Jj—j-jok integral yaginlashuvchi va

3-teorema va 3-ta’'rifga ko'ra, I—-—dx integral absoiut yaginlashuvchi
X~

bo'iadi.

(7.2), (7.3) ko'rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas
integrallar uchun taqqoslash alomatlari hamda  absoiut va shartli
yaginlashish  tushunchalari yuqorida (7.1) ko'‘rinishdagi ((7.4)
ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashglar

1. Berilgan integraliarni hisoblang yoki uzogiashuvehi ekanini aniglang:

) 2) jxe 2dxm
4 ,H-JG S
" A )
3) fjcecsxdx', JInxA:
\ X
w9 Q*rarctgxdx
XA - 1M
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2. Integrallami yaqginlashishga tekshiring:

nN7—; 2)T-~U
\ x W 't+ x3
VA&, 4)JSn™ |
c 1 X
e>I1£?
1-T— -° AN -
7 JV-II:COS/\T' 8)] -cos”
m f3+smi ,mr vxde
10f ¢ r ;
) J—-dx, 12) je~1smxdx.

7.8. ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qo‘llanilish sxemalari

X o‘zgaruvchi aniglangan \ah] kesmaga bog‘liq biror geometrik
yoki fizik A kattalikning giymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bo‘lsin.
Bunda A kattalik additiv deb faraz giiinadi, ya'ni [a;b] kesmaning
ce[a;4] nugta bitan [a;c] va [c;b] gismlarga bo‘linishida A kattalikning
[a;6] kesmaga tnos qiymati uning [a;c] va [cfc] kesmalarga mos
giymatlarining yig‘indisiga teng deb garaladi.



A kattalikning giymatini hisoblash rna’lum tartibda (sxema asosida)
bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal giiish mumkin: Jsxema
(integralyig ‘indilar usuli) va Ilsxema ( differensial usuli).

I sxema aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda:

I° [ab\ kesma a=x0<x <..<x_, <X <..<xu, <X¢¥=h nuqtalar
bilan n ta kichik kesmalarga bo‘linadi. Bunda A kattalik mos n ta
na, /=1,n) «elementar gosshiluvchifar» ga bo‘linadi:

A —kA + +... + AAn;

T. Har bir (“elementar qo'shiluvchi» masalaning shartidan
aniglanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nugtasida hisoblangan
giymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:

M ®

JA ning tagribiy giymatini lopishda ayrim soddalashtirishlar giiish
mumkin: kichik bo‘lakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar
biian almashtirish mumkin; kichik bo‘lakda o'zgaruvchi tezlikni
0‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy giymati integral yig‘indidan iborat
bo‘ladi:

nNn~EX X -

3°. A Kkattalikning haqiqiy giymati bu integral yig‘indining
n->o00 dagi (bunda A=maxAx,) limitiga teng bo‘ladi:

A=HnE f(qi)Ax = |7 (x)dx.

Il sxema | sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cneksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:

. [a\b] kesmada ixtiyoriy i giymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[a;x] kesmani garaymiz. Bu kesmada A Kkattalik x ning funksiyasi
bo'ladi: A=A(x), va’'ni A kattalikning bo‘lagi noma’lum A(x) funksiya
bo‘ladi;

2°. x ning kichik Ax=dx Kkattalikka o‘zgarishida AA
orttirmaning bosh gismini topamiz: dA-~f(x)dx, bu yerda f(x)- x
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o‘zgaruvchmmg masala shartidan kelib chiquvchi funksiyasi (bunda
mumkin bo'lgan soddalashtirishlar gilinishi mumkin);

3°. NA~dA deb, dA ni adan b gacha integrallash orgali A ning
izlanayotgan giymati topiiadi:

A=} f(x)dx.

7.8.2. Tekis shakl yuzasini hisoblash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

Aniq integralning geometrik ma’nosiga asosan, abssissalar o‘gidan
yugorida yotgan, ya’ni yugoridan y=/(x) (f(x)>0) funksiya grafigi
bilan, quyidan Ox o0‘qg bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g'ri
chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S=Ff (dx 8.1)

integralga teng bo‘ladi.

Shu kabi, abssissalar o'gidan pastda
yotgan, ya'ni quyidan y=f(x) (f{x)<0)
funksiya grafigi bilan, yugoridan Ox o0'q
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi

integtegralga teng bo'ladi.

1-misol. Ox 0°‘g va y =6 - x - x 2 parabola bilan chegaralangan tekis
shakl yuzasini toping.

Yechish. Parabolaning Ox o‘q bilan kesishish nugtasini
topamiz (5-shakl):

y=0=6-x-x2=(3 +x){2- x), x, =-3, x2=2.

Tekis shakl yuzasini (8.1) formula bilan topamiz:
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= 12—2 —
v 3
Yuzani bisoblashga oid murakkabroqg masalalar yuzaning additivlik
xossasiga asoslangan hoida
yechiladi. Bunda tekis shakl >
kesishmaydigan qgismlarga
ajratiladi va aniq integralning
4-xossasiga ko‘ra tekis  ~ii o 2 X
shaklning  yuzasi qismlar
yuzalarining yig‘indisiga
teng bo'ladi.

2-misol. y=xl-x1-2x
va Yy=0 chiziglar bilan 6-shakil.
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang (6-shakl).

Yechish Berilgan tekis shaklIni yuzalari S, va S2 bo'lgan
kesishmaydigan qismlarga ajratamiz. U holda yuzaning additivlik
xossasiga asosan, berilgan tekis shaklning yuzasi qismlar yuzalarining
yig‘indisiga teng ho'ladi.

Demak,

S=S, -£8r=] (x}- xI- 2x)dx — (x3- x2- 2x)dx =

[a;£] kesmada ikkita. y =f,(x) va y2=f2(x) uzliksiz funksiyalar
berilgan va xe[a;in] da fAx)>f(x) boisin. Bu funksiyalarning grafiklari
va X=a, X=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklni
qaraymiz.

Bu tekis shaklning yuzasi yuqoridan y2=f2x) va Y, =fx)
funksiyalar grafiklari bilan, quyidan Ox o;qg bilan, yon tomonlardan
Xx-a va Xx=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqgli
trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng bo‘ladi:

o - F200dx - {FxX)dx = \(F2(x) - F}(x))dx. (8.3)
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko‘chishga nisbatan invariantlik  xossasidan foydalangan  holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) formulada x va vy
o'zgaruvchilar (Ox va Oy o‘glar) ning o‘mini almashtirish yo‘li bilan
hisoblanadi, ya’ni (7-shakl).

s =j(fzw - &X(x))dx= [(9z(y) - g.(y))dy. (8.4)

3-misol. x=yr va x=y+2 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning abssissalar o‘gidan yuqorida yotgan gismining Yyuzasini
hisoblang (8-shakil).
Yechish. Berilgan chiziglaming kesishish nugtalarini topamiz:
yr-y +2, y2-y-2=0, v,=0, y=2.

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

s=2(y+2-yl)dy:[’\ +2y-’\3\ :2+4-?J:I'IJ .

Agar egri chizigli trapetsiya yugoridan x =<p(t), y =y/(t), a <t<fl
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan
chegaralangan va a=<p(a), b=<pb) bo‘lsa, (8.1) formulada x =cp(t),
dx=(p'(Ydt  ko‘rinishdagi o‘miga (qo‘yish orqgali o‘zgaruvehi
almashtiriladi.

438



U holda
S~\v {H)<p'{t)dt (8.5)

bo‘ladi, bu yerda, a=<p(a) va b =<p(/3).

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Bu doiraning aylanasi x = Rcost, y = Rsint parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi va doira koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo ladi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblavmiz (bunda x

o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda t parametr — dan 0 gacha

o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz. U hoida (8.5) formulaga
ko‘ra:

S =4Si = 4| /7sin/(-/?sin?)rff = AR2jsvR1tdt =

2R11(1- cos2tydt= 2 -L _J

Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash

Qutb koordinatalar (r- qutb radiusi, g> qutb burchagi) sistemasida
berilgan r =r(<p) funksiya e>e[«;/?] kcsmada uzluksiz bo'lsin.
r - r(g>) funksiya grafigi hamda O qutbdan chiqgan =a va <p-fi
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizigli sektor deyiladi.

AOB egri chizigli sektor yuzasini hisoblavmiz. Bunda Il sxemadan
foydalanamiz.

1". Qutbdan chiqgan <9 va a burchaklarga mos nurlar bilan
chegaralangan egri chizigli sektor yuzi ¢ burchakning S =S(<p)
funksiyasi bo‘lsin, bu yerda a<<p<p (@=a boiganda S(a) =0, =P
bo‘lganda S(P) =S).

2°. Joriy (p qutb burchak A= dp orttirma olganida AS yuza
OAB «elementar egri chuzigli sektor» wziga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial AS orttirmaning dcp-» 0 dagi orttirmasining
bosh gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dp ga teng
boigan OAC doiraviy sektor yuziga teng bo‘ladi (9-shakl).

439



Shu sababli
dS=—2kp

3”. Oxirgi ifodaui @¢=a dan <9p=p gacha integrallab izianayotgan
yuzani topamiz:

s=nr2pdp.  (8.6)

5-misol. r =2cos3<p egri
chizig bilan chegaralangan
figuraning yuzasini hisoblang.
Yechish. r =2cos3<p egri
chizig bilan chegaralangan
figuraga uch vyaproqli gul
deyiladi (1-ilovaga garang).
Uning oltidan bir qismi
yuzasini hisoblaymiz:
i 5=i ( siné™>[6 -
6 2
Bundan S =n.

Agar egri chiziqli sektor r=r(/>) va r.=r2(p) (<pe\a\P\ da
r7(fp) > rt(<p)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan boisa,

S =-\{r}(<p)-r2p)dp (8.7)

bo‘ladi.
7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzanligini hisoblash

AB egri chizig v=/(x)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin, Bunda
x&\a,b\ y =f(x) fiinksiya va / =/’(*) hosila bu kesmada uluksiz
bo‘Ism.

AB egri chizig uzunligi I ni n sxemadan foydalangan holda
topamiz.

1". [a;b] kesmada ixtiyoriy Xx nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[a;x] kesmani garaymiziz. (x,f(x)) nuqta M bo‘lsin.
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AM yoy uzunligi IAMM x ning funksiyasi bo‘ladi: 1=1(x) (1(a)=0 va
1b)=1). "

T. x ning kichik Ax=dx kattalikka ,
o'zgarishida dl differensialni topamiz: N
dl =I'xX)dx. MN yoyni uni tortib Iy
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va MA Ax
I'(x) ni topamiz (10-shakl): /
v M(M) +("y)

.4
1(x) =lim— =1iim
n-X) A x nr-n A x

a X T+ b x
=lim. 1+f—) =JTT(v")J. a
{Ax n '
10-shakl.

Demak,
dl =1+ (y[Y dx.
3'. dl ni adan b gacha mtegrallaymiz:

7=1-jr+7(y'x) 20x. (8.8)

(8.7) tenglikka  yoy differensialining to‘gri burchakli
koordinataiardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chizig x=g(y),yel[c;d], tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
yuqorida keltirilganlami takrorlab, AB yoy uzunligini hisoblashning
guyidagi formulasini hosil gilamiz:

=71 + X7y<fy. (8.9)

3. —3 -
6-misol y——xLI,rx——4b|xr egri chizig yoyining Ox o‘q bilan
8
kesishish nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.
Yechish. y =0 deb egri chizigning Ox oq bilan kesishish
nuqtalarini aniqlaymiz: n, =0, x2=242.
Hosilani topamiz:



Y oy uzunligini hisoblaymiz:

Agar egri chizig x=<pft), y= a <t </3, parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada x=cp(t), Yy =y/(x),dx =<p\t)dt
o‘miga qo‘yish orqali o‘zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

/= (t)dt (8.10)

kelib chigadi, bu yerda a =tp(a) va b = <p(p).

Egri chizig qutb koordinatalar sistemasida r - r(<p), a<qg><p,
tenglama bilan berilgan boflsin, bunda r(g>), r'(<p) funksiyalar [«/7]
kesmada uzluksiz va A,B nuqtalarga qutb koordinatalarida a,p

burchaklar mos keladi.
X =rcos<p, y =rsvup ekanligidan

X(p) = r'((p)cos (p- r(<p)sin (p
y{(p) = r'((p)sin - r(<p)cos (p

(8.10) formulaga X(<p) va y'(x) hosilalarni go'yamiz va
almashtirishlar bajarib, topamiz:

I=\Jrl(<)+r'2(cp)dp . (8.1)
7-misol. r =a( 1+ coscp), a>0 kardioida uzunligini toping.
Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garang)

hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

/=2j"a2(l + cos (p)2+a2(- sin (p)ldep = 4al I\/—=— £5S - dtp —
0 q
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7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

AB egri chizig v=/ (a)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
y =f(x) funksiya va y
y' =f'(x) hosila  bu kesmada

uzluksiz bo‘lsin. y A%..

AB egri chizigning Ox o0‘q
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan Aycp;l'\\ l\\
jism sirti  yuzini  hisoblaymiz.
Buning ucbun 1 sxemani / C Q; [%]] Jl'm’dx 'b
go‘llaymiz.

I. Istalgan xe[cr,b] nuqgta orqaii Za Xy |/ \/
Ox o‘qga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish
sirtini  radiusi y~f(x) bo‘lgan

11-shakl.

aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o‘qidagi
a va Xx nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o ‘tkazilgan
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi bo‘ladi: S=S(x) (S(a) =
va S(b)=9).
2°. x argumentga Ax-cbc orttirma
beramiz va x+ Axe[a;i] nugta orqaii
Ox o‘gga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bunda S =S(x) funksiya
«belbog‘» ko‘rmishida  AS orttirma
oladi.
Kesimlar orasidagi jismni
yasovchisi dl bo‘lgan va asoslarining
radiuslari y va y+dy bo‘lgan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik

konusning yon sirti
dS =n(y +y + (fy)dl - 2rrydi + raiydl ga
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 12-shakl.

yugori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS =2itydl.
Bunda dl =yl + (y[)2dx ekanini hisobga olamiz: dS =2w>" +(y'Y dx-
3”. dS ni adan b gacha integrallab, topamiz:

S =2nJyNIl + (y'X) 2dx (8.12)



Shu kabi x =g(y), y e [c;d] funksiya grafigining Oy o°‘q atrofida
aylantirshdan hosil bo'lgan jism sirtining yuzi ushbu

S =2n]xN\ + (x[) Ay (8.13)

formula bilan hisoblanadi.

5-misol. y=14x, \xx<2 egri chizigning Ox o‘gi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt (12-shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: y :—!']:.

(8.12) formula bilan topamiz:
S = 2nj2nfx A= jaxHAR = AMjc+1)2 =~ (33- 2572).

Agar NB egri chizig x=(pt), y=y/(t), a<t<p, parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda AB egri chizigning
Ox (Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirti yuzi

guyidagicha hisoblanadi:

S =2n\y/(t)N(p'2(t) +if/2t)dt S = 2arj <P»(OvW2(0 + qm (t)dt\, (8.i4)
a \% ai J

buyerda a=<p(a) va b=(p(P) (c =i™(a,)va d =y/(/},)).
ABegri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r =r(<p), a < <p

tenglama bilan berilgan bo‘lganida quyidagi fonnulalar o‘rinli bofladi:

P p

Ox: S =2njrsm(pMri+r'2dgp Oy: S= 2njrcos(p’\]EF'2d(p. (8.15)

6- misol. Radiusi R gateng bo‘lgan shar sirti yuzini hisoblang.

Yechish. Shar parametrik tenglamasi x = Rco$t, y = Rsmt bo‘lgan
yarim aylananing Ox o‘g atrofida aylanishidan hosil bo‘ladi. Shaming
koordinata o‘glariga simmetrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblavmiz:

S =2 2| 7?sint™M(-Rs'm t)1 + (Rcos t)2dt =
0
X

= ATiR21sintdt - - 4nR2c0s?]2 = 4a/7r.
0
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan gandaydir jism (13-shakl) uchun
uning istalgan ko‘ndalang kesim
yuzasi S ma’lum bo‘lsin. Bu
yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga
bog‘lig bo‘ladi: S-S{x), xe[a;6],bu
yerda S{x)-[a:;,b] kesmada uzluksiz
funksiya.

Izlanayotgan hajmni 1l sxema
asosida topamiz.

I. Istalgan xe [a;b] nugta orgaii
Ox o‘gga perpendikular tekislik
o'tkazamiz.  Jismning bu tekislik
bilan kesmn yuzasini  S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan bo‘lagining hajmini V(x) bilan
belgilaymiz (13-shakl). Bunda V kattalik x ning funksiyasi boMadi;
V=V(X) (*/(a) =0 va V{b)=V).

2°. V(X) funksiyaning dV differensialini topamiz. Bu differensial
Ox o‘q bilan x va x+Ax nugtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar
orasidagi «elementar gatlam»dan iborat bo‘ladi. Bu differensialni asosi
5(x)ga va balaxidligi dx ga teng silindr bilan tagriban almashtirish
mumkin. Demak, dV =S(x)dx.

3°. dV ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

13-shakl.

V=] S(X)dx. (8.16)

7-misol. %?+ ;)/2+Z—2: 1 ellipsoidning hajmini hisoblang.

Yechish. Ellipsoidning Ox o‘gga perpendikulyar va koordinatalar

boshidan x (-a<x<a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.
Kesimda yarim o‘glari b(x) =b”~jl-~ vac(x)=c ~ j bo‘lgan ellips
hosil bo‘ladi.
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lining yuzasi

2\
5(x) =nb(x)c(x) =\ 1— -

U holda

=jrhcl x - — Tiabc.
| 3a

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yugoridan y =f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o°‘q
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy
ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X =x tekislik
bilan kesimining yuzasi S(x) =7iy2 bo‘ladi.

U holda (8.16) formulaga ko‘ra,

rfy'dx. (8.17)

Shu kabi yuqoridan y=/(*)
uzluksiz  funksiya grafigi bilan,
quyidan Ox o‘q bilan, yon
tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani Oy o‘gi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning
hajmi quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

V =2nJyxdx. (8.18)

8-misol. y=4x, y=0, x=0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan vyassi
shaklning Ox o‘qi atrofida
aylanishidan  hosil bo‘lgan  jism 14-shakl.
hajmini toping (14-shakl).
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Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:

S =njxdx = n-:X—24: 8rr.
] 20
Agar egri chizigli trapetsiya x = <p(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy
o‘gi, y =c va y=d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,

V=n\xaly (Oy) fV=2tc\xvdy (Ox) (8.19)

bo‘ladi.

9-misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo'lgan konusning
hajmini hisoblang.
Yechish. Konusni katetlari R
va H bo‘lgan to‘g‘ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab
yo‘nalgan Ox o‘q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism
deyish mumkin (15-shakl).
Gipotenuza tenglamasi Yy =kx

bo‘lsin.
U holda
y =kx, K- tgp= R y= R x

’ H H

Bundan
mR2
V =71 fVIdx - 7tf-—-X IdX=— j--mmm- = -7tR3H.
0 %H2 H* 3 3

7.8.6. Momentlar va og‘irlik markazini hisoblash

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi
uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqgorida keltirilgan masalalami
yechishda aynan bir xil usul go‘llanildi. Bunda izlanilayotgan Q
kattalikni hisoblash integral yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha
masalalarda Q kattalik biror [a\b] kesma va bu kesmadagi uzluksiz
funksiyalarga bogiiq holda o‘rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz giiamiz:
1°. Additivlik xossasi. [a,b] kesma istalgancha bo‘laklarga

bo‘linganida ham 6 =£ i1 bo‘ladi, bu verda Q - gning j-bo‘lakdagi
giymati;

2°. Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [a;A kesmadagi istalgan kichik
[x_;x ] kesmada Qi « kA, bo‘ladi, bu yerda Ax =x - xM

Quyida keltiriladigan momentlami, og'iriik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
gilinadi. Shu sababli bu formulalami keltirib chigarmaymiz va ulardari
masalalami yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda v#7r,...,Tn bo‘lgan

Ai(xi;y1),AL(x2y2),...,Ab(xii.y J nugqtalar sistemasi berilgan bo'lsifi.
Sistemaning Ox (Oy)o‘qga nisbatan statik momenti Mx (My) deb

nugtalar  massalarini ulaming ordinatalariga  (absissalariga)
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Sistemaning Ox (Oy) o‘gga nisbatan inersiya momenti Jr (Jy) deb

nugtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko*‘paytmalari yig'indisiga aytiladi, ya’ni

nugtalarga aytiladi. buyerda m= ¢1m .

Yassi egri chizigning momentlari va ogHrlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chizig y =f(x) (a<x<b) tenglama bilan
berilgan bo‘lib, egri chizigning har bir (x,f(x)) nuqtasidagi zichlik
y=y(x) gateng va f(x) funksiya f'(x) hosilasi bilan birga uzluksiz
bo‘lsin.

U holda AB egri chizigning momentlari va og‘irlik markazming
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

=Jyydl, m =]yxdl (8.20)
J,=\'"ty*dl’ (8.2,1)
a a
[yxdl | yydl
----- , YC=Fjen, (8.22)
fydl Jydl

buyerday =f(x), y=y(x), di=A+yidr, a<x<b.
10-misol. Zichligi y=1 ga teng bo‘lgan y =jR 2~x\ [#]<N1 yarim
aylananing mornentlari va og‘irlik markazini toping.

Yechish. >-- . VvV  bo‘lgani uehun dl - .
4r2- x2 5 4r2-x2

U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:



Tekis shaklning momentlari va ogHrlik markazi

Oxy tekislikda [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y =f(x) funksiya
grafigi, Ox 0o‘q, x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nuqgtasida y=y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shaklning
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar
orgali topiladi:

M,=""\yyax, My= Jyxydx; (8.23)
Jx="\yy>dx, Jv= \yxlydx\ (8.24)
J yxydx —Jyy&ix
————— A (8-25)
J yydx J yydx

buyerda y=y(x), y =y{x), , a<x<b.

11-misol. >=sinx sinusoida yoyi va Ox o‘gining 0<x<g9a bo‘lagi
bilan chegaralangan, zichligi y-1 ga teng tekis shaklning og‘irlik
markazini toping.

Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan x(= " bo‘ladi. U holda

m =f vy = I ez oo Inl-cosax - \(,..sin2x n
20 20 20 2 4V 2 4'
n
lydx - Jsinxdx =- cosxj* =2, yr=—=—-
a 0 2 8
Demak,
n il
Xr=~, Ym

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nuqta o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o‘qi bo‘ylab
harakatlanayotgan bo‘lsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda F kuchning moddiy nugtani
Ox o‘qgi bo'ylab x=a nuqtadan x=b(a<b) nuqgtaga ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

(8.26)
bu yerda F(x) funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz.

12-misol. m massali kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish
uchun gancha ish bajarish kerak?
Yechish. Butun olam tortishish gonuniga ko‘ra, yeming

jismni tortish kuchi F :KM£f- ga teng bo‘ladi, bu yerda M —yeming

massasi, x- yer markazidan kosmik kemagacha boigan masofa, k-
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’'ni x-R da F =mg ga teng, bu
yerda ¢ - erkin tushish tezlanishi.

U holda

- mM
mg = k-—z-
Bundan

kM=gR\ F=mg—

Izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

Moddiy nuqgta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=v(/)
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqgtaning t, dan  t2 gacha
vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo*Sini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nuqtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chizigli harakat tezligi yofldan vaqt bo‘yicha olingan

hosilaga teng», ya’'ni v(t):%i. Rundan cIS -v(t)dt. Bu tenglikni r, dan
t2 gacha integrallaymiz:

S =}v(t)dt. (8.27)
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Izoh. Bu formulani aniq integralni qo'llash sxemalari bilan
ham topish mumkin.

7,8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal gonuniga ko‘ra, suyuqglikning gorizontal plastinkaga bosimi
P=g-y S h

formula bilan topiiadi, bu yerda g- erkin tushish tezianishi,
y—suyuglik zichligi, S—plastinkaning yuzasi, h—plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida
suyuglikning plastinkaga bosimini bu
formula bilan topib bo'lmaydi, chunki

plastinkaning har xil nugqtalari turli =/2W
chuqurlikda yotadi. X

Suyuqlikka x=a, x=b, y, =fj(x), X-hdx
y2=f2(x) chiziglar bilan chega- Y1=/[WI
ralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo‘lsin. Bunda
koordinatalar  sistemasi  16-shakida 16-shakl.
ko‘rsatilganidek tanlangan bo4sin.
Suyuglikning plastinkaga P bosimini topish uchun 11 sxetnadan
foydalanamiz.

Bunda:

1°. Izlanayotgan P kattalikning bir gismi .rning funksiyasi bo‘Jsin:
p =p(x), ya'’ni p=p(x) - plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x] kesmasiga
mos  gismiga suyuglik bosimi, bu
yerda (/>(»=0va p(b) =P). 0

T.x argumentga Ax=dx orttirma o I
beramiz. Bunda p{x) funksiya Ap ,
orttirma oladi (16-shaklda dx N
galinlikdagi tasma). Funksiyaning dp
differensialni  topamiz. dx kichik /
ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta / ’
chuqurlikda yotuvchi to‘g'ri . ..
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni
plastinka gorizontal bo‘Isin deymiz. gz N
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U holda Paskal gonuniga ko‘ra,

dp=g-y-(y2-yj-dx-x
3. dp m x=a dan x-b gacha integrallaymiz:

P =S-Y-\(yi ~}\)xdx
yoki
P=gmy'|(/200 - /i (x))xdx. (8.28)
13-misol. Asoslari a va b ga, balandligi h ga teng boigan teng
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka ¢ chuqurlikda botirilgan

(17-shakl). Suyuqlikning plastinkaga bosimini toping.
Yechish. lzlanayotgan bosim (8.28) formuiaga ko‘ra,

bo‘ladi.
y o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchi orqaii ifodalash uchun CMN va
CKB uchburchaklaming o‘xshashligidan foydalanamiz:

y-a_X-¢C
b—a h

Bundan y=a+-—h-(x-c).

U holda

7.8.10. Mashqiar
1 Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:
1) y=9-x\ y=0 2) Y ==X, Y = 2X—XT;
3) y=In(x+6), y=3Inx, y=0, x=0; 4)y =blx, y =0, x~er,
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5) x=y1, xLly+2\; 6) xy=A, x=5-y;
7)Yy =x*, y2=-x; 8)y =XI, Yy =XI, x=-1, x=1
9) x=4ocsi, M=3sin<, 0<f <2
10) x =3(«-sint), y=3(1-cost) (sikloida bitta arkasi)
11) r =3~cos2p; 12)r =3sin2qg?.
13) r-2 +3008™> 14) r=2Ap, biro’rami.
2. Berilgan egri chiziglarningargumentnmg ko‘rsatilgan oralig‘iga mos

yoyiari uzunliklarini toping:
Y X =0 dan x—¥3 gacha;
2) j?=chx, x -0 dan x =1 gacha;
3)>"2=jc\ g=0 dan x=5 gacha;
4) >m=srccosVx-4x - x\ x=0 dan * =i gacha;
5) x =L-1y2- 2—Iny. y =1dany =2 gacha;
6) x=I-tn(>2-1), y=3 dan >=4 gacha;
7) x=t2 ¥*=-— koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalari orasidagi;
8) x=r, y=t\t =0 dan t=1 gacha;
9) x =2(t-sint), y=2(1-cost) (sikloida bitta arkasi);

10) x =3(2cosl - cos2t), y = 3(2sin t- sin 2D\

N) r =«(l-cosp), r <~ kardioidabo‘lagining;

12) r=8cos3y, <$=Qdan P=y gacha.

3. Chiziglarning berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzini
hisoblang:
1) y2=4x, x=0 dan x=3 gacha, Ox 0‘q;

2) x2+y2=9, Oy 0‘q;

3)x =2(«-sin<), y =2(1-cos*),bitta arkasi, Ox 0'q;
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4) x~v2cosi', y=siat, Ox 0’q;
4. R radiusli shar hajmini hisoblang.

5. Asosi)i—: +"?2 =1 ellipsdan iborat bo‘lgan va balandligi h =3 ga teng

elliptik konusning hajmini hisoblang.

6. x2+y1+z2=16 shar hamda x - 2 va x =3 tekisliklar bilan chegaralangan
jism hajmini hisoblang.

7. N2 +~2_x2=1 bir pallali giperboloid hamda * =-1 va x =2 tekisliklar
bilan chegaralanganjism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo‘lganjism hajmini hisoblang:

1) x1=4-y, y—0. Ox of;

2) x1+y2=4 yarim avlana (x>0) va yl -3x parabola, Ox o‘qi
3) v=arcsinic, y=0. x=I, Oy o‘qi;

4) y2=x\ x=1 y =0, Oy o'‘qi;

5) x2=4y, x=0, y =1,0y 0'qj;

6) E+Y9—:\ oy o‘qi;

7) x =2(t-sm!), y ~2(1-cost), bittaarkasi, Ox o‘qi;

8) x-tl, y=t3 x=0, y 1 Oy o‘qi,

9) r=31+c¢x>), qutb o‘qi;
10) r =2Rcos<p, yarim aylana, qutb o‘qi;

9. r =2/4r> birjinsli ayiananing og‘irlik markazini toping.
10. x =a cos31, y =asm 31 birjinsli astroidaning Ox o‘qdan yugorida yotgan
yoyining og‘irlik markazini toping.
11. 4x+3y-12 =0 birjinsli to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari orasida
joylashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini toping.
12. * =0, y =0, x+y =2 chiziglar bilan chegaralangan birjinsli tekis shaklning

koordinata o'glariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og‘irlik markazini
toping.
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13. y=4-x2va y=0 birjinsli chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning
og‘irlik markazini toping.

14. Yarim o‘glari a=5 va b= 4 bo‘lgan birjinsli ellipsning koordinata
o‘glariga nisbatan inersiya momentini toping.

15. x2+y2=R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan bo‘lagining o‘girlik
markazini toping. Bunda aylananing har bir nugtasidagi chizigli zichligi shu nugta
koordinatalarining ko*paytmasiga proporsional.

16. x =8cos51, 8 =4sin3t astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata
o‘giariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nugtasidagi chizigli zichligi x ga teng.

17. Prujinani 4 smga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish bajanl-.a,
prujina gqanday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1 sm ga sigish uchun 1HO kuch sarf gilinsa, prujinaning
8 sm ga sigishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 mva radiusi 4 mm bo‘lgan mis simni 2 mm cho'zish uchun

gancha ish bajarish kerak? Bunda F = Eg, £ =12-10* NImm*.

20. Og'iriigi P =15 T boigan kosmik kemani yer sirtidan h- 2000 km
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo‘ladigan ishni toping.
21. Jismning to‘g‘ri chizigli harakat tezligi v=2f+3< (mis) formula bilan

ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s davomida bosib o'tgan yc‘lini
toping.

22. Nugtaning harakat tezligi v=0,Ir3 (m/s) ga teng. Nuqgtaning 10 j
davomidagi o ‘rtacha tezligini toping.

23. Sportchining parashutdan tushish tezligi formula bilan

K {
ifodalanadi, bu yerda g - erkin tushish tezlanishi, m - spoitchining massasi,
k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min davom etgan
bo‘lsa, sportchi ganday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat tezligi v=0,le-0Q (m/s) gateng. Nuqgtaning harakat
boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tganyo‘lini toping.

25. Suyuglikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga, balandligi h ga
teng bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuqlikning bosimini
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m bo‘lgan to‘rtburchakli shlyuzga suv

bosimini toping.
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27. Diametri 6 m bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi
vertika! devorga suv bosimmi toping. Suv zichligi y=1000 kghn\

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma'lumki, agar f(x) funksiyaning [a;b] kesmada boshlang‘ich
funksiyasi F(x) mavjud bo‘lsa, f(x) funksiyaning aniq integrali
ISyuton-Leybnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda
olinmaydigan aniq integrallar amalda tagribiy hisoblash usullari bilan
topiladi. Bunday usullardan aniq integrating integral yig‘indinirtg limiti
hagidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullami ko‘rib
chigamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi

[a-L} kesmada uzluksiz y =f(x)funksiya uchun j/(x)dx integralni

hisoblash talab gilingan bo‘lsin. Aniglik uchun barcha xe[a;b] da f(x)
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz gilamiz.
[a;b] kesmani a=x0<X <..<xtl<x <..<Xn,<xi=b nugtalar bilan

N A

uzunliklari AX= - boMgan nt& teng kesmaiarga ajratamiz.
n

Funksiyaning x0> nugtalardagi giymatlarini y0,
bilan belgilab, yg=/(x,,), ®=/ ( * , =/(x;) , =/(x.) larni
hisoblaymiz va quyidagi integral yig‘indilarni tuzamiz:

YaAX + YYAX +... +y.bx +... +yn_.|°\x:’|\3y.Ax,

Y.AX+ Y2AX+... + YAX +... + YPAX = 2] Y. AX.
U holda 18-shaklga ko'ra,

if{x)ﬁjx«/\—’\-{y0+y,+...+ Y, +...+yrd= n (9-1)

f/ (xjcfoc-——~(y, + V2+ .. +yl+..+ yn=-—-£> m (9.2)
i n n bl

457



(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni tagribiy hisoblashning
to § i to rtburchaklarformulalari deyiladi.
18-shakldan ko‘rinadiki, agar f(x) funksiya [ah\ kesmada musbat

va o‘suvchi bo‘lsa, (9.1) formula
berilgan integralning giymatini kami
bilan, (9.2) formula esa ortig‘i bilan
beradi.

Agar [a\b] kesmada f'(x) chekli
hosila mavjud bo‘lsa, to‘g‘ri
to‘rtburchaklar formulalarining absolut

M.jb-a)2
2

xatoliklari  jSnk tengsizlik

Y

o

bilan baholanadi, buyerda M =max]/'(x)j.

x xi X2 x3 Xtxt™xa

18-shakl.

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

\ab\ kesmani bo‘lishlar sonini awalgidek qoldiramiz
intervalga mos keladigan y =f(x) funksiyaning har bir yoyini bu
NONt, N,N2,...,N~Ni,...,NiINn

vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chiziqli trapetsiya n ta
to‘g‘ri chizigli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

yoyning chetki nugqtalarini tutashtiruvchi

Bu to‘g‘ri chizigli trapetsiyalar har binning yuzasi

(i=i,n) ga teng. Bu yuzalarning barchasini

formulasini hosil gilamiz:

AX

Bu formulaning xatoligi k&] t elzn gsizlik bilan
n

baholanadi, bu yerda M2 =mm;j/'(jc)].

:b—a Yo +Y.

va AX

Y.-1+y,&X

go‘shib, trapetsiyalar

T 4Y, +Y2+-+Y,]

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuii)

[ab] kesmani

a=xa<XA<x2<...<XAr<xIM<xA <.. <x2,,2<jc2nd <xadn=b

(9-3)

nugtalar bilan uzunlikiari h= b2—a bo‘lgan n=2m ta teng kesmalarga
m
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ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan MZ2tT, M2, nuqgtalar orqali

parabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigli aMOM2> trapetsiyaning yuzasini
parabolalaming M22, M2Z,va M2, (i=f, m) nuqtalarini tutashtiruvchi

yoylari bilan chegaralangan 2m ta parabolik trapetsiyalar
yuzalarining vyig‘indisi bilan almashtiramiz.
M2,2 A/nnuqtalar orgali o‘tkazilgau parabola tenglamasini

y=Ax2+Bx +C ko‘rinishda izlaymiz. A B.C koeffitsiyentlami
parabolaning berilgan wuchta nuqgtadan o‘tishi shartidan topamiz.
Hisoblashlar qulay bo‘lishi uchun koordinatalar boshini o‘glaming
yo‘nalishini 0‘zgartirmasdan [x4 2,* 2] kesmaning o‘rtasiga
joylashtiramiz (20-shakl).

N M Mb,
bl
fTn
Vv fl NV
YUbILL, Y51 % ¥ S
o X0 Xt xr X ,xt x”~ xn X O x0 x2*22xu x2H2xIn
19-shakl. 20-shakil.

Parabolaning (-h;y42), (0;y2Y,), (h;y2) nuqtalardan o‘tishi shartidan
yad2=Ah2- Bh+C, yvt=C, ya=Ahl+Bh+ C kelib chigadi.

Bundan
A = 2hl{yi,~l ~2j2M + Y1‘~' 8 = \ h{yu ~ >2w )’ C = y'Li~v
Endi 2i-parabolik trapetsiya yuzini aniq integral orgali hisoblaymiz:

SA=J(Ax: + Bx+ C)dx=\A— +B— +Cx =~(2Ah2+6C).
-h v 3 2 3

Formulaga A,B,C koeffitsiyentlaming giymatlarini qo‘yib, topamiz:

N
Itzt=m®{yr,-1 + A +yv} 1=1In-
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Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qofshib, izlanayotgan
integralning tagribiy giymatini beruvchi formulani hosil gilamiz:

\f(X)dX«"é"\y0+y2,+LLy, Y, AYM P22+t +y N) L (9.4)
m

(9.4) formulaga Simpsonformulasi (yoki parabolalarformulasi)
deyiladi.

Bu formulaning xatoligi Eh[<~"g” pr~ tengsizlik bilan baholanadi,
buyerda Mi = %/ ™1

I-misol. ]f--gz(—--integralni tagribiy hisoblash usullari bilan
ol+ X
(n=10da) aniglang.
Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X 0 01 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 t
Yy 1 09901 09615 09174 0,8621 08 0,7353 0,6711 0,6098 0,5526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli

bilan topamiz:

élfx * 0,I(1 +0,9901 +0,9615 +0.9174 +0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
T

+0,6098 + 0,5525) = 0.1 «8,0998 = 0,80998 (ortig'i bilan),
o1s, QL0901 +0,9615+0,9174+0,8621 + 0.8 +0,7353 + 06711 +
+ X
+0,6098 +0,5525 +0,5) = 0,1 7,5998 = 0,75998 (kami bilan).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:
j—r-*0,f— - +0,9901+0,9615+0,9174+0,8621+ 0,8 +0,7353 +

01+ X v 2

+0,6711+0,6098 + 0,5525 = 0.1- 7,8498 = 0,78498.
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3) Simpson formulasi bilan hisoblaymiz:

] =(1+0,5+4(0,9901 +0,9174 + 0,8 + 0,6711 + 0,5525) +
ol+X"

+290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098))= 0,78539
Berilgan integralni aniq giymatim topamiz:

j_dx—- arctgx=—=0,787571.
ol+j 4

Tagribiy hisoblashlarning nisbiy va absolut xatoliklarini aniglaymiz:

To‘g‘ri to‘rtburchal(lar j To‘g‘ri to‘rtburchaklar
(kiimi bilaln) ! (ortig’i bilan) n
3,3% j 0.026 j 3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Trapetsiyalar Parabolalar

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.
1) To‘g'ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:
> reslant
> with{Stud,;nt\Cakulm1}) :
> -u w4
1579795420518583
1950414208136225
> eva(fi%);
0.8099814972

Ri'emarnSimit - 0..!. method - right i;
1 ('r/) ">
5929114840447087
7801656832544900

> evalf(%)',
0.7599814972
2) Trapetsiyalar usuli bo‘yicha:
>vith{SP,idem\ Calculus!j) ;

> ApvroKimatelnll ....0_J1,method—irapszoid!: |
{j-1-Y-§ /
12248312522525419
15603313665089800

> evalf'(%);
0.7849814972
3) Simpson formulasi bo‘yicha:
~ Calculus}j) :
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> Apprr.“X'imaleint\ i—0 methodximpson !
598858531583831177490!484536676836463
7624903642650463520301694141655283000
0.7853981632
7.9.4. Mashqlar
1. je dx aniq integralni 0,001 aniglikda tagribiy hisoblang: 1) to‘g‘ri
0

to'rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulasi
bilan.
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JAV'OBLAR

Matritsalar

2. A=3X+4Y+5Z 3, a==2,b=-4 4. 1x30,30x1,2x15,15x2,3x10,10x3,5x6,6X5.

Y70 N f3 N\ 9 120 2.v 2 N
51 " ' 7 16. —3 5.7. 3 -7 6 8. 5 -3-v 3
3 A (-4 2By , -3 -7, ~-1 0 -2-V;
10. x=3j-=0. 11,3x5. 12. I °) 13. P ~4] 14. f-2 -3
. bn) vo11) . s
7 2 -1 4
_ o ( 8 20 35 67
15.j-1 10 . 16. -8 -3 13 17 18.
-38 30 154 166
1-2  5) 12 1-2
12 O "23 -4
(3 B\ 61
19. -9 0 5y -4 17 12 20.(61 “343| 21.T1 01
\ 38 120
I 2 5 24 Wy
10
22.1,-1,i1  -7% |VI O _i,{(/al
- 0 0j\az -1 i A

Determinantlar

LrdetA. S. 1 6.1)-2; 2)-125; 3)1; 4)8. 7.1)-12; 2)-243; 3) 64

4) 4. 8. -jr2. 9 -b(ai-b). 10. sjn(a-/J)sin(a+/?). 11. 2sina. 12. -47. 13.-18.
14.b2(b-2). 15. 4x. 16. -2 sina sin/?siny. 17. -tga~tg/3. 18.{a-b)(a-c){b-c).
19. a(x-y)(x-z)(z -y). 20. a2(@a+3A). 21. —xyz. 22. 0. 23. cos2a. 4. 63.

25. 100. 26. 2a- Y%b+Cc+5d. 27. -6.

Matritsalar ustida almashtirishlar



10 -2 -3 re 14 mo
6. -6 2 2 17. 4 -1 2 18 408 s
0-4 6 -2
-2 0 1 vz 42 4 2.5 /
rz -1 -1 1
19. 402 20.
2 0-11 uec z 0 2»(; Z -3)
-5 1 3-2
/100'f312n "1 0 2 o ©
3) 31 Op 3 2; 4dmavjudemas;5) -3 1 0:0 3 2 3
43 llo 0 4y V‘I‘ 2 110 0 2 ’Zy
1000 0. -3 4
2 10000 2 1
6) 321000 0 0 21.3.22.2.23.2.243.
300 100 0 0
V4 3 00 VO 0 -9

Chizigli tenglamalar sistemasi

I.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, anigmas. 3. Birgalikda, anig. 4. Birgalikda emas.
S. jtj =-1, x2- -2, x, =-3. 6.x, =2, Xx2=-2, x3=1

7.%x, =1 x2 x3=-1 x4=1.  8.x =2, x,=-1 x. X, = 1.

9. x, =2, x2=c+], xj=2c¢-1 x4=C.  10. x, =5cz- 13c, - 3, xr =5C2- 8ct-1,

X. =cl,x4=c2. 11. xs=3, x2=0, x3=6. 12, xt=1. x2=-1, x, =0.

13. x, =3, x2=4, x3=-6.4.14. x, =-5, x2=-4, x3=0.15. x, =-5, x2=1, x3=3.
16. X =-11, x2=-6, x, =-3. 17. x, =-1, x2=3, x3=2. 18. X =3, x, =-3, x3=1
19. x, =3, x2=2, x,=1 20.x,=1 x2=1 x,=-1. 21.x, =3, x2=-2.

22. X, =3, Xx2=-2. 23.x =1, x2=2, x3=0. 24. ¥ =1, x, =-2, x3=2
25. x, =-2, x2=1 x, =2. 26.x, =0, x2 ! x3=0, a(a- I)(o+ 2) t=0.

27. X, =-c, X2=0, X, =c. 28. X, =-15¢, x2= 1llc, x3= 1l4c.

29. =7c, x2=—ie, x5=-5¢. 30. x, : =0.31. -x, =0.

32.  =2c,x2=7c,x, =0,x4=3c. 33. {11 .0 go ,%10 ,-1). 34.(1,0-2,3),(0,1.1,2).
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Vektorlar
l.aib. 2. 22. 5.Zv=— -.6. NM=n-2m. 7. — +4-.
3 Il |
8. -Y(a+Bb~(a-A). 9. m=2fi. 10. m=1, n=-3. 11.Mp,AB =2-J1,
Mpin3 =-y2, Mp,bc =42, MPIAe=0. 12. Np,/IB=3, Mp,BC =0, JIp,CA =-3,

P15 =3. np,c5— | 14.{1:1}.15. {1 -1}.

16. K 17. 5=2ii+c, &= . c-a~2b. 1.18. d -2a-bb +c.
[3 33 2

19.) {-7;17;-12%2)1 1:-1:11.20. 1){- 8;-4;0}; 2) {7;-3;2},21. j3 +* |=6, |o-ii]|=)4.

22.>/16. 23, M (£S;+S;+S). 24.3 = {2;+2v/2;-2} 25. B(5;-3;-3>. 26.J1(-3;-1;-3}.

27. 1);7~sr -[ZEQ 525f | ={[_E 3 5311,28. 3"={-7—7 23 29.a=-3.

0i=<|- 91. 31 A=12.33, R=~N~ . 34. M(-3;-5).
5 57 u 21 2
35. (—21). 36. '>(-3;-7) .37. AD=1h.
Vektorlarni ko paytirish
1. 2. -19. 3.1)112; 2)252. 4. 1)-89; 2)86. 5. 1) m=1;2) m=2, m=3.

6 7. 8.--. 9. .— 10.1)= 2) T 11, 1)—; 2)— . 12. 10 («AS.).
3 )35 2) T 15 A3 («A.6.)

2. .

-2 2 4

13. £=27-3j. 14. =77+57+it. 15.1)127°; 2) 132. 16. 1) | 0*); 2) 66V3(>-*).
17. 25vB. 18. #15. 19.1){9;9;-3}; 2){63;63;-21} .20. 1) 9v2 2) y .

21. =4==(c**)*22. M ={-8;-9:-4}; J1?={1;-4;-7}. 23. 28, cose=--, cos/?=-~.
L TA] 7 7'
cosr=|. 24. a=-9. 25.a=],/? =2. 26. 1){3;2}; 2){-2;3}. 27. {-6;-24;8}.
28. 1) yo‘q; 2) ha. 29. 1) a=";2) a=-3. 30. 1) F =14(NA)N=/14bl>.);2)
V=2(h.b.),h=1j2(u.b.). 31.1) o‘ng uchlik, V=12(hi); 2) chap uchiik, V=27(hi).
Tekislikdagi to g ri chizig
1. 1)#-: a=4,6=3; 2)k=-,a=-2,b=-; 3Y/t=l,a =5,i=--;
4 3 3 2 2
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4K = a=—b= 2. 1)3x+4y+6=0; 2)3n+y+9-0; 3)x+2- 0;

4)* +y-5 =0. 3. 2va3. .4. )M O(I;2),p=45°; =90°;

3)A/0e0,(/) =0; 4)MO0(22),<p=45°. 5. 1)m--~6,N~3 va ra=6, n#-3;

2)»l=-6M=3va T=6, «=-3; 3) m=0, un- cheklison. 6. I) m=~\da ||
2
m=— derX; 2) m=Ada j, m=-9 dal. 7. (16). 8. X-y-2=0 va x-4>>+4=0.

9. 3x+2y-11=0. 10. Xx-5y+2=0. 11. Ll +9y~17 =0. 12. 5*-y +3=0,

x+5y+I11=0. 13. 3x+y-4 =0, x+5y+8=0, 3i+ y+10=0, x+5y-6 =0.
14. M(@\4),g>=-y. 15. 3x-3y-b=0. 16. 3x+4y—12=0.

17. x+2y-7 =0, 7x+2y-37 =0, 5.x-2y+1 =0. 18. y =2x.

19. x-y +7=0, 7x+4y-6 =0, 6x+5y+9=0. 20. 2n+y +9=0, X-y-3=0.
21. 29n-2y+33=0. 22. 2*-3y +8=0. 23. 29(y.b). 24. ~ 25. 6V2(w.6).
26. x-2 =0, 3*-4y +10=0. 27. y-3 = G 4x+y+S =0.8. (-12:5).

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar
1.1)(je+1)2+(y-3)2=36; 2)(n+3)2+(y-5)2=50; 3)(++2)2+(y- 4)2=2;

4) (n-4)2+(V+42=16, (x- 2002+ (v+20)2=400; 5) (n- 22+(y+H2=1.
2- 1) MA(-4;7), R=7: 2) M0(-2;3), tf=4; 3) M, j~;-1j tf=]; 4)

R=4. 3. 1)ayianada; 2) aylana ichkarisida; 3) ayianada; 4) aylana ichkarisida.

4. S41(u.b). 5 (x-2)1+~-]1j ="p 6. (x-5)2+(v-1)2=13. 7. M0(3:2),
A=5. 8. 0<A<— )k, =0va k,=—. 9. v=0va 4*-3v =0.
151 2 15
10 j* =8(1+c°S0, (x = 2cos(, ~ o jx =\+ 47?.costt,
jy = 8sint,tg [02n]; {y = 2(1+sint),t ¢ [0;27r]; ly = 1+ V2sin/,<s [0;2w].

H. 1) —+~—=1; 2) —+—=1;3) —+— =1; 4Li1+/\ =1.
36 100 24 49 " 36 8l 16 25
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12. \2{kv.b). 13, *+>+5=0vaxi-y-S =0. 14, -~(u.b).

15 VI- j M,i - J I\ 16. M(3;0i. 17. 25/ =400.
: ) 19. |4;J1 <32,.
=4sinM e [0;27r]; =12sin(,;e[0;2ffJ. J
20.))" oo 2)-— =1, 3)N--—=1, 4 )N -— =1.
)) 9 16 )144 25 )16 9 )25 24

21 1)—-—=1; 2)— =1 3)—-~-=1 4)—-"-=1.22 —.
24 8 8 12 2 18 3

4 7 24

*>_./= - =1- - =—
23. W2 24. *>-/ =6. 25. 44 %_2 I- 26 o2 27./ o

28.) X:_Ej/2+ —zy; 2) >-=7)a.,. «+3.29. 1)A-4;MN, ==(; 2)42:3), x=2.

9
30. 1) x2~y2=1 giperbola; 2>=" = -z-- parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim
tekislikdagi tarmog‘i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmogai.

v*2 v’ r

33. - +-9—2:l 34 - j/2=1. 36. n-3y +12=0.(Ko‘rsatma. urimna

tenglamalari; =1- ellips, =1- giperbola,
a b a fc

yy0=p(x+xa)-parabola). 37. 4x +y—4=0. 37. 2-j5x~3y +4=0. 38. 2*—y-16 =0.

£>«$ koordinatalarda chiziglar

1.A\r~\B{r,LLI,6-\ 2.A{xS\ 3.7 b 4.5=1r,rr81(«»2-«»,)* 5. 4 yjb.
v 6J Vv : i

V22
6.64 yk 7. 0).x2+1N--1 =]; 2)™-| ] +v2=";3) (n2+7/)2=2ny,

rx+3v )
4) (x2+y2)3=4(jc2-y 2); 5) xr =4(l-y); 6) y2=3B+2x): 7)"- 2-58' - 1é_ @

8t =H g, 1) e=— ;2) Ao ;3) r=.ifEii; 4)
' 16 9 3 s i n 2c0s<}?-sm$> cos N
° 5) r =2acosp; 6) r2=-7-2—; 7) r = = -mmmemmmm- 9)r =

a2’ v Sin2n’ I-i-2%051?»’ 1--8CSZ
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9. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola; 4) ellips.
Tekislik
1. 2x-y +3z-14 =0. 2. 2x-3v +4z+20=0. 3, 2x-3y +5z2+10=0.
4. x+3y-42z-21=0.5.1) 2y+3z=0; 2)>+1=0;3) z-4 =0;
4) X+2z-3 =0; 5)22x+14_y-52=0. 6. 1) 2jc-z=0; 2) x-3 =0; 3) y+3=0;
4) *+32+4=0;5)8n-y+6r =0. 7. J(-3;0;0),0(0;-6;0),C(0;0;2). 1),
8. €=-15,i =-10,c =6. 9. X+ v+z-4 =0. 10. x+3y+z-15=0.
Il. Dx+3v-z-6=0; 2)x-y-z=0. 12. x+y+z—6=0.
13. x+/-2z2 =0. 14. x-2y-3z +3=0.15. 1)2x -5 yz-15 =0;
2)2* +4y+92-21=0.16. x—y—=2z+5=0. 17. ~ +-¥+~ =1

9 2 6

21. )m =13;2)m=1 22. 1) a)jc-2;y-3z-4 =0; b)2j; +3v+r-8 =0;

2) @)2.*+3>+42-3 =0; b)4x+>'-72+19=0; 3)a)5*+7v+3=0; b)>-z +7=0;
C) 5x+7z-46 =0. 23. 7* +14>"-22+6=0.24. ,x->+z +1=0.

25. Xx+2y+4$z-2 =0 va.t+2y- 4bz-2 =0. 26. 1)Af(-2;1;2); 2)M(2;-i;1). 27. 4(6).

28. M(-15;0;0)va M(1;0,0). 29. =0va 2X-y-2z-18=0. 30. §Ai>).

31.-2. 32.-3. 33. re
Fazodagi to‘g ‘ri chiziq

1. 1) .
zZ i -1 u 1 U 3 1 -2

3x- 2y-7 =0,
2y +3z+1=0.

. 7.1) jc=13/y=1+i9i,z =2+28% 2) g=ty=1-3/,z=-2/.

470



8 v~7-r1~5m2)% y+1=2~2 9 = = 10 *+3=y=z~4
1 2 2 1 2 3 "2 -1 0 ‘-5 1 -3

1. )@=-1 2)0=- . 12. 1) Me2=Z =izl 2) sl =Zzl=z )
7 4 2 -5 ! 3 6 16 17

13. — = =i_?..14. 1) parallel; 2) ayqgash. 15. l)<p="~; 2) 7 =/-
16. 1) parallel; 2) to‘g‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) m(3;2;1); 2) M(2;4;6).

i\t 4 5 6 X 4 5 746
8. 1y2.2 =220 oy Xk =2 1:2'” 79 1) m=3, n=-23 2) m=12,

n=-)2. 20. 1)2x-3j; +4'~-1=0; 2)4n-y-2z-7=0. 3)z+1=0.

21. 3x+5y ~2z -9 =0. 22. (-2;0;-3). 23. M(2;3;4). 24. 5x-Zy +Zz+5=Q.
25. 8 +2y-9z +t2=0. 26. )™~ -(aJ1); 2)-~(u.b.).

Ikkinchi tartibli sirtlar

1 1) (.x-3)2+(y +1)2+(.2-1)2=21; 2) (*-3)2+(v+5)2+(2+2)2=56.

2. = 2)A4/(3;-4;-5n1=5. 3. 1) x2+y2+22=9.
4.x1+21=10y.5. ~-tZ1+i=1. 6. ZI1x£1-fl =-i. 7.1) 4y2-x4+422- 0,
. 9 25 16 9
2) =1, = 13)"2
2 16 25 25 16 64 16

_éf'+§:1' S. je+y2-z2=0. 9.1)m#0vara>-£;2)m =0. 10. Nellips;

2)giperbola; 3) parabola; 4) nugta. 11. y1+r3 -2 - —6(ikki pallali giperboloid).
12. 1) M,(3:4;-2),A/26;-2;2); 2) Af(4;-3;2). 13. 1) ikki pallali giperboloid; 2) sfera;
3) elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr;  6) giperbolik
paraboloid; 7) ikki pallali giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Hagqiqiy sonlar

1. \)AN\B ={4}, ={1,2,3,4,56}, AlB ={1,2,3}, B/A ={56N\

2) ArnB- {148}, AN B={l1,2,3,45,6,7,809},/i/S={3}, BIA=(257,9}
3)~ni=(4), AkjB={-504)/1/B ={-5}, 8//11={3}.

2. m)ynr,B= 0, AuB =N. 3. /r. fl-bareha 10gabo‘linadigan sonlar.

6. 1) N1={12,34} 2) N=(123). 7. 1) %GAJ_\J; 2)0; 3){-1,0}; 4){-*2}.
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8. 1) (-co;1]7[3;00); 2) (3.4); 3) [-*,-1]; 4){—L0> 4){-10,2}. 9. 1) 0,-5;
2) o, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliklar
T ; A 3)n-, =cosrm; 4)Xr=3+2(-1)". 2. 1); 2); 4); 6).

3. 2), 5)-monoton, 1),3),4),6)-gat’iy monoton. 6. 1) 2) 0;3) 4)8; 5) 4
6)2; 7)j; 8)-1; 9)0; 101 11)-]; 12)13) o 14)®; 151 16)0;
17)-3; 18)2—; 19) 5 20)4—; 21) o; 22)--2; 23)5; 24)5 25)-5; 26)2;

27)%; 28)e—; 29) e ; 30) e2

Bir 0 zgaruvchiningfunksiyasi
1. 1)(-°°;-2) u (2;+00);  2) (-®;-3)u(-3;-2)u(-2;+cc); 3) [-2;2]; 4) (-2;D)u(l;+00);

5)4) (-co0:2)u(9;10]; 6
) CooUET 0 0 UM 14 DT 9)ra;

10)(2;+°0); 11)0; 12)(2;3]; 13)(10;+cc); 14) (eurr;2u+Nsa),ne Z; 15) fo;-}
L 3y

16) [3;6)VI(6;7];  17)j~-~~-j; 18) [-5:0)u(0:1];  19) (-oo:hu(l;2)w(2;+=0);
20) (-3;2). 2. 1) [-2;+®); 2) [2;+00); 3) [7;-3]; 4) [- v2;V2j; 5) [0,+°0); 6) (1;3];

7) [0-71; 8) 9) 10) {-1}u{l}; 11) (0:3]; 12) (0;2], 3. 1)3;

|
1)—"=-;3) -i-; 4)N-. 4. 1) dakamayadi, ~ ;+a;j dao‘sadi;
2) (-o0;+co) dao‘sadi; 3) (-°0;0) u (0;+00) da kamayadi; 4) (-a>+oo) da
kamayadi. 5. lI)toq; 2)juft; 3)juft; 4) umurrdy ko‘rinishda; 5) toq; 6) toq;
7) juft; 8) toq; 9) toq; 10) juft. 6. 1) M=nm=k 2) M=4,m=-4;
3) N/=>/2m=-n/2; 4) AT=n/5m =-v5; 5)M =I,m=i, 6).M=Im =o.

7. 1) chegaralangan; 2) qat’iy monoton; 3) gat’iy monoton;. 4) monoton.
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8. 1)6T1r; 2)|; 3)4Ttr; 4) 5)a; 6) 2x; 7)]; 8) 9)L ; 10)6*.

= 3 2)}, :1__;1; 3)y =37, 4) y= i3arcsin’£.
10. 1) /(gW) =3x3+1, g{f(x)=@x+13; 2) /(g(x))=sin g} g(/(x)) =IsmX [3)

flg(x} =5- x, giJ'(X))=-3;f_i c 4 1(gW) = x\ g(/(x)) = 3x.

13. AC;D. 14. AB. 15. 1)y = x2+1; 21/_9 =1

Funksiyaning limiti
2.1(x0- 0)=2,/(x0+0)=32) Ax0- 0)- 0, 4x0+0) =+®;3)/(x0- 0) =2,
I(x,, +0)=0; 4)/(x,,-0) =j, /(x0+0)=1.5. 1)8; 2)0; 3)]|; 4)] 5)~: 6)2
7)--~; 8)i; 9 -1 10)+m 11)—=2 12)-1; 13)--; 14)-3; 15)0; 16)+®
17)—1- 18)2; 19)0; 20)— ; 21)2; 22)0; 23)1; 24)-]: 25)]; 26)]; 27)6>/2;
28)—8;29)0, 30)0; 31)K—; 32)»—(; 33)-1; 34)2-: 35)e'5, 36)e; 37)+®; 38)0;
39)e2 40)e*; 41) e; 42)e-2 43)e; 44)e; 45)1: 37)3; 46)47)4; 48) L
6. 1);; 2)5; 3)-1; 413, 5)1; 6)5; 7)’2‘; 8)2; 9);; 10)6—; 1)1, 12)2

13)--; 14)—In— 15)--; 16)--;
)2 )2 : )4 )

17)—; 18)-9; 19)3; 20)-; 21)0;
5 )2 ) ) ) )

22)In2; 23)-1; 24)
Funksiyaning uzluksizligi
4, 1)—3,3; 2)-1. 5. 1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2) birinchi tur (bartaraf

qilinadigan) wuzilish nugtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi
tur uzilish nuqtasi; 6. 1) x =0 birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nuqtasi; 2)

X--~+nxinaz) birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nuqtasi. 7. 1) X-= 3da

ikkinchi tur wuzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. 1) [4,5]da uzluksiz, [Q;2]da
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x =l-ikkinchi tur uzilishga ega, [-3;!]da x=-3,x =I-ikkinchi tur uzilishga ega; 2)
hech bir kesmada aniglanmagan. 10.1)Ine;2) m

Funksiyaning hositasi va differemiali

r

1- 1)/'(*)= r 2)/°(jc) = — 3)/'(x) = — CoAYI(x) = 221i2x.

2V 3x-1 (1—5j9 srrn 2‘1:
2. 1)-3; 2)-4; 3)4; 4)-~. 3.1)-3, 3 2)0, 2; 3)1, -2x +3; 4)-1, 1

4./,=1, =3. 51)/=2c; 2)r=lc. 6. /=12n

Differensiallash qoidalari vaformulalari

1 1)/ =12xJ- x2; 2)/ =x5+12x3- 2; 3)/ =-—-L=+7xXVx+- N

x\(xz "’
At 133 i . xeMx—P +eMx+2) , 2-6%Ing
4, in2x-Inx-I on , 2e*(xInx-I) Zsmx' , 2
(nx-12 + Y =aRgetEl OV = Yiees)2Y T l-sinax”
N)>-'=—|=,; 12)/ =------m-mmmmm 13)/=4 -~ ; 14)/ = -—---
) sin|2x ) (xcosx +smx) ) (xshx chx3 ) sh Ix
15/ =--+_; 16)/=_i-,; 17/ = w====", |18)/ =-=L =;
xIn “x xInlO Vv4-3x 2V X-X3
19)/ =-2sin2x; 20)/ =——; 21)/ =arcsmx; 22)y'="¢ — —
X -9 e +1
23)/ =~ | ; 24)/ =i; 25)/ =(1-/g3x)2; 26)/ =-6e’* Sm3x; 27)/ ="1=1,
28)/ =-——,; 29)/ =--p=L==; 30) /=~ ~ . 2.1)/ =-—- 2)
COSX n/6x-4-x' C +2) 1+X)
[/ =--;3)/=-== :; 4)/ =— . 3. 1)2,0125; 2) 1,009,  3) 09942
X n/4- y2 X +9

4)27,351. 4. 1)2,03; 2)0,97; 3)0,31; 4)1,01. 5. 1)4'=wwxJI; 2)dy=’\->2\-dc;

3)p =-2sindx<&; 4)dy =3asin2xcosxdx; 5)dy =-sinx3“!*In3dx;

6)dy =-3/gxIn2cosxdX. 6. 1)y ” =24x(5x2-3); 2)y* =e2(2cosx-(Isinx);
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3)y* =—(—1——;;r)—:—; 4) y”- X_ 7. I)’sin—2 ; 2)’«sin—2 ; 3)—n(n—|)sin—2 ;o 4n(n-1).

8.1)Y =~7"; 2b' =%~ A 3N 1" vl 4)/=-2+y™A

a2y y2-X x(y-1) xsin(xy
5)yy'=—6)y'=-"£JJEZ. 9, 1) —; 2)-—--m- U -;3)— m4)-n/T™C
ey +Xx XCOSY + sinx 41 asin t 41

10. 1)3x-3y +2 =0, 3x +3y +4 =0; 2)X +y-Tr =0,
x-y-it=0; 3)5x-y-4=0x+5y- 6=0; 4)5x+4y- 25=0, 20x - 25y + 64 = 0;
5) X-y =0, X+y-4=0; 6) 4x+2y-3 =0, 2x- 4y +1=0.

Differensial hisobining asosiy teoremalari

1 Nc= 2)c= ;3)yo‘g; 4 yo‘q 2.1)c=";2)c =In(e-l); 3)c=e-I;

4)” i- "eY-N) 2>(H}4 N0-f; 2c4 & 2)y 31
4)0; 5)0: 6)2; 7);; 8)-;1; 9) 3; 10) -3; 11) 0; 12) 0; 13) 1; 14)e; 15)e_';

16)e~s; 17)1; 18) 3e. 7. 1) P(X) = 19-11(x +2) - (x +2)2+ (X + 2)3;

2) P(xX) =4+13(x-2) +12(x-2)2+6(x-2)3+(x-2)4;

8. 1) 2+- (jC 3)-— (x-3YY — (x-3)*-—-—-= "3 — , c=x0+B(x-x0), O<0<1:
64 5 128N %07 (x-x0)

2) JU *+ 2 + =X, A (X-*[, 0<0<L.

) 2 4 8 16 ch ( ﬂ'

9. 1) /(*)—*+Y2+)G+-|- T (G:C+}1+L|p]f 0<@<

' I TR (n-pl .

2) /00 =i+fL+fL+.+~L + £ £ | >0<0<L 10.1)0,587; 2)0,868;
20 4 @)\ (2n+1) 2

3) 1,395 4)1,004. 11. 1) 1;2)~-; 3)1; 4)-1.

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

1. 1) (-00)) u (5:+e0) intervalda o‘sadi, (15)intcrvalda kamayadi, fan=/(i) =7,
=/(5) =-25; 2) (-<=>-1)b(2;+°0) intervalda o‘sadi, (—%2) intervalda kamayadi,

:/(-1):-6, :/(2):——3, 3) (0;2)u(2;+°0) intervalda o‘sadi, (-oc;-2)u(2;0)
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intervalda kamayadi, fnih=/(0)=0; 4) (-2;2)intervalda o‘sadi, (-°0;-2)u(2;+°0)

intervalda kamayadi, =/(2)=1 /m=/(-2)=-1 5) f— intervalda
VvV V2 2,
o‘sadi, intervalda kamayadi, /,,, =/f-~j =I
L= ﬁ\(/_vz = 2; 6)(-00;-1)u(0;l) intervalda o‘sadi, (-l:0)u(l;+=°) intervalda
j

kamayadi, /_«,=/(-)=2, /me=/(l)=2, /un=/(0) =0; )(-=0;i)intervalda
o‘sadi,(l;+00) intervalda kamayadi, / «=/ (!)=-; 8) (0;+q) intervalda o'sadi,
e

(-=0,0) intervalda kamayadi, /nir=/(0)=1 9) (0;+®)intervalda o‘sadi,
intervalda kamayadi, =/(0)=0; 10)(e;+xjintervaldao'sadi,

0;Du(l;e) intervalda kamayadi, /10=/(e) =€, 11) | — } intervalda o'sadi,

OyIn(T 24 inendlcHlenayed>  =/("Mj=yH3,

] intervalda o‘sadi, f—;— 'l intervalda
1.1

—N=—71y3 12) fo,—
: 2 121

3; 3 4 12/ U2

kamavadi, /_ =/ {*) =£x*/Ltil, yv =/ *0 =5 "~ 5 +12
wWu12; 12 4 12j 12

2.1)M=2 m=-2, 2)M =17, m --10; 3,Lu:--+162n/\, m=

4)A/=e3 m=0. 3.v=24 (tez.birl.). 4.y-D(eni),/~D(bo'yi). 5. /.

6.y =24(yuzbirl.). 1.H =r42. 8,ff=%/p .9 a=-é. 10. 13,5 so‘m.
A

11.1) (-00,0) u (2;+q0) intervalda botig, (0;2) intervalda qavariq, Af,(0,0), M2(2;-4)
egilisb  nuqtalari; 2) (5,+®) intervalda botiq, (-°0;5) intervalda gavarigq, M(5,7)
egilish nugtasi; 3) (~°°0) 1 (0;+00) intervalda botiq, egilish nuqgtasi yo‘q;

4) (3+®) intervalda botig, (~="3) intervalda gavariq, M(3;l) egilish nuqtasi;

5) (-I;+°c) intervalda botiq, egilish nugtasi yo‘q; 6) (%1 intervalda botiq,
(-00;-Nu(l;+a=) intervalda qavariq, AZj(-1;In2), M2(l;in2) egilish nugtalari;

7)f—ec—L ] o | _L;+00) intervalda botiq,f— intervalda gavariq,
I S) Iv3 I /3 V31

M~ e g i | i s h nuqgtalari; 8) (-i;0)u(l;+®) intervalda botig,
(e (0;1) intervalda qavarig, M,(-1;2), M2(l;-2) egilish nugtalari.
12. Dje==1, y=0; 2)x=0, y=1(x->+® da), Y=-! (jc-»-co da), 3)y = x;
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4)yy ——Fx+1(@ +H0rfa), v -x +1(x->-00cfa), 5)
2 2
x=-2, y=0(x >-=0da); 6) x=0, y=0

1
7) x=0, m=3x. 8) Xx=\ y=x+— {X-» +« da), y=—x~i(rc—>—«3 rfa).

Hosilalarning geometrik tatbiglari

1 1) 4 2)2; 3) a+Ssiir?)™ 4) 1_6J3n 5) o 6) -~ 2. 1)—3; 2) »
Y24, ., D@L 4 ) e2=—132) p2=—(£-D3

e e e T

-3 4 16
3) x"+v3=2J,z=10 4) —+Z1l=iz=3.6.1)
36 25 2 3 6
_8
2x+370+6z-11=0: 2) = J3x +6v+12z- 70 =0;
1 2 4
! ) 3 ) )
[ i 2— 1 i i
3)—- = — = -=-X-32+4=0; 4)-r= - T e . 2x+z-3 =0.
) 1 0 -3 ) 2 o 1

7. 1)5dt; 2)13dt

Tenglamalarni tagribiy yechish
1 1) -2.2583; 2) 0,6823; 3) 2,5062; 4)-0,8879.

Kompleks sonlar

L x=2 y-—2 x=5 v=10. 3. x=-1 v=21. 4.x=5—,v=3—.

5. 1)z =-3+4i, z22=-3-4i; 2) z, =, z22=-T; 3) z, =j. z, =-3/; 4) Z, =5/, z22=I.

6. 1) x=a to‘g'ri chiziq; 2) y =b to‘g'‘ri chiziq; 3) markazi 0 (0;0)nuqtada bo‘lgan va
r, jRradiusli aylanalar orasidagi halga; 4) ¢ va y/ nurlar orasidagi sektor;
5) 3) markazi 0(0;0) nuqgtada bo‘lgan va r. Wradiusli aylanalar orasidagi halganingc?

va U nurlar orasidagi bcerlagi.  71)-2 +21/3 =4fcos™ +lsm™~-J=4e 3 ;
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2An/3— = 2)00gd—N+isimt—  =2¢ 6;3) ~~Y +~Y‘'="" cosq§~+'sin™j -~[3e 4;

4) 2+2i=lyflicos—+ /sin =2N2e4;5) 1 = n/"[‘cosf—jl+jsinf——}! =n2e 4-
V 4 4) Y V4] I 4]
6) -3 - 2i=-JT3”coNarctg™-ir™ +isir™arctg” -;rjj =-file ~ 3

7)1- n/3/ = 2~cosN-y j +jsinr—y'jj = 2e "

8)-V2-V2; :Z(COS(%Ij*-(sirri»S—i‘Eﬂ =2e 4.

8. )z, +2z2=-=3-1i, zI-22=-7 +7i. z,-2z2=2 + 26/, z :----l---l---7---,
z2 10 10
2) z,+z2=-1-i, r,-z2=-5-7i, 2z, 'Z. =6-17/, - =-—+—/ 9. 1) 52 2) 5v2
z2 13 13

3)V5; 4)10. 10. 1)]-y«; 2)-1-1/; 3)24/; 4)48/\ 1l. 1)Rez =i,Imz =" ;

1 4 4 -1? 90
2)Rez =0, Imz =—; 3)Rez =—,Imz =— 4)Rez = -——-- ,Imz = - .

8 5 5 5 5
12. )zj-Zj =-4 +4V3/, — = 2)z,-Zj BB+3, —=-6/ 3)z,-z2=-16,

— =4i; 4)z, z2=-4 +4n/3i, —12—=4+4r|/3». 13. 1161 +/); 2) -1; 3) 2131-/'): 4)
z

32(1+m84 14.1) +(¥5-0; 2) u Y~V: 3)+(~ +0,1(1-730;

4) %%Tcoswwm Hsr'n;r+8|:’r,I K'=012,3,4.
i, 20 20 j

Kophadlar
1. 1) P+Q=x5+5%5-%2-X +4,P-Q =-X5-X 3- X2+x +4,
P-Q =2x* -x 1 +6x6+x5-2x4+13x3-4x; 2) P+Q=4x* +*3-5,
P-Q =-2x4- X3+2xJ-5, P mQ=3x8+x?+2X6+*5- 16*4- 5*3+5x2.
2.1) R=je+1 r=-x+2; 2)R=x+3, r=-6x2-5x +&

3) R=3x2-5, r=-21x2+17x+34; 4) R=2x2-3x +5, r =19x-29. 3. 1) 73;2) —4;
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3)96; 4)84. 4. a=36=-1c=1 5. 1) a=26=1c=1 6.1) (x-2)(x +2)(x2+4);

2) X(x-9)(xT-9); 3)5(x-1)(x-2)J(x-3); 4) (x-3)2(x-1)(x2+x+1]).

-, .., 3 1 2 2 X -4 1 1 4
7. 1)- +— e ;o 2) s H—T— ; 3) - + e ;

* X xX+1 X X X +4 X 3(r—1) 3(x+2)
2 3 2 Clll'l 2 1 3_|_ 2 oul 2 3

_______________ - - e[+ ~ . B —

) X -x+1 x +x+1r « )x xr X X+l X X—2 XxX+3
5”& 7--+--§ ------- g--; 4)--1+---1-- +—---1 ----- .

X x-1 X+1 X X+1 X —x+1

Integrallashning asosiy usullari

1. \)-5\a cosx-2arctgx +~ +C;2) —-y~-+2In] x+31+C; 3)— -e*-1n [x] +C;
. 32X
4)3arc/gx-2arcsinXx + C; 5)2X + =------mmmmmmmmmnen +C; 6)*-cosx+C; 7)ex+tgx+C;
3T(In3-1n2)
. . 1 2X .
8)-cfgx-t-cosx+C; 9)—etgx—x +C; 10)-cigx + C; 1! ) arclg---'+C:

12) ~ arcsin N+c. 2.1)-tgX+C; 2)--cos3x+C; 3—"~\jarctgsZX+C;)
/2 5 4 3 16y

4sin X

4) E(pnlE(x+5)+C; 5)e” *+C; 6)--3e"\’ +C; 7)) Ll -+C;8)-2cosV*+C;
9) arcsin—2 +C; 10) ~4—\[ctg4x+ C. 3. 1) 2n(l+ex)-x +C; 2) g|n(x6+l)+C;

3)8arcsin~+2xV 16-x2+C; 4)27~(x" +4)2+C; 5)MN(x3+3}Hx3+3+C:

6) ia 12+sin2x] +C; 7)--zmommmm —-oeeev +C; 8)21n |x2+5]-VBarctg”"+C; 9)
2(arcsmx) V5
. X+2 11 rr--—- 1fex+ )2 702x+ 7)1 A
arcsm-—-—-—-+C: 10) -r=In3x-I'+V9x -6x-3 +C; i{])— (x+7)P 7 (2x*+ 1) +C;
3 ' ns 1 | 4n 12 11 J

12)2arcsinA/x + C; 13)— IniN - 1, 14) Inx-In 2-1linx + 21n21 +C.
1 Je'r +3[

4.1) N—-Narctgx-~+C:  2)xarcsinx + VI1--x2+C; 3) ~bl \x\-~-+C:

4) e*(x3-2jc+2)+C; 5) -|4’\3(xln3-|) +C;
e

6) —sin2x - —xc0s2x + C;7) —(x2-1) In X+ 11- —X(X—2) +C; 8) ------—---— —gx +C;
4 2 2 4 2cos x 2
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9) ~(sinln jx J-cosin \xX\)+C; 10) |e#*(sin4*-cos4x)+C; 11) tgx([nlgx-\) +C;

12) arctgx(biarc!gx-i) +C. 5. 1)Zl \+xr)2ii+x1- §(1+x2)ljl +X2+C;

1 1 ex 1
2) —sin2x— -sinSx+C; 3) — (2+sin(2e*)+C: 4) --e >3x+I)+C;

5) In |sinjc +cosx|+C; 6) --jIn 11-In2jX +C; 7) jIn
L1

8) ~arctg”"Y~+C; 9) jefgic+Injcosx]|+C; 10) arctg™~— +C;

12) M3+e2* + C; 13)2—x—6 sin3jc + C; 14)2—tgxl—2x‘ +C;
15)— x3(91n2x-6b /A +2) +C; 16)2~C - +C.
27 sin X
Ratsionalfunksiyalarni integrallash

1. DInlX2+3jc10] +C; 2)In-"N +C; 3)-1In --m--mmmomoomeme
2+ 2 i(ct))(*+3) |

A G s)ingan 1 +C
ix+S]  x+\ ] x+1]

6) - +1n|*-— In|2x-1]-— In|2x+ I]+C;
4 16 16

-3
7 ) =emmemeeee- +In - +C; S)5jc+—|njxj—|n|*—1|+—6 Injx-4]+C;
2 3

11) e “x +C;

9~ +-taN -~ - -1 -+C; 10)---arctgx +C; J1)—dp(-f— 1+C
M Hjta ’ )-yarctgx + G 92{‘&2+})+

(x+2j

1)1 ((x+1)2) 1

2x-1 ~,Xb 2 4 2x +1
---------- arctg—=- +¢; 13y = +x"-x" Larctg—m=-+¢;
S 3 V3

6 I~-x +1j S

2x6+6x2 , [x —Llj1 1, X- 1
: . -—arctgx + C;
I — 33— 15) i hxc+1
16%— 1 arctgM-\+C\  17) - — — - +arctg(x +1) + C\
54U" +9 3) 2(x +2X +2) ’

18) In |x —1jm—

varctgx\ +C; 19)—arctg(x+2 %arctg
2yx +1 ]
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56’)1-1'|n$/x+1)E ------ . C, 21) Tx(8x2+5) +Jarctgx +C:
X* 2(x+1)) 8{ (x2+1)2
-9 1 -1 4x-7 8n/ 2x73
22) ;- S a rct%-z(-----+é’; 15) _Ax >-----§ rete 2x23 —+ &
8(x - 2x -5) 16 2 X -3x+3 3 6 73

arctg- C.
Trigonometrikfunksiyalarni integrallash

1.1) —arctg-—-2------1C; 2)—f/g2—+2In/g-—1+C; 3) iln S/gE h3 +C;

4)—=arctg— —m- t-C; 3)arccos—=—hC; 6)------------- m— bC; 7) 2arctg(sm x) - sin jc+C;
n/3 n/3 n/3 sinx sin x

-tgx . : .
8) -Irf +—sin2x + C; 9) — fx - —sin4x +—sin32x| + C;
4 1 4 16{ 2 3 )

tgx-1
10) In ftgx &/tg' x+C; 11) — In$g I+(:; 12) -=i(2in]sin2x]+c%'-22x)+C;
r +

13) -Jlarc/gl j- x+C; 14)-~(3sinIx + 7sin 3x) + C;

1g}ifisrn3x————i——s=1 5x— : smx 1+C’; Iic/)r)\X Y Sin 2x Y sin 4x 1sin 6x ht.
10 2 J ‘4 8 16 24
Irratsionalfunksiyalarni integrallash
1. 1) 2n/x ~b\[X + 6°x - 61n(l + n/x) + C; 2) +C,

A+~ )2 1+W

)M +E£.(3L+XF - 101+X) +PT+1+15)+C; 4)ayx+l)2«2*"3 Vi
15 20 7

5) L/2x-1 - 372x~-1+31n(V2rrT+1)+C;  6) | | ~J3) 7| | f~

. . . i l+n/x2+ T+ 1
7)in 12x - 3+ 2n/x2- 3x+2 1+C, 8)1B jx + 1+ n/x22x + 5 j+C; 9)li +C
r+1+n/x2+X+1

10) -jin +C; 11)in 1- X+lr:'/£:2:)(::x2:L 2arctg\f Leai- 2x- x2 +C;
4-x +2n/4-2x-x2 | 1+d1-2x- x1 j
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12) IN 14 X+ X2 4K + 1 [ricmemmemmememmeeeee A £ = = = +C;
X+2+39X242x+2

13) —arcsinj = - ) +—(x- 2)n/5+4X-X2+C; 14) —n/x2-4 - 2b. jX+n/x2- 4 j+C;
2 Vv3l)'2 2

15)- 2J-—j +C, 16)- arcsinj ——1j+C; 17)- *Js-2x-X2- arcsinj *-1-1 +C;
VX X ™ i 2

18) -2n/6x-x2~8 +9arcsin(x-3) +C; 19) 23(b rx +C,
1+*fXx

20) XA | YA t x5 XL VG 22)3i[x - J-ijl +ifx C

Aniq integral
1. 1)0; 2)8; 3)4,7; 4) 4. 2. 1)1, >12;2)1,>/2; 3) 7, </2 4) /,</2 3. 1) | </2<K

2)4</3<U/T, 3) 2</3<B; 4) | <74<3. 4. 1)-|; 2)1; 3)8; 4)e-2.

integralni hisoblash

9; 2)1; 3)1; 4)1; 5)~; 6)1~; Nin|; 8) |, 9)~— -, 10)1; jDIn

12)—;13)~; 14) ~~(8-5n/2); 15)Inl; 16)1---; 17)-~-1; 18)e-2; 19)4;

A
20)1p +2j; 21)— A, 22)711, 23)2; 24)~ 1.

Xosmas integrallar
1 1)I; 2) -4; 3) uzoglashadi; 4) uzoglashadi; 5)6—; G)lelnz; 7)%; 8)2;
9~; 10)"-; 11)14-1; 12) uzoglashadi; 13) uzoglashadi; 14)?r. 2. 1) a>i da
yaginlashadi va 0 <a <1 da uzoglashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaqginlashadi;

4) yaginlashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaqinlashadi; 7) uzoglashadi;
8) uzoglashadi; 9) yaginlashadi, 10) yaginlashadi;
11) absoiut yaginlashadi; 12) absoiut yaginlashadi.
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Aniq integrallarning tatbiglari
1.1)36; 2)|; 3)I +6In], 4)e2+1L; 5)]; 6)y-8In2; ?)i; 8)]; 9)12.T; 10)27%;
nyo; 12) 5 . 13) -3(17,Tq-48), 14) 1';1 2. 1)n/3+2—1n(2+r|/3); Z)Q{e-é}; 3)
w ; 4) 2; 5)|+1In2, 6)1+1in]; 7)4>/3; 8)y(13n/13-8) 9)16, 10)48,
11)48(2-n/3); 12) 2k+313. 3. 1)y ; 2)36>K; 3)-"p-kK; 4) s+(2+;r). 4. y®KL5/12n".

6.— /T 7. 36r. 8.1)2"A-; 2)— 11, 3)— ; 4')—n-; 5)327Tr; 6)100; 7)40rr2; 8VX,
3 15 6 Y4 "7 7

9)72qa-; 10) |aK*.9.C(0;4)- 10. C . Mx=\0y, M, =~T, CJj;2j
12.Mx=M =-, ¥.=/,=-, C 13. C f<>-1.14.7* = 8on,!, =125n.
y 3 =« w 3 U 1) V 5] * y
{2z .97 4\
15. c I 16. ¢ 5;—n_ 17.5 w \ 18. 0,32 fOT.. 19. 7.68rr. 20. 22-109 J.
'3} \"32 ]

24. 1000 /». 25. grtl(b++2l.
ty \K 1j

26. 324 T. 27. 175.4 JWV.
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Ayrim chiziglarning grafiklari va tenglamaiari

R radiusli ayiana

r =h +acos<p (a >b)

Paskal chig‘anog‘i

_.S5
"K .4
o. ia-p

r=acos2a (a>0)

(x2+y2f -a2(x2-y 2)=0

Bernulli limniskatasi Uch yaprogli gut
YK v
/ /\
O Yy
N Ya *X
\J
2_.3 X=1r - - = .
y2=x3yon & X3yt =gl o X=acast,
{y=t iy =asm t
Yarimkubik parabola Astroida
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Arximed spirals

Yy
/23 \/"
0\ 2m %
X =a(t - sint),

=a( tcos/), a>0

Sikloida
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