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SO*‘Z BOSHI

O‘zbekiston  Respublikasi  Prezidenti ~ Sh.M.Mirziyoyevning
“O¢‘zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030-yilgacha
rivojlantirish konsepsiyasini tasdiglash to‘g‘risida”gi farmoniga ko'ra
O‘zbekiston Respublikasida oliy ta’limni tizimli isloh qilishning ustuvor
yo'nalishlarini belgilash, zamonaviy bilim va yuksak ma’naviy-axloqiy
fazilatlarga ega. mustaqil likrlaydigan yuqori malakali kadrlar tayyorlash
jarayonini sifat jihatdan yangi bosqichga Ko‘tarish eng ustuvor vazifa
sifatida belgilangan. Mamlakatimiz mustaqillikka erishgach. ta’lim
tizimini tubdan isloh gilishga katta ahamiyat berildi. Aynigsa, matematika
fanining  o'rni, uning barcha fanlarni o‘zlashtirishga va ularning
varatilishiga asos ekanligini hisobga olib, uning rivojiga alohida e’tibor
garatilmoqda. Yuqori malakali, raqobatbardosh, zamonaviy talablarga
javob bera oladigan kadrlar tayyorlashda ularga chuqur matematik
bilimlar berish va bu bilimlarni amaliy masalalarni yechishga tatbiq eta
olishga o‘rgatish katta ahamiyatga ega. Shu sababli yengil sanoat va
texnologik mashinalar va jihozlar yo'nalishlari bo“yicha ta*lim oluvchi
bakalavrlarning o*quv rejalarida “Oliy matematika™ fanini o°qitish
ko*zda tutilgan.

“Oliy matematikadan misol va masalalar to‘plami” (I-qism)
o‘quv qo‘llanmasi xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan va o‘quv
dasturida Kkeltirilgan mavzular bilan to°ldirilgan holda yozilgan. Oliy
o‘quv yurtlarining yengil sanoat va texnologik mashinalar va jihozlar
yo'nalishlari bo‘yicha bakalavrlar tayyorlash uchun bu fanning
tasdiglangan namunaviy o°quyv dasturiga mos keladi .

O*quv qo‘llanma 9 ta bob, 15 ta mavzudan iborat bo°lib
matematikaga doir 2500 dan ortiq mavzulashtirilgan amaliy mashqlar
hamda uslubiy ko‘rsatmalar keltirilgan. Mavzular bo*yicha 1000 dan ortiq
testlar va ularning javoblari bilan berilgan.

Mualliflar ushbu o‘quv adabiyoti kamchiliklardan holi degan
fikrdan uzoqda bo‘lganligi tufayli uni takomillashtirish bo‘yicha
kitobxonlarning taklif va mulohazalarini minnatdorchilik bilan gabul
giladilar.

Mualliflar



I-BOB. CHIZIQLI ALGEBRA

1-§. MATRITSALAR. MATRITSALAR USTIDA AMALLAR.
TESKARI MATRITSA

1.1. Matritsa haqida tushuncha

Matritsa tushunchasi birinchi marta ingliz matematigi U.Gamilton
(1805-1865-y.y) va A.Kel (1821-1895-y.y) ishlarida uchraydi. Matritsa
tushunchasi oliy matematikaning asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib. u
nafaqgat fan nuqtai nazaridan muhim ahamiyatga ega bo‘libgina qolmay.
balki hayotimizning turli sohalarida uchraydi.

Masalan:

Hafta davomida talabalar uchta fan bo‘yicha necha soat davomida
shug ullanishini quyidagi jadval ko'rinishida belgilaymiz:

Dush. | Sesh. | Chorsh. | Paysh. | Juma | Shanba | Yaksh.

Matem. 4 3 2 2 | 5 4— ]

Fizika 2 I 1 4 6 2_ 1 5,
Il‘;ﬁliz | 4 3 5 2 | |

Satrlar va ustunlar nomlanishlarini yo*qotsak 3 ta qator 7 ta ustunli
matritsa hosil bo*ladi.

i 35 AN
(2 1R 4 6 2 1)
IR L GaN20g. 'l
Uumumlashgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

1-ta’rif. m ta satr va » ta ustundan iborat bo‘lgan gavsga olingan
to‘rtburchakli sonli jadvalga matritsa deyiladi.

Matritsaning o‘lchami undagi qatorlar (gorizontal chiziglar) va

3 e
ustunlar (vertikal chiziglar) soni bilan aniglanadi. Masalan, (—‘L D) 3

65
ta gator va 2 ta ustundan iborat. Uning o‘Ichami 3x2.

Matritsalar lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi.
Masalan, mXxn o*lchamli matritsa esa quyidagicha yoziladi:




11 a12 _ aqin
Qzy Qzz QAzn
A : . : (1.1)

@m1 @mz - App
Bu  yerda: A-matritsa; a,-matritsa elementlari; i-berilgan
element joylashgan satr raqami: j —unga mos ustun raqami: m —
matritsadagi satrlar soni: n—undagi ustunlar soni. A matritsa i-satri, j-
ustuni elementi uchun ham i/ belgi ishlatiladi. Umumiy holda u (4),=a,

ko‘rinishida yoziladi.

1
Masalan, (2 4 5) 1x3 o‘lchamli matritsa, [ 0 | 3X1 o‘lchamli
5
a b
matritsa, | ¢ d | ko‘rinishidagi matritsa 3%2 o*lchamli va h.k.
v g

2-ta’rif. Satrlar soni ustunlar soniga teng bo‘lgan nxn o‘lchamli
matritsaga n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

(1“ (112 i G‘l?’l
azy Qazz °° 9

A=| 2k X : (1.2)
Ap1 Qpz - Qupp

Kvadrat matritsaning bosh dioganali deb, indekslari bir xil bo*lgan
clementlarni o°z ichiga olgan ay; ay; ... a,, yozuvga aytiladi.

JE3 IS
Masalan, (g 4) 2%2 o‘lchamli kvadrat martitsa, | 2 4 6
£ o} gl

3X3 o*lchamli kvadrat matritsa.

Agar matritsaning bosh dioganalida turgan elementlari birga, qolgan
barcha elementlari nolga teng bo‘lsa, bunday matritsa birlik matritsa
deyiladi va E harfi bilan belgilanadi.

1800
Ee=1c0M e 30 (1:3)
001

O¢Ichamlari va undagi barcha mos elementlar o*zaro teng bo®lsa, bu
matritsalar teng matritsalar deyiladi.

1.2. Matritsalar ustida amallar.

Ikkita matritsani bir-biriga qo‘shish (ayirish) uchun ularning
o‘lchamlari o*zaro teng bo‘lishi kerak.




3-ta’rif. Ikkita mXn o’lchamli matritsalarni bir-biriga qo‘shish
(ayirish) uchun ularning mos elementlarini bir-biriga qo‘shish (ayirish)
kifoya.

3 2 1 4

[-misol. A=(1 0). B = (2 5 | matritsalar berilgan. A+B va
4 1 01

A-B ni toping.

4 6 2 =2
Yechish. A+ B = (3 5), A—B = (—1 —-5)

4 0 4 2
4-ta’rif. mXxn o‘lchamli matritsani & songa ko‘paytirish uchun, &

sonni matritsaning barcha elementlariga ko*paytirish kerak.
kay; kay; kagz
kA = (kazl kazz kaza) (l—i-)
ka31 kaz3 ka33

2 4 5
2-misol. A=(1 3 2) bo‘lsa, 34 ni toping.

0 6 5
6 24 15
Yechish. 34 = (3 9 6
0 18 15

S-ta’rif. mXq o‘lchamli matritsani qXn o‘lchamli matritsaga
ko‘paytirganda shunday mxn o‘lchamli ¢ matritsa hosil bo‘ladiki, bunda
mXq o‘lchamli matritsaning satrida turgan elementlarni qxn o‘lchamli
matritsaning ustunidagi mos elementlarga ko‘paytirib go‘shish kifoya.
Ya'ni

C, = ﬁa,,b‘?.l‘ =ik e (1.5)
k=1

A va B matritsalar uchun komutativlik gqonuni o‘rinli emas, ya’ni
AB # BA. IKkki xil o‘lchamli A va B matritsalar uchun AB mavjud bo‘lsa
ham, o‘lchamlari mos kelmaganligi tufayli BA ko‘paytma umuman
mavjud bo‘Imasligi mumkin. Agar AB va BA mavjud bo‘lgan taqdirda
ham uning o‘lchamlari turlicha bo*lishi mumkin.

A va B matritsalarning o‘lchamlari bir xil bo‘lib, AB va BA
ko*paytmalar mavjud bo‘lsa ham,ammo mos elementlari bir-biriga teng
bo‘lmaydi.

2 s o
3-misol. A = (1 0 3) vaB = (4 5 | matritsalar berilgan.
6 2

AB va BA ni toping.




Yechish. Berilgan A matritsa 2X3 o‘lchamli, B matritsa esa 3X2
o‘lchamli bo‘lganligidan A matritsani B matritsaga ko‘paytirsak 2x2
o‘lchamli yangi matritsa hosil bo*ladi.

1802,
A7 2I NN -
a5l g
2y (2-1+3-4+5-6 2 = 2' 35 52NN (44 29)
1‘14+40:-44+3-6 1-2+4+0:54+3:2 yieh e (G

B matritsa 32 o*lchamli, A matritsa esa 2X3 o‘lchamli bo*lganligi
uchun B matritsani A matritsaga Ko'paytirsak 3X3 o‘lchamli matritsa
hosil bo*ladi.

2
Z2N3715
B A = : =
B- A (4 5) o
6 2
V- 221 132500 iS=EeriEns
=(4-2+5-1 4-34+5-0 4-5+5-3|=
6:2+2-1 6<3+2-08 65 +2a3
4 3 14
= (13 12 35
14 18 36
A matritsani B matritsaga ko‘paytirishda A matritsaning satrlar soni
B matritsaning ustunlar soniga teng bo°lishi kerak. Agar bu shart
bajarilmasa matritsalarning ko*paytmasi mavjud emas.

1.2. Teskari matritsa
6-ta’rif. Agar AA’' A'A=E Kkabi bo‘lsa, A4 kvadrat matritsa,
o‘shanday tartibli A kvadrat matritsaga teskari matritsa deyiladi va A
matritsa xosmas matritsa deyiladi. Berilgan matritsaga teskari matritsa
mavjud bo‘lmasa, A matritsa xos matritsa deyiladi.

2 =5 B35 : o
Masalan. Au(—l 3 ) B—(l 2) matritsalar berilgan.

B matritsaning A ga teskari matritsa ekanini isbotlang.
Isbot. Ta’rifga binoan AB=FE bo"lishi kerak.

AB:A-B=(_21 “‘35)(2 3):((1] (1’)=£

BA=B-A=(‘? g)(_zi _35)=($ 0)=£




Kvadrat matritsaning teskarisini topish uchun avvalo berilgan
matritsaning determinanti hisoblanadi. Determinanti noldan farqli bo‘lsa
uning teskarisi mavjud va ular xosmas matritsa deyiladi. Determinanti
nolga teng bo‘lsa, bu matritsa xos matritsa deyiladi. Determinanti mavjud
bo‘lgan matritsaning har bir elementi uchun algebraik to*ldiruvchilar
topiladi, so‘ngra ularni transponerlaymiz. Transponerlangan matritsaning
elementlarini uning determinantiga bo'lib A matritsaga teskari matritsa
hosil gilinadi.

4-misol. A ' bo‘yicha A matritsaning teskari matritsasini toping.

A-A=I tenglik orgali tekshiring.

155 4
A= ( 32 9)
=11 10
Yechish. Berilgan matritsaning determinanti

detA=|A|= =34 #0
0 ga teng emas, demak A ning teskari matritsasi mavjud

9 2 37
4 17 34

A1 = AT RN 2 3
|A] 34 17 34

5 3 13

32 17 34

Mustagqil yechish uchun misollar
1.1-1.5 gacha. A va B matrisalarning yig‘indisini va ayirmasini

hisoblang.
1E 284 % VR I
= 1.1. 4=|2 1 2|, B={-4 2 0.

1¥2+3 15241
2 ZEh

PEINA= SPGB = A3 4
4 1 ik (5
7 0l -4 3

1.3.A=(4 —6), B=| 0 4 |bo‘lsa, C=24-+ Bnitoping.
73 2 -8
—2' 3 3 1-3 0

14. A=| 1 0 —4|, B=|~1 2 2| C=24+8.
-3 1 -1 6—-1 5




-1 2 133 ; Jile
-5 ,.l;[l : ] B =(U J bo‘lsa, 34-28ni hisoblang.
4 0 5 3 2 4

\ -

1.6-1.14 gacha. AB va BA matritsalarni ko*paytiring (agar ular

mavjud bo*lsa).

1.6. 4= (

2 J SR
1.9.A=|1 -1]|, B = :
(1 3 ) (4 - _3)
_ (1 0 2 20 1 0
1.10. A=, _, o |- B=13 =g g
I —2] 10 =
I
0

1.12. A =

(%]
o
Il

Pt

M~ O RO — NN

[Fi st
[y
N
o
Il
e
—
N W =
e,

1.15-1.29 gacha. Hisoblang.

115. 4= (2 38=(2, Hvac=( 2 )votsa,

116.4=(} 2.8=(2 °)vac=( 3)vosa

9




A% + AB —2C =?
1.17.A=(g é).B=(1 2),c=((1) i) Bo'lsa,

3 4
A* +2B~-5C ni hisoblang.
1.18. .4:[1 0} B:[] ]] bo‘lsa, .4* - B* ni hisoblang.
0 4 01
3

1.19. A-——(; _42) ni toping.

per =71 4
1.20. b) 4= =10 =5 c=B—-24".
2-3 8 3 16

a4 =t g
1.21.A=(0 =il 2). B=(2 1 0),c‘r(3f!)’—f3-

2 1 -1 1 1 -1
(;57=2 |
1.22. 4=|4 B]aB=[-4 = 3]-C=/l+b".
903 =5
02
1.23 PR (121 s
S o o) s P
@20 4 1)
12240 4=(=3018" B=|-3| 1| (@=4" ~B"
1 3 201
2-4
4 0 1
1.25.A={3 7 B=( J,(—2A—B‘
- 6 13
6-1
3 1) 0 -1 3
126 A=—2 -1 4), B2 —1 a4 ). c=0@5) +4.
7 2 1 4 6 2
=it 5 2y
1.27. A=[ ],B—[ 6 6|, C=A4-B".
78 s
=318
7 —4 —ii
128.A=|0 —-3|, B=|—-1 2], C=3B-24.
1 2 6 3

1.29.A=(6 . ”3), B=(7 : 1),C=.-1"+BT.

2=ty




1.30-1.49 gacha. s va 3 matritsalarni ko‘paytmasini hisoblang.

=2 3
Ol

R
1.30.q) 4,, =|-1-2
3-5

{l 2
I 06
g)A=(1-1 2 3) B:'§—|
li=3

; _11 2) S o

131. A = Bl =l 0o Mo

£t s

1 4 3 :

)

w50 e Do W] R e

132,1_(1 e _1), p=| e

13

12
1.34.4A={1 1
0 1
A 2 1
= e 20
13504 =] = | Bl L)
i3
-1 3 0
750 =1 Sial = (fi=2 A
"36"4_(2 0 —1 4)'8" 3 0 -2
A0SR
r"l
1.37. 4=|2| B=( 2 1)
3
5 3
8 2
2-1
1

11




1.40.,4.—..(3 "1’ i é),gz

Sl b Ul
141. 4_|> 1 2| 3:[24 1|
i 273 101

1422A=(G 1 0 -3), B=

BN = DN W
L= = B

2 4 =2 1
2 -1), B= (1 2 Fl 2).
SIS0 1
RS2 3 -1 -2 —4
149. A= (2 4 6), B = (——1 —2 —4).
F 3969 (2 4
Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
1.1. Matritsalar va ular ustida amallar.
1. Matritsa mazmuni qayerda to*g‘ri ko‘rsatilgan?

A) sonlar yig'indisi B) sonlar ko‘paytmasi. C) sonlar to*plami. D)
sonlar jadvali. E) sonlar birlashmasi.

-105
2.( 57 _.] matritsaning tartibini aniqlang.
L o]

A)2x2 B)2x3 ©)3x2 D)3x3  E)3x2=6

12




3.A=| 4 1  —3| matritsa uchun bo‘yicha a3+ a2 yig'indini

toping.

A)7 B)4 OC)6 D) -5 E)iS

4. Elementlari a, bo*lgan matritsa qachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha a, elementlarning yig'indisi nolga teng bo‘lsa.
B) Barcha a, elementlari nolga teng bo’lsa.
C) Barcha a, elementlarning ko*paytmasi nolga teng bo‘lsa.
D) Biror satridagi barcha a; elementlar nolga teng bo‘lsa.
[£) Biror ustundagi barcha a, elementlar nolga teng bo‘lsa.

5. Quyidagi matritsalarning gaysi biri nol matritsa bo*Imaydi?
N

RV s 0\ (000
Yla o)™ ) nJ o 0 0

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo*ladi.

6. Elementlari a, bo‘lgan kvadrat matritsa qachon birlik matritsa
deyiladi?

A) Barcha a, elementlar birga teng bo‘lsa.

B) a,=1 va a, =0 (i#/) bo‘lsa.

C) Barcha a; diagonal elementlar birga teng bo‘lsa.

D) Biror satrdagi barcha a; elementlar birga teng bo‘lsa.

E) Biror ustundagi barcha a, elementlar birga teng bo‘lsa.

7. Birlik matritsani ko“rsating.
01 e 00
) 1 0 ) 01

10 (IO 11
o) 9] @)
00 0 el ()
C)(l l 1] D) [0 | 0]

8. Birlik matritsani ko‘rsating.
vl il il

A)[l ! 1] B)[o 0 0]

E) bu yerda birlik matritsa keltirilmagan.

9. Qaysi shartda A va B matritsalar teng deyiladi?

A) A va B bir xil tartibli matritsalar bo°lsa.

B) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo‘lsa.

C) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar va ularning mos
elementlari o*zaro teng bo‘lsa.

D) A va B matritsalarning diagonal elementlari o‘zaro teng bo‘lsa.

E) A va B matritsalarning tartiblari bir xil va mos elementlari teng

bolsa.

13
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5307

529

MRS (237) (167 E[zzm'
Mioa1s ) BPlioais) Duo29) Plsas )_JozlsJ‘

11.Qanday matritsalarni qo‘shish va ayirish mumkin?
A) har ganday matritsalarni.

B) satrlar soni bir xil bo‘lgan matritsalarni.

C) ustunlar soni bir xil bo‘lgan matritsalarni.

D) tartibi bir xil bo*lgan matritsalarni.

E) fagat kvadrat matritsalarni.

10.A =( ] matritsa bo‘yicha 2A matritsani toping.

3 —2 140 : . R L, .
12.A= s 0 va B= 032 matritsalarning yig“indisini toping.

e 2R (1 7 =2 D[7—2 ]
) 532 ) 53 ) 08 2J )S 2.] ) yigtindi

aniqlanmagan.
13.Ushbu M va N matritsalarning M+N yig*indisini toping:

el )l )

A’-—IO 5 1 0 o |2D—12E-’3—21
RO Ao S0 o) Dl2 4 )lu 2
14.Berilgan A va B matritsalar uchun C=2A+3B matritsani toping.
(5

A=|1]{, B=342
' 28080

\4
A) C=(1.0.12) B) C=(9.4.8) C) C=(6.0.0)

Q12
D) C matritsa aniglanmagan E) C =( )

8 0

15.Quyidagi 4 va B matritsalarning 4B va BA ko‘paytmalarini
toping:




E) to‘g‘ri javob Keltirilmagan.

-3 4 P
16. 4 =( 5 _)] matritsa bo*yicha 4° matritsani toping.

__;:_(lJ 6) o[ o . 29 =20
A) A= o5 4 |0 BYA SO o ) e

\

o ol D503 S o
D)"I:(-z; 29 0 B4 20 )

1.2. Teskari matritsa.

1.4 va unga teskari 4~ ' matritsalar ko*paytmasi uchun qaysi tasdiq
o-rinli?

A) AA7" fagat 0 lardan iborat matritsa bo*ladi.

B) A4 fagat | lardan iborat matritsa bo‘ladi.

C) AA7" diagonal elementlari 0, gqolgan barcha elementlari 1 bo‘lgan

matritsa bo*ladi.

D) AA47" diagonal elementlari 1, qolgan barcha elementlari 0 bo*lgan

matritsa bo‘ladi. E) 447" ixtiyoriy kvadrat matritsa bo*ladi.

2. Qaysi shartda A matritsa maxsus deyiladi ?

A)|A|<0 B)|4]>0 C)|4]#0 D) |4|=0 E) |4]|<0.

3. Qaysi shartda A matritsa maxsusmas deyiladi ?

A)JA|<0 B)|4>0 C)|4]#0 D) |4|=0 E)|4|<0.

4.Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsusmas?

{1-:‘ 3'32 1[0} D(Oz'q((]?
£) 0 {)J )[0 4] (}[s 0 )\l 0] E) 0 3}'

5.Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsus?

A'I(J '32} IQD{UEJE()?
)[_{] 1] B)[o 4 C)an )13 )30]‘

6.4 va unga teskari A~' matritsalar uchun quyidagi tengliklardan
qaysi biri o‘rinli emas (£- birlik matritsa, O— nol matritsa)?
A)A -A"'=A"1-AB)A-A'=EC) A'-A=ED)AA'-A"'4=0
E)d —A7'=0.

7. Agar A kvadrat matritsaning determinanti A bo*lsa. qaysi shartda
A7 teskari matritsa mavjud bo‘Imaydi?

A)A=0 B) A<O0 C) A>0 D)A#0 E)A=l.

8. Qanday matritsaga teskari matritsa mavjud?

A) har ganday matritsaga B) har ganday kvadrat matritsaga.

C) determinanti 0 ga teng bo*lgan matritsaga.

15




D) faqat determinanti musbat bo‘lgan matritsaga.
E) determinanti 0 ga teng bo‘lmagan kvadrat matritsaga.

2 13)
9.4 =(' J matritsaga teskari 4~ matritsani toping.

N  0 (6 ) oyt mavind
)”4 16 )2 3 ) o ) e ) A~ mavjud emas.

25
] matritsaga teskari 4~' matritsa topilsin:

=
0.4} ¢
0 |
3 E)[l _J
0 \ 3 3

23 4 03 10
M7 B)]_,Jc_)[l o) D

.--L.J[M

16




2-§. IKKINCHI VA UCHINCHI TARTIBLI
DETERMINANATLAR VA ULARNING XOSSALARI

2.1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinanatlarni hisoblash
usullari

Matematikaning qator masalalarini yechishda ma’lum xossalarga ega
bo*lgan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus ifodalardan biri
determinantlardir.

Aytaylik. 4 ta a,b,c,d hagiqiy sonlar berilgan bo‘lIsin. Ushbu ad — bc¢
ayirma (son)ni berilgan sonlarni yo*l va ustun ko‘rinishida joylashtirib,
quyidagicha

la b
C ({
ifodalaymiz. Demak,
ab
=ad — be. (2.1)
cd

(2.1) ifoda 2-tartibli determinant deyiladi. Bunda a,b.c,d -
determinantning elementlari, a,b va c¢d sonlar mos ravishda
determinantning birinchi va ikkinchi yo‘llari, a,c va b,d sonlar
determinantining mos ravishda birinchi va ikkinchi ustunlari, @,d sonlar
determinantning bosh diagonali, b,c sonlar determinantning yordamchi
s

diagonali deyiladi. Ikkinchi tartibli determinant umumiy holda | ™
2l G

ko‘rinishda yoziladi. Determinantni A yoki detA ko‘rinishida belgilanadi.
I-misol. detd = |7 4| =8-2-4-6=16-24= 8
Uchinchi tartibli matritsaning  determinanti quyidagi shaklda

yoziladi

Qg Qs G
a g (2.2)
3 Ay Ay

a;p a1 Qg3
Az1 QAzz QAz3| = ay1(aQy; - Q33 — Ap3 asz;) —

TENZHIDARAR 23DISLKVA | e
Aﬁmg.(_ﬂzuﬁkﬁ«tﬁ?ﬂzah‘@sﬁ enld s (G2 Fran 2 aia ANDISLIK-
AXBOROT-2E8 {d5, al3RKALZ TEXNOLQGiYA INSTITUTI

o

INV.0e 38 o AXBOROT ﬁu«%mml
- Y o 2048 yil IN\’ N°
=

e s s e o




+a12023037 + Q13021032 — Q11303 — Q12021033 —
—Q13Q22031 (2.3)
Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan iborat
bo*lib. ularning uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy ishorali bo*ladi.
Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi tasvirlangan
sxemalardan foydalanish qulay bo*ladi

B/ v
-:’M‘- S \

v
5 = .
2-misol. Quyidagi determinantni (2.3) formuladan foydalanib
hisoblang

13 4
2 6 5=16-2+3-5-0+2-1-4—
01 2

—(4-6:-0+-3-2:2+5-1-1)=12+8—-12—-5=3.
Determinantning a;; ekementining M;; minori deb, shu element
turgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan determinantga aytiladi.
Aytaylik a,; elementning M,3; minorini topaylik.
Hiiid s Ay

;. Qg
a :

g1 id BN ass M23H|ﬂ31 Q37

(5 Gy da3
Ushbu
(—I)H'M,k miqdor (2.2) determinant @, elementining algebraik
to*ldiruvchisi deyiladi. U A4, orqali belgilanadi. Demak,
A, =(-)" M, (2.4)
3-misol. Ushbu

2 0 3
JERSNI()
S 081
determinantning a,; =3 elementining algebraik to‘ldiruvchisi
sl 2 :
Ay =(-1)"[ A =1-(1-0—-2-3) = —6 bo‘ladi.
D

1-Teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan barcha
elementlarning  ularga  mos  algebraik  to'ldiruvchilari  bilan
18




ko ‘pavtmasidan tashkil topgan yig'indi shu determinantning giymatiga
teng bo ‘ladi.

< Bu teoremani

oy [ (258

sy, (25 (258

oy ays Gy

determinantning  birinchi ~ yo‘lida  joylashgan  @,,q,,a,,
elementlaridan foydalanib isbotlaymiz.

Ravshanki, bu «a,,,4a,,.a,, elementlarning algebraik to‘ldiruvchilari

\lol ty, Gy
A, =(-1)"-M, =1- .
ag) L ai,
i a,
A,=(-1)"-M,=- 5
: p a, Ay
143 oy 4%
A, =(-1)"-M,; =1 3
3y Gyl
bo*ladi. Unda
dy Oy dyy aNa
QA ands +azAs=ayll = —ict o |Han ] o
' ty dy a4y Ay 3) Sdas

bo‘lib, bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda (2.3) ga ko‘ra uchinchi
tartibli determinant teng ekanini topamiz. Demak,

9 Gy Ay
ty Gy oy s chaietty)

a,, d, day|l=a, —d,, + a4, . »
G5 4y A3 1y a; ds

dy G 4y

2.2. Determinantning xossalari
1-xossa. Determinantning biror satri (yoki ustuni) nollardan iborat
bo*lsa, bu determinantning giymati nolga teng.
7 AT
0 0 0(=0

) e

2-xossa. Determinantning giymatini biror songa ko‘paytirish uning
biror satri (ustuni) elementlarini shu songa ko*paytirishga teng kuchli.

AN a, a, a

11 12 11

ka, ka, ka,|=kla, a, a,

Fhet R R ] ay @y Oy

19




3-xossa. Matritsani transponirlash natijasida uning determinantining
qiymati o‘zgarmaydi, ya'ni berilgan A matritsa uchun |4|=|4"].
a'll a‘l: al.\'l all alil ﬂ”

@h Gn au|=1a, 49, a4y

d,, a,, fl_nl. a,, U:; a,,

4-xossa. Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustunning o‘rni
almashtirilsa, determinantning qiymati o‘z ishorasini almashtiradi.
a&, a4, Qg a, a,, a,,

a, a, a,|=-la

23 a

1 a

12

13

a,, a;, a; 4 dy, 4y,

31
S-xossa. IkKkita bir xil satrga (ustunga) ega bo*lgan determinant nolga
teng.

a“ ul: al.\

ﬂ'“ al: al_\ __0

a\l a.“.‘ ail

6-xossa. Determinantning ikkita satri (ustuni) o‘zaro proportsional
bo‘lsa, bu determinantning qiymati nolga teng.

ail ﬂl.‘ al_\
ka, ka, ka,|=0
|a‘l al.‘ ﬂt! ]

7-xossa. Agar determinantning biror satri (yoki ustuni) to‘laligicha
ikki go*shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, uning giymatini ikkita
determinantlar qiymatlari yig*indisi tarzida hisoblash mumkin.

a a, a,, a4, 4, a,| 4, 4 a

i 11 21 3l

a:l o+ bi a:: +bl‘ a:‘ ik b‘ = a’l: a}! aF:: e bl b! b

a, a5 O3 4, a, f‘"‘

11

a,, d, 4a,

8-xossa. Agar determinantning biror satri elementlarini bir xil songa
ko*paytirib boshga biror satriga qo‘shilsa uning qiymati o*zgarmaydi.

a, a, a '

12 11 a, q, a;

12
kall +aal kal: ta, kal‘l .g.(;:)i_: y G, ay

a, a;, a;, a;, ds al.‘i

9-xossa. Matritsa biror satri elementlarini boshga biror satr
elementlarining algebraik to*ldiruvchilariga ko‘paytmalarining yig*indisi
nolga teng.

a4, +a,A4, + a4, =0; a4, +a,4, +a,,4,=0

20




10-xossa. Kvadrat matritsalar ko*paytmasining determinanti har bir
matritsa determinantlari ko*paytmasiga teng, ya'ni |4-B|=|4-|B|

Mustaqil bajarish uchun misollar
2.1-2.16 gacha. Ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang.

4 2 2 Z 45 21
2.14;528. z.z.| ||(}23( ! 12.4,.|5 al‘
. -3-§ 0 0,(42 3 -6
25| Slizelrs Rzl ] 28. | 77,
|/l [a lcosx —smx u: a:
29.1 1. 210 !,‘” 211 44292
= ~2 a | ;\fl 5ml COSX | L '
13 | L Car gl
s @ Cos @ \’ \’Ir: LO::I sm 2
213, e wsial 5 g W5 V2| o st 5 16 Na -]
2sm™ ff cos” ff Ju" "J'rl"§| }s.:n £ oo l| @ Aa

2.17-2.46 gacha. Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchak
usulidan foydalanib hisoblang.

217.0 3 1 5| g 5-2 1f. 218.P 7 2210 2 9
2-2 4 |-1-2 3 24527 2
53 2 (N 0283 &
220. -1 2 4. 221.12 3 4 222.|3-4 7| 22300 -3 2
7 14 91 = ORI (=0
2_|_;I ] 2 0 l—l l 2 ]. 3
224.' 3 2| 225051 2 2262 ! §227.P 3 2.
3 2 2 03 I 112 140
=R 32 1 QSIS 11
228. P 34 209,12 5 3. 230 {180 1. 231,00 2 3.
3 2-1 3 4 2 {0 13 0
&= 3 2 —4 563 3 4t s
232.13 -2 8| 7233 [4 1 -2 234 |0 OIS
I =7 5 5 2 -3 Ty 25 =il
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525 aihic 0 a 0

236. 1 7 49 237.|c a b 238.|b ¢ d
1 8 64 b' ¢ a 0 ¢ 0O

cosa smacosf  smasm sma cosa |

2.39. |-sina cossacosf cosasin fl. 2.40. [sin g cospg 1.
0 —sin g cos /3 smy cosy |1
24 3‘ A1 —3 OW=cs0
2417 1 6. 243.18 3 —6|. 244.[3 5 —1f.
6 0 5| 1 1 -1 1 —4 2
1 1 4
245.12 1 6|
SIS a3

2.47-2.61 gacha. Tenglamani yeching.
B2 412 2.48-|2x+1 =13

2.47.
ek 43 85 2x x'+1
2.49. | Xt Xt 2| 0. 2.50 Ism3x stle

—x —2 "lcos2x cos3x

2x + 2 5 3x+2 x-—
2.51. = S1.
x+5 IO Zeell x+ 4 x—2|0
: 2 =1
o, i LR sinx 1 |_ 2
2.52. | 5 49 253.| | o™ 2.54.-] :
253 5 o :
COS™ @ —Sm "~ ¢ 2cos@sin @
VS5 xy SR=0 2.56. |, . S
1092 5, 2smn @ cosep COS™ @ —sIn
.\‘:
3-x 2 s 5-x 2 ‘ ? 5
257.| 5 4 = 258l e = 2.59-I
x 3 2 e i
260.F 1 =0 51 -1 5—x-1 |=0
0 1 4 I —I 3-x
22

(PER C |

-

—_ N B



2.62-2.103 gacha. Quyidagi determinantlarning barcha
minorlarini yozing.

—2 1 0 3 6 5 [
2:62. |4 3 7 2.63.|-1 5 4| Sicdii N
4 2 5 0 6 1 g il
R Ty is <9 6 1) o rea
2.65.F | TP 2L aeen 20 HEOle7N R N
6 2 |1 0 0 2 -3 Y iy 0 4
% dio! =<5 6 -2 9 8 L J5 SAND

Determinantni satr bo‘yicha yoyish usulidan foydalanib yeching.

J a3
Namuna. |4 3 1| =1:-(-1)*"1 - 1I+2'(‘*1)1+2 ¢ 1|‘|'
203 6 3
B6f 2=
45 (1)1 ‘é g = 7—12 50 =5
3 2 -1 SIS 1 3 5
268.14 1 O 2.69.|1-2 3 —4 2.70.14 0 5
2 8 4 9. 1205 Q6T
5 =1 3 11 10 =2 6 5 4
2L N2 756 2.72. -5 6 2732100 79
11 8 b PA i = 7 al
|4 ~=3 2 =4 3 =1 42
|2 =t 3 9 , z E
2% il & 2 1107 5 e 83 S 5 HARURs
2.74. s 5 0 4 2.75. I_,*, 2 6 | 2.76. 0 2 1T =3
LT =4V 13 151 <o Gl 6 -2 9 8
| 3-3-5 8 ‘;232 oo '
t—3 2 4-6 9—-8 510 =1, ToTed
2007 | o T SO (I 2.78. 5_8 5 8 2.'?9._l 1_2 9
e e 6-5 4 7 14
i I 2-12 L1l 65
3 4-1 0 2-1 2 3 oy 67
2.80.| 5, | 3 4| 28La)| |-3-2 4> 6|2 16 7 3
G e 3-4-3 (1! L300 30N
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Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
Determinantlar va ularning xossalari.
1.Quyidagi |A| determinantning a2 va a3 elementlari yig‘indisini
toping:

i =4 7
[4=l0 3 5.
=2 6, 3
A)S. B) 2. s D) -6. E) 6.

2.Quyidagi |A| determinantning diagonal elementlari yig‘indisini
toping:

[T -4 7
,.‘ll-‘ 0 9 5
-2 6° =10
A) 14, B) 0. C) 20. D) 6. E) 4.
5 -2
3.1, | determinantni hisoblang.
3 4
A) 14. B) —26. C) 26. D)-14. E) 0.
. 2|
4. 2_1 ; =0 tenglamani yeching.

A)x=T7. B)x=-1. C) x=2. D) x=4. E) x=8.
5. Ushbu determinantni hisoblang:

!‘I 3 2

20 24

3 1 6

A)l. B) 0. C) -2. D) 4. E)i 12}
6. Quyidagi tenglamani yeching:

x 1 2

xala =)

2 =2

25




A) x=1. B) x=2.5. C) x=0.5. D) x=0. E) x=-1.
7. Quyidagi determinantlar uchun gaysi tasdiq o‘rinli?

2 sy ] il A W 6 2 -7 |1 45 5
A,=l0 0 0 Ac=12 <3 () AS—|1SN3E - 5 A,=1 4 -2
7 4 -3 BRI Eoal 5 140

A) Ai=As . AvEAs. B) A=A, As#FAs. C) AL Ax L Az, Ay turli
giymatli. D) Ai=A>=A3=A4. E) A1=A=A4 #As.

8. Tasdigni yakunlang: Determinantda barcha satrlar ustun
ko*rinishida yozilsa uning qiymati ...

A) o°zgaradi. B) o‘zgarmaydi. C) faqat ishorasini o*zgartiradi. D) 0
ga teng bo‘ladi. E) 1 ga teng bo‘ladi.

9. Tasdigni to‘ldiring: Determinantning ikkita satr yoki ustun
elementlari proportsional bo‘lsa uning qiymati albatta .... bo*ladi.

A) musbat. B) manfiy. C) nolga teng. D) noldan fargli. E) birga
teng.
10.Ushbu IV tartibli determinant qiymatini toping:

[

0506 7]

0 0 8 9{‘

0 0 0 10

A) 0. B) 400. G)i72: D) -100. E)—200.

11.Ushbu determinantning M>3 minori qayerda to‘g‘ri ifodalangan:

LS

208001

-1 94

A)F 5 B)‘—I Sl ) 3 —IE D)3 Hl\ F)‘O |
2116 0 1| -1 9| 2 0} o 4

12.4; algebraik to‘ldiruvchi A, minor orqali gayerda to*g'ri
aniglangan?

A)My. B)IM;|l. ©-M, D)E1)y“M, E)1)7Iml.

13.Ushbu matritsaning A»; algebraik to‘ldiruvchisi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?

1820w
s 2]
3 =1 2

26




&)

I 2.
B)—3 5|

IIE
32')

(€))

2
= 2!' By

-1 2

14.Ushbu determinantning A>3 algebraik to‘ldiruvchisini hisoblang:

2043
A)|_q
SN s
5 -2 0
3 -1 4
A) —35.

B) 35. V€)= D) ER E) 0.
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3-§. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI VA UNI YECHISH
USULLARI. KRAMER, GAUSS VA MATRITSA USULI

3.1. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli
Ikkita chiziqli tenglamalardan iborat ushbu
{a“.\' ta,y==>b, G.1)

dyX+ay,y=b,

sistema ikki ¥ va » noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda @,,a,,,4,,a,, sonlar tenglamalar sistemasining
noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlari, b va b, sonlar ozod sonlar
deyiladi.

(3.1) sistemaning koeffitsiyentlaridan ushbu
T

12

a:l a:'.’

determinantni, so‘ng bu determinantning birinchi ustunidagi
elementlarni ozod sonlar bilan almashtirib
b a,

x

b, a,,
determinantni, ikkinchi ustundagi elementlarni ozod sonlar bilan
almashtirib
bl
b!
determinantlar hosil qilamiz.
Demak, (3.1) sistema berilgan holda har doim A, A A,
determinantlarga ega bo‘lamiz.
1) A#0 bo'lsa, u holda (3.1) sistema yagona (11) yechimga ega
bolib,

a
&:”

3

a

21

3 A,
e — - Y =—
A ' A
bo ‘ladi;

2) A=0bo'lib, A, #0, A, #0bo'lsa, u holda (3.1) sistema yechimga
ega bo ‘lmaydi;

3) A=A =A =0bo'lsa, u holda (3.1) sistema cheksiz ko'p
yechimga ega bo ‘ladi.

I-misol. Ushbu
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{4x—5y:2

6x — 3y =12
tenglamani Kramer usulidan foydalanib yeching.
Yechish.
= [de=5ie =
A= |6 B |—4-(—3)—6-(—-5)—18, A=18 % 0
8=]% T3] =2-(-3)—12:(-5) =54
ay=|. 12]:4—12—2-6&:36
A, 54 y 36
X omm e = = —_—= — = s ‘2.
e T V=g =1 4 4 EE

Uchta chizigli tenglamalardan iborat ushbu
‘ a,x+a,,y+a,z==b,
Ay X+ 0y y+a,z=b,, (3.2)
] ay xta,y+a,z=0b,
sistema uchta x,y va z noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi, bunda @,,,q,,,a;.4,.4,,,0,;,0,.0;,,d;;  sonlar tenglamalar
sistemasining koeffitsiyentlari, b,,b,6a b, sonlar ozod sonlar deyiladi.
(3.2) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi
a,, [ .,
A=|a, a,, day
ay, ay, ag,
uchinchi tartibli  determinantni hosil qilamiz. So‘ng bu

determinantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda
ozod sonlar bilan almashtirib quyidagi determinantlarni tuzamiz:

b a, a; a, b a; a, @ b
A, =b, a, ayl, A, =lay, b ay|l, A =la, ay b,|-
b, ay;, ay a, b, ay ay,, 4, b

Demak, (3.2) sistema berilgan holda har doim AA_ A A,

determinantlarga ega bo‘lamiz.
1) A0 bo'lsa, u holda (3.2) sistema yagona [.n_;-'.:) yechimga ega
bo 'lib,

A, A A
xXx=— Y =— L,

A : A A
bo ‘ladi;
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2) A=0bo'lib. A #0,A #0 A,# 0 bo'lsa, uholda (3.2) sistema
vechimga ega bo 'Imaydi;

3) A=A, =A =A_=0 bo'lsa, u holda (3.2) sistema cheksiz ko'p
vechimga ega bo 'ladi.

2-misol. Ushbu

2x+3y+2z=14
I —Xx+5y—z=6
3x—y+z=4
tenglamani Kramer usulidan foydalanib yeching.
Yechish.
2 3 2
A=I1—1 5 J|=2-5-1+3:(-1):3+(-1)-(-1)-2~-
3 —1 1
—(2-53+3:(-1)'1+(-1)-(-1)-2)=
=10—9+4+2—-30+3—-2=-26
14 3 2
AT—SII6 RS = ISR 4= 650 431 (—1) -4+ 6-(—1) -2 —
4 =1 1

—(2-5-4+3:6-1+(=1)-(=1)-14) =
=70—12—12—40—18 — 14 = —26

2l
A=1-1 6 —1l=2-6-1+14-(-1)-3+(-1)-4-2-
_Esa. g

—(2:6:3+14-(-1) 1+ (-1)-4-2) =
=12—42—-8—36+ 14 +8 = —52

e e e 1.4
A,=|-1 5 6|=2:544+3:6-3+(=1) (1) 14+
3 -1 4

+3:6:3—(14:5:3+3:(—1)4+6-(-1)-2) =40+
+54 4+ 14— 210+ 12 + 12 = —78
A, —26 A, —52 A, —78
A —26 A =26 A =26
e 2:: 3%
3.2.Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli
Endi chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulini

ko'rib chigamiz. Bu usulda tenglamalardan noma’lumlarni ketma-ket
yo“qotib, so‘ngi tenglamada faqat bitta noma’lum qoldiriladi.
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B

Bizga n o°zgaruvchili quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan |
bo*lsin:

ay1X) + Q12X; + -+ Xy = by

Az1X) + QX3 + - + AnXy = by

Am1Xy + QaXz + o+ QuaXn = by,
Bu sistemaning kengayvtirilgan matritsasi deb quyidagi matritsaga
aytiladi:

@1 Q2 .. Qin by
@zy Qzz - Qzn b,
Qn1 Anz  Qmn D

Biz hozir berilgan sistemaning kengaytirilgan matritsasi qanday
qurilishini ko*rsatamiz. Quyidagi sistema berilgan bo*lsin:
X1 +3x, +7x3 =8
2x1+4x2+9x3 =]
5x; + 2x, + 6x3 = 4
Uning kengaytirilgan matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
13 as
(2 4 9 1)
50 26 e
Kengaytirilgan matritsani qurish uchun noma’lumlar
koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsaning o°ng tomoniga ozod hadlardan
tuzilgan yangi ustun gqo‘shiladi. Usulning asosiy g‘oyasi berilgan
sistemani unga teng kuchli bo‘lgan, lekin yechish oson bo‘lgan sistema
bilan almashtirib, keyin hosil bo‘lgan sistemani yechishdan iborat. Yangi
sistema odatda quyidagi amallarni bajarish natijasida bo‘ladigan bir
nechta qadamlardan keyin hosil bo‘ladi:
I. Tenglamani 0 dan farqli o°zgarmas songa ko"paytirish.
2. 1kkita tenglamaning o‘rnini almashtirish.
3. Bir tenglamaga Kkarrali tenglamani ikkinchisiga qo®shish.
Kengaytirilgan matritsaning satrlari sistemadagi tenglamalarga mos
kelgani uchun yuqoridagi uchta amal kengaytirilgan matritsa uchun
quyidagicha bo*ladi:
1. Satrni 0 dan farqli o°zgarmas songa ko*paytirish.
2. Ikkita satrning o‘rnini almashtirish.
3. Bir satrga karrali satrni ikkichisiga qo*shish.
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Bu amallar satrlar ustidagi elementar almashtirishlar deyiladi.
Quyidagi misolni yechish orqali bu amallarni qanday qo‘llanilishini
Ko‘rsatamiz.

3-misol. Ushbu

ey 2r=25
2Xx—3Yy—2=5
gx—uy—5Z——9

tenglamani Gauss usulida yeching,.

Yechish. Tenglamani yechish uchun I-satrni (-2) ga ko*paytirib,

xX+y+2z=5

2-satrga hadma-had qo‘shsak { —5y — 5z = =5

4x —y—5z=-9
hosil bo*ladi.
Yana shu 1-satrni (-4) ga ko*paytirib 3-satrga hadma-had qo*shsak
xX+y+2z=5
—5y — 5z =—5
=oyi—i3z=—29
hosil bo*ladi.
Endi 2- va 3- satrlarni bir-biridan ayirib 3-noma’lumni topib olamiz.
xt+y+2z=5
—5y —5z=-5
8z = 24
Bu yerdan z = 3 ekanligi kelib chigadi. z ni 2-tenglamaga qo‘yib. y
ni topib olamiz.
=5P—=5Z=-5b5 —5y—5:3=-5 = y=-2
z va y larni |-tenglamaga qo'yib noma’lum x ni topib olamiz.
EEWEEDZEan D> e D 23 =5 = x=1
x=1, y=-2, z=3.

3.3.Chizigli tenglamalar sistemasi yechishning matritsa usuli
Chizigli tenglamalar sistemasinini qaraylik

Q13X + QX+ - @upXn =D,

Ao, ¥, A2, X+ b Ay Xy =B,

@mas + Ginads + -+ GonnXn = bm (3.3)
va quyidagicha belgilashlar Kiritaylik:
a, a. .. a,
P ay ap

a, - . - .
* |- sistemaning matritsasi,
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X, ) b,
v - |- noma’lumlar ustuni,g=|""|- ozod sonlar ustuni. U holda
L h,

(3.3) sistemani matritsaviy tenglama ko‘rinishida quyidagicha yozish
mumkin:

(a ‘ (%) [ auxtay,+..+a,x, ]

| = - ‘ | :

{ a ke 1 g e a X e alX )!
AX = B.

! ; : ; e ol
FFaraz qilayliki - xosmas matritsa bo‘lsin, u holda unga teskari 4

. i . . < . o Us -1
matritsa mavjud bo‘ladi. (3.4) tenglamaning har ikki tomonini A ga
chapdan ko*paytiraylik.

A" AX =478
Ma’lumki 4 '4=E, u holda Ex =4 '8, EX =X ekanligidan x=.4"'s
Shunday qilib, (3.4) — matritsaviy tenglamaning yechimi, A

matritsaga teskari matritsaning (3.3) sistemaning ozod sonlaridan iborat
ustun matritsaga ko‘paytmasiga teng ekan.
4-misol. Ushbu
3x—y+z=12
x+2y+4z=06
S5x+y+2z=3
tenglamani matritsa usulidan foydalanib yeching.

Yechish.
AFYuBI=EX
e I B | x 12
A=[1 2 4) X=(y) B=|6
SRERE Lid - z 3
Bu yerda A matritsaning teskarisini topib olamiz. Buning uchun A

matritsaning  determinantini  hisoblab, so‘ng uning algebraik
to*Idiruvchilarini topib olamiz.

3 -1 1
detA=|1 2 4| =3:2:2-1(=1)=4 5=
SR T,
—(1:2:5+(-1)-1:2+4-1-3)=12-20+1-10+2—-12 =
= —27.
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Aij = (DM,
formuladan algebraik to*ldiruvchilarni topib olamiz.
Ay =0, A, =18, Aj3=-9, A;;=3, A4;=1,
AZB = =8,
Az, =—6, Az, =-—11, Azz =T7.

0 8 =0
Az( 3 1 —8
=45 ==l =

Algebraik  to°ldiruvchilardan iborat bo‘lgan matritsani
transponerlaymiz ya'ni satrdagi elementlarni ustundagi elentlar bilan
almashtirib yozamiz.

0 el =6
A= (18 1 —11)
—9 —8 7

Transponerlangan  matritsaning har  bir elementini  uning
determinantiga bo’lib yuborsak A matritsaga teskari matritsa
-1 2
Oy o
9 9
i (1w 2. 6 Som=1 11
—27 ol g 7 SERR 7 2T
1 8 =7
SR o7 27

Endi topilgan teskari matritsani B matritsaga Kko“paytirib
noma’lumlarni topib olamiz.

e pe= - + -
o9 12 3 3 0
> =7 =il Lahl oR 411
A IlB = —_— —_— —_— e 6 e ._8___+_ s ._._._7 -
T o S G ) .
e ay k. 160 7 :
SN TNDT 9 9

Rayshanki, x = 0, y = =7, z = 5 ekanligi kelib chigadi.

Mustagqil bajarish uchun misollar
Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.

3x—4y =0 3x—4y =11
351 [x—5y=—4 3'2'{x+5y:—9
8x + 5y =13 5x+ 3y =12
= {5x—y=4 3'4'[235—3.»:7
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2x+3y =7
[4x—5y=2
3x+2y+2z=3
3T {Sx—Zy—-22=3
xt+ty—z=—2

x+4y+2z=-1

2x—3y+z=-7
39[
x—4y =-=5

[2.\'| +3x, +4x, =1

3.11. 3% +2x,+3x,=0
]_3.\'| - 'h._' +6x, =1

[‘\'. Fx, +4x, =1

3.13. a)
\

e |

2x, +x;, +6x;, =2
[~2x, +3x, -2x, =2
3.14. a) {3.\} —2X, + Xy =2
‘— S5x, +10x, =7x, =10
X =2%; +4x,'=6
3.15. {2x, - x, +3x, =11. 3.16.
[ 4x; +x, —5xy =9
3.18.
3.\‘; - "]\'_. - _1'.‘ = S

3x;, +3x; +13x;, =2

2%, +x, —3x; =1
X —3x; +2x;=10. 3.19.

S5x +2y =4

7x +4y =8
5x+8y+z=2

3.8. i?:x—- 2y + 6z = —7
2x+y—z=-=5

4x, +2x, 4+ x;, =12

3.6. [

3.10. 6.\] =X T X = 10
X, +2x,+4x, =8
3x, +8x, +x;=2

-9 S

312 3.\'| £X, +6.\'; 7

X% 5=

X, +2x, — x5 =77

, 6) 2x, = x; +x; =2 .

lltl +5x, +2x; =—7

JIl +2x, +3x, -13=0
6)13x, +2x, +2x, —16=0,

IJ,\', -2x, +5x,-5=0

2%, =3x, +x, =2 X +2x,—x, =9
.3.17. $2x, —x, +3x, =13

3,"| + 2.\?: = 5_(_. ==

12.r| +X,—4x, =9

6x, —5x, +2x, =17

2x,+x,=-x;, =0
3x; =X, +2x, =5

4x, +2x, —5x; =9

6x, +2x, —x, =2
. 320 14:1-.1-: +3x, =-3.

3x, +2x, —2x, =3

Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.

x4+ 2y +z=~—1
x—T7Ty—2z=5
x—2y+3z=6
3.23.[2x+3y——42=20
3x—2y—5z2=6

3x =5y +3z'==3
3.21.[

ol 2a=t
3.25. ’2x—y+22= —4
dx+y+4z= -2

2x+3y+4z=8
3.22.{ 4y + 11z =8
7x—5y ==3
x—9y+2z=14
3.24. [x+3y—82=—18
x—3y—2z2=0
3x+2y+z=5
3.26. [2x+3y+z=1
2x+y+3z=11
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x+2y+3z2=8 x+2y—z=4

3.27.32x+y+2z="5 3.28.{ x+5y+z=35
3x+2y+z=4 %= 2y+z=4%
[2x, + x, +3x, =13 Dty ooy =17
3.29. (Nt +X =06 3.30. \ X +2x, +x, =8
13x, +x, +x; =8 X, +x, +2x, =9
R 20 +3, =3 Axy +x, +x;, =1
331, 13X +X,+2x, =7 3.32. 93X, +AX, +x; =1
12X +3x, +x; =3 X +x, +Ax; =1
Xy +2x, = 3x; - 2x, =1 2x, + x5 — X, +3x, =20
3.33.a) 720 -3 +x+3x, =3 6) ‘ 5% —X, +2x; —x, =17
5x; +9x, —10x; —9x, =0 1_3"+2‘:'xﬁ*2‘4"
X — X, +4x, —2x, =—4
2x, —x, —x, =7 X +2x, =2
3.34, —4x, +2x, =-2 3.35. 324 +X, +3x; =1
6x, —3x, +x, =3 25, +Tx, —3x, =31
Sx, +3x, +5x;, +12x, =10 J.\'] +2x, —2x, +5x, =3
3.36. {2x, +2x, +3x, +5x, =4 . 3.37. {—3x, —2x, +12x, - 7x, =5
X, +7x; +9x, +4x, =2 ] X, +3x, +4x, =2

Tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching.

x+y=4 2x+5y=153 Iyt 5y =2
3.39.{_ o, 3.40.{ . 3.41.{"‘ 2l
==

x—2y=3 2x—y=1
1 1 I,\--r—-—i
3.42. {3"3—":‘. 3.43. {2"'"3-"““". 3.44. 4
3x-5y=-3 D50 75x : X =1 y=3
o w7
Ty 7 78— =3 3xi—=2y—z=0
3.44 {2x+y+23:6 3.45.[2x—3y—z:—2
4x —9y + 4z =12 2x+y+3z=06
—2y—3z=-1 Xeth2y—z =2
3.46 IZx—y+22==0 3.47.[x-5y+z=—-1
3x 2y +z="7 doe=aysZi= 15
x—4y—2z=7 S8x e — 7 = —7
3.47.{ 3x+ty—z=16 3.48.!x—2y+22:9
—3x+ 5y — 6z =—9 4x—y+z=9

36




X+y-5z=
Sy Ay 2x+y—5z=3

3.49.{ 3x + 5y + 4z = —2 3.50.13¥ -5y +2:z=1
4x — 2y + 3z = —13 Sx—6y+3z=

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
Chiziqli tenglamalar sistemasi.
1. Quyidagi sistemalardan gaysi biri chiziqli tenglamalar sistemasini
ifodalaydi?

a >
; sl 1 4 _J:.:bl
R, o2 27 - B 2l 2
A) ! an Xy X =0 B A A2 Q) la“.\1 + ;X3 = b
5] ol L 2 =
Uy X| + x5 =Dy 431 + 42 = b, Gy X; +dypx, =b,
X X,
J ap X, +apx, :bl - la“,\‘ + A X, = ,J')I
D) . = : E) 1 e :
[u_.|,\']“ + dy X5 = b, (X + X, =b

2.Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi Kkoeffitsiyentlarining
yig“indisini toping:

3x, =2x, =5
2x; =3x5, =0
A) 10. B) 0. G D) 15. E) to‘gri javob

keltirilmagan.
3.Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi ozod hadlarining
ko*paytmasini toping:
4x; +7x, =6
{3.\'] —5x, =3
A) 28. B) -15. C) 18. )R E) -35.
4. Ushbu ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasining asosiy
determinanti qayerda to‘gri ko‘rsatilgan?
an X, + Qpx, = b,
{cru.\‘, Egaaxa =h
ay b ay ap

b ay, @, b

A) . B) \ E)

qy iy
D) “¥
ay b, b, b,
5.Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy A determinantining
giymati ganday bo‘lganda uni yechish uchun matritsalar usulini qo*llab
bo*Imaydi?
A) A#0. B) A=0. C)A>0. D) A<0.

E) ko‘rsatilgan barcha hollarda qo*llab bo"ladi.
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6. Matritsaviy ko‘rinishda yozilgan AX=B chiziqli tenglamalar
sistemasi yechimining formulasi qayerda to*gri ko‘rsatilgan?

A)X=BA. B) X=4B'. COOX=B'"4.D)X=4"B. E)X=
B-A7.

7. Matritsaviy ko‘rinishdagi AX=25 tenglamani yeching. Bunda

o ()26

1 3 2 I
A) X:[O]' B) X=[4]. C) X=[3]. D) X 2(5] E) sistema yechimga

ega emas.

8. Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy A determinantining
qiymati qanday bo‘lganda uni yechish uchun Kramer usulini qo‘llab
bo*lmaydi?

A) A#0. B) A=0. C) A>0. D) A<0. E) ko‘rsatilgan barcha hollarda
qo-llab bo*ladi.

9.Ushbu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi
berilgan:

@y Xy +apx, =b,

{azl-"l +anx, =b,

Quyidagilardan qaysi biri sistemaning asosiy determinantiga teng
emas?

A)

4y ap ay dx @) da @y axn

B)

©)

. D)

> dxn ) ap @y dxp

ay,  ap
E) Hamma Ko‘rsatilgan determinantlar asosiy determinantga teng.
10. Ushbu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi
berilgan:
@)X, +apx; =b
{931"51 +apx, =b,’
Agar bu sistemaning asosiy determinanti

ay dap

= #0

ot idy
bo‘lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri to*gri?
A) sistema yechimga ega emas.

B) sistema yagona yechimga ega.

C) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

D) sistema fagat nol yechimga ega.
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E) sistemaning yechimi yo*q yoki cheksiz ko*p.
11. Ushbu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi
berilgan:
) Xy +a; X, = b,
{“?l-"'l +anx, =b,
Quyidagilardan gaysi biri sistemaning yordamchi determinantiga
teng emas?

A) ‘h, b, | B) ay, b b ap ay  ay
N a, b b a b b
vd 22 e d S L 2 7] 1 72
) Hamma ko‘rsatilgan determinantlar yordamchi determinantdir.

12.Agar
[ @y x, +a,x, =b

ju‘,l.\'._ + X, :h:

ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy
determinanti A=0 va yordamchi determinantlari A;=A>=0 bo‘lsa
sistemaning yechimi to*grisidagi qaysi tasdiq o‘rinli bo*ladi?

A) yechim yagona.

B) yechim cheksiz ko*p.

C) yechim mavjud emas.

D) yechimlar o‘zaro teng.  E) yechim nolga teng.

13. Agar ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasida

a; X; +a;3%; =b
{"‘:l-‘ﬁ +ayX, =b,

asosiy determinant A#0 bo‘lsa, u holda sistemaning yechimi to‘grisidagi
qaysi tasdiq doimo o‘rinli bo*ladi?

A) yechim yagona. B) yechim cheksiz ko*p.

C) yechim mavjud emas. D) yechimlar o‘zaro teng.

E) yechimlar proportsional.

14. Tenglamalar sistemasini yeching va x{ +x3 ifodaning qiymatini
aniglang:

2x;+x,=3
{.\', —2x, ==1
A)S5. B)I. C) 4. )82 E).3:

15. Gauss usulining mazmuni gayerda tog‘ri ifodalangan?
A) determinantlar hisoblanadi. ~ B) matritsalar topiladi.
C) teskari matritsa aniqlanadi. D) noma’lumlar birin-ketin yo*qotiladi.
E) to*g'ri javob keltirilmagan.
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[I-BOB. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYA

4-§. TEKISLIKDA BERILGAN TO‘G*‘RI CHIZIQ TENGLAMASI
VA UNING TURLARI. IKKI TO‘G‘RI CHIZIQ ORASIDAGI
BURCHAK. NUQTADAN TO‘G*‘RI CHIZIQQACHA BO‘LGAN
MASOFA

4.1. Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalari va uning turlari.

Tekislikda to‘g'ri chiziq sodda. ayni paytda muhim geometrik
tushunchalaridan biri. Uni tekislikdagi nuqtalar to‘plami (nuqtalarning
geometrik o rni) sifatida tushuniladi.

Ma’lumki, tekislikdagi nuqta o‘zining X va y koordinatalari bilan
to‘lig aniglanadi. Bu X va y sonlar turli qiymatlarni qabul gilganda (x, y)

Juftliklar turlicha bo‘lib, ular turli nugtalarni tasvirlaydi. Odatda, bunday
nuqtalar o‘zgaruvchi nuqgta deyiladi. Agar o‘zgaruvchi nuqtaning
koordinatalari X va y lar biror bog‘lanishda bo‘lsa, umuman aytganda
bunday nuqtalar to‘plami (geometrik o‘rni) biror geometrik shaklni
ifodalashi mumkin. Bog‘lanish esa geometrik shaklning tenglamasi
deyiladi.

Ushbu

Ax+By+C=0 4.1)

tenglama tekislikda to‘gri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
Berilgan to‘g'ri chiziqgga perpendikulyar bo‘lgan # = {4, B} vektor
normal vektor deyiladi. Tekislikda to‘g‘ri chizigning quyidagi
tenglamalari mavjud.

Berilgan Py (xo, o) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan 7 = {4, B} normal
vektorga ega to*g’ri chiziq tenglamasi

A(x —xpy+B(y —¥0) =0 4.2)

v

4.1-rasm

40




I-misol. M (3,4) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan a = {—2,5} vektorga
perpendikulyar bo‘lgan to*g’ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Bu tenglamani hosil gilish uchun 4 va B nuqtaning o‘rniga
a vektorning koordinatalarini qo*yamiz.
—2(x—-3)+5(y—4) =0
—2x+6+4+5y—20=0
—2x+5y—14=0
tenglama hosil bo*ladid
Berilgan to‘e‘ri chizigning kanonik tenglamasi.
X=Xg =)o

(4.3
: [ m )
bunda § = {l[,m}— to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori.
Py(xq, o) to*g-ri chiziqda yotuvchi berilgan nuqta.
YA
Yo
4.2-rasm

/ (0] Xo X

2-misol. M(1,—3) nuqtadan o‘tuvchiva b = {4,6} vektorga parallel
bolgan to*g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechim. To*g‘ri chizigqa parallel bo‘lgan tenglama kanonik tenglama
bo‘lib, M nuqtani va b vektorni (4.3) tenglamaga qo‘yib hisoblaymiz.
X — 186
4i 7 =3
tenglikni proporsiya qilib, quyidagi natijani olamiz.
—x+3 =4y + 24
—x—4y—21=0
tenglikni (-1) ga ko paytirib,
x+4y+21=0

hosil bo*ladi. A
To'‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiventli tenglamasi.
I-hol. Agar to*g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0
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SEERL. &%

da B # 0 bo‘lganda. uni to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasiga keltirish uchun (4.1) tenglamani y ga nisbatan yechsak,

] C
V=T
so‘ng
k = 2 b= 2
EL B T
deyilsa, unda (4.1) tenglama ushbu
y=kx+b (4.4)

ko‘rinishga keladi. Bu to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasidir.

3-misol. 8x — 4y + 12 = 0 to°g'ri chizigning burchak koefTitsiyentli
tenglamasini tuzing.

Yechim. Berilgan tenglamani y ga nisbatan yechib olamiz.

_8 12
o e
y =2x+ 3, =2 b = 3. 4

To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiventli tenglamasi.

2-hol. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror L to"g'ri
chizigni olaylik. Bu to'g'ri chizif OX o‘qiga parallel bo‘lmasin.
Binobarin, L to*gri chiziq OX o°qini kesib o‘tadi. To‘g‘ri chizigning OY
o°qi bilan kesishgan nugtani B, OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan
tashkil etgan burchakni a deylik. (4.3-chizma)

Rayshanki, B=B(0;b) bo‘lib, b5
esa OB Kesmaning uzunligi.

To'g'ri chizigda ixtiyoriy
M =M (x,y) nuqtani olamiz.

Keltirilgan  chizmadan  ko‘rinadiki,
4.3-chizma BMC-to*g'ri  burchakli uchburchak,
<CBM=a BC=x, MC=y-b.
BMC uchburchakdan
y=b

ga =
X

bo‘lishini topamiz. Bu miqdor to‘g'ri chizigning burchak
koeffitsiyenti deyiladi va £ bilan belgilanadi:
k=tga.
Natijada
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—b

X

k=2 bo*lib, undan

y=kx+b (4.5)

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglama to‘g'ri chizigning burchak
koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi.

4-misol. M(2,3) nuqtadan o‘tib, OX o‘qi bilan a = 45° burchak
hosil giluvchi to*g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechim. k = tga = tg45° =1 bu yerdan k =1 ekanligi kelib
chigadi.

y = kx + b tenglamaga qo°yib, b ozod sonni topib olamiz.

=1:2+b b =1.
Bundan so ralayotgan burchak koeffitsiyentli tenglama
y=x+1

ekanligi kelib chiqadi.
Berilgan P;(x,,y;) va P,(x3,¥,) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘gri
chiziq tenglamasi
— —_ T,
X oy e (4.6)
Xa— X NSy
shu formula orqali topiladi.
5-misol. P;(—1,4) va P,(5,9) nuqtalar orqali o‘tuvchi to*g'ri chiziq
tenglamasini tuzing.
Yechim. Berilgan nugtalardan o*tuvchi tenglamani tuzish uchun (4.6)

formulaga qo"llaymiz.

= (GliNeiad
5—(-1) 9-4
xit 2y —i4
G ¢ s
5x + 5= 6y — 24
5x—6y+29=0

tenglama hosil bo*ladi.

To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi.
To*g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini hosil gilish
uchun (4.1) tenglamadagi tenglikning ikkala tomonini ham € ozod
songa bo‘lib yuboramiz.

Ax By_l

G C

a3




X }'_
WOEC -
A B
G .
=) Ax'y T
—+==1
a b

ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi deyiladi.

6-misol. Ushbu y = 3x + 5 to'g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha
tenglamasini yozing.

Yechim. Bu tenglamani hosil gilish uchun, berilgan tenglamadagi
ozod son 5 ni tenglikning ikkala tomoniga ham bo‘lib yuboramiz.

Vi #3xw 5
% 5y_5
= s
-2 5

3

-5

a= 3 DiE—45" A
P, (x4, ¥1) nugtadan P,(x,,y,) nugtagacha bo‘lgan masofa
d= \/(xz —x1)2 + (¥, — y1)? (4.7)
formula orqali topiladi.

7-misol. Py(2,5,7) nuqtadan P,(4,6,8) nugtagacha bo*lgan masofani
toping.

Yechim. Bu yerda masofani topish uchun P, nuqtaning
koordinatasidan P; nuqtaning koordinatalarini ayiramiz va ularni
kvadratga ko‘tarib, yig‘indisini ildizdan chigaramiz.

d=(4-22+(6-52+(@8-7)2=Va+1+1=16.

Demak, berilgan ikki nuqta orasidagi masofa V6 ga teng ekan.

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak. Berilgan ikki

A1x+81y+C1 =0
{Azx + Bzy =t Cz =0
to*g‘ri chiziqlar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orasidagi
burchakka teng kuchlidir. Bu yerda birinchi tenglama uchun normal
vektor

n; = (A, By) ga, ikkinchi tenglama uchun 71, = (4,, B,) ga teng.
Ular orasidagi burchakni topish uchun quyidagi formuladan
foydalanamiz.
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Ny A1-Az+By'B,
[y ] Jﬂlz'*‘ﬁlz‘JAzz'l‘Bzz

yugoridagi formula berilgan ikki to‘g'ri chiziq orasidagi burchakni
ifodalaydi.
Agarda to*g'ri chiziglar burchak koeffitsiyentli ko‘rinishda berilgan
bo‘lsa, ya'ni
v, = kyx+ by va y; = k,x + b, tenglamalar orasidagi burchak
ushbu formula orqali topiladi.
ky — ki
tgyp = WAL
S-misol. Berilgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.
S5x—y+7=0
[Zx —-3y+1=0
Yechish. Bu tenglamalar orasidagi burchakni topish uchun, ularning
normal vektorlarini dniqlah olish zarur. Birinchi va ikkinchi tenglamalar
uchun normal vektorlar iy = (5,—1) van,; = (2,—3) ga teng.
n; N, 5:-2+4+(-1)-(-3) 13 1

[l 1M1 /52 + (D)2 - /22 + (=3)2 R EEE
Demak, berilgan tenglamalar orasidagi burchak ¢ = 45° ga teng.

< Parallellik va perpendikulyarlik shartlari.
Agar tenglamalar

cosp = (4.8)

(4.9)

cosQp =

A, x+B,y+(C; =0
umumiy ko‘rinishda berilgan tenglamalar uchun:

: : . A
> Parallellik sharti: £+ = 2
4; By
» Perpendikulyarlik sharti: A;A, + BB, =0
By _ G

: A,
» Ustma-ust tushsa: — = :

v Agar tenglamalar burchak koeffitsiyentli ko‘rinishda berilgan
bo‘lsa,

Y1 =kyx+byvay, =k,x+ b,

»~ Parallel bo°lsa: k; = k,

» Perpendikulyar bo‘lsa: k; " k; = —1

» Ustma-ust tushsa: ky =k, by = b,.
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Mustaqil bajarish uchun misollar

4.1. a) Quyidagi to*g‘ri chiziglar tenglamalari berilgan. Bu to*g'ri
chiziglar koordinata o*qlariga nisbatan joylashganini aytib bering.

1) 2x-y=0; 2) x-3=0: 3) x=5=0; 4) x=0; 5) y=0.

b)y=2x-1, v= ‘—;—% y= E; :
birlari Oy o°qi bilan nuqtani kesib o*tadi.

4.2. a) To'g'ri chizigning umumiy ko‘rinishdagi tenglamalari
berilgan. Ularni burchak koeffisiyentli tenglamalar shakliga keltiring:

1) x=2y+1=0, 2) 3x+5y-1=0, 3) Sx+3y=0.

4.3. a) Abssissalar o‘qidan ajratgan kesmaning miqdori 2 birlik,
ordinatalar o‘qidan ajratgan kesmaning miqdori 3 birlik bo‘lgan
chizigning tenglamasini tuzing.

4.4. a) Abssissalar o*gidan ajratgan kesmaning miqdori -5 birlik,
ordinatalar o*gidan ajratgan kesmasining miqdori 5 birlik bo‘lgan to*g"ri
chiziqning tenglamasini tuzing.

b) C(2:-6) nuqta orqgali y=2x+7 chizig‘iga parallel chiziq o‘tkazing.

4.5. a) Ushbu

1) 2c43y—-6=0: 2) 3x—5y-15=0: 3) ax+by—ab=0; 4) v=5x-2;

5) y=x+l; 6) ay=-bx+c.

to‘g‘ri chiziglarning tenglamalarini ularning kesmalarga nisbatan
tenglamalari shaklida yozing.

b). Quyidagicha chiziglarning burchak koeffisiyentlarini aniglang.

a) 2x—y+7=0 b) x+3y-4=0 V) 2x+5p=6 @) 3x-2v=1

y=x+2, y=4x-2 chiziglarning qaysi

d) 5v+57-8=0 €) Lx—y+1=0

4.6. a) O(0:0) va A(-5,0) nuqtalar berilgan bo‘lib, O4 kesmada
diagonallari B(0,3) nuqtada kesishuvchi parallelogramm yasalgan. Bu

parallelogrammning tomonlari hamda diagonallarining tenglamalarini
tuzing.

b) Uchburchakning tomonlarining tenglamasini
2x+y-4=0, 3x-y-1=0, x+y-1=0 bo*lsa, uning uchlarining

koordinatalarini toping.

4.7. M(5.2) nuqtadan o°tib, koordinata burchagidan yuzi 20 kv.
birlikka uchburchak kesuvchi to*g ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.8. BC tomon AE bissektrisani kesish nugtasi E ning koordinatalari;

¢) A(3:2) nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi keltirilgan shartlarni
qanoatlantiruvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing:
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4.9. 1. Ox o‘qi bilan 135° burchak hosil giluvchi; 2. Oy o'qiga
parallel; 3. B(-2:-1) nuqtadan o°tuvchi; burchakni toping.

4.10. A(1,-2), B(2,3), €(5,6),D(0,—3), E(2,—2) nuqtalardan
qaysilari x + y = 1 tenglamada yotadi.

4.11. Quyidagi tenglamalar orqali qanday nuqtalar to‘plami
aniqlanadi. Ularning chizmasini tasvirlang.

NDx—2y=0, 2)2x+y=0,3)y—3=0, 4)xy=0,

5)x*+7x+10=0, 6) y>?—8y+15=0, 7)x+ 4 = 0.

4.12. Koordinatalar boshidan va A(3, —2) nuqtadan o‘tuvchi to*g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.

413. 1)2x+3y+5=0, 2)3x—2y=4, 3))x—y—1=0,
4)y=-2,5x=3,6)5x+4y—3=0, 7)2x—4y+8=0
tenglamalarning k va b parametrlarini toping va burchak koefTitsiyentli
tenglama ko‘rinishida yozing.

4.14. Ushbu to*g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

_ y=3x—-2 : x=Syt7 =08 Y= —2%

1) {y:2x+1’ 2) [3x—2y-|—1=0’ 3) {3x—y—4:0
q){ 2x+3y=0 [3x—4y—6=0_ . y+V3x—1=0
T 6x+4y—9=0"’ )6x+8y—11=0‘ ) y—V3x+5=0.

4.15. 2x -3y +6=0, 4x—6y—5=0, 4x+6y—3 =0,
3x+2y—6=0

to‘g‘ri chiziglardan parallel va perpendikulyar bo*lganlari ko‘rsatilsin.

4.16. Koordinatalar boshidan o‘tib, y = —2x +4 to"g'ri chiziq
bilan 45° burchak tashkil qiluvchi to*g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.17. P(-1.1) nuqtadan o‘tib 2x+3y=6 to‘g'ri chiziq bilan 45"
burchak tashkil qiluvchi to*g ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.18. Uchlari  A(2,4), B(5,7), €(1,3) nuqtalarda  bo‘lgan
uchburchakning tomonlari tenglamasini tuzing.

4.19. 3x+y-6=0 va x+2y+I=0 to‘g'ri chiziqlarning kesishish
nuqtalarini toping.

4.20. M(-3.-1) nuqta orqali o‘tuvchi va 2x+y-3=0 to'g'ri chiziqqa
perpendikulyar bo‘lgan to*g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.21. M(-3.-1) nugta orqali o‘tuvchi 2x+y-3=0 to'g'ri chiziqqa
parallel bo‘lgan to*g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.22. ABC uchburchak uchlarining koordinatlari berilgan:

A(-1.4). B(11,-5), C(15,17). AB va BC tomonlarning tenglamasi
tuzilsin.
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4.23. To'g'ri chiziq 4x-3y-12=0 tenglama bilan berilgan. Uning
koordinata o*qglari bilan kesishgan nugtalarini toping.

4.24. M(3.2) va N(4.3) nuqtalar orqali o*tuvchi to*g°ri chizigning Ox
o°qi bilan hosil qilgan burchagini toping .

4.25. 3x+y-4y=0 va 2x-y+I1=0 to‘g‘ri chiziglarning Kesishish
nuqtasi orqali o°tib, x+y-5=0 to‘g'ri chiziqqa perpendikulyar bo*lgan
to*g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.26. Uchlari A(2,1), B(3.1) va C(1.2) nuqtada bo‘lgan uchburchak
tomonlarining uzunliklari va ichki burchaklarini toping

4.27. Koordinatalar boshidan o°tib: 1) y=2x+3 to‘g'ri chiziqqa
parallel bo*lgan, 2) x-3y-1=0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo*lgan, 3)
y=3x-5 to‘g'ri chizig bilan 45" li burchak hosil giladigan to*g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

4.28. Uchburchakning ikkita uchi 4(3.4) va B(5.1) nuqtada bo'lib,
uning balandliklari (4,1) nuqtada kesishadi. Uchburchakning uchlari C
uchini toping.

4.29. 2x+3y-6=0 to'gri chiziq Ox, Oy o*glarni 4,8 nuqtalarda kesib
o°tadi. C nuqta 4B kesmani AC:CB=1:2 nisbatda bo‘ladi. C nuqtadan AB
to*g'ri chizigqa tushirilgan perpendikulyarning tenglamasini tuzing.

4.30. Uchburchakning 3x+4y-12=0 va 3x-7y+21=0 tomonlari
berilgan. M(4:3) nuqta uning medianalarining Kesishish nuqtasi ekanligi
ma’lum. Uchburchakning uchinchi tomoni tenglamasini tuzing.

4.31. Birinchi chorakda joylashgan va tomonining uzunligi 5 uzunlik
birligiga teng bo‘lgan rombning ikki tomoni absissa o°qi va 4x-3y=0
to*g'ri chiziq bilan ustma — ust tushadi. Rombning qolgan tomonlarining
tenglamalari va dioganallari tenglamalari tuzilsin.

4.32. Koordinatalari mos ravishda (1:-1), (5:2) va (4:5) bo‘lgan 4. B,
C nugqtalar berilgan. AC to‘g'ri chiziqqa nisbatan B nuqtaga simmetrik
bo‘lgan D nuqtaning koordinatalari topilsin va shu nuqtadan 4, C nuqtalar
orqali o°tkazilgan to‘g‘ri chiziglarning tenglamalari tuzilsin.

4.33. Parallelogramm ikki uchining koordinatalari mos ravishda (1:1)
va (2:-2) nuqtalarda bo‘lib, diogonallari (-1;0) nuqtada kesishadi.
Parallelogramm tomonlarining tenglamalari tuzilsin.

4.39. 2x+3p-12=0 to‘g‘ri chiziqda (4:5) va (1:-2) nuqtalardan teng
uzoglikda yotgan nuqtaning koordinatalari topilsin.

4.40. A(-3:5) nuqtadan o*tuvchi va ordinata hamda absissa o°qlaridan
kesgan kesmalarning uzunliklari nisbati 1:2 kabi bo‘lgan to‘g‘ri
chizigning tenglamasi tuzilsin.
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4.41. A(-1:3) nuqtadan o‘tuvchi shunday to‘g'ri chizigning
tenglamasi tuzilsinki, bu to*g'ri chizigning x+2y+5=0 va x+2y-2=0
parallel to‘gri chiziglar orasidagi kesmaning o‘rta nuqtasi 2x-3y-1/=0
to‘g‘ri chizigda yotsin.

4.42. Tekislikdagi x-2y+2=0 to‘g‘ri chiziqqa x+2y-6=0 to'g'ri
chiziqga nisbatan ikki marta yaqin joylashgan nuqtalar geometrik
o‘rinlarining tenglamalari tuzilsin.

4.43.Uchlari A(-4,2), B(0,-1) va C(3.-3) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning perimetrini toping.

4.44. A(2,1) nugtadan ham, OY o‘qdan ham 5 birlikka uzoqglashgan
nuqta topilsin.

4.45. Ox o‘qida 4(8.4) nuqtadan va koordinatlar boshidan baravar
uzoglikda turgan nuqta topilsin.

4.46. Uchlari A4(4,3), B(-3.2) va ((1.,-6) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakka tashqi chizilgan doiraning markazi va radiusi topilsin.

4.47. Ordinatalar o*qida koordinatlar boshidan va A(-2,5) nuqtadan
baravar uzoqlikda turgan nuqta topilsin.

4.48. Absissalar o*qida 4(-2.3) nuqtadan 3V/5 birlikka uzoqlashgan
nuqta topilsin.

4.49. A(-3.-1) va B(5.,3) nuqtalar orasidagi masofani toping.

4.50. A(5.3) va B(6.-4) nuqtalar orasidagi masofani toping.

4.51. A(-2:1)va B(3:6) nuqtalar yasalsin. AB kesmani AN:NB=2:1
nisbatda bo‘luvchi N¢x,y) nugta topilsin.

4.52. A(-2:3)va B(3:6) nuqtalar yasalsin. AB kesmani AM:MB=2:1
nisbatda bo‘luvchi M(x.y) nuqta topilsin.

4.53. Uchlari A(2:-1). B(4:3) va C(-2,1) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak tomonlarining o‘rtalari aniglansin.

4.54. Uchlari 0(0:0). A4(8,0) va B(0.6) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakda OS mediana va OD bissektrisa uzunliklari aniglansin.

4.55. Uchlari A(2:0), B(5:3) va ((2:6) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzi hisoblansin.

4.56. Uchlari A(3:1), B(5:3) va C(2:6) nuqtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakning yuzi hisoblansin.

4.57. Oy o‘qdan h=3 kesma ajratib, Ox o'q bilan 1) 45° 2) 135°
burchak tashkil qiluvchi to*g ri chiziglar yasalsin. Bu to*g'ri chiziglarning
tenglamalari yozilsin.
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4.58. Oy o'qdan b=-3 kesma ajratib. Ox o°q bilan 1) 60", 2) 120"
burchak tashkil giluvchi to*g‘ri chiziglar yasalsin. Bu to*g‘ri chiziglarning
tenglamalari yozilsin.

4.59. Koordinatlar boshidan o°tib. Ox 0°q bilan: 1) 45% 2) 60": 3)90"
4) 120" 5) 135° burchak tashkil giluvchi tog'ri chiziglarning
tenglamalari yozilsin.

4.60. Koordinatlar boshidan va (-2:3) nuqtadan o*tuvchi to* g ri chiziq
yasalsin va uning tenglamasi yozilsin.

4.61. A(2:-1) va B(3.4) nuqtalardan o°tuvchi to‘g'ri chiziq

tenglamasi yozilsin.
1) 2x-3y=6 2)3x+3y=0 3)y=-3 4)§+§: 1
to°g‘ri chiziglarning har qaysisi uchun k va b parametrlar aniglansin.

4.62. 1) 3x+4y=12 2) 3x-4y=0 3)2x-5=0 4) 2y+5=0 to'g'ri
chiziglar yasalsin.

4.63. A(2;3) nuqtadan o‘tib, Ox o°q bilan 45° burchak tashkil gqiluvchi
to*g'ri chizigning k va b parametrlari aniglansin. Bu to‘g‘ri chizigning
tenglamasi yozilsin.

4.64. 1) 2x-3y=6 2) 3x-2y+4=0 to'g'ri chizigning tenglamalari
o°qlardan ajratgan kesmalariga nisbatan yozilsin.

4.65. Quyidagi to*g'ri chiziglar orasidagi burchak aniglansin:

l)}’=fx_3 2J{Sx—y-}-'}':O q{2x+y:O
y=;x+1 2x—=3y+1 =10 J)y=3x—4

4.66. A(-4:-3), B(-5:0), C(5:6) va D(1:0) nuqtalar trapetsivaning
uchlari bo‘lishi tekshirilsin va uning balandligi topilsin.

4.67. y = %x + 6 to"g'ri chiziq berilgan. Uning koordinata o*qglari
bilan kesishish nugqtalarini toping.

4.68. 3x+y-6=0 va x+2y+]=0 to‘g‘ri chiziglarning Kkesishish
nuqtalarini toping.

4.69. M( -4:-1) nuqta orqali o‘tuvchi va 4x+y-3=0 to‘g'ri chiziqqa
perpendikulyar bolgan to*g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.70. M( -3:-5) nuqta orqali o‘tuvchi 2x+2y-3=0 to‘g'ri chiziqqa
parallel bo‘lgan tog‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.71. ABC uchburchak uchlarining koordinatlari berilgan:

A(-1:0), B(15,-5), C(1;16). AB va BC tomonlarning tenglamasi
tuzilsin.
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4.72. Tog'ri chiziq 3x-4y+14=0 tenglama bilan berilgan. Uning
koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarini toping.

4.73. M(4:6)va N(3:-2) nuqtalar orqali o‘tuvchi to*g*ri chizigning Ox
0'qi bilan xosil qilgan burchagini toping.

4.74. 4x-3y+1=0 va 2y+y+4=0 to'g'ri chiziglarning Kesishish
nuqtasi orqali o°tib, x-2y+5=0 to'g'ri chizigqa perpendikulyar bo‘lgan
to*g ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.75. x-4y+3=0va 2x-y+35=010°g ri chiziqlarning tekislikdagi o*zaro
ganday joylashishini tekshiring.

4.76. A(3:3) nuqtadan /2x-16y-6=0 to‘g'ri chiziqqacha bo‘lgan
masofani toping.

4.77. M(1:4) va N(3:-2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chiziqgning
burchak koefTitsiyentini toping va tenglamasini tuzing.

4.78. Burchak koeffitsiyenti k=-3 bo*lgan va (-1.4) nuqtadan o*tuvchi
to*g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.79. Koordinata o‘qlaridan a=3, b=2 Kkesmalar ajratuvchi to*g'ri
chiziq tenglamasini toping.

4.80. M(3:-2) nuqtadan 2x-4y+6=0 to'g'ri chiziqqacha bo‘lgan
masofani toping.

4.81. A(-6:5) nuqtadan hamda x+4y-5=0 va 2x-5y-1=0 to‘g'ri
chiziglarning Kkesishish nuqtasidan o*tuvchi to*g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing.

Mavzu bo‘yicha testlar
To‘g'ri chiziq tenglamalari va ularga doir masalalar.

1. Analitik geometriyada chizig nima asosida o‘rganiladi ?

A) tenglama. B) chizma. C) proektsiya. D) ta'rif. E) nuqtalar.

2. Tekislikdagi to*g'ri chizigning umumiy tenglamasini Ko‘rsating:

A) y=kx+b. B) i) ! ?‘ =1. C) Ax+By+C=0.

a 7
D) xcosa + ysina—p=0. E) = =0 J=00"
m n

3. Tekislikdagi to‘g‘ri chizigning umumiy 3x+5y+2=0 tenglamasi
bo*yicha uning n normal vektorini toping.

A)n=(5.2). B)yn=(3,5). C)n=(3.2). D)n=(2.5). E)n=(5.3).

4. Ax+By=0 (A.B#£0) tenglama qanday to*g'ri chizigqni ifodalaydi ?

A) OX koordinata o°qiga parallel bo*lgan.

B) OX koordinata o*qiga perpendikulyar bo*lgan.

C) OY koordinata o‘qiga parallel bo*lgan.

D) OY koordinata o*qiga perpendikulyar bo®lgan.
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E) koordinata boshidan o‘tuvchi.
5.Tekislikdagi  to‘g'ri  chizigning  burchak  Koeffitsiyentli
tenglamasini Ko‘rsating. A) y=kx+b. B) Y+ X 1. C) Ax+ By+C=0.

a ]

3 — ¥ — V¥
D) xcosa+ ysna— p=0, E)Z—To_Y"Yo

n n

6. Tekislikdagi to*g’ri chiziq OX o°qi bilan 45 burchak tashkil etadi.
Quyidagi tenglamalardan qaysi biri uning burchak KkoefTitsiyentli
tenglamasi bo‘la oladi?

A)y=3x+2. B)y=2x+3. C)y=x+2. D)y=—x+7. E)y=-3x+Il.

7.Umumiy tenglamasi 3x-2y+4=0 bo’lgan to‘g'ri chizigning
burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozing.

A)y=0,75x+1. B)y=0,5x+2. C)y=1,75x+1. D) y=1,5x+2

E) y=3x+4.

8. Tekislikdagi to‘g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasini

ko‘rsating. A) y=kx+b. B) X+ i =1. C) Ax+ By+ C=0.
a

D) xcosa + ysina—p=0. Ey=—2orX=Jo

m n
9.Umumiy tenglamasi 5x+2)—20=0 bo‘lgan to‘g‘ri chizigning
kesmalardagi tenglamasini yozing.

SO A e L LAEN L Y

)5 2 )2+5 O +10 \ )10 4 i 2
10. Tekislikdagi to*g ri chizigning normal tenglamasini ko‘rsating.
A) y=ke+b, B);"+%=1. C) Ax+ By+ C=0.

a

D) xcosa+ ysina—p=0. E)*_To_Y~"Yo
m n

11.Qaysi tenglama M(xo,0) nuqtadan o‘tuvchi to"g‘ri chiziglar
dastasini ifodalamaydi?

A) y=vo=k(x—x0). B) L0y g C) =% —l.
X— X y—y, k
D) A(x=x0)+B(y—y0)=0. E) y-tyo=k(x+x0).
12.M(-1.4) nugtadan o*tuvchi barcha to*g‘ri chiziglar tenglamasini
ko rsating.
A) (x+1)+(+4)’=0. B) y=k(x—1)+4. C) yv=k(x—1)—4.
D) y=k(x+1)+4. E) y=k(x+1)-4.
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13.Qaysi tenglama M(-3,1) va N(0,7) nuqtalardan o*tuvchi to*g'ri
chizigda yotuvchi P(1.y) nugtaning ordinatasini toping.

A)y=0. B)y=—4. C)y=9. D)y=—7. E)y=4S5.

14.1kki y=kix+b| va y=kax+bs to'g'ri chiziqlar orasidagi ¢ burchak
tangensi formulasini toping.

ky—k ky +k;
A lor = = ! v B oo = ! — .
) er = kT, B S
ki ks e —k 1+ kk
C {!':: | = = D “\y:l g._. E ’y =_..I_2_
IS S e, R e ) e
15.y=2x—3 va y =3x+5 to‘g ri chiziglar orasidagi burchakni toping.
A) 90°. B) 60". C) 45°. D) 30°. E) 120%

16.y=k\x+b, va y=kax+b> to‘g‘ri chiziglarning parallellik shartini
ko‘rsating.
A) ki-ko=—1. B) kitk=0. C) ki-ka=1. D) ki—k>=0. E) ki-k2=0.
17.Ax+Bp+Ci=0  va AxtByy+Cy=0 to'g'ri chiziglarning
perpendikulyarlik shartini ko‘rsating.
A) A1B1+A:B>=0. B)AA>+B;B>=0. C) A B;—A2B>=0.
D) AiA>-Bib,=0. E) AjA>+BB»+CC=0.
18.M(-1,3) va N(4,-2) nuqtalardan o‘tuvchi to*g'ri chiziq
tenglamasini kKo‘rsating.
A)y=x-2. B)y==xt+2. C)y=3—x. D)y=4—x. E)y=l-x.
19.Umumiy tenglamalari 2x—3y—37=0 va 3x—4y-51=0 bo‘lgan
to'g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi koordinatalarining yigindisini
toping.
A)3. B)-6. ©)5. D)4 BE)O:
20.M(1.1) nuqtadan 12x+5y+22=0 to‘g'ri chiziqggacha bo‘lgan
masofani toping.
A) 3. B) 2. C) 13. D) V13. E) 4.
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5-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQNING KANONIK
TENGLAMASI. TEKISLIKDA BERILGAN CHIZIQ
TENGLAMASI.
5.1. Aylana
Bizga ma’lumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan baravar
uzoglikda joylashgan nugqtalar (tekislik nugqtalari) to‘plami aylana,
berilgan nuqta esa aylana markazi deyiladi.
Endi aylananing tenglamasini keltirib chigarish maqsadida tekislikda
Dekart Koordinatalar sistemasini va My = My(xq, Vo) nuqtani olamiz.
Ravshanki, bu nugtadan r masofada (> 0) joylashgan nuqtalar (bunday

nuqtalar to‘plami aylana bo‘ladi) o*zgaruvchi nuqtalar boladi. Bunday
nuqtalardan birini M = M(x,y) deylik. My = My(xq,y9) va M=
M (x, y) nuqtalar orasidagi masofa

MM = \/[x— oo )'1 +(v=x0 )t

bo*ladi.
Keyingi tenglikdan
(.r—xo)"-#(y—_\-‘u]':r: (5.1)
bo‘lishi kelib chigadi.
Yy Shunday qilib, aylanada
joylashgan o‘zgaruvchi M = M(x,y)
x.y) nuqtaning koordinatalari X va y larni
Yol--- bog‘lovchi tenglamaga keldik. Bu
(5.1) tenglama aylananing sodda
- > tenglamasi deyiladi, r esa aylana
0 X T
X radiusi deyiladi.
= i Demak, aylananing tenglamasi
S.1-chizma

markaz deb atalgan M, = My(xg, Vo)
nuqtaga hamda r radiusga bog'liq
bo‘lib, ular yordamida

aylananing tekislikdagi holati to'liq aniglanadi. Xususiy holda
markazi koordinatalar boshida bo‘lgan aylana tenglamasi quyidagicha

x4y = (5.2)
bo‘ladi.
Masalan, markazi (-1,2) radiusi 5 ga teng bo‘lgan aylananing
tenglamasi

(x+1)"+(y-2) =25
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bo*ladi.

5.2. Ellips

Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning bu
nuqtalargacha bo‘lgan masofalari yig-indisi o‘zgarmas songa teng
bo‘ladigan nuqtalari to‘plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) ellips
deyiladi.

Endi ellipsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta'rifda keltirilgan
tayin nuqtalardan birini /. ikkinchisini /4, orqali belgilaymiz. Tekislikda
Dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha quramiz:

F, va F, nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chiziqni absissa o°qi (OX
o‘qi). F F, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda absissa o‘qiga
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni ordinata o‘qi (OYo‘qi) deb
olamiz. (5.2-chizma)

A Aytaylik, F va F, nuqtalar
B M orasidagi masofa 2¢ ga (¢>0) teng
# i bo‘lsin. U holda bu nuqtalarning
/F»_/ X Kkoordinatalari mos ravishda (=¢,0) va
3 (¢.0) bo*ladi:

3.2-chizma F(-¢,0),  F(c,0).

Odatda, F; va F, nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.

Ellipsda ixtiyoriy M = M (x, y) nuqtani olaylik. Unda ellips ta’rifiga
binoan F;M va F,M masofalar yig‘indisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladi.
Bu o‘zgarmas sonni 2a deylik(a > 0).

Demak,

FEM + F,M = 2a. (5.3)
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib topamiz:

EM = J(_\- = (_U)): +(y=0) = J(x + c)3 +y°,
EM = \/LT~L-)3 +(y=0)° = J(\ —c)’ +)%.

Unda (5.3) ga ko‘ra \/(\ +c) +)7 +\j(x+c): +y7? =2a bo‘ladi.
Bu tenglikni quyidagicha

_r/_,;
SSE |

(x+ c')z +3* =2a—/(x ‘-‘L’): +

yozib, uning ikki tomonini kvadratga ko‘tarsak, unda
(x+¢)’ +y* =4a’ -4().’(.\‘-c): +3° +(x—c) +)
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bo‘ladi. Bunda esa

X +2ex+¢ =4a’ +4ay(x—¢) + v+’ —2ex+ ¢’

yani

4ex-4a’ :-40,/(.1‘—c)1 +3°,
a’—cx= a,f(.\:~c)3 +y?

bo'lishi kelib chigadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga
ko‘tarish natijasida

(a2 —c.\')h =a° ((\ —c]_ + _v2 )
ya'ni x’(a° —c*)+ a:}-': =a’(a’ —¢”) hosil bo‘ladi.

Ravshanki, 2a > 2¢ ya’ni @ > ¢ bo‘lganligi uchun @™ —¢” >0 bo‘ladi.
Uni b° bilan belgilaymiz:

b* =a’ —c*. Natijada x*-b* + v2a® =a’h* bo'lib, undan

o

i+¥=l (5.4)
as bz
bolishi kelib chiqadi.

Shunday qilib ellipsdagi o°zgaruvchi M = M(x,y) nuqtaning
koordinatalari X va y larni bog‘lovchi tenglama hosil bo*ldi. Bu (5.4)
tenglama ellipsning sodda tenglamasi deyiladi.

Ellips tenglamasi (5.4) da X ni—X ga., y ni—y gaalmashtirilganda
(5.4) tenglama o*zgarmaydi. Demak. ellips (yopiq egri chiziq) koordinata
o'qlariga nisbat simmetrik joylashgan. Agar (5.4) tenglamada y=0
deyilsa, unda x* =a®, x=za bo‘ladi. Demak, ellips OX o‘qini ikki
A(-a,0), C(a,0) nuqtalarda kesadi. Agar ( 5.4) tenglamada x =0
deyilsa, unda y* =b*, y=-+b bo‘ladi.

Demak, ellips Oy o°qini ikki B(0,6), D(0.—5) nuqtalarda kesadi.

Odatda, A(-a.0), B(0,b), C(a.0), D(0,—b) nugqtalar ellipsning
uchlari deyiladi. 4C kesma ellipsning katta o°qi, BD kesma ellipsning
Kichik o°qi deyiladi. Ravshanki, A4C kesmaning uzunligi 2a, BD
kesmaning uzunligi esa 25 ga teng. Demak, (5.4) tenglamada a ellips
katta yarim o°qi, » esa kichik yarim o‘qi bo‘ladi.

Ushbu f._ +¥ =
a b
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tenglama bilan berilgan ellipsni qaraylik. Bu ellipsning fokuslari
orasidagi masofa 2¢ ga teng.

Ushbu s =2 =€ (5.5)

2a a

miqdor ellipsning ekstsentrisiteti deyiladi. Ma’lumki, a > ¢. Demak.
ellipsning ekstsentrisiteti uchun 0 <& <1 bo‘ladi. (agar £ =0 bo‘lsa, ¢ =0
bo*lib, ellips aylana bo‘lib qoladi).

Ellipsning ekstsentrisiteti ellipsning siqilish darajasini bildiradi.
Hagiqatdan ham. (5.4) munosabatdan, b’ =a’ —¢c* bo‘lishini e’tiborga
olib topamiz:

2
N G b b 5
3":—-—2~=-——2 =1—(—] , —=V1—€
a a a a
Bu tenglikdan ko‘rinadiki, & ning ortib borishi bilan — nisbat
a
kamaya boradi. binobarin ellips tortila boradi.
Ellipsning direktrisalari
, 2
x=4+—=4+—, a>h,
£ c
to*g*ri chiziq tenglamalari orqali topiladi va ushbu xossalarga ega:
I3 -1z
—_——= F
d, d,

I-misol. Katta o*qi 10 ga, ekstsentrisiteti 0,8 ga teng bo‘lgan
ellipsning tenglamasi topilsin.
Yechish. Shartga ko‘ra 2a=10. Demak, a«=5. Ma’'lumki
ekstsentrisitet
=
&= c=d4a-k&.
a

Unda  ¢=5-0,8=4  bo'ladi. b'=a’-c®  bolishidan
b*=25~16=9, b=3
ekanligi kelib chiqadi. Izlanayotgan ellipsning tenglamasi

X +2 1 bo‘ladi. »
25 9

5.3. Giperbola
Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning bu
nuqtalargacha bo‘lgan masofalari ayirmasi o‘zgarmas songa teng
bo*ladigan nugqtalar to*plami (nuqtalarning geometrik o‘rni) giperbola
deyiladi. Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chigaramiz. Ta’rifda
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keltirilgan nuqtalarni F, va F, orqali belgilaymiz. £ va [, nuqtalardan
o*tuvchi to*g’ri chiziqni abssissa 0‘qi. £/, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi
hamda absissa o°giga perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri chizigni ordinata
0°qi deb koordinatalar sistemasini quramiz. (5.3-chizma)

YA Agar F va F, nuqtalar

\ orasidagi masofani 2¢ (¢ =>0)
1(x.y)

z deyilsa, unda bu nugtalarning

> koordinatalari mos ravishda
Fy a Fa X

(—c¢,0) va (c,0) bo‘ladi:
\ F,(—c,0) F,(c,0).
SiS BRIz Bu F va £, nuqtalar
giperbolaning fokuslari
deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M = M(x, y) nuqtani olaylik. Unda giperbola
ta’rifiga binoan F; M va F, M masofalar ayirmasi o°zgarmas songa (uni 2a
deyilsa) teng bo‘lib, FFM-F, M = 2a, F,M — F{M = 2a, umuman

FiM - FFM = +2a bo’ladi. Ravshanki,

FM :,f(x+c]: +y, EM=\(x-c) +».

Demak,
J(x+ c) +)7 - J(\ —c)' +y* =+2a.

Endi /(x+¢) +)7 —\[(x—c) +»* =+2a tenglikni (xuddi ellipsning
tenglamasini keltirib chigarishdagi qilingan ishlar kabi) ikki tomonini
Kvadratga ko*tarib, so‘ng lozim bo‘lgan soddalashtirishlarni bajarib, hosil
bo‘lgan tenglikni ya'na bir bor kvadratga ko‘tarib, natijada

L o (5.6)

-

ac ah*
tenglamaga kelamiz, bunda b” =¢* —a’, (a<c).

Shunday qilib, giperboladagi o‘zgaruvchi M = M(x,y) nugtaning
koordinatalari X va y lami bog‘lovchi tenglama hosil bo-ldi. Bu (5.6)
tenglama giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi.

Giperbola ham koordinata o‘qglariga nisbatan simmetrik joylashgan,
u 5.3—chizmada tasvirlangan. Giperbola ikki gismdan iborat bo‘lib, bu

qismlar uning shoxchalari deyiladi. Agar (5.6) tenglamada y =0 deyilsa,
unda
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x*=a’, x=ta boladi. Demak, giperbola OX o'qini 4(-a,0) va
B(a,0) nuqtalarda kesadi. Bu nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi.
Giperbola 0y o°qi bilan kesishmaydi.

[& - . . . s . . .
Ushbu g=— miqdor giperbolaning ekstsentrisiteti deyiladi.
a
Giperbolaning ekstsentrisiteti ham uning shaklini xarakterlaydigan
miqdordir. Giperbola tenglamasi

5 » . . .
X Y _ | ni y ganisbatan yechib
as b

bW =
yp=t—alXx" —a ,

cl

uni quyidagicha yozamiz:

b a’
y=t—x,|l——.
a X

Bu tenglikdan ko‘rinadiki, x yetarlicha katta bo*lganda, @ nisbat 0

2

ga yaqin bo‘lib,

-

a . . : .
| -— miqdor | ga yaqin bo‘ladi.
£
s : b a’ b g T
Natijada ushbu y =+ —=x,/l-— = +—x munosabat hosil bo*ladi.
a X a

Demak., Xx yetarlicha katta bo‘lganda giperbola nuqtalarining

ordinatalari ushbu

b
y=t—x
a

to‘g ri chiziglar nuqtalarining ordinatalariga yetarlicha yaqin bo‘ladi.
Bu
b
y=t—x (5.7)
a
to‘g*ri chiziglar giperbolaning asimptotalari deyiladi (5.3-chizma)
Giperbolaning direktrisalari

a a’ =
xX=1t-=%— (5.8)
e & S i
to*g‘ri chiziq tenglamalari orqali topiladi va ushbu xossalarga ega:
T da 5.9
dy U ds & (5.9)

2-misol.  Ushbu 16x* —25y" =400 giperbolaning fokuslari.
ekstsentrisiteti va asimptotalari topilsin.
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Yechish. Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga bo‘lsak, unda
giperbolaning tenglamasi quyidagi

X _ Y _| ko‘rinishga keladi.
25 16
Demak,

a* =25, b'=16, c=~Na*+b>=25+16=+41,
F=F(-J410), F=F(J410).

S 1]
a 5
asimptotalari esa
? —ﬂ .‘——E (>
Ve Ve 5.1
bo*ladi. B>

5.4. Parabola
Tekislikda tayin { to*g‘ri chiziq va bu to*g ri chiziqda yotmagan tayin
F nuqtani olaylik. Tekislikning / to‘g‘ri chiziq hamda F nuqtadan
baravar uzoglikda bo‘lgan nugtalari to‘plami (nugtalarning geometrik
o'rni) parabola deyiladi.

Endi parabolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz.

F nuqtadan o‘tuvchi va / to‘g'ri chizigqa perpendikulyar bo‘lgan
to‘g'ri chizigni absissa o°qi (OX o°qi), F nuqta va { to‘g‘ri chiziq
orasidagi kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va absissa o‘qiga perpendikulyar
bo'lgan to‘gri chizigni ordinata o‘qi (OYo‘qi) deb koordinatalar
sistemasini quramiz (5.4-chizma).

Ya F nuqta bilan / to*g'ri chiziq
N if(-\'-.l') orasidagi masofani p dcyli}&. Ul.lda
f / _ F nuqtaning koordinatasi (%O]
(-Zo] ONAZo] 2
2 2’ p
e F[—,O

2

Stlechizne bo‘lib, [ to‘g'ri chizigning

: tenglamasi

x=—2 boladi.
>
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Bu f({;O] nuqta parabolaning fokusi, / to‘g‘ri chiziq esa

parabolaning direktrissasi deyiladi. Parabolada ixtiyoriy M(X,¥) nuqtani
olaylik. Unda parabola ta’'rifiga binoan
NM = FM bo‘ladi. Ravshanki,

NM =x+£ :
2

demak.

Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so*ng lozim bo*lgan

soddalashtirishlarni bajarib
y* =2px (5.10)
bo*lishini topamiz.

Shunday qilib, paraboladagi o°zgaruvchi M(x,y) nuqtaning
koordinatalari X va v larni bog‘lovchi tenglama hosil bo‘ladi. Bu (5.10)
tenglama parabolaning sodda tenglamasi deyiladi.

Ravshanki, x=0 da y=0 bo‘ladi. Demak, parabola koordinata
boshidan o‘tadi. Ayni paytda, uning tenglamasida » Kvadratda
gatnashgani uchun parabola OX o°‘qiga nisbatan simmetrik, X esa har
doim musbat bo‘lgani uchun parabola OY o°gining o°ng tomonida
joylashgan bo‘ladi (5.4-chizma).

3-misol. Ushbu A(1,2) nuqtadan o‘tuvchi parabola tenglamasi
topilsin.

Yechish. Modomiki izlanayotgan parabola y* =2px 4(1.2) nuqtadan
o‘tishi lozim ekan, unda bu nuqtaning koordinatalari parabola
tenglamasini qanoatlantiradi:

22=2p-1
Bu tenglamadan p =2 ekani kelib chiqadi. Demak,
y: =4x.p>
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Mustaqil bajarish uchun misollar

Aylana.

5.1. Markazi A(a.b) nuqtada va radiusi R ga teng bo‘lgan
aylananing umumiy tenglamasini tuzing.

1)A(2,-3) va R=6, 2) A(-4.-3) va R=5, 3) A(5.0) va R=2, 4) A(-
3,-2) vaR=V5, 5)A(0.-3)vaR=11, 6)A(3.5)vaR=7.

5.2. Radiusi V15 ea teng hamda (2: 0) va (0: -2) nuqtalardan
o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

5.3. 4x?+4)? -12x+16y=0 tenglama bilan berilgan aylana radiusini
va markazini aniglang.

54. x +y -8x+12y-10=0 tenglama bilan berilgan aylana radiusini
va markazini aniglang.

5.7. x4y -6x+8y-24=0 tenglama bilan berilgan aylana radiusini
va markazini aniqlang.

5.8. a) Markazi (C'(-4,3), rasiusi k=5 bo‘lgan aylana tenglamasi
yozilsin va u yasalsin.

5.9. A(-1.-1), B(3.2). 0(0,0) nugtalar bu aylanada yotadimi?

5.10. a) Aylananing ushbu 2+’ +2y’ -3v+4y+2=0 tenglamasiga
ko'ra, uning makazi va radiusini aniglang. b). Aylana diametrlaridan biri
uchlarining koordinatalari berilgan: A(1:4) va B(-3;2). Shu aylananing
tenglamasini tuzing.

S.11. A(-4.6) nuqta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat aylana
tenglamasi yozilsin.

SA2. 1) x*+y°-4x+6y-3=0; 2) x’+y’-8x=0; 3) x'+y*+4y=0
aylanalar yasalsin.

5.13. x* +y® +5x=0 aylana x+ =0 to‘g‘ri chiziq yasalgan va ularning
kesishgan nuqtalari topilsin.

S.14. A(1.2) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o*qlariga urinuvchi
aylana tenglamasi yozilsin.

S.1S. x*+y +4x-6y=0 aylananing Oy o‘q bilan kesishgan
nuqtalariga o*tkazilgan radiuslari orasidagi burchak topilsin.

S.12. A(-1.3), B(0,2) va C(1,-1) nuqtalardan o‘tuvchi aylana
tenglamasi yozilsin.

S.13. A(4.4) nugtadan va x* + y* +4x-4y =0 aylana bilan y=-x to*g'ri
chizigning kesishgan nuqtalaridan o‘tuvchi aylana tenglamasi yozilsin.

5.14. y=-V-x*-4x egri chizigning joylashish sohasi aniglab, shakli
chizilsin.
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5.15. x*+y —8x-4y+16=0 aylanaga koordinatalar  boshidan
o‘tkazilgan urinmalarning tenglamalari yozilsin.

5.16. A(a,0) nuqta berilgan. M nuqta shunday harakat qgiladiki, AOMA
da OMA burchak doimo to‘g'ri burchak bo°lib qoladi. M nuqta
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

5.17. A(-6.0) va B(2.0) nuqtalar berilgan. Shunday nugqtalarning
geometrik o*rni topilsinki, ulardan OA va OB kesmalar teng burchaklar
ostida ko‘rinsin.

5.18. M(x.y) nuqta shunday harakatlanadiki. undan A(-a,0), B(0.a) va
C(a.0) nuqtalargacha bo‘lgan masofalar kvadratlarining yig‘indisi 3a° ga
teng bo*lib golaveradi. Nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

5.19. M(x.y) nuqta shunday harakatlanadiki, undan koordinata
burchaklarining bissektrisalarigacha bo‘lgan masofalar kvadratlarining
vig'indisi «° ga teng bo‘lib qolaveradi. Nugqta trayektoriyasining
tenglamasi vozilsin.

5.20. « +y*=a" aylana berilgan. Uning A(a,0) nuqgtasidan mumkin
bo*lgan barcha vatarlar o*tkazilgan. Bu vatarlar o‘rtalarining geometrik
o‘rni aniqlansin.

5.21. A(-3:0) va B(3.6) nuqtalar berilgan. Diametrik A5 kesmadan
iborat aylana tenglamasi yozilsin.

Ellips.

5.22. a) v’ +4y’ =16 ellips yasalsin, uning fokuslari va ekstsentrisiteti
topilsin. b) Uchlari (£5; 0) va (0: +3) bo‘lgan ellipsning kanonik
tenglamasi va fokus nugtalarining koordinatlarini toping.

5.23. a) Agar ellipsning: 1) fokuslari orasidagi masofa 8 ga teng
bo‘lib, kichik yarim o‘qi » =3 2) katta yarim 0°qi « =6, ekstrensiteti £=05
bo*lsa, uning kanonik tenglamasi yozilsin. b) Ellipsning fokuslari absissa
o‘qida hamda o‘qlari 16 va 10 bo‘lsa kanonik tenglamani tuzing. c)
Ellipsning fokus nugqtalarining koordinatalari (£3: 5) va Katta o°qi 10 ga
teng kanonik tenglamasini yozing.

5.24. a) Ellipsning katta yarim o‘qi « =5 va ¢ parametri: 1) 4.8; 2) 4;
3)3: 4) 1.4; 5)0 gateng bo‘lsa, uning kichik yarim o°qi b va ekstrensiteti
¢ topilsin. b) Ellipsning 4x” +9)" =36 tenglamasini kanonik ko‘rinishiga
olib keling va o‘glar uzunliklarini hisoblang. ¢) Ellips a)
x4yt —dx+8y-8=0, b) 93" +4y’ +54x—-40y+145 =0 larning markazi fokus
nuqtalarining koordinatlari hamda o‘glarining uzunliklarini toping.

5.25. a) Yer fokuslaridan birida quyosh joylashgan ellips bo‘yicha
harakat qiladi. quyoshdan yergacha bo*lgan eng Kichik masofa taxminan
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147.5 million kilometrga. eng katta masofa 152,5 million kilometrga teng
bo‘lsa. yer orbitasining katta yarim o°qi va ekstentrisiteti topilsin.

b) Ellipsning 64x* +93* -576 =0 tenglamasini kanonik ko‘rinishga olib
keling va fokus nuqtasini koordinatalarini toping.

5.26. a) Koordinata o*qlariga nisbatan simmetrik bo*lgan ellips

M(2,43) va B(0.2) nuqtalardan o‘tadi. Uning tenglamasi yozilsin va
M nugtadan fokuslargacha bo‘lgan masofa topilsin. b) Ellipsning
16x* +25y° —400 =0 tenglamasini kanonik ko‘rinishga olib keling va o°q
uchlarini koordinatalarini toping.

5.27. a) Fokuslari Ox o‘qda yotuvchi ellips koordinata o*qlariga

nisbatan simmetrik bo‘lib, M(-4,J21) nuqtadan o‘tadi va =_;

ekstsentrisitetiga ega. Ellips tenglamasi yozilsin va M nuqtaning fokal
radiuslari topilsin. b) Ellipsning fokus nuqtalari koordinatalari (+8.0) va
ekstsentrisiteti e =0.8. Kanonik tenglamasini tuzing.

5.28. a) x* +2y’ =18 ellipsning o‘qlari orasidagi burchagini teng
ikkiga bo‘luvchi vatar uzunligi topilsin. b) Quyidagi egri chiziq
tenglamasi qanday chiziqga tegishli ekanligini aniglang va grafigini
chizing. 2x* +2xy+2y> +J/2x—2y-5=0

5.29. a) 9x*+25y° =225 ellipsda shunday M(x.y) nugta topilsinki,
undan o‘ng fokusgacha bo‘lgan masofa chap fokusgacha bo‘lgan

masofadan 4 marta katta bo‘lsin. b) Ellips o‘qlarining qanday nisbatida
ekstsentrisitet

I e
a) = b) ]1 V) %, g)ll2 teng bo‘ladi.

Giperbola.

5.30. a) x -4y’ =16 giperbola va uning asimptotalari yasalsin.
Giperbolaning fokuslari, ekstsentrisiteti va asimptotalari orasidagi
burchak topilsin. b) Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga olib
kelitiring.

a) 9x* ~16y’ - 144 =0, b) 2¢* - y* =6, ¢) Giperbolaning fokusi (0,+3) va
asimptotasi ~ y=+2x  berilgan.  Giperbolaning tenglamasi  va
ekstsentrisitetini toping

5.31.a)x*-4)° =16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta olingan.
Undan fokuslargacha bo*lgan masofalar topilsin. b) Giperbola ﬁ—_‘ +;—S =1
ning fokus nuqtaning koordinatalari va 0‘q uzunligini toping?
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¢) Quyidagi tenglamalardan qaysilari giperbolani tenglamasini ifoda
qiladi:

a) 3x* =532 +10x+12y-78 =0, V) 3t 7y =140 x +11x~500 =0,

b) 13x* —17x+10y-24=0, @) 4x" —4y" —4x+7y-120 =0.

5.32. a) Giperbola koordinata o*qlariga nisbatan simmetrik bo*lib.
M(6:2V2) nuqtadan o‘tadi va »=2 mavhum yarim o°qqa ega. Uning
tenglamasi yozilsin hamda M nuqtadan fokuslargacha bo*lgan masofalar
topilsin. b) Teng tomonli giperbolaning ekstsentrisitetini toping?

5.33. a) Uchlari -+"\-')--1 ellipsning fokuslari esa uning uchlarida

.L_
o
bo-lgan giperbolaning tenglamasi yozilsin. b) ;;4—1;'711 giperbolaning
ekstsentrisiteti fokus koordinatasini toping.

5.34. a) »'=a +x' giperbola yasalsin, uning fokuslarining
koordinatalari va asimptotalari orasidagi burchak topilsin.

b) 4x'-25)°-100=0 giperbolaning asimptotalarini toping. c¢)
(v + 'f‘__:lj_ 5 [.\-f 3) =
25 16
yonalishida va 4 birlik ordinata o*qini musbat yo‘nalishi bo‘yicha
parallel ko*chiring va tenglamasini tuzing.

5.35. a)x' -4y’ =16 giperbolaga A(0,-2) nuqtadan o‘tkazilgan
urinmalarning tenglamalari yozilsin. b) Giperbola 3x* -5)" =28 va to*g'ri
chiziq 2v-y=8 ning kesim nugqtasining koordinatalarini toping. c)
(1) (r-2)

4 3

Giperbola I ni 3 birlikga absissa o°qini manfiy

Giperbola - =1 ni ordinata o°qi musbat yo‘nalishi parallel 2
birlikka siljiting.

5.36. a) ﬁ;—J——l giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha
bo‘lgan masofalar va asimptotalari orasidagi burchak topilsin. b)

Sf-—u), C(s5¥2, -2) va D(2, -3) nuqtalar

X, 4 = .
2—5-—T—I giperbola A(5.0), B(

orqali o‘tadimi?.

5.37. a) j—% =1 giperbolaga ichki chizilgan kvadratning tomoni
a” 2

topilsin va ganday giperbolalarga kvadartni ichki chizish mumkinligi
tekshirilsin. b) Giperbolaning fokus nuqtasini koordinatalari (£242:0) va
asimptotasi y = +x berilgan. Giperbolaning tenglamasini toping.
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Parabola.

5.38. a) F(0.2) nugtadan va y = 4 chizigdan bir xil uzoqlashgan
nuqtalar geometrik o‘rnining tenglamasi tuzilsin. Bu egri chizigning
koordinata o°qlari bilan kesishgan nuqtalari topilsin va u yasalsin. b)
»' =12x parabola grafigi A(3; -6), B(0.5, V6) va C(1:3) nuqtalar orqali
o“tadimi?

5.39. a) Koordinatalar boshidan va x =-4 to*g‘ri chiziqdan bir xil
uzoqlikda bo®lgan nuqtalar geometrik o‘rnining tenglamasi tuzilsin. Bu
egri chizigning koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalari topilsin va u
yasalsin. b) Har bir parabolaning fokus va direktrissasini toping:

c)y’ =-12x,b) » +x=0,d) 3x-y* =0.

5.40. a) (0,0) va (1,-3) nuqtalardan o‘tuvchi va Ox o‘qqa nisbatan
simmetrik: b) (0,0) va (2.-4) nuqtalardan o‘tuvchi Oy o‘qqa simmetrik
bo‘lgan parabola tenglamasi yozilsin. ¢) Uchi koordinata boshida va
fokusi a) (3,0). b) (-2.0). ¢) (0.4). d) (0; —ﬁ) bo‘lgan parabolalarning
tenglamasini toping.

5.41. a) Markazi )? =2px parabolaning fokusida bo‘lib, parabola
direktrissasiga urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin parabola va
aylananing kesishgan nuqtalari topilsin. b) Uchi koordinata boshida va
direktrissasi

a) x=2,b) x=-5, v) y=3, g) y=-2 bo‘lgan parabola tenglamasini
toping.

5.42. a)x’ +y°+4y=0 aylana x+y=0 to‘g‘ri chizigning kesishgan
nuqtalaridan otib, Oy 0‘qqa nisbatan simmetrik bo‘lgan parabolaning va
uning direkttissasining tenglamalari yozilsin. Aylana, to‘gri chiziq va
parabola yasalsin. b) Radius vektori 10 bo‘lgan »* =8x parabolaning fokus
nuqtasini koordinatasi topilsin.

5.43. a) y? = 6x parabolada fokal radius vektori 4,5 ga teng bo*lgan
nuqta topilsin. b) »*=36x parabolaning (4: y) nuqtasini fokal radius
vektorini toping.

5.44. a) Projektorning oynali sirti parabolaning o°z simmetrik o°qi
atrofida aylanishidan hosil bo*lgan oynaning diametri 80 sm, chuqurligi
10 sm. Nurlarning parallel dasta sharidan qaytishi uchun yorug‘lik manbai
parabolaning fokusida o‘rnatilishi kerak bo‘lsa, yorug‘lik manbai
parabola uchidan qanday masofada o‘rnatilishi kerak?

b) Parabolani uchi va o*qini toping. a) y=x*+5,b) y=12-x*,

V) y=x'+2x-3, g) x=y'+8y, d) y=x'-x+4.
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5.45. y=-Jx egri chizigning joylashish sohasi aniqlansin. Bu egri
chiziq yasalsin.

5.46. y’=6x parabola uchidan o‘tishi mumkin bo*lgan barcha vatarlar
o‘tkazilgan. bu vatarlar o‘rtalari geometrik o‘rnining tenglamasi yozilsin.
Mavzu bo‘yicha testlar
1. II tartibli tenglama va chiziqlar. Aylana va ellips.

1. Markazi M(a.bh) nuqtada va radiusi R bo‘lgan aylana tenglamasini
ko‘rsating.

A) (x+a)>+(+b)*=R>. B) (x+b)*+(y+a)*=R>.

C) (x—a)y+(y-b)=R%. D) (x-b)+(y—a)*=R>%.

E) (x—a)+(y-b)=R.

2.Markazi Mo(xo.v0) nuqtada joylashgan R radiusli aylana
tenglamasini korsating.

A) xy +yy=R.

B) |x — xo| +|y—yo|=R.

C) (x—=xg)* +(y=ys) =R

D) (x+xp)% + (3 + )2 =R%.

E) xx, + v, =R

3.Umumiy tenglamasi x>+”—4x+2y+1=0 bo‘lgan aylananing R
radiusini toping.

A) R=2. B) R=3. C) R=4. D) R=5. E) R=6.

4.Umumiy tenglamasi x*+”’—6x—4y-3=0 bo‘lgan aylananing
Mo(xo.y0) markazini toping.
A) My(=2,-3). B) My(2.3). C) Mo(-3.-2). D) Mo(3.2). E) My(-3.2).

5. Ta’rifni to‘ldiring: Berilgan ikkita nuqtalargacha masofalar ...
o‘zgarmas son bo‘lgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik orni ellips
deyiladi.

A) ayirmasi. B) ko‘paytmasi. C) yig'indisi.

D) bo*linmasi. E) kvadratlarining yig‘indisi.

6. Yarim o‘qlari a=5 va h=6 bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasi
qayerda to“g‘ri ko‘rsatilgan ?

.2 2 2 2 £2 2
A ) By ELStie= s @) e
)5+% ) i R TRET:
D)) 2 = P Byt 4tk
25 36 25 36

7.Kanonik tenglamasi (x/a)>+(y/b)*=1 (a>b>0) bo‘lgan ellipsning &
ekstsentrisiteti formulasini ko‘rsating:
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1 _ 2 l_h: e f], .‘_"3
A).s::ﬂ b : B)J:=u ; (_){::‘\H i
a

2ia . T !)T
D) 2= a —=b : E) 8._\/(} _
b ab '
8. Kanonik tenglamasi (x/a)’> +(3/b)> =1 (a>b>0) bo*lgan ellipsning
fokuslari F(+c,0) bolsa, ¢ qanday formula bilan topiladi?

A) c=a’ -b". B) c=b*-a’. C) c=va’-b" .
D) c=VJa’ +b . E) c=va-b.

9. Agar ellips 2x’+5)°=10 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning o‘ng
fokusini toping. )
A)F(V5.0). B)F(2.0). C)F2,0). D)F(1,0). E)F(3,0).

10.Kichik yarim o°qi 3 va fokuslari orasidagi masofa 8 bo‘lgan
ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

ol S Xty T
A) —+2_=1. ) C) =+ =1,
) 9 E 7 B) 250 9 ) 9 25
D) e 2 B) = 2 1.
S B 16 9
11. Ellipsning ekstsentrisiteti € qanday shartni qanoatintiradi?
A) e>0. B) £<0. C) e=0. D) e>1. E) 0<e<l.

12.Kanonik tenglamasi (x/10)> +(/6)> =1 bo‘lgan ellips
direktrisasining tenglamasini toping.
A)x=%12,5. B)x=%x14,5. C)x=%16,5. D)x=+*18,5. E)x=+£20,5.

2. Giperbola va parabola.

1. Ta’rifni to‘ldiring: Berilgan ikkita F, va F» nuqtalargacha
masofalari ... o‘zgarmas son bo‘lgan tekislikdagi nugtalarning geometrik
o°rni giperbola deyiladi.

A) ayirmasining moduli. B) ko*paytmasi. C) yig'indisi.

D) bo‘linmasi. E) kvadratlarining yig‘indisi.

2.Yarim o‘qlari a va b(a, b>0) bo‘lgan giperbolaning kanonik
tenglamasi qayerda to‘g'ri ko‘rsatilgan ?

A)Ee ey Byt @) 2
asehs i e =
D) a’x* + b%*=1. E) ax’> — hy’=1.

3. z—z ~ i; =1 giperbolaning asimptotalari tenglamasini ko‘rsating.
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A) y==% f’h—-,\-. B) _r=if x. ©) y=il . D)y=(atb)x. E)y=tabx.

5
X
a+b ) a
4. Agar x’—4y°=4 giperbolaga tegishli nuqtaning ordinatasi 0 ga teng
bo‘lsa, uning absissasini toping.

A) x=1. B) x=1. C) x=2. D) x=+2. E) x=£1.
5.9x°~4)y°=36 giperbola yarim o‘qlarining yig'indisini toping.
A)S. B) 13. C)9. D)45. E)32.

6. Agar giperbolaning tenglamasi x*-4y’=16 ko‘rinishda bo‘lsa,
uning asimptotalari tenglamalarini toping.

1
A) y=tix. B)y=t% i‘ C)y=tdx.  D)y=+2x. E)y=sx.
7. Kanonik tenglamasi Eoa ;—,— =1bo’lgan giperbolaning
a” 2

ekstsentrisiteti € qaysi formula bilan hisoblanadi?

% e 5
A) €= /1 . By e=.1——. GYle=11F ="
Sl e B) = Jig=qlies

—= . i
D)g:le—;;. i:)z:=\’“—_,—l.

8.Giperbolaning ekstsentrisiteti € qanday shartni ganoatlantiradi?
A) e1. B) e<I. C) e#l. D) e=1. E) 0<e<I.
9.9x’~16y°=144 giperbolaning € ckstsentrisitetini aniglang.
A)e=1,1. B)e=1,15. O©)e=1,25. D)e=l,5. E) e=1.75.
10.Parametri p>0 bo‘lgan parabolaning kanonik tenglamasini

ko‘rsating:
A) vVi=x+2p. B) y'=x/2p. C) y'=x-2p.
B) y=2p/x. E) »? =2px.

11.Quyidagi tenglamalardan qaysi biri parabolani ifodalamaydi
(p>0)?

A) Y'=x+p. B) y'=x/p. C) y'=x-p. D) y'=plx. E)y'=px

12.Kanonik tenglamasi y’=32x bo‘lgan parabola  fokusining
absissasini toping.

A) 2. B) 4. C) 6. D) 8. E) 10.

13.Agar parabola y’=8x tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning
direktrisasi tenglamasini toping.

A) x=— 8. B) x=8. C) x=4. DY x=2: E) x=-2.

14. Parabolaning ekstsentrisiteti € qanday shartni qanoatlantiradi?

A)e>l. B)e<l. C)ezl. D)e=l. E)O0<e<l.
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I1I-BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI.

6-§. VEKTORLAR USTIDA CHIZIQLI AMALLAR.
VEKTORLARNING SKALYAR, VEKTOR VA ARALASH
KO‘PAYTMALARI.

6.1 Vektorlar hagida tushuncha va ular ustida amallar.

Tayin uzunlikka va yo‘nalishga ega bo‘lgan kesma vektor deb ataladi
va AB yoki d kabi belgilanadi. ‘

Bunda A nuqtaga vektorning boshlangich nuqtasi, B nugtaga uning
oxirgi nuqtasi deyiladi.

BA vektor AB vektorga qarama-qarshi vektor hisoblanadi. a vektorga
garama-qarshi vektor (-d) bilan belgilanadi.

AB kesmaning uzunligiga AB vektorning wzunligi yoki moduli
deyiladi va 1/7§| ko'rinishda belgilanadi.

Boshlang®ich va oxirgi nuqtalari ustma-ust tushadigan vektor nol
vektor deb ataladi va 0 bilan belgilanadi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va e orqali
belgilanadi. a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga @ vektorning
orti deyiladi va @° bilan belgilanadi.

Bir to‘g'ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

d va b vektorlar kollinear, bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lsa,
ularga teng vektorlar deyiladi va a=b kabi yoziladi. Teng vektorlar erkin
vektorlar deb yuritiladi. Vektorni fazoning ixtiyoriy nuqtasiga o*z-o‘ziga
parallel ko‘chirish mumkin.

Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb ataladi.

dva b vektorlar yig'indisi debd vab vektorlar bilan komplanar
bo‘lgan d+b vektorga aytiladi. Ikki vektorning yig‘indisi uchburchak
yoki parallelogramm qoidalari bilan topiladi. d va b vektorlarning

ayirmasi deb, b vektor bilan yig‘indisi @ vektorni beradigan @ - b vektor
tushuniladi (6.1-rasm).

e

70




Bir nechta vektorni uchburchak usuli bilan ketma-ket qo*shib borish
mumkin. Bir nechta vektorni bunday qo‘shish usuliga ko'pburchak
qoidasi deyiladi.

a vektorning k # 0 songa ko‘paytmasi deb, a vektorga kollinear,
uzunligilk|- |d| ga teng bo‘lgan, k >0 bo‘lsa d vektor bilan bir xil
yo'nalgan, k <0 bo‘lganda d@ vektorga qarama-qarshi yo‘nalgan kad
vektorga aytiladi.

Agar b = ki bo*lsa, u holda @ va b vektorlar kollinear bo*ladi

@ =|a|-a® wvyani har bir vektor uzunligi bilan ortining
ko paytmasiga teng bo*ladi.

6.1- rasm

Fazodagi “vektor tasviri. Umumiy O nuqtaga ega va o0°zaro
perpendikulyar bo‘lgan uchta koordinata o°qi va M nuqta berilgan

bo‘lsin. Bu nugtaning radius vektori OM =r ning koordinata o*qlaridagi
proyeksiyalari OM,=x, OM, =y, OM;=z r=0M vektorning to*g'ri
burchakli koordinatalari deyiladi.
Fazodagi nuqtaning radius vektori OM =r, radius vektorning moduli
yoKki uzunligi ushbu:
(6.1)

=
formula bilan aniglanadi. Radius vektor I,j.k ortlar orqali
quyidagicha ifodalanadi.
F=xi+j+zk (6.2)
Agar ii = AB vektor koordinata o‘qlari bilan «.p va y burchaklar
tashkil etsa. u holda cos’ @ +cos” f+cos’ » = 1. munosabat o‘rinli.

6.2. Vektorlar ustida skalyar va vektor ko‘paytmalar
Ikki  vektorning skalyar ko'paytmasi deb shu vektorlar
modullarining ular orasidagi burchak kosinusi bilan ko‘paytmasiga
aytiladi. Quyidagi @ va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi «:b
ko‘rinishida belgilanadi. Demak.
a-b= |5 -[E]cusq) (6.3)
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1) (wd.b)=(a.ab)=ala.b). @ =const.

2) a-b =b-a o‘rin almashtirish qonuni.

3) E(B-ré):fx-ﬁﬂ]-é targatish qonuni.

4) Agar 5"5 bo‘lsa a-b=+a-b xususiy holda |af =a-a=l|a|-||cos’=a’,
la| =a* .

5)agar a L b bo‘lsa a-b=a-b-cos90° =0. s

6) ortlari skalyar ko‘paytmasi i-j=0, j-k=0,i-k=0,i-i=1 j-j=Lk-k=I
7) agar vektorlar a{a,.a,.a,} va 5{5,-.5_.-5_.} koordinatalar orqali berilgan
bo‘lsa, a-b= ab +ab +ab,

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusinini quyidagicha aniqlanadi:
d-b ab, tab, +a.b.

COSp=—-—= —— = : (6.4)
al |bl Juf ta, +a: +Jh; b} +b!
Vektorlarning  o‘zaro  parallelik  sharti: b=ma yoki
b, b, b_ 5
=— ==y,
o a

Vektorlarning  o‘zaro  perpendikulyar sharti a-b=0  yoki
ab +ab +ab =0

Vektorni boshga vektor yo‘nalishidagi proyeksiyasi. Berilgan a
vektorni b vektor yo‘nalishdagi proyeksiyasi quyidagi formula orqali

topiladi.
Mp,d =|d|cosa = (ﬁ_ﬂ

g

Vektorlarni vektor ko‘paytmasi. Ikkita a va b vektorlarning
vektor ko ‘paytmasi deb shunday uchinchi € vektorga aytiladiki

(6.2 - rasm), ¢ = [&;5] yoki ¢ =axbh.

1) ¢ vektor son giymati bo‘yicha berilgan a va b vektorlardan
yasalgan parallelogram yuziga teng moduliga ega;

2) € vektor parallelogram tekisligiga perpendikulyar:

Ikkita vektordan qo‘shilgan parallelogramning yuzi quyidagicha
topiladi.

el = | sin o =|[a.5]| (6.5)
Bu a va s vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi
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Sw=3la6] (66

Xy
- N ) . - sy 5 p . f‘ d ,') - _
3) & vektorning yo‘nalishi uch o‘lchovli fazoda (R') a=(y | va
%

X,
z{.—[;-:J vektorlarni vektor ko®paytmasi.

=3

A o e
¢c=daxb

0 i
6.2-rasm. Vektorlarni vektor ko‘paytirishga doir.
[?-f’l: [.1"1""-2 — Y2z )1: = (-"l Zz —=X%% )} it (xl.": =5 )/‘
formula orqali yoki

(6.7)

topiladi.
Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega.
D asl=-pa|  2)lasbel-lacl+pe]  3) |leabl=|aabl-dab]
4) Agar a,b nol bo‘lingan vektorlar bo‘lsa, |d.b|=0, ekanligidan, bu
vektorlarni parallel (aJ) ekanligi kelib chiqadi.

6.3. Aralash ko‘paytma va uning xossalari
@,bva ¢ vektorlarni ®' fazoda aralash ko‘paytmasi sondan iborat
bo‘lib, 4.5.2 ko‘rinishda belgilanadi.

@ ay a,

X i

a-b-é¢=b, b b (6.8)

)
C C C,

Y ¥

a

buyerda a=|a, |:

d,

ot
Il
&5 - o
-
|
0o




vektorlar @, b va ¢ vektorni aralash ko‘paytmasi a vektorni [h.EJ
vektorga yoki lﬁ.b] vektorni ¢ vektorga skalyar ko‘paytmasidan iborat
borladi @b ¢ = (a.[p.¢ )= (@5} )

Aralash ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

1. Aralash ko‘paytmaning ikkita ko‘paytmasini o‘rni o°zaro
almashtirilsa, ko paytmaning ishorasi o*zgaradi a.» ¢ - —ach ~ bac ~ cbi.

2. Aralash ko‘paytma hadlarini aylanma usulda almashtirishda o°z
ishorasini o‘zgartirmaydi a.5-¢ - cab - vca .

3. Agar a,b va ¢ vektorlar noldan farqli vektorlar bo‘lsa. u holda
@ b-¢=o0 bo‘lishi uchun bu vektorlar chiziqli bog*liq (yoki komplanar)
bo-lishi kerak. a.b va ¢ vektorlardan qurilgan parallelopipedning hajmi
V,,=la-5-¢ teng. Xuddi shunday shu uchta vektordan qurilgan
tetrayedrning hajmi », :lla-f; -g-

6

Mustaqil bajarish uchun misollar
6.1-6.20 gacha. AB vektorning koordinatasi va uzunligini toping.

6.1. 4(:1:3). B(2:2:3). 6.2. 4(0:1:3) B(:2:3)-
6.3. A(0:1:-1), B(1:2:0). 6.4. 1(2:2:3), B(3:2:4).
6.5. 4(2:12). B(3:2:2). 6.6. 4(0:1:1), B(:2:2)-
6.7. A(0:1.4). B(1:2:4). 6.8. (1:1:1). B(:2:2).
6.9. a(0:-4:3). B(:-3:4). 6.10. .i(:2:1). s(0:1:2).
6.11. 42:1:3). B(:2:4)- 6.12. a(0:1:1). B(:2:2)-
6.13. 4(2.1.3), B(3:2:4). 6.14. 4(2.0,7). 5B(0:2:4).
6.15. a(s:2:-5), B(7:1:4). 6.16. 4(—2:1:3). B(5:1:2).
6.17. A(2:-1:4). B(5:2:3)- 6.18. 4(3:1:3). B(2:2:1)-
6.19. 4(2:2:3) B(G:1:3)- 6.20. 4(0.7.3). B(4:7.-5)-

6.21.Koordinatalar boshidan M(/2;-3:4) nuqtagacha bo‘lgan
masofani aniglang.

6.22. 7(0:2-3) radius vektorning ortlar bo‘yicha yoyilmasini yozing
va modulini hisoblang.

6.23. i(-2.+1.+3) Va n(o; -1, +2) nuqtalar orasidagi masofani toping.
6.24. a(5.2.7) va bi% 1,5} vektorlar yig‘indisini va ayirmasini toping.

6.25. Uchlari 4(5;2:6), B(6:4;4). C(4.3,;2) va D(3;1:4) nuqtalarda
bo‘lgan to‘rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.
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6.26. @ va i larning qanday qiymatlarida
=2 +aj+k, b=3i—-6j+fk vektorlar kollinear bo*ladi?

6.27. Uchlari A(2;1:-4), B(1:3:5), C(7:2:3) va D(8,0;-6) nuqtalarda
bo‘lgan to‘rtburchakning parallelogramm ekanligini isbotlang va
parallelogramm tomonlarining uzunliklarini toping.

6.28. A(-1:2:3), B(2:-1:1), C(1;-3:-1) va D(-5;3;3) nuqtalar
trapetsiyaning uchlari bo"lishini tekshiring. '

6.29. AB Kkesmaning boshlang‘ich nuqtasi A(-/;2:4) va uni 1/2
nisbada bo*luvchi C'(2;0;2) nuqta berilgan. B uchining koordinatalarini
toping.

6.30. Uchlari A(/,;2:3) va B(4:2:-1) bo*lgan 4B kesmani teng ikkiga
bo*luvehi M nuqtaning koordinatalarini toping.

6.31. Uchlari A4(5;3,-10), B(0;1;4) va C(-1,3;2) nuqtalarda bo*lgan
uchburchak berilgan. B ichki burchak bissektrissasining yo‘naltiruychi
Kosinuslarini toping.

6.32. a va b vektorlar orasidagi buchak w=% ga teng va

5|=3  ekanligi ma’lum. ¢=2a+3b vektorning uzunligini

|lJ' = \’2. ]

hisoblang.
6.33. i va i vektorlar orasidagi burchak o = :T_ gateng. |a|=3; [b|=4

¢ =3a+ 25 vektorning uzunligini hisoblang.

6.34. Agar |a|- 73, l|=4 va [(i,}'j}—g bo‘lsa? 3i+ab vVa i-25

vektorlar . ning ganday qiymatlarida o‘zaro perpendikulyar bo*ladi?

6.35. i va » vektorlarning koordinatalari berilgan:

a=Ti +2j+3k, b=2i-2j+4k Bu vektorlarning skalyar
ko*paytmasini toping.

6.36. Uchalri A(-/:5;1), B(1,1;-2) va C(-3:3:2) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak berilgan. AC tomonni davom ettirishdan hosil bo*lgan tashqi
burchakni aniglang.

6.37. Uchalri A(-2;3.1), B(-2;-1:4) va C(-2;-4,0) nuqtalarda bo*lgan
uchburchak berilgan. Bu uchbu:ch'ikning C ichki burchagini hisoblang.

6.38. i,» va ¢ vektorlarning koordinalalari berilgan:

all;—48} =7 -4 +8k, b{d:4;—2)=4i +4] -2k, ¢{2:3;6}=27 +3]+6k.

{5+E) vaktor a vektordagi proyeksiyasini toping.

6.39. ||=8. || =15, a-5 =96 berilgan. i vektorning s vektor bilan
vektor ko*paytmasining uzunligini toping.
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6.40. Uchlari A(/:2:0), B(3:0:-3) va C(5:2:6) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzini hisoblang.

6.41. AB=-3i-2j+6k va BC=-2i+4j+4k vektorlar A4BC
tomonlari. 5 balandlikning uzunligini hisoblang.

6.42. al6:02) blL521} vektorlardan tuzilgan parallelogrammning
yuzini va diagonallarining uzunliklarini toping.

6.43. Vektorning koordinatalarini ayting: 1)3 +2j-5k: 2) 27 7:

3) 051 +v2j: 4) 38; 5) —47; 6) é.

6.44. Quyidagi vektorlar berilgan: 1) d=2i +3j-5k: 2) b=~ -2j+3k.
Ularning koordinatalarini toping.

6.45. A(4;-3;2) va B(-2:4:-3), M(0:5;1) va N(-4,0;-3) nuqtalarning
koordinatalarini bilgan holda Zz va MV vektorlaming koordinatalarini
toping.

6.46. a=(23-4) b=(-121) va ¢ =(3:02) vektorlarning
koordinatalarini bilgan holda quyidagi vektorlarning koordinatalarini
toping: 1) a+5:

2) a+c; 3) a+b-c; 4) 3a;5) —a+2¢; 6) 26+35-2¢.

6.47. Ikki vektornmg kolleniarlik shartidan foydalanib, quyidagi
vektorlarning kolleniar emasligini tekshiring: 1) & - (2/5.1/3.4/5) va
b=(3/5:-1/2:6/5); 2) ¢=(-61/33) va d =(-21/9:-1/3).

6.48. n va p ning ganday qiymatlarida G- (-3..4) va b=(-24:p)
vektorlar kolleniar bo‘ladi?

6.49. Vektorning uzunligini hisoblang:

1) a=-i -2j+2k;

2) b=i+2j-3k:;

3) ¢=i-k; 4) d=-3k.

6.50-6.63 gacha. Quyidagi d va b vektorlarni skalyar
ko‘paytmasini toping.

6.50.a{-2:1;1}, b{3;-2:4). 6.51. a{o;1;1}, bl-1:-3:0}.
6.52.a{-21;1), b{0;-2;-5}. 6.53.a{0:1:1). b{3:—-1:0}.
6.54. alo;-1:-1}, b{-3;8]. 6.55.a{0;-1:-1}, b{20:2}.
6.56. al0:-1:-1}, bil:2:-1}. 6.57. ¢,-c, =—40, ¢xc=-5k.
6.58. al-21:2}, b{l:0:-1}. 6.59. al0:l:1}, bi-3-11}.

6.60. a{-2:1,-2} b{-1:0:3}. 6.61. afl.-L-1}, b{-2:3-1}.
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6.62. al2:-1:3}. blo:L1}. 6.63. af2:1:-2}, bi-1;0;-2}.
Quyidagi ¢ va b vektorlarni vektor ko‘paytmasini toping.

6.64.a1-21;1}, b3:-24). 6.65. al0;L1:1}, bl-1;-3;0}.
6.66.a1-2:1:1}, b{0;—2;-5). 6.67.a{0;1:1}, b{3;-1,0}.
6.68. a{0;—-1:-1}, bil:-3:8}. 6.69.ad{0;-1;-1}, b{20;2}.
6.70. a{o;-1;-1}, b{l:2:-1}. 6.71. ¢,-c, =—40, éxc=-5k.
6.72. a{-2:1:2}, b{L:0;-1}. 6.73. a1}, bf-3-11).
6.74. al-2:1:-2}, bi-1.0:3}. 6.75. afl;-L;-1}, b{-2;3-1},
6.76. al2:-1:3), blo:L1). 6.77. az1-2}, b{-1,0;-2}.
6.78. a{2:0:0}, bl-3;L1}. 6.79. a{2;1:0}, b{L1:3}.

Quyidagi d.b.¢ vektorlarni komplanarligini tekshiring.
6.80. al-2;11}, bl0;-2;-5), élz-1-1}. 6.81. afo;r), blo4-2} {20}
6.82. {201}, b{2:0,-1}, él-2-14}.  6.83. afli-L-1}, b{~23-1}, &{o;L0}
6.84. a1}, b{2:3;0}, :-.3_—1.—1}. 6.85. al-1:0-2}, b{-3;2:-1}, {202}
6.86. a{l:0:3, {01} éf2-13). 6.87. al-31:4}, b{2,0;0}, é{-3;L1}.
6.88. all,0-1}, hlo.-1-1} Z0:0-2). 6.89. al-10-2}, b{0:0;-1} 103}
6.90. a{-10--2}, b{;0;-4} {202}  6.91. a2} b{-32-1} &{42-3}
6.92. all:24}, b{-3:64), ¢B:-6:4) 6.93. all-11} blLL1) 234}
6.94. a{53-1}, b{;-23), &{2:0-4} 6.95. al-333), bizL1}, éjloln17)
6.96. a{l:6:5). b{3:-2.4) é(7-18:2}. 6.97. a{1--3:2}. b{3:-7:8} Efi-r1}
6.98. al21-1}, bl-41) eB3-22). 6.99. @) a1}, bf-2:-10} &f5:2-1).
6.100. Uchlari A(2:2:2). B(4:3:3), C(4:5:4) va D(5:5:6) bo‘lgan uch
burchakli piramidaning hajmini toping.

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari

1. Vektorlar va ular ustida amallar.

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?

A) Faqat yo‘nalishi bilan aniglanadigan Kattalikka skalyar deb
aytiladi.

B) Fagat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb
aytiladi.

C) Ham son qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka
skalyar deb aytiladi.

D) Yo nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

77




E) Har qanday Kattalik skalyar deyiladi.

2. Quyidagi kattaliklardan qaysi biri skalyvar emas?

A) Sirt yuzasi. B) Kesma uzunligi. C) Jism hajmi.

E) kuch momenti. D) Burchak kattaligi.

3. Vektor deb nimaga aytiladi?

A) Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan Kattalikka vektor deb
aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniqlanadigan katalikka vektor deb
aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo-nalishi bilan aniglanadigan kattalikka
vektor deb aytiladi.

D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har qanday kattalik vektor deyiladi.

4. Quyidagilardan gaysi biri vektor bo‘ladi?

A) Sirt yuzasi. B) Jism hajmi. C) Kesma uzunligi. D) Moddiy
nuqta harakati. E) Modda massasi.

S. Kollinear vektorlar ta’rifi qayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har gqanday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo*nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar kollinear
deb aytiladi.

D) Bitta to*g'ri chizigda yoki parallel to‘g'ri chiziglarda yotuvchi @
va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi @ va b
vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

6. Vektorlar tengligini ifodalovchi ta’rifni ko‘rsating.

A) Bir xil yo*nalgan a va b vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli @ va b vektorlar teng deb aytiladi.

C) Turli yo*nalgan, ammo uzunliklari teng bo*lgan @ va b vektorlar
teng deb aytiladi.

D) a va b vektorlar kollinear, bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng
bo‘lsa, ular teng deb aytiladi.

E) Kollinear va bir xil yo‘nalgan @ va b vektorlar teng deb aytiladi.

7.Fazodagi i, j va k ort vektorlar uchun quyidagi tasdiglardan qaysi
biri o°rinli emas ?

A) Bu vektorlarning modullari birga teng.

B) Bu vektorlar o‘zaro kollinear.

C) Bu vektorlar o*zaro perpendikulyar.

D) Bu vektorlar koordinata o*qlarida joylashgan.
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E) Bu vektorlar koordinata o°qlari bo“yicha musbat yo*nalishga ega.
8. a=(2.—5) vektorning i va j ortlar bo‘yicha yoyilmasi qayerda
to*g‘ri Ko‘rsatilgan ?
A) a=2i-5j. B) a=-5it+2j. C)a=-2it5j. D)a=5i-2j. E)a=2i+t5j.
9.a=(2,-5, 1) vektorning i, j,_ k ortlar bo‘yicha yoyilmasi qayerda
to‘g'ri ko‘rsatilgan ?
A) a=i-5j+2k. B) a=S5it+j+2k. C) a=2i-5j+k. D) a=i+2j-5k.
E) a=2i+j-5k.
10. a=(0. 0, z) veKtor ganday xususiyatga ega?
A) Bu vektor OZ koordinata o*qiga parallel joylashgan.
B) Bu vektor OZ koordinata o*qida yotadi.
C) Bu vektor OZ koordinata o°qiga perpendikulyar joylashgan.
D) Bu vektor koordinata boshidan o*tadi.
E) To'g ri tasdiq keltirilmagan.
11. a=(3, 5) vektorning A=4 songa ko‘paytmasini toping.
A)—4 a=(~12, 5). B) -4 a=(3, —20). C)—4 a=(-12,-20).
D) <da =4-3+(—4)5=32. E) To‘g’ri javob Keltirilmagan.
12.Noldan farqli a=(xi. y1. z1) va b=(x2, y2, z2) vektorlar kollinear
bo*lishining zaruriy va yetarli sharti qayerda to*g‘ri ko‘rsatilgan?

A) x1=x2, Vi=yz2, Z17z2.
B) x1=Ax2, y1=My2, z1=Az2.
C) x1x2= y1y2= z122.

D) x1+x2=0 , y1+32=0 , z;+2,=0.

E) To*g'ri javob keltirilmagan.

13.Quyidagi vektorlar juftliklarining qaysi biri kollinear bo*ladi?

A) a=(2, 5, 1), b=(3, 6, 2). B) a=(4, 8, 6), b=(2. 4. 3).

C) a=(3,4,5). b=(6,8,15). D)a=(5,0,2), b=(10, 0, 6).

E)a=(1, 1,0), b=(1,0, 1).

14.Uchlari A(=3, 1, 0) va B(1, 7. 4) nuqtalarda joylashgan kesmaning
o‘rta nuqtasi koordinatalarining yig‘ndisi nimaga teng ?

A) 0. B) 1. C) 4. D) 5. E)=2:
2. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi, uning xossalalari va
tatbiqlari.

l.a va b vektorlarning skalyar ko‘'paytmasi qayerda to‘g'ri
ifodalangan ?

A) ab= |al'|b|. B) a-b=|a|-|b| cosp. C) ab=l|al'|b] sing.

D) a-b=|al-|b| tge. E) a-b=l|al'|b| ctge.
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2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko*paytmasi |a-b|=+|a||b|
shartni qanoatlantiradi?

A) a va b bir xil uzunlikka ega bo*lsa. B) a va b ort vektorlar bo*lsa.

C) a va b ortogonal bo°lsa. D) a va b kollinear bo'lsa.

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.

3.a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasining xossasi qayerda
noto‘g'ri ifodalangan ?

A) a-b=b-a. B) a-a=l|al’. C) a:(b+c)=a-b+ ac.

D) (Aa.b)= (a, Ab)= Ma. b). E) Barcha xossalar to*g"ri.

4.1. j, k ort vektorlarning skalyar ko‘paytmalari bo‘yicha quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o°'rinli emas?

A)iri=1 L ij=0, i k=0. B)j:j=1 ,j-i= O ;’A =0.

O kk=1,ki=0,kj=0. D)j-(i+ k=0, i (k+j)=0. k' (i+j)=0.

E)j-(i+/))=0, i-(k+i)=0, k'(j+k)=0.

5. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(xj,v1) va b=(x2.02)
vektorlarning a-b skalyar ko paytmasini hisoblash formulasini ko‘rsating.

A)ab = (,\‘ri—yl)'(.\’g'f' }-’_‘3). B) a'b = x; Vi EX2)a.

C)ab =x x2t+yim. D) a'b = x; y> + x2 y1.

E) a'b = (x1+ y1)+ (x2+ y2).

6. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(3.4) va b=(-5, 2)
vektorlarning a-b skalyar ko*paytmasini hisoblang.

A) 2. B)23. €)—l14. D)=7. E) 0.

7.a=(=8, 6) vektorning |a| modulini hisoblang.

A)|al=2. B)|aj=14. C) |a|=48. D) |aj=10. E)|a|=+14

8.a=(-2, 6. 3) vektorning |a| modulini hisoblang.

A)lal=11. B)lal=121. C)la=7. D)|a|=49. E)|a=V7

9.a=(x1, y1, z1) va b=(x2, y», z2) vektorlar orasidagi ¢ burchakning
kosinusini topish formulasini ko‘rsating.

A) VAF + yE + 22 .

B) HjoXp T Yy o) w2 -3y
2 2 2 2 2 2 2 5
X s Ha) \frl +¥ +z -\.r’r.\-5+15+:3
C) (Il +J| T = )(.‘:2 +)’2 +:2) D X " X2 "-‘JI *3s i 1t Zy " Zp R,
2 ) R ) [ 2 2 2 2 2
.‘El +J'l +:l 2 .tz +_}"2 +:2 Tl =1 1[ o .-.l— + \_\'E ‘.F_v_'; + =5

E) xi‘x: +)’i 'J’z +:1 ':2

N S e
10.a=( X , 0, =1) va b=(1, —1, 0) vektorlar orasidagi burchak ¢ =60"
bo‘ladigan . parametming qiymatlar to‘plamini toping.
A){0}. B){zl}. O {-1}. D) {1}. E) O.
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3. Vektor ko‘paytma, uning xossalalri va tatbiqlari.

1. Agar c=a=bh bo‘lsa, quyidagi tasdiqlardan gaysi biri o‘rinli emas?

A) |c|[=|allb|sing (9— « va b vektorlar orasidagi burchak).

B)cla. C)elb. D)ec,avab vektorlar bir tekislikda yotadi.

E) Keltirilgan barcha tasdiglar o*rinli.

2.Qanday a va b vektorlarning skalyar va vektorial ko*paytmalari
o°zaro teng bo*ladi?

A) a va b vektorlar teng bo‘lsa.

B) a va b vektorlar kollinear bo*lsa.

C) a va b vektorlar ortogonal bo*lsa.

D) a va b vektorlar qarama-qarshi bo‘lsa.

E) bunday vektorlar mavjud emas.

3. Agar |al=4, |b|=5 va 9=30° bo‘lIsa, |axb|=?

A)20. B)10. C©)10V3. D)4l. E) 5+/2.

4. Agar |a|=4, |b|=5 va a-b =10 bo"lsa, |a xb|=?

A)12. B)6. C)6+3. D)I0V3. E)6+2.

5. Vektorial ko*paytmaning xossasi qayerda xato yozilgan?

A)axb= bxa. B) axib=ia*b (- 0°zgarmas son).

C)ax(btc)=axb+ axc. D) axa=0. E) (atb)xc=axct+bxc.

6.(2a+b)x (2a—b) ko*paytmani hisoblang.

A) 4axa-bxb. B)0. C)4daxb. D)4|al’~|b]>. E)4dbxa.

7.Agar i, j va k ortlar bo‘lsa, ularning vektorial ko*paytmasi qayerda
to'g'ri korsatilgan?

A) ixi=l. B) ixk=j. C) ixj=k. D) kxj=i. E)kxk=k.

8.a=(0, -2, 3) va b=(l, 4, 0) bo‘lsa, axb =( x, y. z) vektorial
ko*paytmaning koordinatalarini toping.
A)(-12,3,2). B)(2,-5,0). C)(0,-8,0). D)(1,2,3). E)(0,8,0).

9.a=(0, -2, 3) va h=(1. 4. 0) vektorlardan yasalgan parallelogramm
yuzasi hisoblansin.

AVI3. B)17. ©)V157. D)129. E)l.

10.a=(0, -2, 4) va bh=(2, 4, 0) vektorlardan yasalgan ucburchak
yuzasi hisoblansin.

A)5V21. B)42l. . €)3WN21:, | D22l RO

4. Vektorlarning aralash ko‘paytmasiga doir testlar.
1. Ta’rif bo‘yicha uchta vektorning aralash ko‘paytmasi abc ganday
hisoblanadi?
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A) Dastlab a'b skalyar Kko‘paytma. so‘ngra (ab)c Ko'paytma
hisoblanadi.

B) Dastlab axb vektorial ko‘paytma, so‘ngra (axb)-c skalyar
ko*paytma hisoblanadi.

C) Dastlab axb vektorial ko‘paytma. so‘ngra (axb)xc vektorial
ko*paytma hisoblanadi.

D) Dastlab |a||b| ko*paytma, so‘ngra (|a||b))|c| ko paytma hisoblanadi.

E) To‘g'ri javob keltirilmagan.

2.Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi abc qanday geometrik
ma’noga ega?

A) a, b va ¢ vektorlardan hosil gilingan piramida hajmi.

B) a, b va ¢ vektorlarga yasalgan parallelepiped hajmi.

C) a va b vektorlardan hosil qilingan parallelogramm yuzasini |c|
modulga ko*paytmasi.

D) a va ¢ vektorlardan hosil qilingan parallelogramm yuzasini |5
modulga ko*paytmasi.

E) ¢ va b vektorlardan hosil gilingan parallelogramm yuzasini |q|
modulga ko“paytmasi.

3. Ta'rifni yakunlang: Fazodagi uchta vektor komplanar deyiladi,
agar ...

A) ular o°zaro kollinear bolsa.

B) ular o°zaro perpendikulyar bo‘lsa.

C) ular koordinata o°qlariga parallel bo‘lsa.

D) ular koordinata tekisliklarida joylashgan bo"lsa.

E) ular bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan bo‘lsa.

4. Fazodagi uchta a, b va ¢ vektorlar komplanar bo‘lishining zaruriy
va yetarli sharti nimadan iborat?

A) abe>0. B) abe<0.  C) abc#0. D) abe=0. E) abc==*1.

S. Aralash ko*paytmaning xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan?

A) abc = cab. B) abc = — bac. C) (axb)-c = a-(bxc).

D)al||l b=>abc = 0. E) |abe| = |al|b]|c].

6.a, b va ¢ vektorlar o‘zaro perpendikulyar va |a|=6, |h|=3 va |c|=4
bo‘lsa, abc aralash ko‘paytma giymatini hisoblang.

A) 18. B) 24. C)il2: D) 72. E)'l.

7.Koordinatalari bilan berilgan a=(2.-3.1), h=(1,0.4) va ¢=(5.-2.0)
vektorlarning aralash ko*paytmasi abc hisoblansin.

A) 0. B) 23. C)—46. D) -23. B)i1e

8. m parametrning gqanday giymatlarida a=(—1, 0. 1), b=(1.—1. m) va

¢=(=1, 3m, 1) vektorlar komplanar bo*ladi?
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A)lva-2. B)-lva2 C)Oval. D)~-1 va0. B el

9.a=(1,1,0), b=(1,0.1) va ¢=(0,1,1) vektorlarga yasalgan
parallelopiped hajmini hisoblang.

A) 10. B) 1. C) 2. D) 3. E) 4.

10. a=(3.2,1), bh=(1.-3,2) va c=(-1,1,0) vektorlarga yasalgan
piramida hajmini hisoblang.

A)l. B) 2. @) 3! D) 4. E) 5.
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IV-BOB. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

7-§. FAZODA TO‘G*RI CHIZIQ TENGLAMALARI. IKKI
TO‘G‘RI CHIZIQ ORASIDAGI BURCHAK. PARALLELLIK VA
PERPENDIKULYARLIK SHARTLARI.

1. Tekislik tenglamalari:

-Umumiy tenglamasi:

Av+ By +C=+D=0, (7.1)

bu yerda A.B.C.D lar haqiqiy sonlar;

-My(xo:y0:z0) nuqgtadan o“tuvchi va 7=(4.8.C) normal vektorlarga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasi

Alx—x,)+ Bly—y,)+Clz—z,)=0; (7.2)

- koordinata o‘qlarini mos ravishda a.b,c, nuqtalardan kesib o‘tgan

tekislik tenglamasi

2 o2 - {{7:3)
a b e

-berilgan uchta M;(x;,y1,21), My(x5,¥2,2,), Ms(x3,v3,23),
nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi:
Sy | 2
X2=X1 Ya—=Y1 Z2—2%|=0 (7.4)
g6y Y3 —Y1 Z3—Z
2. A(xo;yo;zg) nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikgacha bo‘lgan «
masofa
|Ax, + By, + Cz, + D]
T
3. Berilgan ikkita Ax+By+Cz+D, =0 Vva Ax+B,y+C.z+D,=0
tekisliklar orasidagi burchak () quyidagicha topiladi
L P Lo S (7.6)
JA2+BX+C2 JA42 + B: + C2 ;
4. Ikki tekislikka parallellik
A B

e (7.5)

cosp=1=

¢

TL:B_:: = (7.7)
va perpendikulyarlik shartlari:
A4, +BB. +CC,=0. (7.8)

S. Tekislikdagi tog ri chiziq ikki tekislikni kesishidan hosil bo‘ladi
Ax+By+Cz+D, =0 9
Ax+B,y+C.z+ D, =0’ ()

Bu to‘g’ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori S ushbu
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bl PSS
S=nXn,=|4, By ( (7.10)
Ay By G
formula bo“yicha aniqlanadi.
6. M(x;vi:z;)) nuqladan o°tuvchi va S =(m,n,p) yo‘naltiruvchi

vektorlarga parallel bo*lgan tog'ri chiziq tenglamasi
X=X _ ¥Y—¥

=25 (7.11)

ni " P
to*g°ri chizigning kanonik tenglama yoki
X=x,+mt;, y=y +nt; z=z,+pt (7.12)
to*gri chizigning parametrik tenglamasi deyiladi.
7. Mi(x;:vi:z)) va Mo(x>y2:z2) nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq
tenglamasi
el (W, Aol (YO (7.13)
X=X Yo~y Z T3
8. Agar ikki to*g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori berilgan bo‘lsa,
S, :(ml.n;.,rl,_) va g, - (Jr:_,.!r?.;)z), u holda

= el nym, + i, Py pPa
Cosp = :

& — (714
\/m(' +n +pp Jm; +ni + pi

9. Ikki to*g'ri chizigning parallelligi

m_mo_py

e (D)

mn, H,

bo*ladi.
10. Ikki to*g ri chizigning perpendikulyarlik sharti
mm, +nn, + pp, =0 (7.16)
11. Berilgan *— =YY _="3 (o'gri chiziq va Av+By+Cz+D=0
m n P
tekisliklar orasidagi burchak

| Am+ Bn +Cp
VLt B+ J_u: e p
12.To‘g ri chiziq va tekislikning ikkinchi parallellik sharti
Am+Bn+Cp=0 (7.18)
13. To*g‘ri chiziq va tekislikning parallellik sharti
4.2 (7.19)

m n P

sm @ =

(7.17)

bo‘ladi.
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Mustaqil bajarish uchun misollar
Y
715 .4(::;—%:::} va B{U;%:O) nuqtalardan teng uzoglikda bo‘lgan

nugqtalar geometrik o‘rnining tenglamasi yozilsin.

7.2. a) M,(-4: 0: 4) nuqtadan o*tuvchi Ox va Oy o*qglardan a=4 va b=3
kesmalar ajratuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

b) Oz o°'q hamda M(4:-2:7) nuqta orqali o°tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

c) N(4:-5:7) nuqta orqali o°tib. Oyz tekislikka parallel bo*lgan tekislik
tenglamasini tuzing.

7.3.a) 1) x—2y+2-—8=0 va x+z-6=0; 2) x+2z-6=0 va x+2y—-4=0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

) M;(2:3;-1) va M>(15:3) nuqtalardan o°tib 3x—y+3-+15=0
tekislikka perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

¢) 2x+3y-5z+30=0 tekislikning koordinata o°glari bilan kesishgan
nugqtalarining koordinatalarini toping.

7.4. (-1; -1: 2) nuqtadan o‘tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda
x+2y-2z+4=0 tekisliklarga perpendikulyar tekislikning tenglamasi
yozilsin.

7.5. 4x+3y-5--8=0 va 4x+3y-5z+12=0 parallel tekisliklar orasidagi
masofa topilsin.

7.6. 2x—y+3:-9=0;, x+2y+2:-3=0: 3x+y-4z+6=0 tekislikning
kesishgan nugtasi topilsin.

x=z =3 y-2 z-3 e 2 :
7457154 D) {‘ 4+52 va?2) {tT == :T to*g'ri chiziglarning xQOy va
y= >

2 2
xO:z tekisliklardagi izlari topilsin va to‘g*ri chiziglar yasalsin.
x+2yv+32-13=0
T 3x+4 p+4z—-14=0
bo‘yicha; 2) kanonik ko‘rinishda yozilsin. To*g ri chizigning koordinata
tekisliklaridagi izlari topilsin hamda to‘g‘ri chiziq va uning proyeksiyalari
yasalsin.

} to*g'ri chiziq tenglamalarini: 1) proyeksiyalari

1= 3 =17 x=4 2 S » .
7391 {{ ; 2) {J g 3) {r to*g‘ri chiziq yasalsin va ularning
= = =

vektorlari aniglansin.
7.10. A(-1; 2; 3) va B(2; 6; -2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamalari yozilsin va uning yo*naltiruvchi kosinuslari topilsin.
7.11. A(2; -1; 3) va B(2: 3: 3) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
yasalsin va uning tenglamalari yozilsin.
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X—y+z=4=0 xX+y+z—4=0
7 o il a [**-

2x+ y—2245=0 |2x+3y-z-6=0
burchak topilsin.

7.13. a-—é == to‘g'ri chizigning x=z+1, y=1-z to'g'ri chiziqqa

perpendikulyar ekanini ko*rsating.

to*g'ri chiziglar orasidagi

- : 5 = x=2y+z=4
7.14. (-4: 3: 0) nuqtadan o‘tuvchi va 594 3
2xty—z=

} to*g‘ri chizigga
parallel bo*lgan to*gri chiziq tenglamalari yozilsin.
7.15. (2: -3: 4) nuqtadan Oz o°qqa tushilgan perpendikulyarning

tenglamalari vozilsin.

, ; x+l y+2 z-I e
7.16. N(2: -1. 3) nuqtadan ‘*_:l};_;T to‘g‘ri chizigqacha
| -
bo*lgan masofa topilsin.
x—2 yp+l z+3 x=1 y=1 2z+1 e . s
7.17. e N parallel to*g'ri chiziglar

orasidagi masofa topilsin.
7.18. y=3x-1, 2z=-3x+2 to'g'ri chiziq bilan 2x+y+z-4=0 tekislik
orasidagi burchak topilsin.
i3 G et “'*1' ;-":' to‘eri chiziq 2v+y--=0 tekislikka parallel

) =
ekanligi, **! _‘_1_' -Z2 {o'g'ri chiziq esa shu tekislik ustida yotishi
ko*rsatilgan.
7.20. (-1; 2; -3) nuqtadan o‘tuvchi va x=2, y-z=1 to'g'ri chiziqqa

perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
x=2 _ y-3 =+l M _ :
721, —=-Y"-_ to‘g‘ri chiziqdan va (3; 4; 0) nuqtadan o*tuvchi

I 2 3
tekislikning tenglamasi yozilsin.
x=1_ v+l =42 €t s . i
7.22. ‘—1—%= : to‘g'ri chizigdan o‘tuvchi va 2v+3y-z=4

tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

7.23. 23 .r_ =7l gy 2HL_y=l 2 panallel to‘g'ri chiziglardan

2o L2 1 1 2
o‘tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.
7.24. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi va 4y=3x,y=0 va ==0
tekisliklar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to*g°ri chiziq tenglamalari
yozilsin va o‘sha burchaklar topilsin.
7.25. x=2—-1. y=1+2. z=1-¢ to‘g'ri chizigning 3x-2y+z=3 tekislik

bilan kesishgan nuqtasi topilsin.
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7.26. (2: 3: 4) nuqtaning x=y==z to'g'ri chiziqdagi proyeksiyasi
topilsin.

7.27. Quyidagi tekislik tenglamasini tuzing va tegishli shaklni
chizing.

a) My(4,—5,7) nuqtadan o‘tuvchi va Oxz koordinatalar tekisligiga
parallel tekislik:

b) Ox o*qqa parallel hamda ikki M, (4,3, —6) va M, (5,7,1) nuqtadan
o‘tuvchi tekislik:

v) Oz o'q va My(—3,2, —1) nuqta orqali o‘tuvchi tekislik:

g) My(2,—1,1) nuqtadan o°tuvchi va normal vektori 71 = {1, —2,3}
bo*lgan tekislik:

7.28. M;(—1,3,4), M,(2,3,—3) va M;(3,4,2) nuqgtalardan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini toping.

7.29-7.40 gacha. Fazoda umumiy tenglamalari berilgan to‘g‘ri
chiziglarning kanonik tenglamasini tuzing.

x—y+2z+4=0 x—2y+3z—4=0
7'29'[3x+y—52—8=0 7'30'{3x+2y+52—4:0

2x+3y—2z24+6=0 x—=3y+z+3=0
731[3x+3y+z—1=0 e 9y — 3y~ 2246=0
733[ 7.34.

6x— 5y +32+8=0

3x+4y+3z+1=0 2x —4y—2z2+4=0
{6x+5y—4z+4:0

S (x=3y+-3z+1=0 x+5y—z+11=0
73"’{5x+3y+2z—4=0 %0y 5y -37—1=0
x+3y+2z+14=0 X=y4+2z—-1=0
137 {5x+3y+22—-4=0 7'38'{x+y+z+11=0
x+5y+2z—=5=0 x+y—2z—2=0
739{231:—~5y+z+6=0 7'40'{6x—y—4z—3:0

7.41. Ikkita M,(3,—1,2) va M,(4,—2,—1) nuqta berilgan. M,
nuqtadan o‘tuvchi va M;M, vektorga perpendikulyar tekislik
tenglamasini tuzing.

7.42. Uchburchakning uchlari berilgan: M (3,5, —2), N(=5,2,3) va
P(—3,4,2) P uchidan o‘tkazilgan mediananing parametrik tenglamasini
tuzing.

7.43. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi 2x —y +3z—1 =0 va x +
2y +z = 0 tekKisliklarga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

7.44. P(2,—1,4) nuqtadan M;(1,—2,1), M,(2,3,—4) va M5(3,4,1)
nuqtalar orqali o*tuvchi tekislikkacha bo*lgan d masofani toping.
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7.45. M,(4,5,6) va M,(—3,—1,2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigqa nisbatan P(2, —5,7) nuqtaga simmetrik @ nuqtani toping.

7.46. Uchburchakning A(2,—2,4) va B(—2,—3,4) uchlari berilgan.
Uning C uchidan AB tomonga o‘tkazilgan medianasiga B uchidan
tushirilgan perpendikulyar uzunligini hisoblang.

7.47. M,(1,—1,2) va M,(—3,—2,1) nuqtalardan o‘tuvchi x — 2y +
3z + 5 = 0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

7.48-7.57 gacha. Berilgan to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning

kesishish nugtasini toping.
=3 y+2 z=5

748 =222 X+2y—2z+25=0.
749. o =22 =22 2x—7y—32+21=0.
750 =2 =22 Sx —2y—z—13=0.
75122 =222 5x-2y+3z-3=0.
75 5= =2 =2 5x—2y+3z—3=0.
7532 =22 =22 4x + 9y + 5z = 0.
7.54.%1:%:%, 5x—2y+3z-3=0.
755 2 =12 =2 6x—y—4z—3=0.
7.56. = =22 =22 Sx—7y—3z+11=0.
geT a2 X —F 3x+7y—z—6=0.

3 0 -2’

7.58-7.77 gacha. ABCD  piramidaning uchlari berilgan.
Quyidagilarni toping.

a)ABC tekislik tenglamasini:

b) AB qirra tenglamasini;

¢)D uchidan o‘tuvchi ABC o‘qqa perpendikulyar to‘g'ri chiziq
tenglamasini;

d) C uchidan o‘tuvchi AB qirraga parallel to‘g'ri chiziq
tenglamasini;

e)D uchidan o‘tuvchi AB qirraga perpendikulyar tekislik
tenglamasini

f) ABC va ABD yoqlar orasidagi burchak kosinusini;

g)D uchidan ABC yoqqacha bo‘lgan masofani.

7.58. A(7,3,5), B(5,3,2), €(10,2,4), D(7,—2,1).

7.59. A(—8,—6,—3), B(4,2,1), €(0,5,2), D(0,2,5).

7.60. A(7,—-3,14), B(—6,0,5), €(1,2,1), D(=2,-1,2).
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7.61. A(5,5,—6), B(—4,—8/4), C(1,7,—1), D(—4,0,—2)
7.62. A(—5,4,6), B(=3,7,4), C(1,5,—2), D(—4,4,—3).
7.63. A(16,—8,—13), B(6,2,5), C(—3,0,3), D(0,2,1).
7.64. A(6,4,—6), B(—7,—8,4), €(10,14,—2), D(—13,0,—1).
7.65. A(15,3,—2), B(=5,—7,4),C(1,6,—2), D(—4,9, —3).
7.66. A(3,6,—7), B(—8,—4,3), C(2,8,—3), D(-9,1,—5).
7.67. A(5,4,—12), B(—4,16,4), C(11,7,1), D(—4,2,—12).
7.68. A(15,5,6), B(11,—8,4), €(10,7,21), D(4,1,—0).
7.69. A(1,4,16), B(7,—8,—4), €(0,7,—1), D(=5,0,2).
7.70. A(11,5,6), B(=5,9,2), €(10,6,—1), D(—4,0,—5).
7.71. A(13,5,5), B(—4,4,3), C(1,5,—1), D(~8,1,—2).
7-72. A[,6,—2),B(—3,—6,4),C(1,4,—2), D(~4,2, —3).
7.73. A(5,5,—6), B(—4,—8,4),C(1,7, —1), D(=3,0, —2).
7.74. A(0,8,—4), B(—14,—2,—3), C(2,5,—6), D(—5,0,0).
7.75. A(5,5,—6), B(—4,—8,4),C(1,7,—1), D(—4,0, =2).
7.76. A(4,3,7), B(—3,—4,5), C(12,7,4), D(22,0,12).

7.77. A(3,2,1), B(=5,4,3), C(2,9,—1), D(0,0, —3).

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
Tekislik va uning tenglamalari.

1. Tekislikning umumiy tenglamasi qayerda to°liq va to'g‘ri
ifodalangan?

A) Ax+By+Cz+D=0. B) Ax+By+CDz=0. C) Ax+By+H(C+D)z=0.

D) Ax'+By '+Cz'+D=0. E) Ax*+By*+Cz*+D=0.

2. Umumiy tenglamasi 2x—5y+4z+9=0 bo‘lgan tekislikka tegishli va
koordinatalarining yig‘indisi 15 bo‘lgan M(x.,y.5) nugtaning abssisasini
toping.

A) 4. By =7 G)3. D) 0. E)—1.

3. Umumiy tenglamasi 2x—5y+4z-9=0 bo‘lgan tekislikka tegishli, 0Z
o‘qda yotuvchi va koordinatalarining yig‘indisi birga teng bo‘lgan
nuqtaning ordinatasini toping.

A) 4. B) —7. @3 D) 0. B)—1:

4. Quyidagilardan qaysi biri Ax+By+Cz+D=0 tenglamali tekislikning
n normal vektori bo‘ladi?

A) n=B.C,D). B) n=(A.C.D). C) n=(A.B,C). D) n =(A.B.D). E)
n=(C.A.B).

5. Tasdigni yakunlang: Umumiy tenglamasi Ax+By+Cz+D=0
bo‘lgan tekislikning n=(A,B,C) normal vektori shu - .
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A) tekislikda yotadi. B) tekislikka parallel bo*ladi.
C) tekislikka perpendikulyar bo‘ladi. D) tekisliikka og*ma bo*ladi.
E) to*g'ri javob keltirilmagan.

6. 3x+4y+7z—81=0 tenglama bilan berilgan tekislik normalini

aniglang.
A)n=(3.4-81). B) n =(3,—4.-81). C) n=(4,7-81).
D) n =(-3,—4.81). E) n=(3.4.7).

7.Quyidagi tenglamalardan qaysi biri koordinatalar boshidan
o‘tuvchi tekislikni ifodalaydi ?

A) Ax+By+D=0, B) Ax+By + Cz=0. C) By+Cz+D=0.

D) Ax+By+Cz+D=0. E) Ax+Cz+D=0.

8. xty—=z=0 tenglamali P tekislik to*g‘risidagi quyidagi tasdiglardan
qaysi biri orinli?

A) P koordinatalar boshidan o‘tadi. ~ B) P OXY tekisligiga parallel.

C) P OXZ tekisligiga parallel . D) P OYZ tekisligiga parallel.

E) P tekislik OZ koordinata o‘qiga perpendikulyar.

9. Ax+By+Cz+D=0 tenglama A=D=0 holda ganday P tekislikni
ifodalaydi?

A) P OX o*qiga parallel. B) P OX o‘qiga perpendikulyar.
C) P OX o*qi orqali o‘tadi. D) P OY o*qiga perpendikulyar.

E) P OY o*qiga parallel.

10. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri OZ koordinata o‘qidan
o‘tuvchi tekislikni ifodalaydi ?

A) Ax+By+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+By=0.

D) By+Cz+D=0. E) By +D=0.

11. Quyidagi tenglamalardan gaysi biri OY koordinata o*qiga parallel
tekislikni ifodalaydi ?

A) Ax+By+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+By+D=0.

D) By+Cz+D=0. E) Ax +D=0.

12. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri XOZ koordinata tekisligiga
parallel tekislikni ifodalaydi?

A) Ax+By+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+By=0.

D) By+Cz+D=0. E) By +D=0.

13. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri YOZ koordinata tekisligini
ifodalaydi?

A)By=0. B)Cz=0. C)Ax=0. D)By+Cz=0. E)Ax+D=0.

14. Tekislikning kesmalardagi tenglamasi qayerda to*g'ri yozilgan?

A)E+£+E=l, B) ax+ by +cz=1. C)§+=E+£=0.

xX y z a b c
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dunbi G b a b e
15. Tasdigni yakunlang: Koordinata boshidan o‘tmaydigan,
koordinata o‘qlariga parallel bo‘lmagan va Ax+By+Cz+D=0 umumiy
tenglama bilan berilgani tekislikning kesmalardagi tenglamasiga o‘tish
uchun umumiy tenglama --- soniga bo*linadi .
A)-C. B) —A4. C)-B. D) -D. E) —(4*+B*+C?).
16. 3x—4y+12z-24=0 tekislikning kesmalardagi tenglamasini toping.

A) LA AT B) e, 2 1. C) B S
D 4 —6 3 24
DT 2 B+t .
884 AR

17. Tekislikning normal tenglamasi qayerda to‘g‘ri yozilgan?

A) xcos™'a+ycos™! B+zcos 'y —p=0.

B) .t_]cosa+y"]cosB+3"cosy -p=0. E) xcosa.—ycosp—zcosy+p=0.

C) xcosat+ycosB+zcosy—p=0. D) x*cosat+y’cosPtz’cosy—p=0.

18. Tasdigni to‘ldiring: Tekislikning umumiy Ax+By+Cz+D=0
tenglamasidan uning normal tenglamasiga o‘tish uchun bu tenglama -
ifodaga bo‘linadi.

A) +VA2+B2+C2. B)+VA+ B+ D C)+VB*+C* +D*.

D) +VA +B +C + D’ . F) + |4 T|3|+|C|+|H.
19. Umumiy tenglamasi 2x+2y+z—18=0 bo*lgan tekislikning normal

teng]amasini {oping

18 2 2 I 18
A) y+ —0)F B) —ax+ y+——=z——==0,
‘\/— J_ \/_ ) \6 \E 3 \-'E
2 20 2
C)ﬁ\+2_}+l-:—6=0. D) —.\'-I——_l-’-i-l:—E:U.
3 3 5 5 5 5

E) x-c0s60%+ y-c0s30%+ z-cos45°—9=0.
20. Quyidagilardan qaysi biri tekislikning normal tenglamasi bo‘ladi?

A)—ri——s—v+l*—5 0. B)— -—)1r—£:—1320.
13 13 B
5 2
C)—:‘x+—I v+£-v—9 0. D) —x—-‘;--)-'+l—'“z~ =0.
15E8 13 13 133 13

E) x:c0s60%+ y-cos30%+ z:cos45°—9=0.

Tekislikka doir asosiy masalalar
1. Berilgan Mo(x0.y0.20) nuqtadan o‘tuvchi tekisliklar dastasining
tenglamasi qayerda to*g‘ri ifodalangan?
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A) A(x+x0)+B(y+y0)+C(z+20)=0. B) Axxgt+ByyotCzzo=0.
X=X V=0 Z—=2y e o e T

C)A-i-B+C=0. D).4+B+C

E) A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—20)=0.

2.Fazoning M(1.2,-3) nuqtasidan o‘tuvchi tekisliklar dastasi
tenglamasini Ko rsating.

A) Ax+2By-3Cz=0. B) A(x—1)+B(y—-2)+C(z+3)=0.

C) A(x+1)+B(+2)+C(z—3)=0. D) Ax+2By-3Cz+D=0.

E) A(x—1)+B(-2)+C(z-3)+D=0.

3.M(3.2.-1). M>(0.3.1) va Ms(4.5.0) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini ko rsating.

A) 2x—p+z—3=0. B) x—2y+z+2=0. C) x+2z+1=0.

D) x—y+z=0. E) x—2y+2z+3=0.

4.M;(3.2.—1), M>(0.3.1) va M3(4,5.0) nuqtalardan o*tuvchi tekislikda
yotuvchi Mg(x.—4. 7) nuqtaning absissasini toping.

A) xo=—3. B) xo=35. C) xo=1.5. D) X0=9. E) xo=0.

5. Berilgan Mo(x0,)0,20) nuqtadan o‘tuvchi va n=(A.B,C) vektorga

perpendikulyar tekislik tenglamasini korsating.

=0,

A) A(x+x0)+B(y+y0)+C(z+20)=0. B) Axxot+ByyotCzzo=0.
) X—x, \'—;Vi_. +:—_:-'-'-~0 D) _\-+_\'“+'\-+_1'n+z+z,,=0.
A B (8 A B G

E) A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—20)=0.

6.M(1.2.3) nuqtadan o‘tuvchi va n=(3.2.1) normal vektorga ega
tekislik tenglamasini yozing.

A) 3x+2y+z—10=0. B) x+2y+32z—14=0. C) 2x+3y+z-11=0.

D) x+3y+22z—13=0. E) 3x+y+2z—11=0.

7.Berilgan Mo(3.—4.0) nuqtadan o‘tuvchi va n=(1.2,-3) normal
vektorga ega bo‘lgan tekislikda yotuvchi N(-3.8, z) nuqtaning
aplikatasini toping.

A) z=0. B)z=5. C)z=-1. D) z=6. E)z=-3.5.

8. Mo(x0.00,20) nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo‘lgan
masofani topish formulasini ko‘rsating.

A) d =|Ax, + By, +Cz, + D). B) d =.[|Ax, + By, + C=, + D|.
|A.\'(, + By, + Cz, + DI

\l'ff: -f-B: + C F

|A+x,+B+y, +C+z,+D|
NA? + B +C° :

C)) = D) d=
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9.3.\""4}"—2\%:4'!4:0 tekislikdan koordinata boshigacha bo‘lgan
masofani toping.

A) 14, B) 7. ©)2; D) 1. E) 2v6.

10.Ushbu 4x+3y-5z—8=0 va  4x+3)y—5z—12=0 parallel tekisliklar
orasidagi masofani toping.

2.2

A) 4. B) 20. C) V2. D)'==.

11.x+ty—=—1=0 va 2x—2y-2z+1=0 tekisliklar orasidagi burchak
Kosinusini toping.

A) 0. B) 1. C) V3/4. D) 1/3. E) 3/4.

12.x+y-18=0 va y+z-72=0 tenglamalar bilan berilgan tekisliklar
orasidagi burchak topilsin.

o]

E) 24

= =

A)30°. B) arccoslf. @) 45" D) arccozs%. E) 60°.

13.Normal vektorlari m=(-1. —1.0) va m>=(0, —1. —1) bo‘lgan
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

A)45%.  B)30°%  C)arccos 2. D) 60°. E) 90°.

14. A\x+By+Ciz+tD\=0 va Ax+Byy+Chrz+D>=0  tekisliklarning
parallellik sharti qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

4 B D 4 € D A4y By €
A _1=_1.=._I = B _]_: _|: ‘_L. C I.: 1 = L 5
; 4, B, D, ) 4, C, D, ) A4, B, G
D)Pl:g:& E);‘;_'=£1_=C.I.‘_=Bl
B G D, MG D

15.kx—2y+5z+10=0 va  6x—(1+k)y+10z—2=0 tekisliklar &
parametrning qanday qiymatida parallel bo*ladi ?

A) k=3. B)l=—4. C)k=2. D) k= -5. E) k=+1.

16.Umumiy tenglamalari Awx+Biy+Ciz+D=0 va
Axx+Boy+Coz+D>=0 bilan berilgan tekisliklarning perpendikulyarlik
shartini ko‘rsating.

A) A\Ar+B\Bo+CCa+Dy1D>=0. B) A1A2+ByBy+D)D>=0.

B,

C) A142+B1Bs+C1C=0. D) BiBy+CiCo+DiD>=0. E) "4’_ -2 (‘;

17.kc-2)-52#10=0 va  6x—(1+k)+102—2=0 tekisliklar &
parametrning qanday giymatida parallel bo‘ladi?
A)k=3. B)i=—4. C)k=6. D)k=-5.  E)k=tl.
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18.x—y—1=0, y+z=0 va x—z—1=0 tekisliklarning kesishish nugqtasi
koordinatalarining yig‘indisini toping.

A) 0. B) 1. By=18 D) 4. E)—4.

19.2x—3y+4z—12=0 tenglama bilan berilgan tekislikning koordinata
oqlari bilan kesishgan nuqtalarining koordinatalari topilsin.

A) (-1.0.0), (0,-5.0). (0,0.4). B) (—6.0,0). (0, 3.0), (0,0.,4).

() (5.0.0), (0,-4,0). (0.0,-3). D) (6.0,0). (0, -4.,0), (0,0,3).

E) (1.0,0). (0. 3.0), (0.0.5).

20. M(2. —1.1) nuqtadan o°tib, 3x+2y—z+4=0 tekislikka parallel
bo'lgan tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalarining
koordinatalarini toping.

A) (—1,0.0), (0, =5,0). (0,0.4). B) (=6.0,0), (0, 3.0), (0,0,4).

C) (5.0.0), (0,-4.0). (0,0,-3). D) (6.0,0). (0, -4.,0), (0,0,3).

E) (1,0,0), (0, 3/2,0), (0.0,-3).

, . o X Vv £ eiiae
21.Kesmalardagi tenglamasi == +-6=[ bo*lgan P tekislik va

koordinata tekisliklari bilan chegaralangan piramida hajmini toping.

A) 90 B) 60. C) 45. D) 30. E) 15.
22.Kesmalardagi tenglamasi '-‘:+'§+—%=I bo‘lgan P tekislik va
a £ =

koordinata tekisliklari bilan chegaralangan piramida hajmi 72 kub
birlikka teng. Noma’lum a parametr giymatini toping.

A) 2. B)—2, C) £2. D) +12. E) 6.

23.M(3, —2.1) nugtadan o‘tib, a,=(0.1,~-2) va a>=(5.0.2) vektorlarga
parallel bo*lgan tekislik tenglamasini toping.

A) 3x+2y—z—4=0. B) 3x—5y+2z-21=0. C) 2x—10y—5z—21=0.

D) 2x+5y—z+5=0. E) 5x—12y-3z—36=0.

Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari.

I.Mo(x0.00.20) nuqtadan o‘tuvchi va a=(m.np) vektorga parallel
to‘g’ri chizigning kanonik tenglamasini ko rsating.

X—m y—n - xX+m y+n Z+ p
e = B) LR ETR
'\U Y0 =0 X ."n =0
vy =K P37 i A R y+y ok 1
C) - == == = 2 - D — L =L =
m 1 P ) m i P

E) To*g ri javob keltirilmagan.
Y—Yo -y =0
n P

ko‘rinishda bo‘lgan L

- . X
2.Kanonik tenglamasi —=
m

to*g‘ri chiziq qanday xususiyatga ega?
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9.3x+4y-26 z+14=0 tekislikdan koordinata boshigacha bo*lgan
masofani toping.

A) 14, B) 7. ) 2. D) 1. E) 2v6.

10.Ushbu 4x+3y-5z—8=0 va 4x+3y-5z—12=0 parallel tekisliklar
orasidagi masofani toping.
22
A) 4. B) 20. €)2. D) =

11.x+y—=—1=0 va 2x-2y-2z+1=0 tekisliklar orasidagi burchak
kosinusini toping.

A) 0. B) 1. C) V3/4. D) 1/3. E) 3/4.

12.x+y—-18=0 va y+z—72=0 tenglamalar bilan berilgan tekisliklar
orasidagi burchak topilsin.
3 V3

A)30°.  B) arccos % @) 45% D) arccos -

)

E) 2.2.

I

E) 60°.

LY
13.Normal vektorlari m=(—1, —1.0) va m>=(0, —1, —1) bo‘lgan
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

A) 45°. B) 30°. @)arccos 2. D) 60°. E) 90°.
]

14. A\ x+B\y+Ciz+D1=0 va Ax+By+Crz+D>=0 tekisliklarning
parallellik sharti qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

4, B D e’ D @B €
AN ob L ) N AR Wi N L
) 4, B, D, ) 4, G D, ) 4, B, G
D)ﬁ=§L:D1 E)i:ﬂzgzi’l
B GoaeD ANRB NG, D,

15./x—2y+5z+10=0 va  6x—(1+k)y+10z—2=0  tekisliklar &
parametrning qanday qiymatida parallel bo‘ladi ?

A) k=3. B)k=-4. C)k=2. D) k= -5. E) k==1.

16.Umumiy tenglamalari Ax+Bjy+Ciz+Di1=0 va
Axx+Byy+Crz+D,=0 bilan berilgan tekisliklarning perpendikulyarlik
shartini ko‘rsating.

A) A\Ar+B\Bo+C\Ca+D1D>=0. B) A\A>+B)B>+DD>=0.

C) Aidx+BiBr+C1Co=0. D) BIBrC\Co+DiD=0. B) S-= 7= 0.

17.kx—2y—5z+10=0 va  6x—(1+k)y+10z—2=0 tekisliklar k&
parametrning qanday qiymatida parallel bo*ladi?

A) k=3. B)k=—4. C)k=6. D) k=-5. E) k==+1.
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18.x—y—1=0, y+z=0 va x—z—1=0 tekisliklarning kesishish nuqtasi
koordinatalarining yig indisini toping.

A) 0. B) 1. C)—l. D) 4. E) —4.

19.2x—-3y+4z—12=0 tenglama bilan berilgan tekislikning koordinata
o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarining koordinatalari topilsin.

A) (-1.,0,0). (0, -5.,0), (0,0,4). B) (-6.0.0), (0,3.0), (0,0.4).

C) (5,0,0), (0,-4,0), (0,0,—3). D) (6.0.0). (0.-4,0), (0,0.3).

E) (1,0,0). (0.3.,0), (0.0.5).

20. M(2. —1.,1) nuqtadan o°tib, 3x+2y—-z+4=0 tekislikka parallel
bo‘lgan tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish nugqtalarining
koordinatalarini toping.

A) (—1,0,0). (0, —5,0). (0,0.4). B) (—6.0,0), (0, 3.0), (0,0.4).

C) (5.0,0). (0. -4.0). (0,0,=3). D) (6.0,0), (0.-4.0), (0,0.3).

E) (1,0,0), (0, 3/2.0). (0.0,-3).

21.Kesmalardagi tenglamasi =+ -+ >=1 bo‘lgan P tekislik va

L = 3 I

."'
5 =2
koordinata tekisliklari bilan chegaralangan piramida hajmini toping.

A) 90 B) 60. C) 45. D) 30. E) 15,
22.Kesmalardagi tenglamasi > + 3 +i9 =1 bo‘lgan P tekislik va
a -

koordinata tekisliklari bilan chegaralangan piramida hajmi 72 kub

birlikka teng. Noma’lum a parametr giymatini toping.

A) 2. B)—2. C)=t2 D) +12. E) 6.

23.M(3, -2,1) nugtadan o‘tib, @;=(0,1.-2) va @>=(5,0,2) vektorlarga
parallel bo*lgan tekislik tenglamasini toping.

A) 3x+2y—z—4=0. B) 3x—5y+2z-21=0. C) 2x—-10y-5z-21=0.

D) 2x+5y—z+5=0. E) 5x—12y—3z—36=0.

Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari.

I.Mo(x0.0.20) nuqtadan o‘tuvchi va a=(m,np) vektorga parallel
to*g’ri chizigning kanonik tenglamasini ko rsating.

LN | =

xX—m y=n Z=p X+t ytn Sz
A) - = = — l . B) — — %
X0 Yo z0 X Yo 2
X— X, P o X+ X V-t Yy ZiAs
) =X ET 5 D) —t=—=t=
m 1 P n n P

E) To*g'ri javob keltirilmagan.
J-'—.‘l."n s :‘_:u
n

ko‘rinishda bo‘lgan L

: o
2.Kanonik tenglamasi —=
m

to*g'ri chiziq ganday xususiyatga ega?
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A) L to*g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga parallel joylashgan.
B) L to‘g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga perpendikulyar
joylashgan.
C) L to*g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o‘tadi.
D) L to*g‘ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o*tmaydi.
E) To"gri javob keltirilmagan.
—Xy  P—=Vp Z=2

- e S 5 X <0 :
3.Fazodagi L to‘g'ri chizigning L2 ==-0="_"2kanonik
n n P

tenglamasida m=0 bo‘lsa, L ganday xususiyatga ega bo‘ladi?

A) L to°g'ri chiziq OX koordinata o*qiga parallel joylashgan.

B) L to°g'ri chiziqg OX koordinata o°qiga perpendikulyar joylashgan.

C) L to*g'ri chiziq OX koordinata o*qiga parallel emas.

D) L to*g'ri chiziq OX koordinata o*qiga perpendikulyar emas.

E) To"gri javob Kkeltirilmagan.

4.Kanonik tenglamasi -‘—:—3 = -"—'%—l - -:: bo‘lgan to*g'ri chizigning
yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini toping.

A) (-3,1,0). B)(3,-1,0). C)(2.5,-3). D)(-2,-5,3). E)(3, 1,0).

5.Kanonik tenglamasi ‘—;3 = L4 =2 1: 4 bo lgan to‘g'ri chiziqg
— J
yo'naltiruvchi vektorining modulini toping.
A)l B) 7. G)1 5 D) 13. E) V11.

6. Kanonik tenglamasi 1‘7‘%?’- = 1;] = :ﬂ bo‘lgan to‘g'ri chiziq
¥ =D
boshlang®ich nuqgtasining koordinatalarini toping.
A) (=3, 1,0). B)(3,-1,0). C)(2.5,-3). D)(-2,-5,3). E)(3, 5, 0).
7.Quyidagilardan gaysi biri fazodagi Mo(x0.)0.20) boshlang‘ich nuqta
va a=(m,n,p) yo‘naltiruvchi vektorga ega to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasiga teng kuchli emas?

A) xxo=mt, yyvo=nt, zzo=pl . B) x —mt=xo, y-nt=yo, z—pt=zq.
C) x=xo=mt, y—yo=nt, z—z¢=pt. D) x—xo—mt=0, y—vo—nt=0, z—zo—pt=0.
X=X, =V =—Z,
E) e =1.
m n P

8. Kanonik tenglamasi ‘—;é ~ ‘—:l = % bo*lgan to*g‘ri chizigning
parametrik tenglamasini toping.

A) x=2-3t, y=5+t, z=-3. B) x=2+3¢, y=5—t, z=3.

C) x=3+2¢, y=—1+51, z= -31. D) x=3-21, y= —1-5¢, z= 3t.




E) x=3+21, y=5+1, z= =31,

9.To'gri chizigning x=3+21, y=2+51, z= 4-3¢ parametrik tenglamasi
bo‘yicha uning kanonik tenglamasini toping.
_“ y - * — ) — z
A) ___lflz;- B)" 3=) S= +1-
2 5 -3 2 3 —3
x= -2 z-—4 x—3 y-2 z-¢ e r+1 z-
C)_\___?a:‘\_ et D)_\_J:_i___ 4_ E.)‘ 2:,1+ $ |-4‘
2 5 -3 2 5 -3 3 5 3
10.Fazodagi to*g*ri chizigning umumiy tenglamasini Ko‘rsating.
A) Ax+By+C=0. B) Ax+By+Cz+D=0.
C) Aix+B1y+Cz+D = Ax+Byy+Caz+D;.
D) Ax+By+Ciz+D =0 L Ax+By+Cz=0
AsX+ Byy+ Cyz + Dy =0 0

X

Ax+By+Cz=
[2x+3y+52-7=0
| x—p+2z+45=0
chizigning parametrik tenglamasini toping.

I.Umumiy tenglamasi bo‘lgan to'g'ri

5 2 : < 17
A)_r:2+--~!. ‘1'-—:1—3:'. z=1. B) .r=—§—~]—lf, p=——=1, z=I
3 5 5 5 5

7 8
C) .t'=l—+—r_ ‘1'=-—-q+?-! z=¢t. D) \:(:1—21. 1=z-ﬂ!. z=1
2h 3 3 D 5 33

E) x=5+2, y=4-7t, z=t.
‘I]‘ “ BI.‘} s C.l._; r D' - 0
Ax+ Byy+Crz+ D, =0

to‘g'ri chizigning @ yo‘naltiruvchi vektori qaysi formula orqali
aniglanadi?

2. Umumiy tenglamasi { bilan berilgan

i J = J . — i1k
A)“_‘,r, ¢, |- Ba=, g p|- C)“*:,,i B G
A C D A, B D, VRN (e
i ] Kk i 1 k|
D)e=8 ¢, b| E)a=|4 bp c|-
B, C, D,| 4 ol

13.Umumiy tenglamasi {2"' #3+32-7=0 potlgan to‘g ri chizigning
: x—y+2=2+5=0

a yo*naltiruvchi vektorini toping.
A) a=(2,-7,1). B) a=(-5,13.4). C) a=(0,-4,~14).
D) a=(11,1.-5). B) a=(—12,-6,=1):
14.Fazodagi to‘g‘ri chiziqning qanday tenglamasi bo*lmaydi?
A) parametrik.  B) normal. C) umumiy. D) kanonik.
E) keltirilgan barcha tenglamalarga ega bo‘ladi.
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15.Quyidagi sistemalardan qaysi biri ushbu kanonik tenglama bilan

berilgan fazodagi L
ifodalamaydi:

xXx=5S  yp—dd z—]

2 =R =3
A) [7x+2y—-43=0
3x -2=—17=0

D) barcha sistemalar L to‘g‘ri chizigning

ifodalaydi.
E) barcha sistemalar
ifodalamaydi.

chizigning

Tx+ 2y —43 =

- 7=

chizigning
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C) [3x—2z—-17=0,

33 Tz—35 (4]

umumiy tenglamasini
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V-BOB. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH. BIR
O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING DIFFERENSIAL HISOBI

8-§. KETMA-KETLIK VA FUNKSIYANING LIMITI. BIRINCHI
VA IKKINCHI MUHIM LIMITLAR. FUNKSIYANING
NUQTADAGI UZLUKSIZLIGI.

8.1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi

Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural 72 songa (1€ N) bitta
x, haqiqiy son mos qo‘vilgan bo‘lsin (/:n—x,). Ravshanki, bu holda
argumenti 72 bo*lgan funksiyaga ega bo‘lamiz. Bunday funksiya natural
argumentli funksiya deyiladi:

x, = f(n).

Bu funksiya giymatlaridan iborat ushbu

A e S B (8.1)

to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi va {x } Kabi belgilanadi. x,,x,,...
sonlar (8.1) ketma-ketlikning hadlari, x, esa (8.1) ketma-ketlikning
umumiy yoki 72-hadi deyiladi.

n

. | , - At ; |
Masalan, har bir natural 72 songa — sonni mos qo‘yish bilan (n — —)
n n

ushbu

ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi x, =—

n
bo*ladi.

8.2. Sonlar ketma-Kketligining limiti

Biror {x, }: X5 3 X M
ketma-ketlik va @ soni berilgan bo*Isin. Ushbu

(a—¢g,a+e)=U_(a)

interval (sonlar to*plami) « A
nuqtaning  atrofi (& -atrofi) Grr s
deyiladi, bunda & -ixtiyoriy
musbat son (8.1-chizma)

8.1-chizma
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1-Ta’rif. Agar a nuqgtaning ixtivoriy U_(a) atrofi olinganda ham
(8.1) ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a son x, ketma-ketlikning limiti deyiladi va
limx, =a voki n—> w0 daa X, —>a

e
kabi yoziladi.

Ta'rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadidan" iborasi
shunday natural », topilib, ¥»n > n, uchun deb aytilishini bildiradi.

Demak, Vn>n, uchun x €U, (a)=(a—¢&, a+¢&) bo'lishi bunday
hadlarning ushbu

a—E<X . <ate, -—£<x —a<e
ya'ni

|x, —al<e
tengsizlikning bajarilishini keltirib chigaradi.

Unda yuqorida Kkeltirilgan ta’rifni quyidagicha ham aytsa bo‘ladi:
agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday natural n, son topilib,
barcha 7> n, uchun |x, —a|<e
tengsizlik bajarilsa, @ son x, ketma-ketlikning limiti deyiladi.

I-misol. Ushbu

1
X, =—:
n
e e
23 n

ketma-ketlikning limiti O bo ‘lishi isbotlansin.

Yechish. Ixtiyoriy &>0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma-
ketlikning limiti O bo‘lishi uchun

x, —0|= <g (8.2)

1
~=0
n

tengsizlikning 72 ning biror giymatidan boshlab o‘rinli bo‘lishini
ko'rsatish yetarli. Keyingi tengsizlik
L (8.3)
n
ni yechib,
> —
£
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E

Tpys I ]
bo‘lishini topamiz. Agar n, sifatida {—] ([a]—asoninig @ dan katta
bo‘lmagan butun gismi) olinsa, n, :[

l} unda barcha n>n, da (8.3)
£

demak. (8.2) tengsizlik bajariladi. Ta'rifga binoan

.0 0]
lim—=0
f-—px JI

bo*ladi. P>
Endi ketma-Kketliklarning limitini hisoblashga misollar keltiramiz.

2-misol.

2 . 2
1+= lim| 1+
. n+2 I n e\ n
lim——=1lim 5 —=1.
eI —") g e - . e
1— lim| 1—-=
n H=pn "
3-misol.
2) . 1 2
- 1 I |_+_‘_‘.‘. hm(-—~ 4 ;) 0
. T =n+2 . B L G B e
im———— ] = lim 22 ] 0= I :T_O'
N J? + H=pa -
Vo= lim| 1 +—
1 =y n
4-misol.
{ ] 2 3 n-1 sk}l
llm( —t — . — =11111—,(1+2+3+...+(n—l)):
e 7 N T n n-ro pg°
1 An=1)y-n .1 ] |
=1|m—,-(—)—=][m—- | —— [==
novs e 2 n—vx ) n 2

S-misol.
U W Ll DT

Ny H=»T

n+l-—n

- |
=lim——==lim—
i+ | -i-\/;_r nib f?+l+x/E

8.3. Funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish sohasi
Agar X to*plamning har bir x elementiga ¥ to‘plamning ma’lum bir y
elementi biror / qonun-qoida asosida mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X
to‘plamda y= f (r) Sfunksiya berilgan deyiladi. Bunda x-erkli o‘zgaruvchi

Yoki argument, y-erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

=0
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1. }-'=f(.1’) funksiyada x argument qabul gila oladigan barcha
qivmatlar to*plami funksivaning aniqlanish sohasi deyiladi va D{f} Kabi
belgilanadi. xeD{f} bo‘lganda v=f(x) funksiya qabul giladigan
qiymatlar to*plami funksiyaning o ‘zgarish sohasi deb ataladi va E{/} kabi
belgilanadi.

2. Agar y=f(.\') funksiya uchun f(~ x): f(.\'] yoki f(=x)==f(x) shart
bajarilsa u mos ravishda juft yoki toq funksiva deyiladi.

3. Agar .}-'=_f(.\') funksiyada argumentning har qganday Xx; <X,
giymatlari uchun f(x))< f(x,) yoki f(x;)> f(x,) shart bajarilsa, u mos
ravishda o‘suvchi yoki kamayuvchi funksiya deyiladi. O‘suvchi va
Kamayuvchi funksiyalar birgalikda monoton funksiyalar deyiladi.

4. Agarda ixtiyoriy x& D{/} va biror chekli M soni uchun |f(x) < M
tengsizlik bajarilsa, unda y= f(.\') chegaralangan funksiya deyiladi. Aks
holda }-‘=f(.r) chegaralanmagan funksiyani ifodalaydi.

Namunaviy masalalarning yechilishiga e tobor bering.

1. Quyidagi funksiyaning D{f} aniqlanish sohasini toping:

[Eem
V= L—i +In(x+10)
2% (x—6)
Yechish:
x—4=0 (x—2)x+2)>0 vel= 00;—2]u [2:+co)
22 (x—6)=0 = )-u6 = x#6
x+10>0 x>-—10 xe(=10:+x)

Bu yerdan D{fj=x « (—10; 2] [2:6) (6:+) ekanligini
topamiz.

—2x32 e - i .
2. y =10""" funksiyaning E{f} o‘zgarish sohasini toping.

. 4 D ~ . :
Yechish: Berilgan y=10""" = f(x) funksiyaga teskari bo‘lgan
/' (x)funksiyani va uning aniqlanish sohasini topamiz:

—2x2 2 2 | |
»=107" .—-_>h1y=—2x"=>x'=—;1ny20::>.\'= —=ny=

= ) == ;l_;ln_\‘=>ln x<0= D{f"1=(0.1]

Bu  yerdan, teskari funksiyalarning  xossasiga  asosan.
El = D{f“} =(0, 1] ekanligini topamiz.
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8.4. Funksiyaning limitini aniqlash 4
1. Agar ixtiyoriy kichik £>0 soni uchun shunday 5=06(£)>0 son
topilsaki, [x—a|< & shartni qanoatlantiruvchi barcha x va biror chekli 4

soni uchun |f(x)- 4| <& tengsizlik bajarilsa, u holda 4 soni y=f(v)
Sfunksivaning x—a holdagi limiti deyiladi va lm f(x)=A4 kabi

=l
ifodalanadi.
2. Agar ixtiyoriy kichik &>0 soni uchun shunday N=N(¢)>0 son
topilsaki. |x| > N shartni qanoatlantiruvchi barcha x va biror chekli 4 soni
uchun  |f(x)- 4 <& tengsizlik bajarilsa, u holda 4 soni y=f(x)

Jfunksiyaning x—>+o holdagi limiti deyiladi va lm f(x)=A Kabi
Xx—iw

ifodalanadi.
3. Agar lim a(x)=0 yoki lim a(x)=0 bo‘lsa, unda a’(x) funksiva mos

ravishda x—a yoki x —» +oo holda cheksiz kichik migdor deyiladi.

4. Cheksiz kichik migdorlar quyidagi xossalarga ega:

a) Agar «@(x) cheksiz kichik miqdor bo‘lsa, unda ixtiyoriy C
o‘zgarmas son uchun Ce(x) ham cheksiz kichik migdor bo*ladi.

b) Agar alx) va p(x) cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsa, unda
alx)£ B(x), a(x)- B(x) ham va B(x) cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.

¢) alx) va f(x) cheksiz kichik miqdorlarning nisbati a(x)/ f(x)
cheksiz Kichik migdor bo*lishi shart emas.

Agar lim o SR (a — chekli son yoki cheksiz) bo*lsa, Ct(.\‘) va

x—a [F(x)

f(x) cheksiz kichik miqdorlar ekvivalent deb ataladi va a@(x)~ p(x) kabi
belgianadi. Masalan, agar a(x) cheksiz kichik miqdor bo*lsa

sina(x)~ a(x).  arcsin a(x)~ alx); tga(x)~ alx); arctga(x)~ alx):

1 —cosee(x)~ a]_: x}: log , (1 -+ e(x)) ~ T(l) In(1 -+ ez (x)) ~ ee(x)
a®™ _ 1< (x)Ina; e | - al(x)., (+ealx)’ ~1+ nee(x).

d) Agar @(x) cheksiz kichik miqdor bo‘lsa, unda y,, ! __..ya'ni

Xl (((.l’}

1 funksiya cheksiz katta bo*ladi.
&(x)
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8.5. Funksiya limitining xossalari
6. Turli funksiyalarning limitlarini hisoblashda
Imi@fE)=Ehm f(x)=C

- A(C —const), lim C=C
xX—a xX—a =3y
formulalardan va
0, agar o >0 bo'lsa; Jcc-. agar & > 0 bo'lsa;
im x* =41, agar @ =0bo'lsa; luu x“ =<1, agar a=0bo'lsa;
i o, agar o <0 bo'lsa. | ] 0, agar o <0 bo'lsa.

ekanligidan foydalanish mumkin.
7. lim f(x)=4, lim g(x)=28 bo‘lganda f(x) va g( ) funksiyalar

xX—>a x—=ra

nisbatlarining limiti 4 va B chekli sonlar (B+#0) holda
f(x ) lim /(x) 4

Lim 2 x—ra
_‘\“—)u (’(1) lim U(\} lg

xX—>rd

formula bilan aniglanadi. ‘ | |
8. lim f(x)=4, lim g(x)=B bo‘lganda f(x) va g(x) funksiyalar

X—ril X—rd

ko‘paytmasining limiti 4 va B chekli sonlar bo’ lgan holda
llm [/f(x)-g(x)]= l_lm f(x)- llm g(x)=A4:8
formula bilan aniglanadi. g ;
9. lim f(x) =4, im g(x)=8 bo‘lganda f(x) va 0( ) funksiyalar

X—»ra

algebralk yig indisining limiti 4 va B chekli sonlar bo‘lgan holda
lun [f(A)+ gx)]=lm f(x)+lim g(x)=A+B

xX—a xX—rda
formula bilan aniqglanadi.

8.6. Ajovib limitlar.

Limitlarni hisoblashda quyidagi tengliklardan foydalanish mumkKin:
l) Lim sin x

e = 3 birinchi ajoyib limir;
2) Iim i = x

X j = m (+x)''Y e = 2.71828... - ikkinchi ajoyib limit ;
3) lim k-’gu(l +X)

=) i __'\ e log a €3 4) lim —l .(! _-'_-_'-E) — 6 . a — 1 .
& tim £, P e

x>0 x 12 7) hmo(li”) =1, 8) iy Y+ x—1_1

NamunaVly rnasalalm-mng }Tecml - s e
P e ishiga ¢*tobor bering
x—(0) 2.\‘ :—_‘?
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Yechish: Bu limit qiymati % ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish orgali

quyidagicha aniqlanadi:
\‘le‘ L . ‘\'14 e

lim e = hepyiele SRES
>0 2\( /-—-—-\‘ + m—\)

v—>»0 2%

—|im I - l
4

G4 =x)* =(4+x)

= lim lim = —
x>0 7\( fh—x+V4+x) >02x(JA-x+VA+x) x0h-x+VA+x
Mi+2x—1 .
2. lim — r
v —>»0 X
Yechish: Bu limit giymati © ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish orqali
0
quyidagicha_zyliqlanadi:
ion M1+ 2% --_|__1:0" Jt+2x=0x=>-D/2|_ =1
v—>0 x 0 xr—o>0=>1—1 ‘ "(! - 1D/2
= lim — b i 1) —— = lim ,,—g — = % .
4 >l(z—1)r'-1 4 i—l) e i o | S
3 _ Sl ST
3. lim i 3"- e =

x> x? +3x% —5x+4 _
echish: Bu limit giymati 2 ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish orqali |

o0

quyidagicha aniqlanadi:
lim 4_‘_3_—_3_\_ +2x -1 "{w}— lim “3[‘1 _(3/\')+("f\'2)—(1/\‘3)|
v x4+ 3x2 —5x+4 W | xo®x [l+()/1) (5/"' )*(4/‘ )l
. 4—(3/.\-)+(2/.r~)—(1/,\j ), 4 = OTH O ORI
x> |+ (3/ x) — (5/.\‘2)4-)4/.\--‘) 1= 0—=0=0

4. lim ;— o =?
x>l x> +4x°% + 31 : _
Yechish: Bu limit qiymati © ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish orqali

quyidagicha aniglanadi: .
x?-3x+2 [0l o (e=0r=2) e el
x=1 yx 0 —'I-)] X(.\' = IX.\.‘ = 3) x—1 \(‘- =) R (] =3)i= 2 2

lim =
: | 2. o

=% Im —_— ]“?
x—1 x — | ei—1

3 +4x% +3x
Yechish: Bu limit qiymati o — o ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish

orqgali quyidagicha aniqlanadi:

x+1—-2x X |l — x 0]
— I e ———— — —
im |:0 =

[_‘1__ 20 J:[oo-*oo]—!nn x Ly

lim =
x — 1 _"'—l v—-»1 _\""—]

x—>1
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= lim el lim L : -
x>l (1—])(\+l] x—>1 X

6. th (\/.\" 4 x—\x? — .\'J=?

—y—ar

Yechish: Bu limit giymati o — oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
orqali quyidagicha aniqlanadi:

T T [\"+\—\\ —\lrﬁi\—\"r\:-:-_l_'J
lim (\:.1"1—.1'—\-.\" —.r}: [o—]= lim '
Y—dax Y=y

\'I—\-r\fl\
_ o Besf - @\ I

(t + ) = (X '1'_—_.\'}
NI P \ - X el (l+l/\]i\r1 I/\'}
: 2x : 2 2
= lim - ———= lim -
sorro (It x+1=1/x) s>w=dl+1x+N-1/x

=1

JI+0+ | - U
7. lim (xcrgy)=2
x=0

echish: Bu limit giymati O -oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
va | ajoyib limitdan foydalanish orqali quyidagicha aniglanadi

lim (wtgn) [0-]= lun( x—cos r)ﬁ lim —— - lim cosx=1"-1=1
X—> x—0\ SN x 0S8N X ~x—0
8. lm (l +crgr)"‘ =

x—>r/

Yechish: Bu limit qiymati 1 ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish va Il
ajoyib limitdan foydalanish orqali quyidagicha aniqlanadi

lim (1 +ctgx ) =[17 ]— lim (l + cigx)'/ " =
x—mf

=lctex=t,x —>7/2=1¢ —>0J= hm(l+7) =e¢
>

9. hm[\_l] =%
|

Yechish: Dastlab bu limit qaysi ko‘rinishdagi anigmaslikka kelishini
aniglaymiz:

mn(_.y_—_lj =[3q] i (2= 1/x) )" “m[l—m (1—0 1.
x—a\ X+ 1 o vl x(1+1/x) x>

1+1/x 140

Demak, bu limit qiymati | ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish va I1
ajoyib limitdan foydalanish orqali quyidagicha aniqlanadi

s l % ! l 2% 2 Iy 2 x4 1
ltm(———-] =[1"]= 1im(1+"‘—2~1J = lim (1+—‘-—] i
o\ x4+ 1 X—»m x+1

X—=pu x+1

15
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4x . —dx
lim
x+1\ vl A T . =4r
. -2 -2 _ —_ =7 lim —= A
= lim LRI J = lim 1 -+— ——J =t il e
X =»rx X+ 1 X=—p0x a1
2> =
(_"l- — {_‘-"‘ 9
10. 1im — =
v »0cosdx —cos2x
¥ gy P AR
Yechish:
? - . 2 X s i B
: e” g2 0 0 (.’3\ P x 2x - -IJ i t"“\ (_'.; X IJ
m = = lim — —_— = S —— -
-Ccos 2x O X >0} . dx+2x . 4x—2x x—0 — 28in 3xsn x
= — 2sin ——— S 1] —————a
2

v cosdy

Cheksiz kichik miqdorlarning ekvivalentlik shartidan x>0

bo“lganda
sin 3x ~3x,sinx~x

Y- l~x" —=2x~-2x,

X" =2

(J
bo*ladi. Demak,
. ()3..- (__r' —=2X - J . (’2.\' (_ 2.\_) ) c..,\' l
lim — 4 = ]im = lm —=

»0 —2sin3xsinx r>0—2-3x-x «x : 0

cos3x —9
ekvivalentlikdan

X

1L Iim
> ’,-.— COS X
X
Yechish: Keltirish formulalalari va sinax~ax
foydalanib quyidagi javobni olamiz:
083 0_ f_;vj;r—'\"_\'zz—f 0053[{:—-1)
li _5‘25-’_"—-_-[ J_. = 2 = lim - -—-}r" ==
R P ST (0 co_{ —r]
- 2 2
i e
c.:os[ == .nf} ey 3
= lim - = = lim -—S_-m — = lim —=-3
r—>0 sInt{ t—>»0

r—»0 T
Ccos —
2

In x—1_

|

12, 1im
x—re X — &
Yechish: Bu limit qiymati — ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish va Il
ajoyib limitdan foydalanish orgali quyidagicha aniqlanadi:
ey il == T

. Inx—1 ) . Inx—Ine » :

fifh e g = lim == — "€ Jim —€ =[x=e+¢ = lim —&—
X=be X — & X—pe X — X—re X —& x—0 !

x—>e=>1t—0
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R
20 ' c

1 : -
T :
= lim ln|:(l + :):] E lln lim l([ +z) J L2 Ine= l
=—0 e =50 4

(& (&
s 1 Y_e
13. lim .\"|C05——]J:?
\ x

m[u’) N
=l':m——-—(:—-=liu}llnt Jz

e

Yechish: Bu limit giymati 0-« ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish va

x—0=1-cosx~x%/2 ekvivalentlikdan foydalanish orqali quyidagicha
aniqlanadi:

lim _\'2((:05i - lJ:[oo-O]:— Im _1‘2[1 - cosl] ]- =l.x—>0=>1— ﬂl =
x—>m x x—® x X ]
— —lim(1—cost)/* =—lim (2 /2)//* =—lim 1/2=~1/2

t—0

t—0 r—0

Mustaqil bajarish uchun misollar

8.1. Ushbu —%-{-3 2 i

— ——+--- sonli ketma-Kketlikning umumiy
A A RRIRTN165 39

an hadini toping.

8.2. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi birlari yaqginlashuvchi?
l l n
Xp = ? W= 2 t] :.u = _]) =
n-+1 2n- =1
8.3. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysi birlari yaginlashuvchi?
nt +1 2 1
Xy, = s Ve=(CD", z,=—
Ky n+1
, : 3 : sl
8.4. Umumiy hadi a, == '; bo‘lgan  sonli ketma-Kketlikning
— L1

limitini hisoblang.

8.5 {_@L litketmacketlik limitini hisobl
i 11—-2008 sonl ketma-ketli imitini niso ang.

Agar a,=l/n, b =1/(1-2n) bo‘lsa {a.,/b,} sonli ketma-ketlik
limitini hisoblang.

8.6. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
lim r13ﬂ+3n+l2
ne 3~ —2n+ 12

8.7. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
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; 1 I 1
sl s N S e + —)
3

n—pao 3— 3 3"

8.8. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
. ont+2n+1

lim ———

n—o g+ 12

8.9. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
g i+

lim —————

F—yr 3”— — ]

8.10. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:

lim —

n->x SN N

8.11. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
lim ol

=3 n
8.12. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
lim (v 71 + 2009 —/n + 2008).

n=—»0

8.13. ¢= 2.71... sonni ifodalovchi Il ajoyib limit qayerda to‘gri
ifodalangan?

A 1

A) lim n" =e, B) lim (——I-}” =e. C) lm (—)" =e.
n=rm n=ae | —n n—ae |+ n

D) Lim (1+ !-_l" =e¢, E) lim (- l)” -
n—r=x n n-—pi

8.14. Ushbu limitni hisoblang:

! 2.,

lim(l1+=)™"

H—yia hp

8.15. Ushbu limitni hisoblang (C —noldan fargli ixtiyoriy o*zgarmas
son):

llm(l+(—)
n

8.16-8.45 gacha. Ko‘phadlar nisbatidan iborat funksiyaning
limitini hisoblang.

3 o) o= —oX ]2
8.16) lim_ l-L‘. el 8.17) lim j—ﬂi—
X +8 Hﬂr ~7x" +6x
2y —_3x-2
8.18) lim —,—i-u 8.19) lim 3———‘—;
x—-2x? —3x-2 2 x" —5y+06
42 -x-2
820) lim ( \) (1-!-31)’ 821) lim ____‘____;
x—0 X+Xx > x—-1 .\-— +X
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-

8.22) lim S *2x=3) 8.23) lim [ el

vopoo +4\ +3x 1 xt +2x% —x
e 3
¥ +x—-1 X' —=3x+2
824)lim*— "X Seain — 2 .
x> 21 -x-1 I-2x" —x" —=x+1
x> 42x-3 2 4 2x—3f
826) Im ——— 8.27) Iim —(‘1‘—”23)— ;
x>-2 x> +4x% +3x’ x>-3 x° +4x° +
8.28) 11m~i1— o T et et SO
.'—)]'Jx"_r’_..i )_—): \ﬂ {7\1--_\'—2‘
. x> +4x% +3x x*
8.30) Im —M—: 8.31) lim ——— —:
)-"—’"2 X tx=6 J‘*'\‘—x'—\'-%[
3 3
x -8 X —2x=1
8.32) lim ; 8.33) lim — —
st P9?t3-&2x2——4x—-8 ) x=-3xt 4 2x 41’
2041 x> -3x2+4
8.34) lim et 8.35) lim —
xo=1 y _'1-_2 =2 x" —4x°
—d4y* S —3x-2
8.36) Im 8.37) lim :
)xﬂJ5r3+8r +l ) -2 x° —2x% —x+2
42_‘____ _-1_1-’_3_ =4
8.38) lim __:_5‘_6 8.39) lim xT 42 AT
=23y —Tx" +2x -1 7 4+ 2x+1
- x) —3 + 1 3 —(1+3x
8.40) lim ———; 8.41) lim ("‘)71“_'—");
=2 x° —3x -2 =% | x4y
Sxti=gy2 oy Al o
8.42) lm ———r—‘—; 8.43) lim \—-—1-,,—-;
122 4x° -5x-6 ==l x4x
3 S e
844Ny e —2x =1 8.45) lim :T--;--i-:.
J—’—d::(‘_z__‘_ .-,)»' - o e T )

8.46-8.75 gacha. Irratsional funksiyalar gatnashgan limitlarni
hisoblang.

x= -2
8.46) _Iimm(v".rz +2x—1—x? —5x + 3]; 8.47) lim ),

52 —+x—1 2
4 -
M= 2
8.48) lim 116 [ — 8.49) .P'f.‘,_.(" I );
. NXHI3-2Vx+1 =
8-5‘0) l'i?s : _9 9 8.51) lil‘l] (\/I:’_ i m];
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!' L
8.52) lim Ve -_1‘__‘ : 8.53) lim —2x+x2 (l+x),
3 x>0 X
20 x? 4 x3

Yx+1-1-x -1

I — _—-_—--— : 8.55 hm —_—

BT W P
VNX—0+2 / 2

8.56) lim ———63——; 8.57) llm( /(H-l) -—%‘(A‘—l) );

X—>- x+2 B

i '\-'Ir.?:‘—z_\?—.j\ . 3: ] 2 {/ 7 22 .
BS8) i === —=; 8.59) lim [3/(x+2) —Y(x-2)" |;

v—>0) Jx—=2 X=—>—0

8.60) lim gk ‘ = 8.61) lim U(.\'ﬁ-l‘-:ix— i)—x);
v—-8 243X X0

\H 3x-° —{l+\) '\1‘-—6+2

i - 8.63 lim AT PR
8.62) Elll}lﬂ 7 5 ) SR T
8.64) lim - 55 94 i;:, 8.65) Ilim (v’:z +5x+4 —x2 +.r);
r—»R J\ . 2 .
N+x-1
8.66) lim l.\ +1-x )§ 8.67) I;mo
x>0 0N+ x i
8.68) lun x2 ( x”+2 2— \f\ - 3), 8.69) lim (\l'x: —5x+6 —.\‘];
3 b
8.70 Iun(————u ‘—'-—}; 8.71) hm
) \1-vx 1-x ‘—viy_—
8.72) lim V27 +x - {:7 = \ 8.73) Iim .\'(\" 2D A\')i
x—0 5 v I
o p—— || - ‘_2 St 2
8.74) lim * 9,+_? L Sl 8.75) lllnnlgii%——.
x-al \'{ 2 = X=» X+ X

8.76-8.103 gacha. Trigonometrik ifodali funksiya limitini
hisoblang.

LS
2sinx—1 '_““‘2 In(l = 7x)
: ' . . 7 —
876 Im = s 3TN m —ati SR )

P
X—F
6

sin(a + x) - sin(az —x)
2
X

8.79) lim 2 —';  8.80) lim
'_47 Insin x x—0

111



sin 3x —sin 2x

2085 2.X — COS X
8.81) lim SN8:82) 1 1im 2= “0T,
) 0 In(l+2rg3 ) ) 0 | —cos.x
. . ( +5ITJ o
sin2x _ _sinx COS| X -1g
883) Im————; 884 pm - 2/
x—0 1g3x =0 arcsin 2x-
= - 2 —2x 208 2x
SRS = NG m - —— . 8.87) i 20052,
x-0 c08 7x — cos 3x .\'-—>Ofg[2.?r ,r+0.5}] x=30 e 2 3x
. sin 7 2sin x —/3 + =
FiS)iim = QIR0 i 250X V3. g 9q) jip, 1+ ¥SINX—cos2x,
52 .rgs:n' i : ":3.1' v—0 sin= x
cos”
+ COS X —A/COS X - \.fri:i}b_:
8.91) Im —————; 8.92) lin 8.93) lm ——=;
s x> fgzm' 1 )5 —’“ U.m7 \f_ ) x- -Il—m-w\
2
= ¥ = t.- I - 5 3 5
8 94) 1 _COM; 8 9:) l"n ]ﬂ; 8-96) ]H“ - ___(.0‘&__\ .
—>° xsin“ 3x E w—3x 7 sin(7 -3x)’
3 3
vcos 4'( 2 cos’x _
8.97) lim ; 8. 98) lim (Zr—]).‘; 8.99) Iim 2 I,
=0 sin? 8x —g tR «” Insin x
800 = = =2 108 101) i ’“3‘ =),
=0  xIncos6x YT cos>
2 -1
SHO Y= e R g 103), i S059X —C083x
x—>0 lln(l“\slnx" I—T g"] s

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
1. Sonli to‘plamlar. Sonning absolut qiymati va uning xossalari.
Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
I.Umumiy holda sonli to‘plam elementlari ... sonlardan iborat
bo‘ladi. A) butun. B) natural. C) haqiqiy. D) ratsional. E) irratsional.
2. N (natural sonlar), Z (butun sonlar), O (ratsional sonlar), R (haqiqiy
sonlar) sonli to*plamlar orasidagi munosabat qayerda to‘g‘ri ko*rsatilgan?

A)NcZ-QcR. B)ZoN-Q<R. C)R=Q0=Z=N.
3. Asosiy sonli to‘plamlar uchun quyidagi munosabatlardan qaysi biri
to‘g'ri? A) NNZ=N. B) ONZ=Q. C) ZNR=R.

D) barcha munosabatlar to‘g‘ri.  E) barcha munosabatlar noto*g*ri.
4. Quyidagi sonli to‘plamlardan qaysi biri oraliq deb ataladi?
A) (a.b). B) [a,b). C)(a.b]. D) [a.b]. E) {a.b}.
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5.Quyidagi sonli to‘plamlardan qgaysi biri kesma deb ataladi?

A) (a.b). B) [a.b). C) (a.b]. D) [a.b]. E) {a,b}.

6. Quyidagi sonli to‘plamlardan qaysi birlari yarim oraliq deb ataladi?

1) (a.b) 2) [a.b) 3) (a.b] 4) [a.b] 5) {a.b}

A)l)va2). B)2)va3). C)3)vad). D)4)vas). E)l)vad).

7.(a,b), |a,b), (a.b] va [a.b] sonli to*plamlarning d uzunligi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan? A) a—b. B) a+b. C) b-a. D) a'b. E) Vb* -a* .

8.[-3.5) varim oraliq uzunligini toping.

A)2. B) 5. C)3. D) 4. E) 8.

9. Quyidagalardan gaysi biri sonli ketma-ketlikni tashkil etmaydi?

A) Barcha juft sonlar. B) Barcha toq sonlar. C) Barcha tub sonlar.

D) Barcha natural sonlar. E) Barcha musbat sonlar.

3 5 9 / et -
10 Ushbu— 242 =2 4 2 - 2y iSOl ketma-ketlikning umumiy a,
2 4, 8§ 16 32
hadi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
2n+1 2n-1 2n+1
A) u,_:t-J—L—' -, B) a =% ;;1 : C)a =(-1)- .
2n— 2nt1
D)a, =(- I]”j—-—] E) a =(1) o
11.Quyidagi ]\Llll‘ld ketliklardan gaysi birlari yaqinlashuvchi?
1 1 "
X, =——s ¥V, =— s Zo=(=1),
n- +1 "n - I
A) faqat x,, . B) fagat x, va y, . C) faqat z, .

D) faqat y, vaz, E) uchalaketma-ketlik ham yaginlashuvchi.
12. Limitlar haqidagi quyidagi tasdigqlardan qaysi biri to*g"ri?
A) Har ganday yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
B) Har qanday quyidan chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
C) Har qanday chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
D) Keltirilgan barcha tasdiqglar to*g"ri.
E) Keltirilgan barcha tasdiglar noto*g"ri.

13.Umumiy hadi a, = bolgan sonli ketma-ketlikning limitini

| —2n
hisoblang.
5 : 1
A)2 By-2. . Cy3u Djes SRR
{ 200 li ketma-ketlik limitini hisoblan
I 1
o 2008 soni1 Ketma-ketli ”Tl] 1n g
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) =SS RO 0001 ) — 2900 DY E) 0.
?008 2008
15. Agar a,=1/n, b =1/(1-2n) bo‘lsa {a,/b,} sonli ketma-ketlik
limitini hisoblang.
A)-2. B)-05. C)0. D)1. E)-3.
16. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
n® +3n+12

Im ——=9 ANTSEBYSEE) 1/2. D) 1/3. E)372.
non3ns —2An+12 ) ) ) ) )

17. Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:

fm(+=+—+—+..+-) A)32 B) = C)3. D)2. B)l.
- "\ 3’!

H- J ‘) 3
18.Sonli ketma-ketlik limitini hisoblang:
lim (v/21+2009 — /i +2008).

n—yo
A)l. B) +oo. C) —0. D) 0. E) mavjud emas.
19. e= 2.71 sonni ifodalovchi II ajoyib limit qayerda to‘gri
ifodalangan?
| 1

A S B) r,]iTr{]__]T,}" =e. C) Jim ()" =e.
D) T (1= L. E) lim (1-_1; =e.

20. Ushbu limitni hlsoblang:.

lim (1 + 2) =7 A)é. B)e'. C)e. D)eX2. E) eld

=4 !i

2. Funksiya va u bilan bog‘liq tushunchalar.
1. Ta’rifni to‘ldiring: y=f(x) funksiya deb x o*zgaruvchining har bir

xeD giymatiga y o‘zgaruvchining .... yeE giymatini mos qo‘yilishiga
aytiladi.

A) bir nechta. B) kamida bitta. C) faqat bitta.

D) ikkita. E) kamida ikkita.

2. Ta’rifni to‘ldiring: y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi deb x
argumentning y=f(x) funksiya ....... bo‘ladigan giymatlar to‘plamiga
aytiladi.

A) Musbat. B)manfiy. C)nol. D)ma’nogaega. E)cheksiz.

3. f(x)="2x+1-lgx funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A) (1,1). B)(0,+0). C)(2,11). D) (—oo,+o0). E) (1,+).

4. f(x)=InVx -1 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A) [1;#0).  B)[0,4). C)(-o0,#0). D) (-0,1). E)(I,+w).
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5. y=+v4—5sin x funksiyaning giymatlar sohasini toping.

A) [0.4]. B) [0.2]. C) [0,5]. D) [-1,3]. E) [0.3].

6. Qaysi shartda y=f(x) funksiya albatta juft bo‘ladi?

AAM=)>1.  B)AxX) A-x)=0.  C)fx) +A—x)=0.

D) Ax)/(—x)=0. E) [/x)[= [A=x)I-

7.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri juft emas?

A)y=cos’x. B)y=—x*. C)y=|x]. D)y=sin’x. E)y=sinx’.

8. Ushbu funksiyalar orasidan juft funksiyalarni ko rsating.

Tilx)= ?mi'- L g=lx+6, po=VJx

A) f(x). B) g(x).  C)y(x). D) Ax), g(x).  E) g(x), y(x).

9.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri toq?

A) y=sin’x. B) y=cos®x. C)y=|x>. D)y=(x-1)’. E)y=(x-+I )i

10. f(x)=x" —18x funksiya haqidagi to‘gri tasdigni aniqlang.

A) fix) toq funksiya. B) f{x) juft funksiya. C)f{x)na juft, na toq.

D) xf(x) tog funksiya. E) xf(x) juft funksiya.

3. Funksiya limiti va uning xossalari.

1. Ta’rifini to‘ldiring: y=f(x) funksiya x—a bo’lganda A soniga teng
limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik £ > 0 soni uchun shunday
8> 0 son topilsaki , |x—a| < & shartni qanoatlantiruvchi barcha x uchun ...
bo*lsa.

A)fix)+ Al <e. B)||ftx)-A4| > €. C)|f(x)+4]|>¢.

D) |ftx) —4| < & E) |fix)-A| = € .

2. Teoremani yakunlang: Agarda y=f(x) funksiya x—a bo‘lganda
limitga ega bo‘lsa, bu limit........... 3

A) kamida bitta giymatga ega bo‘ladi. B) cheksiz ko'p qiymatga ega
bo‘ladi. C) faqat bitta qiymatga ega bo*ladi. D) kamida ikkita giymatga
ega bo‘ladi. E) bittadan ortiq qiymatga ega bo*ladi.

3.y=2x>+5x—1 funksiyaning x—2 bo‘lgandagi limiti toping.

A) 10 B)l” (e ) 74 D) 21. E)-I.
4. i = limitni hisoblang
.tIE';II —_ \[——v\ “I é
A) 0. B) . C)— . D) 2. E) mavjud emas.
5. lim (+/x + 1 — ¥x) limitni hisoblang.
A) 0. B) . C)-2. D) 2. E) mavjud emas.
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6. Agar liﬂl fi(x)=4, va lim f,(x)= 4, ( A1, A>—chekli sonlar) bo‘lsa,

quyidagi tengliklardan qaysi biri har doim ham o°rinli bo*lmaydi?
A) Im[C, f;(x)+C, ,(x)]=C,4, +C,4,, C,.C, —const.

B) Im{f(x) + £i(x)]=4, + 4,. C) m[fi(x)- f.(0)] =4, - 4, .
) _A T e
D) lim —— O E) Barcha tengliklar har doim o*rinli bo*ladi.

X=»i

7.1 ajoyib ]lmlll‘ll Ko‘rsating.

A) lim (|+l)' B 2. O imE—lone.
A X 0 X o D 9
D) i ﬁhl(l ax) Lo )Iln‘:( +X) _l:u_
x> X v—sl) X
8.11 ajoyib limitni ko‘rsating.
A) lim (l + 1—)' —e. By LA ) Tim LI
el Qe va0 x 0 X
D) Im})]n(]-i-“'t):a. E) l”}1(|+.\') i—lza_
x— X T} X
9.Quyidagi limitlardan qaysi biri notog"ri hisoblanLan‘?
) e Bl C) lim n-x_,
0 x =0 8in X 0 y*
sin x* Sl .
D) lﬂ'nIJ =1. E) Barcha limitlar to‘g*ri hisoblangan.
X —» I-
10. limosm >X Jimitni hisoblang. A) 1. B) 0. C) w. D) 5. E) 1/5.
X = X
2x +5x+
11. lim %’1— limitni hisoblang.
05x" +4x+7
A) 4/7. B) 2!5 C) oo. D) 5/4. E) 0.
12. lim 1— 3 Jimitni hisoblang.
el = T_
A)l. B) 4. C) 5/2. D) 2. E) mavjud emas.
3.‘."1-[
3x+2 :
13. i itni hi >
xinw[ 3x+l) limitni hisoblang.
A)l. B) « C)e. D) mavjud emas. £) 0.

14. lhjo(l+2x)3’x limitni hisoblang.A) 1. B)¢2 C)e. D) ¢®. E)O.
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9-§. FUNKSIYANING HOSILASI. MURAKKAB
FUNKSIYANING HOSILASI. PARAMETRIK VA OSHKORMAS
FUNKSIYALARDAN OLINGAN HOSILA. ANIQMASLIKLARNI

OCHISHDA LOPITAL QOIDALARI.

9.1.Funksiyaning hosilasi
Aytaylik. v= f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lib,

X, €(a.b) bo'lsin. x; nugta bilan birga shu (a,b) ga tegishli bo‘lgan

Y, +Ax ni (Ax # 0 qaraymiz. Natijada funksiya ushbu
Av=Af (x,) =1 (x, +4Ax)- f(x) (9.1)
orttirmaga ega bo‘ladi. Ravshanki.,
by (%) S +00)-1 (%)
— = = 9.2)
Ax Ax Ax
nisbat muayyan f(x) vatayin x, da Ax ning funksiyasiga aylanadi.
Ax — 0 da bu nisbat limiti funksiya hosilasi tushunchasiga olib
keladi.
1-ta’rif. Agar

f(x,+Ax) = f(x,)

. Ay .
lim— = lim

(9.3)
=0 Ay Ar—0 Ax
limit mavjud bo ‘lsa, bu limit y= f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
daf (x ! ,
hosilasi  deyiladi va ['(x,) yoki _EJ_UJ yoki  y._.  kabi
dx

belgilanadi.

Agar (9.3) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli deyiladi, (9.3) limit
cheksiz bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.

|-eslatma. Funksivaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni
ifodalaydi.

Agar (a.b) oraligning har bir X nuqtasida funksiyaning chekli
hosilasi mavjud bo‘lsa, unda hosila X ning funksiyasiga aylanadi.

Funksiyaning o‘ng va chap limitlari singari funksiyaning o'ng va
chap hosilalari ta’riflanadi. Ushbu

lim S + A\')—j’(.\}_,)‘ lim f o +4%) /()

Ar—+0 Ax Ar—p-0 Ax

(9.4)
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limitlar mavjud bo‘lsa, ular mos ravishda funksiyaning x, nuqtadagi
o'ng va chap hosilalari deyiladi va f’(x,+0), f'(x,—0) Kabi
belgilanadi:

(%, +0)= Alti_r}}o S (x + A;E ~f (%)

P i) ()

At—>-0 Ax

Xususan, [a,b] segmentda berilgan /(x) funksiyaning @ nuqtadagi
hosilasi deganda uning shu nuqtadan o*ng hosilasi, » nuqtadagi hosilasi
deganda uning shu nuqtadagi chap hosilasi tushiniladi.

I-misol. Ushbu

S (x)=x°

Junksivaning x, =2 nuqtadagi hosilasi topilsin.

Yechish. Ta’rifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, berilgan
funksiyaning x; =2 nuqtadagi orttirmasi

5

(9.5)

2

A (2)=f(2+Ax)- f(2) =(2+Ax) —2° =4+ 4Ax + Ax® —4 = 4Ax + AX’
bo‘ladi. Unda
A((2) _4Ax+AY

=4+ Ax
Ax Ax
bo‘lib.
Af (2
lim L(—l =lim (4+Ax) =4
Ar—l) Ax Ar—l)
bo*ladi. Demak,
f(2)=4»

9.2. Hosila hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da berilgan bo‘lib,

x € (a,b) nuqtada f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

1) ixtiyoriy o ‘zgarmas ¢ da y =c- [(X) funksiya hosilaga ega bo ‘lib,

¥=(c- /@) =c-1')

bo ladi;

2) funksiyalar yig'indisi y= f(x)+g(x) funksiya hosilaga ega
bo'lib.

118




Y =(f(+g(x)) =/ +g'(x)
bo ‘ladi;
3) funksivalar ko paytmasi y= f(x)-g(x) funksiva hosilaga ega

bo lib,
=(f(x)-g(x)) = £1()-g(x)+f(x)g'(x)
hr) ‘ladi;
4) funksivalar nisbati y= / (\; funksiya (g(x)#0) hosilaga ega
g(x
bo lib,
D S0/
- gx) g’ (x)
bo ladi;

Bu tasdiglarning birini, masalan 2-ning isbotini keltiramiz.
<Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar /'(x) va g'(x) hosilalarga

o o JlxEA)=Tix) . g(x+Ax)-g(x)
)= iy ———r " et
bo‘ladi. Ravshanki, y = f(x)+g(x) funksiyaning orttirmasi

Ay=[f(x+Ax)+g(x+ax)]-[£(x)+g(x)]=
=[f(x+Ax)- 7 (x)]+[g(x+Ax)-g(x)]

. Unda ta’rifga binoan

bo‘lib,
Ay _ f(x+Ax)- f(x) L8 (x+Ax)-g(x)
Ax Ax Ax

bo*ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
[nn@i=[ [ (-""'A“)f[—) g( \+A\) g(x :I

A0 Ay A Ax
7 X Ax)— X + A , ;
= lim ) f(\)-l- lim 8(x \) 2 r) f(x)+g'(x)-
Ae50 Ax A0 Ax
Demak.

= (f(.\‘)+g(.\‘))' = () +g'(x)-P
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Misollar:

s 3 3
I.y:E.\bo Isa, ¥ —(;-‘} ==(x) ‘5"‘2 bo*ladi

' |
2 _\J=x+-!- bQ'lSa, v :('\-+_.] =(.\‘

‘-u_/‘
-+
o
| —
e et

I
=1-— bo‘ladi.
X

X X !
3.y= 25 bo*lsa,
3x+1
L (2x+1Y _(2x+1) (Bx+1)—(2x+1)-(3x+1) _
. “[3x+1) g (3x+1)° O
_ 2:(3x+1)=3(2x+1) _ 1
NG T Ga+1)
bo‘ladi.

9.3. Hosilalar jadvali
Yuqorida funksiya hosilalari uchun topilgan formulalarni jamlab,
ularni jadval ko‘rinishida yozamiz:
1) (.r" )’ =t (u" )' =au“"-u'

r !

2)(&") =a' -Ina, (a") =a"-Ina-u'
3) (e")' =leks (e” )‘ =e“-u

L} L}

1
4)(log, x) = = log, e, (log, u) = ll’ log, e-u'

r L}

5)(Inx) =l. (Inu) :—l—-u'
X

u

6) (sinx) =cosx, (sinu )' =cosu-u'
7) (cosx) =—sinx, (cosu)’ =—sinu-u'
L} r l
8)(rgx) =——, l =—
)(gx) cos™ x (1u) COS™ u -
9) (ctgx) =—— le ; (ctgu) =- ,I. u'
sin” x sin” u

10) (arcsin x)' =

1 oy 1 ‘
; arcsinu) = -u
J1-x° ( ) V1=’
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: 1 1 :

1]

1) arccosx) =————, (arccosu) =———=-u

( =5 NIETa

A 1 ' | .
12 arc/gx) = —, arclgu) = —-u,
/ (‘ &) 1+ x° (‘ = ) 14+ u
13) (‘”"-"‘fg-‘), == — T ({H'{.'c_'fgh‘), —= =t
14+ x7 1+ u

9.4. Murakkab va oshkormas funksiyalarning hosilalari
Murakkab funksiyaning hosilasi: Agar y = S(), w=ul(x),yani
v = f[u(x)] bo‘lsa, u holda
Y= el (9.6)
bu yerda /(x) va u(x) hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar
Logarifmik funksiyaning hosilasi: ¥ =In y funksiyani hosilasi
yo¥ L)
(hy) = m = f[‘-] (9.7)
ko*rinishida bo*ladi.
Parametrik ko‘rinishida berilgan funksiyaning hosilasi. Agar
v = f(x) funksiya parametrik ko‘rinishda x = ¢(¢) va y = /() berilgan
bo*lsa. u holda uning hosilasi

Visei (9.8)

ko*rinishida bo*ladi.

Agar y ga nisbatan yechilmagan #(x;y) =0 tenglama y nix ning bir
qiymatli funksiyasi sifatida aniqlasa, u holda y o‘zgaruvchi x ning
oshkormas funksiyasi deyiladi. Bu oshkormas funksiyadan »" hosilani
topish uchun y ni x ning funksiyasi deb, F(x;y)=0 tenglamaning ikki
tomonini x bo‘yicha differensiallash kerak. Hosil bo‘lgan tenglamadan
izlangan ' ni topamiz. »" ni topish uchun 7 (x; v)=0 tenglamani x
bo‘yicha ikki marta differensiallash kerak va hokazo.

9.5. Anigmasliklarni ochishning Lopital qoidalari
Loy ; . h . A 0

Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud bo‘lganda E’E’ 0 - oo,

o —00,1%,0° 00 ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish masalasi
yengillashadi. Odatda hosilalardan  foydalanib, anigmasliklarni
ochish Lopital goidalari deb ataladi. Biz quyida Lopital qoidalarining
bayoni bilan shug‘ullanamiz.
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f(x) va @(x) funksiyalar x, nuqtaning biror atrofida (xy nuqtaning
o‘zidan tashqari) differensiallanuvchi va ¢’ (x) # 0 bolsin.
Agar lim f(x) = llm @(x) = 0 yoki hm fi(x) = llm p(x) =

X—=Xg

f( } ')
bo°lib, lim L ma\Jud bo°lsa. u holda == lim —=
x—xq ¢ (X) x-xg P(X)  x-xg @ (%)
bo’ladi.
x — oo da ham Lopital qoidasi o*rinli.
0-00 va oo — oo shaklidagi anigmasliklar algebraik almashtirishlar
. 0 . © o .\ : e .
orqali = yoki — ko‘rinishdagi anigmasliklarga keltirilib, so*ngra Lopital
qoidasidan foydalaniladi.
1%, 0%, o ko‘rinishidagi anigmasliklar logarifinlash orqail — yoKi

= ko rinishdagi anigmasliklarga Keltirilib, so‘ngra Lopital q01d'iSldd[1
fo_vdalamladi.

2-misol. Ushbu lim h';(
x—=2 X

Yechish. Bu holda f(x) = ln(x —3),9(x) =x%+3—10 bolib,
ular uchun teoremaning barcha shartlari bajariladi.
Hagigatan ham, 1) lin}Z i)™= lin%(xz =3)'=lnl1 =0;
X— xX—

lim glx) = lim(xz +3—-10) =

) llmllm hisoblang.

2)f(x)- ,g(x)"2x+3r¢+\f_
3 f'(x ) 2x \
)ll_rgg ) Jlrl_l’g =D bo‘ladi.

In(x*-3) _ 4
x24+3-10 7
3-misol. Ushbu Iim T llmltnl thOb[aﬂE

Yechish. f(x) = Inx,g(x) = x funksiyalar uchun Lopital qoidasi
shartlarini tekshlramlz. 1) bu funksiyalar (0,+o0) da differensiallanuvchi:

) ==, g'(x) =123) I1 ﬂ-l— lim -é'l = 0, ya'ni mavjud.

g'(x) x-+w

Demak, l-tcoremaga binoan lim

Demak, izlanayolgan limit ham ma\gud va lim —f— = 0 tenglik o°rinli.
X—00
1

4-misol. Ushbu lim (ﬁf)x limitni hisoblang.
x=0 X
1

Yechish. Ravshanki, x—0 da (t‘gx) ifoda 17 ko‘rinishdagi
anigmaslik bo‘ladi. Uni Iogarifmlab, 5 anigmaslikni ochishga keltiramiz:
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, —a=—=T10x
tgx tgxy X COS=% g
In—=*= (In - rg_\ T
liminy = lim ——— = lim s —=lim =
x—0 x—0 X=- a—0 (x = ) r—0 2 X
1 i x —sinxcosx 1 . (x—sinxcosx)'
— lim ————— =—lim =
2 x=0 X 2 x—0 (.'\'3)ll
1 i 1 —cos®x +sin*x 1 I 25incx > 1
= = 11m = — lim - —_—— ==
2 x—=0 3x2 6 x—0 Ay 6 3
1
tgx\ 2 L F
Demak, lim ( )‘ = e3 = y/e.
x—0 X

Mustaqil bajarish uchun misollar
Differensiallashning qoidalaridan foydalanib  quyidagi
funksiyalarning hosilalari topilsin.
9.1. y=3x-4x’+9x-9; 9.2. y = % +Inx; 9.3, y=3sinx+5%;

9.4.=-2sinxHgx; 9.5.y= ' 1000 s 9.6.y=25" +2J;; 9.7.y=sinx+cosx;
X

9.8. y=6x"" —9x%;

9.9.y=100x>-100; 9.10.y=¢—-3"+4. 9.11.y=3x"-6x%+5x>-7;
|

9.12.y=(x-2x>-1)(x%+x2); 9.13. y=33x +V2x +10; 9.14. 5 = —;
X X
9.15. y=10%3.7; 9.16. y = 5Yx7 +7;9.17. y=11-5x+x";
X
918052 225 3%y, 1 9(19, l'—L —~Inx+e*'%;  9.20. ,1':9;‘, o

2x

9.21. y=(ax*+ex+c)’; 9.22. _v=(f-3' —% +In J."\-J: s 9.23. y=sin3(ax+s);
9.24. y=cos(e" —¢); 9.25. y=tg’(In2x); 9.26. y=clg’ (1g2x);

9.27. y=In(Indx);  9.28. y=(e*™+3%)%; 9,29, y= g

9.30.y =sin" x-sinmx. 9.31.1)y= ‘?3 =Dyt pdp=5, 05, Okdie

9.32.1) y= —5_.-3'3—‘“. 2) H[|-—1]I
9.33.1) y=x+2Jx. 2) v=(Va—VxJ. 9.34.1) 1~_— $2) y= -;:-..-*;I-.-

9.35- 1) y=x+ ']: l ql 2) JI‘: 3,\'—6\[;

3
Y
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9.36. 1) v=6Vx—4¥x 2) I,._.[' L J

9.37. 1) _‘l-'zL‘—-l— 2) .":i“.i

20 as ifx Ux
9.38.1) y=x—smx 2) y=x—1Igx
959 M)W= .1': Cos x 2) ¥y= ‘}':{'lfg_\'

. Cosx e, g

9.40.1) V= = 2) y= e
Ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalarning hosilalari topilsin.
941.1) y=xhx 2) v= 1*':_“‘"._
9.42.1) y=Mn -f-% = _,:_: 2) y= In[.\‘ﬂ' + 2.\-)

943.1) y=In (l +cosx). 2) y=hsnx-— i sin” x., 9,44,

y= h(&+v’x+l)Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin.

9.45.1) y=x +3*. 2)y=x"2".3) y=x¢' .9.46.1)y=0a"".2) y=c".
3) y=x’e™

9.47. 5= 2[0; —e_-: ] 9.48. y= Jre'" 9.49, y= 1 [ . 9.50. v= f“ cos=.
—-e [
Murakkab, oshkormas va parametrik ko‘rinishdagi
funksiyalarni integrallang.

9.51. 1) y=sin 6x 2) y = cos(a — bx)
3).a)y=2x’-5-2" +4x~Tlog, x~In2; b) yv= (I—!- .t:)-m‘f.'fg.\::

o SxHeosx | r=log.(2%°
V) ) . 2) ) 1(15;(___1 +]_),

9.52. 1) y=sin %+cm =

9.53.1) y=(1-5x)"; 2) y=1@+3x) .

9.54. 1) y:-(-——l:—)—\; 2) y=+1-x; 3) y=+cosdx.
1=x"

9.55. y=2x—sn2x. 9.56. y=sin'x=(sinx)'. 9.57.y=+4x+sin4x.

9.58. y=xvi-x*. 9.59. y=smn‘x+cos'x. 9.60. y=V1+cosbx.
9.61. 1) '\'=fg.\'+1§-.rg‘x+%rg‘x: 2) y= SHfr

x
2) v=6cos =
3

3) y=x*+e'lnx funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya uchun x! ni
toping.
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¥ ; s i ) {3\ 1 2)1 ’JSr_-I
4) Hosilani tekshiring. a) V=X b) y=itZolnse oy
) £ ) (1-2x)'V1-2

Quyidagi tenglamalardan )’ topilsin.

9.62. 1) ¥’ +y' =a’ ; 2y pmops D)ool

5 ) . - . dy S :
4) x* +9py =16 oshkormas funksiya uchun v, = i_ ni toping.
ax

9.63. 1) x* +xy+y’ =6, 2) X+ —xy=0,

Quyidagi funksiyalarning differensiallari topilsin:
964 1) y=x"; 2) y=x'-3x" +3x;

. : . 2 . g dy - .
3) x=a'cos’1. y=asin’r berilgan bo‘lsa, ' =‘~!'?- ni toping.
ax

9.651) y=vl+x*: 2) SmEl

5

9.66 1) " = 2¢p —sin 2¢; 2) x=—.
7

9.67 ¥ ZI--\'! funksiyani X, =0 nuqtadagi hosilasini toping.
9.68 y=cos’x-VI-x' funksiyaning ixtiyoriy x nuqtasi uchun
differensialini hisoblanu

9.69. v=Incos—. 9.70. 9.71. vy =cos2x+4cosx,

e
201+ ]
972, Ji(x)= ("‘ re . 9.72. f(x)=In(xsin \)

e 1 2
9.73. f(x)- m[,‘-ﬂfr: F1)9.74. y=arcig~. 9.75. y=areig
X
9.76. y =arccosl—x2 . 9.77. y=x'cigdx: ,=3¢82%
sin 4x
978. y=Inlnx. 979 y=X_-X
V= x
9.80. y=arcsinx+vI-x>. 9.81 y=hvVdx'+1+ éarcfgl\'.
_ X = e CUS XS
9.82. _v—arurn(_ ]J Jx@-x). 9.83. g
I : . = 1 X
9.84. v = {;25\_‘ 9.85. y=¢" hxberilgan »'(1) ni toping.

9.86. v =2"cos2"berilgan ,'(0) ni toping.
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9.87. y=I"sin (% = 2.1'J berilgan J"(%J ni toping.
9.88. y=3""+3nx+ — ber:l;:an v'(e) ni toping.
n

Lopital qoidasman foydalanib limitlarni toping.

9.89. lim st;:?;x. 9.90. lim Eg;—;-%’; 9.91. i 11{1](— - -—~).
xX— x— = o X =

9.92. liné tgx -+ Inx. 9.93. lim n (1 + -37)“'. 9.94, ;l\-mé x?Inx
X= =

9.95. lim =X g gg, lim 2%
x—0 x x—0 Ctgx

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari

Funksiya hosilasi va uning talqinlari.

1.y=f(x) funksiyaning Ax argument orttirmasiga mos keladigan Af
funksiya orttirmasi qayerda to*g‘ri ifodalangan?

A) AfFAx)-AAx). B) AFAx+Ax)- AAAX). C) A=A x+Ax)—Ax).

D) AfAFAx+Ax)-A(x—Ax). E) A=Ax)Ax .

2.y=1 o‘zgarmas funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to‘g'ri
ko‘rsatilgan?

A)Ax B) —Ax. @y D)=k E) 0.

3.)=x ﬁmkswamng Ay orttirmasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) 3x3Ax +(Av)’. B) 3x%Ax +3x(Av)” + (Ax)’.

4.y=f(x) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda quyidagi
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) x argumentga Ax orttirma beriladi.

B) funksiya orttirmasi A/ hisoblanadi.
- C) orttirmalar nisbati Af/Ax hisoblanadi.
D) Af/Ax nisbatning Ax—0 bo*lgandagi limiti hisoblanadi.
E) ko‘rsatilgan amallarning barchasi bajariladi.
S.)y=A(x) funksiya hosilasining ta’rifi qayerda to‘g

L} oLt % A-f- — é__
A) flA’)-—al‘l{?(E. B) ['(x)= IPE T

‘ri ko‘rsatilgan?

O) f(\’)—h mif D)f(x)- hm & . E) )= I|m _f

6. Hosilaning mexanik ma’nosi qayerda to*gri ko rsatilgan?
A) harakatda bosib o°tilgan masofa. ~ B) harakatda sarflangan vaqt.

C) harakatda oniy tezlik. D) harakatda to*xtash holati.
E) harakatni boshlash holati.
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7.Hosilaning geometrik ma’nosi qayerda to*g‘ri ko‘rsatilgan?

A) chiziqqa o°tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsenti.

B) chiziqga o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsenti.

C) chiziqqa o‘tkazilgan normalning burchak koeffitsenti.

D) chiziqgga o‘tkazilgan urinma va OX o°q orasidagi burchak
tangensi.

E) chiziqqa o-tkazilgan urinma va OY o°q orasidagi burchak
tangensi.

8. Quyidagilardan qaysi biri y=/(x) funksiya grafigiga (xo.»0) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tenglamasini ifodalaydi?

A) ¥ 2o =" (5)x=Xy). B) y=¥o=f(x0)x. C) ¥ o =1(x0)%.

1
D) x- [ “u XV-¥). E) J'_."'u:f(-"_-ro}.
J7(xg)
9.y=x" parabolaning x;=2 abssissali nuqtasiga o‘tkazilgan urinma

tenglamasini aniglang .

A) y=x+2. B) y=2x+2. C) y=3x-2. D) y=4x—4. E) y=2x.
10. Ta’rifni to‘ldiring: Berilgan y=f(x) funksiya berilgan xo nuqtada

differensiallanuvchi deyiladi, agar u bu nuqtada ......... qiymatli hosilaga

ega bo*lsa?

A) musbat. B) manfiy. C)noldan farqli. D) chekli. E) nolga teng.

Funksiyani differensiallash qoidalari.
1. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko‘rsatilgan?
A) (C'u)’Z(.‘n' (C-const.). B) (uxv)y=u'tv'. C)(uv)=u'vuy'.
D) [L‘] f"_'_‘t_”_‘_ : E) (fu))=/"(u)u'.
v v

2. Diffrentsiallanuvchi « va v funksiyalar «/v nisbatining hosilasini
hisoblash formulasi to*g‘ri yozilgan javobni ko‘rsating.

u'v+uy' w'v + uy' u'v—u'

A) ————. B) ———. C) —

v s i
D) u'v —m"_ E) ﬁ_ —uv

v ‘.
3.y=x?/sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.
A) y'= x? [cosx. B) y'= 2x /sinx. C) y'= 2x/cosx.
D) y'= x(2sinx +xcosx)/sin’x. E) y'= x(2sinx— xcosx)/ sin’x.

4. Diffrentsiallanuvchi « va v funksiyalar «-v ko‘paytmasining
hosilasini hisoblash formulasi qayerda to*g‘ri yozilgan?
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A) u'v'. B) u'v'tuv.  C) u'v+uy'. D) u'v—uv'. E) u'v'—uv.

5.y=x’sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'= x*cosx. B) y'= x(xsinx—2cosx). C) y'= 2xsinx.

D) v'= x(xcosx+2sinx). E) y'= x(xcosx—2sinx).

6. f(x)=sinx, u(x)=Inx funksiyalar bo‘yicha tuzilgan y=f(«)=sinlnx
murakkab funksiya hosilasini hisoblang.

A) y'=coslnx. B) y'=sin(1/x). C) y'=(sinlnx)/x.
D) y'=(coslnx)/Inx. E) y'=(cosInx)/x.

7.y=cos(x*+1) funksiyaning )" hosilasini hisoblang.

A) y'= sin(x>+1). B) y'= —sin(x>+1). C) y'= sin2x.
D) y'=2xsin(x>+1). E) y'=—2xsin(x>+1).

4
8. v=e" funksiyaning hosilasi to‘g ri yozilgan javobni toping.

A)x*-e" "l B)4xd.e”. C) 4x’ e .ige. D) 4x°-¢" "'-Ige. E) ¥
9.)y=a" ko‘rsatkichli funksiya hosilasini toping.
A)y'=a*. B) y'=xa*'. C) y'=da'lna. D) y'=a‘log.e.
E) tog ri javob ko‘rsatilmagan.
10.)y=log.x funksiya hosilasini toping.
A) v = L : B) »' £ Ina. Y= la : D) y’'= L .

x x x xlna

E) to‘g‘ri javob ko‘rsatilmagan.

11.Qaysi trigonometrik funksiya hosilasi xato ko‘rsatilgan?

A) (sinx)'=cosx. B) (cosx)'=sinx. C) (1gx)' = -l-_;--.
COS X
D) (clgr)’=—_+. E) barcha hosilalar togri ko rsatilgan.
sn-x

12.Qaysi teskari trigonometrik funksiyaning hosilasi to‘g‘ri
Ko‘rsatilgan?

A) (aI'CSin -1') =1/1-x%). B) (arccns_\')' =1/~/x* 1.
C) (ﬂrCth) =|/\/;5ﬂ-l-7_ D) (arcctg,\')f =—1//x* +1.

E) barcha hosilalar xato ko‘rsatilgan.
13.Qaysi funksiyaning hosilasi noto*g'ri ko‘rsatilgan ?
A) x)=ax*"'. B)(a")=a*. C)(sinx)'=cosx. D) (Inx)'=1/x.
E) Barcha hosilalar to*g ri ko‘rsatilgan.
14. Agar f{ix)=x'-7x*+2x>+n bo‘lsa, f’(1) nimaga teng?
A) 0. B)-13. C)-17. D) n4. E) 3.
15.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri murakkab
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darajali-ko*rsatkichli funksiya bo*ladi?
A) y=cos’x. B) y=2%*. C) y=cosx*>. D) y=x"".
E) keltirilgan funksiyalar orasida darajali-ko*rsatkichli funksiya yo‘q.
16.y=x""" funksiya hosilasini toping.
A)}’:.\‘Im'hl.\‘. B) }-‘Z]ll.\'*.\"““'. C) y=2Inx:xn*1,
D) y=Inx-x"(1+x7"). E) y=Inx-x"™(1—x7").
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VI-BOB. KOMPLEKS SONLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR.
KOMPLEKS O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

10-§. KOMPLEKS SONLARNI TASVIRLASH. KOMPLEKS
SONNING MODULI VA ARGUMENTI. KOMPLEKS SONLAR
USTIDA AMALLAR. KOMPELKS SONNING SHAKLLARI.
KOMPLEKS SONNI DARAJAGA KO‘TARISH VA ILDIZ
CHIQARISH.

10.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ta’rif: z=at+bi ko'rinishidagi son kompleks son deyiladi. Bu yerda
a=Rez: b=ImZ i’ =—lyokiv-1=i. Z=a-ib-berilgan kompleks sonning
qoshmasi deyiladi. E- kompleks sonlar toplami bo'lsin. z = x + iy
kompleks son shu to‘plam ixtiyoriy elementi bo‘lishi mumkin.
z,=a,+ib. z,=a,+ib, kompleks sonlar berilgan bo‘lsa. ular ustida
quyidagi amallarni bajarish mumkin:

1)Qo’shish: z, +z, =(q, +b )+ilb, +b,)

Z)A}'iriSh: L5 = (al i h] )+ fl(b'. = b: }

3)Ko paytirish: z;z, =(a,b, —=bb,)+ilab, +a,b,)

4)Bo lish; clect t2= 2t oy =ib; (a,a; +bb,)+ila:b, ~ab,)
e o g b g, — b, a; +b3

10.2. Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakli

z=a+bi kompleks son 04 vektor bilan tasvirlangan bo‘lsin. 04
vektorning OA uzunligini » deb. bu vektor bilan OX o°qning musbat
yo-'nalishi orasidagi burchakni ¢ deb belgilasak a = rcosg: b =rsing.

Bu giymatlarni z=a+bi ga qo‘yib, » ni gavsdan tashqariga
chigarsak: z=r(cosp+ismg) (10.1) ni =z=a+h kompleks sonning
trigonometrik shakli deyiladi, bu yerda r=|4,

IR b
r=~Na +b°, argz=@p=arcig—
(1]

Agar Eyler formulasinie'? = cos¢g + ising e’tiborga olsak, unda
Zi—Tel (10.2)

(10.2) kompleks sonning ko‘rsatkichli formasi deyiladi.
10.3.Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni ko‘paytirish va
bo‘lish

Ushbu: z, =r,(cosg, +isin @), z, =r,(cosg, +isin @,) kompleks  sonlarni
ko*paytirib, quyidagini hosil qilamiz:
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2,2, = 1y [cos @, cosg, —sin @, sin @, +i(sin ¢, cosp, +cose, sin P, )]

yoki  zz, =1nh [cos(gp, + ¢, ) +isin (g, + ¢, )).  Umuman, matematik
induksiya metodi bilan, n ta
z, =r(cosp, +isin g ).z, =r,(cos@, +ism @, )......, z, =r,(cosgp, +ismg,)

kompleks sonlar uchun:

22zl = [cns((p, @, 4@, )+isin(p + @, +..+ 0, )]

ekanligini ko‘rsatish mumkin. Shunday qilib, bu hol uchun

2,2y..2, = Kry..r,[cos(p, + @, + ..+, )+isin(p, + @, +..+ @, )] tenglikdan

=" =r"(cos n+isin ng) yoki

[:'{cosnga+r'sin m;n)]" =7 (_cuanp-l—:’siu ney) (103)

kelib chigadi. Bu formula Muavr formulasi deyiladi.

10.4. Kompleks sondan ildiz chiqarish
a+bi kompleks sonning kvadrat ildizi deb, kvadrati a + bi songa teng
bo*lgan x+ ) kompleks songa aytiladi. Shunday qilib, a+bi = (x+ i),
a+bi  kompleks sonning kvadrat ildizi Je+b: Kko‘rinishida
belgilanadi.
Demak, x va yning , _i‘jf'.f W;r’? va ,. #;ﬂﬂf’;’”. qiymatlarini

a+bi=x+yvi gaqo‘yib, >0 va h<0 ga mos quyidagi ikki formulani hosil
qilamiz:
S+ hi .{\(:* +Va® +b? “-‘I,"—n -r_»f'ai_-r_hi_J b>0 uchun,

Ja+bi = 4 \f‘” Vo' +b7 _, |-a o’ 4;‘"_1 b<0 uchun.
- .

l\ 2
Ushbu = = r(cosp +isin ) kompleks sonning » — darajali ildizini

- ~  o+2kr .. o+2kx
W/r(cosp +isin ;aj='{-“rlcus{’ T cisn (10.4)

n n

ko‘rinishida yozish mumkin. (10.4) formulada k istalgan butun sonni
ifodalaydi. Lekin & ga 0.1.2.3. ..., »—1 giymatlarni berish kifoya.

Mustagqil bajarish uchun misollar
10.1. Quyidagilarni toping va chizmada tasvirlang.
D) z+z; 2)z-2; 3):- 4) 2,°2,59) 2,325 6) 7y, 1)izEs)

- . Z -
8) z, -z, va chizmada tasvirlang. z, + 25, 2, — 2, 21" 23, -z—'- larni
2

hisoblang.
R) z,=-2 z,=2, b)z=2 z,=-2. ¢) z;=-2i, z,=l+i.




d) z,=2i, z;=-2i. )z =+15—i, z,=1-iVl5.

0::—3+4f =, =3-4i l—,) z =6F|“ :::7+3.;

B, 8 =3 7. =445,
h) zy = S+ 5is zp =154+414i. )3 S ‘
K)zy =4 —5i, 2z, =2+ 3i m) z; = 23+ 11i, zp =4 — 31

n)z; =2+ 10i, z, = 14 — 3i. y
10.2. Quyidagi kompleks sonlarni tasvirlovchi vektorlar yasalsin:
a) 3+i; b) -4+5i; v)7-4i; g)-2-6; d)l; e)-1;
Div2: 2)1+i¥3; i) 2-B+4ai; k)8 DI 2i2: m)-7; n)-5i.
10.3. Quyidagi ildizlarni hisoblang:

a) Vi ; b) V=8 ; v) V3-4i; g) V-15+8i;

d) V-11+60i e) v2-3i: J) N —1\37C Z) Jasi+Ja-i;

1) ¥=7+24i; k) ¥=4; 1) ¥-1; m) y2+112 . n) vis+& ni
hisoblang.

0) v’ —(5—i)x+(8-i)=0 kvadrat tenglamani yeching.

10.4. J7+3i ni hisoblang.

10.5. Ushbu tengliklardan x va y lar topilsin.

1)3y + 5xi = 15— 7i; 2) 2x+3y)+(x—y)i=7+6i;
3)2x+y)—i=5+ @ —x)i; 4)@Bi—1)x+ (2—30)y=2-3i.

10.6. Ushbu kvadrat tenglamalarni yeching.

a) x> —(3+2)x+(1+3))=0; b) (7+i)*=(7T+ilx+2=0;

V) (I+i)x* —(7+2i)x+ (8—i)=0.

10.7. Ushbu kompleks sonlarni trigonometrik shaklga keltiring:

3 V2 o
a)3; b)-2; v)w—;‘—; g)2i; d) —(-i); e)-1+iv3; j)3+i;

2
z) 4-i; 1) -2+i; k)-1-2i; 1) 1+iv3; m)i n)—i.

Quyidagi ildizlarning barcha qiymatlarini toping. 1ldiz ostida turgan
sonlarni ko*rsatkichli ko‘rinishda tasvirlang.

10.8.Vi5i.  10.9.3+4i. 10.10. V=ivi.  10.11 V15,
10.12. V=3+4i. 10.13. V3i—ai.  10.14. Y1, R ot

10.16. V-1-; 10.17. ¥-2+:2

10.18. Quyidagi ildizlarni hisoblang.

a)V-1+i; b)y¥-1; v)¥:; g) i ; d) V=i e)y2

10.19. Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning darajalari orqali
ifodalang.

1) sin 3x 2) cos3x 3) sindx  4) cosdx 5) sin 5x

10.20. Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning karrali yoylari orqali
ifodalang.
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1) sin“x 2) sin'x 3)sin*x 4) cos'x 5)cos’x 6)cos’x

10.21. Chiziq tenglamasini kompleks ko‘rinishda yozing.

a) 3x+y=1 b) (x—1)y=2 v) 2(x-1) +3(»+2) =6

10.22.z = 2+ 2i sonni trigonometrik shaklda ifodalang va z® darajaga
ko“taring

10.23.z= 3[ cosz—f —isin %""J sonning moduli va argumentini toping.

10.24. Ushbu z, = 7;(cose, +isin @) kompleks sonni
z, =1, (cosg, +isin ¢, ) kompleks soniga bo*ling.
10.25.z, =3(cos 30° +isin 30°) =z, = 2(cos 60° + isin 60°) berilgan.

Z . .

a)z, + 25, b) 2z, — 25, €) 21" 25,9) z—‘ larni hisoblang.
2

10.26.5sin 2¢ va cos2p ni sing va cose orqali ifodalang.

10.27. [_‘: cos ™ +isin ~ H ni hisoblang.

(]

10.28.[ L, %3, ‘ ni hisoblang.

I
| ‘r s ]

10.29. Hisoblang.
l) I'(-S; f134; {1[]5; !'4-5; !'206; i304] 2) ’:‘1-3 L E43 ey [64 + !’45 pa ['IUl;
3) (fBﬁ 3 I-ZS 13 i17 L ['14)(123 s fll);
4) (fﬁ‘} il iI? L fZE’ iy iBZ)({?Z = f34);
5) (!'12 — i‘iS & 1-6? — il?)(EBG L 1-98)‘
10.30. Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga Keltirib,
so‘ngra ko‘rsatilgan amallarni bajaring:

—-\-—'uJ_

a)(—-5+5;\f§)_l—f) b o : v)(1+i);
1+iv3 ‘”. (_l+,‘;j)' ( )= ;\1}"
2 d)t IE i it .59 1
é’)t =i J P
e)(1 + (=2 + 2V3i); 1) —3i(=3 +3i) m) (2V2 - 2iV6) - 6i.
10.31. Ushbu (cos15° +isin 15" Ycos 30° + ism 30°) = cos 45" + i sin 43

ayniyatdan foydalanib, smn15° va cos15" ning giymatlarini toping.
10.32. (- 15 feoser + 15 ) ni hisoblang.

21— i)cosp —isin @

10.33. Quy lddg: ayniyatlarni isbotlang (n — butun son):
a) (1+i)' =22 | “‘“%’f*biﬂ %J b) (\F"‘) =2" (LOb—(}-lW]%J.

10.34. (1-+cose+isin )" ni bajaring.
10.35. (cosp—isin )’ = cosng—isin np ayniyatni isbotlang.
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I -‘n‘ A » - bl
1036 | }*% Lrigne qyniyatni isbotlang.
- age 1-ugng

1037, a a  tenglikni isbotlang.
10.38. Quyidagi modullarni hisoblang:

1 1) Jul N2 =it e ] :
a) ——f A3+ 2] L . V) | 8+—F=I .
B S S
g) 2 (2-a) - 3}: d) {x@-r—lﬁ;J ‘

[:-.-\El"{,iu'i-[;-:f]l
= e . f"/[x—m‘. (1+2i)3-1)
&) V+7) +0-0)" (5+3) : e =e VU 20 I |
; : | { JE+5) (0 +iN2+i

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari

Kompleks sonlar va ular ustida.

1.2 — i sonini 3 + 4i soniga qo*shgandagi natijani toping.
AYS=31:0BY 4t C)2+T7i; D)6 —4i.

2. 11 + 0.,7i sonidan 0.3 — 2i soni ayrilgandagi natijani toping.
AV EESse B33 —1:4ic C)1,7+9,2i; D) 11 —2L.

3.5.7 — 3isonini 6 + 2.1i soniga qo‘shgandagi natijani toping.
AP EES =By 46 21: "€)i11,7—0,9i; D) 7,5—2,5L

4.4 — 2i sonini 1,5 + 2i soniga ko*paytirgandagi natijani toping.
A)5+10i; B)6—2i; C)10+5i; D)4—1,5i.

5.3 +0.1i sonini | + i soniga ko‘paytirgandagi natijani toping.
ANESSRTER) 2 O3 C) 2,7+ 04i. D)5 — 1,7.

6. 16 sonini 4 + 4i soniga bo‘lgandagi natijani toping.
M8 B4 =418 C)2—2i. D) 16— 4i.

7.1 —isonini 1 + i soniga bo*lgandagi natijani toping.
AVISENBE R ) =1 D)—1.

8. 3 + i sonini kubga oshirgandagi natijani toping.
AT SEB) I E) 9" D) 7,51

9.2 — 2i sonini 8 —darajaga oshirgandagi natijani toping.
A)1024. B)2048. C)4096. D) 8192i.

10. z® + 16 = 0 tenglama nechta kompleks yechimga ega?
A) Yechimiyo'q. B)16. C)8. D)d4.
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11-§. KO‘P O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING XUSUSIY
HOSILALARI. YUQORI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALAR

11.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning aniqlanish sohasi

Agar biror A to‘plamning har bir (x, y) haqiqiy sonlar juftligi biror
qoida bilan B to*plamdagi yagona z haqiqiy songa mos qo‘yilgan bo‘lsa.
u holda A to'plamda ikki o‘zgaruvchining funksiyasi z aniqlangan
deyiladi va quyidagi ko‘rinishlarda belgilanadi: z= f(x.v). z = z(x, y)
va h.k.

A to'plam funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi.

|-misol. z = /1 — x? — y? funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Yechish. Berilgan funksiva 1 —x% —y? > 0,ya’'ni x?+y?<1
shartda haqiqiy giymatlar qabul giladi. Demak, funksiyaning aniglanish
sohasi markazi koordinatalar boshida bo*lgan, radiusi 1 ga teng doiradan
iborat.

11.2. Birinchi tartibli xususiy hosilalar
z= f(x.») funksivada y ni o‘zgarmas deb garab, undan x bo‘yicha

olingan hosila z ning x bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va u < yoki

3 4 B . - 1 o) a1 [
£!(x.y) korinishida belgilanadi f’(x.»)=< = m Sx+8ey)-/(x))
e ax A0 Av
o'yicha xususiy hosilasi ham shunga o°xshash ta'riflanadi
boyicha y hosil ham shung hash ta’'riflanadi va

quyidagicha belgilanadi

z ning y

0z ., S _ iy fEYHAY)—f(xy)
e fy(x,y) ya'ni f(x,y) = ‘&’?Ilu - :
Agar == f(x,») funksiya (x,y) nuqtada uzluksiz xususiy hosilalarga

y . . . oz oz St
ega bo‘lsa, uning to‘liq orttirmasi Az=—Av+—Ar+e:-p Ko'rinishda
o av

yoziladi, bunda p= 'Ifli\\'lj +la” nolga intilganda (p-0)z—0. U holda

gzm- ?'- Av ifoda to‘liq orttirma Az ning bosh qismi bo*ladi.
b4 8 oy
To‘liq differensial. z= /(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali

: e h . : 3 Oz 0z
quyidagi formula orqali belgilanadi: d-= < dv+ = dy
ox ay
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11.3. Yuqori tartibli xususiy hosilalar
z= f(x,») funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosiladan olingan

xususiy hosila ikkinchi tartibli xususiy hosila deyiladi va uni quyidagicha
voziladi:

e I
X cx

2= 2(E)- st
oy a\cy

2z 0o

axdy @ [”_1" (x.»)

Xuddi shunmgdek. uch va undan yugqori tartibli xususiy hosilalar ham
vuqoridagi kabi aniqlanadi. /7 (x,y) va f(x,y) xususiy hosilalar z = f(x.)
funksiyaning aralash hosilalari deyiladi.

Mustaqil bajarish uchun misollar

11.1-11.30 gacha. Quyidagi birinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblang.

11.1 (l‘):=.\':e': = 8)z=x"+3x’y-)". 11.2. z =hn(x* +?).
11.3.:=% 11.4. z=arcig 2. 11.5, z=-2L
X X 2 gt
11.6. z=xe™*. 11.7. z=x* —y* . 11.8. == — =
L T o
11.9. zzarcrg%. 11.10 - =x". 11.11 z=¢ *
120 o xva, 1113, u=(n). LI L g !ﬁ
IR N 1L16. 2= (x?y =2 +7) . 1117, oo xfy+ 2
X5 4y A x
;_- — -
1118, MO e e . 11.20. \;_;_‘.
= x x +v° f‘tlr‘» X
arcig v

11.21. :=h;g£_ 11.22. ::(l+k]g‘ ".)" 1123. z= _\“!_.-c"”'“-‘ s
y

e, > 2
11.24. z = (x2 + yz)%:%. 11.25. z = arctgVx?.
112677 — 2 g 11.27. u = (sin x)?2.
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1l
11.28. u = arctg(x — y)?. 1
11.29. u = Vaz3 — bt3. % va -‘; ni z=>b, t = a dagi qiymatini .
toping.
11.30. z —% % va 3—; ni x =y =0 dagi qiymatini
hisoblang.

11.31-11.55 gacha. Quyidagi funksiyani to‘liq hosilasini toping.
11.31.z = e (x + y). 11.32.z = In(1 + e* + y?).

i R o

{138, 5= 25200 1 S1iagl :_be..["]. 113522520
X+ Y v ¥
11.36. z=x"+yv", 11.37. :—-hl(,t"-l- _\'?J. 11.38. z=tnsg(y/x).
11.39. - =sin(x* + y*). 11.40. -z =x". 11.41. :t:h‘l(x-b\l':rl-{-_rz).
11.42. u=c(cosv+xsny). 11.43. v=e""(xcos y+ ysin x).
11.44. == arcre 2134 M_n y) . 11.45. u=e¢™
4—xsmy
11.46. = =5x"37, 11.47. u=(v). 11.48. z =(sin x)™”
11.49. - =X -%, 11.50. z=¢""". 11.51. z=sin® x+cos® y
X

11.52. z(x.») = —I'-;- df(1:1)-? 11.53. z(x,v.2)= =t :d:(ﬂ;l;Z): ?

X
11.54. -= In{\‘ +yxt +y° ] 1155 u=x"¢
11.57-11.66 gacha. Quyidagi funksiyalardan ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini oling.

11.57. @) == yinx; b) u=4x"+3x'y+30’ -y’ ——-ni toping.
axdy

11.58. a) z==mn(1+x+2y) ; b) u=xy+sinfx+y) 2—" - ni toping.
o

11.59. u=mrglx+y) ;_—“411 toping.  11.60. _-—.nrc:gi”-"_ -"”—;—nl

—-xy Oxay
toping.
Az :
1161. ==+ In(x+ ) ‘_:"_‘}'! -ni toping.
11.62. u = xsin xy+ ycosxy. : = - ni topm}b
P

11.63. i« =sin x(x+ cos ) =

axlé a

J'I.-_

--ni toping.

11.64. - =05m(x* +»*) «°:-ni toping.
11.65. - = cos(x + y) d*=-nitoping.
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11.3. Yuqori tartibli xususiy hosilalar
z= flx,») funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosiladan olingan

xususiy hosila ikkinchi tartibli xususiy hosila deyiladi va uni quyidagicha
yoziladi:

Xuddi shunmgdek, uch va undan yuqori tartibli xususiy hosilalar ham
yuqoridagi kabi aniqlanadi. 77 (x,y) va /7 (x,y) xususiy hosilalar z = f(x,y)

funksiyaning aralash hosilalari deyiladi.

Mustaqil bajarish uchun misollar

11.1-11.30 gacha. Quyidagi birinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblang.

11.1 “):=“‘3"‘:; 3)1':-‘""‘3"'1."‘-*,‘»'3. 11.2. :—-In[-\': +_1:).
11'3--25‘- 11.4. zzarc.'gl. 11.5 ;=__£:?;
x = x—)
1560z = x> 11.7. == /¥ -7 . 18—
Je ey
11.9. z:nrc.'g%. 11.10 - =", 11.11 ZZ{?“HI‘,
112, ‘—\}:—“—' 1113, w=(v) . 11.14. == 1;' + 2!:2
11.15. ::i_.t;‘,'_“,. 11.16. :={54":,'|'—_1-"i7)l, 11.17. 11—_.
E +)" ._\.‘
11'18':= il 11.19. - - arcsin \f'__‘ ’ 11.20. - = \f‘ Tf‘ ERT,
arctg ™ vxi +y? Jx 4y +x
11-21' :zhfgﬁ- 11-22. .'.":(] +k}g : ,l‘)‘_ 11_23_ o '\"v()““'ﬁ-r‘
v

11.24. z = (x2 4 y2) 1ovxity? = ;
z=(x +}’)1+W' 11.25. z = arctgVx?.

11.26.2 = 2 1Y e
" 11.27. u = (sin x)”Y%.
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11.28. u = arctg(x — y)?.

= 0 du . e S
11.29. u = Vaz3 — bt3. a—: va 311 ni z=b, t = a dagi giymatini

toping.
Xcosy-ycosx 0z Oz T s =
11.30. z =m 7% V3 gy M X =y = 0 dagi qgiymatini

hisoblang.

11.31-11.55 gacha. Quyidagi funksiyani to‘liq hosilasini toping.

11.31. z = e™(x + y). 11.32.z =/In(1 + e+ 7).
[x - Jr'l' s Cin
1133, z=2-23Y 11348 1{‘] 1135 =21
Xt ) v ¥
11.36. z=x7 +y". 11.37. z=i(x* +5?). 11.38. = =inrg(y/x).

11.39. - \\il‘i(_\-"dp.!_:). 1140, z =" 11.41. fl‘=iﬂ(\'+\m),
11.42. u=¢'(cos y+xsin y). 11.43. v =c""(xcos y+ ysin ‘)
1144, r=ores 0] e

4—xsmy

11.46. = =5x"y7. 11.47. u=(vy). 11.48. z =(sin x)™

11.49. =2 %, 11.50. z=¢""". 11.51. z=sin’x+cos’y
S

11.52. =(v.p) =2 df(1)-2  11.53. z(xpn2) =" 5d(01:2) =2

11.54. z=Infx+ ¥ +57). 11.55. u=x"*,

11.57-11.66 gacha. Quyidagi funksiyalardan ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini oling.

11.57.a) == vnx; b) u=4x'+3x'y+30° -y :—-:'—-I'li toping.
oxcy
- : 'l - -
11.58. a) ==l +x+2v) : b) u=xy+sinfc+y) —’ - ni toping.
ox

a'z

-ni

11.59. w=mwlx+ ) S o loping. 11.60. :=arcg ir+'\',

axdy —xy  xay
toping.

1161. == x*In(x+ ) f?:f -ni toping.

(‘,lt.'_1,‘
. G:IF . .
11.62. u = xsin xyv+ ycosxy. — - Nl toping.
ax”
d'z 5 :
03, u=smx(x+cosy —— - ;
11.63 v) -5 -nitopin
ox oy

11.64. - =05m(x* +»*) d*:-ni toping.
11.65. - =cos(x+y) d’z-ni Ioping.
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-ni toping.

11.66. z =coslax+e’) -:\; 5
lf'.'.l'(.-:‘.'
Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
1.Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar.
1. Tomonlari x va y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakka doir qaysi
masalaning javobi ikki o‘zgaruvchili funksiya bilan ifodalanmaydi?
A) To*g'ri to'rtburchak yuzasini topish;
B) To‘g'ri to'rtburchak perimetrini topish;
C) Tog'ri to'rtburchak diagonalini topish;
D) To'g'ri to‘rtburchakning ikkita qarama-garshi tomonining
yig‘indisini topish;
E) Barcha masalalarning javoblari ikki o‘zgaruvchili funksiya bilan
ifodalanadi.
2. 1kki o*zgaruvchili funksiyani ko‘rsating.
A) f=ax’ +bx+c. B) f=x+ ]— C) f=p+ : 2
y y
D) f=t* +1+1. E) f =sin(ax” +b).
3.1kki o‘zgaruvchili z=f{x,y) funksiya aniqlanish sohasidagi har bir
M(x.y) nuqtaga nimani mos qo‘yadi?
A) to‘g‘ri chizigdagi biror nugtani. B) tekislikdagi biror nuqtani.
C) fazodagi biror nuqtani. D) biror to‘plamni. E) biror chizigni.
4. Ushbu ikki o‘zgaruvchili funksiyaning D{/} aniglanish sohasini
toping:

f(x,y)=y9-x* -y

A) Tomoni a=3 va markazi O(0,0) nuqtada joylashgan kvadrat.

B) Tomoni a=3 va markazi O(0.0) nugtada joylashgan muntazam
uchburchak.

C) Radiusi R=3 va markazi O(0,0) nuqtada joylashgan doira.

D) Radiusi R=3 va markazi O(0,0) nuqtada joylashgan aylana.

E) [-3.3] kesmadan iborat soha.

S. Ushbu ikki o*zgaruvchili funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

S(x,y)= \}9 e y2.

A)[3.3]. B)(3.3). C)[03]. D)(0.3). E)[0)9].
6. Ushbu ikki o‘zgaruvchili funksiyaning D{f} aniglanish sohasini
toping:

F(x,)=\16+x2+y*.
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A) Tomoni a=4 va markazi O(0,0) nuqtada joylashgan kvadrat:

B) Tomoni a=4 va markazi O(0.,0) nuqtada joylashgan muntazam
uchburchak:

C) Radiusi R=4 va markazi O(0.0) nuqtada joylashgan doira:

D) Radiusi R=4 va markazi O(0,0) nuqtada joylashgan aylana;

E) R? tekislik.

7.Ushbu ikki o*zgaruvchili funksiyaning qiymatlar sohasini toping:

f(x,y)=+16+ x4 _1'3.

A)[0.4]. B)(0.4). C)[4+w). D)(—»4]. E)[0,16].

8.1kki o°zgaruvchili z= f{x,y) funksiya grafigi ganday geometrik
ob’ektni ifodalaydi?

A) tekislikdagi to* g ri chizigni. B) tekislikdagi egri chizigni.

C) fazodagi tekislikni. D) fazodagi sirtni. E) fazodagi jismni.

9. Ta’rifni to‘ldiring: 1kKki o‘zgaruvchili z= f(x.y) funksiyaning sath
chizig®i deb --- tenglama bilan aniqlanadigan chiziqqa aytiladi.

A) AC »)=0. B) A(x,C)=0. C) A0.p)=C.

D) f(x,0)=C. E) f(x.y)=C.

10.1kki o‘zgaruvchili z=9x’+9)” funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?

A) parabola.  B) giperbola. C) ellips. D) aylana.

E) kesishuvchi ikkita to*g°ri chiziq.

2. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
.z=f(x.y) funksiyaning x argumenti bo‘yicha /! xususiy hosilasini
ta'rif bo‘yicha aniqlashda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) x argumentga Ax orttirma beriladi.
B) funksiyaning A/=f(x+Ax.y)—f(x.y) Xususiy orttirmasi hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati A,f/Ax aniglanadi.
D) Ax—0 bo‘lganda A,f/Ax nisbat limiti topiladi.
E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.
2.z=f(x.y) funksiyaning x argumenti bo‘yicha f; Xususiy hosilasi
qanday aniqglanadi?
AV fl=limm S(x+Ax,y + Ay) — f[.\'.}')_

Av—0 {'._\\'

B) f‘; = lil'n /(—\" 'l: afs A\') e f‘ = 4 J’) 2
Av—0 Ax

C) f: s S(x+Ax, y + Ay) — f(x+Ax, y) .
Ax 0 Ax
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Dy = i L0 A5 V) = /(%))

Ar—( Ax
B/ fm J(x+Ax, v)+ f(x,¥) :
= Ar—s0 Ax

3. z=f(x.y) funksiyaning y argumenti bo‘yicha f xususiy hosilasini
ta'rif bo'yicha aniqlashda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) y argumentga Ay orttirma beriladi.

B) funksiyaning A /~f(x.y+Ay)—f(x.y) xususiy orttirmasi hisoblanadi.

C) orttirmalar nisbati A,//Ay aniglanadi.

D) Ay—0 bo‘lganda A f/Ay nisbat limiti topiladi.

E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.

4. z=f(x,y) funksiyaning y argumenti bo‘yicha /' xususiy hosilasi
qanday aniqlanadi?

A) i fim LEFAEY T &) = [(%,7)

Ay —0 A".'
B) f| = lim Syt ay) - f(x,y) :
Av—0 Ay
G 7l =im Jx+A y+ Ay) - f(x.y+Ap) .
J Ay—0 ﬁ)
D) /" = fm S(x+Ax y)— f(x. v+ A.ﬂ_
a A0 Ax
E) f) = lim L&Y+ /(x))
YA Ay

5. z=x’+y*+xy funksiyaning x bo'yicha /! xususiy hosilasini toping.

A) fi=2x+3y*+y. B) f'=2x+y’+x. C) fl=2x+y.

D) f! =2x+3y% +x. E) f!=2x+xy.

6. z=x>+y"+xy funksiyaning y bo‘yicha /, xususiy hosilasini toping.

A) fy=2x+3y*+y. B) fi=x>+3y*+y. C) [} =2x+3y".

D) f; =2x+3y* +x. B) fi=3y"+x.

7.z=f(x.y) funksiya Mo(xo.0) nuqtada differensiallanuvchi bo*lishi
uchun gaysi shart talab etilmaydi?

A) z=fx,y) funksiya Moy(xo.y0) nuqta va uning biror atrofida
aniqlangan.

B) Mo(xo.v0) nuqgta va uning biror atrofida f . Sy Xususiy hosilalar
mavjud.
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C) Mo(xo.v0) nuqta va uning biror atrofida f; . f{ xususiy hosilalar
uzluksiz.

D) Mo(xo.v) nuqta va uning biror atrofida xususiy hosilalar
L:#0, /. #0.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

8. Ikki o‘zgaruvchili z=f(x.y) funksiyaning df to‘liq differensiali
formulasini ko rsating.

Myar=2L+2. By —.---mwldr Q) !f—-'—dt -fc{y
f'.\' f_l' ( X (

D) df = o dx -+ g dy. E) df = (—’rrh -—id)
cx oy dy

9. z=x"+y +xy funksiyaning df to"liq (llfferensmlim toping.

A)df = (,\"1' + x)elx + (_v3 + V)dy .

B) df =(2x+ '51,'2 + \‘]d\'+(71' +31‘2 + v)dy .

C) df =(2x+ y)dx +('h +x)dy. D) df =2xdx+3y dy
E) df =(3y” + x)dx + (2x + y)dy.

10. z=y" funksiyaning df to‘liq differensialini toping.
A)df = y" (In ydx - -'-Eafr). B) df =y*(In ,wi\‘—-‘gfg‘v).

C) df = v* (In vedx + > dv). D) df =" (In ydx + £ dy).
X ¥y

E) df = v'(In ydy — X dx).
r‘l"
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VII-BOB. ANIQMAS INTEGRAL

12-§. BOSHLANG‘ICH FUNKSIYA VA ANIQMAS
INTEGRALNING TA’RIFI, XOSSALARI. INTEGRALLASH
USULLARI
12.1. Boshlang‘ich funksiya.Anigmas integral

1. Agar [a,b] kesmaning istalgan ichki nuqtasida #(x) funksivaning
hosilasi f(x) ga teng bo‘lsa, bu F(x) funksiya s(x) uchun boshlang-ich
funksiya deyiladi.

F'(x)= f(x)= dF(x)= f(x)x. xela.b].

Boshlang®ich funksiyani uning hosilasi f(x) yoki differensiali 1 (x)x
bo‘yicha izlash differensiallashga teskari amaldir, bu amal integrallash
deyiladi. s(x) funksiya yoki s(x}x differensialning boshlangich
funksiyalari to‘plami anigmas integral deyiladi va [ /(x)x simvol bilan
belgilanadi. Shunday qilib, agar d[F(x)+C]= f(x)dx bo'lsa,

I_,"(.\')d.\' = F(x)+C (12.1)

bo*ladi.

Bu yerda s(x) integral ostidagi funksiya: s(x)ix - integral ostidagi
ifoda; C — integrallash o‘zgarmasi, x-integrallash o‘zgaruvchisi, |-
integral belgisi.

12.2. Anigmas integralning asosiy xossalari:

a) funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya bilan
ixtiyoriy o°zgarmasning yig indisiga teng:

IdF{.r} =F(x)~C

b) Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga,
anigmas integralning hosilasi esa integral ostidagi funksiyaga teng:

d([ 7(dix)= 7, ([7Ghix) = 7)) (12.2)

¢) Funksiyalar algebraik yig‘indisining (ayirmasining) anigmas
integrali  bu funksiyalar anigmas integrallarining yig‘indisiga
(ayirmasiga) teng;:

[ () gl = [ (et + [ gl (12.3)

d) o‘zgarmas ko‘paytuvchi anigmas integral belgisidan tashqariga
chigarish mumkin (a = consr):

Iaj () = aI S(x)dx. (a=const) (12.4)
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e) agar _[_f'[.\-l.-,h- = F(x)+C bo'lib, u=¢lx) uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan

istalgan ma’lum funksiya bo‘lsa.

I [ ldu = Flu)+C (12.5)
bo-ladi.
3. Integrallashning asosiy formulalari.
[odv=c (12.6)
J.rf.r:.\'— C (12.7)
j.\"‘d\ L C; (n=-1) (12.8)
n+l
J. (.!3‘- - ln!\'| +€ ( 129)
X
jd tdx = —”‘ +C:; a>0; a#l (]2 | 0)
In a
J-L'li'h'=|‘.'. +C (12.11)
Isin xdx=—cosx+C (12.12)
jcus.\'(ir:sm v+ C (|2]3)
B eriC (12.14)
cos” x
[-& —_cgrsc (12.15)
sm-x
I—.‘E‘-_ . T"({,I +C; —a<x<a; a>0 (12.16)
X" —a’ 2a |x+a)

dx _ _ ey "
\m—m‘.\-f-\.r ta’|+C (12.17)
J_""_ - arcsin £ +.C (12.18)

(=L Zac (12.19)
S a a

& _migX+c (12.20)
sin x Jl==2

! \

[~ inlrg _+£J+r (12.21)
cosx 2 4
j.\'h.\'d.\' =chx+C (12.22)
-5~ xrcC (12.23)
chx
[-Z = —cmcrC (12.24)
sh™x
Yoyish yo°li bilan integrallash berilgan

integrallarning yig‘indisiga keltirishdan iboratdir.
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12.3. Integrallash usullari

Bevosita integrallash. Bevosita integrallash jadval integrallaridan
bevosita foydalanishga asoslangandir. Bu yerda quyidagi hollar ro‘y
berishi mumkin:

a) berilgan integral tegishli jadval integrali yordamida topiladi:

b) berilgan integralga (12.3) va (12.4) xossalarni qo‘llanilgandan
so'ng bir yoki bir necha jadval integraliga keltiriladi:

v) berilgan integral integral osti funksiya ustida elementar shakl
almashtirishdan so'ng (12.3) va (12.4) xossalar qo‘llanilgandan bir yoki
bir nechta jadval integraliga keltiriladi.

1-Misol. Integralni toping:

Tx—5x2 +
[[i=daad B

-

X
Yechimi: Suratni maxrajga bo‘lib. keyin (12.3) va (12.4) xossalarni
qo‘llab, integral ostidagi funksiyani almashtiramiz va  integrallar
jadvalidan foydalanamiZ'

J'?x L = _[(——S+—)f —7‘[d — 5[ dx +j —7|111\'[-5\'-—1 ke

‘l.' X X
Differensial belgisi ostiga kiritish usuli. thﬂ.,u.n:,m] belgisi ostiga
Kiritish usuli integral ostidagi ifodani almashtirishdan iborat.

(x+4)

—+c.

2-Misol 1) I(.\'+4)5d\'———ff.t+4 Pd(x+4)=

Bu yerda dy=d(x+4) ligidan i'oydaiandik.
dx 2, xdx d(l+x*) 1
2 = == = In(1 o+
'[1+s: 2j1+_\-3 2'[ 1+ x° 2n( S
Bu yerda oldin integralni 2 songa ko‘paytirdik va ayni shu paytda uni
2 songa bo‘ldik. Undan keyin 2xdx=dx’ =d(1+x’) ekanligidan
I'oydalandi

d(4x—11
”4;:—11 4I4x~1|“‘1 = )-1‘|4\'“|TC

O‘zgaruvchini  almashtirish  (o‘rniga qo‘yish) usuli  bilan
integrallashning mohiyati shundan iboratki, [ 7(x)ax integralni asosiy

integrallash formulalarining birortasi oson integrallanadigan _[ F(u)edu
integralga keltirishdan iboratdir. Faraz qilamiz, x=g(x) o‘rganiladigan
oraligda uzluksiz, differensiallanuvchi funksiya bo‘lsin, u holda

Jf(x)dx = j‘f((p(u))qf(u)du = IF(u)dn . (12.25)
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Yangi o*zgaruvchi « ga nisbatan integral topilgandan so‘ng u =y(x)
o‘rniga qo‘yish yordamida uni x o‘zgaruvchiga keltiriladi.

Bo‘laklab integrallash. d(u9)=ud9+9u tenglikning ikkala tomonini
integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

J-d[nb*] = _[nnf.‘.’ + 1- S, nd= jm!.‘#-i— I.‘)du

bu yerdan
[ud9=ug - [ S (12.26)

Mustaqil bajarish uchun misollar
12.1-12.10 gacha. Ushbu aniqgmas integrallarni topib, to‘g*riligini
differensiallash yordamida tekshiring.

12.1. (304 240 Y. 122, [[s¢ 27 - %),
12.3. _[[4.\ 3x -2 . 124, (3¢ +alc - .
5 s 4
12.5. [| 7 -3+ 2 12.6. (1-50 s - L
2 1 =3
12.7 j[m = ",}h 12.8 j‘[nzn- = J.fx
§ t 8 ] 25 +—3 X
129. [(¥5-2e & i 12.10. J{ &)
12.11-12.30 gacha. Anigmas integrallarni toping.
12.11 Veos v sin xdx. 1212 [S054 12.13 [y E.
Ll)z- X X
arclgx | AN Y
12.14 j_t ~d 12.15 [T 12,16 [V5x +3var.
12.17 [f,% dx. 12.18 [x%e “dx.  12.19 [e " xdx.
12-20 -[J?—:_‘{“ 12-22 ‘[2-—‘:—?—;3&1’.
dx x
12.23 j\:% x: x—. 12. 24_[.|rc.-,m r\{]__‘. 12.25 J'-—I;-:z::—d\‘.
12.26 [0 4 1227 [—2 4. 1228 [BEE3,,
2x +5 X
12.29 | e 12.30 [V1+ 22 xal.
xln x
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12.31-12.60 gacha. Integrallarni toping.

dxiey dx - (2.\"1 -~ S)u’_\' .
231 {')I 5—9.\-:. S)I Jx+4+Jx—1 L)I-\’:(-‘?—-”)-
X dy
d) [ 7o )Il =
12.32 a) j-‘ ‘3,-%”"{:,\-; b) [(u + _w ':n
12.33 [V (53 —1fix. 12.34. | f.l:“’ =
1;0
1 x—16
12.35 I[ !1-—-\/—‘-&-(‘11—_} ]dl. 12.36. [\j\+4{h.
f!.l (h
1R8TS[EE 12.38.
j\9—4,\';‘ J‘\’rl\' +5
12.39. [ & 12.40. [27+37
16x -9 6
12.41. IS"'(“r!.\' 12.42. J("\ 237 + 2)x
dx \'r__ = 3 \(3_ X"
- . ————— —_— ;—-——(h‘
12.43 jJ_”_\,l_l 12.44. |- —
12,45, (22 146, 12.46. [
X +4 vC+1
12.47. [ =lac 12.48. [sin* L ax
x+] 2
12.49._[(‘rg:xdr 12.50. J-‘.‘U‘f:.l'af.\'
1251 (=25 g "
dx
12.53. jm 12.54. I\_[?l
8 \f\ —
DD 56, |e (e + 5k
12.57. J-(\.r.\‘ II:H-\.\'-H)L\‘ 12.58. [(3crgx—1)3rge+ 1)
1+2cos” x I
12.59. [R5 24 12.60. [{xxJxds

12.61-12.111 gacha. O‘zgaruvchilarni almashtirish usuli
yordamida integrallarni toping.

12.61 a) IHdz; 6) Ian-rg“x a; ) [

Vi+x’ §
arcig'x , . n{l+J/x
) 0) IJ\T)“

146




12.62.

ff)I[SIn i} X—Ccos -516 ]rlt -

12:63. (L) . o 3y cainfniends 12.65. [V3v+3dr.
arctg’ x sm’x I i—cf,{,‘t)
12:66. 2 . 12.67. [4™7ax 12.68. [z 'ds
(2x-3)
3erg’x -1 i xedx
12.69. [ ae. 1270, [ofo. 1271, [
1272, [y tde. |, 1273, [ 12.74. [e' cose'ds.
3 V1 —x" arcsin x
12.75. [sec(i+in® xpill+m?s).  12.76. [, 12.77. j“ i i
X X ‘P't
278, [ 12.79. JJ‘_’ 12.80. [2ESX-C8%,,
z e SN X
12.81. [x7edx. 12:82. [t 12.83. [>=ax.
s L(‘h H
12.84. !?_ - & T 12.85. J':'\"'"' *sin 2xdyx.
25¢cos” x+9sm° x
1286, [~ s ,
I\j - x* arccos® x - 4
1287, (SR 1288 [ B RO N .
[LLJN IJLU\\ '[ ,i'_‘ Ysm-x '[ X +])JTH'(!L\1-|
12.90. [e*"* cosxds. — 12.92. [
12.93. (L= 12,04, (V2 3enzvcos2var.  12.95. e T
2~ x ST
x'd: di
12-96. J’;“'] :’\‘1 . 12 97 J‘m lz 98 Ir ._l
12.99. [ =22 12.100. 22, 12.101. [
12.102. [ & 12J03.Im§Fm;me£mu 12.104. [ui2eds.
2 2

\(I . \].
12.105. I.\'Jg(,\"' —5){!.\‘.

Xclx

12.108. [,

12.110_[ —x)" xdx.

(v* +'?Nr: +2

8) I(I 1x—7) dx.

s = 2
12.106. I——-—-d.t 12.107. I[cus[i\‘-—’g]J dx.

vx' +1
sin 2y

12.109. |

Qlﬂ x+5

12.111. .x‘[l+.r ] dx.
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12.112-12.138 gacha.
toping.

12.112. a) (x+3)sin xdx;

d) I{.\': +3x) dx;

12.113. a) J-.\'cosl\'rir;

12.114. I!:u xdx.

12.115. J'_\'m'ctg.\;d.r ;

12.117. I.rln(.r’ +4)x.

12.119. [2ax.

12.121.

XCOS X
I dx.

==
sin” x
I.\"’S‘d\' .

12.123.
12.125. [ cosix L.

12.127. Ix""‘ in* xdx.
12.129. jxch.rd.\'.

12.131. J'(.\-: +3x+ 5k dx.
12.133. j(l +x)° sin xdx.
12.135. J-[". ~ 2)arcsin xdx.
12.137. [(1-3x—x*)in xdx.

b) _[ X ar texdx,

e) _[e:' sin 3xdx.

Bo‘laklab integrallash usuli yordamida

(‘) J-ill'l.‘b‘il'l xex .

8) _[arcs'm 2xdx.

12.116. j\f-.\' In +/xéx.
12.118. j_\";m'a.'r;_.:.rdr.

12.120. | i;li“_“_-f;;_\- .
vl—x°

12.122. n(x® +1)dx.
12.124. j-t""[_\'cns_\' +100sin x Jdx .
12.126. 2 *ax.

12.128. [sec” xin(scex)ix.
12.130. [(3x* -8x)*"dx.
12.132. I[\ +2)cos(3x + 7 )dx .
12.134. [(3x" +6x + 5 fwrcigrds.
12.136. J-e" cos2xdx.
12.138. j[\ —x—1)In’ xdx.

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
1.Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral.
1. Quyidagi shartlarning qaysi birida F(x) berilgan f{x) funksiyaning

boshlang‘ich funksiyasi deyiladi?
A) F(x)= f(x)+C (C-const).

C) F'(x)=f(x).

D) F'(x)=f(x).

B) lim F(1)= f(x).

3y

E) F(x)=/"(x).

2.Quyidagilardan qaysi biri f{x)=Inx uchun boshlang ich funksiya

bo‘ladi?

A e iy
X

C) xInx+x.

D) xInx—x. E) h Inx—x.
X

3. Quyidagilardan qaysi birining boshlang‘ich funksiyasi F(x)=xcosx

bo*ladi?

A) x’smx. B)-sinx. C) cosx—xsinx.
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D) sinx+xcosx. E) x(sinx-+cosx).

4. Teoremani to‘ldiring: Agar F(x) biror f{x) funksiya uchun
boshlang*ich funksiya bo‘lsa, unda ixtiyoriy C o*zgarmas soni uchun ...
funksiya ham f{x) uchun boshlang*ich funksiya bo*ladi.

A) C-F(x). B) C—F(x). C)C+F(X).

D) C/F(x). E) F(x+C).

5. Agar F(x) biror f{x) funksiya uchun boshlang*ich funksiya bo‘lsa,
unda ta’rif boyicha [ /(x)dx aniqmas integral ganday aniqlanadi?

A) C-F(x). B) C—F(x). C) C+F ().

D) C/F(x). E) F(x+C).

6. Aniqmas integralning geometrik ma’nosi qayerda to"g‘ri va to‘liq
Ko‘rsatilgan?

A) Qandaydir to*g"ri chiziq.

B) Qandaydir egri chiziq.

C) Qandaydir chiziqglar sinfi.

D) OX o‘qi bo‘yicha o*zaro parallel chiziqlar sinfi.

E) OY o*qi bo‘yicha o*zaro parallel chiziglar sinfi.

7.Qayerda anigmas integralning xossasi xato ko‘rsatilgan?

A) ( f(‘l"}(f'.\') =iftx). B) de(.r)ci\']:_,f'(_\')ci\‘. C) _[dF(.\'] =F(x)+C.
D) [F'(x)dx=F(x)+C. E) Barcha xossalar to*g'ri ko‘rsatilgan.

8. Anigmas integral uchun gaysi tenglik bajarilmaydi?

A) J'[,’"(_\‘) - g(,x’)]’i\' — I_['[,\‘)d.t‘ + _[g(_r)dr -

B) I_f'(.t)g(.\‘)(i\' = J._,('(,r]({\‘ : J'g{.\'}r.{\'.

O) [/ () - gx)|ax = [/ (x)dx — [ g(x)dx.

D) _[.(f(.\")ci\‘ = A'J'_f'(.\‘)rh' (k = const).

E) keltirilgan barcha tengliklar bajariladi.

9. Quyidagi tengliklardan qaysi biri integralning chiziglilik xossasini
ifodalamaydi?

A) [[7(x)+ (o)l = [ 1) + [ o).

B) [Af(x)tx=k[ f(x)ctc (k- const).

) [[/()-gl)ler = [ f(x)ex — [ glx)e.

D) f[A- /(x)+ B- g(x)l = A[ f(x)bv + B[ glx)dx.

E) Barcha tengliklar integralni chiziqlilik xossasini ifodalaydi.
10.Qaysi darajali funksiyaning anigmas integrali noto‘g‘ri yozilgan?

149



= "
A) ¥ (7 I o B) IL.,(h‘:-l-q- C. C)j}—r?'.‘l"—'.?\f.\“r(_‘.
3 X X VX
i, 3xx I I
D) j¥xdx=

+C. E) [:d.r:—:_-z--k(_“.

11.Integrallar jadvalidan keltirilgan quyidagi tengliklardan qaysi biri
to'g'ri yozilgan?

A)f d': =ctgx+C. B) [— dt =—lgx+C. C)[etdy= LB
“cosTx sin” x Ige
: th
D) | ti\Z:arcsin.\‘nLC. E) I—”—-—:——ll —Slad.
1+ x x° —q 2a |X+a

12. fcos(10x +7)dx  anigmas integral javobi qayerda to'g'ri
ifodalangan?

A)sin(10x+7)+C. B) 10sin(10x+7)+C. C) 7sin(10x+7)+C.
D) 10 'sin(10x+7)+C. E) 77 'sin(10x+7)+C.

13. [(3x+5)*dx integralni hisoblang.

A) C+H(3x+5)°/5. B) C+(3x+5)/15. C) C+(3x+5)°/25.

D) C+3(3x+5)°/5. E) C+3(3x+5)°/25.

14. [4cos® xdx integralni hisoblang.

A) 2sin’x+C. B) —2sin2x+ C . C) 2cos2x+C.

D) 2x—cos2x+C. E) 2x+sin2x+C.

2. Anigmas integralni hisoblash usullari.

1. Anigmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud emas?
A) ko"paytirish usuli. B) o*zgaruvchini almashtirish usuli.
C) differensial ostiga kiritish usuli. D) yoyish usuli.

E) bo*laklab integrallash usuli.

2.Qaysi tenglik anigmas integralni yoyish usulida hisoblashni
ifodalaydi?

A) [ f(X)dx=[udv=uv—[vdu . B) [ f(x)dx =] f(@(0)ep'(t)dr .
C) [f(x)dx= jﬁa,{fk (x)kx = i“;— [ /3 (x)dx .
= k=1

D) [ f(ax+b)dx = L F(ax +b)+C. E) [ f(x)dx =[] fTpD]p'(1)d .
3x+5

3 j———-—dr integralni yoyish usulida hisoblang.
S - | S - ‘ q
A)Z——+-—,—+C. B) 2x-3hjxj+—=+C. C) ’J\—-——-+(
X Xt X X3y

150



D) 2.\--—31n|\-i—5+C. E) 2x+ —3;—-5—+C.
X X X

4.Quyidagi integrallardan qaysi biriga differensial ostiga Kiritish
usulini go‘llab bo*Imaydi?

A) [ f(x)f"(x)dx. B')ILE-M“— ;

J(x)

E) barcha integrallarga differensial ostiga kiritish usulini qo‘llab
bo-ladi.

5.Quyidagi integrallardan qaysi biri differensial ostiga Kiritish
usulida xato hisoblangan?

A) j‘,!'{ ) (x)dx = %f: (x)+C. B) jcos[j‘(.t)]j"(.t)d\' =si[ f(x)]+C.
C) _[sin[ S(0))f (x)dx=cos[f(x)]+C. D) J-L;:—))dt- =In|f(x)|+C.
- -t'

E) keltirilgan barcha integrallar to*g ri hisoblangan.

6.Qaysi tenglik anigmas integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish
usulida hisoblashni ifodalaydi?

A) _[_f (X)dx = -I'ud\.- =y — J v . B) If(.\')ci\' = I_f'(qo(r))go'{f)dt 5

C) [f(x)dx=] ia‘ fi (x)dx = in,‘ [ £ (x)dx .
k=1 k=]
D) !_[(u.\' tb)dx = L Flax+b)+C. E) j_,"{.\']ci\' =jf[¢9(r)]go'{f]df.
o

7. [ f(x)dx aniqmas integralda x=¢(f) almashtirma bajarilganda u
qanday ko‘rinishga keladi?

A) [ flpp()dt . B) [ /1@ (0)¢' (t)dt . C) [ flp0)dt.
D) [ flp(0))e'(¢)dt . E) [/le'Olp(t)d.
i
8.[—~ 2 integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga

Jx?® — 1
keltiriladi? A)r=x2. B)t=x’. C)t=x'. D)r=x’. E) =28,
9. qm xdx
keltiriladi?
A) t=sinx. B)=cosx. C) t=+cosx. D)t=tgx. E)=ctgx.
10.Qaysi tenglik bo‘laklab integrallash usulini ifodalaydi?
A) [f(x)dx=[udv=uv—[vdu. B) [ f(x)dx = [ f(@(t)@'(r)dr .

integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga
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C) [F(x)dx=] ia‘j;(.ﬂ'z’x= ia& | S (x)dx .
k=1 k=1

D) If(a.\' +b)dx = i Flax+b)+C. E) I_f(.\' )dx =I_f[fp(f )] ' (1)t .

a
11.Anigmas integralni bo‘laklab integrallash formulasini ko‘rsating.
A) Judv = [vdu. B) [udv =u—[vdu. C) _[mh' =uv— f v .
D) [udv =uv + [vdu. E) ‘fim’v =+ Irdu .

12. [x*Inxdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani
ganday bo*laklash magsadga muvofiq bo‘ladi?

A) u=x, dv=xInxdx. B) u=x>, dv=Inxdx. C) u=Inx, dv=x’dx.

D) u=xInx, dv=xdx. E) u=x’Inx, dv=dx.

13.Ushbu integrallardan qaysi birini bo‘laklab integrallash usulida
hisoblab bo‘Imaydi?

A) [x"a“dx. B) [x"Inxdx. C) [x"sinxdx. D) [x"cosxdx.
E) keltirilgan barcha integrallarni bo*laklab integrallash mumkin.

14. |- i, integralni hisoblang.

.:t‘:+4.t-—5
X- ; ‘+5
A) llnt 1_+C. B) lln"+5+C. &) l][]i;,*.c_
6 |x+5 6 |x-—I 6 |x+1]|
1. [x=5 5
D) = ] +C. E) Injx* +4x—5/+C.
Wi—
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13-§. KVADRAT UCHHAD QATNASHGAN BA’ZI
FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH. RATSIONAL
FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH.

13.1. Eng sodda ratsional kasrlarni integrallash

Quyidagi ratsional kasrlarni eng sodda ratsional kasrlar deb aytamiz:
L A " A e Ax+ B : Ax+B
x—a =)k + px+q 2 (xZ+px+q)t
[ va Il turdagi oddiy kasrlarni integrallash jadval integrallariga oson
keltiriladi:
I | Adx _ [d“ i Alnlx—a|+C

X a % =4

Il
il. J . I[(l~ﬂ) d(x—a)=
(x—a)
=A ('-‘-_”J : +C= - ) -|'i"(.
-k +1 (l—-k)(x—a)"

I11. turdagi oddiy kasrning integralini qaraymiz: FT - ¢ <0 bo’lsin,
unda

A Ap
2x + )
I{A.t‘ + B )dx 5 (2x+ p)=—=== B

— " = = = = dx=
4+ px+gq X"+ px+gq
£ 2x 1
=—!j{,‘+p){h--f-(8 zp)J-
2°x*+px+gq \'+p\-rq
X'+ px4+q=t A dt Ap dx
= 4 / :._J'_ (3__")}________:
(2x + p)dx = dt 2 + px -+
p
x+
di x '))

=g—fu‘.\': +p,\-+q‘+([§— Af)j et 0

2855 DD
(x4 ) e

Xk

132 A

A P

=—-a’n‘r +px+q| - (B——) +C

I.-...j arclg ———=—
P P
\/q 4 \[" 4
Endi IV turdagi oddiy kasrning integralini hisoblaymiz.
A +p)+B- £2
v I___{_'” B)dx I_L_‘___p_ 2 = :’I._"Z-I_U?f_di._
i (x=+px+q) (x“+px+q) 27 +px+q)"
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1)

e P
d(x+ ?)

Ap 2 A _Aﬁ P
(B 5550 (B==1)"1

J: n
4

e ) .
((.\-i-z) +q 4

Bu yerda

: P
d(x+
5 J

I (21ip)d\ ‘;:_I-

+p1+q) d

((.\'+;): g = }t’

4 )
bo‘ladi.

i ._ﬂf}’)“[‘ |+ pr+g=1 _J-d.' R 1 b
f;\ + px+q)" (2x+ p)dx=dt (1—n)(x> + px+q) 1

i
d(.\'+p) Ayt

2)1:] 2 —=|dx=dI =

((I+P):+f]—p. )" P ;

2 4 q—T=a'

:J dt = 1 I.“2+a:—i‘:

(12 +a2)ﬂ e ﬂ: (!: +a2)f:
1 I t2dr

“*Ju+ayn" TR *)

Oxirgi integralga bo‘laklab integrallash formulasini qo*llaymiz:

dt =

u=1t,dv= —nrfﬂ

| rhdt’ o (1> +a’ )" :
(1= xa”) du=dt,v= :

XAl N +a’ el
p .
= > 2 vr—1 =t __l _[ > _"c_,!'r S
2(l—n)(t” +~a~ ) 2n—1)- ¢r= +a- )"
Agar

dr
Zn =I(t: o)

belgi kiritsak, u holda (*)dagi formula quyidagi ko‘rinishni oladi:
2n-3

+
2(n—1)a-n-+a-)"' n=—1ja> "

n

yoki
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_____]__ o £ F(2n—3)1,.) ()]

2(n— Da? e ot )t

"

Bu formula bo‘yicha 7, ,./, , orqali ifodalaymiz. so*ngra 7, , ni/, ,
orqali ifodalaymiz va hokazo. Bu jarayon quyidagi integralni Xosil

gilgunimizcha davom ehdi'

1t 1
!]---_[ -,—( = mc!i; + C

I +a a a
(*%) formula keltirish yoki rekurent formula deyiladi.

: x — 1 )dx : <Uate
misol [ — : — integralni hisoblang.
xS 2x 30

Yechimi:
(x—1)dx

=

>
“(x  +2x+3)°

20 ' | (2x + 2 )dx dx =
j“ : —dx=— I - —=2|— =
(x* +2x+3)* 27 (x* +2x+3)° (x~ +2x+3)°
=-17! ___"2_[ dx =_l ! =S s (***)
2(x* +2x+3) (x*+2x+3)° 2(x*+2x+3) '
'L integralni hisoblaym iz:
v+ 1=t
!‘I: ==
- ‘[( +2x H)‘ I((\rl) +2) L’-‘Fd’]
1 di
=l e J- di==f——-
(1'+2)" (r*+2)- 271 +2
_"j tdt ,_:__i ﬂ:zn’t
(> +2)° 7f 27 (1 +2)°
Oxirgi mlegralm qaravmi?'
tdt 2 I
(t* +2)* (12 +2)° 2 " +2
I
n=tdv=d
— {(!24-2) ___I { i-IJ- d!
o2 SR
du=dt,v= ,]- 22 B
1~ +2
| s 1 t x+1 Xl
=——— + ——arctg —+C=——F————+—=arcilg +C
) s ) SRR 2 2(x2 +2x+3) 2 V2
Demak.

155



bo‘ladi.
I,integral giymatini (***) tenglikka qo‘ysak. berilgan integralning
qiymati kelib chigadi:
(x=l)dxainy x+t2 V2 x+1
J(.\-z BB xix13) 4 "2

13.2. Ratsional kasrlarni eng sodda ratsional kasrlarga ajratish
Ma’lumki , Pu(x)=aex” + aix' + x> +... ap1x + aox” + ay
Funksiya darajali ko*phad deyiladi, bunda ao, ai, as,.... ko*phadning

koefTitsiyentlari, n esa daraja kursatgichi.
1-ta’rif: TIkki ko*phad nisbati ratsional kasr deyiladi.
R(x) = __Qf_‘(\_) o 6ox" +6, X" +..+6
P,(x) ayx"+ax"'+..+a, ,x+a,

m-l"- 0 I{"m_

(13.1)

Agar m<n bo‘lsa, u holda ratsional kasr to*g‘ri.agar m=n bo‘lsa, u
holda ratsional kasr noto‘g‘ri kasr deb aytiladi. R(x) ratsional kasr
noto‘g‘ri bo‘lgan hollarda kasrning Q(x) suratini R,(x) maxrajiga bo‘lish
yo‘li bilan uning butun gismini ajratish kerak:

0, (x) r(x)

—_— X))+ -

P (x) g) 122 (5c)

Bu yerda 1)
P (x)

to‘g'ri kasr, chunki r(x) qoldigning darajasi Rn(x)

n

ning darajasidan kichik.
I-misol Ushbu

25t —3x" 1

R(x)= "2
X" +x-2
noto‘g‘ri ratsional kasrning butun qismini ajrating.
Yechimi:
4 3
Zxs=—3x -+ Do
2t +2x% —4x°
Sx3+4x 2+ 2x2—5x+9
5x3-5x2+ 10x
Ox 2- 10x +1
9x2+9x-18
-19x +19
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Demak.,

A _ a3 i o
= : ‘—*+—I == O —5.\'-}-91’--_‘_].;‘_,_1_.
X*+x—2 200 e
). (¢
P (x)

to‘g’ri ratsional kasrni qarab chigamiz, bu kasrning Rp(x) maxraji

(x—)*,(x* + px+¢q)°

ko rinishdagi chiziqli va kvadratik ko“paytuvchilarga yoyiladi, bunda
(x-c0)* ko‘rinishdagi ko‘paytuvchi g karrali haqiqiy ildizga mos keladi,
(x* + px+¢) ko‘rinishdagi ko*paytuvchi s karralidagi kompleks ildizlarga
mos keladi:

P,(x)=ay(x-a, yh (x—aty )k2 -...-(.\'—a,_}" '(_\'2 +px+q)" -
(X x4 qy)? (X px g (13.2)
Q.rr (“‘)

1-tcorema: Har gqanday R(x)= ratsional kasrni, bunda 2, (x)

. (X)

(13.2) formula bo‘yicha ko‘paytuvchilarga ajratilgan, .- l =,

r—o (x—a)
Ax+B  Ax+B

¥ px+q (7 + px+q)

kasrlarning yig*indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bunda:

1) (13.2) yoyilmaning (x-o) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga bitta

(k=2 va butun), , (s=2 va butun) turdagi oddiy

kasr mos keladi:
X=X,

2) (13.2) yoyilmaning (x-c)* ko‘rinishdagi ko paytuvchisiga
A, A, A,

-+ ~ o P -
(x— (1)“ (x— u)H (x—o)

kasrlar yig-indisi mos keladi;
3) (13.2) yoyilmaning x>+px+q ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga bitta

Ax+ B )
kasr mos keladi:

X +px+gq
4) (13.2) yoyilmaning (x>-+px-+q)* ko‘rinishdagi ko*paytuvchisiga
Ax+ B, A x+ B, Ax+ B,

. — T
(x"+px+q) O +px+qg) (x~ + px +q)
kasrlar yig*indisi mos keladi;
Bu teoremani isbotsiz qabul gilamiz.
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Yuqorida ko‘rsatilgan ratsional kasrning oddiy kasrlar yig*indisi
yoyilmasidagi 4, B, 4,, 4,,....B,.B,,... koeffitsiyentlarni aniglash uchun
turli usullar mavjud. Ulardan bittasi noma’lum koeffitsiyentlar usulidir.
Uni misolda ko*ramiz.

2-misol:Ushbu

x+2

R(x)=— ratsional kasrni oddiy kasrlar yigindisiga ajrating.
e

Yechimi: Maxrajni ko*paytuvchilarga ajratamiz:
xP—x=x(x’ =D=x(x-1)(x+1)
keltirilgan teoremaga asosan berilgan kasrni oddiy kasrlarga ajratish
bunday ko‘rinishda bo*lishi mumkin:
x+2 A B D

o — Sy ):-—l- x+1

A.V.D noma’lum koeffitsiyentlarni topishga kirishamiz. Buning
uchun oxirgi tenglikning o‘ng gismini umumiy maxrajga keltiramiz va
hosil gqilingan tenglikning ikkala qismida maxrajni tashlab yuboramiz. Bu
amallar natijasida quyidagi ayniyat kelib chiqadi:

x+2=A(x-D(x+ 1)+ Bx(x+ D+ Dx(x—1) ,

x+2=(A+B+D)x* +(B-D)x— A4

ko‘phadlarning tengligidan quyidagi A,V,D larga nisbatan
tenglamalar sistemasi hosil qilamiz va ildizlarini topamiz:

[=-2
A+B+D=0
B-D=1 :<B=%
~A=2 1
D=—
L 2
D o)
Demak, —"‘]—*_" = L 3 iy v
X —x x 2x=1) 2x+1
3-misol Ushbu x+1

—————— ratsional kasrni oddiy Kkasrlar
X +x"—x+2

yig“indisiga ajrating.
Yechimi: Berilgan ratsional Kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga
ajratamiz:
x+1 x+1

Xyt —x+2-(x+2)[x=—x+ll

Yugqorida keltirilgan teoremaga asosan
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(x+2)(x2 —x+1) x+2 x*—x+1

yuqgoridagi misoldagiday, bu tenglikni ham o‘ng qismini umumiy
maxrajga keltiramiz va hosil qilingan tenglikning ikkala qismidagi
maxrajlarni tashlab yuboramiz. Natijada quyidagi ayniyat hosil bo*ladi:

x+1l=(A4+B)x? + (—4A+2B+C)x+ A+2C

ko‘phadlarning tengligidan foydalanib A,V,C larga nisbatan
tenglamalar sistemasini tuzib uning ildizlarini topamiz:

x+1 A : Bx+C

T

(A+B=0 7
IR Tl
‘:--‘(' | 7
| s
=

Shunday qilib, ratsional kasr quyidagi sodda ratsional Kkasrlarga
yig-indisiga ajraldi:
X+ 1 1 x+4

1 9

— .'_ — .,
X +x T —=x+2 Hx+2) 7(x*:—-x+1)

13.3.Ratsional kasrlarni integrallash
Ratsional kasrni integrallash uchun quyidagilarni bajarish kerak:
Iuning to*g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanligini tekshirib va aks xolda
ya'ni, noto*g‘ri kasr bo‘lganda, oldin uning butun gismini ajratib, shundan
keyin ko‘phad butun gqismi va ratsional kasr qismlari yig*indisi
ko*rinishida yoziladi;
2)To‘g ri ratsional kasr oddiy ratsional kasrlar yig*indisiga ajratiladi;
3)Yoyilmaning koeffitsiyentlari topiladi;
4)Ratsional kasrning integrali hisoblanadi.
4-misol Integralni hisoblang:
[ e
x(x—D(x+2)
Yechimi: Yuqoridagi ko‘rsatmalarni birin-ketin bajarib, quyidagilarni
hosil gilamiz:
x* 43 A B D

= — .‘._.___.’
x(x-Dx+2) x x-1 x+2

x% +3=(A+ B+ D)x*> +(A+2B-D)x-24,
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{A+B+D=I

<IA+ZB-D=05\H:-:
{—24=3 .
P

6

_[ (\ +3)dx _'%J-(h

1)(\+"’) ?. X

dx 7 n’\
[___

x—=1 6 1+"

= —3 Ini,t'i + ﬁ ln|_\' - I| + Z ]nl.\' + 2 +c.
2 3 () ;

Mustaqil bajarish uchun misollar
Ratsional kasrni integrallang.

x*dx
13.1. ﬂ) Im .

dx

13.2. a) I(\—i)[n 3’

13.3. [2x#3x+6 ,
I[I‘f\)( 4-x)
13.5. I'\‘ —St}f\.‘

13.9. e
3. j(11'+]X1 rrrl)

faRN(i=2uroy 2t

(1=x)(x* +1
G, [

S
[3esne sar )
(x* +2x+2)
s
i (2-3x)
dx
13.15. Im
6elx
13.17. Im;—())
dx

(!\
) J (x —-IX\ —x {_)

xdx
6) J‘j_‘[\_’)

{54 cd
(\——3) (\+4]

Ble T

dx
13.8. f mi.‘__ L

x 4+ 1y
13.10. j[\ _4\{5)-.

1812 [~ —10x+25

x' =10 +25x°

R L .
I “ - 1' ;
13516 ==

\Fl

13.18. -[\(1+.)

x'=2x* —x

13.18. J- (\' Ilki\‘

S s

13.20. [ 4
X+

IH\ -f\-‘l, %
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13.21. j(“ SR 13.22.}-‘.’1:‘_"'%%_55‘“_

X,
' +9)x —l) x(x+1)

13. Mﬂ,._ 13.2 X 4l 3
23° '[{\1") .\+2)h 3. 4‘r\—\‘+1tl-lh
25. _-._ +‘_6_\__1_h\ X" +2x+3

i3 II\ i—"} (\ -4Jf 13:26. I(\+1K\—+’

(807, [o2x 2 =9 U 13.28, [Xodxi=6x,

J’[\-—l'l{\ tdx + )l ’[ \‘(lrl) 3
-I\ 3x + 2 x' +6x +8x+4
13 29 J (-\ 'T] d'l 13-30. I—t'zx—t:)'"—'i
Qusul 12i ratsional kasrlarni integrallang:
13.31. [ - "‘}’(‘ i S 133200 [
} X 42x+ 2 = +1)x"-
13.33. Qa e 1313418 [ 2t R
J{Hl]{\ -—]\'r)( I \(,1-1-1]
13.35. (X v_(n. 1‘\\{ 13.36. [* +4,t"+3,\'+2_£‘_
j{\ +2)° (1 H)h J (v~ U:[“”) {
13.37. j‘_r_f'Lf_h‘I”d\ 13.38. (72 :]"”)m
=2 hx + X
Maxrajida kvadrat uchhad gatnashgan integrallarni toping.
13.39. ,—g—_;ﬂ‘é_(: 13.40. j‘_———‘:‘H]?
(e 13,425 (o2
IJ.\'“—H\'+25 j\h»f 2x -1
dx (x —_-..]rh
13.43. J‘%\_:J‘_ - 13.44. j‘ T
(4x —5)dx ) [3.\ 5)‘,&
13-47. _._i({{__ / j \fh ’
Jl.: —')a. +6 1348 IJI "Cll+l
(2x—=1)dx 6+ 1
13.49. IJ5|4-\—\ 13.50. JJ‘_\ dx
dx ~ dx
13.51. _[.‘_\IJ,\_‘.._S‘Jr4 13.52. j JH_‘
13.53. L {3154 | s e
(\ ~3x l'J) j‘(.\‘:+2.\')'

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
Ratsional funksiyalar va ularni integrallash.
1. Quyidagi yig‘indilardan qaysi biri ko*phadni ifodalaydi?
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A) iaﬂ sinkx. B) iak sinfx. C) ir:,;..\'k. D) irq x%. B) iu;‘.x,\.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
2. P(x)=(x>+2x—10)*(3x+5) ko‘phadning darajasini aniqlang:

A)l. B) 2. C) 3. D) 4. E) 5.
3.Agar Pu(x) va QOu(x) ko'phadlar bo‘lsa, unda quyidagi
funksiyalardan gaysi biri ratsional funksiya deyiladi?

A) Pr(x)+Om(x). B) Pu(x)—Om(x). C) Pu(x)/On(x).

D) P"(-“)‘Qm(x)' E)’ PH[Q.'H(-\‘)J-

4. Qaysi shartda R(x)=P,(x)/O,(x) to‘g‘ri ratsional funksiya deyiladi?
Aymzn. B) m<n. C) m>n; D) m<n. E) m#n.

5.Qaysi holda R(x)=P,(x)/On(x) noto*g‘ri ratsional funksiya
bo*lmavdi?

Aymzn. B) m<n. C) m=n. D) m>n. E)m=n—1.
6. Quyidagilardan qgaysi biri to*g‘ri ratsional funksiya bo*ladi?
X +x+1 x+1)° x? +x+1
Ay ST T Bl @it e
x+1 x“4+x+1 x' +1
) e E) X txtl
(x+D* (o
7.1 tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.
s B X + A £ x+/
B o)« 2. D)4 EIth
a2l (x—a) (x—a) X—a x—a
8.11 tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.
A) 1A.\' + B ' B) Ax + B._ _ 0) A ‘
X +px+gq (x—a)* x—a
D)y R ) B
X"+ px+gq (x—a)*
9. 111 tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A) E_A‘LB_ B) _Q‘jﬂ_w;‘-zz. C) ﬁff;ﬁ_‘kgj_
X"+ px+gq (-‘-- + px + q) (x=a)
D) Ax® + Bx+C E) Ax® + Bx+C
x* +px+g (.\'1 + px + q)k

10.1V tur eng sodda ratsional funksiyani ko*rsating.

Ax+ B X Ax +
M= ) D oo o) ZEB s,
X"+ px+gq (x‘+px+q) (x—a)
Ax* +Bx+C 2+Bx+C
D) 2 X . E) Af +B.\+(_kl
X"+ px+gq (x“+px+q)
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11. 1 tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi?
A) faqat logarifimik funksiya. B) logarifmik va arktangens funksiyalar.
C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.
E) faqat arktangens funksiyalar.

12.11 tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orgali ifodalanadi?
A) faqat logarifmik funksiva. B) logarifmik va arktangens funksiyalar.
C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.
E) logarifmik va ratsional funksiyalar.

13.111 tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi?
A) faqat logarifimik funksiya. B) logarifmik va arktangens funksiyalar.
C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.
E) logarifmik va ratsional funksiyalar.

14.1V tur eng sodda ratsional funksiya integrali gaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi?

A) faqat logarifmik funksiya.

B) logarifmik va arktangens funksiyalar.

C) faqat ratsional funksiya.

D) ratsional va arktangens funksiyalar.

E) logarifimik va ratsional funksiyalar.

15. R(x) = 3x= +5x—1

(x=5)x-=3)(x+1

ko‘rinishda bo‘ladi?

ratsional funksiyaning yoyilmasi qanday

£ A.X AX y ',
A) J,.T+b‘,+.1_.,\+b’:+_l._\+)3‘,' B) _A'_.+.L-ﬂ+.i__
x—5 x—3 x+1 r—=5 x-3 x+l1
) — 4 A, A,
(x=5)(x~-3) (1-3;(14»[1 (r-3](x+n'
/ 3, A.x+ B,
D) Ix+ B, Ax+ B, Y l.x+

("—5)(\— 1)+(1—5)(\+IJ (x=3)(x+1)"
E) togri Javob keltirilmagan.

) . v gow
16. [— —dx integralni hisoblang.
x“+2x-3
X+3
Ay =2 l_so. Byl 2N G e
\—1 X+3 \—l x+3 x—1

D) 2In|x—I|+In|x+3[+C. E) Injx=1|-2Injx+3[+C.
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14-§. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH.
IRRATSIONAL FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH

14.1. Trigonometrik funksiyalarni integrallash usullari
Ushbu _[R(sin x,cos x)dx integral berilgan bo‘lsin (R— sinx va cosx

ga nisbatan ratsional finksiya ) Bu integral rg

X re s
g = almashtirish yordami

bilan hammavaqt ratsional funksiyaning integraliga Keltirilishi

-

mumkinligini ko°rsatamiz. sinx va cosx funksiyalarni rg ~ bilan. ya'ni t

J

t

bilan ifodalaymiz:

SHEX WA X o
2sin - - cos 2sin ~ -cos 2g? o
Sy AnL 2 2 A 2 2

o

D =

= 2 2
sm + COS | +1g

x
2

[ SO

2 X
2

=

cos —sin~

i | =

1 . s
cos ™ 4+ SIn -~

N CRY

o
14 ¢*

9 = =

(§S]

b

(e(4

2

1+t

2 L\ o,
demak,IR{sin,cosx]dx:jR "r, —] i --"fh-;
l+¢° 1+t )1+t

so'ngra, x=2arctgt ,dx=

I-misol. Integralni hisoblang: j—'{‘—
smn x

Yechimi: Yuqorida yozilgan formulalarga asosan:

y .
at n +C

1 +1°
b) Anigmas integral _[R(sin x)cos xdx ko‘rinishda. ya'ni cosx ga
nisbatan toq funksiya bo‘lsin. U holda sinx = t, cosxdx = dt bajarib
quyidagini hosil qilamiz. [ R(sin x)cos xdx = [ R(1)d!
2-misol. Integralni hisoblang:

Isin 3 xcos dx

+C

o sinx=¢ R in®
Yech:rn:.‘jsu:’xcoscit:[ ]:jrsd;=%+(‘=sm £

cos xdx = dt _6
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v) Agar integral
j R(cos x)sin xdx
ko‘rinishda berilgan bo*lsa, u holda cosx=¢ , sinvdv=-dt
almashtirish magsadga muvofiqdir:
_[ R(cos x) -sin xdx = —f R(t)dt

; 3% 4 sin x
3-misol . Integralni hisoblang: [ =—=dx
COs X
Yechimi:
- sin xdy cCosXx =1 dt ) : 1
J= 2 [id :-I—:—J'.f ‘di = g G o ==
cos* x sin dv = —dt Z 3t 3cos” x

g) Agar integral ostidagi funksiya faqat tgx ga bog‘lik bo‘lsa, u holda

7 o : - .
tgv=t, x=arclgy, d¢v=— almashtirish yordamida bu integral ratsional

L4t
funksiyaning integraliga keltiriladi:
/i
[ R(rgx)dx = [ R(r) - & =
) 5

4-misol. Integralni hisoblang: [ rgxdx
1gx =1

i L ed=eE) Ly e
Yechimi: |itgxdx= = —=— —=—ll+1|+C=
J.& d\-:‘—i'" '[l‘f-!" ?.j | +1° 2!
|+t
1 : 1 =
= ln‘l + rg‘_r; +C = : ln[ ”__J +C.
2 2 \cos’x

d) Agar integral ostidagi funksiya R(sinx.cosx) ko‘rinishda bo‘lsa,
ammo sinx,cosx funksiyalar fagat juft darajalarda kirsa, u xolda tgx=t
almashtirish tatbiq etiladi, chunki

1 1

(.'U.T:.\' R e
l+tg"x 1+1°
5 1g7x i dt
sin? x=—% e
l+tg=x 1+t 1+t
arb . Fihs dx
5-misol. Integralni hisoblang: [ ————
2—-5m°"x
ddt
lgx=1 , dx= -
- - dx [+t
Yechimi: | - = - =
—sin” x 2 ¥
n .r = e———
=15
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di
O

i
:I BN =I al _ — }_. arclg = I_ m‘c‘rg{ 1&_\_)1_ (&
{ 2 241° xfz \E A2 \/_:’_
7= (1+¢2)

|

e) Endi sin” xcos” xdx ko‘rinishdagi integral berilgan bo*lsin.

Bunda ikki holni qaraymiz:

1) m va n dan kamida bittasi toq son. Aniglik uchun n toq bo‘lsin.
n=2p+1 deb olib integralni almashtiramiz:

I.s‘:'n"' xcos*P* xdx = j sin™x cos>’ x - cos xdx =

- j sin™ _1'(1 — sin? .r]P cos xdx = [ﬂ-” e ] = Ir”" (1 =t );. dr. (14.1)

cos xdx = dt
Bu esa ratsional funksiyaning integrali.
2) m va n manfiy bo‘lmagan juft son. m=2p, n=2¢ deb faraz qilamiz:

. 1 5 1 1
Sin2x =— ——cos 2x, cos* x =—+ —cos 2x (14.2)
) 7" 3

Bularni integralga qo‘yamiz:

P g
[snf” xcos? xdx = J{l ok cos 2:«'] [l + L cos 2.1‘) dx. (14.3)
20 2 2

Darajalarni ko‘tarib, qavslarni ochib, cos2xning juft va toq
darajalarini o°z ichiga olgan hadlarni hosil gilamiz, birinchi punktda
ko‘rsatilgan usuldan yoki (14.2) formuladan foydalanamiz.

6-misol. Integralni hisoblang: [sin® xdx

Yechimi:

jsin e — %J' (1= cos2x) dx = g j' (] — 2¢0s 2x + cos” 2.\'}& =

-~

| : L
= *[l ~sin 2x + | [ (1+cosdx)dx |== ] e a0y ST Ay o
" 2 402 3

14.2. Irratsional funksiyalarning integrali
Har qanday irratsional funksiyalardan olingan integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanavermaydi. O‘zgaruvchilarni almashtirish
yordamida ratsional funksiyaning integrallariga keltiriladigan irratsional
funksiyalarning ayrimlarini qaraymiz.

l)jR(x.x”.....x-‘)dx ko‘rinishdagi integralni garaymiz. Bunda R

o°zgaruvchilarga nisbatan faqat ratsional amallar bajarilishini ko*rsatadi,
m, n - .s,...- natural sonlardir.
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Integral ostidagi funksiyani ratsional funksiyaga Keltirish uchun
m I . . .. o . S
= ...~ kasrlarning umumiy maxraji k ni topish va x=r* dv=k'""dr
n 5
almashtirish bajarish magsadga muvofiqdir.

. : . : Vxdx
7-misol. Ushbu integral hisoblansin: I;‘;‘—1
Vx© +

Yechimi: [ s

| x4+ 1
%.ikusrlarning umumiy maxraji 4 bo‘ladi, shuning uchun x = t* |
dx=4tdr almashtirishni bajaramiz:

1
2 )

X2 dx (= 3 2 i
——— =4 ———dt =4| (" ——)dt=
‘[ ‘ '[{ °+1

3

7+ 1
xt +1
1 It 3 4 ;
=4_fr‘:h—4]’ ] c!::4‘—-—ln[f +[‘+C=
£ +1 g
1
4
=—|x* —Inlx? +1| [+C
J |

2) J‘R 2 (% (X6 g ko‘rinishdagi integralni gqaraymiz

cx +d cex +d

R.m,n.s.r.... larga yuqorida qo‘yilgan shartlar shakllanadi. Agar k son

m n ; : e el
— ,...,— kasrlarning umumiy maxraji bo‘lsa, bu integra
1 3

aere .,
ex+d
almashtirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga olib
keladi.
(a, v, s. d bir vaqtda nolga aylanmaydigan butun sonlar).
8-misol. Integralni hisoblang:
i 2x - 3dx
V2x-3+1

Yechimi: Bu erda a =2, v = -3, s =0 , d=1 ckanligini va

Lo |

L
5
kasrlarning umumiy maxraji 6 ekanligini nazarga olib

2x—3 =10 t=82x-3,dx=3"dl
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almashtirish bajaramiz. Natijada:

i [ 5 1
j N2x -"{lr\ P I “f (ﬂ=3]~ (“ ——BJ‘ K '|+|I" —i-i——‘—"){(’!:
Px—3+1 ° 12 +1 s | fai =it
7 3 3 — ~ by
i I 7 3 K 3 I’r =
=3(———+——1(+arctet +C=—"/(2.\'—3} —=§/(2x—=5)" +
T s £ s s
+2x-3-32x—3 + 3(::1'13‘\’/5.\' —3+C.
Mustaqil bajarish uchun misollar
Trigonometrik funksiyalar qatnashgan ba’zi ifodalarni
integrallarini toping.
14.1. dx . b rh
4 ﬂ)'['{-r:)cuar j COS™ X
42 sin xdx o cos _\:f\.-
: a)-[sm X—COSX ) J-Ir.;m'.r
14.3. j- dx 14.4. J Sin X +cosx
| —crgx SIN X — COS X
14.5. j___ Pl o
(qm x— g(‘l\‘) ‘l4cosx+smx
g e
SN~ x —5sin xcos x c.m\[1+«|n x}
14.9 j sin xdx 14.10. J- s.ln X+sin \]d\
" 6cosT xasint x cos2x
14-11-1 — dx - 14‘2 J'I—.""’\
sm° x—2fgx+3cos x l—rgx
14.13, [ x*l,, EId o
COS™ X Y3+ Scasx
ML, [ 14.16. [—&
8- 4smu-7co:.\ 4+ 3tgx
14.17. J’ COﬁl’dt‘ 14.18. J-lrfi,’
sm’ x—cos’ x Sin

Sinus va kosinuslarni ko‘paytmasi va darajasi gatnashgan ba’zi

ifodalarni integrallarini toping.

14.19. Icas' 2xclx
14.22. Isin * 2xcos’ xdx

sin” x

14.25.I —dx  14.26.
cos® x
14.28. Isin’.wos" xdx

14.20. Icos’ Sxdx
14.23. _[t:os1 xdx

dx

Sll"l xcos® x

14.29. Icuslvsin Sxdx

14.21. Isin ? xcos® xdx
14.24. j-s'in  xdx
14.27. _[

\I’.ﬂ ...\

o
cos’ 2x

14.29. J.N‘Ill }-.\Illl > dx
2 4

14.30.[5&1( x— 5}:0:{ ’-‘:)dx 14.31. Ifg“.rdx 14.32. Isin.r-si.n 2x-sin 3xdx
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14.33. J-LU\' T dx 14.34. Icrg"x:h‘ 14.35. Irg"lrd.r

smn- x

14.36. I:g‘m sec’ gdo 14.37. J-rrg rdv.

sm X
Ba’zi bir irratsional ifodalar qatnashgan integrallarni toping.

14.38. a) ilf = de D) I_\'{E.\'—l ) v

1439, [(5) @ 140, [HE240 441, [
e XA Y

1)

1442, [yfoX 4 1443 (B, 1444, Iﬁl_i“’-‘
'\'Ii![li-\}" X J‘
ey

= Jx +¥x \ +1 frh
14-4:.‘0 J U‘1 __Zf-__?.{i‘- I4u46- J- r d\ l"‘ 47 .[1 S ‘/_‘
\||l 3
x+¥x? +9x dx Y1+ 4x
0°, C- T st vx 4:49. [=iecvucri g e 5
1448 -[ (]‘— ]7).\ 1449 J(J_‘v_-rz_ﬁ)j“_') 4 0 J
1451, [ 1452, [El+ 285 ar 14,53, [« Vareds
\-'Il + ‘\"'.\':
14.54. fu‘.(f_r;? 14.55. j"“*_‘—m 14.56. | ﬁ*
1487, (% 1488 - —C0
j'.\ ‘J.l': -1 .\'[I ; .\")H
Eyler .:I{m.u.hlirish yordamida integrallarni topil:g
1450) [ faley 14.60. =
2 ‘[1\!1‘ +4x+1 I\-rJt 1-:-4
; xdx xldx B
14.61. j\m 14.62. IJ?"';:M
14637 (-2 e L 4G N AT b LA
J-x\/,\?—x—ﬁ '[r—\/t ~1 J.(\_'})J;rr ¥ _|{_)]

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
1. Ayrim trigonometrik ifodali integrallarni topish.
1. Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga ketiruvchi
universal almashtirmani Ko*rsating.
A)sinx={. B)cosx=t. C) tgx=L. D) ctgy=t. E) tg(x/2)=1.
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2. t=1tg= universal almashtirma gatnashgan quyidagi tengliklardan

qaysi biri noto*g ri?

"

> o

' 21 I 2dt ' )
A)snx=——. B)cosx=- T Ch)idx= D) x=2arcigr.
1 +1- 1+ ¢ 1+t

E) Keltirilgan barcha tengliklar to*g ri.

3. J'R(cos.\'}sin xdx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun qaysi
almashtirmadan foydalaniladi?

A)cosx=t. B)sinx=f. C)tgx=L. D) ctgx=t. E) tg2x=t.

4. Trigonometrik ifodali [(1-cos* x)sin xdvintegralni hisoblang.

5 5
. : cos” x cos” x
A)cosx—sin*x+C. B)sinx—- -

EC C)-cosx+——+C.
b

25 L
; sin” x Siflie .
D)sin x — e +C. E)—cosx+°- z +C.

S.IR(sin x)cosxdy ko‘rinishdagi integral qanday almashtirma
yordamida hisoblanishi mumkin?

A) cosx={. B)sinx=t. C)tgx=t. D) ctgx=t. E) tg2x=1.
6. lcos_x dx integral javobi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
—sin x
Ay o ISR RNy LI o
1—cosx 1-sinx | —sinx
D) —In|l =sinx+ C. E) Infl —cosx|+C.

7.Quyidagi  almashtirmalarning  qaysi  biridan | R(tgx)dx
ko‘rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga Kkeltirishda
foydalanib bo‘lmaydi?

A) =tgx. B) i=sinx. C) r=ctgx. D)=t

M| =

E) ko‘rsatilgan barcha almashtirmalardan foydalanib bo*ladi.

o D - . - - -
8. [sin*"*'xcos” xdx integralni hisoblash uchun qaysi almashtirmadan
foydalanish qulay?

A)sinx=t. B)cosx=t. C)tgx=t.  D)ctgy=t. E)sin’>x=t.
9. [sin’xcos’ xdx integralni hisoblang.

8 6 - B 6 .. B sl
A) cos I_COS .T+C' B) sSn X _COS .1+C,. C) COS X “Sll] X iy
8 6 8 6 8 6
iy e by o
p)Snx_sin’x . SIS e
) 3 S E) 2 + z +C.

170




10. [sin"xcos™"" xdx integralni  hisoblash ~ uchun  qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay?
A) sinx={. B) cosx=t. C)tgx=t. D) ctgx=t. E) cos’ x=I.
11. [sin’xcos® xdx integralni hisoblang.

0O 8 + 6 8 6 w8
COS X 08 X " 5 £ 208 X COoS X sSin X
A o2 AT S 2 X SR @) 20504 a3 G
6 8 6 8 6 8
S o | o 8
s X Sl X + COS X COs X
D)——2 220 2 e et
6 S 6 8
12. —10sin 3.xsin 2xdx integralni hisoblang.
A) cosSx—5cosx+C. B) sin5x—5cosx+C. C) cosSx—35sinx+C.
D) sinSx—35sinx+C. E) cos3x-cos2x+C.

2. Ayrim irratsional ifodali integrallarni hisoblash.

1.Binomial integralning umumiy Kko‘rinishi qayerda to‘g'ri
ifodalangan?

A) [x(a+bx)’dx. B) [x' (a+bx)"dx. C) [x"(a+bx*) dvx.

D) [x"(a+bx*)dx. E) [x"(ax" +bx*)"dx.

2. Qaysi shartda [x"(a +bx")”dx binomial integral albatta elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi?

A) p—butun son. B) —butun son. C) s—butun son.

D) r+s—butun son. E) keltirilgan barcha hollarda.

3.Qaysi shartda [x"(a+bx")"dx binomial integral elementar
funksiyalarda integrallanuvchi bo*lmasligi mumkin?

A) sl + p—butun son. B) o —butun son. C) s—butun son.
Ay S
D) p—butun son. E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi
bo‘ladi.

4. [x"(a+bx")Pdx binomial integralda (+1)/s— butun son, p=k/m
bo‘lsa, qaysi almashtirma orgali undan ratsional funksiyali integralga
o‘tiladi?

A) atbx' =t. B) a+bx* =t*. C) atbx* =t".
D) at+bx=t™. E) ax*+b.=t™.
5.[R :c,{“'iff’- g “?J—rh)-" dv irratsional funksiyali integral qanday

ex+d T T ex+d

almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga keltiriladi?

171




ax+b o B) &t O . ax+b

: > C) = =
cx+d ex+d cx+d
;- d x + £ -
D) e PKUK(n-s): B) EX2=1*, k=EKUB(n,-,s)
ex+d cx+d
6.]Ri(.r. ﬁ““‘ﬁ'b.-‘-"{“'m dv irratsional funksiyali integral qanday
\ Vex+d Vex+d
almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga keltiriladi?
a.\-+h::3. B) a\'+b:r~;. C rr_\'—f—h: 6
ex+d ex+d ex+d
X+ &
D) E=2=/°. E) x=4°.
ex+d
7% JM@ integralni hisoblash qaysi ratsional funksiyali
14+36x+1
integralga keltiriladi?
A) j‘_i; dt. B) [_‘ﬂ_, i @GRS 5 Dyt

1+t P+

E) to‘g'ri javob keltirilmagan.
8. [R(x,Yax* + bx+c)dx, a>0, irratsional funksiyali integralni

ratsional funksiyali integralga keltiruvehi Eylerning I almashtirmasini
ko‘rsating.

A) Vax® +hx+c'=l B) Jax? + bx+c=xJa -1.

C) J;;_:En +c=xt+a. D) Vax* + bx+ e (x—a)t.

E) to‘g°ri javob keltirilmagan.

9. [R(x,Vax® + bx+c)dx, ¢>0, irratsional funksiyali integralni

ratsional funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning 11 almashtirmasini
ko‘rsating.

A) \'a.\' i-b\'+c =t+c. B) vax? +bx+c=vex-+1.
C) \a.\‘ +bJ. re=xt+4e. D) Nax® +bx+c=(x—ce).

E) Vax? + bx + ¢ =Vax® + be +ct .

10.Qaysi almashtirma [R(x,vx> —=10x+9)dx irratsional funksiyali
integralni ratsional funksiyali integralga keltirmaydi?

A) Vx2 —10x+9=x~1. B) Vx* —10x+9=(x—1I)t.

C) Vx> —10x+9 =x1+3. D) Vx? —10x+9 = (x—9)r.
E) barcha almashtirmalar ratsional funksiyali integralga keltiradi.
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VII BOB. ANIQ INTEGRAL.

15-§. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH.
15.1. Aniq integralni hisoblash.
1. [a,b] kesmada s(r) funksiya aniglangan bo‘lsin. [a.b] oraligni
a=x,<x <..<x,=bh nuqtalar bilan n ta bo‘laklarga ajrataylik. Har bir [

v_,.x,] kesmadan bittadan Z(z e[x,x]) nuqta olib, A7 =3 (£ )Ay, yig'indi
(1

tuzamiz, bunda Ax =« -, AJ-ko‘rinishdagi yig‘indi, integral yig*indi

deyiladi. Uning maxAx, - 0 dagi limiti, (u mavjud va chekli bo®lsa) f(x)

funksiyaning @ dan b gacha aniq integrali deyiladi hamda

I fx)dx = lIlm Z,’(‘, JAY, (lD 1)

ko rinishida yoziladi.
2. /\mq mlevra]ml'lgb xossalari.

1) [c: £ dx _uj' f(xMx; (& = const); (15.2)

2) I[.f ()= g(x)lix =If'(rkh-i jg(.rl-f.r: (15.3)

3) [ r(ete=— [ o (15.4)
4) [ f(x)dx=0; (15.5)
5) ]fLr)dr =[ /(e + ]_f't.\-}tx- : (15.6)

6) Agar y= f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
£ e (a,b) topiladiki,

J (e =7 (€ Xo—a): (15.8)
bo‘ladi. |
8) Agar y= s(x) juft funksiya bo‘lsa, u holda
jrt vldx = z[;(vlh (15.9)
9) Agar y= f(x) toq funksiya bo‘lsa, u holda
[ /=0 (15.10)

3. Aniq mtemal Nyuton-Leybnits
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Jt_f(,\‘)r!.\‘ :f-'{.v]: = F(b)- Fla) (15.11)
formulasi orqali hisoblanadi.

4.]_f(.r)cb- integralni hisoblash uchun x=g(). « << g almashtirishni

go‘llaymiz. Agar [a:p] kesmada x=olr). @) rlel)) funksivalar
uzluksiz va gla)=a. o(p)=5 bo‘lsa, quyidagi

[ 7k = 1(le)o ) (15.12)

tenglik o‘rinli.
5. [a.b] kesmada « =u(x). 9=9(x) funksiyalar uzluksiz hosilalarga ega
bo‘lsa, quyidagi bolaklab integrallash formulasi orinli bo*ladi:

b & .
_[mi..‘? - uSif: —I.F}du (1 513}

15.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash
1) Uzluksiz y = f(x) (7(x)=0) egrichiziq x=a va x=5 to g'ri chiziglar
hamda Ox o‘qgining [a.b] kesmasi bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi

S = If(.r)d_\- (15.14)

formula bilan hisoblanadi (15.1- rasm).

Y b
W »=f{x)
A /"f
HHI R
s
AR 4l
15.1- rasm. L] b ;
Agar [a,b] kesmada s(x)<o0 va uzluksiz bo‘lsa, u holda aABb yuzasi
b
s:;j;(x),hl (15.15)

formula bilan topiladi.

2) Uzluksiz x=¢(y) (p(y)z0) egri chiziq, y=c¢, va y=d to‘gri
chiziglar hamda Oy o°qining [c.d] kesmasi bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzi

o

S = j(a(y)dy (15.16)
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formula bilan hisoblanadi.
3) Uzluksiz v=/(x) va y=/(x) egri chiziglar hamda
x=a, x=b (a<b)to‘g‘richiziqlar bilan chegaralangan sohaning yuzi

§ = [ (£, (x)= £, (), (15.17)
formula bilan hisoblanadi (15.2 - rasm).

Vlh

15.2 — rasm. 0 b x
4) Agar [d.e] kesmada y = f(x) funksiya uzluksiz va chekli sonda o*z
ishorasini almashtirsin (13.3 - rasm). Masalan, [a,b], [b:d] musbat va [d.e]
kesmada manfiy giymatlarni qabul qilsin.
Y

B

|

I

I

I

I

1
a

m dm X
a b S, E\

15.3 — rasm.
U holda

:f S (x)dx

5) Yuqori chegarasi parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
(x=p(t)y=w() (@<t<p) va yon tomonlari a=g¢(x) va b=w(x)
chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblash
uchun (15.13) formuladan foydalanamiz.

¥ =u(e)
X = (/J(!) 4

S = jl' 7 (x)edx =_T_1-'d.t =ldx = @'(t)dt | = J-f/f (¢ )’ (¢ )t

b -
S ‘5.1 94 5‘__! A% 6'3 . J“/‘(_-\-)(jx -+ -+ J-jﬁ(.\’)cix.
- of

o

o x=a=>1l=a

x=b=1t=p0

6) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigli OAB
sektorning yuzini (15.4- rasm) quyidagi formula yordamida topamiz:
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(15.18)

15.4 — rasm.

Mustagqil bajarish uchun misollar
Integrallarni hisoblang (Nyuton — Leybnis formulasini qo‘llash
yo'li bilan).

15.1 @) [ _. e & [k
)Lr‘n x? B)IQ e .'l:l'll+5.t}'
15.3 j S 154 2Ly 155 s 2 g,
G-x) A ! Y
5 ’ e —1) e*dx ¢ {3 : > g >
15.6 IJ_“)_H 15:7 I( 1) eax  15.8 I:e—_l (b>a>0)
15.9j e sholfc < 15.11 [L8Xg
0 (\ + 1)' i _r\[IT(]n x) X
2. I Varsz -1
15 12 [S13 [ -2 2 IS
JI. = ! Jat —x> ,I\Jm
fEHGH e R s s 1518 [
|J: [5_",)}5_\4 515 :{(.\'—u)(_\'—Eul £5-15 J:_-’.\:-rl\'—?,
8 V8 -
- - ‘ (f\
15.18 fm 15 I9J‘H 1520 | =
15.21 JI- rfil_os_x 15.22 J-cus‘.\'sin 2xdx 15.23 I‘\fClh_\’—C(‘s‘ xex
1524 [sn(rp )i 1525 [ S 1526 et adg
0 _zs2 VS X 0

202 5M .
15.28 I 1" dx

e & ,cos” 2x

15.28 j cosrsm(zf_ %}dr 15.29 _[ a‘.‘.

15.30 |7 5wt 15.31 j4f"

15.32 j[s e Jin
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15.33 J'

Jl—.\
_d\

\'+I

15.39 'j" Ll

l+cosx

1:336j

x+]
——.h

1542[

15.45 [ 4
I A=

l"‘ 4«; |' l(!'l =
‘.\
= =1  Xdx
15.51 | —
oy -x°
1554 [ =2
e a” +x°
15.57 [ co xdr
, Vsin x
15.60 [-“
lf.‘(‘;:“:
1563 e e

x—1

15.66 [2~1u,

15.69. I\\H — 1 6edx
15.82. j‘ﬁ"‘l
s NX =

X dx

15.85. [x'Vi-

15.87. a) I.a CO8 Xl 5

15.90. [arcrguts

15.93. “[(x+ 3)sin xc

\"3—\"
1537 [—

9![( 2)?

xdx

J_J;q

15.40 I

15.43 | —

15.46 J[L Y

1449 j_{f\

R

"JL

52 !1 v"u —xdx

¢ dx
bl
dx

$ ]._ifx_-_?

15:61 [t

o= +1

15.64 j "‘

'J 1

h

15s

15.67 f r!-.

xlnx

15.56

lﬁZj

g ]d_r 15.34 j'e""‘r.".r 15.35 T(sin 3:-—lcns4x)dx
xi2 2

1338

15.41 j[ml}a

L]

15.44 f(1- Ve

15.47 jcos “;:—cm -3—:;5(.‘.:

15.50 |

T4
AR )

15.53 j]n (xx+1)dx

Ve

dx

'n[x\.‘l ~ (I x)’
15.59 _[Mh

Lm nm X
15.65 Jrg“'_tdt

l'l"l'["

dx
L1+ fg\]

15.68 J’

Intcgmllarm hisoblang.

¢ xdx
15.80. _!‘m

15.83. 'fi'”-f”d,‘-

e dx

15.86. jJ_
e" +1

g) Jn ‘dx .

15.91. ‘i'.\'ze “dx

15.94. jxsm X cos xelx
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15.88. j.\'h! xelx

15.81. I4‘+

I-.\.—'

15.84, [ &

o V2r+]

15.89. j!n " xdx
15.92. ie‘ sin xedv

15.95. KII..OS ' xsin xdx




15.96. j- ,1"'(.sil'l : dx 15.97. J--H in ' xdx 15.98. Ij Je* —1dx

X" +2
= l dx T dr, - 5 dx
1599, [ & 15100, 2 LJIOI.JlJl_::Tr
15.102. j\'*‘ + 15.103. j L 15.104. [
15.105. Irg-'xrl\' 15.106. J-,T:\"‘)- x2dx 15.107 I ‘h—— 1 _r“]
xdy dx N+ a
15.1 —— : 15.110 b ——d\
S. 08'[\1_“ 15109_‘[“Jfr '.[ ‘
15.111 ] yeids 15.112 |- “‘;’li% 15.113 [“ =2 e
e e 33+4/lx—-2)F
v 4— b T dx =  dk
15.114 a0 [ 15.116 | =

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarning yuzini
toping.

15.117. y=4-x*. y=0 15J18.*;;;;-| 15.119. ) =2px. x=h
15.120. y=3-2x—x°, y=0 15.121. xv=4, x=], x=4, y=0

15.122. y=hx, x=e, y=0 15.123. ,*=2x+4, x=0

15.124. y* =x', y=8 x=0 15.125. y*=(4-x)', x=0

15.126. 4(,° -x*)+x' =0 egri chiziq ilmog*i. 15.127. y=x*, »
15.128. y=x?+4x, y=x+4 15.129. a*y* =x'(2a-x)

15.130. (v—x)=»*, x=1 15.131. » {ha—\ =(xv-a) atrofidagi ilmog’i

Il
b

15.132. = :[w +c—*] zanjir chiziq x=+a va y=0

15.133. y=arcsin2x; x=0; y=-7x/2

15.134. y=x*+1; x=)" 3x+2y-16=0; x=0

15.135. y=(x+1)"; y*=x+1

15.136. y=4-x*, y=x'-2x, y=0 (2-chorak).
15.137. y=-1/2x" +2, x+2y-4=0. y=0 (l-chorak).
15.138. y=¢";: y=e"*; yp=¢° 15.139. y=x'-2x*; y=0
15.140. _1='5r21—-t y=x+1 15.141. y=x*+3; xy=4;, y=2, x=0
15.142. y=x"; y=-2x" +3x 15.143. y= J1=x: y=x+I1; y=0
15.144. y=cos2x: y=0. x=0; x=7/4 15.145. y=

2ty =y
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15:146. xy=1. y=x%; x=3 y=0
15.147. x=0; x=2; Pp=2% y=0p<

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari

1.Aniq integral va uning xossalari

1.[a. b] kesma bo“yicha y=f(x) funksiya uchun S,(f) integral yig*indi
tuzishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) [a, b] kesma x; (i=1, 2. -, n—1) va xo=a, x,=b nuqtalar bilan n
bo‘lakka ajratiladi.

B) [x; 1, x/] (7=1. 2. -, n) kesmalardan ixtiyoriy & nuqtalar tanlanadi.

C) tanlangan &, nuqtalarda f(x) funksiya qiyvmatlari A&,) hisoblanadi.

D) [x;1. x] (=1, 2, -, n) kesmalarning uzunliklari x; —x; 1=Ax;
topiladi.

E) ko*rsatilgan barcha amallar bajariladi.

2.[a. b] kesmada aniqlangan y=/(x) funksiya uchun tuzilgan

S, m-Zr(- JAx,

II][Lle| yig'indi orqali aniq integral q‘mday aniqlanadi?

A)jmm =S, (/). B)J_f(.x)(i\——lnam.én(‘,’j.
b b

C) f_f'(_\'):i\' =min S, (/). D) [f(x)x= Tm S,(f).
i ¢ "n;:: ..:\l -0

E) to*g’ri javob keltirilmagan.
b
3. [ f(x)dx aniq integral uchun quyidagi tushunchalardan qaysi biri

aniqlanmagan?

A) a - integralning quyi chegarasi.

B) b - integralning yuqori chegarasi.

C) f(x) — integral osti funksiyasi.

D) f{x)dx — integral osti ifodasi.

E) Keltirilgan tushunchalarning hammasi aniqlangan.

4. Aniq integralning geometrik ma’nosini ko‘rsating.

A) egri chiziqli trapetsiyaga wurinma chizigning burchak
koefTitsiyenti.

B) egri chiziqli trapetsiyaning perimetri.

C) egri chiziqli trapetsiyaning o‘rta chizigi uzunligi.

D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzi. E)to*g’ri javob keltirilmagan.
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5. Aniq integralning mexanik ma’nosini ko‘rsating.

A) o*zgaruvchi kuchning eng katta qiymati.

B) o*zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati.

C) o*zgaruvchi kuchning momenti.

D) o*zgaruvchi kuchning bajargan ish.

E) o*zgaruvchi kuchning o‘rta giymati.

6.[a.b] kesmada aniglangan y=f{x) funksiya qanday shartni
b

qanoatlantirganda [ f(x)dx aniq integral doimo mavjud bo‘ladi?

a

A) yuqoridan chegaralangan. B) quyidan chegaralangan.
C) o‘suvchi. D) kamayuvchi. E) uzluksiz.

7. Aniq integralning xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan?

h h b
A) [[f(x)+ g(x)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)edx.

b b b
B) [[f(x)— g(x)ldx = [ f(x)dx = [ g(x)dx.

a

b b b
C) [ f(x)gx)dx = [ f(x)dx - [ g(x)dx.

b b
D) [Af (x)dx=k] f(x)dx (k — const.).

E) barcha xossalar to*g‘ri ko‘rsatilgan.
8. Aniq integral xossasini ifodalovchi
b c h
| f(X)dx =] f(x)dx + [ f(x)dx
a c

tenglik bajarilishi uchun ¢ nuqta qanday shartni ganoatlantirishi kerak?
A) c<a. B) ¢> b, C) c=a yoki c=b. D) a< ¢<b.
E) ko‘rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.

9. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o°rinli emas?
a b a h b

A) [ f(x)dx=0. B) [f(x)dx=[f(x)dx. C) [kf(x)dx=k[f(x)dx.

a a b

b h .
D) [f(x)dx=][f(t)dt. E) keltirilgan barcha tengliklar o rinli.
10. ﬂ.r* lldx integralning qiymati gaysi oraliqqa tegishli bo‘ladi?
-1

A) (-1,2). B) (0. 6). CHI(53): D)i(=1,3). E) (0, 1).

b
11. [dx integral giymati nimaga teng?

180



A) b—a. B) a-b. C) b+a. D) b>~-a*. E) (at+b)/2.

4
12. [(-4)dx integral giymati nimaga teng?
|
A)S. B) -5. C) —20. D) 20. E) 12
2. Aniq integralni hisoblash usullari.
1. Agar y=f(x) funksiya [a.h] kesmada uzluksiz bo‘lsa. unda yuqori
chegarasi o*zgaruvchi bo®lgan aniq integral orgali aniglanadigan

D(x) = [ f(t)dt,x [a,b]

funksiya xossasi qayerda to*g'ri ko‘rsatilgan?
A) D'(x)= f(a). B) @'(x) = f(x). C) &'(x)=0.
D) @'(x)=x/(x). E) @'(x)=f(x)/x.

2. [ f(x)dx aniq integralni Nyuton—Leybnits formulasi bilan

hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) f(x) funksiyaning biror F(x) boshlang‘ich funksiyasi topiladi.
B) boshlang‘ich funksiyaning F(a) va F(b) qiymatlari hisoblanadi.
C) F(b)+F(a) yigiindi hisoblanadi. D) F(by- F(a) ayirma
hisoblanadi.
) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.
3.Agar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f(x) funksiyaning
boshlang“ich funksiyasi bo‘lsa, unda aniq integral uchun Nyuton—
Leybnits formulasi qayerda to*g‘ri ifodalangan?
h b b
A)J' f(x)dx=F(x). B)[f(x)dx=F(a)-F(b). C)[f(x)dx=F(b)/F(a).
a a

a

b b
D) [ 7 (x)dx = F(b) - F(a). E)[ r(x)dx= F(b) + F(a).

|
4. [xdx aniq integralning qiymatini Nyuton—Leybnits formulasi
0
yordamida toping.
A) 1. B) 0. C)1/2. D)=I. E) 2/3.

xl3
5. [sin3xdx aniq integralning qiymatini  Nyuton—Leybnits
0

formulasidan foydalanib aniglang.
A) 0. B) 1. C) 2/3. D) 0.75. E)-0.3.
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6. [cos® xdx aniq integral giymatini Nyuton—Leybnits formulasi
0

yordamida toping.
A) . B) n/2. C) n/3. D) n/4. E) n/6.

h - -
7. [udv aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi yordamida

hisoblash jarayonida quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi?
A) u=u(x) funksiyaning du differensiali hisoblanadi.

B) dv=dv(x) differensial boyicha v=v(x) funksiya topiladi.

C) u(b)v(b)+ u(a)v(a) yig indi hisoblanadi.

D) Tt'du integral hisoblanadi. E) ko‘rsatilgan barcha amallar
bajarilad?‘

8. i.re"'dx aniq integralni bo*laklab integrallash formulasi yordamida
hisoblanng.

A)be. B) e/2. G) 1. D) 0.5. E) 2.

9.jf(_r)d_\‘ aniq integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi

orqali hisoblashda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi?
A) x=p(1) almashtirma tanlanadi.
B) ¢(f)=a va ¢(1)=>b tenglamalarning yechimlari a va / topiladi.
C) flp(r)] murakkab funksiya tuziladi.
D) almashtirmaning hosilasi ¢'(f) hisoblanadi.
E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.

b
10.  f(x)dx aniq integralni x=¢(¢) almashtirma orqali hisoblash

a

formulasini ko*rsating.

h b h h
A) [ f(x)dx=[p(t)dr . B) [ f(x)dx = [ flop(0)]dt .

a

b g b b
C) [f(x)dxc=[f()@'Wdt. D) [ flx)de =] flo)p(t)dt .

a

; ’
E) [f()dx = [ £/ ()t -
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3
1. \f%fi_l aniq integral qiymatini hisoblash uchun qaysi
1 X/ 3x -+
almashtirmadan foydalanish mumkin?
A)=1/x. B) t=\3x+1. C)t=1/Bx+1. D)t=Jx. E)t=x3x+l.
‘

12.[— = aniq integral giymatini o‘zgaruvchilarni almashtirish
1 Xv3x + 1

usulida hisoblang.
A) 2/3. B) In(2/3). C) 9/5. D) In(9/5). E) n/2.
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Mustagqil bajarish uchun testlarning javoblari

1.1. Matritsalar va ular ustida amallar
SRS ane a7 L8 9 1o i1 (12 ]13114]15]16
BEBNEBEEEN Bl E | ¢ |A I DI E|C|DJE|B

1.2. Teskari matritsa
PEESRIE a7 18 1 9110
DR CIDIIBlEA|E]|E|E
2.1. Determinantlar va ularning xossalari I
2(314[5[6]7(8(9]10 11 12 13 14
B|C/IA|B|C|D[B|C|B C D < D
3.1. Chiziqgli tenglamalar sistemasi )
DHESRINANESHE6N 7 [ 819 |10)11(12]13]14
BIFCIEDNSB DB [ B|B|B|E|B|A|D
4.1.To‘g ri chiziq tenglamalari va ularga doir masalalar j
21314567 |8|910[11[12]13]14]15]16
CIEBINENIASECG G B C | D|E|D|C|A|C|D
18|19 |20 .
B|DJ[A
5.1. 11 tartibli tenglama va chiziglar. Aylana va ellips ‘
ZRIESHIAN|ESRIR6 0718 9 | 10| 11 | 12
AN IRCCGICIC I E| B | E | A
5.2. Giperbola va parabola == _ N
SIS EIEANIESHIE6N S 70819 |10/ 11 {12 (131 14
ABECHEDSIFAN|FANIICITAINC {E | DD E | D

6.1. Vektorlar va ular ustida amallar

RIS BIEANIEONRON N7 89 10 1T §12] 13 14

ERECEDAEDAIRDEBYtAC A | C | B | B | D

6.2. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi, uning xossalalri va
tatbiglari

2uIESiEaT S 6 |7 1. 819110

DASENE LV C | D | DIC|B|D




6.3. Vektor ko‘paytma, uning xossalalri va tatbiglari

112 ] 3] 41] 586887 |RSHIESEISLY
DI E|B|D| A [E | CHIANICRED

6.4. Vektorlarning aralash ko‘paytmasi , uning xossalari va

tatbiglari
112131415 61705 SHEINRLY
BIBI|E|D|E|DIGCHIDICISE
7.1. Tekislik va uning tenglamalari
1123 (4]516] 7] 8] 9102} 18 ST4MSISHELG
A|C|E]c]|c|E]|BI|A|CIlEIBICENCIIDISHIRNE
(17 [18]19[20]
ClLAJA}D
| 7.2. Tekislikka doir asosiy masalalar
1121314561789 [10F11]12§1314RI551L6
| E| B | C|D]|E]|A | DiCHeiDisDFEUIDIECIFANHE
17118 1191202112223
C D} E B BN
7.3. Fazodagi to‘g'ri chiziq tenglamalari

| 1 1213|4561 7| 89 10)SI}sI2HS138ISTANRIS
| ClC|B|C|D]|B|AC LCI|EDIEBECHEDEIRBIRIE

8.1.Sonli to‘plamlar. Sonning absolut giymati va uning xossalari.

Sonli ketma-Kketli

k va uning limiti

112|314 5|6] 789 |"LONT 12 (FICHEISNSLOIIELG
ClA|A|A[D|B|C|A | E D BIENSBIEBIEASIE
1711811920
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8.2. Funksiya va u bilan bog‘liq tushunchalar
I [b2 4c3 |14 |5 SEI6H L 78| D SRISORINI0
C | D |“B |iE | E [EBi|i Di| AFAN[SE

8.3.Funksiya limiti va uning xossalari

L1213 [[4. 05 [N | 70 8T|E98(F0 ITISIFIES IS Nld
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9.1. Funksiya hosilasi ta’rifi, uning mexanik va geometrik ma’nosi
IS 20 (R8N Al TSH N6 S 7S SRIRONINT0
C LE | B [ E G EC B AN DD




9.2. Funksiyani differensiallash qoidalari. Hosil: lldrjad\ ali

RS IS RN/ 8 2910 (11 | 12113 [ 14115116
CHESHECHNDIIEESNENBIC | D | B |JE | B|B|DJE
10.1. Kompleks sonlar va ular ustida.
23 4 5 6 | 7 8 9 |10
chlaniENeNer|B e |B )
11.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar
2SI 4NlS6 7.1 81 9 |10
BRI CRIDIIECNENIC |D |E |D ol
1.2. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari
2ESEIN4NIESMIROR]LT 1.8 | 9 || 10 S
DEIRENBMICHCEN DD | € | D
12.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral. Integrallar
jadvali
SR RIRANESRIRGE N7 N8 e [ho |11 |12 ] 13 | 14
Difc('¢llicilE 'E | B|E|E|E|D|[B[E
12.2. Anigmas integralni hisoblash usullari
2hlESElEaNIEST NG [P 9 (10l [12] 13 14
CIEDIBCHICHIRERIDY DB A | € | C | C | A
13.1. Ratsional funksiyalar va ularni integrallash
ERERIERIESEINONNZREST|19 110} 11112 | 13| 14|15 16
EfCICID|C|D|[E|A|B|A|C|B|D|[B|D
14.1. Ayrim trigonometrik ifodali integrallarni hisoblash
2R RERES Mo M7 1.8 5910} 11.] 12
ERFASECMEBIRDAIBIIBI|TAT['A' D | D | |
14.2. Ayrim irratsional ifodali integrallarni hisoblash
20| B0 A6 o0l 8 {19.] 10
AECHICIIDITC !B B | C |'B
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15.1. Aniq integral va uning xossalari
1 12 ] 3| 4] 546 7| $u9NINLONSEIRINS,
E|D ]| E|D|DIJEI|C|ENBIEBIFANSE
~ 15.2. Aniq integralni hisoblash usullari
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