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SO‘Z BOSHI ) .

Mamlakatimizda oliy ta’lim tizimini yangi b.osqicl-lg-a ko‘tarls_h, ta,i?m
sifatini ilg‘or xalqaro standartlar asosida ’takomlllas,h'fmsh_va1 c;h}’h'faillil];n
bilan qamrov darajasini oshirish bo‘yicha‘chora.-tadbxrlar ';slzle_l iizl?min;
keng ko‘lamda amalga oshirish ishlari olib borllmogda. 1a .m; Py
tubdan isloh qilish, milliy va xalgaro mehnat bozori t:.alab aré) ‘ f:eidston
raqobatbardosh ~ mutaxassislar taYY°f1§Sh maqs.adlda :;a { Oliy
Respublikasi Prezidenti Sh.M.Mirziyoyevning 202_0-?”1 ?%Txanvf -i %isodiy
Majlisga yo‘llagan Murojaatnomasida m.amlakatlmfzm‘ ;:ltlm(; yegagogik
rivojlantirishda munosib hissa go*shuvchi, zamonaviy - rip malakali
texnologiyalami qo‘llash ko'nikmalariga cga borlgan, Yaor Tt joriy
mutaxassislar tayyorlash hamda sohaga ilg‘or ta’lim .te.xﬁo ;gly ida tizimli
qilish orqgali ta’lim sohasini yanada inkar@lAEIBIIRY Bt

i ilab berildi. . ini o‘qiti
tadblr"ll‘agx:?:ciﬂz}ljiy ta’lim muassalarida oliy matemanka. fa‘nmll o lq;:tjl;:;
Xotira, tafakkur, ijodiy tasavvur etish, 1":u_za'mv.c:hanhkm1 . n;;(:temaﬁka
talabalarga fanni o‘rganishga yordam beradi. sha.m'mgde_k : zlyulaming 0z
fani talabalarning mantigiy fikrlash malak.ala'nm oshms., e
fikrlarini aniq, to‘g‘ri va tushunarli bayon etishi uchun ze:n‘:mnifi” fiLejsen)

“QOliy matematikadan misol va masalalar, FO P abilimlar <ohasi
0‘quv go‘llanma bakalavr muhandislar ta}'y("'mh’.ta .11:'1 1"3 bir qatorda bu
yo‘nalishi bo‘yicha davlat standartlariga mos _kehsbl 1an‘ o dagturida
qo‘llanma xorijiy adabiyotlardan foydalamlgan va 0'q
keltirilgan mavzular bilan to‘ldirilbgaﬂ h?lfiad);;fzelx}f:sr;al tenglamalar, sonli

O‘quv qo‘llanma 4 ta bob, yam G - boli a
qatorlar,qfunkclional gatorlar va ehtimollar nazriyasl ‘boblari ;:21 il:b,nl;é;rrgiy
oid bo‘lgan 15 ta mavzu yoritilgan. Har o 1m ?1 namunalariga,
ma’lumotlardan tashqari masala va misollarning yechi L5 ollar yechishga
usullariga katta e’tibor berilgan. Unda masala va -H;S araladi. Asosiy
matematikani chuqur o‘rganishning asosly v.az1fa51 S.lf;ltl :htl urroq qarash,
magsad u yoki bu masalani yechishda nazariy materia faakalalilni talabada
umumlashtirish, ~yechimlarni tahlil gilish - ollar va mustaqil
shakllantirishga qaratilgan bo‘lib, har bir mavzuga oid:mus
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ishlash uchun test topshiriglari berilgan va ulamning javoblari ham
keltirilgan.

Qo‘llanma kamchiliklardan holi bo‘lmasligi mumkin. Muallif uni

y.'fmz'lda .mukammallashtiﬁshga qaratilgan tanqidiy fikr va mulohazalarini
bildiradigan hamkasblarga oldindan o‘z tashakkurini izhor etadi.

Muallif

IX-BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

16-§. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. ASOSIY TA’RIF VA

TUSHUNCHALAR. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL

TENGLAMALAR
16.1. Differensial tenglamalar hagida asosiy ta’rif va tushunchalar.

I-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi va noma’lum funksiya hamda uning
hosilalari yoki differensiallarini bog‘lovchi munosabat differensial
tenglama deyiladi.

2-ta’rif. Agar noma’lum funksiya faqat bitta o‘zgaruvchiga bo‘g‘liq
bo‘lsa, bunday differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi.

3-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, unda ishtirok etgan
hosilalarning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, y'sinx + ycosx = 1 tenglama — birinchi tartibli tenglama;
¥" = sinx — ikkinchi tartibli tenglama; y"' =xy — uchinchi tartibli
tenglama va hokazo.

n — tartibli oddiy differensial tenglama deb

Fle, 3,5,y y)=0 (16.1)
kO‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar pnoma’lum funksiya bitta
o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama oddiy
differensial tenglama deyiladi. Agar noma’lum funksiya ikki yoki undafn
ortiq o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lsa, bunday differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb tenglamaga
qo‘yganda uni ayniyatga aytiladigan har qanday differensiallanuvchi
»=g(x) funksiyaga aytiladi. Shu funksiyani aniglovchi y = g(x) yoki
Sf(x,y)=0 funksiya differensial tenglamaning integrali deyiladi. Har bir
integral xOy tekisligida differensial tenglamaning integral chizig‘i deb
ataluvchi egri chizigni aniglaydi.

I-misol. Ushbu y = 3e* va y =4e ™ funksiyalar y Hegf =il
differensial tenglamaning yechimi bo*lishini tekshiring. .

Yechish. 1) y = 3* funksiyani tekshiramiz. y' va y" larni topamiz:

y' = 3e*, y' = 3e”.

r



Bularni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

3e* — 3e* =0, 0=0.
Demak, y = 3e* funksiya y"” —y' = 0 tenglamaning yechimi ekan.

2) Ikkinchi funksiya uchun ham tegishli hosilalarni topib, tenglamaga
qo‘yamiz:
y=4e™ y' =—d4e™* y" =4e7%,

4e ™™ —4e™* =0, 0=0.

Demak, y = 4e™ funksiya ham y"” —y' = 0 tenglamani yechimi ekan.

p cosx . , . .
2-misol. ¥y =—— yechim xy' +y = —sinx differensial
x
tenglamaning yechimi ekanligini tekshiring.
I ! ! i-
. cosx €0Sx) x—(x) cosx —SINX-X—CcoSx
Yechish. y' = (-—) = fosm) ¥~ 11) =
% xZ x2
; —Ssinx - x — cosx cosx . COSX COSX
xy ty=x 5 + = —sinx — == -
x X x x
= —sinx
—sinx = —sinx.

3-misol. y' = x + 2 differensial tenglamani yeching.

Yechish. Hosilasi x4 2 ga teng y(x) funksiyani, ya’ni x + 2
funksiyaning boshlang‘ich finksiyasini topamiz. Boshlang‘ich funksiyalar
topish qoidalaridan quyidagini hosil gilamiz:

2

=2 C,
> X +

bu yerda C — integrallash doimiysi.
2
Javob: y = x?-}- 2x+C.
4-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimini topish jarayoni

ko‘pincha integrallash bilan bogliq bo‘lganligi uchun bu jarayon
differensial tenglamani integrallash deb yuritiladi.

Agar x, y va n ta ixtiyoriy €,,€;,...,C, o‘zgarmaslarni o‘z ichiga olgan
B(x,9,¢,,¢5,0€,) =0 (16.2)

tenglamadagi ixtiyoriy o‘zgarmaslarga har xil giymatlar berganda (16.1)
tenglama yechimlarining mavjudlik va yagonalik sohasidan o‘tuvchi
hamma integral chiziglar va faqat o‘sha chiziglargina hosil bo‘lsa, (16.2)

6

tenglama (16.1) differensial tenglamaning o*sha sohadagi umumiy integra‘h
deyiladi. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarga aniq qiymatlar berib, umumiy
integraldan hosil gilingan integral xususiy integral deyiladi. _ -

Umumiy integral (16.2) ni n marta x bo‘yicha differff'nsrallab, hosq
bo‘lgan » ta tenglamadan va (16.2) tenglamadan n ta ixtiyorly o‘zga‘rmas-m
yo‘qotsak, berilgan (16.1) differensial tenglamaga ega. b? lamiz.
Differensial tenglamaning tartibi deb noma’lum ﬁlmk.myamng bu
tenglamaga kiruvchi hosilalaming eng yuqori tartibiga aytl.lacy.' S

Ushbu F(x,y,»')=0 tenglama umumiy ko‘rinishdagi birinchi tartlb.h
differensial tenglama deb ataladi. Agar uni »' ganisbatan yechish mumkin

bo‘lsa, bu quyidagicha yoziladi,

y'=f(xy) - (16.3)
Hosilaga nisbatan yozilgan bu shakldan differensiallar ishtirok etglagl4
dy— f(x,y)dx=0 yoki M(x,y)dx+N(x,y)dy=O (16.4)

shaklga yozish mumkin. ‘ )

5-ta’rif. y =g(x,c) umumiy yechim ¢=¢ giymati uchun olingan
y=9{x,c,) yechim xususiy yechim deyiladi.

6-ta’rif. y'=f(x,y) tenglamaning ¥ ]

.. . i i alasi
qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasl LRSS
deyiladi. ) 1
16.2. O‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamalar.
Ushbu

()=, boshlang‘ich shartni

M(x)dx+N(y)dy =0
ko‘rinishdagi tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamfi- funksiyaning
tenglamaning o*ziga xos xususiyati shundaki, x o‘zgaruvchili ‘ Slzchilar
oldida dx, y o‘zgaruvchili funksiyaning oldida esa dy ko ;)ayt:i o
turadi. Bu tenglamaning yechimi uni hadma-had integrallash yo
aniqlanadi:

deyiladi. Bu

] M()dx + | NG =C.

. ‘rinishda tanl
Integrallash doimiysi C ni yechim uchun qulay ko‘rinishda
mumkin.
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4-misol. ctgxdx — tgydy =0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Bu yerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz. Uni
hadma-had integrallaymiz:

jctgxdx-— f tgydy =C

In|sinx| + In|cosy| = InC
Bu yerda integrallash doimiysi C ni [nC bilan almashtiramiz, ya’ni
C =,
In|sinxcosy| = InC , sinxcosy = C - differensial tenglamaning
umumiy integrali.
S-misol. y' = cos?y differensial tenglamaning y() = %boshlang‘ich
shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

dy
cas?y

Yechish. Berilgan tenglamani cos? y # 0 shart ostida dx =
ko‘rinishda yozamiz, So‘ngra integrallab uning umumiy yechimini topamiz:
x=tgy+C. -

Xususiy yechimni topish uchun umumiy yechimda x =1,y = &

deymizva 1 = tgg + € dan C = 0 ni topamiz.

Demak izlanayotgan xususiy yechim x = tgy yoki y = arctgx
ko‘rinishida bo‘ladi.

16.3. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar.
M:(x)Nl(y)dx'*‘Mz(x)Nz(y}jy =0, (NI(,V);E 0 va Mz(x)¢ O) (165)
ko‘rinishdagi tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.
(16.5) tenglamani ars, ()™, (v) ko‘paytmaga bo‘lib
M, (x) N, (y) _
tenglamani hosil gilamiz. (16.6) tenglamaning umumiy integrali
M, (x) N, (}’)
08 oy
J %)

M, (x) <=8
dan iborat bo‘ladi.
6-misol. Ushbu differensial tenglamani yeching:
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(1 + x?)dy — xydx = 0. , .
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini (1 + x)y # 0 ifodaga
bo‘lamiz:
(1+=x%)dy  xydx By e
— =0; — p
1+x2y (A +x2y y L
Buni integrallab, berilgan differensial tenglamaning umumiy integr
topamiz:

1
lny —5In(1 + x*) =C.

Ixtiyoriy o‘zgarmas son C o‘rniga (hosil gilingan ifodfar.ﬁ pgten31f11fllash
qulay bo‘lishi uchun) InC, yozamiz (bunday almashtirishni yozis
mumkin, chunki C kattalik o‘zgarmasdir):

1 N A
Iy —5In(1 +x*) = InCy; F==g

y= T

berilgan tenglamaning umumiy yechimidir.
7-misol. Ushbu

— Cl:

y'tgx =y _ ,
tenglamaning y (E) = 1 boshlang‘ich shartni qanoatlannruvchl Xususiy
2
yechimini toping.
Yechish. Bu yerda y' ni % ga almashtirib olamiz.

dy . My K

gy 9= =8 5T ax’
ko*rinishidagi o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tel?gllamaga
tenglikning ikkala tomonini ham integrallab yuboramiz:
[0 S

y tgx
Iny = Insinx + InCy; Iny = Insinx - Cl;_ _
Demak, y = sinx - C; tenglamaning umumiy YeChHm‘_
yechimini topish uchuny = 1, x = lzr'ni qo‘yib, 1= Sm_ o
Ci = 1 ekanligini topamiz. Berilgan tenglamaning xususty yechimi
Y = sinx ko‘rinishida bo‘ladi.

keltirib,

y=S5 inx - C;.
Uning xususiy
g- C, dan
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Mustaqil bajarish uchun misollar
Quyidagi funksiyalar berilgan differensial tenglamalarning umumiy
integrallari bo‘ladimi?
16.1.a)y=ce’ +c,e” 5 y"=3y' + 2y = 08)x ~xp+ )7 =% (x-2y)y'=2x—y
Javob: a) Berilgan fujnksiya birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini
topamiz
y'=ce"+2c,e™ y =cet +dc,e™

Bularni berilgan tenglamaga qo‘yamiz.

e +4c,e” - 3(cle' + 2czez")+ 2(c,e’ +ce” )= 0

ce' +4c,e™ =3¢’ ~be,et + 20" + 2" =0

0=0
va ayniyat hosil bo‘ladi.

16.2.a) y'-oc’ +3xy=0; )’ ——(xyz +x1)y’+2xy= 0 8)xfl+y =y —y=y*
16.3. ' -2=ce'; 20y vyt =2 16.4. y=c/Inx—x/4+c;; x(y"+1)+y' =0
Berilgan a kattalikning qanday giymatlarida funksiya differensial
tenglamani yechimi bo‘ladi?

16.5. x=cy’ -y, y' —(2xp+3)y'=0 Javob: a=-1

16.6. x=ax'+c/x*, y'+2p/x=x Javob: a=1/6

16.7. O‘rniga qo‘yish yo‘li bilan y=cx’ funksiya 3y - x' =0 tenglamaning
yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu 1) (1%}; 2) (:1); 3) (1;-%] niigtalardan

o‘tuvchi integral chiziqlar yasalsin.

Javob: integral egri chiziglarining tenglamasi
_x, sy __x

l)y—372)y_x:3)y_ T.

16.8. O‘mniga qo‘yish yo‘li bilan 1) »'+4y=0 va 2) y"-9y'=0

differensial tenglamalar mos ravishda 1) ¥ =c¢,cos2x+¢, sin2x va

2) y=c¢+c,e” +cie” umumiy integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

O‘zgaruvchilari ajraladigan 1-tartibli differensial tenglamalarning umumiy
yechimini toping.
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16.9.(3.\’— l)dy+y2dx= 0 Javob: 2" =otfir—1
16.10. 3x* ydx+ Wa—dy=0 Javob: y=xe* +xe*In(x)
16.11. xp'+2y =2x" Javob: x'y=ce”
16.12. " (y* —1)dy—dx =0 Javob: y'13-y=05""+C
2, |x=2
1613, (/1) =2 savob: yess il
16.14. e*Ydx+dy =0 Javob: e*+e?(y+1)=C
16.15. y' = (x+y) Javob: arcig(x+y)=x+C
16.16. xyy' = 1—x? \Javob: x* +y'= Inex’
1
16-21. xly'+y= 0 javob.' y:(_‘ex
! = Javob: x+y =lnC(x+1Xy+l)
16.22. x+xy+y(y+xy) 0 a "
16.23. p’dr+(r—a)dp =0 Javob: r=ce®+a
16.24, 2st’ds = (l 4 tz)dr Javob: §*=(-1+Ct)it

2,0 2_2
16.25. a) xy'+y=y2 y(l):O,S b) 2x7yy +¥

o i 8 e ib olib, quyidagi
Javob: a) Differensial tenglamani =~ ko rinishga yozib olib, 4

: 5 i integrallab,
ko*rinishga olib kelamiz. ld . ” ={£, xy*-y)z0. Bu tenglamant Integr
§re=3

tnly —1| ~ny| = Injx| +1nld yoki y(1—ex)=1.

16.26, [y* +1dx = xydy Javob: =7 +1+C
16.27. yy' = —2xSecy Javob: x*+ysiny+cosy= C
16.28. Se*igyydu+ (1 - e* Jsec? ydy=0  Javob: y= arctgC|l ~Ce:’)’
16.29, Incos ydx+ xtgydy=0 Javob: y =arccose
16'30-0) yx*dy —Inxdx=0 g) (xy2 + x)dx+ (y - xly)dy =0

Javob: a) Berilgan tenglamani quyidagi ko‘rinishga
Inx
Inx =|—dx
yly = de=s [rdy=[—

. i yordamida
0°ng tomondagi integralni bo*laklab integrallash formulast yorda
topamiz,

b) -y +2=a"

yozib olamiz
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(u =Inx, dv:Ef-J ¥y 12=-x"nx +I.r’2dx=> yi2= —l(lnxﬁ- 1)+C.
x x

Agar y'=f (ax+by)ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglama berilgan bo‘lsa, (a,b — 0‘zgarmas sonlar), u holda z = ax+by yoki
z=ax+by+c (C = const) almashtirish bajarish yordamida yechiladi.

b)1+y* =c(i-x?)
16.31. (2x+3y—1)dx+(4x+6y—5My=0  Javob: x+ 2y +3Inj2x+3y-7|=C
16.32._‘;’}1"—-I—_};%i Javob: y=3YC+3x-3x*
16.33.y'fgx—y =a Javob: y=Csinx—a
2

|
}’1 =0 Javob: xyfl=y* +pJl=x* =C

-x°

16.34. y'+

Quyidagi tenglamalarning umumiy integrallari va berilgan boshlang‘ich

shartlar bo‘yicha xususiy integrallari topilsin:

16.35. 2y’wf_=y,x:4 bo‘lganda y=1. Javob: y=ce’*;y=el?
1

16.36.y" = (2y + )crgx, x= % bo‘lganda y = 5

Csin’x-1

. 1
Javob: y= ;¥ =2sin’ x- s

16.37. x’y"+y* =0, x=4 bo‘lganda y =1 Javob: %+i=C;y:—x

16.38. 1+ dx—(y? ~1)dy=0; y(1)=-1 Javob: x* +y* =2(1+1nfx/ )
16.39. [JEJr -J;)y'—y =0; y(1)=1 Javob: 2.[y +1n)y|-2x =0
16.40. x*(2yy' -1)=1; y(1)=0 Javob: ' =x'-1

16.41. ydx+ctgxdx=0; y[?) =-1 Javob: y-2cosx

Quyidagi differensial tenglamalarda: 1) umumiy integral topilsin;
2) Y« =4 boshlang‘ich shart bo‘yicha xususiy integral topilsin:

16.42. xy'—y=0 Javob: y=cx; y=2x

16.43. '+ y=0 Javob: xy=c,; xy=-8
16.44. yy'+x=0 Javob: x+y’=ctx +y' =20
1645, y'=y Javob: y=ce*;y=4e™
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Mavzu bo‘yicha nazorat testlari
Differensial tenglamalar va ular bilan bog‘liq tushunchalar '
1. I-ta’rif. Agar f(x,y) funksiyada x va y o‘zgaruvchilami mos ravishda
Differensial tenglama ta’rifini ko‘rsating

A) noma’lum funksiya gatnashgan tenglama

B) noma’lum funksiyaning turli qiymatlari gatnashgan tenglama

C) noma’lum funksiyaning hosilalari gatnashgan tenglama'

D) noma’lum funksiya va uning hosilalarining xo nuqtadagi

iymatlari qatnashgan tenglama

E) :;}I,Trll:l?lur: gjnksiyf va uniig integrallari qatnasngan tenglama

2. Quyidagilardan gaysi biri differensial tenglama bo‘ladi?

A)y+5p3cost=0  B) 3xHg-1=0  C)y(x)+2y(w0)>x=0

D) V=2xy"+5=0 E) J'ydx +sin(x + y)=0 ) -

3. (V)Y y"—p+5y*+x5=0 differensial tenglama nechanchi tartibli?
A B O D) IV E)V

: ‘rinishda
4. n tartibli differensial tenglama eng umumiy holda ganday ko‘rinis
bo‘ladi? o
A Fy, ..., y")=0 B) F(x, yy', - Y'Y
O Flx,py', ..,y =0 D) F(p,, ..., »™)=x E)F(x, J’a}f; .
3. Differensial tenglamaning yechimi yana mma::_ieb ?::111:3 .l-a
A) ildiz B) differensial C) boshlang ich funksty
D) integral  E) tenglashtiruvchi funksiya. _
i 5 : i lamanin
6. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y —2y=0 differensial tenglamaning
Yechimi bo‘ladi?
. i 2X 3 2
A) y=x? B) y=sin2x C) y=cos2x D)}f—e' 'El) tJ; . l’;arfl it
7. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y"'+4y=0 differensia g
Yechimi bo‘lmaydi?
A) y=SiI]2X B)y:COS?—x
D) y=cos2x—sin2x E) y=cos2x-sin2x
8. n-tartibli F(x, y, ' el yM=0 differensial tenglama uchun
3 3 3 " ? . : g -()
boshlang*ich shartlar qanday ko‘rinishda bo ladi?
A) )’(xo)=y0, y(xl) =y1,y(X2):y2, =% y('xrl—l)z)';"“l ne)
B) Y(xg) = y,, Y'(x) =1,y (k) =5, _V("_U (Xp=1)= Va1
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Y )=0

C) y=0052x+sil12x



C) ¥(x0)= 0. ¥'(x0) = ¥, ¥"(x0) = ¥§, -+ ¥V (x5) = y$*)
D) o (%0} = y0, 1(%) = 31, 2(%0) = 2+, ¥t (50) = ¥y
E) )’o(xo):J’osJ’l(x:)=hs)’2(xz)=}’z:"‘a Yt (Enot) =Yy
9. Differensial tenglamalar nazariyasidagi mavjudlik va yagonalik
teoremasi qaysi matematik nomi bilan yuritiladi?
A) Lagranj B) Laplas  C) Koshi D) Bernulli E) Rikkati
10.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y-2y=0, »(0)=1 Koshi
masalasining yechimi bo‘ladi?
A) y=1+x2 B) y=1+sin2x
D) y=e* E) y=1g(10+x)

C) y=cos2x
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17-§. BIR JINSLI, CHIZIQLI, BERNULLI VA TO‘LIQ
DIFFERENSIAL TENGLAMALARI

17.1. Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar.

Sxt,pt)=1"f(x,) shart bajarilsa, f(x.y) funksiya n o‘lchovli bir
Jinsli funksiya deb ataladi. s o i bir jinsli
Misol uchun f(x,y)=yx+»* funksiya bir o‘lchovli bir Uphb
o3 2 2 =tf(x,y)- shbu

funksiyadir, chunki  f(een)= % +00° = =)

. AT T i hunki
Sl y)=="2 funksiya nol o‘lchovli bir jinsli funksiya, ohu
x+y

Mety)= flx,y)yoki f (v ty) =1 £(x, ). flew)= () shartga

. Ne ol 2 ‘rinishda
bO‘ySunadigan nol o‘Ichovli bir jinsli funkstyani fx.y) “’(I] ko

Yozish mumkin.
2-ta’rif, Ushbu (17.1)
M(x,y)dx+N (v, y)dy=0 o ne o ocAabe VB
kO‘rinishdagi tenglama M va N funksiyalar x va y ning blf o Ot;’] lamani
jinsli funksiyalari bo‘lganda, bir jinsli tenglama deyiladi. Bu teng

d wup, B ., —zx almashtirish bilan

;ﬁﬂﬂ{%) korinishga keltirib, =7 yoki y= 2% -
111 a ¢]

yechiladi. Hagigatdan y=2zx almashtirish !

Y _ dz dz . 15 : bir almashtirishlar bajarilgandan

dxhx}}JrZ;xE*'z:f(z), yoki ba’zi bir a o

. % oot ma
S 22 O ko‘rinishdagi tenglamaga kelamiz. Oxirgl tengla
f (z)— z x
Integrallab inq = [—% —+C integralni olamiz.

flz)-z i yeching.
I-misol, (y? — 3x2)dy + 2xydx =0 tengzlaman;;f- N5 =2y
Yechish. Bu tenglamadan M(x,y) :,.(y . gjkd" alardijr. Demak,
ﬁmkSiyalarning har biri ikki o‘lchovli bir Jl_nSh fu_ 1 1:;1 ta’rifiga ko'ra
birinchi tartibli bir jinsli tenglamaning Y“qorlda.keml;-gh uchun x = zy
berilgan tenglama bir jinsli tenglamadir. Buni yechis
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almashtirish bajaramiz. U holda dx = zdy + ydz bo‘ladi. Bu ifodalarni
berilgan tenglamaga qo‘yamiz:
O? = 3(2y)®)dy + 2zyy(zdy + ydz) =0, bundan
yidy — 322y%dy + 2z%y2dy + 2y3zdz = 0
ni soddalashtirib y?dy — z2y2dy + 2y3zdz =0 ni y? ga bo‘lib
yuboramiz.
dy — z*dy + 2yzdz = 0, (1—2z%)dy + 2yzdz =0
dy 2zdz
— e )
¥ {1-27
ni hosil gilamiz. Bu tenlikning ikkala tomonini ham integrallab olamiz.
fﬂ+ 2 el Bp—dnll— =
y (—1—__72)- =, ny—In(l—2z%) =C.
Bu yerda ixtiyoriy o‘zgarmas C o‘rniga (hosil qilingan ifodani
soddalashtirish oson bo*lishi uchun) InC; yozamiz:
Iny — In(1 — z%) = InCy; Iny = InC,(1 — z?)
y=C01-2%
bu tenglamaning z gatnashgan umumiy yechimidir. Noma’lum funksiya y
ga qaytish uchun bu yechimda z o‘rniga 5 ni qo‘yib, berilgan differensial

tenglamaning umumiy integrali
x\2 y3
FCI(“(;) ) Sy
ni hosil gilamiz.

Differensial tenglama ko‘rinishda

yrzl{alx-rb,y+c, J (17.2)

a,x+b,y+c,
bo‘lsa, bir jinsli tenglamaga olib kelish uchun a;x+by+c, =0 yoki

ax+byy+c, =0 to'gri chiziqlarni kesishish nuqtasiga koordinata boshi
olib kelinadi.

Agar ¢; va c,(yoki ulardan biri) noldan fargli bo‘lsa, u holda (17.2)
tenglama:

1) asb, —ayb, # 0 bo‘lganda x=x+a, y=y,+8
almashtirishlar orqali bir jinsli tenglamaga keltiriladi;
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2) a;b, —ayby = 0 bo‘lganda z=ax+by o'miga qo‘yish orqali

o°zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

17.2. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama.
3-ta’rif. Noma’lum funksiya » ham, uning hosilasi y" hf-im ‘fa.qa.t
birinchi darajada qatnashgan differensial tenglama birin_cklli tfil‘hblt_ ChlZ‘ZICl‘llll
differensial tenglama deyiladi. Uning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
bo‘ladi.

v+ flx)y = g(x). (17.3)

Bu yerda f(x) va g(x) funksiyalar x ning uzluksiz funksiyalaridir. Agar

8lv)=0 bo‘lsa, (17.3) differensial tenglama bir jinsli, aks holfia blr_]lt.ls i
Bu (17.3) tenglamaning yechimi

va 9= 9(X)

bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi.

¥Y=/(x) ni y=u9 ko‘rinishda izlanadi. Bu yerda u=u(x)

bo‘ladi, ya’'ni -
Y =u'9+3u (L.

(17.4) nj (17.3) ga qo‘ysak, u'3+ .9'H+f(x)h9 = g(.‘() yoki
d d
e CEVEN RS

L . i hi
“ yoki § funksiyalarning birini ixtiyoriy tanlash mumkinligi hi
fullksiyani

sobiga, 4

17.5
% + f(x)9=0 (17.5)
ko*rinishda olish mumkin. U holda
du (17.6)
9—=glx)

dx o <h
ham orinli bo'ladi. (17.5) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozis
Mumkinp

%‘g = _f(x}dx ]
bundan ,[ g‘gﬁ = “If (x)dx, Ing|= —f flx}dx va $=¢

¢ funksiyani bunday tanlab olganimizda (
©8a bo‘lad;:

[ fla)dx
g;gg_ushbgﬁk@q‘ﬁnishga ’

M7 DAVLAT MUHANDISLIK VA
ﬂ<G£%¥EXNOLOGIYALAR UNIVERSITETI

AXBORQT-RESURS MARKAZI
Y. M2

K Q(’ 204y

8
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(e du
e =) (17.7)
(17.7) ni integrallab, u = 'I‘[g(x)@-”(x)‘ﬁ]ﬁ*‘c va nihoyat
y = g1/ (x)dx {[g(x)e-ff(ﬂdr}jx_,_ C} (17.8)

oxirgi (17.8) funksiya (17.3) chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimini ifodalaydi.

2-misol. xy' — 3y = —x? tenglamani yeching umumiy yechimini
toping.

Yechish. Bu tenglamani barcha hadlarini x ga bo‘lib, qayta yozamiz:

, 3
Y =Z¥=—x%

Demak, berilgan misolda f(x) = _%’ g(x) = —x ga teng bo‘lib, berilgan
tenglama (17.3) tipdagi chizigli differensial tenglama ckan. Bu tenglamani
yechish uchun y = u - v deb olib, % = uz—; + v% almashtirishdan so‘ng

quyidagiga ega bo‘lamiz.

dv+ du 3
—+ v———uv = —x;
udx dx x

(dv 3 ) " du i S
——=—=v)+v—=—x;

ax " x dx

Bu yerda v ni shunday tanlaymizki, g = z-v =0 bo‘lsin.
dv

e % v =0 tenglamaning o‘zgaruvchilarini ajratib, v ni topamiz:

tenglikning ikkala tomonini ham integrallab quyidagilarni topib olamiz:

dv dx

——3 | —=; Inv — 3Inx = InC

v x

yoki v = Cx>. Yugqorida aytib o‘tilganidek € = 1 bo‘lgandagi v = x3
xususiy yechim bilan cheklanish mumkin. v ning ifodasini almashtirilgan
(*) tenglamaga qo‘yib, wu ni topamiz:

vdu_ ) adu_ d dx
dx 0 YT f“—f‘;z‘-
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il
u=;+0
Y = u - v formulaga u va v uchun topilgan ifodalarni qo.‘yib, berilgan
chizigli differensial tenglamaning yechimini hosil gilamiz:
y= x2 =+ X3C.

17.3. Bernulli tenglamasi.
4-ta’rif.
- 17.9
Z Py = Gy, 22 ( )d
i i rda
ko‘ri"iShidagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu ye
P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n # 0; 1. .
eyt K
Y+ py= Oy" chiziqli tenglamaga o‘xshash y =¥ g almashtms.h blla!n r;:; ‘
i . - - a
Ixtiyoriy 0‘zgarmasni variatsiya qilish bilan yechiladi. Bernulli teng

- _ N iriladi, ya'ni
2=y almashtirish natijasida chizigli tenglamaga keltirilads, y2

- dy hdy_dz_ 1 dz, x)z=0x).
4 ;_;'*P(x)}’l_":Q(-T)ﬁ}’l&"=5=>(l"”)y E_;_dxj]—ndx 4

(17.8) tenglama »n =0 da chizigli tenglamaga keladsi,
0°zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keladi.
3-misol. Ushbu

n:]_ da esa

d
D Jxy =233
dx

tenglamani yeching. ; .
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini ¥~ g2 bo‘lami

y_3 @. + xy—z = x3 (**)
dx - _3dy
Vaz =iy~2 almashtirishni bajaramiz, u holda e =2y T
Bu Qlymatlarni (**) ga qo‘yib
& ong= 220 (o)
it 5 dx . o amiz:
hiziqli tenglaman; hosil qilamiz. Uning umumiy integralini top
dz dv £ E!}f
z=up, UGtV
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Bu ifodalarni (*##) tenglamaga qo‘yamiz:

dv+ du 5 o5 53 ok (dv 5 )+ du -
U Vg T 2xuv = —x* yoki udx xv V= .
Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,
v dv 2
———2xv =0, — = 2xdx, In|v| = x?, =g
dx v
ekanligini topamiz. u ni aniglash uchun
du
x? 3
P _2
e I x

tenglamaga ega bo‘lamiz. O‘zgaruvchilarni ajratib
du = ——Ze“xzx3dx, u= —2[ e **x3dx + C

ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab
u=x2e‘x2+e""z+C, z=uv =x2+1+ Ce*
ifodalami topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

2 = 42 Ce*® yoki v = ——~ bo‘lar ekan.
¥y x“+ 1+ Ce* yoki y T

17.4. To‘la differensial tenglama.
Ta’rif. Agar M(x,y)dx + N(x,y) = 0 ko‘rinishidagi tenglamaning
chap qismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni
du = M(x,y)dx + N(x,y)dy (17.10)

bo‘lsa, u holda bunday tenglama to ‘la differensialli tenglama deyiladi.
(17.10) tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun

dM  dN

dy  ax
shart bajarilishi kerak.
To‘la differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x,y)=C ekanligi
kelib chiqadi (C-ixtiyoriy o‘zgarmas).
u(x,) ni topish uchun y ni 0‘zgarmas deb hisoblaymiz, u holda dy=0
ekanidan du=M(x,y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha integrallasak,

u= fM(x,y)dx+rp(y) (17.11)
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(17.11) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani N(x,y) ga
tenglaymiz, chunki

du i) '(y) = N(x¥)
a:N(x,y), fay dx+¢' ()

yoki

oM 17.12)
cp'(y)=:v(x,y)—f-a;dx (

(17.12) ifodani y bo‘yicha integrallab, ¢(y) ni topamiz:
oM
(p(y) = f (N(x,y) — f—é;dx ) dy +C.

Demak, u(x,y) = [ M(x,y)dx + [ (NGy) = f%gdx )dy +C. |
Bu ifodani ixtiyoriy 0‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumty

Integralini hosil qilamiz. .
4-misol. (3x — 5x2y?)dx + (gyz —139x3y) dy = 0 tenglamani

Yeching, o
Yechish. Bu yerda M(x,y)=3x — 5x2y?, N(x.y)= 3y - el

oM aN i 2 “E‘Ai
gy =10y, go=10y yan Gy =G
du
ax =~ M(x,y) bo‘lganligi sababli
% = 3x = 5x2}’2-
d0x

By tenglikni x bo'yicha integrallaymiz:

5
= %xz —3% Y0+ ()
Bundan

3
& ,
ou _ ~10y5+¢ -

du ay
ay = N(x, ) ekanligini hisobga olsak,
3 + ol =3 g
3y? ‘%x:*y = —103'% +o'(y) yoki 9'0) =Y
bundap o) =y® +C.
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Demak,

3 5
e B o  WHoa m 3
u 2x 3xy +y*+C
yoki
3 5
222 3.2 3
7% 3xy +y C.

17.5. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar
dM  aN
9y T ox
bo‘lsa, u holda ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday u(x,y) funksiyani
topish mumkinki, uMdx + uNdy = du bo‘ladi. Bu 1(x,y) funksiya
integrallovchi ko ‘paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:
dy ay

1) BINax — (b(x) bo‘lganda, [n# = fd)(x)dx bO‘ladi-

aN M

2) E % = ¢,(y) bo'lganda Inp = [ ®,(y)dy bo‘ladi.

= =

S-misol. y*dx + (yx —1)dy =0 tenglamani yeching.

; _ a2 — 1] M _ N _
Yechish. Buyerda M = y?, N = yx — 1, o 2y, o = Y
6M¢ aN
dy  oax’

Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to‘la differensiali
emas. Bu tenglamaning faqat y ga bog‘liq bo‘lgan integrallovchi
ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani garaymiz.

oN _ oM

dx dy _y—-2y 1

M y? y

Bundan

I - 1
Inu = —Iny, ya'ni p= ;

Berilgan tenglamani y ga ko‘paytirganda
22

1
yelx & (o~ '}7)
tenglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki
oM ON 1
ay  ox

Tenglamani yechib olamiz:

de:du' ydx:du’ fydx:fdu, u=yx+<ﬂ(Y)

du 1 =—lny+C
_— = + ’ =XxX-—-—, (P(y) - ny ’
By 2 T o) =

u=yx—Iny+C yoki xy—lny=0
Umumiy integralni topamiz.

s < alip
Mustagqil bajarish uchun miso R
! i i topilsin.
Quyldagi bir jinsli differensial tenglamalarning umumiy yechimi top
2

2 2
r X +y Y
17.1_a) Yy = 5 2} 8) y :—'(-—2-—2
* ’ v . b) y_Zx:Cl.‘j()"i'x)
Javob: a) VX C
17.2. y =Xty Javob: arc!gf = IHCW
.t—y
173 xdy— ydx= ypdy Javob: p+x/y=C
17.4. 0o 230 Javob: #+1' =0
x}' - yz
175, o x +2 Javob: yﬂirm
Yy x
=0t +20
17.6 e s N P Javob: x ;; +C Y
17'7' y2 +x2y' = xw’ Javob.' e =4y
17.8_ Yy = ey;‘x +Z‘ Javob_‘ 1]1_|Cx|='—e_y“
X
+Cx
178, s ynZ Javob: =X

—ed(x+y)

x ? =Cx]€
17.10, (3y2 +3xy+ x? )a’x = (xz + 2xy)dy Javob: (x+y)
23



17.11. y* +x%y" = xyp"
17.12. ' = y —xe’'~

Javob: y=ce’’*
Javob: y=—xInln(Cx)

-y R .
17.13. xysm;—+x_ysm_ JaVOb.' Cx =ecosyl.r

X

x

17.14. ' = 2y—x Javob: y—x=ce**
17.15. a) y’dx+ (x2 —xy)dy =0
Javob: yechish uchun ko ‘rsatma:
a) M=y' va N=x'-xp ikki o‘lchovli bir jinsli funksiya, ya’ni
M(3y)=22y% = 2M(y), N, Ay)= 4247 — 2cdy = 22(x* - xp)= 22N(x, ).

Aﬁar berilgan tenglamaga y = xz, dy = xdz+ zdx almashtirish bajarsak,
u holda

'zdx+ (x2 -—xlszdz+ zdx)=0, x*z%dx+ (1 - 2)dz + Fzdv-x'2'dx=0,x'2dx - x*(z-1)dz =0
yoki z—z‘_ldz=-'ii ko‘rinishga olib kelinadi. Bu oxirgi tenglikni integrallasak,

B)x' +y* —2x1p' =0

1 dx
jl—-z- dz = = z=Inz=Inx+InC, z=Inz+lnx+InC=Incxz
yoki ez=cxz= e”"* =¢y . b)x* -y’ =Cx
das S ¢
17.16. PRy Javob: s =221,
t

Y

17.17.a) y' =Z+gZ gy ——=x
X X

Javob: a) sinz = Cx; sinl=Cx; B)_V=CIJ—IZ
x

,_x+2y-3 20-1)
17.18. y' = o Javob: C(x-1)=¢ =
; 2y —3 3(x-1)
17.19. y'=222222 =
P —, 3 Javob: C(x-y)=e =

Quy1dag1 chizigli differensial tenglamalaming yechimi topilsin.

17.20. ¥ +2y =4x

17.21. "+ 2xy = xe™
1- ?.x

Javob: y=ce ¥
Javob: y=¢* (c +x* /2)
17.22. y'+

y=1 Javob: y=cx’e"* +x*

17.23. (1+x2 )y ~2xy=(1+x)

Javob: y=(x+c)i+x?)
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17.24. '+ y = cosx

17.25. y' +ay = ™

17.26. 2ydx+ (\)3 - 6x)dy =0
17.27. y'- ysinx = sinxcosx
17.28. ' —2xy =3x> —2x*
17.29. y' + ycosx = e

17.30. y'+ yrgx=

cosx

17.31. Y = yetgx=2x——
sinx

17.32. ydx-(.t +y° Sin}’)d)’ =
17.33. x'— y = x* cosx
17.34. Y +2xy=xe ™
17.35. y'cosx + y =1-sinx

x? cosx

Javob: y=ce™ +%(cosx +sinx)

mx

y=ce™™+ ym#—a,

Javob: m+a

y= (c+x}’3m7 m=-
Javob: y* -2x=¢’
Javob: y=ce ™" +1-cosx
Javob: y=ce” +x°

—sinx
Javob: y=xe " tce

-sinx

Javob: y =sinx+ccosx

JaVOb-' y:x2 +esinx

Javob: <= (c —cosy)y
Javob: y=xsinx+c)
Javob: y=e™ (xz 12+ c)

Javob: cosx(x+c)/(l+ sinx)

Quyidagi differensial tenglamalarni yeching.

17.36. y'-i—-n_y:in’ y(l):O
X X

17.37, (I + x? )y’ + y = arctgx

17-38. y'-\f] _xz +y= arcsinx,

17'39 y '-—-y—*cos xlntg-i

Sinx

1740, Y-

xInx
17.41. y‘Sinx—yCOSI = 1,
17.42,y' 13 V1g3x = sin6x.

17-43. .Xj)' + 2y = x2

17.44, y' 4 2xy e zxe—xz
17-45. y' + z_xy - er—xz

»(0)=0
Javob: J”’g( 1

=xlnx, ye)=€*/2
J’(ﬂ'/z)= 0 Javob: y=—c0sx
y0)=1/3  Javob: y

Javob: y= alx -1/’

Javob: y=arcigy-1 —ee™™

sm 2x+ C]

Javob-‘ y= (l/?.)xz Inx

2 C

Javob: y="7*7
A

Javob: y= (+* +C)E

Y
Javob: y= (J‘2 +C)E_x
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—arosin x iny—1
Javob: y=¢ +arcsinx

— cos3x[1—- (2.’3c053x)]



Bernulli tenglamalarini yeching.

17.46. a) y'—2xy=2x*y?, »(0)=1 B) V' =y cosx + yrgx

Javob: yechish uchun ko ‘rsatma: a) y'y' -2 =20, 7= z,u holda
-»"y'=2'.Bu munosabatlarni berilgan tenglamaga qo‘ysak, u holda
Z'+2xz=-2x° tenglamani yechimi z=ce™ +1-x?, y'=L_, ckanligidan
S '

ce™ +1-x*"

Boshlang'ich shartdan foydalansak, u holda ,-_

1-x

y=

b) »7 =(c-3gx)cos’ x

2

’ }’ X r 2
17.47.a) v _Ezfl_y- B) xy’y = x? + ?
Javob: a) Bu tenglamada n=—1; p(x)=-—; o(x)= Berilgan tenglamani

2x 2
¥* =z degan almashtirish bajarsak, u holda z'—f =x chiziqli tenglamani
olamiz.
b)y' =cx’ -3x?
17.48. '+ 2 =257,

2y _ 2y
X coszx

17.50. ' +y=e"? [y

17.49. y'+

Javob y—e_’ljizx..}.l]
17.51. y' +xy=x)° Javob: y* =1 :
1+ce”
2
17.52. y':Zz__!., y=1)=1 Javob; w22 2x
x X 2

17.53. 3y%y"+y* = (x+ 1), y(1)=-1 Javob:  y =x+ce™; P =x-2¢7
¥y
17.54. 2+ L=y Javob: y(* +ex)=1

, 4
1755.2) y'=2rixly  b) 202y 4x=0
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u9 bo‘lsa,

l ) =
Javob: yechish uchun ko ‘rsatma: a) Bu yerda (n = 5)- Agar }

uholda w'9+ud =Lug+xJud yoki .9(:;’—%::}+S’ra=x ug.
* 3

irgi / i olamiz. Birinchi
Oxirgi munosabatdan u'—%u:ﬂ. 9u=xJud tenglamalarn

tenglamani yechimi u =x" bo‘ladi. Ikkinchi tenglamani yechimini to:}sh.
i o9t = x i echimi
birinchi tenglama yechimiga bog‘lig, ya'ni §x" =x gu* . Uning y

i 3 4 1 i © .
9= [%lnH +c) . Umumiy yechim $§=x (5 ln]q-m) bo‘ladi.

b)J’f2 =.1clnE
X

Quyidagi toliq differensialli differensial tenglamalar yechilsin:
),2 dx + gldy =0
17.56. a) (2x] —):yz)ix+(2xs")~’yzpy=0 b) [4‘;2— T
2.
Javob: yechish uchun ko ‘rsatma: a) M(x,y)=2x" =% W
Xususiy hosilalarni topamiz.

oM = E,A_] - —ZIy
=S =

)=2y° -x"y.

BU tenglama uchun (11.21) shart bajarilar ekan. Demak,

au 2
o -l 2y -y
(D!

4 2,2 . Cu 2 _at —x?
¥ o _ _2x* +p(y)=2x y
bu yerda u:J'(le nyl)dx-%qn(y):fz—-xz yoki x

r 3
o(y)=20, pl)=2xy+a-
4 2 . = 4_x2y+4x3y=2cu =C.
Shunday qilib, u(x, y):%-fz—yux’ y—-c,, binobarin x

b)4x? ¥

17.57. 3x%e’ dx + (xley = l)dy =0

17.58. e dx + (I —xe”’ }1_}’ =0

17.59. 2xcos? ydx -+ (2x - x*sin 2yldy=0
17.60. 2xcos? ydx+(2x - x sin2yjdy =0

Javob: xe’-y=c¢
Javob: y+xe” =¢
Javob: x*cos’yty=c

Javob: xPcos’y+y=c

] 3x2y2+y4 =c
17.61. (33 + 62 Jax-+ (67 + 45 iy =0 Javob: £+
b: f,_+xy+yz =
17'62-(x+y)dx+(x+2y)dy=0 Javob: =
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3
X 2 2
Javob: Tt =c

17.63. (.rz +yt 4+ 2x)dx+2xydy=0

3

2 3 4
17.64. (x3 =3xp* Z)d,r—(3x2_v—y'}iy= 0 Javob: %——%x’yl +2x+y? =e

Quyidagi differensial tenglamalarni integrallovchi ko‘paytuvchisini toping.

17.65. a) (y + Inx)dx— xdy = 0 b) (x2 —sin? y)dx+xsin 2ydy=0
Javob.yechish uchun ko ‘rsatma: a) gg =1 %N =-1

&y fx 2
integrallovchi ko*paytuvchi 4 = ‘-’_qrdx =k T = e = ;13‘

1 d. . .
Demak, [;y— + %)dx —:{ =0,x=0. Bu tenglama uchun to‘la differensial

sharti bajariladi, ya’ni

|2

¥|2

1 1
&y i I
Demak, to‘liq differensial u(x,y) quyidagicha bo‘ladi. Birinchi
tenglamadan

ou Inx &N 1

az N -
T T e e b

o x 27 e «x

l 1 1
“(X,Y) ni topamiz. (x,y)= I(—)—:’; + %de +o(y)= _§ - % ~te o(y)

Oxirgi tenglikni ¥ bo‘yicha differnsiallab, ~£+¢7'(y)= L tenglamani
X

X p.o X
yoki y=cx—Inx-1.

B)x® +sin’ y = cx

17.66. y*dx+(yx—1)dy =0 Javob: =1l 5 myoo
)?
17.67. (xsiny +ycosy)dx+ (xcosy—-ysiny)dy =0

Javob: e’(xsiny~ysiny+ycosy)=c
17.68. cosxdy+ (sinx + e”)dx =0

17.69. 2xtgydx+ (x2 —2sin y)dy =0

Javob: x+e=e’cosx

Javob: Inu=1Incosy; x*sin y + %cos2y =c
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E P T N 2x
17.70. (¢ - y* dx+ ydy =0 Javob: p=e yt=(c=2x)e

3

k.. Eogda
17.71. (1+3:c2 siny)dx—xctgydy=0 Javob: Bt siny+x g
Javob: y* =cx’ +x°

Javob: p=e?;e’ cosx=c+x

17.72, & —3y2)dx+ 2xydy=0
17.73. (Sinx +e” )dx +cosxdy=0,

Mavzu bo‘yicha nazorat testlari

] ‘rinishda
L. T tartibli differensial tenglama eng umumiy holda qanday ko‘rinis

bo‘ladi? N
A) Fx,p,y")=0 B) F(xy)=y' O F&x )=y
D) Flyyh=x E) F(xyy', y")=0

. . s ¢ t' _
2. 1 tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini ko‘rsating
A)Y'=fixy), y'(xo)=yo B) y'=flxy) » y(x0)=yo

C) y'=fixo,y) D) y'fxyo) ].S)y Foaz)
3. y'=xe*, y(0)=2 Koshi masalasini yechimini toping. +1
A) y=xe*+2 B) y=(x-1)e*+3 €) yletl)E

D) y=(x-2)e+4 E) y=(x+2)e’

. ; : ko‘rsating.
4. Itartibli o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani ko‘rsating

Nysfay)  Byyfy)  C)y+Pey=0W 0

D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Nl(y)dx+ MZ();)NZ(}:KShﬁma
5. 1 tartibli bir jinsli differensial tenglamani ganday

yordamida integrallanadi? .
A)y=ulx  B)y=utx C)y=ux D) Ko'rinishd
6. Ttartibli chizigli differensial tenglama q;'ﬂdgé )°
Dyfiey)  Byfay)  OpPEEOD
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+ MZ(X)NZ(IV)dJ;_ aysi holda bir
7. T tartibli y*+P(x)y=0(x) chizigli differensial tengiama

jinsli deyiladi? E) P(x) =0
A)Ow>0  Bygw<0 OQO0W=0 D) Q(xl):xg Qande)ly

8. 1 tartibli chizigli differensial tenglama Bernulli usu

almashtirma yordamida yechiladi?

A) y=u+v B)y=u—v  C)y=uv
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E) y=xlu
a bo‘ladi?

D)y=ulv  E)y=u'



9. Bernulli tenglamasi qaysi javobda to‘g*ri ifodalangan?

A) YFPR)Y'=0(x) (n£0, n#1 ) B) »'y+P(x)y=0(x) (n0, n#1)
C) y*P(x)y =0(x)y" (n#0,n#1) D) YHPx)y =0(x)y" (n#0, n#1 )
E) YHPO)'=0(x) (n#0, n#1 ) . y+pP(x)y =0(x)" (n#0, n#£1 )
10.Bernulli tenglamasi qanday alm
keltiriladi?

A) z=p B) z'=y  C)z=pr! D) z=y*1 E) z=p!™"
11. y+xy =2 Bernullj tenglamasining umumiy yechimini
qanday almashtirma bajariladi?

A) z=)? B) =y C) z=)? D) z=y2 E)z=y~3

12. Qaysi shartda M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 to‘liq differensialli tenglama
bo‘ladi?

ashtirma yordamida chizigli tenglamaga

topish uchun

aM _oN 'M 9N cy M _ N
ax =_5‘_ B) ERRPWE: ) P
Y ax ay Ox dy
2 2
N i
& ox ox oy
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18-§. TARTIBINI PASAYTIRISH MUMKIN BO LGﬁNP JIJR?ORI
TARTIBLI TENGLAMALARNING BA’ZI BIR KINCHI.
0‘ZGARMAS KOEFFISIYENTLI CHIZIQLI IK

TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

18.1. Yuqori tartibli differensial tengl.nmalar. —
I-ta’rif> Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya »=y(x)
hosilalari qatnashgan quyidagi ko‘rinishdagi (18.1)
t " (n) =O :
F(x,y’y,y I, 1 ) . . " :
yoki y* = f(x,p,5, .. ¥"") tenglamaga n -tartibli oddiy dlffe:_ns_@
= FE 5 i ing yechimini
tenglama deyiladi. Bu yerda asosiy masala (18:1) teng]a::mz:szdligi v
topishdir. Buning uchun (18.1) teng‘lama_nl yec lun;i isboti ustida
yagonaligi haqidagi teoremani keltiramiz va
to* i '
0"xtalmaymiz. ’ D) tenglamada £ (X, ¥s Y5
Teorema: Agar YO = f Yy = . linean xususiy
funksiya va uning »,)'.,»"" argumentlari bo‘yicha olingan Xust
(=D = =D hogsilalari giymatlarini 0°z ighiga biror

{n—l))

XEX0Y = Yoy Y= Yors ¥ ¢ lamaning
sohadagi uzluksiz funksiyalaridan iborat bo‘lsa, bu holda teng

n- 18.2
=y (18:2)

x=Xo

y = y(x) yechimi mavjud va yagonadir.

(n=1)

Xo = ymm’y

y|x:x° = yﬂ’y'

shartlami qanoatlantiruvchi S
[ Iadl.

Teoremadagi (18.2) shartlar boshlang'ich shartlar de)i/1 atga aylantiruvchi
2-ta’rif:  Berilgan (18.1) tenglamani .ayu ’ Jama (18.1) ning

y=0(xC,C,,..C,) funksiya 7 -tartibli differensial tengla o

VN i, ixtiyoriy o‘zgarmas son

umumiy yechimi deyiladi. Bu yerda G, Cy-G, 12t lm-yo:zoiﬂfnﬁradi. Agar

bo‘lib, ularning har qanday qiymatlarida tenglamafg (Ilarni shunday tanlash

(18.2) boshlang‘ich shartlar bo‘lsa, u holda C"l,cz,"l:i :(ususiy cebingn e

i tlantiruve
mMumkinki, yechim (18.2) shartni qanaatiar il
bo‘ladi. Shuningdek (18.1) tenglamani ayniyatga aylanti
(D(x:y’cl""’c")zo o h rtlarni
deyiladi va boshlang‘ich  sha

funksiya umumiy integral ladi.

Qanoatlantiruvchi yechim xususiy integr al dey1
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18.2.Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan ba’zi bir yuqori tartibli
differensial tenglamalar.
Yugqori tartibli differensial tenglamaning eng sodda ko‘rinishi

¥ = f(x) (18.3)

shaklda bo‘ladi. Bu tenglama umumiy yechimini topish uchun uni x, va X

oralig*ida integrallaymiz, u holda y* = (y-n) ekanligidan

Y= [ fdx G (18.4)

Xo

ifodaga ega bo‘lamiz, bunda C, integrallash o‘zgarmasi. (18.4) ni bir marta
integrallab

y(n—l) - I(j.f(x)dx]dx_k C](x—xo)-i- G,

X\ Xg

integrallashni shunday davom ettirib, nihoyat (7 -marta integrallashdan
keyin) umumiy integralining

P Ci(x—x,)"" Cy(x—x))"
;[f(x)dx...dx+ G =2) +..+C, (18.5)

x

-

£

ifodani hosil qilamiz. Oxirgi (18.5) ifoda (18.3) tenglamani umumiy
yechimi bo‘ladi. Agar (18.2) boshlang*ich shartlar berilgan bo‘lsa, ularga
mos G,,G,,...,C, larni aniglab differensial tenglamani xususiy yechimini
topamiz.

2 m
I-misol: " == tenglamani Y. =1 ¥, =Ly L 4=3 ni
X o ] [}

qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket uch marta integrallaymiz, u
holda

)= j%dﬂq =2l +C =2lnx+C,, )r'=2_][(lnx+Cl)dx+Cz =2[Inxdx+C(x-1)+C, =
1

u=Inx, dv=d x
=du:i{, e =2[xlnx|| —-‘][dx]+C,(x—1)+C2=2xlnx—x+1+C1(x—1)+C2.
X

x 2
y=I(2xhx—x+l)dx+ C(x2 1) +Cy(x-1)+C, =
1
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2
+C_1(-‘f2-_1)Jrcl(x_1)+c3 -

x x)
=2|xInxdx——+x
_!x n 5

u=lnx, dv=uxd 2 1% X2 CI(I—l) ~1)+C. =
£ 5 X - le +C (I )+ 3
dx .r'1=2(?1“"11 -ijdx] 2 P :
2

du=—, v= \
x

:xllnx—%x’+x+ix2;-l)—+cz(—"“'l)+cl' d
. . x+C; ¥l =3 arn
Endi boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz y"=2lnx+C; .
3=2lnx+C, C =3.
- 1-1)+G,,
y':2xlnx—x+l+C,(x—1)+cz; y,lxn =1 dan 1=2-1-Inl l+1+c|( ) 2

w

re 3t es GO e, o, =1 dan =2
bundan ¢, =1. J:=x‘lnx-'5x'+x+—|2—_+(x +Cs 2,.a 2

Demak xususiy yechim

) 3 Inx—x+2.
}'-:xllnx—%x’+x+%(x'“f)'+(x"1)+5:x =

. yoe ori
18.3.Differensial tenglamada y oshkor IsHEFQNEIREH 4
tartibli tenglamalar. —
Agar differensial tenglamada ¥ oshkor ishtirok E:tmasulély8 0
y"=f(x:y,) v : 1 18.6)
bo‘lsin. Uni yechish uchun »'=p(¥) belgilash kiritamiz, utlzoadzi S(batan
tenglamani p'= f(x,p) shaklda yozamiz. Bu esa P parametrg

i i 4P _ ¢(x,p) tenglamani integralini
birinchi tartibli tenglama bo‘ladi. Demak, —°= /(P g e
hisoblab p = p(x,C) yechimni topamiz. »'=p ekanligini DSOLE ;

¥=]p@xChar+c, umumiy yechimni topamiz.
. - ==y ™ 0
2-misol: xy"—y =x’¢" differensial tenglamaning Moo 1
. 1 1 imi topilsin.
shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi top |
: Ida p'- 1 = xe* chizigli tenglamani
Yechish: y' = p, y" = p' bo‘lsa,uholda 7 = 1
=y = u'v+uy ——uv=xe
hOSil qllamiz, uni pP= uv, p= u'v+uv »
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’ r 1 x . .
“V+H(V—;VJ=IE shaklda  keltirib, v’—lv=0:> BB e

X v X

Inv-Inx=InC, y=Cr, C=1= y=x, ux=xe' >u'=e* >u=e"+C,

y=[xe'dx+Ca 4, umumiy yechimni topamiz.

Boshlang*ich shartlarga asosan 0=0+ G-0, G=0; -1=¢(0-1)+C,, C,=0
ekanligidan xususiy yechim y = (x - e ko‘rinishda bo*ladi.

18.4.x oshkor ishtirok etmagan yuqori tartibli differensial

tenglamalar,
Ushbu ko‘rinishdagi

Y'=f(xy" (18.7)
differensial tenglamada x argument oshkor bo‘lmagan hol. 3Bu
tenglamaning yechimini topish uchun avvalgidek »' = p(») almashtirib
olamiz, lekin pni x ning emas J ni funksiyasi deb qaraymiz, u holda

G _dpdy_ dp oo e o B .
“dr dydx P 2 bo‘lganligidek tenglama quyidagi ko‘rinishda bo*ladi.

d, .. : :
pgfff(y,p) va uni integrallab p = p(y,C) ni topamiz. Bundan %=p(y,CI)
dy

yoki OG- dx ekanligi kelib chigadi. Uni yana bir marta integrallab (18.7)

tenglamani umumiy integrali F(x,y, C;, C,) = 0 ni topamiz.
3-misol:  yy"—(y'F +(y'} =0tenglamani Ho=Ly|_, =1 shartlami

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

. ) P d 5
Yechish: y'=p,y =p—p dan ypﬂ-—p' +p'=0= p(y-@—p+pzj=0 =
dy ly dy

d
. d, ) d s d, d
p=0y =0,y=¢, y—p‘p+P‘:0:>y~£=p—p‘:» 2p =2
dy dy =P Y
dp d d -
—‘D——‘qzﬁ—y:bInlp—Il—ln,p|=—-lny+[nC’l = -p—l=£'-:>p 1+£"‘— =l=
p-1 p ¥ 2y y
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(I + 5}dy —dv= y+Clny=x+C, umumiy integrali bo‘ladi. Boshlang il
)J

. o ] s +C =1:>C =0-
shartlarga asosan yozamiz 1+C Inl=0+C, =G, =1, 1-(1+G) '

Demak xususiy yechim y = x+1 bo‘ladi.

18.5. O‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar. o
O‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli chizigli
tenglamalar, Ushbu

differensial

v py +qy=r(x) (18.8)

ko‘rinishdagi tenglama (p=const,q = const) ikkin.chi tartibh. Chilq;:.
differensial tenglama deyiladi. Bu yerda r(x) berilgan funksiya. 1 il '
r(x): 0 bolsa, (18.8) bir jinsli r(x)=0 bo‘lsa, bir jinsli bo‘lmagan tengla
differensial tenglama deyiladi. :

Bir jinsli ikkinchi tartibli differensial tenglamani

18.9
yn+pyr+qy:0 ( )

Yechimni

N (18.10)

y=e ‘
ko‘rinishda gidiramiz. Agar (18.9) ni (18.10) ga qo‘ysak
21pig=0, (A= const)
Xarakteristik tenglamani olamiz. ,
1. Agar xarakteristik tenglama ikkita A va g
i u
bolsa, (/11 # A,) u holda differensial tenglama (18.10) um o
ki il (18.
yoae e i imi topilsin.
4-misol: y" — 7y’ + 6y =0 tenglamaning umumiy yechimi top

Yechish. 22 — 71 + 6 = 0 xarakteristik tenglamani t:Zl: ,eﬁx xususiy
4 =1va A, = 6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bL?larga' esa‘ 1e :idan o
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chizigli erkli bolganicen.
Yechim (18.11) formulaga asosan quyidagi kg;nms
y=C18x+Cze : )
2. Agar xarakteristik tenglamani yechimlart 4

. yechimlari mavjud
yechimi

hda yoziladi:

- 4, bo‘lsa, u holda
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y=ce™ +c,xe™
5-misol: y"'
topilsin.

(18.12)
—12y" +36y = 0 tenglamaning umumiy yechimi

Yechish. Xarakteristik tenglama A2 — 121 + 36 = ko‘rinishda
bo‘lib, uning ildizlari 1, = A2 = 6.Bungamos y = 6% bo‘lganligidan
(18.12) formulaga asosan y = ¢, e* + Cyxeb*.

3. Agar xarakteristik tenglamani yechimlar kompleks son, ya’ni
A=atpfi (a:—-p/Z, ﬁ=\fq—p3/4)
bo‘lsa,uholda y = c,e” sin fx + c,e™ cos fx
6-misol. y'" — 4y’ 4 13y =0
toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama A2
Adia=2+43i Bularga mos Xususiy
ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy ye

(18.13)
tenglamaning umumiy yechimi-?

— 44+ 13 = 0 ko‘rinishda bo‘lik,
yechimlar e?*cos3x va e2¥gin3y

chim, (18.13) formulaga asosan,
¥ = e**(C,cos3x + C,5in3x).

Mustagqil bajarish uchun misollar
Quyidagi tenglamalar yechilsin,

” ' m 6
18.1. a)y"=y'ctgx b)y ~ L2 boshlang‘ich shartlar x=1 da
y=2y'=1y"=1
Javob: a) z=y' yoki yr ()
bo‘lgani uchun

dz  cosxdx
——— ——

=z almashtirsh bajaramiz, » = zetgx, z#0

yoki 42 _ dsinx fz=lfsind+Inc,, ;= 1,

z  sinx ? dy=C,sinxdx,y
B}y'=3lnx+2x2—6x+6

sinx
z sinx

=-C Cosx+c,

18.2. y"=4cos2x boshlang‘ich shartlar x =0 bo‘lganda y = 0,y"=0

Javol: y=-cos2x
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183. y. = 1+ 22
i1

184, V' = .

18.5, y"=——

2y°
18.6. y"=1-y"
18.7. "+ y'=0
18.8. 3" = p?
189. " +y? =0
18.10. (1+x2 )"+ 2 41=0

18.11. y'(l + y'z): ay”

18.12. xzy"-}-»_];}" = 1
18.13. Wn=y2y1+yr2

18.14, w" —y'(l + y') =0

18.15, y"=-X

y
18.16. x*y" +x%y' =1
18.17_ W” - y(] + y') =0
18.18. y" + Y'tgx =sin2x
18.19, y" 4 2y(y')y =0
18.20. y"xInx = 5
18.21_ y”tgy = 2(};’)2
18-22. y" = *

18.23. XJI” =+ y’ =0

etgx—Iny1+x* ¢,
Javob: y=cx+xarcigx-1 N

Javob: y=xInjx+cx+c,

2
c,xX

Javob: 1+¢y* = (Cz +j‘{)

Javob: y=je™ +e|-x+e;
Javob: y=c,+c;lod

Javob: y=ce”

Javob: y=tfexte;

Javob: y=(+¢] Jfx+e|-cx+e
1

Javob: y= 5 (infd)" +< Inj + ¢,

y=0y
in—={a#0

Javob: x—-c¢ =alnsin a
2 ie,y=c

1
Javob: - -a-l“

v+

1
Jayob: p=ce* v

X
2 csin—]“{'ﬂ]
Javob: y= i_;-[xﬁ"_x:”‘ aee

1
v y=—+tc Inx+c,
Javob: y e
Javob: y=ce” +1/e
1.
s x——8in2x+C,
Javob: y=c¢smx—X=5
Javob: y’ +ey+e; =3%
Javob: y=cx(nx=1)+e:

Javob.' cgy =6~ 6%
X
3 2 arcsin= | +¢
Javob: y= t—l-l:x 2 —x, +c arcsin a] "
’ 2

Javob: y=¢ *¢& Inf
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r

" ..y 2
18.24- x_y :'}I ln;— Javob: }':(C,X"Cgk”c”l +C2 y:e_\" /2+C

Quyidagi bir jinsli ikkinchi tartiblj Y differensial tenglamalar yechilsin.
18.25. y"—4y'+3y=0 Javob: y=ce* +c,e’*

18.26. y"—4y'+4y =0 Javob:
18.27. Y'=4y'+13p=0 Javob:
18.28. y"-4y'=0 Javob:
18.29. y"+4y=0 Javob:
18.30. y"+4y' =0 Javob:
1831, y"+3y" +2y =0

y=(c, +c,x)e™
y=e"(Acos3x+ Bsin3x)
y=ce” +c,e™™

¥ =Acos2x+ Bsin2x
y=c +ce™

Javob: y=ce¥ =c,e”

18.32. y"+2ay' +a%y =

Javob: }’-_'(Clx"}'cz Je
18.33. y" + 2y"+5y=0

Javob: y=e~(c cos2x + c, sin2x)

d’x _dx
18.34, F_ZI_3x =0 Javob: y=ge' +ce”

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimj topilsin.

1835. " +5y' + 6y = 0, y(0) =1, y'(0) = —s.
Javob: y=4e7r ~3e7
18.36. y" — 10y’ + 25y =0, y(0)=0, y'(0) = 1.

Javob: y=xe**
18.37.y" — 29" 4 10y = 0, y(g-) =0,y (%) = es.

Javob: y=xe
18.38, v+ 3y’ =0, y(0) =1, y'(0) = 2.

_ Javob: y=(5-2¢%)3
18.39.5" +9y = 0, y(0) = 0, y' G) =1

Javob: ¥y =25 3x
18.40.y" +y = g, y0) =1, y' G) =0

o Javob: y=sin.r+(l/-v§)cosx

Y42y + 2y =0, y(0) =1, y'(0) = 1.

Javob.'y=e"(cost+2sint)
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Mavzu bo‘yicha nazorat testlari N )
II tartibli differensial t)englamalar. Tarﬁbni'p.asa?ytlnsh usu‘ll.‘ .
L. Il tartibli differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi qayerda tog
ko*rsatilgan? i
A) F(x, y")=0 B) Fs. )00 ©) Fx, 350"
D ' = X0, V0, Ly")= ) 3
)5(1}; Jt)z;r:ib)liOhosilalefling:;tai yechilgan differensial tenglamaning
umumiy ko‘rinishi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A)y'=flx,y,y,y")  B) y"=j(( y, J",Y"))
D) y"=fiy, y' E) y"=flxo, Yo, ¥ )
3-)§; tar{c?bjli d)iffcrcnsial ten;lama uchun Koshi masalasi
shartlar qanday ko‘rinishda bo‘ladi? ,
A) 00) =y y(x) =, Bl s V(%)= ¥0
C) Mx0)=yy, ¥'(x)=yp D) y(xp)=(x)=o E)_y.(xﬁ)—yo"jsh' 0usulida
4. 11 tartibli differensial tenglamaning tar‘titfml . f agaytirs
integrallash uchun ganday almashtirma bajariladi? .
Ay=p By Y=p C)y'=p D)yx=p o} 'lamalardan qaysi
S. Quyidagi ko‘rinishdagi II tartibli differen51‘al tenc%?
birining tartibini pasaytirish usulida integrallab bo e o
VIS By=fy) Oy ));uab bo‘ladi.
E) barcha tenglamalarni tartibini pasaytirish usulida imtegr i tacibe
6. Quyidagi II tartibli differensial tenglamalardan G2y
Pasaytirish usulida integrallab bo‘lmaydi? .,
DUTw  Byexy Qpew DYTE L
E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish “SUI"_da l‘nteg.r
7. 1 tartibli eng sodda differensial tenglamani ko :s_aftg)g E) "= /1)
A V' fley ) B)y'=flxy) O)y"=/0¥) DLy chimini toping.

C)y"=fix, )

da boshlang‘ich

8 ¥"=12x42 , y(0)-1,(0)=2  Koshi masa]asirgng ﬁx3+x2+3x+ !
A ydctdit]  B)ymadhat2rt] )=
D) Y=4x 4o +4x+1 E) y=4x>+x’—x+1 . .o pasaytirish usulida
% yr=y tenglamaning umumiy yechimini warih,
t()ping_ Cyx
My=cerc, B)y-e& Or=G*e
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D) y= CII+C3
i E) y= Ce™ +Cye™

10 M=y
UN S L WIS ST
I, » Y(1)=4 Koshi :
huqtadagi qiymati y(0) nimaga teng'f‘S ! masalasi yechimining x=0

A) ¥(0)=—1 =
B)0)=0  C) y(0)=1 D)»(0)=2  E) y(0)=3
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X-BOB. SONLI QATORLAR

19-§. SONLI QATORLAR. QATOR YAQINLASHUVINING
ZARURIY VA YETARLI SHARTLARI
19.1. Sonli gatorlar.
- Agar sm.ﬂi qatorlarning biror uy, Uz, ... Uny - cheksiz ketma-ketligi
erilgan bo‘Isin, Ushbu

co

u1 +U.2+'“+un+"' =Zu’ﬂ
Kot n=1
o‘rinishidagi yig‘indi sonli gator deyiladi, ty, Uz, - Uns -

qat . ] - .
ata](;?mg hadlari, qatorning n-hadi u, esa qatorning umumiy hadi deb
i

sonlar

I-misol.
n
_‘_‘—-—-— 1 . . - .
;nz +1 9atorni uy +up; +uz +us +ug + ko'rinishida yozing

. Yechish. n ga ketma-ket 1,2,3,4,5 sonlami qo‘yib, uning hadlarini
Z1b olamig, ’

U.l — 1 Uy = 2 3 = 4 Ue = _E_
Va ularmg oo e o S us =790 WT17 ° 26
quyidagi yig‘indi ko‘rinishida yozamiz.
1 L2 N 3 4 5 i n
st ot te T T Ant 4l
n=1
2-misol, ESUINE S S SR gatorning
Un vay 38 ' 811 ' 13-14 1817
n+1 hadlarini toping. .
0‘pa ECIHS,?‘ Berilgan qatorning hadlaridagi maxrajlart bmnc?n
Oryay?-lvc}]} uchun 3,8,13,18,... ketma-ketlikni tashkil qilib, u 3 g2 ortid
Ortmop (11 Va ikkinchi ko‘paytuvchi uchun e ) [ e ketma-ketlik 3 ga
Yope. 2. Demak, bu ketma-ketlikning umumiy hadlarini quyidagich®
Sak bo‘la a5

34(m-1).525n-2 B8+@-1D 3=3n+>
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Qator hadlarinin

g suratlari esa | ga teng. Endi qatorning w,, va u,,.,
hadlarini yozamiz,

1
= e
B ) T
bu yerda n ga n+; qiymat berib Up 41 Ni topib olamiz.
1 1
Untq =

mm T Gn+3)@n+8) _
Demak, gator umumiy hadlari formulasini yozishda qator hadlari
tuzilish qonuniyatini bilish zarurdir.

19.2. Sonli qator Yaqinlashishi _
Agar u + Uy tuy+otu +. qatorning birinchi » ta hadining
yig'indisi S, orqali belgilanadi va qatorning n-xususiy yig ‘indisi deyiladi:
Sn=1u, TU o+,
 cheksizlikka intilganda (, _, =) chekli S limitga intilsa: limS, = qator
yaqinlashuychj deyiladi. §
Agar TEI_{{.IO Sp = bo‘lsa

deyiladi.

son yaqinlashuvchj qatorning yig‘indisi deyiladi:
> yoki mavjud bo‘lmasa, qator uzoqlashuvchi
3-misol. Quyidagi gatorni yaqinlashishga tekshiring,

3 4 n+1 = n41
ln2+ln—+£n-—+~-+ln =Zln ;
2 3 n n

n=1
Yechish, Berilgan Qatorning dastlabki » ta hadi yig‘indisi S, ni

Y0zamiz va ypj hisoblaymiz:
n+1

3 4
Sp=1In2 + in§+ ln-§+ -+ n
234 . on-(n+1)
S s i n+1).
T2 o =+ 1)
Endi ]!Lrg Sn ni hisoblaymiz:
lim S, = lim In(n + 1) = oo,
N—coo n—oo
Demak, berilgan qator uzoglashuvchidir.
4-misol. Qatorni Yyaginlashishga tekshiring
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- 1
n=l ; ig‘indisiga
Yechish. Qatorning umumiy hadini sodda kasrlar yig

keltiramiz: . 3 1 ( 1 _ 1 2).
= =3 -1 3n+
Sz GnoDGr+2) 3\n

B
undan 1(1 1) u2=1@—%),
Uy 1312 15 —31(_1_—l)“"
u2:§(§_ﬁ)' s =3\11 14
U holda 1
Ll 101 1 +1(1_1)+%(%__ﬁ)+...
n=§(5~§)+§(5 8) 3\8 11
1p 1 1 )=
+§(3n—1 3n-{-2 i ) i ):
=§(§ﬁ§+%‘§+§_ﬁ+ﬁ_14+ In—1 3n
141 1
=§(_2__3n+2)'
BUndan 1
111 )=_,
= i 3 (3 7) 78
Demak, 4ator yaginlashadi va uning yig*indisi - gateng.
UShbu ] 1
+E+§+ n n=1
Qator

idir.
8armonik qator deb ataladi, u uzoglashuvchi

. ataluvchi
Umunﬂashgan garmonik qator (yoki Dirixle qaton)OSEbl
1 1 1 —— e
. - e — + np
Lttt b L

; hidir.
%ator S 14, uzoglashuvchi, p > 1 da yaqinlashuve
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19.3. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari.
Sonli gatorlar quyidagi Xossalarga ega: . .
1°. Agar sonlj qator yaqinlashuvchj bo‘lsa, u holda unlng chekdi
sondagi hadlarini tashlap, yuborishdan hosil bo‘lgan sonli qator ham
yaqinlashuvchyj bo‘ladi. ' i
2°. Agar qatorning cheklj sondagi hadlarini tashlab yuborishdan hosi
bo‘lgan sonl; qator yaqinlashuvchj bo‘lsa, u holda berilgan gator ham
yaqinlashuychj bo‘ladi. '
3 Agar gy, 42,03, ..., ay, ... sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lib, u_umg
Yig'indisi S ga teng bo‘lsa, u holda cay, cay, cas, ...ca,, ... SOI_lIl qator
ham yaqinlashyych; bo‘lib, uning yig‘indisi cs ga teng bo‘ladi.

a1+a2+a3+---+an+-"
bi+by+by+.tb ...

sonli gator Yyaqinlashuvchj bo‘lib, ularning yig“indisi mos ravishda
Syva §, larga teng bo‘lsa, u holdg

ths++a,tb, + -
lib, uning yig‘indisj S1 15, ga teng
bo‘ladi,

19.4. Qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartlari.

Qator yaqinlashuychj bo‘lishining Zaruriy sharti: Agar Zu“
qator Yaqinlashsa, y holda lim

n=|
Am u,=0,

shining (qator uzoqlashishining) yetarli sharti:
Agar lim w, 0 bosjgy, Du,

N-co qator uzoqlashadsi.

Quyidagj misollarda qator

yaqinlashishnin
uzoglashuvychj qatorlarni an

iglang.

isol. Y08 12 i

S-misol, -6—+;+-é—+‘9—+"'
Yechish, Umumiy hadpi yozamiz;
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4n
un—n-I-S'
i 1 aniglaymiz,
lim u,, ni aniglay i 4
lim w, = lim =|imn15=,’ll‘&1+_“ |
n“_{&%_n—;mn'i's n—’m___ n

h i i bo‘lishining
un ilib. i =4 % 0, ya’'ni qator yaqmlashuvchl
S day qilib, nimu,n

huvchi.
Zaruriy sharti bajarilmadi. Demak gator uzoglash

® it sl e
6-misol. ln% + ln; + lng iy n

- ib olamiz:
; iy hadini yozib o
: : torning umumiy
Yechish. Berilgan qatorning a1

uﬂ=ln

lim w_ ni an laymiz.
2l Up i aniglay

1 _
Z)=Imn1=0.
li -]imlnn+1=]imln(1+n) "
nl—angoun_nﬂm n n-eo

. bo'lishining zaruriy
"ni qator yaqinlashuvchi bolishining zarurl
Demak, limu, =0 =0, ya'ni qa

N-oo

i ekanligi kelib chiqadi.
sharti bajarildi. Bundan qator yaginlashuvchi ekanligl

i isollar
Mustaqil bajarlsh uchun mi
n® 41 Qato + ko‘ri ishda ozing.
m 1 +u, U+ o‘rinis Y
M"-i—-—-—l. atorlarni U+, +u, 4 i
it on+l
1

® e
191, 192 205 ¥ nt2)
n=] (n+2)(n+3)’ n=

193, iln(ﬁ’i:iJ

2

232
2(1+n
19.4. ;[14,”3} ’

ns] Sn+2

o i 2n
195 » 1 19.6. 23,7 57

n=| '\/—m n=1

) ) = 3"
197. Z“‘?J\%—;— 198. 2 G a)
n=| R + b n=
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Qatorlammg un Va Up 44 hadlarini toping,
19.9. 1 + + Ry L T
19.10. 2 +z+3—+—+ cee

1 2
19.11-ﬁ—l+3—m:+§0—i+701+

12 20
19. 12 -—+E 375+-IBTS+...

1 1

27 81
19.14, —+§_6 Zi2

Qatorlar uchun: 1) gatorni yaqinlashishini isbotlang; 2) qatorning yig‘indisi
(S) ni toping

1 1 1 1
e — — === | §==
19.15. 123+234+"'+n(n+1)(n+2)+ Javob: S, [2 (n+[)(n+2):| 4
19.16 E+i+§+i+ Javob: "), S=3
e s avob: s, =3(1-(0,5)"),
1 1 1
19.17.;;+4—_;+...+m+ Javob:s, —3[ - +J S=1/3
1 1 1
19.18. ;_;+2—.5—+...+n(n+3) +...
Javob:s, == (1+1+1_.1_H_1__ ! J «dl
3 2 3 n+l n+2 n+3 18
19, —4 21y 41
T g T g T (2n-1)(2n+s5)
Javob.‘S,,=—1-[1+]+—l-——-l—.——-l_— : J L2
6 3 5 2n+41 2n+3 2n+5 90
1
19.20. — + = +n(n+1) +.ia Javob: S“:l_—m+1’ S=1
5 13 3m4pn
1921 248, +... F AR N
6 36 61 Javob. S"—]+—2' by 2 3,,1 S_2
3 5 2n+1
19'22'Z+Eg+"'+;12_(;1:5)—2+'" Yol S L s
n+

1.2 1
19.23, +225+ +m+... Javob.'S"=l[1— : J,S=l

19.24. 3 6n+1
é @n- 1) (3n+ 2

Javop: s, =.____.1___, 1
12 3G3n+2)°° " 12
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B0ty e s obe Tl Snzé(“o_,:j}’ S=1/2
) ';5+3_5' U (2n-1)(2n+1) 1 2 1 1
1 Javob: S, =————, 5'5
T T e 3 +3
1226, ,.Z|(n+2Xn+3) i

1
19.27. arctg = S Tarctg % +...tarctg 5+

n _z
Javob: 5, =arcig——.5=7

2 di
Javob: s, =ln(5”+7], uzoqlashadi

- S5n-=3
19.28. §'“[—5:+2)-

b i i bajariladimi?
Quyidagi qatorlar uchun yagqinlashishning zaruriy sharti bajari

- Bajarilmaydi.
19.29, 1+-3_+§+1+_. Javob: Bajarilmay
2 4 6 8

1 1 1 1 - Bajariladi.
1930, s +=+—+—+... Javob: Baj
30 1 37515 |
1931, 2,4 +£+ 8 . Javob: Bajariladi.
3.9 27 8] o
1932.1 +:+ : + = s Javob: Bajariladl.
57 o
. ladi.
19.33,2 ._1_ LI Javob: Bajari
2T @ 22+1 25 T 241 Taen T
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari

Sonli gatorlar va ularning yaqinlashuvi
1. Ushbu ifodalardan qaysi biri sonli qator bo‘ladi?
A)uruyuy --- Uy v B)uiiwa:uz:---ruy:---
C)u1+uz+u3+---+u,,+--- D) z¢l+;¢2+113+---+un
2. Quyidagilardan qaysi biri Eu,\. sonli qator uchun xususiy yig‘indi
k=1
bo‘Imaydi?

A B utns O ur+upt s+ 1 D) ui+up+us+ -+ +un
% 1

3. "+ 1) sonli qator uchun S, xususiy yig‘indining qiymatini
n=]
toping.
1 1 10 11
A) — B) L 10 11
) = ) w8 + D)I  E) =
1 2 3 4 . _ _ o
4. 3 + 3 & 2 + - +--- sonli qatorning u, umumiy hadini ko‘rsating.
K 241 B) 4, ="-1 C)u ot
% n "o+l
D) unz_n— E) Iln:f.;l.
n-1 n+1

5. Umumiy hadj u, =1 +$ bo‘lgan sonli qatorni toping.

1.,2,3 111 1 2 3 4 5
Aflaepoel, B) 2
27371 e

6. n-xususiy yig‘indisi S
yaqinlashuvchj deyiladi?
A) IJ-]I]SH=OO B) ]'irnsrr::_QO

n—om n—m C) nlia-rg: Sn - C, ICI =
D) nliz)ann =00 E) lm S, mavjud emas.
n—ro0

7. n-xususiy yig'indisi S, bo‘lgan
uzoqlashuychj bo‘lmaydi?
A) lim 5, =< B) lim §, =+

n—w

48

n  bo'lgan sonli qator qaysi shartda

sonli qator qaysi shartda

C) lim §,=1w D) ”lii’nmS,, mavjud emas

n—»x0

E) ko‘rsatilgan barcha hollarda sonli gator u.zoqla.shuvchl.:o ladi.
8. n-xususiy yig‘indisi S, bo‘lgan yaginlashuvchi sonli qatorning
§ yig‘indisi qanday aniglanadi?

S . 8.

S H n-1 - fim 2

= ks n S: hm d = B C) S im.

A) S nhgluosu_l B) n—yc0 Sn‘ n

D) S:nEnw;:S,, E) S:nﬁinws”
% 1+l+—1—+ ¢ ..sonli gator yig‘indisini toping.
5 T et N

A2 B)Ls C)o  D)1,33 ) o

i gl o :
ek ] _ir* L4 . sonli gator yig‘indisini
10- |—~Z+'4—2——3+ ...... +( l) 4,1

1
A)1 B)O €08 D)5 Elz

1, i 1 sonli qatorning S yig‘indisini toping.
n=1 H(H S ])

2

1 = E) §==

A)s=2 ) s:% ) s=; D)s-l 3
12. Loyl +L 4oL 4. sonliqator yig'indisini toping:

13724735 T e
75

A) o Byn2 Qe D)5 BOP .
13 ining zaruriy sha

Euk sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lish
k=1

Nimadan jborat? lm u, =0
) . . <0 D) = n
A) lm U, 0 B) lm u, >0 C) nlinmu" 1
N—m

n—w
E) lim . -
) A0 4p mavijud emas. biri garmonik dator bo‘ladi?
e Quyidagi sonli gatorlardan qaysi 11 o1 B i 71:
NEL BmE L o Sey=- Dz net v
n=1

=N .

= L s hotladi?
n=ln n=12n+1 . lashuvchi bo‘la

1. Quyidagi sonli qatorlardan qaysi birl uzoq o cosn

S 2l E) 2%
1 @ (1) .. ~ 4

Z o= ( I) = 1 D) Z n=1

n=12 5 n>51 3" e n%l n(n+1) n=1ft
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20-§. MUSBAT HADLI SONLI QATORLAR
YAQINLASHISHINING YETARLI SHARTLARI: DALAMBER
ALOMATI, KOSHINING RADIKAL VA INTEGRAL

ALOMATLARI

20.1. Musbat hadli qatorning yaqinlashishi uchun Dalamber alomati.

4 u .
Agar u, +u, Ty ttu qator uchun lim = = ¢4 mavjud bo‘lsa, u
n—oco Up

holda bu qator uchun

d < 1da qator yaginlashuvchi

[d > 1 da qator uzoqlashuvchi
d=1 bo‘lganda Yaqinlashuvchiligj yoki uzoqlashuvchiligi noma’lum
bo‘lgan qator bo*ladi, Bunday hollarda qatorlarni yaqinlashishga tekshirish
uchun boshqa alomatlardan foydalanish kerak.

2 # 4 . .
I-misol. % + %,— + -;'1—0 + fﬁ + -+ qatorni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Ushby qatomni yaqinlashishga tekshirish uchun Dalamber
alomatidan foydalanamiz, By yerda qatorning umumiy hadi
2n N+l
Un =155 va Upyq = (n+pyio 83 teng. Bundan
PLEST

im Y41 _ 1. (Gio X 2ntl 10 . n 10
lim "_hm‘(—z'u)—-=hm—-—-_u-_=2hm(___) =2
n—oo up n—eoo =5 Nn—oo (n+1)1 2n n—oco \n+1
n

2>1 bo‘lganligi uchun berilgan qator uzo

qlashuvchi gator ekan.
2-misol. —15 +

2 3 4 o ) i
e Tt Vizz T qatorni  yaginlashishga

tekshiring,
Yechish. By qator uchun ham Dalamber alomatinj go‘llaymiz. Bu
yerda u,, = n - n+1

J@n-1)yzn V2 Unyiq _(ZJ-n-Tli—z_”T_l. ga teng. Bundan

i Un+i lim n+1 v@2n—1)-2n
=EL e T _

n—co Uy, n—oo \/(271 + 1) - 2R+l n
s Fires TL ’(2n—1)-2“ _1
nlirg n (@n+1)2n+1 T 5

7 <1 bo‘lganligi uchun berilgan qator yaginlashuvchi qator ekan,
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20.2. Musbat hadli qatorlarning yaqinlashishi uchun Koshi
alomati.

3 ll -\f u—n
Agar ul U, u e Hﬂ ass qatOI‘ UCh

bo‘lsa, u holda bu qatorr :cilmdna qator yaqinlashuvct}:i
{ d tor uzoqlashuvchi - ’ ‘
r=1 bo‘lganda yaqinlas;jvclhil?g??;ki uzt.)qlasl}uvchi'lig1 ﬂoiat:i‘izz;z:ﬁzﬁ
qator bo‘ladi. Bunday hollarda gatorlarni yaqinlashishga teks
ish kerak.
bOShq.:-:::‘)sT: tg:ieilzafgoiys:tljg:sminf;r;aqinlashishga tekshiring:
V55 i)

Yechish: 4 .
e ; 5 .
VIS O @ ) e G
Koshi alomatini qo*llaymiz.

1
7 1 1+_1 1<1
r=1imn[”+l] = lim—2 =lim—==va r=7

e\ 2n—1 n—o 2y — | ""‘”2_1

n
: i bo‘ladi.
bo‘lgani uchun berilgan qator yaqmlashuVChl bo‘ladi

’ 5n n—lim 5n =]im—%='§‘,
b)?‘:!l_‘rgn 32 —"%3’1_2 n-w:3___

S i vchi bo‘ladi.
= 3> bo‘lgani uchun berilgan gator uzoglashu

20.3. Koshining integral 31°m3t:;)ming yagin
Hadlari musbat hamda kamayuvchi bo‘lgan qa

uchun Koshining integral alomati: -
Agar  u, +u, +u, +..+u, +.. qator uchun #,

bunda (n) kamayuvchi funksiya va

lashishi

f(n) deb Olinsa)
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K A bo'lsa,u holda qator yaginlashali,
! f(x)dx— © bo'lsa,u holda qator uzoglashad.

1 1 1 1 1 torni
-mi —y —_—, . P — pEe qa
4-misol, 1+12 + 1+22 + 1+32 = 1+42 * 1+n2

yaginlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekaninij tekshiring.

Yechish. Qatorning umumiy hadini f(x) = —— deb olaylik. Bu

1+x2
funksiya Koshining integral alomatining barcha talablarini gondiradi.
-] n

1 _ =
—dx =1 = i = lim (arct n—arctgl) =
| = 1m T2 = Jm(@rctgn)/t = lim (arctg
1 1
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Demak, xosmas integral yaqinlashadi, shuning uchun berilgan qgator

ham yaqinlashadi.
Smisol. 14 4241y 1
2 3 4 n

qatorni yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekaninj tekshiring,

Yechish. Qatorning umumiy hadini f(x) = % deb olaylik. Bu funksiya
Koshining integral alomatining barcha talablarin

n
1 1
f—-dx =lim [ —dx = |im (Inx) /7= lim (lnn — In1) = Inoo — 0 = o,
x n—oo X n—m n—c
1 1
Demak, xosmas integral uzoqlashuvchi, bundan qator ham
uzoqlashuvchj ekanligi kelib chigadi.

1 gondiradi.

20.4. Musbat hadl; qatorlarni tagqoslash alomati.

Musbat had]i qatorlarning  yagqinlashish belgilaridan yana  bir
taqqoslash  alomatidir. U  quyidagidan iborat: berilgan qatorning
yaqinlashuvchj yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniglas
hadlarini yaginlashuvchi
bo‘lgan boshqga musbat ha

Bizga

h uchun by qatorning
yoki uzoqlashuvchij ckanligi avvaldan ma’lum

dli qatorning mos hadlarj bilan taqqoslanadi.

tuy tuy ot + (20.1)

Vit Vy vy bt 4 (20.2)

ikkita musbat hadl qator berilgan boIsin.
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i .1) qator ham
1) Agar u, <v, bo'lib, (20.2) qator yaginlashsa, u holda (20.1) q

inlashadi. .2) gator ham
;’?q:;:: u, 2 v, bo‘lib, (20.1) gator uzoglashsa, u holda (20.2) q

; : i i inlashishga
uoqézi]i:;lash alomati yordamida berilgan misollarni yaq
tekshiring. o .

: 2 1/2\% , 1(2\3 __.+l(_2.)n+--- qatorni yaqginlashishga
6-misol 3 +2(3) +3() +++2G
tekshiring,

Yechish. Ushbu qatorni qaraymiz:
2 22 2‘3+...+(g)n+... s
" (g) ) (5) : 2 bo‘lgan Z(?)
n 2\ _ xeajiG =2 Z
Ravshanki, Wy, = %@) < (5) = b,,. Maxraj 3
geometrik qator yaqginlashuvchi, dcmmalz,n
1
2.5(6)
i i bo‘ladi. _ .
qator ham Yaqmlaslhuvc:u bo1 .4 L 4. uzoglashuvchi eckanligin
7-MiSOI. l+ﬁ + E + ﬁ + - yn
asoslang, ve 1t st boshlah
Yechish. Berilgan qatorning hadlari, ikkinchi hadida

; tta
. hadlaridan katta,
. torning mos )
LEoglaot . . sk Gu i
Tk 4 Pl el g ' k_birinchi taqqoslash alomatig
garmonik qator esa uzoqlashuvchi. Demak,

ko‘ra berilgan qator uzoglashuvchi.

isollar
Mustagqil bajarish llch“"il “:_:::t:?da isbotlang.
Qatoﬂaming yaqginlashishini Dalamber alomati YO

201, L, 1 S
3!+5!+---+(2n+l)! . P
— 4. RIE T T
1 2 n 20.3. tg£+2‘gg+ e
20-2o5+"2—2-+...+-2—n+.-- 4 ,
1 4 L
b
204 3+2-s+ G250 Bn-l) 20.5. 35+
" 1.5 ™ ]-5v...-(4n—3)
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20-6-l+‘—1+.+_&_1)
3 36
1 2 n

20.8. E+§+‘.-+(_n_+_]_);+

Qatorlarning yaginlashishini Koshi alomati

1 b 1
A0, 1112 In3 In"(n-i-l)

20.11.&(2]2__,{ n J”+
3 45 2n+1

» .5l
20.12. arcsinl + arcsin? - +...+ arcsin” L, +..

H
(3)4 (n+IJ"Z
20.13. .§+_2T_+_._+_';_"_+

1 1 1
2015, ——+——, ————— .
200’2 31p%3 +(n+1)1n1(n+1)+
20.16. L, 1

—_—

+— .
2In2 " 3In3 " +,,1n,,
2 2
20.17. (I_H_J S[1+2 1+n
1412 1122 Fo.t T b

20.18. szﬂ

Qatorlammg yaqinlashishini solishtirish alomati

1 1
20 19 I 2+3—23+.. W+

. T v I
SIn—+sin =~
2 4

20.20.

. T
+...+sin— + ey
2

20.21. 1, 122 T+n

Tttt
1+2° l+n?

l 1 1
2022 —4— g 4 1
2 5+3-6+ +(n+1Xr|+4)+m
2 3 n+l
20.23. S424 ML
023 3+8+ +(n+2)n+ .

20.24.
2025. L.,
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. T
20.7. sin”™ +4sinZ 4+ n? sin=— +...
2 4 2

209. 2,23,  (a+1y
2 24 T

yordamida isbotlang.

Javob: yaqinlashadi

Javob: uzoqlashadi

Javob: yaqinlashadi

Javob: yaqinlashadi

Javob: yaqinlashadi

Javob: uzoglashadi

Javob: uzoqlashadi

Javob: yaqinlashadi

Javob: yaqinlashadi
Javob: yaqinlashadi
Javob: uzoqlashadi

Javob: yaginlashadi

Javob: uzoqlashadi
Javob: uzoqlashadj

Javob: yaqinlashadi

yordamida yeching.

20.26. !
20.27.

20.28.

20.29,
20.30.

20.31.

20.32,
20.33.
20.34,
20.35,

20.36.

Sn'-4n+s

i 1+n® "
1+n

e In(n + 3)

L

Javob: uzoqlashadi

Javob: uzoqlashadi

Javob: yaqinlashadi

Javob: yaqinlashadi
Javob: uzoqlashadi

Javob: yaginlashadi

Javob: uzoglashadi
Javob: uzoglashadi
Javob: yaqinlashadi
Javob: yaqinlashadi

Javob: uzoglashadi

inlashishi
Koshining integral alomati bilan quyidagi gatorlaming yaq

tekshmlsm
2037,,,1, 1.1
357
2038, 1,1 1
+ i \fl_6+
2039, L 2 3
2 gt g e
Yaqinlashadj.
2040, L, 1

t—t—
L+17 1427 T 432

Yaqinlaghagj

Javob: Qator uzoglashadi.

Javob: Uzoglashadi.

‘2 bO‘Iganda qator
"8

Javob: T o

(.r+l)!
= 7 bo‘lganda gator
Javob: j'lifz bolg
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2041, Lo 02 3
#1142 1432

Javob: Tl—-r—dt == bo‘lganda gator uzoglashadi.
1+ x7

2042, —_, 1 1
32 —l+5 1 72_1+...
Javoh: La® T o1 bot ' ) di.
J x +1)‘ [;lnml =oind bo‘lgani uchun qator yaginlashadi

2043 L, L 1

20?2 " 3173 4ipig T Javob: Yaginlashadi.

Qatorlaming yaginiashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlang.

2043, -, 1
J"+3Vr- n+l] r—n+1+...

20.44, 1+-§+ L

Javob: yaqinlashuvchi

+"

2045. 54 L, (g_+

20.46. I+—2-+ +Tz' s Javob: yaginlashuvchi

Javob: uzoglashuvchi

Javob: uzoqlashuvchi

5 n’+1
e R g e Javob: uzoglashuvchi

2048. L, 2 n ,
PR s Javob: uzoglashuvchi

2049, 1, 2 ! i
PRI S o £ Javob: uzoglashuvchi

2050 1.3, 21 - ;
3ttt 3t Javob: yaqinlashuvchi

20.51. arctgl + 21 a1 i ;
girarctg S+ +arcg e Javob: yaqinlashuvchi
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari .
Musbat hadli sonli gatorlarning yaqinlashish alomatlari

) i deyiladi
L. Ta’rifni to‘ldiring: 2.4, sonli qator musbat hadli deyiladi,
n=l1

agar uning ... . ;
A) barcha S, xususiy yig‘indilari musbat bc? sa. ;
B) birinchi hadi musbat bo‘lsa. C) a?'m‘n hla(lllan rzlus]b;at‘l:c; sa.
D) barcha hadlari musbat bo‘lsa.  E) yig‘indisi musbat bo-lsa.

¢ 5 g onedia
2. Quyidagi gatorlardan qaysi biri musbat hadli bo‘ladi?
2 ¢t © 1 1
y ok k L D —In— .
A E]Sl:k = B ZCOS - 9 Elk ’ )Elk k

E) keltirilgan barcha qatorlar musbat hadli emas.

3. Musbat hadli 34, sonli qator yaginlashuvchi bo‘lishligining zarurty
n=1

shartini ko* rsating.

i =1.
A) lima, = 0. B) lima, =+w. () lima,
N—reoo H—¥00
D) lim g, %0, E) lm a,>0.
A=$05 n—o

o
va v, musbat
n=1

3 Lo‘reating: u
4. Taqqoslash alomati shartini ko‘rsating: Agar El n

i - { bo* da - shart
hadli gopy; qatorlar hamda Yv, yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda

n=1

bajarilgand, Su, sonli qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
A) uzy, B";lu?v". C) ur>vn. D) ttnSvn. E) :n#v,,. i .

5. Limitik taqqoslash alomatida musbat hadli Xu, V2 3” B
qatorlarnj y, qinlashuvchi ekanligini tekshirish uchun quyidagi limitlarning
9aysi biridan foydalaniladi?

A) lim oy B) lim (u, +v,). )}“_’fwr'
n—w

N—m

D) lim (u, -y, . E) lm (4, £v,).

-
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6. Musbat hadli ¥u, sonli qatorni Dalamber alomat; orqali tekshirish
n=|

uchun qaysi limit hisoblanadi?

A) Im u,,u, | B) Im (u,,, +u,) . C) lm (. —u,) .
n—m n—w n—rm

D) Im fat] | E) tm zfu, .
n—x un n—pwm

7- Quyidagi musbat hadlj son]; qatorlardan qaysi birining yaqinlashuvini
Dalamber alomati orqali aniglab bo‘ladj?

o n o0 1 ac] 0 n £ n
~» DyE—., BY
8) Elml ’ B>,§{1+2n' C)"Zﬂn )23"

n=l i +n)?
8. Umumiy hadi Un=(3n+1)/2n bo‘lgan sonli qator Dalamber alomati

orqali tekshirilganda d = bm (e, ,1/u,) qiymati va qator yaginlashuvi
n—o

hagidagi tasdiq qaysi javobda to*g‘ri ko‘rsatilgan?

A) @=1 va qator uzoglashuvchi.  B) 4= v qator yaqinlashuvchi.
C)d=0.5va qator yaqinlashuvchj.

D) d=w va qator uzoqlashuvchj.

E) d=1 va qator yaginlashuvchi.
9. Musbat hadl; i”u sonli
n=|

qatorni Koshi alomati orqgali tekshirish
uchun qaysi limit hisoblanadi?

A) lim Je . B) lm fu, . C) lim Y, .
n—m n—o

n—c
5 u « u
D) llmn—'ﬂ—l. E) llmn'—"-.
n-om un n—m un+l

10. Quyidagi qatorlardan

qaysi birining Yyaqinlashuvini Koshi alomati
yordamida aniqlab bo‘ladj?

Ays_n» B) 2 _» C [_J
)E.(ul)l ) E:nz-g-l )F. 2n+1
D) 2 g1
n:1n5+5 ’ n=l 1

R integral ham
A) Agar sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda xosmas gra
inlashuvchi bo*ladi. . snfeoral Hii
ga)qizgar sonli qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, unda xosmas gr
huvchi bo‘ladi. . li qator ham
éz)ocfl\lagzsu:osmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda sonli q
aqinlashuvchi bo*ladi. . nli qator ham
yD)quar xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘lsa, unda sonli q
uzoqlashuvchi bo‘ladi. A
E) Keltirilgan barcha munosabatlar o I‘ll'flll bo‘la L «, hadini ko‘rsating.
12. Umumlashgan garmonik qatorning umumiy y
' 1
A [ D) u,=—-
A) u”:_ln_ * B) un:‘tj_z' ©) H"=p+n n”
p
E) to*g*ri javob keltirilmagan.
13. Umumlashgan garmonik qator
1+l 1 1
+—2—p—+-3—P+...+_p_+... ) il
n . . hi bo 7
P Parametrning qanday qiymatlarida yaqmlaih;lvc E) pil.
A)p>1. B) p=1. Cp<l.  Dp _'k' qatorlardan  qaysi
4. Quyidagi umumlashgan garmoni
Yaqinlashuychi?

biri

@ ]
21 D) ¥—F
L | = 3
| — C) X py
A) ”Elg{/; = B) 1513 ]12 n=11

E) barcha qatorlar uzoglashuvchi .
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21-§. ISHORASI ALMASHINUVCHI QATOR
YAQINLASHUVINING LEYBN ITS BELGISI. IXTIYORIY
HADLI QATORNING ABSOLYUT VA SHARTLI

YAQINLASHISHI

21.1. Ishoralari almashinuvchi qatorlar. Leybnits alomati.
Ishorasi almashinuvchi qatorlar deb, hadlari navbat bilan musbat va
manfiy ishoraga ega bo‘lgan qatorga aytiladi.
hadlarining ishoralari ochig-oydin ko‘rsatib
U= U Uz — Uy + 4 (1) 1y,

kabi yozish qulaydir (bu yerda barcha u,, > 0 deb hisoblanadi). Masalan:
1 1 1 1

Bunday qatorni yoyganda

1
- e — n—1 4 ees
2 5+8 11+ +(=1) 3n—1
2 3 4 5 n+1
e -, R —- n—1__—_|_...
TITRE R TR  C Y (n+2)!
1 1 4 i
—_— i . -1 n—l__+ ven
1 2+3 er+ + (-1) -

qatorlar ishoralari almashinuvchi qatorlardir.
qatorlar yaginlashuvchj bo']
ifodalash mumkin,

Ishorasi almashinuvchj

Ishorasi almashinuvch?
ishining yetarli shartini Leybnits alomati orgali

U= Uy Uy —uy e (1) Ty,
1) qatorning absolyut qiymatlari kamayuvchi u, >u, >u, > ...

2) berilgan qatorning umumiy hadining limiti nolga teng bo‘lishi kerak

>

ya'ni

bo‘lsa, qator yaqinlashuvchj
0 < § < u, shartnj qanoatla
Ishorasi almashiny

bo‘ladi va uning yig‘indisi S ushbu
ntiradi.

vehi qator qoldig* |Rn| < upyq tengsizlik bilan

baholanadj.
I-misol. Ushby
- n+1 2 3 4 g n+1
-1 n—1____=____ e+ (=11~ , ...
nzl( T 3 2T gt (=D —53t
60

atorni yaqinlashishga tekshiring. ) i ohmitlas
q Ye);ﬂ?‘qh Berilgan qator uchun Leybnits alomatining
bajarilishini tekshiramiz, ya'ni

1
2 3 _4_  ntll
372757 7 Tnez

va n+1

: = lim
Jim = i

- ti. Demak, gator
birinchi shart bajarilyapti, lekin 2-shart bajarilmayapti
uzoglashuvchi.

2-misol. Ushbu

1
[e-] 1 1 1 1 + + (_1)1’1"1 2 l + een
z =1—ct——=+" n—
Z(—l)n 12n—1—1 3+5 7

n=1 . A
fatorni yaginlashishga tekshiring. . iymatini yozamiz:

Ye}.;h?sh Beril gim qgator umumiy hadining absolyut giym
e

2n-1 . s
Leybnits alomati shartlarini tekshiramiz:

1_1_ 1
1 = = — > s
)1>3>5>7

=1
2

A Jm s =0 o
Demay, ‘;ator hadlari absolyut giymatlari ?oBYIChea;
intiladj, shuning uchun qator yaginlashuvchi. Buy
S<1.

3-misol, Ushbu n+l

ki o N1 _E___+__—+...+(_1)n—l 2’,+1+m
f\:_,(*l) 2n+l 3 5 79
Qatornj yq inlashishga tekshiring. suma
yy:chfsh. Qatgol" hadlaridan tuzilgan absolyut q1ym
alomatiga qo‘yib tekshiramiz.

kamayuvchi va nolga
da qator yigindist:

tlarni Leybnits
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Leybnits alomatining ikkala sharti ham bajarilmadi. Demak, ‘ qf’lt;;r
uzoqlashuvchi, Shunga e’tibor berish kerakki, ikkjnchi.shart bajari iz,
birinchi shart bajarilmasa gator uzoqlashadi deb xulosa chigara olmaymiz,
chunki Leybnits alomatidagi birinchj s

zarurly emas. Bu holda b
bo‘ladi,

hart qatorning yaqinlashishi uch:n
T . ’
oshqa usullarga murojaat qilish zarurati pay

21.2. O‘zgaruvchan ishorali qatorlar. Absolyut va shartli
Yaqinlashuvchi qatorlar. _ .
lari orasida cheksiz ko‘p musbat va cheksiz .T;d?
unday qator o‘zgaruvchan ishorali qator dey1

Agar qatorning had
manfiy hadlar bo‘lsa, b
Masalan,

a 2a  3a  4q na
1) 3—1+'3—2+'3;+§;+-"+-3;+“‘
bunda q istalgan son,

COST | cos3m  cossyr cos (2n—1)
2) o cosm g

+ Pe —_— s Tk + —_—
12 22 32 n2 ) . b o‘tgan
qatorlar o‘zgaryychan ishorali qatorlardir. Biz bundan oldin ko‘ri

i i g : : : in
ishoralar almashinuychj qatorlar o‘zgaruvchan ishorali gatorlarning
Xususiy holidir.

Ushbu

1.1
u1+u2+u3+---+un+--- @ ).
0°zgaruvchan ishorali qator berilgan bo‘lsin (bunda uy,up, us, .- Un, -

sonlar musbat ham, manfiy hay bo‘lishi mumkin). Agar (21.1) qatorning
absolyut giymatlaridar, tuzilgan

2
|u1l+|uz|+|u3|+"'+|uu|+'" : J(:lc/),i
qator Yaqinlashuychj bo‘lsa, u holda (21.1) qator absolyut yaginlashuv
qator deyiladj.

i
Agar (21.1) qator yaqginlashuvchj bo‘lib, (21.2) qatoz uzoglashuvch
bo‘lsa, berilgan qator sharti; yaqinlashuvchi qator deyiladi.

ham, shartli ham
Agar ishoralari o‘zgaruvchan L absol)];ut ritE;Iadi.
yaqinlashmasa, u holda uni uzoqlashuvchi t;atorh (-1:}1 iutekshiring.
4-misol. Berilgan qatorni absolyut yaginlashishg

1
%—%4-%—?4_.“ laridan tuzilgan
: dlaridan
Yechish. Ishorasi almashinuvchi qatorning musbat ha

sttt ani tashkil etib, u
qator cheksiz kamayuvchi geometrik progressly ator ham absolyut
Yaginlashuvchi qaror bo‘ladi. Demak, berilgan q
yaqinlashuvchi qatordir.

i yaqi i tekshiring.
S-misol, Berilgan qatorni shartli yaqinlashishga
TN |
e ot i sbat hadlaridan tuzilgan
Yechish. O‘zgaruvchi ishorali qatom;ng mu
1 1 T TR
1+=+=F-+ |
; 5' 4 ircanda uzoqlashuvchi
Qator Koshining integral alomati orqali tekshirga

. - hi qatordir.
Ma’lum, Demak, berilgan qator shartli yaginlashuvchi

ekanligi

isollar.
Mustagqil bajarish uchun miso

: hi
l ! Javob: yaqinlashuve
21.1. 1-——+.._+(~1)"*I +.. .
3 2n-1 bsolyut ya,;linlﬁlshuvc
21.2. 1—_1__,___._‘}_(_ 1)1:41 ( 1 )! o Javob: a
3 2n—1 . ok
21 3 1 o ( lylﬂ 1 Javob_- yaqmlashu
ot e+ (- —_— '
. - : hi
. _ (2n 1)3 . absolyut yaqmlashu\m
214, 2Na  sin2g 4, sinna Javob: .
1 4 X n’ - yaqinlashuvchl
21-5. -l——.ql_._l__l_ +(_])"*'J_.l+ Javob: absolyu
2 2 2‘) I " 211 IaShUVChi
21.6, -9 WL +1 Javob: uzoq
’ " ; hi
. lashuvc
2 A N Javob: yaqin
V2
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1 3 .
21.8. 5~§-+ b (=1 ;— e Javob: absolyut yaginlashuvchi

s -1 :
21.9. ;m Javob: yaqinlashuvchi

21.10. Z(ﬂ)’”‘%
n=] i

Quyidagi qatorlarning yaginlashishi tekshirilsin;

Javob: uzoglashuvchi

1 1 1

21111 T N Javob: Yagqinlashadi, lekin absolyut emas.
1 1 1

LR oo i Javob: Absolyut yaginlashadi.

21,13, - ] !

202 3In3 4lng Javob: Yaginlashadi, lekin absolyut emas.

2114, 382 , sin2a | sin3q

1 52 3zt Javob: Yaqinlashadi.
L
ALIS. oot e Javob: Yaginlashadi.
1 1 1
G, bty L
101+201+301+

Javob: Uzoqlashadi, chunki ]: & .

100x-99

AL, el B o 8

Javob: Yaqinlashadi, chunki T xd'i =‘73£

11 £ - P

Javob: Uzoqlashadi, chunki Tzi:—ldxi‘”'
1 X

2119, 1+, 1, 1

U T Javob: Yaqinlashadi
1 3 5 4
2120, -+ =+ 2, 1 . .
1.20 AT P TR Javob: Yaqinlashadi
21 41 61
2121, —+—4 22 ; .
3 gttt Javob: Yagqinlashadi
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Javob: Yaginlashad

21.23. , j_ +%__
3 5 .
Javob: Yaginlashadi,lekin absolyut emas
U2 1St Ly Javob: Absolyut yaqinlashadi.
28 3 4
N2s,0-1 1 _ 4,

Javob: 45 bo‘lganda absolyut yaginlashadi, @ =1 bO‘lga“‘iﬁ
Yaqinlashadi, lekin absolyut emas, a <1 bo‘lganda uzoglashadi.
2.3 1

n=l (2" + 3)ln:(n +1)

: p : dalanamiz
Javob; yechish uchun ko ‘rsatma: Koshi alomatidan foy i

- 2 _0
imafas 2 L 1 _ a’ni limarcig
']’]*n: S ZITW = limu;anr‘crgL = lil:t;m" Elfﬂﬂfffg_ﬁ =0, Y Ling ’J;
. i NP

2

2 : : idasiga asosan

hamda i, _ lim x* = lim ¢"' = lim 2Inx =¢" =1 ( Lopital qoidasig

novn Tbemy E-bdam i
: 2ln
lim&hx o
. —2]1_1}1;_;—0)
2128, 1_4.7 10 432 Javob: uzoglashuvehi

3 5 8 11 an—1

Mavzu yuzasidan nazorat testlari

. . i bo‘ladi?
- Qaysi shartda iun sonli qator ishorasi navbatlanuvchi b
n=]

Dt i, 1< (n=1,23, ). B) tt— tn1<0 (1=1,2:3: )
U U0 (n=l,2,_;:,,--'). D) uy tn+1<0 (n=1,23, ")
g javob keltirilmagan.

muyidagi qatorlarning qaysi biri ishorasi navbat p_—
A) El(ﬂ)k sink. B) £(1)fcosk. C) él(_l)k . D) E— )'tg
E) keltimgan barcha :]ca_l;orlar :shorasi navbatlanuvchidir-

lanuvchi bo‘ladi ?
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3. Leybnits  alomatida ishorasj navbatlanuvchi %un sonli  qator

- . - i
yaqinlashuvehi bolishi uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qays
biri qo‘yiladi?

A)limun=0. B)H!n“nq-l:d(l‘ C)Ijm"u"=k<1.
f=h00 now oy, o
D)nﬁ—rbnmu" . E) Enm(un —Uy)=0,
4. Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi

i(“l)”“n (,>0,n=123 ) sonli qator yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun
n=l

uning hadlariga qQuyidagi shartlardan gaysi biri qo‘yiladi?

1
A) un+1>u,, = B) um—]i‘u,, i C) Un+1<Uy . D) Uns1<U, . E) u"+]¢ n

v X n-1
S. Agar Leybnits alomatiga asosan ishorasi navbatlanuvchi gl(—l) u,

sonli qator yaqinlashuychj bo‘lsa, uning yig‘indisi S uchun quyidag!
tasdiglardan qays; biri o‘rinli bo‘ladi?

A) S=u1.  B) 5S>y, C) S>u;. D) S<ui.  E) S#u.

6. Quyidagi ishorasj navbatlanuvchi

sonli qatorlardan qaysi birl
yaginlashuvchi emag?

< ("])" - (_l)n s 1 o nigs l
A)Yy—L B . -1)"cos—. D —1)"sin
) E{ 07 ) El 3 C) ;‘5;:1( 1) cos— ) nlel( »
E) keltirilgan barcha qatorlar yaqinlashuvchi.
7. Quyidagilardan qaysi biri ishorasi oz
A SEY g e B @ Bl
n

1
n=l R n=| N n

garuvchi gator bo‘lmaydi?

D) i lcosm .

n=1n
E) keltirilgan barcha qatorlar ishorasj o‘zgaruvchi bo‘ladi.

8 Qaysi shartda ishorasi o‘zgaruvchi ¥y sonli gator yaqinlashuvchi
n=|

bo‘Imaydi

A) Agar lim $u, limit mavjud va chekli bo‘lsa.
L ]

B) Agar biror Mg natural sondakzu;.- qator yaginlashuvchi bo‘]sa.
=n,
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5 i hi bo‘lsa.
C) Agar biror ng natural sondaiz li¢| qator yagqinlashuve

D) Agar §|uk|qat0r yaginlashuvchi bo‘lsa.
e i rchi bo‘ladi.
E) Keltirilgan barcha shartlarda gator yaqinlashuvchi

@ . ly.ut
Q i o i sonli qator abso
9. Qaysi holda ishorasi o zgaruvchi E!u"
Yaqinlashuychyj bo‘Imasligi mumkin?

=d<1. C) limgfu,|=k<1.

A) liml|=0 . By jymast
=

n—ro

u,
D) 1im(|u||+[u2|+|u3|+...+|u"|)<00‘ o

o inlashuve .
©) kQ‘rsatilgan barcha hollarda sonli qato-r absollyutt ;;1;111[!111 ;Shuvchi il

idagi lardan qaysi biri absolyu
QuYidagl qatorlar q e N i( § COSl |
A) ¥ D" ® sinn _ _ ;
),,%T\[’—T? ' B) X—-- O n n=l

: i bo‘ladi.
E) keltirilgaﬂ barcha qatorlar absoly‘ut yaqmlashuvchl bionlaShuVChi Cmas?
Quyidagi qatorlardan gaysi biri absolyut yaq

n=l n n=1

n 0 (—-])"
- C o ® (=1) Yl
A) EI—S%’_’ ) B) 3 s1r;n 0O ( . D) ,E:] p

n=1 n n=1 NN

: i bo‘ladi.
5 keltirilgan barcha qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo

aginlashuvchi
12. Agar ishorasi o‘zgaruvchi Su, sonli gator absolyut yad
n=1

‘ : biri o‘rinli emas?
©lsa, tnda qQuyidagi tasdiglardan qaysi biri o‘rinli em

t
@ i qator absolyu
IXtiyoﬁy C o‘zgarmas son uchun >Cu, sonli d

n=1

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

t
© i gator absolyu
K Iniyoriy O‘zgarmas m natural son uchun Xu, sonli q

Yaqinlashuvchi bo‘ladi. | tyaqmlashuvchi
) < m G R ‘ bso yu
: E]u" Sonli gatorga Yv, yig‘indini qo‘shsak, a

n=|

S .
Onlj Qator hosi] bo‘ladi
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T .. . . < P t
D) Zu, sonli qator hadlarining o*rnini IXt1yorly tarzda o‘zgartirsak, absolyu
n=l

Yaqinlashuvchi sonl qator hosil bo‘ladi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar o‘rinli bo*ladi.

13. Ishorasi o‘zgaruvchi ;fu,,

n=|

(1) sonli qator bo‘yicha musbat hadli E}I ]

(2) qator tuzilgan, Qachon (1) qator shartlj yaqginlashuvchi deb ataladi?
A) Agar (1) qator yaginlashuvchi bo*lsa.

B) Agar (2) qator yaginlashuvchi bo*lsg.

C) Agar (1) qator
D) Agar (1)
E) Agar (1)

14,

ko‘rsating,

yaqinlashuvchi, (2) qator esa uzoglashuvchi bo‘lsa.
va (2) qatorlarning ikkalasi ham yaqinlashuvchi bo‘lsa

va (2) Qatorlaming birortasi yaqinlashuvchi bo‘lsa. .
Quyidagi qatorlar orasidan shartli yaqinlashuvchi qatorni

A FE0° B) iﬂﬂ
n=]

@ (_l)rr 'II3 ‘
n=] n-\/; o C) HZ=; 3n
el © (=1)"

D)HZ=| HZ ’ E) n%] .3\/'; %
68

XI-BOB. FUNKSIONAL QATORLAR

ORLARNING
22-§. FUNKSIONAL QATORLAR. DARAJAI;;II QAT
YAQINLASHISH RADIU

22.1. Fuksional qatorlar.
Ita’rif X € R to‘plamda o)
Sl Wuﬂ('X)j tuzilgan ketma-ketlik X
funksiyajar aniglangan bo‘lsin. Bu funksnya'larclan.1 ;i e il
to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyila
belgilanag;.

jonal ketma-ketlik
2-ta’rif. X e R to*plamda berilgan {u, (x)} funksiona

hadlaridan taghyi topgan (22.2)
“1(x)+“2 (X)+ wF Uy (x)'*‘--- iladi Busidz
fodaga funksional qator deylm,.”',-,,g hadlari,
Uy (x), Uy (x), U3 (x), ..., tp (x), ... — funksional qa
U (x)

— funksiona] qatorning umumiy hadi deyiladi.

e X qiymat qo'yish
3

- e
Mrif. Agar > u, (x) gatorda x ning o‘miga %o
n=l

yaqinlashuvd’li
Natijasiq,

3 { qator
hosil  gilingan D>.u,(x) sonli ga
n=1

x, nugqtada

> (%)

deyiladi.

w _ 5
(uzoqlashuv(;hi) bollsa 3 u,(x)funksional ~qator
n=l

i X, nuqta
i (uzoglashuvchi) deyiladi. Bunda %

; nuqtasi
qatorning  yaginlashish ~(uzoglashish)

ridan iborat

Z“.,(x)

n=|

. ish nugtala
funksiona] qatorning barcha yaqinlashis

00‘lgan x.

. inlashish sohast
Xycx) to‘plamga funksional gatorning v
deyilag;
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4-ta’rif. Funksional qatorning yaqinlashish sohasi uning yig‘indisi x

0‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lib, ushbu lﬁggifx(x):s(x) chekli limit

mavjud bo‘ladi. 2%, (%) ayirma esa qatorning qoldig‘i deyiladi.
n=|

Eslatma. Ayrim funksional qatorlarning yaqinlashish sohasi musbat
1 qatorlar yaqinlashishining yetarli alomatlari bilan topiladi.
1-misol. Funksjonal qatorning yaginlashish sohasini toping.

hadl

® 1 . -
1) Zgg“ 2) >

nel et 1 Lt

a0 1 ' .
L) Z_E;“_ umumlashgan garmonik qator & > 1 da yaginlashadi @ < 1da

uzoqlashadi. ¢ = lgx desak umumlashgan garmonik qatordan berilgan

qator kelib chiqadi. Bu qator Igx > 1 da, ya’ni x > 10 da yaginlashadi
Va lgx <1 da, ya’ni 0 < x < 10 da uzoqlashadi. Demak, berilgan
qatorning yaqinlashish sohasi (10; +0) dan iborat. ]

2) Berilgan qatorning hadlari —c0 < x < 400 da aniglangan va uzluksiz.
Koshining ildiz alomat; bilan topamiz:

, n' . on )
ey iR e e (i),

Demak, qator —oo0 < x < +00 da uzoglashadi.

22.2. Funksional qatorlarning tekis yaginlashishi.
5-ta’rif. Agar har qanday £ >0 ychun shunday N nomer ko‘rsatish
mumkin bo‘lsaki, n>N bo‘lganda [a, b) segmentdan olingan istalgan x uchun
IR,, (x] <€ tengsizlik bajarilsa, (22.2) qator [a,b] segmentda tekis
yaqinlashuvchi deyiladi.

I-teorema(Veyershiras teoremasi).

Agar hadlari musbat va
yaqinlashuvchj ¢, + Cy+ey+.te, +..

- sonlar qatori mavjud bo‘lib, x ning
[a, b] dagi barcha giymatlari uchun i, (x) < ¢, bo‘lsa, (22.2) qator [a, b]
Segmentda absolyut va tekis yaqinlashadi.
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@

2, qatorga Zuﬂ(x) qator uchun majorant qator deyiladi.
el n=| -
2-misol. Qatorlarning tekis yaqinlashish sohasini toping.
i cos nx
> i l ; 2 : n .
D) 207 s 2R
Yechish: 1) i(_n"-' L

X an’
1 N S
1) 3 '>—'l—-—> L >, > ,l sy 2) E!-T-xz"-&»n
T a7 3 X 4n

izlik bi lanadi.
U holda qatorning qoldig'i  |R,(x)| <|u,.,(x)| tengsizlik bilan baholan

Bundan [R, ()] < |r!

P ! lib
il ! tengsizlikdan »=--1 ke
X hn+]

. —=c<s
n+1 n+l

, g
n2 N dan boshlab |R, (x)| < £ bo‘ladi, bu yerda v =1

chiqadi, iy holda

Dema, berilgan qator xe€(—;+0) da tekis yaqinlashadi.

3 Qatoming hadlari [-1;1] kesmada aniqlangan va uzluksiz.
Ixtlyoriy M natural go

n uchun
1
COos nx | 1 i
lie, (x)| = 2 e
I ,;2+\/(1—x1)” "_+J([—x2) !
tengsiz]iy bajariladj.
S

—_

. g i lomatiga
vt SO0l qator yaginlashuvehi. U holda tekis yaginlashish alo

Ko'r 1o . _ _
T berilgap qator [-1;1] kesmada tekis yaqinlashadi.

. : si.
223, Darajali qatorlar va ularning yaqginlashish soha

o . -ajali
6-tq A Ushbu Da,(x- x,)" ko‘rinishdagi funksional qatorga daraj
n=0
:::Of‘ eylladl Bunda ap a; s o‘zgarmaS Sonl'zii dl
Orn: s avess O . ' ‘
N koe Isiyentlari, X, — darajali qatorning markazi deyila

r darajali

o . - ‘ladi. Bu
> %0 =0 bo‘lganda > a,x" darajali qator hosil bo’la
n=0

Qnxc™

Talag;.

qatOrda

-had
deb qa

: uni n
bad (n+1) o*rinda turgan bo‘lsa ham qulaylik uchun
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3 = 0
n Fofs r X=X+
2-teorema (Abel teoremasi). Agar Z::oan—’f darajali qato

: sizlikni
nuqtada  yaginlashsa u holda u x ning |x| < |J_Co| teng
qanoatlantiruvchi barcha nuqtalarida absolyut yaqinlashadi.

. a, u holda
I-natija. Agar Z“nxn darajali gator x = x, nuqtada uzoglashs
n=0

. . tal&fida
U x ning |x| > x| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha nuq
uzoglashadi.

3 inlashsa
7-ta’rif. Agar ), a,x" darajali qator {|x| < R} da absolyut yaq
n=0

§.5n . i ]llashish
va {lx| > R} da uzoqlashsa R > 0 soniga darajali qatorning yagqi?

B . : li Sohaﬂ)
radiusi, (=R;R)oraliqqa darajali qatorning yaginlashish intervail (
deyiladi.

o talarida
Darajali qator yaginlashish intervalining chegaraviy X - iR- nll;?]ator bu
yaginlashishi ham uzoglashishi ham mumkin. Shu sababli daraja
nuqtalarda alohjda tekshiriladi.

g tsiyentlari
Agar 3 ax darajali qatorning barcha ag, ay, ..., @y, -.. koeffits1y

nolga teng bo‘Imasa y

. . rdan biri
ning yaginlashish radiusi quyidagi formulala
bilan topiladi:

1

R=1lim
formulalardan g orqali topiladi.

o

n
Z aﬂx

: - % . . . O
n=0 qatorning yaginlashish oralig‘i markazi Xo #
bo‘lgan (xo L,

e

anﬂ

R=1lim

X=3m

nuqtad?

R;xy + R) intervaldan iborat bo‘ladi.

3-misol. Darajalj qatorlarning yagqinlashish sohasini toping.
o _i o 0 _2)-'1
) ; n! 2) Z'(j?_
n=1 1
. < 1 _ .
Yechish. 1) Berilgan qatorda a, = %, Un+1 = iyt (D
U holda
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=1

TL—C0

R = lim

n—co

nl(n+1) .
n!

An+1
Demak, qator x e (—o;+c0) da yaqilnlashadi. 1

2) Berilgan qator uchun a,, = w2 Ml T e
Bundan

n :lim(’H-,l)- =1,

n—x n-

R=1lim

n—m

an+l .
: i di.

Demak, qator (2-1;2+1) yani (1,3) OfaIICIfia ya'qmlasha

Intervalning chegaraviy nuqtalarida tekshiramiz.

n

) i i iga ko‘ra
x=1 da qator Z( 12) ko‘rinishni oladi. Leybnits alomatiga
n

n=|

1
2) lim—=0.

1) 1>2>2> i
@ 1 PR hni
: — ko‘rnis
Demak, qator x=1 da yaqinlashadi. x=3 da qator ;»2

1 i aginlashish
oladi. Bu gator yaginlashuvchi. Shunday qilib, qatorning y
sohasi [1:3] dan iborat.

Mustaqil bajarish llChI]l:l misollar
Funksiona) qQatorlarni yaqinlashish sohasini toping.

) 1
avob: -1<x<
22.1.1+x+...+x"+... / b 1<x<l
. Javob: -
222, x40’ x4 4 ln x4 b 1<x<l
Javob: -
223, X¥exbg an? i
. 1
2 " Javob: -1=x<
224, x+£2—+‘._+x—2+...
2 n <x<l
25, < - Javob: 1<
o R
V2 +-J; <-1vax>l
2 Javob:  x
2.6, _1 T T
UL T 1+ x" <1
avob: -1<x
22.7. 2x+6x1+...+n(n+1)x"+.-. A
. <1
228 X x? x" JaVUb- ==
e = g+ +..
2 24 n++n
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"

2
22.9, % 5 +L~+...+

- — ... Javob:  x=x1
I+x° l+x 1+ x™
X X .
22.10. sm5+smz+... + "25”12_., +... Javob: har xil x
22.11. xrg% +x2{g;:-+ et x"rgz—’i +.. Javob: -2<x<2
22.12. sinx +5_'“2_“ +ﬂ“,”_“+“_ Javob: har xil x
2% n-
22.13. COi_{LCLSZi*_"'*_EE*_-" Javob.’ x>0
ex ezx enx
22.14. e et g 4T +.. Javob: x>0
2I
22.15. %+—2;+...+%+... Javob: x>0
e e e
22.16.
,.Zl: 3" n + 1

Javob: yechish uchun ko ‘rsatma:

u =" . _ )

3"(n+1)x’ ot = 3 (n+2)”
11 n+l .3 n+l
3t (n+2

(n-H) ko (n+l)

3::(11 + 2) |I| B l

Demak, qatorning yaqinlashish oralig‘i —3<x<3

Quyidagi Qatorlarning  yaqinlashish intervali aniglansin va gatorlar
intervalning chegaralarida ham yaqinlashishi tekshirilsin:

2 x3
22.17. 1+-ﬁ+———

73 gt Javob: -3<x<3
3 S

22.18. 1 _‘S‘J—— F‘SJJ— Javob: 5 <x<5

22.19. 142, 22}+5fx31 78"33 Javob: u‘gs::sf;—;
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5 i inlashadi
2220, > X Javob: Barcha sonlar o‘qida absolyut yaqginlasha

n=] R !
) Javob: —1<x<1
2221. 32—
n=1
@m 3ﬁxﬂ ) £ <£
T Javob: ——<x
2222, Z 3 3
n=l 1/(3!1 3)
@ = n!x" . - 2) R=e
"l Javob: 1)R=0
22.23.1) "Z:l:x nly ) ;(n—r-l)"
L) (ael)? Javob: -5<x<3
22.24, (.r+1)+(X+l) +(t+ L+ e
2.4 3.42 4.4
22.25 E_M_FM_ Javob: 1<x=<2
T 3 5
B 4x’ B’ Javob: BB
22.26. 1+ P +... .
6 wf5-5+\/9-52 13:5° 4
22.27. 3 1J"ic" Javob: —i<xsf3
n=] n
: a 3 b: —0]1<x<0,]
22,28, 1__* x o . Javob: -0,
B I 3.242 31343 3 .44
0 2n-1 . <i
2229, Z(—I)""zx ] Javob: ~1<x<
n=l] n—
2230, X=1, (-1)" +(I—3)3 - Javob: -1sx<3

13 2 3.27 0 5.8

22.31 2x1+1+(2x+1) +(2x+1)]+ Javob: —1<x<0

4 7 i tekis yaqinlashishga
1 1 ... qatorni fetas gl
22.32. Ushby e A S v
tekshiring,

Javob: —00 < X <@

. in" : htras belgisi
in’2x sin’3x  sinTAX L oatorni Veyers
22.33. Ushby sinx+sm22 ad W= Tetl ¥ 9

yordamida tekis yaqinlashishga tekshiring. Javob:—00 < X<
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari
Funksional qatorlar
L. Quyidagi ifodalardan qaysi biri funksional qator bo‘Imaydi?

A) uy(x)+uy (x) + 24y (x) + -+ U, (x)+--- .
B) 1y(x) + 14y (x) + 1y (x) + et (X) + o
C) uo(x)+u3(x)+u6(x}+---+u3n(x) .
D) we(x)+u, (x) Fl () +o g, () 4o
E) keltirilgan barcha ifodalar funksional qatorni ifodalaydi.

2. Quyidagilardan qaysi biri funksional qator emas?

i gl & il o i
O ip BEINE. o fome
D) § cos”nx+sin’ nx si2n2 = . E) barcha qatorlar funksional qatordir.
0 (n+])
3. Qaysi hollarda g’,ou,,(x) funksional qator x=x, nugtada
yaqinlashuvchi bo‘ladrit‘.;

w0
I. musbat hadli

n=

u,(Xy) sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa.
0

- -
I ishorasi o‘zgaruvchi 2.4, (%) sonli qator absolyut yaqginlashuvchi
n=0

bo‘lsa.

I ishorasi o‘zgaruvchi 2.u, (x0) sonli qator shartli yaginlashuvchi bo‘lsa.
n=0

A) I va Il hollarda. B) I va ITI hollarda, C) II va III hollarda.
D) I, IT va III hollarda. E) faqat I holda.
4. Quyidagi x nuqtalardan qaysi birida »2"*'x"

n=1

funksional qator
yaginlashuvchi bo‘ladi?
1

D)x{):l. E) ).’0=—5

A)xp=~1. B)x0=%_ C)x‘,:l_
® sin* x . . . '
5. Eo_kl—a-I funksional qatorning yaqinlashish sohasinj toping.
76

S 0142,
A) (~0,00). B) m<x<a(n+1l),n=012 . C)x#m,n=0,
T .
D) x‘t%*'ml,ﬂzo,il,ﬂ,--- . E) x;t-é-n,n—(),il,i?.,

6 = cosx!
| e =0,+1,12,--
A) (—o0, ) . B) m<x<a(n+1),n=012-. C) x#m, =0

funksional qatorning yaginlashish sohasini aniglang.

D) X¢%+m1,n=0,il,i2,"' . E)x>0.

7. %xk funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.
k=0

-1, 1).

A)(~o0,0). B)(0,:0). C)(=2,2). D)(=0,0). )LD
® sin® x

’ Eth’f2+1
A) (o, «). B) mz<x<;r(n+1),n:0,l,2,--- ;

uvchi bo‘ladi?

funksional gator qaysi sohada tekis yaqinlash

C) x#m,n =0,11,12,--
L TLE, R

D)x;t%'l‘?m,n:o,il,ﬁ,--- . E) .r#—z-n,n 0,£1

9. ¥ cosx*
k=0 (k +1)% ot
A) (o0, ) . B) m<x<a(n+l),n=0L2"" . C) x#m,n=0,

i 1 i bo‘ladi?
funksional qator qaysi sohada tekis yaginlashuvchi bo‘la

D)xqﬁg—%-zm,n:{),il,ﬁ,-" : E) x>0.
. i birida tekis
10. {224 «* funksional gator quyidagi sohalardan qaysi
k=0

Yaqinlashuvchi bo‘ladi?

2.7,
A) (-, o), B) (0, ). C) (-2,2)
D) (~w, 0). E) (-1/2, 112).
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Darajali qatorlar
L. Quyidagilardan qaysi biri darajali qator emas?

w0 @ o0 L3
A) Zaxt. B) Fau®. ) $au. D) Rast.
k=0 k=0 k=0 k=0

E) keltirilgan qatorlarning barchasi darajali qator bo‘ladi.
2. Quyidagilardan qaysi biri darajali qator bo‘ladi?

A) Tax* B Sa,xk 2 C) Tax® D) Paxt
k=0 k=0 k=0 k=0

E) keltirilgan qatorlarning barchasi darajali qator bo‘ladi.
3. Agar R soni Eakx"' darajali qatorning yaqinlashish radiusi bo‘lsa,
k=0
quyidagi tasdiglardan qgaysi biri o‘rinli emas?
A) 0=x<R sohada qator yaqginlashuvchi.
B) -R<x<0 sohada qator yaqginlashuvchj.
C) =R <x<R sohada qator yaqinlashuvchi.

D) [x|>R sohada qator uzoglashuvchi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar o‘rinli.

4. Agar Rsoni ¥ a,x* darajali qatorning yaginlashish radiusi bolsa,
k=0

quyidagi tasdiglardan qaysi biri har doim ham o‘rinli emas?
A) x>R sohada qator uzogqlashuvchi.

B) x<-R sohada qator uzogqlashuvchi,

C) [x[>R sohada qator uzoqlashuvchj.

D) x=+R nuqtalarda qator uzoqlashuvchi.

E) keltirilgan barcha tasdiglar doimo o‘rinli bo*ladi.

5. iakx"" darajali qatorning yaqinlashish radiusi R uchun Dalamber
k=0
formulasini ko‘rsating.

A) R= lim|a,|.

R—yo0

B) R=lim
n—»ao

1
D) R=limgfla,|. E)R= ,
) R= limsfa, | ) gl

n—y

Ap41
a,

— C) R=lim

n—yx

a,,‘

a4
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. il hun Koshi
6 Ea 5 darajali qatorning yaqinlashish radiusi R uc
. k
k=0

formulasini ko‘rsating .

TS
| a, C) R= lim
A) R=limla,| B) R = e A
1
D) R= lim 3ffa,] . B lmgla]
n—yw n—rx

. ; iusini toping.
- §:3ka darajali qatorning R yaqln]aShISh radiusini toping
k=0

‘g*ri javob keltirilmagan.
. =]. D)R=0. E)to‘g'ri]
A)R=3. B)R=2. C)R=l.
o ok

—— dara a . . .. . .
8. E . . = .

5 irilmagan.
A)R=3. B)R=2. C)R=1. D)R=0. E)to‘g'rijavobkeltirimag
=3 . ) =) =1. )
. iusini toping.
9. ¥ &, darajali qatorning R yaqinlashish radiusini top1
k=0 k! —,
_ E) R=c0.
AJR=3. B)R=2. C)R=l1. D)R=0. )

vt ‘Isa
. : adiusi R bo'lsa,
10. Agar ia x" darajali qatorning yaqinlashish 1

n=0

La, (o .

e o ilad1?

darajali qatorning yaqinlashish oralig'i qanday tof:) (—R—c, R+c).
A) (R—c, R+c) | B) (c—R, c*R) -

D) (R, R-¢). E) (R—c,c=R) .
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23-§. FUNKSIYALARNI TEYLOR VA MAKLOREN
QATORLARIGA YOYISH

23.1. Funksiyaning Teylor formulasi.
Agar y=f(x) funksiya x=x, nuqta atrofida (n+1) - tartibligacha
hosilalarga ega bo‘Isa, u holda quyidagi Teylor formulasi o*rinlidir.

f(x)=f(xo)+f—§?i(x'-xﬂ)+f';t")(x-xn)z+...+£-('x—")(x-xn)"+Rn(x) (23.1)
. : n

{n+l)
bu yerda 1)g (x=< (J;.:I: f)(ichxa)) (x-x)"  (©<o<n. R (x)—Teylor

formu[asining Lagran;j shaklidagi goldig hadi deyiladi.

(n+l)
2)RH(X)=L£‘%9(L‘X—°)2(x~xO)“'(1-9)" 0<f<l). R (x) — Teylor

formulasining Koshj ko‘rinishidag; goldiq hadi deyiladi.

I-misol. Ushbu f(x)=/5 funksiyani x-1 ning manfiy bo‘lmagan
darajalari bo‘yicha Yoyilmasining uchta hadinj toping.

Yechish. Bu hol uchun (23.1) formula ushby

f(x)= f(1)+£'l(rﬁ(qu) +.r;(ll)

ko‘rinishda bo‘ladj, Berilgan funksiyaning hosilalarinj topamiz:

(x=1)* +0((x-1)?)

fx)=-L ‘ay=-Li. L
) 2% > f (x) 4 \/x?
Ravshanki,
fO=1 ro-l FW=-1.
Demak,

Jx

1 1 2 2
=1+5(x—1)—-§(x~1) +0((x—1)%).

23.2. Makloren formulasi.

Agar (23.1) formulada *o = 0 deb olsak, unda ushbu
: 1)
n!

x"+o(x")=ifm(0)x"+o(x") (23.2)
= Kl

f(x):f(0)+—l(l—m-x+£2(%)x2+...+

formula hosj] bo‘ladi. By Makloren formulasidir.
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m = 1 )
Ushbu f(x)=e*, [f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x) =(1+x? ; f()‘cl)adf( +X
funksiyalar uchun (23.2) Makloren formulasi quyidagicha bo‘lad1:
xz ie_’ ans ﬂ + 0 xn),
l)e’f=1+x+;+3!+ +optel

3 5 —lizr_l— oxzn)-
2)Sinx=x—’;—l+’;—!+'“(_1)n (2n—1)!+ (

2 4 e o(x2n+D),
3)cosx =1 —%4—%'— o+ (-1) (2n)!+ (

(m-1) 2, ..
HA+x)m =1 +mx+ 2027+
mim—-1)..(m—n+1)
= n! i
B (D)4 o ().
D1 +x)=x - +Z — 4 ( n

x4+ o(x“).

Mustaqil bajarish uchun misc'llart g
) . - §on a
23.1. Quyidagi funksiyalar x ning darajalan‘ l.aolchll;aC:S(x—a).
qoldiq hadning formulasi yozilsin va u tekshirilsin:

a yoyﬂsin va

D sin®x; 3) xe*; 4) sin me+ 7).

x* f.)
s l-fi-l‘i-}‘...);an(I]=—n—!00{&—a+ﬂz
Java‘.l)cns(x—aF' [-“ x ---J-t-cosa 21 4!

n 3 st
2 3 ¥
X E
2) Sin2x=2_f__23_x‘+£_m 3) xef =x+—[—!+ CTREET
TR
5
Px m’x
4) Y 3. mixt m'x* lfme M2 r
)SI r.n_-q.|.qE =_2_ = o =% g +2 1 31 5!

i :dagi birinchi hadi
282 g (x)=ln(1+e"‘) funksiyaning qatorga yoyilmasidag
e o BB
Javob: In(l+e%)=2+r+ 55 4';2’
‘lari bo‘vi atorga yoyilsin:
23.3, Quyidagi funksiyalarni x ning darajaiiu‘l bo‘yicha q
Dot o) mfoseent);  3)mf-xer).
-X

5
3 x

x At R
Javob: 1) m%:z[,+?+ : ]
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2) 13(2—3I+x2)=In(l—.rxzf:c):lnzmg(l+2'")x—"'

n

3) ln(l-x+.r’)=lnllti =~|:x x; 20 o 2 u :...]— ‘_x
23.4. 1 (Jf)=eE funksiyani x-a ning darajalari bo‘yicha qatorga yoyilsin,
qoldiq hadning formulasi yozilsin va tekshirilsin.

R [ o] el

lla 2a® g?

Javob:

23.5. f(x)=x"-3r funksiya r+1 ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyilsin.
) il
Javob: ¥ -3=-2+3x10 +(x-1)

=x" funksiya x+1 ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyilsin.

4
Javob: ¥ =1-4x+1)+6(x+ 1} —4(x+1) +(x+1)
23.7. 5 (x)=§ funksiyani x+2 ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyib, hosil

bo‘lgan gatorning yaqinlashishi Dalamber alomatiga asosan tekshirilsin.

L - 1[1+%2+("_:?I+(i+;l+__}_4<1<0 bo‘lganda.

23.6. f(x)

x+2 2
2(“7]
23.8. 1) f(x):cos% funksiya x—% ning darajalari bo‘yicha;

2) S(x)=sin3x funksiya x+l;

|

ning darajalari bo‘yicha gatorga yoyilsin.

Javob 1) x4 ,[_E_J(_i) Z(E) cosl2=1r; bunda 0! shartli 1 ga
2 2 12 PR P 3 e i
o : ) 3 (2X+ﬁ)2n-l
teng deb qabul qilingan, 2) sin3x=Y(~1) W
n=] n—=1J

23.9. f(x)=x funksiyani x+1 nin

hosil bo‘lgan qatorning  yaqinlas
tekshirilsin.

g darajalari bo‘yicha qatorga yoyib,
hishi Dalamber alomatiga asosan
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Javob:

2 5 i x+l < 2'5'8'---'(3""'1)(_1__"1)"-17
L 2(x+l) 2.5elf | x¢l $258
Yr=3fi= (el =-1+—;+1'+ (;.91 v TN =3 ,.Z;’ T+ 1)!

-2<x<0

Funksiyalarni x=0 nuqtada 6-hadgacha gatorga yoying:

. X
—— n—
23.10. y=e™ 23.11. ¥ S1 >
23.12. y=xcosx 23.13. y =In(1+5x).
- ' r=yl4x? .
23.14. y=In(5+2x). 23.15. ¥ ; x
23.16. y- L 2317, y=7—-
1+ x*
23 18 y—.cleAZ: 23.19' y:xarct‘?’x . )
. - ) ,r+lnlfx.
23.20. Y=(+x)In(l + x) . 23.21. e O
cox . y=cos'x
23-22. y= In(l+e") 23.23_ y =e 23-24 ¥
23.25. Y =-Incosx 23.26. y = (l +-")1

Mavzu yuzasidan nazorat testl'arl
Teylor va Makloren qatorl_al;l -

b r=fx) funksiyaning Teylor qatori qayerda to"g 1 110
f(n)(O) (x— Q)"+

n!

A) f(0)+£l(‘ﬂ(x—a)+f—§?—)(x—a)2 4ot

f(")(a) (x_a)” g,
n!

B) .:T"(nsz)+-~f'1(Ta)(x«a)%»f—;ﬂa—)(x—a)2 ot

U ” (")(a) - .
C) f(a)+—j-%x+L§!a_)x2+...+£_nl—-x + .

D) f(a)+£%(x_a)+f(;a)(x,a)z -

M(x—a)" A
n!

2 n!

E) f(a)+f_§“’lx+f(2ﬂ)xz+,,_+_ﬁ£“_)x" o 5

' - ha‘vi Jor qatorining
2. Berilgan f{x) funksiyaning x—xo darajalari bo yicha Tey

. : lanadi?
Ri(x) 9oldiq hadi Lagranj ko‘rinishida ganday ifodalan
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(n+1)
A L) i
) R,(x) e 1! (x —xy)"*!

_ f(rH-I}(x
B) R,(x) —“EFO)(C—IO)"“, ce(xg,x).

» €€ (xg,x).

0) R (=L
(n+1)

D) Rn (_‘C) = f(""'l)(c) er-l
(n+1)

(x_c)n+], ce (-'Co,.x) .

(x _ (:)’HI
. (n+ D!
3. Berilgan f{x) funksiyaning Makloren qatori qay
A) 10+ L0, SO
! 2

1

,CE(IO,I). E) Rn(x)=

,CE(xp,X) -

erda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

(n)
(x-a)® +"'+f—.@(x—a)" oo
n!

B) f(a)+f1(|“)(x—a)+-1l2(f_)(x_a)2 RALC)
’ n!

(x—a)" +--
/() " ()

) f(a)+Tx+I2L;zlx2+---+———f nl(a)x”+... )
S(a) 2

D) f(a)+Tx+f%’lx2+_,+f(;a)x,, I

S0 g "
E) f(0)+—u—)x+f—2(l.0_)x2+...+.‘i)'(ﬂx" e
H nl

4. fix)= e"‘zﬁmksiyaning Makloren qgatorini toping,
3
A) 1-x+ X % n X"
) e 3s+'"+(“1),%+"'
2 n
B lodgd pae®
12 n ’

2 3
x n
C) i+x+-2—+x_+__,+
1

3 P
3
D) x—i—+:‘i_...+(—_£x2:[_
3 s @n+iy
B) 1-% % ()
2w n)!
3. Quyidagi darajal; t S
o111 Ve dutorlardan qaysi biri (~1,1) oraliqda

~X) funksiyaning Makloren qatorini ifod

alaydi ?
A) 1+x+x2+...+xn+__. . ya
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X x"
C) ltx+—4 -t "t
203 n!

3 5 n _2n+l
Dj g=en? ol EEE

35 2n+1)!
E) l—ﬁ AN GV +

+ +
2 4 (2n)!

6. fix)=arctgx funksiyaning Makloren qatori qayerd
2

a ifodalangan?

A) T4xax? oot x™4oee .

n

2
B) 1—h£+x_._...+ =1 "L.{_..._
12 =D n

2 3 n
X X X

C) 1+x+—+—+...+__+... .
2t 3 n

3 n _2n+l
D) I--x—+i5._...+(__lx_i-+...

3 5 2n+1

2 n+l _n
B) x-X ,© _ D"

2 3 n o i
7. f(x)=vx+4 funksiya Makloren qatorining 3- hadint top ) ;
x’ 2 X 3 E) .,

i ia oldidagi
8. f(x)=e* funksiya uchun Makloren gatorida x3 daraja 0

koeffitsent qiymati nimaga teng?
A)3.  pB)3s5. )4 D)45. B f -
9. f(JC)=cosx2 funksiya Makloren qatoriningx darajas.
k‘«’33‘[”1‘itsient giymati nimaga teng?
A)2.  Bysa (y0. D-l. BOS
10. f(x)=e"* funksiyaning Makloren qatoridagl
Oldidagj koeffitsent giymatini toping.
A)2, B) 0.5. C) 0.

i oldidagi

x?' daraja

p)-1. BL5
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XII-BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

24-§. EHTIMOLLAR NAZARIYASI PREDMETI. HODISA
TURLARIL. EHTIMOLNING KLASSIK TA’RIFI.
KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

24.1. Ehtimolning ta’riflari.

Ehtimol terminj hodisaning amalga oshish, ro‘y berish imkoniyatining
obyektiv 0‘lchovini ifodalaydi.
I-ta’rif. Ehtimollar nazriyasida hodisa deb sinov natijasida ro‘y
berishi mumkin bo‘lgan har qanday faktga aytiladi

Biror tajriba natijasida quyidagi ¢»€r.-€, elementar hodisalardan
birortasi ro‘y berishi mumkin bo‘lsin, ya’ni U={e,e,,.,e,} bo‘lsin. Bu
elementar hodisalarga quyidagi shartlarni qo‘yamiz:

1) hodisalar Juft-jufti bilan birgalikda emas, boshqacha qilib aytganda,
istalgan ikkita €, va e, (:# /) hodisa uchun ulardan biri ro‘y bersa, ikkinchisi
albatta ro‘y bermaydi.

2) ee,...e, hodisalar yagona mumkin bo‘lgan hodisalar, ya’ni ularning
birortasi albatta ro‘y beris

3) ee,..e, hodisalar teng imkoniyatli. Bu shart e,,e,.,..,e, hodisalardan

birortasining boshgqalaridan ko‘proq ro‘y berishiga yordam beradigan hech
qanday obyektiv sabablar yo‘qligini anglatadi.

Aytaylik, 4 hodisa berilgan bo‘lib, u ei(f=1,_,;) elementar hodisalardan

ba’zilarj T0°y bergandagina 10"y bersin. Bunday holda biz (i =1n) elementar

hodisalardan o’y berishi 4 hodisanj

keladiganlarini 4 hodisa qQulaylik tug‘diradigan hodisalar deb ataymiz.
Aytaylik, Qaralayotgan n ta ee,,., e, elementar hodisadan m tasi 4

hodisaning ro‘y berishiga qulaylik tug*dirsin, ya’ni A=(€k1,3kzg...,ek,,)
bo‘lsin.

hi lozim,

ng ro‘y berishiga ham olib

24.2. Ehtimolning Klassik ta’rifi.

. A hodisaning ehtimoli deb 4
hOd!S&ﬂ]Ilg ro‘y bel‘ishiga qulayllk tllg‘d

iruvchi hodisalar sonining teng

86

: isbatica aytiladi va
imkoniyatli barcha elementar hodisalar soniga nisbatiga ayt
quyidagicha belgilanadi:

ranelementar hodisalarsoni
m A ga AH& 1

P(4)=—

] i
n barcha elementarhodisalarsor

ivatli i i (tanga tashlash,
Ehtimollikning klassik ta’rifi teng imkoniyatli hodlsa}aﬁ;n(g aeﬁ;imolligini
kubik tashlash va hokazo) nazarda tutgan holda, ula
hisoblash uchun yaxshi natijalar beradi. -
I-misol. Kubik tashlanganda 3 ga karrap SOII'I
ya'ni A{3,6} bo‘lsa, u holda 4 hodisaning ehtimoli

ni tushishi 4 hodisa,

2 1
P(A) = =3 | U={12,34,5,6) dan
84 teng bo‘ladi. Bu yerda elementar hodisalar fazosi ?

iboratdir. ‘chi A{ G } hodisa
tushishi 4{
2-misol, Tanga bir marta tashlanganda < G2 Bu holda 4

: B bo‘ladi.
bo‘sa, clementar hodisalar fazosi U ={G,P} b0
hodisaning chtimoli

N =

P(A) =
ga teng bo‘[adj.
Ehtimolning xossalari.
%) mugarrar hodisaning ehtimoli birga teng:
P(U) =1.
b) mumkin boclmagan hodisaning ehtlmoll DOIga teng:
Hr)=0, izlikni
i . . 3 S1Z
©) istalgan 4 hodisaning ehtimoli quyidagt 40 i
9anoatlantjrag;. -
0< P(4)<1. orika elementlar

Klassik ta’rifdan foydalanib masalalar yechishda kobr?natorikaga doir ba’z!
Muhim o) o‘ynaydi, shuni e'tiborga olib kombl

shunchalar bijan tanishib o‘taylik.
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24.3. Kombinatorika elementlari.

2-ta’rif. Har qanday narsalardan tuzilgan va bir — biridan yo shlf
narsalarning tartibi bilan, yoki shu narsalarning o‘zlari bilan farq qiluvchi
turli gruppalar birlashmalari deb ataladj. i

Birlashmalar uch xil bo‘lishi mumkin: o‘rinlashtirish, o‘rin
almashtirish va gruppalash. Ularning har birini ko‘rib chiqaylik.

1) n elementini m tadan (bunda m<n) o ‘rinlashtirish deb shunday
birlashmalarga aytiladiki, ularning har birida berilgan n ta elcmentdar}
olingan m ta element bo‘lib, ular bir — biridan yo elementlari bilan, yoki
elementlarning tartibi bilan farq giladi. » ta elementdan m tadan barcha
o’rinlashtirishlar soni A™ kabj belgilanib, u

AR = z n:n)r yoki 4" = n(n—l)_..[n»-(m_])]
n—m)!
formula bilan hisoblanadi.

3-misol. 4 ta elementdan 2 tadan o‘rinlashtirish tuzilsin.

Ai=4-(4-1)=4-3=12.
Hagiqatan, g,5,¢ ¢ elementlar uchun

ab, ac, ad, b, bd, cd,

ba, ca, da, cb, db, dc
kombinatsiya tuzish mumkin.

4 ta elementdan 3 tadan o‘rinlashtirish soni
41

. S G
A=Ggo=43-21=24
AL =n, A°=

2) Agar o*rinlashtirishlar ta elementdan 7 tadan olingan bo‘lsa ()(?3'1’1."11
faqat elementlarining tartibi bilan farq qilsa), bunday o*rinlashtirishlar o 7in
almashtirishlay deb ataladi, y hol

da yuqoridagi formulaga ko‘ra n ta
elementdan barcha 0°rin almashtirishlar soni quyidagicha bo‘ladi:
P, =n(n-1)..1=n!
4-misol. Uchta gp ¢
almashtirishlar tuzish mumkin,

Py=31=1.2.

s
elementlar orn

yordamida nechta

3=6.
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i L:
Haqiqatan, abc, ach, bac, bca, cab, cha elemefltlardzr;1 illz?;aboﬁlgan 1.2
3) Agar n ta elementdan m tadan tuZI_Sh H;) et il 558
o‘rinlashtirishlardan bir — biridan eng kamlda[ .lzkombinatsiyalar) e
qiladiganlarini tanlab olsak, u holda gruppalashlai

atalgan birlashmalarni hosil gilamiz. inatsiyalar) soni
n ta elementdan m tadan barcha gruppalashlar (kombinatsiy

n! _ n(u - l)..[n —(m—l)]
" mt(n—m) m!

formula yordamida topiladi.
Xossalari:

.Cl=n,
- Gl gr-m (m > g)

2
3
4. C;?+C,]1'+"'+ = 2N
5

da0<msn
Gt + ¢+t = ¢m41 — rekkurrent formula. Bu ?{:irn
= n — ~n tuzi 2
S-misol. 4 ta elementdan 3 tadat; lgI'uPPalaSh
. — 4
3 _
Cy = 3! (4-3)! b, bed, bac

ac
Haqiqatan, a,b,c,d elementlar uchun gruppalaSh abc,
lardap iborat, ) B et
Yuqoridagi 3 ta formula uchun 4, ‘ =G La berilgan bo‘lib, b}] soha
244, Ehtim"lﬂing geometrik ta’rifi. Biror Q;,Oa o nuqlaning g
9 sohanj o, ichiga olsin, O sohaga taVE.lk_kﬂ‘ ig ® hard il
Sohaga tyshigh ehtimolini topish talab qilm‘adl. E:; :;t, e inobarin, bu holc.la
Cdisalar to*plami O ning barcha nuqtalaridan 1 el i
Klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz. Tanl@gm ) ¢ oflchovig
V& Uning birgy 0O, qismiga tushish ehtimoli Sh: Q:
(uzunligiga, yuziga, hajmiga) proparsional bo‘ ?1 ’b()l‘ o Bu shar
dsm Q ning qayerda joylashganligiga bog‘liq
(Iaralaymgan hodisaning ehtimoli
o B

mesQ

jsminin
qismin

iga va Ql
ing formasiga
ning arda
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formula yordamida aniglanadi. Bu formula yordamida aniglangan p
funksiya ehtimolning barcha xossalarini qanoatlantirishini ko‘rish qiyin
emas.

24.5. Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimollar nazariyasining ko ‘pgina
tatbiglarida ehtimolning statik ta’rifi deb ataluvchi ta’rifdan foydalaniladi.
Har birida biror hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi kuzatiladigan
tajribalarni sharoitni o‘zgartirmagan holda cheksiz ko‘p marta takrorlash
mumkin bo‘Isin deb faraz qilaylik. Masalan, o‘yin soqqasini yoki tangani
tahslash, nishonga 0°q uzish va shunga o‘xshash tajribalarni cheksiz ko‘p
marta takrorlash mumkin. _

Aytaylik, tajribalar soni » yetarlicha katta bo‘lganda biznl
qiziqtirayotgan 4 hodisa m marta ro‘y bergan bo‘Isin.

w(4)=" nisbat 4 hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi.

n

6-misol. Zavod 100 ta detal ishlab chigardi. Ishlab chigarilgan detallami
ckspertlar tekshirganda 2 tas; nostandart ekanligi aniglandi. Standart
detallarning nisbiy chastotasini toping.

Yechish. Jami detal 100 ta. 2 tasi nostandart ekanligidan standart

detallar 98 ta ckanligi ma’lum. Standart detallarning nisbiy chastotasi
W) =2

100°
Ko‘p kuzatishlar shunj ko‘rsatadiki, agar bir xil shart-sharoitda

alar o‘tkazilib, ularning har birida sinovlar soni yetarlicha katta bo‘lsa,
olda nisbiy chastota turg‘unlik xossasiga ega bo‘ladi.

tajrib
uh

Mustagqil bajarish uchun misollar.

24.1.Gruppada 10 ta fan o*qitiladi. Agar har kuni 4 il dars o‘tilsa, bir kunlik
darsni necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

Javob: 5040.
24.2. 8 ta stulga 8 kishini necha xil usul bilan o*tkazish mumkin?

Javob: 40320.
243.Cr =c™ tenglik o‘rinli ekanini isbotlang,
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i tomon
24.4. Ikkita tanga bir vaqtda tashlangan m(m=0,12) marta gerbli to

tushish ehtimolini toping. y
Javob: —i=i—.
4’2’4
: ikki ir vaqtda
24.5. Yoqlariga 1, 2, 3, 4, 5, 6 raqamlar yOZIIg.an.lklflt_a SOq‘l?eglgr ;o?lish
tashlanadi. Ikkala soqqada tushgan ochkolar yig‘indisi 8 ga
ehtimolinij toping.

5
Javob: P= 36’

io‘indisi beshga,
24.6. Ikkita soqqa tashlangan. Tushgan ochkolar yigindis

ko‘pa i to* ‘lish ehtimolini toping. 1
Paytmasi to‘rtga teng bo‘lis Javob: P

. i rta ugerbli”
24.7. Tanga ikki marta tashlangan. Hech bo‘lmaganda bir ma
tomon tushishi ehtimolini toping. .
tushishi ehtimolini toping Javob: P=7.
lgan. Yig uvchi

. 3 a
24.8. Yashikda 15 ta detal bo‘lib, ulardan 10 tasi b0’y lgan bo'lishi

; ‘ya
taVakka]iga 3 ta detal oladi. Olingan detallarning bo’y

ehtimolini ton: 24
Ini toping. Javob: P=5-

2 1 amini
24.9, Abonent telefon nomerini terayotib nomem'mg.ﬂx‘igl ‘S:;iiraq
®slay olmadi va bu raqamlarni turli ekanligini bilgf1r11 h-o : ':10 ing.
taVakkaliga terdi. Kerakli raqamlar terilganligi ehtimolini top o
Javob: P=15
. bo‘yicha
*10Sexda 6 crkak va 4 ayol ishlaydi Tabel.nor;er;rél bo*lishi
tavakkaligy 7 kishi ajratilgan. Ajratilganlar orasida
ehtirnglini toping.



rZ
Javob: P= 7

24.12. O‘Ichamlari bir xil bo‘lgan 5 ta kartochkaga 4, B, G*, L, O harflar

yozilgan. Bu kartochkalarni tasodifan joylashtirganda “BOLG ‘A” so‘zi hosil
bo“lish ehtimoli topilsin.

1
Javob: P = 5

24.13. Ikki do‘st kunduzgi soat 12 bilan 13 orasida tayin bir joyda
uchrashishga va oldin kelgan kishi do‘stini 1/4 soat kutib, kelmagandan
kelmagandan keyin ketishga kelishib olishdi. Agar har bir kishi o‘zining

kelish momentinj tavakkaliga (soat 12 bilan 13 orasida) tanlasa, ulaming
uchrashish ehtimolinj toping.

Javob: P :-126_

24.14. Lotareyalar 400 ta bo‘lib, ulardan 450 tasi yutugli.Bu biletlardan
tasodifan bittasi olindi. Uning yutuqli bo‘lish hodisasi ehtimolini toping. i
Javob: P =55

Radiusi R bo‘lgan doira ichiga tavakkaliga nugta tashlangan.
£an nuqta doiraga ichki chizilgan: a) kvadrat ichiga; b) muntazam
uchburchak ichiga tushish ehtimolini toping. Nugtaning doira bo‘lagiga

tushish ehtimoli by bo‘lakning yuziga proporsional bo‘lib, uning doiragd
nisbatan Joylashishiga bog‘liq emas deb faraz qilinadi.

24.15.
Tashlan

3.3

Javob: a)P=%,' BY Py

24.16. Idishda 9 ta yarogli va 1 ta yarogsiz detal bor edi. Idishdan
tavakkaliga 3 ta detal olindi. By detallarning uchalasining ham yarogqli detal
bo‘lishi hodisasining ehtimolinj toping.

Javob: P=0,7.
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari -

1. Ehtimollar nazariyasida hodisa qanday ta’rifla_nadl? :

A) Har ganday tajribaning ixtiyoriy natijalari lledlS-‘d dey]k.if; '

B) Har qanday kuzatuvning ixtiyoriy natijalari hodisa deyiladi.

C) Har qanday tasdiqlar hodisa deyiladi.

D) Har qanday fikrlar hodisa deyiladi.

E) Hodisa tushunchasi ta’rifsiz qabul etiladi. _ "

2. Ehtimollar nazariyasida qanday hodisalar sinfi qaralma;r. i.1 .
A) Mumkin bo‘lmagan hodisalar. B) Muqairar ho ;Sa; alz;r
C) Tasodifly hodisalar. D) Nom.a lum hodisalar.
E) Barcha ko‘rsatilgan hodisalar sinflari qaralafil.

3. Mugqarrar hodisalar odatda qanday belgilanadi?

NQ  Bae. ce. DpM. BG. )

4. Quyidagilardan qaysi biri muqarrar hodisa bo lafil.

A) Tashlangan tanga gerb tomoni bilan‘ms.hdl .hk
B) O‘yin soqqasi tashlanganda 7 dan kichik 9cﬂ .
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son ju
D) Sotib olingan lotareyaga yutuq chiqma}dl..

E) Tekshirilgan mahsulot sifatli bo‘lib chiqdi.

By < ; . ‘paytmasi ...
S- “Ikkita o*yin soqqasi tashlanganda ochkolar ko'p yfbo‘lamiz?

o‘ldi.

tasdiq 9anday davom ettirilganda muqarrar hodisag?lz_ga
A) 36 dan katta bo‘1di. B) 36 ga teng b0 ‘;;nadi
€) 36 dan kichik bo‘ldi. D) 36 dan katta bo
E) 36 dan kichik bo‘lmadi. anlari gora

6. Qutida 10 ta shar bo*lib, ulardan 7 tasi 0q va qolet
fanglidir, gy, qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
qaysi birj mugqarrar hodisa bo‘ladi? .

A) tanlangan sharlardan faqat bittasi oq ranglt.

B) tanlangan sharlardan ko*pi bilan bittasi oq rapgh.

© tanlangap sharlardan kamida bittasi 0q rangll.'

) tanlangan sharlardan birortasi ham o rangli

. : isa mavj
E) Keh‘mgan hodisalar orasida mugqarrar hOdlia(lgutidan

Quyidagilardan

emas.
ud emas.

tasodifiy
* Qutida 5 ¢, 0q va m ta qora rangli shar bor.
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ravishda tanlangan £ ta shar orasida kamida bittasi oq rangli” hodisa
muqarrar bo‘ladigan & parametrning eng kichik giymati nimaga teng?
A)k=m—1. B)k=m. C)k=m+1. D) k=n—1. E) k=n.
8. Quyidagilardan qaysi biri mugarrar hodisa bo‘ladi?
A) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son 5 ga Kkarrali.
B) Matndan tasodifiy ravishda olingan harf unli. _
C) Ikkita oyin soqqasi tashlanganda ochkolar yig‘indisi 2 dan kichik.
D) Talaba testdan muvaffagiyatli o‘tdi.
E) Tanlangan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.
9. Mumkin bo‘lmagan hodisalar odatda qanday belgilanadi?
A)Q. B)Q. ©©. DM. E)G. )
10. Quyidagilardan qaysi biri mumkin bo‘lmagan hodisa bo‘ladi?
A) Tashlangan tanga ragamli tomoni bilan tushdi.
B) O‘yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichik ochko chiqdi.
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo‘ldi.
D) Sotib olingan lotareyaga yutuq chiqdi.
E) Tekshirilgan mahsulot sifatli bo‘lib chiqdi. .
11. “Ikkita o'yin soqgasi tashlanganda ochkolar ko*paytmasi ......-
tasdiq qanday davom ettirilganda mumkin bo‘lmagan hodisaga ega
bo‘lamiz?
A) 36 dan katta bo‘ldi.

B) 36 ga teng bo‘ldi.
C) 36 dan kichik bo‘ldi. D) 36 dan katta bo*Imadi.
E) 36 dan kichik bo‘Imadi.
12.

Qutida 10 ta shar bolib, ulardan 7 tasj oq va qolganlari qora
ranglidir. Shu qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi. Quyidagilardan
qaysi biri mumkin bo‘lmagan hodisa bo‘ladi?

A) tanlangan sharlardan faqat bittasi oq rangli.

B) tanlangan sharlardan ko‘pi bilan bittasi oq rangli.

C) tanlangan sharlardan kamida bittasi oq rangli.

D) tanlangan sharlardan birortasi ham oq rangli emas.

E) Keltirilgan hodisalar orasida mumkin bo‘lmagan hodisa mavjud

emas.

13. Quyidagilardan qaysi birj mumkin bo‘lmagan hodisa bo‘ladi?
A) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son 5 ga karrali.
94

B) Matndan tasodifiy ravishda olingan harf unli.' o P
C) Ikkita o‘yin soqqasi tashlanganda ochkolar yig‘indisi 2 dan :
D) Talaba testdan muvaffaqiyatli otdi. .
E) Tanlangan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz. o ]
: 14. gQuyidagi belzilardan qaysi biri tasodifiy hodisani ifodalashi
mumkin?
AL ByQ. ©@. Db. BA o
15. Quyidagilardan gaysi tasodifiy hodis.a bo‘ladi ?
&) Tashlangan tanga raqam yoki gerb tomoni bilan tulshd.l.
B) O%yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichik ochko ‘chl-qdl-
) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo‘ldi.
D) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiydir.
E) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiy emas.
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25-§. EHTIMOLLARNI QO*‘SHISH VA KO‘PAYTIRISH
TEOREMALARI. SHARTLI EHTIMOLLAR. HODISALARNING
BOG‘LIQSIZLIGI e
Berilgan hodisaga qulaylik tug‘diruvchi hollarni bevosita hIS.Oba_ :
ancha murakkab bo‘lishi mumkin. Shuning uchun hodisaning eht_”"ﬂc’l_’;a
hisoblashda uni boshqa soddaroq hodisalar kombinatsiyasi kotrlms‘hl .
ifodalash qulayroqdir. Biroq bunda boshqga hodisalarning komb1n'at51ya :
ko‘rinishida ifodalashda hodisaning ehtimoli bo‘ysunadigan qoidalarn
bilish kerak. Quyida ular bilan tanishib o‘tamiz. R,
25.1. Birgalikda bo‘lmagan hodisalar ehtimollarini qo' S '
teoremasi. Ikkita birgalikda bo‘lmagan 4 va B hodisadan istalgan birining
10y berish ehtimoli bu hodisalar chtimollarining yig‘indisiga teng:
P(4+ B)= P(4)+ P(B). 5
Umuman har ikkitasi birgalikda bo‘lmagan bir nechta A,,Alj---j "
hodisalardan istalgan birining ro'y berish ehtimoli bu ehtimollarining
yig‘indisiga teng:
P(A,+A1+...+An):P(A,)+P(A2)+...+P(A,,). _
L-misol. Idishda 25 ta shar bo‘lib, 10 tasi gizil, 5 tasi ko'k, va Lot
0q bo‘lsin. Idishdan olingan sharning rangli shar chigish ehtimoli topilsin-
Yechish. Shar rangli bo‘lishi uchun qizil yoki ko‘k shar chigishi }qerak-
A4- qizil shar chigish hodisasi, B- ko‘k shar chigish hodisasi bo‘lsin. BU

- . - - - 1
hodisaning ehtimolliklari P(A) = -;% = -i— P(B) = % = gateng.

A va B birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lgani uchun

2 1 3

P(A+B) =P(4) + P(B) =gtz=t
. .3 1
ko‘rinishida yozish mumkin. Demak, rangli shar chigish ehtimoli S gateng

Natija. Agar 4, 4,,..., 4, hodisalardan fagat bittasi albatta ro‘y

beradigan va ular birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lsa, u holda
P(4)+ P(d4,)+ ..+ P(4,)=1.
2-misol. Kubik tashlanganda quyidagi hodisalar ro‘y bersin. Bular o
0°zaro juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalarning to‘liq gruppasini
tashkil etadi. Ularning ehtimolliklari mos ravishda
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2 1
F’(A):E:Ej P(B)=g_§’ P(C) 6 3
Bu yerdan

1 1 1
=—4+-—4+==1
PA+B+C)=PA)+P(B)+P()=3+3+3
ckanligi kelib chigadi.

Xususiy holda, agar 4 va 4 hodisalar o‘zaro qarama — qarshi
hodisalarnj ifodalasa, u holda
P(4)+ P(A)=1. _ .

25.2. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog‘liqsm.igi.' HOdlsalm;;?kg
molini aniqglash asosida biror S shartlar komleksi yotishini aytgan da :
Agar p(4) ehtimolni hisoblash § shartlar kompleksidan boshqa h‘.:Ch q afio‘y
shartlar ta]at, qilinmasa bunday ehtimol, shartsiz ehtimol dey1lad1‘.l.nadi};
hollarda 4 hodisaning ehtimolini biror B hodisa ((8)>0deb faTaZ (]]l lhartli
Y bergan shartda hisoblashga to‘g'ri keladi. Bunday ehnml? dissadan
ehtimg] deyiladj va P(4/B) kabi belgilanadi. Agar ikkita 4 va .B. Ot..asida
\ining ehtimoli ikckinchisining ro‘y berishi yoki r0'y hieroaslizl A
©'Zgarmasa, holda bu hodisalar o‘zaro bog'ligsiz hodisalar deyiladi,
bolda by hodisalar o¢zaro bog-liq hodisalar deyiladi. e
Masalan, 0q va qora sharlar solingan yaShikd_a" o]mgan‘r & hfimeli
43yta solinsa, ikkinchi marta olingan sharning ?q bo'lis Shuning
" olingan sharing oq yoki qora bo‘lishiga bog n er?ﬂa:o‘ladi.
1 birinchi va ikkinchi shar olish natijalari o'zaro bog h(-lSlZaSa, holda
. AkSirlcha, agar birinchi olingan shar yashikka qayta solml_ﬂh natijasiga
kinchi marty shor olinishidagi natija birinchi marta shar olish adids
bog‘“q Tavishda o‘zgaradi, chunki birinchi marta shar Olml?}?l I}llodisalar
yashikdagi Sharl&ming sostavi o‘zgaradi- Bu yerda biz bog liq

Misoligy €gamigz,

: hodisaning
" Sharﬂi ehtimollar uchun 4 hodisaro‘y bergandan keying
'Y berishipn;

ehti

unga
irine
uch

. P.(B) yoki P(B/A4)
Mhishdy ¥ozish mumkin.
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3-misol. Birinchi idishda 5 ta oq va 3 ta qora shar bor. A hodisa b'irinchl
tajribada oq shar chiqishi (shar gaytib idishga solinmadi), B hodisa esa
ikkinchi tajribada oq shar chigishi bo‘lsin. 4 hodisa ro‘y berganda B
hodisaning ro‘y berish ehtimoli topilsin. o
Yechish. Ehtimollikning klassik ta’rifiga asosan 4 hodisaning Ch“TC’h
P(A)=—:— gateng. 4 hodisa ro‘y berganda B hodisaning ehtimoli P4(B) = 7 82
teng. .
25.3. Hodisalar ehtimollarini ko‘paytirish teoremasi. Ikkita bog‘_ll(‘l
hodisaning birgalikda ro‘y berish ehtimoli ulardan birinchisining €htim°{]“1
ikkinchisining birinchisi ro'y bergan shart ostidagi shartli ehtimoliga
ko‘paytirilganiga teng va aksincha, ya’ni
P(4-B)=P(4)- P(B/ 4),
P(4-B)= P(B)- P(4/B). _
Xususiy holda, agar A va B hodisalar o‘zaro bog‘lig bo‘lmasa, ularnl-ﬂg
birgalikda ro‘y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimolining ko‘paytmasigd
teng:
P(4-B)=P(4)- P(B).

4-misol. 1kkita tanga bir vagtda tashlanganda ikkalasida ham gerb
tushish ehtimoli topilsin.

A- birinchi tangada gerb tushish hodisasi;
B- ikkinchi tangada gerb tushish hodisasi;
4B ikkala tangada bir vaqtda gerb tushishi hodisasi bo‘lsin. U holda
PW =3, PB)=1, Pp) =~ Demak,
11 1
P(AB) = : ===
(UB) = P(A) - P(B) =55 =7

A va B hodisalar o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan hodisalar ekan.

254. Birgalikda bo‘lgan hodisalar ehtimollarini qo*shish
teoremasi. Tkkita birgalikda bo‘lgan 4 va B hodisadan hech bo‘lmaganda
birining ro‘y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimollari yig‘indisidan ularning
birgalikda ro‘y berish ehtimolining ayrilganiga teng:

P(A+B):P(A)+P(B)—P(A-E).
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Agar 4 va B hodisalar o‘zaro bog‘liq bo‘lmasa, u holda ushbu formula
o‘rinli bo‘ladi:
P(4+ B)= P(4)+ P(B)- P(4)- P(B) i
5-misol. 1kki mergan bir nishonga qarata o‘q uzmoqda. Birinchi
merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,7, ikkinchi mergan.uf:hun es_a 0,8.
bo‘lsa, hech bo‘lmaganda bitta merganning nishonga tekkizish chtimoli
topilsin. .

" ;’]echish. A hodisa birinchi merganning nishonga tekkizish hodisa§1, B-
esa ikkinchi merganning nishonga tegish hodisasi, 4 va B hodl_salar
birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lganligi uchun P(4)=0,7, P(B)=0,8,
P(4B)=P(4)-P(B)=0,7-0,8=0,56 bo‘ladi. Demak,
P(4+B)=P(4)+P(B)-P(4B)=0,7+0,8-0,56=0,94

Mustaqil bajarish uchun misollar

25.1. Pul — buyum loteriyasida 1000 ta biletli har bir seri_yagfl 120 t.al };:ul
yutug*i va 80 ta buyum yutug‘i to‘g'ri keladi. Bitta loteriyasi b(;'r kl: lga
) . . : ing.
ool i, umuman yutuq chiqish ehtimolini top
pul yutug‘i yoki buyum yutug Javob: p=020.
. T hk
25.2. Merganning bitta 0°q uzishda 10 ochko urish e.htlmol.l 0,1l 5 Og'c;, 9a0tc; I]go
urish ehtimoli 0,35 ga, 8 yoki undan kam ochko urish "‘,h““;.o ! o ifg '
Merganning bitta o° q uzishda kamida 9 ochko urish ehtimolini top A p
g Javob: p=05.
iga olingan
25.3. 10 ta detallj partiyada 8 ta standart detal bor. Tavakkaliga g

¥ 61: 1 ini -[1 .
ikkita detaldan kamida bittasi standart bo‘lish ehtimolini toping 44

Javob: p= rrh

irinchi yashikda 9 ta,
25.4. Uchta yashikning har birida 10 tadan detal bor. B'"‘L‘f;f’ii r]. -
ikkinchi yashikda 8 ta, uchinchi yashikda.'i ta. stan(.iart B . de]
Yashikdan tavakkaliga bittadan detal olinadi. Olingan

Standart bo*lish ehtimolini toping. Javob: p=0504.
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25.5. Yashikda 10 oq va 5 ta qora shar bor. Yashikdan ikki martf‘
tavakkaliga bittadan shar olinadi. Olingan sharlar yashikka solinmaydi.

Agar birinchi olingan shar qora bo‘lsa (4 hodisa), ikkinchi olingan shar oq
bo‘lish (B hodisa) ehtimolinj toping.

5
Javob: P(B/A)=7-

25.6. Yashikda 6 ta shar bor, ulardan uchtasi qizil rangda. Yashikdan
tavakkaliga 2 ta shar olindi. Ikkala sharning ham gizil rangda bo‘lish
ehtimolini toping,
Javob: p=02.
25.7. Ikkita mergan bittadan 0‘q uzishdi. Birinchi merganning DiShong?
tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa 0,6 ga teng. Merganlardan aqalli
bittasining nishonga tekkizish ehtimolin; toping.
Javob: 0,88.
25.8. Student imtihonga programmadagi 25 ta savoldan 20 tasini bilib keldi.

Imtihon oluychj studentga 3 ta savol berdi. Studentning uchchala savolni
ham bilish ehtimolinj toping.

Javob: 1—5;;
25.9. Student imtihon biletlaridan ba’zilarini bilmaydi. Student uchun qaysi
holda u bilmaydigan biletn; olish ehtimoli kichik bo‘ladi: birinchi bo‘lib
olgandami yoki eng oxirida olgandami?
Javob: Tkkala holda ham ehtimollar bir xil.

25.10. Uchta 0°yin soqqasi tashlandi. Kamida bitta sogqada 6 ochko tushish

ehtimolini toping,
e L

Javob: 216

25.11. Idishda 5 ta 0q va 8 ta qora shar bor. Tavakkaliga ketma-ket bittadan
2 ta shar olinadi. Birinchj shar oq rangda bo‘lsa ikkinchi sharning qora
rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.
8
Javob.'a‘
25.12. Idishda 3 ta 0q va 7 ta qora shar bor., Tavakkaliga ketma-ket bittadan

2 ta shar olinadi. Birinchj shar oq rangda bo‘lsa ikkinchi sharning qora
rangda bo‘lishi ehtimolligini toping.
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7
Javob. =

25.13. Avtopoygada uch avtomobil qatnashmogqda. Ul"f'f.d?n.biﬁmhiﬁ'
ning yo‘nalishdan chigib ketish ehtimoli 0,15; Ikkmdl_'smlkl_'_ 0_’0_5’ o
uchinchisiniki esa — 0,1 ga teng. Quyidagi hodisalarning ehtimolini toping:
Poyga oxirigacha:
a) faqat bitta avtomobil;
b) ikkita avtomobil;
d) hech bo‘lmaganda ikkita avtomobil.
Tkl a) 0.02525; b) 0‘24725,- d)-0.974.
25.14. Qutida 10 ta qizil va 6 ta ko'k tugmachalar bor. Tasodifiy ravishda
e g e s da bo‘lishi ehtimolini toping.
2 ta tugmacha olinadi. Ular bir xil rang Tavohs 0.5,
25.15. Ikkita yashikda faqatgina rangi bilan farq giladigan Sha:lgrt b; y
Birinchisida 5 ta 0q, 11 ta qora va 8 ta qizil shar, 1kku'1ch151dz% esa N nzd;
8 ta qora va 6 ta qizil shar bor. Ikkala yashikdan tasodifiy r.aws}ll]da lt 9
o i T T li bo‘lish ehtimoli nechaga teng?
shar olinadi. Bu ikki sharning bir xil rang Javeb: 0,323
25.16. Ikkita qutida sharlar bor. Birinchi qutida oltita .Yasml raflf he‘s::. uchta
to ‘rtta malla rangli sharlar bor ekanligi ma’lum. Iklf'f“"hl_qmi_;a : <hoarlas
Yashil rangli shar va yettita malla rangli shar bor. Bm.n(?hl gl?klincii qutiga
aralashtirildi va ular orasidan tasodifan bitta sh‘ar o.lmlb, 1 et
tashlab yuborildi. Shundan so‘ng, ikkinchi qfltldagl Sha.ﬂ:llj a};a ikkinchi
yuborlladi va bu ikkinch quiidan tasodifin bifta shar OJt8- toping
< . . lichi 1 1 #
qutidan olingan sharning yashil rangli bo‘lishi hodisasi e Javob:

_ A 6 4 _f_._?’_z.EEzO,BEL
P =p(@)-p(5)+PB)-P(5) =15 11+ 5 ~ 1

25.17. Bizning qo‘limizda ikkita idish bor. Birinchi idishda 2 t;a 21}\(’;13
qora shar, ikkinchi idishda esa 4 ta oq hamda 7 ta qora shar (; idishga
ma’lum. Birinchi idishdan tasodifan bitta shar olinib, l.kk m(;- 1 ln bitta
tashlandi va ana shundan so‘ng, ikkinchi idiShda_n ta‘rakkallga —
Sharning oq shar bolishi hodisasining ehtimolini toping. 11
0

Javob: P = 75
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari.

1. Qaysi shartda A va B hodisalar birgalikdamas deyiladi? -
AAB=Z. B)AB=Q. C)A+B=0. D)A+B=Q. E) AB=A o
2. Agar A va B hodisalar birgalikdamas bo‘lsa, quyidagi tengliklarda
qaysi biri o‘rinli bo‘Imaydi?

A)AB=@. B)A+B=0) C) AB=BA .
E) Barcha tengliklar o*rin]j bo‘la oladi. x

3. A va B hodisalar birgalikdamas bo‘lsa, P(A+B) ehtimol uchun qay |
tenglik o*rinlj bo‘lmaydi?

A) P(A+B)=P(A)+P(B) . B) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) .
©) P(A+B)=P(A| B)+P(B | A) . D) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB) .

E) P(A+B)=P(B+A). , |
4. 36 ta qartadan iborat dastadan tasodifiy ravishda bitta garta tanlandi. w
A={ Tanlangan Qarta valet}, B={Tanlangan qarta tuz} hodisalar
bo‘yicha P(A+B) ehtimolnj toping.

A)1/36. B)1/18. C)2/9. D)1ss. E}yS112 .

> 4 va B birgalikdamas hodisalar uchun P(A)=0.4 va P(A+B)=0.7 bo'lsa,

P(B) ehtimol qiymatini toping.

A)0.4. B)06. ()03. D) 0.55 . E)-0.3. _

6. Qutida 7 ta 04, m ta qizil va r ta ko‘k rangli shar bor. Shu qut]d_al?
tasodifly ravishda tanlangan shar 0q yoki qgizil rangli bo‘lish ehtimolini

toping.
A) n/(n+n+r) B) m/(n+n+r) .
D) (n+m)/(n+n+r) . B) (ntr)/(ntn+tr) |
7. Mahsulotni sifat]j bo‘lish ehtimoli 0.9 bo‘lsa, uni sifatsiz bo‘lish
ehtimolj nimaga teng?
A)0.1. B)0.09. C)0.99 .
8. A va B hodisalar birgalikd
o‘rinli bo‘la olmaydi?

A)AB=0 .  B)A+B=0 ;

E) Barcha tengliklar o‘rinli bo*ladj.

9. AgarAvaBbirgalikda
formula bilan hisoblanadi?

D) A+B=B+A .

C) t/(n+nr) .

D) 0.19 . E) to‘g’ri javob yo‘q. o
a bolsa, quyidagi tengliklardan qaysi birl
C)AB=BA. D) A+B=B+A.

bo‘lgan hodisalar bo¢lsa, P(A+B) ehtimol gays!
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A)P(A+B)=P(A)+P(B).  B) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)P(B).

C) P(A+B)=P(A)+P(A)+P(A)P(B).

D) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).

E) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB). _ ; ladi?

10. " Umumiy holda P(4+B) ehtimol qaysi formula bilan tigl(zﬁ)_

A) P(A+B)=P(A)+P(B). e

C) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB). D) P(A+B)=P(

E) P(A+B)=P(A)+P(B)~P(A)P(B). : ‘g‘ri ko‘rsatilgan?

1. P(4/B) shartli ehtimol mazmuni fayerdgio g .

A) A hodisa ro‘y bergan holda B hod:sal‘nng‘ ehm:(.) '011

B) A hodisa ro‘y bermagan holda B hodls.anlng 8 tl:ril !

C) B hodisa ro‘y bergan holda A hodlsar_ung.ehtuir;.t(;nr;oli

D) B hodisa ro‘y bermagan holda A hOdl_San";i_e oli .

E) A va B hodisalarni bir paytda ro‘y benSh‘e lm] : ing ko‘paytmasining

12. Agar A va B bog‘ligmas hodisalar bo lsa.,? ularning

D) e Wttt

A) P(AB)=P(A)P(A/B). B) P(Ag):iiA)P 1

C) P(AB)=P(B)P(B/A). D) P(AB)=

E) To‘g*ri javob keltirilmagan. o . da. I talaba

I;. Ikkgita 3a1aba kompyuterda test asosida% imtihon t?tli):lllliu-::l?nkm Ikkala

0.7, I talaba esa 0.6 ehtimol bilan ifnt?hondatnen()?

talabani ham imtihondan o‘tish ehtimoli mmag]a) 0g5.3 s E) 0.42.

A)086.  B)075.  C)0.64 0)7 el Sl O e

14.Talaba testdagi I savolga 0.8, II savolga o javob berish ehtimolini

Javob bera oladi. Talabani ikkala savolga to gDr)l 1044 E) 0.06.

‘ping.  A)056. B)1.5. C)0.94. 0.7 ehtimol bilan to‘g‘ri

15. Talaba testdagi I savolga 0.8, II savolga CS? ‘.ri iavob berish ehtimolini

Javob bera oladi. Talabani faqat bitta savolga to’g 1]

toping. E) 0.5.

A)0.64. B)049. C)0.56. D) 0'-38{1 bo)r. Shu quti
16. Qutida 6 ta oq va 10 ta gora rangli s arharlaming ikkalasi

"avishda ikkita shar tanlab olindi. Tanlangen s

"angli bolish ehtimoli nimaga teng bo'ladi’ -

A)9%64. B)3)8. C)1/8. D) 116’;* -

dan tasodifty
ham oq



26-§. KAMIDA BITTA HODISANING RO‘Y BERISH EHTIMOLL
TO‘LA EHTIMOL FORMULASL. BAYES FORMULASI.

Murakkab hodisalamning ehtimollarini hisoblashda ko‘pincha b.u
hodisalarga qo*shish va ko*paytirish teoremalarini birga tatbiq qilib hosil
qilingan formulalardan foydalanishga to*g‘ri keladi. Quyidagi ana shunday
muhim formulalarning ba’zilari bilan tanishib o‘tamiz. .

26.1.  Kamida bitta hodisaning ro‘y berish ehtimoli.
Ay, A,, ..., A, hodisalar to‘plami o‘zaro bog‘ligsiz bo‘lsin va p(A;) = Pi
9 =1 p; bo‘lsin. Aytaylik, sinov natijasida bu hodisalarning yoki hfaCh.
biri ro‘y bermasligi, yoki ularning bir qismi, yohud hammasi ro‘y berishl
mumkin bo‘lsin. 4 hodisa yuqoridagi Ay, A4,, ..., A, hodisalarning h‘?Ch
bo‘lmaganda bittasi ro‘y berishidan iborat hodisa bo‘lsin. 4 hodisaning
ehtimoli berilgan hodisalarga teskari bo‘lgan Z{, A_-z, . hodisalar
ehtimollarining ko*paytmasini birdan ayrilganiga teng:

PO =1-pP@E)- .- P(A;) = 1— 443 .. 4n.
Xususan, agar Ay, Ay, ..., A, hodisalar ehtimolliklari bir xil
P =p, gq=1-p bo‘lsa, u holda P(4) = 1 — g™

I- masala. Dushman kemasi uch zambarakdan o‘qqa tutilmogqda-
Ularning nishonga tekkizish ehtimollari quyidagicha: p; = 0,8, P2 :
0.7va p3 = 0,9. Agar kemani cho‘ktirish uchun bitta tekkizish yetarll
bo‘lsa, dushman kemasini uch zambarakdan bir otishda cho‘ktirish
entimolini toping,

Yechish. A dushman kemasini cho‘ktirish hodisasi. A; (i=1.23)bui
zambarakning nishonga tekkizish hodisasi bo‘lsin. Har bir zambarakning
nishonga tekkizishi qolganlarning natijasiga bog‘liq emas. Shuning uchun
Aj lar o*zaro bog‘liq emas. U holda A; ga teskari bo‘lgan 4,, ya’ni
t-zambarakning nishonga tekkiza olmasligi hodisalarining ehtimollari mos
ravishda quyidagilarga teng:

N=1-p1=02 g;=1-p,=03; g;=1—p, = 0,1.
[zlanayotgan ehtimollik esa quyidagiga teng
P(4) =1-q,q, =n=1-0,2-0,3-0,1 = 0,994.
2- masala. Uchta o¢zarg bog'liq bo‘lmagan sinov o‘tkazilganda
hodisaning hech bo‘lmaganda bir marta ro‘y berish ehtimoli 0,936. Agar har
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uch tajriba uchun hodisaning ro‘y berish ehtimoli bir xil bo‘lsa, uning bitta
tajribada ro‘y berish ehtimolini toping. ‘ ‘ :
Yechish. Qaralayotgan hodisalar o‘zaro bog‘liq emas, shuning uchun
P(A) =1 — g™. Shartga ko‘ra P(4)=0,936; n=3.
Demak, 0,936 = 1 — g3 yoki ¢ = 1 — 0,936 = 0,064. Bundan
q = 30,064 = 0,4.
Izlanayotgan ehtimollik p=1-¢=0,6 . _ _ L
26.2. To‘la ehtimol formulasi. Faraz gilaylik, A. hodisanta !uﬁ . ]uﬂ?
bilan birgalikda bo‘lmagan H;H,,..H, hodisalar (gipotezalar)ning bltt.?.i;
va faqat bittasi bilangina ro‘y berishi mumkin bo‘lsin, boshqacha qili
aytganda: .
A= AH, + AH, +..+ AH, (A —murakkab hodisa). |
Bu yerda 4H, ~4H, =V(i # j), u holda birgalikda bo‘lmagan hodisalar
i J

ehtimollarini qo*shish teoremasiga asosan:
P(4) = P(AH, )+ P(AH,)+..+ P(4H,). o
Ko‘paytirish teoremasiga ko‘ra P(4H,)= P(#,)-P(4/H,) ekanligini
"o OlsaI;EAl; f }c;%fl?)P(A/H,H P(E,)P(4] H, )+t P(H,)P(4] H,)
yoki
P(4)= Z P(H,)P(4/H,).

i=l < 1

Bu tenglik to‘la ehtimol formulasi d‘eYl_ladl. 'fo lzht:[::;;::
formulasidan foydalanib, Bayes formulasi yok}_glpoteza'ar
formulasi deb ataluvchi muhim formulani hosil q_ﬂl%h mumkl}? ‘rsatkichlari

3-masala. Iqtisodchi kelasi yilda mamlakat. lqtlso.dl-y()tl Eish ehtimoli
Yuqori bo‘lsa, ma’lum bir kompaniya aksiyalari narxu;lng :jxining oshish
0,75 2a, iqtisodiyot ko‘rsatkichlari past bo‘lsa, aks‘lya ?‘rklrlicha kelasi yil
ehtimolj 03 ga teng ekan. Shu bilan birga, l‘lf}mg h'la'moli b 8 ga teng
Mamlakat igtisodiyoti ko‘rsatkichlari yuqori bfo -hSh; aniya,aksiyalari
ekan, Igtisodchining tahlili to‘g‘ri bo‘lsa, kelasi yilda komp
Narxining oshishi ehtimolini toping? :

Yechish. 4 hodisa — “kelasi yilda kol?]pamya
oshadi”. Gipotezalarni quyidagicha aniglaymiz.
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H, - “Kelasi yilda mamlakat igtisodiyoti ko‘rsatkich‘lan }fuqor:
bo‘ladi”; Hy — “Kelasi yilda mamlakat iqtisodiyoti ko‘rsatkichlari _p(';lS8
bo‘ladi”. Masalaning shartiga ko‘ra P(H}) va P(H>) ehfim‘)”iklar_ P (H1)= "a
va P(Hy=1- P(H1)=1-0,8=0,2 ga teng. Iqtisodchining tahliliga ko‘r
P(A/H}=0,75 va P(4/H2)=0,3. To‘la ehtimollik formulasidan

P(A)= P(H) P(A/H )+ P(H>) P(A4/H3)=0,8-0,75+0,2-0,3=0,66
ckanligi kelib chigadi. _

4- masala. Domla imtihonga 50 ta masala tuzib kelgan bo‘lib,
ularning 30 tasi ehtimollar nazariyasi, 20 tasi matematik statistika. o
kursidandir. Imtixonni topshirish uchun talaba tasodifiy tushgan birinchi
masalani yechishi kerak. Agar talaba chtimollar nazariyasi kursidan 1'5 ta,
matematik statistika kursidan 18 ta masala yechishni bilsa, uning imtihon
topshirish ehtimoli qanchaligini aniqlang.

Yechish.

Tasodifan tanlangan masalaning ehtimollar nazariyasi
kursidan bo

‘lishi (H, hodisa) ehtimolj P(H1)=30/50=0,6 ga matematik
statistika kursidan bolishi (H> hodisa) ehtimoli esa P(H-)=20/50=0,4 ga
teng. Agar 4 “masala talaba tomonidan yechiladi” hodisasi bo‘lsa, u holda
P(A/H1)=15/30=0.,5 va P(A/H1)=18/20=0.9.
To‘la ehtimollik formulasiga asosan
P(A)Y= P(HY) P(A/H, )Y+ P(FL) P(A/H) =0, 6:0,5+0,4- 0,9=0,3+0,36=0,66.
26.3. Bayes formulasi. Birgalikda bo‘lmagan H,:H s H"_
hodisalarning (gipotezalaming) to‘la gruppasi berilgan bo‘lib, tajnbafll
o‘tkazishga qadar ularning har birining p(#,)i=1n ehtimollari tayin
qiymatiga ega bo‘lsin. Tajriba natijasida 4 hodisa 1oy berdi degan shart
ostida &, (f=1,_n) gipotezalarning ehtimollari tajribadan so‘ng qanday
bo‘ladi?
H, va 4 hodisalarning ko‘paytmasi uchun ushbu
P(AH,)= P(4)- P(4/ H, )=P(H,)P(4/H,)
formulaning o‘rinliligidan
P(H, 1 4)= P(H)P(4/H,)
P(4)
yerda to‘la ehtimol formulasini qo‘llasak,
uvchi formulani hosil qilamiz:

munosabatga ega bo‘lamiz, bu
ushbu Bayes formulasi deb atal
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P(H, I A)= iP(H‘ )

Bu formulalar yordamida yechiladigan masalala?rfll .kO rayl:;c it
5- masala. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. .Bular ;nmahsulm; o
1 — korxonada tayyorlangan bo‘lib, ulamin.g 250 taS} yal‘Oql w—"
tasi 2-korxonada tayyorlangan bo‘lib, ularning 30 ta§1 yaroqli Tavakkaliga
3-korxonada tayyorlangan bolib, ularqan 10 tas? yaroqi.
olingan mahsulotning yarogli bo‘lish ehtimolini toping. idagi gipotezalar
Yechish. Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quy1dagi
o°rinli bo‘ladi: “lishi;
H, gipoteza — mahsulotning 1 — korxonada tayyor iaig: Ez‘i;shi;
H, gipoteza — mahsulotning 2 — korxonada talyyOrIangan bo‘lishi.
H; gipoteza — mahsulotning 3 — korxonada tayyoriang

Ularning ehtimollari quyidagicha bo‘ladi:

1
P)=3; PH)=g: PlE)=1g

ishini i belgilasak, u
Agar olingan mahsulotning yarogli bo‘h.shm} A 1_10;1:; ;T:ﬁ quf/idagicha
holda by hodisaning turli gipoteza shartlari ostidagi €
bo‘ladi:

| —

3 z
5 _2. pla/H,)
P(A/Hl):g; P(4/H,) L (AL,

Yugqorida topilganlarni to‘la ehtilmol formulasiga qo‘yib,
izlanayotgan hodisa ehtimolini topamiz: 53 15,113
Pd)= P(&,)P(a1 1,)+ P(2, )P4/ H,)+ P( ‘WIHJ):E'.E -9'1:chlismirg3aiuﬂng
6-masala. Tkki mergan nishonga bittalidan o'q Uzﬂ‘(iil':;n(]A ehtimol bilan
©'di nishonga 0,8 ehtimol bilan, ikkinchi mergann tekkanligi (4 hodisa)
‘“gadi. 0'q uzilgandan so'ng nishonga bitta bo fl1ishi ehtimolini toping.
ma’lym bO‘ldi, bu oqni birinchi mergan uzg@ 0 inotezalarni qo‘yamiZZ
Yechish. Tajriba o*tkazishdan oldin quyidagi o otgem o' barm
1, - birinchi mergan otgan o‘q ham, ikidncht mers
Nishongg tepma di; . i:
H, - ikkala %nrzr;anning otgan o‘qi ham nishonga tegadi;
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HJ L blI'inChi mer: =
ganning ot dois .
tegmaydi: g otgan o°qi nishonga tegadi, ikkinchisiniki esa

H, - birinchi merganni
ganning otean o'i ni _
fegadi. g otgan 0'qi nishonga tegmaydi, ikkinchisiniki esa

Gipotezalard stiasi
an bittasi va faqat bittasi tajriba natijasida albatta 10°y

beradi, ya’ni

’ H,, H o

gruppasini t 2 Hay Hy, H, lar bog'liq bo‘lmagan hodisalaming to‘li
ashkil etadi, Ing q

Bu gipotezalarning tajribadan oldingi ehtimollari:
P(H,)=02-06=0,2, .
P(H,)=08-0,4 =032,
P(H,)=08-0,6=0,48,
Bu gipotezalarda kuz‘p(f{l o2 o0d- oo
quyidagilarga teng: p(4, )—a:laz(m;g aln) A hodisaning shartli ehtimollari
1)=0, P(arH,)=0, P(asH,)=1, P(4/H,)=1.

Iajribadan key h d 10y
n (A (0] 'sa ro‘y ber an dal’] ke n) H 34 otezalal
( 1 g i yi ) 13 2 glp t l ‘

bermaslioi ma®

gl ma’lum boladj

: ) .. H, va H, gi . . .

ehtimol] 3 4 glpotezala ; i

ollari Bayes formulasiga ko‘ra quyidagi hmmg trbadan ke e

icha:

P(H,/4)=—_0481 6
0’48'l+0,08-] =‘7';

P(H,/g)=— 0081 1

| 048140081 7
Demak, nishonga tekkan o i

ehtimoli g ekan. qning birinchi merganga tegishli bo‘lish
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26.1. Shaha Mustaqil bajarish uchun misollar.

ishga jamozta\;trotransp(.)m muamm?lanni o‘rgzu}ish va tahlil gilish niyatida

Tadgiqot ofib lilrls.por’clda qa'tnaydlganlar ora‘s@a so‘rov o'tkazilmogqchi.

ot AI onlaYO_tga_n joyda 75% fethoh ishga jamoat transportida

bo‘l : gar.uch- !qShl,SO‘nga rozi bo‘lgan bo‘lsa, ulardan hech
maganda bittasining ishga jamoat transportida. qatnash ehtimoli

nechaga teng?
Javob: 0,9844.

26.2. : s : . o
Bahorgi mavsumga kiyimlarning yangi kolleksiyasini tayyorlayotgan
g fikricha,

E::iilc: yai‘]?il, qora \.’a gizil ranglar jilosini tanlagan. Unin
07 pa zas 1? r_anglammg -m_odada bo‘lish ehtimoli 0,3 ga, qora ranglarniki
boclma aa (}]]1211 ranglamlk? 0,15 ga teng.l Ranglar bir-biriga !)og‘li(;!
ranglh 1_rglin holda t‘anlanadl, d_eb faraz qgilgan holc%a. l-colleks!yad;?g?
- ng hech bo'lmaganda bittasi to‘g‘ri tanlanganligining ehtimolini

Javob: 0,524

ganda har ikki yuzdan bitta

26. .
3. Uyali telefonlar orqali qo‘ng‘iroq qilin
5 marotaba

qS‘ng'qu noto‘g‘ri ulanar ekan. Uyali telefonlar orgali
q90°ng‘iroq gilinganda hech bo‘lmaganda bir marotaba noto‘g‘ri ulanish

ehtimolini toping.
Javob: 0,0248.

shi uchun unga bitta
htimoli mos ravishda
bo‘lsa, ko‘prikning

26. ; .
- 4;) Strategik ahamiyatga ega ko‘prikning buzili
0 ;1 a tushishi kifoya. Agar ko‘prikka unga tegish e
33 0,4; 0,6; 0,7 bo‘lgan to‘rita bomba tashlangan

buzilish ehtimolini toping.
Javob:p = 0,95

bankdan olgan zayomini
k davrida esa 0,13 ga teng.
moli 0,65 ga teng.
rmaslik ehtimoli

z:iniqtléodiy o'sish davrida mijozning

- T’hk_ ehflmoli 0,04 ga, iqtisodiy tangli :

Tas d_ql ayh]‘(, igtisodiy o‘sish davri boshlanish ehtt
odifiy ravishda tanlab olingan mijozning qarzini qayta

nechaga teng?
Javob: 0,0715.

‘jallangan yer maydonini

26. ‘
6. Ko‘chmas mulk agenti qurilishga mo
y vaziyat yomonlashmasa,

S0 . ovr. .
tmoqchi. Uning fikricha, agar regionda igtisodi
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bu yerning yagin 6 oy ichida sotilish ehtimoli 0,99 ga teng. Agar iqtiﬁofhy
vaziyat yomonlashsa, bu ehtimollik 0.5 gacha kamayadi. Iqtisodchining
fikricha keyingi 6 oy ichida igtisodiy vaziyatning yomonlashish ehtimoli 0,7
ga teng. Yer maydonining yaqin 6 oy ichida sotilish ehtimolini toping.
Javob: 0,62.
26.7. Eksport-import firmasi ma’lum bir rivojlanayotgan davlat bilan
qishlog  xo%alik uskunalarini yetkazib berish to‘g‘risida shartnoma
tuzmoqchi. Agar ragobatchi firma ham ana shunday shartnoma tuzishga
harakat qilmasa, birinchj firmaning shartnomaga erishish ehtimoli 0,4 _ga,
aks holda 0,25 ga teng. Ekspertlarning fikricha, raqobatchi ﬁrman@g
shartnoma tuzishga harakat qilish ehtimoli 0,4 ga teng. Birinchi firmaning
shartnomaga erishish ehtimolinj toping.
Javob: 0,37
26.8. Ikkita bir xi] quti bo‘lib, ularing birinchisida 2 ta oq va | ta qora syar
bor, ikkinchisida ¢saltaoqvad4ta qora shar bor. Tasodifiy ravishda bl.m-l
quti tanlanadi va undan shar olinadi. Olingan shaming oq bo'lish ehtimolint
toping.
Javob: 13/30
26.9. Ikki xil detallar to'plami bor. Birinchi to‘plamdagi detallarning
standart bo‘lish ehtimoli 0,8, ikkinchisiniki esa 0,9 ga teng. Tasodifiy
tanlangan to*plamdan tasodifiy ravishda olingan detalning standart bo'lish
ehtimolini toping.
Javob: 0,8.?
gruppasida 20 chang‘ichi, 6 velosipedchi va 4 yuguruveh!
rmasini bajarish ehtimolj chang‘ichi uchun 0,9 _ga’
un 0.8 ga, yuguruvchi uchun 0,75 ga teng. Tavakkaliga
hining normanj bajara olish ehtimolinj toping.

26.10. Sportchilar
bor. Saralash ng
velosipedchi uch
ajratilgan sportc
Javob: 0,86.
26.11. Birinchj yashikda 10t
yashikda 30 deta] bo‘lib,
detal bo‘lib, ulardan 6

tasi standart. Tavakkal; a tanlangan yashikdan
tavakkaliga olingan deta X :

Ining standart bo‘lish ehtimolini toping.
Javob: 43/60
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26.12. “Oliy matematika” fani bo‘yicha yakuniy }ff‘“honda‘ fa‘ifb;fo;
“Analitik geometriya” va “Matematik analiz” bo limlar bo y{chdaog
ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud va ularga talab.a rflos'ra"lz talai)z;
0.7 va 0.6 ehtimol bilan to‘g‘ri javob bera oladi. \-fa}cunly unnjl-ongi savol
unga tasodifiy ravishda berilgan savolga to‘g‘.n J?VOb-b-e];' 1;ablang
“Analitik geometriya” bo‘limiga tegishli ekanligi ehtimolini his ; 2-8/71
Javob:

26.13. Ichida 2 ta shar bo‘lgan idishga bitta oq shar 5011““;;;ht‘;';§2? (1;::(1;
idishdan tavakkaliga bitta shar olingan. Sharlal-'mng dastlat 1 kel
bo'yicha) hagida mumkin bo‘lgan barcha gl‘poteza?ar 1'enigtoping.
bo‘lsa, u holda olingan sharning oq rangda bolish ehtimolin Javob: 2/3

; i sonining o°‘sha
26.14. Benzokolonka joylashgan shossedan yuk ma?hma]an3s.;nt:tf Yuk
shossedan o‘tadigan yengil mashinalar soniga msbf_iltanasl;ina uchun bu
mashinasining benzin olish ehtimoli 0,1 ga teng, y.engll'IE uchun mashina
ehtimol 0,2 ga teng. Benzokolonka yoniga benzin olis

. . i, imolini toping.
kelibtoxtadi. Uning yuk mashina bo*lish ehtimolini toping Javob: 317.

‘Isa, ekilgan 5 ta chigitdan: a)

26.15. Chigitning unuvchanligi 70 % bo htasining unib chiqish

Uchtasining; b) ko‘pi bilan uchtasining; ¢) kamida uc

ehtimolini toping. avob: a) 0.3087; b) 04717 C:(0&837g:
‘ i ehtimol kattaroq:

26.16. Ikki teng kuchli raqib shaxmat O‘Ynamo.qda.- %agtjtlimolimi yoki to‘rt

3) raqiblardan birining ikki partiyadan bittasini yutis

Partiyadan ikkitasini yutish ehtimolimi? .

0) t0°rt partiyadan kamida ikkitasini yutish FRUIITE Jar ¢’ tiborga olinmaydi.

kamida uchtasini yutish ehtimolimi? Durang natijaid p(u22)> B(r23)-

Javob: 8) R{)>A2); b};t; o—‘qni uzishda

‘ . Bitta

26.17. Ikki mergan bir vaqtda nishonga 0°q uzmoc{l)d; ga ikkinchi mergan

Nishonga tekkizish ehtimoli birinchi mergan ok ladigan bo'lsa, ikkala

“chun 0,6 ga teng. Agar bir yo‘la 15 marta 0°q uzf(aﬂa ehtimolli sonini

Terganning ham nishonga tekkizishlaming €ng

tOp'mg.

Jimi yoki besh partiyadan

111



26.18. Agar 49 ta boo‘liq ho Javob:7
katta ehtimolli sonib;)g he?tbo Ima‘gan taj{'ibada hodisa ro‘y berishning eng
ro‘y berish ehtimoli p nig tol;lr]li bo‘lsa, tajribalarning har birida hodisaning
26.19. Igtisodchi-analit; Javob: 0,60< p<0,62
«yaxshiy, «O‘rtac}?::htlk mamlakatdagi igtisodiy ahvolni shartli ravishda
ehtimolliklarini mosg ,ra()"omon» hollarga bo‘ladi va ayni paytda ularning
iqtisodiy indeks mamIZII(Shda (-)’1-5’_0’70, 0,15 deb baholaydi. Ma’lum bir
ehtimollik bilan, «o‘rta hatdagl=lqt150diy ahvol «yaxshi» bo‘lganida 0,6
bo‘lganida 0,1 El’ltimoll'i ;_» bo ‘Iganida 0,3 ehtimollik bilan va «yomon»
0°zgardi. Mamlakat : i 1121-1 9 sfadi' Aytaylik, ayni paytda ana shu indeks
ekanligining ehtimolj nicrlnasgoa ?e(ztgl‘? yaxshi ahvolda, ya'ni ko'tarilishda
Virusli kasallikni an; Javob: 0,2857.
atijalarni beradi: I)ualk:l anlql_a?hda maxsus meditsina testi quyidagi
bilan jobiy natija berai-.r tekshiriluvchi kasal bo‘lsa, test 0,92 ehtimollik
ehtimollik bilan ijobi 1’.,2 ) agfu- tekshiriluvchi kasal bo‘lmasa, test 0,04
bo‘lib, unga ahOIininy {I)laltlia penshi mumkin. Bu kasallik kam uc’hraydigaﬂ
odam testdan u:}‘tkazilg : /Olhchélinga"- Aytaylik, tasodifan tanlab olingan
chiqdi. Bu odamnin }g]an?da ijobly natija olindi, ya’ni u kasallangan bo'lib
& haqiqatan ham kasal bo‘lish ehtimoli qanchaga teng?
26:21' Neft quvuri qurish mo‘; ) Javob: 0,0225.
aniqlash magsadida qjd jallangan joyda neft bor bo-lishi ehtimolini
tajribalarga  asoslanh ruv ekspeditsiyasi tadgiqot olib bormoqda Avvalgi
ehtimolligini 0.4 bjlay, b;;ja: tekshirilayotgan hududda neft bo'lish
seysmik test o‘tkaziladi olamoqdalar. Qidiruvning so‘nggi bosqichid?
ehtimollik bilan yni p - Agar neft hagiqatan mavijud bo‘lsa, test 0,85
or deb, agar neft yo‘q bo‘lsa, 0,1 ehtir?m??i,k t(:isian :ml

bor deb ko‘rsat:
rsatishi mumk;j
hududda hagj in. Seysmik test s .
aqiqatan ham neft bor bo‘lish ehltliitozorhglrl:l I:O‘rsatdl. Ana shu
qancha?

26.20.
natijala

i : Javob: 0,85.

riyal . )

»)Z?S;mmgf ?ld‘m olish magsadida maxsus
Masi o'matilgan. Avariya holati yuzaga

26. i
: 02h?i. K.unyo zavodida ava
gohlantiryy («signalizatsiya
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';Eilg::élltliig 095 ehiimollik bilan ogohlantiruvchi signal yuboradi. 0.02
ishlab kefi ll_anesa af’ariyahc).latibo‘lmagr:midaham ogohlantiruv sistemasi

e'tlShl mumkln. Avariya holati ehtimoli 0,004 ga teng. Aytaylik,
ogohlantiruv sistemasi ishlab ketdi. Hagiqatan ham avariya holati yuzaga

kelgani ehtimoli nimaga teng?
Javob: 0,1602.

izsz‘j:éh?ﬁiomi .O‘r'ganish UCF]UH o‘tkaziladigan tanlanma test ma’lum
i l 1 d‘arajamga ega. Biror bir tovar uchun, agar u haqiqatan ham
testdanglr ‘b.o Isa, te-Stda'n otish ehtimoli 0,75, xaridorgir b.o‘lmasa ham
MV © tish ebt“ﬁfﬂ-l 0,15. Tajribadan yangi tovaming bozorda
o‘tgan :quaFga Cns}'llShl 0,6 ga teng. Agar yangi tovar tanlanma testdan
bu a —— I%ﬂtljalari tovarning xaridorgir bo‘lishini ko‘rsatgan bo‘lsa,
Qanchalik hagiqatga yagin?
26.24. F; _ Ja.vob:.U,cS.’&
it " ima ('il.rcktorida ishga qabul gilinishga da’vogar?ammg ikkita
va Y;atl bor. Birinchi ro‘yxatda 5 ayol va 2 erkak, ild(inchimda.esa 2 a-yol
ravish;[ka.k. kO‘-rsatilgan_ Da’vogarlardan birining fanllihy'am tfaso'dlﬁyf
fD‘yXatg blrl.ﬂch-l ro‘yxatdan ikkinchisiga ko‘chirib 3.(oz11'ad1 va ikkinchi
Kishini an bir kishining familiyasi tasodifan tanlab olinadi. Agar bu erkak
ing familiyasi deb faraz qilinsa, birinchi ro‘yxatdan ayol kishining

familiyas;
iliyasi tanlangani chtimolini toping. 818
Javob: 0,6815.

;:;::.bl.kki mergan bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan holda bitta 1}i§hon.gia

0,8 ikkl-r ma‘rt.adan 0‘q otishdi. Nishonga tekkizish ehtimoli b1r1.nch151 ucl?un

0‘(1, teklll(] Ch-ISl uchun esa 0,4 ga teng. 0°q uzishlardan so‘ng n.lshonga.b{tta

ehtim ant aniglangan bo‘lsa, uni birinchi mergan tekkizganligining
olligini toping,

Javob: 6/7.
rinchi uskuna 25%, ikkinchisi
chiqaradi. Bu uskunalarda
hti- mollari mOS

ig;f'i;l.ﬂﬂr %S.hlab chigaradigan zavodda b
ishlap ch?nch_ml esa 40% mahsulotni ishlab chi§
Iavishda ;;amoga“ boltlarning sifatsiz ckanligining €
T 4% va 2% ni tashkil etadi

odifiy ravishda tanlangan boltning sifatsiz bo'l

Agar .
fasodifan tanlangan bolt sifatsiz bo‘lsa, uning
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ish ehtimoli qancha? b)
|-, 2-va3-



ishlab chiqarilganligi ehtimollarini toping.
L Jagvob: a) 0,0345; b) 125/345, 140/34‘5, 80/34;5’.
26.27. “Oliy matematika” fani bo‘yicha yakuniy imtihonda"{\lgebraos:
“Analitik geometriya” va “Matematik analiz” bo‘limlar bo yl.Cha [{1)18
ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud va ularga talaba mos_rawshu:i:cl1 b ;
0.7 va 0.6 ehtimol bilan to* g1l javob bera oladi. Yakuniy imtlh.onda ta i i’
unga tasodifiy ravishda berilgan savolga to‘g‘ri javob berdi. Bu sa
“Matematik tahlil” bo‘limiga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.
Javob: 60/71 .

Mavzu yuzasidan nazorat testlari _ tamida
1. A hodisa ehtimolini to‘liq ehtimol formulasi yorda

: talab
hisoblashda tajriba natijalari E,, E,, E,, .., En uchun qaysi shart
etilmayd;i?

A) Ei, By, Es, .. E, natijalar to‘liq guruhni tashkil etadi.

B) E\, By, Es, .-+, Eq birgalikda bo‘lmagan natijalar.

C) Ei, B, Es, -+, En teng imkoniyatli natijalar. )

D) P(A |Ey), P(A | Ey), P(a | Ey), .. P(A|E,) shartli ehtimollar berilgan-
E) Barcha shartlar talab etiladi.

2. To‘liq ehtimol formulas
talab etiladi?

A)E1, Ey, Es, .., E, natijalarning shartsiz ehtimollarini .
B)E\, Ey, E;, .., E, natijalarning shartli ehtimollarini .

O ELEyE;, .. E, natijalar yig‘indisining ehtimolini . .
D) Ey, Es, Es, ---, En natijalar ko‘paytmasining ehtimolini .
E) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

R i bilish
3. To‘liq ehtimol formulasini qo‘llash uchun qaysi ehtimollarni bilis
talab etiladi?

C i bilish
ini qo‘llash uchun qaysi ehtimollarni bilis

A) A tasodifiy hodisaning shartsiz ehtimolinj .
B) A tasodifiy hodisa ehtimolini .

O) A tasodifiy hodisaga darama—qarshi hodisaning ehtimolini .

D) P(Ei| A), P(E; | 4), p(E, | A), s P(Ex| A) shartli ehtimollarni

E) P(A| E)), pa | Ez), P(A| Ey), woxs BOA| By shartli ébifimollammi.
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s e x oliz tili» fanlari

4. Talaba «Oliy matematika», «Umumiy ﬁmka”ovg :|I1rtlfrrlll§l bilan to‘g'ri
bo‘yicha test savollariga mos ravishda 0.8, 0.7 Ya . «Umumiy fizika» va
javob bera oladi. Yakuniy testga «Oliy matenlatlkw;é% savollar kiritilgan.
«Ingliz tili» fanlaridan mos ravishda 40%, 35 A’ " savolga talaba to‘g'ri
Yakuniy testdan tasodifiy ravishda tanlab olingan
javob berish ehtimolini hisoblang. D) 0.56. E) 0.65.
A)033.  B)079. C) 047. il Higile
shlab chigarilgan
lar 0.9, 0.8 va 0.6
difiy ravishda

3. Mahsulotlar partiyasi uch smena d:wonlud:;a ;
mahsulotlardan iborat. Bunda I ,II va III smena ?1r-b u
mahsulotlar soni mos ravishda 100, 80 va 70 ta b-O clla;] 50
chtimol bilan sifatli bo‘lishi mumkin._ Shlf p.amy: teng?
tanlangan mahsulotni sifatli bo‘lish ehtimoli ﬂl;nag E) 0.836 . -
A)0.638. B)0.692. C)0.735. D) 0.784 . iy imtihonda “Algebra”,

6. “Oliy matematika” fani bo‘yicha yz{k:iilg’o‘limlar bo‘yicha mos
“Analitik geometriya” va “Matematik analiz talaba mos ravishda 0.8,
ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud va ula.rg; kuniy imtihonda tala.bé
0.7 va 0.6 ehtimol bilan to*g‘ri javob bera Om‘dllﬁ z'lavob berish ehtimolini
UNga tasodifiy ravishda berilgan savolga tog’Ti J
hisoblang
A)0.87.g B)0.83. €)0.75. D)0.71. E) ?‘fa:lumot

7. Bayes formulasini qo‘llash L‘.lCh‘m qays
A P(Ey), P(By), P(E3), .., P(Es) chtimollar . b axtl chtimollar
B)PA|E), PA|Ey), P(A | Es), ... P(A,| Bo) $
Tasodifiy A hodisaning P(A) ehtimoli. g
Keltililgan barcha ma’lumotlar talab et-lla 1. ;

E) Keltirilgan barcha ma’lumotlar tala'b enm-la};,]a;nadi?
8. Bayes formulasi yordamida nima hiso
asodifiy A hodisaning P(A) ehtimo?" {laci
Tajribadagi E; natijalaming P(E;) ehtimollari.

O P(E;| A) shartli ehtimollar.

D) P(A| E,) shargi ehtimollar.

E) P(AEi) shartlsiz ehtimollar.

talab etilmaydi?

D)

A)T
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9. Bayes
foydalanilmaydi?
A) AEi=EA ‘

1 14\ . B) P AE _
D) P(EiA)=P(E)P(A | Ea)( 2 ;(EiA)- C) P(AE)=P(A)P(Ei| A).
10. Quyidagi tengl'iklardan) Barcha tengliklardan foydalaniladi
" avysi biri C )
A) P)=$P(E) (AR qaysi biri Bayes formulasini ifodalaydi?
=t B PEDPAIE,)
P(A) )
D) P(E,4)=P(E,)P(AE,).

formulasini : g
sini  keltirib  chigarishda tenglikdan

qaysi

B) P(E|4)=
C) P(AE,) = P(4)P(E,|4). |

B) pp - HEDEIE,)
P(E,|a)

11. Ombordagi 40
é[gkon(onada ishlab Chiqan'_ll"lahsulotI korxonada, qolgan 60% mahsulot €sa

9, Il korxona mahsuloti gan. I korxonada ishlab chigaril -
ombordan tasodifiy r ?Csa 0.8 ehtimol bilan sifatli b ‘]q rl. B2 m?. SO
mahsulotni IT korxo avishda olingan mahsulot sif: 3 151?I_mum_km'. Shu
NS By iy garlganlig Gitmabatogin chiqdi. B¥

12. Ombordagi 401(; C)27/84.  D)9n1 ° lm]goigi
(I)I korxonada ishlab chi °{nahsu10” korxonada, qolgan 63‘7 /azf;

9, I korxona mahsulo?,anlga“- I korxonada is;ﬂab hi om sulot es2
ombordan tasodifiy r fesa 0.8 ehtimol bilan Sifatl']: ‘Iqarl-lgan mz:lhsulot
mahsqutniIkorxonadav_lshda olingan mahsulot fuli hsh1‘mum.km-. Shu
NSTBL. B 1oy e CHigarlganligi ch sifatli bolib chigdi- B

L 0284 D)o hmol;lztgping'
. /42.
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TAJRZI731§%:LO Af{ARO BOGLIQ BO'LMAGAN TAKRORIY
. BERNULLI SXEMASIL BERNULLI, PUASSON
FORMULALARI

Ay Hior A 27’-1_- Bt?rnulli formulasi.
tajribalar (sinovlar) o hod:samr.lg' ketma-ket o‘tkazilayotgan bog‘ligsiz
mumkin bo‘Isin. Harﬂbl'ng L birida ro‘y berishi ham bermasligi ham
teng va bu ehtimollik " t.ajnbada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p ga
Tabiiyki, hap birw l'b tajriba nomeriga bog‘liq bo‘lmagan o0‘zgarmas son.
9= 1 ga teng be; auchun 4 hodisaning ro*y bermaslik ehtimoli
ketma'ketligiga BD adl: Yugoridagi shartlarni qanoatlantirUVChi tajrib

Agar biror Aemui.h s*emasi deyiladi.
uchun bir necht hiodisamng 10y berish yoki ro‘y
hOdiSaning ro‘yzllota_mba]at'_ o‘tkazilayotgan bo‘lib, ularning har biriga 4
Natijalariga bog‘“ensél ‘YOI-(I ro‘y bermaslik chtimoli golgan tajribalarning
hodisaga nisbat q, bolinass (bug L bo'lsa), u holda bu tajribalar 4
ketliginj tashk_la“ bog'liq bo‘lmagan (bog'liq bo‘lgan) tajribalar ketma-

Masala l etad.l deyiladi.
necha mart ;»itlrashlkda s ta oq va [ ta qora shar bo‘lsin. Shu yashikdan bir
har bir tajribad adan shar'olish tajribalari ketma-ketligini Ko‘raylik. Bunda
solinmasa), by o 508 olingan shar yashikka qaytarib solinsa (qaytarib
biriga boee[: tajribalar ketma-ketligi bir-biriga bog'liq bo‘Imaydi (bir-

Bsg‘ l_lq bo‘ladi).

atilafoilg‘i:y]magén n ta tajriba o‘tkazilayotgan b
ehtimol; 9=1_A hodisaning ro‘y berish ehtimoli
@jribady £ - P bo‘lsin. Bu holda kuzatilayolgd
topilag;; arta ro‘y berish ehtimoli 7, (k) quyidag!

alar

bermasligini kuzatish

o°lib, har bir tajribada
p va 10y bermaslik
n 4 hodisaning 7 2
formula yordamida

bu yerg, P(k)=Ciq"" (O_ékén)

ck = n(n—1)n —g%aln —k+1) _ n!
k! K-k

Bu 1
ormula Bernulli formulasi deyiladi.
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I-masala. Chigitning unuvchanligi 80 % bo‘lsa, ekilgan 4 ta
chigitdan:

a) uchtasining unib chigish; b) hech bo‘Imaganda ikkitasining unib chigish
ehtimolini toping. )
a) Shartgako‘ra n=4;k=3; p=08; g =0,2. Bernulli formulasiga
ko‘ra:
P,(3)=C?-08-0,2=0,4096 o
b) 4 hodisa ekilgan 4 ta chigitdan 2 tasi yoki 3 tasi, yoki 4 t«':.lSI _Un_lb
chigishini, ya’ni hech bo‘maganda ikkitasining unib chigishini bildirsin.
Ehtimollami qo‘shish teoremasiga ko‘ra:
P,(4)= P, (yoki 2, yoki 3, yoki 4) = £,(2)+ P,(3)+ F,(4).
£,3) ehtimol (a) punktda hisoblangan;
F(2)=c?.08%.02? = 0,1536;
P4)=c!-08".02° = 0,4096.
Demak, P(4)=09728.

2-masala. Ma’lum bir korxona mahsulotlarining 5%i sifatsiz.
Tasodifan olingan 5 ta mahsulot ichida ikkitasining sifatsiz bo‘lish
ehtimolini toping.

Yechish: Tasodifan olingan mahsulotning sifatsiz bo*lish ehtimolligi
2 = 0,05. U holda Bernullj formulasiga asosan

Ps(2) = C£(0,05)2(0,95)3 = 0,02.
Javob: 0, 02.
27.2. Puasson formulasi.
Puasson formulasj Bernulli sxemasida » ning qiymati yetarlicha katta,
P ning qiymati egq kichkina bo‘lgan hollarda (odatda p< 0,1; npg< 9)
hodisaning k marta 10’y berish ehtimoli 2,(k) hisoblashda Bernulli
formulasi 0‘rniga Puasson formulasidan foydalaniladi:
Akeg—2
Po(k) =~ 0 A=np.
3-masala. Darslik 100 00

0 nusxada chop etilgan. Chop etilgan
darslikning sifatsjz tikilgan e

kanligining ehtimoli 0,0001 ga teng. Tirajning
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ichida sifatsiz tikilgan kitoblar soni roppa-rosa 3 ta bo‘lish ehtimolini
toping. i
Pm}i shisfs Biohulda = 160,000 p=0,0001, k=3 .n yefarhcha katta, p
ehtimollik esa kichkina bo‘lgani uchun Puasson formulasidan
foydalanamiz:
Akeg—2
k) =~ —5
Ani hisoblaymiz: 1 = 7, - p = 100000 - 0,0001 = 10. 1 holda
103e710  103%-0,000045
P100000(3) = = 6 ikni
4-masala. Darslik 200 ?]'00 nusxada bosib Chiqanlgan' 51?:”:::::5
Yarogsiz bo‘lish ehtimol; 0,00005 ga teng. Butun tirajda rosa > 4 Y
kitob boJish ehtimolini toping. k=5. nson katta va
Yechish, Shartga ko‘ra n=200000 p=000005 k=>. miz:
P ehtimol kichik, shu sababli Puasson formulasidan foydalanamiz:

= 0,0075.

k

A
Fk)=-7e

b

bu yerda 4 = "p, A ning giymatini topamiz:

A =200000-0,00005= 10,
Demak’ iZIarmyOtgan ehtimol:

10 10 10 000045 0,0375.

P00 (5) = 51 120
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Mustagqil bajarish uchun misollar. o s
27.1. Qurilish kompaniyasida o‘tkazilgan auditorlik tekshxruVth:é’;
. . : i
auditor tasodifiy ravishda 5 ta hisob varaqasini tanlaydi. Agar -
varaqalarining 3%i da xatolarga yo‘l qo‘yilgan bo‘lsa, auditorning
a) faqat bitta hisob varaqasida xato topishi; PP —
b) hech bo‘lmaganda bitta hisob varaqasida xato topishi ehtimolini top

Javob: a) 0,1328; b) 0,1413.

27.2. Fakultetdagi talabalarning ortacha 10%i «Ehtimollar nazar lyasll;’:
Mmatematik statistikay fani bo‘yicha imtihonda qoniqarsiz baho olar ekan.
Aytaylik, guruhda 20 ta talaba bor.
a) ikkita talabaning imtihon topshira olmaslik ehtimoli qancha?
b) to‘rtta talabaning imtihon topshira olmaslik ehtimoli qancha‘? ‘ 7
d) kamida uchta talabaning imtihon topshira olmaslik ehtimolligi gan ”
€) imtihon topshira olmaydigan talabalarning kutilayotgan o‘rtacha so

ancha? .
’ Javob: a) 0,270; b) 0,0898; d) 0,3231; ¢)2
zlangan bo‘lsa, ishlab chiqarilayot‘ga_" 2
adi. Avtomat to‘g‘ri sozlangan bo‘lsin.
katta partiyasidan tasodifiy rav.ishda )
ttasining nosoz bo‘lish ehtimoli qE}nCha'
otning katta partiyasidan tasodifiy 1"av1shda‘?
Ulaming hammasi sifatli bo‘lish ehtimoli qancha?
iqarilgan detallar soni 200 ta bo‘ldi. Nosoz

an o‘rtacha soni qancha?
e ’ Javob: 2) 0,0198; b) 0,9510; d)?
a 8 ta doimiy xaridorlar bllfvlffl .
dan doimiy xaridorning xarid qilish ehtimoll

27.3. Avtomat dastgoh to*g‘ri so
detallarning fagat 1% nosoz bo‘l
ishlab chiqgarilgan mahsulotning
ikkitasi tanlab olindi. Ulardan bi
b) ishlab chiqarilgan mahsu]
beshtasi tanlab olindj.
d) bir kunlik ishlab ch
detallarning kutilayot

27.4. Savdo agenti bir kunda o‘rta hisobd
mulogotda bo‘ladi. U tajribasi
0,1 ga teng ekanini biladi,

a) bir kun davomida 2 kishin
b) bir kun davomida hech bo
nechaga teng?

d) kun davomida hech kimnin
€) bir kun davomida kutiladig

ing xarid qilish ehtimoli nechaga teug(:’ "
‘Imaganda 2 kishining xarid gilish ehtimo

- 2
g xarid qilmaslik ehtimoli nechaga teng? \
an Xaridlaming o‘rtacha soni nechaga teng’

s et
Javob: a) 0,1488; b) 0,1869; d) 0,43; ¢)
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27.5. Tanga 6 marta tashlanadi. b

a) Tanga <g<gerb» tomoni bilan ikki martac-la.n_ kii?“tsl?;?l:opiﬂg-

b) «gerby tomoni kamida ikki marta tushishi ehti Javob: a) 7/64; b) 57/64.

.. i paytda

27.6. Sexda 6 ta motor ishlaydi. Ularning har . UCZ‘;" B

ishlayotganligi ehtimoli 0,8 ga teng bo*Isa, ayni payt

a) 4 ta motor ishlayotganligi;

b) ha otor o*chirilganligi; o

d; harnr‘:rrzz 20121‘ ishlayotgganligi ehtimollarini t?_glg%'oo
Javob: a) P(6;4)=0,246; b) P(6‘;0)— "sh cht

27.7. Agar har bir sinovda A hodisaning ro y-berxlrning k

bo‘lsa, uning 5 ta 0*zaro bog'liq bo‘lmagan sino

berish ehtimolinj toping.

64; d) P(6:6)=0.26:
imoli 0,3 ga tens
amida 2 tasidaro’y

Javob:p = 0,472

ini yutish ehtimoli
27.8. Teng kuchli ragibdan to‘rt partiyadan uchtasini yu

o Jinmaydi.
i natija hisobga 0 g
Kattami yoki sakkiztadan beshtasinimi? D‘;rc?:fb‘ p4:3)=1/4; P8:5)=T53

orat giladi. Bir daqiga

. Can ot a7z < 5
27.9. Fabrikada to‘quvchi 1000 ta ip to’pini n 4 Bir dagiqa davomida

. imoli 0,00
davomida 1 ta to‘pda ipning uzilish ehtimoli

: in i -0.1563.
fato‘pda ipning uzilish ehtimolini toping. Javob: 0,

0.001 ga teng- Agar

i7ish ehtimoli :
27.10. Har bir 0‘q otishda nishonga tekkizish e honga tegish

] s ¢ ning nis
11— 0°q otilgan bo‘lsa kamida ikkita 0°q -
Chtimolip; toping. Javob: 1-6¢ ‘ "iroq
mmutatorga 4o P&

1 ko : Bir
s tnin bor.
27.11. By, soat davomida ixtiyoriy abonentning bonent!

ivasining 800 ta a e timolini
qilish ehtimoli 0,01 ga teng. Telefon Stansil:Y:gS; qo'ng'irod qilish eh
? . 0
Soat davomida 5 ta abonentning kommuta b e
t()ping'

. 853'
Javob° X Lilgan
o kot
ikkitasining t=5 7=
an o t1y01'1}'
2112, Bir jamoaning 500 a’zosi bor. Uliﬁ; g?t oping. Yilning X
. . = ” P IiShe
! Yangi yil ba amiga to‘g‘ri ke
i yr

isoblansin.
Ir kunida tug‘ilish ehtimoli 1/365 ga teng his
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Javob: =0,2385.
27.13. Bir soat davomida istalgan abonentning kommutatorga telefon ('111];5;
ehtimoli 0,01 ga teng. Telefon stansiyasi 300 abonentga xiz.mat qiladi.
soat davomida 4 ta abonentning telefon qilish ehtimolini toping.
Javob: P,,(4)=0]169
27.14. Omborga jami 1000 ta deta] keltirilgan. Bitta detalning. yaroqsiz
chigishi hodisasining ehtimolj p=0,003 ga teng. Tasodifan olmgar.l i
a) rosa ikkita; b) ikkitadan kam; d) ikkitadan ko‘p; e) kamida i
detalning yarogsiz chiqishi hodisasi ehtimolinj toping. _ 0.95.
Javob: a) Poy(2) = 0,224 b) p=10,1992;d)p=0,5678;e) p =0,

. “ L£1] 1 b‘lal‘l 6
27.15. Tangani 8 marta tashlab ko‘radilar. Bunda gerbli” tomoni bl
marta tushishj hodisasining ehtimolini toping.

Javob: 7 /64

Mavzu yuzasidan nazorat testlari. N _ d4i?
siuchun quyidagi shartlardan qaysi biri tal?.b etlm;zy

da A tasodifiy hodjsa chtimolligi P(4) =p 0°zgarmas.

B) Har bir sinov natijasi oldingi sinovlar natijalariga bog‘liq emas

C) Har bir sinov natijasi keyingi sinoy natijalariga ta’sir etmaydi.
D) Barcha sinovlar soni chekli.

E) Barcha shartlar talab etiladi.

2. Quyidagilardan qaysi biri Bernull; sxemas; orqali ifodalamna}"_“zﬂan
A) n ta simmetrik tanga tashlanganda ulardan tasini gerb tomoni
tushishi. .

B) n ta o'yin s0qqasi tashlanganda ulardan tasida 3 ochko f:blqlsh" ishi
C) n ta talabaga bir xi] test berilganda ulardan 7 tasini to‘g'r Ja‘_’o_b b.erl

D) n ta bir xil mahsulot tekshirilganda ulardan m tasini sifatli chnglshl.

E) Keltin'lganlaming barchasi Bernullj sxemasi orgali ifodalanadi. Lo
3. Bog‘ligmas sinovlar 5, marta takrorlanganda ehtimoli P(4)=p bo‘lg 1l
4 hodisa & marta ro‘y berishini ifodalovchi P,(m) ehtimol uchun Bernu
formulasi qayerda to‘g‘r ifodalangan (g=1-p).

A) By(m)=Crpmgn-m B) B.(m)=cprgmpr-m |
C) B(my=Crpmgn . D) B, (m)=cr prgm

4. Bernulli formulasida p
nimaga teng bo‘ladi?

1. Bernulli sxema.
A) Barcha sinovlar

n-+m

E) P,(m) :C,:"p’"? .
(4)=0,6 bo‘lgan holda P(3) ehtimol giyma
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A) 0,3456 . B) 0,2(3)3;1 ) C) 0,1536. "
E)0.1 P oni bilan
SD) O’ISZii?n.letrik tanga 1)0 marta tashlanganda 6 marta ragam tom
tushish ehtimolini aniqlangs. )
A) C5(0.5)° . B) C5(0.5" .
6
005)"° . ) Gr5° . cr gt i hirilgan 20 ta
GD) Cl?\f[ihlulot 0.8 ehtimoll bilan sifatli bo'hs_hl muTécnln;) Tekshirilg
Ir;ahsulotdan 15 tasi sifatli bo‘lish ehtms]oh ngnaga c)gé's e
A) C3(0.8)°(0.2)" B) C5(0.8)°(0.2)" . »
) ; . 5
D) C3(08)02)° . E) C3(08)°(02)". bo‘lganda
7. Béinulli sxemasida sinovlar soni n yia:’arh katta ;
P"(n;)zcgﬂpmqﬂ (q:il_p
s i
ehtimol uchun Puasson teoremasini 1fo¢3a10vc
A

-
Fy(m)=—re

C) CH0.9".

.. ' adi? i
taqribiy formuladagi 4 qiymati nimaga teng bODI;ALpfn ‘ E) Aop™
A)d=p/n. B)l=pn.  C)i=p+n. biri p=0.005 ehtimol bilan
3 Partiya'dagi e b mahsulotl?lﬂg hairsilt{;tis)iz mahsulotlar soni m=10

" : Jichi n. Shu pal‘tlya ag ; G i matl Puasson
f)lf?f‘sﬁi bi0 };zg;ll:)l:éftﬁ( u}’woo(lo) ehtimolaing taqribly 1y
0‘lishin

; . : di?
teoremasi orqali qganday ’foda]ilggols 5. p) 10° o0 E) e,
) 5

1000 10!
A) SL.I:]_e'SO, B) S—Qre_s .0) 1000! ¢ ) . as p=0.0025 .
9, ,,:1;;)(')0 bog‘]iqr:loaos sinovlam%ng har(;:;:;g? ;uzgﬁlarga m=4 YHEZ;:JI
chtimolga ega bo‘lgan 4 tasodifiy ho Ining taqribiy qiymatint
berishini ifodalovchi Paoo(4) ehtimo mdglanib toping.
teoremasi va ¢'=0.36788 ekanliggldan fO)(’: )30,01533 .
10, Transportda tas.hilzly(’tgm,1 n=100(_) Shlsg?l;la hech bo‘hnagancrlsazlitz
P=0.001 ehtimol bilan sinishi .munﬂﬂflt;. jymatini Puasson teore
shisha idishni sinish ehtimomlining taqrib1y 4

10
3 5

ib toping. 0,632.
€'%0.368 ekanligidan foydalang))tgi'?g D)0376. E)
A)0,795.  B)0,299. ;
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28-§. MUAVR-LAPLASNING LOKAL VA INTEGRAL
TEOREMALARI
28.1. Muavr — Laplasning lokal teoremasi.
Har birida hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(0< p<1) gatengbo‘lgan

n ta bog‘ligsiz tajribada hodisaning & marta ro‘y berish ehtimoli (n yetarlicha
katta bo‘lganda) tagriban

N o(x) (28.1)

gateng. Bu yerda

P L S L
2z Jnpg

olx) funksiyaning qiymatlar jadvali —ilovaning 3-jadvalida keltirilgan
(ol-x)=0ls) - juft funksiya). (28.1) formula Muavr —Laplasning lokal
formulasidir,

I-masala. Korxonada ishlab chiqarilgan detalning yarogsiz bo‘lish

htimoli 0,005 ga teng. 10000 ta detaldan iborat partiyadagi yarodsiz
detallar sonining 40 ta bo‘lish ehtimolini toping.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra » = 10000;
k=40, p=0,005 ¢=0995
7=10000 yetarlicha katta son bo

‘Igani uchun Muavr — Laplasning lokal
formulasidan foydalanamiz:

P”(k)z 1 —np

k
‘P(x) x=
{—-npq , bu yerda J’E .

X ning qiymatini topamiz:
_k—np ___40~10000-0,005 10
X = = = — _1342 .
Vnpg  \J10000-0,005.0.995 © 7,05
Jadvaldan ¢(-142)= 9(1,42) = 0,1456 ni topamiz.
Demak, izlanayotgan ehtimol:

1
P00 (40) = 705 01456~ 0,0206,
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28.2. Muavr — Laplasning integral formulasi.
Har birida hodisaning ro‘y berish ehtimoli p(0< p<1) gateng bo‘lg_an
n ta bog‘ligsiz tajribada hodisaning kamida k, marta ro‘y berish ehtimoli
(n yetarlicha katta bo‘lganda) taqriban
Pk < p<k,)=0(x")-o(x) (28.2)
ga teng. Bu yerda

2
X

1 T24x

o)==

Laplas funksiyasi bo‘lib, bunda

ko=np k; —np

Jnpg ' npq ’

’
X =

ksiyaning qiymatlari

: ; : fun
x ning (0<x<5) musbat qiymatlari uchun Laplas (x)=0.5 deb olinadi

jadvali 4 — ilovada keltirilgan. x>5 qiymatlar uchun @
(P(x)=-d(x), ya’ni ®(x)-toq funksiya).
2-masala. Tavakkaliga olingan pillanin
ga teng. Tasodifan olingan 400 ta pilladan
bo‘lish ehtimolini toping.
1 ‘ra:
Yechish. Masala; szh(z;:t;gaqlioo’s; P

g yarogsiz chiqish ehtimoli 0,‘2
70 tadan 130 tagacha yaroqsiz

i namiz:
Muavr — Laplasning integral formulasidan fci}’dala )
Pk spshk)=0k )- o).
' va x" larning giymatilarini topamiz:
k—np _ 70-400-02 _ 10_ 155

SRETRL S
= = 8
X g 400-0,2- 0,8

k,—np 130-400-0.2 _ 53 _¢95

. 130-400-9,2 _—
x = = —02-08 8
[npqg ~ 400—0.2

d(~1,25)=—0(125)= —0,39435, s
(6,25)= 05, chunki x>5 da ®(x)=05.
Demak, izlanayotgan ehtimol: “
P oy (70 <  <130) = (6.25)+ @,

Jadvaldan topamiz:

=05 +0,39435= 0,89435.
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. I % s _
Eslatma. Ayrim darsliklarda @(x)= Ton J-e"f"dt funksiya o‘rniga
0

I 2 2
@ = — —€ . .
e I €%t funksiya ishlatiladi, Bu ikki funksiya o‘zaro

Po(x)=0,5+®(x) munosabat bilan bog‘langan. Muavr-Laplasning integral

teoremasini &, (x) funksiya orqali ham ifodalash mumkin:

P (k;k,) :@[ﬂ!“—"‘”}_w[’"' "’PJ =t 222 | _g,| WP
Jnpg \npgq ’ \Jnpg i \/;E
X>35 giymatlarida ®,(x)=1 deb hisoblash mumkin.
Jadvallardan foydalanganda digqat qiling!

Mustaqil bajarish uchun misollar-.

28:1. Har bir tajribada 4 hodisaning roy berish ehtimoli 0,2 ga teng bo‘lsa,
uning 400 ta tajribadan 80 tasida 1oy berish ehtimolini toping.

Javob: P,,(80)=0,04986
ga teng. Tug‘ilgan 100
g'il bola bo‘lish ehtimolini toping.
Javob: P, (50)= 004565
p=05ga teng bo‘lgan
odisa ro‘y berishining

28.2. O‘g‘il bola tug‘ilish ehtimoli 0,51
chaqalogning 50 tagj o

28.3. Har birida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli
10 000 ta tajriba o‘tkaziladi. Shuncha tajribada 4 h
eng katta ehtimollj sonining ehtimolini toping.
Javob: P, (5000)=0,007978
adi. At vagt oralig‘ida har
molli sonini va bu sonning

2?3.4. Ishchi ayol 800 ta urchuqqa xizmat ko‘rsat
blr.urchuqda yigirilayotgan ipning uzilish ehtj
ehtimolini toping,

Javob: k, =4, Bg,(4)=01954
g imtihon komissiyasidan “4” va “5” baholar

ga teng. Tavakkaliga olingan 400 studentdan 34
0‘lmaganda bitta fandan “4” dan past baho olish

28.5. Fakultet studentlarinin
bilan o‘tish ehtimoli 0,9
tadan 55 tagacha hech b
ehtimolini toping.
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Javob: P, (34< u<55)=08351

28.6. Hodisaning 2100 ta bog‘liq bo‘lmagan tajribalarning har birida “2‘3{
berish ehtimoli 0,7 ga teng. Hodisaning: ) kamida 1470 marta va ko ?1
bilan 1500 marta; b) kamida 1470 marta; v) ko‘pi bilan 1469 marta ro'y
berish ehtimolini toping.
Javob: a) b, , (1470< 4 < 1500) = 04236 b) Py (1470 s <2100)=
V) P (05 11 <1469)=0,5. _ o
28.7. O‘zaro bog‘liq bo‘lmagan 625 ta tajribaning har birida.id ﬁodwa‘_ﬂ:fg
ro'y berish ehtimoli 0,8 ga teng. Hodisaning ro‘y. ben:sh nls ;Y
chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi absolyut qiymati boyicha
0,04 dan katta bo‘lmaslik ehtimolini toping.
Javob: Pﬂé—%—ﬂﬁ

0,5,

< 0,04} =0,9876

har birida A hodisaning ro‘y
nisbiy chastotasining uni:%g
bo‘yicha 0,02 dan ortiq
uchun nechta

28.8. O“zaro bog‘liq bo‘Imagan tajribalarning
berish ehtimoli 0,5 ga teng. Hodisa ro‘y berish
ehtimolidan chetlashishi absolyut qiymati ke,
bo*Imasligining 0,7698 ehtimol bilan kutish mumkin bo*lishi

tajriba o‘tkazish kerak? Javob: n=900

yaroqliligini tekshiradi.
Tekshirilgan bumlm
i 0,9426 ehtimol bilan

28.9. Texnik kontrol bo‘limi 475 ta buyumning
Buyumning brak bo‘lish ehtimoli 0,05 ga teng.
orasida braklari soni m ning yotadigan chegaralarin

topi
ping. Javob: 145mS 12

hi kerak. Agar 0°g'il

ol ‘ i ilinis _
28.10. Birinchi sinfga 200 ta o ‘quvchi qabul gt abul gilinganlarning

bola tug‘ilish ehtimoli 0,515 bo‘sa, birinchi Sif{fg.at qing
- -t x () &
roppa-rosa 100 tasi giz bola bo'lishining ehtimolint 0P Javob: =0,051

‘y berish ehtimoli 0,2 ga teng

28.11. Agar hodisaning har bir tajribada ro e marta o'y berih

bo‘lsa, 400 ta tajriba o‘tkazilganda uning ayn
ehtimolini toping. Javob: 0,0006
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28.12. Tasodifiy ravishda 100 ta tanga ustma-ust qilib taxlangan. Ularning
ichida «gerb» tomonj tepaga qilib taxlanganlari 45 dan 55 tagacha bo‘ish
ehtimolj nimaga teng?
Javob: @(1) - @ (-1) = 0,6826.
28.13. Ishlab chiqarishdagi 1% mahsulot sifatsiz chiqadi. Tekshirish uchun
tasodifiy ravishda olingan 1100 ta mahsulotdan 17 tasining sifatsiz chiqish
ehtimoli qancha?
Javob: d(20/11) - d(-10/3 ) ~ 0,965.
28.14. Merganning bitta otishda nishonga tekkizish ehtimoli 0,75. Agar 100
marta nishonga qarata 0°q uzilgan bo‘lsa, merganning nishonga
a) kamida 70 va ko‘pi bilan 80 marta;
b) ko*pi bilan 70 marta tekkizish ehtimolini toping.
Javob: p = 20 (1,15) = 0,7498; p ~ -@ (1.1 5)+0, 5 = 0,1251.
28.15.2100 ta 0*zaro boglig bo‘lmagan tajribalarning har birida hodisaning

70"y berish chtimoli 0,7 ga teng, Quyidagi xodisalar chtimolliklarni toping:
a) kamida 1470 martg va ko‘pi bilan 1500 marta;
b) kamida 1470 marta;

d) ko*pi bilan 1469 marta ro‘y beradsi.

o Javob: a) 0,4236; b) 0,5; d) 0.5.
28.16.nta tajribaning har birida jjobiy natija olish ehtimoli 0,9 ga teng. 0,98

gateng ehtimollik bilan kamijda 130 ta tajribaning ijobiy natija berishi uchun
nechta tajriba o‘tkazigh kerak?

Javob: n=177.
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Mavzu yuzasidan nazorat testlari.

' : ‘lganda
1. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta bo‘lg
[—L(";) - C;npﬁ‘l'qn—m (q = 1 T p)

s 8 lovchi
ehtimol uchun Muavr—Laplasning lokal teoremasini ifodalo

m—np

—_—

p), X=

Fy(m) =

1
Jnpg

- ‘gri ifodalangan?
taqribiy formuladagi ¢(x) funksiya qgaysi javobda to"g'Tl 1

: 219),
A) §0(x)=J%;sin(x2/2). B) gp(x)=\f2_ﬁcos(x )

1 -x*/2
O q)(.r):—‘/%—;—e_"z"z. D) 99(-‘):,5510 .

E) p(x)= J;_ﬂ

In(x%/2).

) : ‘lganda
2. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta t)’0 )
B (m=Cyp"q" " (@=1-F

ini ifodalovehi
ehtimiol uchiin Muavr—Laplasning lokal teoremasint ifo

1
Jnpg

) ‘ladi?
s i x giymati nimaga teng bo
taqribiy formuladagi x qiyma m+np

m—np :n—mp. C) x:-——;—;—.
A) x= ) B) «x \/;;5 J_;

x*/2

1 -
p(x), P)="=¢

F,(m)=

. my g-BEE
-l Jnpg ‘ as p=0,6 ehtimolga .
3. n=600 bog‘ligmas sinovlarning halj bmda;azji?;?. marta 10°Y benSh.lm
ega bo*lgan 4 tasodifiy hodisani bu smor«lfir gt Muavr-Laplasning
ifodalovchj Pepo(372) ehtimolning taqribly 4 ib toping-
foydalan!

lokal teoremasi va @(1)=0,242 ekanligidan
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A) 242/5553 | B) 121/4000 . C) 242/4557 .
D) 121/6000 . E) 6/25.

4. Partiyadagi n=2100 ta mahsulotning har biri p=0,7 ehtimol bilan sifatli

bo‘lishi mumkin. Bu partiyadagi sifatli mahsulotlar soni m=1491 ta
ifodalovchi P2100(1491) ehtimolning taqribiy giymatini Muavr-

bo‘lishini
Laplasning lokal teoremas; va ¢(1)=0,242 ekanligidan foydalanib toping.
A)0,0115. B)0,0195.  C)0,0015. D)0,0095 E)0,1195.

S. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta bo‘lganda

piio
Balmymy)= 3.CTp"g"™™ (g=1-p)

m=nm
ehtimol uchun Muavr—Laplasning integral teoremasini ifodalovehi

Bm)=d(xy) - d(x)), x, =2%Z0P

,i=12
Vnpg

taqribiy formuladagj gb(x) funksiya qaysi javobda to*g*ri ko‘rsatilgan?

A) B)=—LTe2 1 x

) D(x) ‘J.z_?;{sm(t /2)dt B) (b(x):mgcos(t /2)dt .
C) dn=_L f-rn 1 =

) =l D) )= o I 252K

E) qb(x)zJ;_fm“z”d:,
T o

6. Bernull sxemasida sinovlar soni z yetarli katta bo‘lganda

nt,
Pn (m!:ml) = Zcrpmqum

m=pm

(g=1-p)

ehtimol uchun MuavrﬁLaplasning integral teoremasini ifodalovchi

P,,(m)z:(b(xz)—qb(xl), @(x)-—.\/i_fe"z"zdt,
T o

taarihi : . ;
aqribiy formuladagi x, , =1,2 qiymatlari qanday aniglanadi?
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Ay & m; —np

]

Y Jnpg

D) x= n+mp

x; o

n_n].p X = i .
B) == ﬁ:p_:; : O %= pg
_mjp—ngq

E) X; ‘/Ep—q

. canine n=400 ta bog‘ligmas
7. Ehtimoli p=0,8 bo‘lgan A tasodifiy hodisaning iy .

kuzatuvlardagi ro‘y berishlar soni 310 dan kam emas Ya£4gv§-Laplasning
bo‘lish ehtimoli Psoo(310, 340) ning taqribiy qumatld) r25)=03944 ;
integral teoremasi yordamida topilsin. Bunda @(1, 3
®(2,5)=0,4938 ckanligidan foydalaning. 0.0485.
A) 0.0994. B)0.8882. C)0.7856. D) 0. 1 bilan sifatli
8. Partiyadagi n=900 mahsulotning har biri p=0,8 E-:}'1;_1:;“21ar1 kam emas
bo‘lishi mumkin. Bu partiyadagi gifatli mahsulotlar son}n maribiy qiymnati
va 750 dan ortigmas bo‘lish ehtimoli Psoo(735, 750)‘dn1 gtopilsin. Bunda
Muavr-Laplasning  integral ~teoremasi yordam]l a.n
®(1,25)=0,3944 , B(2,5)=0,4938 ckanligidan foyda a“Dl) 4,

A) 0,0994 | B)0,8882.  C)0,7856. ’

E) 0,2458.

E) 0.2458.
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I
29-§. TASODIFIY MIQDOR VA UNING TAQSIMOT QONUN

29.1. Tasodifiy miqdorlar. . o

O‘zining turli qiymatlarini tasodifga bog‘liq ravishda qabul qlbf'! bﬁsh
o‘zgaruvchi migdorlar tasodifiy migdorlar deyiladi va X, Y Z kabi ning
harflar bilan belgilanadi. Tasodifiy miqdor qabul giladigan giymatlar u
mumkin bo ‘Igan giymatlari deb ataladi. )

Masalai, o?y)i}n $0qqasi tashlanganda chiqgan ochko (X?, tasogfgz
tanlangan sonning kasr qismi (¥) - tasodifiy miqdorlar bo‘ladi. Tasodl
miqdorlar diskret va uzluksiz bo‘lishi mumkin.

Mumkin bo‘lgan qiymatlari chekli yoki sanogli to*plamni tashkil etuvchi
tasodifiy miqdorlar diskret deb ataladi.
Misollar:

1. O%yin soqqasini bir marta tashlag
tasodifiy migdor bolib, uning qiy
2. Bir sutka davomidg Toshkent s
58, ...) ma’lum bir sonlar oralig‘i
qiymatlar qabu] qiluvchi tasodifi
3. Berilgan partiyadagi yarogsiz
partiyadagi mahsulotlarnin
qiymatlar qabyl qiluvchi ta
4. Nishonga birinchj marta
barcha natural son|ar to‘pla
miqdor.

5. Artilleriya sna
bir musbat sonla
6. Bir oy davo

anda tushadigan ochkolar soni . :
matlar to ‘plami {1,2,3,4,5,6} daT: lboras.
hahrida tug‘ilgan chaqaloglar soni (60, 75,
da musbat butun

migqdor.
};nahzulotlar soni (4, 5, 2, 3, ...) noldan to
§ Umumiy soniga teng bo‘lganga qadar butun
sodifiy migdor.
tekkizguncha o*q otishlar soni (1,5,3...)
midan giymatlar qabul giluvchi tasodifiy

ryadining uchish masofas; (2,5—3 km.) ma’lum_
I oralig‘ida qiymatlar gabul giluvchi tasodifiy miqdor. k)
mida goramol massasining ko‘payishi (-0,5kg, ...5,2 kg

qiladigan qiymatlarnj chekli yoki "
ketlik ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, bunday
tasodifiy miqdorga digkrer tasodifiy migdor deyiladi (1—3 misollar).

Biror chekli yoki cheksiz sonlj oraliqdagi barcha giymatlarni qabul.CIiliShsl
mumkin bo‘lgan tasodifiy migdor uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi (4—
misollar),
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: : i
29.2. Tasodifiy miqdorning t?qSImlOtft'lo(::nl:lla va grafik
Tasodifiy migdorning tagsimot gonuni jadval,
ko‘rinishda berilishi mumkin. . ‘ o i o o b
’ nn;\garda X diskret tasodifly miqdor bo ls:f’ ilslgmfl umkin. Yugorida
; . . kabi belgilab chiq ) oo mumlkin
tarini x1, xa,..., xa,... : : ‘lib, uning mumki

E;%;{;Ztilanan milsoldagi X - diskret tasodifiy H_“qc}o; boni tashkil etadi.
bo‘l i atlari x;=1, x=2,..., x¢=6 chekli topamf at uning mumkin
e qlirrn tasodifi ;niqdorni to'la aniqlash uch}ln aqboqmasd:m, shu
- X diskret taso yx qiymatlarini bilish kifoya

o* gan Kl XPianiy Kiigias

lymatlarning PAX =X} = Drseee
qly P{X= x[} =p, P{X =_‘(2} =p2 ,.-I.--,h Z{arurdir_ Bu hOida X
Ehtimolliklarini formula ko‘rinishini ham bilis

diskret tasodifiy miqdorni ushbu

=]

P | p p2 (29.

: erda
jadval ko‘rinishida aniqlash mumkin. Buy (29.2)
prtp2t..tpat.. = 11) jadva

shart bajarilishi kerak. Bu shart -(2%0‘1gjan qi
tasodifiy migdorning barcha mumkin
ifodalaydj, . X 1) jadv
Ta’'rif:(29.2) shartni qanoaﬂa““,f“;?hl =2
miQdorning taqsimot qonuni. deyiladi. e
Masalan, simmetrik tanga ikki marta [t(?: X taso { to*plam bo‘lgani
tshishlar sonini X deb olaylik. Bu ho =2 chellOPr i
Mumkin bo‘lgan giymatlari x; =0, x2=1,% atlarning ehtimoll
uchun X diskret tasodifiy migdor bos[a.]dl. Bu E;y;,zrcha natijalaf soni
Klassik ta’rif yordamida topish mumkin. Fun vchi natijalar sont
D=4 vax,,x, va x;uchun qulaylik tug diru

=1 m=2 ,m3 =1 bo‘lgani uchun

Ining birinchi satrida X

ymatlari keltirilganligini
al X diskret tasodifiy

. tomoﬂj bi]an
nda uning gerd di. Uning

difiy miqdor bo‘la

_1_0325
1 =Segy PIX=2 =y
P{X =0 =7=025 ,P{X=l}=]

. ot qoﬂuni
. tagsimo
Demak, ko‘rilayotgan X tasodifiy r?;gdornmg



X 0 1 3
P [025 |05 |025

2

(29.3)
ko‘rinishda bo‘lib, (29.2) shart

P1tp2+p3=0,25+0,5+0,25=1
bajariladi. .
Diskret X tasodifiy miqdor to‘g‘risidagi barcha ma’lumotni
Fx)=P{X<x}, ¥p xe(-o,w) (294)

funksiya orqali ham berish mumbkin. _ ) iKclari
Bu yerda x; ning x dan Kichik bo‘lgan giymatlarining ehtimolli
yig‘indisi olinadi. o 1adi.
Y =F(x) funktsiya X tasodifiy miqdorning tagsimot funk _sivasi dey.lff
Ehtimollikning xossalaridan foydalanib, F(x) tagsimot funktsiyasining
quyidagi uchta asosly xossasini isbotlash mumkin:
L. Ixtiyoriy x €(-00, ) uchun 0< F(x)<1,
IL. y =F(x) kamaymovchi funktsiya, ya'ni V xi< x, uchun F(r)<F(x2)
bo‘ladi.
I1I. F(—co)leni;n_mF(x)z() s F(w):}'@_n’-lmF(x)zl.
Yuqorida ko‘rib otti]
funktsiyasini topamiz:
3) ¥<0 = F(x)=P {X<x}= P{X<0}=P(&5)~0:
5) 0<x<1 = F(x)= P{X<x}= P {X=0}=0,25:
©) 1<r<2 = F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P {X=1}=0,25+0,5=0,75;
)32 = F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P(X=1}+ P{X=2} P(Q)~]. .
Bu misoldan diskret tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi uZIUI.dl’
pog‘onasimon (zinapoyasimon) bo‘lishi kelib chiqadi. Bu funksiyaning
wlish nugtalari X diskret tasodifiy miqdoming mumkin bo‘lgan

qiymatlarini, shuy nuqtalardagi - sakrashlari esa bu giymatlarning
ehtimolliklarini ifodalayds.

X diskret tasodifiy mi
ehtimoli P(a < x <b) quyid

: ; imot
gan X diskret tasodifiy miqdorning tagsim

qdorning [a;b] oraligda giymat gabul qilish
agicha hisoblanadi:
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P(a<X<b)= 2 P

syt . . igni to‘la

Mumkin bo‘lgan giymatlari biror chckl? yOkl.Ch;.kSIZ (a,b) oraliq
qoplaydigan X tasodifiy miqdor uzluksiz d{.:yﬂ? -1.'f dalovchi Y tasodifiy
Masalan, tasodifiy tanlangan sonning kasr Ql‘Sn’llnl 1 .0 S T i
miqdor uzluksiz bo‘lib, uning mumkin bo‘lgan qiyn
oraligni goplaydi. . i
Uzlu?(sizq pX ’ tasodifiy ~ miqdorni (1) t{qulmOt ‘qs(:rlll;l:{;i;
bo‘maydi, chunki uning mumkin bo‘lgan qu@atland n tashqari Vxe(a.b)
Natural sonlar bilan belgilab chigib bo“maydl- };ui xa} =0 bo‘ladi. Ammo
mumkin bo‘lgan qiymatning ehtimolligi ps= P{nktsiYasini (4) munosabat
uzluksiz ¥ tasodifiy migdorning F(x) taqmmOt.fu difiy miqdor to‘g'risida
bilan aniglash mumkin va bu funktsiya uzluksiz taso tasodifiy migdorning
t0*lig ma’lumotni 0°z ichiga oladi. Bu holda FZIU:(SISZimOt funktsiyasi F1 (x).
barcha mumkin bo‘lgan giymatlari to‘plamida taq Jbabli uning hosilasi
uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish mumkin va shu S
to°g‘risida so‘z yuritish mumkin. . b6
Agarda F(x) tagsimot funksiya differenmz.luanu‘!:_::l :asf deyiladi. 2
Fl)=fx) x tasodifly migdorning %jyasi fagat uzluksiz

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, /(x) zich!
tasodifiy migdorlar uchun aniq]angandl'f- 3

Har ganday f (x) zichlik funksiyasi quy1da

rqali aniglab
bolib, ularni

: el
‘Isa, uning hosilas

[ ikkita asosiy x0ssaga gga:
gl

Treode =1
Lf(x)>0, xe(-0,00) ; IL. __Lf (x) - oaloveli
. is
Masalan, tasodifiy ravishda tanlangan sonning kasr q

uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funkstyast
lLxe [0,1) (5)
fix)= {0, xe[ol) . .
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin va bu funksiya yud
Qanoatlantiradj.
I-masala. X diskret tasodifiy miqdor ushby

dagi ikkita shartni

X -1 353
p 02 0503
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tagsimot qonuni bilan berilgan. Uning tagsimot funksiyaSlﬂl'IOPlng'd -
Yechish. Ravshanki, Vx e (—o,~1) uchun F, (x)=0, chunki b_u holda -
hodisa mumkin bo‘lmagan hodisadir. Endi -1<x<3 bo‘lsin. U ho
Vx e (-1,3] uchun
FO9=PX<)=P(X=-1)=0,2; 3<x<5 bo'lganda Vre (3,5 uchun
FO)=P(X<x)=P(X=-1)+P(X=3)=0,2+0,5=0,7; x>5 s
bo‘lganda esa F(x)=P(X<x)=1 bo‘ladi. Chunki Vx> 5 uchun X<x .f"dasi
ishonchli hodisa bo‘ladi. By tagsimot funksiyasining analitik ifo
quyidagicha bo‘ladsi.
0; x<1
2y ~1l=< <3
Pl = 00,7; 3<x<5
1; x>5. e
Tasodifiy miqdor X 0°zining tagsimot qonuni yoki tagsimot ﬁ;gk Sly?z;
yoki zichlik funksiyasi bilan berilganda u to‘liq aniglangan bo‘ladi. Bar .
hollarda X tasodifiy miqdor to‘g‘risida bunday to‘lig ma’lumqt ke "
bo‘Imasdan, uning ma’lum bir Xususiyatlarini ifm:lalOV’f.:hl _So_n
Xarakteristikalarini bilish kifoyadir. Masalan, X biror tarmoq xodl?ﬂarlﬂ;j
ish hagini ifodalovchi tasodifiy miqdor bo‘lsa, uning har bir xodim uc

: Syt o‘rta
qiymatlarini bilish shart bo‘masdan, barcha xodimlar bo‘yicha
qiymatini bilish yetarlidir.

29.3. Binomial tagsimot. o
bog‘lig bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligt
1sa ro‘y berishi yoki bermasligi mumki_n' A nlnj
badan tajribaga 0‘zgarmas bo‘lib qoladi. Teslf?
9 = 1—p ga teng. Tajribalarning o‘zaro bog _I?
2 4 hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y bermaslig
ariga bog‘lig emasligini bildiradi. o
Y miqdor » ta o‘zarg bog‘liq bo‘lmagan e
disaning ro‘y berishlar soni, p esa A hodlsi’inlflg
avval ko'rib o‘tilgan Bermy]J sxemasi o‘rinli bo ls.ln-
qdor n va P parametrli binomial tagsimot qonuniga

Aytaylik, n ta 0*zaro
o‘tkazilganida biror 4 hod
10’y berish ehtimolj p tajri
hodisaning ehtimoli esa
emasligi har bir tajribad
qolgan tajribalar natijal

X diskret tasodifi
ketma-ket]igida 4 ho
ehtimoli bo‘lsin, ya’nj
Ana shy tasodifiy mj
bo‘ysunadj:
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—-k. = 0,1,21 -"Jn'
P(X = k) = Pn(k) == C«r’f 'pk qn ,' k & Sly avtotraIlSPor-

2-masala. Bir shaharda 30% aholi {shjoylga Sda):n M-
tida borishni afzal ko‘radi. Tasodifiy ravishda 8 t.a 8 E}ﬂ faquimot OB
X'— shaxsiy avtomobilni afzal ko‘radi ganlar soni. Uning
toping. _ i0.1.2. ...8: ularga

Yechish: X ning mumkin bo‘lgan qun-latlal’l Ol,l]i! f;rmul&?i yordamida
mos kelgan ehtimolliklar P(X=Fk) quyidagi Bernu :
hisoblanadj:

8'_k k = O,I'Zt ""8.

29.4. Puasson taqsimot ‘l"l‘f"fli:i'a yoki
Puasson tagsimoti ko*pincha ma’lum \:'aqt 01"‘30:5 ustida gap bvargmfd"’l
(yuza, hajm) oralig‘ida hodisaning ro‘y b_enShl.ards- Masalan: 10 daqiga
va chtimollik juda kichik bo‘lganda lshlan‘la ‘l:ro lar soni; bir soat
davomida telefon stansiyasiga gilingan qo'ng ;sh{ilnalar soni; 100 km
davomida yoqilg‘i quyish stansiyasiga kdg.a n[ msoni' ma’lum hududdagi
UZunlikka ega bo‘lgan suv quvuridagi nosozlik E:jr'salar,i soni va h.k;
bir hafta davomida ro‘y bergan yo‘l transport hod!

i igdor
‘skret tasodifly miq
Puasson tagsimoti bilan tagsimlangan X diskre
0’ ]) 2, “uey k

uzuﬂlik

» .. qlymatlarni 1k
PX=k) =77 €
. =np. N
Rimolliklar bilan qabul giladi. Bu yerda A=1P Y o
hodisaning chtimoli. hi shaxslar soni Puasson taci:;;“
3-masala. Bankka tashrif qiluvchi sha> ir mijoz kirar exan:
bo‘ysunagj. O‘rta hisobda bankka har 3 daqlq;s: l;)ilrrmijoz kirishi
2) Navbatdagi bir daqiqa davomida ban
Ehtimolini toping ida
r . a kaml
.. D) Navbatdagi bir dagiqa davomida bankk it
Msh ehtimolin; toping. o orta hisobda bankka' -y
Yechish: Masalanining shartiga ko raf) ti uchun matematik
%qiqada bir mijoz kirar ekan. Puasson qulTilB ckanligini
4 Parametrga teng ekanligini hisobga olsak,

A

_.tajribalﬂf soni, P

uch kishi
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hosil qilamiz.

a) Navbatdagi bir dagiqa davomida bankka bir mijoz kirishi
ehtimolini topamiz:

pE! 4/
PUX=1)=Teh = ¢

= 0,2388.

b) Navbatdagi bir dagiqa davomida bankka kamida uch kishi .
kirish ehtimolini topish uchun teskari hodisa, ya’ni ko‘pi bilan ikk1 kishi
kirish ehtimolini topamiz:

PX<2)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)=

A A2 1 1
:g—’l 14+ —4—)= —1/3( = -—):09951
k) Bl l+3+1g)=0
[zlanayotgan ehtimolljk:
PX=23)=1- P(X<2)=1-0,9951 = 0,0048.

Javob: a) 0,2388; b) 0. 0048.
4-masala. Radioapparat 1000 ta elementdan tashkil topgan. Bir

yil davomida bitta elementning ishdan chigish ehtimoli 0,001 ga teng
va qolgan elementlarning holatiga bog‘liq emas. Ikkita hamda kamida ikkita
elementning ishdan chiqish ehtimollarinj toping.

~ Yechish: X — ishdan chiqgan elementlar sonini bildiruvchi taso-
difiy miqdor bo*Isin. Bu tasodifiy miqdor binomial tagsimotga ega. = l 0(20
—sinovlar soni Katta, bitta elementning ishdan chigish hodisaning © y
berish ehtimoli esa yetarlicha kichkina p=0,001 bo‘lgani

uchun _binomial tagsimotni Puasson tagsimoti yordamida taqribiy hisoblash
mumkin. U holda Puasson tagsimotiga ko‘ra:

B, (k) =

k
Cipk g™~ p(x = k) = il—e-’», A =1000-0,001=1
va k!

1) roppa-rosa ikkita elementning ishdan chigish ehtimoli:

AZ
PU=2)~Fer= T~ 0104,
e ! e
2) kamida ikkita elementning ishdan chigish ehtimoli:
2
PX22)=1- (Pmon(o) + Piggp(1)) =~ 1 —e 1+ =1 —;z
= 0,264,
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Javob: P(X =2) =0,184 . P(X> 2) ~ 0,264.

Mustagqil bajarish uchun miso}'f" .+t boradi va

29.1. Kompaniya o‘zining moliyaviy hisoblarini teksl'uzda S
blngalteriya hisoblarini tekshirish uchun muthazaTn raw;ilari sy
Xizmatidan foydalanadi. Faraz gilaylik, kompaniya xmm?t; ravishda 3 ta
tekshirishda 5% xatoga yo‘l qo‘yadilar. Auditor tasodifly
hujjatni tanlab oladi.

a) X tasodifiy migdor, ya’ni auditor top

qonunini toping. ' s

b) Tagsimot funksiyasini toping va u[-ung'graﬁg}i;y?;g s

d) Auditor bittadan ziyod xato topishi e“““;c}l;'}?f. P(2)=0,007125;

. — = P 1 =u, '
Javob: a) P(0)=0.857375: F(1 p(3)=0,000125; ) 0,00725
) - tarkibining 20%

29.2. Soliq nazoratiga «A» firma 1o ﬂatdagl ,t; rl;:;iruvihi nazoratchi
“Mavhum jonlar» ekanligi haqida ma’lumot 'fUShfh' N tning 4 tasini tanlab
tasodifiy ravishda bajarilgan ishlar to‘g'risidag! huj]Zi Tasodifan olingan
oladi va unda ko‘rsatilgan ishchilarni qidira bosh-l aj;,ti.moli qanday? Hech
hujjatlar orasida birorta ham qalbakisi bo‘Imasligl €
bO‘lmagﬂl‘lda bitta qalbakisi bo*lishi-chi?

gan xatolar sonining tagsimot

Javob: 0,4096;' 0,5904.
nga lta 5000 so‘mlik, 10 12

29.3. 100 ta lotareya bileti chigarilgan. O‘ylbileti egasi uchun X tasodifiy

1000 so‘mlik yutuq qo*yilgan. Bitta lotareya
Yutuq giymatining tagsimot qonunini toping.

Javob: X: 0 1000 ;(;(;0
: 0,1 01.
£ bilan tushgan tangalar

294, Uchta tanga tashlanmoqda. «Gerb» tomi(;::;t qonunini tuzing. ’
Sonini bildiruvchi X tasodifiy miqgdorning tad Javob: X: 0o 1 2 18
»: 1/8 3/8 3/8 170

ravishda 21ta detal

difi det
Tasotand);ﬁ detallar sonining

29.5. 10 ta detal ichida 8 ta nostandarti bor.

fanlab olindi. Tanlab olingan detallar orasidagl §

tagsimot qonunini tuzing. e



Javob: X 0 1 2
P 1/45 16/45 28/45.
29.6. Tangani 5 marta tashlash tajribasi berilgan. X tasodifiy migdor
fanganing raqamli tomonining tushishlari sonidan iborat bo‘lsin .Uning
tagsimot qonuni topilsin.
Javob: X 0 1 2 3 4 2
P 1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32.
29.7. X tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuniga ega:
X -2 1 4
P 0,5 0,35 0,15
Uning tagsimot funksiyasini toping.

0, agar xs5-2 ho'Isa,
* Iy,
05 agar -2<xsl bo
davbe:Fl 085, agar l<xs4 bolsa
I, agar x>4 ho*fsa.

29.8. «Dengi» jurnali 1990 yilda Rossiya bozorida investitsiyalardan
qaytish Amerika bozoridagi xuddi shunday investitsiyalardagidan ancha
yuqori bo‘lishi kutilganini e’lon qildi. Rossiya bozoriga investitsiyalar
qilish  bo‘yicha maslahatchi ana shunday loyihalardan biriga

investitsiyadan qaytishning tagsimoti (viliga % hisobida) quyidagiCha
ko'rinishga ega:

O T 0 I (T S B
0,20 0,15 | 0,10 | 0,05

d) Investitsiyalarning qaytishi hech bo‘lmaganda 12% ni tashkil
etish ehtimolini toping,

Javob: d) 0,5.
29.9. Ma’lum bir portga kuniga boshqa shaharlardan yuk ortish uchun

keladigan kemalar sonj quyidagi jadval bilan berilgan X tasodifiy
miqdordan iborat:

MR T O 4 5
PO 01 | 02 | 04

0,1 0.1 0,1

a) Hagiqatan ham tagsimot qonuni berilganiga iShon.Ch hosil qiling;

b) X tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasini toping; .

d) Tagsimot funksiyasi @(x) dan foydalanib, ma’lum k un(?a‘l -

4 tagacha (1 va 4 ham kiradi) yuk kemalari kelish ehtlm'ohm toping.

€) Agar ma’lum kunlari 3 tadan ortiq kema kelsa, qo"sITlmcha A S—
ishehi kuchi yollash uchun zarur bo‘ladigan x-a.rajatlarf’u port F)l'zl;zi 4 to‘g?fi
oladi. Biror belgilangan kunda port qo‘shimcha xarajatlar qilishig

kelishi ehtimolini toping. n—

D Faraz qilaylik, turli kunlarda keladigan kemalar soni o Zlam
bOg‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsin. B.u kc'ma ?m toping.
haﬂaning 5 ishchi kuni davomida portga kirmasligi eth?O o

8) Har xil kunlarda yuk ortishga keluvchi kemalar sont 0 zal:k:la qo*shimcha
bog‘liq emas deb faraz qilib, port ketma-ket ikki kun davor!

Xarajat qilishi ehtimolini toping.

ing hech biri

- g) 0,04.
¢)02; /) 0,00001; g) ’
‘yadigan xatolarl SO
difiy miqdordan iborat

Javob: d) 0,8,
29.10. Kotibaning bir betlik matnda yo‘l 40
quyidagi tagsimot qonuni bilan berilgan X taso

bo‘Isin:
I N M B I
0,01 | 009 | 03 mmmm

) tagsimot qonuni berilganiga ishonch hosil qil_mg; [

)X tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasint topl_ngl;eﬂik
9) tagsimot funksiyasi @(x) dan foydalanib,. kOtl_ba E;l:“ toping;
Matnda ikkitadan ziyod xatoga yo‘l qo‘yishi ehm‘no_ lh- chtimolini
©) kotiba bir betda ko‘pi bilan 4 ta xatoga yo'l qo'yist!
t()ping_ :

. 8.
- d) 06, e 0,
Javob: )yangi davo

29.11. ar foizi

‘rishiga qarshi
Televizion ko‘rsatuvda bosh (‘}g l-IShnig sotib olganl
VOsitaning reklamasini ko‘rgandan song U

q rdan iborat:

.uyidagicha aniglangan tasodifty miqdo




a) tagsimot qonuni berilganiga ishonch hosil qiling;
b) X tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasini topiﬂg;. o
d) @(x) dan foydalanib, reklamani ko‘rgan 20% dan orth l(.rshl _
bosh og'rishiga qarshi yangi vositani sotib olishi ehtimolini toping.
Javob: d) P(X>20)= ?’3 5.
29.12.  Ishlab chiqarilgan 25 ta mahsulotning 6 tasi sifatsizlir‘:"1 ma' ]un?
bo‘lsa, tasodifan tanlab olingan 3 ta mahsulot orasidagi X sifatsizlarl
sonining tagsimot qonunini toping.
Javob: X: 0 1 2 3
p: 0,420,458 0,12 0,01.
Ikkita shoshqol (o‘yin kubigi) ikki marta tashlanmoqd;
Ulaming ikkalasida ham juft ochkolar tushishlar sonidan iborat bo‘lgan
diskret tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini yozing.
Javob: X 01 2
p: 9/16 6/16 1/16.

29.13.

Mavzu yuzasidan nazorat testlari
1. Binomial tagsimot ifodalangan javobni toping.
A) P(X =k}=pgh!. B) P(X =k}=Cfp*q"* |
k k —~n—k
C) P{X:k}:%e“. D) P{X=k}=%~,‘:"—M.
. N

E) PlX =k} =Cliip'q" .

b s . g idagi
2. PIX=k}=Cfp*q"*  binomial tagsimotdagi p va ¢ orasidag

g'ri ko‘rsatilgan? »
B)pg=l. C)p+q=1. D)p+gtpg=1. E)p+q-pa=l-
3. PX =k}=Ckptq

bog‘lanish qayerda to*
A)pi+g’=1.

" binomial tagsimotdagi p va ¢ uchun quyidag!
tengliklardan qaysi biri o‘rinli emas ?

A)ptg=1. B) lbtg=p+igl=1. C)|p+g|=1. D)|p|*lgl=! -
E) Barcha tengliklar o‘rinli.

142

1 1 1 .rY
4. Parametrlari n=4 va p=0,8 bo‘lgan binomial _ta_qsmtotga ega
tasodifiy miqdor uchun P{X=2} ehtimol giymatini hisoblang.
A) 0,2432. B) 0,3286 . C)0,1536.

D) 0,4354, E) 0,0784.

S. Puasson tagsimoti ifodalangan javobni topin:;.
k _n-k
A) PLX =k} = pgk-! B) P{X =k}=Cip*q"™" .

k
0) P{sz}=%e~4' . D) P{X =k}= cl

B P =ty=cilpret .

: aysi shartni
6. Pky<#e*/81 Puasson tagsimotida A parametr qay
qanoatlantiradi?

VA0 Baz0.  ya<o. D)as0.  B)MD. .
. . & ula bilan
E X tasodifiy miqdorning F(x) tagsimot funksiyasi qaysi form
aniglanadj?

A) F(x):P {X>x} .

B) F(x)=1+P{X>x}  ©) F(x)=1-P{X<x} -
® FO)=P (X<} .

E) F(x)=P{X=x}.

i . : li berilgan:
8. Diskret x tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuni 0rga

X; -1 3 8
Di 0,3 0,5 0,2
" tasodifiy miqdorning F(x) tagsimot funksiyasini toping.
0! x<-—1 0’ x< _I 3
—1£x<
A) F(x)= 03, —1<x<3 _Jos, ;
ﬁ 05, 3<x<g - B) F(x) 0.8, 3<x<8
]‘) X ?. 8 1’ X 2 8
[ 03, x(,_l O; X<'_1 3
—1£x<
OF 0.5 —1<x<3 0.3, :
X)= 2 = =
( ) 08! 35x<8 ’ D) F(x) 08, BSX<8
11 X2 8 1’ xz 8
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0, x<-1
03, -1<x<3
0.5, 3<x<8 °

0.8, x=8

E) F(x)=

- : si
9. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun quyidagi tasdiglardan qay

biri o°rinli emas? <

A) F(x) — kamaymovchi funksiya. B) Ixtiyoriy x uchun 0<F(x)<l.

C) F(~0)= lim F(x)=0, D) F(+0)= lim F(x)=1.

E) F(x) — uzluksiz funksiya. )
: = lim F(x
10.  Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun F(-e0)= lm
qiymati nimaga teng?

A) 0, B)-1. Q)o. D) 1.
11.

E) aniqlanmagan.

_ = lim F(x)
Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun F (m)“xli,m@
qiymati nimaga teng?
A)—o. B)-1. (©)0. D)1.

L. ali
12. X tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi F(x) ©rd
P{a<X<b} ehtimol qanday topiladi?

A) P{a<X<b}=F(a)F(b) .

E) aniqlanmagan.

B) P{a<X<b}=F(a)+F(b) -

C) P{a<X<b}=F(b)-F(a). D) P{a<X<b}=F(a)-F(b) -

E) P{a<X<b}=F(a)+F(b)- F(a)F(b).

13. X tasodifiy miqdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:
0, x<-=2
F(x)=2(x+2)/7, -2<x<5
1 x5

P{-3<X<4} ehtimol qiymati nimaga teng?
A)2/7. B)3/7. ©y47. D)5/7. E)6/7.
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. iyasi bilan
14, X tasodifiy miqdor ushbu F(x) tagsimot funksiy
berilgan:

0, x<-2
F(x)=4(x+2)/7, —2<x<5.
1, x=5

P{-1<X<3} chtimol giymati nimaga teng?
/7.
A21.  B)37. C)47. D)SIT. BE)6
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30.3. Di : . .
3 I:I?et tasodlﬁ.y miqdorning binomial va Puasson taqsimoti
- Diskret tasodifiy miqdorning binomial tagsimoti uchun
M(X)=np, D(X)=np<q.
2. Puasson tagsimoti uchun: o
MX)=1, D(x) = A.

Agarda X .30'4‘ O‘rtacha kvadratik chetlanish.
kilogra rfm (i bbffor narsani massasini ~ ifodalab, uning o‘Ichov birligi
sababli bundg) 0'lsa, dispersiya o‘Ichovi kg? bo*lib, ma’nosiz bo‘ladi. Shu
o ‘rtacha v :y I?ayﬂarda G(X)zm formula bilan aniqlanadigan va
I-masac;a,r af;tf gflzetlanish deb ataladigan ko‘rsatgichdan foydalaniladi.
berilgan: iskret tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuni bilan
P 0’2 0’1 034 0,3

A ning dj iyasini ¢
g dispersiyasini va o‘rtacha kvadratik chetlanishini toping.

Yechish. Ushby
DX=M(X)- i
for{nuladan foydalanamiz, YA
X ning matematik kutilishini topaylik:
M(X)=1-0,2+3-0,1+6- 04+8-0,3=5,3
SImot qonunini yozamiz: B
X1 9 36 64

P 0,2 0,1

Sh ) . . 5 ’ Os4 0:3

u X tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi:

M(X%)=1.
bo‘ladi. Dengak)x 1 0'.2 +9:01+36-0,4+64- 0,3 = 34,7
» A ning dispersiyasi quyidagicha:
[M(XO)]? = 34,7 — (5,3)2 = 5,61.

ik chetlanishnj
oy ‘ 1shni topsak,
VD) = /561 ~ 237 ga ega bo‘lamiz.

2-masala, O ‘
Zaro bog‘lanmagan x y tasodifiy miqdorlarning

dispersiyalari

m

Z=5X+3Ytasodif(‘:s hf)lda DX)=4, D=7 ekanligi ma’lum bo‘lsa,
¥ miqdoming dispersiyasini toping
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Endi X? ning taq

Yechish. X va Y tasodifiy miqdorlar o‘zaro bog'lanmaganligi sababli
5X va 3Y tasodifiy migdorlar ham o‘zaro bog'‘lanmagandir.

Dispersiyaning  xossalaridan foydalanib (O‘zaro bog‘lanmagan
tasodifiy miqdorlar yig‘indisining dispersiyasi qo‘shiluvchilarning
dispersiyalari yig‘indisiga teng; O°zgarmas ko‘paytuvchini kvadratga
oshirib, dispersiya belgisidan tashqariga chiqarish mumkin) ushbuni
topamiz:

D(Z):D(5X+3Y)=D(5X)+D(3Y)=25D(X)+9D(Y)=25-4+9-7=163.

Mustagil bajarish uchun misollar
30.1. 2 ta o‘yin kubigi bir marta tashlanganda chiqadi
ko‘paytmasining matematik kutilishi topilsin.

gan ochkolar

Javob: M(x-y)=1225
yig‘indining matematik kutilishi topilsin.
Javob: M(x+y)= M(x)+ M(y)=7
asi oq va 3 tasi esa qora rangda.
tasodifiy migdor oq shar chigish

30.2. Avvalgi masala shartlarida

30.3. Qutida 5 ta shar bo‘lib, ulardan 2 t
Tavakkaliga qutidan ikkita shar olindi. X-
soni tagsimotining matematik kutilishi topilsin.
Javob: M(x)= g

30.4. Avvalgi masala shartlarida X tasodifiy miqdorining dispersiyasi

hisoblansin.

Javob: D(x}:%

asodifiy miqdorlarning tagsimot gonunlari berilgan.
Y|{05] 1
r| 0307

30.5.Diskret 2 ta erkli t
X| 1] 2
p| 02 0,8
XY-ko‘paytmasining matematik kutilishini toping.
Javob: 1,53
30.6. X -tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni berilgan.
x| 2| 4] 38
»]01]05]04
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Uning o‘rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.
30.7. 10 ta ; . Javob: o(Xx)=22
detaldan iborat to‘plamda 3 ta nostandart detal bor. Tavakkaliga

2 ta detal oli i i
e deltlaglz;n. X-d.lshet tasodifiy miqdor, olingan 2 ta detal orasidagi
ar sonining matematik kutilishini toping.

Javob: M(x)= % =06

30.8. Geolog saf; .

4 tasida izima a;f R SR, tog“dan 6 ta namuna olib keldi. Shulardan
tanlandj. X-diskiet%: ) dITletal .thIShmaSi bor. Tavakkaliga 3 ta namuna
metal qorishmasi bojl? 11 ol H_llqdor olingan namunalar orasida izlanayotgan
topilsin. gl soni tagsimotining o‘rtacha kvadratik chetlanishi

Javob: . o(x)=04 X01 2 3

30.9. X-diskr p O% % }é X
9. X t i i %
i et tasodifiy miqdor fagat 2 ta mumkin bo‘lgan X, va %
Qiymatlarga ega, shu bilan birga x,
1

qabul gilish ehtimolj 0,2
o(x)

t <X, X tasodifiy migdorning X, qiymatni

a = iof '

08 ni bilgan hopy g e.ﬂg- M(X)=2,6 ni o rtacha kvadratik chetlanish
3, X ning tagsimot qonuni topilsin.

Javob: . x =1; x,=3 5 =02 pi=08

30.10. X di i
iskret tasodifiy miqdor faqat 3 ta mumkin bo‘lgan x =3,%%
3 = A2

Qiymatlarga ega shu bilan birga x
qabul qilish ehtimolj mos ravi 11;1
ma.tematik kutilishj M(x) .
uning tagsimot qonuninj t

<% <x Xning % va x, giymatlarini
e 2.1 0,5.va 0,4 ga teng. X miqdorning

»4 va dispersiyasi D (x)=0,44 ni bilgan holda
oping.

Javob:
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30.11. Sinov paytida biror detalning buzilish ehtimoli 0,3 ga teng. Sinov
paytida kuzatilgan 20 ta detaldan ishdan chiqqan detallar sonining
matematik kutilishi topilsin.

Javob: M(x)=6

30.12. Har bir tajribada biror qurilmadagi elementning ishdan chigish
ehtimoli 0,1 ga teng. X diskret tasodifiy miqdor-elementning 5 ta erkli
tajribada ishdan chiqish sonining dispersiyasi topilsin.

Javob: (X)=%-

30.13.Bir korxona yangi mahsulot ishlab chiqarish magsadida korxonani

ta’mirlash va kengaytirishni rejalashtirgan. Rahbariyat kelajak ahvolni tahlil
va o‘rtacha xarajatlarni ko‘zda tutuvchi ikki loyihadan
birini tanlashi zarur. Muammmo shundan iboratki, korxona ishlab

chigarmoqchi bo*lgan yangi mahsulotga talab yaxshi o‘rganil- magan. Talab
past, o‘rtacha va yuqori bo‘lishi mumkin. Ehtimolliklar mos ravishda 0,2,
| birligidan daromadni bildirsin.

0,5 va 0,3 ga teng. X shartli ming pu
Korxona katta va o‘rtacha xarajatli loyihalar uchun quyidagi daromadlarni

rejalashtirgan:
Katta xarajatlardagi O‘rtacha xarajatlardagi

qgilgan holda katta

daromad daromad
Talab X
Past 0
O‘rtacha 100
Yugori 300 0,3
hisoblang.

a uchun kutilayotgan o‘rtacha daromadni

a) Ikki turdagi loyih
un korxona qanday yechimni

Bo‘lajak daromadni maksimallashtirish uch
tanlashi kerak?

b) Ikki turdagi loyiha uchun daroma
minimallashtirish uchun korxona qan

d dispersiyasini hisoblang. Noaniqlikni
day yechimni tanlashi kerak?

Javob: a) M(X) = 145; 140; b) D(X) = 2725; 12400.
30.14.Tavakkalga asoslangan qandaydir biznes uchun daromad taxminan
imot qonuni bilan berilgan:

ming shartli pul birligiga teng va quyidagi taqs
_m_m
[ PCX=xi)=Pi o1 |02 |
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Izoh: -2000, -1000 kamomadni bildiradi.
a) Bu biznesdan ehtimoli eng katta bo‘lgan pul daromadi nimaga teng?

b) Ehtimollik nuqtai _ _
qtaly nazaridan bu t o s . o
Tushuntirib bering. u tavakkalchilik o‘zini ogqlaydimi’

d) Bi )
ety k] muddatga mo‘Jjallangan o*rtacha daromad nimaga teng?
Javob: d) 800.

30.15. ’ N
teng ekigﬁr _x"'a ly tasodifiy miqdorlar erkli bo‘lib, 0 (x)=12 va D (¥)=7 g2
nligi ma’ < . ) ’ =,
£ g um bo‘lsa, Z=5x -4y tasodifiy miqdorning dispersiyasin!
N = 2

30.16. 3 . . ] Javob: D(zZ)=41
ta erkli sinovlar o tkazilayotgan bo‘lib, ularning har e o

hodisasi 0,4 ehti - . _
beticha , ‘ehnmol bilan ro‘y bersin, X tasodifiy miqdor 4 hodisaning ro‘y
onining matematik kutilishi topilsin.

30.17. Agar X va ¥ — . Javob: M(X)=12
bo‘lsa, M(x)=s; M(;E)lic’d‘ﬁy miqdorlarning matematik kutilishi ma’lum

=3 Z=4X- : . . .
kutilishini toping, 2¢ tasodifiy miqdoming matematik

Javob: M(z)=14
4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli bir xil va
4 hodisaning ro‘y beri T— &
: - ; y berishlari sonidaniborat
t tasodifiy miqdorning dispersiyasi topilsin.

30.18. Agar 3 ta erklj sinovda

M(X)=06 bo‘lsa, bu sinovlarda
diskre

30.19. X diskret tasod: . Javob: D (x)=0,48
asodifiy miqdor fagat ikki
. ikkit i ¢
qiymatga ega bo‘lib, x, < x, q ita mumkin bo‘lgan x,va %
ehtlmoli 0,8 £a, matematik
bo‘lsa,

::::‘15111- Agar X ning x, giymatni qabul gilish
tilishi 2,6 ga, dis iyasi
N ) 2 ) , dispersiyasi esa 0,64 ga teng
Ning x giymatni qabul qilish ehtimoli topilsin.
Javob: P(x=x)=02
‘lgan giymatlar x <x <%

30. i i
20. X tasodifiy miqdor fagat 3 ta mumkin bo

qabul giladi. X pj .
ning X,va x, qiymatlarni gabul qilish ehtimollari mos
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ravishda 0,2 va 0,5 ga teng. Matematik kutilishi esa 3,2 va dispersiyasi 0,76

ga teng bo‘lsa, X ning tagsimot qonuni topilsin.
Javob:

X|2 |3 |4
7 10302105

Mavzu yuzasidan nazorat testlari

1. P,(k)=Ckp*q"™* binomial tagsimotli X tasodifiy migdorning

matematik kutilishi M(X) qaysi formula bilan hisoblanadi?
A) M(X)=nq . B) M(X)=npq . CYM(X)=np .
D) M(X)=n/p . E) M(X)=n/q.

2. P.(k)=CFp*q"*binomial tagsimotli X tasodifiy miqdorning D(X)
dispersiyasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A)D(X)=ng. B)DX)=npq. C) DX)=np -

D) D(X)=n/p . E) D(X)=n/q.
n-k pinomial tagsimotda matematik kutilish M(X)
ymati nimaga teng?

3. P(k)=Cip’q =8 va
dispersiya D(X)=4,8 bo‘lsa, n parametrning qi
A)20. B)10. C)15. D) 40 . E) 25.

n—k hinomial tagsimotda matematik kutilish M(X)=8 va

4. B(=Cip'q
ti nimaga teng?

)=4,8 bo‘lsa, p parametrning giyma
A)0.8. B)0.6. C)04. D)0.2. E)0.5.

.0.8% -0.2"*~* binomial tagsimotga ega X tasodifiy
ning qiymati nimaga teng?

E) 12.

dispersiyasi D(X

5. P(X=k)=Cfs

miqdorning M(X) matematik kutilishi
A)3. B)24. ©)1875. D)75.

6. P(X=k)=Cl-08" .0.2% binomial tagsimotga ega X tasodifiy

dispersiyasining giymati nimaga teng?
C) 18.75. D)75. E)12.
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migdorning D(X)
A)3. B)24.




7. P(k) — Ak -4 "
€ "/k! Puasson tagsimotga ega X tasodifiy migdorning M(X) Hogalax

matematik kutilishi qaysi formula bilan topiladi?
A) MX)=1/.. B) M(X)= 122 ' S | I-jadval
D) M(X)= 32 ) )=l -x 2 o & :
)8 X)=22. B) M(X)= A 1/A. ¢’ funksiyasining giymatlari
. P(k)=lke-;'/k_ . . -y x , g 3
dispersiyasi qaysi f ' Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy migdorning D(X) x Jep(-9] x Jep(y)] x |ew(-v)] x |exp(Y)
A) DX)=1/\ ormula bilan topiladi? 0.00 | 1,000 | 0.40 | 0,670 | 0,80 [0,449 | 3,0 0,0498
: B) D(X)= 1/A2 c 002 | 0.980 | 042 |0,657] 0,82 | 0,440 | 3,2 0,0408
i ) )D(X)=l ! * V¥ 1 3 3 s 5
DLD(X)—P- E) D(X)= 341/, 0.04 | 0,961 | 0,44 [ 0,644 | 0,84 | 0432] 34 [00334
. Puasson tagsimotida matemat 006 | 0.942 | 0.46 | 0,631 0,86 0423 3.6 |0,0273
4 . atematik kutilish M : . ‘ ' ! J ' ) Yo ) 3
o &‘)Ii)};s(lxn;unosabato‘rinlibo‘ladi?“S k%) va dispersiya T 0.08 | 0923 0,48 | 0,619 | 0,88 | 0,415 | 38 10,0224
- B) M(X = &
o DM oo o oo 1| 8205 2 o
0. Ply=3e2 /11 p - AL A e T 014 | 0.869 | 0,54 03 | 004 0391 | 44 00123
matematik kutlishi ni:::;nt;zilmmga °ga X tasadifiy miqdorning M(%) 0.16 | 0,852 0.56 | 0,571 0.9 | 0,383 16 |00101
A) M(X)=1/3 ' 018 | 0835 | 0.58 | 0.560 | 0,98 0,375 | 48 10,0082
. B)MX:] Y k] k] 1 Al L] b | |
(=1, C) M(X)=3. 020 0,819 | 0,60 |0.549 | 1,00 | 0,368 | 5.0 0,0067
0,0055

1L Pty=2%e2/p p 0,22 | 0,803 0,62 | 0,538 1,20 | 0,301 82
3 9 l [} 3 1 l1 ) - 5’ ]

A) D(X)=0,25. e BEC ‘
0,756 | 0,68 0,507 | 1,80 0,165 5.8 0,0030

B) D(X)=
D) D(X)= 2. YO 0.5, C) D(X)=4. 0,28
E) D(X)=2,5. 0,30 | 0,741 | 0,70 | 0,497 2.00 | 0,135 6.0 0,0025
0,0020

0,32 {0,726 | 0,72 0,487 | 2,20 | 0,111 6,2
0,34 | 0,712 0,74 | 0,477 240 | 0,091 64 0,0017
0,36 | 0,698 | 0,76 {0,468 2.60 | 0,074 | 66 0,0014
038 | 0,684 | 0,78 0.458 | 2,80 | 0,061 6,8 [0.0011
0,40 | 0,670 | 0.80 0,449 | 3,00 0,050 | 7,0 0,0009

D) M(X)=
) M(X)=9. E) M(X)= 10/3.
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3-jadval
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ite”’ 2-jadval
1 unksiya qiymatlari | = o o
,g 0"':0' T o s T #’(X)——Ee funksiya qiymatlarining jadvali
904 - = A=0.5 A=0.6
: 0-0902 g:?éi; 3'3428 0.6703 | 0.6065 | 0.5488 | X_10 2 3 [+ |5 [s¢ 7 |8 5
2 0.0045 | 0.0164 0'02‘2 0.2681 | 0.3033 | 0.3293 00 10398 [ 3980 [ 3989 [ 3988 | 39% | 3984 | 3082 3980 | 3077|3973
3 *0.0002 0.0011 D- 333 0.0536 0.0758 0.0988 gi 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 | 3939 | 3932 3925 | 3918
4 0.000] 0033 | 0.0072 | 0.0126 | 0.0198 02 | 390 | 302 3804 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3828
5 : 0.0002 0.0007 0.0016 0.0030 3 §8|4 02 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 3712 | 3697
= — 0.0001 0-0002 i 04 | 3683 | 3068 |3653 [3637 | 3621 [3605 | 3589 | 3572 3555 | 3538
- i=07 | =08 | 1=09 | i= : 0.000 os | 3521 |3so3 |3ass | 3467 |3aas [3429 [3410 | 3391 3372 3352
l 0.4966 | 0.4493 04036 i=1.0 A=20 A=3.0 06 | 3332|3312 |3292 [3270 | 3251 [3230 | 3209 | 3187 3166 | 3144
03476 | 0.3595 | o 0.3679 | 0.1353 | 0.0498 07 | 3123 |3101 |307 |3056 | 3034|3011 [2989 | 2966 | 2543 2920
2 0.1217 | 0.143 3659 | 0.3679 | 0.2707 | 0.1494 08 | 2807 |a2874 |2850 [2827 2803 f2780 | 2756 | 2732 2709 | 2685
3 0028 | 00380 g_éggz 01879 | 02707 | 02240 00 | 2661 |2637 2613 | 2589 |2565 2541 | 2516 | 2492 12468 2444
j 0. ' : 0.06 ’ 5
5 0.3332 g'ggg 0.0111 G.Olég g:l[}ggj g%égg :? 022:72: }i?ﬁ 27 33«17 3323 ‘.:299 3215 2251 | 2227 | 2203
6 0.000] 0.00 0.0020 | 0.0031 0.0361 0.1008 5 o | =135 | 2131 | 2107 2083 4:29 2036 |2012 | 1989 | 1965
7 0002 | 0.0003 | 00005 : 2| 19a2 | 1919 | 1899 1872 | 1849 | 1826 {1804 | 1781 4758 1736
8 0005 | 0.0120 | 0.0504 5 | s [ieor | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 1582 | 1561 1530 | 1518
9 0.0001 0.0034 0.0216 14 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 13 1374 | 1354 | 1334 | 1305
0.0009 | 0.0081 Us | o12es | 276 [ 1257 [1238 | 1219 | 1200 ) 1182 63 | nas |12
10 00002 | 00027 e | 1100 | 1092 [1074 [ 1057 | 1040 | 1023 | 1006 0989 | 0973 | 0957
bl 0.0008 17 | o940 [092s |oo00 | o893 | 0878 | 0863 | 0848 0833 | 0818 | 0804
Lo g8 | ; 1% | o790 |o77s |o761 |o748 | 0734 0721 0707 0604 | 0681 | 0669
| m | =40 | i=s0 T g'gggf 19 | 0656 |0644 |0632 [0620 | 0608 | 059 | 0584 0575 |o0s62 | 0551
? g-g;gg 0.0067 0.03265’ 610‘07-0 1=8.0 | A=9.0 20 |oosdo | 0529 | 0519 0508 | 0498 |0sss | 0478 | 0468 | 0459 | 044
3 : 0.0337 | 0.0149 .0009 | 0.0003 | 0.0001 21 | oddo |o0a31 [0422 [0413 [ 0404 ) 0396 0387 |o379 |o3m | 0363
3 0.1465 | 0.0842 | o, 0.0064 | 0.0027 { 0.0011 22 | 0355 [0347 [0339 [0332 | 0325 | 0317 0310 {0303 |0297 [0290
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7 ; 0.1462 | 0.1606 . 0.0916 | 0.0607 27 | o104 |otor [0099 | 0096 f 0093 0091 | 0088 | 0086 |0084 | 0081
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4| oo | qoons | oo | ooz | 0026 | 0050 1 | oo oo ooz |1 1oL S0 |G | oo ooy | o
16 0.0002 o.oooé 3'007' 0.0169 | 0.0324 ‘ T6 | 0006 |0006 |0006 |0005 | 000 | 0005 ) 0003 0005 | 0005 | 0004
[ 17| g 0.0001 | 0.0003 0.0033 0.0090 | 0.0194 37 | ooos |oo0s |000s {0004 0004 ) 0004 0003 | 0003 |0003 | 0003
N 0015 | 0.0045 | 0.0109 38 | ooos |ocos |ooos | 0003 | 0003 0002 | 0002 | 0002 |0002 | 0002
: 0.0006 | 0.0021 | 0.0058 39 | ooo2 | o002 ] 0002 | 0002 o002 | 0002 |oov2 [ooo2 |o0or 0001
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Laplas i L 4-jadval
plas integral funksiyasining qiymatlari : . )
x 4-jadvalning davomi
D(x)= 8 I ey X D(x) X D(x) x Dix) X D(x)
n, 128 | 03997 | 1.61 | 04463 | 1.94 |04738 | 2.54 0.4945
H b | x| o) 129 | 0ao1s | 162 |04474 | 195 [o04744 | 256 | 04948
000 {00000 | 037 [01255 | o6 Tomer T s () 130 | 04032 | 163 | 04484 | 196 [04750| 258 | 04931
001 | 00040 | 033 | 01203 0.6~f 0.2389 | 0.96 | 03315 31 | oaose | 161 |oad405 | 197 {04756 260 | 04955
002 100080 | 034 0.1331 0‘6" 0242211 097 103340 132 | oaoss | 165 |o0as0s | 198 {04761 [ 2.62 | 04956
005 100120 035 |o0.1368 0'26 02454 [ 098 |0.3365 135 | 04082 | 166 |04515| 199 |04767 | 2.64 0.4939
3.01 0.0160 | 036 | o0.1406 0'62 0.2486 | 0.99 |0.3389 134 | 04009 | 167 |04525 | 200 |o04772 | 2.66 0,4961
0-03 001991 037 |0.1443 | 0.69 02517 | 1.00 | 03413 135 |oa11s | 168 |04s3s| 202 | 04783 | 268 0,4963
0-06 0.0239 | 038 | 0.1480 | 0.70 0.2549 1 1.01 | 0.3438 136 | 04131 | 169 |0as4s | 204 | 04795 270 0,4965
0-37 00279 | 039 | 01517 o1 0.2580 | 1.02 | 0.346] ~ 137 | 04127 | 170 |04s34 | 206 |04803 | 272 04967
0-03 0.0319 | 040 |0.1554 | 0.72 0‘36 [ 103 | 03485 138 | oare2 | 171 |o0ases | 208 |048i2} 274 0.4969
09 100359 | 041 | o159 | o2 | 02642 | 104 | 03508 30 | 04177 | 172 |0as73 | 200 |o04821 | 276 0.4971
0,10 100398 | 042 0‘16?3 073 102673 | 1.05 | 03531 140 | 04192 | 173 |o04582] 212 04830 | 2.78 | 04973
001 100438 | 043 [o1gga | o2 |OZrok| 106 [ 03554 a0 | ounor | 1 | oasor | 24 |o0as38 | 280 | 04979
g-:g 0.0478 | 044 | 01700 832 0-3734 1.07 | 03577 142 {04222 | 175 04509 | 216 |o04846 | 2.82 | 04976
e | 20517045 fouzse | o) 02764 | 108 | 03599 L43 | 04236 | 176 | 04608 | 2.18 | 04854 ) 284 04977
J4 10,0557 077 102794 { 1.09 3 2 0,4979
el 046 101772 078 | 02823 | 1. 030 L4s | 04251 | 1,77 |oads16| 220 [ 04861 286 | 04
016 | onass | 47 | 01808 | 079 i .10 03643 Las | oazes | 178 |oaeas| 222 | 04868 | 2.88 0.4980
ot6 [ 00636 | 048 | 0,i844 | 00 | o2gsy 1,11 03665 v o | 7o [oaess | 224 [oasrs| 290 | 0436
A7 {00675 | 04 80 102881 1,12 |03 2 | 04982
018 | 00714 | o 9 101879 | 081 | 02910 | 1,13 3686 ' 147 | 04202 | 1,80 |o04641 | 226 04881 | 2.92 | BA70-
019 | 00753 0.50 (01915 [ 0,82 | 02959 ol e 148 | 04306 | 1,81 |04649 | 2.28 04887 | 2.94 | 04984
i [ 051 [ 0,195 | 0383 | 02967 L14 03729 20 | 04319 | 182 04656 | 230 | 04893 2.96 | 04985
021 | 00832 8’52 0.1985 | 0,84 | 0,295 :’]5 piocids 150 | 04332 | 185 [oa664 | 232 | 04898 298 ] 04988
022 | o, 53 10209 | 085 {03023 | 113 | o390 31 | oazas | 184 |oaemr | 234 | 04004y 399 0,49865
' 0871 | 0,54 85103025 | 1,17 | 03790 ; ’ 3 320 | 049931
023 00910 o5 02054 | 0.6 03051 | 113 " 152 | 04357 | 1.85 | 04678 236 | 04909} 32 sl
0.24 10,094 35102088 | 087 | 0307 i i 153 |oasto| 1.86 | 04686 | 238 04913 | 340 | 0499
oo | 200 | 056 02123 | ogg |o 81 119 | 03830 3a | oassa | 187 o493 | 240 | 04918 360 [0.499841
030 | 20957 | 057 02157 | 0 03106 | 120 | 03849 3| ot0s | 188 [oe00 | 242 [0e022 ) 38 0,499928
027 [cose | oo [ 0219 | 090 fa3 e | 2L [28e8 e | 0aa0s | 189 | 04706 | 244 | 04927 4,00 [0.499968
028 |orne| &% 022241 001 |33 sl 5 L 0 oG | oo [oams | 246 [0l | 42 0,499989
029 | o0.114] 0.60 | 02257 | 0,92 0’32,2 123 | 03907 il okl Wy 04713 | 248 [ ousss | 450 0499997
030 [onirs | oy [02250 | 093 03238 ol ey 158 1 0aar | 1s2 loams| 2so |oasss) B0 002853
031 {012 62102324 | 094 | = 103 ' . 03 | 352 |o4941 | 500 10
e 01217 | 063 | 02357 | 005 3,3564 126 | 03962 1 1,60 | 04452 | 193 [04752 ___,__,___:_.____-__———
)= -d(x); 5289 | 1,27 | 03980 Gf-x)=—O(x); ¥ > 5 lar uchup @) = 0.5

X > 5 lar uchun: Dx) =05
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TEST JAVOBLARI

[ 16. Differensi

1 Iierensial tenglamalar va ular bilan bog‘liq tushunchalar
21345678910

CID|B|(c|D|D ElClciD

17. I tartibli differensial tenglamalar

ii6789101112
Pibjcic|clclE|D|D ==

IT tartibli differensi
1 differensial tenglamalar. Tartibni pasaytirish éﬁﬂ-

10

[ of [ 5] >] -]

yaqinlashuvi

10| 11]12|13]|14]|15
°|

ER
BIC|D|E|[D|D

qatorlarning yaqinlashish alomatlari

1] —
6
D|ClaDlCD] ’ n P 101112 113]14
e | C/IDID|C|B]|C E(D A
—— D

atlanuvchi va o g
12 va o°zgaruvchi sonli gatorlar

31475671897
SIS KIS 7189 f10]11]12113 (14
DIC|IC|E[A|B D|E|C|E
s __22. Funksional qatorlar
! 314156773 9110
DID|clAalAlE A|lA|E

22. Darajali qatorlar

21-mavzu, Ishorasi navb
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mERE:

25. Ehtimollarni qo‘sh

g9 |10
A|D|C
ol va Bayes formulalari

8|9 1o 11]12]
D|E B |B|D|

27. Bernulli va Puasson teore

1 34567 ]8]9]10
E E|[D|B|E|E|C|E|B
23. Teylor va Makloren qatorlari
1 41516 |7]8
B E|A|A|D|D|D
24. Hodisalar va ul
1 456|778
LE B|B|D|C iE

ish va ko‘paytirish teoremalari

9| 10

1 3045 |6]7)
A clc|c|D|A]
26.To'liq ehtim

1 5 (6] 7]

C E[B|D |D|C]

1 3(4]5]6|7|8

E AlalCc|D|B|E|C E
28. Muavr-Laplasning lokal

1 3[4]5 n 8

C D|A c Al |

1

B

va integral teor

Tf—1_2_1315'1?
—C_TED—C—

malari

I

I

emalari

——

o

|




30. Asosiy di :
Y diskoret taqsimotlarning sonli xarakteristikalari

2
314516 7181971011

BIA|C|E|B|[cCc|[c|D[clD
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