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M.ISROILOVNING "HISOBLASH
METODLARI" NOMLI KITOBIGA
SO‘ZBOSHI

Hurmatli kitobxon,

Siz vaqt sinovidan o‘tgan va oliy ta’lim muassasalari uchun hisoblash
metodlari bo'vicha klassik darslikka aylangan kitobning navbatdagi gayta
nashri bilan tanishib turibsiz.

Hozirgi vaqtda hzika, texnika, tibbivot, iqtisodiyot va xalq xo'jaligining
matematik fizika tenglamalari bilan tavsiflangan ko'plab masalalarini
sonli yechishda hisoblash matematikasining zamonaviy metodlari, ilg'or
dasturiy ta'minot va yuqori samaradorlikka ega hisoblash texnikalari-
dan foydalanilmoqgda. Bu jarayonda zamonaviy hisoblash metodlarini
chuqur egallash muhim rol o'ynaydi. Malakali mutaxassislarni tarbiyalab
yetkazishda ustozlarning o‘rni begiyosdir.

Bu borada respublikamizda sonlar nazariyasi va hisoblash matemati-
kasining rivejiga va bu sohalarda malakali kadrlar yetkazishga katta
hissa qo‘shgan atoqli olimlardan biri professor Ma'rul Isroilov bo'lgan.
Uning ihmiy ishlari keng ko'lamda ma'lumdir hamda chet el mutaxassislari
tomonidan tan olingan. U O‘zbekistonda sonlar nazariyasi va hisoblash
matematikasi maktablarvining tashkilotchisi va rahbarlaridan biri bo'lgan.

M.Isroilovning ilmiy izlanighlari keng qamrovlidir. Jumladan, Gilbert
fazolarida arifmrtik xarakterga ega bo'lgan umumiy ortogonal va bior-
togonal tizimlar qurish, additiv masalalar, Diofant tenglamalarining har
xil sinflari uchun yechimlar sonini topish, trigonometrik yig'indilarni ba-
holash, turli funksional fazolarda optimal kvadratur va kubatur formu-
lalar qurish, regulyar va singulyar yadrolik integral tenglamalarni tagribiy
yechish sohalaridagi chuqur izlanishlari sonlar nazariyasi va hisoblash
matematikasiga muhim hissa qo‘shdi.

Respublikamizning oliv o'quv yurtlarida va ilmiy tadqiqot institutlari-
da ishlagan chog'ida M.Isroilov o'nlab shogirdlar tayyorlagan va ular bu-
gungi kunda respublika igtisodiyotining turli tarmoq va sohalarida, oliy
o'quv yurtlarida, shuningdek xorijiy mamlakatlarda muvaffaqivatli faclivat
yuritmoqdalar.
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Professor M.Isroilov ko'plab ilmiy va ilmiy-ommabop ishlar bilan birga
sonlar nazarivasi va hisoblash matematikasi bo'yicha ham darsliklar mual-
lifidir.

MIsroilovning "Hisoblash metodlari” nomli ikki gismlh ushbu In.l
tobi hisoblash matematikasining metodlariga bag'ishlangan bo'lib, muallif
tavalludining 90 yilligi arafasida lotin grafikasida gayta nashr :;iflnIumnw_lrmj
Bu darslik muallifning ko'p yillar mobaynida Toshkent davlat universitet
(hozirgi O'zbekiston Milliy universiteti) va Samarqand davlat umiversite-
tining matematika, amally matematika va mexanika Il'llﬂr'l}\:-'l:-'-:-:i?-].ﬂ-il_i.l.l'l]f,ﬂ
"Hisoblash metodlari" kursi bo'yicha o'qigan ma'ruzalar asosida yozilgan.
Muallif sonki metodlarning oliy ta’lim muassasalariga mo‘ljallangan kursim
katta mahorat va yuksak matematika madaniyati bilan o‘quvchilarga
tagdim etadi.

Uslibu kitobning birinchi qismi kirish va vettita bobdan iborat. Uning
birinchi bobida hisoblash xatoligini baholash masalasi qaralgan. [kkinchi
bob esa algebraik va transendent tenglamalar va ularni sonli vechishga
bagishlangan. Uchinchi bobda chizigli algebraik sistemalarni yechish-
ning aniq va iteratsion metodlari bayon gilingan, Matritsalarning xos son
va x05 vektorlarini sonli hisoblash masalalari to‘rtinchi bobda yoritilgan.
Funksiyalarning interpolyatsiyasi va ularni vaqinlashtirish hamda ular-
ning turli masalalarni yechishga tatbiglari beshinchi va oltinchi boblarda
keltirilean. Yettinchi bobda integrallarni tagribiy hisoblash usullari keng
berilgan, i

Darslikning ikkinchi gismi beshta bobdan iborat. Unda oddiy dif
fm'eusiifl tenglamalar uchun go'yilgan Koshi masalasini sonli yechish
usullari, oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarning
qo'yilishi va ularni taqribiy yechish usullari, xususiy hosilali differen-
sial tenglamalarni taqribiy yechish metodlari, differensial tenglamalarni
}‘@hmhmg variatsion usullari berilgan, Ikkinchi gismning oxirgi bobida
mﬁfﬂl tenglamalar nazariyasi va ularni taqribiy yechish masalalari keng
yoritib berilgan, il

_ Sihum hnm ta'kidlash kerakki, kitobda keltirilgan hisoblash metodlari-
m o'quvchilar yaxshi o'zlashtirishi uchun

. e undagi mavzular mos misollar
Eﬁ?ﬂ’fin dirilzan va har bir bobning oxirida shu mavzuga doir mashglar

gan, Ushbu kitob oliy o'quv yurtlarining "matematika", "amaliy
matematil :',. "mexanika", "statistika" hamda "axborot texnologivalari”
yo'nalishlarining bakalavr va magistrlariga mo'ljallangan, bu kitobdan
tayanch doktorant va ilmiy izlanuychilar ham foydalanishlari mumkin.

_Kitobning '-J.shhu ikkinchi nashri O%2R FA V.I. Romanovskiy no-
midagi Matematika institutining Hisoblash matematikasi laboratoriyasi
ilmiy xodimlari tomonidan tayyarlandi.

O'zbekiston Qahramoni

Akademik Shavkat Ayupoy




Ushbu kitobni mehribon enam Razzogova
Yoqutoyning yorgin zotirasiga bag‘ishlayman

SO‘ZBOSHI

"Hisoblash metodlari” kursiga bag'ishlangan kitoblar xorijiy tillarda
ko*plab chop etilgan boflishiga garamay, bunday kitoblar o'zbek tilida shn
damgacha yaratilmagan. Shuning uchun hozirgi zamon fan va texnikasi-
ning taraqgqivotini aks ettiruvchi o'zbek tilidagi hisoblash metodlari kur-
siga doir darsliklarning varatilishi muhimdir. Chunki respublikamiz oliy
o'quv yurtlarida hozirgi zamon talablariga to'la javeb beradigan yugori
malakali mutaxassislar tayyorlash, aynigsa tayyorlanadigan mutaxassis-
larning hisoblash matematikasidan oladigan bilim darajasi tobora yugori
va puxta bo'lishi alohida ahamiyatga egadir. Bu esa talabalarimizni ona
tilida yozilgan darsliklar bilan ta’'minlashga bevoesita bog'ligdir.

Mazkur kitob muallifning uzoq villar davomida O'zbekiston Milliy
universitetining matematika, amaliy matematika va mexanika, Samar-
gand davlat universitetining informatika va informatsion texnologiya fakul-
tetlarida hamda Milliy universitet qoshidagi malaka oshirish fakultetida
"Hisoblash metodlari" kursi bo'yvicha o'gigan ma‘ruzalari asosida yozilgan
bo'lib, universitetlarning 5A460100-5A460107 va 5A521901-5A521007
matematika hamda informatika va axborotlashtirish texnologiyasi bo'yicha
magistratura mutaxassisliklari uchun "Hisoblash metodlari" kursi das-
turining birinchi qismiga mos keladi va bu dasturlarda o'qitilishi
mo'ljallangan barcha materiallarni o'z ichiga oladi.

Kitobni yozishda chet el olimlari tomonidan yaratilgan, shu jumladan
N.S. Baxvalov. I.S. Bervozin va N.P. Jidkov, V.I. Krilov, V.V. Bobkov
va P.N. Monastirniy, G.I. Marchuk, [P. Misovskix, G.A. Mixaylov,
A A, Samarskiy, A.N. Tixonov, D.K. Faddeyev va V.N. Faddeyeva,
J.X. Uilkinson darsliklari va monografiyalaridan foydalanildi. Dars-
likda birinchidan, oldingi nashrda uchragan barcha matbaa nugsonlari
tuzatildi. Ikkinchidan, universitetlarning amaldagi dasturiga moslashtir-
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gan holda ayrim joylari uslubiy tomondan soddaroq gilib qgayta ;.-nzil:ti:
ayvom jovlariga esa qo'shimcha material kiritildi. Bulardan ayrimlarim
keltiramiz: o'rta osiyolik olimlarning hisoblash matematikasiga qo'shgan
hissalari ko'rsatildi; 2-bob, 3-paragrafda Vegsteyn metodi, 3-bob, 5- va
6-paragrafiar hamda 5-bob, 13-paragrafda Ermit interpolyatsion ko'phadi
qaytadan soddaroq qilib yozildi: 2-bob, G-paragrafga kompleks ildizlar
uchun Nyuton metodi to'g'risida vangi band kiritildi.

O'zbek tilida bungacha hisoblash metodlaridan darslik hamda misol va
masalalarga doir go'llanmalar bo'lmaganligini hisobga olib, asosiy g'oyalar
yanada tushunarli bo'lishi uchun kitobda bayon etilgan barcha metodlarga
sodda bo'lsa-da, misollar keltirildi.

Kitobning taqrizchilari: fizika-matematika fanlar doktori, professor
N, Muxitdinov va fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent M.M. Su-
yarshoyev kitob qo'lyozmasini sinchiklab o'qib chigib, fikr-mulohazalarini
bildirishdi. Shuningdek, fizika-matematika fanlari nomzodi Z.I$. Eshouv-
vatov va Of2FA V 1. Romanovskiy nomidagi matematika institutining ilmiy
xodimi 5.A. Baxromov qo‘lyozmani nashrga tayyorlashga va kitob korrek-
turasini ko'rib chigishda o'z hissalarini qa‘shishdi. Fursatdan foydalanib,
N, Muxitdinov, MM. Suyarshoyev. Z.K. Eshquvvatov, S.A. Baxro-
mov va "O'zbekiston" nashriyotining muharriri A. Hakimjonovalarga o'z
minnatdorchiligimni bildiraman. "Hisoblash metodlari" darsligi bu sohada
o'zbek tilida ilk tajrnbadir, tabiiyki, u kamchiliklardan xoli bo'lmasa kerak.

Shuning uchun ham kitob haqidagi fikr va mulohazalarni mamnuniyat bi-
lan qabul gilaman.

Muallif
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0.1-§. Hisoblash matematikasining gisqacha
tarixi, predmeti va metodi

Matematika turmush masalalarini yechishga bo'lgan ehtivoj (yuzalar va
hajmlarni o'lchash, kema harakatini boshqarish, yulduzlar harakatini kuza-
tish va boshqalar) tufayli vujudga kelganligi uchun ham u sonli matema-
tika, ya‘ni hisoblash matematikasi bo'lib, uning magsadi esa masala yechi-
mini son shaklida topishdan iborat edi. Bu fikrga ishonch hosil gilish uehun
matematika tarixiga nazar tashlash kifoya.

Bobil olimlarining asosiy facliyati matematik jadvallar tuzishdan ibo-
rat bo'lgan. Shu jadvallardan bizgacha vetib kelganlaridan biri miloddan
2000 yil avval tuzilgan bo'lib, unda 1 dan 60 gacha bo'lgan sonlarning
kvadratlari keltirilgan. Miloddan avvalgi T47-yilda tuzilgan boshqa bir
jadvalda Oy va Quyoshning tutilish vaqtlari keltirilgan. Qadimiy misrlik-
lar ham faol hisobehilar bo'lganlar. Ular murakkab kasrlarni (alikvotta
voki misr kasrlari deb ntaluvthlj surati birga teng bo‘lgan oddiv kasrlar
yighindisi (masalan: 5 = & + 5 + g ) shaklida ifodalovehi jadvallar tuzish-
gan va chizigli hu‘lmngun nlgvhrmk tenglamalarni yechish uchun vatar-
lar usulini yaratishgan. Yunon matematiklariga kelsak, miloddan avval
220-yillar atrofida Arximed = soni uchun :1“1’ = 3% tengsizlikni
ko‘rsatdi. Geronning miloddan avvalgi 100-yillar atrofida ushbu Ja =
12-{:!:,1 ;l:'l iteratsion metodidan foydalanganligi ma‘lum. Diofant III
asrda anigmas tenglamalarni yechishdan tashgari kvadrat tenglamalarni
sonli yechish usulini yaratgan.

IX-X asrlarda O'rta Osiyoda matematika, astronomiya va boshqa
tabiiy fanlar rivojlana boshladi. Bu yerda al-Xorazmiydek buyuk alloma
dunyoga keldi.

Hisoblash matematikasining mutaxassisi, ingliz matematigi E.But
o'zini "Sonli metodlar"(¢q. Andrew D, Booth, D. Se. Numerical Method,
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second edition, London, Butterworts Scientific publication, 1957) kito-
bining kirish qismida "Hisoblash metodlarini sistemaga solganligi ”'-'h_““
birinchi arab matematigi Mulammad ibn-Muso al-Xorazmiydan min-
natdormiz”, - deb yozgan edi. Al-Xorazmiy ijodiga biroz to'xtalib
o'tamiz. Abu Abdullo Muhammad ibn-Muso al-Xorazmiy (780-yilda Xi-
vada tug'ilib, 850-yilda Bog'dodda olamdan o'tgan) yoshligidanog ilm-
fanga qiziggan. O'sha davrda katta ilmiv va madaniy markaz hisoblangan
Xalifatning poytaxti - Bog'dodga taklif gilingan. U Sharqning birinchi
akademiyasi - Bog'doddagi "Bayt-ul hikma" ("Donishmandlar uyi")da
faol ish olib borgan. U "Donishmandlar uyvi"ning kutubxonasini boshqar-
gan. Bu yerda uning rahbarligida arablar va boshga xalglar bilan bir ga-
torda Ahmad Farg'oniy va Ahmad ibn Marvaziy kabi O‘rta osiyolik olimlar
tadgigot olib borishgan. Al-Xerazmiy O'rta Osiyoning islomdan oldingi
0'ziga x0s 1lmiy merosiga, qo‘shui Hindiston va Yaqgin Shargning ellinistik
davlatlaridagi ilmiy g'oyalarga tavanib ishladi.

Al-Xorazmiy "Hind sanog'i to'g'risida"gi arifmetik risolasida o'nlik
sanoq sistemasini va bu sistemada to'rita arifmetik amallarni bajarish
qoidalarini birinchi bo‘lib bayon gilgan. Bu risola X1T asrda lotin tiliga tar-
jima gilingan va u Osiyoda ham, Yevropada ham o'nlik sanoq sistemasini
qo'lanilishiga va tarqalishiga poydevor bo'lgan.

Yevropada bunday gqoidalar al-Xorazmiy nomi bilan atalib, "Algo-
rizmi" deyilgan. Al-Xorazmiy risolasining birinchi so‘zlari lotin tiliga
"Dixit Algorizmi" (Dediki 4l-Xorazmiy) deb tariima qgilingan. Bunda al-
Xorazmiy buzilib, Algorizmi deb yozilgan. Keyinchalik u Algorithmi va
Algorithmus ko'rinishlarini olib, oxirida "algoritm" so'ziga aylangan.

Hozirgi vaqtda algoritm del ma‘lum bir tipge oid hamma masalalarni
yechishda gollaniladigan barcha amallar sisternasining muayyan tartibda
bajarilishi hagidagi anig qoidaga aytiladi.

Al-Xorazmiyning "Kitob al-muxtasar fi hisob aljabr va mugobala"
("Tiklash va qarama-qarshi qo'yish hagida kitob") nomli algebraik
risolasida birinchi marta algebra matematikaning mustaqil bo‘limi sifatida
qaraladi. Unda algebraik migdorlar ustida amallar bajarish qoidalari, 1- va
2-darajali algebraik tenglamalarni  yechish wusullari  va bunday
tenglamalarga keladigan havotiy masalalar keltirilgan.,  Risola lotin-
chaga tarjima qilinganda "val-mugobala" tushirib qoldirilgan va "algebra"
nomi bilan jahonga tarqalgan (shuning uchun bo'lsa kerak o'rta asrlarda
Yevropa daviatlarida singan qo'l-ovoqni tiklaydigan tabib ( kostoprav )ni
algebrist deb atashgan). |

~ Xorazmiyning bizgacha yetib kelgan ilmiy merosi, shu davrda Yagin va
O'rta Sharqda xalqaro til vazifasini bajargan arab tilida yozilgan. Shuning
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uchun ham Yaqin va O'rta Sharqdagi olimlarni Yevropada arab olimlari
deb bilishgan. Ingliz matematigi E.But al-Xorazmiyni arab matematigi
va Yevropada hind raqamlari 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ni arab ragamlari
devishga ham sabab shu.

Aytilganlardan tashqari, al-Xorazmiy w = 3, 1416 giymatni anigladi,
matematik jadvallar tuzishda faol qatnashdi.

Abul Vafo al-Buzjoniy 960-vilda sinuslar jadvalini hisoblash metodini
ishlab chiqdi, sin( ) ning giymatini to'qqgizta ishonchli ragam bilan berdi.
Bundan tashqari, u "tg" funksiyasidan foydalandi va uning qiymatlari jad-
valini tuzdi.

XV asrda Amir Temur saltanatining markazi — Samargandda ilm-
fan, madaniyat vunqori darajada rivojlandi. Shu paytda Ulug'bekning
madrasa-yu rasadxonasi barpo etildi. Bu yerda Ulug'bek bilan bir qatorda
Ulug'bekning ustozi — zamonasining mashhur matematigi va astronomi
Qozizoda Rumiy hamda G'ivosiddin Jamshid Koshiy. Mansur Koshiy,
Muhammad Birjondiy va Ulug'bekning shogirdi Ali Qushchilar madrasada
dars berib, rasadxonada yulduzlarni kuzatish va ilmiy izlanishlar olib
borishgan. Ayrim tadgigotchilar Ulug'bek madrasasi bilan rasadxonasini
birgalikda Ulug‘bek akademiyast deyishsa, avstrivalik matematika ta-
rixchisi X.Zemanek buni Hiseblash markazi (HM) deydi. U aytadiki,
HM bo'lishi uchun ikkita shart: 1) olimlarning jamoa bo'lib birgalikda ish-
lashlari va 2) hisoblashning yuqori darajadagi aniglikda olib borilishi zarur.
Bu verda har ikkala shart bajariladi. Shunday qilib, jahonda birinchi
Hisoblash markazi (HM) Ulug'bek rahbarligida Samarqandda barpo
etildi. Bu HMda qilingan ishlar to'g'risida qisgacha to'xtalib o'tamiz:

1. Gliyosiddin Koshiy o'nli kasrlar arifmetikasini yaratdi. 2. az*+br+e =10
ko'rinishidagi uchinchi darajali algebraik tenglamani yechishning iteratsion
usuli ishlah chigildi. 3. Trigonometrik funksivalar jadvali 17 xona anig-
likda tuzildi. 4. G'ivesiddin Koshiv 7 sonining giymatini 17 xona aniglik
bilan topdi, va'ni

r = 3, 14159265358927932.

XVI-XVII asrlarda Yevropada matematika, mexanika, astronomiya
rivojlana boshladi va XIX asrga kelib hozirgi zamon matematikasining
asosi yaratildi. Matematika bilan bir paytda hisoblash matematikasi
ham rivejlandi. Hisoblash matematikasining tarixida logarifmik jadval-
larining tuzilishi katta ahamivatga ega edi. Ingliz matematigi U. Neper
(1614,1619), shveysariyalik Y. Byurgi (1620), ingliz Brige (1617), gol
landiyalik Vlakk (1628) va boshqalar tomonidan yaratilgan logarifinik jad-
vallar buyuk fransuz matematigi va mexanigi P.S. Laplasning so'zi bilan
aytganda: ".._ hisoblashlarni soddalashtirib, astronomlarning nmrini uzay-
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tirdi". Laplas hozirgi zamon kompyuterlarining ishlashini ko'rganda nima

der ekan?

1845-vilda Adams va 1846-yilda Leverelar hisoblashlar natijasida Nep-
tun sayyorasining mavjudligi va fazodagi o'rnini oldindan avtishlari
hisoblash matematikasining buyuk g'alabasi edi. Shuning uchun Neptunni
"qalam uchida topilgan sayyora" ham deyishadi.

Tatbigiy masalalarni sonli vechish matematiklar e’tiborini doim o'ziga
tortar edi. Shuning uchun ham o‘tgan zamonning buyuk matematik-
lari o'z tadqgiqgotlarida tabiat jarayonlarini o‘rganish, ularning modellarini
tuzish, modellarni tadqiq etish ishlarini birga qo‘shib olib borishgan. Ular
bu modellarni tekshirish uchun maxsus hisoblash metodlarini yaratish-
gan. Bu metodlarning ayrimlari Nyuton, Evler, Lobachevskiy, Gauss,
Chebishev, Ermit nomlari bilan bog'ligdir. Bu shundan dalolat beradiki,
hisoblash metodlarini yaratish bilan o'z zamonasining buyuk matematik-
lari shug‘ullanishgan.

Shuni ham aytish kerakki, limitlar nazarivasi varatilgandan so‘ng
matematiklarning asosiy diggat-e’tibori matematik metodlarga gat’iy
mantiqiy zamin tayyorlashga, bu metod go'llaniladigan obyektlar sonini
orttirishga, matematik obyektlarni sifat jihatidan o'rganishga qaratilgan
edi. Natijada matematikaning juda muhim va ayni payvtda ko'pincha qivin-
chilik tug'diradigan sohasi: matematik tadqiqotlarni so'nggi sonli nati-
jalargacha yetkazish, ya'ni hisoblash metodlari yaratishga kam e’tibor beri-
lar edi, bu soha esa matematikaning tatbiglari uchun juda zarurdir.

0.1.1 Hisoblash matematikasining predmeti

~ Matematikaning hozirgi zamon fan va texnikasining xilma-xil schalari-
dagi tatbiglaridan, odatda, shunday tipik matematik masalalarga duch ke-
linadiki, ularni klassik metodlar bilan yechish mumkin emas voki yechish
mumkin bo'lgan {agdirda ham yechim shunday murakkab ko‘rinishda
bofladiki, undan samarali foydalanishning iloji bo'lmaydi. Bunday tipik
matematik masalalarga algebra (odatda, tartibi juda katta bo'lgan chi
ziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechish, matritsalarning teskarisini
topish, matritsalarning xos sonlarini topish, algebraik va transendent
tenglamalar hamda bunday tenglamalar sistemasini yechish) matematik
analiz (sonli integrallash va differensiallash, funksivani yaginlashtirish
masalalari) hamda oddiy va xususiy hosilaviy differensial tenglamalarni
yechish masalalari va boshqalar kiradi.

Fan va texnikaning jadal ravishda rivojlanishi atom yadrosidan foy-
dalanish, uchuvchi apparatlar (samolyot, raketa)ni lovihalash, kosmik
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uchish dinamikasi, boshqariladigan termoyadro sintezi muaminoesi munosa-
bati bilan plazina fizikasini o'rganish va shunga o'xshash ke'p masalalarni
yechishni tagozo qilmoqgda. Bunday masalalar, o'z navbatida matematik-
lar oldiga vangidan yangi hisoblash metodlarini yaratish vazifasini go’yadi.
Ikkinchi tomondan, fan va texnika yutuglari matematiklar ixtiyoriga kuchli
hisoblash vositalarini bermogda. Buning natijasida esa mavjud metod-
larni yangi mashinalarda qo'llash uchun gaytadan ko'rib chigish ehtiyoji
tug'ilmoqgda.

Matematikada tipik matematik masalalarning vechimlarini yetar-
licha aniqlikda hisoblash imkonini beruvchi metodlar yaratishga va shu
magsadda hozirgi zamon hisoblash vositalaridan foydalanish yo'llarini ish-
lab chigishga bag'ishlangan soha hisoblash matematikasi deyiladi.

Hozirgi zamon hisoblash matematikasi jadal rivejlanib bormoqda.
Hisoblash matematikasi qamragan masalalar turi juda ko'p. Tabiiyki, bu
masalalarning vechish metodlari ham xilma-xildir, shunga garamay, bu
metodlarning wmumiy g'ovasi hagida so'z yuritish mumkin. Buning uchun
avval funksional analizga tegishli bo'lgan ayrim tushunchalarni keltiramiz.
Agar biror to‘plamda u yoki bu yo'l bilan limit tushunchasi kiritilgan
bo'lsa, u holda bu to'plam abstrakt fazo deyiladi.

Elementlari ketma-ketliklardan yoki funksiyalardan iborat bo'lgan fazo
funksional fazo deyiladi. Biror R, funksional fazoni ikkinchi bir Ry funk-
sional fazoga akslantiradigan A amal operator deyiladi. Agar operatorning
qivmatlari tashkil etgan Rs fazo sonli fazo bo'lsa, u holda bunday operator
Junksional deyiladi.

0.1.2 Hisoblash matematikasining metodi

Hisoblash matematikasida uchrayvdigan ko'p masalalarni
y =4z (1)

shaklida yozish mumkin, bu yerda z va y berilgan Ry va Ha funksional
fazolarning elementlari bo'lib, A - eperator yoki xususiy holda funksional-
dir. Agar A operator va r element haqida ma’lumot berilgan bo'lib, ¥ ni
topish lozim bo'lsa, bunday masala to‘g'ri masala deyiladi. Aksincha.
A va y hagida ma'lumot berilgan bo'lib, & ni topish kerak bo'lsa, bunday
masala teskari masala deyilali. Odatda, teskari masalani yechish ancha
murakkabdir. Bu masalalar har doim ham aniq yechilavermaydi. Bunday
hollarda hisoblash matematikasiga murojaat qilinadi.

Ba'zan masalaui anig yechish ham mumkin, lekin klassik matematika
metodlari bilan kerakli sonli qiymat olish uchun juda ko'p hiseblashlar
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talab qilinadi. Shuning uchun ham hisoblash matematikasi zinunasiga
konkret masalalarni vechish uchun ogilona va tejamkor metodlar ish-
lab chiqish yuklanadi (masalan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
vechishda Kramer formulalariga nisbatan Gauss metodi ancha tejamkor
metoddir).

Hisoblash matematikasida yuqoridagi masalalarni hal qilishining asosiy
mohivati Ry, Hy fazolarni va A operatorni hisoblash nchun qulay bo'lgan
mos ravishda boshaa By, Ry fazolar va A operator bilan almashtirishdan
iboratdir. Ba'zan fagqat Ry va Ra fazolar yoki fagatgina ulardan birort psini,
ba'zan esa faqat A operatorni almashtirish kifoyadir. Bu almashtirishlar
shunday bajarilishi kerakki, natijada hosil bo'lgan yangi

y=A4% (Fc R, yc i)

masalaning yechimi biror ma'noda berilgan (1) masalaning vechimiga
yaqin bo'lsin va bu yechimni nisbatan ko'p mehnat sarflamasdan topish
mumkin bo'lsin.

Bunga misol sifatida shuni ko'rsatish mumkinki, odatda, matematik
fizika tenglamalari u yoki bu strukturaga ega bo'lgan algebraik tenglamalar
sistemasiga keltirilib vechiladi.

Demak, hisoblash matematikasi oldidagi asosiy masala funksional fa-
zolarda to'plamlarni va ularda aniqlangan operatorlar (funksionallar)ni
yaqinlashtirish hamda hozirgi zamon hisoblash mashinalari qo’llaniladigan
sharoitda masalalarni yechish uchun ogilona va tejamkor algoritm va
metodlar ishlab chigishdan iboratdir.

0.2-§. Hozirgi zamon hisoblash mashinalari
va sonli metodlar nazariyasi, ularning
o‘zaro aloqgasi va ta’siri
Konkret matematik masalani u yoki bu hisoblash metodi bilan yechish
uchun hisoblovehi ixtivorida bo'lgan hisoblash mashinalarining imkoni-

yatlari e'tiborga olinishi kerak. Hozirgi zamon hisoblash mashinalari infor-
matsiyani tasvirlash usuliga va ishlash prinsipiga ko‘ra ikki sinfga bo‘linadi:

0.2.1 Analogli yoki modellovchi hisoblash mashinalari

Bu mashinalarda informatsiya uzluksiz ravishda o'zgaradipan fizik miq-
dur!nr [ghiziquing uzunligi, valning aylanish burchagi, elektr tokining quv-
vati, kuchlanishi va h.k.) yordamida tasvirlanadi. Ular, odatda biron fizik
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jarayon yordamida u voki bu matematik masalani modellaydi. Bunday
mashinaga hozirgacha keng targalgan logarifmik lineyvka misol bo'la oladi.

EHMda analogli mashinalardan planimetrlar, integraflar, garmonik
va differensial analizatorlar, elektro- va gidro-analizatorlar ishlatiladi.
Analogli mashinalarning aniqligi odatda katta bo'lmaydi va ular tor
sinfdagi maxsus masalalarni yechish uchun mo'ljallanadi.

0.2.2 Ragamli hisoblash mashinalari

Bularda informatsiva biror fizik migdorning diskret giymatlari yor-
damida tasvirlanadi va bu mashinalar biror sanoq sistemnasi (ikkilik, uehlik,
o'nlik va h.k.)da tasvirlangan sonlar ustida amallar bajaradi; hisob nati-
jasi yana biror sanoq sistemasida yoziladi. Hisobning anigligi mashina so'zi
razryadlarining miqdorlariga bog'lig. Tarixda birinchi ragamli hisoblash
vositasi oddiy cho'tdir,

Eng sodda ragamli hisoblash mashinalariga hisoblash jarayoni qo’l bi-
lan boshqariladigan mashinalar - arifmometr, klavishli yvarim avtomat
va avtomat mashinalar kiradi. Bu mashinalar dastlab elektromexanik
elementlarda qurilgan bo'lsa, so‘neggi vaqtda ular elektron elementlarda
quriladigan bo‘ldi. Bu mashinalarda arifmetik amallar nisbatan tez ba-
jarilishiga garamasdan, hisoblash jarayoni mexanik prinsipga asoslangani
sababli hisoblash tezligi uncha katta bo‘lmaydi. Shuningedek, turl statistik,
buxgalterlik va moliva-bank hisoblashlari uchun hisob-analitik mashinalari
ishlatiladi. Bunday mashinalar o'zida doimiy joylashtirilgan ma‘lumotlar
orgali hisoblashlarni avtomatik ravishda bajaradi.

Hozirgi vaqtda keng qo’llaniladigan raqamli hisoblash mashinalari -
bu universal elektron-hisoblash mashinalari (gisqacha EHM)dir. Bu
mashinalarda hisoblash jarayoni boshqarish programmasi yordamida av-
tomatik ravishda olib boriladi. EHMIlar insonning ilmiy faoliyatidagi katta
mehnat talab qiladigan jarayonlarni avtomatlashtirishning eng mukam-
mal namunasidir. EHM jarayonlarni twli arifmetik va mantiqiy amal-
larda, katta tezlikda va katta aniglikda bajaradi. Programmalashtirish
va avtomatlashtirish uchun bu mashinalarda katta imkoniyatlar mavjud
bo'lib, dastlabki ma'lumotlarni, programmalarni, oraliq va oxirgi nati-
jalarni saglash uchun katta hajmdagi xotira qurilmasi ham bor.

EHMlarning rivojlanishi elekiron texnikaning muvaffagiyatlari bilan
chambarchas bog'ligdir. Birinchi EHMlar elektron lampalar yordamida
qurilgan bo'lib, ular birinchi avlod hisoblash mashinalari deyiladi,

Radioelektronikaning rivojlanishi tufayli asosan yarim o'tkazgichli ele-
mentlar (tranzistorlar)dan qurilgan ikkinchi avlod hisoblash mashinalari
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bunyodga kelib., ular birinchi avlod mashinalaridan har tomonlama us-
tundir. Uchinchi avlod mashinalari esa integral sxemalarda qurilgan ho'lib,
bunday mashinalarning har bir moduli o'ulab tranzistorlardan iboratdir,
Ularning qurilish texnologivasi avvalgilardan katta farq qiladi.

Bu EHMlar programmadan programmaga o‘tish jarayonini operat sion
sistema yordamida, insonning ishtirokisiz, uzluksiz ravishda bajara oladi.

To'rtinchi avlod EHMlari katta integral sxemalarning qo‘llanishiga
asoslangan, bu sxemalar bitta massivda varim o tkazgichli materialdan
qurilgan o'nlab elektr zanjirlar birlashmasi ko'rinishida bo'lgan va ichki
bog'lanishlar bilan birlashtirilgan vagona funksional blokdir.  Ularm
Insoblash tezligi bir sekundda bir necha o'n million amallar bajarilishiga
mao'ljallangan.

Beshinchi avlod EHMlari ultra katta integral sxemalar va optik clek-
tron elementlarga asoslangan bo'lib, ularning hisoblash tezligi bir sekundda
bir milliarddan ko'proq amallar bajarilishiga mo‘ljallangan. Bu avlod
mashinalarini ko'p hollarda super EHM (super kompyuterlar) va ko'p
protsessorli (multiprotsessorli) hisoblash sistemalari (KHS) sinfiga kiritadi-
lar. Super kompyuterlarga misol tariqasida AQShning Cray Research fir-
masi (hozirgi paytda u Silicon Graphics firmasi tarkibida) kompyuterlarini
keltirish mumkin. Ulardan Origin-2000 KXCI 45 GB (Giga byte- Giga-
bayt) ichki xotira va 128 ta R — 10000 turdagi protsessor elementlarga ega
bo'lib, har bir protsessor 64 MIPS (Million Instruction Per Second - Bir
sekundda million komandani bajarish) tezkorlikka ega.

Bu super kompyuterning eng yugori umuimni y samaradorhigi 25 GFHOP
sec (Giga Floating point Operation Per Second) ga tengdir, va'ni bir
sekund ichida 25 milliard amalni 64 bitli suzuvehan nugtali sonlar ustida
bajarish demakdir.

Katta va ultrakatta integral sxemalarining rivojlanishi mikroprotses-
sorlarni (MP) paydo bo'lishiga olib keldi. MP katta integral sxema bo'lib,
markaziy protsessor funksiyasini bajaradi.
asosida hisoblash mashinalarining yangi sinfi
shaxsiy kompyuterlar) ishlab chigarildi.

Shaxsiy kompyuteriar boshqa EHMlardan o'zining arzonligi, ixcham-
ligi, elekir energiyasini kam sarflashi, qo‘shimcha qurilmalarga juda oson
bog lanishi va ishlashga qulayligi bilan farq qiladi.

Hozirgi paytda 64-razryadli 1-1,5 Ggs (giga gers) shakli chastotasiga
¥a 512 Mb (mega bayt)dan ko'p tezkor xotiraga ega bo'lgan ShEHMlarn-
ing paydo bo'lishi ularni super kompyuterlarga yaqinlashtirdi. Bularga
misal gilib, IBM PC oilasiga mansub (o'rindosh) shaxsiy kompyuterlar va
SUN firmasining ishehi stansiyalarini keltirish mumkin. Shuning uchun

Mikroprotsessorlar majmui
- shaxsiy EHM (ShEHM,

20




HISOBLASH METODLARI

ShEHMlar fan va texnikaning turli sohalarida go'llanilmoqda.

Yugorida ta'kidlanganidek, matematiklar ixtivoridagi bunday
hisoblash mashinalari vechilishi kerak bo'lgan masalalar sinfini va
ularni  vechish uchun hisoblash metodlarini tanlashni tagozo etadi.
Ma'lumki, ragamli hisoblash mashinalari arifmetik va mantigiy amallarni
bajaradi. Demak, har bir matematik masalani yechish uchun shunday
metod tanlashimiz kerakki, u berilgan masalani biz ega bo'lgan mashina
bajara oladigan amallar ketma-ketligiga keltirilsin. Bundan tashqari,
mashinaning lezligi va xotirasining sig'imiga garab, amallar bajarilishi
mumkin bo'lgan hisoblashlar hajmini ham aniglash mumkin. Hisoblash
mashinasi qanchalik mukammal bo'lsa, n shunchalik murakkab masalani
yechishga imkon beradi. Shuni ham ta'kidlab o'tish kerakki, EHMlarning
taraqqivoti bilan hisoblash matematikasi juda tez rivojlanmogda. Uning
yangi bo'limlari, masalan, o'vinlar nazariyasi, ommaviy xizmat ko'rsatish
nazariyasi, kombinatorika, mantigiy funksiyalarni minimallashtirishga
doir hisoblash metodlari vujudga kelmogda. Bular esa o'z navbatida,
vanada mukammalrog hisoblash mashinalarini loyihalash uchun xizmat
qilmogeda.

Yangi va mukammal EHMIlarni lovihalashda fagat hisoblash qurilmala-
rining tezkorligini oshirish, o'lchovlarini ixchamlash va signal o'tishi tezli-
gini kuchaytirish asosida ish ko‘rsak prinsipial muammolarga duch kelamiz,
Buni quyidagicha tushuntirish mumkin.

EHMning o‘tgan asrning 40-yillarida paydo bo'lishida protsessor bir
amalni 107! sekundda bajargan bo'lsa, hozirgi paytda 10~ sekunddan
kamroq vaqtda ijro etadi. Elektr signali 107" sekundda 30 smga tarqa-
ladi. Ammo bu tezlikni yanada kuchaytirish, signallarni nzatishning fizik
Jarayoni va texnologivasi bilan chegaralanadi va murakkablashadi.

Shuning uchun EHM tezkorligini oshirishuing asosiy yo'llaridan biri
hisoblash qurilmalarining (protsessorlarning) sonini ko'paytirish va multi-
protsessorli hisoblash sistemalarini yaratish va ularda parallel hisoblashni
tashkil gilishdir. Bu sistemalar tuzilishi EHMning Fon Neyman, ya’ni
klassik arxitekturasidan quyidagilar bilan farq giladi:

- bir yoki bir nechta bir jinsli (bir jinsli emas) protsessorlar mavjudligi;

- hamma protsessorlar uchun umuiniy va har bir protsessor bilan bog‘liq
tezkor xotira ishlatilishi:

- yagona integrallashgan operatsion sistema boshqaruvida bo‘lishi;

- protsessorlarni parallel ishini hisoblash jarayonini maxsus programma
yordamida paralellashtirish asesida tashkil gilinishi.

Multiprotsessorli hisoblash sistemalarining paydo bo'lishi matematik-
lardan parallel hisoblash metodlarini ishlab chiqishni, parallel algoritm-
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larni yaratishni talab qildi, parallel tillar va programmalarni tuzishni
yanada rivojlantirdi.

Masalani EHMlarda yechishning o'ziga xos tomonlari bor. Shuning
uchun ularga biroz to'xtalib o'tamiz, Har bir hisoblash ishi puxta plan-
lashtirishni talab qiladi, ya'ni hisoblash jarayonining shunday sxemasini
tuzish kerakki, u oraligdagi va oxirgi natijalarni nazorat qilish uchun imkon
bersin. Aks holda turli xatolarga yo'l qo'yilishi mumkin, hozirgi EHM-
lar soatiga o'n milliardlab amal bajaradi va bu hisoblashlar avtomatik
ravishda, hisoblovehining ishtirokisiz bajariladi. Shuning nchun ham
hisoblovehi hisoblash mashinasining barcha ishini shunday planlashtirishi
kerakki, masalani yechish jarayonida uchraydigan har bir maxsus hollarga
mashina e'tibor beradigan bo'lsin. U kerakli algoritmning bajarilishini
ta'miniashi kerak, ya'ni masalani yechishning programmasini tuzishi kerak.
Hatto elementar amallarni qaysi tartibda bajarilishi katta ahamiyatga ega.
Bunga izoh berib o‘tamiz. Hisoblash jarayonida, odatda, yaxlitlash amali
bajariladi, uning natijasida hisoblash xatosi vujudga keladi. Ragamli
hisoblash mashinalarida, nmuman aytganda, ko'paytirish va bo'lish amal-
lari fagat olingan natijaning vaxlitlanishi bilan birga o‘rinli bo'ladi. Shun-
ing uchun ham, aslidagi « - y ko'paytirish va z/y bo'lish amallari "psev-
doko'paytirish" z - 4 va "pseviobo'lish” & : y amali bilan almashtiriladi.
Bunday "psevdoamallar" uchun assotsiativlik va distributivlik gonunlari
bajarilmaydi.

Masalan, wverguldan keyin uch =xona aniglikda hisoblaydigan
boflsak, (0,642 + 0.439) - 0,275 = 0,297 bo'lib, shu bilan birga
0,642+ 0,275 4 0,439 - 0,275 = 0,298 bo'ladi, va'ni har xil natijaga ega
bo'lamiz.

EHMlarning murakkab masalalarni yechishga qo‘llanilishi algoritm-
larning turg'unligini talab qiladi. Buning ma'nosi shundan iboratki,
odatda biror natijani olish uchun ko'rsatilgan metod bilan ketma-ket
hisoblashlarni bajarish kerak, agar aniglikni orttirsak, bu hisoblashlar
ketma-ketligi vanada kattalashadi. Hisoblashning biror qadamida yo'l
qo‘yilgan xato keyingi qadamlarda ham o'z ta'sirini ko'rsatadi. Bu ta'sir
turli algoritm nehun turlichadir.

» Agar hisoblashning dastlabki qadamlarida yo'l qo‘yvilgan xato, keyingi
qadamlarda hisoblash anig bajarilganda ortmasa voki hech bo'lmaganda
bir xil tartibda bo'lsa, u holda hisoblash algoritmi dastlabki xatoga nis-
batan turg'un deyiladi. Agarda gadamdan qadamga o'tganda xato ortib
borsa, u vaqtda algoritm noturg*un deyiladi. Masalan, hisoblash quyidagi

Unir = =10y + 2ny (n=1,2,..)) (2)
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rekurrent formula vordamida olib borilsin. Faraz gilaylik, ¥, hisoblana-
yotganda £ xatoga yo'l go'yvilgan bo'lib (bu yaxlitlash hisobidan bo'lishi
mumkin), y, aniq topilgan bo'lsin. Keyingi hisoblashlar aniq olib beril-
gan deb faraz qilsak, = xatoning ta'siri natijasida i,,41 2= xato bilan, y,42
—20s xato bilan, y, .3 esa 204s xato bilan aniglanadi va bundan keyingi
gadamlarda xato tez o'sib boradi. Demak, (2) formula bilan bo'ladigan
hisoblash jarayoni noturg'un ekan, bunday formula bilan hisoblash
gat'iyan man qilinadi.

Turg‘un bo'lmagan algoritmga olib keladigan hisoblash metodlari
masalani taqribiy yechish uchun yarogsizdir. Hozirgi vaqtda, hisoblash
metodlari va algoritmlarining turli xatolarga, shu jumladan, yaxlit-
lash xatosiga nisbatan turg'unligini tekshirish hisoblash matematikasining
muhim vo'nalishlaridan biri bo'lib goldi. Ikkinchidan, EHMlarda yechi-
ladigan masalalarning algoritmlari shunday bir jinsli va siklik jarayonlar-
ning ketma-ketligi shaklida vozilishi kerakki, unda natija soddaroq algo-
ritmni ko'p marta qo'llash yveo'li bilan hosil bo'lsin.

Har bir konkret mashina tilida programma tuzish juda ko'p mehnat ta-
lab giladi. Shuning uchun ham odam bilan konkret mashina o'rtasida vosi-
tachi vazifasini bajaradigan tillar varatish katta ahamiyat kasb etadi. Bu
tillarda yozilgan programmalarni maxsus translyatorlar konkret mashina
tiliga o'tkazadi. Hozirgi vaqtda keng tarqalgan programmalash tillaridan
Fortran, Paskal, C va Java hisablanadi.

KHS programmalash bu tillardan ba'zilarining parallel variantlari va
maxsus parallel tillar, masalan, IVTRAN, Lucid, Okkam va jarayonli tillar
(data-flow languages) ishlatiladi. Bu masalalar bilan informatikaning max-
sus bo'limi - programmalash nazariyasi va texnologiyasi shugullanadi.

Ushbu kitob asosan hisoblash matematikasining hisoblash metodlari
bo‘limiga oid materiallarni o'z ichiga oladi. Kitob universitetlar uchun
mo‘ljallangan "Hisoblash metodlari” programmasiga mos keladi. Undan
hisoblash matematikasi ixtisosi bo'vicha ta'lim olayotgan boshga oliy o'quy
yurtlarining talabalari ham fovdalanishlari mumkin.

Kitobning 1-hobi hisoblash xatosini baholash masalasiga, 2-bobi algeb-
raik va transsendent tenglamalar hamda ularni yechishga bag'ishlangan.
3- va 4-boblarda chizigli algebra masalalari, chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini yechish va xos son hamda xos vektorlarni topish, 5-bobda nter-
polvatsivalash masalasi, 6-bobda funksivalarning har xil yaginlashishlari:
o'rta kvadratik, tekis yaginlashish va splayn funksiyvalar bilan yaginlashish
masalalari yoritilgan. Nihoyat, 7-bob taqribiy integrallash masalasiga
bag'ishlangan. Kitobda keltirilgan metodlar gat'iy asoslangan holda beril-
gan bo'lib, ularning g'oyalari sodda misollarda tushuntiriladi.
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1-BOB. MASALALARNI SONLI
YECHISHDAGI NATIJANING
XATOSI

1.1-§. Xatolar manbayi

Ro'pincha matematik masalalarni sonli yechishda biz doimo aniq
yechimga ega bo'la olmasdan, balki yechimni u yoki bu darajadagi anig-
likda topamiz. Demak, aniq yechim bilan taqribiy vechim orasidagi xatolik
qanday qilib kelib qoladi degan savol tug'ilishi tabiiydir. Bu savolga javob
berish uehun xatoliklarning hosil bo'lish sabablarini o‘rganish lozim.

1. Matematikada tabiat hodisalarining miqdoriy nisbati u yoki
bu funksiyalarni bir-birlari bilan bog'laydigan tenglamalar vordamida
tasvirlanadi va bu funksiyalarning bir qismi ma’lum bo'lib (dastlabki
M’funwﬂ,ar], boshqalarni topishga to'g'ni keladi. Tabiiyki, topilisli
kerak bo'lgan migdorlar (masalaning yechimi) dastlabki ma'lumotlarning
funksiyasi bo'ladi.  Kerakli vechimni ajratib olish uchun dastlabki
ma'lumotlarga konkret giymatlar berish kerak. Bu dastlabki ma’lumotlar,
odatda, tajribadan olinadi (masalan, yorug'lik tezligi, Plank doimiysi, Avo-
gadro soni va hk.) yoki boshqa biror masalani vechishdan hosil bo'ladi.
Har ?ﬂ:i’tln. holda ham biz dastlabki ma'lumotlarning aniq givimatiga emas,
ba.lfnunmg tafﬁbif qiymatiga ega bo'lamiz. Shuning uchun agar dastlabki
ma'lumotlarning har bir giymati uchun tenglamani aniq yechganimizda
ham, baribir (dastlabki ma'lumotlardagi giymatlar taqribiy bo'lganligi
uchun) taqribiy natijaga ega bo'lamiz va natijaning anigligi dastlabki
ma’lumotlarning aniqligiga bog'liq bo'ladi.

_ Aniq yechim bilan tagribiy yechim orasidagi farg ralo deyiladi. Dast-
labki ma’lumotlarning noaniqligi natijasida hosil bo‘lgan xato yo'gotilmas
m deyiladi. Bu xato masalani yechayotgan matematikka bog‘lig
bo'lmasdan, unga berilgan ma'lumotlarning aniqligiga bog'liqdir. Lekin
matematik dastlabki ma'lumotlar xatosining kattaligini bilishi va shunga
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qarab natijaning yo'qotilmas xatosini baholashi kerak. Agar dastlabki
ma’lumotlarning aniqligi katta bo'lmasa, anigligi juda katta bo‘lgan
metodni go'llash o'rinsizdir,  Chunki anigligi katta bo'lgan metod
ko'p mehnatni (hisoblashni) talab qiladi, lekin natijaning xatosi baribir
vo'gotilmas xatodan kam bo'lmayvdi.

2. Ba'zi matematik ifodalar tabiat hodisasining ozmi-ko'pmi ideal-
lashtirilgan modelini tasvirlaydi. Shuning uchun tabiat hodisalarining anig
matematik ifodasini (formmlasini, tenglamasini) berib bo'lmaydi, buning
natijasida xato kelib chigadi. Yoki biror masala aniq matematik formada
vozilgan bo'lsa va uni shu ko'rinishda vechish mumkin bo'lmasa, bunday
holda bu masala unga vaginrog va yechish mumkin bo'lgan masalaga al-
mashtirilishi kerak. Buning natijasida kelib chigadigan xato metod zatosi
deviladi.

3. Biz doimo 7. e, In 2 va shunga o'xshash irratsional sonlarning taqgribiy
givmatlarini olamiz, bundan tashqgari, hisoblash jarayonida oraliq nati-
jalarda ko'p xonali sonlar hosil bo'ladi, bularni yaxlitlab olishga to'g'ri
keladi. Ya'ni masalalarni vechishda hisoblashni aniq olib bormaganligimiz
natijasida ham xatoga yo'l qo'vamiz, bu xato hisoblash zatosi deyiladi.

Shunday qilib, to‘lig rato yugorida aytilgan yo'qotilmas xato, metod
xatosi va hisoblash xatolarining yig‘indisidan iboratdir. Ravshanki, biror
konkret masalani vechayotganda yugorida aytilgan xatolarning ayrimlari
qatnashmasligi yoki uning ta'siri deyarli bo'lmasligi mumkin, Lekin, umu-
man olganda, xato to'liq analiz qilinishi uchun bu xatolarning hammasi
hisobga olinishi kerak.

Yuqorida keltirilgan ta’riflarni to‘laroq tushuntirish uchun quyidagi
misolni qaraylik.

Misol 1.1. Yon tomenlari a ga va ular orasidagi burchak o ga teng bo'lgan
teng yonli ABC' uchburchak bilan uning asosini diametri deb olib chizilgan
yarim doiradan tashkil topgan figuraning yuzi S ni hisoblang, ¢ va a m
o'lchash natijasida topilgan deb oling.

Yechish: Chizma 1.1.1 dan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz:

s W e i N e
5= > |:smcr+ 2|{1 cu::r:t]].
Agar a* va o bilan mos ravishda a va o larning o'lchash natijasida

topilgan giymatlarini belgilab olsak, u holda

- ﬂ"z " " W il
5= % [sum +-2-{1-cmmrj]
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bo'ladi. Bundan yo'qotilmas xato py = § — S§° kelib chiqadi. Agar
qo'limizda triganometrik funksiyalar jadvali bo'lmasa, biz bu formulani
jadvalsiz hisoblash mumkin bo'lgan boshqa

. n A2kl . 2k
—__ﬂ_ far i S E ) bl o l
5= [0 e+ E 0

formula bilan almashtiramiz. Natijada p; = S* — 5 metod xatosi ki’l_ili
chiqadi. Agar biz bu yerda sino” va cosa” ning Teylor qatoridagi yi 13.,'1I—
masining chekli vig'indisini emas, balki uzluksiz kasrlardagi yovilmasining
n-tartibli mos kasrini olganimizda metod xatosi boshqacha bo'lar edi.

S ni hisoblashda 7 ning
tagribiy giymati bilan almashtirish M
va oraligdagi natijalarni  yaxlit-

T

lashga to'g'ri keladi. Natijada biz BN

S o'miga S ga ega bo'lamiz, shu &)

bilan birga p3 = S — S hisoblash \

xatosi kelib chigadi. Demak, '
S E 0O /

to'liq xatocp = § — S yo'qotilmas
xato, metod xatosi va hisoblash /
xatosining yig'indisiga tengdir:

wll
"~
J

P=p1+p2+pa. (1.1.1) i -
Odatda, yugorida keltirilgan xato-
larning ishoralari noma'lum, shu-
ning uchun ham biz bu xatolarni
asbolyut givmatlari bilan olishimiz
kerak:

Chizma 1.1.1
m=18-8", mth'—-gL p3=1§—~§l, p=|5— 5|

bu holda biz (1.1.1) tenglik o'rida quyidagiga ega bo'lamiz:

f = pytpr+ py.

Bu misolda 7 ni yetarlicha katta qilib olib, metod xatosini yetarlicha
kichik qilib olish mumkin.  sonining taqribiy giymatini katta aniqlik bilan
olib va hisoblashni ham katta aniglik bilan bajarib hisoblash xatosini ham
hmaytn‘mhlmm mumkin, Lekin yo'qotilmas xatoni kamaytirish bizning
ixtiyorimizda emas. Buning uchun a va a larni qaytadan kattaroq aniglik
bilan o'lchashga to'g'ri keladi.

Agar bizga a va a lamni oflchashdagi xatolarning kattaliklari berilgan
bo'lsa, biz bu xatoning natijaga qanchalik ta’siri borligini ko'rsata olamiz.
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1.2-§. Hisoblash xatosi

Masalani qo‘lda yoki hisoblash mashinasida yechayotganda biz barcha
hagiqiy sonlar bilan ish ko‘rmasdan, sonlarning ma'lum diskret to'plami
bilan ish ko'ramizki, u voki bu sanoq sistemasida ma'lum migdordagi xona-
lar bilan olingan sonlar shu to'plamda yotadi. Bu to'plam

e vy i | (1.2.1)

ko'rinishdagi sonlardan iborat bo'lib, bu verda natural son § — sanoq sis-
temasining asosidir: oy, as, ....a,, — butun sonlar bo'lib, 0 € oy < g—1
shartni qanoatlantiradi; m - bu to'plamdagi sonlar xonasining miqdori,
butun n son esa [n| < ng shartni qanoatlantiradi. Qo'lda hisoblayotganda,
asosan, o'nlik sanoq sistemasi (¢ = 10) bilan ish ko'riladi. Ko'p EHM
larda esa ikkilik sanoq sistemasi (¢ = 2) va ayrimlari uchun uchlik sanoq
sistemasi (g = J3) ishlatiladi.

EHM larning ko'pchiligi shunday tuzilganki, ularda ¢ = 2.m =
35,ng = 63 yoki g~™ = 2" ~3.10~1 2% 95 ~ 3 5. 10" bo'ladi.

Odatda, arifimetik amallarni bajarayotganda ko'p xonali sonlar hesil
boladi (masalan, ko paytirishda xonalarning soni ikkilanadi, bo'lishda
esa xonalarning soni nihoyatda kattalashib ketishi ham mumkin). Nati-
jada hosil bo‘lgan son garalayotgan to‘plamdan chigib ketmasligi uchun
m - xonasigacha vaxlitlanadi, ya'ni shu to'plamdagi boshga son bi-
lan almashtiriladi, tabiivki yvaxlitlanadigan son unga eng yagin son bi-
lan almashtirilishi, ya'ni vaxlitlash xatosi eng kichik bo'lishi kerak. Bu
quyidagicha bajariladi.

Hisoblash natijasida

£ (ong" + g™

1 n—m=+1

+ (g™ + aaq™” + g1 g ™) (1.2.2)

son hosil bo‘lsin. U holda, agar @m+1 + Qmiaq ' + ... < 3¢ bo'lsa, (1.2.2)
sonni (1.2.1) son bilan almashtiramiz, agarda a1 F Oz XG> 50
bo'lsa, (1.2.2) sonni

+ [ g™ + aag" ™ e+ (G + l]q"PmH] (123}

ga almashtiramiz. Endi shubhali hol

+ T apQ

= 1
€1 + Qpiaq : +o= §q

qoldi. Bu holda (1.2.2) sonni biz shunday almashtiramizki, keyingi amal-
larni bajarish qulay bo'lsin.  Ayrim EHMlar shunday qurilganki, shub-
hali holda (1.2.2) sonni (1.2.3) songa almashtiradi. Qo'lda hisoblayot-
ganda keyingi amallarni bajarish qulay bo‘lishi uchun shubhali holda juft
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raqam qoidasi ishlatiladi. Bu goida quyidagidan iboratdir. Agar o, juft
bo'lsa, natija (1.2.1) ga almashtiriladi va o, toq bo'lsa, natija (I 2.3)
ga almashtiriladi. Agar biz juft raqam goidasini qo'llab 5,780475 sonini
ketma-ket yaxlitlasak, quyidagi 5.78048; 5,7805; 5,780; 5.78; 5.8; 0 sonlar
kelib chigadi.

Ko'pincha biror natijani olish uchun berilgan metodda ko'rsatilgan bir
qator amallarni bajarishga to'g'ri keladi. Agar natijani katta aniglik bilan
topish talab qilinsa, bu gator yanada uzayib ketadi.

1.3-§. Yo‘qotilmas xato

1.3.1 Absolyut va nisbiy xatolar

Ishonehli ragamlar va tagribiy sonlarni yozish tartibr. Agar a - biror
migdorning aniq givmati bo'lib, a* uning ma'lum taqribiy giymati bo'lsa,
u vagtda tagribiy a* sonning absolyut ratosi deb Aa® = |a — a| ga ayti-
ladi. Absolyut xato sonning aniqligini tavsifiovehi belgilaridan biridir. Ab-
solyut xato fagat nazariy ahamiyvatga egadir, chunki biz ko'pincha a ning
aniq giymatini bilmaymiz. shuning uchun Aa® ni ham bilmaymiz. Lekin
hiz absolyut xatoning o'zearish chegaralarini ko'rsatishimiz mumkin. Du
chegaralar taqribiy a® sonni topish usuli bilan aniglanadi. Masalan, biz
o'lchashni oddiy chizg'ich bilan bajarsak, absolyut xato 0,5 mm dan ort-
maydi, agarda shtangensirkul bilan bajargan bo'lsak, absolyut xato 0,1
mm dan ortmaydi. Irratsional sonni ratsional son bilan almashtirilganda
ham biz absolyut xatoni baholay olishimiz mumkin. Shuning uchun bizga
noma’lum bo'lgan absolyut xato o'rniga yangi tushuncha kiritamiz.

Absolyut xatodan kichik bo'lmagan har qanday songa taqribiy a* son-
ning limit absolyut zatosi A(a) deb aytiladi. Bu ta'rifdan |a — a"| <

Afa®), bundan esa a* — Afa®) < a < a* + A(a*) kelib chigadi. Bu esa
qisqacha a = a° + Afa”) kabi yoziladi.

L‘ﬁﬁﬂl 1.2. 7 sonini ﬂmﬂﬂhﬁm{ﬁgnﬂ tagribiy n* = 3,14 sonning limit
absolyut zatosi topilsin.

Yechish: Ma'lumki, 3,14 < 7 < 3,15 shuning uchun ham |[r — 7°| <
0,01. Demak, A7) = 0,01 deb olishimiz mumkin. Agar 3,14 < 7 <
3,142 tengsizliklarm nazarga olsak, u vaqtda biz yaxshiroq baho A(x*) =
0,002 ga ega bo‘lamiz. Limit absolyut xato A(a®) sifatida |[a—a*| < Ala”)
ni ganoatlantiradigan har qanday sonni olish mumkin. Bunday sonlar

cheksiz ko'p. Shuning uchun ham, bular orasidan kichigini tanlab olish
ma’quldir. [
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Absolyut xato va limit absolyut xato hisoblash aniqligini baholash
uchun vetarli emas, Masalan, ikkita vzunlik o'lchanganda I, = 500, 2em +
O lem va b = 10, 8cm £ 0,1em patijalar hosil bo'lsing, bu yerda har
ikkalasida limit ahbsolyut xatolar bir xil bo'lishidan qat'i nazar birinchi
o'lchash ikkinchisiga nisbatan ancha anigdir. Shuning uchun ham aniq-
likni yaxshiroq baholaydigan yangi tushuncha nisbiy xato tushunchasini
kiritamiz.

Absolyut xatoning taqribiy migdorining abseclyut givmatiga nisbati
taqribiy sonning misbiy zatos: da” deb aytiladi:

o = ——,

Bu yerdan A(a®) = |a®|d(a) kelib chigadi.
Limit nisbiv xato vordamida anig a son quyidagicha voziladi:

a=a"(1%dla”)).

Bundan keyin biz limit absolyut xato va limit nisbiy xatoni gisqacha
absolyut va nisbiy xato deymiz. Absolyut xato ismli migdor bo'lib, nisbiy
xato ismsiz miqdordir. Nisbiy xato odatda protsent (%) va promillya ( %)
larda yozilali. (Bir promillya protsentning o‘ndan bir qismiga teng.)

Sonning yozilishidagi, chap tomondan birinchi noldan fargh ragami-
dan boshlab, hamma ragamlari ma'noli ragamlar deyiladi. Masalan,
a* = (1,403 sonning ma'noli raqamlari uchta, ularning ostiga chizilgan.
Kasr gismning oxirgi xonalariga qo'shimcha nollar yozib yoki nollarni tash-
lab sonning ma’noli ragamlarini ko*paytirish yoki kamaytirish mumkin. Bu
bilan berilgan son o'zgarmaydi. Ma'noli ragamlarning sonidagi noaniqlik-
dan shunday foydalanish mumkinki, uning oxirgi ma'noli raqamiga garab
bu sonning absolyut xatosi nimaga tengligi ko'rinib tursin. Bu quyidagicha
bajariladi. Biror w (4 < w < 1) sonni tanlaymiz. Agar Afa®) < Wy
tengsizlik bajarilsa, u holda taqribiy

e ulqn Gt ﬂgquw—l + ... +amq"‘"‘+' i El'ﬂ.'l-}

sonda o raqam ishonehli ragam, aks holda oy shubhali ragam deyiladi.
Ko'rinib turibdiki, agar oy ishonchli raqam bo'lsa, undan oldingi ragam-
larning barchasi ham ishonchli bo'ladi. Demak. ishonchli raqamlar orasida
har doim oxirgisi mavjud.
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Taqribly sonni yozish qoidasi shundan iboratki, uning oxirgi ma'uoli
ragami har doim ishonchli bo'lsin. Buning uchun shubhali raqamlar tash-
lanadi, kerak bo'lgan holda uning o'ng tomeniga ko'payt uvchi ¢' ( (-butun
son) yozib qo'yiladi.

Masalan, o'nli sanoq sistemasida Afa*) < w-107% bo'lganda a® = 5, 14
yozuv to'g'ti bo'lib, a* = 3.140 yozuv esa noto’g'ridir; A € w <1
bo'lganda b° = 2500 yozuv to'g'ri bo'lib, A(b*) < w10 ho'lganda esa
yozuy noto'g'ridir. Agar ¢ = 302448 sonning ikkita ishonehli raqami
bo'lsa, uni ¢& = 30 10" ko'rinishda yozish kerak; d* = 0,007143 sonda
ishonchli ragamlarning soni uchta bo'lsa, uni d* = 7,14 - 10 3 ko'rinishda
yozish kerak.

Ayrim hollarda hisoblash jarayonida taqribiy sonlarda bitta yoki ikkita
shubhali ragamlarni saqlab golish magsadga muvofiqdir (lekin bu ragam-

larni biror belgi bilan ifodalash kerak, masalan, kichikrog qilib vozish
kerak). Chunki, odatda, natijaning xatosini balolashda eng yomon haol
olinadi, aslida esa xato maksimal nazariy xatodan ancha kam bo'lishi
mumkin. Demak, ko'p hollarda shubhali deb garalgan ragamlar haqigatda
ishonchli ham bo'lishi mumkin.

Ishonchli ragam tushunchasi jiddiy ravishda w ning tanlanishiga
bog liqdir. Eski jadvallarda w = 3 deb olinar edi, keyingi vaqgtlarda w = 1

3
4

bo'lgan jadvallar ham uchrab turibdi, tajriba asosida tuzilgan jadvallarda
odatda w = 1 deb olinadi. Bu verda w > I deb tanlanishi taqribiy
sonlarni yaxlitlayotganda ishonchli raqamlarni saqlashga olib kelar ekan.
Hagigatan ham, (1.3.1) taqribiy sonni yaxlitlash natijasida absolyut xato

Ala) 4+ 2!

gntgng bo'lib, 'E]u verda A(a*) tagribiy a* sonning absolyut xatosi, &' esa
‘yaxlitlash paytida a® sondagi kichik xonalarni tashlab yuborishdan kelib
chigqan xatodir. Yaxlitlashdan keyin a, ragam ishonchli bo'lishi uchun

Afa®) + A < gt (1.3.2)

tengsiziik bajarilishi kerak. Lekin shubhali holda Af = lgn~™*! va
ﬁ[ﬂ*] =f=.-|] bo'lsa, u vaqtda (1.3.2) tengsizlik w = 1 bo'lganda ba-
jarilmaydi, w > 3 bo'lganda esa bajarilishi mumkin. Masalan, a* =
S, mﬁin‘:mﬁ'hﬁm“- Bu yerda w = § bo'lganda ham, w = 1 bo'lganda
hf-m oxirgi ma'noli ragam 5 ishonchlidir. Bir marta yaxlitlash natijasida
a® = 0,945 % 0,00055 bo'lib, oxirgi 5 ragami w = 3 bo'lganda ishonchli
bo'lmayli, w = 1 da esa ishonchli bo‘ladi.

d ayz::dm km w = 1 bo'lgan holda raqamlar keng ma'noda ishonchli
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1.3.2 Funksiyvaning yo‘qotilmas xatosi

Endi argumentlarning taqribiy givmatlari ma’lum beo'lganda funksiva-
ning yo'qotilmas xatosini topish masalasini ko'rib ehiqaylik. Faraz gilaylik,

Y= f{,r.’l..l'f'__r. corn D)

funksiyvaning qgiymatini hisoblash kerak be'lsin, bunda argummentlarning
anig qiviatlari ma’lum bo'lmasdan, fagat tagribiy giyvmatiari 23,25, ... 27
va ularning mos ravishdagi absolyut xatolari A(x]), A(x3), ..., &(z3)
ma'lum bo‘lsin. Qat'iy qilib aytganda, y* ning yvo'qotilmas xatosini topish
argumentlarning o‘zgarish sohasi [z, — 27| < A(2]) (i = 1,n) berilganda
funksivaning o'zgarish sohasi y* — A(y") <y < y* + 4(y”) ni topishdan
iboratdir, Bu masala matematik analiz masalasi bo'lib, f(zy, 2. 7q)
nihovatda murakkab masaladir. Shuning uehun ham ke'proq bo‘lsa-da, bu
masalani vechishda elementar hal giladigan usullarni qo'llash magsadga
muvofigdir.

Bu masalani yvechish uehun qaralayotgan funksiyva va argumentlarning
xatolariga nisbatan biz quyidagi shartlarni qo’yamiz:

a) qaralayotgan sohada f uzluksiz differensiallanuvehi bo'lib, xususiy
hosilalari sekin o'zearadi:

b) argumentlarning nisbiy xatolari §(x}), 8(a3), ..., d8(x;) yetarlicha
kichik.

U holda Lagranj formulasiga ko'ra quyidagi o'rinli:

n
Y=y = (21,2, ., T0) = F@3, 250 n) = 3 f1, ()@ —3), (1.3.3)
=1
bu yerda £ = (£;, &3, ...,5,) esa x = (21, T2, ..., £n ) VA T* = (D],23, 0, 85)
nuqtalarni birlashtiruvehi kesmaning qandaydir nugtasi.
Funksiyaga qo'yilgan 1) shartga ko'ra f; (€) ni f; (z°) bilan al-
mashtirish mumkin:

y—u" =Y frla" o= ),
i=1
bundan esa,

ly— ol < D 1A ) A ().

1=1
Demak, funksivaning absolyut xatosi uchun quyidagi formulaga ega
bo'lamiz:

A(yt) =D If5 ()] A (aF): (1.3.4)

i=]
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Endi funksiyaning nisbiy xatosini topish qiyin emas, u quyidagiga teng:

= B0 _SIL)
0= Tren = & [T | 4 )
yoki
(') =" in flz)}, | A (2}). (1.3.5)
=1

Agar biz funksiyaning nisbiy xatosini argumentning nisbiy xatosi orgali
ifolalaydigan bo'lsak, (1.3.5) ni quyidagicha yozish mumkin:

n s
o) =3 | {in f(x']};.qifl )
=1 i |
Bu yerdan esa
6(y) =" lzi{in f(=*)},, | 8(x). (1.3.6)
i=1

Shunday qilib, funksiyaning absolyut va nisbiy xatolarini topish uchun
biz umumiy (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6) formulalarga ega bo'ldik. Endi shu
formulalarning ayrim tatbiglarini ko'raylik.

1.3.3 Arifmetik amallar va logarifmlashning xatosi
n ta musbat taqribiy sonlar vig'indisi

i
E

=Ty E5 4 oo Ty

ning -_absnh'lrt va nisbiy xatolarini topish talab gilinsin. Bu holda f! (z”)
lar birga teng bo'lib, {hf{.f]}'h = ;1-:* Bu giymatlarni (1.3.4) va (1.3.6)

formulalarga qo'yib,
A (ut) =) Afr), (1.3.7)
=1
u)=3" %5@;] (1.3.8)

=1

f!gmiil_}lqdl'qihmiz-_ Shuni ham eslatib o'tish kerakki, (1.3.7) tenglik
}anondaaa'ti!mshmﬂmga bog'liq emas. (1.3.7) tenglikni quvidagi teo-
rema shaklida ta'riflashimiz mumkin.
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Teorema 1.1. Bir mil ishorali qo'shiluvchilar yig'indisining abselyut ratosi
go ‘shiluvchilar absolyut ratolarining yig‘indisiga teng.
Isbot. Aytavlik, M = maxd(z;) va m = mind{z]) bo'lsin, u holda
] ¢
(1.3.8) tenglikdan quyidagi
e i1 S L e

Slu®) < M - =M
u

va
v 1+ 23+ o F Ty
olu") = m = = m
1t

tengsizliklar kelib chiqadi. Shunday qilib, quyidagi teorema isbot bo'ldi.
|

Teorema 1.2, Bir xil ishorali tagribiy sonlarni qgo'shish natijaside hosil
bo'lgan yig'indining nishy xatosi go'‘shiluvchilarning eng katta va eng
kichik nisbiy xatolari orasida yotadi.

Teorema 1.1 dan ko'rinib turibdiki, vig'indining absolyut xatosi anigligi
eng kichik bo‘lgan qo'shiluvchining absolyut xatosidan kam emas, Demak,
beshga qo‘shiluvchilarni ganday aniglikda olmaylik, yig'indining aniqli-
gini orttira olmaymiz. Shuning uchun ham anigligi katta bo‘lgan sonlarda
artiqcha ragamlarni saglash ma'noga ega emas.

Aytilganlardan qo‘lda yoki avtomatik bo'lmagan mashinalarda
hisoblashlarda odatda go'llaniladigan quyidagi qoida kelib chiqadi.

Qorda. Har xil aniglikdagi sonlarni qo'shish uchun:

o o'nli raqamlari boshqalaridagiga nisbatan eng kam bo'lgani ajratilib,
ularni o'zgarishsiz qoldirish kerak;

e qolgan sonlarda esa bitta yoki ikkita ortiqcha ragamlar goldirib,
ajratilgan sonlarga nisbatan yaxlitlash kerak;

e hamma saglangan xonalarni hisobga olgan holda berilgan sonlarni
qo'shish kerak;

¢ hosil bo'lgan natijani bitta yoki ikkita xonaga yaxlitlash kerak.

Endi avirmaning xatolarini ko'rib chiqaylik. Faraz qilaylik, x; > @2 > 0
bo'lib, u = zy — 2 bo'lsin. U holda umumiy formuladan

A (u) = Alz])+ A(x3), (1.3.9)
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) = 230 + i)
kelib chiqadi. Bu yerda ham ayirmaning absolyut xatosi kamayuvehi bilan
ayriluvehi absolyut xatolarining yig'indisiga teng. Lekin natijaning nisbiy
xatosi bu nisbiy xatolarning har biridan katta bo'ladi.

Agar kamayuvchi ayriluvchidan ancha katta bo'lsa, u vaqtda (1.3.10)
ning maxraji ] ga yaqgin bo'lib, kasrning o'z esa d(x}) ga yaqin bo'ladi.
Bu hol qo'shishdagiga o'xshaydi va qo'shishdagidek ish tutish kerak. Agar
kamayuvchi bilan ayriluvehi o'zaro yagin bo'lsa, u holda ahvol tamoman
boshgacha bo‘ladi. Bu yerda maxraj juda kichik bo'lib, kasr juda katta

(1.3.10)

bo'lib ketadi. Bu holda ko'p ishonchli ragamlar yo'qoladi. Shuning uchun

imkoni boricha o'zaro vaqin sonlarni ayirmaslik kerak. Ayrim hollarda
formulalar ustida turli o‘zgartinshlar bajarib, bundan qutulish mumkin
bo'ladi. Masalan, bizdan z* — 138z + 2 = 0 tenglamaning kichik ildizim
topish talab qilingan bo'lib, natijada 4 ta ma'noli ragam saqlansin. DBu

tenglamaning kichik ildizi
x =69 — V4759
ga teng bo'lib, bu yerda /4750 = 68,985... yaxlitlashdan keyin
VAT50 = 68,99, " = 69 — 68,09 = 0,01

ga ega bo'lamiz. Suratda irratsionallikdan qutulib, x ni quyidagicha yozish
mumkin:

2
=——— 69+ 68,99 = 137,99,
69+ v/4759 - ’
Yaxlitlashdan keyin esa 69 + 68,99 = 138,0. Natijada 2° = 25 =

1380
0,0144927 va yana yaxlitlasak, z* = 0,01449. Qo‘shimcha xonalar ustida
amallar bajarib tekshirib ko'rishimiz mumkinki, har ikkala holda ham os-
tiga chizilgan raqamlar ishonchli ragamlardir. Lekin ikkinchi holda nati-
juning anigligi ancha yuqoridir.
Endi tnqnhl:.r sm:llnrnmg ko' paytmasini ko'rib chiqaylik. Faraz qilaylik,
U =2y Tg"..-Tn iy > 0) bo'lsin. U vagtda (1.3.4) va (1.3.6) formulalarga

ko'ra
a_{u'J:Z 5{:) (1.3.11)
f=l
(u”) =Ea{-z;}. (1.3.12)
i=1

G!d.tfl tenglikni quyidagi teorema sifatida ta’riflashimiz mumkin.
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Teorema 1.3. Tagrbwy sonlar ko'paytmasining nisliy zatosi
ko'payuvchilar nishiy zateloriming yig'indisiga tengdir.

Bo'linma uchun ham biz shunday xulosalarga kelamiz. Masalan,

i
o= (zi,22 > 0)

4
uchun (1.3.4) va (1.3.6) formulalarga ko'ra

. 1
Alu) = —5 =3 A (27) + 21 & (23],
e

§(u") = 8(a}) + 8(23).
Nihoyat, logarifmlashning xatosini ko'rib chiqaylik. Bizga natural logarifm
y = Inx berilgan bo'lsa, (1.3.4) formulaga ko'ra

Az _

Aly®) = a(x"),

va'ni natural logarifmning absolyut xatosi argumentning nisbiy xatosiga
tengdir. O'nli logarifm uchun

lgez=Mnaz,
bu yerda M = lge =0, 434294 - o'tish moduli,
Allnz®) = Mé(z*) = 0,43420944(2").

Qo'pol qilib aytganda, o'nli logarifmning absolyut xatosi argument nisbiy
xatosining yarmiga teng.

1.3.4 Ishonchli ragamlar sonini hisoblash qoidasi

Biz yuqgorida taqribiy sonning absolyut xatosi A(a®) va uning oxirgi
ishonchli raqami bir-birlari orqali ifodalanishini ko‘rgan edik. Shunga
o'xshagan munosabatni taqribiy son ishonchli raqamlarining migdori bilan
uning nisbiy xatosi {a*) orasida ham o'rnatish mumkin. Faraz gilaylik,

a® = o q" + o2q" g ﬂmff"_m""‘ (e # 0)

taqribiy sonda hamma ragamlari ishonchli bo'lsin. Demak, Afa®) <
wq™ =™+l Bu tengsizlikning har ikkala tomonini a* ga bo'lib,

uq”_'""'l Wn-m-{—i

a1 g™ + aaq™ L g T g

d(a%) <
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yani

5(a") < (1.3.13)

o gl
1i hosil gilamiz, bu yerda a; - birinchi ma’noli ragam bo‘lib, m - ishonchli
ragamlar soni.
Agar ishonchli ragamlar soni m ma'lum bo'lsa, u holda (1.3.13) teng-
sizlik nisbiy xatoni aniglaydi. :
Faraz qilaylik, taqribiy sonning nisbiy xatosi 6(a”) berilgan bo'lsin.
Agar m
7%}
§a”) € ————
@)= G
tengsizlikning butun sondagi yechimi bo'lsa, u holda birinchi ishonchli

ragami a; ga teng bo'lgan taqribiy a* son hech bo‘lmaganda i ta ishonchl
ragamga ega bo'ladi. Hagigatan ham,

(1.3.14)

Afe*)=a"8(a") < 8(a”) (o) + 1)g" < wg™ ™t

Bu esa a,,, raqamning ishonchli ekanligini ko‘rsatadi.

Endi biz (1.3.13) - (1.3.14) tengsizliklarning bir tatbiqini ko'ramiz.
boshqga tatbiglari esa mashglarda keltiriladi.
Teorema 1.4. O'nh sanog sistemasida 3, 23,....25 (n < 10) tagriby
sonlarning har birining ishonchli ragamlari soni ky dan kam bo‘lmasin. U

vagtda u® =3 - z5...x}, ko'paytma eng kamida kg — 2 ta ishonchli ragamga
ega bo'ladi. '

B —

! Isbot. Faraz qilaylik, By, Az, ..., B, mos ravishda Rl T larning
birinchi ma’noli raqamlari bo'lsin. U vaqtda (1.3.13) tengsizlikka ko'ra

o

5 w
é{‘Ii}EW_I"

Teorema 1.3 ga ko'ra

1

LAY j - | - 1 l :
8(u”) = 6(x}) +_5{zg]+...+6{z“] < B +E + ..+ E) 1_121:5-_"

ET

Bundan n < 10 da

bo'lganligi uchun
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Shu bilan teorema isbot bo'ladi. =

Shuni ham ta'kidlab o'tish kerakki, bizning baho nihoyat darajada
qo'poldir, amalda ko'pavtmada ishonchli ragamlarning som kg — 1 yoki
avrim holda &; ga teng bo'lishi hami mumkin. Bu teoremadan shunday
xulosaga kelamie.

Qo'lda yoki avtomat bo'lmagan mashinada ikkita sonni o'zaro
ko'paytirish uchun vaqtni tejash va yozuvni gisqartirish magsadida anigrog
sonni shunday yvaxlitlash kerakki, uning ishonchli raqamlar soni anigligi
kamrog bo'lgan sondagiga ko'ra bittaga ortsin.

Mashqlar

Quyvidagi mashglarda w = 1 deb olamiz.

I. ¢ sonini to'rtta ishonchli ragam bilan yozing va uning absolyut hamda
nisbiy xatolarini aniglang.

k2

Kesik konus asoslarining radiuslari B va r, hamda tashkil etuvehisi [
quyidagicha: [ = 33,85 cm =4 0,005 cm, r = 14,68 em £ 0,001 em,
[ = 12,34 em + 0,003 em aniglangan bo'lsa, bu kenusning to'la sirtini
aniglashda yo'l qo'viladigan absolyut va nisbiy xatolarni toping.

w. Faraz gilaylik, i = 0,02 - aniq son be'lib, x = 00,2638 £ 0,25 - 1074,
y = 0,4276 4+ 0,42 - 10~ %, 2 = 0,4270 + 0.4 . 10~ bo'lsin. Quyidagi
ifodalarning absolyut va nisbiy xatolarini toping:

a)r+y—= b %, ¢) (z4 h)*— =2

4. Quyidagi

VE+T+Jy+7w
xy +a?

fle,y,7) =

formulada # va y taqribiy sonlardir: = = 0,2764 £ 0,5 - 0y =
0,8322 4+ 0,5 107", f(x,y,7) ning absolyut xatosi m sonini aniq deb
olingan holdagi xatoga nisbatan ikki martadan ko'pga ortmasligi uchun 7
ni ganday anigdik bilan olish kerak?

5. = —4z+m = 0 tenglamaning ildizlarini to‘rtta ishonchli ragam bilan topish
kerak. Buning uchun tenglamaning ozod hadini nechta ragam bilan olish
kerak?

6. Jism bo'shligda 20 m balandlikdan tushayotgan bo'lsin. Agar tezlanish
g =0 8094 /s beshta ishonchli ragam bilan berilgan bo'lib, balandlikni
o'lchashdagi aniglik | cm ga teng ho'lsa, tushish vaqtini qanday nisbiy
xato bilan aniglash mumkin?
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2-BOB. TENGLAMALARNI TAQRIBIY
YECHISH

Algebraik va transendent tenglamalarni hamda bunday tenglamalar sis-
temasini yechish analizning muhim masalalaridan biridir. Fizika, mexa-
nika, texnika va umuman tabiatshunoslikning xilma-xil masalalari algeb-
raik va transsendent tenglamalarni yechishga olib keladi. Masalan, mexa-
nik sistema tebranishi chastotalarining kvadratlari matritsalar xarakteris-
tik tenglamalarining ildizlari bo‘ladi, bunday tenglama esa n - dara-
jali algebraik tenglamadir. Matematikaning ehtivojlari ham bunday
tenglamalarni yechishni taqozo etadi. Masalan, noma'lumlarni yo'qotish
yo'li bilan murakkab algebraik va geometrik munesabatlar ikkinchi yoki
yuqori darajali algebraik tenglamalarga keltiriladi.

Ma'lumki, darajasi to‘rtdan yuqori bo'lgan algebraik hamda
transsendent tenglamalarni yechish uchun anig metodlar mavjud emas.
Shuning uchun ham bunday tenglamalarning tagribiy yechimlarini yetar-
licha aniqglik bilan topish imkonini beradigan metodlar kerak. Biz bu bobda
shu metodlarning keng qo‘llanadiganlarini va tajribada sinalganlarini kelti-
ramiz.

2.1-§. Ildizlarni ajratish

2.1.1 Umumiy mulohazalar

Faraz qilaylik,
flz)=0 (2.1.1)

tenglamani yechish talab gilingan bo'lsin, bu yerda f(z) - algebraik yoki
transsendent funksiya bo'lishi mumkin. Tenglamalarni tagribiy yechish
uchun qo'llaniladigan ko'p metodlarda uning ildizlari ajratilgan, ya'ni
shunday yetarli kichik atrofchalar topilganki, bu atrofchalarda tenglama-
ning bittagina ildizi joylashadi deb faraz qilinadi.
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Bu atrofning biror nuqtasini dastlabki yaqinlashish sifatida gabul r.lilih_r.
mazkur metodlar yordamida izlanayotgan yechimni berilgan aniglik bi-
Jan hisoblash mumkin. Demak, (2.1.1) tenglamaning ildizlarim L:itll'ﬂ_‘i.‘r’
hisoblash ikki gismdan iborat: 1) ildizlarni ajratish va 2) dastlabki yaqin-
lashish ma’lum bo'lsa, ildizlarni berilgan aniglik bilan hisoblash.

Masalaning birinchi gismi ikkinchisiga nisbatan ancha murakkabdir.
Chunki nmumiy holda ildizlarni ajratish uchun effektiv metodlar mavjuc |
emas. Xususan, hir necha noma’lumli

fan T ) =0 (k=1.2....,n)

tenglamalar sistemasi uchun ildizlarni ajratish masalasi katta giyinchiliklar
bilan bog'liqdir,

Matematik analizdan ma'lum bo‘lgan quyidagi teoremalar (2.1.1)
tenglamaning ildizlari yotgan oraliglarni ajratishga yordam qiladi

Teorema 2.1. Agar uzluksiz f(x) funksiya biror |a,b] oraligning chetki
nugtalarida har zil ishorali giymatlarni qabul gilsa, v vagtda bu oraligdo
(2.1.1) tenglamaning hech bo'lmaganda bitta ildizi mavjuddir. Agar, shu
bilan birga, birinchi tartibli hosila §'(x) mavjud bo'lib, u o'z ishorasini shu
orahgda saglasa, u vagtda bu oraligda ildiz yagonadir.

rema 2.2. f(z) funkstya (a,b| oraligda analitik funksiya bo'lsin. Agar
oraligning chetki nugtalarida f(x) har zil ishorali qiymatlarni qabul gilsa,

vagtda (2.1.1) tenglamaning a va b nugtalar oresida yotadigan ildizlavining
soni togdir.

' Agar f'[‘il?] funksiya [a, b} oraligning chetki nuqtalarida bir xir ishorali
qiymatiarni gabul qilss, u vagtda (2.1.1) tenglamaning ildizlari [a,b)

mq;h yotmaydi yoki ularning soni juftdir (karraliligini hisobga olgan
olda).

Ko'pincha (2.1.1) tenglamaning haqigiy ildizlarini ajratishga grafik
usuli katta yordam beradi. Buning uchun y = flx) funksiyaning grafigini
taqnhw ravishda chizib, bu grafikning Oz o'qi bilan kesishgan nuqtalari-
ning abssissalari ildizning taqribiy qiymatlari deb olinadi (chizma 2.1.1).

Agar (2.1.1) tenglamaning ildizlari bir-biriga vagqin jovlashgan
ba‘lmasa, u yagtda bu usul bilan uning ildizlari osongina ajratiladi.

P*EN-‘ f {I] ning ko'rinishi murakkab bo'lib, uning grafigini chizish giyin
bﬁﬂ“"u vaqtda grafik usulini boshqacha tarzda qo'llash kerak, ya'ni (2.1.1)
tenglama unga teng kuchli bo'lgan tenglama

plz) = ¥(z) (2.1.2)
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Y

& \_9/ & Eq\

Chizma 2.1.1

ko'rinishida yozib olinadi. Endi y = @(x) va y = ¥(x) funksiyalarning
grafiklarini chizsak. bu grafiklarning kesishish nuqgualarining abssissalari
taqribiy ildizlardan iborat bo'ladi.

y=:
—y=2r-1

—0.5 /65 € 1 15 B 495 3

Chizma 2.1.2

Misol 2.1. Grafik usuli bilan
(2z —1)2*—-1=0
tenglamaning ddizi tagribiy topilsin.
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Yechish: Bu tenglamani
2r—1=2"".
ko'rinishda yozib olamiz. y = 27 egri chizigning va y = 2o — 1 10°¢ ri chi-

ziqning grafiklarini chizib, chizma 2.1.2 dan ko‘ramizki, ularning kesishish
nuqtasining abssissasi £ = 0.7 ekan. @

'\qy

1
-15  1-1 5 n.s\ 1 1.5
: e = ,_i‘ﬂ
| = —_—y=—2r+ 1.2
4 —y=12r-10.1

Chizma 2.1.3: Grafik tavsifi

Agar o{z) yoki #(z) chizigli funksiya, masalan ¢(z) = az + b bo'lsa, u
Wﬂt{df‘- (2.1.2) tenglamaning ildizlarini ajratish soddalashadi. Fagat a va b
Kkoeffitsiyentlari bilan farq qiladigan bir xil tipdagi bir nechta tenglamalar-
ning ildizlarini ajratish uchun grafik usuli qulaydir. Chunki bu yerda ildi-
zlarni ajratish (ildizlarni tagribiy topish) bitta tayin y = ¢(r) funksiya
grafigi bilan har xil y = ar + b to'g'ni chiziglar kesishish nugtalarining

abssissalarini topishdan iboratdir. Bu tipga =" + az + b = 0 ko'rinishdagi
tenglamalar misol bo'la oladi.

Misol 2.2. Masalan, z* 4+2z-1,2=0vaz*-1,22r40,1 =0 tenglamalar
ildizlarining taqribiy qiymatlari topilsin. Buni yechish uchun y = x° kubik
parabolani chizamiz. Songray = 22+ 1.2 va y = 1,20 — 0,1 to‘g'ri
thinqlm‘nmg parabola bilan kesishish nugtalarining abssissalarini topamiz.
_ Yechish: Chizma 2.1.3 dan ko'rinib turibliki, birinchi tenglama fagat
bitta £ = 0,6 haqiqiy ildizga ega bo'lib, ikkinchi tenglama esa uchta
6 =11, & 0,1 va § = 1 haqiqiy ildizlarga egadir. Agar f(z) = 0
-M.kﬁmmﬂs ildizlarini topish kerak bo‘lsa, z = = + iy deb olib,
Hilz,y) +ifalz,y) =0
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ko'rinishda yozib olamiz, bu verda fi(x,y) va fa(z, y) haqigiy = va y
o‘zgaruvchilarning haqiqiy funksiyalari. Bu tenglama esa quyidagi ikkita

flz,y) =0, falz,y)=0

tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Endi fi(z,y) =0 va fa(z,4) =0
egri chiziglarni chizib, ularning kesishgan nuqtalarini topamiz. Kesishish
nugtalarining abssissa va ordinatalari f(z) = 0 tenglama yechimlarining
mos ravishda haqigiy va mavhum qismlarini beradi. H

2.1.2 Algebraik tenglamalarning haqiqiy ildizlarini
ajratish

Algebraik
flz)=apz™ +a12™ ' + ... + an-1x + =0 (2.1.3)

tenglamaning ildizlarini ajratish masalasi yaxshi o'rganilgan va ancha
osondir. Quyidagi teoremalarning birinchisi boshqgalariga nisbatan umu-
miyrogdir, chunki n kompleks ildizlarning ham chegaralarini beradi. Biz
har doim (2.1.3) tenglamada koeffitsiyentlar hagigiy deb olamiz.

' I
Chizma 2.1.4
Teorema 2.3. Agar
L 3
- —_ Ay = ax —
4 1%‘@;. g : . ﬂin,n—l ﬂnl
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bo'lsa, u holda (2.1.3) tenglamaning barcha idizlari

1
= rl<1+A=R
T ,1+A1{l,1|-=: +
halga ichida yotadi (chizma 2.1.4).

Isbot. Faraz gilaylik, |2 > 1 bo'lsin. Modulning xossalariga ko'ra
agz" (] + 21, ) A o “"")
g QL
z'luaf‘l[l— ( +—1—2+ e )1 }|ﬂn~f”](l' _,_.1_) =
lzf  laf far]™

el =1/

1f(x)] =

~
-

lzl—1-A

— n

= leoz"| =

Agar biz bu yerda |z| > 1 + A deb olsak. u holda |f(z)| > 0 tengsizlik
kelib chiqadi. Boshqacha qilib aytganda, = ning bu qivmatlarida f(z)
ko'phad nolga aylanmaydi, ya'ni (2.1.3) tenglama ildizga ega bo‘lmaydi

Shu bﬂan_tmmmani.ng yarmi isbot bo'ldi. Teoremaning ikkinchi yarmini
isbotlash uchun z = 1 y deb olib, f(x) =

-:S*{H'J ga ega bo'lamiz, bu yerda

gly) = any™ + a,— 11.'“ L T + ag. Tmmmamng ishot gilingan qismiga
ko'ra g(y) ko'phadning y;, = —; ildizlari (nollari)

1
iykl - Iki <1+4,

tengsizlikni qanoatlantiradi, bundan esa

x| >

1+ A,
kelib chiqadi. =

l'alntma 2.1.1. Bu teoremadagi v va R sonlar (2.1.3) tenglama mus-
bat ildizlarining quyt va yugori chegaralari bo‘ladi.

Shunga o'zshash R
var sonler manfiy ildizlarining mos ravishda —R va —r quyi va yugqori
chegarasi bo'ladi. Ildizlarning chegaralari uchun bu teoremadagi baho an-

)‘poldir: Quyidaqi teoremalar bunga nisbatan ancha yarshiroq baho-
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Teorema 2.4. (Lagranj teoremasi). Agar (2.1.3) tenglamaning man-
fiy koeffitsiyentlaridan eng birinch: (chapdan o'ngga tomon hisoblaganda)
ag bo'lib, B manfiy koeffitsiyentlarning absolyut qiymatlari bo'yicha eng
kattasi bo'lsa, u holda musbat wdizlarning yugeri chegarast

R=1+ ;'JE (2.1.4)

Isbot. Bu yerda ham x > 1 deb olamiz. Agar f(z) ko'phadda manfiy
bo'lmagan barcha ay,as, ..., ax—; koeflitsiyentlarini nol bilan almashtirib,
qolgan barcha ay,agyq,...,a, koeffitsiventlarini esa —8 manfiy son bi-
lan almashtirsak, ko'phadning qiymati fagat kamayishi mumkin, shuning
uchun ham

son bilan ifodalanads.

. = Iﬂ-ﬁ.‘+] -1
flz) 2 apx" — Blz" " +a2™" "1+ .. +1)=asz" = Bd.‘r—j_
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan esa x > 1 bo'lganda
. PRELER Iu--M-i o =kl i
flz) 2 apx —-B-;_ == [ﬂn-f {1 = B] > =1 [@o(x=1)"=B]

kelib chigadi. Demak,

B
;rgl—i—‘*/—‘-:ﬁ!
ity

bo'lganda f(x) > 0 ga ega bo'lamiz, ya'ni (2.1.3) tenglamaning barcha &%
musbat ildizlari ™ < R tengsizlikni ganoatlantirar ekan. |

Teorema 2.5. (Nyuton teoremasi). Agar x = ¢ > 0 uchun f(x)
ko'phad va uning bareha f'(x), f/(x), ..., f7(z) hosilalari nomanfiy bolsa:
F ¥ ) =0 (k=0,1,...,n), uholde R = ¢ ni (2.1.3) tenglamaning musbat
tdizlart uchun yugori chegara deb hisoblash mumkmn.

Isbot. Tevlor formulasiga ko'ra

’ (g n

1(@) = £(O) + F(©)@ =)+ + 1 (z= )"
Teorema shartiga ko'ra & > ¢ bo'lganda bu tenglikning o‘ng tomoni mus-
batdir. Demak, (2.1.3) tenglamaning barcha x* musbat ildizlari 2t < ¢
tengsizlikni qancatlantiradi. il
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Bu teoremalar fagat musbat ildizlarning yugori chegarasini aniqlaydi.
Quyidagi:

filz)=(=1)"f(-2) = apz" —ﬂ1ﬂ:"_l e u,r_.-:i_‘”_2 — oo +(—1)"an,

1
falz) = Jf“f(;) = nr” + poy 2"t F ..+ o x -+ ap,

1 : \ 1
fa{;}=(—z]“f(—;) = apx” —tp 2" 4 ...+ (—1)"a0

ko‘phadlarga yuqoridagi teoremalarni qo'llab, f(x), fi(x), fa(z), falx) lar
musbat ildizlarning yuqori chegaralari Ry, Ry, Ry va 7y larni mos "7"'*'i5h"j‘"f
topgan bo'lsak, u vaqtda (2.1.3) tenglamaning hamma =% musbat iltii?:!ﬂ:‘l
ﬁ; <zt < R va hamma =~ manfiy ildizlari esa —Hy < ¥~ = — R,
tengsizliklarni qanoatlantirar ekan.

Quyidagi misolda biz yuqorida keltirilgan metodlarni go‘llab ularning

natijalarini solishtiramiz.

Misol 2.3. Quyidagi tenglamada hagigiy ildizlarning chegarasi topilsin:
flz)=z'—52* +8z -8 =D. (2.1.5)

Yechish: Teorema 2.1 ni qo‘llaymiz, bu yerda ay = 1, A = 8. Demak,
Hl:nl +8=29, ya'ni (2.1.5) tenglamaning ildizlari (—9,9) oraligda yotar
G

_ Endi Lagranj teoremasini qo'llaymiz: ag = 1, k = 2, B = & Bu
qiymatlarni (2.1.4) formulaga go‘yib, musbat ildizlarning yuqori chegarasi
uchun

8
R=1+\E=1+2J§{ 3,84
ni hosil gilamiz. Keyin (2.1.5) tenglamada @ ni —z ga almashtirsak,

filt)=2' 522 -8z -8 =0 (2.1.6)
m kelib chiqadi. Bu tenglama musbat ildizining yuqori chegarasi
uchun ham R < 3,84 tengsizlik kelib chiqadi. Ya'ni Lagranj teoremasiga
ko'ra (2.1.5) tenglamaning ildizlari (—3,84; 3, 84) oraliqda joylashgan ekan.
N}'mﬂ mEtOdi'ni tlﬁ‘uayli]i. Bu }“El‘dﬂ. f{m] = j:“' —f].z‘2 —fr -5 f'l:_-r} =
423 = 10z -8, f"(z) = 122% — 10, j"(z) = 24z, {7V () = 24. Ko'rinib
turibdiki, > 2 uchun f1V(2) > 0, f”(z) > 0, ["(z) > 0 va f'(z) > 0.
mﬂﬂwﬂtﬁh mumkinki, z > 2 bo'lsa, f(x) ham faqat musbat giymat

bul qiladi, ya'ni ¢ = 2 musbat ildizlarning yuqori chegarasi ekan. Xuddi
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shuningdek, f(x) = 0 tenglama musbat ildizlarining yuqori chegarasi ¢ =
3 ekanligiga ishonch hosil qgilamiz. Demak, (2.1.5) tenglamaning ildizlari
(—3; 2) oraligda yotar ekan. B

Har uchala metod natijalarini solishtirsak, Nyuton metodi garchi
ko'proq mehnat talab qilsada, ildizlar chegaralari uchun yaxshiroq natija
berishi yagqol ko rinadi.

Endi oliy algebradan ma'lum bo'lgan ikkita teoremani isbotsiz kelti-
ramiz.

Teorema 2.6. (Dekart teoremasi.) (2.1.3) tenglama koeffitsiyentlari-
dan tuzilgan sisternada ishora almashtirishlar soni gancha bo'lsa (sanashda
nolga teng hkoeffitsiyentlarga e’tihor qulmaymaiz), tenglamaning shuncha
musbat ildizi mavpud yoki wusbal ildizlar soni ishora almashiirishlar
somidan quft songa kamdir.

Misol 2.4. f(x) ning keeffitsiyentlar:
1,0,—5,8,—8

sonlardan tuzilgan sistemada ishora albmashtivishlar son: 3 ta. Demak,
2,1.5) tenglamada musbat nollarning semt & ta. 1 ta filx) ming koeffit-
styentlaridan tuzilgan sistemada esa 1shora almashtirishlar som 1 ta. De-
mak, (2.1.5) tenglama 1 ta manfiy ildizga ega ekan.

Faraz qgilaylik, (2.1.3) tenglama karrali ildizga ega bo'lmasin. Biz fi(x)
orqali f'(x) hosilani, fu(x) orqali f(x) ni fi(x) ga bo'lganda hosil bo'lgan
qoldigning teskari ishora bilan olinganini, fi(z) orqali fi(x) ni fo(z)
ga bo'lganda hosil bo'lgan goldigning teskari ishora bilan elinganini va
h.k. belgilaymiz va bu jarayonni goldigda o‘zgarmas son hosil bo'lguncha
davom ettiramiz. Natijada Shturm qatori deb ataluvehi

f(z), fi(z), fa(x), oo, Jiclz)

funksiyalar ketma-ketligiga ega bo'lamiz.

Teorema 2.7. (Shturm teoremast.) f(z) ko‘phadning tdizlaridan farg-
lia vab (a < b) sonlarni olib, v ni a dan b gacha o‘zgartirganda f(z) uchun
tuzilgan Shiurm qatorida nechta ishora almashinishlar yo'qolsa, f(x) ning
(a,b) oraligda zuddi shuncha hagigiy dizlary mavjud boladi.

Shturm teoremasi ildizlarni ajratish masalasini to'la hal giladi, lekin
Shturm qatorini tuzish bilan bog'liq bo‘lgan hisoblashlar ko'p vaqt talab
qiladi.
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Shturm teoremasining qo'lanilishi quyidagichadir. Asval {'.3.1.3.]
tenglamaning barcha ildizlari yotgan oraligning chegaralari uniqlulnmls..
Topilgan la,b] oraliq a; nugtalar bilan kichik oraliqchalarga hu'l}nmif_
Shturm teoremasi yordamida tenglamaning ey, ;4| oraliqdag) ildizlari-
ning soni aniglanadi. Agar bu oraligda ildizlarning soni bittadan
ko'p bo'lsa, oraliq bo'linadi va har bir oraliq uchun Shturm teore

masi qo'llaniladi. Bu jarayonni shungacha davom ettiramizki, toki hfﬂ
bir oraliqchalardagi ildizlar soni bittadan ortmasin. Shuni ham eslatib

o'tish kerakki, Shturm qatoridagi f;(x) funksiyalarni musbat sonlarga

ko'paytirish yoki bo'lish mumkin, bundan ishora almashtirishlar som
o'zgarmaydi.

Misol 2.5. Shturm metodi yordamida
flz)=a" -4z +1224+1=0
tenglamaning ildizlari ajratilsin,

Yechish: Shturm qatorini tuzamiz, f/(x) = dz® — 122% + 12, buni 4 ga
gisqartirib, fi(z) = 2* - 32243 ga ega bo'lamiz; f(zx) ni fi(x) ga bo'lamiz:

_ 2 -4t 12241

¥ — 32?43
4 — 32 4 3z T — 1
_ =409 +1
—z° +32% -3

Demak, fa(z) = 32® — 9z — 4. Endi fi(z) ni fa(z) ga bo'lamiz, buning
uchun fy () ni avval 3 ga ko'paytirib olamiz:

_ 32 —072 49 (322 -9x—4
33 -9 — 4z [z
dr +9

bu yerdan fa(z) = —4z — 9. Nihoyat, 16f2(z) ni falz) ga bo'lamiz:

_ 482 — 144z —64 | -4z -9
48z + 108z =121 63
_ — 252z — 64
— 262z — 567
4503 |
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Hosil bo‘lgan qoldigni 503 ga bo'lib teskari ishora bilan olsak, fi(x) = —1
kelib chigadi.

Shunday gilib, Shturm qatorining elementlari quyidagi funksiyalardan
iborat: f(z) = z'—dz*+12x+1, fi(z) = 2*—32?+3, fo(x) = 3% -9z -4,
falz) = —4x—9, fulx) = —1. Bu Shturm qatoridagi ishora almashinishlar
1-jadvalda keltirilgan.

= =0 ) -1 -2 +x)

sign f(x) .~ | :

sign fi(z) = + - +

sign fa(x) | ! 4

sign f3 () ) = H

sign () ~ -

ishora almashishlar soni 3 1 2 3 1

Jadval 2.1: Shturm qatoridagi ishora almashinishlar

Bu jadvalning ikkinchi va oxirgi ustunlarini solishtirib ko‘rsak, berilgan
tenglama ikkita haqiqiy ildizga ega ekanligiga ishonch hosil gilamiz. 2-va
d-ustunlardan esa bu ildizlar manfiy ekanligi kelib chigadi. 5-ustun bilan
4-ustun va 4-ustun bilan 3-ustunni solishtirish natijasida bu ildizlarning
(=2,—1) va (—1,0) oraliglarda yotishini ko‘ramiz. L)

2.2-§. Ko‘phad va uning hosilalari
giymatlarini hisoblash hamda
ko‘phadni kvadratik uchhadga bo‘lish

Algebraik tenglamalarning ildizlarini topish bilan bog'liq masalalarda
ko'phadlar va ularning hosilalari giyvmatlarini ko'p nuqtalarda hisoblashga
to'g'ri keladi, bunday hisoblashlarni biz oldingi paragrafda ham uchratgan
edik. Ayrim metodlarda esa ko'phadni ko'phadga bo'lganda hosil bo'lgan
bo'linma va qgoldigning qiymatini topish kerak bo‘ladi. Biz bu paragrafida
mana shu amallarning effektiv usullarini ko'rib chigamiz.
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2.2.1 Gorner sxemasi
Faraz qilaylik, koeffitsientlari ap, a,, .

...a,, haqiqiy sonlardan iborat

Piz)=apx" a4 A ap_1T + Gn

ko'phaduing z — £ nugtadagi giymatini hisoblash talab qilinsin. Pn(z) ni

x = £ ga bo'lamiz, u vagtda

ﬂ-uz“+ﬂ1I"l_1+,.,+ﬂﬂ = {hufﬂn_l-{'bt;ﬂ'"_z 4 ... ﬂ-hn_[ T —f,:' |'hr| 12'!”

ga ega bo'lamiz. Bu tenglikda r o‘rniga £ ni qo'ysak,
by = Pu(§)

kelib chiqadi, demak P,(£) ni hisoblash uchun b, ni topish kifoyadir.
(2.2.1) tenglikda = ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni teng
lashtirib,

ag = by,
oy = by — byt
s = [}2 — h]ﬁ,
in = bn g bn—-lE
munosabatlarga ega bo'lamiz. Bu tengliklardan ketma-ket bo, b1, eay B
larni topamiz:
b'u = Gg,
by = a;+ b,
bl = a3 E:"l.£1' [222]
by =

ﬂ'ﬂ+bn—1£
Qolda yoki klavishli mashinada hisoblanganda (2.2.2) tengliklarni
quyidagi

el i::\.f.‘““ e |

n-?& b-.-....]f
\bllb-z]ﬁa 1bn1hhn:u(ﬂ|
sxema shaklida joylashtirish ma'quldir, bu yerda by = ag bo'lib, oxirgi
ﬁ&iﬂtﬁa boshga sonlarning har biri uning ustida turgan ikkita sonning
Wﬁsﬂﬂm Keltirilgan sxema Gorner sxemasi deb ataladi, u Gorner
tomonidan 1819 y. e'lon qilingan edi. Agar biz (2.2.1) tenglikda
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I deb olsak, hisoblashning to'g'ri yoki noto'g'riligini tekshirish imkonini
beradigan

ag+ay+ ...+ an=b,+ (1 —&)(bo+ b+ ...+ bn—J}

munosabatga ega bo'lamiz. Agar fagat b, = P,(£) ni hisoblash talab
qilinsa, u holda Gorner sxemasini quyidagicha

Pu(€) = (-.((aok + a1)§ +@a2) + ... + an—1)§ +.an (2:2.3)

yozib olamiz. Bu usul ko'phad giymatini hisoblash uchun hagigatan ham
effektiv usuldir. Chunki (2.2.3) formula yordamida FP,(€) ni hisobla-
yotganda biz fagat n marta ko'paytirish amalini bajaramiz. Oddiy yo'l
bilan hisoblaganda esa £2,€%, .., €" darajalarni hisoblash uchun n — 1
marta ko'paytirish amalini va ay€™, a,£"~ !, ... a,_ £ ko'paytmalarni hosil
gilayotganda yana n ta ko'paytirish amalini, hammasi bo'lib 2n — 1 ta
ko'paytirish amalini bajarishga to'g'ri kelar edi.

Misol 2.6. Quyidagi
Py(z) = 27t =57 =3+ 1

ko'‘phadning x = 1.5 nugteday giymating hisoblaymiz:

2| =51 D 3 1 1,5
3 | -3|—-4,56|-2,25
S =2 =3 —LD—52
Demak, Py(1,5) = —1,25 . [ |

2.2.2 Ko'*phad hosilalarining giymatini hisoblash

Endi P,(z) ko'phad hosilalarining » = £ nuqtadagi qiymatlarini topish
masalasini ko‘rib chigaylik.
Agar F,(r) ni (x — £) ga bo'linganda hosil bo'lgan bo*linmani

Py_i(z) = bz 4 p0pn-2 1 | 4y
orqali belgilab olsak, u holda
Po(x) = (2 — &) Py -1 (2) + b (2:2.4)
tenglik kelib chiqadi. #,_;(z) ni (x — £) ga bo'linganda hosil bo'lgan

bo'linmani 7
Pn —I{I] = b'ﬂ”-rn'_n = ﬁ‘i”:‘:n_a + brr-]-ﬂ

ol
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l
‘desak,
FPrailz) = (z— E)PH—EE-T} + '{"'Enl—}l
tenglikka ega bo'lamiz va h.k. (j + 1) - qgadamda P, _;(x) mi (& — §) ga
bo'linganda hosil bo'lgan bo'linmam
Poji(z) = bl =970 g p00pn=1=2 . b))
deb belgilab, _
Py—j(z) = (z = E)Paj_1(z) + b, (2.2.5)
tenglikni yozamiz. Natijada
Palx), Pao1(2), Po-al2), ..., Py(x), Po(x)
ko'phadlar ketma-ketligini va ko'phadlarning koeffitsientlaridan tuzilgan
g ay et Onead Gaet: O
R A
b{ll ihh] b“i b“f
(2) (2) e
bﬂ bl. bﬂ—? ngﬁ}
: =1 n
a b

A

uchburchakli matritsani hosil qilamiz. Agar bi"“ = @a; (i = 0,n) deb
olsak, u holda Gorner sxemasini ketma-ket qo'llab, quyidagi

bE] ="'.!':;}'l_’-”‘biﬂ = b&.‘._r'u +b1{]1§, (i=1n—3:1=0,n) (2.2.7)
rekurrent formulalarni hosil qilamiz, Endi (2.2.4) ayniyatni hamda (2.2.5)

ayniyatni j = 1,2, ...n — 1 uchun yozib, keyingilarini oldingilariga olib
bonb go'yib,

Pa(z) =60 + b, (2~ €) + ... + b (2 — &)™ (2.2.8)
ga ega bo'lamiz. (2.2.8) tenglikdan va Teylor qatoridagi yoyilmaning yago-

pie)— s Bl _ .y B
wl(E) = b0 = ) = p™
Pl = b = = b2, e =

(2.2.9)
i hosil gilamiz. Shunday qilib, P,(z) ko‘phad hosilalarining £ nugtadagi
giymatlarini topish uchun biz (2.2.7) rekurrent formulalardan foylalanib
(2.2.6) uchburchakli matritsani tuzishimiz kerak.
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Misol 2.7. Quuidagi
Py(z) =22 - 522 + 32 +1

ko'phad va uning hesilalorining * = 1,5 nugladagi giymating topamisz.
Buning uchun (2.2.6) matritsani tuzamaz:

2 =5 0 3 1
2 =2 =3 =Lp =120
2 1 —-1,5 —-3,75

2 4 4,9

2 7

2

(2.2.9) formulalardan esa hosilalarning qiymatlarini topamiz: Py(1,5) =
—1,25; P{(1,5) = —3,75; PJ(1,5) = 2!.4,5 =19, P!(1, 5} =3t =T-=42:
PiV(1,5)=4!-2 = 48. 3

2.2.3 Ko'phadni kvadratik uchhadga bo‘lgandagi
bo‘linma va goldigni topish

Ma'lumki, P, (x) ko‘phadni kvadratik x*+pz+ q uchhadga bo'lganda hosil

ba'lgan qoldiq chizigli funksiva az + b ho'ladi, lekin qulaylik uchun biz bu
chizigli funksivani maxsus b, _y(x + p) + b, formada yozamiz:

agr” + @l + L +a, =

= (box™ 2+ bye" "3 4 4 by_a)(2® +pz 4+ q) Fbaor (T +p) + by (2.2.10)

Bu munosabatda x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni teng-
lashtirib,

i Ly == bt)-.
iy = h} +Pb1‘_‘|,
a = by + pby + gby,
{0 (2.2.11)
dp-y = b’ﬂ-—i i+ pbﬂ—i + !?E?n—m
\ On = by + pbn-1 + qbn-2
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tengliklarga ega bo'lamiz. Bu yerdan bg, by, ..., b, larni topish uchun,
quyidagi rekurrent munosabatlar hosil bo'ladi:

bﬂ = ﬂ‘}i

by = a;—phy,

b‘! = g — ‘IJE}L - f}bl‘h {2212:‘
n-1 — Pbn—2 — gbn_3,

=
i
L

i

Oy — an—! —= {Ibu-ﬂﬂ

Hisoblashda oson bo'lishi uchun bu munosabatlarni quyilagi sxema shakli-
da yozishimiz mumkin:

g @ 2 @3 o«  QGp-i iy
=F —pby —pby —phsy ... —pby_a —pbu
=4 —{j‘!}u "th ";F-"l-’n—ﬂl —fjﬁ'n—?

(b b ba by .. baa I

Bu sxemala oxirgi satrdagi sonlar uchta oldingi satrlardagi sonlarning
yigindisidan iboratdir. Demak, (2.2.12) yordamida yoki yuqoridagi sxe-
madan foydalanib, & (i = 1.n) larni topamiz va natijada bo'linma
Qu-a(z) = boz" =2+ bz 34 ..+ b, _» va qoldiq ry(z) = by_1(x +p) + bn
bo'ladi.

2.3-§. Tenglamalarni yechishda iteratsiya
metodi

;
¥
/
%
y
v
i'

2.3.1 Oddiy iteratsiya metodi

Biz hozir oddiy iteratsiya (yoki ketma-ket yaqinlashish) metodi bilan bitta
sonli tenglama misolida tanishamiz. Bu metodning umumiy nazariyasi
bilan keyingi paragrafda tanishib chiqamiz. Iteratsya metodini qo'llash
uchun f(z) = 0 tenglama unga teng kuchli bo'lgan quyidagi

F=la) (2.3.1)

kanonik shaklga keltirilgan va ildizlari ajratilgan bo'lishi kerak. (2.3.1)
tenglamaning ildizi yotgan atrofning biror zg nuqtasini izlanayotgan ildiz-
ning nolinchi yaqinlashishi deb olamiz. Navbatdagi vaqinlashishini topish
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uchun (2.3.1) ning o'ng tomoniga gy ni go'yamiz va hosil bo'lgan o(zq)
givmatini x; bilan belgilaymiz, va'ni

xy = plxo)- (2.3.2)

Topilgan &y sonni (2.3.1) ning o'ng tomoniga qo'yib, yangi son rs = @(z1)
ni hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, n - yaqinlashish x, ni (n—1)
- yaqinlashish x, . vordamida topamiz:

I = HEu-1) =123 (2.3.3)
Bu formula yordamida topilgan sonlar ketma-ketligining limiti, ya’'ni

lim ™ =E (2.34)

=0

mavjud va p(x) funksiya uzluksiz bo'lsa, (2.3.3) tenglikning har ikkala
tomonida limitga o'tib,

£ = lim z,= lim @lz,-1) =¢( im ) =@l&}
Ti— 00 =00 n—rix

va'ni
£ = p(£)

ga ega bo'lamiz. Bu tenglikdan ko'rinadiki. € berilgan tenglamaning ildizi
ekan. Demak, bu ildizni (2.3.3) formula yordamida istalgan aniglik bilan
hisoblash mumkin. (2.3.4) limit mavjud bo‘lgan holda iteratsiya jarayoni
vaginlashuvchs deyiladi. Lekin 11.':'.'; t, mavjud bo'lmasligi ham mumkin,
bunday holda oddiy iteratsiva usuli maqsadga muvefiq bo‘lmaydi.

Iteratsiya metodi sodda geometrik ma’noga ega. Buni tushunish uchun
¥ = w(z) va y = & Munksiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu grafiklarning
kesishgan M nuqtasining abssissasi (2.3.1) tenglamaning x = £ ildizidir.

Faraz qilaylik, zo nolinchi yaqinlashish bo'lsin, u vaqtda Aglwo, wlxo))
nugta y = () egri chizigda yotadi (chizma 2.3.1).

]



-
-

M.I. ISROILOV

ty v = d'/
D<) <1
B L —- -
Ba | Ao
M 1 _—H :
2 , .
] i | '
¥ (] i L
-y 5
| H—
£ Ta i H ) L
Chizma 2.3:1
1y
y==
\—-1 <¢@'(z) <0
A 2
M
I
\ Az
B, I_ ! Ao
) ; : :
¥ '. t ! z
I & In I i
Chizma 2.3.2

I_lumqbadan gorizontal (Oz o'giga parallel) chiziq o'tkazamiz. Bu
ﬂlhlqy = mhmmm By (¢(z0), p(z0)) nugtada kesadi. (xo) ni
#; bilan belgilab olsak, B, nuqtaning koordinatalari (z;,z;) ko'rinishga
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ega bo'ladi. B nuqgta orqali Oy o'qga parallel to'g'ri chiziq o'tkazsak, u
y = p(x) egri chiziqni Ay (x,¢(z)) nuqtada kesadi. Bu jarayonni davom
ettirib, y = x bissektrisada yotgan Ba(zz,z2) (bu verda z3 = @),
so'ng y = @(x) egri chiziq ustida Az(xa, (xz)) nuqtaga ega bo'lamiz va
hk. Agar iteratsiya jarayoni yaginlashsa, u vaqtda Ag, Ay, ..., Ay, ... nug-
talar izlanayotgan M nuqtaga yaginlashadi. Ag, Ay, Ao, ... nugtalarning
T, 1, Ta, ... abssissalari £ ga, va'ni (2.3.1) tenglamaning ildiziga yaqin-
lashadi. Shunday gilib, iteratsiya metodining geometrik ma'nosi quyidagi-
dan iborat: y = @(x) egri chizig bilan koordinatalar burchagi bissektrisa-
sining kesishish nuqtasiga siniq chiziq bo'ylab harakat gilamiz, siniq chizig-
ning uchlari navbat bilan egri chiziq va bissektrisa ustida yotadi, tomonlari
esa navbat bilan gorizontal va vertikal yo'nalgan bo'ladi. Agar egri chizig
va bissektrisa chizma 2.3.1 dagidek joylashgan bo'lsa, u vaqtda siniq chizig
zinapoyani eslatadi. Agar egri chiziq va bissektrisa chizma 2.3.2 dagidek
bo'lsa, unda siniq chiziq spiralni eslatadi.

Iteratsion jarayon uzoglashishi ham mumkin, Buning geometrik
ma'nosi shundan iboratki, zinapoyaning pog'onalari (yoki spiralning
bo'g'inlari) horgan sari kattalashadi, shuning uchun ham Ay, 4, As, ...
nugtalar M ga vaqginlashmaydi, balki uzoqlashadi (chizma 2.3.3 va chizma
2.3.4).

1‘1-2
)
A
i
|
i
A |
¢ 'Bl i
wB
I i :
I i i
0 - : : 3
E xIp v | i
Chizma 2.3.3
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Ay B

B

2

(
:
i
i
|
|
L]
&I

P e
=

1 £
Chizma 2.3.4

Modomiki, iteratsiya jarayoni har doim yaginlashavermas ekan, de-
mak, bu jarayon yaqinlashishi uchun ganday shartlar bajarilishi kerakligini

aniglash katta ahamiyatga ega. Bu shartlar ushbu teoremada ko'rsatiladi.

Teorema 2.8. Faraz gilaylik, p(z) funksiya va dastlabki yagqinlashish xo
quyidagi shartlarnt ganoatlantirsin:

1) ¢(z) funksiya
|z —zo) < & (2.3.5)
oraligda amiglangan bo'lib, bu oraligdan olingan wrtiyorty ikkita © va y nug
talar uchun @(x) Lipshits shartini ganoatlantirsin:
le{z) —el)l <glz -yl (0<qg<1); (2.3.6)
2) quyidagi tengsizliklar bajarilsin:

lTo — (o) < n, -l-i—q < 4. (2.3.7)

U_:hp.!da (2.3.1) tenglama (2.8.5) oraligda yagona € ildizga ega bo'lib, {xn
ketma-ketlik bu yechimga intiladi va intilish tezlig
e 2.3.8
len =8 < g" 2.5:8)
gsizlik bilan aniglanadi.
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Isbot. Avval induksiya metodini qo'llab, ixtiyoriy n uchun z,, ni qurish
mumkinligini, 2, ning (2.3.5) oraligda yotishligi va

| 041 — Zn| < ng" (2.3.9)

tengsizlikning bajarilishini ko'rsatamiz.

Agar n = 0 bo'lsa, &y = @(zp) bo'lgani uchun (2.3.9) tengsizlik (2.3.7)
dan kelib chigaci.

Bundan tashqari, 5 < -I—"’—q < 0 bo'lgani uchun |x; — x| < § tengsizlik
bajarilib, =, (2.3.5) oraliqda yotadi. Endi faraz qilaylik, &1, 22,.., 2, lar
qurilgan bo'lib, ular (2.3.5) oraligda yotsin va

|Tise1r — Tal <ng* (E=0,1,....n— 1)

tengsizliklar bajarilsin, Induksiya shartiga ko'ra x, (2.3.5) da yotadi,
w(r) (2.3.5) da aniglangan, shuning uchun ham .41 = @(r,) ni qurish
mumkin. Teoremaning 1-shartidan

|2k 41 — 2a| = |@l(2n) — @(2n-1)| < ¢len — 2n-1]
kelib chigadi. Lekin @,y va &, uchun induksiya shartiga ko'ra |z, —
Tn-1| € ng" ! o'rinli, demak, |z,+1 — x| < ng". Bu esa 1,41 va 2,

uchun (2.3.9) tengsizlikning bajarilishini ko'rsatadi. Nihoyat,

IIJ'I+| _xﬂl < |.‘.|",.. 1N | s |-f:ﬂ —dLn=1 | ++|-‘r1 ‘-Fl:r[ < f.'tI" +‘?ffll_1+*"+ﬂ' =

1 ;

1—g 3 7 <s
l—gq l—gq
munosabatlar @, 4, ning (2.3.5) oraligda yotishini ko'rsatadi. Shu bilan

ishot qilinishi talab etilgan mulohaza tasdiglandi.
Endi {2} ning fundamental ketma-ketlik tashkil etishini ko'rsatamiz.
(2.3.9) tengsizlikka ko'ra ixtiyoriy p natural son uchun

=1}

IIH+J‘!_1'1|| < |~rn+;u _Ii|1+"'+ |'I:"+1 _'T“} = m]"-”l-l +...+F]-l]'“ = 1 quﬂ
yoki "
s = #nl < 770", (2.3.10)

Bu tengsizlikning o'ng tomoni p ga bog'liq bo'lmaganligi va 0 < g < 1
bo'lganidan {x,} ketma-ketlikning fundamentalligi va uning limiti
£ = nIEEn oy mavjudligi kelib chiqadi. {z,} ketma-ketlik (2.3.5) oraliqda
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votgani uchun £ ham shu oraligda yotadi. (2.3.6) shartdan o(2) Elillg
uzluksizligi kelib chigadi, shuning uchun ham z,4; = @lTa) tenglikda
limitga o'tib, £ (2.3.1) tenglamaning ildizi ekanini isbot gilamiz. _

Endi {24} ildizning (2.3.5) oraligda yagonaligini ishotlaymiz. Faraz qi-

lavlik, £ (2.3.1) tenglamaning (2.3.5) oraliqdagi boshqa biror ildizi bo'lsin,

£ = £ ekanini ko'rsatamiz. Haqgiqatan ham (2.3.6) ga ko'ra

& —&| = |(E) — wlE)] < ql§ — &l
0 < g < 1 bo'lgani uchun bu munosabat fagat £ = £ bo'lgandagina bajari-
ladi,

Yaqinlashish tezligini ko'rsatuvehi (2.3.8) tengsizlikni keltirib chigarish
uchun (2.3.10) tengsizlikda p — oo limitga o'tish kifoyadir. Teorema isbot
bo‘ldi. =

Izoh. Odatda, iteratsiva metodini qo‘llayotganda ikkita: ,-1 va
o ketma-ket yaqinlashishlar berilgan aniglik bilan ustma-ust tushsa, shu
aniglik bilan € = =z, deb olinadi. Umuman olganla, bu fikr noto'gridir.
Masalan, r = 0,999z tenglamani ko'raylik. Bu yerda o(z) = 0,9992,¢ =
0,999. Dastlabki yaginlashish zy ni 1 ga teng deb olib, bu tenglamani
iteratsiya metodi bilan yechamiz. U holda z; = 0,999 va xy — x; = 0,001
bofladi. Bu tenglamaning aniq ildizi € = 0 esa =, dan 0,999 ga farq qiladi.

Yuqorida aytilgan fikrni fagat |¢/(z)| < g bo'lib, g birdan ancha kichik
bo'lgandagina go'llash mumkin. Buning to'griligini ¢ < § bo'lganda
quyidagicha ko'rsatish mumkin. Buning uchun f{z) = 2 —(x) deb olamiz,
uholda f(€) =0 va f'(z) = 1—¢/(z) = 1 - ¢ bo'ladi. Shuning uchun ham

[Zn=(zn)| = |f{zn)=F(E)] = lzn—E| f'(£0)] = (1=g)|zn—E|(Zs € (24, 5))s
demak,
1Iﬂ = ’:5‘..1‘"“
|zn =&} < “1—_‘q'—""
va (2.3.6) ga ko'ra

[Zn — wlzn)l = |plzn-1) - ©(Ta)| < qlan = zn-il.
Bu tengsizliklardan esa,

lon — €] < T lon ~ 2l

hosil bo'ladi. Agar, xususiy holda, ¢ < 1 deb olsak,

13 —Zn|'< 1.3’:1': _In—-I':
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bo'ladi, ya'ni bu holda |x,, — x4-1| < € dan |€ — x| < £ kelib chiqadi.

Misol 2.8. HNerutsiya usuli bilan
f(z) =2 — 802 +32=0 (2.3.11)
tenglamaning musbal ildizlar 5 ta ishonchli ragam bilan tapilsin.

Yechish: Shturm metodini go‘llab, bu tenglamaning musbat ildizlari
£, va & larning mos ravishda (0;0.5) va (8.5;9) oraliqlarda yotishini
ko'ramiz., Heratsiva metodini qo‘llash uchun (2.3.11) tenglamani kanonik
ko'rinishda yozish kerak. Bumi ko'p usullar bilan bajarish mumkin.
Lekin har doim ham kanonik ko‘rinishdagi ¢(z) funksiya teorema shar-
tini ganoatlantiravermaydi. (2.3.11) tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan.
masalan, quyidagi uch xil ko'rinishda yozish mumkin:

r =25 — 19z + 32 = py(x) (2.3.12)
voki
i- +32 a
TP T 2.3.13
a 30 walir) ( )
yoki

— Y80 — 39 = pa(a). (2.3.14)

Har ikkala ildiz atrofida ham ,(x) lar hosilaga ega bo'lgani uchun teo-
remadagi (2.3.6) shartni |@!(z)| < q < 1 shart bilan almashtirish mumkin.
Endi ¢, (z) larning qavsi biri teorema shartini ganoatlashtirishini ko'raylik.
@i (x) = 32° — 79 bo'lgani uchun har ikkala ildiz atrofida ham |} (z)| > 1,
demak, (2.3.12) tenglama uchun Hemt'-;iwt jara.yoni uzoglashadi. Endi
{2 3. 1.5} teugid.umm Ll‘"khhlrﬂ.\-’llk whlz) = . Bundan (0; 0,5) oraliqda

wa(r) < 53 = ¢ < 1= ekanligini ko' ramm va'ni £ ni topish uchun
(2:3: 13} tenglamaga iteratsiva metodini qo‘llash mumkin. Dastlabki yaqin-

lashishni xq = 0,5 deb olib, keyingi to'rtta yaginlashishni hisoblaymiz:

¥y = 59—5-;#23 = 0,4015625; 2 =0,4008094; w3 = 0,40080487;
xs = 0, 40080483.

Demak, 5 ta ishonchli ragami bilan & = 0,40080 deb olishimiz
mumkin. _

Tabiivki, (2.3.13) tenglamada ikkinchi ildizni ham iteratsiva metodi
bilan topishga harakat qilamiz. Lekin bu mumkin emas, chunki (8,5; 9
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oraliq uchun |gh(x)] < g < 1 shart bajarilmaydi.

Qhuning uchun ham
(2.3.14) tenglamani tekshirib ko'raylik:

~ 33/(80x —32)7
Bundan ko'ramizki, (8.5; 9) oraliqda |p3(x)| <

(2.3.14) tenglamadan £> ni topishimiz mumkin. _ _
Nolinchi yaginlashishni zp = 9 deb olamiz, keyingi yaginlashishlar jad-

val 2.2 da keltirilgan. Demak, 5 ta ishonchli ragami bilan olingan qiymat
£ = 8,7371 ga teng bo'ladi.

: 80
wa(z)

1 1 ; . H
7 < 3 shu sababli

I'ﬂ
9.0000
8.82580
8.7T688
8.7483
8.7412
8.7386
8.7376
B.7373
8.7372
8.7371
8.7371

H@m-.;mﬂ-"h””""::

=

Jadval 2.2: Turli n lar uchun x,, ning qiyvmatlari.

2.3.2 Vegsteyn metodi

lteratsiya metodining yaqinlashishi yoki uzoglashishi € ildizning kichik
atrofida ¢'(x) hosilaning qiymatiga bog'liq ekanligini yuqorida ko‘rgan
edik. Lekin 1.X Vegsteyn 1958-yilda |51], geometrik mulohazalar asosida
ieratsiya metodini shunday o‘zgartirishni taklif etdiki, buni qo'llaganda
#/(z) ning giymati har qanday bo'lganda ham iteratsiya jarayoni yaqin-
hshnﬂ:l.. Mabodo |9/ (z)| < 1 tengsizlik bajarilsa, u vaqtda oddiy iteratsiya

foniga nisbatan Vegsteyn jarayoni tezroq vaqginlashadi.
Vegsteyn metodida

T = lx) (2:3.15)
g aniq yechimi £ ning dastlabki yaginlashishi =g orqali,

20 = T, 21 =21 = (o)

(2.3.16)
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deb olib, ikkita {z,} va {2, } ketma-ketlikni quramiz:
Engl = ';r;'{zﬂ]r iE'E'IT}

a1 = itngy — bl = Zn) (il = ) (2.3.18)

Tn4l = Tn = 2Zp+ 2441

Oxirgi munosabatning ma'nosini anglash va uni hosil gqilish usulini
tushuntirishimiz uchun chizma 2.3.5 ga murajaat qgilamiz.

"\

M
y = @(z)
> Xe A
| | ]
gl i
L1 £ In

Chizma 2.3.5
Ushbu
gzn + (1 — @)Tnty

chizigli kombinatsivani tuzamiz va g parametrni shunday tanlaymizki, bu
ifoda ildizning aniq giymati £ ni bersin:

*f. = O In =}= '[1 = Q}In-l'-l- {2‘3‘19}
Bu ifodani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
€ — Tnsr = q(2n — &) + ql€ — Tns1)

yoki _
(I —g)(&—xps1) = alzn —§). (2'3*2[}]
Endi chizma 2.3.5 dan ko‘ramizki (2.3.20) ni quyidagicha yozish
mumkin:
(1 —¢)DC = 4CB,

63



|
E.

M.I. ISROILOV

ya'ni
g DC CM __r,_a(:,,]—p{m_ (2.2.21)
1-9 CB CB 2, — €
Agar (2.3.21) da noma’lum nisbat S5 ni

AE 'P[:zn—t}" [z,.}
AB

iru+l —&n

— En=1 In — &n—1

bilan almashtirsak, u holda biz ¢ parametrning ' taqribiy giymatini
topamiz:
- Lngr — 4n

Tptl— Zn — &n + Zp-1

Endi ¢" ning qiymatini (2.3.19) - ifodadagi ¢ ni o'rniga qo'ysak, 2ni1
ni hosil gilamiz:

L4l — Ty Toay — Ty ) =
Inel = =TI+(]_ = - In+l =
Tnel — In— Zn 4+ Zn— Inyl —

— Ay — Zn + En=1

{:L‘-,-.+1 = I‘rl”-’l-‘n+1 - Zx)
P4l — Tn — 2n + Zn-1
Vegsteyn metodini amalda qo'llash uchun (2.3.16) ga ko'ra ildizning no-
linchi yaqinlashishi z5 ga bir marta (2.3.15) oddiy iteratsiya metodini
qa‘llash kerak. Birinchi qadamdan so'ng 2,4, ni topish uchun esa (2.3.17)
- (2:3.18) formulalarni qo‘llaymiz. Biz bu verda bu jarayonning oddiy ite-
ratsiya Ja.rayumgn nisbatan tezroq yaginlashishini gat’iy ravishda ishotlab
o'tirmasdan misol keltirish bilan chegaralanamiz.

Misol 2.9. Ushbu

=Ingl—

(2.3.22)

flg) =2+ — 1000 =0
tenglamaning eng katte musbat ildizi 107'° aniglik bilan fopilsin

Yechim: Izlanayotgan ildizning nolinchi yaqinlashishi sifatida 7o = 10
ni olishimiz mumkin. Bu tenglamani

= 1000 — z°

‘ko'rinishda yozib olamiz, Bu holda ¢'(z) = —3z% va &/(10) = —300
;l;:hﬁl Demak, (2.3.23) tenglamaga oddiy iteratsiyani qo'llab bo‘lmaydi.

 yechimini Vegsteyn usuli bilan topilgan ketma-ket yaqin-
lashishlari 1019 aniqlik bilan jadval 2.3 da keltirilgan.

(2.3.23)
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n Enil = '1'-:'[.3!!) Zn Tpy) = tl‘j{:"-n]
0 10 10 10

1 1] 0 0

2 1000 0.9 -1000

3 29.7 10,1 -999000
1 -30,3010 0,9658 —078, 109
5 10,2310 0,966655

6 9,97016 9,66667701

7 9,966666 0,966G666790

8 09666667006 | 9,966666TI061

a9 9.9666667906 | 9,96666679061

Jadval 2.3: (2.3.23) teunglama yechimining Vegsteyn usuli bilan topilgan
ketma-ket yaginlashishlari 1079 aniglik bilan keltirilgan.

Bu javdalning uchinchi ustunida (2.3.22) formula yvordamida topil-
gan z, lar keltirilgan, oxirgi ustun esa oddiy iteratsiya usulining uzog-
lashishini ko‘rsatish uchun keltirilgan. Yulduzcha bilan belgilangan qiy-
matlar ikkinechi ustundagi mos giymatlar bilan ustma-ust tushadi, chunki
Vegsteyn usulini go‘llash uchun n > 2 bo'lishi kerak. o

2.3.3 Hisoblash xatosining iteratsion jarayonning
yvaqinlashishiga ta’siri

Biz oldingi punktlarda iteratsion jarayonning ideal modelini ko'rib chiqqan
edik. Bu modelda {z,} ketma-ketlikning barcha elementlari absolyut
aniq hisoblangan deb faraz gilingan edi. Aslida esa go'lda hisoblana-
yotganda ham, mashinada hisoblanayotganda ham, biz amallarni chekli
migdordagi raqamlar ustida bajaramiz. Buning natijasida, ya'ni yaxlitlash
hisobidan, hisoblash xatosi kelib chiqadi. Iteratsivaning birinchi gadamida
x1 = @(xg) o'rniga unga vaginroq bo'lgan 27y ni hosil gilamiz. Bu yerda
@y — @lxg) = o hisoblash xatosi hosil bo'ladi. Ikkinchi gadamda esa xato
ikki sababga ko'ra hosil bo'ladi: birinchidan ¢(x) funksivada xy o'rniga o,
qo‘yiladi, ikkinchidan (27 ) yaxlitlash xatosi bilan hisoblanadi. Demak,
topilgan 7> giymat fagat taqribiy ravishda () ga teng: 22 = @) +71,
1 - hisoblash xatosidir.

Shunday qilib, iteratsiva metodini qo'llayotganda =41 = @(x,) (i =
0,1,2, ...) ketma-ketlik o‘rniga

Bl = @(Bn) +¥as, (R=10,1,2,.5)

65



M.L ISROILOV

ketma-ketlikka ega bo'lamiz, bu yerda =, - hisoblash xat 0%,

Yugorida isbot gilingan teoremaning xulosasi {2, } ketma-ketlikka taal-
lugli bo'lgani uchun, agar biz qo'shimcha shart go'ymasak, bu xulosa {rln}
ketma-ketlik uchun o'rinli bo'lmaydi, hatto bu ketma-ketlik £ ildizga yaqin-
lﬂ.ﬁhm.&iligi ham mumkin. S'huning uchun qu}'j.d{igi teoremani ishot !]I]‘.Etf
miz.

Teorema 2.9. Foyaz qilaylik, ¢(x) dastlabki yaginlashish xq va
Znsr = @(&n) + s Fo=w0, n=0,1,2,... (2.3.24)
tengliklar bilan aniglangan {,} ketma-ketlik quyidagi shartlarni qanoat:
lantirsin:
1) plz) funksiya )
|z.— 0] < 8 (2.3.25)

oraligda aniglangan bo'lib, bu oraligdan olingan ixtiyoriy tkkita x va y nug-
talar uchun
lez) — )| <glz—y| (0<qg<1) (2.3.26)
tengsizlikni qanoatlantirsing
2) ¥n sonlar uchun

Il €9¢7 ©O<g<1), n=0,1,2,.. (2.3.27)
tengsizliklar o'rinli bo'lsin;
3) quyidagi
Iz ~ (o) < m, 1 J:T <48 (2.3.28)

tengsizliklar bajarilsin. U holda
1)z = ip(x) tenglama (2.8.25) oraligda yagona & yechimga ega,
2) agar 0 < gy <1 bo'lsa, {£,,} ketma-ketlik £ ga yaginlashadi,
3) agar gy = 1 bo'lsa, =, migdorlar

. 1
I —£l < ~— F ) (2.3.29)
tengsizlikni ganoatiantiradi.
Isbot. Teoremaning birinchi tesdig'i teorema 2.8 dan kelib chigadi.
Qolgan tasdiqlarni isbotlash uchun biz
) m
Bm=zml €43 ™ (m=1,2,..) (2.3.30)
=1
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tengsizliklarning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.

Avval shuni ta'kidlab o'tish kerakki, agar x,, (2.3.30) tengsizlikni
ganoatlantirsa, n (2.3.25) oraliqda yotadi.

Hagiqatan ham (2.3.30) dan 0 < ¢; < 1 ni hisobga olib,

i

: m— i

J.r" — -1:”- E f = : { T T 2;3!31

| <7 g 7 e (2.3.31)
ga ega bo'lamiz. Teorema 2.8 ni isbot qilish jaravonida

N

l—q
ni keltirib chigargan edik. Keyvin bu tengsizliklardan va (2.3.28) dan

|£m — Zo| < (2.3.32)

|-F:m = .d'.‘||| < |Fm - -Errll + |&m — -T-'IJ| < '_?_' L <
—q 1-g¢
kelib chigadi.

Endi biz (2.3.30) tengsizlikni isbot qilishga o'tamiz. Buning uchun
matematik induksiva metodini qo'llaymiz. (2.3.24) va (2.3.27) dan n =0
bo‘lganda

|£1 — 21| = |70] <4
kelib chigadi, bu esa (2.3.30) ning m = 1 bo'lganda o'rinli ekanligini
ko'rsatadi. Endi faraz qilaylik, (2.3.30) m = n bo'lganda o'rinli bo'lsin,
uning m = n+ 1 bo‘lganda ham o'rinli bo'lishini ko‘rsatamiz. (2.3.24) dan
Tn+1 = @(z,) ni ayirib,

Fny1 — ETny1 = @(Ta) — &(2n) + In
ni hosil gilamiz. &, va x, lar (2.3.25) oraliqda votadi, shuning uchun ham
(2.3.26) tengsizlikni nazarda tutib hamda (2.3.27) va (2.3.30) tengsizlik-
larda m = n deb olib,

IJ_-'n-H = #l'-'u+|| = |'~P|:-i-'n} = W{J-'HH 1 |".Fu| < f!'l-‘;-’lt o m1'|| +Tq?
fi-rl

n
S : eI =
< Y e g =) M g
=1

=1

ni hosil gilamiz.
Demak, (2.3.30) m = n + | uchun to'g'ri ekan. Endi teoremaning 2%
3) - tasdiglarini isbot qilamiz. (2.3.8) va (2.3.30) tengsizliklarga ko'ra

n
|Zn — E] < |0 — @] + |00 — €] '?E'Tﬂhl*ﬁhi + 'i_:{';‘?“* (2.3.33)
=1
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Agar 0 < q; < | bo'lsa, u holda n — oo da

n
D 4" gy < nfmax(q,q)]" " = 0

=]
bo'lgani uchun, (2.3.33) dan

lim T, =&

n—oo
kelib chiqadi. Agar g; = 1 bo'lsa, (2:3.33) dan (2.3.29) kelib chigadi. Shu
bilan teorema isbot bo'ldi. ke

Tzoh. 1) 7y, sonlarni iteratsiya metodining (n + 1) -qadamidagi yaxlit-
lash xatosi deb qarash mumkin.

Teorema 2.9 dan ~, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyadek
nolga intilgandagina %, ning € ildizga yaginlashishi kelib chiqadi, Agar
|9n| < v bo'lsa, bu teorema fagat #,, bilan € orasidagi ayirmaning bahosini
beradi.

2) v = 0 bo'lganda biz iteratsiva metodining ideal holiga kelamiz, Umau-
man olganda, yaginlashish hagidagi teoremalarni teorema 2.9 dek ta’riflash
kerak edi. Lekin shunga qaramasdan bundan kevin biz faqat ideal holnl
ko'rib chigamiz.

2.4-§. Qisqgartirib aks ettirish prinsipi.
Iteratsiya metodining umumiy
nazariyasi haqida tushuncha

2.4.1 Metrik fazo haqgida tushuncha

Faraz gilaylik, X ixtiyoriy elementlarning to'plami bo'lsin. Agar X dan
olingan ixtivoriy ikkita = va y elementlar uchun shunday p(xr, y) funksiya
mavjud bo'lib, u quyidagi shartlarni (metrik aksiomalarni) ganoatlantirsa,
u holda X' to'plam metrik fazoni tashkil etadi deyiladi:

1) p(z,¥) = 0va p(z.y) = 0 munosabat 2 = y ho'lgandagina bajariladi,

2) plz,u) = ply, x) (simmetriklik aksiomasi),

3) plz,y) < plz, 2) + plz,¥) (uchburchak aksiomasi).

 plz.y) funksiya esa metrika (yoki  va y elementlar orasidagi masofa)

deviladi. Metrik fazoning elementlari odatda uning nuqtalari deyiladi. X
to'plamda masofani har xil usullar bilan kiritish mumkin, u holda X har
xil metrik fazolarni hosil qiladi.
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Faraz qilaylik. X n o'lchovli # = (&1,39,...,2,) vektorlar to'plami
bo'lsin. Bu to'plamda biz uch xil masofa kiritamiz.
1. Kubik yoki m masofa. Bu quyidagi

pml,y) = max |r, — il (2.4.1)

tenglik bilan aniglanadi. 1- va 2-aksiomalarning bajarilishi o'z-o'zidan
ravshan. Uchinchi aksioma esa quyidagicha tekshiriladi:

pmlz, v) = max |z; — 3] = max (zi — 2) + (2 —wi)| <
< rn?x{!.r, —zi|+Hzi—w|) < max |:r,—.-:.|+m:_v1x |zi—1i| = pmlz, 2)+pm(z, 1)
2. Oktaedrik yvoki s masofa. Bu quyidagi

(%,§) = Zl:r. -l (2.4.2)

i=1

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda ham uchinchi aksiomaning bajaribshin
tekshiramiz:

Ps(E,9) = Z[ff - Uil _Zl{{" —_ 2] I"{ S u'" =

<) i =zl Yz — il = pa(E,2) + 05,8
=1 r=1

3. Sferik yoki | masofa. Bu masola quyidagi

pilE,§) = [Z{r, — ) F (2.4.3)

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda uchinchi aksiomani tekshirishda Koshi -
Bunyakovskiy tengsizligi

Seons [ (£

=1

dan foydalanamiz:
L n
pi (#,7) = Z{.r, —w)? = Z”I: —z) + (2 — @) =
1=l =1
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]

=]

1=1

+ ) (E—w) < 233 2)+20i(2,2)pi (5,0) 407 (2, 5) = [pi( & 2) +pu(2.8))
i=1
ya'mi
P:{i'ﬂ < Pi[i!E} + Pl{z.‘}]‘
X to'plamda bu metrikalar yordamida kiritilgan fazolar o'zaro fargli
metrik fazolardir.
m metrika bilan aniglangan fazo odatda m,, orqali belgilanadi. Uchin-
chi metrika bilan aniglangan fazo n o'lchovli Yevklid fazosidir.
X metrik fazoning
plZ, %) < 6
shartni ganoatlantiradigan nuqtalarining to'plami markazi g da va radiusi
4 ga teng bo'lgan yopig shar deyiladi.
Biror metrik fazodagi shar boshqa fazoda tamoman boshga figurani
tashkil etadi. Masalan, m,, fazodagi

Fm{i-iﬂ} E )

shar n o'lchovli Yevklid fazosida markazi zp; = (3:{,”],.55”, ..... ') nug-
tadagi n o'lchovli kubdan iboratdir. Xuddi shunga o'xshash

Pa[i-fn} <4é

shar esa markazi 5 nuqtadagi oktaedrdan iboratdir.
Bizga keyinchalik uchburchak tengsizligining quyidagi natijasi kerak
bo'ladi. Ixtiyoriy x,y,z,u € X nugtalar uchun

lp(z,u) = plz,u)| < plz, 2) + ply, u) (2.4.4)
ttn_gsialik orrinli. Haqigatan ham, uchburchak tengsizligiga ko'ra
plzy) < plz, 2) + plz,w) < pla.z) + plz,u) + plu. y) (2.4.5)
tengsizliklarni yozishimiz mumkin. Bundan
Pz, y) = plzu) < plz,2) + ply, ), (2.4.6)

bu tengsizlikda z, y lar bilan 2, u larning mos ravishda o' rinlarini almashtir-

plz,u) = plz,y) < plz,z) + ply, u) (2:4.7)
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kelib chiqadi. Endi (2.4.4) tengsizlik (2.4.6) va (2.4.7) dan kelib chigadi.
Masofa metrik fazoda tabiiy ravishda yaginlashish tushunchasiga olib ke-
ladi. X metrik fazoda biror {z,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
n — oo da plon, ) — 0 bo'lsa, u holda bu ketma-ketlik X fazoning x
nuqtasiga vaqinlashadi deyiladi va x,, — z yoki lim @, = z kabi yoziladi.

Pl =% 00

pla, y) masofa x va y elementlarning uzluksiz funksiyasi, ya'ni agar 2, —
va i, —+ ¥ bo'lsa, u holda:

f”:."rnl Hrl} = j‘]{J‘, ]'j':]

ekanligini ko'rsatish qivin emas. Hagigatan ham, (2.4.4) tengsizlikda = va
u ni mos ravishda x,, va y, bilan almashtirsak:

P Tny ) — plx, )l < plan; ) + plyn, )
Bu tengsizlikning o‘ng tomoni nolga intiladi. Demak,

pla.um) = plz.y).

Metrik fazoda har bir yaginlashuvehi ketma-ketlik birgina limit nugtaga
ega bo'lishi mumkin. Hagiqatan ham, xr, -+ ¥ va Tu — U, ya'ni limit
nuqtalar ikkita 2 va y bo'lsin. U holda uchburchak tengsizligiga ko'ra

0 < plz,y) < plz, z0) + plEn y)-

Bu tengsizliklarning o'ng tomoni n — oo da nolga intilganligi uchun
glra) =0, ya'niz =1y,

X metrik fazodagi har ganday yaginlashuvehi {z,} ketma-ketlik
Bolsano-Koshi alomatini ganoatlantiradi. Hagigatan ham, agar @, — %,
u holda berilgan £ > 0 uchun shunday ny = ng(e) mavjudki, har ganday
n > np uchun p{x,,x) < i tengsizlik bajariladi. Bundan n > ng va
m > ng uchun

L |
p(zn, Tm) < plan, ¥) + p(L,¥m) < 56+ 5E=E

bo'ladi.

Teskarisi, umuman aytganda, noto'g'ridir, chunki shunday metrik fa-
zolar mavjudki ularda ketma-ketlik uchun Bolsano-Koshi belgisining ba-
jarilishidan bu ketma-ketlikning shu fazoda yaginlashuvehi ekanligi kelib
chiqmaydi. Masalan, ratsional sonlar to'plami @ da masofani p(ry,r2) =
lry — ra| formula bilan kiritsak bu to‘plam, ravshanki, metrik fazoga ay-

n
lanadi, ammo bu fazoda {'il"n = (1 + %) } ketma-ketlik ratsional sonlar
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ketma-ketligi bo'lib, ratsional songa yaqinlashmaydi, chunki hm r, =

lim {1+ )" = e -transsendent sondir. Shuning uchun ham biz quyidagi

ﬂ*w - II *

ta'rifni kiritamiz. _ i
Agar X metrik fazoda Bolsano-Koshi alomatin qmm;ltlimnl'qH:hl har

qanday {z,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda A fo 4' ig metrik

fazo deviladi. To'liq metrik fazolar uchun yaqinlashish hagidagy teorema

o'rinlidir: {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lishi uchun bu ketma-ketlik
Bolsano-Koshi alomatini ganoatlantirishu zarur va yetarlidir

2.4.2 Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Faraz qilaylik, X to'liq metrik fazo bo'lib, ¢(z) esa shu fazoda -'l_tl'i"i‘-'”l_ﬁf”l
operator bo'lsin. Agar shunday birdan kichik musbat son mavjnd bo'lib,
ixtiyoriy ikki z,y € X elementlar uchun

ple(z),0(y)) < gplz.y) (2.4.8)
tengsizlik bajarilsa, va'ni ¢ operator X fazo elementlarini yaginlashtirsa,
bu operator X fazoni o'ziga qisgartirib aks ettivadi deyiladi.

Biz endi
T = p(x) (2.4.9)

operatorli tenglamani yechish masalasini ko'rib chigamiz.

Teorema 2,10, Agar @(z) operator va dastlabki yaginlashish xy quyidagi
shartlarmt ganoatlantirsae: 1)

plz,xg) < 8 (2.4.10)
shardan olingan ixttyoriy ikki  va y element uchun

plelx), ely) < aplz.y) (D<qg<1);

(2.4.11)
2) quyidagi tengsizliklar o'rinli bo'lsa:

plo(@o), z0) < 1, l-i_q < 4, (2.4.12)

u holda (2.4.9) tenglama (2.4.10) sharda yagona € ildizga ega bo'lib, {Tn}
ketma-ket yaginlashishlar bu yechimga intiladi va intilish tezligi

P, €) 5.1—}&1;" (2.4.13)
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Isbot. Avvalo {x,} ketma-ketlikni qurish mumkinligini, uning ele-
mentlari (2.4.10) sharda yotishini va

M Zni1,2n) < ng" (2.4.14)

tengsizlik o'rinli ekanligini induksiva metodi bilan ko‘rsatamiz. Shartga
ko'ra xg (2.4.10) sharda votadi va unda ¢(z) aniglangan, shuning uchun
ry = @lrg) ni qurish mumkin,  Keyin (2.4.12) dan plx,2q) =
plolxa), xg) = n kelib chigadi. Demak, (2.4.14) tengsizlik n = 0 da o'rinli
ekan. Bundan tashgari, (2.4.12) ga ko'ra 5 < TET; < &, demak, z; (2.4.10})
sharda yotadi. Endi zy, 74, ...,2, qurilgan, (2.4.10) sharda yotadi va ular

uchun
plestar) €0 (k=0,1,...1n— 1) (2.4.15)

tengsizliklar o'rinli deb faraz qilamiz. Induksiya shartiga ko'ra =, (2:4.10)
sharda yvotadi, (x) operator (2.4.10) da aniglangan, shuning uchun ham
Tns1 = @y ) ni qurish mumkin. So‘ngra, (2.4.11) ga ko'ra

PLLp g, To) < {:l'ﬂt,:rrn Ln—1 J

Endi (2.4.15) da k = n — | deb olib, bundan

ﬂ[‘_Iﬂ-}. | ) -TH.} i: q‘?"

ni hosil gilamiz. Nihoyat, #,,,1 ning (2.4.10) da yotishini ko‘rsatish qoldi.
Buning uchun p(ir, 41, #5) masofaga bir necha marta uchburchak tengsiz-
ligini go'llaymiz va (2.4.15) dan foydalanamiz:

P{-TIIH I's :’-H} < P[-Tn-i- | "!'-FI} 35 P{mn* ']-:'rl—I} -l M P{II- IU} <

L
1 -4

Endi {x,} ning [undamental ketma-ketlik tashkil etishligini
ko'rsatamiz. Ixtiyoriy p natural son uchun (2.4.14) ga ko'ra

<ng" g+ g’ €

P{mn-'rpr Ty) < P{”"ri-l-;u 1!'ﬂ'+p—|} + .-k ﬂ[::l-'n-f-l.mn} =

_n"(1-¢") . m

= dp—=1. L r— .
= Tq = a==ng = = i
yoki
P iprtn) < ﬁ g™ (2.4.16)

T3
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Bu tengsizlikning o'ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Demak, {zn}
ketma-ketlik fundamental bo'lib, X fazo yopiq bo'lgani uchun uning limiti
£E= nli.n;n Tn mavjud.

Masofaning uzluksizligidan foydalanib p(z,,zq) < § tengsizlikda n —
oo da limitga o'tsak, p(&,xp) < & kelib chigadi, ya'ni £ ham (2.4.10) da
yotar ekan. Keyin, p((z,),2(€)) < gp(an, £) tengsizlikning o'ng tomoni
nolga intilganligi sababli o(z,) = ¢(€). Endi z,41 = 2(x,) tenglikda li-
mitga o'tsak £ = (£) kelib chigadi, demak, £ (2.4.9) tenglamaning yechimi
ekan. Endi bu ildizning yagonaligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, £, (2.4.9)
tenglamaning (2.4.10) sferadagi biror yechimi bo'lsin, &
ko'rsatamiz. Hagigatan ham (2.4.11) ga ko'ra

= £ ekanligini

P[ﬁl-&] == IF}{'I:‘]{EI}E‘IF(‘E}} < ‘1’{‘}{&!1£]1
0 < g < 1 bo'lganligi uchun bu munosabatlar fagat £, = £ bo'lgandagina
bajariladi.
Nihoyat, (2.4.13) tengsizlikning bajarilishini ko'rsatish qoldi. Uni

ko'rsatish uchun (2.4.16) tengsizlikda p — oo da limitga o‘tish ki-
foyadir.

|
2.4.3 Chizigli bo‘lmagan tenglamalar sistemasini
iteratsiya metodi bilan yechish
Biz endi iteratsiya metodi bilan
f] {mj,:ﬂg, Sy :L‘ﬂ} = ﬂ.,
fﬂ{Ihmﬂt ---qu:’ =0,
: (2.4.17)

Iﬂ{zhxi ey In} =0

tenglamalar sistemasini yechish masalasiga o'tamiz. Buning uchun avvalo
(2.4:17) sistemani biror usul bilan quyidagi kanonik shaklga keltirib olamiz:

T = P1lT1, T2, ey Tn),
Iz=‘P2{I‘h$2-rqu"}1 [2 4 I.B;]

L Ep = 1Iﬂ:llﬂl:zl.lz'h "'1:5!1-}'

Faraz qiiu&dik, 20 = mﬁm,:ng“}..-,.zi?l} dastlabki yaqinlashish topil-

T4

e
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gan bo'lsin, u holda keyingi yvaqinlashishlar quyidagicha topiladi:

k41 & k
:rt1+ —-.{L 5;}., H]
H-'+1} lH {H (k]
J-z {’r '*"2 § sy In 4
(2.4.19)
H +1) k) k &}
-.L:lr 'tr:-‘ [.:I L[J ]1- 1. EJ‘ ]

Bu iteratsion jarayon  yaqinlashishining yetarli  shartlarini
aniglash  uchun  qisqartirib  aks ettirish  prinsipini  qo'llaymiz.
Shu magsadda n  o'lchovli wektorlar fazesi R, da z =
(&4, ®a,...,2,) vektor wva (2.4.18) sistemaning o'‘ng tomonidagi
L1,102, ... @ Tunksivalarning qivmatlaridan tuzilgan & = (@1,%2, -+ ©n)
vektorni olib 3§ = B(F) operatorni aniglaymiz. Bu operator I, ni i, ga
voki R, ning biror qismiga akslantiradi deb faraz qilamiz. Bu operator
yordamida (2.4.18) sistema

z = p(&), (2.4.20)
(2.4.19) iteratsion jarayon esa

g+ — SRy (k=0,1,2,...) (2.4.21)
ko'rinishida yoziladi. Endi (2.4.20) tenglamaga 1-teoremani qo'llash uchun
teoremaning (2.4.11) shartida gatnashadigan ¢ ni @y, @2, ..., @, lar orqali
ifodalash kerak. Bunday ifoda masofaga bog'ligdir. Biz yuqorida R, fa-
zoda uch xil masofa tushunchasini kiritgan edik. Har bir masofada g ning
ifodasini topamiz.

1. m masofada: pu (%, &%) < § shardan ixtivoriy ikkita & =
(21,0, .0s @) Vo § = (Y1, Y2, s Yn) vektor olib va @1 (Z), @2(E); ... wnlT)
funksivalar bu sharda uzluksiz xususiy hosilalarga ega deb faraz qilib, bu
nuqtalar tasvirlarining o, (&) va (i) koordinatalarini ko‘ramiz:

l@ilE) — wily)| = JoilTy, Lo, cn) — @i(U1s sy Un)| =
T dp;
NESTEIS T

=1

_ (|8l
] (Z aﬁ:

=1

)Pm{i+§}+

Bu yerda hosilaning qiymati # va § nuqgtalarni birlashtiradigan to'gri
chizigning # nuqtasida hisoblangan. Bu nuqta Z,§ va ¢ ga bog'liqdir.
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Yuqoridagi baho .4 va  ga bog'liq bo'lmasligi uchun

ﬂ, -
Z .5‘,{:, [i] M maxmax Z
i x =1

= ar;
ga almashtiramiz, bu yerda # bo'yicha maksimum p,,, (%, ") < & shardagi
eng katta qivmatni bildiradi.
Natijada biz

d't,.,.
Oz,

Fi ﬂ. : )
pu{@(2).3(7)) < max max S lilp,,,{u".y}
z |0z

ga ega bo'lamiz. Bundan ko'rinadiki, teorema 2.10 ning (2.4.11) shartidagi
q sifatida
m
O = IMAX MAX Z

i=1

Ipi

(2.4.22)
dz,

ni olishimiz mumkin.
I1. s masofada. Yuqoridagiga o'xshash ishlarni p,(z, %) < & sharda
bajarib quyidagini hosil gilamiz:

Emtz: —og)| < 2 max max

o \Zlf; il

Bundan esa
p=(8\Z), @(7)) < qups(Z, 1),
By
s = E max m[u; B
kelib chigadi.

II1. | masofada. Qaralayotgan pi(%, %) < § shar Yevklid fazosidagi

[i'(‘“i E mi'”]z]i <4

shardan iboratdir. Bu shardan ixtiyoriy ikkita  va § nugtalarni olib
‘quyidagilarni hosil gilamiz:

tote) i = | Y- 2,

gl

o

{m&xZ( )-'Pffiaﬂ};
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pHle(@), o(@)) = [eil@) — @] < aoiEd);
1=1

; Fi i alr-_'}; ) 2
i = Z max (—,— .
i=1 = j=1 o4

Shunday qilib. uchala masofada ham g ning ifodasini topdik. Endi teorema
2.10 dan foydalanib, iteratsiva jarayoni yaqinlashishining yetarli shartini
berish mumkin. Biz buni fagat m masofa uchun ta'riflaymiz, qolgan ikkita
masofa uchun teoremani ta'riflashni o' quvchilarga havola gilamiz.

Teorema 2.11. Faraz qilaylik;
1) oy, e, ...owy) (i =1,n) funksiyalar

max [; — 2| < é (2.4.23)

sohada amiglangan va uzluksiz differensiallanuvehi bo'lsin;
2) bu sohada

T
G;F: e T

Inax ——1<g<l (i=1Ln 2424

“:;. Z ﬂT',l = q { J [ j
F=1

tengsizliklorni ganoatlantirsing
3) dastlabky yaginlashish .1"{,":,:1'.‘(2“}_. oty uchun
. . =S
0 ~ il o, e @) S 7 (=T e <8

shartlar bajarilsin. U holda (2.4.18) tenglamalar sistemasi (2.4.25) sohada
yagona £ = (£y,&2.....&,) yechimga ega bo'lib, (2.4.19) tengliklar bilan
aniglanadigan ketma-ket yagimlashishlar bu yechimga intiladi va intilish
tezligi

=2l < T (=T
tengsizliklar bilan baholanadi.
Endi oddiy iteratsiya metodi yordamida misol yechishni ko'rsatamiz.
Misol 2.10. Quyidagi
flxy) =202 —2(y+5)+1=0, falz,y)=c+3lgz—3* =0

sistemaning musbat ildizlart to‘rita ma'noli ragam bilan topilsin.

'



‘Chizma 2.4.1

= 0va falz,y) = 0 funksiyalarning grafiklarini

tﬁqﬁbifqumu.ﬁzu 3,5, uo = 2,2 dir.
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o 3, 64/2
max |2 | < _L_ < 0,27
£y | Oy 443,4(2,1 +5) -1
a. L o SRyl
max "5'92 < e < 0,42; Doz =),
=y | Ox 2438, 4+21g3,4 iy
Bundan
7 [ () )
max HEL [,w =0, 8l: max g2 + s < 0,42
e i r]‘y £y dx Er‘y
k e | Uk
0 3,0 el
1 3,479 | 2,259
2 3,481 | 2,260
3 3,484 | 2,261
4 3,486 | 2,261
5 3,487 | 2,262
6 3487 | 2,262

Jadval 2.4: . va y; ketma-ket yaqginlashishlarning qiymatlari.

Demak, ¢ = 0,81 va iterasiya jarayoni yaqinlashadi. Ketma-ket yaqin-
lashishlarni

Ty = \/Jk{yk i1 s 1. Y+l = V Ik + S1E Tk, “E=U.1.2.,...}

2

formulalar yordamida olib boramiz. z; va ye ketma-ket yaginlashishlar-
ning giymatlari jadval 2.4 da keltirilgan. Shunday qilib, taqribiy yechim
sifatida

£ = 3,487; £2=12,262

ni olishimiz mumkin. &
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2.5-§. Tenglamalarni yechishning yuqori
tartibli iteratsion metodlari

2.5.1 Umumiy mulohazalar

Avval oddiy iteratsiva metodi bilan tanishganimizda ko'rgan edikki,

Ty, (n=0,1,2,..) tagribiy givmatlar ketma-ketligi & yechimga yaqin
bo'lsa, xato &, = £ —z,, umuman aytganda,

En = '«P’{ﬁ}’fﬂ—l

qonun bilan o'zgaradi, ya'ni n-qadamdagi xato (n — 1)-qadamdagi xatoga
proporsionaldir. Agar |@'(€)] < 1 bo'lsa, u vaqgtda &,, xato maxraji @'(£)
ga teng bo'lgan geometrik progressiva qonuni bo‘yicha o'zgaradi. Shun-
day metodlar ham mavjudki, ularda n-qadamdagi xato (n — 1)-qadamdag
xatoning m- darajasiga proporsionaldir (m > 2), ya'ni &, = ®(£)e7l.
Masalan, Nyuton metodida xatoning o'zgarish qonuni (6-§ ga q.)

15 ”{f.]'t.z
2 7i(g) "
kabi bo'ladi. Bu yerda n-gadamdagi xato (n — 1)-qadamdagi xatonng

kvadratiga proporsionaldir. Shuning uchun ham bu yerda zato kvadratik
gonun bilan o'zgaradi deb aytiladi.

Endi steralsiya tartibi degan tushunchani umumiy holda kiritamiz.
Agar

En —

PR =¢')=..=g®V(e) =0, ©P(5)#0
bo'lsa, u holda

In = ‘:‘J‘.Tr:—l]

iteratsion jarayon p-tariibga ega yoki uning yaqinlashish tartibi p ga teng

deyiladi. Agar £ ildiz atrofidan () funksiya p-tartibli uzluksiz hosilalarga
ega bo'lsa, u holda Teylor formulasiga ko'ra

Pl (k) P
pla) =)+ 3 LB gy £ gy
k=1 ¥

bu ?E‘dl‘-'?E (z,£).
Bundan iterasiyaning tartibi p bo'lganda

{p)

olz) == gy,
P
=0
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o'y navbatida

{ e _"E }p

oy
ll

-fI*Il ]
;)

kelib chigadi.
Bu paragrafda f(x) = 0 tenglamaning ildizlarini topish uchun yugori
tartibli iteratsion metodni qurishning ikkitasini ko'rib o*tamiz.

2.5.2 Chebishev metodi

P.L. Chebishev 1838-yilda berilgan f({x) funksiyaga teskari bo'lgan g(y)
funksivani Teylor formulasi yordamida tasvirlash yo'li bilan yuqori tartibli
iteratsivani qurish metodini taklif etdi.

Faraz qilaylik, f(x) = 0 tenglamaning x = £ ildizi [a, b] oraligda yotsin
va f(xr) funksiva hamda uning vetarlicha yuqori tartibli hosilalari uzhik-
siz bo'lsin. Bundan tashqgari bu oraligning barcha nuqtalarida f(z) = 0
bo'lsin. U holda f'(x) bu oraliqda o'z ishorasini saqglaydi va f(z) monoton
funksiya bo'lib, x = g(y) teskari [unksiyaga ega bo'ladi. Teskari funksiva
gly) fl{z) ning o'zgarish sohasi [c.d] da anigqlangan bo'lib, f(x) gancha
uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, u ham shuncha uzluksiz hosilalarga ega
bo'ladi. Teskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra

e = g(f(x)) (€ [a,b]), u=flo(W)) (y € (e d])- (2:5:1)

Demak,
= g(0). (2.5.2)

Agar y € [e, d] bo'lsa, u holda Teylor formulasidan

AU ) (n) .
§=9(0)=g(y—y) = g(v) +Z{—n i +(—1}*'Ty". (2.5.3)

bu yerda 5 soni 0 va y orasida votadi. Yoki y o'rniga f(z) ni qo'yib va
g(y) = x ni nazarda tutib,

= “'Z{ g ) {H'r”f (i) + (—1 el {”}F’{ ) (254)

ni hosil gilamiz. Agar

= gW(f (@) rf[z)

ppla) =2+ > (—1)E— R )
k=1
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deb belgilab olsak, u holda
=i (2.5.5)
T = @plx)

tenglama uchun x = £ vechim bo'ladi, chunki

Pl (k) s
2a(8) =€+ (-1 LT i) — ¢
k=1 '

Bundan
e €)=0, j=Tp—1
bo'lganligi sababli

Tat1 =@(Ty) (n=0,1,2....; 2p € [a.b]) (2.5.6)

iteratsion jarayon p - tartibli bo'ladi. Agar xj £ ga yagin bo‘lsa, u holda
(2:5.6) bilan aniglangan {z,} ketma-ketlik £ ga yaqinlashadi. Hagigatan
ham, @1(€) = 0 bo'lganligi uchun £ ning shunday atrofi topiladiki. u yerda
leplz)] < g < 1 bo'ladi. Bundan esa Ty & ga yetarlicha yaqgin bo'lsa {z,}
iteratsion ketma-ketlikning yaqginlashishi kelib chigadi.

Endi pp(z) ning f(z) va uning hosilalari orqali oshkor ifodasini
é topamiz. Buning uchun (2.5.1) ayniyatdan ketma-ket hosilalar olamiz:
3

g (f@)f(x) =1.
g'(F@) " (2) + ¢ (L) f () = 0,
g"CF@)f” () + 3g" (F(2)) () (2) + ¢’ (F () S () = O,

(2.5.7)

B“}“?Tdﬂﬂ biz ketma-ket ¢'(f(z)), ¢" (f(2)). ey g P=1( f(z)) larni va shu bi-

]_a“_'_h“ﬁ ‘:_‘-"au{-'"'} ni aniglaymiz. (2.5.6) iteratsiya jarayonini p ning bir nechta
U giymatlarida oshkor ko'rinishga keltiramiz. p =2 bo'lganda

%{I] =I— -{’{g] V8 Eniy = Tn — %%_ {E'Zlb:l

Bi:keyinchaﬁk‘kﬁ‘mmizki? bu jarayon Nyuton jarayoni bilan ustma-ust
tushadi. p =3 bo'lganda (2.5.5) va (2.5.7) dan

_ 1@ @

B = e e

g - L) £ i)
" Plen) | 2 (an)P

82
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kelib chigadi. p = 4 uchun

flx) ) fP(z) ) 3 (z) = flz)f"(z)

PAlE) =T = Hes = SR 12 THEE
Va
] = Xp — f{.l',] | B JII“{J»'HJIH{-HH} L. IH{-T-'H.] 4 :jf”:{zﬂ.} . .lﬂl::rrl}fm{':;?l}
L Ly f’{.’n".;}' E[f:f-'-f-':r ]]H- 12 [fF[:-,rﬂ} 5

(2.5.10)
ni hosil gilamiz. Bu iteratsion jarayonlar mos ravishda 2, 3 va 4-tartibli
iteratsiyalar bo'ladi.

Endi £, = £ — x,, xatoning nolga intilish tezligini baholaymiz. Bu-
ning uchun (2.5.4) tenglikda ¥ = x,, deb olib, (2.5.6) ni nazarda tutib,
quyidagini hosil qilamiz:

_ (=1)PgW(f(x))

f." Eril = IJ'- fp[ H}'r {2511}

bu verda & bu £ bilan x,, orasida yotadi, f(§) = 0 bo'lganligi uchun

J'I[-rnl = _l;rta} == :r:.l'] == _{£ == '{'u:lf ‘1:. {2512]

(i ham € bilan z,, orasida yotadi). (2.5.12) ni (2.5.11) ga qo‘yamiz:

Ensi1= p r}} [Jr { fﬂr [25'13)
Quyidagi .
g (f(z)) )
= ¥ ?E{lf.ryl il —r el

belgilashni kiritib, (2.5.13) dan
IEn+1| = QIEﬂPI [25.1‘1]

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu tengsizlikni ketma-ket qo‘llab, quyidagini
hosil qgilamiz:

len] < ghtPt 2" gt = {_qlfﬂ”‘;iﬂsﬂl"—n"—r,' ==
Agar |gn| < 1 va gleg| = w < 1 be'lsa, u holda
len| < w1 (2:5.15)

33
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bo'ladi. bu esa (2.5.6) iteratsivaning nihoyatda tez .""'“'lilll'r-i-“ihi?sll-illi
ko'rsatadi. Xususiy holda w < 107! va |sg| 1 bo'lsa, yuqoridagi

(2.5.8), (2.5.9) va (2.5.10) iteratsiyalar uchun mos ravishda quyidagilarga
ega bo'lamiz:

p = 2 uchun

il <107, leal <102, [es] <1077, |ey| <107

p =3 uchun

lex] <1071, lea| < 1077,
P = 4 uchun

les] < 1071%, |eg| < 10

et 1071, fea] €107°, [es] <1075, g4 < 107

Dl’-‘lﬂﬂkf w < 0,1 bo'lganda uchinchi iteratsivaning o'zi bizga kerakli
aniglikni beradi.

2.5.3 Eytken metodi

A. Eytken 1937-yilda xos son va xos vektorlarni topishdagi iteratsion
Jarayonmi yaxshilash metodini taklif gilgan edi. Umuman olganda, Ey then
metodini har ganday iteratsion jarayonga ham qo'llash mumkin. Biz hozir

ana shu metodni ko'rib chigamiz. Faraz gilaylik, bizga x = £ ga yaqin-
lashuvehi p -tartibli jarayon

Ly = 'l.,’.'r[.ﬂ' n=— l]
berilgan be'lsin. () funksiva yordamida

B(z) = T - ple(z)) — ¢* () (2.5.16)
2= 20(2) + P(7(2)

funksiyani tuzamiz.
Agar ¢'(£) # 1 va p =1 bo'lsa, u holda

Tng1 = P(zy) (2.5.17)

iteratsion jarayonning tartibi 2 dan kichik bo'lmaydi, p > 1 bo‘lganda esa
2p — 1 dan kichik bo'lmaydi. Bu tasdiglarni ishot qilamiz.

Umunuylikh zarar yetkazmasdan, £ = 0 deb olishimiz mumkin. Agar
& F0bo'lsa, 2 = £+ 2, p(z) — € = 9l + z) — € = w(z) belgilashlarni
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kiritamiz. U holda » = ¢(7) tenglama z = w(z) tenglamaga o'tadi, w(z)
uchun qurilgan (2.5.16) funksiva

aww(z)) —wi(z) (2 —Ewle(x) =€) —(plx) —€)F _
z—2w(z) +wlw(z)) = -E - 2p(z) &)+ wlog(z)—€)

_ (#—8)lolp(z)) — €] = ﬂ*f—]—ﬂ'
x — & — 2{plz) — &) +wlplz)) =
zplp(z)) — @ (z) — &l — 2p(x) + l,ﬂ(ga(:r}}]
r — 2p(x) + plw(x)) (=) =¢
ga o'tadi. Demak, £ = 0 deb olishimiz mumkin, 2, = ¢(x,-1) p-tartibli
iteratsiva bo'lganligi uchun ¢(z) ning x = 0 nuqgta atrofidagi yoyilmasi
quyidagi

0(z) =

wlz) = apa? +a; LT kit SR

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yoyilmani (2.5.16) ga qo‘ysak,

B(x) = rlap(apt® + apric®* + )P+ ] — (apz® + appr 2”4 L)
T 1 — Ao + apaertt + 20 + laplop®? + apaaPtl 002 +

.r{n’“ o o R, Y {n-j.rz” - 2(1',,&,,+1.r2”+‘ + ) (25.18)
T~ 200,%P = E‘tP+I P — O i

hosil bo'ladi. Bu ifodani p = 1 va p > 1 hollar uchun alohida-alohida
tekshiramiz. Agar p = 1 bo'lsa, u holda €(z) ning suratida & ning darajasi
uchdan kichik emas (chunki ikkinchi darajali hadlari o'zaro bir-birlarini
yo'qotishadi), maxrajida esa x oldidagi koeffitsiyent

1 — 2a, +a = 1 — 2a; + of = (1 - 2'(0))* #0.

Demak, maxrajda x ning birinchi darajasi mavjud va ®(z) ning darajali
qatordagi yoyilmasi hech bo'lmaganda z* dan boshlanadi. Shuning uchun
ham ®(£) = 0 va (2.5.17) iterasiyaning tartibi 2 dan kichik emas.

Agar p > | bo'lsa, (2.5.18) ning suratida = ning eng kichik darajasi
2p ga teng bo'lib, maxrajda x ning I-darajasi qatnashadi. Demak, ®(z)
ning darajali gatordagi yoyilmasi hech bo‘lmaganda z*~1 dan boshlanadi.
Ya'ni hech bo'lmaganda 7 = 1,2,....2p — 2 lar uchun ®(£) = 0. Bu esa
(2.5.17) iteratsiyaning tartibi hech bo'lmaganda 2p — 1 ga teng ekanligini
ko'rsatadi. )

1-izoh. Agar dastlabki yaginlashish xo & ga har qancha yaqin
bo‘lganda ham, (2) bilan aniglangan iteratsiya yaginlashmasa (masalan,
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l2'(€)] > 1 bo'lganda) ham (2.5. 17) iteratsiya, xp £ ga :;M.'Lrlu-lmt;;m:ptt
bo'lganda yaginlashadi. Chunki @/(£) = 0 bo'lganligi uchun @ = £ nng
shunday atrofi topiladiki, u yerda |®"(£)| < g < 1 bo'ladi. Bu esa, Tg shu
atrofdan olingan bo'lsa, 1, = $(x,_1) iteratsivaning yaginlashishi uchun
vetarli shartdir. : :

2-izoh. (2.5.16) bilan aniglangan ®(z) ning oshkor ko'rinishi ma fum
bo'lmasa ham (2.5.17) formula bilan iteratsivani qurish mumkin, Buni
quyidagi usul bilan bajarish mumkin. x4 dan boshlab avvalo

@1 = plxo) va x3 = p(x1)
quriladi. Keyin esa xy ni
- TodLe — T‘?
= To — 21y 4 29
formula yordamida aniqlaymiz, _
Agar Az = 2,4y — 23, A’z = 2340 — 2341 + 3; deb belgilab olsak,
Tz ni quyidagicha yozishimiz ham mumkin:

e (Dag)?
4 0 ﬂg:l'n -
Navbatdag] iteratsiyalarni
= = : {&.‘L‘gl:lz
Ta = (z3), o5 = p(z4), Te = x5 — R

formulalar yordamida quramiz va h.k.
Shunday qilib, biz quyidagi iteratsion jarayonga ega bo'lamiz:
Tai1 = p(Ta:),
Taipa = p(Ta341) (1=0,1,2,..),

Hfra)?
L3i43 = Tai — “Fra—-

Oxirgi formulaning ko'rinishiga qarab, odatda Eytken metodi Eytkenning
&% jarayoni deyiladi.

2.6-§. Nyuton metodi
2.6.1 Bitta sonli tenglama bo‘lgan hol

Nyuton metodi sonli tenglamalarni yechishning juda ham effektiv meto-

didir. Bu metodning afzalligi shundan iboratki, hisoblash sxemasi mu-

rakkab bo'lmagan holda ketma-ket yaqinlashishlar ildizga tez yaqinlashadi.
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Nyuton metodi iteratsiva metodi kabi universal metoddir. Bu metad yor-
damida sonli tenglamalarning hagiqiy va kompleks ildizlarini topish hamda
keng sinfdagi chizigli bo'lmagan funksional tenglamalarni yechish mumkin.
Formal nuqtayi nazardan qaralganda, Nyuton metodi iteratsiva metodi-
ning xususiy holidir, aslida esa bu metodning g'ovasi iteratsiva metodining
g'oyasidan tamoman farqlidir. Bu metod chizigli bo'lmagan tenglamalarni
vechish masalasini chiziqli masalalarning ketma-ketligini yechishga olib ke-
ladi. Buning uchun berilgan tenglamadan uning bosh chizigli qismi ajratib
olinadi. Biz avval bitta sonli tenglama uchun Nyuton metodini ko'rib
chigqamiz. Faraz qilaylik, bizga

flz)=0 (2.6.1)

tenglama va uning ildiziga dastlabki vaginlashish giymati xp beril-
gan bo'lsin.  DBu yerda f(x) ni yetarlicha silliq funksiya deb olamiz.
Odatdagidek. (2.6.1) tenglamaning aniq ildizini £ orqali belgilaymiz. Endi
& = xg + h deb olib, f(xr) funksivaning @y nugta atrofidagi Teylor ga-
tori yoyilmasidagi dastlabki ikkita hadini olib nolga tenglashtirsak, h ga
nisbatan quyidagi

0 = f(zo -+ h) = flao) + f'(zo)h

chizigli tenglamaga ega ho'lamiz. Bu tenglamani yechib, h xatoning
taqgribiy givimatini topamiz:

ho = — J4%0)
J'(xo0)
Bu tuzatmani £ = g + h ga keltirib qo'yib, navbatdagi yaginlashish

Slzp)

BT ()

ni topamiz. Xuddi shunga o'xshash

_dlen) 0 2.6.2
'y f’[I"] [“ ﬂ. ]'l 2r ] { }
ketma-ket vaqginlashishlarni hosil gilamiz. Bu formulalar yordamida
Nyuton ketma-ketligini hosil gilish uchun z,, lar f(x) funksiyaning anigla-
nish schasida yotishi va ular uchun f(x,) # 0 bo'lishi kerak.

Nyuton metodi juda ham sodda geometrik ma'noga ega. Hagigatan
ham, y = f(r) funksiyani

y = f(a) + f'(2n) (2~ 2n) (2:6:3)

Tntl =
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to'g'ri chiziq bilan almashtiramiz, bu to'g'ri chizig esa M, (2, f(2q)) DU
tada y = [(z) egri chizigga o'tkazilgan urinmadir {:-.".{i.l-rlﬁ:r:mu]:. Bu
urinmaning abssissa o'qi bilan kesishgan nuqgtasini @, bilan |:L.'|{£,II!EI-5ﬂk-.
(2:6.3) dan (2.6.2) kelib chigadi. Shuning uchun, Nyuton metodi uri:
malar metodi deb ham yuritiladi. Nyuton metodini iteratsiya mv‘t-ull:]!-
dan keltirib chigarish ham mumkin, buning uchun (2.6.1) tenglamaning
z = ip(x) kanonik ko'rinishida

fl=)

plr)=a— ——

')

deb olish kifoyadir.

2.6.2 Nyuton metodining yaqginlashishi hagidagi
teoremalar

Biz yugorida aylganimizdek, Nyuton metodidan umumiy ko‘rinishdagi
funksional tenglamalarni yechishda ham foydalanish mumkin. Bunday
tadgigotlar L.V. Kantorovich tomonidan olib borilgan. Quyida keltirilgan

teoremalar ham L.V. Kantorovichga tegishlidir. Bu teoremalarni isbot-
lashda

P{t)=at* +bt+c=0 (2.6.4)

kvadrat tenglama uchun tuzilgan {f,} Nyuton ketma-ketligining yagin-
lashishi muhim ahamiyatga egadir, bu yerda a, b, ¢ lar hagigiy sonlar bo'lib,
b* —4dac > 0. Bu tenglama haqiqiy ildizlarga ega. Ularning kichigini
#* va kattasini t** bilan belgilab olamiz (2.6.2-chizmn). Dastlabki yaqin-
Iashish sifatida ixtiyoriy fg # — & ni olamiz. Chizmadan ko'rinib turibdiki,
to € (£°,1") da yotsa, hisoblashning bir gadamidan keyin u bu oraliqdan
chigib ketadi va to bu oraliqdan tashqarida yotsa, Nyutonning {t,,} ketma-
ketligi ty ga yagin ildizga monoton yaginlashadi.
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]
()
ELn+2 Fntl Ly &
Chizma 2.6.1
[ p(2)
\ plt) = at? + bt +«
EI +
t

Chizma 2.6.2

Teorema 2.12. Agar f(z) va dastlabki qiymat xo quyidagi shartlerni
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o m = B. {2.5.5]

| £(a0)
| 5(z0) £ (2.6.6)

- le—m|<s (2.6.7)
uzluksiz " (z) hosilaga ega va bu oraligning barcha
(2.6.8)

(2.6.9)

(2.6.10)

¢ (n=10,1,2....

kin va ular € ga yaginlashadsi:

(2:6.11)

(2.6.12)

(26.13)
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kvadrat tenglamaning kichik ildizi * uchun to = 0 dan boshlab qurilgan
Nyulon ketma-kegligining n-elementidir:

P(tn)
P'(tn)

tnil =1ty —

Isbot. (2.6.9) shartga ko'ra 0 < h < % bo'lganligi uchun P(f)
ko'phadning

| T e
BT TR

diskriminanti manfiy emas, shuning uchun ham tenglamaning har ikkala
ildizi haqigiy va

osonlik bilan ko'rish mumkinki, ular musbatdir. Dastlabki yvaginlashish £
(2.6.13) tenglamaning kichik ildizi

1 —+/1—2h

= ———

]!

ga yaqin turganligi uchun ¢, (n = 0,1,2,...) ketma-ketligi 1* ga yagin-
lashadi va shu bilan birga {y < ¢ < #2 < ... be'ladi.

Induksiva metodini qo‘llab, {z,} ketma-ketlikni qurish mumkinligini,
uning barcha elementlarining (2.6.7) oraliqda yotishini va

|‘r'n+l _:'r-'nl < byt — tn {16114}

baho o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. Avval n = 0 holni ko'raylik, zp (2.6.7)
oraliqla yotganligi va f'(zy) # 0 bo'lganligi uchun z; = #g = }Ljﬁ% ni

topamiz. 0 < h < 3 bo'lganda

1-vV1-2h _ g
h Ly T=2h

kasrning (1,2] da yotishi ko'rinib turibdi. Demak, (2.6.6) va (2.6.10) ga

k g
e flxg) I —+1—2h

DR, S 5
Filza)| =" R K

va'ni @y (2.6.7) oraliqda yotadi. Shartga ko'ra ty = 0,

|1 — 20| =

Plte) B 5
t =£n—m=%’=7}1 Ly —to="n

va |z —xg| < n bo'lganligi uchun, (2.6.14) tengsizlik n = 0 uchun o'rinlidir,
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Faraz gilaylik, 2o, T1, ....&n lar qurilgan bo'lib, (2.6.7) oraligda yotsin
va ular uchun
{Thsr — k| < tigy — 1 (k=0,1,...,n—1) (2.6.15)
tengsizliklar bajarilsin.
Farazga ko'ra, x,, (2.6.7) da yotadi va f(z,), f'(z+) ma'noga ega. Fagat

f'{xn) # 0 ekanligini ko'rsatish kerak. Chizma 2.6.2 dan ko‘rinib turibdiki,
—F!(t,) > 0. Buni nazarda tutib quyidagi

| (@a ) =

1
“-:: E == I{t-]-n = 'rUl =

F () & j ()t

1
i Kl(@n = Zn) + @0y — T2+ ... + (1 — 70)| =
1
> E _KI“'" == lu—ll}“' “—nnl = frl—‘.!} + ..+ “' — t“]l r
1 1 '
E "E{t" ""En} = E = I{I.-n =—F [."H)
munosabatlardan |f'(zy)] = ~ P/(t,) > 0 ni hosil qilamiz.

Endi f{mﬁ} ni‘ baholaymiz. Buning uchun f (&n) ning x,— atrofidag
Teylor qatori yoyilmasidan faydalanamiz:

f{ﬂ:n] =, f{zn-'I} = {zn = En—l]ftﬂn-—‘l} = ‘;‘f”('ﬂ”xn = Ty 1}2 (e'e ['T"_ 1 .‘r"]}'
Bundan esa, (2.6.11) ga ko'ra

1) = 51" (6)(en ~ 201,
Endi (2.6.8) va induksiya sharti (2:6.15) dan

[flza)| < %{z‘n —Za-q) < %{tn — tno1)?

(2.6.16)
kelib chiadi,
Shunga o'xshash hisoblashlarni P(f,) uchun bajarsak:
Pltn) = 5P (Ot = taei)? = 5 (tn — tas? (2.6.17)

hosil bofladi.
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(2.6.16) - (2.6.17) lardan
[flza)| < Pltn)
tengsizlik kelib chigadi. Demak,

f{ rn}
E {.l."]l

va'ni (2.6.15) baho & = n + 1 uchun o‘rinli ekanligini ko'ramiz. Endi fagat
Ens1 ning (2.6.7) oraligda yotishligini ko‘rsatsak kifoya. Bu esa quyidagi
tengsizliklardan kelib chigadi:

M=g —
Pit,) "o

|~"ra 1l = ~‘-_H| =

[ Ep41 — dp| = ||:.-'tu+'l —&n) ot E'rl "-'I-'u:ll =

1—2h
h

{t,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lganligi uchun u fundamental
ketma-ketlikni tashkil etadi. {z,} ketma-ketlikning fundamentalligi
quyidagi

i “"'H —ly)+.-F i —tg) =lns1 —la=tlay) < t" = = 0.

|-7-'ﬂ-|-;r — Ty = 1|:Trx +p — Hutp— Filirtes {'5"1-1 rl}l =

":; “n-‘rp B 'fn+ir:—l.:| vt “rl-l-l ' IHJ = 'i'n-rp —tn

tengsizlikdan kelib chigadi. Demak, {z,} ketma-ketlikning limiti mavjud,
bu limitni £ orqali belgilavmiz: £ = lim Ty AgAr |Tugp—Tn| < litp—tn
tengsizlikda p — oo limitga o t.bak .;:,. ning £ ga intilish tezligi uchun
(2.6.12) bahoga ega bo'lamiz.

Nihoyat, (2.6.11) tenglikda n — oc da limitga o'tib, § = & — ;‘;{%
ni hosil qgilamiz, bundan esa /(&) ning chegaralanganligini hisobga olsak,
f(€) = 0 kelib chiqadi. Shunday gilib, teorema to'la isbot bo'ldi. |

Izoh. Teoremadagi (2.6.12) baho aniq bahodir, chunki u (2.6.13)
kvadrat tenglama P(t) = 0 uchun aniq tenglikka aylanadi.

Yuqoridagi (2.6.12) bahodan foydalanish uchun P(f) = 0 tenglama-
ning yechimini topish va bu tenglama uchun {t,,} Nyuton ketma-ketligini
qurish kerak. Qulaylik uchun kvadrat tenglamada { = nr deb olib, yangi
7 o'zgaruvehing kiritamiz. Natijada

PI:T}IT] P = —-g— (%II-TE = e 1)
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bo'ladi. Endi
wlt)= -h’r — 1 =0 (2.6:18)
kvadrat tenglama uchun N}fulau ketma-ketliging tuzamiz: 7 =0
*P':Tra:l g :
Tntl =S Th — 37— n=0.1,2..}J (2.6.18)
% o'(7n) ( :

Bu tenglamaning kichik ildizi 7* = ’_:_T_ e 2 botlib, {r, } ketma-ketlik unga
yaginlashadi, Osongina ko'rish mumkinki t,, = n7,

Teorema 2.13. Agar teorema £.12 ning shartlari bajarilsa, £ —x,, ayirma
wchun

€ - Ty <

s —]
o= — (2h)?
baho o'rinlidir.

Isbot. 7, ning ta'rifidan kelib chiqadigan

‘nﬁ'l:Tﬂ-lj + {Tn - Tn—l}lipr['rﬂ—l:' =0
tenglikni nazarda tutib, Teylor formulasidan

‘PLTn} w{Tn-]}"'{Tn_Tn lj'ﬂ{fn-l]'l' iF‘ (T:’{Tn Th— 1}' h (Th "T“—]JE

: (2.6.20)
ni hosil gilamiz. Bundan tashqari

#H=hm-hmu-m=:$ﬂ=é'yﬁnEn—an{Mun
tengliklarga ega bo'lamiz. Endin = 1,2

.-« lAr uchun
A= UL —27M) v 7~ <2 (2.6.22)
ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun induksiva metodidan foydalanamiz,

7o = 0 va 7y = 1 bo'lganligi sababli n = 1 uchun (2.6.22) o'rinlidir. Eudi
faraz gilaylik, k = 1,2, ..., n uchun

"THEQ{I-
bajarilsin, Uholda0<h < %

k}TETEI g

% ekanligini nazarda tutib, (2.6.21) dan
-

h 2—2n
Tnil = Tn'—‘i'ﬁ['rn 1'11.-1}1 : e

=5 T—ma -z =2
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Vi
n4l = Tn + t.rh-t'll. - rll] E -){ _“} 5 2_ = 2{1 — 2_“—1}
larni hosil gilamiz. So'ngra (2.6.19) va p(r*) = 0 dan

PUTn=1) 1
' irw-1) e (Tn1)

T =Tn =T —Tn-1+ [(r™) =lTn-1)=(7"=Tn-1) (Tn-1)]

keliby chigadi. Tevlor formulasidan esa
S bog e
l.,-':'{'?' ) -] IJ_{r —=Thn- l}lr H—I} B ‘1"'“”{7—]'{?‘ _'Tn—lJi ZEh{T “'TN.—I}ET

-,:'[Tn,fj = hry——1

larga ega bo‘lamiz. Demak,

h {T- = Tu—l}‘l

Lt 1 — hri—y
(2.6.22) tengsizlikka ko'ra
e i A = j 4 B ) i
Shuning uchun ham
T~ S P2 =Tt (2.6.23)

Bu tengsizlikni n = 1,2, ... lar uchun ketma-ket go‘llaymiz. Yuqorida 7* =
I—“—‘g < 2 ekanligini aytib o‘tgan edik, shuning uchun ham (2.6.23) dan

n =1 bo'lganda 2
- <2 -t <2h

kelib chigadi, n = 2 bo'lganda esa
1
™ —rm <h(r*—=n)P< F:(Eh}’ == E[:!h]a.
Bu baholashilarni davom ettirib, u—qa.da.mrlﬂ

L (2h)!

T —Th < Fnel
ga ega bo'lamiz. Shu bilan teorema isbot bo'ldi, chunki
IJ: = -rul = f = 'tll = ”{r = THJ gk 2“ I(q‘&}z“hl .
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Tzoh. Bu teoremadan ko'ramizki, 2h < 1 bo'lganda 7° — Tn j“*"f" Yok
nolga intiladi, qo'pol qilib aytganda n dan n+ 1 ga o'tganda xato u'z.nl}mg
kvadratiga o'zgaradi, ya'ni yaqinlashish kvadratik qonunga |=”',"r'-""1'1"id"; :

Amalda qgo'llashga qulay bo'lishi uchun 7° — 7, ning n va i ga l_fug hf-'
bo'lgan jadvalini tuzish mumkin. Bunday jadval quyida (jadval 2.5) 0 =
h S.% va 1= 1,5 lar uchun keltirilgan.

hin| 0 1 2 3 4 2
0,051,02612.63 - 10~2{1,83 - 108,77 - 10-'%{2,03 . 10~
0,1011,05615,57-10~%{1,73 - 107 1,66 - 1072 [1.55 - 10~
0,15{1,08918,89 - 102|698 - 10~| 4,36 - 1078 [1,77 - 107'°
0,2041,12711,27-10-1{2, 02 10~%| 5,25 - 1077 |3,56 - 10—
0,2511,172{7.20 - 1071 |4,91 - 10-®| 4,25 - 10 {3,19 - 1072 {1,80 - 107
0,3011,22512,25 - 10~ {1,090 - 10-2{ 2,78 . 105 [1,84 . 10~'0|8,02 - 107

0,3511,29212,92-10712,80 - 1072} 1,66
0,4011,38213,82 - 10114, 96- 102
0.4511,51915,19-10-*{1,10 . 10!
10.50] 2 1 5.0-107"

.10-1'| 8,85 10~ [2.50 - 107"
1,01-10-% | 4,59-10"7 |9,42- 107
7,49-10-3 |3.95-10"% | 1,11 - 107
92.50.10~! |1.25-10~1 | 6,25-107*

Jadval 2.5: 7* — 1, ning 7 va h ga bog'liq bo'lgan jadvali.

Teorema 2.14. (Ildizning yagonaligi hagida). Faraz gilaylik, f(r)
Junksiya uchun teorema 2.10 ning shartlari bajarilsin. Agar h < § bo'lsa,
w holda f(z) = 0 tenglama

141 —2} <
lt—zgl<d <t = _"r“;_‘.,j (2.6.24)

oraligda yagona § yechimga ega boladi. Agar h = 1 bo'lsa, & yecham

le—=zg| <6 =t*" = 2y (2.6.25)
“oraligda yagona bo'ladi.

.I#_bnt-_ Teorema 2.12 ning shartlari bajarilganligi uchun f(z) = 0
tenglama (2.6.24) oraliqda £ yechimga ega (chunki (2.6.24) oraliq (2.6.7)

Liﬂﬁqﬁmﬁm} Biz bu yerda f(z) = 0 tenglamaning har ganday
boshqu € yechimi £ bilan ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik,
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h < % be'lsin. Bu holda (2.6.13) kvadrat tenglama ikkita har xil £* va t**

nldmlu_rgn ega. Endi € (2.6.1) tenglamaning (2.6.7) oraligdagi biror ildizi
bo'lsin, (2.6.24) tengsizlikka ko'ra

I =0l =01** (0<8 <) (2.6.26)
bo'ladi. f(£) =0 I:n‘lgnn]ig‘i uchun

7 —€ = f, S 1F(€) = Flwo) — f'(z0) (€ — 7a)}.
Tevlor formulasiga ko'ra
U 1"z 2 eels
(E—mxa)® (e e [E,20)).
7 e €m0 (€ (Em)
Teorema 2.12 ni isbot qilish jarayonida hosil bo'lgan |f'(z,)| = |P'(ta)]
tengsizlikni nazarda tutib, (2.6.8) va (2.6.25) dan quyidagiga ega bo'lamiz:
| 1}..;& = "l."_r|2 = _ﬁ‘____ﬂﬂf--i_

— M ]
Flzo)] 20T O = 21P(tg)]

Osonlik bilan ko'rish mumkinki,

r —£=

o1 — ﬂ

P(t) = —hfz P'(to)(t — to) + F(to).

Bundan esa,

T e | _
EF"{I;}] t i~ P'U-EJ] [P“- } PUOJ [:'t fD}PJ“u]]
= =t 4ty — ;:,ii‘;’l =t —1"".

Buni oldingi tengsizlikka qo‘vib, kerakli bahoni chiqaramiz:
€ — x| £ 8" — ).
Bu mulohazalarni n marta qo‘llab
|€ — za| <O3(L7" — ta) < B (2.6.27)

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan @ < 1 migdor n ga bog'liq bo lmaganligi
sababli z, —+ £. Endi | — £] < |€ — 2a| + |2y — &|z==t0 munosabatdan
€ = € kelib Lh:qadl

Agar h = 1 bo'lsa, u holda (2.6.25) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak,
8=1, P(t) mng har ikkala ildizi ustma-ust tushadic £°* = * va £, = %

Shuning uchun ham, (2.6.27) tengsizlikdan biz yana |€ — wa] = 0 ga "Sﬂ
bo‘lamiz. Shu bilan teorema isbot bo'ldi.
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Misel 2.11. f(x) = 2 —4x® 4+ 20 4+ 122 — 15 = 0 tenglamaning musbat
ildizi 10™° aniglik bilan topilsin,

Yechish: f(1,5) = —0,9375 va f(2) = 1 bo'lganligi uchun dastlabki
yaqinlashish g sifatida shu oraligning o'rtasini olamiz: 7y = 1,75. Bu
nuqtada

£(1,75) = 0,066406; f(1,75) = 3,68725; L) 0, 0180084;

1

f'(1,75)
Demak, 1 = 0,018084 va B = 0,2712 deb olishimiz mumkin, 0 < h < 3
bo'lganda, 1 < IL‘%?H < 2 bo'ladi, shuning uchun ham § = 27 deb
olib f(z) ni |z — 1,75| < 27 oraliqda baholaymiz. Osonlik bilan ko'rish
mumkinki, 1,714 < = < 1,786 oraligda ["(x) = 122® — 24r + 4 mono-
ton o'suvchi funksiya, shuning uchun ham f{z) ni x = 1,786 nuqtada
hisoblaymiz: f"(1.786) = —0,5867. Demak, K = 0,5867 deb olishimiz
mumkin, h = BKn = 0,011005 < 0.05. Bundan ko'ramizki teorema
214 ning hamma shartlari bajariladi, va'ni qaralayotgan oraliqda ya-
gona yechim mavjud va z, ketma-ketlik bu yechimga yaqinlashadi. Xa-
toni baholash uchun jadval 2.5 dan foydalanamiz, h = 0,05 ho'lganda
7" =73 = 0,877 - 107" bo'lganligi uchun

=={).2712.

lza — €] < 0,018009 . 0,877 - 10~ < 0.2-10'2

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, uchinchi gadamda ildizni 12 xona anig-
likda topgan bo'lamiz. Bizga 8 xona aniqlik yetarli edi, bu aniqlikka eri-
shish uchun n = 3 deb olish kifoyadir, h = 0,0012 uchun jadval 2.5 da
7' — 7 ning giymati ko'rsatilmagan, shuning uchun biz teorema 2.13 dan
foydalanamiz:

1
|22 — €| < 575(2-0,0012)* 10,0294 < 2,1-107"".
Hisoblashlar natijasida quyidagilarga ega bo'lamiz:

Zo=1,75; T, =1,75— J{1,75)
- 7(1,75)

S (1, 731991525
T2 = 1, 731901525 - "F,E{l' 731991525}} = 1,732050805; x5 = 1,732050808;

T4 = 1,732050808.

= 1,731991525;
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2.6.3 Karrali ildizlar uchun Nyuton metodi

Nyuton metodi tenglamalarni yvechish metodlari orasida eng dastlabki-
laridan biridir. Shuning uchun ham yaqinlashish tezligini orttirish yoki
hisoblashlarni soddalashtirish magsadida bu metodni o'zgartirish yo'lida
juda ko'p urinishlar bo‘lgan. Shularning ayrimlariga to'xtalib o'tamiz.

Shu vaqtgacha x,, ketma-ket yaginlashishlar yotgan oraliqda f'(z) # 0
deb faraz qilingan edi, bundan tashgari (&) # 0. ya'ni £ tub ildiz bo'lgan
hol qaralgan edi. 1870-v. E. Shreder £ ildiz p - karrali bo'lgan holni
tekshirib chigdi. Biz hozir ana shu holni ko'rib chigamiz. Biz avvalo
p > 1 bo'lganda Nyuton ketma-ketligi kerakli ravishda o'zgartirilganda
uning tez vaginlashishini ko‘rsatamiz. £ soni f(x) ning p - karrali ildizi
bo'lgani uchun, & yechim atrofidagi f(z) ning Teylor qatoridagi yoyilmasi
quyidagicha bo'ladi:

F(2) = e = )P + cpaa (@ = EFH + ... Hem(z = E)™ + Ren(2)s

(k)
Cp = f_krfﬂ (k=p,p+1,....m). (2.6.28)
Faraz qilaylik, &, lar € ga vaqin bo'lsin, u holda £, = & — x, kichik
migdor bo'ladi. Nyuton qoidasidan £, bilan £,.4; orasidagi munosabatni
chigaramiz:

+ LE—%n) (2.6.20)

J'(E—¢€p)

(2.6.28) yoyilmada faqat ikkita bosh hadlarini saglab, quyidagilarni hosil

qilamiz:

En4l —En

f{‘f = C‘-n} = {_”Ii[up'f;: = U:rr-HEi:.!-l Tr ]'r
f‘(& —En) = [_.L}F_I[T—}Cpff:-l — {P+ 1}1'.‘-?+i5ﬁ -+ .“].
1 _ (=1)p=1! l'l (et
fE—¢n)  pcpeh™?

ff’-:' ‘En} = __E_n[l Cpetl ‘]
Fle—es). Pl

Oxirgi tenglikni (2.6.29) ga olib borib qo'yamiz:

1 Cpz1 9
Eﬂ,+1 = (.1 o= ;)Eu s -EE" "1"' e

Cp+1En A :|1

&

Cp
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Bunda fagat bitta bosh hadni qoldirib, quyidagi taqribiy tenglikka ega

bo'lamiz: :
Engl = 1 === 1&n"
i ( P)

Bu tenglik shuni ko'rsatadiki, =, taqriban maxraji ¢ = 1— 7 ga teng bo'lgan
geometrik progressiva bo'yicha kamayvadi. Buni f'(€) # 0 bo'lgan hol bilan
solishtirib ko'rsak, p > 1 bo'lganda yaginlashish tezligining sustlashishini
ko'ramiz, Hagigatan ham.

[~

0=J(£) = J(§ = €n) +enf (€ — &) + 27§ — 0en) (0 <O <1)
tenglikdan va (2.6.29) dan
1 J"(€ —ben) » 5 6.
— o Sl ] (2.6.30)
Entl 9 IF{E = Ey } /
m hosil gilamiz, bunda £, ni yetarlicha kichik deb olib, £,4; bilan &4
orasidagi
L O (2.6.31)
2 f'(€)

munosabatni hosil gilamiz. Bu yerda £, kvadratik qonun bhilan kamayadi.
p > 1 bo'lganda yaqinlashish tezligini orttirish uchun Nyuton qoidasini

1
? flzn)
Wi
' Tt =t (2.6.32)
E PR ()
4 ga almashtiramiz. U holda (2.6.30) dan £, bilan =,, orasidagi quyidagi
/ munosabatga ega bo‘lamiz:
/ (p+1)
E e R i (3 IR, (2.6.33)

Pt plp+ 1)IWE) T

Bund AL ko‘ngmizki_ £ ildiz p karrali bo'lganda (2.6.32) qoida uchun yaqin-
lashish tagriban Nyuton goidasining yaqinlashishiga teng.

2.6.4 Modifikatsiyalangan Nyuton metodi
Agar f(r) ning hosilasi juda murakkab funksiva bo'lib, f'(z,,) ni hisoblash

katta qiyinchiliklar tug'dirsa, u vaqtda Nyuton metodining quyidagi modi-
fikatsiyasi ishlatiladi:

'-i’:r+.1 = 3?.:. — %}%1 E'E =m0y (M=0,1,2...). (2.6.34)
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Bu qoida bo'yicha hisoblash an- y
cha qulay, chunki f'(2) fagat bir
marta hisoblanadi. Lekin modi-
fikatsivalangan metod Nyutonning
asosty metodiga nisbatan  sekin
yaqinlashadi. Modihkatsiyalan-
gan metodning geometrik ma’nosi
quyidagidan iborat: x|, taqribiy
vaginlashish bu (z), f(x])) nug-
tadan o'tuvchi va burchak koef-
fitsiventi f'(xy) ga teng bo'lgan U

to‘g'ri chizigning Oz o'qi bilan ‘-—"‘"FEIEIEIFI 2 T
kesishgan nuqtasidir. Bu to'g'n
chiziq faqat birinchi gadamdagina Chizma 2.6.3

y = flz) egri chiziqga o'tkazilgan
urinma  bilan ustma-ust tushadi
(chizma 2.6.3).
Bu yerda ham (teorema 2.12 ga o'xshash) vaqinlashish hagidagi teore-
mani isbot qilish mumkin.

Teorema 2.15. Agar [(x) funksiya va dostlabki yaqinlashish g I-teorema
shartlarini ganoatlantirsa, u holda

’ R i )

=L, - 3
" Pl

ketma-ket yaginlashishlar (2.6.1) tenglamaning & ildiziga yaginlashadi, shu
bilan birga xato uchun quyidagi baho o‘rinli boladi:

Xy +1

e — €l < 8" =t (2.6.35)

bu yerda t!, (2.6.13) kvadrat tenglama wchun qurilgan Nyutonning modi-
fikasiyalangan ketma-kethgi, tf, = 0, * esa (2.6.13) tenglamaning kichik
musbat ildizi.

Isbot. Bu teoremaning ishotini [4] va [1T] dan garash mumkin. Bu
yerdagi (2.6.35) baho yuzaki qaraganda Teorema 2.12 dagi (2.6.12) bahoga
o'xshash, lekin uning nolga intilish tezligi ancha sekindir. Biz hozir ana
shu bahoni keltiramiz. Faraz qilaylik, h < ff bo'lsin. (2.6.13) tenglamadan
ko‘rinadiki, aniq vechim

1
I*=n-+ EBI{I'Q
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bo'lib, {t;,.;} va {f,} ketma-ket yaqinlashishlar

e POL)
ndl i P"“u.}l

tenglik bilan bog'langan. Bu tengliklardan

Lo el
=1+ EHIH "

1 ¥ - ] ¢ g [ & [ -
tapr =t = SBK( —t7) = - BK(t,, — t")(t;, + *)
ni topamiz, f, < t* = 1=y, o' lganligi sababli

t '_t:wl < BEKt(t" —t.)=(1—v1-=2h)(t" — 1)

Bu tengsizlikni ketma-ket qo'llab, t* —t!, < g"(t* —t') ga ega bo‘lamiz, bu
yerda g =1 — /1 —2h < 1. Oxirgi baho shuni ko'rsatadiki, {t,} ketma-
ketlik 1* ga cheksiz kamayuvehi geometrik progressiya tezligida intilar ekan.

il

2.6.5 Vatarlar metodi

Endi Nyuton metodidagi hisoblashlarni soddalasht irishning yana bir
usulini ko‘ramiz. Nyuton metodida mehnatning asosiy qismi f(rn) va
f'{#x) larni hisoblash uchun sarflanadi. Shularning birortasi, masalan,
f(2x) ni hisoblashdan qutulish mumkin emasmikin degan savol tug'iladi.
Bu bizni vatarlar usuliga olib keladi, ya'ni agar f'(z,) ni tagribiy ravishda
almashtirsak:

ff{zn.} ~ f{xn} — f{mrl—i::

In — Tp=1

u holda navbatdagi yaqginlashishni topish goidasi quyidagicha bo'ladi:

J(@n)(@n = Zn-1) (2.6.36)
f(zn) = fl@a-1)

B‘_ﬁ quitimi_i__ng geometrik ma'nosi quyidagidan iborat: y = f(z) funksiya-
ning grafigida ikkita M,y (21, f(2n_1)) va M, (zn, f(,)) nugtalardan
vatar o'tkazamiz. Vatar tenglamasi esa quyidagicha:

Tnil = Ip —

I =Ty e Y- .f':.zn}
T — Tp—1 f[m‘l'l] = flzn_1) ‘

Agar bumgf}; o'qi bilan kesishgan nuqtasini x4, deb olsak,
(2.6.36) qoida kelib chigadi.
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Vatarlar metodi ikki gadamli metod bo'lib 41 ni topish uchun x,_
va x,, ni bilishimiz kerak. (2.6.36) goidani qo‘llash uchun:

1) barcha x,, lar f{z) ning aniqlanish sohasida yotishi va

2) flxn) — flra-1) #0 (n=1,2, ..) shartlar bajarilishi kerak.

Avval f(x,) = flx,-1) = 0 bo'lgan holni ke'rib chigaylik, bu yerda ikki
hol bo'lishi mumkin: a) zn # Tn-1 va b) T = Th-1. Agar T # Tn-1
bo'lsa,

f{.‘I.‘n_ [ H:rﬂ—1 r mn—E] {2 G 5?]
Fan—1)— f(wn=2) i

tenglikdan f(z,—1) # 0 ligini ko'ramiz. Shuning uchun ham f(z,) # 0 va
navbatdagi

In = lp=l —

T S I(In”l‘n E E:n—l_}
iy . I(IH}_I{I"_I}

yvaqinlashishni qurish mumkin bo'lmaydi. Jarayon shu yerda uziladi va
yechimga olib kelmaydi.

Agar T, = T,.1 bo'lsa, Tg.Z1, . Tn-1,Tn larni qurish mumkin,
2y L1y ooy By lar o'zaro fargli va f(ay) — flak—1) #0 (k=T1,n—1) deb
hisoblaymiz. (2.6.37) tenglikdan ko'ramizki, f{z,—1) = 0 va z,—; berilgan
tenglamaning yechimi ekanligi kelib chiqadi. Bu holda ketma-ket yagin-
lashishlarni »,, gacha bajarish mumkin, shu bilan birga ikkita ustma-ust
tushadigan z,,_; va z, givmatlar berilgan tenglamaning yechimi bo'ladi.
lldiz ratsional son bo'lganda, shunday hol bo‘lishi mumkin.

Endi biz vuqgoridagi 1), 2) shartlar bajarilgan deb faraz qilib, vatarlar
metodining vaqginlashishiga to'xtab o'tamiz. Xato =, = £ — &, uchun
(2.6.36) dan

(En—1 —En)f(§ = En)
th:f _‘Erll “f{& _'Eﬂ—'l}

munosabatni chigaramiz, Agar biz bu yerda f(£ —&,) va f(£ — 4-1)
larning xatolar darajalariga nisbatan yoyilmalari

Enyl = En T

1E = a) = =1 ()60 + 3@ + -

FE ~ nct) = —F©6ncs + 5 PR+

ni qo'yib, tegishli amallarni bajarsak, quyidagi tagribiy

Enyl = '%%&%"5“-]5; {2.5.33}_
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tenglikka ega bo'lamiz, Agar bu tenglikni Nyuton metodi uchun r.hir.ia-il"“-
gan (2.6.31) tenglik bilan solishtirsak, vatarlar metodida xatoning o'zgarish
gonuni Nyuton qoidasidagi qonunga yvaginligini ko'ramiz.

Nyuton metodining yaqinlashishi hagidagi teorema 2.12 ga o‘xshash
quyidagi teorema ham o'rinlidir.

Teorema 2.16. Agar f(z) funksiya va dastlabki yaginlashish xq teorema
2.12 shartlarini ganoatlantirsa va bundan tashqari ry uchun

1—+/1—2h :
— 3 =t"va|f(z)] < P(lz1 — xol) = P(t1)
tengsizliklar bajarilsa, u holda:

1) (2.6.36) qoida hilan amiglangan x,, yaginlashishlar chekli gadamdan

keyin yechimga olib keladi, yoki =, larni barcha n lar uchun qurish mumkin
bolib, ular yaginlashuvchi ketma-ketlikni tashkil etadi

|21 — 20| <

mg, =&
==

2) limitdagi giymat € son flx) =0 tenglamaning yechimi bo'ladi;

3) yagqinlashish tezligi |€ —z,| < t* — 1, tengsizlik bilan baholanadi, bu
yerda t, (2.6.13) tenglamaning kichik ildizi uchun to = 0 va t, = |z1 — ol
dan boshlab vatarlar usuli bilan qurilgan ketma-ket yaginlashishlardir.

Bu teoremaning isbotini |24] dan qarash mumkin, Endi bu metodni
misol yechishga tatbig gilamiz.
Misol 2.12.
fle)=a* —42° + 202 + 122 — 15 =10
tenglamaning musbat ildizi 10~° aniglik bilan topilsin.

?’e:hish: Biz yuqorida ko'rgan edikki, izlanayotgan ildiz (1,5; 1.75)
oraliqda yotadi va 5 = 1,75 nuqgtaning vagin atrofida teorema 2.16 ning
barcha shartlari bajariladi. Bu yerda oy = 1,72 deb olamiz. U vagtda
|1 — 20| = 0,03 < 2n = 0,588 va f(1.72) < P(0,03) ekanligini ko'rsatish
mumkin. Shunday. qilib teorema 2.16 ning hamma shartlari l}a_j,ariltldi.
Demak, {Tn} ketma-ketlik £ ildizga intiladi, (2.6.36) qoidaga asosan &z ni

S J(1,72)(1,72—1 75)
T =“]_T'fﬁ—- - ! = ]
2 T i = 17288829
Yana uchta yaqinlashishlari quyidagilardan iborat:

oy =1,7320622; 24 =1,7320508; 5 = 1,7320508.
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2.6.6 Kompleks ildiz

Faraz qgilaylik f(z) kompleks o‘zgaruvchi z = & + iy ning funksivasi bo'lsin
va ¢ = §+in kompleks son f(z) ning oddiy ildizi bo'lsin. Bundan tashqari
f(z) ni ¢ ning biror atrofida analitik deb qaraymiz. U holda

Flze)

SMIEL =00 6.
T 1 (2.6.39)

T4l = 2

Nyuton metodini qurish mumkin.
Yaqinlashish haqidagi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 2.17. Aytaylik, ¢ son f(z) = 0 tenglamaning oddiy ildizi bo lsin
va f(z)
U(¢) = {z: |z —¢| <)
doira ichida analitik bo 'lsin,
Faraz qilaylik

inf |f(z)| =m; >0, sup: |f"(z)| = M2 (2.6.40)
€l (¢) €U, ()
bo‘lsin va V| R
Mgz —
=———=g1 2641
2'ﬂ'l| & ( : }

tengsizlik bajarilsin, U holda, agar zy € UL(C) bo'lsa, (2.6.59) - Nyuton
metodt yagilashadt va pato uchun quindagi baho o ‘rinli bo lads,

26 — ¢| <@® 20— (2.6.42)

Isbot. Osonlik bilan ko'rish mumkinki, (2.6.39}-metodning xatosini
quyidagicha yozish mumkin

k)

g1 — 6= Fize) (2.6.43)

bu yerda
F(z) = (z =) [f'(z) = f(z), Fl(z)=(z=¢)}f"(2).

Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra

ﬂm=Fm+IFWﬁ
4
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Fa) = ]f(z —Q)f"(2)dz
<

oni induksiva metodi bilan isbot qilamiz, k = 0

F(z0) (2.6.44)

L

e ﬁa(ﬁgﬁﬁ?ﬁaﬂ!‘sﬁ uchun, (2.6.40) ga ko'ra, |f'(2)] 2

F(zo) =ﬁz--caf"tzidz (2549

Buning uchun (2.6.45) da z — ¢ = f(zo — ¢) almashtirish

ﬂﬁﬁ"—"*{iﬂ =)t f (¢ + t(zo — €))dt (2.6.46)

(20=C): lz2—¢l < fo—Cl <1
.ﬁ)gakn'“

- -mlzp ¢l*

b, (2.6.4) dan ushbu
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Faraz gilaylik, (2.6.42) baho & = [ > 1 bo'lganda bajarilsin, uning
k = I+1 bo'lganda ham bajarilishini ko'rsatamiz. Ta'kidlab o'tish kerakki,
(2.6.42) dan k£ = | bo'lganda z; € U.(() kelib chigadi. Shuning uchun ham
(2.6.40) shartga ko'ra |f'(2)| = my = 0. Endi

z
F(z) = f(z - ) f"(z)dz
¢
ni baholaymiz. z; € U,(¢) bo'lganini hisobga olib, bu integralni F(z) ni

baholagandek bo'lamiz:

M- -
] P

Flzp) <
|[Fz1)] < 5

Endi (2.6.43) dan k = [ uchun

Mz — ¢J?

e =
|Z2t41 = €] < S

bahoga ega bo'lamiz. Endi (2.6.43) ni nazarda tutib, (2642) nik =1+ 1
uchun o'rinli ekanligini ko‘ramiz. Shu bilan teorema isbotlandi. m0

2.6.7 Tenglamalar sistemasi uchun Nyuton metodi

Bu yerda n ta ry, rs,..., &, noma'lumli n ta

hilzy,za,..20) =0,

fz{ﬂ.'l.,:tg., ..1.J:n} = nt {2,64?}

falt1, T 0 2n) =0

tenglamalar sisternasini yechish uchun Nyuton metodini ko'rib chigamiz,
Yozuvni gisqaroq qilish maqsadida & orqali & = (&, 2, ...,y ) vektorni va
f(E) orqali

f{i'] = (/1 (1,22, .-y En); oy [nlTr &2, ---15-'":'1}}

vektor-funksivani belgilaymiz. U holda, (2.6.47) sistemani bitta

f(Z)=0

vektor-tenglama shaklida yozish mumkin. (2.6.47) sistemani yechish
uchun Nyuton metodi, tabiiyki bitta sonli tenglama uchun yuqorida
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ko'rib o'tilgan metodning wmumlashganidir. Yugoridagidek hll_ yerda ham
metodning asosiy g'ovasi chizigli bo'lmagan (2.6.47) sistemani If.{.-lumjk?t
chiziqli sistemaga keltirishdan iboratdir. Agar aniq yechim bilan tagribiy
yechim orasidagi xato yetarlicha kichik bo'lsa, ajratib olingan
tenglamalar sistemasining bosh gismi bo‘ladi. e
Faraz qilaylik, bizea (2.6.47) sistemaning taqribly \'L-:'hnm X
{m&ﬂlT;[a“]“...zLﬂ)] ma'lum bo'lsin, € = (£9.82.-...6a) orgall & — 0 —

(& - IEm..sg - :I:E:']'.,,.,.‘;].l — 29 vektor-xatoni belgilaymiz.  (2.6.47)

sistemada F o'rniga 2% + £ ni qo'yib, hosil bo'lgan sistemaning L‘Il:‘lF
tomonini £q,£3, ...,&, larning darajalariga nisbatan Teylor gatoriga yoyib,

E1,62, ., £n ga misbatan chizigli qismini saqlab, quyidagi taqribly sis-
temaga ega bo‘lamiz;

—{0 {0} =
Sl e )~ _fi(ED),

'HEF“

210) tn) i
g“%‘;—\]ﬁ + ...+ E’%:f—}-fn = fo (B19),

chizigli qism

(2.6.48)
. =10} fu( 20 o
&fnl:l "E'_I. + ooz + d 1:;:“ }'E" o _J'“LI.“J'I ]_
: . : ; St 3 i o | 0] (0}
Bu sistemani yechib, xatoning taqribiy giymati £\ = 'Lt"f”. EL i ER )

ni topamiz. £ ni 5% ga qo'shib, navbatdagi yaginlashish vektorini hosil
gilamiz:

) = 30 L 0 — [;riiﬂ} + Ell;m. o @0 e g0,
0'z navbatida 1) ni yaxshilashimiz mumkin, buning uchun 70 ofrniga

241 ni qo'yib, (2.6.48) ko'rinishdagi sistemani tuzish kerak. Shunday qilib.

agar (2.6.48) ko'rinishdagi sistemalar yechimga ega bo'lsa, biz ketma-ket
yaginlashishlar vektorlarini topamiz.

Qulaylik uchun Yakobi matritsasini kiritamiz:

af () a1 (%)

_ s

Bfn(E) . Oful®)

gz arﬂn
Bu matritsa yordamida (2.6.48) sistemani quyilagi bitta vektor-sistema
shaklida yozishimiz mumkin:
f:[i(ﬂljglﬂi o _,f(g{'ﬂ}}_

Faraz qgilaylik, £ = E nugtada f,{f_'j maxsusmas matritsa bo'lsin. Defermi-

nant o'z elementlarining uzluksiz funksiyalari bo'lganligi uchun # = £ nug-

taning biror G atrofida (2.6.48) maxsusmas matritsa bo'lib, uning teskarisi
7() mavjud bo'ladi.

(2.6.49)
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_ Faraz gilaylik, +" € G, u vaqtda (2.6.49) ning har ikkala tomonini
fH79) ga ko'paytirib,

(0) _ —f;lfi'm")f(i'm}]

voki
1) — H0) = _f (I{D?} [I{M}

ni hosil gilamiz. Agar 7', #2) ., # 5 lar G atrofida yotsa, u holda Flk+1)
1i
) = 28 _ F=10z(k)y Falk) (2.6.50)

tenglikdan topamiz. Bu #*) ketma-ket yaqinlashishlarm topish uchun
Nyuton goidasidir. Bu goidaning amalga oshishi uchun B (k=012 )
lar f(#) ning aniqlanish sohasida votishi va f.(#*)) matritsalar maxsus-
mas bo'lishi kerak.

Biz hozir L.V. Kantarovichning (2.6,50) Nyuton jarayonining yacqin-
lashishi haqidagi teoremasini isbotsiz keltiramiz.

Teorema 2.18. Agar (&) veklor-funksiya va dastlabki yaqinlashish vek-
tori #'9 quyidagi sh ur_a‘fm*n;i gancatlantirsa:

1) #" nugtada f.(3'")) Yakobi matritsasining determinanti & =
f({ ::;’ (£")) noldan fargli va 5&;{: elementning algebraik to‘ldiruvchisi 4
QL0 v

iZmﬁ]{ B (k=Tn)
j=1

baho o'rink bo'lsa;
2) 5@ <n (i=1n)
3) # 9 ning

lzi —2\?| < 2By (i=Tn)

atrofidagt barcha nugtalar uchun

0 f i) O ey
< =1,
ZE B =
tengsizliklar bajarilsa;
4) B,n, L migdorlar
h= B“ﬂL = -;-
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shartni ganoatlantirsa, u holda ') nugtaning

|:I:;-—T .} [i=1,m)
f

atrofida (2.6.47) sistema yagona £ = (£1,&3,...,5,) yechimga cga bolib,
(2.6.50) bilan aniglangan z'*) = l[:rmI ““J‘ ey Nyuton ketma-ketligi
yaqniashadi va shu bilan birga, yaginlashish tezlige

(&)
—_ ==
Jamx. fzi"! — &l ?‘; ,

tengsizlik bilan baholanadi.

——(2h) ~'Bp

Shunga o'xshash teoremani Nyntonning modifikatsiyalangan metodi
uchun ta'riflash va isbot qilish mumkin.

Shuni ham ta'kidlab o'tish kerakki, (2.6.48) sistemada tenglamalar soni
ikkita bo'lganda bu sistemani determinantlar vordamida vechish kerak.
Tenglamalarning soni ikkitadan ko'p bo'lsa, bunday sistemalarni keyingi
bobda keltiriladigan metodlarning birortasi bilan yechish ma'quldir. Agar

bizga ikkita
{ f{I*y} =0,
9(z,y) =0

tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsa, u holda (2.6.50) qoida quyidagicha
yoziladi:

o= ()
I var

=X V=K

(k=0,1,2;...).

T=Th W=k

Uk+1 = Yk — (________f,g =) )

f sy — fyﬂ'z
Misol 2.13. Quyidugi

{ flz,y) =2 + 24 —1 =0,
glz,y) =5y + 2% -2y —4=0

sistemaming ildizi 1075 aniglik bilan topilsin.

Yechish: Bu funksiyalaming grafiklarini chizib ko'rsatish mumkinki, £
'V 1) mos ravishda (~0,7;~0,6) va (0,7;0,8) oraliqlarda yotadi. Shuning
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uchun ham =" = —0,6 va !" = 0,8 deb olishimiz mumkin. Berilgan
funksiyvalarning hosilalari quyidagilardan iborat:

fe=32% fy=4 g-=2z-2 gy=156y"—-2z.
Hisoblashlar natijasini keltiramiz:
20 = 0,6, 4" =08 fO=0064 g9 =-012 =1 08
0 =32 gl®=-238 ¢V =10,8; 2" =-0,65213; y =0,79760;
1 = —p, 00502; ;,:" = 0,00254; [ = i SN =3,19038;
gl = —2,80046; g'! = 10,84663; 2® = —0,64942; ¢*) = 0,79809;
f@ = —0,00001; g'* =—0,00001; f{* =1,26525; fi* =3 10234;
gt¥ = —2,80502; gl¥ =10,85206; =¥ = —0,64942; ¢**! =0,79809.
Demak, £ = —0,64942 va n = 0, 79809. [ |

Mashglar

P(z) ko'phadni (z — a) {a > 0) ga bo'lganda Gorner sxemasidagi by lar
quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

bo=ap >0, & =>0(i=1n)
U holda P(x) ning barcha ildizlari a dan kichik ekanligini ko'rsating.
2. Faraz qilaylik, p - ixtivoriy musbat son bo'lsin, u holda
Plx) = apz™ + a1z ' + ... + an
ko'phadning barcha ildizlari modullari bo'yicha

aj

Max. |—=
o+ =

I=k<n

dan ortmasligini ko'rsating.

3. Koeffitsiventlari haqgigiyv bo'lgan P(z) = apz™ +aiz™ ' 4+ ...+ au (ag > 0)
ko'phadning haqiqiy ildizlari

ﬂ+ |||Imax E;;—_'T’

dan ortmasligini ka‘rsating, bu yerda p - ixtiyoriy musbat son, k - birinchi
manfiy koeffitsiventning nomeri, a; - manfiy koeffitsiyentlar.
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4. Faraz gilaylik, P(z) = apz" 4 a;2" ' +...+a, ning barcha koeffitsiyentlari
musbat bo'lsin Quyidagilarni ko' rsating:

) agar @y > @3 > ... > a. shart bajarilsa, u holda P(x) ning barcha
ildizlari birlik doira |z| > 1 dan tashgarida yotadi;

b) agar ap < ay < ... < a, shart bajarilsa, u holda P(x) ning barcha
ildizlari |z| < 1 birlik doira ichida yotadi.

5. Agar P(z) = aozr™ +a1z" ! 4+ ...+ an ko'phadning barcha koeffitsiyentlari

musbat va " o
m= min - o M = max -
I£ksn g l€ks<n Ok~
bo'lsa, u holda P(z) ning barcha ildizlari m < |o| < M tengsizliklarni
‘ganoatlantirishini ko‘rsating.

6. Faraz qilaylik, zo41 = (za) va Tnsy = (r,) lar mos ravishda r va p -
tartibli iteratsiva bo'lsin. U holda

f —_ - ...-L' | '-"[.'J" H
v = ) = b))
el [ H} In = "P{Iﬂ} o L'-'I:Inll o "r':“'l-:*“ljl":lt
iteratsiyaning tartibi r + p — 1 dan kam emasligini ko'rsating

% vishev metodidan foydalanib, /N va ¥N larni hisoblash uchun
ikkinchi va uchinehi tartibli iteratsion jarayon tuzing.

8. Quyidag_,i
Sl k) —y =0,
coslz—y)—y =10
sistemaning yechimini besh xona aniglikda Nyuton metodi bilan toping.
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3-BOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK
TENGLAMALAR SISTEMASINI
YECHISH

3.1-§. Dastlabki ma’lumotlar

Nazariy va tathigiy matematikaning ko'pgina masalalari chizigli algeb-
raik tenglamalar sistemasini vechishga olib keladi. Masalan, funksiyani
uning n'+ 1 ta nugtada berilgan qiymatlari yordamida n-darajali ko'phad
bilan interpolyatsivalash yoki funksiyani o'rta kvadratlar metodi yor-
damida yaqinlashtirish masalalari chizigli algebraik tenglamalar sis-
temasini yvechishga keltiviladi.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilishning asosiy man-
bayi uzluksiz funksional tenglamalarni chekli-avirmali tenglamalar bilan
yaqinlashtirishdir. Masalan, Laplas differensial operatori uchun Dirixle
masalasini tartibi yuqori bo'lgan oddiy chekli-ayirmali tenglamalar sis-
temasi bilan almashtirish mumkin. EHMIlar yaratilishi bilan bunday
masalalar yana ham ko'payib bormogda.

Bir jinsli bo'lmagan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechish
masalasi bilan matritsalarning teskarisini topish va determinantlarni
hisoblash masalalari uzviy ravishda bog'langandir, Bu masalalar nazariy
jibatdan osongina vechiladi. Lekin matritsalarning tartibi ortgan sari bu
masalalarni amalda yechish juda katta hisoblashlarni talab qiladi. Hozirgi
vaqtda bu masalalarni vechish uchun juda ko'p metodlar yvaratilgan va
ularni takomillashtirish ustida jadal ishlar olib borilmoqda.

Chizigli algebraik tenglamalarni yechish asosan ikki - anig va iteral-
sion metodlarga bo'linadi. Aniq metod deganda shunday metod tushu-
niladiki, uning vordamida chekli miqdordagi arifmetik amallarni aniq ba-
jarish natijasida masalaning aniq yechimini topish mumkin, Hammaga
ma’lum be'lgan Kramer qoidasi aniq metodga misol bo'la oladi. Lekin
Kramer qoidasi, odatda, amalda ishlatilmaydi, chunki bu metod bilan n -
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tartibli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechish nchun n? -n! T-'i_“"
tibdagi arifmetik amallarni bajarish kerak. Bu nihoyatda katia son bo'lib,
bu qoida bilan hatto n = 30 tartibli sistemasini yechish uchun ham hozirda
maviud bo'lgan EHMlar ham ojizlik giladi.

Biz bu bobda hisoblash uchun tejamli bo'lgan bir nechita aniq metod-
larni ko'rib chigamiz. Bularning ko'pehiligi noma'lumlarni ketma-ket
yo'qotish g'ovasiga asoslangan. _

Tteratsion. metodlar shu bilan xarakterlanadiki, chizigli ”,lguﬁh.l-iﬂk
tenglamalar sistemasining yechimi ketma-ket yaginlashishlarning limitidek
topiladi. i

Iteratsion metodlarni go'llayotganda fagat ularning ‘.r'ﬂfii“|i"-“"i‘i=‘h1"“_"g['
na emas, balki yaginlashishlarning tezligi ham katta ahamiyatga egadir.

Bu ma'noda har bir iteratsion metod universal bo'lavermayvdi. :

Bu metodlar ayrim sistemalar uchun juda tez yaqinlashib, boshga sis-
temalar uchun sekin yaginlashishi yoki umuman }rmlini.-a.uhm.-isligi 't_liﬂll
mumkin. Shuning uchun ham iteratsion metodlarni qo‘llayotganda siste-
mani avval tayyorlab olish kerak. Buning ma'nosi shundan iboratki hc%‘ll-
gan sistemani unga teng kuchli bo'lgan shunday sistemaga almashtirish
kerakki, hosil bo'lgan sistema uchun tanlangan metod tez yaqinlashsin.

Hozirgl zamon EHMlari yordamida anig metodlar bilan tartibi 10* l'|l'iT1
katta bo'lmagan. iteratsion metodlar bilan esa tartibi 10% dan ortmaydi-
gan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini vechish mumkin. Avval anig

metodlarning umumiy g'oyasing ko'rib chiqaylik. Bu metodlar asosan uch
sinfga bo'linadi: 1) noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish metodiari; 2) mat-
ritsalarni ajratishga asoslangan metodlar; 3) biror metrikada ortogonal
boflgan yordamehi vektorlar sistemasini tuzishga asoslangan metodlar.
Sistemadagi  tenglamalardan noma'lumlarni  ketma-ket yo'gotish
metodi qadimiy metodlardandir. Bu metadni ikki yo'l bilan amalga
oshirish mumkin:
a) tenglamalarning kerakli kombinatsivalarini tuzish:
b) almashticishning har bir gadamida sistema matritsasining biror elemen-
tini yoki bir ustunda barcha elementlarini nolga aylantivish magsadida
bu matritsani maxsus ravishda, tanlab olingan matritsaga ko' paytirishdan
iboratdir. Har ikkala holda ham diggat-e'tibor shunga yo'naltiriladiki,
almashtirishlar natijasida berilgan sistema unga teng kuchli bo'lgan sis-
temaga o'tishi va so'ngg sistema sodda ko'rinishga ega bo'lishi kerak.
Matritsalarni ajratishga asoslangan metodlar goyaviy jihatdan
noma’lumlarni ketma-ket yo'gotish metodlariga juda yagin turadi. Bu
verda sistemaning matritsasi asosan uchburchak, diagonal yoki akslantirish
vatritsalarining ko'paytmalariga ajratiladi.
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Uchinchi sinfga kiradigan metodlar hozirgi vaqtda keng tarqgalgan
metodlardir. Bu metodlarda izlanayotgan yechim maxsus ravishda quril-
gan yordamchi vektorlar sistemasidagi oxirgi vektordan iborat. Bu grup-
padagi metodlarning eng birinchisi ortogonallashtirish metodidir.

Yuqorida aytilgan barcha metodlarning umumiy mohiyatini quyidagi
sxemada bayon qilish mumkin. Faraz gilaylik, quyidagi chizigli algebraik
tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

Az = b.

Bu tenglikning ikkala tomonini chapdan, ketma-ket shunday Ly, La, ..., Ly
matritsalarga ko'paytiramizki, natijada hosil bo'lgan yangi

L;,..f_-J,.. PR f.t,—'tj? = LL.L;E_| LIE

sistema avvalgisiga ekvivalent bo'lib, soddaroq yechilsin. Buning uchun
B = LyLy_y... LA matritsaning uchburchak, diagonal yoki ortogonal
(agar BB' = B'B = FE bo'lsa, B malritsa ortogonal deyiladi) bo'lishi
kifoyadir. Agar shu hilan birga L; matritsalar maxsusmas bo'lsa, teskari
matritsa A" va determinant det A ni topish uchun quyidagi formulalarga
ega ho'lamiz:

A== BB Tpeis Sl

i det B

3.2-§. Noma'lumlarni yo‘qotish

Biz bu paragrafda Gauss metodi va optimal yo'qotish metodini ko‘rib
chigamiz. Optimal vo'qotish metodi o'z strukturasi jihatidan Gauss
metodiga vaqgin bo'lishiga garamasdan u mashina xotirasidan eflektiv ra-
vishda foydalanishga imkon beradi va shuning uchun ham bu metod yor-
damida tartibi ikki marta katta bo'lgan sistemani yechish mumkin.

3.2.1 Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemalariga ega. Shulardan biri -
Gaussning kompakt sxemasini ko'rib chigamiz. Ushbu sistema berilgan
bo'lsin:
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@11L 12127 T -+ + Binln = Q) n414

NIy + a2r 1+ Qonly = A2 nd1,
(3.2.1)

Bp1Ly ot Ap2ds s Q@i = Ol

Faraz qilaylik, a;3 # 0 (yetakchi element) bo'lsin, aks holda
tenglamalarning o'rinlarini almashtirib, 7 oldidagi koeflitsiyenti noldan
fargli bo'lgan tenglamani birinchi o‘ringa ko‘chiramiz. Sistemadagi bi-
rinchi tenglamaning barcha koeffitsiventlarini @y, ga bo'lib,

1
3 +bigl-"-'2 y R | hll:,_’.'r.ﬂ S

1,n4+1 (3.2.2)
ni hosil gilamiz, bu verda

ALY 2.
= AP b=2)
(822) tenglamadan foydalanib, (3.2.1) sistemaning qolgan tenglamala-
rida 2y ni yo'qotish mumkin. Buning uchun (3.2.2) tenglamani ketma-ket
@21, @41, ... larga ko'paytirib, mos ravishda sistemaning ikkinchi, uchinchi
va hk. tenglamalaridan ayiramiz. Natijada quyidagi sistema hosil bo'ladi:
; :
-::*‘ﬂ]_mg st a[;n}ﬂ:n = Ll{21.-]':+l*
: (3.2:3)
(1) 1
| ﬂ"?IE 4. = u‘&‘lrlxn =i a’f’l.].il'-r]

bu yerda af}’ koeffisiyentlar

(1) s
a5’ = iy — agbhl) (i,j>2)

ﬁ::m“la yordamida hisoblanali. Endi (3.2.3) sistema ustida ham shunga
o'xshash almashtirishlar bajaramiz.

.B i : 3 u:::hun (3:2.3) sistemadagi birinchi tenglamaning barcha koef-
ﬁtmﬂﬁm}’ﬂﬁkthi Blﬁl]lﬂ]]t. agz] ga bﬂilih,

53'1"'!_?;?33"1‘“‘ +b‘i§3£1l = blzz.:lﬁl (3:2-4)
ni hosil qilamiz, bu verda
_ (1)
by = ﬂ—% (5 >3)
029
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(3.2.4) tenglama yordamida (3.2.3) sistemaning keyingl tenglamalarida
yugoridagidek x5 ni yo'qotib,

L] 2 2
”;:{.'1.}-'[".{ =t "-;{lu}“'ﬂ o ﬂg‘-.rjﬁl

{2) P |
Qpa g+ -+ pniky = Gy el

sistemaga kelamiz, bu verda

L) (1) 1 2 T 5
a;; =@y — HE-Q]blijJ (1,7 = 3).

Noma'lumlarni yo'qgotish jarayvonini davom ettirib va bu jarayonni m
- gqadamgacha bajarish mumkin deb faraz qilib, m - qadamda quyidagi

sistemaga ega bo'lamiz:

. () y (m) .. _ 3im

Lm + 'l‘lm.rrl P1¥mel + o0t binn Tn = b{&n.fl+l'l

L) - Lrm) e it

O+ L+ 1Tm+] SR gl ntn = ﬂm."""" (3,2,5]
{rri)

By it Ema1 ket tlr::}.'['" = '”'flr.r:lj-J-I.

bu verda
ﬂl:m— 1]
{m) _ “mjy (m) _ (m=—1) (m—=1)(m} (. -
bmj = =y Mi = G4y —m Oy (BFZ M)

ﬂrrtr"-

Faraz qilaylik, m mumkin bo‘lgan oxirgi gadamning nomeri bo'lsin. Tkki
hol bo'lishi mumkin: m = n yoki m < n. Agar m = n bo'lsa, u vaqtda biz
uchburchak matritsali va (3.2.1) sistemaga ekvivalent bo‘lgan quyidagi

i+ bilz}l‘z = *'-’ijajiﬂa piainels bi::"ﬁu = b§131+l!

2 2
T Az b{ﬂ}‘t:" S :'“]IH. = bg.i?i-i—lj (325]

{m})
In = bn |

sistemaga ega bo'lamiz. Oxirgi sistemadan ketma-ket ., &y—1, ..., & larni
topish mumkin:

: [r=1) (n—1)
En—1 = Un_1,n41 _bn—l,n+lzﬂl

{ : (33-?}

1 1 1
= i,:.+1 = b.{m}ﬂﬁﬂ el L b.‘ir.]*?n-
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{3.2.6) uchburchak sistemaning koeffitsiventlarini topish Gauss metodining
to'g'ri yurishi, (3.2.7) sistemadan yechimni topish jarayoni teskart yurishy

Faraz qilaylik, m < n bo'lsin va sistemaning m - va undan keyingi
tenglamalari (3.2.5) ko'rinishga keltirilgan bo'lsin. Biz m - qadamni ba-
jarilishi mumkin bo'lgan qadam deb hisoblagan edik, bu shuni bildiradiki
(3.2.5) sistemaning ikkinchi tenglamasidan boshlab yetakchi elementni
ajratish mumkin emas, barcha o'™

T (i, =m+1,...,n) lar nolga teng va
(3.2.5) sistema quyidagi ko'rinishga ega

() (m} ()
Im + I:,,,‘,n.ﬁzmH fysinial e hmu Xy = hm_n 17
P 1)
0= B 1 nd-10
__[m])
0= 1"

Agar bunda barcha ozod hadlar o'™

in+ill =m+1,...,n) nolga teng bo'lsa,
1 holda biz fagat yagona birinchi tenglamaga ega bo‘lamiz.
Barcha gadamdagi birinchi tenglamalarni birlashtirib, quyidagi siste-
mani hosil qilamiz:

1 1
T+ b“;z}Zz = blig}Ia g S E’Illffn = bﬁ E1i1+ 13
9 2
s+ bizalza S i 'I-'Ej,]:fn = b&!,::-i-l'
Im+ hE‘nm.l:'Ln-I-I-tm-t-l +e- bgfﬂf Ty = E’E:::?t-&-l'
Bu sistemadan  biz  2y,%5,..,7,, nomallumlarni  Tynir. - Tn

noma'lumlar va ozod hadlar yordamida ifodalab olishimiz mumbkin.
Bu holda (3.2.1) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi. Agar m < n
bo'lib, hech bo'lmaganla birorta al™,, # 0 (m + 1 < i < n) ho'lsa, u
‘holda (3.2.1) sistema yechimga ega Eo‘lmaydi.

Qo'lda hisoblayotganda xatoga yo'l qo'ymaslik uchun, hisoblash jara-
yonini kontrol gilish ma'quldir. Buning uchun biz (3.2.1) matritsa satrla-
ridagi elementlar va ozod hadning yigindisidan tuzilgan kontrol

Ti+1
Bin+s = Za‘-; (i=Tn) (3.2.8)

=1
yigindidan foydalanamiz.
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Agar a; 42 larni (3.2.1) sistemaning ozod hadlari deb qabul qilsak, u
holda almashtirilgan

L4 ]

D aya} = Ginez (5=Tm) (4.2.8)

sistemaning yechimi :_; (3.2.1) sistemaning yechimi z; orqali quyidagicha
ifodalanadi: '
zi=z;+1 (=1n) (3.2.9)

Hagiqatan ham, (3.2.9) ni (3.2.8) sistemaga qo‘ysak, (3.2.1) sistema va
(3.2.8) formulaga ko'ra

i by i1
E AT + E ajj = E ai; =@iays ([F=1n)
f=1 j=1 =1

ayniyatga ega bo‘lamiz.

Agar satr elementlar ustida bajarilgan amallarni har bir satrdagi kont-
rol vig'indi ustida ham bajarsak va hisoblashlar xatosiz bajarilgan bo'lsa,
u holda kontrol yigfindilardan tuzilgan ustunning har bir elementi mos ra-
vishda almashtirilgan satrlar elementlarining yig'indisiga teng bo'ladi. Bu
hol esa to'gri yurishni kontrol gilish uchun xizmat qiladi. Teskari yurishda
esa, kontrol T larni topish uchun bajariladi.

Tenglamalar sistemasi qo'lda yechilganda hisoblashlarni jadval 3.1 da
ko'rsatilgan Gaussning kompakt sxemasi bo'yvicha olib borish ma’quldir.
Soddalik uchun jadvalda to'rtta noma’lumli to'rtta tenglamalar sistemasini
vechish sxemasi keltirilgan.

Gauss metodi bilan n ta noma'lumli chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini  yechish uchun bajariladigan  arifmetik amallarning mig-
dori quyidagidan iborat: (n* + 3n® — n) ta ko'paytirish va bo'lish,
%{Qna + 3n? — 5n) ta qo'shish.

Misol 3.1. Gauss metodi bilan quyidagi sistema yechilsin:

2, + 4,200 + 1, b2g — 314 = 3,2,
—0,4xy +.312 —2 42y = —1,6,
1,621 — 0,832 + 23 — 14 = —1,
I — 439 — &3+ 1,51'41 =

(3.2.10)

Sistemani yechish jarayoni jadval 3.3 da keltirilgan.
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Ty T2 Ty vy ozod had-[3"  |sxema
lar qismlar
11 1% ayg 14 115 214
31 193 flz3 L ¥ a5 2
@31 |asz |aaz  |asy  |aas asg |A
@1 ja4z  lags  faas |ags 046
(L) (1) (1) (1) (1)
1 bi{i;} E'i:{- bl'}] bis "’1?.
) ﬂ{ﬁ; ﬂimn e %"J
1 Qa 1)
Ko
! 1 1 (1 .
dga |3 ﬂgf a{,m a wj A,
(2) Lm (2) - (2)
1 '5'2% h21 b‘z._'; b‘:ﬂ
R
¢3) 2) 2 1
ﬂd,:] EFI--I_ ui; “511:',} J‘l 2
(3) (3) (3)
: b‘ﬂﬂi 5:331 b%.;} =]
]
A4q4 |45 Tag
- 4 : Az
{4) (4)
1 541':- bfiL
1 T4 T4
1 T3 T3 B
Il T1i _I_:

Jadval 3.1: Gaussning kompakt sxemasi.
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7 Y S W A
2 [4.2] 1.6 -3 3,2 8
~0,4 3 | -2.4 0 1.6 ~14
1,6|-0,8 1 =1 -1 —0,2 A
=2 =3 1,5 0 —0,5
1 |21 =15 1,6 4
3,84] —2,08 | —0,6 0, 96 0,2
4,16| 0,28 | -1.4 3,56 6,6
4,1 1.8 -3 1,6 45 A
| 1 |—0,54166(—0, 15625 —0,25 0, 05208
—2.53331] 0,75 —4.6 |-6,38331
—4,02081] 2,35937 | —2,62500 |-4,28644] 4,
1 |-0,20606] 1,81581 |2 51198
1,16897 | 4,67603 |5,84500| Aq
1 4,00013 | 5.00013
| 3, 0009 4, 00009 B
1 2,00005 | 3,00005
1 1,00002 | 2,00001

Jadval 3.2: (3.2.11) sistemani yechish jarayoni.
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T | T2 I T4 Ozod hadlar 3 -HHI‘IF”HliE”'I“rI‘
2 |42] 1,6 -3 3.2 8
-0,4 3 | -2.4 0 -1,6 =1.4
1.6 |-0,8 1 ~1 —1 -0, 2 A
¢ =2/ = 1,5 0 —0,5
1 |2.1] 0.8 -1,5 1,6 1
3,84 —2,08 | —0,6 —0,96 0,2
4,16 0,28 | —1.4 3,56 6,6
4,1 1,8 -3 1.6 4,5 Ay

1 |-0,54166/-0,15625) 0,25 |0,05208 |

~2,53331| 0,75 —-4,6  |—6,38331
\ —4,02081f 2,35937 | —2,62500 |—4, 28644 Ag
E L |-0,29606] 1,81581 |2,51198 il
A 1,16897 | 4,67603 | 5,84500 Ay
1 4,00013 | 5,00013
7 1 3.0009 | 4,00009 B
1 2,00005 | 3,00005
| 1 1,00002 | 2,00001

Jadval 3.3: (3.2.11) sistemani yechish jarayoni.

Shunday qilib, quyidagi z; = 1,00002;z, = 2,00005;z3 =
3,00009; z4 = 4,00013 taqribiy yechimga ega bo'ldik.

| Sistemaning aniq yechimi 7y = 1529 = 2,23 = 3:4 = 4 ekanligiga

bevosita ishonch hosil gilish mumkin. -

3.2.2 Bosh elementlar metodi

G‘““H metodida !!’ﬁl-ﬁkﬁhi elementlar doim noldan farqli bo'lavermaydi.
' Qh'uhl'_-_nﬂlsﬁ yaqin sonlar bo'lishi mumkin; bunday sonlarga bo‘lganda
katta absolyut xatoga egga bo'lgan sonlar hosil bo'ladi. Buning natijasida
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taqribiy yechim aniq yechimdan sezilarli darajada chetlashib ketadi.

Hisoblash xatosining bunday halokatli ta'siridan qutulish uchun Gauss
metodi bosh elementni tanlash yo'li bilan qo'llaniladi. Buning Gauss
metodining kompakt sxemasidan fargi quyidagidan iborat. Faraz qilay-
lik, noma'lumlarni yo'gotish jarayonida quyidagi sistemaga ega bo'lgan
bo'laylik:

i hi‘?Jl-rr! s bl:i.'_‘- Tq LRI o bE“I'" — b[1|-3|+1-
() : () ()
Ty + JI""r.r:.]l:nl.'r 1 Ema] T bin Tn = bm.n-lnl-r
() : - 1':I'IJ.| " = I:!I'Il]
”rll 1. tnrrn +1 N HTFJ'FI.H"T"’H = um'i'l,ﬂ-ir['-
AT Crmv) oy ofm)
\ Op,m+1Tm+1 T B dn = Ay n1
. - s ‘ . .
Bndi lap,, ] = e @ 15| tenglikni qanoatlantiradigan k nomerni
topib, o'zgaruvchilarni qayta belgilaymiz: Ty = @r VA Tk = Tmer

so'ngra (m + 2) - tenglamadan boshlab, barchasidan z,,+; noma'lumni
vo'qotamiz. Bunday qayta belgilashlar vo'qotish tartibini o‘zgartirishga
olib keladi va ko'p hollarda hisoblash xatosini kamaytirishga xizmat qi-
ladi.

3.2.3 Optimal yo*qotish metodi

Bu metodning dastlabki qadamlari Gauss metodiga o'xshashdir.
Yetakchi element ayy # 0 deb faraz gilib, (3.2.1) sistemaning birinchi
tenglamasini

21+ 025 4o+ bz, =04 (3.2.11)
ko'rinishga keltiramiz.  So'ngra (3.2.1) sistemaning faqat ikkinchi
tenglamasidan x; ni yo'gotamiz:

(1) [ R
Ggp T3 + -+ + g,y Tn = Q3 y41-

Endi ué.‘z]' # 0 deb faraz qilib, bu tenglamani (3.2.2) ko'rinishga keltiramiz:

2 2
%2+ btzi}.’t;i Tt 'b‘.'la'ﬂ::ﬂﬂ = b{E.i+I+

Bu tenglama yordamida (3.2.2) tenglamadan 2 ni yo'qotamiz. Natijada

2 2 z
I -+ C‘m}:ns = bt ﬂ&n}ﬂ:n - ﬂ&li+11
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2 ¢ (2)
-I'z + f.'-[ia]:l:a. + S + E-Ezn]mu - r.:..ﬂ'."]-

hosil bo'ladi. Bu yerda

(2) (1) (1)p02) (2) _ 3(2) .~ v
€1 = 1y — by h'zj 1695 = bz_,' (j =3).

Faraz qilaylik, avvalgi k ta tenglamalar ustida almashtirishlar bajnri_.ﬂh
natijasida (3.2.1) sistema quyidagi teng kuchli sistemaga keltirilgan bo'lsin:

F

ke k )k
T+ Cil1|l':.+11'k+1 b R ct},f:rn = r:i‘I,],_;_] :
(k). LK)

k)
Tk T 1 Thad + 0o Cpp T = Cp s

Gty 18] 4 s Qe bt 1T gl oo Opt1 0Ty = Bk4+1ntls

L Bn1y -t Gn e Tegr + 00 By = Onnl-
(3.2.12)
l Bu sistemaning avvalgi k ta tenglamasini mos ravishda
Qk+1,1, 05412, .-, k41 k larga ko' paytirib, natijalarni (k+1) - tenglamadan
ayiramiz va hosil bo'lgan tenglamani ., noma'lum oldidagi koeffit-

shiy;imtga bo‘lamiz. Natijada (k + 1) - tenglama quyidagi ko'rinishga ega
o'ladi:

{k+1) k41 k1
Bt HOL yaTha2 4o Ol ATn = oy m

Eﬂ'ﬂi_* bu tﬂffgi&‘-'ﬂﬂ yordamida (3.2.12) sistemaning avvalgi k ta tenglamasi-
&an. Tk+1 i yo'gotsak, u holda yana (3.2.12) ko'rinishdagi sistemaga, fagat
k ning (k+1) ga almashgan holiga, ega bo'lamiz.

Shu bilan birga, agar

>:
&
:
.
o
.

k
k
S Z ¢£.g+1ﬂk+1.r # 0
=1

bo'lsa, quyidagi formulalarga ega bo'lamiz:

k k
E{Hll} — _ Gktlp = EI‘:] ﬂk+14rﬂ5-.;]-l
Lt k k

)

(k1) _ (K) _ (K) (k1)
Cp " =Cp —Ciks1Cki1p

(B=12,. kip=k+2.k+3,...,n+1).
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Almashtirishlarning » - gadami ham bajirilgandan so'ng (3.2.1) siste-
maning yechimi uchun quyidagi formulalar hosil bo'ladi:
= | (i=1,2..,n)
Bu yerda ham hisoblash jarayonini kontrol gilish Gauss metodidagiga
o'xshashdir. Optimal vo'gotish metodida ham barcha yetakehi elementlar
noldan fargli bo'lishi zarurdir. Agar bu fakt oldindan ma'lum bo'lmasa,
u holda hisoblash sxemasini o'zgartirib, bosh elementlarni satr bo'yicha
tanlash yo'li bilan noma’lumlarni yo'qotish magsadga muvefigdir. Buning
uchun, agar (k+1) - lenglamada &, 24, ..., &, noma’lumlarni yo'qotgandan
keyin,
k
@41, kb1 — Z ak_,_;.,,cy;”} (p=>k+1)

=1

maoduli bo'yicha eng katta element bo'lsa, u holda o'zgaruvehilarni gay-
tadan belgilab: r..y = #, va x, = zp;4, So'ngra optimal yo'gotish
goidasiga ko'ra noma’lumlarni vo'qgotishni davom ettirish kerak.

Optimal yvo'gotish metodining ustunligi shundan iboratki n- tartibli
sistemani vechish uchun zarur bo'lgan arifinetik amallarning soni Gauss
metodidagidek bo'lsa ham, bu metod EHMIlar xotirasidan effektiv ravishda
foydalanishga imkon beradi, ya'ni sistemaning tartibini ikki marta orttirish
mumkin.

(3.2.12) sistemadan ko'rinib turibdiki, optimal vo'gotishning k-gadami
bajarilgach, berilgan sistemaning oxirgi (n — &) ta tenglamasi o‘zgarishsiz
qoladi. Buni hisobga olgan holda xotiraga matritsaning barcha element-
larini to‘la kiritmasdan, har bir qadamdan oldin bittadan satrni kiritamiz.
U holda (% + 1) - qadamni amalga oshirish uchun xotiraning

fk)=kin—k+1)4+n+1

ta yvacheykasi yetarli bo'ladi, bular

) (3]
Cikdr " Cin
(%) (k)
Chktl 777 Cknsl

matritsani va (3.2.12) sistemadagi (k + 1) - tenglama koeffitsiyentlarini
joylashtirish uchun xizmat qiladi. Endi f(k) ning maksimumini topib,
n - tartibli sistemani yechish uchun 51‘11-}}1""—5-1 ta yacheykaga ega bo'lgan

125



| M Bromov

maydon yetarli ekanligiga ishonch qosil gilamiz. Masalan, operativ Xoll-
rasi 4095 yachevkalan iborat bo'lgan EHM da tashqi cunrilum!nrdnu 1'9}‘-_
dalanmasdan 122- tartibli tenglamalar sistemasini yechish yvoki shu tartibli
ixtiyoriy matritsaning determinantini hisoblash mumkin.

Misol 3.2. Misol tarigasida

2r1 +4,224 + 1,015 — Repg= A2
"'u, 417 +3xa — 2 dzs = - L. B,
1.6y —0.8z0 + 34 — 34 = — I,

1 —2rs — a3+ 1,5z, =10

sistemani optimal yo'‘gotish metodi bilan yechaylik.
Yechish: Birinchi tenglamadan
2y 42,125+ 0,823 — 1,524 = 1,6 (3.2.13)

ni hosil gilamiz va buni —0,4 ga ko'paytirib, sistemaning ikkinchi
tenglamasidan ayiramiz:

3,84z5 — 2, 0823 — 0,60x; = —0, 96.
Buni 3,84 ga bo'lib, kerakli tenglamani hosil qilamiz:

; 22 —0,54167z3 — 0, 1562524 = —0, 2500, (3.2.14)
E‘ Endi (3.2.13) dan x; ni yo'qotsak,
; Ty + 1,937502, — 1, 171822, = 2,12501. (3.2.15)
E: (3.2.15) ni 1,6 ga va (3.2.14) ni —0,8 ga ko'paytirib, sistemaning 11-.;!11:1(‘_511
- t?nglamasidm ayiramiz va hosil bo'lgan tenglamani x4 oldidagi koeffit-
) siyentga bo'lsak,

x3 —0,29611z4 = 1, 81556 (3.2.16)

kelib chigadi.

Bu tenglama yordamida (3.2.14) va (3.2.15) dan 25 ni yo‘qotsak.

{ z1 —0,59811z4 = —1,39322,

X LT
79 — 0,31664z4 = 0,73343 (3:2:17)

hosil bo'ladi.
Endi [:?.?.IE] - (3.2.17) tenglamalar yordamida sistemaning to‘rtinchi

tengiamasidan 2y, %3, T3 ni yo'qotamiz: 0,418094xy = 1,67564. Bundan va

(8.2.16) - (3.2.17) dan noma'lumlarni ketma-ket topamiz:

T4 = 4,00065; 3 = 3,00019; 25 = 1,99999; 2, = 0,99922. w
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3.2.4 Determinantni hisoblash

Gauss metodini ham, optimal yo'qotish metodini ham determinantni
hisoblash uchun qo'llash mumkin. Quyidagi

fdin a1z - dgn
@ay gy = gy
LTS | gy =it gy

matritsaning determinantini topish talab qilinsin. Buning uchun, bir jinsli,
chizigli

Az =10 (3.2.18)
sisternani yechishga Gauss metodini qo'llaymiz. Natijada A matritsa
1 by hit;: bE;j
o= 0 L byg e+ oy
0 0 0 e

uchburchak matritsaga almashtiriladi, (3.2.18) sistema esa unga ekvivalent
bo'lgan
Bz =0

sistemaga o'tadi.

Apar digqgat gilinsa, B matritsaning elementlari A matritsa va keyingi
yordamehi Ay, Aa, ..., 4, _; matritsalardan quyidagi ikkita elementar al-
mashtirishlar natijasida hosil bo'lgan:

1. Noldan fargli deb faraz gilingan ﬂ[l,ﬂé;:.l...,ﬂi:q_” yvetakchi ele-

mentlarga bo'lish;

2. A matritsa va vordamechi Ay, Aa, ..., A, larning satrlaridan mos
ravishdagi yetakchi satrlarga proporsional bo'lgan satrlarni ayirish.

Birinchi almashtirish natijasida matritsaning determinanti ham mos
ravishdagi yvetakehi elementga bo'linadi, ikkinchi almashtirish esa deter-
minantni o'zgarishsiz qoldiradi. Shuning uchun ham

det 4

1 n—1]"
ﬂnfﬁ{zz‘] ; ”ﬁEm i

1=detB=
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bu verdan esa

det A = ayjaby -+ alt=b), (3.2.19)

Demak, determinant Gaussning kompakt sxemasidagi vetakchi element-
larning ko'paytmasiga teng ekan.

Matritsa determinantini optimal yo‘qotish metodi yordamida ham
hisoblash mumkin. Bu yerda ham determinant barcha yvetakchi

k
(k
Ok = Qls1k+1 — Z BRiaren
r=1
elementlarning ko'paytmasiga teng:

L] .
det A= ][ ax. (3.2.20)

k=1

Agar yetakehi elementlarning birortasi nolga teng bo'lsa, u holda satr
bo'vicha bosh elementni tanlash sxemasidan foydalanish kerak. Lekin bu
hiolda determinantning ishorasini saglash uchun ax elementlarni (—1)* ™'
ga ko'paytirish kerak bo'ladi. Bu yerda {; soni. agar avvalgi k-qadamda
yo'qotilmagan barcha noma'lumlar chapdan o‘ngga qarab ketma-ket
1,2,...,n — k lar bilan nomerlangan bo'lsa, (k + 1) - qadamda yo'qotilgan
noma’ lumlarning nomerini bildiradi. Lekin hisoblash odatdagicha (3.2.19)
yoki (3.2.20) formulalar bilan bajarilganda det A aytarli kichik (katta)
hﬂ‘ImB&ﬂ.da. biror 1 < n uchun avvalgi i ta ko‘payuvchilarning ko' paytmasi
mashina noliga teng bo'lishi yoki to'lib ortib ketishi mumkin.

Bunday nugsondan qutulish uchun (3.2.19) formula bo'yicha det A ni
quyidagicha hisoblash kerak:

det A = {qH[u—l}““aj}{rH[~1]‘*+lnk ).
5 K

E-"_l :,*erda g EHM dagi mumkin bo'lgan eng katta songa yagin bo'lib, r
eng kichik songa yaqgin va shu bilan birga g .+ = 1:a ; yetakchi elementlar
orasidagi moduli bo'yicha birdan kichik bo‘lganlari, aj esa qolgan yetakchi

elementlar.
3.2.5 Matritsalarning teskarisini topish

'hg&rh]r xil mn.t.rit‘.s’a_ga. ega bo'lib, fagat czod hadlar bilan farq gi-
i apen : hu'-"qm:ha sistemani yechishga to'g'ri kelsa, u holda matritsa-
ning teskarisini topish magsadga muvofigdir. Tkkinchi tomondan statistik
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hisoblashlarda ayrim statistik parametrlarni baholash uchun teskari mat-
ritsalar katta ahamiyatga ega.

Faraz gilaylik, bizga maxsusmas matritsa A = [ay] (4,7 = T,n) beril-
gan bo'lsin. Unga teskari bo'lgan A~' = [2y;] magrisani topish uchun
asosiy AA™! = E munosabatdan foydalanamiz, bu yerda E birlik matritsa.
A va A~ matritsalarni o'zaro ko'paytirsak, n? ta x;; noma'lumlarga nis-
batan asosiy matritsasi bir xil va fagat ozod hadlari bilangina farq qiladi-
gan n ta tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

Q112 +aysds + e, =1 050,
fig1d; + Qapla + -+ Qg =0 1:--0,

Up T + Gn2Zy + o« + Qpply =0 0---1,

Bunday sistemani Gauss metodi bilan birdaniga yechish mumkin,

Misol 3.3. Misol wehun (3.2.11) sistema

2 42 1,6 -8

-0 '8 =500
A= |6 oss R
1 g =1l 7

matritsasining teskarisint lopaylik.

Yechish: Gaussning kompakt sxemasini qo‘llaymiz. Bu holda to‘rtta
ozod hadlar ustuniga ega bo'lamiz (jalval 3.4).
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Shuni ham eslatib o‘tamizki, teskari matritsaning ustun elementlari
teskari tartibda hosil bo'ladi.  Jadval 3.4 natijasidan quyidagiga ega
bo'lamiz:

0, 28239 0,06801 -0,06915 0,51865
0,38037 —0,19364 -1,70539 0,29046
0,51408 —0,77686 —1,04425 0,33105
0,66162 —0,73076 -—1,59058 0,92945

Tekshirish uchun AA~" ko' paytmani tuzaylik:

2 4,2 -—1,6 —3] [0,28239 —0,06801 —0,06015 0,51865

-0,4 3 —2 0 0,38037 —0,19364 —1,70539 0,29046
;6 -0,8 I -1 0,51408 =0,77686 —1,04425 0,33195
I —2 -1 1.5 |0,66162 —0,73076 —1,59058 0,92945

L.ooooo =0,00001 0,00001 0, 00001
0, 00001 1, 0000 =0,00001 -0, 00002
—(, 00003 -0, 00001 1,00000  —0,00003
0,00000  —0,00001  0,00001 0, 99996

o =1 it a

0 -1 -2
-3 -1 0 =3
o -1 1 —i

=E+1073

Bu yerdan ko'rinadiki, A4~! ko'paytma matritsa elementlari £ birlik
matritsaning mos elementlaridan fagatgina verguldan keyingi beshinchi
xona raqamlari bilangina farq giladi, demak aniqlik gonigarlidir. |

3.3-§. Kvadrat ildizlar metodi

Ushbu va keyingi paragraflarlagi metodlarda maxsus xossalarga ega
bo'lgan matritsalarlan foydalanishga to'g'ri keladi, shuning uchun avvalo
shu matritsalarni ta'riflab o‘tamiz,

Agar barcha i va j lar uchun af;, = @j; bo'lsa (bu yerda ay; ustidagi
chiziq qo‘shma kompleks sonni bildiradi) elementlari a;; dan iborat bo'lgan
A* matritsa berilgan A = [a;;| matritsaga nisbatan qo'shma matritsa deyi-
ladi.

Agar A kvadrat matritsa o'zining qo‘shmasi A® bilan ustma-ust tushsa,
ya'ni A* = A bo'lsa, u Ermat matritsasi yoki o'z-0'ziga qo‘shma matritsa
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deyiladi. Elementlari haqigiy sondan iborat bo'lgan Ermit matritsasi sim-

metrik matritsa deyiladi. Bu matritsa A"’ = A tenglik bilan .'_miu_lallﬂl’li-
Agar

AA* = E (3:3.1)

bajarilsa, n holda A unitar matritsa deviladi, bu verda F - birlik matritsa.
Unitar matritsa quyidagi xossalarga ega:
1. Agar A unitar matritsa bo'lsa, u holda uni determinanti moduli 1 ga
teng bo'lgan kompleks sondir. Haqgigatan ham, (3.3.1) ga ko'ra
det AA® =det A - det A" =det A-det A = | det Al®

2. Agar A unitar matritsa bo'lsa, u holda A~!' = A". Duni ishotlash
uchun (3.3.1) ni chapdan A=! ga ko'paytirish kifoyadir

3. Agar A unitar matritsa bo‘lsa. u holda A* ham unitardir.

4. Tkkita unitar matritsalarning ko'paytmasi unitar matritsadir.
Hagigatan ham, A va B unitar matritsalar bo‘lsin, u holda

{quB][.AB]t = A.EB‘.‘;_‘ _— _,qﬁl;q' - _‘-"!..-""1' — E
Endi kvadrat ildizlar metodini ko'rib chiqaylik. Faraz gilaylik, A L*lr-_
mit matnitsasi bo'lsin. Kvadrat ildizlar metodining g'oyasi A matritsanl

uchburchak va diagonal matritsalar ko'paytmasi shaklida tasvirlashdan ib-
oratdir:

A=TDT (3.3.2)
bu yerda
tin  tig fnal
T '? *"jz fan
0 0 tnn

yuqori uchburchak matritsa bo'lib, D esa d; elementlari +1 yoki —1 dan
iborat bo'lgan

day 0 -+~ D
0 dy -+ 0

0 {} = dnn
132



HISOBLASH METODLARI

diagonal matritsadir. T matritsa elementlarini topish uchun {3.3.2} teng-
likdan, matritsalarni ko‘paytirish qoidasiga asoslanib, tyy larga nisbatan
quvidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

{ bridintyy + - + Gudiiti; = ag (i < j), (3.3.3)

[t |"dyy +o -+ Ly Pdy = ay, (i=1,2,....n).

Bu yerda f,; lar {;; bilan o‘zaro qo'shma kompleks sonlardir. (3.3.3) sis-
temada tenglamalarning soni noma'lumlarning sonidan n taga kam. (3.3.3)
sistemacdan E lar yagona ravishda topilishi uchun d;;larni shunday tanlab
olamiz, t;; lar haqigiy va musbat bo'lsin. U vaqgtda (3.3.3) sistemaning
ikkinchi tenglamasidan ¢ = 1 bo'lganda

|f.3|"!f|1 = a1

ga ega bo'lamiz. Endi dy, = sign(ayy) deb olib t;; uchun t;; = +/lay|
hosil gilamiz. (3.3.3) sistemaning birinchi tenglamasidan i = 1 bo'lganda
b= dI"IlIII (7 = 2.3,....,n) kelib chigadi. Shunga o'xshash (3.3.3) sis-
temada 1 = 2 bo'lganda avval ikkinchi tenglamadan {39 ni, so‘ng'ra birinchi
tenglamadan 2, ni topamiz:

daz = sign{azz — [tia]*di1), taz = a2z — [t11]2dyl,

fiadiibyy

EE_r = gy = (J :ﬂ}

taalag
Shunday qilib, T" ning avvalgi ikkita satr elementlarini topish uchun for-

mulalar chigardik. Shunga o'xshash, T matritsaning qolgan elementlarini

ham topamiz. Umumiy holda hisoblashlar quyidagi formulalar yordamida

olib boriladi:

ﬂlj

([ dyy = signayy, ty = JJan|, by = dubin

diy = sign(a;; — EL='| |t,1|'3n!,s:|,

] = (3:3.40)
by = \/|"'"1 = La:l |f_m|.ld”i (i > I]
o= iy = 3 Fadusty

y il

Shunday qgilib, (3.3.2) yovilma mavjud va (3.3.4) formulalar yordamida
aniglanadi. Nihoyat, ~

Az =105
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sistemani yechish uchun uni A = T* DT yoyilmalan foydalanib, quyidag
ikkita uchburchak matritsali sistemalar shaklida yozib olamiz:

T"Dij=b, TZ=7.
Bu sistemalarni yoyib yozsak,
tudny = by,

tiadyyyy + toadaays = by,

mdllul + Ed'ﬂyﬂ + L t""[’]l“" Hr: = Ir:'.h.

VA
hiady + 170 + -+ 1T = U1y
t2aZa + -+ + lanTn = Y2,
fan®n = ¥n
g2 ega bo'lamiz. Bundan esa, ketma-ket quyidagilarni hosil gilamiz:
| E}], b—Ei_liyﬂ: 9 =
- e C =1 bailalas (o ) 3.3.5)
- hn Ui = £ = (i>1) { )
- bady ' biidi {
; va
'. — n - 7
5 In = 'yi“t.' = =ity CtoTs (1 < mn). (3.3.6)
? th'rl. t.:m
H‘ Agar A haqiqiy va simmetrik matritsa bo‘lsa, bu matritsani bir-biriga

nisbatan o'zaro transponirlangan ikkita matritsalar ko'paytmasi shaklida
yozish mumkin:

A— T
b-'f’ yerda T - yugori uchburchak matritsa. Bu holda (3.3.4) formulalar
biroz soddalashib, ushbu ko'rinishga ega bo‘ladi:

) 5
i =/ay, ty; = -t—J.
11

— Ttk (> 1), (3:3.7)

f _Et—-l
\ hj = 422 t5% il {J =1+ lun}*

Shuni ham ta’kidlab o'tish kerakki, fagat A matritsa musbat aniglan-
gan bo'lgandagina T' matritsaning diagonal elementlari haqiqiy va musbat
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bo‘lishi mumkin. Aks holda, T matritsa elementlari orasida komplekslari
ham uchrab qolishi mumkin,

Uchburchak  matritsaning  determinanti  diagonal  elementlari
ko'paytmasiga teng ekanligini e'tiborga olib, (3.3.2) yoyilmadan det A ni
topish uchun quyidagini hosil gilamiz:

Ti

det A = Htfi,ffi

i=1

voki

det A = (;JH iy, [t |2) (ﬂHtfn.t.Efi.i.lﬂ) :

Bu yerda g son EHM dagi mumkin be'lgan eng katta songa, p esa eng
kichigiga yaqin bo'lib, pg = 1;¢; ;. lar T matritsaning absolyut giymatlari
bo'yicha birdan ortmaydigan elementlari, ¢, ,, lar esa qolgan elementlari-
dir.

Bu metod yvordamida xotirasi 4095 ta icheykadan iborat EHMlarda
matritsasi haqiqiy va simmetrik bo‘lgan 88 - tartibli sistemani yechish
mumkin.

Kvadrat ildizlar metodi ko'pincha kuzatishlar natijasini eng kichik
kvadratlar metodi bilan ishlab chigganda hosil bo'ladigan tenglamalar-
ning normal sistemasini vechish uchun go'llaniladi. Bunday sistema ma-
tritsasining bosh minorlari musbat bo'lgan Ermit matritsasi bo'ladi.

Bunday sistemalarning tartiblari odatda bir necha yuz, hatto minglarga
teng bo‘lishi mumkin.

Odatda yuqori tartibli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
yechish nihoyatda murakkab masala. Shuning uchun ham har bir konkret
masalaning ichki xususiyatlaridan foydalanish kerak. Masalan, ko'p
masalalar, shu jumladan, eng kichik kvadratlar

yoki

Chizma 3.3.1 Chizma 3.3.2
metodi bilan transport masalasini vechish matritsasi chizma 3.3.1 dagi
ko'rinishga ega bo'lgan yugori darajali algebraik tenglamalar sistemasiga
olib keladi. Bunday sistemalarni kvadrat ildizlar metodi bilan yechish
qulaydir.
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Hagiqatan ham, faraz qilaylik, A Ermit matritsasining elementlari biror
j va barcha 1 < i < m; < j lar uchun a;; = 0 shartni ganoatlantirsin.
U holda, (3.3.4) formuladan ko‘rinadiki, ularga mos bo'lgan t;; Pi"““"“”“
ham nolga aylanadi. Shuning uchun ham 7 matritsaning ko'rinishi A
matritsaning o'ng yarmidek, ya'ni 3.3.2-chizmadagidek bo'ladl.

Nol elementlar ustida amal bajarmasak, u holda hisoblash ishlari f'dlli“'
tezlashibgina qolmasdan, balki yechiladigan masalaning tartibini orttirish
ham mumkin.

Misol 3.4. Soddalik uchun simmetrik matritsage ega bo'lgan quyidagt:

27y — 3z + 433 + 14 = 11,

—321 + baa — &3 + 224 = —6,
4Ty — o+ 23+ 334 = 1,
T+ 2x0 4+ 3+ 224 = 1

sistemani kavadrat ildizlar metodi bilan yechaylik.

Yechish: Sistemaning a;; koeffitsiventlari va b j ozod hadlarini jadval
3.5 ning A gismiga joylashtirib, 3" ustunni hisoblab chiqamiz. (3.3.7) va
(3.3.5) formulalar yordamida ketma-ket ti; elementlarni va yangi ozod had
y; larni hisoblab, jadvalning A, qismini to'ldiramiz. Kontrol uchun har gal
Y ustunni hisoblab turamiz. Masalan, t3; va y3 quyidagicha topiladi:

.
A
.
,
4
,
=4
’
-
=

_ 934 = fialia — tagtae 3 —2,82843.0,70711 — 7,07138 - 4,04995 _
faa 7,5501032

taq

= 4,503631,

o= B hits —tagys 1 2,82843 . 7,77819 — 7,07138 - 30, 40691 _
tas 7.550103i

= 28,611221
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@1 iz a3 iy i Y. |sxema gismlari
2 = 4 | 11 15
-3 5 = 2 6 4
| 1 1 3 1 8 A
! 2 3 > ! 9
L Lo tig tia B ¥
1,41421/-2, 121332, 8284310, 70711 ]| 7, 77819 | 10, 60661
0, 70708 |7, 07138! 4, 94995 | 30, 40691 | 43, 13538 A
7.55013/4, 50363i[28, 61122il40, 66504
1, 64904 4,94718 | 6, 59622
2.99958] 1,99975 [2.00002/3,00004] =,
3,994970| 2, 99980 13, 00004] 4, 00004 o, As

Jadval 3.5: Sistemani kavadrat ildizlar metodi bilan yechish.

Jadvaldagi yechimni verguldan kevin uch xonasigacha vaxlitlab ol-
sak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

= 4,000; za = 2, 000; 25 = 2, 000; 4 = 3,000

Bu esa aniq yvechimni beradi. m

3.4-§. Aylantirishlar metodi

Analitik geometrivadan ma'lumki, tekislikda Dekart koordinatalar sis-
temasini o'glar atrofida ¢ burchakka aylantirish ushbu

cosy —sing
Binw  cosy

matritsa orqali bajariladi. Avlantirishdan foydalanib, chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechish mumkin. Buning uchun ortogonal matrit-
saning xususiy holi bo'lgan
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0 ‘|
Teosig -+ sing ()
Ty = :
—sing --- cose.  |(j)
L 1]
(1)  (2)

elementar aylantirish matritsasidan foydalanamiz. Bu matritsa birlik mat-
ritsadan fagatgina i-va j-satr hamda shu nomerli ustunlarning kesishgan
Joylaridagi to‘rtta elementlari bilangina farq giladi.

Ravshanki, A = [a,;] matritsani chapdan T;; ga ko'paytirsak, A njﬁt-
ritsaning fagat i-va j-satrlari o'zgaradi, chunonchi A'!) = T;; A matriisa
uchun: 1

u[{{:!:a.lc?siﬁ—ﬂ_,;sin% (i =T7) (3.4.1)
a4 = aysinip-+aj cosy
larga ega bo'lamiz.

Shunga o'sshash A = [ai5] matritsani T}; ga o‘ngdan ko' paytirsak,

uning fagatgina i-va j-ustunlarigina ushbu formulalar

(1 _
Q3 = Ok COS 2 + ag; Sing, — ;
G et T aLsnes g T (3.4.2)
j = T@ki SN+ ay; cos

bo'yicha o'zgaradi xolos.
avshanki, agar ay yoki a it elementlar noldan fargli bo'lsa, u holda

shun_-:in;-,r % mi topish mumkinki, natijada ai’r']' = 0 bo'lsin.
Buning uchun:

.
1
-
4
.
4
s
4
-

- .ﬂ ) I
S '“—“T“—;-mw = (3.4.3)
\ %t t+aj \Jak + a,

kabi olish kerak. Bu holda

)y _ [ 9 9

{ ﬂl_l T ul:t -+ ﬂjl - 3 ﬂ,. l:}gl.l)
(1)

bo‘ln.ﬂ:. Demak_ ¢ ni tanlash evaziga ko'paytma matritsaning ixtiyoriy

elementini 1“"155 aylantirish mumkin. Bu uchun quyidagi teoremaning

o'rinli ekanligini ko'rsatish kifoyadir.
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Teorema 3.1. Irtiyoriy haqigiy mozsusmas A = [a;;] matritsant chap-
dan ketma-ket elementar aylantirish matritsalariga ko ‘paytirish bilan uni

diagomal elementlarining oxwgsidan boshqalart musbat bo‘lgan o'ng uch-
burchak matritsaga keltirish mumbkin.

Isbot. Fraz gilavlik,

L R L R 5 P
g1 Gag == dgn

A=| " , : , (3.4.5)
nlll GHE II]ru:

maxsusmas haqgiqiy matritsa bo'lsin.

Avval a3y # 0 deb hisoblaymiz. A matritsani ketma-ket T\s, Ths, ...,
Ty, larda ko'paytiramiz. Bu matritsalarni shunday tanlab olamizki, bi-
rinchi ustunning eng vugoridagi elementidan boshga hamma elementlari
nolga aylansin.

Agarda ay; = 0 bo'lsa, u holda almashtirishni T, ga ko'paytirishdan
boshlaymiz, bu verda jo bu a;; # 0 shartni qanoatlantiradigan nomerlar-
ning eng kichigi. Matritsa maxsusmas bo'lganligi uchun birinchi ustunning
kamida bitta elementi noldan farglidir, demak, shunday j, nomer topiladi.

Yuqoridagi almashtirishlarni bajarish natijasida

(1) (1) (1)
a1y ”’El ‘1“-]
0 ay - a
-‘1r” =Tindin-q---Tigd= _ J," : 2_"
0 uf,l.,:' aﬂ
matritsaga kelamiz va bunda u, ) > 0.
Bu yerda A'Y matritsa maxsusmas bo‘lganligi uchun a . +a§ﬂ ele-

mentlarning kamida birortasi noldan farglidir. Endi c}ementar aylantirish
matritsalari T3, Ty, ..., T5, ni shunday tanlab olamizki, bularga ketma-ket
ko'paytirish natijasida A®) matritsa ikkinchi ustunining diagonal ostidagi
barcha elementlari nolga aylansin, Shu jarayonni davom ettirib, nihoyat

(n—-1) _(n-1) . pin=1)

o " e
0 am= o H—
AP = T AP = . 22. . ﬂzn (3.4.6)
0 N
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matritsaga kelamiz. Shu bilan teoremaning isboti nihoyasiga yetdi. L

Shuni ham ta’kidlab o'tish kerakki, A= ni hosil gilish uchun matrit-

nin—1]

salarni ko'paytirishlar soni diagonal ostidagi elementlarning soni =—5—
dan ortmaydi.

Bu teoremadan shunday natija kelib chigadi.

Natija. Ixtiyoriy maxsusmas haqiqiy matritsani ortogonal va o'ng
uchburchak matritsalarning ko'paytmasi shaklida tasvirlash mumkin

Hagigatan ham, (3.4.5) tenglikdan A = PA"~Y, bu yerda P =
(Th-1,n-1y;) " ortogonal matritsadir.

Isbot qilingan teoremani AF = b tenglamani yechishga qo'llaymiz.
(3:4.5) tenghkdan ko‘ramizki, bu tenglama

AV =

tenglamaga teng kuchlidir, bu yerda ¢ = T, , -~ Ti2b. (3.4.6)sistema
uchburchakli sistema bolganligi uchun uni yechish qivin emas.
Noma'lumlarni yo'gotishni

B ' 5
1
Cosg —e"Vsing (1)
1
H;:-{:p. ‘H i
1
—eVsing a7 COSL g (4)
L : : 1
(i) (1)

kﬂ‘ﬂmﬁhdngl unitar matritsalar yordamida ham bajarish mumkin.
Haqigatan ham, agar A - ixtiyoriy maxsusmas kompleks matritsa bo'lsa,

u huh_in.uni chapdan Ry;(, 1)) ga ko'paytirib, yangi B matritsani hosil
qilamizki, uning i - va j - satr elementlari

bip = aipcosp — a;pe'? sin g, T o
bip = ipt="* 8in o + azp cosp P = 1i71) (3.4.7)

formulalar bilan aniglanib, qolgan elsmentlari A matritsaning mos element-
lari bilan ustma-ust tushadi. Agar biz B matritsaning bjs elementlarini
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nolga aylantirmoqchi bo'lsak (bu esa j - tenglamadan R;; AT = R, _,-E amal
yordamida x, ni yo'qotish bilan teng kuchlidir), u holda (3.4.7) formu-
lalarda

\/|u,_1|:' + Jazs)* > 0

bo'lsa, p = s bo'lganda

= ATE G5 — ATE O,

|'”|.1.|
COS P = -
T Vaisl® + e
. "'lﬂ :ll
sing =

fais]* + laj,)?

deb olish kerak. Aks holda cos g = 1, sing = 0 kabi olish kerak.
Ri;(p,¥) matritsaning bu xossasi quyidagi teoremani isbotlashga
imkon beradi.

Teorema 3.2. Har gqanday A kompleks matritsani unga R,j{p, @) matrit-
salarni bir necha marta chapdan ko'paytirish natijasida yugort uchburchak
matritsaga keltirish mumbkin.

Isbot. Ry2, Byg. ..., R1x matntsalarni shunday tanlaymizki, ularni
chapdan A ga ketma-ket ko' pavtirilganda birinchi ustunning barcha dia-
gonal osti elementlari nolga aylansin:

1 L1} (1)
iy B
U i a
Ay = RinRin1-r-Rizd = g o
0 a,{.,l.lzj u.i',!

Ikkinchi gadamda Ay ni mos ravishda tanlab olingan Haz, Rag, ... R2n
larga. uchinchi gadamda esa Ray, Ras, ..., la, larga va h.k. ko'paytiramiz.
Bu jarayonning oxirida yuqori uchburchak A, _; matritsani

"ln—l.u — Ru—! ,:I‘I.Hn--'ﬂ.ﬂ = RI.‘EI""-'i

ko'rinishda hosil gilamiz. Shu bilan teoremaning isboti nihoyasiga yetdi.
' L
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3.5-§. Ortogonallashtirish metodi

Ortogonallashtirish metodining bir necha variantlari mavjud. Bu parag-

rafda shulardan birini ko'rib chigamiz. :

Masalaning mohiyatiga o'tishdan avval ayrim tushunchalarni kiritamiz,

Koordinatalari haqigiy sonlardan iborat bo‘lgan ikkita T =
(Z1, @9, .o Zs) va § = (y1,¥2,---,¥n) vektorlarning skalyar ke’paytmast
deb ushbu 37, 2,3, yig'indiga aytiladi va (7, 7) kabi belgilanadi, "iv“m.k_
[Z,§) = ¥ iy #iy:- Bu ta'rifdan skalyar ko‘paytmaning guyidag xossalari
osonlik bilan ko'rinadi.

B) {izﬂ} == {ﬁﬁi}:

b) (2+4,2) = (£ 2) + (,2)

¢} (AZ,7) = A(§, ), A - o'zgarmas son;

d) barcha & # 0 vektorlar uchun (&, ) = 0 bo'lib, fagat va fagat nol
vektor uchun esa (Z,%) = 0 dir.

Keyinchalik biz komponentalari kompleks sonlardan iborat bo'lgan T
va § vektorlarni ham qaraymiz. Ular uchun skalyar ko'paytma (7,7)
quyidagicha aniglanadi:

n
|

(2,9) =D =i,

=1

bu yerda yf son u; ga qo'shma kompleks sondir. Bu skalyar ko'paytma
umuman kompleks son bo'lib, b), ¢), d) xossalar o'rinli bo‘ladi, a) xossa esa
quyidagicha o'zgartirilgan holida bo'ladi (#,§) = (7, #)*. Buning natijasi
sifatida (%, A) = A(Z, ) kelib chigadi.

Agar (2, §) = 0bo'lsa, u holda 2 va §j vektorlar o zaro ortogonal deyiladi
va ||zl = /(Z,7) songa vektorning normasi deyiladi. Agar Ty.T2,.-:» In
vektorlar sistemasining istalgan ikkitasi o'zaro ortogonal bo'lsa, u holda
bunday sistema ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi va shu bilan birga bu
vektorlarning normasi birga teng bo‘lsa, bu sistema ortonormal vektorlar
sistemasi deyiladi.

Endi magsadimizga o'tsak. Bizga maxsusmas matritsali, chiziqli algeb-
raik tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

|
"
.
-
-
-
-
=)
i
—
=]
—
—
=
—
=1

ATy + 81323 + .. + B1uZn + @y pp1 = 0,
| G213y + 02383 + ... + Ao Ty, + fin +1 =10,
; - (3.5.1)

OniZ] +AnsZo 4+ =+ QunTp +a,,n+1 =10,
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Ushbu @; = (@i, iz,..- @) (i=T,0),§ = (zy,23,..., 2., 1) belgi-
lashlarni kiritib, (3.5.1) - sistemani

(E|?} = {.}.
(a2,¥) =0,
(fn, 7)) =0

ko'rinishda yozib olamiz. Bundan ko'rinadiki, (3.5.1) - sistemani yechish,
oxirgi komponentasi birga teng bo'lib., o'zi barcha @,,@s,...,a, vektor-
larga ortogonal bo‘lgan (n + 1) o'lchovhi  vektorni topish bilan teng kuch-
lidir. Bu vektorlar sistemasiga yana bir vektor @,+1 = (0...., 0,1) ni
qo'shamiz. Yangidan hesil be'lgan sistema @;,a.,..., @p4q chizigl erk-
lidir, chunki satrlari shu vektorlardan iborat bo'lgan A matritsaning de-
terminanti {3.5.1) sistema matritsasining determinantiga tengdir, shuning
uchun ham u noldan farqlidir.

Endi @q,@,...,8,41 vektorlar sistemasiga ortogonallashlirish jara-
yonini qo'llaymiz.

Ortogonallashtirish jarayonining birinchi gadam) quyidagidan iborat:

'i']:

= e
|!“l ||

] = r'_i.]. i

(3.5.2)

deb olamiz.
Faraz qilaylik, biror k = 1 uchun iy, iia, . . ., g ortogonal vektorlar sis-
temasi va ¥y, U2, ...,0x ortonormal vektorlar sistemasi qurilgan bo'lsin.

Endi g, vektorni agyq, ¥, %2,..., i) vektorlarning chizigli kombinat-
siyasi shaklida, ya'ni

i
fpt = Akpy + D AkyT (3.5.3)

j=1

ko'rinishda izlaymiz wva iy, ning iiy,fiz,..., %, vektorlarga, ya'ni
iy U2, ..., Uk vektorlarga ortogonal bo'lishini talab qilamiz:

k
0= (T41,) = (Ba-p1, i) + Z Ay (T4, 04) = (@per, W) - A
f=1
Bundan
Aei = — (A1, 0¢) (3.5.4)
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ni topib, (3.5.3) ga qo'ysak:

k
U1 = xpt — D (@k41,75) Tj (3.5.5)
i=1
kelib chigadi. So'ngra y
7 a2 (3.5.6)
T,-'k_!.. = = ]
P Nl

deb olamiz. Shunday qilib, (3.5.2), (3.5.5)va (3.5.6) formulalar yordamida
fly, 12, .., U4 Ortogonal va Ty, Ts, . .., U4 Ortonormal sistemani ketma-
ket quramiz. y

Oxirgi tin41 = (21,22, Zny1) vektorning (n + 1)-koordinatasi Zn+1
ning noldan farqli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun teskarisini faraz
gilaylik. U holda

@ns1,81) =0, (Un41,82) = 0,..., (Gns1,80) =0
shartlar
Eﬂﬂ+l1ﬁi) = u'r{:ﬂn+h'ﬂ2] =0,..., [.l'i'i'1't+11f';'fi:I =0

shartlarga teng kuchli bo'lib (chunki ©; lar ay,as, ..., a; larning chiziqli
kombinatsiyasidir), ular noldan fargli yechimga ega bo‘lgan

n T n
Zaljzj =G1Zagjzj =ﬂ,...,Zﬂ.nsz =0 (3-5-?}
j=1 i

i=1

chizigli algebraik tenglamalar sistemasini tashkil etadi. Demak, bu siste-
maning determinanti nolga teng. Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki
(3.5.1) va (3.5.7) larning determinantlari bir xil edi. Shartga ko'ra,
bu determinant noldan fargli. Bu qarama-qarshilik z,,; # 0 ekanligi-
ni ko'rsatadi. Shunday qilib (fi,41,8;) = 0,4 = 1,2,...,n, shartlarni
quyidagi ko'rinishda yozib olish mumkin:

Z] 2 z
@it —— + ajo—— g R R =

Zntl Int+1

4+ Oingy =01 = (G SR )
“nt1

Buni (3.5.1) sistema bilan solishtirsak, berilgan sistemaning yechimi

A -
{311311---1311):(—1— = )

1 ¥
Zn+1 Zn+1

ekanligi kelib chiqadi. Bu yechimni topish uchun n® + n? ta ko' paytirish,

3 (2n° —n? —n) ta qo'shish, n ta bo'lish, n ta ildiz chiqarish amallarini
bajarishga to'g'ri keladi.
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Yuqorida keltirilgan jarayon barcha matritsalar uchun ham qonigarli

yechimni topish uchun imkon beravermaydi. Buning asosiy sababi (3.5.5)
rekurrent munosabatning turg*un emasligi bo'lib, bu narsa #;.9, 0
vektorlar sistemasining ortogonalligini buzadi. Aniqroq :mtija;{u erishish
uchun quyidagicha yo'l tutamiz: (a;. ) =0,1=1,2,....n, shartni gqanoat-

lantiradigan = (y1,...,y,.,1)" vektorni
rJ.-}-‘I
Y= }_,“r'a Uj (3.5.8)

1=l

ko'rinishda izlaymiz. Ushbu (@;, i) =0 (i =1, n) ortogonallik shartlaridan
d; larga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasi kelib chigadi:

-+l

> d;(a;,9;) =0 (j=Tn) (3.5.9)

=1

Bundan tashqari § vektorning (n + 1)-koordinatasining birga tengligi
yana bir
e
Z djtjner =1 (3.5.10)
j=1
tenglamani beradi. Bu tenglama (3.5.8) vektor tenglikning koordinata-
larda yozilgan oxirgi tenglamasidir.
Agar hisoblashlar yaxlitlanmasdan olib borilsa, u holda ¢ < j ba‘lganda
(@,,¥;) = 0 be‘lganligi nchun (3.5.9) - (3.5.10) tenglamalar sistemasi
quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

':'E'I {fn. 't_'ij — f]l1
TR T 1o (Tin, Ta) = 0,
4 'dlliwg s (3.5.11)
dy (@, ,U1) + das (@p, gn) + -+ d, (Gin, i) =0,
Eilll‘l]‘l""l‘l ‘i- d'.”'?nk—] + #in oA "l' rj”"‘l.prl'f'qui-l'l e l+

\

= =5 | '
: . F(0) — WOV )
Ko'rinib turibdiki, bu sistemaning yechimi dl® = (0,...:0, Vi1 ntl

vektordan iboratdir. I

Agar hisoblashlar yaxlitlash bilan olib i'rc:r‘r:lgm;
sistemaning matritsasi kichik ho‘l:aal—da,_lt:kill Aok
ham ega bo‘ladi. Hosil bo‘lgan sistem:iil

bo'lsa, u holda (3.5.11)
lan farqli elementlarga

(3.5.12)

cd+Dd=7
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. ; T e L siste-
ke'rinishda yozib olamiz, bu yerda g = (0.....0,1)" va C (3.5.11) sl

-
maning matritsasi hamda
0 {ﬁl'.f]'lj I:.l'f_11.1r_'l‘l-}' (fy,Pns1)
0 0] (@2.Ta) .- (82:0n41)
D=|: -
U ﬂ () ‘.H“.i'-.'_]]
0 0 0 0

o

Dastlabki yaginlashishni @@ deb olib, navbatdagi J'**" yacinlashish-
larni

C&lHH = DAk = G (3.5.13)

iteratsion jarayondan aniglaymiz. Bu munosabatni quyidagi
d*tY) = _c-1pd*) + ¢ g (3.5.14)

ko'rinishda yozish qulayroqdir. D matritsaning normasi ki{_‘_]iﬂ; 'r'-ﬂ'lg-“tlh:r';l
uchun €~ D matritsaning normasi ham kichik buladi. 'Shun_mf.j, uc':lmn 1:: !
bu iteratsion jarayondan (8-§ ga q.) topilgan ketma-ket yaqginlashishlar tez

vaqinlashadi. Bu usul yordamida hisoblash xatosining ta'sirini kamaytins
mumkin.

Misol 3.5. Quyidagi tenglamalar sisternasi

0,62y + 0,3z2 + 0,423 = —1,
—ﬂ',?.Il + 0, Txy — ﬂ.z:r.a =11
0,12y — 22 + 0,423 = 1,5

ortogonallashtirish metodi bilan yechilsin.
Yechish: (3.5.2) formulaga ko'ra

uy = (0,6;0,3,0,4;1);

:
%
=

iy 1wy iy
T = — =

V@) V0.86+0,0040,16-1 +/1,06886

= (0,47287;0,23643; 0, 31524: 0, 78811)".
Endi (3.5.4) formula vordamida

Mgy = = (@g,8) = —0, 00788

146




HISOBLASH METODLARI

ni topamiz, keyin (3.5.5) dan k = 1 bo'lganda
fip = @iy — (g, 1) B7 = (—0,20373; 0, 69814; —0, 20248; —0, 00621)’

ni hosil gilamiz. Bundan

tio !.!.1
11.1"71 = = — =
B 721 ), THA95

Endi skalyar ko'paytmatarni hisoblaymiz:

- (—0, 26896; 0,92475; -0, 20248; -0, 00823)',

(@g. 1) = —1,24521 ; (ayq, 2) = =1, 04667.

(3.5.5) formulada k& = 2 deb olib iy va ©y lar uchun quyidagilarni hosil
gilamiz:

tig = @3 — (@3, §,) Ty — (as, 0z) 52 = (0, 40600; 0, 26232; 0, 51152; —0. 52725)',

e iy ity '
T = — (0, 46160; 0, 29825; 0, 58192; —0,59946)",
s = Tlasl] — 0,87954 ~ (04616 : )

Xuddi shu tarzda quyidagilarni topamiz:

(ﬁ4,'ﬁ]} = H, 7881 |.', {ft.;.'r'-'gjl —_ —l‘l,i]ljﬁ‘l.?; {ﬁ.h Ef;l} = ——D, FI'JU"IT.
ity = (—0,09817; —0, 00007; 0, 09819; 0, 01944)". ||4i4]| — 0, 10479,
Nihoyat,
iy = (—0,93683: 0, 00066: 0,93702: 0, 18551)".
Bu vektor komponentalarining oxirgisini 0, 18551 ga bo'lib, quyidagi
tagribiy yechimni olamiz

x; = —5,05002; 22 = 0, 00356; 23 = 5,05105.

Buni aniq yechim #; — —5, x5 = 0, x3 = 5 bilan solishtirsak, ortogonal-
lashtirish metodi bilan topilgan yechimning aniqligi nisbatan katta emasligi
ko'rinib turibdi.

Bu yechimning anigligini yuqorida aytilgan usul bilan orttirish
mumkin, lekin biz bunga to‘xtalmaymiz. 3

3.6-§. Akslantirishlar metodi

Bu metodning g'ovasi AT = b sistema matritsasini unitar (3-§
ga qarang) va yuqori uchburchak matritsalar ko'paytmasiga ajratishga
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asoslangan. Shuning bilan birga, bu vyerda unitar matritsa bir

nechta akslantirish matritsalari deb ataluvehi kvadrat ”“‘“'-‘H.‘ﬂm.mm;
ko'paytmasidan tashkil topgandir. Bu matritsalar vektorlarini ‘m:ri_ig.uu
tekislikka nisbatan aks ettirish qoidasiga asosan vektorlar fazosini al-
mashtirish xossasiga ko'ra shu nom bilan ataladi. o

P - ixtiyoriy tekislik bo'lsin, W orqali P tekislikka ortogonal va uzunligi
hirga teng bo'lgan vektor ustunini belgilaymiz. Endi ixtiyoriy

vektorni olamiz, bu yerda T vektor o vektorga ortogonal, ya'ni (7, W} = 2
bo'lib, 7 esa W ga proporsionaldir: § = aiv, (a - ixtivoriy son). = ni/

tekisligiga nisbatan akslantirish natijasida hosil bo'lgan =; vektor =1 =

T —y ko'rinishiga egadir.  ni Z; ga o'tkazadigan akslantirish |:1atri_tﬁi"f5”“
U deb belgilasak, u holda Uz = 3, ho'ladi, Bu matritsaning ko'rinishi

U=E- 255" (3.6.2)

formulast bilan aniglanadi. Hagiqatan ham,

UzZ=(E-20W" )z =Zz-20w (F+aW) = - 200 T-20ww W= 3200 =
=% + 0 — 20W0F = & — o = .

Chunki W&'F = W(Z, W) =0 va T W = w(w, ®) = © dir. Uning unitar

ekanligi ham osongina tekshiriladi:

UU" = (E-2uw")(E~20w") = E — 400" + 400" 00"

=E- 10" +40(F"Tw ) = E —duwn” +40w" = E.

Berilgan matritsani o'ng uchburak maftritsaga keltirish uchun nk:;J.nn-_
tirish matritsasi U dan effektiv ravishda foydalanish mumkin. Bum

ko'rsatish uchun, avvalo, U matritsa yordamida ixtivoriy @ vektorni birlik
€ vektorga o'tkazishni, ya'ni U/ matritsa va o ni

Ua = o
tenglik bajariladigan qilib, aniglashni ko'rib chiqaylik. (3.6.2) ni quyidagi

2(a, W)W =a—ae (3.6.3)
voki ushbu

W= Aa - ae) (3.6.4)
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ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda A =
qo'vib,

ﬂm.‘r o (3.6.4) ni (3.6.3) ga

2a, Al@ — ae))A@ — af) =7 — ne
yoki
[?l.klum. fl—(8)— 1][& —0E) =0

ga ega bo'lamiz. A ni kvadrat qavs ichidagi ifoda nolga aylanadigan qgilib

|

tanlaymiz. Bu esa |A]° = T e T beradi. Bu yerda o sonni ham topish

kerak. Uni shunday tanlaymizki, (2.7 — a€) > 0 bo'lsin. |a] = Vv (a,a)
deb olsak,

(@, & — ¢

-

€) = (a,a) — @(d,€) = |a]* — ald.&) =
= ||‘.'!r|2 = |n|t,--:ar|z uHﬁx F_Ilr':'“": (TE) - |”|‘.£ . |c:“[ﬁ+ﬁ]lr_-'i_'”“ o-argia, )

kelib chigadi. Agar

— pil—atE ot arg{a,g)) - 1

deb olsak, (@,@ — a€) albatta musbat bo‘ladi. Buning uchun —argea +
arg(@,2) = m, ya'ni arga = —w + arg(a.#) deb olish kerak. Natijada biz
quyidagilarga ega bo'lamiz:

(@,d@ — ag) = |a|® + |a||(a@, )|

n |
Al = —— —,
A= SePFlal@ ol

Shunday qilib, @ va # vektorlar berilgan ho'lsa, U = E — 2wis" matritsa
Ua = a€ shartni ganoatlantirishi uchun

W= Ald — ag), |a| = /(a.a).arga = arg(a, &) — =,
_ 1
2[lal? + |a|l(@, )]

deb olish kerak. Agar trigonometrik funksiyalar bilan ish ko'rish magsadga
muvofig bo'lmasa, a ni quyidagicha aniglash ma'quldir:

(3.6.5)

(@ e
a,e)|

Endi ixtiyorly maxsusmas kompleks giymatli A matritsani unitar va yugori
uchburchak matritsalar ko'paytmasiga ajratish masalasi quyidagicha hal
qilinadi.

o= |ntﬂiur§:a = _|ﬂ_lfin.rg[u. - _| !
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Birinchi qadamda @ va & vektorlarni

a = (a11,812,-.c8m), €= (1,0,....0)

kabi olib, @, A, W larni yuqoridagi formulalar yvordamida topamiz va U,
matritsani hosil gilamiz.

A matritsani chapdan Uy ga ko'paytirsak

1] (1} (1)

B3y iy st g

D at¥ . al

] Fie T

A1=U1:1= e I
(1 (1)

ﬂ ﬂl’d'..: el Lym

kelib chigadi. Ko'rinib turibdiki, bu yerda u“jilj = o dir. Ikkinchi qadamda

a={(0,al},.,a):2 = (0,1,0,...,0)

Vektorlar yordamida U, matritsa hosil gilamiz va A; matritsasini Uz
bilan ko'paytirib,

- (2) 2 (2 (2)
ay, ”'Elz ST AL “m]
9 (2
0 EI{E%.} ﬂ;g_} =oi ”2”3
a |2
.r"-ln = U‘;All = U'ZU].‘!I] = 0 0 ﬂ_!'g;;j g ”Jnl
L 1] Bl Skt s u.‘r'.:..'_
matritsani keltirib chiqaramiz. Us matritsa
1 0 o s 0
o a2
0 u%?‘ u{'izﬂ:l = ‘:'I!:_J'r:l.I
2 ] )
Ur=E - 25w = |0 “5.2} ”Eﬁ.; S ”%mj

2) (2 B
I.J':l ”5:2} a.:fﬂ] ”nr::__

ko'rinishga ega bo'lganligi uchun A, va A, matritsalarning birinchi satrlari
ustma-ust tushadi. Bu jarayonni davom ettirib, (n — 1)-gadamda

=1 o = -

l'.l'if;_ 1 '1{1; 1 R ﬁ{Ir:n “151 uilr:l 1)
0 pa=tl L G (m-1)

A"‘--‘ = Uﬂ-lmUzU[Al == 22 2n—1 an

W] n At 0 (n—1)

fnn
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ko'rinishdagi matritsaga ega bo'lamiz. Uy, _y,....Us, Uy ko'paytmani U bi-
lan belgilab, 4, = UA ni hosil gilamiz, bu esa bizga kerakli ajratishni
beradi, ya'niA matritsa {7 unitar matritsa bilan A,_, yuqori uchburchak
matritsalarning ko'paytmasiga tengdir: A =U*A4A,_,.

Yugqoridagi nazariyaga suyanib, akslantirishlar metodining hisoblash

sxemasini  beramiz. Faraz qilaylik, maxsusmas kompleks matritsali
quyidagi

AT =b
sistemani yechish talab qilinsin. Bu sistemaning aﬂ“i...ua&“’,aﬂ"jl ustunli

kengaytirilgan matritsasini Ay orqali belgilab olamiz:

—[0) (0 = =0
Ap = (a; :'.n-;. ],.,..uLm.uE,it}.

bu verda H:_“' = (Q1g, A2k, oy nk) (K=1,n+ 1};-’&5:![ = by.
A matritsani
Ay Ly = ey Ay (R=010m— 2} [36.{”

goidaga ko'ra almashtiraveramiz, bu verda U, Us,, ... U, _, akslantirish
matritsalaridir.
(3.6.6) dan

ag T = Uty (= 120-0m) (3.6.7)

kelib chiqadi. /; matritsani tuzayotganda a va e vektorlar sifatida

= ﬁgul = I{u.”__ﬂ’_”_...i_u,”]j,ﬁ: {l.ﬂ,...,{”l
larni alishni ko‘rgan edik, @ va & vektorlarning tanlanishiga ko'ra
alV = (i=12,...,n+1)
f
Vil ﬁﬁ“ vektor ﬁ{-,” = (n.[,'f.(!, e .U] ko‘rinishga ega bo'lib, 1 > 1

ho'lganda boshqa ﬁE” lar umumiy ko'rinishdagi vektorlardir. Faraz qi-
laylik,

ﬁ?=ﬂuﬁmjzhznqm

elementlarga ega bo'lgan Ay matritsa tuzilgan bo'lsin. U vaqtda Ag.y mi
tuzayotganda

#
- k (k) (k)
i = (UT"‘n1ﬂij1,k+l'ﬂk+zqk+i‘L-‘Hu"‘k-}‘l)

= (Q!__,,ﬂTi{H”.U.....U]’
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deb olish kerak. Bundan keyin tuzilgan Apsy = Upi1 Ag :-thumlay_ X0Ssaga
egali, uning elementlari i > 7,5 = 1,2,...,k + 1 lar uchun ag;*"” =0
bo'ladi.

Shunday qilib, (n—1)-qadamdan keyin hosil bo‘lgan matritsaning dast-
labki n ustuni yuqori uchburchak matritsani tashkil etadi. Shu bilan birga,

Az = b sistema unga ekvivalent bo‘lgan quyidagi sistemaga keladi:

f [n—1" (n—1) (n—1) (n—1)
ﬂl” }Il+ﬁ12 .ﬂ'2+a--+ﬂl" Ty =”1,‘n--i’
(ﬂ-—].} [”"‘1} == |_h'—]|‘
Qa9 T+t O5 In = Q9 nilr
4
(n—1) (n=1) . __ (n—1)
r']"n--l.n.—l'rﬂ—*l +ﬂn—1.n'i‘“ = Gp_1,n+1°
n—=1). _ .(n=1)
\ nn In = Ay nt1t
Bundan esa
8 (n—1}
= Tl
T R
3 (n—1) - (n=1) (3.6.8)
- ":‘Ir.n-H"Ep:k-'rl“kP Tp
T = =1}
ag
NE=n=—1n—2,...,1)
sistemaga ega bo'lamiz.

Shum ham ta'kidlab o'tish kerakki, navbatdagi qadamning bajaril-
masligi navbatdagi a vektorning nolga aylanishiga bog'lig, chunki bu
paytda a = 0 bo'lib, A ni hisoblash mumkin emas. Lekin a vektor nolga ay-

lanmaydi, chunki A matritsa maxsusmas matritsa bo'lib, unitar matritsa
yordamida almashtirilmoqda.

Hisoblashning umumiy hajmini kamaytirish maqgsadida (3.6.7) formu-
lani quyidagi

alktd) _ al® _ o (ﬁEk11 m) & (3.6.9)

ko'rinishda qo'llash ma’quldir. Agar (wi*)al) = (aﬁe"},ﬁ:) 0 ni hisobga
olsak, (3.6.9) formula (3.6.7) dan kelib chiqadi.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini akslantirishlar metodi

5;0r:lamida. yechish uchun & (4n® 4 15n2 + 11n) ta ko'paytirish,
s (4n* +9n% 4+ 5n) ta

Sl qo'shish, (2n — 1) ta bo'lish, (n — 1) ta ildiz
chigarish amallarini bajarish kerak. {
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Misol 3.6. Quyidagi kompleks matritsani chizigdt adgebraik tenglamalar
sistemasi yechilshi:

—x1 + (4 — )z + 223 = 13 — 24,

(54 3i)z; — 209 — (2 +1)xa = —10 + 3,
—(2 + 2i)z; — 2 + (3 + 4i)x3 = 14 + 164.

Yechish: Kengaytirilgan matritsaning ustunlarini quyidagicha

54+ 3 -2 —2—1 —10 + 32
ﬁgm - 1 jL‘” = | 4—-i 1{1‘5:” = 2 ,ﬁ;.'f” = 13 — 2
—9 _ 94 =1 3+ 4 14 + 162

belgilab va & = a.”’

€ = (1,0,0)" deb olib, (3.6.5) formula yoramida a, A, w
larni topamiz:

&:—Eﬂ]% =_V/(?'ﬁ_} {ﬁ:l:—'} - —\,J'f.—l_.‘_.j- 5431

i = —5, 62296 — 3, 37378,
(@, &) v 34 A s :
1
). = = 1 = = l-.L_ D?FH-IE,
V2lal? +lall@a)l] /243 + vaavaa)
0,83337 + 0, 50002i
w = Ma—@e) =0,07845(a — ae) = —~0, 07845 :
~0, 15690 — 0, 156904

Bundan

w" = (0,83337 — 0, 50002¢; —0, 07845; —0, 15690 + 0, 15690¢)

Keyin Uy = E — 2" formula yordamida

0,13076 — 0, 07846 0,98755 —0, 02462 + 0, 02462z

—0, 88906 0, 13076 + 0, 07846 0,41842 — 0, 10462i
0,41842 + 0,10462i —0, 02462 — 0, 02462 0,90152

ni hosil gilamiz va nihoyat,

A'I = Ulﬂ —

= 0, 00000 — 0, 00005: 3,71334 — 0,85526i 1,46280 + 0.001544

=5,62214 — 3,37324i  1,96120 + 0,28770i 3, 71338 + 2, 40580i ]
=0,00018 — 0,00004; —1,86146 — 0,28310i 1,03310 + 2, 92918i

ni topamiz. Bu matritsada as; va agy lar aslida nolga teng .br::r"lishi kera}:
edi. Ulamning o‘rnida kichik bo‘lsada, lekin noldan fargli sonlar hosil
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be'ldi, bu oraliq natijalardagi yaxlitlash hisobigadir

. Ikkinchi gadamdag
hisoblashlar quyidagilardan iborat:

{ 0
a= 3. 71334 — 0, 855261 B = | ,
—1.86146 — 0, 283104 0

a=—4,14192 4 0,95397i; A = 0, 12080:
W= (0;0,94892 + 0, 218551; —0, 224806 + U, 034204 ),

1 0 0
=110 —0, 89642 0. 41180 — 0, 16320
0 041180 4- 0, 1632014 0. 89654

—5,62214 — 3,37324i 1,96120 +0,28770i 3, 71380 + 2, 405801
-0, Uﬂﬂlﬁ+{} 00001 —4, 14146 + 0,95318i —0, 04131 + 0, 89101
D,DGUGE} 0, 00003i —0.00014 + 0, 00001 2, 32627 + 2, 8654%

Ay =

Endi (3.6.7) ga ko'ra ozod hadlar vektori a ustida

_{13 U _fu':l _f'." E_.-r"‘gl:ll:l:l
2y = 4

almashtirishlarni bajarsak,

! 18, 24740 +3,32132i 18, 24740 + 3, 32132
ay) = | 11,02746 — 0,847481 | ,a(® = | —4,34182 + 5,40876i
7,75392 + 14, 362564

11,63049 + 14, 32730
hosil bo'ladi. Nihoyat, (3.6.8) dan yechimni toparniz:
z1 = 0,99978 + 1,00008i; 2o = 0,99935 + 0, 000144,

z3 = 4,99982 + 0, 00003:.
Aniq yechim esa z{ = 1 +1,25 = 1 =0

3.7-8. Chiziqli algebradan ayrim ma’lumotlar
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini iteratsion metodlar yor-
d!*mld"' yechish jarayonida birinchi navbatda vektorlar va matritsalar

ning normalari hamda limitlari tushunchalariga ehtiyoj tug'iladi. Shuning
uchun ham bu masalalarga alohida to'xtalib o'tamiz
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3.7.1 Vektor va matritsalarning normalari

Avvalo vektor uzunligi tushunchasini wmumlashtiruvehi vektor normasi
tushunchasini kiritamiz. ¥ vektorning normasi deb quyidagi uch shartni
qanoatlantiruvehi haqiqiv ||| songa aytiladi:

1) [|IZ]l = 0 va & = 0 bo'lgandagina ||z|| = 0;
2) har ganday o son uchun ||ez|| = |al - ||Z||;
3) 17+ gl < |&]| + l|g]|— uchburchak tengsizligi.
Bu ta'rifdan normaning quyidagi xossasi kelib chiqadi:

2l = lall] < [l -7l (3.7.1)
Hagigatan ham, 3)-shartga ko'ra

I = 1 — 5+

ya'ni
2] = Il = Iz -l (3.7.2)

shunga o'xshash,

Il = Nzl < I —2] = lz =gl
yoki
Clzll = llrll) < |1z -
(3.7.2) va (3.7.3) dan esa (3.7.1) kelib u:lnqadl.
5 = |:.1 129, ..., 2y) vektorning normasi tushunchasini fagat
yuqoridagi uchta shartni qanoatlantiradigan qilib, turli xil usullar bilan

kiritish mumkin. Shulardan ko'p uchratiladigan uchtasini ko'rib o'taylik.
1. Birinchi - kubik norma:

|1Z]l = max | (3.7.4)

(3.7.3)

Haqiqiy vektorlar fazosidagi, normasi birdan ortmaydigan vektorlarning
to'plami:
1l €18 l,..,—l&m, 51

birlik kursdan iboratdir, shuning uchun [|z[l; ni kubik norma ham deyiladi.
2, Ikkinchi - oktaedrik norma:

IZ]ls = 21| 4 |wa| + .-+ |zal.- (3.7.5)

Ikkinchi normasi 1 dan ortmaydigan haqiqiy vektorlarning l':.n‘plalni
oktaedrning n - o‘lchovli analogidan iboratdir, shuninig uchun [|z]lz ni
oktaedrik norma deyiladi.
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3. Uchinchi - sferik norma:

]

l&lls =112l = y/la1[* + ol + - .. + |zal? (3.7.6)

Bu norma vektor uzunligining o‘zginasi bo'lib, ||z|| < 1 shartni ganoat-
lantiradigan vektorlar to'plami birlik yopigq shardan iboratdir.

Bu normalar uchun 1)-3)- shartlarning bajarilishini tekshiramiz. Bi:in—_
chi va ikkinehi shartlarning bajarilishi bevosita ko'rinib turibdi. Endi
ushbu

=+ gl < ||zl + |7

shartni tekshiraylik:
Birinchi norma uchun:

i+ gl = max|z; + | < max |z;| + max |y;| = [|#]]s + [l
¥ i

Ikkinchi norma uchun

n i n
2+l =" le+wl < 3 kel + 3 fwil = l12]2 + [l
i=1 i=1

=1

Nihoyat, Keshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

Iz +glls = \thiﬁ-?ﬁlﬂ < \12]4‘112 s i“ﬁlg »

i=1 i=1 i=1
= |25 + li7lls
kelib chigadi.

Umumiy holda l, fazoda vektorlarning normasini quyidagicha kiritish

mumkin:
n 1/p
2, = (’Zw)

i=1
bl.l..FEIdE P € [1,00}ixtiyoriy son. Ko'rsatish mumkinki |E]|, migdor
‘normaning uchala shartini qanoatlantiradi (bobning oxiridagi mashqlarga
qarang). |||, ifodap = o0, 1 va 2 bo'lganda mos ravishda kubik, oktaedrik
va Eferik.nu;ma]nxga_gyl_madj_

hﬂ'l;r::% ]ﬂ;ihk’ Bis ixtiyorly berilgan musbat aniglangan matritsa
k2l = (' Bz)'/?
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ifoda muhim normalar sinfini elliptik normalar deb ataluvehi sinfini tashkil
etadi. Bundan B = F - birlik matritsa bo'lganda sferik norma kelib
chigadi.

Elliptik normalar matritsalar nazariyasida markaziy rol o'ynaydi., Bu
shu hilan bog'ligki ularni skalvar ko'paytma yordamida kiritish mumkin.
Biz kevinchalik ko'ramizki skalvar ko'payvtma o'z navbatida, vektorlarning
ortogonallik tushunchasini aniqglaydi.

Endi matritsa normasini ko'rib chiqamiz. A kvadrat matritsaning nor-
mast deb quyidagi to'rt shartni ganoatlantiruvehi haqiqiy songa aytiladi:

1) [|A]| 20 va A =0 bo'lgandagina || A|| = 0;

2) ixtiyoriy o son uchun |[aA|| = |al||All;

3) |A+ B = ||All + Bl (uchburchak tengsizligi);

1) |AB] < [1A] - | B

Bu matritsa normasi uchun ham (3.7.1) tengsizlikka o'xshash
|1l = 1 B1] < [lA - B]| (3.7.7)

tengsizlikni keltirib chigarish mumkin. Matritsa normasini turli usullar bi-
lan aniglash mumkin. Ammo chizigli algebraning ko'p masalalarida mat-
ritsa va vektorlarning normalari tushunchalari parallel holda qatnashadi.
Shuning uchun ham matritsa va vektor normalari tushunchalarini bir-
biriga bog'langan holda kiritish magsadga muvofigdir.

Agar har qanday kvadrat A matritsa uchun va o'lchami matritsa tar-
tibiga teng bo'lgan ixtivoriy & vektor uchun ushbu

|Az] < [|A]l - [l (3.7.8)

tengsizlik bajarilsa, u holda matritsa normasi vektorning berilgan normasi
bilan moeslangan deyiladi.

Vektorlarning berilgan normasiga matritsaning moslangan normalari-
dan eng kichigini tanlaymiz. Shu magsadda A matritsaning normasini Az
vektor normasi vordamida quyidagicha aniglaymiz:

[1A]l = lmlflxl | AZ]|. (3.7.9)
lill=

Bu yerda # vektor normasi birga teng bo'lgan barcha vektorlarning
to‘plamidan olinadi. e

Biz keyinroq vektorlar va matritsalarning limiti tushunchasini kiritib,
ular vordamida normaning uzluksizligini ko'rsatamiz. Lekin hozircha shu

tushunchadan foydalanishga to'g'ri keladi. o b
Har qanday A matritsa uchun Az vektor normasining uzl}!{ﬁ}s&hﬁig&
ko'ra (3.7.9) tenglikda maksimumga erishiladi, ya‘ni shunday &% vektor
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topiladiki ||| = 1 va ||4z/%|| = ||A|l tengliklar bajariladi. (3.7.9)
tenglik bilan kiritilgan ratritsa normasi vektorning berigan normasiga
buysungan deyiladi.

Teorema 3.3. Mairitsaning bo‘ysungan normasi:
a) norma ta'rifining 1) - 4) shartlarint qancatlantiradi;
b) vektorning berilgan normasi bilan moslangan;

) vektorning berilgan normasiga moslangan boshga har ganday normasi-
dan katta emas.

Isbot. Norma ta'rifining 1) shartini tekshiramiz. Faraz gilaylik, 4 #
0 bo'lsin. U holda, doimo Aj # 0 shartni ganoatlantiruvehi § x-z.-ktm:
topiladi. Endi j vektorga ko'ra & = I_IET vektorni garaymiz. Vektor normasi

ta'rifining 2) shartidan ||z) = = llﬁm!l = i - [l = 1 kelib chigadi,
Az # 0 bo'lganligidan 1) shartga ko'ra ||Az| > 0 demak,

Al = s | AZ]| > 0

bo'ladi. Agar A = 0 bo'lsa, u holda [|Al] = max||0 - Z|| = 0 bo'ladi.
2) shart ham osongina tekshiriladi:

aA|l = max |laAZ| = = ax Azl =1 1Al
oAl = max llaAz|| = max |all|AZ] lof max ||Az( = |l I

Endi 3) shartni tekshiramiz. Yuqorida aytganimizdek, har qanday A+

B matritsa nchun har doim shunday 7@ vektor topiladiki uning uchun
29| =1 va

A+ Bj| = max [1(4+ B)z| = (4 + B)z*|
tengliklar o'rinli bo'ladi.U holda

4+ B|| = “Ai[“* + 820 < [|4z® “ +11B2] < max || 42|+

+-ﬁ-g_ﬂﬂiﬂ = || Al + || B]|.

Norma ta'rifining 4) shartini tekshirishdan avval, moslanganlik sharti
(3.7.8) ni tekshiramiz.
Agar % = 0 bo'lsa,(3.7.8) ning bajarilishi ko'rinib turibdi.
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Faraz qilaylik, # % 0 bo'lsin. U xolda g = Wffﬁ vektorni olamiz.
||!',rm}'1| = 1 bo'lganligi uchun

|4 (217 ) || = 121 -

Endi 4) shadini tekshiraylik. Xuddi avvalgidek AB matritsa uchun
shunday 9 vopiladiki, u quyidagi tengliklarni qanoatlanticadi:

Azl =

l‘,mtm ‘

< ||Z|| fax lAgl| = (|4l - l|2]].

“_ﬂtrl;” = 1 wa ”’qﬂ_.i_fﬂ}” = it-“‘lB”
u holda
(48| = 4 (822) || < 1Al- [ B2 < 14l 181~ (290 = 4] - |5
Nihoyat, teoremaning oxirgi shartinigina tekshirish qgoldi. Faraz qi-
laylik, |[A|| matritsaning vektorlarning berilgan normasiga bo'ysungan nor-

masi bo'lnb, ||A||* - vektorlarning shu normasi bilan moslangan ixtiyoriy
normasi bo'lsin. U vaqtda, ma'lumki, A matritsa uchun

‘Ez:"”” =1, [|Al ='

Azl® ”

tengliklarni qanoatlantiradigan #\% vektor topiladi.

Lekin
HA;.L’H'IH < ”'_.'l”- |‘T““H =1 ”AH1'
demalk,
Al < flA]l"
shu bilan teorema to'lig isbotlandi. |

Endi matritsaning vektorlarning yugorida kirtilgan normalariga
bo'ysungan normasi ko'rinishlarini keltiramiz. Ular maos ravishda quyida-
gilardan ihoratdir:

Al = Jjélﬂ,.s'ﬁ‘;}u,ﬂ (kubik norma), (3.7.10)
[|Alle = 121353;" _Zl lage| (oktaedrik norma), (3.7.11)
llAlls = lAll" = VA1 (sferik norma). (3.7.12)
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Bu yerda Ay soni A’A matritsaning eng katta xos soni.
Endi (3.7.10) -(3.7.12) normalarning mos ravishda (3.7.4) -(3.7. 6) nor-

malarga bo'ysungan normalar ekanini ko'‘rsataimniz.
Haaqigatan ham, A% vektor quyidagi
!

n LB}
Az = (Z B R kg = e L ”:JRJ'.J.')

k=1 k=1
ko'rinishga ega bo'lganligi uchun vektor normasining ta'rifiga ko'ra

n
< max z lak| - |2
Y ok=1

n

k=1

Al = max
va agar [|Z][s = 1 bo'lsa, u holda
All; = max [|AZ]ly < max aik - (3.7.13)
| Allx I.I:ll1=1” 1 : Z| |

Faraz gilaylik, 377 |a;x| maksimumga i = j bo'lganda erishilsin.
U holda

O = (signajy,signajs, ..., signa;, )

vektor uchun ||Z9|| = 1 va shu bilan birga i # j bo‘lganda

lz u,;;zm} < Z{aml maxz laik| = Z: ||

k=1 k=1 k=1

tengsizliklar bajarilib, 1 = j bo'lganda esa

mn n n
‘Zﬂjkzw} = Zﬂj.l; signage| = |aji
k=1 k=1 k=1
tenglik bajariladi.
Bu yerdan
mn
“aqﬁw-'“l = max Zﬂikr Z |a3ﬂ - ma:{z laixl - {3.?.14}
= k=1
Demak,

Al = max |4z, > || 42| = B0l
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Quyidagi
T n
Al < mfmz laix| va [|A]l = mimtz |k |

tengsizliklarni taggoslash aytilgan tasdigni isbotlaydi.
Endi (3.7.11) tenglikning to'g'riligini ko'rsatamiz. ||%||2 = 1 deb olaylik,
u holda

/|

lAzlz =

=1

T
E 0T

k=1

T n F L} n
—
<33 el < mp (Sl ) 3o -
i=1 k=1

i=1 k=1

Ti
E mlr:u-:z || -

Faraz gilaylik, max 3.0, laixl ga k = j bo'lganda erishilsin.

5 0) (0 0 i il ;
Bu yerda 79 = (J:'i (T ]') vektorni shunday tanlaymizki k # j

bo'lganda zi_m = 0 bo'lib, 2}
Ko'rinib turibdiki, |[7®]2 = 1 va shu bilan birga

4], = 315" ausi?
=
k=1

i=1]

= 1 ho'lsin.

T

n
— Z |aii] = e Z ez .
1=1

=1

Demak,

n
max ||AZ|. = H;’-;F;“”” = maxz ikl .
max |4z =Dl

ya'ni
n
I A4ll2 = max > fa
=1

?qihu}r_at, (3.7.12) formulaning o‘rinli ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik, [|Z]ls = 1 bo'lsin. Sferik normaning kvadrati skalyar ko‘paytma bi-
lan ustma-ust tushganligi uchun va skalyar ko'paytmaning xossasiga ko'ra

IAZ]3 = (Az, A7) = (z, A'Az) .

A'A-manfiy bo'lmagan simmetrik matritsadir (agar barcha # lar uchun
(BZ,Z) 2 0 bo'la, B simmetrik matritsa manfiy bo Umagan matritsa deyi-
ladi). Chizigli algebra kursidan ma’lumki, bunday matritsalarning barcha
xos sonlari manfiy emas. Faraz gilaylik, Ay = A2 = ... = A, lar A’A
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matritsaning xos sonlari bo'lib, #'V, 2.

haqiqiy ortonormal xos vektor bo'lsin. ;"L;.,m |Zlls = 1 shartni ganoal-
lantiruvchi & vektorni xos vektorlar bo'yicha vovsak,

_#) plarga mos keladigan

e ﬂliil} + '.-!2_?{2] 1N - rl“J—J“ll
u halda L‘? + l'l'zg 4+...4 rr;-: = 1 tenglik o'rinli bo'ladi va
|AZ|)3 = (2, AA'x) = ({.wru 4.

+A,,cni'f"") = M +

i 1] 3
e L LD STH T
2 3 . . L
+.r1"|nf";-l = )l.g Et"l_ - L, . l_rllll - .-!L]_.

Endi £= 7" deb olsak.

HA;I'“]'“Z - (i”'l,fa’fi.-f“*) - (.-r:'-”.:-.,,f-'“) = M

Shu bilan uchinchi tasdiq ham ishotlandi,

il
3.7.2 Vektorlar va matritsalar ketma-ketliklarining
yaqinlashishlari
Faraz qilaylik,

i !
2(6) _ (Igu?xl!t}__l_ ,ILH) (k=1,2,...)

vektorlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Arar n ta chekli

r; = lim ;.:E"‘} li=il.n)
k—on
limitlar mavjud bo'lsa, v holda & = (zy,29,...,2,) vektor {#%)} vektor

lar ketma-ketligining limiti deyiladi va bu ketma-ketlikning o'zi & vektorga
yaginlashadi deyiladi.

Shu kabi
Alk) — [ u:n'l (lj=T.mk=12...)

matritsalar ketma-ketligi berilgan bo'lib, n? ta a,; = limg_~ al, limit
lar mavjud bo'lsa, u holda A = [a;;] matritsa {A*)} matritsalar ketma-
htha;tmng limiti deyiladi.

Bu ta 1'1153 ko'ra, agar matritsalardan tuzilgan cheksiz gator qismiy
yig'indilari hBtmarlmthgmmg limiti mavjud bo'lsa, u holda bu gator yaqin-
lashuvehi deyiladi. Bu limit berilgan qatorning yig'indisi deyiladi
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Ko'rinib turibdiki, matritsali qatorning yaginlashuvehi ho'lishi uchun
matritsaning mos ravishdagi elementlaridan tuzilgan barcha n® ta qator-
ning yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Shu bilan birga bu qa-
torlarning vig'indilari berilgan matritsali qator yig'indisining elementlari
boladi.

Vektorning normasi tushunchasi asosida vektorlar ketma-ketligini
vaqinlashishini boshqgacha ta'riflash ham mumkin.

Ta’rif 3.1. Agar
H:r - 'j:“"\"u -—3'()

koo

bo ‘lsa, { M} vektorlar ketma-ketligi & vektorga yaginlashadi deyiladi.

Bu ta'rif yaqinlashishning avvalgi ta'rifiga ekvivalent ekanligini isbot-
lash mumkin.

Teorema 3.4. Ushhu

j‘ | k } i..

k—r oo
o'rinlt bo'lishi uchun,

le—2®| —o

k=+00
bo'lishi zarur va yetariidir.

Bashga so’z hilan aytgenda chekli o'lchovli chizigh fazoda norma
bo'yicha yaqinlashish keordinatalar bo‘yicha yaqinlashishga teng kuchlidir.

Isbot. (Zarurligi). Faraz qilaylik, %) — &, ya’ni barcha 1 =
1,2,...,n uchun limy .. :rfk] = x; bo'lsin, Quyidagi &;,64,..., &, bazis-
vektorlarni tanlab # — 2™ ni shu vektorlar bo'yicha yoyamiz;

T — 2 = Z (-.r. —Jrf“)E. th=1,2 )

i=1

Agar L = max; <, <. ||€|| kabi belgilasak, u holda

|z -2 < 553 2y — =9
i=1

Shuning uchun ham
|z =% —s 0.
K=o
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Yetarliligi. Faraz qilaylik,

L
bo'lsin. U holda

]| = ||z + (2% - 2) | < hal + [}

bo‘lganligi sababli, ]H“]i| barcha k& = 1,2,.., lar uchun chegaralangan

ya'ni |28 £ M (k = 1,2....) bo'ladi. Endi ixtiyoriy k = 1,2,

uchun ag = lIli“‘}] R \:L‘Hﬂ ning ham chegaralanganligini, ya'ni

ap < N(k=1,2,...) ekanligini ko'rsatamiz.

Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shunday ki, ks,... indekslar ketma-

ketligi mavjud bo'lsinki: ax,, — oo bo'lsin.Yozuvni gisqartirish maqsa
k"\“"'"m

dida a oo deb hisoblaylik. Berilgan vektorlar ketma-ketligi { Tl
ko'ra yangi vektorlar ketma-ketligi

(k)

— () L4 (%) (K L

gt = T = (yl ST RN ])
3

ni ko‘ramiz. Bu yerda ym Ekﬂllh};lﬂ] hisobga olsak,

144" +1y”‘}| oot o] =16 =1,2,..)

ekanligi va §'*) larning barchasi chegaralanganligi kelib chigadi. Shuning

uchun_ ham shunday indekslar ketma-ketligini tanlash mumkinki chekli
limitlar

(k)

dm oyt =y (1=1,2,...,n)
mavijud bo'ladi va fin| + g2l + ... 4 |us| = 1  bo‘lganligi uchun limit
vektor

F= (Y1420 v ¥n)
noldan farqlidir.

Ikkinchi tomondan [|#%)]| € M va farazga ko'ra ax, —* 0o ekanligini
hisobga olib,

Il =1+ (5~ #9) I < 59 + g — 501 = 12
+lg-a®| (k=12..)
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tengsizlikdan ||| = 0, ya'ni § = 0 ni hosil gilamiz. Bu qararmia-
qarshilik @ < N (k = 1,2,...) ekanligini, yva'ni #*) vektorlar koordi-
natalarining barchasi chegaralanganligini ko'rsatadi. Bundan esa shun-
day indekslar ketma-ketligini tanlash mumkinligi va bu indekslar uchun
& = liMgse0 .r-f’” (i = 1,2,...,n) chekli limitlarning mavjudligi kelib
chiqadi. Limitdagi £ = (£,£a,..., &, ) vektorning £ = (zy,2%,..., Iy)
vektor bilan ustma-ust tushishini ko'rsatamisz.

Haqiqatan ham, teorema shartiga ko'ra [|& — 2% —» 0 va teorema-
k-soe

ning zaruriy gismidan |[§ — 2| — 0 ekanligi ko'rinib, barcha k= 1,2, ..
lar uchun

ol = (2 - 2) + (009 -] < -2 -]

tengsizliklar bajariladi. Demak, || — €|| = 0. va'ni £ = #. Shu bilan

teorema isbot bo'ldi. [

Bu teoremadan vpormaning uzluksizligi kelib chigadi. Xuddi

shunga o'xshash matritsalar uchun ham A™ — A be'lishi uchun
k=¥

1A — A% = 0 ming bajarilishi zarur va kifoyaliligini ko'rsatish
=5 O
mumbkin. Buning vordamida matritsalar ketma-ketligining yaginlashishini
boshgacha ta'riflash mumkin.
Endi (3.7.7) tengsizlikdan quyidagi kelib chiqadi: agar

AR o A be'lsa, u holda I

& —» 0

AW — (1Al

3.7.3 Matritsali geometrik progressiyaning
yvaqinlashishi

Bizga analizdan ma'lumki, 1 + = + 2® + ..+ 2¥ + ... sonli geometrik

progressivaning yaqinlashuvehi bo'lishi uchun z® = 0 bo'lishi zarur va
300

kifoya bo'lib, shu bilan birga uning yigiindisi (1 —x)~" ga tengdir.
Endi bu tasdiglarning quyidagi

E+A+A ...+ 4F+... (8.7.15)
matritsali geometrik progressiva uchun ham o'rinli ekanligini ko' rsatamiz.

Buning uchun avval quyidagi bir necha yordamchi tasdiglarni ke'rib
chiqaylik.
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Lemma 3.7.1. Ushbu

A — 0
k—.-:\

o‘rinli bo‘lisht uchun, A matritsaning barcha xos sonlarining modullari
birdan kichik bo'lishi zarur va kifoyadir.

Isbot. Isbotni boshlashdan avval algebradan ayrim tushunchalar
eslatib o‘tamiz. Agar shunday maxsusmas [ matritsa mavjud bo'lib

Ay =B 'AB

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A, matritsa A matritsaga o'xshash deyiladi

Ko'rinib turibdiki, agar A; matritsa A ga o'xshash bo‘lsa, u holda A ham
Ay pa o'xshash bo'ladi. O°xshash matritsalar bir xil xos sonlarga ega.
Hagigatdan ham,

det(AB) =det Adet B, detB~'.det B =det(B 'B) = |

bo'lganligi uchun:
det (Ay — AE) = det (B™'AB — B~'AB) = det (B~'(A — AE)B) =
—det B! det(4 — AE) det B = det(A — AE),

ya'ni bu matritsalar bir xil xarakteristik determinantlarga ega
Yana ma'lumki, o'xshash almashtirishlar yordamida, ixtiyoriy n

tartibli A matritsani uning Jordan formasidagi kanonik shakliga keltirish
mumkin:

I=B'AB (3.7.16)
Bu yerda
I'=[Imy (M) Iing (M2) s ooy I, (Arl (3.7.17)
kvazidiagonal matritsadir va r bir tomondan
A1l 0 0
0 A 1 0
In(3) = i
00 0 A

Jordan kataklarining sonini bildirsa, ikkinchi tomondan u A matritsaning
chizigli erkli xos vektorlarining sonidir, shu bilan birga m; +mg+. . .-+m, =
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n bo'lib, my soni [, (A,) ning tartibidir. (3.7.16) dan quyidagilarni yoza
olamiz:

A=BI-B™',
A*=RBl-B~'Br B~ ... BB =BItE=
Demak, A* =— () bo'lishi uchun r* = (0 bo'lishi zarur va yetarlidir.
(3.7.17) dan ko'ramizki,

I* = [I5, (Aa) s bi () es e O
Shuning uchun ham A* Jc_}' 0 bo'lishi uchun barcha ¢ = 1,2....,r

larda f,",’,l (A;) ning nol matritsaga intilishi zarur va yetarlidir. Matrit-
salarni ko'paytirish qoidasiga ko'ra:

A 1D L0 Ao 1D 0
X 0, M T .= 0 0 2 3 et 0
'f;;i. {‘ll } = : - : ‘. 5 - . - - & —
0 0 0 A 0 0 0 Aj
A2 2y 100 0
0F X8 2% 1 0
0o 0 D0 0O e

Matematik induksiya yordamida £ > m; bo'lganda quyidagini hosil gila-
miz:

Ak C_ri'h;;_]; {'E’\"f_j ool Cﬂll.-llﬁ;—;n‘ +1

Ak glyied C"‘-'*’-A’*""'**
I () = : ‘
0 0 0 A
yoki

= [ f.hl'}’ ..i." i l}rk}{mi-” =

‘:"'f _1If_ 1 Syhk im,-] F!

: ; by i dy oy =)

B (=] o A L e —
WG R 0 ... r Ll
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Bu yerda qulaylik uchun differensiallash amalini kiritdik. /55, (A,) mat-
ritsaning diagonal elementlari A* dan iborat. Shuning uchun ham IE (M)
ning nol matritsaga intilishi uchun |A;| < 1 bo'lishi zarurdir. Lekin bu
shartning bajarilishi f:f” (A;) ning nol matritsaga intilishi uchun vetarli
hamdir, chunki ixtivoriy 7 =0,1,...,m; — 1 uchun

i)
Al
{ } — [},
il ke
Shunday qilib, lemma isbotlandi. "

Lemmadan yaginlashish belgisi amaliy masalalarda noqulaylik
tug'dirishi mumkin, chunki u A matritsaning xos sonlari hagida aniq
ma’lumot talab giladi. Quyidagi belgi ancha qulaydir.

Lemma 3.7.2.
AE —5 O

k—voa
o'rindi bo'lishi uchun A matritsaning kamida bivor normasiming birdan
kichik bo'lishi yetarlidir.

Isbot. Yuqorida ta'kidlanganidek A* = 0 ning bajarilishi nchun
biror normada T
“A" — 0l it 0 ning bajarilishi yetarlidir. Ammo

|45 = 0ff = {|A4*5]| = [} - 45| < lA) - la*| < ... < 14"

Demak, biror normada Al < 1 bo'lsa, u holda |I.ﬁilk” — 0, ya'ni
A¥ 5 0 bo'ladi, =

Niboyat, ushibu jumlani isbotlaylik.

-
4
,
;
o
E

Lemma 3.7.3. Mﬂlﬁt&nﬂiﬂg barcha zos sonlarining moduli uning tetiyoriy
normasidan ortmaydi.

Isbot. Xos son ta'rifiga ko'ra shunday  # 0 vektor mavjudki,
AL = X%
boladi. Bundan esa ||AZ|| = |)| - l]|. Lekin ||AzZ|| < || Al - ||Z]], shuning
B

uchun ham [A| < ||A]|. Lemma isbotlandi.

Endi (3.7.15) matritsali geometrik progressiyaning yaginlashishiga doir
teoremalarni isbotlashga o'tamiz.
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Teorema 3.5. (3.7.15) gatorning yaqnlashishi uchun

Ay
b 0
ning bajarilishi zarur va yelarlidir. Bu holda E — A matritsaning teskarisi
mavyud bo'lib,

B Ak A o AR = R
tenghk o‘rinli ba'ladi.

Isbot. Bu shartning zarurivligi ko'nimib turibdi, chunki sonli
qatorlar uchun shunga o'xshash shart zarur bo'lib, n-tartibli kvadrat
matritsaning vaginlashishi matritsa elementlaridan mos ravishda tuzil-
gan n” ta sonli gatorlarning yaginlashishiga teng kuchlidir, Yetarliligini

ko'rsatamiz va (3.7.15) qatorning yig'indisini topamiz. Agar A* =t
bo'lsa, u holda lemma 3.7.1 ga ko'ra A matritsaning barcha xos ;L::
lari A; lar modullari bo'vicha birdan kichik. Demak, £ — 4 ma-
tritsaning xos sonlari 1 — A, (1 = 1, 2,..., n) bo'lib, noldan farg-
lidir. Shuning uchun ham det(E — A) # 0. Bundan esa E — A
matritsaning maxsusmasligi va (E — A)~" ning mavjudligi kelib chigadi.
Endi
(B+A+ A% +.. .+ AY)(E-A)=E— A

aynivatni o'ng tomondan (£ — A) ™! ga ko'paytirib,
E+A+AY+ . .+ A= (B—-A)"1 - AB(E - A)?

ni hosil gilamiz. Bu yerda A**! — 0 bo'lganligi uchun

k—oo
E4 A+ A+ A =B =A)
kelib chigadi. Shu bilan teorema isbot bo'ldi. 8]

Lemma 3.7.1 ni hisobga olsak, bu vaginlashish belgisini quyidagicha
ta‘riflash mumkin.

Teorema 3.6. (3.7.15) qater yaginlashishi wehun A matritsaning barcha
zos sonlari modullari bo'yicha birdan kichik bo'lishi zarvur va yetartidir.

Lemma 3.7.2 dan foydalanib, vaqginlashishning yetarli shartini berish
mumkin. Bu shart tekshirishlarda ancha qulaydir.

Teorema 3.7. Agar A malritsaning biror nermast hrdan kichik bo'lsa, w
holda (3.7.15) matritsali progressiya yaqinlashadi. .
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Quyidagi teorema (3.7.15) qatorning yaginlashish tezligini aniglaydi.

Teorema 3.8. Agar ||A|| < 1 bo‘lsa, u holda

A%+

JB=A)7 = (B+ A+ A4+ 4% < =

Isbot. ||A|| < 1 shart bajarilganda (3.7.15) qator (E—A) ™' matritsaga
vaginlashadi, shuning uchun ham

(E-A)'—(B+ A+ A 4.+ A 4+ j=AF 4 A 1

<

o
k41 k42 I ,‘IL_H_
< JAIE 4+ LAY A+ = 1- Al

[ = A) — (B4 At A2+ ... A% < [JA*H]| + | 4%+

Demak, teorema ishaotlandi. =

3.8-§. Iteratsion metodlar

Endi iteratsion metodlarni bayon qilishga o'tamiz. Bobning boshida
mytib o'tilganidek, bu yerda anig yechim cheksiz ketma-ketliklarning limiti
sifatida topiladi.

Hozirgi vaqtda har xil prinsiplarga asoslangan holda juda ko'p iterat-
sion metodlar yaratilgan. Umuman, bu metodlarning o'ziga xos (omon-
laridan yana biri shundan iboratki, ular o'z xatosini o'zi tuzatib bo-
radi. Agar aniq metodlar bilan ishlayotganda biror gadamda xatogn
yo'l qo'yilsa, bu xato oxirgi natijaga ham ta'sir qiladi. Yaginlashuv-
chi iteratsion jarayonning biror qadamida yo'l go'yilgan xato esa fagat
bir necha iteratsiya qadamini ortigcha bajarishgagina olib keladi xolos.
Biror gadamda yo'l go'yilgan xato keyingi gqadamlarda tuzatib boriladi.
Metodlarning hisoblash sxemalari sodda bo'lib, ularni EHMlarda realizat-
siya gilish qulaydir. Lekin har bir iteratsion metodning qo'llanish sohasi
chegaralangandir. Chunki iteratsiya jarayoni berilgan sistema uchun uzog-
lashishi yoki, shuningdek, sekin yaginlashishi mumkinki, amalda yechimni
goniqarli aniglikda topib bo'lmaydi.

Shuning uchun ham, iteratsion metodlarda faqat yaqginlashish masala-
sigina emas, balki yaqinlashish tezligi masalasi ham katta ahamiyatga
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egadir. Yaginlashish tezligi dastlabki yaqinlashish vektorining qulay tan-
lanishiga ham bog'ligdir

Bu paragrafda avval iteratsion jarayon qurishning umumiy prinsipini
ko'rib chigamiz, so’‘ngra esa hisoblash amaliyotida keng qo‘llaniladigan ite-
ratsion metodlarni keltiramiz.

3.8.1 Iteratsion jarayonni qurish prinsiplari

Faraz qgilaylik, maxsusmas matritsali
Az =b (3.8.1)

sistema berilgan beo'lsin.  Iteratsion metodlarni qurayotganda biror ix-
tivoriy dastlabki yaqinlashish vektori ') olinib, keyingi yaginlashishlar
I S #*) quyidagi

20D = £, (20,200, ...,50) (3.82)

rekurrent formula yordamida topiladi, bu yerda fi umuman olganda A
matritsaga, ozod hadlar vektori b ga, yaqginlashish nomeri & ga va dastlabki
yaginlashishlar 2, 21, .., #% ga bog'liq bo'lgan qandaydir funksivadir.

Agar f;. fagat #'%) ga bog'lig bo'lib, 2@ &1 =Y larga bog'liq
bo'lmasa, u holda iteratsiva metodi birinchi tartibga ega deyiladi. Agar fi
funksiyasi k ga bog'liq bo'lmasa, iteratsiya metodi statsionar deyiladi. Al-
batta, fi funksivaning eng soddasi chizigli funksivadir, Ketma-ket yaqin-
lashishlarning birinchi tartibli eng umumiy chizigli metodi quyidagi

:.Ftk.f]_} = }ka;tﬁ:l 4 f‘k} {38.3}

ko‘rinishga ega bo'lib, bu yerda By - kvadrat matritsa va &% - vektor. Biz
(8.8.2) va (3.8.3) iteratsion metodlarga tabily ravishda (3.8.1) ning aniq
vechimi ° = A~'b qo'zg'almas nuqta bo'lishi kerak, va'ni 79 sifatida
aniq yechim ° olinganda keyingi yaqginlashishlar ham &° ga teng bo'lishi
kerak degan talabni qo'yishimiz kerak. DBu esa birinchi tartibli chizigli
metod uchun ushbu

A Y= B A b +eM (3.8:4)

yoki - =
ﬁ{k’ T {E—Bk}H-IE-f:CH} E:iﬂ.ﬁ]

tengliklarga olib keladi. 'z navbatida (3.8.5) dan
B+ CpA=E (3.8.6)
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tenglik kelib chiqadi. (3.8.5) dan foydalanib, (3.8.3) iteratsion jarayonni
quyidagicha vozishimiz mumkin:

#e+) — g k) L OB (3.8.7)

Bu yerda By va Cj matritsalar b ga bog'liq emas. Endi (3.8.6) ni (3.8.7)
ga keltirib go'ysak.

) — g0 _ o, (.qf' k) e:) (3.8.8)

hosil ho‘ladi.
Agar CE' matritsa mavjud be'lsa. u holda (3.8.7) ning ikkala tornonini
chapdan C ' ga ko'paytirib,

Dzt 4+ Fg® = (3-85)

ni hosil gilamiz. Tabiivki, bu yerda

D+ F.= A (3.8.10)

tE[!g'ﬁk bajarilishi kerak. (3.8.9) tenglik £+ ni oshkormas ko'rinishda
aniglaydi. Shuning uchun ham D, shunday matritsa bo'lishi kerakki, D}’
1 topish qiyin bo'lmasin. Odatda Dy sifatida diagonal yoki uchburchak
matritsa olinadi. Binnchi holda metod to'lig gadamli, ikkinchi holda esa
bir gadamii deyiladi.

il_{i':tma.-lne_t yaginlashishlar, birinchi tartibli chizigli metodlarning turli
kf)] n]l_mhl“i asosan (3.8.7) - (3.8.10) formulalar yordamida amalga oshi-

o Juda ko'p chizigli va chizigli bo'lmagan ketma-ket yaginlashish
metodlarini
(@) = ||AZ = b))

mﬁim‘_ﬂ“i eng kichik kvadratlar metodi yoki boshga metodlar bilan mini-

mallashtirish natijasida hosil qilish mumkin.

3.8.2 Oddiy iteratsiya metodi
Faraz qilaylik,
b

b (3.8.11)
sistema biror usul bilan

En
Il
I
1
=
ol

(3.8.12)
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ko‘rinishga keltirilgan bo’lsin. ganday keltirish kerakligini keyinchalik
ko'rib o'tamiz va dastlabki vaqginlashish vektori #% biror usul bilan
(masalan, #°) = ¢ kabi) topilgan bo'lsin. Agar keyingi yaqinashishlar

#* = gD L5 (k=1.2....) (3.8.13)

rekurrent formulalar vordamida topilsa, bunday metod oddiy iteratsiya
metodi deyiladi. (3.8.12) dan ko'ramizki, oddiy iteratsiya metodi bu bi-
rinchi tartibli to'liq gqadamli iteratsion metoddir. Agar (3.8.13) ketma-
ketlikning limiti 2* mavjud bo'lsa, bu limit (3.8.13) sistemaning (shu bilan
(3.8.11) sistemaning ham) vechimi bo'ladi.

Hagiqatan ham, (3.8.13) tenglikda limitga o'tsak, £* = Bi" + € kelib
chigadi.

Oddiy iteratsiya metodining vaqginlashish shartini aniqlaylik.

Teorema 3.9. (3.8.13) oddiy iteratsiya jarayoni o'zining txtiyorty dast-
labki yaqinlashish vektor: - 'Y da yaqinlashuvehi bo'lisht wchun B matrit-
saniny barcha zos sonlari birdan kichik bo‘lishi zarur va kifoyadir.

Isbot. (Zarurligi.) Faraz qilaylik, ixtivoriy dastlabki vektor uchun
limyg oo 2% = F* limit mavijud bo'lsin. u holda #* = = BF" + ¢ (3.8.13)
ni bu tenglikdan ayirib, quyidagilarni hosil gilamiz:

F —5*) _ g (' _ gtk 11) = pil (.E' _:E{ﬁ:-:!}) =L ok (;E'— El;l]j)
Endi #° — 7% vektor k ga bog'liq bo'lmaganligi uchun
7 — k) _ gk (f. ] im})
tenglikda £ — oo limitga o'tsak,

lim B =0
k=

kelib chigadi, bundan esa 3.7-§ dagi lemma 3.7.1 ga ko'ra B matritsaning
barcha xos sonlarining modullari birdan kichikligi ko'rinadi.

Kifoyaligr. (3.8.13) orqali aniqlanadigan barcha yaginlashishlarni dast-
labki vektor 'Y va ¢ orqali ifodalaymiz:

¥ =Bzl L= B (B:E“‘““ +a) +&=B*"? +(E+ B)=
=...=B%9 4+ (E+B+...B*")&
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Endi, faraz gilaylik, B ning barcha xos sonlari birdan kichik bo'lsin. U
holda 3.7-§ dagi lemma 3.7.1 va teorema 3.6 ga ko'ra

BS S5 0.B+B4+B*y ... +B* 5 (E-B)™

k=0

Demak, £'” ganday bo'lishidan qati nazar %' yaqinlashuvchi ketma-
ketlikdir. -
Isbot qilingan teorema nazariy jihatdan fovdali, chunki u mavjud
hagigatni aniq ifodalaydi. Lekin amaliy ishlar uchun yaramaydi. Endi

B matritsaning elementlari orqali ifodalanadigan kifoyalilik belgisini kelti-
ramiz.

Teorema 3.10. (3.8.13) oddiy itermaisiye jarayonining yaqinlashuvchi

bo'lishi uchun B matritsaning birer normasi birdan kichik bo‘lishi Fi-
foyadir.

Isbot. Hagiqatan ham, agar ||B|| < 1 bo'lsa, 3.7-§ dagi lemma 3.7.3
ga ko'ra bu matritsaning barcha xos sonlari modullari bo'yicha birdan
kichik bo'lib, bundan teorema 3.9 ga asosan oddiy iteratsion jarayonning

yaginlashishligi kelib chiqadi. "
Teorema 3.10 bir necha qulay kifoyalilik belgilarini keltirishga imkon
beradi.

Teorema 3.11. (3.8.13) oddiy iteratsiya jarayoni yaginlashishi uchun B
matritsaning elementlari quyidagi

n
max ) |by| € p < 1, (3.8.14)
1 i=1
n
: max HES 3.8.15)
u i Z!bulm#‘flr ( J
2 i=1
- =~ ,
. 3 bl < p<1 (35.16)
=1
tengsizliklarning birortasini ganoatlantirishi kifoyadir.

Agar biz

Bl = m‘ﬂz B3] 1| Bllz = max > byl
i=1

i=t
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normalarni eslasak, teoremadagi avvalgi ikkita shart teorema 3.10 dan
kelib chigadi. Oxirgi shartdagi tengsizlik esa ||Blla = Ay ning birdan
kichik ekanligini ko'rsatadi. Hagqiqatan ham, bu verda A; bu B'B mat-
ritsaning eng katta xos soni bo‘lganligi va BB ning barcha xos sonlari
manfiy bo‘lmaganligi uchun

r\.] %:ﬁ.l 'i':lhz‘b'-..—l'r\l.".

Lekin bu tengsizlikning o'ng tomonidagi ifoda B'B ning iziga (ya'ni
B'B matritsa diagonal elementlarining vig'indisiga) teng bo'lib, u esa
EEJ=1 |bi;|” ga tengdir.

Endi yaginlashish tezligini baholaydigan quyidagi teoremani kelti-
ramiz.

Teorema 3.12. Agar B matritsaning, & vektorning berilgan normasigo

maoslangan iror normast hirdan kichik bo'lsa, u holda (3.8.13) oddiy ite-
ratsiya metodining ratos: guyitdagicha baholanadi:

|

Isbot. Teorema shartiga ko'ra || B|| < 1, shuning uchun ham

2~ 2| < By o] + LELIL

#=(E+B+B*+...+B" 1+ )& (3.8.17)
Bu tenglikni (3.8.15) dan ayirsak,

z* — ) — gz . (BX 4 BRI L )& (3.8.18)
Bundan esa

2 = 2% < B |2 + (B1E +iBIE - bl = 1s1 29 +

. IBIMLal
18]

Shuni isbotlash talab gilingan edi. Shuni ham ta'kidlab o‘tish kerakki, agar
719 gifatida ozod hadlar ustuni & olingan be'lsa, u holda iteratsivaning
xatosi quyidagicha baholanadi:

"_1 - :_—,tk}“ < JLBEM (3.8.19)

1-|B] -
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Hagigatan ham, 7' = & deb olsak, u holda (3.8.18) o'rniga

i'_i,‘J:{HL'Jl_{_fjk-l-ﬂ 'I':-...}l"

tenglikka ega bo‘lamiz, bundan esa (3.8.19) kelib chigadi.

Endi (3.8.11) sistemani (3.8.12) ko‘rinishga keltirish va oddiy iterat-
siyaning amalda qo'llanishi ustida to'xtalib o'tamiz. Shu magsadda ixtiy-
oriy maxsusmas P matritsa olib, iteratsivaning quvidagi

5 = (B — PA)E'® 4 Pr (3.8.20)
ko'rinishda yozish mumkin. Albatta, P matritsa shunday tanlangan
bo'lishi kerakki,

B=F-PA

matritsa uchun yaginlashish sharti bajarilsin. Quyidagi ikkita xysusiy
holni ko'rib chigamiz.

1. P= D' buyerda D diagonal matritsa bo'lib, diagonal elementlari
A matritsaning diagonal elementlari bilan ustma-ust tushsin. Bu holda
(3.8.20) iteratsiya jarayonini tuzish

-
2 G1T) +ayeTe ...+ Az, = b,
- Q91T + 2a%p + .. . + Qan T, = ba,
-
/
? Cr1Ty + apaTa + -+« + By Ty = bn
; suiE.Ema tenglamalarini mos ravishda Qi1y822,-..,0n, larga bo'lib, faeil
hu]g. D teng larda y,%3,...,2, larni mos ravishda chap tomonda
g qoldirib, qolganlarini o'ng tomonga o'tkazishdan iboratdir. Natijada
-
= bl 412 tn
e = &r
a3p gy ayg
by im =
= e T = ——a,;
Gz Qa3 ags
= b An1 Onn—1
o ot B n—1
a’nﬂ. ﬂ"“‘n u“"

sistemaga ega bo'lamiz.  Albatta bu usulni go‘llash mumkin bo'lishi
mhm i lar noldan fargli bo'lishi kerak. Bundan tashqari diago-
nal elementlarning modullari boshqa elementlarining modullaridan ancha
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katta ho'lishi kerak. Aniqrog'i quyidagi tengsizliklarning birortasi bajari-
lishi lozim:

max Y :'T-f <1, (3.8.21)
=gt "

max Z S <1, (3.8.22)

1 i1k LT

Fi L

> l > eyl < 1. (3.8.23)

7
i=1 |"”| 1=1,i#]

Bu tengsizliklar hajarilsa, u holda mos ravishda (3.8.14) <(3.8.16) teng-
sizliklar ham bajariladi.

2. P= A" —¢, bu yerda £ = [g;] elementlarining modullan yetarlicha
kichik bo'lgan matritsadir. Bu holda (3.8.20) tenglik

FE) _ A58 4 (41— )

ko'rinishga ega bo'lib, £ A matritsa vaqmlashish shartini qanoatlantiradi.
(3.8.11) sistemani P ga ko'paytirish sistema tenglamalari ustida elementar
almashtirish bajarish bilan teng kuchlidir.

Odatda P m 2 -ke'rinishda olinganda misol yechish uchun quyidagicha
ish tutiladi. Berilgan sistemadan shunday tengla malarmi ajratib oli-
nadiki, bu tenglamalarda biror noma'lum oldidagi koeffitsivent moduli
bo'yvicha shu tenglamaning qolgan barcha koeffitsiventlari modullarining
yig'indisidan katta bo'lsin.  Ajratilgan tenglamalar shunday jovlashtiri-
ladiki, ularning eng katta koeffitsiyentlari diagonal koeffitsiyentlari bo'lsin.
Tenglamalarning qolganlaridan va ajratilganlaridan vuqoridagi prinsip
saqlanadigan, va'ni eng katta koeflitsivent diagonal koeffitsiyent bo'ladigan
qilib o'zaro chizigqli erkli bo‘lgan chizigli kombinatsiyalar tuziladi va bar-
cha bo'sh satrlar to'ldiviladi. Shu bilan birga dastlabki sistemaning har bir
tenglamasi yangi sistema tenglamalarini tnzayotganda gatnashishi kerak.

Bu yverda ko'rsatilgan usullarni misollarda tushuntiramiz.

Misol 3.7. Quuidaqgi sistema odiy tteratsiya metodi bilan yechidsin:

'

102y +x32 — 323 — 224 + 15 =6,
—&7 + 25125 + 24 — By — 225 = 11,
¢ 2ry 4 wo — Wiy + 2ry — vy = —19, (3:8.24)
xg — xy + 10z — 5z = 10,
Ty + 2xy + x5+ 254 — 2015 = —32.
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3.8.3 Zeydel metodi

Zeydel metodi chizigli bir gadamli birinchi tartibli iteratsion metod:

di. Bu metod oddiy iteratsiya metodidan shu bilan farq giladiki, dast-
L4
labki vaginlashish (:[!m.rg”,... .-r:,m) ga ko'ra .f';ll ni topamiz. So'ngra
f
: = I e

(III“TI!;:”,. o ,.'!'5-:”) gako'ra :i'!_,H topiladi va h. k. Barcha i " lar aniglan-
ganidan keyin =%, o\"

7y ... lar topiladi. Aniqroq aytganda, hisoblashlar
quyidagi sxema bo'vicha olib boriladi:

i
k1 b i} &)
ﬂ-l-ll: i _Z 1_;__I:|JL.1
11 — 11
J--_
n
ke+1) b ay
T2

e {k+1) 3z k)
—— T, - —q
agz  faa L '

=1

i—1 i
: b
Iliﬁ.+lr =t

Ll gy J,_E]JHH - *j* 1:__.:1,11-!1
i (i & ]
i j=1 T il (3]

n—1
(k1) _ b Qyy (k4]
T = S Oy (k1)

i i1
nm J=1 ~O

?.ndilzeydel metodining yaqginlashish shartini ko'rib chigaylik. Bu shart
quyidagi teorema bilan beriladi,
Teorema 3.13. Zeydel metodining yaqinlashishi uchun

anA oy 1y

ﬂ],”
ﬂgp’t ngz}h i n
- : n : 'HEI =10 (3.8.26)
AmiA  GnaA  dgad - appA

fﬂ'."ilg.h!_ naning barcha ildizlari modullari bo'yicha birdan kichik bo fishi zarur
va kifoyadir.
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Isbot. Berilgan A matritsani ikkita

1y | () {l O ‘v <= Gyt Grn

flay ‘=9 ... i) { [ I cer Ban-| A3
G| 7, - . - |aD=

fly A2 cve Opupu=1 Oan 0 ] il ] 1)

matritsalar yvig'indisi A = €' + D shaklida vozib olamiz. U holda A = b
sistemani B
CE=-=-DF+b
shaklda vozish mumkin. Zeydel metodi esa
et = —pglk 4§ (3.8.27)
ko‘rinishdagi iteratsivadan isoratdir. Bu tenglikni z(%+1) g nisbatan yech-
sak: "
__rfﬁ' +1) = _{'1-' | D:r['ﬂ] + ':'.'l"'tb‘ {3.3;2&}
Bu esa, Zeydel metodining matritsasi —C ' D bo'lgan oddiy iteratsivaga
teng kuchli ekanligini ko'rsatadi. Demak, teorema 3.9 ga ko'ra Zeydel
metodining yaqinlashuvehi bo'lishi uchun —C'~' D matritsaning barcha xos
sonlari modullari bo'yicha birdan kichik bo® lishi zarur va kifovadir. Shu-
ning uchun ham
det (AE+C~'D) =0 (3.8.29)
tenglamaning barcha ildizlari modullari bo'yicha birdan kichik bo'lishi
kerak. Agar bu tenglama ildizlarining ushbu

det(AC' + D) =0 (3.8.30)
tenglama ildizlari bilan ustma-ust tushishini ko‘rsatsak; teorema isbot
bo'ladi. Bu esa quyidagicha ko'rsatiladi:

det (AE' + C'D) =det [CT'C(AE + C7'D)] = det [CTH(AC + D)] =
= det C ! - det(AC + D).
Bu yerda det €' # 0 bo'lganligi uchun {3.8.29) va (3.8.30) bir xil
ildizlarga ega. )
Agar biz (3.8.28) ni #2511 = Ba'*14 & deb olib, oddiy iteratsiya metodi
bilan yechadigan bo‘lsak, u holda (3.8.28) jarayonning yaginlashishi uchun

_“'T E’lﬂ L.oir E’lﬂ
i'.l2| = I’J:gn

Il

0 (3.831)
E‘nl E-’nz waa =T
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tenglamaning barcha ;.72 .-

e ildizlari modullari
kichik bo'lishi kerak.

bo'vicha birdan
(3.8.26) va (3.8.31) tenglamalarni solishtirib ko'rsak, oddiy iteratsiya
metodi bilan Zeydel metodining yaqginlashish sohalari, umuman, EurT|E1 de-
gan fikrga kelamiz. Haqigatan ham. shunday gistemnalar mavjudki, H.L'll-'
uchun oddiy iteratsiva metodi yaginlashadi, Zeydel metodi esa uzoglashadi
va aksincha shunday sistemalarni keltirish mumkinki, ular uchun ZE’I\'IJI:":
metodi yaqinlaluvchi bo'lib, oddiy iteratsiva metodi uzoglashadi. g
Lekin (3.8.21) yoki (3.8.22) shartlarning birortasi hajarilsa, oddiy 1te-

ratsiyaga nisbatan Zeydel metodi tezroq yaqginlashadi. Bu g uyidagi teore
mada yanada aniqroq ifodalangan.

Teorema 3.14. Agar quyidagi

i Fi
i s |
Tmax Z "'J'\ < |, max E —r'-'-l el
i (L (L
j=1.j#i 11 J ii

1=1,15)

; X - o)
shartlarning birortasi bajarilsa, u holda ixtiyoriy dastlabki yagin lashish ,z.'*
uchun Zeydel metodi yaginlashadi va bu yaginlashish birinchi shart bajar-
uganda odduy ateratsiya metodining yaginlashishidan sekin emas.

Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

fly ; b
ﬂ'ij=—r—, ﬁl_ e

- = S 3.8.32)
i T Z s} i

1=1g#

Faraz qilaylik, birinchi shart bajarilsin u holda g < 1 bo'ladi. Bu belgi-
lashlarda Zeydel metodi ushbu

=1 n
lkE1) (k41 k
L = Zﬂufﬂj :I =+ Z L‘i;mi ) + 3

(3.8.33)
=l

J=1+1
sxema bo'yicha olib boriladi. Bundan tashqari teoremaning birinchi sharti

haj:_arilganda & = B + ¢ sistema yagona yechimga ega, bu yechimni
masalan, oddiy iteratsiya bilan topish mumkin. Demak,

n
Ty = Z Qi;Tj + Bi.

(3.8.34)
J=lg#
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(3.8.34) dan (3.8.33) ni ayirib modullarga o'tsak,

i—1 i
k+1)] - (k+1)
'I- = I < D laglla; — 2571+ Y Jaglle; - 2™ < max|z;-
= j=i+1 ‘
t—1 n =1
& o i k
—,r:, J|L|”m + max |z; — _;_-'; J Z lovi; |= ‘lr.- —T[H'”“ 'Z|ﬂl.li+
j.—t J JEI-|-| ! J‘=I-
n
' =it

kelib chigadi. Quyidagi

n
5
pi= laislai= Y lol

i=1 J=it1

belgilashlarni kiritsak,

&

e
‘;.-.'.- — i j‘ < pi

i—fw“m+q4h—fmul (3.8.35)

bo'ladi, Faraz qilaylik, max;, |,.|.*,- - ;r:EFH_Hl gn 1 = 5 = 5(k) bo'lganda eri-
shilsin:

I:r.n = .r.ik"'”i = max ‘_r, = ;::EM_”‘ = ||1-.~ — i{h-l]“ )
. . 1
U vaqtda (3.8.35) da i = s deb olib,

”5—. —plk+d)

R |

yoki
”.-e — .-z-”*'"'“u =
1 1 — P

=

tengsizlikka ega bo'lamiz. Agar

qi
] — el

#1) = max
deb olsak, u holda
fo-so], <mfe-s], s
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tengsizlikka ega bo'lamiz.

Endi y1y < p ekanligini ko'rsatamiz.
Haqigatan ham, (3.8.32) ga ko'ra

4|

D+ g = Z logi| = p < 1

=17
bo'lganligi uchiun
g < = P
Demak,
i Eip, < 'Eli:':: < “I__J;j:' = L.
Bundan esa

1y € (3.8.37)
kelib chigadi. (3.8.36) tengsizlikdan

ni = EEJ:H}“ < pktiiz — 2O,

ni hosil gilamiz. Bu esa teoremaning birinchi sharti bajarilganda Zey-
del metodining yaginlashishligini bildiradi. (3.8.37) tengsizlik esa Zeydel
metodining yaginlashishi oddiy iteratsiya metodiga nisbatan sekin emasli-

Endi teoremaning ikkinchi sharti bajarilganda Zeydel metodining
yaqinlashishligini ko'rsatamiz.

Biz bu }'(_v;da Fl’ = z:l-_—]_g-,f._i. |“|J| L}(‘.h
olamiz.

s S

(]
Faraz qilaylik, 7 = (#1, 22, ..., 2q) va 35 = (J:tlm AR ;1'54“)
mnyfmvishda T = BT + ¢ sistemaning yechimi va Zeydel jarayonining k-
yaqinlashishi bo‘lsin. U holda

i=1 n

T=) ey + > aymi+ b

j=1 j=i+1

i~1 n
(k+1 : ,
+ }T-"E mjrf.-k"'”-f E aij.-nf,“-uji
= j=i+1

=12 .. n).
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Bulardan
" -1
] (h-11 = Ak+1) E :
_I,—Jr | Ll l|l|| _r“" |+ |'n‘l!J'l‘
j=1 J=i+41
kelib chigadi. Bu tengsizliklarni barcha i = 1,2,..., - BoRisha
yig'amiz:
n n i=1 n n
) L) - % . A1) ; k)
I EEE A EPB DIEHIDEE S I o o] I
il fem]l g 1=1] y=i+l

hamda yig'ish tartibini o'zgartirsak,

ri n—1| i—=1

—, A1) | = |.f|i| .'J”

L|,r, — 1, | < > |.r, 1 ‘ E |n j—a ‘ E layj |
1=1

=1 =] =1 =1

(3.8.498)

Endi
1 _r-l
5 = Z lexas |« 4 .—Zm,] (=120 n—1)
I:—_.'i-|. j=x]
va

]!
S =0itn.= 3 ol

deb olamiz. Ko'rinib turibdiki,

S+ L= Z |-:'|‘_,|:|H’<.‘,I.

=113

Bundan esa, 5; < 1 kelib chigadi. (3.8.38) tengsizlik quyidagi

Fi rE Il
3 =]« 355 49 3 o= )
i=1 =] j=1
voki
T
k .
DI FRFL 5wt M
i=1 =1

ko'rinishga ega bo'ladi.
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Endit; </ — 55 < W— 8= (1 — 5;) be'lganligi uchun

i{l—ﬂjﬁ~nr_, “;"”
i=1

L.
<u' Z“ - "J!]‘JJ. — ”‘J‘ < (i)

g

m

S5 ey

i=1
kelib chigadi. Bundan esa, p’ < 1 bo'lganligi uchun

UJ — 1)
kIEr_;:Z{ l :

hosil bo‘ladi. Demak,
kﬁm .':3"'! =23 l9=1,2,...,n)

hosil be'lib, shu bilan teorema to'lig isbot qilindi
Endi misol ko‘ramiz.

Misel 3.9. Zeydel metodi bilan (3.8.24) sistemaning yechimi 5 wona an i
likda topilsin.

Yechish: (3.8.24) sistemani (8.8.25) ko'rinishda yozib olamiz va dast

labki yaqinlashish % sifatida oddiy iteratsiva metodidagidek &
(0,6:0,44;0,95;1;1, 6)' deb olamiz.

Bu yerda iteratsiyaning fagat iur
q&damms keltiramiz:

(0 =

1 =0,6-0.120 40,32 + 0,22 — 0,12 = 0,6 — 0,1 - 0,44+
+0,3.-0,95+0,2-1-0,1-1,6=0,881;

5 =0,0440,04- 28 — 0,042 + 0,2 + 0,082 = 0,44+

+0,04-0,881 —0,04-0,95+0,2-14+0,08-1,6 =0,771

240 =0,954 0,123 + 0,052 4 0,124 — 0,152 = 0,95+

+0,1-0,881 + 0,050,771 +0,1 -1 — 0,15+ 0,16 = 0, 937
Ty = 1-0,128" 40,128 + 0,5:% — 1,817,
$) = 1,640,052 + 0,12 + 0,0525" + 0, 12"

= 1,948.
Keyingi vaginlashishlar jadval 3.7 da keltirilgan
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Bu yerda teorema 3.14 ning sharti o'rinli bo'lganligi uchun oddiy ite-
ratsivaga nisbatan Zeydel iteratsivasi tezroq yaginlashmoqda.

k .a:t' ;;.'.!:‘-:' .;';!;H __i.tt-’tl :i:_‘slkj -|
D |06 0,44 0.95 [ 1.6

1 | 0,881 0,771 0,937 1,817 1,048

2 | 0,973 0,961 0,985 1,974 1,992

3 | 0,095 0,995 0,999 1,996 1,999

4 | 0,0005 | 09991 | 09997 | 1,9995 | 1.0908

5| 0,99992 | 0,09989 | 0,99997 | 1,99991 | 1,99997
6 | 0,09900 | 0,09908 | 099999 | 1,99999 | 2.00000

Jadval 3.7

3.9-§. Gradiyentlar (eng tez tushish) metodi
Bu metod haqgiqiy simmetrik musbat aniglangan matritsali, c¢hizigli al-
gebraik tenglamalar

Az =bh (3.9.1)
sistemasini yechish uchun mo'ljallangan.

Gradiyentlar metodini bayon qilishdan avwal funksional gradiyenti
tushunchasiga qisqacha to'xtalib o'tamiz. L

Faraz gilaylik, f(x) bu n o'lchovli @ = (&, 23, ..., &, ) vektorning biror
funksionali bo'lib, ¥ = (¥, ¥2,- .-, ¥a) nzunligi birga teng bo'lgan vektor
bo'lsin,

Funksivaning o'sish yoki kamayish tezligini uning hosilasi xarakterla-
ganidek, f funksionalning # "argumenti" § yo'nalishi bo*yicha o'zgarganda,
uning o'zgarish tezligini funksionalning hosilasi aniglaydi. f funksionalnig
¥ nugtada j yo‘nalshi bo'yicha hosilasi deb ushbu

afE .. fEFaf)=fF) _ d . s
dy *-I-T-}' i o = n'u"r (@ +af)

tra=(]

ifodaga aytiladi. Bu ta'rifdan

Az + ag) =[x + oy, 22 + aya, ..., Tn o+ alin)

187




Jm‘:t'l-l'l. e

M.I. ISROILOV

bo'lganligi uchun

aflr) d { i Y =
- e g Y2y e e g T Ol ), =
B0 ol U _ : (3.9.2)
d f(x) dfix) dfli) e
= - + . T LZ,4)
dr i g ¥ dry
bu yerda

v 9
L [“,1 A PR =) } 5 g {.'}_r"l

3 vektor f(z) funksionalming gradiyenti deyiladi. (3.9.2) tenglikda |5l =1
bo'lganligi uchun
of(@)

i
kelib chigadi, bundan esa

= ||z cos(Z: #)

izt < 202 < 3.

ahu bilan birga agar § ning yo'nalishi gradivent yo‘nalishi bilan ustma-
ust tushsa, %ﬂ = ||zl| va # ning yo'nalishi gradiyent yo'nalishiga qaranii-
qarshi bo'lsa, 2012} — —{|z]l. Shunday qilib, gradiyent yo'nalishi hu',‘r'llﬂb
J{Z) funksional katta tezlik bilan o'sar ckan va gradivent vo'nalishiga

teskari bo'lgan yo'nalish bo'yicha u katta tezlik bilan kamayar ckan.
Endi gradiyentlar metodiga o'tamiz.

Gradiventlar metodida (3.9.1) sistemani yechish uchun

[(®) = (Az,5) — 2(b, ) (3.9.3)

Eu.n]s.sinnal garaladi. Bu funksional =, xs, ..., T, larga nisbatan ikkinchi
t.aﬂ:'llliﬂi ko'phaddir. #* orqali (3.9.1) sistemaning yechimini, yani * =
A™'b ni belgilaymiz. A matritsa simmetrik va musbat aniglangan
bo'lganligi uchun
(@) = J (&) = (A%, 2) - 2(b,2) — (42", 2°) + 2 (b,
= (AZ,Z) - 2(Az",7) — (A%, 2") + 2 (45" ,3") =
~ (A2",) - (A", 2) + (45", 5°) = (A - 7°) .2

T
(A

=

e

F)—
) > 0.

‘ .51'!.11 bilan birga so'nggi ifodada = 7 bo‘lgandagina, tenglik ishorasi
orinli bo'ladi. Shunday qilib, (3.9.1) sistemani yechish masalasi (3.9.3)
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funksionalni minimumnga ayliantiradigan &' vektorni topishga keltirilacdi.
Bunday vektorni topish nchun quyidagicha ish ko'ramiz.

Faraz qilaylik, sl ixtivoriy dastlabki vaginlashish vektori bo'lsin.
(3.9.3) funksionalning gradiyentini hisoblaymiz:

dflc) 1 { X
L{_r: i - fLE + o) B (ALE + af) — 2(b. F + ay)
E]H r'h.. ex={] ”l“ . =}

f 1 . -
. [a*(AG, §) — 2a(b - Az, 4) + f(z)] _ =
do et

= —2(b— A%, i) = 2(Az - b, 7).

Buni (3.9.2) bilan solishtirib, f(#) ning gradiventi 2(AZ—b) ga teng ekanli-
gini ko'ramiz. Keyingi tekshirishlarda fagat gradiyventning yo'nalishigina
kerak bo'lganligi uchun gradiyent o'rniga musbat ko' paytuvehi 2 ni tashlab,
A# — b vektorni qaraymiz. ' nugtada yo'nalishi gradivent yo‘nalishiga
teskari bo'lgan vektorni 7% orqali belgilaymiz:

A0) — 5 Azt0). (3.9.4)

Bu vektor (3.9.1) sistemaning _.'_.'ufnf.l.f\' vektor: rf-rflr;ihm':.é, Flo) vekt.q,_nruiug
yo'nalishida f(z) funksionalning 7" nuqtadagi kamayish tezligi eng katta
bo'ladi. # nuqtadan boshlab 7" yo'nalish bo'yicha f (2" 4 a(0)

minimal giymatiga erishgunga qadar harakatni davom ettiramiz. Bu nug-
tani

d

dhaers = [0} =0} — . y. 0) ={0)Y _alE _ as{0) =(0) _
75 (.r + T )..Er.i(h o ) ..(h Aty ) ]

tenglamadan topamiz:
{l"[”}, 'll_"“”]
¥ ey ) v gy e R T 0 ;[‘ ;I.-
8T {-Flf'[?'}‘ P.'hr-{lr]:] . {'3- 4] ']:i
A matritsa musbat aniglangan bo'lganligi sababli barcha 7" £ 0
uchun (7%, A7) = 0. Agar #? = 0 bo'lsa, u holda (3.9.4) dan

ko'ramizki, 21" (3.9.1) sistemaning yechimini beradi va shu bilan jarayon
'xtaydi., Agar 7 2£ 0 bo'lsa, u holda navbatdagi yaginlashish sifatida

#01) — #0) 4 (D) (45.9.6)

vektorni olamiz.
So'ngra 7j = b — A& ni hisoblaymiz. Keyingi yaqinlashish vek-
tori 21 ni f (2'Y) + ar'")) funksionalning minimumga erishish shartidan
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aniglaymiz:

(FO, D)
ﬂ'l= = e 3 €I -
(AT{”..J"[”:]

Bu jarayonni davom ettirib, quyidagilarga ega bo'lamiz:

.J_'II';' i ”1’-'1“

#9) = §— AZ®), (397)
{,-{H‘ ].-.[I.'J],
p = Ty

L (3.9.8)
(AR, 7(k))

(K _{k (ke
FRH1) _ 50 4 o 5ilk)

Bu metodning yaginlashishi haqgida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 3.15. Agar A musbat aniglangan simmetrik matritsa bo'lsa, u
holda gradiyent melodi bilan gurilgan %, 2%, ..., Fik) L'{.-h:m-ﬁ.‘rgi. yaqin-
lashishlar AZ = b sisternaning yechimi ° ga geometrik progressiyd fez-
lgida yaginlashadi. Anigrog'i agar A matritsaning A, zos sonlart U < {.
A < M tengsizliklarni qanoatlantirsa, u holda {#%} ketma-kethikning

yechimga yaginlashish tezligi uchinchi normada quyidagicha bah olanadi:

“i“"! ._E-l.if: %1 (‘E;:;)m (Jr{i_{ru} L J'LI".]) )

Isbot. A matritsaning xos sonlarini quyidagicha

MZ2A=...2A,>0

belgilaymiz, bularga mos keladigan ortonormallashtirilgan xos vektorlarni
1y, Uz, ..., U, orqali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy

T =ciily Featig + ...+ Cplin
vektor uchun

(AZ, ) =i\ 4 BAa+ ...+ 3N,
tenglikka ega bo'lamiz. Bundan esa

MED =M (EG+G+...+E)<(Az,8) <) (G +SE+...

=X (5. F)
tengsizliklar kelib chiqadi. Demak, A matritsa musbat aniglangan
bo'lganligi uchun shunday o‘zgarmas m < 0 va M > 0 sonlar topiladiki.

m(z,7) < (AZ,7) < M(2, %)
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tengsizliklar bajariladi.

Ushbu f (1) — f(: ‘m"_] ayirmani qaraylik. (3.9.3) va (3.9.6)-(3.9.8)
formulalarga ko'ra, 1|11:rnk'knh bo'lmagan hisoblashlardan keyin quyidagi-
larga ega bo'lamiz:

: 2 2

) (3.9.9)
A— simmetrik matritsa, A7* = b va " = A (3 —.Em]'} bo'lganligi
uchun

169) - 1 2) = ((6© —27) 4 (80 = 5°)) = (450,50
Demak, (3.9.9) ga ko'ra

Jr{‘_.t-,iu}} = f f-"‘} N {,—.ml__;w{m} {'.*1_'1"1{”1 ,;1n:|)
f{j"“”} = f {:IIHIJ = (T__“.:‘FL”}}E :

Endi 7@ ni A matritsaning xos vektorlari bo'vicha yovamiz:

L]

i = Z £ty

i=1

U vaqtda

T
AV = Zr;,;’n.ﬁ“ A0 = Z)ni_tﬂ.ﬁ,
=1

=i
i
AR 701 — Ma2, (A1) 7O =ZJ‘=‘_:“3'
( ) =3 el I=2
Demak,
ri 9 .u ._1 2
f(E0) - flary BN A
._,(“] e _“] e 1 e )
FE®) ~ 1 (@) (z)
feme ]
Quyidagicha
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aniglaymiz:
Cpleth ‘.f[n?,,—_m}

= 7 #B =7 o
iy {AF“J,F“}}. H 1

(1)}
Bu jarayonni davom ettirib, quyidagilarga ega bo'lamiz:

f‘“"j = L . ,.4;'1_.“ j‘.:l.

(3.9.7)
—.{J\'} '-'."-'I

ORS00 (3.9.8)
.[_‘._'I.FHL']_FH»"I-}

jr‘k"'” o _.'f_.{’-']' 4 ukj-"'”"}_

Bu metodning yaginlashishi hagida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
Teorema 3.15. Agar A musbat aniglangan simmetrik matritsa bolsa, u
holda gradiyent metodi bilan qurilgan %, 5 ... . 7k ketma-ket yagin-
lashishlar AZ = b sistemaning yechimi T° ga geometrik progressiya tez-
ligida yaginlashadi. Anigrog‘i agar A matritsaning \; zos sonlari () < m <
Ai < M tengsizliklarni ganoatlantirsa, u holda {7} ketma-ketlikning &°
yechimga yaginlashish tezligi uchinchi normada quyidagicha baholanadi:

ool & ()" (o)

Isbot. A matritsaning xos sonlarini quyidagicha

J‘I:_}'}‘ﬂ::“':":‘l'n:}ﬂ

belgilaymiz, bularga mos keladigan ortonormallashtirilgan xos vektorlarni
ty, g, .. ylp Uﬂ]ﬂ“ bﬂlgiiaymlz U holda i.‘(ti:‘fﬂri h g

T =01l + catig + ...+ cuiiy
vektor uchun

(A-'l_;;i] = Cli:'lj -+ ﬁ)\j + ot f'?.d‘in
tenglikka ega bo'lamiz. Bundan esa

AT E) =M+ G+, +3) < (A45,2) <\ (E+E+... +c) =

= A (E: T)
Wﬁ]ﬂﬂﬂm‘ kelib chiqadi. Demak, A matritsa musbat aniglangan
- bo'lganligi uchun shunday o‘zgarmas m < 0 va M > 0 sonlar topiladiki,

m(z,z) < (Az,z) < M(z, )
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tengsizliklar bajariladi.

Ushbu f (z'M) — 1 (&'") ayirmani qaraylik. (3.9.3) va (3.9.6)-(3.9.8)
formulalarga ko'ra, murakkab bo'lmagan hisoblashlardan kevin quyidagi-
larga ega ho'lamiz:

_f(i“]') _f (J-_,m}) — o? (?_J-u]_',h-,{n-.) — %aq (fﬂu‘ j;r;m) nt ({:{1:1 :{::3;;

(3.9.9)
A~ simmetrik matritsa, AF* = b va #% = A (2* - 29) bo'lganligi
uchun

@) = f(z7) = ((;I‘-“” - .E') A (.‘E“"' ] J_-)) _ (A"E-F"”', I,—.(Eu) _
Demak, (3.9.9) ga ko'ra

J,-{:E“J].} —f{'.‘i"} B {r-:l'lil_.‘drflll} {A--l.‘-,rujj.m}}

f(z@) — f () (7(0), #(0))?

Endi #% ni 4 maltritsaning xos vektorlari bo'yicha yoyamiz:

Fi

{11 i
T E (IR

fa=x]
U vaqtda
"‘li.{U} == Z “J}‘!!}i'r i4- If"L” - Z }'l; lﬂiﬂ:l
i=0 =1
va
(4F@,70) =3 > aa2, (A=150),7@) = S22,
=1 =1
Demak,
. i} ‘}.t ? n ‘:‘_1 2
A o I T
i{ﬂ] — r_“]' —r T 2
BE0) 1~ £ {5M) (Ek)
k=1
Quyidagicha
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belgilashni kiritib,

ff{_{_“:r;;} _ff[{i:f} = irf,h, i;m; ! (3.9.10)

=1 § 1

tenglikni hosil gilamiz.
Quyidagini isbotlaylik: agar 0 < m < ‘n < M (i =

— T.n) bo'lsa, u
holda ixtivoriy haqiqiv d; 2 0 (i = 1,n), Y, d, = 1 sonlar uchun

2 Y N -
gd,}\,z}d;% —,[ i ‘ﬁ‘ (3.9.11)
== 1=

tengsizlik o'rinlidir. Buni isbotlash uchun A, o‘rniga &, = .\%T: sonlarni
olmﬁ;, u vaqtda
m ‘U
<& =
i
bo'lib,

il

idihgid,lj“ = Zn:d.,a 3 dyg;!

i=1 lii":] =1 F=1

tenglik o'rinli bo'ladi. Oxirgi ifodaga ikki son o'rta geometrigi uning o'rta
arifmetigidan ortmasligi hagidagi teoremani qo'llaymiz:

Zdi.zdle*' %{Zd (&, + & 1]} (3.9.12)

=1 f=1

Ushbu
o) =€+ 2

funksiya £ > 0 bo'lganda (0,1) oraligda kamayib, (1,00) oraligda o'sadi
va o'zining eng kichik qiymatini £ = 1 nugtada gabul qilali; [‘/E £/ 'H]
oraliqda esa £ = Varvaf= 1,||' I!l.lqlaiurr:]u.n zining eng katta givinatini

gabul qiladi, bu giymat
lf m ||' MM
= - 3.9.13
A W 1 (3.9.13)
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ga tengdir. (3.9.12) ifodada har bir & -+ &' ni uning eng katta qiymati
(3.9.13) bilan almashtiramiz, u holda

[ mn I. T ﬂ,f B - 1 ki ﬂr"\[ i
| o~ LI e =—1, ||| —_ 1“|| e
;'dl'lt ;dl‘ J‘_J‘ -:': 4 { ( M *h: i lg:’d‘ = 4 .|Fl:i‘I J m 1
shu bilan (3.9.11) isbotlandi. (3.9.11) ni (3.9.10) ga qn‘liab
f(&) }r{ 7 i H'l-f
f {_r“”_ll _ rl’ll 4

ni hosil gilamiz, bu yerda 0 < ¢ < 1. Bundan f(#") — f(z*) = e deb
belgilab olib, quyidagiga ega bo'lamiz:

f@V) - £ () < (1= ) [£E) — £ (2)] = (1 - g
Shunday qilib, ixtivoriy &k uchun
F(@*) - f(2) < (1 —g)ke

ni hosil gilamiz. Endi #'*) ning #* ga intilish tezligini uchinchi normada
baholaylik, (AZ, ) = m(f, &) bo'lganligi uchun

”i.{’-') x _-f"[ = (,:T*“"] - ;if'.r.'r?“'dr - E‘)

Ravshanki

2

(f".:.""""rJ ~'b, 21— ) 3

3 'Hi.

(,4.?“' b,20 — ) = f(zM) - £ (7).
Oxirgi ikki ifodadan

2 : o (M =m\*
#8) 2l < = |f(1E") - fE)| € =1 —-g) = :
H'T = |3 —om f&™) = fiz }] "1 9" = m (M’-f'm)

Shu hilan teorema isbot ba'ldi. =
Misol 3.10. [fshbu sisternani

pr1+ 2z +xTatay =T,
201+ b6z + 242y =11,
Ty -+ &g + By + 224 = 23,
Ty + e + ey + 4y = AT

gradiyentlar usule bilan yechaylik.
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Yechish: Iteratsion metodda xato o'z-o'zidan tuzatiladigan bo’ !g““l.igi
uchun, dastlabki qadamdagi hisoblashlarni katta aniglikda olib borish

shart emas. Dastlabki vaginlashish sifatida 2" = (1;1;1;1)" vektorni
olamiz, u holda

ey ey

(79, #0)) 207 117
— — — A b
=70, 470y 1776 r

#M = (0,767:1,117; 2, 282; 2,049)".

Navbatdagi qadamlarni (3.9.5) - (3.9.7) formulalar yordamida davom

ettiramiz:

#® = (0,008;0,767; 2, 006; 2, 575)',

z'9 = (0,105;0,974;2, 124; 2, 794)’,

#') = (0,023;0,980; 1,986, 2, 898)’,

7% = (0,028;1, 005; 2, 027; 2, 955)’,

2% = (0,007;0,994; 2, 002; 2,970)',

7% = (0,00786; 1,00133; 2, 00838; 2, 98671)’,

#* = (0,002131; 0, 998390; 2, 000618; 2, 990963)".
Aniqg yechim #* = (0;1;2;3)" bilan taqribiy yechim orasidagi farg
quyidagicha ekan

"i[_ﬁ} —i"||3 = \/{'fiﬁr — "), B8 — F* =

= +/(0,002131)2 4 (0,001910)2 + (0, 000618)2 + (0, 009032)2 < 0, 0095,

|
3.10-§. Qo'‘shma gradiyentlar metodi
Bu metodning ham asosiy g'oyasi gradiyentlar metodi kabi
f(Z) = (AZ,F) — 2(b, F) (8.10.1)

funksionalni minimallashtirishdan iboratdir. Xuddi o‘tgan paragrafdagi
kabi, bu yerda ham f(%) ga minimumni ta'minlovchi vektor T* simmetrik
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va musbat aniglangan A matritsali AT = Esiﬁtemaning yechimi bo'ladi. Bu
metod o'zida aniq va iteratsion metodlarning ijobiy xususiyatlarini mujas-
samlashtirgan. Bu metod iteratsion metod sifatida har doim yaginlashadi
va o'z xatosini o'zi tuzatib boradi. Ikkinchi tomondan biror dastlabki
vaginlashish tanlangandan keyin, n- qadamda (undan o'tmasdan) iterat-
siva jarayoni uzilib, aniq yvechimni beradi.

Qo'shma gradiyentlar metodini nol  clementlari ko'p  bo'lgan
tenglamalar sistemasini yechishda go‘llash ma’quldir, sistemani bu metod
bilan yechganda matritsa elementlari fagat vektorga ko'paytirishdagina
gatnashadi, EHM larda esa matritsani vektorga ko'paytirishni shunday
tashkil etish mumkinki, arifmetik amallarda noldan fargli elementlar
qgatnashsin.

Gradiyentlar metodidagidek biror dastlabki yaginlashish vektori z\% =

;rtl”..'l.';t]}. .'ri.m} ui tanlab olib, navbatdagi yaqginlashish vektorini

1) = 70 4 70 (3.10.2)

formula yordamida hosil gilamiz, bu yerda
FO) = (P, 0, 0) = 5 — 4z, (3.103)

_AF):(r%)

X S re—
.'1{?“”1 F[UPJ

Navbatdagi yaqinlashishni quyidagicha topamiz. ') nugtadan (n—1)
o'lchovli
(A7 7 — z10)) (3.10.4)

T,,~y gipertekislik o'tkazamiz va yvangidan hosil bo‘lgan xatolikni 7' orqali
belgilaymiz:

T =p — Az =7l — qp A0, (3.10.5)

il vektor f7 = fz'Y sirtning Y nuqtasidagi normal bo'yicha

yo'naltirilgan (chunki f(T) ning biror nugtadagi eng tez o'zgarish yo'nalishi

shu nuqtadan o'tkazilgan normal yo'nalishi bilan ustma-ust tushadi), 7%

vektor esa shu nuqtadan o‘tadigan urinma tekislikka paralleldir. Shuning
uchun ham 7% va #1 lar o'zaro ortogonaldir:

(#0) 71y = g, (3.10.6)
Ty—1 gipertekislik # = A~'b nugtadan o'tadi, chunki

(A7, A-15 — 7) = (719, 0 — 4zM) = (79,7 Y) = 0.
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Demak, (3.10.1) sistemaning vechimi 7' nuqtadan o‘tuvechi 75—
gipertekislikda yotar ekan. Lekin 'Y nugtadan 7° ga kelish uchun
Ty -y tekislikda qaysi yo'nalish bo'yicha harakat gilishni bilmaymiz. Bu
yo'nalishni aniglash uchun bizda yetarli ma‘lumot yo'q. Shuning uchun
ham T,y da yotuvchi biror p'!! vektorni aniglab olib, 7'" nugtadan shu
yo'nalish bo'yicha f(F'Y + op'") minimumga erishgunga gadar harakat
qilamiz. Ixtiyoriy 8 uchun 7Y 4 570 vektor f(F) = f(zV) sirtning 7Y
nuqtasida o'tkazilgan biror normal tekislikka paralleldir. Endi 5 ni shun-
day tanlaymizki, ') + §7(®) vektor T),_, tekislikda votsin, ya'ni AF") ga
ortogonal bo'lsin:

(9 B0, A7) = (7D, A7) + Bo(FO, AFP) = 0. (3107)

Bundan esa

P | ﬁ?‘lr\ )il?llrl-:l

ve Sl (3.10.8)
{.F[U!I { .."“!.F“-” ] .

shunday qilib, ﬁ“} vektor sifatida T), _, gipertekislikda yotuvehi LR i
vektorni olishimiz mumkin:

7 = 51 | grl0) (3.10.9)
Keyin ﬁfﬁ“} +apl) =0 tenglikdan

s {F{”,ﬁ“’}

— e e/ 3.10.10
= F0, A0 320800

ni hcﬁi] qilamiz. F yechimga ikkinchi yaqinlashish sifatida 7% = ") +
a1 vektorni olamiz. Xatolik vektori

P = F — Az® — ) — ay A5 (3.10.11)
=(2) - .
& n“gﬂ“}‘?a F{EI] =f {Iﬁ{lz]'} sirtga o'tkazilgan normal bo'yicha yvo'nalishga
;EE: di vektorning 70 vy 701 ga ortogonalligini ko'rsatamiz.
aqiqatan ham, {3.10.6}{3.1&11] ga ko'ra
(F2,79) = (71 — g apl) #0)y _ — oy (AP 70Ny =

= "ﬂ]i[ﬁmiAF[n}) — —a{“:'"m 4 f:’fu?‘m]', _,F{n}} =0,
e '
(72 70 = (70 _ ap ApM 3V — gF@) =
= (71 iy _ ay (Ap), 5V = 0,
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# @ nugtadan o' tuvehi
(A7 7 — 7)) =0, (A, 2 -7y =0

(n —2) o'lchovli gipertekislikni T, _ 5 orgali belgilaymiz. ° nugta T, _5 da
yotadi, chunki ¥ € T),_; bo'lganligi uchun (A7 3 — 1) = 0 bo'lib,
ikkinchi tomondan

(Ap'V, 7 — 7)) = (p1), 4. 471D — Az\Y) = (p1), B — AF?) = (74

+B8o7% 72) = 0.

Hozir yana 7®) topilayotgan paytdagi holatga kelib qoldik, ya'ni bizga 7
yaqinlashish va %' hamda 7° lardan o'tuvchi T}, .2 gipertekislik ma'lum.
Shuning uchun ham biz xuddi avvalgilek ish tutamiz. Ixtivoriy 8 uchun

72 4+ gV vektor T,,_; ga parallel, chunki

{?{.!j + Jﬁﬁ[”- ‘JlFE“]j - (Ff?l_ﬁ‘FU”] 4 ,HEF.:”TAFI:‘”] = {‘,—.{2:" AF{D}] -—
gy

Endi 8 ni shunday tanlaymizki, #* + gp'" vektor T}, o ga parallel
bo'lsin, yva'ni bu vektorning Af'Y vektorga ortogonal bo'lishligini talab
qilamiz:

(7@ + 8ip"), AptV) = (F), 4pt) + i (P APM) =0

Bundan esa

(712, Aptith
N (pth, _,_I‘ﬁ{ll::'
Endi 7% nuqtadan 7% + 3,5 vektor yo'nalishi tomon f (F2 + apt?))
minimumga erishgunga gadar harakat qilamiz. Minimum shartidan

8 = (3.10.12)

o (PP
2T @D, ApP)

ni topamiz, T* yechimning uchinchi vaqinlashishi sifatida 2% = 7% 4
agp'?) ni olamiz. Navbatdagi xatolik vektori
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dan iborat. Bu jarayonni davom ettirib quyidagi rekurrent munosabatlar
yordamida

(B} (7] (58} vektorlar va ay, By sonlar ketma-ketligini aniglaymiz:

= o ERIRE | P —{0} _Em, ptky
4 B Tk e apthi)?

{1

FhH) — F8) L g ph) Fkt) - Aztktd) = 7 o AP,

= (SR AR k1) (k) o gomtk)
Br=— (T, AR 0 B = + 2P

(3.10.13)
Bu vektorlar uchun quyidagi munosabatlar o' rinlidir:

(F,5Y?) = 0,agar i > j bo'lsa, (3.10.14)

# F9y = 0.agar i £ bo'lsa. (3.10.15)

Hagigatan ham, 5" vektorlarning hosil qgilinishiga ko'ra i # j bo‘lganda

3, 4p) = (4p?,p) = 0.

Bundan tashqari
(PP = (V= 4ptD 500) = (71, pO)— .y (AP“ 7, B

Agar i = j + 1 bo'lsa, u holda a,_; ning ta'rifign ko'ra oxirgi teng-
lik nolga teng; agar i > j + 1 bo'lsa, u holda (Ap‘~",pY) = 0
va isbotlanganga ko'ra: (70 pli)) = Fi=1 ). F9 ning indeksini
ketma-ket kamaytirib, bir necha gadamdan so'ng (a; ning ta'rifiga ko'ra)
P‘_'bﬂ}s‘l'?ﬁl:l = {Fm.ﬁm} - a_,-{ﬂﬁm,ﬁ*—”} = () skalyar ko'paytmaga ega
bo‘lamiz.

Shunday gilib, (3.10.14) isbot bo‘ldi.(3.10.15) ni isbotlash uchun 1 > J

deb olamiz (chunki i va j indekslar teng huquqlidir).
U holda

(F70) = (74,59 — g, plimD) =z 50y — g, (71, pU 1) = 0

n o'lchovli vektorlar fazosida o'zaro ortogonal vektorlarning soni n tadan
oshmasligi sababli biror & < n qadamda 7 = § — Az(F) = 0 ga ega
bo‘lamiz, ya'ni E'U‘}_{E.lﬂ.l.] sistemaning yechimi bo‘ladi.

Qo'shma gradiyentlar metodi ham ba'zi kamehiliklardan xoli emas. Bu
metoddagi ortogonallashtirish jarayoni yaxlitlash xatosiga nisbatan no-
turgun bo'lishi ham mumkin, (3.10.13) formulada 7%~ = § — AFH) =
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Fh=b) . ARt deb oldik. Ammo yaxlitlash hisobiga bu yerda teng-
lik bajarilmasligi ham mumkin. Noturg'unlikni susaytirish maqsadida, 7%
vektorni 7% = #¥=1 — ap ;- Ap¥-Y formula bo'yicha hisoblab, yo'l-
yo'lakay 7% = b — AF'® formula bilan ham hisoblab borish va natijalarni
solishtirib turish kerak. Agar bular bir-biridan farq qilsa, Flk) — | Atk
deb olish lozimdir.

Misol 3.11. Quyidagi sistermna qo‘shma gradiyentlar metodi bilan yechilsin

Ty +dxg + x4 =1,
2ry + 530 + 23 = -2,
Ta+5rs+ 14 =4,
T+ T34+ 8ps = 2z

Yechish: Sistemaning

1 21 00 1
2 9 10
g 3 ol
1 01 8B

matritsasi simmetrik va bosh minorlari musbat, shuning uchun u mus-
bat anigqlangan hamdir. ¥ sifatida (1:0;0;0)" vektorni olamiz. Barcha
hisoblashlarni (3.10.13) formulalar yordamida olib boramiz:

= 1 20900 TR =9
ﬁ{m — 0} —..'3 - 2 B l 0 |0 = —i ‘
4 0; 1 5 1|0 4
2 1 0 1 8] |0 |
AP = (-9, -20,17,10)’,
=(0) =(0) . 5 4 16 4 _
m_{r FY) A+ 1641641 37 _ 0, 210227;

' 50 4p® ~ 18+ 80+68+10 176
7 =70 — 0, 4p'Y = (-0, 107957; —0, 840908; 0. 840908; 0, 210227);
i = 79 _ qo 45" = (-0, 107957; 0, 204590; 0,426141; —1, 102270);

(F, Ap'?)  6,807490
FoRE U T L

N =71 4 30 = (-0, 186337; 0, 047780; 0, 582901; —1, 063080)'.

J_’jﬂzw
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] Fik) FLE) ple) AptF) O e [ /8
1 =2 —2 0
! = 3 —20 10,2102270,039190|
0 4 4 17
0 1 1 10 i
0,579546 | —0,107957 | —0, 186337 | —1, 153857 |
—0,840908 | 0,204540 | 0,047780 | 0,449127 3 SR
U 0840908 | 0426141 | 0582001 | 1 80005 |O-'460911.6833%4
0,210227 | —1,102270 | —1,063080 | —8, 108076 N
0,607103 | —D,118554 | —0,432221 | 0, 284914
| —0,833433 | 0,027893 | —0,052534 | —2, 080427 R .
. 0,927116 | 0,018001 | —0,962313 | 0, 192645 10-187983,0.011951
1,197136 | —0,967309 | 0,822203 5, 183000 |
0,683354 | —0,064995 | —0,071220 | —0, 128009
3 —0, 823967 | —0, 036488 | —0,037116 | —1,028142 0.195565
1,108367. | —0,740066 | —0, 752182 | —3, 781174 | "
0,024576 | 0.007025 | 0,016851 | —0, 688591
0, 674426
4| —0:831226
0, 960914
| | 0,027871 ]

Jadval 3.8: Misol 3.11 ning hisoblashlari davomi.

Hisoblash davomining natijasi jadval 3.8 da keltirilgan.

Demak,

Ty = 0,674426; =4 = —0,831226;

T3 =0,960914;

xy = 0,027871.

3.11-§. Minimal farglar metodi

Bu metod M.A. Krasnoseliskiy va S.G. Kreyn tomonidan 1952-yilda

yaratilgan edi.

70 esa Af

Faraz qilaylik, A musbat aniglangan matritsa bo'lib,

= b sistema yechimining dastlabki yaginlashishi bo'lsin.

Gda.tdamduk,f{“f' orqali farglar vektorini, ya'ni b — Az(? ni belgilaymiz.
Navbatdagi yaqinlashish (1) ni gradiyentlar metodidagidek @ + api!”
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ko‘rinishda izlaymiz va ag parametrni shunday tanlab olamizki, ||V
(71, #11)) funksional minimumga aylansin. Bu yerda r(*) = b — 4z(1)
fl0) — A — 2000y = #0) — gy AFO). Shunday qilib, ap ni ushbu

([l

(?.{l_-1 1I,ilr) = (F-,{rn = nnﬂ,:[ﬁl}!f_m} = nuﬂfm}) =
= (f““’.r““]) ~ 20 (7Y, AFY) + 0] (A?‘“’,ﬁff“}) =

- (10 e0) _ (20,50
' ( AFLO), .llr[“]]

" 2
! (.-’lﬁ““,.-'h'-*"}) [ﬁu . (AR #0))
(

AF() AF(O))

ffodaning minimumga aylanish shartidan topamiz. Bu ifoda esa o'zining
1_.1{"” 'i.'.r”} }l'ﬂ.ﬂ} _..Hl'.l

minimal givmati (7%, #%) — W £8 00 = P bo'lganda
erishadi. Demalk, birinchi gadamda quyidagiga ega !Jc- ldik:

M,—-my ,‘-ln})
[Af»{ﬂj, A:.-{!!I] :

1) — z(0 ()

' 4 crgF ey =

Ikkinchi qadamda esa

1) = — A1) — #0) _ mh_.l,-.{ﬂ!1
(AF() 70)
[::TJ""':”.A'J'_'[“}

oy = 2@ = 3 g f),

Xuddi shunga o'xshash k - qadamda quyidagi formulalarga ega bo'lamiz:
7k = — Az = Flh—1) _ g, A=Y

(AFR) (k)
(A7) AFRD)

ap = ) = 2R g 78,
Yaqginlashish haqgida gradiventlar metodidagi kabi quyidagi teorema
o‘rinlidir.

Teorema 3.16. 9 g . #¥ | ketma-kel yaginlashishlar AZ = b
ststema yechimiga geometrik progressiya tezligida yaginlashadi.
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Misol 3.12. Ushbu sistemna

51y + 210+ o3 tag =T,

21y + 6z + 23+ x4 = 11,
Ty + a2+ 8ry + 24 = 23,
X1+ xo + 2xq + 4y = 17

minimal farglar metodi bilan yechilsin.

Yechish. Dastlabki vaqinlashish sifatida ® = (0,0,0,1)" vektorni
olamiz, u holda

7O —p— Az(9 = (—3,0,9,5), A7 = (-1,8,79.35)",

S (Af{ﬂ}jiﬂ'l} 889
O (AR, A7) ~ 7531

W = (—0,354136; 0; 1,062408; 1,590227)".

= 0,1180454 :

Shunga o'xshash navbatdagi yaginlashishlarni topishimiz mumkin:

712 — (0.008460; 0,767495; 2,005787T: 2.574838),
23 = (0,105047 0,973666; 2,123706; 2,799272),
W = (0,023240 0,979935; 1.986107; 2, R98334),
Z®) = (0,028442; 1,004896; 2,027116; 2, 955150),
z'9 = (0,007439; 0,994176; 2.001999: 2, 969578),
7 = (0,007863; 1,001331: 2,008379: 2, 986709)",
z(8) = (0,002131; 0,998300; 2,000618; 2,990963)".

Aniq yechim z* = (0,1,2,3)" ekanligiga ishonch hosil gilish qiyin
emas, 1]

Mashglar
1. Quyid agi tenglamalar sistemasi yuqoridagi barcha metodlar bilan
yechilsin:

2,01121zy +0,521121; + 0, 67563y + 0, 12144z, = —0, 9964.
0,5211121 +4,00152z, + 0,8161325 4 0, 72184x4 = 0, 8683,
067661z, + 0,81612xa + 5, 55163y + 0, 41404z, = 2, 8520,
0,12141xy +0, 721822, 4 0, 4140323 + 6, 75504z, = 6,0013,
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. Agar barcha

@11 dix a3
@21 dAgp QI
131 L S i3y

ayy @12
o2y aag

|ﬂ-||.|4 ' e

determinantlar noldan fargli bo'lsa, u holda AZF — b sistemani yechish
uchun Gauss metodini go'llash mumkinligind ko'rsating.

. Qo'shma gradiyventlar metodida musbat aniglan-
gan sinmetrik A matritsa uchun barcha
@ F L F" Y vektorlar noldan fargli be'lsa. u holda

det A = (apa1,...an1)""

ekdanligini ko'raating,

4. 3.7-§ da kiritilgan wvektorlar normasi quyidagi tengsizliklarni ganoat-

lantirishligini ko‘rsating:

£l < ||zlla < nlizih,
I2]l: € [|2)ls € Vnllz]h

kT = =5
n 2{|Z||l2 < |Z]la < [12]|2

. Faraz qilaylik, p € [1, co)-ixtiyoriy son bo'lsin, u holda

elly = (Z |-:.|*") i

i=1

ifoda vektorlar pormasining uchala shartini qanocatlantiradi. Bundan
kubik, oktaedr va sferik normalarni keltirib chigaring,

. Faraz qilaylik, ixtivoriv A matritsa uchun M(A) va N(A4) quyidagicha
aniglangan bo'lsin:

M(A)=n | max las; | N (A) = /tr A% A,
Sign

bu yverda trA*A = |r:l~,l|d'a + iﬂgf_-lz + ... ¥ 11'1,..,.,,11 bo'lib, A matritsaning fzi
deb avtiladi (keyingi bobga garang). Quyidatilarni ko'rsating;

1) M[A) va N(A) matritsaning normasi;

2) Bu normalar vektorlarning yugorida ko'rib o'tilgan normalarining
birortasiga bo'ysunmaydi.
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4-BOB. MATRITSALARNING XOS SON
VA XOS VEKTORLARINI
HISOBLASH

4.1-§. Umumiy mulohazalar

Bu bobda matritsalarning xos son va xos vektorlarini hisoblash bilan
shug'ullanamiz.
Agar biror noldan farqli T vektor uchun

AT = X¥ (4.1.1)

tenglik bajarilsa, u holda A son A kvadrat matritsaning zos soni yoki
rarakteristik soni deviladi. Bu tenglikni ganoatlantiradigan har qanday
noldan fargli T vektor A matritsaning A xos soniga mos keladigan ros
vektori deyiladi. Ko'rinib turibdiki, agar T xos vektor bo'lsa, u holda aF
(a - ixtiyoriy son) vektor ham xos vektor bo'ladi.

Matritsaning xos soni va xos vektori hagidagi ma'lumotlar matema-
tikada va uning boshqa sohalardagi tatbiglarida ham keng qo‘llaniladi.
Oldingi bobda biz buni

T=BT+E

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini iteratsion metod bilan yechish
misolida ko'rgan edik. Bu verda iteratsion jarayonning yaqginlashishi va
yaginlashish tezligi B matritsaning moduli bo'yicha eng katta xos sonining
migdoriga bog'liq edi.

Astronomiya, mexanika, fizika, ximiyaning gator masalalarida ayrim
matritsalarning barcha xos sonlarini va ularga mos keladigan xos
vektorlarini topish talab qilinadi. Bunday masala zos sonlarning to'tig
rmuammost deyiladi.

Ayrim masalalarda esa, masalan, yadro masalasida, matritsaning
moduli bo'yicha eng katta yoki eng kichik xos sonini topish talab qilinadi
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Tebranuvehi jarayonlarda esa matritsa xos sonlarining modullari bo'yicha
ikkita eng kattasini aniqlashga zaruriyat tug'iladi. Matritsalarning bitta
yoki bir nechta xos son va xos vektorlarini topish ros sonlarining qismiy
muammosi deyiladi.

Bir jinsli (4.1.1) sistemaning noldan farkdi vechimi mavjud bo'lishi

uchun
ap — A g i ‘
DM =det(A-rmy=| BTN o @)
L (2 rJ,,,_.-— ,‘h‘l

shart bajarilishi kerak. Bu tenglama odatda A matritsaning asriy (bu ter-

min astronomiyadan kirib qolgan) yoki zarakteristik tenglamas: deyiladi.
(4.1.2) tenglamaning chap tomoni

dEt[:A—J\E} = I:_”n. [Au —_'iU‘I-Ji"_l — fig) n—2 _ - f—'nJ’ {,_!1:”
n — darajali ko'phad bo'lib, u A matritsaning zarakterstik ko ‘phadi de-

yiladi. Ayrim hollarda (4.1.3) ko'phad o‘rnida A matritsaning vos ko‘phadi
deb ataluvchi

p(A)=20 —p Ant —poAn—2

ko'phad bilan ish ko'riladi. Matritsaning xos sonlari uning Xo8
ko'phadining ildizlari bo'ladi. (4.1.4) ko'phad n — darajali bo'lganligi

uchun u n ta ildizga ega. A matritsaning A, xos soniga mos kelaligan
x08 vektorlarini topish uchun

- e = Par (4.1.4)

(A=XME)T=0 (4.1.5)

bir jinsli tenglamalar sistemasining noldan farqli yechimini topish kerak.
Shunday qilib, xos son va xos vektorlarni topish masalasi uch bosqich-
dfm iborat: 1) P()\) ni qurish, 2) P(\) =0 tenglamani yechib, barcha A
(# = 1,n) xos sonlarni topish, 3) barcha A; larga mos kelgan xos vektor-
lamni (4.1.5) dan topish. Bu bosgichlarning har biri yetarlicha murakkab
h{sabla_sh masalalaridan iboratdir, Haqiqatan ham, A (4.1.2) determinant-
ning har bir satri va har bir ustunida qatnashganligi uchun, bunday deter-
minantui A ning darajalariga nisbatan yoyib chigish, ya'ni (4.1.3) tenglikni
hosil gilish katta giyinchilik tug'diradi. Algebradan ma’lumki, umumiy
holda, P(A) ning koeffitsiventlarini A matritsaning (—1)¢! ishora bilan
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olingan i-tartibli bosh minorlari p; ning yig'indisiga teng:

i iy O53. @ik Q50
_ . Bi5 G5k ol ;
Py = iy, P2= ez Boks pa = ag; e ag| (4.1.6)
=1 j<k 4 fak<i |0 Ay gy

va holazo. Demak,
pa = (—1)""! det A. (4.1.7)

Ravshanki, A matritsaning i - tartibli diagonal minoralarining soni C}
ga teng. Demak, n — tartibli matritsani xos ko*phadi P (A} ning koef-
fitsiventlarini bevosita hisoblash uchun

Cl+Ci+..+Ch=2"-1

ta har xil tartibli determinantlarni hisoblash kerak. Yetarlicha katta n
uchun bu masala katta hisoblashlarni talab qiladi.

Viyet teoremasidan foydalanib, quyidagi tengliklarni yozishimiz
mumkin:

Al+Aa+ . +A= Pi,

Xy o Xgs oAy = (=17 Dy
Bu tengliklarni (4.1.6) tengliklarning birinchisi va (4.1.7) tenglik bilan so-
lishtirsak,

A] +Ar+ ..+ Ay =ann+am+ . Faha = trd,
Al ";’ig Y aa T J"!n = dt‘tA

kelib chigadi.

Shunday qilib, matritsaning barcha xos sonlarining yig'indisi uning izi
tr ga (inglizcha trace — iz so'zidan) teng bo'lib, ularning ko'paytmasi shu
matritsaning determinantiga teng. Bu yerdan xususiy holda quyidagi kelib
chigadi: A matritsaning hech bo'lmaganda birorta xos soni nolga teng
bo'lishi uchun det A = 0 bo'lishi zarur va kifoyadir.

Xos sonlar muammosining ikkinchi va uchinchi bosqichlari, ya'ni yugori
darajali algebraik tenglamalarni vechish va bir jinsli chiziqli algebraik
tenglamalar sistemasining trivial bo‘lmagan yechimini topish yetarlicha
katta n lar uchun ganchalik ko'p mehnat talab qilishini biz 2- va 3-boblarda
ko'rgan edik. Hozirgi vaqtda xos son va xos vektorlarni topish metodlari
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ikki gruppaga bo'linadi: anig yoki to‘g‘ri metodlar va itsratsion metodlar.
Birinchi gruppaga kiradigan metodlar bo'yicha matritsaning xos ko'phadi
topiladi (ya'ni pi. pa. ..., p, koeflitsiventlar hisoblanadi), keyin uning
ildizlarini topib xos sonlar hosil gilinadi va nihoyat, xos sonlardan foy-
dalanib xos vektorlar quriladi. Bu metodlarning aniq metodlar deyilishiga
sabab shundan iboratki. agar matritsa elementlari aniq berilgan bo'lsa va
hisoblashlar aniq olib borilsa, natijada xarakteristik ko‘phad koeffitsiyent-
larining giymatlari ham aniq topiladi va xos vektorlarning komponentlari
xos sonlar orqali aniq formulalar bilan ifodalanadi. Aniq metodlar, odatda,
xos sonlarning to'liq muammosini yechish uchun go‘llaniladi.

Iteratsion metodlarda xarakteristik sonlar xarakteristik ko‘phad koef
fitsiventlarini aniqlamasdan turib, bevosita hisoblanadi. Bu esa hisoblash
masalasini juda soddalashtiradi, chunonchi yuqori darajali algebraik
tenglamalarni yechishdan ozod qiladi. Iteratsion metodlarda xos sonlarni
hisoblash bilan bir vaqtda xos vektorlar ham topiladi. Bu metodlarning
sxemasi iteratsion xarakterga ega. Bu metodlar xos son va xos vektorlar
sonli va vektorlar ketma-ketligining limiti sifatida topiladi.

Odatda, iteratsion metodlar xos sonlarning qismiy muammosini yechish
uchun, ya'ni matritsalarning bitta yoki bir nechta xos sonlari va ularga mos
keladigan xos vektorlarni topish uchun go‘laniladi. Hozirgi vaqgtda to'lig
muammo ayrim hollarda, maxsus iteratsion metodlar bilan ham yechiladi.
Lekin bu metodtar ko'p mehnat talab giladi.

Chizigh algebraik tenglamalar  sistemasini  yechish  gadimiy
tarixga ega. Hindlar VI asrdan boshlab chizigli algebraik
tenglamalar  sistemasini  yecha  boshlaganlar. Lekin  Lever'e
(1840-y.) va Yakobi (1846-y.) metodlarini hisobga olmaganda, xos

son va xos vektorlarni topish metodlari asrimizning ottizinchi yillaridan
boshlab yaratilgan.

4.2-§. Krilov metodi

Akalemik AN Krilov 1931-yilda xos sonlar muammosini yechishning
qul?y lﬂlemd‘;ni_ yaratdi. U o'z metodining g'oyasini tushuntirish uchun
‘:tenlgan matritsa bilan bog'liq bo‘lgan oddiy differensial tenglamalar
sistemasini kiritadi va uning ustida almashtirish olib boradi. Bu
almashtirishlarning algebraik mohiyatini aniglash bilan N.N.Luzin,
LN.Xladovskiy, F.R.Gantmaxer, D.K.Faddeyevlar shug'ullanishgan. Biz

bl.l mda AN Krilov metodining mana shu algebraik interpretatsiyasini
ko'rib chigamiz.
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4.2.1 Matritsalarning minimal ko‘phadlari

Avval chizigli algebradan ayrim ta'rif va teoremalarni keltiramiz. Agar
A kvadrat matritsa uchun

FlA) =A™ 4+ ay A" 4 4au A4+, E=0
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda
£ (X)) = oA + oA s

ko'phad A matritsa uchun nolga aylantiruvchi ko’phad deyiladi. Fagat
keltirilgan, va'ni bosh koeflitsiventi birga teng bo'lgan ko'phadlarni
gqaraymiz. Bunday ko'phadlarning to'plami bo'sh emas, Gamilton-Keli
teoremasiga ko‘ra A matritsaning xos ko'phadi P ({A) uning nolga aylan-
tiruvehi ko'phadidir: P(A) = 0. Demak, n — tartibli ixtiyoriy kvadrat
matritsa uchun n — darajali nolga aylantiruvehi ko'phad mavijud. Bunday
ko'phad yagona emas, chunki agar P (\) A matritsa uchun nolga aylan-
tiruvchi ko*phad bo'lsa, u hodda P (A) ga bo'linadigan har ganday boshqga
ko'phad ham nolga aylantiruvchi ko'phad bo'ladi. A matritsani nolga
aylantiruvchi ko'phadlar orasida eng kichik darajaga ega bo'lgan yvago-
na @ (A) ko'phad mavijud. Bu ko'phad A matritsaning minimal ko‘phadi
deyiladi. Har ganday nolga avlantiruvchi ko'phad, shu jumladan, A mat-
ritsaning xos ko'phadi P (A) ham minimal ko'phadga bo'linadi. Minimal
ko' phadning ildizlari xos ko'phadning barcha bir-biridan fargli ildizlaridan
iboratdir.

Yana quyidagi tushunchani kiritamiz., Faraz qilaylik, © biror vektor
bo'lsin. Ma'lumki, n o'lchovli fazoda n tadan ortiq chiziqdi erkli vektor
bo'lishi mumkin emas. Shuning uchun

¢, Ae, A%%, ..., A™E (4.2.1)

vektorlar orasida chizigli bog'lanish mavjuddir. Hattoki, ixtiyoriy & vektor
uchun ham

p(A)E=0 (4.2.2)
chizigli boglanish mavjud. Demak, A matritsaning @ (A) minimal

ko'phadining darajasi n dan kichik bo'lsa, (4.2.1) sistemada chizigli erkli
vektorlarning soni n dan kichikdir. Berilgan @ vektor uchun

(A)e=0 (4.2.3)
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tenglikni ganocatlantiradigan v (A) ko‘phadlar orasida bosh koeflitsiyenti
birga teng bo‘lgan eng kichik darajali yagona p=(A) ko'phad mavjudki,
uning uchun

we(Ne=10
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunday ko‘phad # vektorning minimal ko'phadi
deyiladi va u (4.2.3) tenglikni qanoatlantiruvchi ¢ (A) ko'phadning
bo'luvehisi bo‘ladi. Xususiy holda, ixtiyoriy & vektorning minimal ko'phadi

wz(A) A matritsa minimal ko'phadi ¢ (A) ning bo‘luvchisi bo'ladi. Agar

(4.2.1) sistemada 7, Ag, A%, ..., A™ ' vektorlar chizigli erkli bo'lib, A™
ularga chizigli bog'liq bo'lsa,
A"IE1 = q"JE + E]l"l— Lf’lF + amag 1!" ."!l“r_ IF..
u holda
L ql‘}‘m‘l 1 QEA"I_E — e - lj‘L Qm = U

ko'phad A matritsaning minimal ko'phadi » () ga yoki uning bo'luvchisi
vz () ga teng,

4.2.2 Minimal ko‘phadni topish

Endi AN.Krilov metodini ko'rib chiqamiz.

Ixtivoriy noldan fargl
=(0) _ i heeena e " A
Crti= {fﬂhﬂm:—--‘fﬂn] vektorm olib,

E{l] = AE{i_ 1) == {cli y Cids'avey Cin r (f = m] Irl'l'}'h“
vektorlar ketma-ketligini tuzamiz. Yuqorida aytganimizdek, bu vektorlar
orasida

q]E[TI'-IJ _i_ng{ﬂ-zl + s +qﬂ?.{u:| — ‘-—:_-I:'”l:' {—1.2-5}
chizigli kombinatsiya mavjuddir. Agar buni koordinatalarda yozib olsak,

@1, 92, - Gn larni topish uchun quyidagi chizigli algebraik tenglamalar
sistemasiga ega bo'lamiz:

Qa1 +gocy_aq 4+ ...+ qalol = Cnly

01Crn—1.2 -+ GaCn a0 < ... 4 guCos = Cao; |
: da 2.2 I CO 2 {_LEGJ

Q1Chi—1n F Q2Cn—25n + .. + GnCon = Cyn-
Bu sistemaning determinanti

Ca—13 = 'C;
A=| :
n—1m o Con
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fagat &"—Y, gn=2 | #9 vektorlar chizigli erkli bo'lgandagina noldan
farglidir, chunki bu determinantning ustunlari shu vektorlar koordinata-
laridan tuzilgan.

Agar Gauss metodining to'g'ri yurishidagi barcha n qadam bajarilib,
(4.2.6) sistema quyidagi

g1+ biagz + biags + .+ Diuge = dy,

qz + baags + ... + bay gy = da,
. (4.2.7)

In = dl’l

uchburchak shakliga keltirilsa, u holda A # 0 bo'lib, &9, g8, . gin=1
vektorlar chizigli erklidir. U vagtda (4.2.7) sistemadan qaralayotgan kom-
binatsiyaning koeffitsiventlari ¢, gn-1, ..., g1 ni topa olamiz.

Agar Gauss metodidagi to'g'ri yurishning fagat m ta qadami bajarilsa,
u holda fagat avvalgl m ta 29, &0  #m=1 yektorlar chizigli erkli
bo'ladi. Kerakli

fjlf_-" m=1] + Ffj'?-'l'm_:“ B +qu[ﬂj s E{-r"]
chizigli kombinatsivani koordinatalarda yozib olamiz;
J1Cm—1,1 + q2Cm—2,1 + ... + €01 = Cmi,

J1Cm=1,2 + et =o 0+ i Oy Co2 — Cryas

(4.2.8)
1Cm=1n T §2Cm—3n T T fmlon = Cmn-

Bu sistemadan Gauss metodi yordamida m ta chizigli erkli tenglamalarni
ajratib olib, gy, @m-1, -.-, §1 koeffitsiventlarni topamiz.

Shunday qilib, biz m = n be'lganda A matritsaning xos ko'phadini
vi m < n bo'lganda uning bo‘luvchisini topishimiz mumkin.  Awvval
m = n bo'lgan holni ko'raylik. Bu holda (4.2.5) chizigli kombinatsiyaning
1y G2. -y Gy koeflitsiyentlari

P{X)=A"=pA™ = L —p,

x0s ko'phadning mos ravishda py, p2, ..., pn koeflitsiyentlariga teng:

gi = iy (i=1,2,.,m).

211



M.1. ISROILOV

Hagiqatan ham, Gamilton-Keli teoremasiga ko'ra
| PAY=A" —p A" — .. —puE =0,
Bu tenglikni &%) vektorga ko'paytirib va
AgD =7 (i=1,2,..n)
larni hisobga olib,

—

.Ulr—'"-” +IJ'3E["_!| e +P-Lf_‘“” = 7

ga ega bo'lamiz. Bu tenglikni (4.2.5) dan ayirib,
(g1 —p1) 8" + (g2 — p2) " + .. + (g5

ni hosil gilamiz.
0 &

pa)e® =0 (429)

#"=1) vektorlar chizigli erkli bo‘lganligi uchun (4.2.9)
tenglik fagat p; =g, (i =1,2,....,n) bo'lgandagina bajariladi.
Demak, m = n bo'lganda qurilgan chizigli kombinatsiyaning
ko'rinishiga qarab, A matritsaning P () xos ko'phadini yozish mnmkiu_, |
P(A) = 0 tenglamani yechib matritsaning barcha xos sonlarini
topamiz. Agar m < n bo'lsa, qurilgan chizigli kombinatsiya

QIE‘{m_” =2 qﬂﬁim—i’.} N E *;mF'“'“ — wim)

(4.2.10)
ko'rinishga ega bo'ladi. Endi & = A (1 = 1,2,...,m) larni hisobga
olib (4.2.10) tenglikni

(A"l - Q1Am'1 - Q‘gﬂm-ﬂ — t‘ij} vl'_,'“” =0
yoki

E=toh {A} E{u‘l =0

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda

Paio) {A] = A l,‘.!“-,"-m.--l = (ﬂ}.m—z — e — Gra-
Demak; izlanayotgan kombinatsiyaning koeffitsiventlari i, go. - G 181

a9 vektorning minimal ko'phadi @y (A) ning koeffitsiyentlaridir. Bun-
day ko'phad 2%, &M &MU yektorlar chiziqli erkli bo'lganligi uchun
vagonadir.

Shunday qilib, m < n bo'lganda biz P (A) ning @am (A) bo'luvehisin
topamiz va wam (A) = 0 tenglamani yechib, matritsaning bir qism xo0s
sonlarini topamiz, Dastlabki 7'® vektorni boshgacha tanlab, golgan xos
sonlarni ham topish mumkin. Shu bilan birga yangi tanlangan vektor oldin
-aniglangan vektorlarning chizigli kombinatsiyasi bo'lmasligi kerak.
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4.2.3 Matritsaning xos vektorlarini topish
Endi xos vektorlarni topish masalasiga o'tamiz. Faraz qilaylik, A,
Peo (A) = A" = @A™ — @A — Ly,

minimal ko'phadning ildizi bo'lsin (keyingi mulohazalar m =nvam < n
hollar uchun bir xil). A matritsaning A; xos soniga mos keladigan xos vek-
torini oldingi punktda topilgan &%, #1, ., gm-1 vektorlarning chizigli
kombinatsivasi shaklida 1zlaymiz:

F0 = B,78Y 4 Bad) 4 .+ BN (4.2.11)

Bu tenglikni 4 ga ko'paytirib va 20 = 489UV hamda Az = Az
tengliklarni hisobga olib,

A (Bud® + Biae + .. + ,a,,naim-n) =

- _EJII IEII I + I‘i.EE[E} + ew '+" )'Hi“.Ej"“} [4-2712)
ga ega bo'lamiz. Bundan tashqari, vana
Peto (A)e® =glm) — qE™ Y — g@m — | — Y =0

ni hisobga olsak, u holda (4.2.12) ni
Ar (ﬁllﬁluj o -'.-:'EJ.'ZE_“:I G T IilrnE[fn_l}) s

= Fnet) + Bae®) + .+ B oo™ Y
S (q.i““‘ D etV g q,,.Ei“?)
yoki
(MiBir = Bimam) 89 + (MBia — Bir — Bimfm-1) T+
toie 4 (MBim—1 = Bim—2— qafim )2
+ (NiBim = Bign—1 — 1Bim) 8™ =0
ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bundan &, Y, ..., &Y vektor-
larning chiziqli erkliligini hisobga olsak,
AiBn — Bimagm =0,
AiBi2 — By = BimGm-1 =10,

""'iﬁi.m.—l = ﬁi,m—ﬂ - ﬁlm?! = D'r
*}‘iﬁim = ﬂi,mHI = ﬁ:mﬂl =0
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tengliklar kelib chigadi. Oxirgi tenglikdan boshlab. ketma-ket 5 larni
topamiz:

ﬁl,l]’l—] = {At = lr}']:'.l'al'lrnu
ﬁ:.m—? = ['3‘:—' — 1A — ‘f!_} Bim,

B = (X! — A2 — ... — gmo1) Birn,

{A:ﬂ =3 ffl".":“—I i 'f_?'ru} B =1
Oxirgi tenglik barcha 8, lar uchun o'rinlidir, chunki
Fato) {‘}‘l} = :l":n — 41 '}‘:“—: = = = 0.

Bu tenglikdan hisoblashni nazorat gilish uchun foydalanish mumkin.
Hisoblashni soddalashtirish maqgsadida §;,, = 1 deb olishimiz mumkin.
Unda qolganlari quyidagicha topiladi:

i .Iﬂim = 11
ﬂi.m—l == -}'H — {1y
W Bim-2= A — A — ga, (4.2.13)
U Bu =20 — A — L = g

Bularni hisoblashda Gorner sxemasidan foydalanish ma'quldir. Agar beril-
gan A; xos songa A matritsaning bir necha xos vektori mos kelsa, u holda
ularni izlash uchun boshqa dastlabki vektorni tanlab olib, shu hisoblash
Jarayonini takrorlash mumkin.

Misol 4.1. A.N.Krilov metodi bilan quyidagi

-1 2 2 0
el 3 2
= o =1 2 3
Dag 1 =9

matritsaning zarakteristik ko‘phadini toping.

SYMHSh: Dastlabki ¢® vektor sifatida (1,0,0,0)" ni olib, &, &),
&3, 29 Jarni toparmiz:

= 2: 2 0 1 —1
An_12 1 3 2 0 2

W=1h 2 3 a2 |

0 2 1 =2 0 ]
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f=j 3 120
o | as| ., 132
() ) (4] _
TRl 0 Y| [ T (6 L=

0 0 102

Bu vektorlar yordamida (4.2.6) sistemani tuzamiz:

3q1 +9q5 — gy +qq = 129,
36qy + 6q2 + 2q3 = 132,
30g1 + 2g3 = 30,

6gs = 102.

Bu sistemani Gauss metodi bilan yechamiz:
gi=0, ga=17, gz =15, 4y = 9.
Demak, A matritsaning xarakteristik ko'phadi
2(A) =AY = 17A* = 15) +9
ekan. ]
Misol 4.2, Quyidag

5 30 —48
A=13 14 -4
3 156 =25

matritsaning Tos sonlart va zos vektorlar: topilsin.

Yechish: Misol 4.1 dagidek, ¢'") vektorlarni topamiz:

| ~[5 —29 125
&= |o], &= |3, = |-15|, e®'=|63
0 3 ~15 63

(4.2.6) sistema quyidagi ko'rinishga ega:
—29¢; + 5g2 + g3 = 125,
—15q; + 3¢a = 63,
—15¢; + 3qz = 63.

Bu sistemani Gauss metodi bilan yechganda to'g'ri yurishning uchin-
chi gadami bajarilmaydi, chunki uchinchi tenglama ikkinchi bilan bir xil
Shuning uchun ham (4.2.8) sistemani tuzamiz:

5"“ +q2= —28,
St
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Bundan ¢; = =5, g2 = —4 va pz(A) = A% + 5\ + 4 Shunday qilib,

A1 = —4, A3 = —1. Endi uchinchi xos sonni topish uchun a;; +a +a33 =
Ay 4+ Az + Az tenglikdan foydalanamiz: 5+ 14 — 25 = —1 — 4 + A3. Demak,
Az = —1, Shunday qilib, Az = A3 = —1 ekan. Endi bu xos sonlarga
mos keladigan xos vektorlarni topamiz. Buning uchun (4.2.11)-(4.2.13) va
8 = 1 dan foydalanib, quyidagilarni yoza clamiz:

(A —qu) + 1
F = g, = A —q1)
IMi=mq)
Bundan esa
21 = (6,3,3), 7 =(21,12,12)

ni topamiz. Uchinchi vektorni topish uchun dastlabki vektorni boshgacha
tanlash kerak. [ |

4.3-§. Lansosh metodi

Bu, ya'ni K. Lansosh metodi ham Krilov metodiga o°xshashdir. Faqat
bu yerda xo0s ko'phad koeffitsiventlarini aniglaydigan vektor formada yozil-
gan ushbu

QIE[“'_ . +';"EEQ“_2:' =+ . f."uﬁ{“:l =g )

sistemani yoki minimal ko'phad koeffitsiventlarini aniglaydigan
l?]ELm_” +rﬂE(+n-2:| Bl qrmf'-'{ﬂ" = glm)

sistemani yechish uchun ortogonallashtirish metodi qo‘llaniladi.

4.3.1 Xos ko‘phadni topish

O‘zaro ortogonal bo'lgan vektorlar sistemasi ketma-ket quriladi. Beril-
gan dastlabki vektor €% # 0 va uning iteratsiyasi Az(?) ga ko'ra & ga
ortogonal bo‘lgan ) = A0 g1pe'?) vektorni quramiz. Bu har doim
mumkin va {E{I‘j‘-&{u} ) = 0 ortogonallik sharti gy ni topishga imkon beradi:

(AE{U'} ) E'{ﬂ})
fin = W 5

§ E &) =D bo'lsa, u holda ¢® va A2 vektorlar chizigli bog'langan
bo'ladi hamda @1 (A) = A—g10 ko'phad A matritsa minimal ko‘phadining
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bo'luvchisi bo'lib, bu ko'phadning ildizi A = g5 matritsaning xos soni
bo‘ladi. Bundan keyin #" ustida boshqa amal bajarilmaydi. Agar 7 0
bo'lsa, u holda Ae'" vektorni tuzamiz va &%), &) larga ortogonal bo‘lgan

F{‘.I] = AFtl)— QEIE{” _ HEUEEN

vektorni quramiz. Ushbu {E{“’.E{”} =0 va {E"T-EJ'.E'[“]_'_I = 0 ortogonallik
shartlari g2; va gog ni topishga imkon beradi:

(A1), 300 (A, 2(0))
U2l = <7y fAth 2 y:ﬂ = __-L"_u
- {E* |J'_E|:H} (E!ﬂiﬁﬁfu}]

Agar #2) = 0 bo‘lsa, u holda
A (."'i“[-‘l:“] — HH'!E“H) = 21 (AEEDF — yluﬁln}) - Hm‘ﬂ_[ﬂj = ﬂ

tenglik &%, A8, A%FY vektorlar orasidagi chizigli bog'lanishni beradi
va
Q2 (A) = (A= g21) (A = g20) — 920 = (A — g21) Q1 (N) — g0

ka'phad esa A matritsa minimal ko'phadining bo‘luvchisi bo'ladi. Agar
72 £ D bo'lsa, u holda bu jarayon davom ettiriladi.

Faraz qgilaylik, @, &', ., #™-1) vektorlar topilgan bo'lib, barcha
i # 7 (1,5 = 0,m —1) uchun (&",2%) = 0 ortogonallik shartini qanoat-
lantirsin, U holda

{m=1)

o™ = At — g T ==t

= grn.!u-ﬂﬁim [ S ﬁ'vnﬂﬁ{n}r {‘1-3- 1}

vektorni tuzamiz va guom—1: Gmm=2: - Gmo koeffitsiyentlarni shunday
tanlaymizki, bu vektor &, 2V, ., "1 vektorlarning har biri bilan
ortogonal bo‘lsin. Ortogonallik sharti ("), &%) = 0 (i = 0,m —1) dan
U koeffitsiventlarni topamiz:

(Agtm=1), &l4))

gm:i = {E['!fﬁh}) ' [:I =0,m— l’ i

Biz &%, &1, .. &™) vektorlarni qurish bilan bir paytda

Qo (A) =1,

@1 (A) = (A —910) Qo (M)

Q2 (A) = (A—g21) @1 (A) — g20Q0 (A),

Qm ]:J"} = {A = Hm.m—l]erl {)‘} =5 grnim-!.Qm—E {J") sk '_-gml}QU- {"}J
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ko‘phadlar ketma-ketligini ham tuzamiz. Ma'lumki, n o'lchovli fazoda
chizigli erkli vektorlarning soni n dan ortmaydi. Shuning uchun ham,
ortogonallashtirish jarayvonining biror k (k < n) — qalamda 7% = 0 ga
ega bo'lamiz. U holda

AN — gy g w N — g 28 — gt =D

tenglik 0, Agl® A260) - AFEO) vektorlarning chizigli bog'langanligini
ko‘rsatadi. Shuning uchun ham @y (A) ko‘phad A matritsa minimal
ko'phadining bo'luvehisi bo'ladi. Agar k = n bo'lsa, @, (A) ko'phad A
matritsaning xos ko'phadi P (A) bilan ustma-ust tushadi. Agar k < 7
bo'lsa, @k (A) ko'phad xos ko'phad P (A) ning bo'luvchisi bo‘ladi va biz
fagat xos sonlarning biror gismini aniqlash imkoniga ega bo‘lamiz. Qolgan
xos sonlarni topish uchun ishni yana boshqa dastlabki vektor &' dan
boshlash kerak va bu vektorni shunday tanlash lozimki, u &%, &Y, ..,
gk=1) vektorlarga ortogonal ho'lsin.

Simmetrik A matritsa uchun (4.3.1) tenglik soddalashadi. Hagigatan
ham, bu holda

(AE{nt-l}.EEﬂ} {E{’n"”.."“-‘l”]

dmy = {E“\‘j“?} = (ijm:}

(e e 4 gy 7l 4
{E{f}.ﬁm]

b-c-:]ib, i+ 1 <m—1bo'lsa, gm: = 0 bo'ladi. Demak. matritsa simmetrik
bo‘lganda (4.3.1) tenglik quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

=y
. 49,_4_[_“('* ']

glm) _ psfm-1) _ Gmm—yE=1) Grm g™, (4.3.2)
Shu bilan birga
Qm (A) = (A = gmm=1) Qmi=1 (A) = Gon.on—1 Q2 (A) = ... = gmolo (A)
ko'phad ham soddalashadi:
Qe (X) = (A= gman—1) Q1 (A) = Grnm— 1@z (A) -
Bu esa metodning hisoblash sxemasini soddalashtiradi. Shuning uchun

ha.mLansmh metodining simmetrik matritsa holi odatda minimal iterat-
stya melodi deb ataladi.
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Bunday soddalashtirishga simmetrik bo'lmagan matritsa uchun ham
erishish mumkin, fagat bu yerda ortogonallashtirish jarayonini biortogo-
nallashtirish jarayoni bilan almashtirish kerak.

Ikkita 2 va 5 dastlabki vektorlarni tanlab olamiz. Bularga ko‘ra
0 ! ,
AFY) va A'Trt Yarni topib,

) " oo 1 a
21 = A7® — g, 2@ FY = AF® — hyob”
chizigli kombinatsivalarni tuzamiz, Bu yverda gp va hyo koeffitsiventlarni
=(0) —(1 . . . ¥
(E“]. ; ) = (If ’,Tr'”') = 0 biortogonallik shartidan tanlaymiz. Agar

dastlabki vektorlar 79 va 5 ortogonal bo'lmasa, u holda g,o va hyg ni
topish mumkin:

(40" At
fin = = = lin:

(Ff“’i E{n}) (ﬁ{‘”, E{ﬂﬂ)

Biz (E'{”"'. E_.-“”) £ 0 shart bajarilgan deb faraz qilamiz. Topilgan vek-

torlar 2V va 3" ga ko‘ra shunday
( e I 1 1 0
?'&2} = AE‘HJ = _(JI'31E'{“ e yguf‘m, III J = A’Eﬁ ! — -’lmE{ J— hﬂﬂa{ j

chizigli kombinatsiyalarni tuzamizki, natijada
(ﬁ[:'15fl]) . (ﬁ{2i1!—,(ﬂ]) ke (E[ﬂ,t_.‘{”) _ (—b-t‘l'.ij[_u]) —0

bo'lsin. Agar (E‘{”.Efm) # 0 va (E-“?1 Em) # 0 bo'lsa, u holda bu shart-
lardan quyidagilarni hosil qilamiz:

(AE“T,E[”) (E“h A'E“')
-l'.i"-‘” = = l:l = _=1I 2'&211‘
(T’."“}.B[ ) (ﬁ{“,b )

(Aaf”j“”) (#U,A’E‘“‘) (r:f”.‘ﬁ“"+m.;5"”‘) (Ef".E*“)

Y20 = (@9 2007y = (r;{ﬂ'r,ﬁm’) (E‘“LE‘”) =(Ef‘“.5(m)=
(AEWJ — ymE“‘-’.E{”) (AE*:“’,E“’) (E{”,A"-b{m) |
(Etn}j“’}) B (a—.m}‘g‘“’) ] (Eunji“l) =i
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Faraz gilaylik, shunday

{k
w=(0) '

= —fky. 300 {1}
R L i

=

vektorlarni tuzgan bo'laylikki, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) (E‘”.Em) =0 (i # 7);
2) (E{‘]' “}) £0(i=0,1,..,n)

U holda shunday
_{[:-HE: a A#&} = §k+1,k5“‘ = k41 k= 1t“‘ ) — m k41, [:f_{m
+1 k - 710
b = Arb{ : = h‘-IH-l..kh‘ = .Ir!.k+1_;¢_1h s JrﬂJ,-ﬂ I."Ih
(4.3.3)

vektorlarni tuzamizki, ular

(E““”}.E{’]) _ (E{kﬂ}jm) =0 (= {TE'J
shartlarni qanoatlantirsin. Bu shartlardan esa
(AE“‘LE“’) I (E{MA@E'?) (Eqk:jmu h”.,h”’) .
(EL"'J,E“}) - [Eti}j':”) 3 ( 1) i:“') L
alk —{£+1} A vy
£_:m'—}' + hl'i-l.iw =
(a ) (Em,;_, )

Gks14 =

hisa i, agar 1 = k bo'lsa,
E“I,,-h“ﬂ
= -(E(kTIIE"‘_—)‘_}j = Gk+1,k-1, agar 1=k —1 bo'lsa,
0, agar 1 << k — 1 bo'lsa;
(a8.2) (5%, Az9)
Rip15 =

('é{i],ﬁiﬂ) 2 (E{i}.E[l}) =
Dhes1,44 agar i = k bo'lsa,

=\ Qk+1k-1; agar i=k—1 bo'lsa,
0, agari < k — 1 bo'lsa.
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Shumday qilib, (4.3.3) tengliklar ko'rinishga keladi:

41 —(k e e
g = AF ) g et — G g B E=1
(k1) (k) (k) (k=1
b = A" =gy B —grpaaB

3 F Y iy s e : k
Bu jarayonlar murmkin bo‘lishligi uchun oldingi topilgan ¢t*! v;a.Et vk

torlar [?“”.E{m} # 0 shartni ganoatlantirishlari kerak. Bu shart quyidagi
uch helda buzilishi mumkin:

9) 7k = yoki B = 0,

=[k {k)

£ 0, lekin &%) 1 B

- — —{0} , . ot

Oxirgi hol 29, ' dastlabki vektorlarmi noqulay tanlash natijasida ke-
lib chigadi. Bunday holda, dastlabki vektorlarni boshqacha tanlash kerak.

Agar A matritsa minimal ko'phadining darajasi m bo'lsa, u holda (A
va A' matritsalar bir xil minimal ko‘phadga ega bo'lganliklari uchun)
20, Ap® oaAma® oy 5 A%, L AEY vektorlar chizigli
bog'langan bo‘ladi. Shuning uchun ham biortogonallashtirish jarayoni

. : L .
k < m gqadamda tugaydi va &% = 0 yoki 5 =0 vektorga ega bo'lib,
: Doe: v =

u holda &%, A& A*EY yektorlar yoki 5 .al'-!.:{uj. -~ ARF? yektor-
lar orasida chizigli bog'lanishga ega bo'lamiz. Ortogonallashtirish jarayo-
nidagidek, bu yerda ham A matritsaning minimal ko'phadi yoki uning
bo'luvchisini ketma-kel quyidagicha topamiz:

Ql_l {—:'l]' = 1,
Q1 (A) = (A = g10) Qo (A),
Q2 (A) = (A = g21) @1 (A) = g20Q0 (A)

Qk (A) = (A — g k—1) Qi1 (A) — gk x-2Qk—2(A) -

Misol 4.3. Quyidagi

5 30 —48
A= |3 14 -24
3 15 —25

matritsaning ros sonlari topilsin.
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Yechish: Bu yerda A matritsa simmetrik bo'lmaganligi uchun

; ol . - . : - . = =(0)
biortogonallashtirish jarayonini qollaymiz. Buning uchun & = =

{1,0.0) deb olamiz. U holda

: f —{ 0"
5 5 A& b
Ae® = 3], A" = | 30 |, g10= (— = ) =5
3 —48 (;.mlj,"' )
Vi
e = A48l — g,0e® = (0,3, 3)’,
1 —{0 = ’
B A5 05 = (0. 30, —48)
be'ladi.

Ikkinchi qadamda
Ae'Y) = (—54,—30, —30)’, ABY = (—54, —300, 480)°,

(AE‘“,E“}) (.:u:-w. L‘”') !

ga = m‘l-}-)— =—10, gay = W = —5

2
va g =1 _ ga ega bo'lamiz.

Demak, biz ikkinchi variantdagi 1) holga duch keldik. Minimal
ko'phadning bo'luvchisini quyidagicha topamiz

wo (A) =1,
Py (A)=X—5,
wa(A)=(A+5)(A—5)+54 =X +5)+4.

Bundan kﬂ‘l‘iﬂ&diki. .};1 = —41 }I.z = —1 xos sonlar bo'lar ekan. II(:hillf_‘lli
*0s sonni topish uchun matritsaning izidan foydalanamiz:

O+ 14 —20 = —1—4 4 A3, Ay =—1.

4.3.2 Xos vektorlarni topish
Bayonni qisqartirish magsadida A matritsa simmetrik bo‘lgan holni

ﬂ“?‘l']i!‘* Faraz qilaylik, Lansosh metodini qo'llab, &%) = 0 ga ega
bo'laylik. Avtaylik, A; &% vektor minimal ko'phadi 0, (A) ning biror
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ildizi bo'lsin. U holda bu xos songa mos keladigan 7 xos vektorni quyi-
lagi ko'rinishda izlaymiz

7 = B 4 g & .+ B @, (4.3.4)
Keyin AT = A;#'" shartdan va oldingi punktdagi

A0 = g1 ‘.“U—{U}

AR — &2 _|_q_”_[ !'-I-yynfm}

J‘"lﬁl:"; a) i F[k “’-] ”‘- 1!

+ k-1 k- B~ 314‘91. 1,k-3C
Ask=1) — O jatk=1 Hk—l,]c—'af{k -4)

tengliklardan foydalanib, (4.3.4) tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
Bo ( g1 +7/01 f'lm) F By ( A2) I'}"J]_'l‘:"” + gﬂuq{u:l) + .-
+ 52 (ﬁ”"}” + gror -2t 4 gy egl® 3})

+31—1 (.{I‘k,k—1ftk 7, + Q-1 k QC“' 'J)

= 2Bt + Mt + o+ A,
Bundan &%, a1 #l*=1 yektorlarni chizigli erkliligini hisobga olsak,
quyidagilar kelib chigadi:
(B (Ai — g10) — g2obh = 0,
B (A —g21) —gn e — Bo =0,
it (4.3.5)
Br—a (A = ge—1k—-2) = gk g-28k=1— Pr-a =0,
Bie—1 (M — Gee—1) — Br-2

Bu yerdan ko‘ramizki, fi_s. Oe_g..... Go lar Su—y ga proporsionaldir.
Shuning uchun ham §;_; = 1 deb olishimiz mumkin. U holda qolgan &
koeffitsiventlarni ketma-ket topamiz:

Pi—2 = A — gr k=11
j'jj,...']—ﬁi, "'"{;"- — k= Ik-—'}_gk‘t—n‘.l
= By (A — ga1) — g1 Ba.
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Krilov metodiga o'xshash (4.3.5) tengliklardagi birinchi tenglik qolganlar-
ining natijasi bo'lib, u £ vektor minimal ko‘phadining A = A; dagi ifo-
dasidir. Bu tenglikdan hisoblash jarayonini nazorat qilishda foydalanish
mumkin.

Agar biz quyidagi ko'phadlarni kiritsak:

wolA) =1,
w1 (A) = (A = gex-1) wo(A),
22 (A) = (A = gr-1.2-2) @1 (A) = gr.p—200 (A) (4.3.6)

2k (A) = (A= g10) @1 (A) — g20wk—2 (A),
u holda A; ga mos keladigan " xos vektorni quyidagicha yozish mumkin:
E(ﬂ =10k [AI}E{‘]] -+ Yr-2 [:"I] E.-_.“F 4 i g *“r ) E|'J!,-—] I.

(4.3.6) tenglikdagi . (A\) ko'phad P (A) ko'phad bilan ustma-ust tushadi.

4.4-§. Danilevskiy metodi

Xos sonlar muammosini yechishning sodda va tejamkor usulini 1937-
yilda A M.Danilevskiy taklif etdi. Bu metodning g'oyasi berilgan matrit-
sanl o'xshash almashtirishlar yordamida Frebeniusning

Dok B e S o
A7 5 TR 0 ()
Pl L 0 0 0
o0 0 0 .. 1 o

normal formasiga keltirishdan iboratdir. A va P matritsalar o‘xshash
bo'lganligi uchun ular bir xil xarakteristik ko‘phadga ega. Lekin P matrit-
saning xarakteristik ko'phadini bevosita yozish mumkin. Haqigatan ham,
D(X) = det(P — AE) ni birinchi satr elementlari bo'yicha yoyib chigsak:

Pl 5 "}" pg p3 nis Pn—l pu
1 i L 0 0
DN=| O 1 =X .. 0 Oul —

1 —A
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rn—1

= (p1 — .K]{-J.}""' —pz{—.l}"_z + (=A==
= (=1)P " =A™ —pad™ 2 — .. — ;).

Shunday qilib, Frobenius matritsasining birinchi satr elementlari p,,
P,y Pn uning xos ko‘phadining mos ravishdagi koeflitsiyentlaridan ibo-
ratdir. A va P matritsalar o'xshash, ya'ni P = §~'AS boflganligi uchun,
D(}) ko'phad A matritsaning ham xos ko'phadidir.

A matritsaning elementlariga bog'liq ravishda Danilevskiy metodida
requlyar va norequlyar hol uchraydi, Avval regulyar holni ko'rib chigamiz.

Faraz qilaylik, A matritsaning a, -1 elementi noldan fargli bo'lsin.
Birinchi gadamda A matritsani o'ng tomondan

1 () () 0 0
0 1 i ( 0
My = -
T . @ny _Gn.n-—12 1 Oy
Qo w1 An,n—1 gtc By =1 L | L |
|0 0 .. 0 0 A

= =

lIJ]_] b’_{ e bl.”-_l Il-i']"
bay bao ba p=1 by
B e AM, g = | : : :
bn—lJ Bri—jiat e IIJ'u—t.rn—] - A 1
0 0 .. 1 0 |
hosil  bo'ladi. M, 1 matritsa A va birlik matritsalar yordamida

quyidagicha tuzilali:

1) birlik matritsaning (n — 1)-ustunining elementlarini a,, ,,—; # 0 ele-
mentga bo'lamiz,

2) hosil bo‘lgan ustunni A matritsaning n-satrining .y, Gna, - Gn.n_2,
@y, elementlariga ko*paytirib, mos ravishda birlik matritsaning 1, 2, ...,
n—2, n-ustuni elementlaridan ayiramiz, natijada M,_, matritsa tuziladi.

rMatntsala.rnj ko'paytirish qoidasiga ko‘ra 8% matritsaning element-
lari quyidagi

ﬂ §
bij = iy — tin—— (j = 1,2,..,m; j #n—1)
Ay =1

i n—1

e (£ = 1,2y

-1
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formulalar yordamida hisoblanadi. Lekin qurilgan B%) = AM,, _, matritsa
A matritsaga o'xshash emas. O‘xshash almashtirish hosil qilish uchun
teskari M, matritsani chapdan B'") ga ko'paytirish kerak:

n'fr:—tli'lﬁfn—t = :'l-j"f:'_"l glor

Teskari matritsa Mn__II quyidagi

1 0 0 0 ]
[ 1 0 0

Gnl @n2 see: Hpom=1  Hagn
[WoR 0 e . 0 1

ko'rinishga ega ekanligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin. M, ', mat-
ritsani B®) matritsaga chap tomondan ko'paytirish uning oxirgi satrini
ozgartirmaydi. Shuning uchun ham Danilevskiv metodining birinchi
qadami bajarilganda biz quyidagi ko'rinishga ega bo‘lgan matritsani hosil

gilamiz:
i 1 1 (1 i)
ﬂill r"EI'.!Ii 2= “III.FIJ 1 Xy -|
(1} (1 (1) (1}
(1) a3 HE'E} T s n—1 :.'.i"l
AWM = M=t AM = -
n—1 nm=—1 = ; . : .
{1} {13 (1) (1)
ﬂﬂ—l.l l:II:I.—'L:! RN m=—17mn—1 =11
L0 B b= 1 0|

Bu yerda EE;:' quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:

1 ]
'15;]=5=j (l<i<n-2 1<j<n),

i

An—15 =Eankbkj (1< j < n).
k=1

e R

Endi AQ) matritsaning Rﬂigrn_] elementi noldan farqli deb faraz qila-

miz. U vaqt.*d‘a. Danilevskiy metodidagi ikkinchi qadam birinchi qadamga
o'xshash bo'lib, A™) matritsaning (n — 2)- satrini Frobenius formasiga

keltirishdan iboratdir. Bu almashtirishlar natijasini quyidagicha yozish
mumkin:

Aﬂ} = M;_tg-dn}anE = M;_leg:jlf!ﬂ’Iﬂ-lﬂ"fﬂ-i =

»
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[ (2) 2) (@ (2
'EI nl:f:l n—2 3] I:!I—l Irl.:|I
= | @ (2) () (2)
Qo ”n—ln—z n—2,n—1 u‘ﬂ—-:!,n
0 1 i 0
0 0 1 0
Bu yerda
i 1 0 0 0 1]
() ] ] ¥ 0
M~z = “:q-]-l.: 1 s uel 1 1, Lljlln 1 “L;:l,n
qlhljl_l ~3 i.lil_a.-:r “'Eul—lj.n-: “Ell.n-: “Lll:.u-:
] ¥ 1] 1 0
4] i} ] 0 1
L
= 0 0 0 7
] 1 ] (]
M, ;= Il:] (1) IJ: [1;
Gp-11 9n-12 Qniin—1 n—ipm
i a 1 ]
] {0 0 1
Bundan tashqari
(1) (1 (1) r“mll
) n—1l, : — ‘
b; :aTJJ_ 1'.r|.--“.".“~l—.= LI: L.n; J#H_‘!]'
nrt—t.u-—!
IfIH'I
b= 22, o) =8 (i=T7=0)
n—1l,n—2
fi} (1) U-:F

Zu

Bu jarayonni davom ettiramiz. Agar am,-1 # 0, ﬂn”“,_i # 0.
ﬂﬂ'm # 0, bo'lsa, u holda Danilevskiy metodining (n — 1)- qa.dumtdmt
kevin quyidagiga ega bo'lamiz:

A1 = MEY ML AM, . M =85tAS=P=

n-]i:
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ﬁ[i:_” ﬂ?:_;_r” -ﬂ"ir’lr:_lf !’i‘[l.rli_ 1) I P2 Pn—1 Pn
1 0 0 0 | o 0 0
0 0 1 n 0 0 | 0

Shunday qilib, dastlabki A matritsa S = M,,_ Al _,...M; matritsa orgali

o'xshash almashtirish yordamida Frobenius normal formasiga keltiriladi va
shu bilan xos ko‘phad

P{}I] =" = P]A"_l =i =—1ln ;."'- Pn

topiladi.

4.4.1 Danilevskiy metodidagi noregulyar hol

Endi noregulyar holni ko'rib chiqaylik. Faraz qilaylik, Danilevskiy
metodining (n — k}—gadami bajarilsin va shu bilan birga A% matritsa-
: —k - .
ning ﬂi::._,: elementi nolga teng bo'lsin. Navbatdagi (n — k + 1)-qadamni

yugeridagi usul bilan bajarish mumkin emas. Bu verda ikki variant bo‘lishi
mumkin.

1) Faraz qilaylik, A% matritsada ”'.E;,'J:—kll elementdan chaprogda,
masalan, i-element (i < k— 1) a{"™*

_ il # 0 bo'lsin. Bunday vaq_l:da nore-
gulyar holni regulyar holga keltirish mumkin. Buning uchun A® ™% ma-

tritsada (k — 1)-ustunni i~ ustun bilan va xuddi shu nomerli satrlarni ham

o‘zzfm almashtirish kerak. Bunday almashtirishni quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkinligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin:

UA(n—k] U..

bu verda
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[f =
(k=1)

L 2 " -

UA™8 7 almashtirish A™~%) matritsa uchun o'xshash almashtirishdir.
Hagigatan ham, bu almashtirishni ikki marta bajarsak, avvalgi matrit-
saga kelamiz, demak /2 = E, ya'ni I/ = U~!. Bundan A8y =
U=t A= ] o'xshash almashtirish ekanligi kelib chiqadi.

Bu almashtirishdan keyin Danilevskiy metodidagi keyingi qadamni re-
gulyar holdagidek bajarishimiz mumkin.

2) Faraz qilaylik,

l:n—l.r I:!Ln.i.j

= l[:l—Jc.}
@4 =l =,

Li.—l_[']

bo'lsin. U holda A"~ % quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

r (n=k) (n—=k) (n—k) (n=k) {u k)
213 L I 0y alln 1 2in
5 ' | : :
(n=k) (n—k) (n—k) (n— i=‘J (n—k)
Hes11 Gy by | o S B 1 9 _1n=1 Sk-in
P Y {__kl (k)
1,11 ) - =K
0 ] | LR Bgn— ke
)] Q | 1 i 1]
: 3 | ; : :
L 0 ( | 0] | 0 |
Fin—Fk) C{n-—k'h
== [ 0 Pl{uukh]

Bu yerda P'"~%) Frobenius normal formasiga ega bo'lgan (n — k + 1)~
tartibli kvadrat matritsa, B"~% esa (k — 1)-tartibli kvadrat matritsa.

229



'

-

1

-
-
o
.
-
~
-
=
-
ﬁ

ALL ISROILOV

Laplas teoremasiga ko'ra:

det (A{"'H - J'-E:) = det (B{"_'“ - ,'-\E'J_._1) det (."’“' ol lfl:'n—k--l)q

(4.4.1)
ya'ni PU"=% matritsaning xos ko'phadi A matritsa xos ko'pgadining
bo'luvchisidir. (4.4.1) tenglikdan ko‘ramizki, A matritsaning xos
ko'phadini topish uchun yana B"~% matritsaning xos ko‘phadini to-
pish kerak. Buni esa yuqorida keltirilgan metod bilan bajarish mumkin.
Danilevskiy metodi xos ko'phadni topish metodlari orasida eng tejamkor
metoddir. Hisoblash jarayonini nazorat gilish uchun topilgan p; koeffit-
siyentni matritsaning izi bilan tagqoslash kerak.

4.4.2 Danilevskiy metodi bilan xos vektorni hisoblash

Agar A matritsaning xos sonlari ma'lum bo'lsa, A.M.Danilevskiy
metodi bilan uning xos vektorlarini aniglash mumkin. Faraz qilaylik, A
son A matritsaning va demak, unga o'xshash bo'lgan P Frobenius matrit-
sasining xos soni bo'lsin,

P matritsaning berilgan xos soniga tegishli bo'lgan 7 = (1. Y2, ey W)
x08 vektorni topamiz. Py = Ay bo'lganligi uchun (P — AE)7 = 0 yoki

-Fl =A T P pa | [ 1 1
1 —-:'h ﬂ' ﬂ i
e | =0
u u amp _f\ U yﬂ - |

ootk IR RN ) .

=l . =

Em{dm, €58 § xos vektorning yy,us, ...,y kordinatalarini topish uchun
quyidagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

((Pr = Ay + pava + ... + paym = 0,
ih— ;'lyz = ﬂ,
{ m-a=0, (4.4.2)

kS Un—1 — AYn = 0.
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Bu sistemacdan

UYn—1 = AUn,
Yn—-2 = A¥n,

gy = AT

ni topamiz. Xos vektor xossasiga ko'ra g, = 1 deb olishimiz mumkin. u

holda

i

n = L,
Un—1 = A,

& Un-2 =A% (4.4.3)

V1= Arl--l

]

ga ega bo'lamiz. Demak, izlanayotgan xos vektor § = (A", A", .., 1)
ko'rinishga ega. (4.4.3) ni (4.4.2) sistemaning birinchi tenglamasiga olib
borib qo*ysak, u

PIX) = A" —p X = D=0

ko'rinishga ega bo'ladi, bu esa hisoblash jarayonini kontrol gilishga xiz-
mat giladi. O'xshash almashtirish matritsasi 8 ma'lum bo'lsa, A matrit-
saning xos vektorini topish givin emas, Hagqigatan ham, agar ¥ vektor
A matritsaning A xos soniga mos keladigan xos vektori bo‘lsa, u holda
T = 57 bo'ladi, chunki P = Aj va P = S7'AS bo'lganligi uchun
S~1AST = Ay dir. Bu tenglikning har ikkala tomonini S ga chapdan
ko'pavtirsak, AST = AS7 kelib chiqadi.

Shunday qilib, S matritsa ma'lum bo'lsa, 4 matritsaning xos vek-
torini topish giyin emas. Danilevskiy metodining regulyar holida va no-
regulyar holining birinchi variantida S matritsani bevosita yozish mumkin.
Masalan, regulyar holda

B Migir M inmismiVis

M; (i = I,n — 1) matritsalar birlik matritsadan fagat bitta satri bilan
farq gilganligi uchun

T=8y=My_y-My—3-..- M4 (4.4.4)
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| vektorni topayotganda avval § = M, M,,_»...AMl; ko'paytmani topmas.
dan § vektorni ketma-ket M;. Ma. ..., M,_, matritsalarga ko'paytirish
ma'quldir. Vektorni M; ga ko'paytirilganda vektorning fagat bitta koordi-
natasi o'zgaradi.
Danilevskiy metodidagi noregulyar holning ikkinchi variantida matrit-
saning xos vektorini bu yo'l bilan topib bo'lmaydi. Bunday holda xos
vektorni Krilov metodida ko'rsatilgan usul bilan topish ma’quldir.

Misol 4.4. Quyidagq

do =0 -3 0O
-4 23 0 2
—8 0O 23 -9
g, =8 —4 23

A=

matritsaning zos sonlari va zos vektorlari topilsin.
Yechish: Danilevskiy metodi yordamida quyilagilarni hosil gilamiz:

AM = M AM,y =

0RO Oifi2s -9 -2 olfr o 0 O
_ 0 1 0 0 —4 23 0 -2 (] 1 ( P -
| 0 -8 -4 23/|-8 0 23 -9||o -2 -1 2
i 6 0 0 1]|0 -8 —4 23||l0 0 0 1
l 7 : _|_
: 23 =5 1 -
. _|-4 23 0 -2
3 = le4 0 46 —a77
3 LIt S U
- Bu yerda Danilevskiy metodidagi noregulyar holning birinchi variantiga
5 duch keldik. Shuning uchun ham A matritsani chap va o'ng tomonidan
= 01 0 0
= | LGN
4 S
0 0 0 1
matritsaga ko'paytiramiz, unda 1- va 2-ustunlarning o'rinlari o'zaro al-
mashinadi:
23 -4 0 —2
q 1 23
gAby = |2 B 3 -3
0D 64 46 -—477
0 0 1 0

| ‘( 232
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Bu matritsaga Danilevskiy metodining navbatdagi qadamini qo‘llaymiz:

-‘-11’3.‘ - ﬂf-;l[,f."l“:lu,ﬂfz —

S 1 0 23 -4 0 =2 1 0 0 o0
_|0 64 46 —477| |-5 23 § -2 | |0 L - 4m)
=S 1 L | 0 0 64 46 477 [0 0 1 0|

0 0 © 1 g G 3 0 00 0 1

f 9y -1 46 soo
i 16 16 16
_|-320 69 —1503 10235
2 T 1 0 0
0 0 1 0
AWM= M1 AR M, =
[—320 69 —1503 10235 23 -4 B 2
| 0 1 0 0 —320 69 —1503 10235
10 0 1 0 0 1 0 0
[ 10 0 1 0 0 1 0
P IS 5a _ 1503 10235 23 ==l 46 _ 608
320 320 320 320 = L 16 16
o 1 0 0 | _|—=320 69 —1503 10235
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0
Demak,

P(A) = A" —02)% 4 3070\* — 43884 + 225225 =
— (A= 13)(A = 21)(A = 25)(A — 33)
ni hosil gilamiz. Bundan esa xos sonlarni topamiz:
Ay =13 Ng= 21 iMs= 050 ke =0

Endi xos vektorlarni topamiz. bu verda § = M3l MM, bo'lganligi uchun
(4.4.3) va (4.4.4) formulalarga ko'ra

_ L 69 _ 1503 102357 [paq3
a‘.’m :lff} am :!-E'D 132
2 = MUMMig = MeUMa | 0 0 e =
0 0 0 1 |
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1 0 0 0 1 D 1 0 0 i
0 L 48 4 132 i I 000 915l

=MUlg § 1 9| |3| =Moo 1 o |13
0 0 0 1 1 0 0 a 1 1

yaa 0 07 T2 E 3

> of 4 0. 0 i =] _ 112

Sy 1 0 -2' -3 #&| 113 3l 1|6

0 0 0 1|1 1 4

Shunlay qilib, ) = (3,2,6,4)". Shu yo'l bilan hisoblab, qolgan xos vek-
torlarni ham topamiz:

9= (3.2 -6.4), 29 =(3,-2,6,—4), W = (3,-2,-6,4)"

- |
4.5-8. Lever’e metodi
A matritsa uchun
P{};}: A" “FLA"LI —PE:I"-”_! b ':i'f*”

x0s ko'phadning ildizlarini Ay, Ag, ..., A, bilan, shu ildizlarning simmetrik
funksiyalarini esa S; bilan belgilaymiz:

Se=) " (k=Tn). (4.5.2)
i==]

Xos ko'phadning koeffitsiventlari p1, pa, ..., p bilan Sy larni bog'laydigan
quyidagi Nyuton formulalari maviud:

B L B e e . -~

Sk~ DiSk-1 — = Ph1S1 — kpe = 0 (k= T,m). (fa-3)
Bu formulalardan keyinchalik ham foydalanamiz. Ularni isbotlash uchun
P()) ni quyidagicha yozib olamiz:
P(X) = (A= A1) (A = Az)oo(A — An).
Bu tenglikni differensiallasak,
PO=Y T G-x)= Y Eel (454)
i=13=1j#i i=1 M
| 234
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ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyatning o'ng tomonini hisoblaymiz:

PlA - -\ =
——-\_{_: = A" (o F AN (—pp — A R ADAT L
+ (—Pu=1 — Pu=2Mi — . = AT+ A7) (i =1,2,.n).  (4:55)

Ikkinchi tomondan
P =nA""! = (n=1)pi A" 2 = (n = 2)pa A" % — ... —pny
ni hisobga odib, (4.5.4) aynivatni quyidagicha yozish mumkin:
PR =8Pt =(n = 1)p A" 2= (n =2 Xt = =
= aA" ) - (~npy + S)AT 2 - {—npy — p1 Sy S)AT 2
+(—npa—p2S1 —p1Sa+S3) A" A (P —Pu—251—Pn-352— (4.5.6)
.= P18n—2+ &n—1)-

Bundan quyidagilar kelib chigadi:

F

—(n—1)py = —npy + 84,
—(n = 2)p2 = —np2 — ;151 + S,
¢ —(n—3)ps=—nps —p5 —p152 + 8s, (4.5.7)

\ =Pa—1 = —NpPg-1— pn--:!'gl ek '_plSn—E a = 5',-1__1.

Bu tengliklarni soddalashtirsak:

[ S1—-p =0,
Sz —mS) —2p; =0,
{ S3—mSa—paSi - 3p3=0, (4.5.8)

L Sa-1 —P1Sn-2— o — P25 — (n = 1)pn-1 =0

Bulardan ketma-ket py, pa, .... pa—1 larni aniglaymiz.
Pn ni hosil gilish uchun quyidagilardan foydalanamiz:

P(M) =AT—pmAr-1 = —p A —pa=0,
P(Az) = A —pl.l.;'“' — i = Pu—1A2 — pn =0,
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P(An) = A% — Il'j-r""-:_l — o = Pi—1An — Pn = 0.
Endi bularni qo‘shib,

Sa — PISa—1— s — Pn- 18 —np, =0 (4.5.9)
tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik (4.5.8) bilan birga Nyuton formulalarini
beradi. |

Xos ko‘phad koeffitsiyentlarini (4.5.8)—(4.5.9) lardan foydalanib
ketma-ket quyidagicha hosil qilamiz:

m = Sy,
P2 = 5(S2 — ;1 Sy),

Pn= ELEESH - piS:t—l i "";1 £

Agar Sy, Ss,..., S, ma'lum bo'lsa, bu formulalar yordamida py. P2, Pa
topiladi. Ma'himki, Sy bu A matritsaning iziga teng:

St= A1+ s + ...+ A= trA.

: Ikkinchi tomondan A§, M5, .. A% lar A% = uif"] matritsaning xos sonlari

ekanligini ham bilamiz, shuning uchun ham

_ Matritsa izini topish uchun bu matritsaning fagat diagonal elementlar-
ini bilish kifoyadir. Shuning uchun ham m = [25L] deb olib, A%, Ay
A™ ni hosil qilish hamda 4™+ gm+2 ey A" matritsalarning faqat dia-
gonal elementlarini hisoblash kerak. Bu esa hisoblashni ancha qisqartiradi.
Shunga garamasdan Lever'e metodi juda ko'p mehnat talab giladi.

Misol 4.5. Lever’e metodi bilan

i'- Sem M Aok e = 3

m =1

T Shunday qilib, P (A) xos ko'phadning koeffitsiventlarini topish uchun A%
- A%, ..., A™ matritsalarni hosil gilib, ularning izi S = S0, o't (k=T.n)
-~ ni topish kerak.

-

%

-1 2 0

7o RS T
A=

2 -1 2 3

0 2 1 -2
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matritsaning arakteristik ko‘phadi topilsin.

4411

Yechish: Bu yerda m = [451] = 2 bo'lganligi uchun A? ni hisoblab,

A% va A? larning fagat diagonal elementlarini topamiz:

[—1

% 2
A= |5
_[il

[—1

A% = j
uﬂ
g —2
|6 @
A=1o 7
5 =3

2

2. 2 01(=1 22 2 D 9
1 3 2 2 1 3 2|_ |6
-1 2 3 2 -1 2 al |o
2 1 =-2||0 2 1 -2 6
2 2 0][o =2 8 10 3
1 3 2 6§ 6 A5 on|
-1 2 3 0 7 Eare=0lha
2 1 =216 =3 6 11

8 10][o -2 8 10 129

L 6 6 18 7| _

8 21|10 7 8 -—=2|

6 11| |6 -3 6 11

S;=trd=—-1+1+2-2=0,
Sy =trA2 =9+6+8+ 11 =34,
83 = trA® = 3+ 174 35— 10 =45,

Sy = trA* = 120 + 108 + 159 + 148 =

Endi (4.5.10) formulalar yordamida

larni topamiz.
Demak,

m =5 =0,

Py = %152 — mSy) =17,

pa = 5(S83 — p1S2 — paSy) = 15,
"

I

PA) =M —1702 = 15049

berilgan matritsaning xarakteristik ko'phadidir.

237

-2 8 10
6 15 T
7 g =g
-3 8 11|
17
35 *
~10,
108
159
148
542.

(81 — 1S3 — P28z — p3Si) = -0.
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4.6-§. Faddeyev metodi

D.K. Faddeyev Lever'e metodini shunday takomillashtirdiki, natijada
berilgan A matritsaning xos ko'phadini topish bilan bir vaqtda unga teskari
bo'lgan A~! matritsani hamda A matritsaning xos vektorlarini ham topish
mumkin bo'ladi.

Lever'e metodidagi A, A2 ... A" matritsalar ketma-ketligi o‘rnidagi
ushbu Ay, 43, ..., A, ketma-ketlikni D.K. Faddeyev quyidagicha aniglaydi:

Al - J‘L trA; =1 51 - .41 — quf_‘.'.
Az =AB;, 2 = gy, By = Ay — o B,

(4.6.1)

Ap = ABn-‘h ”::J:I = n=1 Bu-y = An-1 - r;,;_]E.
Al‘l = J";-B‘I'.l.-—lq dda o rey B, = -'111 ~ ffn-'r—'--

T

Bu yerda quyidagilarni isbotlaymiz:
a) 01 = D1y G2 = Doy oy Gn = P
b) B, nol matritsa;

¢) agar A maxsusmas matritsa bo'lsa, u holda

Br:—'l.
Prn

A =

Matematik induksiva metodi bilan avval a) ni isbotlaymiz. Ravshanki,
m = trd = q;. Endi faraz qilaylik, g3 = p1, 92 = pa, .-, k-1 = Pe-1
bolsin, u holda gy = py ekanligini ko'rsatamiz. (4.6.1) dan va yugoridagi
farazdan quyidagini hosil gilamiz:

Ap =A% —g Ak _ —g A=A —p, A —  —p A

Demak,

t_'T—AE =k§k = tr"ﬂ‘k _FltrAk_l v —pk,.jth“l = Sk —mS;,.-. L —Pk-—IS'l'

IR IR ey b

Bu yerdan H;ﬂ_ltun formulalari (4.5.3) ga ko‘ra kge = kpi, yani qe = Pk
Bu esa birinchi tasdigni ishotlaydi.
Erhnf:hi tasdigni isbotlash uchun Gamilton-Keli teoremasidan foy-

B, = An"PnE=Ah“P1An_I —w—paE=0




HISOBLASH METODLARI

Bu tenglikka ko'ra A,, = pa ¥, (4.6.1) dan esa A, = A - B,,_; Demak,

Bn—-i'
Pr-1 .

A~ =

Shu bilan uchinchi tasdiq ham isbotlandi. Yuqorida hesil gilingan A, =
pnE tenglik kontrol vazifasini bajaradi, agar A,, matritsa skalyar p, E mat-
ritsadan qgancha kam farq qilsa, hisoblash shuncha yaxshi olib borilgan
ho'ladi.

Misol 4.6. Quyidag:

matritsaning ros ko ‘phadini va A7 ni topamiz.
Yechish: (4.6.1) formulaga ko'ra

1 2 3 =2 2 @

A.] = 2 | 2 s Pa = a5 B| — 2 -2 2

3 2 1 —:

2
14 1 -3 4 1
Ay=AB;=| 4 6 4 |,py=14, By=| 4 -8 4
1

Demak, ps = 8 bo'lib,

Pi(A) =2 =322-14)-8

_3 % %
8
Al=| L -1 £
i ﬁa}
8 2 ]
A

Endi xos vektorlarni topish masalasini ko'raylik. Yuqorida aniglangan
By, By, ..., B,_; matritsalardan foydalanib,

QM) = A" 1B+ A28 + AV 3B, + ..+ By
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B Ut T SR s S vy g g, p———TTe—— T

matritsani tuzamiz. Agar A matritsaning barcha Ay, Az, ..., A, xos sonlari
bir-biridan fargli bo'lsa, u holda Q(Ax) matritsalar nol matritsa emasligi-
ni ko'rsatish mumkin. Endi Q(\;) matritsaning har bir ustuni A mat-
ritsaning Ap xos soniga mos keladigan xos vektordan iborat ekanligini
ko'rsatamiz.

Haqigatan ham B, — AB;_| = —p, E (j = 1,n) va A xos ko'phadning
ildizi bo'lganligi uchun

(AB=A)Q(A) = (B — A) AL " E+ AL By + ...+ A B2 + Bpa) =

——‘.}LEE+AE_i{B1 —A}+--'+.-}nk|:Bu-.] — -“1!‘-‘)-.- ,*:' - *'hrju—l s

= (Al —pi Al Y — ... —p,)E =0,
ya'ni
(A — A)Q(Ax) = 0,
bundan esa
(ME—-A)T=0
yoki

AT = AT

kelib chiqadi, bu yerda T vektor Q(Ae) matritsaning ixtivoriy ustuni. Al
batta, xos vektorni topish uchun (2(A) matritsaning hamma ustunlarini
emas, balki uning biror ustunini topish kifoyadir. (J(Ay) matritsaning i
ustunini quyidagi rekurrent formuladan aniglash ma’quldir:

U =F¢, U, = )H.:Ei—l W ﬂt'-|.

bu yerda b; vektor B;, matritsaning biror ustuni bo'lib, € esa birlik ma-
tritsaning shu nomerli ustunidir. Bu holda

U=Tn-1.

4.7-8. Noaniq koeffitsiyentlar metodi

‘ }Earaktf:tiﬁtik !!Fﬂ']}!!l&dﬂi yozish murakkab masala ekanligini aytib
o'tgan edik.  Noaniq koeffitsiyentlar metodi mana shu murakkab
masalani ancha sodda masalaga, yami D(\) = det(4 — AE) ni

A = ;‘;I:l,"'_‘_'"',* = ‘ii!"mﬂ-ﬂﬂ-rdﬂ- hisoblash va bitta sonli matritsaning
teskarisini topishga olib keladi. Oldingi bobdagi metodlarning birortasini

qo'llab, D(0), D(1),..., D(n—1) ni hisoblaymiz, natijada xos ko'phadning
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Pis P2y - Py koeffitsiventlarini topish uchun quyicdag ehizioh sdge e
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

pn = (=1)"~' D(0),
l:—l}"l:]"—-Pj. ' ln—t - - 1-.--; = .i”n" “[ 1Y,
(=12 —py - 27~ —pa - 2"F — L~ pa) = D(2),

(1 n—=1)"—p-(n=10""" —pa-(n = 10"~ — ) = D~ 1)
(4.7.1;
Bu yerdan esa
FP1+P3+“.—-PH,.-_::.-'- =11%(D0) = D(1)),
P2 a2 s 12 =27 (—1)P(D(0) — D(2)),
{0 (4.7.2;
pin =1t +p(n=11" " = = an =1 =
==itn =1)" <+ (—1)*{D(0) — D(n=1)
Bu sistemani yechib. xos ko'phad koeffitsiventlari py. pa, ...,pn ni topib

olamiz. Quyidagi marritsa

|' 1 1 1
2 ar=—4 2
-En—1=|
| n=1)"" (n=1""2 .. m-—1
Vi

1+-{—11"tDi0) - D(1 il
I L (=1 D(0)—Di2 P2

d= 7=
(n—1)"+{=1)=(D(0) —D f-!—l_]J M

vektorlarni kiritib. (4.7.2) sistemani matritsali tenglunn shaklida yosib
olamiz:

B-‘._;ﬁ = E
Bundan esa

g=B_%d (4.7.3)
Shuni ham ta'kidlab o'tish kerakki. bu metod bilan bir nechtn by sil
tartibli matritsalarning ko'phading vapish qulaydir, teskart mmtedtss gt
xarakteristik determinantrning tartibiza bog'lig bo'lib, uni oldindan o
qo'yish mumkin.

1
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| ST ]

matritsaning ros ko'phadi topilsin.

%)

b

Yechish: Gauss metodi bilan avval

matritsaning teskarisini topamiz:

By'=

|

So'ngra quyidagilarni hisoblaymiz:

=L @k 82 0

2 e 3 D
DDy =

W=t s 5 5

0 2 a4 =9

=30 2 2.

2 =1 3 =2
Dy =

B=lia 56 3

0 2 i =4

Endi (4.7.3) tenglikka ko'ra

Py=M-1722 158 +9

ok |‘-J|_I Padfe—=
h'l.',,._ { ?4'|

1 ]

B:ﬁ — [ 23
3.'5

N K

- e

—

= b3 Lo b

=8, D(1) =

thﬂrLﬁ1~

198

berilgan matritsaning xarakteristik ko'phadidir.
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4.8-§. Hoshiyalash metodi

Ma'lumki, n — tartibi A = A, kvadrat matritsaning xarakteristik
ko*phadi
D(A) = D, (A) =det (A — AE)

ni topish m ortgan sari qgivinlashib boradi. Lekin D, (A) bilan (n — 1) -
tartibli A, kvadrat matritsaning xarakteristik ko'phadi orasida rekur-
rent munosabat o‘rnatib, [, (A) ni topish masalasini Da (A) ni topishga
keltirish mumkin. Buning uchun biz oliy algebradan ayrim ma'lumotlar
keltiramiz. Berilgan A = [a,;] matritsaga biriktirilgan matritsa deb,

a"'l[] :11'3 .‘h“
,' " ,—'131 ..'1.33 X ."Jlj_gﬂ {iﬂl]
"I1H= A na s =ia ";I'II-H

matritsaga aytiladi, bu yerda A;; lar a,; elementlarning algebraik
to'ldiruvechisidir. Matritsalarni ko'paytirish goidasidan

d 8 .o 0
0 d ... 0

AA®" = A"A = - I | =d-E (4.8.2)
0 0 ... d

kelib chigadi, bu yerda d = det A.
Endi hoshiyalash metodini tushuntirishga o‘tamiz. Buning uchun 4,
matritsani

.“. —1] ﬁi”_lj
A=A,=| n-1 (4.8.3)
F) fyin
ko'rinishda yozib olamiz. Bu verda
uir—h = (Bin;@0%: <= v Gnetin)is
A i |:_-"'1n]-ﬂ-uﬁu .ﬂ"‘n_]]-

Endi A, — AE, matritsaga biriktirilgan matritsani C(A) = C, () =
[6i (A)] orqali belgilab, (4.8.1) tenglikdan

f.""" (r"l} — Dn-—l [‘!"}
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ekanligini ko‘ramiz, (4.8.3) tenglikdagidek, C, (A) ni ham kataklarga

bo'lamiz:
a1 (A _f_“'_”[li
C:I[“I"}'[.i ]{} j ]

RET0Y  Daei (V)
Bu verda

—=[(n—1}

FD (XY = (en (N); ena (A) s «en s Ennet (A))

Tlln“” {.:’i] - (Cln f:}.} i Con {:” y vad gy Em=1,n (A))

bo'lib, D, ()\) esa A,.; matritsaning xarakteristik ko'phadidir.
(4.8.1)-(4.8.2) tenglikdan

[A" = AE::] t:.-"I|I'I- ‘.}"} — Dh Ifx} I’:--.rl
yoki

ﬂnn_-)\ —{n—1} - Dn[}.} F-“n.

[A"_“"‘E"-‘ “1‘"_”] Cuor (N) TP ()
ple=h) D 8 Dot (N)

ga ega bo'lamiz, Bundan esa quyidagi

{ (Ancy = ABu )3 () + w4 D, _, (A) =D, (4.8.4)
ﬁ{“'”?{"_” (Jl-} 4 r:ﬂfnu = "‘."} DH—I {M = '::}" [-""JI "

tEﬁEli-k_lﬂl' kelib chigadi. Bu tengliklarning birinchisidan gV (N i
topamiz. Buning uchun birinchi tenglikni

I = Apg" ) () + T VD () (489)
shaklda yozib olish ma’quldir. Bu tenglikdan

Dn.—.l {h} = hn‘_l + qihn_z + q:.l"-_z + B e w + (‘I“.—i

(4.8.6)
bo‘lganligi uchun, ko'ramizki, g~ (1) vektor A ga nisbatan (n—2) -
darajali vektor-ko'phaddir:

OIS L (Sl TR o) (4.8.7)
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Buni va (4.8.6) ni (4.8.5) ga qo'yib, A ning bir xil darajalari oldidagi ko-

- Sl ; a(n=1) : ——rit i ;
effitsiyentlarini solishtirsak, b, (7 = 0, n = 2) lar uchun quyidagi teng-
liklarga ega bo'lamiz:

=(n—1)

by U= (=1)" " we),

=in—=—11] =(n—1) e By

iI = Ap_1ly +@Et Y, (4.8.8)
e P e

—[n=1) —(m=1}) 3

ChigliFaas . SN el T 1L L)

Shunday qilib. bevosita Do (A) ni  hisoblab, keyin ketma-ket
Ds(A), Dy (A), ..., D, (A) larni hisoblaymiz.

Misol 4.8. Quyidag

I 23 4
2 1 33
“=l3g 2 12
i1 3 2 1

matritsaning zarakieristik ko ‘phadi topilsin,

Yechish: Avvalo

1 2 3
"'1 1 = 2 L 2
S

matritsani olamiz va [ (A) = A? — 2\ — 3 dan foydalanib, %' (A) ning
koeffitsiventlarini (4.8.8) dan topamiz:

-3 3] [2]-3]- )

Endig® (A) = [ 3 ]

| L

.z | li :| ni (4.8.4) ga go'yib, Dy (A) ni hosil gilamiz:

D3 (2) = [3, 2] ([ 8 } A+ { i D+{1 — A) (A% — 20 —3) = —A7+3A% 1448,

2
-4
=| =6 |,
=12

Endi Ay = A deb olib, g* (A\) ni topamiz:

4 ISR

3 —{

Bis=llisilie « ¥ ==lg 1 2
2 =, T |

+3

LT Y
b G o
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1. 998 ! ! —2
by =— |2 1 2 6 [+14|3|=]| 0
3 2 1 14 2 -10
4 4 2
TN =| 3 | »? 6 \ 0
2 14 10

Nihoyat, Dy(\) ni topamiz:

Dy(A)=[4, 3, 2] | -

B 3

i 2
A: 25 G rEE ] 4
14 10

+ (1= A (=A% + 307 4140 + 8) = A" — 40 — 40A* — 56\ — 20.

4.9-§. Xos sonlarning gismiy muammosini
yechishning iteratsion metodlari

Bu paragrafda biz xos sonlarning gismiy muammosini yechishning eng
sodda metodlarini ko‘rib chigamiz. Bundan tashqari qaraladigan matrit-
salarimiz oddiy strukturaga ega deb faraz gilamiz.

Ta’rif 4.1. Agar n - tartibli A kvadrat matritsa n ta chizigh erkli Tos
vektorlarga ega bo'lse, bunday matritsa oddiy strukturaga ega deyiladi.

Chizigli algebradan ma’lumki, matritsalarning ¢quyidagi sinflari oddiy
strukturaga ega:

1. Simmetrik matritsa, chunki uning xos giymatlari haqiqiy sonlar
bo'lib, xos vektorlardan tuzilgan ortogonal bazis mavjuddir.

2. Ermit matritsasi, uning barcha xos sonlari haqigiy bo‘lib, xos
vektorlaridan mos ravishdag n o'lchovli kompleks fazoda ortonormal bazis
tuzish mumkin,

3. Normal matritsa. Agar A matritsa o'zining qo'shmasi A* bilan
km_nmu“ti“m ya'ni AA* = A* A bo'lsa, u holda A matritsa normal deyiladi.
Umuman olganda, bu uchta sinfga tegishli matritsalardan tashqari oddiy
stmkFumga ega bo'lgan boshga matritsalar ham mavind.

Biz avval moduli bo'yicha eng katta xos son va unga mos kelgan xos
vektorni topish bilan shug‘ullanamiz, Keyin esa moduli boyicha katta-

lik jihatdan ikkinchi o'rinda turgan xos son va unga mos keladigan xos
vektorni topamiz.

! 246
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4.9.1 Eng katta xos son va unga mos keladigan xos
vektorni topishda darajali metod

Faraz qilaylik, A maitritsa oddiy strukturaga ega va uning xos sonlari
Are Az ooy Ay bo'lib, ularga mos keladigan chizigh erkli xos vektorlar
# oz F™ be'lsin. Bu yerda to'rt holni ko'rib chigamiz:

1-hol. A matritsaning xos sonlaridan bittasi moduli bo'yicha eng katta
bo'lsin.  Umumiylikka zarar yetkazmasdan xos sonlar quyidagi tartibda
joyvlashgan deb faraz gilishimiz mumkin:

M2 A 2 |As] =2 ... = A (4.9.1)

Biz Ay ning taqribily giymatini topish usulini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy noldan
fargli 7% vektorni olib, uni A matritsa xos vektorlari bo’ yicha yoyamiz:

5O = 5,7 4 byz® 4. 5,7,

Bu yerda b; lar o'zgarmas sonlar bo'lib, ayrimlari nol bo'lishi ham mumkin.
7”) vektor ustida A* matritsa yordamida almashtirish bajaramiz:

n
!—’H_l = ,-i'r'ljlr“” - E !l}_TJikfl"H.

=l

Bu yverdan A*zlY) = J\ff‘-” ekanligini hisobga olib,

3]
g =Y Ak (4.9:2)
=1
ga ega bo'lamiz.

Endi n o'lchovli vektorlar fazosi R, da ixtivoriv &, £, ..., &, bazis
olamiz. Shu bazisda

Ik k] k]
H:u:({ o .---1J::.”)-
:Fl'}ll — [:J_:]_IJ, .'Ezj. Sy :L."J)

bo'lsin. (4.9.2) tenglikni koordinatalarda yozib chigamiz:

y ZI'JJJU,:". (i=T,7). (4.9.3)

j=1
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Shunga o‘xshash

H
3=1
Bu yerda ¢;; = bjxi; deb belgilab, (4.9.4) ni (4.9.3) ga bo‘lamiz:
AR = O\ il = 00 M T (4.9.5)
g eaMifcidS 4 .. ok

mn

: ERo ribl
Faraz gilaylik, ¢;; # 0 bo'lsin, bunga erishish nchun rlr-\:.:tinl}l-_.l ‘v('kmf_'“.”
VA €1, B2, - . -, €y bazisni kerakli ravishda tanlash kerak. Endi dy;

= —& VH
= ;: deb (4.9.5) ni quyidagicha yoyamiz:
ijH‘” - 1+ {jﬂ;i.;_i_i ) U ”|1='||“'E'._l : [lﬁﬁll
yf:k:l B +ri,1_u§+.-- + di iy

Bu yerdan esa (4.9.1) ni hisobga olsak, k — oo da p < ... < pb — 0 kelib
chiqadi.

Demak, (4.9.6) ni quyidagicha yozishimiz mumkin:

y&k-ﬂ]

o = [1+0 (iuai"“)] [1 +0 (1,,.._,1")]“ =t [1 +0 (|p21“')] =

=\ +0 (l#z?k) :
Bu yerdan esa yetarlicha katta k lar uchun

S Sy (4.9.7)
Lo K
H

de's? olishimiz mumkin. Odatda (1) vektorning bir necha koordinata-
lari noldan fargh bo'ladi.

= : Shuning uchun (4.9.7) da nisbatni ¢ ning
h:“ necha giymatida hisoblash mumkin. Agar bu nisbatlar yetarl aniq-
likda ustma-ust

: tushsa, u holda biz A, ni yetarli aniglik bilan LopRAt
holﬂmiz Ravshanki, bu jarayonning yaginlashish tezligi pp ning kichik-
ligiga bog'ligdir.

Eslatma. Yuqoridagi iteratsion

tirial jarayonning yaqinlashishini tez-
]Hfh 181 uchun ayrim hollarda quyidagi matritsalar ketma-ketligini tuzish
foydalidir:
Ai =A. Ar
248
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Bu yerdan esa k = 2™ deb olib,

E-.kr = Akﬁuil

Va
Ir—llll'k-:- 1) _ .‘1-14_4’“(}

ga ega bo'lamiz.
Topilgan eng katta xos son A; ga mos keladigan xos vektor sifatida %/
ni olishimiz mumkin. Hagigatan ham, (4.9.3) formuladan

n
7 = b A5EN + 3 b akz)
=2
ga ega bo'lamiz. Bu yerdan

i

- I e b
E}“-I - f)] }l’ll .I'“] 4 Z b_]'ﬁlku—._u}

Agar biz uj" : — 0 ekanligini hisobga olsak, u holda vetarli aniglik bilan

Eeh T
E”” P t'ﬂu"'sffm

ga ega bo'lamiz, ya'ni §'*) xos vektor ) dan sonli ko'paytuvchi bilan
farg gilyapti va, demak, u \; xos songa mos keladigan xos vektordir.

Misol 4.9, Quyidagi

5 -1 0
A= | =1 3 1 !
o LI |
matritsaning eng katta wos soni va unga mos keladigan ros vektori topilsin. l\

e
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Yechish: Dastlabki 7' = (2, -1, — E_‘JI vektorni olib, uning iterat-
sivasini hosil gilamiz.
Natija jadval 4.1 da keltirilgan.

(9 T TAG[ A [ A%y | A% .E'_y_’}‘ ATy
2 11 Gl Ja6 1842 10071 54981 200916
—1 | =6 | =31 | =162 | —861 —-4626 | —=25011 | —135702
-14{ =2 -8 -39 —201 — 1062 1R Tatel ] .‘_IUI'_iE}!L

davomi

i ABE Au!—’ A lﬂﬂ ;1-'[] E ‘J* 12§

1635288 | 8914131 | 48580477 | 2064798094 | 1442094008 |
—T3T711 | —4015822 | —21865709 | —119103538 | —648804351
—166401 | —904112 | —4919934 | —26785643 | —145889181

Jadval 4.1
Iteratsiyani shu yerda to'xtatib

(12)

Y 1442094008 yo'? 648894351 5
= =3 P E— = — = 5,4481;
y 264708098 ~ %% 6T = Tig1ossas
yy? 145880181

= = B, 44010
yg“? 26785643 RN
ga ega bo'lamiz. Demak, ), ning tagribiy giyvmati

1
At = 2 (5,460 +5,4481 + 5, 4400) = 5, 4447 = 5, 445

ga teng. A matritsaning birinchi xos vektori sifatida

7' = | —p488094351

1442094008
— 145889181

ni olishimiz mumkin. Bu vektorni normallashtirgandan so‘ng

7 = (1; -0,45; -0, 10)

kelib chiqadi.
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2-hol. A matritsa xos sonining moduli bo*vicha eng kattasi karrali
bo'lsin. Faraz qilaylik.
Al =p=..,= A

|A] = [Assal 2 Mgzl 2 .- 2 A4
bo'lsin. Bu holda (4.9.5) tenglik quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

EJH-” ['{,[-f' 1‘4.} "'».L 5 o ,,...|.|Jﬁ.i‘H o o .T{.'”,}l.ﬁ_'_l {498}
y'[kll [:I"" _-|—r,]", +H«-1J'I..|_1+ -I-—cm,hf; : 9,
Bu yerda ham ¢, + ... + ¢, # 0 deb faraz qilamiz va d,; =
Tf“— K1=>8), ity == :; belgilashlarni kiritib, (4.9.8) ni quyidagicha
}'ﬂzﬂ-nud
o L diasapt ] 4ok dinpEt
i T ] e T
H:M 1+ nf; ML B rr'._,hu"

Bundan esa, jIH_] T + 0 ni hisobga olib,
N

u“;-l—!l
'J"I = =t (&) -+ n (l;i-‘ﬁ'!'1|ﬁ)
i

oy

g ega bo'lamiz. Shunday qilib, yugorida keltirilgan jarayon bu yerda ham
o'rinlidir. 1) holdagidek A matritsaning A; xos soniga mos keladigan xos
vektor sifatida taqribiy ravishda ') ni olishimiz mumkin. Umuman ayt-
ganda, boshga dastlabki 7 vektorni tanlab boshqa A*3'") xos vektorga
ega bo'lamiz. Shunday qilib, A; ga mos keladigan boshqga xos vektorlarni
ham topish mumkin.

3-hol. Faraz qilaylik, A matritsaning xos sonlari quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

-\.1 = ... = .f‘ll.;- - —'J\kf_i_' — asa— -Af'i'j'-l

va
[‘:"].I = s siwi== I“}":‘-{-pl = |-}"r+p+]| -.}-' Sl i"hul'

Bu yerda yuqoridagi iteratsion jarayonni qo'llab bo'lmaydi. Hagiqatan
ham, (4.9.3) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

-{kl = (byziy + ... + bexy,) f"LJl;+{br-+1$1,r+l o Peivls
+b"+PIf. i'-H.Ij {"'"."ll ]k = br-{n;?-+ 1, repptd "}"f+p+l + .ok bﬂ:r'-“'h:: =
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== d‘(lhlf =1 dt.r~+1 ("l}h -:""-Ji.L 7 = d:i. r4pt1 -’\':‘:IJ..P.}.l, e = dlu“‘ﬁ

Bu yerda diy A} va d; [—1]k J.'f hadlar bir xil tartibga ega bo‘lib, k ning
o'zgarishi bilan ikkinchisi o'z ishorasini o‘zgartiradi. Demalk,

(k1)
s |
I
)

: T : : (2k) (2k+2)
nisbat &k — oo da limitga ega bo‘lmaydi. Lekin bu yerda y,” va u;
yoki y&m"” va 152“” dan foydalanib, A? ni topishimiz mumkin:

(2k+2) :
2 24
; (2k) A1 +0 (]P‘-k-*-p-*” ) '
Y
2k+4-1)
v,

2k
y =1 =A{+0 (“—’:k-i-y-i-]l ) :
i

Shunday qilib, bu holda A matritsaning moduli bo'yicha eng katta xos

sonini topishimiz mumkin. A matritsaning \; va —A; xos sonlarga I“{‘f*
keladigan xos vektorlarini topish uchun F**+1) + A, 7*) va g*+! — M3™
vektorlarni tuzamiz:

ﬁ“ﬂ'“ + }HIEU‘] = Z}Lf‘l"l (bliu} S bPT';”) + (At

FAripi1) b.-+p+1h:5+ﬁlﬂ—;tr+p+1} b (A M) AR B =

= A [2 (bl‘fm + ...+ b,z*”) +0 (Iu-r+p+1lk)],

k+1

+0 (|#r+p+1l"‘)] :

A-'-@mm._iﬂﬁﬂl x0s soniga byF!) 4 ... 4 b, 7" xos vektor va —Ay X08
ﬁ:f br1T F oot bry 57 P xo0s vektor mos keladi. Shuning uchun

+ A1 ga mos keladigan xos vektor sifati k 7% ni olishimi:
: : atida &+ £ A, 7% ni olishimiz
mumk.ﬂ]. .ﬁE&r T va ? LY

bosl p yoki bularning birortasi birdan katta bo'lsa, u holda

iy #;u‘_imu‘&bh .ﬁ{m vektorni tanlab shu jarayonni takrorlash kerak.

m- i :19 B“ hn‘]g& A ma‘.tnt.saning moduli bf-.'-‘l'}'i{:hﬁ eng katta xos son-
i qo'shma kompleks bo'lgan hol yoki modullari bilan o'zaro juda yaqin
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bo'lgan hol kiradi. Faraz qilaylik, A\; va X2 xos sonlar o’

- . Fa shma kompleks
sonlar bo'lib, quyidagi shartni gqanoatlantirsin:

A1l =

Azl = |Ma| = ... > [An|-

Bu holda, quyidagi taqribiy tengliklarning o‘rinli ckanligiga osongina
ishoneh hosil qilish mumkin:

TN = b AT 4 by NSE?),
:!T k1) o .l_I] \li, L II--‘-IE 1) o h:)tf:' $ If'-:“‘ tl.ﬂ.!‘.”

!—f{}-'-l-'_'l — |I'|_,J'|.‘]-I:I.I-'HI Irs JIJE'_\I;'L_:-.-E;T[LH_

Demak, bu vektorlar orasida quyidagi taqribiy chizigli bog‘lanish mavjud:

U = (A + A2) 5 4 A = 1.

Agar hisoblash jarayonida vektorlar orasida

(&

| — k1) )
Y

+2) 4 oy " w—‘lill =0 (4.9.10)

chizigli bog'lanish o'rinli bo'lsa, u holda Ay va A; lar

u: 4+pu+t+g=10 [-4'9'] L)

kvadrat tenglamani ganoatlantiradi. Bu tenglamaning p va g koethitsivent-
larini quyidagi mulohazalar yordamida topish mumkin. (4.9.10) tenglikda
komponentlarga o‘tsak,

et : Je
v oY + i =0,
(k-+2)

, (k+1) L .
b + py; +qy; =0

ba'lib, i # j deb olamiz. Bu yerdan p va g ni topib, (4.9.1 1) ga qo'ysak, u
holda (4.9.11) ni quyidagicha yozsak bo‘ladi:

(k) (k)
1 uo s_irfl i - *
-‘IEHH y; +) 1 =0 (& j=Ln i# i) - (4.9.12)
: ke+2) k+2)
u* Q‘f Y

(4.911) tenglikdan Ay va As topilgandan keyin ularga mos keladigan xos
vektorlarni ham topish mumkin, (4.9.9) dan

@-I'_k-l—l'h — );|3-1M} = fJg.}nfg (Xa — A1) 72,
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FEED — NG = Ba S (N — M) TV

ga ega bo'lamiz. Bu natijalarni, modullari teng voki yaqin bo'lgan xos

sonlarning soni bir juftdan ko'p bo‘lgan hol uchun ham umumlashtirish
mumkin.

Misol 4.10. Quyidagi

2 =1 -1 -1
Sl 2 4
e 0D 1 3 2
1 0 1 U

matritsaning modullari bo ‘yicha eng katta xos sonlar va unga mos kelads-
gan zos vektorlar topilsin.

Yechish: Quyidagi 3 = (1, 1, 1, 1) vektorni olib uning iterat-
siyalarini hosil gilamiz. Bu iteratsiyalar jadval 4.2 da keltirilgan.

ke P R P N VA T S A L R ]
L | =1 | =28 —204 [ =1072 | —4496 | —14528 | —0304 | 120126 | 1079100
1118 | 104 419 | s 801 | —17R57 | —160437 —TROO83 | —3162003
11 6 1 40] 233 | 1142 4665 | —14036 | 27280 70750 | —959363
112 5] 12 20 70 169 ans 20085 | 49376

Jadwal 4.2

Bu jadvaldan ko'rinib turibdiki, iteratsiyalar ketma-ketligining mos
ravishdagi komponentlarining nisbatlari tartibsiz ravishda o‘zgarayapti,
hatto, ishoralar almashinishi ro'y bermoqda, Bu esa kompleks ildizlarning
mavjudligidan dalolat beradi. Endi A1 va As kompleks xos sonlarni topish
uchun (4.9.12) tenglamani tuzamiz:

1  —6304 —160433
u 1201260 —789083 | = 0.
u? 1079100 -3162003

Bu yerdan

u? 4 7,95u + 19,55 = 0
Vi

|
E
5!
u
E

AMa=-39754i. 1,936
ga ega bo'lamiz. Xos sonlarning anig giymati esa A2 = —4 21 dir:
Biz tagribiy yechimni uncha katta bo'lmagan aniqlik bilan topdik. Chunki
itam'rsiyamimng soni yetarli emas edi. Aniqroq natijaga ega bo'lish nchun
iteratsiyani yana davom ettirish kerak. -
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4.9.2 Ikkinchi xos son va unga mos keladigan xos vek-
torni topish

Faraz qilaylik, A matritsaning xos sonlari quyidagi shartni ganoat-
lantirsin:

.

'|."n:|| > |'.-5t3| - .-\*{i o e _,_-»

"lll‘rl.] ]

va'ni matritsaning bir-biridan farqgli bo'lgan ikkita modullari bo'yicha eng
katta xos soni mavjnd bo'lsin. Bunday vaqtda I-holda ko'rilgan usulga
o'xshash usulni go'llab, Az va unga mos keladigan 72 xos vektorni topish
mumkin. (4.9.2) formulaga ko'ra

P = b ATEY b AN F R L bR (4.9.13)

gt = g At N g aE I | g aktEn) (4.9.14)

Bu tengliklarda Ay ni yo'qotish uchun (4.9.13) ni Ay ga ko'paytirib (4.9.14)
dan aviramiz. Natijada

FL‘”—}LI._?;‘”:'I = 1’1*-_?—"'13_;. U"-E .r"l.l:’fl.zl e Pl fl”"‘"ﬁ (An — “.I"I]E{ﬂ:I f‘ltjlﬁ}

ga ega bo'lamiz.
Yozuvni qisqartirish magsadida y'*! ning A — ayirmasi deb ataluvchi
quyidagi
-ijh,l-l'jl'kl - E{A'FI.I = -".!LII{!”

belgilashni kiritamiz. Agar by # 0 bo'lsa, u holda k — oo da (4.9.15) da
birinchi go‘shiluvehi yig'indining bosh qgismi bo'ladi va biz

Ay T = b NS (N2 — AP (4.9.16)
tagribiy tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerdan esa
Ay TEY & b5 (A7 = ) . (4.9.17)

E“ tengliklarni komponentlarda yozib, quyidagi tagribiy tengliklarga ega
0'lamiz:

- (fe+1 *

e A, y5 Yy g (4518
LR k=1) [k h—1) " g 121
Asips™ Y =agyyt Y

E":}fﬂﬂﬂlllﬂ yordamida Ay ni topishimiz mumkin, Bir-biriga yaqin sonlar
9 k- 4 '] % 5
Uy Vﬂ-)’ilﬂﬁ " hamda y'* 1 va A, v'* bo'lganligi uchun aniglik yo'qoladi.
Sim I ]

ning uchun ham, praktikada Ay ni aniqlaydigan iteratsiva nomeri m ni
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Ay ni aniqlaydigan iteratsiva nomeri dan kichikroq qilib olish, ya'ni A; ni
quyidagiga aniglash ma'quldir:

(mi1) ..qunﬂ

Rt — g (< k). (4.9.19)
[} {rn—1}
HJ _"‘."-IHJ

Agar | yetarlicha katta bo'lsa, A, ning z"».fr (7 = 3. 4, ...) dan ortigligi
sezilib qoladi, m sifatida shu | larning eng kichigini olish kerak. Umuman
aytganda, (4.9.19) formula Az ning qo'pol giymatini beradi. Shu usul bilan
qolgan xos sonlarni ham topish mumkin, lekin natija yvana ham go'polrog
chigadi.

(4.9.16) dan ko'rinib turibdiki, Elzlﬂ:&__‘h 7" dan fagat o'zgarmas
ko'payuvchiga farq qilayapti, shuning uchun ham

72 =~ Ay g™
deb olishimiz mumkin.

4.10-§. Musbat aniglangan simmetrik

matritsaning xos sonlari va xos
vektorlarini aniqglash

Biz yuqorida oddiy strukturaga ega bo‘lgan matritsalarning moduli
bu‘yichg. eng kattta birinchi va ikkinchi xos sonlari va ularga mos keladi-
gan xos vektorlarini topishni ko‘rib chigdik. Endi musbat aniglangan sim-
metrik matritsaning barcha xos elementlarini iteratsiya usuli yordamida

t_c'pm!f‘ bllan shug'ullanamiz. Ma'lumki, musbat aniglangan :;immf.'t-ri]'l.:’-l
matritsaning barcha xos sonlari Al Az, ..., Ap hagigiy va mushat bo'lib,
zW 72 ;

2 xos vektorlarni shunday tanlash mumkinki. ular ortogoe-

n
tfh}_ifﬂ} - Eri;ixiiﬂ =0 (i # j) [-l_ll].l]
k=]

shartini qanoatlantiradi.  Birinchi x0s vektor F1 ni aniglaydigan
tenglamalar sistemasing yozamiz:

(@1 :l'l:]m?} Fams’ + .. 4+ a1,z =0,
any 4 (g = Xzt 4 .+ go 2tV =
. l} 2 =t Gandn ﬂ', [4‘10.2:

1) ~
a,,q_z‘i + aﬁg:::;:' ot (ann — A )zh =0
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yoki
( 1‘.!'1] = '.il"{ t“rJ +u|-;,4".{_1II + - F Bn J'I;,.“L
zy) = 3 (@ E] T+ ARETy ) .o F B3 EN ),
At (4.10.3)
'J.‘E,I_JI = _,,.-I—{ﬂ.l L. I:I"IjlI -+ (1 |~_-.r‘LJ]I + ..o = iy |I,,,ri,”j,
| A= i,J{rzr,ltt,, + :r”g.r.L_.“ b ot Gt )

Xos vektorlar koordinatalarining hammasini biror songa ko'paytirish yoki

bo'lish mumkin. Shuning uchun ham .r't,] ' = 1 deb olamiz. U holda (4.10.3)

(1) (v ,m

sistema n ta Ty Ty .., 4 v A1 noma'lumli n ta tenglamadan iborat.

Mos ravishda tanlab olingan liﬂ‘\' labki yaginlashish r” Wi T_"FJ, .3".“"

olib (4.10.3) sistemani iteratsiva metodi bilan yee hrlnu.{;

fn

1.m+1 -1 1.m
IL il “.,,{"*_‘ i -‘-'J_IJI b aks) (k=T n=1),

{m4-1}) —"1.1 {1,m+1) .
Al L;=| Al b Bun M = 0,1,2, 00,

Sistemani yechishda oddiy iteratsiva metodining o‘rniga Zeydel metodidan
ham foydalanish mumkin. Shu yo'l bilan birinchi xos son

[m)

:Hll """-l .A’\

va unga mos keladigan xos vektor

= 1) s #nal 1) (1,m)}
ot R R 1),
ni topish mumkin,

Ikkinchi xos son Az va unga mos keladigan xos vektor %2 ni topish
uchun biz yana Ay va #*! ni hosil giladigan sistemadan foydalanamiz. Bu
sistemani biz quyidagi ko'rinishda yozamiz:

.-7’!.2:.!.'5::]I = Eﬁ'-"lu} (i = 1,n). (4.104)
J=1
Ortogonallik sharti '
n—I
(70 F2)) = Z m?.nanzJ + 1‘1.‘!} =0 {4.10.5)
=1
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. . _— oy o 4 R
dan r&m noma‘lum komponentlarning birortasini, masalan, T« 1l qol-
& Lo o . (2)
gan komponentlar orgali ifodalash mumkin, Xuddi shu a,

7 ni (4.104) ga
qo'ysak, u holda u quyvidagi unga teng kuchli bo'lgan sistemaga aylanadi:

( 1 n=—1 ,
= — )42 s ) ]
Lg = Ao 2, Ty B=1 1, n )
=l
0 B
= ; (1) A2] 4106
}.2 o 2] ani—l,ij_; [_1 |
‘n—1 F=1
Bu yerda
(1] (T.m)
a,;" = @ij — QinT;

Bundan ham 2,2, = 1 deb olib va {>”, A} dastlabki yaginlashishlarai
. - s - s . ) f.. 2 |
tanlab (4.10.6) sistemani iteratsiya metodi bilan yechib, Ay va 7/ ning
taqribiy giymatlarini topamiz:

Ny }L!;lm}1 E{g} = {112.1!1 ) 1, T’:-{;r;;_ﬂ 1 ..I'.'{;::J _}".
Bu yerda 2 ortogonallik sharti (4.10.5) dan topiladi. Shunga o'xshash
qolgan xos son va xos vektorlarni topish mumkin. (4.10.4) ﬁistmuauing_ -
tenglamasidan kontrol sifatida, yani topilgan A\s va 7% larning ;miqhgﬁ—_
ni tekshirish uchun foydalanish mumkin. Qaralayotgan metodda, Ay ™
aniqlanayotganda z4*) ning Tﬁk.,_l = 0 bo'lishi bilan bog'liq bo'lgan max-
sus hollar ham bo‘lishi mumkin. Bunday maxsus hol (4.10.2) sistemaga

itﬂ:atsiya. metodini qo‘llash uchun qulay (4.10.3) ko'rinishga keltirishdan
kelib chigganligi uchun undan qutulish mumkin.

Misol 4.11. Quyidagi

a =10
A= -1 3 1
L T |

usaning barcha zos sonlari va ularga mos keladic ros vektorlori
R Jﬂﬂ il
topilsin.

Yechish: Bu matritsa simmetrik va uning bosh minorlari

. B —
Dy =5>0, th\ aF) 31 l:ld}ﬂ. Dy=detA=9>0
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musbat bo‘lganligi uchun u musbat aniglangandir. A; va 7 ni aniqlaydi-
gan sistema:
.r"'-.,:l‘g" — SLE'E‘] — 2t

Aizy! = =zt 4+ 328 2, (4.10.7)
,"-.J.rfj.” = _rn[_,'} i = ;r;T s
Bu yerda :I':l:] = | deb olganda iteratsion jarayon uzoglashadi, shuning

& (L) &
uchun ham i = 1 va xr; " = 1 deb olib

Ty = le{:i:r.'qE“ + gt — 1),
@ + 2, (4.10.8)

ni hosil qilamiz. Bu sistemani Zevdel metodi bilan yechamiz. Dastlabki
vaqinlashish sifatida

(1.0) 1,0)
. L

= —(,5; 23" =0

L
I

deb olsak (4.10.8) ning oxirgi tenglamasidan Jnrim = 5,5 ni hosil gi-

lamiz. Zeydel iteratsiyasining natijasi javdal 4.3 da keltirilgan. Jadvaldan
ko‘ramizki.
Ay = 5,4491

va
|
= | —0,4491
—0, 1001
I- AT H:{'_!I.kl Agk}
0 0.5 0 5.5
L —0, 4545 —{), D826 5,4545
2 —(), 4484 —(,0074 5,4484
3 ~0, 4476 —0, 1000 5,4476
4 —(), 4484 —0, 1001 5, 4484
9 —0, 4490 ~0, 1001 5, 449()
6 —0, 4491 —0, 1001 5, 4491
7 —(), 4491 —0, 1001 5, 4491

Jadval 4.3
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Endi (4.10.7) sistemada i = 2

- — ~ ] £1
deb olamiz va ') ning #'*) bilan ortogo-

nallik sharti ) o
3 _0,449125 — 0,1001 - 25 =0
dan :r‘im' ni topamiz. Bundan
22 = 0,4491252 + 0, 1001 - =5 (4.10.9)

ni (4.10.7) ga qo'yib va £32) = 1 deb olsak, u holda

J.g_ 3, 4491 + 1, mm.r{f‘.
Bu verda

LG] —0. A{“'—l

deb olib, iteratsiyani qu‘llti}nnz, Natija jadval 4.4 da keltirilgan.

I e NG =— |
0 0 1

. 0,25 3,72

2 0,34 3,82

3 0,35 3,83

4 0,353 3,837

9 0, 3529 3. 8373

6 0,3526 3, 8370

7 0,3525 3,8369
L8 0,3525 38369 |

Jadval 4.4

Jadvaldan ko'ramizki, A; ~ 3,8369. Endi (%) ni (4.10.9) tenglikdan

topamiz: m{ ~ 10,4844, Shunday qilib,
0, 4844
= |1
0,3525

Uchinchi xos vektor 7% ni urmgnna.ﬂik shartlaridan aniglaymiz:

@D, 200 = 2 _ 0, 44012 —

0,1001257,
(@30 =, 4344:‘31 +2ld

i, 3525:&2}.
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Bundan esa x5 = 1 deb olib, 2" = —0,2166 va 23” = —0,7029 ni topib
olamiz.
Demak,
—0,2166
73 = | —0,7029
1

Nihoyat, (4.10.7) sistemaning oxirgi tengligida 1 = 3 deb olib, A3 ni
topamiz: Ay = 0, 2971. (7]

4.11-§. Chiziqli algebraik tenglamalar
sistemasini yechishda iteratsiya
metodining yaqinlashishini
tezlashtirish

Biz 2-bobda algebraik va transendent tenglamalarni iteratsiva metodi
bilan yechishda iteratsiva vaginlashishining tezligini orttirish metodlarini
ko'rib chiqgan edik.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda va matritsaning
x0s soni hamda xos vektorlarini topishda iteratsiva metodining yaqin-
lashish tezligini orttirish mumkin emasmikan degan savol tug'iladi. Bun-
day metodlar ayrim hollarda mavijud. Biz bu yerda matritsasi moduli
bo‘yicha faqatgina bitta eng katta xos songa ega bo'lgan chizigli algeb-
raik tenglamalar sistemasini yechishda iteratsiya tezligini orttirishning
L.A.Lyusternik taklif etgan metodini ko'rib chigamiz.

Agar

Az =) (4.11.1)

chizigli algebraik tenglamalar sistemasini iteratsion metod bilan yechadi-
gan ba'lsak, buning uchun B va € matritsalarni B + €A = E shartni
qanoatlantiradigan qilib tanlab olib, (4.11.1) sistemani

k1) _ p=k) 4 op (4.11.2)

ko'rinishda yozib olamiz.

Faraz gilaylik, ixtiyoriy dastlabki vektor % uchun {#*} ketma-ketlik
(4.11.1) sistema yechimiga yaqginlashsin. U holda B matritsaning barcha
xos sonlari [A;| < 1 (i =1. n) tengsizlikni qanoatlantiradi. Agar |A;] lar-
ning birortasi 1 ga yagin bo'lsa, u holda iteratsiya juda ham sekin yaqin-
lashadi, Bunga ishonch hosil qgilish uchun {F*} ning bir necha dastlabki
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hadini topish kifovadir. Shunda bu ketma-ketlikning yaqinlashishini tez
lashtirish masalasi tug'iladi. B matritsaning xos sonlari

|Aa] > |A2] 2 ... 2 |Aal

tartibda joylashgan deb faraz gilamiz. Lyusternik metodining asosiy
g oyasi qoldigning bosh gismini ajratib olishdan iboratdir.
Shunday qilib, biz #* — #*) qoldiq hadining bosh qismini ajratishimiz

kerak. Buning uchun Y — 7% vektorni B matritsaning xos vektorlari
bo'yicha yovamiz:

I“-] _flﬂ] —_ 31:._:i'+ {j:,!di,"-! + ...+ 'I-'I!I

Endi 7 —z(® ga (4.11.2) ni qo‘llab

il

e

F_7) — g (J—__ln _ _T!.”'J

ni hosil gilamiz. Demak,

#H2) _ 1) _ Z-ﬁﬂ"‘ﬁ-" (4.11.3)

i=1

Shunga o'xshash ixtiyoriy 25+1) — 7% — g (7% — 7(*~1)) vektor uchun

n
=k = . = J
Fikt1) _ (k) — Zﬁi"‘? Z (4.11.4)
=1

voyilmaga ega bo'lamiz. Shartga ko'ra {E”'}} yaqinlashuvchi va

o0

< S ak=

=4 1—

LEE T

bo‘lganligi uchun. lim #™ = #* ni e'tiborga olib

7 — gl — i (ir_k+i+1] = TUHI}) =
1=0

S -3
= BiNkriz. _ i_gz (4.11.5)
i=0 j=1 L j=[1h)|"3 -5
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ga ega bo'lamiz. Agar k yetarlicha katta bo'lsa, u holda (4,11.3) shartga
ko'ra (4.11.4) va (4.11.5) yoyilmalardan bosh qismlarini ajratib olishimiz
mumkin. Natijada quyidagi taqribiy tengliklarga ega bo'lamiz:

FEHD _ 518 & g AT (4.11.6)
Sl s M
£ — I xdll—-}uzlr {*Lll?]
Bundan esa :
Sl _—_H'] + (.-'-(k-H} = E-I-[i:])
i r =T T i (4.11.8)

kelib chiqadi. Agar X orgali A; ning tagribiy qivmatini belgilasak, u holda,
(4.11.6) ga ko'ra,

. .;!‘Ik-:-” L ._[H
A = _-ifr_—_—__l .{kjli {j:],ﬂ.:.l
&gy
= bV =
f\[=."\l+f}(f )=A]+E {4119}
1

munosabatlar o‘rinliligini 4.8-§da ko'rgan edik. Quyidagicha tuzilgan
7 3 1 : %
7 =20+ —= (=t —=zh) (4.11.10)
1 —2

vektor aniq vektor # ga F% va 41 vektorlarga nisbatan yaginroq
ekanligini ko‘rsatamiz. Avval 7° —5'*) va #* — #'® orasidagi munosabatni
topamiz. Buning uchun

B = —— [B-%E]
T
matritsani olib, # — §* = B, (¥ —3*)) ekanligini ko'rsatamiz.
Hagigatan ham,
2 ) = — ) 1_, (_—I-{k-i-l] -—E“‘}) =
1-XM
2 L [(0 ) 4 (2 —59)] -
=
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4.12.1 Matritsa wva  sistemaning

shartlanganligi
tushunchasi

Bog‘lanishsizlik vektori # mumkin beo'lgan barcha giymatlarni qabul
gilganda T° va b vektorlari “nisbiy xatoligining™ nisbatini kiritamiz:

o (=L g R
§ ”‘é“(nrn ' |151|)' [

£ 20 4125
IE|| < p Il 7l ( )

Bundan esa

kelib chigadi va (4.12.5) dan ko'rinadiki, g kichik bo'lsa, u holda
bog'lanishsizlik vektori normasining kichikligidan xatolar vektori nor-
masining kichikligi kelib chiqali. Bu holda (4.12.1) sisterna yaxshi shart-
langan deyiladi. Agar p katta bo'lsa, u holda ||7|| ning kichikligiga qara-
masdan (] juda katta bo'lishi mumkin. Bunday holda (4.12.1) sistema
yomon shartlangan deyiladi. Shunga o'xshash matritsa shartlanganligi
tushunchasini kiritish mumkin. Matritsa normasining ta'rifi va (4.12.2

dan
lel] Iz — ¥l |A~Y (Az* — AF)||
ﬂu = =5 T ——— v il L —
e Il
—Nw
~sup LTl 4y (4.12.6)
L

gn ega bo'lamiz. Bundan (4.12.4) ga ko'ra
= “E” =1 4.12.7)
[ “Ev“ ”‘4 ” {4
kelib chigadi.
E_:mﬂ .{4'12-1} sistemani o'ng tomoni b mumkin bo‘lgan barcha qiymat-
larni gabul qilganda tekshiramiz. Har bir b uchun o'zining & yechimi
mos keladi. Bu yechimlar to'plamini X orqali belgilaymiz va (4.12.7) bi-

1_“2 aniglangan p ning E* vektorlar Xda o'zgargan paytdagi xususiyatini,
yam y

Sup u
EEX
ni ko'rib chigamiz. Matritsa normasining ta'rifiga ko'ra

_ _ Az =
v :_l.;;;p rexm.uﬂ 1H=||,q|[.|!,q g (4.12.8)
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v soni A matnitsaning shartlangantik som doyilalic (4. 12.8) dan ko ks
turibdiki, agar A matritsa maxsuslikka yagin bo'lsa, o holda Bunday s
ritsa uchun # soni juda katta bo'ladi. Bunday matritsn yormon slartlungen
matritsa deyilali. Agar v kichik son bo'lsa, u holda A rrateiban yarsbo
shartlangan deyiladi. Har xil normalarda g va » lar har xil sonll giymat
larga ega bo'ladilar. Matritsaning ixtivorly normasining, uning maksimal
xos sonning modulidan katta voki unga tengligini 3-bobda ko'rgan edik
Bundan tashgari, teskari matritsaning xos sonlari bertlgan mintritan zon
sonlarining teskari qivmatlariga tengligi ma’lum. Shaning uchun

max | A | =

v=|All-[ja7|| = i (4.12.9)

min x| T

Uchinchi normada (4.12.9) munoesabatni anigroq yozish mumkin.
Hagigatan ham,

Al - |A l||,! = y/max &; /max, (4.12.10)
bu yerda £ A’A matritsaning xos soni bo'lib, o (A ') A7 matritsa-

ning xos sonidir. Ammo (A "]ll A1 = (AA4")" va AA', A'A matritsalar
o'xshash bo'lganliklari uchun n; = } Demak, (4.12.10) dan

max &;
i'.l"H — - o
min &;

Xususiy holda simmetrik A matritsalar uchun £ = |}g,jg Vil

~max [ A
" min | Aq|

(4.12.11)

bo'ladi.

Misol 4.12. Quyilagi matritsani olamzz [44):

5 ¥ 6 5
4z, T 10, 8 F
' 6 8 10 9
g ‘T (9 310

Yechish: Bu matritsaning elementlari katta son bo'lishiga garamas-
dan det A = 1 shuning uchun bu matritsa yomon shartlangan bo‘lishi
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kerak. Bu matritsaning teskarisi:

68 —41 -17 10

—41 25 10 -0
_1_
A= 10 5 -3
0 -6 —3 2

Berilgan A matritsa elementlarini ozgina o‘zgartirga

nda 1 maxsus matritsa
bo'lib golishi mumkin. Hagigatan ham

=

D+E i G 5
T 10 8 T
Ale)= 6 & 10 9
5 T 9 10
ni olaylik. Bu yerda det A (¢) = 1 + 68¢ dir. Demak, £ = —L# = —0,015

D - i g
bo'lganda bu va matritsa maxsus matritsaga aylanadi. Shunday gilib, A
matritsaning elementlari 0,02 aniglikda berilgan bo‘lsa, uni amalda max-

sus deb garash kerak. Qaralayotgan A~ matritsaning elementlari keshid
o'zgaradi. Hagiqatan ham.

499 7 6 5
70 10 8 7

A ===
- 6 8 10 9
5 7 9 10

uchun det 4; = 0,320 bo'lib.

204,82 128,12 —53,12 31,25

470 | —128,12 77,53 31,78 18,8l
t —53,12 31,78 14,03 —8,31
31,25 —18,81 —8,31 5,12

dir. Agar teskari matritsaning elementlari katta bo‘lsa, u holda hir'bir.ig“
“yagin” ozod hadlarga ham A% = b sistemaning bir-biridan "uzoq" yechim-
lari mos kelishi mumkin. Hagigatan ham

by = (28, 32, 33, 31)’

| by = (23,1; 31,9; 32,9; 31,1)

T = (11,1, 1)
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Vi

T = (14,6; —7,2:

-

2
on

3,1)
vechimlar mos keladi. A, matritsaning shartlanganlik soni v uchinchi nor-
mada

vs = || Aullz ||AT ]|, = V9339708 =~ 3009, 6.

Bu hagigatan ham katta son. Endi Az = 5 sistemaning shartlanganlik
o'lchovini b = by uchun topamiz:

e H

i !
| | 1

Jlg = e :l; | p—
|,J'|:_1 1 | J

f;m
2 = . /G708 = 2957 1.

4,12.2 Xatoliklar vektori 7 ni baholash

Biz yuqorida shartlanganlik soni katta beo'lib, ozod had ozgina
o'zgarganda yvechim anchaga farq qilishini konkret holda garagan edik,
endi shu masalani umumiy holda ko'rib chigamiz.

Faraz qgilaylik, (4.12.1) sistema bilan bir vaqtda

By=7 (4.1212)

sistema ham berilgan be'lib, B matritsa va f vektor bilan A matritsa va
b vektor orasida quyidagi tengliklar o'rinli bo'lsin:

B=A-CA, [=0b+4 (4.12.13)
Bu yerda ;

Icll <q<1. [|8]| L2
Endi (4.12.12) va (4.12.13) dan

(E—C)Aj=f

voki 3 X i
AF—(E-C) ' T=(E+C+C*+...)(b+8) =
)

— 54+ (C+C?+.. )b+ (E+C+C+

= . R T 2
ga ega bo'lamiz. Bu tenglikni 7 = b— Ay bilan _sullshurbf\k. u holda (4.12.1)
sistema taqribiy yechimi 3 ning bog'lanishsizlik vektori

Fe— [(C+CP+.. )b+ (E+C+C+...) 0]
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bo'ladi. Demak. u va v ta'rifiga ko'ra, quyidagi munosabat o'rinlidir:

Bl _ = =gl _ 7l s
=0 e

T ﬁ[—[rwr{'* b ) B—(E+C+CH+.)8| <

v L DI 1 ) (O S S A } L (a1214)
l—qg 1—gqlp|| | ~ 1-q  1-q|b]
Bundan ko'ramizki shartlanganlik soni v va p hamda g qancha kichik bolsa
“nisbiy xato” ;H'E ham shuncha kichik bo‘ladi. (4.12.14) dan amalda kerak
bo'ladigan ||z]| ning bahosini chigarish mumkin. Buning uchun

i e 1 L P
1”'{!4'1 ff} = e l —g HFJ'I]l

deb belgilab va [[2°]| = |g+z* — 7| < |7l + Iz -l = 5l + Il n
hisobga olib, 1 — vm (p, ¢) > 0 bo'lganda

pa— —_— : ! ]
el < Il = 2

ga ega bo'lamiz, Odatda amalda bizga A va b ma’lum bo'lmasdan balki

B va f berilgan bo'ladi. Shuning uchun ham (4.12.15) o‘rnida quyidagi
bahoni qarash kerak:

(4.12.15)

Il < gl 2 4

(4.12.16)
= v*m(p, q*)
bu yerda v* B matritsaning shartlanganlik soni bo'lib,
- . - 1 p
g =IBB™, D=B-Avam@ ¢)=—F— 4 —— =
“ )= T T 7]
dir

Amﬂ_ld_ﬂ (4.12.1) sistemani vechishning ko'p metodlari A matritsani
ah??ﬁi.mnb m‘%d_“' ko'rinishga, masalan, diagonal, uchburchak va h.k.
ko'rinishga keltirishdan iboratdir. Bunday almashtirish A matritsani chap

tomondan biror M matritsaga ko'paytirish natijasida bajariladi. Ixtiyoriy
maxsusmas A matritea uchun

IMAY < (M- flafl, A= a2 < A=) - (a2
bo'lganligidan,

v(MA) < v (M) v (A)
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kelib chigadi, ya'ni almashtirish natijasida, umuman aytganda, A mat-
ritsaning shartlanganlik soni ortib borar ekan.

Ko'rsatish mumkinki [4], faqat M = U/ bo'lgandagina (Bu yerda UV
ortogonal matritsa va c- o'zgarmas son) v (M) = 1 bo'lib, v (MA) = v (A)

bo'ladi.
Mashglar
1. Quyilagi
8,82 3,45 558 4,41
3,45 4,01 0,89 3,24
558 0,89 586 1,38
4,41 3,24 1,38 1,07

[ 2]

6.

matritsaning xos soni va xos vektorlarini shu bobdagi barcha metodlar
bilan toping.

. Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda

A B
‘Mz[.u ,«4]

matritsaning xarakteristik ko'phadi A + B va A — B matritsalar xarak-
teristik ko'phadining ko' paytmasiga tengligini isbot giling.
Har qanday n - tartibli kvadrat kompleks A matritsa

| by Byz
2= 2]

ko'rinishdagi matritsaga o'xshashligini ko'rsating, bu verda Bas (n— 1) -
tartibli kvadrat matritsadir. B = P~ ' AP shartni qanoatlantiradigan P
matritsani tuzish yo'lini ko'rsating.

- Aytaylmk, A matritsaning xos giymati A bo'lib, unga mos keladigan xos

vektor ¥ bo'lsin. Ixtiyoriy ap, o, ..., o uchun ¥ vektor aoF + a1 A +
cot an A" matritsaning og 4+ oA ... + o, A" xos soniga mos keluvchi
xos vektor ekanligini ko‘rsating.

. Ixtiyoriy A matritsa va a son uchun A va 4 — aF matritsalar bir xil xos

vektorga ega bo'lishini ko'rsating.

Agar A sodda strukturaga cga bo'lsa, u holda aoE + A + ... + and”
ham sodda strukturaga ega bo‘lishini ko'rsating.
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7. Apar A matritsa

faj1 g { B i 1]
2y oo o ] . ] 0

0 0 0 ] Uy, -1 Unn

ko'rinishga ega bo'lib, signayy—1 = signae s (k=1,2,...,0- 1)
bo'lsa, u holda A matritsaning barcha xos sonlari hagiqly bo‘lishini
ko'rsating.

Oxirgi masala natijasidan foydalanib, Lejandr ko'phadining barcha ildiz-
lari haqigiy ekanligini ko'rsating.

9. Quyidagi n — tartibli

a =1 0 0 .. B D
=g =1 0 ... O 0
Al =g s 1 .. B0
0 o0 e U

matritsaning barcha xos sonlari A, = 2 ( | — 4sin? =X ) (k
ligini ko'rsating.
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5-BOB. FUNKSIYALARNI
INTERPOLYATSIYALASIHI

5.1-§. Masalaning qo'yilishi

Aksarivat hisoblash metodlari masalaning qo'vilishida gatnashadigan
funksiyalarni unga biror, muayvan ma'noda yagin va tuzilishi soddurog
bo'lgan funksiyalarga almashtirish g'ovasiga asoslangan,

Ushbu bobda funksiyvalarni yaqinlashtirish masalasining eng sodda va
Jjuda keng qo‘llaniladigan qismi — funksiyalarni interpolyatsiyalash
masalasi ko‘rib chiqiladi.

Dastlab interpolyatsiyalash deganda funksiyaning qiyvmatlarini argu-
mentning jadvalda berilmagan qiyvmatlari uchun topish tushunilar edi. Bu
holda interpolyatsiyalashni "satrlar orasidagilarni o'giy bilish san’ati” deb
ham ta'riflash mumkin. Hozirgi vaqtda interpolyatsivalash tushunchasi
Juda keng ma'noda tushuniladi. Interpolyvatsiva masalasining mohiyati
quyidagidan iborat.

Faraz qilaylik, [a,b] oraligda y = f(z) funksiya berilgan yoki
hech bo'lmaganda uning f(x0). f(x1), flxa), ..., flzs) qiymatlari ma'lum
bo'lsin. Shu oraliqda aniglangan va hisoblash uchun qulay bo'lgan qanday-
dir funksiyalar {P(xz)} sinfini, masalan, ko‘phadlar sinfini olamiz. Beril-
gan y = f(x) funkstyani [a,b] oraligde interpolyatsiyalash masalasi shu
funksiyani berilgan sinfning shunday P{x) funksiyasi bilan taqribiy ra-
vishda

f(x) = P(z)
almashtirishdan iboratki, P(x) berilgan zo,@1,. .., s nuqgtalarda f(z) bi-
lan bir xil qiymatlarni qabul qilsin:

Plz;) = flz:) (i= ﬂ}

Bu yerda ko'rsatilgan To, T1. ..., Tn nuqtalar interpolyatsiya tugunlari
yoki tugunlar deyiladi, P(z) esa interpolyatsiyalovehi funksiya deyiladi.
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Agar {P(r)} sinfi sifatida darajali ko'phadlar sinfi olinsa, u holda m
terpolyatsiyalash algebraik deyiladi. Algebraik interpolyatsiyalash appa-
rati hisoblash matematikasining ko'p sohalarida qo‘llaniladi, chunonchi,
differensiallash va integrallashda, transsendant, differensial va integral
tenglamalarni yechishda, funksiya ekstremumini topish hamda funksiya
jadvalini tuzishda Teylor yoyilmasi klassik analizda qay darajada ahami-
yatga ega bo'lsa, algebraik interpolyatsivalash ham hisoblash matema-
tikasida shunday ahamivatga egadir. Ayrim hollarda interpolyatsiyalash-
ning boshqa ko'rinishlarini qo‘llash magsadga muvofiqdir.  Masalan,
f{z) davriy funksiya bo'lsa, u holda {P(x)} sinfi sifatida trigonometrik
funksiyalar sinfi olinadi: agar interpolyatsivalanadigan funksiya berilgan
nugtalarda cheksizga aylanadigan bo'lsa, u holda { P(z)} sinfi sifatida rat-
sional funksiyalar sinfini olish ma’quldir.

Bu bobda, biz, asosan, algebraik interpolyatsivalashning har xil
usullarini ko'rib chiqamiz va bunday yaqinlashtirishning aniqligini baho-

laymiz. Bobning oxirida interpolyatsivalashning ayrim tatbiglarini ko'rib
chigamiz.

5.2-8. Interpolyatsion ko‘phadlarning

mavjudligi va yagonaligi.
Lagranj interpolyatsion formulasi

'Biz asosan algebraik interpolyatsiyalash bilan shug ullanamiz. Masala-
mr:g qn‘;nhshi quyidagichadir. Darajasi n dan yuqori bo'limagan shunday
nhad qurilsinki, u berilgan (n+ 1) ta zg, 71, . . . , 2, nugtalarda berilgan

I[Il}}l I{I:l_':l: '--‘.'Jr[':r"]
qi.ym_atl‘ami qabul qilsin. Bu masalani geometrik ta’riflash ham mumkin:
darfqaslndan ortmaydigan shunday P(x) ko'phad qurilsinki, uning grafigi
berilgan (n 41) ta My(z, f(z4))
(k =0.n) nugtalardan oftsin,

Demak, ¢, (m = 0,n) koeffitsiventlarni shunday aniglash kerakki,

P(r)=co+c1z 4 ... cpz" (5.2.1)
ko'phad uchun ushiby

P(zy) = flzy), =0 1,...,0 (5:2:2)
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tengliklar bajarilsin. Bu tengliklarni ochib yozsak, ¢, (m = 0,n) larga
nisbatan (n+ 1) noma’lumli (n + 1) ta tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

Ci 4+ epxn -+ r_'-gl'?u' + ...+ t"n.'!‘Erl‘ = Jr[.:-u},
cy ey + r;,-.r'f + o FienTy = flE);

(5.2.3)

g <k ey -+ ‘Hr + a4t CnEl = flas)-
Bu sistemaning determinanti Vandermond determinantidir:
Wiz ay.~ s Ty ). Masala mazmunidan ravshanki, zp nuqtalar bir-

biridan fargli, demak bu determinant noldan farglidic. Shuning uchun
ham (5.2.3) sistema va shu bilan birga qo’yilgan interpolyatsiya masalasi
yagona yechimga ega. Bu sistemani yechib, ¢, larni topib (5.2.1)ga
qo'ysa, P(x) ko'phad aniglanadi. Biz P(z) ning oshkor ko'rinishini
topish uchun boshgacha yo'l tutamiz, avvalo fundamental ko'phadlar deb
ataluvchi @,,;(x) larni, ya'ni

; . 0, ## j bo'lganda
s - o t b ]
Wnj ;) = 6] = { l, i=j bo'lganda

shartlarni gqancatlantiradigan n-darajali ko'phadlarni quramiz. U holda

L (2) = z f(2;)Qn; () (5.2.4)

_|-:|I

izlanayotgan interpolyvatsion ko‘phad bo'ladi. Hagigatan ham, barcha § =
0,1,2,...,n uchun

Ln(xy) = ZII.‘H_?J{'EJ'U[‘T:I} = ZI{J-‘}J&: = f(zi)
=0 7=f}
va ikkinchi tomondan L,, () n—darajali ko'phaddir.

Endi €, ;(x) ning oshkor ko‘rinishini topamiz, j # 1 bo'lganda
Quylz;) = 0, shuning uchun ham Q,,,(x) ko‘phad j # i bo'lganda r —a; ga
bo'linadi. Shunday gilib, n—darajali ko'phadning n ta bo'luvchilari bizga
ma'lum, bundan esa

QJIJ:.I} =C H {.’J" - ;‘EI}

1=0, 1#)
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kelib chigadi. Noma'lum ko*paytuvehi €' ni esn

Qnjlz;) =C 1_[ (2; — zi) =1

i=0, i3]

shartdan topamiz; natijada:

n

Q)= [] ===

=0, st {J‘_J - y
Bu ifodani (5.2.4) ga qo‘yib. kerakli ko'phadni aniglaymiz:
Ln(z) =i-”r ) fl NS (5.2.5)
i e (g5 — &)
3=0 =) gk g

Bu ko'phad Lagrnj interpolyatsion ko‘phadi deyiladi. 1
Bu formulaning xususiy hollarini ko‘raylik: n = 1 Im‘l;:smti_ﬂ Lagran
ko'phadi ikki nugtadan o'tuvchi to‘g'ri chiziq formulasini beradi:

L e I — I - 4+ __'_'__T'|1- |,['l-:l.
1{ } Ig — J!'!lf{ ) ] J.'[jf
Agar n = 2 bo'lsa, u vagtda kvadratik interpolyatsion ko‘phadga ega

bo'lamiz, bu ko'phad uchta nugtadan o'tuvechi va vertikal o'qqa ega bo'lgan
parabolani aniqlaydi;

_ (z—m) (e —23)
L:[z] = (xo— Ty )(zo — oy f(zo) +

+

(x — @o)(1 — '{IE}_JI"{';rI]I

(21 — z0)(z1 — T2)

(& —zo)(x—2)
+{$2 — zp){z2 — :r:ljf['rzj'

Misol 5.1. 0,1,2 nugtalarda mos ravishla 1,2, 5 giymatlarni gabul giluveh
kvadratik ko‘phad qurilsin,

Yechish: Bu giymatlarni oxirgi formulaga qo'yamiz:
(z—1)(z-2) (2 —0)(z —2) fa=0)(x—1)
L-l — : s & e R=T
W= o0 M o= > eooe=D 0"

E"Jlﬂi Lagranj interpolyatsion furrnulasining beshqga ko'rinishini kelti-
ramiz. Buning uchun
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Wiy i-I{:r] = H{.’l’.’ = 'T-'i:l

=4

ko'phadni kiritamiz. Bundan hosila olsak,

Wi (@) = i [ ﬁ (2 — J,,]]

k=0 =0a¥k

Kvadrat qavs ichidagi ifoda = = x; va k # j bo'lganda nolga aylanadi,
chunki (x; — x;) ko'paytuvchi gatnashadi. Demak,

L

Wes (£5) = 1__[ (2 — i)

1=0,137

n
Shuning uchun ham [] ﬁ,‘— Lagranj koeffisientini
i=0i#]

W".J..[l::'l'}
||+1|[ J]{J }

ko'rinishda yozish mumkin. Bundan esa Lagranj ko'phadi quyidagi
ko'rinishga ega bo‘ladi:

Lilz) = Z S (2, )m+1(2) (5.2.6)

W1 (25) (@ —25)

Il

Endi tugunlar bir xil uzokdikda joylashgan: &) —xp = a0 — 3 = ...
Tn = Tn—1 = h xususiy holni ko‘ramiz.
Bu holda soddalik uchun & = xq + ih almashtirish bajaramiz, u holda
z—xy=h{t—7), whpile)=ha"" ], (2);
bu yerda
Wi () =t(t —1)...(t=n), whi(z) =(=1)""7j{n—j)h"

bo'lib. (5.2.6) Lagranj interpolyatsion ko‘phadi quyidagi ko'rinishni oladi:

n=4
L (zo + th) = wl (£) Z (f—ljjj!{r{{fjj}}!' (5.2.7)
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5.3-§. Eytken sxemasi

Interpolyatsion ko‘phadni qurish uchun hisoblashlarni soddalashtirish
magsadida Eytken sxemasini qo'llash qulaydir. Lpiz..m(x) orgali
T, Ty, - -« Ty tugunlar yordamida qurilgan n—darajali ko‘phadni belgi-
laymiz. Ma'lum (5.2.5) formulaga ko'ra

|j'[.1‘r_ﬂ &g — x|
o PR = ..fl[-rlj 'Irl —I
I = a L1 £ L0 e Y e, IS —
o1y(x) e Ilfﬁru} — T I_”f[ ry et
fler) 1 —%
s o flwa) @a—1
I N -2 o S R £ 2
(1zy(z) = _szfi"l}‘“ 3'2—371f{r_] Ta — T
'J"'I:.r'r;.,ll Tg— L
Tr— T €T —x Jlza) T2 — T
Ligg)(x) = wu—:: f(zo) + — :,] Pnl="———r"u
2 2 — &0 S

Endi Lig, ifoda f(zg) va f(xa) lardan ganday gonuniyat bilan l-kl?.?]ﬁ““
bo'lsa, xuddi shu qommiyat bilan Liony(z) va L) () yordamida tuzilgan

L{ﬂ.”(.’[’} g — &
P(z) = _an)(I] _-'ﬂz — L
Ty — &y

f‘;':":ilﬁmﬁ ko'rib chigamiz. Ko'rinib turibdiki, P(x) ikkinchi darajali ko'phad
o'lib,

Plao) = f(zq), P(zy) = f(z1), Plx2) = f(x2)
tengliklar o'rinlidir. Demak,
P(z) = Lgiz ().

Sq?&“;ln.b quili‘b,( L]{%:‘élzg ve Lii2)(%) ga birinchi tartibli interpniyﬂlﬁi}'m]i
» H(012)\F) ko'phadga ega bo'ldik. Xuddi shu natijani qolgan ikki
formuladan ham hosil gila olamiz: 4
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f‘l"' :{J} £ 4y

L 2 {.F'} Wi HN

Lipizy = ' I.-J? = i
sl '.:! L |

Lipzy(x) @ — =

Lon(z Iy —
Limay = ._MI

£1 — &n

Bu jarayonni cheksiz davom ettirishimiz mumkin.

Shunday qilib, n + 1 ta nuqta yordamida n—darajali interpolystsioe
ko'phad qurish uchun shu nuqgtalarning n tasi yordamida tuzilgan ikkis
bir-biridan fargli (n — 1 darajali interpolyatsion ko'phadlarga birises
tartibli interpolvatsiyani qo'llash kerak. Masalan.

1{...|||-_?_-:4|.-"] &g — ‘Lrul-'wi{_[,‘] Ty — x|

-l;.a (o124) l-i'] L — & L| l:‘:i-lﬁ{;!:] oy —

Liizasy = rs — 24 - Ty — Tp _

Yuqorida keltirilgan sxema Eythen sremasi deyiladi. Odatda Eytken sxe-
masi Ly, (x) ning umumiy ko'rinishini topish uchun emas, balki uning biror
T nuqtadagi giymatini hisoblashda foydalaniladi. Hisoblashlarni jadval 5.1
shaklida yvozish ma'quldir.

—— e

Tyyi|®i — x| Lii—1,0) | Lgi-a... 0| Lgi=s,..0) | Liza,a | Lgies..u

L=

Lojllo|To — T
Ty |xy — Loy (x)

Talya|Ta — x| Liyoy(£)| Ligi2y(7)
Tafya|rs — x| Liag)(x)| Lii2s)(2) | Lionza (x) |
T41Y4|Ta — T\ Lisq) ()| Liaany(x) | Lz (2)| Lior2a4y () |
T5|Us|Ts — @) Lias) (£)| Lisasy (2) | Lizaas) ()| Lizaas) (&) Lw:zz-:m{-’}]!

Jadval 5.1
Misol 5.2. Qadami h = 0,01 ga teng bo‘lgan sinx ning jadvalidan foy-

dalanib, sinz ning @ = 0,704 nugtadagi giymatini topamiz. Hisoblash
natijalari jadval 5.2 da keltirilgan.
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0,68 | 0,62879 | -0.024 | 0,647400

0,69 | 0,63654 | -0,014 | 0,647400 ‘

0,70 | 0.64422 | -0.004 | 0.647292 | 0.GAT24R8

0,71 | 0,65183 | -0.006 | 0,637264 | 0,6472808 | 0,6472626

0,72 | 0.65938 | 0.016 | 0.647300 | 0.6472424 | 0.6473038 | 0,6472679
s, 704 = 0, 64727

Jadval 5.2

5.4-8. Lagranj interpolyatsion formulasining
goldiq hadini baholash

Chizma 5.4.1

t4"!.5&1.' bﬁ:mr la, 4] oraligda berilgan flz) funksiyani L, (z) interpolyatsion
ko'pxad :bllan-a]mashtirsak, ular interpolyatsiyva tugunlarida o'zaro ustma-
ust tushib, boshqa nuqtalarda esa farq qiladi (chizma 5.4.1).
Shuning uchun qoldiq hadning R(z) =
va uni baholash bilan shug*ullanish mags
terpnlya.tsi;ra tugunlarini o'z ichiga oladi

f(x) — L, (z) ko'rinishini topish
adga muvofiq. Buning uchun in-
gan |a,b] oraligda f(z) funksiya

B



HINTHE AR AT L £ 4]

(n+1) - tartibli "7 Vi) urluksie hostlaga vin (ol Tivas ol Hitas
polyatsiyaning qoldiq hadi H(e) aehon quavidagd tooroiom o gl

Teorema 5.1. Agar flx) funksige lo.b] omlegda (4 V)obarbibli sadphoss
kosilaga ega bo'lsa. u holda interpolyatsiya qoldiy hadin
i ) a3

Riz) ALY el 4
) ' \S (m 4+ I

ko‘rinishda ifodalash mumbin. Bu gerda & ¢ o, b] bo'lih, wivurman aylgu s
x ning funksiyasidir.

Isbot. (5.4.1) ni ko'rsatizsh uchun vordamehi (=) -~ Hlz) - K,
funksiyani tekshiramiz, bu verda K noma'lum o'zgarmad koeflitaiyent. i
funksiyaning z = xg, ry..... 1, larda nol givmatlarni gabul gilishi raveie
Noma'lum K koeffitsiventini shunday tanlaymizki, (z) funksiya 2
la,b] va & = x; (i = 0.n) nugtalarda nol qivmatni qabul gilsin, Desmak

K= Hq'r.]-—.

it

Natijada (z) funksiva [a. b] oraligning (n+2) ta @o, &1, . « - &0, = B
talarida nolga aylanadi. Roll teoremasiga ko'ra ¢'(z) bu oraligdsa kesiis
(n + 1) ta nugtada nolga avlanadi, '"(z) esa kamida n ta nugtads =
hokazo, " *1)(2) kamida bitta nugtada nolga avlanadi. Aytavlik bu
nugta € bo'lsin, " T (g) = 0.

Bundan L, () ning n - darajali ko'phad ekanligini hisobga olsak:

i,'J'{"_'_”!:-E} — ‘Jrlrl - l:l{i.l o LL”"'“{E} = fi'w:.r':_ﬁ”[fj =
— f:'n'lr{li:"] = If{ﬂ b I.J! :uu

to: Ee imn) ~ . e
yani K = {n+1}r2 va bundan hamda (5.4.2) dan (5.4.1) formulanine
o'rinli ekanligi kelib chigadi. [ |

5.5-§. Interpolyatsion formulalar qoldiq
hadlarini minimallashtirish va
Chebishev ko‘phadlari

Mumkin gadar kichik bo'lgan va |R{x)] < ofx) Lengsiglikng gasoar-
lantiruvchi a(z) miqdor interpolyatsiya metodining  nugtadagt absalya
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xatosi va @ < x < b oraliqda a(z) < o tengsizlikni ganoatlantiruvehi
mumkin qadar kichik bo'lgan a* migdor esa interpolyatsiya metodining
la. b] oraligda absolyut xatosi bo‘ladi.

Agar My, = 111:34,:\“EII [f“” ”[;r}| ni aniqlash mumkin bo'lsa, u holda
aLTE
a(z) va o ni tabiiy ravishda

fﬂ::t]l = ﬁ.;n+1 t"‘"n-_n i [.!*_H

(n+41)!
M (55 1]
o' = l:l.-n lH:ll}] ﬂﬂ,”:”f* |.:,|_,"1l+|.{-l"'ﬁ| ':I'}tlt]
T r BRESY

tengliklar bilan aniglash mumkin. Oxirgi tenglik shuni ko'rsatadiki agar
f(z) funksiya va shu bilan birga M,,., berilgan bo‘lsa, n holda a” lagat
Wn+1(x) gagina bog'liq bo'lib qoladi. Lekin w4 () ko'phad interpolyat-
siya tugunlari g, xy, ..., r, bilan to'la ravishda aniglanadi.
Shunday savol tugilishi mumkin: [a,b] oraligda interpolyatsiya tugui-
larini tanlash hisobiga shu oraligda interpolyatsiva metodining absolyut
xatosi eng kichik bo'lishiga erishish mumkinmi? Bu savolga javob berish
uchun P. L. Chebishey ko'phadlari va ularning xossalaridan foydalanamiz.
Chebishev ko'phadlari T}, (z) quyidagicha aniglanadi:

Tu(z) = coslnarccosz|, |z| < 1.
Bundann =1 da

T (z) = cos(arccosz) = =
van=2da

Ta(z) = cos|2 arccos x| = 2cos?(arccosz) — 1 = 22° — 1
So'ngra

cos(n + 1)8 = 2cosf cosné — cos(n — 1)0
ayniyatda # = arccos z deb olib T, (x) uchun

Thi1 (@) = 22T () — Ty (2)

(5.5.2)
rekurrent munosabatga ega bo'lamiz.

: laraial; Bu munosabatdan kﬂ'rinﬂ.dikit
i) Jali ko'phad bo'lib, 2 ning yugori darajasining koeffitsiyenti
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(2"~1) ga teng ekan. (5.5.2) formuladan ketma-ket quyidagilarni topish

mumkin:
TJ{ E] — 3,

Ty(x) = 8z —8x° +1
Ts(z) = 162° — 2027 + 5z
To(z) = 322°% — 4827 + 182% - 1

Ty () ning barcha n ta ildizlari haqgigiy bo'lib [—1, 1] oraligda joylash-
gan. Ular cos| arccos z] = 0 tenglikdan topiladi:

(2k + l}T
2n

narccosx = —(2k + 1) yoki x5 = cos

I‘-Ji-—'-l

Bunda £ ga n ta turh 0,1,..., n — 1 qgivmatlar berib, n ta turli
ildizlarga ega bo'lamiz. Endi T,(z) ning [—1,1] oraliqdagi maksimum
va minimumlarini topamiz. Statsionar nuqtalari 70 (x) = 0 dan, ya'ni
sinjnarccosx] = 0 tenglikdan topiladi. Bundan z,, = cos Z=(m =
0,1,....n)va T, (cr:s } = (—=1)". Demak, barcha maksimumlar 1 ga
teng.

Agar interpolyatsiyalash oralig'i [a, b] sifatida [—1, 1] va interpolyatsiva
tugunlari sifatida esa Chebishev ko‘phadlarining ildizlari zy lar olinsa, u

holda wy sy () = s=-Thaq(z) va _max [ ()] = él- bo‘ladi.
Quyidagi i
. 1
Tﬂ(:{.}l — Tﬂ{‘-r:, =zl s

an—1
ko'phadlar noldan eng kam og‘uvchi ko ‘phadlar deyiladi.
Bu ta'rifning ma‘nosini quyidagi lemma aniglaydi.

Lemma 5.5.1. Bosh kocffitsiyenti 1 ga teng bo'lgan har qanday n darajali
Fulz) ko'phad uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

1
P> g 1] = g

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. U holda T,(z) — P,(x) ko'phad
{n = 1)—darajali bo'lib, shu bilan birga

s T 2) - 2 )] = o [

o = Pu(a)| = (-
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chunki, shartga ko'ra, barcha k lar uchun | Py, (2)] < sa=t- Shunday qilib,
Ty(x) = Py(x) ko'phad barcha k =0,1,.. ., n lar uchun qo'shni y va Ti4y
nuqtalarda ishorasini o'zgartiradi. Demak, (n — 1)-darajali T (2) — Pu(7)
ko'phad noldan fargli, chunki u xx(/

: = 0,n) nugtalarda noldan farqli
bo'lib, n ta har xil ildizlarga ega. Bu esa qarama-qarshilikka olib keladi.

Agar interpolyatsiya ixtiyoriy [a.b] oraliqda bajarilsa, u holda

r==[b—a)z+b+a]

T =

chizigli almashtirish yordamida uni [-1,1] oraligqa keltirishi mumkin.
Shu bilan birga T,(x) ko'phad bosh koeffitsiventi
T (2:;_“;") ko'phadga aylanadi.

Lemmaga ko'ra, bosh koeffitsiventi 1 ga teng bo'lgan

o= ga teng bo'lgan
=

h—a

=la. e = 2o — {
TL hj{.'[.’] = “,il = H]”?.-] —_er” ( i il J)

L ] —la Bl
ko'phad [a, b] oraligda noldan eng kam og'adigan ko‘phaddir. T~ () ning
ildizlari

bta b- 2% + 1 s
I = 21’1 2{1['.05“{ '3:: ) (k=10,n—1}
ekanligiga osongina ishonch hosil gilish mumkin. Ixtiyoriy oralig uchun
interpolyatsion formulaning xatoligi quyidagicha bo'ladi:

M, (b—a)™" :
B =1f(2) ~ La(@)] < =5 g

5.6-§. Bo'lingan ayirmalar va ularning
xossalari

Hosila tushunchasining umumlashmasi bo'lgan bo'lingan ayirmalar
h’lﬂhum:h&sm'. kiritamiz.  Biror sinfdan olingan f(z) funksiya va bir-
birlaridan farqli 79,2y, ..., z,, tugunlar berilgan bo'lsin. f(x) funksiyamng

z = tugundngl nolinchi tartibli bo‘lingan ayirmasi deb f (z;) ga aytiladi;
birinchi tartibli bo‘lingan avirmasi esa (@i, ©; tugunlarda)

Fleizs) = J'ir;']I = S (=) (5.6.1)
=4
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tenglik bilan aniqdanadi. ;. x;.x tagumlaven mos kelpno dekineb 1o
tiblisi esa . e
f (e x
F il 2y, %m) = J At '_“ % (i)

o | i 'il
tfﬂgllk bilan va, umuman, k— tartibli 1“".“”.'"."‘“ |' Ll o o o il } WY ITTER {}
1)= tartiblisi orgali

oy Th) = riiﬂ";"ri'} = J By s xss Cof TR |
€L L

formula bilan aniglanadi. Bo'lingan avirmalarni jadval 5.3 ko'rinishids
yozish ma‘quldir.

zo|f(xo)

flxg. xy)
oy f(z1) flxg. z120)
IEIL I?_J fL'.l"||..J‘| ...1"'-_!“]'.';5]
I{I?} f[‘rl soli s '[-:‘.J f{ii‘-’{}, Ly gy g dia )l
f(x2,x3) flxog, 21,2, x3)
f(x3) flxs. 23, 24)
flrs, ry)

.

I

£

[

24| f(24)

Jadval 5.3

Lemma 5.6.1. Bo'lingan ayirmalar uchun

|

P (B0 nm) = ) — L 20 (5.6:

=0 [] (z:= x5
=1l 3 #0

et

ot

tenglik o‘rinlidir.
Isbot. Lemmani induksiya metodi bilan ishot gilamiz: & = 0 bo'lganda
(6.6.2) f(xq) = f (wo) tenglikka aylanadi. k = 1 bo‘lganda (5.6.2) tenglik

(5.3) tenglik bilan ustma-ust tushadi. Faraz qilaylik, (5.6.2) tenglik & < »
uchun o'rinli bo'lsin. U vaqtda

f{I-'I-.r~---TH+I} _I(I{“,_,,J?”] —

L1 — 0

f(ﬂh . '-1IH+I} =

S (O = 1 ) ~__ J(=)
Tns -;rq[iz:; 1'] [S!T;—‘J:j} _E_I“I (I ﬂ'-';n_j]
153?;'5:..{.1 0giEn

J#
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Bua tenglikning ﬂ‘ug tomonicla 1 ?"_- 0, i -I.t" 7=+ 1 I)('!']P.’,-E’ll'lif!il f{r‘.} i.Ji{]il.ngi
koefhitsivent quyidagiga teng:

1 1

l —

Tpt1 — Lo T (=) 11 (=1 —=z5)

FEi 4.:;.'5

lgjsnt] Ojsn
o3 [.‘1‘-, — x0) — [.".I'!. - -"-'n-i_l]' . 1 :
(Znss —20) JI (zi—z5) [T (zi—23)
J# J#t
Ueyentl (AE =l -

ya‘ni izlanayotgan ko'rinishga ega; i = 0 va i = n+ 1 lar uchun f (z,) faqat

bir martagina qatnashadi va uning oldidagi koefhitsivent kerakli ko'rinishga

ega bo'ladi. Shu bilan lemma isbot bo'ldi. -
Bu lemmadan qator natijalar kelib chigadi.

1- natija. Funksiyalar algebraik yig'indisining bo'lingan aywrmasi
qo'shiluvchilar bo‘lingan ayirmalarining algebraik vig'indisiga teng.

2- natija. O‘zgarmas ko'paytuvchini bo‘lingan avirma belgisidan
tashqariga chiqarish mumkin.

8- natija. Bo'lingan ayirma o'z argumentlari zg, ..., &n 1310108

simmetrik funksiyasidir, ya‘ni ularning o‘rinlari almashtirilganda bo'lingan
ayirma o‘zgarmaydi.

5.7-§. Nyutonning bo‘lingan ayirmali
interpolyatsion formulasi

Lagranj interpolyatsion ko‘phadining har bir hadi interpolyatsiya
tugunlarining hammasiga bog'ligdir. Agar yangi tugunlar kiritiladigan
bo'lsa, interpolyatsion ko'phadni gaytadan qurishga to'g'ri keladi. Bu La-
g;rgnj mlﬁtﬂiﬂﬂ ko'phadining kamchiligidir. Lagranj interpolyatsion
ko'phadini shunday tartibda yozish mumkinki, hosil bo'lgan ko‘phadning
mlﬂfif i-hadi interpolyatsiya tugunlarining faqat avvalgi i tasiga va
funksiyaning shu tugunlardagi qiymatlariga bog'liq bo'ladi. Aytilganlarn
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bo'lingan ayirmalar yordamida bajaramiz:

Fi

= T : —. fal, 1\ I'{Ir:j
LRSSl =T =t 2 G2 T i o)
A Liy P
= Wn+1(2) T“"ﬂl— i (& :‘l-r]ll 14.]:' )
[T(—=x) i=0Y"* = Jti Y

Bu ifodani 5.6-paragrafdagi lemma bilan solishtirib ko'rsak, kvadral qavs-
lar ichidagi ifoda f(x.xp.....2,) ning avnan o'zi ekanligi kelib chigadi.
Demak, biz

ftx) —Lnlx) = flr. 2o ima Y enei(x) (5.7.1)
deb vozishimiz mumkin.

Endi L, (x) tugunlari xp.ry, ..., 2., dan iborat bo'lgan Lagranj inter-
polyatsion ko'phadi bo‘lsin. U holda Lagranjning L,(z) interpolvatsion
ko‘phadini

Lo(z) = Lo(x) + [Li(x) — Lo(z)] + ... + [Lalz) — Ly—1(2)] (5.7.2)

ko'rinishda ifodalash mumhin

Bu verda Ln(x) = Lin—1(x) xg.2y..... 2,1 nuqtalarda nolga ay-
lanadigan m - darajali Lﬂ phad, chunki L., (z;) = Ln—(2;) = [ (2;)
{j=0,m — 1). Shuning uchun ham

L;"{I:I = Lm—l{I] = -""ljru;"-"m (z). W) = (& — J-'-'IZI.J a0y :I .
Bunda z = r,,, deb olsak,

f{-‘:u} m 1(Zm) = lrnl-l"-":'u{—-’:.rll

ga ega bo'lamiz. Ikkinchi tomondan (5.7.1) tenglikdan = m—1 vax = x,,
deb olsak, u holda

hilEm) =L () = F (T Xoys - Tm=1) . (254 -
Shunday qilib. 4,, = flzg,. <. .om) va demak,
Len(2) — Lena(2) = f (g, - -« s T ) W),
Bu migdorlarni (5.7.2) tenglikka qo'vib, quyidagiga ega bo'lamiz:
La(z) = f(z0) + [ (@o.21) (& — @0) +

“"’rf{:ﬂg,;t'h. iy ) [I — ) aant {:I’: — Jdin -]J- [ﬁ-?-:{}
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Bu hosil be‘lgan interpolyatsion ko‘phad Nyutonning bo‘lingan ayirmali
interpolyatsion ko'phadi deyiladi.
[ndd ey
(5.7.1) tenglikni f(z)— L, (z) = Lmpir

= W) tenglik bilan solishtir-
sak

(n41)
I [."E} Ta 1:_; E: :__':' .J'-n ‘5.?.'1]
ey T

I{I:'lrﬂ.*'..,.l.'”} =—

kelib chiqadi.

Endi bir xususiy holni, ya'ni f(x) m-darajali ko‘phad

m
Palm) = ZU.,.':.“
1=0)
bo'lgan holni garaylik. (5.7.4) formuladan ixtivoriy @g, 1. .. .. Tn lar uchun

quyidagiga ega bo'lamiz;

1, agar m = n bo'lsa,
P (2,005 ... 320) = 4 "
m A%, %03 i %n) 0, agar m < n bo'lsa.

Nyuton interpolvatsion formulasini tuzishda ham Eytken sxemasi-

dan foydalanish mumkin. Quyida Nyuton interpolyatsion formulasining
qo‘llanilishiga doir misol keltirilgan,

Misol 5.3. y = f(z) funksiyaning quyidagi

z|0] § 10 12 13 15 16
Yy | 1] 151 | 1051 | 1789 | 2263 | 3451 4[?7_]

jadvalda berilgan giymatlaridan foydalanib, uning * = 12,5 dagi qiy-
matini topaylik.

Yechish: Bo'lingan ayirmalar jadvalini tuzamiz:
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g
30

5 | 151 15
180 1

10 | 1051 27
369 1

12 | 1789 35
474 1

13 | 2263 40
594 1

15 | 3451 44
726

16 | 4177

Uchinchi tartibli bo'lingan avirma o‘zgarmas bo‘lganligi uchun y =
f(z) funksiya 3-darajali ko'phad ekan. Berilgan x = 12,5 giymat jad-
valdagi r = 12 va & = 13 qiymatlar orasida bo'lganligi uchun osti chizilgan
bo'lingan ayirmalardan fovdalanib. Nyutonning interpoyatsion formulasini
tuzamiz:

flz) = IT89 +474(x — 12) +40(x — 12} {x = 13) +(x — 12)(x — 13)(x — 15).
Bundan

f(12,5) = 1789 +474-0.5—40-0.5:0.5+0,5-0,5-0,25 = 2016,625. M

5.8-§. Chekli ayirmalar va ularning xossalari

Faraz qilaylik, argumentning o‘zaro teng uzoglikda joylashgan oy =
I?“}'fh (h- jadval qadami) qivmatlarida f(z) funksivaning mos ravishdagi
givmatlari f; = f(x;) berilgan bo'lsin. Ushbu fi.y — [i ayirmaga bi-
rinchi tartibli chekli ayirma deviladi; sharoitga ko'ra bu miqdorni o'ng
chekli ayirma: Af;. chap chekli ayirma: Vo, yoki markeziy ayirmas
$fispr = fiz1p2 lar kabi belgilanadi. Shunday qilib, quyidagicha yozn

*

olamiz:
fni=fi=Afi=Vfisi =6fisapn = fliip (5.8.1)
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Yugori tartibli avirmalar rekurrent munaosabatlar yordamida tuziladi:

AMf = A (AR ) =AML (AS) = AR i - AR,
?kfi = v{vk—'lfij} = vk—l {vfi] = q:_rl.---lfl - \|c|-l':--|-llrfl_11
8 =8 (81 R) =651 (04) = 6% M fivapz — 8 ficupa
fF = gkt pk=i
1 Ja4l2 i—1,/2"

Ayirmalar jadvali odatda quyidagicha tasvirlanadi:

2 EA G AN RS

zg | fo
-ﬁrz

| f i
f‘.tl,."'.i a2

z2 | fa 2l | f2
f:}-;z 52

z3 | fa f%
fisa

| £4 fa

Hisoblash praktikasida ishning hamma bosqichlarida nazorat qiluvchi
amallarning mavjudligi talab qilinadi. Bu narsa go'pol xatolarga yo'l
qo'ymaslikka yoki hech bo'lmaganda ularni minimumga keltirish uchun
xizmat qiladi. Bunday nazorat giluvehi amallar ayirmalar jadvalini tuza-
yotganda bevosita hosil bo'ladi. (5.8.1) va undan keyingi formulalardan

ko'rinib turibdiki,
ﬂﬂ"‘-@ﬂ"‘ ot fap=h—foth-H+...+tf—fa1=
= fa = fo.
f?+f%’+--1+f:_1 = f:hg—fllmﬁ—fjﬁ - j:.,'_'ﬂ o f,t_”-; = f,:-a,-"z =
=f1t-1f2 _flljﬂ-
ya'ni jadvalning har bir ustunidagi sonlarning yig'indisi avvalgi ustun eng

dmtki'glﬁmmtlaﬁning ayrmasiga teng. Avrim interpolyatsion formulalarda

'ff va ularning chekli ayirmalari bilan bir gatorda ayirmalarning quyidagi
o'rta arifmetigi ishlatiladi:

k-1 2k—1
2 i—172 + [
Pf?h ARG 1f2 i+1/2

2 Ed
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&
ak 17+ 2
Bliviz = 9 E

Endi chekli ayirmalarning ayrim xossalarini ko'rib chigamiz.

Lemma 5.8.1. k-tartibli chelli ayirme funksiyaning gqiymatlari orgals
quyidagi formula bilan ifodalanadi:

k
ff =3 (1Y Cifis—- (5.8.2)

3=0
Bu yerda k juft bo'lganda ¢ butun bo'lib, k tog bo‘lganda ¢ yarim butundir.

Ishot. Matematik induksiva metodi bilan isbot gilamiz. &k = 1
bo‘lganda, (5.8.1) ga ko‘ra (5.8.2) ning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Faraz
gilaylik, (5.8.2) formula & = [ bo'lganda o'rinli bo'lsin. U holda

| !

f8 =y = £y = =10 fiyyrgs— VG i gy

=0 =0
Bu tenglikda bir xil f,, lar oldidagi koeffitsiyentlarni yig'ib va

i el il
(‘- + {-'f _— E_"I+1

tenglikdan foydalanib, ff“ uchun izlangan ifodaga ega bo'lamiz. Shu

bilan lemma isbot bo'ldi. a

Misol 5.4. k= 2,3,4 uchun (5.8.2) dan quyidagilarga ega bolamniz:

f:z = .||ri-|—l = Efl + Jrh-h
I = Fisaa = 3fipaa+3ficipp— ficape,
S = fin — Afiss +6fi = 4fics + fizaf

Bu lemmadan quyidagi natijalarga kelamiz.

1-natija. ITkkita ¢ va ¢ funksiya vig'indisi yoki ayirmasiyaning [
chekli ayirmalari mos ravishda shu funksiyalar chekli ayirmalarining yigin-
disi yoki ayirmasiga teng:

fF=wf L.

2-natija. Funksiyva bilan o‘zgarmas son ko'paytmasining chekli ayir-
malari funksiva chekli ayirmalari bilan o'zgarmas sonning ko'paytmasiga
teng:

(af)i = af.
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Lemma 5.8.2. Jadvalning qadami h = z; — 2, o‘zgarmas bo'lsa, u h?h.fr:
ba'lingan ayirma bilan chekli ayirma orasida quyidagi munosabat o‘rinlidir;

k
f [:!'“ e "'"i'+k] = I;l_:,—l:i:i.flh \ lﬁb:ﬂ

Isbot. Isbotni bu yerda ham induksiya metodi bilan olib boramiz.
k=1 bo'lganda

]
TR T e oY

Tiey — T h
bo'lib, (5.8.3) formulaning to'g'riligi ravshan. Faraz gilaylik, (5.8.3) lor-
mula barcha m < k lar uchun o'rinli bo'lsin, u holda

I R R PR (T s Tkd)
I{Ii:---1:ﬂi+k+1}=f{1 1 Ziphesr) = J () =

Ligke4+1 — Fi
J'F.' I Jlr.i.-
_ Jirreka — Jigke Jigresn)/e

— BRERY (k1) LA+ )Y

Shunday qilib, (5.8.3) formula m = k + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Lemma
ishotlandi.

W
Endi (5.7.4) formulaga ko'‘ra

ff.F-'J{E]

TR i S £ S Tipk-
Bu tenglikni (5.8.3) bilan solishtirib,

ke, -

. !I1+k} —

B o=V fion = 0% fprpa = FO ()R
ni hosil gilamiz.
Oxirgi tenglikdan quyidagi natijaga kelamiz.

3 natija. n-darajali ko'phadning n-tartibli chekli ayirmasi o‘zgarmas
SONga Fanig bufifih. undan yuqori tartiblisi esa nolga teng. :

| Oxirgi natija ko'phad jadvalini tuzishning qulay usulini beradi. Avval
argumentning (n + 1) ta giymatlarida n - darajali ko‘phadning qiymatlar-
ini hisoblaymiz. Shu ma’lumetlardan foydalanib, n-tartibli ayirmalar jad-

i L Zamiz, S0'ngra, n-tartibli ayirmalarning doimiyligidan foydalanib,
n-tartibli ayirmalar ustunini to'ldiramiz. Undan keyin, (n — 1)—, (1 —

2)— tartibli va hokazo avirmalar ustunlarini to'ldiramiz. Bu ustunlarni
‘l‘n‘ldimyutgmd_'a
k
f=fan+12,
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formuladan foydalanamiz. Amaliyotda bu usulni go'llayotganda qo'pol xa-
tolarga yo'l go'ymaslik magsadida vaqti-vaqti bilan ko'phadning qiymatini
hisoblab turish magsadga muvoligdir.

Misol 5.5. Jadval qadamine h = 1 va dustlabki giymatni zo = 1 deb
hisablab, f(z) = a® + 3a° — bx — 5 ko'phadning ayirmalar jadvali tuzilsin.

Yechish: f(x) ning x5 = 1,7, = 2,z = 3 nuqtalardagi qivmatlarini,
hisoblaymiz: f; = =7, f; = 3, fo = 31. Bundan esa quyidagilar kelib
chiqadi:

.!r]tjﬂ:fi Jo = 10, Jr;m—f. f1=23,f.2=j}}”—ffﬂ=15.

x| F AL | falfa
| =T
10

2 3 18

28 ]
3 31 24

02 §]
4 =3 30

52 5]
o | 165 36

118 G
G| 283 42

160
7| 443

Jadwval 5.4

Bu giymatlarni jadval 5.4 ga joylashtiramiz. Bizning funksiyamiz 3-
darajali ko'phad bo‘lganligi uchun uning 3-tartibli ayirmasi o'zgarmas son
bo'lib, fgﬁ = 3! = 6 ga tengdir. Jadval (5.4) ning qolgan ustunlari
quyidagi
=, i, o =123,
fr+1,.l"2 f-uz"‘“f (i=2,3,...,),
fi=fia+flys (i=84,....
formulalar yordamida to'ldiriladi.
Ayirmalar jadvalini tuzayoteanda hisoblovehi tasodifan xatoga yo'l
qo'yishi mumkin. Hozir biz f; ni hisoblashda yo'l qo'yilgan £ xato ayir-
malarga ganday ta'sir qilishini kuzatamiz (jadval (5.5)).

293



ML ISROILOV

Jadval (5.5) dan yoki (5.8.2) formuladan ko'rinadiki, & - tartibli ayir-
maga xato (~1)Ci(j = 0, k) koefitsiyent bilan tarqaladi, demak k-tartibli
ayirma maksimal xatosining absolyut qivmati juda tez o'sadi: har bir ff
ayirma uchun xatolarning ishorasi bilan olingan yig'indi nolga teng bo'lib,
absolvut qiymati bilan olingan yig'indi esa |£]2* ga teng. Shunday gilib,
funksiyaning qiymatlari hisoblanayotganda yo'l qo’yilgan arzimas xato un-
ing yuqori tartibli avirmalariga katta ta'sir ko'rsatar ekan.

Ayirmalar jadvalidagi £ xatoning tarqgalish gonuni ayrim hollarda bu
xatoning o'rnini va giymatini topishga hamda jadvalni tuzatishga imkon

beradi. Odatda ayirmalar jadvali biror belgilangan o'uli xona aniqligida
hisoblanadi.

Agar y = f(x)

z [ F P s I I
Ti-a | fi-a
I-
fi—-?,."ﬂ
Ti-3 | fi-a fia
1 .
fispa fisya
Ti-2 | fi-2 2 4 4, +e
i X
Fizaya ii3/a t
Tiot | fia ! fii+e =1 —AE
ficaja te i1 — 3
zi | fite f2 —2¢ f3 4+ 6e
1 - o
i+1/2 — £ th1ra T3¢
Tit1 | fisa : Ai+e O
fi+afz ff;.;”g — £
Titz | fisa 42 FlyatE
1 g
_ 14+5/2 Sivera
Titd | Sfisa fiiy
1
-fi+?,|"2
Tiva | fiva
Jadval 5.5

fuuksm k - tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lsa, u holda uning k-
mhbg&thﬂ.bn‘lgan ayirmalari tekis o'zgarib, k-tartiblisi belgilangan o'nli
AOna mﬂ“ deyarli o'zgarmas be'ladi. Jadvalning biror gismida oxirgi
shartning bajarilmasligi, umuman aytganda, hisoblash xatosi mavjudligi-
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dan dalolat beradi. A-tartibli ayirmaning normadan maksimal og'ishini
o'rnatilgandan keyin, quyidagi shartlar bajarilganda bu xatoning o'rnini
va giymatini aniglash mumkin:

1) bu xato fagat bir joyda va funksivaning qiymatini hisoblash paytida
sodir bo'lgan;

2) chekli avirmalarni hisoblayotganda boshqa xatoga yo'l qo'yilmagan.

Jadval 5.5 dan ko'rinadiki, ff dagi maksimal xato f; ning xato givmati
jovlashgan satrda voki undan bitta yuqoridagi va bitta pastdagi satrlarda
bo‘ladi. Shunday qilib, xato hisoblangan jadvaldagi f,+¢ qivmatning o‘rni
n ma'lum be'lib, migdori & ni topish kerak bo'lsin. Soddalik uchun uchin-
chi ayirma deyarli o'zgarmas bo'lsin deb faraz gilamiz, u holda ikkinchi
ayirma arifmetik progressiyvani tashkil etadi va shuning uchun ham ikkinchi
ayirma f7 ning aniq qiymati uchta o‘zaro qgo’shni xato ayirmalarning o‘rta
arifmetigiga teng bo'ladi (q. jadval 5.5):

fi=

[ +e) + (17 —2) + (Fi +9)],

P

chunki £ lar o'zaro qisqarib ketadi. Ikkinchi ayirma f? ning topilgan aniq
givmatidan foydalanib xato migdori £ ni aniglash mumkin. Bu migdor
ikkinchi avirmaning tuzatilgan giymati bilan xato giymati orasidagi ayir-
maning varmiga teng:

[72- (12 -29)].

b | =

fi ning aniq qivinati esa

Jr: =|[f|+E}_E

aynivatdan topiladi. Hisoblashning to'g'riligini tekshirish uchun ayir-
malarni yana bir marta hisoblash kerak.
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T f f! 72 [ xato |
125 6.190
174
2.0 6.364 0
174
2.1 | 6,538 0
174
2,2 6,712 (-5)0
1(69)74
2,3 | 6,88(1)6 (10)0 | —2=
17(9)4
2,4 | 7,060 (-5)0 | &
174
2,5 7,234 0
174
2,6 | 7,408 0
174
2,7 | 7,582 " pIS .
Jadval 5.6

Misol 5.6. Jaduval 5.6 dagi zato tuzatilsin.

Yechish: Jadvalda xato ragamlar gavs ichida olingan va a}rirm_alaf
ustunida onli xonalar ko'rsatilmagan, ular funksiya giymatlari us!.mudq‘:m
ayon. Bundan ko‘rinadiki, ikkinchi ayirmaning tekis o'zgarishi = = 2,3
da buzilmogda. Mavjud xato katta gavsga olingan uch satrga '-ﬂi'qﬁlﬁ‘_‘"-
T = 2,3 dagi f} ning aniq giymatini topish uchun ikkinchi ayirmalarning
har uch satrdagi qiymatlari o‘rta arifmetigini olamiz:

10-*
fi=——(-5410-5)=0.
Bundan

1
E= 5{*-’1 —0,010) = —0, 005.

f(z) ning = = 2,3 nugtadagi qiymatiga tuzatish sifatida, aniq giyma-
tini topamiz:

fi=(fi+&) —e=6,881 - (—0,005) = 6, 886.

Bu tuzatishlardan keyin birinchi ayirma o'zgarmas bo'lib, ikkinchi ayirma
nolga teng bo'ladi. o
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5.9-§. Tugunlar teng uzoglikda joylashgan
hol uchun Nyuton interpolyatsion
formulalari

Ushbu va keyingi paragrafiarda interpolyatsiya tugunlari teng uzoqglikda
joylashgan holni, ya'ni 2, = xo+ih (2 = 0,1,2,...) bo'lgan holni qaraymiz.
Bu holda interpolvatsion formulaning ko'rinishlari ancha soddalashadi. Biz
hozir Nyutonning ikkita interpolyatsion formulasini chiqaramiz. Bularning
birinchisi funksivani jadval boshida va ikkinchisi jadval oxirida interpo-
lyatsiyalash uchun mo'ljallangan (5.11-§ga garang).

Faraz qilaylik, L,(x) xg, 21 ..., 2, tugunlar bo'yicha tuzilgan Nyuton
interpolyatsion ko'phadi bo'lsin:

L:‘?L*T} = Jr{..l"u} + f{.‘nl"u,ﬂ"ljl{".n.'-' —Tu}-l"' {591}

4 flxg,.. . Tq)lZ—2g)... (2 —Zp_1).
Bundagi bo'lingan ayirmalarni (5.8.3) formulaga ko'ra chekli ayirmalar
bilan almashtiraylik.

Ushbu # = @5 + th almashtirishni ham bajargandan keyin (5.9.1)
ko‘phad gquyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

tt—1 Ht—1)(t -2
Ly (mo + th) = fo + tfis+ ( 3 ]J’:ﬂ + { ::.( ]f:fﬂ"‘

Ht—=—1)...t=(n—-1
G IS

_ e

fape (5.9.2)
Bu formulaning goldiq hadi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

RBa(z)=(r —xzy)(x—29—h)...(x—29—nh) f{{:—i::;-lﬂ =

} mdl pingl)
=1 =n). (5.9.3)

(5.9.2) formula Nyulonning jedval boshidagi yoki olg‘a mterpolyatsion for-
mulasi deyiladi.

Endi (5.9.1) formulada interpolyatsiyalash tugunlaci sifatida
Tp,T—1y.-.,L—p tugunlarni olamiz:

La(z) = f (o) + J (2o, x-1) (x — o) + [ (Ta, 2=1,8-2) ([ —z0) (2 —2-1) +
+ it S (xoy oo T-n) (E—20) oo (= Bopu=1y) « (5.9.4)
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& . - st arn Heanlie
Bo'lingan avirmalar o'z argumentining simmetrik funksivasi bo'lganligi
uchun

_,Ir{:rg. iy for et o T B — f{.!‘_;... vy Bl 20 ) s

F,ﬁﬁ.al} fﬂﬂl’ll.‘l]ﬂdﬂ j’ﬁI“’l |'!l..’1'ﬁll!=_f,ﬂn i-]_\"il"l'l]':ilill'”j l‘hl"l-'.’]i ﬂ_"n'il!'illitl'.u- '|:|i]&111 :-1[-
mashtirib va x = xg + th deb olib, quyidagini hosil qilamiz:

~ tt+1)
Ln(mo+th) = fo+ flypt+ 2 ——— + ...

tt+1)...[t+ (n— 1)) (5.9.5)
n!

Sl

+ 202

Bu fﬂmuiﬂ ‘Myutﬂnﬂ:'"y jﬂdt-‘ﬂf I.’J.'H]'Tdﬂ!ﬂ _ur,r.I,'.l' o7 f..rlurf_'?';.!{.l;_ﬂﬂrﬁ'””i
formulasi deyiladi.

Bu formulaning qoldiq hadi

h”"'i_fl“'*'”[{:l
(n <4 1)

tit+1)...(t+mn)
ko'rinishda bo‘ladi.
Misol 5.7. Jadval (5.7) da ehtimollik imitegrali

®(z) = %f et dt
0

ming giymatlari berilgan.  Nyutonning interpolyatsion formulalari yor-
damida $(0,64) va ®(1,45) lar hisoblansin.

208
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T P T T &% | &7
0.5 | 0,5205

834
0,6 | 0,6039 —~95

739 ~1
0.7 | 0.6778 —46

643 |
0.8 | 0,7421 —95

548 5
0.9 | 0,7969 —00

158 7
1.0 | 0.8427 —83

375 0
1.1 | 0.8302 —74

301 10
1.2 | 0,0103 —64

23T | 10
1.3 | 0.9340 | —54

183 9
1.4 | 0.9523 —45

135
1.5 | 0.9651

-

Yechish: =z, sifetida jadwvaldas givmatlarning ¢ = 0,64 ga eng
yaqinini, va'ni = = 0.6 of olamiz. Bu verda h = (0, 1 be'lgani uchun
=213 s —10.6
— = 2 =04
= f}_l
(5.9.2) da n = 3 deb olib, Bu givmatlarnd keltirib qo'yamiz:

0,404 - Ijl.

2
0.4(0.4—1,(0.4 -2
B =— 10 = -, 0001 =0, 63462,

L1
LI

Jadvaldagi givmati esa $(0. 64 = 1) 4248 (501 129 b g qoenng).

quid;__shunga o' xabiash. P01.45) ni hisoblash uchin iy slfatida il

valdagi givinat 1.5 of olamiz. 1 holda

1,45 1,5
]

B(0,64) = 0.6039 + 0.4 - 6.0739 +

0, DO

i

5
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be'lib, {(5.9.5) formulaga ko'ra:

: —0,5(—0,5+1)
®(1,45) = 0,9661 + 0,0138(—0.5) — 0.0045 - 4
—[) B — = . = o
+0,0009 - 25 D'”fpl-” 0,3+ 2) _ 4,050706.

Jadvaldagi qiymat esa ®(1,45) =~ 0,9597. B
Endi goldig had to‘g'risida biroz to'xtalib o‘tavlik. Ayrim hollarda

xususan f; giymatlar tajriba yo'li bilan hosil gilingan bo'lsa, flatiig)
ni baholash ancha mushkul bo'ladi. Shuning uchun qo'pel bo'lsa !'ﬂ{tl'
soddaroq yo'l bilan baholash ma’'quldir. Qaralayotgan oraligda hosila
"5 0(z), demak, ayirma ™+ ham sekin o'zgaradi deb faraz qilib, (5.9-3)

formula bilan berilgan qoldiq hadda gatnashuvehi hosilani (5.8.3) formula
yordamida ayirma bilan almashtiramiz. natijada

- f,{f = l} +a e “ _”,.! n+l {Ir,q{"]
Bn = (n+ 1)! fagi }

-
¢

hosil bo'ladi. Shuningdek, (5.9.5) formula o'rnida, quyidagi taqribiy, lekin
qulay formulaga ega bo'lamiz:

R zt[t-‘—lj,u‘l—ﬂj ndd ‘EIH.'I'-:
& (n+1)! =

Yugoridagi formulalar ancha qo'pol, ulardan foydalanishda hushyor bo® lish

kerak. Agar hosila sekin o‘zgarmasa, u holda ma’nosiz natijaga ega
bo‘lamiz. Masalan,

fla) =2+ Nsinwz

ft!nksiyani olib, interpolyatsiya tugunlari sifatida butun z; = 0, £1,+2,...
qiymatlarni olaylik. Bu holda ikkinchisidan boshlab barcha zu}rirn‘l‘uh?r
nolga teng. Demak, qo'pol tarzda f(z) ni chizigli funksiya deb olishimiz

mumkin. Lekin N yetarlicha katta bo‘lganda x+ N sin mr funksiya chizighi
funksiyadan keskin farq qiladi.

9.10-§. Gauss, Stirling, Bessel va Everett
interpolyatsion formulalar

_mefp?!}'ﬂltﬁiyn Xatosini kamaytirish maqsadida, z; interpolyatsiya tu-
gunlarini interpolyatsiyalanuvehi z nugta atrofida olish ma'quldir. Chunki
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bu holda qoldiq hadda gatnashadigan £ nuqgta han o ga yagin joylashgan
bo'ladi va demak, fU"H(€) ham aytarli darajada o'zgarmaydi, Natijada
qoldiq hadga keskin ta'sir etadigan migdor fagatgina

¥l

nsr ()] = ] lo = al

J=0

bo'lib qoladi. Bu ifoda x bilan interpolyatsiya tugunlari orasidagi maso-
falarning ko'paytmasidan iboratdir. Shuning uchun ham, f(z) ni inter-
polyatsiyalashda x ga nisbatan eng yvaqin n ta nuqtani olsak, |w,.(z)
minimal givmatga ega bo'ladi. Ko'rinib turibdiki, n = 2k bo'lsa, x ning
chap va o'ng tomonlaridan k tadan nuqta olish kerak. Agar n = 2k + 1
bo'lsa, u vagtda = ga eng vaqin bo'lgan tugunni olib, so'ngra chap va o'ng
tomonlardan k tadan nuqtalar olish kerak.

Hozir interpolyatsion formulalarni mana shu g'oyaga asoslangan holda
tuzish bilan shug'ullanamiz. Bunday interpolyatsion ko'phadlarning
chizigli kombinatsivalarini olib, ayrim hollarda aniglikni tushirmasdan
ko'phadning darajasini pasaytirish mumkin. Biz dastlab shu metodga
asoslangan Gauss interpolyatsion formulalarini chigaramiz. Agar funksiva
1 € (rg, 2o + &) nugtada interpolyatsivalansa, u holda interpolvatsiva tu-
gunlarini zq, 79 + h, 29 — h, ..., 29 + kh, 2y — kh tartibda olish ma'quldir.
Chunki ixtiyoriy n uchun shu tugunlarning avvalgi n tasini olsak, ular =
ga eng vaqin turgan nuqgtalardan iborat bo'lib, shu nuqtalar bo'yicha tuzil-
gan interpolyatsion ko'phadning xatosi, ixtivoriy boshga tartibda olingan
nuqgtalar bo'yicha tuzilganidan kichik bo'ladi.

Gaussning birinehi interpolyatsion formulasini tuzishda 2n + 1 ta

To. 2o+ h.xo—=h,..., 70 +nh, o —nh {51[]1]

nuqgtalar uchun Nyutonning teng ho'lmagan oraliglar uchun interpolyat-
sion formulasini yozamiz:

Laa(z) = [ (20) + S (zo, 1) (2 — 20) + f (20, 21, 21) (2 — 20) (0 —23) +
+f (zo, 21,21, 22) (2 — 20) (v — 21) (T —21) +
+f(zo. 1, T—1, 22, 2_2) (2 — x0) (£ — x1) (= y)(z—2a)+ .-+
+f(xo, @1, =1, - - Ty 2 —n) (@ — ) (T —T1) ik (5.10.2)

i (.I‘ = I‘(,.._.U) (o — In}'

Bunda z = g + th deb, bo'lingan ayirmalarning chekli ayirmalar orgali
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ifodasidan foydalansak, u holda

Cian {'TI] i ”i.:l = Lay (xp + th) =

= . [t —1
= fD+f|f2f+f§f-Lr—L-“£+fi‘ﬁ‘_3_!_. ) e

atE=1) . if = (n—=1)%]

+f1,f'.! (2n — lﬁ
2 - 2 1 _ 214 |
+f§“t(r 1)...pr ;:r L)7i(t +n) (5.10.3)
&L

hosil bo'ladi. Bu Gaussning birinchi interpolyatsion formulasi voki Gauss-
ning olg‘a interpolyatsion formulasi deyiladi. Bu formula (5.10.1) nugtalar
uchun tuzilgan Lagranj formulasining o'zi bo'lib fagat boshgacha tartibda

yozilganidir. Shunig uchun ham bu formulaning qoldiq hadini bevosita
voza olamiz:

f{h"'“[-ﬂhz""'l
Ha,. =
2 (2n +1)!

E(t*—1)...(t* —n?). (5.10.4)

(5.10.3) formulada qatnashadigan ayirmalar (5.8)-jadvalda strelkalarning
yo'nalishi bo'ylab pastki "siniq satrni" tashkil etadi. Agar biz (5.10.1)
nuqtalarni boshgacha tartibda, ya‘ni zg, zo—h, zo+h, . . ., 79 — nh, zg+nh
kabi olsak, u vaqtda = € [;.;.;, - '5‘ ,xp) nugtada interpolyatsivalash uchun
vaxshi natija beradigan Gaussning ikkinchi interpolyatsion formulasi yoki
orqaga interpolyatsivalash formulasi

21
o tE-1) (@) (2 =2)... 2~ (n—1)?
+ﬁ’}T+'“+J‘T§j : { }( {271}— 1}'{ . } ] -
+f§"t (F = 1} {ti = 22] {23: —(n-= 1}2] (t+n) (5.10.5)
g2 ega bo'lamiz.

]311_._5 . m qatnashadigan chekli ayirmalar jadval 5.8 da ustki "siniq
satrini tashkil etadi. Uning qoldiq hadi esa

= f{ﬂn‘}-‘l] n
15 {zn_“““-q.g;] W (2 - 1) (2 —22) ... (12 —n?)  (5.10.6)
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EA teng. _Gaussuing har ikkala formmlasind ||n|r‘!|||r LR
quyidagiga ega bo‘lamiz:
ke
Liu {ﬂ«:ﬂ +H;J = .lrh . “lrill‘! | .'iil i) | !
Pl = 1) (3% =2%), .. 1%~ (% B
+Hf02n-1 ( }( . ]_ l 1 i
(20— I)!
ag b U —1) ..o [ = (=1} 4
. (20)!
3 I £ I | I i B 1
z_g| f-a
|
~T /2 .
z-3| J-3 3
15 ] fj"?
T2 | fo2 fa . fia
-fia_.-': 1 Flasm ffa;n
Ty | f-3 ‘ ) g fi, . bt
ﬁ .f_-_'I_J-zl';-..' ,f‘ I-:1 o /‘/-' fil,."},\'-" .
%o | fo 73 fé 18
N | B/ « | hips h’ Ve 2
I S| ) fi i iy
J32 ) .;33 z -'r.%}:z
+2 f2 ) fZ fi
£33 # o
752 ) J5/2
x3 | fa 2
£
s | Js

Jadvsl 5.8
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chunki
1 [t =) =-2%)... [ —(n—1)?] (t - n)
2 (2n)!
+f(t2 —1) (¢ =2%) ... [2 = (n—-1)%] (t+mn) | _
(2n)!
2= [ (n =10
s (2n)!
Vi

1 2n—1 2n—1 2n—1
5 [ itz Tl ] = ifo

Hosil gilingan (5.10.7) formula Stirling interpolyatsion formulast dey-
iladi. Bu formulada jadval 5.9 da ko'rsatilganidek, 0 indeksli juft tartibli
chekli ayirmalar va 1 /2 hamda —1/2 indeksli toq tartibli chekli ayirmalar-
ing o'rta arifmetiklari gatnashadi.

a [ i 125 T o
T_g | f2
f’—afz
-y | i
L ; da ;
zo | fo %{ fll:! __.!i % { ff_: 2 fo 1
| h Jt
faya
LT2 | fa
Jadval 5.9
Ko'rinib turibdiki, Stirling formulasining goldiq hadi
N Haad gl (3) : | ;
Rane) = O @y @y @) 5109

E’ﬁ‘tﬂﬂﬁ- Gaussning ikkinchi interpolyatsion formulasini z; nuqta uchun
qo'llansa, quyidagi formula hosil bo'ladi:

.L:m-{z-l +uh) = fi +I}ﬁﬂ 4 ﬁ u;u;l] i+ f?ll.r-g_ u[u;—l] i
an-1 u(u? 1) [u? = (1%

uln® =13 [ =(2n—=1*]( nl
K G + ) 2ot (5.10.9)

ke
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Bu formulada u = Z5=* belgilash kiritsak va buni t = %57 orqali ifo-
dalasak, # = t—1 bo'lib, (5.10.9) formula quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

ﬂ'{fﬂ"‘”'}=fl+ff-1{f—ll+f}'-’“‘“.pf* te-1)(e-2) ,

1/2 al

an—1 (2 =1).. [ = (n=2)](t=n+1){t=n) an (17 =1} [P =(n=1)? ][t+n]
+-'{1,.:'1£ E (2n—1)! +f] - [2n)

(5.10.10)

Endi, bu formulani Gaussning birinchi interpolyatsion formulasi (5.10.3)
bilan qo'shib, yarmini olsak hamda quyidagi

5 (fn + 52%) = i,
i
(e =13 e-—”} ). [ =(n=-1P](t=n)(t=—n=1) | _
g (2n + 1)! (2n + 1)! N
(2 =1)... [t = (n—1)%] (t —n)(t—1/2)
(2n + 1)!

munosabatlardan foydalansak, u holda Bessel formulasi hosil bo'ladi:

Ban (zo +th) = pfisa + flo (t = 3) + Hff,-gﬂi—u + oot

at (2= 1) 2 =(n =22 (t —n+1) 1

+f12;5 | | f"-n =59 j ' (i - E) i

t (2 o tt = (n=1)?] (t —n)
 (2n)! '

il (5.1011)

Bu formula, umuman aytganda, interpolyatsion formula emas, chunki u
mos ravishda

T—myssoyTn VBT (yo1)ye=yTrdd

tugunlarga ega bo'lgan ikkita interpolyatsion ko‘phadlarning o‘rta arif-
metigidir, Ya'ni u fagat 2n ta T r, tugunlarda f(z) bilan
ustma-ust tushadi, lekin bu formulada funksiyaning x_, va z,4; nuqta-
lardagi qivmatlari qatnashgan. (5.10.11) ko'phad interpolyatsion bo'lishi
uchun, ya'ni uning =_,, va x,,; nuqtalarda ham f(x) bilan ustma-ust
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tushishi uchun, unga yana bitta had qo'shish kerak:

1
Bansia (2o + th) = Lawga (wo + th) = pfije + flifﬂ (f = G) i

2 it —1) 'nt“ﬂ_l)---ir:' ';.'”—]i:!] (1 -'H]I
+ufip ) + .t pufit (D)) T
=)
+I2n+1t{f2 1) [P = (n =1 (t —n)(t =1 f-g}.
12 ey

(5.10.12)

Bu formula =_,.... 7, 2, nugtalar bo'yicha tuzilgan Lagranj inter-
polyatsion ko'phadi bilan ustma-ust tushganligi uchun uning qoldiq hadi

h?n-l-‘.*f{!ﬂ +2) {‘EJ'
(2n+ 2)!
bo'ladi. Demak, (5.10.11) formulaning qoldig hadi esa

R’2n+1($} =

t (12 — 1) ... (2 =n?) [t —(n+1)]

bt —=1)... [ —(n—1)%|(t —n)(t—1/2)
— -

Ransa(z) = fi551 } (2n + 1)!
h211+2f{2n+‘2J{E} ‘ : 1
a o o r 2 I I
B gt =1 (T —njle=ns !

(5.10.13)

#a teng, Bessel formulasini oraliq o'rtasida, ya'ni t = 1/2 da go'lash qulay-
dir. Bu. holda barcha toq tartibli ayirmalarga ega bo'lgan hadlar nolga
aylanadi. Bessel formulasida quyidagi ayirmalar qatnashadi:

T o fl fz IJ I-T
T2 f=2
s
sl .rri1
=
s o
Zo 1{ o 1 { Iy
1 2 ff 3 -|1-
fin ATE
Ty hi ] 3 s
. f ES
Ty b3 i -
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Nihoyat, keng go‘llaniladigan formulalarning yana birini tuzamiz. Buning
uchun

fREFL _ p2h g2k

1/2 1 i
munosabat  yordamida, Gaussning birinchi  interpolyatsion formulasi
(5.10.3) dan toq tartibli ayirmalarni yo'qotamiz. U holda f#* ayirma ol-
didagi koeffitsivent
t(t2—1)...(* = k)
(2k + 1)!

ga teng bo'lib, 3% avirmaning koeffitsiyenti esa quyidagiga teng:

(e =1) o [ = (k=1)°] (= k) t(*=1)...[¢" = (k= 1] (£ =&%)

(2k)! (2 + 1)! =
(=) [ = (k=1)7] (t=k)(k+1—1¥)
(2k+1)! ;

Oxirgi ifodada ¢ = | — u almashtirish bajaramiz:

(l-w)—nu—-1)-u+1) . . (I—u—k+1)(1—u+k—1)(1—u—K)(k+u)
(2k + 1) -

_ufE?=1) ... (v - &)
- (2k + 1)!

Natijada quyidagi Fverett interpolyatsion formulasi hosil bo'ladi:

Ef{fz_l} En!“?_”’“(fz_nﬂ}
Eﬂu+1{ﬂ"u+!‘h}'-‘fuf‘i‘flT"l'---"“ i @n+1)! o
o (u® — 1) :"u{umnlnj...{un—-uﬂl
+fu“+"r“—T+"'+’fﬂ (2n + 1)!
Bu formmlaning qoldiq hadi =, ..., 2, tugunlar vordamida tuzilgan

Gauss formulasining qoldiq hadi bilan ustma-ust tushadi:

h'}tl-+2f{2rl+2ﬁ{’£
(2n + 2)!

Jr(ﬁ— 1)...(t* = n®) [t = (n+1)).

Everett formulasi odatda jadvalni zichlashtirishda qo‘llaniladi, ya'ni xg +
kh tugunlarda funksiya qiymatlarining jadvali berilgan bo'lsa, g + kA’
tugunlarda funksiya giymatlari jadvalini tuzishda foydalaniladi, bu yerda
h' = % (N — butun son ). ]
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5.11-§. Teng gadamli interpolyatsion
formulalarni qo‘llash uchun tavsiyalar

Funksivaning jadvaldagi qiymatlari odatda taqribiy bo'lib, ularning
limit absolyut xatolari oxirgi xona birligining varmiga, birinchi tartibl
ayirmaniki oxirgi xonaning bir birligiga, ikkinchi tartiblisiniki oxirgi xonan-
ing ikki birligiga, uchinchi tartiblisiniki esa oxirgi xonaning to'rt birligiga
teng bo'lishi mumkin va hokazo. Sillig funksivalarda odatda tartibi ort-
gan sari ayirma kamaya borib, biror tartibga yetganda deyarli o'zgarmas
va undan keyingilari kichik migdor bo'lishi kerak. Lekin funksiya qiy-
matidagi xato hisobiga, ayirima nolga aylanmasdan tartibsiz ishora bilan
artib ketishi ham mumkin. Bunday natijalar noto'g'ri bo‘lib, ulardan foy-
dalanish mumkin emas. Shuning uchun ham muntazam o'zgaradigan ayir-
malarning eng yuqori tartibini aniqlash kerak. So'ngra esa interpolyal-
siyalash uchun interpolyatsion formulani quyidagilarga asoslanib tanlash
kerak. Agar funksiyaning giymati hisoblanishi kerak bo‘lgan z ning qiy-
mati jadval boshida yoki oxirida bo‘lsa, u holda mos ravishda Nyutonuning
birinchi yoki ikkinchi formulasini qo‘llash kerak. Agar bu qiymat jadval-
ning o'rtasida, masalan, [r;, z,¢1] oraliqgda bo'lsa hamda z; va 2441 W
gunlarga mos keladigan satrda barcha muntazam o'zgaradigan ayirmalar
mavijud bo'lsa, u holda dastlabki tugun sifatida z; yvoki x4 ni qabul qilib
Stirling yoki Bessel formulasini qo'llash kerak. Shuni ta’kidlash kerakki,
agar |t] < 0.25 bo'lsa Stirling formulasini, 0,25 < |t| < 0,75 bo'lganda esa
Bessol fﬂmIUIIiﬁiﬂi QD"HES]I kerak. Bu F{}rda T |1ih[_r, T }'{]I{i S, {tlgunla\rv
ﬁgﬁa}’ﬂ biriga yaqin turishiga qarab, ¢ = £ yoki f = Sop=t deb Alish

1

Yuqorida aytganimizdek, Bverett formulasi jadvalni zichlashtirish

11'31}1111 foydalaniladi. Biz 59-§ da Nyuton formulalarining qo'llanilishiga
doir misollar ko'rgan edik.

iShu_ning uchun ham bu yerda Stirling va Bessel formulalarini
qo‘llanishga misol keltirish bilan kifoyalanamiz.

Misol 5.8. Jadval 5.10
1 < gint
Slr)= — —
v2rdo i

Frenel infegralining giymatlari h = 0,1 gadam bilan keltirilgan. S(0,612)
va 5(0,65) topilsin.

dl
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r S(x) | S'(x) | S%x) | 8%(=) | §Y=x) | §%(=) | §(x)
0.3 | 0,0434
231
0.4 | D,0665 28
2549 —b
0,5 | 0,024 29 2
281 -4 -1
0,6 | 0,1205 18 I J
299 -3 2
0,7 | 0 1504 15 —1 0
114 —4q 2
0,80 1818 11 1
325 -3
0.9 | 0,2143 -]
333
1,0 | 0,2476

Jadval 5.10

Yechish: Jadvalda ayirmalarning fagat ma’noli ragamlari yozilgan.
Jadvaldan ko'rinib turibdiki, 4— tartibli ayirmalarni nol deb olish mumkin,
chunki ularning eng kattasi 2 - 1074 ga teng bo'lib, xatolarning eng kat-
tasi esa 8 - 10~* ga vetishi mumkin edi. Shuning uchun ham ayvirmalar-
ning to‘rtinchidan yuqori tartiblilaridan foydalanish ma'noga ega emas,
S(0,612) ni hisoblash uchun xq = 0,6 va t = 0,12 deb olib, Stirling for-
mulasini qo'llaymiz:

§(0,612) = 0, 1205 + 0, 5(0, 0281 + 0,0299) - 0, 12 + 0, 0018 X
0,5 - 0,0144 + 0,5 - (—0, 0004 — 0,0003) - % -0,12 %
x(0,0144 — 1) + ;—1 < 0,0001 - 0,0144 - (0, 0144 — 1) = 0, 12400.

S§(0.65) ni hisoblash uchun x = 0.6 va t = 0.5 deb olib, Bessel formulasini
qo‘llaymiz:

S(0.65) 20.5(0.1205 -+ 0.1504) -+ 0.5 - 0,0018 + 0.0015)
% 0.5-0.5- (0.5 — 1) = 0.13524.
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5.12-8. Interpolyatsion jarayonning
vaqinlashishi

Interpolyatsiya amalda go'llanilganda har doim ham qoldiq hadni baho-
lash mumkin bo'lavermaydi. Shuning uchun ham yetarlicha ko'p tugunlar
olinganda interpolyatsion ko'phadning interpolyatsivalanuvehi funksiyaga
yetarlicha yaxshi vaginlashishiga ishonch hosil qilish amaliy interpolyat-
siyalashda katta ahamiyatga ega. Shu sababdan ham interpolyatsion jara-
vonning yaginlashishi masalasi tug'iladi.

Faraz gilaylik, sizga clementlari [a,b] da yotuvehi cheksiz uchburchak

matritsa {
)
(In \'I
:ELIJ Iil}
If_.a} “ ¥ [13'| :1‘!12 )
: 3 (5:12.1)
ka:f;ﬂ :::{,"] J:.[_.’“ S e

berilgan bo'lsin. [a, b] oraliqda aniglangan biror f(x) funksiva uchun Lag:
ran] interpolyatsion ko'phadining ketma-ketligi {L,(x)]} berilgan bo'lib,

Ln(z) ni qurishda (5.12.1) matritsaning n - satridagi barcha elementlar
qatnashsin. Agar ixtiyoriy = € |a, b} uchun

lim L“{I) = fl:,:] (5.12.2)

tenglik bajarilsa, interpolyatsion jarayon yaginlashadi deyiladi. Agar
(5.12.2) tenghik z ga nishatan tekis bajarilsa, jarayon tekis ya ginlashadi
deyiladi.

Shunday savol tug'iladi: [a,b) oraliqda nzluksiz bo'lgan f(x) funksiya
uchun interpolyatsion jarayon vaginlashadimi? Bu savolga umuman ijobiy
javob berib bo'lmaydi. Faber tomonidan quyidagi teorema isbot qilin-
gan: har qanday (5.12.1) ko'rinishdagi tugunlar matritsasi uchun shunday
uzluksiz f(z) funksiya topiladiki, uning uchun bu tugunlar bo'yicha quril-
B4 Lagranj interpolyatsion ko'phadi [a,b] oraligda bu funksiyaga tekis
yaginlashmaydi. Bundan ham kuchlirog natijani [—1, 1] oralig'ida teng

umqlakda. iﬁf‘.aahg:?n tugunlar (2" = —1, ) = 1) bo'yicha f(z) = ||
funksiya u_';h“ﬂ qurilgan Lagranj interpolyatsion ko‘phadlari L, () —1,0,1
nuqtalardan tashqari birorta nuq

tada ham f(r) ga yaginlashmasligini
S. N. Bernshteyn ko'rsatgan edi.
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Interpolyatsion jarayonning yaqinlashishi haqidagi juda ko'p tadqiqot-
larda hozirgi zamon matematikasining eng nozik metodlari qo‘llaniladi.
Bu yo'nalishda olingan natijalarni keltirish imkoniga ega emasmiz. Hozir-
cha f(z) butun funksiya bo'lgan hol uchun bir teoremani keltirish bilan
cheklanamiz,

Ta'rif 5.1. Agar f(x) funksiyani x ning barcha chekli giymatlarida

L5

fla) =) a(z — )"

k=0

yaginlashuvehi darajali qator shaklida ifodalash muwmkin bo'lsa, u holda

f{r] hattun fu.nﬂ:-xyr: de .r,r:fur.l':.

Teorema 5.2. Faraz qulaylik, flx) butun funksiya bo'lsin. U holda ele-
mentlari [a, b] oraligda yotuvchi (5.12.1) ko‘rinishdagi ixtiyoriy uchburchak
matritsa bo‘yicha f(x) wchun tuzilgan Lagrany interpolyatsion ko‘phadlari
Lylz) [a,b] oraligde f(x) funksiyagae tekis yaginlashadi.

Isbot. Butun funksiya ixtivoriy tartibli hosilaga ega bo'lgani tu-
fayli, interpolyatsion formulaning qoldiq hadi uchun quyidagi bahoga ega
bo'lamiz:

M

I.ﬁ'n[.'!"” = if[.r] f.,,[.'!"ll = m

|{'-"ri+ | !:-TH o

Bu yerda

M, 41 = max |_,F'"“'”fz]‘ N | ]=H(,r—.::f"’).

r:&;*

Ko'rinib turibdiki.
Jatn1 )] < (b= a)tE,

demak,

ﬂ{“i. n
(Bl < ot o — )™

Agar bu tengsizlik o'ng tomonining nolga intilishini ko'rsatsak, teorema
isbot bo'ladi. Biz f(x) ning (n + 1)—tartibli hosilasini topib, baholaymiz:

f!n+1}t1.} Z k(k — 1) ':IL —Tl:lﬂk{’l-'—.l.'..' Jli k—l1

k=rn41 i
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1.f[n+”[$]t-.{., %ﬂ: k(k—1)...(k—n)a|x —axo|” REL e

k=n+1

o n+1 | k=1
< Y (n+ k)" angrl lz — x| -
kel

Ma'lumki, > 0 bo'lganda

bo'ladi, bundan

(r:-ﬁ—k Biet 2 (E " k— 1)“"‘l o pk=1
n+1 |

fintl)(x)
(1:-1-!-1}{“*111 - Ehﬂwl |z — zol)* -

Demak,

Endi L ixtiyoriy musbat, lekm muayyan son bo‘lsin. Oxirgi tengsiz-
likning har ikkala tomonini L™*! ga ko' paytiramiz:

]f{n+lj{m} - oo - _ul
{_ﬂ'i‘—”;%L i z]ﬂ'ﬂﬂ-ﬂ e (e |z —xp))
k=1
nEsp T orqali Liva ;ggﬁb(ﬁ |z — a5|) sonlarning eng kattasini belgilasak, u
holda
| fln+2) () ¥ ~ . _
(?"ﬁ]n—ﬂlﬂ e Y Jaelrk (5.12.3)

k=n-+41
Oxirgl tengsizlik barcha ¢ & la, b) uchun o'rinlidir. Demalk,

Min .
__'__{n+"1}n+l Hg Z ] 7*. (5.12.4)

k=n+1

f{x) butun bo'lganligi uchun, '}:, lax| 7* qator yaqinlashadi va uning qoldig

hadi E |Ei1"k bilan 'hlrgahkdn

My L™ (n 4171 5 0. (5.12.5)

Fi—b o
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¢ ning voyilmasi

. : (n+1)? (n4 1)mH
WL ok (1) s e
e -+ 1) o1 EFS vty
dan
i (a1
(n+1)!
kelib chigadi. Demalk,
M, 41 ' My 41 (n+ 1)n+
Py — a = . _ p\ndd
(n+ I}.’“ ) (n + 1)+l (n+1)! =a) =
Mg A
< Gy i —al*

Endi L = e(b—a) deb olib, (5.12.3)-(5.12.5) dan kerakli limit munosabatga
ega bo'lamiz:

. M, +1 n+1
n!il'rl-'fq;- 1] (b—a) = (.
Shu bilan teorema isbot bo'ldi. E
Eslatma. Teorema shartida f(x) ning butun funksiya bo'lishi juda
muhimdir. Haqgigatan ham, [—1, 1] oraligda

s | e Y= agar x > 0 bo'lsa,
flz) = . .
0 , agar z < 0 bo'lsa

funksiyani olaylik, Bu funksiva sonlar o‘qi bo'ylab barcha tartibli uzluksiz
hosilalarga ega, lekin butun emas. Agar interpolyatsiva tugunlarini [—1,0]
oraliqda olsak, u holda L, () = 0 bo'lib, u i ning hech bir musbat qiymati
uchun f(z) ga intilmaydi.

5.13-§. Karrali tugunlar bo‘yicha
interpolyatsiyalash. Ermit formulasi

Faraz qilaylik, [a,b] oraligning z, (k = 0,m) nuqtalarida f(z) €
Cla,b] funksiya va uning (a; — 1)—tartibli hosilalarining qiymatlari

flze), filzg), ... fe*Y(2) (k = 0,m) berilgan bo'lsin.  Bazis
funksiyalari sistemasi {p;(x)}7L, sifatida darajasi j dan ortmaydigan
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wi(x) ko'phadlar ketma-ketligini olib, quyidagi masalani garash mumkin
Ushbu

S () = fO(ai) (k=0,m:j = 0,0k — 1),

(5.13.1)
og+ oy + ...+ oy =n+1 (5.13.2)
shartlarmi qancatlantiruvehi
"
D) =D Ajp,(x) (5.13.3)
3=0

ko'phad topilsin. (5.13.2)—shart bajarilganda (5.13.3)-dagi ~’1;
parametrning soni (5.13.1) shartlarning soni bilan ustma-ust tushadi.

Ravshanki, ®(z) ko'phadning mavjudligi va yagonaligi, (5.13.2) shartdan
tashqari

wolxo) @1(20) ¥n(Zo)
¢olTo) ey lxn) on (o)
{l:l:n—r'i} [m;.—11] d ' g =1)yp
¥ (z0) Wy (Zg) -+ ©n (o)
: : _ ! £0
"‘Fu{mm} '-Fl('-'i’m} lr-"l:r['-r:rll}
(a1 L = .
G Mzm) @V (z,n) e )

tE!:lEEizlikui bajarilishini talab giladi. Xususiy holda, p,(x) = 27 deb
nh’? {5'13'3}“‘1"5{'53"13'3‘11111& umumiy ko'rinishini topamiz. Bunday Hul(z)
ko'phad Ermat mterpolyatsion ko'phadi deyiladi, Demak, darajasi n dan
ortmaydigan va

HP(ze) = fD2) (k=0m; j=0ar=1) (5.13.4)
shartlarni qanoatlantiruvchi

Hyp(z) = apz™ +aj2™ ' + ... +a,

ko'phadni quraylik. Bu shartlar as(i = 0. n) noma’ ; e[
- il =0, lumlarni topish uchun

asini beradi, Bu sistema yechimining
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mavijudligi va vagonaligini ko'rsatish uchun

HY (x) =0 Ifk =0,mii=0,0p — 1]

bir jinsli sistemaning fagat trivial yechimga ega ekanligini ko'rsatish ki-
foyadir. (5.13.6) sistema shuni ko'rsatadiki zq, 2y, ..., 2y, tugunlar H, (z)
ko'phad uchun mos ravishda ag,ovq,..., oy, (lardan kichik bo'lmagan)
tartibli karrali ildizlardir. Demak, H,(z) ko'phad ildizlarining (karralik-
larini hisobga olgan holda) yig'indisi ap +ay + ... + o, =n + 1 ga teng
yoki undan kattadir. Darajasi n dan ortmaydigan va ildizlarining soni n
dan katta bo'lmagan H,,(2) ko'phad fagat aynan nolga teng bo'lishi kerak.
Bundan esa uning barcha a; koetlitsiventlarining nolga tengligi va bir jinsli
sistemaning fagat trivial vechimga ega ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, (5.13.4) dagi f% (iry) qiymatlarning qanday bo'lishidan
qat’i nazar, qo'vilgan masala yagona vechimga ega. H,(z) ko'phadning
@ tugunlar va fU(x,) givmatlar orqali oshkor ko'rinishini determi-
nantlar yordamida ifodalash mumkin, Lekin bunday ifodaning tuzilishi
juda murakkabdir. Shuning uchun bu yerda ham Lagranj interpolyat-
sion ko'phadini tuzgandek, boshqacha vo'l tutamiz. Buning uchun funda-
mental ko‘phadlar deb ataluvehi n-darajali Q;(x) (i = 0,m:j =0a; = 1)
ko'phadlarni, ya'ni

Qi (ax) = 8- 6% (B=0on—Lk=0m) (5.13.5)

shartlarni ganoatlantiruvchi ko'phadlarni tuzamiz. U holda izlanayotgan
ko'phadni quyidagicha vozish mumkin:

i n-,—'l
Hu(z) =) > fU2:)Qu(z) (5.13.6)
=1 _1——..!]
(6.13.5) tengliklardan ko‘ramizki, @;(x) ko'phad xp,x,..., Ti-1,

Tisy-- -2 Ly Nuqtalarda mos ravishda ag; g, - .- 01 Gigry oo« Oy kar-
rali ildizlarga ega bo'lib, x; nuqtada j karrali ildizga ega. Demak,

Qijlz) = (z—20)™ (2 = 21)™ o (2= 2e1) " —34)" X
x (2= 2y )T (2 —2m) ™ e (T): (5.13.7)
bu yerda g;;(x) * = x; nuqtada nolga aylanmaydigan
n—(ag+...+ay+itoim+...Ftapl=a;—j7j—1
darajali ko'phaddir:

(o (1)

gig{z) = a;;” +ag (x —x0) + ...+ u[“'qj_”[m — )M (5.15.8)

L)
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Agar quyidagi
Ox) = (z —20)™ (z — &)™ ... (& — 2m)™ (5.13.9)

belgilashni kiritsak, u holda (5.13.7) va (5.13.9) dan ushbu

Q(x)

=r }a.
formulaga ega bo'lamiz, (5.13.5)—shartlardan Q,;(x) ning it g
atrofidagi Teylor yoyilmasi quyidagi ko'rinishga ega ekanligi kelib chiqadi:

Qys(x) = G (z — x4)? qiz(z) (5.13.10)

1 1 i — Fhim 4
Qiilz) = Ei (z— ) + bg}] (x — r,}"“ e+ I':E_j e —=2)"(5:13.11)

Endi (5.13.8) va (5.13.10)~munosabatlarni quyidagicha yozib olamiz:

oy Hag) (m =)+ ... +als (@ — 2 =

LE
— {I-Ii}n' - ij{:ﬂ}
Rz) (z—=z)
(5.13.11) ~tenglikni nazarda tutib, (5.13.12)—tenglikda limitga o'tsak
hamda Lopital qoidasini qo'llasak, natijada

(epEm e g —m ) Q) 7
%5 —JL“i.[ 0(z) '{m-z,}:]'

e ]

(5.13.12)

kelib chigadi. Qolgan aE;‘} koeffitsiyentlar uchun

o drlz—z) Qi)
. i [ 0(z) '{:r.—‘r.-:,-:u]

ifodaga ega bollamiz.  Ko'paytmani differensiallash uchun Leybnits
qoidasini go'llaymiz:

d* r(z—a) Qi;(x) - (2 — )0 Qyj(x) 1*0

el ) ol =§c}, Nen i e =

Barcha I- lar uchun hosilalar = = z, nugtada uzluksiz bo'lganligi sababli
T (# = z;)*7 0 _ [z —z)*
th-{.‘;!'t{ Qz) ] N Q(x) ]

E=Ty
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Ikkinchi ko'paytmaning

: Qi) =0
..J'l{].:. [{4.‘ —J & ]J]

limitni aniglash uchun (5.13.11)—tenglikni

Qulz) 1  .m =
u_ym::E+m)H~fJ+“.+% Mg — 2 )=

ko'rinishda yozib olamiz. Bundan esa

z) 1lk—t
limn [_‘31-1“_]?]' e Dy

r=x, L{x — ;)

kelib chigadi. Lekin (5.13.11)—tenglikdan

bk
i Q—‘ €
ad (7 + k=1

munosabatning o‘rinli ekanligini ko‘ramiz, (5.13.8)-dan ravshanki
Jrk—-p<jitk<jitai—j-l=a—-1

Demak, barcha p < & uchun ﬁET_”} = (1 ho'lib,

I'}” = ;i

kelib chigadi. Shunday qilib,

(k) _L d* (x = z:)*Qi;(x) _ 1 =)™

. k! :121:1. d* [ Qz)(z — x;) 1 ~RGL Q(x) ]r=:.
va

Q) {51 [fn:—m“]““’ k
Y= =S T =1
@isl) Hlz—z)™™ fg" kL Q@) Ja, { /

ni hosil gilamiz va nihoyat, (5.13.6) dan

m =1 ai—i—1 o (k)
(% —0¢) Q(r)
Hh@=33 5 > /e ”[ 0(a) ] -z

=0 j=0 k=) = {I — &g

(5.13.13)
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Ermit formulasini hosil gilamiz. Bu formulaning xususiy holi sifatida Lag-
ranj interpolyatsion ko‘phadi hamda ko‘phad uchun Teylor formulasini
chigarish mumkin (bobning oxiridagi mashglarga qarang.) Hozir Ermit
formulasining boshga bir xususiy holini ko'rib chigaylik. Barcha a; lar
ga teng bo'lsin, ya'ni shunday n—darajali ko'phadni topish kerakki

Hn (T;J — f{.l‘.";] o
HY (z)) = f EI_TJ(E =01, 00, m)

shartlarni qanoatlantirsin. Bu shartlarning geometrik ma'nosi quyidagi-
dan iborat: interpolyatsion egri chiziq berilgan y = f(x) egri chiziq bilan
mterpolyatsiya tugunlarida umumiy urinmalarga ega

Bu holda (5.13.13) quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi

ffm) =5 {feo [t oo =) e,

i=0 —I{II]+"tJ}[

r —xq)? = E
+f (zi) [fr{'”i-; ] - %} (2128

Odatdagidek

wm“{:r] = {.L'—.E‘n] {H.‘— :iﬂ}...{.i’

belgilash kiritsak, u holda

— T'm }

A tz-miﬁ‘*:[:x-ri;r
{I) m41(T), Q(z) Wr410T)

ga ega bo'lamiz. Endi (5.13.14) dagi koeffitsiventlarni topamiz

(z - ﬂ?i}z = T— 2 ‘ - 1
IC ) e ]} W (zy)

(2 2 ()"
{(I‘Ii}n ’ D file =) ]? _
ﬂ[.‘t] e a ""'EEI E [Wm+l {Jﬂ}] B
= Jim 2.[ z - 1 W () = (& = 27) W)y 4, (2)
T—sx, mm.;.l{x} wﬁl+l{m} »
. ek ]im w"""ﬁ‘t (E} = [1: i :i} w:n-}-l (T] _: rn-l-]: {-J }
Wiy (2) 2=z w1 (x) Wi (2:)
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Oxirgi limitni topish uchun Lopital qoidasini qo‘lladik. Bularni hisobga

olganda (5.13.14) formula quyidagi ko'rinishga ega bo'lad:

A WE:-!-I {i‘] |:f ; ( - *‘::' il --[ hj T — )
= 5 [*' r] I [ = \: i) +
R Z{‘: w2y (@) (& — 1) 1 (T6)
-|-f" () (2 — -'t-'1}] ‘ (%3.13.19)

Misol 5.9. Quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan beshinchi darajali
Hs(r) ko'phad topilsin:

Hs(—1) =—=1, Hs(0)=0, Hs(l)=1;
Hi(-1)=0, HL(0)=1, Hi(1)=0.

Bu yerda
wylz) = (x+ Da(z—1), wi(z)=32"—-1, wf(z)=6x.

Yechish: (5.13.15) formuladan

T 132 N s s f P 2
Hﬂ;;}:#[—](l—ﬁ {9 ”{.-:--+1}J] e ”1“ sz, 1.2+
x4+ 1)° : t -
+ir:—}—[1* (1 - ?{.«r L 1:)] = S(~2%+ 3%+ 22).

Endi Ermit formulasining qoldig hadini tekshiramiz.

Teorema 5.3. Agar f(w) funksiya [a,b] oraligda (n + 1)-tartibli wzluk-

siz hosilaga ega bo'lsa, u holda Ermit interpolyatsion formulasining qoldiq
hading ‘

()

Ba(e) = f(@) — Hu(w) = f"06) 7= T

(5.13.16)

l'o‘rjmiahdﬂ Yodalash mumkin. Bu yerda € [a,b] oraligga tegishli nugta
bo'lib, urmuman « ning funksiyasidir.

IEEE;. T ning interpolyatsiya tugunlaridan farqli biror qivmatni olib,
1= aiz) deb belgilaylik. U holda ushbu

p(z) = Hy(2) — KQ(z2) (5.13.17)

fupksiya o nuqtada og karrali nolga, o, nuqgtada o karrali va h.k. @,
miqtada ap, karrali nolga ega. Bundan tashqari u 2 nugtada ham nolga
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aylanadi. Demak, ¢(z) funksiya [a, b] oralig’ining (m+2) ta o, Ty, . ... Tris
& nuqgtalarida nolga aylanib, bu nollar karraliklarining vig'indisi ag + o, +
oot Oy + 1 = n+2 ga teng. Shuning uchun ham Roll teoremasiga ko'ra
¢'(2) hosila xg,27,..., Tm,x nugtalarni o'z ichiga olgan intervalda mos
ravishda m + 1 ta ag — L, a1 — 1,...,am, — 1 karrali ildizlarga ega, ya'ni
la, b] oraliqda

(ag—1)+(ey -1 +... +{am—1)4+m+l=ag+a+...+ 0, =n+l

ta nolga cga, Xuddi shu mulohazalarni takrorlab, ikkinchi hosila &"(z)

Iﬂ'e fJ] oraliqda kamida n ta nolga ega degan xulosaga kelamiz va hokazo.
Nihoyat, (n+1)-tartibli hosila "*1)(2) [a, b] oraligda bitta nugtada nolga
aylanadi. Demak, [a.b] oraligda kamida shunday bitta £ nuqgta topiladiki,
I.,’.J'l"_r”'{ﬁj =1 (5.13.18)

bo'ladi. Lekin
() = () K (n+ 1), (5.13.19)

chunki H, (z)-darajasi n dan ortmaydigan ko'phad, demak. H “{:‘r =0
va Q(z) bosh hadi 1 ga teng bo‘lgan (n + 1)— darajali ko‘phad, uning
(. + 1)~ tartibli hosilasi (n + 1)! ga teng. (5.13.18)-(5.13.19) dan

K= f{ﬂ+1}{E]

=T
Demak,
= f[u+'|]{£} .
Ry(z) = Wn{ﬂ. =
5.14-§. Jadval tuzishda interpolyatsiyani

go‘llash

) Ushbu va !i:e_yingi paragraflarda interpolyatsiyaning turli masalala-
figa tf*tbi{l]ﬂﬂ_l}l_ ko'rib chigamiz. Dastlab quyidagi masalani qaray-
lik: biror funksiyaning jadvali shunday tuzilsinki, bu jadval yordamida
ﬁmkslyam n— tartibli interpolyatsion ko'phad bilan almashtirilganda yo'l
qo‘yiladigan absolyut xato £ dan ortmasin. Bunday holda jadval n— tar-

tibli interpolyatsiyaga £ zato bilan yo'l go'yadi deviladi. Bi:
e : . go'yadi deyiladi. Biz bu verda ten
qada.mhjaﬂvalm Qaraymiz. 2 Ye 5
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T ETRY

LASH A1 Py

Faraz qilayi 5 : -
| R % i '} |:|I.| §
CEA DO LD ; = S o e L) LIy i'llI
; . 1 VT =
h]l-:“]."ix"-. QO vs 33 - " A LY Vieibing 1-1"|l'.|r|.i|.
VI gl p OOy el h
N i) i 3] =
tengsizlikni s
. ¥ virrgla
%, FLrmp 1y
| L )|
Odatda, kene i
L i vallag Sty tigsi bl
) JI'” E =
hizioli infern. . g t: 13 .
chzigh ¢ J {60 IR f:ll.lul]lL:l.ali.,'. i) fhe
2= max |HE — 1Y <« 7
3 i< i
e i
ko'rinishni oladi. Osongina ishoneh hosil gilish mumbki

1. Demak, h qadam

tengsizlikni ganoat |.l[ itirishi kerak

"nI!:mF uchun |a, 2,3l =0,5- 1075, f(z) =
Ma=¢e® <201 hu ley mln i uchun (5.14.4) dan / 0
Hosil bo'lgan son 0.001411 vaxlit bo'lmaganligi uchs i
ishlash noqulay. Shuning uchun ham unga nishatas
gadamni olish mumkin.

Ko'pincha jadvalning chizigli interpolyatsivas
gilish sharti ancha og'ir shart hisoblanadi, uning
siyaga vo'l go'yilishi talab gilinadi. Kvadrasis
soddasi uchta eng yaqin nuqtalar bo'vicha tusts
sion ko'phadidir. Agar xy tugun = ga eng )
holda

I{J-ll -+ i‘h} I-Ir\.l [.I'“ i ,f,Jf| = 1-“:
Jadval Ly (zg + th) ga yo'l go'yishi uchun

M4 h? P
—— AN .

6 [t=05
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yoki

ﬂhiﬁ <e (5.14.5)

" 16
tengsizlikni qanoatlantirishi kerak. Agar bu yverda ham [a.b] = [2,3],c =
0,5 - 1075, f(z) = e* deb olsak, u holda h < 0,01585 bo'lib, bu yerda

h = 0,01 deb olish mumkin, va'ni gadam chizigli interpolyatsiyadagiga
nisbatan 100 marta katta.

Endi funksivani ikkinchi tartibli Bessel interpolyatsion ko'phadi bi-
lan almashtiramiz. Agar ©p < © < x; va £ < xp + th bo'lsa, u holda
T_y,&g, Ty, Tz nuqtalar bo'yicha tuzilgan ikkinchi tartibli Bessel ko'phadi

, 1 , t(t—1)
Bz'[Iu‘i-th} = 'uf'u': +‘||r1fr2 f — ; 4 .P“fll.'.’_ 5 e

-

ko'rinishga ega.
Bu ifodaning qoldiq hadi (5.10.13) formulaga ko‘ra quyidagiga teng:

HE — =k IVr
Ralz) = £ ”ﬁ“ 3.}.+”*‘f24t‘5-‘1{r!. 1) (t - 2).

Ma'lumki, ?‘fz = W3 f"(£). Shuning uchun jadvalning Ba (zp + th) ga
yo'l qo'yishi uchun h qadam

3

1
M3 - — max
B o<i<t

t(t—1) (t-%)‘+ﬂ-ﬂ£1r{ﬁ ~1)(t—-2)| <¢

tengsizlikni ganoatlantirishi kerak. Quyidagiga esa ishonch hosil qilish
giyin emas:

1 1 g
max t(t—1) (t—2 ) = — I RN LA
o<i<l [ ]( '2) 12\1{5] Jggllf f:f. 1)” :J|
Demak, h qadam

M3R%  3My

< 5.14.6)

72v3 T 128" =€ {
engsiz l‘km qanoatlantirish kerak. Bu yerda h kichik bo'lsa, birinchi had
bosh gism bo'lib, u (5.14.5) tengsizlikning chap tomonidan 4,5 V3 =
7,794 ... marta kichikdir. Demak, h kichik bo'lganda (5.14.6) ni qanoat-
la-uhml:hgan h (5.14.5) ni ganoatlantiradigan h ga nisbatan /4,5« w./i =
1,98 marta kattadir. Yuqoridagi misolda (5.14.5) tengsizlik

h®  3pt 1
Dl —= | < —. 100
(72\(54'125) =510
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.




HISOBLASH METODLARI

ko‘rinishda bo'lib, uning yechimi h < hy < 0,0315... dir. Bu qadamga
nishatan "yaxlitroq" h = 0,03 ni olamiz.

Agar bu qadam ham kattalik qilsa, u holda interpolyatsion ko'phadning
darajasini orttirib gadamni yanada kichikroq olish mumkin.

Endi ekstrapolyatsiyva, ya'ni argumentning jadvaldagi gqiymatlari-
dan tashqgaridagi giymatlarida funksiyaning qiymatini topish masalasiga
to'xtalib  o'tamiz. Ekstrapolyatsiyalash, odatda, jadvalning bir-ikki
qadami migyosida bajariladi. Chunki argumentning jadvaldagi qiymati-
dan uzoqroq qivmatda ekstrapolyatsivalaganda xato ortib ketadi. Jadval
boshida ekstrapolyatsiyalash uchun Nyutonning birinchi interpolyatsion
formulasi qo'llanib, jadval oxirida esa ikkinchisi qo'llanadi. Interpolyat-
sion ko'phadning tartibi odatda jadvalning amaliy o'zgarmas ayirmalari-
ning tartibiga teng qilib olinadi.

Misol 5.10. Jadval 5.11 dan foydalanib '™ va &% topilsin.

T f=e" Jrl Jri f3 fnl‘

1.80 | 6,0496
S102

1.85 | 6,3508 150
3261 8

1.90 | 6,6859 167 1
3428 9

1.95 | 7,0187 176 -1
3604 8

2.00 | 7.3851 184 3
34788 11

2.05 | 7,7679 195 -2
3083 2

2.10 | 8,1662 204
4187

2.15 | 8,5849

Jadval 5.11

Yechish: Jadval 5.11 ga uchinchi tartibli ayirma amalda o‘zgarmasdir,
Shuning uchun ham wuchinchi tartibli interpolyatsion formuladan foy-
dalanamiz. Jadval boshida va oxirida ekstrapolyatsiyalash uchun formu-
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lalar quyidagicha yoziladi:

La(x) = 6,0496 + 0, 3102t + [],mﬁ!]f-!-r—;—-]--] ! n.nuusw.
La(x) = 8,5849 + 0.4187 + 0, 0204 r_[t%l_] f {i.mmnw.
Birinchi formulaga { = -L'—'-r'—;w = —0,4 giymatni go'ysak:
e T8 = 6049640, 3102(—0,4)+0, 0159:0,4-1, 4—0, 0008 nluir'j— = b, 92096
Shunga o'sshash = 2'13:]%‘”’ — (0,6 ni ikkinchi formulaga qo'yib, ushbu
1% = 8,5840.40,4137-0, 640, 0204- 20_1-6 GE 1.6 10,0000 228 ’é:i.?‘?rl} — 8,83629
natijani topamiz. .

5.15-8. Teskari interpolyatsiya.
Tenglamalarni yechish

Shu paytgacha y = f(z) funksivaning jacdvali berilgan holda argu-
mentning berilgan qiymatini z* da funksivaning taqribiy qiyvmatini topish
masalasi bilan shug'ullandik. Teskari interpolyatsiva masalasi quyidagicha
qoyiladi: y = f(z) funksiyaning jadvali berilgan, funksivaning berilgan ¢°
giymati uchun argumentning shunday =* giyvmatini topish kerakki, f(z*) =
v" bo'lsin. Faraz qgilaylik, jadvalning qaralayotgan oralig'ida f(z) funksiya
monoton va demak bir giymatli teskari funksiya = = @(y) (f(v(y)) =¥)
mavjud bo'lsin. Bunday holda teskari interpolvatsiva o(y) funksiya uchun
odatdagi interpolyatsiyaga keltiriladi. Ushbu z* = o(y*) qiyvmatni topish
uchun Lagranj yoki Nyuton tugunlari har xil joylashgan holdagi formu-

= )

lﬂ.la.rdau foydalanish mumkin. Masalan, Lagranj interpolyatsion formulasi
quyidagi
i T
L) =Y = [] L=% (5
=0 gmn ST W
ko'rinishga ega bo'lib, qeldiq hadi

(ni 1)

a b

wl(y) = La(y) = grTE) ﬁ(w — W)
=0
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ga teng bo'ladi.

Agar f(2) monoton bo'lmasa, yuqoridagi formula yaramaydi. Bunday
holda u yoki bu interpolyatsion formulani yozib, argumentning ma'lum
giymatlaridan foydalanib va funksiyani ma'lum deb hisoblab, hasil bo'lgan
tenglama u yoki bu metod bilan argumentga nisbatan yechiladi.

Misol 5.11. Funksiyning quyidagi quymatlar:

z |-1|0[05]2
¥ | -4 | - 1 4

jadval ilan berdgan, » argumentning shunday qiymatt toplsinki, y =
0,5 bo‘lsin.

Yechish: Jadvaldagi gqivmatlarga ko'ra funksiva monoton, shuning
uchun ham n = 3 deb olib, (5.15.1) formuladan foydalanamiz:

(v+2)(y—1)(y—4) (wHd)(y+2)y—4)

bW =-1 i a-1 T irnaru=1

+

(¥ +4)(y+2)(y+1)
(4+4)(d+2)(4-1)
Bu ifodaga y = 0,5 ni qo'yib, 2 = 0,4142 ni hosil qilamiz. g

l:'l

Misol 5.12. Funksiyaming quyidaqi qiymatlari

] 2 0|1 2] 3
y|-12 |4 9|22

jadvali berilgan. x argumentning shunday quymati topilsinki, y = 3 bo‘lsin,

Yechish: Jadvaldan ko'rinib turibdiki, funksiva monoton emas. Shu-
ning uchun ham ikkinchi usulni qo‘llaymiz:

(z—0)a—Dx—2)(x-3)
(=2~ 0)(=2=1=2—=2)(=2—1)
oy (x+ 2)(z— 1){z — 2){x — 3) e (@ 4+ 2) (2= 0)(z—2)(z=13) H
(e+2(0—=1)(0—-2){(0—-3) "~ (A+2)(1—-0)1—-2)(1-3)
_12. (24 2)(xr— ﬂ”‘J.'—- 1) (2 — JJ
E+2)2-mE2-1)E2-3)
(x4 2)(z—0)(x— 1)(x —2)
B GGG =2

Demak, Li(z) = 2" — 62° — 4 = 3 tenglamani yechib, x5 = 47 ni
topamiz. |

Ly(z) = —12-

ufe

gt — g —d.
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Endi teskari interpolvatsiyalashda teng oraliglar uchun chiqarilgan for-
mulalarni qo‘llash masalasini ko'raylik. Aytaylik, f(x) monoton bo'lib,
uning berilgan y* qiymati yo = f (xo) va 1 = f (x,) lar orasida joylash-
gan bo'lsin. Bu holda Nyutonning birinehi interpolyatsion

Ht—1 Cote—=1)...t=(n=1)
ft«'i“-Lu{-‘Eu-i-Hl}=fu+f11”f+ff%+_h+ 0 ) e

n!
formulasidan foydalanishimiz mumkin. Bu verda f, ma’lum bo'lib,  ni
topish talab gilinadi. Buning uchun bu tenglamani ushbu

g dt—do _t—1) fi

LU= (= (n - 1)) fryz

i T, - - o (5.15.2)
ko'rinishda yozamiz va quyidagicha
— t—1)...(t=(n—1)) Japm
tp{t)=‘f’ﬂf (o 1) {H! ) 7
belgilash kiritib, (5.15.2) tenglamani
t = p(t)
ko'rinishda ifodalaymiz. Dastlabki yaqinlashish sifatida
o = J= o
fiz
ni olib; iteratsiya metodini go‘llaylik:
=9 tma)(m=1,2,...) (5.15.3)

f;gar interpolyatsiyaning barcha tugunlari [a, b] da yotsa hamda f (z) €
F‘m la, b} va qadam h yetarlicha kichik bo'lsa, u holda (5.15.3) iteratsion
jarayon yaginlashadi:

t= lim t.,

—* 00

'I_'ﬁ:"ﬂﬂ interpolyatsiyani algebraik va transtsendent tenglamalarni
yechish uchun ham qo‘llash mumkin. Buni misollarda ko'rsatamiz.

Mis;n! 5.13. Ushbua? —3z+1=0 tenglamaning 0 va 1 orasidagn iddizi
topilsin.
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Yechish: y = 2% — 3z + 1 funksiya qiymatlari jadvalini h = 0, 1 qadam
hilan tuzamiz:

T i F a5 A I i
0 | 1,000
209 | 6
0,1 | 0,701 6
293 | 12
0,2 | 0,408 6
281 | 18
0.3 | 0,127 6
—263 | 24
0,4 | -0,136 6
239 | 30
0,5 | -0,375 6
-209 | 36
0,6 | -0.584 6
173 | 42
0.7 | -0.757 6
-131 | 48
0.8 | -0,888 6
83 | 54
0,9 | -0,971
-29
1| -1,000

Jadwval 5.12

Bu jadvaldan ko‘rinib turibdiki, funksiva 0,3 dan 0,4 ga otishda o'z
ishorasini o'zgartirmoqda. Shuning uchun ham zo =0,3; 50 = 0, 127,y = 0
kabi olib, (5.15.3) iteratsiyani go‘llash mumkin:

_ 127 tit—1) 0,024 _H{t=1)(t-2) 0,008

~0,263 2  —0,263 6 ~0.263"
Dastlabki yaqilashish

wit) =

he'lib, golgan yvaginlashishlar quyidagilarga teng:

ty = 0,4729364249; 12 = 0,4729636375;
t; = 0,47296335308; t, = 0,4729635333;
ts = 0,4729635333.
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Bu yverda t4 va ¢ty ning givmatlari ustma-ust tushadi. Shuning uchun
ham = sifatida = &g + th = 0, 347296355333 ni olish mumkin. 1

Misol 5.14. Ushbu e — 4e* — 1 = 0 tengdamaning ildizi topilsin.

Yechish: Bu tenglamaning shx — 2 = 0 shaklida yozib olib, quyidagi
jadvalni tuzamiz:

x | f=shx—-2] f! ;L T G2 P A0

1.1 —(), 6644
1739

1,2 —0, 4905 150
1889 20

1.3 —{), 3016 170 |
2058 2]

14| —0,0957 191 1
2250 22

1,5 | -0,1293 213 2
2463 24

1,6 | -0,3756 237 5
2700 29

1,7 ), 6456 266
2066

1,8 | 0,042 i

Jadval 5.13

Bu jadvaldan ko‘ramizki, to'rtinchi tartibli ayirma amaliy o‘zgarmas
bo'lib, ildiz 1,4 va 1, 5 lar orasidadir. Shuning nchun n = 4,29 = L4y =
—0.0957;y = 0 kabi olib, (5.15.3) iteratsiyani qo'llashimiz mumkin:

()= 0,0057 _ #t—1) 10,0213 #(t—1)(t - 2) '

0,2250 2 0.2250 G
10,0024  #(t—1)(t—2)(t—3) 0,0005
0, 2250 24 - 0,2250°

E:tndi dastlabki yaqinlashish sifatida ty = 0, 425 ui olsak, golgan yaqin-
lashishlar quyidagilarga teng:

ty = 0,436128069472; ¢, = 0,4362022205039;
ts = 0,436202662457; 4 = 0, 46202665278;
ts = 0,436202665296; t; = 0, 436202665296.

Bu yerda {5 va Iy ustma-ust tushyapti, demak, # = z, + th =
1.4436202665296. ]
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5.16-8. Sonli differensiallash

5.16.1 Umumiy mulohazalar

Ko'p amaliy masalalarda funksiya hosilalarini ayrim nuqtalarda taqribiy
hisoblashga to'g'ri keladi. Bu masala sonli differensiallash masalasi devi-
ladi. Funksiyaning analitik ko'rinishi noma’lum bo'lib uning avrim nug-
talardagi qiymatlari ma'lum bo'lsa, masalan, tajribadan topilgan be'lsa,
u holda uning hosilasi sonli differensiallash yo'li bilan topiladi. Umuman
aytganda, funksiyani sonli differensiallash masalasi doimo bir qiymatli ra-
vishda yechilavermaydi. Masalan, f(z) funksiyaning * = 23 nuqtadag
hosilasini topish uchun h > 0 ni olib,

[ {xo + h) — f(z0)

f' (20) = . (5.16.1)

yoki
£ (xq) = f (7o) - ;': (%o — A1) (5.16.2)

voki
Py :f(.r._. + h) = flea—=Hh) (5.16.3)

2h
kabi olishimiz mumkin. Ko'pincha (5.16.1) o°ng hesila, (5.16.2) chap hosila
vt (5.16.3) markaziy hosiln leyviladi.
Sonli differensiallash usullari odatda interpolyatsion formulalarga
asoslangan. Faraz qilaylik, [a,b] oraligda (n + 1)— tartibgacha hesilalari
uzluksiz bo‘lgan f(z) funksiya berilgan bo‘lsin. Uni

flz) = Lplz) 4+ Ral2) [5.16.4)

ko'rinishda tasvirlaymiz. Bu verda L, (z) o, %1, ..., ¢y tugunlar
bo'yicha tuzilgan qandaydir interpolyatsion ko‘phad be'lib, uning qoldiq
hadi quyidagiga teng:

f[u.- (
(rn + 1)!

wWnt1 (2) = (x— o) (2 — £1) ... (£ — En) - (5.16.6)

Halz) = whey (x) (a<E<h), (5.16.5!

Odatda (5.16.4) tenglikni differensiallab, taqribiy ravishda
fil@) =~ Ly (), £7(@) =L (), .o\ £ @) = L () (BI6H
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deb olinadi. Bu tagribiy tengliklarning absolyut xatolari mos ravishda
Ry, (2), R (2), -0 B (2)

ifodalarning absolyut giymatlariga teng bo‘ladi. Lekin absolyut xatoni

amalda har doim ham aniqlash yengil ish emas. Haqgiqatan ham, (5.16.5)
dan

dRn(z) _ fi"tD () d
dz = (n+1) &t (B

wn+1 () F_ff“ﬂ 2 {E} (5.16.8)
(n+1})! i

ga ega bo'lamiz. Bu tenglikda £ ning 2 ga ganday tarzda bog'ligligini
bilmaganligimiz uchun, ikkinchi hadni baholay olmaymiz. Bizga fagat shu
narsa ma'lumki, interpolyatsiya nuqtalarida ikkinchi had nolga teng,
Shunday qilib,
f' (&) ~ L, (z)

ning absolyut xatosini fagat interpolyatsiya tugunidagina aniglay olamiz:

dity, (n+1) , o 18
dﬂ.’fm} 5. = ﬁwﬂﬁ-l {:"t} - {dlbg}

Yuqori tartibli hosilalar qoldiq hadlarining ko'rinishi ancha murakkabdir.
Masalan, ikkinchi tartibli

d*f(z) d*L,(z) -
o = = (5.16.10)

hosilaning qoldiq hadi quyidagi ko'rinishga ega:

PRa(2) _ Puna(z) f04) (g)

d‘-h'ﬂ+1 E.-'E} IUH-:” [:'Ej}
dz? dx? (n 4+ 1)! 2 dr L (n + 2)! 2
£ (&)
+2un 41 () m‘!i_ (5.16.11)

Buning isbotini, masalan, [4] dan qarash mumkin. Bu formulada &, &

va {z 'lar,. T, Ty vy Tn nuqtalarni o'z ichiga oladigan eng kichik
oraligning qandaydir nugtalaridir. Agar z nuqta xg, =1,

ning birortasi bi ..., Tp tugunlar-
mdﬂﬂﬂhaﬂd? hﬂm].‘ u?tmn-ust, tushsa, u holda (5.16.11) ning o‘ng tomoni
S adi va oxirgi had nolga aylanadi. Quyidagi teoremani keltiramiz.
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Teorema 5.4. Faraz gilaylik, © nuqta xo, @y, ..., &, luguilarni o'z ichiga
oladigan eng kichik [, ] oraligning tashqarisida yolsin. Agar [(x)
funksiya interpolyatsiya tugunlarini va x nugtant o'z ichiga oladigan e¢ng
kichik [a, b] oraligda (n + 1)- tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, u holdn
shunday § (a <& < b) nugta mavjudki, ixtivoriy k (1 < k < n) uchun

R“-‘] (z) = "“"::51 () f{“'H]' {'E}
s (n-1)!

(5.16.12)
tenghk o‘rinlidir.
Ishot. Yordamchi

w(z) = An (2) — Kwyya (2) (5.16.13)

funksiva olamiz, bu yerda K o'zgarmas bo'lib, uni keyinroq aniglaymiz.
o(z) funksiya [a, b] oraliqda (n + 1)- tartibli uzluksiz hosilaga cga va
T, T1y .-+ &n tugunlarda nolga aylanadi, shuning uchun ham Roll teo-
remasiga ko'ra: (a, ) oraliqda ¢’ (z) kamida n ta har xil ildizlarga, ©" (z)
kamida (n — 1) ta va hokazo, ¢'* (2) esa kamida (n + 1 — k) ta har
xil ildizlarga egadir. Endi doimiy K ni shunday tanlaymizki, + = x da
¢'*) (z) = 0, ya'ni

'®) (2) = RE) (2) — Kwl?, () =0 (5.16.14)

n-1

bo'lsin. K ni shunday tanlashga haqlimiz, chunki u:f:, (z) ning barcha
(n+1— k) ta ildizlari (e, ) oraliqda, x esa (a, 3) dan tashqarida yotadi
va demak, wfﬂz (z) # 0. (5.16.14) dan K ni topamiz:

o - B ()
w::ﬂi {-J-J

(5.16.15)

K ning bu giymatida ¢(¥) (2) hosila [a, b] oraliqda kamida (n+2—£) ta
turli ildizlarga ega. Roll teoremasiga ko'ra [a, b] ichida **1) (2) kamida
(n+1—k) ta, p5+2) (2) kamida (n — k) ta va hokazo, "+ () esa [a. 8]
da kamida bitta £ ildizga ega: "t (2) = 0, ya'ni

'F{ﬂ-l-l]l (£) = fl.r|+1:| () — (n+ 1)IK = 0.

Bundan esa
flfn-l-—l} {EJ
BCES
K ning bu qiymatini (5.16.15) bilan solishtirsak, teoremaning tasdig'i kelib
chigadi. -
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5.16.2 Lagranj interpolyatsion ko‘phadi yordamida
sonli differensiallash

Yuqgoridagi (5.16.4) tenglikdagi L, (x) sifatida Lagranj interpolyatsion
ko'phadini olaylik:

L

Ly (x) = E Sl Il (-2, (5.16.16)

u-l-] { -’-.}J 0, 5 £k

Bu yerda
i i x
Wiy (Zk) = T 41 f-!'H',.H.L :

(5.16.16) tenglikdan

dLy ( L n
:z.}l f{-t-'k} di 1—-! I_”‘_“

Il. k=0 !'1'11

T

1 @) Phstreie
HZ 'E:“'!. II (s —xy). (5.16.17)

"+1 =07¥k [=0,07%k1#7

Oxirgi tenglikda fagat ikkita holda, ya'ni k = ¢ va j = i bo‘lgandagina

n

H (2 — )

I=01£k, i#]

ko'paytma noldan farqglidir. Shuning uchun ham

dL [.T..}l = f‘:ml} T

I=X
' 'I'H-l I-.:I =0, J?'—' £y t=0, 1]
1

i OISR R

ko it Wkt (Bh) T — 2

l..i o ,.T[} _}.

=0, 125
Demak,
dLy, (:;} 5 - f (k)
‘ I (= }JE# j+”“+1{$'j _E# (zi — i) iy (T2)
' (5.16.18)
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Agar T, = xg + ih bo'lsa, wh oy (x5) (1" el O L i
uchun, fi = f(z;) deb olib, quyvidagiga ega bo'lamiz

) i o Wit
dLy () fi | o) I (o 07 -
n —_— == - '_-. 1" r’
dI =i ,‘j Z - ] ' Jrf{ | Fa i ’.: .'f‘ ! I
=0, J#4 = L YRS
Qoldiq had (5.16.9) formulaga ko'ra
E‘Rn{lrll | l]” x Ea1 S e ) »
- T I Tl f.;, Il',_dl'
- T tr: + 1]{" -/ (§) /4 /)

Endi (5.16.19)~{5.16.20) formulalar yordamida n ning turli givimatlarids
hosila uchun formulalar chigaramiz.

n =2 (tugunlar uchta) bo‘lganda:

f l v Irl‘“. LU
I (@) = g5 (=3fo +4f1 = fo) + 5 1" (8).

r " - ] E T s

f{lil—ﬁﬂfﬁ—fu}— [jj (£)
! 1 "rz "
I'(@2) = 5 (o — A4Sy +3f2) + = (&)

n=3 (tugunlar to‘rtta) bo'lganda:

(@) = g (~11fo + 18/1 — Ofa +2fs) — —I“ (&),

@) = — (=2fo = 3f1 + 6> — fa) + —I”"{EL

rh
/(@) = - (fo = 6f1 + 3f2 +2fs) - ’*—f“’ta:-_.
f’(mal——f 2fo + 9.f1 — 18f2 + 11 f) +—f”’t£}-
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n =4 (tugunlar beshta) bo‘lganda:

4 ’
' (zo) = %{—25fn+43f| —36fa+ 1613 — 3f4) + %f‘ (£),

(@) = 5 (~3fo — 10f: + 18f2 — 65 + Ju) - L1V (€,

; 1 . Mo
f'(z2) = 757 (fo—8f1 +8fs — fu) + :;—U;‘ (€),

§/(@s) = == (~fo+ 651 — 18f + 10fs +3f2) — 35 ¥ (©)

4
§(@0) = 7= (8fo — 161 +36/2 — 48f3 + 25f4) + =1V (€).

Agar bu formulalarga e'tibor berilsa, n juft bo‘lganda o‘rta nugta-
lardagi hosilalar ifodalarining nisbatan sodda ekanliklarini ko'rish mumkin.
Shu bilan birga qoldiq hadlardagi hosila oldidagi koeffitsiyentlari ham
kichikdir. Shuning uchun ham amalda, mumkin gadar shu formulalarni
qollashga harakat qilish kerak. Endi (5.16.10)—(5.16.11) dan n = 2
ikkinchi hosilalar uchun quyidagi ifodalarni chigaramiz:

h?

—_ IV e
e (6),

filzi) = }11-2 (fo—2fi + f2) — éf”.fﬂ.

" (@0) = 3z (o = 21 + J2) — hf"" (€1) 4

2
£'(a2) = 5 (o= 261 + ) + A" (&) — = 117 (0)

Bu yerda ham ofrta nuqtalarda hosilaning xatosi eng kichik bo‘ladi.

5.16.3 Nyuton formulasi yordamida sonli
differensiallash

ll_nte'rpnlymr;siya tugunlari teng uzogdikda joylashgan bo'lsa, u holda
onli differensiallashda Nyuton, Bessel, Stirling, Everett formulalaridan
foydalanish mumkin.

Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasidan foydalanaylik:

Ln(z) = Ly(zo + th) = P(t) = fo + tfips + E(igi—l-}f? + e
t—1)...[t = (n—1)] ..
S '.r[r.! (ﬂ ].fn,.rz'
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Bu ko'phad hadlarini gruppalab, uni ¢ ning darajasi bo'yicha yozib
chigamiz:

2 1 3 1 4 ] 4}
P{f)=fn+"[f|],f:‘ %fl. + Efft_.:: = Ef;z + E.']f{,.: - I +

212 4 1L .o B s
+E[II - f;i;:+ ﬁf_:: - {—if;”-ﬂ —+:| s =

P 3 T _
E{fﬁ;;ﬁ_ gfg - 5 Ifrf_; - ] 4+ ... (D.16.21)

Bu yerda qavs ichida fagat beshinchi tartibligicha chekli avirmalar gat-
nashadiganlarigina yozildi, amalivotda shu yetarli bo‘ladi. Ikkinchi tomon-
dan P (t) ni Teylor formulasi bo'yicha ifodalasak:

P"(0) .4 P (0
P(t)=P(0)+ P (0) t + 25 }!.‘ + ...+ 1!'{ }J'.“. (5.16.22)
Endi (5.16.22) ni (5.16.21) bilan taqqoslasak:
P [I}) N 1 1 2 | a3 I 4 1 i
= f1;2“5f1+§f3f2_:1f2+§f5£ﬁ_"'1
{3 = 2 3 11 - 5 £
P'(ﬂ} = f]_f3f2+ﬁle-ﬁf;ﬁ+""
P’{D} = I§f3_§f3+1f55f2_"'5
So'ngrak=1,2 ..., nuchun
k fe )
(k) = d*P (t) 1 = Pt (0)
S e e

ni hisobga olgan holda z nugtada sonli differensiallash uchun quyidagi
formulalarga ega bo'lamiz:

: 1 IR 1 1
fzo) = R (fl].-’ﬂ =5 b 5-@;: = 4—.1"&1 + '5'!55{2 =32 ) :
1 11 5
f"{z'l}} = E'i(flz_fgfﬂ'l'ﬁf;—'gfg‘;-zﬁ-..,),
it 1 : 3 T
M@) = g5 (Ba= 38+ 1)
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5.16.4 Anigmas koeflitsiyentlar metodi

Agar tugunlar ixtiyoriy ravishda joylashgan bo'lsa, Lagranj
ko'phadidan foydalanmasdan, amalda ancha qulay bo'lgan anigmas ko-
effitsiventlar metodidan foydalanish mumkin. Faraz qilaylik, f(z) ning
hosilalari f%) (z;) ni @; (i =0,n) nuqtalarda fo. fi, .., fa lar orqali
ifodalash kerak bo'lsin. Buning uchun izlanayotgan formulani

L

O (z) =D eifi + R(f)

1=0

shaklda yozamiz va ¢; larni shunday tanlaymizki, u n- darajali ko‘phad
uchun aniq formulaga aylansin, ya'ni

f(Z)=1 fl@)=z—x: f(z)= [:L'—;-'-‘,]I:. v g k) = {a—- z;)"

bo'lganda R (f) = 0 bo'lsin. Bu shartlar bizga¢; (i = 0, n) larga nisbatan
n + 1 ta chizigli algebraik tenglamalar sistemasini beradi.

Misol 5.15. f'(z9) ni f (x) ning o, o + h, x4+ 2h, xo+ 3h, zo +4h
nugtalardagi fo, f1, f2. fa, fs qiymatlari orgali ifodalaymiz

Yechish: Buniig nchun

f'(z2) = cofo+cifi +cafe +cafs + cafs
tenglikk% ketma-ket f (z) :41, fl@)=2—=s, [(2)=(z—x2)°, flz)=
(2 —22)", f(z) = (z—22)" larni qo‘yamiz:
gttty teg=10,
—2heg — hey + hea + 2hey = 1,
4"‘-.254] E h2£1 A flzﬂ'g. + 41’121'_‘.,1 = (J,

—'Ehaﬂu = }13{!1 -+ hsﬂg e Shal’:q =.0,

16h*co + hiey + hicy + 16h%cy = 0.
Soddalashtirsak,
(1) coter+ertesteq=0,
(2) ~2¢0—c1+c3+2e, = 4,
(3) 4eo+ 1 +c3 +4e =0,
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(4) —8co—e1 + s+ 8eq =0,
(5) 16cp +¢c1 + 3 + 16cy =0

hasil bo'ladi.

Bu sistemani yvechish uchun (3) tenglamani (5) tenglamadan ayiramiz.
unda ¢y = —¢p ga ega bo'lamiz, keyin ¢y = —cp ni (3) ga go'yib, cg = —0y
ni topamiz. Bularni (1) va (4) larga qo'yib ¢z = 0 va ¢ = 8ey larni
aniqlaymiz. Nihoyat, bularni ikkinchi tenglamaga qo'yib,

2]
L2k

o= =0 = =kl

1
12h°

larni topamiz. Nihoyat

£ (za (fo—8fi+8f2— fa)

12!

kelib chigadi. Bu esa Lagranj formulasi yordamida avval topilgan ifoda
bilan qoldiq hadsiz ustma-ust tushadi. |

Mashqlar

i
L Agar Qin (z) = ] %;‘— bo'lsa, u holda quyidagi ayniyatlarni isbot-
I=0,3#i
lang: .

8) Qon(z) + Qialx) +... + Quu(z) =
b] IRQQH [z}—t‘ :':?Ql'rl. E.T-"} s PR '!—.'L'::th [1') = 1‘".

c) i{m‘—:}:]kq,n[z'j:ﬂ, e [ T
i=0

2. Ayniyatni isbotlang;

Fi i
_I‘—J'..j, l
T =
=0, 1551 i e m=1l k=1 L k

3. Quyidagini isbotlang:

1—1 t wrk i [m+lu'_'2]!
Zu[ 1 C"“""" = L)lrn! ;
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Ko'rsatma: [Ushhu

f{:]z%(m—m}{m —1=z)...(2—x)

funksivaga Lagranj formulasini go'llab, zq = 0, h

= 1, * = m+ n deb
olish kerak.
4. Lagranj interpolyatsion ko'phadidan fovdalanib, quyidagi formulalarni
keltirib chigaring:
: =k W al
a) En{_l} L O Ch = == (m>n),
i
b) Eﬂ{—l}ﬂ-t mk_k(:,';rl‘,f = 2 (> n).
mi—1
5. Faraz qilaylik, P (z) = agz™+ayz™ ' +...4a, va Sp = 0, Sm = gﬂ P (v)
bo'lsin. Quyidagi
Sm=mP(0) + C2AP ()4 ...+ CTTA™P (D)
tenglikni ko‘rsating.
(Eslatma. A™*'S,. = A"P (m) = agn! tenglikdan fovdalaning.)
6. Oldingi masaladagi formuladan foydalanib,
m—1 =1 m—1
Xom Iy
o=} we=il =il
yig'indilar uchun formulalar chiqaring.
T

. Ixtiyoriy (2n +'2) ta =g, T1, ..., Ta V& €o, C1, .-

., . sonlar berilgan
bo'lsin. Darajasi n dan ortmaydigan va quyidagi
P{Iﬂ] ='&n, P*{El] = Cly reny F{H] {If,] ==

shartlarni qanoatlantiruvchi vagona ko'phad qurish mumkinligini isbot-
lang va P (z) ko'phadning oshkor ko'rinishini aniglang.

8. Ushbu Aarctgz = arctg ;L tenglikdan foydalanib,
i Brct - L
= S1+n+tnt 2
tenglikni isbotlang.
9.

Lagranj interpolyatsion formulasidan foydalanib, ikkinchi hosila uchun
quyidagi 5 nuqtali

I (z2) = ﬁ%‘; (—2fo -+ 32f1 — 60f2 + 32f3 — 2f4) + g—uf'” (€)
formulani keltirib chigaring,
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10. Bessel formulasidan foydalanib, quyidagi sonli differensiallash formulala-

rini keltirib chigaring:
' 1 1 2!
[ (z0) ‘E(#frl—ﬁf:? ( } ufs —. )

Py = }‘1—2 (ﬁ:f - _jf-TfE.' +)
3N 42%) &
17 (@) = h,(m—[—mﬂum+.-.).

11. Oldingi mashqdagi formulani anigmas koeflitsiyentlar metodi bilan toping.

12, Stirling formulasidan foydalanib, sonli differensiallash uchun quyidagi for-
mulalarni chigaring

’ : l 1

Fleo) = i (fu- EF‘H” D E#ﬁ” 2k EM’:}: +es ) )
AT 1 2 | 1 i

flxo) = g \whp—5hn-grhnt- |

I 1

F iz} = W (.ﬁ,z EPJH;*' +- )
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6-BOB. FUNKSIYALARNING
YAQINLASHISHI

6.1-§. Masalaning qo‘yilishi

Faraz qilaylik, wo(2), @1(2), . . ., @m(x) yetarlicha silliq va hisoblash
uchun qulay bo'lgan chizigli erkli funksivalar sistemasi bo'lsin.  Bu
funksiyalardan tuzilgan

Pa(2) = cowo(z) +ergr(e) + - . - + cmpmlx) (6.1.1)

chizigli kombinatsiva (cg, €1, ..., ¢s— doimiy sonlar) wmumlashgan
ko‘phad deyiladi. Oldingi bobda berilgan f(x) funksivani interpolyat-
siyalash yo'li bilan P, () orqali tagribiy ravishda almashtirish masalasim
ko'rgan edik. Ammo shuni ham ta'kidlab o'tish lozimki, gator
masalalarda funksiyaning bunday taqribiy tasvirlanishi maqsadga mu-
“'-‘ﬂﬁq bﬂ']ﬁ.\’&l’ma}fdi. Birinchidan, tugunlar soni ko'p bo‘lsa, u holda in-
terpolyatsion ko'phadlarning ham darajasi ortib boradi, lekin bu yagqin-
lashishning sifati har doim ham yaxshi bo‘lmasligi mumkin. Ikkinchidan,
f(x) funksiyaning tugun nugtalardagi qiymati biror tajribadan aniglan-
gan bo'lishi ham mumkin, u holda tabiiy ravishda bu giymatlar tajriba
xatosiga ega bo'lib, u interpolyatsion ko'phadga ham ta’sir giladi va shu
bilan funksiyaning hagiqiy holatini ham buzib ko'rsatadi.

Qandaydir ma'noda bu kamchiliklardan xoli bo'lgan o'rta kvadratik
yaqginlashuvchi ko'phadlarmi tuzish bilan shug'ullanish magsadga mu-
vofigdir. Shunday qilib, biz funksiyalar uchun o'rta kvadratik ma'noda
yaqinlashish masalasi qo'yilishining magsadga muvofiq ekanligiga ishoneh
hosil qildik. Bu masala quyidagidan iboratdir: [a,b] oraliqda aniqlangan
f() funksiya uchun (6.1.1) ko'rinishdagi yaqinlashuvehi shunday P, (z)
ko'phad topilsinki,

b

f [f(z) = Pru(x)) dz (6.1.2)

s
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ifoda mumkin gadar eng kichik giymatni qabul qilsin.

'_;lr
- ~hﬁ\\
[ b WS

T e Ny =plzx)
; S
o

L) I d 0 z
(v ﬁ] '.5:, h :

Chizma 6.1.1

Agar (6.1.2) integral kichik qiymat qabul gilsa, bu shuni bildiradiki,
la,b] oraliqning ko'p qismida f(x) va P, (z) bir-biriga yaqin. Shunga
qaramasdan ayrim nuqtalar atrofida voki bu oraligning ba'zi kichik qgism-
larida f(x)— P,,(2) ayirma nisbatan vetarlicha katta bo'lishi ham mumkin
(Chizma 6.1.1),

Quyidagi

B
5= ﬁf{f{x} — Pou(z)]Pdx (6.1.3)

migdor P, (z) ning f(x) dan o'‘rta kvadratik ogfishi deyiladi va f(z) ni
Fm(x) bilan yaqginlashishda o'rta kvadratik ma'nodagi xatoni bildiradi.
Agar f(z) ni o'rta kvadratik ma'noda P, (x) bilan yaqinlashtirishda
gqandaydir sababga ko'ra qaralayotgan oraliqning biror qismida uning
boshqa gismiga nisbatan aniqroq yaginlashtirish kerak bo'lsa, u holda
ko'pincha quyidagicha ish tutiladi: vazn deb ataluvchi maxsus ravishda
tanlab olingan manfiy bo‘lmagan p(2) funksiya olinib, (6.1.2) o'rniga ushbu

b
‘ﬁwm%mw%
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integralning eng kichik givmatni gabul qilishi talab qilinadi. Bu yerda p(z)
shunday tanlangan bo'lishi kerakki, agar oraligning biror © nuqtasi atrofiga
yaqginlashish anigligi boshqa nuqtalarga nisbatan yaxshiroq bo'lishi talab
gilinsa, p(z) shu nuqgta atrofida kattaroq giymatga ega bo'lishi kerak.
Masalan, [—1,1] oraliqda f(z) funksiyani P,,(r) funksiya bilan yagin-
lashtirishda yaginlashtirish anigligining oraligning chetki nuqtalari z = 1

atrofida yuqori bo'lishini istasak, p(z) = w,l_’_}—:; deb olish mumkin.

Agar f(x) funksiyaning analitik ko‘rinishi o'rniga, uning fagat (n+1) ta

o, T1, - - ., Ty muqtalardagi givmatlarigina ma’lum bo‘lsa, u holda (6.1.2)
integral o'rniga ushbu

3 [f(ze) = Palao))? (6.1.4)

i=0

yig indining mumkin qadar kichiq giymat qabul qilishligi talab gilinadi.

Bu holda
1 t : -
'ﬁn — Jﬂ-"'l Z[I{J‘;] D 'Fm{-r:”

1=

miqdor o ‘rta kvadratik og‘ish deyiladi. O'rta kvadratik vaqinlashtirish usuli
eng kichik kvadratlar usuli ham deyiladi.

Agar bordiyu, f(z;) laming anigligi bir xil bo'lmasa, masalan, har
xil aniglikka ega bo'lgan turli asboblar yordamida hisoblangan bo'lsa, u
holda biz anigligi katta bo‘lgan qiymatlarga ko‘proq ishonch bilan kattarog
"vazn" berishimiz kerak. Buning uchun z; nuqtadagi vazn deb ataluvchi
maxsus tanlangan p; > 0 sonlarni olib, (6.1.4) yig‘indi o‘rniga ushbu

D ailf(z) = Pl (6.1.5)
1)

vaznty yig ‘indini minimallashtirishimiz kerak, Bu vaznlar odatda ularning
yig'indisi birga teng bo'ladigan qilib tanlanadi:

i ]
ZPE = 1.

=0

Agar (6.1.3) bilan aniqlangan o'rta kvadratik ogfish § kichik bo'lsa,
[a,B] oraligning aksariyat nuqtalarida |f(z) — Pu(z)] ayirma giymati

Hﬂﬁk. bo'ladi. ~Lekin shunga qaramasdan ayrim kichik oraligchalarda
bu m-l.'qdof katta bo'lishi ham mumkin. Aﬂiqmgui‘ faraz q1|ﬂy1ik, [ﬂfﬁl]
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oraligida | f(z) — P.,(x)| ning ekstremumlari soni chekli bo‘lib, 7 ixtiyoriy
musbat son bo'lsin. Faraz qilaylik, sq, 81, ..., 8¢ o'zaro kesishmaydigan
|a, b] dan olingan shunday oraliqehalar bo'lsinki,

[f(z) — P(z)| =2 v

tengsizlik ganoatlantiradigan nuqgtalar shu s, larga tegishli bo'lib, ¢ shu
oraligchalar uzunliklari yig'indisi bo'lsin. Agar é < £ (q. (6.1.3)) bo'lsa, u
holda

b k
t—a) > [[f@) - P@Fde 2 3 [f(e) ~ Po)Pde 2 70

tm]l

o< (b- a}(z)z,

Demak, agar = yetarlicha kichik bo'lsa, o istalgancha kichik bo'ladi, Shun-
day qilib, £ yetarlicha kichik bo'lsa, [a,b] oraligning o'lchovi istalgancha
kichik & dan ortmaydigan nuqgtalar to'plamidan tashqari boshqa hamma
nugtalarda

bo‘ladi. Bundan esa

|f(z) — Pa(x)| <7

tengsizlik o'rinli  bo'ladi. Lekin ayrim hollarda yaqinlashtiriluvehi
ko'phadga og'irroq shart qo'yiladi, chunonchi, [a, b] oraliqning barcha nug-
talarida f{x) ning P,.(z) dan og'ishi berilgan miqdordan kichik bo‘lishi
talab qilinadi. Biz f(z) funksiya [a,b] da uzluksiz va P,(2) algebraik
ko'phad bo'lgan holni ko'ramiz.

Faraz qilaylik, H,,(F?) darajasi n dan ortmaydigan

Pulz) =ag +arx+ ... F axz®

algebraik ko‘phadlarning to'plami bo‘lsin. Agar f(z) funksiya [a,b]
oraligda uzluksiz va P.(r) € H.(P) bo'lsa, u holda f(zx) ning Py(z) dan
la, b] oraliqda og'ishini, ya'ni

max, |f(z) — Pu(z)|

ni B, (f, P,) orqali belgilaymiz. Bu migder P, (xz) ko'phad koeffitsiyentlari
ap, ay, ..., @, ning funksiyasi bo‘'lib, u manfiy emas hamda bu miqdor
manfiy bo‘lmagan aniq quyi chegaraga ega bo'ladi:

En(f) =, nf  Bulf, P)

343



M.1. ISROILOV

Agar shunday P;(x) ko'phad mavjud bo'lib, E,(f, Pi) = Eu(f) teng
lik bajarilsa, u holda P;(z) ko'phad eng yawxshi tekis yaginlashuv-
chi ko‘phad va E.(f) eng kichik og‘ish yoki [(x) ning n- darajali
ko‘phad bilan eng yazshi yaginlashishi deyiladi.

EHM larda funksivalarni hisoblash uchun standart programmalar
tuzishda berilgan f(x) uchun E,(f) berilgan = dan kichik bo'ladigan P (z)
ko'phadni topish talab gilinadi. Biz bu bobda mana shunday yaqinlashish-
larni ko'rib chigamiz.

O'tgan asrning elliginchi yillaridan boshlab matematikada splayn-
yaqginlashish yoki bo‘lakli ko'phadlar bilan yaqinlashish deb ataluvchi yangi
tipdagi yaginlashish o'rganilmogda. Bobning oxirgi paragraflari mana shu
vaqinlashishga bag'ishlanadi.

6.2-§. Oraligda algebraik ko‘phadlar orqali

o‘rta kvadratik yaginlashish

Agar chekli [ELIJ} oraligda p(x) = 0 be'lib va undan olingan integral
musbat ho'lsa, yva'ni
b
0< fplf_;r]d:.i.' < 00 (6.2.1)

7 4

shart bﬂ-jfﬂ‘ﬂsa, u holda plz) Eﬂ,.b] oraliqda vazn funksiyasi deyiladi. Agar
la, b] oraliq cheksiz bo'lsa, u holda, bundan tashqari,

b

kap{x}d:ﬂ, (k=0,1,2,...)

[+ ]

integrallar absolyut yaginlashuvchi bo'lishlari kerak.

Lemma 6.2.1. Agar @n(z) [a,b] omaligda manfiy bo'lnagan n-darajel

ko'phad bo'lsa, u holda ixtiyoriy plx) vazn funksiyasi uchun
b
f plz)Qy(x)dx > 0 (6.2.2)
o
tengsizlik bajariladi.
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Isbot. Avvalo lemmaning tasdig'i bevosita ko'rinib turgan ikki sodda
holni ko'raylik. Birinchidan, agar p(x) chekli sondagi maxsus nuqtalarga
eza bo'lsa, u holda [a, b] oraligning bu nugtalardan boshqa nuqtalarida
ol2)Qu(z) musbat va uzluksiz, shuning uchun ham (6.2.2) dagi integral
musbat. Ikkinchidan [a, b] oraliqda @, (x) musbat bo'lsa, n holda m orgali
uning bu araligdagi minimumini belgilab,

[ [

/pl:.-r}lf,_?r,[.t::ld,r = rr:]p[.‘i‘}t-’r =0

L] il

tengsizlikka ega bo'lamiz va lemmaning tasdig'i bu hol uchun ham o'rinli
bo'ladi. Umumiy holda, faraz qilaylik, Q.(zx) ko'phad [a,b] oraliqda
Ty,%4,..., T, ildizlarga ega bo'lsin. U holda (6.2.1) shartga ko'ra p(z)
vazndan [a, x|, [21,24] ..., [x,, 0] oraliglar bo'yicha olingan integrallar-
ning kamida bittasi musbat bo'lishi kerak. Bunday oraliq uchun:

Tit 1 =& T4l

rli_n'tl f plx)dz = fp{.r}dz:::-ﬂ. (6.2.3)

T+ =¥

Demak, yetarlicha kichik = uchun p(z) vazn [z; + & @41 —=] oralig
bo'yicha musbat. Lekin bu oraliqda Q,(z) ko'phad ildizga ega emas.
shuning uchun ham m(z) orqali Q,(z) ning [x; + &, wiy1 — =] oraliqdasi
minimumini belgilab olsak. quyidagi tengsizliklarga ega bo‘lamiz:

b Ei41—% Ti4pi—E
/PWJQ-J-T]*M > / ple)Qu(x)dr > m(e) f pla)dr = 0.

Vazndan [a, b] oraliq bo'yicha olingan integral mavjud va [x; + 5.5 — =
da p(z} > 0 bo'lgani uchun (6.2.3) integral mavjuddir.
Agar oraliq cheksiz, va'ni |zs. 00) bo'lsa, u holda (6.2.3) o'rniga

1
.E'_'R-j f plz)dr = fp{.r}d;r >0
Tyfe o

limitni garash kerak. Xuddi shunga o‘xshash ( —oco, x| oraliq uchun

= e ]
lim f e f p(a)dz
— -

345




M.I. ISROILOV

limit qaraladi, Lemma isbotlandi.

Endi, faraz qilaylik, f(z) funksiya p(x) vazn bilan la, b] oralig'ida
kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsin, ya'ni

[

[ p@ 1wy

a

mavjud bo'lsin. Bunday funksiyalarni L?[a, 8] fazoga tegishli deymiz. Bu
funksiyani
PH{I) = aU‘F’U[I} += {11&,&‘1{.1.‘} Rt g = "l:'-pf"rt'lt'r.]

umumlashgan ko'phad bilan o'rta kvadratik

ma’noda yaqinlashish
masalasini ko'ramiz, ya'ni ag,ay,

..., 0, koeffitsiyentlarni shunday tan-
lashimiz kerakki,
b b = 2
s f p() [Po(z) = f(2)]" dz = f ple) [Z aspil) - m-?} “
i=0
i ; (6.2.4)
Hotla i kichik qi‘_'fm&t.ga ega bo'lsin. Bu }"EI'[iH. ﬁﬂ — ﬁ“ lap, 1. «-+1@n :J

funksiya ag,a,, ..., a, larga nisbatan kvadratik ko'phad va §, =2 0 bo'lgani
uchun uning minimumi mavjud, bu minimumni topish uchun barcha

G0y
B (i=0,n)

xususiy hosilalarni topib, ularni nolga tenglashtiramiz. Natijada
00,84, ., @y larni aniqlash uchun quyidagi chizigli algebraik tenglamalar
sistemasiga ega bo'lamiz:

f

It

Bl B

108

plz) [:Z aii(z) — f{ﬂ-‘}] wolz)dz =0,
=0
15

pl2) | 5 aventa) - @) ex(@)dz =0,

(6.2.5)

b n
| 260 = {P(ml L'Zéﬂm(m} - f(z:}] onlx)dz = 0.
Arap Lila,b] fazodan olingan ikki ¢(z) va t(z) funksiya skalyar
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ko'paytmasini (@, ¥’) orgali belgilasak:
b

(0, ) = [ p(z)p(x)b(x)dz, (6.2.6)

L

u holda (6.2.5) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

ay (o, wo) + ax (@ vo) oo+ an (v, o) = (feo),
ao(wo. 1) + arler, 1) + - - + @n(@n; v1) = (fia),

(6.2.7)
L0 {'1-’[“ P )+ a3 {‘u-'-"l y@nl+ ...+ iy {.H-':'ru '-F;'n:] = {f.';ﬁ"} .

Endi @g(x), o1(x), ..., walx) chizigli erkli funksiyalar sistemasi uchun
(6.2.7) sistema yagona yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun
wolz), @ilx), ... ,onlx) sistemaning Gram determinanti deb ataluvehi.
(6.2.7) sistemaning ushbu determinanti

[_a'?n-'#-‘n_J (41, "igm:} oo (®n,00)
(wore1)  (w1,21) ... (@nate1)
=y (i | _ (6.2.8)

':-‘l""*'-J":PH} {‘I'G].";I"?J'I.] {"-,'3':;.{,:5“}
ning noldan farqliligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik. aksincha, ya'ni I'; =0
bo'lsin. U holda (6.2.7) sistemaga mos keladigan bir jinsli chizigli algebraik
tenglamalar sistemasi

aofwo, wo) + a1(w1:¢0) + ... + @nlien, o) =0,

f]ﬂ(uﬂmw]l +a1(er, 1) + oo+ anlen, 1) =0, (6.2.9)

apliog, wn ) + a1 lipyon) 4.0 =+ Gp(@ns@n) = 0.

kamida bitta trivial bo‘'lmagan yechimga ega bo'lishi kerak, ya'ni shun-
day oy, ay,...,a, sonlar topilishi kerakki, ularning kamida hirm:l:a&i
noldan fargli bo'lib, (6.2.9) sistemani ganoatlantirsin. [ﬁ.‘.?,ﬂ_'] siste-
maning tenglamalarini mos ravishda ag,ai,.. .. 6, larga kﬂ‘pa.ytufnk va
skalyar ko'paytmaning (6.2.6) ko'rinishini e'tiborga olgan holda natijalarni
qo'shsak, quyidagi hosil bo'ladi:

b
/ﬂf-’l—'] (agwol(z) + arpr(z) + ...+ anep“[m}}idw — i}

T
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Lemmaga ko'ra esa bunday bo'lishi mumkin emas, chunki {@n(x)} sis-
tema chizigli erkli bo'lib, ag, ay .. ., a,, larning kamida bittasi noldan farg-
liligi ‘gababli

P(x) = (ageolx) + myerlx) + .. - 4 anon ()

ko'phad aynan nolga teng emas. Demak, Gram determinanti I', noldan
fargli va (6.2.7) sistema yagona yechimga ega. a

Misol 6.1. Ushbu _HJ:} = V‘T il 1{]1 l] u'ruh.qdr_:, IIra['_r] | hu‘flrin'nnfu birinch
darajali ko'‘phad bilan o'rta kvadratik manoda yaginlashtivilsin,

1 - ——
’ — =7
—y = 15(1+3x)

—y = (1 +4x) ]

Chizma 6.2.1

Yechish: Bu yerda @o(z) = 1,1 (z) = «, p(z) = 1 bo‘lgani uchun

1 1
[‘Pﬂﬂpﬂ] = flzdz =1, [p1,%0) = /_rd:[: = %1
0 0 )]
1 1
(pupn) = [ede=3, (o0 = [ VEar =2,
0 i

(fiw1) = | oyfzde =

|

ot
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Demak. (6.2.7) sistema

LN } ,H] ‘;.
ag + oy =3
ko'rinishdadir.
Bundan ayg = Jl wy = : bo'lib, izlanavotgan ko'phad Py (x) rl.rfl b
3r) ba'ladi (Chizma 6.2.1) M
Misol 6.2. Misol 6.1 vazn pla) = 1 — & bo'lgan hol uehun yechalsin,

Yechish: Vaznga nisbatan shuni avtish mumkinki, v oraliqning chugs
chetida yaxshiroq vaginlashishni ta'minlaydi. Bu holda

< o ]
(0. %0) 3 (Po.1) = 6
1
l,-'l-~.-7-1‘.l=ﬁ,
f. L (for) ==
{ THJ_].-) f.,.:'l _354

Bundan ag = —:-’;J, Q= ::—d Pi(z) = 5% (1 + 4x) (Chizma 6.2.1). @

6.3-§. Ortogonal ko‘phadlar sistemasi

Oldingi paragrafdagi metodning noqulay tomoni shundan iboratki,
yaginlashuvchi umumlashgan ko'phadning koeffitsiventlarini topish uchun
(6.2.7) sistemani yechishga to'g'ri keladi, bu esa katta n lar uchun juda
ko'p mehnat talab giladi. Agar biz ixtivoriy chiziqli exkli {i, ()} sistema
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o‘rnida {¥m(z)} ortogonal ko'phadlar sistemasini garasak, u holda (6.2.7)
sistema soddalashadi. Agar

b

GEC)) — j-p(ﬂ']P{I}erjdl =10
bo'lsa, P(z) va Q(x) funksiyalar [a,b] oraligda p(x) vazn bilan artogonal,

xususiy holda p(z) = 1 bo'lsa, P(z) va Q(z) funksiyalar [a,b] oraligda
ortogonal deyiladi. Agar ixtiyoriy k,[(l # k) indekslar uchun

b

| ars@yiz)ar = o

(6.3.1)

tenglik bajarilsa, u holda {1, (x)} funksiyalar sistemasi p(z) vazn bilan
la, b} oraliqda ortogonal sistemani tashkil etadi deyiladi.

Biz 3-bobda vektorlarni ortogonallashtirish usulini ko'rib o'tgan edik.
Bu yerda ham ixtiyoriy chizigli erkli ko'phadlar sistemasi {wn(x )} dan,

xususiy holda {z"} sistemadan, [a,b] oraliqda p(z) vazn bilan ortogonal
sistema tuzish mumkin.

Teorema 6.1. O'zgarmas ko‘paytuvchi anigligida ortogonal ko ‘phadlar
ststemast yagonadir, boshgacha aytganda, agar

Yo(2), $1(@), .-, Yu(2), .
xo(z), x1(2), - -, xtm (), - - -

sistemalar [a,b] oraligda p(z) vazn bilan ortogonal bo‘lgan ikkita sistema
bo‘lsa, u holda albatta

Yn(z) = caxnlz) (n=0,1,2,...)
bo‘lishi kerak.

Isbot. Avvalo har xil darajadagi va turli sistemadagi ko'phadlarning
ortogonal, ya'ni

b
f @ x(@)dz =0 (k 4 1)
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ekanligini ko'rsatamiz. Aniglik uchun k > [ deb olaylik. y () ni yagona

usul bilan :
T = Zf‘, ih(x)
§=0

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan (6.3.1) ni hisobga olgan holda

b i b

fﬂ(ﬂﬂ“&(ﬂ?}lt{v‘-‘}dr = Z:rfj fﬂ{a:}t.’g (x)y(z)dz = 0

i=0

a L}

ga ega bo'lamiz, chunki 7 < [ < k. Endi yy(x) ning v, (x) orqali tasvirlani-
shida nomeri j < [ bo’lgan barcha ¢; koeflitsiyentlarning nolga tengligini
ko'rsatamiz. Buning uchun

b

/F’{J:IM-H{J‘-}.\;f{:r;lcf:::

a

integralni qaraymiz, bu yerda 1 < [. Bir tomondan, isbotlaganimizga ko'ra
bu integral nolga teng, ikkinchi tomondan esa

[ b

[ Pz = 3 e, f p)i()0,@)de = e [ pla)vd (e,

J=0

i 1]

O'ng tomondagi integral noldan farqli, shuning uchun ham ¢; = 0. Demak,
barcha i < | uchun ¢; = 0, va'ni

xi(z) = ey (z).

Shu bilan teorema isbotlanadi.

Agar ortogonal ko‘phadlarga yana biror qo'‘shimcha talab qo :,rllsa.
masalan, ko'phadning bosh koeffitsiyenti birga teng bo'lishini yoki bosh
koeffitsiyenti musbat bo‘lib, normasi

b

e f p(2)W2(x)dz

i

birga teng bo'lishi talab gilinsa, u holda ortogonal ko'phad yagona ravishda
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(O'zaro ortogonal va

normalari  birga teng  bo'lgan  ko'phadiar
gistemasi ortonormal

ko‘phadlar sistemasi  deyiladi. Berilgan

ole), ¥h(z), ..., Uy (z) ortogonal sistemaning har bir ko' phadini ularning
normalariga bo'lsak,

_ %o(Z) _ (=) p () = ¥n(2)
= = T Bl®) = Tl

ortonormal sistema hosil bo'ladi. Yuqorida aytganimizga ko'ra berilgan
|, b] oraliq va p(z) vazn uchun ortonormal ko'phadlar sistemasi yagonadir

Endi o'rta kvadratik ma'noda f(x) funksiyaga eng yaxshi vaqinlashuv-
chi Q@u(z) ko'phadni ortonormal ko'phadlarning chizigli kombinatsiyasi

shaklida izlaymiz:
Qnlz) =agPslz) + a1 Bi(x) + ... + a, Py ()

Bu ko'phadning koeffitsiyentlari a lar (6.2.7) sistemadan topiladi.
Lekin bizning holda

(B P;) = &
bo'lgani uchun

ayp = (f,P) = [p () f(x) Py(x)dr

bo'ladi va eng kichik og'ish esa

b b

= [ @) (@) ~ Que)? dz = JEEIREES

a i

._Zzﬂkfﬂfz]f{x} Pk[z]dm+Ezﬂkﬂﬂfﬂ(-‘-ﬂ}}};.-[..ﬂ]lﬁ{.r}dﬂ' -

k=0 1=0

b
= jp{x}fz{m}dr - Eerf; + Z ay,

k==l) k=0
ya'ni

2= [ pla) o)z~ o

k=0
bilan xarakterlanadi.

352




HISOBLASH METODLARI

6.4-§. Ortogonal ko‘phadlarning asosiy
xossalari

6.4.1 Ortogonal ko‘phadlar uchun rekurrent
munosabatlar

Ortogonal ko'phadlarni tez aniqlashga imkon beradigan rekurrent
munosabatni keltirib chigaramiz.

Teorema 6.2. Ortonormal ko'phadlar sistemasining wtiyoriy uchia
ketma-ket elementlam uchun guyidagi rekurrent munosabat o‘rinlidir

I by —
£ p (@) = (2 — o) Ba(z) - £2=2
Hngl Hn

Fu-alx), (6.4.1)

bu yerda ., bu FP,lx) ning bosh koeffitsiyenti bo'hib, o, gqandaydir
0°I0armas So.

Ishot. zF, () ko'phadning darajasi n + 1 ga teng bo'lgani uchun uni
Po(z), Pi(x),.. .,
Pysar(x) chizigli kombinatsivasi orqali yagona ko'rinishda ifodalash
mumkin:

2Py (x) = aoPolz) + ay Py(x) + ... + an Pala) + 2 Poyr(a). (6.4.2)

a1

Bu tenglikning har ikkala tomonini p(x)P;(x) (j = 0,1,...,n — 2) ga
ko'paytirib, [a, b] oraliq bo'yicha integrallaymiz:

]

b
jp(;r}f’,,{:r) [zPs(z)] dx = Zn /p{r):l” (x) Pi(x)dr +

M

fip+l

]

[ p(@) Py () Pass ()
Chap tomondagi integral nolga teng, chunki barcha j € n — 2 lar uchun
2P;(z) darajasi n — | dan ortmaydigan ko'phaddir, shuning uchun ham
uni Py(z), Py (z), ..., P, _(x) larning chizigli kombinatsiyasi yordamida
ifodalash mumkin. O‘ng tomonda esa 1 = j bo‘lgandagina fagat bitta
integral birga, qolganlari nolga teng:

b

o [ @)}z =0

L]
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Demak, barcha j < n—2 lar uchun er; = 0. Shunday qilib, (6.4.2) tenglikni
quyidagicha yozish mumkin:

ZE(T) = an-1Pn-1(Z) + cnPnlz) + _Hn

JrJ--! l{"r}' [;ﬁﬂl::f}
Ffﬂ-} 1

Bu yerda a1 ni aniqlash uchun (6.4.3) ni p(x) P, - (z) ga ko'paytirib,
|a, b] bo'yicha integrallaymiz. Natijada

b b
Gy = f p@)ePa-1(2) Py (@) = F2= / ) (™ + - | Pa(@)d
4 -

L

T

b

e =3
Hn—1 plz) P2 (z)dz = £acl
Hn .

ar

'!I'I

Buni (6.4.3) ga qo'ysak, (6.4.1) kelib chigadi. =

-

Shuni ham ta’'kidlash kerakki, P_;(z) = 0 deb olsak, (6.4.1) formula
barcha n = 0 uchun o'rinli bo'ladi.

6.4.2 Kristofel-Darbu ayniyati

Ortogonal ko'phadlar nazariyasida muhim ahamiyatga ega bo'lgan
Kristofel-Darbu ayniyatini chigaramiz.

Teorema 6.3. Ortonormal ko'phadlar uchun ushbu Kristofel-Darbu
ayniyati o‘rinlidir

EF&[I}Pﬂy} _ _Hn  Pr(2)Pu(y) - H:{W}R:H(HJI
kef) Hns1 T—Y

(6.4.4)
Isbot. (6.4.1) tenglikni P,(y) ga ko'paytiramiz:

Hn
E'-}-_l n+1(I)Pn[

Y) = (z — &) Pa(2) Pa(y) — B2 Pa i (2) Pa(y),

bunda z va y larning o'rinlarini almashtiramiz:

iptl+1[y}Pn{m) == {‘H = Ct“) PH{I)EH{.'H] - Kt

TE

HF:{y]Pu{I}
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va birinchi tenglikdan ikkinchisini ayiramiz:

(z —y)Pulz)Puly) =

Hr=1

Hen

n+l

[Pri[-TJPﬂ-l{H} = Pn—l{I-‘]Pn{y}]-

[Pri1(z) Puly) — Pn+l“i’}pn{-7-” —

I'I'I

Bu tenglik barcha n = 0 lar uchun o'rinli bo'lganligi sababli, uni barcha
non—1,...,2 1,0 nomerlar nchun qo‘shib chiqsak, (6.4.4) tenglik kelib
chiqadi. |

6.4.3 Ortogonal ko‘phadlar nollarining xossalari

Ortogonal ko'phadlar hisoblash jarayonlari — interpolyatsiya, taqribiy
differensiallash va tagribiy integrallashda keng qo'llaniladi. Bu esa, asosan,
ortogonal ko'phadlarning nollari ajoyib xossalarga ega bo'lganligi tufay-
lidir.

Teorema 6.4. (a,b) oraligda ortogonal Py(x) ko'phadning barcha ildizlar:
hagigqiy va har zil bo'lib, ular (a,b) intervalda yotad.

Ishot. P.(x) ko'phadning toq karrali va (a,b) da yotuvchi ildizlari-
ni ko'rib chigavlik. Faraz qilaylik, bu ildizlarning soni m bo'lib, ular
2,25, ... &, bo'lsin,  Teorema isbotlanishi uchun m = n ekanligini
ko'rsatish kifoyadir, chunki bundan P, (x) ning boshqa ildizlari mavjud
emasligi va ularning tubligi kelib chigadi. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni
m < n bo'lsin. Ushbu

L

4(@) = (& — 7). (2 — zl)
ko'phadni tuzamiz. Uning m darajasi n dan kichikligi sababli

b

fp{::jpﬂ (r)gla)de =0

o

bo'lishi kerak. Ammo bu tenglik bajarilmaydi, chunki g(x) va Pn(z) lar-
ning ishoralari bir xil nuqtalarda almashinadi va g(z) P, (z) ko'paytma [a, b]
da o'z ishorasini saglaydi. Bundan tashqari g(z) P, () fagat chekli sondagi
nuqtalardagina nolga aylanadi, shuning uchun ham yuqgoridagi ifoda aynan

b
nol emas. Demak, lemmaga ko‘ra [ p(x)q(z) P, (x)dx noldan fargli bo'lishi
kerak. Shunday qilib, qarama-an;hilik kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
i
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6.5-§. Eng ko‘p qo‘llaniladigan ortogonal
ko‘phadlar sistemalari

Quyida hisoblash matematikasida ko'p qo'llaniladigan ortogonal
ko'phadlar sistemalarini keltiramiz. Biz bu sistemalarning berilgan vazn
bo'yicha ortogonal sistemani tashkil etishlarini isbotlashni, rekurrent
munosabatlar keltirib chigarishni, shuningdek, ularning normalarini topish
bilan bog'liq bo‘lgan hisoblashlarni bajarishni o‘quvchilarning o‘zlariga
havola qgilamiz (shuningdek, [9,37] dan ham qarashlari mumkin. )

6.5.1 Yakobi ko‘phadlari
Quyidagi

P{“”*{;}-%ﬂi- )1 + 1**" - [(1 = 2)>*"(1 + z)P+7]

ko'phadlar Yokobi ko‘phadlari deb ataladi. Bular | —1, 1] oraligda
plz) = (1 —z)*(1 +=z)?

vazn bilan ortogonal ko'phadlar sistemasini tashkil etadi. Ularning nor-
malari:

“P"[‘E'S]H = f'[.] —z)*(1 + x) [ P m{.r}] dti=

‘ _ { 2D atn+ LB +n+1) 17
" nla+8+2n+ 1) a+H+n-+1)

Ular quyidagi rekurrent munosabatlarni qanoatlantiradi

(a+ B8+ 2n)(a+B+2m+1)a+p+2n+ Nz P A (z) =
=2(n+1)(a+B+n+1)(a+ B+ 2P () + (82 — a®) (a + B+
+2n+1]P.1f;“-F]{m} +2(a +n)(B+n)(a+ f+2n+ 2)P ples m{i}

356

DA




HISOBLASH METODLARI

6.5.2 Lejandr ko‘phadlari

Yakobi ko‘phadlarining o« = g = 0 va p(x) = 1 bo'lgandagi xususiy
holi Lejandr ko'phadlari deb ataladi va ular Rodrig formulasi

1 dan 3 n
Ln(x) = 2npl  dp” [

bilan aniglanadi. Uning normasi

| Ly |l | /]J’2 i $
L] \J iite 2n+1
=1
bo'lib, tegishli rekurrent munosabat esa
(n+ 1) Lpsi(2) — (2n+ 1)L, (z) + nly—1(z) =0 (6.5.1)
dan iborat.

Lejandr ko'phadlaridan foydalanib, f(x) € L?[-1,1] funksiva uchun
orta kvadratik ma'noda eng vaxshi yaginlashuvehi ko'‘phad qurish
mumkin. Bu ko‘phacd

Qniz) = Z apli(z)
k=0

bo'lib, bu yerda

2k

3
S 2

1
3= j Fle) () da (6.5.2)
=1

Eng kichik og‘ishining miqdori quyidagiga teng:

1 1 5
. - 2
5 = f1 /@) - Quiall*de = [ f@)e -3 2—ak. (653

k=il
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Lejandr ko'phadining dastlabki yettitasi quyidagilardan iborat:

Lu{ﬂ:] = 1r
Ly (xz) ==,
1
La(z) = 3 (3z% —1),
1
Ls(z) = 5 (5z? — 3z) ,
ite) = % [351" — 30z° + 3} :
Lg(x) = % (652° — 70" + 15z) ,

1 3
Lﬂﬂ=bﬁimhﬁ—3wrt+mmr—5y

Misol 6.3. Misol sifatida f(x) = 1/ {1 = 1.2} funksiyani [—1, 1] praligda
4-darajali ko'phed bilan o‘rta kvadratik ma’noda yaginlashtiramaz.

Yechish: Lejandrning toq indeksli ko'phadlari toq ko‘phad va juft
indekslilari juft ko‘phad bo‘lgani uchun (6.5.2) formulaga ko'ra

i 5 g /. 320
8y =e63=a5=0,ap= 2= 5[3 —7)y a4 = 16 (-'14? - /"
Demalk,
4
: 320
P = T o E § s E ', - —) Lalx)=
a(x) Eznﬂk k(x) =+ 2[3 ) La(x) + T 34w — — alz)

1
B4 1485 — 1680 + 2(7560 — 24157)a” + (5355m — 16800)z"] ;
1
dzx 9 9 =
'|52=f___,___2'2 e = 1 1l
AR ['1'1"!‘5‘1”‘4_:¢1ﬂ'l 4

5 2. 9 3201\ ? _,
+'2"{3-"-‘] +1—2§(34?r~—--—) ] m

A
2

3
Quyidagi teorema o'rinlidir.
Teorema 6.5. Agar f(r) funksiya [-1,1] oraligda uzluksiz va chega-

ralangan [f'(z) hosilaga ega bo'lsa, u holda f(z) funksiyaning Lejandr
ko‘phadlari bo'yicha Furye gatori |1, 1] oraligda unga tekis yaginlashadi.
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6.5.3 Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari

Biz 4-bobda tanishgan Chebishevning birinchi tur ko'phadi

Ty (x) = cos(narcecosx), x| £ 1

ik
[<1,1] oraliqda p(z) = (1 —z*) * vazn bilan ortogonal sistemani tashkil
etadi. Bu ko'phadning normasi

1
1T =, | [T “{ Ve il oy

\‘ vi—-22 | /3, agar n > 0 bo'lsa,
1

ga teng. 4-bobda quyidagi

Tas1(x) = 22T (x) — Ta1(Z)

rekurrent munosabat keltirib chigarilgan edi. Chebishev birinchi tur
ko'phadlarining dastlabki yettitasi quyidagilardir:
Tolx) =1,
1) =,
Ty(x) = 22% — 1,
T3(z) = 4z° — 3=,
Ti(z) = 8z =822 + 1,
Tsl(z) = 16x° — 2023 4 5z,
To(x) = 322°% — 482" 4+ 1827 — 1.
Endi [-1, 1] oraligda p(z) = (1 — .1:'2]_% vaznda kvadrati bilan integ-

rallanuvchi f(r) funksiyva uchun Chebishevning birinchi tur ko'phadlari
yordamida topilishi mumkin bo'lgan eng yaxshi yaginlashuvehi

Qu{:rj = Zakaim}
k=0

ko'phadning koeffitsiventlari quyidagi formulalar bilan hisoblanishini es-
latamiz:

w n
1
ag = ;ff{msmdmk = ;ff{ms 8) coskads (k > 1);
i i
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eng kichik og'ishning migdori 4, esa

1 1
Plz)de =m . 2 2 2|
=f f‘.r}_Qn[f}l f — a5 + ay + ...+ 0y}
=1 L A

formula bilan ifodalanadi.

Misol 6.4. Misol sifetida f(z) = |x| funksiyani -1, 1| oraligda ;J[.'r.‘_l =
(1—22)~% wazn bilan o'rta kvadratik ma’noda eng yarshi yaginlashtiradigan
ko'phadlar ketma-ketligini topamiz.

+
/CJ'J
N\ o
2,
E 3,
o 0.27 0.2l
Chizma 6.5.1
Yechish: Bizning holda
1 w
= —flcnsﬂlcnsnﬂdﬂ
mw
bo'lgani uchun
@9 = —, 02441 =0
i T L
m=—fcmﬂuuﬂnﬂdﬂ=[ g 4
g T 4n* -1
(n=1,2,..))
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lar osongina topiladi. Shuning uchun ham

_1in41
||~—+—Z{ ()

dn? —

bo'lib, 0, 2, 4-tartibli o'rta kvadratik ma'noda eng yaxshi yaginlashuvehi
ko'p hadlar quyidagilardan iboratdir:

Qo(z) = —,Qa(x) = % {-|l!'2 -+ |} Qulx) = i (-lﬁI"ﬁ'Eﬁz‘l'i'E} :

15w

_1||..:|

(Chizma 6.5.1). H

Teorema 6.6. Agar [—1, 1] oraligda f(z) funksiya birinchi tartibls uzluksiz
f'lz) hosilaga ega bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning Chebishev birinchi tur
ko'phadlar: bo*yicha Furye qatori [—1,1] oraligda f(z) funksiyaga tekis
yaginlashadi.

6.5.4 Chebishevning ikkinchi tur ko*phadlari

Chebishevning tkkinchi tur ko'phadi deb ataluvchi

sin[(n + 1) arccosx] T} 44()

N il

Un(z) = (n=0,1,2 ...

ko'phad [—~1,1] oraliqda p(z) = 1 — 2% vazn bilan ortogonal sistemani
tashkil etadi. Uning normasi

1
Uall = / VvV 1—=az*U2z)ds = \/%-
=1

ga teng bo'lib, ular uchun rekurrent munosabat

UII+1 {z] = 2"l:{“'rﬂ-{::.] o Un—'i [I}
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dan iboratdir. Chebishey ikkinchi tur ko'phadlarining dastlabki yettitasi
quyidagilardir:

Uo(z) = 1,
Ui(z) = 2x,
Uy(x) = 42 = 1,
Us(z) = 8z — 4z,
Uy(z) = 162" — 122% + 1,
Us(z) = 32z° — 322° + 6u,
Us(z) = 642° — 80z + 242* — 1.
|-1,1] oraliada p{z) = /1 — z? vaznda kvadrati bilan integrallanuvchi

f(z) funksiya uchun Chebishevning ikkinchi tur ko‘phadlari yordamida
tuzilgan eng yaxshi yaginlashuvehi

n

Qu(z) = axlU(z)

k=)

ko‘phadning koeffitsiyentlari

w
ag = :—Tff{ms ) sind - sin(k + 1)0d8

formula bilan hisoblanib, eng kichik og'ish migdori esa

)
e

53: = f [f(z) - Qn_l:z}]z Wv1—zldz = / v1—a22f*x)de — % “E

formula bilan aniglanadi.

Misol 6.5. Misol sifatida f(z) = |z| funksiyani [—1,1] oraligda p(z) =
'\n"_ 1 — 2 vazm bilan o'rla kvadratik ma’noda eng yarshi yaginlashtiradigan
ko'‘phadlar ketma-ketligini topamiz,

Yechish: Bu gal

an = % f | cos 8 sin sin(n + 1)8d6
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bo'lib,

: L} “ I'.Jill l"
k4] = U, dag I
i : a2 — 12k 4+ 9) r it e &

larni topish givin emas.

i
/
";.
— N __ i [
L |
] -
‘.J’ [:I-a..]. ‘j.l i

Chizma 6.5.2

Shuning uchun ham

4 X {_”rw-l § 5
o 2 (2n — 1)(2n + 302

rp=1J

bo'lib, 0,2, 4-tartibli o'rta kvadratik ma'noda eng yvaxshi v Ssstn
ko'phadlar quyidagilardir:

B ; i g
Qulz) = '4_ Qs(z) = — (62 + 1), Qulx) o _
I 157 105
(Chizma 6.5.2).
Teorema 6.7. Agar [—1,1] eratigda f(x) funksiga uchinoh st §
stz hosilaga ega bo'lsa, u holda f(x) ning Chelusher 8k b )

bo'yicha Furye gatori o'sha oraliqdn [(w) g tokis gagesaste

Skl
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6.5.5 Lagerr ko*phadlari

Endi cheksiz oraliglarda ortogonal bo‘lgan ko'phadlarni quramiz.
Lagerr ko'phadlari deb ataluvchi

@

(1 de i

L (z) = (—1) "z e* (22T"e=")

ko*phadlar [0, ~0) oraliqda
plz) =z%"(z > 0,a > —1)

vazn bilan ortogonal sistemani tashkil etadi. Buning normasi

oo
1L = fxﬂe—r[L‘n“’{;u}]?du: = /al(a+n+1)
L]
ga teng bo'lib, ular uchun

L‘;ﬂl[z} =(z—a—2n- I}LS:"][J.'} +nla+n)Li™ (z) =0

rekurrent munosabat o‘rinlidir. Lagerr ko'phadlarining birinchi 5 tasi a =
0 bo'lganda quyidagilardan iborat:

Ly(z) =1,

Ly(z) = -z +1,

La(x) = a* — 43+ 2,

La(z) = —z + 92% — 18z 46,

La(z) = 2% — 162° + 722% — 962 + 74.

Agar f(z) funksiya [0, o) oraliqda p(x) = z®¢~* vaznda kvadrati bi-
lan integrallanuvehi bo'lsa, darajasi n dan ortmaydigan ko'phadlar orasida

Qulz) = Z ﬂkbiﬂ}{z}

k=0

ko'phad shu oraliqda o'rta kvadratik ma’noda eng yaxshi yaginlashuvchi
ko‘phad bo'lib, bu yerda

o0
1 . o
""=-k!r(n+k+1)fr“ﬂ * fla) LA (2)dzx.
(1]

Quyidagi teorema o'rinlidir.
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Teorema 6.8. Agar [0,00) eraligda f(x) bo‘lakli-silliq funksiya bo ‘Iih,

f =3 z2 =4 (2)|dx
i}

integral mavjud bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning Lagerr ko'phadlart
bo‘yicha Furye qatori f(x) ning uzluksizlik nuglalarida shu finksiyaning
o'ziga, uning uzilish nugtalarida esa L[ f(x—0)+ f(x+0)| ga yagintashadi.

6.5.6 Ermit ko‘phadlari

Ermit ko ‘phadlar: deb ataluvehi

. o "+
!'IT”{.I'J:r—]} E mf .
ko'phad (—o0,00) oraligda p(x) = 6=*" vazn bilan ortogonal sistemani
tashkil etadi. Bu ko'phadning normasi

.

NH:|| = /E‘"-":H;-:{;n)rh: = /2%l /7

bo'lib, uning uchun
Hoi(x) = 2eH,(z) + 2nH,_i(z) =0

rekurrent munosabat o'rinlidir. FErmit ko'phadlarining birinchi 6 tasi
quyidagidan iborat:

Holz) =1, Hi(z)=2z. Hy(z)=42" -2, Hy(x)=8z"— 12z
Hy(z) = 162" — 482% + 12, Hs(x) = 822 — 1602° + 1200
Agar f(x) funksiya (—00,.00) oraliqda p(z) = e vaznda kvadraii bi-

lan integrallanuvchi bo'lsa, u holda darajasi n dan ortmaydigan ko' phadiar
orasida

Qulx) = apHy(x)
k=0

llﬂ"tflmd (~o0,00) oraligda o'rta kvadratik ma'noda eng vaxshi
yaqinlashuvchi ko'phad ba'lib, bu yerda

e™*" f(a)Hi(x)dur.
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Quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema 6.9. Agar f(2) funksiya (—occ,00) oraligda bo'lakli sillig bo'lib,

(= =]

f lzle==" f2(z)de

=

integral mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning Ermit ko‘phadlari
bo‘yicha Furye gatori f(z) ning uzluksizlik nugtalarida shu funksiyaning
o‘ziga, uzilish nugtalarida esa 12[ flz—0)+ f(z+0)] ga yaginlashads.

6.6-8§. Trigonometrik ko‘phadlar bilan
o‘rta kvadratik ma’noda yaginlashish

Sonlar o'gining barcha nugtalarida aniqlangan davriy funksiyalarni
o‘rta kvadratik ma'noda yaginlashishda trigonometrik ko'phadlardan foy-
dalanish magsadga muvofigdir.

Faraz qilaylik, davri 27 bo'lgan uzluksiz () funksiya berilgan bo'lsin.

Yaqinlashuvchi ko'phad @, (z) ni quyidagi ko'rinishda olamiz:

!
Qnl(z) = =0 44 Z (arpcoskz + bysinkz) . (6.6.1)
2
k=1
Agar aj va by larni

I

f= [ /@) - Quea) d

0

ni.ng. minimumga erishish shartidan topadigan bo'lsak, u holda ular uchun
quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz:

flz) cos kxdzx,

1
ag =

(k=0,1,2,...) (6.6.2)

by = L [ flz)sin kzdzx.

B
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Bular analiz kursidan ma'lum bo'libe f(e) onkedyonmg Fospe s
fitsiyentlaridir. Eng kichik og'ishning miqaort vean opuyiiligeie bl

= / =) l Iﬂ | \ {,u;. [ hrJ|

k

Xususiy holda, agar fi=) juft funksiva bo'lsa,

=%
ar = E | fiz)coskadr, by =0 (=0, )

ag=0, ;=0 by == | f(r)sinkzdr (k=T1,n)

bo'ladi.

(6.6.1) trigonometrik ko'phaddagi

o= ==, wy =apcosks+bosinkr (k=1,2,...)
hadlar odatda _;..-.-"t'.—'_-'.--,';' d=viladi. Agar (6.6.2) formulalami §5.1

ga qo'yib. n — o da Hmite= o'tsak. f(r) funksiya uchun uning Fame
trigonometrik gatori

a7,
B

— = S ap s b + b sin kx) G

kelib chigadi. Funksivasi Fusve trizonomeirik ko'phadi voki Pase
trigonometrik qatori shakida fodalzeh garmonik analiz deyviladi

fi % 2= epaligda pvadeat] bilan  integrallanngs
bo'lsa, uning (6.6.3) Furve qatori har doim o'ria kvindradil manoda wies
yaginlashadi. Agar 7z 2z nez ooshimeha sharblar gqo'vilsa, w Bokis

-

(6.6.3) qator unga tekis varinizshadi

Misol 6.6. flz) funksiza —= = eraligdn r g deng bo'ld, (o N

oraligda 27 davr fﬂ-ff' svarrn ettiridgare bo et B funkaggmrs Sadesod
tartibli trigonometrik ko phad bilnr yeasperdanfitatinle falah qilivessn

w7
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Yechish: Funksiya juft bo'‘lgani uchun (6.6.3) formulaga ko'ra

< Y 21
ag = — AL = —,
0 3

T
23t S a "L fhod S
ay = -f z2 cos kxdr = —z° sink;:“ — - ] rsinkrdr =
T Jo km o km Jo
4 - 4 x 4{—1)*%
= mmcuskz = I cos kaedr = = ;;.'J} :

Demak, izlanayotgan trigonometrik ko'phad quyidagi ko‘rinishga ega
bao'ladi

Q[m}—i—ﬂl COS T o 32 +l~ 5 T . -I-ri-—cm‘]'r] 8
i 3 05 -'liLﬂh BLUE_-..E ]ﬁt_t_:h 5 et K

6.7-§. Jadval bilan berilgan funksiyalarni

o‘rta kvadratik ma’noda
yaqinlashtirish

6.7.1 Darajali ko‘phad bilan o‘rta kvadratik
yaqginlashtirish
Faraz qilaylik, y = f(z) funksiyaning zg, z1, . .

]ruh tagribiy f(zo), f(z1),..., f(rs) giymatlari berilgan bo'lsin. Dara-
jasi k  (k <n) dan ortmaydigan

.. =, nuqtalardagi anig

Quz) =ap +ai(z) + ... + apz®

ko'phadlar orasida shunday ko'phadni topishimiz kerakki,

AL =D pulf (@) — Qu (z)?
1=

yig'indi minimumga erishsin. Bu yerda p, lar p; = 0 va i pi =1 shartni

. = . — i={)
ganoatlantiradigan ixtiyoriy sonlar. I
i .]' paragrafdagidek A7 = AG (ap,@1,...,ay) dan a; larga nis-
SBEa b olib, ularni nolga tenglashtirsak, u holda quyidagi sistema
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hosil bo'ladi:

i m r T

ap Y pi] + S piwltt ey pradth = > onif (@)l
1=0 i=0 1= 1=
(f=10:1,..., k).
Quyidagi ) |
8§ = Zp,-.:.'-;’. tj = Zﬂ,f (@) 2
=0 1=0

belgilashlarni kiritib, bu sistemani ushbu ko'rinishda yozib olaylik:

Spay + &147 + ...+ st = g,
Syag + Sz + oot St = Ly,

(6.7.1)
SEly + Se410) + ... Sopar = g,
Bu sistema
& 8 v Sk
1 53 v Sk
D= . . . : (6.7.2)
Sk Skser vt 82k

determinantining noldan farqliligini va, demak, (6.7.1) sistema vagona
yechimga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Dastlab quyidagi

S0 1 =IL AL S—1 1
| 82 ko S

Zy(x) =
: : g ke
Sk k41 vt Sgk—-1 L

tenglik bilan aniqlangan k-darajali ko'phadning X = {@o. @1, o0 %}
to'plamda p = {pg,p1,...,pn} vazn bo'yicha barcha j < k lar uchun z/
bilan ortogonal ekanligini, ya'ni

Szl =0 (G=0F=D (6.7.3)
i=0

tengliklar o'rinli ekanligini ko'rsataylik. Hagqigatan ham, j < ke uchuﬂ
Zk(z;) ni pyz! ga ko'paytirib, barcha i = 0,1,...,n lar bo'yicha yigib
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chigsak, quyidagilarga ega bo'lamiz:

S0 51 ‘b She=1 I""f )
+
= L I T R - -~
ZPEzk[IJ:ﬂf = E P . __ : s
1=0 =0 E 3 i : -
_ J 4k
Sk L N | ‘aw S0k~ £
n r
S0 81 ... Ske1 D AT
=]
i
81 S .. Sk 2. P
= 1= —
5 Gk
Sk Skl ... a1 2L A%
=0
SD Sl “w -ﬁk_.-. 1 ':;_ll ll
81 832 T 5 8341
= = [b.
Sk Sk41  o.-. 82k—1  Sj4k

Ikkinchi tomondan Z. (z,) ni p;af ga ko'paytirib, qo‘shib chigsak,

> piZi (i) 2F = Dieya (6.7.4)

=0

kelib chiqadi. Endi (6.7.2), (6.7.3) tengliklar vordamida

Ne= ZPEZE {Ig} = D.I:Dk.H {ﬁ,?.ﬁ]‘
=0
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tenglikning o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Haqigatan ham,

s 81 Pee  Bhied 1
n b e §o - 8 T
Zprz,s{-rtj - Z.I‘Jtzk'::’-'!'} i + ’ ; L=
o =0 : ; “\ : :
T T ] .'E.',Ij-c
n
8 51 ... Sg pidi(xi)
i=0
Ii
81 82 ... S Enﬂazk(-fa']lﬂu
— 1= Bx
n
8k Skyl o- S2k—y 2. P.XHIIJ-TF
=l
&n 84 - Ske—1 0
&1 89 i S 0
== | Py : . | = DeDiya.
B Skg1r -o- Sae—1 D

N kvadratlar yig'indisi bo'lgani uchun u fagat
Zr (o) =2y (1y) = ... = Zy(z,) =0
bolgan holdagina nolga aylanadi. Lekin & < n bo'lgani uchun faqat
Zi(z) = 0 bo'lgandagina N;. = 0 bo'ladi.
Agar m = 1 bo'lsa, u holda (6.7.2) ga ko'ra

Zy(z) = H.u

L | =%0F—s1=1-—5 #0.

Demak, Ny = D;D; > 0. Bundan D; = sg = 1 > 0 ni hisobga olsak,
Ds = 0 kelib chigadi.

Endi (6.7.5) da k = 2 deb olsak, N; = Dy D3 bo'ladi. Ammo (6.7.2) ga
ko'ra Z3(z) da o* oldidagi koeflitsivent [y ga teng va isbotlanganga ko'ra
D3 # 0, shuning uchun ham N, > 0; bundan esa Dy > 0. Bu mulohazani
davom ettirib, Dy .y # 0 ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, (6.7.1) sistema yagona yechimga ega, bu sistemani
yechib izlanayotgan ko'phadning koeffitsiventlarini topamiz.

Misol 6.7. Quyidagi ma'lumotlar uchun f(x) funksiyaga yaginlashuvehi
kinchi darajali Qz(x) = ag + ayx + azx® ko'phad topilsin.
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z | 0,78 [ 1,56 [ 2,34 [ 3,12 [ 3.81
Jlz:) | 250 | 1,20 | 1,12 | 2,25 | 4,28

Yechish: Kerakli hisoblashlarni jadval 6.1 dagi sxema bo'yicha alib
boramiz, Berilgan misolga tegighli hisoblashlar jadval 6.2
bu yerda bitta ehtiyot ragam olinib, hisoblashlar verguldan keyin uchta

o‘nli ragamda olib borilgan.

=

1

L

da keltirilgan,

suEES S (=] flz) rflx J e j[?}__i‘

1 &L IE -.rg Iﬁ f [.‘I’n]‘ -.!Tﬂ,.lr{ i’{y_.l'r (zp)
1 |21 | o |23 | 2} | Fz) ru"'{ral 3 f (21)
1 | 22 | 22 | x5 | 23 | fz2) | xaf (za2) | 23S (z2)
1 | 23 | 25 | 25 | @ | f(a3) | #af (xs) | 23/ (x3)
1 | g | 25 | 23 | 2§ | flza) | #af (1) | 23S (24)
sn | 8y 83 | 83 =¥ o £ | ta

Jadval 6.1: O'rta kvadratik yaginlashish sxemasi

& i 2 ™ | J(z) | =flx) | =°](=)
1| 078 | 0,608 | 0475 0,370 | 2,50 | 1,950 | 1,520
1| 1,56| 2434 | 3796 | 5922| 120 1872 | 2921
1| 234| 5476 | 12813 | 29982 | 1,12 | 2.621 | 6,133
1| 312 | 9734 | 30,371 | 94,759 | 2,25 | 7,020 | 21,902
1] 3,81 | 14,516 | 55306 | 210,717 | 4.28 | 16,307 | 62,604
5 | 11,61 | 32,768 | 102,761 | 341,750 | 11,35 | 29,770 | 94,604 |

Jadval 6.2

Bundan ag,a1,a; koeffitsiventlar aniglanadigan sistema quyidagi

ko'rinishga ega bo'ladi:
11,61ag + 32, 768a, + 102, T61a, = 29, 770,

{ 32, 768ag + 102, 761a; + 341, 750a> = 94, 604.
Bu sistemaning yechimi

5ag + 11,61a; + 32, 768as = 11,350,

ag = 5,045
 bo'lib, izlanayotgan ko‘phad:
Qa(z) = 5,045 — 4,073z + 1,009z dir.

ay=-—4,073: ax=1,009
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Endi f(x) ga tegishli dastlabki ma'lumotni Q4 (x) ning qiymatlari bilan
solishtiraylik. Natijalar jadval 6.3 da keltirilgan.

x| flz) | Qalz) | Qa(z) - fl=x)
0,78 | 2,50 | 2,505 +0,005
1,56 | 1,20 | 1,194 —0,006
2.34 | 1,12 | 1.110 =1, 010
3,12 | 2,25 | 2,252 +0,002
3,51 | 4,28 | 4,288 +0,008

Jadval 6.3: O'rta kvadratik usul bilan hisoblashning xatosi.
[ |

6.7.2 Trigonometrik ko‘phadlar yordamida o‘rta
kvadratik yaqginlashish

Faraz qilaylik, davri 2r ga teng bo'lgan f(z) funksivaning [0, 2]
oraligning teng uzoglikda joylashgan

2w .

kg = :J =01 ,n— 1}

n ta nugtadagi f(xq), f(x1),..., flx,_y) qiyvmatlari berilgan bo'lsin.
Trigonometrik ko'phad Tei(z) = i [ cosma + by, sinmz| dagi o, va

=1

tm koeffitsiventlarni shunday tanlaylikki, n > 2k bo'lganda

=1
5 = 21 () = T ()]
=0
ifoda eng kichik qivmatga erishsin.
Odatdagidek, 62 dan barcha a,, va by, lar bo'yicha hosila olib, ularn
nolga tenglashtirsak, quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

T n=1 n—I1 n—i1
¥ [ﬂm > cosmx; cosle; + by, 3 sinma; cos E.‘.r!_,] = Y f(x;)coslzy,
m=i 4=0 4={l _;':I]
" n=1 n—1 n=1 )
X [ﬂm 5" cos mx; sinlz; + by Y. sinma; sin EI_,-] = 3 f{-’ﬂj']ﬂm_frj,
m=0 J=0 J=0 1=t
U=0.T, .., & [E.T.ﬁ)
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Bu sistemaning koeffitsiyentlarini soddalashtirish maqsadida barcha l,m =
0,1,...,n lar uchun quyidagi tengliklarni isbotlaylik:

n—1
Zﬂinm.r_, =0, (6.7.7)
3=0
= 0, ag 0 bo'ls:
Ems mz; = , agar m # oo'lsa, (6.7.8)
n, agar m = (0 bo'lsa,
i=0 :
n—1
Z cos ma; sinfx; = 0, (6.7.9)
j=0
n—1 0, agar m # | bo'lsa,
Ecusm;rj coslz; = 3, agar m = | # 0 bo'lsa, (6.7.10)
=0 n, agar m = | = 0 bo'lsa,
n=-1 0, agar m [ bo'lsa,
D simma;sinlz; ={ I, agar m = | # 0 bo'lsa, (6.7.11)
=0 0, agar n = | = 0 bo'lsa.

Haqgiqatan ham, (6.7.7) - (6.7.8) tengliklar m = 0 bo‘lganda ko'rinib

turibdi, m # 0 bo‘lganda ularga ishoneh hosil gilish uchun quyidagi

n=1 =1 n—1 n—I1 - 1 — E_'Zx:m

E COsmMT; + 1 E SINMET; = E et — E M = e = 0
- . — g

=0 §=0 J:D J=0 1

tenglikda hagiqiy va mavhum gismlarini nolga tenglashtirish kifoyadir.

[E-?-?] tenglikni ko‘rsatish uchun uning chap tomonini quyidagicha yozib
ﬂl.EII]].?.'.

n-1

: =
stm:r.j sinlz; = 5 E [sin(l + m)x; + sin(l — m)x;] =
i=0 i=0
1.“-1 ] n—1
= - Zﬂinu +mlz; + - Y sin(l — m)a;.
2 iz

Oxirgi yig'indilar (6.7.7) - (6.7.8) tengliklarga ko'ra nolga teng. Qolgan
tengliklar ham shu yo'l bilan keltirib chigariladi,
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Isbot qilingan (6.7.7) - (6.7.11) tengliklardan foydalanib, a,, va b, lar
uchun quyidagign ega bo'lamiz:

i

n—1
ap = ,—l. bRIR I
1=|:r
£ Gy = E f(x;) cosma;, (6.7.12)
l.|_
m=1
O = T'. 3 flz;)sinma;,
\ 7=0

Bu formulalar Bessel formulalari deyiladi.

Agar qaralayotgan f(x) funksiya juft bo'lsa, u holda b, =0 (m =
TI]T bo‘lib, aksincha u toq bo'lsa, u holda a,, =0 (m =0, k) bo‘ladi (bu
yverda f(0) = f(7) ekanligi nazarda tutiladi).

Bunday hollarda (6.7.12) dagi noldan farqli koeffitsiventlarni hisob-
layotganda, yig'ishni |0, 27| oraligning yarmi bo’yicha bajarib so'ngra nati-
jani ikkilantirish mumkindir.

Misol 6.8. [0,2n] oraligda quyidagi giymatlari berilgan juft f(z) funksiya
uchun unga yaqinlashuvchi uchinchi tartibli trigonometrik ko‘phad topilsin:

a7

o, 0
flz) [ O

Yechish: Bu yerda n = 8, f(x) juft bo‘lgani uchun b, = 0 bo'lib,
ag va a,, lar quyidagicha topiladi:

7 3
ap = éZI[:zI} guf[a:_,]— 4

j=0

T

ir
3 |0

wmpals

b i

M]L"‘l

Qm = = ZI{-LJ}EIJbFJII_;:'—Zf{ 1) C TJ

J=0
Bundan a; = —¥2, ay= -3, a3=.

Demak, izlanavotgan ko'phad quyidagidan iborat:

2
\;Ticusz - g{.‘ﬂﬁﬂ'-r‘l' %mﬂz

Ta(x) =

b | &n
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6.8-§. Eng yaxshi tekis yaqginlashuvchi
algebraik ko‘phadlar

Endi [a.b] oraliqda uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya uchun

En(f) = - inf max |flx) — Palx)] (6.8.1)

L EH, (P) ag2<
tenglikni ta'minlovehi P;(x) algebraik ko'phadning mavjudligini, yago-
naligini va qurish mumkinligini ko'rib o'tamiz. Bu verda H,(P) darajasi
n dan ortmaydigan algebraik ko'phadlar to®plami.

Teorema 6.10. [a,b] oraligda uzluksiz bo'lgan, ixtiyoriy f(z) funksiya
uchun eng yazshi yaginlashuvehi Py (x) algebraik ko'phad mavjud.

Isbot. Ixtiyoriy f(x) € Cla, b] uchun quyidagicha aniglangan
[Lf ()]l = utgfgblf{aﬂl
son norma ta'rifidagi har uch shartni ganoatlantiradi. Shuning uchun ham

[ILfll = I f2lll < I1f2 = f2)l (6.8.2)

tengsizlik o'rinlidir. Endi ixtiyoriy P, (z) € H,(P) va f(z) € Cla. b] uchun
quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

= Fp (ag,a1,.-..an), (6.8.3)

Pl =
H n“ u%gb

T
E Ly Ik
k=)

“.f_'P'I'I“ = nu,ﬁlséhlf{:} - Zﬂkl‘k — Ff {ag, a1, .. Sl ¢ 1 {D84:|

k=0

-&I&]} I(I) ni q&t-‘ijl’ ]-'J'E|gl].&h, Fn{z} ni Ha(P) tU‘I;]ﬂ_m bo";\'iﬂhﬂ
u'mi (n + 1) o'lchovli (ag,ay,...,a,) fazoda aniglangan Fp va
Fy funksiyalarga ega bo'lamiz. Bu funksiyalar (6.8.2) tengsizlikka ko'ra
00,01+, 0y koeffitsiyentlarning uzluksiz funksiyalaridir. Hagigatan

ham, berilgan & uchun § = ¢/ max( i lal®, i |5]%) deb olsak, u holda
k=0 k=0
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|m - afm‘ <d (i=0,n) bo'lganda

4 n ﬂ
!FU{H“‘ﬂlﬁ‘-‘gﬂﬂ}—'rﬂ (“L?nﬂi J*”'*“H”)l <
n ,1
' al0) & (o) k
< Imax apx® — < max E:‘ﬂ i |I <E
e g - ; X usrsh k= %% | I

bo'ladi, ya'ni Fj (ag,ay,...,a,) uzluksiz ekan. (6.8.4) dan ko'rinadiki,
xuddi shuningdek, ¥y (ag,a;...., a, ) ham uzluksizdir. Fy(ag,a1,...,0q)
manfiy emas. Uning aniq quyi chegarasini m orqali belgilaymiz. Teore-
mani isbotlash uchun F; o'zining quyi chegarasiga erishadigan shunday
( @o.a1,...,0, ) nugta topilishini ko'rsatishimiz kerak. Hagiqatan ham,
(n + 1) o'lchovli Evklid fazosida 3 af = 1 birlik sferada yotuvehi nug-
k=i .
talar to'plamini olaylik. Bu to‘plam — chegaralangan yopiq to'plamdir.
Demak, unda uzluksiz musbat Fj; funksiya o‘zining aniq quyi chegarasi y
ga erishishi kerak. Ko'rinib turibdiki, g > 0, aks holda shunday

( S”. .'[m ..... r:E:]}) (i [ﬂi-m]i = 1)

nugta topilar ediki, unda

0 (u,:';”, utlll"J ..... Lf”) = max

ho'lar edi, buning bo'lishi mumkin emas, chunki 1,z,...,2" lar chizigli
erklidir. Quyidagi
m+1+ | f]
I

sonni olib, butun (ag, a1, ...,a,) fazoni ikki qism: /£, va R ga ajratamiz;
h "
Y. aj < r? tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha nuqtalarni Ry ga kiri-
k=0

tib, qolganlarini Rs ga kiritamiz. Fy(eo, ai,...,6, ) [unksiyaning Rs
dagi qiymatlarini qara.ylik Faraz qilaylik, (bo,by,....ba) € Ra, u holda
E b2 = p* > r? ya'ni ) ] r‘.ug =2 — 1 bo'lib, quyidagi baho o'rinli
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bo'ladi:
Ey (boybry- s bn) = [[£(2) = Pal@)l| 2 || Pal)ll — 1f ()] =

= io zl’* el — g z%

k=

= Ifl = IPI#—IUH >rp—|fll =m+1

= |p|

(oxirgi tenglik r ning tanlanishiga ko'ra bajariladi). Demak, Rz gismda
Fy ning quyi chegarasi m + 1 dan kichik emas va m soni Fy funksiya
qiymatlarining /?; dagi quyi chegarasi ekan. Lekin bu to'plam chega-
ralangan va yopiqdir. Bu to‘plamda uzluksiz bo'lgan Fylag, a1, ---.@a)
funksiya o‘zining aniq quyi chegarasiga erishishi kerak

. Agar bu nugtani
(ag,ay,...,a%) orgali belgilab olsak, u holda

flz) — Z ui..r“’

k=0

m = Fylag,ay,...,a;) =

= || f(z) — Pa(x)l|

bo'ladi. Shunday qilib, eng yaxshi yaqinlashuvehi P (x) ko'phad mavjud.
E
Endi ko‘phadning uzluksiz funksiya uchun eng vaxshi yaqginlashuvehi
ko‘phad bo'lishining zaruriy va yetarli shartlarini keltiramiz.
Teorema 6.11. (Valle-Pussen teoremasi). Faraz gilaylik, r1 < 22 <
< Tpyg lar [a,b] oraligning shunday (n + 2) ta nugtasi bo‘lsinki, ular
uchun

sign [(—1)" (f (2:) — Py (z;))] = const (6.8.5)

bo:lmn, ya'ni z; nugtaden novbatdagi ;. nugtaga o'‘tilganda f(x)— Pa(z)
migdor o'z ishorasini o'zgartirsin. U holda

Eq(t) =2 m = omin | f () = Po (24)]. (6.8.6)
Isbot. Agar m = 0 bo'lsa, u holda teorema tasdig'ining o'rinliligi

kﬂiﬂ“%b turibdi. Endi m > 0 deb olib, teskarisini faraz qiiamiz_. ya'ni eng
yaxshi yaqinlashuvehi P;(x) ko‘phad uchun

12 = fll = Eu(f) < m (6.8.7)
bo'lsin. Quyidagi

aign[F“{:r] - Pi(z)] = sign [(Pa(z) = f(z)) — (Pi(z) — [(=))],
|Pr(26) = £ ()] > | Py () = £ (23)
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munesabatlardan sign (B, () ~ I (20} s [Pt S gy heangedie
kelib chiqm.h, Demak, n Liti't':i_l.',!-lll .“r;l.!'\ .'::l' ') |¢H’||nilul[ LN A [T T T I

n'+ 1 marta almashtiradi. va'ni Fi(2) - Fi(e) o 00 Phooean (GRY) Tarne
gilingan shartga qarama-qarshi natiiadiv. Bu gaeamagqoenlolile tearemnn

ishotlaydi. =
Teorema 6.12. (Chebisher teoremast). i) ko'phad [0, b araliges
uztuksiz f(z) funkstpaning eng parshs tekis yagindashuvehi ko'phads be' b
wchun bu oraligde kamida n + 2 fa guyidag: shartlarn qanoatlondiradiger
I € T2 < ... < Tnea nugtalarming maviud bo'lishi zaruy va yelarlidsy.
e=1 yoki e =—1 bo'lganda barcha i 1.2, vooon 42 lar uchun

fix) = Pi(e) =e(=1)' || f = Fi
tengliklar o‘rinli bo'lsin.

Teorema shartlarini qanoatlantiradigan @y, 23,...,Tppe DURtaE:
Chebishev alternansining nugtalari deyiladi.

Isbot. Kifoyaligi. L = | f — P;|| deb belgilaylik. (6.8.6) teng=iz-
likka ko'ra L = m < E,(f). lekin E,(f) ning ta’rifiga ko'ra E.(f) <
If = P:ll = L bo'lishi kerak. Demak, E,(f) = L va P;(x) eng vaxshi
tekis yaginlashuvehi ko'phad bo'ladi.

Zaruriyligi. Faraz qilavlik, P(z) = P;(x) eng yaxshi tekis yagin-
lashuvchi ko'phad maviud bo'lsin. Bu ko'phad uchun |[P — fll = E_r,___-"
bo'lib, hech bo'lmaganda bitta shunday g nugta mavjudki, uning ucoac
|P(z0) — f (z0)] = Ea(f). Bunday nuqta eng katta og'ish nuqtasi vo
gisqacha (E)— nuqta deviladi. P(x) ko'phadning grafigi y = flx) = £ f
vay = f(z) — E.(f) chiziglar orasida yotadi, hamda xp nuqtada Pz
ning grafigi yoki vuqori chizigga yoki pastki chizigga urinadi. Agas _E‘ T
ning grafigi biror nuqtada yuqori chizigqa urinsa, bunday nuqta eng satts
og'ishning (4) nuqtasi yoki gisqacha (+) nugta va ko'phadning graSes
pastki chiziqqa urinadigan har ganday nugta (—) nuqta deyiladi. o]

Ko'rinib turibdiki, (+) nugta bilan bir vaqtda (=) nuqta ham saaies
bo‘lishi kerak, chunki (+) nugta yoki (—) nuqta mavjud bo'lmasa, u hotis
biror kichik musbat sonni P(z) dan ayirib yoki unga qo'shib, :1':11‘»:'5-:1-&*
ko'phad hosil qilish mumkinki, uning grafigi y = f(x) chi:.iql atrefidag
torroq yo'lakda joylashadi. Bu esa P(x) ning eng yaxshi vagqiniashavehs
ko' phadligini inkor giladi.

Endi [a, b] oraligni

a=1y <ty <.i. <y b
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nugtalar bilan shunday kichik gismlarga bo‘lamizki, bu qismlarning har
birida Pl{z) — f(z) ning tebranishi %E.”[f} dan kichik ho'lsin. Hech
bo'lmaganda bitta (E) nugtaga ega bo'lgan har bhir (E)tp € < Lig
gismni (E) segment deb ataymiz. Har bir (E) segmentda P{z)— f(x) nolga
avlanmaydi (chunki uning tebranishi 2

5 En(f) dan kichik) va o'z ishorasini
saglaydi. Demak, har bir (E) segmentda yoki fagat (+) nugta yotadi va
bu yerda P(x)— f(2) musbat, bunday segmentni (+) segment deymiz yoki
fagat (=) nugta yotadi va bu yerda P(x) — f(z) manfiy, bunday segmenti
(=) segment deymiz. (E) segmentlarni chapdan o‘ngga qarab nomerlab
chigamiz

GOBIRNN § Eac

keyin Plz) — f(x) avirma eng kamida necha marta o'z ishorasini al-
mashtirishi mumkinligini aniglash uchun (F) segmentlarni oruppalarga
quyidagicha ajratamiz. Aniglik uchun dy ni (+) segment deb olamiz:

dy,dz,-..,dx, [(+) segmentlar],
dk|+1?dk|+21 -ss 1f11.:-; [{—} Sﬂgl‘l'll.'.‘t‘.ltlﬂl’l,
(6.8.8)

k412 8k 42, ooodi,  [(—=1)™" segmentlar | .

Bu yerda m ta gruppa ko'rsatildi, bularning har biri kamida bitta (E)
segmentga ega. Agar m > n+ 2 bo'lsa, u holda teoremaning tasdig'i kelib
chigadi.

Teskarisi m < n + 2 ni faraz gilaylik va bunday faraz P(x) ning eng
yaxshi tekis yaginlashuvchi ko'phad bo'lishligiga zid ekanligini ko'rsatamiz.
Ko'rinib turibdiki, dggiva de (1 = 1,2, oooym — 1) segmentlarda
P(z) — f(z) qarama-qarshi ishoralarga ega, shuning uchun ham bu seg-
mentlar umumiy chetki nuqtalarga ega emas va ular o'zaro (F) segment
bollmagan segmentlar bilan ajralgan bo'lishi kerak. Shuning uchun ham

zi(3 = 1,2,. .. ,m—1) nugtalarni shunday tanlash mumkinki, ular d, dan
o'ngda va dj, .y dan chapda yotadi.
Quyidagi

U{I] == l:kz-'l -—f!.'} [.zi _I]- M Zm—1 — )
m—1 (€ n)— darajali ko'phadni tuzaylik. (6.8.8) segmentlarning bi-
rinchi gruppasida u(z) hamda P(x) — f() ayirma musbat, ikkinchi grup-
pada v(z) hamda P(z) - f(z) ayirma manfiy va hokazo. Barcha (E)
segmentlarda signv(z) = sign(P(x) — f(z)) , (E) segment bo‘lmagan

barcha segmentlarda IP'[;}—.f{in < E.(f). Avtaylik, bu segmentlarda
‘P{I} ".f{ﬂ?n @E“ < Enl:f} hﬂ‘lﬂin_. {f:l NFLaylik, D SEEImMen
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Endi nﬂ:{%hi”(m” = p deb olib, A musbat sonini shunday tanlab
olamizki,
AM<E(f)—E wva M< %E,.{f}
tengsizliklar bajarilsin, Darajasi n dan ortmaydigan
Q(z) = P(x) — Mo(x)
ko'phadning f(x) dan og'ishi E,.(f) dan kichik ekanligini ko‘rsatamiz.
Hagigatan ham, har bir (E) segment bo'lmagan segmentlarda

1Q(z) — f(z)| < |P(x) — f(z)] + Alv(x)| € E' + Ap <

< E' + (E.(f) — E') = E.(f)
Har bir (F) segmentda sign(P(x) — f(x)) = signu(z),v(z) # 0 va
|P(z) — f(x)| > %E,l{f]. |Av(z)| < %E,,{f] bo'lgani uchun
|Q(z) — f(z)| = |P(z) = Av(x) — f(z)| = [P(z) — flz)|—
=Alv(z)| £ En(f) = Mu(z)] < Enlf).
Shunday qilib, P(x) eng yaxshi tekis yaginlashuvehi ko'phad emas ekan.

Bu qarama-qarshilik m = n + 2 ekanini va yana shu bilan teoremaning
o'rinli ekanini ishotlaydi. 8

?ﬂ?fﬂma 6.13. (Yagonalik teoremasi). Uzluksiz funksiye uchun dara-
Jast n dan ortmaydigan eng yaxshi tekis yaginlashuvchi ko‘phad yagonadir.

'Isbut. Faraz qilaylik, darajasi n dan ortmaydigan eng yaxshi tekis
yaqinlashuvchi ko'phadlar ikkita P, (z) va Q,(x) bo'lsin:

Qnlz) # Pu(z), |Qn — fll = ||Pn — fll = Ex(f).

Bundan
_‘P'H+Qu P‘rl""f
=252 <[+

! Demak, 2 (P,(x) + Q. (x)) ko'phad ham eng yaxshi tekis yaqinlashuv-
chi ko'phad ekan. Faraz qilaylik @y, @4, . .., #,42 shu ko'phadga mos keluv-

chi Chebishev alternansining nuqtalari bo'lsin.
U holda

£

]%i-f’u(m}-lwfé,.{x;']]—f{xi} =E.(f) (i=12...,n+2)
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yoki
[[Pn (=) = f ()] + [@n (2:) — f (2:)]] = 2E0(S). (6.8.9)
Lekin

|P(z:) = f (z:)| < Ba(f), |@n (2:) — f (zi)] < Ealf).
(6.8.9) tenglik fagat

By [II]‘ = f[li} = Eﬂ{f}
(5 {IJ = f{:r,] = Eu{f.]

bo'lgan holdagina bajariladi. Bundan, n + 2 nuqtada ikkita n—darajali

P.(z) va Qu(z) ko'phadlar giymatlarining o‘zaro ustma-ust tushishlari

kelib chigadi, bu esa ularning aynan teng ekanliklarini bildiradi. 0
Endi bir necha misollar keltiramiz.

Misol 6.9. (eng yazshi yaginlashadigan o'zgarmas). Faraz qilaylik, uzluk-
siz f(z) funksiya uchun unga eng yazshi yaginlashadigan o‘zgarmasni,
ya'ni nolinchi darajali ko'phadni topish talab gilingan bo‘lsin.

Aytaylik, M = Jnax f(t], m = mm f{.:} bo'lsin. U holda @y =

F(M+m) mlaua.yottan eng yaxshi yaqm_lashuu hi nolinchi darajali ko'phad
va shu bilan birga Ey(f) = .,(M — m) bo‘ladi. Buning isboti shunga

asoslanganki, f (z,) = M va f (z2) = m tengliklarni qanoatlantiruvchi
va zz nuqtalar Chebishev alternansining nuqtalaridir. -

Misol 6.10. (eng yazshi chizigli funksiya). f(z) funksiya ikki marta uzluk-
siz differensiallanuvehi bo'lib, f'(x) hosila [a,b] eraligda oz ishorasim
saglasin deb faraz gilaylik. Aniglik uchun f”(z) < 0 deb hisoblaylik. Bu

Junksiyaga eng yazshi yaginlashuvehi birinchi darajali ko‘phadni topish ta-
lab qilinsin.

Masalaning yechilishini chizmada tushuntiramiz (Chizma 6.8.1).
Funksiya grafigidagi (a, f(a)) va (b, f(b)) nugtalarni L, kesma bilan bir-
lashtiramiz — bu kesma chiziqli funksiya [, () ning grafigidir. |a, b] oraliqda
yagona d nuqta topiladiki, u nuqtada grafikka o‘tkazilgan L, urinma L,
ga parallel bo'ladi (chunki f"(z) < 0), Ls— chiziqli funksiya [s(x) ning
grafigidir.

Endi ravshanki, Q:(z) = 0,5 (l,(z) + ls(z)) izlanayotgan eng yaxshi
yaqinlashuvchi chizigli funksiyadir. Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, a, d, b
nuqtalar Chebishev alternansining nuqtalaridir.
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(1)

s,

—
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=
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:Ll
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Chizma 6.8.1

5-bobda Lagranj interpolyatsion formulasining qoldiq hadini minimal-
lashtirish magsadida interpolyatsiya tugunlari sifatida (n + 1) - tartibli
1) (x) ko'phadning

= __r.;+b+b-—ﬂ w2k — 1)
D 2 O o(n+l)’

(ﬂ._‘ = l_, W l}
ildizlarini olib, quyidagi

]n+l

')21'1 ’rl{n 4t IJI

/@) = Ln(@)| < max, ]f{”“?{ }\ (6.8.10)

bahoga ega bo'lgan edik. Bundan

t
i = '[“‘l‘l} {b L ﬂ} ié
En(f) ﬂ%aféblf )| 52 F(n 1 1))
kelib chiqadi.
Faraz qilaylik, P;(z) ko'phad f(z) funksiya uchun eng yaxshi tekis
J'a{:;inla.shuvchi ko‘phad bo'lsin. Chebishev teoremasiga ko‘ra f(z) — P (x)
ayirma (n + 1) ta z,22,...,Zne1 nuqtalarda nolga aylanadi. Shuning

}mhun ham P;(z) ni tugunlari 1,22, . . . , Tn41 lardan iborat bo‘lgan
interpolyatsion ko‘phad deb garash mumkin. 5 - bob (6.4.1) formulaga
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ko'ra interpolyatsiva xatosi uchun

_ Py — pindl) Wni1(2)
(@) = Pi(a) = " UO Ty
'-“-’n+1[1'} =(r—21)...[r—®n41), £EE [:I.b]

formula o'rinlidir. Faraz qgilaylik,
ulgﬁ.‘.ébtwnﬂ{ﬂl = |whnt1 (o))
bo'lsin. U holda

En(f) =|f - Pyl

— | fln-+1) lwﬂ-i"t ‘:"EU)I -~ : l (nm-1) ‘ L ; i""’"‘ll:'m}t_
j [E [Tu}} (H ol | ]! - uiq{lu];gb f {'l J -:Ii];l-rit:‘ft* (n+ ”E

2 |f (20) — Py (x0)| =
Ikkinchi tomondan T’Ln'bl{r] noldan eng kam og'uvchi ko‘phad bo'lganligi
uchun

max | T} = max
msbl n+1(x)] = Ay,

= i+
Fla.b] I.'.J-'_]" S (b = .

2n41

Bundan quyidagi bahoga ega bo‘lamiz:

) . b— a)rt!
En (1) ()] .
QR e )|

(6.8.11)

Shunday qilib, agar f("*1)(2) o'z ishorasini saglasa va sekin o'zgarsa, u
holda eng yaxshi tekis yaginlashuvchi ko‘phadning xatosi bilan Chebishev
ko‘phadlarining nollari bo'yicha tuzilgan interpolyatsion ko'phad xatosi

orasidagi farg aytarli katta bolmaydi. Aytilganlarni quvidagi masalaga
qo'llash mumkin.

Misol 6.11. Berilgan (n + 1)—darajali

I(m} == Qh"l-l{vt"] =fnterc+...-+ Cln-q-.]IrH-l; 41 # 0

ko'phad uchun eng yazshi tekis yaginlashuvchi P:(x) ko‘phad topilsin.

Yechish. Bu holda f{"+1)(7) = @ni(n + 1)! bo'lganligi tufayli Ey(f)
uchun (6.8.10) va (6.8.11) baholar ustma-ust tushadi:

By () = sl 0o
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Shunday qilib, bu yerda eng yaxshi tekis yaqinlashuvchi ko'phad Chebishev
ko‘phadining
a+b b-—a a(2k + 1) —
— 3 o k=1, 1
Tk 5 + 5 Cos 3n 1) (A n+ 1)

ildizlari bo'yicha tuzilgan interpolyatsion ko'phad bilan bir xil bo'ladi.

Eng yaxshi yaqinlashuvchi ko' phadni boshqa ko'rinishda ham tasvirlash
mumkin:

[ . Dep — ==, b — Ti+1
Fﬂ{zj = Qﬂ-fr-l(c'ﬁ} — g1 dng ( S Jk) {J-zi!f-f-l - {GSIEJ

b—a

Haqigatan ham, o'ng tomondagi ifoda n—darajali ko'phaddir, chunki

gt oldidagi koeffitsiyent nolga teng. (6.8.12) dan ko‘ramizki.
@:1(x) — P2 ()] maksimumega erishadigan ushbu

: a+b b—a w3 e

= Go8 = T (j=0,n+1)

nuqtalar [a, b] oralig'ida Chebishev alternansining nuqtalarini tashkil etadi.

Chebishevning 7, (z) ko‘phadlari vaginlashuvchi ko‘phadlar darajasini
pasaytirish uchun ham qo‘llaniladi. Buni quyidagi misolda ko‘raylik. Faraz
qilaylik, f(z) = cosx ni [~1,1] oraliqda oltinchi darajali ko‘phad bilan
yaqinlashtirish talab qilinsin. Bu fun ksiyaning Teylor qatorida 6—darajali
hadini saclasak:

.I.'? .'I'd Li’iﬁ
Qﬂ{:r)=l——2-!+m-—ET—.
u holda
1
If — Qsll < 5 <25 10~°
vi -

| |
F=Qall = [£(1) — Qs(1)] > = 1o75.
Endi yaginlashuvehi ko'phad sifatida, cosz ning Teylor gatorida

quyidagi
z? i 2 2P
QE{E}=1—E+‘4—!“B—]+-§!—
Qismiy yig'indini olib, bu yerdan Tx(x) = 2 "Ts(x) Chebishev ko‘phadi
yordamida z® ni yo'qotamiz, natijada oltinchi darajali ushbu

==
Py(2) = Qs(w) — 5 Ts(x) =
1 1 1 1 ] 1 2
e e R B R TG B s )
( 2?-3!) (:z 4!3!)'"“""(41 .1131)“" (4! 3!)"""
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ko'phadga ega bo'lamiz. Shu bilan birga

Ty

| ! JINS 5 P
1F = Pall < 11 = Qall + 55 ||Ta]| < 15 + 57 <47 107%
Shunday qilib, Ps(x) ko'phad f(x) = cosx funksiya uchun oltinchi darajali

Teylor gatoriga nisbatan 50 marta yaxshiroq vaqinlashishni beradi.

6.9-§. Splayn-funksiyalar bilan yaqginlashish
6.9.1 Splayn-funksiyaning ta’rifi

Biz 4-bobda wa shu bobning oldingi paragraflarida funksiyani
ko'phadlar bilan yaginlashtirishning turli usullari bilan tanishdik. Silligligi
yugori bo'lmagan funksiyalar uchun ko'phadlar yaqinlashish apparati
sifatida qator noqulayliklarga ega. Bulardan eng asosiysi shundan iboratki.
bunday funksiyalarning biror nugta atrofidagi holati, ularning to’la holati
bilan uzviy bog'ligdir. Bundan tashqari interpolyatsion ko‘phadiarning
nugsoni sifatida ularning har doim ham interpolyatsiyalanuvchi funksiyaga
vaqinlashavermasligidir. Eng yaxshi tekis yaginlashuvehi ko*phadlarning
kamchiligi sifatida shuni ko‘rsatish mumkinki, ularni qurish juda giyin va
odatda bunday ko'phadning darajasi ortishi bilan koeffitsiyentlari ham tez
o'sib boradi.

Oxxirgi vagtlarda shu nugsondan xoli bo'lgan boshqa yaginlashish appa-
ratlari ishlab chigilmoqda. Nazariy tadgiqot va tatbiglarda yaxshi natija
beradigan apparat—splayn-funksiyalar apparatidir. Splaynning ta'rifi bi-
lan tanishaylik.

Haqiqgiy o‘qdagi [a,b] oraliqda ushbu

N =2g <oy <<y ="h
to'r berilgan bo'lsin. Faraz qgilaylik, H,,(P) darajasi m dan ortmaydigan
ku*pihad.'lar to'plami, cik) — k) [a,b] o'zi va k tartibgacha hosilalari [a, b]
oraligda uzluksiz bo‘lgan funksivalar to'plami bo'lsin.
Ta'rif 6.1. Quyidagi ikkita shartni qanoatlantiruvehi ushbu

S"I-{x} = Iml:Iu ﬂn]

funksiya defekti 1 ga teng bo'lgan m-~darajali polinominal splayn deyiladi:

L. Har bir [zi,241] (i = 00n) oraligda S,,(z) € H,.(P);
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2. Smlz) € Cn—V(a, b].

Bu yerdagi {2} nuqtalar splayn tuguniar deyiladi. S, (z) splaynuing
m— hosilasi [n1b] oraligda uzilishga ega bo'lishi ham mumkin.
Agar k=0,1,..., m lar uchun

88 (a+0) = SH B - a)

tengliklar bajarilsa, S,,(x) splayn (b — a) davrli doavriy splayn deyiladi,

Ta'rilni qanoatlantiruvehi splaynlar bilan bir gatorda shunday splayn-
lar ham garaladiki, ularning silliqligi A, to‘rning turli gismlarida
turlichadir, Bunday splaynlar [a, b oraligning turli gismlarida turli sillie-
likka ega bo'lgan funksiyvalarni yvaqinlashtirishda foydalaniladi,

Odatda, splayn yagona ravishda aniglanishi uchun [a,b] oraligning
chetki a va b nuqtalarida chegaraviy shartlar deb ataluvchi go'shimeha
shartlar go'viladi. Amalda uchinchi darajali, va'ni kubik splaynlar keng
qo‘llaniladi.

Splayvnlarning hisoblash matematikasida keng go'llanilayvotganligi
sabablaridan yana biri ularning qiymatlarini EHMlarda hisoblashning
qulayligi va ular vordamida interpolyatsiyalash kabi jarayonlarning keng
sinfdagi to'rlar uchun yaxshi yaqginlashishligidadir (yuqorida aytilgandek
ko'phad bilan interpolyatsiyalash bunday emas).

Bundan buyon biz interpolyatsion kubik va 84 (z) = Sy (b) = 0 chegara-
viy shartlarni ganoatlantiruvchi splaynlar bilan shug'ullanamiz.

6.9.2 Interpolyatsion kubik splaynlarni qurish

Oldingi punktda aytilgandan so'ng quyidagi ta'rifni bera olamiz.

Ta’rif 6.2, Quy:dﬂg} to'yt sharine qrarma.!!ﬂﬂ.!i'.r‘!wr.'h:' ishbu S{I.lf} s
Sa(fix, Ay) funksiya interpolyatsion kubik splayn deyiladi:

1. Har bir [z, 20:1) (i = O,n) oraligda S(f,x) € Hy(P);
2. S5(f,x) € C?a, b);
8. To‘rning (k= 0,n) tugunlarida S (f,x) = fi tenglik ovinli;
4. 8"(f,x) uchun
S"(f,a) = 8"(f,b) =0 (6.9.1)

chegaraviy shartlar bojariladi. o
Bu to'rt shartni ganoatlantiruvehi yagona S(f,x) splayn lynvjt{dllgl'nz
ko‘rsatamiz. Buning uchun avval quyidagi yordamchi faktlarni keltiramiz.
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Lemma 6.9.1. Faraz qilaylik, A = [a;;] n—tartibli kvadrat matritsaning
elementlari

. "oy __’
i, loul =3 fay| o =a>0 (692)

Ji

sharini ganoatlantirsin. U holda AZ

= b sistema yagona yechimga ego
bo'lib, untng yechim:

max |k < ¢7' max b (6.9.3)
1<ken 1<k

tengsizlikni ganoatlantiradi.

Isbot. Arap Az = E:sislenmniug ozod hadlari nolga teng bo'lsa,
u holda (6.9.3) tengsizlikdan bu sistemaning fagat trivial yechimga ega
ekanligi, demak, det A # 0 bo'lishi va bu sistemaning ixtiyoriy ozod had-
lar uchun yagona yechimga egaligi kelib chigadi. Shuning uchun ham,
lemmani isbot qilish uchun (6.9.3) tengsizlikni keltirib chiqarish kifoyadir.
Faraz qilaylik, (6.9.2) shart bajarilsin va Jmax |2;| = x bo'lsin. U holda

Li1E T

mn
by = )" ayr; ekanligidan
j=1

2029 |bi] = larellzil — Zlﬂx |lzk| =
F#k

imll{hkki z |ﬂg,|} = ¢ max |J'||

jEk

bo‘ladi. Shu bilan (6.9.3) tengsizlik va demak lemma isbotlandi.

Agar matritsaning elementlari (6.9.2) shartni qanoatlantirsa, bunday
matritsa salmogli bosh diagonalga eqa deyiladi.

Endi splaynni qurish bilan shug‘ullanamiz, S(f, ) ning ikkinchi hosilasi
to'rning har bir l$1-1,11] oralig'ida uzluksiz bo'lganligi tufayli ;-1 €T <
x; da ushbu

S"(f,x) = M;_, = : Z 4 M, _-F (6.9.4)

wngl'fkni yoza olamiz. Bu yerda h; = x; — x,_; va M, = 8" (f,z;). Bu
tenghikning har ikki tomonini integrallab quyidagiga ega bo‘lamiz:

5 .
5 A M ( } (z— Ii—'l} / ri— I _-1"--i-l'e1=—-1~
(fiz) =M — 0 o M'-_—ﬁh, A B
(6.9.5)
|
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bunda A; va B; integrallash doimiylari bo'lib, ular S(f, ;1) = fi_1 va
S(f.x;) = f; shartlardan umqlaumil (6.95) da » = ::',_1T z = z; lamni

o'rniga go'yib mos ravishda M, ;= + A, = f,_ va M4 4 B; = = f, larni
hosil gilamiz. Bundan A; va B, lm’m T.up}h (6.9.4) ga qo }bak_ natijacda

e R E
5{}" J.] = M;_y _‘ J} + M, {‘!F;_tj_f_
6hy Gl (6.9.6)
Fl sk .'.L)-""*' + [ fi- M,h.f).-r—;n,_l -
i (i h; ' ' fi h; °
: (i —2)® o @=—xia) | fi=fir M= My
g v e, i =
St x) M;i_, T - M, oh, + h = Iy
(6.9.7)

larga ega bo‘lamiz.  Oxirgi tenglik [y, 74| oraliq uchun quyidagi
ko‘rinishga ega:

; (5410 — z)° (z-2)° firi—F Mgi=-M
Slfix) = ML =) L -
er -L} f 4 3 ,;'h* 1 s h‘-:-i-l fi

¥
Risi.
2hiiy ik

(6.9.8)
Endi (6.9.7) da x ning z; ga chapdan va (6.9.8) da x ning z, ga o'ngdan
intilgandagi, ya'ni &y, #2,...,2n-1 lar uchun hosilaning bir tomonlama
limitlarini hisoblaylik:

S (xi—0) = h—,‘r‘l-!, 1+ %’;‘.-f, - h‘f' L i=Ln—1,
1
! i
5" (x; 4 0) = —%*"w — "“'ﬁ" Mg +*'r‘jl'Hf i=Tn-1
]

Ta'rifning 2) shartiga ko'ra S'(f,z) va S"(f,z) funksiyalar [a,b] oraligda
uzluksiz. S'(f, &) ning @y, @2,.... 041 nuqtalarda uvzluksizligidan foy-
dalansak, quyidagi (n — 1) ta tenglamaga ega bo'lamiz:

ki hi +h h f i fe=a
SR AN AT L R S . (699
g5 Mi-1+ 3 M + 5 Miz1 = s s ( )
Bu tenglamalarni (6.9.1) chegaraviy shartdan kelib chiqadigan
Mo =M, =0 {6.9.10)
tengliklar bilan to'ldirib,
hi hi 4+ i i firn =S  fi=Fis
e L SRS = LR R - 6.9.11
=g 3. I 5 Tixs e
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belgilashlarni kiritsak, u holda Ay, M

..... M,, —» noma'lumlami topish
nchun

blillfi+{'_"1i"-!r? =|I'f|.
as My + balMo + ca My = da,
aaMo + bsMa + cs M = lg; .
. T ‘ (6.9.12)
“I‘I-—EMH—E - |,-i‘:|1—2-|;""1r:'| —g + cn—2in-1 = dn—-2;
| On-1 Mo -k by M,y

= g

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (6.9.11) ga ko'ra (6.9.12) sistema-
ning matritsasi salmogli bosh diagonalga ega bo'lganligi tufayli ixtiyoriy
fi.foeo .o frn lar uchun (6.9.12) sistema yagona vechimga ega. Shunday
gilib, 1) — 4) shartlarni qanoatlantiruvchi yagona splayn mavjud ekan.
(6.9.12) sistemani yechishning juda ham effektiv algoritmi mavjud, uni
quyida keltirib o'tamiz. Buning uchun barcha k& = 1.2.....n—1 lar uchun

Pk = QGe—1 + b (g0 =0), (6.9.13)
C . — Qpti—

gy = _",i, Up = w' .[-”-” — L|'|
Pk Pk

yordamchi miqderlarni hoesil qilamiz. So'ngra (6.9.12) sistemaning 2-,
«owy (n = 1)-tenglamalaridan ketma-ket M, Ma, ..., M,.—; larni yo'gotib,
ushbu

My = qeMyq +u (k=T,n—2), (6.9.14)
Mr,._] — l“"l:l.—:l

ekvivalent sistemaga ega bo'lamiz.  Bundan
M, _a,-.., Mj larni aniglash mumkin.

Salmoqli bosh diagonalga ega bo'lgan matritsalar uchun bu hisoblash
sxemasi shu ma'noda turg'undirki, xato tez so'nib boradi (0 < gx < 1)-
Buni (6.9.13) va (6.9.14) dan osonlik bilan ko‘rish mumkin. Shuni ham
ta'kidlash kerakki, py va g, miqdorlar faqat A, to'rga bog'liq bo'lib,
to'ming tugunlaridagi ordinatalarning qiymatlariga bog'liq emas. Bu esa
muayyan A, to'r uchun {px} va {gp} larning giymatlarini bir marta
h_iﬁﬂh]a!u olib, to'r tugunlaridagi turli xil ordinatalar bilan splaynlar qu-
rishga _lmkan beradi. Splaynni qurishda hisoblash natijalarini jadval 6.4
dagi sxema shaklida yozish ma‘quldir.

Agar A, to'r tekis, ya'ni tugunlar teng uzoqlikda joylashgan bo'lsa, u

holda bu sxema yvanada soddalashadi: hies g, br, o ustunlarni yozmaslik

esa  ketma-ket M-,
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ce| de|l pe| ae] u] M
=] dil | m| wm M,
Ca EL'_J P2 {2 Uiz l‘ulr'z

Te| Sr| Bl a
x1l fil M| a
L2 a h‘g Lz

-

LS

LTr—1 ,lfu—! hil—j Hp—1 hn--'i Ch=1 l!firl--'l Pr—1|0u—1|Un—1 J""fn--t
Tn|l Ju| ha

Jadwval 6.4

Shunday qilib, funksivaning fq, fi...., [ qiyvmatlari berilgan bo'lsa,
bu givmatlardan foydalanib (6.9.6) formula yordamida splayn-funksivalar
bilan f(x) ni interpolyatsivalash mumkin. (6.9.7) formula yvordamida esa
uning hosilasini topish mumkin.

Kubik splayn-funksivalar, yugorida aytib o'tganimizdek yaxshi yaqgin-
lashish xossasiga ega.  Agar interpolvatsiyalanadigan f(x) funksiva
C*la.b] (k = 0,1,2.3,4) sinfga tegishli bo'lsa, u holda uning xatosi
rlz) = f(x) — S(f,2) uchun quyidagi bahoni ko‘rsatish mumkin:

A ‘r"’”{xl‘ < ch* 7 (k= p).

sl

bu yerda ¢ to'rga bog'liq bo‘lmagan o'zgarmas bo'lib, h = max h;.

lEesh

Eslatma 6.9.1. Ko‘pincha + = a va @ = b nugtalarda f(x) funksiya
hagida go‘shimcha ma’lumotga ham ega bo‘lishimiz mumkin. Masalan,
splayn tuzishdan asosiy maqsad

fla)+af'(a)=A, [f(b)+Af(b)=B

chegaraviy shartlarni ganoetlentiruvehi differensial tenglamani yechishdan
horat bo‘lishi mumbkin, Bunday holda, splayn tuzishda My = My = 0
chegaraviy shart o'ruiga yuqoridagi shartni olish kerak.

Mashqlar

1. Lejandr ko'phadlari bo'yicha quyidagi yoyilmalarning o'rinli ekanligini
ko‘rsating:

H-:I arcsinz = % kﬁ [%ﬂ]l [P:gﬂf_:lf} — PII;-L(I}] f “Jt < ”1
=0
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o

b) (1 - 2px +;:F]|”’i - f PP Pu(a),  (lpl < min |z £ V27 =1]),

k=il

G =——ir:
- 1 o Iy e
) Fm——== 3 e Pula), (Pl > max ek VaT = 1)),

Chebishevning birinchi tur ko'phadlari bo'yvicha quyidagi vovilmalarning
to'g'ri ekanligini ko'rsating:

(= =] .
a) arcsinz = fhz:ll:-ljl"‘1 Iﬁf‘f?'i[-fr] (|| < 1),
=

== ks " :”‘1_1
(=1)%(v3=1) 1
b) amtgz—%+2‘§n N s (:

P —
o) arctg 3 =23 CUZP Torilz), (p=vI+a®, Izl < 1),

A== - [l + zii{—l}*{a — 2V T (22 — 1}] . [0 <xz<1).

. Ikkinehi tur Chebishev ka‘phadlari bo‘yvicha quyidagi yoyilmaning to'g'n

ckanligini ko'rsating:

L= & T . L 3 J"
1 2 a— /o= -+ o .
— - il 2 ifi¥ T -
st () e

Ermit ko'phadlari bo'vicha quyidagi yoyilmalarning o'rinli bo'lishini
ko‘rsating:

B.:l sh2r =g ;?;:u uk;wﬁ-qu-l(l},
f= =]
b) ch2z = egnﬁh-rffn{:r].
J{z) = cosz (0 £ = < 2r) uchun uchinchi tartibli eng yaxshi tekis
yaqinlashuvchi ko'phad Pj () = 0 bo'lishini ko'rsating.
f(z) = 7' funksiya uchun [~1, 1] oraligda ikkinchi darajali eng yaxshi,

tekis yaqginlashuvehi ko'phadni toping.
Javah:

. 1 T
Pi(w)=—5a" + é—u.

. Ikl eng yaxshi tekis yaqinlashuvchi ko'phadlarning yig'indisi eng yaxshi

tekis yaginlashuvchi ko'phad bo'lmasligi ham mumkinligini misolda
ko'rsating.

R{z) ko'phadlar orasida —1 € z < 1 oraligda noldan eng kam og'uvchi va
biror £(€ > 1 yoki £ < =1) nugtada 7 giymat gabul giluvehi ko'phadni
‘aniglang.

Javob:

) — ndnlr) _ cos(narccosz)
Rlz) ﬂTn{E} _ncm{narccnaf}'
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9. Bosh koeffitsiventi A ga teng bo'lgan n-darajali
Ri{z) = Az" + ...

ko‘phadlar orasida —1 < = < 1 oraliqda noldan eng kam og'uvchisini

toping

Javab:
/ A
Rix) ll—TuErJ =

= WS ATCCOS T ).
an 2'“.- 1 cos{n :I
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7-BOB. INTEGRALLARNI TAQRIBIY
HISOBLASH

7.1-§. Aniq integrallarni tagribiy hisoblash
masalasi

Amaliy va nazariy masalalarning ko'pchiligi biror [a, b] oraliqda uzluk-
b
siz bo'lgan f (z) funksiyadan olingan [ f (x)dz aniq integralni hisoblashga

- 3 - - 3 - L a - -
keltiriladi, Ammo integral hisobining asosiy formulasi

b
/f[ﬂ::ld;lf = F(b) — F(a)

(bu yerda F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi)
amaliyotda ko'pincha ishlatilmaydi. Chunki ko'p hollarda F(z) ni ele
mentar funksiyalarning chekli kombinatsiyasi orgali ifodalab bo‘lmaydi.
Bundan tashqari amaliyotda f(z) jadval ko‘rinishida berilgan bo‘lishi
ham mumkin, bunday holda beshlang'ich funksiva tushunchasining o'zi

manoga ega bo'lmay qoladi. Shuning uchun ham aniq integrallarni
taqribiy hisoblash metodlari katta amaliy ahamivatga ega.

b
Biz bu bobda f(x) funksiyalarning yetarlicha keng sinfi uchun [ f (x)dz

aniq mtegra.lmng taqribiy qiymatini integral ostidagi f(z) funksiyaning
|a, bl :j.-_.ra;‘m!ning chekli sonda olingan nuqtalaridagi qiymatlarining chizigli
kombinatsiyasiga keltiradigan metodlarni ko‘rib chigamiz:

b
ff{z}dmgzai"’f [e2?): (7.1.1)
a k=1
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Bu yerda zy" (k = -

% T ! (k = 0,1,2,....n) kvadratur formulaning tugunlari,
Ay kvadratur formulaning koeffitsiyentlari va B "‘L”II (r{r.]) tnadvatir
. el ~k i
yig'indi deyiladi. =l

Ta'rif 7.1. Agar integrallash chegoralart o va b kvadratur formulaning
tugunlari bo'lsa, u holda kvadratur formula "yopig tipdagi" aks holda esa
"ochiy tipdagt” deyladi. - ' -

Kvadratur formulaning ari @y itsi i
{vadratur  formulaning  tugunlari zp" va  koeffitsiyentlari AT

funksiyalarning tanlanishiga bog'liq bo'lmasligi talab qilinadi.

Ta'rif 7.2. Ushbu

Ra(f) = / f (x)dx }:,1;"%(.“‘;“) (7.1.2)
it :

ifoda esa (7.1.1) kvadralur formulaning qoldig hadi yoki zatost deyiladr.

Odatda (7.1.1) formulaga nisbatan ummniﬁ.mq kvadratur formula

Faraz qilaylik, @ chekli yoki cheksiz [a, b} oraligda aniglangan

qaraladi.
a vazn funksiyasi bo’ Isin

flx) funksivalarning inr:u sinfi bo'lib, pl H“T'ﬂ“l‘l
(6-bobga garang). Endi quyidagi

B
n

/:*{:v'}.r ()dx EZ ’”’f( ‘) (7.1.3)
=

il

kvadratur formula va uning qoldiq hadi

R.(f) = /;::rljuhh L A ( '”‘) (7.1.4)

=1

ni qaraymiz.
Quyida |[a, bl oraligni

tuzishning ayrim yo nalishl

1. Ko pmrh.t kvadratur formu
) sy nuqtaln.ryurddnmlumtoq

3 Lr
oraligda n ta T, ', %2

i chekli deb faraz qilib, biz kvadratur formula

arini qisgacha ko'rib chiqgamiz. _ ;
la tuzish uchun f(x) funksiya [, b]
yol vutwwnlanmh

()

T— 1y fl::llr”}’l‘rlt{f z).

f{-‘j_z H inn wr

-l_J-—l.JJ‘--'-
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Endi buni p(z) ga ko'paytirib integrallasak,

b

b L]
fﬂ{lﬂ}f{:ﬂ]r{:r. = Z .-l‘j:"jfl[.r!L"}} - /-p{.l:jr,,[f, x)dx
k=1

a

kelib chiqadi, bu yerda

b

i ()
o e
‘qiﬁ} == fP{I} —'—J. di.

fh j=1.j#k Ti 3

Shu usulda tuzilgan kvadratur formulalar interpolyatsion formulalar deyi-
ladi.

2.  Analizdan va 6-bobdan ma'lumki, chekli oraligda uzluksiz
funksiyalarni algebraik ko‘phadlar bilan yetarlicha yuqori aniglikda yaqin-
lashtirish mumkin (Veyershtrass teoremasi). Shu bilan birga, ko'phad
darajasi gancha yuqori bo'lsa, aniglik ham shuuLIm yuqori bo'ladi. Shu-
ning uchun ham (7.1.3) formulada Al™ va z{") parametrlarni shunday tan-
lashga harakat gilinadiki, bu tengllk yetarlicha yugori darajali algebraik
ko'phadlar uchun aniq bo‘lsin, Shu usul bilan tuzilgan (7.1.3) formula
[a,b] oraligda uzluksiz bo'lgan ko'p funksiyalarni integrallashda aniqlik
jihatidan yaxshi natija beradi. Odatda, (7.1.3) formula barcha darajali
ko'phadlar uchun anig bo'lib, f(z) = 2™*! uchun aniq bo'lmasa, u holda
uning algebraik anighk darajosi m ga teng deyiladi.

Faraz qgilaylik, f(z) funksiya davriy funksiva bo'lib, uning davri 2a
Zm
ga teng bo'lsin va | f(z)dz integralni hisoblash talab qilinsin. U holda
0

(7.1.3) formulada AE; ™ va z}:ﬂ parametrlarni shunday tanlashga harakat
gilinadiki, u imkon boricha yuqori tartibli trigonometrik ko'phadlarni aniq
integrallasin.

Aniqlik darajasi (tartibi) eng yugori bo'lgan kvadratur formulalar katta
ahn:_miygt.ga. ega. Bunday formulalar Gauss tipidagt kvadratur formulalar
deyiladi.

3. Kvadratur formulalar tuzishda elliginchi villarning oxirlaridan bosh-
lab yangi bir yo'nalish rivojlana boshladi. Uning mohiyati quyidagidan
iborat. Bizga f(r) funksiyalarning biror sinfi @ berilgan bo‘lsin. Butun
® sinf uchun aniglikni tavsiflaydigan miqdor sifatida quyidagi aniq yugori
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chegara
I

n

Rn = sup| Ru(f)| = sup fp{;:m;.-mz -5 A )
fee res 4 k=1

olinadi. Bu yerda [a, b] da z{" tugunlarni va A" koeffitsiyentlarni shun-

day tanlash talab gilinadiki, R,, o'zining eng kichik giymatiga erishsin.

Bunday formulalar, tabiiy ravishda, funksiyalarning ® sinfida eng kichik

zatoga ega bo‘lgan formulalar deyiladi.

Masalani boshgacha tarzda ham qo'yish mumkin; ya'ni zli.."j yoki :Ei":'
larga nisbatan ayrim shartlar bilan, masalan, koeffitsiventlarning o'zaro
teng bo'lishligi A" = A" = . = AJY = A yoki tugunlarning bir xil
uzoqliqda joylashgan bo'lishligi kabi va h.k. Koeffitsiyentlari yoki tugun-
lari mana shu shartlarni qanoatlantirgan holda (7.1.3) formulani shunday
tuzish talab qilinadiki, R, qoldiq funksiyalar sinfida eng kichik bo‘lsin.
Paragrafni yakunlashdan oldin umumiy bir mulohazani aytib o‘tamiz. In-
tegrallarni (7.1.3) formula yordamida hisoblashda, kvadratur yig'indi umu-
man tagribiy ravishda hisoblanadi. Odatda f{z‘"'i o'rnida biror f{zi_"’}
ga ega bo'lamiz. demak

_ff.’.‘.'}r"]] = f{.’:rrl]':l + EL—"]‘

nj

bu yerda .r,[ - yaxlitlash xatosi. Faraz qilaylik, barcha k = 1,2,..,n

i e
uchun EE:'] < ¢ bo'lsin. Agar ko'pavtmalarning yiglindisi 3 .“I.i,“l f {,Li“}]
k=1
aniq hisoblansa, u holda kvadratur yig'indini hisoblashda yaxlitlash xatosi
i
£y i.&i.“}[ dan ortmaydi, xususan, teng bo‘lishi ham mumkin. Bun-
=t
Fe
dan ko'rinib turibdiki, 3 |AY"| qancha katta bo'lsa, kvadratur yig'indini

k=1 ;
hisoblashda hosil bo‘lgan yaxlitlash xatosi shuncha katta bo'ladi.

Faraz gilaylik, (7.1.3) formula f(z) = 1 ui aniq integrallasin, ya'ni

T b
Zdi"J = f;}l[:r}u';m
k=1

Bundan, ravshanki Z |AL™| eng kichik giymatni qabul qgilishi uchun bar-

cha k = T.n lar u(hun 11'[ "l - 0 bo'lishi kerak. Bu esa musbat koef-
fitsiyentli kvadratur for mulnlar katta ahamiyatga ega ekanligini ko‘rsatadi.
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7.2-§. Interpolyatsion kvadratur formulalar
7.2.1 Eng sodda kvadratur formulalar: to'g'ri
to‘rtburchak, trapetsiya va Simpson formulalari

Eng sodda kvadratur formulalarni oddiy mulohazalar asosida qurish
mumkin. Aytaylik,
]
f flx)dz

integralni hisoblash talab qilinsin. Agar garalayotgan oraligda f(x) =
const bo'lsa, u vaqtda

b
+ b -
[ stide = o—ar s 1) (r:2.1)
v y
1 f(b)
s .
f(a)
0
g s 0
2] b
Chizma 7.2.1 Chizma 7.2.2

deb olishimiz mumkin (chizma 7.2.1). Bu formula to‘q'ri to‘rtburchaklar
Jormulas: deyiladi.

Faraz qilaylik, f(z) funksiya chizigli funksivaga yaqin bo‘lsin, u holda
tabily ravishda integralni balandligi b — a ga va asoslari f(a) va f(b) ga
teng bo'lgan trapetsiya yuzi bilan almashtirish mumkin (chizma 7.2.2), u

i

22 1(a) + £(1) (7.2.2)

jf{m}dz =
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deb olishimiz mumkin. Bu formula trapetsiya formulasi deyiladi. Nihoyat,
f(z) funksiya [a,b] oraliqda kvadratik funksiyaga yaqin bo'lsin, u holda
b

[ flz)dx ni taqribiy ravishda Ox o'qi va @ = o,z = b to'g'ri chiziglar
n

hamda y = f(x) funksiva grafigining absissalari » = a,.x = 5'—_*_? var=1b
bo'lgan nuqtalardan o'tuvchi ikkinchi tartibli parabola orqali chegaralan-

gan yuza bilan almashtirish mumkin (chizma 7.2.3), u holda quyidagiga
ega bo'lamiz:
f [} ]
= e
/f{_.,-_]rs.,. ~ J'{-. = {f{_r;.; 4f (ﬂg )+,r{m}. (7.2.3)

-

Chizma 7.2.3

Bu formulani ingliz matematigi Simpson 1743 yilda taklif etgan edi.
Bu formulaning hosil qilinishi usulidan ko‘rinib turibdiki, u barcha
ikkinchi darajali

Pa(r) = ag + a1 + asr”
ko'phiadlar uchun aniq formuladir. Shunday qilib, biz uchta eng sodda
kvadratur formulal ATEH efa bo'ldik. (7.2.1) formulani tuzishda u o'zgarmas

son f(x) = ¢ aniq integrallashini talab gilgan edik. Lekinu f{i} = ag+ayz
chizigli funksiyani ham aniq integrallaydi, chunki (b —a) f (%52} balandligi
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b —a va o'rta chizig' f[“—‘zﬂ] bo'lgan ixtiyoriy trapetsiyaning yuziga teng
(Chizma 7.2.4).

fla)

1
i
1
i
[
i
1
i
I
L}
{
i
i
]
i
1
i
I
|
i
i
|
i
[

Chizma 7.2.4

Shunga o‘xshash Simpson formulasi ham biz kutgandan ko'ra ham
yaxshirog formuladir. U uchinchi darajali

Py(z) = ag + ayz + asz® + agz®

ko'phadlarni ham aniq integrallaydi. .
Hagigatdan ham, uchinchi darajali Ps(z) ko'phadni quyidagicha

VOZAIAE:
Pi(z) = ap 4+ a1z + apz® + asz® = Pa(x) + aza®
u vagtda
b b y i
ng'{m}dzz fPﬂ{z}dI*‘-ﬁafradz =ng[:r}dm+ I—ff (b* —a*). (7.2.4)
“ N 2 /
Lekin bizga ma'lumki,
b
f Polz)dz = E'—_EE [Pz[a} + Pztﬂ;“ 2yt Pgu:}] : (7.2.5)
a

. 400



HISOBLASH METODLARI

Ikkinchi tomondan,

ﬂj[h"' - at

A

b a
{ + day : ) +a3b~’*} (7.2.6)

ayniyat o'rinlidir. Endi (7.2.5)-(7.2.6) ni (7.2.4) ga qo'yvib

f I
fP;,{.:.']ﬂ'..z' .
Li]

ni hosil qgilamiz.

Shunday qilib, biz uchta kvadratur formulani ko'rdik. Ulardan
ikkitasi to'g'ri to‘rtburchak va trapetsiya formulalari - birinchi darajali
ko'phad uchun aniq formula bo'lib, Simpson formulasi uchinchi darajali
ko'phad uchun aniq formuladir.

tr+ b
2

[f":i'[ff] + 4P ( ) + Pg{b]]

7.2.2 To'g'ri to‘rtburchak, trapetsi:\,‘ra va Simpson
formulalarining qoldiq hadlari

Endi yuqorida qurilgan kvadratur formulalarning qoldiq hadlarini
aniglash bilan shug‘ullanamiz, To'gri to’ rtburchak formulasining qoldig
hadi

b

i +b
Rolf) = / f(z)de —(b—a)f (ﬂ 3 )

i

ui topish uchun f(x) funksiya [a. b] oraliqda ikkinchi tartibli nzluksiz k,:; : (=)
hosilaga ega bo'lsin deb faraz qilamiz. U holda Teylor formulasiga

-1 (55) - (232 ()4 (=55 e

buyerda r < ( = ((z) < atb By tenglikning ikkala tomonini a dan b
gacha integrallasak,

b
Rolf) =75 [ (.ra “”’) £1(¢)de (7.2.7)

a

kelib chigadi, chunki f (z — 2t)dz = 0. Quyidagicha belgilash kiritaylik:

[
1= um:]ﬂ fz) M = :émx fi{z):
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Integral ostidagi funksiva (z — 1‘12'—”}? o'z ishorasini saqlaydi, shuning uchu
(7.2.7) integralga umumlashgan o‘rta qivmat haqidagi teoremani go'llash

mumkin:
’ e a3
Ro(f) = Lf (T = : h) dez =L ) - (7.2.8)

2 24

o

bunda m < L < M, f"(x) uzluksiz bo'lgani uchun Koshi teoremaga ko'ra
shunday £, a < £ < b topiladiki,

L = f"(€).
Endi (7.2.8) tenglikni quyidagicha vozish mumkin:

NS
Roff) = L2 e, (7:29)

Bu esa qoldiq hadning izlanayotgan ko'rinishidir.

Endi trapetsiya formulasining qoldiq hadini topaylik. Buning uchun
f(z) funksiyani z = a va z = b nuqtalardagi giymatlari yordamida inter-
polyatsiyalab, interpolyatsion formulani goldiq hadi bilan yozamiz:

fila) —Ly(z) = %{;r-‘—ﬂJ{-i-‘ — b) f"(C).

Bu tenglikning ikkala tomonini a dan b gacha integrallaymiz, natijada

b

Ry(f) = -‘l,i f{:r —a)(z = W f(C)dx

il

hosil bo'ladi. Bu yerda [a, b] oraligda (z — a)(z — b) < 0 bo‘lgani uchun

E,(f) integralga o'rta giymat hagidagi umumlashgan teoremani qo‘llash
mumkin:

b
. 1 . SLE
Ri(f) = 55(€) ftﬂ:—ﬂ}(r~b}dm = 1;‘"3 f(€), (a<E<D).

(7.2.10)
Nihoyat, Simpson formulasining goldiq hadini aniqlaylik. Buning uchun
c=0,5(a+b) deb olib, quyidagi

H(a) = f(a). H(c) = f(c), H'(c) = f'(c), H(b) = [(b)

402




HISOBLASH METODLART

shartlarni ganoatlantiruvchi Ermit interpolyatsion ko'phading tuzamiz;

4
H(x) = [ﬂ—‘_—-
—(z — a)(c — b} — c)(a = b)f'(c) — (x —a)(x — )2 f(B)].

Ravshanki,

[
/ H(x)dz = “iﬁ {f{n} +4f (” ; ") + f{m],

Endi 5-bobning 5.13-8ga ko'ra flx) = H(z) + r(2) interpolyatsion for-
mulaning goldig had;

1 . -
r(z) = Sz =)V (C), (a<(<h)

bo'lily, bu yerda
)= (x—a)(x — :_'J"’[;r —'b).

Demak, (7.2.3) formulaning qoldiqg haci

b
1 ;
Ralf) = ﬁfm.-a:u“ (¢)dx

bo'lib, ©(z) ko'phad [a, b] oraliqda o'z ishorasini saglaydi va nmumlashgan

o'rta givmat teoremasiga ko'ra

(b — a)®
2880

Ra(f) = = fY(E), (a<€<b)

ga ega bo'lamiz.

Qoldiq hadlar uchun chigarilgan formulalar yana bir bor shuni
ko'rsatadiki, to'g'ri to'rtburchak va trapetsiva formulalari bivinchi dara-
jali ko'phadlar uchun aniq bo'lib, Simpson formulasi uchinchi darajali
ko'phadlar uchun aniq formuladir.

7.2.3 Interpolyatsion kvadratur formulalar

Bundan  keyin  qisqalik  uchun  kvadratur  formmlaning
Atnl.AE“}, oy AL koeffitsiyentlari  va mE"j,I.{z“},...,mE."} tugunlarini
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vugori indekssiz Ay, As...., A4, va @y, @9, ... 1, ko'rinishda yozamiz.

Faraz qilaylik, bizga [(z) funksiyaning @, s, ..., 7, nuqgtalardagi

flxq), flxz), ..., flwn) givmatlari berilgan bo'lib, magsad shu giymatiar
b

bo'yicha ff[:r]d:ﬂ integralning tagribiy qivmatini mumkin qadar yugori

i + .
aniglikda topishdan iborat bo'lsin. Demak, Ax koeffitsiventlar aniglanishi
kerak. Buning uchun f(x) ni uning berilgan givmatlaridan foydalanib,
(n — 1)— darajali ko‘phad bilan interpolyatsivalaymiz:

n T

i = Loy_y(z)+ru(f,z) = Z H SR Sflee) +ra(fiz). (7.2.11)

i — o
L'=l:|:=l,|',#kik ’

Endi bu tenglikni p(x) ga ko'paytirib, a dan b gacha integrallaylik:

] 1]

/]
fﬂ[I]f{I}dﬂ‘- = /p[_.,:J.L"_I{IJdLﬁ s /.ﬂ-"-l‘]f'.J.'r- x Y.
Agar bundagi
b n B
Ra(f) = f pla)f(a)dz — 37 Auf(an) = [ playr (foxydr  (7:212)
a k=1 a
qoldig hadni tashlasak,
b n b n
[ )@ =Y Ausan), 4= [o@) T] Z=—"dr (213)
s Kt 4 (=l TK T

kvadratur formulaga ega bo'lamiz.

Bu formulani qurilish usuliga ko‘ra interpolyatsion kvadratur formula
deyiladi. Bunday formulalar uchun ushbu teorema o' rinlidir.,

Teorema 7.1. Quyidagi

b
[ o)saz = 3 At (7.2.14)
s k=1

kundmf.wf ﬂfm_tf.idning interpolyatsion bo'lishi uchun uning barcha (n-1) -
darajali algebraik ko‘phadlarni aniq integrallashi zarur va kifoyadir.
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Isbot. Zarurligi. Agar f(x) (n — 1)— darajali ko'phad bo'lsi, n holda
(7.2.11) tenglikda r,(f, z) = 0 bo'lib,

J'II-H=Z H 1

r
k=1 i=1l.,idk Lk

— @)

tenglik o'rinli bo'ladi va (7.2.14) goida interpoyatsion qoida bo'lganidan
(7.2.13) ga ko'ra:

b m

n & -0 n
fp[x}f{.:‘}rf,a' = Z flayg) /,u{.r] H ‘: _':: fdr= Z.d_u_.f{.n_._}_
k=1 o > el k=1

i=1i#k

Demak, (7.2.14) formula (n — 1)— darajali f(z) ko'phadni aniq integral-
laydi.

Kifoyaligi. (7.2.14) formula (n — 1)— darajali ixtivoriy ko'phad uchun
aniq formuladir. Xususiy holda, (n — 1)— darajali ushbu

mn

Wn () = H S 1‘_;_‘ [:ﬂl = g T1)

Loy

i=] igkm

ko'phad uchun ham aniq bo'ladi. Agarw,, (zx) =0, (k# M) Va @Wm (Tm) =
| ekanligini hisobga olsak,

b h "

=% '

———dr = T )y (20 )dir = Apwm(zr) = Am
-/ﬂ{r},—1|1|-,e.;. = __T‘rr -/pn.‘rb (x)dx ;,.E=1 Em| Tk

kelib chigadi. Demak, (7.2.14) qoida interpelyatsiondir, shu bilan teorema
isbot bo'ldi. =

Bu teoremadan ko‘rinadiki, n nuqtali interpolyatsion kvadratur formu-
laning algebraik aniglik darajasi n — 1 dan kichik bo'lmasligi kerak.

Osongina ishoneh hosil gilish mumkinki, yugorida ko'rib o'tilgan to'g'ri
to'rtburchak, trapetsiya va Simpson formulalari interpolyatsion kvadratur
formulalardir. 5-bobdan ma'lumki, f(x) funksiva [e,b] oraligda n-tartibli
uzluksiz hosilaga ega bo'lsa, u holda interpolyatsion formulaning qoldie |I
hadi r.(f,x) ni

i

wiz),wlz) = H{I — Tk)

k=1
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ko'rinishda yozish mumkin

. Buni (7.2.12) ga qo'yib, kvadratur formula
uchun :
R.(f) = fﬂ{fju{ e) fO(¢)da (7.2.15)

ga ega bo'lamiz. Endi n— tartibli uzluksiz hosilaga ega va hosilasi

|f[m{.if}| < M, (7.2.16)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksivalar
Bunday funksiyalar uchun (7.2.15) dan

sinfini qaraymiz.

-~
!\:
=

IRa()] < 2 j (o)) | (

ga ega bo'lamiz. Agar w(z) ko'phad [a, b] oraliqda o'z ishorasini saqlasa,
u holda (7.2.17) baho aniq bo'lib, undagi tenglikka

M,
flz) = —2" +a1z" ' +..

.l
nl
ko'phadga erishiladi.

Endi interpolyatsion kvadratur formulalarning bir muhim xossasini
ko'rib o'taylik. Avval Ax ni aniqlaydigan integralda & = 22 + 5%t al-

mashtirish bajaramiz. Agar p(%:2 + %52¢) = p(t) deb lwlmlmuuk u holda
Ay quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

1
(o T b=t h—- _ w(tydt _b—a
A = 5 fp{t} H > _‘ [ = i By,

U-h]w (tx) 2

_wltdt 7.2.18
f‘ [CE=TT Oy et

fomes 2r, —a—b
i b—a
Shunday qilib, (7.2.13) formula quyidagi

at+h b-—a
T7:2.198
( 3 -+ 3 h.;) { )

b
JEC O
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ko'rinishga keladi. a

Teorema T7.2. Faraz qulaylik, vazn funkswyasi p(x) |a.b] oraligning o'ria
nugtasiga nisbatan jquft funksiya va ty tugunlar shu nugtaga nisbatan sim-
metrik, ya'ni tp = —tpe1-k bo'lsin. U holda simmetrik tugunlarga mos
keladigan kvadratur formulaning kaeffitsiyentlari o‘zaro teng bo'lads:

By = Bpi1—k. (7.2.20)
Ishot. Agar n juft bo'lsa, u holda

L) =1 l’i]” -E”:I:Ld{—f].

[‘le"!k} - lel - F_;] 2o H[‘ru-l-]—h‘ = r_r} = _L‘;‘(Eﬂ-Il-k}

i#k J#k

tengliklar o'rinlidir. Agar n toq bo'lsa, u holda, aksincha w(f) =
—w(—t), w'(ty) = W (tns1—x) bo'ladi. Har ikkala holda ham (7.2.18) da
t = —7 almashtirish bajarsak, quyidagiga ega bo'lamiz:

1
w(T)dr -
By = .[p[r}w,“ﬂ ST
=4

[
: w(T)dt
:/F-"ITJ T T = Brj1-k-

4 rif 1 -.kHT_f'ni-l—J-:}

Shuni isbotlash talab qilingan edi. Bundan ko‘rinadiki ¢; lar simmetrik
joylashganda barcha B; larni hisoblash o‘rniga By, By, ..., Bjagy lami
hisoblash kifoyadir.

Ikkinchi tomondan, bunday formulalar [a,b] oraligning o'rtasiga nis-
batan toq bo'lgan har ganday funksiya uchun aniq formuladir. Hagigat-
dan ham, p(x) ning juft ekanligini e'tiborga olsak, bunday funksiyalar

b
uchun [ p(z)f(z)dr = 0 va shu bilan birga (7.2.20) formulaga ko'ra

n

Y Bif(z) = 0. Demak, R, = 0. Xususiy holda, (7.2.19) formula
k=1

const(z — 2EL)20+H1 pj aniq integrallaydi,

Endi xuddi shu kvadratur formulani n toq bo'lganga qaraylik. Bu
formula f(z) = const (z — 252)" ni aniq integrallaydi va qurilish usuliga
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ko'ra ixtiyoriy (n — 1)— darajali ko'phadni ham aniq integrallaydi. Shun-
day qilib, tugunlari soni 2m — 1 yoki 2in bo'lsa, oraliq o'rtasiga nisbatan
simmetrik joylashgan interpolyatsion kvadratur formulalar 2m —1 darajali
ko'phadlar uchun aniq formuladir. Bunga to'g'ri to'rtburchak va Simpson
formulalari misol bo'la oladi.

Toq tugunli kvadratur formulaning qoldiq hadini '/ (x) orqali emas,
balki f'"*1)(z) orgali ifodalash uchun integral ostidagi funksiyani yanada
aniqroq %‘3 nuqtada ikki karrali tugunga ega bo‘lgan Ermit interpolyat-
sion ko'phadi bilan almashtirish kerak. Biz yuqorida to'g'ri to‘rtburchak

va Simpson formulalarining qoldiq hadlarini baholashda xuddi shunday
qilgan edik. =

7.2.4 Nyuton - Kotes kvadratur formulalari

Nyuton - Kotes formulalari eng dastlabki interpolyatsion kvadratur
formulalardan hisoblanadi. Bu formulalarda oraliq chekli, vazn funksiyasi
p(x) = 1 va z; tugunlar o'zaro teng uzoglikda joylashgandir. Bu formula
(7.2.13) formulaning p(x) = 1 bo'lgandagi xususiy holidir.

Lekin aksariyat adabiyotlarda Nyuton Kotes formulasi (7.2.19)
ko'rinishda emas, balki boshqa ko'rinishda keltiriladi. Biz ham shu
ko'rinishda qaraymiz.

Buning uchun [a, b] oraligni

S bh—a
2y —a+kh, k=0n, h=——

Tk

(n+1) ta nugtalar yordamida n ta bo'lakka bo‘lamiz va A} koeffitsiyent-
larni tegishli ko'rinishga keltirish uchun

b
T s [.J:I.]
Al — f T ==

]
n =0,igk -"i-"} - xf”

integralda = = a + th almashtirish bajaramiz,

z—2" = (t— ik, 2 — 2™ = (k—i)h

bo'lganligi uchun
{n) —k n
n m o o H = j}'
=0k 2y — 2 K —k)! {=u]':-[;ex
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Demak,
o ‘II- ke
Al F."H:+A]' f H (¢ = j)dt.
o I=0g#k
Endi
{n) _ Eevas . -
B =—rr—m H (t — j)dt (7.2.21)

b J=0#k

deb olsak, u holda Nyuton-Kotes formulasi quyidagicha yoziladi:

fﬂ_.‘rhhr = (b—a) Z B fla+ kh). (7.2.22)

k=0

Bundagi B};"J koeffitsiventlar [a, b oraliqga bog'liq emas.
Kotes tomonidan Bi_“] koeffitsiventlar n = 1,2, ..., 10 uchun hisoblan-
gan. Quyida ular n = 1,2, ..., 5 uchun keltirilgan:

e e BH} 311:=i_l]|:
G G
n = 3:B =B % B{® = B g
n = 4 HE.-M- B{Y - {;’? B = Hm % (@ %:
n = 513{,“: :[}Glz;:;& |1t_Hm 2?5 Bh}_ﬂfﬁl ‘]5;_

R.O. Kuzmin B"™ lar uchun n — oc da asimptotik formulalarni top-

X L £
gan edi. Bu formulalardan, jumladan, n — o0 da 3 |BY"| = 20 kelib
k=1

chiqadi. Endi 3 B = L flr.f.r = 1 ekanligini hisobga olsak, bundan

n yetarlicha kz:i,u: bo'lganda l-:m*ﬂu.s;;,rentlar orasida manfiylari ham, mus-
batlari ham mavjudligi ravshan bo'lib qoladi. Hatto, n = 8 van = 10
bo'lganda ham B[ Y Jar orasida manfiylari mavjuddir. Shuning uchun
ham (7.1-§ga qa.raug) Nyuton-Kotes formulalarini katta n larda qo ‘lash
magsadga muvofiq emas. Ravshanki, n = 1 va n = 2 bo'lganda (7.2.22)
formuladan mos ravishda trapetsiya va Simpson formulalari kelib chigadi.
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To'g'ri to'rtbuchak formulasi esa p(x) = 1 va n = 1 bo‘lganda (7.2.19)

formuladan kelib chigadi. n = 3 bo'lganda (7.2.22) dan "Sakkizdan uch
qoidasi” deb ataluvchi Nyuton formulasiga ega bo‘lamiz:

[ a5 [ (o5 52) 1 e+ 30 -0) + 10

7.2.5 Umumlashgan kvadratur formulalar

Qaralayotgan oraliq yetarlicha katta bo‘lib, bu oraligda funksiya
to'g'ri chiziq yoki parabolaga yetarlicha yaqgin bo‘lmasa, u holda to'gTi
to'rtburchak, trapetsiva va Simpson formulalari yaxshi natija bermaydi.
U vagtda f(x) ni yuqori tartibli ko‘phad bilan almashtirishga to'g'ri ke
ladi, lekin yuqori tartibli Nyuton-Kotes formulasini go‘llash ham maqsadga
muvofiq emas. Bunday holda [a, b] oraliqni qismiy oraliglarga bo'lib, har
bir gismiy oraligda kichik n lar uchun chigarilgan kvadratur formulalarni
qo’llash yaxshi natijaga olib keladi.

Berilgan [a, b] oraligni = =

a4+ kh (k = 0, N) nugtalar yordamida
uzunligi h = gi}g bo'lgan N ta ho'lakka bo'lamiz. Har bir gismiy oralig
[@x, zi41] bo'yicha olingan integralga (7.2.1) formulani qo’llaymiz:

Tkl

f Jlz)dx =~ hf (a 4 (k+ ;) h) (k=0,1,. ,N-1). (7.223)
T -

Qulaylik uchun f(a+ (k+ 3)h) = yu, 1 kabi belgilab (7.2.23) ni
barcha k = 0,1,...,N — 1 lar bo'yicha }rig‘if: chigsak, natijada umum-

lashgan to'g'ri to‘rtburchak ("katta" yoki "tarkibiy”) deb ham yuriti-
ladi) formulasige ega bo'lamiz:

b
b—a :
ff{:r.)d::ﬁ N {y1;,+ya;,+---+yw_g}- (7-
a

-]
[
]
&
—
el

Bu formulaning qoldiq hadi Ry(f) ni topish uchun (7.2.23) ning

e {b_a]ﬂ ] oy
Ro(f. k) = Zane ] 6r) (zk < &k < Thi) (7.2.25)

qoldiq hadini barcha k = 0,1,..., N — 1 lar bo'vicha vig'amiz, natijada

b—n)d N-1
RY(f) = LETI;L > (&) (7.2.26)
k=0
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Ravshanki,
N-1
Fi {
i, 110 < % 5% 60 < o)

Ikkinchi hosilaning uzluksizligidan, Koshi teoremasiga ko'ra shuanday
£ (a <€ < b) mavjudki,

'_ z f” }_ 1:{5\}

Buni (7.2.29) ga olib borib go‘ysak, umumlashgan to'g'ri to'rtburchaklar
formulasining qoldig hadi hosil bo‘ladi:

[h—ﬂ}3

v d &) (@sE<b) (7.2.27)

Ry (f)=

Shuningdek, umumlashgan trapetsivalar formulasini ham chigarish
mumkin. Agar fla + kh) = ¥ deb olsak, umumlashgan trapetsiyalar
formulasi

N
ff{:r'.ld-'r ~ Lﬁi [o + yn + 200 +y2 + -+ ynv—1)] (7.2.28)

bo'lib, uning qoldiq hadi esa

RQ() = -8 i) @ <e<h) (7.2:29)

ko'rinishga ega bo'ladi.

Umurulash},mj Simpson formulasini chiqarish uchun [a, b] ﬂmliqning
nzunligi h = -2-- ga teng bo'lgan 2N ta oraliqchalarga bo' lﬂmm Vil UZUL-
ligi 2h ga teng bo'lgan har bir ikkilangan [ag, z2), [#2, ©a], - [T2n—2, Tan].
oraligechalarga Simpson formulasini go‘llaymiz:

I h
[rde = oty +ve) + gl +aus +ua) 4ok

h _
o 3 (yan—o+4yan—1 + yan)-
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Bundan esa uwmumlashgan Simpson formulasi

fﬂﬂ'ﬁ = %;Nﬂl{yu +yan) 4 +ya+ .o FYav-y)
a

+ 2(y2 +ys + -+ van—2)] (7.2.30)

kelib chigadi. Yuqoridagi kabi mulohazalar yuritib, f(z) to'rtinchi tartibli
uzluksiz hosilaga ega bo'lganda, umumlashgan Simpson formulasining

RPN = -2 v(e) (a < <) (7.231)

goldig hadini hosil gilamiz.
Misol tariqasida
1
1! f dz _
DS =T
i

itegralni taqribiy hisoblaylik. Buning uchun umumlashgan to'g'n
to‘rtburchak formulasi (7.2.24) da N = 10 deb olaylik. Bu yerda h =
=2 — 0,1 ho'lgani uchun y =

= 0.693147150...

1.|-{1.+D 5)0.1 ho'lib,

s = 0,95238; y15=0,86957; 2.5 = 0,80000;
Yas = 0,74074;  y45 =0,68966; ys55 = 0,64516;
ves = 0,60606; Y5 = 1, 57143;
a5 = 0,51282

ys.s = 0,54054;

Bundan esa umumlashpan to'g'ri to'rthurchak formulasiga ko'ra:

-fw—l:yu5+y1,5+ s+ ygn) = 0,692836.
Bu taqribiy giymat bilan aniq qiymatning farqi |In2 — 0,692836] <

0,00032. Demak, In2 = 0,693, bu ragamlar aniqdir.
Ikkinchi misol sifatida ushbu integral sinusning

Si(z) = f i dt

T = |1 nuqtadagi giymatini umumlashgan Simpson formulasi bilan olti xona
aniglikda topish masalasini qaraylik.
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Bu yerda berilgan = = 0,5 - 107" bo'lib, so'ngra unga ko'ra umum-
lashgan Simpson formulasi uchun tegishli N ni aniglash mumkin, Buning
uchun Si(z) ning 4-tartibli hosilasini baholash kerak. Ravshanki,

sin @
cos wrdi,
I‘!‘

Bundan
|
el sin T / 1
2 = [ u" coswurdu
it % ;
0
va
e i 1
a sinm P I
M < u'dey =-.
ol ( i )‘ - [ 3
]

Endi (7.2.31) formulaga ko'ra N quyidagi tengsizlikni gancatlantirishi
kerak:

: 1- L <0,5-107%.

Bundan esa N > 5 ekanligini topamiz. Shuning uchun ham N = 5 uchun
Si(1) ni umumlashgan Simpson formulasi bo‘yicha hisoblaymiz. Jadvaldan
foydalanib, quyidagilarni topamiz:

w = 1 y1 = 0,998330; yo = 0,993345; y3 = 0,985067;
ye = 0,973545; s = 0,958852; ys = 0,941070; 7 = 0,920311;
ys = 0,896695; yo=0,870363; yio=0,84147L.

Nihoyat,
e ; o)
8i(1) & 5 [(va+10) +4(w1 s+ +va) +2(yz+ st kus)] =0, 946082

Aslida Si(1) ning olti xona aniqlikdagi givmati Si(1) = u,'shgansa. To-
pilgan givmat bilan aniq qivmat orasidagi oxirgi xona birligidagi farg yax-
litlash xatosi hisobidan kelib chigqgan.
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7.3-§. Algebraik aniqlik darajasi eng yugori

bo‘lgan formulalar

7.3.1 Gauss tipidagi kvadratur formulalar
Oldingi paragrafda n nuqtali interpolyatsion formula

fp[.r]f{:r:’}d.‘r =T E A flrg) (7.3.1)
k=]

a

ning tugun nuqtalari [a.b] oraliqda ganday joylashganliklaridan gat’i
nazar, (n — 1)— darajali ko'phadlarni aniq integrallashligini ko'rgan edik.
Chekli [a,b] oraliq va p(x) =~ 1 uchun Gauss quyidagi masalani qaragan
edi: T1,%3,....os tugunlar shunday tanlansinki. (7.3.1) formula mumkin
gadar darajasi eng yuqori bo'lgan ko'phadlarni anig integrallasin. (7.3.1)
formulada n ta parametr tugunlarni maxsus ravishda tanlash yo'li bilan
uning aniglk darajasini n birlikka orttirishini kutish mumkin. Hagiqatan
ham @z, 25, ..\, &, tugunlarni maxsus ravishda tanlash orgali (7.3.1) for-
mulaning darajasi 2n — 1 dan ortmaydigan barcha f(z) ko'phadlar uchun
aniq bo'lishiga erishish mumkinligini Gauss ko'rsatdi, Keyvinchalik Gauss-
ning natijasi ixtiyoriy oraliq va vazn funksiyalari uchun umumlashtirildi.
Bunday formulalar Gauss tipidagi kvadratur formulalar deyiladi.

Qulaylik uchun 7 tugunlar o'rniga wplz) = (x—x1) (2 — x2)...\Z — Tn)
ko‘phad bilan ish ko‘ramiz. Agar 7 lar ma'lum bo'lsa, u holda w,, () ham
ma’lum bo'ladi va aksincha. Lekin xy, larni topishni w,,(z) ni topish bilan

almashtirsak, u holda biz ty(2) ni ildizlari hagiqiy, har xil va ularning
la, b] oraliqda yotishini ko'rsatishimiz shart.

Teorema 7.3. (7.3.1) kvadratur formula darajast 2n — 1 dan ortmay-
digan barcha ko‘phadlarni aniq integrallashi uchun quyidagi shartlarning
bajarilishi zarur va yetorlidir; 1) u interpolyatsion va 2) wyl(z) ko'phad
la,b] oraligda p(x) vazn bilan darajasi n dan kichik bo‘lgan barcha Q(x)
ko‘phadlarga ortogonal bo‘lishi kerak:

b

fﬂ(mlwn[IJQ[:t}d:c = 0. (7.3.2)

o

Isbot. Zaruriyligr. Faraz gilaylik, (7.3.1) formula darajasi 2n — | dan
ortmaydigan barcha ko'phadlarni aniq integrallasin. U holda teorema 7.1
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ga ko'ra u interpolyatsiondir. Endi darajasi n dan kichik bo'lgan ixtiyeriy
Q(z) ko'phadni olib, f(z) = w,(x)Q(z) deb olamiz. Ko'rinib turibdiki,
flz) darajasi 2n — 1 dan ortmaydigan ko'phad. Shuning uchun ham uni
(7.3.1) formula aniq integrallaydi:

b

fp{;ﬂ]u,,l;rjuir_}tfw = Z Apwy, (xr) Q () .
k=1

i}

Bu yerda, w,, (xx) = 0 (k = 1, n) ni hisobga olsak, (7.3.2) tenglik kelib
chigadi.

Yetarliligi: Faraz qilaylik (7.3.1) formula interpolyatsion va w,(2)
ko‘phad darajasi n dan kichik bo'lgan barcha ko'phadlarga p(2) vazn bilan
ortogonal bo'lsin. Endi (7.3.1) formula darajasi 2n — 1 dan ortmaydigan
barcha f(x) ko' phadlarni aniq integrallashini ko'rsatamiz. Hagigatan ham,
flz) ni wy,(z) ga bo'lib,

fle) = w,(2)Q(zx) + r{z) (7.3.3)

ni hosil gilamiz, bu yerda € (z) va r(x) larni darajalari n dan kichik. Bu
tenglikning har ikkala tomonini p(x) ga ko'paytirib, @ dan b gacha integ-
rallaymiz:

b ] b

fﬂ(f-”[i‘}ffl = [.ﬂ{x}wﬂ.(-ﬂf&fr}rﬁr .- fr[-r}ﬂ[:r-}ffx-

it i aQ

Teorema shartiga ko'ra o'ng tomondagi birinchi integral nolga teng,
ikkinchi integral esa

1 n
f ple)r{x)de = Z Apr ()

2 k=1

chunki r(z) darajasi n dan kichik ko'phad va (7.3.1) formula interpolyat-
siondir. Demalk,

b T
[ o))z =3 Aur ().
- k=1
Lekin (7.3.3) ga ko'ra r (i) = f (2x). Shuning uchun

b n
[ s @iz =3 Auf (@)-
a k=1
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Shu bilan teoremaning yetarli sharti ham isbot bo'ldi. =

wnlz) ko'phad p(x) vazn bilan [a,b] oraligda darajasi n dan kichik
bo‘lgan barcha ko'phadlar bilan ortogonal va bosh koeffitsiyenti birga teng
bo'lganligi uchun, 6-bob natijalariga ko'ra, bunday w, (x) ko'phad yagoua
hamda uning ildizlari haqiqiy, har xil va |a, b] oraliqda votadi.

Demak, agar p(x) vazn [a,b] oraliqda o'z ishorasini saglasa, u holda
har bir n = 1,2...., uchun 2n — 1 darajali ko'phadni aniq integrallaydi-
gan yagona (7.3.1) kvadratur formula maviund. Quyidagi teorema (7.3.1)
formulaning eng yuqori aniglik darajasi 2n — 1 ekanligini ko'rsatadi.

Teorema 7.4. Agar p(z) vazn [a, b] eraligda o'z ishorasini saqlasa, u holda

zg va Ay lar har goenday tanlanganda ham (7.3.1) tenglik 2n daragali barcha
ko*phadlar uchun anig bo'la olmaydi.

Isbot. Kvadratur formulaning tugunlarini x;, 22, .

.n lar orgali bel-
gilab, quyidagi

fl@)=wi(z)=[(2 - 21) (2 — 22) ... (2 - o
2n— darajali ko'phadni qaraymiz.
Ko'rinib turibdiki, (7.3.1) formula bu ko*phad uchun aniq emas, chunki

b
fp[i.‘]wﬁ{mjﬂ'm >0

i

va ixtiyoriy Ay koefitsiventlar uchun

z Akw:‘: {.‘T‘ﬂ = )

k=1

7.3.2 Gauss tipidagi kvadratur formula
koeffitsiyentlarining xossasi

Gauss tipidagi kvadratur formulaning barcha koeffitsiventlari Ax mus-
batdir. Haqiqatdan ham, 2n — 2 darajali
2
o Wn{m]
)= r) = | —=—=
flz) Phnlr) [:I = -ﬂk]
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ko'phad uchun quyidagi

Phn (25) = { O P80 a0
Fhyn \biy ) = wy, (), agar j =k

tengliklar bajarilishi ayondir. Bu ko'phad uchun Gauss tipidagi formula
aniqdir:

]
[ o(@)et (2)dz = Ay o @)

Bundan:
[

f pf.r_i-;';':.l,,{x]cfr
IR LR, (7.3.4)
{L-l-f” [1'*- ]']

0'z navbatida bundan barcha A; larning musbatligi kelib chigadi.

7.3.3 Gauss tipidagi kvadratur formulalarning goldiq

hadi

Teorema 7.5. Agar [a.b] oraligda f(z) funksiya 2n— tartibli ﬂziukﬂift F.IGS*-"--_
laga ega bo'lsa, u holda shunday € € [a,b] nugte topiladiki, Gauss tipidagi
kvadratur formulaning goldig hadi

I LEY
Ra(f) = / pla) f(x)de — ) Axf (xx)

k=1

uchun quyidagi tenglik o‘rinlidir:

PEnNE) Y ;
Rﬂ“r}z [2“}1 ﬂjlfl}M,:{I}dJ, [?Jﬁ:l

Isbot. Ushbu
H(x;) = flz)  H (20) = f{z) (i =1,n)

shartlarni qanoatlantiruvchi Ermit interpolyatsion ko'phadi H(xz) ni tuza-
miz. 5-bob 5.13 — § dagi formulaga ko‘ra, Ermit interpolyatsion formulasi
qoldig hadi bilan birga quyidagicha yoziladi:

2 £
flz)= H(z) + “E-f;i—}f £ (), (7.3.6)
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bu yverda 1 & ga bog'liq bo'lib,  va interpolyatsiya tugunlari x;, 2
joylashgan oraliqda yotadi. Agar £ € [a, b] ni hisobga olsak, u holda 7 €
la.8]. Endi (7.3.6) ning har ikki tomonini p(x) ga ko'paytirib, a dan b
gacha integrallaymiz:

b b
l L]
f pla)f(z)dz = f p@H @)z + o [ o) () F 3 ().
a a {1373
Oxirgi integralning mavjudligi qolgan ikki integrallarning mavjudligidan

kelib chigadi. H(z) ko'phadning darajasi 2n — 1 bo‘lgani uchun, o'ng
tomondagi birinchi integralni

ZA,;H (2p) = Z A f ()
k=1 k=1

kvadratur yig'indi bilan almashtirish mumkin:

b
[ sers@e = Zmumw = [ Pl e i

Bundan ko'rinadiki,

1 b
Rolf) = G || P@WE@) 1) (r)de.

Endi P(I}W (z) = 0 ekanligini nazarda tutib, o‘rta givmat hagidag

umumlashgan teoremani qgo'llasak, qoldiq had urhun (7.3.5) formula kehb
chigadi.

7.3.4 Gauss tipidagi kvadratur formulalarning yaqin-
lashishi
Yuqorida, p(z) > 0 bo'lsa, barcha n = 1,2, ... uchun Gauss tipidagi
b

f o) (e = Y AP g (=87) + Ba(f)
k=1

kvadratur formulaning mavjud bo‘lishini ko‘rib o‘tdik.
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Ta'rif 7.3. Agar

ti

,,]LHLZA(”}!( M]) /p(,: [l )elx

tenglik bajarilsa, u helda f(x) funksiya wchun kvadratur formula yagin-
lashadi deyiladi.

Teorema 7.6. Agar [a,b] oralig chekli va f(x) funksiya bu oraligda walk-
siz bo'lsa, u holda Gauss tipidagi kvadratur formula yaginleshadi.

Isbot. n — oo da
b

Rn(f) :fﬂh ) f(z)de — Z‘dr“;f( }) —+0

ekanligini isbotlash kerak. [a,b] oraliq chekli va bu oraligda f(x) uzluksiz
bo'lganligidan Veyershtrass teoremasiga ko'ra berilgan har bir £ > 0 son
uchun shunday P(x) ko‘phad mavjudki, ixtiyoriy = € [a, b] uchun

|f(z) — P(z)] << (7.3.5)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. R, (f) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

k=1

5 (p (<) 1 ()

Kvadrat qavslardagi ifoda P(x) ko'phad uchun kvadratur formulaning
Ra(f) goldig'idan iboratdir. Agar bu ko'phadning darajasini N orqali
belgilasak, u holda 2n — 1 > N bo'lganda R, (P) = 0 bo'ladi. Endi (7.3.9)
dagi golgan ifodalar (7.3.8) tengsizlikka ko‘ra quyidagicha baholanadi:

b
Ra(f) = f plz)(f(x) = P(x))dz + {[PII}P{IMJ*-EA“”P( ihj) 7

b b
[ pla)s(e) - Pla)d| < [ otari
, | 3
Eﬂi“’ BE2)=1EP))|= >3 AP =¢ u/ pla)da.
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Demak, 2n — 1 > N bo'lganda

(Ba()] < 2 [ p(a)da
bo'ladi. Shu bilan teorema isbotlandi. i
Umumiy ko‘rinishdagi (Gauss tipidagina emas) kvadratur formulalar
ketma-ketligini

]

n ]

fp[:r,}f{:]dx = E .4:'1] (,z‘}_,”") + Ru(f)

5 k=1

qaraymiz. Bu yerda [a,b] oraliq chekli va bu oraliqda p(x) vazn i'iteﬂml‘_
lanuvehi ixtivoriy funksiva bo‘lsin. Bu kvadratur formula uchun quyidagi
teorema o'rinlidir.

Teorema 7.7. f(z) [a,b] oraligda uzluksiz bo‘lgan ictiyorty funksiyu
bo'lsin. U holda

n b
JE’L:E AP (=) = f p(z) f (x)dx (7.3.10)
= | o 0
tenghkning bajarilishi uchun quyidagi ikki shartning bajarilisht zarur va
yetarlidir:

1) f(z) wxtiyoriy ko'phad bo'lganda, (7.3.10) tenglik o‘rinli.
2) Shunday L son mavjudki, uning uchun:

ilﬁ.ﬁj"l <L (n=1,2,3...).

k=

Agar kvadratur formula interpolyatsion, uning AL" koeffitsiyentlari
barcha k va n lar uchun musbat bo'lsa, u holda teorema shartlari ba-
jariladi. Shunday qilib, teorema 7.6 teorema 7.7 ning xususiy holidir.

7.4-§. Davriy funksiyalarni integrallash

Bu paragrafda 27 davrli f(z) funksiyalarni taqribiy integrallash
masalasini ko'ramiz. Bu yerda tabiiyki, kvadratur formulaning anig-

lik darajasi algebraik ko'phadga nisbatan emas, balki trigonometrik
ko'phadga nisbatan garaladi,
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Agar ushbu kvadratur formula

Ir =
[ 1@z y ADs (7)) (e € f0.20]) (41)
S h=1

ixtivoriy m — 1— tartibli trigonometrik ko'phadlar uchun aniq bo'lib,
birerta m - tartibli trigonometrik ko'phad uchun anig bo‘lmasa, u holda
bu formulaning trigonometrik anighh tartibi m — 1 ga teng deyiladi.
Teorema 7.8. n  tugunli kvadratur  formulalar  to‘plamida
IEH}1I{2IIJ1 s tugunlari [0, 2x| oraligda tekis joylashgan va koeffit-
siyentlari o'zaro teng bo'lgan kvadratur formula eng yugori trigonometrik
amglik tartibiga ega bo'lib, bu tartib n — 1 ga teng.

Isbot. Avvalo, (7.4.1) ko'rinishdagi ixtiyorly kvadratur formulaning
aniglik darajasi n— 1 dan ortmasligini ko‘rsatamiz. Kvadratur formulaning

2™ tugun nuqtalaridan foydalanib,

(nl

flz) = H‘-III %

A__
funksiyani tuzaylik. Har bir ko'payuvchi

g & — T{'J

2
birinchi tartibli trigonometrik ko‘phad bo'lgani uchun, f(z) n— tartibli
trigonometrik ko'phaddir. Bu ko'phad uchun (7.4.1) formula aniq emas,
chunki

sin [I '—{_E‘.Ib.]"i }mb;r—mn.l:i }bll'ln.!]

()

ff(.rni.r— stm ;—-"'—d.r::-{]

[uJ n)
7 (=) =0
Jc-l

Demak, n tugunli ixtiyoriy kvadratur farmulm:ing trigonometrik aniglik
tartibi n — 1 dan ortmaydi. Endi ixtiyoriy a € [0, 2 ] uchun ushbu

f fla)de =~ = Z f [ +G-n= (7.4.2)
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kvadratur formulaning barcha

flz)=coskx,sinkx (k=0,1,..., n—1)

funksiyalar uchun aniq ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun uning barcha
f(x) = pihz (k=0,1,...,n—1)
funksivalar uchun aniq ekanini ko'rsatish kifoyadir. Agar & = 0 bo'lsa,

f(z) = 1 bo'lib, (7.4.2) formulaning aniq ekani ravshandir. Endi 0 <k <
n— 1 bo'lsin. U holda

2 a2 ) B
ff(I}dI = ]eik‘dm =arr] . =1
0 0 : ¥
Shu bilan bir vaqtda kvadratur yig'indi ham nolga teng:
n n . m =
ZI(I;'] - Zﬁ:k[nﬂ;-nlﬂ — ptka Z‘!ku_”{"— =
=1 J=| J:T—I
iz 2wk
ﬁikﬁ Elk i ik e~ :_ __1 =0
E[kﬁ =1 il E'”"- =,'-T:_ — 1 I

Shunday qilib, (7.4.2) formulaning trigonometrik aniqlik tartibiga teng
ekan.

Ixtiyoriy a € [0, Z] uchun

/2 X -
f ffx}ﬁ*§2f(&+[k— 1}%) (7.4.3)
-T'/2 k=1

kvadratur formulaning (n — 1) - tartibli ixtiyoriy

=1
2 2
Thalz) =ap + E (uk cos -;F;k;:: + by sin —%Ikr)
k=1

trigonometrik ko‘phad uchun aniq tenglikka aylanishini ko‘rsatish qiyin
2Mmas. E

Misol 7.1. Misol sifatida ushbu

: d
I{[k)=f_‘-‘.’__
! 1—k%sin® o
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to'liq elliptik integralning k = 0,5 dagi qiymatini to'rt zona anigligida
hisoblaylik.

Yechish: Integral ostidagi funksiva juft va = davrli bo'lgani sababli
K{0,5) ni

K(0,5) = =

3
f dy
penva ﬂ,?ﬁsinﬁ 7]

%]

ko'rinishda yozish mumkin. Bu integralni hisoblash uchun (7.4.3)daT = »
deb olamiz. Endi n = 6 deb olib, tugunlarni ¢ = 0 nugtaga nisbatan
simmetrik ravishda joylashtiramiz:

-
!

T
P =% 151 P2 = F e = Lo

1J holda

k09=3 521 () +1 (D) +4(5)

m | 1 1
N + | =
ﬁ[m.l. m*m]

= %(1,0009 + 1,0691 + 1,1419) = 1,6816.

K(0,5) ning jadvaldagi qiymati 1,6858. Demak, xato 0,0042 ga teng.
H

7.5-§. Gauss tipidagi kvadratur formulaning
xususiy hollari

7.5.1 Gauss kvadratur formulasi

Gauss kvadrat formulasi Gauss tipidagi kvadratur formulalarning
xususily holi bo'lib, bu holda p(z) = 1 va |a, b] oraliq cheklidir. Ixtiyoriy
oraliqni chizigli almashtirish yordamida [—1, 1] ga keltirish mumkin, shun-
ing uchun ham integral

1
[ fwras
i |
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ko'rinishga keltirilgan deb faraz qilamiz.
Ma'lumki, [-1,1] oraliqda p(xz) = 1 vazn bilan ortogonal bo'lgan

funksiyalar sistemasini Lejandr ko'phadlari
)= (2 —1)" (7.5.1)

tashkil etadi. Bu ko'phadlarning ortogonal sistema tashkil etishi 6-bobda
ta'kidlangan edi. Lekin buni bevosita tekshirish ham mumkin. Ixtiyoriy
k < n uchun, bo'laklab integrallash yo'li bilan ushbuga ega bo'lamiz:

; e n=1 {2 - % Jn=1 2 — 1\"
Sk:f_t"ﬂ[_z—”ﬂ!:r: l:_tkd (= I}] _L_/Ik—l "~ (=" - 1)
—

dzn dipn—1 dxn—1 dz.
2, |

C"ng tomondagi birinchi had nolga teng, shuning uchun:

mn—1 - “
f 1@ (Ih : der.

-1

Shunga o'xshash

Sk = (—k)(- A+1Jf -2 4" {'h_” dr=...=

gnti=

dnk (32 — 1)"
=E-1}‘*1-213---A-f dEi_k L
==]

Bundan ko'rinadiki, ixtiyoriy £ = 0,1,...,n — 1 uchun Sy = 0 bo'lib,
L, (z) ortogonal sistemani tashkil etadi. ,;{,u] ko'phad w,(x) dan faqgat
doimiy ko'paytuvchi bilan farg giladi. (7.5.1) formuladan:

Ln(a) = 5o

" = (7.5.2)
Demak,
1 e | Y2
wa(z) = 2{2[?:)}: Lnlx) (7.5.3)
kelib chiqadi. Endi (7.5.2) ni hisobga olib, bo‘laklab integrallash yo'li bilan
( Sk ni hisoblashdagidek)
(2n) (2n)! /
n T a4 T
f @z = ' ';=f( = =2 (-2
0
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ni hosil qilamiz. Ma'lumki,

1
4 2n)!! 220 (n!)*
fnz_[{l—ﬂ-}'ffafz (2n) = )
0

(2n + I}“ (2n + l]'

Demak,

1
i ot
2(2)de = —. 7.5.4
,/’r"[”r“ 41 (o)
-1

Bizga Ln(1) va Lny(—1) ning qiymatlari kerak bo'ladi. Buni topish uchun
Leybnits formulasidan foydalanamiz:
1 d"

o .l dpn

Ln(z) = [(z+1)"(z - 1)% =

— I Zrlk FI____ {_[. I}" nfl“ |:J _1}
~ 2n.q! " dgn—k :

n! ! Bl
=~ RIZC*E“ z +1]*m_m![m—1]n k_

l .
:EL-=UI ] (x+ 1)z —-1)
Bundan esa xususiy halda
Ln(1)=1, Ly(-1)=(-1)" (7.5.9)
ga ega bo'lamiz,
Endi Gauss kvadratur formulasining
f fla)ds = 3 Auf () (7.5.6)
k=1

tugunlari va koeffitsiventlarini aniqlashga o'tamiz. Tugunlarni topish
uchun

Ly(z) =0
algebraik tenglamaning barcha ildizlarini aniglash kerak.  Tugunlar
aniglangandan so'ng koeflitsiyentlarni

Lﬂ{m]

= (& — zx) L], (zk) g
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yordamida aniglash mumkin. Lekin bu formula hisoblash uchun noqulay,
shuning uchun ham boshga yo'l tutamiz. Buning uchun (7.5.6) formulani
shunday ko'phadga qo'llaymizki, o‘ng tomonda fagat birgina had qolsin.
Masalan,

(@) = 2L 4 (2) L, 4 ()
kabi olsak, bu yerda

o= ¢

y (z—x3),
=gk i=1,j#k
u holda
1
L7 (1) L% (-1)
21 $L;l \d =Li_-1: i i T e
-—[ Gl @)y A—z)®  (1+22)°
ol 4z : .;!,[1}= 4 2‘{_‘?3,”
(1 —a22)° (1 - z3)
chunki (7.5.5) ga ko‘ra LZ(1) = L2(—1) = 1. Ikkinchi tomondan, (7.5.6)
ga ko'ra
1
[ 2Las @ w(@) = 2L @) Lo @) (759)
=

chunki (7.5.6) dagi qolgan hadlar nolga aylanadi. Quyidagi tenglikni

(& —ax) Ly x{z) = La(z)
ikki marta differensiallab, = = 7z, deb olsak,

Lok (@k) = Ly, (2x), 2L, (2x) = L, ()

ga ega bo'lamiz. Bu giymatlarni (7.5.8) ga qo‘yib, so‘ngra uni (7.5.7) bilan
tagqoslab, quyidagini topamiz:

4z 1
A= : ‘ 7.5.9)
*T -2 Th(en) IL (@) :

Ma’lumli, Lejandr ko‘phadi L,.(z) ushbu

(&% = 1) Li(2) + 2L, (z) — n(n + 1) Ln(z) = 0
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Endi Gauss formulasining qoldig hadini aniglaviik. Fw

raz qilavlik, f(a)
I'u_[lk;_ﬁ_}'g _—1, : ._‘-_‘..=._.:.;=..;... i tartibli uzhaks: '.'.-.'T“-'.J-g'.:. ksl botlsin, U holda
7.3-§ dagi teorema 7.5 ga ko'ma

T o e -~ 9
Nuljl= =i | &

Bu yerda (7.5.3) va (7.5.4) formulalarga ko'ra

r: 52n | \ FERY ey 2dn|nlyH 9
"r = B : i o L% _ e '-___'__ |
Hﬂ{f]_ | f ...,.' it = ———= =

q_"’m’ (2n)! [(2n)1]*  2n + it

—1
Shunday qilib, Gauss formulasining qoldig hadi

gi3ntl(nl)*
[(2n)!]*(2n + 1)

R I:f fll'-!”LE}

bo‘ladi. _ ‘
Quyida Gauss formulasining tugunlari, koeffitsiventlari va qoldiq had-

lari n = 1,2.3. 4,5, 6 uchun keltirilgan:
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—xy = 3 = 0,5773502692, Ay = A, =1,

ey
laaf (€);

n=3

R, =

—xy = 233 = 0, 7745966692, 22 = 0,

I
15750

Ay =A3 = RT3

| oen

8
s Ap = g’ H3 =
n=4
—1y = 24 = 0,8611363116, —22 = x4 = 0, 3399810436;

Ay = Ag = 0,3478548451, A; = A5 = 0,6521451549,

1
(8 :
34?28?5f F

n==>5

Ry =

-z = x5 = 0,90617984579,
—Z3 = x4 = 0,5384693101, 25 = ()
Al = A5 = 0, 2369268851,

Az = Ay = ), 4786286705,

A3 = 0, 5688888889,

n=0
S —
1237732650 ;

=1 = 1g = 0,9324695142,
—Z2 = x5 = 0,6612093865,
—zy =1z4 = 0,2386191861,
Ay = Ag = 0,1713244924,
Az = As = 0,3607615730,
Az = Ay = 0,4679130446,

1
i (12)
fis = Sisostmsess /| &)

Ry

428




—

HESCENSH MW Erafad 4 fif

V1. Krilovning [23] kitobida Gaws Sovwnbantibon opimlin i busdiy
sij'ﬁlﬂuﬁ n=1{1)16 uchun a'n bashta o'uli vt b b il oo i

riy [0, 5] oraliq bo'vicha olingan

mt ].i -

1 eralioga Reltivish wamking

almashtirish vordamida — 1.1

5
T b—a [ . [d—a a+ b
JR =——J £ i sl )nﬂr.
Bu integraiza Gauss formmelase® gocllasak,
it = —— ) A ()
—
- T =
ni hesil gilazmiz. b2 veois
P—z s =&
I 31 meiens snsiiese Genss forsmlasining tugunlan W Soos

Tpvadp lar i1 17 melne gimTisee

ﬁm‘-‘t m:.g.m:‘_ *

Misol 7.2. Geomss formaies pi-dwic weiby
.|-= r r . 'd:-:'?(ﬁ:: Pi‘

Yechish: fsmaie @ = %5
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ko'rinishga keltiramiz, so'ngra n = 4 deb hisoblashlarni olti xona aniqlikda

bajaramiz:
I =2|0,347855 - " LS )+
=2 4+ 0,1388642 ' 4 + 1,8611362
1
652145 ]— . 785403
&0, (4+u,ﬁﬁm192 141, 339(}&1 ) O

7.5.2 Meler kvadratur formulasi
Endi [-1, 1] oraliqda
(z) = — l
B

vazn bilan kvadratur formula quraylik. [—1, 1] oraliqda (7.5.10) vazn bilan
ortogonal bo‘lgan ko'phad

(7.5.10)

T, (x) = cosmarccos .

Chebishev ko'phadlari ekanligi ma'lumdir. Buni tekshirish uchun

1
I ™ cosnarccos T
m = dx

Vvi1-—1x?

-1

mtegrachda = = cos @ almashtirish bajaramiz:

T = ] cos™ 6 cos nfdf.
0

Ma’lumki,

m
::'nﬁ“‘&:zfmkt:mkﬂ
k=0
va barcha k =0,1,... . n— 1 uchun

fcuskﬂ'c-usnﬂdﬂ =

430
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Bulardan esa [, = 0 kelid chigadt. Shamday qilih,
l" - ‘ : \ L \ v)
o WA : .\

kvadratur formulaning tuguniar D (0) O tengliananing

2k — 1 :
Tpil—k = CO8 —/— A (% CHRRRE Y
ildizlaridan iboratdir. Bu formulaning koetlitsiventlaving ena
1 1 S
Ay = 7 f e 2 iy
In\Zk) J V1=3% =¥}

ko'rinishda yozish mumkin. Bu integralni hisoblash uchun # = ensfl sl
mashtirish bajaramiz:

e '/ SR (7.

I? (=i cosf — xy

LBt ]

an
.
()

Integral osti funksivasining juftligi tufavli:

M a f‘:‘”’”ﬂ dé.

277 (x3) cosf — xy

-

Integral ostidagi funksiva (n — 1)—tartibli trigonometrik ko'phaddir. Biz
7.4-§ da bunday ko'phadni 2n nuqgtali to'g ri to'rtburchaklar formulasi anig
integrallashini ko‘rsatgan edik. (7.5.11) integralni hisoblash uchun tote'n
to'rtburchaklar formulasida quyidagi nugtalarni

25 -1

E_"z '2‘“ ﬁ,j=—'n"i'l._ﬂ+2,--r1.“|l.2|---+”

olsak, Ar ning aniq givmatiga ega bo'lamiz. Havshanki intogral ostidass
funksiya




: = (),
‘11 —— 313 — é; 542 — g% R
T 6
'Ha 13750fE (©)
n=4q
=y = Ly = (). 8611363116 —T9 =

"4‘1 == “"1_1 —

—Z1 =25 = 0,9061798459.
—T2 = T4 = 0,5384693101, 25 =0
A1 = As = 0, 2369268851,

Ay = Ay = 0,4786286705,

Az = 0, 5688888889,

mn = 6

1
(10) 7 ¢).
1237732650f (€);
—, = zg = 0,9324695142,

R3 =

— 2o = x5 = 0,6612093865,
— x5 = x4 = 0,2386191861,
A, = Ag = 0,1713244924,
A, = As = 0,3607615730,
As = Ag = 0,4679139446,

: (12)(¢)
He = 513084786150
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j f(t)dt

1

iuwgrallli b — {L:I: il a+ b

tTRE 2
—1, 1] oraliqqa keltirish mumkin:

JImashtirish yordamida [

1

b [
b—a b—a a-—+0 .
[ 1o == [1(5%+55 ) éz

-1

Bu integralga Gauss formulasini qo‘llasak,

b n
ff(r,)dt ~ b; = > Agf (tr)
K=zl

ni hosil gilamiz, bu yerda

le = Lo a'r: it G 0
k= Tk 3
i va Ag lar [-1, 1) uchun qurilgan Gauss formulasining tugunlari va koef-

htsiyentlaridir.

. Misol 7.2. Gauss formulasi yordamida ushbu

1
I-f 4T _ ) 78539816
g

0

ntegralni hisoblang.

Yechish: Avvalo ¢ = ;%L almashtirish yordamida

1

I:E_/ dx
4+ (1 + x)2

—1]

-
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n =3
—I1 = T3 = 0.9061798459
> — T = 0,5334693101,z3 =0
4. = Az = 0.2369268851
A- = A, = 0.4786286705
A, = 0,.56888838889
n—>o0
By = E____s(i0g)
& 1237732630
—x; =z =0 0324695142,
— 7o =x5=0 6612093869
— =2 —x4=0 2336191361
A, = A4;=0 1713244924
A- = 4- =0 3607615730

IHII---l-'..--Il_



Bu integralga Gauss formulasini qo‘lla

b
b —
[ sae~ =5

ni hosil gilamiz, bu yerda

r va Ay lar [-1, 1] uchun qurilgan G:
fitsiventlaridir.

Misol 7.2. Gauss formulasi yordam:

1

I-_:/ dz 7
10 h

0

integralni hisoblang.

Yechish: Avvalo t —

1
5— almash

1
el o I
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ning 8 = 6; (j = 1,n) nuqtadagi qiymati j # & bo'lganda nolga teng
bo'lib, j = & bo'lganda T, () ga teng. Bundan tashqari f(#) juft funksiya
va f_;, = —#;, shuning uchun ham f(6_;+1) = f(6;). Demak,

r cosnil 2 2n—1 2n—3
— —_ —— — ] + A +
mﬂ-zkda 2n [f ( 2n ) +f ( 2n r)

-

(35 1 (%52)-
.2 E [f (_2.’:2; lﬁ) i f (22; ‘I_ﬂ_)] L '.Erri!"';:;{.l‘;cl'_

Buni (5.11) ga qo'yib,

A 1 s T (n) = :r:
& 2T 2T (z) n " k) = n

ni hosil gilamiz.
Shunday qilib, biz quyidagi Meler kvadratur formulasiga ega bo'ldik:

rl
V[],V"'{“E:E}—fd N_Effﬁ:k} T*:(‘(JSEI: lr

n

Bu formula ba'zan Ermit formulasi ham deyiladi, bu formulani Ermit
o'zining analiz kursiga kiritgan edi.

Bu formulaning qoldiq hadini qaraylik. 4-bobda ko'rgan edikki,
T,,{:r,'} — zﬂ—lrﬂ % ﬂ_.rn—l -

Shuning uchun ham w,(z) = 75Ty (x) va

A (3) L
Rﬂ{f} {ER}I ;/1- m - 22" 9 i [J‘]d;“

Quyidagiga ishonch hosil gilish giyin emas:
1

Tiz) , _
f V1 -z“dz n

=4

e
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Shunday gilib,

m

_n__ plan) <t el
aE=id @ —lsgsd

Ru(f) =
Boshga har xil vazn funksivali Gauss tipidagi kvadratur formulalar
haqgida bobning oxiridagi mashqglardan garang.

7.6-§. Chebishev kvadratur formulasi

Biz oldingi paragrafda Meler kvadratur formulasini hosil gildik. Bu
formula shu bilan xarakterlanadiki, f (x;) oldidagi barcha koeffitsiyentlar
o'zaro teng. Agar f (xi) ning givmatlari tasodifiy xatolarga moyil bo'lsa,
u holda bunday formulalar katta ahamiyatga ega bo‘ladi. Chunki belgi-
langan

¢y +e3+ ...+ ¢, uchun

erf(zy) +caf (wa) + ... +enf(Tn)
ifoda ¢; = ¢ = ... = ¢, bo'lganda eng kichik tasodifiy xatoga ega bo'ladi.
Shu munosabat bilan P.L.Chebishev teng koeffitsiventli

1

fp(z}f[:t:}d;r: =, Z flzx) + Rulf) (7.6.1)
k=1

=1

kvadratur formula tuzish masalasini go'ygan edi. Bu kvadratur formula-
ning o'ng tomonida n+ 1 ta parametr: n ta 2, tugunlar va ¢, koeflitsiyent
qatnashadi. Bu parametrlarni tegishli usulda tanlash yo'li bilan (7.6.1)
formulani n— darajali f(x) ko'phadni aniq integrallaydigan qilib qurishga
imkoniyat borligiga umid qilish mumkin. Biz keyinchalik (7.6.1) formu-
laning har doim ham mavjud bo‘lavermasligini ko'ramiz. 7.4-§ dagidek bu
yerda ham z;,23,...,%, larni topish o'rniga

w(z) = (z— 21) (z—22). .- (2 —2s) = " + A"t ..k A
ko'phadni izlaymiz. (7.6.1) formulada
flox)=a0+a1x + ...+ ana”

deb olamiz, bu yerda ag, a1, .. ., a, - ixtiyoriy hagiqiy sonlar. Shartga ko'ra
bu funksiya uchun R,,(f) = 0, shuning uchun ham quyidagi tenglikka ega
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bo'lamiz:
1 ] e %
an f pla)dr + ay f p(x)zdz + ... +an J : : plz)x"dr =
-1 =

= cn [nao+ o1 (@1 @2+ ... +xa) + a2 (aF +2f +... +27) +
ot (o + 23 +. ..+ 20)]. (7.6.2)
Quyidagicha belgilash kiritaylik:

|

my = /p[::;):rkd.z.'.

=
(7.6.2) tenglikdan a; larning ixtiyoriyligini hisobga olsak,
nr«n = Tn‘ﬂr

en (Z1 + @2+ ... +2n) = M,
c,,,f_zf+m§+...+.-ri] = Mg,

eplzl + 25 + ...+ 2l) = m,

tengliklar kelib chiqadi. Birinchi tenglikdan ¢, = %mu ni topamiz. Sn'f]g
Sk = T belgilash kiritib, z;,2,...,z, larni topish uchun quyidagi sis-
temaga ega bo'lamiz:

1+ T +... 4+ Tn = 51,

zi+z3+ ...+ 22 = 5., (7.6.3)

21 +23 + ...+ 20 = s5,.
Biz 3-bobda
W) ="+ A1a> o+ A

ko‘phadning koeffitsiyentlari bilan uning ildizlaridan tuzilgan si = =f +
T3 + ...+ 2§ simmetrik funksiyalarni o'zaro bog'laydigan

31+A1 ="-'Iu
&2+ Ays + 24; = 0,
b o +a‘11'3n—1 =t Ags,,_g +...+nA, =0.
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Nyuton formulalarini chigargan edik.  Bu formulalardan  ketma-ket
Ay, A, ..., Ay, larni aniqlaymiz.

Endi plz) = 1 bo'lgan Chebishev formulasining xususiy Lilini

1

garaymiz. Bu holda ¢, = ,—H f de = 2,

f
=]

ikl .
S5k = r_; f.lrkrf..r.' = I*J{L—-:}I} n (k=1,n)

bo'ladi. Chebishev n = 1(1)7 lar uchun

! n
[ f@rdz= 23" 5 @) (76.49)
= k=1

kvadratur formulaning tugunlarini topgan edi. Keyinchalik ma’lum
bo'ldiki, n = 8 bo‘lganda w(x) ko'phad ildizlarining orasida komplekslari
ham mavjud ekan, n = 9 bo‘lganda barcha ildizlar yana hagiqiydir.

Quyida n = 1(1)7 va n = 9 uchun Chebishevning kvadratur formu-
lasining tugunlari keltirilgan:

n = 1
T = 0
n = 2
=zy = o= (,57T73502691;
n = 3
31 = x3=0,70T1067812, = =1
n = 4
21 = x4=0,7946544723, —x2 = @3 = 0, 18THO24711;
n = 5
—gs =

o5 = 0, 8324974870, —a2 = x4 = 0, 3745414006, xy 0
n = 6
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—x; = ap = 0,8662468181, —up = x5 = 0,4225186538,
—T3 = x4 = 0,2666354015;

n = 7
—xy = z7=0,883861T008, —x; = xg = 0.5296567753,

=Ty = o =0,32391181056, 24 = O
no= 9
—xy = xg=0,9115893077, —xo = xg = (0, 6010186554,
—re = x7=10,H028T7617831,
—Trqy = x5 =0,16T9061842, x5 = ).

Ta’rif 7.4. Agar (7.6.3)- tenglamalar sistemasi barcha n natural senler

uchun haqiqiy yechimga ega bo'lsa, v holda plx) vazn funksiyasi Chebishev
kvadraturasiga joiz deyiladi.

Teorema 7.9. (S.N. Bernshteyn teoremasi). Barcha n = 10 uchun
(7.6.1) Chebishev kvadratur formulasida xy absissalar orasida komplekslari
mawud, ya'mi p(z) =1 Chebishev kvadratur formulasiga joiz emas.

Uzoq muddat davomida p(z) = ﬁ-—; dan fargli Chebishev kvadratu-
rasiga joiz vaznni qidirish ishlari ijobiy natijaga olib kelmagan edi, ya'ni
tekshiriladigan vaznlar uchun (7.6.3) - sistema n ning biror giymatidan
boshlab komleks ildizlarga ega edi.

1966-yilda amerikalik matematik I.L. Almen birinchi ijobiy natija oldi.
Kutilgandan ham ortig, u Chebishev kvadraturasiga joiz bo‘lgan vazn

funksiyalarining butun bir oilasi mavjudligini isbotladi. Anigrog‘i quyidagi
teorema o'rnatildi.

Teorema 7.10. Agar |a| < % bo'lsa, u holda

o) = 1 =) 1+ 2ax
vl —x2 1+4a® + dax

vazmn funksiyasi Chebishev kvadratur formulasiga joizdir.

Misol 7.3. Chebishev formulasi bilan n = 7 bo‘lganda

=[5

ln 10 = 0,25584279..

hisablnﬂ_g.
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Yechish: Bu verda r = %H‘. + 1) almashtirish bajarib, integrallash
oralig'ini [—1, 1] ga keltiramiz:

[dt
[#
’r_fi'l+m'.'
=1

Hisoblashlarni olti xona aniglikda olib boramiz:

flz;) = 0,328381, f(ra)=0,160434, f(zs) = 0,123689,
flz) = 0,090009, f(xs)=0,071864, f(xq) = 0,063424,
flz;) = 0,052757.

Bulardan, Chebishev kvadratur formulasi yordamida berilgan integral-
ning taqribiy givmatini topamiz:

I = 0,254702.

7.7-§. Optimal kvadratur formulalar

b
Berilgan Ji' f(x)dr integralni u yoki bu kvadratur formula yordamida

hisoblash paytida asosiy mehnat funksivaning kvadratur formula tugun-
laridagi giymatlarini hisoblashga sarflanadi. Shunday ekan, integralni
hisoblashda kerakli aniqlikka, imkon boricha kam mehnat sarflab eri-
shishga intilish tabiiydir, boshqacha aytganda berilgan integralni tugun-
lari soni mumkin gadar kam bo‘lgan formula bo‘yicha hisoblash magsadga
muvofiqdir. Agar integrallanuvehi f(x) ni darajasi yuqori bo'lmagan
ko'phadlar bilan yaginlashtirish mumkin bo'lsa, u holda oldingi paragraf
larda ko'rilgan algebraik darajasi eng yuqori kvadratur formulalar yaxshi
natija beradi. Lekin uncha silliq bo'lmagan funksiyalar uchun bu formu-
lalar yaxshi natija bermaydi. Odatda bunday funksiyalar uchun anigligi
uncha katta bo‘lmagan to'g'ri to'rtburchaklar, trapetsiyalar formulalari
Mhi natija beradi. Shuning uchun ham, funksiyalarning muhim sinflari
tchun shunday formulani topish kerakki, bu formula berilgan sinfning bar-
cha funksiyalari uchun boshqga formulalarga nisbatan eng kichik qoldiqqa
ega bo'lsin.

Anigroq aytganda, masala quyidagicha qgo'yiladi. Biror [a,b] oraliqda
aniqlangan funksiyalar sinfi # berilgan bo‘lsin.
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Ta'rif 7.5. Butun H

b "
[ #@dz~ 3" At (@)
a k=1
kvadratur formulaning goldiq hadi deb
b n
Ru(H) = sup |Ro(f)] = sup | [ f(z)dz ~ 37 Anf (ax)
feH feh |J et

ifodaga aytiladi.

Uning quyi chegarasi

Wo(H) = inf R(H)

IR

qaralayotgan sinfda kvadratur formula zatosining optimal bahosi deyiladi.

Ta'rif 7.6. Agar shunday kvadratur formula mavjud bo‘lsaki, uning uchun

R.(H) = W,.(H) tenglik bajarilsa, bunday formula qaralayotgan sinfda it
optimal yoki eng yazshi formula deyiladi.

Tklata sinf misolida optimal formula tuzishni ko‘rib chiqamiz. Avval
[0,1] oraliqda uzluksiz va birinchi hosilasi bo'lakli uzluksiz hamda |f'(z)| <

L tengsizlikni ganoatlantiruvchi C(L) funksiyalar sinfini garaymiz.
Qaralayotgan

1
ff{:-"]d:n*—: Y Aeflme) (0<z <...<zp<1) (7.7.1)
0 k=1

kvadratur formula f(z) = const uchun aniq bo'lishini, ya'ni

T
> A =1 (7.7.2)
k=1

tenglik bajarilishini talab qilamiz. Aks holda f(z) = C uchun
R.(f) = (I—ZA,,) C#0
k=1
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bo'lib, barcha f(r) = const funksivalar qaralayvolpin sinlds ptudd v o

mak,
H‘JL.HI‘l ‘H:'-.‘;Hi_" L 1 E'I;-‘l[ll) k)
: k=1

Ko'rinib turibdiki, bunday kvadratnr formulaniog optimanlligh luegieds

- ?’,_,;,
bo'lishi mumkin emas. Ravshanki, fio) € CYL) ni
fix) = f(0) + [ ()t {7.73
« [

ko‘rinishda vozish mumkin wva aksincha, f(x) ixtiyoriy son bo'lib, [z
bo'lakli-uzluksiz va | f'(r)] < L bo'lsa, u holda (7.7.3) tenglik flx) = €L
funksiyani aniglayvdi. (7.7.1) - (7.7.2) kvadratur formulaning f(z) = conss
uchun aniqgligini hisobga olib, quyidagiga ega bo'lamiz:

Ru(f) = ff{:)dx—?‘ Apf(ze) _f f{ﬂ}+/f’|{t}df dr—
(1]

k=1
_:i,-n f[ﬂ}-.u]f’[rin*f f/ f( f}dm;—za,‘f Flide =
=] A
=jdtjf’(t;dx - g.&k-{‘]lf’(ﬁj {ﬁ-_ﬂ"dt,
bu yerda

) 1. agar 0 <t <z bo'lsa,
2 ~ |0, agar <t bo'lsa,

Shunday qilib,
1 n :
r(h)= [ 10 {1 = g a;v] o P
2 Lt i
bu yerda K (¢) funksiya Ry(t) qoldigning yadrosi doyiladi va v quysiasiss
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teng:
Ka()=1—t—) Ap(zx—1)°=
k=1
—t, agar0<t<z; Dbo'lsa,
= —t+ E A;, agar o < L < 2k (K= 1. — 1) bo'lsa, (7.74)
=1
1-%, agarz,<t<1 Dbho'lsa.
Shuningdek,
D Ar (@ —1)° =
k=1

1, agar0D<t<az; bo'lsa,
fi

ayp = Z Al'r REAT Lj_1 < t< Tk fk="2: :I'I,'l bo'lsa, {?T%}
i=k

0, agarz, <t<1 bolsa

(7.7.4) dan ko'rinadiki K,,(t) vadro f(x) funksiyaga bog'liq bo'lmay. hnlllii
fagat kvadratur formulaning tugunlari z;, va koeffitsiyenlari Aj. largagl-

na bog'ligdir. K,(t) ning grafigi bo'lakli-chizigli bo'lib, zx tugunlarda
sakrashi Ay ga teng bo'lgan birinchi jins uzilishga ega.
C*(L) funksiyalar sinfida R, (f) qoldiq had uchun

1
\Ra(f)] < L fu |K(t)ldt
bahoga ega bo'lamiz, Endi

1

Ru(CHL) = L [ |Kal0)ldt

0
ekanligini ko'rsataylik. Quyidagi

ela) = | L signkK,(t)dt
/

fun]mu.ra bn']ﬂ:l_i—uzlgkaiz hosila /() = L signK,(t) ga ega, ¢'(z) =
L{z # z}), ya'ni u qaralayotgan sinfda yotadi va

1 1
IRu()l = [ L signn(t) - Koyt = [ iKaoPat
0 0
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Bundan ma’lum bo‘ladiki. garalavotsan sinlda Kvalinbor feamlis 20te0 0
i

minimallashtirish quyidagi | Fll0, = [ LG de meteikandnc 1 F funksipae

]
(7.7.5) ko'rinishdagi funksiva bilan eng vaxshi yoginloshitiviah st

keltiriladi. Endi

orqali belgilab olib.

Vi ga oo o QniTive s Ti) =

-

- |
j tldt =y / 1 — ¢ —qgldt+ / 11— t]dt (T.76
A k=2~ .-

tenglikka ega bolamiz. Agar g: larni belgilangan deb olsak, u hoida
vig'indining k— hadi

Vios) = j 11—t — quldt

Th—1

fagatgina g ga bog'liq va bu integralni hisoblasak, quyidagiga egs

bo'lamiz:

(1 —gx — 2P+ (1 —gs —ze—1)?), agar 1 =z S <1 =Za-1.

]?{z::—:rg_l,lz + (g — 1 420 ) (25 — Zx-1), agor 1 — Ty S Qi
Vige) =
a(zk = 21 )® — (qu — 1+ ) (0 — 2x-1 ), BgOr e S 1= Tk

Bundan esa,

Tk — k-1, ARAT 1 = Zp—y < Gks -
V'{q,,]: —2(1 — qi) + Tp + Tp—1, agar 1 —xp S S 1 = P
—(Tk — Tx_1), agar gp < 1 — .

Oxirgi ifodadan foydalananib, V(ge) ni minimallashtirishni hisobga olsak
oldingi ifodadan

1 : :
min V(gx) = — (25 —ap-1)? (7.5,
A 1
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kelib chigadi. (7.7.6) ning o'ng tomonida V(g) miqdorlardan tashqari
yana ushbu ifoda ham bor:

»)

=

Iy 1 i

. 2 + l = Ifi}i
j|t!dt+ f|1 g =L :
0 o

Bundan va (7.7.6)-(7.7.7) lardan

" :1"12'!'{1 '-f:ﬂ}z
IR M T Tl s oy Bn) = U (21, T ) = 5 +
G2y ilfn
j s
t7 (k= 2i-1)®.
k=2
Shunday qilib,
] 3 — 1 ."' = L AR ulir
e R R

Endi £ hosilalarni nolga tenglashtirib, quyidagi chizigli algebraik
tang]ama’la.r sistemasiga ega bo‘lamiz:

311'—12:{]’ Ty — 2 —Zpn_ —0. Tra — 215 4+ T4 —0, (k=Zn-10).
2 2 ! 2
Bu sistemaning yechimi
2k —1 e
Ty = o (k=1,n)
bo'lib

: 1
:ltn-a.-f..:n U{Il,. e I“) =

4in
Shunday qilib, qaralayotgan 0 < z; < 5 < ... < x, < 1 soha
ichida U(zy,...,2,) ning ekstremal qiymatini topdik, lekin U(z1, . -, 2n)
o‘zining eng kichik giymatiga bu sohaning chegarasida erishishi mumkin.
Bevosita tekshirib ko'rish mumkinki, U(z;, ..., ,) ning topilgan qiy-
mati uning minimal giymatidir.
Buning uchun

2

£ 2n
<o) bl
k=1
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Koshi-Bunyakovskiy tengsizligida

bt = L1,
Lo — I
R [0y ey
Ty — T2
Il‘q = f.Lr, = 3
Ln — L1
bﬂn—i — b?n—l = ¥ b?u =] — H Y

yoki

Eu.z = X1 ey T}

1

tengsizlikni hosil gilamiz. Shunday qilib, [ |K,(¢)|dt ning minimal giymati
)

7= bo'lib, bu giymatga

L 2k-—1 Tk + Th-1 k—1

e = —-—:1_
2n ) Gk =1 2 1

bo'lganda erishiladi. Bu va (7.7.2) dan kvadratur formulaning koeffit-
siyentlari uchun mos ravishdagi quyidagi qiymatlarga ega bo‘lamiz:

Tk

1 1

A = @n=—, A=0—G=— (j=Zn-1),
- n—1 1
A = 1—;;4,,.:1—T=E.

Shunday qilib, qaralayotgan sinfda optimal kvadratur formula umumlash-
gan o'rta to'g'ri to'rtburchak formulasi
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bo‘lib, uning xatoligi - dan iboratdir.

Ayrim hollarda optimal kvadratur formula qurish paytida bu formula
koeffitsiventlari yoki tugunlarining ma'lum shartlarni qanoatlantirishi,
masalan tugunlarining muntazam tagsimlanishi talab qgilinadi.

Endi [0,1] oraligda uzluksiz, birinchi tartibli hosilasi kvadrati bilan
jamlanuvehi hamda

1
[uwmmeﬂ
0

shartni ganoatlantiruvehi funksiyalar sinfi C3(L) ni qaraymiz. Bu sinfning
har bir funksiyasini

ﬁﬂ=nm+ffum (7.7.8)
0

ko'rinishda yozish mumkin va aksincha, agar f(0) ixtiyoriy son bo'lib, f'()
1

olchanadigan [0, 1] da kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsa va [ |f/(t)|*dt <
0

L? shart bajarilsa, u holda (7.7.8) bilan aniglangan funksiya C}(L) sinfga
qarashli bo‘ladi. Endi C}(L) funksiyalar sinfida quyidagi ko'rinishdagi

1
ff{::)dz o~ Zﬂkf(ﬁ) : Z A =1 (7.7.9)
0 k=0 A k=0

optimal kvadratur formulani tuzish masalasini ko'rib chigamiz. Bu yerda
qoldig had uchun

1
Ry(f) = ff’{t}ff,';”mdt. (7.7.10)
(&

{ KM(t) = 1,.1_;“;1,:(5——_1]“: I—t— 3 A;

= | il 1=t
; i—nlEfE% (i=1,n)
ormulalarga ega bo'lamiz. Koshi - Bunyakovskiy tengsizligini qo'llab
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topamiz:
i

ff’fr.}h’,‘,”(.'.mf

0

[Ra(f) =

-

| 1 1
< fu*{r.}r»*m- ffn'i“{r}ﬁdr <L fm'ﬁ.”[mﬁrfr,
(1] (i

a

Quyidagi funksiya

o LUK () signk V()
@ () = :
\[ru{.‘.”{m*dt
0

1
[0.1] da o'lchanadigan, kvadrati bilan jamlanuvchi va jl]up'[t]l?dt = I2,
0

demak, p(x) = (0) + [ ¢'(t)dt € C3(L) va uning uchun:
(1]

1
|Rn(@)| = L f{f{'h"[:}}szz.,

1

Shuning uchun ham

1
Ro(C3NIY =L f (kD (2))2dt.
0
Shunday qilib, Ué”(L} da optimal kvadratur formula tuzish nchun
n

A (}: Ay = 1) koeffitsiyenlarni shunday tanlashimiz kerakki, ushbu
k=1

i |

f (K" (1))t i

]

445



M.I. ISROILOV

ifoda minimal qiymatga ega bo'lsin. Ravshanki,

o= fispora= 15[ -o) - (52 -0)]

bunda

i—1
a=)» A; (i=Tn)

=0

o'zining minimal qiymati ;5 ga ¢ = %' larda erishishini payqash qgiyin
emas. Koeffitsiventlar uchun

1 | K——,
Ay = QH-I_'-?u'-";, i=1,n-—1),
i
Ay = m=ﬁ,
fi—1 1
A!‘I o l—gﬂ‘zﬁ

qiymatlarga ega bo‘lamiz.  Shunday qilib, C{"(L) sinfida (7.7.9)
ko‘rinishdagi kvadratur formulalar orasida umumlashgan trapetsiya for-

mulasi 1
AN OES =
.!ﬂx]dzwn[ 2 +E’r(ﬂ)]

optimal formula bio'lib, uning xatosi ﬂ%ﬁ ga teng ekan.

7.8-§. Kvadratur formulalarning aniqligini
orttirish

Dldel _pa:a.gmfda aytib o'tilganidek silliqligi yuqori bo'lmagan
funksiyalarni integrallash paytida algebraik aniglik darajasi yugori bo'lgan
formulalarni. qo'llash yaxshi natijaga olib kelmaydi., Bunday funksiyalar
uchun (trapetsiyalar yoki to'g'ri to‘rtburchaklar formulasini go'llash
ma'quldir.

. Endi Shul.':dn.y 5“‘{1 tugiladi: bunday formulalarning anigliklarini,
. ° qnl-:"uq -hadlm:_ldm bosh gismlarini ajratib olish yo'li bilan ort-
R n emasmikan? Ma'lum bo'lishicha shunday qilish mumkin
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ekan. Bu vazifani Eyler - Makloren formulasi hal giladi. Bua formu-
lalar trapetsiyalar katta formulasiga va davriy funksiyalar uchun to'g'ri
to'rtburchaklar formulasiga tuzatma kiritadi. Eyler - Makloren formnlasi
bundan tashqari funksiyani gatorga yoyish, qatorlarning yig‘indisini topish
va boshga masalalarda ham qo'llaniladi.

Evler - Makloren formulasini keltirib chiqarishda bizga Bernulli son-
lari va ko'phadlari haqidagi ayrim ma'lumotlar kerak bo'ladi. Quyida shu
ma'lumotlarni bayon qilamiz.

7.8.1 Bernulli sonlari va ko'phadlari

Bu sonlar va ko'phadlarni ularni hosil giluvehi funksivalar yordamida
aniglaymiz. Buning uchun

!‘-f:t

9(t)= o glt—2)=—

funksiyalarni kiritamiz. Bu funksiyalar doiraga regulyar bo‘lganligi uchun
ularni shu doirada darajali qatorga yvoyish mumkin:

(7.8.1)

=]

¢ B
—_— = 5 —= ", (7.8.2)
1l —— ?
el —1 e nl
ge - By (z) ,n
¥y & g (7:83)
n=1

Birinchi tenglik bilan aniglangan migdorlar Bernulli sonlar: deyiladi. Bu
sonlarni aniglaydigan rekurrent tengliklarni qurish mumkin. Buning nchun

(7.8.2) ning har ikkala tomonini ¢! — 1 = ¥ & ga ko'paytiramiz:
k=1
| i
= k! ni=0} e

Bu tenglikda ¢, £2, £, .. .hadlar oldingi koeffisiyentlarni tagqoslab,

= Bﬂ Bl .B:i Eﬁ—l —0
Ro=1, n! +{ﬂ- 1)!- 1! 2 (n—?]!-ﬂ!-‘_“'-ﬁ_ 1! (n—1)!
(n=2.3; =)
yoki
n—1
Bo=1, ) CiBi=0 (nz2) (7.8.4)
k=0
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rekurrent munosabatlarni hosil gilamiz. B; dan boshga barcha toq indeksh
Bernulli sonlari- ning nolga teng ekanligini ko‘rsatish mumkin.
uchun (7.8.2) tenglikda ¢ ni —t ga almashtiramiz:

st o qvnBngn
“—IFZ{ b -u!r'

Buning

fa=0
Lekin
—1 tet B
— = =1+ i
et 41 el—1 +{r’— ”Z' n
demak,

*+Z Tt —2 _pyrEnm,

'-"l_'ﬁ I n=0 ”T
Bundan esa n > 1 bo'lganda B,, = (—1)" B, tenglikka ega bo'lamiz va
n=2k+ 1 uchun
B!k+1 =_BQI¢+—|1 BQJH.] =0 “.. — = Bt e

kelib chigadi. Quyida Bernulli sonlarining dastlabki bir nechtasining qiy
matlari keltirilgan:

1 1 1 1 1
Eﬂ:l, Blz_i? BE:E‘ B": -.3—5. B{., E‘ IHH: __}_ﬂ
5 a1 -
Bio=— Bg"ﬁ B 7 3617

B e 4 e 0T s

Endi By, () Bernulli ko‘phadlarini aniglaydigan rekurrent munosabat-

larni fuzaylik. Buning uchun (7.8.3) tenglikda ' va —f- funksiyalarni

ularning darajali qatorlardagi yvoyilmalari bilan almashtiramiz:

k koo oG
YIS Bn 3 ey
k! | P I 1
k=l TTI. =0 n.

Bu yerda t,, oldidagi knefﬁtsiymtlami taqqgoslab,

B.(z) "By ™18,

B
yoki
Bn(z)=_ CkBuan—* (7.8.5)
k=0
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ni hosil qilamiz. Bernulli ko'phadlaridan dastlabki bir nechtasini kelti-
FAINIA:

By (x) =
|
By (z)=2— =5
1
By(g)=2"—z+
6’
' J |
Bs(x) = Y = .—3::“ 4 Hr (7.5.6)
., 1
By(x) = gt —99° 4 2% — 30"
T . 90 | @ g L
By (z)=2" — :—!.! + E.J‘. - EI
gmy ea dp Sl
B (z) = 28 — 32° EJ. 2:r: -+ 15

Endi Bernulli ko‘phadlarining avrim xossalari bilan tanishaylik. Avvalo
(7.8.5) dan

Bal) =B, n=0,312 (T.8.7)
kelib chiqadi. (7.8.3) tenglikning har ikki tomonini x bo'yicha differensial-

lab,
= Z fﬂ‘},"

ti hosil gilamiz. Bu tenglikning chap tomoni ¢ - g (t, ) ga teng bo'lgani

uchun:
Bu l:-L} - B; (z)
‘Z =)
=1
E.unda t." oldidagi kneﬂithl}'enllar11i tenglashtirib, Bernulli ko'phadlarini
differensiallash qoidasiga ega bo‘lamiz:

Blo(z)=nBa-i(z) (=123 (7.8.8)
Bundan va (7.8.7) dan integrallash qoidasini chiqaramiz:
&
B, (z) = B, + nfﬂ,l_l (4)elt. (T.8.9)
B(l-z)= (=1)"B, (@) (n=0,12 ) (7810
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ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun quyidagi

!
sli=me_ bz Y& - Tt
gt —=1 el —1 . g=t =1

almashtirishlarni bajarib,

gt,1—=z)=g(-t, =)

ni hosil gilamiz. Bu munosabatga ¢ ning (7.8.3) dagi yoyilmasini keltirib

qo'ysak,
ed B-n {] i .]'T] o = B‘lr {:J.'} y n
;} n! S Z n! (=t)

tenglik kelib chigadi, bundan esa (7.8.10) ni hosil gilamiz.

Endi Bernulli ko‘phadlaridan fagat ozod had bilan farq giladigan
quyidagi funksiyalarni kiritamiz:

onlz) =8By{z)—B, (=12 ... (7.8.11)

Bu funksiyalar, ; () dan tashqari, + = 0 va = = 1 nuqtalarda nolga

aylanadi. Hagigatan ham, (7.8.7) ga ko'ra @, (0) = 0, (7.8.11) tenglikka
ko'ra esa

n (1) = B, (1) =B, = (=1)"B.— B, = -8, [1 - (- l]"] = U,

chunki juft n lar uchun kvadrat qavs ichidagi ifoda nolga teng bo'lib, tog
n > 1 lar uchun B,, Bernulli sonlari nolga teng.

Quyidagi teorema o‘rinlidir.
Teorema T11.  pa(z), ps(z), ws(x), ... ko'phadlar (0,1)
oraligda  doimiy,  chunonchi o (z) (=1)*  ishoraga  ega;
walz), @s(z), w7 (), ... ko'phadlar = = L nugtada nolga aylanadi, shu

bilan birga (0, 1) va [%, 1) oraliqlarda oy (z) mos ravishda 1,'—1}‘:‘I
va (=1)* ishoralarga ega.

Isbot. Avvalo (7.8.10) ga ko'ra

1 1
Bakyy (E) = —Bak4q (E) yoki Bojpi (%) =10

'Shund.a.;,v qilib, wop41 () (k=1, 2, ---) ko'phadiar 0, 5, 1 nugtalarda
nolga aylanadi, Endi (0, 1) oraligda w2541 (22) ning boshga nollarga ega
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emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun gy () ko'phad (0, 1) oralig'ida
ikkita har xil nuqtada nolga ega bo'la olmasligini ko'rsataylik. Teskarisini
faraz qilamiz, ya'ni 1 va @2 (0 < ) < 3 < 1) @k (&) ning nollari
bo'lsin. Bundan tashqari, * = 0 va = 1 nuqtalar ham uning nollari
bo'lganligi uchun (0, #1), (xy, x2) va (z2, 1) oraliglarning har birida

ko'phad kamida bitta nolga ega va demak,
Yokt (2) = (2k + 1) B'ag (z) = (2k + 1) 2kpak—1 ()

ko'phad, ya'ni sy () (0, 1) oraliqda kamida ikkita nolga ega. Bu mu-
lohazalarni davom ettirib, shunday xulosaga kelamizki, @5 (z) ko'phad
oraligda kamida ikkita turl ildizlarga ega. Bunga x = 0 va = 1 nollarni
qo'shsak, u holda aynan nol bo'lmagan uchinchi darajali ko'phad kamida
to'rita ildizga ega degan mumkin bo‘lmagan xulosaga kelamiz. Shuning
uchun ham, wsrs (z) ko'phad (0, 1) oraliqda ikkita har xil ildizga ega
degan farazimiz noto'g'ri ekan. Ushbu

sign By, = I[—l]lk_l (7.8.12)

tenglikdan foydalanamiz. Buning to'g'riligini keyinchalik ko‘rsatamiz.
(7.8.5) tenglikka ko'ra z ning kichik qiymatlari uchun g () ning qiy-
matlari ishorasi Bz, ning ishorasi bilan ustma-ust tushadi, (7.8.12) ga ko‘ra
bu ishora (—1)*~! dan iboratdir. Demak, [0, 3] oraliqda wai.iy (x) ning
ishorasi (—1)*" dir va ¢'5,,; (1) # 0 bo‘lganligi uchun [}, 1] da uning
ishorasi (—1)* bo'ladi.

Endi o (z) (k= 1,2, ...) ning (0,1) oraligda nolga aylanmasligini
ko'rsatamiz. Haqigatan ham, agar @a (22) ko'phad (0, 1) oraligda nolga
aylansa, u holda uning hosilasi

@'ax () = B'ag (z) = 2kBar_1 (z) = 2kpar-1 (z),

ya'ni wor—y (z) ko'phad, (0, 1) da kamida ikkita ildizga ega bo'lar edi.
Shunday qilib, @ai (z) ko'phad (0, 1) da o'z ishorasini saglaydi va bu
ishora

1
— _BZH
0

Bogyy (x) — Bﬂk]

i 1
0 0
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ni hosil qilamiz. Agar (7.8.16) da = = 0 deb olsak, Bernulli sonlari uchun
quyidagi formula kelib chiqadi:

k=1 [ s
—1 2k)! 1 prr
ng ZBER- [ﬂ): %:ﬁ:‘—- E ”? {iﬁlf}

ri=1]

Bu yerdan (7.8.12) formula kelib chiqadi va &k o'sishi bilan By ning
modul bo'yicha tez o‘sishi ko'rinadi.

7.8.2 Ixtiyoriy funksiyalarni Bernulli ko‘phadlari
orqgali tasvirlash

Quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 7.12. Agar f(x) funksiya [0, 1] oraligda m > 1 tartibli uzfuﬁ;s:z
hosilaga ega bo‘lsa, u holda 0 < = < 1 uchun quyidagi formula o‘rinlidir:

m—1

1
IEI] = ff{t]dt+z%[f{u"“{i]_fhl_“[njl"
0 U=l 7

1
i %ff{m’ (t) (B, (x —t) — By, (x)] dt. (7.8.18)
L]

Isbot. Ushbu

1
1

Pm (T) = E/B;l{m —t) £ (¢) di (7.8.19)

]

integralda m > 1 deb faraz qiib, bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:

. - 1
pm () = 22D 123 L [ v (9 L, o - )
0

Bernulli ko‘phadlarining yuqorida ko'rsatilgan

B (z =1) = B}, (z) = B (2)

d-:. 3
E‘Bm (= — t)=-mB; _,(z—t)
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xossalaridan foydalansak, u holda

By [I}
m!

Pin {I:I= [J‘[m H[ }—f‘"“”(”}]+ﬂ-..—:{w}

va bu munosabatni m — 1 marta qo‘llab,

) Z B, [E.} [f{l - 1‘J (1) — f{“_ Ll Eﬂ]] + py (z) (7.8.20)

!
v=2

formulaga ega bo'lamiz.

Endi py(z) ni hisoblash uchun Bj(z) ning butun nuqgralarida —1
sakrashga va butun bo'lmagan nuqtalarda esa Bj(z) ning hosilasi 1 ga
tengligini e'tiborga olib hamda 0 < z < 1 deb olib quyidagiga ega bo'lamiz:

b o

I
PI[I]=ff’[t]BI {I—i}di+ff'f_i}ﬂ{ (x—t)dt =

0

= B; (+0) f (z) - B} (z) £ (0) + f £ (t)dt+
: 1
4 B (z—1) £ (1) - ;{—mfta:}+[f-:t}dt=
1
= B} (40) — B; (<0)] £ (z) + By (2) [f (1) — £ (0)] + f £ () dt.
[}

Ma’lumki,

1
Bi(+0)=—5, Bi(-0)=3

shuning uchun ham

1
o1 (2) = —f (z) + By (2) [f (1) — £(O)] -I-ff{!.]fft.
0

455



M.I. ISROILOV

ni hosil qilamiz. Agar (7.8.16) da @ = 0 deb olsak, Bernulli sonlari uchun
quyidagi formula kelib chigadi:

(=1)"" (2k)! Z"‘ 1 oy
ng == sz 'I:U} T 22"*-'_171'2# H_Ek - [I’Sll’}
n=]

Bu yerdan (7.8.12) formula kelib chigadi va k o'sishi bilan By ning
modul bo'yicha tez o‘sishi ko‘rinadi.

7.8.2 Ixtiyoriy funksiyalarni Bernulli ko‘phadlari
orqgali tasvirlash

Quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 7.12. Agar f (z) funksiya [0, 1] oraligda m > 1 tartibli uzflullmiz
hosilaga ega bo‘lsa, u holda 0 < = < 1 uchun quyidagi formula o‘rinlidir:

: m—1
I{I} = fj(t}dt+ Z B-r_;}ET) [f[t?—]){lj _f{lrﬂl}(o}] _
1] v=1 x

m

1
i %[f(m] (t) [B}, (z —t) — By, (z)] dt. (7.8.18)
0

Isbot. Ushbu

1
pm (T) = %fﬂ; (z —t) ™) (1) dt (7.8.19)
4]

integralda m > 1 deb faraz qiib, bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:
Bl (z 1) o 1 d
Pty = =2 %) e(m—1) s S (m—1) & e _ 1) dt.
( } ml f (f‘} t=0 ! ff {"J’] At Bm (T t}
0

Bernulli ko'phadlarining yuqorida ko‘rsatilgan

Bl (z—1) = B} (2) = B, (z)

d_tB:n {I = t) = ~mB;1_1 I:E — t]
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sossalaridan foydalansak, u holda

B (z) [fi"‘—”(l) —plmn=2) (0)] + pm—1 ()

pm (z) = =

va bu munosabatni m — 1 marta qo'llab,

i) = i B, (z) [f{n—-i]l (1) — f[lr—l}l (U)] + py () {T.S.QU‘}

|
=2 Y.

formulaga ega bo'lamiz.

Endi pi(z) ni hisoblash uchun Bj(z) ning butun nugralarida —1
sakrashga va butun bo‘lmagan nuqtalarda esa Bj(z) ning hosilasi 1 ga
tengligini e'tiborga olib hamda 0 < z < 1 deb olib quyidagiga ega bo'lamiz:

x 1
m@)= [ 108 -0 de+ [ 1) B (@ — ) dt =
0 T
= B} (+0) f (z) — B; (z) £ (0) + f f (t) dt+
8]
1
+Bi(m—l)ftl)—BI{—DJI{IH/I{t]dt:

= (B} (+0) — B; (=0)] f (z) + B (=) [f (1) — £ (0)] + [ £ (t) dt.

Ma'lumki,

. 1
Bi(+0)=—3, Bj(~0)=3,

ﬁhuﬂing uchun ham

P (z) = —f (z) + By (z) [f (1) — f (0)] + /f(t) dt.
0
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Buni (7.8.20) ga qo'yib, (7.8.19) ni e’tiborga olsak,

fla) = ffu} e+ Y 28 [0-0 (1) _ -0 )] -

v=1
m! f‘Bm z—t) ffm.l (t) dt

kelib chiqadi va bunda v = m ga mos keluvchi hadini integral bilan ul
mashtirsak:

|
J‘lm—l] ”) - Jr(m—lj (0) 1 -
- Pl =——H" [r ) ($) dt.
== B {J] rr:r[“": L) /.f (E) ¢

T}

u holda (7.8.18) formulaga ega bo'lamiz. =
<

Biz (7.8.18) formulani 0 < & < 1 uchun isbotladik, lekin u 0 <
z < 1 uchun ham o'rinlidir, chunki u formulada gatnashayotgan barcha
funksiyalar = ning uzluksiz funksivalaridir.

Faraz qilaylik, f () funksiya ixtiyoriy [a, a + h] (h > 0) oraliqdam 2
2 - tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lsin. (7.8.18) formulaning shu hol
uchun mos kelgan ko'rinishini keltiramiz. Yangi £ o'zgaruvchini kiritamiz:

r=a+hi 0<£ <1 vam marta uzluksiz tlliforr-nanlhunnrhl w(E) =
f(a+ k) funksiyaga 0 < € < 1 uchun (7.8.18) formulani qo‘llaymiz

1
m—1 {u—
fie) = f""“”’r"“zp e 1}1,1 —Op, -
t=] 3
1
mif ™ (7) (B (€ —7) — B}, ()] dr. (7.8.21)
i}

Quyidagi |
@ (€) = h¥ S (a + he) = hf ) (z),
plt)=fla+hr)=f(t), t=a+hr, dt=hdr
munosabatlarni hisobga olib, (7.8.21) formulada avvalgi o‘zgaruvchi va
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funksiyalarga o‘tamiz, u holda

a+h - I

fl) = ff{t}dHZ

v=1

- gff““’“‘”'” [ﬁ;,, (’_-h—” —r) u;,,( ';”)]m. (7.8.22)
I 0

7.8.3 Eyler-Makloren formulasi

[ (v—1) {ﬂ. ' h} L Jr[f.--—J] [H}] EB” (.L';ﬂ) =

Oldingi punktdagi (7.8.22) formulada = = a deb olib, shu bilan birga
B (0) = By, va B}, (1) hamda uning hosilasining davriyligini

Bl (-1)=B.,(1-7)=Bn(1-7) (0<7<1)
hisobga olsak, u holda

a-h

f@ = 3 [ 1@dt—315@+m-7@)+

m=—1 h,,_IBr
e (£ (a+ k) — £ ()] -
B ﬂa fim](ﬂ.{.,l;,}[ﬂm[] —B,,,]H:T
0
yoki
i
1Od = Z1f(a)+f(a+h) -
= RUBy [ e e
R (- s
EITH'I‘
4 [{””{a+.’w}{ﬂmll“"'] By, | 7 8.23)
0
formulaga ega bo'lamiz.
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Eyler - Makloren formulasini hosil gilish uchun |a, b] oraligni h = *’;"
gadam bilan n ta

[a+jh, a4+ (j+1)h], j=0,n—-1

qismiy oraliglarga bo‘lamiz va bu gismiy oraliq uchun (7.8.23) formulani
qo'llaymiz:

a+{j+1)h :
J(z)dz = 3! [fa+gh)+ f(a+ (7 +1)h)] =
a+jh &

m IJUBU |
=Y 2 [V @+ G+ 1D A) — £V (a+ jh)] +
=2 =

1

pmt1

= i ff"“’ (@+jh+h7)[Byy (1 —7) — Bpldr. (7.8.24)
0

Quyidagi

= + ng f(a+jh) (7.8.25)

T = {—_f (E) +_ i [b} -

belgilashni kiritib (7.8.24) formulani j bo'yicha 0 dan n — 1 gacha yig'ib
chigamiz:

s m=1
f.f(z}dz = T,- Y hf” [ﬂ"—”{b} — fle=t) (n]] -
a v=1 :
m4-1 a n—1
+ h—m'r f[Bm{l ~7) = Bm] ) f" (a+ jh + h7)dr.
] =0

(7.8.26)
Bu formula Eyler - Makloren formulasi deyiladi. Odatda Eyler - Mak-
lﬂrﬁfl formulasida juft m = 2k olinadi. Bunday holda B,, (1 — 7) — B ni
quyidagicha yozish mumkin:

Bay (1 —7) — Bai = By (1) — Bog = @i (7).

1_311 funksiya 0 < r < 1 oraliqda o'z ishorasini saglaydi. Bundan tashgqari,
J=3,5,7, ... bo'lganda B; = 0 ekanligini hisobga olsak, u holda Eyler -
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Makloren formulasini quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

f f(z)dz =T, 'Z hmﬂ;’f} 7379 () = 7= (@)| + R (1)

(7.8.27)
bu yerda

1
h2k+1 n—1

|: J / Paj T} Z f{m'] {ﬂ - J‘h +- hT}ﬂ'T {TEES]
b}

Bu formuladan ko'rinadiki,

_; "‘{2:?-*3 [f{'l_',r—ll (b) — f(2-1) {ﬂ.}]

had trapetsiyaning katta formulasiga tuzatimmadan iboratdir. Endi faraz gi-
laylik f (z) davriy funksiyva bo'lib, davri b—a ga teng bo'lsin hamda haqiqiy
o'quing barcha nuqtalarida 2k— tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lsin. U
holda barcha f(27) («) hosilalar ham davriy bo'lib, (7.8.27) formula sod-
dalashadi:

[ 1@ de =T+ B ().

Funksiyaning davriyligi tufayli 7, to'g'ri to'rtburchaklar kvadratur
yig'indisi bilan ustma-ust tushadi, shuning uchun ham

n—1
[f (2) dz = "—Zf{a+m;+nm.m

Demak, garalayotgan holda to'g'ri to‘rtburchaklar formulasining goldiq
hadi (7.8.28) ko‘rinishga ega.
Endi (7.8.28) goldiq hadni tekshirish bilan shug'ullanamiz.

Teorema 7.13. Agar f(z) funksiya |a, b] oraligda 2k— tartibli uzluksiz
hosilaga ega bo'lsa, u holda

h?k
~ (2k)!

Rok (f) = (b — a) Baif?¥) (€), (7.8.29)
bu yerda a < € < b.
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Isbot. Birinchi punktda o, (7) funksiyaning 0 < = < 1 da o'z
ishorasini saglashini ko‘rgan edik. Shuning uchun ham

1 1
=f Wk [T]Ef{zj‘?{.rr—i—_,rh—#ﬂm'ldr = / pai (7) Sax (7) d7
0 )

i
integralda umumlashgan o'rta giymat

hagidagi teoremani qo’llash
mumkin:

1
I = Sa (1) flp'_u- (T)dr = Sa (77) /- [Bay (7) — Bag| dr = =Sk (n) Bay.
f :

(7.8.30)
Buyerda 0 <5 < 1. Agar M va m orqali f**) (£) ning [a, b] dagi eng katta
va eng kichik giymatlarini belgilasak, u lmtdu l-m rinib turibdiki, nm <
Sok(n) < nM. Lekin f1*%) (¢) funksiva uzluksiz bo'lganligi uchun [a, b
oraliqda shunday nuqta topiladiki, Sox () = nf**) (£) tenglik bajariladi.

Buni (7.8.30) ga va (7.8.30) ni (7.8.28) ga qo‘'ysak, (7.8.29) kelib chiqadi
va shu bilan teorema isbot bo'ldi. "

Takidlab o'tamizki, (7.8.29) da k = 1 deb olsak, u holda u trapetsiyalar
formulasining qoldiq hadiga aylanadi.

Teorema 7.14. Agar barcha = € [a, b] uchun
f20) (2) > 0 gy f2R42) (2) > 0
[yoki f@8 (2) <0 wa fE*+2) () < 0] (7.8.31)

tengsizliklar bajarilsa, u holda Eyler - Makloren formulasi Ra. (f) qoldig
hadining ishorasi

hmﬁz‘k [jflzk ) (b) — f(2k=1) {ﬂ}] (7.8.32)

sonming shorasi bilan ustma-ust tushib, Ray (f ) ning absolyut qiymati
(7.8.32) ning absolyut giymatidan ortmaydi.
Isbot. Eyler - Makloren formulasidan
h* B.
Ry - R =" 3k | p(2k—1) py  r{2k=1)
2k () = Rarsa (f) R [f (b) — f {u]]
kelib chigadi. (7.11) teoremaga kora:

(7.8.33)

signgag (1) = (—1)".
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Bundan vl (7.8.31) dan fovdalangan holda,
(7.8.28) dan ma'lum bo'ladikai, Rayp (F) viL
(~Rogsa(f)) bir xil ishoraga ega. Bu ishora (7.8.33) ga ko'ra (7.8.32)
ning ishorasi bilan bir xil bo'lishi kerak va Ry (f) hamda Rappo (f)
hamda absolyut giyvmatlari bo'yicha (7.8.32) ning absolyut giymatidan
ortmaydi. Teorema isbotlandi. [

Eslatma. k o'sishi bilan B2 Bernulli sonlari tez o'sib boradi. [(7.8.17)
g qarang.] Shuning uchun ham, (7.8.29) dan ko'rinadiki k cheksizlikka
mtilganda f (z) funksiyvalarning juda ham tor sinfi uchun Rop (f) nolga
intiladi. Odatda cheksizlikka intilganda Ray (f) katta tezlik bilan cheksiz-
likka intiladi. Shuning uchun ham hiseblash paytida & ni shunday tanlash
kerakki, |Hap, (f)] imkon boricha kichik giyvmat gabul qilsin.

Misol T.4. Eyler - Makloren formulasi yordamida

¥

[ |
I = f (-‘:nE.’r - — .ﬁ‘h:r) dx
o
|

integral verquldan keyin 4 zona aniglikda hisoblansin.

Yechish: [1, 2] oraligni h = 0, 2 gadam bilan 5 bo‘lakka boflamiz va

zi=1+0,2i (i=0,5)
deb olib, f () = cosz — % + shz ning giymatlarini topamiz:

f(xo) =0,71550, f(x;) = 1,17738, f(x2) = 1,56407,
J(23) = 1,95577, f(xq) = 2,40636, f(zs) = 2,96077.

Bu yerdan
1
'if{:ﬂﬁj-l—f(:fl}-t- cow 4+ fz2yg) + %f{r-j] = §,94171.

Uchinchi tartibli hosila bilan chegaralanib, quyidagiga ega bo'lamiz:

3 2 4!
filz) = —sinz + =t chz, " (x)=sinz 4 =gk chi.

Bu yerdan

f1(1) = 2,70161, f/(2)=3,10290,
J* (1) = 26,38455, f"(2) = 5,42150.
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Topilgan qiymatlarni (7.8.27) formulaga qo'yib, quyidagilarni hosil gi-
lamiz:
0.2)° 2 1 R L
I =8,94171:0,2— 12 (3,10290 — 2, 70161 )+ -— (5,42150 — 26, 38455) =
[F 4
= 1,78696.
Bevosita integrallab,

Ll
Fa

> l
= lﬁll‘l;]’: S E = + ::i].:.-:] = 1, TEGO6

1

ni hosil gilamiz, ya'ni yuqorida topilgan ragamlarning barchasi ishonchli
ekan.

7.9-8. Kvadratur formulalarni go‘llash

to‘g‘risida ayrim mulohazalar. Runge
goidasi

Biz oldingl paragraflarda bir qancha kvadratur formulalar ko'rdik.
Konkret funksiyalarni tagribiy integrallash paytida konkret kvadratur for-
mulani tanlash katta ahamiyatga ega. Bunday tanlash ko'p jihatlarga:
integrallanuvehi funksiyaning xossasiga, uning berilishiga, hisoblovchining
qo'l ostidagi hisoblash quroliga, talab qilinadigan aniqlikka bog‘liq.

Agar integrallanuvehi funksiya giymatlari jadvali bilan berilgan bo'lsa,
u holda shunday kvadratur formulani qgo‘llash kerakki, unda shu tugun
nugtalardagi funksiyaning qiymatlari qatnashsin. Agar funksiya o'zining
grafigi bilan berilgan bo'lsa, u holda teng koeffitsiyentli kvadratur formu-
lani ishlatish ma'quldir. Chunki funksiya qiymatlaridan tuzilgan chizigli
kombinatsiya barcha koeffitsiyentlari o'zaro teng bo‘lgandagina eng kichik
tasodifiy xatoga ega bo'ladi.

Tez tebranuvchi funksiyalarni integrallash katta qiyinchiliklar
tug'diradi. Bunday funksiyalarni integrallash uchun maxsus formulalar

w_a'tﬂm_ . Ayrim hollarda bo'laklab integrallash ham yaxshi natiga olib
kelishi mumkin. Masalan,

1
f £ (%) cos 27 Nzdz
0
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integralni NV yetarlicha katta ho'lzanda integrallash talab gilinsin. U bbb
cos 27Nz hisobiga intagral ostidagi funksiva tes tebeanuvehn baotlndi T
verda agar f (z) integrallash oraligida 2n - tartibli weluksie hosilagha opn
bo'lsa, u holda 2n marta bolaklab integrallaymiz:

1 " 4]
- '1I : Thtn ¥ it
[f{z]cosim”frd.r = S = N F=) () = A= ()
D ;l | - . .
+ -“—;_— fj £ (Y cos 20 Naedie,

Agar N yetarlicha katta bo'lsa. u holda ikkinchi integral oldidagi
ko'paytuvchi yetarlicha kichik botladi va ikkinchi integralni berilgan in-
tegralga nisbatan kichikroq aniglikda ham hisoblash mumkin.

Integrallash oralig’ida funksivaning xossalarini o'rganish katta ahamiy-
atga ega. Chunki funksiva xessalarini hisobga olmasdan har qan-
day kvadratur formula gollanila berilsa. katta xatolarga duch kelinishi
mimkin.

Agar tugunlar nomuvofig jovlashean bo'lsa, u holda kvadratur formula
bema’ni natijaga olib keladi.

Masalan, (chizma 7.9.1) chizmada tasvirlangan y = f () funksiyani
integrallash uchun teng uzoqlikda jovlashean ¢ = zq. T1. Ta. Sl
b tugunlarni olib besh nugtali Nvuton-Kotes formulasidan foydalansak,
kvadratur yig'indining givmati mushat chigadi. Ko'rinib turibdiki, inte-
gralning givmati manfiy chigishi kerak.

Ikkinchi misol. aytavlik, ixtivoriv

b
[i@az~3 sz
a k=1

EDI'DII.'IJB. bﬂﬂn f fIJ as

_N [[1: —21)...(z —z,)}* funksiyani
mtﬁsrai!ama-qchi bo'lsak, ko'rinib turib-
dikii, N yetarlicha katta bho'lzanda Chizia 7.9.1

integralning qiymati  yetarlicha katts

bo'lib, kvadratur yig'indi esa nolga teng,

» Funksiya xossalarini o'rganish yana

Sh“ tcmnndan ham muhimki. azar funksi yaning, sillighgh yugor bo'linmen,
u holda qoldiq hadida yuqori tartibli hesilalar gt ignn Lol day g
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go‘llash ma'noga ega emas. Bunday holda 7.7-§ da ko'rsatilganidek sod-
daroq kvadratur formulalardan foydalanish ma’quldir. Funksiya xos-
salari tekshirilgandan keyin integrallash oralig'ini maqbul ravishda qism-
larga bo'lib, har bir gism uchun o‘ziga xos kvadratur formulasini qo'llash
ma'quldir. Funksiya tez o'zgaradigan oraligchalarda tugunlarni tig'izroq
olib, sekin o'zgaradigan gismlarida esa tugunlarni sivrak olish kerak.

Bundan tashqari, integrallarni go'lda hisoblashda soddaroq
kvadratur formulalar ishlatiladi. Chunki Gauss tipidagi, koeflitsiyentlari
va tugunlari ko'p xonali ragamlar bilan beriladigan formulalarni qgo'llash
ancha qiyinchilik tug'diradi. Aksincha, bunday formulalar EHMlIar yor-
damida hisoblashda foydalaniladi. Shuning uchun ham, ko'p EHMIlarda
standart programmalar asosida yuqori tartibli Gauss formulalari olinadi.

EHMlarni seriyali hisoblashlarda qo‘llanilish sharoitida har bir
funksiyaning, individual ravishda tekshirilishi mumkin bo‘lmaydi, odatda,
uning u yoki bu sinfga tegishliligi ma’lum bo'ladi. Shuning uchun turli
sinflar funksiyalarini integrallash uchun standart programmalar to'plami
bo'lib, berilgan sinfdagi har bir funksiyaning individual xususiyatini
hisobga olish programmada qadamni avtomatik ravishda tanlash yo'li bi-
lan olib boriladi.

Qadamni avtomatik ravishda tanlash Runge prinsipiga asoslangan.
Runge prinsipiga asoslanib, integrallarni taqribiy hisoblashlarning har xil

proseduralari mavjud, shulardan eng keng tarqalganini ko'rib chigamiz.
Bu bobda ko'rib chiqilgan barcha

b
f”ﬂd“Eth + R(/) (7.9.1)

i=1

kvadratur formulalarning qoldiq hadi

R(f)=c-h* f&=1 (£)

l-m‘r.i "ﬁhﬁ’_ ega bo'lib, bu yerda ¢ konstanta, h- integrallash oralig'ining
yoki bir gismining uzunligi, £ - integrallash oralig'ining qandaydir nuqtasi.

Agar integrallash oralighida f(k—1) (€) sekin o'zgarsa, uni taqriban
ifzsafmas F5 D (z) = M; hamda Myc = M deb belgilab olib, qoldiq

R(fy= Mh* (7.9.2)

ko'rinishda tasvirlash mumkin va agar integralning aniq giymatini T va
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taqribiy qivmatini 3 orqali belgilab olsak, u holda

I = Z + Mh*

la. b] oraligni ikkiga bo'lib, har biriga (7.9.1) kvadratur formulani go‘llab,
integrallarning taqribiy qiyvmatlarini qo'shsak, |a, b] oraliq bo'lib integral-
ning taqribiy qiymati 3, ni hosil qilamiz va natijada

h\* } Lo -
f=Z;*‘”G) M(#) =, +217 M (7.9.3)

tenglik o'rinli bo'ladi, (7.9.2) va (7.9.3) tengliklardan qoldig had uchun

R(f)=ch* %1 (g) = Mh* = Li = E (7.9.4)

+)1

bahoga ega bo'lamiz, bu baho Runge bahost deyiladi. Shunday qilib, |a, b
oraliqda f*~1) () deyarli o‘zgarmas deb faraz qilib, qoldig hadini ma’lum
migdorlar yordamida ifodaladik, natijada integralning aniqroq qiymati
quyidagicha yoziladi:

(7.9.5)

Endi (7.9.4) formulaga asoslanib, gadamni avtomatik ravishda tanlash yo'li
bilan integralni hisoblashni ko'rib chigamiz. Buning uchun

b Fi
I(f;la; b]) :fj‘{,w:) dax, Z (f:[a, b)) = Z.-‘Lf{u:,_}

i=1

helgklashm kiritamiz. Aniqlik € > 0, g = 2 P= va dastlabki qadam h =
= berilgan bo'lsin. Quyidagi

Eu = Z[f;[ﬂ._a—i—hu]}-
BRSO ED SICGATER il

il

.=
fo = T
migdorlarni hisoblab,

|Ro| < ¢ (7.9.6)
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shartni tekshiramiz. Agar bu shart bajarilsa, u holda

|Rol < &0 (7.9.7)

shartni tekshiramiz. Agar (7.9.7) shart ham bajarilsa, u holda gadam juda
ham kichik olingan bo'lib, hg ning o‘rnida 2h; ni olish kerak. So'ngra

S = S0 e a+2h))

Zin Z{f la, a + 2hg]) + z (f: [a + ho. a + 2hg))
P 2

1—21-k

migdorlar hisoblanadi va

R < e, |RO)| <

shartlar tekshiriladi. Agar har ikkala shart ham bajarilsa, u vaqtda qadam
yana ikkilanadi, ya'ni 4h; qadam olinadi va bu jarayon davom ettiriladi.
Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin.

1. Qadamlarning ikkilanishi jarayonida 29hg = b — a ga ega bo'lib,
shu bilan birga 29hg = b — a qadamda

Etrﬂ _ wa)
lﬂgﬂ‘ E l 1 EL’I
tengsizlik bajariladi, bu yerda

Yy = Y la at2ho))
Z'f] = D (fi[oa+ 27 ho]) + 37 (f; [a+27"ho, a+ 2%ho)).

b
U holda [ f (z) dz integralning tagribiy giymati sifatida

(q) Efiﬂ L E;ﬂ
0 i3 1 =21k

ni qabul gilamiz.
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2) Qadamlarning ikkilanishi jarayonida shunday [ topiladiki, hy =
2hy < b— a qadamda

A9 <e [ 2<o
tengsizliklar ofrinli bo‘ladi. U holda I(f; [a, a+ 2'hg|) integralning
taqribiy qiymati sifatida
(1) (1)

Z”}JF DB
0 1_21—#‘

gabul qilinadi va [a, b] oraligning qolgan qismi [a -+ 2'hg, b] uchun
integralni hisoblash h; qadam bilan davom ettiriladi.

Agar (7.9.6) shart bajarilmasa, u holda berilgan = aniglikda dastlabki
gadam hp katta bo'lib, hy o'rniga j—:z‘l qadam olinadi va

ET}=Ziﬂh%+%D,
Zi_” T Z(f; [a,af%l )4-2(;‘; [n+’rf—ln,.nz+;:j?i])~

{_1} +

miqdorlar hisoblanib,

shart tekshiriladi. Agar bu shart bajarilsa, I (f; [a, a + %u]) ning taqribiy
giymati sifatida LY + RUY olinib, qolgan [a+ £, b] oraliq bo'yicha
integral ﬁf gadam bilan hisoblanadi.

Agar |R§:q” < g| shart bajarilmasa, gadam yana ikki marta kichraytiri-
ladi. Qadamni kichraytirish jarayoni

|R.Efq]\£e

shartni ganoatlantiradigan ¢ topilguniga qadar davom ettiriladi. So‘ngra

- (=) _ v(—q)
I(f?’[ﬂ,ﬂ+ﬁ]):-:z[ q}.;.zl 0

2 0 ] — 21—k
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deb olinadi. bu yverda

5 = 5 (s o)

2

ztl-rﬂ = 5 (J"i ]}L 0 E_A::L_ID S (Jr: [” ;;LH a+ T—”D

?raii{]niug golgan gismi bo'yicha integralni hisoblash uchun shu jarayonni
5s gadam bilan davom ettiramiz.

Shunday qilib, integrallash oralig'i m qismlarga bo'linadi va har bir
oraliqda integral £ aniglikda hisoblanadi. DBu integrallarning yig'indisi
]

[ f (z) dx ning tagribiy qiymatini me xato bilan aniglaydi.
a

7.10-§.

Integrallanuvchi funksiyaning
maxsusligini susaytirish

Amaliyotda ko'pincha xosmas integrallarni hisoblashga to'g'rl keladi
Bunday integrallar cheksiz oraliq bo‘yicha olingan integrallardan yoki
chekli oraliq bo'yicha olingan bo'lib, integral ostidagi funksiya integral-
lash oralig'ining ayrim nuqtalarida cheksizlikka aylanadi.

Cheksiz  chegarali

maxsusmas integrallarni  o‘zgaruvchilarni al-

mashtirish yo'li bilan chekli chegarali xosmas va hatto, xos integralga
keltirish mumkin.

Masalan,

ol (a e
‘iR fa (1 +2?)

integralda » = l; almashtirish bajarsak, u chekli chegarali xos integralga
keltiriladi:

r= [ ¥
o 1+y*

Cheksiz chegarali integralni hisoblash uchun uni chekli, lekin shunday
yetarlicha katta chegarada olish kerakki, tashlab yuboriladigan gismi mnteg-

“’_‘hiﬂg berilgan hisoblash xatosidan ortmasin. Masalan, integralni xato
bilan hisoblamoqehi bo'lsak, uni

me(z]dz=j;bf[$}dx+fbm flx)d
4
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ko‘rinishda yozib olamiz va b ni shunday katta qilib tanlaymizki,

[ o

b
tengsizlik bajarilsin. Endi [ f(x)dx xos integralning

=
0

<

B3]

aniglikdagi 5

Hm

il
taqribiy qivmatini biror kvadratur formula yordamida topamiz:

[' fz)dz — )

<

t'M.I M

Bu paytda

< E

/ﬁ' Hz)dz — Z

bo'ladi. Shunday qilib, cheksiz chegarali xosmas integralni har doim chekli
chegarali integralga keltirish mumkin. Shuning uchun ham. biz chekli
chegarali xosmas integrallarning maxsusliklarini susaytirishning ayrim
usullarini ko'rib chigamiz.

7.10.1 Vazn funksiyasini ajratish

Faraz qilaylik,
b
' i /f{_-.r}d.r (7.10.1)
i

iﬂ_lﬂgl'ﬂ-lni hisoblash talab qgilinsin va f(x) funksiya [a, b] oraligning bir yoki
bir nechta nuqtalarida cheksizlikka aylansin, Bu funksiyani

f(x) = plx)elx)

ko'rinishda yozib olamiz. plx) funksiva la,b] oraliqda chegaralangan va
yetarlicha uzluksiz hosilalarga ega hamda plr) — 0 yetarlicha sodda
ko'rinishga ega. Bu yerda plz) ni vazn funksiyasi deb olib, yuqgoridagi
usullar bilan vaznli kvadratur formula tuzamiz,

Misollar ko'raylik. Aytaylik,

f_fl rl.’r”
Ly V1 —at
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integralni hisablash kerak bo'lsin. Integral ostidagi funksiya £1 nuqtalarda
cheksizga aylanadi. Bu funksiyvani

1 1 1

Vi—z% Ji-z2 14

= .E'E
ko‘rinishda yozib, p(z) = (1—22)~1/2 deb olamiz. U holda Meler kvadratur
formulasini qo‘llash mumkin:

1 ‘”q"l ]
(X = co8————«
'i..-f:l.—.,"'::Ii Tizﬁl-ﬁ-ri 2

Zn

Bundan n = 10 deb olsak:

2 2 2 2 _|=
E[mﬁm{_ﬁl-ﬁ-mﬂ 2?‘-"+\r’| Feos2dse /1 T cos2 63° vﬁ + cos? 1
/& 2,2211428.
Integralning giymati verguldan keyin olti xona aniqglik hilan quyidagma
teng:
I =—2.221441.

7.10.2 Additiv usul

L.V Kantorovich maxsuslikni susaytirishning quyidagi usulini taklif
etgan. Faraz qilaylik, integral ostidagi funksiya
f(2) = (z = 0)%p(x) (7.10.2)

ko'rinishga ega bo'lib, ¢ € [a,b],a > —1 va (x) funksiva [a, b] oraliqda
k—tartibli hosilaga ega bo'lsin. U holda f(x) ni quyidagicha yozish
mumkin:

J(z) = fi(z) + fa(x),
e =3 00 o oo

=0

fa(@) = (z ~ &)%[p() - v(c) - Zp[ ()

— c)’)-
=1

Bu yerda fi(z) darajali funksiya bo‘lgani uchun oson integrallanadi.
Kvadrat qavs ichidagi ifoda va uning k—tartibli hosilasigacha z = ¢ nug-

tada maxsuslikka ega emas. Bundan tashqari, z = ¢ nuqtada bu funksiya

k +{o:] tartibli uzluksiz hosilaga ega. Shuning uchun ham, _j" fa(z)dz ga
biror kvadratur formulani go‘llab natija olish mumkin.

el 470
;—m = ' — T



HISOBLASH METODLARI

Misol 7.5. Quyidag:

1/2 dir

0 szl ‘—;L']{=

integral tagribiy hisoblansin,

I = = 1,5707963...)

ey

Yechish: Integral ostidagi funksiya
i) = ;::'Jﬁ{l — )" 3

integrallash oralig'ida yagona r = 0 maxsuslikka ega, p(z) = (1 — x)~1/2
funksiyani darajali qatorga voyib 2? hadigacha saqlaymiz, u holda

o2 1 1 : . :
)'Q'{I] = i[ﬂ__m - (i - E.E + EI' - E,!: -+ 1258.'1"4) .,fg{n] =),

Berilgan integralni

0,5

0,6
F= fi(z)dx -f—/ falx)dx
0

Jo
ko‘rinishda yozib olamiz. Birinchi integral aniq hisoblanadi:

0,5

filz)de = D220

e V2 = 1,5691585.

Ikkinchi integralni n = 10 va qadam h = 0,05 deb olib, Simpson formulasi
yordamida hisoblaymiz:

0,5
Ja(x)dx = 0, 0006385.

Demak,
I = 1,5691585 -+ 0, 0006385 = 1, 570797.

Bu usulni, integrallash oralig'ida bir necha maxsus nuqgta bo'lgan holda
ham go'llash mumkin. i
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7.10.3 Bo'‘laklab integrallash

Ayrim hollarda integral ostidagi funksiyaning maxsusligini bo'laklab
integrallash yo'li bilan susaytirish mumkin. Masalan, integral ostidagi
funksiva (7.10.2) ko‘rinishga ega bo'lsin.U holda (7.10.1) integralni

b G b
f f(:r:}d;r:-_/ ,I"{.-r}d;r—i—/- flz)dz

ko‘rinishda yozib olib, har biriga bo‘laklab integrallash formulasini
qo'llaymiz, u holda

b
[@-arpwn= [u,cm}w_r-}”“ _ o(a)(c—a)™+] -
a+1

b

1 .

oot 1 f (z — )™t (z)da.
0

Bundan ko'rinadiki, o'ng tomondagi integral xos integralga aylandi. Bu

yerda ¢ nugta oraligning chetki nuqtalari bilan ustma-ust tushishi ham
mumkin.

Misol 7.6. Quyidagi

e f ! dx
integralni bo'laklab integrallaymiz.

Yechish: Bo‘laklab integraliashni qo'llab quyidagiga ega bo'lamiz

2./x : - d 1 Jxdz
[ N +2[ - MR [ _NEEE
1L+, 0 \E(1+3]2 1+.21u (1 +a)?

Oxirgl integral xos integraldir. Yuqorida keltirilgan usullarni qo‘llab, integ-
ral ostidagi funksiya

Hz) = (z — )*In"(z — c)e(x)

ko‘rinishda bo'lganda ham maxsuslikni susaytirish mumkin, bu yerda

n—na:.yralI son bﬂtﬁhrﬂ, @, ¢(x) yuqoridagi shartlarni ganoatlantiradi. B
Yuqorida keltirilgan usullarni faqat xosmas integrallarni hisoblash

uchun emas, balki integral ostidagi funksiya chegaralangan, lekin kerakli
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tartibli hosilalari chegaralanmagan hol uchun ham go‘llash mumkin, Bun-
day holda kvadratur formulalarning katta xatoga ega bo'lishini ularning
qoldiq hadlarining giymatlaridan bilish mumkin. Maxsuslikni susaytirish
usullari ko'pincha integral ostidagi funksiyani aniq integrallanuvehi va
verarlicha silliq funksiyalar yig'indisi ko'rinishida yozishga imkon beradi.

7.11-8§. Chekli-ayirmali tenglamalar

Differensial va integral tenglamalar klassik analizda qanchalik katta
ahamiyatga ega bo'lsa, chekli-ayirmali tenglamalarning roli ham diskret
analizda ana shundaydir. Bu paragrafni chekli ayirmali tenglamalarga
hag'ishlaymiz.

Faraz gilaylik, y(x) funksiva biror oraliqda berilgan bo'lsin. Aniqlik
uchun bu oraliq 0 £ © < oo yarim o'gdan iborat bo'lsin. Biror &b > 0
qadamli z + kh to'rni olib, y{x) ning chekli ayirmalarini tuzamiz:

Ay(x), A%y(x), ..., APy(x).
Ushbu
F(z,y(z), Ay(z),. .., APy(z)) =0 (7.11.1)
ko‘rinishdagi tenglama p— tartibli chekli-ayirmali tenglama deviladi.
Bu yerda y(x) izlanayotgan funksiva bo'lib, £ (2. yp.. .., Up) O'Z argu-

mentlari (2,4, ..., y,) ning o'zgarish sohasida aniglangan funksiyadir.
Agar chekli ayirmalarni funksiyaning qiyvmatlari orqali ifodalasak,
(7.11.1) tenglama quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Pz, y(x), y(z + h),..., y(x +ph)) = 0. (7.11.2)

Endi z ning @ = nh(n = 0,1,2,...) ko'rinishdagi giymatlarini olib,
y(kh) = yx deb belgilab olsak, (7.11.2) tenglama

Uttty Untp) =0 (R=0,1,2,...) (7.11.3)

ko'rinishga ega bo'ladi.
Biz (7.11.3) ko'rinishdagi tenglamaning eng sodda ko'rinishini, ya'ni yy
larga nisbatan chizigli bo‘lgan

L{y) = ao(n)yn+p + ar(m)yn—pi1 + - .. + ap(n)yn = f(n)  (7.11.4)

-tmgianfani qaraymiz. Bu tenglama p— tartibli chizigli-ayirmali tenglama
éﬂﬁh}ﬁi« Bu yerda a;(n) koeffitsiyentlar va f(n) ozod had n (butun son-
lar)ning ixtiyoriy funksiyalari. Ozod hadi nolga teng bo'lgan L(z) = 0
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tenglama bir jinsli deyiladi. Agar ¢, larga konkret qiymatlar berib,
2= 2N, G005 5Cn)

formuladan qaralayotgan tenglamaning barcha yechimlarini topish
mumkin bo‘lsa, bunday formula umumiy yechim deyiladi. Agar v va y
bir jinsli bo'lmagan L(v) = h tenglamaning xususiy va umumiy yechimi
bo'lsa, u holda z = y—u bir jinsli tenglamaning yechimi bo'ladi: L(y—v) =
L(y) — L(v) = h — h = 0. Shunday qilib, bir jinsli bo‘'lmagan tenglaman-
ing umumiy yechimi bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning xususiy yechimining yv‘ig'indisiga teng: y = z+v.
Agar barchasi birdaniga nolga teng bo'lmagan ¢;,c,...,6, lar mavjud
bo'lib,

e 4 cou® 4 . 4 epul™ =0 (7.11.5)
o'rinli bo‘lsa, u holda bir jinsli tenglama L(u) = 0 ning u'", «'#, ..., ylm)

yechimlari argumentning qaralayotgan sohasida chizigli bog‘langan deyi-
ladi. Aks holda, ya'ni (7.11.5) faqat ¢; = 0 (i =

= 1, m) da bajarilsa, bu
yechimlar chizigli erkli deyiladi. Agar 2V bir jinsli tenglama L(z) =0

ning yechimi bolsa, u holda ularning chizigli kombinatsiyasi 3_ ¢;z'*) ham
bu tenglamaning yechimi bo‘ladi, chunki

L (Ecizm) = ;c{L (;’i'l) — 0.

Qulaylik uchun (7.11.4) tenglamaning n = 0 qiymatlar uchun garaymiz.

Teorema 7.15. Faroz gilaylik, barcha n = 0 uchun ag(n) # 0 bo‘lib,

ai(n) lar chegaralangan bo'lsin. U holda L(z) = 0 bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi

P
z:Zqz{i} E?,Il,ﬁ}
=1

bo'lib, 2M,....2®) funksiyalar L(z) = 0 ning chizigli erkli yechimlaridir.

Isbot. (7.11.4) tenglamani quyidagi ( f(n) = 0 bo‘lganda)
s B
=0 ¢

ko'rinishda yozib olamiz. Agar zg, 2,
ketma-ket Zpy Zp41,-

it (7.11.7)

++vy Zp—1 berilgan bo'lsa, (7.11.4) dan

.. larni topib olamiz. Demak, ixtivoriy 2o, 21, .- -+ Zp—1
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uchun L(z) = O tenglama yechimga ega. Bu yechim yagona, chunki
har ganday yechimning giymati (7.11.7) tenglamani ganoatlantiradi,
bu tenglamadan esa zp,zp4+1,... larning giymatlari yagona ravishda
aniglanadi.

Endi 2:,..[,'}I orgali L(z) = 0 tenglamaning z;"__ll =08 (5,3=1,2,....p)
shartlarni ganoatlantiruvchi yvechimlarini belgilaylik.

Bu yechimlar chizigli erkli sistemani tashkil etadi. Haqigatan ham

P

Y ezl =0 (7.11.8)

bo'lsa, u holda 7 = 1,2,...,p uchun

P P
. (x) __ - S
U—Zc.-zj_1 —_Zﬂj. = &f;
=1

Demak, (7.11.8) tenglik faqat ¢; = 0 (i = 1.p) bo'lgandagina bajariladi
va shuning uchun ham =V . >®) funksiyalar chizigli erklidir.

Endi L(z) = 0 ning ixtiyoriy yechimini (7.11.6) ko‘rinishda yozish
mumkinligini ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, y, L(z) = 0 ning birer yechimi

bo'lsin. U holda )
In = Zzl—lziﬂ
i=1
funksiya bu tenglamaning 20,21, ., 2p~ dastlabki shartlarini ganoat-
lantiradigan yechimi bo‘ladi. L(z) tenglama yechimining yagonaligidan

P
Zn :Zz,-_]zfr‘] (7.11.9)
i=1

kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi. =
Endi o‘2garmas koeffitsiyentli chizigli-ayirmali tenglamani

P
L‘[F) = Z Qilingi = f(n}i g 3"’: 0
=0
va unga mos keluvchi bir jinsli
p
L) = aizns =0 (7.11.10)
i=0
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tenglamani qaravmiz. Oxirgi tenglamaning xususiy yvechimini A}
ko'rinishda izlaymiz, u holda

n
(Z -:1,).') A" =0
1=l

Demak, zarakieristik tenglama deb ataluvchi

J.l
> aN =0

=0
tenglamaning har bir A yechimiga (7.11.10) tenglamaning A" xususiy
vechimi mos keladi.
Apar xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari tub bo‘lsa, u holda p
ta har xil yechimga ega bo'lamiz. Xarakteristik tenglamaning har bir &
karrali ildiziga (7.11.10) tenglamaning k ta har xil

AH.EE}}EH-—IH“1{::&:—[}'”—-‘5"" [Tl]llf

yechimlari to'g'ri kelishini ko‘rsatamiz. Buni karrali ildizlar hagiqiy
bolgan hol uchun gqarash bilan kifoyalanamiz, chunki aytilgan gaplar
kompleks bo'lgan hol uchun ham o'rinlidir.
ko'paytuvchilarga ajratamiz:

P »
DX =o, T —X).
=1

1=0

Xarakteristik ko'phadni

Haqiqiy € > 0,£ — 0 parametrni olib, quyidagi ikki shartni ganoatlanti-
ruvehi A ni olamiz:
1) barcha i =1,2....,k uchun A, lar har xil;
2) barcha i < k uchun l.inai’ug; = X
£=)

Bu ildizlarga mos keladigan xarakteristik tenglamani tuzamiz:

» P
0=a, [T =) = au .

i=1 =0

Ko'rinib turibdiki, !Enn G = @;. Bu xarakteristik tenglamaga

¥
Ea,-szn_,,,- =i} (71112
=0
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ayirmali tenglama mos keladi. Endi faraz qilaylik, £ > 0 uchun (7.11.12)
tenglamaning shunday =, , yechimini ko'rsata olaylikki, ixtiyoriy n = ()

uchun
i 2 = 2
g—=ll

limit mavjud bo'lsin. Agar lima,. = a; ni hisobga olib, (7.11.12)

30

tenglamada limitga o'tsak. u holda =, limitdagi funksiya (7.11.10)
tenglamaning yechimi ekanligini ko‘ramiz. Shunday z.,, ketma-ketliklarni
quramizki, ular (7.11.10) tenglamaning karrali ildiziga mos keladigan
xususiy vechimiga vaqinlashsin. Bunday qurishni amalga eshirish uchun
bo'lingan ayirmalardan fovdalanamiz. Avval ildiz ikki karrali bo'lgan holni
ko'ramiz.; buning uchun (A) = A" deb belgilab,

AB — AL
'll".?_' e ‘\l:
birinchi tartibli bo'lingan avirmani olamiz. Ko'rinib turibdiki, bu funksiya

(7.11:10) tenglamani ganoatlantiradi. Endi lim. g A, = = lim._,p A2: =
Ar ni hisobga olib, limitga o'tamiz:

Zaen = @ (Aiz, Aoc) =

H S r fi—2 n—1y _  __afi—1
51]—]].%525'" o il_-l?% (Azf .r“"!. :\_l_:— +' R, '1' J"q.'l:. } —_— ;‘J‘.-"I.t 5

Shunday qilib, biz ikki karrali ildizga mos keladigan yvana bir 'n.,l']l_]
yechimga ega bo'ldik. Endi Ay ning karraligi ikkidan katta bo‘lgan holni
ko'rib chigamiz. Buning uchun 5-bobdagi bo'lingan ayirmalar nazariyasiga
oid ikkita formuladan fovdalanamiz:

EIEEII. -l'-'qJ' = Z n -fJ — } (?1113}
::EJ
a
alg=—1)
Py Tg) = H (7.11.14)
bu yerda |

min (£,...,7,) < & < max(zy,...,74) -

kt‘?ﬁn}rl < ¢ £ k uchun z,, , orgali o(A) = A™ ning ¢ tartibli bo‘lingan
ayirmasini belgilaymiz, (7.11.13) ga ko‘ra:

7 }.
'zﬂt.rI:‘F{}‘ln”wlqn'} ZE H [J\ Zr.l!:"’\jt"
g = Aie
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Ko'rinib turibdiki, zgen (7.11.12) tenglamani qanoatlantiradi. So‘ngra,
(7.11.14) dan foydalanib, z4. » ni quyidagicha yozishimiz mumkin:

= g—lyn—q+1
Zge,mn — Gn }"E '

Bu yerda min (Age, ..y Age) < Ae < max (Ae, ..., Age) bo'lgani uchun & —
0 holda limitga o'tib,

Bm Zgen = 2n = CI A9
e—0

ni hosil gilamiz. Shunday qilib, k karrali xarakteristik ildizga k ta har xil

(7.11.11) funksiyalar mos kelishini ko‘rsatdik. Endi faraz qilaylik,

ao + @A+ ... +ap AP =0 (7.11.15)

xarakteristik tenglama m ta, karraliklari mos ravishda k,, ks, ..., k,, larga
teng bo'lgan har xil Ay, Ag,..., A, ildizlarga ega bo'lsin. Bu ildizlarga
(7.11.10) tenglamaning quyidagi xususiy yechimlari to‘g‘ri keladi:

n 1yn—1 2yn—2 Ly —1yvn—ki+1

Al 3 cnkl 3 Cnhl t DR | Cﬂ‘.l ,}\1 A .

M@ EnE2 k-1 k] (7.11.16)
L 1 n-l 2 ﬂ-'? kﬂ‘l_l "_Al:rn+1

AR GE AT S CEAD =S O A )

Bu yerda k; + k2 + ... + k;n = p bo'lgani uchun (7.11.15) ning yechimlari
soni p ga teng.

Ta'rif 7.7. Agar 2D z,?],...,zip} o‘zaro chizigli erkli bo‘lib, L(z) = 0

ning har ganday yechimini ularning chiziqli kombinatsiyasi shaklida ifo-
dalash mumkin bo‘lsa, u holda bir jinsli tenglamaning 2, 2oy 7
yechimi fundamental sistemani tashkil giladi deyiladi.

Te?rema 7.16. (7.11.15) zarakteristik tenglamaning ildizlariga mos ke-
ladigan (7.11.16) yechimlar fundamental sistemani tashkil etadi.

Isbot. (7.11.16) funksiyalar sistemasini z};n, 2 2P orqali belgi-

lab olib, ularning dastlabki qiymatlaridan tuzilgan quyidagi determinantni

qaraymiz:
T O )
Wp = Wp(z)), z2),...,20) = SR 2P)
31{1:1-1}1 Z,E:E_]l : zJE';j_:’l
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G tub bo'lsa,
Agar (7.11.15) xarakteristik tenglamaning ]Jdlthd\ll{lh"]rﬂl it
u holda ularga mos keluvchi (7.11.16) sistema ,—11 : 4”“1”;1” i
“p[}‘“r Dyree ,‘\") Vandermond determinanti bo‘ladi ‘;; ?5 7 oo
ham W,(AT,AZ, .. )\ﬂ) # 0. Umumiy holda ham p Kilire iny
ko‘rsatish mumkin. Bu prinsip jihatdan giyin emas, lekin katta hiso :
larni bajarishga to*g':i kt*lﬂdi, Biz bunga to‘xtalib o ‘tirmaymiz. Endi

i, # 0 deb hisoblab, zn ", :5,2}, e ..,{‘,” ning fundament al sistema ekanini
LG rsatamiz. Aksmcha vani bu sistemani chizigli bog‘langan deb faraz
qilaylik. U holda barchasi bir vagtda nolga teng bo'lmagan shunday

Cyy €25:+:Cp tﬂp”ﬂdiki.

i=0
barcha n lar, xususiy holdan =0, 1..... p— 1 uchun o'rinli bo‘ladi. Lekin
W, # 0 shartda sistema
{ ALY 5 2 . (p) :
C #n ] C'}n—[‘(’i I o as T C.J-_;:UI — [j,
( TR | -) R
Cl:.-l +F:’¢- | --._._'(-P.-I —[:'.
8 3
\ Q12,5 t ez + ... Fopzy ) = 0
fagat ¢y = o = ... = = ¢p = 0 trivial yechimga ega bo‘ladi. Shunday qilib,

1 9
% 2 ,zﬁp} sistema chiziqli erkli ekan. Endi (7.11.10) sistemaning

har bir yechimi bu sistemaning chizigli kombinatsiyasi ekanini ko‘rsatamiz.
Hagiqatdan ham,

( (1) (2) (p)
G4y T Cq"ﬂ -+ Cp-*f;,r} — Z0.
(1) (2) ., (p) _ .
C 31 + C"?-- e T —:— CI-'-“"]. = 21,
(1) , (2) |, : ;- SR

sistema. ixtiyorly 2, . ..,2p—1 uchun yechimga ega. Demak, lltl}’:i:':i‘rl’
yechim z,, uchun shunday e¢;. ¢, larni ko' rsatish mumkinki, bir jins
tenglamaning yechimi

P 2
§ .. »L1)
n — CiZp

i=1
n'= 0,1,...,p—1 uchun z, bilan ustma-ust tushadi. =
Mg 2p,2y...,2zp-; dastlabki shartlarni qallﬂdtialltl

tenglama”
jrriril ng

Ayirmali
digan

yc(.l’l
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vagonaligidan barcha n lar uchun z, = u, ligi kelib chiqadi. Teorema
isbotlandi.

Teorema 7.17. Karraliligi k ga teng bo‘lgan Ay ildizga mos keluvch
(7.11.10) tenglamaning rususiy yechimlaridan tuzilgan

k
o e (7.11.17)
g=1

chizigli kombinatsiyalarning to'plami irtiyoriy (k—1)— darajali ko'phadlas
Pi_1(n) uchun

Pk—l{ﬂ-uT

(7.11.18)
Junksiyalar to‘plami bilan usima-ust tushadi.

Isbot. Har bir C2~'A;™7 funksiya n ga nisbatan ¢ — 1 < k darajali
ko'phad bo'lgani uchun (7.11.17) ko‘rinishdagi har bir funksiyani (7.11.18)
ko‘rinishda yozish mumkin. Ikkinchi tomondan, Pr_1(n) ixtiyoriy (k—1)-
darajali ko'phad bo'lsin. Ixtiyoriy k tugun uchun (k—1)— darajali ko'phad
har bir Py-(n) ko‘phad o0'zi uchun interpolyatsion ko‘phad bo'ladi. Shu-
ning uchun ham Nyuton interpolyatsion formulasida

La(z) = f(ﬂ71]+f(x1zzg}{;1'-—.r1]—|—._.—I|—
£ W flE e —x1) . (z — Tp=1)

n = k, Ly = Py, f = P._; deb olish mumkin. Bundan tashgari,
T; =3— 1 vaz = n deb olsak, u holda

Piy(n) = Bo+ Bin+ Ban(n—1) + ...+ Br_n(n —1)...(n —k +2)
ga ega bo'lamiz, bu yerda B; = P._; (0

:...37). Bu tenglikni quyidagicha
vozish mumkin:
k-1
Be(n)=)" AjC3 'A%, A, =B, 1(g— 1)\
q=0

Dé‘f’ak: (7.11.18) ko'rinishdagi har bir funksiyani (7.11.17) ko‘rinishda
yozish mumkin. Teorema isbot bo'ldi. =

Shunday qilib, (7.11.16) fundamental sistema o'rniga ushbu

ki1

1
Sl SN =T, ) = gl ke xn

fundamental sistemani olish mumkin.
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Misol 7.7. Quyidagi
Za+1 + 42, — B2, 0 = 1)
bir jinshi chizigli-ayirmali tenglamaning wmumity yechimi topilan
Yechish: Bu tenglamaning xarakteristik ko'phadi

A LAX-5=0

be'lib, uning ildizlari A; = 1 va A2 = —5 bo'lgani uchun wimnmiy yeching
an = 1C1 -+ l'—“”:'-_i:‘r"
bo'ladi. I

Misol 7.8. Nol wva birdan boshlanib. har bir keyingisi  ikkita
oldingilarining yig‘indisiga teng bo'lgan Fibonachchi sonlarini qaraylik:
01285 8. 0321 . Umumiy hadining ko rinishi topilsin.

Yechish: Masala shartiga ko'ra
43 = Inal T 2p

chekli-ayirmali tenglamani 2y = 0, z; = 1 dastlabki shartlarni qanoat-
lantiravehi yechimi topilishi kerak. Xarakteristik tenglama

A2—2—-1=0

=
ning ildizlari A; = —'t-’!C. Ag= 2‘" = bo'lgani uchun umumiy yechim

1+\;§ i — /B n
=n = O 5 + €2 3

bo'ladi. O‘zgarmas ¢; va ¢2 dastlabki shart, ya'ni

cp+ 62 = EF, {L‘] e C-}_] e \/:'T:){’I':l - (.‘-2] =2
tenglamadan topiladi:

|
Cl= —fx. o= —

V5’ NG
B iy g B
sl 7B\ T2
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Misol 7.9. Ushbu

Sn44 o 22"4—3 0 33:1-7-'.! o 23”.,_| + 2p = 0

tenglamaning 20 = 2, = 23 = 0, 2z = —1 dastlabki shartlarmt ganoat-

lantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish: Xarakteristik tenglamani

AR oS N L aN 4.1 =1

(A* + A +1)% = 0 kabi yozib olib, uning

Ay = Az =R3-_.5.—'1 == ;.l:__;;“-;'! )

ildizlarini topamiz. Umumiy yechim esa:

2mwin

—2agn
Zn = (e +emn)e ™™ + (ez+eqn)e” 3

, 2mn
= (A + Asn)cos L}_ZE + (Asz + Ayn)sin 3

bu yerda A;, A;, A4, yangi ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Bu o'zgarmaslarni topish uchun dastlabki shartlardan foydalanib,
quyidagi tenglamalarni tuzamiz:

zg = A =0,

9 9
n = [A1+A1}cns%+(A3+A.;}sin%:U.

z3 = A1+3A2=0,

4
SR =S {‘4'1 +2A2}EDS ‘%ﬂ— aF (AJ. = 2:—‘[1] sin _3_'.“’ = —1].
Bundan esa
1 2
AZA =UTA=—A e —
- * ? * sin-_?si V3
Shunday qilib,




HISOBLASH METODLARI

7.12-§. Anigmas integrallarni hisoblash'

7.12.1 Masalaning qo‘yilishi

Agar f(z) funksiya [zp, X| oraligda uzluksiz bo‘lsa, u holda bosh-
lang'ich funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin:

y(x) = yo + /f{f.]rt'!. x € [z, X]. (7.12.1)

Demak, boshlang’ich funksiyani topish [ [(t)dt integralning qgiymatlarini
T

topish bilan teng kuchlidir.
Volterra integral tenglamasi

I

f(z) = plx) + / Kz, t)f(t)dt

[+

da ushbu

=1
i
o
bJ
e’

y(z) =/H{1f‘1 £)f(t)dt (7.

integral bilan ish ko'rishga to‘g'ri keladi. Biz faqat boshlang'ich funksiyani
hisoblash bilan shug‘ullanamiz. Integralning vuqori chegarasi o'zgaruvchi
hﬂ‘{gﬂﬂi va y(z) ning ko'p nuqtalardagi qiymatlarini topishga ehtiyo]
tug'ilishi tufayli anigmas integrallarni hisoblash masalasi o'ziga xos ho'lib,
ular uchun maxsus metodlar yaratishga to'g'ri keladi.

Faraz qilaylik, (7.12.1) integralning givmatini argumentning = =
0, T, Tg,... glymatlari uchun hisoblash talab qilinsin.  Aytaylik,
Y0, Y1y -+, Yn topilgan bo'lib, y,,41 ni topish kerak bo‘lsin. Buning uchun
ylz) mng ayval topilgan mavjud g (k < n) qiymatlaridan foydalanish
mumkm Biz avval f(z) formula yordamida (ya'ni uning istalgan qiyma-
tinl topish mumkin bo'lgan) aniglangan holni qaraymiz. Paragraf oxirida
maf [5-'_] :iadva] bilan berilgan holni ko'rib o‘tamiz. Ko'pincha f(x) ning
divmatini kerakli z nuqtalarda hisoblab, Yn4+1 Ni istalgan aniglikda to-
pish mumkin bo‘ladi. Bu yerda y(x) ning ko'p qiymatlarini topish lozim

'_1.
Mazkur paragrafni yozishda [23] dan foydalanildi.

483



M.I. ISROILOV

bo‘lgani uchun f ning har bir giymatidan y(x) ning bir necha qiymatlari-
ni topishda foydalanish mumkin. Buni quyidagi misolda ko‘rish mumkin:
Yn+1 i hisoblashda

L1

Un+l = Yn + / f(t)dt (7.12.3)

tenglikdan foydalanish mumkin. O‘ng tomondagi integralni hisoblashda
aniq integral uchun qurilgan formulalarning birortasidan foydalanish
mumkin. Lekin bu usul quyidagi ko‘rinib turgan nuqgsonga ega: [ ning
qiymatlari, agar ular [z,, ®,4;] ning chetki nugtalariga mos kelmasa,
fagat yn+1 ni hisoblashda foydalanib, avvalgi v,., wn-1,... va keyingi
Yn+2, Yn+a-.. larni hisoblashda gatnashmaydi.

Kelgusida f ning qiymatlarini hisoblashning bir necha qadamlarida ish-
latishga imkon beradigan usullar haqida so‘z yuritiladi.

Anigmas integralni topishda foydalaniladigan integrallash qoidasi
muvaffagiyatsiz tanlangan bo‘lsa, hisoblash xatolari yig‘ilib bir necha
qadamdan keyin keraklisidan katta bo‘lib ketishi mumkin. Xuddi shu
holni misolda ko‘raylik. Faraz qgilaylik, y,,.1 ni hisoblash uchun oldingi
Yn—1 V& Yn qiymatlar hamda hosilaning ikkita y/,_, = fn-1 va yn = fn
giymatlari asosida interpolyatsiyadan foydalanaylik. Bu yerda ikkita ikki
karrali tugunlarga ega bo‘lganimiz uchun Ermit formulasidan foydalani-

shimiz mumkin va qoldiq hadni tashlab quyidagi integrallash qondasiga
ega bo'lamiz:

Ynt1 = —4Yn + 5Yn—1+ h (4fn + 2fn_1). (7.12.4)

Bu tenglik barcha uchinchi tartibli ko‘phadlar uchun aniqdir. Bu formula
bir marta qo‘llashda yaxshi natija beradi, lekin ko‘p marta qo‘llash uchun
esa xato tez ortib borishi sababli yarogsizdir.

Faraz qilaylik, f ning barcha giymatlari va y,_, aniq hisoblangan
bo'lib, y, ni hisoblashda £ xatoga (masalan, yaxlitlash hisobidan) yo'l
qo‘yilgan bo‘lsin. Birinchi bobda Ynt1 = —4Yn + Syn—1 hisoblash jarayoni
uchun ko‘rganimizdek, bu xato Yn+1; Un+2, Un+3, ... larni topishda ularga
mos ravishda —de,21e, —104e, ... kabi o'sa borib noturg‘unlik yuz be-
radi. Keyingi punktda Yn+k Nl topishda bu xato _1_1(_11—5_}"6 gonuniyat bilan

?j‘ﬁ_iﬂhin: kD‘I]'Jamliz. Bundan (7.12.4) formulaning hisoblash uchun yarogsiz-
gi ma‘lum bo‘ladi. Uning o‘rniga, (7.12.3) integralni trapetsiya formulasi
bilan hisoblasak, { e

h
Yn+1 =Y+ ‘2_ (fn + f‘rl-i-l)
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;Hfo)ﬂbh | A

aniglik darajas] !
qulaydir, chunki xn‘tn _];1'1:11—
arning Llll'ﬂ'l[llllkIHl‘]{f,?l
ktda ko‘rib o'tamiz.

: birga
formulaga ega bo‘lamiz. Bu formulaning algebraik
teng bo‘lsa ham, ko‘p martalab qo‘llash uchun i
lanmaydi. Ko‘p martalab qo‘llaniladigan qoida

katta e'tibor berish lozim. Bu masalalarni keyingl pun

7.12.2 Hisoblash xatosi va yaginlashish

Faraz qilaylik, (7.12.1) integralning qivmatini h > 0 qar_lamh €T}
70+ kh (20 + Nh € X < 29 + Nh + h) to‘rda hisoblash uchun

I

P
Ynt1 =) Ain_i+h) _ Bn;if (&ns) (7.12.5)

.'=l

formula tanlangan bo‘lsin. Bu formula bilan hisoblashda v, ., ni topish
uchun ¥, Yn—1,-- - Yn—p va f ning m = m(n) ta &,,(7 = 1,m ) givmatlari
ma‘lum deb qaraymiz. Agar bu formulada taqribiy qivmat v, ., o‘rniga
aniq qiymat y (z,+1) ni qo'ysak, tenglik bajarilmaydi va tenglik o‘rinli
bo'lishi uchun (7.12.5) ning o‘ng tomoniga formulaning xatosi deb atalu-
vchi qo'shimcha 7, hadni qo‘shish kerak:

rri

P
y('rﬂ“l'l) = Z *4iy (IH—J.} =+ Z anf [EHJ} + Tn. [T I_QGJ

Odatda hi:soblashlar yaxlitlash bilan bajariladi. Shuning uchun ham n—
qadamdagi yaxlitlash xatosini —pr orqali belgilasak. (7.12.5) formula
o'rniga ushbu

b rn
yﬂ':"l :ZA:yre—r TZBHJIf‘E”J} _{‘ifl (7-'2.?)
i=0 =1
hisoblash formulasiga ega bo'lamiz. Bundan kevingi asosiy vazifamiz yi
tagribiy qiymatning
ex =y (xp) — yr

mFDEiDj o'rganishdan iboratdir. Buning uchun (7.12.7) ni (7.12.6) dan
ayirib, xato uchun

: (7.12.%)

En+l = § -4='Erc—: + Ty, T Fn

’ - H 4 o . ’ '_.- It
9zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli bo‘lmagan chekli-ayh
hosil qilamiz. Biz bundagi y,.(k = 0,p) tagribiy GyHa

Pinpnninti!

|li Letrips
s r;]al' !

7 " ,_.I
{ farning, #2
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£x (k= 0. p) ma'lum deb qaraymiz. Qolgan barcha = (k > p) ketma-kel
ravishda (7.12.8) formuladan aniglanadi. (7.12.8) da n = p deb olsak, £,
dastlabki = (k '——l..'.I-T_p} va 7y + pp larning chizigli kombinatsivasi sifatida
topiladi. Bu natijadan foydalanib va (7.12.8) da n = p+ 1 deb olib, ;.2 ni
dastlabki s (k = 0, p) va ry+pp, Pp41+ pPp+1 larning chizigli kombinatsiyasi
orqgali ifodalanadi va hokazo. Shunday qilib, (7.12.8) tenglama yordamida
n > puchun ex(k < p) var,+p,, .
kabi ifodalanadi:

.. P+ Pn—1 larning bir jinsli funksiyasi

n—1

]-1“}-'51 - Z GIEI” (r; +p;) - (7.12.9)

Jj=p

Ko'rinib turibdiki, I’ funksiya (7.12.8) tenglamaga mos

e
-

p
=0

]
L) =¢eagi— D Aien-i=0 (7.12.10)

=0
bir jinsli tenglamaning e, = 4} (k = 0. p) dastlabki shartlarga mos ifrlm-c'hi
xususiy yechimidir. Hagigatan ham, (7.12.9) da barcha j = p, n — 1 uchun
r; + p; = 0 deb olib, bu dastlabki shartlardan foyvdalansak =, = I
kelib chigadi. Shuning uchun ham T funksiva £; ning ta’sir yoki Grin
Junksiyasi deyiladi. Xuddi shunga o‘xshash Gl nolli =g =

= = ”
. Sp
dastlabki shartni ganoatlantiradigan
L(en) =8y, (n,i=p) (7.12.11)
tenglamaning yechimidir. Haqigatan ham, (7.12.9) da g = ... = £, = 0,

T3 + p; = 65 deb olsak, &, = G kelib chiqadi. GY’ funksiya r; + pi
ozod hadning tavsir funksiyasi deyiladi. Endi Gy’ = TP ., ckanini
ko'rsatamiz. Hagigatan ham, (7.12.11) tenglama faqat n = i bo'lganda
bir jinsli bo‘lmagan hamda n < # va n > i uchun bir jinsli tenglama bo'lib,

Gh' quyidagi

L{Eﬂ‘}=u (“’ }i'}1Ei—-'p+l =E|-p+2 = ... =E; = {]'-El‘i' 1 = 1
masalaning I'”Eﬂhlmltilr Bu masala T ni aniglaydigan masaladan fagat
shu bilan farq qiladiki, bunda n o'q bo'yicha i — p + 1 birlikka surilgandir,
demak, G =T
pr=1—1"
Bundan foydalanib, =, ni quyidagicha yozamiz:

P n—1
En = g MNP o (7)) (7.12.12)
i=p
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yoki
en = B + BJP + BD, (7.12.13)
bu yerda
p e | -1
o (2) ~(#) : ;
.E:I-'L” 2= Z I E.”E‘:. Er] = E L .:-E-J'-—J 174 EFIJH = Z FE{-‘J'F o Rt L
i=0 =P =
(7.12.14)

Ko'rinib turibdiki, E) (7.12.10) bir jinsli tenglamaning ELY = sp(k =

0.p) dastlabki shartlarni qanoatlantiruvehi yechimi be'lib, ELY va ELY
lar mos ravishda L(FE,) = p, va L(E,) = r, bir jinsli bo'lmagan
tenglamalarning nolli Ex. = 0 (k& = 0, p) dastlabki shartlarni qanoatlanti-
radigan yechimidir.

Endi h — 0 da un (n = 0.N) tagribiy vechimlarning y(z,) anig
vechimga tekis vaqinlashish shartini anigqlaymiz. Buning uchun ular
orasidagl masofa sifatida

oy yn) = lnrr;.-‘tx 2. ]| = 'EI!I;U.{ v (2n) — tnl

migdorni olamiz. =,.,p, va r, lar o'zaro bog'liq bo'lmaganliklari sababli.
h—=+0dap(y,yn) — 0 bajarilishi uchun h — 0 da max B (k=1.2.3
lar nolga intilishlari kerak.

Ishni E,, ni o'rganishdan boshlaymiz. Agar dastlabki xatolar s4(& <

p) absolyut givmatlari bo'vicha chegaralangan || € £ bo'lsa, u holds
(7.12.14) ga ko'ra

P
B, < ;_E Jrgfn‘
=0
baho kelib chigadi.
Faraz qilaylik, (7.12.15) formula o'zgarmas y ui aniq integrallasin va
'J
[ =0bo'lsin. U holda bu formulaning koeffitsiyentlari 3 A; = 1 sharw
faid
qanoatlantirishlari kerak. Bu esa 2, = 1 bir jinsli L(e,) ~ 1 lt*'ll;‘.f:u‘."..k
ning yechimi ekanini ko'rsatadi. Bundan tashqari, v o'zgarmas va 7 )
bo'lgani uchun p; = r; = 0 bo'lib, (7.12.14) dan
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kelib chigadi. Demak, ixtivoriy n uchun

> [ey

i=0

-
= 1
= "

n —+ o0 da E, ning tartibi bilan 7 }FE.”‘ yig'indining chegaralanganligi
uzviy bog'ligdir.
Shu munosabat bilan, quyidagi ta'rifni kiritamiz,

Ta'rif 7.8. Agar shunday M soni lopilsaki, |s;| < (i < p) bo‘lganda
barcha n = p uchun
P
|E,| = Zri;}g. < Me
i=0

tengsizlik bajarilsa, u holda (7.12.5) formula dastlabki qiymatlarining
£ (2 = p) zatolariga nisbaten turg‘un deyiladi.

Endi turgunlik kriteriysini keltiramiz.

Teorema 7.18. (7.12.5) formula dastlabk: xatelars; (i < p) ga ﬂ'i-'*'!”-_““"
turg‘un bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir:
P :
1) AP — Yy AP =
1=0 i
tenglamaning Ax ildizlari orasida moduli bo‘yicha birdan kattasi mavjud
emas;

2) moduli birga teng bo‘lgan ildizlar tubdir.

Isbot. Oldingi paragrafdan ma’lumki (7.12.10) bir jinsli o'zgarmas
koeffitsiyentli chizigli ayirmali tenglamaning umumiy vechimi

P
NH_NTAN =0
=0

(p+ 1) - darajali algebraik tenglamaning ildizlari orqali aniglanadi.

Tenglamaning  ildizlarini Ay, Az, ..., A, va ularning karral_ﬂ_'ini
Ki,ka, ... kn orqali belgilasak, u holda A’ni(; = 0,k— ;i = Lm)
funksiyalar L (e,) = 0 bir jinsli tenglama yechimlarining fundamental sis-
temasini tashkil etadi. Tenglamaning ixtiyoriy yechimi ularning chizigli
’kombinatsiyasidan iborat bo'ladi,

Jkkinchi tomondan, dastlabki giymatlarning ta'sir funksiyasi T =
ﬁﬁ]ham fundamental sistemani tashkil etadi va bu sistema A'n’ yechim-
lardan maxsusmas matritsali chizigli almashtirish yordamida hosil bo'ladi.

-
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Ushbu 31, |F5:j' vig'indining chegaralanganligi Ff,”{_;‘ = 0.p)
funksiyalarning chegaralanganliklari bilan va demak, barcha n uchun
Aln? (j =0,k —Lit=1,m) yechimlarning chegaralanganliklari bilan

teng kuchlidir.  Bu esa A, lar modullari bo'yicha birdan katta
bo'lmagandagina yoki |A;| = 1 holda esa k; = | bo'lgandagina o'rinlidir.
Shu bilan teorema isbotlandi. m

Endi £ ni tekshiramiz. Agar p barcha gadam uchun p, larning
vuqori chegarasi bo'lsa, ya'ni |p,| < p, u holda (7.12.14) ga ko‘ra

n—1 N1
(2) Z (p) | _ J(p)
‘Eﬂ <P }F” tp-j—-1| = P Z rJ {
i=p J=p
N=1
(2] () = ;
max ]Ln ! s p E [IJ : (7.12.15)

}=p

bo'ladi. Agar p,.|p,| < p shartni qanoatlantiruvchi barcha qivmatlarni
qabul giladi deb faraz gilsak, u holda oxirgi baho anig bo'lib, n = N va
Pk = psign I"f.f:ip_ r—; bo'lganda tenglikka erishiladi.

Ko'rinib turibdiki, h — 0 da N cheksiz ortib boradi.

Endi L{s,) = 0 bir jinsli tenglamaning yechimlari bo'lgan ushbu

e pe o p®) (7.12.16)

1411 n+p

sistemani qaraymnz. Bu yerda '’ = 1 ni hisobga olsak, u holda quyidagi
matritsa

ARG 0 () 1
A1)
6 0 ... © L B
(n) ) () ()

s 1 rﬂ-!-l I 2;11—2 FETJ—I ]—‘2?!

n=12... puchun (7.12.16) sistemaning qiymatlarini tasvirlaydi. Bu
matritsaning determinanti noldan fargli. Shuning uchun ham (7.12.16)
sistema fundamental sistema bo'lib, u I"Ef”. ["E;”, i l"EF]' va demak, Al'n?
yechimlardan maxsusmas chizigli almashtirish yordamida hosil bo'ladi.
Ularning chegaralanganligi Iy (i < p) va A'n? (j =0k — ;i = 0,m)
funksiyalarning chegaralanganligi bilan teng kuchlidir.
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Ta'rif 7.9. Agar h ga bog'lig bo‘lmagan shunday My soni mavjud bo’lib,
barcha N > p uchun

11‘:53’\ = MiNp (n= ;f). N — I_]

tengsizhik bajarilsa, u helda (7.12.5) hisoblash formulasi p, yru:f:’!‘!us.l'!, Ta-
tolariga nisbatan turg‘un deyiladi.

Teorema T7.19. (7.12.5) hisoblash formulasining p, yarlitlash zatolarigo
nisbatan turg‘un bo'lishi uchun quyidag: shartlarning n'mljr:.r'!hshii Ir;t'f{H'IIEIH':

1) APHL _ 5P A NPT = 0 tenglama moduli bo‘yicha birdan katte
ildizgn ega emas va

2) moduli birga teng bo‘lgan idizlar tubdir.
Isbot.

Haqgiqatan ham, teorema shartlari bajarilganda Atnd

(.‘.'I" =0.k; — 1:i = 1,/m) vechimlar, ular bilan birgalikda esa ry (i €p)

ta'sir funksiyalari chegaralangan bo‘ladi, xususiy holda ‘E.‘”f < M,;. Bun-

dan va (7.12.15) tengsizlikdan teorema tasdig'i kelib chigadi.
Shunday qilib, y;(i < p) dastlabki qiyvmatlarni aniqroq hisoblash va pn
yaxlitlash xatolarini kamaytirish yo'li bilan h — 0 bo'lganda doimo

max
n

E}:‘“\ 40 (k=1,2)

bo'lishiga erishish mumkin. Bundan biz quyidagini aytishimiz mumkin:

agar h — 0 da max |E:};'”| —+ 0 bo'lsa, u holda (7.12.5) formula shubhasiz
tekis yaqinlashuvchi hiscblash jarayoniga yo'l qo'yadi.

Faraz qilaylik, r = r(h) barcha n{p < n < N — 1) uchun xato absolyut
qiymatining yuqori chegarasi bo'lsin: |r,| < r. U holda

n—1 rni—1
B0 <7 Ky .| = 5 e
i=p k

—
va
(3) S ()
' -
m&x&En lgrkgplrk I (7.12.17)
Bundan quyidagiga ega bo'lamiz.
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Teorema 7.20. Agar h — 0 bolganda

N-1
r(h) 3 ITE[ -0

k=p

bo'lea, u holda (7.12.5) formula tekis yaginlashuvchi hisoblash jarayoniga
yo'l go'yadi.

p
Teorema T.21. Agar APT =%~ A AP = 0 tenglamaning moduli bo‘yicha

=l
birdan katta ildizi mavjud bo'lmasa va moduli birga teng bo'lgan dezi tub
bo‘lsa, u holda h — 0 bo‘lganda

r{h)
h

— 0

bo'lsa, (7.12.5) formula tekis yaginlashuvchi hisoblash jarayomiga ye'l
qo ‘yadi.

Isbot. Biz yugorida ko'rganimizdek, teorema shartlari bajarilganda,
shunday M; soni topiladiki, barcha k = p uchun

‘[1::”‘ = ,'1I-fj

bo'ladi., Bundan va (7.12.17) dan quyidagi bahoga ega bo'lamiz:

Imax EH”‘ < Mi(N —p)r < MyirN < .-'l-h%{X —29).

Bundan esa teorema tasdig'i kelib chigadi. ju |

- b
Teorema 7.22. Agar A; = 0 (i = 0,p) va 3 A; = 1 bo'lsa, u holda
i=0
(7.12.5) formula dastlabki zatolarga nisbatan turg‘un bo'ladi.

Isbot. (7.12.5) formulaga mos keluvehi bir jinsli

P
Ynp1 = Z A:yrl—i

=1
tenglamani qaraymiz. Bu yerdan
P P
= A = lE= / A = 3 ‘
bl < 3 Acln~s| < max lul Do A= ma o
= Te=
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Bu bahoni bir necha marta go‘llash bilan barcha n lar uchun |y,| <

[max {yi| tengsizlikning o'rinli ekanligini ko'ramiz. Boshgacha aytganda,
<k<p

bir jinsli tenglama yechimining barcha qiymatlari yo, ¥1.....9n dast-
labki giymatlarning moduli bo'yicha eng kattasidan ortmaydi. Bundan

ko'rinadiki, dastlabki qiyvmatlarning barcha ta’sir funksiyalari modullari
bo'yvicha birdan ortmaydi:

il"&:]lil {?='ﬁ. i & [ [ LR R

Bundan esa, yuqorida ko'rganimizdek,

P
APEL_ N At =0

p={]

tenglamaning ildizlari orasida modullari bo'vicha birdan kattasi mavjud
emasligi va modullari bo'yicha birga tenglarining tub ekanliklari kelib
chigadi. Bu yerdan esa teorema tasdig'i teorema 7.18 dan kelib chigadi. ®

Endi (7.12.4) formulani tekshiramiz. Unga mos keluvchi yniy =
~ 45 +5Yn—1 bir jinsli tenglamani olaylik. Buning xarakteristik tenglamasi

A% 44X — 5 =0 bo'lib, ildizlari A, = =5, A\a = 1. Demak,

E"_‘l_]_ = _4Er|. + E"E'u—]

tenglamaning Ey = g va E; = £; dastlabki shartlarni ganoatlantiruvehi
yechimi

(=12

1
E, = 5 (€1 + Bea) + (eg —£1) 5"
bo'ladi. Agar £ — £y # 0 bo'lsa, u holda n ning o'sishi bilan E, juda tez
o'sadi. Bundan esa teorema 7.19 ga ko'ra (7.12.4) formulaning dastlabki
xatoga nisbatan turg'un emasligi kelib chigadi. Bu formulaning yaxlit-

lash xatosiga nisbatan xam turg'un bo'lmasligiga ishonch hosil gilish qiyin
eIas

Aksincha,
h
Y41 = Y + 5 (S fatr)

fumﬂabmmmn 7.22 ga ko'ra dastlabki xatoga nisbatan turg'un hisoblash
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7.12.3 Jadval ko‘rinishida berilgan funksiyalarni
integrallash

Faraz gilaylik, [xq, X] oraligning teng uzoqlikda joylashgan
Tn=aT0+nh(n=0,N;zo+ Nh£ X <z3+ Nh+ h}

nugtalarida f({x) ning giymatlari berilgan bo'lib, shu giymatlar bo'yicha

y(x) = yo + [‘ flt)dt

ni o'sha teng uzoglikda jovlashgan r,, = xp + nh nuqtalarda hisoblash
talab gilinsin.

Biz avval dastlabki jadvalni davom ettirish masalasini ko'rib chigamiz,
Jadvalning boshlang‘ich va oxirgi gismlarini tuzish masalalarini keyinroq
ko'ramiz. Faraz qilaylik, hisoblashlar x, = zy 4+ nh tugungacha bajaril-
gan bo'lib, y(x) ning oxirgi hisoblangan giymati y(x,) bo'lsin. Keyingi
y(&ns1) qiymatni topish uchun ixtiyoriy ma'lam y(zi) ( k& < n ) qgiy-
matlardan va [ ning jadvaldagi ixtiyoriy qivimatidan fovdalanish mumkin.
Biz fagat hisoblangan bitta y (., ) giymatdan foydalanib, y (2,,1) ni hosil
giladigan usullarni ko'rib o'tamiz. Ma'lumki, y (x,4+1) ning aniq giymati

Taal
i (Tat1) =Y E:ru.] it f .ﬂ.'"]f”
In

formula bilan topiladi. Bundan foydalanish uchun f(#) [, £n41] oralig-
ning barcha nugtalarida ma’lum bo'lishi kerak. Lekin bizga [(t) ning
aniq giymati ma'lum emas. f(t) ning [z, 241] dagi taqribiy giymati
interpolyatsiva yo'li bilan topilishi kerak. Interpolyatsiyalash uchun
[£4s w41 | oraligga yaginrog joylashgan nugtalardan foydalanish magsadga
muvofigdir. Shu magsadda Bessel formulasidan foydalanish mumkin. Agar
[y — kh, x, + kh + h] oraliqda f(x) funksiya 2k + 2 marta uzluksiz hosi-

493



M.I. ISROILOV

laga ega bo'lsa, u holda Bessel formulasini quyidagicha vozish mumkin:

fi‘r +.||rr|-ll J W= __

Jr“']:f{ru"i'lh'l‘}— Ir' _&f:r
u(u—1) A*f,_y+A%f, ( —D.u (u— .
-+ { 21 :' - : 12 f - H ;i!”L“ -"_\ijfn- i g ¢
(u+k—1)...(u—k) Af i+ A%f i1
(2k)! ' 2 g
-EI,-E +-I1.'_"1 Slila fl‘ '
+{U }{11{2;:_’_ 1}1',1 {H ]&2k+!I” g +r(t),
speafu+E)(u+k—1).. . (u—&—1) (ors2
r[t}.—_h"k-rE{ )(u o 4‘}2}! W=k — 1) paxsa) (g,

[#n —kh < & < z,, + kh + }].
Endi f ning bu ko'rinishini
Frgl

1
flt)dt = hfflf:r.‘,, + uh) du
4]

Tn

miegralga qo'yib, uncha murakkab bo'lmagan amallar bajargandan so'ng
Y (Zn41) uchun quyidagi ifoda kelib chigadi:

fn+fﬂ+l = ‘l_ﬁzfn 1_"‘ ﬂ‘jfi

F{In-i-l:l =yEIﬂ}+h{ 2 12 7] =t
1 4 4 (¢ 0
o AfnatAaoy 191 A% g+ A%u-2 (71219
T20 2 GO480 2
2k 2k
+oat H‘k& Sk +;h fﬂ‘k“] + Ry k.

1
By = ﬁ;ﬂjf{u+k—11...{u-k}dn1
Ek-lv:i
i = {2k+2]'f‘““‘““+‘~“11 (u— k — 1) F O+ (€)du.

Eluld&g;l [ﬂ + k)u + k =1 1T {u. = h - 1) ]m pd.}'tlﬂd. [0, !] Dl'ﬂhi]dﬁ

Rop = R348y L fO2R52) ()
In+kh<n<z,+kh+h
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Agar (7.12.18) formulada qoldigq had R, ni tashlasak, y,ey ni to-
pish uchun taqribiy formulaga ega bo'lamiz.  Agar bu formulani
150 o (RS yn dastlabkilarni hisoblash uchun qo‘llaydigan bo'lsak, u holda
[J'u, X] oraliqdan chapga chigishga, va'ni f(zy — hly, flea— Y
f(za — kh) larni hisoblashga to'g'ri keladi.

Agar bu giymatlar bizga ma’lum bo'lmasa, u holda dastlabki qiymat-
larni hisoblash uchun boshqacha yo'l tutish mumkin. Masalan, y (z,) ni

y(z1) = y(xo) + ff(r}r!t

formula bilan hisoblashda f(t) ni [zg, ;] oraligda interpolyatsiyalash
uchun Nyutonning birinchi interpolvatsion formulasidan foydalanish
mumkin:

Jr”} = f[.'l.'“ +ult) = fu—‘r %ﬁfu H{u 1'.'& f 5
Rt T PRS- ’””a*fwr(t].
3! A
r(1) = R+ wfu—1) -1-{“_":}f[k+”(-f},

(k+1)!
Buni integralga go'yib, quyidagini hosil qilamiz:

|:£'I + fi 1

yl(zi) = y(xe) + 4 - :L"‘fs- lfn”Tg'ﬁ"fn+...+Cbﬂk!ﬂ]+

+ Rﬂ-,lﬁ

1

Cx= :T w(u—1)...(u— k+ 1)du,
0

Ry = Ck-l-lf'ik-ﬁfik-t-”[f}.-'ﬂu < E< ;.

R,r qoldiq hadni tashlab, y(z;) ni arttqi&ydlgan taqribiy
formulaga ega bo'lamiz. Bu yerda ap mni x; bilan al
mashtirib, w(z2) ni hosil qilamiz va hk Shunga o'xshash
Y(Tn—ks1) ey (xy) larni  hisoblash uchun Nyutonning ikkinchi
interpolyatsion formulasidan foydalanib, quyidagi formulani chiqarish
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mumkin:

N+ v 1 . ] -
H(mN}=y(Th'—|}+*t[L3{u = F;i‘-'f.-v—-: = O—4J‘*f;\- =

_%&4,&.’_1 = .+ [_L}J\'—L[.L -\F'.JI'—..-.,.-_L. " RNLEI

7.13-§. Kubatur formulalar

Matematikaning o'zida va uning tatbiglarida ko'pincha karrali integ-
rallarni tagribiy hisoblashga ehtiyoj tug'iladi. Kvadratur formulalar kabi
bu yerda ham karrali integralning giymatini integral ostida funksiyaning
chekli miqdordagi P, P, ..., Py muqtalardagi giyvmatlarining chizigli
kombinatsivasi yordamida aniglaydigan ushbu

= j‘ ff[Ih .,m'",}tf’l1 fII.;—LehJ[!LP‘l‘RfI}'

k=1
formula kubatur formula deyiladi. Bundagi
P11P‘2|"-+PN {PJ;:{J?E*.J,J.'EEJ 'TJIH.}'::_‘ Q2

you e Ay

nugtalarning to'plami infegrallash to'ri, A (k = 1,N) kubatur formula-
Ting kﬁ'ﬂﬁtﬁ_iﬂﬁﬂﬂﬂf‘i va R(f) goldiq had deyiladi. Bu paragrafda kubatur

formulalarni tuzishning ayrim usullarini ko'rib chigamiz. Biz asosan ikki
karrali integrallarni qaraymiz,

7.13.1 Kyadratur formulalarni ketma-ket go‘llash

Kubatur formula tuzishning eng sodda usuli, bu karrali integralni
takroriy integral shaklida tasvirlab, bir karrali integrallar uchun qurilgan
kvadratur formulalarni qo‘lashdan iboratdir.

Faraz qilaylik, integrallash sohasi Q to'g'ri burchakli to'rtburchak {a <
z < bie < y < d} bo'lsin, Ushbu

- | f @, y)dady (7.13.1)

integralni hisoblash uchun Simpson formulasini ikki marta qo‘llaylik. Bu-

“'m uchun [ﬂtﬁl va [e,d] oraliglarning har birini quyidagi nugtalar bilan
figh s fquyidag 1
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o=a, xy=ath, za=a+2h=b w=¢ Y=ctk, w=ct2k=4d

bu yerda

b—n L;:d_c

=
g ! 2

Shunday qilib, hammasi bo'lib to'gqizta (2, ;) (1.j=0,1,2) nuqtags ega
bo'lamiz{chizma 7.13.1).

Chizma 7.13.1

Endi (7.13.1) integralda

(! i
[ = fdxfﬂx,y}ffy

ichki integralni hisoblash uchun Simpson formulasini go‘laymiz:

b
I"":j %l“m.!m} +Af(z ) + [, pe)lde =

b b b
= 5| [ s vodo+ 4 [ ey + [ S,
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Har bir integralga vana Simpson formulasini go’llasak, u holda

hk . :
I'= "lij_{[f[.rn-yn:l + 4 f(z1.90) + f(z2.90)] + 4 flza. 11 )+

+4f(x1. ) + flzs, lhﬂ + [f'[-’t'n-rfz} +4f(z,y2) + flea, u2)l}

voki

hk
I =~ ?{UEIDTHU] + flz2,90) + flzo,u2) + flza, u2)+ (7.13.2)
+4{f(z1.00) + flwo.11) + [z, m2) + flz2, )] + 16f(z1, 1)}
hesil bo'ladi. Bu formulani gisqacha quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
hk <
Is= S Z Aij (i 1)
i.7=0

Bu yerda Ay quyidagi uchinchi tartibli

1 4 1
A= |4 16 4
1 4 1

matritsaning elementlaridir (chizma 7.13.1).
Ko'rsatish mumkinki (7.13.2) formulaning qoldiq hadji

. Wk fEn) RS f(er.m)  hok® 8% f(Ea 1)
Ry < M L) B3l (7133
) 45 Ozt 45 gyt 90*  dxtoy® {

la<& <b; e<ay <d)
ko‘rinishga ega bo'ladi.
Qoldiq hadning bu ko'rinishidan ma‘lum bo'ladiki, 9 nuqtali (7.13.2)
formula darajasi uchdan ortmagan integrallarni aniq integrallaydi.

Misol 7.10. Simpson formulasi yordamida
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Yechish: Bu verda

5—4 i—0

h: "—‘D,ﬁ:."-_':——:ﬂ_ﬁ

]

deb olamiz. Integral ostidagi funksiva f(x.y) = (x4 y)~? qiymatlari
quyidagi jadvalda keltirilgan

—

W\, 4 4.5 5
4] 0.0625000 | 0,0493827 | 0,0400000
0.5 0,0493827 | 0,0400000 | 0.0330688

1 0.0400000 | 0,0330688 | 0,1666667

(7.13.2) kubatur formulani qo‘llaymiz:

.5:0,9, :
I —]qf;u, 0625000 + 0, 0400000 -+ 0, 0400000 + 0, 1666667+

+4(0, 0493827 + 0, 0493827 + 40, 03300688 + 0, 03300688+
160, 0400000] = 0, 044688,

[ |

Bir o'lchovli holdagidek bu yerda ham anigliknmi orttirish magsadida
R=fae<zr<bhe<y< d} to'g'ri to'rtburchakning tomonlarini mos
ravishda m va n bo'laklarga bho'lib, hosil bo'lgan mn ta kichik to'g'ni
to'rtburchaklarning har birida Simpson formulasini hesil gilish mumkin.

Faraz gilaylik.
b—n d—c

va k=

2m 2n
bo'lsin, u holda tugunlarning to'ri quyidagi koordinatalarga ega bo'ladi:

=

ri=mx9+1h, zo=a, 1=0,2m;
ui =wo+ik, w=c J=02n

Qulaylik uchun f(x,,y,) = Jf; deb olib, har bir kichik to'g'ri
to'rtburchakka (7.13.2) formulani go'llasak, u holda

bod
:'k re i
f f flz, y)dzdy = I? Z Z [(f2i.2; + foiva2s + frivnajeatfaizsea)t

=0 7=0

+4( friv1.25 + foizo2541 + faiva2ise + frigge) + 16 a0 2561
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ga ega bo'lamiz yoki o'xshash hadlarni ixchamlasak,

2m' 2n

fff{: Wdzdy = "5 303" Myl

=0 j=0

bu yerda A;; quyidagi matritsani elementidir:

IR 4 2 4 1]
4 16 8 16 8 ... 16 8 16 4
@ R 4 o o8 4 B2
2 8 4 8 4 ... B 4 B 2
4 16 8 16 B ... 16 8 16 4
gy 2l BRI (- . N

Biz ichki va tashqi mtegrallarning har ikkalasi uchun Simpson formulasini
go'lladik. Ichki integralni bir kvadratur formula bilan hisoblab, tashqi
integralni esa boshga formula bilan ham hisoblash mumkin edi

Agar ) soha

asz<b @) <y<y)

tengsizliklar bilan aniglangan bo'lsa (chizma 7.13.2),

(]

= ¥(x)

Chizma 7.13.2
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bu holda ham (7.13.1) integralni yuqoridagi wusul bilan hisohlash
mumkin:

b plx) b
// fle, y)dedy = [rf_r ] fle, y)dy ==fFf_.r}d'-;r.
I‘.i 7 wix) o
bu yerda
)
Fx) = / fle, y)dy.
w(z)

]
Biror kvadratur formulani qo‘llab, [ F(2)dx ni hisoblaymiz:

i

N
// flx, y)dzdy = z A;F(r;). (7.13.4)
0 sl
()'z navbatida
yrimy)
j‘ﬁf;i'l } — / f{"'-:h .UJ“I!H
|,"I:;r.?

integralni boshqga biror kvadratur formula bilan hisoblash mumkin:

Flaz) 2 Y By Fla, ;).

Buni (7.13.4) ga qo'yvib quyidagi

PRy

f[f[.ur, ydzdy = i Z A B (i, u5) (7.13.5)
4]

1i=1 =1

kubatur formulani hosil gilamiz. Biz garagan (7.13.4) va (7.13.5) fornu-
lalarda ko'p tugunlar qatnashadi. Bu yo'l bilan borsak integral karrasi
ortgan sari tugunlar soni ham tez ortib boradi. Agar integrallash sohasi
n o'lchovli kub bo'lib, har bir o'zgaruvehi bo‘yicha integrallash nchun m
tadan nugta olinsa, u holda tuzilgan kubatur formulaning tugunlari soni
N =m" ta bo'ladi. Shuning uchun ham, kubatur formulalar nazariyasida
eng yuqori aniqlikka ega bo'lgan formulalar tuzishga harakat gilinadi.
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7.13.2 Interpolyatsion kubatur formulalar

Integral ostidagi funksiyani 2 o'lchovli interpolyatsion ko'phad bilan
almashtiramiz. Agar Li(z,y) ko'phadlarni quyidagicha

1, agari=j . ., —0
Lilzj,u5) = {[.I agar i # J £ il

aniqlab olsak, u holda
L) =) Maww)Lila,y) (7.13.6)

ko'phad (z;,y;) nugtada f(z;, y;) giymatni gabul giladi. Integral ostidagi
funksiyani (7.13.6) bilan almashtiramiz:

fnff{u:fy]dxdym‘ﬁf )dxdy = Z A Flzi, 1),

bu yerda A; = [[ Li(z, y)dzdy bo'lib, uni murakkab bo‘'lmagan sohalar
0

uchun hisoblash qiyin emas.

Faraz  qilaylik, Q

_ soha to'g'ri to'rtburchak bo'lsin:
a<z<b c<y<d Integrallash to'ri sifatida

: ' e — [ d—c
Zi=atth, yy=c+jk, (i=0m; i=0n) h= i—ﬂ~ k=

m n
to'g'ri chiziglarning kesishishlaridan hosil bo'lgan nugtalar to'plamini

olamiz, u holda quyidagi interpolvatsion formulaga ega bo‘lamiz:

m

Hen) = DY ) f==" [ =t

i=0 =0 — T a={) Y~
E#l ¥
Buni to'g'ri to'rtburchak bo'ylab integrallasak,

b d
ff f(%:#}dﬂ‘:'dr‘ﬂzz Aij.lr{:rl.-yj]

hosil bo'ladi, bu yerda

i=0 =0
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yvoki
.*14; = (b— ﬂ}{ﬂ.— l“-J‘ri,r.l'r-l-l . IJ.ﬂ-H

ko'rinishda yozish mumkin, Iy 01 v 1, 0 lar esa Nyuton-Kotes formu-
lasining koeflitsiventlaridir.

7.14-§. Statistik sinov metodi
(Monte-Karlo metodi)

shu  paytgacha tuzilgan kvadratur(kubatur) formulalar uchun
funksiyalarning biror sinfida qoldiq hadning aniq bahosi berilgan edi
yoki berish mumkin edi. Masalan, 7.7-§ da C'(L) sinf uchun to'g'ri
to'rtburchaklar formulasining xatosi uchun 0,25LN ~' bahoni aniglagan
edik, bu yverda N kvadratur formula tugunlari soni. Bu baho gara-
layotgan sinfning barcha funksivalari wchun o‘rinlidic.  Ayrim sinflar
uchun bunday baho juda ham qo'pol bo'ladiki., integralni vetarlicha
aniglik bilan hisoblashning imkoni bo'lmaydi. Masalan, n— o'lchovli
birlik kubda aniglangan, uzluksiz xususiy hosilalari bo'lakli - uzluk-
siz va |fl (&1, 29,....,2,)] < L shartni qancatlantirgan f(x, 22, ...2,)
funksiyalar sinfi C'! (L) uchun dLN~% (d—o‘zgarmas son) dan yaxshi-
rogq bahoni ta’minlaydigan baho mavjud emasligini N.S. Baxvalov [2.3,20]
ko'rsatgan edi. 7.7-§ da qgaralgan sinf bu sinfning n = 1 bo‘lgan holidir.

Faraz qilaylik, shu sinf funksiyalari uchun integralning qiymatini
0,01dL dan ortmaydigan aniglik bilan hisoblash kerak bo'lsin. U holda
kubatur formulaning tugunlari dLN =% < 0,01dL tengsizlikni qanoat-
lantirishi kerak, ya'ni N > 100n bo‘lishi kerak. Odatda ko'p o'lchovii
funksiyaning har bir qiymatini hisoblash ko'p mehnat talab giladi, shuning
uchun ham hatto n = 6 bo'lganda bunday integralni hisoblash mumkin
bo'lmaydi.

Bunday holda, qat’iy bahoni topishdan voz kechib, buning o‘miga
ma'lum darajada ishonch bilan bo‘lsa-da, xatoni baholashning boshga
metodlarini qgidirish vo'liga o‘tish kerak. Bunday metod statistik sinov
metodi yoki boshqacha aytganda Monte-Karlo metodudir.

Ta'rif 7.10. Agar X migdor u yoki bu giymatlarni biror tasodifiy hodisa-
ning ro'y berishi yoki ro’y bermasligi bilan bog'lig holda qabul qilsa, u holda
X tasodifiy migdor deyilad:.

Tasodifiy migdor X tagsimol gonuni

P(X < z)=®(x)
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bilan aniglanadi, bu yerda X —ixtivoriy haqigiy son va @(x)-tagsimol
funksiyasi. Tasodifiy migdorning givmatlari tasodifiy sonler deyiladi.

Agar tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni aniq bo‘lsa (tekis, normal
va h.k.), u holda unga mos keladigan tasodifiy sonlar shu gonun bo'yicha
tagsimlangan deyiladi.

Agar tasodifiy migdor X ning giymatlari [0,1] oraligda yotsa va qiy-
matlarining ixtiyoriy (a, 8) € [0, 1] oraliqda votish ehtimollari § — a ga
teng bo'lsa, X bu oraliqda tekis tagsimlangan deyiladi

Tasodifiy sonlarni hosil qilish uchun tasodifiy fizik jarayonlar masalan,
o'yin soqqasini tashlash, ruletkani aylantirish, Geyger schyotlaridagi yon-
ish va h.k. natijalaridan foydalanish mumkin. Hozirgi paytda tasodifiy
sonlarning tayyor jadvallari ham mavjuddir |5)].

Faraz qilaylik, biror usul bilan [0.1] oraliqda hir-biriga bog lig
bolmagan va tekis tagsimlangan tasodifiy sonlar ketma-ketligini hosil qil-
gan bo'laylik:

o R S

(2) (2) (2]
R L

EEH}=££H}~ ...‘ﬁ_r”.

Koordinatalari shu sonlardan iborat bo‘lgan birlik kubning

1 2 T =1
Po= (M @ M)k =T,N)

nugtalarini N ta o'zaro bog'liq bo‘lmagan tasodifiy nuqtalar deb
qarashimiz mumkin.

Elliginchi yillardan boshlab hisoblash matematikasida, shu jumladan

S 1 integrallarni hisoblashlarda, Monte-Karlo metodi qo‘llanila bosh-
di.

Biz hozir shu metodning ikki variantini gisqacha ko'rib chigamiz.
Birinchi variant. Faraz qilaylik, integrallash sohasi quyidagi

A<z <1

0£ 'ﬁ'i(ml,mg, “"'Ii'-1.] -l:_: T < IIPIIJI{IIIIE?"‘?:T[—I} [?1‘,11]

h = 2\ 31 aday 'l"l}

Sengal izhklar bilan aniglansin va f(P) = f(2y, x5, ..., z,) funksiya bu so-
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0< f(P)<1 (7.14.2)

tengsizlikni ganoatlantirsin, Ushbu
1= [ rpyap (7.14.3)

karrali integrallarni taqribiy hisoblash uchun yuqorida aytilgan N ta
2 = (6. 67, ... &) tasodifiy nugtalar to'plamini olamiz. Agar Py € Q
bo'lsa f({FP;) ni hisoblaymiz, agar P & {2 bo'lsa f(P;) = 0 deb olamiz.
So'ngra, bu f(F;) migdorlarining o'rta arifmetigini aniglaymiz:

Snlf) =% Ele S Py) katta sonlar qonuniga ko'ra katta N lar uchun
katta ehtimollik bilan I = Sy (f) deb olish mumkin. Anigrog'i. agar beril-

gan ol < o < 1) uchun ¢, quyidagi

P(ta) =

1 ta 2 L4 &
_IT _— : A
i f_mﬁ dt 5 (T.14.4)

tenglikdan (ehtimolliklar integrali jadvalidan foydalanib) aniglansa va
berilgan £ < 0 uchun N quyidagi

LEn)
Lo

t t

.t

-
-

N >
4 s

r.'!
h'-||

_/Efu’; — IPdP = [ ﬂf*{PMP—F] = ;;_:HUJ

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda Chebishev tengsizligiga ko'ra
I =Sy(fll <€

tengsizlik o ehtimollik bilan bajariladi. Agar {, = 2 bo'lsa, u holda a =
0,997 va t, = 5 bo'lsa, u holda a = 0, 99999 bo'ladi.

Bu yerda [ ning giymati oldindan ma'lum bo'lmagani uchun, D( f) ning
giymati noma’lum, shuning uchun ham N ning kerakli kichik qiymatini
topish murakkablashadi. Shu sababga ko'ra praktikada quyidagicha ish
tutiladi.

Ixtivoriy Ny souni olib, D(f) ning taqribiy qiymatini beradigan

=L .
Sno = 3 ;f'{ﬁ.-] — Sxalf)
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migdorni hisoblaymiz, keyin N; ni aniglayimniz:

N = (14,2 5, ()
1= NG e

Agar N; < Ny bo'lsa, u holda [V;] + 1 ta sinov olinadi va

1 [y ]+1
e S 2(p) — S (),
S, () AES g F2(F) — S, ()

£2 gy
Ng = E% (l +-1. E) 'fﬁ.-"l..'lLf}'

miqdorlar hisoblanadi hamda N, Ny bilan tagqoslanadi va h.k. Sinovning
kerakli soni NV, aniglangandan keyin bu jarayon to‘xtatiladi.

Sn(f) va dx(f) larni hisoblashda EHMlarning xotirasini band gil-
maslik magsadida quyidagicha ish tutish mumkin.

Faraz qilaylik, m ta sinov o‘tkazilib,

rr

Smlf) = =3 1B bul)= =3 fA(P) — Sh(S)
k=1

=1 =

miqdorlar hisoblangan bo'lsin. Navbatdagi m + 1—sinov o‘tkazilgandan
keyin Spm1(f) va dmer(f) lar

1
m-+1

Sm+1 {-” =

1
Semttlf) = == [m (m(F) + S7.()) + F2(Prs1)] = S (f)

formulalar yordamida hisoblanadi.
u]_j:klﬁ?ﬂlﬁ v;iriant- Bu yerda ham avvalgidek N ta Qp =
(€& .E}, ) o'zaro bog'liq bo'lmagan tasodifiy nuqtalar orasidan

[IHS"I{J") = I{Fr:|+] ':|] 4

0<eM <1

2(6y) < 67 < hy(eM),

236, €P) < € < yu(e™, @),
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oal€l bl ) S < (660N,

1 "
0 <& < f(&s &)
tengsizliklarni ganoatlantiradiganlarning soni v aniqlanadi. Yetarlicha

katta NV lar uchun
i

N
deb olish mumkin. Anigrog'i, agar berilgan a uchun t, (7.14.4) tenglikdan
aniglansa va sinovlar soni V berilgan £ > 0 orqali

=<1y,

= -

I

12

N>

(7.14.5)

B E

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda o ehtimollik bilan
)
I——|<e

tengsizlik bajariladi.

Agar EHM [0,1] da tekis tagsimlangan tasodifiy migdorlarni hosil
qiluvchi programmaga ega bo'lsa, u holda bu variant oldingi variantga
nisbatan ancha qulaydir.

Bu verda (7.14.5) tengsizlikni qanoatlantiruvchi N ni aniqlash uchun
avval ixtivoriv Ny olinib, yugoridagi usul bilan integralning givmati [y
hisoblanadi va

_ Jo(L—Io)

l|'|,.."
1 —

t:

topiladi. Agar Ny < Nj bo'lsa, u holda sinovlar soni [Ny} +1 ga yetkaziladi,
I, hisoblanadi va

N:r = fl“ = ‘rl]f-i

topiladi. Bu jarayon kerakli Ng topilgunga qadar davom ettiriladi.
Shuni ham aytish kerakki, bu metod N ta sinov nugta olinganda
ehtimollik bilan O(g) = G[ﬁ} xatolikni beradi.

7.15-§. Singulyar integrallarni tagribiy
hisoblash

7.15.1 Singulyar integral tushunchasi
Biz 7.10-% da
@) = wlx)

m (l<a<l)

a7
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ko'rinishdagi maxsuslikka ega bo'lgan integrallarni hisoblash masalasini
ko'rgan edik.
Ko'p tatbigiv masalalarda, jumladan aerodinamikada, shunday integ-

rallar uchraydiki, ularda a = 1 bo'ladi. Bunday holda integrallarni Koshi
bo'yicha bosh giymat ma'nosida tushunish kerak.

Agar f(z) funksiya [a, b] oraligning ¢ nuqtasi atrofida chegaralanmagan

bo'lib,
£—£ L
lim fj'l:'t‘}ri't‘-i-ff{t]dr
[ g

limit mavjnd bo'lsa, bu limit [a,b] oraliq bo'yvicha f(r) funksiyadan olingan
xosmas inlegralning Koshi bo‘yicha hosh giymati deyiladi va

ks i
Vip. ff{:r']d;r yoki [f{.rhu’.r

kabi belgilanad.
(Bu yerda V.p. "valeur principale" so‘zlarining bosh harflari bo'lib,
fransuzcha "bosh qiymat"ni bildiradi.)

Bosh giymat ma'nosidagi integrallarni ko'pincha marsus yoki singulyar
mtegrallar deb atashadi.

Misol 7.11. Faraz qilaylik, f(x) = }'l"."; ¢ € (a,b) bo'lsin. U holda

T dr ’ —c :
f +f dz =/In D= +In—. (7.15.1)
o X pr—0¢

foat c—4a o

1!

I|

m

Keo'rinib turibdiki g1 va g, urtiyariy ravishda nolga intilsa, bu yig ‘indining
limiti mavjud bo‘lmaydi, ya'ni [ 4=

_ 2= gosmas integral mavjud bo ‘lmayd:.
Bu yerda &, = €5 = ¢ deb olamiz. U holda € — 0 da (7.15.1) ifodo-
ming limiti mavjud bo'lib, ta'rifga ko'ra f: 2= integralning bosh giymatini
beradi: :
V-,p. qz = 1” b=c {T_lﬁ.ﬂ}
a T—C c—a

Ta'rif 7.11. Agar ixtyoriy zy,x2 € [a,b] nugtalar uchun

| flza) = flz2) IS L | 2y — 25 |°

; ."5. zhi .ﬂ't'ir{!i bo'lsa, u holda flz) funksiya [u1 bl oraligda Gel'der shar-
tint ganoatlantiradi deyiladi,bu yerda L va a-gandaydir musbat migdorlar.
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Agar a = 1 bo'lsa, u holda flx) Lipshits shartini qanoatlantiradi deyi-
ladi. Biz doim 0 < o < 1 deb olamiz. Ko'rimib turibdiks, [a,b] da Gel'der
shartind ganoatlantivadigan funksiye shu oraligda uzluksizdir.

Faraz qgilaylik, y € (a,b) ixtiyoriy nugta bo'lsin, f: i‘T’de'r integralda
Klz,y) = r—_'—,r Koshi yadrosi deyiladi va integralning o'zi Koshining sin-

gulyar itegrali deviladi.

Teorema 7.23. Agar fl(x) funkswya |a,b] oraligda Gel'der shartini qanoat-
lantirsa, uw holde Koshining singulyar integrali bosh quymat ma’nosida
mavjuddir,

Isbot. Haqigatan ham,

ol = b Y . b
—-—-ﬂ' ) dxr = —'“‘J } = f‘”d.;r - f[y}[ﬂ g

x
r—1y = 1 r—y

(7.15.3)

o

(e > 0). shuning uchun

Gel'der shartiga ko'ra [AZ=W) < L
ham, (7.15.3) ning o‘ng tomonidagi integral xosmas, integral sifatida
mavjud va (7.15.2) formulaga ko'ra ikkinchi integral ham mavjuddir. Bun-

o -V o 3 o " " = T o
dan esa | %r integralning bosh givmat ma’nosida mavjudligi kelib
chigadi: .

b b
Jiz) .. iRl =0a b—y
i A yu.‘.lr_l' = i n‘?{ir—F f{y} In H—'_ u.

Yana singulyar integralga misol sifatida Gilbert almashtirishlarini olishimiz

mumkin: n.

1 =
U(y) = =1 wlx)otg 5 dr,
wly) = 1 mt!f[:]ctgm‘ Y il
= o =Y. ;

Bu yerda o(x) va ¢(x) funksivalar [—m, 7| da Gel'der shartini qanoatlanti-
radi va shu bilan birga:

]_; pla)de = f: (x)dz = 0.

Ko'rsatish mumkin, sinkz va coskr barcha k = 1,2,... uchun Gilbert
almashtirishlari bo'ladi [42] :

cosky = 3= [ sin kz ctg Stdz, (7.15.4)
yealy M 1 i =¥ A aEsls
sinky = —5= [' coskxctg Shde.
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ju
Bu paragrafda singulyar integrallarni taqribiy hisoblash bilan
shug'ullanamiz.

7.15.2 Gilbert yadroli singulyar integrallarni taqribiy
hisoblash

Qulaylik uchun Gilbert integralini almashtirish yordamida quyidagi
ko'rinishda yozib olamiz:

If(y) = f{ ) etga(z — y)dx. (7.15.5)
0
Odatda Gilbert integralida f(z) funksiyani Gel'der shartlarini ganoat-
lantirishidan tashqari, u davriy funksiya deb qaraladi. Biz bu yerda f(z)
funksiyaning Furye koeffitsientlari

flz) ~ Z Crerine (7.15.6)
quyidagi
| Cn Hi (n#0) (7.15.7)

|
shartni ganoatlantiradi va & < 1 deb faraz qilib, (7.15.5) integral uchun
kvadratur formula tuzamiz [15, 19].

Buning uchun Py(z) trigonometrik ko‘phadni quyidagicha kiritamiz:

Py(z) = Z C.e2mims (7.15.8)

m=—N-1

o E_f( )—2*” : (7.15.9)

Endi (7.15.9) ni (7.15.8) ga qo'ysak,

1 N
F(e) =5 EI (%) i ()

Ea ega bo'lamiz, bu yerda
_ N-1 N-1 F2
Ylx) = Z e2xim(z=vly) — 1+2 Z cos2nm(z — —).
m=—N+1 2N

=1
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(7.15.4) formula yordamida

N=1
i 5 ﬁr
Tv(y) = -2 E sin 27y — ﬁ] = wx(y)

m=1

ni hosil gilamiz. Endi
f(x) = Px(x) + rn(z) (7.15.10)

deb olib, buni (7.15.5) integralga qo'ysak,

1 N z
16) = 57 ( E;T) ok (t) + R () (7.15.11)

kvadratur formulani hosil qilamiz.

Teorema 7.24. Agar f(x) funksiyaming Furye koeffitsiyentlari (7.15.7)
shartni ganoatlantirse va o < 1 bo'lsa, u holda (7.15.11) kvadratur formu-
laning qoldiq hadi wchun

4C 1
: L —_— L8,
UI*;[-'IF?-E}FI | Ry(y) |= =5 e (7.16.12)
baho o'rinlidir. Bu yerda C o'zgarmas son.

Isbot. Shartga ko'ra @ < 1, shuning uchun ham (7.15.7) dan
ko'ramizki,

fz)= Do Guetie (7.15.13)
Fi=—00

Furye qatori absolyut yaqinlashadi. Faraz gilaylik, Ry(y) ning Furye

voyilmasi
oy

Ryx(y)= D Che®™m™ (7.15.14)
=0
bo'lsin. (7.15.4) formulalardan
I1e™m™V — jsignm . e*™™V (7.15.15)

ekanligi ravshan. Endi (7.15.9), (7.15.10), (7.15.13) va (7.15.15) dan koef-
fitsiventlarning quyidagiga tengligini ko'ramiz:

A N ‘
G’:‘ _ {(Gm Cm )15131"“! I TIi I{ N bo'lsa, [‘j"‘]ﬁ_lﬁj

C,, - isignm, |m |> N bo'lsa.
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Ushbu bevosita ko'rinib turgan

L%ei‘ﬂgﬁ- = {1. agar n 2N ga bo'linsa,

2N — 0, agar n 2N ga bo'linmasa,
tengliklar va
{5 u. o0
— 3 ¥ o u o | - .
I(I}ﬂ Imimz _ § r_*r,::-‘”'“’ mlr _ 2 o ”",_2 in
n=—o0 Fi= — i

dan foydalanib, £, uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

B 2N oo
1 il =
= Cy + E Cndm (Eﬁ Eﬂmﬁr) =Em + :_# CanNpm:

n=—oo . n2l n=—oo,n#l

Demak,

;5 |
lcm - Emi = z CoanN -}-ml [?-15- 17)

n=—oc,n#El

Endi (7.15.4), (7.15.15) va (7.15.17) dan quyidagini hosil gilamiz:

o

LByl - lchl= S len—Cul+ Y. leml=

e Im|<N flz N

- ¥

Im|=N

Demak,

GﬂnN 4m
n=—oon#0

L oo
+ Z lﬂml- = 4 z |L'-",|—2 Z Il’_.'[g,uJ__”N1.
m=N

lm|zN =1

[Bn(y) <4 i | em | .

=y

Bundan va (7.15.7) dan teoremaning tasdig'i kelib chiqadi. =
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Mashqlar

1. Quyidagi integrallarni trapetsiya, to'g'ri to'rthurchak, Simpson, Gauss,
Chebishev formulalari yordamida = = 107" aniqlikda hisoblang:

a) f' sinz dr,
b) ||:|, In (14 = ) dx,

1
) Joo T

{4
JJI‘. f !
£} J“l &dx.

a

dr,

g) J'lz axIn wde.

2. Quyidagi kvadratur formulalarni keltirib chigaring:

a) f WI—2ff(a)de = 25 Y0 i sin? ::1 (mﬁm)+ﬂm

x £ ()

— c—1 = 1:
% (2n)! 5

Ry =

b) [1, /5 (a)ds = 525 Toh sin® 5 f (cos 22 ) + R,

Ry = o f(E), -1 <€ L

2'2"‘f2.'lji

3. Beshinchi darajali ko'phadni aniq integrallaydigan quyidagi ko'rinishdagi
kvadratur formulani quring:

/ [ (x)dx = Aolf(0) + F(1)] + Ay [£1(1) = £(0)] + BS (=)

4. Ushbu

[ e pwpe = XX [f (m b Af(0)+ f ("”&)]

kvadratur formulaning beshinchi darajali ko‘phadni aniq integrallashini
ko'rsating.
4. Uchinchi darajali ko'phadni anig integrallaydigan

1
f f(x)de = Cof(0)+ Cy (1) +Caf'(0) + C3f'(1)
0
ko'rinishdagi kvadratur formulani toping.
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r = Coy f(—1) + Cof(0) + Ci f(1)

‘maxsusligini susaytirish yo'l bilan quyidagi
bilan hisoblang:



=]

10.

11.

Foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati

. Anbepr dx., Huwmscon 3., Yonm [Ix. Teopus cnnaiinos n e

npunosens, — M., "Mup", 1972,

. Baxsanon H.C. YTncnenusie meroant, 1., 1. — M., "Hayxa", 1973.

Baxpanos H.C. O6 onruMmanbibiX OUEHKaX CKOPOCTH CXOMMMOCTH
KBAAPATYPHLIX HPOLECCOB M METOMOB HHTerpuposanna Tuna MonTe-
Kapno na knaccnnx dpyuxunit, C6. ""lucaennsie MeTONLD peieHits
audhch. 1 HATErpANLALIX YpaBneinil i Kpagpatypabie chopaynm”. -
M., "Hayka", 1964 (5-63-betlar).

Bepeann WM.C., MKunkos H. I1. Meronw seramcnennii, 1., nam. d-e.
— M., "Hayxa", 1966.

. Bycnenxo H.TL u ap. Metomnst cTATHCTHHECKHX HCTBITAHRKE (MeTOJL

Monte-Kapao). — M., himamarris, 1962,

. Bapra P. Oypxnpuonaibebiil anains o Teopus AlNPOKCHMALHMH B

guciaennos anamanae, — M., "Map", 1974

. Boesopun B.B. Yucnennnte metomst anrebpul. Teopns # aropaTMEl.

- M., "Hayxa", 1966.

Fennchona A.O. Heuuenenne koneunsix pasiocreii, 3-e nenpas. wsj,
- M., "Hayra", 1967.

Tl'onuapos B.JI. Teopns upnrepnoampOBaHHs B NpUbHEKEHHs
dhynkumit, 2-e nepepaborannoe u3n. — M., Focrexusaar, 1954,

Hayraser VLK. Beegeune s reopuo npubmnxennii coyaxunit, w3
JY. = Jleaunrpan, 1977.

Hemmnoens  B.JIL, Mapon H. A. OcHoBel BblMHCIANTENLHOM]
maTemarinkn. — M., "Hayxa", 1970.

515



M.I ISROILOV

12:

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Epmaxos C.M. Meroa Monre-Kapno 1 eseniibie sonpocst. 2-¢ J101.
m3m. — M., "Hayra", 1975.

Epmaxon C.M., Muxaiinos I. A. CraTnernieckoe MOAeanpoBanie.
- M. "Hayxa", 1982.

Hepannos MK, Jmypakynos P, llocrpoenne  pecopwiX
KEANDATY PHLIX (]}me_'l,u'.l JUTH HHTErpajloe THA Ko u cHBury s pibEx
HHTEFPAJIOn ¢ HOMOMILIO spMuTOBLiX cnaaftnop, C6.  "Bonpocws

BRIMHCANTEeABHON B npukaanboil matemarTuku", 47. Tamkenr,
"Dar®, 1977.

Hepannos MM, Magcynoe T. C. Kpanparypusie n kybaryphuie
GOpMYILL U CHEDYAADHBLIX HTerpaios ¢ sapom nawbepra Ha

knacce pyrkumit. C6. "Bonpocst suiuuen. u npukia. matem”, 28, -
TawxkenT, "an", 1974,

Kanurknn H.H, Yacnennse meronst, — M., "Hayxa", 1978

Kawroposuyu J1.B. O merone Huworona. Tpyast sares. wn-ta AH
CCCP, 28, 104-144, 1949.

Qobulov V.K. Funksional analiz wva hisoblash matematikasi,
"O'gituveln". — Toshkent, 1976.
Kopreitnyx A A. Kpanparypusie dopMynsl A CHHTYISPHBIX
marerpadon, Co. "Uncnennbie meTons  pemenns  Judh. H

MHTErPAJIbHBIX CPaBHeMuit u kmagparypusie dopmyam”. - M.,
"Hayra", 1964.

KopoBos H.M. Teopermko-umcnopsie Meromst B npHOaHmEnnoM
annniae. — M., ©uwamarras, 1963,

21. Konuenora H.B., Mapon M. A. Briusciurensuas mareMaTHKA B
npuMepax u 3anavax. — M., "Hayxa", 1972

22. Kpunos AW Jlexitn o npubmokénnnx poramceiennax. - M.
Tocreximanar, 1954.

23. Kpsinos B.H. Tlpubmiskennoe swumcnaenne muverpanos. - M.,
"Hayra". 1967.

24. Kpeinos B.M. Bobkos B, B., Monacreipustit [1. H. Buuncnpnrensanie

MeTeanl Buicmedt mMaTemaTHki. 1. - Mmick, "Bounsitman ukona,
1972,

516




HISOBLASH METODLARI

25.

28.
29.

30.

36,

37.

39.

40,

Kpuuos B.H., Hlynerana JI. T, Copasounas kira 1o THCaIeHHoMy
unTerpupopanyio, — M., "Havka", 1966.

Jdlane s H. Ywcaennsie  serosst s ObieTpogeficTRVIONIHX

BEIMHCAHTE LR e, — M., FLJI, 1962,

- Jlanom K. Tlpakrngeckne MeTois! npuEaaauoro ananusa, — M.,

Puasarri, 1961,
Munn B.9. Huenennwil anamns. - M., HJI1, 1951,
Jopan ILZK. Annpokenmanua n onremusanus, — M., "Mup", 1975,

Mapuyk T Merogs swamemmrensuofl waremaruxn. — M,
"Hayra", 1977.

. Muricoperux LTI Jlexkuwim mo sMeronas pBerauchesmil. - M.,

Puasmarrias, 1062,

. Hukoavernit C.M. Ksagparypuwme dopmyast.  2-¢ u3a.  — M.,

"Hayvra", 1972,

- Honommit T1LC., IMaxapesa H.A., Crenamenxo M.3., Bonnapenko

I1.C., Beankounapenwo VLM, Mavemarinueckuit npakrigya. — M.,
Puanarrus, 1960,

Ocrpopexuiit AM. Pemmenne ypasnenuil n cuerenm ypasnenuit. — M.,
T, 1963.

. Pemes  B.5l. Ocuoest  wncaennwx  Merogos  “Yebbitnesckoro

npubmesenns. — Kunes, "Hayrkosa ayska", 1968.

Ceran B.H.. Cemengser KA. TTarnzpaunse saresarideciie
Tabannsl. — M., Quamvarras, 1962,

Ceré T, Oproronamsiue suorownenst. — M, 1962,

Casapesuit A A, Bpenenwe 8 unenennnie meroant. - M., Havea,
1987.
CoGones C.J1. Bpegenne s reopuo kybarypueix dopayva. — M,

"Hayka", 1974.

Creuknn C.B., Cy66orun 10H., Cuanajlum B BbrscanTenbnof
smareamaruke. = M., "Hayxa", 1976.

1T



M.L

ISROILOV

41.

42,
43.

44.

45.

46.
47.
48.
49,

50.

al.

Cyernn C.B. Knaccngeckne oproronasfibhtie Muorouaens. - M.,
"Hayxa", 1976.

Tpukosu ©. Marerpansisie ypassenns. — M., LT, 1960,

Yunguscon JLx.X. AnreSpandeckas npobiesma  coDCTBEHHBIX
snaqenumit. — M., "Hayxa", 1970.

@anneer J1L.K., Danaeer B. H, Bruncnurensinie MeToab THHeAHON
anretpn. — M., OuamaTris, 1960.

Qopealtr k., Monep K. YYncnennoe pemenge  CHCTEM
anrebpanvueckux ypasmennit. — M., "Mup", 1969,

Xapnu I'. Pacxonsmuecs paost. — M., HJ1, 1951
Xaycxongep A.C. Ocuobbl uMcaensoro anaansa, — M., HJ1, 1956.
Kemmunr P.B. Tucnennse merons. — M., "Hayra", 1972

Yepkacosa M.I1. CHoprnk 3a1a4 no YHeaAcHALIM MeToaaM, — MHHCK,
"Brmmfiman wroaa", 1967.

Hare E. e ©. Tabnunnt hynxnnit ¢ dopyynamit 4 KPHBLIMIL
— M., @uamarruz, 1959.

Wegstein J.H. Accelerating convergence of lterative processes.
Comm. Assoc. Comput. Math. 1, N. 6, 1958, 9-14.

1-bobga taallugli adabiyot: |2, 4, 11, 21, 22, 34, 47].

2-bobga taallugli adabiyot: [2, 4, 11, 16, 17, 21, 22, 26, 31, 33, 34, 36, 51].
3-bobga taallugli adabiyot: [2, 4, 7, 11, 16, 21, 24, 27, 30, 34, 42, 44, 45].
4-bobga taallugli adabiyot: [2, 4, 7, 11, 16, 24].

5-bobga taallugli adabiyot

: [2, 4,9, 11, 16, 21, 24, 27, 31, 34, 36, 50].

6-bobga taallugli adabiyot: [1, 2, 4, 6, 9, 10, 16, 21, 28, 30, 37].

T-bobga taallugli adabiyot

: [2,3,4, 5, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 21, 23,

24, 25, 27, 31, 32, 39, 42, 46, 48],

518




M.L. ISROILOV

HISOBLASH
METODLARI

I gism

(Qayta ishlangan ikkinchi nashri)

© «O'QITUVCHI NASHRIYOTI» MCHJ, 2025

Mubharrir: M.Hayitova
Texnik muharrir; M. Tursunov
Musavvir: Sh.Zoxidova
Musahhihlar: S Hayitova, Sh.Beknazarova
Kompyuterda sahifalovchi: A.Ismailoy









il



