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S0‘Z BOSHI

O*zbekiston Respublikasi Prezideni ~ Sh.M.Mirziyoyevning
“Matematika hamma aniq fanlarga asos. Bu fanni yaxshi bilgan bola aqlli,
keng tafakkurh be'lib o'sadi, istalgan sohada muvaffaqiyatli ishlab ketadi™
deb takidlagan fikrlarida matematika faniming ahamiyatliligini ko*rishimiz
mumkin.

Texnika oliy ta’lim muassasalarida oliy matematika fani talabalaming
mantiqiy fikrlash malakalarini oshirish hamda o'z fikrlarini tushunarli va
aniq bayon etish uchun zamin yaratadi.

O*zbekiston Respublikasi Prezidenti Sh.M.Mirziyoyevning 2020 yil
24-yanvardagi murojatnomasida mamlakatimizni  ijtimoiy-igtisodiy
rivojlantirishda munosib hissa go‘shuvchi, zamonaviy bilim ko‘nikmaga
ega bo'lgan, yugori malakali mutaxassislar tayyorlash hamda sohada ilg*or
ta’lim texnologiyalarini joriy qilish orgali ta’lim sohasini yanada
takomillashtirish borasida tizimli tadbirlar belgilab berildi.

Ushbu o'quv qo’'llanma 6 bobga ajratilgan. Har bir mavzuga asosiy
tushunchalar va muhum formulalar keltirilgan, mavzuga oid misollar yechib
ko‘rsatilgan. Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar berilgan va har bir
bob oxirida mavzulashtirilgan nazorat testlari Keltinilgan. Yechilgan va
berilgan misol va masalalar dasturda ko'zda tutilgan matematikaning
fundamental tushunchalari: matritsa, determinant, chizigli tenglamalar
sistemasi, tekislikda va fazoda tekislik va to'gri chiziq tenglamalari, vektor,
funksiya tushunchasi, limit, bir o‘zgaruvchili funksiya hosilasi, tadbiglan,
anigmas integral, aniq integral va unga keltiriluvchi masalalar yechimini
berishga bag‘ishlangan.

O'quv go'llanmada Oliy o°‘quv wurtlarining muhandis-texnika
sohasidagi bakalavriat ta’lim yo‘nalishlan talabalari bilim olishlari uchun
zarur bo'ladigan matematik bilim va malakalar sistemasini chugur hamda
ongli ravishda o’ zlashtirishlarini ta’minlovchi imkoniyatlarni ochib berish
ko'zda tutilgan.

Ushbu kitob hagidagi tangidiy fikr — mulohazalami muallif chuqur
mamnuniyat bilan qabul giladi va oldindan tashshakkur bildiradi.




I-BOB.CHIZIQLI ALGEBRA,
1-§. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar. Asosiy xossalari.
Determinantlarni hisoblash. Yugori tartibli determinantlar.

i1 @32
( ) kvadrat
3y A3z

matritsa deyiladi. Shu kvadrat matritsaning elementlaridan tuzilgan songa
ikkinchi tartibli determinant deyiladi va quyidagicha yoziladi:

ﬂnﬂulza Qa3 — Oyq0q5.

@y A3y 11422 21412
Uchinchi tartibli determinant deb 3x3 o'lchamli kvadrat matntsaning
elementlaridan tuzilgan songa aytiladi va quyidagicha hisoblanadi.

Quyidagi to‘rtta sondan iborat bo'lgan jadvalga

Uchburchak goidasi:
011 @33 g3
021 822 G23| = 041033033 + A1303:033 + Q31042073
f3; Q37 A33
—(ay3a3;a3, + ay1az3a3; + A338,,031)
Sanyus usuli:
@yq Ogp Q3| Qqq Qg7
31 Q33 d33| Az Q22 = Q4103033 + Q1205303 + Ay3051052 —
34 Q33 33| d3y A3z
—(@13822031 + Q1102303 + G12071033)
n-tartibli

Gy 033 - A1p

azi ﬂ.zz amn azn

@ni Qnz - Onn
kvadrat matritsaning elementlandan tuzilgan songa n-tartibli determinant
deyiladi va quyidagi ko'ninishda yoziladi:

fyy Q33 --yp
A= Q21 @32 «..82n

Qni @nz - Gnn




Minor va algebraik to‘ldiruvchilar:

Determinant a;; elementining M;; minon deb, shu determinantdan bu
element turgan gqator va ustunni o‘chinish natijasida hosil bo'lgan
determinantga aytiladi.
Gy Q12 33
Masalan, A= |dz; @32 @23| uchunchi tartibli determinantning minorlari
@31 Q32 Q33

quyidagiga teng:
MWos = Iﬂzz azzl N 1‘121 ﬂzal _ |ﬂ21 ﬂzzl
117 lazz  assl’ 127 lag; as;zl’ 137 lag;  asl
ST |ﬂ12 "-113] Mo = |ﬂn ﬂiJI S rlu ﬂizl
217 lagz aszsl® 227 laz; @l 23 7 laz; aspl’
= |"-111 '3131 _ |91 ﬂ13| . |"111 ﬂlz‘
b Az Azl 327 lag,  azsl’ 33 7 lagy  azl

a;; eclenentining algebraik to‘ldiruvchisi deb unga mos minoming
musbat yoki manfiy ishora bilan olingan kaualigiga aytiladi, bunda i + j
juft bo‘lsa, musbat ishora bilan, i +j toq bo‘lsa, manfiy ishora bilan
olinadi.

a;; elementnini algebraik to*ldiruvchisi A;; bilan belgilanadi va
Ay = ()M,

munosabat bilan aniglanadi.

Masalan,

e e B
M =My =2 02 Ao =M =—[22 02]
Az = My, = z;: 2;; 1 Azy = —Mz3 = “lg; ::;jl
P




@yy Qg
e l _
33 = M3 sy -ﬂzzl
Ixtiyoriy tartibli determinantni gator elementlari bo’yicha yoyish usulida
hisoblashimiz mumkin.

@11 @12 - Qyn

Ayq Q37 ... 0

21 @22 - Qzp
A=

Opy Qpa o nn

=y A1 + @244z + o+ agpdyg

Bu yerda A,,, A;5,... Ay, lar algebraik to'ldiruvchilar.

Determinantlarni asosiy xossalari.

I. Agar determinantning barcha satrlari mos ustunlari bilan almashtirilsa
uning giymati o‘zgarmaydi:

@y aq7 ay3 11 Apq A3
O3y Oy Q3| = |Gq2 Az U337
i3y O3z A33 flyz dz3 Q33

2. Agar determinant nollardan iborat gatorga ega bo'lsa, uning qiymati
nolga teng bo‘ladi:

ayq 0 azq

az; 0 ays

@3y 0 aza

=0

3. Agar determinant ikkita bir xil parallel gatorga ega bo'lsa, uning
qiymati nolga teng bo'ladi:

Qyq Gy dy3

@y, G437 Q33

A3y Q33 Q33

=0

4. Apgar determinant ikkita parallel gatorining o‘rinlari almashtirilsa,
determinant ishorasi o‘zgaradi:

11 Qy2 Ay 34 App Aay
7y Gpp Op3| = — |Gqq Aq3 Gy3
a3y Q33 d33 @3y Q33 A33
(]
B




5. Agar determinant ikkita parallel qatorining mos elementlari proportsional
bo‘lsa, uning giymati nolga teng bo*ladi:

fyy 4z Oy3
kﬂ-“ kﬂ]g kﬂ]g =10
13y Q33 O3z

6.Biror qator clementlarining umumiy ko'paytuvchisini determinant
belgisidan tashqariga chiqarish mumkin:

iy Ay 843 11 Qyz Gy3
kayy kayp kazz| = k |@z1 922 Qz3
fyq Oz Q33 fl3q f3p 33

7. Determinantning qiymati biror gator elementlari bilan shu elementlarga
tegishli algebraik to'ldiruvchilari ko*paytmalari yig‘indisiga teng, bu xossa
determinantni qator elementlari boyicha yoyish deyiladi:

ty1/G13 13

@21 22 Q3| = Ayqaqy + Aj2812 + A13a13.

@31 @32 A33

8. Agar determinantning biror qatori elementlariga parallel qatorning mos
elementlarini biror o‘zgarmas songa ko'paytirib qo*shilsa, determinantning
giymati o‘zgarmaydi:

2y @13 G13 a4 23T 3
gy Qgp Gp3| = |@yy + kay;, @pp + kayz a3+ Kay,
@37 Q33 Aag a3, [ ET] €L

9. Biror gator elementlari bilan parallel qator mos elementlari algebraik
to‘ldiruvchilari ko‘paytmalarining yig'indisi nolga teng.

Ay10z; + Agplyp + Ag30y3 =0

10. Agar determinantning biror qatorining har bir elementi ikki
qo*shiluvchining yig‘indisidan iborat bo'lsa, u holda determinant ikki
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determinant yig'indisiga teng bo‘lib, ulaming bini tegishli gator birinchi
qo'shiluvchilandan, ikkinchisi ikkinchi go'shiluvchilanidan iborat bo'ladi.

Qyy Q13 + by a5 Qyq Qqp Aq3 @y, by a3
Ay Qzp + by Gp3| = |Azq Qzz Az3| + |agy by azs
a3y Q3; + b3 a;; 431 G332 da3 a3y by azy

1-misol. Ikkinchi tartibli determinantni hisoblang.
|2k =-35-1-(-2)=-1542=-13
=25 '
2-misol.

Uchinchi tartibli determinantni uchburchak qoidasidan foydalanib
hisoblang.

2. 1 =2
=4 3¢ 1 |=2:3-0+02)- (-9 -2+1-1-1—(—-2-3-1+
1 2 0

+0-1-(—4)+2-1-2)=0+16+1-(-6+0+4)=17+2=19.

3-misol. Quyidagi matritsaning minorlarini toping.

3 =1 2
A=( 1 0 —4)
=7 5

Yechish.
M11=\g ‘5“'|=1z Mu=|_12 _54|=5—3=-3
My =|2, =3 My =3 f=-5-6=-n

M= l_gz §|=15+4=19 M= |f2 “31| =0—2=7




M31=|;] _24L|=dr M32=I_?’2 §‘=15+4=19

3 =1
Ma =[] =1
4-misol. Quyidagi determinantni gator elementlari bo'yicha yoyish usuli
bilan hisoblang.

2D -2
= =2:[3 Y-_2:]} Bl=2¢-15-9-200+6)=
- 13 ; |1 sl |2 II ¥

= —38 — 14 = —52.

Ixtiyoriy tartibli determinantni hisoblash usullan:

I-usul. Determinant tartibini pasaytirish usuli-biror qator elementlarining
bittasidan boshgalarini nolga aylantirib, shu gator bo*yicha yoyish usuli.
S-misol. To'rtinchi tartibli determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan
yeching.

2 4 -12
-1 2 31
2 5 1 4
I 2N
2 4 -12 12 4 -12
2 5 1 4| [4 9 06
1 2 @ 3! 41 20 003
5 14 7 5 —4 8 4
==(-1)*14 9 6/l=—|4 -1 6=—1*(—1)“3|_1 AR
18 20 3 1 0 0
—(—24 + 8) = 16.

MM-usul. Determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirish usuli -
determinantning bosh diagonalidan bir tomonida yotuvchi hamma
elementlari nolga aylantirilib uchburchaksimon shaklga keltinladi.



Ay i3y a;; 0 .0
0 Qzy..Qn a; a; 0
(T & 21 22 wnm
A= yoki A=
0 0 ..a;, Gny Gnz = Bnn

Uchburchak shaklidagi determinantning giymati diagonallari elementlari
ko'paytmasiga teng.
A= @y " sz " . Ay

6-misol. Determinantlarni uchburchak shakliga keltirib hisoblang:

1 2 2 1
= 1 2 4 2
& 2007 5 2
-1 4 -6 3
Yechish.
i A AR 1 2 2 1 31 e A
LRV A S O O 2 e 1063 1 0 =
2 7 5 2 o3 1 0 Do 2 1
-1 4—-6 3 06 -4 4 06 -4 4
1 2 2 1 1 -2 2 1
U e ) ] (e O I | ) S
0 0 2 1 0 0 2 1 g
0 0 6 —4 0 0 07

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar.

1. Determinantlarni hisoblang:

0 [3 Bk &[5 Zh ol o

off 21 2lg 3

5}‘:; ;; 2 3)|a+b a—b|

a—b a4+ bl
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avla 1. 3 —41. cosa —sinal cosa sina|
”laz ai In)ll Y d |' H) sin@ cosa | 12) sinf cosfBl
5 =3 2 -1 —4 =2 9 =5 b
13)] 4 1 o0 -3 af 15312 -1 3
-2 3 1 =3 =3 —~1 2 3
3 =1 =5 3 =i 4 1 2 0
16) | 3 0 41 17)y—-2 1 3 18) |0 1 3
-2 =3 % P 0 =2 5 0 1
P | 0 2 3 2 =1 % 1 & 3 4
A A O 7 3 0 T & 2 =3
1 3 2=1 0 4 —-2-1 3 Z 3 ik
1 I =1 3 =Z 1 2 0 5
22)11 -1 1 23))-2 1 3|;24)11 3 16
-1 1 1 2 0 £ 0 -1 10
1 1 1
25)|x ¥y z|;
IZ },2 ZZ

2. Quyidagi matritsaning minorlarini toping.

2 =2 2 -2 2 =3 0 -5 1
A= (3 1 ——1) = B=(—~4 /T | ); C=(5 -1 3 ):
2 =3 4 -2 5 3 1 -2 -4

3. Quyidagi determinantlarni tartibini pasaytirish usuli bilan yeching,

-1 3 2 -4 =5 -3
1) =2 5 =2 2) 12 0 1

=4 & =1 -3 =3 2

7 =l —6 g =1 =5
3) ¢ -2 0k 413 3 40

-3 2 1 = L




4 -3 3 -1 -2 -3
5) L—Z -2 =2 6) |3 2 1
1 5 1 -2 -1 0
2 =1 =6 0 -2 =5
7) -3 -1 0 813 3 3
=Z 0 1 -3 D 2
1 -1 0 2 | B -1 3 1 2
Z2 3 4 2 4 =2 3 9 2 3
10 =110
9 2 -2 —4 of ) i 3 0 0 ) 2 2
3 4 2-3 0 14 -2 6 3 4
-3 =2 1 2 2 L —2 5 -1
1 -2 —4 0 2 3 0 0 0
6 2 2-1 -1 7 =3 0 -3
4 Tenglamalarni yeching,
. 201 t+1_ ..
D I—? yl 29; 2ol § gl =6
sin5x —cos3x| _ .. t+2 6-—2t] .
D | ross sin3x ] = M e +2 t+31=9%
1 -1 -1 6 4 2t
S)|t2 -2 o0|=0: 4)| 3 t+2 1|=0;
t 2 1 t—1 2 0
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2-§. Matritsalar va ular ustida amallar. Teskari matritsa va uni tuzish.

1.Ta'ril: m ta satr va n ta ustundan iborat bo‘lgan to'g'ri to'rtburchak
shaklidagi sonli jadvalga m X n o‘lchamli matritsa, uni tashkil etgan sonlar
matritsani elementlari deyiladi va quyidagi ko'rinishda yoziladi

a1 ﬂtz sy

fzq Qag ... lapy
Jﬁi:

By Am2 o Oy
@11, 012, o Ay, Az, A3, 0 Q2 oo Qs A, oo O p-MAatTilsaning
elementlan.
Agar m = 1 bo‘lsa, satr matritsa hosil bo'ladi

A=(ay; Q13 ... Qg)
Agar n = 1 bo'lsa, ustun matritsa hosil bo'ladi

a4,
a
Iﬂlz 21
Ema
Agar n = m bo'lsa, kvadrat matritsa hosil bo'ladi

@y Ay --Qqp

Iyq Qpz ... 83y
A:

@n1 Qn2 - Gnn
@11, A3, -.- App-Matritsaning bosh diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan tashqari barcha elementlan 0 lardan iborat bo'lgan
kvadrat matritsaga diagonal matritsa deyiladi



a,, 0..0

e 0a,;..0

00..:a.
5 0 0
Masalan: A;,; = ( DZ ?) yoki A3,z = (ﬂ —4 'U)
0 0 1

Bosh diagonali elementlari | ga qolgan elementlari 0 ga teng bo'lgan
matritsaga birlik matritsa deyiladi va E bilan belgilanadi

10..0
(R0, ...
00..1

Birlik matritsaning determinanti 1 ga teng (detE=1).
Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matritsaga nol matritsa deyiladi va u
0 bilan belgilanadi.

0 0 0
0 0 0 0 0
02 =(§ ) 02a=( 5 %) om=(0 0 o
0 0 E3
0 0 O i O
Agar A va B matntsalar bir xil tartibli va ularning mos elementlari o*zaro
teng bo‘lsa , ya’'ni a;; = b;j bo'lsa, teng matritsalar deyiladi va A=B
ko'rinishda yoziladi.
a+a a—a
= ( e a-a ) vaB = (?’la ,;?2) matritsalar o‘zaro teng.

a

Matritsalar ustida amallar:
» mXxn o'lchamli ikkita martitsani go‘shishda mos elementlari bir
biriga qo'shiladi
Xususiy holda 3x3 o*lchamli matritsani qo‘shamiz,
Masalan,

14




a;; 33 a3 byn b1z bi3
A= (ﬁm a2 ‘123) va B=|bs; by; by3 | matritsalar berilgan
by, byy  big
bo‘lsin,
U holda, bu matritsalarning yig‘indisi quyidagi ifodaga teng:
ayy+ by ap+ bz a3t bys
A +B = | dz4 +b2] ﬂgj_'!‘bzg ek +b33

azy + byy az;+ by Azt bag

I-misol: A=(3 -2 0)vaB=(-1 5 6) A+ B niloping.
Yechish:

A+B=(2 3 6)
» mxn o'lchamli matritsani k # 0 songa ko'paytirish uchun, matritsa
elementlarini har birini shu k songa ko'paytinladi.

kay, kayz kags
kA = (kﬂ21 kﬂzz -‘fﬂzg).
kasy kas; kasg

2 =2 2 -2 2 =3
Z-misol: A = (3 1 —1) : Bz(—4 7SS 1 ) matritsalar berilgan
5

2 =3 4 —2
2A + 3B matritsani toping.

2 -2 2 -2 2 =3
Yechish. 24 + 3B = 2 (3 1 —1) +3 (—4 e ) =
2 =3 4 27 :5: 3

4 —4 4 6 6 -9 -2 2 -5
E(E 2 —2) o (-—12 6 3 ) = (—6 g

4 -6 8 -6 15 9 -2 9 17
» mxgq o'lchamli A matritsaning ¢ X n o'lchamli B matritsaga
ko‘paytmasi deb, m X n o'chamli S matntsaga aytiladi, S matritsaning s;;

I3



elementi A matritsaning i- satri clementlarini B matritsaning j- ustunidagi
mos elementlanga ko'paytmalari yig‘indisiga teng.

Ko'paytma matritsa mavjud bo‘lishi uchun A matritsani ustunlan soni B
matritsaning satrlan soniga teng bo'lishi kerak.

a7 Qg

b b : :

A=|az ap = (b” b”) berilsin , u holda AB matrisa
a3y Qzp EANE 2

quyidagicha aniqlanadi:

411 212 b b @by + ayaba;  agby + ﬂlzbzz
AB = | Q1 ap; ( 23 H) = | a;.by1 + @z3b2y  Gz1byz + azabaz |
byy b

d3; Qs3z @31byy + @szzbzy a3 byp + aszba;
2 —1 o 1
3-misol: Ushbu A=|0 3 ) B =( > 3) matritsalarning AB
1 4 i

ko'paytmasini toping,
2 -1
Ynchish.ﬂf':':(ﬂ 3)-(z )=
-2 3
4l 4
2-24(=1) =2 2:1—1:3\ (442 2-3
={ 0:2—2-3 u-1+3-3)=(n—5 u+9)z
1:2—-2-4 1-1+4-3 2—8 1+12

e =i
(—ﬁ 9 )
=07 13

2 4 3 3
4-misol: A= (3 5 2) va B = (2) matritsalar berilgan AB matntsa

4
topilsin.

Yechish:

16




2 4 3\ /3 2 -3 F4+2 34
AH=(3 5 2)(2)=(3*3+5'2+2'4)=
2 3 4/ \4 2-343-24+4-4

6+8+12 26
=(9+I[}+B)=(2?)
6+6+16 28

A matritsaga garama qarshi matritsa deb (—1) - A matritsaga aytiladi.

Ya'ni
ay; 3z 43 —ay, 433 —dy
A= (ﬂzr, Qz3 ﬂz;) bo'lsa, -A = (_“21 —Qaz _‘123)
3y dzz 0Oz =3 —az; —aszz
bo‘ladi.

»  Teskari matritsa. Berilgan n-tartibli A kvadrat matritsaga teskar
matritsa deb A~ bilan belgilanuvchi va AA™' = A"'A =E shartni
qanoatlantiruvchi kvadrat matritsaga aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa mavjud bo‘lishi uchun uning
determinanti nolga teng bo*lmasligi kerak.

Berilgan n-tartibli A matritsaga teskari matritsa quyidagicha aniglanadi:

Ayg Agy oAy
A=l = 1 [ A Ay Az
VI e s

’qln I"1'21': ,d‘

Berilgan 3-tartibli A matritsaga teskari matritsa quyidagicha aniglanadi:

1 Ay, Ay Ay
A= M| Aya App Axp
Ay Ay Aaz

Quyidagi ikkinchi tartibli A matritsa B e T e —
TERMIZ DAVLAT I U-fﬁ?eﬂ.'.?hﬁ VA
AGROTEANOLOGIYALAR UNIVERSITETI
MEGH;; I-RESURS MARKAZI

INV.Ne (969

~[9- 01 2026 _
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e (ﬂn ‘-’112)
Qyy Q33

uchun teskan matntsa quyidagiga teng:

Av1=i("in -‘121)
|A|\A:2 Azz

S5-misol: A = @ ;) matritsa berilgan . Bu matritsaga teskari matritsani

toping. AA™* = E ekanligini tekshining,
Yechish: A matntsaning determinantini hisoblaymiz.

dem=|§ _ 240

Demak, detA = —2 # 0 ckanligidan matritsaga teskari matritsa mavjud.
Algebraik to‘ldiruvchilarini topamiz.

Ay = (_1)"1[]4} Az = (D)2 =-2
Ay = (_1)2'”1 ==1 Ay = (—1)*"3 =3

1

0 ==

1cr0 -1 2

o ==

= (u-z 3 ) 5
2

Endi AA~! = E ekanligini tekshiramiz,

0o 2\ f30411 3-241-(-3)
A-i=(3 1. 2 2 2
£ 2 2 2:-040-1 21+I'J*{E
2 2 2
_(1 0
=y )
s
Demak, A~ = ] ?, | matritsa A matritsaga teskari matritsa ekan.
7




3 -1 0
6-misol: A = (—2 1 ]) matritsa berilgan A~ matritsa topilsin.
g =1 4
AA™L = E ckanligi tekshirilsin.
Yechish: A matritsaning determinantini hisoblaymiz.

3 -1 0
detd = |-2 1 1
2 -1 4

=3-1-440-(-2)-(-1)+2-1-(-1)-0-1-2-
~4:(-1)(-2)—-3-1-(-1)=12-2-8+43=5+10
Demak, detA = 5 # 0 ckanligidan matritsaga teskari matritsa mavjud.
Algebraik to’ldiruvchilarim topamiz.

_ SO © S _ iz |2 1) _
“111—(_1}”1'_1 4F—4+1—L‘-. Az = (1) I2 4|
= —(~8 —2)=10;

T o I ) R — 2423 9 = 12
Azy = (—1)**1 |, 4|_ (—4) = 4; Ay = (—1) [2 4[ 12;

M=% =0, an=-020)) =

—1 =]
=—(-34+2)=1;
-1 0 : _ 3323 0] _ _q.
A= Y=t ap=E0S =3
3 -1
= |— 3+3 = — = .
A= (-1% 2 |=3-2=1;
1 & e
: Ay Ay Ay ; 5 4 -1 152 g
A—1=m A Ap Ay =10 12 -3)= £ T =g
13 Azz As; 0 1 1 0 11
5 5

Endi AA™* = E ekanligini tekshiramiz,




T = 1
3 =1 0 152 i
g J I = oL e
AA 2 1 1 2 - g
1
5

3 =l 1
5
91250 Resig, ot 3(1)“.'?1
5 5 5 5
4 12 1 1 3 1
=| =2 : 5 T = A T e i i {ies
20412 2zl +1z 2(5)+1(5)+ :
4 12 1 1 3 1
o b o = = N s -
2 =12 2515+452(S)+(1}(5)+5
1 0 0 :
Demak wyugoridagi hisoblashlarni bajarsak ({] 1 0] ekanligi kelib
0o 0 1

chigadi.

1 0 0
A = (u 1 {1) =E.
g O 1

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar.

un:(‘,ﬁz D“B:G g 3A + 2B=7
2.4:(‘3‘1 31 i)vaB:(Ff '3 [1]} 44 + 2B=?
2 =3 3 4
3.A=(ﬂ 3)vaﬁ'=(-—-2 1) A-3B=9
1 s 3

2. 2 5 =1 5 =5
4. A= (HS =3 1) ! B=(—3 4 3 ) 2A+3B=?
0 —4 3. et b HR




(_2 -_1') matritsalaming A - B

3 —2
5. Ushbu A = (—‘l 0 ) B

4 —4
ko‘paytmasini toping.

-3 =3 5 -3
6.4 = (—1 5 —2) vaB = ( 0 ) matritsalar berilgan 4 - B matritsa

1 2 0 1
toping.
1 -3 0 2 2 =3
7. A= (2 =] _;.]) . B=(4 3 1 ) matritsalar berilgan A-B
3 -5 —4 2 35

matritsani toping.
8. Ushbu matrisalarga teskari matrisalarni toping.

2G ) GG G
wa=@ Pa=(g 9 r=(GE )

S
9.4 = (—2 1 1) matritsa berilgan A~" matritsa topilsin.
2 =1 %

10. Quyidagi matritsaning a;, elementining algebraik to'ldiruvchisini

toping.
-3 =1 3
a=(1 -2 -
-4 -3 6

11 dan 30 gacha C va D matritsalarni ko*paytiring.

fie=(20 =)= ()

21




:z.c=(:‘; g), n:(:; ; (1});

ic=(3) p=(5 3

3 = e

HEsE ) o 2 9
2 —

B.e=|—4 3|, 0=( %)
[+ 3) 0-C 3

=1
4
=1 = —~2
17.C={-4 4 —2), D=(1);
0 3 3 5
Nimt 2 3y =
is,c_(3 L 4 D=

4 -5 1 1 s [
19.c=(1 o —3), n=(z 3 z);

SR =—=D =

=1 =2 5 2 -4
20.C=1-3 2 —2),ﬂ=(—2 4);
2 =3 1 11 =l

0 6
:1.c=(-3 1), pi=(=0 =),




-13 —-11 S5 -3
!2.{‘:=(--]2 5 —3). D=(4):
11 12 0 1
3 =0

o= (" 2 7). o= (—1 2 );

4 —4
i =3 3 0 -3 —4
24 C=12 =1 —2) : D=(2 3 1 )I
6 0 =5 & 1

25.C=

-2

280€C=(13 —-12 10)., D= ( 5 );
4 7 3 0 2 -3

20.C = (_4 —1 ._z), n=(4 3 m):
-1 0 -1 9 1 6

5 =3 2 2 2 -1
30.=| 2 -4 —3). D=(9 0 1):
S =5 =k =2 18




3-§. Chizigli tenglamalar sistemasi va ularni yechish usullari.

ax a5+t ax, =b,

ko‘rinishdagi tenglamaga chiziqli tenglama deb aytiladi, bu yerda a; va b
-sonlar, x;- nomalumlar.

Chizigli tenglamada b = 0 bo‘lsa, u holda bir jinsli, agar b # 0 bo’lsa, bir
Jinsli bo'lmagan tenglama deyiladi.

@y3Xy + Q1% + -+ QpXn = by
32111 + 53X + - 4 ﬂznxn = 'I-]Z

Xy o Lz F+ ot QuuXn = bm

ko'rinishdagi sistemaga chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi, bu yerda

a;; bi-sonlar, *;- noma’lumlar, n —noma’lumlar soni, m — tenglamalar
soni (i=1m; j=Ln)

Kramer qoidasi.
Ikkita chizigh tenglamalardan iborat quyidagi sistemaga

iﬂnx +apy=5b
Az1X + Ay = by

ikki noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi, bunda
@,1,8,3,8s,,@;, Sonlar tenglamalar sistemasining koeffitsientlari, b, va b,
sonlar ozod hadlar deyiladi.

Ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemaning koeffitsientlaridan ushbu
|21 G4
A= @21 ﬂzz]
determinantni hosil gilamiz, so‘ng bu determinantning birinchi ustunidagy
elementlami ozod hadlar bilan almashtirib

=5 by ay;
Bx= b, ay;
24




determinantni hosil qilamiz,

Ikkinchi ustundagi elementlarni ozod hadlar bilan almashtinb

A=

a;y, by
y

az, by

determinantni hosil qilamiz.
Agar A# 0 bo'lsa va A,, A, lardan aqalli bittasi noldan fargli bo'lsa, u holda
chizigli tenglamalar sistemasi yagona (x,y) yechimga ega bo*lib,

A By o
x==_y ==X ho'ladi .
Y A

Agar A= 0 bo'lib, A,# 0 va A,+ 0 bo’lsa, u holda chizigl tenglamalar
sistemasi yechimga ega bo'lmaydi.

Agar A= A,= A,= 0 bo'lsa, u holda chizigli tenglamalar sistemasi cheksiz

ko*p yechimga ega bo'ladi.

I-misol. {;x_-fir}r::_li tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.
Yechish:
1 -2 -5 =2 _
== = = - =—20+30=10
A |3 4| 4+6=10 A, |15 4|
— 1 _5 i ] = l—q = - E —
ﬁy—la 15'—15+15——3U I—m-l, yi= 3.
- 3x+6y=5 - :
o : hing.
2-misol. [:r: +2y=4 Kramer usulida yeching
Yechish:
3 6 5 6 _
= =6H—f = — =10—24=-14
a=| ] 2| 6—6=1 A= | : 2|

~I® 5l=-12-5=
A= 4|_12 5=7

Demak, A= 0 bo'lib, A, 0 va A, 0 bo‘lgani uchun, chizigli tenglamalar
sisternasi yechimga ega emas.

s



: 2x+y=1 g :
3-misol. [41, +2y =2 Kramer usulida yeching.

Yechish:
o deetme e e
=2 J=4-2=0

Demak, A= A, = A,=0 bo‘lgani uchun, chizigli tenglamalar sistemasi
cheksiz ko'p yechimga ega.

dyqX e tzz ¥ + UzaZ = bz

[‘111: +a;y + a3z = b,
g X + d3aY + 432 = bg

ushbu uch noma'lumli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu chizigl
tenglamalar sistemasining koeffitsientlaridan ushbu

1y @13
zy Q7 Qdz;
d37 dzz a3

A=

determinantni hosil gilamiz, so‘ng bu determinantning birinchi ustunidagi
elementlarni ozod hadlar bilan almashtirib

by a;; a3
b, a;, az
by az; ag

A=

determinantni hosil gilamiz, ikkinchi ustundagi elementlarni ozod hadlar
bilan almashtirib,

@3y by ay
Ay=laz, b, ay;
a3y by ax;
determinantni hosil gilamiz.

Uchunchi ustundagi elementlami ozod hadlar bilan almashtirib




ay,; a;; by
@y Qz; by
@3y Qs by

A=

determinantni hosil gilamiz.
Agar A# 0 bo'lsa, u holda chizigli tenglamalar sistemasi (x, ¥, ) yechimga
ega bo'lib,

== .Ifl_-._- ﬂ']" ﬂ-z = [ B
X =1.Yy=-.z=—F yechimlarga ega bo'lamiz.

Agar A=0 bo'lib, A,# Oval,# 0,A,# 0bo'lsa, u holda chizigli
tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmaydi.
Agar A= A,= A,= A,= 0 bo‘lsa, u holda chizigli tenglamalar sistemasi
cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi.

x+2y+z=8

4-Misol. [3x+ 2y+2z=10 tnglamalar sistemasini Kramer usulida
4x+3y—2z=4

yeching,
1. 2 i1
A=13 2 1|=1-2-(—-2)+1-3-3+
4 3 =2
+4:2:.1—-1+2:4—-1-1-34+2-2:3=—4+9+8—-8-—-3+12
=14 + 0
g 2 1
Ay=110 2 1|=-32+8+30+40—-24—4=14
4 3 =2
1 8 1
ﬂ_-,,=3 10 1|=-264+124+32—-40—-4+48=128
4 4 =2
1 2 8
A,=13 2 10|=8+8B0+72—64—24—30=42
4 3 4
S I8 e e o P
=2 14-1’}’_.&_14—2“'_5*14_3'



Gauss usuli: n nomalumli n ta chizigli tenglamalar sistemasini n = 4

bo‘lganda Kramer qoidasi bo‘yicha yechish giyinchilik tug'diradi, shu

sababli bunday holatlarda Gauss usulidan foydalanish qulaylik tug‘diradi.

Gauss usulida noma’lumlarni ketma-ket yo'qotib uchburchaksimon shaklga

keltiriladi va oxirgi tenglamadan boshlab ketma-ket noma’lumlar topiladi.
x—2y+3z=6

5-Misol, [ZI + 3y — 4z = 20 Gauss usulida yeching.
3Ix—12y—-52=6

x—2y+3z=6 x—2y+3z=656
[ 7y—10z=8 = { 7y—10z =8 =
4y — 14z = —-12 2y — 7z = —6
x—2y+3z=6
7y—10z =8
_» s
7 7
x—2y1+3z=06 r—28 ¥ =18
{ 7y—10z=8 = [}r“—--fi Javob: y = 4
z=12 z=2 z=2

Matritsa usuli: Quyidagi n ta noma’lumli n

ta chizigli tenglamalar
sistemasini qaraylik:

ﬂ-l*]xl B2 ﬂ12x2 + .- + AipnXy = b‘l
Qz1X%; tazx; + -+ az,x, = b,
Ly4 X4 + QpaXs = ol o Dy Xy = bn
Ushbu belgilami kintamiz:

@1y Qg3 ... Gy bl
A=| @21 %22 0zn

X,
o fB=l02 |, x= (I.z..)-
Qni App - Opp bn A

AX = B.

Agar A matritsa determinant detA # 0 bo‘lsa, u holda A~! teskari matritsa
mavjud.




Tenglamaning ikkala gismini A~* ga chapdan ko*paytirib, quyidagi ifodani
hosil qilammiz:
ATAX =A1B.
A'A=Eva EX=X
ckanligidan, X = A~! B kelib chigadi.

3x+4y—2z=8

6-misol: [lr +y+2z=2 chizigli tenglamalar sisternasini matritsa
3x—y+2z=0

usulida yeching.

3 4 -1 x 8
Yechish: A = (2 1 1 ) X = (J’) B=|2
3 -1 2 z 0

AX=0 =X=A4"-B
A matrtsaning determinantini hisoblaymiz,
Al =(6+2+12)—(-3—-3+16)=10=0

A matritsaning algebraik to'ldiruvchilarini topamiz,

a=|2 3 ae=-f =1 an=[; 1f=-5
P e BT L A== AJs
O i RS e R

I

Lf3 =7 5\ (8 1 /[24—14+0
X=A"-H:iﬁ(—1 9 —5)|2)=75(-8+18-0 )=
-5 15 -5/ \0 —40 +30 -0

- 10 1 1
s (R et (s R I X=|1
—10 =11 —]
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Mustagqil bajarish uchun topshiriglar.

1. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.

}[ 3x+y=7 2x —y =5 ‘{6x+5y=3

. —5x+2y =3 ) {31’-!-2];:4 }41'—3}':13

}{Ix+5y=3_ {51+3}-‘=? _){2x+3}'=?
4x+10y =6’ ) 10x + 6y = 2 O lax -5y =2

Xy —2x+2x3=1 I}{ 2x;,—x,=-1 3x; + 4x3 = —6

3, +x;, —x3=4 X + X3 = —2 xyt+x3=1

2.Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.

a} 21’1—]:1—'313='—1 3I1 +Iz_x3=5
3x1+4:cz+2x3=ﬂ _311+5x2 +EI3 ==

E1+?Izulﬂx3.=_5 {311—1'2"‘51'3:12

I1+512+x3=—? [xl_""!xz_zxj:_"?
b)

\F} 211 ¥ 5:2 2 X3 = -1 g} Zx-l =Nait 513 = 10
1+ 7x; — 10x; = —5 5%y + 2x; — 13x; = 21
2x;+3x; +4xy +2x, =3,
4x; + 26, +x3 = 4 BAiSs T as g ==,
X +4x, +3x; +2x, =5

13x1 + 52:2 + 21’3 =8
d)

3.Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching.

2x;~x1=—1 41'1"‘212—“1'3:0
a 11+sz-x~3=-+2 b} x‘1+2x2+x3=1
xz+I3="-2 Iz‘“'x3="_3



X +x,+x; =4,

3x; +5x;, +x3 =2

X +2x, +4x, =4, g)] 4x; + x; + 2x; = 8

I]'I'J.'L'»:+g.l'}:l 5x1_3x2+313=4
Xy + 2x; + x5 = —1 Ix+y—z=12
d)43x; —5x; + 3x3 = —14 c]{Zx—3y+z=-l
2xy + 7x; —x3 = 10 x—y+2z=5

Nazorat testlari.

. s -4 3

1. Determinantni hisoblang . |_4 —Sl
A)-32 B)32 O)I0 D)8
2.Berilgan determinantlami taqqoslang: A, = _5! Jl,‘ B _r: :i
A)A> A, B) A,=2A; C) A -4, <]; D) a,+5=a;:

] ) . 8 7 5 3
3. Berilgan determinantlarni taqqoslang: A, =|_1 3‘- : ’l_l J:
A)A < A,

B) A =3A,; C) A, -4, <l D) a.+5=a,;
4. Agar ‘5:": %“| bo'lsa ., elmentning minorini toping.
L

Alay; B)ay C)a, D) ay
5. Agar .5,:‘:‘ :' bo‘lsa g,elmentining minorini toping.

Ala; B)ay C) a, D)a,

6. Agar a.:!z'] i’l bo‘lsa b,elmentining algebraik to‘ldiruvchisi toping.

A) (-I'b, B) Iy, C) (-6, D)by

il




| -

3 2 1
7. Determinantni hisoblang |—-2 0 3
g 3 2

A)4 B)-29 C)29 D)I3

5 4 1
8. Determinantni hisoblang l: -1 1.’
-1 1

A)71 B)-56 ©)15 D)I2

9. Quyidagi matritsaning M,, minorlarini toping.

28—~
A=(3 1 —1)
2, =3 4

A)-14 B)-10 C)10 D) 14

10. Quyidagi matntsaning da,, elementining algebraik to‘ldiruvchisini

toping.
2 =2 2
A= (3 1 —1)
2 -3 4

A3 B)3 C©4 D)I12

4“-.

4 =3
Il 3=(1 | ]matrilsa uchun detB ni hisoblang.

A2 B)I0 ©)I12 D)

| 4 2)
12 al=[5. _3] matritsa uchun detA ni toping
A)l0 B)-3 C)22 D)2

3
13. 3=[3' l) matritsa uchun detB ni toping.
A4 B)S O

D) 6
4\ |
14, _E{l 5] matritsa uchun detC ni toping.




A4  B)3 C)4 D)6

15. A matritsa o'lchovini amiglang.

&
1
3
0

B M WD

A) ax3 B) sx2 C) ax2 D) gx4
16. B matritsa o‘lchovini aniqglang

3 21 0 1
4. 2 3 -4 1

A] 2x§ B) sx2 C} dx2 D] 8 x4

17. Quyidagilardan gaysi biri birlik matritsa hisoblanadi.
1 00 1 00 010 D
A) |too By|jo 1 of €)1 11 D][]IJ
111 00 I 010

2 1 4 3
18. A=|4 -6 B:{U 4]'::-:::-‘]53. 24+ B ni toping.

7 3 2 =5

0 5 0 5

A) ( 8 —E) B) ( 4 ~2)
16 -2 16 -2
g 5 0 5

C) (4 —B) D) ( 4 -8 )
16 -2 16 -12

1 =2 0 3
19. Agar 4 =[2 0 ] va B {6 ?] bulsa A+B yig'indini hisoblang:
55 1 -8 2

31




'}

1 1 1 4
A) ( 9 19) B) ( 8 ?)
13 11 S
1 1 1 1
C}( 9 19 ) D) (1'} 19 )
=13 =11 3 —1i

4
20. Ko'paytmani toping. (2 1 -3]{3]
!

2
A) (8) B}(S) C)(4 3 -3) D))
1
1} =2 g 3
21. Agar 4=|2 0 [va B=| 6 7|bo‘lsa A+B yig'indini hisoblang:
5 -3 2
fl 3 e
Al 8 T) B) {9 19]
\—3 3 13 11

iy Al
C)| ¢ 19]
(-13 -1l

4 —6
(%2 )
Tl

s o 3
22, Agar M={3 7 va 1,:.[.5 T} bo'lsa ML

ayirmani hisoblang:

0 -
h)(ﬂ-S 0 )
13 7
1 -5
=13 7




1 =) =
23. -*f=(| 1 1 A" ni aniglang.

At <o 10 (0 2
A) ":[z n] m[m H] C}[Iﬁ 0]

32 )
24. 4 =[ 2 1 0 | matritsani birlik matritsaga ko'paytiring.
-1 =2 -3

5 2 =1 -5 4 -3
A)le —I] B) [—2 -1 1

i 0 4 | 2 =3

3 2 1 e 3
C) 2 1 {IJ D) [—E -} {}]

-1 =2 =3 -5 4 -3

25. Ko‘paytmani hisoblang.

4
(3 0 -5)|3
|
8 18
2: 1 =31 : !
m[q} ] BY7: O|3|: D) s]?
: = ~24
-5 4
26. 3=[_4 3] matritsa uchun 8 ni aniglang,

i -5 4 3"‘—[4 5
4) _[—4 -5]; B s —4J:

or=(, 5 me )

g 2=y = 2} tenglamalar sistemasi yeching.
x+2y=3
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[I-BOB. VEKTORLAR ALGEBRASL

4-§. Vektor ular ustida amallar. Vektorlarning chizigli erkliligi. Vektor
vzunligi. Yo*naltiruvchi kosinuslari.
1.Vektor hagida umumiy tushuncha.

Matematika, fizika, mexanika kabi fanlami o‘rganishda ikki xil kattalik
bilan ishlashga tog'n keladi:

1) faqat son giymati bilan aniqlanadigan kattalik bu-skalyar kattalik;

2) son qiymatidan tashqan yo'nalishga ham ega bo*lgan kattalik -vektor

kattalik deyiladi.

1-ta’rif: Vektor kattalik deb, tayin uzunlikka va yo'nalishiga ega bo'lgan
kesmaga aytiladi.

4

Vektorlar ikkita lotin alifbosining bosh harflari bilan yoki bitta kichkina
harf bilan belgilanadi.
Vektomning uzunligiga uning moduli deyiladi va |E| yoki |a| ko'rinishida
belgilanadi.

Agar vektorning uzunligi bir birlikka teng bo'lsa, u birlik vektor yoki
ort deyiladi.

Uzunligi nolga teng |d| = 0 bo‘lgan vektor nol vektor deb yuritiladi.
2-ta’rif: Kollinear vektorlar deb ataladi , agar noldan fargli ikkita vektor bir
to'g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda yotsa, komplanar vektorlar
deyiladi, bitta tekislikda yotuvchi yoki shu tekislikka parallel bo‘lgan
vektorlarga,

Kollinear so‘zi lotincha «com» ya'ni birgalikda yoki umumiy
ma'nosidagi va «linia» ya'ni chiziq ma'nosidagi so‘zlardan tuzilgan bo*lib,
«chizigdoshy» degan ma’noni bildiradi.
3-ta’rif: Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar teng
vektorlar deyiladi.
4-ta’rif: Qarama-qarshi yo‘nalgan uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar
garama-qgarshi vektorlar deb ataladi.

v



2.Vektorlar ustida amallar.
Vektorlami qo‘shish, ayirish amallari o‘rta maktab dasturidan ma’lum

bo‘lgan uchburchak va parallelogramm qoidalariga asosan amalga
oshinladi.

S-ta’rif: Boshlan biror A nuqtada yotgan ikki AB va AD vektorning
yig'indisi deb shu ikki vektordan yasalgan ABCD parallelogramning A
uchidan C uchiga yo*nalgan va uzunligi AC dioganalning uzunligiga teng
bo‘lgan AC vektorga aytiladi, ya'ni

AB + AD = AC

B e C

A D | -shakl
a

Berilgan d vektordan b vektorni ayirish uchun ixtiyoriy O nugtadan
boshlab OA =d va OB = b vektorlar yasaladi, so‘ngra OB vektorning

vektor uchidan 0A vektoning A uchiga yo'nalgan BA vektor yasaladi.
Keyingi vektor izlangan ayirma vektor bo'ladi.

A 0A— OB = AB
o .
. ] e
b :
0 B
2-shakl

6-ta’rif: d vektor va skalyar 2 -o0son berilgan bo'lsa, @ vektorning 4 songa

ko'paytmasi deb quyidagi ikkita shartlarni qanoatlantiradigan b vektorga
aytiladi.
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1) Agar 4>o0bo'lsa, d vektor b vektor bir xil yo*nalgan vektorlar bo'ladi, (

az0) i<obo‘lsa, a va b vektorlar garama-qarshi yo‘nalgan vektorlar

bo‘ladi.

2)b vektorning uzunligi |bj={}| |a| formula asosida topiladi.

Vektorlarni qo‘shish songa ko*paytirish xossalari

1.d+ (E + E} o (ﬁ + E) +c (assotsiativlik).

2.d +b =bd (kommutativlik).

3. Ixtiyoriy ¢ vektorga nol vektor go'shilsa, ¢ vektor hosil bo*ladi, ya'ni
E+0=¢

4. ¥d yektoruchun @-0 =0

5.Vd yektoruchun @-1=7d;d:(-1)=-4d

6. V@ vektor va har ganday @ # €R sonlar uchun & {ﬂﬁ}“{a’ﬁ}_‘i

7.¥dva a.fek uchun (a+fla=aatfa.

8.¥d b lar va a,fe R uchun (fi + Eja = da + ba

3. Vektorlarning chizigli bog‘ligligi.

dy, @y, da,...,4, vektorlar va  A;,43 43, ..., 4, haqiqiy sonlar
berilgan bo‘lsin. dy, Az, 3,000, 0y vektorlarning
Ay Az, As, ..., A, koeffitsientli chizigli kombinatsiyasi deb

Aydy, Aydy, Aqds, ..., Ay d,ifodaga aytiladi.

Agar biror @ vektor fy, @2, @s, ..., d, vektorlaming chizigli kombinatsiyasi
shaklida ifodalangan bo‘lsa, d vektor shu vektorlar bo'yicha yoyilgan
deyiladi, ya'ni quyidagi tenglik o‘rinli bo'ladi.

d = Aydy + Ardy + Agdy + - + Apdy (1)

7-ta’rif: Agar kamida bittasi noldan fargli Agar kamida bittasi noldan fargli

A1, Az, A3, ..., Axsonlar tanlab olinganda

1151 + 11&2 + ’13&3 “]" e + AH&H = ﬂ [2}

tenglik bajarilsa, u holda dy, @y, dsy,...,dy vektorlar chiziqli bog'liq
deyiladi.




8-ta'rif: Agar (2) munosabat fagat A, =4, =A;3=-=4,=0
bo‘lgandagina o‘rinli bo'lsa, u holda @1, @z, @3,..., @y vektorlar chizigli
bo‘lmagan yoki chizigli erkli deb ataladi.

Tekislikdagi har qanday ikkita vektorning chizigli bog‘liq bo‘lishi uchun
ularning kollinear vektorlar bo'lishi zarur va kifoya. Fazodagi har qanday
uchta vektorning chizigli bog'liq bo‘lishi uchun, ularmming komplanar
vektorlar bo‘lishi shart.  Tekislikdagi har ganday ikkita vektorning va
fazodagi har ganday uchta vektorning chizigli bog'ligsiz vektorlar bo'lishi
uchun ulaming mos ravishda kollinear va komplanar vektorlar
bo‘Imasliklan zarur va kifoya.

4.Vektorni bazislar bo'yicha yoyish.
9-ta’rif:. Tekislikdagi bazis deb ikkita kollinear bo'lmagan, ya'ni
chizigli bog'ligsiz d,,d, vektorlarga aytilad.

I-teorema; Tckislikdagi birord vektoming d, va d, bazislar orgali
yoyilmasi yagona va u quyidagi ko'rinishda bo‘ladi: @ = A,d, + 4,4,

10-ta’rif: Fazodagi bazis deb, undagi har qanday uchta komplanar
bo‘lmagan, ya'ni chizigli bog'ligsiz bo‘lgan  (d,,d,,ds) vektorlarga
aytiladi.

2-teorema: Fazodagi biror ‘@ vektoming (d,, d,, ds) bazislar orqali
yoyilmasi yagona va u quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

_E = A;El +J].2&2 +:13&3 + e + lnﬁﬂ {3]
Zndi dekart koordinata sistemasidagi bazis va ular bo'yicha vektorlami
yoyishni ko‘raylik. Dekart koordinata sistemasida Ox, Oy, Oz o‘glar
yo*nalishida mos ravishda uzunliklari birga teng bo‘lgan 7, J, k vektorlami |
i[=l7|=|k[=1 olaylik. Uzunliklari birga teng bo‘lgan vektorlarga birlik
vektor yoki ort deyiladi. Bu vektorlar o‘zaro perpendikulyar bo‘lib
<omplanar bo‘lmagani uchun, ya'ni chizigli bog'ligsiz vektorlar bo‘lgani
ichun bazislamni tashkil giladi. Shuning uchun ularga dekart ortogonal
razislar deyiladi.




5.Vektorlar koordinatasi. Koordinata shaklida berilgan vektorlar
ustida chizigli amallar .
O XYZ  to'g'ri burchakli koordinata sistemasini  olaylik, bu sistema
Dekart koordinatalar sistemasi deyiladi.

3-shakl

d@  vektor 04 vecktorning o‘qlaridagi procksiyalari mos ravishda

Ay, Qy, Ay, 1, ], k birlik —bazis vektorlar ortlar deb ataladi

d(ay, @y, a;) = a,l + ay] + azk
Bu ifodani d vektorning i,j,k bazis vektorlar yoki koordinata o‘glan
bo'yicha yoyilmasi deyiladi
Bizga quyidagi vektorlar berilgan bo‘lsin
d=a,i+ay,j+ak; b=bei+b,j+bk
) @+b = (ay + by + (ay + by)j + (a; + b;)K
2) yd=ya,l+ya,j+ ya,k

6. Vektorning uzunligi va uning yo*naltiruvchi kosinuslari .
Fazoda Dekart koordinata sistemasidagi Ox Oy Oz o'qlari bo‘yicha
yo'nalgan i,j,k ortlar ya'ni bazis vektorlar berilgan bo‘lsin, d vektor
o'zining @, 4y, 4a;

koordinata bilan berilgan bo‘lib, u shu bazisda d@ = a.l + ayj + @,k

a1




ko'nnishda ifodalanadi. Uning uzunlig

ld] = Jﬂi +aj + a2
ko‘rinishda aniglanadi.

d vektoming koordinata o*qlari bilan hosil giladigan burchaklarmi mos
ravishdaa, 4, burchaklar bilan belgilaymiz.

@ vektorni yo‘naltiruvchi kosinuslari quyidagi formulalar bilan hisoblanadi

a a
cosa = = : cosf = 4 ; cosy
'n§+a;+a§ Jﬂ§+a§+a§
a,
Jaf_. +aj + a?

Bu formulalar quyidagi tenglikni ganoatlantiradi.
cos*a + cos*f + cos’y = 1

1-misol: Boshi va oxiri mos ravishda A(4, -5, 3) va B(l, 2, -1) nuqtalarda
bo‘lgan vektor koordinatalarini va uzunligini toping.

Yechish: AB = (1 —4;2+5; —1—3) = (—3;7; —4);
|[AB| = VO + 49 + 16 = V74.

2-misol: da=(51;—2)va b= (—3;2; —1) vektorlarga qurilgan
parallelogramm diagonallari uzunliklarini toping.

Yechish:d + b ={2:3;-3}); da—b={8—-1;-1);
|ld+b| =vE+9+9 = V2Z; |a—b| = Vea+1+1 =66

3-misol: d=(2:1:3)vab=(-2;4;,—1) vektorlar berilgan.
Quyidagilami toping:

a) d— 2b vektomning koordinata o*qlaridagi proeksiyalarini;

b) d@ — 2b vektorning uzunligini;




¢)d—2b vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini;
Yechish.

a)di-2b={2-2-(-2)1-2-4,3—-2-(-1)} ={6;-7;5}.
b) |d — 2b| = \J6Z + (=7)2 + 5% = V36 + 49 + 25 = V110,

¢} Yonaltiruvehi kosinuslarini topish uchun

' 2 ay
cosa = ;. cosfi = ; COSy

Jui-{—uf,-#—uf Jﬂ§+a_ﬁ+a§

@,

J-:If. +aj + a?

dan foydalanib ,
6 =7 ol - — —5— 5 101 I 1]
cosa = WesTih cosfi = TS, cosy = TR ekanligini topamiz.
Mustagqil bajarish uchun topshiriglar.
1.M(4,-5,3), N(1,2,—1)va L(—2,3,1) nuqtalar berilgan.

ML,NL,MN vektorlarni koordinatalarini va uzunligini toping.

2. Ikkita d = (—3;2:4)va b = (—1;0;3) vektorlar berilgan .Quyidagi
vektorlarning koordinata o*glaridagi proeksiyalarini toping:
k)3d — 2b; n)2d+4b; m)d + 2b;1)5d — 3b;

3. Uchlari A(4, —5,3). B(1,2,—1) va C(—2,3,1)nugtalarda bo’lgan ABC
uchburchakning A uchidan o' tkazilgan medianasi bilan ustma-ust tushuvchi

AD vektor uzunligini toping.

4.d = (0;4; —5)va b = (—3; —8; 2) vektorlarga qurilgan parallelogramm
diagonallari uzunliklarini toping.

5. K(-2, 5, -1) va L(6, -3, 4) nuqtalar berilgan. KL vektor uzunligini va
yo'nalishini toping.

6. d = (3;4; 5) vektoming yo*naltiruvchi kosinuslarini toping.
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5-§. Ikki vektorning skalyar va vektor ko‘paytmasi va ularning
xossalari. Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi , xossalari.

L.IKkki vektorning skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari.

Tekislikda ikkita d va b vektorlarni garaylik. Ulami biror O nuqgtaga
qo‘yamiz.

Ta'rif: d, b vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb shu vektorlaming
uzunliklari bilan ular hosil gilgan burchak kosinusini ko' paytirishdan hosil
gilingan songra aytiladi.

@-b=|d|-|b|cose (1)

I-misol: |d| =3, lE\ =2 vagp = g ga teng bo'lsa, @ va b vektorlarming
skalyar ko*paytmasini toping.

Yechish: d-b =3-2-cos> =63 =3.
Natija: Nol vektomi har qanday vektorga skalyar ko' paytmasi nolga teng.

d vektor koordinatalari (ay, ay,a;) va b vektor koordinatalari (by, by, b;)
bo'lsa,

bu vektorlarning skalyar ko*paytmasi quyidagicha topiladi:
d-b=a.b, +a,b, + a,b,. (2)
Skalyar ko‘paytmaning xossalari.
1.d@-b = b+ d o'rin almashtirish xossalari.
2. (@+b) = (b+@)¢=dc + b¢ tagsimot xossalari.
3.a(a- i;) =bh-(A-d)=a- (A- E) guruhlash xossasi.

Agar o va b vektorlar bir xil yo'nalishdagi kollinear vektorlar
bo'lsa, d-b = |d||b|, chunki coso=1.

Agar qarama-qarshi yo‘nalgan bo'lsa, @ - b = |d@|b|, chunki cos180°=-1.

&«
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5. d-d = |d|ldlcos0 = |d|?= d? = |d|*

6.dvab vekiorlar perpendikulyar bo‘lsa, d b =0 bo'ladi.

i,J, k birlik vektorlarning skalyar ko*paytmalari:
:_-'1'=F;'=E*E= 1
Cj=Tk=0k=0

tengliklaming o*rinli bo*lishi ravshan.(1) formuladan

cosg =|;;E|tknnhgikeﬁbnjnqadL
ld| = Jﬂﬁ +ai+aZ va d-b=ayb, + ayby + a;b;

ﬂ.xb: "a}.h‘y +ﬂ.2b‘z

J&:+a;+n§Jbs+u5+u;

(3)

ckanligidan, cosgp =

bo*lishi kelib chigadi.

) a= (ay, ay.a;) va b= (by, by, b;) vektorlarning perpendikulyarlik
sharti quyidagicha aniglanadi:  a.b, +a,b, +a;b, =0

4) @ = (ay,ay,a;) vab = (by, by, b,) vektorlarning paralellik sharti:

I-misol: d@ = (2; —1) va b = (4; —2) vektorlaming skalyar ko'paytmasini
aniglang.

Yechish: d-b=2-4+ (—1)-(-2)=8+2 = 10.

2-misol: d=(—2;3;—-1) va E=(—4—;ﬂ;5) vektorlarning  skalyar
ko' paytmasini aniglang.

Yechish: @-b=-2-(—4)+3-0+(-1)-5=8-5=3.

3-misol: a(1,2) b(.- %}vckmriar tashkil gilgan burchakni aniglang.
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4-misol: |d| = 4, IE[ =6rvaa =-:: (a-ular orasidagi burchak) bo'lsa,

|@ + B| ni toping,
Yechish:

@+ 5] = J(@+5)" = Ja + 25 +52 = [jal? + 20il[Blcose + 5]

=J16+2-4*E-ms§+36= 52 + 24 = \/76.
2.1kki vektorning vektor ko‘paytmasi va uning xossalari.
Ta’rif: a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi deb quyidagi uchta
shartni ganoatlantiruvchi € = @ x b ga aytiladi:
1) €| = |al|bsin (@- b); p=|a-5|
¢ vektoming moduli dwvab vektorlarga
qurilgan parallelogrammning S yuziga teng. b

2) €1d,¢1b:

¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar 0 g

=i 14-9uama
3) a, b,¢ vektorlar umumiy boshga keltirilib, P
ning uchidan a va b vektorlar yotgan tekislikka qaraganda a vektordan b
vektor tomonga qarab eng qisqa yo'l bilan burilish soat strelkasi
yo'nalishiga teskari bo‘lsin, (o‘ng sistema). Vektor ko'paytmani ¢ = d X b
bilan belgilaymiz.

2-ghartdan [;,5] vektor ko'paytma parallelogramm tekisligiga
perpendikulyar vektor ekanligini aniqlaydi.

A




Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega.
a)dxb=—-bxa
b}kﬁxﬁ:ﬁxk5=k(&xﬁ
c) dax(b+O=dxb+dxd
d) Agar
Birlik vektorning vektor ko*paytmalari quyidagicha bo'ladi:

::lir-{.'l ;x;-'—‘k.rxk—-_;,j‘ﬁi—-.i jl; =0,
ixk=i ,kxi=j , kxj=-1 , kxk=0.
Agar dekart koordinatalar sistemasida @ va b yektorlari bilan berilgan,
ya'ni
d = a,il+a,] +a.k
b = byl + byj + bk

bo‘lsa, u holda

it ] ik
dxb=|a, a, a,
b, b, b,

- (a},bz - azh},}i'+ (a by — aph,)j + (@xby — ayby) k

Vektor ko' paytma yordamida uchburchakning yuzini hisoblash uchun
formula hosil qilish mumkin. ABC uchburchak uchlarining koordinatalri
bilan berilgan bo‘lsin:

A(xi, yi, z1,), B(xa, ya, 22,), C(xa, y3, 23,).

Vektor ko‘paytma ta'rifiga ko‘ra hosil bo‘lgan vektomning moduli
parallelogrammning yuziga teng. Uning yarmi esa uchburchakning yuziga
teng bo‘ladi:

Saasc = é’lﬁ o ;ﬁfl

5-misol. Uchlani A(2; 3; 1), B(4; 0; 2), C(7; 0; 2) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzini toping.

Yechish:
ﬁ=I2:+3r:1‘,l..«il_'t‘l‘ ={5;-3;1}
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i j K . e . ort
9 A 1l=-—-31‘—ﬁk+5}'—{-15k--31 F2J)=3]+9k;
5 -3 1

—

Saanc = |AB x AC| = VBT +9 = 2 kv bir.

2
2
6-misol: d=2t+j+3k ; b=—i+2]—2k

vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini va uning diagonallani
uzunliklarini toping.

Yechish.
S=|dxb|
- v .[. j. ‘E -
egxb=12 31 3|=(2-1-2-337+(-1-3—(=2)'(-1)j+
-1 2 =2

+(2-2— (=) DE) = (-2 6)i + (-3 —2)j + (4 + 1) k = —8i —
5t + 5k.

S =|d x b| = /(—8)* + (-5)% + 52 = V64 + 25 + 25 = V114

d=|a+bl=Vy2-12+A+27+(3-22=Vi+9+1=Vi1

7-misol: Uchlari A(3,0,5), B(3,-2,2), S(1,2,4) nuqtalarda bo‘lgan ABS
uchburchak yuzini toping.

Yechish:  Saupe = %IE x AS|
AB={3-3:-2-0;2 -5} ={0;—2: -3});

AS={1-3;2-0;4—5) = (-2 -1}




e | T A T . - .
BxAS=|g —2 -—3|=20i+6]—(4k—60)=87+6]—4k;
-2 2 -1

—_

|AB x AS| = V64 + 36 + 16 = V116

3.Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi , xossalari.
Bizga d , b . & vektorlar berilgan bo‘lsin .
Ta’rif:
d = a,i + ayj + a k

b = byi + b,] + b,k
€ =cCelt+cyJ + .k
bu vektorlaming aralash ko‘paytmasi deb , @ % b vektor ko*paytma bilan
¢ vektorning skalyar ko‘paytmasiga aytiladi va odatda (ax b)¢
ko'rinishda yoziladi

EIRISE T a a; ay ..
axb=le, idy o —E: b| T+ Ei r;:f* by &ﬂk’
by b:.r z
- a ay| = -
@xB)e=([y, i+ o ilit s sl%) (it e+ ek) =
d; a, a,
= |be By b
Cy €y Gy

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosi qirralari berilgan &, b ,c
vektorlaming modullaridan tashkil topgan parallelopepedning hajmini
ifodalaydi.

¥ =(0A=0B)-OC

a5

I |




8-Misol Uchlari O(0;0;0), A(5;2:0), B(2;5;0), C(1;2;4) nuqtalarda bo’lgan
parallelopipedning hajmini toping.
5 2

F:{JMEE}-JC=2 3 anmﬂ 16=84 kub birlik.
I 2

Aralash kopaytmada har doim skalyar son chiqadi.

Uchta vektordan qurilgan paralelopipedning hajmi uchta vektorning aralash
ko'paytmasiga ishora anigligida teng.

Voar = |abci
Pramida hajmini ham aralash ko‘paytma yordamida hisoblash mumkin .
1 1Hat 1
Votr == S *h = E(ES‘“) h=2Sah

P{r SG-S h-— [UXb]'c

Vpir‘ =+ E -‘JbE.
Aralash ko' paytmaning xossalari;
a) @(b x €) = (@ x b)&
b) Ko'paytinluvchi vektorlar orinlari doiraviy almashtirilsa aralash
ko‘paytma qiymati o‘zgarmaydi, ya'ni
dbé = éab = béad.
c) Qo'shni ikkita wvektorlaming ofrinlari almashtirilganda aralash
ko‘paytma ishorasini o' zgartiradi:
db¢ = —a'ch, abé = —chd, dbé = —a'ch.

d) Agar @b = 0 bo‘lsa, u holda bu uchta vektor komplanar vektor
bo'ladi.

Aralash ko'paytmani determinant yordamida hisoblash .

S0




i = ia, + ja, + Ka,
Agar bizga { b = thy + jby + kb vektorlar berilgan bo'lsin, u holda
€ =1cy +Jcy, + 1’-:r:z
aralash ko‘paytma quyidagi detetminantga teng bo'ladi,

a, ay a,
abé by byl.
€ Gy €3

Agar uchta vektor komplanar vektor bo'lsa,
ay a, a,
by by b,
€ €y C;

=0.

9-Misol.  d(—3;2;4) b(0; —2;1) €(4;—2;5)  berilgan,  aralash
ko'paytmasini toping.

Yechish.
. -3 2 4
abé=|0 -2 1|=30+8+32—6=64
4 -2 §

10-Misol. d(2;5;8) 5[1: —3;—7) €(0;5;10)  berilgan  vektorlar
komplanar vektorlar ekanligini isbotlang.

Yechish: Vektorlar komplanar vektorlar bo*lishi uchun aralash ko’paytmasi
0 ga teng bo*ladi.

i z 5 8
dabé = -3 =7|=—60+404+0—-0—-50+70=0.
u 5 10

Demak, vektorlar komplanar ekan.
Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar.
1.KLMN pramidaning uchlari berilgan.
a) Pramidaning berilgan qirralari orasidagi burchak kosinusini toping;

b) Pramidaning berilgan yog'i yuzini toping:
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1.1. K(-9,2,6),L(6,—4,2),M(2,5,7), N(—3,-2,3);
a) KL va KM; b) LMN.

1.2. K(—5,1.3), L(2,—3,0), M(1,54), N(3,47);
a) LM va LN; b) NLM.

13.K (-24,1),L(—6,3,—3),M(0,-5,5), N(—=2,—4,—1);
a) KL va KM; b) KLM.

1.4. K(4,—3,5),L(6,—5,2),M(—1,4.2), N(0,—3,-1);
a) LM va LN; b) NLM.

1.5. K(—23,1), L{4,—4,—5),M(—2,-5,2), N(3,2,5);
a) KL va KM; b) LKN,

1.6. K(—4,—1,6),L(—2,3,5), M(—1,5,—4), N(8,1,0);
a) LM va KL; b) KLM.

1.7. K (5,2,1),L(0,3,4),M(3,25), N(—4,—3,—-1);

a) KL va KM; b) LMK.
1.8.K(2,—1,-1),L(2,-5,—-2),M(1,-2,2), N(1,3,-1);
a) LM va LN; b) NLM.

1.9. K(4,3,—6),L(2,3,5), M(1,5,4), N(8,1,0);

a) LM va KL; b) KLM.

1.10. K(—3,2,5), L(0,—4,6),M(4,—2,5), N(—1,-3,7);
a) KL va KM; b) LMN.

1.11. K(=3,1,5),L(6,—3,3),M(4,5,3), N(—3,4,-2);

a) LM va LN; b) NLM.

1.12. K (2,4,—1),L(0,3,—3),M(4,-5,5), N(2,—4,3);
a) KL va KM; b) KLM.

1.13. K(—=4.3.8),L(7,5,—2),M(1,-3,2), N(0.3,-5);
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a) LM va LLN; b) NLM.

1.14. K(—4,3,5),L(4,—7,—5),M(-2,-7,2), N(-3,2,-5);
a) KL va KM; b) LKN.

1.15. K(=3,-1,7), L(—1,3,3), M(—4.,5,—-5), N(3,2,0);
a) LM va KL; b) KLM.

1.16. K (—=5,2,4),L(0,3,1),M(3,3,-5), N(0,-2,—4);

a) KL va KM; b) LMK.

1.17. K(=2,1,-1),L(2,5,—-2),M(—1,2,2), N(—1,3,0);

a) LM va LN; b) NLM.

1.18. K(2,—-3.6), L(—2,2,3),M(—1,-5,3), N(—8,3,0);
a) LM va K1.: b) KLM.

1.19 . K(—3,2.4), L(=2,4,2),M(-2,4,3), N(—1,-5,0);
a) KL va KM; b) LMN.

1.20. K(—3,1,4),L(1,—3,0), M(1,5,—4), N(3,—4.7);

a) LM va LN; b) NLM.

121. K (—2,4,1),L(—6,3,—3), M(0,—3,5), N(-2,—4,-1);
a) KL va KM; b) KLM.

1.22. K(0,—1,5),L(6,—1,2), M(—1,5,2), N(0,-1,—-1);
a) LM va LN; b) NLM.

1.23. K(—4,3,0), L(3,—4,—2),M(—1,-51), N(4.2,-2);
a) KL va KM; b) LKN.

1.24, K(—5,—1,0), L(—2,3,0), M(—1,0,—2), N(3,1,9);

a) LM va KL; b) KLM.

1.25. K (0,—2,1),L(0,3,4),M(3,2,5), N(—4,-3,-1);

a) KL va KM; b) LMK.




1.26. K(2,—6,-5),L(2,—4,—2),M(1,-3,2), N(4,3,-1);
a) LM va LN; b) NLM.

1.27. K(4,3,—6),L(0,3,5),M(3,—5.4), N(8,1,3);

a) LM va KL; b) KLM.

1.28.K (0,—2,1),L(0,3,4), M(—1,2,5), N(—6,0,-5);

a) KL va KM; b) LMK.

1.29. K(2,—1,-5), L(—2,—4,—1),M(4,-3,2), N(2,3,—1);
a) LM va LN; b) NLM.

1.30. K(—2,3,—6),L(1,3,5), M(5,5,—4), N(—3,1,3);

a) LM va KL; b) KLM.

2.7 val vektorlarning skalyar ko' paytmasini aniglang.

2.1 7(=2;3;-3); [(~1;-3;4); 2.16. #i(0;5;8) ,[(1; —3;2);
22.7(5;=5;-1); 1(1;~2;3); 2.17. 7i(2; ~5;4),1(1;—3; =7);
23.7(-2 - 1;3); I(1;-1;5); 2.18. 7(3;5;2) ,1(1; —3; 3);
2.4.7(—4;5;-2) ; 1(1;4; —2); 2.19. 7i(2;5; —1) , [(1; 0; =7);
25.71(3;—2;—6); I(-1;-2;1); 2.20.7(2;5;8),1(1; —3; 5);
2.6.7i(1;—2:3); 1(=3;1;-2); 2.21.7(2;5:3) 5 [(1;—3; —1);
2.7.7(2; =5;4) ; [(4;—3;5); 221, #i(—1; 0; —4) ; [(—4;3;2);
2.8. ii(2;—5;4); [(4;-3;5); 2.22.7i(~2;—1;—3), I(—1;3;7);
2.9.7i(4; —1;6); 1(0;—3;-7); 223.7(0; —3; 4); 1(1;3; 1);
110, 7(2; 5;8); 1(1;—3;-5); 2.24.7(2;5; —5); 1(2;—3;3);
211.7(=2;5;3); 1(3;-3;0); 2.25.7(2; —3; —8); 1(1;0;—2);

2.12.7i(4; -5; 0); i(1;-2,-7); 2.26.7(—1;5;8); 1(1;—3;5);




2.13.7(3; 5;: —6); [(1;—3:-2); 2.27.7i(—4;5;6) ; [(—1;0;3);

2.14.7(—2;0; 8); 1(1;2;—4); 2.29.7(4;0; —=3) ; [(1; =3; —4);
2.15.7(2;5;8); [(0;—3;2); 2.30.7(2;5;8) ; 1(0;—3;—7);
3, k vaii vektorlaming vektor ko'paytmasini toping.

3.1, k(—1;0; —3) i(0; —3; 4) 3.16. k(0; =5;2); m(-1;3;-2)
3.2. k(—2;3;0) #i(—1;—3;0) 3.17. k(0;—5;3); m(—1;—2;1)
3.3. k(=3;5;—1) mi(0;=3:1) 3.18. k(0;5;—3); mi(—1;3:3)

3.4, k(—5;0; —3) mi(—1;-3;4) 3.19. k(—2;—1;8), m(1;=2;2)
3.5. k(—2;3;—2); m(—1;0;2) 3.20. k(—1;-1;4); m(1;-3;1)
3.6, k(—1;2; —1); (—2;—3;0) 3.21. k(—3;5;—3),m(1;—1;0)
3.7, k(—1;3;-3); mi(—1;-3;2) 3.22. k(1;-3;8); m(1;-3;2)
3.8. k(—3;3;0); #i(—1;-3;0) 3.23. k(0; 1;5); m(1;—2;0)

3.9. k(—=2;3;~1); m(=1;-2;4) 3.24. k(4;5;-2);m(1;—3;-1)

3.10. k(=2;2;—3); m(—3;—1;3) 3.25. k(—2;—5;3) m(1;3;2)
3.11. k(—4;3; —2) ;m(—4;—3;0) 3.26. k(0;5;-1); m(1;0;-2)
3.12. k(—2;0; —3); m(2;—1;0) 3.27. k(—1;3;-2); mi(1;-1;0)
3.13. k(—1;3;—4); mi(0; —2;4) 3.28. k(5;3;8); m(4;-3;2)

3.14. kK(—2;3;—5); m(—1;0;—4)  3.29. k(2;4;-3); m(-1;-5;0)
3.15. k(—1;2;—3); mi(—1;-2;0) 3.30. k(0;3;—1); mi(1;—=3;4)
4. [, va #i vektorlaming aralash ko*paytmasini toping.

4.1. [(-2;2;1); m(2;—2;1); 7(-2:-2;3);

42 1(-1;1;4); m(3;—3;3); #i(-1;2;-3);
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42 1(-3;2;2); m(0;—1;2); 7i(4;0;—5);
43. I(-1;2:6); m(1;-2;4); 7A(—4;—2;0);
44. 1(0;—3;5): m(2—41); 7(4-2;3);
4.5.1(2:-4;. 3): m(1;-2;—-1); 7(0;—2;-3);
46. [(~2:2:-3): m(4—4:;3); #(—1;-3;-2);
47. [(-2;3;0); wi(2—3:1); #—23);
48. [(—4;0;4); w(2;-1;1);  7(0; —42);
49. [(3;-1;3); m(-2;—5;1); 7i(=3;—2;0);
4.10.1(-1;2;—1); m(0;3;—1); #i(—2;:—3;5);
4.11.1(=5;2;2); m(3;—-2;1);  #(=5;-2;0);
4.12.1(—3;2: —3) ; m(—4;—2;0); 7n(—4;2;5);
412 1(—4-1;0); m(5;—1;1);  #(3;—2;0);
4.13.1(=3;2;5); #i(1;=2;-3); 7(—2;2;5);
4.14.1(=1;3;4); m(1;2:-1);  7(0;—2; —4);
4.15.1(0;2;-1); m(—4;-2;3); #i(3;—2;6);
416.1(-2:2;4); m(0;—2;2);  7i(4—2;—2
4.17.1(-3;-2;4); m(0;—2;0); #i(4;—1;5);
4.18.10(-1;2;-3); m(0;-2;3); (3 —-24);
419.1(-3;2:0); m(0;—2;4);  7i(2;—2; —5);
4200(-3;2;4); #O0;—21)  A(—4-1:3)
421.0(-3;2;4); m(0;—6;—1); T(—7:—2:7)
4.22.1(-1;3;2) mi(0;—=3;4) 7(0; —2; 5)
423.1(-5;4:1) m(3;-5:5)  7i(4;—3;1)
42471(3;—2;-2) m(2;—43) i(7;—2;6)
425.1(0;1:—-1)  #i(7;-5;4) A3;—1:3)
426.1(-2;-2;0) (5-3;-1) 7i(4—1;4)
427.1(-1;-3:2) m&—-1:4) #0;-2;7)
428.1(1:-5;3)  #i(3;0;1) A4 —-1;4)




429.1(7;0;=1) m(0;—3;1) n(3;-2;1)
430.l1(6;—1;-2) mi(0;—-2;0) n(0;—2;2)
[1-BOB ga oid test.
1. ;,= af+j}'_2}( vektorning uzunligini hisoblang.
AN14 B)V15 C)6 D)2
l.g=(%k-2)va h=(0,-2-1) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.
A)l B0 C)-1 D)2
2. g=(~%-L0)va _.f;={1;-4;n vektorlaming skalyar ko‘paytmasini toping.
A)l B C)-1 D)2

3. Qaysi javobda kolleniar vektorlar berilgannini toping.

1) g=(2-6:8), h=(—%12-16) 2) =58, p=(-%-538)

3) a=(3-68). h=06-8), 4) g=(-368). h=0(6-8),

A)l va3 B)lvad C)lva2 D)2vad

4. Agar [a]=4V3, [b]= 7 va (@5)=Z bo'lsa, 5 ni toping.
J6 4

A)l4 B)IS O©O)13 D)2

5. Agar [¢] =100, }F!: 20 va cu&{r“b]-— % bo'lsa, @ ni toping.

A)210 B)Y1S0 C)200 D) 120

6. Agar [a|=2,[b]=13 va (a"5)=120° bo'lsa, @5 ni toping.
A)l5 B)15 )13 D)-13

J.@a=j+2k b=2i—j €=2k bo'lsa, #+2b-¢ ni hisoblang.

A)4i-; B)ai+2j C)aivmk D) 2+5/+2%
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g @=i, b=3j &=5k bo'lsa, 23+36 - ni hisoblang.

A)di-j B)2+9j-sk C)aisx D) 2+5j+2%

=

9. a=(#:8x), 5=(1; »;2) bo'lsa, x va y ning qanday qiymatlarida # va
vektorlar kollinear hisoblanadi?

.ﬁ.} x=8 p=12 B)I=E y=8 CJ =2 y=9 D} x=5 py==5

10, ©=(x-12;=6), d=(~2;4;y) bo'lsa, x va y ning qanday giymatlarida &
va 4 vektorlar kollinear hisoblanadi?

A)x=E p=2 Blx=8f y=8 C)x=2 y=9 D)x=6 p=2

11, a=(6:x:-4), b=(3:2;») bo‘lsa, x va y ning qanday giymatlarida 7 va b
vektorlar kollinear hisoblanadi?

A) x=8 y=2 B) x=8 y=8 C)x=2 y=9 D) x=6y=2

12. Agar clLL1), B{-1-1-1) bo‘lsa, D& vektor uzunligini aniglang.

N2 B)6 O7 D)zyz

13. Agar £(L0;-1), F(0;2;1) bo‘lsa, EF vektor uzunligini hisoblang.
A)2 B)6 O)7 D)3

14. Agar B(21:2), €(-2:4;2) bo'lsa, B vektor uzunligini aniglang.
A)S B)6 C)7 D)3

15. Agar 4(21;1), B(3,1;4) bo'lsa, 48 vektor uzunligini aniglang.

A)S B),.!E &7 D)3

P A(2;-1,0), B(3;L1) bo‘lsa, BA vektor kordinatalarini aniglang.

) BA=(-1;-2-1) B) BA=(1:0.4)

) BA=(0:-14)  p) BA=(-10;-4)




17. B(6: 2:-1), D(4; -5: 1) bo'lsa, BD vektor koordinatasini aniglang.

A) BD=(841) g, B=(58-2) ¢) BD=(0: 83) p) BD=(-2-70)
18, M (4:2,1), N(3;-L1) bo'lsa, ¥a7 vektor koordinatasini aniqlang.

A) MN =(5:-3;5) B) MN =(0,5; -3:6)

C}m=(l;3:ﬂ} D) ﬁ=(6;—3;4}

19, B(4-12), C(5:-3:1) bo'lsa, &€ vektor koordinatasini aniglang

A) BC=(1;-2:-1) B) BC = (8,—4:3) C) BC =(15;0:2) D) BC=(-2,-4;33)
20. Quyidagi 7 va [ vektorlaming skalyar ko'paytmasini aniglang.

f(—2;3;—3); [(=1;-3;4)
A) 19 B)-19 C) 23 D)-23

59




III-BOB.TEKISLIKDA VA FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA.

6-§. Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalari.To‘g‘ri chiziglarning
o‘zaro joylashishi.To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak.

1. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va asosiy masalalar.

To'g'n chiziqgdagi nuqtaning wvaziyati bitta son bilan aniglanadi.
Tekislikdagi nugtaning vaziyati ikkita son bilan aniglanadi.

Tekislikda ikkita o‘zaro perpendikulyar Oxva Oy o‘qlar berilgan
bo'lib, ular umumiy sanoq boshiga wva umumiy masshtab birligiga ega
bo‘lsin. '

Oxy tekislikdan A(x;; ;) va B(x;;y,) nugtalar berilgan bo‘lsa, bu

nugqtalar orasidagi masofa deb AB kesma uzunligi tushuniladi va quyidagi
formula bilan topiladi:

d= J{I: = x!]z "'{.?z -3 )

(6.1)
Ushbu d=x +_'PI

formula A(x;y) nuqtadan koordinatlar boshigacha bo‘lgan masofani
ifodalaydi.
Tekislikda boshi A(x;;y;) nugtada va oxiri B(x;; ¥,) nugtada

bo‘lgan AB kesmani A =E nisbatda bo*luvchi C nugtaning koordinatalari
ushbu

_ XitAxy _nthy:
Bs 144 ' Y= 144 (6.2)
formulalar bilan aniglanadi.

[gn: C(xg:¥g) nugta AB kesmani teng ikkiga bo‘lsa, u holda A = % =-1
0'lib, (6.2) formuladan

Xo =" yp =221 (6.3)

kelib chigadi.




To'g'n burchakhi koordinatlar sistemasida uchlari
A(xy:y,) va B(x,;v:) ,C(x5;¥3) nuqualarda bo‘lgan uchburchak yuzi
quyidagi formula orqali topiladi:

5 =2 [(ayz — xay) + (ys = x5y2) + (v — 1yl (64)

1-misol. K (8; —3) va L(2; 5) nuqtalar orasidagi masofani toping.

Yechish.

KL =/(2—8)2 + (5+3) = V36 + 64 = V100 = 10
hosil bo*ladi.
2-misol. Tekislikda A(5; —2) va B(1;4) nuqtalar berilgan. AB kesmani A

= % = 0,2 nisbatda bo*luvchi C(x;y) nuqtaning koordinatlarini toping.

y A
5-shakl

A J

0 A, C, 8, X

Xn=5yn=-2x=1)= 4
(6.2) formulaga asosan:

_x#Ax; _ 54021 _ 52 _ 5z _ 13
14X 1402 12 12 3

_ yy Ay, —24024 2408 -12 5
= £ 1402 = 12 12 ’

y
3-misol. ALMN uchburchak uchlarining koordinatlari benlgan:
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L(zr '_1}1 M("‘JE]J H{_ 1 t3)
Uchburchak tomonlari uzunliklarini toping.

Yechish. Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan
foydalanib uchburchak tomonlanni topib chigamiz:

LM =J(4—2)?+ (2+1)? = V4 +9 = /13,
IN=J(-1-22+(3+1)2=v9+ 16 =25 =5,

MN = .[(—1 —4)? + (3 + 2)? = V25 + 25 = /50.

4-misol . L(-2;4) va M(4;5) nugtalarni tutashtiruvchi LM kesma
o'rtasining koordinatlarini toping.

Yechish. x; =5,y = 2, %, =1y, = 4A=1
AB kesmaning o'rtasini € (xg; ¥y) nugta orqali belgilasak,
0 Xy +Iz . 5+1 -

T ey =3
_F1+}’1_—2+4_1.
0= -z = z = A

S-misol. ALMN uchburchak uchlarining koordinatlari berilgan.
L(2,3), M(4,2),N(5,3) , shu uchburchakning yuzini toping.
Yechish. (2.4) formulaga ko'ra
L= =3x=4Yy,=2,x=5y;=3,
1
§ = 10ayz — 291) + (x2y3 — x3y2) + (391 — %,133)]

1=502-2-4-3)+(4-3-5:2)+(5:3-2:3)| =3 (-8+2+
3) =

|

Tekislikda to‘g‘ric tenglamalari.

1 Ushbu y=kx+b (6.5) ko'rinishdagi tenglamaga
to'g'ri chiziqning burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi. Bunda b-
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to‘g'ri chizigning OY o‘qdan ajratgan kesmasi, k- to'g'ri chizigning
burchak koeffitsenti: k = tga, bu yerda a-to‘g‘ni chiziq bilan OX ogning
musbat yo‘nalishi hosil gilgan burchak.
b=0 bo‘lsa, to*g*ri chizig koordinatalar boshidan o‘tib, tenglamasi y = kx
bo'ladi.
k=1 bo'lsa, y=x bo'lib, bu birinchi koordinatalar burchagining
bissektrisasi bo*ladi.

2. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi

Ax+ By+C=0 (6.6)

ko'rinishda bo'lib, berilgan to'g'ri chizigqa perpendikulyar bo‘lgan it =
{A.B}
vector to*g‘ri chizigning normal vektori deyiladi.

3. 7 = {A, B} normal vektorga ega va M(xg,Y,) nugtadan o'tuvchi

to'g'ni chiziq tenglamasi:
Alx —x0) +Bly—y) =0  (67)
4. Kanonik tenglamasi:

=% _ XN (6.8)
l m
bo‘ladi, bu erda 5= (I,m) - to'g'ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektorlari. Mg (%o, o) nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziq.
5. Kesmalarga nisbatan tenglamasi: §+ ‘E =1 (6.9)
Bu yerda a va b -to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlarigan ajratgan
kesmasi, ,
6. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g'ri chizig tenglamasi: M; (x4, ;) va
MZ (XZ!:"'.Z}
nugtalar berilgan,
e (6.10)

Xp—Xy Y=




7. Ikkita y=kyx+ b, va y=k,x+ b, to'g'ri chiziglar orasidagi
burchak quyidagi formula bilan topiladi:

tgp = 1. (6.11)

8 Ax+By+C,=0 va A;x+Byy+(C,=0 to'g'ni chizig
tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, ular orasidagi burchak quyidag
formula bilan topiladi:

AyAs+ By Ba
COSQ ==dot —LE (6.12)
,J*"LH%,“LE;.
9. A;x+B,y+C, =0 va A;x+ B,y + C; =0 to'g'ri chiziglarning
paralellik va perpendikulyarlik sharti:

: 2 oM B
Parallellik sharti: e

Perpendikulyarlik sharti: A;A, + B, B, = 0.

10. Ikkita y = kyx + by vay = k,x + b, to*g‘ri chiziglaming paralellik va
perpendikulyarlik sharti:

Parallellik sharti: ky = k;; Perpendikulyarlik sharti: k k; = —1.

11. My(xq,¥0) nugtadan berlgan Ax + By + C = 0 to'g‘ni chiziggacha
bo'lgan masofa quyidagi formula orgali topiladi.

o t‘ixﬂ +Eyﬂ + q
A+ B (6.13)
12. Parallel bo*lmagan ikki A;x+ By +C; =0 va A,x + By +C, =
0 to'g'n chizigning kesishish nuqtasini topish uchun ularning
{J‘!lx+B|P+C ='D
Ax+Biy+Cy =0

tenglamalarini birgalikda yechib, kesishish nuqtasining koordinatlari
topiladi

I-misol. 2x — y + 3 = 0 to'gri chizigning burchak koeffitsentini va to‘g'n
chizigning koordinata o'glarigan ajratgan a va b kesmalarini toping.
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Yechish: Tenglamadan y ni topamiz, y = 2x + 3 demak k = 2.

2x — y = —3 har ikkala tomonini -3 da bo'lamiz,

e =3 5=

= +t57 L =+3=ldemak,a=—,b=3.

2-misol. 7 = {3,2} normal vektorga ega va M,(2,—1) nuqtadan o‘tuvchi
to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish: (6.7) formulaga ko‘ra 3(x —2)+2(y —(-1)) =0
3x—6+2y+2=0, 3x+2y—4=0. Demak, izlanayorgan to‘g'n
chiziq tenglamasi , 3x + 2y — 4 = 0 ko'nnishda bo‘ladi.

3-misol. § = (—2,1) vektorga parallel va Mg(3.,4) nuqtadan o‘tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish: (6.8) formulaga ko'ra % = 11_—4 bo‘ladi, bundan
x—3=-2y+8 x + 2y —11 =0 ko'rinishdagi to‘g'ri chizigning
umumiy tenglamasi hosil bo'‘ladu.

4-misol. Ikki nuqta M,(—4,5) va M;(3,—2) o‘tuvchi to'g'r chizig
tenglamasini tuzing.

- +4 _ y-5 x+4 _ y-5
Yechish:  (6.10) tenglamaga ;‘_‘ =3=E' 7 -7 bundan
tenglamaning quyidagi umumiy ko‘rinishini hosil gilamiz,
—Tx—-28=7y—35, Tx+7y—-7=0.

S-misol. AABC uchburchak uchlarining koordinatlari berilgan, AB va BC
tomonlaming tenglamasini tuzing.

Yechish: (6.10) tenglamaga ko‘ra AB tomon tenglamasini tuzamiz:

X4e _ Y=3 ‘+2=”'-3,—Bx—-16=3y—9, 8x+3y+7=0.
142 =5-3' 13 -8

BC tomon tenglamasini tuzamiz:

X1 _yrs 21 _ 945 qox—12=4y+20, 12x—4y—32=0,
5-1 745" 4 12
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6-misol. Ikkita y = kyx + by va y = kyx + b, to*g‘ri chiziglar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. (6.11) formulagako'ra tgp = —==>. ¢ = arctgs gateng.

7-misol. x + 5y +9=0va2x —3y+1=0 to'g'ni chiziglar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. (6.12 ) formulaga ko'ra:

1-245-(=3) 2-15 2
cosp = =

it P ray V26413 2

bo*ladi. Demak, #=135".
8-misol. Quyidagi berilgan to‘g'n chiziglaming o'zaro parallelligi yoki
perpendikulyarligini tekshiring.

a)y=3x—5vay=3x+6

b}y=—4x—2vﬂy=%x+5

c)bx—3y—8=0va 2x+4y+12=0

d)6x+9y+18=0va 2x+3y—-7=0
Echish.  Parallellik sharti: ky = k; va kyk; = —1 perpendikulyarlik
shartiga ko'ra  y=3x—5vay=3x+6 to'g'ri nchiziglar parallel
.l:hunh‘ k:[ = kz =3,

y=—4x—-2vay= %x +5 to'g'n chiziglar esa perpendikulyar,
chunki

sl
kyk, = —4-7=-1.

. : AL B . .
Parallellik sharti: ﬁ = E—; va A;4; + B, B, = 0 perpendikulyarlik
shartiga ko'ra

6x—3y—8=0va 2x+4y+12=0 to'g'ri chiziglar
perpendikulyar, chunki  A;4; + BB, =6-2—3-4=0.

6x +9y+18 = 0va 2x + 3y — 7 = 0 parallel, chunki> =2 va 3 = 3.
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9-misol. M;(4,2) nuqtadan 3x — 4y + 11 = 0 to'g'ri chiziqgacha bo'lgan
masofani toping.
Yechish. (6.13) formulaga ko‘ra topamiz:
g_l3-4-2-4411 15 15 _

J32+ (—4)? v25 5
10-misol. 3x+y+5=0va x+4y—7=01t'g'ri chiziglaming
tekislikda o*zaro ganday joylashishini tekshinng.

Yechish. Berilgan to‘g'ri chiziglaming tckislikda joylashishini aniglash
uchun ushbu

[3x+y+5=ﬂ
x+4y—-7=0

sistemani tekshiramiz. Bu to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasini topish

uchun bu sistemani yechamiz, chunki izlangan nuqta bir vagtning o'zida

berilgan to*g’n chizigqlaming xar birida yotadi.

Tenglamalar sistemasini yechib (~=-, — =) nugtaga kesishishini topamiz.
Mustaqil bajarish uchun mashqlar.

I. Berilgan to‘g'ri chiziglami chizing, burchak koeffitsentini va to'g'n
chizigning koordinata o*qlarigan ajratgan a va b kesmalarini toping.

a)—4x+y—3=0; b) x—4y+7=0; v)5x+3y+2=0;
92x—3y+6=0; d)2x—3y+12=0; e)8x—y=0;
PD—x+5y+15=0; i)4x—-5y+20=0; K)6x—4y—12=0;
Dx—y=0; m-5x+7y—35=0; n)2x—10y +20=0:

2. My (%o, o) nugtadan o*tuvchi va 7 = {4, B} normal vektorga ega to'g'nl
chiziq tenglamasini tuzing,

a) My(3,—1) va 7 = {2,4}; b) Mp(—=3,2) va i ={=24k
v) Mo(5,2) va7i = {=3.1}; g) Mg(—4,3) vai = {—3,1k
d) Mg(—3,4) vaTi ={-53%  €) Mo(—6,7) vaTi= (=65}
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i) Mg(6,—4) van = {-2,6); i) Mg(—3,5) va7i = {—4,4];

k) Mp(—1,5) va 7 = {—1,2); 1) My(6,3) vaTi ={-22);

m) Mg(—6,—3) va7i ={-2,7}; n)My(=55) va7i={-1,4};

3. My (x5, ¥p) nuqtadan o‘tuvchi va s = (I, m) vektorga parallel bo‘lgan
to*g'ni chiziq tenglamasini tuzing.

a) My(3,—1) vas = (2,4} b) My(—8,—3) vas = {—4,2};
V)Mg(5,-3) vas ={-32); g)My(3.4) vas ={-3,3);

d) Mg(—=3,-2) vas =53} e) Mg(—6,—4) vas = {-7,1};
) Mp(7,—6) vas=1{-21}; i) Mp(—1,2) va's = {5,—4}):

k) Mp(—1,—4) vas={-52} )My(—2,-3) vas ={—6,-2};
m) Mg(=7,—3) vas ={-11}; n)M,(—2,3) vas = {-5,—3};

4. y=5x+3vay=—4x+12 to'g'n chiziglar orasidagi burchakni
toping.

5. 2x—3y+19=0vabx+4y+13 =0 to'g'ri chiziqlar orasidagi
burchakni toping.

6. AABC uchburchak uchlarining koordinatlari berilgan, tomonlarning
tenglamasini tuzing,

a) A(=1;-3),B(2; -3),C(-5:4); b)A(4;—5),B(—1; 6),C(—3;4);
v) AQ2;—4),B(6; —5),C(—43);  g)A(5;—3),B(4; —3).C(7;6);
d) A(=1;-6),B(5; =7),C(-2;4); e€)A(—3;—3),B(2; —3),C(=5;4);
i) A(=1;-4),B(4; —2),C(=5;3); i)A(=5;—3),B(6; —1), C(—3;2);
) A(=1;-6),B(5; =7),C(—2;4); 1)A(—3;-3),B(2; —3),C(—5;4);
JA(—1;—4),B(4; —2),€(-5:3); n)A(=5;~3),B(6; —1),C(—3;2);

Mg(—3.2) nugtadan 6x+8y+7 =0

to‘g'ri chiziggacha bo‘igan
fani toping.




7-§. Ikkinchi tartibli egri chiziglar. Aylana, ellips, giperbola va
parabola.
7.1. Aylana deb berilgan markaz deb ataluvchi nugtadan bir xil uzoglikdagi
nugtalarni tutashtirishdan hosil bo‘lgan geometrik shaklga aytiladi.
Markazi (a,b) nugtada va radiusi r ga teng bo‘lgan aylana tenglamasi: (1-a-
rasm)

(x—a)+ (@ —b¥=r? (7.1)
Markazi koordinatalar boshida va radiusi r ga teng bo'lgan aylana
tenglamasi:
(1-b rasm)

x4yt =2 (7.2)

28] T

0 - \E%-?

o' =8

6-shakl

1-misol. x* + y* + 2xr— 4y —4=0 tenglama aylananing tenglamasi ekanligi
ko‘rsatilsin va aylananing markazi hamda radiusi topilsin.

Yechish. A=C=1, B=0, [%T +[~'§T _F=142'—(4)=9>0,

demak berilgan tenglama aylanani umumiy tenglamasi ekan. Tenglamani
(P 4+ 2c41)+ (¥ —dp+4)=-1-4-4=0
ko'rinishda yozib undan
(D 4+ (py=2) =3
aylananing kanonik tenglamasiga ega bo'lamiz.
Shunday qilib aylananing markazi 0;(-1;2) nuqta va radiusi R=3 ekan.




2-misol. <* -2:+y*+2y+4=0 tenglama hech qganday egri chiziqni
aniglamasligi ko‘rsatilsin.

Yechish. Tenglamani («* -2x+1)+ (3" +2y+1)=1-1+4=0
ko'rninishda yozsak undan  (x—1)* +(y+1)" =2

tenglikka ega bo'lamiz. Koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiruvchi

nuqta mavjud emas. Demak berilgan tenglama hech ganday egri chizigni
tenglamasi emas.

7.2. Ellips deb tekislikdagi shunday nugqtalar to‘plamiga aytiladiki, bu
nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslar deb ataluvchi ikkita
nuqtasigacha bo‘lgan masofalar yigindisi o‘zgarmas miqdordir.

Kanonik tenglamasi quyidagi ko'rinishga ega:
e 2

¥
F'i‘Fz-‘—* 1.a > b,

Bu yerda a va b ellipsning katta va kichik yarim o‘glari uzunliklari. 2c
fokuslar orasidagi masofa, c¢® = a® — b? tenglik o*rinli bo'ladi.

- - . - » z_ 2
Ellipsning ekstrentrisiteti: £ = E =4 : < 1.

Ellipsning M(x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalar uning
fokal radiuslan deyiladi.

rs
x=k-=%>,a>b,
YT

(xy)

e

A o myc

T0




7-shakl
3-Misol. Kichik yarim 0'qi #=4 va ekssentrisiteti £=0,6 bo'lgan ellipsning
kanonik tenglamasi yezilsin.

Yechish. Shartga ko'ra & =< =06; c=06a, a' ' =b
i

tenglikka ¢ va b ning giymatlarini qo‘yib @ ni aniglaymiz.
16

1 :=1_: L - E 2 _ _AE____=15.

a =(06a)y =40 (1-036) =16 0.6da" =160 0,64

Shunday qilib ellipsning kanonik tenglamasi %r:—ﬁ:l ko'rinishda bo'lar
ckan.

4-misol. 9x*+25)7-225=0 tenglamaga ko'ra ikkinchi tartibli egri chizigning
turl aniqlansin va egri chiziq chizilsin.

Yechish. Berilgan tenglamani p ¥
9x7+25)=225 ko'rinishda yozib buni 225 ga _jheh
I}G‘]Sﬂk f;l-rlﬂ{/f _‘-“H\ll.lr"_'f-

: ot ;
E‘i 25}' > = 1 x: ¥ z - H-H_-_.-'- i
225+E-l }'ﬂk! E—_J--l'j—z—l il
kelib chigadi. Demak berilgan tenglama yarim 8-shakl
o‘qlari a=5, b=3 bo'lgan ellipsni tenglamasi
ekan
(8-shakl)

5-misol. 4x* —16:+9)" —s4y+61=0 egri chiziq chizilsin.

Yechish. Tenglamani  4(x* —4x) +9(* —6) +61 =0,
AP —4r+4) 490y —6y+9)—16—B1+61 =0 Hx—2)* +9(y=3) =36

EI_E}I _._{.-‘"-3']; =1 }ru]ﬂ
Y] 4

ko‘rinishda yozib buni 36 ga bo‘lsak

s ;:2}1 + ;j}t =1 tenglama hosil bo*ladi. x-2=X; y-3=Y almashtirish olsak
‘_:,; v Z—:=| kelib chigadi.




Bu ellipsning 0,XY sistemaga I
nisbatan kanonik tenglamasi.

BT

ellipsning umumiy tenglamasi ekan. Agar
Oxy “eski” sistemani 01(2,3) nugtaga
parallel kuchirilsa ya‘ni 04XY sistemaga 9-shakl
nisbatan ellipsning tenglamasi kanonik

ko*rinishga ega bo'lar ekan (9-shakl).

7.3. Giperbola deb, tekislikning har bir nugtasidan tayin ikkita F; va F;
fokuslargacha bo‘lgan masofalar ayirmasi o‘zgarmas songa teng.

Kanonik tenglamasi;

1??'1:-'_ o

Shunday qilib berilgan tenglama Aﬁ“—‘l!( ‘u.:)mmx
U

X

XE iyt
o

Bu yerda a-haqigiy yarim oqi uzunligi, b- mavhum yarim oqi uzunligi.
Fokuslar orasidagi masofani 2¢ desak b* = ¢* — a” bo'ladi.

b ety [
e /
F e - a F_fexl
— i

By 1
2 e
10-shakl
Giperbola Ox o'qgini ikkita A;(—a;0) va A,(a;0) nugtalarda kesib
‘tadi. Ular giprbolaning uchlari deyiladi. Ular orasidagi |4, A;| = 2a
1sofa giperbolaning haqiqiy o‘qi deyiladi. B, (0; —b) va B, (0; b) nugtalar
serbolaning mavhum uchlari, ular orasidagi |B,B,| = 2b masofa esa
H:vabolanmg mavhum o'qi deb ataladi. @ va b sonlariga giperbolaning
aqiqiy va mavhum yarim o‘glari deb ataladi. Giperbolaning o‘glari
kesishadigan nuqta uning markazi deyiladi.




: - AT 242
Giperbolaning ekssentrisiteti: £ = E =2 >

M(x,¥) nugtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalariga giperbolaning
fokal radiuslari deyiladi va ry va r; bilan belgilanadi.

2

x= i% = iEc- tenglamagadan iborat giperbolaning direktrisasi quyidagi
T i

xossalarga ega; — = -* = ¢.
dl dz

Giperbola tenglamalari y = + Exdan iborat ikkita asimptotaga ega.

Giperbolaning M(x; y) nuqtasidan uning F; va F; fokuslarigacha bo‘lgan
masofalar shu nuqtaning fokal radiuslari deyiladi. Ular uchun

rn = *(a+ex)var, = +(a— &x)
formulalar o*rinlidir.

Agar giperbolaning kanonik tenglamasida @ = b bo'lsa, u holda
tenglama

x* — y? = a? ko'rinishga keladi va u teng tomonli giperbola deyiladi.

6-misol. 16x*-9y*=144 egri chiziq chizilsin.
Yechish. Uni har ikkala tomonini 144 ga bo'lsak




bo‘'lgan giperbola ekan. Markazi
koordinatalar boshida bo‘lib
tomonlari  koordinata  o'qlaripa .59 lino
parallel hamda asosi 6 balandligi 8 [ 7
bo'lgan to'g'n to'rtburchak
yasaymiz. )
BfO~43

Uning diagonallarini  cheksiz N
davom ettirib giperbolaning
asimptotalanini  hosil  gilamiz.
Giperbolaning uchlari 4:1(-3;0) va i
A(3;0) nugtalar orqali asimptotalarga o
nihoyatda yaqinlashib boruvchi silliq
chizigni o‘tkazamiz. Hosil bo'lgan i e
egri chizig giperbolaning grafigi ‘\ '
bo'ladi  (11-shakl). \\fv.h

7.4, Parabola deb fokus nuqtadan va
12-shakl

kelib chigadi. Demak qaralayotgan <
egri chizig yarim o'glari @=3 va b=4 \ A

ol

11-shakl

direktrisa deb ataluvchi [to'g'ni

chizigdan bir xil uzoglikda yotuvchi tekislikdagi nuqtalar to‘plamiga
aytiladi.

Bunda F nuqta fokus, [ to‘g'ri chiziq esa dircktrisa deyiladi.

y* = 2px tenglamaga parabolaning kanonik tenglamasi, p(p > 0) uning
parametri deyiladi.
T=d=2x +% parabolaning fokal radiusi deb ataladi. Parabola uchun & =
r & v
T bo‘ladi .

y*=-2px,x*=2py va x*=-2py lar ham parabolaning
tenglamalani bo’lib, ular mos ravishda Ox o‘qining chap qismida, Oy
o‘qining yugori gismida va Oy o'qining quyi gismida joylashgan bo‘ladi
(2,3,4-chizmalar).

™




¥ & 1
; \/"ﬂw < = ~2py
y*==1px
o e o '] / \ ®

2-chizma 3-chizma 4-clhiuzma

7-misol. Markazi S(-1;1) nuqtada, radiusi 3 birlik bo'lgan aylana
tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko'ra aylana markazining koordinatlanna = —1;b =1 va
R=3. Berilganlamni (7.1) formulaga qo‘yib, aylana tenglamasini tuzamiz.

(x+1)° +(p-1)* =3°
(x+1)° +(y-1"=9
8-misol. x* + y? —6x +4y—23 =0 aylananing markazi va radiusi
topilsin.
Yechish. x>+ y* —6x+4y—23=0  berlgan tenglamaning chap
tomonini to‘la kvadratdan iborat ifodalarga ajratamiz.
(x2 =6x+9)+(y* +4x+4)-13-23=0
(x=3)2 +(p+2)’ -36=0
(x=3) +(p+2)* =6
bu tenglamani (7.1) tenglama bilan solishtirsak , (3; -2) nuqta aylana
markazi, radiusi R = 6 bo'ladi.
9- misol. Katta yarim o‘qi @ = 5 va ekssentrisiteti £ = 0,6 bo‘lgan holda
ellipsning kanonik tenglamasini toping.

Yechish. Shartga ko‘ra £ = E =06 ¢?=a?—b?danb®=a*-c?

c=0,6-5= 3. Demak, fokuslar orasidagi masofaning yarmi 3 bo‘ladi.
Ellips kichik yarim o'qining kvadrati b° =a”-c*=25-9=16 bo'lib,
ellipsning izlanayotgan kanonik tenglamasi quyidagicha bo*ladi:

A

-+
25 16
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10- misol. M(2;3) nugtadan o‘tuvchi, katta yarim o'gi a = 4 bo'lgan
ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. a = 4 bo'lganda ellipsning kanonik tenglamasi

:1 _PI

= A _
16 b bo'ladi. M(2; 3)nuc|taning koordinatlari  bu  tenglamamn
qanoatlantirishi kerak. Demak, — 5—5}_ 1. Bundan b% = 12 ni bo‘lib
va uni yuqgoridagi tenglamaga qo‘ysak, ellipsning izlangan kanonik
tenglamasini hosil qilamiz

11-misol. Fokuslan orasidagi masofa 26 ga, ekssentnsiteti esa E ga
tengligini bilgan holda giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Shartgako'ra 26=26 vag = E = 5 Demak, giperbolaning katta
26

yarim o'gi a=12, ¢ = =13 2 =a®+b* formulaga ko'ra

giperbolaning kichik yarim o‘qi b=vet—g? =132 -127 =5

bo‘ladi. Giperbola tenglamasining ko‘rinishi quyidagicha bo*ladi:

‘IZ‘. .1'"2

144 25
12-misol. O*qlari koordinat o‘qlari bilan ustma-ust tushadigan giperbola
M1(—3:i-f} va M;(4;—2) nuqtalar orgali o‘tadi. Uning kanonik
tenglamasini toping.

Yechish. Giperbolaning kanonik tenglamasini yozamiz: :—i = F =1. Bu

tenglamani M1(=—3:—\EJ va M;(4,—2) nugtalaming koordinatalari
ganoatlantiradi. Demak,




[ A
a’ h? oAt b

Bundan @ =8 va b7 =4 pj topamiz va uni giperbolaning kanonik
tenglamasiga qo‘yvamiz hamda quyidagini hosil gilamiz:

13-misol. ¥ = 6x parabola berilgan. Uning direktrisasi tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi y* = 2px
bilan tagqoslab ko‘ramizki, 2p = 6,p = 3. Parabola direkirisasining

tenglamasi x = —% va fokusi E va 0 koordinatlarga ega bo‘lganidan,
ko'rilayotgan xol uchun direktrisa tenglamasi x = —% va fokus F{%; 0)
bo‘ladi.

Mustaqil bajarish uchun mashglar.
1. Quyidagi tenglamalar aylananing tenglamasi ekanligi ko'‘rsatilsin va
aylananing markazi hamda radiusi topilsin.
Axl+y:—6x+2y+1=0:B)x*+y*+10x—6y+30=0
2. Quyidagi tenglamalar hech qanday egri chizigni aniglamasligi
ko‘rsatilsin.
A)x?+y?—4x+6y+17=0; b)x* +y*—-8x+2y +26=0
3. Katta yarim 0'qi a=10 va ekssentrisiteti &=0,8 bo‘lgan cllipsning kanonik
tenglamasi topilsin.
4. y* = 8x parabola berilgan. Uning direktrisasi tenglamasini tuzing va
fokusini toping.
5. Fokuslari orasidagi masofa 10 ga, ekssentrisiteti asag ga tengligini bilgan
holda giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

o




8-§. Fazoda tekislikning tenglamalari.
8.1. Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi.

Tekislikdagi Dekart koordinatalariga o'xshash fazodagi koordinatalar
ham aniqlanadi, o*zaro perpendikulyar OX, OY, OZ son o‘qlari, umumiy 0
nugtadan o'tsin. Fazoda 4 _nugtaga uchta hagiqiv son(x, y,z) va aksincha
uchta haqiqgiy songa bitta nuqta mos keladi. Bu moslik ham bir qiymatlidir.
Bu sonlarga nuqtaning fazodagi koordinatalan deyiladi. x abtsissasi, ¥
ordinatasi, z aplikatasi deb ataladi. Koordinat o‘glaridan o‘tuvchi
tekisliklarga koordinat tekisliklari deyiladi va ular fazoni 8 ta bo*laklarga -

oktantlarga ajratadi. A (x, y, z) nuqtaning koordinatalari OA radius
vektorning ham koordinatalari bo'ladi.

Fazoda ikki nugta orasidagi masofa, kesmani berilgan nisbatda bo'lish.
Fazoda ikki A va B nuqta berilgan bo‘lib, ulaming koordinatlari mos

ravishda (%252 va (53¥222) bo'lsin. Bu A(xy, ¥4, 21) va B(X2. Y2, 22)
nuqtalar orasidagi masofani topish formulasi:

AB = (o —x1)2+ (¥, — )2 + (22 — ;)% (8.1)
bo'ladi.
Fazoda A(xy,¥,,2;),B(x;,¥5,2;) nuqtalar berilgan bo‘lib, ularni

tutashtirish natijasids 4B kesmani berilgan == 1 nisbatda bo‘luvchi
nuqtaning koordinatalari quyidagi

_ x4, yi+dy 4+
x= gy =2ida , _ niiz (8.2)
144 144 144

formulalar bilan topiladi. Xususan, C nugta AB kesmani teng ikkiga bo‘lsa

AC = CB,uholda £ = 2 =1 bo'lib, izlanayotgan C nuqtaning (x,y.2)

koordinatlari
I=:c,+x-_.1 .PZH-FH. z=zt+11
2 2 2 (8.3)
boladi.




Fazoda tekislik tenglamalari.

8.2. M(xy, y,, ;) nuqtadan o*tuvchi va ni(A, B, C) vektorga perpendikulyar
tekislik tenglamasi.

M(x,y,z) tekislikning ixtiyoriy nugtasi bo'lsin. U xolda M;M L 7 va ikki
vektoming perpendikulyarlik shartiga ko'ra

Alx=x) )+ By-»)+Clz—2)=0 (8.4)
8.3, Tekislikning umumiy tenglamasi quyidagicha yoziladi:
Ax+By+Cz+D =0 (8.5)
(A, B,C) vektor (4) yoki (5) tekislikka normal vektor deyiladi.
Ax + By + Cz + D = 0 tenglamaning xususiy xollar:
1. D=0 bo‘lganda, Ax + By + Cz =0 - tekislik koordinatlar boshidan
o‘tadi.
2. C=0 bo'lganda, Ax + By + D = 0 - tekislik 0z o'qqa parallel bo*ladi.
3. B = 0 bo‘lganda, Ax + Cz + D = 0 - tekislik Oy o'qqa parallel bo'ladi.
4. A = 0 bo‘lganda, By + Cz + D = 0 - tekislik Ox o*qqa parallel bo’lad.
5. C=D=0 po*lganda, Ax + By = 0 - tekislik Oz o‘qdan o'tadi. ~
6. B = C = 0 bo'lganda, Ax + D = 0 - tekislik yOz tekislikka parallel. %
7.A = 0,B = 0 bo'lganda, Cz + D = 0-tekislik Oxy tekislikka parallel.
8. A = € = 0 bo'lganda, By + D = 0 -Oxz tekisligiga parallel boladi.

9.4=B =D =0 bo'‘lganda, Cz =0, z=0 bo'lib, u Oxy tekisligini
ifodalaydi.

10.A=C =D =0 bo‘lganda, By =0, y =0 bo'lib, u Oxz tekisligini
ifodalaydi.

11. B=C =D =0 bo‘lganda, Ax =0, x =0 bo'lib, u Oyz tekisligini
ifodalaydi.

84.Agar A#0,B #0,C # 0,D # 0 bo'lsa, u hiolda

7



|
i

Ax+ By +Cz+ D =0 tekislik  tenglamasini  Ax + By + Cz =-D
ko‘rinishga keltirib -D ga bo'lib, quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

y £
X+ + E—
C

1

no|

e
B
D

a=-2p=-2,=-2
R B' c’

Tekislikning koordinata o'glandan  ajratgan

kesmalar bo'yicha
tenglamasini hosil gilamiz:

Ay &
ﬂ+B+{—1 (8.6)

8.5. Fazoda bir to'g'nni chizigda yotmagan uchta M,;(x;;¥1:2:),
M (335 ¥2: 23) va M3 (xa; ¥3; z3) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi
X=Xy Y= E—Z
Xo—X3 YW Zz—%&H|=0 (8.7)
X3=Xy Ya—)Y1 &3~ 2
ko‘rinishda bo'ladi.
8.6. M (xy;y,;2,) nugtadan o‘tuvchi va %-: =)

T - a
—— =— to‘g'ri chiziqqa
= = 24 qdq

perpendikulyar bo*lgan tekislik tenglamasi

m(x—x;) +n{y — y,) + p(z—2;) = 0 ko‘rinishda bo'ladi. (8.8)

8.7. Fazoda A;x+ B,y +C,z+ D, =0 va A,x+ B,y +C,z+ D, =0
tekisliklarlar berilgan:

Tekisliklar parallelik sharti: 2t = 22 — &1
Az By G5

Tekisliklar perpendikulyarlik sharti: A;A, + B,B, + C,C; =0
Fazodagi ikkita tekislik orasidagi ¢ burchak
Ay Azt By Ba+CyCq
cosQ = (8.9)
iﬂ;z'l'ﬂlz‘lffil L ‘d11¥ﬂ‘zz+fzz

formula yordamida topiladi.




8.8. Mo(xq; Vo; ) nuqtadan Ax + By + Cz + D = 0 tekislikkacha bo‘lgan
masofa

= |Axpg+Bya+Czg+D|
VAZ4+RT4CT

I-misol. A(2;5; 0), B(5; 1; 12) nuqtalar orasidagi masofa topilsin.

formuladan topiladi. (8.10)

Yechish. Bu nugtalar orasidagi masofani (8.1) formuladan foydalanib
topamiz:

AB=(5-2)2 +(1-5) +(12=0)? = 32 + () +12% = /169 =13.

2-misol. M(2;-3;:4) nukta orkali o‘tuvchi va 7(1;—1;4) vektorga

perpendikulyar tekislik tenglamasi tuzing.

Yechish. Ma’lumki, berilgan M(x,,¥;,z;) nuqtadan o'tib, berilgan

ni(A,B,C) vektorga perpendikulyar bo'lgan tekislikning tenglamasi
Alx—x)+B(y—y)+C(z—2%) =0

ko'rninishga epa. Masala shartidan

N=2 y=-3; 7, =4

A=1 B=-; C=4

bulami yuqoridagi tenglamaga qo'yib, izlangan tekislik tenglamasini hosil

gilamiz:

(x-=2)=1-(p+3)+Hz-4)=0=x-2-y3+4=-16=0=>

= Xx—y+4z-21=0

3-misol. x+3y—5z—30=0 tekislik berilgan. Bu tekislikning

koordinat o‘qlari bilan kesishish nuqtalarining koordinatlarini toping.

Yechish. Tekislikning berilgan tenglamasini uning koordinata o'qglaridan
kesgan kesmalari bo'yicha tenglamasi ko'rinishiga keltiramiz:

2x 3y 5z S I
—— e e =] —_— et — =
30 30 30 y(}kj 15 10 -6

Demak, tekislik Ox o‘gini (15;0;0) , Oy o'qini (0;10;0) , Oz o'qini (0;0;-6)
nuqtalarda kesadi,
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9-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari. To‘g'ri chiziq bilan
tekislikning o‘zaro joylashishi.
9.1. A(a; b; ¢) nugtadan o‘tuvchi va [(m;n;l) vektorga parallel bo'lgan

to'g‘ri chiziq tenglamalari. N (x; y; z) - to'g’ni chizigning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lsin. U holda ikki vektorning parallellik shartiga ko'ra:
= 2rE
WP 1)
(9.1) tenglamalar to‘g'ri  chizigning  kanonik tenglamalan

deyiladi..l'(m*ﬂ.p) vektor to‘g'ri chizigning yo*naltiruvchi vektori deyiladi.

92. (9.1) tenglamadagi har bir nisbatni ! parametrga tenglab, to'g'n
x=mt+a,

chizigning y=nt+b, (9.2)
Z=pt+c

ko‘rinishdagi parametrik tenglamalariga ega bo'lamiz.
9.3. Ikki nugtadan o'tuvchi to*g‘ni chiziq tenglamalari:
A(xy;y1i2,) va B(xz; ¥2: 2;)

r"x'l. — y-yl = 2“'21 (9 3}
Xz—xy ¥z=¥1 £z—Iq

9.4. To'g'ni chizigning umumiy tenglamasi:

[AII+B1}'+ EIZ+ DI. =0, 0.4
AzI'*‘Bz]f"rsz'i'Dz:n. I: }

9.5. (9.4) tenglamalardan bir marta y ni, ikkinchi marta x ni yo'qotib,

to'g'rl chizigning proekuiyalan bo‘yicha yozilgan tenglamalariga cga
bo*lamiz:

x=mz+a,
[}’ =nz+b (:5)
(9.5) tenglamalami ushbu

x-a  y=b z-D

= (9.6)
wonik ko'rinishida yozish mumkin.




9.6. Fazodagi ikkita —= = X2t = va 2 =XX TR 4000
LLLE Ty ™ Mg 3 Bz
chiziq berilgan bo'lsin.
Ushbu to*g'n chiziqlar orasidagi burchak
mym; + nng + iz

Vmy? +ny% +pi? e ymy? +n,? + py?

cosp =

formuladan topiladi.

Ushbu to*g'ri chiziglaming parallellik sharti;

M _ P
L iz Pz

Perpendikulyarlik sharti:
mym; +mny; +mpe =0
1-misol. (1;4;3) nuqtadan o'tgan va yo'naltiruvchi vektori 1(2,3,1)
bo'lgan to‘g'n chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. (9.1) tenglamadan foydalanamiz. Masala shartiga ko'ra:
a=& b=4 ¢=3% m=2n=3% FEI'
U holda izlanayotgan to*g‘ri chiziq tenglamasi quyidagicha bo’ladi:

x=l_y—-4 z-3
2 3 1

2-misol. A(—3;1;2) va B(8; —-2;5)

nuqtalardan o*tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamalarini tuzing.
Yechish. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi (3)
ko‘rinishda bo‘lib, unga 4:8 nugtalaming koordinatlarini qo*ysak,

x+3 y—1 z=-2 J:+3__y~—|_z—2
B+3 -2-1 5-2 yoki 11 -3 3

to'g‘ri chizig tenglamalariga ega bo'lamiz.

&3
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2. Tekislik bilan to'g'ri chizigning kesishgan nuqtasi. To'g'n chizig
tenglamalarini * = ™ * @y =nf +b,z = pt+¢ narametrik ko'rinishda yozib,
tekislikning 4+ 87+ CG+D=0 tenolamasidagi <** lamning o‘rniga ulaming
¢ ga nisbatan yozilgan qiymatlarini go‘yamiz. Xosil bo‘lgan tenglamadan
ni, so'ngra kesishgan nuqta koordinatlari *¥»% ni topamiz.

3. Tkki to'g’ri chizigning bir tekislikda yotish sharti:

a-a; b=-b c—q
m n p |=0D.
i} m P (9)
x—1 . y—1 L z—=1
3-misol. Berilgan | 2

—2 to'g'ri chiziq va 2X+¥—2z-6 =0
tekislik orasidagi burchakni va ulaming kesishish nugtasini toping.

Echish. To'g'ni chiziq va tekislik orasidagi burchak (6) formula yordamida

aniglanadi. Shuning uchun berilgan
A= B=1C=-2, m=l;n=2; p=-2 larni bu formulaga qo‘yib lopamizr
sm f= 2']+12+(d—?_]{_2] :—%—.:E_
VPR AT (2 33 9
= a:n:mE
o

Endi ulaming kesishish nuqtasini topamiz, uning uchun to'g‘ri chizig
tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiramiz:

x—l=_v—1=z—1= ) .r—-1=£; y~]:u z—lzt
1 2 -2 1 2 =2
x=t+],
y=2+13 (%)
z=-2¢+1
ini tekislik tenglamasiga qo*yamiz:




r+D+20+D-2(-2t+D-6=10x
A+2+2+14+4-2-06=0;

Bt+3-8=0;
Br=35: r:-j-.
8
t ning bu qiymatini (*) ga qo‘ymiz:
5 13 10 9 10 2 1
x==4l=—; y=—=s+l=—; F=—— il S—m=——,
8 B 8 < 8 8 -+

Demak, berilgan to*g'ri chiziq va tekislikning kesishish nugtasi (L—j;g;%)

dan iborat.

4-misol. M(—1; 3; 0) nugqtadan o"tib, 2x—y-2:-4=0  (ekislikka
perpendikulyar bo*lgan to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. M, (xy; y4; ;) nuqtadan o'tib , Ax + By + €z + D = 0 tekislikka
perpendikulyar to'g'n chizik tenglamasi

BT G (P s

A B C

formula yordamida aniglanadi.

Demak,

x+1
2

8-9-§ larga oid mustaqil bajarish uchun mashgqlar.

1.A nuqtadan o'tib 7i vektorga perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini
yozing.

a) A(2,-2,3) , i = 3T+ 2] — 4k
b) A(-1,3,4) , 7i = —27 + 2] — 3k
c) A(-3.4,2), 7 =1—3]

d) A(5,3,-1), 7i = 47 + 27 — 2k

B5




e) A(-2,1,4), A=3—k
2. Tekislikning umumiy tenglamasi berilgan, bu tekislikni yasang.
a)2x+3y+4z—12=10
b)x4+3y+6z2—6=0
c)3x—6y+9z—-36=0
d)4x—-2y+8z—-16=0
3. Tekisliklar orasidagi burchakni toping.
a)x+5y+4z—7=0va 2x+y—5z—1=0
b)4x+3y+4z—3=0va x4+2y—4z—-3=0
c)2x+y+4z—7=0va 2x+y—5z—-1=0
d)2x—y+3z—1=0va 7x—y—5z=0
5. To'g'ni chizigning kanonik tenglamalarini yozing.
{31—y+22—4-—-ﬂ
Bioxt3y—22+6=0
b {3+4y-22+1=ﬂ
MNe—dy—22+3=0
j{x~y~2—2=ﬂ
“lx+3y+2z2—-6=0
n[Zx-}'+z+6=ﬂ
3x+y+2z—-4=0
I){x—)r+z+2=n
\Tx+y+z—-5=0
x+5y+2z-5=0
x—5y+z+6=0
r—y+2z—1=10
t+y+z+11=0

Uchburchakning uchlariA(2,—3,2),B(3,2,—5)va C(4,5,2) berilgan.
BD mediananing kanonik tenglamasini yozing.
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7. To‘g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

x+2 1 x xr-3 +2 =3
a}—=y—=— va SR ALY =
3 = 1 -1 -3 3
b] =1y . zE2 x+3 Yy _ z¥2
g5 % = 3 6§ -2 -2
c) x ¥+3 z—4 x+2 _y—-5 _ -8B
=3 & -9 6 =2 =2
Z—4 x4+3 -2 z4+3
J.:ij—-—:"-'—=— va A e T
= & 2 -4 -1 5

x=2t+1,
_}‘T:3t'_2,
z==6L%1
i}{2;&'—3:,#-I—2.2+2='E.'l [x—y+z+2={]
x+y+z—-3=0 “[3x+4y+2z—-1=0

k}[x—3y+4z+?=ﬂ 2x—2y+3z+12=10
2x+3y—z—3=0 a{-x+3}f—32—11=ﬂ

2x—y—-7=0 3x—2y+8=0
m}{Zx—z+5=(} va[ i
8. My(—=2, 3,-3) nuqtadan o'tib, x—ﬁ-ﬂ_-_}lz =i_“?z

parallel to‘g*ri chizigning kanonik tenglamasini yozing.

][ZJ:-!-y 4?+2—'[]
4x — —52+4—ﬂ

to'g'n chiziqqa

9. A(-3,1,3) va B(-1,2,5) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq bilan

2x + y + 2z — 6 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

10. Berilgan to'g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

3]5"—3=ﬁ=% va2x+3y—z—-3=10

] —2
HE=XE=2" vax+2y+32-3=0
92 =22 =22 vadx—2y-2z41=0
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d}ﬁ—ﬁ"? vax+y+z—2=0

- s _
et vax—2y+2z+4=0

[}?:%:% va2zx—4y—z+5=0

_¥45  x-1

£ = — —x — =
k};—:-—-_z va—x—2y+z+3=0

11. M nugtadan A,B,C nuqtalar orgali o'tuvchi tekislikkacha bo'lgan
masofani toping:

a) M(-2,1,3), A(-3,2,5), B(3,1,4) C(2,2,1)

b) M(1,3,-3), A(-2,2,4), B(1,1,3) C(-1,2,-1)

c) M(-1,-1,2), A(-2,1,3), B(-2,1,2) C(1,-1,-2)

d) M(-2,-1,2), A(-1,2,-2), B(-1,1,2) C(-2,-2,1)

e) M(-2,1,-1), A(3,2,4), B(2,1,-4) C(-2,2,1)

f) M(-2,1,3), A(-3,1,0), B(2,1,-2) C(-3,2,-1)

k) M(1,1,3), A(-3,1,4), B(2,1,3) C(1,2,-2)

12.ABCD pramidaning uchlar berilgan.Quyidagilarni toping:
a) ABC, ABD tekislik tenglamalarini;

b) AB, AC, AD qgirra tenglamasini;

c) ABC va ABD yogqlar orasidagi burchak kosinusini;
d) AD qirra va ABC yoq orasidagi burchak sinusini;
¢) C uchdan ABD yogqacha bo'lgan masofani.

12.1. A(-7,3,5), B(3,2,5), C(10,2,4) D(7,-2,1)

12.2. A(8,3,2), B(4,-2,2), C(3,1,4) D(3,-1,3)

12.3. A(4,2,-5), B(-3,4,-5), C(-2,3,4) D(6,-1,1)

12.4. A(-1,1,0), B(1,-2,-3), C(1,2,4) D(1,-2,3)
12.5. A(2,-3.3), B(0,2,2), C(-1,4,2) D(2,1,9)




12.6. A(-4,2,-2), B(-3,2,4), C(-4,3,4) D(3,-1,5)
12.7. A(3,-2,4), B(4,0,-3), C(-3,2,-1) D(-1,-4,2)

12.8. A(-5.0.1), B(-3.-2,1), C(2,1,1) D(-2,-3,0)

12.9. A(6,-2,3), B(-1,0,4), C(4,-2,3) D(5,-1,2

12.10. A(1,-3,-3), B(8,-3,-4), C(5,2,3) D(4,5,5)

12.11. A(4,-1,2), B(3,-2,-3), C(9,2,4) D(3,3,7)

12.12. A(-2,5,4), B(-3,1,-4), C(-7,-2,-1) D(2,2,-8)

13. Quyidagi tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

) ¥—2y+22-8=0; 3 x+z-6=0

2}.’(+1.‘.'—ﬁ‘=ﬂ; va X+2y—-4=0

14. (2;2; — 2) nuqtadan o*tuvchi va x — 2y — 3z = 0 tekislikka parallel
tekislik tenglamasi topilsin.

15. (—1; —1; 2) nuqtadan o‘tuvchi va x — 2y — 3z = 0 hamda

x+2y—2z+4 =0 tekisliklarga perpendikulyar tekislikning tenglamasi
yozilsin.
16. K;(—1; —2;0) va K,(1; 1; 2) nuqtalardan o'tuvchi hamda

x+2y+2z—4=0 tekislikka pependikulyar tekislikning tenglamasi
yozilsin,

17. A(4;3;0) nugtadan  K;(1;3;0) ,Kz(4;—1;2) va K;(3;0;1)
nuqtalardan o‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofa topilsin.

18. 4x + 3y —5z2—8=0vadx +3y—5z+12 = 0 parallel teksiliklar
orasidagi masofa topilsin.

19 3x—1=y, —3x+2=2z
to'g'ri chizig bilan 2x + y + z— 4 = 0 tekislik orasidagi burchak topilsin.

20. x:l - J-'_+11 = 2‘3" to‘g'ri chiziq 2x + y —z = Otekislikka paralel

ekanligi,
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% = E-ll = 2—? to*g'ri chiziq esa shu tekislik ustida yotishi ko'rsatilsin.
21. (1;2;— 3)':'1:2;_3:' nuqtadan o‘tuvchi va x=2, y-z=1 to'g'ri chiziqqa
perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

12"'—?:?—;3:%1 to'g'ri chizigdan va (3;4;0) nuqtadan otuvchi

tekislikning tenglamasi yozilsin.

23_::-_11 =% = 5;—2 to'g'ri chizigdan o'tuvchi va 2x + 3Jy—z=4

tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin,

X ¥=1 I+l
24, =i =

- o~ to'g'ri chizigdan o'tuvchi va x + 2y +32—29=10
tekislik bilan kesishgan nuqtasi topilsin.

25. M(2:-3;4) nukta orqali o‘tuvchi va 7= {1;—1;4} vektorga
perpendikulyar tekislik tenglamasi tuzing.

26. Ushbu tekisliklar yasalsin:

1) Sx—2p+32—-10=0; 2)3x+2y—=z=0;

3) 3x+22=6;, 4) 2z:—7=0

27. K;(0;—1;3) va K;(1;3;5) nugtalar berilgan. K;nuqtadan o'tuvchi va
P = KK, vekiorga perpendikulyar tekislik tenglamasi yozilsin.

28. Benlgan 2x4+3y—2z+2=0 vax+y+5z—1=0 tekisliklar
orasidagi burchakni toping.

29. M(3;-2;1) nugtadan 3x + 6y — 5z + 2 = 0 tekislikkacha bo‘lgan
masofani toping.

30. A(3;-1;:4) wva B(1;1;2) nugtalardan o‘tuvchi to'g'ri chizigning

mnglamalan yozilsin.




IV-BOB. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH.
10-§. To plamlar va ular ustida amallar.

To'plamlar lotin alifbosining A.8,C.....X.Y.Z kabi bosh harflari bilan,
to'plamning elementlari esa a.b.c,....x,y,z kabi kichik harflari bilan
belgilanadi. Berilgan to’plamni tashkil giluvchi ob'ektlar (narsalar) uning
elementlari deyiladi.

aeM yozuv o element Ar to'plamga tegishli ekanligini, a &M (yoki aeM)
yozuv esa a« element ar to’plamga tegishli emasligim bildiradi.

Agar 4 to'plamning har bir elementi 8 to'plamning ham elementi
bo’lsa, 4 to'plam & to'plamga gism to‘plam deyiladi va A< B ko'rinishda
yoziladi,

Agar 4 to'plam 5 to'plamning qismi va B to'plam 4 to’plamning
gismi bo'lsa, bu to‘plamlar teng to‘plamlar deyiladi va bu munosabat
4=8 shaklda yoziladi; Ya'ni A< B va Bc A munosabatlaming birgalikda
bajarilganidan 4=# ekanligi kelib chigadi.

4 va Bto'plamlarning birlashmasi deb, .« va 5 to'plamlaming

elementlaridan tashkil topgan C to*plamga aytiladi va 4w 8=C ko'rinishda
yoziladi (13-shakl). Agar biror element 4 to plamga ham # to’plamga ham
tegishli bo'lsa, bu element ¢ to'plamda bir marta ishtirok etadt.

P ———

AUB

1 3-shakl

[kkita 4 va & to'plamlaming umumiy elementlaridan tuzilgan c
to'plamga 4 va 5 to'plamlarning kesishmasi (umumiy qismi) deyiladi va
C=4ANS& ko'rinishda yoziladi (l14-shakl). Bu yerda [ to plamlar
kesishmasining belgisi.

ol




A B

I

M

AUB

14- shakl

A to’plamning & to’plamga kirmagan barcha elementlaridan tuzilgan
€ toplamga 4 va B to'plamlarning ayirmasi deyiladi va u c=a/8
ko'nnishda yoziladi (15-shakl).

A B

e

413 15- shakl

Agar Be 4 bo'lsa, uholda 4/payirma to'plam 5 ni 4 gacha to'ldiradi
deyiladi va ¢,# ko rinishda yoziladi (16-shakl).

Q
C.B B
16- shakl

4 va 5 toplamlar berilgan bo'lsin. Agar 4 to'plamning har bir
clementiga B to'plamning bitta va faqat bitta elementi va aksincha, 8
to’plamning har bir elementiga 4 to'plamning bitta va faqat bitta elementi
mos qo'yilgan bo'lsa, u holda 4 va # to'plamlar orasida o’ zaro bir giymatli
moslik o'matilgan deyiladi.

1-misol. Tomosha zalida stullar to'plami bilan tomoshabinlar
to'plamini garaylik. Agar bitta tomoshabinga bitta stul va aksincha bitta
stulga bitta tomoshabin mos kelsa, ya'ni ortigcha tomoshabinlar (bo'sh
joylar) bo’lmasa, u holda stullar to’plami bilan tomoshabinlar to’plami
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o’ matilgan bo’ladi.
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2-misol. 4=[a;b] va #=[0:1] to’plamlar orasidagi o'zaro bir qiymatli
moslikni o' matuvchi formulani toping,.

Yechish: v €[a.b] va xe[0:1] bo'lsin. Bu to'plamlar orasidagi o0'zaro
bir giymatli moslikni o' matuvchi formula y=a+(b-a)x ko'rinishga ega.

Hagiqatan bu formuladan x =0 bo'lsa, ¥ =a; x=1 bo'lsa, y=# bo’lishlig

1 b s S
kelib chiqadi. Agar X == bo'lsa, ¥ = bo'lib, [0:1] kesmaning o'rtasini

|a:b] kesmaning o' rtasiga mos qo’yadi. Bu bir giymatli moslikni geometrik

ham tasvirlash mumkin (17-shakl).

7/

--_-
o - 1 H
17-shakl i

3-misol. A={x|0<x<2} va B={yl0o<y<3} to'plamlar berilgan.

all b i

Yangi AUB, AnB, A|B va c,s to'plamlar topilsin.

Yechish. AW B = { <sz< };AHH={111U£1452}:
AlB={vl2<v<3}; c = (k2 <k =3}.

4-misol. 4={a,b,¢} to'plamning barcha gism to’plamlaridan tashkil topgan

to’plamda nechta element bo'ladi?

Yechish. Bir elementli to’plamlar 3 ta: {a},{},{c} ; ikki elementli to’plamlar
ham 3 ta: {a:b}.{a;c}. {zh}; uch elementli to’plam bitta: |« bicl; bosh
to'plam ham bitta element hisoblanadi. U 8(6-bo’sh to’plam belgisi) orqali
belgilanadi.
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Shunday qilib, uch elementli to’plamning barcha gism to’plamlaridan
tashkil topgan to plamda 2’ =% ta element bo’ladi.

Buto'plam B={0, {a},{8},{c}: {a:b}, {aic}. {4} {a:bic} | ko rinishga ega.
Mustaqil bajaish uchun misollar va masalalar.

1. Quyidagi Keltirilgan to'plamlardan qaysilari chekli, qaysilari
cheksiz:

1) kollejdagi talabalar to’plami; 2) manfiy butun sonlar to’plami;

3) 3 ga karrali natural sonlar to'plami; 4) yetishtirilgan g‘alladagi donlar
soni; 5) ko' phadning ildizlan to"plami;

6) berilgan nugtadan o'tuvchi to’g'ri chiziglar 1o’ plami.
Javob: 1), 4), 5)-chekli to'plamlar; 2), 3), 6) cheksiz to'plamlar.

2. Quyidagi to plamlarni ularning xarakteristik xossasidan foydalanib,
to'plam ko' rinishida ifodalab yozing:

1) barcha natural sonlar to’plami; 2) juft natural sonlar to"plami;

3) toq natural sonlar to’plami; 4) natural sonlaming kvadratlaridan tuzilgan
1o plam;

5) natural sonlaring kublaridan tuzilgan to’plam; 6) barcha butun sonlar
o' plami;

) (' =13x% +36)(x* ~12x+35) =0 tenglamaning ildizlari to"plami;
x' —6x" +11x—6=0 tenglamaning ildizlari to’ plami;
"+ y* =100 tenglamaning nomanfiy butun yechimlar to'plami.
b: 6) z={...=2,-10,12,...}; 8) {1, 2:3}; 9) [(0:10). (10;0), (6.8), (8:6)}.
luyidagi to’plamlarning qaysi biri bo’sh to plam?
.) balandliklari teng bo’lmagan uchburchaklar to’plami;
2) ¥’ =2rx+3=0 tenglamaning butun yechimlari to’plami;



. 1 . : S :
3) sin2x = > tenglamaning musbat yechimlari to’plami;

4) x* —5x+6 =0 tenglamaning manfiy butun yechimlari to’plami;

3) !.t|l =x =100, x & N gax—nmyd :.‘mr}

Javoh: 2) #+Jx -3 €Z; 3)bo’'shto'plam emas; 4)bo’sh to’plam;

5) 1=x<100 tengsizlikni ganoatlantiruvchi tub natural sonlar 25 ta.

4. sinx=a va cosx=a tenglamalarning yechimlari qanday to'plamlar
bo'ladi?

Javob: 1) a=0 va 0<|s/<1 bo'lganda berilgan tenglamalar cheksiz ko'p
yechimlarga ega; 2) |¢|>1 bo'lganda berilgan tenglamalar yechimga ega
emas, ya'ni tenglamalar yechimlari bo’sh to’plam tashkil giladi.

5. d={xjosx<35)} va B={y]0,5<y<4,5| to'plamlar berilgan.

AUB, AnB, A/B va c,p to'plamlami toping va ularni son tog'n
chizig®ida tasvirlang.

6. Quyidagi to' plamlar bo'sh to’plam ekanligini isbotlang. —
ﬁ:{.tl_tEN,I{ﬂ}; B={x1xEN. Iﬂ,.r-c:]l}. C-—-{xlx's—g]. "

7. Quyidagi to’plamlar berilgan:

4={0,3,6,9,12,15,18} , B={1,4,7,10,13,16,19},
C={2.5.8,11,14,17,20}, D={x|xe N,x<20,xni 3 ga bo'lganda | qoldig
qoladi |

a) 4,8,C to'plamlardan qaysi biri » to’plamga teng?

b) Shunday £ va & to'plamlarni tuzingki, ular uchta 4,8,C to"plamlardan
ikkitasiga teng bo’lsin.

Javob: p=5

8. Quyidagi to’plamlardan qaysilari o’zaro teng bo’ladi:
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A-kvadratlar to’plami; B-to’g'ri to'rtburchaklar to’plami;

c-to’g'n burchakli to'rtburchaklar to’plami;

D-tomonlari teng bo'lgan to’g‘ri to’rtburchaklar to’plami;

E—1to g'n burchakli romblar to plami.

Javob: A=D=FE; B=C.

9. 4={20,560), B={20,60,87} va C={8,20,60,7,5} to’plamlar berilgan.
quyidagi munosabatlar o'rinlimi?

a) AcB b)BcCc V) d=cC g) Cca

10. 4={26,39,55817)}, B={14,517,37,26,80}, C={80,14,37} to plamlar

berilgan. Bu to'plamlar har bir juftining umumiy gismini (kesishmasini)
toping.

11. P={x|xEN, x <20 va « toq son |
Q={x]xeN* x<20 va z-juft son |},
S={x|xeN, x<20 va « son 3 ga bo'linadi |,

T={x|xreN, x<20 va x son 4 ga bo'linadi | to’plamlar berilgan.

Benlgan to'plamlaming va N7, QNS, PNS, PNQ. @NSNT to’plamlarning
elementlarini sanang.

12.Butun sonlarning to’plamlari berilgan:
-{-8,~7,-6,-5,~4}, H=[—ﬁ.—$,—4.—3.—1.—1l]}, Cw{-4,-3,-2,-1,0,1,2},
7,-6,-5,~4).
agi to'plamlar topilsin:
JBUCUD 2) AnBACAD  3) (4uB)nc  4) (AnC)u(BnC)

, (4nB)u(CAD)  6) (auB)~(cUD),
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11-§. Funksiyalar. Elementar funksiyalar, monoton funksiyalar va
teskari funksiyalar.

l.Funksiya hagida tushuncha va uning ta’rifi.

I-Ta’rif : Agar x miqdorning X sohadagi har bir qiymatiga biror f
qonuniyatga ko‘ra y migdorning Y-sohadan aniq bir giymati mos keltirilsa,
» migdor x migdoming X-sohadagi funksiyasi deyiladi va y=f{x) kabi
yoziladi. Bu holda x - argument yoki erkli o'zgaruvchi, y - esa funksiya yoki
erksiz o‘zgaruvchi deyiladi. y = f(x) funksiyada erkh o'zgaruvchi x ni
qabul qiladigan giymatlar sohasi aniglanish sohasi y ni gabul giladigan
giymatlar to‘plami o‘zgarish(qiymatlar) sohasi deyiladi, ya'nm X° soha
aniglanish soha, Y soha esa o‘zgarish(qiymatlar) sohasi.

Masalan, doiraning yuzi radiusning funksiyasi, kvadratning yuzi
tomonining funksiyasi bo*ladi.

1-misol. Funksiyalami aniglanish sohasini toping.

1= s 2) ,v=":'u—u": 3) y=iars2;

x

e — lg(2x~1): gt
]_I.- m'l 5} ¥ Ir;{lr I}* 6) y |EIEI"”'

Yechish:

|.y=> funksiyalami aniqlanish sohasi, kasr ma'noga ega bo'lishi
X

uchun uning maxraji noldan fargli bo‘lishi kerak. Demak, x=0 yoki

x &(—a0; 00 A0, +e2).

2 y= %l’x—l]" yugoridagidek muhokama yuritsak, 2x-1#0 yoki 21,
s -% Demak, aniglanish sohasi {—m;‘%] u{%;«n}l dan iborat.

3. y=+Ax+2 kvadrat ildiz ma’noga ega bo‘lishi uchun ildiz ostidagi
ifoda manfiy bo‘lmasligi kerak, ya'ni 3x+220, bunda 12-*%- Demak,

aniglanish sohasi 1-§. +) dan iborat.




4.y -=-;,4:jr- Agar yugoridagidek muhokama yuritsak, u holda  4x-

5=0 bo‘ladi. Bundan x> -Z-. Demak, aniglanish sohasi :.:._ +x) dan iborat.

5. y=lg2c-1) Logarifmik funksiya fagat musbat sonlar uchun

aniglangan. Demak, (2x-1y=0 ba‘lishi kerak. Bundan «>—. Demak,

Bt | =

aniglanish sohasi (%, +e) dan iborat.

1
¥

3 Gy yugoridagidek muhokama yuritsak, 2x-1>0,  2x-1#1

bo‘ladi. Bundan ::-%, x#1 kelib chigadi. Demak, aniglanish sohasi

[%:H}u{t: +m) dan iborat,

3. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar.
2- Ta'rif. y=f{x) funksiyaning o‘zparish sohasidagi har qanday
giymati uchun shunday o‘zgarmas chekli B sonni ko'rsatish mumkin bo*lib,
[(x)=B bo'lsa, f(x) yugoridan chegaralangan funksiya deyiladi.
3- Ta’rif. y=f{x) funksiyaning o‘zgarish sohasidagi har ganday
giymati uchun shunday o*zgarmas chekli A sonni ko*rsatish mumkin bo‘lib,
J{x)2A4 bo'lsa, f{x) quyidan chegaralangan deyiladi.

2-Misol. 1. y=x’-4x+6 funksiya -co<x<+co oraligda aniglangan
bo'lib, u quyidan chegaralangan. Hagigatdan ham, y=(x-2)°+2. Demak, y>2
a’ni funksiyaning eng katta qiymati yo'q. Eng kichik giymati 2.

2. y=-3x’+4x+] funksiya yuqoridan chegaralangan. Hagiqatdan ham,
*.x"+4.:+f=-3(a."—%:r—%}=-3[ﬂr— %}tg_

ni funksiyaning eng katta qiymati bor, Eng kichik giymati yo'q. Demak,
35-;- =




4-Ta'rif. Agar y=ffx) funksiya wyuqoridan ham, quyidan
chegaralangan bo'lsa, ya'mi  Asf{x)<B bo'lsa, bunday funksiyaga
chegaralangan funksiya deyiladi.

Masalan, y=sinx, y=cosx funksiyalar chegaralangandir, chunki -
| sinx <l va -] <cos <l shartlari bajariladi.

5-Ta’rif. v=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli x
o‘zgaruvchining har bir giymati bilan -x giymat ham shu funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli bo'lsa va bunda f{-x)=/{x) tenglik bajarilsa,
y=f{x) funksiya juft funksiya deyiladi. Bundan tashgari, f{~xJ=(-
x)°=x’=f{x) tenglik bajariladi. Juft funksiya grafigi ordinata o'qiga nisbatan
simmetrik bo'ladi (1-chizma).

AY
ﬁ yox
L1 1 x

1 8-shakl

y=cosa juft funksiyadir, cosa=cos(-a).
6-Ta’rif. y=ffx) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x ning har bir
qiymati bilan -x giymat ham shu funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli
bo'lsa va bunda f{-x)=-f{x) tenglik bajarilsa, y=f(x) funksiya toq funksiya
deyiladi.
Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi.
Masalan, ffx)=x' funksiya toq funksiyadir. sin(-a)=-sina.

y=2x+5,y=x’+x’, y=sinx+cosx juft ham, toq ham emas. Demak
funksiyalar har doim juft yoki toq bo'lishi shart emas ekan.

7-Ta’rif. Agar f{x) funksiya uchun shunday 7>0 son mavjud va
funksiyaning aniglanish sohasidan olingan har bir x uchunx+T' va x-T
lar aniglanish sohasiga joylashgan bo'lib, f{x+T)=f{x) tenglik o'ninli bo'lsa,




u holda f{x) davriy funksiya deb ataladi. T sonlarni eng kichigi
funksiyaning davri deyiladi.

Heaan

i

19-shakl
Masalan, y=sinx , y=cosx, y=tgx, y=x-[x] davriy funksiyalardir.

Dawny funksiyaning grafigini hosil qilish uchun uning bir davr
ichidagi grafigini chizib, so'ngra uni chapga va o'ngga cheksiz ko'p marta
ko'chirish kerak.

Masalan, f{x)=x-[x]=x - E(x) funksiya berilgan. Bunda E(x)=[x]
ifoda x ning butun gismini bildiradi. ( E — fransuzcha Entier -ante-
butun so'zining birinchi harfi), Masalan, [x/=m (m<c<m+/)m butun son.

Jf)=x-E(x)={x}. Bu funksiya x ning kasr qismini bildiradi, ya’'ni
J1)=0: f(1,05)=0,05;... . f(x) funksiya davriydir va uning davri #=/ dir.
Hagigatdan,
JoctD)=x+I-E(x+1)=x+I-E(x)-1=x-E(x)={{x).
Demak, har ganday butun son ham davr bo‘ladi. Funksiyaning grafigi 19-
shaklda ko'rsatilgan.
Monoton funksiyalar
8-Ta’rif: y=f{x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita (x5x3)
giymatlari uchun x;<x; bo'lganda f{x))<f{xs) tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u
holda y=/{x) funksiyasi (x;xz) oralig'ida o‘suvchi funksiya deyiladi.
Yuqoridagi ta’rifdan ko'rinadiki, funksiya biror oraligda o*suvchi bo'lishi
uchun shu oraligdagi argumentning kichik giymatiga funksiyaning kichik
qiymati, argumentning katta giymatiga funksiyaning katta giymati mos
kelar ekan.

1) y=2' funksiyasi butun son o'qida o'suvchi.

2) y=tex funksiya ham o‘suvchi funksiyadir.
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9-Ta’rif: y=f{x) funksiyaning X sohadagi xuyony ikkita (x5 x3)
giymatlari uchun x;< x; bo‘lganda f{x))=f{xz) tengsizlik o*rinli bo'lsa, u
holda y=f{x) funksiyasi (x;x2) oralig'ida kamayuvchi funksiya deyiladi.

Ta'rif: Biror (x;, x:) oraligiida o'suvehi va kamayuvchi funksiyalar
monoton funksiyalar deviladi.

2. Elementar funksiyalar.

Bu yerda elementar funksiyalar deb atalgan funksiyalaming ba'zi bir

sinflarini ko*rsatib o*taylik.
|. Darajali funksiya. Quyidagi y=x* ko'rinishdagi funksiyani darajali

funksiya deyiladi, bu yerda p ixtiyoriy o'zgarmas hagiqiy son. Agar p

kasr bo*lsa, biz ildizga ega bo‘lamiz. Masalan, m natural son bo'lsin

va:
y=i= =%

Bu funksiya m toq bo‘lganda, x ning hamma qiymatlari uchun va m
juft bo‘lganda, x ning faqat musbat giymatlari uchun aniglanadi. Bu holda
biz ildizning fagat arifmetik giymatini hisobga olamiz. Nihoyat, W
irratsional son bo‘lsa, x>0 deb faraz etamiz (x=0 qiymat p=0 bo'lgandagina
olinadi).

3. Ko‘rsatkichli funksiya, y = @*  ko‘rinishdagi funksiyaga
ko'rsatkichli funksiya deyiladi, bu yerdaa > 0,a # 1. x istalgan hagiqiy
giymat qabul gila oladi. @ > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < a <1 bo'lganda
kamayuvchi.

4.Logarifmik funksiva, ya'ni y=log.x ko'rinishdagi funksiya, bu yerda
a > 0,a # 1 ; x fagat musbat qiymatlar qabul qiladi.(0, =) da aniglangan.

a > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < a < 1 bo'lganda kamayuvchi.
5. Trigonametrik funksiyalar. Ushbu

y = sinx,y = cosx,y = tgx,y = ctgx funksiyalar  trigonametrik
funksiyalar deyiladi.
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Ushbu y = arcsinx, y = arccosx,y = arctgx,y = arcctgx
funksiyalarga teskari trigonametrik funksiyalar deyiladi.

Teskari funksiyalar.

Faraz qilaylik , biror Y to‘plamdan olingan har bir y ga X to’plamdan
yagona x biror qoidaga ko'ra mos qo'yilgan bo‘lsa, funksiya hosil bo'ladi.
Bu funksiya y = f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi va quyidagicha
yoziladi: x = f~'(y) kabi belgilanadi. Masalan,y = %x — 2 funksiyaga
teskan funksiya x = 5(y + 2) bo'ladi.

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar.

l. Quyidagi funksivalamni aniglanish sohasini toping.

Dy =vVxZ—4 Hy=—;
Yy=e—+V2x+1L 5)y=ViZ-8x+15

3)y=In(x*-1); 6)y=lg(x2 —7x +12)

2.  Quyidagi funksiyalami juft togligini ko‘rsating.
Dflx)=x*-7; 2 fkx)=x*—-7x;
3) f(x) = 2x* - 5x%; 4) f(x) = cosx — sinx;
5) f(x) = 22* — 5x*; 6) f(x) = 6cosx — x?
3

Berilgan funksiyalar uchun quyidagi murakkab funksiyalamni toping:

Dfx) =x% g(x)=x+3,  f(f(x). f(g™). g(f(@).
3(g).

Dulx) = 23, v(x) = sinx, v(u(x)), u(v(x), u(ux)).



12-§. Limitlar. Limitlar haqidagi teoremalar: Ajoyib limitlar.

Sonli ketma-ketlik va uning limiti

I-Ta’rif. Agar har bir n natural son uchun biror x, son mos qo*yilgan
bo‘lsa, u holda

X Xa ) Xy i Hoa

ketma-ketlik berilgan deyiladi, u {x,} orqali belgilanadi. x,-ketma-
ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Ketma-ketliklarga misollar. E] = l%%i
{20} =248 3%
{1}=11100 1
{sinn} = sinl,sin2,sin3, .....,sinn, .....

Ketma-ketlikning limiti. {x,,} ketma-ketlik va a soni berilgan bo'lsin.

2-Ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik £ > 0 son uchun shunday musbat
butun N = N (&) son topilib, n = N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n
natural sonlarda |x, —a| < £ tengsizlik bajarilsa, a soni {x,} ketma-
ketlikning limiti deb ataladi va @ = lim x, ko‘rinishda belgilanadi.

Tl—0

3-Ta’rif. Ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib, barcha
n > N uchun |x,| > M tengsizlik o‘rinli bo'lsa, {x,,} ketma-ketlik cheksiz
katta deb ataladi va u lim x,, = @ ko'rinishda yoziladi.

n—oo

Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib, barcha
n > N uchun x,, > M (mos ravishda x,, < —M) tengsizlik o*rinli bo"lsa, bu
holda ham ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi va u lim x, = +9 (mos

Ti=xy
ravishda lim x,, = —o) ko'rinishda yoziladi.
n—om
Apar ketma-ketlik (chekli) limitga ega bo‘lsa, uni biz yaginlashuvchi,
limitga ega bo‘lmasa, uzoglashuvchi ketma-ketlik deb ataymiz.

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
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4-Ta’rif. Agar ketma-ketlik qiymatlan to*plami yuqoridan (quyidan)
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik yuqondan (quyidan)
chegaralangan deyiladi.

5-Ta'rif. Agar ketma-ketlik yugoridan ham, quyidan ham chegaralangan
bo‘lsa, u chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.

1-Teorema. Agar {x,} va {yv,} ketma — ketliklar yaginlashuvchi va

Aim X, =a,limy, =5 bo'lsa, fxn £} ketma — ketlik ham
o n=soQ

yaginlashuvchi bo'ladi va

Aﬂ{xn 1 ¥n) = r!'_[l;}xn o rlli—l-]:;lu}'" =a+h
tenglik o'rinli bo'ladi.
2-Teorema. Agar {x,} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, {c-x,}

ketma — ketlik ham yaginlashuvchi hamda lime-x, = ¢ - lim x,, tenglik
TL=+00 n—+00
o‘rinli bo*ladi.

3-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma— ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lsa,
(2, - ¥) ketma — ketlik ham yaginlashuvchiva lim (x, - y,,) = limx;, -
=+

mn=oo

,I,E.J.Egy“ tenglik o'rinli bo'ladi.

4-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma— ketliklar yaginlashuvchi, hamda
ixtiyoriy n uchun y,, # 0 va :lmi ¥n ¥ 0 bo'lsa, uholda {55] ketma —

n

lim x
k tl' = ‘ ¥ E'l_ = N-o 4] . g = [ “
etlik ham yaginlashuvchi va rIILﬂ;l: (an) —-,{'_'.’;'u = tenglik o*rinli bo'ladi.

?.Monoton ketma — ketliklar. {x,} ketma — ketlik berilgan bo‘lsin.

?L Agar Xy Sx S X3...<x; € x4 < - o'rnli bo'lsa. {x,]}
wymaydigan ketma-ketlik deb ataladi. Agar x, < x, < x3...< x, <
< :-- o'rinli bo'lsa, {x,]} qat'iy o'suvchi ketma-ketlik

» ataladi.

-Ta’if. Agar x; 2 X3 =2 X3...2 X, 2 X351 = -+ o'rinli bo'lsa. {x,}
o'smaydigan ketma-ketlik deb ataladi. Agar x;, > x; > x5 ....> x, >
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X,+q > -+ o'mnli bo'lsa, [x,} qat'iy kamayuvchi ketma-ketlik deb
ataladi.

O'smaydigan va kamaymaydigan ketma — ketliklar monoton ketma-
ketliklar deb ataladi.

Monoton o‘suvchi ketma- ketliklar o‘zining birinchi hadi bilan
quyidan chegaralangan, monoton kamayuvchi ketma ketliklar esa o'zining
birinchi hadi bilan yugoridan chegaralangan bo'ladi.

Agar kamayadigan ketma —ketlik yugondan chegaralangan bo'lsa,
ya’ni shunday M soni topilib, bunda ixtiyoriy n sonda x, <M bo'lsa, u
holda {x,} chegaralangan bo'ladi.

5-Teorema (Veyershtrass alomati). Har qanday monoton chegaralangan
ketma-ketlik limitga ega.

e soni. x, = (1 + 1/n)" ketma-ketlikning limiti mavjud va bu limitni biz
e orgali belgilaymiz va uning qiymati
1 n
e=1lim (1+-) =27182818459...
n-m n

ko'rninishida bo*ladi.

1-Misol. Ketma-ketlikning limiti ta'rifidan foydalanib ,Ei_ﬂlfn =0
ekanligini isbotlang.

Yechish: 1) Ta’rifga ko'ra agar ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday N(£)
soni topilib, n > N(£) tengsizlikni gancatlantiruvchi barcha n natural
sonlarda

1 1

]— = []l =—<E

n n
tengsizlik bajarilsa 0 soni 1/n ketma-ketlikning limiti deyiladi.

2) Endi ganday n lar uchun 1/n < & tengsizlik bajarilishini tekshiramiz,
ya'ni n ga nisbatan bu tengsizlikni yechamiz

1/n <& & n > N(g) = 1/¢ tengsizlikni hosil gilamiz.
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i_
2-Misol r'.iﬂ.;,%;,i Limitni hisoblang:

Yechish: Limit ostidagi kasming surat va maxrajini n* ga bo‘lamiz:

1-243  iim (1—%+i)_

5 nf—2n+5 AT aT . um nZ

W e — = —

=80 an in+?2 TN—+o0 3 7 - 3 2
Ll E'-.H.}:(Z_H_’_nz)

hml-—hm2+i|m-§i 1-— 2]1m1+5hm-—15 1—2-045-0

n—e TL n—m N n—ea M

— T
llm2—11m3+hm% 2— 31|m1+21|m1 T2-3-0+2°0
T—+00 TI—+00 n=-+m TL n—wm Tl Mn—+o0 'ﬂ

1
= E_
3Misol.  Jim 52 [imimni hisoblang:

ni-voo N3=n2+7
Yechish: Limit ostidagi kasming surat va maxrajini n® ga bo‘lamiz:

5 1 - 5 1

o At=Sndl  mogydoy lm(n-gydoy)

fi-+en “3_'12 + 7 n—s 1 7 . 1 7
I—g4=x lim(1-2+)

limn—hm%-’r!lm—]} —0+0

_ n=omo n—so 7l
 limA— ti L 200 A=0F0
%Enml Ai-ﬂn"'#-nlﬁ?
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13-§. Funksiyaning limiti. Cheksiz katta va cheksiz kichchik
funksiyalar.

l. y = f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

8.Ta'rif. Agar har bir £ > 0 uchun shunday & > 0 (8 = §(¢)) topilib

jgo‘plamning 0 < |x —a| < § tengsizlikni qanocatlantiruvchi barcha x
nugtalanida |f(x) — A| < & tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda A ((x)
funksiyaning x=a nuqtadagi limiti deyiladi va Iin}t f(x) = A ko'rinishda
yoziladi,

9.Ta’rif. Agar har bir £ > 0 uchun shunday § > 0 topilib, [x| > &
tengsizlikni ganoatlantiruvchi  x larda |f(x) — A| < £ tengsizlik o'nnli
bo‘lsa, A f(x) funksiyaning x — co dagi limiti deyiladi va J!L"l flx)=4
ko'rinishda yoziladi.

10.Ta'rif. Agar y = f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi yoki x = a dagi
limiti ta’rifida x o‘zgaruvchi a dan kichik bo‘lganicha qolsa, u holda
funksiyaning A, limiti funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x = a — 0 dagi)
chap tomonlama limiti deb ataladi.

A = :]i.;nu f(x) agar a=0 bo'lsa , u holda 4, = xli@ﬂ f(x) ko'rinishda
yoziladi.

11.Ta’rif. Agar y = f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi yoki x — a dagi
limiti ta'rifida x o‘zgaruvchi a dan katta(x>a) bo‘lganicha qolsa, u holda
funksiyaning A, limiti funksiyaning x=a nuqtadagi (yoki x = a + 0 dagt)
o'ng tomonlama limiti deb ataladi.

Ay = lim_f(x) agar a=0 bo‘lsa , u holda 4; = xliTu f(x) ko‘rinishda

Z-sa+0
yoziladi.

12.Ta’rif. Agar y = f(x) funksiyaning a nuqtaning biror atrofida
aniglangan va istalgan M>0 son uchun shunday yoki § > 0 son mavjud
bo'lsaki |[x —a| < &
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tengsizliknin qanoatlantiradigan barcha x # a lar uchun |f(x)| > M
tengsizlik bajarilsa ,.x = a da f{x) funksiya cheksizlikka intiladi deb
aytiladi va bu quyidagicha yoziladi: l:rg f(x) = oo.

13.Ta'rif. Agar

lim f(x) = o yoki l'.rn f(x) = o bo'lsa, u holda f(x) funksiya x = a
;:::hcksiz katta funkm)ra dch ataladi.

14.Ta’rif. Agar :]LTEI f(x) =0 yoki xlirg f(x) = 0 bo‘lsa, u holda f(x)
funksiya x — a da cheksiz kichik funksiya deb ataladi.

6. Teorema. 1. Agar f(x) ﬁmksiya x—=a da(x — o da)cheksiz kichik

funksiya bo‘lsa, u holda m funksiyax = a da(x — oo da) cheksiz katta
funksiyadir.

2. Agar f(x) funksiya x = a da(x — oo da) cheksiz katta funksiya bo'lsa,

uhﬂldaﬁ—j funksiyax —» a da(x — o da) cheksiz kichik funksiyadir.

7.Teorema. Cheksiz kichik funksiyaning algebraik yig‘indisi, ko'paytmasi,
chegaralangan funksiyaga ko'paytmasi, noldan fargli limitga ega bo‘lgan
funksiyaga bo‘linmasi cheksiz kichik funksiyadir.

4-misol: Limitni hisoblang: Iirti('ﬂ.x 5]
= |
Yechish. En;(E:r —5)=3-2—-5=1.

isol: Limitni hisoblang:

h. lim 3271 1=|I.‘:,?.

S Z_gx+8
: Limitni hisoblang: b
E h-!:.n x?-gx412

i x2-6x+8 (x-2)(x—-4) _
,.’E X2-Bx+12  xaz(x-2)(x-6)

) _24_-2_ ¢
x-2 (x—6) 2-6 —4

J6—x-2
7-misol: Limitni hisoblang: lim ——=="



o2 _ o (VER-2)(VEET+3)(fEE-2) _
N VBx—7-3 a3 (yBx—7-3)(VBx-7+3)(V6-7-2)

Yechish. le

= lim (6-x—4)(VEx=7+3) im (2-x)(VBx—T7+3)
T xa2 (Bx-7-9)(Ve-x+2)  x- 2(3; 16)(Ve—x+2)

lim (2-x)(VBx-7+3) _ JB2-T43 _ 6 3
x-2 ~8(2=x)(VE—x+2) —B(V6-2+42) ~32 16'

Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar.
Birinchi ajoyib limit .

8.Teorema. % funktsiyax — 0 da 1 ga teng limitga ega.

. Sinix " Asin3x .. Sin3X F
8-misol.a) lim = lim = 3 lim =3.
x=+) X x=0 3Xx =0 33X
25Il‘l Zx 1 2
b) l = I «Ezsmsx g
x—-+0 5in 5x z_.n 2x (Lihbin e 5

5x

Ikkinchi ajoyib limit.

Iim[l + -E) =g AN
n H
9.Teorema.(1 + i]" funksiya x — co da e songa teng limitga ega: i

10-misol: Quyidagi limitlarni hisoblang:

S5x—1 2y~ 1
IE(SI+2}

Yechish. Kasming suratini maxrajiga bo'lib, butun qismini ajratib olamiz:

5x—1 _ (5x+2)-3 = -3

Sx+2  5x+2 5x+2
Funksiyani ikkinchi ajoyib limitdan foydalanish mumkin bo‘ladigan qilib
o'zgartiramiz:

Eiis =3(2x-1)
{SI_I}-’-xl:(l.j. -3 2x-1 = [(1 4 -3 }% Sx+2 _
S5x+ 2 x+ 2 ox+ 2
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—3{2—;_

_"3 E}-_l" 5.1_2
— =z
[(1 * 5x 42 ] )

x = 0.da —— — 0 bo'lgani sababli ikkinchi ajoyib limitga ko'ra:

Im = —¢ ya lim=Vo2) =% eaniisidan

X Sx+2 P 5_'__; 5 g '
e T

Hm{—SH:)u '=¢s kelib chigadi.

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar.

1.Ketma-ketlik limitlarini hisoblang:

: sn'-3+zn? sSni—2n+1
). lim ——————. im ———
) “]_I-I‘L 3-4n?-10n? 2) 1!,!-]-1::: n3=7nf-4
4n?-3n-1 n*=2n+7
3). lim ———. i ———
} =+ INt=2n~2 4} 1!]_?;'5 —-2nd¥4+2ni4s
. Ant=7n+5 . n*-an?isn?-_an4n
5. lim ———— lim
] n—m3Ini-3n?-4 ﬁ} n—+em 2n47ni45n-6
Sni-B45n* 1)2n
? " lim P e i ( _')
} n—+on 3n?—2nl-4n Bl r!lj‘E: 1+ T
nl-6n+5n? sn¥—Zn+5nt
9. lim ——— bt
) n—+m 6n?—-2n?—n* 10). 1]1!-113& ni—znZ-gnt
2 Funksiya limitlarini toping:
: Vmpx4Z Sxi-3xi1
0 | e oy ekl
x-oom 3xt42xt4x” 2. :an;la FxI-gxi_q’
li Ixi-ax-1 4. lim 232y 4723
oo 3x3-3x-2" T xesom —2x¥42x45
li 8x%-7x45 6. kim 2x—x¥45xT_2y
x—oo 3x—3x%-2° "x—m TX47x245x
. Gxi=gext 4x?-g+3x%
7. ;l;ﬂ 2x-2x2-5x%' 8. _EEL -2 -3t
9. lim sx?-g+5x* 10, lim 3x?—6+8xt
* xsoo 3X3-2x%—4x% " x-ve0 IxT-3x2—4xt’
3.Ko'rsatilgan limitlami toping.

]




| hn1x*~&x+?

S xl XE+2x-3
2. lim 7 s L
T =3 xE—-10x421
—x24x+2

3. lim ————
xa—] —x3-3x¥sz’

20+x*—12x
4. lim —.
=2 I=+x =
. 4x%-Txz-2
iIm —
ya—2 5x243x-14
z
—bx =27
Aimm—m——
6 ¥—+—3 3x7+10x+3

4 Ko‘rsatilgan limitlarni toping.

Viz+1—/o—2x
3xT-2x-8

1. lim

=2
2. i
= _-rl_..rEl_r, ¥ 4ax—5
3 1 Ixis4x—7
e VEro-Vsiax
VaX45—y—=5+6x

4. lim

ral VXFE=—1F+2X

Vix#17=T+x

5 I, T+5—4/92X

‘zfﬂh V464

. Ji¥x=y-5+3%

6.1im - :
¥=+3 Xc=9
7. lim X oae

'z_._zuz—x—ux+6'

YE—x—/x-3

8. 1im eme—veworer

5 Ko'rsatilgan limitlami toping.

. EinTx sini2x coshx 4. lim sinbx
I'EE% 9x 3 x]_.n cos3x 3 i'—%smmx | x—0 tg3x
Jx—1.5 _._1 2x+5 Ex—2 =1+4X, =1
sl nc;ln{ e o ilm(Zx-H} 2 B 1'-':2{ eex)
BX—ANar-3 3-2x.2x-3
Bim(ed - - Im(GS) Jim (G55
Nazorat testlari.
1. '_%Eﬁi ni toping. A) :;3 B0 C)x
: .
2, lim = x_ ; ni toping. A)4 B)1 O)2
: 1
3, tim X = A); B0 O
4.}'_1::3]?—:6 ni toping. A)Z Bl O)-6
L, S A)0 B)4 €)9
v cogdx
an* +50" 417 4 5
m—————="? -- B)= 0
6. lim =g A) 7 )i ©
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Eennr e . x —4x-32 12 5
7. Limitni toping. lm S A) = B) - ) 1

8. Binnchi ajoyib limitni ko®rsating.

1) lim 22X 212) lim 22X-03) lim 22X _04) lim 2t
iy y LR iy i X

A)4 B2 Q3 D)

9, Limitni hisoblang fim 2" N B O D)=
e, i C mD 1 1 1 -2
10. Limitni hisoblang lim —— ME B= €)= D)

11. Limitni hisoblang tim= =2 AR B)) C)I D)3

12 Limitni hisoblang EE'.‘,I::: A)l B)0 C)2 D)3
13. Limitni hisoblang lim“—" A)l B)0O C)2 D)3
E X

e . n'+2n-1 1 1 2
14. Limitni hisoblang En--m A)O E]E C}; DYy

[

:3 - .
15. ﬁm%mhlﬁuhlang. A)2 B)4 C)4

=12 1 !
S
m.—.
7. lim—2 ni hisoblang. A); B) > 0O

@E" I3 i hisoblang.  A)-5  B)-7 C)6

2c

gin—
- lim—= ni hisoblang. A B O-
sin > 1 3
: i hi 1 1 3
20. h.ﬂ’f ni hisoblang, Az Y= )=
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¥-BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING DIFFERENSIAL
HISOBI

14-§. Hosilaning ta’rifi va uni hisoblash qoidalari.

yv=I{x) funktsiya (a,b) oraliqda aniqlangan bo'lib, x va x+Ax shu oraliqdagi
nugtalar bo'sin. Bu holda argumentning Ax orftirmasiga funkisiyaning
Af=f{x+Ax)-f(x) orttirmasi mos keladi.

TA'RIF: yv=f{x) funktsiva Af orttirmasining Ax argument orttirmasiga
nisbati Ax—0 bo'lganda chekli limitga ega bo'lsa, bu limit giymati
funktsiyaning x nuqtadagi hosilasi deb ataladi va quyidagicha

[ x o by . d:_f.. . .
' yoki f' (x) yoki == yoki =~ belgilanadi.

Ta'nfga asosan f'(x)= lim % = ltm fix+ A —J(x)

a Ax

I-misol: f{x)=x’ funktsiya hosilasini ta'rifga asosan topamiz:
Funksiya ortirmasini topamiz,

A=+ AX)-flx) = (x+Ax)? = =2xAx +H{Ax),

Funksiya ortirmasining argument ortirmasiga nisbatining limitini topamiz

f'{1}=lim£=!tm{zx+m}=2x Demak, (¥*)=2x bo‘lar ckan.
anﬂﬁr An—alh

2-misol: f(x) = x? funksiya hosilasini ta’rifiga asosan topamiz:
Af = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)? — 2?
= x3 + 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)® — x* = 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?,

r = ﬂ'f_ = 2 rh 2
f'@) = Jim === lim (3x* + 3xAx + (Ax)?) = 3x%,

Demak hosilani hisoblash goidasi uning ta'rifidan kelib chiqadi. Biror
y=f(x) funktsiyaning x, € [a,b] nuqtadagi hosilasini quyidagi tartibda
topish mumkin:

1) funktsiyaning x, va x, +Ar nugtalardagi giymatlari topiladi:
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y=1(x). y+8y=f(x,+Ax);
2) funktsiyaning orttirmasi hisoblanadi.
Ay=(y+4y)-y=f(x,+ax)-f(x,)

3) funktsiya orttirmasining argument orttirmasiga bo'lgan misbati tuziladi.

E.l"_=f(xn+m}_f(xn}.
Ax Ax :

4) Ax—»0 da nisbatning limiti topiladi

= o) i & g L8 ()

AXoll Ar  AV— Ax g

3-misol. Hosilanm

hisoblash goidasidan foydalanib = y=3x"+5x+6
funkisiyaning x = x, =2 nuqtadagi hosilasini toping.

Yechish. 1) berilgan funktsiyaning x, va x, + Ax nuqtalardagi qiymatlarini
topamiz;

y=3x; +5x,+6, y+Ay =3(x, +m:]z +5(x, + Ax)+ 6=

3x, +6x,Ax 4 3Ax* +5x, +5Ax+6 = 3x5 +5x, +6+ (54 6x, ) Ax+3Ax;

2) &y funkisiyaning orttirmasini topamiz.

By =(y+A8y)—y=3x; +5x, +6+(6x,+5) Ax+3Ax, — (37 +5x, +6)=
=(6x,+5) Ax+3Ax*

Ax _ (6x,+5) Ax+3Ax7 LI
5 = =6x, + 5+ 3Ax;

-ﬂﬁ' i . At e .
4) Ax—0 da +; Musbatning limitini hisoblaymiz

(3.t’+5:r+ Ej_m = h;hﬂ(ﬁx,.+5+3ax]=1¥iﬂ{ﬁxn +5)+ lim 3Ax =6x, +3

(3:1 +5x+ﬁ]'ih-{ﬁx, *51-.-1 =6-2+5=17.

3. Ba'zi bir funktsivalarning hosilalari.

i r



Ne Funktsiya Funkitsiyaning hosilasi
I u” uP) = puP~t-u'
z N ooy
=—-1u
(V) =
1 1 e ey
& ; (u u?
4. a" (") =a"-ina-u
3. et (e*) =e*-u'
6. log, p
Gg {£ﬂgﬂ = |'..'.|'lﬂ.
7. Inu (mdt ==
8. sinu (sinu)’ = cosu-u'
| o cosu (cosu)' = —sinu - u'
10. t 3
sl (tgu)’ = ——ru
1. ; 1
i (ctgu)” = Tsinfu %
12. arcsinu ' 1 '
csinu)’ = ‘U
WeHHE =
13. arccosu ' 1 '
arccosu) = — ‘u
S e
4. ’ '
=15 arcctgu o 1 oy
(arcctgu)' = Tre u
3. Differentsiallash qoidalari. c¢-o'zgarmas son, f(x) va g(x)

differentsiallanuvchi funktsiyalar bo'lsin. Bunday holda;
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1. (¢)" = 0 (c-o'zgarmas son).
2. (cf (@)’ = ¢ f'(x) (c-o'zgarmas son).
3.(f(x) £9®) = f'(x) £ g' (),

4 (f)-9@) = f(x) g +g'(x) f(x).

5 (L&) _ flxyex)=g'(x)r(x)

w) 72 x) (g(x) # 0)formulalar o rinli.

4. Murakkab funktsiyaning hosilasi. Faraz gilaylik y= /{x) funktsiya x=x,
nugtada hosilaga ega bo'lib, g(») funktsiya y, = f(x,) nuqtada hosilaga ega
bo'lsin; bunday holda F(x)=g[/(x)] murakkab funktsiya x=x, nuqtada
F'(x)=g'(») f'(x) (5) hosilagaegabo’ladi.
4-misol. F(x) = e** funktsiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish. y = f(x) = e* desak, g(y) = y*. g'(y) = 3y, f'(x) = ™.
(5) formulaga ko'ra berilgan murakkab funkisiyaning hosilasini topamiz:
F'(x) = e*: 3e%* = 33,
5.Yuqori tartibli hesila:

y = f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosila deyiladi, agar y = f(x)

funksiyaning hosilasi f'(x) o'z navbatida yana hosilaga ega bo‘lsa, va
f"'(x) ko'rinishda belgilanadi.

y = f(x) funksiyaning uchunchi tartibli hosila deyiladi, agar y = f(x)
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f''(x) o‘z navbatida yana hosilaga
ega bo'lsa, va f""'(x) korinishda belgilanadi.

uddi shunday to‘rtinchi, beshinchi va xakazo n —tartibli hosilalarga ta'rif
rish mumkin.

S-misol. y =2x®+2x° —4x+10 funksiyaning beshinchi tartibli
,Lusilasi topilsin.

Yechish: y' = Gx‘ + 2x° — 4x+1{1) = 2x5 + 10x* — 4;
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y' = (2x5 +10x* — 4)' = 10x* + 40x%;  y! = (10x* + 40x%)' =
40x* +120x?; y" = (40x* + 120x2)' = 120x2% + 240x;

¥ = (120x? + 240x)’ = 240x + 240 = 240(x + 1).
6-misol. ¥y = cos4x funksiyaning to‘rtinchi tartibli hosilasi topilsin.
Yechish: y* = (cos4x)' = —4sindx; y" = (—4sin4x)' = —16cos4x;
y" = (=16cos4x)’ = 64sindx; y" = (64sindx) = 256c0s4x.

Hosilaning geometrik ma’nosi. Egri chiziqgga o'tkazilgan urinma va
normalning tenglamalari. y=/(x) tenglama bilan aniglanadigan egri
chiziqda tayin ar,(x,:v,) va boshqa ixtiyoriy M(xy) nugtani qaraymiz.

a) b)
y=1(x)
7
}rJL
Ar /
Ma
L a B
Vo
/,:‘ m
iy y C A x
#
20-shakl

y=f(x) funktsiya hosilasining geometrik ma’nosini quyidagicha ta’riflash
mumkin: y'= f"(x) hosilaning x=x, nugtadagi qiymati funktsiya grafigiga

x=x, abstsissali nugtada o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga
teng

Ly




Ay '
k=tg p= lII‘l‘i e a’—'htl:lu; 5 (-xn]'

y=f(x) funktsiya grafigining M, (x,,/(x,)) nuqtasi orqali unga o’tkazilgan

urinma k= f'(x,) burchak koeffitsientiga ega bo'lib, bu urinmaning
tenglamasi (20-shakl, a))

y=f(x)=rS(%)(x=%) (6)

ko' nnishga ega.

f(x)#0 bo'lganda, k,,:—%*—'—f,[lxn} bo'lishini e'tiborga olsak,

normal to’g'r chiziq tenglamasi ¥ — f (x,) = 7 { 3 (x=x) (D

ko'rinishga ega bo'ladi (1-shakl, b)),

7-misel. y=x'-6x+5 egri chiziqga x =2 abstsissali nuqtasi orgali
o'tkazilgan urinma va normal to’g i chiziglar tenglamalarini toping.
Yechish. x, =2 abstsissali nuqtaning ordinatasini hisoblaymiz.

Yo=X —6x,+5=4-6-2+5=—3

Sndi berilgan funktsiyaning hosilasini topamiz: »'=2x—6. Hosilaning

zeometrik ma’nosiga ko'ra urinma to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti
10silasining x, =2 nuqtadagi giymatiga teng: k=3'=2.2-6=-2

* tenglamadan foydalanib, urinmaning tenglamasini tuzamiz:
=-2(x—2)= yp+3=-2x+4=2x+y—1=0

| to’g'nl chizigning burchak koeffitsientini topamiz:

tenglamadan foydalanib, normal to'g'ri chiziq tenglamasini topamiz

1 1 = _
y+3 :E(x—2)=>y+3=5x—l::¢-2y+ﬁ—.t—r2 = x—2y—8=0.
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Hosilaning mexanik ma’nosi. Ar moddiy nuqta S = f(r) qonun bo’yicha
to'g'ri chizigli harakat qilayotgan bo’lsin. Nugtaning [4,; 4, +Ar] oraligdagi

o'rtacha tezligi 9, = L la)_ Slat81)- /()
Sl i Al Al

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu nuqtaning =1, paytdagi $(;) oniy
tezligi esa 5(n) yo'ldan vagti bo’yicha olingan hosilaning f =1, nuqtadagi
qiymatiga teng:

9(6) = i, 9,y = lim 2% = 57,) = 2] g

A —all m
IkKinchi tartibli hosilaning mexanik ma‘nosi.
To'g*ni chizig bo‘ylab harakat qiluvchi jismning o*tgan s yo'li bilan
¢ vaqt orasidagi bog'lanish = f(t) formula bilan ifodalansin.

Hosilaning mexanik ma‘nosiga binoan jismning oniy tezligi yo‘ldan

dx

vaqt bo‘yicha olingan hosilaga teng, ya‘ni v =5'(1) ==

Biror + momentda jismning tezligi v ga teng bo'lsin. Agar harakat tekis

bo‘lmasa, u holda : paytdan keyin o'tgan Ar vaqt oralig'ida tezlik avga

o'zgaradi. o, =2
At

nisbat ar vagtdagi o‘rtacha tezlanish deyiladi.
O'rtacha tezlanishning vaqt orttirmasi Ar nolga intilgandagi limiti

berilgan momentdagi yoki oniy tezlanish deb ataladi: a= L.'r:ii i

Demak, oniy tezlanish tezlikdan vaqgt bo'yicha olingan hosilaga teng.

dg i ;- 1 P . P &
Ammo v== bo‘lgani uchun a='j—[§j—}=f£,£ . ya'nm to'gri chizigh
ot

harakat tezlanishi yo‘ldan vaqt bo*yicha olingan ikkinchi hosilaga teng.

5= f(¢) ga asosan: a=/"(1).

Bu ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma‘nosidir.
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8-misol. Jism Sz[%r’ LE.*’—B) # gonun bo'yicha harakat qiladi

Jismning ¢ =10 sek paytdag: tezligini toping.

Yechish. Hosilaning mexanik ma'nosiga ko'ra jismning omy tezligi S()
yo'ldan ¢ vagt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosilasining qiymatiga teng:

ds(e) _d 1, _1";_)_:_
I(e)= - d:[?. St =8 |=1" +1

2 (10)=10" +10=100+10=110m/ cek.

9-misol. Quyidagi funktsiyalarning hosilalarini toping:

Dy=3x' -5 +4x° - 7x+4; 2)y=xx(3lnx~2); 3)y=(3+ )"

4)y=x 5]_].-'=|.E{I+\|II:+1)'.
B)y==N2 +a+2-In(x++F +a); _ 2% +3
2 2 ( } T 'u-?_t"'+2'

eenin, D7/ =(52) (52 +(82) (729 + (8 =3(x') ~(=*) 4(+") -
—Tx' +4'=3-4x" -5-3x* +4-2x—7 =12 — 15" +Bx 7.
2) Berilgan funkisiyaning biroz ko'rinishini o'zgartirib yozamiz:

y=2%(3x-2); »=(2") (3nx-2)+(Blnx-2) = % =% (3Inx-2)+

3
. e r?i-.r”‘ Inx=3x"" 435" = %J;lnx.
x

3) Agar 3745=u desak, y=u" bo'ladi. Murakkab funktsiyani
differentsiallash qoidasiga ko'ra:

() (32 +5) =160 (9x*)=144x* (327 +5)°

zrilgan funktsiyaning ko'rinishini asosiy logarfmik ayniyatdan
lanib, o'zgartitamiz: y=x" =¢"* =™

yerda xInx=wu desak, y=¢' bo'ladi. Murakkab funktsiyani
differentsiallash qoidasidan foydalanamiz:
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.V'={f'}._{-l'|nx]r. =t"{.r'1n T+ .r{ln.xj'_ = r""[ln.:+.v-%]=r""' (lnx+1)=x*(lnx+1).

(V) = (‘*?J%]:

_ | _.:Li\i'_:l.':-i-—l__ 1
.r+\fr_u'?+i JT -+ \rf_r" + 1

1x

65 =%(V +a) [_] Jeva+2[in (r+m]]=§-ﬁ+

_'_lmﬂ_ 1 [I-n- 2x ]= x i .r2+a+£. [ .
2 11-\!1 + Zi,llr.t:+u lel[_r1+ﬂ' 2 I'+'J.J¢='1'ﬂ
Nx'+a+x_ X X +a a _ xt+a  Nx'ta X rarx ta_
x"rt +a EJA_ +a ' *_'-'yl'r.t.-’-+a_2-fr:+a+ 2 2Jx+a
Zl:.t +a

N +a

7) Berilgan funktsivaning hosilasini topish uchun (4) formuladan
foydalanamiz:

[ 5]

b

; [Z.r’-r}] {21 +3) {T: +2} T; +2] {2; +3} 4:{?: +1} 14x 2 +3]
s

742 I:T.: + ]1 [?r +2}
'-'Ex +8x—28x" —-42x 3dx
{?x +?.:) (Tx +2]

=[“{~‘C]Tm ko'rinishdagi funktsiyaning hosilasini topish uchun, avvalo
berilgan funktsiyada ¥(x) >0 va u(x)>0 deb, u logarifmlanadi, keyin esa
murakkab funktsiyaning hosilasi topiladi.

"
ln}"zuﬁ'inu::-l~y'= G Inu -4-.5"{[1'11';}r = ) =y(|.?lnu +9(Inu) )
¥

4) banddagi y=x' funktsiyaning hosilasini yugoridagi formula bo’yicha
lopamiz. Bizning holda w(x)=x,9(x)=x

yo=x" [x' Inx+x{lnx}')=x‘[! Inx+x-l)=x’ (Inx+1).
x
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Chigarilgan formula bo'yicha v =(sin x)™ (sinx >0)

hosilasini topsak, » =(sinx)” = (cos® x—sin’ xInsin x) bo'ladi.

funktsiyaning

Oshkormas va parametrik holda berilgan funksiyalarning hosilasi:

1L.F(x,y) =0 (9) tenglama bilan berilgan funksiyaga oshkormas

ko*rinishda berilgan funksiya deyiladi. Oshkormas funksiyaning hosilasini
quyidagicha topish mumkin:

1) y ni x ning funksiyasi sifatida qarab hosila olamiz va uni 0 ga tenglaymiz.

2) Hosil bo'lgan tenglamadan y' ni y' = f(x, ¥) ko‘rinishda topamiz.

10- Misol: x*y® + Sxy + 4 = 0 berilgan, y' ni toping.

Berilgan munosabatni y ni x ning funksiyasi deb garab hosila olamiz:
3x?y? 4+ 2x3y - y' + 5y + 5xy’ = 0.

Hosil bo‘lgan tenglamadan ¥’ ni topamiz:

. 3x‘y* + 5y
- 2x3y+5x’
2. Agar y = f(x) funksiya parametrik ko*rinishda berilgan bo‘lsa, ya'ni
x = p(t), i -~ e
= (x<t<p), bo'lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi
== f{t)J
uyidagicha topiladi: =Y u'(t)
" u(Op'(O-¢" u')
== (10)

. x = acos >t 1 .
rul‘. [}P =S benlgan, f'(x) va f"'(x) ni toping.

ish: fi(x) = ’(t'.'-' funnuladan o) = ::—1';—1?5%51—2 = —tgt;

") = u'' ()@’ ()-e" (Ou'(t) _ 3a-sint(2cos*t-sin®t)(~3acos?t-sint)

(1) (-3acost-sint)?
3a - cost(2sin’t — cos?t)(3asin’t - cost) 1
(—3acos?t - sint)®  3asint cos*t
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Mustagqil bajarish uchun misol va masalalar

l. Hosilaning ta’rifidan foydalanib, ' ni toping.
Dy=3x+4; 2Jy==x +--;I; )y =3x" -5x+6 4) y=-55"+3%

S)y=x'-3x; 6)y=1-8x; ?}r={~r-21’: B)y=3x".

2. (-r")' =3x" tenglikni hosila ta’'rifidan foydalanib isbotlang.

3. Berilgan harakat gonuniga ko'ra harakatning oniy tezligini toping:
DSy=2+1, 2)8(r)=3-5¢ 3) §(7)=0,25¢" +2; 4}SU}=§-" #3043
4. f(0)=3x"+x+1 (1), S'(-2) ni toping.

5.f(x) = 222 bo'lsa, £'(0), f'(7), f'(3) ni toping.

" |
6. 9(r) = rfn- - -9(0), (1) ni toping.
T(x—2) , . .
L) m— . 21 5
7. 2(x) et 10 —D) (1) ni toping
8.g(x)= SxHd -£'(x), g'(m),g'(0), g'(2) ni toping.
(i % |
9.2(x)=—2X+3) ___r(0), =(1) nitoping

(x—1) (x+3)

Funktsiyalaming hosilalarini toping:

Iﬂ.}'=§-x’ +%x" —lx' —-'_I;.l'l +1. Javob; _p'=.r[.t+|]{x=-—1}.
i1 }’=\E+~]\J".t_2—-{l"t_’+5 Javohb: _P'=L+ 2o '
e ' " Tads 3Yx adx

12.y=x'(x—-8). 13.y=22x Il4y=50YUx

Javob: 12. y' = 4x2(x — 6); 13,y = 5Va%; 14y =3 V7




1 i 3
lij- —j;_ :6_}’— 3 17y _-"_1._’ 18.1 —12_'[[: E]
Javob: 15,};*:?,%; 16. y'— {:"—. I?'}":_z‘;—ﬂ: 18.y" =
=
36x% — 96
19.p =Jx (22 +5). 20.y= Vx
3 x?
Javob: 19, y' = e
y' 3J‘+N_, 20y =
1]-J"=(31J+31':—5}: Javob: 21. 2(3x" +8x* —5) (95" +16x),
22.y= [5.: +?) 4>, 23y =Jax +b.
Javob: 22. }.l ilﬂ?‘r’llr_"'+‘3521.u'——+ 3?2. 13}., - - al-;+h
12(2x-+5x*
24,y = (3x’+5x‘)4. Javob: G v Sx )1 .
?{/(3.};’2 “+ 5.1"")'
25._}"22_". 26}'=€3-‘: Javoh: 25_}!" =_E-x: 26.
4,

27.y=(x"+2x+2)e" Javob: —x'e*.

28.y=3"Inx—x' Javob: 9% Inx.
19-]";1:3", In x. Javaob: xe* [‘Ex: In x=2In x+ I].
zl-t -
= (8 8
¥y 3= Javaob: (;J In 5
Inx 1 Slo x
P=——t— : —
T 5 Javob: e
L y=log,x Javob: -—II—?
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33. y=logg s x
M. ¥ ={.‘x’ +5]1ng,{2.1:+ 1)
35. y=Ig(2x+3).

16, y= -_;.1.'1 —l.t" 4+ xt

Javob: 36. y' = x* —x7 + 2x;

37 y=Jx+ Yx+¥Yx

Javob: SIn0.35

2{:" rS} .
3 | 2x+l
Javob: Zxrl)in7 3x log, (25 +1)

2
(2x+3) Inl0"

Javob:

38. v =(l -x}:

L
9y = (:r 3 "“"] ANy =2"+3"+4"+2'3" 4l y=log,x+2log, x—Inx

1+2x)
42_}':{ ]
X

45.y=log, 2log, 3log 4

43]}"—*|n[e'+m)

50.y=2"¢%_
xX+e"

SlLy= rinx-1
xlnx+1

\1'1'1 +1—-x*
A

53.y=log 2

y_ﬂ[x—l)‘
2 x+1
55. y=x"*

41.;-:[,r+i.+1J;]

X

46, p=2"%2"+x" +x 47. y=

M..}'z(lnM]'m

' -
| St

¥

e’ +e

49) y=¢' +e +e

2e** (1—2x)

.l::l‘m"lf_'l‘l:'.l -F = (x+e;‘.|.] T
. 2(ln x+1)
Javob: ¥ =m
. 4x
Javob: Y =—
x +1
e In2
Javob: ¥ = i
. 8(x=1)
= P =
jﬂ\l"ﬂh. * (I-I-I]l -

Javob: ¥'=2x"""Inx
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56.y=¢' —x 57.y=xIn2-2" SB.y=e"x".

= : 3
59.}'=E'J; ﬁ{).y=,’h_i l+lnh+3l 6l.y= Vi

5 == T

- = 10
'51}'=1,‘l ; —2n2 351 Javob: V' = :

+
2.J6—6x 2-5x

e —e" e
63.y= 64.y = e In(2x—1)
X
2 —log. x 1 l N
rEasin i 2 Lt O S
65. ¥ 2 Javob: 3 [.12 In2 ) 2" +log th

y=f(x) funkisiya grafigining x=x, absisissali nuqtasiga o’ tkazilgan
urinma tenglamasini tuzing:

ﬁﬁ.f[x}=x’—1x.:,=ﬂ,5 6?.f[x}=-]—4-+2.x“=l ﬁﬁ-.f{]’:-_\lf;?rh-‘n_z

69 f(X)=xlnx,=¢  70. f(x)=x'+x+1, x, =1

?I.f[x]—-lc x, =3
72.f(x)=x-3x",x,=2

Javob: y=—1lx+12,

13.f(x)=¢",x,=0 Javob: y=x+1

1 1 3
T4. f(x =— =-2 . = — =t
f(x) gy Javob: ¥ i

75. f(x)=Inx,x, =1
5. f(x)=+x. x, =1

1 1
Javob: y= 5“‘5‘

f(x) funktsiya grafigiga benlgan A nuqta orqali o’tuvchi urinma
lamasini tuzing:

SR =—x"+L ML) T8 f(x)=x"M(24)

79, f(x)=x"—x, M{(-L-1)
- f 1.1 ]
80. f(x) =+x, H(TE} Sl-f{.r}=;|M{._1:|)
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v=f(x) funktsiya grafigida shunday nuqtalami topingki, bu nuqtalarda
funktsiya grafigiga o'tkazilgan urinmalar berilgan to'g'n chizigga parallel
bo'lsin:

82.f(x)=x"-3x" +2, y=3x 83. f(x)=x"-T7x-3, Sx+y-3=0

8. f(x)=In(4x-1),y=x 85.y=x, y=4x

v=f(x) funktsiya grafigida shunday nuqtalami topingki, bu nugtalarda
funktsiya grafigiga o’tkazilgan unnmalar benlgan to'g'n chiziglarga
perpendikulyar bo’lsin:

86.f(x)=x"+2x—=1, x+y=0 87. f(X)=x"+x+Ly+5=0
88.f(x)=Inx, 2y+x+1=0 89.y=x",2x— y+1 Javob: [_%%]

90. Moddiy nuqta «(t)=pt’* +qt+r (p=0)qonun bo'yicha harakatlanadi.

Uning tezligi va tezlanishini toping: Javob: a(t)=v(1)=2p.

91. Jism o’q atrofida @(f) =3t" —4 + 2 (rad) qonunga ko'ra aylanadi, Uning
t =4cex. paytdag) w(r) burchak tezligini toping. Javob: 20 pad/cek.

92. Moddiy nuqta to"g'ri chiziq bo'ylab S(t)=2¢" +¢-1 (sm) qonunga ko'ra
harakatlanadi. Vagmming qaysi paytida uning tezlanishi 2sm/sek bo’ladi?

Javob: é CEex.

93. Moddiy nuqta E’{r}=—%f'+- 3’ -5(m) qonunga ko'ra to'gr chizigli

harakat qilmoqda.  vaqtning qanday momentida uning tezlanishi 0 ga teng
bo’ladi va bu paytda nugta qanday tezlik bilan harakat giladi. Javob: 6 sek.,
18 m/sek.

94. y=x to'g'ri chiziqga (1; 1) nugtada urinuvchi y=x’ +hc+c parabola
tenglamasini toping. Javob: v=x"-x+1.

95. Agar y=2x+2b to'g'n chiziq ¥ =x* +bx+c parabolaga (2; 0) nuqtada
urinsa, & va ¢ parametrlarning barcha qiymatlarnini toping. Javob:
b==2 g=0.
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96. y=x 10°g'ri chizig y=a’'(a>0,a>1) funktsiya grafigiga urinsa, a
parametrning barcha qiymatlarini toping. Javob: a=¢"".

97. p=e'+e’ funkisiya grafigining gorizontal urinmasi tenglamasini
toping. Javob: y=2

98. [E"I] nuqtadan o'tib, .'-'=-%+1 parabola grafigiga urinuvchi va
(x—2)' 4+»'=1 aylanani turli nuqalarda kesuvchi to'g'ri chizig

e s
tenglamasini toping. Javob: y=-x+ >

l - ! _ ,
99. fi_x‘i=ix’-r‘—%x+% funktsiva grafigida shunday nugtalarni topingki,

y nuqtalarda prafikka o'tkazilgan urinmalar sx-3y+2=0 to'g'ri chiziqqa

76
perpendikulyar bo’lsin. Javob: [—15 E] va (3:-8).

5 . /
100. »=3+-4x-17 parabolaga %o =3 abstsissali nugtada o tkazilgan

urinma abstsissalar o' q bilan ganday burchak tashkil qiladi? Javob: ’—:-

101. y=3s-4x+7 funktsiya grafigida shunday nuqtalarmi topingki, u
nuqtalardan egri chizigqa o'tkazilgan urinma ox 0'qi bilan % burchak

e e S [l ¢ 20
tashkil gilsin. Javob: (1; 6) va [ 57 243]_

102. y=—J2< funktsiya grafigining ganday nuqtasiga o’tkazilgan urinma

1 1
=3y+2=0 10"g i chiziqqa perpendikulyar bo ladi? Javob: (? "'IE] .

H
i=2x dd J'=£2'- funkisiyalar grafiklarining kesishish nuqtalari orqali

1 chiziglarga o'tkazilgan urinmalaming tenglamalarini toping. Javob:
.%:H 1, y=2x—2.




15-§. Lopital goidasi. Teylor formulasi va asosiy Makloren
kengaytmalari.
Agar x — a da f(x) va g(x) funksiyalar cheksiz kichik miqdorlar

ft=)

e nisbati x —+

ya'ni, Ilmf(.r) =0 hmg(x} = 0 bo'lsa, u holda ulaming —
a da E ko‘rinishdagi anigmaslik deb ataladi.

Agar x = a da f(x)va g(x) funksiyalar cheksiz katta migdorlar

bo'lsa, ya'ni Hmf[x) = +oo ]|m g(x) = o ho'lsa, u holda — £)

nisbat
gix}

x—ada ; ko*rinishidagi anigmaslik deyiladi.

Berilgan E yoki E ko'rinishdagi % anigmaslikning x — a dagi

limitini topish shu anigmaslikni ochish deyiladi.

Lopitalning birinchi goidasi. f(x) va g(x) funksiyalar x = a nugta
atrofida aniglangan, diferensiyallanuvchi va g'(x) # 0 bo'lsin. Bundan
tashqari f(x) va g(x) funksiyalar x = a shartda cheksiz kichik miqdorlar
bo'lsin, ya'ni

limf(x) = 0 Iimg{x)zl} : li_:pf(x)=u |iﬂﬂ(ﬂ=ﬂ

tengliklar bajarilsin. Bu holda, agar llm% mavjud bo'lsa, u holda

-.ng
lim £ [(x)

ham mavjud bo'lib,
x—a g(x)

@ [
et rage)

tenglik o*rinli bo*ladi.
Lopitalning bu qoidalaridan foydalanib, muhim limitlar deb ataluvchi
ushbu limitlamni isbotlash qiyin emas.

1. Im’—m—"-r-l 2, lim2ux) _ . 3 Ilm—“-“_fﬁﬂ
r—=0 X x=sd x =0 X
(14x)"=1
4 lim——=
X0 X
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Lopitalning ikkinchi goidasi. f(x) va g(x) funksiyalar x = a nuqta
atrofida aniglangan, differensiyallanuvchi va g'(x) # 0 bo'lsin. Bundan
tashqari, f(x) va g(x) funksyalar x — a shartda cheksiz katta miqdorlar
bo'lsin, ya'ni

lim f(x) = o, lim g(x) = oo,

bo'lsin. Bu holda, agar Iim@ mavjud bo'lsa, u holda lim A
x—a gi(x) - F{x)

ham mavjud bo‘ladi va quyidagi tenglik o*rinli bo*ladi:

- fx) it f'(x)
x-—q g(.r} z—=a g (x) '

Lopitalning birinchi yoki ikkinchi qoidasidagi ; :2 nisbat x — a da

yana 2 yoki = ko‘rinishdagi anigmasliklardan iborat bo'lib, f*(x) va g'(x)
hosilalar yana Lopitalning birinchi va ikkinchi goidalari shartlarini
qanoatlantirsa, hamda
)
x=a g"'(x)
mavjud bo'lsa, u holda, quyidagi tenglik o'rinli bo‘ladi:
—f&) — i f'x) _ i L&)
""“H(I) x=ag'(x) ~ x=ag"(x)

Shunday gilib, anigmaslikni ochish uchun Lopital qoidasini bir necha marta
ketma-ket qo'llash mumkin ekan. Buning uchun har gal Lopital goidasi
shartlanining bajarilishini tekshirish kerak bo'ladi.

Lopital qoidasiga teskari tasdiq ham doimo o'rinli bo‘lmasligi
umkin, Ya'ni

llm . E ; mavjud, ammo Ilm ‘r’,:‘; ; mavjud bo*Imasligi mumkin.
—a f
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Agar limf(x) = 0, limg(x) = o bo'lsa, f(x) - g(x) ko'paytma x —
& —+{T X—a
a da 0-o ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi. Bunday anigmasliklami
ochish uchun ularmi

8- 9062 = 2 yoki £09-900) = 22
fix) 7o

ko'rinishda yozib, g- yoki E ko‘rinishidagi anigmaslikka keltiriladi va
Lopital gqoidasi qo’llaniladi.

Agar li_n;f{.t]l 5y Jlri_rng(x] = oo bo'lsa, f(x)?@(f(x) > 0) ifoda
x—a da 1" Kko'rinishdagi anigmaslik deyiladi. Bunday ko‘rinishdagi
anigmasliklarni ochish uchun u = f(x)@*) deb belgilaymiz va uning har
ikkala tomonini e asosga ko‘ra logarifim- laymiz. Natijada
Inu=Inf(x)?* Inu=g(x)-Inf(x) ni hosil gilamiz. Bu 0-co0
ko‘rinishdagi anigmaslik bo‘lib, uni ochishni yuqorida ko'rib o’tdik.

, o : _0,
Agar berilgan f(x) va g(x) funksiyalar uchun El_r};f{x}

i = i i = i =0 bo'lsa, u holda
il_r]}g{x] 0 yoki Jlrl_r};:lﬂ!"li.:r:]l o0, Lﬂg(x} 0 ‘
()™ (f(x) > 0) ifoda x = a da 0° yoki = ko'rinishdagi anigmaslik
deyiladi. Bunday ko‘rinishdagi anigmasliklar yuqorida 1% ko'rinishdagi
anigmasliklar uchun ko'rib o‘tilgan usulda ochiladi.
=, 000, 12, 0% 00 —co

0
Umuman olganda e

kabi yoziladigan anigmasliklar mavjud bo'lib, ular Lopital qoidasidan va
ba’zi bir go*‘shimcha formulalardan foydalanib ochiladi.
1-misol: Lopitalning birinchi qoidasidan foydalanib,
sinx
lim— =1
x—a X
ekanligi isbotlansin.
Isbot. Bu yerda f(x) =sinx va g(x)=x bo'lib, ular Lopital
qoidasi shartlarini ganoatlantiradi. Demak,
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sinx /0 1 (sinx)’ i COS X T
4 —_—l ) = i —_—= lIm i 1T — =
L) (u) P (X)) xm0 1 x-0

)y 42w 4B . <
~-misol: li limit hisoblansin.
2-misol ;]1-“-11 x¥-2x1-16x23+2x+15

0
Yechish: Agar benlgan kasrda x o‘miga —1 ni qo'ysak, u holda 0
ko‘rinishdagi aniqmaslik paydo bo‘ladi. Berilgan kasrning sural va

mahrajlari Lopital qoidasi shartlarini ganoatlantiradi. Demak,

2 -5xt42xs8

lim = T Ix%-10x4+2 _ 15 _
x—+—1x4-2x3—16x242x+15  x.—14x3—622-32x+2 24

5
g

. .oInf1-xT) . . .
3-misol. lim BB hisoblansin.
x—1 In{1-x)

Yechish: Bu E ko*rinishdagi anigmaslikdir.

Bu yerda f(x) = In(1 — x2) va g(x) = In(1 — x) bo'lib ular lopitalning
ikkinchi goidasi shartlarini qanoatlantiradi. Demak,

-2x
Ini(i=x%) _ o T o Zx(1-x) _ 0. X Ao q
x—1 In(1-x) }rl—r-r‘{ = - !}—IH 1-x2 2!:'_1}} 14x 2°3 :
i’
4-misol. lim ﬁ—-x(a > 0) hisoblansin.
X—oD

Yechish: Bu ham E ko‘rinishdagi anigmaslikdir. Unga Lopital
- qoidasini go'llaymiz:

o i_ o ) Y S T e ; o

;lﬂlnx - iﬂ{lﬂx}' A ;!m-_l_ N HJ:I_'IIELI i

S-misol. EE]'-I- il hisoblang,

Yechish: x — %da tg3x va tg5x lar cheksiz katta migdorlar bo‘lgani

uchun bu holda ham = ko'rinishdagi anigmaslikka kelamiz. Uni ochish
achun Lopital qoidasini go*llaymiz:
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3

iy tg3x _ . Cos?3x 3cos®5x 3 (-:us Ex)z J
~Etgsx  f 5 rl_.n% 5 cos® 3x S,I_.n% cos3x/
n:q:'ns2 5x

2
3 —5sin Sx 3 25 ’ sin5x\ 5
n;" —3sin3x/ 5 9 xl_.n% sin3x] 3

6-misol. 1irr(1] X+ In]x| ni hisoblang.
X=s

Yechish:  f(x)-g(x) = x-In|x|] bo'lib, bu 0-:c0 ko'ninishdagi
anigmaslikdir.  Umi ochish uchun  f(x)-g(x) mning ko'ninishini
o'zgartiramiz:

: ) . _Tak In|x] feo (Inlxl)' i [ _
:Irl_r.r&x In|x|(0 - oo) = LI_T.!;I) E (m) —Llngﬁ- i_t;lé =
= —lim|x| = 0.

x—0

T-misol. lim xe ™ limitni hisoblang.

Yoo

Yechish: lime™ =0 bo‘lgani uchun x —codaxe™ ifoda 0-o

X=+CD

ko'rinishdagi anigmaslikdan iborat. e™ = }; bo'lgani uchun

: =X - = lim = [(= o _ S =
lim xe™(0+ o) = lim (%) = lim 755 = lim % =0.

8-misol. llm x* hisoblansin.
x=)

Yechish: x* ifoda 0° ko'rinishidagi ko'rinishidagi anigmaslikdir. Uni
ochish uchun x* = e*"* dan foydalanamiz. Demak,

lim x*(0%) = lim exinx — oL} ¥INX
x—0+0

Buni hisoblash uchun dastlab liann xIn x ni topamiz:

X=l+

I 1

nx -7,

— 1= K =Xl =
Jpenateses= i = O = Tt st

X -~ x2
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lim xlnx
Demak, hmﬂx = g x=040 = o=
x40+

1
9-misol. ]in}l (1 + mx)x hisoblansin.
X—s
1 -
Yechish: (1+ mx)* ifoda 1 ko'rinishdagi anigmaslikdir. Uni ochish
1 1
uchun (1 + mx)x = ex"*™%) tenolikdan foydalanamiz.

lim (1 4+ m 1)%{1“'] = lim Eélniﬂmx} e 1!‘_=3'-,,§In{1+m x)
X0 x-+0 !

m
S ¢ . In(1 4+ mx) /0 .1+ mx _
lﬂ'}xln{l + mx)(0-w) = il_i’};i]—(a) = lim e OE

X

=0

1
Bu qiymatni o'z 0'miga qo‘yamiz va li!‘% (1 + mx)x(0+ ) = e™ ni hosil
X
gilamiz.

L4 1 ® "
10-misol. li_rflg (EM-—I — tgx) hisoblansin.

Yechish: x-—:% da

: —tgx ifoda o0 — oo ko'rinishdagi
cosx

anigmaslikdir. Aniqmaslikni ochish uchun ———tgx ifodani shakl
almashtirish yordamida o'zgartiramiz.

= 1 .
_l:ﬂ (msx _t'gx) (00 — ) = h“}r ;%(1 —cosx-tgx)(0-o0) =
s

1-sinx {l-sin :r.]* . —CO5X
lm; ()—lt —llqr% = li_rgctgx = .
T

Teylor va Makloren formulasi:

funksiya xeR nuqtaning biror atrofi (x, — 8, xy + &) da aniglangan
buatrofda f'(x), f"(x), ..., f™*D(x) hosilalarga ega va f™*V(x)
o nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda quyidagi fx) = fx) +

{n)
xl.'i}+ f {xu] (I I{}:IE s I nﬂgrn] | (x— Iu)" i
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alabde (2] n+1 Al AEgrey T = =
— Xp) formula o‘rinli bo‘ladi. Bunda & = x; +6(x

(n+1)!
Iﬂ},ﬂ < 8= 1,

[ma1) }
Bu formula Teylor formulasi deyiladi. R, ,,(x) = f_‘:_;%:ﬂ{x —xo)"* i

Lagranj ko'rinishidagi goldiq had deyiladi.

Teylor formulasida x, = 0 bo'lgan hol alohida ahamiyatga ega:

f i {n)
J"'.'x}=,"'{L'l}+"rff”'::c+r 0l x? e+ 2 4 Ry (1)

21 n
Odatda, bu formula Makloren formulasi deyiladi. Bu formuladan funkstya
limitini topishda, taqribiy hisoblash masalalarida foydalaniladi.

Quyida ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasini

keltiramiz:

a) f(x) = e* bo'lsin. Bu funksiya uchun

Fix) = e*, f"(x) = e*, f""(x) = e*, .. f'(x) =e* ckanligidan
flO)=1, FO)=e=1f"@)=1f"x) =10 =1,

(n=1,2..). U holda f(x) = e* uchun quyidagi Makloren formulani

yozish mumkin:

_ * xt " _ox"t oy
eX =1 +~F+E!—+ ---+E+Rn+1{x}.ﬂn+1{ﬂ = 1)l e®* (0 <6 <I)

Agar n — oo da R,,; — 0(x)—> 0 bo‘lishini etiborga olsak, f(x) =e*
2 n .

uchun e* = 1 + % + ’;— s R o % taqribiy formulaga ega bo'lamiz.

b) f(x) =sinx bo'lsin. Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun

f™(x) = (sinx)™ = sin (x +n: g) formula o'rinli ekanini topish giyin

emas.

f(0) = sin0 = 0 ekanligi ravshan. ™ (0) ni aniglaymiz:

f{“]{ﬂ) = Si?‘l'.*-é" = n=1

nir [ 0,agar n — juft bo'lsa,
(—1) 2 ,agar n— toq bo'lsa.

Demak f(x) = sinx funksiya uchun Makloren formulasi

135

m_;_-_



1.2 1.4 xﬁ xZn
= = ctill e =¥ n. + ﬂ I!1+1 i
sinx = 1 = + e -+ (=1) )i ( )

ko*nnishda bo‘ladi.

¢) f(x) = cosx bolsin. Funksiyaning n — tartibli hosilasi uchun
T
FONx) = (cosx)™ = cos (:r +n- ,—)
2
formula o‘rinlidir. £(0) = 1 bolishi ravshan.
0,agar n — tog son bo'lsa,
f™(0) =cos™= = { n g
(—1)z,agar n — juft bolsa.
Demak, f(x) = cosx funksiya uchun Makloren formulasi

xz .1'4 -]

bl IZH n+l
cusx—l—i+1—!—a+---+[—1) .{an!+n(1‘ ) 1

ko*rinishda bo'ladi. Bu yerda #(x"*') qoldiq had.

d) f(x) =In(1+x) bo'lsin. Bu funksiyaning n — tartibli hosilasini
topamiz:

fl@===0+0"% 1) =(-1)a+x072
) = (—IJ(—Z){l +272, V) = (—D(=2)(-3)A +x)*

?Fulardan foydalanib, n —tartibli hosilani topish uchun quyidagi formulani
bsil gilamiz:

FO@ = (D" = DA+ = (-1 S
0M=In1+0)=mh1=0 va f™(x) =(-1)""2(n—1)! ckanligini
worga olsak, f(x) = In(1 + x) funksiya uchun Makloren formulasi:

F 4
In(1 + x) =x—£{+f;--§+ e (=)0 Z x" =+ 0(x"*1),
.nishda bo’ladi.

11-misol. G(x) =x* —2x*+x* —x? + 2x — 1 ko'phadni Teylor
formulasi yordamida (x — 1) ning darajalari bo*yicha yoying.
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Yechish: Ko'phadni x — 1 darajalari bo'yicha yoyish uchun ko'phadni va
uning hosilalarini x = 1 nuqtadagi qiymatlarini topish kerak.

Gx)=1—-24+41-142-1=0.
G'(x) = 5x* — 8x3 + 3x% — 2x +2; G"(x) = 20x® — 24x* + 6x — 2;
GM(x) = 60x* —48x + 6, GV(x)=120x —48; G"(x)=120;
GV'(x) = 0.
G'(1)=5-8+3-2+4+2=0;, G"(1)=20-24+6-2=0;
G"(1) = 60 —48 + 6 = 18; GV (1) = 120 — 48 = 72; G"(1) = 120,
¢"'(1) =0; ..., 6™ (x) =0(n=6).

Topilganlami Teylor formulasiga qa*}famizz
E(I}“'—(x—l)3+ (x—l}“ (x—nﬁ yoki
Gx) =x5—2x* 4+ x¥ —x?+2x—1=3(x— 1) +3(x—-1)* +
+Hx —1)°.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

. Lopital qnida-itdan fuydalanib limitlarni hisoblang.

=27 o ~cosnx+l
” Ilm '3’ 1) “ —a (1 :""‘ am' 3) xﬂu —cosmx+1"
—-cosnE+1 l=sinx in sinx . insinx
_— — N lim———;
4) ;];I_.n —cosmx+1" 5}1 n}‘ ; 6) I ulnsmlx }1,..uinsm2x’
2
.. cosx—1
8 lim : 9) lim x5'"*;
x—0 e¥—1 x—+0

2. f(x) = 3x* — 4x* — x? + 5 ko'phadni (x — 2) ikkihadning darajalari
bao'yicha yoying.

3. f(x) =% funksiya uchun x, = 2 nuqtada to‘rtinchi tartibh Teylor
formulasini yozing,

16-§. Differensiallanuvchi funksiyalar hagida ba’zi bir teoremalar.
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Roll teoremasi. Agar f(x) funksiya: 1) [a; b] kesmada uzluksiz;  2)

shu kesmaning ichki nuqtalarida hosilaga ega; 3) f(a) = f(b) bo'lsa, u
holda a bilan b orasida shunday x = ¢ nugta mavjud bo‘ladiki, unda

f'(c) =0 bo'ladi.

Lagranj teoremasi. Agar f(x) funksiya: 1) [a; b] kesmada uzluksiz;
2) shu kesmaning ichki nuqtalarida hosilaga ega bo'lsa, u holda a va b
orasida shunday x = ¢ nuqta topiladiki, unda

f(b) — f(a) = f'(c)(b —a) bo'ladi.

Koshi teoremasi. Agar f(x) va @(x) funksiya: 1) [a; b] kesmada
uzluksiz; 2) shu kesmaning ichki nugtalarida har ikkala funksiya ham
hosilaga ega, shuning bilan birga, ¢'(x) # 0 bo‘lsa, u holda a bilan b
orasida shunday x = ¢ nugta mavjud bo'ladiki, unda
f)-r(a) _ f'(o)
wlb)-pla) @'(c)

bo'ladi.

Bu teoremalarda a bilan b orasida qandaydir o'rta x = ¢ giymat haqida
s0'z borganligi uchun, ular o*rta giymat haqidagi teoremalar deb ataladi.

Ferma teoremasi. f(x) funksiya (a; b) oraligda berilgan bo'lib, u shu
oraligning biror ¢ nuqtasida o*zining eng katta (kichik) gqiymatiga erishsin.
Agar funksiya ¢ nuqtada chekli hosilaga ega bo'lsa, u holda bu nuqtada

f'(c) = 0 bo'ladi.

I-misol:  f(x) =3x*—1 funksiya [1;2] kesmada Ferma
\asining shartlarini qanoatlantiradimi?

‘hish: Berilgan funksiya [1,2] kesmada monoton o‘suvchi bo'lib, u
eng katta yoki eng kichik giymatiga kesmaning chetlarida, ya'ni
uqtada o'zining eng kichik giymatiga va x = 2 nuqtada o'zining eng
\iymatiga erishadi. Bu esa berilgan funksiya [1; 2] kesmada Ferma
ining shartlarini ganoatlantirmasligini bildiradi.
2Z-misol: f(x) = 1 - Vx? funksiya [—1;1] kesmada Roll teoremasi
shartlarini qanoatlantiradimi?
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Yechish: Funksiya [—1; 1] kesmada uzluksiz va f(—1) = f(1) = 0.
Demak, berilgan funksiya Roll teoremasining ikkita shartini
ganoatlantiryapti. Funsiya'ning hosilasi

2

[ ) == 1VEZ

bo'lib, u x = 0 dan fargli nugtalarda mavjud. Bu nugta ichki nugta ba'lib,
u nuqgtada Roll teoremasining uchinchi sharti bajarilmayapti. Bu esa
berilgan funksiyaga Roll teoremasini qo‘llab bo*Imasligini bildiradi.

J-misol: f(x) =3x*—-5 funksiya [—2;0] kesmada Lagranj
teoremasining shartlarini ganoatlantiradimi? Agar ganoatlantirsa, f(b) —
fla) = =f"(c)(b — a) formulada muhim o'rin tutuvchi ¢ nugtani toping.

Yechish: Berilgan funksiya [—2; 0] kesmada uzluksiz va uning barcha
ichki nuqtalarida chekli hosilaga ega bo'lgani uchun Lagran) teoremasini
qanoatlantiradi. ¢ nuqtani aniqlash uchun

f(b) = fla) = f'(c)(b—a)ni f'(c) = f_{r%:i_'ﬁﬂ ko'rinishda yozamiz,

f(b) = f(0) = =5, f(a) = f(=2) =7, f'(c) = 6¢c bo'lgani uchun

-5-7 -12
ﬁ = e o

R bc=—, ¢ I
Demak, ¢ = —1 bo*lar ekan.

4-misol. f(x)=x2—-2x+3 va @) =x*-T7x*+20x-5
funksiyalar [1:4] kesmada Koshi teoremasi shartlarini qanoatlantirishini
tekshiring va unga mos ¢ ning qiymatini toping.

Yechish: f(x) va ¢(x) funksiyalar [1;4] kesmada uzluksiz hamda ular
['(x) =2x—2 va ¢@'(x) =3x%— 14x + 20 chekli hosilalarga ega.
Bundan tashqari, @'(x) x ning har qanday qiymatlarida noldan fargl.
Demak, berilgan funksiyalar uchun [1;4] kesmada Koshi teoremasini
go‘llash mumkin. Ya'ni,

f)-r(1) _ fie) 11-2  2c-2
el4)-r(1) = @i{cy 27-9 T 3c?-14c+20° (1<c<4).

Oxirgi tenglamani yechib, ¢, = 2 va ¢, = 4 lami topamiz. Bulardan ¢; = 2
uchki nugta hisoblanadi. Demak, bu nuqta izlanayotgan nuqta ekan.
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

1. [%:5?"} kesmada f(x) = Insinx funksiya Roll teoremasi shartlarini
ganoatlantiradimi? Javob: Qanoatlantiradi.

2. f(x) = x* — 4x + 3 funksiya ildizlari orasida uning hosilasini ham ildizi
bor ekani tekshirilsin. Bu grafik usulda tushuntirilsin.

Javob: Funksiyaning ildizlari 1; 3. f'(x) = 2x — 4 hosilanig ildizi 2 ga
teng; 1<2<3.

3. ¥ = |sinx| egni chizigning [—325;%] segmentdagi AB yoyi yasalsin. Nima
uchun bu yoyda AB vatarga parallel urunma yo*q? Roll teoremasining qaysi
sharti bu yerda bajarilmaydi?Javeb: Chunki x = 0 sinish nuqtasi (urinma

ikkita),
4.[1; e] kesmada f(x) = Inx funksiya uchun Lagranj formulasi yozilsin va
formuladagi ¢ ning giymati topilsin. Javeb: c = e — 1.

5. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi yozilsin va c topilsin.
1) [0,1] kesmada f(x) = arctgx; 2) [0,1] kesmada f (x) = aresinx;

Javob: 1) | —1; 1]J1—§5

7. f(x) = x* va @(x) = x?* funsiyalar uchun Koshining
[(b)-f(a) 1 - -
qi{b]-ﬂl::} = ﬁi formulasi yozilsin hamda c topilsin.

L P )

"p2-a? zc’ 3(a+h)

ayidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va ¢ topilsin:

0; %] kesmada sinx va cosx; 2) [1:4] kesmada x2 va vx;

Javob: l);; 2)° {!‘-‘E 2,




17-§. Funksiyaning monotonligi, Kritik va ekstremum nugqtalari.
Funksiya grafigining botiqligi va qavarigligi, burilish nuqtalari,
asimtotalari. Funksiyani to‘la tekshirish.

Funksiyaning o*suvchi hamda kamayuvchiligi:
y= f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo*lsin. Ma'lumki, ixtiyoriy x, €(a,b)
ixtiyoriy x, €(a,b) lar uchun
Agar x, <X, bo'lganda f(x, )< f(x,) bo'lsa, f(x) funksiya (a.b) da
o*suvchi,
Agar x, <x, bo'lganda f(x,)= f(x,) bo'lsa, f(x) funksiya (a.b) da
kamayuvchi deyiladi.

Oraligda o'suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar
deyiladi.

Funksiyaning hosilalari yordamida uning osuvchiligini  hamda
kamayuvchiligini aniglash mumkin.

Monotonlikning zaruriy sharti:
Agar f(x) funksiya (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo’lib, funksiya
(a,b) da o*suvchi bo'lsa, u holda f'(x)20 (IE[H,-‘.'J]) bo'ladi.
Agar f(x) funksiya (a.b) da f'(x) hosilaga ega bo'lib, funksiya
(a,b) da kamayuvchi bo'lsa, u holda f'(x)<0 (I E(ﬂ.h}} bo'ladi.
Monotonlikning vetarlilik sharti:

Agar f(x) funksiya (a,b) da /"(x) hosilaga ega bo’lib,
f'(x)20 (xe(a.b))
bo'lsa, u holda funksiya (a,b) da o'suvchi bo'ladi.
Agar f(x) funksiya (a.b) da f'(x) hosilaga ega bo'lib,




f'(x)<0 (xe(a,b))
bo'lsa, u holda funksiya (a,b) kamayuvchi bo‘ladi.
Funksiyaning birinchi tartibli hosilasi nolga teng yoki uzilishga ega
bo‘ladigan nugtalan kritik nuqtalari deyiladi.
I-misol. Ushbu y = 2 — 3x + x*
funksiyaning monotonlik oraliglan topilsin.
Yechish: Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi, (—o9; )
bo'ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:
y' = —3 + 3x% , hosilani 0 ga tenglashtirib kritik nuqtasini topamiz,
—343x2=0,3x2 =3, x2=1,x = +1.
= :
-3 4+ 3x* = 0 da o'suvchi, {I = e sadi.
=1
—3 + 3x* < 0 da kamayuvchi, —1 < x < 1 da kamayadi.

Funksiya ekstremumi. Funksiya ekstremumga erishishining zaruriy
va etarli shartlari.

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, X, nuqta o‘zining atrofi
U, (x5)=(x,—6,%,+ ) bilan (§>0) (a,b) intervalga tegishli bo'lsin.
I-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e (x, —&,x, +&) uchun

f(x)s f(x)

bo'lsa, f(x) funksiya X, nuqtada maksimumga erishadi deyiladi. X
‘nksiyaning maksimum nuqtasi, f(x,) ga funksiyaning maksimum
mati deyiladi va max (x) kabi belgilanadi: (21-shakl)
(%) =max f(x)
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maxd(x) 2-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x,—d,x,+8)

/\ uchun

f(x)z f(x)

bo'lsa, f(x) funksiya x, nuqtada minimumga

Y

1 { i
O, =4 2, =z, 3 X

21-shakl erishadi deviladi. x, funksiyaning minimum
nugtasi, /(x,) ga funksiyaning minimum qiymati
deyiladi va min /(x) kabi belgilanadi: (22-shakl) f(x,)=min f(x)
Funksiya maksimum va minimumlari uning
\ ekstremumlan deyiladi.
: min ()

| L] i =
L-8 1 4 ).E

Ekstremumning zaruriy sharti:

Agar [(x) funksiya x,e(ab) nuqtada
22-shakl ckstremumga erishsa va bu nugtada funksiyaning
hosilasi mavjud bo’lsa, u holda f'(x,)=0 bo'ladi

yoki mavjud bo‘lmaydi.
Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini keltiramiz:
Agar f(x)funksiya (a,b) da hosilaga ega bo'lib, x, e(a,b) da
f'(%)=0bo'lsin , f(x)funksiyaning hosilasi %, nuqtadan o‘tishda
ishorasini o'zgartirsa, u holda x, bu funksiyaning ekstremum nugtasi
bo'ladi:

a) Agar f(x) funksiya hosilasining ishorasi ¥, nuqtadan chapdan o’ngga
o‘tishda musbatdan manfiyga ("+" dan "-") o‘zgartirsa, u holda &
nuqtada funksiya maksimumga erishadi.

b) Agar f(x) funksiya hosilasining ishorasi X, nugtadan chapdan o‘ngga
o‘tishda manfiydan musbatga ("-" dan "+") o'zgartirsa, u holda x,
nuqtada funksiya minimumga erishadi.
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1) :V’\f‘[x)cu \/
:

JGRIG0

..,5 L x‘+|5

=% X, Rtf

23-shakl

Natijada f(x) funksiya ekstremumini topishning quyidagi qoidasiga
kelamiz:
1) Funksiya hosilasi topiladi;

2) f'(x)=0 tenglama yechiladi. Masalan X, tenglama yechimlaridan
biri bo‘lsin: ["(x,) =0;

3) x, nugtaning chap atrofi (x, —&,x,) va o'ng atrofi (x,,x+5) da
/(%)

hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidalar tatbiq
etilib ekstremum qiymati topiladi.

2-misol.Quyidagi funksiyani ekstremumga tekshiring.
x?

x—2

Yechish: Aniglanish sohasi x — 2 # 0, x #2 bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz;

}F=

 2x(x-2)—-x* x*—4x x(x—4)
G =2y (x—2)*
hosilani 0 ga tenglashtinib kritik nuqtalarini topamiz,
x #2, x = 0, x = 4 knitik nuqtalarni hosil gilamiz.

X |(==;0)[0 (0;2) |2 (2:4) |4 (4; o0)
y |+ 0 g uzilish | - 0 i
nugta
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!}’7 o ‘sadi '_}’mm kamayadi kamayadi| Ymin |0 sadi |
=0 =8

Funksiyaning {u,h] segmentdagi eng katta va eng Kichik giymatlari.

Ma'lumki, f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lsa, unda
uzluksiz funksiyalarning xossasiga ko'ra bu funksiya [a,b] da eng katta va
eng kichik giymatlarga erishadi. Bu giymatlar quyidagicha topiladi;

1) f(x) funksiyaning hosilasi f'(x) topilib, u nolga tenglanadi: f'(x)=0.
2) f'(x)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning yechimlari
X %5, X, bo‘lsin.

3) f(x) funksiyaning x,,X,,x, nuqtalardagi qiymatlari topiladi.

Aytaylik, ular f(x ), f(x,)./(x,) bo'lsin.

4) f(x) funksiyaning [a,b] segmentning chekkalari a va 5
nuqtalardagi qiymatlari topiladi: f(a),f(5).

Natijada, /(x),/(x:)./(x). f(a)./(2)
qiymatlar hosil bo'ladi. Bu giymatlar orasidagi kattasi f(x) funksiyaning
[a,b] dagi eng katta giymati, kichigi esa f(x) funksiyaning [a,5] dagi eng
kichik giymati bo‘ladi.

3-misol. Ushbu f(x) = x?e™* funksiyaning [-1,3] segmentdagi eng
katta va eng kichik qiymatlari topilsin.

Yechish: Bu funksiyaning hosilasini topamiz,
[i(x) =2xe™* —x%e* = (2x —x*)e™*
bo‘lib, hosilani 0 ga tenglashtirib kritik nuqtalarini topamiz.
S'(x)=0 ya’ni (?.x-x’)e" =0
tenglamaning yechimlari x;, =0,  x, =2 bo'ladi, chunki

145

_ — -




(2x—x%)e*=0 x=0, 2x,=2.
Endi berilgan funksiyaning bu x, =0, x;, =2 nuqtalardagi hamda

[-1,3] segmentning chetki nugtalari x, =—1, x,=3 dagi qiymatlarini
topamiz:
fR)=£(0)=0,  f(x)=/(-1)=e
f(x)=7(2)=4¢"  [f(x)=S(x)=¢"
Demak, berilgan funksiyaning [— L3] segmentdagi katta giymati ¢ , eng
kichik qiymati o bo'ladi.
Funksiya grafigining qavarigligi, botigligi, egilish nuqtasi va
asimptotasi
Funksiya grafigining qavariligi va botigligi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a.b) da berilgan, x, e(a,b) va bu
nuqtaning (x, — &, x, +48) atrofi (6>0) shu (a,b) intervalga tegishli bo‘lsin.
Berilgan f(x) funksiya grafigi — egri chizigni T, unga
xe(x,—48, x, +8) nuqgtasida o‘tkazilgan urinmani £ deylik.

Agar (x,—8,x,+8)daT egri Y

L
A PR
chizig L urinmadan pastda |

|

Joylashgan bo‘lsa, f(x) funksiya * ‘
mﬁgi [Xn—ﬁ,xn+ﬁ) .da ql‘rlriq ﬂl;.'—d' 3 até 3{
deyiladi, (24-shakl)

24-shakl

Agar (x,—8,x,+8) da I' egn chizig L urinmadan yuqorida
joylashgan bo'lsa, f(x) funksiya grafigi (x, —&,x, +&) da betiq deyiladi.




Funksiya hosilalari yordamida uning

Y
-
! N grafigini qavariqligini, botigligini aniglash
i L

mumbkin.
0l - W+ b4 L i
TE AR X Aytaylik, f(x) funksiya
25-shak] (%, —&,x,+8) da ikkinchi tartibli uzluksiz

["(x) hosilaga ega bo'lsin.
6-teorema. Agar Ge(x,-48,x,+8) da f"(x)<0 bo'lsa, u holda
f(x) funksiya grafigi (x,—&.x,+8) da gavarig bo‘ladi, agar
S"(x)>0 bo‘lsa, u holda f(x) funksiya grafigi (x, —&,x, + &) da botiq
bo'ladi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyoriy 6e(x,~8,x,) da funksiya grafigi ' urinma L dan
yugorida (pastda) joylashgan bo'lib, ixtiyoriy ée&(x,,x,+4) da funksiya
grafigi I" urinma 7 dan pastda (yuqorida) joylashgan bo‘lsa, X, nugta /(x)
funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda f(x) funksiya grafigi (x, —&,x,) da botig
(qavariq) bo‘lib, (x,,x,+dJ) da qavarig (botiq) bo'lsa, % nugta f (x)
funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigining egilish nuqtasini
topish mumkin.

Natija. f(x) funksiya grafigining egilish nuqtalarini ikkinchi tartibli
/"(x) ning nolga aylantiradigan nuqtalar orasida (/"(x) =0 tenglamaning
yechimlari orasidan) qidirish kerak.

Teorema. Aytaylik, f(x) funksiya (x, —&,x, +&) da ikkinchi tartibli
S"(x)hosilaga ega bolsin.

Agar f"(x) hosila % nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, u holda
Y, nuqta f (x) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi.
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4-misol. Ushbu funksiya gavariq va botiglikka tekshirilsin,
f(x)=x"-3x" +1 egilish nugtasi topilsin. ﬂ
Yechish: Benilgan funksiya uchun
f’[x]=3;:’ —6x, f"(x)=6x=6 bo'ladi.
Ravshanki, f"(x)=6x-6<0, x-1<0, x<l. Demak, benlgan
funksiya grafigi (—=,1) da qavariq bo*ladi.
Shuningdek, Y
f"l:x]:ﬁ.t—ﬁ::vﬂ, x—=15>0, x>1. },
Demak, berilgan  funksiya of \0_~ %
grafigi (1,40) da botiq bo'ladi. x=1
nugta f(x) funksiya grafigining
egilish nugtasi bo'ladi. (26-shakl). 26-shakl

Funksiya grafigining asimptotalari
Aytaylik, f{x] funksiva acRr
nugtaning biror (a—-4&, a+4) atrofida
(8> 0) berilgan bo‘lsin.

Aytaylik, f(x) funksiya a e ® nuqtaning biror (a- &, a+4) atrofida (& > 0)
benlgan bo'lsin.

Agar ushbu
Ll L

limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo'lsa,
x=a
to‘g'ri chizig f(x) funksiya vertikal asimptotikasi deyiladi.

Masalan, x =0 to'g'ri chiziq (ordinatalar o'qi)
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}’=;

funksiyaning vertikal asimptotikasi bo*ladi, chunki

- 1 |
lim = = 4o lim - = —oo,
x—+40X X==0 X

Agar k= }gﬁﬂfl va b = lim (f (x) — k) limitlar mavjud bolsa, u
holda
y=kx+b
to'g'ni chiziq y = f(x) funksiyaning og‘ma asimtotasi deyiladi.
Xususan, k = 0 da gorizontal asimtotaga ega bo'lamiz.
Masalan,
y=x-4
to*g’ri chiziq

= x*—-3x-2
f{x]_ x+1

funksiyaning og*ma asimptotasi bo‘ladi, chunki

o D) x2-3x-2*
E_EET_:‘%E& x(x+1)
- x*—-3x-2 — =2
il e g R s =
bo‘ladi.
S5-misol. Ushbu
f(:]:xz—z_r

=1
funksiya grafigining asimptotikalari topilsin.

Yechish: Bu funksiya x=1 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda
aniglangan va uzluksiz.
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bo‘ladi. Demak, x—1 to‘g'ri chiziq berilgan funksiya grafigining vertikal
asimptotasi bo'ladi.

Berilgan funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

x x? — 2x
k=i L2 = ym 2=
b=limx2_21—-x= im =% = -1
x—+m (x — 1) xsax — 1
A
bo'lib, y=x-1 to‘g'ri chiziq f(x) /
funksiyaning og‘ma asimptotasi ekanini =

Shuni aytish kerakki

topamiz. (27-shakl). 7/ ?’ 5 X
/

y=kx+a to'g'ri chiziq 27-shakl

£ (x) funksivaning og'ma asimptotasi bo‘lishi uchun

: )
t=im ) s imlr(0-k] o
tengliklarning o‘rinli bo'lishi zarur va etarli.
Bundan f(x) funksiya grafigining og'ma asimptotasini topish uchun
(5) limitlami hisoblash yetarli bo'ladi.
Funksiya grafigini yasash®
Endi funksiya grafigini yasashga o'tish mumkin.U quyidagi sxema
asosida bajariladi:
1) Funksiyaning aniglanish sohasini topish.
2) Funksiyani jufi-toglikka tekshirish.
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3) Funksiyani davriylikka tekshirish.
4) Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini

topish.

5) Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini topish.

6) Monotonlik oraliglarini aniqlash.

7) Ekstremumga tekshirish.

8) Botig va qavariqlikka tekshirish.

9) Funksiyaning asimptotalarini topish.
10) Funksiya grafigini chizish.

2x—1

6-misol. y = funksiyani to'liq tekshiring va grafigini chizing.

(x-1)

|. Funksiya x =1 nuqtadan tashqari sonlar o*'qining barcha nugqtalanida
aniglangan.

2. f(=x)= {._j:; = f(x) va f(=x)#=f(x), demak, funksiya tog

ham emas, juft ham emas.
3. Funksiya davriy emas.
4. x=1 nugtada II-tur uzilishga ega.

. oo k=l
.]Eﬂn'f{'t} = :I-]:ﬁu o 1}_. = 40

qolgan nugtalarda funksiya uzluksiz.

5. Agar x =0 bo'lsa, u holday =—1 va y=0 da x=—;-. Bundan kelib

chiqadiki, (0;-1) va (—; DJ nuqtalar funksiya grafigining koordinata o*qlari

bilan kesishish nugqtalari.
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6. y'=—-( h], funksiya aniqlanish sohasini quyidagi oraliglarga
x—1
bo‘lamiz: (—o; 0), (0,1), (L; +=)
(—oo; 0) oraliglarda funksiya kamayadi. (0, 1) oraligda esa funksiya
o'sadi. (I; +w) oraliqda funksiya kamayadi.
7. ¥'(x) hosila ishorasini x =0 nuqtani o‘tishda manfiydan musbatga

o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x =0 nuqtada minimumga enshadi
va y.. = y(0)=-1 bo‘ladi.

8. Funksiya botiq va gavarigligini tekshirish uchun ikkinchi tartibli

2x+1
(x=1)’

oraliglarga ajratamiz.

[_w, _%1 [_'5;1} (1 +0).

(—m; %] da f'(-l):—%-c:ﬂ funksiya qavariq,

hosilani olamiz. »*"=2-

funksiyaning aniglanish sohasini quyidagi

[-%:1) da f7(0)=2>0 funksiya botiq, (I;+w) oraliqda

f7(0)=10>0 funksiya botiq. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

r=——;- dan x=1 nugtaga o‘tishda o'z ishorasini o'zgartiradi, bundan kelib

*higadiki, [ [—iz] = —% nuqta egilish nugtasi bo‘ladi.

9. x=1 funksiyaning vertikal asimptotasi, y=0 gorzontal
simptotasi, ya'ni

bl
llﬂtf(.t--l __'.III.:

-t ”’*{x 1]‘ [I ___]

Og‘ma asimptotasini topamiz:
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uholda k=0
2x =1

e (x—1)
u holda 5 = 0. Bundan kelib chigadiki y = kx + b og'ma asimptota yo'q.

by, = lim U{l‘:l kx)= !lm =0,

10. Funksiya grafigi:

Aﬂ/\

Mustagil yechish uchun topshiriglar:

28-shakl

l. Quyidagi funktsiyalarning o’sish va kamayish oraliglarini toping:

2
Lf(x)=3x+1; 2.f(x)=—4x+2; 3./(x)= ?2 4.y(x) =

T=x
Sv(x)=x"; 6. /(x)=(x=1)"; 7)yx)=5x-3x+] 8. f(x)=x"=2x+5;
9k(x)=x"-27x 0. u{x)=x"(x=3); 1Lf(x)=x"—Tx+6 12u(x)= =3¢ + 8+ 3

llv[:]z-% x +2x=3; 14. f(x)=x=3x+10; 15.f(x)=2x"-8x+lL

16. f(x) = x> —2x%; 17. f(x)= —-.{r’" 18. f(x)=xlnx;

Javob:18) [IJ; %] da kamayadi; [;; +m] da o’sadi.

1 1 o
19. f(x) = 'ng e x* monotonlikka tekshiring.
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Javob:19). [-o0; —1] va; [1;00] dao’suvchi, [-1.1] da kamayuvchi.

.'(-'2

20. f(x) =

] monotonlikka tekshiring.

=
Javob: [—oo; —1] wva; [—1;1] va [1; ] dakamayuvchi.
21. f(x)=x —5x" +5x +1 monotonlikka tekshiring.

Javob: [—o0; 1] va[3; o0]da o'sadi, [1;3] kamayadi.

_'2 —
22. f(x) =£'E—J]?(l—'ﬂ monotonlikka tekshiring.

3
Javob: [—o0; 0] vaE ;m] da kamayadi, [ﬂ: E] da o'sadi.

e
23, f(x)= '{i_—i monotonlikka tekshiring.

Javob: [ﬁ; %] vaE: 1] da o’sadi, [—o0;0] va[l;0] da kamayadi.
1
24. f(x)=(x+1)’(x=5)° monotonlikka tekshiring.

Javob: [—-hﬂ va[5; 0] dao'sadi, [—o;—1] va[%: 5] da kamayadi.

25. (9= 26. f(¥) =+ +%+1
27.f(x)=x¢e" 28. f(x) =2 (14 x)

29, f(x)=3x'-8 +6x+1

Javob: [0; 0] dao’sadi, [—oo;0] da kamayadi.
30. f(x)=—x"—2 -Tx-x3

Javob: [—o0; 0] va [1; o] 0'sadi, [0;1] da kamayadi.
2. Funksiyaning ekstremumlarini toping.




5
a) f(x) = x%2 —2x+3 g) y=;x*+-x*+3x*+10
1 3
h}y=x+; h]:,,r:E
E-]}IE—“‘I:;IE—II-{-BI—‘E Ky=2x3+3x*—-12x+7
dy=21x3+Ix?+12x +1 fy = zx° —4x?

e] y- = Ile—l’r

. Funksiyani to‘la tekshiring va grafigini chizing.

k| 2
ajy=53—+x?-ﬁx

_ (x=1)%41
0)y = x—1
¥
VY=:=
d)y=x+3
e) y =—4x3 + 12x
ly=3x—x

g)y=12x —x3
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VI-BOB. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
INTEGRAL HISOBI.

18-§. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integralning ta’rifi,
xossalari. Aniqmas integral jadvali.

Ta’rif: Biror oraliqda aniqlangan f{x) funksiya uchun bu oraligning
hamma giymatlarida

F'(x)=/tx)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda F(x) funksiya f{x) funksiyaning
boshlangich funksiyasi deyiladi.

1-Misol :1) F(x}=f_'. , (a#1,a>0) butun sonlar chizigida f{x)=a"
na
funksiyaning boshlangich funksiyasi bo'ladi, chunki x ning istalgan
giymatida
F'(x)= (——)'=a"=f{x)
fna
tenglik to'g'ri bo'ladi.
5
2) F{x}=x? funksiya sonlar o'gining hamma nuqtalarida f{x)=x"
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki x ning istalgan
giymatida uning hosilasiga nisbatan
3
P () =x'~)
tenglik o'rinli boladi.

Berilgan funksiyaning boshlangich funksiyasini topish masalasi
bir giymatli xal gilinmaydi. Xaqiqatan ham, agar F(x) funksiya f{x)
ning boshlangich funksiyasi bo‘lsa u holda F(x)+C funksiya ham
(bunda C ixtiyoriy o‘zgarmas son) f{x) ning boshlangich funksiyasi
bo‘ladi, chunki C ning istalgan qiymati uchun (F(x)+C)'=f{x) bo‘ladi.



2-Misol: F(x)= :’_ funksiya f{x)=a'funksiyaning boshlang‘ich

na
funksiyasi

(F(x)+ C".i':[f— rC'] =a = f(x)

na

Tenglikdan esa®— + ¢ funksiya ham " funksiyaning boshlangich

Ina
funksiyasi ekanligi kelib chigadi.

Anigmas integral va uning xossalari.

Ta’rif: Agar F(x) funksiya biror oraligda f{x) funksiyaning
boshlangich funksiyasi bo‘lsa, u holda F(x}+C (bunda C ixtiyory
doimiy) funksiyalar to‘plami shu kesmada f{x) funksiyaning anigmas
integrali deyiladi va

[f(x)dx=F(x)+C

kabi belgilanadi. Bu verda f{x) integral ostidagi funksiya, flx)dx
integral ostidagi ifoda, x integrallash o‘zgaruvchisi deyiladi. Anigmas
integralni topish jarayoni integrallash deyiladi.
3-Misol : 1) [a*de=2—+C

Ina

3

2) [xtde==
) [x"dx - e

3) Id—:zlnx+C

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega :

I.  Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
ya'ni

(] fx)dx) = f(x)
Isbot: (| f(x)x) =(F(x) +C) = F'(x) = f(x)
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Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga
teng, va’'ni

d(| f(x)dx) = f(x)dx

[II. Biror funksiyaning xosilasidan olingan aniqmas integral shu
funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yigindisiga teng, ya'ni
|F'(xydx=F(x)+C
IV. Biror funksiyaning differensialidan olingan anigmas integral shu
funksiya bilan o‘zgarmas yigindisiga teng, ya'ni
[dF()=F(x)+C
V. O‘zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi tashqarisiga chiqgarish
mumkin ya’ni
| K (x)dx =k | f(x)dx
VL. Chekli sondagi funksiyalaming algebraik yigindisidan olingan
aniqmas integral shu funksiyalaming har biridan olingan anigmas
integrallaming algebraik yigindisiga teng, ya’ni
JUIR) + (0 = fi)dx=[ fix)dx + | fo(x)dx—[ f3(x)dx
Asosiy_integrallar jadvali.
I.Idr=.t+r: E.J'x"d.rzxnl +e
n+l
drx 1
3.jx—1='—;+ﬂ j—-—-_z‘j_‘-}—{_"
dr x
5. [Z=ind+ A
JI lﬂHC ﬁlnirlna+c
T jf’ﬁfx=£‘ +c 8. jsfuxdtz-cosx-!-c
9. Im::d.r=ﬂ'n.t+c 10. I =fgx+c¢
cos® x
dx X
) = 12 ——=
2 Inn x L Ismx [l1|r33[+c




H.j &k -In:‘g[£+E)|+r 14. ]rgxdr=—lrﬂcns.r|+c
COS5.X o S !
15. [etgxde = Infsin o + ¢ 16. _[ d =larcrg—+c
*+a° a a

7. !. -—-I—Inﬁ|+c 18. ! _ﬂrcm|£+r:

t*-a® 2a |x+a |'

n"I = 5

19, : = x! +a'l+c

}--u'x: +a

Bevosita integrallash usuli deb V va VI xossalami qo‘llanilishi,
shuningdek, integrallashning asosiy formulalar jadvalidan foydalanib
integrallashga aytiladi.

4-Mis ol :Integralmi toping: J' x;'l';xd:r:

3x* -3+1~—.r -
dx == — X7-1 _-'r( x= -1

s dx o 4
"J’(E )dx I3d1"— ot 3x I.?III+11+['..

Differensial belgisi ostiga kiritish usuli integral ostidagi ifodani
almashtirishdan iborat.

Masalan: dx = %d[kx + b), agar a,k- o'zgarmas bo'lsa;

xdx = lﬂ(;vrsz., cosxdx = d(sinx), sinxdx = —d(cosx),

~ =d(inx), —-= d(tgx), = d(arctgx), vahk
= 4
Smisol: [(x — 7)%dx = [(x — 7)*d(x —7) = 5=+ C.
z
6-misol: J’% = farct_gx d(arctgx) = gH iy,
1 1
7-misol: _[ IF dx = EJ' ”2 d@2x=1) ==t C
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19-8. Integrallashning asosiy usullari: o‘zgaruvchini almashtirish va
bo‘laklab integrallash.

Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Integrallar jadvaliga kirmagan integralni hisoblash kerak bo*lsin. x ni ¢ erkli
o‘zgaruvchining biror differensiallanuvchi funksiyasi orkali ifodalab,
integrallashning yangi ¢ o‘zgaruvchisini kiritamiz: x=¢(r) ,bunga teskari
t=yfx) funksiya mavjud bo'lsin, u holda
de=g'(f)dt
bo‘lib

[ Fx)dx= f(o(r)-9'(r)dt bo'ladi.

2
1-Misol : [ =% integralni toping.

: saco =S dt = 3x dx] _ ¢4t _ _
Yechish. == ] = f3{5_,z:,
= =

37 25

1, t=y5

;Int+4§+ C.

Jxra=px4q=1
1-]'!'1’;5'01: I dx = _,'|;=|‘?“----4I =
AL R T

2dt dt - J5
Tps —2[- :=lh‘: 2, ot rra-2
(=40 r-=22 2 |52 2 |Vx+4+2|

Bo‘laklab integrallash usuli.

+C

Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar x ning differensiallanuvchi
funksiyalari bo‘lsin. Bu funksiyalar kupaytmasining differensialini
topamiz:
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difn - v)=vdu+udy ,
bunda
udv=d{uv)—vdu

Oxirgi tenglikning ikkala qismini integrallab, quyidagini xosil
gilamiz:

Iudv = jd(uv} - j v
yoki
Iudv: uy — J: vdu

Bu formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
Odatda,

j P, (x)e** d’x;f E, (x)cosaxdx, f B, (x)sinaxdx, j P, (x)arctgxdx,

f P, (x)arcsinxdx, [ P, (x}!nxdx.f B, (x)arccosxdx

va shularga o‘xshash integrallar bo‘laklab integrallash formulasi orqali
hisoblanadi.

| B, (x)arctgxdx, [ P, (x)arcsinxdx, [ P, (x)inxdx, | P, (x)arccosxdx

integrallarda w uchun arctgx, arcsinx, Inx, arccosx lar qabul
gilinadi, golganlarida u uchun B, (x) ko‘phad qabul gilinadi.

3-Misol. [ xe3*dx integralni toping.

u=x dv=e¥dx| 1 x
Ixe“dx = e3% || = —g¥ __._f e dx ==e’* —
du=dx v= - 3 3 3

1 x 1
N ST Sl T e | 2N
QJ-E d(3x) 3¢ g¢ +

Ba’zi hollarda bo‘laklab integrallash formulasini bir necha marta qo‘llash
zarur bo*ladi.

4-Misol: [ e* cosxdx ni toping.
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Bu integralni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz.

u=e* dv=cosxdx
[ e* cosxdx = " :

: =e¥Xsinxy — [ e* sinxdx =
du=e*dx v = sinx " f

_l u=e*, dv=sinxdx |
du = e*dx, v = —COSX

= e*sinx — (e*(—cosx) — f e* (—cosx)dx =

=e*sinx + e*cosx — [ e* (cosx)dx
ZJ’ e* cosxdx = e*sinx + e*cosx

T
[ e* cosxdx = % (sinx + cosx).

5-Misol: [ arctgt dt ni toping.

Yechish:
I u = arctgt, dv =dt
arctgt at= = arctgt -t — f dx =
du = dt; v= 2
1572 7=f 1+t
1 [(d(t*+1) 1
=arctgt -t —— | ——— = il 2 :
g Zf 1T E arctgt-t 21n|1+t |+ C




Mustagqil bajarish uchun misollar.

l. ftx) funktsiya uchun boshlang’ich funktsiyalaming umumiy ko rinishini
toping va tekshring.

X

L f(x) =2 =2 +— 14 f(x) =

x L |
2 f(x)=x -i; + 008 X 15. f(x)= .
X d—x
3.7 (x) ='II—3 —5in x 16. f(x)=(x* —3|.:+:I}”I (2x-3)
4 f(x)=5%"—1 17. f(x) -_itlrﬂ_
5.f(x)=(2x-3) 18. f(x) =5
6. f(x)=3sin 2x 19,_;'[4-};?!;?
7./(x)=(4—5x) 20. f(x)=
xinx
10.{{;:):# 21. f{x)sin (ax+ b)
cos” [i—x]
)
11. fi(x} = 4 - 22 f(x)=+/sinx cosx
(3x—1)
2 1 20
12. = —— 23, ={2x+]
L) > cos” (3x—1) ferym=i2asl)
13. f(x) = L 24. f(x) = cos(bx + a)
e
25. f(x) = f(ax+b) 26. f(x)=x cns{x:’J

2. f(x) funktsiya uchun shunday boshlang'ich funktsiya topingki, uning
grafigi & nuqtadan o’tsin.

27.f(x) =4x +IL. M(1;4) 28, f(x)=1-2x, M(3;2)
29, f(x)=x* +2, M(2:15) 30. £(x) =~;—,~Iﬂx" +3, M(1;5)

Javob: - L, —-2x" +3x—-4,5
2x
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45, j “ir 4. LLEL

1-sin’ .:'
2
55, .lr?::.f: =53 56. J‘x_“:; (t = x* belgilash bilan)
2xd i
)Jr,:-;-; xE] 38. -‘r:e-":i {E gk 3]

59 [ —ﬁ(: Vx +1 belgilash bilan)

60. [xVx — 1dx; (t =J/x —1)
ﬁ'LJ- COSX dx: 62. Jrﬂrffgxdx‘ 63. J-II"III'.‘II. 64. J‘

sin’x

65. f ardx

z#

66. [ =2 dx; 67. [ SrocpeE: 68 [55 69.f——dx;

14+x2 Ixi-

70. a) [ xcosx dx; b) [ xsinx dx ;
71.a) [ xInx dx ; b) [ xe* dx ;

72. a) [ x*cosx dx ; b) [ x?sinx dx;
73.a) f——dx b)[ arc sinx dx ;

74a) [ xarctgxdx; 76. [ x2e**dx;
75a) [e *sinxdx; 77. [e3Xsin2vdx;

5 3 2
78.[[ 5 s " PR
J'( sin3x+ 2cos—= 2) dx J-(.;gs’ 2x sin'3x J
=t 5 e 81.[(5 % +e**?)ax
cos’ (x+4) sin” (2x—1)

82.f (3% +7.37 ) dx 075
—x

4 I4+{3x+l] 351“.5“-"1
dx
86. [ e 87. [1g Sxdx



EE.Icrg (x+5)dx

9{)1 lr-x

N I

Jﬂfa—ﬁxi-ll
93.[V2x—3 &
dx
04,
I 52—31’
3dx
0s.
IJ‘ 3x45

‘Slﬁ,“x" +3)5 x*dy

3xdx
97.| G
08 f e
1 —s

o 2

xdx
U=

]Izcusxdx
J3sinx+5

3cos xdx

IDZ._[ 31 +2sinx
103. _[ 5% xdyx

104. (e Pdx

39]3

Javob:

Javoh:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:
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dx

2x+x°

';—\‘3.1:! —S54 ¢
%ln(5+x"')+c
-%mlax*uziﬂ

2 "
Eln|35mx+5|+c

J(1+2sinx)* +c

5]:’
6In5

+c

o S

1
2




lUS.I.rcns{.x’ +3)n‘_r

3x’dx

mﬁ"l'sin: (r’ - 2}

2etdx

ID?.I—{—m

108. [ xe"dx

109. [ In|x]dx
110. [ x1n x| dx

111 [ arcegxdx
2. [ x arc1gxdx
113 [ (x—1) e dx
114. [ x cos xdx

115. | x*e*dx
116. [ e sin xdx

117. [ e cos xdx
118. [ cos 3x- cos xdx

llq.j(ﬂ-ﬁ;);dx

120. [ (21gx + 3crgx )’ dx

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:

Javob:
Javob:
Tavob:

Javob:

Javob;

Javob:

Javob:

Javob: =
Javob:

Javob:

Javob:

Javob:
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-;-sin(f +3}+.::
-ﬂg(x’—2)+c

+¢
"

5+e
e (x-1)+c
x(in|xj=1)+¢
1 s

—x lnj.t|‘lx’ +e
2 i

xurc‘tg::—%i.n{[ +x )-H_'

%{x‘um(gr-rmﬂgx-.rhr

xSinxX -+ Cosx+¢
c‘(x1—21+2}+f

L gt

— &' (sinx—cosx)+c

1 -
gez‘{sm.r-t-zcosx]-r-c
L5 b
—sin2x+—sind4x+¢
4 8

2

-i-—-?..x+lni.t|+r:

4tgx—9ctgx—x+c

s



20-§. Eng sodda ratsional kasrlarni integrallash. Ratsional kasrlarni
sodda ratsional kasrlarga ajratish. Ratsional funksiyalarni integrallash
algoritmi.

Eng sodda kasrlarni integrallash.
Quyidagi kasriar eng sodda kasrlar deyiladi:
A A Bx+C Bx+C
g m (> 1) — ] ™
x—a'(x—a) x2 +px+q' (x+px+q)
bunda A,B,C,a,p.q lar o‘zgarmas sonlar, x* + px + g kvadrat uchhad
haqiqiy ildizga ega emas.
Bu sodda kasrlamni integrali quyidagicha hisoblanadi:

LJ'Ld = ..illl".'”:’rhﬂ:| = Aln|x — a| + C.

dix-a) Iy
2‘[{1' ﬂ]mdr Aj{x n;ﬂ Af(x-—-ﬂ] Md(x —a) =
[_:....,u} Ml = A : 1
Aw—u—l_m L= e o o

Bx
3. J'x,+px+ dx integralni hisnblaymlz

X +px+q=(x+ 5)2 +q- T ko‘rinishda yozib olamiz.
Bundan,

dx

j Bx+C _J‘ Bx+C J Bx+(C
z =
Ehpag (x+%)2+q—-%2 [x+§)z+n2

F
bo‘ladi, bunda a = q — = gateng. x + £ = t almashtirish bajaramiz:

J‘ Bx+C
x2+px+gq

tdt 1 dt B
=R —_— ( — ..)J—,=_ z Z
jt=+n2+ C—Bps) | 7z =5t +a»)+

1
(C Bp 2) arctg — +Cl




Nt‘u

=§ ({x+-—)3+a] e arctg s

T

Bx+ C
fx2+px+qu=

2C— R
2
2)q -8

dx integralni hisoblaymiz.

Demak,

8
i3

In(x? + px + q) + ————arctg ——=—

x + B
(x*+px+q)m

Buning uchun ham uchunchi holdagidek almashtirish bajaramiz:
x+2=¢.
Bx+C d Bx+C
¥ =
(x* +px + g)™ f P\? pA\"
((”‘ +5) +q- ! )

Bp
1 Bt+(£‘—--i-)d£=
(t2 + a?)™
S 4 : C—B
2 1—-m (t2 +q2)m-1 ( 3 j{r"+a2)’“

I Bx+C

dx

oy = fﬁ-;_%:ﬂ? integral quyidagi rekurent formula yordamida
topiladi:
t Zm —3
jm'= 27 e = < o jme
2(m — 1)a?(t? + a®)™!' " 2(m — 1)a?
1-Misol. Quyidagi integrallarni hisoblang.

0 geips T g =il e B i
5 | cpdn [ 5dx: [ Sadx:

Yechish:
3 - d(x—7)
f.t—?dx_' 3f—£i?—= 3in|x - 7| + C.



1 d(x+1)
Jx+1dxﬁj—m—{ﬂlx+ 1|+C

—-10 d(x - 5) -
J.I-S ——IUJ?—-—IHIHII—EI"'L.

2 d(x + 8)
Ix+3d ZI—-—mZInlx+B]+E.

2-misol. Quyidagi integralni hisoblang: _|'
Y&:h:sh

2}3 ax

J’ 0 d(x-Z}_
(x - 2)3 (x—2)?

=Ef(x_2}“3d(x_2)=ﬁw+f—

1—-3
=% .,
-2
3-misol: | :,,.hﬂdx integralni hisoblang.
Yechish:
_Zx+2 d(x*+2x4+7)
st == In|x* +2x + 7| + C.
4-misol:
2x+3
I = mdr ratsional funksiyani integrallang.
Yechish:

i ] Z2x43 _ rd{x®+3x-10)
1-usul: I:1+3x_mdx = Im = In|x* + 3x — 10] + C.

2-usul: Yuqoridagi ko‘rsatilgan 3-formulaga asosan integrallaymiz:

. 3 z
x*+3x-10=(x+3) =2 deb olib,x + =t belgilab olamiz,
natijada

dx = dt bo‘ladi va bundan,

3
2x +3 2x+3 2(t—%)+3
[t [ e LR,

x2 +3x—10 3\? .4
(x+3) - :
[ 2tde , 49 3
_I Tl (t -—T)+{.‘=In|x + 3x—10| +C.

e el
=7




Ratsional Kasrlarni sodda kasrlarga yovish.

P(x) = i"f ]} ko‘rinishdagi ko‘phadlar nisbatiga kasr ratsional funksiya

deyiladi.
Agar k = [ bo'lsa kasr noto'g'ri kasr, agar k < [ bo'lsa kasr to'g'n kasr
bo'ladi. Agar noto'g'ri kasr bo‘lsa suratdagi ko'phadni maxrajdagi
ko'phadga bo'lib, butun gismi ajratib olinadi va kasr qismini sodda
kasrlarga yoyiladi.
Q(x) = A B __c
(x=x1(x=x3)..[x=xy) x=X7 X=X3 X—Xn

& Ix+2 . s . B il
5-Misol: R(x) = e e ratsional kasmi sodda kasrlaming yig'indisiga

yoying.

y 3x+2 == 3x+2 P _A.__ B =
Yechish. (x2—1)(x+2) (x=1)(x+1)(x+2) -1 * x+1 + x+2

3x+2=Ax+ 1)(x +2)+B(x — 1)(x+2) +C(x* — 1)

1 5=64 A"S
x= = 64, =z

]
Il
|

=
I

]
il
|

g

=

&
Il

O SR A (O S

(x2-1)(x+2) x-1 x+1 x+2 6x-1 2x+1 3x+2
Q{(x) _ A 2] c D
G-aff  x-a  aar  ear Tt aoF

| ol T " -
6-Misol: R(x) = % ratsional kasmi sodda kasrlaming

yig'indisiga yoying.

3 xl44xi-52-1_ A B £ =
Yechish. -1)°(x+2) = i (x-1)% = (x-1)* th x+2

X} +4x* —5x—1=
=Alx -1 (x+2)+Bx+2)x-1)+C(x+2)
+D(x—1)?)

x=1 =35 = L
‘] e ¥ e 3

1
x=-2, 9=-27C, D=—3

Il

Ay »



x* oldidagi koeffitsentlarni tenglashtiramiz

4
1=A+D,A=1—D=§
0Ozod hadlami tenglashtiramiz: —1 =24A-B + 2C — D,
10
B=2A+20-D+1=—
4 10 1 1
4+ 4xt =5x—1 3 I =% =
= -+ -4 i e
(x—1)3(x+2) x—1 (x—1)2 (x—1) x+2
1. 4 10 1 1

Sl e ol 242

Q(x) _  Ax+H Ex+D EXHK g

(F24px+q)®  xipxiq | (xP+px+q)? | (x24px+q)?

Mx+N
(xZ+px+q)t
R = (x+1) . " _
T-misol: R(x) = T O P ratsional kasmi sodda kasrlaming
yig'indisiga yoying.
Yechish:
(x+1) Ax + B Cx+D

(xz+x+2){rl+4x+5}=x2+x+2+x2+4x+5

(x+1) = (Ax+ B)(x* + 4x + 5) + (Cx + D)(x* + x + 2)
x+1=Ax+ 44x® +54x + Bx2 + 4Bx + 58 +
+Cx* + Cx* +2Cx+ Dx* + Dx + 2D

L
A+C=0 =
4A+B+C+D=0 B=0
e 1
SA+4B+2C+D=1 c=c
5B+2D =1 B
2

1 1 1

(x+1) o gXt7

(x1+x+2}(xz+4x+5)_13+x+2+x2+4x+5=




1 X +1 x+3
6 x2+x+2 6 x2+4x+5

Ratsional funksiyalarni integrallash.
Ratsional funksiyalarni integrallashdan oldin quyidagi hisoblashlar
bajariladi:
1) Benlgan ratsional kasr to‘g'ri yoki noto'g'ri kasr ekanligini tekshirish.
Agar noto‘g'ri kasr bo‘lsa suratdagi ko‘phadni maxrajdagi ko‘phadga
-bo’lib,butun qismini ajratib olish.
2) Kasr maxrajini ko'paytuvchilarga ajratish.
3) To'g'ri ratsional kasmi eng sodda kasrlar yig'indisiga yoyish.
4) Eng sodda ratsional kasrlami integrallash

) 15x%-4x-81
8-miisol. Ushbu f (x=3)x+4)(x—1)

Yechish: Ushbu integralni hisoblash uchun sodda kasrlay yig‘indisiga
yoyamiz,

dx integralni hisoblang.

15x* —4x—-81 A i B “ G
x—3Nx+H(x-1) x—3 x+4 x-1

Umumiy maxraj berib, ikkala tomonidan ham maxrajlarini tashlab
yuboramiz:

15x2 —4x—Bl=A(x + ) (x—-1)+B(x-3)(x-1)+

+C{x—3)(x+4)
Xususiy giymatlar usulidan foydalanib x = 3 qiymat bersak,

15:9—-12—-81=A43+4)(3-1)
135 —93 = 144, 144 =42, A=3.
x = —4 giymat bersak, 1516 + 16 —81 = B(—4 —3)(—-4—1)

358 =175, B=5.
x =1 qiymat bersak, 15 —4—81 = C(1—3)(1 +4)

173

7,



—10C=-70, C=1T.
Demak, A, B, C larni giymatlarini o‘rinlariga qo'yib quyidagi sodda
kasrlarga yozamiz:
15x* — 4x — 81 3 5 7
G-Nax+HE—-1) x—3 x+4 x—1

15xt—4x—81
(x=31x+4)(x-1)

fﬁtﬁ == 3in|x — 3| + 5ln|x + 4| + 7ln|x — 1] = In (x —
33 (x +4)°(x — 1)

Integralni  topamiz: [ dx = f‘ﬁ'}'di + fﬁ:dx -

Mustaqgil bajarish uchun misollar.

Quyidagi anigmas integrallarmni toping:

; adx dx |
L. Ix-—ﬁ 2. IE:— 3. 'I'Iz+4‘
xdx 3
* ‘[x*-r?‘ 3. ‘I-xz-—l 6. J-xz—‘i'
dx 3dx xdx
J: -‘[ 5x2413’ Jr{Zr-B}i' g‘txz-m}! -
0 (2x—2)dx xtde (3x*—2x)dx
" (x-2x-16)7" " (x3-8)" T (x-x242)V
dx
19 - (1+x)dx
J“:u:?+!'»:r . 15 Ix=-5x+ﬁ ! I{x2+1}(x=+xﬂl'
.__.d't__ & dx L xdx xdx
16"’-—:2+x3 : 1?"r;[x‘T1]’ 18. _[ ].19 J'1+x3 :
- 7x=15 ) dx
Zﬂ_f x"' +1" 121, -r 1— le-u:* 12 f 51—u3+x3dx ‘ 23'-{ (x2—4x+5)(xT—4x+4)
dx J 11x-9 : 3 43x2-3x+1_
2 ‘r (1+x?)(1+x)(14x7)" 25 [:—31*{r+t}dx’ 26.f (1+x%)(x-1)?’
J- xl+8 28 jx"+2x'+2x‘-1
x(x+2)%' x542xF4x *

(5x°+9x%—22x—8)dx
(x?—4)x

x*—3xi-3x-2
x(x2-x-2) '

29. [ . 30. [
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21-§. Trigonometrik funksiyalar qatnashgan ba’zi integrallarni
integrallash. Ba'zi bir irratsional ifodalarni integrallash.

Trigonometrik  funksiyalar gatnashgan integrallar quyidagi
ko‘rinishda bo*lishi mumkin:
. [sinmx-cosnxdx ;  [cosmx-cosnxdx ;[ sinmx-
sinnx dx .

I [sin™x-cos™x dx; Bu yerdam van lar haqiqiy sonlar.

L. [sin®*™xdx; [cos®"xdx;n>0,n€Z

IV. [sin®™x.cos*xdx;n>0m>0n€eZmeZ

V. [R(sinx)cosxdx; [ R(cosx)sinxdx;

V1. [R(sinx,cosx)dx;

Bu integrallaming har biriga to'xtalamiz.

I.[ sinmx-cosnxdx ; [cosmx-cosnxdx ;[sinmx:
sinnx dx

Ko‘rinishidagi integrallar funksivalar ko‘paytmasini yig'indiga
almashtirish formulalari yordamida integrallanadi.

Ular quyidagilardir:

1) sinmx - cosnx = —;- [sin(m + n) x + sin(m — n) xJ;
2) cosmx -cosnx = %[cus(m +n)x + cos(m — n) xJ;
3) sinmx - sinnx = % [cos(m — n) x — cos(m + n) x];

1-misol. [ sin6x - cos7x dx integral hisoblansin.
Yechish: Berilgan integralni  hisoblash uchun sinbx - cos7x
ko‘paytmani yig*indi bilan almashtiramiz.

1
J-.r.'inﬁx -cosTxdx = 3 J-[sin(ﬁx + 7x) + sin(6x — 7x)] =

1 1 1
= Ej{sin 13x — sinx)dx =§[5in 13rdr-ijsinxdx =

_1 c0513x+ e c0513x+msx+c
=535 TesR+tl==—mp 3 :

2-misol. [ cos 3 x - cos9x dx integral hisoblansin.

V73
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Yechish: Berilgan integralni  hisoblash uchun cos3 x - cos9x
ko'paytmani yig‘indi bilan almashtiramiz.

1
cos 3x - cos9x = -Z—[CDE(S +9)x +cos(3 —9)x] =

1 1 1
—_Z-J (cos12x + cosbx)dx = EI cos12xdx +—2—j cos bx dx =

1 I:sin 12x +sin 6x e _ sin12x b sin 6x +C
N2 2 et ==y 12 '
3-misol. [ sin2x - sin5x dx integral hisoblansin.
Yechish: Berilgan integralni  hisoblash uchun sin2x - sinSx

ko'paytmani yig'indi bilan almashtiramiz.

1
sin2x -sin5x = -é-[cos{z —8)x—cos(2+5)x] =

1 1 1
=§J' (cos3x —cos7x)dx = chns Exd_r—EJ cos7xdx =

1 {sin 3x i sin 7x e sin3x sin7x
=23 7 ) - 6 14
IL [ sin™x - cos™x dx ko‘rinishidagi integrallarda quyidagicha hollar

bo‘lishi mumkin:

1-hol. Sinusning daraja ko*rsatkichi m tog musbat son, ya'ni m = 2k + 1.
Bu holda integral ostidagi ifoda quyidagicha o‘zgartiriladi:

sin™x = sin®**1lx = sin®*x - sinx = (sin®x)* - sinx
= (1 — cos*x)* - sinx

bo‘lganligi uchun integral ostidagi ifoda
fin™x - cos™x dx = (1 — cos®*x)* - cos™x - sinx dx ko'rinishga keladi.

\gar bu yerda cosx = t deb olsak, u holda sinx dx = —dt bo'‘lib, integral
ostidagi ifoda

(1 — cos?x)* < cos™x - sinx dx = —(1 — t?)¥t™ dt

ko'rinishga keladi wva integral darajali funksiyalar yig'indisini
integrallashdan iborat bo*ladi.

4-misol. [ sin”x dx integral hisoblansin,
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Yechish. sin”x = sin®x - sinx = (sin®x)? - sinx = (1 — cos®x)? » sinx
bo‘lganligi uchun

[sin"xdx = [(1 — cos?x)? - sinx dx = {cosx = t, sinx dx = —dt}=

J(I —t2)? (=dt) = ‘Ifl —t?)3de =—f(1 —3t% + 3t* —t%)dt =

e 3cos®x cos'x

=—t+ 13— — — = — 0s3x —

+ = +,?+C cosx + cos”x . 7
2-hol. Kosinusning daraja ko‘rsatkichi n toq manfiy son, ya'ni n = 2k +
1bo'lsin.

U holda

cos"x = cos?**1x = cos?*x - cosx = (cos*x)* - cosx

= (1 — sin?x)* - cosx
bo'lib, integral ostidagi ifoda
sin™x - cos™x dx = sin™x (1 — sin®*x)* - cosx dx ko‘rinishga keladi,
Agar bu yerda sinx = t deb olsak, u holda cosx dx = dt bo'lib, integral
ostidagi ifoda

sin™x (1 — sin?x)* - cosx dx = t™(1 — t?)* dt

ko'rinishga keladi va integral darajali funksiyalar yig'indisini
integrallashdan iborat bo‘ladi.
S-misol. [ cos®x dx integralni hisoblang,

Yechish. cosSx = cos*x - cosx = (cos®x)? - cosx = (1 —sin’x)? -
COSX

bo'lganligi uchun,

[ cos®x dx = [(1 — sin®x)? - cosx dx = {sinx = t,cosx dx = dt}=

I(l —t?)*dt = [_{1 —t%)?dt =J{1 — 22+ tY)dt =

1

Iy



: 2t? 4 5 i _ 2sindx 5 sin®x i
= ——t— = —sinx — ;
3 5 3 5

3-hol. Sinus va kosinuslar daraja ko‘rsatkichlari yig‘indisi m +n juft
manfiy son, ya'ni m+n= -2k (k> 0,k € Z).

Bu holda integral ostidagi ifoda ikki xil ko' rinishga ega bo'ladi:

1) Integral ostidagi funksiya kasr bo'lib, uning surati sinusning darajasidan,
mahraji esa kosinusning darajasidan iborat bo‘ladi yoki aksincha bo'lib,
ulaming daraja ko'rsatkichlari bir vaqtda juft yoki tog . m + n manfiy
bo‘lganligidan mahrajning daraja  ko'rsatkichi suratning daraja
ko'rsatkichidan katta ekanligi kelib chigadi.

2) Integral ostidagi funksiya surati o‘zgarmas sondan, mahraji esa daraja
ko‘rsatkichlari bir xil (juft yoki tog) bo‘lgan sinus va kosinusning
ko‘paytmasidan iborat.

Qaralayotgan holda (m +n = —2k) tg x = t yoki ctg x = t almashtinsh
yordamida berilgan integral ko‘phad yangi o‘zgaruvchi t ning butun manfiy
ko'rsatkichi daraja yig'indisining integralidan iborat bo‘ladi. tgx =t

almashtirish qilinganda sinx =-—ﬁ% , COSX = hl?:_ = ::2 hosil

bo‘lishini, agar
ctg x = t almashtirish gilinsa

dt

1 t x
, COSX = —T i ‘lichi arda
Jise s » dx 2 hosil bo'lishini naz

nx =

\MIZ.
[ sin*"xdx; [ cos?™xdx ; (n > 0,n € Z) ko'rinishdagi integrallar
in*x = i (1 — cos 2x) va cos’x = %{1 + cos 2x)
formulalar yordamida soddarog integrallarga keltiriladi va hisoblanadi.

2
6-misol.  [cos*xdx = [ (cos?x)?dx = [ (Z2ZE) dx =5 (1 +
2cos2x + co5%2x) dx = %(x + sin2x + [ cos*2xdx) =
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1+cosdx d sin4gx

1 . x
=2 (x + sin2x + [P dx = 2 (x + sin2x + 5+ 70) +C.

IV. [sin®™x- casz"x dx; n>0m>0n€ZmeZ ko'rinishdagi
integrallarni hisoblashda ham

sin’x = % (1—cos2x) va cos’x= %(1 + cos2x) formulalardan
foydalaniladi.

Ba'zi hollarda bu formulalar bir necha marta go‘llanilishi mumkin.
7-misol. [ sin®x - cos®x dx integralni hisoblang.

Yechish: [ sin®x - cos?x dx = -l-f(l — cos 2x)(1 + cos 2x)dx = %j’[l -

cos*2x) dx = —(x - j' (1 + cosdx)dx = (x ~1y —““") +C=
1 Sm-lx

2 8

4

+ C.

V. [ R(sinx}casxdx integral  sinx = t, cosxdx = dt almashtirish
yordamida [ R(t)dt integralga keltiriladi.

[ R(cosx)sinxdx integral cosx =t, sinxdx = —dt almashtirish
yordamida — [ R(t)dt integralga keltiriladi.

VI. [ R(sinx, cosx)dx integral sin va cos ning ratsional funksiyasining
integralidan  iborat bo'ladi, tg% =t (—m <x<m) almashtirish
yordamida integrallanadi.

: 25i x x 2sin J—;msi Zstn‘;msg Etg;
sinx = - CO0S == = —i: = :
il 2 oS 2 1 cdslgr—;-sng 1+£g1§
. e cusp—-sinz% 1-tgz§
COSX =CoS " ——S8Sin"—= 5 —
2 2 casz-l—rs m"E 1 +t§*§
sinx = 2ige 2t COSX = 1—:_:;2- it dx = 225 bo'ladi.
= 1+:g1§ T 1422 T o14eg?s = Lz’ 1+t2
8-misol. [ —— 2 __ aniqmas integralni toping.
3+55inx+3cosx

Yechish: tg= =t belgilashdan foydalanib, sinx = Ei-,, =

141975 1+t=
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1-tg%= 1-t2 2dt
COSXx =—= = = dx = -
14ig= 142 2

zdt 2dt
}'_—“_ S H-t! = 1462 =
I+Ssinr+icose -r T 31= el Jr 343t 410t 43-302
1+:! :+:1 1402
— 2dt dr L x - ‘ ¥
S et 5!n|5r+3|+£ = Emlsrgz+j +C.
- costxdx . s
Q-misol. Im mt::g:ralm hlﬁﬂh]ﬂﬂg1
: costxdx i cosdrdx ro,s.r[l-sinz.t'}dr -
Yechish ‘rﬂnzx+5£n.x = fsiu{1+s!nx} = J- sinx{1-+s5inx) =

cosx(1 — sinx)dx COSX cosxsinx
= - — —dx — | ————dx =
sinx sinx sinx

d(sinx)
— I - — J cosxdx = In(sinx) — sinx + C.
sinx

Ba’zi bir irratsional funksiyalarni integrallash.

Integral ostidagi funksiyada o‘zgaruvchi x, ax + b, ax?® + bx + ¢ lar kasr
darajalarida qatnashgan ayrim hollarda integrallaming hisoblanishini
misollarda bayon etamiz.Shuni aytish kerakki, bunday hollarda integrallar

o'zgaruvchilami almashtirish yordamida ratsional funksiyalarga keltiriladi
va hisoblanadi.

O-misol. Ushbu " dx integral hisoblansin.

Yechish: Bu integralda x = t# almashtirish bajaramiz.Unda

dx = 2tdt bo'lib,
o= [-= 2l =20 = a1t Lalad matiiadsaatsional fariksiyaiti
‘ “‘,-— 14¢ 1%t adi, nalljjada ratsiona Iyamn
integrallashga keladi.

Tudt"f(t_1+fﬁ dt--—t+fn|t+11+£:

bo*lib,

fmdt— (—';—t+fnlt+ll)+£.‘=:2-25+2£n!r+ 1|+ C
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bo*ladi.
11-misol. Ushbu [ ——~— ,_{1 ,J_
Yechish: Bu integralda x = t® almashtirish bajaramiz.Unda
dx = 6t°dt bo'lib,

integral hisoblansin,

t?+1—1

[J__=ﬁf_ﬁ__ﬂ=ﬁf_
Vx(1+ 3x) £3 (1 +t2) (1+t?)

-_-a(fdt-—

Mustaqil bajarish uchun misollar.

dt =

6arctgt + C.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

I. [sin3x-cos4xdx; 13. [ cos7x - cos3x dx ;
2. [ecos5x-cos2xdx; 14. [ coséx - cosdx dx ;
3. [sin2x - sin3xdx: 15. [ sin5x-sinxdx ;
4. [sin3x-cosS5xdx; 16, [ cosx - cos3xdx
5. [sin*x-cos®x dx; 17. [ sin®x - cos*x dx;
6. [sin®x-cos’x dx; 18. [ sin?x - cosx dx;
7. [sin®xdx; 19. [ cos®x dx;
8. [sinxdx; 20. [ cos’x dx;
9. [sin®Sxdx; 21. [ cos®3x dx;

dx
oY ‘rslnﬁx. 2. Icoslx
11, 'r5 Esmx 23. ’I-5+4m.rx
I{z sinx)dx f dx J--J"d:r 26. ‘f‘l rdx
Z+4cosx ' S T 1+Vx
2?} o—dx; 28.[ 2 dx; 29. T ax; 30, [ - dx;

1E1



22-§. Aniq integralga Keltiriluvchi masalalar. Aniq integralning ta’rifi
va uning asosiy xossalari. Nyuton-Leybnits formulasi. Aniq integralda
o‘zgaruvchini almashtirish. Bo‘laklab integrallash.

1.Aniq integralga keltiriluvchi masalalar.
Aniq integralga olib keladigan ba’zi masalalami ko‘rib chigaylik.

a) Egn chizigh trapetsiyaning yuzini topish masalasi.
[a, b] kesmada y = f(x) funksiya berilgan bo*lsin.
y = f(x) funksiya x =a,x=b to'g'ri chiziglar va Oxo'qi bilan
chegaralangan shaklga egri chizigli trapedsiya deyiladi.
la, b] kesmani n ta bo*lakka bo*lamiz,

a=x, <x3 <x,<--<x,=hvaegr chizigli trapetsiyani n ta kichik
egn chizigli trapetsiyalarga ajratamiz. Har bir  [x;_;, x;] kesmada ixtiyoriy
£; nuqtani olamiz va f(£;) ni o'tkazamiz.
Ax; = x; — x;_; egni chizigli trapedsiyachalar asosi va balandligi f(§;)
bo‘lgan to'gri to‘rtburchak chizamiz. Bu to'gri to'rtburchaklami
yuzalarining yig‘indisi ¥.;_, f(£;) Ax; dan iborat bo*ladi.Bu yigindi integral
yig'indi deyiladi.

Egni chizigli trapedsiyaning yuzi uchun
5= ﬁ!:{r_% 2i=1 f(€;) Ax; ni qabul gilamiz.

2. Aniq integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari.
Ta’rif: Integral yig'indining maxAx; - 0 dagi limitiga y = f(x)

funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq integrali deyiladi va quyidagicha
helgilanadi,

SFEdx = lm S (6 Ax. 22.1)

Bu yerda f(x) funksiya integrallanuvchi funksiya, a va b mos ravishda quyi
va yuqori chegara, f(x)dx ifoda integrallanuvchi ifoda.

Asosiy xossalari:

1. Quyi va yuqori chegaralaring o‘rinlari almashsa integralning ishorasi
teskarisiga o'zgaradi:




f.f(r)dx =— ff(x)dx:

2. Integrallash chegaralari teng bo‘lganda integralning qiymati 0 ga teng
bo'ladi:

f *F0dx =0

3. [a,b] kesmani orasidan olingan d son uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

Lbf(x}dx = J:I fx)dx + Lbf{x}d:c;

4. Chekli sondagi funksiyalar vig‘indisining aniq integrali qo*shiluvchi
funksiyalar aniq integrallarining yig*indisiga teng:

o () £ g())dx = [ f(x)dx + [, g(x)dx;
5. O'zgarmas sonni aniq integral belgisi ostidan chigarish mumkin:

I: kf(x)dx =k f:f(x)dx; k = const;
3. Nyuton-Leybnits formulasi.
Aniq integrallami hisoblashda Nyuton-Leybnits formulasi
f:f(x}dx = F(x)|3 = F(b) — F(a) dan foydalaniladi. (22.2)

I-misol: Aniq integrallarmi hisoblang:

2 2  dx e lnx
a) [ 3x%dx; b) Js T s) J, —dx;

Yechish. a) .I'f 3x2dx =$|§ gt
b) faz (5::1]: — %J‘;(Sx +1)2d(5x+ 1) = _TIE{SI +1)722 =

il

10°
1
5) f:ledx = [ Inxd(Inx) = %!nlef = % In’e -“%h‘lzl =i
4. Aniq integralda o*zgaruvchini almashtirish. Bo‘laklab integrallash.
f: f(x)dx integralni o'zgaruvchilarni almashtirish usuli bilan hisoblashda

x = @(t), a <t < B almashtirishni qo‘llaymiz. [, f] kesmada
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x = (t), @'(t), f(o(t)) funksiyalar uzluksiz va ¢(a) =a, @) =b
bo'lsa

U holda quyidagi formula o‘rinli:

f; f)dx = [, P Flo(t) @' (t)dt.

2-misol: ‘|'1 T F‘.i’ ———dx integralni hisoblang.
1+/x=t
A 4 1 = (=1)" 32(1-1) 31
Yechish: [ mmsdx = |ldx = 2(t — Dde|| = J; =74t = 2),G-
x=1ldat=2

x=4dat=3
D=2(ne+ )} =2(n3+2—tn1-2) =213 -2,

[, b] kesmada u = u(x)va v = v(x) funksiyalar uzluksiz hosilalarga ega
bo'lsin. Bo*laklab integrallash formulasi o‘rinli bo'ladi.
Ya'ni,

h b
J udv = uv|? —I vdu.
a a

3-misol. J’; Zxarctgxdx integralni hisoblang.

u=arctgx, dv = 2xdx

Yechish: _[: 2xarctgxdx = e
14x2

2

1 12
x x*4+1-1
= arct x-xz'l_j dx = arct 1_‘[._._.—
g lo o 1+ 2x2 Ao 5 1+=xZ

1

™ g Tt
= — _ = —_— —_ 1
i (1 1+xz) dx I (x —arctgx) | 7 1+

4-misol. [, In (1+ x)dx integralni hisoblang.
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u=In(1+x), dv=dx
=In(l1+=x)-

Yechish: [ In(1 + x)dx = i =
0 du = de, P=7

x]g —

—f’td—tz ol 12]11 ) dx =
01+II_R_L — x—n—u( )9 =

=n2—(x—In(1+x))|} =2—-1+In2=2In2-1.

5. Aniq integral yordamida geometrik, fizik va texnik masalalar
vechish.

Aniq integral fagatgina geometrik masalalarni yechishda keng go’llanilib
golmasdan, balki aniq integral yordamida gator fizik, texnik va boshqa
mazmundagi masalalami yechishda ham foydalanish mumkin. Qanday
mazmundagi masalalar yechilmasin ular bir umumiylikka ega. Barcha
masalalarda cheksiz ko'p qo’shiluvchilarga ega bo’lgan yig indining limiti
hisoblanadi. Amaliy masalalarni yechishga aniq integralni qo'llashda
quyidagi qoidaga rioya qilish lozim.

I. Erkli o'zgaruvchini tanlash, izlanayotgan miqdor yetarlicha kichkina
gismlarga bo'linadiki, ularning soni ortib borgan sari har bir migdor nolga
intilsin,

2. Yugori tartibli cheksiz kichik migdorlar e'tiborga olinmasdan
izlanayotgan migdorning cheksiz kichik qismlari f(x) axy, elementar qismga
almashtiriladi.

3. Erkli o'zgaruvchini « dan sgacha o'zgarishda qarab, izlanayotgan
miqdor integral yig'indining limiti sifatida aniglanadi:

lim ;z:l:f{,r{] Ax, = [ £ (x) dx

Ax,—wl)

a) Kuch ta’sirida bajariladigan ishni hisoblash masalasi.
F o'zgaruvchan kuch ta'sirida to'g'ri chizigli harakat gilayotgan
moddiy nuqtaning bajargan ishi
- = . b

A= lim EF{S,) AS = lim EF(S,)M =[ F(S)ds  (223)

AT =)
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formula bo yicha hisoblanadi.

5-masala. 44 kuch prujinani 8 sm cho’zadi. Prujinani 8 sm cho’zish uchun
qanday ish bajansh kerak?

Yechish. Guk gonuniga ko'ra prujinani « kattalik gadar cho zuvchi kuch
F =k formula yordamida hisoblanadi, bunda & - o'zgarmas proportsionallik
koeffitsienti

ﬂ} a)

3_039] i

0

-y

o S

Hy

29-shakl

0 nuqta prujinaning erkin holatiga to'g'ni keladi. & doimiyni aniglaymiz.
Masala shartidan 4=k.0,08 tenglikni olamiz. Demak, k=50 va F=50s(4)
formula bo’yicha bajarilgan ishni hisoblaymiz:

0,08
A:L snsds=25f| %% 25.0,082 =0,16 @

¥
b) s yuzaga suyuqlikning beradigan bosim kuchi

P=y _[:5 dh (22.4)
formula bo’yicha topiladi.

6-masala. Silindnk bakning pastki asosi tekislikdagi teshikdan kirayotgan
suv butun bakni to’ldiradi. Suvning silindr asosi yuziga beradigan bosim
kuchini toping. Bakning balandligi » ga, asosi radiusi r ga teng.

Yechish. Suyuglikning bak asosiga beradigan bosimi (30-shakl).

iy 1Y i
.F=pg.L s::ﬂdﬁng hds, gds, g=9,81 ——

fﬁr
) b
DE L C formula bo’yicha hisoblanadi.
s Baads Bunda ds = dv=nr'dh
Al
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Suvning bak asosiga beradigan bosim
kuchini hisoblaymiz:

- th
P= pgf: serihdh = 25

PR
(- suyuglikning zichligi)

v) Bosib o‘tilgan yo‘lni tezlik bo‘yicha topish masalasi. Agar moddiy
nuqta biror chiziq bo'ylab harakatlanib, uning tezligi moduli « vaqtning
funktsiyasi, ya'ni &= () bo’lsa, u holda nuqtaning [r;r,] vaqt oralig’ida
bosib o’tgan yo'li

S=["|rw) dr (22.5)
formula bo'yicha topiladi.

7-masala. Moddiy nuqta ixtiyoriy chiziq bo’ylab

§=5-4r+¢ gonun bo'yicha harakatlanmogda. 0<r<5 oraligda nuqtaning
holatini va bosib o tgan yo'lini toping. (+-sekundlarda s va / metrlarda).

Yechish. 1)t = S5sek; S=(5—4-5+ 25) = 10;

DV =58 =(5—4t+t2)t' = -4+ 2¢.

Agar 1 €[0;2] bo'lsa, 9<0;

Agar 1<[2;5] bo'lsa, 920,

Moddiy nuqtaning «bosib o'tgan yo'li (23.5) formula bo"yicha topiladi:

e=["19] de = [ |-4+2¢ de = [ (—4+2¢)de+ [ (—4+2¢) de =~
—(e*—ac)| I+ (2 —4c)| 1=—4+8+25-20-4+8=13}

4. Yassi egri chizigning statik momentlari va og'irlik markazining
koordinatalarini hisoblash.

Massasi m ga uzunligi Lga teng bo’lgan 48 yassi egn chiziq y=f(x).
a=x<b funktsiya grafigidan iborat bo'lsin. Faraz qilaylik, 48 egri chiziq bir

IET

o,



jinsli bo'lsin, ya’ni massa tagsimotini ifodalovchi p chizigli zichlik egr
chizigning barcha nuqtalanda bir xil bo’lsin.

Y14
— -
x
7
B
0 x g
31-shakl

Soddalik uchun p=1 desak, egri chizigning m massasi son jihatidan uning
L uzunligiga teng bo'ladi.

m=L=[" 147 ax (22.6)

yassi egri chizigning koordinatalar o'qlariga nisbatan statik momentlari.
M, =" yde=["yT+37 dx, (22.7)

M, =["xde=["xf1+y7 dx (22.8)

formulalar bo’yicha hisoblanadi.

8-masala. " +)'=a" aylana yoyining 1-chorakda joylashgan gismining
og'irljk markazini toping.

y
y=x
2 Yechish. Masala shartidan >0, y>0
bo'lishligi kelib chiqadi.
s Aylana tenglamasidan y=+a’-< bo’ladi
0 ST T
(4-rasm). Bu tenglikni differentsiallab, topamiz
32-shakl
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2x X X

Y e p— . — -
2Ja’ —x* Ja —x° ¥

Aylana yoyining |-chorakdagi qismining uzunligini topamiz

i “2wa = ﬂ

4 2

Bu yoyning massasi m= ? bo’ladi.

(22.7) formula bo'vicha yoyning exo0'qga nisbatan statik momentini
hisoblaymiz:

M,=E_'.*.,|I'1+;.*” ir:j:_:.- I+[-i

(II) formula bo'yicha yoy oglirlik markazining ordinatasini topamiz.

&

2
n_'"

]’ II'I‘.‘=I:__'L'-—:: y+x .ri\:=j:mit:ﬂ.t

__M'r__nz_za
yf_m _f_f‘__-ﬂ".
2

Aylana yoyi birinchi koordinatalar burchagining bissektrisasiga nisbatan
simmetrik joylashgani uchun, bu yoyning og'irlik markazi y=x to'gm
chiziq ustida yotadi.

2a Eiu 2::)
X =Y == c —-.:—

- & #

T

5. Yassi figuraning statik momentlari va og'irlik markazining
koordinatalarini hisoblash.

y=f(x),a<x<b egri chiziq, ax 0'q, x=a, V2 x=5 to'gn chiziglar bilan
chegaralangan moddiy yassi figura berilgan bo’lsin.

Yassi figuraning massasi uning yuzi bo’yicha tekis taqsimlangan bo'lsin,
ya’ni massa zichligi o'zgarmas bo'lib, p=1 bo’lsin. Bunday holda egri
chizigli trapetsiyaning massasi son jihatidan uning § yuziga teng bo’ladi:

m=5 =" ydx (22.9)
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Koordinatalar o'glariga nisbatan berilgan figuraning M, va u, statik

momentlan
1 ¢
Mo== j'“ 3 dx, (22.10)
h %
M, = xydx (22.11)

formulalar bo'yicha hisoblanadi.

Yassi figura og'irlik markazining koordinatalari ham yassi egri chiziq
og'irlik markazining koordinatalaridek aniglanadi va uning koordinataln

£
- 2 o

J-_r edx
e T R U s OV RD S

1
e j‘: e ¥ i - 5 yedx

i

x‘=

formulalar bo"yicha topiladi.

9-masala. Jx+J/y=Ja epn chizig va koordinatalar o'qlari bilan
chegaralangan figuraning og'irlik markazi
koordinatalarini toping.

Vi

a

Yechish: Berilgan figura  birinchi
koordinatalar  burchagining y=x
bissektrisasiga  nisbatan  simmet-nk
joylashgan bo’ladi.

- Shuning uchun jismning og'irlik markazi
% y=x to'g'n chiziq ustida yotadi (5-rasm).

22-chall




ﬂ-+-ﬂ=£=}y=a+x—21}ax.G'E.rﬂa:
A, =_II':_1:W-‘_¥ =I:.‘.’{ﬂ+ r—Zy"ax} dx=~3€i—;~:
¥
A, =-é-jv:y2 CL‘I:E% J:.{a-I-_t—Z a..rrcf_'r:-%.-;
=

m =5 -=‘r:yd.x =_r:(a + .r—ZJa._r)ﬂtt =%;

o - a &= a i
e ™ ¥ =3 5" §

Mustaqil bajarish uchun misol va masalalar.
l. y=x'+2 parabolaning o(0;0) va A(2:6) nuqtalari orasidagi yoyining

uzunligini toping. Javob: !.:Jl_?+%ln[4+d’ﬁ]

2. v' =(x-1) egri chizigning 4(2;-1) va & (5-8) nuqtalari orasidagi yoyining
uzunligini toping. Javob: ;—T{WJE-HJE}

3. y=+ parabolaning «-0 va r=2 vertikal to'g'ri chiziglar orasidagi

yoyining uzunligini toping.
4. y* = ¢ chizigning «=0 va x=1 (y=0) vertikal chiziglar orasidagi yoyining

uzunligini toping. Javob: %[E\E—I]
5. y' =2 chizigning x=0 va ;=% vertikal chiziglar orasidagi yoyining

uzunligini toping. Javob: 4 %’;-

6. "+ )"" =a"" astroida yoyining uzunligini toping. Javob: 6a
7. 95" =4x' egri chizigning (0; 0) va (%2V3) nugtalari orasidagi yoyining

uzunligini toping. Javob: 4%.
8. rn%x’—l egri chizigning or ©0'q bilan kesishish nuqtalari orasidagi

yoyining uzunligini hisoblang. Javob: J6+In(V2+3).
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9. y=+" parabolaning 0(0;0) va A{%;i] nuqtalari orasidagi yoyining ox

27
0'q atrofidagi aylanishidan hosil bo'lgan jism sirtining yuzini hisoblang.
Javob: 287
729

10. »" =2x egri chiziq 0(0;0) va 4(15; ¥3) nugqtalari orasidagi yoyining ax 0'q

atrofida aylanishidan hosil bo'lgan aylanish sirtning yuzini toping.
Javob: ?T‘

11.y=sinx sinusoidaning o<x<~ kesmadagi tarmog’ining ar 0'q atrofida
aylanishidan hosil bo’lgan sirtning yuzini toping. Javob: 4::(\5 +In(1+ \En

12. = argument « dan & gacha o’zgarganda x*+,° =R’ aylana yoyining os
0’qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan Shar kamarining sirtini toping. a va
b qanday bo’lganda. Bu sirt sfera sirtini ifoda giladi?

Javob: S=2xR(b-a). a==Rb=R.

13. 4y—»* =0 parabolaning «=2 va x=4 vertikal to'g'ri chiziglar orasidagi
yoyining or 0°q atrofida aylanishidan hosil bo’lgan aylanma sirtning yuzini
toping.

14. Prujinani 0,01 m qismi uchun 104 kuch kerak. Prujinani 0,04 m siqish
uchun gancha ish bajariladi?

Javob; 0,8 5.

15. Prujinani 0,03 m siqish uchun 16 j ish bajariladi. 144 j ish bajarib,
prujinani gancha sigish mumkin? Javob: 0,09 m.

16. Kanalning kesimi balandligi # asoslari « va s ga teng bo'lgan teng yonli
rapetsiya shakliga ega. Kanalga quyiladigan suv tug'onni ganday kuch
| lan bosishini toping (a > 4, - trapetsiyaning ustki asosi).

(a+2b) K

i}

2~ suvning zichligi, g-erkin tushish tezlanishi).

17. Silindr shakldagi idish moy bilan to'ldirilgan. Agar idishning balandligi
H=3i va radiusi R=15/ bo’'lsa, moyning idish yon sirtlariga beradigan
bosimini hisoblang. Moyning zichligi smjﬂ:. Javob: 105920,1/ .

vob: o8,




18. ¥+ =4’ aylananing ar 0°q ustida yotgan qismining (yoyining) og'irlik
markazini toping. Javob: [u;%}
19. """ + 3" =a™ astrondaning birinchi chorakda yotgan yoyining og irlik

- T
markazini toping. Javob: (;a; = a).

20. y=2x-<',y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning ogirlik

markazini toping. Javob: [ii—]

21, y=cosx, y=0, x=0,x =% chiziglar bilan chegaralangan figuraning

og'irlik markazini toping. Javob: (RT_E %]

22. Bir jinsli yarim doiraning og"irlik markazini toping. Javob: [ﬂ: %J.

23. Uzunligi a=25i , radiusi ~=20i bo'lgan yarim silindr shaklda bo’lgan
basseyndagi suvni chiqarish uchun bjariladigan ishni hisoblang.

400000
Javob: A= 3 P

24, Balandligi #=3.5i va radiusi r=15i bo'lgan silindr shaklida bo’lgan
bakdagi benzin uning devorlariga beradigan bosimni hisoblang.

Javob: 18,345 o

25. Diametri 20 m bo'lgan yarim sferik shakldagi idishdan suvni chigarib
tashlash uchun gancha ish bajariladi? Javob: 2,5.10"wkd-i .

26. Kengligi 20 m va chuqurligi 5 m bo’lgan to'g i to'rtburchak shakldagi
shlyuz-darvozaga suv qanday bosim beradi? Javob: 48 t.

193



MNazorat testlari.
L. [ @« +2x)dx ni toping.
A) 3P +2x' +C B) 52 +2¢° +C C) #£+22+C D) = +x*+C

2. [2e0s2xdx ni toping.

A) sin2x+C B) %mlculsxlw 0) _llm |m:=.t1”? D) %*-;,,-H c
3, Integralni toping ie;dx

A) *S(e-1) B) %{r-]} C) £+2 D) ste' -1

4 jﬁ,ﬁ integralni hisoblang.

Ay =1+ 25 +C B) 2¢ +haje~1|+C oylnbe-2]+C

5. I(h‘ +3}i’ integralni hisoblang.

4 4

A}IT+3I+C B) JI:?+3.:c+-';‘

i 4

3:’+IT+4;+C D) IT+E‘+%+C
? ¥ - "
54X integralni hisoblang.

2 2 | 1
-—+C —+C -— =
= B) o C) Jx v +C D) 5 +C

: [27x%dx integralni hisoblang,

A) Elx’+%+{:’ B) 2.:+£+C‘ C) 9x*+1-C

3
= D) 9 +C

2 - -
8. Jlm"‘ﬁ integralni hisoblang.
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= S e e { £+C D) arcig LG Py
A) arctg >+ € B) 2m~:lg~i+{, C) arctg ) a

In3
Il—nEG’I integralni hisoblang.
X

2 Inx P 2
A.] i%{_c B:l Z{IH.I'J: e C} Un.rr rC Dy -2—+2 +x°+C

J‘“M integralni hisoblan
SEE integrain B
1 :
A) Elnismxhc B) ! Linjeos i £+ 264€

Inx . Xy
C) cuﬁjr+-!2—ln]l;05=1+f [']}—2—~+':| +x"+C
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