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So‘zboshi

Respublikamizda turli texnikaviy jarayonlarning rivojlanib
horishi mexanik harakatning yangi-yangi muammolarini
yechish va hal gilishga chorlamoqda.

Nazariy mexanika mexanika fanining asosiy qismi
ho'lib, uning qonunlari va usullari hozirgi zamon fan
hamda texnikasining amaliy va nazariy masalalarini hal
<lilishning asosiy tekshirish vositasi bo‘lib qoldi. Shunday
ckan, nazariy mexanikaning yakunlovchi qgismi bo‘lgan
analitik mexanikaning asosiy tushunchalari va qonunlari
hayon qilingan mavzularni chuqur hamda mazmunli
o'ij'.anish tabiat va texnika fanlarining ayniqsa, nazariy
li/.ikaning navbatdagi bo‘limlarini muvaffaqiyatli o‘zlash-
lirish uchun zarurdir.

Analitik mexanikaning bunday mavzulariga: mexani-
kaning differensial va integral prinsiplari, Lagranjning 1
va 11 tur tenglamalari, siklik integrallar hamda saqlanish
gonunlari, Gamiltonning kanonik tenglamalari va bosh-
galai kiradi. Analitik mexanika qonunlari va usullari
universal xususiyatga ega. Uning usullari bilan fagatgina
nn x.mik masalalar tekshirilib golmasdan, balki elektr,
elrkliomagnit, yoruglik, atom va atom yadrosi masalalari
ham tek-.hiiiladi. Shuning uchun ham analitik mexanika-
ainh. j'.'oya va iisullarini chuqur oV.lashtirish muhim aha-
imvaina ega.

N.i/.iliv nn yawka va uning goMlanilishiga doir muam-
iiinl.min 11 qih.lid.i bu I.mj’a (cgishli boMgan masalalarni
Hull ammai hilau yechi-.h inuhiin ahamiyatga ega.

Ma/kw t>*mv (Jo‘llanmani yo/ishdan magsad — analitik
nu’sanikaniiH’ asosiy gonunlaii va usullarini bayon gilish, bu
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gonun hamda usullarni aniq masalalar yechishda goMlashdan
iborat.

QoMlanmada ba’zi bir nazariy (dalillar) tushuncha
(teorema)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan-
gan manbalar adabiyotlar ro‘yxatida ko‘rsatilgan.

Ushbu kitobning har bir mavzusida oldin nazariy mate-
riallar bayon qilingan, so‘ngra o‘rganilgan materialga oid
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va ma-
salalar berilgan.

Kitob ilk marta chop etilayotganligi sababli ayrim xato
va kamchiliklardan holi deb bo‘Imaydi.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilash uchun bildirilgan fikr
va mulohazalaringizni mamnuniyat bilan gabul gilamiz va
oldindan minnatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar



I Mumkin bo‘lgan ko‘chishlar prinsipi

I. Nazariy gism

Mu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog’lanishlar
\.i ularning klassillkatsiyasi, mexanik sistemaning mumkin
bo'lgan (virtual) ko‘chishi, sistemaning erkinlik darajasi,
ideal bog‘lanishlar va mumkin bo‘lgan ko‘chishlar prinsipi
liagida ma’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

1. Shu vaqtga gadar Nyuton mexanikasining asoslarini
o'rgandik. Endi Lagranj mexanikasining asoslarini o ‘rga-
mshga o‘tamiz. Lagranj mexanikasi ko‘pincha analitik
mexanika nomi bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko‘radi.
Hu hiri bilan ma’lum munosabatda bog4angan hamda har
Imi nuqtasining harakati boshga nuqtalarining holati va
liarakatiga bog‘lig bo‘lgan moddiy nuqtalar to‘plamiga me-
\anik sistema deyiladi. Istalgan mashina yoki mexanizm
mexanik sistemaga misol bo‘la oladi, chunki mashina va
mexanizmlarning qismlari bir-birlari bilan sharnirlar,
sici jenlar, tasmalar, tishli g‘ildirakli vositasida bog‘langan
Ilacli. Bu holda sistema nuqtalariga bog‘lanishlar orqali
Imiiladigan taranglik yoki o‘zaro bosim kuchlari ta’sir giladi.

Mexanik sistema o‘zgarmas va o ‘zgaruvchan sistemaga
ho'linudi.

Ak-‘i mexanik sistemani tashkil etuvchi nuqtalar orasi-
(Li)’i m.r.olalar uning harakati davomida o‘zgarmasdan
»ul i lunulay mexanik sistemaga o‘zgarmas mexanik siste-
uhi di'Vilaill

M.r.alan, ahoslot gattig jismni o°‘zgarmas mexanik siste-
in.i del) gniash mumkin.

| ndi c*ikin va erkin bo‘lmagan mexanik sistemalar
(ONluini'lia kinhladi.



Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasi-
dagi masofasi uning harakati davomida o°‘zgarib tursa, bun-
day mexanik sistemaga o°‘zgaruvchan mexanik sistema deyila-
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o‘zgaruvchan mexa-
nik sistemaga misol bo‘la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistemalarga qo‘llab
bo‘ladigan harakat va muvozanatni o‘rganishning umumiy
va yagona metodlari o‘rnatiladi. Mexanik sistemaning
mumkin bo‘lgan barcha harakatlarini o‘rganish va tekshi-
rishda matematik analiz metodlari asosiy vosita bo‘lib
xizmat qiladi.

Analitik mexanikada chigariladigan harakat tenglamalari
mexanik sistemaning ko‘rinishiga, sistema harakatiga
go‘yiladigan shartlarning xususiyatlariga bog‘lig boMmaydi.

Analitik mexanikaning umumiy tenglamalari sistema
harakatining xossalarini umumiy tekshirish uchun, shuning-
dek, mexanikada anig nazariy va amaliy masalalar yechish
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari fagatgina nazariy tekshirish-
lar uchun fundamental ahamiyatga ega bo‘lmasdan balki,
muhandislik amaliy hisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib shakl-
lantiriladi hamda chiqgariladi.

2. Erkin va crkin bo‘Imagan nuqta hagida nuqta dina-
mikasida to‘liq tasavvurga ega boMgan edik.

Endi erkin va erkin bo‘lmagan mexanik sistemalar tushun-
chasi kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning har bir nuqtasi fazoda istal-
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik
sistemaga Quyosh-sayyoralar sistemasi misol bo‘ladi. Barcha
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud bo ‘lib,
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech nima
chegaralamaydi. Ular orbita bo‘ylab erkin harakat giladi. Agar
mexanik sistcmani tashkil giluvchi nuqtalar vajismlar fazoda
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni
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nute holatiga va tezligiga to‘sqginlik giluvchi cheklashlar
I". 1.i, u holda bunday mexanik sistema erkinmas sistema
«i'siliuli. Mexanik sistema nuqtalarining koordinatalariga va
ul.m li /.liklariga qo‘yilgan barcha cheklashiar bog'lanishlar
el. Ml.uli. levarak-atrofdagi istalgan mexanizm, qgattiq jism,
i i,tiem qurilma erkinmas jismga misol bo‘la oladi. Bog*-
I.mi .lining sistemaga ko ‘rsatgan ta’siri bog'lanish reaksiya kuchi
& I) alaladi.

Slumday qilib, bogManishlar sistema nuqtalarining koor-
dinatalariga va tezliklarining o ‘zgarishiga cheklanishlar qo ‘yadi.

Analitik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz-
nk1n ko‘rinishida ifodalanib yoziladi.

Reaksiya kuchi sistema ko‘chishga intilayotgan yo‘nalishga
<|.nama-garshi tomonga yo‘nalgan boladi. Reaksiya kuchining
l'isir gilayotgan kuchdan fargi shundaki, reaksiya kuchi
n inni harakatga keltira olmaydi. Uning kattaligi va yo‘nalishi
li .inga ta’sir gilayotgan kuchlarga bog‘lig. Shuning uchun
n'iiksiya kuchi oldindan ma’lum bo ‘Imaydi.

3. Sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlarning xususiyatlari
l.uf;ilgina sistemaning harakatiga bog‘lig boMmasdan balki
M-.lema harakatini o‘rganish uchun gollaniladigan usullarga
li.im bog‘liq bo‘ladi.

Slumday ekan boglanishlarni bir-biridan farglash va
ularni turlarga ajratish muhim ahamiyatga ega. Bog‘lanishlar-
ning muhim belgi va xususiyatlariga garab turlarga bo ‘linadi.
Mog‘lanishlar birinchi navbatda ikkita sinfga bo‘linadi:
icolnnomli va golonomsiz bogfanishlar. Agar bog‘lanishlar
kooidinatalarga nisbatan chekli sondagi tenglamalar yoki
i* io*.i/liklar bilan ifodalanadigan bo‘lsa, bunday bog-‘lanishga
fllolonomli bog'lanish deyiladi. Golonomli bog‘lanishlar
kooidinatalarga nisbatan intcgrallanuvchi differensial
k nv.lamalar bilan ifodalanib yoziladi. Boshqacha aytganda,
r,olnnomli bog‘lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt
bo yicha hosilalarini o0‘z tarkibiga olmaydi. Bunday bog*‘-
liim .hlarning ifodalari umumiy holda quyidagi ko‘rinishga
cgn:

f(xhyhZi,t%Q, /=1n (0
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Golonomli bog'lanishlarni ko‘pincha geometrik bog'la-
nishlar ham deyiladi. Golonom bog‘lanishli nuqta (jism)
ma’lum bir sirt yoki egri chiziqg bo‘ylab harakatlanadi.

Sigilmaydigan va cho‘zilmaydigan /1B sterjenning nugq-
talari uchun sterjen golonomli bogianishdir.

Chunki sterjenning uchlaridagi nuqtalarining harakati
bir-biriga bog‘lig bo‘lishi bilan birga, ular koordinatalari-
ning barchasi ixtiyoriy bo‘lmasdan, quyidagi qonunga
bo‘ysinadi:

\AB\ = <J(xiB - xiA)2 +(yiB - yiA)2 +(ziB —ZfA)2 » i =hn.

Agar bog‘lanish sistema nuqtalarining holatigagina emas,
balki ularning tezliklariga ham chek qo‘ysa, bunday
bog‘lanishga golonomsiz bogfianish deyiladi. Golonomsiz
bog'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydigan
differensial tenglamalar bilan ifodalanadi. Golonomsiz
bog‘lanishning tenglamalari nuqtalarning koordinatalari va
ularning vaqt bo‘yicha hosilalarini bog‘laydi. Shunday qilib,
golonomsiz bog'lanishlar integrallanmaydigan, umumiy
holda

4>, yi,zi,xi,yh ZiJ) =0 (/= 1,8) (2)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar bilan tavsiilanadi.
Integrallanmaslik shu ma’noda tushuniladiki, bog‘lanishni
ifodalovchi tenglamaning chap tomonini koordinatalarga
nisbatan birorta funksiyaning to‘liq diffcrensialiga keltirish,
ya’ni df(xhyj,Zi,t)- 0 ko‘rinishda ifodalash mumkin
emasligi tushuniladi.

Ko‘pincha golonomsiz bog‘lanishlarni kinematik bog‘la-
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nuq-
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik va
tezlanishlariga ham chek qo‘yiladi. Agar (2) kinematik
bog‘lanish tenglamasini integrallash yo‘li bilan (1) ko‘rinishga
keltirish mumkin boflsa, bunday bog‘lanish golonomli
bo'ladi.

Agar mexanik sistemaga K ta bog‘lanish go‘yilgan bo‘lsa,
u holda bog'lanish tenglamalari soni k ta bo‘ladi:

fj (*i,Y-~2i,*1,)%2i,0 = 0 3)
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i=1n, j=1K=~
Agar bog‘lanish golonomli bo‘lsa, uning bog‘lanish
ik iif.lamalari quyidagi ko‘rinishga ega boladi:
fj(Xi,yi,Zi,t) =0 4

i=1n, j=1J-"

Iloglanishlar vaqtga oshkor bog‘langan va bog'lanmagan
ho'lishi mumkin.

Agar bog‘lanish vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmasa, ya’ni /
-.i(L bog‘lanish tenglamasi (tengsizligi)da oshkor
(J;ilnashmasa, bunday bog‘lanishni statsionar bog‘anish
deyiladi.

2 2 2
Agar nuqta - +~- +7--1=0 tenglama bilan ifodala-
a b c
nuvchi ellipsoid sirtidayotsa, bu tenglama bogllanishning
ko‘rinishi vaqt bilan o‘zgarmasligini ko‘rsatadi.

Nuqta esa doim bitta ellipsoidda yotib, fazoda ko‘chmaydi
v.i deformatsiyalanmaydi.

Agar bog‘lanish vaqgt o‘tishi bilan o°‘zgarib tursa, ya’ni
bog‘lanish tenglamasida t vaqt oshkor gatnashsa, bunday
bogManish statsionar bo 1magan bogianish deyiladi. Masalan,

agar sterjenning ( uzunligi berilgan gqonun bo‘yicha xususiy
holda I = +asinw/, (Ilg>a) gonun bo‘yicha o°‘zgarsa,
bunday holda bog‘lanish tenglamasi

x2+y2+z2- (M0 +”7sinto)2 =0
ko'iinishga ega bo‘lib, t vaqt bu bog‘lanish tenglamasida
o.hkor gatnashadi. Agar bog‘lanishlar tenglamalar bilan
ilodalanadigan bo‘lsa, bunday boglanishlarni boSshatuvchi,
g-.ar bog‘lanishlar tengsizliklar bilan ifodalanadigan bo‘lsa,
bunday bog‘lanishlarni boShatmovchi bogianishlar deyiladi.
4. Analitik mexanikada keng qo‘llaniladigan mumKkin
bo’lj-.an (virtual) ko‘chish tushunchasini shakllantiramiz.
Nugla yoki sistemaning mumkin bo‘lgan ko‘chishi deb,
M'.Icma nuqtalarining bog‘lanishlar tomonidan go‘yiladigan
b.uvlia cheklashlarini ganoatlantiradigan (buzmaydigan) yoki
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bogianishlar bilan birgalikda bajaradigan cheksiz kichik
ko‘chishiga aytiladi. Ko‘pincha cheksiz kichik mumkin bo‘lgan
ko‘chishni virtual ko'chish deb ham ataladi.

Sistema nuqtalarining mumkin bolgan ko‘chishlari quy-
idagi ikkita shartni ganoatlantirishi kerak: 1) mumkin bo‘lgan
ko‘chish cheksiz kichik migdor bolishi kerak. Chunki chekli
ko‘chishda sistema boshga holatga o ‘tib, muvozanat shartlari
boshgacha bolib golishi ham mumkin;

2) sistemaga qo‘yilgan barcha bogianishlar saglanishi
kerak, bordi-yu bogianishlar buzilsa, sistemaning ko‘ri-
nishini o°‘zgartirgan bolamiz (sistema boshgacha sistema
bo‘lib goladi).

Nugta uchun mumkin bo‘lgan ko‘chish tushunchasini
golonom boglanishli hoi uchun garab chigiladi.

Biror M(x0,y0,z0) nuqta
f(x,y,z,t) =0

tenglama bilan aniglanuvchi sirtda joylashgan bolib, uning
holati t vaqgtning tayinlangan tQgiymatiga mos keluvchi

'‘b=x0"*" +Yom +Z0 , radius-vektor bilan aniglansin. MQ
nuqgtaning cheksiz kichik s5r atrofidagi holatlarini tekshi-

/- rasm.



mini/, y.mu uning atrofiga tegishli bo‘lgan M (x0 +8x,y0 +

At , i(S) nuqgtani garasak uning holati (1- rasm).

r(f)  J\)() +8r - (x0+5x) T+(yo+fy)ej +(zo +8z)k
i n(tn-. vektor bilan aniglanadi. Bunda 8x,8y,Sz miqdorlar
al« M'klorning koordinata o‘gqlardagi proyeksiyalar bo‘lib,
nr e i \8-J +8z-k vektori ro(t) radius-vektor bilan
ini«ll.niuvchi nuqtaning r{t) radius-vektor bilan aniglanuv-
. In liolatga o‘tishdagi ko‘chishini, ya’ni ro(t) radius-
vi Morning cheksiz kichik orttirmasini ifodalaydi. Ana shu 8r
m Kloi mumkin bofigan ko Tthish vektori deb ataladi.
Ko‘pincha sr vektorni /t)(/) vektorning variatsiyasi,

lining 8x,8y,8z proyeksiyalarini esa koordinatalarning
\.mia(siyasi deb ataladi.

r(t) vektorning

X0 + Sx,>>0 +
koordinatalari bog‘lanish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama-
.mi ganoatlantirishi kerak:
/(no+Sx, Yo+fy, 30+5r,0=0. (5)
Bu tenglikning chap tomonini 5x,5>>5r ning darajalari

bo'yicha gatorga yoyib, 8x2,8y2,822,8x8y,8x8z,8y8z,...
mi(|dorlar gatnashgan hadlarni e’tiborga olmasdan,
/(*o>y0’2,t) =0 ekanligi e’tiborga olinsa, koordinata-
l.uning variatsiyalariga go‘yiladigan cheklashlar sharti hosil
ho'tadi:
8x + Sz=0 (6)
dXJO dz

((>) tenglikning geometrik ma’nosini tushuntiramiz.Sirt-
iiill)” (Jaralayotgan J/( nugtasining normali bo‘yicha yo‘nalgan
bn lik vektorni n desak, bu vektorning koordinata o‘qlarida-
im pmyeksiyasi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslariga teng
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bo“lib, yo‘naltiruvchi kosinuslar esa Xususiy

hosilalarga proporsional bo‘ladi. Bunday holda (6) tenglikni
quyidagicha yozisii mumkin:
nmr =0c¢ @)

Bu tenglikning chap tomoni n va 5~ vektorlarning skalar
ko‘paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko‘paytmaning nolga ten-
gligi esa n va 8r vektorlarning olzaro perpendikular boMish-
ligini bildiradi. Demak, (7) tenglikdan 5r vektorning n
normalga perpendikular bo‘lishligi kelib chigadi. Bu esa 8r
mumkin bo‘lgan ko‘chish vektorining A/jnuqta orgali o4gan
urinma tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemaning
muvozanatini tekshirish uchun qo‘llaniladigan yana bir
tushuncha mumkin bo‘lgan ko‘chishda moddiy nuqtaga
go‘yilgan kuchning bajargan elementar ishi tushunchasidan
foydalaniladi.

Kuchning elementar ko‘chishdagi bajargan ishi skalar
migdor bo‘lib, F vektor kuchning mumkin bo‘lgan 5r
vektor ko‘chishga bo‘lgan skalar kokpaytmasiga teng bo‘ladi.
Elementar ishni 51 orqali belgilansa, uning ifodasi

8A = F-8F (8)
koordinata shaklida esa
51 = Fx8x + Fy8y + Fz8z (9)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar mexanik sistema nuqtalariga F\,F2,...,Fn, kuchlar
go‘yilgan bo‘lib, ular bu kuchlar ta’sirida 8r\,8r2,...,8m
mumkin bo‘lgan ko‘chishlar olsa, u holda bu kuchlarning
virtual bajargan ishi sistemaning virtual kofhishdagi ishi
boladi.

Bu ish 8A =2)5/1» =~ 257~ koordinata shaklida
K K

quyidagi formula yordamida topiladi:
6A = X (Fkx&xk + PkybYk + Fkz8Zk) (10)
K
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(> Moddiy nugqtalar sistemasining bog‘lanish reaksiya
I ws lil.inning istalgan mumkin bo‘lgan ko‘chishda bajargan
i.llluming yig'indisi nolga teng boisa, bunday bog‘lanishga
lilt .il bogianish deyiladi. Ideal bog‘lanishlar uchun quyidagi
ifiiflik o‘rinli:

Sif = X Rk&k =0. (11)
K

Ideal bog‘lanishlarga absolut sillig tekislik, sirti absolut
eL11iq sterjen va hokazolar misol bo‘ladi.

7 Mumkin bo‘lgan ko‘chishlar prinsipi. Agar moddiy
nntli;ilar sistemasi muvozanatda bo‘lsa, u holda sistemaning
liii ganday mumkin bo‘lgan ko‘chishida faol kuchlarning
lul;irgan ishi nolga teng boMadi, ya’ni

8/ =x K =X fr 8ii =0 (12)
K K

Koordinata shaklida

bAa = £ (Fxkbxk + Fykbyk + Fzk8zk) =0 (13)
K

Il. Masalalar yechish

I- inasala. AB richagning yelkasiga FA va FB kuchlar

normal ravishda ta’sir giladi. 0 tayanch nuqtasiga nisbatan
nt hat’ Ji B nuqtalarining mumkin bo‘lgan ko‘chishlarini
In\obl;ing va richagning muvozanatlik shartini o‘rnating.

Yichish. 1) AB richagda mumkin boMgan ko‘chish uning
hiv;incll 0 nuqtasi atrofidagi 8¢ cheksiz kichik burilish
buuhiigidir.

Kichag 0 tayanch nuqta atrofida burilganda Awa B nuqg-
i.iltii AAj va BB]aylana yoylari bo‘ylab siljiydi. Taqriban bu
Hlir.hlarni tolg‘ri chizig kesmalariga almashtirib, A va B
iiin|liilarning mumkin bo‘lgan ko‘chishlarini hisoblash
nmmkin (2- rasm):

8SA = OA mbp = 26(h; bSB = OB mbh = 65¢).



Bx Bl 2). Richagning muvozanat-
A lik shartini o‘rnatamiz. &SA va

A a 1) B
b 5SB miqdorlar mos ravishda

N
1\ bs\ 7\

A A Fa va FB kuchlar go‘yilgan
oy ' 1'F,,A va B nuqtalarning mumkin
5. rasm boclg_an ko‘f:hishlarini i_foda-

' laydi. Richagga ideal

bog‘lanishli sterjen deb gara-
sak, mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipiga ko‘ra quyidagi
tenglik hosil boMadi:

Fa&$4 + FB6SB = 0.
Bunda 55 =cbth; 6SB =-b&qp FAa&y- FBb$q =0 =
=>(Fa a- FBm)8th =Q=>FA a-FB-b=0
=> Ve(p ®0 »FAa = FBb *

Shunday qilib, richagning muvozanatlik shartini 0
aylanish markaziga nisbatan qo‘yilgan kuchlar momentlari-
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. Muvozanat holat vaqtida krivoship-shatun

mexanizmining Kkrivoshipiga ta’sir etuvchi juftning M
momenti bilan porshenga ta’sir etuvchi p bosim kuchi

orasidagi boglanishni toping. Krivoshipning uzunligi OA =r
ga, shatunning uzunligi AB =1 ga teng (3- rasm).
Yechish. 8th — krivoshipning M momentli juft ta’siri-

dagi mumkin bo‘lgan burilish burchagi, 8SB esa p bosim
kuchi ta’sirida porshen-
ning olgan mumkin
boMgan ko ‘chishi bo‘Isin.
Shatun-krivoship mexa-
nizmiga mumkin bo‘lgan
ko‘chish prinsipini
qo ‘llanilsa
PbSB - N/sh=0

tenglik hosil bo‘ladi.

3- rasm.

14

umunil wp  «oAdt, bSB =VBdt ekanligi e’tiborga olinsa
,JuNKLi~i tenglik topiladi.
P$B =M : (1
l'ihli bs va wg/i orasidagi bog‘lanish o‘rnatiladi. A

iiinjla > o)gAr tezlikka ega. Bu tezlik OA ga perpendikular
Mi'nalgan. B nuqtaning tezligi esa BO to‘g‘ri chizig bo‘ylab
ve»'nalgandir. Tezliklarning proyeksiyalari haqidagi

cosa = -&Bcosj3.

/((MD-AOAB uchun tashqgi burchak bo‘ladi:
.0il) d¢+p. Bundan a =90°-(¢ + @ boiishligini topa-
iii!/ va

cosa sinto +ﬁ) . -
0, bA-—-=- - = LU'AT““(:DSO%)O *"'(sin @+ QOS¢ +/g(3)

sin
[l burchak topiladi. OAB uchburchakdan —ygsz—

1 ur 1k hosil boMadi. tg@83=-rii= =
yj\ -sin" p
lihii’.a, quyidagi natija kelib chigadi:

formula e’tiborga

b B= Qoiar(1+ FCOE?_m )81Md. 2
4t -r sin ¢
(>) ni (1) ga go‘yib, quyidagi izlanayotgan bog°‘lanish
topiladi:

r QOS¢
M =Pr 1+
yje2 - r2sin2d

\' masala. Qismlardan tuzilib, uchta tayanchda turgan
I/’> lo'sin C nuqtada sharnirli biriktirilgan ikkita to‘sindan
Wmiiit To‘singa 2 /, 6 t va 3 / vertikal yo‘nalgan kuchlar
[,i wn qgiladi (4- rasm). 0 ‘lchovlar ko‘rsatilgan. A, B va D
iiiti|lalaidagi tayanch reaksiyalarini aniglang.

15



4- rasm.

Yechish. AD to‘sinni muvozanatdagi AC va CD to‘sin-
lardan iborat bo‘lgan ikki qattiq jismdan tashkil topgan
sistema deb garaymiz.

Mumkin boMgan ko‘chish prinsipini qo‘llab, A, B va D
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniglanadi.

1 Ra tayanch reaksiyani aniglash uchun A tayanch bog*-

lanishdan ozod qilinadi, ya’ni bu tayanchni uning RA
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nuqta veitikal yuqoriga
yo‘nalgan 5rA mumkin boMgan ko‘chish beriladi. Buning

natijasida P\ kuch qgo‘yilgan E nuqta ham 5rE mumkin

boMgan ko‘chish oladi. 5rA va 8rE mumkin boMgan ko‘chish-

lar orasidagi bog‘lanishni CEE'va CAA® uchburchaklarning
o ‘xshashligidan foydalanib o‘rnatiladi. 0 ‘xshash uchbur-
chaklarning mos tomonlari proporsional bo‘ladi:

_E_g_ = _E__E_r _?_ = E’r_ => Orr = G—a

AC AA' 2a  8rA h A~
AC to'singa mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipini
goMlanilsa, quyidagi tengliklar hosil boMadi:
16



-RA8IA + PJbiE = O

-Ka ®/NT+2PTE="°"

/I tayanchning reaksiya kuchini aniglash uchun, bu
i*i\.inchni fikran olib tashlab, uning ta’siri RB kuch bilan

ilin.ishtiriladi. C sharnirga vertikal yuqoriga yo‘nalgan 5rc

ni«aikin boMgan ko‘chish beramiz. P\,P2,RB va P3 kuchlar
iln'yilgan E, N, B va K nuqtalarning mumkin bo‘lgan
bi’<hishlarini mos ravishda &&E,8rN ,&Bva orqgali
ImInlanadi. Bu mumkin boMgan ko‘chishlarni uchbur-
»1111laming o ‘xshashligidan foydalanib, 5rc mumkin boMgan
i"-lush orqgali ifodalanadi:

&B =-5rc\ brKk =-5rc.
2 3

Mumkin boMgan ko‘chish prinsipiga ko‘ra
PSrE + P28rN + RB$rB + P2SrK =0,

22rc+6~Src-RB-hrc+3-Urc=0,

1+5- —RB +1 - O,

18- 2RB +3 =0,
2RB =2\, RB =105 t.
17



3. Endi D nuqtaning tayanch reaksiyasini anigqlaymiz
Buning uchun D tayanch bog‘lanishdan ozod gilinadi, ya’ni
uning reaksiyasini R0 kuch bilan almashtiriladi. D nuqtaga

5rD mumkin boMgan ko‘chish beriladi. Natijada N, B va R

nuqtalar ham mos ravishda 5r/v, 8rB va 8r mumkin boMgan
ko‘chishlar oladi. Bu mumkin boMgan kofhishlarni uch-
burchaklarning o‘xshashligidan foydalanib, 5rD mumkin
boMgan ko‘chish orqali ifodalanadi:

SN = 5rB SrK =~SrD.
Endi CD to‘singa mumkin boMgan ko‘chish prinsipini
goMlaymiz: PSrN - RB&D + /57" - Rd m&D =0.

6-UrD-10,5\srD+3+hrD-RD 57D =0,
b 5 1

1-3,5 +2=Rp Rp -0,5T.

Eslatma. RDtayanchning reaksiyasini parallel kuchlarning
muvozanatlik shartidan ham foydalanib topish mumkin (5-
rasm):

Ra Ro '
P, P

5- rasm.

+Ra+P\+ PP +RB+/1 +Rd - 0
-1+2 +6+3-10,5- Rd =0,
11 —115=R) = R) =-6,5t.
4- masala. Mexanizm gorizontal tekislikda kuchlar ta’si-
rida muvozanatda turibdi. Muvozanat holat esa a = 40°,
(3=120°, y =90°, ¢ =90° 0 =60° burchaklar bilan anigla-

nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar =0,4 m, ("2



Vi, .i(rjcnlarning uzunliklari ixtiyoricha); E nuqta ster-

ImmIKo ‘rtasida joylashgan. B sirpang‘ichga F elastik kuchi
eemi ijiladi. Uning son giymati F =CX formula bo‘yicha
Im»il.kli, lYunda ¢ — prujinaning elastik koeffitsiyenti, X —

Mundan lashqgari D sirpangMchga 0 =400// kuch, 0IA

In n.hipgaesa M =100HM momentlijuft kuch ta’sir giladi.
"I mi/m muvozanat holatda turganda prujinaning \ defor-
iiui AN ilauishini toping (6- rasm).

6- rasm.

Vtcliish. Berilganlarni e’tiborga olib, mexanizm chiziladi
Va e lu/mada mumkin boMgan ko‘chishlar ham tasvirlaydi (7-
IMHIT).

Mi xanizmni berilgan burchaklar bo‘yicha yasaymiz. Pru-
Ilimmi iho‘ziladi deb hisoblasak, uning F =CX elastiklik
bin lit vugoriga yo‘nalgan boMadi.

Mexanizm gorizontal tekislikda yotgani uchun, og‘irlik
kut hi inning bajargan ishi nolga teng boMadi. Masalani

in h uchun mumkin boMgan ko‘chishlar prinsipidan
In\ o il.mamiz:
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E 81 =o, (1)
K
bunda BAk — faol kuchlar va momentlarning bajargan

elementar ishlari.
Mexanizmga ta’sir giluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz:

g — sirpang‘ichga ta’sir etuvchi kuch, F — prujinaning
elastiklik kuchi va M momentli juft, Fnoma’lum kuch (1)

tenglamadan foydalanib topiladi, F ni bilgan holda F = cA

munosabatdan X ni aniglaymiz.
(1) tenglamani tuzish uchun mexanizmga mumkin

boMgan ko‘chish beriladi. 5, — 1- sterjenning 0, olq atrofida

burilish burchagi 8SB va 8SD esa B va D sirpangMchlarning
mumkin boMgan ko‘chishlari boMsin.
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A, .*S/, va bSp o°‘zaro bogManmagan mumkin boMgan
*tIn liliulii'. Mexanizm bir erkinlik darajaga ega boMgan-
iiiitlas'li, cikli o‘zgaruvchi sifatida u uchala migdorlardan
H ni hittasini qabul qilishi mumkin. Erkli o‘zgaruvchi

(lulu Nd)|, burilish burchagi gabul gilinsa, bSA,bSB,SSp
..si  mumkin boMgan ko‘chishlar 8d1orqgali ifodalanadi.

\ ol topiladi va uning yo‘nalishi aniglanadi {bAN
ny sn nalishini 5¢! ning yo‘nalishi aniglaydi):

8S 4 = "jbqj, _LO1A.

I lull (SV-ni topiladi. Bu ko‘chish AB kesma bo‘ylab
*nill M va 6SA ko‘chishning AB to‘g‘ri chizigdagi
msi | asasiga teng:

R R
bSE =5SA c0s30° =~y &Sa =y-"60,.

I itii SSA va 6SB ko‘chishlar orasidagi bogManish
linn Uadi:

* J11c0s30° =55SB c0s60° =>55SB =y/28SA =y/3£\by\.

Nluuiingdek, bSD va 8S4 ko‘chishlar orasidagi bog*‘-
2 li ham o ‘rnatiladi:

AV, 85f c0s30° ="y~ J1 8d =|"15¢! = |SSKA (N
lulailan (1) tenglama tuziladi:
=/1/8¢pj + QbSj) - FSSB =0, 81 0

IBh1+Q <N | 8d] - F «>/3€8hl =0,



F 220 220 s
72-1,732

X=1,76sm.

I11. Savol va masalalar

1 Analitik mexanikaning predmeti, asosiy tushunchalari va vazi-
falarini izohlang.

2. Bog‘lanishlar deb nimaga aytiladi? BogManishlarni klassifikatsiya
giling: golonomli va golonomsiz (geometrik va kinematik yoki intcgral-
lanuvchi va integrallanmaydigan, bo‘shatadigan va bo‘shatmaydigan)
bog‘lanishlar ganday bo‘ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb nimaga
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?

5. Qanday holda sistema nugtalarining dekart koordinatalari umum-
lashgan koordinatalarga bog'lig bo‘lishi bilan bir gatorda vaqtga ham
bog‘lig bo‘ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin boMgan ko‘chishi deb nimaga
aytiladi?

7. Mumkin boMgan ko‘chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlarga
bogMiq bo‘ladimi?

8. Mumkin boMgan ko‘chish prinsipini gqanday shakllantirish
mumkin?

9. Ish tenglamasi ganday ko'rinishga ega boMadi?

10. Nima uchun mumkin boMgan ko‘chish prinsipi bir gancha jism-
lardan tashkil topgan erkin boMmagan sistemaga qo'yilgan kuchlar
sistemasining muvozanatlik shartlarini o ‘rnatishga va muvozanat tengla-
malarini olishga juda qulay?

11. Bir gancha erkinlik darajaga ega boMgan mexanik sistemaga ta’sir
giluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari ganday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va qarshilik kuchi
orasidagi bogManish ganday boMadi?

13. Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.

14. Mumkin boMgan ko'chish prinsipi yordamida bogManishlarning
reaksiyasi ganday aniglanadi?

15. Mumkin boMgan ko'chish vektorining yoMialishi ganday
aniglanadi?

16. Ideal bogManish deb ganday bogManishlarga aytiladi?

17. Egri chizigli ko‘chishlar migdor va yo‘nalish jihatidan ganday
aniglanadi?
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I Himll press, vintli press, sterjenli press)

....mil in boMgan ko‘chish prinsipining a 2 4
tin Thinshlarini tushuntiring. S i r 5
1 Mumkin boMgan ko'chishlar E s F
....... Ipidan foydalanib, 8- rasmda tas- a 6 i 5" 8
viillli>'in vertikal ferma 4, 5, 7 sterjen- n 1If
i miiiiii®. /.o'riqishlarini aniglang. s A L
i a 10 VS 12
fatof T -PatQib £
A? \b
(Mcrjen qisiladi) 17777Y 11111111010
tb =-pl- p2 < *
(eicrjen qisiladi) 8- rasm.
Te =(Pi +p2) P2

(~.icrjen cho'ziladi).

/9 Richagning muvozanatlik shartini o‘mating.

i 1. AB bir jinsli to‘sin A nuqgtada go‘zg‘almas sharnir bilan mah-
Itiiinliingan. B nuqgtada esa katokka (aravachaga) go‘yilgan. To‘sinning
.3 '111>i 300 kg. B nuqtadagi tayanch reaksiyasini aniglang.

Javob: 150 kg.

M, Uchta tayanchda yotgan /IZ)to‘sin, B nugtada sharnir mahkam-
liihimi) ikkita to‘sindan iborat. To‘singa vertikal yo‘nalishda — 2 /, 6/ va 3
i kid Itlur ta’sir giladi. OMchamlar 9- rasmda ko‘rsatilgan. A, B, va D
mu*t.ilardagi tayanch reaksiyalarini aniglang.

Javob: Ra = 177~ = 10,5T",Rj) = 0,5T .

a L . a j a 2a 2a

\2t

y3T
6t

9- rasm.

i\ Uzunligi 2£ va ogMrligi P boMgan to‘sin A nuqtada go‘z-
I'hlhiiis sharnirga, A nuqtadan b masofada turgan C nuqtada ka-

Inhkn go'yilgan. To‘singa/l nuqtadan mos ravishda ova 2£ masofada
Infnuit nuqtalarga Fva Q vertikal kuchlar qo‘yilgan. RAva Rc ta-
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b yanch rcaksiyalarni aniglang 10-

rasm).
Fa+ Pt + 2Ql
C Javob: Rc =
A7 17 v
'F F(b-a) +P(b-t)-Q(2£-h\
1p Ra =
10- rasm. 24. A va Ctayanchlarga qo'yilgan

y4£to‘sin 5va D nuqtalarda sharnir-
li biriktirilgan AB, BD va DE uchta

to‘sindan iborat. DE to‘sin E nuqgtada dcvorga mahkamlangan.
E nuqtadagi reaksiyaning vertikal tashkil etuvchisini aniglang.
To'singa to'rtta teng P vertikal kuchlar ta’sir giladi. Oichamlar 11-

rasmda ko‘rsatilgan.

Javob: /?=0,5P ¢ 11- rasm.
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I 8. Dalamber prinsipi. Dinamikaning
umumiy tenglamasi

I. Nazariy gism

I Shu vaqtga qadar moddiy nuqta va sistema dinamikasi
Il « ililiiini Nyuton gonunlariga asoslangan tenglamalardan
}<iH Nyuton gonunlarining natijalari bo‘lib hisoblanadigan
IMin1uv leoremalarga asoslangan usullardan foydalanib hal
i|uHien 1.ekin bu usul yagonayo‘lemas. Mexanik sistemaning
Imhil.il gonunlarini va muvozanatlik shartlarini Nyuton
(|Hiliiiil;uidan emas, balki mexanik prinsiplarga asoslanib
(itiin «|r,I) mumkin. Erkin bolmagan sistemaning harakatini
i" inimush uchun Dalamber o‘zining nomi bilan ataluvchi
I" is ,n, prinsipni tavsiya qildi.

lilersial sanogning sistemasiga nisbatan faol va bog‘la-
tthli u .iksiyasi kuchlari ta’siridagi m massali moddiy nuqta-
flliij' li.inikat tenglamasi quyidagi ko‘rinishga ega bo ‘ladi:

Ta - F +R. (1)

lluutla F — nuqtaga ta’sir giluvchi faol kuchlarning teng
ia in luvchisi, R esa nuqtaga qo‘yilgan bogManishlar reaksiya
hf lilLnining teng ta’sir etuvchisi, a esa inersial sanoq
MM« LH{,;i nisbatan nuqtaning tezlanishi. Miqgdor jihatidan
IIH|!rtlilng massasi bilan uning tezlanishi ko‘paytmasiga teng,
Ml iiill .In esa tezlanish vektoriga garama-qgarshi yo‘nalgan
v»4im kuch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni J =-ma.

I mil (1) tenglamada Ta hadni o‘ng tomonga olib
I'llmli. natijada quyidagi tenglamalar hosil boMadi:

F+R-(Ta)=0
| “h F+/?+7 =0. 2)

1)) lenglik erkin bo‘Imagan nuqta uchun Dalamber
jinn ... ilodalaydi.
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Vaqtning har bir dagiga
sida moddiy nuqtaga ta’sir gila
yotgan faol, reaksiya va inersiyi
kuchlari birgalikda
natlashuvchi kuchlar sis
temasini tashkil qiladi (121
rasm).

2. Endi yVta nugtadan iboJ

rat boMgan mexanik sistemam
garaymiz.
K —_—

12- rasm.

nuqtaga ta’sii

gilayotgan faol kuchlarning teng ta’sir etuvchisini F1

bogManish reaksiya kuchlarining teng ta’sir etuvchisini L

orgali, shu nuqtaning inersiya kuchini Jk =-Tkak desak,

bu nuqgta uchun Dalamber prinsipi quyidagi tenglama bilan
ifodalanadi:

Fk +Rk +Jk =0 k =\,2,-,N . 3)

(3) ko‘rinishdagi tenglamani sistemaning har bir nugtasi

uchun tuzib, ularni hadlab go‘shsak quyidagi tenglama hosil
boMadi:

) K K K - ° “)

yoki
RF+RN +RJ = 0* (40
Bunda R -Yj*k — faol kuchlarning bosh vektori;
K
RN =Yj*k — bogManish reaksiya kuchlarining bosfl
K

vektori; rj — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosh
vektori.

(4R tenglik mexanik sistema uchun Dalamber prinsipini
ifodalaydi. BogManishdagi mexanik sistema harakatining har
bir dagiqasida sistemaning har bir nugtasi uchun faol, reaksiya
va inersiya kuchlari bosh vektorlarining yigMnidisi nolga tentf
boMadi.

26

muvoZAl

Miiimlay qilib, Dalamber prinsipining mohiyati shundan

IfHKI dinamika masalalarini yechishni formal ravishda

M i masalalarini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham
Pflniil" ! prinsipiga asoslangan usulni kinetostatika usuli
BigY (1|

\' Mumkin boMgan ko‘chish prinsipi statik masalalarni
[ffi< In .luuiij” umumiy usulini beradi. Dalamber prinsipi esa
I|t'-null masalalarni yechishda statik usullardan foydalanish
||«a eem1\ aini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir

«ylMab, dinamika masalalarini yechishning umumiy
illilliu hosil gilish mumkin.

Meal bogManishli moddiy nuqtalar sistemasi qarab
yltlilitxat Ideal bogManishli mexanik sistemaning Mknugtasiga
[li Il gilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng ta’sir

H¥M , In.mi mos ravishda Fk va R/( desak, bu nuqtaga Fk va

kui lilar ta’sirida erkin harakatlanayotgan nuqta deb
iwmbl .|| , unga Nyutonning ikkinchi gonuni goMIlanilsa,

L'i»ily’i tenglama hosil boMadi:

_ Ikak = Fk + Rk

! Fk - mkak +Rk =0, (k=1n). ©)
likian t vaqtga tayinlangan giymatni berib, sistemaga
(m 1,//) mumkin boMgan ko‘chishni beriladi. (5)ning

md bn lenglamasini 8”-ga skalar ko‘paytirib, ularni hadlab

AuMilladi:

S (Fk ~Tk“kW + X Ak"k =0.
k=1 =1

Meal bogManishli sistemani garayotganimiz uchun oxirgi
Ifircimli nolga teng boMadi. Natijada quyidagi tenglama kelib
i lilt)it<Il:

s (h

~mk KWk =°- (6)
k=\
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(6) tenglama dinamikaning umumiy tenglamasi boMib
bu tenglama Lagranj—Dalamberning differensial-variatsion
prinsipini ifodalaydi: Ideal bogManishli sistema harakatining
har bir dagigasida va sistemaning istalgan mumkin boMgan
ko‘chishida faol va inersiya™ kuchlari bajargan elemental
ishlarning yigMndisi nolga teng boMadi.

Agar Sk =6xki +5ykj +5zkk,
ak =rk =4i +hJ +zkk,
Ak = FA o+ Fky) + Fkzk

ekanligini e’tiborga olsak, (6) tenglama quyidagi ko'rinishni
oladi:

Sxk +

(7)

(7) dinamikaning umumiy tenglamasi ko‘pgina dinamil
masalalarni yechish uchun juda qulay, chunki bu tenglama
noma’lum reaksiya kuchini o‘zida saglamaydi. Dalamber
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jism
ilgarilanma harakat qilayotgan boMsa, inersiya kuchining
yo‘nalishi jismning tezlanishi yo‘nalishiga garama-qarshi
tomonga yo'nalgan boMib, jismning og‘irlik markaziga
go‘yilgan boMadi.

Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanayotgan jismning inersiya
kuchi esajism nuqtalari inersiya kuchlarining geometrikyi-
gMndisiga teng. Har bir go‘shiluvchi kuch miqdori, zarra
massasining uning urinma tezlanishiga boMgan ko ‘paytmasig;i
teng boMib, yo‘nalishi esa urinma tezlanish yo‘nalishiga
garama-garshi yo‘nalgan urinma inersiya kuchi bilan
yo‘nalishi normal tezlanish yo‘nalishiga gqarama-qarshi
boMgan nikwi2rk normal inersiya kuchlarining geometrik
yig‘indisidan iborat boMadi. Dinamikaning umumiy
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti-
biga rioya qilish tavsiya etiladi.
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I Hrlilgan mexanik sistemaning erkinlik darajasi aniglanadi.

J Sistemaga qo‘yilgan barcha tashqgi va bogManish reaksiya
kin hi.zIni chizmada tasvirlash.

\ Sistema nuqtalariga qo‘yilgan inersiya kuchlarining bosh
H7ioil.iii va bosh momentlarini aniglash.

I Koordinata boshi va o‘glarining yo‘nalishlarini tanlash.

Sistemaga ta’sir gilayotgan kuchlar va inersiya kuchlari

1H'Y||[[Mn nuqtalarining mumkin bo‘lgan ko‘chishlarini
Ilhnblash.

i- I>mamikaning umumiy tenglamasini tuzish.

I luzilgan tenglamalar sisteniasidan izlanayotgan
Ullni.t him migdorlarni aniglash.

Wn \il masalalarni ikki tipga ajratish mumkin.

1) Dalamber—Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla-
Hili s»chiladigan, erkinlik darajasi bitta bo‘lgan masalalar;

I’ Dalamber—Lagranj tenglamalariga asoslanib yechila-
lItfllll, erkinlik darajasi bir nechta boMgan masalalar.

Il. Masalalar yechish

* masala. Blok orgali o‘tgan cho‘zilmaydigan ipga ogMr-
llyl /’, boMgan JI/, yuk va og‘irligi P2 boMgan M2 yuk
wsilil unlangan, P2> Pr

Niikning a tezlanishi miqdorini va ipning Ttaranglik ku-
»imut loping. Ip va blokning massalarini e’tiborga olmang.

Ycchish. Masalani vechish //v

n Inin Dalamber prinsipi qoM-
| ittil.ikh JV, va M2jismlarga qo‘yil-
p.i (* va Q2 inersiya kuchlarini
In «+l»)5i olamiz. Sistemaning
IiVti/.inat tenglamasini 0 nug-
liigii nisbatan momentlar teng-
[iin i1 ko‘rinishida tuziladi (13-
fHnu);

/)>r +— ar + — ar:@‘
g 8

13- rasm.
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Bu tenglikdan a ni quyidagicha topiladi:
_P2-P{
P+ @

Ipning T taranglik kuchini topish uchun o‘ng tomondagi
M?2jismni bogManishdan ozod qilib, uni bogManish reaksiyasl
ta’sir kuchiga almashtiriladi. A/, jismga P2 Q2va /' kuchlal
ta’sir giladi. M2jismning muvozanat tenglamasi quyidag|
ko‘rinishga ega boMadi:

Q2+ T —F2=0.
Bundan T topiladi: T =P2-Q 2.
Q2inersiya kuchining miqdori topiladi:

a(P\ + 2) =Q(Pi - P\), a

n P2 R P—RA DP—H
02 =m2a=~ a=—4(@ n =Pi
g g P +h " P\+P2 .

Natijada ifoda ipning taranglik kuchi uchun quyidagicha
yoziladi:

2P\PI

FQ[/’I_3.:p2 Pl-P\
Pl+ P2 «

2P +P2 2 A +P2

6- masala. OgMrligi e’tiborga olinnmydigan blokdan o ‘tkn-
zilgan, cho‘zilmaydigan ip bilan bogMangan ogMrliklari T
va Q boMgan ikkitajism to‘g‘ri burchakli prizmaning yoqlaii
bo‘ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoqlari orasidagi
ishgalanish koeffitsiyenti / ga teng. Prizmaning o ‘tkirj
burchaklari
bilan siljishi vajismlarning prizma yon yoqglariga beradigan /V|
va N2bosim kuchlarini toping (14-1
rasm).

Yechish. A va Z?jism (yuk)lar
prizma yoqlari bo‘ylab ilgarilan-J
ma harakat giladi. A jism ;/||
tezlanish bilan pastga tushayapti
deb garaylik (P > Q). Jismlar
cho‘zilmaydigan ip bilan bog‘l
langanligi uchun B jism ham
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a va (3 ga teng. Bu jismlar ganday tezlanish

14- rasm.

il
Igfe)"," i ko larilib harakatlanadi, ya'ni w, =a2 = a .Jismlarga
W ilik In» hlaridan tashqari inersiya va reaksiya kuchlari ta’-

:Ra ga teng boMgan, £
g
garama-garshi tomonga yo‘nalgan inersiya kuchi

i ililii<li A jismga moduli

illnil Shuningdek, B jismga ham moduli h Ngateng

g
L ii in <) tezlanishga garama-garshi yo‘nalgan inersiya
tlo'yamiz. Ajismga ta’sir giladigan bogManish reaksiya
H t Itini N\, ipning taranglik kuchini fxva ishgalanish kuchini
Bt 1] orqgali, Bjismga ta’sir giladigan bogManish reaksiya
BYubnn N2, ipning taranglik kuchini f2 va ishgalanish
Htylilm 1) deylik. Endi barcha berilgan va izlanayotgan

luiliiliklaini chizmada tasvirlanadi (15- rasm.).

15- rasm.

| i.ilnmber prinsipiga ko ‘ra sistema unga qo‘yilgan kuchlar

m mini.i muvozanatda boMadi. Prizmaning ogMrligi e’tiborga
Hwuw ij'.mi uchun sistema ikkita erkinlik darajasiga ega. Siste-
DIfMi ikkila gismga boMib garab chigiladi. Jismningjoylashgan
Ul<>-] ni uchun alohida-alohida muvozanat tenglamalari
hillliuJl.

3

ulan a ga teng boMgan a2 tezlanish bilan



Koordinata o‘glarining yo‘nalishlarini 15- rasmda ko‘rsa|

tilgandckbelgilanadi. f{va f2 kuchlar, ya’ni ipning taranglik
kuchlari miqdor jihatdan teng:
71 =T2=T.

A jismga ta’sir etuvchi kuchlarni Ox\y\ koordinatakJ
sistemasi o‘glariga, B jismga ta’sir giluvchi kuchlarni Ox2.»J
koordinata sistemasi o‘glariga proyeksiyalab, har bir jisij
uchun ikkitadan muvozanat tenglamalari tuziladi:

Ajism uchun S7/'i =~sina-R - N\-T =0. (N1
/

YjYix=N\ - Pcosa =0, 2)J
/

muvozanat tenglamalari, B jism uchun quyidagi muvozanal
tenglamalari hosil boMadi:

_ =(3sinp+/i +/,-T =0 (3) 1
i
ZyR="2-Qsinp =0. (4)
i
(2) va (4) tenglamalardan jismlarning prizma yo

yoqlariga beradigan bosim kuchlarining miqgdorinl
aniglanadi:

N\ = Pcosa, N2 =@cosp.

Ishgalanish kuchlarning migdorini ishqgalanish gonun-
laridan foydalanib topiladi:
=JNi =/P c°sa, F2=fN2 =/Qcosp,
Ishgalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarin|
(1) va (3) ga qo‘ysak, quyidagi tenglama hosil boMadi:
p

—a+T =Psina - fP cosa = P($\na - / cosa)
g

T-—a=Qsinp+fQ cosp=@(sinp+/ cosP)
8

Tenglamalar sistemasidan a ni topish uchun birinclij
tenglamadan ikkinchi tenglamani hadlab ayirib, T noma’l
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(mm Im li chigarib tashlanadi va a jismlarning tezlanishini
iMplliull:
P(s\na - f cosa) - O(sin 3+/ cosp)
P+Q 9’
I masala. OgMrligi ga teng boMgan bir jinsli uchbur-
I '1I'It pri/.ma bir yon yogM bilan gorizontal tekislikda turibdi.
pMh<|.i ikkita yogM gorizontal tekislik bilan a va @ burchak
tiMlil il tpladi, shuningdek, a +p = 90°. BuyoqlargaogMrliklari
0 i » boMgan ikkita jism go‘yilgan boMib, ularbu yoqlar
[li uld>ishgalanishsiz siljishi mumkin. Prizma va yuklarning
g lilik inarkazlari prizma qirralariga perpendikular boMgan
[u s«Mikal tekislikda boMadi. Prizmaning tezlanishini va
[lihiluning prizrnaga nisbatan tezlanishlarini aniglang.
Neehish. 16- rasmdagi vertikal tekislikda prizmaning ABC
|| ¢ wn burchakli uchburchakdan iborat boMgan kesimi
lids nlangan.

Sistemaga Dalamber—Lagranj prinsipini, ya’ni dinami-
BMIIt} umumiy tenglamasini goMlaniladi. Jismlar sistemasi
Pin t'ikinlik darajaga ega. Umumlashgan koordinata sifatida
(M V, deb olinadi, 0 — go‘zg‘almas nuqgta; CVj =S\ va
mK» - .V). Sistema uch gismga boMinadi. lzlanayotgan
111\ va «2 = $2 tezlanishlarni topish uchun uchta
If.M'hm.i tuziladi. Jismlar murakkab harakat giladi. Ularning
miiiLm prizrnaga nisbatan giladigan harakati bilan prizma
lillLui biij-alikda qiladigan harakatlari yigMndisidan iborat
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boMadi. Rasmda inersiya kuchlarining teng ta’sir etuvchil.u*
tasvirlangan.

p p
Prizma uchun ©3=11i.5i =—=n3e«

8 8
Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarniiij
olsish tomoniga yo‘nalgan deb qarab, ularning nisbiy v
ko‘chirma harakatdagi inersiya kuchlarining teng ta’l
etuvchilari topiladi:

d «=A .5|= A 0> ol«=4d a> |
8 8 8

2=/ a2, @dA0=i-a3
8 8
Izlanayotgan miqdorlarni topish uchun sistemaga shuB
day mumkin boMgan ko‘chish beriladiki, umumlashgan koj
ordinatalardan faqat bittasi o‘zgarsin. koordinata o ‘zgfirl
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan elemental
ishlarining yigMndisi nolga teng:

PfiSy -sin a - {r)85, - { {)55,

Bundan /j sina—P-UJ, +£a3cosa =0
yoki * *
gsina - ay +a3cosa =0 . (1
Endi fagat umumlashgan koordinata S2 ni o ‘zgartirilsaj
quyidagi tenglama topiladi:
geosa - a2 - a3sina =0 . 2)1
Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemagl
shunday mumkin boMgan ko‘chish beriladi, fagat S3 kootl

dinata o°‘zgarsin. Bajarilgan ishlar tenglamasi quyidal
ko‘rinishga ega boMadi:

- a35S3 - A axSSn - a3dS3 +
8 8 8

+ 2 a\663 cosa —Pi—a2883 sina =0
8 8
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Mn irnglamadan
(/N + P2+/3)03 + P\ci\ cosa - Pazsina =0  (3)
....... . hosil boMadi.

I1) wva (2) tenglamalardan a\ va a2 ni a3 orqali
«Itiltinadi:

a\ = gsina +a3cosa,

a2 =geosa - fBsina (4)
ill m (3) ga go‘yib, a3 topiladi:

A3 (P\ - P2)gsinolcosa
Pisin a+Pcos a+P3’

nj’ia, (4) dan w, va a2 topiladi:

_ . P1+P3
a\l = - Jomrm S S gsma

/j sin a+P\cos a+ P

P\sin a +P cos a + P3

H masala. Mexanik sistema argon bilan o ‘ralgan pog‘onali
»Jii i 1 va 2 shkivlar, bu arqonga biriktirilgan 3—6 vazn-
[»l«>Kklardan iborat. Sistema Pj = 10H , P2 =0, P3 =20H ,
* 10/ /, P =40tf , P6 =0 ogMrlik kuchlari va shkivlardan
a L1'sir etuvchi momenti M =\0H.m boMagan juft kuch
ilmLi vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).
I .likiv pog‘onalarining radiuslari R\ =0,2m, A =0,1m ;
Iliklvniki esa R2 =0,3m, r>=0,15mga teng; ularning
imi h o‘glariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda
-u.lw va P2 =0,2mgateng.
I Ini.ilanishni nazarga olmay, eng ogMr yukning tezla-
lmu aniqlang (ogMrliklari nolga teng boMgan yuklarni
Ne111 ula lasvirlamang).
Nri hish. Berilgan: P{=10# ; P2-")\ P3=20# ;
H - 10/ ; PB=40#; P6=0; M =\0H.m; R{=0,2m ;
lw; R2=0,3m; r*=0,15m; pj =0,1m; p2 =0,2m .



Ishgalanish hisobga olinmasdan eng og‘ir yukning, ya’ui
ogMrligi P5 = 40H boMgan yukning a5 tezlanishini toping,

1 Avval masalada berilgan va izlangan miqdorlarni ch
mada tasvirlanadi (17- rasm).

4

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5 jismlardan tashkil topgan sistemani gar;iH
chigamiz. Bujismlar argonlar bilan biriktirilgan. Sistema biltj
erkinlik darajaga ega. Sistemaga qo ‘yilgan bog‘lanishlar ideal,

A5 ni topish uchun dinamikaning umumiy tenglamasid;in
foydalanamiz:

EK +SK="- 11
K K
bunda _ faoj kuchlarning bajargan ishi; £k -J
K K

inersiya kuchlarining bajargan ishi.
2. Chizmada Pv Pv Pv P4, P5 faol kuchlar va M

momentli juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va a5 ninj
yo‘nalishini belgilab, F“,F%,Ft* inersiya kuchlarini vaAljj
hamda momentli inersiya juftlari ham tasvirlanadi.
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1 Inning miqgdorlari quyidagi formulalar yordamida

F“=Jal, f4 =Y a4, F“= J aS,

MT = 4 pfe. M™="p g 2. (2
ik L. =0 boMadi, chunki P2 =0.
\ Sislemaga mumkin boMgan ko‘chishni berib, (1)
liiina tu/.iladi:

(I\ MM 45° - Ff)553- M"5(2 - F {854 - N1/50, - -
(/5sin300-2)855=0. (3)

Iliiicha ko‘chishlar 5cp2 orgali ifodalanadi:
553 = /2’20 ~n4 = Ns0r 50 = — 82
Ri

&S5 = n,8(, = K 52 = 054>2; 4>
0) va (4)ni (3) tenglamaga qo‘yilsa, quyidagi ko‘rinishdagi
miml niia hosil boMadi:

N1 sin45°- — R1- — aArl-M
8 f q g PIE*R{

r a \
sin 30°— - 52 =0
; 5)
(*) tcnglikdagi a3,a4 va 8, miqgdorlar a5 orqali

uw itl.u'icim ifodalanadi:

r e’ 4

HI <2722» > n Ri Rj r2
1, it2r2 e :75:>a3:75 “ == ~/’.;(25 ’ (6)
(ft) ni (5)ga qo‘yib, 6cb2* 0 boMishligini e’tiborga olinsa,
ill lupishga imkon beradigan tenglik kelib chigadi:
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8
Bu tenglamani a5ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifoili
vujudga kcladi:
P2R2 sin 45° P5r>sin 30c
bL

R2 i Pa
R\MN8 8 P\

nr2 , Pbn2 X Ps
*Q
<Pl R} 8

Bu ifodaga berilgan son giymatlarni qo‘yib, asninj
giymati topiladi:
20+0,30,71-10-yy ~ 40 0,15 0,5
= 0,09-0,1 30 0,1-0,15 ’ 10 0,15 40
0,2-0,15-10 10 0,2 10 * 0,04 10 1
XE _ 4,26-7,5-3 m -6,24 m
s2 0,03 +0,225 +0,0375-0”6 '/ *“ -0,3075 "/

= 20-7-.
S

I1l. Savol va masalalar

1 Dalamber prinsipining mohiyati nimadan iborat:

a) moddiy nugta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkiilj
boMmagan mexanik sistema uchun?

2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli v|
yo‘nalishi ganday aniglanadi?

3. Qattiqg jism nuqtalarining inersiya kuchlarini ganday gilib socKla
ko‘rinishga keltirish mumkin:

38

U< 1 inning ilgarilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo‘lib,
([f~tilikk;i perpendikular bo‘lmagan go‘zg‘almas o‘g atrofida ayla-
LHiyr> LLm nugtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi
mill i li.iiaknt gilayotgan jism nugtalarida.

* U.nulay shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di-
IHIk I'l' .iini nolga teng bo‘ladi?

li.ilamber—Lagranjning differensial-variatsion prinsipining mo-
|rHNi i/ohlab bcring.

» Dinamikaning umumiy tenglamasini Kkeltirib chigaring.

I ‘nuimlashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklar deb nima-
iyiilntli? Misollar keltiring.

4 |'nuimlashgan kuchlar nima va ular qanday hisoblanadi?

» Sistemaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina-
t'lu 0'mating.

Il Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina-
liMItilhigaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar-
Al,.....ncchta bo'ladi?

11 Nnuimlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tengla-
Btiliin olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiladigan kuchlar rnuvo-

iliartlarining ko‘rinishlari ganday boMadi? //// /11111111111

I* I'otensialli kuchlar uchun dinamikaning
MI"hi\ tenglamasini keltirib chiqgaring.

Il Lok orgali o'tgan cho‘zilmaydigan ip-
|[| I' uchiga P{ og‘irlikdagi yuk, ikkinchi
Slli 7 og*irlikdagi yuk mahkamlangan va P2>
IN  rasm). Yuklar tezlanishlarining a miqg-

H s.i lpning taranglik kuchini toping. Ip va
Ulmhi}'. massasi hisobga olinmasin.

Pi- _ 2P\P2
- . 18- rasm.
A+PI’ P\+Pi
IMn argon Q og‘irlikdagi yuk osilgan qo‘z-
mhinveltin S blokni tutib turadi (19- rasm). Ar-
iiiiini', uchlariga P{va P, yuklar osilgan. Blok va
mMiiiiiihh massasini, shuningdek, o‘glardagi
H)i| ii mishni ham hisobga olmasdan, agar
I\4*, 0 boMsa, barcha yuklarning tezlan-
nlttiiiii aniglang.
|, , i **\Pi-QQPi-i\) 19- rasm.
' 1 " 4P\P2 +Q(Pi +P2) '

APIP2-QQP[-P2)
4P\P2 +Q(P] +P2)
39

4P¥2 -Q{P,+P2)
U P {P2 + Q(P] + P2)



15. Og'irligi Q ga teng bo‘lgan yuk gorizontal tekislikda yotibdi
Bu yukka bir uchiga P og‘irlikdagi tosh osilgan ip blok orqgali
bog‘langan. Agar jism bilan tekislik orasidagi ishqalanish koeffitsi-
yenti / ga teng bo'lsa, yukning tezlanishini va ipning taranglik ku-
chini toping.

Javob: PQO\+T)
P+Q
16. Uchta Pv Pv Py og'irlikdagi jismlar absolut silliq gorizonta

tekslikda og‘irliksiz va cho‘zilmaydigan arqonlar bilan biriktirilgan holda
yotibdi. Arqonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezlanishini
hamda P{va P2yuklar orasidagi arqonning taranglik kuchini toping.

T = No
R+P+P+Q P +p2+p}+Q
17. Ikkita AB va BD gorizontal to‘sin B nuqtada silindrik sharnil
bilan biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi, A uchi esa devorga mahkam-
langan. BD to‘singa K nuqtada gorizont bilan a burchak tashkil giluv-
chi F kuch go‘yilgan. 0 ‘Ichamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam-

langan kesimda reaksiyaning tashkil etuvchilarini va juftning mp reak-
tiv momentini aniglang. To'sinning massasini hisobga olmang.

F/
A £ K thCL D
2a
20- rasm.
Javob: Rax - Fcosa>Ay =r Fsina,mp = Fasina .
18. Argonning bir uchi A nugtada mahka-

mlangan bo'lib, P yuk osilgan 0
go‘zg‘aluvchan blok va 0{ qo‘zg‘almas blok

orqali o‘tadi. Argonning boshga uchiga Q >y

yuk osilgan. Bloklar massasini e’tiborga olmas-
dan Q yukning a tezlanishini aniglang (21-
rasm).

2 QP
4Q +P

Javob: a =
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3- §. Lagranjning birinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Nugtaning erkin boMmagan harakati uchun dinamika ma-
salalarini ilgari ham qaragan edik. Agar nuqtaga ta’sir
gilayotgan barcha faol va bogManish reaksiya kuchlarining

teng ta’sir etuvchilarini mos ravishda F va R orqali belgi-
lasak, u holda moddiy nugta uchun dinamikaning asosiy
tenglamasi

Ta =F +R Q)
ko‘rinishga ega boMadi.

Agar (1) vektor tenglamaning ikkala gismini Oxyz koor-
dinatalar sistemasining o‘glariga proyeksiyalasak, nuqtaning
harakati uchun quyidagi skalar tenglamalar hosil boMadi:

mx=Fx +Rx, my=F +Ry mz=F +Rz. 2

2) tenglamalardan foydalanib, erkin boMmagan nuqta
uchun dinamika masalalarini hal gilaylik:

1) nuqtaning harakat gonuni va unga ta’sir gilayotgan
faol kuchlarni bilgan holda bogManishning reaksiya kuchini
aniglaylik;

2) nuqtaga ta’sir gilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:

a) nugtaning harakat gonunini;

b) nugtaga qo‘yilgan bogManishning reaksiya kuchini
aniglaylik.

Agar moddiy nuqta biror qo‘zg‘almas sirt yoki egri chiziq
bo‘yicha harakat gilayotganda (2) tenglamalar bir vaqtning
o0‘zida nuqtaning faol kuchlar ta’siridagi harakat qonunini
va bogManish reaksiya kuchini aniglash imkonini bermaydi.
Chunki bu uchta tenglama 6 ta noma’lumni o ‘zida saqglaydi:
nugtaning jc, y, z koordinatalarini va reaksiya kuchining

o‘glardagi Rx,Ry,Rz proyeksiyalarini.
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Nugta biror sirt bo‘yicha harakatlanar ekan, uning koor-
dinatalari sirt tenglamasini ganoatlantirishi kerak.
Natijada

f(x,y,z) =0 ®)

tenglamaga ega boMamiz. Lekin bu uchta tenglama ham 6 ta
noma’lumni aniglash uchun yetarli emas. Yetishmayotgan
uchta tenglama ideal bogManish shartidan foydalanib, keltirib
chiqariladi.

Nugta harakatlanayotgan sirt ideal sillig boMganligi uchun
bunday holda reaksiya kuchi sirtning normali bo‘yicha
yo‘nalgan boMadi.

f(x,y,z) skalar funksiyaning gradf =4~1 +—j +— kK
dx dy dz
vektor gradiyenti ham sirtning normali bo‘yicha yo‘nalgan
boMadi.

R wva grad/ vektorlarning kollinearlik shartidan
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil boMadi:

@
ax dy dz

Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nugtaning go‘zglal-
mas sirt bo‘yicha harakati haqgidagi masalalarni yechishga
imkon beradi.

(2) va (4) tenglamalardan bogManishlarning reaksiyasini
chigarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat-
larni A orqgali belgilasak, ya’ni

Rx _ Ry _ _1
\Y df_  df
dx dy dz

desak, bogManish reaksiya kuchining Oxyz koordinatalar
sistemasining o‘glaridagi proyeksiyalari uchun ifodalar
topiladi:



Bunday holda (2) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

mx =R+ X" my=F +X*~ mz=F +X"~. 6
dx y X’ dy ’ * ar (6)

Bu tenglamalarga (3) bog‘lanish tenglamasini qgo‘shib,
(o‘rtta x,y,z va A noma’lumlarga nisbatan to‘rtta tenglama
sistemasi kelib chigadi.

Bu noma’lumlar topilgandan keyin (5) formulalar
l)o‘yieha bogManish reaksiya kuchining proyeksiyalari
aniglaniladi. Reaksiyaning moduli

0 dp
r="T"7r1l =4a.]\4- 3 dz )

formula bo‘yicha topiladi. Reaksiya esa

R=x 7.9
dx dy
ifoda bo‘yicha aniglanadi.
(6) tenglamalarga Lagranjning birinehi tur tenglamalari,
X ga esa Lagranj ko paytuvchisi deyiladi.
Bu izohlangan usul Lagranjning noaniq kolpaytuvchilar
usuli nomi bilan ataladi.
Bordi-yu moddiy nuqgta qo‘zg‘almas chiziq bo‘yicha hara-
katlanayotgan boMsa, bunday holda bogManish tenglamalari
f\(x,y,2) =0,/2(x,y,2) =0 (8)
ko‘rinishga ega boMadi. Bunda f\(x,y,z) =0 va f2(x,y,z) =0
sirt tenglamalari boMib, bu
sirtlarning kesishish chizigM,
nugta trayektoriyasini aniglaydi
(22- rasm).
Bunday holda (1) tengla-
madagi R reaksiya qo‘yilgan
ikkita bogManishlarning ta’sir-
lariga almashinuvchi R\ va Rj
reaksiyalarning geometrik vyi-
gMndisidan tashkil topadi:

R =R{+R2. 9)

fj qrf— k =Xgrad /
dz



Nuqta harakatining tenglamalari esa

mx Fx + R\ + Rixi
my = Fy + Rly + Rly, (10)
mi = FZ+ Rlz + R2z
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta noma’lumni o ‘z tarki-
biga oladi: nuqgtaning uchta koordinatasi va reaksiyalarning 6

ta proyeksiyalarini, (10) tenglamalarga (8) bogManish teng-
lamalarini va bogManishlarning

R\x R\y _*u

A =M. " M. (I'I)
dx dy dz
Rx Ry %

va ¥2 a A (12)

dx dy dz

ideallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni go‘shib olib, 9
ta nomaMumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega boMamiz. Bu
tenglamalardan reaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltirib
chigarish mumkin. Buning uchun (11) va (12) teng nisbatlarni

mos ravishda A, va X2 orgali belgilansa, quyidagi ifodalar
hosil boMadi:

Rv=aM. 4 (13)
3x 7 dy ° » dz
R2x = X2 & R2y ="2 — R2z = h_ — (14)
2X 2 dx '’ 2y 1dy ’ 2dz’

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:
mx = I'5x+3({§1t_~l +{24f2
dx dx
my = F Al — +\2
y 1dy 2 dy
_ (15)
df\ X2-dI‘2,

mz :|92+\{—1+
dz dz
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(15) sistema (8) bogManish tenglamalari bilan birgalikda
5ta x,y,z,Xj va X2 noma’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

tashkil giladi. R{ va R2 reaksiyalar

s (dhr 9 -3
= - N A= rad /,
R\ NGl dy|_y+ le =Xg

&J —Xzf-—r :22 + crjrkr = X2grad /2

formulalar bilan anlqlanadl.
Bu reaksiyalarning modullari esa

¥ ¥ ¥
R\ —
A dx dy dz (16)
— ¥ f (¥ 2 n2
re=M dx dy dz (17)

formulalardan aniglanadi.
Erkin boMmagan moddiy nuqtalar sistemasi uchun Lag-
ranjning birinchi tur tenglamalari sistemasi

ma, ~FI +i (i=1,2...n)
/=1 w1l

bog‘lanishlarning tenglamalari esa

fj(xi,yl,zi,....X;,,¥»,Z,s,1) =0, (j = 12,...,9)
ko‘rinishga ega boMadi.

Bu tenglamalar sistemalari yordamida mexanik sistema
nuqtalarining koordinatalari vaqtning funksiyasi sifatida
va barcha bogManishlarning reaksiyalari aniglanadi. Lag-
ranjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar
yechishda quyidagi ish tartibini tavsiya gilish mumkin:

1 Lagranjning birinchi tur tenglamalarini tuzish va ular
tarkibiga Kiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar
aniqglash.

2. BogManish tenglamalarini vaqt bo‘yicha ikki marta
differensiallash.
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3. Lagranj tenglamalaridan aniglangan ikkinchi tartibli
hosilalarning ifodalarini bog‘lanishlarning differcnsiallangan
tenglamalariga qo ‘yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq ko‘pay-
tuvchilarining giymatlarini va bog‘lanish reaksiyasini topish.

5. Xj ko‘paytuvchilarning giymatlarini Lagranjning bi-
rinchi tur tenglamalariga go‘yib, ularni integrallab, siste-
maning harakatini aniqlash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash ma-
salasi murakkab boMib, Lagranjning noaniq ko‘paytuvchilari
usulidan asosan sistema nuqtalarining harakat gonunini
aniglash uchun emas, balki bosh masala bogManishlarning
reaksiyalarini aniglashda foydalaniladi.

Il. Masalalar yechish

9- masala. m massali M moddiy nuqta og‘irlik kuchi may-
donida Ax+By +Cz+D =0 tenglama bilan berilgan silliq
tekislikda harakatlanmogda. Nuqta boshlang‘ich paytda
M(xQy0,z0) nuqtada tinch turibdi deb hisoblab, M nuqta
harakatining tenglamalarini va bog‘lanish reaksiyasini
aniglang.

Yechish. Nuqta erkin boMmagan harakat giladi. Uning
harakati berilgan tekislikda sodir boMadi. Bu tekislik nugta
uchun geometrik, statsionar, golonomli bogManish
hisoblanadi. BogManish tenglamasi fagatgina nuqtaning
koordinatalariga nisbatan chek gqo‘yadi. BogManish tenglamasi
koordinatalarning vaqt bo‘yicha hosilalarini o0‘z tarkibiga
olmaydi. Shuning wuchun bog‘lanish tenglamasi
f(x,y,z) =Ax +By +Cz +D =0 tenglik bilan ifodalanib, o0‘z
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt bo‘yicha
hosilalarini olmaydi.

Nuqgtaga ta’sir gilayotgan yagona faol kuch — wgogMrlik
kuchidir, shuning uchun faol kuchning o‘glardagi pro-
yeksiyalarini (Oz o‘qni vertikal yo‘naltirilsa) aniqglash
mumkin:

Fx =0, B =0, FzZ=-mg. ()
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Endi Lagranjning birinchi tur tenglamalari toMiq
sistemasi tuziladi:

mx = X"~ my=X m z =-mg +X"~, 2
dx’ y By * g dz @)

f(x,y,z) =Ax+By+ Cz+D =0.

f(x,y,z) funksiyaning koordinatalar bo‘yicha xususiy
hosilalari topiladi:

— =— (AX+By +Cz- D) =A

dx dx

¥- ="-(Ax +By+Cz+D)=B

dyd

N =x(AXx +By+Cz+D)=C. 3)
dz dz

(3)ni (2)ga go‘yib, quyidagi x, y, z va A noma’lumlarga

nisbatan 4ta tenglama sistemasi hosil boMadi:
mx = XA, my =AB, mz=-mg +XC,
Ax+ [ly+cz+D=0. 4

Bu tenglamalar sistemasi qo‘yilgan masalani oxirigacha
yechish imkoniyatini beradi. A Lagranjning noaniq ko'pay-
luvchisi go‘yilgan masala uchun topiladi. Buning uchun
bogManish tenglamasi ikki marta vaqt bo‘yicha differen-
siallanadi va hosil boMgan tenglikning ikkala tomoni m ga
ko‘paytiriladi:

Ax+ By +Cz =0=> Amx + Bmy +Cm'z = 0.

Hosil boMgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi
mx,my,m'z ning ifodalari qo‘yiladi va quyidagi ifoda kelib
chigadi:

A2X+B2X+C2X-Cmg =0

cmg

7a
A +B~+C
pilgan ifodasini Lagranj tenglamalariga qo‘yiladi. Natijada nuqta
liarakatining differensial tenglamalari quyidagicha hosil
boMadi:

Bu tenglikdan Ani topamiz A~ . M ning to-
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nl+sr+c
Bu sistema tenglamalarining har biri bir-biriga bogMigsiz
ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integrallab,
nuqgta harakatining umumiy gonuni topiladi:

N)-5-7T Ta'*y=*cr

Nugta erkin bo‘lmagan harakat gilgani uchun (5)
umumiy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimiy-
lari 0‘zaro bog‘langan boMadi. Ular orasidagi bog‘lanishlarni
hosil gilish magsadida (5) bog‘lanish tenglamasiga qo ‘yiladi:

1 A2Cmg 1 B2Cg 1 C3y Cg
2 A2+B2+C2 2 A2+B1+C2 2 A2+B2+C2 2

t2 +

+(/1Cj + BC3 +CC$)t + (JIC2+BC2+CC2~D) =0.
Olingan tenglikning chap tomoni fagatgina
AC| +Z22C3+C+C5 =0 va AC2+BCA+C+C"—D =0
tengliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.
Agar t =0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 = x0,
Q =>0b, C6 = zg boMishligi kelib chigadi.

Berilgan JI/, nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun uning
koordinatalari tekislik tenglamasini ganoatlantirishi kerak:

Axq + Byo +Czq+ D=0, AC\ +£C3+C+C5=0
tenglik esa fagatgina C\ = C3 = C5 = 0 boMgandagina bajariladi.



Natijada nuqta harakatining tenglamalari hosil boMadi:
*('h =% A2 4AST L2 X

2 N2+B-+C
n
2
*)_§. -1
A2 +B2+C2

Reaksiya kuchining proyeksiyalari esa

P -1 . D inl _ BCtng_ _ .
X" 3x~N"N2+52+c2” N " J1D.y~n2+4d2+C2°

n nal C-mg
N BQr_N2h 2+C2

formulalar bo‘yicha topiladi. Bu niunosabatlardan foydala-
nib, reaksiya kuchining moduli va yo‘nalishini topish mumkin.

10- masala. (I.V.Mesherskiy masalalar to ‘plamidagi 31.10-
masala, 1986- yil).

Sferik mayatnik uzunligi £ bo‘lgan MO ipdan va ogMrligi
P boMgan ogMr M nuqtadan iborat, MO ipning bir uchi
go‘zg‘almas 0 nuqtaga, ikkinchi uchi esa M nuqtaga
biriktirilgan. M nuqta muvozanat holatidan shunday
ogldirilganki, uning koordinatalari t =0 boMganda x = x0,
y =0 bo‘lib goladi, bundan tashgari nuqtaga x0 =0,
w=fyb ~0=0 boshlangMch tezlik berilgan. Boshlang‘ich
shartlar orasida ganday munosabat boMganda M nuqta
gorizontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nuqta
gancha vaqtda bir marta aylanib chigadi?

Yechish. M nuqtaning sfera bo‘ylab giladigan harakatining
differensial tenglamalarini tuziladi:

mx=lA ) my=x"-, mz=my+X~, (1)
X By dz

bunda ,iAr —R/ .
Al
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(nugta harakatining differensial tenglamalariga bogl
lanish, ya’ni sirtning
f(x,y,z) =e2- X2-y2- 22 )
tenglamasi qo‘shib olinsa, natijada to‘rt noma’lumli 4ta
tenglamalar sistemasi hosil boMadi:
A/ uchun ifoda topamiz:

— =-2x f =-2y — =-2z
X T ody Todz
Al =2, T+f{fT =-23J3J7777 =21,
o] ]
bunda i =yjx2+y2+22 ¢
df  df df

noA va ning topilgan ifodalarini (l)ga go‘yib,

nugta harakatining differensial tenglamalariga quyidagicha
ko‘rinish oladi:
mx =-2Xx, my =-2Xy, mz =mg - 2Xz. 3)

Nuqgtaning harakat qonunini topish uchun (3) tengla-
malarni go‘yilgan boshlangMch shartlarga ko‘ra integrallash
kerak. (3) tenglamalarda noma’lum Xning hosilalari
gatnashmaydi. Shu sababli Ani (3) tenglamalardan chiqgarish
mumKkin.

(3) tenglamalarni chekli ko‘rinishda integrallash juda

%
giyin, ular taqgriban integrallanadi. z ning ifodasida

miqgdorlarning birinchi darajasini saqglab, yuqori darajalari
e’tiborga olinmaydi:



(3)ning uchinchi tenglamasi /=0 paytida zq=t va
f va z0 =0 deb, X topiladi:
mg-2Xt =0 =*X=" .
HogManish reaksiya kuchining miqdori topiladi:
N =XAf=~2d =mg.
2£

X ning topilgan ifodalarini (3)ning dastlabki ikkita
Irnglamasiga qo‘yilsa, quyidagilar hosil boMadi:

X+—X =0, j +—y =0.
£ ’ r

Bu tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha
boMadi:

X(0 =({sin t+c2

n @)
c3sin & +c4
t

y{t)

Bu funksiyalar t vaqt bo‘yicha differensiallanadi:

A
X =cyj— COS
V 7 ' + Cc2
ro— \ 5
Y =¢3,1~ cos f +<4
\V N

BoshlangMch shartlardan, (4) va (5) munosabatlardan
foydalanib, Q,C2,C3 va C4 doimiy sonlar aniglanadi:



n
(6)ning 2- va 3- tenglamalaridan C4 =0 va c2- —
boMishligi topiladi. Topilgan giymatlarni (6)ning 1- va 4-ten-
glamalariga qo‘yib, C\ va C3 topiladi:

Natijada M nuqtaning harakat gonunlari quyidagicha
boMadi:

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgan
harakat tenglamalaridan t vaqtni chigarib tashlansa, trayek-
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil boMadi:

8

Demak, M nuqgtaning trayektoriyasi markazi Oz o‘gida
boMgan va z = 4 tekislikda yotgan ellipsdan iboratdir.

Trayektoriya aylana boMishligi uchun boshlangMch
giymatlar orasidagi munosabat

ko‘rinishda boMishi kerak. Nuqtaning aylanish davri esa

11- masala. m massali M nuqta ogMrlik kuchi ta’sirida

radiusli bo‘sh silindrning ichki sillig sirtida harakat qiladi.
BoshlangMch paytda nuqgtaning ogMsh burchagi d¢o =90°ga,
burchak tezligi esa nolga teng. ¢ = 30° boMganda M nuqtaning
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniglang.
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Yechish. M nuqtaga ikkita kuch ta’sir giladi; nuqtaning
/”  mg og‘irligi va ipning R reaksiya kuchi. M nuqta haraka-
iming Eyler shakldagi tenglamalari

md_ZS_: r'T=-mgsinq

dt2

=Pn+R=-mgcosp+R
r

ko'rinishga ega. S egri chiziqli koordinataning boshlangMch
nugtasi uchun M nuqtaning G eng pastki holati gabul
gilinadi (23- rasm).
, d2S <2
Bunday holda £ =0 m =fpP=rp boMib, HT =r~d7
r r
boMadi.
Natijada nuqta ipining
ogMsh burchagi va reaksiya
uchun quyidagi munosa-
batlar hosil boMadi:

Y +-s M =0} (1)
dt2 r
R = +mgcos. (2)
r
R reaksiyaning miqgdorini
lopish uchun M nuqgtaning =& tezligini bilish kerak. Oni
iniglash uchun (1) tenglamaning shaklini
d2g _dm _du dw _ dco

dt2 dt dt dt dg
bogManish yordamida o ‘zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama

cot/a) = - a—sin h</tp
r
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani

hosil gilamiz:

9);- = STcosqo +C. £a)
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Masala shartiga ko‘ra to = 0 boshlangMch paytda mayat-
nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining ogMsh

7
burchagi ¥ ="ga teng. Bu boshlangMch giymatlarni (3)ga
qo‘yib, C doimiy topiladi:

C =- %cosq)o-

Shunday qilib, ® burchak tezlik uchun ifoda quyidagicha
boMadi:

2
o =2gr(cos d- cos o)«
Bu tenglikning ikkala tomoni r2ga ko‘paytirilib, $ tezlik
uchun quyidagi ifoda topiladi:

1@ =2y (cos - cos dO).

71 71
= o—va o :>§ boMganda o ning miqdori uchun formula

hosil boMadi:

B ="2grcos™ ="2gre~ =yjgry!3 = Y3VF

/? reaksiyaning moduli (2) tenglamadan aniglanadi:

F? _ mb2 _ m-Jbgr n3
R +mgcos = ------- =—+mg— =
r r
mg.
2 2 6
FQ:%/3 mg.

12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini garaymiz.

0 ‘qi gorizontal joylashgan r radiusli silindrning ichki

sirti bo‘ylab m massali M ogMr nuqta harakat gilmogda. Ko-

ordinatalar boshini silindr o‘gining gandaydir nuqgtasiga joy-

lashtirib, Ox o‘qni vertikal pastga, Oy o‘gni silindrning

radiusi bo‘ylab gorizontal va Oz o‘gni esa silindrning olqi
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Ui'ylab yo‘naltirib, M ogMr nugtaning harakat gonunini va
ilmdr sirtining reaksiyasini toping.

(Nugtaning boshlangMch tezligi silindr o‘qgi bilan parallel
vo'nalgan deb garaladi.)

Yechish. Masala shartiga ko‘ra, boshlangMch paytda
nuqtaning holati x =0,y =r,z =0 koordinatalar bilan
tiiiiglanadi (24- rasm).

Nugtaning bosh-_

Inug‘ich tezligi silindr
o'giga parallel yo‘nalgan
Im'lib, u do ga teng
hoMsin. Demak, bosh-
lungMch paytda i =0,

v 0,z ="0 boMadi.
A/ moddiy nuqtaga
mg og‘irlik kuchi va
ladius bo‘ylab yo‘nal- z
tuin R reaksiya kuchi 24- rasm.
lii’sir qiladi. To‘g*ri
silindrning kanonik tenglamasi —bogManish tenglamasini
ilodalaydi.

f(x,y,z) =X2+y2-r2=0

<K-mg,Fx=F-0,J =2x, L 2,, va | =0

ilodalarni Lagranjning birjinsli tenglamalariga go‘yilsa, nuqta
harakatining tenglamalari quyidagicha boMadi:

mx =mg + 2Xx, my =2Xy, mi- 0. (D)
Bu tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ-
uillab, boshlangMch shartlarini e’tiborga olib, quyidagi ifoda
topiladi:
=-&Q.
Oxy boshlangMch tekislikdan boshlangan masofa t vagtga
pmporsional o‘sib boradi.
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(1) sistemaning 1- tenglamasini y ga, 2- tenglamasini
esa X ga ko‘paytirib, 1- tenglamadan 2- tenglamani hadlab
ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

m(yx - xy) =mgy . ()

Endi (1) sistemaning 1- tenglamasini xga, 2- tenglama-
sini esa y ga ko‘paytirib, ularni hadlab qo‘shib, quyidagi
ifoda topiladi:

m(xx +yy) = mgx + 2\ (jc2 +y2j . (3)

Agar X, y, z to‘g‘ri burchakli koordinatalardan

X = [*coscp, 3;=/*sin9, z-Z
bog‘lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o ‘tilsa,
X vay, x vay hosilalar uchun

X=-Rosing, y =rgsllp

i = -rtpsm ¢ - r(p2 costh, y ='ripcos & - r(b2 sin
ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda
quyidagi ko‘rinishni oladi:

&+ BT =0, )
-mr2(R2 = mgrcosg +2Ar2. 5)

(4) tenglarnaning birinchi integrali topiladi. Buning uchun
(4) tenglarnaning tartibi

re _d _deo _de> dip _ de_ . dip
dt2 ~ dt dt dt dip dt dip ~dip
bog‘lanishdan foydalanib pasaytiriladi.
Bunday holda (4) tenglama

ipdip = - —sin dip
g
ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda

topiladi:



K

= — boMaganiigi tufayli, ¢ = 0 boMib, t =0 boMganda

(0 boMishligi topiladi. Natijada birinchi tartibli chizigsiz
tenglama kelib chigadi:

iﬁ cosg (6)

Bu tenglamadan ravshanki, tanlangan boshlangMch
hartlarda nuqtaning harakati cobd > 0 shartda, ya’ni

® 2=

J1 71
} <o < — sohada sodir boMadi. (6) ni (5)ga go‘yib,

I igranjning \ noaniq ko‘paytuvchisi topiladi:

= ——f’—Tg—coscb.
2r
Natijada bogManish reaksiyasining proyeksiyalari uchun
Rx =X ~ =-3mgcos2¢
X dx
Ry =-3mg sin ¢cos R=0
y g =-3mosingeose, R

ilodalar hosil boMadi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning
moduli va yo‘nalishini aniglash mumkin R =3T£co5¢.

s

Agar ¢ =+ boMsa, R reaksiya nolga teng boMadi.

M iksimal giymatga esa ¢ = 0 boMganda erishadi va R = 3mg
hoMadi.

I-ndi burchakning o‘zgarish gonunini aniglash uchun
(4) tenglamani integrallash kerak.

(4) tenglamada 8. k> deb, uni
qa+/:0 singp=0
ko'iinishga keltiriladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki,
S 1 limitik o‘tishni isbotlab, 5lnd = ¢ taqribi
#0 ¢ imitik o ‘tishni isbotlab, nh = ¢ taqribiy
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formula o‘rnatilgan edi. Bu hoi uchun harakatning differen-
sial tenglamasi

P+ /290=0
ko ‘rinishni oladi.

Shunday qilib, ogMr nugtaning harakat tenglamasi erkin
chiziqgli tebranishlarning differensial tenglamasining shakli
bilan bir xil bo‘lar ekan.

Bu tenglamani nuqtaning chiziqli tebranma hara-

katlariga bag‘ishlangan mashg‘ulotda batafsil tekshirilgan
edi.

® burchak ¢(0 = ¢0coskt +”-sin kt garmonik gonun
K
bo‘yicha o‘zgaradi.

2n
Nuqgta kichik tebranishlarining davri esa T =

formula bo‘yicha topiladi, ya’ni kichik og‘ishlarda tebranish

davri @0 boshlangMch og'ishga bogMiq boMmas ekan.

I11. Savol va masalalar

1. Erkin boMmagan jism uchun dinamika masalalarining qo‘yilishi
va yechilishini izohlang hamda tushuntiring.

2. Moddiy nuqtaning silt bo'yicha harakatini tasvirlovchi differen-
sial tenglamalarni Kkeltirib chigaring.

3. Lagranjning birinchi tur tenglamalarini nuqta sirt bo‘yicha ha-
rakatlanganda keltirib chigaring.

4. Ninia uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu
ko‘paytuvchi ganday aniqglanadi?

5. Modiiy nuqta silliq chizig bo‘ylab gilgan harakati uchun Lagranj-
ning birinchi tur tenglamalarini keltirib chigaring.

6. Tabiiy koordinatalar sistcmasida silliq chiziq bo‘yicha harakat-
lanayotgan nuqtaning differensial tenglamalari ganday boMadi? Bun-
day harakatda nuqtaning harakat qonuni va bogManish reaksiya kuchi-
ning migdori hamda yo‘nalishi ganday aniqglanadi?

7. Lagranjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar
yechishning tartibini izohlang.

8. 25- rasmda tasvirlangan matematik mayatnik harakatining dif-
ferensial tenglamasini va ipning taranglik kuchini aniqlang
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*1*V/ o =0, |/=0 = P0) » Mayatnik harakati

\()y vertikal tekislikda sodir boMadi deb

giiraladi.
Javob:
mg
X
Modiiy nugta m massaga ega boMib, 25- rasm.

»r uiik kuchi maydonida ly + 5z - 5 = 0 sil-

lig lekslikda ko‘chadi. Agar boshlangMch paytda nuqta (1; 0; 1) holatda
I'o‘lib, uning tezligi nolga teng boMsa, nuqta harakat tenglamasini va
1) lanish reaksiya kuchini toping.

10. m massali moddiy nuqta c radiusli sferik sirt bo‘ylab
liikatlanmogda. Lagranj ko'paytuvchisini va bogManish reaksiya ku-
iliini aniglang.

Javob:

X2+y2+122=1t2"f{x,y,z) =x2+y2+22-12=0

I' m massali M moddiy nuqta ogMrlik kuchi maydonida
N By +Cz+ D =0 tenglama bilan berilgan silliq tekislikda harakat-

limnogda. Nuqgta boshlangMch paytda J1/0(x0,Y0>"0) nuqtada tinch tura-

ili deb hisoblab, M nuqta harakatining tenglamasini va bogManish reak-
lyasini aniglang.

Javob:
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12. Tckislik berilgan qonun bo'yicha vertikal yo'nalishda gorizonl
bilan o‘zgarmas a burchak tashkil gilib harakatlanadi. Tekislikda ishqa-
lishsiz m massali moddiy nuqta siljimoqda. Harakatni tekshiring va tekis-
likning reaksiyasini toping.

Ko rsatma. Qaralayotgan holda tekislik tenglamasi z = kx + b(t)

ko'rinishga ega. Bunda K = tga.

Javob: x = p- sinlza —KE 2=20- cos?a 9t

IVx = -wgsin 2a, Nz = mg(cos2a + 1)

13. Yuk uzunligi t - Itism boMgan ipga osil-
gan. Yukning eng pastki holatida wunga
$0 =4,9m/sek gorizontal tezlik berilgan. Quyi-
dagilarni aniqlang (26- rasm):

a) ip ganday holatda boMganda yukni tutib tura
olmaydi va yuk erkin nuqtadek harakatlanadi?

b) ganday gorizontal eng kichik bosh- MO
langMch tezlikda yuk toMiq aylana chizadi?
Javob: ¢ = 120°, = J5glI>

14. x = R(0+sin G), y = P(1 - cos0) tenglamalar bilan aniglanuv-

chi sikloida bo'ylab harakatlanuvchi ogMr nuqta (sikloidal mayatnik)ning
tebranish davrini aniglang (27- rasm).

Javob:
T = 6) =4n |-
bunda
15. Uzunligi £ ga teng boMgan konik mayatnik gorizontal tekislikda

harakatlanib a radiusli aylana chizadi. Konik mayatnikning aylanish
davrini aniqglang.

IND _
Javob: T = V"2 - al

~ 1T



4- 8. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Mexanik sistemaning umumiy tenglamasining umum-
lashgan koordinatalardagi ifodasini olish uchun oldin
chigarilgan dinamikaning umumiy

K K (1)
lenglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga
<|o‘yilgan barcha bog‘lanishlarni ideal desak, (I)ning dastlabki
vig'indisiga faol kuchlarning shuningdek, ishqgalanish kuchi-
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz gilaylik, sistema S ta erkinlik darajaga ega boisin,
va’ni sistemaning holati S ta umumlashgan koordinatalar
bilan aniglansin.

Ma’lumki, (I)ning har bir go‘shiluvchisini umumlashgan
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orgali
quyidagicha ifodalash mumkin:

S BA[ = Qf&ql +0f 8® +.... + QfSqs,

K
Z =Q{&q\ + Q\5R2 +.... + Qs 505, (2)
K
bunda
drk
Q=% "agx Tk gqi
drk 3
at K o9 e/ K dg2

bunda fj = Xji +y | + Zjk = a}(<h,<72>—<k) ~ sistema nuqtala-
ilning holatini aniglovchi radius-vektordir. (2) ni (l)ga
Jjo'vilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:
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(<2,f + Q,J )bg2 + + (Qs + Qs )5<?S = °-

Bunda 8g|, bg2,...,bgs o‘zaro bog‘lanmagan ixtiyoriy
miqdorlar. Shuning uchun olingan tenglik fagat va fagat

Q[ +Qi =0, Q[ +Q{ =0...Q7 +Q3 =0 4
bo‘lgandagina bajariladi. Hosil bo‘lgan tenglamalardan
to‘g‘ridan-to‘g‘ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish
mumkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko‘rinishdagi
tenglamalarni tuzish ularga kirgan umumlashgan inersiya
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orqgali
ifodalash bilan yanada soddalashadi.

Sistema kinetikenergiyasidan umumlashgan tezlik bolyicha
olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. miqdor-

ning ko‘rinishini o‘zgartiramiz. Ma’lumki sistema istalgan nuq-

tasining inersiya kuchi Ik =-m”*k =-mk at formula

bo‘yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu-
lasi quyidagicha ifodalanadi:

K A dgf ()
Q' miqgdorni kinetik energiya orqali ifodalash magsadida

(5)tenglikning o°‘ng qismi shakli quyidagicha bo ‘ladi:

dbk drlf—dxpk/\lk.bk, At 5

dt dgi dt d kdt da\ (6)
Lagranj tengligidan foydalanib o‘zgartiramiz. Bundan
_drk da\ . . T
tashqari =1k =K, =g\ ekanligi e’tiborga olinadi.

Bunda bk - k radius-vektorga mos keluvchi sistema nuqtasi-
ning tezligi, esa g{ umumlashgan koordinataga mos tu-
shuvchi umumlashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi rk ning hosilasi uchun quyidagi
ikkila natijao‘rinli:

1) tbo‘yicha tolla differensiallash va g\ bo‘yicha xususiy
riilfcrensiallash operaesiyalari o ‘rin almashtirish xossasiga ega
(.iralash hosilaning tengligi)

d _9_
dr dgi  dgf dq\  da{ - @

2) kdan d\ bo‘yicha olingan hosila (Aty), xususiy ort-
imnaning AN orttirmaga bolgan nisbatining limitiga teng.

d{brk) dji
Qv |imilv_: lim dtl =lim dt =lim Add di
hai Al da\ da\ AT da)
dt dt
o >
dg{ dg\ dg{ (8)

(7) va (8) munosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi-
d.igicha o'zgartiriladi:

djh_. <t d_®<d$k . dby ~ \dK
dt 3 dt Ndg{f T < dg\ dt 2dg{ 2 doi

Bunday holda (5) ifoda (massasining o°‘zgarmasligini va
hosilalar yig“indisi yig‘indidan olingan hosilaga tengligini e ’ti-
horga olinsa) quyidagi ko‘rinishga keladi:

c7V ( \
d 3 (y mk*k I by
dt da\ 2 dof 7 2
QK q{L4 }
raTn dT
dgf dq\'
liundagi T =£ mk/p‘_c — sistemaning kinetik energiyasi.
K N

(Dilagi gqolgan umumlashgan inersiya kuchlari uchun ham
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yuqoridagiga o ‘xshash ifodalar topib, natijada (4) teng-
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

degry 97
drydagy da\
d (dT " dT 0
. =0Z>
drydgj dg2 ©)
d (dT~ dT
dr|3*; dqs

(9) tenglamalar umumlashgan koordinatalarda sistema
harakatining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Bu teng-
lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nomi bilan yuritiladi.
Ravshanki,bu tenglamalarning soni sistema erkinlik darajasi-
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinamik masalalarni
yechishning yagona va yetariicha sodda usulini beradi. Teng-
lamalarning eng muhim afzalligi shundaki, ularning ko ‘rinishi
va soni garalayotgan sistemaga kiruvchi jismlarning soniga va
shu jismlarning ganday harakat qgilishiga bog‘liq bo‘Imasdan,
fagat sistemaning erkinlik darajasi soniga bogMiqdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi fagatgina
nazariy mexanika va uning tarmogqlarini rivojlantirib qolmas-
dan, balki boshga nazariy fizika va uning tarkibiga Kiruvchi
fanlarning rivojlanishiga ham yo‘l ochib berdi. Endi poten-
sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini garab
chigamiz.

Agar sistemaga ta’sir giluvchi barcha kuchlar potensialli
bo‘lsa, u holda sistema uchun shunday fagat koordinatalarga

bogMigli U(xk,yk,zk) (k = kuch funksiyasi mavjud
. . du
bo‘lib, umumlashgan kuchlar uchun Qj =d_t (/=12,....9)
q
ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

d_rtdtT\ QT_Adu 0=12 4
dt tdm dg; T 072 (10)
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ko'iinishni oladi. Ma’lumki, n kuch funksiyasi g umum-
l.ishgan tezliklarga bog‘lig emas. Shuning uchun

BT B(T +u) )
- = — (/:1'2’])
LL, L,
ayniyat o‘rinli boiib, Lagranjning har bir tenglamasi
d B(T +u)
dt 4

ko‘rinishni oladi.

L =T +wu belgilash kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nomi
bilan yuritilib, bu funksiya umumlashgan koordinatalar va
li /liklarning funksiyalaridir. L-L(qhght). Bunday holda
I agranj tenglamalari quyidagi ko‘rinishni oladi:

IBL 9 -0, (= (12
dt By- B
Iki tenglamalar potensialli maydonda sistema hara-
katining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Teng-
l.imalardagi L Lagranj funksiyasi sistemasining E to‘lig
energiyasi bo‘la olmaydi.
E=T-U =T +I,
L=T+U=T-T1
bunda I — sistemasining potensial energiyasi bo‘lib, U —
kuch funksiyasi bo‘yicha topiladi: U =-T1 .

Il. Masalalar yechish

Nugta va nugqtalar sistemasining harakat tenglamalarini
lagatgina Nyuton gonunlari va bu qonunlarning natijalari
bo'lgan dinamikaning umumiy teoremalaridan foydalanib
i Iligarish yagona yo‘l emas. Balki bu tenglamalarni mexa-
nik. ming umumiy prinsiplaridan foydalanib ham tuzish
mumkin. Yuqorida nuqta va sistemaning dinamikasida matematik
h.nnda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko‘rib chi-
tilkan edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi differensial teng-
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lamalarni mexanika prinsiplari, ya’ni Lagranjning Il tur
tenglamalaridan foydalanib chigarish mumkin.
13- masala. Ipining uzunligi i va sharchasining massasi
m bo‘lgan matematik mayatnikning harakatini tavsiflovchi
differensial tenglamani keltirib chigaring.
Yechish. Umumlashgan koordinata sifatida mayatnik ipi-
ning muvozanat holatdan og‘ish burchagi ®ni gabul gilamiz.
m massali nuqgta (sharcha)ning
koordinatalarini topiladi (28-
rasm):
X ="sinth, y =£cosq
Sharchaning kinetik va
potensial energiyalarini
hisoblaymiz.
M nuqta (sharcha)ning ki-
netik energiyasi hisoblanfdi:
d = fip;

T=-m(x2+3>2)=-T£ 22

Mayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va-
ziyatdan siljiganda mgog‘irlik kuchining bajargan ishiga teng
(Oy o‘g bo‘ylab):

ANOM dan ON =cos®, ON =£cosq
oM

h=0MO0-ON =£- 1lcost = "1 —cos ).
Mayatnik M =mgh = mg£(1- co6dh) potensial energiyaga
ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tenglamasi

d(dT\ 3r an _an
dt a2 A’ 1 Jp (13)
ko‘rinishga ega boMadi. Bunda



Q =+A3&] = +§*)(mgt{\ —C0s ¢p)) = mgtsin ¢

Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini

' " sind =0 ko‘rinishga keltiriladi.

4 e tagribiy formula-

Jl.m Ibydalanilsa, U :ém gn2 va 5 =mgtg bo‘lib,

m.iyatnik kichik tebranishlarining differensial tenglamasi
ejuyidagicha bo‘ladi:

v+4¢ O

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik
m.iyatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Yechish. Fizik mayatnikni uning massa (og‘irlik) markazi
oigali o‘tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil bo‘la-
iliran kesimi bilan tasvirlaymiz C — fizik mayatnikning massa
m.ukazi, P — uning og‘irligi, OC =a — massa markazidan
uning qo‘yilish nuqtasigacha bo‘lgan
mnsofa (29- rasm).

/0 — qo‘yilish nuqta orqgali
o'tuvchi gorizontal o‘gga nisbatan
I1/ik mayatnikning inersiya momenti,
mayatnikning holati OC to‘g‘ri chi-

/lgning vertikaldan og‘ish burchagi
® bilan to‘lig va bir giymatli
Kiiii|lanadi:

/o =Ta2, ¢=LW0, d=too
holishini e’tiborga olib, fizik
m.iyatnikning Kkinetik energiyasi

lopiladi: 29- rasm.



T=im2=i mo)f)2 =y 2w2a)2 =i /002 = | /02

Q, umumlashgan kuch topiladi. < ga 5¢ variatsiyani
beramiz. Bu ko‘chishda fagatgina P og‘irlik kuchi ish bajaradi.

54] = (2|56 = (-/tosin d)5d, Q =—Pasind.

aT n. oT . . d(dT
, . = /o®.
p p ~ od; dt 3
Bu ifodalar
claT_

dt a " Ap 21

tenglamaga qo‘yilsa, fizik mayatnikning differensial tenglamasi
Pa .
cb+'—0 sing=0 (14)

ko‘rinishda hosil bo‘ladi.

OgMrlik kuchi potensialli bo‘lganligi tufayli mayatnik-
ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla-
malar yordamida ham olish mumkin. Oz o‘qni vertikal pastga
yo‘naltirib, mayatnik potensial energiyasi uchun
M =-Pz =-Pacobg ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk-
siyasi uchun

L=T-MN =" /op2+ Pacosd

ifoda hosil boMadi. Bundan

dL  T. d(dL_:/’Oop; d—L:-PrLunqo
s T o N 30j 3p

Bu ifodalarni potensialli kuch maydoni uchun
dL)dL=0

dt ap 1 P
Lagranj tenglamasiga qo‘yilsa, (14) tenglama hosil boladi:
/o + Pasin ¢ = 0.
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15- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining diffe-
eesir.ial tenglamalarini tuzing.

Yechish. O nugtada OM ipga biriktirilgan m massali M
moildiy nugtani garaymiz. Ipning uzunligi t bo‘lsin.

M nugtaning holati 30- rasmda ko‘rsatilgan y va ebur-
eliaklar bilan aniqglanadi. Oz o‘gq vertikal, Nx o°‘q esa
tju7g‘almas Ox o°‘gqa parallel joylashtirilgan, MN to‘g‘ri
«In/iq esa Oz o‘qqa perpendikulardir (30-
niKm).

Sferik mayatnikning kinetik va
potensial energiyalarini topamiz:

T= , V2 =02+ 02, bunda
A Isin0, 0, = Of, =X'R= sina
/"=1mi2|62+Y2sin2ej,

Il - -mgh =-mgt cosG. 30- rasm.

ti = S2 =4* deb, Lagranjning Il tur
o ajr__at_=_m_ AT 3T = 3N
d dQ do do * dt Ay 3/ 0\/

iknglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen-
iil tenglamalari tuziladi:

(g"-:miZO\ — ~ =T£200 — m£2\i2sin 0 *cosG;
0 dt dQ aQ

dil _ o o dfl _, dT _ n. . 26' dT
—=mglsm0; — =0; — =mi ysin"0;
(o cl} c) cl}

dt 3j 3\j/
I'opilgan ifodalarni (15)ga qolyilsa, sferik mayatnikning
ill 1lvrensial tenglamalari
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r HvVlY

(16)
v =-2QyctgQ
ko‘rinishda hosil bo‘ladi.
16- masala. rradiusli go‘zg‘almas silindrga o‘ralgan ip¢

osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnik hara-
katining tenglamasini tuzing.
Muvozanat vaziyatida ipining
osilib turgan qismining uzun-
ligi £ Ip massasini hisobga
olmang.

Yechish. Lagranj tengla-
malaridan foydalanib, mayat-
nik tebranishlarining tengla-
masini tuzamiz. M nuqtaning
koordinatalarini aniglaymiz
(31- rasm).

X =0k +kM =rcos¢+ (£ + /up)sin &
y =00\ =(£ +/up)sin ¢ - rsin ¢
Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi:
X=(E£+/4) OB

31- rasm.

y =-(E£ +/up”Th-p, 62=x2+y2, 02 = (e+/4p)2Ph2;
Fr="  +/u)2t2; i

M =-mq[(i +/4p)cos - rsind].
Lagranj funksiyasi tuziladi:



. L
e S AN = 2w+ )2 +E )2
* dt, 33,
Bu liosilalar uchun topilgan ifodalarni
+fdO 3E = 0
dt, 3, b

i' n*lamaga qolyib, mayatnik harakatining differensial tengla-
miisi olinadi:
2m(£ +rg)/-p2 + m(£ + /up)2dp - M(£ + np)rp2 +
+mg(t +np)sinp =0,
E+rd)p+rp2+gsintd=0.
17- masala. Massasi m boMgan va ipining uzunligi ixtiyoriy
\i f =fQ+Nsinv/, £(/)= +ct gonunlar bo‘yicha o‘zga-

uuligan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.
Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

dt o0 3 an

Ligranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun
igranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

X =lsin(p, x ="Ld + ~COSCp-i,
y —£cosd, y ="coS5p-*"Th-¢,
TR =x2+y2 =12+ £2(R2.

T= +7202]> M =—mgEcos
[ T-T1=="2+/2¢2J+ mglCOSo.
aL . 3, 8-_
- =-mglsino; — = -Tr(p;
O 3
i dL = 2TEE(p +/nE2¢
dt o
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Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasiga
keltirib go‘yilsa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi
hosil boladi:

mtg+ 2/niig + mgi sin p= 10,
q3+2-:cp+t?—sincb:0. (@

Agar mayatnik ipining uzunligi t(t) =to +t\ sinyt gonun
bo‘yicha o‘zgarsa, mayatnik harakatining differensial
tenglamasi

+ ZO(\_COSQQ ¢ + g sind =0
to +1\ sin yt £q + dy sin yt
ko‘rinishga ega boMadi.

Agar mayatnik ipining uzunligi t =t0+ct, ¢ = const/
gonun bo‘yicha o‘zgarsa, (a) tenglamalardan foydalanib va
t(t) ni erkli o‘zgaruvchi sifatida garab, mayatnik harakatining
differensial tenglamasini hosil gilish mumkin. Buning uchun
o (/) o0g‘ish burchagidan vaqt bo‘yicha olingan hosilalarni
®(0 funksiyadan £(t) bo‘yicha olingan hosilalar bo‘yicha
ifodalash kerak:

dt dp dt _ @
dt ~t =dt ~ dt’

oBSQJ:d <@ __ [ dy\dt 2d2%

dt2 "dt dtj dt{ dt dt dt2
Natijada izlanayotgan tenglama

d—2ﬁ3+£|-—-b9’\'l"¢] :6
dt2 Idt ci

ko‘rinishga keltiriladi. Bu tenglama kichik og‘ish burchaklar uchun,
. d2y 2 d» q o
ya'ni sing = ¢ shartdaesa —=+- — +-r- o = 0 ko‘rinishni
dt2 1dt c2t
oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’ni mayatnikning harakat
gonuni Bessel va Neyman funksiyalari orgali ifodalanadi.

72



IS- masala. Uzunligi £ boMgan cho‘zilmaydigan ipga
i»il>an m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnikning
- ilj’an nuqtasi gorizontal bilan a burchak tashkil gilgan

"'m ma to‘g‘ri chiziq bo‘ylab, berilgan £=£0(0 qonunga
imivofiq harakat giladi. Mayatnik harakatining tenglamasini
luzing.

Yechish. 33- rasmda hosil boMgan OOKC dan:

CK ="cosat, OK =£sina.

AABC dan esa:
AB =£sin¢, AC - -"cobg ,
X =KC +AB = Isin ¢+ £,cosa ,
y OK + (+AC) =”"sina - “co$p.
Mayatnikning kinetik va poten-
mal! energiyasini topamiz:

IF = )r/n é*.z +);2§>
M = wg(£,sina - £cos )

X =£cos- +4cosa, y=£sindheh+4sina;
)Fﬂyg =W [cosz(b+cos2 bk ( cos2a +cos2a)

r’g~(cosgecosa +sindesina) = /202 + £2 + 2£2p4coNp - a).

Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-0N = % £2(p2 + 72 + 274dco3(P - a)l
+mg£cos - mg"s'm a.
=y "2£2h+2£\co5(- a) 1;
N 9 . Y. .
i.{*k =mtd+mEEcos((p- a) - TE csin((p- a) -;
dty ap

— = 2P si - a) - mgEcsi
> M sin(h- a) - mgEcsin du
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Hosilalar uchun topilgan ifodalarni (17) tenglamaga
go‘yilsa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi hosil
bo ‘ladi:

mC~p+ mtl,cos(y - a) - 14" sin(dh - a) + mlyt,6w(d- a) +
+mg£sinp =0,

¢+jg sinq3+-? cos((p- a) = 0.

19- masala. Qo‘yilish nuqtasi vertikal yo‘nalishda
£(/) = acosyt gonun bo‘yicha tebranuvchi, ipining uzunligi
I bolgan m massali yassi mayatnik kichik tebranishlarining
tenglamasini toping.
Yechish. Yassi mayatnikning qo ‘yilish
v 4 » 0 nugtasi ~(t) =acosyt gonun bo‘yicha

vertikal tekislikda to‘g‘ri chizigli tebranma
harakat giladi (34- rasm).

Mayatnik harakatining differensial
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk-
siyasi tuziladi. M nuqgtaning koordinatalari
hisoblanadi.

X = £sind, y =acosyt +1cos ¢
(agar mayatnikning qo‘yilish nuqtasi
34- rasm. acosyt qonun bo‘yicha Ox o°‘q bo‘ylab
tebranma harakat gilsa, u holda M nuqgtaning koordinatalari

X =acosyt +”7sind, y = £cosd, formulalar bilan hisobla-
nadi). Qaralayotgan sistema uchun L Lagranj funksiyasi

m 2 .?
£=y(* +Y~)+M(x,y) ko‘rinishga ega boladi. U hoi
uchun esa
L =2 y® +mEay’ cosytcosy+ mgEcosy.

Potensialli kuch maydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

_o___:"’" q=y, .d.:y'



Mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyidagicha
1V ilacli:

[«2®+ (mgt +miay2 cosy/jsin @= 0.

Agar sin ¢ = (p taqribiy formuladan foydalanilsa, ma-
\>iiink kichik tebranishlarining differensial tenglamasi hosil
ho'ladi:

cp+ (g + ay2cosy/|p = 0.

20- masala. Qo‘yilish nugtasi gorizontal to‘glri chiziq bo‘ylab

Ifc - ma’lum gonunga muvofiq harakatlanuvchi, ipining

ii/unligi t boMgan m massali mayatnik harakatining qonunini
loping.
Yechish. Qo‘yilish nuqgta
harakatining yo‘nalishi Ox 0‘q
imisbat yo'nalishi bilan bir xil
hoMsin. Qo‘yilish nuqtaning

inersiya kuchi i tez-

l.niishga garama-qarshi
yo'nalgan boMadi. mg ogMrlik
kuchining urinma tashkil
rluvchisi topiladi (35- rasm):
PT =-mg sin ¢
mt, inersiya kuchining ham
ui ituna o*‘qdagi proyeksiyasi topiladi:
Ji =—m”cosd.

Mayatnik harakatining differensial tenglamasini
in/.amiz

= | Fde
K
bunda
S:£q:),ax:d28 d2<p:,(f>_
dt2 dt2
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Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasi
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

miip + mg sin ¢+ me,cosp= 0.
Og ish burchagi tarlicha kichik ,_HSLLIobl
ish burchagi yetarlicha kichik, ya’ni hm - =
g ary y m B
boMganda $T1d*¢, codh=1 taqribiy munosabatlar o ‘rinii

boMib, mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyidagi
ko‘rinishga keltiriladi:

d+k2y =- — k2 =— m
g t na

(1 tenglarnaning umumiy yechimi, ya’ni mayatnik
harakatining umumiy gonuni Lagranjning ixtiyoriy o‘zgar-
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Buning uchun &+ /:20 =0 bir jinsli tenglarnaning

(/) = C\ sin kt +C2cos kt
@)

umumiy yechimi kelib chigadi. Bundagi C, va C2sonlarni
0°‘zgarmas emas, balki ularni o‘zgarishiga garab (variatsiya-
lab), ularni shunday tanlaymizki, (2) bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi, (1) tenglarnaning umumiy
yechimiga aylansin:

(0 = Cj(Osin kt + C2(0 coskt. (3)
(3)ning hosilasi topiladi:

¢ = C\(t) sin kt + C2(t) cos kt + Q (t)k cos kt - C2(t)k sin kt.
Tanlanmogqchi boMgan Q(r) va C2(t) uchun

Q(/)sin kt + C2(t) cos kt =0 4
boMsin deb garaladi. Natijada
(/) = C\(t)k cos kt - C2(t)k sinkt. (5)

(5) tenglikning har ikkala tomoni differensiallanadi.

(") = C| (t)k cos kt - C2(t)k sin kt - C\ (t)2(t)k2sin kt -
-C2(t)k2cos kt. AN
76



I.ndi ¢ va cpning topilgan (3) va (6) ifodalarini (1)
inifjamadagi ® va cplar o‘rniga qo‘yib, tegishli ixchamlash-
Iliishlardan keyin quyidagi tenglama kelib chigadi:

£
C\(t) coskt-C 2(t) sin kt = . (7
K

I'ndi (4) va (7)ni birgalikda garab, C\(t) va C2(t)
liosilalarga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasi hosil
boMadi. Bu sistemani Cj(/) va C2(/)ga nisbatan yechib,
fiiviclagicha topiladi:

|

cat) = - — coskt,
1 kt
C'ZS/t) =- e cos kt.

Bu differensial tenglamalar integrallanib, quyidagi
ilodalar topiladi:

Q (0 = ~tK~t f£cos kxdx +C\,

C2(t) = - — J4cos kxdx + C2.
KE

Bu tengliklarning o‘ng tomonida turgan integrallarni
I*ima-ket ikki marta boMak integrallanadi va quyidagi ifoda
hosil boMadi:

(i(t) =~~ -£cos kt - kt,sin kt + k2\'t,coskxdx” + C\,

12 ™ A -£cos kt - A%sin kt + k2J”cos kxdx™ + C2.  (8)

(8)ni (3)ga qo‘yilsa, mayatnik harakatining tenglamasi hosil
boMadi:

<p(0 = CQ\ sin kt +C2cos kt - +j MX)sin k(t - x)dx.
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I11. Savol va masalalar

1. Mexanik sistemaning kinetik va potensial cnergiyalari umum-
lashgan koordinatalar hamda umumlashgan tczliklar orgali gandav
ifo-dalanadi? Kinetik va potensial energiyalar uchun ularning kanonik
ifo-dalari ganday bo‘ladi?

2. Lagranjning Il tur tenglamalarini Kkeltirib chigaring. Har hit
me-xanik sistema uchun bunday tenglamalarning soni gancha boMadi''

3. Agar mexanik sistemaga bir vagtda konscrvativ va konservativ
boMmagan kuchlar ta’sir gilsa, Lagranjning Il tur tenglamalari gan-
day ko‘rinishda biladi?

4. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener-
giyasi ganday aniqglanadi?

5. Lagranj funksiyasi va uning xossalarini izohlang.

6. Lagranjning Il tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va li
zik mayatniklar tebranishlarining differensial tenglamasini tuzing.

7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarim
tuzing.

8. Lagranj tenglamasi ganday ko'rinishga ega? Bu tenglarnaning
goMlanilishini izohlang.

9. Ikkita tayanchga ega boMgan to'sinda yotgan G ogMrlikdagi yuk
kichkina erkin tebranishlarining siklik chastotasi va davrini aniglang.
Yuk tayanchlardan a va b masofada joylashgan. To‘sin materialining
elastiklik moduli E, ko‘ndalang kesimining inersiya momenti esa / g;i
teng. To‘sin ogMrligini hisobga olmang (36- rasm).

Javob: T=2nat)-J— K- L. 11W LW
V3ELla +b) ad C

10. N/ massali bir jinsli r radiusli diskka A nuqtada £ uzunlikdagi

sterjen gattiq mahkamlangan. Sterjenning boshga uchi mayatnikning
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I« ilish nuqtasini ifodalaydi. Steijcnning mas-
S c’tiborga olmasdan fizik mayatnik har-
inning tenglamasini tuzing (37- rasm).
2g(e +r)
r2+2((+r)2

Il . m massali moddiy nugta S = 4asin ¢

Javob: &+ sinth=0.

it?iiflama bilan ifodalangan sikloidal yo‘nalish
I"i \lab ogMrlik kuchi ta’sirida harakat giladi.
linndagi S — 0 nuqtadan hisoblanadigan
Vitv. ¢ — sikloidaga o‘tkazilgan urinma bi-
lin gorizontal o‘gq orasidagi burchak. Nuqta
liii.ikatining tenglamasini toping (38- rasm).

Javob: S = Jisin .
~2ia'+%
lunula A va ¢q integrallash
iluiiniylari.
12. m massali nuqta va uzunligi

il- i(l) gonun bo'yicha o‘zgara-

38- rasm.
(liimii ipdan tashkil topgan matcm-
niil mayatnikning tenglamasini tuzing
Javob: ¢+ 2-p +y sind=0, bunda & — ipning vertikaldan
iic."ish burchagi.
13. Massasi m bo'lgan moddiy nuqgta va chizilmaydigan i ipdan

lir.hkil topgan matematik mayatnikning qo'yilish nuqtasi gorizont
I>ilin (x burchak tashkil giluvchi og‘ma to‘g‘ri chiziq bo‘ylab \ = 4(/)

iliiiuin bo'yicha harakat qilmoqda. Mayatnik harakatining tcnglaniasi-
il lu/ing.

a p
Javob: ¢+ vy sin ¢+ “~co5(p - a) = 0.

14. Massasi m boMgan moddiy nuqta gorizontal tekislik bo'ylab
li.ilukat gilmogda. Nuqtaning harakat tenglamalarini qutb koordina-

liiliiiula tuzing.

Javob: mr-mrtf = Fr, m— dt = Fm
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15. m massali nuqta harakatining tenglamalarini sferik koordina
talarda tuzing.

Javob: r-rQ2-rsin20mp2 + gcosG=0,

4-(mr2sin20 &) =0,
dt
— (r20-sin OcosQ -r2¢2 -grsin0O) = 0.

16. r radiusli qo‘zg‘almas silindrg.i
o'ralgan ipga osilgan m massali moddiy
nugtadan iborat mayatnik harakatining
tenglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan
gismining uzunligi |. Ipning massasini
hisobga olmang.

Javob: (£ + r-Q-&+ rb2 +gsin -0=0,
bunda @ — ipning vertikaldan og‘ish burchagi.
17. m massali A prizma m] mas
sali B prizmaning gorizont bilan a
burchak tashkil gilgan sillig yog'i
bo'ylab siljimogda. B prizmaning
tezlanishini toping. B prizma bilan
gorizontal tekislik orasidagi ish-
galanishni hisobga olmang (40-
rasm).
40- rasm.



s- 8. Siklik koordinatalar va integrallar.
Energiya integrali

I. Nazariy gism

Potensialli kuchlar uchun Lagranjning ikkinchi tur

ii’iij'Jamasi berilgan bo‘lsin:

d dL dL
= (D
Bunda L =T +U =T - n — Lagranjfunksiyasi yoki kinetik
potensial deb ataladi; T va 1 — mos ravishda sistemaning

kinetik va potensial energiyasi, U =-T1 kuch funksiyasi.
Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umum-

lishgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L =L{qj,qj,t).
L=T +U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan Kk
umumlashgan koordinatalarga mexanik sistemaning siklik

Aoordinatalari deyiladi.
l-araz qilaylik, sistemaning S ta umumlashgan koor-

timatalaridan K tasi (K <S) siklik koordinatalari bo‘Isin. gk

umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning-
ilrk, T kinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T Kkinetik

rtU’i'giyaning ifodalariga fagat gk umumlashgan koordina-

Liluning gk umumlashgan tezliklari kiradi. gk umumlashgan

koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

lul.iyli —(-j-lf-:o boMadi. Bunday holda siklik koordinatalar
dgk

w> Inin Lagranj tenglamasi

Léi "o =0,(k =1,2,3,(<i)



kirinishga ega boMadi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifoda kelib
chigadi:

L
=Q, &=1,23,.,//<j). ©)

Agar L=T +U boMishligi va kuch funksiyasining gk

umumlashgan tezlikka bogMig boMmasligi e’tiborga olinsa,
(3) tenglik

ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni gk bo‘yicha
differensiallanib, sistemaning T kinetik energiyasi uchun

1 n n
T=~Z X aijQiQi ko‘rinishdagi ifoda topiladi.
Al=L j=l

Bunday holda (3) tenglik

n
Z aijQi + = CK
7=1

ko‘rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining #e¢ siklik koor
dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi.
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik
integral umumlashgan tezliklarga nisbatan chiziqli funksiya
boMadi.

Lagranj tenglamalari sistemasini toMiq integrallash uchun
bu sistemaning 2n ta birinchi integrallarini topish zarur va
yetarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini ganoatlantiruvchi 2//ta

fs(Wi>t) =Cs, (s=1,2,...,2n) (4)
ko‘rinishdagi munosabatlar topish kerak.

(4) tenglamadan barcha apg miqdorlarni t vaqtning
funksiyasi ko‘rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog*lab
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlangMch shartlardan foy
dalanib aniqglanadi.

Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi
siklik integrallar sistema harakat miqdorining saglanish gonuni
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Ziliii), Inirchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar
i'il.ni esa harakat migdori momentining saglanish gonuni
hur'langandir.

Asosiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ
m lunalar uchun energiya integrali mavjud bo‘lib, harakat
ilnvomida sistemaning to‘liq mexanik energiyasining o ‘zgarmas
mu[dori boMishini ifodalaydi:

T+ =h.

Bu integralni ideal bogManishli sistemalar uchun Lag-
nu\j tenglamalaridan faol kuchlar t vaqtga bogMiq boM-
in.i“anda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqtga bog-‘liq
Im'Imagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqgtga
il lik koordinata sifatida garasaqg, konservativ sistema harakati
iniyjamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda-
Itti ekan.

lagranj funksiyasidan umumlashgan tezliklar bo‘yicha
olingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi.
t nuimlashgan impulsni p orqgali belgilasak, quyidagi ifoda
hosil boMadi:

Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S
i.r.i siklik koordinatalar bo‘lsa, (61< n) u holda L Lagranj
limksiyasi 2a— + 1ta o‘zgaruvchiga bogMiq bo‘lib (umumiy
linlda t vaqt o‘zgaruvchi boMib kiradi), bu sistemaning S ta
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o°‘zgarmas
Jlivmatni saglaydi.

Il. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta
« r,z to‘g‘ri burchakli koordinatalar bilan toMiq aniglanadi.
I ikin nuqgtaning Xx,y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalarini
umumlashgan koordinatalar deb qabul qilib, gorizontal
u l.r.likda nuqgta proyeksiyasi harakatining sodir boMish
skmuniyatlarini o °‘rnating.
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Yechish. OgMrlik kuchi maydonida harakatlanayotgan
nugtaning kinetik va potensial energiyalari uchun quyidagi
ifodalar topiladi:

T =i/wtf2 ="m (x2+y2+r2); M =gz =mgz.

Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=T-MN =i m(x2+y2+22)- mgz .

L Lagranj funksiyasi x va y koordinatalarga bogMiq
emas, ya’ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. Bu
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

di_ mx = const yoki x =
<) 4
— =my =const yoki y =

ay

Bu ifodalar gorizontal o‘glardagi nuqta tezligining
proyeksiyalari o‘zgarmas miqgdor boiishligini ko-‘rsatadi,
ya’ni nuqta proyeksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va
to‘g‘ri chizigli qonun bo‘yicha sodir boMadi. x =0 va 'y =0
boMganda nuqgtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o ‘zgar-
masdan gqoladi, ya’ni nuqta vertikal bo‘ylab harakatlanadi.

22- masala. 21- masalani markaziy kuch maydonida
garaymiz. Faraz gilaylik, m massali moddiy nuqta markaziy
kuch ta’sirida harakatlanayotgan boMsin. Markazga nisbatan
moddiy nuqta harakat migdori momentining saglanish qonu-
nini o ‘rnating.

Yechish. Faraz qilaylik, markaziy kuch gandaydir mar-
kazga garab yoMialgan boMsin. Markaziy kuch moduli nuqta-
dan markazgacha boMgan masofaning funksiyasi boMadi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Nug-
taning qutb koordinatalari boMgan r qutb radiusini va ¢
qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb garaymiz.

Nuqgtaning Kinetik energiyasi topiladi. Buning uchun nuqta
ft tezligi modulini uning qutb koordinatalari o‘glaridagi

Or va proyeksiyalar orgali ifodalanadi (41- rasm):
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B2 = ii2 +$dh, =r, -8 = M0), co= (.

T-T2-11{#'+1).

=8 (;2+r1Y).

Moddiy nuqtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda
lopiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqtaning potensial
energiyasi ham Nyuton tortishish kuchi maydonida joylashgan
nugtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni
nuqtaning potensial energiyasi nuqtadan markazgacha bolgan
niasofaning funksiyasi bo ‘ladi:

Mm=/(r).
Nugta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

1=r-9=y(r2+r2)-f(r).
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Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida < burchak
koordinata uning ifodasiga kirmaydi, ya’ni bu siklik
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos keluvchi
siklik integral

dL ~| B ¢ Ki _ _ t
Fﬁb - mr~(p = const yoki mr(r(p) = . =cons

ko‘rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o‘rnatilgan markazga
nisbatan moddiy nuqgta harakat
migdori momentining saq-

lanish gonunini ifodalaydi.

23- masala. Holati Q va W
burchaklar bilan aniglanuv-
chi, uzunligi £ga teng bo‘lgan
sferik mayatnik harakatining
birinchi integrallarini toping.
Yechish. m massali M
nuqtani garab chigamiz. Bn
nuqta og‘irligi e’tiborga
olinmaydigan £=0OM ipga
osilgan. M nuqtaning holati
G va ™ burchaklar bilan
to‘liq aniglanadi. Sferik harakat
gilayotgan nuqtaning kinetik va
potensial energiyalari
quyidagicha hisoblanadi (42-
rasm):

T = + $2* = 02 = vj/f? =\j/£sin0,

n=-mg\ON\, |O/V| =fcosO0.

Shunday qilib, nuqgtaning kinetik va potensial energiyalai i
uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T =-"nC2 (62 + V2sin2g|,
M =-mgi cosG.
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Sferik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=T-0N = (62 +V2sin26) + mglcosQ .

Kavshanki, L ning ifodasi 4 koordinataga oshkor
I*tswiig emas, ya’ni v burchak siklik koordinatadir. \/ siklik
U 0L dinataga mos keluvchi siklik integral

— =\/sin20=C
ay

lo'rinishga ega bo‘lib, mayatnikning Oz o°‘gga nisbatan
llttrakat migqdori momentining saglanish gonunini ifodalaydi.
I ncrgiya integrali esa

T+MN =h=$ (62+V2sin20) ~ tngtzos0 = C
yoki 62 +\/2sin20- 2ycos0=h
ko’iinishgaega. Bunda :—ZCT
m t

I11. Savol va masalalar

I Konservativ sistemalar uchun Lagranjning Il tur tenglamalari
slumlay ko'rinishga ega?

1 tlastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener-
11, ri ganday aniglanadi?

3. Qanday umumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar
W yUadi?

. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi ganday ko'rinishga
9i"1” Uning birinchi integrallarini toping.

Y Qanday integralga siklik integral deyiladi?

(¢ Siklik integralning ifodasi umumlashgan tezliklarga nisbatan gan-
llitv lunksiya bo‘ladi?

7 Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi siklik
lull rnillar bilan sistema harakat miqgdorining saqglanish gonuni gan-
lliiv bog'langanligini izohlang.

S Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema
lilii.ikat migdori momentining saqlashni gonuni bilan ganday
I"*I1lungan bo‘ladi?
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9. Konservativ sistemalar uchun energiya integrallari mavjud
boMishini va harakat davomida sistemaning to'liq mexanik energiyasi-
ning saqlanishini tushuntiring. 1]

10. Lagranj funksiyasi va boshlang‘ich shartlar bo'yicha nuqta hara-
katining tenglamalarini integrallang:

1 L=\t22, x|,=i=0; jeL=0=1 Javob: x = 1—
t
2. L=2? +t2X2, X[,ZOZO; X|/=0= 1Javob: x - t- —.
3. L=\t2+x2,x|/=3=0; i:L_3=1. Javob:  x =E
X +y? .

4. L = ,x t4 =0; y i=(]=y0, X ,=n=0, y /=n=0.
Javob:

X=%E2@%ZBYLH’) Ly - (t - to) +_2~E sn PV_(E:EQ_)+ 0.

ry Py 1
11. Matematik mayatnikning qo‘yilish nuqtasi $o o‘'zgarmas tez-

lik bilan r radiusli vertikal joylashgan aylana bo‘ylab harakatlanadi. Agar
mayatnik massasi m, ipining uzunligi ”~ bo'lsa, mayatnik uchun Gamil-
ton funksiyasini tuzing.

Javob: H =~ mf2 cos --&Q- mgfcosa,
mt
12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo‘lsa, Gamilton funksiyasi
ni toping.
1L=-me .1- 2. Javob: H = bl ¢c2P2+ m2C2

2. L=y (*2+Y2+i2" a(xy - yx).

Jb+tH = -- Px +ay)2 +(Py -axf + Pz
2m( y)2 +(Py

13. Massasi m =1 bo‘lgan matematik mayatnikning harakat
tenglamalari



dg dH dP _ aH p2 =
& WA dg T H s

(@ & mayatnikning vcrtikaldan og‘ish burchagi, ( mayatnik
Ipi ning uzunligi) ko'rinishda bo'lishligini ko'rsating.

14. Harakatlanuvchi nuqta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj
hmksiyasini tuzing.

Javob: 1 =y ~r2+r202+z2j- N(r,d,z) m

15. Og'irlik kuchi maydonida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv-
*In m massali nuqta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: L =y R2(02 +sin20 «h2) + mgRcos 0.



6- 8. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning
kanonik tenglamalari

I. Nazariy gism

1. Kanonik o‘zgaruvchilar. Agar mexanik sistemani
harakati L = L(qj,qj,t) Lagranj funksiyasi yordamida tasvir-

lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi
tur tenglamalari ko‘rinishida boMadi:

d -
B L S S

(1) Lagranj tenglamalarining har biri umumlashgan
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalardan iborat boMgan S ta tenglamalar sistemasidan
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki,
(1) Lagranjning S ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga
teng kuchli boMgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb
ataluvchi 2,54a birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik kolrinishga keltirish
uchun gj umumlashgan koordinatalar va gj umumlashgan
tezliklar o‘rniga qj (umumlashgan koordinatalar) va

dL
Pj dq. (umumlashgan impuislar) yangi o°‘zgaruvchilar

kiritiladi. gj va Pj o‘zgaruvchilarni kanonik o zgaruvchilar
deb ataladi. Ular 2£ oMchovli fazo tashkil giladi.

(D) Lagranj tenglamalari P umumlashgan impuisl
yordamida
apj doL .
~dr~=dg]’ 0 - 12,™.%) (2)

ko‘rinishni oladi. p\, /22,__, ps umumlashgan impuislar
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Pj :kt_I akik +bj, (j =1,2,...,5 (3)
linimilalar bilan aniqglanadi.
2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har
Iniini qgjg'd ko‘paytirib, ularni hadlab qo‘shilsa, quyidagi
iltula hosil bo ‘ladi:

dfat] _ dL .1
et g @
i=l QJ/ -V ol
d(dL) d(dL Qj) dL .
cdja g dog ¥ P
dt, dej | dt\ch ; ®
tl.ilanilsa, u holda (4)
=0 )

d *dL . v
‘N 1

77X T ~Q j-.
j=\daj " 7
ko'rinish oladi.

Agar L Lagranj funksiyasi / vaqtga oshkor bog‘lig

holmasa, ya’ni L =L(q\, g2,~~, gs><b 4s) kokri-
inshda bo‘lsa, uning vaqt bo‘yicha hosilasi
dl s dL Q'+’\9L o
=s —.Qj r- 6
dt ., daj daj ©)

ko'rinishda bo ‘ladi.
(6)ni (5)ga go‘yilsa, quyidagi tenglama kelib chigadi:

+ dL .
u 4y -1 =0.
d<\h EQJ y
I
3L .
Bundan q =s ~ - L- const @)
7= daj qj
I'o'lishligi kelib chigadi. H ga Gamilton funksiyasi deyiladi.
Gamilton funksiyasini kanonik o‘zgaruvchilar orgali
ilodalash mumkin. tf funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan
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koordinatalar va tezlik o‘rniga qj va Pj kanonik o‘zgaruv-

chilar olinsa, H funksiyaning kanonik o‘zgaruvchilar orqgali
ifodalangan formulasi hosil boMadi:

u= i Pjij-L. (8
7=1
3. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kanonik

tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o‘zgaruvchilar
orgali ifodasi (8) ko‘rinishga ega. (3) tenglamalar sistemasini

Fga nisbatan yechib, quyidagi ifodalar topiladi:
& =f (41>9r,-" AB>P1>P2>— >3~ > 0'=1,2,...,5).
Bunday holda H Gamilton funksiyasi 2S ta gj va Pj
kanonik o‘zgaruvchilarning va tvaqtning funksiyasi boMadi:
H=H 9)
H Gamilton funksiyasining Pj umumlashgan impuislar
bo‘yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

— =a +y 4 -y — S. - P

dPj  4j Pj fiidgj dPj> dqj~ J
ekanligini e’tiborga olinsa,

i~ =n +V P Y P dgj ~dgj - n

dPj  4j *9Pp O 1 SPi 4j
boMadi.

Shunday qilib,
dgj o4
4j dt dPj’ Q1)

(8)dan L Lagranj funksiyasini H Gamilton funksiyasi orqgali
ifodalanadi:

L= S PjQj ~H.
7=1
Lagranj funksiyasining gj umumlashgan koordinatalar
bo‘yicha xususiy hosilalari topiladi:
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i*L=y .é'.H y AH apb =

dPj  j=\"Qj qj j-\dPk dqj Mgt
=Y A -dL v LG --LLI-
K @qj aj ~k=l daj & %(-!J
(2) va (10) tagqoslansa, tubandagi tenglama kelib chigadi:
dPj _ dH
dt daj (13)

(99 va (11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste-
m.isi hosil boMadi:

(12)
dt  dgj

(12) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng-
lamalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton
Unglamalari birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar
i.temasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 2S ta

A, 92,...., 05, pu ps migdorlarini t vaqtning va 2S
i.i ixtiyoriy O‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniglaniladi.
lin tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chigardik. Shuning uchun
ularni konservativ sistemalarning harakatini o°‘rganishga
goMlanish mumkin.

Endi Gamilton funksiyasining ba’zi bir xossalarini
o'iganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo‘yicha hosilasi
topiladi:

dH dH
dt ~ dt

(12) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila
quyidagi ko‘rinishni oladi:
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<lWl=3H *BH 239 *23a dHA dH
dt  dt +Kedqj dPj +K6dPj dgj  "al-(13)
v /

Shunday gilib, Gamilton funksiyasining t vaqt bo ‘yicli;i
toMiq hosilasi bu funksiyaning vaqt bo‘yicha xususiy hosilasig;i
teng. Agar sistemaga qo‘yilgan bogManishlar t vaqtga oshkor
bogMiq bo‘lmasa, bunday holda Gamilton funksiyasi ham /

dH
vaqtga oshkor bogliq bo‘lmaydi. Bunday holda =t =0

dH
boMib, (13) tenglikka ko‘ra = =0 bo‘ladi. Bundan

H = const (14)
boMishligi kelib chigadi.

Statsionar bogManishlarda sistemaning kinetik energiyasi
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi boMadi.
Bunday hoi uchun Eylerning bir jinsli funksiyalar haqidagi
teoremasiga ko ‘ra:

1Ry ="Lk43=24£L14j=2T
7=1 7=1 dclj 7=1dqj
boMadi. Bunday hoi uchun H Gamilton funksiyasi

H=1PjQj-b =2T-(T-N) =T +n (15)
j=1
mexanik sistemaning toMiq energiyasini ifodalaydi.

Il. Masalalar yechish

24- masala. Inersiyasi bo‘yicha harakatlanayotgan erkii
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniglang.
Yechish. Erkin sistema nugqtalarining to‘gfi burchakli

koordinatalari xhyhn (i =1,n) boMsin. Inersiyasi bo‘yich;i
harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj
funksiyasi sistemaning kinetik energiyasidan iborat boMadi:

/£=12 v +Zf)/' =
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Kavshanki, sistema nuqtalarining to‘g‘ri burchak
\ItyhZj 0 = 1O koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo-
iltilariga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor-
sImalalar boiadi.

Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impuislar
o /j'.armas boMadi:

IQ(. — AL =mix; =ai>

D dL
PY: .
y© o dyj

I Y

B4 =P, (=12

Il Gamilton funksiyasi tuziladi:

H=L=i"-(a?+P?+v?)
i=12m/
JdXTa nuqgtalari harakatining differensial tenglamalari
Wiladi:

dxj dH Tt a-
dt  2a/’ d mj
dy, _dH .y dyj _ Pj
dt  ap/ dt  nij
~N 39 a4
dt  dyj dat  dyj

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuqg-
lilari harakatining tenglamalari to‘g‘ri burchakli koor-
ilmatalarda olinadi:

v oy 4bj, Zi=— t+Cj(i=1, 2 .
LU ni; m.

Bu olingan natija sistemaga ta’sir qiluvchi tashqi
kiii lilaming bosh vektori nolga teng bo‘lganda, sistemaning
h.nakat migdori modul va yo‘nalish bo‘yicha o‘zgarmas
In» 1j-andagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema
bir xususiy holda, sistema harakatining differensial
tenglamalarini chekli ko‘rinishda integrallashga imkoniyai
yaratgan edi.

25- masala.(M.49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi
teng boMgan, holati esa vertikaldan og‘ish burchagi ¢ bilan
aniglanuvchi matematik mayatnik uchun Gamilton
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamalarini
tuzing. Olingan tenglamalar odatdagi matematik mayatnik
harakatining differensial tenglamasi bilan teng kuclili
bo‘lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensi;
energiyalari hisoblaniladi:

T =mb , M =nigh, \OM\ =1, ZMOM =@, $ =i

To‘g‘ri burchakli uchburchak NOM dan

Kw]|
\O M\

h =\0M\- 107V| =£-£ cos = £(\ - cobdp).

- cos (h=> 107 = £cos ¢

T= ¢, 4 =-mgi cobg .



Mayatnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:
-1 - -y +mlycosd.
Umumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:
n Bl L] P
P:=Eﬁ‘iIFWEB Se==j m 1
= §==y 1

/I Gamilton funksiyasi tuziladi:

K= 9y Lr:%;cp- L=mi "2 8.

-mlycos ¢ = -1m I?y - mlycosc = 1P _. mldgcos .
2 2 mfl

Mayatnik harakatining boshga bir kanonik tenglamasi

topiladi:

dP _ BH _ dP

— zZ--=>— =-mqlsin
dt dt dt gG ®

Sliunday qilib, matematik mayatnik uchun Gamilton
S 1 P. _
luuksiyasi H = -— j-/nl<pcos(p ko‘rinishga ega.
2mt
Uning harakatining kanonik tenglamalari esa

g%— I:)T’ aP lys\ 2
d - ~drt myan) ()

| ® imishda bo ‘ladi.

Agar (1) tenglikni / vaqt bo‘yicha differensiallansa,

P 1
—{' topiladi. P =m ty ni (2) ga qo‘yilsa, mayatnikning
m

o o0g‘ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi
Inr.il  boMadi:

ml7y- mlysinq3:>q3+9sindp:0

2(> masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana-
m massali nugta uchun Gamilton funksiyasini toping

wvu nuqta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi orqali
o ‘tgan tekislikda harakatlanadi. Bunday nuqtaning harakatim
qutb koordinatalarida o‘rganish juda qulay. Umumlashgan
koordinatalar sifatida nuqtaning rqutb koordinatalarini gabul
gilsa bo‘ladi.

BogManish statsionar boMgani tufayli H Gamilton funk
siyasi sistemaning to‘lig mexanik energiyasiga teng boMadi;
2
H=T+Wr)=!2-+M(r), (Z=T-ri).

Qutb koordinatalarida O2 = r~ + Ap2 boMishligi e tiborgii
olinsa, nuqtaning kinetik energiyasi uchun ifoda

T = )r/n (r2+ r2c|0234 ko‘rinishni oladi. rva @ koordinatalarga

mos keluvchi umumlashgan impuislar quyidagicha topiladi

dL dH . dL dH 2
p'=T r* -Tr’>* “3Caqgp " "r*
. P PV
Bundan r=—>®d=—71.
m mr
H Gamilton funksiyasi kanonik o‘zgaruvchilarga nisbatan
p2n
H=— P2+-* +M(r
2m T 2 ("

ko‘rinishni oladi.
Nugta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek
shirilayotgan masalalar uchun ular to‘rtta boMadi):

dr =dH_= B dPr =_dH = _3/
dt drr m' (R dt dr ~r> dr
€)
dy _dH _ ro dPy, q
d a5, mrgr (B dt ~ o - <4)

Endi masalalarni bir xil xususiy holda yechamiz.

m
Agar markaziy tortishish kuchining miqdori r- Kry
boMsa, u holda:
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I) H Gamilton funksiyasi 77 =-Pr =-k— .

r 2m r r2 f

kit'iinishga ega boMadi.
Nugta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha
boMadi:

dr _ 34 _ Pr
dt dPr m ' dt

No= = dP¢  gH Q
dt 3Pp mr2> dt ap

Bu tcnglamalardan r, ¢, Pr va RPkoordinatalarni tvaqt-
W funksiyasi sifatida aniglash mumkin (44- rasm).

(4) tenglamadan P =a boMishligi kelib chigadi. Bun-
eLiii a =const- ning bu giymatini (2) ga qo‘yilsa, quyidagi
Iniglama hosil boMadi:

44- rasm.



dy _ @
dad m'

Bu tenglama esa markaziy kuch ta’siridagi nuqgtaning
radius-vektori chizgan yuza fvaqtga proporsional ravish-
da o‘zgarishini ifodalovchi yuzalar tenglamasining
0 ‘zginasidir.

dr
(1) tenglamadan Pr =m— topiladi. (3) tenglama esa

dr _or km . .
m—--= —-+ Ko rinishm oladi.

dt r3 r
Bu topilgan tenglamadan nugqtaning radius bo‘ylab
gilayotgan harakatini aniglash mumkin.

I11. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy golonom bogManishli sistema uchun kinetik cnergiya-
ning ifodasi ganday boMadi?

2. Statsionar bogManishli mexanik sistema uchun kinetik energiya-
ning ifodasi qanday boMadi?

3. Statsionar va statsionar boMmagan mexanik sistema uchun Kki-
netik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi qanday boMadi?

4. H Gamilton funksiyasining mazmunini tushuntiring va u gan
day argumentlarning funksiyasi boMadi?

5. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kinetik tenglama-
lari ganday va ularning soni nechta boMadi?

6. Gamilton funksiyasining vaqt bo‘yicha toMiqg hosilasi nimaga teng?

7. Statsionar bogManishlar uchun Gamilton funksiyasi ganday
boMadi?

8. Kanonik tenglamalarni tuzishning usullari ganday boMadi?

9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali qanday shartlarm
ganoatlantiradi?

10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashninf,
0 ‘ziga x0Ss xususiyatini izohlang.

11. M massali erkin moddiy nugta potensialli kuch maydonida ha
rakatlanmoqda. Agar maydonning kuch funksiyasi u(x,y,z) ga ten”,
boMsa, bu nuqta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nuqta ha-
rakatining kanonik tenglamalarini toping.
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Javob: (!+x=/1 flu.=— , H = (8,2 + + P2)- u(x,y,z)
m

dt dt  dx 2m
dy _ Pj dPj _du

dt m dt dy*

dz _ P3 dPi _ du

dt m dt dz

12. (Nyuton masalasi) m massali moddiy nuqgta Nyuton kuchlari
markaziy maydonida M massali qo‘zg‘almas jism ta’sirida harakat
gilayotgan bo'lsin. Qo‘zg'almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar
‘Ub qarab, ya’ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning
markaziga yo'nalgan deb hisoblab, nuqta harakatining kanonik tengla-
malarini tuzing. Qutb koordinatalarida nuqtaning trayektoriyasini
/I (®) ko'rinishda toping.

P m_ B n 7™ Mm n n
Javob: r- — , % TN =~T +Y—T~> Pi .
m mr r r

13. Gamilton tenglamalarini toping, agar:

i 2
1. /7=— (PR+ --@=—+sind).
2m r sin ¢
P2 . P2 p} cosd
Javob: r = P2; ¢ = ; Pr=-x— — . dAp= ——5-mr
r sin v} r sin" ¢ r sin” g

p

2. H=VI+P2+r. Javob: r = -1
yA+ P2

3. H=U\-P 2f. Javob: r= P-r2,P =2r(P - r2).

14. Gamilton funksiyasini r,y,z siklik koordinatalarda ifodalang.
Javob: U = (P2+XrP2+P2)+N(r,dz).

2m r
15. Gamilton funksiyasini /%0, sferik koordinatalarda toping.

Javob: H =-L (P2+\ P2+ — P2)+M(r,0,2).
2m rL I sin0

16. Gorizontal reyka vertikal o ‘q atrofida aylanadi, reyka bo‘ylab esa
in massali yuk harakatlanadi. Yukka ta’sir giluvchi kuch 77 (r) poten-
liilK,a ega, bunda r — yukdan aylanish o'qigacha boMgan masofa. Siste-
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maning kinetik energiyasi

T =y |/2 A2 +72)d2)
ga teng. Sistema uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha-rak;i-
tining kanonik tenglamalarini tuzing.
Javob:

dar_ _ . dy Pv dPr _ t'P2
dt m dt n(r2 +d~) dt m(r2 +d ,

17. Gorizontal disk o‘zining markazi orgali o‘tuvchi vertikal o
atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan mos tu
shuvchi yarim slindrsimon arigehada harakatlanadi. Sharchaga silin
drik arigeha bo'ylab yo'nalgan va sharchadan aylanish o‘gigacha bo‘lg;m
r masofaga bogMig boMgan kuch ta’sir giladi. Sharchaga moddiy
nuq-ta deb garab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va har-
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.



7- 8. Klassik mexanikaning variatsion-
integral prinsiplari

/. Nazariy gism

Klassik mexanikaning variatsion prinsiplari deb, mexanik
mlcmaning kinematik mumkin boMgan barcha harakatlari
(n'plamidan berilgan kuch maydonida sodir boMadigan
li.uligiy harakatni ajratib olishga imkon beradigan va bunday
li.uakatning xossalari hagidagi umumiy qonunlarga aytiladi.

Mexanikaning variatsion prinsiplari differensial va integral
|lumsiplarga boMinadi.

Differensial prinsiplar haqiqiy harakat Kkriteriysini oniy
v.igtda, ya’ni garalayotgan vaqt atrofida, integral prinsiplar
r lchekli oraligda o ‘rnatadi.

Klassik mexanikaning eng muhim va eng umumiy
tiiTferensial prinsiplaridan biri biz o ‘rgangan mumkin boMgan
ko’chishlar prinsipi hisoblanadi.

Klassik mexanikaning eng muhim integral prinsiplari biz
n’rganmogqchi boMayotgan, Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi
(nig kichik ta’sir prinsipi) va Mapertyun—Lagranjning
Iliitsionar ta’sir prinsipi hisoblanadi.

Mexanik sistemaning haqiqiy harakatini uning mumkin
ImMgan barcha harakatlari to‘plamidan integral variatsion
t'imsip asosida tahlil gilib tanlab olish mumkin.

Konservativ sistema uchun Lagranj tenglamalarini garab
t liigamiz:

dL
dt dok

lunula L =T - I Lagranj funksiyasi.
Ilarakatlanuvchi sistemaning ikkita holatini garaymiz:

UNrma paytda (A) holatda, t2(t2 >t\) paytda esa (B)



holatda boMsin. Sistemaning t2-t\ vaqt oralig‘ida (A)
holatdan (B) holatga o‘tishdagi haqigiy ko‘chishi (1)
tenglarnaning yechimi boMgan

Qk=Qk(f) (*=12 ) @)
funksiya bilan aniglanadi.
Sistemaning (A) holatdan (B) holatga O‘tishdagi haqigiy
ko‘chishi bilan bir gatorda (2) ko‘chishdan cheksiz kichik
miqgdorga farq giluvchi o‘sha t2 -t\ vaqgt oraligMda sistemaning

(A) holatdan (B) holatga o‘tishida sodir boMadigan

K =4Ak(0+% (0, (k=1,2,....,j) 3)
tenglama bilan aniglanadigan
ko‘chishi ham qaraladi (45-
rasm).

Bundagi 50k cheksiz kichik
migdorlar bo'lib, Q*Q*—>4
koordinatalarning
variatsiyalaridir. (2)va (3)
tenglamalar bilan anigla-nuvchi
ko‘chishlar bir vaqtda jismning
(A) holatida bosh-lanadi va hir
vaqtda jismning (B) holatida

tugaydi. Bunday holatlar uchun
bQk(h) ="Qk(h) =0 (4)
boMadi.

BogManishlar bilan birgalikda topilgan bunday ko‘chishlai
uchun

)
S =\Ldt(L =T-n) (41)

h
integral qaraladi.

S miqgdor sistemaning harakati davomida T kinetik va Il
potensial energiyalar orasidagi munosabatni xarakterlaydi
Bu integrating son giymati sistema ko‘chishini aniglovchi
gk(t) funksiyalarga bogMig boMadi. Bu integral gk{t) va
gk (t) funksiyalarga bogMiq boMgan funksionaldir.
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S migdor ishning vaqtga boMgan ko ‘paytmasidan iborat.
lizikada bunday miqgdorni «tasir» deyiladi.

S funksional shunday maxsus ta’sirni ifodalaydiki, bunday
la’sirni Gamilton—Ostrogradskiy ta’siri ham deb ataladi.
Haqigiy ko‘chishda S migdorning ta’sir giymatini (3)
ko‘chishlarning giymatlari bilan tagqoslash maqgsadida

S(q{+5qu g2+ L ,...As + A +5<7...>E+5".0"
S(q\me>g$> gi >—,75,0
ayirma qaraladi. Bu ayirmani Sg" va 60k ning darajalari

bo‘yicha gatorga yoyilsa, bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar
lo‘plami S miqdorning birinchi variatsiyasidan iborat boMadi:

dSe. 3 s S 2 3L*, dL
6S= £ T __ =g \ 8k + ------ dt
k=l Eqk Sqfe +Eqk bk k§1/,\ dgk dgk

Birinchi go‘shiluvchini boMaklab integrallansa, quyidagi
ilbda hosil boMadi:

dL
) L fykar =95 8ok 5k dt.
. dok dgk dt ok
(4) shartlarga ko ‘ra oMig tomondagi birinchi go‘shiluvchi

nolga teng, natijada 8S variatsiya uchun

512 gL dL
=7z |
k=12 dgk dt
ifoda kelib chigadi.
Inegrallash yoMida (1) tenglik bajariladi. Demak, bu yoMda
v ta’sirning variatsiyasi nolga teng:
85 =0- (5)
Funksional birinchi variatsiyasining nolga aylanishi uning
statsionar migdor boMishining zaruriy shartini ifodalaydi.
Shunday qilib, S ta’sir (haqgigiy ko‘chishni boshga ko*-
t liishlardagi giymatlari bilan tagqoslaganda statsionar giymatga
iya boMadigan) sistemani t2-t\ vaqt oraligMda boshlangMch
(i t\) va oxiri, (t =t2) holatlari bir xil boMgan bir holatdan

55 8gkdt
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boshga bir holatga o ‘tkazsa, bunday holda 64a’sirning miqdori
hagiqiy ko'chishda boshga ko‘chishlardagi giymatlari bilan
tagqoslaganda statsionar giymatga ega boiadi.

Bu xulosa Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining maz-
munini tashkil giladi.

Bu prinsipni quydagicha ham izohlash mumkin:,Lagranj
tenglamalarini ganoatlantiruvchi, ya’ni berilgan kuchlar
ta’siridagi sistemaning haqiqiy ko‘chishini ifodalovchi gk
va gk funksiyalarning shunday qiymatlari mavjudki, shu
paytda sistemani boshlang‘ich holatdan (/ =/]) oxirgi
holatga (t=t2) o‘tkazuvchi Gamilton ta’sirida uning
shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi gk va dk
funksiyalarning giymatlarini boshga barcha mumkin bo‘lgau
unga yaqin harakatlardagi qgiymatlari bilan taggoslaganda
(47 egri chizigli integral ekstremal giymat (maksimum yoki
minimum) qabul qilishning zaruriy sharoitlarini ham
ganoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’lum vaqt oralig‘ida
mexanik sistema harakatini o‘rganishga qo‘llanish egri chizigli
integralning ekstrimum qiymatlarini aniglash masalalari bilan
bog'liqdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj
ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini
keltirib chigarish mumkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini Gamilton
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chigaraylik. Bu prinsip
bilan bir xil vaqt oralig‘ida sodir boladigan harakatlai
taqqoslanadi, ya’ni

T (87" + &A)dt = 0 ©6)

egri chizigli integralning ekstremal giymatga erishish shard
o‘rnatiladi. (6)da 8A =Q”"q\ +Q2bg2 +.... +Qs8qs bo‘lgam
uchun u quyidagi ko‘rinishni oladi:
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j (BT + Q\8q\ + QR&P + wee + Qs"Qs)dt - 0 (7)
h

llunda T kinetik energiyaning ST variatsiyasi

8r= 35 or q1+3 baj

7=1 dQJ daj

formula bo‘yicha topiladi. 8 ningbu ifodasini (7) ga qo‘yilsa,
Hiiyidagi tenglama hosil boMadi:

2 s I T
N A bq.J+'u' baj +ijqj dt = 0.
hJ=
dqgj (1 S
8gj gatnashgan hadni 8%y = 8—} - bo‘lishligini

t tiborga olib, boMaklab integrallanadi:

(ctT*
dqi/y

Integrallash oralig‘ining chegaralarida 8%t =0 boMish-

R 2d
2ot ?a

llgi c’tiborga olinsa, fdrjb'qj =0 boMadi.

4A/7gatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-
[liishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

s dT d

ls :
i dgj dt *4j.

Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya

+0, bajdt =0

nolga teng boMishligi uchun bgj variatsiyaning barcha

d>yniatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiyentlar nolga
li ng boMishi zarur, ya’ni

107



T 'd(aT d(bT\ dT

jq' dt(jq') +Q;:O:>E(dq' %q: =QI 0 =1.).

J Y A\ J

Olingan tenglamalar Lagranjning ikkinchi tur teng-
lamalari boMib, (6) integralning ekstremal giymatga ega
bo'lishi shartini ifodalaydi. Gamilton—Ostrogradskiyning
statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar giymat gabul
gilish shartiga asoslanib o ‘rnatiladi:

J(T - n)dt

Bunda Tva Il sistemaning Kinetik va potensial energiyasi.
Bu prinsipdan foydalanib, tolgki chizigli sterjen tebra-
nishlarining tenglamasi chiqariladi. Ox o‘gi sterjen bo‘ylab
yo‘naltiriladi. Sterjen muvozanat holatda turibdi deb
hisoblanadi. Sterjenning muvozanat holatdan og‘ishi & va

/vaqtga boglig boMsin: 1 = u(x\t). | uzunlikdagi sterjenning
kinetik energiyasi

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo‘yicha
topiladi. Sterjen cho‘zilmaydi deb qaraladi. Egriligi
o0°‘zgarmas boMgan elastik sterjenning potensial energiyasi
egriligining kvadratiga proporsional boMadi. Sterjen
potensial energiyasining dll differensiali quyidagicha
kokinishga ega:

dn =

~L
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Sterjenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan
lihoblaniladi:

dzu
mn dx2 <R/l dx.
8 dx:
du 22
1
N dx

Mu ifodada sterjenning muvozanat holatidan og‘ishini

T
dil
«/ilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi miqdor e’tiborga
olmmadi.
(iamilton—Ostrogradskiy integralining
A (
is ipwn}-ikulx dxdt
o

i itsionar qiymat gabul qilish shartidan elastik sterjenning

cikin tebranishlarini tavsiflovchi -r-(pw/) + — ~(kuxx) =0
of dxz

Uuglama hosil boWadi. Agar K doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli
lio'lsa, sterjen tebranishlarining harakat tenglamasi
<iuiydagicha ko‘rinish oladi:

32u . d4u
+K—- =0
' dtz dx4
Agar sterjenga F(t,x) tashgi kuch ta’sir gilsa, uning

li.uakat tenglamasi

R T =f(t,x) f(t,x) =-F(t,x)
dt}é+P dx4 (t.x) p

I-o'rinish oladi
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Il. Savol va masalalar

1. Funksiyaning qanday o‘zgarishi uning diffcrensiali va variatsl
yasini ifodalaydi?

2. Dififerensiallash va variatsiyalash opcratsiyalari o‘rin almashu
rish gonuniga bo'ysinadimi?

3. Aniq integralning to'lig variatsiyasi nimaga teng?

4. 51ta erkinlik darajaga ega boMgan mexanik sistema kinetik enci =
giyasining variatsiyasi ganday formula bilan hisoblanadi?

6. Gamilton va Lagranj bo'yicha ta’sirlar orasidagi bog‘lanishnl
izohlab bering. Ularning ta’sir ifodalari qanday bo'ladi?

7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini izohlab
bering.

8. Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimadan
iborat?

9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan gan
day farg qiladi?

10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:

1) torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chiqgaring.

du |, d2u
pdd

Javot?f K=" =0-

a2 dx2

2) torning majburiy tebranish tenglamasini keltirib chigaring.

11. Quyidagi funksionallarning ekstremal giymatlarini toping:

o Y
Javob: (x - a)2+y2 = R2.
X\

2. Dd(y(x)) =j (y'2+2yy'-\by2)dx.

Javob: y =asin(4x - 6).

12. Quyidagi funksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tengla
malarini yozing:



+2u(X,y,2) dxclydz.

oty

*n d2u

CIF 41F 4IT =/<AN)

(@2 gu2 (=2
+2
VX2y oy 3xay



8- §. Mexanik sistemaning kichik chizigli
tcbranishlari

I. Nazariy gism

Agar mexanik sistemaning fazodagi holatini to‘lig va bir
giymatli aniqlaydigan parametrlar soni bitta bo‘lsa, u holda
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta boMgan sistema deb
ataladi. Boshqacha aytganda, bunday sistemaning holati bitta
yagona ( umumlashgan koordinata bilan to‘lig hamda bir
giymatli aniglanadi hamda uning harakati bitta

N Qr _or
dt dg dq

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.

Anig masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral
lash masalasi ko‘p jihatdan Q umumlashgan kuchning
tabiatiga, (1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial
(potensialli kuch maydonida) energiyalarning ganday
ifodalanishiga bogMiq boMadi.

Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha boMgan
hollami garaymiz:

Q=Q" +Qe+Qr. )
Bunda Q" —potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi
(ko‘pincha muvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli
kuch maydonida potensial energiya orgali ifodalanadi:

Qn =JIL |
Sql

Bunda Qk — garshilik kuchlarining umumlashgan kut In
(biz chizigli garshilik kuchini, ya’ni sistema” nugtalarining
garshilik kuchi nuqgtalar tezliklarining birinchi darajasigii
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|HM]wrsional bo‘lib, yo‘nalishlari tezliklarning yo‘nalishlariga
|Ihiiina-garshi boMgan holni garaymiz).

V1 — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga
I -linuvchi, t vaqgtga bogMigli (biz vagtda sinusoidal gonun
Im'yicha o‘zgaruvchi kuchni garaymiz) tashqi kuchlarning
umumlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema
Irlii.inishlarining chiziqli tenglamalarini olish uchun
ki’u*maning kinetik va potensial energiyalarining ifodalari
muvozanat holat atrofida, ya'ni ¢ = 0 (q = 0) nugta atrofida
lltii.iiali gatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema N ta nuqgtadan iborat bo'lib, bogManish
U'ui'lamalari

7/ Pj(@ =xji +yj(q)d + ZkUDk ko‘rinishga ega boMsin.
Khti'inaning kinetik energiyasi hisoblaniladi:

a1
2/t 2/t
btliuln /) —§y-q\ X = H- -q\yl— %7_ o\ 1 A2

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun
| Invulagi ifoda topiladi:

Ox/f , ("Oy, e
<r =\ a(Pna2-

Munda A(q) = X mi iy I umumlashgan koordinatalar-
A dg

IInn musbat funksiyasi.
Kr/) funksiyani <=0 nuqta atrofida darajali gatorga
t]ii\id.i”icha yoyiladi:
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A{g) = A{o) + A\o)g +AU(0)q2 +... .
(4)ni (3)ga go'yilsa, tubandagi ifoda hosil bo‘ladi:

_1 9. 1 u . A™MNo) 2
T—-2A(0)32 +5 ,&'(o)q +——q + (5)

(5) dagi q va qni kichik miqgdorlar deb garab, uchinchi

va undan yuqori tartibli darajalari gatnashgan hadlarni
g =J2, q =2 va hokazo miqdorlar gatnashgan hadlarni tash-
lab yuborib, T kinetik energiya uchun >1(0) = a belgilashni
kiritilsa,

T =~A(0)g2 ="aq2 (6)

kanonik ifoda hosil boMadi.

Statsionar bog‘lanishlarda sistemaning potensial energiyasi
g umumlashgan koordinataning funksiyasi boMadi: 1 = n(q).
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’'ni =10
nuqta atrofida darajali qatorga yoyamiz:

M(g) =M() +MNxyo)q+i N"(0)q2 +... @)
g =0 muvozanat holatda potensial energiyanin =(0) =0

deb hisoblansa, N\ 0) migdor esa sistemaning muvozanat

holatida Q umumlashgan kuchning giymatiga teng boMadi.

Lagranj—Dirixle teoremasiga ko‘ra n\0) =0 boMadi
(ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra). I 11(0) = ¢ belgilashni

kiritib, (3,04... migdorlari gatnashgan hadlarni tashlab
yuborib, potensial energiya uchun

n(q) ="cq2 (8)

kanonik ifoda kelib chigadi. (6) va (8) formulalarga ko‘ra



Hosilalar uchun topilgan bu ifodalarni (I)ga qo‘yib,
ni mlik darajasi bitta boMgan sistema 0‘z tebranishlarining
llilli rensial tenglamasi quyidagicha boMadi:

aq +cq =0. 9)

(0) tenglama nuqta to‘g‘ri chizigli tebranishlarining
M\ i c0jc = 0 tenglamasiga toMigMcha o ‘xshash. xto ‘g‘ri chi-
Ilijil koordinataga g umumlashgan koordinata, m massaga a
H1 r iya koeffitsiyenti, cO koeffitsiyent o‘rniga esa Cqattiqlik
MH llitsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani
liilt>",rallash, tahlil gilish TX+cux™O tenglamani integ-
ral.ish va tahlil qilish singari boMadi.

llitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan

Juilk]an, garshilik kuchi ham ta’sir gilishi mumkin. Bunday
bob In sistemaning harakati umumiy shaklda

d d* dT_=0(n) +0 (K

dt dgj  dg (10)
illlhTcnsial tenglama bilan yoziladi. Bunda Q(n) - o9
X

Jniionsialli kuchlarning umumlashgan kuchi, Q(*) — qarshilik

luit lil.irining umumlashgan kuchi.
Chiziqli garshilik boMgan hoi qarab chiqgiladi:

mk- nn =-Ual (Wc — garshilik koeffitsiyenti).
I nuimlashgan kuchni aniglash goidasiga ko‘ra

Ky=i Rk”™~-=-in"h.
a{k) kI=1 °q kzllndq (1)

On drk
-J- Lagranj ayniyatidan foydalanib, (Il)ning

Jjo'mmshi o‘zgartiriladi:
dy W?

*=1 1 dg dgti12 (3
H hilash Kiritiladi:
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. » Wr " oweT i

= X — =1 —TI1l- 12

Cb i1 2 2 (12

Bundagi @ ga dissipativ yoki Reley funksiyasi deyiladi

Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik energiyasi
ifodasiga o‘xshash, uning ifodasida massa o‘rnida qarshilik
koeffitsiyenti keladi. QK umumlashgan garshilik kuchi «

funksiyadan @ umumlashgan tezlik bo‘yicha olingan hosi-
laning «—» ishora bilan olingan giymatiga teng Q(k”= - @
® ni qva q orgali ifodalaymiz:

rk=rk(q), rk="q

dq
K
Yy
Bunda B(q)= X belgilash Kkiritildi.
K=1
5 funksiya fagat <ga bog‘lig bo‘lib, q ga boglig emas,
drk

chunki migdor  ga bog‘lig emas, @ funksiya uchun

kanonik ifoda topish magsadida B(q) funksiyani <= 0 nugta
atrofida q ning darajalari bo'yicha gatorga yoyiladi:

2
B(g) = B(0) + 51'(0) + B"(0) =S +....

Bu yoyilmaning 1- hadi bilan chegaralanib va u= /%()
belgilash Kiritilsa, ® funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi
ko‘rinishni oladi:

hb=§FBT 2= . (i3)
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Lk QP

bo‘lishligi e’tiborga olinsa, garalayotgan

holda, ya’'ni garshilik ko‘rsatuvchi muhitda sistema harakatining
(1) tenglamasi

qg+2nq+k29 =0 (14)
L . . 1 C (1 c
lin rinishni oladi. Bunda K =— 2n = K=1J]—.
a a Va

K doimiy son boMib, sistema tebranishlarining garshilik
b nl'orga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

n — miqgdor esa so‘nish koeffitsiyenti deb ataladi.

la
til) tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nuqgta so‘nuvchi

hin.mishlarini tavsiflovchi X +2rx+urx =0 tenglamaga
«r S' hash. Shunday ekan (14) tenglamani integrallash va tahlil
ijihslt masalasi yechilgan ekan.

I udi bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuch va

(«/ //sin(/7 +5) garmonik qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir gila-

JMijMii bo‘lib, muhitning qarshilik kuchini e’tiborga
lilin.iK.anda, kinetik va potensial energiya uchun (6) va (8)
fWilUilalar kuchida sistemaning harakati

q +k2g = hs\n{Pt + 8). (15)

k2 =-; A=*
a a

Itii'iinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e’tiborga
n»* uula esa

q +2hg + k2q = hs"\n(Pt + 8) (16)

|ruidiina bilan tavsiflanadi.
(I1S) va (16) ko‘rinishdagi tenglamalar ham oldin o‘rga-



Il. Masalalar yechish

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nuqgtaga shunday
mahkamlanganki, uning ikkinchi B uchiga 20 g statik kiu li
go‘yilganda u 1smga cho‘zilsin. Prujina deformatsiyalanmagnii
paytda uning pastdagi B uchiga og‘irligi 100 g boMgan (
toshni osib, u boshlang‘ich tezliksiz go‘yib yuborilgan
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini toping va ampll
tuda hamda tebranish davrini ko‘rsating. Toshning harakatim
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo‘nalg;in
0‘gga nisbatan oling.

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini
tuzamiz (46- rasm).

C(x+x0)
Cl1 B mx
0
mg
X
v
46- rasm.

mx +c(X +xq) - mg =0.
Muvozanat holatda cco = hig boMadi. Bunday hold#
toshning harakat tenglamasi

(1
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kn'rinishni oladi. Bu tenglama X\ =cosco/, x2 = sin to/ xususiy
niliimlarga ega. Uning umumiy yechimi esa
x(/) = Nsinto/ + 5 cos toL (2)
ku'i inishda boMadi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi:
X = to(y4costo/ - Z?sin to/) 3)
Masalaning mazmunidan boshlang‘ich shartlar
<iniglaniladi:
w|/=0= —*0> *|/=0="°- 4)
(2), (3) va (4)dan foydalanib, Ava B noma’lum sonlar
lopiludi:
Agar /=0 boMsa, x =-x0=- R boMib, B =-x0 va

\- 0 boMganda, A=0 bo‘ladi.
loshning harakat gonuni quyidagicha topiladi:

X = -Xn -COS.IZI.
vm

P r 100
*0=1tt, C=20—g, x0 =—"-sm = 5sm.
C sm 20
to=J — =
m
T=—=3 Y4 =M 8=
to 14 14

loshning harakat tenglamasi esa x =-5cosl4/ ko‘rinish-
ilii bo'ladi.

2H- masala. OgMrligi Q=2 m boMgan yuk o‘zgarmas
(- w//" tezlik bilan pastga tushirilayotganda sim arqon blok
Iimymasiga qisilib qolib, yuk tushirilayotgan sim argonning
IM<]ai uchi to‘satdan to‘xtab goldi. Sim argonning ogMrligini
In -»bxka olmay, yukning keyingi tebranishida sim argonning
| katta tortish kuchi ganchaga yetishini aniglang, sim

m
hhi*Mining qattiglik koeffitsiyenti ¢ =4— ga teng.
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Yechish. Masala mazmunidan

*|r=0 =°> ]/~ = =5~
bo‘lishligi kelib chigadi. Q=2 m,
I

sm
Yuk harakatining differensial
tenglamasi quyidagicha tuziladi

Cc=

(47-rasm):
d2x
m Q C(xam+Xx).
dt2
Muvozanat vagtida Q = cxam
bo‘ladi.
drx

e, -8 2.
+-2-X=0. © =—
dtz2 Q Q

harakat tenglamasi kelib chigadi.
Bu tenglarnaning yechimi

n = flsin(oy1+ ¢y

ko‘rinishda bo‘ladi. jc]/=0=0

47- rasm. shartda va M= bo‘lishini

e’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:

i 2 ft fn WX.
a=Jx2+-y =— = J—, @=arctg—- =mrtg0=0.

\% co2 ca Veg e
Yukning harakat tenglamasi x = —sin —t ko'rn

V°g VcE

nishni oladi. Agar sin /~/=1 bo‘lsa, x = xmax =ft0 /—=
veg vGes

boMadi. Sim arqonning eng katta zo‘riqishi
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loi mula bo‘yicha topiladi.
Fnax = 2m+5m/s

=2m+5<3,02m=2m+451m = 47,1m.

29- masala. Bir uchiga 100 g ogMrlikdagi yuk osilgan
pmjina suyuqglikda harakatlanmoqda. Prujinaning gattiglik
koeffitsiyenti ¢ =20g/sm ga teng. Suyuglikning yukka
ko'rsatadigan garshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga
I>roporsional: R =aft, bunda a =3,59.s/sm.

Agar boshlang‘ich paytda yuk statik muvozanat holatdan
V,, 1Smga siljigan va unga siljish yo‘nalishiga qarshi
vo'nalishda 50 sm/s boshlang‘ich tezlik berilgan bo‘lsa, yuk
harakatining tenglamasini toping va ko‘chishning vaqtga
bogManishli grafigini chizing.

Yechish. Sanoq boshi qilib yuk statik muvozanat holati
4iibul qilinadi. AX o‘qgi prujina bo‘ylab vertikal pastga
soMialtiriladi. Yuk harakatining boshlangMch shartlari
tjiiyidagicha yoziladi.

X 1™ 0 =x 00— sm, X\t=Q=x 0=-50 <

foning ishorasi manfiy, chunki uning yo‘nalishi yuk
ko'chish yo‘nalishiga garama-qarshi yo‘nalgan.

Yuk uning absissasi musbat boMgan holda tasvirlanadi.
l'iujina qo‘yilgan kuchlar ta’sirida A= AW +xga ko‘chadi.

Prujinaning elastik kuchi AXo‘gi bo‘ylab vertikal ravishda
Viujoriga yoMialgan boMadi. Uning /Ix:omqdagi proyeksiyasini
lopamiz.

FX — c(Asm+x). (9

Yuk x abssissasining o ‘sishi tomoniga harakat qilsin de-
il , R garshilik kuchi tezlikka garama-garshi tomonga,
Vii'ni vertikal yuqoriga yoMialgan boMadi. F va R kuch-
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lardan boshga yukka uning og‘irlik kuchi ham ta’sir qi
ladi. Yuk harakatining differensial tenglamasi tuziladi (4N
rasm):

48- rasm.

mx = P + Fx + Rx.

Bu formulaga Rx =-aftx =-ax ni va FXning (1) ifodasi

qo‘yiladi: 1]
-Px =P - cAsm-cx - aftx. (2{I
g
Muvozanat holatda
P-CAsm- =0 (3)

tenglik bajariladi.

Hagigatan statik muvozanat holatda yukka uning P og‘iilil
kuchi, bu kuch vertikal pastga yo‘nalgan, prujinaning
Fx =cAsm statik elastik kuchi, bu kuch vertikal yuqoi ij-t
yo‘nalgan kuchlar ta’sir giladi. Yuk muvozanat holattln
bolganda P -Fsm =0 boMadi, ya’ni (3) formula o‘rinli. (2)
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dlllerensial tenglama o‘ng qismidagi birinchi ikkita gqo‘shi-
luvehining yig‘indisi (3) ga ko‘ra nolga teng. 0* ni X ga
ilmashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib
i lilgadi:

Px +cgx +agx = 0,

X +2nX +k2x = 0, ~
Kumila é(z,ﬂ[gg, n=29
VP 2P

Ifodadagi kattaliklar o‘rniga sonli giymatlarini qo‘yib, K
vi # hisoblab topiladi:

20,9804

———————— r = 1471,
V 100g
3,57-980" _ QQBn
n=-—- ™o g_°>7-980M"1 =17 i6755-1
2+100g 40

Bundan ravshanki, £ < n (katta garshilik boMgan hoi).
(1) lenglamaning yechimini X =eX ko‘rinishda izlab, A
imma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik
Iniglama hosil boMadi:

X2 +Ink+k2=0.
Hu tenglamani yechib, quyidagilar topiladi:
A =-n-yjn2-k2, A2=-n+\In2 -k 2. (5)
N > K boMgani uchun X, va X2 ildizlar haqiqiy boMadi.
Yukning harakat tenglamalari quyidagicha boMadi:
X(t) = O\At +c2e A2 (6)
x(/) = C\X\e™ +c2\2eX|t. @)
Agar (6) tenglamada /=0, x =xq, (7) tenglamada
/-1>, X =io boMishligi e’tiborga olinsa, q va C2 doimiy
Luiliimi topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib
i lilgadi:
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g +c2 =Xg, X|]g+XQ =xq.

Bu sistemadan q va c2 topiladi:

X-A2 2 RA-Xj

_ -A2X0 +Xq - *0
(6)dagi g va C2ni ularning topilgan ifodalariga almash
tirib, quyidagi ifoda olinadi:
x(0 = -/r-\-j“j“A_Z - (XjXq -XQ)eXir - (A 2X0 —XQ)eIItJ . (8)
(8)ga (5)ni qo‘yilsa, quyidagi tenglik hosil boMadi:

- 1 -nt A A s
X(t) = a2 (X"Q-xQ) e -

-(X2x0-x0)e-"N ", ().

n—7,158" 1, A= 14i“1, Xqg = \sm Xq =-50sm/ s
bo‘lgandagi hisoblashlar bajariladi:

yin2 -k 2 =VI17,152 - 142 = -y/294,12 - 196 =
=V98J2 =9,95;

2) X2=-m+yjn2- k2 =-17,15 +9,95 = - 7,2;

3) A =-n-\In2-k2=-17,15- 9,95 =-27,1;
4) Ajx—x0=-27,1 1+50 =22,9;

5) Ajx- xq =-7,2 «1+50 =42,8;

6) Xj-X2=-27,1+ 7,2 =-19,9;

7 N N - .
) % -x2 (M -~0) = =-1,15;
8) -I—
) x . (M-*0) =yl =-215
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Topilgan son giymatlarni (9) ga qo'‘yilsa, yukning izla-
n.ivotgan harakat tenglamasi hosil boMadi:

x(t) = el7’I5t (-\,\5e9'95" +2,\5e-9%5") sm. (10

I ndi yukning statik muvozanat holatdan o‘tish yoki
n Imasligini aniglaymiz. Buning uchun n ning (10) ifodasini
uoljm tenglashtirib, olingan tenglamani t vaqtga nisbatan
ycihiladi:

«,-17,15/ j579,95/ + 215 .~-9,95/j =0

» Bunda e-17'15 ¢ 0. Yukning statik muvozanat holatdan
o'lish payti
-1,15¢c9'%/ +2,15e 995/ =0
li tij'lamadan aniqlanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

157995 =1,k995 =>f =¢199"=>¢199 =187 =

149(=In187 =/ 1f.9:|.,g7 - 1,11,?7 ‘In10 - 0,2718'2,3 -
1

1 ’

0251 g0

l)emak, yuk f\ = 0,003~ paytda statik muvozanat holatdan

o’ladi. /=»oda e_,7,% 0. /vaqtning /=00 qiymati
haiakatning so‘nishiga mos keladi. OX o‘qgi funksiya grafigi
m hun gorizontal asimptota boMadi.

(10) funksiyaning ekstremum nugqtasini topamiz. Buning
in him (10) funksiyaning hosilasini topib, uni nolga
k ni'lashtirib, olingan tenglamani /ga nisbatan yechiladi:

X(t) =-17,15¢1715/ (-1, \5e9'9%5" + 2,\5e~9'95t) +
+(-1,15 -9,95€9,951 -2,15 -9,95e9'95/) =0.
(17.15-1,15—1,15-9,95)e9%/ -(15,15- 2,15+9,95- 2,15)e-9,95/ = 0,
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B0 043211 6199 = 7,04 =>10,07 = In7,04 =
0,23-7,2

(10) funksiya (0;0, l)oraligda kamayadi, ( 0,L«») oraliqc
o‘sadi. Bu funksiya r=0,1 nuqtada minimumga cg;i

*min =-0,42 (49- rasm).

49- rasm.

30- masala. Bir uchiga 100 g og‘irlikdagi yuk osilga
prujina suyugqlikda harakatlanmoqgda. Prujinaning qattiglik
koeffitsiyenti ¢ =20 g/smga teng. Suyuglikning yukka ko‘rs;i
tadigan garshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga propoi

sional: R = aft, bunda a =35— .
sm

Agar boshlang‘ich paytda yuk statik muvozanat holatdan
X0 =5smga siljigan va unga siljish yo‘nalishida \Osm/$
boshlang‘ich tezlik berilgan bolsa, yuk harakatining teng
lamasini toping va ko‘chishning vaqtga bogManishli gralij’ini
chizing.
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Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning
mUu/muni singari, lekin yukka berilgan boshlang‘ich tezlik
"l.lingi masalada ko‘chish yo‘nalishiga garama-garshi
yu'nalgan bo‘lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh-
liiMK'ich tezlik ko‘chish yo‘nalishi bilan mos tushadi. Bu
m.isala uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha boladi:

X |,=0 = x0 = 5sm, x\,=O:x0:10§n.

Yuk harakatining tenglamasini topish uchun oldingi
m.isulada chiqarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining
mimmiy tenglamasidan foydalaniladi:

\(r)...).{.._;2 et -{hxQ ~xo0)en"* (9

ltuuda A= 17,155 \ k =\4ds 1, Xq = 5sm, x0 = 10sm/s

1) VI2- A2 =n/98,12 =9,95 ;

2) X =-27,1; 3) X2=-7,2;

4) Xjx - xq =-27,1-1-10 =-135,5-10 =1455 ;
5) X2x-x0=-7,2-5-10 =-36-10 =46 ;

6) X, -X2=-27,1+7,2=-19,9 ;

7)

Fopilgan son giymatlarni (I)ga qo‘yilsa, yukning harakat
inij’lnmasi quyidagicha bo‘ladi:

X(t) =-e-17,15/ (7,30e9'%/ - 2,30e~9'%t))sm. (2)
Yukning statik muvozanat holatdan o‘tish vaqtini aniq-

lilymiz. Buning uchun 7,30-e99%/ —2,30e_ 99/ =0 tengla-
m.mi /ga nisbatan yechiladi:



e199r IN0,32 190,32 =In 10

19,9 ~ 19,9
1,5251-2,3 -1,15
19,9 19,9
Yuk statik muvozanat holatdan o‘tmaydi. Chunk!

/=-0,05 <0.

Endi (2) funksiyaning ekstremum nugqtasi topiladi. Buning
uchun (2) funksiyaning /vaqt bo‘yicha hosilasini topib, uni
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani tga nisbatan yechiladi:

e"1r'1e/ (-7,30 £ -7,2 «995" +2,30-27,1- e~9'95t) =0
Bunda e 17,15 0. Demalk,
-7,30 7,2 «€9'95° + 2,30 «27,1 =<T9'95' =0,
-7,30 *7,2€9'95' + 2,30 «27,1 «~9'95t =,
-7,30-7,2e199" =-2,30-27,1.

In1,185_ In 1,185 -In 10

=1n1,185=FA =
19,9 19,9

0,0737-2,3 0,16951
19,9 19,9

(2) funksiya (0;0,008) oraligda o‘sadi, (0,008;°0) oraligdn
kamayib Ot o‘qga asimptotik yaqginlashib boradi. Oto‘q (.’)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi boMadi. (2) funksiyn
t = 0,008 nugtada maksimum giymatga erishadi. Xmax = 13sm
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning gralikl
chiziladi (50- rasm).

31- masala. OgMrligi 200 g boMgan yuk gattiglik kool
fitsiyenti ¢ = 1 /an boMgan prujinaga osilgan va S = Hsin 4/

kuch ta’sirida turibdi.
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50- rasm.

Bunda H =2kg, P=70s I. Boshlang‘ich paytda

v, = 25m, X0 =10sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning
M.itik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng-
l.imasini toping.

Yechish. Ox o‘gini vertikal
pnstga yo‘naltirib, koordinata zzz I 11111
boshi sifatida yukning O
muvozanat holatini tanlaymiz.

V qgo‘zg‘atuvchi kuch Ox
o'qning musbat yo‘nalishi
ho'yicha yo‘nalgan bo‘lsin. Xo 0

Vukka P og‘irlik kuchi, F

inujinaning elastiklik kuchi va X
V qgo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir
giladi (51- rasm). P
Yuk harakatining differen- S
iil tenglamasi tuziladi:
K
E Ffoc'=P - F +S.
K 5Y- rasm.
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P-F=P-c(xo+x)=(p- cjco) - cx.
Statik muvozanat holatda P =cx0 bo‘ladi. P- F = -cx ,

Natijada yuk harakatining differensial tenglamasi quyidagicli.i
boMadi:

X +k2x =hsinpt. (n
1000-~-980~"
bunda K} =— = ———-£- =4960s5~2;
£ 200(7
gH 980-~-200(7
h= = N = 980 .
P 200(7 As2

Bu qiymatlarni (l)ga qo‘yHsa, quyidagi tenglama kelib
chigadi:
X +4900x =9800sinpt. (2)
Qo‘zg‘atuvchi kuchning p =70s~lchastotasi yuk teb

ranishlarining k =70s~] chastotasi bilan ustma-ust tushadi.
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.
Yuk tebranishlari

X\ = A\cos 70/ + Q sin 70/
tenglama bilan aniglanadi. Yukning majburiy tebranishlarini
*2 =1/cos 70/ 3)
ko‘rinishda izlaymiz. x, ning /vaqgt bo‘yicha hosilalari topiladi
X2 =tAcos 70/ - 70Atsin 70/,

X 2=-70Asin 70/ - 70Asin 70/ - 4900/ cos 70/.  (4)
(3) va (4 )ni (2) ga qgo'yib, A aniglaniladi:
-140Asin 70/ - 4900/70/ + 4900/70/ = 9800 sin 70/,
-140Asin 70/ = 9800 sin 70/,
-140/4 = 9800,
A=-70.

Natijada qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sirida hosil boMadijlim
tebranishlarni
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X2 =-70/cos 70/
ko'rinishda topamiz.
Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:

x =X\ +x2 =0A\cos 70/ + @ sin 70/ - 70/ cos 70/. (5)
Yukning tezligi topiladi:
0 = X =-70cj cos 70/ + 70c2 sin 70/ - 70 cos 70/ +
+4900/5sin 70/ = (6)
*|/=0=*0 =2sm boshlangMch shart va (5) tenglamadan

(1 aniglaniladi: O\ =2sm; xX=g=xg =\0m/ sm boshlan-

g
y ich shart va (6) tenglamadan C2topiladi: C2 =- = \,\4sm.
C, va C2 ning topilgan giymatlari (5)ga go‘yilib, yuk
harakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:
x(/) = (2 cos 70/ + 1,14 sin 70/ - 70/cos/)5m .
32- masala. OgMrligi P = 2k G boMgan yuk qattiglik

koeffitsiyenti C :0,4—Kg- boMgan prujinaga osilgan. Yukka

V 0,1sin30/ qgo‘zg‘atuvchi kuch va tezlikning birinchi

dmajasiga proporsional boMgan R =0,\y[cmx kg garshilik
kuchi ta’sir qgiladi. Agar boshlangMch paytda yukning holati

SW
Mt lezligi X =2sm, x0=3-— boMsa, yuk harakatining

leuglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl
ehiziladi. Yukni n abssissasi musbat boMgan holatda

i.isvirlanadi. Prujina bunday holatda A=Xsm+ X =x0+ X

h/.iyadi. Ox o‘gida F elastiklik kuchi vertikal yugoriga
V't'nalgan, uning OX o‘qdagi proyeksiyasi topiladi (52-
mmu):
Fx =~c{xo0 +x).
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[l 1rirrrt R qgarshilik kuchi ham
vertikal yuqoriga, ya’'ni yuk
B harakatiga garama-qgarshi
yo‘nalgan bo‘ladi. F va R
kuchlardan tashgari yukka P
og‘irlik va S qo‘zg‘atuvchi kuch
ta’sir giladi. Bu kuchlar OX o‘q
bo‘yicha, ya’ni yukning harakati
bo‘yicha yo‘nalgan boMadi. Yuk
harakatining differensial
tenglamasi tuziladi:
mx =P +S +Fx +Rx.
Bu tenglamaga S,Fx va RX

kuchlarning berilgan va topilgan
52- rasm, ifodalarini qo‘yilsa, quyidagi
tenglik hosil boMadi:

mx = P +0,1sin 30/ - 0,14CmX - c(xq + X).

Statik muvozanat holatda P - cXem =P -cXq =0 boMish-

ligini e’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi-
dagicha boMadi:

mx + 0,1yfemx - ¢x = 0,1 sin 30/ ,



Natijada yuk harakatining tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
boMadi:

nm+1,4x +196.x = 49sin30/ (1)
(1) tenglarnaning umumiy yechimi
*+ 1,4 +196* =0 (2)

bir jinsli tenglarnaning umumiy yechimi bilan o°‘zining
gandaydir xususiy yechimi yigMndisiga teng boMadi.
(2) tenglarnaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun

uning yechimini z = It ko‘rinishda izlab, uning xarakteristik

tenglamasi tuzilib, yechiladi:

r2 +1,4r + 196 = 0.
A2 =%0,7+V049-196 =-0,7 +/¥196-0,49 =-0,7 +

+/V195,51 =-0,7 + /13,98
(2) tenglarnaning umumiy yechimi quyidagicha boMadi:
z(t) =e~0'71(Q cos 13,98/ + C2sin 13,98/). (3)
(1) tenglarnaning xususiy yechimini esa noaniq koef-
litsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy
yechimini
X](/) = Acos 30/ + 5 cos 30/ 4)
ko'rinishda izlanadi. (4) ning X\ va X2 hosilalari topiladi:
jq (/) = -30/1 cos 30/ + 30B cos 30/,1
X2(/) = -900(J1 cos 30/ - Bsin30/ | A
(4) va (5) ni (1) ga go‘yilsa quyidagilar hosil boMadi:
-900Acos 30/ - 900i?sin30/ - 42Asin 30/ + 422cos 30/ +
+196Acos 30/ + 196# sin 30/ = 49 sin 30/.
(-704N +42B)cos 30/ + (-42A- 704B)sin 30/ = 49 sin 30/.

Bu tenglikning ikkala gismidagi cos 30 /va sin 30 /
r.mnonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirilsa, A va
Il koeffitsiyentlarni bir giymatli aniglashga imkon beradigan
i liiz.igli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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[-704N1 +42# =0 r-3ss2A+2\B =0
{-42/1 - 704#%# =49 N {-42A-704# =49

Bu sistemani yechib, A va B ni topiladi:

1-352 21
= =352 «704 +42-21 = 247808 + 882 = 248690:
-42 -704
0 21
AA = =-49-21 =-1029;
49 -704
-352 0
OB = =-352-49 =-17248.
-42 49
a — Ad = -1029 — _07004’ B =N\ < _ 17248 - _0‘07.
0 248690 o O 248690

Izlanayotgan xususiy yechim:
X\ =-0,004 cos /- 0,07 sin 30/.
Yuk harakatining umumiy tenglamasi
X(t) = e~0,7t (g cos 13,98/ + €2 sin 13,98/) —
- (0,004 cos 30/ + 0,07 sin 30/) (6)
ko‘rinishda bo‘ladi.
C, va C2integrallash doimiylarini topish maqgsadida jc(/)

ning X(t) hosilasi topiladi:

X(t) =-0,7e-0,7/(q cos 13,98/ + c2sin 13,98/) +
+13,98e_0,7/(-q sin 13,98/ + C2 cos 13,98/) -
-(-0,12 sin 30/+ 2,1 cos 30/). @)

/=0, *0o =X =2 boMganda (6) tenglamadan; /=),
xq = X = 3 boMganda (7) tenglamadan C, va C2ni aniqlashg.i
imkon beradigan tenglamalar kelib chigadi:

[2 =C\-0,004, JQ =2,004,

[3=-0,1C\ +13,98C2 =-2,1 ~ {-0,7C, + 13,98C2

Q =2,004 C2=-0,265.
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Natijada izlanayotgan yuk harakatining tenglamasi

*liilyidagicha topiladi:

X(t) =e~°""7 (2,004 cos 13,98/ - 0,265 sin 13,98/) -
-(0,004 cos 30/ + 0,07 sin 30/).

I1l1. Savol va masalalar

1 Sistemaning kinetik energiyasi ganday formula va aniglikda hiso-
Manadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti gqanday parametrlarga bog‘liq
boMadi va ganday hisoblanadi?

3. Bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlari-ning
implitudasi va boshlang‘ich fazosi ganday aniqlanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri ganday
iui;imetrlarga bogMiq boMadi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlarining
iisosiy xossalarini izohlang va tahlil giling.

6. Qanday garshilikda amplituda ko‘rsatkichli gonun (geometrik
piogrcssiya) bo'yicha kamayadi? Qanday garshilikda amplituda arifmetik
piogressiya qonuni bo‘yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta boMgan sistema majburiy tebranishlarining
dillcrensial tenglamasi qanday ko‘rinishga ega? Uning umumiy yechi-
tiu ganday ko'riladi?

X Majburiy tebranishlar differensial tenglamasi umumiy yechi-
mt ning har bir qo‘shiluvchisini izohlang.

9. Kichik garshilikni e’tiborga olganda davriy qo‘zg‘atuvchi kuch
11 .iridagi bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema majburiy tebra-
m.Manning differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi ganday
kn'iinishga ega?

10. Tezlikka bogMig boMgan qgarshilik sistema erkin tebranishlari-
uliiK davriga gqanday ta’sir qiladi?

11 Tezlikka proporsional boMgan garshilik sistema majburiy tebran-
«lil.uining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga ganday ta’sir
ijlindi?
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12. Qanday shartlardaj— tartibli rezonans vujudga keladi? Qanday
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’tiborga olganda rezonans hollar uchun sistemli
majburiy tebranishlarining ko‘rinishi ganday boMadi?

14. Majburiy tebranishlar amplitudasining maksimal giymati gan- [
day aniqlanadi?

15. So‘nish koeffitsiyentining ganday qiymatida majburiy tebra-1
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud boMmaydi?

16. Rezonans holda garshilik e’tiborga olinmaganda sistema majburiy
tebranishlarining amplitudasi qanday gonun bo'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tepkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu
hodisaning grafigi gqanday boMadi?

18. Tezlikka proporsional boMgan qarshilik «Tepkili tebranish» ho-
disasiga gqanday ta’sir giladi? Bunday tebranishlarning grafigi ganday
boMadi?

19. Dinamiklik koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi va u ganday
aniqlanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega boMgan
sistemaning majburiy tebranishlari ganday tenglama bilan aniglanadi”

21. To'satdan sistemaga qo'yilgan o‘zgarmas kuchning dinamik ta’sni
ganday boMadi?

22. Qattiglik koeffitsiyentlari C, va C2boMgan prujinalarga I
ogMrlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);

b) yuk prujinalar oralig‘ida yotganda uning tebranish davrini
toping.

Javob: T =2n t=2nl-.P .
U cx2 W(ci+c2)

23. OgMrligi 20H boMgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning ogMiliK
kuchi ta’siridagi uzayishi Xsm =5 sm. Agar boshlangMch paytda prujl

naning uzayishi =8 sm, yukning boshlangMch tezligi =10-

boMsa, yukning harakatini aniqglang.

Javob: g - 3,08 sin(14/ + 1,34)sm.

24. OgMrligi 20H boMgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning ynb
ta’siridagi statik uzayishi Xsm =5 smga teng. Yukka S = 20sinl4///
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tjo7.g'atuvchi garmonik kuch ta’sir giladi. BoshlangMch paytda prujina

V =6 smga cho‘zilgan va yukka = tezlik berilgan. Yukning

Imrakatini aniglang.

Javob: g = 3,35sin(14/ +0,305) + 35/sin 14/

25. 0,4 kg massali jism gattigligi C = 4 — bo'lgan prujinaga mah-
knmlangan. Bu jismga S =40sin5/8 go‘zg'atuvchi kuch va

(. H, e . - . o
R -ao‘a =25 |, b—Jlsm tezligi  qarshilik kuchi ta’sir qgiladi.
| m
MoshlangMch paytda jism statik muvozanat holda turibdi. Jismning ha-
inkat gonunini toping.
Javob:

g =0,647<T31'25" sin(95/-46°550 + 1,23sin(50/ -22°36"T. m



9- 8. Erkinlik darajasi chekli bo‘lgan
sistemaning tebranishlari

I. Nazariy qisrn

1 Chekli erkinlik darajaga ega boMgan konservativ sistema
erkin tebranishlarining differensial tenglamalarini quyidagi
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d dT _ gn
dt dgjJ dgj dgj
bundagi S — qaralayotgan sistema erkinlik darajasining soni.

Sistemaning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

T= OijMj ; M =i £ S cijQQ
FA SV M zi=\A\ 1Q
formulalar yordamida topiladi.

Aanr dT n dn

Wj: Wj:q>@<+012qz oy

+aj202 + - +aj i=12,...
> ajq ajsgs (j =12,...,9)

boMishligi e’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi
chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentii
differensial tenglamalar sistemasi hosil boMadi:

LN +<¥1242 + - + <A\s<is + ¢l QL +C\24r + e+ OS(S =0
2N\ + 2250 + e=+ + c2ltfl + Q25D + emet =0

(N
«sift + + CSNQ\+ CS2#2 + e+ (SSUS = O
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(€8] tenglamalar sistemasi erkinlik darajasi S ga teng
boMgan sistemaning erkin tebranishlarini tavsiflaydi. Bundagi

i ciji migdorlar inersiya koeffitsiyentlari, cy =cy esa

F.ntiglik koeffitsiyentlari deb ataladi.
Bu tenglamalarning xususiy yechimlari

qj = Ajsin(kt + @ = ¥ A\sin(kt +
lo'rinishga ega boMadi.
g. ning ifodalarini (1) tenglamalarga qo‘yilsa,

\i/(j =1,1) noma’lum sonlarga nisbatan quyidagi chi-

/.iqji va bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi hosil
boMadi:

(‘v -a\\K2)L, +H[CN2-2\2K2Y 2+ ...+ =0;

-021 IQ/{+(022—«22"2)"2+....+(QZ—fI2J*2)|j.J =0,
@)

(QA<hSE&IVN + (B 2-«52M) N2+ ...+ (<»-«B*2)M5 =0

Bunday sistema nol boMmagan yechimlarga ega boMishligi

m him \ij(j =\,5) noma’lumlar oldida turgan koef-

hiMyentlardan tuzilgan determinantning nolga teng boMishi
/,iiur va yetarli.

eN -auk2 cn-ank ... cls - ahk

021 - 2\k2 2 - az2k2........ cAS - a2sk*
Akz) = =0 (3)

“jl cs2 as2k .. (033

(3) sistemaning xarakteristik yoki chastotalar tenglamasi
- >ataladi. Bu tenglama k2ga nisbatan s- darajali tenglamadir.
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Bu tenglamani yechib, erkin tebranishlarning barcha
Kj(j =1,j) chastotalari topiladi.

kj(j =1,J) — tenglama ildizlari haqigiy va musbat. kj-
ning barcha topilgan giymatlarini (2) tenglamalarga qo‘yilsa,
ySINVSA\ ..., A V) (v =1,2,...5 koeffitsiyentlarni aniglashga

imkon beradigan algebraik tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:

(c,,-ank]y\j) +(cj2-«i2mi>+.....+(cl5 =0
(c21 + (2 ~az2kj)v?]) +..... + (cav~(*hka2y [j) =o0;
4)
a\skj jMm'l "j2 @sskj j —0
_ ® _ _ - _
(4) sistemani’Uy ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik
hosil bo‘ladi:
(1) _ Ayini2)...(2) _ Avi(k2). N5) _ Ayi(ks)
Aii(k2)’ »J An (k2)’

Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi
differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha
bo‘ladi:

q{ ] =IngL)vi1)sin(”,/ + pl),
9{2) = X(2)A\) sin(k2t + @),...,qp = NPA[Ss) sin(kst +P,)
u=1).

2. Agar sistema nugtalariga M =n(qb g2,...0s) potensialli
ega bo‘lgan gaytaruvchi kuchdan tashqari t vaqtga bogligli

Fj(t) go‘zg‘atuvchi kuchlar ta’sir gilsa, u holda sistema
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murakkab harakat giladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat boMadi. Qaralayotgan
liol uchun Lagranj tenglamasi

d dT B L
dt dg (fj(}c = .+ (j =U2,...,9)
\

bundagi Qj(t) umumlashgan kuch

0 =12...5)
=1 3ft

formula bo‘yicha topiladi. S sistema erkinlik darajasining soni,
Kesa Fj(t) go‘zg‘atuvchi kuchlarning soni.

Lagranj tenglamalariga kinetik va potensial
i:nergiyalarning

T=\E £ aijQ@> n = £ cuq.qj
z i=\j=I Zi=\j=\
ilodalarini go‘yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir-

lovchi differensial tenglamalar sistemasini garshilik kuchini
hisobga olinmasa, quyidagicha boMadi:

(IN\ + a\2<R2 + =t NGB+ CNQL+ CNQR + T 0805 = Q\(D);
NN\ + a2Q2 +  + a2s<is + CNQ\ + c22Q + E-(CsQs =QI(H\

(5)
"sl'/l +aslQ2 +— + ass(B +CNQA + =2 + s ~ Qs(0 -

(5) sistemaning umumiy yechimi (1) sistemaning
umumiy yechimi bilan o‘zining gandaydir xususiy yechimi
\B indisiga teng

)

Bundagi ¢ f qo‘shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

e=ln.inishlarini ifodalaydi. MaMumki, sistemaning erkin
kbiiinishlari garshilik tufayli tez so‘nuvchi tebranishlardir.
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Ko‘pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini
ifodalovchi () xususiy yechimlarni topish katta amaliy
ahamiyatga ega boMadi. 1

(5) sistemaning xususiy yechimlarini qo‘zg‘atuvchi
umumlashgan kuchlar garmonik qonun bo‘yicha o‘zgargan
hoi uchun topiladi, ya'ni Qj(t) =Qjsin(/r+5) (j =1J),
bundagi P — tashqgi kuch chastotasi, 8 — ularning
boshlangMch fazasi.

Qaralayotgan holda xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda
topiladi:

af2 =Ajs\n(pt+5), (j =1,2,...,5). (7)
(7)ni (5)ga go‘yilsa, majburiy tebranishlarning Al
( =12,...,j) noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi
bir jinsli bo‘Imagan chiziqli algebraik sistema hosil boMadi:
(q,-anpi]A\+(cl2-anp2]A2+....+(ch -alsp2)As =Q, 1]

(c2i -02\P2)a[ + (c22-a2P2)A2 + ...... +(c2* -aisp2)As = <£,

)
(g5- a\sP2)A +(c,2 - °s2P2) + ... +(<®- a”p2)AS =QS
Agar bu sistema uchun
Ql -anP2 cl2“avP2.... o5 ~a\sP2
c2\~a2ip2 c22-a22p2... €2 - a2sp2
Mp )= 0 (9)
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boMsa, u holda A} majburiy tebranishlarning amplitudasi
i]iiyidagicha bo‘ladi:

(10)

bundagi Ajj(p2) (i.j =\2,...,5) determinant a(pl) deter-

minantningy- ustun va /- campu elementlarining (-1) ,+yishora

bilan olingan minorlaridir.

a(p2) determinant A (k2) determinantdan k2 ni p2ga

.ilmashtirib olingan desa ham boMadi.
Agar P majburiy tebranishlar chastotasi bosh

irbranishlarning birorta kt chastotasi bilan ustma-ust tushib

(jolsa, ya’ni p =kj bo‘lsa, u holda sistemada j tartibli

u /.onans vujudga keladi. Bu holda
A(p2) =A(k]) =0

boMadi.

Rezonans vaqtida garshilik e’tiborga olinmaganda majburiy
Irbranishlarning amplitudasi vaqt o‘tishi bilan chegarasiz
it'sadi. Qarshilikni e’tiborga olganda esa bu amplitudalar chekli
bo'lib, kichkina garshiliklar uchun juda katta giymatlarga ega
Imi'l ishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli gqo‘zg‘atuvchi kuchlar

27
Mbun go‘llash mumkin. Agar gqo‘zg‘atuvchi kuch Tm =—

ilivrli bo‘lsa, u holda (?/(0 umumlashgan qo‘zg‘atuvchi
kin b Pure gatoriga yoyiladi:

(2/(0 = Qjo + X Qjrsin (prt+5r) (11)
r=1

Inind.i pr - rp(r = 12,...,°°)
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(11) yoyilmadagi Qjo doimiy had tebranishlarga ta’sir

gilmaydi. Qo‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mos
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

I irijiri)

AN= = 1%y "

0o=12..,5 ~A=12,
formulasi bo‘yicha aniglanadi.

Agar go‘zg‘atuvchi kuchlar garmonikalaridan biror-
tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta
chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya'ni pr = kj bo‘lsa,
u holda sistemada rezonans hodisasi yuz beradi.
pr =kj (r=12..) chastotalar kritik chastotalar deb

ataladi.

Il. Masalalar yechish

33-masala. (M-554, 1986). Uzunliklari £ va massalari
m bo‘lgan ikkita bir xil mayatnik gattiqligi 5bo‘lgan, uchlari
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan
h balandlikda bir-biriga bog‘langan. Mayatniklardan bin
muvozanat holatdan a burchakka og‘dirilgandan keyiu
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida giladigan
kichik tebranishlarini aniqglang; mayatniklarninj.'.
boshlang‘ich tezliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklai
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga
olmang (53- rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayai-

niklarning vertikaldan og‘ish burchaklari g va g2 qabul
gilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:
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53- rasm.

Sistemaning [1 potensial energiyasi og‘irlik kuchi
maydonida mayatniklarning
//, potensial energiyasi bilan deformatsiyalangan
pinjinaning P2potensial energiyasi yig‘indisiga teng:
nm—IN\+rij.
//, va T2 lar alohida-alohida hisoblanadi.

Shaklda hosil boMgan to‘g‘ri burchakli AO\MNC\ va

[Y.C2 dan (54- rasm):

0NW\ =lcos®d1, O2M2 = (cos 92,
h=0jQ - 0oONW\\ =£-£cosd1

/£ 02c2-02M2 =i — cosd2. Mayatniklarning potensial
mi* 1Kiyasi:
/A b\ + mgh2 = wg”\(l - cos @1) + mgE(\ - cos ().

Mayatniklarning vertikaldan og‘ish burchaklari kichkina

L 2 1.2 _
lin ljjaiula coaqo’\"-&p cosd2 ~ 1— @2 taqribiy for-

145



mulalardan foydalanilsa, 1, potensial energiya uchun quyidagi
ifoda topiladi:

L =i mgt (@ +d2).

Deformatsiyalangan prujinaning J1, potensial energiyasim
hisoblash uchun prujinaning cho‘zilishi hisoblanadi:

= Nsing!, Or2=A8Tp2=>  =/di,AN2="d2e

N2 =NJVONY) =§ [m2 - 1=\ch2 (2 - d1)2.

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar
topiladi:

M =N{+MN2 =mgt(q\ +dr) + ~c/r2(h2 - P12 =

[rugl + c¢/2) (2 + ©2) _ 2¢/:2p|d2

T kinetik va [ potensial energiyalar uchun topilg;m
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega boMgan 110l
uchun topilgan

T = ~tflItf2 + 2a12i722 +42222)’
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T="Ciig\ + 2cn g\g2 + c22q\)
H.MLdari bilan tagqgoslansa,
au =a2 =mt2, al2 =0;
e\ =c2 =mSt+ch2, g2 =-2ch2.
Hu topilgan koeffitsiyentlarni
(c,, ~ank2}(c22 -a22k2)-[cn -ai2k2”™ =0 (13)
ihnstotalar tenglamasiga qo‘yilsa,
[mg(+ch2- m(2k24 -c2d4 =0

It ny.lama kelib chigadi. Bu tenglamani k2ga nisbatan yechilsa,

kf =«, g = | +2ch2
I ~ t ml2

A2
— =— koeffitsiyentlarni topish uchun (2) siste-

Himinn foydalaniladi. lIkkita erkinlik darajaga ega boMgan
*e j»nia uchun (2) sistema

f(cn -ank2)+\Ni(cn - ank2)=0
[(c,2- a[2k2) + u(c2 - a22k2) =0
kn'nnishni oladi. Bundan u uchun ifoda topiladi. K 2va k2

Hws keluvchi wy va N2 hisoblanadi:



= 1p2 =—1 boMganligi tufayli mayatniklar y=1
boMganda vertikaldan bir tomonga og‘adi; = boMganda

esa ular vertikaldan garama-garshi tomonga ogMshadi, ya’'ni

mayatniklar harakati davomida (ot va ®2 ogMsh burchaklaii

uchun &1* = @2/ =-d * tengliklar o‘rinli boMadi.
Birinchi bosh tebranishda hamma vaqt «{l} = o2 tenglik

saglanadi. Mayatniklarni bogMovchi prujina deformatsiya-
lanmasdan goladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga
ta’sir gilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining A
chastotasi bogManishlar boMmaganidek boMib, mayatniklardan
birining tebranish chastotasiga teng boMadi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi differensial tengla-
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yigMn
disi singari topiladi:

®1= ] + d2) = Asin(k\t + pj) + A2 sin(k2t +P2);
P2 =2 + ™ = MM sin(AI+ Pj) + 272 sin(Arj/ + p2).
@ va P2 ning vaqt bo‘yicha hosilalari ham topiladi:
A = KA\ sm(k\t +$\) +k2A2 cos(k2t + p2);
g2 =M | sin(/.,f +p,) + M2 sin(A2/+ p2).
A\ V2,Pi va p2 o‘zgarmas sonlarni boshlangMch shart
lardan foydalanib topiladi:
t =0 boMganda ¢10 = a,®20 = 0,dpws = 0,020 = 0.
Shuningdek =+1, \2 =-1 boMishligini e’tiborga olinsa,
A\ A2 Pi va p2ni aniglash uchun quyidagi tenglamalai
sistemasi topiladi:
Al sinpj + A2sinp2=a; A\sinPi - A2sinp2 =0;
KA\ sin Pj +k2A2s\W\$2 =0; ~/lisinpi —Ai  sin P2 =0.
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v sistemadan
K\NA sin Pi = k2A2 sin p2 =0

=>cosp] =cosp2=0=Pi =p2=-.

2A\sin Pi =2/A2sinp2=a = A=A =",

Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha
Itmil boMadi:

N sinniZz+] +sin~2/+n ) =2 cos kit +cos kat) =
RN+k2 T fR- k2
=aC0s —----- t cos —--—--- t
2 2
f) sin k\t+—-sinf|'<§t+-72lN :i(cosk\t— cos kat) =
_ r\+k2 n .
=asm sin

hivob: & =acos k\xka t =cos R~\~Tk,_t, Kkt :Jgg;

R+k2 . k2—A . [fq
@2 =asm tein' 2 * 2=vt"
<l masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi

| unmlikdagi to‘sin bosh ko‘ndalang tebranishlarining

1 2
|l<tML.ni va chastotalarini toping. To‘singa va X =
Q ogMrlikdagi ikkita teng yuk go‘yilgan. To'sin
In nitilling kecsimning inersiya momenti |, elastiklik moduli
/ | mni massasini hisobga olmang.
\««liish. Avval gqo‘yilgan masalani umumiy holda yechamiz.

IliiMHiiiv ycchimni olish uchun G\ va G2 yuklar to‘sinning
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tayanch nugqtalaridan turli masofada qo‘yilgan bo‘lsin (55-
rasm).

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga eg;i
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarninn

muvozanat holatdan Y\ va y2 vertikal og‘ishlari gabul
gilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

T=\[TWR+1T2Y\)

formula bo‘yicha topiladi.
Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik dcfoi

matsiyalanadigan to‘sinning [ potensial energiyasi bilan
Q\ va C2 yuklarning og‘irlik kuchi maydonidagi potcn
sial energiyalarining yigkndisiga teng.

O — elastik deformatsiyalangan to‘sinning potensinl
energiyasini to‘sinning qaralayotgan holatdagi potensinl
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyjr.i
ayirmasi sifatida topiladi:

Ul=j Wi +n)-= fffi /i
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ImiuLi F{=cn(/[+y[)-c12(/2 +Y2)-
=CR(2 +Y2)~c22 (/1 +M)=
Muvozanat holat vaqtidagi to‘sinning yuklar gqo‘yilgan

wma |i.ilnridagi egilishini mos ravishda f\ va /2 desak, elastiklik
luit hlari muvozanat holatda

A =c\/I “cenfl =GN ~2 =c2lfl ~c2M\ = G2
1....uilalardan aniqglanadi.
Q\ va C2 yuklarning potensial energiyasi og‘irlik kuch
Minydonida
n2 =-G\W\ - Gay2
loiinula bo‘yicha topiladi.
Sistema [1 potensial energiyasi uchun

M=UW +M2=- [Ry1+y\ +FR2¢2 +Y2) ¢

SN (D +22/2) ~G - C202

Ifoda topiladi.
i\ va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga qo‘yib va
inuvo/anat holat atrofida

dn
9N, 5
an
ay2

=~ (e ~c2\)fi =

«h.laming bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya
lit 11
n =MC\\Y* -2 — * C2' yI2+C22Y2)

litilii topiladi.
| va Il uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya
Vh t] 4tiqlik koeffitsiyentlarini aniglash mumkin:
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Inersiya va qattiglik koeffitsiyentlarining topilg;m
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo‘yilsa, quyidagi
tenglama kelib chigadi:

f

\

O\ K c22- G2 2 =0.
g g

Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama

2
N -T R 5 (cu G2 + @2G\)kZ+ gqq [4cllc22(cl2 +c21)2] =
A ¢ ) [ ( )21 =0

ko‘rinishga keladi.
Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

Kl = sangy | C1IF2 +c22n + +C22G\ -

-G[G2[4cnc2 ~(c\2 + c21)2].

Biz garayotgan holda:

s =h =" G\=G2=G\¢eh =Riq2=c2b/l =/2

bo‘lishligini e’tiborga olinsa,

k2 _ g(C\\-C\2)

1 <
2 (7

™~ va Jeni bilgan holda w, va u2 koeffitsiycnilm
hisoblaniladi:



Ggc\1—cn)

cu -ank
n { [ - T
TEUZaeRN\ T ' oo w2l
Ggjci 1—12)
n2 = ___(_)_\_\__-_-__al_\_\_lg'_Z o = -
02 ~a\2k2 c12 + c21

| ntii to‘sinning bosh ko‘ndalang tebranishlarining shakli

HiU|l;iniladi:
A(2)
W=— =+1 H= g\fzr) =-1.
Materiallar garshiligi kursidan garalayotgan hoi uchun
1296 EI 1134 EI
cli=c22 = —pf == — t>r

n.vllilar ma’lum. Koeffitsiyentlarning bu qgiymatlarini bilgan
hold;i A va k2 chastotalar topiladi:

I11. Savol va masalalar

I likinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning kinetik va potensial
I ihmuivillari ganday formulalar bo‘yicha hisoblanadi?

I ikinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema erkin tebranishlarining
#lH- irir.iiil tenglamalarini keltirib chigaring.

*

mHhl'.lventlari gqanday munosabatlarni ganoatlantiradi?

153

I ikinlik darajasi ikkita boMgan sistemaning inersiya va qattiglik



4. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema erkin tebranishlarining
chastotalari ganday aniqglanadi?

5. Sistema bosh tebranishlarini aniglovchi tenglamalarni keltirinn

6. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema bosh tebranishlarining shakl
lari ganday aniqglanadi?

7. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistemaning natijalovchi harakat
lari garmonik tebranishlar boMadimi?

8. Qanday shartlarda «TEPKILI TEBRANISH» hodisasi soilii
boMadi va bu hodisaning fizik mazmunini izohlang.

9. Sistemaning ganday koordinatalariga bosh koordinatalar do
yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bil;m
ganday bogMangan boMadi?

10. Bosh koordinatalarda sistema erkin tebranishlarining differcn
sial tenglamalarining o‘ziga xos xususiyati ganday boMadi?

11. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor-
dinatalarning tanlanishiga bogMiq boMadimi?

12. Sistema bosh koordinatalarining har biri ganday qonun bo‘yiclm
o'zgaradi?

13. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistemaning erkin tebranishlarini»
garshilik ganday ta’sir qiladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema majburiy tebranishlan
ning amplitudasi ganday aniqglanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema majburiy tebranishimi
ning chastota va fazasi ganday aniqlanadi?

16. Rezonans vaqtida erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema mu-
jburiy tebranishlarining shakllari ganday boMadi?

17. Sistema rezonans tebranishlarini so‘ndirib boMadimi? Bund.is
tcbranishlarni soMidirishning fizik mazmunini tushuntiring.

18. Chekli erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlaii
ning differensial tenglamalarini chigaring va ularning umumiy yechimi
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlailul
tckshirishda 2S ta noma’lum doimiy sonlar ganday aniglanadi?

20. Sistema bosh tebranishlarining chastotasi uning holatini aniglov*
chi umumlashgan koordinatalarga bogMiq boMadimi?

21. Ikki gatlam mayatnik uzunliklari bir xil boMgan, ogMrlikIni!

ham bir xil A\ =Gj =G boMgan OA va AB bir jinsli sterjcnlau! m

iborat. OA sterjen O o‘q atrofida, AB sterjen esa A sharnir atroOtjl
aylanadi. Bu mayatnikning bosh tebranishlarining chastotalariw \m
shakllarini aniqglang.

Javob: R\ =0,867-; k&=2.29
Hi = 1,43; g =2,09.
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I: )1 masalada qaralgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koordi-
I B wumi aniglang.

Liviib:

)\ M massali g‘ildirak to‘g‘ri chizigli rels bo'ylab sirpamnasdan

liritHHiKujcla. G'ildirak markaziga £ uzunlikdagi sterjen sharnir mah-

hi) in. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham mahkamlangan.
Pi. in uning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari-
Mtiu davrini lonine.

11 llar xil C,va C2qattiglikka ega bo'lgan ikkita parallel paijinaga
N wn hi sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.
N (iorizontal konsol to'sin uchlariga uning tayanchlaridan bir xil

m  nw.ofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining
Iti i Il ni va chastotasini toping. Uzunligi 3 £ bo'lgan to'sin bir-biridan

if Miirolhda turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to'sin ko'ndalang ke-
li>......... y inersiya momenti / to'sin materialining Yung moduli E.
fli'mii massasini hisobga olmang.
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