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S o ‘zboshi

Respublikamizda turli texnikaviy jarayonlarning rivojlanib 
horishi m exanik  harakatn ing  yangi-yangi m u am m o la r in i  
yechish va hal qilishga chorlamoqda.

N azariy  m ex an ik a  m ex an ik a  fan in in g  asosiy qism i 
ho 'lib , uning qonunlari  va usullari hozirgi z a m o n  fan 
ham da texnikasining am aliy  va nazariy  masala larin i hal 
<|ilishning asosiy tekshirish vositasi b o ‘lib qoldi. Shunday  
ckan, nazariy m exan ikan ing  yakunlovchi qismi b o ‘lgan 
analitik m exanikaning  asosiy tushunchala r i  va qonunlari  
hayon  q i l in g a n  m av zu la rn i  c h u q u r  h a m d a  m a z m u n l i  
o'ij '.anish tabiat va texnika  fan larin ing  ayniqsa, nazariy 
li/.ikaning navbatdagi b o ‘lim larini muvaffaqiyatli o ‘zlash- 
lirish uchun  zarurdir.

A nalitik  m ex an ik an in g  b u n d ay  mavzulariga: m e x a n i­
kaning differensial va integral p rinsip lari ,  L agran jn ing  1 
va 11 tu r  teng lam ala r i ,  siklik in tegra lla r  h a m d a  saqlanish  
q o n u n la r i ,  G a m il to n n in g  k an o n ik  teng lam alar i  va bosh -  
qalai kiradi. A na li t ik  m ex an ik a  q o n u n la r i  va usu llari 
universal xususiyatga ega. U n ing  usullari b i lan  faqatg ina  
nn x.mik m asa la la r  teksh ir i l ib  q o lm asd an ,  balki e lektr ,  
e l rk l io m ag n i t ,  y o ru g l ik ,  a tom  va a tom  yadrosi masalalari 
ham  tek-.hiiiladi. S h u n in g  u ch u n  ham  ana lit ik  m exan ika -  
11inh. j'.'oya va iisullarini c h u q u r  oV.lashtirish m u h im  ah a -  
imvaina ega.

N.i/.iiiv пи чашка va uning qoMlanilishiga doir m uam - 
iiinl.и in 11.11 qih.lid.i bu l.mj’.a (cgishli boMgan masalalarni 
Hull 11 м 111 a i hilau yechi-.h inuhiin ahamiyatga ega.

М а/кш  t>'*111v (|o‘llanmani yo/ishdan maqsad — analitik 
nu’sanikaniiH’. asosiy qonunlaii  va usullarini bayon qilish, bu
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qonun ham da usullarni aniq masalalar yechishda qoMlashdan 
i bo rat.

Q oM lanm ada b a ’zi b ir  nazariy  (da li l lar)  tu s h u n c h a  
(teorema)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan- 
gan m anbalar adabiyotlar ro ‘yxatida ko‘rsatilgan.

Ushbu kitobning har bir mavzusida oldin nazariy mate- 
riallar bayon qilingan, so‘ngra o ‘rganilgan materialga oid 
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va m a­
salalar berilgan.

Kitob ilk marta chop etilayotganligi sababli ayrim xato 
va kamchiliklardan holi deb b o ‘lmaydi.

Q o ‘llanmaning sifatini yaxshilash uchun  bildirilgan fikr 
va mulohazalaringizni m am nuniyat bilan qabul qilamiz va 
o ld indan m innatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar



I Mumkin bo‘lgan k o‘chishlar prinsipi

I. Nazariy qism

Mu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog’lanishlar 
\.i ularning klassillkatsiyasi, mexanik sistemaning m um kin 
bo'lgan (virtual) ko‘chishi, s istemaning erkinlik darajasi, 
ideal bog‘lanishlar va m um kin b o ‘lgan ko‘chishlar prinsipi 
liaqida m a’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

I. Shu vaqtga qadar  N y u to n  m exanikasining asoslarini 
o 'rgandik . Endi Lagranj m exanikasin ing  asoslarini o ‘rga- 
mshga o ‘tam iz . Lagranj m exanikasi k o ‘p in c h a  ana lit ik  
mexanika nom i bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko‘radi. 
Hu hiri bilan m a ’lum m unosabatda bog4angan ham da  har 
Imi nuqtasin ing harakati boshqa  nuq ta lar in ing  holati va 
liarakatiga bog‘liq b o ‘lgan moddiy  nuqtalar to ‘plamiga m e- 
\anik sistema deyiladi. Istalgan m ashina yoki m exanizm  
mexanik sistemaga misol b o ‘la oladi, chunki m ashina va 
m e x a n iz m la rn in g  q ism la ri  b i r -b ir la r i  b i lan  sh a rn ir la r ,  
sici jcnlar, tasmalar, tishli g ‘ildirakli vositasida bog‘langan 
I l a c l i . Bu holda sistema nuqtalariga bog‘lanishlar orqali 
I»*■ i iladigan taranglik yoki o ‘zaro bosim kuchlari t a ’sir qiladi.

M exanik sistem a o ‘zgarm as va o ‘zgaruvchan  sistem aga 
h o ' l i n u d i .

Ak-‘i mexanik sistemani tashkil etuvchi nuqtalar orasi- 
(l.i)’i m .r .o la lar  un ing  harakati dav o m id a  o ‘zga rm asdan  
»|ul ,,i lunulay mexanik sistemaga o ‘zgarmas mexanik siste- 
11hi di'Vilaill

M.r.alan, ahoslot qattiq jismni o ‘zgarmas mexanik siste- 
in.i del) qniash mumkin.

I ndi c*ikin va erkin  b o ‘lm a g a n  m e x a n i k  s i s t e m a la r  
(ONluini'lia kinhladi .
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Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasi- 
dagi masofasi uning harakati davomida o ‘zgarib tursa, bun- 
day mexanik sistemaga o ‘zgaruvchan mexanik sistema deyila- 
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o ‘zgaruvchan m exa­
nik sistemaga misol bo ‘la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistemalarga q o ‘llab 
b o ‘ladigan harakat va m uvozana tn i o ‘rganishning  um um iy  
va yagona  m e to d la r i  o ‘rna ti lad i.  M exan ik  s is tem an in g  
m u m k in  b o ‘lgan b a rch a  harakatla rin i  o ‘rganish  va teksh i-  
rishda m a tem a t ik  ana liz  m etod lar i  asosiy vosita b o ‘lib 
x izm at qiladi.

Analitik mexanikada chiqariladigan harakat tenglamalari 
m ex an ik  s is te m a n in g  k o ‘r in ish iga ,  s is te m a  h a rak a t ig a  
q o ‘yiladigan shartlarning xususiyatlariga bog‘liq boMmaydi.

Analitik  m exanikaning  um um iy  tenglam alari sistema 
harakatining xossalarini um um iy tekshirish uchun, shuning- 
dek, mexanikada aniq nazariy va amaliy masalalar yechish 
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari faqatgina nazariy tekshirish- 
lar uchun fundamental ahamiyatga ega b o ‘lmasdan balki, 
muhandislik amaliy hisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga 
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari 
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib shakl- 
lantiriladi ham da chiqariladi.

2. Erkin va crkin b o ‘lmagan nuqta haqida  nuqta d ina- 
mikasida to ‘liq tasavvurga ega boMgan edik.

Endi erkin va erkin b o ‘lmagan mexanik sistemalar tushun- 
chasi kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning har bir nuqtasi fazoda istal­
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday 
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik 
sistemaga Quyosh-sayyoralar sistemasi misol b o ‘ladi. Barcha 
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud b o ‘lib, 
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech n im a 
chegaralamaydi. Ular orbita b o ‘ylab erkin harakat qiladi. Agar 
mexanik sistcmani tashkil qiluvchi nuqtalar vajism lar fazoda 
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni
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п и т е  holatiga va tezligiga to ‘sqinlik qiluvchi cheklashlar 
I". I ..i, u holda bunday mexanik sistema erkinmas sistema 
«li's iliuli. Mexanik sistema nuqtalarining koordinatalariga va 
ul.и li /.liklariga q o ‘yilgan barcha cheklashiar bog'lanishlar
• I. Ml.uli. levarak-atrofdagi istalgan mexanizm, qattiq jism, 
i i,tie.m qurilma erkinmas jismga misol b o ‘la oladi. Bog‘- 
I.mi .lining sistemaga ko‘rsatgan ta ’siri bog'lanish reaksiya kuchi 
d< I) alaladi.

Slumday qilib, bogManishlar sistema nuqtalarining koor- 
«linatalariga va tezliklarining o ‘zgarishiga cheklanishlar q o ‘yadi.

Analitik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz-
11 к 1.11 ko‘rinishida ifodalanib yoziladi.

Reaksiya kuchi sistema ko‘chishga intilayotgan yo‘nalishga 
<|.nama-qarshi tomonga yo‘nalgan bolad i.  Reaksiya kuchining 
l i sir qilayotgan kuchdan  farqi shundaki,  reaksiya kuchi 
и inni harakatga keltira olmaydi. Uning kattaligi va yo‘nalishi 
li .inga ta ’sir qilayotgan kuchlarga bog‘liq. Shuning uchun 
n'iiksiya kuchi oldindan m a ’lum b o ‘lmaydi.

3. Sistemaga q o ‘yilgan bog‘lanishlarning xususiyatlari 
l.u|;ilgina sistemaning harakatiga bog‘liq boMmasdan balki 
M-.lema harakatini o ‘rganish uchun qollan ilad igan  usullarga 
li.im bog‘liq b o ‘ladi.

Slumday ekan bo g lan ish la rn i  b ir-b iridan farqlash va 
ularni turlarga ajratish m uhim  ahamiyatga ega. Bog‘lanishlar- 
ning m uhim  belgi va xususiyatlariga qarab turlarga b o ‘linadi. 
Mog‘lan ish lar  b ir inch i  navba tda  ikkita sinfga b o ‘linadi: 
i•olnnomli va golonomsiz bog‘lanishlar. Agar bog‘lanishlar 
kooidinatalarga nisbatan chekli sondagi tenglam alar yoki 
i* iо* .i/liklar bilan ifodalanadigan b o ‘lsa, bunday bog‘lanishga 
,ilolonomli bog'lanish  deyiladi. G o lo n o m li  b o g ‘lan ish lar  
k o o id in a ta la rg a  n isb a tan  in tc g ra l la n u v c h i  d iffe ren s ia l  
k nv.lamalar bilan ifodalanib yoziladi. Boshqacha aytganda, 
r,olnnomli bog‘lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt 
bo yicha hosilalarini o ‘z tarkibiga olmaydi. Bunday bog‘- 
liim .hlarning ifodalari um um iy  holda quyidagi k o ‘rinishga 
cgn:

f ( x h yh Zi,t%Q, / = 1,л  • ( 0

7



G olonom li bog'lanishlarni ko‘p incha geometrik bog'la- 
nishlar ham  deyiladi. G o lo n o m  bog‘lanishli nuqta (jism) 
m a ’lum bir sirt yoki egri chiziq b o ‘ylab harakatlanadi.

Siqilmaydigan va c h o ‘zilmaydigan ЛВ  sterjenning nuq- 
talari uchun sterjen golonomli bogian ishdir.

C hunki s terjenning uchlaridagi nuqtalarining harakati 
bir-biriga bog‘liq b o ‘lishi bilan birga, ular koordinata lari-  
n ing  barchas i  ixtiyoriy  b o ‘lm asd an ,  quyidagi q o n u n g a  
b o ‘ysinadi:

\AB\ = <J(xiB -  x iA ) 2 + (yiB -  y iA ) 2 + (ziB — ZfA) 2 » i = h n .

Agar bog‘lanish sistema nuqtalarining holatigagina emas, 
ba lk i  u la rn in g  tez l ik la r ig a  h am  c h e k  q o ‘ysa, b u n d a y  
bo g ‘lanishga golonomsiz bog‘lanish deyiladi. G o lo n o m siz  
bog 'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydigan 
d ifferensial ten g lam a la r  b ilan  ifodalanad i.  G o lo n o m s iz  
b o g ‘lanishning tenglam alari nuqtalarn ing  koordinatalari va 
ularning vaqt b o ‘yicha hosilalarini bog‘laydi. Shunday qilib, 
go lo n o m siz  b o g 'lan ish la r  in teg ra llanm ayd igan ,  um u m iy  
holda

4>{xi , y i , z i , x i , y h ZiJ) = 0 (/ = 1,я) (2) 
k o ‘rinishdagi differensial teng lam alar  bilan tavsiilanadi. 
Integrallanmaslik shu m a ’noda tushuniladiki, bog‘lanishni 
ifodalovchi tenglam aning chap  tom onin i koordinatalarga 
nisbatan birorta funksiyaning to ‘liq diffcrensialiga keltirish, 
y a ’ni d f (x h y j , Z i , t ) -  0  k o ‘r in i s h d a  i fo d a la sh  m u m k in  
emasligi tushuniladi.

K o‘pincha golonomsiz bog‘lanishlarni kinematik bog‘la- 
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nu q ­
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik va 
tezlanishlariga ham  chek  q o ‘yiladi. Agar (2) k inem atik  
bog‘lanish tenglamasini integrallash yo‘li bilan ( 1) ko‘rinishga 
keltirish m u m kin  b o £lsa, bunday  bo g ‘lanish golonom li 
bo'ladi.

Agar mexanik sistemaga к  ta bog‘lanish q o ‘yilgan b o ‘lsa, 
u holda bog'lanish tenglamalari soni к  ta b o ‘ladi:

f j  (*i, У,-, Zi, * / ,)>i ,Zi, 0  = 0 (3)
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i = 1 ,n , j  = 1, к  •
Agar b o g ‘lanish go lo n o m li  b o ‘lsa, un ing  b o g ‘lanish 

i< iif.lamalari quyidagi ko‘rinishga ega b o lad i:
f j (X i ,y i ,Z i , t )  = 0 (4)

i = 1 ,n , j  = 1 ,Jc •
Iloglanishlar vaqtga oshkor bog‘langan va bog 'lanm agan 

ho'lishi mumkin.
Agar bog‘lanish vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarmasa, y a ’ni /

-.i(11 b o g ‘ l a n i s h  t e n g l a m a s i  ( t e n g s i z l i g i ) d a  o s h k o r  
(|;ilnashmasa, bunday  b o g ‘lan ishni s tatsionar b o g ‘lanish 
deyiladi.

2 2 2
Agar nuqta ^ -  + ^ -  + ^ - - 1 = 0  tenglama bilan ifodala- 

a b с
nuvchi ellipsoid sirtidayotsa, bu tenglama bogllanishning 
ko‘rinishi vaqt bilan o ‘zgarmasligini ko‘rsatadi.

Nuqta esa doim bitta ellipsoidda yotib, fazoda ko‘chmaydi 
v.i deformatsiyalanmaydi.

Agar bog‘lanish vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarib tursa, ya’ni 
bog‘lanish tenglamasida t vaqt oshkor qatnashsa, bunday 
bogManish statsionar bo ‘Imagan bog‘lanish deyiladi. Masalan, 
agar sterjenning (. uzunligi berilgan qonun b o ‘yicha xususiy 
holda I = + a s in w / , ( I q > a) q onun  b o ‘yicha o ‘zgarsa, 
bunday holda bog‘lanish tenglamasi

x 2 + y 2 + z 2 -  (̂ o + ^sin tot)2 = 0 
ko'iinishga ega b o ‘lib, t vaqt bu bog‘lanish tenglamasida
o .h k o r  qatnashadi.  Agar bog‘lanishlar teng lam alar  bilan 
ilodalanadigan b o ‘lsa, bunday boglan ish larn i b o ‘shatuvchi, 
aj-’.ar bog‘lanishlar tengsizliklar bilan ifodalanadigan b o ‘lsa, 
bunday bog‘lanishlarni b o ‘shatmovchi bog‘lanishlar deyiladi.

4. Analitik m exanikada keng q o ‘llaniladigan m um kin  
b o ’lj-'.an (virtual) k o ‘chish tushunchasin i  shakllantiram iz. 
Nuqla yoki s is tem aning m um kin  b o ‘lgan k o ‘chishi deb, 
M'.lcma nuqtalarining bog‘lanishlar tom onidan  q o ‘yiladigan 
b.uvlia cheklashlarini qanoatlantiradigan (buzmaydigan) yoki
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b o g ia n ish la r  bilan birgalikda bajaradigan cheksiz kichik 
ko‘chishiga aytiladi. K o‘pincha cheksiz kichik mumkin bo‘lgan 
ko‘chishni virtual ko'chish  deb ham  ataladi.

Sistema nuqtalarining m umkin b o lg an  ko‘chishlari quy- 
idagi ikkita shartni qanoatlantirishi kerak: 1) m umkin b o ‘lgan 
ko‘chish cheksiz kichik m iqdor b o l ish i  kerak. Chunki chekli 
ko‘chishda sistema boshqa holatga o ‘tib, muvozanat shartlari 
boshqacha b o l ib  qolishi ham  mumkin;

2 ) sistemaga q o ‘yilgan barcha b o g ian ish la r  saqlanishi 
kerak, bord i-yu  b o g ian ish la r  buzilsa, s is tem aning k o ‘ri- 
nishini o ‘zgartirgan b o la m iz  (sistema boshqacha sistema 
b o ‘lib qoladi).

N uq ta  uchun m um kin  b o ‘lgan k o ‘chish tushunchasini 
golonom  boglanishli  hoi uchun qarab chiqiladi.

Biror M (x 0 , y 0,zo ) nuqta

f ( x , y , z , t )  = 0
tenglama bilan aniqlanuvchi sirtda joylashgan b o l ib ,  uning 
holati t vaqtning tayinlangan tQ qiymatiga mos keluvchi

'Ь = x 0 ' ‘ + Уо ■ J + Zo ■ к radius-vektor bilan aniqlansin. M Q 
nuqtaning cheksiz kichik 5 r atrofidagi holatlarini tekshi-

/ -  rasm.



mini/, у.mu uning atrofiga tegishli b o ‘lgan M (x 0 + 8x , y 0 +

• At ,, i (S’) nuqtani qarasak uning holati ( 1- rasm).

r(f) J\)(t) + 8r -  (x0 + 5x) T + (y0 + f y )  • j  + (zo + 8z ) k  

i и(tn-. vektor bilan aniqlanadi. Bunda 8x , 8y,Sz miqdorlar 
a/« M'klorning koordinata o ‘qlardagi proyeksiyalar b o ‘lib, 

nr • .и i \ 8y - J  + 8z - k  vektori r0(t) rad ius-vektor bilan

ini«ll.niuvchi nuqtaning r{t)  radius-vektor bilan aniqlanuv- 

. In liolatga o ‘tishdagi k o ‘ch ish in i ,  y a ’ni r0 (t) rad ius-

vi Morning cheksiz kichik orttirmasini ifodalaydi. Ana shu 8r 
м КI о i mumkin b o ‘lgan k o ‘chish vektori deb ataladi.

Ko‘pincha 5r  vektorni /t)(/) vektorning variatsiyasi, 

lining 8x , 8y , 8z p royeks iya la r in i  esa k o o rd in a ta la rn in g  
\ .и ia(siyasi deb ataladi. 

r(t)  vektorning

x 0 + Sx,>>o +
koordinatalari bog‘lanish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama- 
.mi qanoatlantirishi kerak:

/ ( л о +Sx, У о + fy ,  з о + 5г, 0  =  0 . (5 )

Bu tenglikning chap tom onini 5х , 5>>,5 г ning darajalari

b o 'y i c h a  q a to rg a  y o y ib ,  8x 2 , 8y 2 , 8z 2 ,8x 8y , 8x 8z , 8y 8z,... 
m i ( |d o r la r  q a tn a s h g a n  h a d la r n i  e ’t ib o rg a  o lm a s d a n ,

/ ( *o>y0 ’Z0 , t)  = 0  ekanligi e ’t iborga o linsa , k o o rd in a ta -
I.uning variatsiyalariga qo ‘yiladigan cheklashlar sharti hosil 
ho'tadi:

dx
8x + 

JO dz
Sz = 0  (6 )

((>) tenglikning geometrik m a ’nosini tushuntiramiz.Sirt- 
iiill)’ (|aralayotgan Л/() nuqtasining normali b o ‘yicha yo‘nalgan 
bn lik vektorni n desak, bu vektorning koordinata o ‘qlarida- 
im pmyeksiyasi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslariga teng
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b o ‘lib, y o ‘nalt iruvchi kosinuslar esa xususiy

hosilalarga proporsional b o ‘ladi. Bunday holda (6 ) tenglikni 
quyidagicha yozisii mumkin:

n ■ 8r = 0 • (7)
Bu tenglikning chap tomoni n va 5/~ vektorlarning skalar 

ko‘paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko‘paytmaning nolga ten- 
gligi esa n va 8r vektorlarning o lzaro perpendikular boMish- 
ligini bildiradi. D em ak, (7) tenglikdan 5r vektorning n 
normalga perpendikular b o ‘lishligi kelib chiqadi. Bu esa 8r 
m um kin  b o ‘lgan ko‘chish vektorining A/() nuqta orqali o4gan 
urinm a tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemaning 
m u v o zan a tin i  tekshirish  u chun  q o ‘llaniladigan yana bir 
tu sh u n ch a  m u m kin  b o ‘lgan k o ‘chishda m oddiy  nuqtaga 
q o ‘yilgan kuchning bajargan elem entar ishi tushunchasidan 
foydalaniladi.

K uchning elem entar ko‘chishdagi bajargan ishi skalar 
m iqdor b o ‘lib, F  vektor kuchning m um kin  bo ‘lgan 5r 
vektor ko‘chishga b o ‘lgan skalar kokpaytmasiga teng b o ‘ladi. 
E lem entar ishni 5/1 orqali belgilansa, uning ifodasi

8A = F - 8F (8 )
koordinata shaklida esa

5/1 = Fx8x  + Fy8y  + Fz8z  (9 )
ko‘rinishda bo ‘ladi.

Agar mexanik sistema nuqtalariga F\,F2 ,.. .,Fn , kuchlar 
q o ‘yilgan b o ‘lib, u lar bu k uch la r  t a ’sirida 8r\,8r2 , . . . ,8rn 
m um kin  b o ‘lgan k o ‘chishlar olsa, u holda bu kuchlarning 
virtual bajargan ishi sistemaning virtual k o £chishdagi ishi 
b o la d i .

Bu ish 8A = 2)5/1^ = ^ ^.57^. k o o r d in a ta  s h a k l id a  
к к 

quyidagi formula yordamida topiladi:

6A = X ( Fkx&xk + РкуЬУк + Fkz§Zk) ( 10) 
к
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(» M oddiy nuqtalar s is tem asining bog‘lanish reaksiya 
I и» lil.inning istalgan mum kin b o ‘lgan ko‘chishda bajargan
i .Illuming yig'indisi nolga teng b o is a ,  bunday bog‘lanishga 
lilt .il bog‘lanish deyiladi. Ideal bog‘lanishlar uchun quyidagi 
ifiiflik o ‘rinIi:

S/f = X  Rk&rk = 0 . (11)
к

Ideal bog‘lanishlarga absolut silliq tekislik, sirti absolut
• 1.111 iq sterjen va hokazolar misol b o ‘ladi.

7 M umkin b o ‘lgan ko‘chishlar prinsipi. Agar moddiy 
nnt|i;ilar sistemasi muvozanatda b o ‘lsa, u holda sistemaning
Ii.ii qanday m umkin b o ‘lgan k o ‘chishida faol kuchlarning 
lu|;irgan ishi nolga teng boMadi, ya’ni

8/  = x K  = X f r 8 ii = 0 ' (l2) 
к к

Koordinata shaklida

bAa = £  (Fxkbxk + Fykbyk + Fzk8zk ) = 0 • (13) 
к

II. M asalalar yechish

I- inasala. A B  richagning yelkasiga FA va FB kuchlar 
normal ravishda ta ’sir qiladi. 0  tayanch nuqtasiga nisbatan 
nt hat’. Л В nuqtalarining mum kin b o ‘lgan ko‘chishlarini 
In \obl;ing va richagning muvozanatlik shartini o ‘rnating.

Yichish. 1) AB  richagda mum kin boMgan ko‘chish uning
hiv;incll 0  nuqtasi atrofidagi 8ф cheksiz kichik burilish 
buuhiigidir.

Kichag 0 tayanch nuqta atrofida burilganda Awa В  nuq- 
i.iltii AA j va B B ] aylana yoylari b o ‘ylab siljiydi. Taqriban bu 
Hlir.hlarni to lg ‘ri chiziq kesmalariga almashtirib, A va В 
i iin |liilarning m u m k in  b o ‘lgan k o ‘ch ish la r in i  h isob lash  
nmmkin (2 - rasm):

8S A = О A ■ 5cp = ябф; bSB = OB ■ 5ф = 65ф.



Bx
л \

A Cl |̂ 5ф

\  bs\  ^ 7 \
b

Д 1
A ,

FH r 1

в

2- г  asm.

в 1 2). Richagning muvozanat- 
lik shartini o ‘rnatamiz. &SA va 

5S B m iqdorlar mos ravishda

Fa va FB kuchlar q o ‘yilgan 
'F„A va В nuqtalarn ing  m um kin  

b o clgan k o ‘chishlarini ifoda- 
l a y d i .  R i c h a g g a  id e a l  
bog‘lanishli sterjen deb qara- 

sak, m um kin  b o ‘lgan k o ‘chish prinsipiga k o ‘ra quyidagi 
tenglik hosil boMadi:

Fa&$4 + FB6S B = 0 .

Bunda 55^ = сбф; 6S B = -b&ф. FAa&y -  FBb$q = 0 =>

=> (Fa a -  FB ■ b) 8ф = Q=>FA a - F B -b = 0

=> V 8 (p Ф 0 » FAa = FBb •

S h u n d ay  qilib , r ichagn ing  m u v o zan a t l ik  sh a r tin i  0 
aylanish markaziga nisbatan q o ‘yilgan kuchlar m om entlari-  
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. M uvozanat holat vaqtida krivoship-shatun 
m e x a n iz m in in g  k r ivosh ip iga  t a ’sir e tu v ch i  ju f tn in g  M  
m om en ti  bilan porshenga t a ’sir etuvchi p  bosim kuchi 
orasidagi bog lan ishn i toping. Krivoshipning uzunligi OA = r 
ga, shatunn ing  uzunligi AB = I ga teng (3- rasm).

Yechish. 8ф — krivoshipning M  m om entli  juft t a ’siri- 

dagi m um kin b o ‘lgan burilish burchagi, 8S B esa p  bosim
kuchi ta ’sirida porshen- 
n in g  o lg a n  m u m k in  
boMgan ko‘chishi b o ‘lsin. 
Shatun-krivoship mexa- 
nizmiga mum kin b o ‘lgan 
k o ‘c h i s h  p r i n s i p i n i  
q o ‘llanilsa

PbSB -  Л/8ф = 0 
t e n g l ik  h o s i l  b o ‘lad i .
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3- rasm.

11111 и 1.1 ,ир «noAd t , bSB = V Bdt ekanligi e ’tiborga olinsa 
,|u\kLi^.i tenglik topiladi.

P $ B = M . ( 1)

I ihIi Ъв  va wq/i orasidagi b o g ‘lanish o ‘rnatiladi. A

iiin|la 1>и! o)qAr tezlikka ega. Bu tezlik OA ga perpendikular 
Mi'nalgan. В nuq tan ing  tezligi esa BO  to ‘g ‘ri ch iz iq  b o ‘ylab 
v•»'n a lg a n d i r .  T e z l ik l a r n in g  p ro y e k s iy a la r i  h a q id a g i  
UMiii'inaga ko‘ra

cos a  = -&B cosj3.

/ ( M D - A O A B  u c h u n  t a s h q i  b u r c h a k  b o ‘lad i :  
. O i l )  ф + р .  Bundan а  = 9 0 ° - (ф  + (3) boiishlig ini topa- 
iii!/ va

cos а  sinto + (3) , . . оч
0 „ Ь А------- = Щ А'Г----= °)0/1 •''(sin Ф + COS ф • /g(3)

cosp COS р

sin (3 sin ф
|l burchak topiladi. OAB uchburchakdan —y -  = ——

1' иг 11 к hosil boMadi. tg(3 = - r i i = =  formula e ’tiborga
yj\ - s in "  p

1 ihii’.a, quyidagi natija kelib chiqadi:

Г С05ф
b  B= O)0i4 r ( l+  Г ) 8 1 П ф .  (2)

4 t  - r  sin ф
(.>) ni ( 1) ga q o ‘yib, quyidagi izlanayotgan bog‘lanish 

topiladi:

M  = Pr
r COS ф

1 +
yje2 -  r 2 sin2 ф

\ masala. Qismlardan tuzilib, uchta tayanchda turgan 
l/> lo'sin С nuqtada sharnirli biriktirilgan ikkita to ‘sindan 

И и ii.it T o ‘singa 2 /, 6 t va 3 / vertikal yo‘nalgan kuchlar 
|,i и qiladi (4- rasm). 0 ‘lchovlar ko‘rsatilgan. A, В va D 
iii!i|lalaidagi tayanch reaksiyalarini aniqlang.

15



4- rasm .

Yechish. A D  to ‘sinni muvozanatdagi A C  va CD  to ‘sin- 
lardan iborat b o ‘lgan ikki qattiq  jism dan  tashkil topgan  
sistema deb qaraymiz.

M um kin boMgan ko‘chish prinsipini qo ‘llab, A, В  va D 
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniqlanadi.

1. Ra tayanch reaksiyani aniqlash uchun A tayanch bog‘-

lan ishdan  ozod  q ilinadi,  y a ’ni bu tay an ch n i  un ing  RA 
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nuqta veitikal yuqoriga 
yo‘nalgan 5rA m um kin boMgan ko‘chish beriladi. Buning 

natijasida P\ kuch q o ‘yilgan E  nuqta ham 5rE m um kin

boMgan k o ‘chish oladi. 5rA va 8rE m umkin boMgan ko‘chish- 
lar orasidagi bog‘lanishni C E E 'v a  CAA' uchburchaklarning 
o ‘xshashligidan foydalanib o ‘rnatiladi. 0 ‘xshash u ch b u r­
chaklarning mos tomonlari proporsional b o ‘ladi:

EC EE' a 8rr  „  1 ™----- = -----r ---  = —— => ОГг = -  ОГа
AC AA' 2а 8rA h 2 A *

A C  to 's i n g a  m u m k in  b o ‘lgan k o ‘ch ish  p r in s ip in i  
qoMlanilsa, quyidagi tengliklar hosil boMadi:

16



- R A8rA + Р]ЪгЕ = О

-К а ■ 5/‘Л + 2 Р^ ГЕ = ° ’

’ // tayanchning reaksiya kuchini aniqlash uchun, bu 

i*i\.inchni fikran olib tashlab, uning ta ’siri RB kuch bilan 

ilin.ishtiriladi. С sharnirga vertikal yuqoriga yo‘nalgan 5rc

ni«1111кiи boMgan ko‘chish beramiz. P\,P2 ,R B va P3 kuchlar 
i |n 'yilgan E, N, В va К  n u q ta la rn in g  m u m k in  b o ‘lgan 
b i ’< h ish lar in i  m os rav ishda  &rE , 8rN ,&rBva orqa li  
Im In lanadi.  Bu m u m k in  boMgan k o ‘ch ish larn i u ch b u r -  
»1111.laming o ‘xshashligidan foydalanib, 5rc m um kin boMgan 
i " - l u s h  orqali ifodalanadi:

&rB = - 5 rc\ brK = - 5 rc .
2 3

Mumkin boMgan ko‘chish prinsipiga ko‘ra 
P\ SrE + P28rN + RB$rB + P2SrK = 0,

2 ^ r c + 6 ~ S r c - R B - h r c + 3 - U r c = 0 ,

1 + 5 -  — RB +1 -  0,

18 -  2RB +3 = 0, 

2RB = 2\,  RB = 10,5 t .  
17



3. Endi D nuqtaning tayanch reaksiyasini aniqlaymiz. 
Buning uchun D tayanch bog‘lanishdan ozod qilinadi, ya ’ni 
uning reaksiyasini R 0 kuch bilan almashtiriladi. D  nuqtaga
5 rD m um kin boMgan ko‘chish beriladi. N atijada N, В va R

nuqtalar ham mos ravishda 5r/v, 8rB va 8 r̂ - mumkin boMgan 
ko‘chishlar oladi. Bu m um kin boMgan ko£chishlarni uch- 
burchak larn ing  o ‘xshashligidan foydalanib, 5rD m um kin  
boMgan ko‘chish orqali ifodalanadi:

SrN = 5rB 5rK = ^ S r D .

Endi CD to ‘singa mum kin boMgan ko‘chish prinsipini 
qoMlaymiz: PSrN -  RB&rD + /^57^ -  Rd ■ &rD = 0 .

6 - U r D - l 0 , 5 \ s r D + 3 + h r D - R D 57D = 0 ,  
b 5 1

1 - 3 , 5  + 2 = R D RD - 0 ,5  T .

Eslatma. RD tayanchning reaksiyasini parallel kuchlarning 
muvozanatlik shartidan ham  foydalanib topish m um kin  (5- 
rasm):

Ra Rb
P, Pi

'

5- rasm.

+Ra + P\ + P\ + RB + Л  + Rd -  0 

- 1 + 2  + 6 + 3 - 1 0 , 5 -  Rd = 0,

11 — 11,5 = R[) => R[) = —0 ,5 t.

4- masala. M exanizm gorizontal tekislikda kuchlar t a ’si- 
rida m uvozanatda  turibdi. M uvozanat holat esa a  = 40°, 

(3 = 120°, у = 90°, ф = 90°, 0 = 60° burchaklar bilan aniqla- 

nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar = 0 ,4  m, ( ^ 2



V'i , .i( rjcnlarning uzunliklari ixtiyoricha); E  nuqta ster-

|m111 IK o ‘ rtasida joylashgan. В sirpang‘ichga F  elastik kuchi
• • mi ijiladi. Uning son qiymati F = CX formula b o ‘yicha 
Im|»iI.kIi, l)unda с — prujinaning elastik koeffitsiyenti, X — 
iiiiinj' n/.unligi (с = 1 8 0  n/sm).

Mundan lashqari D sirpangMchga 0  = 4 0 0 / /  kuch, 0 lA

In  n .h ipgaesa  M  = 100 H M  m om entli ju ft  kuch t a ’sir qiladi. 
' I m i/m  muvozanat holatda turganda prujinaning \  defor- 
iiui .iN ilauishini toping (6 - rasm).

6- rasm.

Vtcliish. Berilganlarni e ’tiborga olib, mexanizm chiziladi 
Va • lu/m ada m umkin boMgan ko‘chishlar ham tasvirlaydi (7- 
1мНП).

Mi xanizmni berilgan burchaklar bo ‘yicha yasaymiz. Pru- 
IIimmi i h o ‘ziladi deb hisoblasak, uning F = CX elastiklik 
bin lit vuqoriga yo‘nalgan boMadi.

Mexanizm gorizontal tekislikda yotgani uchun , og‘irlik 
kut hi inn ing  bajargan ishi nolga teng boMadi. M asalani

in h u chun  m um kin  boMgan k o ‘ch ish lar  p rinsip idan  
ln\ •! il.mamiz:

19



Е §Л  = о ,  (i)
к

b u n d a  ЪАк — faol kuchlar  va m o m en tla rn in g  bajargan
elem enta r ishlari.

Mexanizmga ta ’sir qiluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz:

q  — sirpang‘ichga ta ’sir etuvchi kuch, F  — prujinaning 

elastiklik kuchi va M  m om entli  juft, F n o m a ’lum kuch (1) 

tenglam adan foydalanib topiladi, F  ni bilgan holda F = cA,
m unosabatdan X ni aniqlaymiz.

( 1) ten g lam an i  tuzish  u ch u n  m ex an izm g a  m um kin

boMgan ko‘chish beriladi. 5cp, — 1- sterjenning 0, o lq atrofida

burilish burchagi 8 S B va 8 S D esa В va D sirpangMchlarning 
m um kin  boMgan ko‘chishlari boMsin.

20

A , . * S/, va bSp  o ‘zaro bogManmagan m um kin boMgan
* t In lil.iuIii'. Mexanizm bir erkinlik darajaga ega boMgan-
ii iitlas'li, cikli o ‘zgaruvchi sifatida u uchala miqdorlardan 
Hi h i  hittasini qabul qilishi m um kin. Erkli o ‘zgaruvchi

(lulu Лф|, burilish burchagi qabul qilinsa, bSA ,b S B,SSp

. . s i mumkin boMgan ko‘chishlar 8ф1 orqali ifodalanadi.

\ il topiladi va uning yo‘nalishi aniqlanadi {ЪАЛ

иц sn nalishini 5ф! ning yo‘nalishi aniqlaydi):

8 S 4 = ^j5фj , _L 01 A.

I lull (S.V/.- ni topiladi. Bu ko ‘chish A B  kesma b o ‘ylab
• и,il| .111 va 6S A k o ‘c h is h n in g  A B  t o ‘g ‘ri ch iz iq d ag i  
msi I asasiga teng:

R  R
b S E = 5S A co s30° = ~y &Sa = у - ^ б ф , .

I itili SSA va 6S B k o ‘ch ish la r  o rasidagi bogManish 
I inn Uadi:

• Л 1 cos30° = 5S B cos60° =s> 5S B = y/28SA = у/3£\Ьу\. 

Nluuiingdek, bSD va 8 S 4 ko‘chishlar orasidagi bog‘- 
.11 li ham o ‘rnatiladi:

A.V/, 85,£ cos30° = ^ y ~ Л §Ф, = |^ 1 5 ф !  = | S‘S'/4- ( П

II11I.11 ilan ( I )  tenglama tuziladi:

=Л/8фj + QbSj) -  F S S B = 0 , 8ф1 ф 0
к

ДУ8ф1 + Q • ^ | 8ф] -  F  • >/3€|8ф1 = 0,



F 220 220 sm =
72-1,732

X = 1,76s m .

III. Savol va m asalalar

1. Analitik mexanikaning predmeti, asosiy tushunchalari va vazi- 
falarini izohlang.

2. Bog‘lanishlar deb nimaga aytiladi? BogManishlarni klassifikatsiya 
qiling: golonom li va golonom siz (geometrik va kinematik yoki intcgral- 
lanuvchi va integrallanmaydigan, bo‘shatadigan va bo‘shatmaydigan) 
bog‘lanishlar qanday bo‘ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb nimaga 
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?
5. Qanday holda sistema nuqtalarining dekart koordinatalari umum- 

lashgan koordinatalarga bog'liq bo‘lishi bilan bir qatorda vaqtga ham 
bog‘liq bo‘ladi?

6. M exanik sistem aning mumkin boMgan ko‘chishi deb nimaga 
aytiladi?

7. Mumkin boMgan ko‘chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlarga 
bogMiq bo‘ladimi?

8. M um kin boMgan ko‘chish prinsipini qanday shakllantirish  
mum kin?

9. Ish tenglamasi qanday ko'rinishga ega boMadi?
10. N im a uchun mumkin boMgan ko‘chish prinsipi bir qancha jism- 

lardan tashkil topgan erkin boMmagan sistemaga qo'yilgan kuchlar 
sistemasining muvozanatlik shartlarini o ‘rnatishga va muvozanat tengla- 
malarini olishga juda qulay?

11. Bir qancha erkinlik darajaga ega boMgan mexanik sistemaga ta’sir 
qiluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari qanday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va qarshilik kuchi 
orasidagi bogManish qanday boMadi?

13. Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.
14. Mumkin boMgan ko'chish prinsipi yordamida bogManishlarning 

reaksiyasi qanday aniqlanadi?
15. M um kin boMgan k o'ch ish  vektorining yoMialishi qanday 

an iq lan ad i?
16. Ideal bogManish deb qanday bogManishlarga aytiladi?
17. Egri chiziqli ko‘chishlar miqdor va yo ‘nalish jihatidan qanday 

aniqlanadi?
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I нimII press, vintli press, sterjenli press) 
....mil in boMgan k o‘chish  prinsip in ing  
t|n Ihinshlarini tushuntiring.

I*) M um kin  boMgan k o 'c h ish la r
.......  Ipidan foydalanib, 8- rasmda tas-
vii111i>'.in vertikal ferma 4, 5, 7 sterjen- 
i miiiiii^. /.o 'riqishlarini aniqlang.

r 1 . -л T  P\a + QibJavob: м  ----------- ;-------

(Mcrjcn qisiladi)

t5 = - p1 - p2
(•icrjen qisiladi)

Tt =(Pi +P2)

1 J №  1 ] \Q 2
i i

С D
a

S i

2

Г  5
4

Е s ' F
a

N 1f
6 i s ' 8

К s ^ L
a

f ^
10 v s 12

A? \ b
/7 7 7 7 У / / / / / / / / /  

< +
/ /

8- rasm.

+ b2

(•.icrjen cho'ziladi).
,’<) Richagning muvozanatlik shartini o ‘mating.
i  I . A В bir jinsli to ‘sin A nuqtada qo‘zg‘almas sharnir bilan mah- 

Itiiinliingan. В nuqtada esa katokka (aravachaga) qo‘yilgan. T o‘sinning 
. >i ' 1111>i 300 kg. В nuqtadagi tayanch reaksiyasini aniqlang.

Javob: 150 kg.
П , Uchta tayanchda yotgan /lZ )to‘sin, В nuqtada sharnir mahkam- 

Iiihimi) ikkita to‘sindan iborat. T o‘singa vertikal yo‘nalishda — 2 /, 6/ va 3 
i kid Itlur ta’sir qiladi. OMchamlar 9- rasmda ko‘rsatilgan. A, B, va D 
ми*|t.ilardagi tayanch reaksiyalarini aniqlang.

Javob: Ra =  17̂ ; 7?  ̂ = 10 ,5 T ',R j) = 0 , 5 T  .

К

A

a L a a  j a 2 a 2 a

С В
\ 2 t

1

6 t
r

>
УгЗт

9- rasm.

i  \ U zunlig i 2£ va ogMrligi P  boMgan to ‘sin A nuqtada q o ‘z-
I'hIhiiis sharnirga, A nuqtadan b m asofada turgan С nuqtada ka-

Inhkn qo'yilgan. T o‘singa/1 nuqtadan m os ravishda o v a  2 £ masofada
I н f mu it nuqtalarga F v a  Q vertikal kuchlar q o ‘yilgan. RA va Rc ta-
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b

С

У
'F

1

A/ 7 / 7 / 7  ▼

'P

yanch rcaksiyalarni aniqlang 10- 
rasm ).

Javob: Rc =
Fa + P t + 2 Ql.

Ra =
F ( b - a )  + P ( b - t ) - Q ( 2 £ - b \

10- rasm. 24. A va С tayanchlarga qo'yilgan 
y4£to‘sin 5 v a  D  nuqtalarda sharnir- 
li biriktirilgan AB, BD va DE  uchta 

to ‘sindan iborat. DE  to ‘sin E nuqtada dcvorga mahkamlangan.
E  nuqtadagi reaksiyaning vertikal tashkil etuvchisini aniqlang. 

To'singa to'rtta teng P  vertikal kuchlar ta’sir qiladi. O icham lar 11- 
rasmda ko‘rsatilgan.

Javob: /? = 0 ,5P  • 11- rasm.

24



! § .  Dalamber prinsipi. Dinamikaning  
umumiy tenglam asi

I. Nazariy qism

I Shu vaqtga qadar moddiy nuqta va sistema dinamikasi 
III • il.il.ii ini Nyuton qonunlariga asoslangan tenglamalardan 
}<iH Nyuton qonunlarin ing  natijalari b o ‘lib hisoblanadigan 
Iм*iи1111v leoremalarga asoslangan usullardan foydalanib hal 
i |11нi• 11 I .ekin bu usul yagonayo‘1 emas. Mexanik sistemaning 
Im h i I .i I qonunlarin i va m uvozanatlik  shartlarini N yuton  
(|Hiliiiil;uidan emas, balki m exanik prinsiplarga asoslanib 
(itiin < i|r,I) mumkin. Erkin b o lm a g a n  sistemaning harakatini 
i' iиiи11sh uchun D alam ber o ‘zining nom i bilan ataluvchi 
I" is ,n , prinsipni tavsiya qildi.

Iiiersial sanoqning sistemasiga nisbatan faol va bog‘la- 
tthli и .iksiyasi kuchlari ta ’siridagi m  massali moddiy nuqta- 
flliij' li.inikat tenglamasi quyidagi ko‘rinishga ega b o ‘ladi:

та -  F  + R . ( 1 )
lluutla F — nuqtaga ta ’sir qiluvchi faol kuchlarning teng 

ia in  luvchisi, R esa nuqtaga qo ‘yilgan bogManishlar reaksiya 
h f  lil.и ining teng t a ’sir etuvchisi,  a esa inersial sanoq  
Mm «Mi 1.1 hI{.',; i nisbatan nuqtaning tezlanishi. Miqdor jihatidan 
llH|!rtlilng massasi bilan uning tezlanishi ko‘paytmasiga teng, 
Ml ii ill .In esa tezlanish vektoriga qarama-qarshi yo‘nalgan 
v»4i.m kuch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni J = - m a .

I mil ( I )  ten g lam ad a  та hadn i o ‘ng to m o n g a  olib 
I'lllmli. natijada quyidagi tenglamalar hosil boMadi:

F + R -  (та) = 0

| “ h  F  + /? + 7  = 0 . (2)
I ))  lenglik erkin b o ‘lm agan nuq ta  u ch u n  D a lam b er 

jinn ........ ilodalaydi.
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V aqtning har bir daqiqa 
sida moddiy nuqtaga ta ’sir qila 
yotgan faol, reaksiya va inersiyi

7ЛШkuchlari birgalikda muvoza 
n a t l a s h u v c h i  k u c h l a r  sis

12- rasm .

tem as in i  tashkil qiladi ( 1 21  
rasm).

2. Endi yVta nuqtadan iboJ 
rat boMgan mexanik sistemam 
qaraymiz.

к  — n u q t a g a  ta  ’ si i

q ilayotgan  faol k u ch la rn in g  teng  t a ’sir e tuvch is in i  Fk 1

bogManish reaksiya kuchlarining teng t a ’sir etuvchisini Щ

orqali, shu nuqtaning inersiya kuchini J k = - т как desak, 
bu nuqta uchun D alamber prinsipi quyidagi tenglama bilan 
ifodalanadi:

Fk + Rk + J k = 0  k  = \ , 2 , - , N . (3)
(3 ) ko‘rinishdagi tenglamani sistemaning har bir nuqtasi: 

uchun tuzib, ularni hadlab q o ‘shsak quyidagi tenglama hosil 
boMadi:

yoki
= о

к к к 

R F + R N + R J = 0*

(4)

(4 0

Bunda R - Y j ^ k  —  faol kuchlarning bosh vektori; 
к

R N = Y j^ k  — bogManish reaksiya kuchlarin ing bosfl
к

vektori; r j  — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosh 
vektori.

(4 X) tenglik mexanik sistema uchun D alam ber prinsipini 
ifodalaydi. BogManishdagi mexanik sistema harakatining har 
bir daqiqasida sistemaning har bir nuqtasi uchun faol, reaksiya 
va inersiya kuchlari bosh vektorlarining yigMnidisi nolga tentf 
boMadi.
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Miiimlay qilib, Dalamber prinsipining mohiyati shundan  
If'Hkl dinamika masalalarini yechishni formal ravishda 
M i masalalarini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham  

P f ln i i l "  ! prinsipiga asoslangan usulni kinetostatika usuli 
.1* yllillll

\ Mumkin boMgan ko‘chish prinsipi statik masalalarni 
|ff< In .luuiij’ umumiy usulini beradi. D alamber prinsipi esa 
l|t '-null masalalarni yechishda statik usullardan foydalanish 
||«a • • 111 \ a ini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir 

«цГПаЬ, dinamika masalalarini yechishning um um iy 
illilliu hosil qilish mumkin.

Meal bogManishli m odd iy  n u q ta la r  s is tem asi qarab  
yltli|i1.1«11. Ideal bogManishli mexanik sistemaning M k nuqtasiga 
||i II qilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng t a ’sir

ни  , In .mi mos ravishda Fk va R/( desak, bu nuqtaga Fk va

kui lilar ta ’sirida erkin harakatlanayotgan  nuq ta  deb 
1 иы ..|| , unga N y u to n n in g  ikkinchi q o n u n i  qoMlanilsa, 
Ц'i»ii1.1)’i tenglama hosil boMadi:

171 ka к = Fk + Rk
i - l l

Fk -  mk ak + Rk = 0 , (k  = 1, n ) . (5)

I ikian t vaqtga tayinlangan qiymatni berib, sistemaga 
(/■ I,//) mum kin boMgan ko‘chishni beriladi. (5)ning

■<«i bn lenglamasini 8^-ga skalar k o ‘paytirib, ularni hadlab 
^uMilladi:

S  (Fk ~тк“к Ш  + X Дk ^ k  = 0 . 
k=1 k= 1

Meal bogManishli sistemani qarayotganimiz uchun oxirgi 
If11* imli nolga teng boMadi. Natijada quyidagi tenglama kelib 
i lilt|it<ll:

s  ( h  ~m k ^ k W k  = ° -  (6 )
k=\
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(6 ) tenglama dinamikaning um um iy tenglamasi boMib, 
bu tenglama Lagranj—Dalamberning differensial-variatsion 
prinsipini ifodalaydi: Ideal bogManishli sistema harakatining 
har bir daqiqasida va sistemaning istalgan m um kin  boMgan 
k o ‘chishida faol va inersiya" kuchlari bajargan elemental 
ishlarning yigMndisi nolga teng boMadi.

Agar SFk = 6x k i + 5y k j  + 5 zk k ,

ekanligini e ’tiborga olsak, (6 ) tenglama quyidagi ko'rinishni 
oladi:

(7) d inamikaning um um iy tenglamasi ko‘pgina dinamik 
masalalarni yechish uchun juda  qulay, chunki bu tenglama 
n o m a ’lum reaksiya kuchini o ‘zida saqlamaydi. Dalamber 
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jism 
ilgarilanma harakat qilayotgan boMsa, inersiya kuchining 
y o ‘nalishi j ism ning  tezlanishi yo ‘nalishiga qaram a-qarshi 
to m o n g a  y o 'n a lg a n  boMib, j ism n in g  o g ‘irlik markaziga 
q o ‘yilgan boMadi.

Q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanayotgan j ism ning inersiya 
kuchi esa jism nuqtalari inersiya kuchlarining g eo m etr iky i-  
gMndisiga teng. H ar  bir q o ‘shiluvchi kuch m iqdori, zarra 
massasining uning urinm a tezlanishiga boMgan ko‘paytmasig;i 
teng boMib, y o ‘nalishi esa urinm a tezlanish y o ‘nalishiga 
q a r a m a -q a r s h i  y o ‘n a lgan  u r in m a  iners iya  k u ch i  bilan 
y o ‘nalishi n o rm al tez lan ish  y o ‘nalishiga qaram a-q a rsh i  
boMgan nikwi2rk norm al inersiya kuchlar in ing  geometrik 
y ig ‘in d i s id a n  ib o ra t  boM adi. D i n a m ik a n in g  u m u m iy  
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti- 
biga rioya qilish tavsiya etiladi.

ak = rk = 4 i  + h J  + zk k ,  

^k = F ^ i  + Fkyj  + Fkzk

Sxk +

(7 )
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I Hr I ilgan mexanik sistemaning erkinlik darajasi aniqlanadi.
J Sistemaga qo‘yilgan barcha tashqi va bogManish reaksiya 

kin hi.11 Ini chizm ada tasvirlash.
\ Sistema nuqtalariga q o ‘yilgan inersiya kuchlarining bosh 

H^ioil.iii va bosh momentlarini aniqlash.
I Koordinata boshi va o ‘qlarining yo‘nalishlarini tanlash.

Sistemaga ta ’sir qilayotgan kuchlar va inersiya kuchlari 
1 н 'у | | |м п  nuq ta lar in ing  m u m k in  b o ‘lgan k o ‘ch ish lar in i  
llhnblash.

i- I >mamikaning um um iy  tenglamasini tuzish.
I I uzilgan  t e n g la m a la r  s i s te n ia s id an  iz la n a y o tg a n  

Ullni.t him miqdorlarni aniqlash.
Ии \il masalalarni ikki tipga ajratish mumkin.
.1) Dalamber—Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla- 

Hlli s» chiladigan, erkinlik darajasi bitta b o ‘lgan masalalar;
I') Dalamber—Lagranj tenglamalariga asoslanib yechila- 

llltfllll, erkinlik darajasi bir nechta  boMgan masalalar.

* masala. Blok orqali o ‘tgan c h o ‘zilmaydigan ipga ogMr- 
llyl / ’, boMgan Л/, yuk va og ‘irligi P2 boMgan M 2 yuk 
и» ilil unlangan, P2 > P r

N iikning a tezlanishi miqdorini va ipning T taranglik  ku- 
»*iм111 loping. Ip va blokning massalarini e ’tiborga olmang. 

Ycchish. M asa lan i  v ec h ish  / /v

II. M asalalar yechish

и. Ini и D a lam b er prinsip i  qoM-
I ittil.i«h Л/, va M 2 jismlarga q o ‘yil- 
p .ii (,*, va Q2 inersiya kuchlarini 
In • • I»)';i o l a m iz .  S i s t e m a n in g  
IllliVti/.inat tenglamasini 0 nuq- 
liigii nisbatan m o m e n t la r  teng- 
| i i n  i .1 ko‘rinishida tuziladi (13- 
f н и ц );

/ > Al ) r  + —  a r  + —  a r  =  0
g §

13- rasm.
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Bu tenglikdan a ni quyidagicha topiladi:

P2 - P {
a(P\ + P2) = Q(Pi -  P\), a = Pl + P2 Q

Ipning Г taranglik kuchini topish uchun o ‘ng tomondagi 
M 2 jismni bogManishdan ozod qilib, uni bogManish reaksiyasl 
t a ’sir kuchiga almashtiriladi. А/, jismga P2, Q2 va /' kuch la l  
t a ’sir qiladi. M2 j ismning muvozanat tenglamasi quy idag | 
ko‘rinishga ega boMadi:

Q2 + T — P2 = 0 .

Bundan T  topiladi: T = P2 -Q 2.
Q2 inersiya kuchining miqdori topiladi:

n  P2 P2 P~> — P\ D P2 — P[
0 2  = m2a = ~ a = — g n = Pi

g g P\ + h  " P\+P2 •
Natijada ifoda ipning taranglik kuchi uchun quyidagicha 

yoziladi:

P2 й — 3 .  = p2
2 P\ + P2 2

P i -  P\

P\ + P2
2 P\Pl
Pl + P2 •

6- masala. OgMrligi e ’tiborga olinnmydigan blokdan o ‘tkn- 
zilgan, ch o ‘zilmaydigan ip bilan bogMangan ogMrliklari Г 
va Q boMgan ikkita jism  to ‘g‘ri burchakli prizmaning yoqlaii 
b o ‘ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoqlari orasidagi 
ishqa lan ish  koeffits iyenti /  ga teng . P r izm an in g  o ‘tkirj
burchaklari a  va (3 ga teng. Bu jismlar qanday tezlanish 
bilan siljishi va jismlarning prizma yon yoqlariga beradigan /V,|

va N2 bosim kuchlarini toping (14-1 
rasm).

Yechish. A va Z?jism (yuk)lar 
prizma yoqlari b o ‘ylab ilgarilan-J 
m a h a rak a t  qiladi. A j ism  ;/ | |  
tezlanish bilan pastga tushayapti 
deb qaraylik (P  > Q). J ismlar 
c h o ‘zilmaydigan ip bilan bog‘l  
langanligi u ch u n  В j ism  ham 
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14- rasm.

111i.iI ulan a\ ga teng boMgan a2 tezlanish bilan 
Igfe)",' i ко larilib harakatlanadi, ya’ni щ = a2 = a . Jismlarga 

W |il ik  In» hlaridan tashqari inersiya va reaksiya kuchlari t a ’-

p
i i|ilii<li A jismga moduli = — a ga teng boMgan, д.

g
qarama-qarshi tom onga yo‘nalgan inersiya kuchi 

i l l n i l  Shuningdek, В jismga ham  moduli h ^ g a te n g
g

Щ  ii in <i) tezlanishga qaram a-qarshi yo‘nalgan inersiya 
t|o'yamiz. A jismga ta ’sir qiladigan bogManish reaksiya 

H t  ltlni N \ , ipning taranglik kuchini f x va ishqalanish kuchini 
B t  I] orqali, В jismga t a ’sir qiladigan bogManish reaksiya 
ВУцЬпи N 2 , ipning taranglik kuchini f 2 va ishqalanish 
Htylilm I) deylik. Endi barcha berilgan va izlanayotgan 

luiliiliklaini ch izm ada tasvirlanadi (15- rasm.).

15- rasm.

I i.ilnmber prinsipiga ko‘ra sistema unga q o ‘yilgan kuchlar 
m  mi ni.i muvozanatda boMadi. Prizmaning ogMrligi e ’tiborga 
Н и ш  ij'.mi uchun sistema ikkita erkinlik darajasiga ega. Siste- 
DlfMi ikkila qismga boMib qarab chiqiladi. Jismningjoylashgan 
Ц|<>-| h i  uchun  a lo h ida-a loh ida  m uvozana t tenglam alari
hillliuJI.
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Koordinata o ‘qlarining yo‘nalishlarini 15- rasmda ko‘rsa| 

tilgandckbelgilanadi. f { va f 2 kuchlar, ya’ni ipning taranglik 
kuchlari m iqdor jihatdan  teng:

7j = T2 = T  .

A jismga t a ’sir etuvchi kuchlarni Ох\у\ koord ina takJ

sistemasi o ‘qlariga, В jismga ta ’sir qiluvchi kuchlarni Ox2.»J 
koordinata sistemasi o ‘qlariga proyeksiyalab, har bir j i s i j  
uchun ikkitadan m uvozanat tenglamalari tuziladi:

A jism uchun S ^ / 'i  = ^ s i n a -  F\ -  I\ - T  = 0 . ( 1 ) 1
/

Y jY ix = N\ -  P c o s a  = 0  , (2 ) J
/

muvozanat tenglamalari, В jism uchun quyidagi muvozanal 
tenglamalari hosil boMadi:

= (3sinp + / i  + /, - T  = 0 (3) 1
i

Z y /2 = ^ 2 - Q s i n p  = 0 . (4 )
i

(2) va (4) te n g la m a la rd a n  j i s m la rn in g  p r izm a  yo« 
y o q la r ig a  b e r a d ig a n  b o s im  k u c h l a r i n in g  m iq d o r in l  
an iq lanadi:

N\ = P cosa ,  N 2 = @ c o sp .
Ishqalanish kuchlarning miqdorini ishqalanish qonun- 

laridan foydalanib topiladi:

= JNi = / Р  c° s a ,  F2 = f N 2 = /Q co sp ,  
Ishqalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarin|

(1) va (3) ga q o ‘ysak, quyidagi tenglama hosil boMadi: 

p
— a + T  = P sin a  -  f P  cos a  = P($\n a  -  /  cos a) 
g

T  -  — a = Q sin p + fQ  cos p = @(sin p + /  cos P)
8

Tenglam alar sistemasidan a ni topish uchun birinclij 
teng lam adan  ikkinchi tenglam ani hadlab ayirib, T  n o m a’I
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(им I m li chiqarib tashlanadi va a j ism larning tezlanishini 
iMplliull:

P(s\n a -  f  cos a )  -  0(sin  (3 + /  cos p) ^
P + Q g '

I masala. OgMrligi ga teng boMgan bir jinsli uchbur-
lll 'I It pri/.ma bir yon yogM bilan gorizontal tekislikda turibdi. 
pMh<|.i ikkita yogM gorizontal tekislik bilan a  va (3 burchak 
tiMlil il tpladi, shuningdek, a  + p = 90°. BuyoqlargaogMrliklari
0 i /*» boMgan ikkita jism q o ‘yilgan boMib, u la rb u  yoqlar 

| l i  ч li»l> ishqalanishsiz siljishi m um kin. Prizma va yuklarning 
1Ц1 lilik inarkazlari prizma qirralariga perpendikular boMgan 
| u  s« M ikal tekislikda boMadi. Prizm aning tezlanishini va 
|IihiIuning prizrnaga nisbatan tezlanishlarini aniqlang.

Neehish. 16- rasmdagi vertikal tekislikda prizmaning A B C  
| |  с и burchak li  u ch b u rc h a k d a n  iborat  boMgan kesimi 
lids n langan.

с

Sistemaga D alam ber—Lagranj prinsipini, ya’ni d inam i- 
BMllt}' um um iy tenglamasini qoMlaniladi. Jismlar sistemasi 
Pin t'ikinlik darajaga ega. Um um lashgan koordinata sifatida 
(M V, deb olinadi, 0 — q o ‘zg‘almas nuqta; CVj = S\ va 

■К » -  .V). S is tem a uch  q ism ga boMinadi. Iz lan ay o tg an
111 \  va «2 = $2 tezlanishlarni topish uchun uchta
If.M'hm.i tuziladi. Jismlar murakkab harakat qiladi. Ularning 
m iiiL m  prizrnaga nisbatan qiladigan harakati bilan prizma 
lill.ui biij-alikda qiladigan harakatlari yigMndisidan iborat
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boMadi. Rasmda inersiya kuchlarining teng t a ’sir etuvchil.u* 
tasvirlangan.

p  p  
Prizma uchun ф 3 = l i . S-i = — я3 •

8 8
Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarniiij 

o lsish tom oniga y o ‘nalgan deb qarab, ularning nisbiy v| 
k o ‘c h i rm a  harakatdagi inersiya kuch lar in ing  teng  t a ’J  
etuvchilari topiladi:

Ф , « = А . 5 | = А 0|> Ф|« = Я аз> I  
8 8 8

ф 2^ = Л а 2, Ф 2Ю = й - а 3 
8 8 

Izlanayotgan miqdorlarni topish uchun sistemaga shuB 
day mum kin boMgan ko‘chish beriladiki, um um lashgan koj 
ordinata lardan faqat bittasi o ‘zgarsin. koordinata o ‘zgfirl 
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan elemental 
ishlarining yigMndisi nolga teng:

PfiSy  - sin а  - ф { г)85 , - ф { {)55,

P P
Bundan / j  sin a — - щ + —  a3 cos a  = 0 
yoki * *

g s i n a  -  ay + a3 c o s a  = 0 . ( 1) I
Endi faqat um um lashgan koordinata S 2 ni o ‘zgartirilsaj 

quyidagi tenglama topiladi:
geos  a  -  a2 -  a3 sin a  = 0 . (2 ) 1

Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemagl 
shunday m um kin  boMgan ko‘chish beriladi, faqat S 3 kootl 
d in a ta  o ‘zgarsin . Bajarilgan ishlar teng lam as i  q u y id a J  
ko‘rinishga ega boMadi:

-  a35S3 -  ^  axSSn -  a3dS3 +
8 8 8

P\ Pi+ —  a\ 663  cos a  — — a28S 3 sin a  = 0 
8 8
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Ии irnglamadan

( /\  +  Р2 + /3 ) 0 3  +  P\ci\ c o s a  -  P2a2 sin a  =  0 (3)
....... . hosil boMadi.

l l )  va ( 2 ) te n g la m a la rd a n  a\ va a2 ni a3 o rq a li  
«Itiltinadi:

a\ = gsin  a  + a3 cosa ,  
a2 = geos a  -  Я3 sin a

i l l  111 (3) ga q o ‘yib, я3 topiladi:

(4)

(P\ -  P2)g s ino lcosa^3 _ _

P\ sin a  + P\ cos a  + P3 ’ 

nj’ia, (4) dan щ va a2 topiladi:

P1 +P3a\ = --------j-----s----- ------------- g s i n a .
/ j  sin a  + P\ cos a  + Р3 ’

P2 + P3a2 = --------x---- *----- ^ --------- geos  a
P\ sin a  + P\ cos a  + P3

H masala. Mexanik sistema arqon bilan o ‘ralgan pog‘onali 
» JIii .Ii I va 2 shkivlar, bu arqonga biriktirilgan 3—6 vazn- 
|»l«>klardan iborat. Sistema Pj = 10H  , P2 = 0  , P3 = 20H  ,
* 10/ / , P5 = 4 0 t f  , P6 = 0 ogMrlik kuchlari va shkivlardan 
a 1.1’sir etuvchi m om enti M  = \0H .m  boMgan juft kuch 

iIm.I.i vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).
I .likiv pog‘onalarining radiuslari R\ = 0 , 2 m, r\ = 0,1 m ; 
lliklvniki esa R2 =0,3m,  r> = 0 ,1 5 m g a  teng; u larn ing

1 mi h o ‘qlariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda 
-u . lw  va P2 = 0 , 2 m g aten g .
I Ini.ilanishni nazarga olmay, eng ogMr yukning tezla- 

I11111 aniqlang (ogMrliklari nolga teng boMgan yuklarni 
№111 ula lasvirlamang).

Nri h ish .  B e r i lg a n :  P{ = 1 0 #  ; P2 - ^ ) \  P3 = 2 0 #  ; 
H -  10// ; P5 = 4 0 #  ; P6 = 0 ; M  = \0H .m  ; R{ = 0,2m ; 

1ш ; R2 = 0 ,3m ; r^=  0,15m; pj = 0 ,1m ; p2 = 0,2m .



Ishqalanish hisobga olinmasdan eng og‘ir yukning, уа’щ 
ogMrligi P5 = 40H  boMgan yukning a5 tezlanishini toping,

1. Avval masalada berilgan va izlangan miqdorlarni chi;, 
m ada tasvirlanadi (17- rasm).

4

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5 jismlardan tashkil topgan sistemani qar;iH 
chiqamiz. Bu jismlar arqonlar bilan biriktirilgan. Sistema biltj 
erkinlik darajaga ega. Sistemaga q o ‘yilgan bog‘lanishlar ideal,

^5 ni topish uchun dinamikaning um um iy tenglamasid;in 
foydalanamiz:

E K  + S K = ° -  (1)1к к

bunda  _  fa o j kuchlarning bajargan ishi; £ ^ k  -J
к к

inersiya kuchlarining bajargan ishi.
2. C h izm ad a  P v Pv  Pv  P4, P5, faol ku ch la r  va M 

m om entli  juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va a5 ninj

yo‘nalishini belgilab, F “,F%,Ft* inersiya kuchlarini vaA/jj

ham da mom entli  inersiya juftlari ham  tasvirlanadi.
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1 In n in g  m iqdorlari  quyidagi fo rm u la la r  y o rd am id a

F“ = J al ,  f 4 = Y a4 ,  F “ = J aS,

М Г  =  —  pfe,  M “ = ^ p | e 2 . g g Г2 (2)

11111 к I. i = 0  boMadi, chunki P2 = 0 .
\ Sislemaga m u m k in  boMgan k o ‘ch ishn i berib , (1) 

lliiina tu/.iladi:

( l\ мм 45° -  F f  )55 3 -  M " 5ф2 -  F f 8S 4 -  Л/5Ф, -  -  

( / >5 s in 3 0 o - ^ ) 8 5 ’5 = 0 . (3)

lliiicha ko‘chishlar 5cp2 orqali ifodalanadi:

553 = /?2^Ф2 i ^ ^ 4  = ^ 5Фг; 5ф[ = — §ф2;
Ri

&S5 = л ,8ф, = 5ф2 = о5ч>2; <4 >
К\

О) va (4 )ni (3) tenglamaga qo‘yilsa, quyidagi ko‘rinishdagi
mimI niia hosil boMadi:

Л sin 45° -  —  
8

R1 -  —  aAr1 - M
Я Я, g pl £* R{

r a \
sin 30°— -  

£
5ф2 = 0 (5)

(*•) tcn g l ik d ag i  a 3 , a 4 va 8 , m iq d o r la r  a 5 o rq a l i  
цш itl.u'iclm ifodalanadi:

r ' e ' 4

Q->. С1л R i  R j r2
~  = —  = > a 3 = —  «4 =  — ~ « 5 .  (6 )  
Л2 A5 /5 /?2

H I •’ 2 ^  2 »
.1 ,, i t 2 r  2

(ft) ni (5)ga q o ‘yib, бф2* 0 boMishligini e ’tiborga olinsa, 
ill lupishga imkon beradigan tenglik kelib chiqadi:
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8
Bu tenglamani a 5ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifoili 

vujudga kcladi:

P2R2 sin 45° P5r> sin 30c
Л b L

R 2 i Pa r\r2 , P\ n 2 >\ P5

R \П.8 8  P\ <? Pl R } 8
*2

Bu ifodaga berilgan son q iym atlarn i q o ‘yib, a 5 ninj 
qiymati topiladi:

«5 =

20 • 0,3 • 0,71 - 1 0  - y y ~  40 0,15 0,5

0,09-0,1 30 0,1-0,15 ’ 10 0,15 40 
0 ,2-0 ,15-10 10 0,2 10 * 0,04 10 ’ 1

m  
x —  = 4 , 2 6 - 7 , 5 - 3 m  - 6 , 24 m

s 2 0 ,0 3  + 0 ,2 2 5  + 0 ,0 3 7 5 - 0 ^ 6  ' /  “  - 0 ,3 0 7 5  ' /

=  2 0 - ^ - .  
s

III. Savol va m asalalar

1. Dalamber prinsipining mohiyati nimadan iborat:
a) m oddiy nuqta uchun; b) mexanik sistem a uchun; d) erkiilj 

boMmagan mexanik sistema uchun?
2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli v | 

yo ‘nalishi qanday aniqlanadi?
3. Qattiq jism nuqtalarining inersiya kuchlarini qanday qilib socKla 

ko‘rinishga keltirish mumkin:
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и* и inning ilgarilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo‘lib, 
( |f^t ilikk;i perpendikular bo‘lmagan qo‘zg‘almas o ‘q atrofida ayla- 
Цн1ц|н> Ц,m nuqtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi 
mill i li.iiaknt qilayotgan jism nuqtalarida.

• U.nulay shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di- 
IHIIk I'l' .iini nolga teng bo‘ladi?

I i.ilamber— Lagranjning differensial-variatsion prinsipining m o- 
|r#Hni i/ohlab bcring.

• Dinamikaning umumiy tenglamasini keltirib chiqaring.
I 'nuimlashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklar deb nima- 

iyiilntli? Misollar keltiring.
•i I 'nuimlashgan kuchlar nima va ular qanday hisoblanadi?
'» Sistemaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina- 

•t'lu o'mating.
Ill Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina- 

liMlti1 hiqaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar- 
1Щ .......ncchta bo'ladi?

11 11 nuimlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tengla- 
Btiliin olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiladigan kuchlar rnuvo- 

iliartlarining ko‘rinishlari qanday boMadi? / / / / / / / / / / / / / / / /
I ' I'otcnsialli kuchlar uchun dinamikaning 

MI"hi\ tenglamasini keltirib chiqaring.
I I Шок orqali o'tgan cho‘zilmaydigan ip- 

| | |  I'll uchiga P{ og ‘irlikdagi yuk, ikkinchi 
>ltlllii /*, og‘irlikdagi yuk mahkamlangan va P2 >
I И rasm). Yuklar tezlanishlarining a miq- 

Hl s .i Ipning taranglik kuchini toping. Ip va 
Ulmhi}'. massasi hisobga olinmasin.

P i - Я
T  =

2 P\P2

Pl + P l ’ P\+Pi 18- rasm.

IMn arqon Q og ‘irlikdagi yuk osilgan qo‘z- 
■ hImv • It.in S  blokni tutib turadi (19- rasm). Ar- 

iiiiini', uchlariga P{ va P, yuklar osilgan. Blok va 
■Miiiiiihh m assasini, shuningdek, o ‘qlardagi 
H )i| ii m ishni ham  hisobga o lm asd an , agar

l \ 4 ' ,  0  boMsa, barcha yuklarning tezlan- 
n lttiiiii aniqlang.

I ,  , i * * \P i -Q Q P i- i \ )
' 1 ' 4P\P2 +Q(Pi +P2) '

19- rasm.

"1
AP]P2 - Q Q P [ - P 2)

4P\P2 + Q ( P ] + P 2)

4 PXP2 - Q { P , + P 2 ) 
U P {P2 + Q(P] + P2)
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15. Og'irligi Q ga teng b o ‘lgan yuk gorizontal tekislikda yotibdi. 
Bu yukka bir uchiga P o g ‘irlikdagi tosh  osilgan  ip blok orqali 
b og‘langan. Agar jism  bilan tekislik orasidagi ishqalanish koeffitsi- 
yenti /  ga teng bo'lsa, yukning tezlanishini va ipning taranglik ku­
chin i toping.

Javob: P Q ( \ + f )  
P  + Q

16. Uchta Pv Pv  Py og'irlikdagi jismlar absolut silliq gorizontal 
tekslikda og‘irliksiz va cho‘zilmaydigan arqonlar bilan biriktirilgan holda 
yotibdi. Arqonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezlanishini 
hamda P{ va P2 yuklar orasidagi arqonning taranglik kuchini toping.

P\ + P} + P$ + Q T = №
P\ + p2 + p} + Q

17. Ikkita AB  va BD gorizontal to ‘sin В nuqtada silindrik sharnir 
bilan biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi, A uchi esa devorga mahkam- 
langan. BD to ‘singa К  nuqtada gorizont bilan a  burchak tashkil qiluv- 
chi F kuch qo‘yilgan. 0 ‘lchamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam-

langan kesimda reaksiyaning tashkil etuvchilarini va juftning mp  reak- 
tiv m om entini aniqlang. To'sinning massasini hisobga olmang.

A £

2 a

F / 
К  tf\CL D

20- rasm.

Javob: Rax -  F cos a > ^Ay = r  F  sin a , m p  = Fa sin a  .

18. Arqonning bir uchi A nuqtada mahka- 
m la n g a n  b o ' l ib ,  Р  yuk o s i lg a n  0  
qo‘zg‘aluvchan blok va 0 { q o ‘zg‘almas blok

orqali o ‘tadi. Arqonning boshqa uchiga Q > у

yuk osilgan. Bloklar massasini e ’tiborga olm as- 
dan Q yukning a tezlanishini aniqlang (21- 
rasm ).

Javob: a = 2g
2 Q - P  

4Q + P
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3- § . Lagranjning birinchi tur tenglamalari

I. Nazariy qism

N uqtaning erkin boMmagan harakati uchun dinamika m a­
salalarini ilgari ham  qaragan  edik. Agar nuq taga  t a ’sir 
qilayotgan barcha faol va bogManish reaksiya kuchlarining

teng ta ’sir etuvchilarini mos ravishda F  va R orqali belgi- 
lasak, u holda m oddiy nuqta uchun dinam ikaning asosiy 
tenglamasi

т а = F  + R  (1)
ko‘rinishga ega boMadi.

Agar ( 1) vektor tenglamaning ikkala qismini Oxyz koor- 
dinatalar sistemasining o ‘qlariga proyeksiyalasak, nuqtaning 
harakati uchun quyidagi skalar tenglamalar hosil boMadi:

mx  = Fx + Rx , my = Fy + Ry m'z = Fz + Rz . (2)
(2) tenglamalardan foydalanib, erkin boMmagan nuqta 

uchun dinamika masalalarini hal qilaylik:
1) nuqtaning harakat qonuni va unga ta ’sir qilayotgan 

faol kuchlarni bilgan holda bogManishning reaksiya kuchini 
aniqlaylik;

2 ) nuqtaga ta ’sir qilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:
a) nuqtaning harakat qonunini;
b) nuqtaga q o ‘yilgan bogManishning reaksiya kuchini 

aniqlaylik.
Agar moddiy nuqta biror q o ‘zg‘almas sirt yoki egri chiziq 

bo‘yicha harakat qilayotganda (2 ) tenglamalar bir vaqtning 
o ‘zida nuqtaning faol kuchlar ta ’siridagi harakat qonunini 
va bogManish reaksiya kuchini aniqlash imkonini bermaydi. 
Chunki bu uchta tenglama 6 ta n o m a’lumni o ‘zida saqlaydi: 
nuqtaning jc, y, z  koordinatalarini va reaksiya kuchining 
o ‘qlardagi Rx ,R y ,R z proyeksiyalarini.
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N uqta  biror sirt b o ‘yicha harakatlanar ekan, uning koor­
dinatalari sirt tenglamasini qanoatlantirishi kerak.

N atijada

f ( x , y , z )  = 0 (3)
tenglamaga ega boMamiz. Lekin bu uchta tenglama ham  6  ta 
n o m a ’lumni aniqlash uchun yetarli emas. Yetishmayotgan 
uchta tenglama ideal bogManish shartidan foydalanib, keltirib 
chiqariladi.

N uq ta  harakatlanayotgan sirt ideal silliq boMganligi uchun 
b u n d ay  ho lda  reaksiya kuchi sirtn ing norm ali  b o ‘yicha 
y o ‘nalgan boMadi.

f ( x , y , z ) skalar funksiyaning grad f  = 4 ~ 1  + —  j  + — k
dx dy dz

vektor gradiyenti ham  sirtning normali b o ‘yicha yo‘nalgan 
boMadi.

R va g rad /  v ek to r la rn in g  k o ll in ea r l ik  s h a r t id an  
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil boMadi:

(4)
дх dy dz

Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nuqtaning q o ‘zglal- 
mas sirt b o ‘yicha harakati haqidagi masalalarni yechishga 
imkon beradi.

(2) va (4) tenglamalardan bogManishlarning reaksiyasini 
chiqarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat- 
larni A, orqali belgilasak, ya’ni

Rx _  Ry  _  _  1
V  df_ d£  
dx dy dz

desak, bogManish reaksiya kuchin ing  Oxyz koord ina ta la r  
s is tem asin ing  o ‘q laridagi proyeksiya lari u c h u n  ifodala r  
topiladi:



mx = Fx + X ^  my = Fy + X ^~  mz = Fz + X ^ ~ . (6 ) 
dx У dy ’ * Эг

Bu tenglamalarga (3) bog‘lanish tenglamasini q o ‘shib, 
(o‘rtta x , y , z  va A. n o m a’lumlarga nisbatan to ‘rtta tenglam a 
sistemasi kelib chiqadi.

Bu n o m a ’lum lar top ilgandan  keyin (5) fo rm ula la r
l)o‘y ieh a  bogManish reaksiya k u c h in in g  p royeks iya la r i  
aniqlaniladi. Reaksiyaning moduli

Bunday holda (2) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

r = ^ T ^ 7 r I  =|я.|, \\°4 -
Э у

d p

dz (J )

formula b o ‘yicha topiladi. Reaksiya esa

R = X d f r  d f d f  r—  / + —  j  + —  k  
dx dy dz

= X grad /

ifoda bo‘yicha aniqlanadi.
(6 ) tenglamalarga Lagranjning birinehi tur tenglamalari,

X ga esa Lagranj k o ‘paytuvchisi deyiladi.
Bu izohlangan usul Lagranjning noaniq kolpaytuvchilar 

usuli nomi bilan ataladi.
Bordi-yu moddiy nuqta qo ‘zg‘almas chiziq bo‘yicha hara- 

katlanayotgan boMsa, bunday holda bogManish tenglamalari 
f \  (x, y, z) = 0, / 2 (x , y, z) = 0  (8)

ko‘rinishga ega boMadi. Bunda f \ (x , y , z)  = 0 va f 2(x,y,z)  = 0 
sirt ten g lam ala r i  boMib, bu 
sirtlarning kesishish chizigM, 
nuqta trayektoriyasini aniqlaydi 
(2 2 - rasm).

Bunday holda (1) tengla- 
madagi R reaksiya q o ‘yilgan 
ikkita bogManishlarning t a ’sir- 
lariga almashinuvchi R\ va Rj 
reaksiyalarning geometrik yi- 
gMndisidan tashkil topadi:

R = R{ + R2 . (9)



N uqta  harakatining tenglamalari esa

mx Fx + R\x + Rixi 
my = Fy + Rly + Rl y ,

m i = FZ + Rlz + R2z

( 10)

k o ‘rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta n o m a’lumni o ‘z tarki- 
biga oladi: nuqtaning uchta koordinatasi va reaksiyalarning 6 
ta proyeksiyalarini, ( 10) tenglamalarga (8 ) bogManish teng- 
lamalarini va bogManishlarning

(П)

va

R\x R\y _ * u

A = M . " M .
dx dy dz

R2x R2 у %

¥2 dA A
dx dy dz

( 12)

ideallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni q o ‘shib olib, 9 
ta nomaMumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega boMamiz. Bu 
tenglamalardan reaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltirib 
chiqarish mumkin. Buning uchun (11) va (12) teng nisbatlarni 
mos ravishda A, va X2 orqali belgilansa, quyidagi ifodalar 
hosil boMadi:

R\ v =  A.1 M .
Эх ’

dA
dy ’ ^ dz '

R2x =  X2 &  R2y = ^ 2  —  R2z = h  —  
2x 2 dx ’ 2y 1 dy ’ 2 d z '

(13)

(14)

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

г  1 dfl л df2mx = F x +X{ J ±  + \ 2 ^-L,  
dx dx

my = F  ,,+Ai —  + \ 2
y 1 dy 2 dy

c  , df\ - df2 
mz = F z + \ { — 1 + Х2 - ^ ,

dz dz

( 15)
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(15) sistema (8 ) bogManish tenglamalari bilan birgalikda 
5 ta x , y , z ,X j va X2 n o m a’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

tashkil qiladi. R{ va R2 reaksiyalar

5  . ( df\ г Э/, -  Э/, r '
R \ = h  -r1 ' + ^ - Ly + - T 1 ^ ̂dx dy dz

5 , ( ¥ l  г Э/ 2 t  df2 г 
Rj = X2 \-=r- 1 +-^r- J +-rr-k  

[ dx dy dz

formulalar bilan aniqlanadi.
Bu reaksiyalarning modullari esa

= Xj grad / ,

= X2 grad /2

R\ — |A,(

r 2 = M

¥
dx

¥
dy

¥
dz

¥
dx

f  , ( ¥ 2 л 2

dy dz

(16)

(17)

formulalardan aniqlanadi.
Erkin boMmagan moddiy nuqtalar sistemasi uchun Lag- 

ranjning birinchi tu r  tenglamalari sistemasi

m,a, ~ F I + i  ( i  =  1 ,2 ...... n)
/ = 1 иЛ1

bog‘lanishlarning tenglamalari esa

f j ( x i , y l ,zi , . . . ,x„,y„,z„, t)  = 0 , ( j  = 1, 2, ...,s)
ko‘rinishga ega boMadi.

Bu teng lam ala r  s istemalari yo rdam ida  mexanik sistema 
nuqta lar in ing  koord inata lari  vaq tn ing  funksiyasi sifatida 
va barcha  bogManishlarning reaksiyalari aniq lanadi.  Lag- 
ranjning birinchi tu r  teng lam alar idan  foydalanib m asala lar 
yechishda quyidagi ish tartib in i tavsiya qilish m um kin:

1. Lagranjning birinchi tu r  tenglamalarini tuzish va ular 
tarkibiga kiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar 
aniqlash.

2. BogManish tenglamalarini vaqt b o ‘yicha ikki m arta  
differensiallash.
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3. Lagranj tenglamalaridan aniqlangan ikkinchi tartibli 
hosilalarning ifodalarini bog‘lanishlarning differcnsiallangan 
tenglamalariga q o ‘yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq ko‘pay- 
tuvchilarining qiymatlarini va bog‘lanish reaksiyasini topish.

5. Xj ko‘paytuvchilarning qiymatlarini Lagranjning bi­
rinchi tu r  tenglamalariga q o ‘yib, ularni integrallab, siste­
m aning harakatini aniqlash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash ma- 
salasi m urakkab boMib, Lagranjning noaniq ko‘paytuvchilari 
usulidan asosan sistema nuqta lar in ing  harakat q o n un in i  
aniqlash uchun emas, balki bosh masala bogManishlarning 
reaksiyalarini aniqlashda foydalaniladi.

II .  M asa la lar  yechish

9- masala. m massali M  moddiy nuqta og‘irlik kuchi may- 
donida Ax+By  + C z + D  = 0 tenglama bilan berilgan silliq 
tekislikda h araka tlanm oqda .  N u q ta  b o sh lang‘ich paytda 
M(xQ,y0,zo) nuq tada  t inch  turibdi deb hisoblab, M  nuqta  
h a rak a t in in g  ten g lam a la r in i  va b o g ‘lanish  reaksiyasin i  
an iq lang .

Yechish. N uqta  erkin boMmagan harakat qiladi. Uning 
harakati berilgan tekislikda sodir boMadi. Bu tekislik nuqta 
u c h u n  g e o m e t r ik ,  s t a t s i o n a r ,  g o lo n o m l i  b o g M an ish  
h isoblanadi.  BogManish tenglam asi faqatgina nu q tan in g  
koordinatalariga nisbatan chek q o ‘yadi. BogManish tenglamasi 
koordinata larning vaqt b o ‘yicha hosilalarini o ‘z tarkibiga 
o l m a y d i .  S h u n in g  u c h u n  b o g ‘ la n i s h  t e n g l a m a s i  
f ( x , y , z )  = A x  + By +Cz + D = 0 tenglik bilan ifodalanib, o ‘z 
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt b o ‘yicha 
hosilalarini olmaydi.

Nuqtaga t a ’sir qilayotgan yagona faol kuch — wgogMrlik 
kuchidir,  shun ing  u ch u n  faol kuchn ing  o ‘qlardagi p ro ­
yeksiyalarin i  ( Oz o ‘qni vertikal y o ‘na lt ir i lsa )  an iq lash  
mumkin:

Fx = 0 ,  Fy = 0 ,  Fz = -m g  . ( 1)
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Endi L agran jn ing  b ir in ch i  tu r  ten g lam ala r i  toMiq 
sistemasi tuziladi:

mx = X ^ ~  my = X m z  = -m g  + X ^ ~ , (2 ) 
d x ’ By * dz

f ( x , y , z )  = Ax + By+ Cz + D = 0 .

f ( x , y , z )  funksiyaning koordinata lar b o ‘yicha xususiy 
hosilalari topiladi:

—  = —  (Ax + By + Cz -  D) = A 
dx dx ’

¥ -  = ^ - ( A x  + By + Cz + D ) = B  
d y d y

^  = ± ( A x  + By + Cz + D) = C. (3)
dz dz

(3)ni (2)ga q o ‘yib, quyidagi x, y, z  va A n o m a’lumlarga 
nisbatan 4ta tenglama sistemasi hosil boMadi:

mx = ХА , my = A.B , m'z = -m g  + X С ,
Ax + Ду + cz + D = 0 . (4)

Bu tenglamalar sistemasi qo ‘yilgan masalani oxirigacha 
yechish imkoniyatini beradi. A. Lagranjning noaniq ko'pay- 
luvchisi q o ‘yilgan masala uchun  topiladi. Buning uchun 
bogManish tenglamasi ikki m arta  vaqt b o ‘yicha differen- 
siallanadi va hosil boMgan tenglikning ikkala tom oni m  ga 
ko‘paytiriladi:

A x+  By + C'z = 0=> Amx + Bmy + Cm'z = 0.
Hosil boMgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi

mx,my,m'z ning ifodalari q o ‘yiladi va quyidagi ifoda kelib 
chiqadi:

A 2X + B 2X + C 2X -C m g  = 0 

_ с mg
Bu tenglikdan A. ni topam iz A 7a  . ^ ning to-

A  + B~ + С
pilgan ifodasini Lagranj tenglamalariga qo‘yiladi. Natijada nuqta 
liarakatining differensial tenglam alar i  quyidagicha hosil 
boMadi:
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л 1 + в г + с
Bu sistema tenglamalarining har biri bir-biriga bogMiqsiz 

ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integrallab, 
nuqta harakatining um um iy qonuni topiladi:

Л ) - 5 - 7 Т т а ' ' * Ч ' * С”

N u q ta  e rk in  b o ‘lm ag an  h a rak a t  q ilgani u c h u n  (5) 
um um iy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimiy- 
lari o ‘zaro bog‘langan boMadi. U lar orasidagi bog‘lanishlarni 
hosil qilish maqsadida (5) bog‘lanish tenglamasiga q o ‘yiladi:

1 A2Cmg 1 B2Cg 1 C3g Cg

2 A 2 + B2 +C2 2 A 2 + B1 +C2 2 A2 + B2 +C2 2
t2 +

+(/1Cj + BC3 + CC$)t + (ЛС2 + BC2 + CC2 ~ D) = 0 . 
Olingan tenglikning chap tom oni faqatgina 

А C| + Z?C3 + С • C5 = 0 va A C2 + BCA + С • С^ — D = 0 
tcngliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.

Agar t = 0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 = x0 ,

Q  = >’o, C6 = zq boMishligi kelib chiqadi.
Berilgan Л/, nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun uning 

koordinatalari tekislik tenglamasini qanoatlantirishi kerak:
Axq + Byo + Czq + D = 0 , A C\ + £C 3 + С • C5 = 0 

tenglik esa faqatgina C\ = C3 = C5 = 0 boMgandagina bajariladi.



* ('}  = ? •  2 ACf  J ' 2 + X ° ’2 A + В + С

2 Л 2 + В- + С

Natijada nuqta harakatining tenglamalari hosil boMadi:

* ) - § ■
A 2 + B2 + C 2

- 1
л

2

Reaksiya kuchining proyeksiyalari esa

P - 1  . D i  д /  _  BCtng_ _ .
x"  Э х ~ ^ 2 +5 2 + с 2 ’ ^ ' Л Э . у ~ л 2 + Я 2 +С 2 ’

n л Э / C-m g
 ̂ Э г _ ^ 2 ^ 2+ С 2

formulalar b o ‘yicha topiladi. Bu niunosabatlardan foydala­
nib, reaksiya kuchining moduli va yo‘nalishini topish mumkin.

10- masala. (I.V.Mesherskiy masalalar to ‘plamidagi 31.10- 
masala, 1986- yil).

Sferik mayatnik uzunligi £ b o ‘lgan M O  ipdan va ogMrligi 
P boMgan ogMr M  nuqtadan  iborat, M O  ipn ing  bir uchi 
q o ‘zg ‘a lm as  0  n u q tag a ,  ikkinchi u ch i  esa M  n u q ta g a  
b ir ik t ir i lg an .  M  n u q ta  m uvozana t  h o la t id a n  s h u n d a y  
ogldirilganki, uning koordinatalari t = 0 boMganda x = x0 , 
у = 0 b o ‘lib qo lad i ,  b u n d a n  tashqari n u q ta g a  x0 = 0  , 
■V = fyb ^ o = 0  boshlangMch tezlik berilgan. B oshlang‘ich 
shartlar  o rasida qanday  m unosabat boMganda M  n u q ta  
gorizontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nuqta 
qancha vaqtda bir m arta aylanib chiqadi?

Yechish. M nuqtaning sfera b o ‘ylab qiladigan harakatining 
differensial tenglamalarini tuziladi:

mx = l A ) my  = x ^ - ,  mz = my + X ~ ,  ( 1)
Эх By dz

i  _  R  bunda A -  —7  •
А/
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( l )n u q ta  harakatining differensial tenglamalariga bog1- 
lanish, ya’ni sirtning

f ( x , y , z )  = e2 -  X2 -  y 2 -  Z2 (2)
tenglam asi q o ‘shib olinsa, natijada to ‘rt n o m a ’lumli 4ta 
tenglamalar sistemasi hosil boMadi:

Д/ uchun ifoda topamiz:

—  = - 2x  f  = - 2y  —  = - 2 z 
Эх ’ dy ’ dz

A/ = 2,
dx

T + f f T  = - 2 J J 7 7 7 7  = 21,J l d*J
b u nda  i  = yjx2 + y 2 + z 2 • 

d f  d f  d f
^ ^  va ning topilgan ifodalarini ( l )g a  q o ‘yib,

nuqta harakatining differensial tenglamalariga quyidagicha 
ko‘rinish oladi:

mx = -2Xx , my = - 2 Xy , m'z = mg -  2Xz . (3) 
N uqtan ing  harakat qonunini topish uchun (3) tengla- 

malarni q o ‘yilgan boshlangMch shartlarga ko‘ra integrallash 
kerak . (3) t e n g la m a la rd a  n o m a ’lum  X n in g  h o s i la la r i  
qatnashmaydi. Shu sababli A, ni (3) tenglamalardan chiqarish 
mumkin.

(3) tenglamalarni chekli ko‘rinishda integrallash juda

x v
qiyin, ular taqriban integrallanadi. z ning ifodasida

miqdorlarning birinchi darajasini saqlab, yuqori darajalari 
e ’tiborga olinmaydi:



(3)ning uch inch i tenglam asi / = 0 paytida  zq = t  va 

f. va zo = 0 deb, X topiladi:

m g -  2Xt = 0 =*X = ^ .

HogManish reaksiya kuchining miqdori topiladi:

N  = XAf = ^ 2 d  = mg .
2£

X ning top ilgan  ifodalarin i (3)n ing  dastlabki ikkita 
Irnglamasiga qo ‘yilsa, quyidagilar hosil boMadi:

x + — x = 0 , j  + — у = 0 .
£ ’ Г

Bu teng lam alarn ing  um u m iy  yechim lari quyidagicha 
boMadi:

x ( 0  = C[ sin 

y{t) = c3 sin

t + c2

&  + c4
t

Л (4)

Bu funksiyalar t vaqt b o ‘yicha differensiallanadi:

X = C y j —  cos
7 '  +  C 2

A

У = с3 ,1~ cos

V
r  f— \

f  + <4
V У

(5)

BoshlangMch shartlardan, (4) va (5) m unosabatlardan 

foydalanib, Q ,C 2 ,C3 va C4 doimiy sonlar aniqlanadi:
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(6)n ing  2- va 3- teng lam alar idan  C4 = 0 va C 2 =  —

boMishligi topiladi. Topilgan qiymatlarni (6 )ning 1- va 4 -ten- 
glamalariga q o ‘yib, C\ va C3 topiladi:

Natijada M  nuqtaning harakat qonunlari quyidagicha 
boMadi:

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgan 
harakat tenglamalaridan t vaqtni chiqarib tashlansa, trayek- 
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil boMadi:

8
Demak, M  nuqtaning trayektoriyasi markazi Oz o ‘qida 

boMgan va z = 4- tekislikda yotgan ellipsdan iboratdir.
T rayek to riya  ay lana boMishligi u ch u n  boshlangMch 

qiymatlar orasidagi m unosabat

k o ‘rinishda boMishi kerak. N uq tan ing  aylanish davri esa

11- masala. m  massali M  nuqta ogMrlik kuchi t a ’sirida r 
radiusli b o ‘sh silindrning ichki silliq sirtida harakat qiladi.
BoshlangMch paytda nuqtaning ogMsh burchagi фо = 90°ga ,

burchak tezligi esa nolga teng. ф = 30° boMganda M  nuqtaning 
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniqlang.
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Yechish. M  nuqtaga ikkita kuch t a ’sir qiladi; nuqtaning 
/ ’ mg og‘irligi va ipning R reaksiya kuchi. M  nuqta haraka- 

iming Eyler shakldagi tenglamalari

d 2S  „ m — — = rT = -m g  sin cp,
dt2

= Pn + R = -m g  cos ф + R
r

ko'rinishga ega. S  egri chiziqli koordinataning boshlangMch 

nuqtasi uchun  M  nuq tan ing  Oj eng pastki holati qabul 
qilinadi (23- rasm).

, d 2S  </2<p 
Bunday holda £  = 0 m = £ц> = rq> boMib, — T  = r ~7T

d r  d r
boMadi.

N a t i j a d a  n u q ta  ip in in g  
ogMsh burchag i va reaksiya 
u c h u n  q u y id a g i  m u n o s a -  
batlar hosil boMadi:

^ Y  + - s ^  = 0 } ( 1)
dt2 r

R = + mg c o s . (2) 
r

R reaksiyaning miqdorini 
lopish uchun  M  nuqtaning ■& tezligini bilish kerak. Oni 
iniqlash uchun ( 1) tenglamaning shaklini

d 2q _ dm _ d u  dw  _ dco 
dt2 dt dt dt dq  

bogManish yordamida o ‘zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama
a

cot/a) = -  — sin ф</ф 
r

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani 
h osil qilamiz:

0)2 8  ^  n \  ----  = — СОБф + С .  (3)
2 r
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Masala shartiga ko‘ra t0 = 0 boshlangMch paytda mayat- 
nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining ogMsh

71
burchagi Фо = ^ g a  teng. Bu boshlangMch qiymatlarni (3)ga 

q o ‘yib, С doimiy topiladi:

g
С  =  -  — СОБфо-

Г
Shunday qilib, со burchak tezlik uchun ifoda quyidagicha 

boMadi:
2

со = 2gr(cos ф -  cos фо) •

Bu tenglikning ikkala tom oni r 2 ga ko‘paytirilib, $  tezlik 
uchun quyidagi ifoda topiladi:

132 = 2 у  (cos ф -  cos фО).

71 71
Ф = — va Фо = x  boMganda о  ning miqdori uchun formula 

о 2
hosil boMadi:

в  = ^ 2gr c o s ^  = ^ 2gr • ~  = yjgry!3 = УЗ V F  •

/? reaksiyaning moduli (2 ) tenglam adan aniqlanadi:

n m b 2 m-Jbgr л/3
R  = ------ + mg cos ф = -------— + mg —  =

r r 2

mg.
2 2 6

n Зл/3 R = — mg.

12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini qaraymiz.
0 ‘qi gorizontal joylashgan r  radiusli s ilindrning ichki 

sirti b o ‘ylab m massali M  ogMr nuqta harakat qilmoqda. Ko- 
ordinatalar boshini silindr o ‘qining qandaydir nuqtasiga joy- 
lashtirib, Ox o ‘qni vertikal pastga, Oy o ‘qni s ilindrning 
radiusi bo ‘ylab gorizontal va Oz o ‘qni esa silindrning o lqi
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Ui'ylab yo‘naltirib, M  ogMr nuqtaning harakat qonunini va 
ilmdr sirtining reaksiyasini toping.

(Nuqtaning boshlangMch tezligi silindr o ‘qi bilan parallel 
vo'nalgan deb qaraladi.)

Yechish. M asala shartiga k o ‘ra, boshlangMch pay tda
n u q tan in g  h o la t i  x  = 0 , y  = r , z  = 0 k o o rd in a ta la r  b i lan  
tiiiiqlanadi (24- rasm).

N u q t a n i n g  b o s h - _  
lnug‘ich tezligi silindr 
o'qiga parallel yo‘nalgan

Im'lib, u do ga teng 
hoMsin. Demak, bosh- 

lungMch paytda i  = 0, 

v 0 ,z = ^o boMadi.
А/ m oddiy  n uq taga  

mg o g ‘ irlik  k u ch i  va 
ladius b o ‘ylab y o ‘nal- z  
tuin R reaksiya kuchi 24- rasm.
lii’s ir  q i la d i .  T o ‘g ‘ri
silindrning kan o n ik  tenglam asi — bogManish tenglam asin i 
i lodalayd i.

f ( x , y , z )  = X 2 + y 2 - r 2 =  0

Fx - m g , F x = Ft -  0 , J  = 2x, L 2, ,  v a  |  = 0

ilodalarni Lagranjning bir jinsli tenglamalariga q o ‘yilsa, nuqta 
harakatining tenglamalari quyidagicha boMadi:

mx  = mg + 2Xx,  my = 2Xy, m i -  0 . (1)

Bu tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ- 
uillab, boshlangMch shartlarini e ’tiborga olib, quyidagi ifoda 
topiladi:

Z  = -&Qt.

Oxy boshlangMch tekislikdan boshlangan masofa t vaqtga 
pmporsional o ‘sib boradi.
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( 1) sistemaning 1- tenglamasini у  ga, 2 - tenglamasini 
esa x  ga ko‘paytirib, 1- tenglam adan 2 - tenglamani hadlab 
ayirib, quyidagiga ega b o ‘lamiz:

m(yx -  xy) = mgy . (2 )
Endi (1) s istem aning 1- tenglam asini xga, 2- ten g lam a­

sini esa у  ga ko ‘paytirib, ularni hadlab  q o ‘shib, quyidagi 
ifoda topiladi:

m(xx  + yy)  = mgx + 2\  (jc2 + y 2 j . (3)

Agar x, y, z  to ‘g ‘ri burchakli koordinatalardan 
x = /*coscp, 3; = /*sin9 , z -  Z 

bog‘lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o ‘tilsa, 

x  va у , x  va у  hosilalar uchun

X = -A*0 s in 9 , у = гф8Шф

. . . . .  . 2 . . . .  . 2  л: = -r tpsm  ф -  r(p co sф, у  = rip c o s  ф -  гф s in  ф

ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda 
quyidagi k o ‘rinishni oladi:

g
ф + —Б т ф  = 0 , (4 )

r

- m r 2(p2 = mgr cos ф + 2 A.r2 . (5)
(4) tenglarnaning birinchi integrali topiladi. Buning uchun

(4) tenglarnaning tartibi

Г ф  _ d 
dt2 ~ dt

_ dco _ du> dip _ du> _ . dip 
dt dip dt dip ^  dipdt

bog‘lanishdan foydalanib pasaytiriladi.
Bunday holda (4) tenglama

ipdip = -  — sin dip 
g

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda 
topiladi:



к
Ф = — boMganiigi tufayli, ф = 0 boMib, t = 0 boMganda

( 0 boMishligi topiladi. N atijada birinchi tartibli chiziqsiz 
tenglama kelib chiqadi:

• 2 2 #Ф = — cos ф _ (6)
r

Bu ten g lam ad a n  ravshanki,  tan lan g a n  boshlangM ch 

h ar tla rd a  n u q ta n in g  h a rak a t i  собф > 0 sh a r td a ,  y a ’ni

Л 71
} < Ф < — so h ad a  sodir  boMadi. (6) ni (5)ga q o ‘yib, 

I igranjning \  noaniq ko‘paytuvchisi topiladi:

. 3m g
X = ----- — cos ф .

2 r
Natijada bogManish reaksiyasining proyeksiyalari uchun

Rx = X ~  = - 3 m g cos2 ф 
x dx

Rv = -3mg sin ф cos ф R = 0
* dy ’ z

ilodalar hosil boMadi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning 

moduli va yo‘nalishini aniqlash m um kin R = З т £ с о 5ф .

71
Agar Ф = ± -  boMsa, R reaksiya nolga teng  boMadi.

M iksimal qiymatga esa ф = 0 boMganda erishadi va R = 3mg 
hoMadi.

l-ndi ф burchakning  o ‘zgarish qonunini aniqlash uchun
(4) tenglamani integrallash kerak.

8 2(4) tenglamada — = k  deb, uni
о

ф + /: sin ф = 0
ko'iinishga keltiriladi. M atem atik  tahlil kursidan m a ’lumki, 

, $1пф .
- 1 limitik o ‘tishni isbotlab, 51пф = ф taqribiy•i> >0 ф
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fo r m u la  o ‘rnatilgan edi. Bu hoi uchun harakatning differen­
s ia l  tenglamasi

k o ‘rinishni oladi.
Shunday qilib, ogMr nuqtaning harakat tenglamasi erkin 

ch iz iq l i  tebranishlarning differensial tenglamasining shakli 
b i l a n  bir xil b o ‘lar ekan.

Bu te n g la m a n i  nuqtaning chiziqli t e b ra n m a  h a ra -  
k a t la r ig a  b ag ‘ishlangan mashg‘ulotda batafsil tekshirilgan 
e d i .

Ф burchak ф(0 = ф0 coskt + ^ - s i n  kt garmonik qonun
к

b o ‘yicha o ‘zgaradi.

N uqta  kichik tebranishlarining davri esa T =

fo rm u la  b o ‘yicha topiladi, ya’ni kichik og‘ishlarda tebranish 

d av r i  Фо boshlangMch og'ishga bogMiq boMmas ekan.

1. Erkin boMmagan jism  uchun dinam ika m asalalarining q o ‘yilishi 
v a  y e ch ilish in i izoh lang ham da tushuntiring.

2. M oddiy  nuqtaning silt bo'yicha harakatini tasvirlovchi differen­
s ia l tenglam alarni keltirib chiqaring.

3. Lagranjning birinchi tur tenglamalarini nuqta sirt b o ‘yicha ha- 
rakatlanganda keltirib chiqaring.

4 . N in ia  uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu 
k o ‘p aytu vch i qanday aniqlanadi?

5 . M odiiy  nuqta silliq chiziq bo‘ylab qilgan harakati uchun Lagranj­
n in g  birinch i tur tenglam alarini keltirib chiqaring.

6 . T abiiy koordinatalar sistcmasida silliq chiziq  b o ‘yicha harakat- 
la n a y o tg a n  nuqtaning differensial tenglam alari qanday boMadi? B un­
d a y  harakatda nuqtaning harakat qonuni va bogManish reaksiya ku ch i­
n in g  m iqdori ham da y o ‘nalishi qanday aniqlanadi?

7 . Lagranjning birinch i tur tenglamalaridan foydalanib m asalalar 
y e c h ish n in g  tartibini izohlang.

8 . 2 5 - rasm da tasvirlangan m atem atik m ayatn ik  harakatin ing d if-  
f e r e n s i a l  t e n g la m a s in i  va ipn in g  ta r a n g lik  k u c h in i  a n iq la n g

Ф + /с2 Ф = 0

2n

III. Savol va masalalar
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\ ( ) у  vertikal tek islik da  sod ir  boMadi deb

qiiraladi.

(*1*1/ о = 0 ,ф |/=о = Фо) • M ayatn ik  harakati

Javob:

x
mg

M odiiy nuqta m m assaga ega boMib, 25- rasm.
» >r uiik kuchi m aydonida 1y  + 5z  -  5 = 0 sil-
liq lekslikda k o ‘chadi. Agar boshlangM ch paytda nuqta (1; 0; 1) holatda  
l'o‘lib, uning tezligi nolga teng boMsa, nuqta harakat tenglam asini va 
1ч>)’ lanish reaksiya kuchini toping.

10. m m assali m o d d iy  nuqta с radiusli sferik sirt b o ‘ylab ha- 
liikatlanm oqda. Lagranj k o 'p aytu vch isin i va bogM anish reaksiya ku- 
i li ini an iq lang.

II m m a ssa li M  m o d d iy  n u q ta  ogM rlik k u ch i m a y d o n id a  

l\  i- By + Cz + D  = 0 tenglam a bilan berilgan silliq tekislikda harakat-

l imnoqda. N uqta boshlangMch paytda Л/о(хо,Уо>^о) nuqtada tinch tura- 

ili deb hisoblab, M  nuqta harakatining tenglam asini va bogManish reak- 
.lyasini aniqlang.

Javob:

; x 2 + y 2 + z 2 = t 2 ' , f { x , y , z )  = x2 + y 2 + z2 - t 2 = 0

Javob:

\ /
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12. T ckislik berilgan qonun bo'yicha vertikal yo 'nalishd a gorizonl 
bilan o ‘zgarm as a  burchak tashkil qilib harakatlanadi. Tekislikda ishqa- 
lishsiz m massali m oddiy nuqta siljim oqda. Harakatni tekshiring va tekis- 
likning reaksiyasini toping.

Ко ‘rsatma. Q aralayotgan holda tekislik tenglam asi z  = kx + b(t) 

ko'rinishga ega. Bunda к  = t g a .

1 KtJavob: x  = -  sin  2 a  • —  и 2 2 gt  z = Zo -  co s a  • 2 -

/Vx = - w g s in  2 a  , N z = mg(co s  2 a  + 1)

13. Y uk u zu n lig i t  -  Itism  boM gan ipga o s i l ­
g a n .  Y u k n in g  e n g  p a s t k i  h o l a t i d a  u n g a

$0  =4 ,9m /sek  g o r iz o n ta l te z lik  b er ilg a n . Q u y i-  

dagilarn i a n iq la n g  (2 6 -  rasm ):
a) ip qanday holatda boMganda yukni tutib tura 

olm ayd i va yuk erkin nuqtadek harakatlanadi?

b) qanday gorizontal eng  kichik bosh- M 0

langMch tezlikda yuk toMiq aylana chizadi?

Javob: ф = 120°, =  J5gl>

14. x  = R(0 + sin G), у  = P(1 -  co s 0) tenglam alar bilan aniqlanuv- 

chi sikloida bo'ylab harakatlanuvchi ogMr nuqta (sikloidal m ayatnik)ning  
tebranish davrini aniqlang (2 7 - rasm).

Javob:

T  =  —  = 4n I -  . 
0)

bunda

15. U zun lig i £ ga teng boMgan konik m ayatnik gorizontal tekislikda  
harakatlanib a radiusli aylana ch izad i. K onik m ayatnikning aylanish  
davrini aniqlang.

Javob: T  =
2л\/^2 -  a1
~ 1 T
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4- §. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy qism

Mexanik sistemaning um um iy tenglamasining u m u m ­
lashgan k o o rd in a ta la rd ag i  ifodasin i  olish u c h u n  o ld in  
chiqarilgan dinamikaning umumiy

( 1 )к к
lenglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga 
<|o‘yilgan barcha bog‘lanishlarni ideal desak, ( l)n ing  dastlabki 
vig'indisiga faol kuchlarning shuningdek, ishqalanish kuchi- 
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz qilaylik, sistema S  ta erkinlik darajaga ega b o is in ,  
va’ni sistemaning holati S  ta um um lashgan koordinatalar 
bilan aniqlansin.

M a’lumki, ( l )n ing  har bir q o ‘shiluvchisini umumlashgan 
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orqali 
quyidagicha ifodalash mumkin:

S 5 A [  = Qf&ql + 0 f 8®  +.... + QfSqs , 
к
Z  = Q{&q\ + Q \5<72 +.... + Qs 5qs , 
к

bunda

Q f  = 1 ^ ,  Q (  =к dqx k

q !  e /
к дЯ\ к dq2

drk
d q i"
drk

(2)

(3)

bunda fj = Xji + y j  + Zjk = a}(<7i,<72>—-><7s) ~  sistema nuqtala- 
ilning holatini an iqlovchi radius-vektordir. (2) ni ( l )g a
• jo'vilsa, quyidagi ifoda hosil b o ‘ladi:
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(<2,f  + Q , J ) b q 2 + + ( Q s  + Q s  ) 5<?S = ° -

Bunda 8g|, bq2,...,bqs  o ‘zaro bog‘lanm agan ixtiyoriy 
miqdorlar. Shuning uchun olingan tenglik faqat va faqat

Q [  + Q i = o, Q [  + Q{ = 0..... Q?  + QJS = 0 (4)

b o ‘lgandag ina  bajariladi. Hosil b o ‘lgan ten g lam ala rd an  
to ‘g‘ridan-to‘g‘ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish 
mumkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko‘rinishdagi 
tenglamalarni tuzish ularga kirgan um um lashgan inersiya 
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orqali 
ifodalash bilan yanada soddalashadi.

Sistema kinetikenergiyasidan umumlashgan tezlik bo lyicha

olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. m iqdor- 

ning ko‘rinishini o ‘zgartiramiz. M a’lumki sistema istalgan nuq-

tas in in g  iners iya  kuch i  I k = - m ^ k  = -m k f or mul a
at

b o ‘yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu- 
lasi quyidagicha ifodalanadi:

(5)к ^  dq{
Q\ miqdorni kinetik energiya orqali ifodalash maqsadida

(5)tenglikning o ‘ng qismi shakli quyidagicha b o ‘ladi:

dbk drk _ d 
dt dqi dt

о ^rk ^ k ~  dq\
- b k  —  

k dt
дПс_
dq\ (6)

Lagranj tengligidan foydalanib o ‘zgartiram iz. Bundan

drk dq\
tashqari = rk = Ък , = q\ ekanligi e ’tiborga olinadi.

Bunda b k -  rk radius-vektorga mos keluvchi sistema nuqtasi- 
ning tezligi, esa q{ umumlashgan koordinataga mos tu- 
shuvchi um um lashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi rk ning hosilasi uchun quyidagi 
ikkila nati jao ‘rinli:

I ) t b o ‘yicha to 1 la differensiallash va q\ b o ‘yicha xususiy 
riilfcrensiallash operaesiyalari o ‘rin almashtirish xossasiga ega 
(.iralash hosilaning tengligi)

d_
dr dq i

_Э_

dq{ dq\ dq{ • (7)

2) rk dan qA b o ‘yicha olingan hosila (Aty), xususiy ort- 
imnaning A^i orttirmaga b o lg a n  nisbatining limitiga teng.

<)/v A/v
l i m — — = l im

i)q i Atfl

d{brk )
dt\
dq\
dt

Эr±  
dq{

= lim

dji
dt
dq\
dt

= lim
" A 4 4 

A<7i

Э/>
dq\ dq{

dii_
dq\

( 8 )
(7) va (8) m unosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi- 

d.igicha o'zgartiriladi:

djh_ . <>r’k_
dt Э<7[

d_
dt ®k

d$k
dq{ - * k

dbк _
dq\ dt

\_d_K
2 dq{ 2 dqi

Bunday holda (5) ifoda (massasining o ‘zgarmasligini va 
hosilalar yig‘indisi yig‘indidan olingan hosilaga tengligini e ’ti- 
horga olinsa) quyidagi ko‘rinishga keladi:

d Э
( с7 V 

y  mk*k I Ъ
( \  

у
dt dq\ к 2

ч
dq{ 7  2

Ч /

г д Т л
dq{

dT  
dq\ '

mktfc
liundagi T  = £ — ^—  — sistemaning kinetik energiyasi. 

к ^
( l)ilagi qolgan um um lashgan inersiya kuchlari uchun ham
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yuqoridagiga o ‘xshash ifodalar topib, natijada (4) ten g ­
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

d f d T ) dT
dr dq{\  1 У dq\
d ( dT  " dT
dr dqj\ z dq2

d ( dT  ^ dT
dr I 3* ; dqs

= 02> (9)

(9) tenglamalar um um lashgan koordinatalarda sistema 
harakatining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Bu teng­
lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nom i bilan yuritiladi. 
Ravshanki,bu tenglamalarning soni sistema erkinlik darajasi- 
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinam ik masalalarni 
yechishning yagona va yetariicha sodda usulini beradi. Teng­
lamalarning eng m uhim  afzalligi shundaki, ularning ko‘rinishi 
va soni qaralayotgan sistemaga kiruvchi jismlarning soniga va 
shu jismlarning qanday harakat qilishiga bog‘liq b o ‘lmasdan, 
faqat sistemaning erkinlik darajasi soniga bogMiqdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi faqatgina 
nazariy mexanika va uning tarmoqlarini rivojlantirib qolmas- 
dan, balki boshqa nazariy fizika va uning tarkibiga kiruvchi 
fanlarning rivojlanishiga ham  yo‘l ochib berdi. Endi po ten- 
sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini qarab 
chiqamiz.

Agar sistemaga ta ’sir qiluvchi barcha kuchlar potensialli 
b o ‘lsa, u holda sistema uchun shunday faqat koordinatalarga 
bogMiqli U(xk ,y k ,zk ) (k = kuch funksiyasi mavjud

du
bo ‘lib, um um lashgan kuchlar uchun Qj = - — (/ = 1, 2, . ...,s)

dqt
ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

d_
dt

r d T \  д T du -  4 
t t  - 4— = ^ -  0  = 1, 2, dq,■ ) dq; dq,-
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ko'iinishni oladi. M a ’lumki, и kuch funksiyasi q\ u m u m -
l.ishgan tezliklarga bog‘liq emas. Shuning uchun 

ВТ B(T + u)
—  = —  (/ = 1, 2,...j)
Щ  Щ

ayniyat o ‘rinli b o i ib ,  Lagranjning har bir tenglamasi

d_
dt

B(T + u)
4

ko‘rinishni oladi.
L = T + и belgilash kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nom i 

bilan yuritilib, bu funksiya um um lashgan  koordinata lar  va
li / l iklarning funksiyalaridir. L - L ( q h qh t) .  Bunday holda
I agranj tenglamalari quyidagi k o ‘rinishni oladi:

d_f BL 
dt

- 1 £  = 0 , (/’ = ( 12) 
BqjBq,-

Iki ten g lam a la r  potensialli  m ay d o n d a  s is tem a h ara -  
kat in ing  d iffe ren s ia l  t e n g la m a la r in i  i foda layd i.  T en g -  
l.imalardagi L Lagranj funksiyasi s is tem asining E  t o ‘liq 
energiyasi b o ‘la olmaydi.

E = T - U  = T  + П ,
L = T + U = T - П  

bunda П  — sistemasining potensial energiyasi b o ‘lib, U — 

kuch funksiyasi b o ‘yicha topiladi: U = - П  .

II. Masalalar yechish

Nuqta va nuqtalar sistemasining harakat tenglamalarini 
laqatgina N yuton  qonunlari va bu qonunlarning natijalari 
bo'lgan d inam ikaning um um iy  teorem alaridan foydalanib
i lliqarish yagona yo‘l emas. Balki bu tenglamalarni m exa­
nik. ming um um iy  prinsiplaridan foydalanib ham  tuzish 
mumkin. Yuqorida nuqta va sistemaning dinamikasida matematik
h.nnda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko‘rib chi- 
t|ilK.an edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi differensial teng-
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lam alarni m exanika prinsiplari, y a ’ni Lagranjning II tur 
tenglamalaridan foydalanib chiqarish mumkin.

13- masala. Ipining uzunligi i  va sharchasining massasi 
m b o ‘lgan m atematik  mayatnikning harakatini tavsiflovchi 
differensial tenglamani keltirib chiqaring.

Yechish. Umum lashgan koordinata sifatida mayatnik ipi­
ning muvozanat holatdan og‘ish burchagi Ф ni qabul qilamiz.

m massali nuqta (sharcha)ning 
koordinatalarini topiladi (28- 
rasm):

x = ^sin ф , у  = £ cos ф. 
S h a rc h a n in g  k in e t ik  va 

p o t e n s i a l  e n e r g i y a l a r i n i  
hisoblaymiz.

M  nuqta (sharcha)ning ki­
netik energiyasi hisoblanfdi: 

d  = ftp;

T  = - m ( x 2 +з>2 ) = - т £ 2ф2

M ayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va- 
ziyatdan siljiganda m g o g ‘irlik kuchining bajargan ishiga teng 
( Oy o ‘q b o ‘ylab):

ANOM  dan ON
OM

= cos ф, ON = £ cos ф.

h = OM 0-O N  = £ - 1 cos ф = (̂1 — cos ф).

Mayatnik П = mgh = mg£( 1 -  собф) potensial energiyaga 
ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tenglamasi

d ( d T \  ЭГ ЭЛ _ дП 
dt Эф Эф Эф ’ 1 Эф (13)

ko‘rinishga ega boMadi. Bunda



Q\ = + ̂ ~  = + —  (mgt{\ — cos cp)) = mgt sin ф 
Эф Эф

Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini 

•i* ' " sin ф = 0 ko ‘rinishga keltiriladi.

Ч л2 taqribiy formula-

• l.m Ib y d a la n i ls a ,  U = \ m g ^ 2 va = mgtq  b o ‘lib,
2 Эф

m.iyatnik kichik tebranishlarin ing differensial tenglamasi 
•juyidagicha b o ‘ladi:

ф + 4 ф 0.

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik 
m.iyatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Yechish. Fizik mayatnikni uning massa (og‘irlik) markazi 
oiqali o ‘tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil b o ‘la- 
iliran kesimi bilan tasvirlaymiz С — fizik mayatnikning massa 
m.ukazi, P — uning og‘irligi, ОС = a — massa markazidan 
uning q o ‘yilish nuqtasigacha b o ‘lgan 
mnsofa (29- rasm).

/0 — q o ‘y i l ish  n u q ta  o rq a l i  
o 'tuvchi gorizonta l o ‘qqa nisbatan 
II/ik mayatnikning inersiya momenti, 
mayatnikning holati ОС to ‘g ‘ri chi- 
/Iqning vertikaldan og‘ish burchagi 
Ф b i la n  t o ‘liq  va b i r  q iy m a t l i  
Kiiii|lanadi:

/о = та2 , ф = Ш, d  = too 
h o l i s h i n i  e ’t i b o r g a  o l ib ,  f iz ik  
m .iy a tn ik n in g  k in e t ik  en e rg iy a s i  
lopiladi: 29- rasm.

P  =  mg



т =  i  mt>2 =  i  m (o)tf )2 = у  /?ш2а)2 =  i  / 00)2 =  |  / 0 ф• 2

Q, umumlashgan kuch topiladi. <p ga 5ф variatsiyani 
beramiz. Bu ko‘chishda faqatgina P og‘irlik kuchi ish bajaradi. 

5/4] = (2|5ф = ( - / to s in  ф)5ф, Q\ = — Pa sin ф .

дТ  л. дТ  , . d ( d T  
Эф ’ Эф ~ оФ; dt Эф = /оФ.

Bu ifodalar

сЦдТ_ 
dt Эф - 2 1 - аЭф 1

tenglamaga qo‘yilsa, fizik mayatnikning differensial tenglamasi

(14)
. . P a  . 
ф + —  sin ф = 0

'0
ko‘rinishda hosil b o ‘ladi.

OgMrlik kuchi potensialli b o ‘lganligi tufayli m ayatnik­
ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla­
malar yordamida ham  olish mumkin. Oz o ‘qni vertikal pastga 
y o ‘n a l t i r i b ,  m a y a t n i k  p o t e n s i a l  e n e r g i y a s i  u c h u n

П  = -P z  = -Pa  соБф ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk­
siyasi uchun

L = T -  П  = ^  /оф2 + Pa cos ф

ifoda hosil boMadi. Bundan 

dL T . d ( dL
э Г /о<р; Л

r  . . .  dL _  .= / 0ф; —  = - Л ш п ф  
Эф j  Эф

Bu ifodalarni potensialli kuch maydoni uchun

dt
d_L)_d_L = 0
Эф I Эф

Lagranj tenglamasiga qo ‘yilsa, (14) tenglama hosil boladi: 
/оф + Pa sin ф = 0.
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15- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining diffe-
• ••ir.ial tenglamalarini tuzing.

Yechish. О nuqtada OM  ipga biriktirilgan m massali M  
moildiy nuqtani qaraymiz. Ipning uzunligi t  b o ‘lsin.

M nuqtaning holati 30- rasmda ko‘rsatilgan у  va e b u r -
• liaklar b ilan  an iq lanad i.  Oz o ‘q vertikal, Nx o ‘q esa 
t |u 7 g ‘almas Ox o ‘qqa parallel joylashtirilgan, M N  to ‘g ‘ri
• ln/iq esa Oz o ‘qqa perpendikulardir (30- 
niKm).

Sferik  m a y a tn ik n in g  k in e t ik  va 
potensial energiyalarini topamiz:

T = , V2 = О2 + O2, bunda

A* I sin 0, 0, = 0£, = x'l' R = sin a  

/' = 1  mi2 |б2 + Ч' 2 sin2 e j ,

II -  -mgh = -m g t  cosG. 30- rasm.

tfi = S2 = 4* deb, Lagranjning II tur

d_ d j r _ _ d T _  =  _ m _  ^.дг_эг = _эл
dt dQ d0 d0 ’ dt Э\|/ 3vj/ 0\j/

i« nglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen- 
i.il tenglamalari tuziladi:

() -̂ = m i20\ —  ~  = т£20\ —  m£2\\i2 sin 0 • cosG;
80 dt dQ dQ

dll  • d fl  dT  л .  . 2 n dT  _— = mg Ism  0; —  = 0; —  = mi  у  sin 0; —  = 0;
(Ю Э\|/ Э\|/ Э\|/

d d T  2- • 2 о dT  ~ 2a- • n л --------- --  mi \\i sin 0; —  = - 2 m r 0\j/ sin 0 cos 0
dt 3vj/ 3\j/

I'opilgan ifodalarni (15)ga q o lyilsa, sferik mayatnikning 
ill I lv rensial tenglamalari
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r , , ,v ,Y (16)
V  = -2Qy ctgQ

ko‘rinishda hosil bo‘ladi.
16- masala. r radiusli q o ‘zg‘almas silindrga o ‘ralgan ipga 

osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnik hara­
katining tenglamasini tuzing. 
M uvozanat vaziyatida ipining 
osilib turgan qismining u zun­
ligi £. Ip massasini hisobga 
olmang.

Yechish. Lagranj teng la ­
malaridan foydalanib, m ayat­
nik tebranishlarin ing tengla­
masini tuzamiz. M  nuqtaning 
k o o rd in a ta la r in i  an iq lay m iz  
(31- rasm).

x = Ok + kM  = r cos ф + (£ + /чр) sin ф; 
у = 0 0 \  =(£ + /чр) sin ф -  r sin ф.

Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi:
X = (£ + /Чр) COS ф • Ф,

у = -(£ + /ч р ^ т ф -ф ,  б 2 = x 2 + у 2 , О2 = (е + /чр)2 ф2;

Г  = ^  + /чр)2 ф2 ; i

П = -mq[(i + /чр) cos ф -  r s i n ф].

Lagranj funksiyasi tuziladi:

31- rasm.



dL , п ч? . d  
=  m ( l  +  /*ф) ф; —  

<)ф dt
дL
Эфч W

= 2ш(^ + гф)/*ф2 +(£ + гф)2ф _

Bu liosilalar uchun topilgan ifodalarni

± f d O  
dt Эфv w

з £  = о
Эф

i' n^lamaga q o lyib, mayatnik harakatining differensial tengla- 
miisi olinadi:

2m(£ + гф)/-ф2 + m(£ + /чр)2ф -  m(£ + пр)гф2 +

+mg(t + np)sin ф = 0 ,

(£ + гф)ф + гф2 + g sin ф = 0 .
17- masala. Massasi m boMgan va ipining uzunligi ixtiyoriy

\.i f = f.Q + 1\ s inv/, £ (/) = + ct qonunlar b o ‘yicha o ‘zga-

uuligan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.
Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

(17)dt Эф Эф
Ligranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun 

igranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

X = lsin(p, X = ^ Ш ф  + ^COSCp-ф, 

у  — £ cos ф, у  = ^со5ф - ^ т ф - ф ,  

тЭ2 = x 2 + у 2 = I2 + £2(р2.

Т  = + ^2ф2 ]> П  = —mg£ cos ф.

/ Т -  П  =  —  ^ 2 + / 2 ф 2 J+ m g l  COS ф.

д L . Э/, 2 •
-  = - m g l s i n  ф; —  =  -тг(р; 

()ф Эф

й_
dt

dL
Эф

= 2т££(р + /л£2ф

71



Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasiga 
keltirib q o ‘yi!sa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi 
hosil b o lad i:

mt  cp + 2/пйф + mgi sin cp = 0,

t  ? 
ф + 2 - ф  + — sin ф = 0.

t  t
(a)

Agar mayatnik ipining uzunligi t(t) = to + t\ sin yt qonun
b o ‘y ich a  o ‘zgarsa , m a y a tn ik  h a r a k a t in in g  d iffe rens ia l  
tenglamasi

2x>(.\ cosy t .
Ф + --------- -— -r~— ф  + g

£q + dy sin уt
sin ф = 0

to + 1\ sin уt 
ko‘rinishga ega boMadi.

Agar m ayatnik  ipining uzunligi t  = t 0 + ct, с = const/ 
qonun  b o ‘yicha o ‘zgarsa, (a) tenglamalardan foydalanib va 
t(t) ni erkli o ‘zgaruvchi sifatida qarab, mayatnik harakatining 
differensial tenglamasini hosil qilish mumkin. Buning uchun 
Ф (/)  og‘ish burchagidan vaqt bo‘yicha olingan hosilalarni 
Ф(0 funksiyadan £(t) b o ‘yicha olingan hosilalar bo ‘yicha 
ifodalash kerak:

d t d(p d t _ d4>.
dt ~dt = dt ~ d t ’

II
Э- ,

сч3̂ d 1 ̂
 

l-e = — [ dy \d t  2 d 2y
dt2 " dt d t j d t{ dt dt d t 2

Natijada izlanayotgan tenglama

d 2(p Л  q . л
— -̂ + 2 -  —- - ь - ^ т ф  = 0 
d t2 I d t  c i

ko‘rinishga keltiriladi. Bu tenglama kichik og‘ish burchaklar uchun,

, . . , d 2y  2  d ^  q
ya ni sin ф = ф shartda esa — =- + -  —  + - r -

d t2 I d t  c2t
Ф = 0 ko‘rinishni

oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’ni mayatnikning harakat 
qonuni Bessel va N eym an funksiyalari orqali ifodalanadi.
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IS- masala. Uzunligi £ boMgan c h o ‘zilmaydigan ipga 
i».il>*,an m massali moddiy nuq tadan  iborat m ayatnikning
-  ilj’.an nuqtasi gorizontal bilan a  burchak tashkil qilgan

")■ ma to ‘g ‘ri chiziq b o ‘ylab, berilgan £ = £,0(O qonunga
imivofiq harakat qiladi. M ayatnik harakatining tenglamasini
luzing.

Yechish. 33- rasmda hosil boMgan ДOKC dan:
С К = ^ cos ot, OK = £ sin a .

AA BC dan esa:
А В = £ sin ф, AC -  -^соБф ,

x = КС + А В = I sin ф + £,cosa , 
у OK + (+A C) = ^sin a  -  ^со$ф.

Mayatnikning kinetik va poten- 
ма! energiyasini topamiz:

rr m / • 2 • 2 4T  = y  (* +У )>

П  = wg(£,sina -  £ cos ф) 

x  = £ cos ф-ф + 4 cos a ,  у = £ sin ф • ф + 4 sin a;
■ 2 X + уy2 = l W [

2 2 COS ф + COS фK ( cos2 a  + cos2 a )

г ’ф^(cosф • c o sa  + sin ф • sin a )  = / 2ф2 + £,2 + 2£2ф4со5(ф -  a). 

Lagranj funksiyasi tuziladi:

mL = T - П = — 
2

£2 (p2 +  ^ 2 +  2^ 4 ф с о з (ф  -  a ) J

+mg £ cos -  mg^s'm a.

i . { * k  
dt у Эф

= у  ^2£2ф + 2 £ \  со5(ф -  a )  1;

9 .. 'у •
= m t  ф + m£E,cos((p -  а) -  т£ c^sin((p -  а )  -ф;

—  = — /72̂ ф^ siп(ф -  а )  -  mg£c sin ф.
Эф
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Hosilalar uchun  topilgan ifodalarni (17) tenglam aga 
q o ‘yilsa, mayatnik harakatining differensial tenglamasi hosil 
b o ‘ladi:

mC~cp + mtl,cos(y -  a) -  тД"ф sin (ф -  a) + m lyt,бш(ф -  a )  +

+mg £ sin ф = 0 , 

g  . ?
Ф + j  sin ф + -  соs((p -  a )  = 0.

19- m asa la .  Q o ‘yilish nuq tas i  ver tika l  y o ‘na lishda  

£(/) = acosyt  qonun b o ‘yicha tebranuvchi, ipining uzunligi

I b o lg a n  m massali yassi mayatnik kichik tebranishlarining 
tenglamasini toping.

Yechish. Yassi mayatnikning q o ‘yilish

▼ <l-------- ► 0 nuqtasi ^(t) = acosyt  qonun  b o ‘yicha
vertikal tekislikda to ‘g ‘ri chiziqli tebranma 
harakat qiladi (34- rasm).

M ay a tn ik  h a rak a t in in g  d iffe rensial 
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk­
siyasi tuziladi. M  nuqtaning koordinatalari 
hisoblanadi.

x = £ sin ф, у = a cos yt + I cos ф 
(a g a r  m a y a tn ik n in g  q o ‘y ilish  n u q tas i  
acosyt  qonun bo ‘yicha Ox o ‘q b o ‘ylab 

tebranm a harakat qilsa, u holda M  nuqtaning koordinatalari 
x  = a cos yt + ^sin ф, у  = £ cos ф, formulalar bilan hisobla­

nadi). Qaralayotgan sistema uchun  L Lagranj funksiyasi

m .2 . ?
£ = y ( *  + У~) + П (х ,у )  k o ‘rinishga ega b o l a d i .  U hoi 

uchun esa

T  m  - 2  2L = — y + m£ay cosytcosy+  mg£cosy.

Potensialli kuch m aydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

d dL dL „ .
— • —  -  —  = °, q = y, д = У'

34- rasm.
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Mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyidagicha 
111/ ilacli:

/«2Ф + (mgt + miay2 cosy/j sin cp = 0.

Agar sin ф = (p taqribiy form uladan foydalanilsa, ma- 
\>iiink kichik tebranishlarining differensial tenglamasi hosil 
ho'ladi:

ĉp + (g + ay2 cosy/ |ф  = 0.

20- masala. Q o‘yilish nuqtasi gorizontal to‘glri chiziq bo‘ylab

Ifc -  m a’lum qonunga muvofiq harakatlanuvchi, ipining

ii/unligi t boMgan m massali mayatnik harakatining qonunini 
loping.

Yechish. Q o ‘yilish nuqta 
harakatining yo‘nalishi Ox o ‘q 
imisbat yo'nalishi bilan bir xil 
hoMsin. Q o ‘yilish nuq tan ing

iners iya  k u ch i  i  te z -  

l .n iishga q a r a m a - q a r s h i  
yo'nalgan boMadi. mg ogMrlik 
k u c h in in g  u r i n m a  t a s h k i l  
rluvchisi topiladi (35- rasm):

PT = -mg  sin ф.

mt, inersiya kuchining ham 
ui ituna o ‘qdagi proyeksiyasi topiladi:

J i  = —m^cos ф .
M a y a tn ik  h a r a k a t i n i n g  d i f f e r e n s ia l  t e n g la m a s in i  

in/.amiz

= l Fzk>
к

bunda

S  = £ф, ax =
d2S  
dt2

d 2 <p 
dt2

= (̂f>.
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Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasi 
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

miip + mg sin ф + me, cos ф = 0 .

_ .. 5Шф
Og ish burchagi yetarlicha kichik, ya ’ni h m ------ = 1

<p=>0 ф

boMganda $ т ф * ф ,  со5ф = 1 taqribiy m u nosaba tla r  o ‘rinii 
boMib, mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyidagi 
ko‘rinishga keltiriladi:

Ф + k 2y  = -  —, k 2 = —. m
g t  и д

( 1) teng larnan ing  u m u m iy  yech im i,  y a ’ni m ayatn ik  
harakatining um um iy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o ‘zgar- 
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Buning uchun ф + /:2ф = 0 bir jinsli tenglarnaning 

ф(/) = C\ sin kt + C2 cos kt 
(2)

um um iy yechimi kelib chiqadi. Bundagi C, va C2 sonlarni 
o ‘zgarmas emas, balki ularni o ‘zgarishiga qarab (variatsiya- 
lab),  u la rn i  sh u n d a y  tan lay m izk i ,  ( 2) b ir  j in s li  ten g -  
lam an in g  u m u m iy  yech im i,  ( 1) teng la rnan ing  um um iy  
yechimiga aylansin:

ф(0  = Cj (Osin kt + C2(0  cos k t . (3)
(3)ning hosilasi topiladi:

ф = C\ (t) sin kt + C2 (t) cos kt + Q  (t)k cos kt -  C2 (t)k  sin k t .

T anlanm oqchi boMgan Q (r )  va C2(t) uchun

Q (/ ) s in  kt + C2(t) cos kt = 0 (4)
boMsin deb qaraladi. Natijada

ф(/) = C\ (t)k  cos kt -  C2 (t)k  sin k t . (5)
(5) tenglikning har ikkala tom oni differensiallanadi.

ф(Г) = C| (t)k cos kt -  C2 (t)k  sin kt -  C\ (t)2 (t )k2 sin kt -  

-C2(t)k2 cos kt.  ̂ ^
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I.ndi ф va cpning topilgan (3) va (6) ifodalarini (1) 
inifjamadagi ф va cplar o ‘rniga q o ‘yib, tegishli ixchamlash- 
lliishlardan keyin quyidagi tenglama kelib chiqadi:

£
C\(t) cos k t - C 2(t) sin kt = . (7)

к £

I 'ndi (4) va (7)ni b irgalikda qarab ,  C\(t) va C2(t) 
liosilalarga n isbatan  chiziqli teng lam ala r  sistemasi hosil 

boMadi. Bu sistemani Cj(/) va C2( / )g a  nisbatan yechib, 

»|ii viclagicha topiladi:

I
cat)  = -  —  cos kt,

1 k t

С,( t)  = -  —  cos kt.
2V k t

Bu d iffe rens ia l  t e n g la m a la r  in teg ra l lan ib ,  quyidagi 
ilodalar topiladi:

Q  (0  = ~ t ~  f £ cos kxdx + C\,
К t

C2 (t) = -  —  J 4 cos kxdx + C2. 
к £

Bu tengliklarning o ‘ng to m o n id a  turgan integrallarni 
I * ima-ket ikki m arta  boMak integrallanadi va quyidagi ifoda 
hosil boMadi:

( 'i (t) = ~~ -£ c o s  kt -  kt ,sin kt + k 2 \'t,coskxdx^ + C\,

-£ co s  kt -  A^sin kt + k 2 J^cos  kxdx^ + C2. (8)
|C2(° " ^

(8)ni (3)ga qo ‘yilsa, mayatnik harakatining tenglamasi hosil 
boMadi:

<p(0 = C\ sin kt + C2 cos kt -  + j  ^(x) sin k(t -  x)dx.
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III. Savol va masalalar

1. M exanik sistem aning kinetik va potensial cnergiyalari u m u m ­
lashgan koordinatalar ham da um um lashgan  tczlik lar orqali qandav  
ifo-dalanadi?  K inetik va potensial energiyalar uchun ularning kanonik 
ifo-dalari qanday b o ‘ladi?

2. Lagranjning II tur tenglam alarini keltirib chiqaring. Har hit 
m e-xan ik  sistem a uchun bunday tenglam alarning son i qancha boMadi'.'

3. Agar m exanik sistem aga bir vaqtda konscrvativ va konservativ 
boMmagan kuchlar ta ’sir qilsa, Lagranjning II tur tenglam alari q a n ­
day k o ‘rinishda biladi?

4. Elastiklik kuchi ta ’siridagi m exanik sistem aning potensial ener­
giyasi qanday aniqlanadi?

5. Lagranj funksiyasi va uning xossalarini izoh lang.
6. Lagranjning II tur tenglam alaridan foydalanib , m atem atik va li 

zik m ayatniklar tebranishlarin ing differensial tenglam asin i tuzing.
7. M atem a tik  va fiz ik  m ayatn ik lar u ch u n  Lagranj fun ksiya larim  

tu z in g .
8. Lagranj tenglam asi qanday ko'rinishga ega? Bu tenglarnaning  

qoM lanilishini izoh lang.
9. Ikkita tayanchga ega boMgan to 'sin d a  yotgan  G ogMrlikdagi yuk 

kichk ina erkin tebranishlarin ing siklik chastotasi va davrini aniqlang. 
Yuk tayanchlardan a va b m asofada joylashgan . T o ‘sin m ateria lin ing  
elastik lik  m odu li E, ko ‘ndalang kesim in ing  inersiya m o m en ti esa / g;i 
teng. T o ‘sin ogMrligini hisobga o lm an g  (3 6 - rasm ).

Javob: T  = 2n a t J - J —  , K - L , 1 Ш Ш .
V3 ЕЦа + Ь)’ a d  С

10. Л/ m assali bir jinsli r  radiusli diskka A nuqtada £ uzunlikdagi 
sterjen qattiq m ahkam langan. Sterjenning boshqa uchi m ayatnikning
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I • ilish nuqtasini ifodalaydi. Steijcnning m as-
*........ c ’tiborga o lm asdan fizik m ayatnik har-

inning tenglam asini tuzing (3 7 - rasm).

Javob: Ф +
2 g(e + r) 

r 2 + 2((  + r )2
sin ф = 0 .

II . m m assali m odd iy  nuqta S  = 4a  sin ф 

it?iiflama bilan ifodalangan sikloidal y o ‘nalish  
l"i \lab  ogMrlik kuchi ta ’sirida harakat qiladi. 
Ilnndagi S  — 0 nu qtad an  h iso b la n a d ig a n  
Vitv. ф — sik loidaga o ‘tkazilgan urinm a bi- 
I in gorizontal o ‘q orasidagi burchak. N u q ta  
li ii.ikatining tenglam asin i top ing  (3 8 - rasm ).

Javob: S = Л sin

Фо

~2ia'+%

in te g ra lla shlunula A va  

ilu iin iylari.
12. m m assali nuqta va uzunligi

i1 -  i( l)  qon un  b o 'y ich a  o ‘zgara- 

(Iiimii ipdan tashkil topgan m atcm - 
niil m ayatnikning tenglam asini tuzing

38- rasm.

Javob: ф + 2 - ф  + у  sin ф = 0 , bu nd a Ф — ip n in g  vertika ldan  

iic.'ish burchagi.
13. M assasi m bo'lgan  m odd iy  nuqta va ch izilm ayd igan  i  ipdan  

Iir.hkil topgan  m atem atik  m ayatn ikn ing  q o 'y ilish  nuqtasi g o r izon t

l>il,in (x burchak tashkil q iluvchi o g ‘m a to ‘g ‘ri ch iz iq  b o ‘ylab \  = 4 (/)  

i|iiiuin bo'y ich a  harakat q ilm oqda. M ayatnik harakatining tcn g lan iasi- 
iil lu /in g .

a p
Javob: ф + у  sin ф + -̂  со5(ф -  a )  = 0 .

14. M assasi m boMgan m odd iy  nuqta gorizonta l tekislik  bo'ylab  
Ii.iiukat q ilm oqda. N u q tan in g  harakat tenglam alarini qutb koordin a- 
liiliiiula tuzing.

Javob: m r - m r t f  = Fr , m —
dt

= Fm
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15. m  m assali nuqta harakatining tenglam alarin i sferik koordina  
talarda tuzing.

Javob: r - r Q 2 -  r  s in 2 0 ■ ф2 + g  co s G = 0,

4 - ( m r 2 s in 2 О ф) = 0, 
dt

—  (r 20 - s i n  O c o s Q - г 2ф2 - g r s in O )  = 0.

16. r  ra d iu sli q o ‘z g ‘a lm a s  silin drg .i 
o 'ra lg a n  ipga o s ilg a n  m m assa li m odd iy  
n u q ta d a n  ib orat m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  
te n g la m a sin i tu z in g  (3 9 - rasm ).

M uvozanat holatda ipn ing osilib  turgan

q ism in in g  u z u n lig i I .  Ip n in g  m a ssasin i 
hisobga olm ang.

Javob: (£ + r-Q)-& + r b 2 + g s in  -0 = 0 ,  

bunda Ф — ipning vertikaldan o g ‘ish burchagi.

17. m massali A prizm a m ] mas 
sali В prizm aning gorizont bilan a  
burchak tashkil qilgan silliq  yog'i 
bo'ylab siljim oqda. В prizm aning  
tezlan ish in i toping. В prizm a bilan 
g o r izo n ta l tek islik  orasid ag i ish- 
q a la n ish n i h iso b g a  o lm a n g  (4 0 -  
rasm ).

40- rasm.



S - §. Siklik koordinatalar va integrallar. 
Energiya integrali

I. Nazariy qism

Potensialli  k u ch la r  u c h u n  L agran jn ing  ikk inch i  tu r  
ii’iij'Jamasi berilgan b o ‘lsin:

d dL dL _
= (D

Bunda L = T + U = T  -  n  — Lagranj funksiyasi yoki kinetik 
potensial deb ataladi; T  va П  — mos ravishda sistemaning
kinetik va potensial energiyasi, U = - П  kuch funksiyasi. 

Lagranj funksiyasi um um lashgan koordinatalar, u m u m -
l.ishgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L = L{qj,qj,t) .

L = T + U Lagranj funksiyasi tarkibiga k irm agan  Як 
um um lashgan koordinata larga mexanik sistemaning siklik 
Aoordinatalari deyiladi.

l-araz qilaylik, s istem aning S  ta  um um lashgan  koor-

tlmatalaridan К  tasi (К < S) siklik koordinatalari b o ‘lsin. qk 
umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning- 
ilrk, T  kinetik energiya ifodasiga ham  kirmaydi. T  kinetik

rtU’i'giyaning ifodalariga faqat qk um um lashgan koordina-

l.il.u ning qk umumlashgan tezliklari kiradi. qk umumlashgan 
koordinatalar L  Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

dL
lul.iyli -----= 0 boMadi. Bunday holda siklik koordinatalar

dqk
и» Inin Lagranj tenglamasi

4 -  ~  = 0 , ( k  = 1 , 2 , 3 , ( < i )
dt dq,-
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kirinishga ega boMadi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifoda kelib 
chiqadi:

dL _
= Q ,  (A: = 1 ,2 ,3 , . . . , / , /< j ) .  (3)

Agar L = T + U boMishligi va kuch funksiyasining qk
um um lashgan tezlikka bogMiq boMmasligi e ’tiborga olinsa,
(3) tenglik

ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning chap tom oni qk b o ‘yicha 
differensiallanib, s istem aning T  kinetik energiyasi uchun

] n n
T  =  ^ Z  X a ijQiQi ko‘rinishdagi ifoda topiladi.

A /=1 j =l
Bunday holda (3) tenglik

n
Z  a ijQi + = С  к

7=1
ko‘rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining #,• siklik koor 
dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi. 
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik 
integral um um lashgan tezliklarga nisbatan chiziqli funksiya 
boMadi.

Lagranj tenglamalari sistemasini toMiq integrallash uchun 
bu sistemaning 2n ta birinchi integrallarini topish zarur va 
yetarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini qanoatlantiruvchi 2// ta 

fs(Wi>t) = Cs , (s = 1,2,...,2л) (4)
ko‘rinishdagi m unosabatlar topish kerak.

(4) tenglam adan barcha а д  m iqdorlarni t vaqtning 
funksiyasi ko‘rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog*lab 
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlangMch shartlardan foy 
dalanib aniqlanadi.

Mexanik sistemalarda chiziqli koordinatalarga mos keluvchi 
siklik integrallar sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni
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1'iliii), Inirchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar 
i'il.ni esa harakat miqdori m om entin ing  saqlanish qonuni 
hur'langandir.

Asosiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ 
m lunalar  uchun energiya integrali mavjud b o ‘lib, harakat 
ilnvomida sistemaning to ‘liq mexanik energiyasi ning o ‘zgarmas 
mu[dori boMishini ifodalaydi:

T + П  = h .
Bu integralni ideal bogManishli sistemalar u chun  Lag- 

nu\j tenglam alaridan  faol kuch lar  t vaqtga bogMiq boM- 
in.i^anda, sh u n in g d ek ,  kuch  funksiyasi vaq tga  b o g ‘liq 
Im'lmagan hollarga olish m um kin . Shunday  qilib, t vaqtga 
il lik koordinata sifatida qarasaq, konservativ sistema harakati 

iniyjamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda- 
Itti ekan.

I agranj funksiyasidan um um lashgan tezliklar b o ‘yicha 
olingan xususiy hosila lar umumlashgan impuls deyiladi. 
t nuimlashgan impulsni p  orqali belgilasak, quyidagi ifoda 
hosil boMadi:

Agar sistemaning n ta um um lashgan koordinatasidan S  
i.r.i siklik koordinatalar b o ‘lsa, (61 < n) u holda L  Lagranj

limksiyasi 2ai — + 1 ta o ‘zgaruvchiga bogMiq b o ‘lib (um um iy 
linlda t vaqt o ‘zgaruvchi boMib kiradi), bu sistemaning S  ta 
umumlashgan impulsi uning harakati davom ida o ‘zgarmas
• livmatni saqlaydi.

II. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta  
« r, z to ‘g ‘ri burchakli koordinatalar bilan toMiq aniqlanadi.

I ikin nuqtaning x ,y , z  to ‘g ‘ri burchakli koordinatalarini 
um um lashgan  k o o rd in a ta la r  deb qabul qilib, gorizon ta l  
u l.r.likda n u q ta  proyeksiyasi harakatin ing  sod ir  boMish
• i« muniyatlarini o ‘rnating.
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Yechish. OgMrlik kuchi m aydonida harakatlanayotgan 
nuqtaning kinetik va potensial energiyalari uchun quyidagi 
ifodalar topiladi:

T  = i/w tf2 = ^ m ( x 2 + y 2 + г 2 ); П  = gz = mgz.

Lagranj funksiyasi tuziladi:

L  = T -  П  = i  m (x2 + y 2 + z 2 ) -  mgz .

L Lagranj funksiyasi x  va у  koordinatalarga bogMiq 
emas, y a ’ni ularni siklik koordinatalar deyish m um kin . Bu 
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

dL . . .
—  = mx = const yoki x = q  ,
Эл:

—-  = my = const yoki у  = . 
ду

Bu ifodala r  g o r izo n ta l  o ‘q lardagi n u q ta  tez lig in ing  
proyeksiyalari o ‘zgarmas m iqdor b o iish l ig in i  k o ‘rsatadi, 
ya’ni nuqta proyeksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va 
t o ‘g ‘ri chiziqli qonun  b o ‘yicha sodir boMadi. x = 0 va у  = 0 
boMganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o ‘zgar- 
masdan qoladi, ya’ni nuqta vertikal b o ‘ylab harakatlanadi.

22- masala. 21- masalani markaziy kuch maydonida 
qaraymiz. Faraz qilaylik, m massali moddiy nuqta markaziy 
kuch t a ’sirida harakatlanayotgan boMsin. Markazga nisbatan 
moddiy nuqta harakat miqdori m om entining saqlanish qo n u ­
nini o ‘rnating.

Yechish. Faraz qilaylik, markaziy kuch qandaydir m ar­
kazga qarab yoMialgan boMsin. Markaziy kuch moduli nuq ta­
dan markazgacha boMgan masofaning funksiyasi boMadi.

Q utb  koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. N u q ­
taning qutb koordinatalari boMgan r qutb radiusini va ф 
qutb burchagini um um lashgan  koordinata lar deb qaraymiz.

Nuqtaning kinetik energiyasi topiladi. Buning uchun nuqta 
ft tezligi m odulin i uning qutb koordinatalari o ‘qlaridagi

0 r va proyeksiyalar orqali ifodalanadi (41- rasm):
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lE)2 =  й 2 + $ ф ,  =  г , -вф =  ГО), со = ф.

т - Т ? - . ! 1 { # ' + Ц ) .

= §  ( ;2 + г У ) .

M oddiy nuq tan ing  poten-s ia l energiyasi u ch u n  ifoda 
lopiladi. M arkaziy  kuch  t a ’siridagi nu q tan in g  potensia l  
energiyasi ham  Nyuton tortishish kuchi maydonida joylashgan 
nuqtaning potensial energiyasi singari h isoblanadi, y a ’ni 
nuqtaning potensial energiyasi nuqtadan markazgacha b o lg an  
niasofaning funksiyasi b o ‘ladi:

П = / ( г ) .
Nuqta uchun  Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

1 = Г -  Я =  у ( г 2 + /*2ф2) -  f ( r ) .
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Bu ifodadan ravshanki, L  Lagranj funksiyasida <p burchak 
k o o rd in a ta  u n in g  ifodas iga  k irm ay d i ,  y a ’ni bu  siklik 
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos keluvchi 
siklik integral

dL i
—  -  mr~(p = const yoki mr(r(p) = = const 
оф ^

ko‘rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o ‘rnatilgan markazga
nisbatan moddiy nuqta harakat 
m iq d o r i  m o m e n t in in g  saq- 
lanish qonunini ifodalaydi.

23- masala. Holati Q va v|/ 
b u rch ak la r  bilan an iq lanuv- 
chi, uzunligi £ ga teng b o ‘lgan 
sferik m ayatn ik  harakatining 
birinchi integrallarini toping.

Y e c h is h .  m m a s s a l i  M 
nuqtan i qarab chiqam iz. Bn 
n u q t a  o g ‘ i r l ig i  e ’t i b o r g a  
o linm aydigan  £ = OM  ipga 
osilgan. M  nuqtaning holati 
G va ^  burchak lar  bilan 
to ‘liq aniqlanadi. Sferik harakat 
qilayotgan nuqtaning kinetik va 
p o t e n s i a l  e n e r g i y a l a r i  
quyidagicha hisoblanadi (42-

т = + $2* = 0 2 = vj//? = \ j / £ s i n 0 ,

n = - m g \O N \ ,  |O/V| = f c o s 0 .

Shunday qilib, nuqtaning kinetik va potensial energiyalai i 
uchun  quyidagi ifodalar topiladi:

T = -^rnC2 (б2 + V2 sin2 g | ,

П = -m gi  cosG.

rasm):
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Sferik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = T -  П = (б2 + V2 sin2 б) + mglcosQ .

Kavshanki, L n ing ifodasi 4/ k o o rd in a ta g a  o sh k o r  
l*t»>■.*Iiq emas, ya’ni v  burchak siklik koordinatadir. \|/ siklik 
U 01 dinataga mos keluvchi siklik integral

—  = \|/ sin2 0 = С 
Э\[/

lo 'r in ishga ega b o ‘lib, m ayatnikning Oz o ‘qqa nisbatan 
llttrakat miqdori m om entining saqlanish qonunini ifodalaydi.

I ncrgiya integrali esa

T + П  = h =$ (б2 + V2 s in2 0) ~ tngtzos0 = С

yoki 62 + \j/2 sin2 0 -  2y c o s 0 = h

2 С
ko’iinishgaega. Bunda h = — T .

m t

III .  Savol va masalalar

I K onservativ sistem alar uchun Lagranjning II tur tenglam alari
• I им lay ko'rinishga ega?

1 tla stik lik  kuchi ta ’siridagi m exanik  sistem aning potensial ener-
1 1 , r.i qanday aniqlanadi?

3. Q and ay u m u m la sh g a n  k oord in ata larga  sik lik  k o o rd in ata lar  
И* у Uadi?

I. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglam asi qanday ko'rinishga  
9i' 1 ’ U ning birinchi integrallarini toping.

Y Q anday integralga siklik integral deyiladi?
(» Siklik integralning ifodasi um um lashgan tezliklarga nisbatan qan- 

llitv lunksiya b o ‘ladi?
7 M exanik sistem alarda chiziqli koordinatalarga m os keluvchi siklik  

lull rnillar bilan sistem a harakat m iqdorining saqlanish qonun i qan- 
lliiv bog'langanligini izohlang.

S Burchak koordinatalarga m os keluvchi siklik integrallar sistem a  
liiii.ikat m iq d o r i m o m e n t in in g  sa q la sh n i q o n u n i b ila n  q a n d a y  
I" 'I1 lungan b o ‘ladi?
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9. K on servativ  s istem alar  uchu n  en erg iya  in tegrallari m avjud  

boMishini va harakat davom ida sistem aning to 'liq  m exanik  energiyasi- 
ning saq lan ishini tushuntiring. I]

10. Lagranj funksiyasi va bosh lang‘ich shartlar b o 'y ich a  nuqta hara­
katining tenglam alarini integrallang:

1. L = \ t 2x2, x | ,= i=0; jcL=0= 1. Javob: x  =  1 — -  
t

X 2 2 2 i
2. L = —  + t x ,  x | ,=0=0; x | /=o= 1 .Javob: x  -  t -  — .

3. L = \ l t2 + x 2 , x | /=3= 0; i:L _ 3 = 1. Javob: x  = —  
6

4. L =
•2 -2 X + у , x t=l = 0; у i=t(]=y0, X ,=,n=0, у /=,n=0.

Javob:

4 E  2 py ( t ~ to)—   РЛС _1_________X = — COS' 
d2-

E  . . 2 E  . Py( t - t 0)
, у = — (t -  to) + -~2 s,n —-----+ У0.

r y Py 1

11. M atem atik m ayatnikning q o ‘yilish nuqtasi $o  o 'zgarm as te z ­

lik bilan r  radiusli vertikal joylashgan aylana b o ‘ylab harakatlanadi. Agar 
m ayatnik m assasi m, ip in ing uzunligi  ̂ bo'lsa, m ayatnik uchun G am il- 
ton  funksiyasin i tuzing.

Javob: H  = ^  m f2 co s
m t

--&Q -  mg £ c o s  ф ,

12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan b o ‘lsa, G a m ilton  funksiyasi 
ni toping.

1. L = - m e  . 1 - „2 • Javob: H  = Ы с 2 P 2 + m 2C 2

2. L = y ( * 2 +У2 + i 2  ̂+ a(xy - yx).

J b ± H  = - -  
2m

(Px + a y ) 2 + ( P y - a x f  + Pz

13. M assasi m = I b o ‘lgan m a tem a tik  m a y a tn ik n in g  harakat 
ten g la m a la r i



dq dH  d P  _ дН  p2  *
- j -  -  т г » ~ r  -   ̂ > H  = --------— co s q
dt d P  dt dq 2 t

(q ф m ayatn ikn ing  vcrtikaldan o g ‘ish burchagi, (. m ayatnik  

Ipi ning uzunligi) ko'rin ishda bo 'lish lig in i ko'rsating.
14. H arakatlanuvchi nuqta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj 

hm ksiyasini tuzing.

Javob: I  = у  ^r2 + г 2ф2 + z 2 j -  П  (г , ф, z) ■

15. O g'irlik kuchi m aydon ida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv-
• In m m assali nuqta uchu n  Lagranj funksiyasin i tuzing.

Javob: L = у  R2 (o 2 + s in 2 0 • ф2 ) + m g R c o s  0.



6- §. Gamilton funksiyasi. M exanikaning 
kanonik tenglamalari

I. Nazariy qism

1. Kanonik o ‘zgaruvchilar. Agar mexanik sistemaning 

harakati L = L(qj,q j,t)  Lagranj funksiyasi yordam ida tasvir- 
lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi 
tu r  tenglamalari ko‘rinishida boMadi:

d_
dt

g -  =  0, у - 1 ,2 , . . . , , ) .  (l)
dqj

(1) Lagranj teng lam ala r in ing  har biri u m um lashgan  
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial 
tenglamalardan iborat boMgan S  ta tenglamalar sistemasidan 
iborat. G am ilton  tom onidan  shunday usul tavsiya etilganki, 
(1) Lagranjning S  ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga 
teng kuchli boMgan G am iltonning  kanonik tenglamalari deb 
ataluvchi 2,54a birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga 
keltirish m um kin. ( 1) sistemani kanonik kolrinishga keltirish 
uchun qj umumlashgan koordinatalar va qj umumlashgan 
te z l ik la r  o ‘rn iga  qj ( u m u m la s h g a n  k o o rd in a ta la r )  va

dL
Pj dq. (um um lashgan  impuislar) yangi o ‘zgaruvchilar

kiritiladi. qj va Pj o ‘zgaruvchilarni kanonik o ‘zgaruvchilar 
deb ataladi. Ular 2 £  oMchovli fazo tashkil qiladi.

(1) Lagranj teng lam alar i  P  u m u m lash g an  im puislar 
yordamida

dPj dL , .  , „
~dr~= d g ] ’ 0 - 1.2,™.*) (2)

ko‘rinishni oladi. p\, /?2, __, ps um um lashgan impuislar
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Pj = t  akjQk + bj , ( j  = 1,2 , . . . ,5) 
k=l

(3)

linimilalar bilan aniqlanadi.
2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har

Iniini qjg'd ko ‘paytirib, ularni hadlab q o ‘shilsa, quyidagi

iltula hosil b o ‘ladi:

j =l

d f a t ] dL . I
d, dqj\  /

q j-
- V ' l

(4)

d ( d L ) d ( d L  . ) dL ..
dt dq j\  /

4j z" dt -r— Qjdqj
\  J J

11 та 
1

tl.ilanilsa, u holda (4)

d * dL . v
"77 X  T - Q j - 1^  j=\ dqj j= i i ~ qj +T ~ qj  dqj dqj

= 0 (5)

ko'rinish oladi.
Agar L Lagranj funksiyasi / vaq tga  o sh k o r  b o g ‘liq

h o lm a sa ,  y a ’ni L = L(q\, q2 ,~~, qs > <7b 4s) k o kri-
inshda bo ‘lsa, uning vaqt b o ‘yicha hosilasi

dl s 
= sdt 7=1

dL . 9L .. 
—  Qj+^rr- Qj 
dqj dqj (6)

ko'rinishda b o ‘ladi.
(6)ni (5)ga q o ‘yilsa, quyidagi tenglama kelib chiqadi:

± u  
d< \ h

dL .
T - 4 ydqj

- 1 = 0 .

Bundan Я  = s
7=1

Г 3L . 
dqj qj

-  L -  const (7)

I'o'lishligi kelib chiqadi. H  ga Gamilton funksiyasi deyiladi.
G a m il to n  funksiyasini kanon ik  o ‘zgaruvchilar  orqali 

ilodalash mumkin. t f  funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan
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koordinatalar va tezlik o ‘rniga qj va Pj kanonik o ‘zgaruv-
chilar olinsa, H  funksiyaning kanonik o ‘zgaruvchilar orqali 
ifodalangan formulasi hosil boMadi:

u =  i  P j i j - L .  (8)
7=1

3. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kanonik 
tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o ‘zgaruvchilar 
orqali ifodasi (8) ko‘rinishga ega. (3) tenglamalar sistemasini

<7yga nisbatan yechib, quyidagi ifodalar topiladi:

Qk = f  (41>9г,-’,Яз>Р1>Р2>— >Рз>*) > O’ = 1,2,...,5). 

Bunday holda H  G am ilton  funksiyasi 2S  ta qj va Pj 
kanonik o ‘zgaruvchilarning va t vaqtning funksiyasi boMadi:

H  = H  (9)

H  G am ilton  funksiyasining Pj um um lashgan impuislar 
b o ‘yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

—  = a + у 4 - у  —  S .  -  P 
dPj 4j Pj f i i d q j  dPj> d q j ~  J

ekanligini e ’tiborga olinsa,

i ?—  = n + V  P Y P dqj ~ dqj -  n
dPj 4j * Э Pj Д  1 SPi 4j

boMadi.
Shunday  qilib,

. dqj ЭЯ
4j dt d P j ' <91)

(8)dan L  Lagranj funksiyasini H  G am ilton  funksiyasi orqali 
ifodalanadi:

L =  S  PjQj ~ H .
7=1

Lagranj funksiyasining qj um um lashgan koordinatalar 
bo ‘yicha xususiy hosilalari topiladi:
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j* L = y  дН у  дН дрь =
dPj j=\^Qj dqj j - \  dPk dqj  ̂jq^

- v дЛ .п  - dJ L _ v Ш.П --Ш-~ 2j з Як -л Qk ~ -vk=l dqj dqj k=l dqj dqj

(2) va ( 10) taqqoslansa, tubandagi tenglama kelib chiqadi:

(9‘) va ( 11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste- 
m.isi hosil boMadi:

( 12) teng lam a sistemasi mexanikaning kanonik teng­
lamalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. G am ilton  
U nglamalari birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar 
i . temasidan iborat. Bu tenglam alarn i integrallab, 2S  ta

./I, q2,...., qs , pu ps miqdorlarini t vaqtning va 2S
i.i ixtiyoriy 0‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniqlaniladi.
I in tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning 
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chiqardik. Shuning uchun 
ularni konservativ s is tem alarn ing  harakatin i o ‘rganishga 
qoMlanish mumkin.

Endi G a m i l to n  funksiyas in ing  b a ’zi b ir  xossalar in i  
o 'iganamiz. G am ilton  funksiyasining vaqt b o ‘yicha hosilasi 
topiladi:

( 12) kanonik  teng lam alar e ’tiborga olinsa, bu hosila 
quyidagi ko‘rinishni oladi:

dPj _ dH 
dt dqj ( 11)

(12)
dt dqj

dH  dH  
dt ~ dt
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<Ш = ЭН * В Н  ЭЯ * ЭЯ 
dt dt +k% d q j  dPj +k% dP j

A dH
" э Г - ( 13)

dH
dqj

v /

Shunday qilib, G am ilton  funksiyasining t vaqt b o ‘yicli;i 
toMiq hosilasi bu funksiyaning vaqt b o ‘yicha xususiy hosilasig;i 
teng. Agar sistemaga q o ‘yilgan bogManishlar t vaqtga oshkor 
bogMiq b o ‘lmasa, bunday holda G am ilton  funksiyasi ham /

dH
vaqtga oshkor b o g l iq  b o ‘lmaydi. Bunday holda —  = 0

at

dH
boMib, (13) tenglikka ko‘ra —  = 0 bo ‘ladi. Bundan

a t

H  = const (14)
boMishligi kelib chiqadi.

Statsionar bogManishlarda sistemaning kinetik energiyasi 
u m um lashgan  tezlik larning kvadratik funksiyasi boMadi. 
Bunday hoi uchun  Eylerning bir jinsli funksiyalar haqidagi 
teoremasiga ko‘ra:

s s })L  5 d TI PJqi ='Li±4J= Z ± L ‘ij = 2T
7=1 7=1 dc/j 7=1 dqj

boMadi. Bunday hoi uchun H  G am ilton  funksiyasi

H  = t  PjQj- Ь  = 2 Т - ( Т - П )  = Т  + П  (15)
j =1

mexanik sistemaning toMiq energiyasini ifodalaydi.

II. Masalalar yechish

24- masala. Inersiyasi b o ‘yicha harakatlanayotgan erkin 
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniqlang. 

Yechish. Erkin sistema nuqtalarining t o ‘g £ri burchakli

koordinatalari xh yh n  (i = l,n)  boMsin. Inersiyasi b o ‘yich;i 
harakatlanayotgan erkin m exanik sistema uchun  Lagranj 
funksiyasi sistemaning kinetik energiyasidan iborat boMadi:

£  + z f ) .  Щ/=12 v /
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K avshank i ,  s i s te m a  n u q ta l a r in in g  t o ‘g ‘ri b u r c h a k  
\ ltyh Zj 0  = 1Ю  koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo- 

iltilariga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor-
• Imalalar b o ia d i .

Qaralayotgan masalada barcha um um lashgan impuislar
о /j'.armas boMadi:

D dLPx. = ^ ~  = mix ; = a i>

D dL о
РУ: = 'ВД = Pi.
y' dyj

D dLPZI = 3-  = -  Y,

(/' = 1, 2,

II G am ilton  funksiyasi tuziladi:

H = L=  i ^ - ( a ? + P ? + v ? )  
i=1 2 m/

.1,1c т а  nuq ta lar i  ha raka tin ing  differensial teng lam alar i  
111/iladi:

dxj dH Лс,- а,-
dt Эа/ ’ dt mj
dy, _ dH " У •

dyj _ Pj
dt ЭР/ ’ dt nij

^ /  _ ЭЯ d^L _ 4j_
dt dyj dt dyj

Oxirgi tenglam alar sistemasini integrallab, sistema nuq-
I ii la ri haraka tin ing  teng lam alar i  t o ‘g ‘ri burchakli  koor-  
ilmatalarda olinadi:

OLi .
V, =  —  ? +  О /, У/ 

Ш;
+ bj, Zi = — t + C j,( i  = 1 , 2 .  

ni; m.
Bu o l in g an  na t i ja  s is tem ag a  t a ’sir q i lu v ch i  ta sh q i  

kiii lilaming bosh vektori nolga teng b o ‘lganda, sistemaning 
h.nakat m iqdori m odul va y o ‘nalish b o ‘yicha o ‘zgarmas 
In» Ij-andagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema 
b i r  x u su s iy  h o ld a ,  s i s te m a  h a r a k a t in in g  d if fe ren s ia l  
tenglamalarini chekli ko ‘rinishda integrallashga imkoniyai 
yaratgan edi.

25- m asa la .(M .49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi 
teng boMgan, holati esa vertikaldan og‘ish burchagi Ф bilan 
a n iq l a n u v c h i  m a te m a t ik  m a y a tn ik  u c h u n  G a m i l to n  
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamalarini 
tuzing. Olingan tenglamalar odatdagi m atem atik  mayatnik 
h a ra k a t in in g  d iffe rensia l  ten g lam as i  b ilan  teng  kuclili 
b o ‘lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. M atem atik mayatnikning kinetik va potensi; 
energiyalari hisoblaniladi:

T = mb , П  = nigh, \OM\ = I, Z M qOM = ф, $  = i ф

T o ‘g ‘ri burchakli uchburchak N O M  dan

K w |
\ O M \

-  cos ф => 107V| = £ cos ф.

h = \0 M \- 107V | = £ - £  cos ф = £(\ -  соБф).

T = ml . 2
ф , Я  = -m gi  соБф .
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n  OJLj 2 ■ ■ 1
P = —  = ml У => ф = — j  ■ (1)

, rr „  m l2y  L - T  -  П  = ——-  + mly  cos ф .

Umumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:

BL 2 • • P—  = m l y  => Ф = -----;
Эф m t

/I G am ilton  funksiyasi tuziladi:

U О Г dL . 2 ■ • m(2 ■H  = P y -  L = —  ф -  L = ml ф • ф — —  ф -  
Эф 2

1 2 I P-mly cos ф = -  m l y  -  m ly  cos ф = ------ - -  mlф cos ф.
2 2 mf1

Mayatnik harakatining boshqa bir kanonik tenglamasi 
topiladi:

dP BH dP—  = -------=> —  = -mgI  sin ф
dt dt dt 6

Sliunday qilib, m atem atik  m ayatnik  uchun  G am ilton

1 P
2 m t

Uning harakatining kanonik tenglamalari esa

dy  P dP . .
3 7  = — T ’ ~ r  mlys\n  ф (2)dt dt

I ■ • i mishda b o ‘ladi.
Agar (1) tenglikni / vaqt b o ‘yicha differensiallansa,

P 1
—j  topiladi. P = m t  у  ni (2) ga q o ‘yilsa, mayatnikning 

m t
•г og‘ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi 
lnr.il boMadi:

7 gml у  -  mly  sin ф => ф + у  sin ф = 0

2(>- masala. Markaziy kuchlar m aydonida harakatlana- 
m massali nuqta uchun G am ilton  funksiyasini toping 

vu nuqta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.

M ayatn ik  h araka ti u ch u n  Lagranj funksiyasi tuz ilad i:
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Yechish. Markaziy kuch t a ’siridagi nuqta markazi orqali 
o ‘tgan tekislikda harakatlanadi. Bunday nuqtaning harakatim 
qutb koordinatalarida o ‘rganish juda qulay. Umumlashgan 
koordinatalar sifatida nuqtaning rq u tb  koordinatalarini qabul 
qilsa b o ‘ladi.

BogManish statsionar boMgani tufayli H  G am ilton  funk 
siyasi sistemaning to ‘liq mexanik energiyasiga teng boMadi;

2
Н  = Т  + Щ г )  = ! 2 -  + П (г ) ,  (Z = т - r i ) .

Qutb koordinatalarida О2 = r~ + Ap2 boMishligi e ’tiborgii 
o l i n s a ,  n u q t a n i n g  k i n e t i k  e n e r g iy a s i  u c h u n  ifoda

m 2 2 2чT  = у (r  + r  ф ) ko‘rinishni oladi. r v a  Ф koordinatalarga 

mos keluvchi umumlashgan impuislar quyidagicha topiladi 

dL dH  . dL dH 2 •
р' = т г * - т г ’ * ‘ з Г э ф " ," г *

. Pr . PV
Bundan r = — > Ф = — т .

m mr
H Gam ilton  funksiyasi kanonik o ‘zgaruvchilarga nisbatan

+ П(г)H  = —
2 m

p 2 ^
P2 +-*-  r  2 Г

ko‘rinishni oladi.
N uq ta  harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek 

shirilayotgan masalalar uchun ular to ‘rtta boMadi):

dr_= dH_= PL dPr = _ d H  = _ Э Л
dt dPr m ’ ( > dt dr ~ r> dr

(3)

Pr_ 
m ’ ( 1)

dPr
dt

7 .mr , (2)
dP„
dt

dy  _ dH  _ гф dPy ЭЯ _
dl Э />„ mr2 * (2) dt ~ Эф ~ <4)

Endi masalalarni bir xil xususiy holda yechamiz.

p  . m
Agar markaziy tortishish kuchining miqdori г  -  к у

r
boMsa, u holda:
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I) H G am ilton  funksiyasi 77 = -P r = - k —— .

r 2m r r2 f

kit'iinishga ega boMadi.
Nuqta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha 

boMadi:

^  = = dP<* дН  Q
dt ЭРф mr2 > dt Эф

Bu tcnglamalardan г, ф, Pr va Рц> koordinatalarni t vaqt- 
11111!’. funksiyasi sifatida aniqlash m um kin (44- rasm).

(4) tenglamadan P  ̂ = a  boMishligi kelib chiqadi. Bun-

• I.iii a  = const- ning bu qiymatini (2) ga q o ‘yilsa, quyidagi 

Iniglama hosil boMadi:

dr _ Э Я  _ Pr
dt dPr m ’ dt

r

44- rasm.



dy _ CL
dt m '

Bu teng lam a esa m arkaziy kuch t a ’siridagi nuq tan ing  
rad ius-vek to ri  ch izgan  yuza /“vaqtga p ro p o rs io n a l  rav ish­
d a  o ‘z g a r i s h in i  i f o d a lo v c h i  y u z a la r  t e n g la m a s in in g  
o ‘zginasidir.

dr
(1) tenglam adan Pr = m —  topiladi. (3) tenglam a esa

d r  o r  km . . .m —-г- = —r- + ко rinishm oladi.
dt r3 r

Bu top ilgan  te n g la m a d a n  n u q tan in g  rad ius  b o ‘ylab 
qilayotgan harakatini aniqlash mumkin.

III. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy g o lo n o m  bogManishli sistem a uchun kinetik cnergiya- 
ning ifodasi qanday boMadi?

2. Statsionar bogManishli m exanik sistem a uchun kinetik energiya- 
ning ifodasi qanday boMadi?

3. Statsionar va statsionar boMmagan m exanik sistem a uchun ki­
netik potensia l (Lagranj funksiyasi) ifodasi qanday boMadi?

4. H  G am ilton  funksiyasining m azm unini tushuntiring va u qan 
day argum entlarning funksiyasi boMadi?

5. K onservativ sistem alar uchun m exanikaning kinetik tenglam a­
lari qanday va ularning son i nechta boMadi?

6. G am ilton  funksiyasining vaqt b o ‘yicha toMiq hosilasi nim aga teng?
7. S tatsion ar bogM anishlar uchu n  G a m ilto n  funksiyasi qanday  

boMadi?
8. K anonik tenglam alarni tuzishn ing usullari qanday boMadi?
9. G a m ilton  kanonik tenglam alarining integrali qanday shartlarm  

qan oatlan tirad i?
10. K anonik  tenglam alarni siklik koordinatalarda integrallashninf, 

o ‘ziga xos xususiyatini izohlang.
11. m m assali erkin m odd iy  nuqta potensialli kuch m aydonida ha 

rakatlanm oqda. Agar m aydon n ing  kuch funksiyasi u(x,y,z) ga ten^, 
boMsa, bu nuqta uchun G am ilton  funksiyasini tuzing va bu nuqta ha­
rakatining kanonik tenglam alarini toping.
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Javob: (- ! ± = Л  flU . = — , H  = — (Я,2 + + Р 2) -  u ( x ,y , z )  
dt m dt dx 2m
dy _ Pj dPj _ du
dt m dt d y '

dz _ P3 dPi _ du
dt m dt dz

12. (Nyuton masalasi) m m assali m od d iy  nuqta N y u to n  kuchlari 
markaziy m aydon id a  M  m assali q o ‘z g ‘a lm as jism  ta ’sirida harakat 
qilayotgan b o 'ls in . Q o 'z g 'a lm a s (to r tu v ch i)  j ism n i bir j in s li shar  
'Ub qarab, y a ’ni m a y d o n n in g  barcha kuchlari tortu vch i jism n in g  
markaziga yo 'nalgan  deb hisoblab, nuqta harakatining kanonik  tengla- 
m alarini tuz ing . Q utb koordinatalarida nu qtan in g  trayektoriyasin i 
/ / ( ф) ko'rin ishda top ing.

P, ■ _ Pj n 2̂ Mm л л
Javob: r  -  — , Ф -  т  ’ ^  = ~ T  + Y — T~> Pi • 

m mr r r
13. G am ilton tenglam alarini toping, agar:

i />2
1. /7  = — (Pr2 + - - ■?-=— + sin  ф ) .

2m r  sin  ф

P 2 . P 2 p} COS ф
Javob: r = P2; ф = ; Pr = - x — — . Яф = —---- 5------------- собф  .

r  sin ф r  sin" ф r  s in ” ф 

______ ____________________________ p
2. H  = VI + P 2 + r . Javob: r  = , - 1.

yJ\ + P 2

3. H = U \ - P 2 f .  Javob: r =  P -  r 2 , P  = 2 r (P  -  r 2).

14. G am ilton  funksiyasini r , y , z  siklik koordinatalarda ifodalang.

Javob: И  = ( P 2 + X r P 2 + P 2) + П ( г , ф, z ) .
2m r

15. G a m ilto n  funksiyasin i /%0,ф sferik koordinatalarda toping.

Javob: H = - L ( P 2 + \  P<? + —  Р 2) + П ( r ,0 ,z ) .
2m r L Г  sin  0

16. G orizontal reyka vertikal o ‘q atrofida aylanadi, reyka b o ‘ylab esa 
in massali yuk harakatlanadi. Yukka ta ’sir qiluvchi kuch 77 (r) p o ten -  
|i,ilK,a ega, bunda r — yukdan aylanish o 'q igacha boMgan m asofa. S iste-

101



m aning kinetik energiyasi

T = y l / 2 +(A*2 +^2)ф2]
ga teng. Sistem a uchun G am ilton  funksiyasini toping va sistem a ha-rak;i- 
tin ing kanonik tenglam alarini tuzing.

17. G orizon ta l disk o ‘z in in g  m arkazi orqali o ‘tuvchi vertikal o ‘(| 
atrofida aylanadi. m m assali sharcha gardish diam etri bilan m os tu 
sh uvchi yarim  slind rsim on  ariqehada harakatlanadi. Sharchaga silin  
drik ariqeha bo'ylab yo'nalgan va sharchadan aylanish o 'q igacha b o ‘lg;m 
r  m asofaga bogMiq boMgan kuch ta ’sir qiladi. Sharchaga m oddiy  
n u q -ta  deb qarab, un ing uchu n G a m ilto n  funksiyasin i tuzing va har- 
akati-n in g  kanonik  tenglam alarin i toping.

Javob:

dr_ _  . d y  Pv dPr _  t'P2 

dt m dt ,n(r2 + d~) dt m (r2 + d  ,



7- § . Klassik mexanikaning variatsion- 
integral prinsiplari 

—  ........... 1 ...... ...— 1 —

/. Nazariy qism

Klassik mexanikaning variatsion prinsiplari deb, mexanik 
m lcmaning kinematik m umkin boMgan barcha harakatlari 
(n 'p lam idan berilgan kuch  m ay d o n id a  sod ir  boMadigan 
li.u|iqiy harakatni ajratib olishga imkon beradigan va bunday 
li.uakatning xossalari haqidagi um um iy qonunlarga aytiladi.

Mexanikaning variatsion prinsiplari differensial va integral 
|umsiplarga boMinadi.

Differensial prinsiplar haqiqiy harakat kriteriysini oniy 
v.iqtda, ya’ni qaralayotgan vaqt atrofida, integral prinsiplar 
г .1 chekli oraliqda o ‘rnatadi.

Klassik m ex an ik a n in g  eng  m u h im  va eng  u m u m iy  
tiiTferensial prinsiplaridan biri biz o ‘rgangan mum kin boMgan 
ko’chishlar prinsipi hisoblanadi.

Klassik mexanikaning eng m uhim  integral prinsiplari biz 
n’rganmoqchi boMayotgan, G am ilton—Ostrogradskiy prinsipi 
(n ig  kichik t a ’sir prinsip i) va M ap e r ty u n — Lagranjning 
lliitsionar t a ’sir prinsipi hisoblanadi.

Mexanik sistemaning haqiqiy harakatini uning m um kin  
ImMgan barcha harakatlari to ‘plamidan integral variatsion 
1 ' i m s i p  asosida tahlil qilib tanlab olish mumkin.

Konservativ sistema uchun Lagranj tenglamalarini qarab 
t liiqamiz:

dt
dL
dQk

lunula L = T  -  П  Lagranj funksiyasi.
I larakatlanuvchi sistemaning ikkita holatini qaraymiz:

UNrma paytda (.A) holatda, t2(t2 > t\) paytda esa (В)



h o la td a  boMsin. S is tem an ing  t2 - t \  vaqt o ra lig ‘ida (A) 
h o la td an  ( В) ho latga o ‘tishdagi haqiq iy  k o ‘chishi ( 1) 
tenglarnaning yechimi boMgan

Qk=Qk(f ) (* = 1, 2 s) (2)
funksiya bilan aniqlanadi.

Sistemaning (A) holatdan (B) holatga 0 ‘tishdagi haqiqiy 
ko‘chishi bilan bir qatorda (2) ko‘chishdan cheksiz kichik

miqdorga farq qiluvchi o ‘sha t2 - t \  vaqt oraligMda sistemaning 
(A) holatdan ( В) holatga o ‘tishida sodir boMadigan

Як = Як(0 + % ( 0 ,  (k = 1,2,....,j )  (3)
teng lam a bilan an iq lanad igan  
k o ‘ch ish i  h a m  q a ra lad i  (45- 
rasm).

Bundagi 5qk cheksiz kichik 
m iq d o r la r  b o ' l i b ,  Q\*Q2*—>4s 
k o o r d i n a t a l a r n i n g  
v a r i a t s i y a l a r i d i r .  (2 ) v a  (3) 
tenglamalar bilan aniqla-nuvchi 
ko‘chishlar bir vaqtda jismning 
(A) holatida bosh-lanadi va bir 
vaq tda  j ism n in g  (B) ho la tida  

tugaydi. Bunday holatlar uchun

bQk(h) = ^Qk(h)  = 0 (4)
boMadi.

BogManishlar bilan birgalikda topilgan bunday ko‘chishlai 
uchun

*2
S  = \  Ldt(L = T - П )  (41)

h
integral qaraladi.

S  m iqdor sistemaning harakati davom ida T  kinetik va II 
potensial energiyalar orasidagi m unosabatn i xarakterlaydi 
Bu in te g ra t in g  son qiymati sistema ko ‘chishini aniqlovchi 
qk (t) funksiyalarga bogMiq boMadi. Bu integral qk {t) va 
qk (t) funksiyalarga bogMiq boMgan funksionaldir.
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S  m iqdor ishning vaqtga boMgan ko ‘paytmasidan iborat.
I izikada bunday miqdorni «ta’sir» deyiladi.

S funksional shunday maxsus ta ’sirni ifodalaydiki, bunday 
la’sirni G a m il to n —Ostrogradskiy t a ’siri h am  deb ataladi. 
Haqiqiy k o ‘ch ish d a  S  m iq d o rn in g  t a ’sir q iy m a tin i  (3) 
ko‘chishlarning qiymatlari bilan taqqoslash maqsadida

S(q{ +5 qu q2 + Щ , .... A s  + Я\ + 5<7b...... >Qs + 5 ^ . 0 “
S(q\»•••>q$> qi >— ,^5 ,0  

ayirma qaraladi. Bu ayirmani Sq^ va 6qk ning darajalari 
bo‘yicha qatorga yoyilsa, bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar 
lo‘plami S  m iqdorning birinchi variatsiyasidan iborat boMadi:

6S =  £  
k=l

dS e . Эs  s 
т— Sq/c +т— Ьяк Эqk dqk

s >2= s \
k=1 /,

ЭL * .  dL
-----8 qk + ------
dqk dqk

dt

Birinchi q o ‘shiluvchini boMaklab integrallansa, quyidagi 
ilbda hosil boMadi:

dL a . . dL a 
|  T ~ d q kdt = — dqk 
/, dqk dqk dt

dL

d<3k
5 qkdt.

(4) shartlarga ko‘ra oMig tomondagi birinchi q o ‘shiluvchi

nolga teng, natijada 8S variatsiya uchun

5 l2
5 S = Z  I 

k=11\

dL
dQk dt

dL 8qkdt

ifoda kelib chiqadi.
Inegrallash yoMida (1) tenglik bajariladi. Demak, bu yoMda 

v ta’sirning variatsiyasi nolga teng:
8S  = 0 • (5)

Funksional birinchi variatsiyasining nolga aylanishi uning 
statsionar m iqdor boMishining zaruriy shartini ifodalaydi.

Shunday qilib, S  ta ’sir (haqiqiy ko‘chishni boshqa ko‘- 
t liishlardagi qiymatlari bilan taqqoslaganda statsionar qiymatga 
iya boMadigan) sistemani t2 - t \  vaqt oraligMda boshlangMch 
(i t\) va oxiri, (t = t2) holatlari bir xil boMgan bir holatdan
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boshqa bir holatga o ‘tkazsa, bunday holda 6 4 a ’sirning miqdori 
haqiqiy ko'chishda boshqa ko‘chishlardagi qiymatlari bilan 
taqqoslaganda statsionar qiymatga ega bo iad i.

Bu xulosa G am ilto n —Ostrogradskiy prinsipining maz- 
m unini tashkil qiladi.

Bu prinsipni quydagicha ham  izohlash mumkin:,Lagranj 
teng lam alar in i  qanoa tlan tiruvch i ,  y a ’ni berilgan kuchlar  
t a ’siridagi sistemaning haqiqiy k o ‘chishini ifodalovchi qk 
va qk funksiyalarning shunday  qiymatlari mavjudki, shu 
p ay td a  s is tem an i b o s h la n g ‘ich h o la td an  (/ = /]) oxirgi 
h o la tg a  (t = t2) o ‘tk azu v ch i  G a m i l to n  t a ’s ir id a  un ing  
sh u n d ay  harakati  top ilad ik i ,  bu harakatdagi qk va qk 
funksiyalarning qiymatlarini boshqa barcha m um kin b o ‘lgau 
unga yaqin harakatlardagi qiymatlari bilan taqqoslaganda 
(4 1) egri chiziqli integral ekstremal qiymat (m aksim um  yoki 
m in im u m )  qab u l  q i l ish n in g  za ru r iy  sh a ro i t la r in i  ham  
qanoa tlan tirad i.

G am ilton—Ostrogradskiy prinsipini m a’lum vaqt oralig‘ida 
mexanik sistema harakatini o ‘rganishga qo‘llanish egri chiziqli 
integralning ekstrimum qiymatlarini aniqlash masalalari bilan 
bog 'liqdir.

G am ilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj 
ning ikkinchi tur va G am iltonning  kanonik tenglamalarini 
keltirib chiqarish mumkin.

Lagranjn ing  ikkinchi tu r  teng lam alar in i  G a m il to n  
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chiqaraylik. Bu prinsip 
b ilan  b ir  xil vaqt o ra lig‘ida sodir b o la d ig a n  harakatlai 
taqqoslanadi, y a ’ni

r2
j  (87" + &A)dt = 0 (6)

egri chiziqli integralning ekstremal qiymatga erishish shard 
o ‘rnatiladi. (6)da 8A = Q^q\ + Q2bq2 +.... + Qs8qs b o ‘lgam 
uchun u quyidagi k o ‘rinishni oladi:
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j  (8 Г + Q\§q\ + Q2&Q2 + •••• + Qs^Qs)dt -  0 
h

llunda T  kinetik energiyaning ST  variatsiyasi

(7)

8 Г =  S  
7=1

ЭГ Э7’
—  5 qj +— bqj  
dqj dqj

formula bo‘yicha topiladi. 8 Г n ingbu ifodasini (7) ga qo ‘yilsa, 
Hiiyidagi tenglama hosil boMadi:

*2 s /

I I
h J=

дТ дТ  » ~
—  bqJ +— bqj +Qjbqj dt = 0. 

dqj ddq
8qj qatnashgan hadni 8^y = 8—j j - = —j i -  b o ‘lishligini 

t tiborga olib, boMaklab integrallanadi:

f2 7)T
J = J

/2 *2 d 
-  J -  

; dt

(  cTT ' 
dqjv y У

Integrallash oralig‘ining chegaralarida 8<7y- = 0 boMish-

У2
llgi c ’tiborga olinsa,

ЭГ .
T ~ b q j
dqj

= 0 boMadi.

<V/7 qatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-

lliishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

12 s

1 s
/1

dT d 
dqj dt * 4 j .

+ 0 , bqjdt = 0

Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya 

nolga teng boMishligi u ch u n  bqj var ia tsiyaning  b a rch a  
<l>yniatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiyentlar nolga 
li ng boMishi zarur, ya’ni
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д Т  ' d ( д т )
+ Q ; = 0 => —rtt

d ( ЬТ \ d T
x ~  = Qj 0  = 1, , ) .dq; dt dq;

J \ J dt dq; dq;
\ J J J

O lingan  ten g lam ala r  Lagranjning ikkinchi tu r  ten g ­
lamalari boMib, (6) integralning ekstremal q iym atga ega 
bo 'lishi shartini ifodalaydi. G a m il to n —Ostrogradskiyning 
statsionar ta ’sir prinsipi integralning statsionar qiymat qabul 
qilish shartiga asoslanib o ‘rnatiladi:

Bunda T va Г1 sistemaning kinetik va potensial energiyasi. 
Bu prinsipdan foydalanib, to lg kri chiziqli sterjen teb ra­

nishlarining tenglamasi chiqariladi. Ox o ‘qi sterjen b o ‘ylab 
y o ‘n a lt i r i lad i .  S te r jen  m u v o z a n a t  h o la td a  tu r ib d i  deb 
hisoblanadi. Sterjenning m uvozanat ho latdan og‘ishi дс va

/vaqtga b o g l iq  boMsin: и = u(x\t) . I  uzunlikdagi sterjenning 
kinetik energiyasi

(p  — sterjen m ater ia lin ing  zichligi) fo rm ula  b o ‘yicha 
to p i la d i .  S te r je n  c h o ‘z i lm ay d i  deb  q a ra la d i .  Egriligi 
o ‘zgarm as boMgan elastik s terjenning potensial energiyasi 
e g r il ig in in g  k v ad ra t ig a  p ro p o r s io n a l  boMadi. S terjen  
p o te n s ia l  en e rg iy a s in in g  d l l  d iffe rens ia l i  q u y id ag ich a  
kokrinishga ega:

J (T -  n ) d t

2

d n  = —k
2 3
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Sterjenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan 
lihoblaniladi:

П

dzu
dx2

1 + du
dx

3
2^2

2.Л<ru
dx:

dx.

Mu ifodada sterjenning muvozanat holatidan og‘ ishini
. T

dll
«/ilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi miqdor e ’tiborga

olmmadi.
( iamilton—Ostrogradskiy integralining

/I (
i s
to о

i p  и'} - i ku//2x dxdt.

i itsionar qiymat qabul qilish shartidan elastik sterjenning

cikin tebranishlarini tavsiflovchi -r-(pw/) + — ^(kuxx) = 0
of dxz

Uuglama hosil b okladi. Agar к doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli 
lio 'lsa ,  s te r je n  te b ra n is h la r in in g  harakat ten g la m a si  
<iuiydagicha ko‘rinish oladi:

Э 2u . d4u _ 
+ к — -  = 0

' dtz dx4
Agar sterjenga F(t,x) tashqi kuch ta ’sir qilsa, uning 

li.uakat tenglamasi

d2u к dAu 
dt2 +

I-o'rinish oladi

KJ 1Л r\  KJ 1Л r  ,  v

—у  + -------- T = f(t ,x )
dt2 P dx4

f( t ,x )  = -F (t ,x )  
p
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II. Savol va masalalar

1. Funksiyaning qanday o ‘zgarishi uning diffcrensiali va variatslJ 
yasini ifodalaydi?

2. Dififerensiallash va variatsiyalash opcratsiyalari o ‘rin almashu 
rish qonuniga bo'ysinadim i?

3. Aniq integralning to 'liq  variatsiyasi nimaga teng?
4. 51 ta erkinlik darajaga ega boMgan m exanik sistema kinetik enci • 

giyasining variatsiyasi qanday formula bilan hisoblanadi?
6. G am ilton va Lagranj bo 'y icha  ta ’sirlar orasidagi bog‘lanishnl 

izohlab bering. Ularning ta ’sir ifodalari qanday bo'ladi?
7. G a m ilto n — O strograd skiy  p rinsip in in g  m azm u n in i izohlab 

b erin g .
8. Lagranjning statsionar ta ’sir prinsipining m ohiyati nimadan 

ib o rat?
9. Lagranj va G am ilton— Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan qan 

day farq qiladi?
10. G am ilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:
1) torning erkin tebranish tenglam asini keltirib chiqaring.

a- d2u . d2u „Javob. p — ~ - k — -  = 0•
Э t2 dx2

2) torning majburiy tebranish tenglam asini keltirib chiqaring.

11. Quyidagi funksionallarning ekstremal qiym atlarini toping:

Javob: у = a s in (4x  -  6 ) .

12. Quyidagi funksionallar uchun G am ilton— Ostrogradskiy tengla 
m alarini yozing:

*o У

Javob: (x -  a)2 + y2 = R2 .

X\

2. Ф(у(х)) = j (y'2 + 2yy'-\ by2)dx.



dw 2
v dyV ■'у

+ 2 u(x,y,z) dxclydz.

, , Э“и d2u
T T  + 7 T  + T T  = / < ^ ^ )  э^г э /  a r

( ~>2 \̂2 d и
dx2V У

о  2̂ d и
ду

( ~2
+ 2

Эхду



8 -  § .  M exanik sistemaning kichik chiziqli 
tcbranishlari

I. Nazariy qism

Agar mexanik sistemaning fazodagi holatini to ‘liq va bir 
qiymatli aniqlaydigan parametrlar soni bitta b o ‘lsa, u holda 
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta boMgan sistema deb 
ataladi. Boshqacha aytganda, bunday sistemaning holati bitta 
yagona q umumlashgan koordinata bilan to ‘ liq hamda bir 
qiymatli aniqlanadi hamda uning harakati bitta

^  ЭГ _ ЭГ 
dt dq dq

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.
Aniq masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral 

lash masalasi k o ‘p jih atd an  Q umumlashgan kuchning 
tabiatiga, ( 1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial 
(p otensia lli  kuch m aydonida) energiyalarning qanday 
ifodalanishiga bogMiq boMadi.

Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha boMgan 
hollami qaraymiz:

Q = Q" + Q e+ Q r . (2)

Bunda Q" — potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi 
( k o ‘p inch a  m uvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki 
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli 
kuch maydonida potensial energiya orqali ifodalanadi:

Qn = J J L  I
Э q ■

Bunda Qk — qarshilik kuchlarining umumlashgan kut In 
(biz chiziqli qarshilik kuchini, ya’ni sistema^ nuqtalarining 
qarshilik kuchi nuqtalar tezliklarining birinchi darajasigii
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|HM|wrsional bo ‘lib, yo‘nalishlari tezliklarning yo‘nalishlariga 
||.h iiina-qarshi boMgan holni qaraymiz).

V1 — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga
I - linuvchi, t vaqtga bogMiqli (biz vaqtda sinusoidal qonun 
Im'yicha o ‘zgaruvchi kuchni qaraymiz) tashqi kuchlarning 
umumlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema 
Irli i.in ishlarining ch iziq li ten g lam alar in i olish uchu n 
кi’.u*maning kinetik va potensial energiyalarining ifodalari 
muvozanat holat atrofida, ya’ni q =  0 (q =  0) nuqta atrofida 
lltii.iiali qatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nuqtadan iborat bo'lib, bogManish 
U'ui'lamalari

/; Pj(q) = Xj(q)i  + yj(q)J + ZkUl)k ko‘rinishga ega boMsin. 
Khti'inaning kinetik energiyasi hisoblaniladi:

,л 1
2 / t 2/t

Эг- . . Эх,- . . ду.- . . дц ■ btliuln /) = —  ̂• q\ Xj = — • q\ y i = —L- q\ ц  = —  ■ <7- 
Э<у Э<7 Э<7

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun 
||nvulagi ifoda topiladi:

'Эх/ f  , ("Эу; л2

<г = \ а (Фя2-

Munda A(q) = X  mi 
/=l

(3)

Э/*-—  I umumlashgan koordinatalar- 
dq

I)Inи musbat funksiyasi.
К r/) funksiyani <7 = 0 nuqta atrofida darajali qatorga 

t|ii\id.i^icha yoyiladi:
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A{q) = A{o) + A\o)q + ^A U (o)q2 + ... (4).

(4)ni (3)ga q o ‘yilsa, tubandagi ifoda hosil b o ‘ladi:

1 9 1T = -A (o)q2 + -
2 4 2

л ,  ч A^\o) 2 A (o)q + ----- — q + ... ( 5 )

(5) dagi q va q ni kichik miqdorlar deb qarab, uchinchi 
va undan yuqori tartibli darajalari qatnashgan hadlarni 
q • q2, q • q2 va hokazo miqdorlar qatnashgan hadlarni tash- 
lab yuborib, T kinetik energiya uchun >1(0) = a belgilashni 
kiritilsa,

T = ^ A (o)q 2 = ^ aq 2 ( 6)

kanonik ifoda hosil boMadi.
Statsionar bog‘lanishlarda sistemaning potensial energiyasi 

q umumlashgan koordinataning funksiyasi boMadi: П = n (q ) . 
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni <7 = 0 
nuqta atrofida darajali qatorga yoyamiz:

П(д) = П(о) + П 1 (o)q + i  П "(o)q2 +... (7) 

q = 0 muvozanat holatda potensial energiyani п  = (о) = о

deb hisoblansa, n \ o ) miqdor esa sistemaning muvozanat 

holatida Q umumlashgan kuchning qiymatiga teng boMadi.

L a g ra n j— D irix le  teorem asiga  k o ‘ ra п \ о )  = о boMadi

(ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra). П 11 (о) = с belgilashni

kiritib, q3,q4 .... miqdorlari qatnashgan hadlarni tashlab 
yuborib, potensial energiya uchun

n (q) = ^cq2 (8)

kanonik ifoda kelib chiqadi. (6) va (8) formulalarga ko‘ra



Hosilalar uchun topilgan bu ifodalarni ( l )g a  q o ‘yib, 
n i  mlik darajasi bitta boMgan sistema o ‘z tebranishlarining 
llilli rensial tenglamasi quyidagicha boMadi:

aq + cq = 0 .  (9)
(()) tenglama nuqta to ‘g ‘ri chiziqli tebranishlarining 

m\ i c’0jc = 0 tenglamasiga toMigMcha o ‘xshash. x t o ‘g‘ri chi- 
llijll koordinataga q umumlashgan koordinata, m massaga a 
ни r iya koeffitsiyenti, c0 koeffitsiyent o ‘rniga esa Cqattiqlik 
Пн llitsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani

liilt>',rallash, tahlil qilish тх + сцх^О tenglamani integ­
ral.ish va tahlil qilish singari boMadi.

Ilitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan 
|ич1к|ап, qarshilik kuchi ham ta’sir qilishi mumkin. Bunday 
bob In sistemaning harakati umumiy shaklda

d_ dJ^_dT_ = 0 (n) + 0 (K) 
dt dqj dq. (10)

illlhTcnsial tenglama bilan yoziladi. Bunda Q(П) _ -Э Я

*Qk

|n iionsialli kuchlarning umumlashgan kuchi, Q(*) — qarshilik

luit lil.irining umumlashgan kuchi.
C h iz iq l i  q a r s h i l ik  boM gan h oi q a ra b  c h iq i l a d i :

m k - и Л  = -ЦаЛ (Wfc — q a r s h i l ik  k o e f f i t s iy e n t i ) .  
I nuimlashgan kuchni aniqlash qoidasiga ko‘ra

q {K) = i  R k ^ - = - i n ^ h .
k=1 °q k=1 dq (11)

()n drk
- j -  Lagranj ayniyatidan foydalanib, ( l l ) n i n g  

Jjо ' 11111shi o ‘zgartiriladi:

*=1 1, dq 
H' h’.ilash kiritiladi:

d у  W ?
d q t  1 2 ( И 1)
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. » ЩЛГ " Щвт i
ф = X  — = I  — Г1 - ( 12)

Л=1 2 2
Bundagi Ф ga dissipativ yoki Reley funksiyasi deyiladi 

Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik energiyasi 
ifodasiga o ‘xshash, uning ifodasida massa o ‘rnida qarshilik

koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan qarshilik kuchi «/• 

funksiyadan q umumlashgan tezlik b o ‘yicha olingan hosi-

laning «—» ishora bilan olingan qiymatiga teng Q(k  ̂ = -  — ,
dq

Ф ni q va q orqali ifodalaymiz:

rk= rk (q), rk = ^ q  
dq

к
У

Bunda B (q)=  X
к=1

belgilash kiritildi.

5  funksiya faqat <7 ga bog‘liq bo‘lib, q ga b o g liq  emas, 

drk
chunki miqdor q ga bog‘liq emas, Ф funksiya uchun

kanonik ifoda topish maqsadida B(q) funksiyani <7 = 0 nuqta 
atrofida q ning darajalari bo'yicha qatorga yoyiladi:

2
B(q) = B(0) + Я'(0) + B"(0) • S j  + ....

Bu yoyilmaning 1- hadi bilan chegaralanib va ц =  /?(()) 
belgilash kiritilsa, Ф funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi 
ko‘rinishni oladi:

ф = {~ в т 2 = . ( i3 )
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JLk ()Ф _

b o ‘lishligi e ’tiborga olinsa, qaralayotgan

holda, ya’ni qarshilik ko‘rsatuvchi muhitda sistema harakatining 
(III) tenglamasi

q + 2nq + k 2q = 0 (14)

1  С (I с
lin rinishni oladi. Bunda к = —; 2n = к = J — .

a a V a
к doimiy son boMib, sistema tebranishlarining qarshilik 

I» nl'orga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

n — miqdor esa so‘nish koeffitsiyenti deb ataladi.la
t i l )  tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nuqta so‘nuvchi

hln.mishlarini tavsiflovchi x. + 2rx + urx = 0 tenglamaga 
•r S',hash. Shunday ekan (14) tenglamani integrallash va tahlil 
ijihslt masalasi yechilgan ekan.

I udi bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuch va

( (/ //sin(/7  + 5) garmonik qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir qila-

JfMijMii b o ‘ lib, m uh itn in g  qarsh ilik  kuchini e ’ tiborga 
lilin.iK.anda, kinetik va potensial energiya uchun (6) va (8) 
fWllUilalar kuchida sistemaning harakati

q + k 2q = hs\n{Pt + 8) .  (15)

k 2 = - ;  A = *  
a a

Itii'iinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e ’tiborga 
ni»* uula esa

q + 2hq + k2q = hs'\n(Pt + 8) (16)

|гиi<1.11na bilan tavsiflanadi.
(IS) va (16) ko‘rinishdagi tenglamalar ham oldin o ‘rga- 

Plltiiiii va tahlil qilingan.



II. Masalalar yechish

2 7 -  masala. AB prujinaning bir uchi A nuqtaga shunday 
mahkamlanganki, uning ikkinchi В uchiga 20 g  statik kiu li 
qo‘yilganda u 1 sm ga cho‘zilsin. Prujina deformatsiyalanmagnii 
paytda uning pastdagi В uchiga og‘irligi 100 g boMgan ( 
toshni osib, u boshlang‘ ich tezliksiz q o ‘yib yuborilgan 
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini toping va ampll 
tuda hamda tebranish davrini ko‘rsating. Toshning harakatim 
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo‘nalg;in 
o ‘qqa nisbatan oling.

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini 
tuzamiz (46- rasm).

m g
x

▼

46- rasm. 

mx + c(x + xq) -  mg = 0 .

Muvozanat holatda cjc0 = nig boMadi. Bunday hold# 
toshning harakat tenglamasi

C(x+x0)

С I В mx

0

(I)
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kn'rinishni oladi. Bu tenglama x\ =cosco/, x2 = sin to/ xususiy 
и i liimlarga ega. Uning umumiy yechimi esa

x(/) = Л sin to/ + 5  cos to/1 (2)
ku'i inishda boMadi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi: 

x = to(y4costo/ -  Z?sin to/) (3)

M a s a la n in g  m a z m u n id a n  b o s h l a n g ‘ ic h  s h a r t la r  
•iniqlaniladi:

■*|/=o= —*o> *|/=o=°- (4)
(2), (3) va (4)dan foydalanib, A va В nom a’lum sonlar 

lopiludi:

p
Agar / = 0 boMsa, x  = - x o = -  — boMib, В = - x 0 va

\ -  0 boMganda, A = 0 b o ‘ladi.
loshning harakat qonuni quyidagicha topiladi:

I7 ,X =  - X n  • c o s . — / .
V m

P r  g 100
* 0 = t t ,  С = 20 — , x0 = — -sm = 5sm.

С sm 20

to =  J —  = 
m

T = —  = 3 _ У 4  = M 8 = 
to 14 14

l oshning harakat tenglamasi esa x = -5cosl4/  ko‘rinish- 
ilii bo'ladi.

2H- masala. OgMrligi Q = 2 m boMgan yuk o ‘zgarmas 
(I -  v// /  ̂ tezlik bilan pastga tushirilayotganda sim arqon blok 

llmymasiga qisilib qolib, yuk tushirilayotgan sim arqonning 
|Mi<|ori uchi to ‘satdan to ‘xtab qoldi. Sim arqonning ogMrligini 
In - »l»к.а olmay, yukning keyingi tebranishida sim arqonning 
|(ц> katta tortish kuchi qanchaga yetishini aniqlang, sim

m
hhi*Mining qattiqlik koeffitsiyenti с = 4 —  ga teng.
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Yechish. Masala mazmunidan

*|r=0 =°> t»|/=o = = 5 ~  
b o ‘lishligi kelib chiqadi. Q = 2 m , 

 ̂ m с = 4 —  . 
sm

Yuk harakatining differensial 
tenglamasi quyidagicha tuziladi 
(4 7 -rasm):

m d2x
dt2

Q C(xcm + x ) .

Muvozanat vaqtida Q = cxcm 
b o ‘ladi.

drx eg л 2 
+ -2 -х = 0 . со = —

dt2 Q Q
harakat tenglamasi kelib chiqadi. 

Bu tenglarnaning yechimi

л: = flsin(o)/1 + ф) 

k o ‘ r in ish d a  b o ‘ ladi. jc|/=0= 0

shartda va M = b o ‘lishini47- rasm.

e ’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil b o ‘ladi:

i  Й2 ft fn  wx. _ _a = J x 2 + - y  = — = „J — , cp = arctg — -  = m r tg 0 = 0.
V CO2 ca V eg ° °

Yukning harakat tenglamasi x  = — sin —t ko‘ri
V °g V c£

nishni oladi. Agar sin /— / = 1 bo‘lsa, x  = x max = ft0 /—•
V eg VCS

boMadi. Sim arqonning eng katta zo‘riqishi

120



max

loi mula b o ‘yicha topiladi.

Fnax = 2m + 5m /s

= 2m + 5 • 9,02 m = 2m + 45,1 m = 47,1m.
29-  masala. Bir uchiga 100 g ogMrlikdagi yuk osilgan 

pmjina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiqlik 
koeffitsiyenti c = 20g/sm  ga teng. Suyuqlikning yukka 
ko'rsatadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga 
l>roporsional: R = aft, bunda a  = 3,5g .s/sm .

Agar boshlang‘ich paytda yuk statik muvozanat holatdan 
v„ 1 sm ga siljigan va unga siljish y o ‘nalishiga qarshi 

vo'nalishda 50 sm/s boshlang‘ich tezlik berilgan b o ‘lsa, yuk 
harakatining tenglamasini toping va ko‘chishning vaqtga 
bogManishli grafigini chizing.

Yechish. Sanoq boshi qilib yuk statik muvozanat holati 
4iibul qilinadi. Ax o ‘qi prujina b o ‘ylab vertikal pastga 
soMialtiriladi. Y uk harakatining boshlangMch shartlari 
tjiiyidagicha yoziladi.

л'о ning ishorasi manfiy, chunki uning yo‘nalishi yuk 
ko'chish yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalgan.

Yuk uning absissasi musbat boMgan holda tasvirlanadi.

1'iujina q o ‘yilgan kuchlar ta ’sirida A = AJW + x g a  ko‘chadi.
Prujinaning elastik kuchi Ax o ‘qi bo‘ylab vertikal ravishda 

Viujoriga yoMialgan boMadi. Uning /lx:ocqdagi proyeksiyasini 
lopamiz.

Yuk x  abssissasining o ‘sishi tomoniga harakat qilsin de- 
,il , R qarshilik kuchi tezlikka qarama-qarshi tomonga, 

Vii'ni vertikal yuqoriga yoMialgan boMadi. F  va R kuch-

x I _̂o = x 0— 1 sm, x\t=Q = x 0= -5 0  —
s

Fx — c(Asm + x ) . (1)
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lardan boshqa yukka uning og‘ irlik kuchi ham ta ’sir qi 
ladi. Yuk harakatining differensial tenglamasi tuziladi (4N 
rasm):

48- rasm.

mx = P + Fx + Rx .
Bu formulaga Rx = -a ftx = -ax  ni va Fx ning (1) ifodasi 

q o ‘yiladi: I ]

P Л- x  = P -  cAsm - c x -  aftx . (2)
g

Muvozanat holatda

P -  CAsm -  = 0 (3)
tenglik bajariladi.

Haqiqatan statik muvozanat holatda yukka uning P og‘iilil 
kuchi, bu kuch vertikal pastga y o ‘nalgan, prujinaning 
Fx = cAsm statik elastik kuchi, bu kuch vertikal yuqoi ij-.t 

y o ‘nalgan kuchlar ta ’sir qiladi. Yuk muvozanat holattln 
bolganda P - F sm =0 boMadi, ya’ni (3) formula o ‘rinli. (2)
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• Illlerensial tenglama o ‘ng qismidagi birinchi ikkita q o ‘shi- 
luvehining yig‘indisi (3) ga ko‘ra nolga teng. 0*  ni x ga 
ilmashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib 

i lilqadi:
Px + cgx + agx = 0,

x + 2 nx + k 2x = 0, ^

к i i [eg agЬимиа к = A— , n = — .
V P 2 P

Ifodadagi kattaliklar o ‘rniga sonli qiymatlarini q o ‘yib, к 
vri // hisoblab topiladi:

2 0 - 9 8 0 ^ -_ ш -------- г =  I 4 r ,

V lOOg

3 , 5 ^ - 9 8 0 ^  _ Q8n
n = ----- ™---------g _ °>7 - 9 8 0 -̂1 = 17 i 6755-l

2•lOOg 40

Bundan ravshanki, /с < л (katta qarshilik boMgan hoi).

(I) lenglamaning yechimini x = eXt ko‘rinishda izlab, A 
imma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik 
Iniglama hosil boMadi:

X2 + Ink + k 2 = 0 .
Hu tenglamani yechib, quyidagilar topiladi:

X\ = -n -y jn 2 -  k 2 , A.2 = - n + \ln2 - k 2 . (5)

n > к boMgani uchun X, va X2 ildizlar haqiqiy boMadi. 
Yukning harakat tenglamalari quyidagicha boMadi:

x(t) = C\eXlt + c2eA2‘ , (6)

x(/) = С\Х\е̂  + c2\2eX lt. (7)

Agar (6) tenglamada / = 0 ,  x = xq , (7) tenglamada 
/ -l>, x = io  boMishligi e ’tiborga olinsa, q  va c2 doimiy 

Luiliimi topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib 
i lilqadi:
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q  + c2 = Xq , X|q + X2C2 = xq .

Bu sistemadan q  va c2 topiladi:

_ -A2X0 + Xq _ -  *0
X] -  A.2 ’ 2 X\ -X j '

(6)dagi q  va c2 ni ularning topilgan ifodalariga almash 
tirib, quyidagi ifoda olinadi:

x ( 0  = т------—  • (XjXq -XQ)eXir - ( A 2X0 -XQ)ellt . (8)
A j -  A 2 L J

(8)ga (5)ni q o ‘yilsa, quyidagi tenglik hosil boMadi:

1x(t) = ~-nt (X^Q- x Q) e ^ ' -

I)

Л, 1 — A 2

-(X 2x0 - x 0 ) e - ^ ' .

n — 17,15 s' 1, A: = 14 i“1, Xq = \sm, Xq = - 5 0 sm/  s 
b o ‘lgandagi hisoblashlar bajariladi:

yin2 - k 2 = V l7 ,1 5 2 -  142 = -y/294,12 -  196 =

= V 9 8 J2  = 9 ,9 5 ;

2) X2 = -m  + yjn2 -  k 2 = -17 ,15  + 9,95 = - 7, 2;

3) A, = - n - \ ln 2 - k 2 = -17 ,15  -  9,95 = -27,1;

4)  A,jx — x0 = -2 7 ,1  1+ 5 0  = 22,9;

5) Ajx -  xq = - 7 , 2  • 1 + 50 = 42,8;

6) Xj - X 2 = - 2 7 ,1 +  7,2 = -19 ,9 ;

(9).

7)

8)

Xj -X 2 

_ J__
X, -  X-)

( M - ^ o )  = ^  = - l , l 5 ;  

( М - * о )  = у Ц  = -2 ,15 .
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Topilgan son qiymatlarni (9) ga q o ‘yilsa, yukning izla- 
n.ivotgan harakat tenglamasi hosil boMadi:

x(t) = e l7’l5t (-\,\5e9'95' + 2,\5e-9’95') sm . ( 10)

I ndi yukning statik muvozanat holatdan o ‘tish yoki 
n Imasligini aniqlaymiz. Buning uchun л: ning (10) ifodasini 
uoIjm tenglashtirib, olingan tenglamani t vaqtga nisbatan 
ycihiladi:

«,-17,15/ j 5^9,95/ +  2 1 5  . ^-9,95/ j  =  0

„ Bunda e-17’15' ф 0. Yukning statik muvozanat holatdan 
o'I ish payti

- l ,1 5 c 9’95/ + 2 ,15e_9,95/ = 0  
li tij'lamadan aniqlanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

' .1 5 Г 9'95' = l , k 9-95' => f  = e19-9' => e19-9’ = 1,87 =>

14 9( = In 1 87 => / 1,11,87 -  1,11,87 ' ln 10 -  0,2718 ' 2,3 -
i 19,9 19,9 19,9

(), 625 i .  „
------- = 0,035.
19,9

I )emak, yuk t\ = 0,003^ paytda statik muvozanat holatdan

o ’ladi. / =» oo da e_ ,7' ,5/ 0. / vaqtning / = oo qiymati 
haiakatning so‘nishiga mos keladi. Ox o ‘qi funksiya grafigi 
m hun gorizontal asimptota boMadi.

(10) funksiyaning ekstremum nuqtasini topamiz. Buning 
in him ( 10) funksiyaning  hosi Iasi ni top ib , uni nolga 
l< ni'lashtirib, olingan tenglamani / ga nisbatan yechiladi:

x(t) = -17,1 5c17,15/ (-1, \5e9’95' + 2,\5e~9’95t) +

+ (-1,15 -9,95e9,951 - 2 ,1 5  -9,95e“9’95/) =0.

(17.15-1,15 —1,15-9,95)e9,95/ -(15,15- 2,15+9,95- 2,15)e-9,95/ = 0,
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19,9/ 0 ,43-27,1е ' = ------------ — => е
0 ,2 3 -7 ,2

19’9'  = 7 ,04  =>19,9/ = In 7 ,04  =>

( 10) funksiya (0 ;0 , l)oraliqda kamayadi, ( 0,1;«») oraliqda 

o ‘sadi. Bu funksiya r = 0,1 nuqtada m in im u m g a cg;i 

*min = - 0 ,4 2  (49- rasm).

3 0 -  masala. Bir uchiga 100 g og‘irlikdagi yuk osilgan 
prujina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiqlik

koeffitsiyenti с = 20 g/sm ga teng. Suyuqlikning yukka ko‘rs;i 
tadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga propoi

sional: R = aft, bunda a  = 3,5 —  .
sm

Agar boshlang‘ich paytda yuk statik muvozanat holatdan 

x0 =5smga siljigan va unga siljish yo ‘nalishida \0sm/$ 
boshlang‘ich tezlik berilgan b o lsa ,  yuk harakatining teng 
lamasini toping va ko‘chishning vaqtga bogManishli gralij’ini 
chizing.

0

49- rasm.
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Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning 
m u / muni singari, lekin yukka berilgan boshlang‘ich tezlik 
"l.lingi masalada k o ‘chish y o ‘nalishiga qaram a-qarsh i 
yu'nalgan b o ‘lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh- 
liiMK'ich tezlik ko‘chish yo‘nalishi bilan mos tushadi. Bu 
m.isala uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha b o lad i :

i smx |,=0 = x0 = 5sm, x |,=0 = x0 = 10 — .

Yuk harakatining tenglamasini topish uchun oldingi 
m.isulada chiqarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining 
mimmiy tenglamasidan foydalaniladi:

\(r)-------—  e~nt
X , - X 2

-{hxQ ~ x o ) e ^ ‘ (1)

Ituuda /i = 17,15s \ k = \4s 1, Xq = 5sm, x0 = 10sm/ s

1) V /г2 - A:2 = л/98,12 = 9,95 ;

2) X, = -2 7 ,1 ;  3) X2 = - 7 , 2 ;

4) X j x - xq = - 2 7 , 1 - 1 - 1 0  = - 1 3 5 ,5 - 1 0  = 145,5 ;

5) X2x - x 0 = - 7 , 2 - 5 - 1 0  = - 3 6 - 1 0  = 46 ;

6) X, - X 2 = -2 7 ,1  + 7,2 = - 1 9 ,9  ;

7)

Fopilgan son qiymatlarni ( l)g a  qo‘yilsa, yukning harakat 
in i j’lnmasi quyidagicha bo‘ladi:

x(t) = - e -17,15/ (7,30e9’95/ -  2,30e~9’95t))sm. (2)

Yukning statik muvozanat holatdan o ‘tish vaqtini aniq- 
liiymiz. Buning uchun 7 ,3 0 -e 9,95/ — 2 ,30e_9,95/ = 0 tengla- 
m.mi / ga nisbatan yechiladi:



e 19,9r In 0,32 Ig 0,32 • In 10
19,9 ~ 19,9

1,5251-2,3 -1,15
19,9 19,9

Yuk statik m uvozanat holatdan o ‘ tm aydi. Chunk! 

/ = -0 ,0 5  < 0 .
Endi (2) funksiyaning ekstremum nuqtasi topiladi. Buning 

uchun (2) funksiyaning / vaqt bo‘yicha hosilasini topib, uni 
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yechiladi:

(2) funksiya (0 ;0 ,008) oraliqda o ‘sadi, (0,008;°o) oraliqdn 
kamayib Ot o ‘qqa asimptotik yaqinlashib boradi. Ot o ‘q (.’ ) 
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi boMadi. (2) funksiyn

t = 0 ,008  nuqtada maksimum qiymatga erishadi. xmax = 13sm 
Tekshirish natijalarini e ’tiborga olib, (2) funksiyaning graIikI 
chiziladi (50- rasm).

3 1 -  masala. OgMrligi 200 g boMgan yuk qattiqlik kool

fitsiyenti с = 1 ^ /sm boMgan prujinaga osilgan va S = H sin /»/ 

kuch ta ’sirida turibdi.

e " 17’15/ ( -7 ,3 0  ± -7,2 • e9'95' + 2 ,3 0 -2 7 ,1 -  e~9’95t) = 0

Bunda e 17,15' 0. Demak,

-7 ,3 0  • 7,2 • e9'95‘ + 2,30 • 27,1 • <T9’95' = 0,

-7 ,3 0  • 7 ,2e9’95' + 2,30 • 27,1 • e~9'95t = 0, 

- 7 , 3 0 - 7 , 2e19-9' = -2 ,3 0 -2 7 ,1 .

= In 1,185=»/ =
, In 1,185 In 1,185 -In 10=> t = — ------= — J--------------

19,9 19,9

0 ,0 7 3 7 -2 ,3  0,16951
19,9 19,9
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50- rasm.

z z z . / / / / / /

Xo

X

0

B u n d a  H = 2kg, P = 70s l . B o s h l a n g ‘ ic h  p ay td a

v„ = 2sm, x0 = 10 sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning 
M.itik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng-
l.imasini toping.

Yechish. Ox o ‘qini vertikal 
pnstga yo‘naltirib, koordinata 
boshi s i fa t id a  y u k n in g  0 
muvozanat holatini tanlaymiz.

,V q o ‘zg ‘a tu v ch i kuch Ox 
o 'q n in g  m usbat y o ‘ nalish i 
ho'yicha y o ‘nalgan b o ‘ lsin. __

Vukka P og ‘irlik kuchi, F  
inujinaning elastiklik kuchi va

V q o ‘zg‘atuvchi kuch ta ’sir 
qiladi (51- rasm).

Yuk harakatining differen- 
i.il tenglamasi tuziladi:

к

E  Ffoc',= P -  F  + S.
k Г- /51- rasm.

P
s
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P -  F = Р -  с(хо + х) = (р -  cjc0 ) -  сх.
Statik muvozanat holatda Р = сх0 b o ‘ladi. Р -  F  = -сх , 

Natijada yuk harakatining differensial tenglamasi quyidagicli.i
boMadi:

x + k 2x = h sin p t . ( I )

1 0 0 0 - ^ - 9 8 0 ^
bunda k} = — = ------- —-------- £ -  = 4960s~2;

/> 200(7

qH 9 8 0 - ^ - 2 0 0 ( 7
h = ——— = -------- -̂-----------= 980 .

P  200(7 A s2
Bu qiymatlarni ( l )g a  q o ‘ y H s a ,  quyidagi tenglama kelib 

chiqadi:

x + 4900x = 9800 sin p t . (2)

Q o ‘zg‘atuvchi kuchning p  = 70s~l chastotasi yuk teb

ranishlarining k = 70s~] chastotasi bilan ustma-ust tushadi. 
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.

Yuk tebranishlari

x\ = c\ cos 70/ + C2 sin 70/ 
tenglama bilan aniqlanadi. Yukning majburiy tebranishlarini 

*2 = Л / cos 70/ (3)
ko‘rinishda izlaymiz. x, ning / vaqt bo‘yicha hosilalari topiladi 

x2 = tA cos 70/ -  70At sin 70/,

x 2= - 7 0 A sin 70/ -  70A sin 70/ -  4900/ cos 70/. (4)
(3) va (4 )ni (2) ga q o ‘yib, A aniqlaniladi:

-1 4 0 A sin 70/ -  4900/70/ + 4900/70/ = 9800 sin 70/,
-1 4 0 A sin 70/ = 9800 sin 70/,

-140/4 = 9800,
A = -70 .

Natijada q o ‘zg‘atuvchi kuch ta’sirida hosil boMadijJim 
tebranishlarni
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Х2 = -70/cos 70/
ko'rinishda topamiz.

Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:

x = x\ + x2 = c\ cos 70/ + C2 sin 70/ -  70/ cos 70/. (5) 
Yukning tezligi topiladi:

0 = x = -70cj cos 70/ + 70c2 sin 70/ -  70 cos 70/ +

+4900/sin 70/• (6)

*|/=0=*0 = 2 sm boshlangMch shart va (5) tenglamadan 

(] aniqlaniladi: C\ = 2sm; x \(=q= xq = \0m /  sm boshlan-

g
у ich shart va (6) tenglamadan C2 topiladi: C2 = -  = \,\4sm.

C, va C2 ning topilgan qiymatlari (5)ga q o ‘yilib, yuk 
harakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:

x(/) = (2 cos 70/ + 1,14 sin 70/ -  70/cos/)5m .
32-  masala. OgMrligi P =  2k G boMgan yuk qattiqlik

kg
koeffitsiyenti С = 0 ,4 -^ -  boMgan prujinaga osilgan. Yukka

V 0,1 sin 30/ q o ‘zg‘atuvchi kuch va tezlikning birinchi

< I.m ajasiga proporsional boMgan R = 0,\y[cmx kg qarshilik 
kuchi ta’sir qiladi. Agar boshlangMch paytda yukning holati

sw
Vit lezligi x = 2sm , x0 = 3 -—-  boMsa, yuk harakatining

leuglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik 
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl
• hiziladi. Y u kni л: abssissasi m usbat boMgan holatd a

i.isvirlanadi. Prujina bunday holatda A. = Xsm + x = x0 + x

h/.iyadi. Ox o ‘qida F  elastiklik kuchi vertikal yuqoriga

V't'nalgan, uning Ox o ‘qdagi proyeksiyasi topiladi (52 -  
mmu):

Fx =~c{xo + x ) .
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/ / / / / к  / / / / / / /

- в

R q a r s h i l ik  k u c h i  ham  

vertika l y u q o r ig a ,  y a ’ ni yuk 

h a r a k a t ig a  q a r a m a - q a r s h i  

y o ‘ n a lgan  b o ‘lad i.  F  va R 
kuchlardan tashqari yukka P 
og‘irlik va S q o ‘zg‘atuvchi kuch 

ta’sir qiladi. Bu kuchlar Ox o ‘q 

b o ‘yicha, ya’ni yukning harakati 

b o ‘yicha yo‘nalgan boMadi. Yuk 

h a r a k a t in in g  d i f fe r e n s ia l  

tenglamasi tuziladi:

mx = P + S + Fx + Rx .

Bu tenglamaga S , Fx va Rx 
kuchlarning berilgan va topilgan 

52- rasm. i fo d alarin i q o ‘y ilsa , quyidagi
tenglik hosil boMadi:

mx = P + 0,1 sin 30/ -  0,14cmx -  c(xq + x ) .

Statik muvozanat holatda P -  cXcm = P - c x q = 0  boMish- 
ligini e ’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi­
dagicha boMadi:

mx + 0,1 yfcmx -  cx = 0,1 sin 30/ ,



л: + 1,4х + 196.x = 49sin30/ (1)
( 1) tenglarnaning umumiy yechimi

* +  1,4* + 1 9 6 *  = 0 (2)
bir jinsli tenglarnaning umumiy yechimi bilan o ‘zining 
qandaydir xususiy yechimi yigMndisiga teng boMadi.

(2) tenglarnaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun

uning yechimini z = l rt ko‘rinishda izlab, uning xarakteristik 
tenglamasi tuzilib, yechiladi:

r2 + l ,4 r  + 196 = 0.

/*1,2 = “0,7 + VO, 4 9 - 1 9 6  = - 0 ,7  + /У1 9 6 - 0 ,4 9  = - 0 ,7  +

+/V 195,51 = -0 ,7  + /13,98

(2) tenglarnaning umumiy yechimi quyidagicha boMadi:

z(t) = e~0’71 (Q  cos 13,98/ + C2 sin 13,98/). ( 3 )
( 1) tenglarnaning xususiy yechimini esa noaniq koef- 

litsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy 
yechimini

X](/) = A cos 30/ + 5  cos 30/ (4)

ko'rinishda izlanadi. (4) ning x\ va x2 hosilalari topiladi:

jq (/) = -ЗОЛ cos 30/ + 30В cos 30/, 1
x2 (/) = -900(Л cos 30/ -  В sin 30/ J  ^

(4) va (5) ni (1) ga q o ‘yilsa quyidagilar hosil boMadi:

-9 0 0 A cos 30/ -  900i?sin30/ -  42A sin 30/ + 4 2 Z? cos 30/ +

+196A cos 30/ + 196# sin 30/ = 49 sin 30/.

(-704Л + 4 2 B) cos 30/ + ( - 4 2 A -  70 4B) sin 30/ = 49 sin 30/.

Bu tenglikning ikkala qismidagi cos 30 / va sin 30 / 
r.mnonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirilsa, A va
II koeffitsiyentlarni bir qiymatli aniqlashga imkon beradigan
i lii/.iqli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chiqadi:

Natijada yuk harakatining tenglamasi quyidagi k o ‘rinishda
boMadi:
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[-704Л + 4 2 #  = О Г-352 А + 2\В = 0 
{-42/1 -  704# = 49 ^  { - 4 2 А - 7 0 4 #  = 49 

Bu sistemani yechib, A va В ni topiladi:

1-352 21
Д =

-4 2  - 7 0 4

AA = 0 21 

49 - 7 0 4

Д В =

а = Ааl = -1029

= 352 • 704 + 42-21  = 247808 + 882 = 248690; 

= -4 9 -2 1  = -1 0 2 9 ;

= - 3 5 2 - 4 9  = -17248.

= -0 ,07 .

-3 5 2
-4 2

0
49

= -0 ,004 ; В = ^ ~ -  17248
248690

(6)

Д 248690 ' ' Д 
Izlanayotgan xususiy yechim:

х\ = -0 ,0 0 4  cos / -  0,07 sin 30/.
Yuk harakatining umumiy tenglamasi

x(t) = e~0,7t (q  cos 13,98/ + c2 sin 13,98/) —

-  (0,004 cos 30/ + 0 ,07 sin 30/) 
ko‘rinishda b o‘ladi.

C, va C2 integrallash doimiylarini topish maqsadida jc(/) 

ning x(t) hosilasi topiladi:

x(t) = - 0 ,7 e -0,7/(q cos 13,98/ + c2 sin 13,98/) +

+13,98e_0,7/( - q  sin 13,98/ + c2 cos 13,98/) -
- ( - 0 ,1 2  sin 30/+ 2,1 cos 30/). (7)

/ = 0, *o = x = 2 boMganda ( 6 ) ten g lam ad an ; / = (), 
xq = x = 3 boMganda (7) tenglamadan C, va C2 ni aniqlashg.i 
imkon beradigan tenglamalar kelib chiqadi:

[2 = C\ - 0 ,0 0 4 ,  J Q  = 2 ,0 0 4 ,

[3 = - 0 , 1C\ + 13,98C2 = -2 ,1  ^  { -0 ,7 C , + 13,98C2 

Q  = 2 ,0 0 4  C2 = -0 ,2 6 5 .
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x(t) = e~°’7t (2,004 cos 13,98/ -  0,265 sin 13,98/) -  
-(0 ,004  cos 30/ + 0,07 sin 30/).

III. Savol va masalalar

1. Sistem aning kinetik energiyasi qanday form ula va aniqlikda hiso- 

Manadi?

2. Sistem aning inersiya koeffitsiyenti qanday param etrlarga bog‘liq 

boMadi va qanday hisoblanadi?

3. Bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlari-ning 

implitudasi va boshlang‘ich fazosi qanday aniqlanadi?

4. S istem a erkin tebranishlarin ing chastotasi va davri qanday 

iui;imetrlarga bogMiq boMadi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlarining 

iisosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6. Qanday qarshilikda amplituda ko‘rsatkichli qonun (geom etrik 

piogrcssiya) bo 'yicha kamayadi? Qanday qarshilikda amplituda arifmetik 

piogressiya qonuni b o ‘yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta boMgan sistem a majburiy tebranishlarining

• lilIcrensial tenglam asi qanday ko‘rinishga ega? U ning umum iy yechi- 

tiu qanday ko'riladi?

X. M ajburiy tebranishlar differensial tenglam asi um um iy yechi- 

mt ning har bir q o ‘shiluvchisini izohlang.

9. K ichik qarshilikni e ’tiborga olganda davriy q o ‘zg‘atuvchi kuch 

11 .iridagi bitta erkinlik darajaga ega boMgan sistema majburiy tebra- 

m.M anning differensial tenglam asi va uning umum iy yechim i qanday 

kn' i inishga ega?

10. Tezlikka bogMiq boMgan qarshilik sistema erkin tebranishlari- 

uliiK davriga qanday ta ’sir qiladi?

11. Tezlikka proporsional boMgan qarshilik sistema majburiy tebran-

• lil.uining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga qanday ta ’sir 

ijllndi?

N a ti ja d a  iz la n a y o tg a n  yuk h a ra k a t in in g  te n g la m a s i

*liiyidagicha topiladi:
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12. Qanday shartlarda j- tartibli rezonans vujudga keladi? Qanday 

chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e ’tiborga olganda rezonans hollar uchun sistemli 

majburiy tebranishlarining ko ‘rinishi qanday boMadi?

14. M ajburiy tebranishlar amplitudasining maksim al qiymati qan- [ 

day aniqlanadi?

15. S o ‘nish koeffitsiyentining qanday qiym atida majburiy tebra-1 

nishlar am plitudasining maksim um i mavjud boMmaydi?

16. Rezonans holda qarshilik e ’tiborga olinmaganda sistema majburiy 

tebranishlarining amplitudasi qanday qonun bo 'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tepkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu 

hodisaning grafigi qanday boMadi?

18. Tezlikka proporsional boMgan qarshilik «Tepkili tebranish» ho- 

disasiga qanday ta ’sir qiladi? Bunday tebranishlarning grafigi qanday 

boMadi?

19. D in am ik lik  koeffitsiyenti deb nim aga aytiladi va u qanday 
an iq lan ad i?

20. Oniy impulsli kuch ta ’sirida bitta erkinlik darajaga ega boMgan 

sistem aning majburiy tebranishlari qanday tenglam a bilan aniqlanadi’’

21. To'satdan sistemaga qo'yilgan o ‘zgarmas kuchning dinamik ta ’sn i 

qanday boMadi?

22 . Q attiq lik  koeffitsiyentlari C, va C2 boMgan prujinalarga Г 
ogMrlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tom onda (pastda);

b) yuk pru jinalar o ra lig ‘ ida yotganda uning tebran ish  davrini 

to p in g .

Javob: T = 2n t  = 2n I - ...P .
U  c\c2 W(c i +c2)

23. OgMrligi 20 H  boMgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning ogMiliK 
kuchi ta ’siridagi uzayishi Xsm = 5  sm . Agar boshlangMch paytda prujl

naning uzayishi = 8 sm , yukning boshlangMch tezligi = 1 0 -

boMsa, yukning harakatini aniqlang.
Javob: q -  3 ,0 8  sin(14/ + 1 ,34)sm.
24. OgMrligi 2 0 H  boMgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning ynb 

ta ’siridagi statik uzayishi Xsm = 5  sm ga teng. Yukka S  = 20sinl4///
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t|o7.g‘atuvchi garm onik kuch ta ’sir qiladi. BoshlangMch paytda prujina

V  = 6 smga  ch o ‘zilgan va yukka = tezlik berilgan. Yukning 

Imrakatini aniqlang.

Javob: q = 3 ,3 5 s in (14/ + 0 ,3 0 5 )  + 35/sin 14/

25. 0 ,4  kg massali jism  qattiqligi С = 4 —  bo'lgan prujinaga m ah-

kn m lan g an . B u  jis m g a  S  = 4 0 s in 5/Я q o ‘ z g 'a tu v c h i  k u ch  va 

( H eR -a O  a  = 25 — , b — jism  tezligi qarshilik kuchi ta ’sir qiladi.
I  m )

MoshlangMch paytda jism  statik muvozanat holda turibdi. Jism ning ha- 
inkat qonunini toping.

Javob:

q = 0,647<T31’25' s in (9 5 / -4 6 ° 5 5 0  + l,23sin (50/  -2 2 °3 6 ^ т . ■



9 -  § .  Erkinlik darajasi chekli bo‘lgan 
sistemaning tebranishlari

I. Nazariy qisrn

1. Chekli erkinlik darajaga ega boMgan konservativ sistema 
erkin tebranishlarining differensial tenglamalarini quyidagi 
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d_
dt

dT _ дП 
dqj J  dqj dqj

bundagi s — qaralayotgan sistema erkinlik darajasining soni. 
Sistemaning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda

T = OijMj ; П = i  £  S  cijQiQj
z i=\j=\ z i=\j=\

formulalar yordamida topiladi.

Aanr dT  n- d n
W j = Wj = CjX4X + C j 2 q 2  +  " "  +

<//
+ aj2q2 + -  + aj s qs  ( j  = 1, 2, . . . ,s)

boMishligi e ’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi 
chiziqli bir jinsli ikkinchi tartibli o ‘zgarmas koeffitsiyentii 
differensial tenglamalar sistemasi hosil boMadi:

Щ\Я\ +<*1242 + -  + <*\s<is + cl \Q\ +С\2 Яг + •••• + C\sqs =0 
а2\Я\ + а22Я2 + ••• + + c2ltfl + С22Я2 + •••• + = 0

«sift + + cs\Q\ + cs2#2 + •••• + cssqs = О

(I)
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(1) tenglamalar sistemasi erkinlik darajasi S  ga teng 
boMgan sistemaning erkin tebranishlarini tavsiflaydi. Bundagi

<i,i ciji miqdorlar inersiya koeffitsiyentlari, c,y = cyV esa 
>j.ntiqlik koeffitsiyentlari deb ataladi.

Bu tenglamalarning xususiy yechimlari

qj = Aj si n(kt + (3) = \x j A\ sin (kt + (3)

Io'rinishga ega boMadi.
q. n in g  i f o d a la r in i  ( 1) t e n g la m a la r g a  q o ‘ y i l s a ,

\i/(j = 1, 1) n o m a ’lum sonlarga nisbatan quyidagi c h i-  

/.iqji va bir jinsli algebraik tenglam alar sistemasi hosil 
boMadi:

(‘ и -а\\к2)щ +[с\2-?\2к2У 2 + ......+ =0;

-021 k2y{ + (c2 2 -«22^2 ) ^ 2 + . . . . + (q 2,- f l2 J * 2 )|j.J  = 0 ,

(<Vv-<hs&)v\ + (C5 2 -« 5 2 ^ )^ 2 + ......+ ( < » - « в * 2)м-5 = 0

(2)

Bunday sistema nol boMmagan yechimlarga ega boMishligi 

m him \ij(j = \,s) n o m a ’ lu m lar  o ld ida turgan k o e f -  
hiMyentlardan tuzilgan determinantning nolga teng boMishi 
/,iiur va yetarli.

A (kz) =

c\i - a u k 2 cn - a n k ........cls -  ah k

021 -  2̂\k2 C22 -  a22k 2 ........c2iS -  a2sk ‘

‘'jl cs2 as2k  ......... CSs

= 0 (3)

(3) sistemaning xarakteristik yoki chastotalar tenglamasi
- l> ataladi. Bu tenglama k2 ga nisbatan s- darajali tenglamadir.
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Bu tenglam ani y ech ib ,  erkin teb ranish larn ing  barcha 
k j ( j  = l , j )  chastotalari topiladi.

k j ( j  = 1 ,J )  — tenglama ildizlari haqiqiy va musbat. k j -  
ning barcha topilgan qiymatlarini (2) tenglamalarga qo‘yilsa,

ySJ\vS2\ ..... , ^ v) (y = 1,2,...5) koeffitsiyentlarni aniqlashga

im kon beradigan algebraik tenglam alar sistemasi kelib 
chiqadi:

(с , ,- a nk]y\j) + (cj2 - « i2)m47> + ..... + (cl5 = 0;

(c21 +(c22 ~a22kj)v?J) + ..... + (c2.v ~(*hk2y [j) = 0;

a\skj  jM"l (^j2 .......@sskj j — 0

(4)

(k)(4) sistemani Uy ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik 

hosil bo ‘ladi:

(l) _  Ayi^i2) . . . (2) _  Ayi (k2 ) . ^(5) _  Ayi (ks )
A ii(k2) ’ ’ J An (k2) ’

Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi 
differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha 
b o ‘ladi:

q(J ] =|n(y1)v41(1)sin(^,/ + p1),

q{2) = ix(2)A\2) sin(k2t + (32) , ..... ,q {p  = \i(p A [s) sin(kst + P,.)

U = l J ) .
2. Agar sistema nuqtalariga П  = n (q b q2 ,...qs) potensialli 

ega b o ‘lgan qaytaruvchi kuchdan tashqari t vaqtga bogliqli 

Fj(t) q o ‘zg‘atuvchi kuchlar ta ’sir qilsa, u holda sistema
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murakkab harakat qiladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning 
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat boMadi. Qaralayotgan 
liol uchun Lagranj tenglamasi

d_
dt

dT = - f f  = + ( j  = U2 ,...,s)dqj dqjdq
\

bundagi Qj(t) umumlashgan kuch

0  = 1,2......5)
/=1 3ft

formula bo‘yicha topiladi. S  sistema erkinlik darajasining soni, 

к esa Fj(t) qo ‘zg‘atuvchi kuchlarning soni.

L a g r a n j  t e n g l a m a l a r i g a  k in e t i k  va p o t e n s i a l  
i:nergiyalarning

т = \ E  £  aijQiQj> n  = £  cuq.qj 
z i=\j=l Z i=\j=\

ilodalarini q o ‘yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir- 
lovchi differensial tenglamalar sistemasini qarshilik kuchini 
hisobga olinmasa, quyidagicha boMadi:

(I| \ (j\ + a\2<J2 + •••• + a\sQs + c\\Q\ + c\lQ2 + 

nl\4\ + a22Q2 + + a2 s<is + C2\Q\ + c22Q2 +

"sl'/l + aslQ2 + —‘ + assQs +cs\Q\ + cs2Q2 +

+ C\sqs = Q\(t);
■ + C2sqs =Ql(t)\

(5)

ŝsQs ~ Qs(0 -

( 5) s istem aning umum iy y ech im i ( 1) s istem aning 
umumiy yechimi bilan o ‘zining qandaydir xususiy yechimi 
\ !>'. indisiga teng

<6)

Bundagi q f  qo‘shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

• • I и. i и ish la ri n i ifodalaydi. MaMumki, sistemaning erkin 
l< biiinishlari qarshilik tufayli tez so‘nuvchi tebranishlardir.
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K o ‘pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini 

ifodalovchi q) xususiy yechimlarni topish katta amaliy 

ahamiyatga ega boMadi. 1
(5 )  sistem aning xususiy yechim larin i q o ‘zg‘atuvchi 

umumlashgan kuchlar garmonik qonun b o ‘yicha o ‘zgargan 

hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) = Qj sin(/?r + 5) ( j  = 1, J ) , 

bundagi P — tashqi kuch c h a s to ta s i ,  8 — ularning 

boshlangMch fazasi.

Qaralayotgan holda xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda 

topiladi:

q{j2) = Aj s\n(pt + 5 ) ,  ( j  = 1 ,2,... ,5) .  (7)

( 7 ) ni (5 )ga  q o ‘yilsa, m ajburiy teb ran ish larn in g  AJ 
( j = 1, 2, . . . , j )  nom a’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi 
bir jinsli b o ‘lmagan chiziqli algebraik sistema hosil boMadi:

( q , - а ир1])А\ +(cl2 - a np2])A2 +..... + (ch - a lsp2))As = Q, ]

(c2i -o 2\P2)a [ + (c2 2 - a 22P2)A2 + .......+ (c2* - a isp2)As = <£,

(q5 - a\sP2 ) A  + (c,2 - °s2P2) + ..... + (<® - a^p2)AS =QS

(8)

Agar bu sistema uchun

M p  ) =

Ql -a n P 2 cl2 “ a\2P2 ....... c\5 ~a\sP2

c2\ ~a2ip 2 c2 2 - a 22p2 ........c2s -  a2sp2

1 &s\P Cs2 aslP~ ........ ŝs assP

* 0  (9)
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boMsa, u holda A} majburiy tebranishlarning amplitudasi 
i|iiyidagicha bo‘ladi:

bundagi Ajj(p2) ( i , j  = \,2 ,...,s) determinant д (p1) deter-

minantningy- ustun va /- campu elementlarining ( - l ) ,+y ishora 

bilan olingan minorlaridir.

д (p2) determinant A (k 2) determinantdan k2 ni p2 ga

.ilmashtirib olingan desa ham boMadi.
A gar P m a jb u r iy  t e b r a n i s h la r  c h a s t o t a s i  b o sh

irbranishlarning birorta k t chastotasi bilan ustma-ust tushib

(jolsa, y a ’ni p  = kj b o ‘lsa, u holda sistemada j  tartibli 

u /.onans vujudga keladi. Bu holda

Rezonans vaqtida qarshilik e ’tiborga olinmaganda majburiy 
Irbranishlarning amplitudasi vaqt o ‘tishi bilan chegarasiz 
it'sadi. Qarshilikni e ’tiborga olganda esa bu amplitudalar chekli 
bo'lib, kichkina qarshiliklar uchun juda katta qiymatlarga ega 
I mi'I ishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli qo‘zg‘atuvchi kuchlar

2 71111 bun qo‘llash mumkin. Agar qo‘zg‘atuvchi kuch Tm = —

il.ivrli bo ‘lsa, u holda (?/(0  umumlashgan q o ‘zg‘atuvchi 
kin b Pure qatoriga yoyiladi:

( 1 0 )

A(p2) = A(k]) = 0
boMadi.

P

(2/(0 = Qjo + X  Qjr sin (p rt + 5r ) (11)
r=1

Inind.i pr -  rp(r = 1, 2,...,°°)
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( 11) yoyilmadagi Qjo doimiy had tebranishlarga ta’sir 
qilmaydi. Q o ‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mos 
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

formulasi bo ‘yicha aniqlanadi.
Agar q o ‘zg‘atuvchi kuchlar garmonikalaridan biror- 

tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta

chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya’ni pr = kj bo‘lsa, 
u h o ld a  s is te m a d a  r e z o n a n s  h o d is a s i  yuz b e ra d i .  

pr = kj (r = 1, 2,...) c h a s t o t a la r  kritik  ch asto ta lar  deb 
ataladi.

3 3 - masala. (M -5 5 4 ,  1986). Uzunliklari £ va massalari 
m b o ‘ lgan ikkita bir xil mayatnik qattiqligi 5 b o ‘lgan, uchlari 
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan 
h balandlikda bir-biriga bog‘langan. Mayatniklardan bin 
muvozanat holatdan a  burchakka og ‘dirilgandan keyiu 
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida qiladigan 
k ic h i k  t e b r a n i s h la r i n i  a n iq la n g ;  m ayatnik larn in j. ' .  
boshlang‘ich tezliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklai 
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga 
olmang (53-  rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayai-

niklarning vertikaldan og‘ish burchaklari cpj va q>2 qabul 

qilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:

I Qir&ijiPi)

Aj r ) = ~ ------- 2—A (p\)
(12)

O' = 1,2, . . . . , 5 ,  A* = 1,2,

II. M asalalar yechish
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53- rasm.

Sistem aning  П  potensial energiyasi o g ‘ irlik kuchi 
maydonida mayatniklarning

//, potensial energiyasi b ilan  d eform atsiyalangan  
pinjinaning P2 potensial energiyasi yig‘indisiga teng:

П — П\ + r i j .
//, va П2 lar alohida-alohida hisoblanadi.

Shaklda hosil boMgan to ‘g ‘ri burchakli AO\M\C\ va 

Д/,С 2 dan (54- rasm):

0 \M\ = I cos Ф1, O2M2 = (. cos Ф2, 
h = OjQ - 0 \M\ = £ - £ co sФ1.

/*, O2C2 -O 2M2 = i  — c o sФ2 . Mayatniklarning potensial 
mi* 1 Kiyasi:

/ /| mgh\ + mgh2 = wg^(l -  cos Ф1) + mg£(\ -  cos (p2) .  
Mayatniklarning vertikaldan og‘ish burchaklari kichkina

1 2 1 2
lin Ijjaiula с о в ф ^ ^ - ф р  c o sФ2 ~ 1 — Ф2 taqribiy for-
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mulalardan foydalanilsa, Я, potensial energiya uchun quyidagi 
ifoda topiladi:

Щ = i  mgt (ф̂  + ф2 ).

Deformatsiyalangan prujinaning Л, potensial energiyasim 
hisoblash uchun prujinaning c h o ‘zilishi hisoblanadi:

= Лsin ф!, Д^2 = А8т ф 2 => = /;фi,A^2 = ^Ф2 •

^2 = (̂Л/0А/,) = §  [m 22 -  ]  = \ ch2 (ф2 -  Ф1 )2 .

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar 
topiladi:

П = П { +П2 = mgt(q\ + ф2) + -̂с/г2(ф2 - Ф1 )2 =

[rugI + c ?̂2) ( Ф2 + Ф2) _ 2с/;2ф|ф2

T kinetik va П  potensial energiyalar uchun topilg;m 
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega boMgan I10I 
uchun topilgan

T = ^(tflltf2 + 2a12? i?2 +Я22? 2) ’
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т = ^(Ci i q\ + 2cn q\q2 + c22q\) 

н. м 1.1lari bilan taqqoslansa,

au = a22 = mt2, al2 = 0;

c\ l = c22 = mSf- + ch2, q  2 = - 2ch2.
Hu topilgan koeffitsiyentlarni

(с,, - a n k 2 }(c22 - a 22k 2 ) - [ c n - a i 2k 2^  = 0  (13) 

ihnstotalar tenglamasiga qo‘yilsa,

[mg( + ch2 -  m(2k 2 Ĵ - c 2d4 = 0 

It ny.lama kelib chiqadi. Bu tenglamani k2 ga nisbatan yechilsa,

k f  = « , q = l  + 2ch2
I ~ t ml2 

q2 A2
M / = —  = —  koeffitsiyentlarni topish uchun (2) siste-

Himlnn foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega boMgan 
*• i» nia uchun (2) sistema

f(cn - a n k 2) + \i(cn  -  an k 2) = 0 

[(c,2 -  a[2k 2 ) + u(c22 -  a22k 2) = 0

kn'nnishni oladi. Bundan u uchun ifoda topiladi. к 2 va k22 

H»»»s keluvchi щ va \l2 hisoblanadi:



= 1,р,2 = —1 boMganligi tufayli m ayatn ik lar  ц = 1

boMganda vertikaldan bir tomonga og‘adi; = boMganda 
esa ular vertikaldan qarama-qarshi tomonga ogMshadi, ya’ni

mayatniklar harakati davomida (pt va Ф2 ogMsh burchaklaii

uchun Ф1 * = Ф2 ^ = - ф! * tengliklar o ‘rinli boMadi.

Birinchi bosh tebranishda hamma vaqt ф {1} =  ф (2°  tenglik 

saqlanadi. Mayatniklarni bogMovchi prujina deformatsiya- 
lanmasdan qoladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga 
ta ’sir qilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining A, 
chastotasi bogManishlar boMmaganidek boMib, mayatniklardan 
birining tebranish chastotasiga teng boMadi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi differensial tengla- 
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yigMn 
disi singari topiladi:

Ф1 = ф|̂  + ф|2) = A\ sin(k\t + pj) + A2 sin(k2t + P2);

Ф2 = Ф2 + Ф2̂  = M-i î sin(A:jГ + Pj) + fj-2^2 sin(Arj/ + p2).

Ф! va ф2 ning vaqt b o ‘yicha hosilalari ham topiladi:

<Pi = k\A\ sm(k\t + $\) + k2A2 cos(k2t + p2 ); 

ф2 = M l  sin(/:,f + p ,) + M.2^2 sin(A:2/ + p2).

A\, v42,Pi va p2 o ‘zgarmas sonlarni boshlangMch shart 
lardan foydalanib topiladi:

t = 0 boMganda ф10 = а,Ф2о = 0,фш = 0,ф20 = 0. 

Shuningdek = + 1, \i2 =-1 boMishligini e ’tiborga olinsa,

A\,A2 ,Pi va p2 ni aniqlash uchun quyidagi tenglamalai 
sistemasi topiladi:

Ai sin pj + A2 sin p2 = a; A\ sin Pi -  A2 sin p2 = 0; 

k\A\ sin Pj + k2A2 s\x\$2 = 0 ;  ^/lisinpi — Ari sin P2 =0 .
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Им sistemadan

к\А{ sin Pi = k2A2 sin p2 = 0 

=> cos pj = cos p2 = 0 => Pi = p2 = - .

2 A\ sin Pi = 2 A2 sin p2 = a  => A\ = A2 = ^ .

Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha 
Itmil boMadi:

N'l

f )

s in^ i/  + |  + s i n ^ 2/ + ^ j
a= — (cos кj t + cos k2t) =

= a  cos
k\ + k2 Л f  k\ -  k2
—------- t  cos —------- t

2 2

sin k\t + — - s i n
f . 71 N k2t + -  

2 2
a

= — (cos k\t -  cos k2t) =

= asm r k\ + k2 Л
sin

k\+k2 k\ — kj , [g 
hivob: Ф| = a c o s   ̂ t • cos ~~~ L t, kt = J j ;

k\ + k2 . k2 — k\ . [g 
Ф2 = a s m  t • s in ' 2 ** 2 = v f '

<1 masala. (M -55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi 

| unmlikdagi to ‘sin bosh k o ‘ndalang tebranishlarining

1 2
|l< tMl.ni va chastotalarini toping. T o ‘singa va x  =

Q ogMrlikdagi ikkita teng yuk q o ‘yilgan. T o ‘sin 
I n  mi tilling kcsimning inersiya momenti I, elastiklik moduli 
/ I ■ ni massasini hisobga olmang.

\«'«liish. Avval qo‘yilgan masalani umumiy holda yechamiz. 

IliiMHiiiv ycchimni olish uchun G\ va G2 yuklar to ‘sinning
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tayanch nuqtalaridan turli masofada qo‘yilgan bo‘lsin (55- 
rasm).

Q aralayotgan  sistem a ikkita erkin lik  darajaga eg;i 
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarninn

muvozanat holatdan y\ va y2 vertikal og ‘ ishlari qabul 
qilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

т = \ [т\У2\ + т2У\)

formula b o ‘yicha topiladi.
Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik dcfoi

matsiyalanadigan to‘sinning Д  potensial energiyasi bilan

G\ va C2 yuklarning og‘irlik kuchi maydonidagi potcn

sial energiyalarining yigkindisiga teng.

Д  — elastik deformatsiyalangan to ‘sinning potensinl

energiyasini to ‘sinning qaralayotgan holatdagi potensinl 
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyjr.i 
ayirmasi sifatida topiladi:

Щ =j  W i  + л)-±  f f f i  f f / i .
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ImiuLi F{ =с п ( / [ +у [) - с 12( / 2 +У2 )-

= c\2 (/2 + У2 ) ~ c22 (/l + 1̂ )•

Muvozanat holat vaqtidagi to ‘sinning yuklar qo‘yilgan 

ми. |i.ilnridagi egilishini mos ravishda f\ va /2 desak, elastiklik 
luit hlari muvozanat holatda

^1° = c\ l/l “ cn f l  = G\ i ^2° = c2l f l  ~ c2\f\ = G2

1..... uilalardan aniqlanadi.

G\ va C2 yuklarning potensial energiyasi og‘irlik kuch 

Minydonida
n 2 = -G\y\ -  G2y2

loiinula bo‘yicha topiladi.
Sistema П potensial energiyasi uchun

П = Щ + П2 = -  [ F2 (/1 + y\) + F2 (/2 + У2 )] “

-  ̂  (Ф  /1 + ^2/2) ~ G\У\ -  С2У2

Ifoda topiladi.
i\ va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga q o ‘yib va 

inuvo/anat holat atrofida

dn
ЭЛ,

дП
ду2

Jo
= ^ ( c\2 ~ c2\)fi =

«ih.111 laming bajarilishini e ’tiborga olinsa, potensial energiya 
lit llllll

п  =^(С\\У* - 2 —  * C2‘ У1У2 +С22У2 )

IIItilii topiladi.
I va II uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya 

Vn t| 4tiqlik koeffitsiyentlarini aniqlash mumkin:
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Inersiya  va qattiq lik  koeffits iyentlar in in g  topilg;m 
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga q o ‘yilsa, quyidagi 
tenglama kelib chiqadi:

f  \ 
Irc\\----- k

g

G2 /,2 c22-  —  k z 
g

= 0 .

B a ’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama

2
( cu G2 + C22G \ )k Z +  'q q q  [ 4 c 11c2 2 (c12 + c 2 l ) 2 ]  = ()^4 - т Л -G\G2 

ko‘rinishga keladi.

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil b o ‘ladi:

k?j = 
l>2 2G\G2 | C11 F2 + c22 1̂ + +C22G\ f  -

-G[G2 [4си с22 ~ ( c\2 + c2 1 )2 J.

Biz qarayotgan holda:

*1 = h  = ^ G\ =G2 = G\cn  = C22i q 2 = c2b/l = /2

b o ‘lishligini e ’tiborga olinsa,

, 2 ш^ Ш Ш .

k 2 _  g(C\ \ -C \ 2 )

1 <7
j^2 _  g(C\ 1 + C 12)

2 (7

1̂ va Л:2 ni bilgan holda щ va ц2 koeffitsiycnilm 
hisoblaniladi:



С и  - а п к{
------------- а  = ~с\2 ~ а\2к\

Gg(c\ 1 — сп ) 
_______ gG_
' с\2 ■*" с21

- +1;

с \ \ ~ а \ \ к 2и2 = ---------------±
С\2 ~а\2к2

Си Ggjci 1 — с12)

с12 + с21
= - 1.

I ntii to ‘sinning bosh ko‘ndalang tebranishlarining shakli 
4HiU|l;iniladi:

. (2 )

Щ =~ — = + 1; H2 = ^ r  = - l .
Af2)

Materiallar qarshiligi kursidan qaralayotgan hoi uchun 

1296 El 1134 El
cl 1 = c22 = — -̂------ f ; c12 = C21 = —7------- Г5 5 t>

п.и11.ilar ma’lum. Koeffitsiyentlarning bu qiymatlarini bilgan 
hold;i A, va k2 chastotalar topiladi:

*■

III. Savol va masalalar

I I ikinlik darajasi ikkita bo'lgan sistem aning kinetik va potensial 
I ihmui villa ri qanday form ulalar b o ‘yicha hisoblanadi?

I ikinlik darajasi ikkita bo'lgan sistem a erkin tebranishlarining 
♦IHI- irir.iiil tenglam alarini keltirib chiqaring.

* I ikinlik darajasi ikkita boMgan sistem aning inersiya va qattiqlik 
■ H h l'.lv en tlari qanday m unosabatlarni qanoatlantiradi?
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4. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistem a erkin tebranishlarining 
chastotalari qanday aniqlanadi?

5. Sistem a bosh tebranishlarini aniqlovchi tenglam alarni keltirinn
6. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema bosh tebranishlarining shakl 

lari qanday aniqlanadi?
7. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistem aning natijalovchi harakat 

lari garm onik tebranishlar boMadimi?
8. Qanday shartlarda « T E P K IL I  T E B R A N IS H »  hodisasi soilii 

boMadi va bu hodisaning fizik m azm unini izohlang.
9. Sistem aning qanday koordinatalariga bosh koordinatalar do 

yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bil;m 
qanday bogMangan boMadi?

10. Bosh koordinatalarda sistema erkin tebranishlarining differcn 
sial tenglam alarining o ‘ziga xos xususiyati qanday boMadi?

11. Sistem a erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor­
dinatalarning tanlanishiga bogMiq boMadimi?

12. Sistem a bosh koordinatalarining har biri qanday qonun b o ‘yiclm 
o 'zg arad i?

13. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistemaning erkin tebranishlarini» 
qarshilik qanday ta ’sir qiladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema majburiy tebranishlan 
ning amplitudasi qanday aniqlanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema majburiy tebranishlmi 
ning chastota va fazasi qanday aniqlanadi?

16. Rezonans vaqtida erkinlik darajasi ikkita boMgan sistema mu- 
jburiy tebranishlarining shakllari qanday boMadi?

17. Sistem a rezonans tebranishlarini so ‘ndirib boMadimi? Bund.is 
tcbranishlarni soMidirishning fizik mazm unini tushuntiring.

18. Chekli erkinlik darajaga ega boMgan sistem a erkin tebranishlaii 
ning differensial tenglam alarini chiqaring va ularning um um iy yechimi 
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega boMgan sistema erkin tebranishlailul 
tckshirishda 2S  ta nom a’lum doim iy sonlar qanday aniqlanadi?

20. Sistem a bosh tebranishlarining chastotasi uning holatini aniqlov* 
chi umumlashgan koordinatalarga bogMiq boMadimi?

21. Ikki qatlam  m ayatnik uzunliklari bir xil boMgan, ogMrllklni!

ham  bir xil G\ = Gj =G  boMgan OA va AB bir jin sli sterjcnlau! m 

iborat. OA sterjen О o ‘q atrofida, AB sterjen esa A sharnir atroOtjl 
aylanadi. Bu m ayatnikning bosh tebranishlarining chasto talariш \и 
shakllarini aniqlang.

Javob: k\ = 0 , 8 6 ^ - ;  k-± = 2 ,2 9  

Hi = 1,43; [Xj = 2 ,0 9 .
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! :  ) I masalada qaralgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koordi-
I  |> и mi aniqlang.

) \ M massali g ‘ ildirak to ‘g ‘ri chiziqli rels bo 'ylab sirpamnasdan 

llrltHHiKujcla. G 'ild irak markaziga £ uzunlikdagi sterjen sharnir m ah- 

hi) in. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham m ahkam langan. 
f»i. in uning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari- 
Mltiu davrini lonine.

11 I lar xil C,va C2 qattiqlikka ega bo'lgan ikkita parallel paijinaga 
И и, hi sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.

Л  (iorizontal konsol to 'sin  uchlariga uning tayanchlaridan bir xil

■  nw.ofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining

Iti ii II ni va chastotasini toping. Uzunligi 3 £ bo'lgan to 'sin  bir-biridan

i f  Miir.olhda turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to 'sin  ko'ndalang ke-
|i>......... у inersiya m om cnti /; to 'sin  m aterialining Yung moduli E.
fli'm ii massasini hisobga olmang.

Liviib:
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