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Fanning dolzarbligi

O'zbekiston Respublikasi o'z mustaqilligiga erishgan kundan so'nggi davr ichida ta'lim
sohasida erishilgan eng noyob kashfiyotlardan biri Prezidentimiz I.A.Karimov tomonidan ishlab
chigilgan va ayni vaqtda lzchillik bilan hayotga bosgichma-bosgich tatbiq etilayotgan "Kadrlar
tayyorlash milliy dasturi"dir. Aynan ushbu dastur tufayli mamlakatimizda faoliyat ko'rsatib
kelgan ta'lim tizimi ko'p bosgichli va uzluksiz ta'lim maktabiga aylandi.

Xalg xo'jaligining turli tarmoglarida ishlab chigarishni tashkil etish va boshqarish
usullarini takomillashtirish turli matematik g’oya hamda usullarni go’'llanishini tagozo etadi.
Matematika fan va texnika tili bo'lgani uchun har bir mutaxassisning ijodiy va amaliy faoliyatida
muhim ahamiyatga egadir. Bundan tashqgari hozirgi davrda hisoblash texnikasining turli
vositalari insoniyat faoliyatini turli sohalarida keng ko'lamda ishlatilayotgani matematika
fanining tatbiglarini yanada kengaytirishga yo'l ochib bermoqda.

Oliy ta'lim muassasalari uchun matematikadan uzviylashtiriigan dastur mustaqil
diyorimizning iqtisodiy, jismoniy, madaniy, ma'rifiy va ma'naviy rivojlanish dinamikasini
talabalar ko'z oldida namoyon etish va ular ongiga singdirishga xizmat qiladi. O'zbekiston
Respublikasining "Ta'lim to'g'risida"gi gonuni, Kadrlar tayyorlash milliy dasturi va Davlat ta'lim
standartlari talablaridan kelib chiggan holda "Sportda matematika" fanini o'gitishning umumiy
magsad va vazifalari aniglanadi.

Oliy ta'limning Davlat ta'lim standartlariga ko'ra "Sportda matematika" fani jismoniy
tarbiya va sportda matematik hisoblashlarni bajarish bo'yicha bilim, malaka va ko'nikmalarni
tizimli shakllantirishga yo'naltirilgan.

Fanning o'quv rejadagi boshqga fanlar bilan o'zaro bog'ligligi va uslubiy jihatdan uzviyligi

"Sportda matematika" fani o'quv rejadagi "Sportda axborot kommunikatsiya
texnologiyalari”, "Sport metrologiyasi" va "Harakat faoliyati biomexanikasi" fanlarini
o'zlashtirishda asos bo'lib hisoblanadi. Shuningdek, umumkasbiy va mutaxassislik fanlarini
o'zlashtirishda muhim ahamiyatga ega. Fanni o'rganishda akademik litsey va kasb-hunar
kollejlarida "Matematika" fanlari bo'yicha olingan nazariy va amaliy bilimlar zarur bo'lsa, o'z
navbatida bu fandan olingan bilimlar talabalarning bitiruv malakaviy ishlari hamda magistrlik
dissertatsiyalarini bajarish, ularda olingan natijalarni matematik-statistik tahlil gilishda bazaviy
bilimlar vazifasini o'taydi.

Fanning jismoniy tarbiya va sport hamda ishlab chigarishdagi o'rni

Mazkur fan jismoniy tarbiya va sport faoliyati mashg'ulotlarini to'g'ri tagsimlashda va
matematik tahlil gilishda zarur bo'ladigan bilim, malaka va ko'nikmalarni shakllantirishda
muhim ahamiyatga ega. Jumladan, bo'lajak o'gituvchi va murabbiylar sportchilarning jismoniy
tayyorgarlik va natijalarning murakkab tomonlarini aniglash yo'llarini, ularga ta'sir
ko'rsatadigan turli omillarni baholash, o'qitish va mashq jarayonlarining sonli ma'lumotlarini
aniqlash, hisob-kitob qilish va tahlil qilish malakasi va ko'nikmalarini egallashlari talab qilinadi.

Fanni o'qitishda zamonaviy axborot va pedagogik texnologiyalar hamda o'quv
mashg‘ulotlarini loyihalash

O'quv jarayoni bilan bog'liqg ta'lim sifatini belgilovchi holatlar quyidagilar: yuqori ilmiy-
pedagogik darajada ta'lim berish, muammoli ma‘'ruzalar o'qish, darslarni savol-javob tarzida
qizigarli tashkil etish, ilg'or pedagogik texnologiyalardan va multimedia vositalaridan
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foydalanish, talabalami undaydigan, oylantiradigan muammolarni ular oldiga qoyish, talabalar
bilan talabchanlik holatida individual ishlash, erkin mulogot yuritishga, ilmiy izlanishga jalb
qgilish.

"Sportda matematika" fanini o'qgitish jarayonida zamonaviy axborot texnologiyalari bilan
jihozlangan ma'ruza xonasidan foydalaniladi. Yangi pedagogik texnologiyalar, ma'ruza
materiallari, elektron o'quv qo’'llanma va darsliklar hamda internet tarmog'idagi rasmiy
ma'lumotlardan foydalaniladi.

Fan o'gituvchisi tomonidan pedagogik va modulli texnologiya tamoyillari asosida
"Sportda matematika" fani o'quv mashg'ulotlarinig loyihalari ishlab chigiladi.
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Fan modulining dasturi {module syllabus)
O'quv kursining .
- : Sportda matematika
to'lig nomi:
Kursni gisqacha
; qrsq SM Kod: SM
nomi
Kafedra: Informatika va axborot texnologiyalari
O'gituvchi hagida .
. F.1.Sh E-mail
ma'‘lumot
Semestr va o'quv
kursining 2-semestrda 18 hafta
davomiyligi
O'quv soatlar 5610500 - Sport faoliyati 5111000-Kasb
hajmi Jami (faoliyat turlari bo'yicha) ta'limi, sport faoliyati
i
. 5210200 - Psixologiya (faoliyat turlari
Shuningdek: i
(sport) bo'yicha)
64 54
ma'ruza: 12 12
amaliy: 24 24
laboratoriya:
mustaqil ta'lim 28 18
O'quv kursini . o
. Matematika va tabiiy-ilmiy
statusi
Dastlabki Kurs “"Matematika”, "“Algebra" va “"Geometriya” fanlaridan
tayorgarlik: o'zlashtirilgan bilimlarga asoslanadi

Fanning predmeti va mazmuni - Oliy ta'limning Davlat ta'lim standartlariga ko'ra mazkur
fan jismoniy tarbiya va sportda matematik hisoblashlami bajarish bo'yicha bilim, malaka va
ko'nikmalarni tizimli shakllantirishga yo'naltirilgan.
Fanni o'gitishdan maqgsad - talabalarni matematikaning zaruriy ma'lumotlari majmuasi
(tushunchalar, tasdiqlar va ularning isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar)
bilan tanishtirish hamda sport yo'nalishlarining matematika bilan o'zviy bog'ligliklarini
o'rgatishdan iboratdir.
Fanning vazifasi: Jismoniy tarbiya va sport ta’'limida matematikani o'gitishning vazifasi -
hozirgi zamon bozor igtisodiyoti sharoitlarini hisobga olgan holda har bir jamiyat a'zosining
jismoniy va mehnat faoliyati va kundalik hayoti uchun zarur bo'lgan matematik bilim,
ko'nikma va malakalarni berish, shuningdek, talabalarning hayotiy tasawurlari bilan amaliy
faoliyatlarini  umumlashtirib borib, matematik tushuncha va munosabatlarni ular
tomonidan ongli o'zlashtirishlariga hamda hayotga tatbiq eta olishga intilish, talabalarda
izchil mantiqgiy fikrlashni shakllantirib borish natijasida ularning aql-zakovati rivojiga, tabiat
va jamiyatdagi muammolarni hal etishning maqgbul yo'llarini topa olishlariga ko'maklashish,
umuminsoniy madaniyatning tarkibiy qismi sifatida matematika to'g'risidagi tasavvurlami
shakllantirishdan iborat.
"Sportda matematika” fanini o'zlashtirish jarayonida amalga oshiriladigan masalalar
doirasida talabalar:

to'plam elementlari, matritsa va determinant, vektorlarning umumiy tushunchalari,
funksiya tushunchasi, funksiya hosilasi haqgida tushuncha va uning ta'rifi, differensial
hamda integral to'g'risida tasavvurga ega bo'lishi kerak;

to'plamlar, to'plam elementlari, bo'sh va qism, chekli va cheksiz hamda sonli
to'plamlar, kombinatorika elementlari, matritsalar va determinantlar, vektorlar algebrasi,
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chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer, Gauss va matritsa usullari, elementar
funksiyalar, darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik funksiyalar, limit, hosila va
differensial, integral hagida bilimga ega bo'lishi kerak;

matematik amallarni bajarish, elementar funksiyalar bilan ishlash, ularning grafiklarini
chizish va sodda tenglamalarni yechish, matritsa va determenatni hisoblash, vektorlar
algebrasi, funksiya limitini topish, hosila va differensialni, anig va noaniq integrallarni
hisoblash orqali jismoniy tarbiya va sport sohasida mavzuga oid masalalarni hal eta olish
ko'nikmalariga ega bo'lishi kerak;

to'plamlar ustida amallar bajarish, matritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish,
vektorlar ustida amallar bajarish, ya'ni vektorlarni go'shish va ayirish, vektorlarni songa
ko'paytirish, chizigli tenglamalar sistemasini yechish, funksiyalar limitlarini hisoblash,
differensial tenglamalarni yechish, matritsalarni va determinantlarni hisoblash, anig va
anigmas integrallarni hisoblash, funksiya hosilasi va differensialini hisoblash, integralni
hisoblash malakalariga ega bo'lishi kerak.

Kursningtematiktarkibi va mazmuni

Mustagil ta'lim

511100
0 - Kasb
< > 5610500 - Sport ta'limi,
Ne Mavzu :3; E faoliyati (faoliyat sport
s < turlari bo'yicha) faoliyati
5210200- (faoliyat
Psixologiya (sport) turlari
bo'yicha
L
1 Sportda matematika faniga
kirish. To'plamlar
. _p» 2 4 6 4
nazariyasining tushuncha va
asoslari
2  Matritsa va determinant
¢ i Chizigli
ushunchalarl' Ch|Z|qI.| . 2 4 6 4
tenglamalar sistemasini
matritsa usulida yechish
3 Vektorlar algebrasi . 2 4 2 2
tushuncha va asoslari
Oralig nazorat (ON)
4 Funksiya haqida tushuncha.
Chizigli funksiyalar va
mqnu Alylv”' 5 4 6 4
ularning grafiklari. Chizigli
tenglamalar
5 F ; S
L‘mkS|ya‘h(?5|IaS| va 2 4 4 5
differensiali
6 Integral 2 4 4 2
Oraliq nazorat (ON)
Yakuniy nazorat (YaN)
Semestr bo'yicha jami: 12 24 28 18

Ta'lim berish va o'qgitish Ma'ruza va amaliy laboratoriya mashgulotlari,
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uslubi: mustaqil ishlar (keys stadiy, master-klasslar)

Mustaqil ishlar: O'quyv loyihalar, guruhli tagdimot, referatlar, keyslar,
dokladlar, krossvodlarva h.k.

Maslahatlar va

topshiriglarni topshirish Kunlar Vagti Auditoriya

vaqti
1
2.
3.

Bilimlarni baholash usullari, mezonlari va tartibi:
JN va ON ning ballari ishchi dasturida beriladi
Baholash usullari Test, yozma ishlar, og'zaki so'rov, prezentatsiyalar va
h k.

Fan bo'yicha talabalar bilimini Nazorat shakllari
nazorat qilish va baholash Baholash turlari fan hususiyatidan kelib chiggan holda

so‘rovlar og'zaki savol-javob, yozma ish, test sinovlari
yoki boshqga ko'rinishda o'tkazilishi mumkin.
Fan bo'yicha talabalar bilimini baholash mezoni
Ball Talabaning bilim darajasi

talaba ma'ruza va amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha
har tomonlama chuqur va mukammal bilimga ega. Amaliy ishlarni ijodiy va
ilmiy yondoshgan holda nazariy bilimlar asosida tushuntira oladi. Olgan
86-100 natijalarni mustaqil tahlil gila oladi. Xulosa va qaror gabul gila oladi. ljodiy
fikrlay oladi. Mustaqil mushohada yurita olish, olgan bilimlarini amalda
qo’'llay olish, mohiyatini tushuntirish malakalariga ega. Fikrini bayon eta
olish. Tasavvurga ega bo'lish. Mustaqil ish to'liq rasmiylashtirilgan.
talaba ma'ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha
bilimga ega. Ma'ruza, amaliy mashg'ulotlarini o'gituvchi yordamida
71-85 tushinadi. Mustaqil mushohada qilish, olgan bilimlarini amalda qo'llay olish,
mohiyatini tushuntirish malakalariga ega. Fikrini bayon eta olish. Tasavvurga
ega bo'lish. Mustaqil ish yaxshi rasmiylashtirilgan.
talaba ma’ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha
bilimga ega. Ma'ruza, amaliy mashg'ulotlarini o'gituvchi yordamida

55-70
tushinadi. Mohiyatini tushuntira oladi. Fikrini bayon eta olish. Tasavvurga
ega bo'lish. Mustaqil ish yaxshi rasmiylashtirilgan.
talaba ma'ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha
0-54 bilim to'lig emas. Amaliy mashg'ulotni o'gituvchi yordamida tushinadi. Aniq

tasavvurga ega bo'Imaslik. Bilmaslik. Mustaqil ishni rasmiylashtirishda
kamchiliklari mavjud.

Fanga doir video ma‘ruzalar, videoroliklar:
Glossariylar:

Axborot resurs baza:
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ASOSIY QISM

1-modul. To'plamlar nazariyasi. Kombinatorika elementlari
To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari. To'plam tushunchasi. To'plam
elementlari. Bo'sh va qism to'plam. Chekli va cheksiz to'plamlar. Sonli to'plamlar. To'plam
ustida amallar. To'plamlarning birlashmasi va kesishmasi qonunlari. To'plamlarni sinfga ajratish
tushunchasi. Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar. Kombinatorika elementlari.
Kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va qoidalar. Asosiy kombinatsiyalar. Takrorli
kombinatsiyalar.

2-modul. Matritsa va determinant
Matritsa tushunchasi. Diagonal matritsa. Birlik matritsa. Matritsa ustida amallar.
Matritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish. Chizigli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli.
Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa
yordamida yechish. Determinantlar va ularning xossalari. Determinantlarni hisoblash. Minor.
Algebraik to'ldiruvchi. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. Teskari matritsa.

3-modul. Vektorlar algebrasi
Vektor tushunchasi. Vektorning uzunligi. Vektorning o'qgqa proyeksiyasi. Vektorlar ustida
amallar. Vektorlarni go'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish. Dekart koordinatalar
sistemasida vektorlar. Vektorlarning kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha
yoyish. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi. Ikki vektorning vektor ko'paytmasi.

4-modul. Funksiya
Funksiya haqida tushuncha va uning ta'rifi. Chizigli funksiyalar va ularning grafiklari.
Chizigli tenglamalar. Chizigli tenglamani-grafik usulda yechish. To'g'ri chizigning burchak
koeffitsiyenti. Chizigli tenglamalarningtatbiqi. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik
funksiyalar. Funksiyani limiti. Limitlarni hisoblash.

5-modul. Funksiya hosilasi va differensiali
Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va o'zgarish sohalari. Funksiyaning o'sishi va
kamayishi. Funksiyaning maksimumi va minimumi. Funksiya hosilasi. Hosilani hisoblash
qoidalari. Differensiallanuvchi funksiyani birinchi hosila yordami bilan maksimum va
minimumga tekshirish. Hosilalar jadvali. Differensial. Differensiallash jadvali va hisoblash
qoidalari. Funksiyalarni tekshirishning umumiy sxemasi.

6-modul. Integral
Boshlang'ich funksiya. Anigmas integral. Anigmas integralning xossalari. Integrallash
jadvali. Anigmas integralda o'zgaruvchini almashtirish. O'zgaruvchini almashtirish usuli bilan
integrallash. Bo'laklab integrallash. Trigonometrik funksiyalarni integrallash. Aniq integral,
xossalari. Aniq integralning ta'rifi va uning geometrik ma'nosi. Nyuton-Leybnits formulasi.
O'zgaruvchini almashtirish va bo'laklab integrallash yordamida anig integralni hisoblash. Aniq
integralni geometriyaga tatbiqi. Sohaning yuzini aniq integral yordamida topish.

Amaliy mashg‘ulotlarini tashkil etish bo'yicha uslubiy ko'rsatmalar

Amaliy mashg'ulotlardan maqgsad ma'ruza materiallari bo'yicha talabalarning bilim va
ko'nikmalarini chuqurlashtirish va kengaytirishdan iborat. Bunda talabalar amaliy
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mashg'ulotlarda misol va masalalarni yechishda, yechimlarni tahlil gilishda olgan nazariy
bilimlarini go'llay olishlari nazarda tutiladi.

Amaliy mashgulotlarning tavsiya etilayotgan mavzulari ro'yxati:

1. To'plamlar va uiar ustida amallar.

2. To'plamlaming birlashmasi va kesishmasi qonunlari.

3. Kombinatorika elementlari.

4. Kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va goidalar.

5. Matritsa ustida amallar. Matritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish.
6. Determinantlarni hisoblash.

7. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar.

8. Chiziqgli tenglamalar sistemasini Gauss usulda yechish.

9. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa yordamida yechish.

10. Vektorlarni go'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish.
11. Tekislikda yo'nalishni aniglash.

12. Vektorlarning kolleniarlik sharti.

13. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish.

14. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasini topish.

15. Chizigli tenglamalarni yechish. Chizigli tenglamani grafik usulda yechish.
16. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

17. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik fynksiyalar.
18. Funksiyalar limitlarini hisoblash.

19. Elementar funksiyalarning aniqlanish va o'zgarish sohalari.
20. Funksiyaning o'sishi va kamayishi.

21. Funksiyalar hosilalarini hisoblash. Hosilani hisoblash goidalari.
22. Differensial tenglamalarni yechish.

23. Differensiallanuvchi funksiyani birinchi hosila yordami bilan maksimum va
minimumga tekshirish.

24.  Funksiyalarni tekshirishning umumiy sxemasi.

25.  Anigmas integrallarni hisoblashga doir misollar yechish.

26. O'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.

27. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

28. Aniq integrallarni hisoblashga doir misollar yechish.

29. O'zgaruvchini almashtirish va bo'iaklab integrallash yordamida aniq integralni
hisoblash.

Ishchi dasturni shakllantirish jarayonida mazkur mashg'ulot turiga ishchi o'quv rejada
ajratilgan soat hajmiga mos mavzulartanlab o'qitish tavsiya etiladi.

Amaliy mashg'ulotlarni tashkil etish bo'yicha kafedra professor-o'qgituvchiiari tomonidan
ko'rsatma va tavsiyalar ishlab chigiladi. Ularda talabalar asosiy ma‘'ruza mavzulari bo'yicha
olgan nazariy biiimlari amaliy masalalar yechish, grafik va chizmalar chizish hamda giyoslab
o'rganish asosida yanada boyitiladi. Shuningdek, darslik va o'quv go'llanmalardan samarali
foydalangan holda ilmiy tadqiqotlar o'tkazish orqali talabalar bilimlarini mustahkamlash,
malaka va ko'nikmalarini mustahkamlash, mavzular bo'yicha tagdimotlar tayyorlash tavsiya
etiladi va o'rgatiladi.

Labaratoriya ishlarini tashkil etish bo'yicha ko'rsatmalar

Fan bo'yicha labaratoriya ishiari namunaviy o'quv rejada ko'zda tutilmagan.
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Kurs ishini tashkil etish bo'yicha uslubiy ko'rsatmalar
Fan bo'yicha kurs ishi namunaviy o'quv rejada ko'zda tutilmagan.
Mustaqil ta‘'limni tashkil etishning shakli va mazmuni

Talabalar darsdan tashqari paytlarda o'tiilgan mazularni mustaqgil o'zlashtirishlari va
egallagan bilimlarini mustahkamlashi, amaliy mashg'ulotlarga tayyorlanib kelishlari uchun
tavsiya etilgan asosiy va qo'shimcha adabiyotlardan foydalanishlari zarur bo'ladi.

Mustaqil ta'lim bajariladigan mavzular bo'yicha savolnomalar va testlarni tuzish,
savollarga tavsiya etilgan adabiyotlardan foydalangan holda yozma tarzda javob berish, meyoriy
hujjatlardan foydalanish, har bir mavzu bo'yicha muammoli masalalarni hal qilish yo'llarini
bayon qilish, tavsiyalar berish va boshqalar ko'zda tutilgan.

"Sportda matematika" fanini o'rganuvchi talabalar auditoriyada olgan nazariy bilimlarini
mustahkamlash va amaliy masalalarni yechishda ko'nikma hosil gilish uchun mustaqil ta'lim
tizimiga asoslanib, kafedra o'gituvchilari rahbarligida mustaqil ish bajaradilar. Bunda ular
qo'shimcha adabiyotlarni o'rganib hamda internet saytlaridan foydalanib referatlar va ilmiy
dokladlar tayyorlaydilar, amaliy mashg'ulot mavzusiga doir uy vazifalarini bajaradilar,
ko'rgazmali qurollarva slaydlar tayyorlaydilar.

Bunda ma’'ruzalarda olingan bilimlarini amaliy mashg'ulotlarni bajarishlari bilan
mustahkamlashi hamda sportga oid masalalarni matematik usullar yordamida yechishlari va
tushuntirishlari kerak. Mustaqil ta'lim mavzularini o'zlashtirish ta'lim jarayonida uzluksiz
nazorat qilib boriladi.

Talabalar mustaqil ta'limini baholash joriy va oralig nazorat paytida inobatga olinadi.
Mustagil ta'limni tashkil etishning mazmuni: talabalar mustagil ta'limi mavzulari kelgusida
bajariladigan kurs ishlari va bitiruv malakaviy ishlari mavzulari bilan uzviy bog'liglikda bajariladi.

Talaba mustagqil ta'limni tashkil etishda quyidagilardan foydalanishi tavsiya etiladi:

- darslik va o'quv-uslubiy qo'llanmalardan foydalanib o'quv rejasi mavzularini o'rganish;

- maxsus va davriy-ilmiy uslubiy adabiyot manbalaridan foydalanib bilimlarini
mustahkamlash;

-yangi texnika, jarayonlar va texnologiyalarni o'rganish.

Tavsiya etilayotgan mustaqil ta'limning mavzulari:
. To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari.
. To'plamlarning birlashmasi va kesishmasi gonunlari.
. Asosiy va takrorli kombinatsiyalar.
. Matritsalarningtatbigiy masalalarda qo'llanilishi.
Determinantlarningtatbigiy masalalarda qo'llanilishi.
. Teskari matritsa.
. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar.
. Vektorlar algebrasi.
. Vektorlarni go'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish.
Vektorlarning kolleniarlik sharti.
Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish.
Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi.

e
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Funksiyalar va ularning grafiklari.
To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.
Funksiyani limiti.
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Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va o'zgarish sohalari.
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17. Funksiyaning ekstremum/ari.

18. Hosila yordamida funksiyani to'liq tekshirish.

19. Differensiallash jadvali va hisoblash qoidalari.

20. Boshlang'ich funksiya.

21. Anigmas integralning xossalari.

22. Aniq integral va ularnig tatbiglari.

23.  Aniq integralni geometriyaga tatbigi.

24. Trigonometrikfunksiyalarni integrallash.

25.  Nyuton-Leybnits formulasi.

Mustaqil ta'lim soatlari hajimlaridan kelib chiggan holda ishchi dasturda mazkur

mavzular ichidan mustagqil ta'lim mavzulari shakllantiriladi.
Dasturning informatsion-uslubiy ta‘'minoti

Mazkur fanni o'gitish jarayonida ta'iimning zamonaviy usullari, pedagogik va axborot-
komnumikatsiya texnologiyalarini qo'llash nazarda tutilgan. Jumladan, o'lchash nazariyasi
asoslari: O'lchash natijalariga statistik ishlov berishning asosiy usullari. O'lchash natijalarining
bir o'lchamli qatorlari. O'lchash natijalari qatorining asosiy statistik xarakteristikalarini
o'rganishga bag'ishlangan mavzular zamonaviy kompyuter texnologiyalari yordamida
prezentatsiya va elektron-didakliktexnologiyalardan foydalanilgan holda o'tkaziladi.

Ma'ruza va amaliy mashg'ulotlarda guruhli fikrlash, "Munozaraii dars", kichik guruhlar
musobagqalari, aqliy hujum, klaster, muammoli vaziyat, insert, gadamba-gadam metodi, baliq
skieti va boshga pedagogik texnologiyalardan foydalaniladi. Amaliy mashg'ulotlar kompyuter
tenxologiyasi, elektron o'rgatuvchi dasturlar, elektron darslik va go'llanmalardan hamda
multimedia vositalaridan foydalangan holda olib boriladi.

Mustaqil ta'limni tashkil etishda "Masofali ta'lim" texnologiyalaridan foydalaniladi.

Dasturdagi mavzularni o'gitishda ta'iimning zamonaviy usullaridan keng foydalanish,
o'quv jarayonini yangi pedagogik va innovatsion texnologiyalar asosida tashkil etish samarali

natija beradi.
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KIRISH

Oliy ta’lim muassasalari uchun matematikadan uzviylashtirilgan dastur mustaqil diyorimizning
iqtisodiy, jismoniy, madaniy, ma'rifiy va ma'naviy rivojlanish dinamikasini talabalar ko'z oldida
namoyon etish va ular ongiga singdirishga xizmat qiladi. O'zbekiston Respublikasining "Ta'lim
to'g'risida"gi qonuni, Kadrlar tayyorlash milliy dasturi va Davlat ta'iim standartlari talablaridan kelib
chiggan hoida "Sportda matematika" fanini o'qitishning umumiy maqsad va vazifalari aniqlanadi.

Oliy ta'limning Davlat ta'lim standartlariga ko'ra "Sportda matematika" fani jismoniy tarbiya
va sportda matematik hisoblashlarni bajarish bo'yicha bilim, malaka va ko'nikmalarni tizimli

shakllantirishga yo'naltirilgan.
O'quv fanning maqgsad va vazifalari

"Sportda matematika" fanining o'gitilishidan maqgsad - talabalarni matematikaning zaruriy
ma'lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va ularning isboti, amaliy masalalarni yechish
usullari va boshgalar) bilan tanishtirish hamda sport yo'nalishlarining matematika bilan uzviy
bog'ligliklarini o'rgatishdan iboratdir. Ayni paytda u talabalarni mantiqgiy fikrlashga, to'g'ri xulosa
chigarishga, matematik madaniyatini oshirishga xizmat giladi.

Jismoniy tarbiya va sport ta'limida matematikani o'qitishning vazifasi - hozirgi zamon bozor
iqtisodiyoti sharoitlarini hisobga olgan holda har bir jamiyat a'zosining jismoniy va mehnat faoliyati
va kundalik hayoti uchun zarur bo’lgan matematik bilim, ko'nikma va malakalarni berish,
shuningdek, talabalarning hayotiy tasawurlari bilan amaliy faoliyatlarini umumlashtirib borib,
matematik tushuncha va munosabatlarni ular tomonidan ongli o'zlashtirishlariga hamda hayotga
tatbiq eta olishga intilish, talabalarda izchil mantiqiy fikrlashni shakllantirib borish natijasida
ularning aql-zakovati rivojiga, tabiat va jamiyatdagi muammolarni hal etishning maqbul yo'llarini
topa olishlariga ko'maklashish, umuminsoniy madaniyatning tarkibiy qismi sifatida matematika
to'g'risidagi tasawurlarni shakllantirishdan iborat.

Fan bo'yicha talabalarning tasavvur, bilim, malaka va ko'nikmalariga go'yiladigan talablar

"Sportda matematika" fanini o'zlashtirish jarayonida amalga oshiriladigan masalalar doirasida

talablar:

to'plam elementlari, matritsa va determinant, vektorlarning umumiy tushunchalari,
funksiya tushunchasi, funksiya hosilasi hagida tushuncha va uning ta'rifi, differensial hamda
integral to'g'risida tasavvurga ega bo’lishi kerak;

to'plamlar, to'plam elementlari, bo'sh va qism, chekli va cheksiz hamda sonli
to'plamlar, kombinatorika elementlari, matritsalar va determinantlar, vektorlar algebrasi, chizigli
tenglamalar sistemasini yechishning Kramer, Gauss va matritsa usullari, elementar funksiyalar,
darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik funksiyalar, limit, hosila va differensial, integral
hagida bilimga ega bo’lishi kerak;

matematik amallarni bajarish, elementar funksiyalar bilan ishlash, ularning grafiklarini
chizish va sodda tenglamalarni yechish, matritsa va determenatni hisoblash, vektorlar algebrasi,
funksiya limitini topish, hosila va differensialni, anig va noaniq integrallarni hisoblash orqali
jismoniy tarbiya va sport sohasida mavzuga oid masalalarni hal eta olish ko'nikmalariga ega
bo'lishi kerak;
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to'plamlar ustida amallar bajarish, matritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish,
voktorlar ustida amallar bajarish, ya'ni vektorlarni qo'shish va ayirish, vektorlarni songa
ko'paytirish, chizigli tenglamalar sistemasini yechish, funksiyalar limitlarini hisoblash, differensial
lenglamalarni yechish, matritsalarni va determinantlarni hisoblash, anig va anigmas integrallarni
hisoblash, funksiya hosilasi va differensialini hisoblash, integralni hisoblash malakalariga ega
bo'lishi kerak.

Fanning o'quv rejadagi boshqga fanlar bilan bog'ligligi va uslubiy jihatdan uzviy ketma-
ketligi

"Sportda matematika" fani o'quv rejadagi "Sportda axborot kommunikatsiya texnologiyalari",
"Sport metrologiyasi" va "Harakat faoliyati biomexanikasi" fanlarini o'zlashtirishda asos bo'lib
hisoblanadi. Shuningdek, umumkasbiy va mutaxassislik fanlarini o‘zlashtirishda muhim ahamiyatga
ega. Fanni o'rganishda akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida "Matematika" fanlari bo'yicha
olingan nazariy va amaliy bilimlar zarur bo'lsa, o'z navbatida bu fandan olingan bilimlar
talabalarning bitiruv malakaviy ishlari hamda magistrlik dissertatsiyalarini bajarish, ulardan olingan
natijalarni matematik-statistiktahlil qilishda bazaviy bilimlar vazifasini o'taydi.

Fanning jismoniy tarbiya va sportdagi o'rni

Mazkur fan jismoniy tarbiya va sport faoliyati mashg'ulotlarini to'g'ri tagsimlashda va
matematik tahlil gilishda zarur bo'ladigan bilim, malaka va ko'nikmalami shakllantirishda muhim
ahamiyatga ega. Jumladan, bo'lajak o'gituvchi va murabbiylar sportchilarning jismoniy tayyorgarlik
va natijalarning murakkab tomonlarini aniglash yo'llarini, ularga ta'sir ko'rsatadigan turli omillarni
baholash, o'gitish va mashq jarayonlarining sonli ma'lumotlarini aniglash, hisob-kitob gilish va tahlil
gilish malakasi va ko’'nikmalarini egallashlari talab gilinadi.

Fanni o'qitishda zamonaviy axborot va pedagogik texnologiyalar

O'quv jarayoni bilan bog'lig ta'lim sifatini belgilovchi holatlar quyidagilar: yuqori ilmiy-
pedagogik darajada ta'lim berish, muammoli ma‘ruzalar o'qish, darslarni savol-javob tarzida
qizigarli tashkil etish, ilg'or pedagogik texnologiyalardan va multimedia vositalaridan foydalanish,
tinglovchilarni undaydigan, o'ylantiradigan muammolarni ular oldiga qo'yish, tinglovchilar bilan
talabchanlik holatida individual ishlash, erkin mulogot yuritishga, ilmiy izlanishga jalb qilish.

"Sportda matematika" fanini o'gitish jarayonida zamonaviy axborot texnologiyalari bilan
jihozlangan ma'ruza xonasidan foydalaniladi. Yangi pedagogik texnologiyalar, ma'ruza materiallari,
clektron o'quv go'llanma va darsliklar hamda internet tarmog'idagi rasmiy ma'‘lumotlardan
foydalaniladi.

"Sportda matematika" kursini loyihalashtirishda quyidagi asosiy konseptual yondoshuvlardan
foydalaniladi:

Shaxsga yo'naltirilgan ta'lim. Bu ta'lim o'z mohiyatiga ko'ra ta'lim jarayonining barcha
ishtirokchilarini to'lagonli rivojlanishini nazarda tutadi. Bu esa ta'limni loyihalashtirishda, albatta,
ma'lum bir ta'lim oluvchining shaxsini emas, avvalo, kelgusidagi mutaxassislik faoliyati bilan bog'liq
o'gish magsadlaridan kelib chiggan holda yondashishni nazarda tutadi.
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Tizimli yondashuv. Ta'lim texnologiyasi tizimning barcha belgilarini; jarayonning
mantiqiyligini, uning barcha bo'g'imlarini o'zaro bog'langanligini, yaxlitligini o'zida mujassam
etmog'i kerak.

Faoliyatga yo'naltirilgan yondashuv. Shaxsning sifatlarini shakllantirishga, ta'lim oluvchining
faoliyatini faollashtirish va intensivlashtirish, o'quv jarayonida uning barcha qobiliyatlari va
imkoniyatlarini, tashabbuskorligini ochishga yo'naltirilgan ta'limni ifodalaydi.

Dialogik yondashuv. Bu yondashuv o'quv munosabatlarini yaratish zaruratini bildiradi. Uning
natijasida shaxsning o0'z-o'zini faollashtirishi va o0'z-o0'zini ko'rsata olishi kabi ijodiy faoliyati
kuchayadi.

Hamkorlikdagi ta'limni tashkil etish. Demokratik, tenglik, ta'lim beruvchi va ta'lim oluvchi
faoliyat mazmunini shakllantirishda va erishilgan natijalarni baholashda birgalikda ishlashni joriy
etishga e’'tiborni qaratish zarurligini bildiradi.

Muammoli ta'lim. Ta'lim mazmunini muammoli tarzda taqdim etish orqali ta‘'lim oluvchi
faoliyatini faollashtirish usullaridan biri. Bunda ilmiy bilimni ob'ektiv garama-qgarshiligi va uni hal
etish usullarini, dialektik mushohadani shakllantirish va rivojlantirishni, amaliy faoliyatga ularni
ijodiy tarzda go'llashni mustagqil ijodiy faoliyati ta'minlanadi.

Axborotni taqdim gilishning zamonaviy vositalari va usullarini qo‘llash - yangi pedagogik va
axborot texnologiyalarini o'quv jarayoniga go'llash.

O'qgitishning usullari va texnikasi. Ma'ruza (kirish, mavzuga oid, vizuallash), muammoli ta'lim,
keys-stadi, pinbord, paradoks va loyihalash usullari, amaliy ishlar.

O'qitishni tashkil etish shakllari: dialog, polilog, mulogot, hamkorlik va o'zaro o'rganishga
asoslangan frontal, jamoa va guruh.

O’gitish vositalari: o'gitishning anl!anaviy shakllari (darslik, ma'ruza matni, amaliy
mashg'ulotlar ishlanmasi) bilan bir gatorda - kompyuter va axborot texnologiyalari.

Kommunikatsiya usullari: tinglovchilar bilan tezkor teskari alogaga asoslangan bevosita
o'zaro munosabatlar.

Teskari aloga usullari va vositalari: kuzatish, blits-so'rov, oraliq va joriy hamda yakuniy
nazorat natijalarini tahlili asosida o'qitish diagnostikasi.

Boshqarish usullari va vositalari: o'quv mashg'uloti bosqgichlarini belgilab beruvchi texnologik
karta ko'rinishidagi o'quv mashg'ulotlarini rejalashtirish, qo'yilgan maqsadga erishishda o'gituvchi
va tinglovchining birgalikdagi harakati, nafagat auditoriya mashg'ulotlari, balki auditoriyadan
tashgari mustaqil ta'limning nazorati.

Monitoring va baholash: o'quv mashg’'ulotida ham butun kurs davomida ham o'qgitishning
natijalarini rejali tarzda kuzatib borish. Kurs oxirida test topshiriglari yoki yozma ish variantlari
yordamida talabalarning bilimlari baholanadi.
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ASOSIY QISM
Mavzular rejasi va o'quyv soatlarining tagsimlanishi

8 Mustaqii
§ro o ta'lim
Ne Mavzular nomi g e ‘(;B
§
© L
E o 0
< ur
1. Sportda matematika faniga kirish. To'plamlar 10 2 4 4 6
nazariyasining tushuncha va asoslari
2. Matritsa va determinant tushunchalari. Chizigli 10 2 4 4 6
tenglamalar sistemasini matritsa usulida yechish
3. Vektorlar algebrasi tushuncha va asoslari 10 2 4 2 2
4. Funksiya hagida tushuncha. Chizigli funksiyalar va 10 2 4 4 6
ularning grafiklari. Chizigli tenglamalar
5. Funksiya hosilasi va differensiali 10 2 4 2 4
Integral 10 2 4 2 4
JAMI 54(64) 12 24 18 28

MA'RUZA MASHG'ULOTLARNING MAZMUNI
Sportda matematika faniga kirish. To’plamlar nazariyasining tushuncha va asoslari (2 soat)

Sportda matematika o'quv fani nimani o'rganadi. Jismoniy tarbiya va sportda
matematikaning o'mi. To'plam tushunchasi. To'plam elementlari. Bo'sh va gism to'plam. Chekli va
cheksiz to'plamlar. Sonli to‘plamlar. To'plam ustida amallar. To'plamlarning birlashmasi va
kesishmasi qonunlari. Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar. Kombinatorika elementlari.
Kombinatorikada ko'p go'llaniladigan usul va qoidalar.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, munozara, o'z-
o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, 0.2, Q5, Q8,Q II.

Matritsa va determinant tushunchalari. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa usulida
yechish (2 soat)

Matritsa tushunchasi. Diagonal matritsa. Birlik matritsa. Matritsa ustida amallar. Matritsalarni
qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish. Chizigli tenglamalar sistemasi. Chizigli tenglamalar sistemasini
matritsa yordamida yechish. Determinantlar va ularning xossalari. Determinantlarni hisoblash.
Minor. Algebrik to'ldiruvchi. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. Teskari matritsa.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, integrativ,
munozara, 0'z-0'zini nazorat.

Adabiyotlar: Al, A2, A3, AS; Q5,Q7,Q Il.
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Vektorlar algebrasi tushuncha va asoslari. Vektorlar ustida amallar. Dekart koordinatalar
sistemasida vektorlar (2 soat)

Vektor tushunchasi. Vektorning uzunligi. Vektorning o‘gqa proyeksiyasi. Vektorlar ustida
amallar. Vektorlarni qo'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish. Dekart koordinatalar
sistemasida vektorlar. Vektorlarning kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha
yoyish. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi. Ikki vektorning vektor ko'paytmasi.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, munozara, o'z-
0'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A4, Q3, Q5,Q8,Q II.

Funksiya haqgida tushuncha. Chizigli funksiyalar va ularning grafiklari. Chizigli tenglamalar
(2 soat)

Funksiya hagida tushuncha va uning ta'rifi. Chizigli funksiyalar va ularning grafiklari. Chizigli
tenglamalar. Chizigli tenglamani grafik usulda yechish. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.
Chiziqli tenglamalarning tatbiqi. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik funksiyalar.
Funksiyani limiti. Limitlarni hisoblash.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, 3x3 usuli,
munozara, 0'z-0'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A4, Q1I, Q5,Q7,Q8,QIl.

Funksiya hosilasi va differensiali (2 soat)

Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va o'zgarish sohalari. Funksiyaning o'sishi va
kamayishi. Funksiyaning maksimumi va minimumi. Hosilani hisoblash goidalari. Funksiya hosilasi va
differensialini hisoblash.

Qo’'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, T-sxemasi,
munozara, 0'z-0'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A4, Q I, Q4, Q5, Q II.

Integral (2 soat)

Boshlang'ich funksiya. Anigmas integral. Anigmas integralning xossalari. Integrallash jadvali.
Anigmas integralda o’zgaruvchini almashtirish. O'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.
Bo'laklab integrallash. Trigonometrik funksiyalarni integrallash. Aniq integral, xossalari. Aniq
integralning ta'rifi va uning geometrik ma'nosi. Nyuton-Leybnits formulasi. O'zgaruvchini
almashtirish va bo'laklab integrallash yordamida aniqg integralni hisoblash.

Qo'llaniladigan ta’'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, pog'ona,
gadamba-gadam metodi, 0'z-0'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A4, Q3, Q5, Q6,Q8,Q II.
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AMALIY MASHG'ULOTIARNING MAZMUNI
To’plamlar va ular ustida amallar (2 soat)

To'plamlarning birlashmasi va kesishmasi qgonunlari. To'plamlar ayirmasi. To'plamga
In‘ldlruvchi. To'plamlarning dekart (to'g'ri) ko'paytmasi. To'plamlar ustida amallar xossalari.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta‘lim, munozara, o'z-
o'linl nazorat.

Adabiyotlar: Al; A2; Q2; Q6; Q8.

Kombinatorikada ko'p qo‘llaniladigan usul va qoidalar (2 soat)

Kombinatorika. Yig'indi va ko'paytma qoidasi. Tartiblangan to'plam. O'rin almashtirish,
o'rinlashtirish. Guruhlash.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
n.izorat, shaxsga yo'naltirilgan ta'lim.

Adabiyotlar: Al; A2; Q3; Q4; Q8; Q9.

Matritsa ustida amallar (2 soat)

Matritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
luzorat, shaxsga yo'naltirilgan ta'lim.

Adabiyotlar: Al; A2; A3; Q3; Q4; Q8; Q II. °

Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa yordamida yechish (2 soat)

leskari matritsa. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa yordamida yechish.
Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, paradokslar.
Adabiyotlar: Al; A2; A4; Q5; Q7; Q II.

Vektorlarni go'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish (2 soat)

Vektor. Nol vektor. Vektor uzunligi,giymati va yo'nalishi. Vektorlarni go'shish va ayirish.
Vektorlarni songa ko'paytirish.

Qo’'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, paradokslar.

Adabiyotlar: A2; A3; A4; Q5; Q7; Q9.

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasini topish (2 soat)
Vektorlarning skalyar ko'paytmasi va uning xossalari.
Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
nn/orat, paradokslar, agliy hujum.

Adabiyotlar: A2, A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q II.

To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti (2 soat)
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Burchak koeffitsienti ta'rifi. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentini hisoblash.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
nazorat, shaxsga yo'naltirilgan ta'lim.

Adabiyotlar: Al, A2; A3; Q3; Q4; Q8;, QU.

Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik funksiyalar (2 soat)

Sodda elementar funksiyalarga kiruvchi Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik
funksiyalar bilan ishlash.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o0'z-o'zini
nazorat, paradokslar, agliy hujum.

Adabiyotlar: A2, A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q8.

Funksiyalar iimitlarini hisoblash (2 soat)

Cheksizlikka intiluvchi funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalar.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o0'z-o'zini
nazorat, paradokslar, agliy hujum.

Adabiyotlar: Al; A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q8.

Funksiyalar hosilalarini hisoblash. Hosilani hisoblash qoidalari (2 soat)

Funksiyaning hosilasi. O‘'zgarmas migderning hosilasi. O'zgarmas miqdor bilan funksiya
ko'paymasining hosilasi, yig'indining , ko'paytmaning, bo‘linmaning hosilasi

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
nazorat, shaxsga yo'naltirilgan ta’lim.

Adabiyotlar: A2; A3; A4; Q3; Q4; Q9.

Anigmas integrallarni hisoblashga doir misollar yechish (2 soat)

Boshlang'ich funksiya tushunchasi. Anigmas integral va uning xossalari. Integrallash usullari.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim, o'z-o'zini
nazorat, paradokslar, aqliy hujum.

Adabiyotlar: A2; A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q8

Aniq integrallarni hisoblashga doir misollar yechish (2 soat)

Aniq integralning asosiy hossalari. Aniq integralni hisoblash va hisoblash usullari.

Qo'llaniladigan ta'lim texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta'lim , paradokslar,
shaxsga yo'naltirilgan ta'lim, aqliy hujum.

Adabiyotlar: A2, A3; A4; Q2; Q3; Q4; Q9.
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MUSTAQIL TA'UM TASHKfL ETISHNING SHAKU VA MAZMUNI

“"Sportda matematika" fani bo'yicha talabaning mustaqil ta'limi shu fanni o'rganish
|.n .lyonining tarkibiy gismi bo'lib, uslubiy va axborot resurslari bilan to'la ta'minlangan.

lilabalar auditoriya mashg'ulotlarida professor-o'qgituvchilarning ma'ruzasini tinglaydilar.
Aliilllorlyadan tashqarida talaba darslarga tayyorlanadi, adabiyotlarni konspekt qiladi, uy vazifa
dLilld.i berilgan topshiriglami bajaradi. Bundan tashqari ayrim mavzularni kengroq o'rganish

ci lilidl. Mustaqil ta'lim natijalari reyting tizimi asosida baholanadi.

Uyga vazifalarni bajarish, gqo'shimcha darslik va adabiyotlardan yangi bilimlarni mustaqil
o'lUiinlsh, kerakli ma‘lumotlami izlash va ularni topish yo'llarini aniglash, internet tarmoglaridan
luydnlanib ma'lumotlar to'plash va ilmiy izlanishlar olib borish, ilmiy to'garak doirasida yoki
imr.Ligll ravishda ilmiy manbalardan foydalanib ilmiy maqola va ma'ruzalar tayyorlash kabilar
lLilibalarning darsda olgan bilimlarini chuqurlashtiradi, ularning mustaqil fikrlash va ijodiy
iliililllyatini rivojlantiradi. Shuning uchun ham mustaqil ta'limsiz o'quv faoliyati samarali bo'lishi
mumkin emas.

Uy vazifalarini tekshirish va baholash seminar mashg'ulot olib boruvchi o'gituvchi tomonidan,
Kdii .pcktlami va mavzuni o'zlashtirish darajasini tekshirish va baholash esa ma'ruza darslarini olib
liliiuvchi o'gituvchi tomonidan har darsda amalga oshiriladi.

"Sportda matematika" fanidan mustaqil ta'lim majmuasi fan bo’'yicha mavzularni gamrab
hin.iii v,i quyidagi mavzular ko'rinishida shakllantirilgan.

Talabalar mustaqil ta'limining mazmuniva hajmi

Hajmi
(soatda)
Ne Mustaqil ta'lim mavzulari Mustagil ta'lim uchun topshiriq va tavsiyalar E c %
= o
1 «Sportda matematika» Fanning amaliy ahamiyati va matematik 2 2
faniga kirish. To'plamlar asoslari. To'plamlar nazariyasining paydo
nazariyasining asosiy bo'lishi va asosiy tushunchalari
tushunchalari
i Asosiy va takrorli Kombinatorikani hisoblash goidalari. Sportda 2 4
kombinatsiyalar kombinatsiyalarni go‘llash.
3 Matritsalarning tatbigiy Matritsa nazariyasining sportdagi ahamiyati. 2 4
inasalalarda go'llanilishi Sport masalalarini yechishda matritsa
usullarini gqo'llash
4 Ikkinchi va uchinchi tartibli  Determinant xossalari va qoidalarini sport 2 2
dcterminantlar masalalarini hisoblashda qo'llash
1 Ikki vektorning skalyar Vektorlar skalyar ko'paytmasi. Vektor uzunligi. 2 4
ko'paytmasi Skalyar ko'paytma xossalari
6 Elementar funksiyalar, Funksiya tushunchasi. Sonli funksiya. 2 4
ularning aniglanish va Funksiyaning berilish usullari orgali uning
o'zgarish sohalari aniglanish va o'zgarish sohalarini aniglash

/ lunksiyaning Funksiyaning o'suvchi (kamayuvchiligi)ni 2 2



Ishchi fan dasturi [25]

ekstremumlari aniglash. Ekstremumlari (max, min) nuqtalarini
aniglashga doir masalalarni o'rganish
8 Hosila yordamida Hosila yordamida funksiyani to'liq tekshirish. 2 4
funksiyani to'liq tekshirish Hosilani sport masalalaridagi ahamiyati
9 Anigmas integralning Integrallash jadvali. Eng sodda ratsional 2 4
xossalari kasrlarni integrallash
Jami: 18 28

Mustaqil ta‘limning rejalari hamda vazifalari

“"Sportda matematika" kursi bo'yicha talabalarning mustaqil ta'limini bo’'lg‘usi jismoniy
tarbiya mutaxassislari tayyorgarlikdagi o'rnini baholash oson emas, negaki bo'limlarda berilgan
o'quv materiallari juda keng. Mustaqil ta'lim ijodiy amaliy-o‘rganish faoliyatining tarkibiy qismi
sifatida katta aqliy zo'rigishlarni talab giladi va yangi bilimlar, malaka hamda ko'nikmalarni
o'zlashtirishda o'ziga xos ko'makchi hisoblanadi. Mustaqgil ta'lim o'quv jarayonining
individualllashtirilishi, shaxsning ijodiy imkoniyatlarini rivojlantirilishini, kasbiy vakolatlar hamda
mahoratning ta'minlanishini, o'gituvchi va o'quvchilar orasidagi hamkorlikni ko'zda tutuvchi
pedagogik jarayonning strategiyasini belgilaydi.

Mustagil ta‘'limning mavzulari:

To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari.
To'plamlarning birlashmasi va kestshmasi qonunlari.
Asosiy va takrorli kombinatsiyalar. »
Matritsalarning tatbigiy masalalarda qo'llanilishi.
Determinantlarning tatbigiy masalalarda go'llanilishi.
Teskari matritsa.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar.

Vektorlar algebrasi.

Vektorlarni qo'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish.
Vektorlarning kolleniarlik sharti.

Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish.

Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi.

Funksiyalar va ularning grafiklari.

To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

Funksiyani limiti.

Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va o'zgarish sohalari.
Funksiyaning ekstremum/ari.

Hosila yordamida funksiyani to'liq tekshirish.
Differensiallash jadvali va hisoblash qoidalari.
Boshlang'ich funksiya.

Anigmas integralning xossalari.

Aniq integral va ularnig tatbiqlari.

Aniq integralni geometriyaga tatbiqi.
Trigonometrikfunksiyalarni integrallash.
Nyuton-leybnits formulasi.
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Dasturning umumiy axborot ta‘'minoti

M.izkur fanni o'gitish jarayonida ta'limning zamonaviy usullari, pedagogik va axborot-
kniiinumikatsiya texnologiyalarini qo'llash nazarda tutilgan. Jumladan, matematikaning to'plam,
kiimblnatorika, matrista, determinant, vektor, limit, hosila, differencial, integral nazariyalarini
ii'if.anishga bag'ishlangan mavzular zamonaviy kompyutertexnologiyalari yordamida prezentatsiya
u,i di’ktron-didaktiktexnologiyalardan foydalanilgan holda o'tkaziladi.

Ma'ruza va amaliy mashg'ulotlarda guruhli fikrlash, "Munozarali dars", kichik guruhlar
niir,i)baqalari, aqliy hujum, klaster, muammoli vaziyat, insert, gadamba-gadam metodi, balig skleti
v,i boshga pedagogik texnologiyalardan foydalaniladi. Amaliy mashg'ulotlar kompyuter
litiixologiyasi, elektron o'rgatuvchi dasturlar, elektron darslik va gqo'llanmalardan hamda
multimedia vositalaridan foydalangan holda olib boriladi.

Mustagqil ta'limni tashkil etishda "Masofali ta'lim" texnologiyalaridan foydalaniladi.

Dasturdagi mavzularni o'gitishda ta'limning zamonaviy usullaridan keng foydalanish, o'quv
|ii,iyonIni yangi pedagogik va innovatsion texnologiyalar asosida tashkil etish samarali natija
Imradl.

“Sportda matematika" fanidan talabalar bilimini reyting tizimi asosida baholash mezoni

"Sportda matematika" fani bo'yicha reyting jadvallari, nazorat turi, shakli, soni hamda har bir
iM/orntga ajratilgan maksimal ball, shuningdek joriy va oralig nazoratlarining saralash ballari
lhigldagl ma‘lumotlar fan bo'yicha birinchi mashg'ulotda talabalarga e'lon gilinadi.

| an bo'yicha talabalarning bilim saviyasi va o‘zlashtirish darajasini Davlat ta'lim standartlariga
lliuvoflgligini ta'minlash uchun quyidagi nazorat turlari o'tkaziladi:

joriy nazorat (JN) - talabaning fan mavzulari bo'yicha bilim va amaliy ko'nikma darajasini
iinlglash va baholash usuli. JN fanning xususiyatidan kelib chiggan holda amaliy mashg'ulotlarda
ud'/.ikl so'rov, test o'tkazish, suhbat, nazorat ishi, kollokvium, uy vazifalarini tekshirish va shu kabi
liir.hga shakllarda o'tkazilishi mumkin;

oralig nazorat (OIM) - semestr davomida o'quv dasturining tegishli (fanning bir nechta
iihivzusini o'z ichiga olgan) bo'limi tugallangandan keyin talabaning nazariy bilim va amaliy
ku'nlkma darajasini aniglash va baholash usuli. ON bir semestrda ikki marta o'tkaziladi va shakli
(oK'/.ikl, yozma ish, test va hokazo) o'quv faniga ajratilgan umumiy soatlar hajmidan kelib chiggan
holda bclgilanadi;

yakuniy nazorat (YaN) - semestr yakunida muayyan fan bo'yicha nazariy bilim va amaliy
lu'nlkmalarni talabalar tomonidan o'zlashtirish darajasini baholash usuli. YaN, asosan, tayanch
lirliuncha va iboralarga asoslangan holda semestr davomida o'tilgan materiallar bo'yicha
n'lknzlladi.

ON o'tkazish jarayoni kafedra mudiri tomonidan tuzilgan komissiya ishtirokida muntazam
i.ivkhda o'rganib boriladi va uni o'tkazish tartiblari buzilgan hollarda, ON natijalari komissiya qarori
lill.ni bekor gilinishi mumkin. Bunday hollarda ON gayta o'tkaziladi.

Oliy ta'lim muassasasi rahbarining buyrug'i bilan ichki nazorat va monitoring bo'limi
i.illbarligida tuzilgan komissiya ishtirokida YaNni o'tkazish jarayoni muntazam ravishda o‘rganib
lioilltidl va uni o'tkazish tartiblari buzilgan hollarda YaN natijalari komissiya qarori bilan bekor
i|llliiK!ii mumkin. Bunday hollarda YaN gayta o'tkaziladi.

Talabaning bilim saviyasi, malaka va ko'nikmalarini nazorat qilishning reyting tizimi asosida
tiillobaningfan bo'yicha o'zlashtirish darajasi ballar orqali ifodalanadi.
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"Sportda matematika" fani bo'yicha talabalarning semestr davomidagi o'zlashtirish
ko'rsatkichi 100 ballik tizimda baholanadi.

Ushbu 100 ball baholash turlari bo'yicha quyidagicha: YaN. - 30 ball, golgan 70 ball esa J.N.
25 ball, mustagil ta'lim olish -10 ball va O.N. - 35 ball kabi tagsimlanadi.

Baholash . Reyting
o Baholash mezonlari .
ko'rsatkichi bali
Ma'ruza va amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha har
tomonlama chuqur va mukammal bilimga ega. Amaliy ishlarni ijodiy va
ilmiy yondoshgan holda nazariy bilimlar asosida tushuntira oladi. Olgan
A'lo natijalarni mustaqil tahlil gila oladi. Xulosa va garor gabul gila oladi. ljodiy =~ 86-100
fikrlay oladi. Mustaqil mushohada yurita olish, olgan bilimlarini amalda
go’'llay olish, mohiyatini tushuntirish malakalariga ega. Fikrini bayon eta
olish. Tasavvurga ega bo'lish. Mustaqil ta'lim to'liq rasmiylashtirilgan.
Ma'ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilimga
ega. Ma'ruza, amaliy mashg'ulotlarini o'gituvchi yordamida tushinadi.
Yaxshi Mustaqil mushohada qilish, olgan bilimlarini amalda qo'llay olish, 71-85
mohiyatini tushuntirish malakalariga ega. Fikrini bayon eta olish.
Tasavvurga ega bo'lish. Mustaqil ta'lim yaxshi rasmiylashtirilgan.
Ma'ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilimga
. . ega. Ma'ruza, amaliy mashg'ulotlarini o'gituvchi yordamida tushinadi.
Qoniqarli L X o . . 55-70
Mohiyatini tushuntira oladi. Fikrini bayon eta olish. Tasavvurga ega bo'lish.
Mustagqil ta'lim yaxshi rasmiylashtirilgan.
Ma'ruza, amaliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilim

to'lig emas. Amaliy mashg‘ulotni o'gituvchi yordamida tushinadi. Aniq

Qonigarsiz 0-54

tasavvurga ega bo'Imaslik. Bilmaslik. Mustaqil ta'limni rasmiylashtirishda
kamchiliklari mavjud.

Talabalar o'zlashtirishini bir necha amaliy mashg'ulotlar doirasida kompleks baholash
magsadida fanning ishchi o'quv rejasiga muvofig 5 ta modulga ajratildi. Modullar mavzular
mazmuni asosida tuzilgan. Talaba har bir modulga kiritiigan mavzular bo'yicha o'zlashtirishi va
topshiriglarni bajarish sifatiga bog'liq holda to'plagan ballar migdori 5 ball bilan baholanadi.
To'planadigan ballar migdori JNga ajratilgan 25 ball, ONga ajratiladigan 35 ball, mustaqil ta'lim
olishga 10 ball va YaNga ajratiladigan 30 ball doirasida bo'lib, talabaning bilimini xolisona baholash
va ularni ko'nikma hamda malakasi sifatini oshirishga xizmat qiladi. Modullarga ajratilgan ballar
kafedra majlis garori bilan ma'qullangan.

Joriy nazorat mezonlari

Talabaning reyting ballari uning amaliy mashg'ulotlarni va uy vazifasini bajargani, mustagil
ta'lim yuzasidan tayyorlagan referati, tagdimoti va hisoboti bo'yicha belgilanadi. Joriy nazorat
amaliy mashg'ulotlarda og'zaki so'rov, test o'tkazish, suhbat, nazorat ishi, kollokvium, uy
vazifalarini tekshirish shakllarida o'tkaziladi. Joriy baholash uchun 25 ball ajratilgan.
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Oraliq nazorat mezonlari

Oralig nazorat ma'ruza va amaliy mashg‘ulotlari materiallari bo'yicha o'tkaziladi. Semestr
d.ivomida 2 ta oralig nazorat o'tkaziladi va ularga jami (17 + 18) 35 ball ajratiladi. Oraliq nazorat
yozma ish yoki test sinovlari ko'rinishida o'tkazilishi mumkin. Oraliq nazorat kompyuter test
\haklida o'tkazilganda testga ajratilgan ballar savollar soniga bo'linib, bir savolga go'yiladigan ball
lopiladi va uni to'g'ri javoblar soniga ko'paytirib, talabaning oraliq nazoratda to'plagan ballari

mmiglanadi.
Talabalarning mustaqil ta‘limini baholash mezonlari

Mustagqil ta'lim go'shimcha materiallar bo'yicha bajariladi. Mavzu talaba tomonidan yuqorida
t.iklif etilgan materiallar bo'yicha tanlanadi. Mustaqil ta'limning himoyasi ikkinchi oraliq nazoratdan
nldin o'tkaziladi. Maksimal ball - 10.

Yakuniy nazorat mezonlari

Yakuniy nazoratda talabaning bilim, ko'nikma va malakalari "Sportda matematika" fanining
umumiy mazmuni doirasida baholanadi. "Sportda matematika" fanidan yakuniy nazorat bo'yicha
liiholashda talabaning semestr davomidagi o'zlashtirishi yozma ish usulida o'tkaziladi. Yakuniy
n.izoratga 30 ball ajratiladi va u semestrning yakunida o'tkaziladi.

Talabaning semestrda JN va ON turlari bo'yicha to'plagan ballari ushbu nazorat turlari
umumiy balining 55 foizidan kam bo'lsa yoki semestrdagi joriy, oraliq va yakuniy nazorat turlari
lio'yicha to'plagan yakuniy ballari yig'indisi 55 balldan kam bo'lsa, u akademik garzdor hisoblanadi.

Talaba nazorat natijalaridan norozi bo'lsa, fan bo'yicha nazorat turi natijalari e'lon gilingan
v.igtdan boshlab bir kun mobaynida fakultet dekaniga ariza bilan murojaat etishi mumkin. Sunday
lujlda fakultet dekanining tagdimnomasiga ko'ra rektor buyrug'i bilan uch (uch) a'zodan kam
lio'Imagan tarkibda apellyatsiya komissiyasi tashkil etiladi.

Apellyatsiya komissiyasi talabalarning arizalarini ko'rib chigib, shu kunning o'zida xulosasini
blldIradi.

Baholashning o'rnatilgan talablar asosida belgilangan muddatlarda o'tkazilishi hamda
i.iMnlylashtirilishi fakultet dekani, kafedra mudiri hamda ichki nazorat va monitoring bo'limi
Itmionldan nazorat gilinadi.
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SPORTDA MATEMATIKA
FANIGA KIRISH. TO'PLAMLAR
NAZARIYASINING
TUSHUNCHA VA ASOSLARI



REJA

Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar

Tayanch iboralar: To'plam, to'plam
i li'inontlari. Bo'sh va gism to‘plam. Chekli va
dii'ksiz to'plamlar. Sonli to'plamlar.
lo'plamlarning
(IOnunlari. Kombinatorika.

i'lementlari.

birlashmasi va kesishmasi
Kombinatorika

Jismoniy tarbiya va sportda
matematikaning o'rni
Hozirgi kunda amalda o'z
i'tayotgan O'zbekiston Konstitutsiyasi, qator gonunlar,
jumladan, "Ta'lim to'g'risida"gi va "Jismoniy tarbiya va
eport to'g'risida“"gi qgonunlar, Prezident farmonlari
Ninida Hukumat qarorlari mamlakatimizda jismoniy
Mrbiya va sport sohasini bozor munosabatlariga
nioslashtirish va uni rivojlantirish
|.nliillashtirishga qaratilgan moddiy-huquqiy

Imkoniyatlarini yaratib bermoqda.

Oliy ta'limning Davlat ta'lim standartlariga ko'ra
mMportda matematika» fani jismoniy tarbiya va sportda
m.itematik hisoblashlarni bajarish bo'yicha bilim, malaka
v.i ko'nikmalarni tizimli shakllantirishga yo'naltirilgan.

Talabalarni mantiqiy fikrlashga, nazariy bilimlarni
min.iliyotga tatbiq etishga, to'g'ri xulosa
llilgarish va qaror gabul qilishga o'rgatish sportda
m.itcmatika fanining asosiy vazifalaridan hisoblanadi.

"Sportda matematika" fanining o'gitilishidan
inngsad - matematikaning zaruriy
iriii'lumotlari (tushunchalar, tasdiglar va
ul,nning isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va
sport

ijrosini  namoyon

sur'atini

bevosita

talabalarni
majmuasi
hamda

Imshgalar) bilan tanishtirish

yo'nalishlarining

Hozirgi zamon matematikasi

tarkibiga cheksiz to'plam tushunchasini
kirishi uni tubdan revolyutsionlashtirdi.

Aleksandrov P.S.

Sportda matematika fanining

o'qitilishida - talabalarni
matematikaning zaruriy
ma'lumotlari majmuasi
(tushunchalar, tasdiglar va
ularning isboti, amaliy

masalalarni echish usullari va
boshqalar) bilan tanishtirish

hamda sport yo'nalishlarini
matematika bilan uzviy
bog'ligliklarini o'rganishdan

iboratdir.  Ayni
talabalarni mantigiy fikrlashga,

paytda u

to'g'ri  xulosa  chigarishga,
matematik madaniyatini

oshirishga xizmat giladi.

matematika bilan uzviy

IIOK'ligliklarini o'rgatishdan iboratdir. Ayni paytda u talabalarni mantiqiy fikrlashga, to'g'ri
Klilosa chiqarishga, matematik madaniyatini oshirishga xizmat giladi.



Jismoniy tarbiya va sport ta'limida matematikani o'qitishning vazifasi - hozirgi zamon
bozor iqtisodiyoti sharoitlarini hisobga olgan holda har bir jamiyat a'zosining jismoniy va
mehnat faoliyati va kundalik hayoti uchun zarur bo'lgan matematik bilim, ko'nikma va
malakalarni berish, shuningdek, talabalarning hayotiy tasawurlari bilan amaliy faoliyatlarini
umumlashtirib borib, matematik tushuncha va munosabatlarni ular tomonidan ongli
o'zlashtirishlariga hamda hayotga tatbiq eta olishga intilish, talabalarda izchil mantiqiy fikrlashni
shakllantirib borish natijasida ularning aql-zakovati rivojiga, tabiat va jamiyatdagi muammolarni
hal etishning magbul yo'llarini topa olishlariga ko'maklashish, umuminsoniy madaniyatning
tarkibiy qismi sifatida matematika to'g'risidagi tasawurlarni shakllantirishdan iborat.

Mazkur fan jismoniy tarbiya va sport faoliyati mashg'ulotlarini to'g'ri tagsimlashda va
matematik tahlil gilishda zarur bo'ladigan bilim, malaka va ko'nikmalarni shakllantirishda
muhim ahamiyatga ega. Jumladan, bo'lajak o'gituvchi va murabbiylar sportchilarning jismoniy
tayyorgarlik va natijalarning murakkab tomonlarini aniglash yo'llarini, ularga ta'sir
ko'rsatadigan turli omillarni baholash, o'qgitish va mashq jarayonlarining sonli ma‘lumotlarini
aniqglash, hisob-kitob gilish va tahlil gilish malakasi va ko'nikmalarini egallashlari talab qilinadi.

To'plamlar va ular ustida amallar

To'plam tushunchasi matematikani boshlang'ich tushunchalaridan bo'lib, unga ta'rif
berilmaydi. To'plam tushunchasi nimalardan iborat ekanligini tushunish uchun quyidagi
misollarga murojaat qilamiz.

1) Futbol maydonidagi o'yinchilar to'plami.

2) Hamma butun sonlarto'plami.

3) Tekislikdagi biror nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar to'plami.

4) Markazi berilgan nugtada bo'lgan aylanalar to'plami.

5) N natural sonlarto’plami va hokazo.

Matematikada to'plam haqgida so'z yuritilganda, bir gancha narsalar bittaga birlashtirilib
garaladi va A, B, C, D, ... harflar bilan belgilanadi. Yuqoridagi misollardan ko'rinadiki, har bir
to'plam nomining o'zi qaysi elementlar bu to'plamga Kkiritilganini ko'rsatib turibdi. To'plam
elementlari kichik a,b,c,d,..harflar bilan belgilanadi. Agar A to'plam a,b,c elementlardan tashkil
topgan bo'lsa, A={a,b,c} kabi yoziladi. Agar A to'plamni ixtiyoriy elementini X harfi bilan
belgilasak, uni A={x} kabi yozamiz. Masalan, barcha natural sonlar to'plamini N desak,
N=(1,2,3,4,..) kabi belgilanadi, buni yana A={n} kabi ham yozish mumkin.

Agar biror a narsa A to'plamningelementi bo'lsa, aeA ko'rinishida yoziladi. agA belgilash
esa a element A to'plamga tegishli emasligini bildiradi. Masalan, natural sonlar to'plamini N
bilan belgilasak, u holda 5eN, 7eN, OgN, 52gN ko'rinishlarda yozish mumkin. Birorta
elementga ega bo'Imagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi.

Masalan, parallel to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtalari to'plami, x2+1=0 tenglamaning
haqiqiy ildizlari to'plami, kvadrati ikkiga teng bo'lgan ratsional sonlar to'plami va hokazo. Bo'sh
to'plam odatda 0 simvol bilan belgilanadi. A va B to'plamlar bir xil elementlardan iborat bo'lsa,
teng to'plamlar deyiladi va A=B kabi yoziladi. Bundan tashqari matematikada yana quyidagi
belgilashlar ham ishlatiladi.

V - har ganday degan belgi, 3 - mavjudki degan belgidir.

a -va belgisi, v - yoki belgisidir.

<= - bo'lganda fagat shundagina, => kelib chigadi. Bu belgilashlarga ko'ra A va B
to'plamlar tengligini quyidagicha yozish mumkin:

(A=B)<=>((VxeA =>xe B)a (V xs B=>xs A)).

A va B to'plamlar bir xil elementlarni o'z ichiga olganda va fagat shundagina tengdir.

Masalan, 1 dan 10 gacha bo'lgan natural sonlar to'plamlari bu sonlar gaysi tartibda
joylashganligidan qat'iy nazar o'zaro tengdir. Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamning



linlldementi bo'lsa, u holda A to'plam B to'plamning qism to'plami deyiladi va AcB kabi
yn/lliidl. Bu ta'rifga ko'ra har ganday to'plam o0'z-o'zining gism to'plami hisoblanadi.

Masalan, NcZ, QcR, A - sinfdagi o‘quvchilar to'plami, B - bir to'garakka gatnashuvchi
ii quvchllar to'plami bo'lsa, Bc:A kabi yoziladi.

Ko'pincha matematikada tadqigot magsadlariga garab berilgan A to'plamdan barcha
eli'mentlari biror umumiy xossaga ega bo'lgan qism to'plam ajratiladi, unda A to'plamning
linnma elementlari shu xossaga ega bo'lavermaydi. Uni quyidagicha yoziladi:

{xeA ..} bu degan so'z A to'plamga tegishli va "... " xossaga ega bo'lgan barcha x lar
lo'plaml. Masalan, 3 dan kichik natural sonlar to'plami B ni quyidagicha yozish mumkin:

Ihi(x< N: x<3}=(1,2)

Ratsional sonlar to'plami
Ta'rlf: Cheksiz davriy o'nli kasr ko'rinishida yozish mumkin bo'lgan sonlar ratsional sonlar
iliiyllad11
Barcha musbat va manfiy butun va kasr sonlar nol soni bilan birgalikda ratsional sonlar
lo'plamIni hosil giladi. Ratsional sonlar to'plamini yana quyidagicha ta'riflash mumkin. Barcha

ko'rinishidagi sonlarga ratsional sonlar to‘plami deyiladi. Bu erda p, g~O butun sonlar.

3
Knlslonal sonlar Q harfi bilan belgilanadi. Ratsional sonlar to'plami quyidagi muhim xossaga
*ga2

I. Q ratsional sonlar to'plami tartiblangan to'plamdir. Ixtiyoriy ikkita a va b ratsional sonlar
nlinsa, ular uchun a=b, a>b yoki a<b munosabatdan fagat bittasigina o'rinlidir.

Il. Q ratsional sonlar to'plami zich joylashgan to'plamdir. Ixtiyoriy a va b ratsional son
ollnsa, bu ratsional sonlar orasida yotuvchi bitta yoki cheksiz ko'p ratsional son yotadi. MasalanP

" "I[ ratsional son uchun a<c<b bo'ladi. Ixtiyoriy ikkita a va b ratsional son orasida kamida

hill,i ratsional son mavjudligidan bu ratsional sonlarning orasida cheksiz ko'p ratsional sonlarni
innvjudligi kelib chigadi.

Irratsional son ta'rifi

Irratsional son tushunchasini nemis matematigi Dedikind (1831-1916) nazariyasi bo'yicha
klrltnmlz. Shu magsadda biz barcha ratsional sonlar to'plamini ikkita bo'sh bo'Imagan A va A’
lo'plamlarga ajratamiz.

Ta'rif: Agar 1) har bir ratsional son A va A' to'plamlardan fagat bittasigagina tegishli
ImT,In. 2) A to'plamga tegishli bo'lgan a ratsional son A’ to'plamga tegishli bo'lgan a' ratsional
«nridan kichik bo'lsa, bu bo'linish ratsional sonlar to'plamida bajarilgan kesim deyiladi va uni
(A/A'") kabi belgilanadi. Yuqoridagi ta'rifdan ko'rinadiki, Q ratsional sonlar to'plamida kesim
liu“.ll bo'lishi uchun uning gism to'plamlari A va A' lar uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak
dkon*.

1) A*0,A'™ 0

2) AuA'=Q

3) V asA,Va'sA'=> a<a’

To plamlarning birlashmasi
I Ulilmmov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-qism, 2014. -8.14.

jHnpIndor Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 18.
I liblimnv N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to‘plami. 1-gism, 2014. - B. 15.



Har ganday ikkita to'plamning barcha elementlaridan, ularni takrorlamasdan, tuzilgan
to'plamga shu to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi) deb aytiladi.

Bu ta'rifdan ko'rinib turibdiki, to'plamlarning umumiy elementlari shu to'plamlarning
birlashmasiga fagat bir martadan Kkiritiladi. Berilgan to'plamlarning birlashmasidagi har ganday
element shu to'plamlarning hech bo'Imaganda bittasiga tegishlidir. A va B to'plamlarning
birlashmasi AU S kabi belgilanadi. Bu yerda "A va B to'plamlarga birlashma amalini qo'llab
(yoki A va B to'plamlar ustida birlashma amali bajarilib), A\JB to'plam hosil gilindi" deyish
mumkin. 1l.1-shaklda A va B to'plamlar doiralar ko'rinishida, A\JB to’plam esa bo'yab
tasvirlangan4.

Misol. A={a,b}, B={a,b,c} va C ={e,f,k} bo'lsin. U
holda E = A\JB = {a,b,c}, E\JC={a,b,c,e,f,k),
C\JB ={a,b,c,e,f,k}, A\JC={a,b,e,f,k) bo'ladi. *

Misol. O'zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 25gacha
bo'lgan fugarolari to'plamini A bilan, yoshi 2ldan 30gacha
bo'lgan fugarolari to'plamini esa B bilan belgilasak, A va B
to'plamlarning A[]B birlashmasi O'zbekiston Respublikasining
yoshi 16dan 30gacha bo'lgan fugarolari to'plamini tashkil etadi.
a

A{JB

Misol. NUR =R . m

Shuni ta'kidlash kerakki, to'plamlar bilan bog'lig tushunchalar va ular ustidagi amallar,
mos ravishda, sonlar bilan bog'lig tushunchalar va oddiy arifmetik amallar bilan giyoslanadi.
Jumladan, to'plamlar yig'indisini (birlashmasini) topish amali sonlarni go'shish amali bilan
giyoslanadi. Bunday qiyoslashlar, ko'pincha, bir-biriga o'xshash natijalarning mavjudligini
ko'rsatadi, ba'zan esa ular to'plamlarning farqli xususiyatlarga egaligini namoyon etadi.
Masalan, ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun AciB bo’'lsa, u holda AA\JB=B va B\JA-B
bo'ladi, lekin, ixtiyoriy a va b sonlar uchun a<b bo'lgan holda a+b=b va b+a=b
tengliklar bajarilmasligi mumkin, ular fagat a =0 bo'lsagina o'rinlidir.

To'plamlarning kesishmasi

Ta'rif: Har qanday ikkita to'plamning barcha umumiy elementlaridan tuzilgan to'plamga
to'plamlarning kesishmasi (yoki ko'paytmasi) deyiladi5. AC\B

Berilgan A va B to'plamlarning kesishmasi Af]B kabi
belgilanadi. Bu yerda "A va B to'plamlarga kesishma amalini
qo'llab, Af]B to'plam hosil qilindi" deyish mumkin. 1.2-shaklda
A va B to'plamlar doiralar ko'rinishida, AV\B to'plam esa
bo'yab tasvirlangan. To'plamlar ustidagi amallarning yuqorida
ta'kidlangan o'ziga xos xususiyatlari to'plamlar ko'paytmasini
(kesishmasini) topishda ham namoyon bo'ladi. Masalan, AcB
bo'lsa, u holda Af)B = A va BC\A= A bo’'ladi.

Ta'rif: Bitta ham umumiy elementga ega bo'Imagan ikkita to'plamlarning kesishmasi
bo'sh to‘plam bo'lishi tabiiydir. Kesishmasi bo'sh bo'lgan to'plamlar o'zaro kesishmaydigan,
kesishmasi bo'sh bo'Imagan to'plamlar esa o'zaro kesishadigan to'plamlar deb ataladi6.

Misol. A={a,b,c}, B={a,b,c,d}, C ={e,f,k} bo'lsa, u holda D = Af]B ={a,b,c),
£>fIcC=0, ADC=0, Bf|C =0, DftB ={a,b,c) bo'ladi. o

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 20.
5Jo'raev T.J. va boshqgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 22.
6 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 21.



Mlsol. 2- misolda aniglangan A va B to'plamlarga kesishma amalini qgo'llasak,
() /hckiston Respublikasiningyoshi 21dan 25gacha bo'lgan fugarolari to'plami [AC\B to'plam)
hosil bo'ladi. Buyerda A va B to'plamlar o'zaro kesishadigan to‘plamlardir. m

Misol. N fIR =N .B

Milsol. Butun dunyoda 2005 yilda tug'ilgan bolalar to'plaminl Ts bilan, 2006 yilda tug'ilgan
holalar to'plamini esa T6 bilan belgilasak, u holda T5C\T6=0 bo'ladi. Demak, T5 va T6

to'plamlar o'zaro kesishmaydigan to'plamlardir. n

To'plamlarning ayirmasi
Ixtiyoriy A va B to'plamlar berilgan bo'lsin. A to'plamning B to‘plamda bo'Imagan
barcha elementlaridan tuziladigan to'plamni hosil gqilish A
to'plamdan B to'plamni ayirish deb, tuzilgan to'plam esa, shu A
va B to'plamlarning ayirmasi deb ataladi.
A to'plamdan B to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan
to'plam, ya'ni A va B to'plamlarning ayirmasi A\B yoki A-B
ko'rinishida belgilanadi. Bu yerda "A to'plamdan B to'plamni
ayirish amalini qo'llab, A\B to'plam hosil qilindi" deyish
mumkin. 1.3-shaklda A va B to'plamlar doiralar ko'rinishida,
A\B to'plam esa bo'yab tasvirlangan.
Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun AHB =0 bo'lsa, u holda AAB=0 va B\A=0
bo'lishi ta'rifdan bevosita kelib chigadi.
Misol. 1-misoldagidek, A ={a,b}, B={a,b,c}, C ={e,f,k} bo'lsa, u holda AAB=0,
INA: {c}, BA\C=0 bo'ladi. m
Misol. A va B to'plamlar 2-misdldagidek aniglangan bo'lsin. U holda, A to‘'plamdan B
to'plamning ayirmasi A\B O'zbekiston Respublikasidagi yoshi 16dan 2lgacha bo'lgan
lugarolari to'plamini, B to'plamdan A to'plamning ayirmasi B\A esa O'zbekiston
Respublikasining yoshi 25dan 30gacha bo'lgan fugarolari to‘plamini anglatadi. a
Misol. R\N ayirma tarkibida natural sonlar gatnashmagan barcha haqiqiy sonlar
to'plamidan iboratdirva N\R =0 . m

To'ldiruvchi to'plam
Faraz gilaylik, A va B to'plamlar berilgan va A cB bo'lsin. Bu holda B to'plamning A
to'plamga kirmagan barcha elementlaridan tashkil topgan B\A to'plam A to'plamning B
to'plamgacha to'ldiruvchi to‘plami deb ataladi7.

A to'plamning B to'plamgacha to'ldiruvchi to'plami, odatda, AB
ko'rinishda belgilanadi. Bu yerda "AB to'plam A to‘plamni B
lo'plamgacha to'ldiradi" yoki “A to'plamni B to'plamgacha to'ldirish
.unalini qo’llab, AB to'plam hosil gilindi* deyish mumkin. 1.4-shaklda A
to'plam kichik doira, B to'plam katta doira ko'rinishida, AB to'plam esa
bo'yab tasvirlangan.

To'plamlar ustidagi yuqorida keltirilgan birlashma, kesishma va
lo'ldiruvchi to'plam tushunchalari ta'riflarini bevosita qo'llab, AAJAB= B,

Al )AB=0, ANAB=A va AB\A = ABtengliklarni hosil gilish giyin emas8.

* JoVaev T.J. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 27.
" Kupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P.22.



Misol. Barcha juft sonlar to'plamini A={2,4,..,2n,..} (neN) deb belgilasak, A
to'plamni N to'plamgacha to'ldirish amalini go'llab AN = to'plamni, ya'ni
barcha toq sonlar to'plamini hosil gilamiz. Demak, barcha toq sonlar to'plami barcha juft sonlar
to'plamini natural sonlar to'plamigacha to'ldiradi. Xuddi shunga o'xshash, barcha toq sonlar
to'plamini natural sonlar to'plamigacha to'ldirish amalini qo'llab, barcha juft sonlar to'plamini
hosil gilish mumkin. m

Universal to'plam

Ta'rif: Agar ko'rilayotgan barcha to'plamalarni biror Q to'plamning gism to'plamlari kabi
garash mumkin bo'lsa, unda O universal to'plam deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog'lig barcha to'plamlar uchun O”-00, “ ), insonlardan iborat
to'plamlar uchun Q={Barcha odamlar} universal to'plam bo'ladi.

Ta'rif: Agar A to'plam Q universal to'plamning qismi bo'lsa, unda Q\A to'plam A
to'plamning to'ldiruvchisi deb ataladi va C(A) kabi belgilanadi.

Agar quyidagi chizmada Q universal to'plam doiradagi, A to'plam esa uning ichida
joylashgan to'ri to'rtburchakdagi nuqtalardan iborat bo'lsa, uning to'ldiruvchisi C(A) 1.5-
shakldagi shtrixlangan sohadan iborat bo'ladi:

Demak, C(A) to'plam A to'plamga kirmaydigan elementlardan tashkil topgan bo'ladi, ya'ni
xe A=>x £ C(A), x<£A=>xeC(A).

Masalan, Q={Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan korxonalar} bo'lsa, unda C(A)={Rejani
bajarmagan korxonalar}to‘plami bo'ladi;

Q={1,2,3,..,n,..} - natural sonlar
to'plami, A={2,46,..2n,..} - juft
sonlar to'plami, B={5,6,7,..,n,.} -
4dan katta natural sonlar to'plami
bo'lsa, unda

1.5-shakl C(A) Cc(A)={,3,5,..2n-1..} - toq
sonlar, C(B)={l,2,3,4}-5dan kichik
natural sonlar to'plamlarini
ifodalaydi.

Ta'rif: A va B to'plamlarning
Dekart ko'paytmasi deb AxB kabi
belgilanadigan va (x,y) (xeA, ysB) ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan yangi to'plamga aytiladi.
Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] bo'lsa, AxB to'plam tekislikdagi (x, y) (xeA=[0,2j, yeB=[0,1] )
nuqtalardan, ya'ni uchlari Mi(0,0), M20,1), M32,I) va M42,0) nuqtalarda joylashgan to'g'ri
to'rtburchakdan iborat bo'ladi (1.6-shakl):

A 2
1.6-shak!



Af;ir C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishchilar} bo'lsa, unda CxD tajribali va yosh
r.lii lild.in iborat bo'lgan turli "ustoz-shogird" juftliklaridan iborat to'plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to'plamlarning Dekart ko'paytmasi uchun AxB~BxA, vya'ni
hinimutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] to'plamlar uchun AxB asosining
u/iinligl 7, balandligi 1 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni , BxA esa asosining uzunligi 1, balandligi 2
In>1uynn to'g'ri to'rtburchakni ifodalaydi va bunda AxB~BxA bo'ladi.

Universal to'plam va bulean9tushunchalari

lo'plamlar nazariyasida, odatda, to'plamlar orasidagi turli munosabatlarni hisobga olishga
In K il keladi. Masalan, qaralayotgan to'plamlarning barchasi gandaydir boshga bir to'plamning
gh.in to'plami bo'lishi mumkin. Bu holda qaralayotgan barcha to'plamlarni o'zida gism to'plam
"Ilillda saqlovchito'plamga universal to'plam deb aytiladi.

Universal to'plam, odatda, U deb belgilanadi. Universal to'plamni universum deb ham
ntiishadi.

Shuni ta'kidlash kerakki, universal to'plam tushunchasi nisbiy tushunchadir. Masalan,
() /bekiston sharoitida aholi bilan bog'liq gandaydir masala qaralayotgan bo'lsa, u holda
O/buklston aholisi to'plamini wuniversal to'plam deb garash mumkin. O'z navbatida,
<i /bekliston aholisi to'plami dunyo aholisi to'plamining gism to'plamidir.

Universal to'plamning ta'rifiga binoan, uning hamma gqism to'plamlari orasida ikkita
xii'.m.is gismi bor: bittasi universal to'plamning o'zi, ikkinchisi esa bo'sh to‘'plam. Tabiiyki,
universal to'plamning qolgan barcha gism to'plamlari xos gism to'plamlaridir.

Ko'pincha, berilgan " A to'plamning universal to'plamgacha to'ldiruvchisi" deyish o'rniga,
qI.<|i qglllb, berilgan " A to'plamning to'ldiruvchisi" deb aytiladi va A ko'rinishda belgilanadi.
llilyerda"~ to'plam A to'plamnito’ldiradi" yoki “A to'plam A to'plamdan to'ldirish amalini
(I<i ILil) hosil gilindi" deyish mumkin.

lo'plamlar nazariyasida bulean tushunchasi kiritiigan bo'lib, u muhim tushunchalardan
Inn hlsoblanadi. Berilgan A to'plamning barcha qism to'plamlaridan tuzilgan to'plam A
in plimning buleani (A to'plam uchun bulean) deb ataladi.

A to'plamning buleani 2J ko'rinishda belgilanadi.

Misol. To'rtta elementga ega A ={a,b,c,d} to'plam uchun 2A bulean o'n oltita element-

lii pliimlardan iborat bo'ladi:
2a={0,{a),{b}.{c}{d}.{a b].{a,c} {a,d).{b,c},{b,d).{c.d),
{a,b,c},{a,b,d),{a.c,d),{b,c,d},{a,bc,d}}.

Unvshanki, ]JA\=4 va [2/]=16. =

Kombinatorika elementlari
Konibinatsiya - bu kombinatorikaning asosiy tushunchasidir. Bu tushuncha yordamida
Mlyorly to'plamning gandaydir sondagi elementlaridan tashkil topgan tuzilmalar ifodalanadi.
kimiblnatorikada bunday tuzilmalarning o'rin almashtirishlar,

n rinlashtirishlar va gruppalashlar deb ataluvchi asosiy Kombinatorikada
Imt ilnlshlari o'rganiladilo qo'shish va

Li'rlf: Biror chekli to'plam elementlari ichidan ma'lum ko'paytirish qoidasi
hli  xossaga ega bo'lgan elementlardan iborat qilsin deb ataluvchi ikkita
lii'pltimlarni tanlab olish yoki to'plam elementlari ma'lum bir asosiy goida mavjud.

11'ti llioi .t Inyllz matematigiva mantiqchisi Jorj Bul (George Boole, 1815-1864) sharafiga shunday nomlangan.
*"1ii’i.h’V IM. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. - B. 31.



tartibda joylashtirish bilan bog'liq masalalar kombinatorik masalalar deyiladill

Ta'rif: To'plamlar nazariyasining kombinatorik masalalar bilan shugullanadigan qismi
kombinatorika deyiladi.

Masaian: O'nta yakkakurashchilarni (boks, kurash, gilichbozlik,...) bellashuvga bir necha
xil usulda o'tkazish mumkin:

- jismoniy sifatlardagi sifatlarni (kuch, tezkorlik, chaqqgonlik, egiluvchanlik, chidamlilik)
turlicha tartibda birlashtirish.

- sport turlarida jismoniy sifatlarni (kuch, tezkorlik, chagqonlik, egiluvchanlik, chidamlilik)
har xil tartibda rivojlantirish.

Kombinatorikada qo'shish va ko'paytirish qgoidasi deb ataluvchi ikkita asosiy qoida
mavjud. Avvalo to‘plamlar nazariyasiga doir bir teoremani keltiramiz.

Teorema: Agarda A va V chekli to'plamlar bo'lib, ulardagi elementlar soni n(A) va n(B)
bo'lsa, u holda A~>V to'plamdagi elementlar soni n(A<_A/) quyidagicha topiladi.

n(AuV)= n(A)+ n(V), agarda AnV= 0 bo'lsa,

n(AuV)= n(A)+ n(V)- n(Ar*V), AnV~0 bo'lsa.

Bu teoremadan kombinatorikaning go'shishi qoidasi kelib chigadi.

Qo'shish qoidasi

Agarda biror a tanlovni n (a) usulda bo'lsa, P tanlovni n(p) usulda amalga oshirish
mumkin bo'lsa va bu erda a ni ixtiyoriy tanlash usuli p ni ixtiyoriy tanlash usulidan farq qilsa, u
holda «a yoki p» tanlovni amalga oshirish usullari soni

n (a yoki P)

n (a yoki P) =n (a) +n (P) formula bilan topiladi.

IVIfsoi: Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu korxonadan bitta xodimni necha
xil usulda tanlab olish mumkin:

a - erkak xodimni tanlash, p - ayol xodimni tanlash

n(a) =10, n(P) =8va n (ayoki p)=n(a) +n(p) =10+8 =18 m

Ko'paytirish qoidasi
Agarda biror a tanlovni n (a) usulda, p tanlovni n (P) usulda amalga oshirish mumkin
bo'lsa, u xolda «a va P) tanlovni (yoki (a;P) juftlikni) amalga oshirish usullari soni n (a va P) n (a
vaP)=n(a)® n (p)formula bilan topiladi.
Ta'rif: n ta elementli to'plamning k (k < n) ta elementli ixtiyoriy gism to'plami n ta

elementdan k tadan olingan kombinatsiya deyiladi va ularning soni S, kabi belgilanadi. Faqat

elementlarning joylashish tartibi bilan farq giladigan barcha gism to'plamlar bitta kombinatsiya
hisoblanadil2

Kombinatsiyalarda elementlarning joylashish tartibi ahamiyatga ega emas va bu qism
to'plamlar bir-biridan kamida bitta elementida farq qilishi kerak.

Masaian: (a,v,s) n=3 elementli to'plamdan ikkita elementli kombinatsiyalar {a;v}, (a;s),
{v;s} bo'ladi. Bu erda {v;a}={a;v}, {s;a}={a;s}, {v;s}={s;v} deb hisoblanadi.

Umumiy xolda quyidagi formula o‘rinli:

c' = n ...(1)
K\(n-k)\
Bu erda n! (n faktorial) =10 20 30 ... 0 nva 0! =1deb olinadi.
Misol. Beshta odamdan uchta kishidan iborat komissiyani necha xil usulda tuzish mumkin:

1 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 23.
12 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 23.
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Li'rit; n ta elementdan iborat to'plamning elementlarini joylashish tartibini o'zgartirish
n.itll.r,lda hosil bo'lgan n ta elementli ixtiyoriy to'plam o'rin almashtirish deb ataladi va ularning
.mil It, kabi belgilanadi.

Mlsol. 1) n =2 =>{a;v}{v;a}=> R2=2

2) n =3 =>{a;v;s}{a;s;v},{s;a;v}{via;s}.{v;s;a},{s;v;a}=> R3=6
Umumiy holda
Rn= n!
formula o'rinli. m
MIlsol- Navbat kutib turgan 5 ta odamni Rs=5!=120 usulda navbatga joylashtirish mumkin.

| Ji rif: n ta elementli to'plamning k ta elementdan iborat gism to'plamlari bir-biridan yoki
uh'mrntlari, yoki elementlarning joylashish tartibi bilan farq qilsa, ular n ta elementda k tadan

o ilulishtirish deb ataladi va ularning soni A* kabi belgilanadil3

Nyuton binomi va binomial koeffitsiyentlar. Yuqorida (1) formula orqali kiritilgan Ck

".niil.nl yordamida quyidagi tenglikni yozish mumkin:

((i+b)n=an+Cjy-'b + CRan-2b2 + «ee+ Cn-~labn~l + bn= f JC kan~kbk (2)
k=0

llu tenglikda n ixtiyoriy natural son bo'lib, u maktabda o'rganiladigan (a+b)2va (a+b)3

ko'paytirish formulalarini umumlashtirmasini ifodalaydi va matematikada Nyuton binomi

(liliiotn Ikkihad degan ma'noni bildiradi), unga kiruvchi C k sonlari esa binomial koeffitsiyentlar
ili'li .il.iladl. Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, keyinchalik (2) formula Nyuton tomonidan ixtiyoriy
mi "inn,il daraja uchun umumlashtirildi.

. Agar (2) Nyuton binomida a=b=I yoki a=I, b=-1 deb olsak, unda

tc k=2n, S(-1)*C* =0
k=0 k=0
Iciifiliklar o'rinlini ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
. Agar (1) formulada k o'rniga n-k qo'yilsa yoki k=0 yoki k=n deb olinsa, unda
* n-k c 0] »
n n n
tungliklar hosil bo'ladi. Ular kombinatsiyalarni hisoblashni osonlashtiradi.
O rinlashtirishlar. Bir gator kombinatorik masalalar o'rinlashtirish yordamida yechiladi.
11til: Chekli va n ta elementdan iborat to'plamdan bir-biridan yoki elementlari, yoki
I'liYiui'nllarining joylashish tartibi bilan farq qiladigan va k ta elementdan iborat qism
In pliininrni hosil gilish n ta elementdan k tadan o'rinlashtirish deb ataladi.

licrligan n ta elementdan ktadan o'rinlashtirish soni A k kabi belgilanadi va uninggiymati
iliiylil,igl formula bilan hisoblanishini isbotlash mumkin:
Ak = W (3)
" (n-k)\
formula bilan hisoblanadi.

M,i',ilnn, {a,b,c} to'plamdan n=3 ta elementdan k=2 tadan o'rinlashtirishlar
(,i,1.(.i<|{b;c}{b;a}{c;a}.{c;b} bo'lib, ularning soni

Miililimlt"t Sokhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 24.



=*=6.
Io(3-2) 1

Masala: Talaba 4 ta fan bo'yicha go'shimcha tayyorlanish uchun ularning har biriga
haftaning bir kunini ajratmoqchi bo'ldi. Talaba hafta kunlarini fanlarga necha usulda tagsimlashi

mumkin? s
Yechish: Talabani I-IV fanlar uchun haftaning tanlagan kunlarini k=4 ta elementli X=(xI,

x2, x3, x4} to'plam, hafta kunlarini esa n=7 elementdan iborat H={1,2,3,...,7} to'plam singari
garaymiz. Bu holda XcH bo’lib, uni hosil etish n=7 ta elementdan k=4 tadan o'rinlashtirishlarga
mos keladi, chunki bunda elementlarning joylashish tartibi ham ahamiyatga ega. Masalan,
(2,4,6,7} tagsimotda | fanga dushanba (2), Il fanga chorshanba (4), Ill fanga juma (6) va IV fanga
shanba(7) kunlari ajratilgan bo'ladi. Unda {4,2,6,7}, {6,4,2,7} kabilar turlicha tagsimotlarni
ifodalaydi. Demak, talaba fanlarga hafta kunlarini

4 7 71

4 -=—=4-5-6-7=2840"

to(7-4) 3

usulda tagsimlashi mumkin.

Muammoli masala va topshiriglar

1. A={a,b,c}, B={d,e,f,g} va C={a,f,g,k,c) to'plamlardan har ikkitasining
kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

2. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3ga teng doiralar
nuqtalaridan iborat to'plamlarning kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

3. To'plamlarning ayirmasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.

. Ushbu amallar natijalarini anigqlang: 0 f1{0 }, {0}fl{0}, {Oo}Uu {0}, {0,{0}}-{0},

{0{0}} o, {o{o}}-{o}}.

5. Ixtiyoriy A to'plam wuchun A\JO, Af]O, A-0, A-A, O0-A to'plamlarni
aniglang.

6. A—B =B —A tenglik o'rinli bo'ladigan A va B to'plamlarga misollar keltiring.

7. O'zaro kesishmaydigan to'plamlar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal giling.

8. O'zaro kesishadigan to'plamlar bilan bog'lig masala o'ylab toping va uni hal giling.

9. Ixtiyoriy A to'plam uchun A\NJA=A\JA = U bo'lishini ko'rsating.

10. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun quyidagi tasdiglarning o'rinli bo'lishini ko'rsating:

a) AAB=0"AcB;

b) AcB=>A\B =0 -a) banddagi tasdigga teskari tasdiq;
d) AAB=B\A=0=>A =B;
e) A=B=>A\B =B\A =0 - d) banddagi tasdigqga teskari tasdiq;

f) A\B = Af]B, ya'ni ayirish amali kesishma va to'ldirish amallari yordamida ifodalanishi
mumkin;

g OCcA(IB cAUB.

11. Chekli A va B to'plamlar uchun \A\, \B\, |/4U5| va |~DS| sonlar orasidagi
bog'lanishni toping.

12. Ixtiyoriy A, B va C to’plamlar uchun quyidagi tasdiglarni isbotlang:

a) AUB~NC=>(A~NC va 5c¢cQ ;

b) (JcC va ScC )™ /IU ficC -a) banddagitasdigqa teskari tasdiq;

d) AABnC=>(A<=B va A"C);

e) (AczB va Ac Q =>Ac Bf]C -d) banddagi tasdigga teskari tasdiq;

fy AAB=>A\JCcBUC;

g AcB =i>Af)Cc Bf]C;



) AcB=>C\BcC\A.

I'i 12-topshirigning f), g), h) va i) bandlaridagi tasdiglarga teskari tasdiglarni tahlil qgiling
«.iill.v bnjarilmaydigan hollarda A, B va C to'plamlarga misol keltiring.

14. Ixtiyoriy a, b va ¢ sonlar uchun to'g'ri bo'lgan a<b<”~>a+c<b+c,
i Ik >a-c<,b-c va a<b<”>c-b<c-a munosabatlardagi a, b va ¢ sonlarni A, B ya
i 1In plnmlar bilan, "+" va belgilarni "cz", "U" va "\" belgilar bilan mos ravishda
iilm.i"litlrlb, hosil bo'lgan munosabatlarning to'g'riligini tahlil giling.

1S. B={xe 7V|x 3ga bo'linadi} bo'lsin. iV to'plamni universal to'plam deb hisoblab,
Il to'plamni toping.

16. Natural, butun, haqigiy va irratsional sonlar to'plamlari bilan bog'liq universal
to |il.milarga misollar keltiring.

I/. A={a,b,c,d,e} to'plam uchun 2J buleanni aniglang.

18. Bir uyda yashovchi oilada ota (/), ona (n) va to'rt nafar farzand (1,2,3,4) bo'lsa, oila
i /nliilning uyda bo'lishlari vaziyatlariga mos barcha imkoniyatlarni to'plamlar ko'rinishida
yu/liiH v.i bu imkoniyatlar to'plamlari to'plamining quwatini aniglang.

I'). Universal to'plam tushunchasi bilan bog’liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.

70. Bulean tushunchasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.

Nazorat savollari
I To'plamlarning birlashmasi ganday amalga oshiriladi?
) Qanday to'plamga to'plamlarning kesishmasi deb aytiladi?
) O'zaro kesishmaydigan to'plamlar deganda nimani tushunasiz?
< Qanday to'plamlarga o'zaro kesishadigan to'plamlar deb aytiladi?
V To'plamlarning ayirmasi nima?
(i. A to'plamni B to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam deganda nimani tushunasiz?
/ Qanday to'plamga universal to'plam deb aytiladi?
I, Hulean deganda nimani tushunasiz?
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Matritsalar va ular ustida

amallar

| Determinantlar va ularni

» xossalari

i Chizigli tenglamalar sistemasi.

j Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa

~yordamida yechish

j Teskari matritsa

(Viyanch iboralar: Matritsa.
DIKKonal matritsa.  Birlik  matritsa. Algebra songa taalluqli turli xil masalalarni
DcliumInant, teskari matritsa. yechishni gisqartirish, soddalashtirish va
Miililtwlarni qgo'shish, ayirish, songa aynigsa umumlashtirish bilan shug'ullanadi.
I'n |iiytlrish. Chizigli tenglamalar
m.Mmnnsi. Minor. Algebraik to'ldiruvchi. J.L.Bertran
TEkI(2Lhi va uchinchi tartibli

*ld immInantlar.

Matritsalar va ular ustida amallar

TVi'rif: m ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri
in Ithurchakshaklidagi mnta sondan tuzilgan jadval mxn
iin IHill matritsa deb ataladil

M .ilritsalar A,B,C kabi bosh lotin harflar bilan,
illiinl tnshkil etuvchi sonlar esa a ij, bij, c ij kabi
IM-li'lliinadi. Bu sonlar shu matritsaning elementlari deb
iilil.ldl. Bu yerda i element joylashgan satrni, j esa
IIMunningtartib ragamini bildiradi.

M.isalan, A= matritsa 2x3 tartibli
() 75 -1

IH» lib, unda an=1, ai3=1.2, a22=7,5.
A~irda A matritsaning tartibini ko'rsatishga extiyoj
lin‘li..i, u A nK, ko'rinishda yoziladi.

Matritsa birqator
matematik va iqtisodiy
masalalarni yechishda

juda ko'p go'llaniladigan
tushuncha bo'lib, uning
yordamida bu masalalar
va ularning yechimiarini
sodda hamda ixcham
ko'rinishda ifodalanadi.

i rlf: A mnmatritsada m =n bo'lsa, u kvadrat, m~n bo'lsa to'g'ri turtburchakli matritsa
mnyllLiili. Dunda, agar m =1 bo'lsa, satr matritsaga; n = 1 bo'lsa ustun matritsaga ega bo'ladi.

11rlf: A va B matritsalar teng deyiladi (A=B deb yoziladi), agarda ular bir xil tartibli va
iil.ii iiliih mos elementlari o'zaro teng bo'lsa, ya'ni a rj= bijshart bajarilsa2

lii]ilii)m S(‘khon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 42-43.
ItiipIndai Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 44.



Masalan,A=(a+a a-~a\BJ 2* O
\asa a-a;
Bo'lsa, A =B deb yozish mumkin.
A={aij} matritsada ai, ko'rinishdagi elementlar diagonal elementlar deyiladi.
Ta'rif. Barcha diagonal elementlari birga teng (aii =1), golgan barcha elementlari esa nolgn
teng (aij=0, i ™) bo'lgan kvadrat matritsa birlik matritsa deyiladi va E kabi belgilanadi3.

Masalan,
1 0 o
s = o = _
c 4 - c=
0 1 0
lo \)
=] o

birlik matritsalardir.
Ta'rif: Barcha elementlari nolga teng (aij=0) bo'lgan matritsa nol matritsa deyiladi va 0

kabi belgilanadi.
Masalan,

0
fo °1l(° °1 (0000)
lo oj A0 0 oj'
u nol matritsa deyiladi.
Agar matritsaning yo'llar soni ustunlar soniga teng, ya'ni m = n bo’lsa
/
a\ ai2 **d,
A= aa8Z _am (1)
a* a2 *A»,
u n - tartibli kvadrat matritsa deyiladi. Bu matritsada au a2 elementlar bosh

diagonal elementlar deyiladi.
Agar (1) matritsada bosh diagonal elementlardan boshqga barcha elementlar nol bo'lsa
(an 0 0 .. O"

an 0 .. O
~0 00 .. am

u diagonal matritsa deyiladi. Xususan bu matritsada

ail = a2i —am —1
bo'lsa,
ioo. o
010 ..0
0o01..0
[0 0O.. 1,

u birlik matritsa deyiladi.

A va B bir hil o'lchovli matritsalar bo'lsin. Agar A va B matritsalarning mos
elementlari teng bo'lsa, A va B teng deyiladiva A = B kabi yoziladi4.

A va B matritsalarning mos elementlarining yig'indisidan tashkil topgan matritsa // v\
B matritsalar yig'indisi deyiladi va A + B kabi yoziladi.

3Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 45.
4Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 46.



1 va li matritsalarning mos elementlarining ayirmasidan tashkil topgan matritsa A va
Il m.ilritsalar ayirmasi deyiladi va A —B kabi yoziladi.

Aytaylik, A matritsa hamda X son berilgan bo'lsin. Bu matritsaning har bir elementini X

MiMKi ko'paytirishdan hosil bo‘'lgan matritsa X son bilan A matritsa ko'paytmasi deyiladi va
I A knbi belgilanadi.

Ikki A va B matritsalarning ko'paytmasi tushunchasi birinchi matritsaning ustunlar soni
t*Mm lil matritsaning yo'llar soniga teng bo‘lgandagina kiritiladi.
Aytaylik, mxn o'ichovli

au alR

a2ja2. eam

a1 -
mtritsa hamda nxk o'ichovli
4,V nx*
b2 b2. py

4%1 b2 N
matritsalar berilgan bo'lsin.

| matritsaning ; - yo'lda joylashgan
N1 N2e ™5 @n
elementlarini mos ravishda B matritsaning j- ustunida joylashgan.
bl]’ b2j' FXIXN bnj
ko'paytirib
ctj = aa ®XJ+ an 2] + mm+ ainmbbl

yil-; indini hosil gilamiz. Bu sonlardan tuzilgan ushbu

/ N
cucn .. cn
C, C, .. C,
40N\ G2 mmChh
ill X K o'ichovli matritsa A va B matritsalar ko'paytmasi deyiladi va A B kabi
linlullanadl.
Nuar
a,, Ci.u
Ct~, ... CI-

Vana,i - a,,
nx Il o'ichovli kvadrat matritsa bo'lib.

fl 00 .. 0O
~010..0
1000 .. 1
Il X Il o'ichovli birlik matritsa bo'lsa, u holda
A-E =EA=E

bn'ladi.



Ta'rif: A kvadrat matritsani o'zaro m marta (m - birdan katta ixtiyoriy natural son)
ko'paytirish natijasida hosil bo'lgan kvadrat matritsa A matritsaning m-darajasi deyiladi.

A matritsaning m-darajasi Am kabi belgilanadi. Bunda A°=E va A*=A deb olinib, Amdaraja
ixtiyoriy nomanfiy butun m soni uchun aniglanadi. Bu holda Amdaraja ta'rifdan uning quyidagi
xossalari bevosita kelib chigadi (m k-natural sonlar, A-haqiqiy son):

LA™ mAk=Amtk; 2. (Amk=A"k; 3.(M)m=X"Am;
4 Em=E; 5.0"=0.

Shunday qilib, har ganday kvadrat matritsa uchun natural darajaga ko'tarish amalini
kiritish mumkin ekan. Masalan,

A= 1 2 ('2 5Y2 5 9
P il -1
9 —s H3 60
A =AA-" n
I-1 14] -v [12 -47;

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, 5-xossaning teskarisi o'rinli emas, ya'ni Am=0 tenglikdan hai
doim ham A=0 ekanligi kelib chigmaydi. Masalan,
1 1 1 1 1 1 00
*0=>A = =0
-1 -1 -17n-1 00
Kelgusida matritsani darajaga ko'tarish amalini ixtiyoriy m butun son uchun
umumlashtiramiz.
Ta'rif: B=(bij) matritsa A=(ai) matritsaning transponirlangani deyiladi, agar i va j
indekslarning barcha mumkin bo'lgan qiymatlarida apbji shart bajarilsa.
A matritsaning transponirlangani AT kabi belgilanadi. Agar A matritsa mxn tartibli bo'ls.i,
uning transponirlangani AT nxm tartibli bo'ladi. Masalan,

wo 3

(2 -4 n
I\ZG_AS 0 —8) = =pn=2 O
v> -V

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali deyiladi va u quyidn«!
xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish mumkin:

1. (AT)T=A; 2. (AA)T=AAT (A- ixtiyoriy haqgiqiy son);

3. (A+B)T=AT+BT; 4. (A-B)T= BT-AT .

Ta'rif: Agar A kvadrat matritsa uchun AT=A bo'lsa, u simmetrik matritsa, AT=-A bo'lgandn
esa kososimmetrik matritsa deb ataladi.

Ta'rifdan har ganday simmetrik matritsaning elementlari ay= aji kososimmetrik
matritsaning elementlari esa aij= aj, shartni ganoatlantirishi bevosita kelib chigadi. Bundan
kososimmetrik matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng bo’lishi kelib chigadi.

Masalan,
3 6 1> ‘o 3 2°
A=6 0 -4 , B= -3 ©° .
3 -4 -2 2 4 0]

matritsalardan A simmetrik, B kososimmetrik bo'ladi.

Determinantlar va ulami xossalari
Ixtiyoriy nxn o'lchovli kvadrat matritsa
o »pma

A- Qn.



ning elementlaridan tuzilgan ushbu

an an . g

aA@2 am2,,

«,! «,2 *m°’m
lloda ( matritsa kabi ftta yo'l va Wta ustunga ega bo'lgan ifoda) A matritsaning n-
i.Hilbll determinanti deyiladi va detA (yoki |™~4|yoki A kabi belgilanadi:

«i. 12 ' m«d

detA = \A\= @1 22 mm«in

«1l a2 «am
M.itritsa elementi determinantning ham elementi deyiladi5.
Mnsalan, n= 1 bo'lganda
A=(an) bo'lib, detA=au;

Il w2 bo'lganda
A= «1 aY
<, a,.
bo'lib,
detA = “©_ an 02 « )
((2
Il 3 bo'lganda
\
rell @n a3
a2 22 «3
\a3l «32 «33,
bo'lib,
«ii «2 «3
detyl= 1«2 «3 1€22¢33  «12¢23¢31 32432 " 1«23«32
Gl X RB
— —al3a2a3l (3)
bo'ladi.

Odatda (2) va (3) mos ravishda ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar deyiladi.
lii'imtk, determinantlar sonlarni ifodalaydi.

Determinantlar quyidagi xossalarga ega:

1) Determinantning biror yo'li (ustuni) fagat nollardan iborat bo'lsa, determinantning
illyin.itl nolga teng bo'ladi.

?) Agar determinantning ikki yo'li (ikki ustuni) dagi elementlari proporsional bo'lsa,
ili lormlInantning giymati O ga teng bo'ladi.

) Agar determinantning biror yo'li (ustuni) biror o'zgarmas songa ko'paytirilsa,
ili ii‘iinin.mining giymati ham k ga ko'payadi.

4) Agar determinantning ikki yo'li (ikki ustuni) o'rinlarini almashtirilsa, determinant
i diiit.r.Inl o'zgartiradi.

IHiplnilei s(*khon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 50.
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5) Agar determinantning bir yo'lini (ustunini) o'zgarmas songa ko'paytirib, uni boshga
yo'liga (ustuniga) qo'shilsa, determinantning giymati o'zgarmaydi.
Faraz gilaylik, biror

a1 d2  «13
a2l «2 «23
@ 2 &3
uchinchi  tartibli determinant berilgan bo'lsin. Bu determinantning biror

at (/=12,3 A=1273) elementini olib, shu element joylashgan yo'Ini hamda ustunni
o'chiramiz. Ravshanki, qolgan elementlari ikkinchi tartibli determinantni hosil giladi. Bu
determinantga ajk elementning minori deyiladi va u M jK kabi belgilanadi.
Ushbu
A
miqgdor ajk elementning algebraikto'ldiruvchisi deyiladi.

Teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan barcha elementlarning ularga mos
algebraik to'ldiruvchilari bilan ko'paytmasidan tashkil topgan yig'indi shu determinantnini;
giymatiga teng bo’ladi6.

[ikkinchi tartibli determinant, ta'rifga ko'ra

a- a-
—0,¢, 4.0,
bo'ladi.
Uchinchi tartibli determinant, ta'rifga ko'ra
«>, a\ve 23
az 3 @1 «3 @1 @2
aA a2 a3 =an 12 +«3
a2 33 32«33 @l @2

@l ap a3
bo'ladi. Bu tenglikda gatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblab topamiz:

a1 alk uB
&y a SRl («22 a3 «23'«32)  «12 («21 '«33  «23'«3l)~*~
QA a
@3 («21 '«32  «22 *«3l) —«ll«22«33 "*~«12«23«31 *~«I3«21«32  «11«23«32

—«12«2i«33 —«13«22«31
Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig'indisidan iborat bo'lib, ularning uchtir.i
musbat ishorali, uchtasi manfiy ishorali bo'ladi.
Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi tasvirlangan sxemalard.m
foydalanish qulay bo'ladi,

Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko'rinishda yozib olsak

5Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masaialar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 54.
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°l1R2i3aiiai2
Chve 3 21 2
ci. -2

diitcrminantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan xam xisoblash mumkin;

MIlsol. Ushbu
2 3 7
5 4 1
6 8 9

déterminant hisoblansin.
<4Un determinantni hisoblashda (3) formula va keltirilgan sxemadan foydalanamiz:

2 3 7
5 4 1=2-4-9+31-6+7-5-8-7-4-6-3-5-9-2-1-8 =
6 8 9
=72+18+280-168-135-16 =51. »
MIlsol. Ushbu
x+3 x -1
=0
1-x x-1

tenglama echilsin.
«<<2) formulaga ko'ra
(x+3)(x-1)—Hx—I)(7-x)=0
bo'ladi. Keyingi tenglama
(x-1)(2x-4) =0
ko'rinishga kelib, undan X, =1, X2 —2 bo'lishi kelib chigadi. »

Milsol. Keltrilgan teoremadan foydalanib ushbu

5 6 3
A=0 2 0
7-4 5

déterminant hisoblansin.
*~Yugoridagi teoremani berilgan determinantning ikkinchi yo'liga nisbatan tatbiq etib

lirtmlz:

5 6 3
6 3 5 3 5 6

0 2 0=(-1)2-0- + (1) .2 +(-ir-o- =2-
-4 5 75 7

7-4 5

Dcinak, A =8/-
Milsol. Ushbu



12 3 O

2 0 1-3
A=

4-5 1-1

3 0 12

to'rtinchi tartibli determinantni teoremadan foydalanib ikkinchi ustun bo'yicha yoyilsin.

-~Teoremadan foydalanib topamiz:

2 1 -3 13 O
= HT.24 1 -1+(-1)220-4 1 -1
31 2 3 0 2
13 0 13 0 2 1 -3
+(-ir-(-5). 2 1 -3+ (-)420-2 1 -3=-2-4 1 -1
3 1 2 4 1 -1 31 2
1 3 0
+5-2 1 —3'>
3 1 2

1-xossa. Agar determinantda biror satr fagat nollardan iborat bo'lsa, uning giymati nolga

teng bo'ladi.
Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib chigadi.
Masalan, quyidagi [l tartibli determinantning giymatini (3) formula bilan hisoblab
o'tirmay, 1-xossaga asosan to'g'ridan-to'g'ri
11 20 401
-8 37 139=0
0 0 o

deb ta’kidlay olamiz.
2-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr elementlari o'zaro proporsional bo'lsa,
uning giymati nolga teng bo'ladi.
Masalan,
«11 «12 «13
Aan .1, ag3 =0
«31 «32 «33
Isbot: 2-xossaga asosan X proporsionallik koeffitsiyentini determinant belgisi oldiga
umumiy ko’paytuvchi sifatida chigarish mumkin. Bu holda ikkita satri birxil bo'lgan determinant
hosil bo'ladi va uning giymati, 3-xossaga asosan, nolga teng. Bundan berilgan determinantning

ham giymati nol ekanligi kelib chigadi.

Masalan,
5
1 -0
75 -4.5
chunki bu determinantda | va Il satrlar proporsional va proporsionallik koeffitsiyenti
A=15 ga teng.

3-xossa. Agar determinantning biror i-satri ikkita go'shiluvchi yig'indisidan iborat, ya'ni
aij+ bij ko'rinishda bo'lsa, bu determinantni ikkita determinantlar yig'indisi ko'rinishida yozish



mumkin. Bunda bu determinantlarning i-satri mos ravishda aij va by elementlardan iborat bo'lib,

qolgan satrlari berilgan determinantniki singari bo'ladi.

Masalan,
11 2 «,3 1 «12 «13 11 a12  «13
a2\+ 21 w22 + x22 €23+ *23 T a2i 5  «23 * +21  +22  *23
a3l «32 «33 «31 (32 33 (31 a32 as3

Bu xossaning o'rinli ekanligiga bevosita (2) formula orqali ishonch hosil gilish mumkin.
4-xossa. Agar |A| determinantning an diagonal elementlaridan yuqorida yoki pastda
joylashgan barcha elementlari nolga teng bo'lsa, uning giymati diagonal elementlar

ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Masalan,
il a2 a3 a1 0 0
0 @22 @3 T @21 2 o
0 0 33 31«32 33

Isbot: Bu determinantlar uchun ularni (2) hisoblash formulasidagi ananas
qgo'shiluvchidan boshga hamma qgo'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning uchun ularning
yig'indisi, ya'ni determinantning qiymati shu ko'paytmaga teng bo'ladi.

Masalan, ushbu IVtartibli determinantni hisoblaymiz:

4 -5
n 9
,  (3)52 (=30
0 -1

5-xossa. Diagonal matritsaning determinanti uning diagonal elementlari ko'paytmasiga
teng bo’ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chigadi. Jumladan har qanday birlik
matritsaning determinanti birga tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha kiritamiz.

Ta'rif: Ixtiyoriy n-tartibli determinantning ai, (i,j=1,2, .. , n) elementining minori deb bu
determinantdan shu element joylashgan i-satr va j- ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (n-1)-

tartibli determinant giymatiga aytiladi.
Determinantning a, elementining minori Mi, deb belgilanadi va ularning soni n2ta bo'ladi.

Masalan,
1 -5 2
A=2 -3 7 4>
0 -2 1
determinantning Il satr elementlarining minorlarini yozamiz va hisoblaymiz:
-5 2 1 2 1 -5
M2 = =-1 M22= §1 M=B= =-2
-2 1 0 1 0o -2

Bunda Il tartibii determinantning minorlari Il tartibli determinantlar ekanligini yana bir

marta ta'kidlab o'tamiz.

Ta'rif: Ixtiyoriy n-tartibli determinantning ay (i,j=1,2, .. , n) elementining algebraik
to'ldiruvchisi deb (—1)H Mi, kabi aniglanadigan songa aytiladi.

Determinantning ay (i,j=1,2,..., n) elementining algebraik to'ldiruvchisi Ay kabi belgilanadi

va, ta'rifga asosan,



M &, i+ j- juft bo'lsa;
A= 1!
- i+ j -togbo'lsa.
formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) determinantning Il satr elementlarining algebraik
to'ldiruvchilari quyidagicha bo'ladi:

A21 = — M21=1,A22 = M22=1 , A23 = — M 23=2 (5)
6-x0ssa {Laplas teoremasi). Determinantning ixtiyoriy bir i-satrida joylashgan ay (j=1,2,...,
n) elementlarini ularningAy (j=1,2,..., n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalarining yig'indisi

shu determinantning giymatiga teng bo'ladi.

Isbot: Bu xossa Il tartibli |A| determinantning birinchi satri uchun quyidagi ko'rinishda
bo'ladi:

anAn +al2Al2 + al3A]3 = W (6)

Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to'ldiruvchi ta'rifidan va determinantlarni

hisoblashning (1), (2) formulalaridan quyidagicha foydalanamiz:
anAn +al2Al2 + al3A]3=auMu -a12M 2 + al3Mu =

a?22 a23 a2 «1 «23 «21 «22

+ «13
a32 a33 «31 «33 «31 «32

—«n(«22«33 «23¢32) «12(a21«33 ~ «23«31)+ «13(a21«32 —«22«31)—

= anCt22a33 —a\1«23«32 ~ al2a2\a33 + «12«23«31 + al3a2la32 ~ al3a22a3l =

~ a\la22a33 + 2122331 + «13«21a32 —«11¢23«32 ~«12«21«33 ~ a\3a22a3\ = \A"
Xuddi shunday tarzda determinantning ikkinchi va uchinchi.satrlari uchun

a2l +a2Z2A2 +<23"23 =M|» a31”31 +a32"3R2 +a3¥B =M (7)
° tengliklar o'rinli bo'lishi isbotlanadi. °
Ta'rif: Yuqoridagi 45) va (6) tengliklar determinantning satrlar bo'yicha yoyilmasi deb
ataladi.
Shunga o'xshash determinantning ustunlar bo'yicha yoyilmasini ham quyidagicha yozish
mumkin:

a\\A\i + « 21721 + a3IA3l = \A\, al2An + «227°22 + a23723 = \A,

a13M3 t a23A23 +a 33AB = \A\

Masalan, yuqorida keltirilgan (3) determinant giymatini uning Il satrining (4) algebraik
to'ldiruvchilari yordamida hisoblaymiz:

A =2A2 +(3)A2+7AB=21 +(3)-1+7-2=13.

Laplas teoremasidan foydalanib yuqori tartibli determinantlarni hisoblash mumkin. Bunda
n-tartibli determinantni hisoblash n ta (n-1) - tartibli determinants (Ay algebraik
to'ldiruvchilarni) hisoblash va uning ixtiyoriy satr yoki wustuni bo'yicha yoyilmasidan
foydalanishga keltiriladi. Jumladan, | tartibli determinant giymati |A|=|au|=au ekanligidan
foydalanib, (1) va (2) formulalarni keltirib chigarish mumkin. Determinant qiymatini Laplas
teoremasi yordamida hisoblash uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan
foydalanish mumkin. Ammo, amaliy nuqgtai nazardan, ko'proq elementlari nolga teng bo'lgan
satr yoki ustunni tanlash (agar shundaylar mavjud bo'lsa) magsadga muvofigdir. Bu holda nolga
teng elementlarning algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat bo'Imaydi va hisoblashlar hajmi
ancha kamayadi.

Misol. Ushbu IV tartibli determinantni hisoblang:



3 4 5

0 2 10

M= 7 5-2
3 0 9 1

Yechish: Bu determinantni Il ustun bo'yicha yoyilmasidan foydalanib hisoblash qulaydir.
Bunga sabab shuki, bu ustunda nol elementlar boshqga satr va ustunlarga garaganda ko'proq
hamda a22=0, a42=0 elementlarning A22, A42algebraik to'ldiruvchilarini hisoblash shart emas.

Dastlab A12va A algebraik to'ldiruvchilarni hisoblab, A12 =-389 va A32=45 ekanligini
aniglaymiz. Endi determinant giymatini Il ustunga Laplas teoremasini tatbiq etib hisoblaymiz:

M=auAl +a22 +a32"P +ad2¥2 =
=(-3)+(-389) +0 A2+ 7 *45 + 0 sAn = 1482.
7-xossa. Agar |Af determinantni biror i-satrining algebraik to'ldiruvchilari Ay (j=1,2; n)
va b, (j=1,2,..., n) ixtiyoriy sonlar bo'lsa, unda
M il +b2Aj2 + bRAIBH-—- tbnAin=i?|
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda |B| determinant |A| determinantdan fagat i-satri bilan farq
qilib, uning i-satri bj (j=1,2,..., n) sonlardan tashkil topgan bo'ladi.
Isbot: Bu xossa isbotini Ill tartibli |[A| determinantning , masalan, birinchi satri uchun
keltiramiz. Bu holda
biAN + ~2712 "' A3~13 = 1M
yig'indining qo'shiluvchilari |A| determinantning birinchi satr bo'yicha yoyilmasini
ifodalovchi
al™ll + alMl2 + a3™3 = Ml
yig'indi go'shiluvchilaridan faqat birinchi ko'paytuvchilari, ya'ni birinchi satr elementlari
bilan farq qiladi. Shu sababli |A|, |B| determinantlar bir-biridan fagat birinchi satri bilan farq
giladi va IB [ determinantning birinchi satri b1; b2va b3 sonlardan iborat bo'ladi.
Masalan, A1l A12va A13

2 -4 1
M=-0 7 3
9 12 -4
determinantni birinchi satri elementlarining algebraik to‘ldiruvchilari bo'lsa, unda
13
11AU +12AI12 +13/),3 =|S| = 3
-4
8-xossa. Agar |A| determinantni biror i-satrining ay (j=1,2,..., n) elementlari boshqa bir k-
satr (i*k) mos elementlarining Akj (j=1,2,..., n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytirilgan bo'lsa,

bu ko'paytmalaryig'indisi nolga teng bo'ladi.

Isbot: Oldingi xossada bj=a,j (j=1,2,..., n) deb olsak, unda

bXAkx +b2AK2 +b3AK3 +--- + brlAh, =anAkx + a j2AK2 + ai3AK3 +--- + alnAkn = |£|

Bu yerda |B| determinant berilgan |A| determinantning k-satriga i-satrining ay
elementlarini qo'yish bilan hosil gilinadi. Shu sababli |B| determinantning i-satri va k-satri bir xil
bo'lib, 3-xossaga asosan uning qiymati nolga teng bo'ladi, ya'ni

anAR + a,2AK2 + ai3AK3 +temm + ainAh, =°, /*=12— «; i*k.(9)

9-xossa. Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo'lsa ularning ko'paytmasining
determinanti har birining determinantlari ko'paytmasiga teng bo'ladi, ya'ni |AB|=|A||B|
tenglik o'rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.



Ko'rib o'tilgan bu xossalar determinantlarni hisoblash va ularning turli tatbiglarida
go'llaniladi.

Chizigli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli
Soddalik uchun uch noma‘'lumli uchta chizigli tenglamadan iborat ushbu
( aux + alzy + alx = bt,
aAx + aZy + aZ¥ = hv (0
a3dx + ay + a% = b3
sistemani garaymiz. Sistema uchtax,™ va z noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi

deyiladi, bunda an,al2,al3a2l,a22a23a3[,a®a3B sonlar tenglamalar sistemasining
koeffitsientlari, bi, b2 va b3 sonlar ozod hadlar deyiladi7. Bu sistemaning koeffitsientlaridan
quyidagi

«1. «12 an
A=an a2 a3

«31 «32 «33
uchinchi tartibli determinantni hosil gilamiz. So'ng bu determinantning birinchi, ikkinchi
va uchinchi ustunlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib quyidagi determinantlarni
tuzamiz:

@2 13 «1 *1 «13 1«2
N = -
b2 o, s @1 P2 4 AT @l «2 b2
b 2«33 «3, b3 s 31«32 bs

Demak, (8) sistema berilgan holda har doim A ,AX,Ay,Az detgrminantlarga ega
bo'lamiz. ~

3-teorema. Agar

1) A ~ 0 bo'lsa, u holda (4) sistema yagona (x,_y,z) yechimga ega bo'lib.

z="-<1ID
A A A

bo’'ladi;
2) A =0 bo'lib, a, * 0, A, * Obo'lsa, u holda (4) sistema yechimga ega bo'Imaydi;
3) A=Ax=A =A. =0 bo'lsa, uholda (4) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi.

Misol. Ushbu
(2x+3y—z =5
\x+y+2z=1,
[2x-y+z=1

tenglamalar sistemasi echilsin.

«~Avvalo sistema koeffitsientlaridan tuzilgan A determinantni hisoblaymiz:

2 3-1
A=1 1 2 =2+12+1—-2)—(—4)—3=18"
2 -1 1

Demak, berilgan sistema yagona yechim ega. Endi AX,Ay,Az determinantlarni

xisoblaymiz:

7Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 98.



5 3-1
A =7 1 2=5+6+7-(-1)-(-10)-21 =8,
1 -1 1
2 5-1
1 7 2 =14+20—-1——14)—4—-5=38,
2 1 1
2 3 5
A =1 1 7=2+42-5-10-(-14)-3 =40~
2 -1 1
Unda
Ar 8
A 18 9
38 19
A~ 18" 9
__AN_40 _ 20
Z~ A~18_ 9
bo'ladi. »

Yuqorida keltirilgan tenglamalar sistemasining yechimini topish usuli Kramer usuli

deyiladi.

Teskari matritsa
A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb AxV=VxA=E shartni qganoatlantiruvchi V
matritsaga aytiladi. A matritsaga teskari matritsa odatda A 1kabi belgilanadi.
Har ganday kvadrat matritsaga teskari matritsa mavjudmi degan savolga quyidagi

teorema javob beradi.
A kvadrat matritsaga teskari A matritsa mavjud bo'lishi uchun A matritsaning xosmas

matritsa bo'lishi zarur va yetarlidir8.

Isboti. Zarurligi. Faraz gilaylik A ga teskari A 1matritsa mavjud bo'lsin.

U holda AXA1=E, A x A1=E =1 bo'ladi. Bundan A * 0, ya'ni A matritsaning xosmasligi
kelib chigadi.

Yetarliligi. Osonlik uchun uchinchi tartibli

all an "is
°2 an a3
a  ail an,
xosmas matritsani qaraymiz. Bu holda _
A1 421 %1
AL 72 A
YA A 43,

matritsa A matritsaga teskari matritsa ekanligiga bevosita ularni ko'paytirish yo'li bilan
ishonch hosil gilish mumkin. Ko'paytirish jarayonida determinantning 7- va 8- xossalaridan
foydalaniladi. Bu yerda Aik(i,k=1,2,3) orqgali aik elementning algebraik to'ldiruvchisi belgilangan.

8Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiqlariga doir masalalar to'plami. 1-qism, 2014. - B. 77.



Misol.

2 1-1
32 0
-1 4|
matritsaga teskari matritsa topilsin.
Yechish:
'21-1
I\A:s 2 0
10401

determinantni birinchi satr elementlarini uchinchi satrining
21-1
320
15 0

14

mos elementlariga go'shsak

bo'ladi. Buni uchinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib hisoblaymiz.

3 2

15

Demak berilgan matritsa xosmas matritsa va unga teskari A-Imatritsa mavjud.

20 30 32
4i=(-r =2, 4 =-a =14
41 -11 B -1 4
@ Pi-i 2 -1 2 1
4i =-5, 42=(-1f2 =L 4.,=(-i)M -9.
4 1 -101 -1 4
1-1 2 -1 2 1
(-1)" = 5=+ « =-3, =H)wW =1
2 0 3 0 3 2
Topilgan giymatlarni qo'yib teskari matritsani aniglaymiz.
2 5 2
2 _5 2 U IF 13
3 i 3
a — -3 1-3
13 TT 13 L3
14-9 1 14 0 1.
13 13 13

AxA_I=E tenglik o'rinli ekanini tekshirib ko'rishni o'quvchiga

A matritsa va unga teskari A -1 matritsaning determinantlari
ui=

Ml ekanini ta'kidlab o'tamiz.

Nazorat savollari

1. Ikkinchi tartibli deteremenatlarga ta'rif bering.
2. Uchinchi tartibli deteremenatlarga ta'rif bering.
3. Nol matritsaga ta'rif bering.
4. Birlik matritsaga ta'rif bering.
5. Diagonal matritsaga ta'rif bering.

-13+ 0.

tavsiya etamiz.
uchun
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VEKTORLAR ALGEBRASI TUSHUNCHA
WA ASOSLARI. VEKTORLAR USTIDA
AMALLAR. DEKART KOORDIIMATALAR
SISTEMASIDA VEKTORLAR



REJA

« Vektor tushunchasi
« Vektorlar ustida amallar

Vektorlarni qo'shish va ayirish
Dekart koordlInatalar sistemasida vektorlar

< Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi
* Topshiriglar

Tayanch iboralar: Vektor. Vektorning uzunligi.

Vektorning o'gqa proeksiyasi. Vektorlarni qo'shish va V.G.Petrova
ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish. Dekart

koordinatalar  sistemasida  vektorlar.  Vektorlarning XVII-XVIII asr
kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari. Ikki matematiklarining
vektorning skalyar ko'paytmasi. Ikki vektorning vektor geometrik masalalarga
ko'paytmasi. bog'liq ishlarida sonlar
hisobiga o'xshash va
Vektor tushunchasi koordinatalar sistemasi
Skalyar miqdor deb fagat son giymati bilan bilan bog'liq geometrik
aniglanadigan kattaliklarga aytiladi. Masalan: uzunlik, hisobga ehtiyoj paydo
vaqt, hajm, yuza va boshgalar. Shunday migdorlar ham bo'ldi. Bu ehtiyoj g'oyalari
borki, wular o'zlarining son giymatlari bilan to'la XVIII asr oxirida Kamo
aniglanmaydi; ularni to'lig aniqglash uchun son giymatlari tomonidan kiritilgan
bilan bir gatorda yo'nalishlari ham berilgan bo'lishi kerak. vektorial algebra orgali
Masalan, harakat, kuch, tezlik, tezlanish kabi miqdorlar. qondirildi.

To'g'ri chizigda oddiy kesma bilan bir gatorda yo'nalgan

kesma, ya'ni bir uchi uning boshi, ikkinchi uchi uning oxiri

hisoblangan kesmaga qaraladi. Bunday kesma vektor deyiladi. Oddiy kesmada esa aniglovchi
nuqtalar teng huqugli bo'lib tartibining ahamiyati yo'q.

Boshlang'ich nuqtasi A va oxirgi nuqtasi B bo'lgan vektor AB yoki gisqacha a shaklida
belgilanadi. Shunday qilib, vektor migdor geometrik usulda ma'lum uzunlikdagi va aniq
yo'nalishdagi kesma yordamida tasvirlanadi:

AB =a
A B*
Vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va Yb\=|5| ko'rinishida belgilanadil

Moduli nolga teng vektor nol vektor, moduli birga teng bo'lgan vektor birlik vektor deyiladi. Nol
vektoriningyo'nalishi aniglanmagan bo’ladi.

Ta'rif: Noldan farqli vektorlar bir to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda yotsa,
bunday vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi2.

Agar 5 va b vektorlar kollinear bo'lsa &\ b ko'rinishda belgilanadi.

1Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masaialar to‘plami. 1-gism, 2014. - B. 93.
2 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 82-83.



Uzunliklari teng, kollinear va bir xil yo'nalishli ikkita 3 va b vektorlar teng vektorlar
deyiladi va a=b kabi belgilanadi.

Ta'rif: Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotgan vektorlarga komplanar vektorlar deb
ataladi.

Vektorlarni go'shish

Ta'rif: Ikkita 3 va b vektorning yig'indisi deb istalgan A nugtadan 3 vektorni go'yib,
uning oxirida Bga b vektorni go'yganda boshi 3 vektorning boshi A da, oxiri b vektorning oxiri
Cnugtada bo'lgan AC vektorga aytiladi va a +b = AC bilan belgilanadi.

Vektorlarni go'shish ta'rifidan istalgan A, B, C nugtalar uchun AB+BC = AC (1) tenglik
o'rinli bo'lishi kelib chigadi.

(1) - tenglik vektorlarni qo'shishning uchburchak qoidasi deyiladi.

Undan tashgari vektorlarni Parallelogramm qoidasiga asosan harn qo'shish mumkin.
Buning uchun 3 va b vektorlar o'z-o'ziga parallel ravishda bitta boshga ko'chiriladi va ularga
Parallelogramm yasaladi. Parallelogrammning katta diagonali shu ikki vektorning yig'indisidan,
kichik diagonali esa ularning ayirmasidan iborat.

OC=a+b=0A+0B
BA=4-b =OA-OB
h A » c

Vektorlarni go'shishning xossalari.
a) Qo'shishning gruppalash (assosiativlik) xossasi.
@+ &)+c =S5+ (ft+c)
b) Qo'shishning o'rin almashtirish (kommutativlik) xossasi.
a+b=b+3.
Agar a+b =0 bo'lsa, a va b vektorlarga o'zaro garama-garshi vektorlar deyiladi.
Qarama-garshi vektorlar modul jihatidan teng, yo'nalish jihatidan esa garama-qgarshi bo'ladi3.

*

3 \A\= 11 3 vektorga garama-garshi vektorni

b 3 b -a bilan belgilaymiz.

Vektorni songa ko'paytirish

5 9t 0 vektor va X son berilgan bo'lsin, bu yerda Xe N.

Ta'rif: 3 vektorning X soniga ko'paytmasi deb shunday b vektoriga aytiladiki, A>0
bo'lganda b ning yo'nalishi 3 ning yo'nalishi bilan bir xil, A<0 bo'lsa, b ning yo'nalishi teskari
bo'lib, b vektorning uzunligi esa 3 vektorning uzunligi bilan X son moduli ko'paytmasiga teng
va b = A3 shaklida belgilanadi.

Ta'rifdan ushbu xulosalar kelib chigadi:

a) Ixtiyoriy 3 vektor uchun 0-5 = 0;

3Jo'raevT.J. va boshqalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 56.



b) Ixtiyoriy Xe Rson uchun Xma = Xa

V) Ixtiyoriy & vektor uchun 1-5=5, -1-5 =-5.

g) ava A-5 vektorlaro'zaro kollineardir.

Vektorni songa ko'paytirish quyidagi xossalarga ega:

a) a(Ra) = (al)a (gruppalash gonuni);

b) a(d +b) = ad +ab (vektorlarni qo'shishga nisbatan tagsimot gonuni)
v) (a+R)5 = aa +Ra (skalyarni qo'shishga nisbatan tagsimot gqonuni)4.

Chizigli kombinatsiya. Ba'zis

Bizga 5[, a2, 53,...,5t vektorlar Al,...,Ak haqigiy sonlar berilgan bo'lsin.

Ta'rif: /1,5, +X,a, +..+ Aak ifoda 5, 52,5,,...,5t vektorlarning  chizigli
kombinatsiya deyiladib.

Agar a vektor 5,, 52 53,...,5t. koeffisiyenti chizigli kombinatsiyasi shaklida ifodalangan
bo'lsa, 5 vektor shu vektorlar bo'yicha yoyilgan deyiladi, ya'ni quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

5=ABI+"2 +-1,3, +..+Adk (2
Agar kamida bittasi noldan fargli /?,, X2,...,Xk sonlar ma'lum tartibda tanlab olinganda

+ A2+ =0 (3
tenglik bajarilsa, 5, 52 53...,5t. vektorlar chizigli bog'liq deyiladi. Agar (3) munosabat
fagat \ =...= Xk= 0da o'rinli bo'lsa, 5, 5,, 5,... vektorlar chizigli bog'lanmagan deyiladi

yoki chizigli erkli deyiladi. Ikki a va b vektorlar kollinear bo'lsa ular chizigli bog'liq bo'ladi.
Uchta vektor chizigli bog'lig bo'lishi uchun ularning komplanar bo'lishi zarur va yetarlidir.

Ma'lum tartibda olingan e, €2,.....ek vektorlar sistemasi chiziqli erkli bo'lib, boshga har
ganday vektorni e2.....et lar orgali chizigli ifodalansa bu vektorlar sistemasi bazis deyiladi va
B ={?,e2....ek} ko'rinishda belgilanadi. Agar bazisning har bir vektori birlik vektor bo'lib,
ularning har ikkitasi o'zaro perpendikulyar bo'lsa, bunday bazis ortonormallangan bazis
deyiladi. Bazis tashkil etuvchi vektorlar soni garalayotgan fazoning o'lchovi deyiladi. Istalgan a
vektorni berilgan E = {e,, €2,....,ekj bazis vektorlar bo'yicha yoyish mumkin:

5 = ae, +ax2+al, (4
yoyilmadagi a, a2 a3 sonlar a vektorning E = {e,e2 e}} ortonormal bazisiga nisbatan
koordinatalari deyiladi. Bu gisgacha 5 = {a,, @2, a,} ko'rinishida belgilanadi6.

Vektorlar orasidagi burchak. Vektorlarning o'qdagi proyeksiyasi
Ikki vektor hamda vektor va 0'q orasidagi burchak tushunchalarini kiritamiz. Aytaylik a va

b vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlar boshini biror 0 nugtaga joylashtiramiz, boshgacha
aytganda OA = a va OB = b vektorlarni yasaymiz.
A

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 85-86.
5Jo'raev T.J. va boshqgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gqism. Toshkent, 1995. - B. 57.
6 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 88.



U holda AAOB ning ichki AOB burchagi a va b vektorlar orasidagi burchak deyiladi
hamda (afé) ko'rinishda yoki a,R,y,... harflar bilan belgilanadi. a va b vektorlar orasidagi
burchak deb, vektorlardan birini soat strelkasiga teskari yo'nalishda ikkinchi vektor bilan ustma-
ust tushguncha aylantirishdan hosil bo'lgan burchaklarning kichigiga aytiladi. Vektorlar
orasidagi burchak, 0° dan 180° gacha oraligda bo'ladi. Bundan ko'rinadiki bir xil yo'nalishdagi
kollinear vektorlar orasidagi burchak 0°ga, garama-garshi yo'nalishdagi kollinear vektorlar
orasidagi burchak esa 180° ga teng bo'ladi. Agar vektorlar orasidagi burchak 90° ga teng bo'lsa,
ular perpendikulyar yoki ortogonal vektorlar deyiladi va & +b kabi belgilanadi.

Aytaylik, 1 o'q va uning birlik vektori ? berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy 5 *0 vektorning birlik
vektori 5 quyidagicha aniglanadi: a0=5/|a|. <570 tekislikdagi ixtiyoriy vektor bo'lsin. a
vektor bilan 1 o'g orasidagi burchak deganda, 1 o'gning birlik vektori 5 bilan & vektor
orasidagi burchak tushuniladi. & vektor 1 0'q bilan @ burchak tashkil qilsin7.

Tarif: Vektorlarning o'qdagi ortogonal proyeksiyasi deb vektor uzunligini shu vektor bilan
0'g orasidagi burchak kosinusiga ko'paytmasiga tengsonga aytiladi8.

zL

a vektorning 1 o'qdagi proyeksiyasi TIpfl ko'rinishda belgilanadi. Ta'rifdan:

ripf3 = |ajcos(z>
a vektorni bu o'qdagi ortogonal proyeksiyasi quyidagicha aniglanadi:
OA, =UPfi - \Qaostp -OAf
Buyerda ¢ = nugta A nugtaning 1to'g'ri chizigdagi proyeksiyasi.
Agar B va S vektorlar orasidagi burchak o'tmas bo'lsa
Tlpfl = -Jal ms(ZBOA) = -|«] cos(ZA OAt) = -OA,

A

Ai (0] B

Agar (5AF=90° bo'lsa (a+é), ITpfi=N\cos90° = 0. Ixtiyoriy b va ¢ vektorlar uchun
lp'{b +c)= Hpp + ripfi (4)

Koordinatalari bilan berilgan vektorlami go'shish va ayrish
a va b vektorlar E = {e,, e2, €3} bazisga nisbatan quyidagi koordinatalarga ega bo'lsin:
a={av a2 a3 =aN+aZ2+a,k,; b=1{¢, 2 &3 =6e +E2+b,ér
1) a va b vektorlarni qo'shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari go'shiladi
(ayriladi):

7 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 89.
8Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 94.



Itm

a+b=(aft + a22+ a23) + (bft + b22+ bR3) = (a, + £,)?,+ (a2+ b2e2+ (a3+ b3e,

a-b = (£ +ax2+a,e3d) - (bft + &,?,+6F3) = (a -6,)?, +(@2- b2e2+ (@3- b)e3

2) Vektorni songa ko'paytirishda uning barcha koordinatalari shu songa ko'paytiriladi.

a = aft + a2+ a,e, bo'lsin. U holda Xd = X(ae, +azx2+ a3 =
= (A]},)?, + (M2)e2+(Xa3e3 ga ega bo'lamiz.

Misol. a={3—=2;l}; b=1{0;3;-2} ¢ = {l;0;5} bo'lsa a) a+b, b) a+c, s) 5a+2b-3c
vektorlarning koordinatalarini aniglanadi.

a)a+tb={3+0;-2 +3;1-2}= {3;1;-1}.

b) a+c ={3-1; 2-0; 1-5}= {2;-2;-4}.

s) 5a+2b-3¢c={15+0-3; -10+6-0; 5-4-15}= {12;-4;-14}.

Vektorlarning skalyar ko'paytmasi

Ta'rif: Ikkita a va b vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko'paytmasidan hosil bo'lgan son shu vektorlarning skalyar ko'paytmasi deyiladi9.

Skalyar ko'paytma a*b ko'rinishda belgilanadi:
Demak, a*b = 5| *|i| *cos(p, =54 (8)

(8) formula fizikada o'zgarmas F kuchning boshlang'ich B nugtadan C nugtagacha to'g'ri
chizigli harakati davomida bajargan ishi A = |.f| *|sc| * cos” ni ifodalaydi.
Misol. |a| = 2, || =3 hamda a va b vektorlar orasidagi burchak ~135° ga teng bo'lsa,
a*b skalyar ko'paytma topilsin. »
Yechish: _
a*b = \\* |& * cos"? = 2*3*c0slI35° = 6*cos(90° + 45°) = -6* sin45° = -6* V2/2 =-3-72.
Xossalari.
1. a*b=b*a (9
2. (kS)b=k(a*b) (10)
3. a(b+c)—a*b+a*c (11)
4. a*a =\af (12)
5. Ortonormallangan E = {e,e2, €3} bazis uchun
__fQ /*j, | o
g,e.= i =
1 \I ‘=j
Teorema. Nol bo'Imagan ikkita vektorning skalyar ko'paytmasi nolga teng bo'lsa, bu
vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'ladi va aksinchal0.
Agar a va b vektorlar ortonormallangan E = |f,J,£} bazisda a= {a,, ay, aj va

b = [bx, by, 6-} vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsin.
U holda a va b vektorlar a = ax-i,ay-j, az k, b =bx-i,by-j, b2k, yoyiimalarga ega

bo'ladi.
Koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar ko'paytmasi bu vektorlar mos
koordinatalari ko'paytmalarining yig'indisiga teng, ya'ni

9Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 95.
10Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 96.



a*b = axx+ ajbv+ azb_ a*3 = axax+away+axn2 al- a2+a2+a] (12)1

Ma'lumki,
A= <38 = 5)
Demak, koordinatalari bilan berilgan a vektorning uzunligi uning koordinatalari
kvadratlarining yig'indisidan olingan arifmetik kvadrat ildizga teng.
4-misol. Koordinatalari bilan berilgan 5=2/—-3j+k, b=3i+j-2k vektorlarning
skalyar ko'paytmasi hamda uzunliklari topilsin.
5*1 =2*%*3-3*1+1*(-2)=6-3-2 =1
Bl= V22+ (=8)2+ 12 = %4+ 9+1 =Vm, P{="32+ 12+ (-2)2=,/9 +1+4 = Vi4.
Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, skalyar ko'paytmadan foydalanib,
vektorlar orasidagi burchakni, vektorlarning o'qidagi proyeksiyalarni hisoblash mumkin.
5-misol. Berilgan & = {I;3;—2} va b = {3;1;3} vektorlar orasidagi burchakni toping.
1*3+3%]-2*3 0.
oosp— F-———————- % ——————— — -0
Yechish. -JI2+ 32+ (-2)2*~32+12+32  VI4V19
o = arccos 0 = 90°.
Odatda vektorning koordinata o'qlari bilan tashkil gilgan a, R, y burchaklarning kosinuslari

uning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
& = {x,y,zj vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orgali quyidagicha

aniglanadi.
Cosa =
I +y?+Z
CosR- Y
yjx2+y2+2z2
Cosy = -
JIX2+y2+2z2

Birlik vektorning koordinatalari uning yo'naltiruvchi kosinuslaridan iborat, ya'ni agar
|5°| = 1 bo'lsa, 5° = {cosa,cosl,cosy]

cos2a + cos2” +cos2/ = 1 bo'ladil2

Vektorial ko'paytma va uning xossalari. Ikkita a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi
natijasida son hosil bo'lishini ko'rib o'tdik. Endi bu vektorlarning shunday ko'paytmasini
aniqlaymizki, natijada yana vektor hosil bo'lsin.

Ta'rif. Fazodagi ava b vektorlarning vektorial ko'paytmasi deb, quyidagi uchta shart bilan
aniqglanuvchi yangi c vektorga (3.1-shaklga garang) aytiladi:

1. ¢ vektorning moduli a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuziga teng bo'lib,
Icl=lal Ib Isin<p formula bilan aniglanadi. Bunda g berilgan a va b vektorlar orasidagi burchakni
ifodalaydi.

2. cvektor ava b vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar, ya'ni c_La va c_L b bo'ladi.

11 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011, P.92
2 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011, P.93



3. ¢ vektor shunday yo'nalganki, uning uchidan garaganda a vektordan b vektorga eng
gisqa burilish soat mili harakatiga teskari bo'ladi.

ava b vektorlarning vektorial ko'paytmasi a x b yoki [a,b] kabi belgilanadi.

Vektorial ko'paytma ta'rifi fizikadan kuch tushunchasi bilan bog'lig masaladan kelib
chiggan. Agar radius vektori r bo'lgan moddiy A nuqgtaga f kuch ta'sir etayotgan bo'lsa, unda fxr
vektorial ko'paytma f kuchni A nuqtaga nisbatan momentini ifodalaydi.

Vektorial ko'paytma xossalari.

1. Vektorial ko'paytmada ko'paytuvchilar o'rni almashsa, natijada fagat ishora o'zgaradi,
ya'ni

axb=bxa

Bu tasdiq vektorial ko'paytma ta'rifining 3-shartidan bevosita kelib chigadi. Demak,
vektorial ko'paytma uchun kommutativlik qonurfi bajarilmaydi.

2. Vektorial ko'paytmada o'zgarmas X ko'paytuvchini tashqariga chigarish mumkin, ya'ni

[Aa, b]=[a, Ab]=A[a, b],
Jumladan, A=0 holda har ganday a vektor uchun [a,0]=[0, a]=0 ekanligini ko'ramiz.
3. Vektorial ko'paytma uchun tagsimot qonuni o'rinli, ya'ni
ax(b +c)=axb +axc.

4. Agar a va b kollinear vektorlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi axb=0 bo'ladi.
Aksincha noldan farqli ava b vektorlar uchun axb=0 bo'lsa, bu vektorlar kollinear bo'ladi.

Isbot: 1) a va b kollinear vektorlar bo'lsin. Bu holda ular orasidagi burchak (p=0 yoki (p=n
va shu sababli sin<p=0 bo'ladi. Unda vektorial ko'paytma ta'rifining 1-shartiga asosan

laxb I=lal-1bl-sin(p=|a|-1b|-0=0 => axb=0.

2) axb=0va |a|*0, |b|*0 bo'lsin. Unda

lalelbl-sin<p=1 axb |=0 => sin<p=0 => <p=0 yoki P=.

Bundan ava b kollinear vektorlar ekanligi kelib chigadi.

Natija: Ixtiyoriy a vektor uchun axa=0 bo'ladi.

Misol: (a —2b) x (2a + b) ko'paytmani soddalashtiring.

Yechish: Vektorial ko'paytmaning ko'rib o'tilgan xossalariga asosan (a - 2b) x
(2a+b)=2-axa +axb —4-bxa—2-bxb =2-0+axb +4-axb —2-0 = 5-
axb.

Vektorial ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi
Endi fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(xi,yi,zi) va b=(x2y222) vektorlarning vektorial
ko'paytmasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz. Dastlab i, j va k ortlarning vektorial
ko'paytmalarini hisoblaymiz. Vektorial ko'paytmaning 4-xossasidan kelib chiggan natijaga
asosan



iXxi=0,jx; =0kx k=o0.
Vektorial ko'paytma va ortlar ta'riflaridan (3.2-shakl) quyidagi tengliklar kelib chigadi:
ixj=Kkjxk=ikxi=j.

Yuqoridagi natijalarni 3.2-shakldan topish uchun vektorial ko'paytmadagi ikkinchi
ko'paytuvchidan soat miliga teskari yo'nalishda burilib, vektorial ko'paytmani topamiz.
Masalan, i x j ko'paytmani topish uchun j ortdan soat miliga teskari yo'nalishda burilib, k ort
vektorga kelamiz.

Vektorial ko'paytmaning 1- xossasiga binoan

jxi=—kkxj=—iixk=—

tengliklarni olamiz. Bu natijalarni yuqoridagi rasmda soat mili bo'yicha burilib topishimiz
mumkin.

Yugoridagi ortlar uchun tengliklar va vektorial ko'paytma xossalaridan foydalanib ushbu
natijaga kelamiz:

ax b= (x1li+ y-J + ztk) x (X2i+ y?j + z2/c) = xIx2ix i+ xly2ixj + x1z2i x k +
+yix2) x i+ yry-J xj +ytz xk + z2x2k x i+ zty2k x cj + zxz2i =
= xxy2k - xtzj - ytx2k + yjz2i+ zxx j - zxy2i=
= 01z2- 2N 2)1+ (z1*2 - x & y + (xty2- ytx2) k =
= (Yizz - ZiVz,zjx2 - x1z2,xty2- ytx2). ,

Demak, a=(xiyi,zi) va b=(x2y222) vektorlarning vektorial ko'paytmasi axb=(x, y, z )

koordinatalari
X = ylh2 - zxy2,y = z,z2- x,z2,z = Xly2- y~2

formulalar bilan topiladi. Ammo bu formulalarni esda saglab golish oson emas. Shu
sababli bu natijalarni qulayroq ko'rinishda yozish magsadida koordinatalar uchun topilgan
natijalarni ikkinchi tartibli determinantlar orgali ifodalaymiz:

x=yw2-zxy2=Y" 7. y=zIx2-x Iz2=- X1 7
y2 22 X2 22 ©)
1
=xly2-y Ix2 = Y
y2
Laplas teoremasidan foydalanib, ushbu uchinchi tartibli determinantga kelamiz:
i j
} ’ > Xz, X,
abeX|4»yJ+zk:y1 > j+ y’k:*l v, %
vl 72 X2 z2 X, y2
2 y2 22
Demak, a=(xi,yi,zi) va b=(x2y2z2) vektorlarning vektorial ko'paytmasini determinant
orqgali
ik
axb=+ W 2\
X2 y2 z2

formula bilan topish mumkin.



Misol. a=(2; 3; -1) va b=(3; -1, -4) vektorlarning vektorial ko'paytmasini toping.
Yechish: (7) formulaga asosan
i j K
ax b-2 3 .1 =—13i+ 5;- life = (-13,5,-11). (8)
3 -1

Vektorial ko'paytmaning tatbiqgiari
Endi vektorial ko'paytmaning tatbigiari sifatida quyidagi masalalarni yechamiz.
Masala. a = (*i>yi.Zj) vab = (x2,y2,z2) vektorlardan hosil gilingan Parallelogramm
yuzini toping.
Yechish: Vektorial ko'paytma ta'rifining 1l-sharti va (6) formulaga asosan Parallelogramm
yuzi Squyidagicha topiladi:

yi zi H yi

S=lax -y2+2z2= + 9)

Vyi 22 yi
Misol: a=(2; 3; -1) va b=(3; -1, -4) vektorlarga yasalgan parallelogramm yuzasini toping.
Yechish: Bunda (8) tenglikdan ax b= —13/+ 5; —Ilk = (—13,5, —11) ekanligi

ma'lum. Shu sababli (9) formulaga asosan
S=V(-13)2+52+ (-11)2=VI169 + 25+ 121 =7315=3"35

Natija. ava b vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi

S,zilaxe|=i LT
Yy2 22 y2

formula bilan topiladi.

Masala. a = (x1y1,z1) va b = (x2,y2,z2)vektorlarning kollinearlik shartini toping.

Yechish: Oldin ko'rilgan vektorial ko'paytmaning 4-xossasiga asosan a = (x"yt.zj va
b = (x2,y2,z2) vektorlar kollinear bo'lishi uchun ularning vektorial ko'paytmasi axb =
0 bo'lishi kerak. Unda (7) formuladan quyidagi tengliklar kelib chigadi:

x=ylz2-z1ly2=0; y=z%2-xx2=0; z=xly2-y Ix2=0=>

-s U -0 E1_A -£1
y2 z2 X2 y2 vl
Demak, a = vab = (Xz,y2,22) vektorlar kollinear bo'lishi uchun
it =0 =il an
X2 y2 z2

shart bajarilishi, ya'ni ularning mos koordinatalari proporsional bo'lishi kerak.

Misol. a=(m,3,2) va b=(4,6,n) vektorlar m va n parametrlarning ganday giymatlarida
kollinear bo'lishini aniglang.

Yechish: (6) kollinearlik shartiga asosan

m 3 2
=—=—=>m=2,n=4.
7

Vektorlarning aralash ko'paytmasi va uning xossalari
Uchta a, b, c vektorlarni o'zaro ko'paytirish masalasini ko'raylik. Agar a Ba b vektorlarni
skalyar ko'paytirib, natijada hosil bo'lgan sonni c vektorga ko'paytirsak, u holda c vektorga
kollinear vektor hosil bo'ladi. Agarda birinchi ikkita vektorni vektorial ko'paytirib, natijada hosil



bo'lgan vektorni uchinchi c vektorga yana vektorial ko'paytirsak, unda yangi bir d vektor hosil
gilamiz. Bundan tashqari uchta vektorni quyidagi usulda ham ko'paytirish mumkin.

Ta'rif: a, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasi deb dastlabki ikkita vektorlarning axb
vektorial ko'paytmani uchinchi ¢ vektorga skalyar ko'paytmasi kabi aniglanadigan songa
aytiladi.

a, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasi abc kabi belgilanadi va , ta'rifga asosan, ushbu
ko'rinishda bo'ladi:

abc = (axb) -c (12)

Bu yerda ham vektorial, ham skalyar ko'paytma gatnashgani uchun (12) aralash
ko'paytma deb atalgan.

Aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini ko'rib o'taylik. Buning uchun komplanar
bo'Imagan a, b, c vektorlarni qaraylik. Ma'lumki, axb uzunligi a va b vektorlardan tuzilgan
parallelogrammning yuzasiga teng va Parallelogramm tekisligiga perpendikulyar yo'nalgan
vektordan iborat bo'ladi. Agar axb vektorga c vektorni proyeksiyalasak, u holda shu proyeksiya
Parallelogramm tekisligiga perpendikulyar bo'lib, uning moduli a, b, ¢ vektorlarga qurilgan
parallelepiped balandligi H giymatini ifodalaydi. Unda bu parallelopiped hajmi uchun
V = Sasos mH = I(a x b) mcl = \abc\ (13) formulaga ega bo'lamiz. Shunday gilib, abc aralash
ko'paytmaning absolut giymati a, b, c vektorlarga qurilgan parallelepiped hajmini ifodalar ekan.

Endi aralash ko'paytmaning xossalarini ko'rib o'tamiz:

Aralash ko'paytmada vektorial va skalyar ko'paytma amallari o'rnini almashtirish
mumkin, ya'ni
(ax b)mc=amb x c).

Shu sababli aralash ko'paytmada amallarni ko'rsatmasd'an, qisqacha abc kabi yozish
mumkin.

Aralash ko'paytmada ko'paytuvchilar o'rnini soat miliga teskari yo'nalish bo'yicha
..doiraviy ravishda almashtirilsa, uning giymati o'zgarmasdan qoladi, ya'ni -
abc = cab = bca = abc.

Bunga aralash ko'paytmaning aylanma xossasi deb aytiladi.

Aralash ko'paytmada yonma - yon turgan vektorlarning o'rni almashtirilsa, uning
ishorasi garama-qarshisiga o'zgaradi, ya'ni
abc = —bas = bca = —¢ba.

Skalyar (vektorial) ko'paytmani qaysi hollarda nolga (nol vektorga) teng bo'lishini tahlil
gilgan edik. Bu savolni endi aralash ko'paytma uchun ko'rib chigaylik. Aralash ko'paytma
quyidagi hollarda nolga teng bo'ladi:

1) ko'paytuvchi vektorlardan kamida bittasi nol vektor;

2) ko'paytuvchi vektorlardan kamida ikkitasi kollinear;

3) ko'paytuvchi vektorlar komplanar bo'lsa.

Birinchi holda aralash ko'paytmaning nol bo'lishi 0'z-o'zidan kelib chigadi. Ikkinchi holda,
ya'ni ikkita vektor kollinear bo'lsa, unda ularning vektorial ko'paytmasi nol va shu sababli
aralash ko'paytma ham nolga teng bo'ladi. Uchinchi holda axb va c vektorlar perpendikulyar
bo'ladi va shu tufayli ularning skalyar ko'paytmasi, ya'ni aralash ko'paytma nolga teng bo'ladi.

Natijada quyidagi tasdigni olamiz:

Teorema. Noldan farqli uchta vektorning komplanar bo'lishi uchun ularning aralash
ko'paytmasi nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Aralash ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi
Endi koordinatalari bilan berilgan uchta a = (xLyl,zx),b = (x2,y2,z2)vac =
(x3,y3,z3) vektorlarning aralash ko'paytmasini hisoblash formulasini keltirib chigaramiz.



Vektorial ko'paytmani hisoblash formulasidagi determinantni Laplas teoremasiga asosan
birinchi satr bo'yicha yoyilmasini garaymiz:

i j k
. A z\. X\ z A o
axb: X, i zlfy i- i+ y k= Xi +Yj + Zk.
J2 z2 X2 z2 X2 y2
X2 y2 22
Skalyar ko'paytmani hisoblash formulasi va yugoridagi tenglikka hamda determinantning

satr bo'yicha yoyilmasiga asosan
*3 ys z3 X yi ozl
abc = (ax b)- ¢ = Xx3+ By3+ Cz3= X, N\ = x2 yi z2 (14)

X2 y2 z2 X3 yg 23
Demak, abc aralash ko'paytma birinchi, ikkinchi va uchinchi satrlari mos ravishda a, b va ¢
vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan il tartibli determinant kabi hisoblanadi.
Masalan, a = (3,1, —2), b = (4,0,1), ¢ = (0,2, —1) vektorlarning aralash ko'paytmasini
(14) formula bo'yicha topamiz:

3 1-2
abc= 0 1 -18.
2 -1

Aralash ko'paytmaningtatbiqlari
Aralash ko'paytmaning tatbiglari sifatida quyidagi masalalarni garaymiz.
(Viasala, Koordinatalari bilan berilgan uchta a — b= (x2,y2,z2) vac —
(x3,y3,z3) vektorlarning komplanarlik shartini toping.
Yechish: Yuqorida ko'rib o'tilgan teorema va (14) formulaga asosan bu vektorlarning
komplanar bo'lishi uchun

XOW o zi
abc= X2 yj z2=0 (19)

"3 ys  z3

shart bajarilishi zarur va yetarli.

Misol. a = (m, —12,—2),b = (0,m, 1) vac = (1,2,3) vektorlar m parametrning ganday
giymatlarida komplanar bo'lishini toping .

Yechish: Komplanarlikning kordinatalardagi (15) shartiga asosan

m —12 —2
abc= m =0=>3m?2 —I2 + 2m —2m=0- -m2=4- mm= 2.
2

Masala, Koordinatalari bilan berilgan uchta a = (x"y~z-J,b = (x2,y2”™i)vac=
(x3,y 3,z3) vektorlardan yasalgan parallelepipedning V hajmini toping.

Yechish: Aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini ifodalovchi (12) tenglik va (13)
formulaga asosan

X, yl  zi
V= \ae\ = tabc =+ o y2 z2 (16)

X3 ys 75



Wisest a=(3,—12),b=(03,1) va c=(1,2,3) vektorlardan yasalgan
parallelepipedning V hajmini toping.
Yechish; (16) formulaga binoan

v=0 3 1=14.
1 2 3

Masala. Koordinatalari bilan berilgan uchta a = (xLylz1),b = (x2y2z2) va
¢ = (x3,y3,z3) vektorlardan tuzilgan piramidaning V hajmini toping.

Yechish: Berilgan a, b va ¢ vektorlardan tuzilgan piramidaning asosidagi a va b vektorlar
hosil gilgan uchburchak yuzasini S, balandligini h va hajmini V deb olsak, V=Sh/3 tenglik o'rinli
bo'ladi. Shu vektorlardan tuzilgan parallelepiped asosining yuzasi 2S, balandligi esa h bo'ladi. Bu
parallelepiped hajmini VOdeb olsak, MQ= 2Sh = \ab c\ bo'ladi.

Bu holda piramida hajmi

XXy zi
V:\/D/6=\abc\/6:iéx2 yi  z2 17)

X3 ys 23

formula bilan hisoblanadi.

Masala. Fazodagi to'rtta M1 (x1y1,z1),M2(x2y222),M3 (x3,y3,z3) va M4{x4,y4,z4)
nuqtalarni birtekislikda yotish shartini toping.

Yechish: MIt M2, M3 va M4 nugqtalar bir tekislikda yotishi uchun

MMM %= (X2-X X,y2-y V?222-z2 X, MM3=(Xx3—xxy3-y x23-2X,

M»M4={x4-x xy4-y xz4-zl)
vektorlarni komplanar bo'lishi zarur va yetarli. Shu sababli, (4) formulaga asosan, bu
to'rtta nuqtani birtekislikda yotishi uchun

X2 —xx y2—yx z2—Zj
X3 ~xi y”~-yi 23-z1=0(i8)

*4-* ya y\ Z4-ZI
shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
Masala. M1(l,m, —1), M2= (0,1,2m + 1), M3= (—1,m, 1) va M4 = (2,1,3) nuqtalar
m parametrning ganday giymatlarida bir tekislikda joylashgan bo'lishini toping.
Yechish: (18) shartdan foydalanib, ushbu natijani olamiz:
—1 1—m 2(m+1)

-2 0 2 =0=>4(I-m)(2-m) =0=>mt=1, m2=2.
1 1—m 4
Demak, m =1 yoki m=2 bo'lganda yuqgoridagi to'rtta nuqta bir tekislikda yotadi va ular
(1,1,-1), M2 = (0,1,3), M3 = (-1,1,1) va M4= (2,1,3)
yoki
(1,2,-1), M7 (0,1,5), M3 = (-1,2,1) va M4 = (2,1,3)

ko'rinishda bo'ladi.

Nazorat savollari
1. Qanday vektorlar kollinear, komplanar, teng deb ataladi?
2. Vektorning moduli nima?



3. Vektorlar ustidagi gqaysi amallar chizigli amallar deb ataladi.

4. Qanday vektorga chizigli bog'lig va qanday vektorlar chizigli erkli deb ataladi?

5. Fazoning bazisi va o'lchami nima?

6. Vektorning o'qdagi tashkil etuvchisi nima?

7. Vektorning o'qqa proyeksiyasi nima?

8. Vektorlar ustida chizigli amallarga ularning koordinatalari ustida shunday amallar mos
kelishini isbotlab bering.
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REJA

Funksiya tushunchasi va uningt

Chiziqli funksiyalar va ularning grafiklari

Darajali, tregonametrik, ko'rsatgichli va logorifmik funksiyal;

Funksiyani limiti. Limitlarni hisoblash

Tayanch iboralar: Funksiya. Chizigli funksiyalar va Matematik analiz hagli
ularning grafiklari. Chizigli tenglamalar. To'g'ri chizigning ravishda matematik fanlar
burchak koeffitsienti. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va ichida birinchisi bo'lib
logarifmik funksiyalar. Funksiyani limiti. hisoblanadi.

Appel PE

Funksiya tushunchasi va uning ta'rifi

Tabiatda ikki xil migdorlar uchraydi, o'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Bizga bir necha
to'rtburchak berilgan bo'lsin. Ularda quyidagi migdorlar gatnashadi. Tomonlarning uzunliklari,
burchaklarning Kkattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu miqgdorlardan ba'zilari o'zgarmaydi,
ba'zilari o'zgarib turadi. Masalan, qaralayotgan hamma to'rtburchaklarda burchaklarining
to'g'riligi, ularning soni to'rtta bo'lishligi va vyig'indisi 360° ga tengligi o'zgarmaydi.
Tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o'zgarib turadi. Xuddi shuningdek, bir necha
doira chizsak, ularda aylana uzunliklarining o'z diametrlariga nisbati hammasida bir xil bo'lib, n
gateng, lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari o'zgarib turadi.

Ma'lum sharoitda fagat bir xil son gqiymatlariga ega bo'lgan miqdorlar o'zgarmas
migdorlar deyiladi. Ma'lum sharoitda har xil son giymatlariga ega bo'lgan miqdorlar o'zgaruvchi
miqdorlar deyiladi. Odatda o'zgarmas miqdorlarni a, b, c, d,...., 0'zgaruvchi migdorlarni x, y, z,
u, v,... harflari bilan belgilaydilarl

Matematikada ko'pincha o'zaro bir-biriga bog'liq ravishda o'zgaradigan miqgdorlar bilan
ish ko'riladi. Yuqoridagi misollarimizda doiraning yuzi uning radiusining o'zgarishiga garab
o'zgaradi, ya'ni doiraning radiusi ortsa, yuzi ham ortadi, kamaysa kamayadi. Xuddi shuningdek,
kvadratning tomoni bilan yuzi orasida ham shunday bog'lanish bor. Kvadratning yuzi uning
tomoniga bog'lig ravishda o'zgaradi.

Ta'rif: Agar x migdorning X sohadagi har bir giymatiga biror f gonuniyatga ko'ra y
miqdorning Y-sohadan aniq bir giymati mos keltirilsa, y migdor x migdorning X-sohadagi
funksiyasi deyiladi va y=f(x) kabi yoziladi2

Bu holda x - argument yoki erkli o'zgaruvchi, y - esa funksiya yoki erksiz o'zgaruvchi
deyiladi. Agar y x ning funksiyasi bo'lsa, u holda x va y lar orasidagi bog'lanish funksiyali
bog'lanish deyiladi va quyidagicha yoziladi: y=f(x), y=q(x), y=cp(x) va hokazo. Agar yuqoridagi
misollarga e'tibor bersak, doiraning yuzi radiusning funksiyasi, kvadratning yuzi tomonining
funksiyasi ekan.

1Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 27.
zRupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 28.



Argument gabul qilishi mumkin bo'lgan qiymatlari to'plami funksiyaning aniglanish
sohasi, funksiyaning o'zi qabul gilishi mumkin bo'lgan giymatlari to'plami funksiyaning o'zgarish
sohasi yoki giymatlari to'plami deyiladi3.

Bizga bir necha to'rtburchak berilgan bo'lsin. Ularda quyidagi miqdorlar gatnashadi.
Tomonlarning uzunliklari, burchaklarning kattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu migdorlardan
ba'zilari o'zgarmaydi, ba'zilari o'zgarib turadi. Masalan, garalayotgan hamma to'rtburchaklarda
burchaklarining tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o'zgarib turadi. Xuddi
shuningdek, bir necha doira chizsak, ularda aylana uzunliklarining o'z diametrlariga nisbati
hammasida bir xil bo'lib, n ga teng, lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari
o'zgarib turadi.

4 - [ L] '
Funksiyaning berilish usullari

Funksiya sharoitiga qarab jadval, analitik va grafik usullar bilan berilishi mumkin.

Funksiya jadval usulida berilganda, argumentning ma'lum tartibdagi xi, x2, x3,.. xnl..
giymatlari va funksiyaning ularga mos keluvchi yi, y2 .. .yn, .. giymatlari jadval holida
beriladi:

Funksiyalarning jadval usulida berilishiga misol qilib kvadratlar, kublar, kvadrat ildizlar
jadvallarni ko'rsatish mumkin. Bu usuldan ko'pincha miqdorlar orasida tajribalar o'tkazishda
foydalaniladi.

X X1 X2 X3 Xn

Y Yi Y2 Yo Yh

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi. Ma'lumki, sonlar o'qida nuqtaning vaziyati bir
son uning koordinatasi bilan aniglanar edi. Endi to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi
tushunchasini kiritamiz.

Tekislikda sanoq boshlari ustma-ust tushadigan va o'zaro perpendikulyar bo'lgan OX va
QY sonlar o'qini chizamiz. Gorizontal holda tasvirlangan sonlar o'qi ordinatalar o'qi, ularning
kesishgan nuqtasi koordinatalar boshi deyiladi. Hammasi birgalikda to'g'ri burchakli
koordinatalar sistemasi deyiladi.

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida nuqtaning vaziyati quyidagicha aniglanadi.
Faraz gilamiz, to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi olingan tekislikda ixtiyoriy M nuqta
berilgan bo'lsin. Shu nugtadan koordinata o'glariga perpendikulyarlarning absissalar o'gidagi
proeksiyasiga mos keluvchi son uning absissasi, koordinatalar o'gidagi proeksiyasiga mos
keluvchi son esa uning ordinatasi deyiladi va M(x,y) tartibida yoziladi (4.1-shakl).

3Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 29.



M (x.y)

4.1-shakl
Demak, to'g'ri burchakli koordinatalar tekisligida har ganday bir juft ma'lum tartibda
berilgan son bilan aniglanar ekan. Xuddi shuningdek, har ganday bir juft songa koordinatalar
tekisligida bitta nugta mos keladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi

y=f(x) funksiyaning grafigi deb koordinatalari y=f(x) ni to'g'ri tenglikka aylantiruvchi
tekislikdagi barcha nuqtalar to'plamiga aytiladi. Agar funksiyaning grafigi tasvirlangan bo'lsa,
funksiya grafik usulda berildi deyiladi4.

Endi savol tug'iladi,-fiar ganday egri chiziq biror funksiyani ifodalaydimi? Buni aniglash
uchun egri Ou o'giga parallel to'g'ri chiziglar chizamiz, agar bu to'g'ri chiziq egri chizig bilan
kamida ikki nuqtada kesishsa, grafik funksiyani ifodalamaydi, agar bitta nuqtada kesishsa
funksiyani ifodalaydi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi

Formula yordamida berilgan funksiyalarga analitik usulda berilgan deyiladi. Masalan,
y = x2,y = kx+ b,y = ax,y = Igx,y = sinx.y = tg X,y = 2x3—x + 4 funksiyalar analitik
usulda berilgan. Agar analitik usulda berilgan funksiyaning aniglanish sohasi to'g'risida alohida
shart go'yilmagan bo'lsa, u holda y=f(x) da o'ng tomonda turuvchi ifoda ma'noga ega
bo'ladigan x ning giymatlari olinadi. Masalan, agar y=x2 ni kvadratning tomoni bilan yuzi
ifodalovchi bog'lanish sifatida olsak, u holda aniglanish sohasi barcha musbat sonlardan iborat
bo'ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topishga doir misollar ko'raylik. Quyidagi funksiyalarning
aniglanish sohasini toping:

3
1. y = —. Yechimi. Ma'lumki, kasr ma'noga ega bo'lishi uchun uning maxraji noldan farqli
X

bo'lishi kerak. Demak, x*O yoki xe(-°0;0XX0;+°0).

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 31.



2.y =" (x-1) Yechimi. Xuddi yuqoridagidek muhokama yuritsak, 2x-1"0 yoki 2x"1,

X . Demak, aniglanish sohasi ;+c0) dan iborat.
3. y =-J3x+ 2. Yechimi. Kvadrat ildiz ma'noga ega bo'lishi uchun ildiz ostidagi ifoda
2
manfiy bo'Imasligi kerak, ya'ni 3x+2>0, bunda jc> -j . Demak, aniglanish sohasi [- —+<»)

dan iborat.

4.y = n . Yechimi. Agar yugoridagidek muhokama yuritsak, u holda 4x-5>0 bo'ladi.
V4x-5

Bundan x > —. Demak, aniglanish sohasi (—,+00) dan iborat.
4 4
5. y =1g(2jr-1). Yechimi. Logarifmik funksiya fagat musbat sonlar uchun aniglangan.

Demak, (2x-1)>0 bo'lishi kerak. Bundan X > - i. Demak, aniglanish sohasi (*,+00) dan iborat.

6.y =m-—--" _Yechimi. Agar yugoridagidek muhokama yuritsak, 2x —1 > 0,
lg(2jc —1)

2x —1 " 1bo'ladi. Bundan x > x”| kelib chigadi. Demak, aniglanish sohasi

(w~;+1) u (1; + oo) dan iborat.

A) analitik usul funksiyaning o'rganish jarayonida juda ko'p uchraydigan usuldir, lekin
ba'zi xollarda funksiyaning giymatini topish murakkab hisoblashlarga olib keladi:
B) y=f(x) yozuv hali funksiyaning analitik usulda berilishi bo'Imasligi mumkin. Masalan,

ushbu Dirixle funksiyasini olaylik:
agar x —ratsional son bo'lsa

1,
H t,;agar x —irratsional son bo'lsa

Demak y=f(x) funksiya berilgan, uning aniglanish sohasi barcha haqigiy sonlar to'plamidan
iborat, ammo funksiyaning analitik ifodasi berilgan emas5:

V) funksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki bir necha giymatlar topilgan
bo'ladi, lekin funksiyaning sohasi cheksiz to'plam bo'lganda, uning barcha giymatlarini ko'rsatib
bo'Imaydi:

G) funksiyaning grafik usulda berilishi uning o'zgartirishlarini ko‘'rgazmali gilish imkonini

beradi.
Funksiyaning grafigi - egri chizig (hususiy holda to'gri chizig), ba'zi hollarda biror nuqtalar

to'plami bo'ladi.
Funksiya grafigini chizish

y=f(x) funksiyaning grafigini hosil gilish uchun M(x,f(x)) nuqtalarni hosil qilib, ular bir-biriga
juda yaqin bo'lganda, sillig chizig bilan tutashtiriladi.
Misol. 1) y = — funksiyaning grafigi chizilsin. Bu funksiyaning aniglanish sohasi x"O
X
hagigiy sonlar to'plami, ya'ni J-°°, o p] 0, +°0[ dan iborat.

Endi, aniglanish sohasidan x ning bir necha giymatlarini olib, y ning ularga mos keladigan
giymatlarini topamiz.

5Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011.P.30



fo) 1 2 3 -1 2 3 2 2

Koordinata tekisligida M,(11), Mr(2;-), M3(3d,....

nugtalarni hosil qgilamiz. Bir biriga yagin turga nuqtalarni uzluksiz chiziq yorlamida
tutashtirsak, funksiyaning grafigini ifoda giladigan egri chiziq giperbola hosil bo'ladi (4.2-shakl).

4.2-shakl
2) y=x2ning grafigi chizilsiii;
4.3-shaki 4.4-shakl
Jadval tuzamiz:
X 0 1 2 3 -1 -2 -3

y=x2 0 1 4 9 1 4 9

Af,(0;0), M2(% 1), M3(2;4),.... nuqtalarni hosil gilamiz. Ularni sillig chizig bilan

tutashtirsak, parabola egri chizig'i hosil bo'ladi (4.3-shakl)
3) 4.4-shaklda



1,agarx > 0 bo'lsa,
0,agar x = 0 bo'lsa,

—,agar x < 0 bo'lsa
funksiyaning grafigi ko'rsatilgan.
Aksincha, agar tekislikda biror egri chizig berilgan bo'lib, abssissalar o'giga tik bo'lgan har
ganday to'gri chiziq bu egri chiziq bilan bittadan ko'p bo’lmagan nuqtada kesishsa, u hoida bu
egri chiziq funksiyani ifoda giladi.

Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar

Atrofimizdagi turli jarayonlarni matematik usullarda tadgigot gilayotganimizda o'zgarmas
va o'zgaruvchi miqdorlarga duch kelamiz.

Ta'rif: Faqat bitta sonli giymat gabul giladigan kattaliklar o'zgarmas miqdorlar deyiladi.

Masalan, yorug'lik tezligi ¢, erkin tushish tezlanishi g, aylana uzunligini uning diametriga
nisbati Ti, izotermik jarayonlarda harorat t° o'zgarmas miqgdorlardir.

Ta'rif: Turli sonli giymatlar qabul gila oladigan kattaliklar o'zgaruvchi migdorlar deyiladi.

Masalan, tekis harakatda v tezlik o'zgarmas miqdor bo'lib, vaqtt va bosib o'tiigan masofa
s o'zgaruvchi migdorlardir.

Biror jarayonni o'rganayotganimizda bir nechta o'zgaruvchi migdorlar o'rtasidagi o'zaro
bog'lanishlarga duch kelamiz.

Masalan, tekis harakatda tezlikni v, vaqtni t va bosib o'tiigan masofani s desak, u holda t
va s o'zgaruvchilar o'zaro s=v-t ko'rinishda bog'langan bo'ladi. Bunday bog'lanishlarni juda ko'p
keltirish mumkin va shu sababli ularni atroflicha o'rganish magsadida funksiya tushunchasi
kiritiladi.

Ta'rif: Agarda x o'zgaruvchining biror D sonli to'plamga tegishli har bir giymatiga ma'lum
bir gonun-qoida asosida y o'zgaruvchining biror Eto'plamga tegishli yagona bir giymati mos
go'yilgan bo'lsa, ya'nif: D Ebo'lsa, unday o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Biror y o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi ekanligi y=f(x) kabi belgilanadi (f harfi
o'miga F, h, g, 9 kabi boshga harflar ham go'llanilishi mumkin). Bu yerda x erkli o'’zgaruvchi
yoki argument, y esa erksiz o'zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

Masalan, y = 2x + 3,y = 3x2+ 4x —1,y = 2/x,y = 5xex + 6 funksiyalarga  misol
bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan f : D -> Efunksiyada D - funksiyaning aniglanish sohasi, E- o'zgarish yoki
giymatlar sohasi deyiladi.

y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi D{f}, giymatlar sohasi esa E{f} kabi belgilanadi.
Masalan, f(x) = sinyfx funksiya uchun D{f}=[0,°°), E{f}=[—,1].

Shuni ta'kidlab o'tish lozimki, oldingi paragrafda ko'rilgan {an} sonli ketma-ketlikni
aniglanish sohasi D{f}=N-natural sonlar to'plami, giymatlar sohasi esa f(n)= a, , neN, haqiqgiy
sonlardan iborat funksiya deb garash mumkin.

Matematik analiz fanida asosan funksiyalar va ular bilan bog'lig bo'lgan tasdiqglar
o'rganiladi.



Funksiya grafigi

Funksiya hagida geometrik tasawur hosil etish uchun uning grafigi tushunchasi kiritiladi.

Ta'rif: XOY koordinata tekislikdagi (x,y) = (x,/(x)),x € D{f), koordinatali nuqgtalarning
geometrik o'rni y=f(x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Masalan, y=x2 funksiya grafigi paraboladan, y=cosx funksiya grafigi sinusoidadan, y=2x+5
funksiya grafigi esa to'g'ri chizigdan iboratdir.

Turli masalalarni yechishda berilgan y=f(x) funksiyaning Lgrafigini ma'lum bir ko'rinishda
o'zgartirishga to'g'ri keladi.

>  y=f(x+a) funksiyaning grafigi L chizigni OX o'qi bo'yicha |a| birlik chapga (agar a>0
bo'lsa) yoki o'ngga (agar a<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan hosil bo'ladi (4.5-shaklga garang).

> y=f(x)+b funksiyaning grafigi L chizigni OY o'qi bo'yicha |b]| birlik yuqoriga (agar
b>0 bo'lsa) yoki pastga (agar b<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan hosil bo'ladi (4.6-shakiga
garang).

> y=otf(x) funksiyaning grafigi L chizigni OY o'qi bo'yicha a marta cho'zish (agar a>|
bo'lsa, 4.7-shakl) yoki gisish (agar 0<a<I| bo'lsa, 4.8-shakl) orgali hosil bo'ladi. Agar a<0 bo'lsa,
unda L chiziq OX o'giga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.



> y=f(kx) funksiyaning grafigi L chizigni OX o'qi bo'yicha k marta cho'zish (agar k>I
bo'lsa, 4.9-shakl) yoki qgisish (agar 0<k<I bo'lsa, 4.10-shakl) orqgali hosil bo'ladi. Agar k<0 bo'lsa,
unda Lchiziq OY o'giga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.

Funksiyani berilish usullari

Turli masalalarni qarashda funksiya asosan to'rt usulda berilishi mumkin.
Analitik usui. Ko'p hollarda funksiyalar analitik usulda, ya'ni x argument ustida
bajariladigan matematik amallarni formulalar orgali ifodalash orqgali beriladi. Masalan, aylana
radiusi x va uning yuzasi y orasidagi bog'lanish funksiyasi y=7ix2 formula orgali analitik usulda

aniqglanadi.
Jadvai usuli. Bu usulda funksiya

Xi Xi X2 X3

y.=f(Xi) yi Y2 Y3 Yn-1 Yn

ko'rinishdagi jadvai orgali beriladi. Masalan, Bradisning to'rt xonali matematik jadvallar
kitobchasida funksiyalarning giymatlari shunday ko'rinishda berilgan. Odatda x argument va y
funksiya orasidagi bog'lanish tajriba yoki kuzatuvlar asosida o'rganilayotgan bo'lsa, funksiya

giymatlari jadvai ko'rinishda ifodalanadi.



Grafik usul, Bunda x argument va y funksiya orasidagi bog'lanish bu funksiyaning
grafigi orgali beriladi. Masalan, yurak faoliyatini ifodalovchi funksiya kardiogramma orqali grafik
ko'rinishda ifodalanadi. Shuningdek bu usuldan tenglamalarni grafik usulda yechishda harn
foydalaniladi.

Ta'rif usull. Bu usulda funksiya qiymatini aniglash gonuni uni ta'riflash orqgali beriladi.
Masalan, Dirixle funksiyasi deb ataluvchi va [0,1] kesmada aniglangan D(x) funksiyani analitik,
jadval yoki grafik ko'rinishlarda ifodalab bo'Imaydi. Bu funksiya giymatlari ta'rif bo'yicha
quyidagicha aniglanadi:

_ f 1,agar x —ratsional son bo'lsa
(0, agar x —irratsional son bo'lsa

Funksiya ko'rinishlari

Funksiyalar u yoki bu xususiyatlariga garab turli ko'rinishlarga ajratiladi.

Ta'rif; Berilgan y=f(x) funksiya biror DcD{f} sohaga tegishli ixtiyoriy xi, X2 eD va xi<x2
nugtalar uchun f{xx) < /(x 2) \f(xi) ~ /(*2)] shartni ganoatlantirsa, u shu D sohada o'suvchi
(kamaymoqchi) funksiya deyiladi.

Masalan, y=x3 funksiya oraligda, y=x2 funksiya esa aniglanish sohasining (0,°°)
oralig'ida o'suvchi bo'ladi. Ant'ye funksiya deb ataladigan y=[x] funksiyaning giymati argument
X giymatiga eng yaqin va undan katta bo'Imagan butun son kabi aniglanadi. Masalan, [1.2]=1,
[2.98]=2, [12]=12, [4.5]=—2. Bu holda f(x)=[x] funksiya uchun D{f}=(-°°;°°) va E{f}=Z={0,%,
+2,- } bo'lib, u aniglanish sohasida kamaymoqchi funksiya bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya biror DcD{f} sohaga tegishli ixtiyoriy Xi, x2sD va Xxi<x2
nuqtalar uchun /(xj). > /(x2) [/(x]j) > /(x2)] shartni ganoatlantirsa , u shu D sohada
kamayuvchi (o'smoqchi) funksiya deyiladi.

Masalan, y=-2x funksiya oraligda, y=x2 funksiya esa aniglanish sohasining (~°°,0)
oralig'ida kamayuvchi bo'ladi. y=1—x] funksiya esa (-°°;°°) oraligda o'smogqchi bo'ladi.

O'suvchi yoki kamaymoqchi, kamayuvchi yoki o'smoqchi funksiyalar birgalikda monoton
funksiyalar deyiladi.

Ta'rif: Aniglanish sohasi D{f} nol nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan y=f(x) funksiya
ixtiyoriy xsD{f} uchun f(-x) = f(x) [/(—x) = —#(x)] shartni ganoatlantirsa, u juft [toq]
funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x2-ju ft funksiya, f(x)=x3 esa toq funksiya bo'ladi. Lekin har ganday funksiya
juft yoki tog bo'lishi shart emas. Masalan, /(x) = xz —3x + 1yoki/(x) = 2x —3 funksiyalar
na juft va na toqdir.

Ta'rifdan juft funksiya grafigi OY koordinata o'giga, toq funksiya grafigi esa 0 koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo'lishi kelib chigadi.

Teorema: Agar /(x) vag(x) juft funksiyalar bo'lsa, uiarning umumiy D aniglanish
sohasida f(x)+g(x),f(x)-g(x) ” 0bo'lsa, f(x)/g(x) funksiyalar ham juft funksiyalardir.
Agar f(x) vag{x) toq funksiyalar bo'lsa /(x) + g(x), toq,/(x) mgy(x)va f(x)/g(x))
funksiyalar esa juft funksiya bo'ladi. Agar f(x) juft va g(x) toq funksiya bo'lsa, uiarning
ko'paytmasi va bo'linmasi toq funksiya bo'ladi.

Isbot: Misol sifatida faqat bir hol uchun isbotni keltiramiz, chunki boshga hollar ham xuddi
shundek ko'riladi. Masalan, qaralayotgan f(x) va g(x) juft funksiyalar, ya'ni f(—x)=f(x) va g(-
x)=g(x) bo'lsin. Bu holda F(x)=f(x)+g(x) funksiya uchun

F(-x) = /(-x) +g(-x) =f(x) £ g(x) = F(x)
tenglik o'rinli va , ta'rifga asosan F(x) juft funksiya bo'ladi.



1zoh: Agar f(x) aniglanish sohasi D{f} koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan
ixtiyoriy funksiya bo'lsa, unda F(x) = f(x) + /(—x)juft,G(pc) = f(x) —/ (—x) esa toq
funksiya bo'lishini ko'rish giyin emas.

Ta'rif: Agary = f(x) funksiya uchun shunday T>0 son mavjud bo'lsinki, Vx e D{f} uchun
x += T 6 D{f} bo'lib, f(x £T) = f{x) shart bajarilsa, u davriy funksiya deb ataladi, Bu shartni
ganoatlantiruvchi eng kichik musbat T soni shu funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y=sinx davri T = 2n,y = tg X esa davri T=7i bo'lgan davriy funksiyalardir. y =
{x} = x —[x] funksiya giymati argument x giymatining nomanfiy kasr gismiga teng bo’ladi.
Masalan, {1.2} = 0.2,{2.98} = 0.98,{+8} = 0,{-1.7} = 0.3 (bunda -1.7= -2+0.3 deb
garaladi). Bu holda D[f} = (—o0;°°) va E{f} = (0,1) bo'lib, ixtiyoriy x GD{f]vane N =
{1,2,3,...} uchun [x + n] = {x} bo'ladi. Bundan f(x) = {x} davri T=1 bo'lgan davriy funksiya
ekanligini ko'rish mumkin. y = x2yokiy = ex funksiyalar esa davriymas funksiyalarga misol
bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya uchun shunday M >0 soni topiisaki, ixtiyoriy xeD uchun
|/(x)| < M shart bajarilsa, u D sohada chegaralangan funksiya deyiladi. Aks holda y=f(x)
chegaralanmagan funksiya deb ataladi.

Masalan, y=sinx chegaralangan funksiya, chunki barcha x uchun |sinx|<1. y=2x funksiya
(-~,0) oraligda chegaralangan va 2X%1, ammo bu funksiya (0,°°) oraliqda chegaralanmagan,
chunki ixtiyoriy M>0 katta soni uchun x>log2M bo'lganda 2X>M bo'ladi.

Ta'rif: Agar y=f(x) funksiya biror D sohaning har bir x nuqtasida o'zgarmas C soniga teng
bo'lsa, u D sohada o'zgarmas funksiya deyiladi.

Masalan, X e (—o0, 00) sohada fix) = sin2x + cos2x = 1,x 6 (—oo,0) sohada
fix) —x/\X\ = —1 o'zgarmas funksiya bo'ladi.

Murakkab va teskari funksiyalar

Funksiyalar bilan bog'liqg yana ikkita tushunchani kiritamiz.

Ta'rif: Agar z=<p(x) funksiya X->Z , y=f(z) esa Z->Y akslantirishni ifodalasa , unda y=f(<p(x))
funksiya X->Y akslantirishni ifodalaydi va murakkab funksiya deb ataladi. Bu yerda <pichki, f esa
tashqi funksiya deyiladi. y=f(<p(x)) murakkab funksiya f va < funksiyalarning superpozitsiyasi
deb ham aytiladi.

Masalan, y=sinx2 murakkab funksiya bo'lib, unda <p(x)=x2 ichki, f(<p)=sin<p esa tashqi
funksiya bo'ladi. y=sinx murakkab funksiyada esa <p(x)=sinx ichki, f()=<2 tashqgi funksiya
bo'ladi.

Ta'rif: Aniglanish sohasi D{f} va qiymatlar sohasi E{f} bo'lgan y=f(x) funksiya uchun har bir
yeE{f} soniga f(x)=y shartni ganoatlantiradigan yagona xeD{f} sonini mos qo'yadigan x=cp(y)
funksiya mavjud bo'lsa, u berilgan f funksiyaga teskari funksiya deb ataladi.

Berilgan f funksiyaga teskari funksiya f"1kabi belgilanadi. Bunda f_1faqat belgilash bo’lib,
u 1/f degan ma'noni ifodalamasligini ta'kidlab o'tamiz.

Odatda argument x, funksiya esa y orgali belgilanganligi uchun, y=f(x) funksiyaga teskari
x=<p(y) funksiya y=cp(x) yoki y=f-1(x) ko'rinishda yoziladi.

Agar y=f(x) funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, unga teskari funksiya y=f"1(x)
mavjudligini va uni f(y)=x tenglama yechimi kabi topishimiz mumkinligini isbotlash mumkin.
Masalan, f(x)=3x-l bo'lsa, unda 3y-I=x tenglamadan teskari funksiya f” I(x)=(a+l)/3 ekanligini
aniglaymiz.



Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, o'zaro teskari funksiyalar uchun D [f} = va E{f} =
D {/-1}./1/_1(X)] = xva f "1 \f(x)\ = x munosabatlar o'rinii bo'ladi. Bundan tashqari
ularning grafiklari y=x to'g'ri chiziqga nisbatan simmetrik bo'ladi

Asosiy elementar va elementar funksiyalar

Maktab matematikasidan bizga ma'lum bo'lgan quyidagi funksiyalarni eslatib o'tamiz:

Darajaii funksiya. Bu funksiya y=x“ ko'rinishda bo'lib, o’zgarmas daraja ko'rsatkichi
a e Rbo'ladi. Masalan,

y:{:xo, y :x2, y:yrlx:xg, y:i:'xl
X

darajaii funksiyalardir. Darajaii funksiyaning xossalari a daraja ko'rsatkichi giymatiga
bog'liq bo'ladi. Masalan, a musbat butun son bo'lsa, f(x)=x" aniglanish sohasi D{f}=(-°°,°°),
giymatlar sohasi esa toq a uchun E{f}=(—00,°°), juft a uchun E{f}=[0,°°) bo'ladi. Agar a manfiy
butun son bo'lsa, f(x)=x“ aniqlanish sohasi D{f}={x: x*0}, giymatlar sohasi esa E{f}=(-°°,°°)
bo'ladi. Bundan tashqari a juft son bo'lsa, f(x)=x" juft, a toq bo'lsa toq funksiya bo'ladi.

Ko'rsatkichli funksiya. Bu funksiya y=ax ko'rinishda va unda daraja asosi a>0 va a”I
shartni ganoatlantiruvchi o'zgarmas son bo'ladi. Masalan, y=3x y=(1/10)x y=eK ko'rsatkichli
funksiyalardir. Bu funksiya uchun D{f}=(-“ >,°°), E{f}=(0,°°) bo'ladi. Agar a>I| bo'lsa, f(x)=a*
o'suvchi, 0<a<I bo'lsa kamayuvchi funksiyaga ega bo'lamiz.

logarifmik funksiya. Bu funksiya y=loga, (a>0, a”l), ko’rinishda bo'lib, y=ax
ko'rsatkichli funksiyaga teskari funksiyani ifodalaydi.

Masalan, y=log2X, y= log os x , y= logmx =lgx, y= logex =Inx logarifmik funksiyalardir.
Logarifmik f(x)=logax funksiya uchun D{f}=(0,°°), E{f}=(-»°,0=) bo'ladi. Agar logarifm asosi a>I|
bo'lsa, f(x)=logax o'suvchi, 0<a<l| holda esa kamayuvchi bo'ladi.

Trigonometrik funksiyalar. Bular y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctgx funksiyalardan
iborat. Bu yerda f(x)=sinx va f(x)=cosx funksiyalar uchun D{f}=(— va E{f}=[0,]] bo'lib, ular
T=2n davrli va chegaralangan bo'ladi. Bunda f(x)=sinx-toq, f(x)=cosx-juft funksiyalardir.

f(x)=tgx va f(x)=ctgx funksiyalarning aniglanish sohalari mos ravishda D {f} = {x:x
(2fc + 1)tt/2,fee z}y va D{/} = {x:x fe7r,fc 6 z}, giymatlar sohasi E{f}=(-°°,°°) bo'ladi. Bu
funksiyalar T=n davrli, toq va chegaralanmagan bo'ladi.

Teskari trigonometrik funksiyalar. Bularga y = arcsinx,y = arccosx, y —
arc tg X,y = arc ctg x funksiyalar kiradi. Ular mos trigonometrik funksiyalarga teskari
bo'ladi. f(x)=arcsinx va f(x)=arccosx uchun D {f}=[-I,I], giymatlar sohasi esa mos ravishda
E{f] = [-n/2,n/2]va E{f] = [0,n] bo'ladi. f(x) = arcctgxvaf(x) =
arc ctg x uchun D{f}=(—=><>), giymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=(-n/2, n/2) va E{f}=(0,
Ti) bo'ladi. Bundan tashqari /(x) = arcsinx vaf(x) = arc tg x toq funksiyalardir.

Ta'rif: 1-5 funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi.

Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida chekli sondagi arifmetik va
superpozitsiallash amallari orqgali hosil qgilingan funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi.
Masalan, y = 21nsinx + x2/5, y = axIn(x + 1) elementar funksiya bo'ladi. y={x} va y=[x]
elementar bo'Imagan funksiyalarga misol bo'ladi.



Funksiyalarning ayrim igtisodiy tatbiglari

Igtisodiyotning nazariy va amally masalalarini o'rganishda funksiyalardan keng
foydalaniladi. Masalan, ishlab chigarish funksiyasi (ishlab chigarish natijalarini turli omillarga
bog'ligligi), xarajatlar funksiyasi (ishlab chigarilgan mahsulot hajmi bilan xarajatlar o'rtasidagi
bog'lanish), talab funksiyasi (mahsulotga talab hajmi va narx, foyda kabi turli omillar orasidagi
bog'lanishlar) kabi funksiyalar iqtisodiyotda ko'p qo'llaniladi.

Yana bir misol sifatida aholining daromadi x va uning turli tovarlarga ehtiyoji y orasidagi
bog'lanishlarni o'rganish uchun shved iqtisodchi olimi Tornkvist tomonidan taklif etilgan
quyidagi funksiyalarini garaymiz:

a(x-d) . .
B Y = s (X>d>b) , y - inson hayoti uchun Il navbatda zarur bo'lgan
X —C
televizor, mebel, kosmetika kabi tovarlarga ehtiyoj ;
X —M
e Yy = aX--—------ (x>m>d>b), y-avtomobil, tilla bezaklar, dala hovlisi kabi

gimmatbaho buyumlarga ehtiyoj.

Bu funksiyalar quyidagi iqtisodiy gonuniyatlarni ifodalaydi:

S Daromad x ma'lum bir b, d yoki m giymatdan oshgandan keyin tegishli tovarlarni
xarid etish mumkin ;

5 Daromad x oshib borishi bilan | va Il navbatda zarur bo'lgan tovarlarga ehtiyojni
ifodalovchi y funksiya o'sishi sekinlashadi ; _

</ | va Il navbatda zarur bo'lgan tovarlarga ehtiyojni ifodalovchi y yugoridan a soni
(to'yinish nuqtasi) bilan chegaralangan, chunki ularning iste'moli cheksiz o'sishi mumkin emas;

Daromad x oshib borishi bilan gimmatbaho buyumlarga ehtiyoj ham o'sib boradi va
yugoridan chegaralanmagan.

Nazorat savollari
1. Funksiyaga tushunchasiga ta'rif bering.
2. Chiziqli funksiyalar grafiklariga ta'rif.
3. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logorifmik funksiyalarga ta'rif bering.
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FUNKSIYA HOSILASI
VA DIFFERENSIALI



REJA

Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va
o'zgarish sohalari

Funksiyaning maksimumi va minimumi

Funksiyaning hosilasi. Hosilani hisoblashning
sodda goidalari

Funksiyaning hosilasi. Hosilani hisoblashning
sodda qoidalari

Tayanch iboralar: Elementar funksiyalar. Funksiyaning aniglanish va o'zgarish sohalari.
Funksiyaning o'sishi va kamayishi. Funksiyaning maksimumi va minimumi. Hosila. Funksiya

differensiali.
Funksiyaning hosilasi
Aytaylik, y = j\ x) funksiya (<7,6) da berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning orttirmasi

dv=/(*0+A*)-/(*0)
ni argument orttirmasi Ar ga bo'lib,

Ay
Ax
nisbatni qaraymizl
Agar
I'i m din/ »
arxiAX A0 AXx

mavjud bo'lsa, bu limit y = f { x ) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va y yoki
/' (xq) kabi belgilanadi:
mm-£ =/ =1'(*,).
AX

ft/itsol. FHosllata'rifidan foydalanib ushbu

2x + 1
y ~3x +1
funksiyaning hosilasi topilsin.
Funksiya argumenti x ga Ax orttirma berib funksiya orttirmasi Ay hamda %é/ ni
X
topamiz:
2(x + Ax)+ 1 2x +1_ Ax
NO3(x+AX)+ 1 3x+ [3(*+Ax)+ 1J(3x +1)

unda

1Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-glsm, 2014. - B. 181.



Ay Ax
AX [B(x+Ac)+1](3x + 1)

bo'ladi.
Keyingi tenglikda Ax —>0 da limitga o'tsak, unda
1
A>0Ay a0 g(x + Ax)+ 1](3x +1) (3x+1)2
bo'lishi kelib chigadi. Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
1
Yo @x+1)2
bo'ladi.»
Funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng va chap hosilalari
Ushbu Iim —

, lim —
Ar—0+0 /\y  Ax-»0-0 /\y
limitlar mavjud bo'lsa, ular mos ravishda ./(X) funksiyaning X0 nugtadagi o'ng va chap

hosilalari deyiladi23:

/'(xo+0)= Ilim — ,/'(x0-0)= Ilim — .
VvV 0 > aM o+0 A x \Y ! N-»0-0A X
2-Misol. Ushbu 4
y =f(x) =W

funksiyaning XO= 0 nuqtadagi o'ng va chap hosilalari topilsin.
«IRavshanki, —
A/(0)=/(0 +Ax)-/(0) = IA]

bo'lib,
Al(0) = IM
AX AX
bo'ladi. Limitga o'tib topamiz:
lim Am Ax =1
Ax—>0+0 Ny Ar—>0+0 \ X
. AJ/(0) -AX ,
lim um -—----=-1.
Ax—>0-0 AX Ax—0-0 AX

Demak, berilgan funksiyaning XO= 0 nuqtadagi o'ng hosilasi
/'(0 +0)=1
chap hosilasi
/'(0—0)=—
bo'ladi.®
Eslatma. Yuqorida garalgan f (x) = |x| funksiya X = 0 nuqtada hosilaga ega bo'Imaydi4.

2Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-qlsm, 2014. - B. 182.
3 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 102.
4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 103.



Hosilaning geometrik va mexanik ma'nolari

y =f(x) funksiyaning x0 nugtadagi f'(x0) hosilasi bu funksiyasi grafigiga (x"y,,)
nuqtada o'tkazilgan urinmaning (to'g'ri chzigning) burchak koeffitsentini ifodalaydi. Urinma va
normal tenglamalari mos ravishda ushbu

Y=Y0+T {xW)(x-xa), (1)

y‘n -X ) (x-x°)12"

ko'rinishda bo'ladi.

Moddiy nuqgta harakati gonuni ushbu ,s=,s(/) funksiya bilan berilganda (bunda s-
o'tilgan yo'l, /-vaqt) funksiyaning /,nuqtadagi ~'(/0) hosilasi t0 momentdagi xarakat tezligini

ifodalaydis.
Misoi. Ushbu

y =2x2-6x +3
parabolaga M 0(l;1) nugtada o'tkazilgan urinma va normalning tenglamasi topilsin.
-4Bu tenglamalarni topishda yugoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanamiz. Bu holda
I (x)=2x2-6 x+3, x0=1y0=—1, /'(x0)=/'(l)

Bo'ladi. Hosila ta'rifidan foydalanib _/~'(I) ni topamiz.

17(1) lim/ (1+ Ax)~/ (D . iim 2(1+ A%)2- 6-(1+ AM) +3- (2-1- 6-1+ 3)
A0 ay e nx

= lim -= lim (2AX- 2)]: -2,
x>0 na- x>0

Demak, izlanayotgan urinmaning tenglamasi
y |(—1)=—2(x —I), ya'ni 2x + j' —1= 0,

normalning tenglamasi esa

y+\ =~(x-\), yanix- 2.y- 3=0

bo'ladi. »
gt2
Wilisol. Bo'shligda erkin tushayotgan jism S = — qonun bo'yicha harakatlanadi, bunda
gng~980QF/ erkin tushayotgan jismning tezlanishi. t= 10ceK da harakat tezligi
topilsin.

-«(Ravshanki, bu masala S"(I0) ni topish bilan hal bo'ladi.
Hosila ta'rifiga ko'ra
Sl«x”rkSla
N0 At
bo'ladi. Butenglikdagi limitni hisoblaymiz:
S(i0+&t)-S(10) -g-(10 +to) 10 al.(20+n/) g
m— =Um - — iMoo - =—-20=10g.
[0 iy a i Al 2 aHO bl. 2
Demak, harakatning / = 10 ceK momentdagi tezligi

3Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-qlsm, 2014. - B. 183.



S'(10)=10-g«10ceK- 980 "—9800— —98M .

ceK ce'

bo'ladi. »

Hosila hisoblashning sodda qoidalari
Hosila hisoblashning sodda goidalarini keltiramiz.

Aytaylik, f(x) va _8m(*) funksiyalar (a,b) da berilgan bo'lib, nugtada
f' (x) va g’'(x) hosilalarga ega bo'lsin6. U holda:

1) y=c-/(x) bo'lsa, y'=c-f'(x) bo'ladi, c —const;

2) y=f(x)xg(x) bolsa,y'=(f(x)xg(x)) =f'(x)xg'(x) bo'ladi

3) y="f(x)-g(x) bolsa, y'=(f(x)-g(x)) =Ff(x)-g(x)£f(x)-g'(x)
bo'ladi;

4) f(x)? /(géx\)* 0) bo'lsa, y = ~- (1X) 9.(x)- f(x L3 SK 1 bo'ladi;

g\x) g (x)

5) u—(p{x) vay = f(u) laryordamida tuzilgan y = /~$>(x)) funksiyaning hosilasi
y =1'(«) u'(x) = f{<p{x)) +<p'(x) bo'ladi;
6) Agary = f(x ) funksiyaga nisbatan teskari funksiya x 5=(p[y) bo'lsa,

(y) ==—~——bo'ladi;

Ko'pincha hos:iISIarni hisoblashda quyida keltirilgan jadvaldan foydalanish mumkin:

1) (**) =a ®cm, («*)
2) (a') =a*lna, (a") =a“ Ina-«'
3) (e*) =ex, (e") =e" s
"1 "1 ,
4) (log”jc) = —logOe, (log0«) =—ogae-u
5) (tnjc) =—, (In;/) =—u
6) (sin*) =cos.x, (sin«) =cosu-u’
7) (cosx) = —sin*, (cosw) =-sin u-u'
8) (1gx) = — V-, (tgu) =—"~—u
Cos X cos'u
9) (cCtgx) = — . (ctgu) == —u
sin" X sin" 11
10) (arcsin*) =- ..(arcsin¢ =- *

GRupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 104.



11) (arccosx) =— . (arccosw)'=— , 1..
s/l—x 1 *71—n2

12) (arc/gx)' = —vy, (arc/g«)’ 1

I +x 1+M
13) (arcc/gx) = ------ (arcctgu) = - W -n'

1+* 1+l
Miso!. Ushbu

y =tgx+ —

funksiyaning hosilasi topilsin.
-AYig'indinig hamda nisbatning hosilasini hisoblash qoidasidan hamda jadvaldan

foydalanib topamiz:

T flxxjex-e*_ 1 . Xex

™o I+ 4)1 COoS2*  (1+x)2

Funksiya limiti

Biz sonli ketma-ketlik uchun oliy matematikaning poydevorida yotgan asosiy
tushunchalaridan biri bo'lgan limit tushunchasini kiritgan edik. Endi bu tushunchani funksiya
uchun umumlashtiramiz.

Ta'rif: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy s>0 son ucKun unga bog'iig shunday 8=8(s)>0
son topilsinki, 0<Ix-a |<S shartni ganoatlantiruvchi har qanday xeD{f} va biror-A soni uchun
I1f(x)—Al <s tengsizlik o'rinii bo'lsa, A soni y=f(x) funksiyaning x->a bo'lgandagi limiti deb
ataladi.

Ta'rifdagi tasdiq

limf(x) = A

ko'rinishda yoziladi. Misol sifatida,

limx2=9

X—>3
ekanligini ta'rif bo'yicha ko'rsatamiz. Bu yerda x->3 bo'lgani uchun 2<x<4, ya'ni |x+3|<7
deb olishimiz mumkin. Bu holda ixtiyoriy e>0 uchun
1/10) -A\ = \W2- 9] = XX+ A\\WX- 3| < 7\x- 3| < s
tengsizlik o'rinii bo'lishi uchun |x —3| <s/ 7, ya'ni 5(s)=e/7 deb olish mumkin. Demak, limit
ta'rifiga asosan, lim x 2 = 9 tenglik o'rinii bo'ladi.
X->3
Ta'rif: Agar har ganday katta N>0 son uchun shunday 5=8(N)>0 son mavjud bo'lsaki,
0<Ix—al<S shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xeD{f} uchun |f(x)|>N tengsizlik o'rinii bo'lsa,
unda y=f(x) funksiya x->a (a-chekli son) bo'lganda cheksiz limitga (+<*>yoki -°°) ega deyiladi.
Ta'rifdagi tasdiq lim f(x)=+a> ko'rinishda yoziladi.

Masalan,

lim — —-——---r- = +ce



ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu yerda x->2 bo'lgani uchun I<x<3 deb olishimiz mumkin.
Bu holda berilgan N>0 soni bo'yicha 8=8(N)>0 sonini quyidagicha aniglaymiz:
1 1 1 _
(Xx3-8)2~(X-2)2Ax2+2Xx +4)2> (x-2)2A32+2-3 +4)2™

= -> N =">(x-2)2< —— =>ljc2Kk —\==S(N
3610-2) (x-2) BIN_ 1 rlng ™)

Demak, ta'rifga asosan, yugoridagi limit cheksiz bo'ladi.

Ta'rif: Agar har ganday kichik e>0 soni uchun shunday katta M=M(e)>0 son mavjud
bo'lsaki, Ixj>M shartni ganoatlantiruvchi barcha xsD{f} va biror chekli A soni uchun |f(x)-A|<e
tengsizlik o'rinli bo'lsa, y=f(x) funksiya x-»*co bo'lganda chekli limitga ega deyiladi.

Butasdig lim f(x)=A ko'rinishda yoziladi.

Masalan,

lim£x1=1

*->00 X

ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy kichik s>0 uchun

X3l kS L mpe),
X X S

ya'ni M(e)=s_1deb olishimiz mumkin. Bu yerdan, ta'rifga asosan, yuqoridagi limit giymati
hagigatan ham birga teng ekanligi kelib chigadi.

Ta'rif: Agar har ganday katta N>0 soni uchun shunday \I=M(N) son mavjud bo'lsaki,
IXI>M shartni ganoatlantiruvchi barcha xsD{f} uchun [f(x)|>N tengsizlik o'rinli bo'lsa, y=f(x)
funksiya x->+°0 bo'lganda cheksiz limitga ega deyiladi,

Ta'rifdagi tasdiq lim f(x)=xco ko'rinishda yoziladi.

r—>+co

Masalan, ta'rifdan foydalanib, lim x3=x°0, lim x2=t+oo0ekanligini ko'rsatish mumkin.
Ne>lee] 00

XomrH

Teorema: Agar x-»a bo'lganda y=f(x) funksiya limiti mavjud bo'lsa, u holda bu limit
yagona bo'ladi.

Isbot: Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni y=f(x) funksiya x-»a bo'lganda ikkita A va B limitlarga
ega bo'lsin. Unda, limit ta'rifiga ko'ra, har ganday kichik s>0 son uchun shunday 8i=8i(e)>0 va
82=82(s)>0 sonlar topiladiki, 0<|x-a |<8i va

0<Ix—al<82 shartlarda |[f(x) —A|<s/2 va |f(x) —B|<s/2 tengsizliklar bajariladi. Agar
8=min(8i, 82) deb olsak, unda 0<|x-a |<5 bo'lganda yuqoridagi ikkala tengsizlik ham bajariladi va
shu sababli, absolut giymat xossalariga asosan,

\A-B\ = \A-fix") +fix) - B] < 1/0) -A\ +1/0) - B\<e/2+e/2=¢£
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerda e>0 ixtiyoriy kichik son bo'lganidan va A, B sonlar x ga
bog'liq emasligidan |A-B|=0, ya'ni A=B ekanligi kelib chigadi. Demak funksiya limiti mavjud
bo'lsa, u fagat yagona bo'ladi.

Ba'zi hollarda funksiyaning chap va o'ng limiti tushunchalari kerak bo'ladi.

Ta'rif: y=f(x) funksiyaning argumenti x gandaydir chekli a soniga fagat chap (x<a) yoki o'ng
(x>a) tomondan yagqinlashib borganda (x->a-0 yoki x->a+0 kabi belgilanadi) funksiya limiti biror
Ai yoki A2 sonidan iborat bo'lsa, bu sonlar funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o'ng limiti deb
ataladi.

y=f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o'ng limiti

lim f(x)=f(a-0) yoki lim f(x) =f(a +0)
x-+a-0 x-¥a+0

kabi belgilanadi. Masalan, signum funksiya deb ataladigan ushbu



1J

MLjc>0
sgn(.)=| 0,jf=0 (3)
[- Lic<O
funksiya uchun x=0 nuqtadagi chap va o'ng limitlar mos ravishda quyidagicha bo'ladi:
sgn(0- 0)= lim sgn(x)= lim (—)=-—,
*->0-0 x->0-0

sgn(0 + 0) = . I;r(r)l_'_osgn(x) = Jlim 1=1.

Teorema: Biror a nuqtada y=f(x) funksiya x->a bo'lganda chekli A limitga ega bo'lishi
uchun uning shu a nuqtadagi chap va o'ng limitlari o'zaro teng va f(a-0)= f(a+0)=A shart
bajarilishi zarur va yetarlidir.

Teoremaning isboti bevosita yuqorida ko'rib o'tiigan limit ta'riflaridan kelib chigadi va
o'quvchiga havola etiladi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, funksiya limiti har doim ham mavjud bo'lavermaydi.
Masalan, y=sgn(x) funksiya x—0 bo'lganda limitga ega emas, chunki bu holda

sgn(0 —0) = —1 va sgn(0+ 0) = 1 bo'lib, sgn(0 —0) =£sgn(0 + 0).

Cheksiz kichik migdorlar va ularning xossalari
Limitlarga doir turli tasdiglami isbotlashda cheksiz kichik migdor va ularning xossalari
muhim ahamiyatga ega.
Ta'rif: Agar a(x) funksiya uchun
lima(x)=0
ji—a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x-»a (a—ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son) bo'lganda
cheksiz kichik migdor deb ataladi.

Masalan, a(x)=x2 funksiya x->0, a(x)=(x-3)2 funksiya x->3 va a(x)=x-2 funksiya x->%°°
bo'lganda cheksiz kichik migdor bo'ladi.

Teorema: Agar x—a bo'lganda a(x) va P(x) cheksiz kichik migdorlar bo'lib, f(x) esa
ixtiyoriy chegaralangan funksiya bo'lsa, u holda x->a bo’lganda a(x) £ /?2(x), aw -
12(*)> f(x) ma(x), Ca(x) (C = conct, ya’'ni o'zgarmas son) funksiyalar ham cheksiz kichik
miqdorlar bo'ladi.

Isbot: x-»a bo'lganda a(x) va (3(x) cheksiz kichik migdorlar, ya'ni

lima(x)=0, Ilim/3(x)=0
nr->a x-+a

bo'lgani uchun, limit ta'rifiga asosan, ixtiyoriy kichik e>0 soni uchun shunday 5>0 soni
topiladiki, O<|x-a |<5 shartda |a(x) |<s/2, |P(x)|<e/2 tengsizliklar bir paytda

o'rinli bo'ladi. Agar |f(x)|[<M (M-biror chekli son) bo'lsa, unda 0<|x-a|<5 shartda

la(z) tP(x)\ < |a(z)| + |/?0 )l < 0/2) = £
[aQc) M)\ = Ja(x)| m|2X)] < (e/2) «(e/2) = e2/4,
1 f(x) ma(x)\ = [f(x)\ m\aX)\ < \We/2, \Ca(x)\ = A\m\a(x)\ < |C|r/2
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklar va funksiya limiti ta'rifiga asosan
lim[a(x) £ /?(x)] =0, lim[a(x) w/3(x)]=0,
X—a X—>a

lim[/(x) «a(x)\=0, limCa(x)=0
X->a X-10

natijalarni olamiz. Bu yerdan, cheksiz kichik migdor ta'rifiga asosan, teorema isboti kelib
chiqadi.

Natlja: Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlarning algebraik yig'indisi, ko'paytmasi yana
cheksiz kichik migdordan iborat bo'ladi.

Bu natijaning isboti oldingi teoremani bir necha marta go'llash orgali keltirib chigariladi.



Izoh: Agar x-»a bo'lganda a(x) va B(x) cheksiz kichik migdorlar bo'lsa, unda ularning
nisbati a(x)/3(x) cheksiz kichik migdor bo'lishi shart emas.

Masalan, x-»0 bo'lganda a(x)=Axnva B(x)= Bxm (n,m-natural, A,B- noldan farqgli ixtiyoriy
hagqiqiy sonlar) cheksiz kichik migdorlar bo'ladi va

n>m;
AAB, n=m;
+00, n<m.

Bu yerdan ko'rinadiki, yuqoridagi misolda a(x)/(x) nisbat fagat n>m bo'lganda cheksiz
kichik miqdor bo'ladi.
Ta'rif: x—a bo'lganda a(x) va B(x) cheksiz kichik migqdorlar va
lim » =A
x->a 8 (x)
bo'lsin. Bunda A=0 bo'lsa, a(x) x-»a bo'lganda B3(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik migdor deyiladi va <x(x)=0(3(x)) kabi belgilanadi. Agar A*0 va chekli son bo'lsa, unda a(x)
va B(x) bir xil tartibli cheksiz kichik migdorlar deyiladi va a(x)=0(3(x)) kabi belgilanadi.
Jumladan A=1 bo'lsa a(x) va 3(x) ekvivalent cheksiz kichik migdorlar deyiladi va ct(x)~B(x) kabi
belgilanadi. Agar A=%+°° bo'lsa, a(x) x->a bo'lganda B(x) ga nisbatan quyi tartibli cheksiz kichik
miqgdor deyiladi va B(x)=o(a(x)) kabi belgilanadi.

Cheksiz katta miqdorlar
Endi cheksiz katta migdor tushunchasi va uning xossalari bilan tanishamiz.
Ta'rif: Agar f(x) funksiya uchun

lim / (x) = +00
Xx—>a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x—a (a-ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son) bo'lganda
cheksiz katta migdor deb ataladi.

Masalan, f(x)=tgx funksiya x->n/2, f(x)=(x-1)-3 funksiya x—1 va f(x)=x2 funksiya x-»+tc
bo'lganda cheksiz katta miqdor bo'ladi.

Teorema: Agar f(x) va g(x) funksiyalar x->a bo'lganda cheksiz katta migdorlar bo'lsa, unda
x->a shartda quyidagi tasdiglar o'rinlidir:

1) 1 0)1 + 100)1 va f(x) mg(x) cheksiz katta migdor bo'ladi;

2) Agar Ii/r\n h{x) =£0 bo'lsa, unda f(x)-h(x) va f(x)/h(x) cheksiz katta migdor bo'ladi;

x~a

3) Ixtiyoriy C o'zgarmas soni va chegaralangan g>x funksiya uchun Cf(x) va (p(x)f(x)
funksiyalar cheksiz katta miqdor bo'ladi.

Teoremaning isboti bevosita ta'rifdan kelib chigadi va uning ustida to'xtalib o'tirmaymiz.

izoh: Yuqoridagi teorema shartlarida |f(x)]-|g(x)| va f(x)/g(x) funksiyalar cheksiz katta
miqgdor bo'lishi shart emas. Bu funksiyalar x->a bo'lganda mos ravishda va
ko'rinishdagi anigmasliklar deyiladi va ular kelgusida (Vill bob, 86) to'liqroq ko'rib chigiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik miqdorlar orasidagi bog'lanish quyidagi teorema orqali
ifodalanadi.

Teorema: Agar f(x) funksiya x->a bo'lganda cheksiz katta migdor bo'lsa, unda shu holda
1/f(x) funksiya cheksiz kichik migdor bo'ladi. Aksincha, agar a(x) funksiya x->a bo'lganda cheksiz
kichik migdor bo'lsa, unda shu holda I/a(x) funksiya cheksiz katta migdor bo'ladi.

Bu teoremani ham isbotsiz gabul etamiz. Masalan, f(x)=(x-1)-3 funksiya x->1 bo'lganda
cheksiz katta miqdor, a(x)=I/f(x)=(x-1)3 funksiya esa x-»| bo'lganda cheksiz kichik migdor
bo'ladi. Shu sababli kelgusida biz asosan cheksiz kichik migdorlar bilan ish ko'ramiz.



Funksiya limitini hisoblash goidalari

Funksiya limitini uning ta'rifi bo'yicha hisoblash har doim ham oson emas. Shu sababli
funksiya limiti asosan uni hisoblash qoidalari yordamida topiladi.

Lemma: y=f(x) funksiya x->a bo'lganda chekli A limitga ega bo'lishi uchun uni f(x)=A+a(x)
ko'rinishda bo'lishi zarur va yetarli. Bunda a(x) funksiya x->a bo'lganda biror cheksiz kichik
miqgdorni ifodalaydi.

Lemma isboti limit va cheksiz kichik migdor ta'riflaridan kelib chigadi.

Asosiy teorema: Agar x—>a bo'lganda f(x) va g(x) funksiyalar chekli A va B limitlarga ega
bo'lsa, unda

Km[/(e*)x £(*)]= lim f(x)x lim g{x) =A+B (4)

lim Cf(x) =C lim fix) = CA(C=const.) (5)
X—a X—a
lim /(x)g(x) = lim f(x) «lim g(xX)=A B (6)
X—a X—a

va, agar lim g(x)=B"O bo'lsa,
X->a

9(x) )I(T;ag(x) B

tengliklar o'rinlidir.

Isbot: Teorema shartlari va lemmaga asosan f(x)=A+a(x), g(x)=B+p(x) tengliklami yoza
olamiz. Bu yerda a(x) va p(x) funksiyalar x->a bo'lganda cheksiz kichik miqdorlardir. Bu
tengliklardan foydalanib

fix) £ g(x) = [A+ aix)] £ [B+ Pix)] = (A£B) + [a(x)+ p(x)]

natijani olamiz. Cheksiz kichik migdorlar xossasiga asosan bu yerda y(x)=a(x) =p(x)
funksiya x-»a bo'lganda cheksiz kichik migdor bo'ladi. Bu holda yuqoridagi tenglikdan va
lemmaga asosan

Iim[/(x)£g(X)]=AxB=Ilimfix) = lim g(x)
X->a X->a X—a

tenglik o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Teoremadagi qolgan tengliklar ham shu tarzda isbotlanadi.

Asosiy teoremada keltirilgan limit hisoblash goidalari va f(x)=C (C-const) o'zgarmas
funksiyaning limiti shu sonni o'ziga teng bo'lishidan foydalanib, murakkabroq limitlarni
soddaroq limitlarga keltirish orqgali hisoblash mumkin.

Masalan,
limx2ex=1limx2-limex =1-e =e, lim(x2+eJ = limjc2+ limet=1+e,
X —>1 X—1 X —»1 X —1 Jt-»1 JC-»1
lime' ¢ ?t-3 3 3
lim-r-=-f+—=—e, Jmrz—£=1lim(2-—9=1im2-lim —=2-0=2.
X l;;_» X 1 X X X

Funksiya limitining mavjudlik shartlari
Yugorida ko'rsatilganidek, funksiya har doim ham limitga ega bo'lavermaydi. Shu sababli
funksiya limitini hisoblashdan oldin uning mavjudligini tekshirib ko'rishga to'g'ri keladi. Oldin bu
savolga chap va o'ng limitlar orqali (2-teoremaga qarang) javob berilgan edi. Endi bu savol
bo'yicha quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.
Teorema: Agar x=a nuqtaning biror atrofida (p(x)<f(x)<v|/(X) go'sh tengsizlik o'rinli bo'lib,
x->a bo'lganda tp(x) va VJ/(x) funksiyalarining chekli limitlari mavjud va
lim <p(¥) = lim 'Vix) = A



shart bajarilsa, u holda x->a bo'lganda f(x) funksiya uchun ham chekli limit mavjud bo'lib,
lim f(x) = A munosabat o'rinli bo'ladi.
X->a
Masalan, barcha x*0 uchun
1 sinx 1 . 1. . 1 . si
— r<—t—<—, lim{—>-)y=tm—= =0=>lim——=0-
X X X X x-KB xz
Teorema: Agarda x=a nuqtaning biror atrofida y=f(x) funksiya o'suvchi (yoki kamayuvchi)
bo'lib, yuqoridan (yoki quyidan) biror M (yoki m) soni bilan chegaralangan bo'lsa, u holda bu
funksiya x—a bo'lganda limitga ega va bu limit uchun
lim f(x)<M  (yoki lim f(x)>m)
X—

X-ta

in*

munosabatlar o'rinli bo'ladi.
Masalan, x> bo'lganda
. . 2x4+3X2 , . 3

[(*) = e ——=2+-T
(*) 3 3
funksiya kamayuvchi va quyidan m=2 soni bilan chegaralangan. Bu yerda
lim f(X)= lim 2+ -~)=2

>00 X —00 %

bo'lib, teorema tasdig'i o'rinlidir.
Ajoyib limitlar

Turli funksiyalarning limitini hisoblashda quyidagi tengliklardan foydalanish mumkin:

lim A~ =1 (1), lim f1+—1:|imf|+-) =e=2,718281... (»)-

jc->0 X x>\ XJ n-*x\ n
liradn(I+£x) a(lll), IjmEN 1 =Jna (IV),
A->0 X x>0 X

lim (I+Xg -1= a (V).
x->0 X

Bu tengliklar matematikada ajoyib limitlar deb ataladi va ularning isboti keyinchalik
beriladi.

Funksiya limitining bir igtisodiy tatbig'i. Endi funksiya limiti tushunchasini bir igtisodiy
masalani yechish uchun tatbiq etamiz.

Bankka vyillik R foiz ustama to'lash sharti bilan omonatga go'yilgan jamg'armaning
boshlang'ich giymati ao bo'lsa, ustama n-marta hisoblangandan keyin uning giymati

an—(1 + i)na0, n=1,2,3,...

formula bilan topilishi ko'rsatilgan edi. Bunda i=R/k bo'lib, k-yillik R foiz ustama
jamg'armaga yil davomida necha martada hisoblanishini ifodalaydi.

Endi bank jamg'armaga Rfoiz ustamani yil davomida uzluksiz ravishda hisoblab borganda,
jamg'arma giymati ganday aniglanishini ko'rib chigamiz. Bu holda k -> “ bo'ladi va har ganday
k uchun t=n/k omonatga jamg'arma go'yilgandan keyin o'tgan vyillar sonini ifodalaydi. Bu holda
yugoridagi a, uchun formula va (ll) ajoyib limit yordamida quyidagi natijani olamiz:

R-
k

R | R ~
a, = lim an= lim (1+i)"ao=ao0 0H-)"=aolm 10 + —)R
K—>oc k—*20 k—co r k—t00 k

—~eD\ lim (1+B)<'< |>f :a0<|'lim (1+L)-k P
Ik—00 K Ix >0 X



Bu yerda k/R =X,k —00=>x—>co ekanligidan foydalanilgan. Demak, jamg'armaga

bankning vyillik R foiz ustamasi uzluksiz tarzda hisoblab borilsa, uning t yildan keyingi giymati
at=aCeRformula bilan aniglanadi va ko'rsatkichli funksiya orgali ifodalanadi.

Funksiyaning differinsiali
Agar /(x) funksiya xe.(a,b) nugtada chekli f'(X) hosilaga ega bo'lsa, u shu
nuqtada differensiallanuvchi funksiya deyiladi.
Aytaylik, y = f{x”"j funksiya X nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. Unda bu funksiya
ortirmasi
Ay=/(x+ A x)-/1(x) (8
ni quyidagicha yozish mumkin:
Ay =f'(x)-Ax +a-Ax
bunda Ax—>0da a 07
(8) munosabatdagi f'(x)-AX ifoda y =/(x)funksiyaning differensiali deyiladi va dy
yoki d f(x) kabi yoziladi:
dy =y' mAx (Ax = dx), dy =y'-dx

Funksiya differensiali urinma orttirmasi bo'ladi. Bu differensialning geometrik ma'nosidir
(5.1-shakl).

Funksiya differensialining asosiy xossalari

Differensial hisob oliy matematikaning eng asosiy va eng kuchli, samarali usullaridan biri
bo'lib hisoblanadi. Matematik tahliining bu bo'limi nisbatan yosh bo'lib, uning dastlabki
kurtaklari XVII asrda Ferma, Paskal, Dekart kabi matematiklarning ishlarida shakllangan va XVIll
asrda buyuk ingliz olimi Nyuton (1642-1727) va mashhur olmon matematigi Leybnits (1646-
1716) tomonidan unga asos solingan va turli masalalarni yechish uchun keng go'llanilgan.

Hosila tushunchasiga olib keladigan amaliy masalalar. Differensial hisob asosida funksiya
hosilasi tushunchasi yotadi va u tarixan quyidagi amaliy masalalarni yechish jarayonida paydo
bo'lgan.

Oniy tezlik masalasi. Bizga ma'lumki, to'g'ri chiziq bo'yicha tekis harakat gilayotgan
moddiy nuqtaning ixtiyoriy t vaqtdagi tezligi v(t)=vo=const, ya'ni o'zgarmas bo'ladi. Bunda
harakat boshlangandan keyin t vaqt o'tgach nugtaning bosib o'tgan masofasi S(t)=vt funksiya

7 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 105.



bilan aniglanadi va harakat tenglamasi deb ataladi. Endi bu nuqta to'g'ri chizig bo'yicha notekis
harakatda bo'lgan holni garaymiz. Bu holda moddiy nuqtaningtezligi t vaqt o'tishi bilan o'zgarib
boradi va biror v=v(t) funksiyani hosil giladi. Moddiy nugtaning t vaqt momentidagi tezligi oniy
tezlik deb ataladi. Biz notekis harakat tenglamasi S=S(t) ma'lum bo'lgan taqdirda moddiy
nuqtaning biror t0 vaqtdagi Vo=v(to) oniy tezligini topish masalasini garaymiz. Buning uchun
ikkinchi bir t=tO+At vaqtni garaymiz. Unda moddiy nuqtaning ko'rilayotgan (t0, t) =
(t0,t0+ At) vaqt oralig'ida bosib o'tgan masofasi
S(t) - S(t0) = S(t0+ At) - 5(t0) = AS,

ya'ni harakat tenglamasini ifodalovchi S=S(t) funksiyaning orttirmasiga teng bo'ladi. Agar
notekis harakatdagi moddiy nuqtaning bu vaqt oralig'idagi o'rtacha tezligini v(A?)deb
belgilasak, uning giymati v(At) = AS/At formula bilan aniglanadi. Bu holda v(to) oniy tezlik
v (A/) o'rtacha tezlikning t->to , ya'ni At->0 bo'lgandagi limiti kabi aniglanadi. Demak, notekis

harakatda v(to) oniy tezlik
v(t0)= lim v(A/)= im — (9)
n/->0 At-*0 At
limitni hisoblash orqgali topiladi.
Urinma masalasi. Dastlab tekislikdagi berilgan L chizigning MDOxo, yo) nugtasiga

o'tkazilgan urinma tushunchasini kiritamiz.
Berilgan L chiziqda yotuvchi ikkita Mo va Mi nuqtalarni tutashtiruvchi MOM 1 kesma vatar

deb ataladi (5.2-shakl).

Bu vatar yotgan to'g'ri chiziq Mo nuqtadan o'tgani uchun uning tenglamasi (9)

Y-Yo0 -k (x-x0), K:tga:\"“ \_ Y\-Yo _4y
INMO1 xI-x0 Ax

ko'rinishda bo'ladi.

Ta'rif: Agar L chizigning MOM 1vatari yotgan |to'g'ri chizig Mi nuqta L chizig bo'ylab Mo
nugtaga cheksiz yaginlashib borganda (Mi->Mo) biror lo to'g'ri chizigqa cheksiz yaginlashib
borsa (I->10), unda lo berilgan L chizigning Mo nuqtadagi urinmasi deyiladi.

Egri chizigning MQ(x0, yo) nuqtadagi urinmasi shu nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqg bo'lgani
uchun (5.3-shakl) uning ham tenglamasi vatar tenglamasi singari y-yo=ko(x-xo) ko'rinishda



bo'ladi. Bu tenglamadagi ko burchak koeffitsiyentini topish uchun L chizig tenglamasini
ifodalovchi y=cj)(x) funksiya berilgan deb hisoblaymiz. Urinma ta'rifiga asosan
—MO0 =>Xj —=x0,yx—y0=>Ax—0, Ay —0
bo'lgani uchun MOM1 vatarning k burchak koeffitsiyenti uchun yugorida keltiriigan
formulaga asosan
k0= lim k= Ilim tga= lim — = lim — (10)
MI->MO0 >A 0 A0 AX  Ax—=GAX
natijani olamiz.

Mehnat unumdorligi masalasi. Ishchining ish kuni davomidagi mehnat unumdorligi
o'zgaruvchi migdor bo'ladi. Ertalab ish kuni boshlangach, ma'lum bir paytgacha u ishga kirishish
jarayonida bo'lib, bu davrda uning mehnat unumdorligi oshib boradi. So'ngra ma'lum bir vaqt
davomida ishchi deyarli bir xil mehnat unumdorligi bilan ishini davom ettiradi. Ish kuni oxiriga
yaginlashgan sari toligish natijasida ishchining mehnat unumdorligi pasayib boradi. Shunday
gilib, ish kuni davomida t vaqt o'zgarib borishi bilan ishchining mehnat unumdorligi biror z=z(t)
funksiya orgali ifodalanadi. Uni topish uchun ishchining ish kuni boshlangandan keyin t vaqt
o'tgach ishlab chigargan mahsulot hajmini ifodalovchi h=h(t) funksiya ma'lum deb olamiz. Bu
funksiya yordamida ishchining t=to vaqtdagi z0=z(to) mehnat unumdorligini topamiz. Bu
magsadda ish kunining t0 va tt = tO+ At vaqt oralig'ini gqaraymiz. Bu vaqt oralig'ida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi h(t0+ At) —ft(t0) = Ah kabi aniglanadi. U holda uzunligi At
bo'lgan bu vaqt oralig'idagi ishchining o'rtacha mehnat unumdorligi z(At) = Ah/At nisbat
orgali aniglanadi. Bu yerdan ishchining t=to vaqtdagi zo=z(to) mehnat unumdorligini topish
uchun At-»0 deb olishimiz kerak va natijada

li A li A
A0R07 dg AD- i O
formulaga ega bo'lamiz.
Bu uchala masala mazmunan turlicha bo'lsa ham, ularni yechish bir xil matematik usulda
amalga oshirilganligi va bu yechimlar (9)-(ll) formulalar orgali bir xil ko'rinishida
ifodalanganligini ta'kidlab o'tamiz.



Hosila ta'rifi va uning amaliy ma'nolari

Yuqoridagi masalalarni yechish uchun amalga oshirilgan ishlarni umumiy holda garaymiz.
Bizga biror y=f(x) funksiya berilgan. Bu funksiyaning aniglanish sohasiga kiruvchi xo va x=xo+Ax
argument qiymatlarini garaymiz, ya'ni xo nuqtada argumentga Ax orttirma beramiz.
Argumentning bu Ax orttirmasiga mos keluvchi y=f(x) funksiyaning Ay = A/ = f(x0+ AX) —
/(x 0) orttirmasini topamiz. So'ngra Af funksiya orttirmasining Ax argument orttirmasiga
nisbatini Ax->0 holdagi limitini hisoblaymiz.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiyaning Af orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbati
Ax-K) bo'lganda chekli limitga ega bo'lsa, bu limit giymati funksiyaning x0 nugtadagi hosilasi
deb ataladi.

Berilgan y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi f '(xo) yoki y'(x0) kabi belgilanadi va,
tarifga asosan,

I'(*,) = lim — = lim (12)
Ax>0AX Aa>o Ax

tenglik orqgali aniglanadi.

Misol sifatida f(x)=x2funksiya hosilasini uning ta'rifiga asosan topamiz:
A =/(x + AX) —/(X) = (X + AX)2—X2 = 2xAX + (AX)2=>

/I'(x) = lim_ — ="!i°(m)o(2x+Ax)= 2x
AD @

Demak, (x2)'=2x. Shunday tarzda x'=Il va (x3)'=3x2ekanligini ko'rsatish mumkin.

Oldin ko'rilgan masalalarning javoblarini kiritigan hosila tushunchasi orqali ifodalaymiz.
Harakat tenglamasi S=S(t) funksiya bilan ifodalanadigan notekis hafakatda to vaqtdagi oniy tezlik
uchun topilgan (9) natijadan

~AS
V(t0)= lim —'=S'(t0) (13)

formulani hosil gilamiz.

Demak, y=f(x) funksiyaning hosilasi uning o'zgarish tezligini ifodalaydi va bu hosilani
mexanik ma'nosi deyiladi. Nyuton hosila tushunchasiga mana shu yo'nalishdagi tadqiqotlari
orgali kelgan va uni "flyuktsiya" deb atagan. Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, bu yerda "tezlik"
tushunchasi fagat harakat tezligini ifodalamasdan, u keng ma'noda tushuniladi. Masalan,
ximiyaviy reaksiya tezligi, texnologik jarayon tezligi, igtisodiy islohotlarni amalga oshirish tezligi
va hokazo.

Endi y=4>(x) funksiya orgali berilgan L chizigning MO(xay0) = MO(x0, <p(x0))
nuqtasiga o'tkazilgan 10 urinmaning k burchak koeffitsiyenti ifodalovchi (10) formulani eslab,
undan

— Iim A=<
k= AI>I<T>0 Ax P00) a4

natijaga kelamiz.

Demak, y=f(x) funksiyaning hosilasi uning grafigini MO(x0,y0) = MO(x0, /(x 0)) nugtasiga
o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi va bu hosilani geometrik ma'nosi
deyiladi. Nyutonning hosila bo'yicha ishlaridan bexabar holda Leybnits mana shunday
geometrik masalalarni yechish jarayonida hosila tushunchasiga kelgan.

Shunday qilib, y=f(x) funksiya grafigining AfO(x0,y0) = MO(x0, /(x 0)) nuqtasiga
o'tkazilgan urinma tenglamasi

y ~fixo)=f\xQ(x- x0) >y=f '(x0)(x- x0)+ f(x0) (15)
ko'rinishda topiladi.



Misol sifatida f(x)=x2 parabolaning xo0=3 abssissali nuqtasiga o'tkazilgan urinma
tenglamasini topamiz. Bunda  /(x0) =/(3) = 32=9, f'(x0) =2 x°=2-3 =6 va
shu sababli, (12) formulaga asosan, izlangan urinma tenglamasi

y=6(x-3)+9 =>y=6x-9
ko'rinishda bo'ladi.
Mehnat unumdorligi to'g'risidagi masalaning (11) javobini hosila orqgali

Ah
z(t0)= lim — =h\t0) (16)
J/->o0 Ot

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, y=f(x) funksiya x vaqtgacha ishlab chigarilgan
mahsulot hajmini ifodalasa, uning hosilasi f'(x) shu x vaqtdagi mehnat unumdorligini ifodalaydi
va buni hosilaning iqtisodiy ma'nosi deb garash mumkin.

Differensiallanuvchi funksiya va uning uzluksizligi

Dastlab differensiallanuvchi funksiya tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif: Agar y=f(x) funksiya x nuqtada chekli f '(x) hosilaga ega bo'lsa, u shu nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi. Aks holda y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanmovchi deb
ataladi. Funksiyani f'(x) hosilasini topish amali differensiallash amali deb ataladi.

Funksiyaning differensiallanuvchiligi va uzluksizligi orasidagi bog'lanish quyidagi teorema
orgali ifodalanadi.

Teorema: Agarda y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u shu nuqtada
uzluksiz bo'ladi.

isbot: Teoremani isbotlash uchun, funksiyaning uzluksizligi ta'rifiga asosan,

lim A/=0 (17)

Ax->0
shart bajarilishini ko'rsatish kifoya. Hosila ta'rifini ifodalovchi (11) tenglik va limitnh
mavjudligi hagidagi oldin ko'rib o'tilgan lemmaga asosan

~A; =f\x) +a(Ax) =>Af=(/"(x) +a(Ax))Ax

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda Ax->0 bo'lganda a(Ax) cheksiz kichik migdor bo'ladi.
Bu holda, limit hisoblash goidalariga asosan,

lim Af = lim (f'(x) +a(At)Ax = ’(x) lim Ax+ lim a(Ax)Ax =f(x) -0+0=0.
Ax-*0 Ax->() [x—0 Ix->0

Demak, (16) shart o'rinli va shu sababli f(x) funksiya x nugtada uzluksiz bo'ladi.

Izoh: Teoremadagi tasdigning teskarisi umuman olganda o'rinli emas. Masalan, f(x)=|x|
funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, ammo bu nuqgtada differensiallanuvchi emas. Hagigatan ham,
x=0 nuqtada argumentga Ax orttirma berganimizda funksiya orttirmasi uchun Af=f(0+Ax)-f(0)=
f(Ax)= IAx 1 tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki

lim Af= lim |A&] =0,

Ai->0 0*->0
ya'ni f(x)= Ix| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz. Ammo
f JLDLX| Ax Af . WA -A x ,
lim — = lim -= lim — =1, lim — = lim 2+ i= lim -——-=-1.
nx-»0+0 AX  Ax->0+0 AX  ax—0AX Ax->0-0 AX  ax->0-0 AX ax->0 AX

Bu yerdan ko'rinadiki Ax-MD bo'lganda Af/Ax nisbat limitga ega emas va shu sababli x=0
nugtada f '(0) hosila mavjud emas.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya (a,b) oraligning har bir x nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lsa, u shu oraligda differensiallanuvchi deb ataladi.



Masalan, y=x2 funksiya har ganday (a,b) oraligda differensiallanuvchi. y=|x| funksiya esa

x=0 nuqtani o'z ichiga olmaydigan barcha oraliglarda differensiallanuvchi, ammo x=0 nugqtani
0'z ichiga oluvchi oraliglarda differensiallanuvchi bo'Imaydi.

1) = c «dy, ¢ = const
2) d{yxu)=dy#*du,

3 d{y-u)=""+7"
d(y\ =udy-ydu, (nh0)

5 < =f(u)du.

Hosilalar jadvali va hosila hisoblash qoidalaridan foydalanib quyidagi funksiyalarning
hosilalari topilsin.

1. y = X4+2x3—6x2+2x + |

2. y =-7x2+6

3. V= —X1+4n:+ 17
2
4. y =—x"+nx +n
n
5. y =- +1In3
X
6 y:—1+_1+|
X' X
7. oy 2.4 85
X X X X
8. V — 2~sfx +— FEr+ 10
4x
3 5
9. y =3x3-2x2+x~3
10. y:_}a:+b—j:
\[7 47
) X4 4
u Jh=-_F
4 X
2x3+3x2+4x +5
12. y = —
5

13.  j;=x3(2x2+x +1)

14. y =(x3+5)(5x2- 7)

Murakkab funksiyalarning hosilalarni hisoblash qoidasidan foydalanib quyidagi
funksiyalarning hosilalari topilsin.

1.y= (I1+3x)5

2. =(3+2x2)1

5
3.y =n1—X2,b) y=
nix2+4

ny=n — b = Mx2-6 x
y=1 7 )y



5. y=2*b) y=elX

Nazorat savollari
1. Funksiyaaning hosilasiga ta'rif bering.
Hosili hisoblashning sodda qoidalarini aytib bering.
3. Funksiyaning differinsialiga ta'rif bering.
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?Boshlang'ich funksiya

| Anigmas integral
A « Integrallash jadvali

1 O'zgaruvchini almashtirish
j usuli bilan integrallash

igon e 1 unksiyalami
:integrallash
I Aniq integral, xossalari
; Nyuton-Leybnits formulas!

Tayanch iboralar: Boshlang'ich funksiya.

Integral - har xil jarayon va hodisalarning Anigmas  integral.  Integrallash  jadvali.
hajmdor quyilmasi bo'lib, bu mo'jizani Bo'laklab integrallash. Trigonometrik
yaratgan Leybnits va Nyuton ijodiy funksiyalarni integrallash. Aniq integral. Anig
fantaziyasining aglga sig'maydigan integralning geometrik ma'nosi. Nyuton-
portlashining mevasidir. Leybnits formulasi.

Feynberg E.L.
Boshlang'ich funksiya
Bizga y = f(x) funksiya berilgan bo'lsin.
Bu funksiyaning hosilasini topish amaliga
funksiyani differensiallash deyiladi. Masalan,
harakatning s = f(t) berilgan bo'lsa, buni t bo'yicha differensiallash bilan tezlikni topamiz. Yana
bu tezlikni t bo'yicha differensiallasak v = v(t) tezlanishni topamiz. Biroq, amalda teskari
masalani ham echishga to'gri keladi: ya'ni a=a(t) tezlanish t vaqtning funksiyasi sifatida
berilgan bo'lib, t vaqtda o'tilgan syo'lni va v tezlikni aniglash so'raladi.
Shunday qilib, bu yerda hosilasi a=a(t) bo'lgan v = v(t) funksiyani topib, so'ngra hosilasi
v bo'lgan s=s(t) funksiyani topish kerakl
Ko'p masalalarda noma'lum funksiyaning berilgan hosilasi bo'yicha o'zini topishga to'gri
keladi.
Agar f(x) funksiya berilgan bo'lsa, shunday F(x) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi
berilgan funksiyaga teng bo'lsin, ya'ni
F'(x) = f(x)
Ta'rif; Agar [a, b\ kesmaning har bir nugtasida F*(x) = f(x) tenglik o'rinli bo’lsa, u holda
F(x) funksiya berilgan f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi2.
Agar f(x) funksiya F(x) boshlang'ich funksiyaga ega bo'lsa, bunda f(x) ning boshqa xar
ganday boshlang'ich funksiyasi F(x) dan o'zgarmasga farq giladi.

1Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 109.
2Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masaialar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 212.



Masalan, F(x) berilgan f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo'lsin. F(x) f(x) ning
boshga boshlang'ich funksiyasi bo'lsin; bunda F(x) = F(x) + C bu yerda C-o'zgarmas migdor.
Bundan quyidagi xulosa kelib chiqgadi: agar F(x) f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda
F(x) + C ham f(x) ni boshlang'ich funksiyasi bo'lib, u f(x) ning barcha boshlang'ich funksiyalar
to'plamini tashkil etadi. Bundan kelib chigadiki f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalari
cheksiz ko'p bo'lar ekan3.

Endi anigmas integral ta'rifini keltiramiz.

Ta'rif: Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda
F(x) + C ifoda ham boshlang'ich funksiya bo'lib, f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
Jf{x)dx ko'rinishda belgilanadi4.

Bunda f(x)-integral ostidagi funksiya, J belgi integral belgisi deyiladi. Shunday qilib,
anigmas integral y = F(x) + C funksiyalar to'plamidan iborat bo'ladi.

Anigmas integralning geometrik ma'nosi, tekislikdagi chiziq (to'gri yoki egri chizig)lar
oilasidan iborat bo'lib, bular bir chizigning o'ziga parallel holda OY o'qi bo'ylab, pastga yoki
yuqoriga siljitishdan iborat bo'ladi. (argumentni manfiyyoki musbat giymatlarni gabul gilishiga
garab).

Har ganday uzluksiz funksiyani boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'ladi. Demak bunday
funksiyani anigmas integrali mavjuddir.

Funksiyani integrallash deyilganda uning boshlang'ich funksiyasini topish tushuniladi. Shu
sababli biror funksiyani integrallaganda topilgan boshlang'ich funksiyasidan hosila olib,
integrallash natijasi tekshiriladi. j
juif®- 'm R73

&' if A *Q Ug_ mms m'5 !
nigmas integralning xossalari

1. d™M(x)dx = f(x)dx
2. jdf(x)=f(x)+C

3. J\f(ax + b)cbc = —F(ax+ b)+ C, (a,b—const)
a

4.((Ff(x)dx) = (F(x) +C) =f(x)

5. Bir necha funksiyalar algebraik yig'indisining anigmas integrali, shu funksiyalar
integrallarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni

JIIO) +/2(c)y+ ...+, W 1* =|/i<*+|] 2<&+ ...+ [, *
6. O'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisidan tashqariga chigarish mumkin.
Jaf(x)dx = ajf(x)dx

Bu xossalarni integral ta'rifidan foydalanib osongina isbotlash mumkin. Buni isboti

talabalarga topshiriladi.

Integrallar jadvali
Endi integrallar jadvalini keltiramiz. Xosilalar jadvalidan integrallar jadvali bevosita kelib
chigadi. Jadvalda keltiriigan tengliklarni to'griligini differensiallash yo'li bilan tekshirish, ya'ni
tenglikni o'ng tomonidagi funksiyaning hosilasi integral ostidagi funksiyaga tengligini aniglash
mumKkin5.

3Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 112.
aJabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiglariga doir masalalar to'plami. 1-gism, 2014. - B. 212.
5Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 114.



"Integral” mavzusi bo'yicha asosiy formulalar

r x" [ —
1. \X'dx=—-—fC,(«*-1); pylxtdx = - " +C:
J n+1 ( ) 5y 1
2. f— =InU +C; 2 — =—in\a+ b+ C;
1x n Ja+bx b 1 1
3. \exd x-ex+C; fa*dx=-"—+C:
1 J Ina

4. Jsinra&c = —cosx + C; ~sm(a + bx)dx = —~-sin(a + &c) + C;

5. Fcosxdx —sin* + C\ ~cos(a+ bx)dx = —cos(a+bx) +C

dx 1 ) u
6. f dx =-ctgx+C; f— ____ . _Zcisx(a+bx)+C;
Jein v J din (a+ bx) b
dx dx 1.
7. Jr ----- — =tgx+C; i-----—--—-- - =-tg(a +bx)+C;
cos X Jcos~(a+bx) b
arcsinx + C dx arcsin ;J' c
- arccosx +C' 1yla2_x2 arccos X+ &
a
1 X
C dx arctgx + C dx Farcg—+C
' - ’ l X ’
1+x2 arcctgx+C' a2+x2 1 arcctg 2+ C
a
c dx i fl r dx —1 -
10. ' »m [ S InIL + \rxI +0T\+C; ——— 7= X2 cm
a2+ a2 ' ' X -a 2a x+a

11. J dx = Inj/(jc)| + C; jtgxdx = -In|cos*| + C; Jc/gK&; = In|sinx| + C;
NAVY

12 Agar J/(x)<£c = F(x) + C bo'lsa, Jf(a +bx)dx="F(a+bx)+C;

13. I\Ix2+a2dx="yIx2+xa2+~In(x +"x2+a2)+C\

14.. r\)‘]a "-X Zd X- X—\/rei~I - 7+ 32arcsinx—+ c;
J 2 2 a
15.Js h it = chx+C; Jchxdx = shx+ C; Jtlixdx = Inchx+ C; J cthxdx = In|.sfct| + C;

Yugorida keltirilgan anigmas integralning xossalaridan va integrallar jadvalidan foydalanib,
anigmas integralni hisoblash mumkin.

ligmas integralni hisoblash usullari
Anigmas integralni hisoblashda integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
topiladi. Bu boshlang'ich funksiya yuqorida keltiriigan integral xossalaridan hamda integrallar
jadvalidan foydalanib topiladi. Bundan tashqari integrallashda o'zgaruvchini almashtirish va
bo'laklab integrallash usullaridan foydalaniladi6.

6 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011.P.115



QO'zgaruvchini almashtirish yoki o'rniga qo'yish usuli
Bu usul bilan integrallashda o'zgaruvchi x yangi o'zgaruvchi t bilan ma'lum munosabatda
shunday almashtiriladiki, natijada oddiy integralga ega bo'linadi.
Bizga Jf(x)dx berilgan bo'lsin. x = <p(t) almashtirishni olaylik. Bundan dx = <p'(t)dt ni
topib, uni berilgan integralga qo'ysak, quyidagini hosil gilamiz:
Jf(x)dx = Jftp(®)]<p’ (t)dt
Bu esa berilgan integralga nisbatan ancha sodda bo'ladi. Umuman intégral hisoblanganda
turli almashtirishlar yordamida berilgan intégral, jadvaldagi integrallardan birortasiga keltiriladi.

So'ngra jadvaldan boshlang'ich funksiya aniglanadi.
Ba'zan berilgan integralda x = cpft) o'rniga t= t//(¥) almashtirish yaxshi natija beradi.

Agar intégral f~ ~ dx ko'rinishda berilgan bo'lsa, bunda t = i//(X) almashtirish bilan intégral
J V(x)
juda soddalashadi. Hagigatdan,

t=y/(x) dt=y/1(x)dx

J =37 SnfHCIikdHG
Bundan ko'rinadiki o'zgaruvchini almashtirish bilan integrallaganda, chiggan natija yana
avvalgi o'zgaruvchi yordamida ifodalanar ekan, ya'ni t o'zgaruvchidan x o'zgaruvchiga o'tilar
ekan.
Misoi. Quyidagi intégral hisoblansin:
sinxdx
3-‘\4]&@093%

Bu holda -2 sinxdx=dt bo'ladi. Demak,

bunda I+ 2cosx=t deb olamiz.
©

rsinxdx
.
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Bo'laklab integrallash usuli
Bizga ikkita diferensiallanuvchi u(x) va v(x) funksiyalar berilgan bo'lsin. Bu funksiyalar
ko'paytmasi (uv) ningdifferensialini topaylik. Bu differensial quyidagicha aniglanadi7.
d(uv)=udv+vdu
Buni ikki tomonini hadma-had integrallab, quyidagini topamiz:
uv = J udv + dvdu

Judv = uv—J vdu
Oxirgi topilgan ifoda bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
Bu formulani ko'llab intégral hisoblaganda Judv ko'rinishdagi intégral, ancha sodda
bo'lgan | vdu ko'rinishdagi integralga keltiriladi.

Agar intégral ostida u=Inx funksiya, yoki ikkita funksiyaning ko'paytmasi, hamda teskari
trigonometrik funksiyalar gatnashgan bo'lsa, bunda bo'laklab integrallash formulasi qo'llaniladi.
Bu usul bilan integrallaganda yangi o'zgaruvchiga o'tishning hojati yo'q.

7Jo'raev TJ. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. - B. 219.



Umuman anigmas integralni hisoblaganda topilgan natija yoniga o'zgarmas (S=const) ni
go'shib go'yish shart. Aks holda integralning bitta giymati topilib, golganlari tashlab yuborilgan
bo'ladi. Bu esa integrallashda xatolikka yo'l go’yilgan deb xisoblanadi8.

Misol. J xarctgxdx ni hisoblang.
u=arctgx dv=xdx du=----- — v=Jxdx=x1/2

(bunda S=0 deb olindi) formulani go'llaymiz.

Jxarctgxdx = -—arctgx- f _ * . T ~dx
J 2 J2(1+X)

T———K—g rdx ni alohida hisoblaymiz
Jl+x~
r x2 rl+x2-1 r o1
\— £dx=\-— r-dx=)(\-j";)d x =x-arctgx +C

buni (*) ga qo'yamiz.
j‘ X2 X 1 1 x2+1
xarctgxdx=— a rctg x - arctgx+ C= - —+ —-— arctgx+ C

Lemma: Agary=Q(x) funksiya biror (a,b) oraliqda differensiallanuvchi va bu oraligning har
bir nuqtasida uning hosilasi Q'(x)=0 bo'lsa, unda bu funksiya (a,b) oraligda o'zgarmas, ya'ni
Q(x)=C (C - const) bo'ladi.

Isbot: Qaralayotgan (a,b) oraligdan ixtiyoriy ikkita xi va X2 (x i) nugqtalarni olamiz. Unda
y=Q(x) funksiya olingan [xi,x2 kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi va shu sababli

Q(x2) - <?(%) =“(?'© (x2- xj.xi <4< x2

tenglik o'rinli bo'ladi. Lemma sharti bo'yicha (a,b) oraligning barcha nuqtalarida Q'(x)=0
bo'lgani uchun E nugtada ham Q'(4)=0 bo'ladi. Bu yerdan, oldingi tenglikka asosan, Q(x2>-
Q(xi)=0, ya'ni Q(x2>=Q(xi) tenglikka ega bo'lamiz. Bu esa Q(x)=C ekanligini ifodalaydi. Lemma
isbot bo'ldi.

Endi quyidagi teoremani gqaraymiz.

Teorema: Agar F(x) va O(x) berilgan f(x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita boshlang'ich
funksiyalari bo'lsa, u holda biror Co'zgarmas sonda <J>(x)=F(x)+Ctenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot: Teorema shartiga asosan F(x) va <>x) berilgan f(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyalari bo'lgani uchun F'(x)=f(x) sa <t>'(x)=f (x) tenglik o'rinlidir. Bu yerdan Q(x)=®(x)-F(x)
funksiyaning hosilasi

Q'(x) = [ip(x) - F(¥)]' = ¢cp'(x) - F'(x) = f(x) - f(x) =0

ekanligini ko'ramiz. Unda, oldingi lemmaga asosan, Q(x)=C natijani olamiz. Demak,
Q(x)=<I)(x)-F(x)=C va hagigatan ham 0(x)=F(x)+C tenglik o'rinli.

Bu teoremadan ushbu muhim xulosa kelib chigadi: agar F(x) berilgan f(x) funksiyaning
birorta boshlang'ich funksiyasi bo'sa, uning barcha boshlang‘ich funksiyalari F(x)+C (C-ixtiyoriy
o'zgarmas son) kabi aniglanadi. Demak, f(x) funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalarini
topish uchun uning birorta F(x) boshlang'ich funksiyasini topib, unga C o'zgarmas sonni qo'shib
qgo'yish kifoyadir. Masalan, f(x)=2x funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalari x2+C
ko'rinishda bo'ladi.

Ta'rif: Agar F(x) biror (a,b) oraligda f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda
F(x)+C (C - ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar to'plami shu oraligda f(x) funksiyaning anigmas
integrali deyiladi.

8 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. —P. 116.



Berilgan f(x) funksiyaning anigmas integrali \f(x)dXx kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan,
birorta F(x) boshlang'ich funksiya bo'yicha
Jf(x)dx=F(x) +C (1)
tenglik bilan aniglanadi. Bunda C ixtiyoriy o'zgarmas son ekanligini yana bir marta eslatib
o'tamiz.
(1) tenglikda J - integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi

ifoda, x esa integrallash o'zgaruvchisi deyiladi. Berilgan f(x) funksiyaning j f(x)dx anigmas
integralini topish amali bu funksiyani integrallash deb ataladi.

Izoh: Berilgan f(x) uchun gaysi shartda F(x) boshlang'ich funksiya, demak \f(x)dx
anigmas integral, mavjud bo'lish masalasi kelgusida garaladi.

Yuqorida topilgan boshlang'ich funksiyalar bo'yicha quyidagi anigmas integrallarni yozish
mumKkin:

\axdx:—* +C- fxddx=- ° +C- fixdx:x7-+c
J Ina 1 5

Anigmas integral ta'rifini ifodalovchi (1) tenglikdan ko'rinadiki, anigmas integral
y=F(x)+C(C-ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar sinfini ifodalaydi. Shu sababli, geometrik nuqtai-
nazardan, anigmas integral y=F(x) funksiya grafigini OY koordinata o’'qi bo'ylab parallel
ko'chirishdan hosil bo'ladigan chiziglar sinfidan iborat bo'ladi (6.1-shakl).

\%

6.1-shakl

Anigmas integral xossalari

Anigmas integral ta'rifidan uning quyidagi xossalari kelib chigadi:
Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng, ya'ni

Jfeodx) =f(x) @
isbot: Anigmas integral va boshlang'ich funksiya ta'rifini ifodalovchi (2) va (1) tengliklarga

asosan
(JAxyby =(F(x) +C)' =F'{x) =f(x).

Anigmas integral differentsiali integral ostidagi ifodaga teng, ya'ni

d (\f(x)dx) =f (x)ctx.



Isbot: Differensial ta'rifi va oldingi xossaga asosan
d(jf(x)dx) = @f(x)dx)'dx = f(x)d x.

Izoh: Bu yerdan differentsiallash amali integrallash amaliga teskari amal ekanligini
ko'ramiz.

Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral shu funksiya bilan ixtiyoriy C
o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya'ni

fF\x)dx =F(x) +C-

Isbot: Agar F'(x)=f(x) deb belgilasak, unda F(x) hosil gilingan f(x) funksiya uchun

boshlang'ich funksiya bo'ladi. Unda, anigmas integral ta’rifiga asosan,
JE\X)dx =3/ (X)dx=F(x)+cC =
Biror funksiyaning differentsialidan olingan anigmas integral shu funksiya bilan o'zgarmas
yig'indisiga teng, ya'ni
\dF(x)=F(x) +C-
Isbot: Differensial ta'rifi va oldingi xossaga asosan
|dF(x) =JF'(x)dx=F(x)+ C.

Izoh: Bu yerdan integrallash amali differentsiallash amaliga o'zgarmas son anigligida
teskari amal ekanligini ko'ramiz.

O'zgarmas k ko'paytuvchini integral belgisidan tashgariga chigarish mumkin, ya'ni

Jkf(x)dx = kIf(x)d x.

Bu tenglik o'zgarmas son anigligida tushuniladi.

Isbot: | xossaga asosan ikkala anigmas integral bir xil kf(x) hosilaga ega. Demak, bu
anigmas integrallarning ikkalasi ham kf(x) uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi va shu sababli
ular bir-biridan fagat o’'zgarmas songa farq gilishi mumkin.

Masalan,

J\Oxdx = J5 «2xdx =5J2xdx =5(x2+ C) =5x2+5C =5x2+Cm

Bu yerda Cixtiyoriy o'zgarmas son bo'lgani uchun 5C ham ixtiyoriy o'zgarmas son bo'ladi
va shu sababli uni yana Cdeb belgilash mumkin.

Ikkita funksiya algebraik yig'indisidan olingan anigmas integral shu funksiyalarning har
biridan olingan anigmas integrallarning algebraik yig'indisiga teng, ya'ni

SIf(x)xg(x)]dc =jf(x)dx £\g(x)dx.
Bu yerda ham tenglik o'zgarmas son anigligida tushuniladi.
Isbot: Anigmas integralning | xossasiga asosan
(ft/0) £ g(x)]dx)" =f(x) £ g(x).
Algebraik yig'indining hosilasi va | xossaga asosan
(Jf(x)dx | g(x)dx)' = (Jf(x)dx)' £(Jg(x)dx)' =f(x) + g(x).

Demak, VI xossadagi tenglikning ikkala tomonidagi funksiyalar bir xil hosilaga ega va shu
sababli ular o'zgarmas son anigligida teng bo'ladi.

Masalan,

1(5*+2x)dx=j5xdx +j2xdx=|—5 +xz+C
n

1zoh: VI xossa chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig'indisi uchun ham o'rinli bo'ladi.
Ta'rif: V va VI xossalar anigmas integralning chiziqlilik xossalari deyiladi9.
Anigmas integralning chiziqlilik xossalarini bitta

INAf(x) + Bg(X)\h = A\f(x)dx + B\g(x)dx (3)

9Jo'raev T.J. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. - B. 220.



tenglik orgali ham ifodalash mumkin.
Agar ava b o'zgarmas sonlar bo'lsa, unda quyidagi tasdiq o'rinlidir:

j/(x)cir = F(x) rC=> \flax +b)dx=—F(ax+b)+C =

isbot: Ikkinchi integral javobi to'g'riligini differensiallash orqali ko'rsatamiz. Shartga ko'ra
F'(x)=f(x) bo'lgani uchun va murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan

-F(ax +b) =-F'(ax +b)-(ax+b)'=—f{ax +b)-a=f(ax +b)m
a a a

Masalan,
Fede= XS 1 &os From—n)*dx= La (220305, o @ie—3)D,
1 5 J 2 5
Integrallar jadvali. Hosilalar jadvali, oldin hisoblangan hosilalar va anigmas integral
ta'rifidan foydalanib, asosiy integrallar jadvalini yozamiz. Bunda anigmas integral javobining
to'g'riligini tenglikning o'ng tomonidan hosila olish orgali tekshirish mumkin. Natijada integral
ostidagi funksiya hosil bo'lishi kerak. Masalan,

f == =Inlx+ Jx2+x a2+ C
yrz+7 1

integral javobi to'g'riligini tekshiramiz. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan

(Ink- + -Ix2 +a21 C)' = ........... KX +4x2+a2) =

[1+ .; --(xzxaz)]=- 0+--2— )=
x+fTTa2 2471a2 X+4712

1 Vx2+a2+X 1
\Ix2+a
Differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya hosil bo'ldi. Demak, integral javobi
to'g'ri ko'rsatilgan.

Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masalalar

Bir gator matematik, fizik, mexanik va igtisodiy masalalarni yechish uchun aniq integral
tushunchasi juda katta ahamiyatga ega. Bu tushunchani kiritishdan oldin unga olib keladigan
ayrim masalalarni qaraymiz.

. Egri chizigli trapetsiya yuzasini hisoblash masalasil0. Turli geometrik shakllarning
yuzalarini topish masalasi matematikaning eng gadimgi masalalaridan biri bo'lib hisoblanadi.
Qadimgi Vavilon va Misrda ko'pburchaklarning yuzalarini hisoblay olganlar. Buyuk yunon olimi
Arximed parabola segmentining yuzasini hisoblashni bilgan.O'rta Osiyolik yurtdoshlarimiz
Beruniy va Al-Xorazmiy doira va doiraviy sektor yuzalarini topa olganlar. Ammo bu geometrik
shaklarning yuzalari o'ziga xos usullarda aniglangan bo'lib, ixtiyoriy geometrik shaklning
yuzasini hisoblashga imkon beradigan umumiy usul ma'lum emas edi. Differensial va integral
hisob yaratilgach bu masala geometrik shakllarning nisbatan keng sinfi uchun o'z yechimini
topdi.

Ta'rif: Berilgan y=/(x) uzluksiz funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal to'g'ri chiziglar hamda
OX o'qgi bilan chegaralangan geometrik shakl egri chiziqli trapetsiya deb ataladill

Quyidagi 6.2-shaklda ko'rsatilgan aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasini topish
masalasini qaraymiz.

10Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 117.
11Jo'raev T.J. va boshqgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B.223.



Buning uchun dastlab aABb egri chizigli trapetsiyaning asosini ifodalovchi [a,b] kesmani
Xi< X2 <..< xi < .. < Xn-i bo'lgan ixtiyoriy n-1 ta nuqta yordamida bo'laklarga ajratamiz. Bu
nuqtalarga a=xova b=x, nuqtalarni birlashtirsak, [a,b] kesma ular orqgali

[Xo.Xtl PEX]......fe-!, xj,... [xnb Xn]
n ta kichik kesmachalarga bo'linadi.
So'ngra Xi, i=1,2,.., n-1 bo'linish nuqtalaridan OY o'giga parallel to'g'ri chiziglar o'tgazib,

berilgan aABb egri chizigli trapetsiyani n ta kichik egri chizigli trapetsiyalarga (yuqoridagi 6.2-
shakl) ajratamiz. Ravshanki aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasi n ta kichik egri chizigli
trapetsiyalarning yuzalari yig'indisiga teng bo'ladi.

6.2-shakl

Shu sababli, agar asosi [x,-i, X] (i=1,2,3...., n) bo'lgan egri chizigli kichik trapetsiyalarning
yuzalarini ASi kabi belgilansa, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

S=ASI +AS2+-~ + ASi +-- + AS,, = f tASi (4)
/=i

Bu yerda AS, (i=1,2, ... , n) ham egri chizigli trapetsiyalarning yuzalari bo'lgani uchun
ularning anig giymatlarini topa olmaymiz. Bu yuzalarning taqgribiy giymatini aniglash uchun [x,-i,
xi) (i=1,2, ... , n) kesmalarning har biridan ixtiyoriy ravishda fiji nuqtalarni tanlab olamiz.
Tanlangan £i nuqtalarda AB egri chizigni ifodalovchi y=f(x)>0 funksiyaning f(£,) giymatlarini
hisoblaymiz. Endi har bir AS, (i=1,2,..., n) yuzalarni asoslari Axpx—m va balandliklari h,= f(iji)>0
bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklarning yuzalari bilan almashtirib, quyidagi taqribiy tengliklarga ega
bo'lamiz:

ASi « f("i)Axi, AS2~ f("2AX2.... ASi » f(E,)AX........ ... « f(1,)AX, .

Bu taqribiy tengliklarni (4) yig'indiga qo'yib, berilgan aABb egri chiziqli trapetsiyaning

izlanayotgan Syuzasi uchun ushbu taqribiy tenglikka ega bo'lamiz:

SVIfi*"AX".1S)
i=1
tagribiy tenglikning geometrik ma'nosi shundan iboratki, biz hozircha hisoblay olmaydigan
egri chizigli trapetsiyaning Syuzasi to'g'ri to'rtburchaklardan hosil gilingan pog'onasimon shakl
yuzasi bilan almashtirildi. Bunda bo'laklar soni n ganchalik katta gilib olinsa, pog'onasimon



shaklning yuzasi egri chizigli trapetsiyaning Syuzasini shunchalik darajada anigroq ifodalaydi. Bu
mulohazadan izlanayotgan Syuzaning aniq giymati

5= lim tm)A Xi (6)
00—

limit bilan aniglanishi mumkinligini ko'ramiz.

¢ 0O'zgaruvchi kuch bajargan ishni hisoblash masaiasil2, Yo'nalishi va kattaligi o'zgarmas
bo'lgan kuch ta'sirida moddiy nuqta Lto'g'ri chiziq bo'ylab harakat gilayotgan bo'lsin. Bunda
kuch yo'nalishi bilan moddiy nuqtaning harakat yo'nalishi bir xil deb olamiz. Agar bu shartlarda
kattaligi f bo'lgan kuch ta'sirida moddiy nuqta L to'g'ri chizig bo'ylab a nugtadan b nuqtaga
ko'chirilsa, ya'ni b-a masofaga siljigan bo'lsa, unda bajarilgan ish A=f-(b—a) formula bilan
aniglanishi bizga maktab fizika kursidan ma'lum 13

Endi yuqoridagi shartlardan kuch kattaligi o'zgarmas degan shartdan voz kechib, u
harakatning har bir x nugtasida biror uzluksiz f(x) funksiya bo'yicha o'zgarib boradigan
umumiyroq holni garaymiz. Bu holda kuch moddiy nuqgtani [a,b] kesma bo'yicha
harakatlantirganda bajarilgan A ishni hisoblash masaiasi paydo bo'ladi. Bu masalani yechish
uchun moddiy nuqtani bosib o'tgan yo'lini ifodalovchi [a,b] kesmani oldingi masaladagi singari n
ta bo'laklarga ajratib, har bir [xn, X] (i=1,2, ... , n) kichik kesmada o'zgaruvchi kuchning
bajargan ishini AA, deb belgilaymiz. Bu holda [a, b] kesmada bajarilgan umumiy A ish giymatini

A=PA] +A LR+ --+A4n=/£_A4 @)
=i

yig'indi ko'rinishida ifodalash mumkin. Bu yerda ham AA, ishning aniq giymatini hisoblay
olmaymiz. Ularning taqgribiy giymatlarini hisoblash uchun [xh, xi}' kesmachalarning har biridan
ixtiyoriy tf nugtani tanlab olamiz va unda kuchning f(£,i) giymatini hisoblaymiz. Uzunligi Axi=x-
X-1 bo'lgan bu kichik kesmada kuch kattaligi o'zgarmas'va f(£,) deb hisoblab, ushbu taqribiy
tengliklarni yoza olamiz:

AAiT«E(Ni)- Axi, AA2« (M2 Ax2, ..., AAI » Er- AXj; ..., AA, « f(En)- Axn.
Bularni (7) yig'indiga go'yib, izlanayotgan A ishning taqribiy qiymatini topamiz:

A«E/ (&) AX,. (8
=i

Bu yerda ham [xn, x,] bo'laklar soni n oshib borgan sari (8) taqribiy tenglik xatoligi tobora
kamayib boradi deb kutish mumkin. Shu sababli A ishning aniq giymati

A= lira S/(f,)Ax, (9)
n—e

limit orqali ifodalanadi.

¢« Mahsulot hajmini topish masaiasi. Agar ish kuni davomida mehnat unumdorligi
o'zgarmas, ya'ni ixtiyoriy t vaqtda uning kattaligi f bo'lsa, unda (Ti, T2 vaqt oralig'ida ishlab
chigariigan mahsulot hajmi V=f-(T2 -Ti) formula bilan hisoblanadi. Masalan, sozlangan
avtomatik qurilma uchun bu holni o'rinli deb olish mumkin.

Ammo ishchining mehnat unumdorligi to'g'risida bunday deb bo'Imaydi. Masalan, ish
kunining boshlang'ich davrida {ishga ko'nikish) uning mehnat unumdorligi ma'lum bir
vaqtgacha o'sib boradi. So'ngra, ishga kirishib ketgandan keyin, ma'lum bir vaqgt oralig'ida bir xil
unumdorlik bilan mahsulot ishlab chigaradi. Ish kuni oxiriga yaginlashgan sari, charchash tufayli,
mehnat unumdorligi pasayib boradi. Shunday qilib mehnat unumdorligi o'zgaruvchan va t
vaqtga bog'lig ravishda biror uzluksiz f(t) funksiya orqali aniglangan bo'ladi. Bu holda (T1] 2
vaqgt oralig'ida ishlab chigarilgan mahsulot hajmi V uchun yuqoridagi formula o'rinli bo'Imasligi

12 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 117.
1BJo'raev TJ. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 225.



ravshandir va uni topish masaiasi paydo bo'ladi. Bu masala ham oldingi masalalardagi
mulohazalar asosida quyidagicha yechiladi. (Ti, T2 vaqt oralig'ini ixtiyoriy ravishda tanlangan

Ti=to< ti< tXx - ti<- t,-i< t,=T2

nuqtalar bilan n ta (ti-i, t,) (i=1,2,3, - , n) vaqt oraligchalariga bo'laklaymiz. Bu vaqt
oraligchalarida ishlab chigarilgan mahsulot hajmini AV, (i=I,2,3, , n) deb belgilasak, unda
butun vaqt oralig'ida ishlab chigarilgan mahsulot hajmi

V=AV1+AF2+ - + AV, = XAV/ (10)
/=i

yig'indi kabi ifodalanadi. Bu yig'indidagi qo'shiluvchilarning taqribiy giymatlarini topish
magsadida (ti_i, tr) (i=1,2,3, , n) vaqt oraligchalaridan ixtiyoriy bir § vaqtni tanlab olamiz va
unda f(y mehnat unumdorligini aniglaymiz. Kichkina (ti-i, ti) oraligda uzluksiz f(t) funksiya o'z
giymatini unchalik ko'p o'zgartira olmaydi va shu sababli bu yerda mehnat unumdorligini
o'zgarmas va uning giymati f(E,i) deb olishimiz mumkin. Shu sababli Ati=t.-ti-i vaqt ichida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi uchun

AV-=f(y-Ati, i=1,2,3, - ,n,
tagribiy tengliklarni yozish mumkin. Bu taqribiy tengliklarni (7) yig'indiga qo'yib,

"“5:./(6)" (ID

tagribiy natijaga ega bo'lamiz. Bu holda mahsulot hajmining aniq giymati
V= |II_‘Q t:Jm m 42>

limit orqgali topiladi.

Yuqoridagi geometrik, fizik va igtisodiy mazmunli uchta turli masala bir xil matematik
usulda o'z yechimini topib, (6), (9) va (12) ko'rinishdagi bir xil limit orgali ifodalandi. Shu sababli
bu usul va limitni umumiy holda garash ma'noga egadir.

Aniq integrating ta'rifi va mavjudlik sharti
Berilgan y=f(x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo'lsin. Bu kesmani ixtiyoriy
a=x0<xi<x2<...< X <...xni <xn=b
bo'linish nuqtalari yordamida n ta
[X0,XX, [X1,X2],... Xjyeer [Xn-v xn]

kichik kesmachalarga ajratamiz. Hosil bo'lgan har bir [xt-i, x] (i=l, 2, 3, .., n) kichik
kesmachalardan ixtiyoriy bir ~ nuqgtani tanlaymiz. Tanlangan " nugqtalarda berilgan f (x)
funksiyaning f(€i) (1=1, 2, 3, ..., n) giymatlarini va [xi_i, x,] kesmachalarning xr-Xi-i=Ax, (i=1, 2, 3,
..., ) uzunliklarini hisoblaymiz. Bu giymatlaridan foydalanib ushbu yig'indini tuzamiz:

sn(/):(trn)A*, 13>
=i

Ta'rif: (13) tenglik bilan aniglanadigan Sn(f) yig'indi y=f(x) funksiya uchun [a,b] kesma
bo'yicha integral yig'indi deb ataladil4.

S,( f ) integral yig'indi ta'rifidan ko'rinadiki uning giymati [xn, x,] kichik kesmachalar

uzunligi Ax, , ularning soni n va tanlangan " nuqtalarga bog'lig bo'ladi. Aw=maxAXx;
I</<l;

belgilash kiritamiz.
Ta'rifi Agar Sn( f ) integral yig'indilar ketma-ketligi n-}00 va A,->0 bo'lganda x, bo'linish
nuqtalari hamda [x,_i, x] kichik kesmachalardan olinadigan * nugtalarning tanlanishiga bog'liq

M4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 118.



bo'Imagan biror chekli S( f ) limitga ega bo'lsa , bu limit giymati S( f ) berilgan f(x) funksiyadan

[a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral deyiladi.
b

Berilgan f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral \f(x)dx kabi

a

belgilanadi va ta'rifga asosan quyidagicha aniglanadi:

\f(x)dx=S(f)= lim S,(f)= lira £/(£)Ax, (14)
nA—Y:gUO »->00, /=]

Bu yerda a - aniq integrating quyi chegarasi, b - yuqori chegarasi, [a, b] -integrallash
kesmasi, x-integrallash o'zgaruvchisi, f(x) - integral ostidagi funksiya, f(x)dx - integral ostidagi
ifoda deyiladi.

b
Ta'rif: Agar f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral Jf (x)dx mavjud
a
bo'lsa, unda f(x) bu kesmada integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Izoh: Aniq integrating yuqorida keltirilgan ta'rifi olmoniyalik buyuk matematik Riman
(1826-1866 y.) tomonidan taklif etilgan va shu sababli Riman integrali deb yuritiladi. Bundan
tashqgari aniq integrating Koshi, mashhur farang matematigi Lebeg (1875-1941 y.) va
niderlandiyalik matematik Stilt'yes (1856-1894 y.) tomonlaridan kiritilgan ta'riflari ham mavjud
va keng qo'llaniladi.

Oldin ko'rilgan masalalarga qaytsak, (6) va (14) tengliklarga asosan egri chiziqli
trapetsiyaning yuzasi

b
S=\f(x)dx =
a
49) va (14) tengliklarga asosan o'zgaruvchi kuch bajargan ish
b
A—\f(x)dx,

a
(12) va (14) tengliklarga asosan ishlab chigarilgan mahsulot hajmi

V=jf(t)dt

aniq integrallar orgali ifodalanishi kelib chigadi. Bu tengliklarni aniq integrating
geometrik, mexanik va iqtisodiy ma'nolari deb olishimiz mumkin.

Aniq integral ta'rifidan ko'rinadiki, berilgan f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi
bo’lishi uchun ancha og'ir shartlarni qanoatlantirishi kerak. Hagigatan ham, qaralayotgan [a,b]
kesmani bo'linish nuqtalari x, (i=1,2, — n) va [xi-i, x,] kesmalardan tanlanadigan ~ nuqtalar
ganday bo'Imasin aniq integralni ifodalovchi (11) limit giymati S(f) bir xil bo'lishi kerak. Bu esa
har ganday funksiya uchun bajarilavermaydi. Masalan, [0,1] kesmada aniglangan D(x) Dirixle
funksiyasi uchun integral yig'indini garaymiz. Agar [x,_i, x] kesmachalardan olinadigan B
nuqtalar ratsional sonlarni ifodalasa, unda D(”i)=I va integral yig'indi

S,(D)=£D(£,)AXx, =£1-Ax, =£**=1-0=1J
/=1 i=i i=i
agar nuqtalar irratsional sonlarni ifodalasa, unda D(E,)=0 va integral yig'indi

S.(D):E:?($i)Ax, = iiiO-Ax, =0

bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki, n->°<> bo'lganda Sn(f) integral yig'indi limitining giymati £i
nuqtalarning tanlanishiga bog'lig. Bundan esa D(x) funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi
emasligi kelib chigadi.



b
Shu sababli (14) limitni, ya'ni \f(x)dx integralni gaysi shartda mavjud bo'lishini
a
aniglashimiz kerak. Bu savolga javob isbotsiz beriladigan ushbu teoremalarda keltiriladi.

Teorema: Berilgan [a,b] kesmada chegaralangan va unda chekli sondagi uzilish
nuqtalariga ega bo'lgan f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi,

Natija: Berilgan [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo'ladi.

Hagigatan ham, Veyershtrass teoremasiga asosan [a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya shu
kesmada chegaralangan bo'lib, oldingi teorema shartlarini ganoatlantiradi va shu sababli bu
kesmada integrallanuvchidir.

Bu tasdiglardan funksiyalarning nisbatan keng sinfi uchun ularning aniq integrallari
mavjud ekanligini ko'ramiz. Aniq integrallarning giymatini topish (integralni hisoblash)
masalasini kelgusiga qoldirib, bu masalani yechish uchun kerak bo'ladigan aniq integrating
xossalari bilan tanishamiz.

Aniq integrating xossalari. Avvalo yuqorida ko'rib o'tilgan aniq integral ta'rifiga ikkita
go'shimcha kiritamiz.

Aqar aniq integralda quyi a va yuqori b chegaralar (a<b) o'mi almashsa, unda

b a
JI (x)dx =—=f (X)dx (15)
a b

tenglik o'rinli deb gabul etamiz. Bunday garorni quyidagicha tushuntirish mumkin. (15)
tenglikning chap tomonidagi integralda x integrallash o'zgaruvchisi OX o'qda x=a nugtadan x=b
nuqtaga garab o'sadi va shu sababli Axpx—xi-i>0 bo'ladi. O'ng tomondagi integralda esa
aksincha bo'lib, x integrallash o'zgaruvchisi x=b nugtadan x=a nuqtaga garab kamayib boradi va
unda 6xi= Xi-i-XF -Axi<0 bo'ladi. Demak, (15) tenglikdagi integrallar uchun ularning integral
yig'indilari fagqat ishoralari bilan farq giladi. Bu yerdan, limit xossasiga asosan, (15) tenglikni
gabul etish mumkinligini ko'ramiz.

(15) tenglikdan

1f(x)dx =0 (16)
deb gabul gilishimiz mumkinligi kelib chigadi. Hagigatan ham bu holda

I (x)dx = -\ f(x)dx =>2\ f(x)dx = 0=>\f(x)dx=0«
a a a a
Izoh: Aniqg integral ta'rifini ifodalovchi (11) tenglikdan ko'rinadiki, uning giymati biror
sondan iborat bo'ladi. Bu son fagat integral ostidagi f(x) funksiya va [a,b] integrallash kesmasiga
bog'lig bo'lib, integrallash o'zgaruvchisiga bog'lig emas. Shu sababli aniq integralda integrallash
o'zgaruvchisini har xil belgilash mumkin, ya'ni

{f(x)dx = |f(t)dt = If(s)ds —mmm
a a a
| xossals Aniq integralda o'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisidan tashgariga

chigarish mumkin, ya'ni k o'zgarmas son bo'lsa, unda
b b

| kf(x)dx = f(x)dx (17)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot: Aniq integral ta'rifi va limit xossasiga asosan

15 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 118.



\kf(x)dx— iim Ytkf(Ei)Axj =k lim X/(£)Ax,. =£J/(jc)A -«
«-*» /=1 /=1 a
A,-> A,->0

1l xossa: Ikki yoki undan ortiq funksiyalar algebraik yig'indisining aniq integrali

qgo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga teng bo'ladi, ya'ni
JL/ (W) £ /2 (*) £ ee'+ F(*)]<* =1/1i.X)dx = I/ 2(X)dx + me+ J/,, (*)<& (18)
a a a a

tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda tenglikning o'ng tomonidagi aniq integrallar mayjud deb
hisoblanadi.
Isbot: Aniq integral ta'rifi va limit xossasiga asosan

\[M Xx)£f2(x)% ---+ fm(x)]dx= lim S [/A~)+ /2(7)+ -+ /m(")]Ax, =

a 7 >00>/=1
A, —0
= Pm ZA(E)AX, £ iy Z J2(E)AX, £--x lim 7 /m(E)AxX,=
« —>QO, n->°0, /=j
A, ->0 A —0 A, ->0

=Jyi(x)<*+J/2(x)A +--%£}/,(jc)A.
a a a
Hi xossa: Agar [a, b] kesmada f(x)>0 va integrallanuvchi bo'lsa, unda uning aniq integrali
uchun
1f(x)dx>0Ne )
a
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu holda integral yig'indida f(y>0, Ax,>0 (i=1,2,3,— n) bo'lgani uchun va aniq
integral ta'rifi hamda limit xossasiga asosan

S, (/) =im ax, >0 frpgdx Zim sn(/)>0

1
ya'ni (19) tengsizlik o'rinli ekanligi kelib chigadi.
iV xossal6: Agar [a, b] kesmada f(x) va g(x) funksiyalar integrallanuvchi hamda f(x)< g(x)

bo'lsa, unda ularning aniq integrallari uchun
J{x)dx <jg(x)dxNe)
a a

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Isbot: Il xossaga asosan h(x)=g(x)-f(x) funksiya berilgan [a,b] kesmada integrallanuvchi
bo'ladi. Bundan tashgari f(x)<g(x) shartdan h(x)>0 ekanligi kelib chigadi. Unda, IV va Il
xossalardan foydalanib, (20) tengsizlikka quyidagicha erishamiz:

Jh(x)dx >0=>j[g(x)- f(x)]dx>0=>

a a

=> Jg(x)dx- 3f(x)dx > 0=> Jf(x)dx<\g(x)dx m
a a a a
\% xossa: Agar acccb va f(x) funksiya [a,c], [c,b] kesmalarda integrallanuvchi bo'lsa, unda u
[a,b] kesmada ham integrallanuvchi va

I6Jo'raev T.J. va boshqgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 225.



b c b
|/ (x)dx = |/ (x)dx + 1/ (x)dx(21)
a a C
tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu xossani gat'iy matematik isbotini keltirmasdan, uni integralning geometrik
mazmuniga asoslangan (6.3-shakl) talginini keltirish bilan chegaralanamiz.

(21) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integral y=f(x) funksiya grafigi orqali hosil
gilingan aACc egri chizigli trapetsiyaning Si yuzasini, ikkinchi integral cCBb egri chizigli
trapetsiyaning S2 yuzasini ifodalaydi. (21) tenglikning chap tomondagi integral esa y=f(x)
funksiya grafigi orqali hosil gilingan aABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasini ifodalaydi. Bu
yerda S=Si+S2tenglik o'rinli va uni integrallar orgali ifodalab, (21) tenglikni hosil etamiz.

tzoh: Ill xossani ifodalovchi (21) tenglik c<a va c>b holda ham o'rinli bo'ladi. Masalan, c>b
holda' a<b<c bo'lgani uchun (21) tenglik yuqoridagi mulohazalar va (15) tenglikka asosan
quyidagicha keltirib chiqariladi:

\f(x)dx = \f{x)dx + \f(x)dx  \f(x)dx = \f(x)dx - \f(x)dx =>
b b

a a a a
=> \f(x)dx = \f(x)dx + \f(x)dx-
a a b
VI xossa: t-lar ganday [a,b] kesmada o'zgarmas f(x)=I funksiya integrallanuvchi va

b b
|/ (x)dx=\dx=b-a (22)
a a
tenglik o'rinli bo'ladi.
isbot: Bu holda integral yig'indida f(fj)=I, Axi=xr-xi-i (i=1,2,3, "/ n), xo=a va xreb bo'lgani
uchun

n t
s, (D=1 I(E,)A, = HA/ ={)§- x0) + (x2- X,)+ mm (X, - X, X)=xn-x0=b-a.
/=1 i=1
Bu yerdan integral ta'rifi va limit xossasidan (22) tenglik kelib chigadi:
b
\dx= lim 5,(1)= lim (b-a)=b-a-
«->00, @,
A,->0 A,->0
izoh: Integralning geometrik ma'nosiga ko'ra (22) tenglikdagi aniq integral asosi [a,b]
kesmadan iborat va balandligi f(x)=1 bo'lgan to'g'ri to'rtburchak yuzasini ifodalaydi va bu yuza
S=I-(b—a)= b-a ekanligidan ham (22) tenglikka ishonch hosil etish mumkin.



Vi xossa: Agar [a,b] kesmada (a<b) integrallanuvchi y=f(x) funksiyaning shu kesmadagi
eng kichik va eng katta giymatlari mos ravishda m va M bo'lsa, unda aniq integral uchun
b
m(b-a)<\ f(x)dx <M(b- a) (23)
a
qo'sh tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Shartga asosan [a,b] kesmada m<f(x)<M bo'lgani uchun IV xossa va (22) tenglikdan

hamda | xossadan foydalanib, quyidagilarni olamiz:
b b b b h b
Jmdx <\ f(x)dx < IMdx =>m\dx< jf(x)dx <M\dx =>

b b b
=> [ f(x)dx <M\dx=>m(b—a) < { / (X)dx< M(b—a) m

Bu xossaning geometrik ma'nosi shundan iboratki (6.4-shakl), [a,b] kesmada y=f(x)
funksiya grafigi orgali hosil gilingan aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzasi asoslari b-a,
balandliklari esa mos ravishda m va M bo'lgan

aAiBib va aA2B2b to'g'ri to'rtburchaklar yuzalari orasida joylashgan bo'ladi.

VIl xossal7: Agar [f(x)l funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, unda f(x) funksiya
ham bu kesmada integrallanuvchi va quyidagi tengsizlik o'rinli bo'ladi:

\f(x)dx <J|/(4&(24)

Isbot: |f(x)|< f(x)<|f(x) | go'sh tengsizlikni hadlab integrallab, bu tasdigga quyidagicha
erishamiz:

- \MOONdx < IF(x)dx < \\FOONAX:  \f(x)dx  : \\f)\dx

IX xossa (O'rta giymat hagidagi teorema)l8 Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo'lsa, bu kesmada shunday (, nugta mavjudki, unda

1f(x)dx =f(Z)(b-a) (25)

tenglik o'rinli bo'ladi.

I7Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. - P. 119.
1BJo'raev T.J. va boshgalar. Oliy matematika asoslari. 1-gism. Toshkent, 1995. - B. 226.



Isbot: Berilgan f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgani uchun, Veyershtrass
teoremasiga asosan, u bu kesmada o'zining eng kichik m va eng katta M giymatlarini gabul
etadi. Shu sababli bu funksiya uchun VII xossani ifodalovchi (23) qo'sh tengsizlik o'rinli va uni
quyidagicha yozish mumkin:

Bu qo'sh tengsizlik orasida turgan sonni |i deb belgilasak, unda kesmada uzluksiz funksiya
xossasiga asosan, [a,b] kesmada shunday f, nugta mavjudki, unda #(f;)=n bo'ladi. Bu yerdan,
belgilashimizga asosan,

— jf(xX)dx=n=/(£) = If(X)dx =f(£)(b - a)
b~aa
ekanligi kelib chigadi.
Ta'rif: (22) tenglik orqgali aniglanadigan
Ne ) =->—]f(x)dx
b-aa

soni f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi o'rta gqiymati deb ataladi.

Mustagil bajarish uchun berilgan topshiriglami hisoblash usuli

ino N
Misol. r:f’JE?——E—Z(p'———T——%—aX integralm toping.
\Y¢

Yeehish. Suratni hadma-had maxrajga bo'lib, integral ostidagi funksiyani go'shiluvchilarga
ajratamiz va integralni topamiz.

N2—z [~io0 + f 1 1 zi™\ 1° 2 i
J— e K- dx=] 3x3-5x6+2x3 nx=j3x3dx-j5x6dx+ j2x~3x =
ro= ro— t - X3 xgi X-3 9 - 30 —]3
-3\ x3dx-5\x60X + Ax~3X = 3—--5— 1-2-—mr 3 =-X 3 X6 +3x3+¢
1 1 } 1+, I+ 1, 8 13
3

Anigmas integralning umumiy yechimi
) PP £ 2a - 03/7- +3°7.
J K% B 3

ga teng bo'ladi.

Misol. J7/(l + jc)2dX. integralni toping.

Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun anigmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'rniga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

\\J"+x fdx. bunda 1+X =t deboiamiz. Bu holda dx =dt bo'ladi.

Demak,
2 -,5
\][*M+x)2dx =\8?dt =jt’ dt = +C
Anigmas integralning umumiy yechimi
VA +x)dx = +C

ga teng bo'ladi.



Misol. f— integralni toping.
J2+3x
Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.
-------- In >+ C
f 5= s

Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.

f— =-In|2 +3x|+C
'2+3x 3

Demak, anigmas integralning umumiy yechimi
f— =-In|]2+3]+C
J2+3x 3 [1 Il

gateng bo'ladi.

Misol. Jcos(5jc- 8)dx integralni toping.

Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.
J cos(kx+ b)dx = ~-s'm(kx+ b) +C

Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.
Jcos(5jc- 8)dx = isin(5jc - 8)+ C

Demak anigmas integralning umumiy yechimi

j"cos(5x - 8)dx =- sin(5x- 8)+G

gateng bo'ladi.
o, 3xdx
(Vfisai. — -——-. integralni toping.
JIX +2
Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun anigmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'rniga go'yish” usulidan foydalanamiz.
G3f fa . bunda 9x2+2 =t deb olamiz. Bu holda 18xdx =dt 3xdx=—dt bo'ladi.
JOX-+2 6
Demak,
r 3xdx lrdt 1
J9x2+2 6Jt
Anigmas integralning umumiy yechimi

ln<+C:6—|n9>c +2+C

9X +2 6
gateng bo'ladi
... dx ) N
Misol. f - integralni toping.
W 5x2-1
Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.
f, =InLc+ Vit a21+ C
U x2+a2 1 1
Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.
dx

=Inpc+ V5x2-1 +C
mJSx2-1

Demak, anigmas integralning umumiy yechimi



ga teng bo'ladi.
Misol. Je52dx integralni toping.
Yechish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.
\elcHdx = - e &b
J k
Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.
fe52dx =- -ze sX+C
Demak anigmas integralning umumiy yechimi
\e52*dx =- - e i-X+C
3 2

ga teng bo'ladi.

) r dx . o
Misol. _ 7-------———-— 7T integralni toping.
J(ic+1)In (jc+1)
Yechish. Bu integralni hisoblash uchun anigmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'miga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

r dx ) ] '
bunda Jn(x+\V)=t debolamiz. Bu holda----- dx = dt bo'ladi. Demak,
3(X+1)In (x+1) X+1
r dx _j'Et 1 1
JGr+Nin2(c+1) 312 t In(*+1)

Anigmas integralning umumiy yechimi

- f * = L— +c
J(x +1) In2(L+1) In(ic+ 1)
gateng bo'ladi.
) rijetg 3x ) o
Misol. -—J— dXx. integralni toping.
J sin” 3x

Yechish. Bu integralni hisoblash uchun anigmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'miga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

n\lctg3x ) 3 .
----;— OX. bunda ctg3x =t deb olamiz. Bu holda-------— dx = dt bo'ladi. Demak,
3 Sin's* sin 3x
r \fctg3x
-dx =- - fiftdt =-~\f5dt = 4? +C=- —mf/clg63x +C
Jsin 3x 3J 3J 18 18.{ g

Anigmas integralning umumiy yechimi

J sin 3x 18 v
ga teng bo'ladi.
) rJarctg63x . o
Misol. - --------- r— dx. integralni toping.
| +9x

Bu integralni hisoblash uchun anigmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'rniga qo'yish" usulidan foydalanamiz.
rJarctg63x

3
——————————— r— dx. bunda arete3x =t deb olamiz. Bu holda-—-—-—--dx = dt bo'ladi. Demak,
J  1+9x £ 2



r ™~ N (feslr™ =l (4+c, |
i r49x2 3J 12 12
Anigmas integralning umumiy yechimi

N

f 4 =v. 3 i +C
J 1+9x2 12

ga teng bo'ladi.

Mustagil yechish uchun mashglar
'l rax, --Ix+ 47

J "JX
%[x- +
[RlxBersy
1 X"
rlfx +4x2-S
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TO'PLAMLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga to'plamlar va ular ustida amallar bajarishda
bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

To'plam tushunchasi matematikaning boshlang'ich va muhim tushunchalardan biridir.
Masalan: Natural sonlar to'plami, auditoriyadagi talabalar to'plami, bibleotekadagi kitoblar
to'plami, bir nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar to‘'plami biror xildagi mahsulot ishlab
chigaruvchi korxonalar to'plami va boshqalar.

To'plamni tashkil etgan narsalar to'plamning elementlari deyiladi. Matematikada
to'plamlar bosh harflar bilan, masalan: A,B,X,Y,...... uning elementlari esa kichik harflar,
masalan: 0, a, *, Y,.... bilan belgilanadi.

To'plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, unga chekli to'plam deb
ataladi. Masalan, bibleotekadagi kitoblar soni yoki guruhdagi talabalar soni chekli bo'ladi.
Cheksiz elementlardan tashkil topgan to'plam cheksiz to'plam deb ataladi. Masalan, natural
sonlar to'plami, bitta nugtadan o'tuvchito'g'ri chiziglar to'plami va boshqalar.

* element X to'plamga tegishli bo'lsa, *e X deb belgilanadi, aks holda *tX vyoziladi.
{*e X/P(X)} belgi P xossaga ega bo'lgan *e X lar to'plamini bildiradi. Bo'sh to'plamni
0 ={»e0/»#4 deb yozish mumkin.

Misol. Quyidagi xossalarga ega bo'lgan to'plamlar elementlarini aniglang.

A ={*e A/|*<5};2) B={x6 /V|x<o0}; 3) C={*eZ|*|<2}

Yechish: 1) To'plam 5 dan kichik va teng bo'lgan natural sonlardan iboratligini bildiradi,
ya'ni A= {l,2,3,4,5}. Manfiy natural son yo'q shuning uchun B=0 ;

bu holda |*|<2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi fagat butun sonlar olinadi, bu [-2; 2]
kesmada bo'ladi. Shunday gilib, C—{-2; —1, 0; 1, 2}.

Misol. /4={I, 2} to'plamning hamma gism to'plamlaridan iborat bo'lgan B to'plamni
tuzing.

Yechish: Qism to'plam ta'rifiga asosan, 0e A, {l}e A, {2}eA, {I, 2je. A, Demak,
5={0,{1},{2}.{1.2}}.

Misol. A= (4, 8) va B=(1, 4] bo'lsa, ularning birlashmasini va kesishmasini toping.

Yechish:  Birlashmaning ta'rifidan ~ A\j B=(1,8) bo'lib kesishmaning ta'rifidan
far~ ~bo'ladi.

Misol. ~* (* 3, 7] va 6] bo'lsa, ularning birlashmasi va kesishmasini toping.

Yechish:Ta'rifga asosan A<j B={-3, 7} Ar\B= [5,6] bo'ladi.

Misol. Ushbu A= {,2,3,4,5,6}, S={2,4,6,8}, C={l,3}

to'plamlarni garaylik. Bu to'plamlar uchun

Au B={1,2,345,6,8},
An, S= {2,4,6},
A\B= {1,3,5},
B\ /4= {8},
A~ C={1,2,3,4,5,6},
An C={,3},
BnC=0,
fix C={(2,1),(2,3),(4,1),(4,3),(6,3)(8,1), (8,3)}.



bo'ladi.
Yuqorida keitirilgan ta'riflardan
FuF=f, fnf=F, E\E=<Z,
shuningdek Fc¢ F bo'lganda
E<§ F= F, EnF=E
bo'lishi kelib chigadi.
Barcha 1, 2, 3, n,... - natural sonlardan iborat to'plam natural sonlar to'plami deyiladi
va u N harfi bilan belgilanadi:

IN=Al, 2, 3,..., ..}
Barcha -2,-1,0,1, 2,... - butun sonlardan iborat to'plam butun sonlar to'plami deyiladi
va u Z harfi bilan belgilanadi:
Z= 2,-1, 0,1 2.}

Ravshanki, N ¢ Zbo'ladi.

Tartiblangan to'plamlar

Agarbiror E to'plamning elementlari uchun quyidagi tasdiglar:

1)n=m, n>m, n<m munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o'rinli;

2) n<m, m< p tengsizliklardan n< P tengsizlik o'rinli bo'lsa, E to'plam tartiblangan
to'plam deyiladi.

Tartiblangan to'plamlarga dastlabki misol, /V={l, 2, 3,..., n,...} natural sonlar to'plami
bo'ladi. Bundan tashqari butun, ratsional, haqigiy sonlar to'plamlari ham tartiblangan
to'plamlarga misol bo'laoladi.

To'plamlarning ekvivalentligi

Ixtiyoriy ikkita E va F to'plamlar berilgan holda, tabiiyki, ularning gaysi birining elementi
«ko'p» degan savol tug'iladi. Natijada to'plamlarni solishtirish (elementlar soni jihatidan
solishtirish) masalasi yuzaga keladi. Odatda bu masala ikki usul bilan hal gilinadi: to'plamlarning
elementlarini bevosita sanash bilan ularning elementlari soni solishtiriladi; biror goidaga ko'ra
bir to'plamning elementlariga ikkinchi to'plamning elementlarini mos qo'yish yo'li bilan
ularning elementlari solishtiriladi.

Masalan, £T={l, 2, 3}, F={1 4, 9, 16} to'plamlarning elementlari sonini solishtirib, F
to’plamning elementlari soni E to'plamning elementlari sonidan ko'p ekanligini aniglaymiz.
Yoki, E to'plamning har bir elementiga F to'plamning bitta elementini

1->1,2->4, 3—9

tarzda mos qo'yib, F to'plamda E to'plam elementiga mos qo'yilmay qolgan element
borligini (u 16) hisobga olib, yana F ning elementlari soni E ning elementlari sonidan ko'p
degan xulosaga kelamiz. Agar to'plamlar cheksiz bo'lsa, ravshanki, ularni 1- usul bilan solishtirib
bo'Imaydi. Bunday vaziyatda fagat 2 - usul bilangina ish ko'riladi. Masalan, N={l, 2,..., n,..}}
natural sonlar to'plamining har bir n elementiga =1 2,.) juft sonlar to'plami

A,={2, 4..., 2n,..} ning 2n elementini (n=1. 2,..) mos go'yish bilan (n—>2n) solishtirib,
ularning elementlari soni «teng» degan xulosaga kelamiz.
Misoi. Ushbu

E=1{1 2 3 4, 5},
[ 2 3 45

to'plamlar ekvivalent to'plamlar bo'ladi. Bu to'plam elementlari orasida o'zaro bir
giymatli moslik mavjud. Uni quyidagicha



1<H>1, 2 3e-, 4«-, 5
3 4

o'rnatish mumkin. Demak, E~ F.
Misol. Ushbu
E=1{24,6,8, F={2 4,6, 810},
to'plamlar ekvivalent to'plamlar bo'Imaydi. Chunki bu to'plam elementlari orasida o'zaro
birgiymatli moslik o'rnatib bo'Imaydi.
Misol. Ushbu

to'plamlar ekvivalent to'plamlar bo'ladi. Bu to'plam elementlari orasidagi o'zaro bir
giymatli moslik har bir , ga (ne/V)—ni (—s F) mos qo'yish bilan o'rnatiladi. Demak, E~ F.

Misol. Ushbu
E=N={1,2,3,....1/,={2,46,,..,2n,....}
to'plamlar o'zaro ekvivalent bo'ladi. Bu to'plam elementlari orasida o'zaro bir giymatili
moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin: har bir natural ,, (,e /V)songa 2n son (2n,e /1) mos
go'yiladi n<->2n). Demak, E=N~N't.
Ravshanki, J/¥,c N. Bu esato'plamning gismi o'ziga ekvivalent bo'lishi mumkin ekanligini
ko'rsatadi. Bunday holat fagat cheksiz to'plamlargina xosdir.
Yugorida keltirilgan ta'rif va misollardan ikki chekli to'plamning o'zaro ekvivalent bo'lishi
uchun ularning elementlari soni bir-biriga teng bo'lishi zarur va yetarli ekanligini ko'ramiz.
Ekvivalentlik munosabati quyidagi xossalariga ega:
1) E~ E (refleksivlik xossasi) ;
2) E~ F bo'lsa, F~ E bo'ladi(simmetrik xdssasi) ;
3) E~ F, F~ G bo'ladi (tranzitivlik xossasi).
To'plamlarning ekvivalentlik tushunchasi to'plamlarni sinflarga ajratish imkonini beradi.
Masalan,
N, ={2,4,6,...2n,..},
N2={,3,5,...2n—1,...},

to'plamlar sanoqli to'plamlardir, chunki
N~N (2»«»,» =1 ...),
N2~ N (2n—1<>n,n=1,23,..),

N3~ N (—<—> nn= 1,2,3,....).

Misof. A={juft sonlar}={2,4,6,8,10,12...}

B={3ga bo'linadigan sonlar}={3,6,9,12...}

AN B={6,12,18,...}={6 ga bo'linadigan sonlar}

A={talabalar}, V= {futbolchilar}, AN V={futbol bilan shug'ullanuvchi talabalar}

Arifmetikada sonlarni ko'paytirish uchun kommutativlik va assotsiativlik gonunlari o'rinli.
To'plamlar ko'paytmasi ta'rifidan bu gonunlar bu yerda xam saglanib golishini ko'rish mumkin,
ya'niAPiV=vnA,(Anv) HS=An(vns)

Arifmetikada qo'shish va ko'paytirish amallari o'zaro distributivliik gonuni bilan
bog'langan.

(atv)s=as+vs.



Bu gonun to'plamlar uchun xam o'rinlidir.
(AuV)nS=(AnS)u(VnS).
Shu tenglikni isbotlaymiz: Bu munosabatni isbotlash uchun
xe AU Vva xeS. xe AU V=>xeAyeki xeV yeki xe(AnV) x e A bo'lsin=> xe AnS =
xe(AnV)u (VnS).
x eV=>xeVnS=>xe(AnS)u (VnS).
xeAvax eV=>xeAnS,xeVnS =>xe(AnS)u (VnS).

Shunday qilib, =>xe(AuV)nS =>xe(AnS)u (VnS).

Ya'ni (AuV)nSc (AnS)u (VnS).

Endi u s (AnS)u (VnS) bo'lsin. Unda u e (AnS) yoki ue (VnS) yoki u e (AnS) va ue
(VnS).

u e (AnS) bo'lsin. Buxoldau e Aju 6 S=>ue(AuV) ,ueS

=>u e(AuV)nS.
ueAnS,ue VnS=>u e A,u e VueS =>ue(A"V) ,ueS
=>u e(Ai~V)nS.

Demak, (AnS)u (VnS)c: e(AuV)nS.

Demak, (AuV)nS = (AnS)u (VnS) ekanligi kelib chigadi, Xuddi shunday qilib yana bir
distributivlik gonunini isbotlash mumkin.

(AnV)uS= (AuS)n(Vus) (*)

Misol. 1. Korxonada 10 erkak va 8 ayol ishlasa bir erkak va bir ayol xodimdan iborat
juftlikni n (a va p) = 10 ® 8 =80 usulda tanlash mumkin.

2. 10 talabadan iborat guruxga ikkita yo'llanma berildi. Bd yo'llanmalarni necha xil usulda
targatish mumkin? a - 1lyo'llanma, p - llyo'llanma n (a) =10, n ( P) =9, chunki bitta talabaga I-
chiyo'llanma berildi. Demak,

n(avap)=10.®9=90

Umumiy xolda a i, a 2 ....amtanlovlarni mos ravishda n (a 1), n (a 2)....n (am) usullarda
amalga oshirish mumkin bo'lsa,

n (a lyoki a 2yoki....yokiam) =n (a 1)+ n (a 2)+...+n (am)
n(alvaa?2va..vaam)=n(al)® n(a2)®,...,®n (am

formulalar o'rinli bo'ladi.

Misol. 1) Z={butun sonlar}, V={juft sonlar}, Z\ V={toq sonlar).

2) A={barcha talabalar}, V={I kurs talabalar}, A\V={ll - V kurs talabalar}.

3) A={1,2,3,4,5}, V={1,3,7,9}, A\V={2,4,5}, V\A={7,9}.

Mavzuga doir misol va masalalar
N natural sonlarto'plamiva Z butun sonlar to'plami birlashmasini toping.
G ratsional sonlarto'plami, R hagigiy sonlarto'plami bo'lsa Gn R ni toping.
Ratsional va irratsional sonlar to'plami birlashmasini toping.
A to'g'ri to'rtburchaklar to'plami, fi romblarto'plami bo'lsa, An fini toping.
A juft sonlar to'plami Z butun sonlar to'plami bo'lsa, ularning kesishmasini toping.
A juft sonlar to'plami B toq sonlar to'plami bo'lsa, A va B laming kesishmasini

o0k wWDN R

toping.

7. {0; 1,2} bo'lsa hamma gism to'plamlar to'plamini toping.

8. Ajuft sonlar to'plami, fi toq sonlar to'plami, C tub sonlar to'plami bo'lsa, AkjB,
AnB, AnC toping.

9. {,2.4,6,9}, 5= {3,4,5,8,10} bo'lsa A\B va fi\ A larni toping.



10. toping. G ratsional soniar to'plami, R hagigiy sonlar to'plami bo'lsa G\R ni
toping.

11. A={a,b,c), B={d,s r,g} va C={a, r,g,k c} to'plamlardan har ikkitasining
kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

12. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3 ga teng doiralar
nuqtalaridan iborat to'plamlarning kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

13. To'plamlarning ayirmasi bilan bog'lig masala o'ylab toping va uni hal giling.

14. Ushbu amallar natijalarini aniglang: 0 f|{0}, {0}fl{0}, {O}u {0}, {0,{0}}-{0},
{0.{0}}-0, {0{0}}-{{0}}.

15. Ixtiyoriy /1 to'plam uchun AU O, Afi0, /1-0, A-A, 0-A to'plamlarni
aniglang.

16. A—B= B—A tenglik o'rinli bo'ladigan A va B to'plamlarga misollar keltiring.

17. O'zaro kesishmaydigan to'plamlar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal giling.

18. O'zaro kesishadigan to'plamlar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal giling.

19. Ixtiyoriy A to'plam uchun A\JA = AU A =U bo'lishini ko'rsating.

20. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun quyidagi tasdiglaming o'rinli bo'lishini ko'rsating:

a) A\6=0=> A¢ B;

b) Ac B=>A\B =0 -a) banddagi tasdiqga teskari tasdiq;

d) A\AB= B\A=0=> A=B;

e) A= B=>/4\B= B\ A= 0 - d) banddagi tasdigqa teskari tasdiq;

f) /4\ B= Af) B, ya'ni ayirish amali kesishma va to'ldirish amallari yordamida ifodalanishi
mumkin;

g OcAf)BcA\JB.

21. Chekli A va B to'plamlar uchun \A\, \B\, |/4U £ va sonlar orasidagi
bog'lanishni toping.

22. Ixtiyoriy A, Bva C to'plamlar uchun quyidagi tasdiglarni isbotlang:

a) AUB¢C=>(AcC va BgC);

b) (A¢C va B¢ Q=> AUJB¢ C - a) banddagi tasdigqa teskari tasdiq;

d) Ac Bf)C=>{A¢ B va A¢C)-,

e) (A¢ Bva Ac¢ C)=>Ac BfIC - d) banddagi tasdiqga teskari tasdiq;

fy A¢B=> A\JC¢B\JC-,

g) A¢B=*AC\C¢BC\C)

hy AcB=>A\C¢B\C;

i) AcBA>C\B¢C\A.

23. 12-topshirigning f), g), h) va i) bandlaridagi tasdiglarga teskari tasdiglarni tahlil giling
va ular bajariilmaydigan hollarda A, B va C to'plamlarga misol keltiring.

24. Ixtiyoriy », b wva = sonlar uchun to'g'ri bo'lgan s$<0C>o0+c<o0+¢C,
0 <bh<>o0—c< b-c va «<*<=>c -b< c-a munosabatlardagi a, s va c sonlarni A, B va
C to'plamlar bilan, "<", "+" va belgilarni “c", "U" va "\" belgilar bilan mos ravishda

almashtirib, hosil bo'lgan munosabatlarning to'g'riligini tahlil giling.

25. 0={*eN |*3 £p bo'linadi} bo'lsin. N to'plamni universal to'plam deb hisoblab,
B to'plamni toping.

26. Natural, butun, hagiqgiy va irratsional sonlar to'plamlari bilan bog'liq universal
to'plamlarga misollar keltiring.

27. /4= {a)u,c, d«} to'plam uchun 2Abuleanni aniglang.



28. Bir uyda yashovchi oilada ota (t), ona (, ) va to'rt nafar farzand (1,2,3,4) bo'lsa, oila
a'zolarining uyda bo'lishlari vaziyatlariga mos barcha imkoniyatlarni to'plamlar ko'rinishida
yozing va bu imkoniyatlar to'plamlari to'plamining quwatini aniglang.

29. Universal to'plam tushunchasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal giling.

30. Bulean tushunchasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal giling.

Mavzuga oid testlar to'plami
1. To'plamlar nazariyasining asoschisi kim?
A) Pifagor;
B) Dekart;
C) Kantor;
D) Ferma ;
E) Gauss.

2. Quyidagi to'plamlardan gaysi biri bo'sh to'plam emas?
A) Kvadrati manfiy bo'lgan hagiqiy sonlar;

B) sinx = 2tenglama yechimlari to'plami;

C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami;
D) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to'plami;

E) Ikkiga bo’linmaydigan juft sonlar to'plami.

3. Qachon Ato'plam Bto'plamning gismi deyiladi?

A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.

B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.

C) Agar Bto'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli bo'lsa.
D) Agar A to'plamning har bir elementi Bto'plamga tegishli bo'lsa.
E) To'g'ri javob keltiriimagan.

4. Quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto'g'ri?

A) bo'sh to'plam barcha to'plamlarning to'plam ostisi bo'ladi;
B) har bir to'plam o'zining to'plam ostisi bo'ladi;

C) Agar AcB va CcA bo'lsa, unda C<zB bo'ladi;

D) Agar BcA bo'lsa, unda AoB=B bo'ladi;

E) Agar BcA bo'lsa, unda AuB=B bo'ladi;

5. Ava Bto'plamlar birlashmasi amali gayerda ifodalangan?
A)AuB;

B) Ar, B;

CAc B

D) A 3B;

E)A\B.

6. Agar xeA vj Bbo'lsa, quyidagi tasdiglardan qgaysi biri o'rinli emas?
A) xeA, xgB ;

B) xgA, xeB ;

C) xgA , xgB ;

D) xeA , xeB ;

E) barcha tasdiqlar o'rinli bo'ladi.



7. To'plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda noto'g'ri ko'rsatiigan? (Ci
universal to'plam, 0 - bo'sh to'plam)
A) Au B= Bu A

B)AuO =A;
O nn A= [
D) /4uQ =fl,

E) Barcha xossalarto'g'ri ko'rsatilgan.

8. A=[-3;0]vaB=(-1; 5]to'plamlar birlashmasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) [-3; 5];

B) [-3, -1];

Q) (-1; 0);

D)(0; 5];

B [-1; 5].

9. AvaBto'plamlar kesishmasi amali gayerda ifodalangan?
A)Ao B

B)Ao B;

C)Ac B

D) A3B;

E)A\ B.

10. AgarxeAn Bbo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli bo'ladi?
A) xeA ,xgB ;

B) X0 A, xeB ; . —

C) xgA, xgB ;

D)xsA,xsB;

E) barcha tasdiglar o'rinli emas .

11. Agar universal to'plam <) va A=(2,5] bo'lsa, C(A) to'plam qayerda to'g’
ifodalangan ?

A) C(A)=[-°°.2] 5

B) C(A)=(5, °0] ;

Q) C(A)=[0,2] u(5, <;

D) C(A)= (-<*>, 2] u(5, 00) ;

E) to'g'ri javob keltiriimagan.



KOMBINATORIKADA
KOP
QO'LLANILADIGAN
USUL VA QOIDALAR



KOMBINATORIKADA KO'P QO'LLANILADIGAN USUI VA QOIDALAR

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga kombinatorikada ko'p go'llaniladigan usul va
goidalar amallar bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Misol, 1) {a;v;s} n=3, k=2 =>{a;v},{a;s}{vis}{v;a},{s;a} {s;v}=> A4 =6
2) {a;v;s;d} n=4, k=3 =>{a;v;s},{a;s;v},{v;a;s}.{s;av},{s;v;a} ...=> A"= 16
Umumiy holda
a;=- n' 1
" (n-k)\ @
Masala. Talaba 8 kunda 4 ta imtixon topshirishi kerak. Buni necha xil usulda amalga
oshirish mumkin.
Yechish: Kunlarni 1,2,3, ... ,8 kabi nomerlab chigsa, imtixonlar qo'yilish kunlari {1;2;3;4},
{1,3;2;5} kabi to'rtliklardan iborat va ularning soni
A4=1680

S* sonlari yordamida quyidagi formulani yozish mumkin

(a+v)n=S° a"v° + SJ a"'1lvl+..+ S* a"-kvk+..+s;; a°vn= YACka'~kbk (2)
k=0

Bu Nyuton binomi formulasi deyiladi, S* binomial koeffitsentlar deb ataladi. Nyutondan
oldin bu formulani Umar Xayyom (1048-1131), G'iyosiddin ali-Qushchi (1430) ham bilishgan.
Nyutonning xizmati shuki, u (3) formulani nafagat natural n soni uchun, balki kasr sonlar uchun
ham o'rinli ekanligi ko'rsatgan.

Nyuton binomidan vata'rifdan S* uchun quyidagi munosabatlar kelib chigadi

1) a=v=I£c* =2"
k=0

2) 2)a=l,v=-1 A(-1)'C*=0
k=0

3) S'=sr* 4) S, =S" =1 munosabatlarning to'g'riligini tekshirishni talabalarga xavola

gilinadi.

Misol. Beshta odamdan uchta kishidan iborat komissiyani necha xil usulda tuzish mumkin:
5!
Si-=—=10
3IBA’

Misol. 1) n =2 =>{a;v},{v;a}=> R2=2
2) n=3 =>{a,v;s}{a;s;v}{s;av}.{v;a;s}.{v;s;a}.{s;v;a}=> R3=6
Umumiy xolda

REnN! (2)
formula o'rinli.

Misol. Navbat kutib turgan 5 ta odamni Rs= 5! = 120 usulda navbatga joylashtirish
mumkin.



Ta'ri: m elementni n tadan o'rinlashtirish deb, shunday birlashmalarga aytiladiki,
ularning har birida berilgan m elementdan olingan n ta element bo lib, ular bir- birlaridan yo
elementlari bilan, yoki elementlarining tartibi bilan farq giladi(n< m bo'lishi shart).

m ta elementdan ntadan tuzulgan o'rinlashtirishlar soni A" simvol bilan belgilanadi.

(A fransuzcha "arrangement”, ya'ni o'rinlashtirish degan so'zning bosh harfidir.)

Au=m(m-\)(m-2)....(m-n+1). Bu o'rinlashtirishlar sonini topish formulasi
hisoblanadi.

Misol. A* = 7 m6 w5 +4 = 840

IWIsol. Sinfda 10 fandan dars bo'lib har kuni 5 xil usul bilan dars o'tiladi. Bir kunlik dars
necha xil usul bilan tagsimlanishi mumkin?

Yechish: Masala o'rinlashtirishlar sonini aniglash bilan yechiladi.

A*o =10*9*8*7 * 6 =30240 usul bilan tagsimlab go'yish mumkin.

O'rin almashtirish.

Ta'rif: Faqat elementlarning tartibi bilangina farq gilgan(yani n=m) o'rinlashtirishlar o'rin
almashtirishlar deyiladi.

M elementdan tuzilgan o'rin almashtirishlar soni Pmsimvol bilan belgilanadi.

(P fransuzcha "Permution”, ya'ni o'rin almashtirish so'zining bosh harfidir.)

PIn=1-2-3-...(m —2)-(m—)m..
Bu formula o'rin almashtirishlar sonini topish formulasi hisoblanadi.
Misollar. P3=1-2-3 =6;P6=1-2-3 «4-5-6 = 720; P5= 1¢2-3 4 5= 120 va hokazo.

Masala. 8 ta stol qo'yilgan; unga 8 kishini necha xil usul bilan o'tgazish mumkin.
Yechish: Bu masala o'rin almashtirishlar sonini aniglash bilan yechiladi.
P%=1-2-3-4-5-6-7 = 40320xil usul bilan.

Gruppalash.

Ta'rif: m ta elementdan n tadan tuzilgan gruppalash deb, m elementdan n tadan tuzilgan
o'rinlashtirishlardan  bir- biridan eng kamida bitta elementi bilan farq qiladigan
o'rinlashtirishlarga aytiladi.

M elementdan ntadan gruppalash soni C” simvol bilan belgilanadi.

(C-fransuzcha "Combinasion" ,ya'ni gruppalash degan so'zning bosh harfi).

¢,n_A_mm-1)(m—2 - n+1)
P,,~ 1-2-4-....-«

Bu formula gruppalashlar sonini topish formulasi hisoblanadi.
Misollar. 1)Cl1 =9'8'7'6
;o 1-2-3-4-
25.24.23-r>  ]26,(

5 1-2-3-4

3)C\X= 1tenglamani yeching.

'5=126.
5

C\x= ~X ——= lyokilx1- x-1 = 0,bundan :
Yechish: |~

X., iX
4 4 2.



Bulardan yolg'iz  x,=I berilgan tenglamani qanoatlantiradi,jr =- i berilgan

tenglamaning chet ildizidir.
4)C :6i+C ,i* CE| =5+5+ 3 berilgan. nva m sonlartopilsin.

Yechish:
M+1)-mum-1)m.s(mM+1- n+1)e+(m+1-n)
1=2-Cf - 1:2:3:..n(n+1) = m_"+|yoki.n+I:m—n+I,
5 cn+ (W +1) e»le(« -1) m—-(m +1 - n+ 1) n+1
1-2-3-..-n
Bundan: m=2-n.
Yana:
m+hemum- hu.o(n+l- n+2)-(m+1l- n+1)
5. C tly e 123 ()0 = m—:—r—]—j———?—yoki.Sn =3m-3n +bbiinaan :
3 Cc”5 (Mm+1)sme(m-1)mm (m+1- n+2) ”
1-2-3-....(/7-1)
3m+6
8
Endi bundagi m ning o'rniga topilgan m=2n ni go'ysak:
32 m6 . .
«=—-— yokiln = 6,.n=3bo'ladi. Bu holda m—2-3 = 6.

5)12C*Yj =55721 tenglamani ganoatlantiruvchi x ning giymatini toping. (Bu misolda
C" =C ' formuladan foydalandik bu formulaning ishoti keyinchalik beriladi.)

Yechish:
43+ _j2ca 12 (x+3)-(x+2)-(x+V)x _ (X+3)-(x+2)-(x+1)-x _
*43 ! 1-2-3f4 2

421=(s+D-;t;(* +j) " (* +2)' (x +1)'* =55(r+1)-* yoki (x+ 3)-(x +2)=110,
X2+5x-104=0,XI2= ~5+725+ 416" -5 +V iil ~5| 21 A~ =g ;~ =_13 (chet

ildiz).
lcv=ct2
6M c2=153 niyecWng-
Yechish: ¢ rn
1-2-3-...-7
Ca2_ X-{x-\)-..{x-y +N {x-y) {x-y-\)
1-263e..0 o(y+1)-(y+2)
C2_*(x-1)
1-2
Bularni o'rinlariga qo'yib soddalashtirsak:
JGt- ) «(x- y-1) = (y +1) «y +2),
jx2-*-306 =0
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi. Ikkinchi tenglamadan : x=18 bo'lib, buni birinchi

tenglamaga qo'ysak: (18~y)(17-y) =y2+3y +2 yoki 38>" = 304;>>= =8.

C" =C;;r tenglikning isboti. Buning uchun quyidagi ishlami bajaramiz .



Gy _ T-(TA)-(T2)-..-(T—+\) muEmM-1) e.«m-n +1)«lm- 3-... «ni- Hi) _

T~ 1-23-..-/7 “ Je2e3e ¢ Nele2¢3e. . ¢(TO—)
12 -3...(M - n) o(>r —N+ 1) -... - («r —) -0T _ PT
P,.,'PTn ~ ,P,-Pmn -

Bu gruppalashlar soni formulasining boshgacha ko'rinishi. Endi chigarilgan formulada n ni
(m-n) bilan almashtirsak:
c™ = F' =Cn
P,-n-P,,
hosil bo'ladi. Demak, C”=C

Misol. C* = CZ B=C%= ,, =300.

Mavzuga doir misol va masalalar

1).Quyidagiiarni hisoblang:

a8 /-45/110. + [; .2/}, + 314
2 50 120 A2 ’'5-P5-PI

2).Ushbu tenglamalar yeching:

A;=0; A]l=4w-6;,Q04=0; C23=21, Cx=

3).Tenglamalar sistemasi yechilsin:
fCN+1=25-j:, FNr3:nr2=1:s,

n 1 " -b) 1

[CAL, = 10. (C,"3:Cl'2=5:8,

4) Ushbu tengliklarning to'g'riligini isbotlang .

a)c:+cr =c;,#;b)c:Hl=c:+s.

5) Uch o'smir va yetti giz ikkita gayigda daryo bo'ylab suzishga otlanishdi. Ularni ikkita
gayigga har gaysi gayigda hech bo'Imaganda bir o'smir bo'ladigan qilib necha xil usul bilan
joylashtirish

mumKkin.

6) Tekislikda 15 ta nuqta berilgan. Ularning hech bir uchtasi bir to'g'ri chiziqda yotmaydi.
Bu to'g'ri chiziglar nechta turli to'g'ri chiziglar va aylanalarni aniglaydi?

7) To'garak qatnashchilari bir o'yin uchun uch xil rangdagi ragamlardan no'merlar
yozishga kelishdilar. Birinchi o'ringa uchta qizil rangdagi ragam, ikkinchi o'ringa ikkita sariq
rangdagi ragam, uchinchi o'rindagi 4 ta ko'k rangdagi ragam yoziladi. Agar gizil rangdal,2,3,4,6
raqamlarni, sariq rangda 0,2,5,7 ragamlarni va ko'k rangda 1,3,5,6,7,8,9 ragamlarni yozish
mumkin bo'lsa, hammasi bo'lib necha xil nomerlar yozish mumkin?

8) Tenglamani yeching:

a) 5+i=72; b) AK=6-AX2

a

¢) C'-2= 45,

d P+ =132.
K wPxn
e)C?J)] =13-AXb6

fcr’ +c;-2=15 (jc—i>



§) Clio=5-Alur
9) Tenglamalar sistemasini yeching:
PE€N'C >=3 1Al 2'A23=S
2

a "2 m- b)
Ic,:.2:c;:" =0%; |lc22:C"3+2]j

Mavzuga oid testlar to'plami

1. Ota bog'dan olmalar keltirdi. Bolalari undan nechta olma keltirganini so'rashdi. Otasi
ularni sanamaganini, lekin ularni 2 talab, 3 talab, 4 talab, 5 talab, 6 talab va 7 talab go'yib
chigganida har gal bitta olma ortib golganini aytdi. Ota kami bilan nechta olma keltirgan bo'lishi
mumkin?

A) 421 B) 214 C) 412 D) 124 E) 241

2. O n ikki do'st maktabni bitirgach har yili bitta kafeda uchrashishga kelishdilar. Ular
taasurotlari bilan o'rtoglashish va suhbatlashish uchun stollar atrofida 4 tadan o'tirish qulay
deb hisobladilar? Ularning har biri boshga do'stlarining har biri bilan birorta stol atrofida o'tira
olishiga necha yil kerak bo'ladi?

A) 165 B) 651 C) 156 D) 561 E) 516

3. Shahmat musobagasida 130 partiya (0'yin) o'ynaldi. Barcha gatnashchilar bir-birlari
bilan bittadan partiya o'ynashdi, biroq ikkita o'yinchi har biri 5 tadan o'yin o'tkazgach,
musobaqgadan chigib ketdi. Musobagada dastlab qancha o'yinchi bo'lgan?

A) 14B)15C) 16 D) 17 E) 18

4.10 ta ragamdan avtomashinalarning nechta har xil uch xonali son tuzish mumkin?

A) 10 000 B) 1000 C) 100 D) 100 000 B 1

5JL)shbu 0,1/2,3,4,5 ragamlardan nechta har xil uch xonali son tuzish mumkin?

A) 180 B) 170 C) 801 D) 810 E) 710

6. Gruppada 30 o'quvchi bor. Ularning ichida 3 kishini EHM da ishlash uchun ajratirish
kerak. Buni necha xil usul bilan bajarish mumkin?

A) 4060 B) 460 C) 4600 D) 6040 E) 6400

7. Turli rangdagi 5 to'p mato bor. Bu matolardan har bir mato fagat bitta polosani
egallaydigan qilib nechta turli besh rangli bayroglar tayyorlash mumkin?

A) 120 B) 210 C) 200 D) 1200 E) 201

8. Xokkey komandasi tarkibida 3 ta hujumchi, 2 ta himoyachi va 1 darvozabon bo'ladi.
Agar trener ixtiyorida 6 ta hujumchi, 4 ta himoyachi va 2 ta darvozabon bo'lsa, u nechta turli
hokkey komandasi tuzishi mumkin?

A) 240 B) 420 C) 402 D) 204 E) 400

9. 1 dan 100 gacha bo'lgan sonlar orasida, 2 ga ham , 3 ga ham bo'linmaydiganlari
nechta?

A) 33 B)30C)32D)21E) 19

10. Shaxmat turnerida ishtirok etayotganlarning har biri qolgan o'yinchilar bilan 2
partiyadan shaxmat o'ynadi. Agar turnerda hammasi bo'lib 462 partiya o'ynalgan bo'lsa , turner
ishtirokchilari necha kishi bo'lgan?

A) 18 B)20C) 22 D) 24 E) 25

11. Har ganday 3 tasi bir to'g'ri chizigda yotmaydigan 6 ta nuqta berilgan. Shu 6 ta
nuqtalar orgali nechta turlicha to'g'ri chiziq o'tkazish mumkin?

A) 6 B) 12C) 10 D) 36 E) 15

12. Kitob betlarini sahifalab chigish uchun 1012 ta ragam ishlatildi. Agar sahifalash 3
betdan boshlangan bo'lsa, kitob nechta betdan iborat?



A) 374 B) 400 C) 506 D) 421 E) 434

13. Futbol chempionatidagi komandalarning barchasi bir-biri bilan bir martadan
o'ynagandan keyin hammasi bo'lib 120 match o'tkazildi. Chempionatda nechta komanda
ishtirok etgan?

A) 12 B) 14 C) 15 D) 16 E) 20

14. 13 kishi bir - biri bilan salomlashganda qo’l berib ko'rishishlar soni gancha bo'ladi?

A) 169 B) 156 C) 78 D) 130 E) 143

15. Qaysi masala kombinatorik bo'Imaydi?

A) To'plam elementlaridan ma'lum sondagi elementli barcha gism to'plamlar sonini
topish;

B) To'plam elementlaridan ma'lum sondagi elementlami tanlab olishlar sonini topish;

C) To'plamning ma'lum sondagi bir gism elementlari o'rnini almashtirishlar sonini topish;

D) To'plamdagi barcha elementlar o'rnini almashtirishlar sonini topish;

E) To'plamning eng katta va eng kichik elementlarini topish.

16. Kim birinchi bo'lib kombinatorikani mustagil fan sifatida o'rgangan?

A) Dekart; B) IMyuton; C) Kantor; D) Leybnits; E) Paskal.

17. Agarda a tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish mumkin
bo'lsa, kombinatorikaning qo'shish goidasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) n (a yoki P)=n(a) + n((3); B) n(a va p)= n(a) + n(3);

C) n (a yoki P)=n(a) +n(p)-n (a va (3

D) n (a yoki P)=n(a) +n(p)+n (a va P);

B n (a+p)=n (P) + n(a).

18. Agarda a tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish mumkin
bo'lsa, kombinatorikaning ko'paytirish goidasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) n (a yoki P)=n(a) mn(P);

B) n (a va p)= n(a) mn(P);

C) n (a- P)=n(a) mn(P);

D) n (a va P)=n(a)en(P)-n (a yoki p);

E) n (a va P)= n(a)en(P)+n (a yoki p).

19. | o'quv guruhida 20, Il o'quv guruhida esa 25 talaba o'giydi. Kengashga ikkala
guruhdan bitta talabani vakil sifatida tanlash kerak. Buni necha usulda amalga oshirish mumkin?

A) 20 ; B) 25; C) 35 ; D) 45 ; E) aniq ko'rsatib bo'Imaydi.

20. Mahsulotlar partiyasida 20 ta mahsulot bor. Bu partiyadan ikkita mahsulotni necha
usulda tanlab olish mumkin?

A) 20 ; B)40;C) 85 ; D) 240 ; E) 380 .

21. I qutida 8 dona oq , Il qutida esa 7 dona qora sharlar bo'lib, ular nomerlangan. Oq va
gora sharlardan iboratjuftlikni necha usulda tanlab olish mumkin?

A)8;B)7;C15;D)56;F)72.

22. Berilgan n ta elementdan k tadan kombinatsiyalar soni Cn qaysi formula bilan

topiladi?
[N
A)C k
k\(n + K)\
0N - N\
B)C* =-;C )C*
K\ k\(n - K\

D)C k



Mustaqil ish topshiriglari

1. n(n>2) ta elementdan n—3 tadan kombinatsiyalar va o'rinlashtirishlar sonini aniglang.
2. (2+en)5binomning yoyilmasini yozing.
3. (x=3)n(n>5) binom yoyilmasidagi x4 daraja oldidagi koeffitsiyentni toping.



MATRITSA
USTIDA
AMALLAR



MATRITSA USTIOA AMALLAR

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga matritsa ustida amallar bajarishda bilim, malaka
va ko'nikmalarini shakllantirish.

Matritsa deb sonlarning to'g'ri burchakli jadvaliga aytiladi.

Ay, Ay, .. 4
a,, <z
A=
um\ m2 inn/
Belgilashlar: a- matritsa; , - matritsa elementlari; i - berilgan element joylashgan satr

ragami; j - unga mos ustun ragami; m - matritsadagi satrlar soni; n- undagi ustunlar soni.

Agar m=n bo'lsa matritsa kvadrat matritsa deb ataladi. n - soni matritsaning tartibi
deyiladi.

Bir xil o'lchamga ega bo'lgan matritsalarning mos elementlari o'zaro teng bo'lsa, bunday
matritsalar o'zaro teng matritsalar deb ataladi.

Agar matritsaning barcha elementlari nollardan iborat bo'lsa, bunday matritsa nolli
matritsa deb ataladi.

Agar kvadrat matritsaning asosiy diagonalidagi barcha elementlari 1, gqolganlari O bo'lsa,
bunday matritsa birlik matritsa deb ataladi.

Matritsalar ustida chizigli amallar
Matritsalarni go'shish
Bir hil MX« o'Ilchamli a va b matritsalarning yig'indisi deb, huddi shunday o'lchamli <
matritsaga aytiladiki, bu matritsaning har bir elementi a va b matritsalarning mos
elementlarining yig'indisidan iborat bo'ladi:
dj=a]+b~i=17m, j =In
A=ft .3 > M BJ~' 4 o -i
Misol. 4 2 va v2 -2 5 7) matritsalarning yig'indisini toping.
Yeehish; Berilgan matritsalarning bir xil joyda turgan elementlarini qo'shib, S=A +V
matritsa elementlarini hisoblaymiz.
cn=fl[][+JM=2-1 =1 cn=-3+4 =1 d3=1+0=1; ch=1-1=F,
g, =0+2=2; (2=4-2=2; (@=-2+5=3; ¢4=8+7=15
adai11 o0
2 2 3 15

A+B-
Shunday qilib, S=

Matritsani songa ko'paytirish
Matritsani songa ko'paytirish deb, o'Ichami berilgan matritsa o'Ichamiga teng bo'lgan, har
bir elementi berilgan matritsa elementini berilgan songa ko'paytirishdan hosil bo'lgan
matritsaga aytiladi.
MisoL Agar a=\2 3 1B=\4 3 2 | bo'lsa, SA-2V matritsani toping.
1-1 0 -2/ 1-3 1 ml
Yeehish;



Shunday gilib, 5A - 2V = 2t
1 -2
Matritsalami ko'paytirish

O'lchami m xp bo'lgan a matritsa va ulchami pxn bo'lgan b matritsalarning
ko'paytmasi deb o'lchami mxn bo'lgan shunday ¢ matritsaga aytiladiki, uning har birelementi
C# quyidagi formula bilan aniqlanadi:

3
ai=

Shunday qilib, ctj element a matritsaning i - chi satrini B matritsaning unga mos j - chi
ustuniga ko'paytmasining yig'indisidan iborat ekan.

Matritsalami ko'paytirish amali kommutativ emas, ya'ni A B* BA. Hagigatdan ham, AB
ko'paytma mavjud bo'lsa, o'lchamlari to'g'ri kelmasligi sababli ba ko'paytma umuman mavjud
bo'Imasligi mumkin. Agar ab va ba lar mavjud bo'lsa ham, ularning o'lchamlari har hil bo'lishi
mumkin.

Bir hil o'lchamli kvadrat matritsalar uchun ab va ba ko'paytmalar mavjud va ular bir hil
o'lchamga ega bo'ladi, ammo umuman olganda mos elementlari teng bo'Imaydi.

Misol. Quyidagi matritsalami bir-biriga ko'paytirish mumkinmi yoki yd'gmi? Shuni
aniglang. Agar ko'paytma mavjud bo'lsa, uni hisoblang.

"0 34
A= 4 -2 b ¥
J LK

Yechish: A va b matritsalarning o'lchamlarini taqqoslaymiz. ~[3*2], #[2x2]- Bundan «=/,
m *k, shuning uchun ab[3x2] mavjud, ko'paytma BA esa mavjud emas.

ab ko'paytma elementlarini topamiz:

(ab)ll =05 +37=21;(ab)12=0+6+38=24; (ab)21 =4-5- 2- 7=6;
(ab)22 =4 -6-2-8=8;(ab)31=1+5-1 «7=-2; (ab)32=1m6-1 +8=-2.

21 24
Shunday qilib, ab = § y ba mavjud emas.
-2
2 -2 10 ) .
Misol. Agar A = bo'lsa, ab va ba nitoping.
-3 1 -1 1

Yechish: matritsalami ko'paytirish mumkinmi yoki yo'qgligini bilish uchun ularning
o'lchamlarini aniglaymiz.

A[2x4], B[4x2]. Bundan n =1=4, m = k = 2, shuning uchun AV va VA matritsalar mavjud,
hamda AV[2x2], BA[4x4].
S = AV matritsaning elementlarini hisoblash uchun A matritsaning satr elementlarini unga

mos bulgan V matritsaning ustun elementlariga ko'paytiriladi.
Sl =22+ (-2K-1)+11 +0-2=9



(A ning birinchi satr elementlarining V ning birinchi ustun elementlariga kupaytmasining
yig'indisi; hisoblanayotgan elementning birinchi indeksi A matritsaning satrini, ikkinchi indeksi
esa V matritsa ustunini bildiradi).

sl2=2m+(-2) 0+1 | +0-4=5;
s21=-3 e3+1e(-1)+(-1)e1+12=-9;
$22=-3-2+10 +(-1_e1+1+4=-3

9 5

-9 -3)

D = BA matritsa elementlarini hisoblayotganda V ning satr elementlari A ning ustun

elementlariga ko'paytiriladi.
dI=3¢2+2¢(-3)=0;dl2=3¢(-2)+2ml=-4;dI3 =3¢1+2(-1)=1;
dl4=3-0+21 =2;d21 =-1+2+0¢(-3)=-2;d22 =-1 m(-2) +0 «1=2;
d23=-11 +0- (-1)=-1;d24=-10+01=0;d31 =12+1 «(-3) =-1;
d32 =1m(-2) +1e1=-1;d33=1¢1+1¢(-1)=0;d34=1m0+11=1;
d41 =22+4+(-3)=-8;d42=2m(-2) +4m1=0;d43 =21+ 4 +(-1) =-2;
d44=2-0+4-1=4.

(o -4 1 2

Shunday gilib, D_g, . "2 2 -10.

-1-10 1

-8 o0 -2 4,

Transponirlangan matritsa deb, ularning joylanishlari saglangan holda satr va ustunlarini
almashtirishdan hosil bo'lgan matritsaga aytiladi. Natijada A matritsaga nisbatan

Shunday qilib, C = AB =1

transponirlangan A’ matritsa hosil bo'ladi, uning elementlari "matritsa elementlari bilan
quyidagi munosabatda bog'lanadi: [ ]
a'ij = aji.

Determinantlar
likinchi tartibli determinant deb, ikkinchi tartibli kvadrat matritsa elementlari yordamida
aniglanuvchi quyidagi songa aytiladi.
Q. a.-

A= a ~a\a2 aVa2l

Determinantning bosh diagonalida joylashgan elementlar ko'paytmasidan, yordamchi
diagonalda joylashgan elementlar ko'paytmasi ayiriladi.
1

. -3
Misol. g g SlBS(=8r1s=2

Uchinchi tartibli determinant deb, uchinchi tartibli kvadrat matritsa elementlari
yordamida quyidagicha aniglanuvchi songa aytiladi.
"2
4=21 @ “B
q <2
+ai2aZal- aiS2ag-°12a21°M~aiP2Pir
Bu formulani eslab qolish uchun uchburchaklar qoidasidan foydalanish mumkin. U
quyidagilardan iborat: ko'paytmasi determinantga «+» belgisi bilan kiruvchi elementlar
quyidagicha joylashadi:



Bosh diagonalga simmetrik bo'lgan ikkta uchburchak hosil qiliriadi. Ko'paytmasi
determinantga «-» belgisi bilan kiruvchi elementlar ham, huddi shu kabi, yordamchi diagonalga

nisbatan joylashadi.

Misol. Determinantni hisoblang.

2 -3 5
A=1 0 -4
2 1 -1

Yechish: B-chi tartibli determinantni uning qoidasidan foydalanib hisoblaymiz.
0=20(1) +(3) (42+511 2054A(4h2—-(-) 1 (3=
=0+24+5-0+8-3 =34.

Determinantlarning asosiy xossalarini berishdan oldin transponirlangan
tushunchasining ta'rifini keltiramiz.

Determinantlarning asosiy xossalari
1. Transponirlash natijasida determinant o'’zgarmaydi, ya'ni

all 8l an o«
all a2 =3k o @
«Bl «3R2 B «13 «23 O3,

matritsa

2. Determinantning satr(yoki ustun) elementlari biror songa ko'paytirilsa,

determinantning giymati shu songa ko'paytiriladi, ya'ni

Ka,r kau au 12 as
«21 «22 «23 = «21  «22  «23
a b\ «32 «33 «31 «32 «33
3. Nolli satr(yoki ustun)ga ega bo'lgan determinant nolgateng
d @ B
0 0 0=0
QA R B
4. Ikkita bir hil satr(yoki ustun)ga ega bo'lgan determinant nolga teng
«il «l2 «13
«h «12  «13 T °
«31 «32 «33

5. Ikkita satr(yoki ustun)i o'zaro proporsional bo'lgan determinant nolga teng

aX 12 A
kall kg2 k(\v= 0.

ag a
6. Determinantda ikkita satr(yoki ustun)i o'zaro almashtirilsa, uning giymati (-l)ga
ko'paytiriladi.
«21 «22 «23 «n «12 «13

«1l «12  «13 =4 «21  «22  «23

«31 «32 «33 «31 «32 «33



6,+c, b2+ c2 b3 + c3 A b2 b3 c, c2
a2\ a22 «23 = «21 «22 «3 * o« «22 «23

A31 as2 ass «31  «32  «33 «31  «32  «33
8. Determinantning biror satr(yoki ustun) elementlarini biror songa ko'paytirib, ikkinchi
satr(yoki ustun)ning mos elementlariga gqo'shilsa, determinantning giymati o'zgarmaydi.

0.1+ ka2l an + ka22 5,3+ k&i3 «11 «12 «13
ol «22 a23 = «21  «22  «23
«31 <*32 «33 «31  «32  «33

Chizigli tenglamalar sistemasiga tabiiy yoridoshish uchun quyidagi sport
mashg'ulotidagi o'lchash natijalari masalasini ko'raylik: Kurashchilarning tezkorlk sifatini
rivojlantirish mashqgni bajarish uchun sherikni 20 marta tashlashda tezkorlik va kuch sifatlari
uchun 30 sek vaqt ajratdi. Tezkorlik va kuch sifatlarini rivojlantirishda kutiladigan natijalar mos
ravishda 2,5t va 4.

Har bir mashqgni bajarish uchun SO sek, tezkorlikga 15 sek. Barcha sifatlar uchun
foydalaniiladigan variant yechimi topilsin.

Yechish: x va u orqali tezkorlik va kuchning umumiy xajmini belgilab olamiz. Mashqgni
bajarish uchun taksimlash tenglamalarini tuzamiz:

N5 +4 =20 [8* +5.y = 8000
— w30+—15=300" | 12 H53=000
25 4

Bu tenglamalar sistemasini yechishdan avval chizigli tenglamalar sistemasini Kramer usuli
yordamida yechish usulini ko'raylik. Ikki noma'lumli ikkita tengamalar sistemasi berilgan bo'lsin.

\a ,x + b,y = ¢, ai
n 1 1 1 =>A = = axb2 — a2bx7*o0;
\a 2x + b2y = c2 a 2 1)2
A= = clb2 "C2\ —
A AL
x = 1 vy = —
A A
Chizigli tenglamalar sistemasini determinantlar yordamida bunday yechish usuli Kramer

usuli deyiladi.
Endi yuqorida ko'rilgan masalani Kramer usulida yechamiz:

= 120-560 =-440*0;
112

A, = -330000; = 176000:
X:.330000:750;y: 176000 _ 4QQ
—440 -440

Mavzuga doir misol va masalalar
Berilgan matritsalar ustida talab gilingan amallani bajaring.
17 5 ‘32"
A= B= 2A-B=?
2 -4 4 1



0 3 2
2. A= B= 3A-2B=7?
-1 4 01
"7 0" n2 1 Vis
3. 3 13 -1 4 -5
-1 2 (e] 3 1
-3
4.C=(123), & 2 C*F=?
2
2 1 -1 "1 1"
5A=0 1 0 ,B=0 1 A*B=?
0O 0 -1 1 0
1 -1 2 "3 4 T
6. A= 2 34 =0 2 5 A*B=?
-4 51 1 -1 4
'3 2
7.A= JA2 =?
1 4.
1
8. A= 3 E-birlik matritsa 2A2+3A+5E ;
1
2 0
4 i 3
9. A= 1 3 ,C A*B-C2=?
0 o
0 5
T
10. A= ,B= 2 ,C=(2 05), E birlik matritsa A*B*C-3E=?
1
C Q

' 2 0 n —J 1 o
11. A= -2 3 2 8= 0 2 1 A*B=?

va 1 5 ag 13

-3 5 6
12. -4 2 5 =7
-5y 3 2
-1 3 a 8
-2 4 5 7
13.
- 3 4
-1 2 1
-3 2
-4 -5
14.
-3 -2

-6 -1



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

o N BN

N b~ 0w

2
2A+5B="7
1 -2
1 2 4
2 3-2 A+B=?
-10 1;
T
c= 2 A*C=?
1 T
=2 3 A*F=?
1 o,
5
A2-A*B+2BA="?
-1
-1 3
3 5 2 A*B=?
VAREIN
2 1 O\
B=1 -1 2 A*B=?B*A="?
3 2 1
A2+A+E=?
-28 93
A*B*C=?
38 -126
-10 -9 7
-2 3A+
1 5 8 =?
4 J
4-1 -3 g,
'3 2 54
4 -1 3
9 6 5
93 7 3
2 v
‘2 2 2 2 n
-1 -5 3 1 -
16 24 8 -8
CR:] 16 0 -16



2

30. A= B= 1 A+B matritsani toping.

0 1 2+0 4+2 1+1 2 6
A+B =

1 2 -1 +1 0+1 2+2 o 1 4

-12 4 . . .
31. A= B= A.B matritsani toping.
7 2
AB = "7 -12 ‘26 45" '7.26+(-12).15 7.45+(-12).26" 2 3'
' -4 7 15 26 -4.26 +7.15 -4.45 +7.26 12

Mavzuga oid testlar to'plami
1. Matritsa mazmuni gayerda to'g’ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi;
B) sonlar ko'paytmasi;
C) sonlar to'plami;
D) sonlar jadvali;
E) sorflar birlashmasi.

-10 5)
matritsaning tartibini aniglang.
.2 13)

A) 2x2; B) 2x3; C) 3x2; D) 3x3; E) 2x3=6.

3. Elementlari aybo'lgan matritsa gachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha a,yelementlarning yig'indisi nolga teng bo'lsa;

B) Barcha ayelementlari nolga teng bo'lsa;

C) Barcha ayelementlarning ko'paytmasi nolga teng bo'lsa;

D) Biror satridagi barcha o.yelementlar nolga teng bo'lsa;

E) Biror ustundagi barcha o.yelementlar nolga teng bo'lsa.

4. Quyidagi matritsalarning gaysi biri nol matritsa bo'Imaydi?

0 O
A) B)(0 0 o); ©) D)

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.

5. Elementlari aybo'lgan kvadrat matritsa qachon birlik matritsa deyiladi?
A) Barcha o,yelementlar birga teng bo'lsa;

B) o/,=1 va 0y=0 (i*j) bo'lsa;

C) Barcha an diagonal elementlar birga teng bo'lsa;

D) Biror satrdagi barcha o,yelementlar birga teng bo'lsa;

E) Biror ustundagi barcha o.yelementlar birga teng bo'lsa.



6. Birlik matritsani ko'rsating.
1 O ri° 1 @a 1> "0 14 ‘0 01
o) ; B) ie)

A) ) ;0)
1° 0O, lo il 1 h J 0; 0 K

7. Birlik matritsani ko'rsating.

fl 1
A) %
J 1y
(I 1 n
B)
0 0,
'0 0 oN
@]
1
(1 0 oN
D)
0 1 o,

E) bu yerda birl

8. Qaysi shartda Armyva Bpgmatritsalarni ko'paytirish mumkin?
A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q; E) mg=np.
9. Quyidagi Ava B matritsalar ustida ganday amallar bajarish mumkin?
A= a\\  «12 «13 5 = y
Y«21 «22 «23, 4721 n22;
A)A-B; B)AB; C)B-A; D) B-A ; E) A+B.

Mustaqil ish topshiriglari

1. A va B matritsalar bo'yicha (n+2)A, (I-n)B, A+B, A-B va nA+(n-3)B matritsalarni
toping:
n 1— n+1 2n n+3 n—2
A= B =
van +1 n 2n -1 n+1 wn-4 1-2u

2. Berilgan A va B matritsalar bo'yicha A B va BA matritsalarni toping hamda A B=B A
yoki A B*B A ekanligini aniglang:
n W+ | n-r '3 2 1 N
A= 1 2 3 5= 2n 2n+| n

2w 2n-3 un+ 5 n-\ n n+
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CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMANI MATRITSA YORDAMIDA YECHISH

Amaliy mashg'ulot maqgsadi. Talabalarga chizigli tenglamalar sistemasini matritsa
yordamida yechishni bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Bizga uchta noma'lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin.
fanx, +alx2+ alx3= bt
Na2lx, +a2x2+a,,x3=Dh2
[a3lx, + a3 2+ aBx3=e3

Bu sistemaning yechimini topish uchun bir necha usullar mavjud, bu usulllarni alohida
alohida garaymiz.

1-usul (Kramer goidasi).
Aytaylik, berilgan sistemaning asosiy determinanti noldan farqli bo'lsin, ya'ni

a\ a\s
A —a21 a7l a23 %0

a 3x abl as3
Bu holda uning golgan uchta yordamchi determinantlarini topamiz. Buning uchun asosiy

determinantdagi ustun elementlarini navbatma - navbat ozod hadlar bilan almashtirib uchta
sistemaning yordamchi determinatlarini tuzish mumkin.

2.013 a\1M1281
A2M224023 d 2i<>2 I = A2 1M 2272
cz3 ~ a 3 3

a 3xa 3273
Endi berilgan sistemaning yechimini ya'ni ildizlarini:

AX, A

— X N
Xp= gl A 3
tengliklar orgali topish mumkin.
Masalan:
=-10-1-12 +5+6+4=-8 *0.

-15+1-12+5+9-4 =-16"0,

=2+1+9+1—-6-—-3=0,



2-usul (Matritsalar yordamida).
Yuqoridagi tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida quyidagicha yozish mumkin:
N / \

‘an an s 1 \Y
A= @1 22«23 2 X T 4, B= .,
~a 51 «32 a 33y *3 . «3,
Demak AX=B yoki
a2

B
Agarbundan Xnitopsak, X =Z=A_1B.
Sistemani matritsalar yordamida yechish uchun sistema matritsasiga teskari bo'lgan

matritsani topish talab etiladi.
A matritsaga teskari bo'lgan matritsa
fAn A, Ax

A A A
A:A\z Al

A A

As

<A

ko'rinishda topiladi.
Bu erda Ay lar a, elementlarning algebraik to'ldiruvchilari, berilgan matritsa

determinantidir. Endi matritsani matritsaga ko'paytirish amalidan foydalanib, berilgan

sistemasini yechimini topish mumkin.

Masalan:
(2x-4y +z2=3
Ix-5y +3z=-1
[x-y +z=1
-4 1
det A- -5 3=—10—12—1+5+4+6=-8
101

-5 3
An =(DIHMu =(-1)2  =-5+3=2

-4 1
AZ=(1)2dM 2=(-1)3 =-(4+1)=3



AG = ()3UME= ()4 T =245 =7
=(- =(- =- +5 =.
- (ha
13
A2 = (<) 12M 2= (-1): =(1-3) =2
AR= (1)22M2= (1)4 - -2 1-1
= (1)2eMe2= (14 - 2-1=
21
AD=(-32M 3= (-1)5 13 =-(6-1) =-5

AB=(-y13M 13= (-1)4 if =.145=4

2 -4
AB=(N28M 23=(1) | =o(2+4) =2

Chizigli tenglama deb,
a+ a x2+.+a,xn=h,

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda a, va b - sonlar, Xr noma'lumlar. Shunday
qilib, chizigli tenglamaning chap tomonida no'malumlarning chizigli kombinatsiyasi, o'ng
tomonida esa son turadi.

Agar b=0 bo'lsa, chizigli tenglama bir jinsli, aks holda, ya'ni b*0 bo'sa, bir jinsli
bo'Imagan tenglama deyiladi.

Chizigli tenglamalar tizimi deb quyidagi ko'rinishdagi tizimga aytiladi:

‘ivim21in
a2, x,+a2x2+...+a2;c,=62 1

a,,X,+an X, +...+ax=>h

bu yerda a# b,- sonlar, jc,- noma'lumlar, n - noma'lumlar soni, m - tenglamalar soni
(i= y=1Ln).

Chizigli tenglamalar tizimining yechimi deb shunday ...sonlarga aytiladiki, bu
sonlarni noma'lumlar o'rniga go'yilganda, tizimning har bir tenglamasi o'rinli tenglikka aylanadi.

Agar chizigli tenglamalar tizimi hech bo'lmaganda bitta yechimga ega bo'lsa birgalikda
bo'lgan, aks holda, ya'ni yechimga ega bo'lmasa, birgalikda bo'Imagan tenglamalar tizimi
deyiladi.

Shuningdek, agar birgalikda bo'lgan tenglamalar tizimi yagona yechimga ega bo'lsa
aniglangan, bittadan ko'p yechimga ega bo'lsa, aniglanmagan tenglamalar tizimi deb yuritiladi.

1. Gauss usuli

Faraz gilaylik (1) tizimda au* 0 bo'lsin (bunga tenglamalar o'rnini almashtirish
yordamida doimo erishish mumkin). Birinchi tenglamani har ikkala tomonini avval auga
bo'lamiz, so'ngra anga ko'paytiramiz, bu yerda i-navbatdagi tenglama tartibi.

Hosil bo'lgan tenglamalarni tizimning qolgan har bir mos tenglamasidan ayiramiz.
Ma'lumki, hosil bo'lgan yangi tenglamalar tizimi berilgan tenglamalar tizimiga teng kuchlidir.
Hosil bo'lgan yangi tizimda birinchi tenglamadan boshga barcha tenglamalarda ~ =0 bo'ladi,
ya'ni tizim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:



Agar yangi hosil bo'lgan tenglamalar tizimida x,ning oldidagi koffitsiyentlar hammasi
nolga teng bo'Imasa shu asnoda X2ni ham yo'gotish mumkin.

Bu jarayonni tizimdagi barcha noma'lumlar uchun davom ettirib, berilgan tenglamalar
tizimini quyidagi uchburchak shakliga keltirish mumkin:

xl+alx2+...+atlx, =b,
@)

X, —
Bu yerda va 6, belgilar biian almashtirishlar natijasida hosil bo'lgan sonli
koeffitsiyentlar va ozod xadlar belgilangan. (2) tizimning oxirgi tenglamasidan Xnni topamiz.

So'ngra ketma-ket o'rniga gqo'yish yordamida golgan noma'lumlarni topamiz.
Misol. Tenglamalar tizimini Gauss usulida yeching:

f3x-y +2z2=9
< X+4y+z=4
(2x-3y+3z=U

Yechish: Gauss usuli berilgan tenglamalar tizimidagi noma'lumlarni ketma-ket
yo'qotishdan iboratdir. Bu usulni go'liash oson bo'lishi uchun 1-chi va 2-chi tenglamalarning
o'mini almashtiramiz.

+4y+z=4
X-y+2z=9 m
2x-3y+3z=1

Endi 2-chi va 3-chi tenglamalardan x ni yo'gotamiz. Buning uchun birinchi tenglamani 3 ga
ko'paytirib, ikkinchi tenglamadan, 2 ga ko'paytirib, 3-chi tenglamadan ayiramiz va quyidagiga
ega bo'lamiz:

+4y+z=4
Jy—=2==3-

-lly +z=3

2-chi tenglamaga 3-chi tenglamani qo'shib, 3-chi tenglamadan z ni yo'qotamiz:
Y+4r+z2=4
-13j/-z.= -3-

—24y —0
Oxirgi tenglamadan y =0 ekanligi keliﬁ) mm% L@.blgiymatni 2-chi tenglamaga qo'yib z ni

aniqlayigiz Jﬁﬁi\%@%&iﬁatérﬁ’gllﬂﬁ@lh@”%rﬁﬁ%ﬂg VEIRRAMIRidanBchiziddi tenglamalar tizimini
qarayfm‘:unday qilib, x=1,u=0,z=



anxl +alxl1+...+aXxn=b,
a2xt+a2x2+... +adixn=h2

a,,X. +a,,X, +...+aXx,,

koeffitsiyentlardan iborat A determinatni asosiy

Elementlari noma'lumlar oldidagi

determinant deb ataymiz.
au o n >

A= @2l 2 om > (4)

«l «2 m «M

determinantda Xj noma'lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan
hadlardan iborat ustun bilan almashtirishdan hosil bo'lgan determinantni Ax bilan belgilaymiz.

tuzilgan ustunni ozod

U holda:Agar A*0 bo'lsa, (3) tizim quyidagi formulalar bilan aniglanuvchi yagona
A. A. AN
A Y AT " LA

Agar A=Al =0 bo'lsa, tizim cheksiz ko'p yechimga ega.

Agar A= 0, va Ax lardan hech bo'lmaganda bittasi noldan fargli bo'lsa, tizim yechimga

ega emas.
Misol. Tenglamalartizimini Kramer usulida yeching:
AX-y+z2=2
x+y-2:=1
2x+3y-4z2 =6
Yechish: Asosiy determinantni hisoblaymiz:
4-1 1
A=1 1 =9+0,
2 3

demak, tenglamalar tizimi yagona yechimga ega.
Ax, Au i Az - larni topamiz.

2 1 1 4 2 1 4 -1 2
A=1 1 -2=9 A,=11-2=3 A=1 1 1=18
6 3 -4 2 6-4 2 3
Bundan
X=A'=—9=], v:é =— =4, A;=" =H =2
A 9 A 9 - A 9

Chizigli tenglamalar tizimini teskari matritsa yordamida yechish

3.
Chizigli tenglamalar tizimi (3)-ni qaraylik va quyidagicha belgilashlar kiritaylik:
au €2 - «,,
a, a, .. am . .
tizimning matritsasi,

A=

a,2



noma'lumlar ustuni,

\ wn/

(b,

ozod hadlar ustuni. U holda (3) tizimni matritsaviy tenglama ko'rinishida

\b.j
quyidagicha yozish mumkin:
AX =V. (5)
Faraz gilaylik® - xosmas matritsa bo'lsin, u holda unga teskari A~ matritsa mavjud
bo'ladi. (5) tenglamaning har ikki tomonini A" ga chapdan ko'paytiraylik.
A~"AX=jT'B.
Ma'lumki A~'A=E, u holda EX = A~'B, EX=X ekanligidan x =a~b.
Shunday qilib, (5) - matritsaviy tenglamaning yechimi, A matritsaga teskari matritsaning
(3) tizimning ozod hadlaridan iborat ustun matritsa ko'paytmasiga teng ekan.
Misol. Tenglamalar tizimini teskari matritsa yordamida yeching.
f x-3y+z=1
9§ 2X+y-2=6
[5x-4y-7z =4
Yechish: Tizimning matritsasini tuzamiz.
"1 -3 1
A= 2 1 -1
_4 =7
OA =-51* 0, demak, tenglamalar tizimi yagona yechimga ega.
A -l matritsani topamiz:
4,=-11 4,=-25 AI=2

AI=9 An="12 A2=3

4,=-13 A3=-11 n,=7

M | -25 2
U holda f-i L 9 .12 3
51
-13 <11 7
Y iid] [P : R .
B=6, x=vVy ekanligini e'tiborga olsak, berilgan tenglamalar tizimi yechimi X = A-
A
IV bo'lgan AX =V matritsaviy tenglamaga aylanadi.
Shunday qilib,
11 -25 Zf -11-150+8 r-1s\ '3
xm-1, 9 12 378 1 o7p SIL 1

S Al gy T a366+B Tisg 1
yaniX=3,u=12z=1

Mavzuga doir misol va masalalar
Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer va matritsa usulida yeching.



11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

2% + 2j2=2

—X, + 2*2—2*3=3

2X, —2*2+3x3=0

2%, +2x3=—1

5%, —2%*2+ 5*%3 =2

2% +2%2+5%3 =0

5%, +2*2 —2*3 =0

3%, —3*2—*3=1

2%, + 4%2 —*3 = —1

3* +12%2 —5%3 = 1

3%, +5%2 —2%3=1

—*, +2*2—+3=1
10*, —*2+3*3 = —1

8*[+ 7*2 +2*3 =0

6*[ + 6*2+ 2%3 = 2
6*, +12*2 + 7*3 = 3
—3*, —5*2+* =2
2%, + 4%2+ 2*3 = —1
3%, + 42+ 7*3=1
5*[ + 7*2 + 12*3 = 0
2%, —3*2 +*3 =2
—4%, +6*2+2*3 =5
3%, —4*)_*3=_
2%, —3*2-2*3 =2
— 3% +2%2 —4*3 =1
—7*, +6*2 —10*3 = 1
—4*, +5%2—-6*3=0
5% +*23*3=1
2%, +5%2 —*3=0
—3*[+ 2%2+ 2%, = -1
2%, —3*%2+ 3*3=0

3%, +5*2+2*3=1

¥ %2+ 6%3 = —1
* —3%2 +3%*3 = 1
5% +2*2+ 12*3=0
3| + 20*2 + 4*3 = 2

’5*, - 2%2-+3=0
%, 2 —*3=-1
-

2%, —4*2 —8*3 = 1
5%, - 2*2 + *3=2
2%, —2 +*3 = —1
-
1B*, —8*2 + 4%*3 = 0
2%, —2%2+ 5%3 = 2
2%, + 32+ 6%3 = —1

| 10%, +12*2—4*3 = 2
-
5%, +3%2 - 2+3 = -1

2%, +%2 3= 0

3%, —2+2 —3x, = 2
7% —3*2+ 2% = 1

10. §*, —8*2 +*3=1
[6% —6%2 + 2*3 = —1
—*, 4+ 7% 24 5% =1
2%, + 42+ 33 =1
5%, - 32 - 2%, =0
6%, + 4%2 —2*3 =1
4%, +3%2 + 2%3 = 0

—2%, —*2 + 5%*3 = —1
16, &2+ 4*3 =1
8%, —3=1
- 4%, +32-3%3=1
f2*, +3*3 =0
18. <—*, + 5*2 + 2*3 = =2
[3*] +*2 + 5*3 =1
=3% +2*2 +5%3 =0
— 2%, +10*2+ 4*3 = 2
2%, +2*2—-3*3=1
f—*, +2*2 +3*3 =1
22, -12*%, +3*2+ 4*3 =0
[*, —3*2 —5*3 = —1
2%, +*2 +3%3 =2
24, 6%, + 9*2 +*3=1
-3% + 22+ 5% =1



4x, —3x2+Ix3=—1 5X, —2x2+ 4x3=—3

13x, —2x3=—1 26. 2%, -3 x2+ 7x3=1
2X, + 2x2+ 3x3=0 8x, - bx2+ 1Ix, = 1
T+ 4x2+ OX, =1 3X, + 7x2+5x, = —1
L+ 2XT+ x3=-2 28. ¢ 4x, +3x2-X. 1
Xt+2x2+2x3=0 2X, + 92+ 3%, =0
QX +2xr +5x, =2 3X, +X2+5X3=0
29. 'j—5x, + 3X2+ 8x3= —1 5X[+ 4x2+9x3=0
-2X, —Xx2+ 3x, = —1 2X[+ 2x2 + 4x3= —1

Mavzuga oid testlar to plami
1. Quyidagi 1Al determinantning au va a32 elementlari yig'indisini toping:

1 -4 7
m=0 3 5
-2 6 3

A)5;,B) 2,07, D)- 6; E6.

2. Quyidagi IA| determinantning diagonal elementlari yig'indisini toping:

1 -4 7
IV o o 5
-2 6 -10
A) 14; B) 0; C) 20; D)-6; E) 4.
3. Quyidagi determinantni hisoblang:
5-2
3 4
A) 14; B)-26; C) 26; D)-14; E) 0.
4. Ushbu determinantni hisoblang:
3 -3
2 -2
A)0; B)-12; C) 12; D) 2; E) 3.
5. Quyidagi tenglamani yeching:
X-1
=0
2

A) x=7; B) x=-1; C) x=2; D) x=4; E) x=8

3 x+1
6. Tenglamani yeching: =1
X -21

A) Xi=4; x2=1 ; B) Xi=-2; x2=3 ; Q xi=I; x2= -1 ;



D) tenglama yechimga ega emas; E) tenglama cheksiz ko'p yechimga ega.

7. Ushbu determinantni hisoblang:

13 2

2 2 4

3 1 6
A) 1;B)0; C)-2; D)4; B 12.
8. Ushbu determinantni hisoblang:

-5 1 2

A) 0; B) 12; C) 10; D) -10; E) -12.

Mustagil ish topshiriglari

1. Il tartibli determinantni hisoblang:
2n+1 n+3
A, =
2 n-2 2«+3
2. llltartibli determinant qiymatini toping:

n n+1 n+2
A3 = 2« -1 n+3 n—4
3 -2 1

3. laplas teoremasi yordamida IV tartibli determinantni hisoblang:
n n+l n+2 n+3

3 2 1 0

«—1 n—2 n—3 «-4



VEKTORLARNI
QO'SHISH VA AYIRISH.
VEKTORLARNI SONGA
KO'PAYTIRISH



VEKTORLARNI QO'SHISH VA AYIRISH. VEKTORLARNI SONGA KO'PAYTIRiISH

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga Vektorlami qo'shish va ayirish. Vektorlarni
songa ko'paytirish bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

O'zlarining son giymati va yo'nalishi bilan aniglanadigan migdorlar vektorlar deb ataladi.

va MA@yj,zj nugtalar mos ravishda a vektorning boshi va oxiri bo'lsin. U holda a
vektorning koordinatalari quyidagicha aniglanadi.

a=MtM2=(x2-x xy2—yl,z2-z))

a vektorning uzunligiga teng bo'lgan son uning moduli deyiladi va quyidagicha
aniqglanadi.

H =V(*2- Xi)2+ (>2- ytf +(zi ~zi)2
Agar a vektor koordinata o'glari bilan mos ravishda a,P va y burchaklar hosil gilsa, u

holda cosa,cos/?va cos/, a vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi va quyidagicha
aniqlanadi:

Bu yerda: X="*,-xw=y2-y,,z =71-zX

Vektorning o'qga proyeksiyasi

a vektorning U o'gga proyeksiyasi, uning moduli va U o'q bilan tashkil gilgan burchagi @
orqali quyidagicha aniglanadi. nplta = |a|cos">
Ixtiyoriy a vektorning berilgan koordinatalar sistemasiga proyeksiyasini X,Y,Z orqgali

belgilaylik. U holda a=X,Y,Z va |[a= VX 1+ Y1+ Z21bo'ladi.
Mlsol. a=(6;3;-2) vektorning modulini toping.

Yechrsh: Modulnitopish formulasiga asosan

a="62+32+(—2)2="36+9+4="49=7

Misol. A(3;-1;2) va V(-1;2;1) nuqtalar berilgan. ab vektorning koordinatalarini toping.

Yechish: a» vektorning koordinatalarini topish uchun mos ravishda V nuqgtaning
koordinatalaridan A nuqtaning koordinatalarini ayiramiz.
AB = (—1—3;2——1);1-2) =M ;3;-1)

Misol. a = (12;—15,—16) vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini aniglang.

Yechish: a= 122+ (-15): +(-16)2 = -]\d4 + 225 + 256 = 25



Endi x=12; y=-15; z=-16 ekanligini e'tiborga olib yo'naltiruvchi kosinuslarni aniglaymiz.

12. 1! .
coscc=— 'cosp = ——————5—: ,:‘)f axY= ———}9
25 25 5 25

Vektorlar ustida amallar
Vektorlarni go'shish va ayirish

Agar a va b vektorlar koordinatalari berilgan bo'lsa, ya'ni a=(xlyl,zl) va b= (x2,y1,z1)
u holda
a+b=(X, +x2jy, +y2,z,+22)
a—1=(X,—x2;yl-y2;z1-22)

Vektorlarni songa ko'paytirish

Agar a=(xly,,zI) bo'lsa, u holda har ganday a son uchun quyidagi formula o'rinli

aa = (Dwvayl,azl).

Vektorlarning kolleniarlik sharti, Bir to'g'ri chiziqda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kolleniar vektorlar deb ataladi.

a=(xlyl,zl) va b=(x2y2z2) vektorlarning kolleniarlik sharti gmyidagicha bo'ladi:

h.=h.r*h.
X W\ zi
Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish. i, j, Kk uchlik vektorlar bazis

koordinatalari deyiladi, agar quyidagi uchta shart bajarilsa,
1) i vektor OX o'gida, j vektor OYo'gida, k vektor OZ o'gida yotadi.
2) har bir i, j , k vektorlar o'z o'glarida musbat tomonga yo'nalgan bo'ladi.

3) i, j, k vektorlar, birlik vektorlar, ya'ni p|_ 1; p|=1, y=1

a vektor ganday bo'lishidan gat'iy nazar uni har doim !, J, k bazislar bo'yicha yoyish
mumkin, ya'ni a = X,i+y j +2X

Bu yerda x,y,z, - a vektorning koordinatalari.

IVlisol. a =i+3j—k va b=2i+J+4k vektorlar beriigan 2a+3i vektorlar yig'indisini
toping.

Yechish: a koordinatalari , a = (I;3;-2) xuddi shuningdek £=(2;1;4). Endi 2a va 3b
vektorlarni aniglaymiz.
2a=(2; 6; -2); 36 =(6; 3; 12)
Demak, 2a +3£ =(2+6; 6+3; -2+12) =(8; 9; 10).

IVlisol, a vektorni P = =(2,2,-1) vg r =(3,7,-7) vel<tor[ar bo'yicha
yoying.



Yechish: a vektorni P’l va r vektorlar bo'yicha yoyish, a vektorni chizigli kombinatsiya
ko'rinishida ifodalash demakdir.

a=ctp+c2q+c,r

bu yerda c¢',c2va - topilishi kerak bo'lgan sonlar.
Koordinata ko'rinishida bu quyidagicha bo'ladi.
4/+2]+0 k=(c, +22+33/+(-c, +lc2+7cI) j+(2c, - €2- 7c,)A
Natijada quyidagi tenglamalar tizimini hosil gilamiz.
C,+2c2+3c3=4
- C,+2c2+ 7c3=2
2c,—c2-7¢3=0

Buni yechib, ¢, =3;c2= —;e3= lekanligini topamiz. Demak, a =3p-q +r .
Misol. a = (6;—2;—3) vektorning birlik vektorini toping.

Yechish: Birlik vektorni quyidagicha yozish mumkin.
a0= ;cosar+j cosf +kcosy
cosor, cosl? jcosy larni topamiz

cosor= »U; cos/?z—aﬁ/rl' cos/ :—a'o_'rl

|a] = V(62+ (~2f +(-3)2= -v49 =7
Bundan cosa=6/7; cos/?=-2/7; cos™=-3/7.
Demak, g = (6—;—2 ;—3).
7T 7 7
Vektorlarni qo'shish va ayirish

Agar A, B, Cixtiyoriy nuqgtalar bo'lsa, u holda AB + BC = AC bo'ladi.

Vektorlarini go'shish:

1-usul. Uchburchak usuli (yohud uch nuqta qoidasi), Birinchi vektorning tugash nugtasiga
ikkinchi vektorning boshlang'ich nuqtasi ko'chiramiz va birinchi vektorning boshi bilan ikkinchi

vektorning tugash nugqtalarini to'g'ri chizig bilan tutashtiramiz. Hosil bo'lgan vektor ® teng
bo'ladi.
2-usu!. Parallelogramm usuli. Ikkala vektorning boshlarini bir nugtadan o'tkazib ularni
parallel chiziglar yordamida parallelogrammgacha to'ldirsak, shu parallelogramning diagonali
4 -+
a va o vektorlariningyig'indisi bo'ladi.
-4 -
a va b vektorlarning ayirmasi deb, shunday C vektorga aytiladiki, uning & vektor
) >
bilan yig'indisi ° vektorni beradi: & —
Songa ko'paytirish:

b (x;y; 2) vektorning Asonga ko'paytmasi deb b (Ax; Ay; Az)ga aytiladi.



Skalar ko'paytma:

Nol bo'Imagan ikkita « va 6 vektorning skalar ko'paytmasi deb, bu vektorlar
uzunliklarining ular orasidagi burchak kosinusiga ko'paytmasiga aytiladi:

,a ~ ~ N CO bunda §)- a va " vektorlar orasidagi burchak.

ABC uchburchak medianalari kesishgan 0(x,y,z) nuqta koordinatasi:
Zj+ _ + «3 y = VI+V2+V3 Zl +2722+_273

* =

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Berilgan a = (2; —L —2) va b = (8;-4; 0) vektorlar bo'yicha quyidagilarni toping:
a)c=2avad=b-a; b)cvad vektorlarninguzunliklarini;

c) d vektorning skalyar kvadratini;

d) (c, d) vektorlarning skalyar ko'paytmasini

e) ¢ va d vektorlar orasidagi burchakni

2. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chizigli

kombinasiyasi ¢ vektor koordinatalarini va uzunligini a va A vektorlarning skalyar
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniglang:

3. a- (2;i; -1) vektorga kolleniar va (a,b) = 3 shartni ganoatlantiruvchi b vektorni
toping.

4. a = (5; 2; 5) vektorning A = (2;—L 2) vektor o'gidagi proyeksiyasini toping.

5. Agar a+2b va 5a-46 vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa, a va b birlik vektorlar
orasidagi burchakni toping.

6. Quyidagi b =(8; -3; -10; 10) vektorni

a, = (L0;4;3 a2=(-2;3;14> a, =(l; L,-4; 5

ad= (I;—2; 0; 3)vektorlar sistemasining chizigli kombinatsiyasi ko'rinishida yoyish
mumkin yoki yo'qgligini tekshiring.

7.a=(5; 1, -2) va b = (1; 5; -2) vektorlar berilgan. 3a-b vektorning

a) 3a-b vektorning koordinata o'glarida hosil gilgan proeksiyalarini;

b) uzunligini;

¢) yo'naltiruvchi kosinuslafini toping.

8. Quyidagi a va i vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chizigli

kombinasiyasi ¢ vektor koordinatalarini va uzunligini a va b vektorlarning skalyar
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniglang:

a)a=(0,0,-1,1), b=(1,1,1,1) c=2a+bh.
b) a=(1,2,3), b=(-532), c="ia+3b.
9. a=2m+4n va b=m-n vektorlar berilgan, bu yerda mvan birlik vektorlar, ular

orasidagi burchak 120‘. a va b vektorlar orasidagi burchakni toping.



10. Tekisiikda uchta a,b,c vektorlar berilgan. Ma'lumki =2, [F1=3, |d=3 (ab)=60°,

(fec)=60°, d = -a +i>-c vektorning uzunligini toping.
11. a va p ningganday giymatlarida a =—2i+3j+J3k vab=ai~ 6] +2k vektorlar

a) kolleniar, b) ortogonal.

12. OA vektor OX, OY va OZ o'glari bilan mos ravishda —, y , ~ burchaklar hosil giladi.

Agar s(2; 2;-242) bo'lsa, OA va OB vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang.

13. Uchta a(2;-2), b(2;-1), c(2; 4) vektorlar berilgan. p =2a-b+c vektorning
koordinatalarini toping hamda ava b vektorlar bo'yicha yoying.

14. To'rtta vektor berilgan:

a=(2;1;0), b-(r—12), c=(2;2;-1), =@ 7,-7). a vektorni b,c,d
vektorlar bo 'yicha yoying.

15. a =2i+3]j-6 k vektorning uzunligini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

16. m ning ganday giymatlarida a =mi—3j+2k va b= i+2j-m kvektorlar o'zaro

perpendikulyar bo'ladi.
17. a= i+]j + 2k vektorning b= i- j + Akvektor yo'nalishidagi proyeksiyasini toping.

18. a=3i-6j-k, b= i+4j-5k va ¢=3i+4j+2k vektorlar berilgan. a +c vektorni

6 + cvektorga proyeksiyasini toping.



Mavzuga oid testlar to'plami

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?

A) Faqat yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

E) Har qanday kattalik skalyar deyiladi.

2. Vektor kattalik deb nimaga aytiladi?

A) Fagat yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik vektor deyiladi.

3. Quyidagi kattaliiklardan gaysi biri vektor bo'ladi%?

A) sirt yuzasi;

B) jism hajmi;

C) kesma uzunligi;

D) kuch;

E) Birorta ham kattalik vektor bo'Imaydi. J

4. Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi ?

A) Sir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har ganday ava b vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

D) Bitta to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda yotuvchi a va b vektorlarga
kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a va b vektorlarga kollinear vektor
deb aytiladi.

5. Qachon vektorlar teng deb aytiladi ?

A) Bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli a va b vektorlarga teng vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar teng deb aytiladi.

D) ava b vektorlar kollinear, bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lsa, ular teng vektorlar
deb aytiladi.

E) Kollinear va bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

6. Ta'rifni to'ldiring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar ular = joylashgan bo'lsa.
A) bitta to'g'ri chizigda ;

B) bitta tekislik yoki parallel tekisliklarda ;

C) parallel to'g'ri chiziglarda ;

D) o'zaro perpendikulyar to'g'ri chiziglarda ;

E) o'zaro perpendikulyar tekisliklarda.

7. Fazodagi ort vektorlar ganday aniglanadi?



A) OX, OY, OZ koordinata o'qlarida joylashgan, musbat yo'nalishda ega va uzunliklari birga
teng bo'lgan vektorlar;

B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektor;

C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektor;

D) O'zaro kollinear bo'lgan uchta birlik vektor;

E) Uchta komplanar birlik vektorlar.

8. a=(2, -5) vektorning iva j ortlar bo'yicha yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=2i-5j;
B) a=-5i+2j;
C) a=-2i+5j;

D) a=5i—2 j; E) a=2i+5j.
Mustaqil ish topshiriglari

1. Boshi A(n, 2n+3, 5-2n), uchi esa B(2n+3, 2n-l, n) nuqtada joylashgan a vektorning
koordinatalarini toping.

2. Berilgan a=(n-2, n+3, n-1) va b=(n, n-4, n+2) vektorlar bo'yicha na, atb, a-b va 3a+nb
vektorlarni toping.

3. Boshi A(n-2, n+3, n) va uchi B(n+l, n-3, n-1) nugtada joylashgan vektorning
koordinatalarini toping.

4. Uchlari A(n-2, n+3, n) va B(n+1, n-3, n-1) nuqtalarda joylashgan AB kesmani A=(n-1):
(n+2) nisbatda bo'luvchi C(x,y,z) nuqta koordinatalarini aniglang.



IKKI' VEKTORNING
SKALYAR
KO'PAYTMASEWI
TOPISH



IKK! VEKTORNING SKALYAR KO'PAYTMASINi TOPISH

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga Ikki vektorning skalyar ko'paytmasini topishda
bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi

o va i vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklari ko'paytmasi bilan

ular orasidagi burchak kosinusining ko'paytmasiga aytiladi va (a,b) shaklda belgilanadi.
(a,")=lal -[6|cos”"

a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasini quyidagicha ham yozish mumkin.
(a,A)=|al-«p; 6 yoki (a,£)=|a|-npba

Agar a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'sa, ya'ni a=(x[yl,zl) va
b=(2y2z2), u holda ularning skalyar ko'paytmasi quyidagi formula bilan hisoblanadi.
(a,b) = (xI-x2yy, -y2;z,-22)

Bundan vektorlarning perpendikulyarlik sharti kelib chiqadi, ya'ni
xl-x1+yl-y2+zi-z2=0

Koordinatalari bilan berilgan a = {XxvyvzX va i = (*2,22,r2)vektorlar orasidagi f burchak
quyidagicha aniqglanadi:

cosw= f\%g%
m n
Yoki koordinatalar shaklida
X-X+yry2+Z,-h

cos Pp=
+2f-Jx2 +y2+z

(VHsol. Agar p =a-b;q =a+2\a\=I\No\=3;(a b) =-~7i bo'sa, p+2q vektorning

uzunligini toping.

Yechish: Vektorning moduli ta'rifiga ko'ra: |/’+2g|="Jip+Zql . (p+29)2 ni

hisoblaymiz.
(p+2g)2=(a-b +2a+46)2=

9(a2+2ab+b2) =9(1+ 2-3cos”-?r+9) = 63
Bundan |p + 2#| = V63 = 3%/7 .

Misol. x =(2,l,-2) vektorga kollinear va (x-a)= 27shartni ganoatlantiruvchi a
vektorni toping.



Yechish: Kollinearlik shartidan foydalanib a vektorni quyidagicha yozish mumkin.
a = A X, buyerda X - noma'lum ko'paytuvchi. a vektorni topish uchun quyidagi shartdan
foydalanamiz: (xa) = Act2=/1(4+1 + 4) = 9A=27.

Bundan A=3 va x =3a = (6,3,-6).

IViiso!. Agar a =(1,-3,4) , ft=(3,-4,2) va ¢ =(-1,1,4) bo'lsa, a vektorning 6 + c vektorga
proyeksiyasini hisoblang.

Yechish: Quyidagi formuladan foydalanamiz:

- d(b+c)

nPr,ca =-\f--\
a(b+c) va ft+c ifodalarni hisoblaymiz.

a(b+c)=13-1)- 3(—4+1)+4(2+4) =35
[E+c|=7/(3-1)2+ M +1)2+ (2+4)2=7

Bundan nPb+ca - 5

Ikki vektorning vektor ko'paytmasi

Ikki a va ft vektorning vektor ko'paytmasi deb shunday c, vektorga aytiladki, bu vektor
a va ft vektorlarga pernpendikulyar bo'lib, uning moduli a va ft vektorlardan yasalgan
Parallelogramm yuziga teng, <yo'nalishi esa ¢ uchidan qaraganda c vektor atrofida a
vektordan _ vektorga eng kichik burchak bilan aylanishi soat strelkasiga teskari
bo'lishi kerak.
a vektor bilan va ft vektorning vektor ko'paytmasi axh yoki [0-i] shaklida yoziladi va
quyidagicha belgilanadi.
c =[a 6], Bu vektor uzunligi a vaft vektorlardan yasalgan parallelogrammning yuziga
teng; ya'ni
=|loreftj = ja)«|ft] esin(ai, ft)
Vektor ko'paytmaning xossalari:
1. Vektor ko'paytmadagi ko'paytuvchilar o'rnini almashtirsa, vektor ko'paytma (-1) ga
ko'payadi.
[ani]=-p-a]
2. Skalyar ko'paytuvchiga nisbatan vektor ko'paytma gruppalash gonuniga bo'ysunadi,
ya'ni:
[X8, 21— [ajis1= X\a Beg
Proyeksiyalari bilan berilgan vektorlarning vektor ko'paytmasi.
axlylzl) va b(xly2z2) vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarning vektor ko'paytmasi

quyidagicha bo'ladi.

‘ J Kk
[ab\=x, AN z,
2 )2 z2

Bu tenglamadan [a-fi] vektor ko'paytmani tasvirlovchi vektorlarning koordinata
o'glaridagi proyeksiyalari



W2 D2 AR X2> 1772 yixe
bo'lishini ko'ramiz.
Agar a va b vektorlar kolliyenar(bir-biriga parallel) bo'lsa, ularning mos proyeksiyalari

proporsional bo'ladi, ya'ni — = — = — .

Miso!, Agar A (1,1,1), V (2,0,1) va S(1,2,-1) bo'lsa, AVS uchburchakning yuzini hisoblang.

Yechish: Vektor ko'paytmaning moduli son jihatdan, tomonlari shu vektorlardan qurilgan
uchburchakyuzining ikkilanganiga teng:

a=AB =(-1,1,0) va b =AC={0,1,-2) ve roj.lam j kiritamiz.

Bu vektorlarning vektor ko'paytmasi.

i k
1 -1 0 2i+2j+k
0o 1 -2

ai]l=V4+4+1=3
Bundan S=I,5 kv.bir.

Misol. Agar E(l =Ve bo'lsa,0 0»1>1) va (2>0,1) vektorlarga perpendikulyar va OX

o'gi bilan o'tmas burchak hosil giluvchi X vektorni va r:M vektorni toping.

Yechish: ¢ vektorni kiritamiz
Ik
Il I=7/+j-2k
2 01
X vektor a i b vektorlarga perpendikulyar bo'lsa, u holda ¢ vektorga kollinear bo'ladi.
Bundan kelib chigadiki, X = Ac = (A, A,-2A)
X\ -Ix2+a2+4a2 =J6A. =) 6 —>>/X = x|
X vektor OX o'q bilan o'tmas burchak tashkil giladi, shuning uchun uning OX o'qdagi
proyeksiyasi manfiy bo'lishi kerak. Bundan A=—} va * —& —(—1,-1,2)

Misol. B (5,1,0) nugtaga gqo'yilgan * kuch vektorining yo'naltiruvchi
kosinuslarini va shu kuchning A(3,2,-1) nugtaga nisbatan momentini toping.

Yechish: kuch vektorining yo'naltiruvchi kosinuslarini topamiz.
F, 1 F I

cosa=_ =—=cos = =- cosy ~ =
\F\~Ji ¥\ 8

Kuch momenti ab =(2,-1,i) va F vektorlarning vektor ko'paytmasi kabi aniglanadi.



yanl M= (0—1—0)

Uch vektorning aralash ko'paytmasi

Uchta ~ab~C vektorlar berilgan bo'lsin. \a-b\ vektor ko'paytma bilan ¢ vektorni skalyar
ko'paytirish aralash ko'paytma deyiladi va [ab]c yoki axbxc yoki (axixc)ko'rinishda

yoziladi.

Aralash ko'paytmaning xossalari.
1. Ko'paytmada ikki qo'shni vektor o'rni almashtiriisa, aralash ko'paytma ishorasini

almashtiradi.
[a-b]-c=—fc-b\-a
[a-b] ¢ = —a-c]-b va h.k.
2. Agar ~ab~ vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga tengyoki parallel (kolliyenar) bo'lsa,
ularning aralash ko'paytmasi nolga teng, xususiy holda
[am]mx=[am]m- [bm]m=0
3.Agar a™bc vektorlar komplanar (bir tekislikda yotuvchi) vektorlar bo'lsa, ularning

aralash ko'paytmasi nolga teng.
Proyeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralash ko'paytmasi.
<jryi)  b(x2y2z) va c(x,y3zOvektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarning vektor

ko'paytmasi quyidagicha bo'ladi.
[ab\c = Y, Y2 y3
a,b,c vektorlar komplanar bo'lishining zaruriy va yetarli sharti.

=0

Tenglik bajarilishi bilan ifodalanadi.

IVlisol. Agar A(2,3,l), B(4,1,-2), C(6,3,7) va D(-5,-4,8) nuqtalar piramidaning uchlari bo'lsa,
D uchidan AVS yoqqga tushirilgan balandlikning uzunligini toping.

Yechish: ~B=(2.-2.-3); ac =(4,0,6); va "Z>=(—%—7,7)-
Vektorlarni topamiz. ab,ac va AD vektorlarga qurilgan piramidaning hajmi, shu vektorlar
aralash ko'paytmasi modulining oltidan bir gismiga teng.
F :-6\<ABACAD1

Buyerda Stx =i|[Ag.Ac, bundan
\aB-AC\

Quyidagilarni hisoblaymiz

ABACWAD = 2 -2 -3=
4 0 6



ok
ke-ac\e2-2 3=-12/+24y+8F
4 0 6

\[AB-AC\ = y\22+242+52 =28
*p
Bu yerdan 28
Ikkita ava b vektorlarning skalyar ko'paytmasi (a, ¢)deb
(a, B) =a-b = |6jp|-cos<2>
songa aytiladi. a =(Xv yt, z,) va b= (X1, y2, z2) vektorlarning skalyar ko'paytmasi:
(a, b) =a m = Xxr +yty2+z,z2
formula bilan aniglanadi.

Vektorning skalyar kvadrati, (a,a) =a= U =X2+y2+2z2yoki || =-Y?"

Misol. Piramida ucharining koordinatalari berilgan A(0; 0; 1), B(2; 3; 5),
C(6; 2, 3), £3;, 7; 2).

Quyidagilarni topish talab etiladi:

1) AB,AC vektorlarni va ularni modullarini [na|,|nc|;

2) AB,AC vektorlar orasidagi <A burchakni;

3) AB, AC vektorlarning skalyar ko'paytmasini;

4) AB, AC vektorlarning vektorli ko'paytmasining modulini.

5) Cnugtadan o'tib, AB vektorga perpendikulyar bo'lgan, Qtekisliktenglamasini tuzish.

Yechish: 1)/11, AC, AD vektorlarni va ularni modellarini topamiz. Vektorlarga doir
yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy vektorni ax. ay, ar
o'gdagi proeksiyalari hamda birlik i, j, K vektrlari (ortlari) yordamida yagona usul bilan
yoyib yozish mumkin.

a=aj+ayj +tark, AB=(2-0);+(3-0)/ +(5-1)k =2/+3/ + 4k,
AC=(6- 0)/+(2- 0)y+(3- )k=6i+2j+2k,
~AD=(3-0)/+(7-0)y +(2-1)k =3i+7j +lc.

Bu vektorlarni modullari |aj= a2+a2+ a2 formulaga asosan
|z&] = V22+32+42 =j29,\Ac\ =sl62+ 22+ 22 = nj44 = 2n/M,
|2d |= W3R+ 72+12=V59.

2) AB va AC vektorlar orasidagi ¢> burchakni hisoblaymiz.

c AB-AC 2-6+3-2+4-2 13
0s¢ = == (== =7~ «0,728
=& U Vo vale ¢

Bradis jadvalidan "« 43°.

3) XD vektorni AB vektordagi proeksiyasi
ZD-lb 2-
np-~"AD = —j= i— = -
£ b\




4) Piramidaning ABC tomoni, uchburchak yuzasini hisoblaymiz

Habxacl.
\%
Bu erda ikki vektorni ko'paytmasi
i j k
YMbxac]=2 3 4=-2/+20/-14*
6 2 2

[ABx Ac] = V(-2)2+ 202+ (-14)2 = -J4+ 400 +196 = V6OO = loV6 ,

5" = —10%/6 = 5d 6 kvadrat birlik.

5
5) Piramidaning xajmini uchta komplanar bo'lmagan AB, AC, AD vektorlarni aralash

ko'paytmasiga asosan hisoblaymiz:

ax ay a. 2 3 4
V=—axed =+— =+16 2 2=-120= 20 kub birlik.
X s, ey 6 6
cX oy (o4 3 7 1

Mavzuga doir misol va masalalar

1 a=(*, >»,2z,) va h =(x,, Y2, 22) vektorlar orasidagi bufchak
cosg>='—(a' b) _ XN +yN+Zfa
"3/x,2+y, +2) ’\IX,2+§/2 -

formula orgali aniglanadi.

2. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chizigli
kombinasiyasi ¢ vektor koordinatalarini va uzunligini a va A vektorlarning skalyar
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniglang:

a)a=(0,0,-1,1), b=(1,1,1,1) c=2a+bh.

b) a=(1,2,3), b=(-5,3,2), c=-4a + 36.

3. 8= 2/w+4h va b-m -n vektorlar berilgan, bu yerda m va n birlik vektorlar, ular

orasidagi burchak 120". a va J vektorlar orasidagi burchakni toping.

4. Tekislikda uchta a ,b,c vektorlar berilgan. Ma'lumki |d=2, =3, |c|]=3 (ab)= 60°,

(i ¢)=60", d =-a +b -c vektorning uzunligini toping.
5. a va B ningganday giymatlarida a =-2i+3j+ Rk va b=ai—6]+ 2k vektorlar

a) kolleniar, b) ortogonal.
----- nn

7
6. OA vektor OX, OY va OZ o'glari bilan mos ravishda ? ? X burchaklar hosil giladi.
Agar B(2; 2;-2yu) bo'lsa, OA va OB vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang.
7. Uchta a(2; -2), 6(2; -1), c(2; 4) vektorlar berilgan. p =2a-b+ ¢ vektorning
koordinatalarini toping hamda ava b vektorlar bo'yicha yoying.
8. To'rtta vektor berilgan:



a=(2;, L0, b=(;-1;2), c=(2;2;-), d=(3, 7,-7). avektorni 6,c,rf
vektorlar bo'yicha yoying.

9. a =2i+3j-6k vektorning uzunligini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

10. m ning ganday giymatlarida a =mi-3j+2k va b= i+2j-m kvektorlar o'zaro
perpendikulyar bo'ladi.

11. a= i+ ] +2k vektorning b= ;-_/ + 4/&vektor yo'nalishidagi proyeksiyasini toping.

12. a=3i-6j-k, b= i+4j-5k va ¢ =3i+4j+2k vektorlar berilgan. a+c vektorni
b + ¢ vektorga proyeksiyasini toping.

13. Tekislkda A(0; -2), B(4; 2) va C(4; -2)nuqtalar berilgan. Koordinatalar
boshidan 0/4, OB va OC kuchlar go'yilagan. Ularning teng ta'sir etuvchisi OM yasalsin va
uning o'glardagi proeksiyalari hamda uzunligi topilsin. OA, OB , OC va OM kuchlar i va j
birlik vektorlar orqgali ifodalansin.

14. Uchta komplanar m, n va p birlik vektor berilgan, w,a«=30° va («/?)=60°
u=m+2n-3p vektor yasalib uning moduli hisoblansin.

15. Uchta komplanar bo'lmagan OA=a, OB=bh , OC=c vektorlarda parallelepiped
yasalgan. Uning mos ravishda a+b-c, a-b +c, a-b-c va b-a-c larga teng vektor -
diagonallari ko'rsatilsin.

16. Tekislikda A(3; 3), B(—3; 3) va C(—3; 0) nugqtalar berilgan, koordinatalar
boshidan OA, OB va OC kuchlar go'yilgan. Ularning teng ta'sir etuvchisi OM yasalsin va
uning o'glardagi proeksiyalari hamda kattaligi topilsin. OA, OB , OC va OM vektorlar
o'glardagi ; va j birlik vektorlar orqali ifodalansin.

17. M(5; -3; 4) nugta yasalsin va uning radiusi-vektorining uzunligi hamda yo'nalishi
aniglansin.

18. r=OM =2i+6k vektor yasalsin va uning radius- vektorining uzunligi hamda
yo'nalishi aniglansin (cos2 +co0s2B +co0s2/ =1 formula bo'yicha tekshirilsin.)

19. A(l; 2; 3)va B(3; -4; 6) nuqtalar berilgan. u= AB vektor va uning koordinata
o'glaridagi proeksiyalari yasalsin hamda uning uzunligi va yo'nalishi aniglansin. «vektorning
koordinata o'glari bilan tashkil etgan burchaklari yasalsin.

20. A(2; L -1) nuqtaga R=7 kuch go'yilgan. Bu kuchningikki koordinatasi X =2 va
Y = -3; o'sha kuchni ifodalovchi vektorning yo'nalishi va oxirgi nuqgtasi aniglansin.

21. Paralelgrammning ketma-ket uchta ~ B3, 2, 1) va
C(6; 4; 4)uchlari berilgan. Uningto'rtinchi uchi Dtopilsin.

22.a=-i+j vab=i-2]j +2k vektorlar orasidagi burchakaniglansin.

23. Uchlari A(2; -1; 3), B(I; L 1) va C(0; 0; 5)nuqtalarda bo'lgan A ABC ning
burchaklari aniglansin.

24. a=2i+j va b=-2j+k vektorlarda yasalgan parallelgramm diagonallari orasidagi
burchak topilsin.

25. a=i+j +2k va b=i-j +4k vektorlar berilgan. npag aniglansin.

26. 1) Agar m va h o'zaro 300 burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo'lsa, (m+n)2
hisoblansin; 2) agar a = 2yfi va b = 4 hamda (a,A b )=1350 bo'lsa, (a - b f hisoblansin.

27. Agar m va «- oralaridagi burchagi 600 ga teng birlik vektorlar bo'lsa, a =2m+n va
6 = m-2«vektorlarda yasalgan parallelgramm diagonallarining uzunliklari aniglansin.



28. a =2m-n vektor berilgan bo'lib, bunda m va n oralaridagi burchagi 1200 ga teng

birlik vektorlardir.
cos (a m)va ccw(a,AH)topilsin.
29. A3; 3; -2), B(0; -3; 4), C(0; -3; 0)va £(0; 2; -4) nuqtalar berilgan.

AB=a va CD -b vetorlaryasalsin hamda topilsin.

30. Agar 1) a=3i; b=2k\ 2 a=i+j; b=i-j; 3 a=2i+3j; b=3j+2k bo'lsa,
c=axb vektor aniglansin va yasalsin. Har bir hoi uchun berilgan vektorlarda yasalgan
paralelgramm yuzi hisoblansin.

31. Ushbu

1) ix(J+k)—x (i +k)+kx(i+j +k);

2) (a+b+c)xc+{a+b+c)xb +(b-c)xa-,

3) a+b)x(c—a)+ (b+c)x(a+b);

4) 2/ W(Jx k) +3) m(j xk) + 4k(ix j) ifodalar gqavslarni ochib soddalashtirilsin.

32. a=3k—2j, b=3i—2j va c=axb vektorlar yasalsin. ¢ vektorning moduli hamda
a va b vektorlarda yasalgan uchburchak yuzi hisoblansin.

33. Fazoda A{x{,yX\d), B(x2;y2z2), C(x,-,y3;z,) nuqtalar koordinatalari bilan berilgan.
Quyidagilarni topish talab etiladi:

1) AB,AC vektorlarni va ularni modullarini j*R1,|*cj;

2) AB, AC vektorlar orasidagi <A burchakni;
3) AB,AC vektorlarningskalyarko'paytmasini;
4) AB, AC vektorlarning vektorli ko'paytmasining modulini.

5) Snuqtadan o'tib, AB vektorga perpendikulyar bo'lgan, Q tekislik tenglamasini tuzish.

Mavzuga oid testlar to'plami

1. ava b vektorlarning skalyar ko'paytmasi gayerda to'g'ri ifodalangan ?
A) a-b= lal+jbl; B) a-b=[a|-1b | cos<}>; C) a-b=|a|mb]| sind>;
D) a-b=1al-1bl tg4>; E) ab=|a]|-|b| ctg4>.

2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi |ab]|=|a|-|b| satrni
ganoatlantiradi?

A) ava b birxil uzunlikka ega bo'lsa;

B) ava b ort vektorlar bo'lsa;

C) ava b orthogonal bo'lsa;

D) ava b kollinear bo'lsa;

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajariimaydi.

3. ava b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi gayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) a-b=b-a ; B) a-a=|a | 2; C) a-(b+ c)= a-b+ a-c;
D) (Aa,b)= (a, Ab)= A(a, b); E) Barcha xossalar to'g'ri.

4. i, j, k ort vektorlarning skalyar ko'paytmalari boyicha quyidagi tasdiglardan gaysi biri
o'rinli emas ?

A)i-i=1,i-j=0,i-k=0 ; B)jj=I,j-i=0 ,j k=0 ; C) k-k=1, k-i=0 ,k-j=0 ;

D)j (i+ k)=0, i- (k+j )=0, k- (i+))=0 ;



B) j-(i+ k+j)=0, i- {k+j+i )=0, k- (i+ j+k)=0 ;

Mustaqil ish topshiriglari

1. Berilgan a=(n, n+l, n-2) va b=jn+2, n, n-1) vektorlar orasidagi @& burchakning
kosinusini toping.

2. A parametrning qanday giymatida a=(Xn, n-2, n+l) va b=(n-3, Xn, n-1) vektorlar
orthogonal bo'lishini aniglang.

3. Fazodagi A(n+2, n+4, n-3) va B(2n+1, n+1, 2n-I) nuqtalar orasidagi masofani toping.
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TO'G'RI CHIZIQNING BURCHAK KOEFFITSIYENTI

Amaliy mashg'ulot maqgsadi. Talabalarga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentini
aniglashda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Chizig va uning tenglamasi hagida. Analitik geometriyaning eng muhim tushunchalaridan
biri, chiziq tenglamasi tushunchasidir. Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatlar sistemasida L
chiziq berilgan bo'lsin (7.1-shakl).

L chizigda yotuvchi istalgan M (x,y) nuqtaning koordinatlari

F{x,y)=0 (1)

tenglamani ganoatlantirib, unda yotmagan nuqtalarning koordinatlari ganoatlantirmasa,
bu tenglama L chizigning tenglamasi deyiladi. Bundan L chizig, koordinatlari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi barcha nuqtalar to'plamidan iborat ekanligi kelib chigadi. Chizigning
tenglamasini tuzish deganda unga tegishli ixtiyoriy M (x, y) nuqtaning koordinatlari orasidagi
munosabatni(bog'lanishni) tenglama ko'rinishida ifodalashdan iborat. Topilgan chiziq
tenglamasi uchun: chiziqdagi istalgan nuqtaning koordinatlari uni ganoatlantiradi va aksincha,
nuqtaning koordinatlari tenglamani ganoatlantirsa, bu nuqta shu chizigda yotadi.

To'g'ri chiziq va uning tenglamalari
To'g'ri chizig tushunchasi analitik geometriyaning asosiy tushunchalaridan biridir. Quyida
har xil holatlarda to'g'ri chizigning analitik ifodalarini (tenglamalarini) keltirib chigaramiz va ular
yordamida to'g'ri chizigning tekislikdagi vaziyatlarini o'rganamiz.
To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

To'g'ri chizigning OX o'qi musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan burchagi a va to'g'ri
chizigning ordinatlar o'gidan ajratgan kesmasining kattaligi b berilganda, uning tekislikdagi

holati aniq bo'ladi. Masalan, b -3, a = 125° bo'lsa, uning holati aniq bo'ladi (7.2-shakl).

7.2-shakl 7.3-shakl



Yugoridagi miqdorlar berilganda to'g'ri chizigning tenglamasini keltirib chigaramiz.
M (x,y) to'g'ri chiziqga tegishli ixtiyoriy nuqta bo'lsin (7.3-shakl). AMB to'g'ri burchakli
uchburchakdan

------ =tea, bundan BM = ABtga

7.3-shakldan y=BC +BM; yoki y=ABtga+b, AB =x bo'lganligi uchun y-xtga +b
bo'ladi. tga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti deyiladi va tga =k bilan belgilaymiz.
Shunday qilib,
y = kx+b (2)
munosabat kelib chigadi. Bunga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
deyiladi. b=0 bo'lsa, to'g'ri chiziq koordinatlar boshidan o'tib, tenglamasi y = kx bo'ladi.
k =\ bo'lsa, y = x bo'lib, bu birinchi koordinat-lar burchagining bissektrisasi bo'ladi.

Misol. OX o'qgi bilan 120° burchak hosil giluvchi va OY o'gini /1(0; 3)nuqtada kesib
o'tuvchi to'g'ri chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

Yechish: Shartga ko'ra, to'g'ri chizig OY o'qini A(0; 3) nugtada kesib o'tadi, demak
b=3. Bu nugtadan OX o'giga parallel chiziq o'tkazamiz, hamda shu to'g'ri chiziq bilan 120°
burchak hosil giluvchi tomon, yasalishi kerak bo'lgan to'g'ri chiziq bo'ladi.

Endi shu to'g'ri chizig tenglamasini yozamiz. Bu holda k=1tg 120°=-V3, b=3

bo'lganligi uchun, y =—33 x +3 to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo'ladi.

Berilgan bitta nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining tenglamasi

Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi. A(xl,xl), B(x2y2 nuqtalar
berilgan bo'lsin.
y = kx+b (3)
to'g'ri chiziq /4 nuqtadan o'tsin. Bu holda A nuqtaning koordinatlari to'g'ri chiziq
tenglamasini ganoatlantiradi, ya'ni > = kxv+b bo'ladi. (3) tenglikdan oxirgi tenglikni ayirsak:
y-y, =k(x-xt) (4)
hosil bo'ladi. (4) tenglamaga berilgan bitta nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining
tenglamasi deyiladi.
To'g'ri chizig B(x2y?2) ikkinchi nugtadan ham o'tsa,
y2-y, =k(x2-x1)
bo'lib,

k=7 L
X2—x\

bo'ladi. k ning yuqoridagi giymatini (4)ga qo'yib,
y=-y\ = (5)
y2~yi X2~Xl
tenglamani hosil gilamiz. (5) berilgan ikki A(Xt,yt) va B(X2y2 nuqtalardan o'tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasi deyiladi.



Misoi. Biror xil mahsulotdan 100 donasini ishlab chigarishga 300 ming so'm xarajat
gilinsin. 500 donasi uchun esa xarajat 1300 ming so'm bo'lsin. Xarajat funksiyasi chiziqli (to'g'ri
chiziq) bo'lsa, shu mahsulotdan 400 dona ishlab chigarish xarajatini toping.

Yechish: Masala sharti bo'yicha s1(100, 300) va B= (500, 1300) nuqtalar berilgan.

Berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasiga asosan,
y-300 _ *-100 yoki 'y _ 2,5x+ 50
1300-300 500-100
tenglik o'rinli bo'ladi. Oxirgi tenglamadan x =400 uchun, * = 1050 ekanligini topamiz.

Demak, mahsulotdan 400 dona ishlab chigarish uchun 1050 ming so’m xarajat gilinadi.

To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi va uning xususiy hollari

Ikki noma'lumli
Ax+By+C -0
tenglamani garaymiz.

Bundan, By=-Ax-C, v=_dl_£ bo'lib, *=_d, h=-— bilan belgilasak, y =lcx+b
B B B B

tenglama hosil bo'ladi. Shunday qilib, Ax+ By+C = 0 tenglama ham to'g'ri chiziq tenglamasi
ekanligi kelib chigadi.
Ax+By+C =0 (6)
tenglamaga to'g'ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
To'g'ri chiziq umumiy tenglamasining hususiy hollari:
1)A*0, 570,C=0 bo'llsa, Ax+By=0 bo'lib, to'g'ri chiziq koordiriatlar boshidan
o'tadi, chunki 0(0;0) nuqgtaning koordinatlari tenglamani ganoatlantiradi;

C C
2) 4=0, B*-0, C"0, bolsa, y~~~~ bo'lib, OY o'gqdan - — kesma ajratib, OX

o'giga parallel to'g'ri chiziq tenlamasi bo'ladi;
Cc C
3) B=0, A*0, C*0 bo'lsa, x=--—--bo'lib, OX o'gdan----—--—- kesma ajratib , OY
A A
o'giga paralllel to'g'ri chiziq tenglamasi bo'ladi;
4) A=0, C=0, BI=0 bo'lsa, y =0 ba'lib, OX o'giningtenglamasi hosil bo'ladi;
5) B=0, C=0, A™O bo'lsa, x =0 bo'lib, OY o'gining tenglamasi hosil bo'ladi;
6) A=0, B=0, C* 0 bollsa, C=0 bo'lib, o'zgarmas migdor, bir paytda 0 dan farqli
hamda 0 ga teng kelib chigadi, bunday bo'lishi mumkin emas.

Misol, x-2y +6 =0 to'g'ri chizig uchun k va b parametrlarni toping.

Yechish:  Buning uchun berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz:
2y =x+6, y=1/2-X+3 bundan (2) tenglama bilan taqqoslab k=1/2, b=3,

ekanligini topamiz. Shunday qilib, to'g'ri chiziq umumiy tenglamasini burchak koeffitsiyentli
tenglamaga keltirib k va b parametrlarni topdik.



To'g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi

To'g'ri chizig koordinat o'glaridan mos ravishda a va i kesmalar ajratib o'tsin (7.4-
shakl). To'g'ri chiziq A(a: 0) va B(Q,b) nuqtalardan o'tadi. Berilgan ikki nugtadan o'tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasiga asosan

y-0 _x-a y Xx-a y_ Xx+j
' - a b a

X
yoki —+%: 1 (7) tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamaga to'g'ri chizigning kesmalarga
a

nisbatan tenglamasi deyiladi.

Misol. 3x+ 5y- 15= 0 to'g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing va uni

yasang.

Yechish. 3x+5y—5=0 to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini (7) ko'rinishdagi
tenglamaga keltiramiz.
3jt+5v =15 ,——t-= 1 &M —+ —= 1
15 15 5 3
bu to'g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi bo'ladi. Endi koordinat o'glaridan
mos ravishda 5 va 3 kesmalarni ajratib, ajratiigan kesmalar oxiridan yasalishi kerak bo'lgan
to'g'ri chizigni o'tkazamiz.

To'g'ri chizigning normal tenglamasi

To'g'ri chizigga koordinat boshidan tushiriigan perpendikulyarning (normal) uzunligi va
uning OX o'gi musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan burchagi a berilganda to'g'ri chizigning
tekislikdagi holati aniq bo'ladi (7.5-shakl) va uning tenglamasi

xcosa + >>sma-/7=0 (8)



bo'ladi. (8) tenglamaga to'g'ri chizigning normal tenglamasi deyiladi. Ma'lumki,
sin2a + cos2or= 1. Normal tenglamada shu shart bajarilishi kerak. To'g'ri chizig umumiy
tenglamasini normal tenglama keltirish uchun

t eJa 2+ B2
normallovchi ko'paytuvchini hisoblab, uni
Ax+By+C=0
tenglamaga ko'paytiramiz. Bu holda

A B C A
— X+ — Y+— =0

+ylA2+B2  +4A2+B2  +4a2+B2
normal tenglama hosil bo'ladi. Normallovchi ko'paytuvchining ishorasi ozod had
ishorasiga teskari olinadi.

Misol. Normalning uzunligi /7=3 va uning OX o'qi bilan hosil gilgan burchagi 30°
bo'lsa, to'g'ri chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

Yechish: Shartga ko'ra normal OX o'gi bilan 30° li burchak tashkil etadi. Bu burchakni
yasaymiz va uning qo'zg'aluvchi tomoni normal to'g'ri chiziq bo'ladi. Shu to'g'ri chizigda p =3
kesma ajratib uning oxiridan unga perpendikulyar to'g'ri chiziq o'tkazamiz. Bu yasalishi kerak
bo'lgan to'g'ri chiziq bo'ladi . Endi to'g'ri chizigning tenglamasini yozamiz. Shartga ko'ra
normalning uzunligi va uning OX o'qi bilan hosil gilgan burchagi berilgan, bu holda ma'lumki,

to'g'ri chizigning (8) normal tenglamasini yozamiz. /7=3, oc=30° bo'lganligi uchun

Xxc0s30® + jysin30®-3 =0 eKii -J312-x+\12-y—3=0
Natijada -JIx+y-d = 0 tenglama hosil bo'ladi.

Misol. 4x-3y-5 = 0 to'g'ri chiziq tenglamasini normal tenglamaga keltiring.

1 1
¥echish: Normallovchi ko'paytuvchini topamiz: M - ~r 2= 2 - —bo ladi.
V4 +3 5

Berilgan tenglamani M =1/5 Kko'paytirib, 4/5-x —3/5-_y —1=0 tenglamani hosil
gilamiz. Bu to'g'ri chizigning normal tenglamasi, chunki
4?2 , 3.2 16 9 25 2 2 n .
o+ (=) — + — = — =1, (sin a *tcos a =1) edi
5 5 25 25 25

(

Mavzuga doir misol va masalalar

1. OY o'gidan b=4 kesama ajratib OX o'qi bilan 135° burchak tashkil etuvchi to'g'ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

2. OY o'gidan b=-2 kesma ajratib OX o'gi bilan 60° burchak tashkil etuvchi to'g'ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.



3. Koordinatlar boshidan o'tib, OoX o'qi bilan:
1). 45°, 2). 120°, 3). 60°, 4). 90° burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziglarni yasang
va ularning tenglamalarini yozing.

4. 1) 3jc+5>+15=0; 2) 3x+2y=0; 3) »=-2; 4) jc/d+_yl4= | to'g'ri chiziglar uchun
k va b parametrlarni aniglang.

5. 1) 4x+3y-12=0; 2)4x+3y=0; 3)2*-7 =0; 4) 2y+1=0 to'g'ri chiziglaming
kesmalarga nisbatan tenglamalarini yozing va ularni yasang.

6. A (2; 3) nugtadan o'tib, OX o'gi bilan 60° burchak hosil giluvchi to'g'ri chizigni
yasang va uning tenglamasini yozing.

7. 1) 2x-3y-6 =0; 2) 3x-2y +4=0 to'g'ri chiziq tenglamalarini, kesmalar bo'yicha
tenglamasiga keltiring.

8. Ax+ 5y-40 =0 to'g'ri chizig A ning ganday giymatlarida koordinat o'glaridan bir xil
kesmalar ajratadi.

9. Uchlari A(3; 4), ,5(3; 2) va C (-1; 2) nuqtalarda bo'lgan uchburchak tomonlarining
tenglamalarini yozing.

10. To'g'ri chizigning koordinatlar boshidan uzoqgligi 3, unga koordinatlar boshidan
tushirilgan perpendikulyar OX o'qi bilan a = 45° burchak hosil gilsa, to'g'ri chiziq tenglamasini
yozing.

11. x—y +3=0 to'g'ri chizigga koordinatlar boshidan tushiriigan perpendikulyarning
uzunligini va uning OX o'qgi bilan tashkil gilgan burchagini toping.

12. Ushbu 1) - x+-y -6 =0,2) — —-7=0
5 4 13 13

3) -x+—y-2=0,4) -x+—y- 4=0 to'g'ri chiziq tenglamalaridan gaysilari normal
5 4 3 3

ko'rinishda?
13. Ushbu 1) 5jc+ 127-26 = 0, 2) 3x-4.y + 10=0,
3) y=3jc+ 5,4) 2jc+ 2>+ 7=0 to'g'ri chizig tenglamalarini normal ko'rinishga keltiring.

Mavzuga oid testlar to'plami

1. Analitikgeometriyada chizig nima asosida o'rganiladi?
A) tenglama; B) chizma; C) proyeksiya; D) ta'rif ; E) To'g'ri javob yo'q.

2. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasidagi A va B
koeffitsiyentlar ganday shartni ganoatlantirishi kerak ?
A) A B>0; B) A+B=0; C) A-B<0 ; D) A2+B2:0; E) A2-B 20.

3. Tasdigni yakunlang: Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasi
bo'yicha tuzilgan n=(A,B) vektor bu to'g'ri chizigqa.

A) parallel bo'ladi; B) tegishli bo'ladi ; C) perpendikular bo'ladi ;

D) perpendikuléar bo'Imaydi; E) og'ma bo'ladi.

4. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy 3x+5y+2=0 tenglamasi bo'yicha uning n =(A,B)
normal vektorini toping.
A) n=(5,2); B) n=(3,5); C) n =(3,2); D) n =(2,5); E) n =(5,3).
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5. Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini ko'rsating.
X \Y

A)y = kx+b; B) —+ —=1;CAx+By+C=0;
a b

X —Xn y—Vn
D) xcosa+ysma- p =0, E)-m--=-"— .
m n

Mustaqil ish topshiriglari

1. Tekislikdagi to'g'ri chiziq (n+2)x+(n+3)y+(2n-1)=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan.
Quyidagilarni aniglang:

a) to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini

b) to'g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasini

¢) to'g'ri chizigning normal tenglamasini
to'g'ri chizigning parametrik tenglamasini
to'g'ri chizigni koordinata o'qlari bilan kesishish nugtalarini

2. Tekislikdagi to'g'ri chiziq (n-5)x+(n+l)y+(3n+2)=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan.
Quyidagilarni aniglang:

a) to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini

b) to'g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasini

c) to'g'ri chizigning normal tenglamasini

d) to'g'ri chizigning parametrik tenglamasini

"e) to'g'ri chizigni koordinata o'glari bilan kesishish nuqtalarini
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DARAJALI, TRIGONOMETRIK, KO’ RSATGICHLI VA LOGARIFMIK FUNKSIYALAR

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va
logarifmik funksiyalarni bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Darajali funksiya

Bu funksiya y=xa ko'rinishda bo'lib, o'zgarmas daraja ko'rsatkichi a e Rbo'ladi. Masalan,

2

yzilzxo, y=x, y=’\fl>~<=xiz, y =

darajali funksiyalardir. Darajali funksiyaning xossalari a daraja ko'rsatkichi giymatiga
bog'lig bo'ladi. Masalan, a musbat butun son bo'lsa, f(x)=xa aniqglanish sohasi D{f}=(-°°,~),
giymatlar sohasi esa toq a uchun E{f}=(-°°,°<>), juft a uchun E{f}=[0,°°) bo'ladi. Agar a manfiy
butun son bo'lsa, f(x)=xa aniglanish sohasi D{f}={x: x*0}, giymatlar sohasi esa E{fH-°°,°°)

bo'ladi. Bundan tashgari a juft son bo'lsa, f(x)=xajuft, a toq bo'lsa toq funksiya bo'ladi.
Ko'rsatkichli funksiya

Bu funksiya y=ax ko'rinishda va unda daraja asosi a>0 va a *| shartni ganoatlantiruvchi
o'zgarmas son bo'ladi. Masalan, y=3x, y=(1/10)x, y=ex ko'rsatkichli funksiyalardir. Bu funksiya
uchun D{f}=(-0°,°°), E{f}=(0,°°) bo'ladi. Agar a>| bo'lsa, f(x)=ax o'suvchi, O<a<l| bo'lsa

kamayuvchi funksiyaga ega bo'lamiz.
Logarifmik funksiya

Bu funksiya y=logax, (a>0, a”l), ko'rinishda bo'lib, y=ax ko'rsatkichli funksiyaga teskari
funksiyani ifodalaydi.

Masalan, y=log2x, y= log 0.8 x , y= loglOx =Igx, y= logex =Inx logarifmik funksiyalardir.
Logarifmik f(x)=logax funksiya uchun D{f}=(0,°°), Etfj*f-o»,“ ) bo'ladi. Agar logarifm asosi a>I|
bo'lsa, f(x)=logax o'suvchi, 0<a<lI holda esa kamayuvchi bo'ladi.

Trigonometrik funksiyalar

Bular y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctgx funksiyalardan iborat. Bu yerda f(x)=sinx va f(x)=cosx
funksiyalar uchun D{f}=(-°°,°°) va E{f}=[0,]] bo'lib, ular T=2rt davrli va chegaralangan bo'ladi.
Bunda f(x)=sinx-toq, f(x)=cosx-juft funksiyalardir.

f(x)=tgx va f(x)=ctgx funksiyalarning aniglanish sohalari mos ravishda D{f}={x: x*(2k+I)n/2,
ksZ} va D{f}={x: x*kn, keZ }, giymatlar sohasi EffH-0","") bo'ladi. Bu funksiyalar T=n dauvrli, toq
va chegaralanmagan bo'ladi.



Teskari trigonometrik funksiyalar

Bularga y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksiyalar kiradi.Ular mos
trigonometrik funksiyalarga teskari bo'ladi. f(x)=arcsinx va f(x)=arccosx uchun D{f}=[-1,1],
giymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=[-n/2, Tt/2] va E{f}=[0, & bo'ladi. f(x)=arctgx va
f(x)=arcctgx uchun D{f}=(-°°,°°), giymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=(-n/2, n/2) va E{f}=(0,
re) bo'ladi. Bundan tashqari f(x)=arcsinx va f(x)=arctgx toq funksiyalardir.

Funksiya tushunchasi matematikaning eng asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, uning
yordamida tabiat va jamiyatdagi ko'p jarayon va hodisalar modellashtiriladi.

Matematik tahlilda elementlari haqigiy sonlardan iborat, bo'lgan to'plamlarni garaymiz.

X va Y lar haqgiqiy sonlarto'plami bo'lsin. X & X to'plamda, » e ~ to'plamda o'zgarsin.

Ta'rif. xe X har bir x ga biror goida yoki qonun bo'yicha yeY dan bitta y mos
go'yilsa, X to'plamda funksiya berilgan (aniglangan) deb ataladi va u

y=m

simvol bilan belgilanadi. Ayrim hollarda y=xf ham deb belgilanadiki, bunda
kompyuterda oldin x qgiymati olinib, keyin hisoblanadigan simvol olinadi. Bunda X to'plamga
funksiyaning aniglanish sohasi, Y to'plamga o'zgarish sohasi yoki giymatlar to'plami deyiladi.
Odatda funksiya aniglanish sohasini D, giymatlar to'plamini E bilan belgilanadi.

Shunday tqilib, har bir element xeXga bitta va fagat bitta yeY moslik o'matilgan,
bo'lsa, bu moslikka X to'plamda funksiya aniglangan deyiladi. x ga erkli o'zgaruvchi yoki
argument, y ga esa erksiz o'zgaruvchi yoki x ning funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo'lishi uchun: 1) X to'plam berilishi kerak (ko'p
hollarda uni x bilan y o'zgaruvchilarning bog'lanishiga ko'ra topiladi); 2) x o'zgaruvchining
X to'plamdan olingan har bir giymatiga unga mos qgo'yiladigan y ni aniglaydigan qoida yoki
gonun berilishi kerak. (ta'rifda uni /  simvol bilan belgiladik).

Masalan; 1) / X = (-00, +00) to'plamga tegishli bo'lgan har bir songa uning o'zini

o'ziga ko'paytirib, ya'ni kvadratga ko'tarib mos go'yuvchi qoida bo'lsin. Bu holda y=x2
funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya (-oo, + 00) oraligda aniglangan; 2) / har bir xe[0, + 00)
songa shu sondan olingan kvadrat ildizni mos qo'ysin. Bu y = Jx funksiyani ifodalaydi. Uning

aniglanish sohasi [0, +o00)bo'ladi.

1-misol. y =mjx-'i + — -—- funksiyaning aniglanish sohasini toping.
V4 -x

Yechish. Ma'lumki, funksiyaning aniglanish sohasi x ning shunday giymatlari to'plamiki, bunda
y funksiya haqiqiy son giymatlarga ega bo'lishi kerak. Berilgan funksiyada

x-3>0,

4-x>0
bo'lgandagina x ning har bir giymatiga mos keladigan y ning giymati haqigiy bo'ladi. Bu



tengsizliklar sistemasidan, *>3, jc<4 bo'lib, ya'ni 3<je<4 bo'lishini topamiz. Demak,
berilgan funksiyaning aniglanish sohasi [3, 4) bo'ladi.

3. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya ta'rifida keltirigan x o'zgaruvchining har bir
giymatiga mos qo'yiladigan y ni aniglovchi goida yoki gonun turlicha bo'lishi mumkin. Demak,
funksiyaning berilishi ham turlichadir. Funksiya analitik, jadval va grafik hamda kompyuter
usullari yordamida berilishi mumkin:

1) funksiyaing analitik usul bilan berilishida, x o'zgaruvchining har bir giymatiga mos
keladigan y ning giymati, x argument ustida algebraik amallaming bajarilishi natijasida, ya'ni

formulalar yordamida beriladi. Masalan,
y=S+1 /=4 “3, y =3+, y=log2(*+3);
X -

2) o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish jadval ko'rinishida berilishi mumkin. Masalan,
kuzatish natijasida sutni yopiq idishda gizdirlganda Px bosim ostida uning gqaynash

temperaturasi ty PJ bosim ostida gaynash temperaturasi va h.k. bo'lishini topganda

go'yidagi jadval kelib chigadi.

Bosim P P, p2 Pn

Temperatura t t h K

Bundan ko'rinadiki P bosim bilan t temperatura orasida bog'lanish bo'lib, P argument, -
t funksiya bo'ladi. Funksiyaning bunday berilishiga jadval usulda berilgan deyiladi. Bunday usul
ko'proq tajribalarda ishlatiladi.

3) Funksiyaning grafik usulida berilishida, x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish
tekislikdagi biror chiziq yordamida beriladi. Bunda X va Y to'plamlar orasidagi moslik grafik
bilan beriladi. XOY tekis-likda / chiziq berilgan bo'lsin. X ning giymatiga mos kelgan y ning
giymatini, topish uchun x nuqtadan OX o'giga perpendikulyar o'tkazamiz. U | chizigni bitta
A nuqtada kesib o'tadi. A nuqtadan OY o'giga perpendikulyar o'tkazamiz, bu
perpendikulyarning OY o'qi bilan kesishish nuqtasi, y ning x ga mos giymati bo'ladi.
Ma'lumki, bunday moslik | chiziq yordamida bajariladi. Funksiyaning bunday berilishi, grafik
usulda berilgan deyiladi. Funksiyaning grafik usulida berilishidan, uni analitik usul bilan ifodalash
qiyin bo'lgan hollarda va funksiyaning sifat o'zgarishi grafik usulda yaxshi ko'rinadigan hollarda
foydalaniladi. Masalan, fizikaviy tajribalar jarayonida ossillografdan olinadigan grafik.

4) algoritmik yoki kompyuter usuli. Funksiyaning bunday usulda berilishida x ning har bir
qgiymati uchun, y=f(x) funksiyaning giymatini hisoblaydigan algoritim yoki programma
berilgan bo'ladi. Bunday programma EHMga qo'yilgan bo'lib funksiyaning giymati avtomatik
hisoblanadi.



Funksiyaning ayrim hollari

1. Oshkor va oshkormas funksiyalar. Funksiya y - f(x) ko'rinishda, ya'ni y ga nisbatan
yechilgan bo'lsa, unga oshkor funksiya deyiladi. Funksiya F(x, y)=0 ko'rinishda berilgan
bo'lsa, ya'ni y ga nisbatan yechiimagan bo'lsa, oshkormas funksiya ko'rinishda berilgan
deyiladi. Masalan, y =3x2+5, y=sinx, Yy =4x funksiyalar oshkor ko'rinishda;
2x—3y+6=0, x2+ev +3 =0 funksiyalar oshkormas ko'rinishda berilgan. Shuni
ta'kidlaymizki hamma F(x, y)= 0 ko'rinishdagi tenglik ham funksiyani ifodalay bermaydi.
Masalan, x2+y 2+ 4 =0 tenglama funksiyani ifodalamaydi, chunki x ning har bir giymatiga y
ning haqiqiy son giymatini mos go'yish mumkin emas.

2. Murakkab funksiY. y =f(u) bo'lib, u=tp(x) funksiya berilgan bo'lsa, y funksiyaga
cp(x) funksiyaning funksiyasi yoki y ga X ning murakkab funksiyasi deyiladi. Masalan,

y =1g(x2+1) funksiyada u=x2+1 bo'lib. y x ning murakkab funksiyasi bo'ladi. Bundan

tashgari y = sin(x2+1), y =3*> y="(xz-1)2 va h.k. lar ham, murakkab funksiyaga misol

bo'la oladi.
3. Teskari funksiY. y =f(x) funksiya berilgan bo'lsin. y funksiyaning qiymatlar

to'plamidagi har bir giymatiga x argumentning aniglanish sohasidan bitta giymati mos
go'yilgan bo'lsa, berilgan funksiyaga teskari x = d(y) funksiya tierilgan bo'ladi va D (f) = E(d)
va E (f)=D(d) har bir xOeD (f) =E(d) va yO=E (f)=D(d) bo'lib. yO=f(x0) faqat
X,,=d(y0) uchun bajariladi. Masalan y =2x-3 funksiyaga teskari funksiya 2x=y + 3,

x=(y +3)/2 bo'ladi. y =x3 funksiya x=\[y teskari funksiyaga ega bo'ladi. O'zaro teskari

bo'lgan funksiyalarning grafiklari y = x to'g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo'ladi.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. /(x) = x2+ 1 funksiya berilgan:l) /(4); 2) I(V2) ;3)/(a+]);

4) /(2a) larni hisoblang.

2. Quyidagi funksiyalarning D (f) aniglanish sohasini va £ (/) qiymatlar to'plamini
toping:

1) /(x) =In(x+3); 2) 7 (x) =arl5-2x; 3) f(x) = NjI-\x\.

3. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

1) f(x)=-3B+x +MI-x ; 2) /(x)=(a+x)/(a-x);
3) /(x) =1g(5x-x2-6); 4) /(x) = 2"rasg’) .
4. Hajmi v =1 birlikka teng bo'lgan silindr asosining radiusi r va balandligi h orasidagi

funksional bog'lanishni toping.
5 N/(w)=1l-w, u=x2;2)f(u) =1/(1-m), m(x)=x - 1/x;



u»<tj

3)f(u) =u2 u(x)=4x

funksiyalardan x ning murakkab funksiyalarini tuzing.

6. Quyidagi funksiyalarga teskari funksiyalarni toping va topilgan funksiyalarning
aniglanish va o'zgarish sohalarini aniglang:

1) f(x)=x2-1, *e[0, + °0); 2)f(x)=2x+3,xe(-co,+co0)-,
3)f(x) =(x-iy, xe(-co, +co); 4) f(x) =x2-1, * € (- 00, 0].

7. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalarini toping va ularning grafiklarini yasang.

y =-, 2)y=-~; 3)y=2-i; 4)y=~ .
X X X x -1



FUNKSIYALAR
_IMITLARINI

HISOBLASH




lyD]j

FUNKSIYALAR LIMITLARINI HISOBLASH

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga funksiyalar limitlarini hisoblashda bilim, malaka
va ko'nikmalarini shakllantirish.

Funksiyaning limiti va uning asosiy xossalari

y =/(x) funksiya x = a nuqtaning biror atrofida aniglangan bo'lib, istalgan s>0 son
uchun shunday £>0 son mavjud bo'lsaki, [c—d] < <? tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha
x”~a nugtalar uchun \f(x)-y”~<s tengsizlik bajarilsa, A chekli son y=/(x)funksiyaning

X = a nuqgtadagi limiti deb ataladi va quyidagicha yoziladi
limf(x)-A eKu x~>a da f(x)—A()

Funksiya limitining ta'rifidan kelib chigadiki x -a ~a cheksiz kichik bo'lganda f{x)-A
ham cheksiz kichik bo'ladi.
Y - f(x) funksiya, x ning yetarlicha katta giymatlarida aniglangan bo'lib, istalgan s > 0

son uchun shunday, N > 0 mavjud bo'lsaki, M > ~ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar
uchun \f(x)-A\<s tengsizlik bajarilsa, o'zgarmas A son, y = f(x) funksiyaning x->00 dagi
limiti deyiladi, va

limf(x) = A (2)

bilan belgilanadi.
Fagat x<a yoki x>a bo'lgan giymatlar garalsa, funksiyaning chap yoki o'ng limit
tushunchasi kelib chigadi va
lim f(x), lim f(x) (3)
x-*a-0 V-mi+O
bilan begilanadi.
Limiti A =0 bo'lgan funksiyaga cheksiz kichik funksiya (ch. kich. f.) deyiladi.
Limiti ,4=+a> yoki A =-ao bo'lgan funksiyalarga cheksiz katta funksiya (ch. kat. f.)
deyiladi va
limf(x) = +co limf(x) =+
X->a X ->a
bilan belgilanadi.
Limitning ta'rifidan kelib chigadiki y = C o'zgarmas migdoming limiti o'ziga teng.

Funksiya limitining asosiy xossalari:

1) yig'indining limiti. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining limiti, go'shiluvchi
funksiyalar limitlarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni f(x) va f 2(x) funksiyalarning x —a
dagi limitlari mavjud bo'lsa,

lim[/i(x) +/2(x)]=limf (x) £ lim f 2(x) (5)
2) chekli sondagi funksiyalar ko'paytmasining limiti funksiyalar limitlarining ko'paytmasiga
teng, ya'ni
Ixim[/iW I 2W 1= Ixifg /(x) Iviljg 12(x) (6)
Natija: O'zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashgariga chigarish mumkin, ya'ni,
lim[e/i()] = climy;(x) (7)



3) Ikkita funksiya nisbatining limiti, maxrajning limiti no'ldan fargli bo'lsa, bu funksiyalar

limitlarining nisbatiga teng, ya'ni lim/ 2(x)* 0 bo'lsa,

fix)
Iim77T = Em7 2{x) 8)
X-MlI

bo'ladi.
Limitlarni hisoblashda quyidagi limitlardan foydalaniladi:
lim —  =1;09)
~m X
limfi+—1 =Ilim (I+a)Va=e, e=2,71828... (10)

*>»V o X)
Bu limitlarga mos ravishda birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar deyiladi.

Anigmasliklar va ularni ochish

Anigmasliklar.  lim Lq(; limitni hisoblashda fix), (p{x) funksiyalar ch.kich.f. lar
X

bo'lsa, fix)/<p{x) nisbatga x — da (0/0) ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi. fix), <pix)
funksiyalar ch.kat.f. lar bo'lsa, f{x)/ipix) nisbatga x —>a da (0o/00) ko'rinishidagi anigmaslik

deyiladi. Xuddi shunga o'xshash oo-co, O-co, 0°, oo0° anigmasliklar
tim [/;(*)-<z>x1  limli(x)-<p(x)] ea lim f/(x)fw
x-Hi x—>a x-*a

limitlarni hisoblashda kelib chigadi. Bunday hollarda limitlarni hisoblashga anigmasliklarni
ochish deyiladi.
(0/0) va (oo/oo) ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishda quyidagi xossadan foydalaniladi:

/(x)va <p{X) funksiyalar x = a nuqtaning biror atrofidagi hamma nuqtalarda o'zaro teng
bo'lsa, ularning x —a dagi limiti ham teng bo'ladi.

. X2—9 X+3 ) .
Masalan, fix) = -------m-m- va <p(x) = -----2--- funksiyalar x ning

2(x-3)
x = 3 dan boshga hamma giymatlari uchun teng, chunki
x2-9 _ (x-3)(x+3) _ x+3
2(x- 3) 2(x- 3)

Yuqgoridagi xossaga asosan,

lim / (x) = lim ip{)

bo'ladi, ya'ni

natijaga ega bo'lamiz.
Funksiyalarning limitini topishga bir necha misollar garaymiz.

ft/lisol. lim + -= — ekanligini funksiya limitiningta'rifidan foydalanib isbotlang.
> 6X 6

Yechish: Buni isbotlash uchun /(x) = (5x+6)/6x o'zgaruvchi migdor va .4=5/6
o'zgarmas miqdor orasidagi farq x —>co da cheksiz kichik funksiya ekanligini ko'rsatish kifoya.
Demak,



5x+6 5_ 5x+6-5r_ 6 1
6Xx 6 6X 6X X
1/x o'zgaruvchi migdor jc— da cheksiz kichik funksiyadan iborat. Shunday qilib,
lim(5x+6)/6x = 5/6..
X—

Misol. lim(2x2-5x +4) =7 ekanligini isbotlang hamda x va (2x2-5 j+4)laming

giymatlari jadvali bilan tushuntiring.

Yechish: x —3 bo'lganligi uchun x—3-a cheksiz kichik migdordir.
X =3+a ni (2x2-5x +4)-7 ayirmaga qo'yib,
2(3+a)2- 5(3+cr)+4-7 =2(9+60r+0,2)-15-50'+4-7 =
= 18+ 120r+ 20r2-15-50r+4-7 = 202+ 7a
natijaga ega bo'lamiz.
a cheksiz kichik funksiya bo'lganligi uchun 2a2+7a ham cheksiz kichik bo'ladi. Shunday
qilib, l[g;(sz— 5ic + 4) = 7 isbot bo'ldi.

Endi yuqoridagi holatni x argument, Ix1-5jc + 4 funksiya qiymatlari jadvali bilan
ko'rsataylik. Ma'lumki jr->3 intiladi.

X 2 2,5 2,8 2,9 2,99 2,999 ->3

2x2-5x+4 2 4 5,68 6,32 6,9302 6,993002 —7

Bu jadvaldan ko'rinadiki, argumentning 3 ga yaginlashib boruvchi giymatlari uchun,
funksiyaning mos qiymatlari 7 ga yaqinlashib boradi, ya'ni x-3 cheksiz kichik migdorga
2x2-5x+4 -7 ayirmaning ham cheksiz kichik migdori to'g'ri keladi. Yugoridagi jadvalda jc< 3
bo'lib, x->3 holni garadik. x>3 bo'lib, x->3 holni o'quvchiga mustagil ko'rsatishni tavsiya

gilamiz.

(Mssol. lim(4x2-6jc + 3) limitni hisoblang.
X-*2

Yechish: Algebraik yig'indining limiti, (5) formula, o'zgarmas ko'paytuvchini limit
ishorasidan chigarish (7) formulalarga asosan:
lim(4jc2- 6x+3) = lim 4x2- lim 6x+ lim lim 3=4lim x2- 6lim x +lim 3=
X-*2 X-*2

X->2 X->2 X-*2 Xx->2 X-*2

= 4(I"Lr;})2j§2— 6 I\}r%jc+3: 4e22-6-2+3=7

hosil bo'ladi.
Yuqoridagi misolda, limitlarning xossalariga asosan, argument X ning o'rniga uning limitik
giymatini go'yishga olib keldi.

Misol. lim(3.r2—4jr+ 7)/(2x2-5x + 6) limitni hisoblang.

Yechish. Ikkita funksiya nisbatining limiti (8) formula hamda oldingi misolda foydalanilgan
limitlarning xossalarini qo'llasak,



bo'ladi.

Ratsional funksiyaing limitini hisoblash shu funksiyaning argument X ning limitik
giymatidagi, giymatini hisoblashga keltirildi.

Eslatma. f(x) elementar funksiyalarning x-+a intilgandagi limiti (a aniglanish
sohasiga tegishli) funksiyaning x = a nuqtadagi giymatiga teng bo'ladi. Masalan,

lim[lg(rwr!+80)+ V/2-i-83-_tg(1+ a//2+80)+ ViT8 =1gl0+3=1+3=4.

3x2 -2
IVHsol. lim 52272 limitni hisoblang.
*> 4x"-5x + 2

Yechish: x =1 da surat ham, maxraj ham nolga aylanib (0/0) ko'rinish-dagi anigmaslik
hosil bo'ladi.

Surat va maxrajni  ax2+bx+c=a(x-xl)(x-x1) formula yordamida chizigli
ko'paytuvchilarga ajratamiz. Bunda x, va x2 lar ax2+ba + ¢ = 0 kvadrat tenglamaning ildizlari.
Demak, J

3x2- x -2 . 3(x-l)(jc+2/3
im-— 2 Iim _(_>_<___)(J_________2 -
°** 4x2- 5x +1 *> 4(x- 1)(c-1/4)
3(,+2/3) = jfl+2/3) = g/3
-4(jc—1/4) 4(1-1/4)

bo'ladi.

6x" +5x+4

————————————— fimitni hisoblang.
3x +7x-2

.oom
Misol. lim

Yechish: x —<» da (co/co) ko'rinishdagi anigmas ifodaga ega bo'lamiz. Bunday
2
anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va maxrajini x ning eng yuqori darajalisiga, ya'ni x

ga bo'lamiz, hamda limitlarning xossalaridan foydalansak
6x2+5x+4 . 6+5/x+4/x2

m— - lim -
«-"3Xx +7x-2 «*3+7[x-2/x

lim(6 +5/x +4/x2) )

6+0+0 7
IimB3+7/x-2/x") 3+0+0
X-»00

bo'ladi. Bunda 5/x, 4/x2 7/x, 21x2 lar x — da cheksiz kichik funksiyalardir.

) ) X =9
Misol. lim [ limitni hisoblang.
*3 E +1-2



Yechish: x =3 da surat va maxraj 0 ga teng bo'ladi. Maxrajda Vx + 1 irratsional ifoda

mavjud, uni suratga o'tkazamiz, buning uchun kasrning surat va maxrajini -Jx+1+2 ga
ko'paytiramiz.
lim (x2-9)(>fc+1+2) | Iim (x-3)(x+3)(A£ +2) =

«MVA+T-2)(VXx+T +2) «3 yl(x+1)2-2 2
A (XF3)(x )%+ +2) M (X-3)(x +3)(Vx+ T +2)
*>3 x+1-4 o (*~3)

=lim (x + 3) o(VX + 1+ 2) = (3+ 3)(VX +| +2) = 6+4 = 24.

Misol. lim  sm3—cos limitni hisoblang.
*>74 — COS2X

Yechish; cos2x = cos2x-sin 2x bo'lganligi uchun

. sinx-cosx " -(cosx-sinx)
IS I = lira ——-mee —i =
*p/4 cos2x *Hefc  COS“X-Sin X
cosx-sinx 1
=- lim s oo =- hm
*>*4 (cosx-sinx)(cosx + sinx) COSX + sinx
1 =_ 1 1
cosTr/4 +sin;z74 V2/2+V2/2 A

o

natijani olamiz.

sin 5x
Misol. lim ------ — limitni birinchi ajoyib limitdan foydalanib hisoblang.
X

Yechish; 5x = a, deb almashtirsak, bundan x = a/5, x -0 a —»0 bo'ladi.

glf']uni.ng ucHun, F1m-s-l-9§-z( = im3MN8_ 5 3M8- 5, 4 5, chunki lim shna_ g
*+0 X alb “>¢ a «*> a

Misol. M&Tl(l + 3/x)* limitni ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib hisoblang.

Yechish: x->ce da limitga o'tsak, 1" ko'rinishdagi anigmaslik kelib chigadi. 3I1x = a
bilan almashtirsak, bu yerdan x = 3la hamda x —°0 da a —0 bo'ladi..Demak,
IXLrpD(I +3/x)1= lmg (I+a)3a= ,!'wi,’Jg“ + a)]?‘_f =e3
kelib chigadi.
Shundayaqilib,lim (I + 3/x)>=e3.

. 2
Misol. lim (- ---5—-) limitni hisoblang.
e ox—1 X -1

Yechish: x->Ilda 1/(x-l1)—00 va 2/(x2-1) —00 bo'lib, (0o0- 0o) ko'rinishdagi
anigmaslik kelib chigadi.



1 2 __*+1-2 _ x-\_
x—1 x2—1 x2- x2—
Oxirgi ifoda x —1 da (0/0) anigmas ifoda bo'ladi. Shunday qilib,

lim (- 2 )=lim ——=lim—— =—.
**ox-1 0 x —1  #>fx —1 *»x+l 2

Misol. lim (Vx2+ 3x -x) limitni hisoblang.

Yechish: x —»+<» da o00—oo ko'rinishdagi anigmaslik kelib chigadi. Quyidagi shakl
almashtirishni bajaramiz:

(4x2+3x - X)(VX2+3x +Xx) _ (Vx2+3x)2- X2 _
Bx2+3x -X = -
Vx2+ 3x +Xx yIx2+ 3x + x
X2+ 3 Xx-x2 3x
mJxl+ 3x+x  Wx2+3X +X
Oxirgi ifoda x —<*> da (co/oo) ko'rinishdagi anigmaslik bo'lib, misoldagidek x ning
yuqori darajalisiga surat va maxrajini bo'lib,

. . . 3x/X
lim (-Jx2+3x-x) = lim . "X = e e
VW VX2+3x+x Ny Ix 2/x2+ 3xIx2+x1Ix
. 3 3
- lim =- =15
J1+3/x+1 1+1 2
bunda x ->+co da 3/x —0 bo'ladi.
Muhim limitlar
lim(l+ka),a=limf 1+
x-+0 v~
MntoO+#fO =1
lim— -=1
X
oar-l
lim -------- =ma
X
. sin5x_ . 5sin5x . sinbx_ _, ,
Misol. lim = lim = 51im =51=5
5x x> 5x
Misol
lim fAin] =limf— -1 =limfl4— -—1 =lim - - lim .
*\2x +1) 2+l T om 2%+ )] e Troout

2 2



i . 4X
Miso!, lim— = In4
»*0 X

no 4xX2

*->° sinjr + sin7x

9.1im(3x-2)'-'
o 2*-2
10.lim -— -
Inje

Funksiyaning uzluksizligi

Agar Xova uning atrofida aniglangan u=f(x) funksiya shu nuqtada x=xo limitga ega bo'lib,

bu limit funksiyaning XO nuqgtadagi giymatiga teng, ya'ni bo'lsa, u holda

bu funksiya Xo nugtada uzluksiz deyiladi.
Agar u=f(x) funksiya Xo nugtada va uning atrofida aniglangan bo'lib, argumentning cheksiz
kichik orttirmasiga funksiyaning cheksiz kichik ortirmasi mos kelsa, ya'ni Jjjjj bo'lsa u holda

funksiya XO nuqgta uzluksiz deyiladi. bu yerda Ax=x-—x0 va Ay=f(xa+A x)-f(x0 mos
ravishda argument va funksiya orttirimalari.

f(x) funksiyaning X0 nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun uzluksizlikning quyidagi shartlari
bajarilishi zarur va yetarlidir.

a) funksiya Xo nuqta atrofida aniglangan.

b) funksiyaning X=Xo nugtasi chap va o'ng limtlari teng f(x 0- 0) = f(x,, +0)

V) X=Xo nugtadagi birtomonli limitlar /(.x)ga teng, ya'ni /(x0-0) =/(x0+0) = f{xn)

f(x) funksiya Xo nuqtaning atrofida aniglangan, ammo bu nugtaning o'zida uzluksiz
shartlaridan aqgalli bittasi bajariimasa, bu funksiya Xo nugtada uzilishga ega deyiladi.

Agar f(xo0-0) va f(xo+0) limitlar mavjud bo'lsa va shu bilan birga f(x0), f(xo-0), f(xo+0) sonlar
o'zaro teng bo'Imasa, u holda xo nuqta 1-tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Agarflxo-Ojsffxo+O)" f(xo) bo'lsa u holda xO bartaraf gilinadigan uzilish nuqgtasi deyiladi.

Agar f(x00) yoki f(xo+0) bir tomonli limitlardan agalli bittasi coga teng bo'lsa, xo nugta 2-
tur uzilish nugtasi deyiladi.

Misol. y = —ivl—sfunksiya va x argumentning ikkita xi=5 va X2=6 giymatlari berilgan.

X

Bu funksiyaning berilgan Xi va x2 giymatlarida uzluksizligini yoki uzilishga egaligini
aniglang: uzilish nugtasida birtomonli limitlarni xisoblang: sxematik chizmani chizing.

xi=5 giymatida uzilishga ega emas, chunki



5+6 1 x5x+6 11
Bu funksiya x2=-6 giymatda aniglanmagan, demak bu nuqtada funksiya uzilishga ega.
Endi funksiyaning x2=-6 nuqtadagi chap va o'ng limitini xisoblaymiz.

R 6x
lim - = +00

*->-6-Ojc+ 6
lun ——-—- -00
X+6t0x + 6
3x + 1, agar x<0 bo'lsa
x2+1, agar O0<x<1 bo'lsa

1 agar x>\ bo'lsa

Funksiya berilgan, bu funksiyaning: uzilish nuqtalari bor bo'lsa, ularni toping ve

aniglang: uzilish nuqtalarida bir tomonli limitni toping va sakrashini aniglang. Sxematik chizmani
chizing.

Yechish: 1) funksiyani x=0 va x=I nuqgtalarda tekshiring.
x=0 bo'lsin, u holda
/(x) =1, lim 7 (X) = lim 3x+1) =1,

x->0-0 x->0-0

lim f (x) = lim (x2+1)=1

.r->0+0 a—>0+0

Demak,/(0 —0)=/(0+0) va f(x) x=0 nuktada uzluksizdir

x=lbo'lganda/(l) = 12+1=2; Ilim/(x) = lim (x2+1) = 2; lim 1=1
X—>1-0 X—>1+0
Demak,/(1-0) =/(1)*/(1 +0) va f(x) X=1

Nugtada 1-tur uzilishga ega. Bu nuqtada u chapdan uzluksiz ekan.

2. f(x) uchun f(1-0)=2 va f(I+0)=I; f(x) funksiyaning x=I nuqtadagi sakrashi
[/(1+0)—/(1- Of=I- 2= 1bo',adj

3. f(x) funksiyaning sxematik grafigini chizamiz.

lim / (x)= lim 1= 1
X>D x>t

lim/ (x) = lim (3x +1) = —e0

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Funksiyalarni uzilishi nuqtasini toping va uzilish turini aniglang.

by = X 3y = 2 5y =73
x —1 X+ 2
1
2_ = —_ 4. = — 6 =6"3
y — y 1 y

2. y=f(x) funksiya va x argumentning ikkita xi,x2 giymati berilgan. Argumentning berilgan
giymatlarida funksiyaning.

Uzluksiz yoki uzilishga ega ekanligini aniglang: uzilish nuqgtalarida bir tomonli limitlarni
xisoblang. Sxematik chizmani chizing.



A

IX
ly = = x2=3
4x '
2.y -m X, = 2; n2=5
x—25
3 X 2 2=3
. X, =-2; 2=
y Jc-3’
5*
4y = = =
x-5"
5f ()= 2*5m, =1; X, =5
6.f (X) =4*+3x = 2; x2=-3
3. y=f(x) funksiya x argumentning har hil o'zgarish oralig'ida turli analitik ifodalar

yordamida berilgan funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping (agar mavjud bo'lsa) va ularning
turlarini aniglang uzilish nuqtalarida bir tomonli limitlarni xisoblang va sakrashini toping.
Sxematik chizmasini chizing.

[-2 x,agar x < -1 bo'lsa
-l<x<2 bo'lsa
X >2 bo'lsa
X <-2 bo'lsa
X-2<x<3 bolsa
x >3 bho'lsa
x < —1 bo'lsa
3)y = -lex<2 bo'lsa
X >2 bo'lsa
x +1, agar x <0 bo'lsa
4)y = cosx,agar 0<x <— bo'lsa
2,agar x > — bo'lsa
 4x+3 )
4. 1) lim 2)lim (4x-7) =5,
«*  Bx 5 x—=>3

3 lim(5x+8)=3,  4)lm(3x2)- 4x+6=10

ekanligini funksiya limiti ta'rifidan foydalanib isbotlang xamda x va berilgan funksiyalar

kiymatlari jadvali bilan tushuntiring.
5. Quyidagi limitlarni, limitlarning xossalaridan foydalanib hisoblang:

1) lim(2x2- 7x+ 6);

2) lim(3x4- 5x3+ 6x2- 4x +7);

. 4x2- 5x+2 . X -bx+4
3) lim 4) lim
*383x2-6X + 4’ X2-7X +6’
5)|imX2'7X+12 6) lim,2r+ /2-8 + 193/ + \/r -8)
) r+ /22-8 + 1g(3/+ \/r - .
X - 6X+5 (I‘;’%I: J

6. Ushbu (010) va (ce/co) ko'rinishdagi anigmasliklarni oching:



1) f(x)> 0 2) li

X#24X -5"-6
. X2-3x +2 . 10><36x2+7x+5
3) lim — ; [0 1 P S,
*>1 X4 —4X+ 3 £H 8L AX + 3x~ - 2x
. 2X4-5x3+7x2+8x-9 r. =~ x7+8x6+5x4-3x2-12
5) lim — 7 ; jm—————— ;6)lim— z e .
*-»=°3x+6Xx +4 x-2x +1I 10X +7x -6X'-4x-17
7. Quyidagi limitlarni hisoblang:
. x2-25 X
1 fim === o 2) lim o —
*>52 -V x-1| F° A+ X - 1
. VI+JC-VI
3) lim ————————————————————)E—, im— %
«*0 X *-»* sin 2X
X 2 -Vx-3
5) lim —="--; 6) fim — ;-
*Ns[3i-3 *>7 x -49
8. Quyidagi limitlarni birinchi va ikkinchi ajoyib limitlardan foydalanib hisoblang
. sin4dx . sinx/3 . sin2x/2
1) lim ----ee- 5 2) lim e ; 3) lim —-----2—;
x*0 X *0 X 30 X"
1—cos 2x _ sin3x
4) lim - ; 5) lim —= - 6) limxsml/x;
Xsinx *>0VX +2-v2

Hlim(I1+ 2/«)"; 8) lim (1-3x)15 9) lim (I-5/«)";

n—00 x—=0 i/->00
10) nlﬂim(l'll3<()“: 11) _I/im(l+ 2x)lA; 12) /Ilim[«/(n+ ny.
9. Quyidagi anigmasliklarni oching:

1) fmx—Ix2—x+1\, 2) lim (x-Vx2- a2l

1 6
3) limf—----—---- —j; 4) lim
*-*\x-2 x3—8/ JC->3"x-3 Xx2-9,

Mavzuga oid testlar to'plami

1. Funksiya limiti ta'rifini to'ldiring: y=f(x) funksiya x->a bo'lganda A soniga teng limitga
ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e > 0 soni uchun shunday 8 > 0 son topilsaki , |x—a| < 8
shartni ganoatlantiruvchi barcha x uchun ... bo'lsa.

A) [f(x)+ Al <e;B) | If(x) —-A| >s;C) [f(x)+A| >8;

D) If(x) —A| <e; B [f(x)-A| =£

2. y=2x2+ 5x-| funksiyaning x->2 bo'lgandagi limiti topilsin.

A) 10; B) 12; C) 17; D) 21; E) -1.

. X3-8
lim —z------- limitni hisoblang:
3 x—=2x —4

A) 0; B) oo; C) - D) 3; .

4. Ushbu funksiyaning x=1 nuqtadagi chap limitini toping:



j3x-1, X<
N [2x+ 1, x>\,
A)-2;B)-1; 0 1,D) 2, B3

5. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng limitini toping:
_[Bx2+2x-l, x<0;
[ 2x2+1, x>0.
A)-2;B-1,01L D)3 B
6. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x-*0 bo'lganda cheksiz kichik migdor emas ?
A)sinx; B) x3; C) 2% 1 ; D) cosx;
E) keltirilgan barcha funksiyalar cheksiz kichik migdor bo'ladi.

Mustagil ish topshiriglari

1. Quyidagi limitlarni hisoblang:

2. Quyidagi funksiyaning x=0 nuqtadagi chap va o'ng limitini toping:



FUNKSIYALAR
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FUNKSIYALAR HOSILALARINI HISOBLASH. HOSILANI HISOBLASH QOIDALARI

Amaliy mashg'ulot maqgsadi. Talabalarga funksiyalar hosilalarini hisoblash. Hosilani
hisoblash qoidalarini bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Hosilaga keltiriladigan masalalar haqgida

Oniy tezlik hagidagi masala. Amaliyotda har xil jarayonlarni tekshirishda birinchi
navbatda, shu jarayonning kechishi tezligini aniglash kerak bo'ladi. Tezlikni aniglash hagidagi
masala fan va texnikaning eng asosiy masalalaridan biridir.

Ma'lumki, tekis kechadigan jarayonlarda uning kechishi tezligi o'zgarmasdir. Masalan,
tekis harakatda o'tilgan yo'Ining shu yo'lni o'tishga ketgan vaqtga nisbati uning tezligini bildirib
u o'zgarmasdir.

Lekin tabiatdagi yoki jamiyatdagi ko'pchilik hodisalar notekis kechadigan jarayonlardir.
Masalan, og'ir moddiy nugtaning bo'shligda og'irlik kuchi ta'sirida erkin tushushi masalasini
garaylik. Fizikadan ma'lumki, bo'shligda moddiy nuqtaning erkin tushishi gonuni

=n 72
6=,/ 2()

munosabat bilan ifodalanib, bu yerda t erkin tushish boshlanishidan hisoblangan vaqt,
S t vagtda o'tgan yo'l, g erkin tushish tezlanishi, g »9,8\m/cekl. Bu harakat notekis bo'iib,
uning tezligini topish masalasini garaymiz.

Vaqtning biror aniq t momenti (oni)ni garaylik. Bu momentda moddiy nugta A holatda
bo'lsin. OA yo'lning migdori (1) formula bilan topiladi. Vagt Al migdorga ortsin, ya'ni t , At
orttirma qabul giladi. t+At momentda nuqgta B holatda bo'ladi. AB, vaqgt At orttirma
olgandagi yo‘l orttirmasi, uni AB =AS bilan belgilaymiz. (1) formulaga f+ Afqo'yib,

S+A SO +AO02, bundan AS =" (t + At)1-

yoki AS = "-(2tAt + Atl) .
Oxirgi tenglikni At ga bo'iib,
— ="(2/+ ) @)
At 2 !
natijani olamiz. Oxirgi tenglikdan ma'lumki, AS/At nisbat t va Al ga bog'liq. Masalan:
At =01 sek, t =Isek bo'lganda,

— (2-1+0,1) = 1,059 bo'iib, t=3 sek bo'lganda
At 2

------- —(2-3+0,1)= 3,059 bo'ladi.
At 2

Shuning uchun, notekis harakatning tezligi fagat vaqtning anig momentiga tegishli bo'ladi.
Shunday qilib, vaqtning har bir momentidagi oniy tezlik haqida gapirish kerak bo'ladi.

Oniy tezlik tushunchasini ganday aniglash kerak?

2 tenglikdan ma'lumki, t o'zgarmas bo'lganda, AS/At A dan B holatgacha oraligdagi
o'rtacha tezlik bo'iib, uni bilan belgilaymiz. Ma'lumki, At gancha kichik bo'lsa, t
momentdagi tezlikni shuncha yaxshiroq ifodalaydi. Bundan shunday xulosaga kelamizki, erkin
tushayotgan nuqgtaning t momentidagi oniy tezligi v ni v o'rtacha tezlikning A/->0 dagi

limiti kabi aniglaymiz, ya'ni



v =lim V:p
Shunday qilib, oniy tezlikni hisoblash uchun qo'yidagi ko'rinishdagi limitni hisoblash kerak
bo'ladi.
v=Ilim — ?3)

3) ko'rinishdagi limitni hisoblashga ko'p sondagi amaliy masalalarni yechishda to'g'ri

keladi.
Umuman, o'zgaruvchi migdor o'zgarish tezligini topish masalasi, matematika fanining eng

ahamiyatli tushunchalaridan biri - hosila tushunchasiga olib keladi,
Shuning uchun (3) ko'rinishdagi limitlarni hisoblashni umumiy holda garash zarur bo'ladi.

Funksiya hosilasi

y =f(x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan bo'lib, x, nuqgtadagi funksiya
Ay orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbatining, argument orttirmasi nolga
intilgandagi limitiga, y = f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi. Bu limit

simvollardan biri bilan belgilanadi.
Shunday qilib, ta'rifga asosan
I'(*,) =lim~ =lim /fa+Ax)" /")
irro Ax  i**0 AX

bo'ladi, bu limit mavjud bo'lsa, hosila x0 nugtada mavjud deyiladi.

Hosilani topish jarayoni differensiallash deb ataladi.

Biz o'rganayotgan y = f{x) funksiya orgali ganday jarayon tavsiflan-masin, uning hosilasi
y =f(x) fizik nugtai nazardan shu jarayon kechishining tezligini ifodalaydi.

Chunonchi, « vagt, Q biror reaksiya natijasida olingan moddaning r momentdagi
migdori bo'lsa, demak Q T ning funksiyasi bo'ladi. Q dan olingan hosila, reaksiya kechishining
tezligini ifodalaydi. r vaqt, O biror o'tkazgich kesim yuzidan vaqt birligida o'tayotgan elektr
miqdori bo'lsa, Q hosila tok kuchining o'zgarish tezligini ifodalaydi. O isitilayotgan jismning
o'zgaruvchi temperaturasini tavsiflasa, Q' hosila isish tezligini ifodalaydi.

Funksiya hosilasini hosila ta'rifiga asosan topishga bir necha misollar garaymiz;

Misol. y = x3funksiyaning hosilasini hosila ta'rifiga asosan toping.

Yechish: lim — limitni hisoblaymiz.
Ax—0 A X
Ay = (X + At)3—x 3= x3+ 3x2Ax + 3xAx2+ Ax3- x 3= 3x2Ax+ 3xAx2+ Ax3
Ay . 3X2AX + 3xAx2+ Ax3_ . Ax(3x2) + 3XAX +Ax2
1 R [ = lim — m s =
Ax M At Ax

= Iin>1 (8x2+ 3xAx + Ax2) = 3x2.
V.->0

Shunday qilib, ¥ = 3x2.

WIlisoL y = sinx funksiya hosilasini hosila ta'rifiga asosan, toping.

Yechish; Argument x, Ax orttirma olganda, funksiya Ay orttirma oladi.
Ay = sin(x + Ax) —sinx = 2cos(x + Ax/2)sinAx/2;



LZiuj

Ak _ 2cosr ,+" !5 C ~ =cosfrV nNo2).

Ax v 2 AX \ 2) (Ax/2)
f AX') i sin(Ax/2)
Ax-»0 da cos xh------ »cosx. lim— —--c----% =
2 4«0 (Ajt/2)
Shundayqilib, lim — = cosx, >/ = (sinx) = cosx
A0 AX
bo'ladi.

Umuman, x va y o'zgaruvchilarning fizik, igtisodiy, kimyoviy ma'nolaridan voz kechsak,
y dan x bo'yicha olingan hosila, y ning x ga bog'liq boTib o'zgarishiningtezligini ifodalaydi.

Hosilaning geometrik ma'nosi

Hosila muhim geometrik ma'noga ega. Bu funksiyariing xO nuqtadagi hosilasi uning
grafigiga M (x0,/(x 0)) nuqtada o'tkazilgan urinmaning OX o'gining musbat yo'nalishi bilan
hosil gilgan burchagining tangensiga teng. y =f(x) egri chizigga MO(x0,y0) nuqgtadan
o'tkazilgan urinma tenglamasi

Y-y, =f'M (x~x0)

bo'ladi, bunda yO=f(x 0) . Funksiya grafigiga urinish nuqtasi M O{xa, y0O) da o'tkazilgan

normalning tenglamasi
~ - * (e*Q) * ©
y-y<> = ; (*05( ), (I'(¢*0)* °)

bo'ladi. . " " »
3

. X
Miso!. y=-—+4 egri chiziqga abssissasi x0=2 nuqtada o'tkazilgan urinma va
normalning tenglamasini yozing.
. 20 20
Yechish: yO=— , y'(2)=22=4, y——=4(x-2)
yoki
3jy-20=12(x-2), 12x-3y—4=0, bu Mo(2,20/3) nuqgtadan o'tkazilgan urinmaning

tenglamasi. Normalning burchak koeffitsiyenti
1 1

12y-80 =-3(x-2), 3x+12y-86=0
bo'lib, bu M 0 nugtadan o'tkazilgan normalning tenglamasi bo'ladi.

Murakkab funksiya hosilasi va hosilalar jadvali

1). Agar y=f(u), u=<p(x), ya'ni y="MN<p(x)\ murakkab funksiya bo'lsa, y =f(u)
funksiyaning x o'zgaruvchi bo'yicha hosilasi
y'=f(u)-u
bo'ladi.
Agar y~ f(x) va x =ip(y) lar o'zaro teskari funksiyalar bo'lsa,

f1(x)=-TTT
<ply)



bo'ladi.
Differensiallash goidalari:
x erkli o'zgaruvchi, u=u(x) va v=v(x) uning differensiallanuvchi funksiyalari bo'lsin.

1. C =0 C-o'zgarmas miqdor.
2.x'=1

3. (uxv)' =u xv'.

4. (uw) =uv+uv'.
5

. (cu)'=c-u

u u'v-u-v'
U v2
Murakkab funksiya uchun hosilalar jadvaii quyfdagicha bo'ladi:
1) (u")'—nu"~ -u' neR, u>0;
2) (au)'= a“s\na u

3) (e")'= eu-u;
4) (logau)' = — |-—-u';
u-lna

5 (Ina)' = —u«;

u
6)(sin«) = cosu-u ;
7) (cosiz)' = -sinw-z/;

» 8)(tgu)' =—
COS U

9) (ctgu)':—sirr¥ -«

‘u
10) (arcsin u)'= . TI
Vi-u 2
11) (arccos u)'=— . N eu';
yll-u2
12) (arctg u)'=—L r eu';
1+u2
13) (arcctg u)' = ---=----- 5eu’;
1+u

14) (uv)' =vu"~'-u'+u“-Xnu v'.
Yugqori tartibli hosilalar

y = f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deb, uning hosilasidan olingan hosilaga,
ya'ni (y"f ga aytiladi. Ikkinchi tartibli hosila quyidagilarning biri bilan belgilanadi:
/I, 1"(-*). dyldx2.

y = f(x) funksiyaning «-tartibli hosilasi deb uning (n -1) tartibli hosilasidan olingan
hosilaga aytiladi va quyidagilarning biri bilan belgilanadi y{"\ /7 ~(x), d"y!dx". Ta'rifga ko'ra
y» =[/»-»l.

Misol. y = (2x2-7) 3 funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.



Yechish:

-~

= [(2x2-7)'] = 3(2x2—) A1x 2-1)" = 3(2x2- 1) 2-4x = UX(2x2- 1) 2;

"= (y) :[I2x(2x2- 1)2J:]2{x'(2x2- 1)2Hx[(2x2- ifj =
= 12[(2x2- 7)2+ 2X(2x2- T)M4*]= 12(2x2- 7){2x2- 7+8*2) =

\<_

=\2(2x2-1)(10 x 2-7).
Demak, ¥ = \2(2x2-7)(10x2-7).
Misol. y =x" funksiyaning n —tartibli hosilasini toping.
Yechish: § -nx"~I, y" =« («-1)xx2, y" = n(n- V)(n- 2)x"“3,
yw =n(n-1)(n-2)(n-3)x"“+4,....., y"-I' =
=M («-1)(«-2)(fI-3)... [n-(«-2)]x" L D=»(n-1)(W-2)(«-3)... 2x
/"> =n(n- I(n- 2)(n—3) ... 3-2-1£«!

(«!) 1 dan « gacha bo'lgan sonlar ko'paytmasining gisga yozilishi).
Oshkormas va parametrik berilgan funksiyalarning hosilalari

X o'zgaruvchining y funksiyasi oshkormas ko'rinishda F(x, y)=0 berilgan bo'lsa, y
hosilani topish uchun F(x, >0= 0 tenglikni x bo'yicha differensiallab, so'ngra hosil bo'lgan
tenglamadan y' nitopamiz. Ikkinchi va undan yuqori tartibli hosilalar ham shu kabi topiladi.

Misol. x2+_y2=100 oshkormas ko'rinishda berilgan, y funksiyaning ikkinchi tartibli

hosilani toping.
Yechish: 2x+ 2y-y'=0; 2yy'=-2x, y'=-x/y; keyingi ifodadan yana hosila olib,

X'y-x(y)' y=xy'

00'=-
y
. X o
Endi, y = — nixisobga olsak,
y ~X(~x/y)
y- /
yoki
x2+y2 100
bo'ladi, chunki, x2+y2=100 edi.
Funksional bog'lanish parametrik
x =x(t)
1= y()
ko'rinishda berilgan bo'lsa, dy/ dx, d2/j dx2 hosilalar
dy dy dx dZx dy
= dly = ~d2'Yt~ht2 '~dt o
dx dx ’ dx2 (dx']
\dt

formula bilan topiladi.



X = acost
ly = as'mt

parametrik ko'rinishda berilgan, y funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.

dx . dX dy dzy .
— =-asm/, — t+=-acost, — = acost, —- =-asmt
dt dt~ dt

(1) formulaga asosan,
d _ -asin/-(-asinO-(-acos/)'acos« _ a2sin2/+a2cos2<_

dx2 (-asm*)3 -a’'sin3/
a2(sin2/ + cos2/) _ 1
a'sin t asm t
d 1
Demak, ¥
asm t
bo'ladi.
Misol. Ushbu

y=f{x)=WN

funksiyaning X0=0 nuqtadagi o'ng va chap hosilalari topilsin.

«(Ravshanki,
A/(0)=/(0 +AXx)-/(0) =|Ax|
bo'lib, ]
A/(0) N
AX AXx
bo'ladi. Limitga o'tib topamiz:
jm via , ,im
A>0H0 "X ASOH0A X

im A0 AL
Ax AX-*0-0 AX
Demak, berilgan funksiyaning x0= 0 nuqtadagi o'ng hosilasi
/'(0 +0)=1
chap hosilasi
/'(0-0)=-1
bo'ladi. »
Eslatma. Yuqorida garalgan f{x ) = |x| funksiya x = 0 nuqtada hosilaga ega bo'Imaydi.
Misol. Ushbu
y =2x2- 6x+ 3
parabolaga M O(l;l) nugtada o'tkazilgan urinma va normalning tenglamasi topilsin.
Bu tenglamalarni topishda yuqoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanamiz. Bu holda
/(x) =2x2-6x +3, x0=1 y0o==1 / '(x0)=/"(2

Bo'ladi. Hosila ta'rifidan foydalanib / '(I)ni topamiz.



/(1) =lim [ (1+A*)-/(P = lim 2(1+Ax)2-6(1 + Ax)+ 3- (2 ml- 6 |+3)=

ta-»0 ax >0 Ox
. 2Ax2-2Ax 4
= lim =l = lim (2/1x-2") = -2.
Ar—>0 A x Ax'->0 v y

Demak, izlanayotgan urinmaning tenglamasi
>—(—) =—=2(x—I), yani 2x+y -1 =0,

normalning tenglamasi esa

j +1l=i(x-1), yanix-2y-3 =0

bo'ladi. »
gt2
Misol. Bo'shligda erkin tushayotgan jism S = — gonun bo'yicha harakatlanadi, bunda
g “ 980cM /™ 2] erkin tushayotgan jismning tezlanishi. / = 10ce/c da harakat tezligi
topilsin.

-"Ravshanki, bu masala S "(10)ni topish bilan hal bo'ladi.

Hosila ta'rifiga ko'ra

v 7 N At
bo'ladi. Bu tenglikdagi limitni hisoblaymiz:

S(10+ A<)-S(10) |g-(10 +A«)2-]g-102 At-(20+At) ¢
lim— - e— 2 = |lim — =—lim----—- i —-20=102.
x> a/ -0 At 2 4> At 2
Demak, harakatning t = 10 cek momentdagi tezligi
S"(10) = 10+g « HOcek+*9 8 0 -~ =9800— =98V
v ceK2 cek ' cek
bo'ladi. »

Hosila hisoblashning sodda qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da berilgan bo'lib, xe(a,b) nugtada
f'(x) va ~'(x) hosilalarga ega bo'lsin. U holda:

1) y=c-/(x) bolsa,yY =c-/'(x) bo'ladi, c —const-,

2) y=/(x)xg(x) bolsa,/ =(/(x)xg(x)) =/'(x)xg'(x) bo'ladi

3) V=I(*)-g(x) bolsa, y =(/(x)-g(x)) =f(x)-g(x)£f(x)g"'(x)
bo'ladi;

4) (#(*)*°) b°'lsa<¥Y = — — — -y, N1 -m- —  bo'ladi;
g(x) g (x)

5) U=7(x)vay=f (n) laryordamida tuzilgan >= /(~z>(x)) funksiyaning hosilasi

Y =/'(m)-m'(x)=/'(<p(x))-">"(x) bo'ladi;



6) Agary =Tf (x) funksiyaga nisbatan teskari funksiya x = <p(y) bo'lsa,

tp'(y) = — 7— bo'ladi;
y ' f(x)
Ko'pincha hosilaiarni hisoblashda quyida keltirilgan jadvaldan foydalanish mumkin:
1) (x“) =a-x"“\ (u*) =au“~'-ii
2) (V) =ax \na, (a") =au-laa-u
3) (ex) =ex, (e") =e"-u
4)  (log x) =—log e, (logau) = —logae-ii
X u
5 (Inx) =—, (ku;) = —-it'
X u
6) (sinx) = cosX, (sinu) =cosuni
7) (cosx) =-sinx, (cos!<) =-sin!<-w'
1 s 1
8) (tgx) .
cos"x
1 1
9) (ctgx) (ctgu) = — r
sm'x
. 1 .
10) (arcsinx) = (arcsinw) =
V-l % /1-ir
1 N 1
11)  (arccosx) ; Z =, larccosu) =—p =
-\
arcigx)’ arctgu)'=-~T -u',
12) ( gx) LT ( gu) Ceu
13) (arcctgx)’ (arcctgu
1+ U-
Misol. Ushbu y = tgx + funksiyaning hosilasi topilsin.
1+ x

AYig'indinig hamda nisbatning hosilasini hisoblash goidasidan hamda jadvaldan
foydalanib topamiz:

1 1(L+ x)(e*) - (1 +x)(e*)
tgx- = (tgx)' m
1+ x 1+xJ  COS2X 0 + X)*
1 (I +x)ex-e x 1 xex
—r - +

1+ x) GOS X 1+ x)



Mavzuga doir misol va masalalar

1. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

)y =xInx: 2) y ="+ m 3) =Ig(5x).
X

4)y =\nx-— 5)_.v=~"";  6)y =\n(x2+ 2X).
X  2X X~

7)y - In(l+ cosjf); 8) y =tasmx--~sm2x.

9)y=In(-Ix+JIx+1); 10) y=1Ina,+X ; 11)y=Ig(5*+3).
ar—x

| r2

12) y = in(x+yla2+x2); 13) y=1In . ;o 14) y = In(/gx).
v1l-ax

2. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

1) y =-Jl—x2+ arcsinx; 2) y = arcsin V| —4jc.

X
3)y = x—arctgx; 4) j' = arcsin —.
a

5)y = arctg—; 6) > = arccos(I-2x).
a

7)y = x\Il-x2+arccos.ic; 8)y = arcsin(e3).

+ X 1
9) y = xarctgx + In |--—-—- ;, 10) y = arccos —§=.
n-x ylx

1) y = arcsinnfx; 12)y =arctgj&x-1
13). y = .*arccos(l-.x2); 14)y = arctgx—.
X

15) y = arccos -JI—3x + V2 x-4x2;
3. 1y =sin2jr; 2)y =tgx; 3) y = -\+x2 funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin.

. 1
4. 1)_y=cos X; 2)y =—; 3) y = jcsin.t funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin.
X
5. 1)y =xInx: 2)y =te~'; 3) y = arctg— funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin.
a

6. V)y=\nx; 2)y =e 3) y = 4x funksiyalarning n -tartibli hosilalari topilsin.

7. )y =x"; 2)y =smx; 3) y =cos2x funksiyalarning " -tartibli hosilalari topilsin.
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ANIQMAS INTEGRALLARNt HISOBLASHGA DOIR MiSOLLAR YECHISH

Amaliy mashg'ulot magsadi. Talabalarga funksiyalar hosilalarini hisoblash, hosilani
hisoblash qoidalarini bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Ma'lumki matematikada amallar juft-juft bo'lib uchrab keladi. Jumladan, go'shish va
ayirish, ko'paytirish va bo'lish, darajaga ko'tarish va ildiz chigarish va boshqalar. Funksiya
hosilasini topishga yoki differensialash amaliga teskari amal bormikan degan tabiiy savol
tug'iladi.

Differensial hisobda funksiya berilgan bo'lsa, uning hosilasini topishni garadik. Hagiqatda
ham fan va texnikaning bir gancha masalalarini hal etishda teskari masalani yechishga to'g'ri
keladiki, berilgan f(x) funksiya uchun shunday, F(x) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi
berilgan f(x) funksiyaga teng bo'lsin. Ma'lumki, bundayF(jt) funksiyaga berilgan f(x)
funksiyaning boshlang'ich (dastlabki) funksiyasi deyiladi.

F'(x)=(-;-)' = X*=1f(x) bo'ladi.

Anigmas integral va uning xossalari

F(x) funksiya biror oraligda f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, F(x) + C
(bunda C ixtiyoriy o'zgarmas) funksiyalar to'plami shu oraligda f(x) funksiyaning anigmas
integrali deyiladi va

1/ (xX)dx =F(x)+C

bilan belgilanadi. Buyerda / ( x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda,
X integrallash o'zgaruvchisi, / integral belgisi deyiladi.

Demak, Jf(x)dx simvol, f(x) funksiyaning hamma boshlang'ich funksiyalari to'plamini
belgilaydi.

Berilgan funksiyaning anigmas integralini topish amaliga integrallash deyiladi.

Anigmas integralning xossalari:

1) anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga, differensiali esa integral
ostidagi ifodaga teng, ya'ni

ea

2) biror funksiyaning hosilasidan hamda differensialidan anigmas integral shu funksiya

bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya'ni
f'(x)dx-f(x)+C ea 8dF(x)=F(x)+C.

Bu xossalar anigmas integralning ta'rifidan bevosita kelib chigadi. Hagigatan, 1-xossadan
(ff(x)dx) = (F(x) + Cj = F'(x)+0=f(x) bo'ladi. (Qolganlarini keltirib chigarish o'quvchiga
havola etiladi).

Bu xossalardan differensiallash va integrallash amallari o'zaro teskari amallar ekanligini
paygash mumkin.

3) o'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi tashgarisiga chigarish mumkin, ya'ni
K = const ®0 bo'lsa,



JKf(x)dx = Kjf(x)d x;

4) chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining anigmas integrali, shu funksiyalar
anigmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni

JNO)+£i O)“ 3(*)] ax=J/ (dx+I/2Ax)dx- J /3(x) A.

Asosiy integrallar jadvali

Berilgan funksiyaga asosan uning boshlang'ichini topish, berilgan funksiyani
differensiallashga nisbatan ancha murakkabroq masaladir. Differensial hisobda asosiy
elementar funksiyalarning, vyig'indining, ko'paytmaning, bo'linmaning hamda murakkab
funksiyalarning hosilasini topishni o'rgandik. Bu goidalar istalgan elementar funksiyalarning
hosilasini topishga imkon berdi. Elementar  funksiyalarni integrallashda esa
differensiallashdagidek umumiy qoidalar yo'q. Masalan, ikkita elementar funksiyalar
boshlang'ichlarining ma'lum bo'lishiga qaramasdan, ular ko'paytmasining, bo'linmasining
boshlang'ichini topishda aniq bir qoida yo'q.

Integrallashda integral ostidagi ifodaning muayyan berilishiga garab, unga mos individual
usullardan foydalanishga to'g'ri keladi. Boshqacha aytganda, integrallashda ancha kengroq fikr
yuritish kerak bo'ladi. Funksiyani integrallash ya'ni boshlang'ich funksiyani topish metodlari bir
gancha shunday usullarni ko'rsatadiki, ularyordamida ko'p hollarda magsadga erishiladi.

Integrallashda magsadga erishish uchun quyidagi asosiy integrallar jadvalini yoddan bilish

zarur.
sl 1
1) \x"dx = - +C, «*-1; 2) fdx=x+C\ 3) f—dx=\N+C\
J n+1 J 1X
4) "s'mxdx = —cosx + C; 5) Jcosjrcfo = sinx+ C; 6) je'dx=ex+C;

7)f axdx=——1C, (0O<a”" 1l); 8) f-y-—jdx =—arctg—+C;
J Ina Ja-+Xx a a

9) f-==L = dx=arcsin—+C; 10) f— \—dx=tgx+C\

j JlVaz2-x2 a 1cos *
11) f— \~dx =-ctgx+C\ 12) f f* . =—In " - +C, a* 0;
Jsin x 3x -a 2a x+a
13) f ,~ =\nx +ilx1-k+C.
yx2—k

Bu formulalarning to'g'riligini, tekshirish tengliklarning o'ng tomonidagi ifodalar
differensiali integral ostidagi ifodaga teng ekanligini ko'rsatishdan iboratdir. Masalan,

x"+\ A 4 — +c\dx =~ ~ d x =x"dx.
n+1 J ~"n+l J n+\
Integrallashga bir necha misollar garaymiz.
IVIisol. J(x3+5sinx-9)fi6c integralni hisoblang.

Yechish: Integralning 4 va 3 xossalariga asosan,



J(x’ +5sinjf-9)(if = Jjr3dx+ 5~smxdx-97dx

bo'ladi. Asosiy integrallar jadvalidagi 1), 2), 4) formulalarga asosan,
4

jx 3Ix=— + Cl, 5jsin Jobe=5(-cosjc+ C2), -9jdx =-9(x + C}).
Demak,

r R . X4

J(x3+5sinx-9)ca=— -5@sx-9x +(Cl+5C2-9 C3.

Yugoridagi integralni hisoblashda har bir uchta integralda o'zining ixtiyoriy o'zgarmasini
go'shdik, lekin oxirgi natijada bitta ixtiyoriy o'zgarmasni qo'shamiz, chunki C,, C2, C3 ixtiyoriy
o'zgarmaslar bo'lsa,

C=C,+5C2-9C3 ham ixtiyoriy o'zgarmas bo'ladi, shuning uchun, oxirgi natijani
quyidagicha yozamiz:

j_(x +5$\nx-9)dx:X—4-5cos.x-9.x+ C.

Integralning to'g'ri hisoblanganligini tekshirish uchun oxirgi tenglikning o'ng tomonini
differensiallash bilan ko'rsagish mkin (buni bajarishni o'quvchiga havola etamiz).

2-misol.J J- integralni hisoblang.

Yechish. Manfiy daraja xossasidan, hamda 4) xossadan foydalanib, jadvaldagi 1)

formulaga asosan,
|

Xz X3 d ' 2 XA fx A
X = —j X x-Nfx Ax =
~2 r ?
\Y
—H ——-h - -
1 x2 I x1 1 Vx 1¥x _ r r.
2 3 2

bo'ladi.

3x
Misol. f— —-----r— integralni hisoblang.

Jsin“xcos x
Yechish: sin x+cos x-\ ayniyatdan hamda integralning 3) va 4) hossalaridan
foydalanib hisoblaymiz:
r 3dx rsin2jc+ cos2x { sin2*
=3 — - 3\—

— = - - —— dx = e —dX+ 3

1sin xcos X J sin xcos X Jsm icos j

f—fos X, dx=3f —\—dt+3f— dx = 3(tgx-ctgx) + C.

1sin .rcos'.x J cos jc Jsin x

X
Misol, J .ﬂ integralni hisoblang.

13J3~ct
Yechish: Jadvaldagi 9) formulaga asosan,
f (x— =f n = arcsin +C.
N

(S f-x 2 V5

O'zgaruvchini almashtirish



Ko'p hollarda yangi o'zgaruvchi kiritish bilan integralni hisoblash, jadval integraliga
keltiriladi. Bunda ¢(x) =t almashtirish olinib, bunda t yangi o'zgaruvchi bo'lib, o'zgaruvchini
almashtirish formulasi

J fl<P{)\p\x)dx = Jf(t)d t

ko'rinishda bo'ladi.

O'zgaruvchini almashtirish usuliga birnecha misollar garaymiz

1-misol. J(3x + 1Ydx integralni hisoblang.

Yechish. 3x+ 1=t deb 3dx=dt yoki =~ ekanligini hisoblasak.
r 7 r7dt 1( A f . @itD)?
(3jt+ Ij7a&r= \t —=-—-—-(——+C=— L 3.i+1) +C
J J 1 1 R 94 24
bo'ladi.

2-misol. J\Il+x2xdx integralni hisoblang.

Yechish. 1+x2=t o'zgaruvchi bilan almashtiramiz. Bu holda 2xdx=dt yoki xdx=-

bo'lib,

A\l +x2 oxdx= [*® — =-\tidt=- ~ +C=-i#t+C =-(\ +x12fI\+x1+C bo'ladi.
J 2 23 2 4 8 8

3
3-misol. J casmxdx integralni hisoblang.

Yechish. Bunda dx = —d(mx) o'zgartirish olib,
m

fO:Smxdx = — [cos mxd(mx) = — s'mmx+C
J mJ m

natijaga ega bo'lamiz. Bunday integrallashga bevosita integrallash deb ataladi. Chunki
mx=1t bilan o'zgaruvchini almashtirib ham shu natijaga kelish mumkin edi. Yuqoridagi
integralda o'zgaruvchini almashtirib o'tirmasdan uni fikrda bajardik.

) PRI Lo ) Qe -
4-misol. j"(Injc)3— integralni hisoblang.
X

Yechish. Inx =t bilan yangi o'zgaruvchini almashtirib, EXX =dt
ekanligini hisobga olsak,

Jtax y f =jt3.dt=i +C=~ +C

bo'ladi.

5-misol. rs'n4x integralni hisoblang.
*Jx
Yechish. x =t2 bilan yangi o'zgaruvchi kiritamiz oxirgi tenglikdan differensial topib,
dx = 2tdt bo'lganligi uchun,
. _jsin'l' s .
J—jr—dx =J 2= 2tdt = Z'Sinfcfr = -2cost+C =-2 @ sjx +C
X t

bo'ladi. —
6-misol. Je8%F -cosxdx integralni hisoblang.

Yechish. cosxdx = d(smx) ni hisobga olib,



Je"'xmosxdx = Jes™'c/(sinx) = e +C

natijaga kelamiz.
Shunday qilib, oddiy hollarda

xdx=2—d(x3, cos.xdxzd(sinx), ; =d(hxx), dx=;(ax+ b),....

tengliklardan foydalanib, o'zgaruvchini almashtirishni fikrda bajarib, bevosita integrallash
ham mumkin.

2. Bo'lakiab integrallash. Bo'laklab integrallash usuli differensial hisobning ikkita funksiya
ko'paytmasi differensiali formulasiga asoslangan.

Ma'lumki, d(uv) = udv+ vdu, bundan udv=d(uv)- vdu. Oxirgi tenglikni integrallab,

Judv= Jd(uv)— Jvdu= uv- Jvdu

natijaga ega bo'lamiz. Shunday qilib,

Judv= uv- Jvdu (1)

formulani hosil gildik. (1) formulaga bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.

Bu formula yordamida berilgan Judv integraldan ikkinchi Jvdu integralga o'tiladi.
Demak, bo'laklab integrallashni qo'llash natijasida hosil bo'lgan ikkinchi integral, berilgan
integralga nisbatan soddaroq yoki jadval integrali bo'lgandagina bu usulni go'llash magsadga
muvofiqdir. Bu magsadga integral ostidagi ifodani u va dv ko'paytuvchilarga qulay bo'laklab
olish natijasida erishish mukmin. Berilgan integral ostidagi ifodaning bir gismini u va golgan
gismini dv deb olgandan keyin (1) formuladan foydalanish uchun v va du larni aniglash kerak
bo'ladi. du ni topish uchun u ning differensiali topilib, v ni topish uchun esa dv ifodani
integralaymiz, bunda integral ixtiyoriy o'zgarmas C ga bog'lig bo'lib, uning istalgan bir
giymatini xususiy holda C = 0 ni olish mumkin.

Shunday qilib, integral ostidagi ifodaning bir gismini u deb olishda u differensiallash bilan
soddalashadigan, golgan gismi dv bo'lib, giyinchiliksiz integrallanadigan bo'lishi kerak.

Bo'laklab integrallash formulasi ko'proq:

Djp(x)e“dx, IJp(x)smmxdx, Jp(x)cosaxdx ea

2) J p(x)In xdx,J p(x)arcsin xdx,j p(x)arccosxdx,jp(x)arctgxdx, J p(x)arcclgxdx
(bularda p(x) biror darajali ko'phad) ko'rinishdagi integrallarni hisoblashda ishlatiladi. Bu
integrallarni hisoblashda 1) guruh integrallarda u uchun p(x) ko'phad, golgan gismi dv uchun

olinib, 2) guruh integrallarda u uchun mos ravishda
Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx lar,

golgan gismi dv uchun olinadi.
Bo'laklab integrallashga bir necha misollar garaymiz.

1-misol. ~xcosxdx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi ifodani u=x, dv=cosxdx deb

Bo'laklasak, du=dx, v =JcosxiA =sinx bo'lib, (1) formulaga asosan,

Jxcosxatc = xsinx-Jsinxtix = xsinx + cosx+ C

u av u v v du

natijaga ega bo'lamiz.

Bu integralda (1) formuladan foydalanish natijasida ikkinchi integral ~s\nxdx hosil
bo'ldi, bu jadval integrali bo'lganligi uchun osongina topildi.

2-misol. JxXeSdx integralni hisoblang.



Yechish. Yuqgorida eslatilganidek u=x1, dv-e 3dx ko'rinishda bo'laklab olsak,
du=2xdx, v=|edx=—Jedd(3x)=-e X
hosil bo'ladi. (1) formulaga asosan
=x2- - f- =£ 27k
IIZsadx x2:2 3¢ fe I@xdx §€3x é&j e 3dx
bo'ladi. Oxirgi hosil bo'lgan integral berilgan integralga nisbatan soddalashdi (berilgan

integralda x ning 2- darajasi, ikkinchisida buning darajasi bittaga kamaydi). Keyingi integralda

yana (1) formulani go'laymiz.
u=x, du=dx
| xe3dx-

dv~ v=-e3
3
"=xte* —\exdx=-e 3 -—meX+C, = —e3
3 3J 3 33 13 V 3
Shunday qilib, natijada
2 2
Jx23dx= ek —(foedax = e3¢ - -e I X <)+ C 2 e
? g} 3 3(3 v 3J 3 9J

hosil bo'ladi.
3-misol. J"x3cos 2xdx integralni hisoblang.

Yechish. Yuqorida eslatilganidek emas, teskarisini ya'ni u=cos2x, dv=x3dx bo'laklab

olaylik; bu holda

du~-msin2xA, v= —4 bo'lib (1) formuladan foydalangandan
keyin

jx 3c0s2xdx = <x>82x- — + \--2sm2xdx =- — c0S2X +
4 J4 4

+I_fJ*tS|m.2xdx
ifoda hosil bo'ladi. Keyingi |* 4sin2xdx integral berilgan jx 3cos2xdx integralga
nisbatan murakkabroqdir(jc ning darajasi bittaga ortdi). Demak, bunday bo'laklab olish

magsadga muvofig emas, ya'ni u=x3 dv=-cos2xdx deb olish kerak edi. (Bu integralni

hisoblashni o'quvchiga havola gilamiz).
4-misol. Jarccosxrft integralni hisoblang.

Yechish.



u = arccos X, du - xdx

| arccos xdx - y[I-x 2dx = -Xarccos X +
dv=dx, v=x wl—x7
ot N I 12
- 2xdx = dt = jcarccos.x+ f—j2— =xarccosX --\'t At =" arccos x---------!:r— + Bu
Xd'X:___(_j_t JJt 2 -1+

1t2
+C :jcarccos*—é _l +C = xarccosx -J |-x 2+C.

integralda bir marta bo'laklab integrallangandan keyingi hosil bo'lgan integralda o'zgaruvchini
almashtirish usulidan foydalanib integralladik. Integrallash usullarini go'llashda o'zgaruvchini
almashtirganda yoki bo'laklab integrallaganda yozuvda tartib bo'lishi uchun yuqoridagi
integralni hisoblangandagidek yozishga odat gilishni tavsiya etiladi.

5-misol. J = J&* cosxdx integralni hisoblang.
Yechish. Bo'laklab integrallasak
u = cos*, du=-sinxdx
J =Je” cosxdx = =e*cosj +J>sm xdx,
dv=exdx, v=ex
hosil bo'ladi.
Keyingi intégral, berilgan intégral bilan o'xshashdek tuyuladi, lekin oxirgi integralda
bo'laklab integrallash formulasini ikkinchi marta go'llash bilan quyidagiga ega bo'lamiz:
u=sinx, du= cosxdx r
JVsin xdx = =e*smx-le cosxdx
dv=exdx, v=ex
Shunday qilib,
J = excosjr+e*sinx-J

J hisoblanishi kerak bo'lgan integralga nisbatan oddiy chizigli tenglamaga keldik. Oxirgi
tenglamadan

2./=eicosjc+e*sinjt &éKU J="e*(cosx+smx)+C

natijaga ega bo'lamiz.

Mavzuga doir misol va masalalar

3 ' Vil J \[7

)dx
9+x1 "N4-x2

dx
— =i x *- - ax.
g.l-f)(l:‘zi@Y IO':}?%‘Hl@’ - jR/ AQ-x2 V*2+3 ) ! 124( XMl x -3 )



[

a) jx~dx , b) \~"~dx /c) J— dx 2. a) jyfxdx , b) |Xfxdx ,c) Ja/x'ia
3.a) j(x- DHr+hdx ,b) j(Ix-x)(-Ix+x)dx

4. a) j(3x2-3x +1)dx , b) IJ(;t4- ~x2+ x+ \)dx

5.a) \(xr+\)Zk ,b) f(.i+l)(.t-1)2006.a) £ ,b) dx
J J J4x 1 yx3

7.a) \-~-dx ,b) f f~ X dx 8. a) dx ,b) f-£ —dx
*nix-2 V o+ .0+ J J3 X +1
|.fsin3«fe. 2. — —dx.
J >Xr-1x +5

3. je 'xax. 4.J §53dx. S.j!(’e:<+eT§dx. gj dx
+X J

Jsin 5jc
7. J(5—=2x)dx. 8 j\I-3xdx. 9.jjj==dx. 10.Jcos(I-3x)A.
11 jsin(5x+7)dx. \2.j-~dx. 13.j3&" . I-1jJ ' "N A
15 jl__37~nx~  16.J -l7.Jx23injcaEc. 18. JxInxiA. 19 jarctgxdx .

20. Jarcsinxtfe. 21. jx 22dx. 22. JVsinx<&. 23. J(x+3)sinxalx.

Mavzuga oid testlar to'plami

1. Anig integralning geometrik ma'nosini ko'rsating.

A) egri chiziqli trapetsiyaning og'ma tomoning burchak koeffitsiyenti;

B) egri chizigli trapetsiyaning perimetri ;

C) egri chizigli trapetsiyaning o'rta chizig'i uzunligi ;

D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi ;

E) to'g'ri javob keltiriimagan.

2. Aniq integralning mexanik ma'nosini ko'rsating.

A) o'zgaruvchi kuchning eng katta giymati;

B) o'zgaruvchi kuchning eng kichik giymati;

C) o'zgaruvchi kuchning momenti;

D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish;

E) o'zgaruvchi kuchning o'rta giymati.

3. Aniq integralning iqtisodiy ma'nosini ko'rsating.

A) mahsulot ishlab chigarishda mehnat unumdorligi;

B) ishlab chigarilgan mahsulot tannarxi;

C) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi;

D) ishlab chigarilgan mahsulot chakana narxi;

E) mahsulot ishlab chigarishda sarflangan xomashyo.

4. [a, b] kesma bo'yicha y=f(x) funksiya uchun S,(f) integral yig'indi tuzishda
quyidagi amallardan qaysi biri bajariimaydi?

A) [a, b] kesma X (i=I, 2, — n-1) va xo=a, xr=b nugqtalar bilan n bo'lakka ajratiladi;
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B) [xi-i, X] (i=I, 2, — n) kesmalardan * nuqtalar olinadi;

(] tanlangan nuqtalarda f(x) funksiya giymatlari hisoblanadi;

D) [xh, xi] (i=1, 2, n) kesmalarning uzunliklari x, -Xi_i=Axi topiladi;
B ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

5. [a, b] kesmada aniglangan y=f(x) funksiya uchun tuzilgan

s,(/)y= X /fe K
k=1
integral yig'indi orgali uning aniq integral ganday aniglanadi?

b b b
A) \f(x)dx =S,,(/); B {f(x)dx = maxS,, (/); C Jf{x)dx =min S,,(/);

a a a

b
D) j/ (x)dx = lim Sn( f); B to'g'ri javob keltirimagan.

a "m—a>>(<:%\x40

b

6. [a, b] kesmada aniglangan y=f(x) funksiya uchun jf(x)d X aniq integral ganday

a
shartda doimo mavjud bo'ladi?
A) yugoridan chegaralangan;
B) quyidan chegaralangan;
C) o'suvchi;
D) kamayuvchi;
E) uzluksiz.
7. Aniq integrating xossasi qayerda xato ko'rsatilgan?

A T/(*) + go\dx = If(x)dx + I g(x)dx;

a a

B J[fix) - g(x)ldx =Jf(x)dx - Jg{x)dx;

a a

0 J/ ix)g{x)dx = Jf(x)dx ) g{x)dx;

a a a

b b
D) Jkf(x)dx = k\f(x)dx (k —const.)-,

a a
E) barcha qoidalar to'g'ri ko'rsatilgan.
8. Aniq integral xossasini ifodalovchi

b 5 b

I/ (etx =ff (x)dx +\ f(x)dx

a a C
tenglik bajarilishi uchun ¢ nuqta ganday shartni ganoatlantirishi kerak?
A) c< a; B) c> b; C) c=a yoki c=b; D) a< c<b;

E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.



ANIQ
INTEGRALLARNI
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ANIQ INTEGRALLARNI HISOBLASHGA DOIR MISOLLAR YECHISH

Amaliy mashg'ulot maqgsadi. Talabalarga aniq integrallarni hisoblashga doir misollar
yechish bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Anig integral va uning xossalari

Aytaylik, Yy =f{x) funksiya [a,A] segmentda berilgan va chegaralangan bo'lsin. Bu
segmentni
X0, X,,X2,....,X,_pX, (x0=a, x,=b, x0<x, <...<X,)
nuqtalar yordamida n ta
[x0,X,1,[xLx2],...,[xt,xifet],...,[x L 1,x)I]
bo'lakka ajratib, har bir bo'lakda ixtiyoriy ravishda bittadan

nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalardagi funksiyalarning giymatlari
1(A),1(#,),... (D), I(E, D
ni mos bo'lakchalar uzunliklari
N~o = X[ - x0 (x0=a),

AXx, = x2—X,,

&xt =xM -x Kk,

A%, -i (x,=b)
ga ko'paytirib, quyidagi
c =/("0 ) *AX0+ /(N,)*AX, +...+ [ (N )*AX, +
m (1)
toeet [(4-1 ) =Z /(4 )eAx*
k0
yig'indini tuzamiz.
(1) yig'indi integral yig'indi deyiladi.
Integral yig'indi a ning

max Ax, —»0
K

K
dagi limiti mavjud bo'lsa, / (x ) funksiya [<7,6] da integrallanuvchi, limitning giymati esa
h
/ (x ) funksiyaning \a,b\ bo'yicha aniq integrali deyiladi va J/(x)c & kabi belgilanadi:

a t *=0
Agar /(x ) funksiya [a,ii] segmentda



1) uzluksiz bo'lsa,
2) [a,é] segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega va qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, u [a,Z>] da integrallanuvchi bo'ladi.

Aniq integral quyidagicha xossalarga ega:
a

)J/(x)=0,
b .
2)J/(x)aix=-3/(x)&,
a b
b b
3)\c-f(x)dx =c-~f(xyix, c=const,
: : b b
A/ [/ (*) +g{X)~\bc=J3f(x)dx +j g(x)dx,
b ‘ " )
5)J/(x)afc = I/ (X)E& + \f(x)d x, (o<c<Z>).
Misol. Ushbu

b i
~Nc-dx=c-(b-a) (/(x) =c- const)
a 0]
tenglik isbotlansin.
*4Bu tenglikni aniq integral ta'rifidan foydalanib hisoblaymiz.

[a,”] segmentni ixtiyoriy ravishda n ta
[x0,x,1,[x,,x2],....,[x/;i,xh 1 [x,_,,x,] (x0=a,x, =£»,)
bo'lakka bo'lib, har bir bo'lakda ixtiyoriy

nuqtalarni olib f (x) = c¢ funksiyaning integral yig'indisini hisoblaymiz.
O=/(4)-20+ [(")-B*1+/(N)-J+-+/( )-N"*+-+/(C 1) O sl=
Ravshanki,

I(#*) =c, Nx,=x*+1-x , =0,1,2,...,« —I)

Bu tengliklarni e'tiborga olib topamiz
a =cwlix0+ cmAXj+ c-/Ix2+... + c AXxk+... + c BAxn, =

= c(OAx0+ Ax, + Ax2+ ...+ Ox* +...+ NIx(L,) =

c(x,-a +x2-x, +x3-x2+...+x4l-xk+...+b-xnl) =

c-(b —a).

Undan

lim cr= lim c-(b —a)=c-(b- a)
MexXAX—0 mexA*->0

bo'lishi kelib chigadi. Ta'rifga binoan



je-dx=c-(b-a)
bo'ladi. I»
Aniq integralni hisoblash usullari

Anig integrallarni Nyuton-Leybnits formulas! yordamida hisoblash. Aytaylik, f{x)
funksiya \a,b\ da uzluksiz bo'lib, F(X) esa uning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin
(F'(x)=f(x)).Unda

b b
\f{x)dx =F(b)-F{a) =F(x) (2
a
bo'ladi. (2) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi. Uning yordamida aniq integrallar
hisoblanadi.

Misol. Ushbu.

I +ed dx
v
integral hisoblansin.
-<<Bu integralni aniq integral xossalari hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib

topamiz.
4/ i\ 4 4 £ 4
HIl+edw=Jdx+ 1eddx = +4Jedd |— |=4+4 =4e>
oV ) 0 o 0

Aniq integrallarni o'zgaruvchini almashtirish usuli bilan hisoblash.
Agar f{x) funksiya [a,6] da uzluksiz, X =cp(t) funksiya esa [a,/?] da uzluksiz,

uzluksiz <p(t) hosilaga ega va cp(oi) = a, ¢(/3” = b bo'lsa,
b 73
| f{x)dx =] fUp(t)) mp\t)dt (3)
a a
bo'ladi. (3) formula aniq integrallarda o'zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu.
|

| x\JI + x2dx
o
integral hisoblansin.
= Bu integralni o'zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblaymiz.
Berilgan integralda
x/i+ x -=t ya'ni x
deylik. Unda
x=0dat=1
x=1ldat=y[2



bo'lib.

dx = dt- dt
s[th |
bo'ladi. Natijada berilgan integral quyidagi ko'rinishga keladi:
fivJ
PAJ+x20x = Jsjt2-1 -fm .1 dt= Jt dt

o i yt2—1 i

Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra

JI\
|

n/2 2yf2—I

bo'lib,
|
Ix-v/l + x 2dx =

bo'ladi.»
Aniq integrallarni bo'laklab integrallash usuii yordamida hisoblash

Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,e] segmentda uzluksiz hamda uzluksiz f ’(x) va

g'(x) hosilalarga ega bo'lsa,

o] b ~
J(x) gx)dx =1(x)-g(x) \f(x)-g'(x)dx @
a a a

bo'ladi. (4) formula aniq integrallarda bo'laklab integrallash formulasi deyilib, uni
quyidagicha

Jrx)dg(x)=t(x)m(x)b- lg(x)d (x)

ham yozish mumkin.

Misol. Ushbu
i

Jxlog2xdx

integral hisoblansin.
-*Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib hisoblaymiz. Berilgan integral

ostidagi x logOxdx ifodada
u=1log2x, dv=xdx
deymiz. Unda
aw= —~— dx, v==—
x In2 2

bo'lib, bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra
2

Jxlog2xdx = -x 2log2x - J
2In2

bo'ladi. Ravshanki,



—Xllog,x * =1.410922-~1log 2l =2,

f xdx 1 2 1 (4 1
2In2 2In2 2 1_21n212 2  41n2

Demak,

fxlog, XdX=2-— -—.p»
J 2 41n2

Misol. Anigmas integrallarni hisoblang.

x3+6x2+ 13x+9
» it (x+y(x+2)3

Yechish: a) Bunday integralda integrallash qoidalaridan foydalanib jadvaldagi integralga
keltiriladi.

ﬂtx—arclglx
= = ~N =
|+ 4x2 1dX \A~~+\arctg2xd(arctg2x)

= In|l + 4x2| - —arctgl2x + C.

b) Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanamiz: judv =iiv-jvdu

n=1In(4x2+1) dv=dx

8x =xIn(4x2+1) —8f—*— dx=
J4 x

JIn(4x2+ \)dx -
+1

T 4x2+1

\dx=xIn(4x2+1)-2| x - —arctg2x |+ C =.
4x2+ 1

=xIn(4x2+1) + arctg2x-2 x +C.

X3+ 6x2+13x+9 LT+ 6xr+13x+9 .
v)J dx. Integral ostidagi kasrni sodda
(x+)(x +2)3 (x+1)(x +2)3
kasrlarga ajratamiz:
Xx3+6Xx2+ 13x+ 9 A B C D
L —— 4 e r+ -

(X+D(x+2)3  x+1 x+2 (x+2)2 (x+2)3
1 A(X+2)3+B(x+1)(x +2)2+C(x +I)(x +2)+ D(x +1)
(x+1N)(x+2)3
AX+2)3+ B(x+1)(x+2)2+ C(x - I)(X 4-2)4D (X +1) = X3+ 6x2+ 13x+ 9

O'rniga qo'yish usuli: x =-1 da, A= 1

x=—2da, —D=—1=>D=1

Noma'lum koeffitsiyentlar usuli:

x3: 1+ N =1=>B =0,
X°: 8/1+45+2C+D=9=>C =0;



Bundan, }j—!—+ f---—-- I N = IniX + i} — T+C.
T xt2) 3 i\ 2(x + 2)
IVlisol. Qutb koordinatasida berilgan chiziglar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang:
= 4cCc0S3(3°
1n 4cos3<p> 0,
Yechish: S = —j r 2Zcj)dip,
2 e g cos3<p>0.

-—+2nn <3<p<—+2mM,n 6 Z
2

Bundan, 2
n._ 2m n,_ 2m
L <P<—+-— «eZ,
6 3 6 3
C =]
m e 0
A
\ ~
e Xl
Zly\ C 1 v7, N/
20 ¢ - 300
1 0 o ]

S=6- 3 \6cos23pd> = 24 Jf (1+ cos6e)d<p = 24(<p+ gsin@yi)

=240+ 0+—+—0) = 4;r.
6 6

Misol, Parametriktenglama orqgali berilgan chizigning yoy uzunligini hisoblang.
Jjt = 4(cosz +/sin0,
[[K=4(sin/-(cos/),
O<t<2.

Yechish:
X' = 4(-sin/ +sirw +icos0 = 4<cosi,

Yy =4(cos/-cosi+/sin<) = 4fsin/.

l:| -J(X,Y+ (ytY<*t,

2 ?
/= |-J16t2coss 1+ 16/2sin2tdt = 14tdt = 2<2  =2-2=8.

Misol. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuraning Ox o'gi atrofida aylanishidan

hosil bo'lgan jism hajmini toping.
Yy = 7TX—X2y = —X+2.

Yechish: Berilgan funksiyalar kesishish nuqtalarini topamiz:



2X—X =2—X; X —3x+2=0=>x1=1;x2=2.
"2a
V=njyak

2 2 I
V=71 ((2x—>%22—2—x)2dx=nj (Y —4x3+ AQ—x2+4x—4)dx= |
t 1

= 71j (x4—AX3+ B2+ AX- 4)dx - X5- X4+ Xx3+2x2- A =

=] —-16+8+8-8—1+1-1-2+41=-,
15 5 J 5

Mavzuga doir misol va masalalar

Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib quyidagi integrallar topilsin:
4 36

1. a) "x2xc b) MIxdx (Javob: a) 21, b) 144)

2.a) f\dx b) '{'—rdx (Javob: a) —, b) 24—)
Jx X 4 3
4

8.1 3bl
3.a) fji=dx b) jLU & (Javob: a) 4,5, b) 2)
. YX 1 X

2 2 i

4. a) fcosxdx b) |— —dx (Javob: a) —, b) 1)
J g g 2
1 7

O’zgaruvchilarini almashtirish usulidan foydalanib quyidagi aniq integrallar hisoblansin:

1. j\I5x + 2dx (Javob: 9,75)

2. f———-— -dx (Javob: —)
J(@+2m)2 9
1 1

3. J(x3-1) 2-xAx (Javob: -)
o 9
0 2 i

4, f———r-dx (Javob: — In5)
-, 1—4x 12

oy

5 T
5 f dx (Javob: --—---- )
_|51+9* 6In3

£.

6. f—rT1A (Javob: 4(n/3 —1))
t sin" X-

h

7. f——dx (Javob: 2-¥3-2-—)
Jjc+1 6



Bo'laklab integrallash usulidan foydalanib quyidagi anig integrallar hisoblansin:
T
1. J.xcos.x6fo (Javob: -2)
o
T
2. Jxsinx”u: (Javob: %)
o
5
3. jxexdx (Javob: 4e5+1)
0

e

4. jIn xdx (Javob: 1)

1
2*
5. | xsm2xdx (Javob: —n)
o]
Mavzuga oid testlar to'plami
1. Agar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa,
unda aniq intégral uchun Nyuton-Leybnits formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan?
b b b
A\ f(x)dx =F(x) ;B J/(x)dx=F(a)mF(b) ;O \f(x)dx=F(b)/F(a);
a a a *
b b
D) Jf(x)cbc = F(b)- F(a);Bjf(x)dx~ F(b)+ F(a).
a a

2. Jsin2xdx aniq intégral giymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida toping.
o

A) n; Byn/2; C)n/3; D)rt/4; E)n/6.

3. Jcos2xdx aniq intégral giymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida toping.
0

A) n; B)n/2) C) «i/3; D) n/4; E) n/6.

4. Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini ko'rsating.

b ~ b b N b b b

A) Judv = uv\a - Jvdu-, B) Judv = u\a + Jvdu; C) Judv = Jvdu;
a a a a a a
b N

D) Judv= W ;B To'g'rijavob ko'rsatiimagan.
a



1.
a)

2.

Mustagil ish topshiriglari

Quyidagi aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi bo'yicha hisoblang:

Lnx"™ +(n +\)x- 2n\dx;b) 5[Sin(2« + 1)x + ncos2nx]dx .
0 (o]

Quyidagi aniq integrallarni bo'laklab integrallash usulida hisoblang:
1 e 7i

a) Jxemdx ; b) \xnIn xdx ;c) \emcos(n +1)xdx .

o] | (o]

3. Quyidagi aniq integrallarni o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida hisoblang:
I X+ n s »nlsnx + 4n2 | dx

a) J e — dx;b) J-ememmeeeeee dx;c) J —

OyIn2 +3nx oi X i/nxyln2x2 + 1

"D
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GLOSSARIY



Termin
Aksioma

Algebra
(aljabr)

O zbek tilidagi sharhi
(yun. axioma) — 0'z-
o'zidan ravshanligi,
ayonligi sababli is-
botsiz gabul gilinadigan
holat, tasdiq, fikr.
Deduktiv quriladigan
ilmiy nazariyalarda
asosiy
tusbunchalarning
boshlang'ich xossalari.
Aksiomalar tizimi bilan
kiritiladi va boshga
hamma xossalar,
tasdiqlar (teoremalar)
ulardan foyda-lanib
mantiqiy isbot gilinadi.
Ayniyat qonuni,
ziddiyat qonuni,
uchinchi istisno gonuni
mantigiy aksioma
hisoblanadi

(arab. n "Al-Jabr")
— matematikaning bir
sohasi. Algebraning
asosiy masalasi -
to'plamlarda kiritiigan
matematik amallarni
o'rganish. Shunday
matematik amallar
borki, ular butunlay
arifmetik amallarga
o'xshamaydi (mas.,
o'rin almashtirish yoki
assotsiativlik gonuniga
bo'ysunmaydigan
amallar mavjud).
Arifmetikadan tayin
sonlar ustida birinchi
to'rt amal o'rganiladi.
Algebrada esa bu
amallarning har ganday
son va son bo'Imagan
boshga matematik

Rus tilidagi
sharhi

(gp.-rpey. ClLtonot —
yTBEpXAeHue,
nonoxexwue),
nocTynar — UcxofgHoe
NoIOXEHNE KAKOM-
nn6éo Teopun,
npMHUMaemoe B
pamkax faHHow
TEopUN UCTUHHUM 6e3
Tpeb6oBaHuA
fAokasaTesncTea u
ncnonsyemoe npu
pokasaTesncree
Apyrux eé
nosioXeHwuii, kotopue,
B CBOIO ouepeq,
HasuBatoTCs
TeopemamMmu

(ot apab, AU, «an-
pxaop» —
BOCNO/IHEHNE)—
pasfien maremaTuku,
KOTOpPUIA MOXHO
rpy6o
oxapakTepn3oBar Kak
ob6obuieHne n
paclwvpeHue
apudpmeTukn. Cnoso
«anrebpa» Takxe
ynotpe6nseTcs B
Ha3BaHWAX PasNNYHUX
anrebpanyeckux
cucteM. B6onee
LWMPOKOM CMUCNE NOA
anre6poii noHumatoT
pasfen matemartuku,
NoCBALLEHHMT
M3y4yeHunto onepauuii
Haj aneMeHTamu
MHOXecTBa

[238]

Ingliz tilidagi sharhi
an axiom or postulate
as defined in classic
philosophy, is a
statement (in
mathematics often
shown in symbolic
form) that is so evident
or well-established,

| that it is accepted

without controversy or
question. Thus, the
axiom can be used as
the premise or starting
point for further
reasoning or
arguments, usually in
logic or in
mathematics.[l] The
word comes from the
Greek axioma (aijuopa)
that which is thought
worthy or fit’ or 'that
which commends itself
as evident

(from Arabic ==l “al-
jabr" meaning "reunion
of broken parts") is one
ofthe broad parts of
mathematics, together
with number theory,
geometry and analysis.
In its most general
form, algebra is the
study of mathematical
symbols and the rules
for manipulating these
symbols; it is a unifying
thread of almost all of
mathematics. As such,
it includes everything
from elementary
equation solving to the
study of abstractions
such as groups, rings,
and fields. The more
basic parts of algebra



Chizigli
algebra

Algebraik
ifoda

ob'ektlar uchun o'rinli
umumiy xossalari
tekshiriladi. Biinday
hosil gilinadigan
natijalarning umumiy
bo'lishiga erishish
uchun miqdorlarning
qiymatlari harflarbilan
belgilaninib, harfiy
ifodalar ustida
bajariladigan
amallaming qoida va
qgonunlari ko'rsatiladi,
ifodalar shaklini
o'zgartirish va
tenglamalarni yechish
goidalari o'rganiladi.
Chiziqli algebra -
o'rganish Vektorii,
vektor yoki vektor
bo'shliglar, chiziqli
o'zgarishlar va chiziqli
tenglamalar tizimini
algebra gismi. Chizigli
algebra ham
omillaridan
nazariyasini, matrix
nazariyasi, shakllarini
nazariyasi (masalan,
kvadrat), (qismi)
o'zgarmas nazariyasini,
(qismi) tensor
matematikadan o'z
ichiga oladi. Zamonaviy
chizigli algebra vektor
bo'shliglar o'rganish
aratilgan

Algebraik amallar
(qo'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish,
butun darajaga

NpOu3BOIHOU
npupoau,
o6o6LatoLwnii
06uyHMe onepauun
CNIOXEHUS U
YMHOXEHUA uncen

NInHélinas anrebpa —
yactanre6pu,
nsyyaioujas BekTopu,
BEKTOpHWE, nnn
nuHelHne
npocTpaHCTBa,
nuHelHne
oTobpaxeHua u
CUCTEMU NUHENHNX
ypaBHeHuin. K
NNHeNHo anrebpe
TakKxe OTHOCAT
Teopuio
onpepenutenei,
Teopuio mMaTpuTc,
Teopuio hopm
(Hanpumep,
KBaApaTuyHUX),
TEeopulo MHBAPUAHTOB
(4acTuyHo),
TeH30pHoe
ncuucneHve
(yactuyHo).
CoBpemMeHHas
nuHeliHasa anre6pa
AenasTakueHT Ha
N3y4YeHNN BEKTOPHMUX
NpoCTpaHCTB
Anrebpanyeckoe
(cnoxeHwue,
BMYNTaHUE,
YMHOXeHue,

[239]

are called elementary
algebra, the more
abstract parts are
called abstract algebra
or modern algebra.
Elementary algebra is
generally considered to
be essential for any
study of mathematics,
science, or engineering,
as well as such
applications as
medicine and
economics.

Linear algebra - algebra
part of studying
vectors, vector, or
vector spaces, linear
transformations and
systems of linear
equations. By linear
algebra also include the
theory of determinants,
matrix theory, the
theory of forms (eg,
quadratic), the theory
of invariants (in part),
tensor calculus (in
part). Modern linear
algebra focuses on the
study of vector spaces

Algebraic (addition,
subtraction,
multiplication, division,
and the level of the



Algebraik son

Algoritm

Algoritm

Analiz (tahlil)

Kombinatorika

ko'tarish va butun
ko'rsatkichli ildiz
chiqarish) ishoralar va
ehtimol, bu amallarning
ketma-ket bajarilishini
ko'rsatuvchi ishoralar,
ya'ni gavslar bilan
biriktirilib, harfva
sonlardan tuzilgan
ifoda.

Butun ratsional
koeffitsientli:
ko’phadning ildizi.
(masalan: harganday
ratsional ” son algebrik

sondir.

Algoritm so'zi IX asrda
yashagan ulug' o'zbek
matematik olimi
Xorazmiy ismining
buzib olinishi natijasida
kelib chiggan (arabcha
al Xorazmiy degani-
xorazmlik degan
ma'noni bildiradi yoki
latinlashtirilgani
Alogorithmi).

Biror jarayonlar tizimini
ma:lum tartibda
bajarish hagidagi aniq
qoyda (gat'iy ketma-
ketlik) bo'lib, ma lum
sinfga oid masalalarni
echish imkoni beradi.

Noma'lumdan
ma'lumga,
izlanayotgandan
berilganga o'tish yo'li
bilan fikr yuritish yoki
isbotlash metodi
(usuli).
matematikaning bir
bo'limi bo'lib, bunda
chekli to'plamlar uchun
elementlarning
kombinatsiya,

AeneHve, N ypoBeH B
LlefloM ¥ BeC KopeH
ykasaten) u,
BO3MOXHO, 3TO
peanusauua psga
nokasaHwuii, kotopve
npukpennexun
KPOHLWITEWHW, 6YKBU 1
umnhpu 3asBNEHHUX.

Bce paunoHanHune
KOPHW NonnHoma
KO3(hPULMEHTOB.
(Hanpumep: niobas
pauunoHanHas
anre6pa uucna. »

MartemaTtuyeckuii
anropuTM Xun B
[eBSATOM Beke, C/I0BO
BE/IMKOT0 Y36EeKCKoro
yyeHoro Xopesmu
pesyntarte
HapyLleHnsa UMeHn
(4TO O3Ha4aeT Ha
apabckom A3uke An-
Xope3Mmn o3HavaeTt
cusnueckoe nnm
naTtuHckne
Anoroputmu).
CoxpaHsas yeTkoe
npegcTaBneHne o
BUMOJSTHEHUU 3aKa3a,
cuCTeMHMe npoueccun
(nocnepoBartenHocTn)
, YTo nossonset
onpenAeneHHnin knacc
3afau.

Yrto-To gymat
onpeAeneHHnM
o6pasom oTkasanmc
oT noucke, um
Aokasat, MeTog
(meTop).

3TO pasgen
MaTeMaTuku,
3/1EMEHTN KOHEYHOro
MHOXecTBa s
KOMOUHaLuumn, Takue
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whole and the whole
root pointer) and,
perhaps, this isthe
implementation of the
series of indications
that brackets are
attached, letters and
numbers stated.

All the rational roots of
the polynomial
coefficients. (For
example: any rational
algebra in number”.

Mathematical
algorithm lived in the
ninth century, the word
of the great Uzbek
scientist Khwarizmi
result of the violation
ofthe name (which
means in Arabic al-
Khwarizmi means the
natural or
latinlashtirilgani
Alogorithmi).

Keeping clear about the
execution of an order,
the system processes
(sequence), which
allows a certain class of
problems.

Something to think a
certain way given up
searching for, or to
prove the method
(method).

is a branch of
mathematics, the
elements of a finite set
for the combination,
such as o'rinlashtirish



Matritsa

Ehtimollik

To'plam

Kasr

o'rinlashtirish, o'rin
almashtirish kabi harxil
birlashmalari,
shunirigdek barcha bu
biriashmalar-ning
takroriy turlari va
shunga o’xshash
tushunchaiar
o'rganiladi;

ixtiyoriy tabiatli
elementlardan tuzilgan
to'gbri burchakli jadval;

Cheksiz ko'p maria
takrorlanishi mumkin
bo'lgan vogealar
majmuida biror tayinlil
vogea yuz berishi
imkoniyatining sonli
xarakteristikasi

To'plam
matematikaning
boshlangbich, ayni
paytda muhim
tushunchalaridan biri.
Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning
(predmetlarning)
mablum belgilar
bo'yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida
tushuniladi. To'plamni
tashkil etgan narsalar
uning elementlari
deyiladi. Matematikada
to'plamlar bosh xarflar
bilan, ularning
elementlari esa kichik
xarflar bilan
belgilanadi. Masalan,
A,B,C - to'plamlar, a,b,c
- to'plamning
elementlari
Arifmetikada kasr
birning teng

; gismlarining butun

sonidan iborat bo'lgan

KaK pasnnyHmx
accoumaumii, a Takxe
BCE 3TN TUNU
accouymauuii Bo
BTOPOM U
aHaNorMYyHNX
NOHATWIA n3yyaroTcs;

006pOBONHUIA
XapakTep 3/IeMEHTOB
B NPSIMOYTOJTHOWA
Tabnuue;
HeorpaHuyeHHoe

| konnyecTBO pas, Bbl

I MOXeTe YyCTaHOBUT
onpefeneHHoe

Icobutne
BOCMNO/130Ba/bCsA
BO3MOXHOCTH, YTOOMU
yKasuaTuucio

: XapakTepucTuke

MNakeT HaunHas B TO

1 Xe BpPeEMS 0fHOl 13
CaMbIX BaXHbIX

NOHATUI A MaTemaTuku.

310 ,06POBOHMNI
XapakTep Bellei
(NyHKT) BpeHan
Accouvnauyms
(komnnekc)
npucyTcTByeT.
Konnekuus o6bekToB
HasuBaeTcs ee
3nemMeHTOB. B
maremartuke,
3/1eMEHTN KX
KO/IIeKCcMmn BykB 1
ManeHkummn byksamu.
Hanpuwmep, A, B, C
naker, a, 6, B -
3/1eMeHTbI Konnekcu

KBUHT fecaTnyHol
apuMeTmKn aTo
4YNCNO PaBHO ymcny
BCEX KOMMNOHEHTOB. B
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various associations, as
well as all of these
types of associations in
the second and similar
concepts are studied;

the voluntary nature of
the elements in a
rectangular table;

An unlimited number
of times, you cari set a

; certain eventtook the

opportunity to mention
the number xarakteris

Package starting at the
same time one of the
most important
concepts of
mathematics. Its
voluntary nature of
things (the item)
Brands Association
(complex) is present.
Collection of objects
called its elements. In
mathematics, the
elements of their
collections letters and
small letters. For
example, A, B, C
package, a, b, c - the
collections elementry

Fifths decimal
arithmetic is a number
equal to the number of
all the components.



Kvadrant

| son. Umumiy holda
i kasrni-ko'rinishda

Yy
; yozish mumkii:, bunda

butun p son kasming

; surati, g esa uning
: maxraji deyiladi. P surat

birlik gismlarining
gancha olinganini, g s
maxraj birlikning
gancha gismga
bo'linganini ko'rsatadi
Ikki perpendikulyar
koordinata o'qi hosil
gilgan to'rtta to'gri
burchakdan biri

obwem cnyvae, cenoe
yucno, gopma, co
BCeli p ppakumeit -

Hasublaerrs
3HameHaren. p, q
nocmoTpet
oTorpadumio,
cfienaHHne MHorue
KOMMNoHeHTa 6/10Ka
pasgeneHun aguHuLm
3HameHaTenb
[iByxKkoopfuHaTHOe
ocb
nepneHAnKynspHa K
ofiHOli 13 yeTupex
nog nNpsMUM yriiom
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—iPhoto taken many

components of the unit
p, q, the denominator
unit is divided into
several

Two-coordinate axis is
perpendicular to one of
the four right angle



