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Fanning dolzarbligi

O 'zbekiston Respublikasi o 'z mustaqilligiga erishgan kundan so'nggi davr ichida ta'lim  
sohasida erishilgan eng noyob kashfiyotlardan biri Prezidentim iz I.A .Karim ov tom onidan ishlab 
chiqilgan va ayni vaqtda Izchillik bilan hayotga bosqichma-bosqich tatbiq etilayotgan "Kadrlar 
tayyorlash  m illiy dasturi"d ir. Aynan ushbu dastur tufayli mam lakatim izda fao liyat ko'rsatib 
kelgan ta 'lim  tizim i ko'p bosqichli va uzluksiz ta 'lim  maktabiga aylandi.

Xalq xo'jalig in ing turli tarm oqlarida ishlab chiqarishni tashkil etish va boshqarish 
usullarin i takom illashtirish  tu rli m atem atik g’oya hamda usullarni qo'llanishini taqozo etadi. 
M atem atika fan va texnika tili bo'lgani uchun har bir m utaxassisning ijodiy va am aliy faoliyatida 
m uhim  aham iyatga egadir. Bundan tashqari hozirgi davrda hisoblash texnikasining turli 
vosita lari insoniyat faoliyatin i tu rli sohalarida keng ko'lam da ishlatilayotgani matematika 
fanining tatb iq larin i yanada kengaytirishga yo'l ochib bermoqda.

O liy ta 'lim  m uassasalari uchun m atem atikadan uzviylashtirilgan dastur mustaqil 
d iyorim izning iqtisodiy, jism on iy , madaniy, m a'rifiy  va m a'naviy rivojlanish dinam ikasini 
ta laba la r ko 'z oldida namoyon etish va ular ongiga singdirishga xizm at qiladi. O 'zbekiston 
Respublikasining "Ta'lim  to 'g 'risida"g i qonuni, Kadrlar tayyorlash m illiy dasturi va Davlat ta'lim  
standartlari ta lab laridan kelib chiqqan holda "Sportda m atem atika" fanini o 'q itishning umumiy 
m aqsad va vazifa lari aniqlanadi.

O liy ta 'lim n ing  Davlat ta 'lim  standartlariga ko'ra "Sportda m atem atika" fani jism oniy 
tarb iya va sportda m atem atik hisoblashlarni bajarish bo'yicha bilim , malaka va ko'nikm alarni 
tizim li shakllantirishga yo 'naltirilgan.

Fanning o'quv rejadagi boshqa fanlar bilan o'zaro bog'liqligi va uslubiy jihatdan uzviyligi

"Sportda m atem atika" fani o 'quv rejadagi "Sportda axborot kommunikatsiya 
texno log iya lari", "Sport m etrologiyasi" va "Harakat faoliyati b iom exanikasi" fanlarini 
o 'zlashtirishda asos bo'lib hisoblanadi. Shuningdek, um um kasbiy va m utaxassislik fanlarini 
o 'z lashtirishda m uhim  aham iyatga ega. Fanni o'rganishda akadem ik litsey va kasb-hunar 
ko lle jlarida "M atem atika" fanlari bo'yicha olingan nazariy va am aliy bilim lar zaru r bo 'lsa , o'z 
navbatida bu fandan olingan bilim lar talabalarning bitiruv m alakaviy ishlari hamda magistrlik 
d issertatsiya larin i bajarish , ularda olingan natijalarni m atem atik-statistik tah lil q ilishda bazaviy 
b ilim lar vazifasin i o 'tayd i.

Fanning jismoniy tarbiya va sport hamda ishlab chiqarishdagi o'rni

M azkur fan jism on iy tarb iya va sport fao liyati m ashg'ulotlarini to 'g 'ri taqsim lashda va 
m atem atik  tah lil qilishda zarur bo'ladigan bilim , malaka va ko 'nikm alarn i shakllantirishda 
m uhim  aham iyatga ega. Jum ladan, bo'lajak o'q ituvchi va m urabbiylar sportch ilarn ing jism oniy 
tayyorgarlik  va natijalarning murakkab tom onlarini aniqlash yo 'lla rin i, ularga ta 's ir 
ko 'rsatadigan tu rli om illarn i baholash, o 'qitish va mashq jarayonlarin ing sonli m a'lum otlarini 
an iq lash , hisob-kitob qilish va tah lil qilish malakasi va ko'nikm alarin i egallashlari talab qilinadi.

Fanni o'qitishda zamonaviy axborot va pedagogik texnologiyalar hamda o'quv 
mashg'ulotlarini loyihalash

O 'quv jarayon i bilan bog'liq ta 'lim  sifatini belgilovchi ho latlar quyidagilar: yuqori ilmiy- 
pedagogik darajada ta 'lim  berish, muammoli m a'ruzalar o 'qish, darslarni savol-javob tarzida 
q iziqarli tashkil etish , ilg 'or pedagogik texnologiyalardan va m ultim edia vositalaridan
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foydalanish, talabalam i undaydigan, oylantiradigan m uammolarni u lar oldiga qoyish, talabalar 
bilan talabchanlik holatida individual ishlash, erkin muloqot yuritishga, ilm iy izlanishga jalb 
qilish.

"Sportda m atem atika" fan in i o 'qitish jarayonida zam onaviy axborot texnologiyalari bilan 
jihozlangan ma'ruza xonasidan foydalaniladi. Yangi pedagogik texnologiyalar, m a'ruza 
m ateriallari, elektron o 'quv qo'llanm a va darsliklar hamda internet tarm og'idagi rasm iy 
m a'lum otlardan foydalaniladi.

Fan o'qituvchisi tom onidan pedagogik va modulli texnologiya tam oyillari asosida 
"Sportda m atem atika" fani o 'quv mashg'ulotlarinig loyihalari ishlab chiqiladi.
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Fan modulining dasturi {module syllabus)

O 'quv kursin ing 
to 'liq  nom i: Sportda m atem atika

Kursni qisqacha 
nomi SM Kod: SM

Kafedra: Inform atika va axborot texnologiyalari
O'qituvchi haqida 
ma'lumot F.I.Sh E-mail

Semestr va o'quv
kursining
davomiyligi

2-sem estrda 18 hafta

O'quv soatlar 
hajmi

Jam i:
Shuningdek:

5610500 -  Sport faoliyati 
(fao liyat tu rlari bo'yicha) 

5210200 -  Psixologiya 
(sport)

5 1 1 1 0 0 0-K a sb  
ta 'lim i, sport faoliyati 

(faoliyat turlari 
bo'yicha)

64 54
m a'ruza : 12 12
am aliy : 24 24

laboratoriya : - -

m ustaqil ta 'lim 28 18
O'quv kursini 
statusi M atem atika va tabiiy-ilm iy

Dastlabki
tayorgarlik:

Kurs "M atem atika", "Algebra" va "Geom etriya" fanlaridan 
o'zlashtirilgan bilim larga asoslanadi

Fanning predm eti va m azm uni - Oliy ta'lim n ing  Davlat ta 'lim  standartlariga ko'ra mazkur 
fan jism oniy tarb iya va sportda m atem atik h isob lashlam i bajarish bo'yicha bilim , malaka va 
ko'nikm alarn i tizim li shakllantirishga yo 'naltirilgan .
Fanni o'q itishdan maqsad -  talabalarn i m atem atikaning zaruriy m a'lum otlari majmuasi 
(tushunchalar, tasd iq lar va ularning isboti, am aliy m asalalarni yechish usullari va boshqalar) 
bilan tan ishtirish  hamda sport yo 'nalishlarin ing m atem atika bilan o'zviy bog'liqliklarini 
o'rgatishdan iboratd ir.
Fanning vazifasi: Jism oniy tarb iya va sport ta ’ lim ida m atem atikani o'qitishning vazifasi -  
hozirgi zamon bozor iqtisodiyoti sharoitlarin i hisobga olgan holda har bir jam iyat a'zosining 
jism oniy va m ehnat fao liyati va kundalik hayoti uchun zarur bo'lgan m atem atik bilim , 
ko'nikm a va m alakalarni berish , shuningdek, talabalarn ing hayotiy tasaw u rla ri bilan amaliy 
fao liyatlarin i um um lashtirib  borib, m atem atik tushuncha va m unosabatlarni ular 
tom onidan ongli o 'zlashtirishlariga hamda hayotga tatbiq eta olishga intilish, talabalarda 
izchil m antiq iy fikrlashn i shakllantirib borish natijasida ularning aql-zakovati rivojiga, tabiat 
va jam iyatdagi m uam m olarni hal etishning maqbul yo 'llarin i topa olishlariga ko'm aklashish, 
um um insoniy m adaniyatning tarkib iy qism i sifatida m atem atika to'g'risidagi tasavvurlam i 
shakllantirishdan iborat.
"Sportda m atem atika" fan in i o'zlashtirish  jarayonida amalga oshiriladigan m asalalar 
doirasida ta labalar:

to 'p lam  e lem entlari, m atritsa va determ inant, vektorlarning umumiy tushunchalari, 
funksiya tushunchasi, funksiya hosilasi haqida tushuncha va uning ta 'r ifi , d ifferensial 
hamda integral to 'g 'ris ida tasavvurga ega bo'lishi kerak;

to 'p lam lar, to 'p lam  elem entlari, bo'sh va qism , chekli va cheksiz hamda sonli 
to 'p lam lar, kom binatorika e lem entlari, m atritsa lar va determ inantlar, vektorlar algebrasi,
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chiziqli tenglam alar sistem asini yechishning Kram er, Gauss va m atritsa usullari, e lem entar 
funksiyalar, darajali, trigonom etrik , ko'rsatgichli va logarifm ik funksiyalar, lim it, hosila va 
d ifferensial, integral haqida bilimga ega bo'lishi kerak;

m atem atik am allarni bajarish , e lem entar funksiyalar bilan ishlash, ularning grafiklarin i 
chizish va sodda tenglam alarni yechish , matritsa va determ enatni hisoblash, vektorlar 
algebrasi, funksiya lim itini top ish , hosila va d ifferensialn i, aniq va noaniq integrallarni 
hisoblash orqali jism oniy tarb iya va sport sohasida mavzuga oid m asalalarni hal eta olish 
ko'nikmalariga ega bo'lishi kerak;

to 'p lam lar ustida am allar bajarish , m atritsalarni qo 'sh ish , ayirish , songa ko 'paytirish , 
vektorlar ustida am allar bajarish , ya 'n i vektorlarni qo'shish va ayirish , vektorlarn i songa 
ko'paytirish, chiziqli tenglam alar sistem asini yechish , funksiyalar lim itlarin i hisoblash, 
d ifferensial tenglam alarni yech ish , m atritsalarni va determ inantlarn i h isoblash, aniq va 
aniqmas integrallarni hisoblash, funksiya hosilasi va d ifferensialini h isoblash, integralni 
hisoblash malakalariga ega bo'lishi kerak.

Kursningtematiktarkibi va mazmuni

№ Mavzu

M
a'

ru
za

Am
al

iy

M ustaqil ta 'lim

5610500 -  Sport 
faoliyati (faoliyat 
tu rlari bo'yicha) 

5 2 1 0 2 0 0 -  
Psixologiya (sport)

511100 
0 -  Kasb 
ta 'lim i, 
sport 

faoliyati 
(faoliyat 
turlari 

bo'yicha
L

1 Sportda m atematika faniga 
kirish. To'p lam lar 
nazariyasining tushuncha va 
asoslari

2 4 6 4

2 M atritsa va determ inant 
tushunchalari. Chiziqli 
tenglam alar sistemasini 
m atritsa usulida yechish

2 4 6 4

3 Vektorlar algebrasi 
tushuncha va asoslari 2 4 2 2

Oraliq nazorat (ON)
4 Funksiya haqida tushuncha. 

Chiziqli funksiyalar va 
ularning grafiklari. Chiziqli 
tenglamalar

2 4 6 4

5 Funksiya hosilasi va 
differensiali

2 4 4 2

6 Integral 2 4 4 2

Oraliq nazorat (ON)
Yakuniy nazorat (YaN)
Semestr bo'yicha jami: 12 24 28 18
Ta'lim berish va o'qitish M a'ruza va am aliy laboratoriya m ashgulotlari,
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uslubi: mustaqil ishlar (keys stadiy, master-klasslar)
Mustaqil ishlar: O 'quv loyihalar, guruhli taqdimot, re feratlar, keyslar, 

dokladlar, krossvodlarva h.k.
M aslahatlar va 
topshiriqlarni topshirish 
vaqti

Kunlar Vaqti Auditoriya

1.
2.
3.

Bilimlarni baholash usullari, mezonlari va tartibi:
JN va ON ning ballari ishchi dasturida beriladi

Baholash usullari Test, yozm a ishlar, og'zaki so'rov, prezentatsiyalar va 
h .k.

Fan bo'yicha talabalar bilimini 
nazorat qilish va baholash

Nazorat shakllari
Baholash tu rla ri fan hususiyatidan kelib chiqqan holda 
so 'rovlar og'zaki savol-javob, yozma ish, test sinovlari 
yoki boshqa ko'rinishda o'tkazilishi m umkin.

Fan bo'yicha talabalar bilimini baholash mezoni
Ball Talabaning bilim darajasi

86-100

talaba m a'ruza va am aliy m ashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha 
har tom onlam a chuqur va m ukam m al bilimga ega. Am aliy ishlarni ijodiy va 
ilm iy yondoshgan holda nazariy bilim lar asosida tushuntira oladi. Olgan 
natija larn i m ustaqil tahlil qila oladi. Xulosa va qaror qabul qila oladi. Ijodiy 
fikrlay  oladi. M ustaqil mushohada yurita olish, olgan bilim larini amalda 
qo 'llay  olish , mohiyatini tushuntirish  malakalariga ega. Fikrini bayon eta 
olish . Tasavvurga ega bo'lish. M ustaqil ish to'liq rasmiylashtirilgan.

71-85

talaba m a'ruza , am aliy m ashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha 
bilimga ega. M a'ruza, am aliy mashg'ulotlarini o 'qituvchi yordamida 
tush inad i. M ustaqil mushohada q ilish , olgan bilimlarini amalda qo'llay olish, 
m ohiyatini tushuntirish  m alakalariga ega. Fikrini bayon eta olish. Tasavvurga 
ega bo 'lish . M ustaqil ish yaxshi rasm iylashtirilgan.

55-70

talaba m a’ ruza, am aliy m ashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha 
bilimga ega. M a'ruza, am aliy mashg'ulotlarini o 'qituvchi yordamida 
tushinad i. M ohiyatini tushuntira oladi. Fikrini bayon eta olish . Tasavvurga 
ega bo 'lish . M ustaqil ish yaxshi rasm iylashtirilgan.

0-54

talaba m a'ruza , am aliy m ashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha 
bilim  to 'liq  em as. Am aliy m ashg'ulotni o'qituvchi yordamida tushinadi. Aniq 
tasavvurga ega bo'lm aslik . B ilm aslik. Mustaqil ishni rasm iylashtirishda 
kam chiliklari m avjud.

Fanga doir video ma'ruzalar, videoroliklar:
Glossariylar:
Axborot resurs baza:
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ASOSIY QISM

1-modul. To 'p lam lar nazariyasi. Kom binatorika e lem entlari 
To 'p lam lar nazariyasining asosiy tushunchalari. To'p lam  tushunchasi. To'p lam  

elem entlari. Bo'sh va qism to 'p lam . Chekli va cheksiz to 'p lam lar. Sonli to 'p lam lar. To'p lam  
ustida am allar. To'p lam larning birlashm asi va kesishmasi qonunlari. To'p lam larni sinfga ajratish 
tushunchasi. Kombinatorika haqida um um iy tushunchalar. Kombinatorika elem entlari. 
Kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va qoidalar. Asosiy kom binatsiyalar. Takrorli 
kom binatsiyalar.

2-m odul. M atritsa va determ inant 
M atritsa tushunchasi. Diagonal m atritsa. Birlik m atritsa. M atritsa ustida am allar. 

M atritsalarni qo'shish , ayirish , songa ko'paytirish. Chiziqli tenglam alar sistem asi. Kram er usuli. 
Chiziqli tenglam alar sistem asini Gauss usulida yechish. Chiziqli tenglam alar sistem asini m atritsa 
yordamida yechish . D eterm inantlar va ularning xossalari. Determ inantlarni hisoblash. M inor. 
Algebraik to 'ld iruvchi. Ikkinchi va uchinchi tartib li determ inantlar. Teskari m atritsa.

3-m odul. V ekto rlar algebrasi 
Vekto r tushunchasi. Vektorning uzunligi. Vektorning o'qqa proyeksiyasi. Vektorlar ustida 

am allar. Vektorlarni qo'shish va ayirish . Vektorlarni songa ko 'paytirish . Dekart koordinatalar 
sistemasida vektorlar. Vektorlarning kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha 
yoyish. Ikki vektorning skalyar ko 'paytm asi. Ikki vektorning vektor ko'paytm asi.

4-m odul. Funksiya
Funksiya haqida tushuncha va uning ta 'rifi. Chiziqli funksiyalar va ularning grafiklari. 

Chiziqli tenglam alar. Chiziqli tenglam ani-grafik  usulda yechish. To 'g ’ ri chiziqning burchak 
koeffitsiyenti. Chiziqli tenglam alarn ingtatb iq i. Darajali, trigonom etrik, ko'rsatgichli va logarifm ik 
funksiyalar. Funksiyani lim iti. Lim itlarni hisoblash.

5-m odul. Funksiya hosilasi va d ifferensiali 
E lem entar funksiyalar, ularning aniqlanish va o'zgarish sohalari. Funksiyaning o'sishi va 

kamayishi. Funksiyaning maksimumi va minimumi. Funksiya hosilasi. Hosilani hisoblash 
qoidalari. D ifferensiallanuvchi funksiyani birinchi hosila yordam i bilan maksimum va 
minimumga tekshirish . Hosilalar jadva li. D ifferensial. D ifferensiallash jadvali va hisoblash 
qoidalari. Funksiyalarni tekshirishning um um iy sxem asi.

6-m odul. Integral
Boshlang'ich funksiya. Aniqmas integral. Aniqmas integralning xossalari. Integrallash 

jadvali. Aniqmas integralda o'zgaruvchini alm ashtirish. O 'zgaruvchini almashtirish usuli bilan 
integrallash. Bo'laklab integrallash. Trigonom etrik funksiyalarni integrallash. Aniq integral, 
xossalari. Aniq integralning ta 'rifi va uning geometrik m a'nosi. Nyuton-Leybnits form ulasi. 
O 'zgaruvchini alm ashtirish va bo'laklab integrallash yordamida aniq integralni hisoblash. Aniq 
integralni geometriyaga tatbiqi. Sohaning yuzini aniq integral yordam ida topish.

Amaliy mashg'ulotlarini tashkil etish bo'yicha uslubiy ko'rsatmalar

Am aliy m ashg'ulotlardan maqsad m a'ruza materiallari bo'yicha talabalarning bilim va 
ko'nikm alarini chuqurlashtirish va kengaytirishdan iborat. Bunda talabalar am aliy
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m ashg'u lo tlarda misol va m asalalarni yechishda, yechim larni tahlil qilishda olgan nazariy 
bilim larin i q o 'llay  olish lari nazarda tutiladi.

Amaliy mashg'ulotlarning tavsiya etilayotgan mavzulari ro'yxati:
1. To 'p lam lar va u iar ustida am allar.
2. To 'p lam lam ing  birlashm asi va kesishmasi qonunlari.
3 . Kom binatorika elem entlari.
4 . Kom binatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va qoidalar.
5. M atritsa ustida am allar. M atritsalarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish.
6 . D eterm inantlarn i hisoblash.
7. Ikkinchi va uchinchi tartib li determ inantlar.
8 . Chiziqli tenglam alar sistem asini Gauss usulda yechish.
9. Chiziqli tenglam alar sistem asini m atritsa yordamida yechish.
10. Vekto rlarn i qo'shish va ayirish . Vektorlarni songa ko'paytirish.
11. Tekislikda yo 'nalishn i aniqlash.
12. Vektorlarning kolleniarlik sharti.
13. Vekto rlarn i bazis koordinatalari bo'yicha yoyish.
14. Ikki vektorn ing skalyar ko'paytm asini topish.
15. Chiziqli tenglam alarni yechish. Chiziqli tenglamani grafik usulda yechish.
16. To 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.
17. D ara ja li, trigonom etrik , ko'rsatgichli va logarifmik fynksiyalar.
18. Funksiyalar lim itlarini hisoblash.
19. E lem entar funksiyalarning aniqlanish va o'zgarish sohalari.
20 . Funksiyaning o'sishi va kam ayishi.
21 . Funksiya lar hosilalarin i hisoblash. Hosilani hisoblash qoidalari.
22. D ifferensia l tenglam alarni yechish.
23. D ifferensia llanuvchi funksiyani birinchi hosila yordam i bilan maksim um  va 

m inim um ga teksh irish .
24. Funksiyalarni tekshirishning um um iy sxemasi.
25 . Aniqm as integrallarni hisoblashga doir misollar yechish.
26 . O 'zgaruvchini alm ashtirish usuli bilan integrallash.
27 . Trigonom etrik  funksiyalarni integrallash.
28 . Aniq integrallarn i hisoblashga doir m isollar yechish.
29 . O 'zgaruvchini a lm ashtirish va bo'iaklab integrallash yordam ida aniq integralni 

h isoblash.
Ishchi dasturni shakllantirish jarayonida mazkur mashg'ulot turiga ishchi o 'quv rejada 

ajratilgan soat hajm iga mos m avzu lartanlab  o'qitish tavsiya etiladi.
A m aliy  m ashg'u lotlarn i tashkil etish bo'yicha kafedra professor-o'q ituvchiiari tom onidan 

ko 'rsatm a va tavs iya lar ishlab chiqiladi. Ularda talabalar asosiy m a'ruza m avzulari bo'yicha 
olgan nazariy biiim lari am aliy m asalalar yechish , grafik va chizm alar chizish hamda qiyoslab 
o'rganish asosida yanada boyitiladi. Shuningdek, darslik va o 'quv qo'llanm alardan sam arali 
foydalangan holda ilm iy tadqiqotlar o'tkazish orqali talabalar bilim larin i m ustahkam lash, 
m alaka va ko 'n ikm alarin i m ustahkam lash, m avzular bo'yicha taqdim otlar tayyorlash tavsiya 
etilad i va o 'rgatilad i.

Labaratoriya ishlarini tashkil etish bo'yicha ko'rsatmalar

Fan bo 'yicha labaratoriya ishiari nam unaviy o 'quv rejada ko'zda tutilm agan.
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Kurs ishini tashkil etish bo'yicha uslubiy ko'rsatmalar

Fan bo'yicha kurs ishi nam unaviy o 'quv rejada ko'zda tutilm agan.

Mustaqil ta'limni tashkil etishning shakli va mazmuni

Talabalar darsdan tashqari paytlarda o'tilgan mazularni mustaqil o'zlashtirishlari va 
egallagan bilim larin i m ustahkam lashi, am aliy mashg'ulotlarga tayyorlanib kelishlari uchun 
tavsiya etilgan asosiy va qo'shim cha adabiyotlardan foydalanishlari zarur bo'ladi.

M ustaqil ta 'lim  bajariladigan m avzular bo'yicha savolnom alar va testlarn i tuzish, 
savollarga tavsiya etilgan adabiyotlardan foydalangan holda yozma tarzda javob berish, m eyoriy 
hujjatlardan foydalanish, har b ir mavzu bo'yicha muammoli m asalalarni hal qilish yo'llarini 
bayon qilish , tavsiyalar berish va boshqalar ko'zda tutilgan.

"Sportda m atem atika" fanini o'rganuvchi talabalar auditoriyada olgan nazariy bilim larini 
m ustahkam lash va am aliy m asalalarni yechishda ko'nikma hosil qilish uchun mustaqil ta'lim  
tizimiga asoslanib , kafedra o 'q ituvch ilari rahbarligida mustaqil ish bajaradilar. Bunda ular 
qo'shim cha adabiyotlarni o'rganib hamda internet saytlaridan foydalanib referatlar va ilm iy 
dokladlar tayyorlaydilar, am aliy m ashg'ulot mavzusiga doir uy vazifalarini bajaradilar, 
ko'rgazmali quro lla rva  slaydlar tayyorlaydilar.

Bunda m a'ruzalarda olingan bilim larini amaliy m ashg'ulotlarni bajarishlari bilan 
m ustahkam lashi hamda sportga oid m asalalarni m atem atik usullar yordamida yechishlari va 
tushuntirishlari kerak. M ustaqil ta 'lim  m avzularini o'zlashtirish ta'lim  jarayonida uzluksiz 
nazorat qilib boriladi.

Talabalar mustaqil ta 'lim in i baholash jo riy va oraliq nazorat paytida inobatga olinadi. 
M ustaqil ta 'lim ni tashkil etishning m azm uni: ta labalar mustaqil ta 'lim i mavzulari kelgusida 
bajariladigan kurs ishlari va bitiruv m alakaviy ishlari mavzulari bilan uzviy bog'liqlikda bajariladi.

Talaba mustaqil ta 'lim n i tashkil etishda quyidagilardan foydalanishi tavsiya etiladi:
- darslik va o'quv-uslubiy qo'llanm alardan foydalanib o'quv rejasi mavzularini o'rganish;
- maxsus va davriy-ilm iy uslubiy adabiyot manbalaridan foydalanib bilimlarini 

m ustahkam lash;
- yangi texnika , ja rayon lar va texnologiyalarni o'rganish.

Tavsiya etilayotgan mustaqil ta'limning mavzulari:
1. To 'p lam lar nazariyasining asosiy tushunchalari.
2. To'plam larning birlashm asi va kesishm asi qonunlari.
3 . Asosiy va takrorli kom binatsiyalar.
4. M atritsalarn ingtatb iq iy m asalalarda qo'llanilishi.
5 . D eterm inantlarn ingtatb iq iy m asalalarda qo'llanilishi.
6. Teskari m atritsa.
7 . Ikkinchi va uchinchi tartib li determ inantlar.
8. Vektorlar algebrasi.
9. Vektorlarni qo'shish va ayirish . Vektorlarni songa ko'paytirish.
10. Vektorlarning kolleniarlik sharti.
11. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish.
12. Ikki vektorning skalyar ko'paytm asi.
13. Funksiyalar va ularning grafiklari.
14. To 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.
15. Funksiyani lim iti.
16. Elem entar funksiyalar, ularning aniqlanish va o'zgarish sohalari.
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17. Funksiyaning ekstrem um lari.
18. Hosila yordam ida funksiyani to 'liq  tekshirish.
19. D ifferensia llash jadva li va hisoblash qoidalari.
20. Boshlang'ich funksiya.
21. Aniqm as integralning xossalari.
22. Aniq integral va ularnig tatb iq lari.
23. Aniq integralni geom etriyaga tatb iq i.
24. T rigonom etrik funksiya larn i integrallash.
25. Nyuton-Leybnits form ulasi.
M ustaqil ta 'lim  soatlari hajim laridan kelib chiqqan holda ishchi dasturda m azkur 

m avzular ichidan m ustaqil ta 'lim  m avzulari shakllantiriladi.

Dasturning informatsion-uslubiy ta'minoti

M azkur fann i o 'q itish  jarayonida ta'iim ning zamonaviy usullari, pedagogik va axborot- 
kom num ikatsiya texnolog iyalarin i qo'llash nazarda tutilgan. Jum ladan, o'lchash nazariyasi 
asoslari: O 'lchash natijalariga statistik  ishlov berishning asosiy usullari. O 'lchash natijalarin ing 
bir o 'lcham li qatorlari. O 'lchash natija lari qatorining asosiy statistik xarakteristikalarin i 
o'rganishga bag'ishlangan m avzular zam onaviy kom pyuter texnologiyalari yordam ida 
prezentatsiya va elektron-d idakliktexnolog iyalardan foydalanilgan holda o'tkaziladi.

M a'ruza va am aliy m ashg'u lotlarda guruhli fikrlash, "M unozaraii dars", kichik guruhlar 
m usobaqalari, aq liy hujum , k laster, m uam m oli vaziyat, insert, qadamba-qadam m etodi, baliq 
skieti va boshqa pedagogik texnologiyalardan foydalaniladi. Am aliy m ashg'ulotlar kom pyuter 
tenxologiyasi, e lektron o 'rgatuvchi dasturlar, elektron darslik va qo'llanm alardan hamda 
m ultim edia vositalaridan foydalangan holda olib boriladi.

M ustaqil ta 'lim n i tashkil etishda "M asofali ta 'lim " texnologiyalaridan foydalaniladi.
Dasturdagi m avzularni o 'q itishda ta'iim ning zamonaviy usullaridan keng foydalanish, 

o 'quv ja rayon in i yangi pedagogik va innovatsion texnologiyalar asosida tashkil etish sam arali 
natija beradi.
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KIRISH

O liy ta ’ lim  m uassasalari uchun m atem atikadan uzviylashtirilgan dastur mustaqil diyorimizning 
iqtisodiy, jism on iy , m adaniy, m a'rifiy  va m a'naviy rivojlanish dinamikasini talabalar ko'z oldida 
nam oyon etish va ular ongiga singdirishga xizm at qiladi. O'zbekiston Respublikasining "Ta'lim  
to 'g 'risida"gi qonuni, Kadrlar tayyorlash m illiy dasturi va Davlat ta'iim  standartlari talablaridan kelib 
chiqqan hoida "Sportda m atem atika" fanini o'qitishning umumiy maqsad va vazifalari aniqlanadi.

Oliy ta 'lim n ing  Davlat ta'lim  standartlariga ko'ra "Sportda m atem atika" fani jism oniy tarbiya 
va sportda m atem atik hisoblashlarni bajarish bo'yicha bilim , malaka va ko'nikm alarni tizim li 
shakllantirishga yo 'naltirilgan.

O'quv fanning maqsad va vazifalari

"Sportda m atem atika" fanining o'q itilishidan maqsad -  talabalarni m atem atikaning zaruriy 
m a'lum otlari m ajm uasi (tushunchalar, tasd iq lar va ularning isboti, am aliy m asalalarni yechish 
usullari va boshqalar) bilan tan ishtirish  hamda sport yo'nalishlarining m atem atika bilan uzviy 
bog'liq liklarin i o'rgatishdan iboratd ir. Ayni paytda u talabalarni mantiqiy fikrlashga, to'g'ri xulosa 
chiqarishga, m atem atik m adaniyatin i oshirishga xizm at qiladi.

Jism on iy tarb iya va sport ta 'lim ida m atem atikani o'qitishning vazifasi -  hozirgi zamon bozor 
iqtisodiyoti sharo itlarin i hisobga olgan holda har bir jam iyat a'zosining jism oniy va m ehnat faoliyati 
va kundalik hayoti uchun zarur bo’ lgan m atem atik bilim , ko'nikma va m alakalarni berish, 
shuningdek, talabalarn ing hayotiy ta saw u rla ri bilan am aliy faoliyatlarin i um um lashtirib borib, 
m atem atik tushuncha va m unosabatlarni u lar tomonidan ongli o'zlashtirishlariga hamda hayotga 
tatb iq eta olishga intilish , talabalarda izchil mantiqiy fikrlashni shakllantirib borish natijasida 
ularning aql-zakovati rivojiga, tab iat va jam iyatdagi muam m olarni hal etishning maqbul yo'llarini 
topa olishlariga ko 'm aklashish , um um insoniy madaniyatning tarkib iy qismi sifatida matematika 
to 'g 'risidagi ta sa w u rla rn i shakllantirishdan iborat.

Fan bo'yicha talabalarning tasavvur, bilim, malaka va ko'nikmalariga qo'yiladigan talablar

"Sportda m atem atika" fanini o 'zlashtirish  jarayonida amalga oshiriladigan m asalalar doirasida 
ta lab lar:

to 'p lam  e lem entlari, m atritsa va determ inant, vektorlarning umumiy tushunchalari, 
funksiya tushunchasi, funksiya hosilasi haqida tushuncha va uning ta 'rifi, d ifferensial hamda 
integral to 'g 'risida tasavvurga ega bo’lishi kerak;

to 'p lam lar, to'p lam  e lem entlari, bo'sh va q ism , chekli va cheksiz hamda sonli 
to 'p lam lar, kom binatorika e lem entlari, m atritsa lar va determ inantlar, vektorlar algebrasi, chiziqli 
teng lam alar sistem asin i yechishning Kram er, Gauss va m atritsa usullari, e lem entar funksiyalar, 
dara ja li, trigonom etrik , ko'rsatg ichli va logarifm ik funksiyalar, lim it, hosila va differensial, integral 
haqida bilimga ega bo'lishi kerak;

m atem atik am allarni bajarish , e lem entar funksiyalar bilan ishlash, ularning grafiklarini 
chizish va sodda tenglam alarni yechish , m atritsa va determ enatni hisoblash, vektorlar algebrasi, 
funksiya lim itin i topish , hosila va d ifferensialn i, aniq va noaniq integrallarni hisoblash orqali 
jism on iy tarb iya  va sport sohasida mavzuga oid m asalalarni hal eta olish ko'nikmalariga ega 
bo'lishi kerak;
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to'p lam lar ustida am allar bajarish , m atritsalarn i qo'shish, ayirish , songa ko'paytirish, 
voktorlar ustida am allar bajarish , ya'ni vektorlarn i qo'shish va ayirish , vektorlarn i songa 
ko'paytirish, chiziqli tenglam alar sistem asini yechish , funksiyalar lim itlarini h isoblash, d ifferensial 
lenglam alarni yechish, m atritsalarni va determ inantlarn i hisoblash, aniq va aniqm as integrallarni 
h isoblash, funksiya hosilasi va d ifferensialin i hisoblash, integralni hisoblash malakalariga ega 
bo'lishi kerak.

Fanning o'quv rejadagi boshqa fanlar bilan bog'liqligi va uslubiy jihatdan uzviy ketma-
ketligi

"Sportda m atem atika" fani o 'quv rejadagi "Sportda axborot kom m unikatsiya texnologiyalari", 
"Sport metrologiyasi" va "Harakat faoliyati b iom exanikasi" fanlarini o 'zlashtirishda asos bo'lib 
hisoblanadi. Shuningdek, um um kasbiy va m utaxassislik fanlarini o 'zlashtirishda muhim ahamiyatga 
ega. Fanni o'rganishda akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida "M atem atika" fanlari bo'yicha 
olingan nazariy va amaliy bilim lar zarur bo'lsa, o'z navbatida bu fandan olingan bilim lar 
talabalarning bitiruv malakaviy ishlari hamda magistrlik d issertatsiyalarini bajarish , ulardan olingan 
natijalarni m atem atik-statistiktahlil qilishda bazaviy bilim lar vazifasini o 'taydi.

Fanning jismoniy tarbiya va sportdagi o'rni

M azkur fan jism oniy tarbiya va sport faoliyati m ashg'ulotlarini to'g'ri taqsim lashda va 
m atem atik tahlil qilishda zarur bo'ladigan bilim , malaka va ko'nikm alam i shakllantirishda muhim 
ahamiyatga ega. Jum ladan, bo'lajak o'qituvchi va m urabbiylar sportchilarning jism oniy tayyorgarlik 
va natijalarning murakkab tom onlarini aniqlash yo 'llarin i, ularga ta 's ir ko'rsatadigan turli omillarni 
baholash, o'qitish va mashq jarayonlarining sonli m a'lum otlarini aniqlash, hisob-kitob qilish va tahlil 
qilish malakasi va ko’nikmalarini egallashlari talab qilinadi.

Fanni o'qitishda zamonaviy axborot va pedagogik texnologiyalar

O'quv jarayoni bilan bog'liq ta 'lim  sifatini belgilovchi holatlar quyidagilar: yuqori ilmiy- 
pedagogik darajada ta'lim  berish, muammoli m a'ruzalar o'qish, darslarni savol-javob tarzida 
qiziqarli tashkil etish, ilg'or pedagogik texnologiyalardan va multimedia vositalaridan foydalanish, 
tinglovchilarni undaydigan, o'ylantiradigan m uam m olarni ular oldiga qo'yish, tinglovchilar bilan 
talabchanlik holatida individual ishlash, erkin muloqot yuritishga, ilm iy izlanishga ja lb  qilish.

"Sportda matem atika" fanini o'qitish jarayonida zamonaviy axborot texnologiyalari bilan 
jihozlangan m a'ruza xonasidan foydalaniladi. Yangi pedagogik texnologiyalar, m a'ruza m ateriallari, 
clektron o'quv qo'llanma va darsliklar hamda in ternet tarmog'idagi rasm iy m a'lum otlardan 
foydalaniladi.

"Sportda matematika" kursini loyihalashtirishda quyidagi asosiy konseptual yondoshuvlardan 
foydalaniladi:

Shaxsga yo'naltirilgan ta'lim. Bu ta'lim  o'z mohiyatiga ko'ra ta 'lim  jarayonining barcha 
ishtirokchilarin i to'laqonli rivojlanishini nazarda tutadi. Bu esa ta'lim ni loyihalashtirishda, albatta, 
m a'lum  bir ta'lim  oluvchining shaxsini em as, avvalo, kelgusidagi m utaxassislik faoliyati bilan bog'liq 
o'qish maqsadlaridan kelib chiqqan holda yondashishni nazarda tutadi.
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Tizimli yondashuv. Ta'lim  texnologiyasi tizimning barcha belgilarini: jarayonning 
m antiqiylig ini, uning barcha bo'g'im larini o 'zaro bog'langanligini, yaxlitligini o'zida mujassam 
etm og'i kerak.

Faoliyatga yo'naltirilgan yondashuv. Shaxsning sifatlarini shakllantirishga, ta 'lim  oluvchining 
fao liyatin i fao llashtirish  va in tensiv lash tirish , o 'quv jarayonida uning barcha qobiliyatlari va 
im koniyatlarin i, tashabbuskorligini ochishga yo'naltirilgan ta'lim ni ifodalaydi.

Dialogik yondashuv. Bu yondashuv o'quv m unosabatlarini yaratish zaruratini b ild iradi. Uning 
natijasida shaxsning o'z-o'zini fao llashtirish i va o'z-o'zini ko'rsata olishi kabi ijodiy faoliyati 
kuchayadi.

Hamkorlikdagi ta'limni tashkil etish. Dem okratik, tenglik, ta'lim  beruvchi va ta'lim  oluvchi 
fao liyat m azm unini shakllantirishda va erishilgan natija larni baholashda birgalikda ishlashni joriy 
etishga e ’tiborni qaratish zarurligini bild iradi.

Muammoli ta'lim. Ta'lim  m azm unini muam m oli tarzda taqdim etish orqali ta 'lim  oluvchi 
fao liyatin i fao llashtirish  usullaridan biri. Bunda ilm iy bilimni ob'ektiv qarama-qarshiligi va uni hal 
etish usullarin i, d ialektik m ushohadani shakllantirish va rivojlantirishni, amaliy faoliyatga ularni 
ijodiy tarzda qo'llashni m ustaqil ijodiy faoliyati ta 'm inlanad i.

Axborotni taqdim qilishning zamonaviy vositalari va usullarini qo'llash - yangi pedagogik va 
axborot texnolog iyalarin i o 'quv jarayoniga qo'llash.

O'qitishning usullari va texnikasi. M a'ruza (k irish , mavzuga oid, vizuallash), muam m oli ta 'lim , 
keys-stadi, pinbord, paradoks va loyihalash usullari, am aliy ishlar.

O'qitishni tashkil etish shakllari: dialog, polilog, m uloqot, hamkorlik va o'zaro o'rganishga 
asoslangan frontal, jam oa va guruh.

O’qitish vositalari: o'qitishning an!anaviy shakllari (darslik, ma'ruza m atni, amaliy 
m ashg'u lo tlar ishlanm asi) bilan bir qatorda - kom pyuter va axborot texnologiyalari.

Kommunikatsiya usullari: ting lovchilar bilan tezkor teskari aloqaga asoslangan bevosita 
o'zaro m unosabatlar.

Teskari aloqa usullari va vositalari: kuzatish, blits-so'rov, oraliq va jo riy hamda yakuniy 
nazorat natija larin i tah lili asosida o'q itish diagnostikasi.

Boshqarish usullari va vosita lari: o 'quv m ashg'uloti bosqichlarini belgilab beruvchi texnologik 
karta ko'rinishidagi o 'quv m ashg'u lotlarin i re jalashtirish , qo'yilgan maqsadga erishishda o'qituvchi 
va tinglovchining birgalikdagi harakati, nafaqat auditoriya mashg'ulotlari, balki auditoriyadan 
tashqari m ustaqil ta 'lim ning nazorati.

Monitoring va baholash: o'quv mashg’ulotida ham butun kurs davomida ham o'qitishning 
natija larin i rejali tarzda kuzatib borish . Kurs oxirida test topshiriqlari yoki yozma ish variantlari 
yordam ida talabalarn ing bilim lari baholanadi.
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ASOSIY QISM
Mavzular rejasi va o'quv soatlarining taqsimlanishi

№ Mavzular nomi Ja
m

i ro
N3
'(O

О
3

"ho~c1Л(D
E

Mustaqii
ta'lim

§
(O
E
<

1—
CLto
llT*/>

1. Sportda matematika faniga kirish . To'p lam lar 
nazariyasining tushuncha va asoslari

10 2 4 4 6
2. M atritsa va determ inant tushunchalari. Chiziqli 

tenglam alar sistemasini m atritsa usulida yechish
10 2 4 4 6

3. Vektorlar algebrasi tushuncha va asoslari 10 2 4 2 2

4. Funksiya haqida tushuncha. Chiziqli funksiyalar va 
ularning grafiklari. Chiziqli tenglam alar

10 2 4 4 6

5. Funksiya hosilasi va differensiali 10 2 4 2 4
6 . Integral 10 2 4 2 4

JAMI 54(64) 12 24 18 28

M A'RUZA MASHG'ULOTLARNING M AZM UNI
Sportda matematika faniga kirish. To’plamlar nazariyasining tushuncha va asoslari (2 soat)

Sportda m atematika o'quv fani nimani o'rganadi. Jism oniy tarb iya va sportda 
m atem atikaning o 'm i. To'plam  tushunchasi. To'plam  elem entlari. Bo'sh va qism to'p lam . Chekli va 
cheksiz to 'p lam lar. Sonli to 'p lam lar. To'p lam  ustida am allar. To'plam larning birlashm asi va 
kesishm asi qonunlari. Kombinatorika haqida umumiy tushunchalar. Kombinatorika e lem entlari. 
Kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va qoidalar.

Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , m unozara, o'z- 
o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, 0.2, Q5, Q8, Q l l .

Matritsa va determinant tushunchalari. Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa usulida
yechish (2 soat)

M atritsa tushunchasi. Diagonal m atritsa . Birlik m atritsa. M atritsa ustida am allar. M atritsalarni 
qo'shish, ayirish , songa ko'paytirish. Chiziqli tenglam alar sistem asi. Chiziqli tenglam alar sistem asini 
m atritsa yordam ida yechish. Determ inantlar va ularning xossalari. Determ inantlarni hisoblash. 
M inor. Algebrik to 'ldiruvchi. Ikkinchi va uchinchi tartib li determ inantlar. Teskari m atritsa.

Qo'llaniladigan ta'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , integrativ, 
m unozara, o'z-o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A l ,  A2, A3, AS; Q5, Q7, Q l l .
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Vektorlar algebrasi tushuncha va asoslari. Vektorlar ustida amallar. Dekart koordinatalar 
sistemasida vektorlar (2 soat)

Vekto r tushunchasi. Vektorning uzunligi. Vektorning o'qqa proyeksiyasi. Vektorlar ustida 
am allar. Vektorlarni qo'shish va ayirish . Vektorlarni songa ko'paytirish. Dekart koordinatalar 
sistem asida vektorlar. Vekto rlarn ing  kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha 
yoyish . Ikki vektorn ing skalyar ko 'paytm asi. Ikki vektorning vektor ko'paytm asi.

Qo'llaniladigan ta 'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , m unozara, o'z- 
o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A 4 , Q3, Q 5, Q8, Q l l .

Funksiya haqida tushuncha. Chiziqli funksiyalar va ularning grafiklari. Chiziqli tenglamalar
(2 soat)

Funksiya haqida tushuncha va uning ta 'rifi. Chiziqli funksiyalar va ularning grafiklari. Chiziqli 
tenglam alar. Chiziqli tenglam ani grafik usulda yechish . To'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti. 
Chiziqli tenglam alarning tatb iq i. D arajali, trigonom etrik , ko'rsatgichli va logarifm ik funksiyalar. 
Funksiyani lim iti. Lim itlarni h isoblash.

Q o'llaniladigan ta 'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muam m oli ta 'lim , 3x3 usuli, 
m unozara , o'z-o'zini nazorat.

Adabiyo tlar: A2 , A 3 , A 4 , Q l ,  Q 5 , Q7, Q8, Q l l .

Funksiya hosilasi va differensiali (2 soat)

Elem entar funksiya lar, ularning aniqlanish va o'zgarish sohalari. Funksiyaning o'sishi va 
kam ayish i. Funksiyaning m aksim um i va m inimum i. Hosilani hisoblash qoidalari. Funksiya hosilasi va 
d ifferensialin i h isoblash.

Q o'llaniladigan ta'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , T-sxem asi, 
m unozara, o'z-o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A2, A3, A4, Q l ,  Q4, Q5, Q l l .

Integral (2 soat)

Boshlang'ich funksiya. Aniqm as integral. Aniqm as integralning xossalari. Integrallash jadvali. 
Aniqm as integralda o ’zgaruvchini a lm ashtirish . O 'zgaruvchini alm ashtirish usuli bilan integrallash. 
Bo'laklab in tegrallash . Trigonom etrik funksiyalarni integrallash. Aniq integral, xossalari. Aniq 
integralning ta 'rifi va uning geom etrik m a'nosi. Nyuton-Leybnits form ulasi. O 'zgaruvchini 
a lm ashtirish va bo'laklab integrallash yordam ida aniq integralni hisoblash.

Q o'llaniladigan ta ’ lim texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muam m oli ta 'lim , pog'ona, 
qadam ba-qadam  m etodi, o'z-o'zini nazorat.

Adabiyotlar: A 2 , A3 , A 4 , Q3, Q5, Q6, Q8, Q l l .
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AM ALIY M ASHG'ULO TIARNING M AZMUNI 
To’plamlar va ular ustida amallar (2 soat)

To'plam larning birlashmasi va kesishmasi qonunlari. To 'p lam lar ayirm asi. To'plamga 
In 'ld lruvchi. To'plamlarning dekart (to 'g 'ri) ko'paytm asi. To 'p lam lar ustida am allar xossalari.

Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, m uam m oli ta 'lim , m unozara, o'z- 
o 'lln l nazorat.

Adabiyotlar: A l ;  A2; Q2; Q6; Q8.

Kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va qoidalar (2 soat)

Kombinatorika. Yig'indi va ko'paytm a qoidasi. Tartiblangan to 'p lam . O'rin alm ashtirish , 
o 'rln lashtirish . Guruhlash.

Qo'llaniladigan ta'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muam m oli ta 'lim , o'z-o'zini 
n.izorat, shaxsga yo'naltirilgan ta'lim .

Adabiyotlar: A l ;  A2; Q3; Q4; Q8; Q9.

Matritsa ustida amallar (2 soat)

M atritsalarni qo'shish, ayirish , songa ko'paytirish.
Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muam m oli ta 'lim , o'z-o'zini 

lu zo ra t, shaxsga yo'naltirilgan ta'lim .
Adabiyotlar: A l ;  A2; A3; Q3; Q4; Q8; Q l l .  °

Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa yordamida yechish (2 soat)

l eskari m atritsa. Chiziqli tenglam alar sistem asini matritsa yordam ida yechish.
Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, m uam m oli ta 'lim , paradokslar. 
Adabiyotlar: A l ;  A2; A4; Q5; Q7; Q l l .

Vektorlarni qo'shish va ayirish. Vektorlarni songa ko'paytirish (2 soat)

Vektor. Nol vektor. Vektor uzunligi,qiym ati va yo'nalishi. Vekto rlarn i qo'shish va ayirish. 
Vektorlarni songa ko'paytirish.

Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, m uam m oli ta 'lim , paradokslar. 
Adabiyotlar: A2; A3; A4; Q5; Q7; Q9.

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasini topish (2 soat)

Vektorlarning skalyar ko'paytmasi va uning xossalari.
Qo'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, m uam m oli ta 'lim , o'z-o'zini 

nn/orat, paradokslar, aqliy hujum.
Adabiyotlar: A2, A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q l l .

To'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti (2 soat)
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Burchak koeffitsienti ta 'r ifi . To'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentin i hisoblash.
Q o'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , o'z-o’zini 

nazorat, shaxsga yo'naltirilgan ta 'lim .
A dabiyo tlar: A l ,  A2; A3; Q3; Q4; Q8; Q U .

Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logarifmik funksiyalar (2 soat)

Sodda e lem entar funksiyalarga kiruvchi Darajali, trigonom etrik , ko'rsatgichli va logarifmik 
funks iya lar bilan ishlash.

Q o'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , o'z-o'zini 
nazorat, paradokslar, aq liy hujum .

A dabiyo tlar: A2, A3; A 4 ; Q2; Q3; Q6; Q8.

Funksiyalar iimitlarini hisoblash (2 soat)

Cheksizlikka intiluvchi funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalar.
Qo'llaniladigan ta'lim  texnolog iyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , o'z-o'zini 

nazorat, paradokslar, aq liy hujum .
A dabiyo tlar: A l ;  A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q8.

Funksiyalar hosilalarini hisoblash. Hosilani hisoblash qoidalari (2 soat)

Funksiyaning hosilasi. O 'zgarm as miqderning hosilasi. O'zgarmas m iqdor bilan funksiya 
ko'paym asining hosilasi, yig'indining , ko'paytmaning, bo'linm aning hosilasi

Q o'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , o'z-o'zini 
nazorat, shaxsga yo'naltirilgan ta ’ lim.

A dabiyo tlar: A2; A3 ; A4 ; Q3; Q 4; Q9.

Aniqmas integrallarni hisoblashga doir misollar yechish (2 soat)

Boshlang'ich funksiya tushunchasi. Aniqmas integral va uning xossalari. Integrallash usullari.
Q o'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim , o'z-o'zini 

nazorat, paradokslar, aq liy hujum .
Adabiyo tlar: A 2 ; A3; A4; Q2; Q3; Q6; Q8

Aniq integrallarni hisoblashga doir misollar yechish (2 soat)

Aniq integralning asosiy hossalari. Aniq integralni hisoblash va hisoblash usullari.
Q o'llaniladigan ta'lim  texnologiyalari: dialogik yondashuv, muammoli ta 'lim  , paradokslar, 

shaxsga yo 'naltirilgan  ta 'lim , aq liy hujum .
A dabiyo tlar: A2, A3; A4; Q2; Q 3; Q4; Q9.
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M USTAQIL TA 'U M  TASHKfL ETISHNING SHAKU VA MAZMUNI

"Sportda m atem atika" fani bo'yicha talabaning m ustaqil ta 'lim i shu fanni o'rganish 
|.n .lyonlnlng tarkibiy qismi bo'lib, uslubiy va axborot resurslari bilan to 'la ta'm inlangan.

I.ilabalar auditoriya m ashg'ulotlarida professor-o'qituvchilarning m a'ruzasini tinglaydilar. 
A liilllorlyadan tashqarida talaba darslarga tayyorlanadi, adabiyotlarni konspekt qiladi, uy vazifa
• ll.illd .i berilgan topshiriqlam i bajaradi. Bundan tashqari ayrim  m avzularni kengroq o'rganish
I ......|*..idida qo'shimcha adabiyotlarni o’qib referatlar tayyorlaydi hamda mavzu bo'yicha testlar
c i liiidl. Mustaqil ta'lim  natijalari reyting tizim i asosida baholanadi.

Uyga vazifalarni bajarish , qo'shim cha darslik va adabiyotlardan yangi bilim larni mustaqil 
o 'lU iinlsh, kerakli m a'lum otlam i izlash va ularni topish yo 'llarin i an iq lash, internet tarm oqlaridan 
luydnlanib m a'lum otlar to'plash va ilm iy izlanishlar olib borish, ilm iy to'garak doirasida yoki 
im r.l.iq ll ravishda ilm iy m anbalardan foydalanib ilm iy maqola va m a'ruzalar tayyorlash kabilar
l.il.ibalarning darsda olgan bilim larin i chuqurlashtiradi, ularning mustaqil fikrlash va ijodiy 
i|iililllyatln i rivojlantiradi. Shuning uchun ham mustaqil ta'lim siz o 'quv faoliyati sam arali bo'lishi 
mumkln emas.

Uy vazifalarini tekshirish va baholash sem inar mashg'ulot olib boruvchi o'qituvchi tom onidan, 
Kdii .pcktlam i va mavzuni o'zlashtirish darajasini tekshirish va baholash esa ma'ruza darslarini olib 
liiiiu vch i o'qituvchi tomonidan har darsda amalga oshiriladi.

"Sportda m atem atika" fanidan mustaqil ta 'lim  m ajm uasi fan bo’yicha mavzularni qamrab 
h Ih . i i i  v , i quyidagi m avzular ko'rinishida shakllantirilgan.

Ta laba lar m ustaqil ta 'lim in ing  m azm uni va hajm i
Hajmi

(soatda)

№ M ustaqil ta 'lim  m avzulari M ustaqil ta 'lim  uchun topshiriq  va tavs iya la r

Ka
sb

iy
ta

'li
m CLto

uTto

1 «Sportda matem atika» 
faniga kirish. To'plam lar 
nazariyasining asosiy 
tushunchalari

Fanning am aliy aham iyati va m atem atik 
asoslari. To 'p lam lar nazariyasining paydo 
bo'lishi va asosiy tushunchalari

2 2

j Asosiy va takrorli 
kombinatsiyalar

Kom binatorikani hisoblash qoidalari. Sportda 
kom binatsiyalarni qo'llash.

2 4

3 M atritsalarning tatbiqiy 
inasalalarda qo'llanilishi

M atritsa nazariyasining sportdagi aham iyati. 
Sport m asalalarin i yechishda m atritsa 
usullarini qo'llash

2 4

4 Ikkinchi va uchinchi tartibli 
dcterm inantlar

Determ inant xossalari va qoidalarin i sport 
m asalalarin i hisoblashda qo'llash

2 2

1 Ikki vektorning skalyar 
ko'paytmasi

Vektorlar skalyar ko'paytm asi. Vekto r uzunligi. 
Skalyar ko'paytm a xossalari

2 4

6 Elem entar funksiyalar, 
ularning aniqlanish va 
o'zgarish sohalari

Funksiya tushunchasi. Sonli funksiya. 
Funksiyaning berilish usullari orqali uning 
aniqlanish va o'zgarish sohalarin i aniqlash

2 4

/ 1 unksiyaning Funksiyaning o'suvchi (kam ayuvchiligi)n i 2 2
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ekstrem um lari aniq lash. Ekstrem um lari (max, min) nuqtalarini 
aniqlashga doir m asalalarni o'rganish

8 Hosila yordam ida 
funksiyan i to'liq  tekshirish

Hosila yordamida funksiyani to'liq tekshirish. 
Hosilani sport masalalaridagi ahamiyati

2 4

9 Aniqmas integralning 
xossalari

Integrallash jadvali. Eng sodda ratsional 
kasrlarni integrallash

2 4

Jam i: 18 28

Mustaqil ta'limning rejalari hamda vazifalari

"Sportda m atem atika" kursi bo'yicha talabalarning mustaqil ta'lim ini bo'lg'usi jism oniy 
tarb iya m utaxassislari tayyorgarlikdagi o'rn in i baholash oson em as, negaki bo 'lim larda berilgan 
o 'quv m ateria llari juda keng. M ustaqil ta 'lim  ijodiy amaliy-o'rganish faoliyatining tarkib iy qismi 
sifatida katta aqliy zo'riq ishlarn i talab qiladi va yangi bilim lar, malaka hamda ko'nikm alarni 
o'zlashtirishda o'ziga xos ko'm akchi hisoblanadi. Mustaqil ta'lim  o'quv jarayonining 
ind ividualllashtirilish i, shaxsning ijodiy im koniyatlarini rivojlantirilishini, kasbiy vako latlar hamda 
m ahoratn ing ta 'm in lan ish in i, o 'qituvchi va o 'quvchilar orasidagi hamkorlikni ko'zda tutuvchi 
pedagogik ja rayonning strategiyasin i belgilaydi.

Mustaqil ta'limning mavzulari:

To 'p lam lar nazariyasining asosiy tushunchalari.
To 'p lam larn ing birlashm asi va kestshmasi qonunlari.
Asosiy va takrorli kom binatsiyalar. „
M atritsalarn ing  tatb iq iy m asalalarda qo'llanilishi.
Determ inantlarn ing tatb iq iy m asalalarda qo'llanilishi.
Teskari m atritsa .
Ikkinchi va uchinchi tartib li determ inantlar.
V ekto rlar algebrasi.
Vekto rlarn i qo'shish va ay irish . Vektorlarni songa ko'paytirish.
Vektorlarning ko lleniarlik sharti.
V ekto rlarn i bazis koord inatalari bo'yicha yoyish.
Ikki vektorn ing skalyar ko 'paytm asi.
Funksiyalar va ularning grafik lari.
To 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.
Funksiyani lim iti.
E lem entar funksiya lar, ularning aniqlanish va o'zgarish sohalari.
Funksiyaning ekstrem um lari.
Hosila yordam ida funksiyani to'liq tekshirish .
D ifferensiallash jadva li va hisoblash qoidalari.
Boshlang'ich funksiya.
Aniqm as integralning xossalari.
Aniq integral va ularnig tatb iq lari.
Aniq integralni geom etriyaga tatb iq i.
T rigonom etrik funksiya larn i integrallash.
N yuton-leybn its form ulasi.
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Dasturning umumiy axborot ta'minoti

M .izkur fanni o'qitish jarayonida ta'lim ning zamonaviy usullari, pedagogik va axborot- 
kniiinum ikatsiya texnologiyalarini qo'llash nazarda tutilgan. Jum ladan, m atem atikaning to'p lam , 
kiim blnatorika, m atrista , determ inant, vektor, lim it, hosila, d ifferencial, integral nazariyalarini 
ii'if.anishga bag'ishlangan m avzular zam onaviy kom pyutertexnolog iyalari yordam ida prezentatsiya
u,i d i ’ktron-didaktiktexnologiyalardan foydalanilgan holda o'tkaziladi.

Ma'ruza va am aliy mashg'ulotlarda guruhli fikrlash, "M unozarali dars", kichik guruhlar 
n iir,i)baqalari, aqliy hujum, klaster, muammoli vaziyat, insert, qadamba-qadam metodi, baliq skleti 
v, i boshqa pedagogik texnologiyalardan foydalaniladi. Am aliy m ashg'ulotlar kom pyuter 
li'iixolog iyasi, elektron o'rgatuvchi dasturlar, elektron darslik va qo'llanm alardan hamda 
multimedia vositalaridan foydalangan holda olib boriladi.

Mustaqil ta'lim ni tashkil etishda "M asofali ta 'lim " texnologiyalaridan foydalaniladi.
Dasturdagi mavzularni o'qitishda ta'lim ning zam onaviy usullaridan keng foydalanish , o'quv 

|,ii,iyon ln i yangi pedagogik va innovatsion texnologiyalar asosida tashkil etish sam arali natija 
Imradl.

"Sportda matematika" fanidan talabalar bilimini reyting tizimi asosida baholash mezoni

"Sportda m atem atika" fani bo'yicha reyting jadva llari, nazorat tu ri, shakli, soni ham da har bir 
iM/orntga ajratilgan maksimal ball, shuningdek jo riy  va oraliq nazoratlarin ing saralash ballari 
Ihiqldagl m a'lum otlar fan bo'yicha birinchi mashg'ulotda talabalarga e'lon qilinadi.

I an bo'yicha talabalarning bilim saviyasi va o'zlashtirish darajasini Davlat ta 'lim  standartlariga 
lliuvoflqligini ta'm inlash uchun quyidagi nazorat tu rlari o'tkaziladi:

joriy nazorat (JN) -  talabaning fan m avzulari bo'yicha bilim va am aliy ko'nikm a darajasini 
iinlqlash va baholash usuli. JN fanning xususiyatidan kelib chiqqan holda am aliy m ashg'ulotlarda 
ud'/.ikl so'rov, test o'tkazish, suhbat, nazorat ishi, kollokvium , uy vazifa larin i tekshirish  va shu kabi 
liir .hqa shakllarda o'tkazilishi mumkin;

oraliq nazorat (OIM) - sem estr davomida o'quv dasturining tegishli (fanning bir nechta 
iihivzuslni o'z ichiga olgan) bo'limi tugallangandan keyin talabaning nazariy bilim va am aliy 
ku'nlkma darajasini aniqlash va baholash usuli. ON bir sem estrda ikki m arta o 'tkaziladi va shakli 
(oK '/.ik l, yozma ish, test va hokazo) o'quv faniga ajratilgan umumiy soatlar hajm idan kelib chiqqan 
holda bclgilanadi;

yakuniy nazorat (YaN) - sem estr yakunida muayyan fan bo'yicha nazariy bilim va am aliy 
lu 'n lkm alarn i talabalar tomonidan o'zlashtirish darajasini baholash usuli. YaN, asosan, tayanch 
lir .liu ncha  va iboralarga asoslangan holda sem estr davomida o'tilgan m ateriallar bo'yicha 
n 'lknzlladi.

ON o'tkazish jarayoni kafedra mudiri tom onidan tuzilgan komissiya ishtirokida muntazam 
i.ivKhda o'rganib boriladi va uni o'tkazish tartib lari buzilgan hollarda, ON natija lari kom issiya qarori 
lill.n i bekor qilinishi mumkin. Bunday hollarda ON qayta o'tkaziladi.

Oliy ta'lim  muassasasi rahbarining buyrug'i bilan ichki nazorat va m onitoring bo'limi 
i.illbarlig ida tuzilgan komissiya ishtirokida YaNni o'tkazish jarayoni m untazam  ravishda o'rganib 
lioilltid l va uni o'tkazish tartiblari buzilgan hollarda YaN natijalari kom issiya qarori bilan bekor 
i|llliiK !ii mumkin. Bunday hollarda YaN qayta o'tkaziladi.

Talabaning bilim saviyasi, malaka va ko'nikm alarini nazorat q ilishning reyting tizim i asosida 
tiilobaningfan bo'yicha o'zlashtirish darajasi ballar orqali ifodalanadi.
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"Sportda m atem atika" fani bo'yicha talabalarning sem estr davomidagi o 'zlashtirish 
ko 'rsatkich i 100 ballik tizim da baholanadi.

Ushbu 100 ball baholash tu rlari bo'yicha quyidagicha: YaN. - 30 ball, qolgan 70 ball esa J.N . 
25 ball, m ustaqil ta 'lim  olish -1 0  ball va O.N. - 35 ball kabi taqsim lanadi.

Baholash
ko'rsatkichi

A'lo

Baholash mezonlari

M a'ruza va am aliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha har 
tom onlam a chuqur va mukam m al bilimga ega. Am aliy ishlarni ijodiy va 
ilm iy yondoshgan holda nazariy bilim lar asosida tushuntira oladi. Olgan 
natija larn i mustaqil tah lil qila oladi. Xulosa va qaror qabul qila oladi. Ijodiy 
f ik rlay  oladi. M ustaqil mushohada yurita olish, olgan bilimlarini amalda 
q o'llay olish , m ohiyatini tushuntirish malakalariga ega. Fikrini bayon eta 
olish . Tasavvurga ega bo'lish. Mustaqil ta'lim  to'liq rasmiylashtirilgan.
M a'ruza , am aliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilimga 
ega. M a'ruza , am aliy m ashg'ulotlarini o'qituvchi yordamida tushinadi. 

Yaxshi M ustaqil m ushohada q ilish , olgan bilim larini amalda qo'llay olish, 
m ohiyatini tushuntirish  malakalariga ega. Fikrini bayon eta olish. 
Tasavvurga ega bo'lish. M ustaqil ta'lim  yaxshi rasmiylashtirilgan.

Reyting
bali

86-100

71-85

Qoniqarli

Qoniqarsiz

M a 'ruza , am aliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilimga 
ega. M a'ruza , am aliy m ashg'ulotlarini o'qituvchi yordamida tushinadi. 
M ohiyatini tushuntira oladi. Fikrini bayon eta olish. Tasavvurga ega bo'lish. 
M ustaqil ta 'lim  yaxshi rasm iylashtirilgan.
M a'ruza , am aliy mashg'ulot mavzusining nazariy asoslari bo'yicha bilim 
to 'liq  em as. Am aliy mashg'ulotni o'qituvchi yordamida tushinadi. Aniq 
tasavvurga ega bo'lm aslik . Bilm aslik. M ustaqil ta'lim ni rasm iylashtirishda 
kam chilik lari m avjud.

55-70

0-54

Ta laba lar o 'zlashtirishini bir necha am aliy mashg'ulotlar doirasida kompleks baholash 
m aqsadida fann ing ishchi o'quv rejasiga muvofiq 5 ta modulga ajratild i. M odullar m avzular 
m azm uni asosida tuzilgan. Talaba har bir modulga kiritilgan m avzular bo'yicha o'zlashtirishi va 
topshiriq larni bajarish sifatiga bog'liq holda to'plagan ballar miqdori 5 ball bilan baholanadi. 
To'planadigan ballar m iqdori JNga ajratilgan 25 ball, ONga ajratiladigan 35 ball, mustaqil ta'lim  
olishga 10 ball va YaNga ajratilad igan 30 ball doirasida bo'lib, talabaning bilimini xolisona baholash 
va ularni ko'nikm a ham da m alakasi sifatin i oshirishga xizmat qiladi. Modullarga ajratilgan ballar 
kafedra m ajlis qarori bilan m a'qullangan.

Joriy nazorat mezonlari

Talabaning reyting  ballari uning am aliy mashg'ulotlarni va uy vazifasini bajargani, mustaqil 
ta 'lim  yuzasidan tayyorlagan re fe rati, taqdim oti va hisoboti bo'yicha belgilanadi. Jo riy nazorat 
am aliy m ashg'u lotlarda og'zaki so 'rov, test o'tkazish, suhbat, nazorat ishi, kollokvium , uy 
vazifa larin i tekshirish  shakllarida o'tkaziladi. Jo riy baholash uchun 25 ball ajratilgan.
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Oraliq nazorat mezonlari

Oraliq nazorat m a'ruza va am aliy m ashg'ulotlari m ateriallari bo'yicha o'tkaziladi. Sem estr 
d.ivomida 2 ta oraliq nazorat o'tkaziladi va ularga jam i (17 + 18) 35 ball a jratilad i. Oraliq nazorat 
yozma ish yoki test sinovlari ko'rinishida o'tkazilishi mumkin. Oraliq nazorat kom pyuter test 
\haklida o'tkazilganda testga ajratilgan ballar savollar soniga bo'linib, bir savolga qo'yiladigan ball 
lopiladi va uni to'g'ri javoblar soniga ko'paytirib , talabaning oraliq nazoratda to'plagan ballari 
■mlqlanadi.

Talabalarning mustaqil ta'limini baholash mezonlari

M ustaqil ta'lim  qo'shim cha m ateriallar bo'yicha bajariladi. Mavzu talaba tom onidan yuqorida 
t.ik lif etilgan m ateriallar bo'yicha tanlanadi. M ustaqil ta'lim ning himoyasi ikkinchi oraliq nazoratdan 
nldln o'tkaziladi. M aksimal ball -  10.

Yakuniy nazorat mezonlari

Yakuniy nazoratda talabaning bilim , ko'nikma va malakalari "Sportda m atem atika" fanining 
um um iy mazmuni doirasida baholanadi. "Sportda m atem atika" fanidan yakun iy nazorat bo'yicha 
li.iholashda talabaning sem estr davomidagi o'zlashtirishi yozma ish usulida o 'tkaziladi. Yakuniy 
n.izoratga 30 ball ajratiladi va u sem estrning yakunida o'tkaziladi.

Talabaning semestrda JN va ON turlari bo'yicha to'plagan ballari ushbu nazorat turlari 
um um iy balining 55 foizidan kam bo'lsa yoki semestrdagi joriy , oraliq va yakuniy nazorat turlari 
lio 'yicha to'plagan yakuniy ballari yig'indisi 55 balldan kam bo'lsa, u akadem ik qarzdor hisoblanadi.

Talaba nazorat natijalaridan norozi bo 'lsa, fan bo'yicha nazorat turi natija lari e'lon qilingan 
v.iqtdan boshlab bir kun mobaynida fakultet dekaniga ariza bilan m urojaat etishi m um kin. Sunday 
lu jlda fakultet dekanining taqdimnomasiga ko'ra rektor buyrug'i bilan uch (uch) a'zodan kam 
lio'lmagan tarkibda apellyatsiya komissiyasi tashkil etiladi.

Apellyatsiya komissiyasi talabalarning arizalarin i ko'rib chiqib, shu kunning o'zida xulosasini 
blldlradi.

Baholashning o'rnatilgan talablar asosida belgilangan muddatlarda o'tkazilishi hamda 
i.iM nlylashtirilishi fakultet dekani, kafedra mudiri hamda ichki nazorat va monitoring bo'lim i 
Itm ionldan nazorat qilinadi.
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SPORTDA MATE M ATI КА 
FANIGA KIRISH. TO'PLAMLAR 

NAZARIYASINING 
TUSHUNCHA VA ASOSLARI



REJA

□ Kombinatorika haqida um um iy tushunchalar

Tayanch ibo ra la r: To'p lam , to 'p lam
i li'inontlari. Bo'sh va qism to 'p lam . Chekli va
< lii'ksiz to 'p lam lar. Sonli to 'p lam lar. 
lo 'plam larning birlashmasi va kesishm asi 
(|Onunlari. Kom binatorika. Kombinatorika 
i'lem entlari.

Hozirgi zamon matematikasi 
tarkibiga cheksiz to 'p lam  tushunchasini 
kirishi uni tubdan revolyutsionlashtirdi.

Aleksandrov P.S.

Jism on iy tarb iya va sportda 
m atem atikaning o 'rn i 

Hozirgi kunda amalda o'z ijrosini namoyon 
i'tayotgan O'zbekiston Konstitutsiyasi, qator qonunlar, 
jum ladan, "Ta'lim  to'g'risida"gi va "Jism oniy tarb iya va 
•.port to'g'risida"gi qonunlar, Prezident farm onlari
11.in ida Hukumat qarorlari m amlakatim izda jism oniy 
Mrbiya va sport sohasini bozor m unosabatlariga 
nioslashtirish va uni rivojlantirish sur'atin i 
|.nl;illashtirishga qaratilgan moddiy-huquqiy 
Imkoniyatlarini yaratib bermoqda.

Oliy ta'lim ning Davlat ta'lim  standartlariga ko'ra
■ Sportda m atem atika» fani jism oniy tarb iya va sportda 
m .item atik hisoblashlarni bajarish bo'yicha b ilim , malaka 
v.i ko'nikmalarni tizim li shakllantirishga yo 'naltirilgan .

Talabalarni m antiqiy fikrlashga, nazariy bilim larni
■ iin.iliyotga bevosita tatbiq etishga, to 'g 'ri xulosa
I lilqarish va qaror qabul qilishga o'rgatish sportda 
m .itcm atika fanining asosiy vazifalaridan hisoblanadi.

"Sportda m atem atika" fanining o'q itilishidan 
innqsad -  talabalarni m atem atikaning zaruriy 
iriii'lum otlari majmuasi (tushunchalar, tasd iq la r va 
u l,nning isboti, am aliy m asalalarni yechish usullari va
Imshqalar) bilan tanishtirish hamda sport yo'nalishlarining m atem atika bilan uzviy 
llOK'llqliklarini o'rgatishdan iboratdir. Ayni paytda u talabalarni m antiq iy fikrlashga, to 'g 'ri 
Klilosa chiqarishga, m atem atik m adaniyatini oshirishga xizmat qiladi.

Sportda m atem atika fanining 
o'qitilishida -  talabalarni 
m atematikaning zaruriy
m a'lum otlari majmuasi
(tushunchalar, tasdiqlar va 
ularning isboti, amaliy 
masalalarni echish usullari va 
boshqalar) bilan tanishtirish 
hamda sport yo'nalishlarini 
m atematika bilan uzviy 
bog'liqliklarini o'rganishdan 
iboratdir. Ayni paytda u 
talabalarni m antiqiy fikrlashga, 
to 'g 'ri xulosa chiqarishga, 
matem atik madaniyatini
oshirishga xizm at qiladi.



Jism on iy  tarb iya va sport ta'lim ida m atem atikani o'qitishning vazifasi -  hozirgi zamon 
bozor iqtisodiyoti sharo itlarin i hisobga olgan holda har bir jam iyat a'zosining jism oniy va 
m ehnat fao liyati va kundalik hayoti uchun zarur bo'lgan matem atik bilim , ko'nikm a va 
m alakalarn i berish , shuningdek, talabalarning hayotiy tasaw u rla ri bilan am aliy faoliyatlarin i 
um um lashtirib  borib , m atem atik tushuncha va munosabatlarni u lar tom onidan ongli 
o 'zlashtirish lariga ham da hayotga tatbiq eta olishga intilish , talabalarda izchil m antiq iy fikrlashni 
shakllantirib  borish natijasida ularning aql-zakovati rivojiga, tabiat va jam iyatdagi m uammolarni 
hal etishning maqbul yo 'lla rin i topa olishlariga ko'm aklashish, um um insoniy madaniyatning 
tarkib iy qism i sifatida m atem atika to'g'risidagi ta saw u rla rn i shakllantirishdan iborat.

M azkur fan jism on iy  tarb iya va sport faoliyati m ashg'ulotlarini to 'g 'ri taqsim lashda va 
m atem atik tah lil q ilishda zaru r bo'ladigan bilim , malaka va ko'nikm alarn i shakllantirishda 
muhim  aham iyatga ega. Jum ladan, bo 'lajak o 'q ituvchi va m urabbiylar sportchilarning jism oniy 
tayyorgarlik  va natija larning murakkab tom onlarin i aniqlash yo 'lla rin i, ularga ta 's ir 
ko'rsatadigan tu rli om illarn i baholash, o'qitish va mashq jarayonlarining sonli m a'lum otlarin i 
an iq lash , h isob-kitob qilish va tah lil qilish malakasi va ko'nikm alarini egallashlari ta lab qilinadi.

To'plamlar va ular ustida amallar
To 'p lam  tushunchasi m atem atikani boshlang'ich tushunchalaridan bo 'lib , unga ta 'r if  

berilm aydi. To 'p lam  tushunchasi nimalardan iborat ekanligini tushunish uchun quyidagi 
m isollarga m urojaat qilam iz.

1) Futbol m aydonidagi o 'yinchilar to 'p lam i.
2) Ham m a butun son la rto 'p lam i.
3) Tekislikdagi b iror nuqtadan o 'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar to 'p lam i.
4) M arkazi berilgan nuqtada bo'lgan aylanalar to 'p lam i.
5) N natura l so n la rto ’plami va hokazo.
M atem atikada to 'p lam  haqida so'z yuritilganda, bir qancha narsalar bittaga birlashtirilib 

qaraladi va A, B, C, D, ... harflar bilan belgilanadi. Yuqoridagi misollardan ko 'rinad ik i, har bir 
to 'p lam  nom ining o'zi qaysi e lem entlar bu to'plam ga kiritilganini ko'rsatib turibdi. To'plam  
elem entlari kichik a ,b ,c ,d ,..h a rfla r bilan belgilanadi. Agar A to 'p lam  a,b ,c elem entlardan tashkil 
topgan bo 'lsa , A = {a ,b ,c} kabi yoziladi. Agar A  to 'p lam ni ixtiyoriy e lem entini X harfi bilan 
belgilasak, uni A={x} kabi yozam iz. M asalan, barcha natural sonlar to 'p lam in i N desak, 
N = (1 ,2 ,3 ,4 ,...) kabi belgilanadi, buni yana A={n} kabi ham yozish mumkin.

Agar b iror a narsa A  to 'p lam ningelem enti bo 'lsa , a e A  ko'rin ishida yozilad i. a g A  belgilash 
esa a e lem ent A to 'p lam ga tegishli emasligini bild iradi. M asalan, natural son lar to 'p lam ini N 
bilan belgilasak, u holda 5 e N , 7 e N , OgN, 5 ,2g N  ko'rin ishlarda yozish m um kin. Birorta 
elem entga ega bo'lm agan to 'p lam  bo'sh to 'p lam  deyiladi.

M asa lan , paralle l to 'g 'ri chiziqlarning kesishish nuqtalari to 'p lam i, x2+l=0 tenglamaning 
haqiqiy ild izlari to 'p lam i, kvadrati ikkiga teng bo'lgan ratsional sonlar to 'p lam i va hokazo. Bo'sh 
to 'p lam  odatda 0  sim vol bilan belgilanadi. A va B to 'p lam lar bir xil e lem entlardan iborat bo 'lsa, 
teng to 'p lam la r deyiladi va A=B kabi yoziladi. Bundan tashqari m atem atikada yana quyidagi 
belg ilashlar ham ishlatilad i.

V  - har qanday degan belgi, 3 - mavjudki degan belgidir.
a  - va belgisi, v  - yoki belgisidir.
<=> - bo'lganda faqat shundagina, => kelib chiqadi. Bu belgilashlarga ko 'ra A va B 

to 'p lam lar tengligini quyidagicha yozish mumkin:
(A=B)<=>((Vxe A => x e  B )a ( V x s  B=> x s  A )).

A  va B to 'p lam lar bir xil e lem entlarni o 'z ichiga olganda va faqat shundagina tengdir.
M asalan , 1 dan 10 gacha bo'lgan natural son lar to 'p lam lari bu son lar qaysi tartibda 

joylashganligidan q a t'iy  nazar o 'zaro tengdir. Agar A to 'p lam ning har bir e lem enti B to 'plam ning



I i n 11 d em enti bo 'lsa, u holda A to 'p lam  B to 'p lam ning qism to 'p lam i deyiladi va A c B  kabi 
yn/lliid l. Bu ta'rifga ko'ra har qanday to 'p lam  o'z-o'zining qism to 'p lam i hisoblanadi.

M asalan, N cZ , Q c R , A - sinfdagi o 'quvchilar to 'p lam i, B - bir to'garakka qatnashuvchi
ii quvchllar to 'p lam i bo 'lsa , Bc:A kabi yoziladi.

Ko'pincha m atem atikada tadqiqot maqsadlariga qarab berilgan A to'plam dan barcha 
e li'm cntlari biror um um iy xossaga ega bo'lgan qism to'p lam  ajratilad i, unda A to'plamning
li.nnm a elem entlari shu xossaga ega bo'laverm aydi. Uni quyidagicha yoziladi:

{x e A  ...}  bu degan so 'z A to'plam ga tegishli va " .. . " xossaga ega bo'lgan barcha x lar 
lo 'p lam l. M asalan, 3 dan kichik natural sonlar to 'p lam i B ni quyidagicha yozish mumkin:
II i(x< N: x< 3}= (l,2 )

Ratsional son la r to 'p lam i
T a 'r lf : Cheksiz davriy o 'nli kasr ko'rin ishida yozish mumkin bo'lgan sonlar ratsional sonlar 

iliiy llad l1.
Barcha musbat va m anfiy butun va kasr son lar nol soni bilan birgalikda ratsional sonlar 

lo 'p lam lni hosil qiladi. Ratsional sonlar to 'p lam ini yana quyidagicha ta 'riflash  mumkin. Barcha 
ii

ko'rinishidagi sonlarga ratsional sonlar to 'p lam i deyiladi. Bu erda p, q^O butun sonlar.
>1

Knlslonal sonlar Q harfi bilan belgilanadi. Ratsional sonlar to 'p lam i quyidagi muhim xossaga
•ga2:

I. Q ratsional sonlar to 'p lam i tartiblangan to 'p lam d ir. Ixtiyoriy ikkita a va b ratsional sonlar 
nllnsa, ular uchun a=b, a>b yoki a<b m unosabatdan faqat bittasigina o 'rin lid ir.

II. Q ratsional sonlar to 'p lam i zich joylashgan to 'p lam dir. Ixtiyoriy a va b ratsional son 
ollnsa, bu ratsional sonlar orasida yotuvchi bitta yoki cheksiz ko'p ratsional son yotadi. M asalanP

, "  ' l[ ratsional son uchun a<c<b bo 'ladi. Ixtiyoriy ikkita a va b ratsional son orasida kamida

h ill,i ratsional son mavjudligidan bu ratsional sonlarning orasida cheksiz ko'p ratsional sonlarni 
innvjudligi kelib chiqadi.

Irratsional son ta 'r ifi
Irratsional son tushunchasini nem is m atem atigi Dedikind (1831-1916) nazariyasi bo'yicha 

klrltnmlz. Shu maqsadda biz barcha ratsional sonlar to 'p lam ini ikkita bo'sh bo'lmagan A va A' 
lo 'plam larga ajratam iz.

Ta 'rif : Agar 1) har bir ratsional son A va A ' to 'p lam lardan faqat bittasigagina tegishli 
Im T ,ln . 2) A to'plamga tegishli bo'lgan a ratsional son A ' to'plam ga tegishli bo'lgan a ' ratsional 
•.nridan kichik bo'lsa, bu bo'linish ratsional sonlar to 'p lam ida bajarilgan kesim deyiladi va uni 
(A/A ') kabi belgilanadi. Yuqoridagi ta 'rifdan ko 'rinad ik i, Q  ratsional sonlar to'plam ida kesim 
liu'.ll bo'lishi uchun uning qism to 'p lam lari A va A ' la r uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak 
dkon*.

1) A * 0 ,  A ' * 0
2) A u  A ' =Q
3) V  a s A , V a ’sA'=> a<a’

To plam larning birlashm asi

I U I iImmov N.M. Oliy m atem atika va uning tatbiqlariga doir m asalalar to'plam i. 1-qism, 2014. - 8 .1 4 .  
j Hnplndor Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 18.
I I iblim nv N.M. Oliy m atem atika va uning tatbiqlariga doir m asalalar to'plam i. 1-qism, 2014. -  B. 15.



Har qanday ikkita to 'p lam ning  barcha elem entlaridan, ularni takrorlam asdan, tuzilgan 
to'p lam ga shu to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi) deb aytiladi.

Bu ta 'rifdan  ko'rin ib turibdiki, to 'p lam larn ing umumiy elem entlari shu to'plam larning 
birlashm asiga faqat bir m artadan kiritilad i. Berilgan to'plam larning birlashmasidagi har qanday 
e lem ent shu to 'p lam larn ing hech bo'lmaganda bittasiga tegishlidir. A va B to'plam larning 
b irlashm asi A U S  kabi belgilanadi. Bu yerda "A  va B to'plam larga birlashma amalini qo'llab 
(yoki A va B to 'p lam lar ustida birlashm a am ali bajarilib), A\JB to'plam  hosil qilindi" deyish 
m um kin. 1.1-shaklda A va B to 'p lam lar doira lar ko'rin ishida, A\JB to ’ plam esa bo'yab

M iso l. A = {a,b}, B =  {a,b,c} va C = {e , f ,k }  bo'lsin. U 
holda E = A\JB = {a,b,c}, E\JC = {a ,b ,c ,e , f ,k ) ,
C\JB = {a ,b ,c ,e ,f ,k } ,  A\JC = {a,b,e,f,k)  bo'ladi. *

M iso l. O'zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 25gacha 
bo'lgan fuqarolari to 'p lam ini A bilan, yoshi 21dan 30gacha 
bo'lgan fuqaro lari to 'p lam ini esa B bilan belgilasak, A va B 
to 'p lam larn ing  A [ ]B  birlashm asi O'zbekiston Respublikasining 
yoshi 16dan 30gacha bo'lgan fuqarolari to 'p lam ini tashkil etadi. 
a

Shuni ta 'k id lash  kerakki, to 'p lam lar bilan bog'liq tushunchalar va ular ustidagi am allar, 
mos ravishda , son lar bilan bog'liq tushunchalar va oddiy arifm etik am allar bilan qiyoslanadi. 
Jum ladan , to 'p lam lar yig 'indisin i (b irlashm asini) topish amali sonlarni qo'shish amali bilan 
q iyoslanadi. Bunday q iyoslash lar, ko'pincha, bir-biriga o'xshash natijalarning mavjudligini 
ko 'rsatad i, ba 'zan  esa u lar to 'p lam larn ing farqli xususiyatlarga egaligini namoyon etadi. 
M asalan , ixtiyoriy A va B to 'p lam lar uchun A c iB  bo 'lsa , u holda A \JB =B  va B \ J A -B  
bo 'lad i, lekin , ixtiyoriy a va b sonlar uchun a < b  bo'lgan holda a + b = b va b + a = b 
teng lik lar bajarilm asligi m um kin , u lar faqat a = 0 bo'lsagina o'rinlid ir.

To'plamlarning kesishmasi
T a 'r if : Har qanday ikkita to 'p lam ning  barcha um um iy elem entlaridan tuzilgan to'plamga 

to'plamlarning kesishmasi (yoki ko'paytmasi) deyiladi5.
Berilgan A va B to 'p lam larn ing  kesishm asi A f ]B  kabi 

belgilanadi. Bu yerda "A  va B to'p lam larga kesishma amalini 
qo 'llab , A f ]B  to 'p lam  hosil q ilindi" deyish m um kin. 1.2-shaklda 
A va B to 'p lam lar do ira lar ko 'rin ish ida , AV\B to 'p lam  esa 
bo'yab tasvirlangan. To 'p lam lar ustidagi am allarning yuqorida 
ta'k id langan o'ziga xos xususiyatlari to 'p lam lar ko'paytm asini 
(kesishm asin i) topishda ham namoyon bo 'ladi. M asalan, A c B  
bo 'lsa , u holda A f )B  = A va BC\A = A bo 'ladi.

T a 'r if : Bitta ham um um iy elem entga ega bo'lmagan ikkita to'plam larning kesishmasi 
bo'sh to 'p lam  bo'lishi tab iiyd ir. Kesishm asi bo'sh bo'lgan to'p lam lar o 'zaro kesishm aydigan, 
kesishm asi bo'sh bo'lm agan to 'p lam lar esa o 'zaro  kesishadigan to 'p lam lar deb ataladi6.

M iso l. A = {a,b,c}, B =  {a,b,c,d}, C  = {e , f ,k }  bo 'lsa , u holda D  = A f ]B  = {a,b,c ), 
£ > flC  = 0 ,  A D C  = 0 ,  B f | C  =  0 ,  D f tB  = {a,b,c) bo 'ladi. o

AC\B

tasv irlangan4.

A{JB

M iso l. N U R  = R .  ■

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 20.
5 Jo 'raev T.J. va boshqalar. O liy m atem atika  asoslari. 1-qism . Toshkent, 1995. -  B. 22.
6 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 21.



M lsol. 2- misolda aniqlangan A va B to'plam larga kesishma am alini qo'llasak, 
() /hckiston Respublikasiningyoshi 21dan 25gacha bo'lgan fuqarolari to 'p lam i [AC\B to'plam ) 
hosil bo'ladi. Bu yerda A va B to 'p lam lar o 'zaro kesishadigan to 'p lam lard ir. ■

M lso l. N f l R  = N .B
M lso l. Butun dunyoda 2005 yilda tug'ilgan bolalar to 'p lam inl Ts bilan, 2006 yilda tug'ilgan 

holalar to'plam ini esa T6 bilan belgilasak, u holda T5C\T6= 0  bo'ladi. Demak, T5 va T6 

to 'p lam lar o'zaro kesishmaydigan to 'p lam lard ir. n

To'plamlarning ayirmasi
Ixtiyoriy A va B to 'p lam lar berilgan bo'lsin. A to'plam ning B to 'p lam da bo'lmagan 

barcha elem entlaridan tuziladigan to 'p lam ni hosil qilish A 
to'p lam dan B to 'p lam ni ayirish deb, tuzilgan to 'p lam  esa, shu A 
va B to 'p lam larn ing  ayirm asi deb ataladi.

A to'plam dan B to'plam ni ayirish natijasida hosil bo'lgan 
to 'p lam , ya'n i A va B to'p lam larning ayirm asi A\B  yoki A - B  
ko'rin ishida belgilanadi. Bu yerda " A  to 'p lam dan B to 'p lam ni 
ayirish am alini qo'llab, A\B to 'p lam  hosil q ilindi" deyish 
m um kin. 1.3-shaklda A va B  to 'p lam lar doiralar ko'rin ishida, 
A\B  to 'p lam  esa bo'yab tasvirlangan.

Ixtiyoriy A va B to 'p lam lar uchun A H B  = 0  bo 'lsa, u holda A\B = 0  va B\A = 0  
bo'lishi ta'rifdan bevosita kelib chiqadi.

M iso l. 1-misoldagidek, A = {a,b}, B = {a,b,c} ,  C = {e ,f ,k }  bo 'lsa , u holda A\B = 0 ,  
ll\ A : { c } , B\C = 0  bo'ladi. ■

M iso l. A va B to 'p lam lar 2-misdldagidek aniqlangan bo'lsin. U holda, A to'p lam dan B 
to'plam ning ayirm asi A\B  O 'zbekiston Respublikasidagi yoshi 16dan 21gacha bo'lgan 
luqaro lari to 'p lam ini, B to'plam dan A  to'plam ning ayirm asi B\A  esa O'zbekiston 
Respublikasining yoshi 25dan 30gacha bo'lgan fuqarolari to'plam ini anglatadi. a

M iso l. R \ N  ayirma tarkibida natural sonlar qatnashmagan barcha haqiqiy sonlar 
to'plam idan iboratd irva N \ R  = 0 .  ■

To'ldiruvchi to'plam
Faraz qilaylik, A va B to 'p lam lar berilgan va A c B  bo'lsin. Bu holda B to 'p lam ning A 

to'plam ga kirmagan barcha elem entlaridan tashkil topgan B\A to 'p lam  A to 'p lam ning B 
to'p lam gacha to 'ld iruvchi to 'p lam i deb ataladi7.

A to'plam ning B to'plam gacha to'ld iruvchi to 'p lam i, odatda, AB 

ko'rinishda belgilanadi. Bu yerda " AB to'p lam  A to 'p lam ni B 
lo 'plam gacha to'ld iradi" yoki “ A to 'p lam ni B  to'plam gacha to'ld irish  
.unalin i qo'llab, AB to 'p lam  hosil qilindi" deyish m umkin. 1.4-shaklda A 

to'p lam  kichik doira, B to 'p lam  katta doira ko'rin ishida, AB to 'p lam  esa 
bo'yab tasvirlangan.

To 'p lam lar ustidagi yuqorida keltirilgan birlashm a, kesishma va 
lo 'ld iruvchi to'plam  tushunchalari ta 'riflarin i bevosita qo'llab, A\JAB = B ,

AI )AB = 0 ,  A\AB= A  va AB \A = AB tengliklarni hosil qilish qiyin em as8.

'  JoVaev T.J. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 27.
" Kupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P.22.



M iso l. Barcha ju ft son lar to 'p lam ini A = {2,4,...,2n,...} ( n e N ) deb belgilasak, A 

to 'p lam ni N  to 'p lam gacha to 'ld irish  am alini qo'llab AN = to 'p lam ni, ya 'n i
barcha toq son lar to 'p lam ini hosil q ilam iz. Demak, barcha toq sonlar to'plam i barcha ju ft sonlar 
to 'p lam ini natural son lar to 'plam igacha to 'ld irad i. Xuddi shunga o'xshash, barcha toq sonlar 
to 'p lam ini natural son lar to'p lam igacha to 'ld irish  amalini qo'llab, barcha ju ft sonlar to 'p lam ini 
hosil qilish m um kin. ■

Universa l to 'p lam
T a 'r if : Agar ko'rilayotgan barcha to 'p lam alarn i biror Q to'plamning qism to 'p lam lari kabi 

qarash m um kin bo 'lsa , unda 0  un iversa l to 'p lam  deb ataladi.
M asalan , son lar bilan bog'liq barcha to 'p lam lar uchun O ^ - 00, “ ), insonlardan iborat 

to 'p lam lar uchun Q={Barcha odam lar} universal to'p lam  bo'ladi.
T a 'r if : Agar A to 'p lam  Q universal to'plam ning qismi bo 'lsa, unda Q\A to'p lam  A 

to 'p lam n ing  to 'ld iruvch is i deb atalad i va C(A) kabi belgilanadi.
Agar quyidagi chizm ada Q universal to 'p lam  doiradagi, A to 'p lam  esa uning ichida 

joylashgan to 'ri to 'rtburchakdagi nuqtalardan iborat bo'lsa, uning to'ld iruvchisi C(A) 1.5- 
shakldagi shtrixlangan sohadan iborat bo'ladi:

Dem ak, C(A) to 'p lam  A to'p lam ga kirmaydigan elem entlardan tashkil topgan bo 'ladi, ya'n i 
x  e  A  => x  £  C (Ä ) ,  x < £ A = > x e C (Ä ) .

M asalan , Q={Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan korxonalar} bo 'lsa, unda C(A)={Rejani 
bajarm agan korxonalar} to 'p lam i bo'ladi;

Q={ 1 ,2 ,3 ,...,n ,...}  -  natural sonlar 
to 'p lam i, A = {2 ,4 ,6 ,...,2n ,...} -  ju ft 
sonlar to 'p lam i, B = {5 ,6 ,7 ,...,n ,...} -  
4dan katta natural sonlar to 'p lam i 
bo'lsa, unda

C(A) C (A )= {l,3 ,5 ,...,2 n - l,., .}  -  toq
sonlar, C (B )= {l,2 ,3 ,4 }-5d an  kichik 
natural sonlar to 'p lam larin i 
ifodalaydi.

T a 'r if : A va B to 'p lam larn ing 
Dekart ko'paytm asi deb A xB  kabi 

belgilanadigan va (x ,y) (x e A , y s B )  ko'rin ishdagi juftliklardan tuzilgan yangi to'plam ga aytiladi.
M asalan , A=[0,2] va B=[0,1] bo 'lsa, A xB  to 'p lam  tekislikdagi (x, y) (xeA = [0 ,2 j, y e B = [0 ,l]  ) 

nuqtalardan, ya 'n i uchlari M i(0 ,0 ), M 2(0 ,1 ), M3(2, l )  va M 42,0 ) nuqtalarda joylashgan to 'g 'ri 
to 'rtburchakdan iborat bo'ladi (1.6-shakl):

1.5-shakl

X
A 2

1.6-shak!



Af;;ir C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishch ilar} bo'lsa, unda CxD  tajribali va yosh 
r .lii lild .in iborat bo'lgan turli "ustoz-shogird" juftliklaridan iborat to 'p lam ni ifodalaydi.

Umuman olganda to'p lam larn ing Dekart ko'paytm asi uchun A xB^ BxA , ya'n i 
h in im utativ lik  qonuni bajarilm aydi. M asalan, A=[0,2] va B=[0,1] to 'p lam lar uchun A xB  asosining 
u/iinllgl 7, balandligi 1 bo'lgan to 'g 'ri to 'rtburchakni , B xA  esa asosining uzunligi 1, balandligi 2 
I и> 1цпп to'g 'ri to 'rtburchakni ifodalaydi va bunda A xB^ BxA  bo'ladi.

Universal to'plam va bulean9 tushunchalari
I o'plam lar nazariyasida, odatda, to 'p lam lar orasidagi turli m unosabatlarni hisobga olishga 

ln к il keladi. Masalan, qaralayotgan to'p lam larning barchasi qandaydir boshqa bir to'plam ning 
qh.iи to'plam i bo'lishi m umkin. Bu holda qaralayotgan barcha to 'p lam larn i o'zida qism to'p lam  
'.ll.illda saqlovchi to'plamga universa l to 'p lam  deb aytiladi.

Universal to 'p lam , odatda, U  deb belgilanadi. Universal to 'p lam ni universum  deb ham 
ntiishadi.

Shuni ta'kidlash kerakki, universal to 'p lam  tushunchasi nisbiy tushunchadir. M asalan, 
( ) /beklston sharoitida aholi bilan bog'liq qandaydir masala qaralayotgan bo 'lsa , u holda 
O /büklston  aholisi to 'p lam ini universal to 'p lam  deb qarash m um kin. O 'z navbatida,
< i /beklston aholisi to 'p lam i dunyo aholisi to 'p lam ining qism to'p lam idir.

Universal to'plam ning ta'rifiga binoan, uning hamma qism to 'p lam lari orasida ikkita 
xii'.m .is qismi bor: bittasi universal to 'p lam ning o 'zi, ikkinchisi esa bo'sh to 'p lam . Tabiiyki, 
universal to'plamning qolgan barcha qism to 'p lam lari xos qism to 'p lam larid ir.

Ko'pincha, berilgan "  A to'plam ning universal to'plam gacha to 'ld iruvchisi" deyish o'rniga, 
<|l .<|.i q lllb , berilgan " A to 'p lam ning to 'ld iruvchisi" deb aytiladi va A ko'rin ishda belgilanadi. 
I l i iy e rd a " ^  to'plam A to 'p lam n ito 'ld irad i" yoki “ A to 'p lam  A to'p lam dan to 'ld irish am alini 
(|<i ll.il) hosil qilindi" deyish mumkin.

I o'plam lar nazariyasida bulean tushunchasi kiritilgan bo'lib , u muhim tushunchalardan 
Inn hlsoblanadi. Berilgan A  to'plam ning barcha qism to'p lam laridan tuzilgan to'p lam  А 
in  pl.im nlng buleani ( A to 'p lam  uchun bulean) deb ataladi.

A to'plamning buleani 2J ko'rin ishda belgilanadi.
M isol. To'rtta elementga ega A = {a,b,c,d}  to 'p lam  uchun 2A bulean o'n oltita element- 

l i i  pliim lardan iborat bo'ladi:
2a = { 0 , {a), {b}, {c}, {d}, {a, b] , {a, c } , {a, d ) , {b, c } , {b, d ) , {c, d ) ,

{a, b, c } , {a, b, d ) , {a. c, d ) , {b, c, d } , {a, b, c, d} } .

Unvshanki, ]A\=4  va |2Л| = 16. ■

Kombinatorika elementlari
Konibinatsiya -  bu kombinatorikaning asosiy tushunchasidir. Bu tushuncha yordam ida 

M lyorly  to'plamning qandaydir sondagi elem entlaridan tashkil topgan tuzilm alar ifodalanadi. 
kim iblnatorikada bunday tuzilm alarning o 'rin  a lm ashtirish lar, 
и rln lash tirish lar va gruppalashlar deb ataluvchi asosiy 
Im t iln lsh lari o'rganiladi10.

I . i ' r l f :  B iror chekli to'p lam  elem entlari ichidan m a'lum  
hli xossaga ega bo'lgan elem entlardan iborat qilsin 
lii'p ltim larn i tanlab olish yoki to'p lam  elem entlari m a'lum  bir

Kombinatorikada 
qo'shish va 

ko'paytirish qoidasi 
deb ataluvchi ikkita 

asosiy qoida mavjud.

1 l'ti llioi .t Inyllz m atem atigiva m antiqchisi Jorj Bul (George Boole, 1815-1864) sharafiga shunday nomlangan. 
*" Ii i ’i .h ’V IM. va boshqalar. Oliy m atem atika asoslari. 1-qism . Toshkent, 1995. -  B. 31.



tartibda joy lash tirish  bilan bog'liq m asalalar kom binatorik m asalalar deyiladi11.
Ta 'rif : To 'p lam lar nazariyasining kom binatorik m asalalar bilan shugullanadigan qismi 

kom binatorika deyiladi.
Masaian: O 'nta yakkakurashchilarni (boks, kurash, q ilichbozlik ,...) bellashuvga bir necha 

xil usulda o 'tkazish  m umkin:
- jism on iy  sifatlardagi sifatlarn i (kuch, tezkorlik, chaqqonlik, egiluvchanlik, chidamlilik) 

tu rlicha tartibda birlashtirish .
- sport tu rlarida jism on iy sifatlarn i (kuch, tezkorlik, chaqqonlik, egiluvchanlik, chidamlilik) 

har xil tartibda rivo jlantirish .
Kom binatorikada qo'shish va ko'paytirish qoidasi deb ataluvchi ikkita asosiy qoida 

m avjud. Avvalo  to 'p lam lar nazariyasiga doir bir teorem ani keltiram iz.
Teo rem a : Agarda A va V  chekli to 'p lam lar bo 'lib , ulardagi elem entlar soni n(A) va n(B) 

bo 'lsa , u holda A^>V to'p lam dagi e lem entlar soni n(A<_A/) quyidagicha topiladi.
n (A uV )=  n(A)+ n(V ), agarda A nV =  0  bo 'lsa ,
n (A uV )=  n(A)+ n(V)- n(Ar^V), A n V ^ 0  bo 'lsa .
Bu teorem adan kom binatorikaning qo'shish i qoidasi kelib chiqadi.

Qo'shish qoidasi
Agarda biror a  tan lovni n (a ) usulda bo 'lsa, P tanlovni n(p) usulda amalga oshirish 

mum kin bo'lsa va bu erda a  ni ixtiyoriy tanlash usuli p ni ixtiyoriy tanlash usulidan farq qilsa, u 
holda « a  yoki p» tanlovni amalga oshirish usullari soni

n (a  yoki P)
n (a  yoki P) = n (a ) +n (P) form ula bilan topiladi.
IVIfsoi: Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu korxonadan bitta xodimni necha 

xil usulda tan lab olish m um kin:
a  - erkak xodim ni tan lash , p - ayol xodim ni tanlash

n (a ) = 10, n (P ) = 8 va n (a  yoki p) = n (a ) + n ( p) = 10+8 = 18 ■

Ko'paytirish qoidasi
Agarda biror a  tan lovni n (a )  usulda, p tanlovni n (P) usulda amalga oshirish mumkin 

bo 'lsa , u xolda « a  va P) tan lovni (yoki (a ;P )  ju ftlikn i) amalga oshirish usullari soni n (a  va P) n (a  
va P) = n ( a ) ® n ( p) form ula bilan topiladi.

T a 'r if : n ta e lem entli to 'p lam ning k (k < n) ta elem entli ixtiyoriy qism to'p lam i n ta
h

elem entdan k tadan olingan kom binatsiya deyiladi va ularning soni S „  kabi belgilanadi. Faqat 
elem entlarn ing  joylash ish tartib i bilan farq qiladigan barcha qism to 'p lam lar bitta kombinatsiya 
h isob lanad i12.

Kom binatsiyalarda e lem entlarning joylash ish tartib i ahamiyatga ega em as va bu qism 
to 'p lam lar bir-biridan kamida bitta elem entida farq qilishi kerak.

M asa ian : (a ,v ,s ) n=3 e lem entli to 'p lam dan ikkita elem entli kom binatsiyalar {a ;v }, (a ;s), 
{v ;s } bo 'lad i. Bu erda {v ;a }= {a ;v }, {s ;a }= {a ;s }, {v ;s}= {s;v } deb hisoblanadi.

Um um iy xolda quyidagi form ula o 'rin li:

c ‘  = n- ......(1)
k\(n-k)\

Bu erda n! (n faktoria l) = 1 0  2 0  3 0 ...... 0  n va 0! = 1 deb olinadi.
M iso l. Beshta odamdan uchta kishidan iborat komissiyani necha xil usulda tuzish mumkin:

11 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 23.
12 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice U niversity, Houston, Texas. 2011. -  P. 23.



3!®2!
I .i 'r it ; n ta elementdan iborat to'plam ning elem entlarin i joylash ish tartib ini o'zgartirish 

n .itl|.r,lda hosil bo'lgan n ta e lem entli ixtiyoriy to'p lam  o'rin alm ashtirish deb ataladi va ularning 
.mil It,, kabi belgilanadi.

M lso l. 1) n = 2 => {a;v},{v ;a}=> R2=2
2) n = 3 = > {a ;v ;s},{a ;s ;v },{s ;a ;v },{v ;a ;s},{v ;s ;a },{s ;v ;a }= >  R3=6

Um um iy holda
Rn= n!

formula o'rin li. ■
Mlsol- Navbat kutib turgan 5 ta odamni Rs=5!=120 usulda navbatga joylashtirish mumkin.

■
l ,i r if : n ta elementli to 'p lam ning k ta elem entdan iborat qism to 'p lam lari bir-biridan yoki 

uh 'm rntlari, yoki elem entlarning joylashish tartibi bilan farq qilsa, u lar n ta elem entda k tadan

o ilu l.ishtirish  deb ataladi va ularning soni A* kabi belgilanadi13.

Nyuton binomi va binom ial koeffits iyen tlar. Yuqorida (1) form ula orqali kiritilgan Ck 

'.n iil.n l yordamida quyidagi tenglikni yozish m umkin:

( ( i +  b )n =  an + C j y - ' b  +  C 2na n~2b2 + • • • +  C nn~'labn~l +  bn =  f JC knan~kbk (2)
k=0

llu tenglikda n ixtiyoriy natural son bo'lib , u maktabda o'rganiladigan (a+b)2 va (a+b)3 
ko'paytirish form ulalarini um um lashtirm asini ifodalaydi va m atem atikada Nyuton binomi

(liliio tn  Ikkihad degan m a'noni bild iradi), unga kiruvchi C kn sonlari esa binom ial koeffitsiyentlar 
il i 'l i .il.ilad l. Shuni ta'kidlab o'tish  kerakki, keyinchalik (2) formula Nyuton tomonidan ixtiyoriy 
mi '.inn,il daraja uchun um um lashtirild i.

I . Agar (2) Nyuton binomida a=b=l yoki a= l, b = - l deb olsak, unda

t c k„ =  2n , S ( - 1 ) * C *  = 0  
k=0 k=0 

Ic iifilik la r o 'rinlini ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
!. Agar (1) formulada k o'rniga n-k qo'yilsa yoki k=0 yoki k=n deb olinsa, unda

* n-k c 0 » 
n ’ n n

tungliklar hosil bo'ladi. Ular kom binatsiyalarni hisoblashni osonlashtiradi.
O rln lash tirish lar. B ir qator kom binatorik m asalalar o 'rinlashtirish yordamida yechiladi.
1.1 t i l : Chekli va n ta elem entdan iborat to'plam dan bir-biridan yoki e lem entlari, yoki 

I'li'iu i'n llarln ing  joylashish tartibi bilan farq qiladigan va k ta elem entdan iborat qism 
In pl.iin lnrni hosil qilish n ta elem entdan k tadan o 'rin lash tirish  deb ataladi.

Ilcrllgan n ta elementdan k tadan  o'rinlashtirish soni A k kabi belgilanadi va uningqiym ati 
i|iiy lil,ig l formula bilan hisoblanishini isbotlash mumkin:

A k„ = W! (3)
"  ( n - k ) \

formula bilan hisoblanadi.
M, i'., ilnn, {a ,b ,c} to'plam dan n=3 ta elem entdan k=2 tadan o'rin lashtirish lar 

(,i ,11) .( .i,< |,{b ;c },{b ;a },{c ;a },{c ;b } bo 'lib , ularning soni

Mii|iIimlt*t Sokhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 24.



- = * = 6 .
J ( 3 - 2 ) !  1

M asa la : Talaba 4 ta fan bo'yicha qo'shim cha tayyorlanish uchun ularning har biriga 
haftaning bir kunini ajratm oqchi bo'ld i. Talaba hafta kunlarini fanlarga necha usulda taqsim lashi 
m um kin? s

Yech ish : Talabani l-IV fan lar uchun haftaning tanlagan kunlarini k=4 ta elem entli X = (x l, 
x2 , x3, x4 } to 'p lam , hafta kunlarin i esa n=7 elem entdan iborat H = {1 ,2,3 ,...,7} to 'p lam  singari 
qaraym iz. Bu holda X c H  bo 'lib , uni hosil etish n=7 ta elementdan k=4 tadan o'rinlashtirishlarga 
mos kelad i, chunki bunda elem entlarning joylash ish tartibi ham ahamiyatga ega. M asalan, 
(2 ,4 ,6,7 } taqsim otda I fanga dushanba (2), II fanga chorshanba (4), III fanga jum a (6) va IV fanga 
shanba(7) kunlari ajratilgan bo 'lad i. Unda {4 ,2 ,6 ,7 }, {6,4 ,2 ,7 } kabilar turlicha taqsim otlarni 
ifodalaydi. Dem ak, talaba fanlarga hafta kunlarini

4 7' 71 
' 4 - = — = 4- 5- 6- 7 = 840'
' ( 7 - 4 ) !  3! 

usulda taqsim lashi m um kin.

Muammoli masala va topshiriqlar
1. A = {a,b,c}, B =  {d ,e , f ,g }  va C = {a , f ,g ,k ,c )  to'plam lardan har ikkitasining 

kesishm asi, birlashm asi va ayirm alarin i toping.
2. M arkazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3ga teng doiralar 

nuqtalaridan iborat to 'p lam larn ing  kesishm asi, birlashm asi va ayirm alarini toping.
3. To 'p lam larn ing  ayirm asi bilan bog'liq masala o 'ylab toping va uni hal qiling.
4. Ushbu am allar natija larin i aniqlang: 0 f l { 0 } ,  { 0 } f l { 0 } ,  { 0 } U { 0 } ,  { 0 , { 0 } } - { 0 } ,  

{0,{0}}-0, {0,{0}}-{{0}}.
5. Ixtiyoriy A to 'p lam  uchun A\J0, A f ] 0 ,  A - 0 ,  A - A ,  0 - A  to'plam larni 

aniqlang.
6 . A — B = B —A  tenglik  o 'rin li bo'ladigan A  va B to'plam larga m isollar keltiring.
7. O 'zaro kesishm aydigan to 'p lam lar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
8 . O 'zaro kesishadigan to 'p lam lar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
9. Ixtiyoriy A to 'p lam  uchun A\JA=A\JA = U  bo'lishini ko'rsating.
10. Ixtiyoriy A va B to 'p lam lar uchun quyidagi tasdiqlarning o'rin li bo'lishini ko'rsating:
a) A\B = 0 ^ A c B ;
b) A c B = > A \ B  = 0 - a )  banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
d) A\B = B\A = 0 = > A  = B ;
e) A =  B =>A\B  = B\A =  0 - d) banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
f) A\B = A f ] B , ya 'n i ayirish amali kesishm a va to 'ld irish  amallari yordam ida ifodalanishi 

m um kin;
g) 0 c A ( l B  c A U B .

11. Chekli A  va B  to 'p lam lar uchun \A\, \B\, |/4 U 5 | va |^ D S | sonlar orasidagi 
bog'lanishni toping.

12. Ixtiyoriy A , B  va C  to ’ plam lar uchun quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
a) A U B ^ C = > ( A ^ C  va 5 c Q ;
b) ( J c C  va  S c C ) ^ / I U f i c C - a )  banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
d) A ^ B n C = > (A < = B  va  A ^ C ) ;
e) (A czB  va  A c Q  =>A  c  B f ]C  - d )  banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
f) A ^ B = > A \ J C c B U C ;
g) A c B  = i> A f )C c  B f ] C ;



I) A c B = > C \ B c C \ A .
I i 12-topshiriqning f), g), h) va i) bandlaridagi tasdiqlarga teskari tasdiqlarni tahlil qiling 

«.i ill.и bnjarilmaydigan hollarda A , В va С  to'plam larga misol keltiring.
14. Ixtiyoriy a, b va с  sonlar uchun to 'g 'ri bo'lgan a<b<^>a+c<b  + c , 

.i Ik  > a - c < , b - c  va a < b < ^ > c - b < c - a  munosabatlardagi a, b va с  sonlarni А ,  В у a 
i 1 In plnmlar bilan, "+" va belgilarni " c z " , " U "  va " \ "  belgilar bilan mos ravishda 
iilm .i'.litlrlb , hosil bo'lgan m unosabatlarning to'g'rilig ini tahlil qiling.

I S. В = {xe  7V| x 3ga bo 'linad i} bo'lsin. iV  to 'p lam ni universal to 'p lam  deb hisoblab,
II to'plamni toping.

16. Natural, butun, haqiqiy va irratsional sonlar to 'p lam lari bilan bog'liq universal 
to |il.m ilarga m isollar keltiring.

I / . A = {a,b,c,d,e}  to 'p lam  uchun 2J buleanni aniqlang.
18. Bir uyda yashovchi oilada ota ( / ) ,  ona (n )  va to 'rt nafar farzand (1 ,2 ,3 ,4 ) bo 'lsa , oila 

,i /n l,iiln lng  uyda bo'lishlari vaziyatlariga mos barcha im koniyatlarni to 'p lam lar ko'rin ishida 
yu/liiH v.i bu im koniyatlar to 'p lam lari to'plam ining q uw atin i aniqlang.

I '). Universal to'plam  tushunchasi bilan bog’ liq masala o 'ylab toping va uni hal qiling.
70. Bulean tushunchasi bilan bog'liq masala o 'ylab toping va uni hal qiling.

Nazorat savollari
I To'plam larning birlashmasi qanday amalga oshiriladi?
)  Qanday to'plamga to 'p lam larn ing kesishmasi deb aytilad i?
) O 'zaro kesishmaydigan to 'p lam lar deganda nimani tushunasiz?
<1. Qanday to'plam larga o'zaro kesishadigan to 'p lam lar deb aytiladi?
V  To'plam larning ayirm asi nima?
(i. A to'plam ni В to 'plam gacha to 'ld iruvchi to'plam  deganda nimani tushunasiz?
/ Qanday to'plamga universal to'plam  deb aytiladi?
II, Hulean deganda nimani tushunasiz?

FOYDALANILfi YOTLAR RO 'YXATI
Asosiyadabiyotlar

I Hupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011.
1 labborov N.M. Oliy m atem atika va uning tatbiqlariga doir m asalalar to 'p lam i. 1-qism,

Л )1Л
i In I .ic v  T.J. va boshqalar. O liy m atematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995.

• "  Qo'shimcha adabiyotlar
i '.n .ilo v  Yo.U. Oliy m atem atika, Toshkent, 1993.
!  Ь.шрин И.И., Матросов В.Л . Общий курс высшей математики, М. «Просвещ ение»

I'W i
!. Луре Л.И. Основы высшей математики, «М осква», 2003.
<\ Курганов К.А. Варианты домаш них и контролных работ по высшей м атем атике,

У)МУ, 2005.
Internet saytlari

I h tlp s://www.m ath.ucdavis.edu/~linear/linear-guest.pdf 
1 http://m oodle.uz-djti.uz/
I h!l|> ://library.ziyonet.uz/uz 
/1 littp ://library.uz-djti.uz/

http://www.math.ucdavis.edu/~linear/linear-guest.pdf
http://moodle.uz-djti.uz/


MATRITSA VA
DETERMINANT
TUSHUNCHALARl.
CHIZIQLI
TENGLAMALAR
SISTEMASIN1
MATRITSA
USULiDA YECHISH



L't'tj

(Viyanch ibora lar: M atritsa. 
DlKKonal m atritsa. Birlik m atritsa. 
Dclium lnant, teskari m atritsa . 
M iililtw la rn i qo'shish, ayirish , songa
I n |i.iytlrlsh . Chiziqli tenglam alar 
■.Mmnnsi. M inor. Algebraik to 'ld iruvchi.
11- k I (11 hi va uchinchi tartibli 
•Id  im mlnantlar.

Algebra songa taalluqli turli xil m asalalarni 
yechishni q isqartirish , soddalashtirish va 

ayniqsa um um lashtirish bilan shug'ullanadi.

J.L.Bertran

M atritsa la r va u lar ustida am allar 
TVi'rif: m ta satr va n ta ustundan iborat to 'g 'ri 

in  11hurchakshaklidagi m n ta  sondan tuzilgan jadval mxn 
i in I Hill m atritsa deb ataladi1.

M .ilritsa la r A,B ,C kabi bosh lotin harflar bilan, 
ill.iin l tnshkil etuvchi sonlar esa a i j , b i j , c i j kabi 
IM-li’lliinadi. Bu sonlar shu m atritsaning elem entlari deb 
iil.il.ld l. Bu yerda i elem ent joylashgan satrni, j esa 
llM unnlngtartib raqamini bildiradi.

M .isalan, A= m atritsa 2x3 tartibli

M atritsa b irq ato r 
m atem atik va iqtisodiy 
m asalalarni yechishda 

juda ko'p qo'llaniladigan 
tushuncha bo'lib, uning 

yordam ida bu m asalalar 
va ularning yechim iarini 

sodda hamda ixcham 
ko'rinishda ifodalanadi.( j )  7.5 -1  

IH» lib, unda a n = l, a i3=1.2,  a22=7,5 .
A^.irda A matritsaning tartib ini ko'rsatishga extiyoj 

I in ‘|i..i, u A mK„ ko'rinishda yoziladi.
I i rlf: A mxn matritsada m = n bo'lsa, u kvadrat, m ^ n  bo'lsa to 'g 'ri turtburchakli m atritsa 

■ lnyll.iili. Dunda, agar m = 1 bo 'lsa, satr m atritsaga; n = 1 bo'lsa ustun matritsaga ega bo'ladi.
1.1 rlf: A va B m atritsalar teng deyiladi (A=B deb yoziladi), agarda ular bir xil tartib li va 

iil.ii iiIiih mos elem entlari o'zaro teng bo 'lsa , ya'n i a rj = bijshart bajarilsa2.

Matritsalar va ular ustida 
amallar

| Determinantlar va ularni 
» xossalari

i Chiziqli tenglamalar sistemasi. 
j Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa 
^yordamida yechish ,

j  Teskari matritsa

Ilii|ilii()m S(‘khon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 42-43. 
Itiiplndai Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 44.



M asalan , A= ( a +  a a ~ a \ BJ 2*  0
\a -s- a a- a.;

Bo 'lsa , A = B deb yozish m umkin.
A={aij} m atritsada a i, ko'rinishdagi e lem entlar diagonal elem entlar deyiladi.
T a 'r if : Barcha diagonal elem entlari birga teng (aii =1), qolgan barcha elem entlari esa nolgn 

teng (a ij= 0 , i \̂) bo'lgan kvadrat m atritsa birlik m atritsa deyiladi va E kabi belgilanadi3.
M asalan ,

' 1  0  o 'IILUS
'

'IT
LU

l o  \ )
0  1 0

o o

birlik  m atritsa lard ir.
T a 'r if : Barcha e lem entlari nolga teng (a ij= 0 ) bo'lgan matritsa nol matritsa deyiladi va 0 

kabi belgilanadi.
M asalan ,

(0 0 0 0)

u nol matritsa deyiladi.
Agar m atritsan ing yo 'lla r soni ustunlar soniga teng, ya'ni m =  n bo'lsa

/

f ° °1 ( °
0 °1

lo oj A0 0 o j' UJ
a\ I ai2 **«!„

a2\ a22 - a2 n (1)

, a* an2 • A » ,

A  =

u n - ta rtib li kvadrat m atritsa deyiladi. Bu matritsada a u a 22 e lem entlar bosh
diagonal e le m e n tla r deyiladi.

Agar (1) m atritsada bosh diagonal elem entlardan boshqa barcha elem entlar nol bo'lsa
( an 0 0 ... O'!

an 0 ... 0 

^0 0 0 ... a,m

u d iagonal m atritsa  deyiladi. Xususan bu matritsada

ai l =  a2i — am — 1
bo 'lsa,

i 0 0 ... O'
0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

[0  0 0 ... 1 ,  
u b irlik  m atritsa  deyiladi.
A  va B  b ir hil o 'lchovli m atritsalar bo'lsin. Agar A  va B  m atritsalarning mos 

elem entlari teng bo 'lsa , A  va B  teng deyiladi va A  =  B  kabi yoziladi4.
A  va B  m atritsalarn ing mos elem entlarin ing yig'indisidan tashkil topgan m atritsa // v,\ 

B m atritsa lar yig 'indisi deyiladi va A  +  B  kabi yoziladi.

3 Rupinder Sekhon . Applied Fin ite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 45.
4 R upinder Sekhon . Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 46.



.1 va l i  m atritsalarning mos elem entlarin ing ayirm asidan tashkil topgan m atritsa A  va
II m .ilritsa lar ayirm asi deyiladi va A — B  kabi yoziladi.

Aytaylik, A  m atritsa hamda X  son berilgan bo'lsin. Bu m atritsaning har bir elem entini X 
MiMK.i ko'paytirishdan hosil bo'lgan m atritsa X  son bilan A  m atritsa ko'paytm asi deyiladi va

I A knbi belgilanadi.
Ikki A va В  m atritsalarning ko'paytm asi tushunchasi birinchi m atritsaning ustunlar soni 

tl*Mm lil m atritsaning yo 'llar soniga teng bo'lgandagina kiritiladi.
Aytaylik, m x n  o'ichovli

mtritsa hamda n x k  o'ichovli

B =

au a12
a2 j a22 . • агп

Д.1 ■■ апи

4 , V Л *
b2i b22 .. bu

4 *»1 b„2 •■ ьл
m atritsalar berilgan bo'lsin.

I m atritsaning ; - yo'lda joylashgan

7̂ 1 - ^  2 • '"5 @in
elem entlarin i mos ravishda В  m atritsaning j -  ustunida joylashgan.

b, , b, , . . . ,  b“ 1 J ’  2 j  ’ — > nj „

ko'paytirib
ctj = аа ■ bXJ + an ■ b2J + ■ ■ ■ + ain ■ Ь'ы 

yil-; indini hosil qilamiz. Bu sonlardan tuzilgan ushbu
/ Ncu cn ... cn

c „  c „  ... c „

4 Cm\ Cm2 ■■■ Cml
ill x к o 'ichovli matritsa A  va B  m atritsalar ko'paytm asi deyiladi va A  B  kabi 

linlullanadl.
Лцаг

A =

a„ ... ci...
C t~ , ... C l-

и х  II o 'ichovli kvadrat matritsa bo 'lib .

E =

V а.л a„i -  a,„.

f l  0 0 ... O' 
0 1 0 ... 0

1,0 0 0 ... 1
Il X II o'ichovli birlik m atritsa bo 'lsa, u holda

A -E  = EA = E
bn'ladi.



■d-ma ruza

T a 'r if : A kvadrat m atritsani o 'zaro m m arta (m -  birdan katta ixtiyoriy natural son) 
ko'paytirish  natijasida hosil bo'lgan kvadrat matritsa A m atritsaning m -darajasi deyiladi.

A  m atritsaning m -darajasi Am kabi belgilanadi. Bunda A°=E va A*=A deb olinib, Am daraja 
ixtiyoriy nom anfiy butun m soni uchun aniqlanadi. Bu holda A m daraja ta'rifdan uning quyidagi 
xossalari bevosita kelib chiqadi (m ,k-natural sonlar, A-haqiqiy son):

1. A"' ■ Ak = Am+k ; 2.(Am)k = A " ,k ; 3 . (M )m = X"Am ;

4. Em = E; 5.0 '"  = 0 .
Shunday q ilib, har qanday kvadrat m atritsa uchun natural darajaga ko'tarish amalini 

kiritish mumkin ekan. M asalan,

A =

A = A A ~

1 2 ('2 5 Y
P i I
( 9  —S'1{ 2 n
l - l  14,I - v

2 5 9
-1

H3 60 
[ l2  - 4 7 ;

Shuni ta 'k id lab  o 'tish  kerakki, 5-xossaning teskarisi o 'rin li em as, ya'ni Am=0 tenglikdan hai 
doim ham A=0 ekanligi kelib chiqm aydi. M asalan,

1 1 
- i  -1  

darajaga

* 0 = > A  =
1 1 

-1  -1 ^ -1  
ko'tarish amalini

1 1 0 0 
0 0

=o.

ixtiyoriy m butun son uchunKelgusida m atritsani 
um um lashtiram iz.

T a 'r if : B=(bij) m atritsa A=(ai,) m atritsan ing transponirlangani deyiladi, agar i va j 
indekslarning barcha mumkin bo'lgan qiym atlarida apb ji shart bajarilsa.

A  m atritsaning transponirlangani AT kabi belgilanadi. Agar A matritsa mxn tartib li bo'ls.i, 
uning transponirlangani AT nxm  tartib li bo'ladi. Masalan,

2̂x3 —

M atritsan i transponirlanganini topish transponirlash am ali deyiladi va u quyidn«! 
xossalarga ega bo'lishini ko 'rsatish m um kin:

1. (AT)T=A ; 2. (AA)T=AAT (A- ixtiyoriy haqiqiy son);
3. (A±B)T= AT±BT ; 4. (A-B)T= BT-AT .
T a 'r if : Agar A kvadrat m atritsa uchun AT=A bo'lsa, u sim m etrik  m atritsa , AT= - A  bo'lgandn 

esa kososim m etrik  m atritsa  deb ataladi.

"2  3 '
(2 - 4  n IIft Or̂1

3̂ 0 —5J
v > - V

Ta 'rifdan  har qanday s im m etrik  matritsaning elem entlari ay= aji kososimmetrik
m atritsaning e lem entlari esa aij=— aj, shartni qanoatlantirishi bevosita kelib chiqadi. Bundan 
kososim m etrik m atritsaning barcha diagonal elem entlari nolga teng bo'lishi kelib chiqadi. 

M asalan,
'3 6 1 > '  0 3 2 '

A = 6 0 - 4 , B = - 3 1o

J - 4 - 2, -2 4 o j
m atritsalardan A sim m etrik , B kososim m etrik bo'ladi.

D eterm inantlar va u lam i xossalari 
Ixtiyoriy n x n  o'lchovli kvadrat m atritsa

cl,, ... a.

A--

‘ll ” 12 ■
Q-n ."



nlng elem entlaridan tuzilgan ushbu
an an . ■ «i„

a2\«22 ■■ «2 „

«„! «„2 • ■ °m
lloda ( matritsa kabi ftta  yo 'l va Wta ustunga ega bo'lgan ifoda) A  m atritsaning n-

i.H iIb ll determ inanti deyiladi va d e tA  (yoki |^4|,yoki A  kabi belgilanadi:

«i. «12 ’ ■ «1»

detA = \A\ = «21 «22 ■■ « in

«„1 a„2 • am
M .itritsa elem enti determ inantning ham elem enti deyiladi5. 
M nsalan, n =  1 bo'lganda

A = (an)  bo 'lib , det A = au;

ll ■ 2 bo'lganda

A = «11 a Y. 
<7„ a,.

bo'lib ,

II 3  bo'lganda

bo'lib ,

det A = «12. _  
«22

an -«22 «

r « ll an \
«13

a21 «22 «23
\ a31 «32 «33,

(2 )

«ii «12 «13
dctyl = «21 «22 «23

«31 «32 «33
i « 22«3 3  «1 2 «2 3 «3 1  ^13 « 2 1«3 2  " 1 «2 3 «3 2

— — a l3a 2, a 3l (3)
bo'ladi.
Odatda (2) va (3) mos ravishda ikkinchi va uchunchi tartib li determ inantlar deyiladi.

I ii'imtk, determ inantlar sonlarni ifodalaydi.
Determ inantlar quyidagi xossalarga ega:
I) Determ inantning biror yo 'li (ustuni) faqat nollardan iborat bo 'lsa, determ inantning

i |lyi n.it I nolga teng bo'ladi.
?) Agar determinantning ikki yo'li (ikki ustuni) dagi elem entlari proporsional bo 'lsa ,

ili lorm lnantning qiymati 0 ga teng bo'ladi.
I) Agar determ inantning biror yo'li (ustuni) biror o'zgarmas songa ko 'paytirilsa ,

ili ii'iin in .m in ing  qiymati ham k  ga ko'payadi.
4) Agar determ inantning ikki yo'li (ikki ustuni) o 'rinlarini alm ashtirilsa, determ inant

i ,1 ii it .r.ln l o'zgartiradi.

IHiplnilei S(*khon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 50.
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5) Agar determ inantning bir yo'lin i (ustunini) o'zgarm as songa ko'paytirib , uni boshqa 
yo'liga (ustuniga) qo 'sh ilsa , determ inantning qiymati o'zgarmaydi.

Faraz q ilaylik , biror

«11 «12 «13

a21 «22 «23

«31 cf32 «33
uchinchi tartib li determ inant berilgan bo'lsin. Bu determ inantning biror 

at (/ = 1, 2, 3; A = 1, 2,3) e lem entin i olib, shu elem ent joylashgan yo 'ln i ham da ustunni 
o 'ch iram iz . Ravshanki, qolgan elem entlari ikkinchi tartib li determ inantni hosil qiladi. Bu 
determ inantga ajk elem entning m inori deyiladi va u M jk kabi belgilanadi.

Ushbu

A

m iqdor ajk elem entning a lgebraikto 'ld iruvchisi deyiladi.
Teo rem a . Determ inantning biror yo'lida joylashgan barcha elem entlarning ularga mos 

algebraik to 'ld iruvch ila ri bilan ko'paytm asidan tashkil topgan yig'indi shu determ inantnini; 
qiym atiga teng bo’ ladi6.

[ikkinchi tartib li determ inant, ta'rifga ko'ra
CL - Cl. -.

— Cl-,,Cl-,-, Cl,-,Cl-.,

bo'ladi.
Uchinchi tartib li determ inant, ta'rifga ko'ra

«>. a\2 <2,3
«21 «22a22 «23 «21 «23 + «13a2\ a22 a23 =  an «12a32 «33 «32 «33 «31 «32

«31 a32 a33

bo'lad i. Bu tenglikda qatnashgan ikkinchi tartib li determ inantlarni hisoblab topam iz:

«11 aii «13

- a , ,

12 “ 13
a-■22 a.

‘31 a.
ail  («22 -ai3 «23 ' «32 )  «12 («21 '«33 «23'«3l)~*~

~*"«13 («21 ’ «32 «22 *«3 l) — «ll«22«33 '*~«12«23«31 ”*~«I3«2I«32 «11«23«32 

—«12«2i«33 — «13«22«31
Dem ak, uchinchi tartib li determ inant 6 ta had yig'indisidan iborat bo 'lib , ularning uchtir.i 

m usbat ishorali, uchtasi m anfiy ishorali bo'ladi.
M usbat va m anfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi tasvirlangan sxem alard.m  

foydalanish qulay bo 'lad i,
r

Agar uchinchi tartib li determ inantni quyidagi ko'rin ishda yozib olsak

5Jabborov N.M . O liy m atem atika va uning tatbiqlariga doir m asaialar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 54.



/ ma ruza

° l l<312a i3a iia i2

Cl ̂  1̂ *22 23 21 22 
Ci. ]ü - 2

diitcrm inantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan xam xisoblash mumkin;

M lso l. Ushbu
2 3 7
5 4  1
6 8 9

déterm inant hisoblansin.
<4 Un determ inantni hisoblashda (3) formula va keltirilgan sxemadan foydalanam iz:

2 3 7

= 2 - 4 - 9  + 3 1 - 6  + 7 - 5 - 8 - 7 - 4 - 6 - 3 - 5 - 9 - 2 - l - 8  =5 4 1

6 8 9

M lso l. Ushbu
= 72 + 1 8 + 2 8 0 - 1 6 8 - 1 3 5 - 1 6  = 51. ► 

=  0
x + 3  x - l  

1 - x  x - l
tenglama echilsin.
•<<(2) formulaga ko'ra

( x  +  3 ) ( x - l )  — (x  — l ) ( 7 - x )  = 0
bo'ladi. Keyingi tenglama

( x - l ) ( 2 x - 4 )  = 0 

ko'rinishga kelib, undan X , = 1 , X2 —2 bo'lishi kelib chiqadi. ►
M lso l. Keltrilgan teorem adan foydalanib ushbu

5 6 3 
A = 0 2 0

7 - 4  5
déterm inant hisoblansin.
•^Yuqoridagi teorem ani berilgan determ inantning ikkinchi yo'liga nisbatan tatbiq etib 

lirtmlz:

5 6 3 

0 2 0 = ( - l ) 2+1 -0-
6 3 

- 4  5
+ ( - ! ) “ •2-

5 3 

7 5
+ ( - i  r - o -

5 6 

7 - 4
= 2-

5 3 

7 5
7 - 4  5

Dcinak, A = 8.^- 
M lso l. Ushbu



A =

1 2  3 0

2 0 1 - 3

4 - 5  1 - 1

3 0 1 2

to 'rtinch i tartib li determ inantni teorem adan foydalanib ikkinchi ustun bo'yicha yoyilsin. 
-^Teoremadan foydalanib topam iz:

2 1 -3 1 3 0

= H T .  2. 4 1 -1 + ( - l ) 2+2-0- 4 1 -1

3 1 2 3 0 2

1 3 0 1 3 0 2 1 -3

+ ( - i r - ( - 5 ) . 2 1 -3 + (- i)4+2-o- 2 1 -3 = -2- 4 1 -1
3 1 2 4 1 -1 3 1 2

>
1 3 0 

+ 5 -2  1 - 3 ’
3 1 2

1-xossa. Agar determ inantda biror satr faqat nollardan iborat bo 'lsa, uning qiym ati nolga 
teng bo'ladi.

Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib chiqadi.
M asalan, quyidagi III ta rtib li determ inantning qiymatini (3) formula bilan hisoblab 

o 'tirm ay, 1-xossaga asosan to 'g 'ridan-to 'g 'ri
11 20 401 
-8  37 139 =0
0 0 0

deb ta ’ kidlay olamiz.
2-xossa. Agar determ inantning ixtiyoriy ikkita satr elem entlari o'zaro proporsional bo 'lsa , 

uning qiymati nolga teng bo'ladi.
M asalan,

« 1 1 «12 «13

Aan ^ 1 2 ^ 1 3 =  0

«31 «3 2 «3 3

Isbot: 2-xossaga asosan X proporsionallik koeffitsiyentini determ inant belgisi oldiga 
um um iy ko’ paytuvchi sifatida chiqarish m umkin. Bu holda ikkita satri b irx il bo'lgan determ inant 
hosil bo'ladi va uning qiym ati, 3-xossaga asosan, nolga teng. Bundan berilgan determ inantning 
ham qiymati nol ekanligi kelib chiqadi.

M asalan,

=  0 -

5
1

7.5 - 4 .5
chunki bu determ inantda I va III satrlar proporsional va proporsionallik koeffitsiyenti 

A=1.5 ga teng.
3-xossa. Agar determ inantning biror i-satri ikkita qo'shiluvchi yig'indisidan iborat, ya 'n i 

aij+ bij ko'rinishda bo 'lsa, bu determ inantni ikkita determ inantlar yig'indisi ko'rin ishida yozish



m um kin. Bunda bu determ inantlarning i-satri mos ravishda aij va by elem entlardan iborat bo 'lib , 
qolgan satrlari berilgan determ inantniki singari bo'ladi.

M asalan,
« 1 1 « 1 2 « ,3 « 1 1 « 1 2 «13 « 1 1 a l 2 «13

a 2 \ +  * 2 1 « 2 2  +  * 2 2 « 2 3  +  * 2 3 = a 2 i « 2 2 « 2 3 + * 2 1 * 2 2 *23

a 31 « 3 2 «33 «31 « 3 2 « 3 3 « 3 1 a 32 a 33

Bu xossaning o'rin li ekanligiga bevosita (2) formula orqali ishonch hosil qilish m umkin. 
4-xossa. Agar |A | determ inantning an diagonal elem entlaridan yuqorida yoki pastda

joylashgan barcha elem entlari 
ko'paytm asiga teng bo'ladi. 

M asalan,

nolga teng bo'lsa, uning qiymati diagonal elem entlar

« i l «1 2 «13 «11 0 0

0 «2 2 «2 3 = «21 «2 2 0

0 0 «3 3 «31 «3 2 «3 3

Isbot: Bu determ inantlar uchun ularni (2) hisoblash form ulasidagi ananas 
qo'shiluvchidan boshqa hamma qo'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning uchun ularning 
yig 'indisi, ya 'n i determ inantning q iym ati shu ko'paytmaga teng bo'ladi.

M asalan, ushbu IVtartib li determ inantni hisoblaymiz:
4 - 5
11 9
2 7
0 -1

= (-3 ) -5-2 (—1) = 30

5-xossa. Diagonal m atritsaning determ inanti uning diagonal elem entlari ko'paytm asiga 
teng bo'ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chiqadi. Jum ladan har qanday birlik 
m atritsaning determ inanti birga tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha kiritam iz.
Ta 'rif: Ixtiyoriy n-tartibli determ inantning ai, ( i ,j= l,2 , ... , n) e lem entining m inori deb bu 

determ inantdan shu elem ent joylashgan i-satr va j- ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (n - 1)- 
tartib li determ inant qiymatiga aytiladi.

Determ inantning a,, elem entining minori Mi, deb belgilanadi va ularning soni n2 ta bo 'ladi. 
M asalan,

1 - 5  2 
A  = 2 - 3  7 <4>

0 - 2  1

determ inantning II satr elem entlarin ing minorlarini yozamiz va hisoblaym iz:

M 21 =
- 5  2 1 2 1 - 5

= - 1,  M 22 = § 1, M 23 =
0- 2  1 0 1 - 2

= -2 .

Bunda III tartibii determ inantning m inorlari II tartib li determ inantlar ekanligini yana bir 
m arta ta 'k id lab o'tamiz.

Ta 'rif: Ixtiyoriy n-tartibli determ inantning ay ( i ,j= l,2 , ... , n) e lem entining algebraik 
to 'ld iruvchisi deb (—1)I+J Mi, kabi aniqlanadigan songa aytiladi.

Determ inantning ay ( i , j= l ,2 , . . . ,  n) elementining algebraik to 'ld iruvchisi Ay kabi belgilanadi 
va , ta'rifga asosan,



A„ = tj ’ 
-

M „ , i  +  j -  ju f t  b o 'I s a ;

i  +  j  -  t o q b o 'l s a .

form ula bilan h isoblanadi. M asalan, (3) determ inantning II satr elem entlarin ing algebraik 
to 'ld iruvch ila ri quyidagicha bo 'lad i:

A21 =  - M 2 1 = l  , A22 =  M 2 2 = l  , A23 = - M 23=2 (5 )

6-xossa {Laplas teo rem asi). Determ inantning ixtiyoriy bir i-satrida joylashgan ay ( j= l ,2 , . . . ,  
n) e lem entlarin i u larn ingAy ( j= l ,2 , . . . ,  n) algebraik to 'ld iruvchilariga ko'paytm alarining yig'indisi 
shu determ inantning qiym atiga teng bo'ladi.

Isbot: Bu xossa III tartib li |A | determ inantning birinchi satri uchun quyidagi ko'rinishda 
bo 'ladi:

anAn + a l2Al2 + a I3A]3 = \A\ (6)
Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to 'ld iruvchi ta 'rifidan va determ inantlarni 

h isoblashning (1 ), (2) fo rm ulalaridan quyidagicha foydalanam iz:
an An + a l2Al2 + al3A]3 =auM u - a 12M 12 + al3M u =

a 22  a 23 «21 «23 «21 «2 2
«11 - a X2 +  «13

a 32 a 33 «31 «33 «31 «32

— « n ( « 2 2 « 3 3  «2 3 «3 2  )  « 1 2 (a 21«33 ~  « 2 3 « 3 l )  +  «1 3 (a 21«32 — « 2 2 « 3 l ) —

=  a n Ct22 a 33 — a \ 1«23 «32  ~  a \ 2 a 2 \ a 33 +  «1 2 «2 3 «3 1  +  a l3 a 2 la 32 ~  a l3 a 2 2 a 3 l  =

~  a \ \ a 22a 33 +  a 12«23«31 +  «1 3 «2 1 a 32 — «1 1 «2 3 «3 2  ~ «1 2 «2 1 «3 3  ~  a \3 a 2 2 a 3 \  = \ A '

a\\A\i + « 21 2̂1

a 13^13

Xuddi shunday tarzda determ inantning ikkinchi va uchinchi.satrlari uchun

a21̂ 21 +a 22A22 +<*23̂ 23 = M|» a31̂ 31 + a32̂ 32 + a33̂ 33 = M  (7)
° tenglik lar o 'rin li bo 'lishi isbotlanadi. °

T a 'r if : Yuqoridagi 45) va (6) tengliklar determ inantning satrla r bo 'yicha yoyilm asi deb 
atalad i.

Shunga o'xshash determ inantning ustun lar bo'yicha yoyilmasini ham quyidagicha yozish 
m um kin:

+  a3lA 3l =  \A\, al2A n  +  « 22^22 +  a 23^23 =  \A , 
(8)

+  a23A 23 + a 33A33 =  \A\.

M asalan , yuqorida keltirilgan (3) determ inant q iym atini uning II satrin ing (4) algebraik 
to 'ld iruvch ilari yordam ida hisoblaym iz:

A = 2A2l + (—3)A22 + 7A23 = 2 1  + (—3) -1 + 7-2 = 13.
Laplas teorem asidan foydalanib yuqori tartib li determ inantlarni hisoblash m um kin. Bunda 

n-tartib li determ inantni hisoblash n ta (n -1 ) - tartib li d e te rm in an ts  (Ay algebraik 
to 'ld iruvch ilarn i) hisoblash va uning ixtiyoriy sa tr yoki ustuni bo'yicha yoyilmasidan 
foydalanishga keltirilad i. Jum ladan , I tartib li determ inant qiymati |A | = |a u |= a u  ekanligidan 
foydalanib , (1) va (2) fo rm ula larn i keltirib chiqarish m um kin. Determ inant qiym atini Laplas 
teorem asi yordam ida hisoblash uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan 
foydalanish m um kin. Am m o, am aliy  nuqtai nazardan, ko'proq elem entlari nolga teng bo'lgan 
satr yoki ustunni tan lash (agar shundaylar mavjud bo'lsa) maqsadga m uvofiqdir. Bu holda nolga 
teng e lem entlarning algebraik to 'ld iruvchilarin i topishga hojat bo'lmaydi va hisoblashlar hajmi 
ancha kam ayadi.

M iso l. Ushbu IV tartib li determ inantni hisoblang:



M=

- 3  4 5
0 2  10

7 5 - 2
3 0 9 1

Yech ish : Bu determ inantni II ustun bo'yicha yoyilm asidan foydalanib hisoblash qulaydir. 
Bunga sabab shuki, bu ustunda nol e lem entlar boshqa satr va ustunlarga qaraganda ko'proq 
hamda a22=0, a42=0 elem entlarning A22, A42 algebraik to 'ld iruvchilarin i hisoblash shart emas.

Dastlab A12 va A32 algebraik to 'ld iruvch ilarn i hisoblab, A12 =-389 va A32=45 ekanligini 
aniqlaym iz. Endi determ inant qiym atini II ustunga Laplas teorem asini tatbiq etib hisoblaymiz:

\A = au A l + a22-̂ 22 + a32̂ 32 + a42̂ 42 =
= (-3 ) • (-3 8 9 ) + 0 • A22 + 7 • 45 + 0 • An  = 1482.

n)7-xossa. Agar |A f determ inantni biror i-satrining algebraik to 'ld iruvchilari Ay ( j= l,2 ; 
va b, ( j= l ,2 , . . . ,  n) ixtiyoriy sonlar bo 'lsa , unda

M i l  + b 2Aj2 +  b3Ai3 H------ 1rbnAin = |i?|
tenglik o 'rin li bo'ladi. Bunda |B | determ inant |A | determ inantdan faqat i-satri bilan farq 

q ilib, uning i-satri bj ( j= l ,2 , . . . ,  n) sonlardan tashkil topgan bo'ladi.
Isbot: Bu xossa isbotini III ta rtib li |A | determ inantning , m asalan, birinchi satri uchun 

keltiram iz. Bu holda
b iA ^  +  ^2^12 "t" 3̂- 1̂3 =  1̂ 1 

yig'indining qo'shiluvchilari |A | determ inantning birinchi satr bo'yicha yoyilm asini 
ifodalovchi

al^ l l  +  al^l2  +  a3^13 =  M l 
yig'indi qo'shiluvchilaridan faqat birinchi ko 'paytuvch ilari, ya'n i birinchi satr elem entlari 

bilan farq qiladi. Shu sababli |A | ,  |B |  determ inantlar bir-biridan faqat birinchi satri bilan farq 
qiladi va IB  [ determ inantning birinchi satri b1; b2 va b3 sonlardan iborat bo'ladi.

M asalan, A11, A 12 va A13
2 - 4  1 

\A\ = 0 7 3 
9 12 - 4

determ inantni birinchi satri e lem entlarin ing algebraik to 'ld iruvchilari bo 'lsa, unda

11AU +12AI2 +13/),3 = |S | =
13
3

- 4
8-xossa. Agar | A | determ inantni biror i-satrining ay  ( j= l ,2 , . . . ,  n) elem entlari boshqa bir k- 

satr (i*k ) mos elem entlarining Akj ( j= l ,2 , . . . ,  n) algebraik to'ld iruvchilariga ko'paytirilgan bo'lsa, 
bu ko 'paytm alaryig 'ind isi nolga teng bo 'lad i.

Isbot: Oldingi xossada bj= a,j ( j= l ,2 , . . . ,  n) deb olsak, unda
bxAkx + b 2Ak2 +b3Ak3 + - - -  + brlAh, = a nAkx + a j2Ak2 + a i3Ak3 + - - -  +  alnAkn = |£ |
Bu yerda |B | determ inant berilgan |A | determ inantning k-satriga i-satrining ay 

elem entlarin i qo'yish bilan hosil q ilinadi. Shu sababli | B | determ inantning i-satri va k-satri bir xil 
bo 'lib , 3-xossaga asosan uning q iym ati nolga teng bo 'ladi, ya'ni

anAk\ + a,2Ak2 + ai3Ak3 +■■■ + ainAh, =  ° , / , *  = 1,2,— ,« ;  i * k . (  9)
9-xossa. Agar A va B bir xil tartib li kvadrat m atritsalar bo'lsa ularning ko'paytmasining 

determ inanti har birining determ inantlari ko'paytm asiga teng bo'ladi, ya'n i |A B |= |A | • |B | 
tenglik o'rinlid ir.

Bu xossani isbotsiz keltiram iz.



Ko'rib o'tilgan bu xossalar determ inantlarni hisoblash va ularning turli tatbiqlarida 
qo'llanilad i.

Chiziqli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli
Soddalik uchun uch nom a'lum li uchta chiziqli tenglamadan iborat ushbu

( aux + al2y + al3z = bt, 

a2tx  + a22y  + a23z = hv  (•*•0) 
a3lx +  a32y + a33z = b3

sistem ani qaraym iz. Sistem a u c h ta x ,^  va z  nom a'lum li chiziqli tenglam alar sistem asi 

deyilad i, bunda an,al2,a13,a2l,a22,a23,a3[,a32,a33 sonlar tenglam alar sistem asining 
koeffitsien tlari, b i, b2 va b3 sonlar ozod hadlar deyiladi7. Bu sistemaning koeffitsientlaridan 
quyidagi

«1. «12 a n

A = an a2J a23

«31 « 3 2  «33

uchinchi tartib li determ inantni hosil q ilam iz. So'ng bu determ inantning birinchi, ikkinchi 
va uchinchi ustunlarin i mos ravishda ozod hadlar bilan alm ashtirib quyidagi determ inantlarni 
tuzam iz:

«■2 « 1 3 «11 *1 «13 «11 «12

II

<

b2 « 2 2 « 2 3 * « 2 1 b2 « 2 3 ,  A ,  =
,r « 2 1 « 2 2 b2

b, « 3 2 « 3 3 « 3 , b3 «33 «31 « 3 2 b3

Dem ak, (8) sistem a berilgan holda har doim A , A x, A y, A z detgrm inantlarga ega 
bo'lam iz. ~

3-teorem a . Agar

1) A  ^  0  bo 'lsa , u holda (4) sistema yagona ( x , _ y , z )  yechimga ega bo'lib.

z  = ̂ - <  I D  
AA A

bo'lad i;
2) A = 0  bo 'lib , a ,  *  0, A„ *  Obo'lsa, u holda (4) sistema yechimga ega bo'lm aydi;

3) A  =  Ax =  A  =  A .  =  0  bo 'lsa , u holda (4) sistem a cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi. 

M iso l. Ushbu
(2x + 3y — z = 5,
\ x  + y + 2z = l ,

[ 2 x -y  +  z = 1
teng lam alar sistem asi echilsin .
•^Avvalo sistem a koeffitsientlaridan tuzilgan A  determ inantni hisoblaymiz:

2 3 - 1
= 2 +12 + 1 —(—2) —(—4) —3 = 18 ’A  = 1 1 2

2 -1  1

Dem ak, berilgan sistem a yagona yechim  ega. Endi A x, A y, A z determ inantlarni 

xisoblaym iz:

7 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 98.



A, =

A =

5 3 - 1
7 1 2
1 -1 1
2 5 - 1

1 7 2

2 1 1 
2 3 5

1 1 7

2 -1  1

Unda

= 5 + 6 + 7 - ( - 1 ) - ( - 1 0 ) - 2 1  = 8, 

=  14 + 20 — 1 — (—14) — 4 — 5 =  38,

=  2 + 4 2 - 5 - 1 0 - ( - 1 4 ) - 3  = 40 • 

Ar 8 4
A 18 9 

38 19 
A ~  18 “  9

_ _  A ^ _ 4 0  _  20 
Z ~  A ~  18 _  9

bo'ladi. ►
Yuqorida keltirilgan tenglam alar sistemasining yechim ini topish usuli Kram er usuli 

deyiladi.

Teskari matritsa
A kvadrat matritsaga teskari m atritsa deb AxV=VxA=E shartni qanoatlantiruvchi V 

matritsaga aytiladi. A matritsaga teskari m atritsa odatda A 1 kabi belgilanadi.
Har qanday kvadrat matritsaga teskari matritsa m avjudm i degan savolga quyidagi 

teorem a javob beradi.
A kvadrat matritsaga teskari A m atritsa mavjud bo'lishi uchun A m atritsaning xosm as 

m atritsa bo'lishi zarur va yetarlid ir8.
Isboti. Zarurlig i. Faraz qilaylik A ga teskari A 1 m atritsa mavjud bo'lsin.
U holda AxA_1=E, A x A 1 = E = 1 bo'ladi. Bundan A *  0, ya 'n i A m atritsaning xosmasligi 

kelib chiqadi.
Yetarlilig i. Osonlik uchun uchinchi tartib li

xosm as matritsani qaraym iz. Bu holda

AA= 1

all an "is

°2 an a23

a ai 1 an  ,
-

1̂1 421 *,1

7 ‘ -̂ 22 A
1 A13 A]] 4 33 ,

m atritsa A matritsaga teskari m atritsa ekanligiga bevosita ularni ko'paytirish yo 'li bilan 
ishonch hosil qilish mumkin. Ko'paytirish jarayonida determ inantning 7- va 8- xossalaridan 
foydalaniladi. Bu yerda Aik(i,k= 1 ,2 ,3) orqali aik elem entning algebraik to 'ld iruvchisi belgilangan.

8 Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiqlariga doir m asalalar to 'p lam i. 1-qism , 2014. -  B. 77.



M iso l.

2 1 - 1  

3 2 0 

- 1  4  I

m atritsaga teskari m atritsa topilsin.
Yech ish :

' 2 1 - 1
3 2  0 

-1 4  1

determ inantni birinchi satr e lem entlarin i uchinchi satrining mos elementlariga qo'shsak

2 1 -1

3 2 0
1 5 0

bo'ladi. ßuni uchinchi ustun elem entlari bo'yicha yoyib hisoblaymiz.

M =

1 4

3 2 

1 5
= - 13 * 0 .

Dem ak berilgan m atritsa xosmas m atritsa va unga teskari A -lm atritsa  mavjud.

2 0 

4  1
4 i  = ( - r

3 0 * 3 2
= 2 , 4 = - a

- 1  1 - - 1  4

Or_». i  - i 2 - 1
= L  4 , = ( - i ) M

2  1
4 i = -5 , 4 2 = ( - l f 2

- 1  1 - 1  44  1

= 14

1 - 1 2  -1 2  1
(-1 )“ II üh II T 1 = -3 , = H ) W

2 0 3 0 3 2

-9.

= 1.

Topilgan qiym atlarn i qo'yib teskari m atritsani aniqlaymiz.

a —
13

2 —5 2 

- 3  1 - 3  

1 4 - 9  1

2 5 2

U I F 13

3 i 3
T T 13 L3

14 9 _  J _
13 13 13

A xA _1=E tenglik o 'rin li ekanini tekshirib ko'rishni o'quvchiga tavsiya etamiz. 
A m atritsa va unga teskari A - l  m atritsaning determ inantlari uchun

U i=  ’
Ml ekanini ta 'k id lab  o 'tam iz.

Nazorat savollari
1. Ikkinchi tartib li deterem enatlarga ta 'r if  bering.
2. Uchinchi tartib li deterem enatlarga ta 'r if  bering.
3 . Nol m atritsaga ta 'r if  bering.
4. B irlik m atritsaga ta 'r if  bering.
5. Diagonal m atritsaga ta 'r if  bering.
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VEKTORLAR ALGEBRASI TUSHUNCHA 
WA ASOSLARI. VEKTORLAR USTIDA 

AMALLAR. DEKART KOORDIIMATALAR 
SISTEMASIDA VEKTORLAR



REJA

• Vektor tushunchasi
• Vektorlar ustida amallar

Vektorlarni qo'shish va ayirish
Dekart koordlnatalar sistemasida vektorlar

• Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi
• Topshiriqlar

Tayanch iboralar: Vektor. Vektorning uzunligi.
Vektorning o'qqa proeksiyasi. Vektorlarni qo'shish va 
ayirish . Vektorlarni songa ko 'paytirish . Dekart 
koordinatalar sistem asida vektorlar. Vektorlarning 
kolleniarlik sharti. Vektorlarni bazis koordinatalari. Ikki 
vektorning skalyar ko'paytm asi. Ikki vektorning vektor 
ko'paytm asi.

V ekto r tushunchasi 
Skalyar m iqdor deb faqat son qiym ati bilan 

aniqlanadigan kattaliklarga aytiladi. M asalan: uzunlik, 
vaqt, hajm , yuza va boshqalar. Shunday m iqdorlar ham 
borki, u lar o'zlarining son q iym atlari bilan to 'la 
aniq lanm aydi; ularni to'liq  aniqlash uchun son q iym atlari 
bilan bir qatorda yo'nalishlari ham berilgan bo'lishi kerak.
M asalan, harakat, kuch, tezlik, tezlanish kabi m iqdorlar.
To 'g 'ri chiziqda oddiy kesma bilan bir qatorda yo'nalgan 
kesm a, ya'n i bir uchi uning boshi, ikkinchi uchi uning oxiri 
hisoblangan kesmaga qaraladi. Bunday kesma vek to r deyiladi. Oddiy kesmada esa aniqlovchi 
nuqtalar teng huquqli bo'lib tartib ining aham iyati yo 'q .

Boshlang'ich nuqtasi A va oxirgi nuqtasi B bo'lgan vektor AB  yoki qisqacha a shaklida 
belgilanadi. Shunday qilib, vektor m iqdor geom etrik usulda m a'lum  uzunlikdagi va aniq 
yo'nalishdagi kesma yordamida tasvirlanadi:

A B  = ä
A B*

Vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va \a b \ = |5| ko'rin ishida belgilanadi1.

Moduli nolga teng vektor nol vektor, moduli birga teng bo'lgan vektor birlik vektor deyiladi. Nol 
vektorin ingyo 'na lish i aniqlanmagan bo'ladi.

Ta'rif: Noldan farqli vektorlar bir to 'g 'ri chiziqda yoki parallel to 'g 'ri chiziqlarda yotsa, 
bunday vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi2.

Agar 5 va b vektorlar kollinear bo'lsa a\ \b ko'rin ishda belgilanadi.

V.G.Petrova

XVII-XVIII asr 
matematiklarining 

geom etrik masalalarga 
bog'liq ishlarida sonlar 

hisobiga o'xshash va 
koordinatalar sistemasi 
bilan bog'liq geometrik 

hisobga ehtiyoj paydo 
bo'ld i. Bu ehtiyoj g'oyalari 

XVIII asr oxirida Kamo 
tomonidan kiritilgan 

vektorial algebra orqali 
qondirildi.

1 Jabborov N.M . Oliy m atem atika va uning tatbiqlariga doir m asaialar to 'plam i. 1-qism, 2014. -  B. 93.
2 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice U n iversity, Houston, Texas. 2011. -  P. 82-83.



Uzunliklari teng, kollinear va bir xil yo'nalishli ikkita 3 va b vektorlar teng vektorlar 
deyiladi va a = b kabi belgilanadi.

Ta'rif: Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotgan vektorlarga komplanar vektorlar deb 
ataladi.

Vektorlarni qo'shish
Ta'rif: Ikkita 3 va b vektorning yig'indisi deb istalgan A nuqtadan 3 vektorni qo'yib, 

uning oxirida B ga b vektorni qo'yganda boshi 3 vektorning boshi A da, oxiri b vektorning oxiri 
Cnuqtada bo'lgan AC vektorga aytiladi va a + b = AC bilan belgilanadi.

Vektorlarni qo'shish ta 'rifidan istalgan A, B, C nuqtalar uchun AB + BC = AC (1) tenglik 
o 'rin li bo'lishi kelib chiqadi.

(1) -  tenglik vektorlarni qo'shishning uchburchak qoidasi deyiladi.
Undan tashqari vektorlarni Parallelogramm qoidasiga asosan harn qo'shish mumkin. 

Buning uchun 3 va b vektorlar o'z-o'ziga parallel ravishda bitta boshga ko'chiriladi va ularga 
Parallelogramm yasaladi. Parallelogrammning katta diagonali shu ikki vektorning yig'indisidan, 
kichik diagonali esa ularning ayirmasidan iborat.

OC = a + b =OA + OB 
BA = ä - b  = O Ä -O B  

h A ■> c

0 o

Vektorlarni qo'shishning xossalari.
a) Qo'shishning gruppalash (assosiativlik) xossasi.

(ä + &)+ c = <5 + (ft + c)
b) Qo'shishning o 'rin  almashtirish (kommutativlik) xossasi.

ä + b = b + 3.
Agar a + b = 0 bo'lsa, a va b vektorlarga o'zaro qarama-qarshi vektorlar deyiladi. 

Qarama-qarshi vektorlar modul jihatidan teng, yo'nalish jihatidan esa qarama-qarshi bo'ladi3.

3 \ä\ = 1*1 3 vektorga qarama-qarshi vektorni *

b 3 b - a  bilan belgilaymiz.

Vektorni songa ko'paytirish
5  9t 0 vektor va X son berilgan bo'lsin, bu yerda Xe N.
Ta'rif: 3 vektorning X soniga ko'paytmasi deb shunday b vektoriga aytiladiki, A>0 

bo'lganda b ning yo'nalishi 3 ning yo'nalishi bilan bir xil, A<0 bo'lsa, b ning yo'nalishi teskari 
bo'lib, b vektorning uzunligi esa 3 vektorning uzunligi bilan X son moduli ko'paytmasiga teng 
va b = A3 shaklida belgilanadi.

Ta'rifdan ushbu xulosalar kelib chiqadi:
a) Ixtiyoriy 3 vektor uchun 0 -5  = 0;

3Jo'raevT.J. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 56.



b) Ixtiyoriy Xe R son uchun X ■ a = Xa 
v) Ixtiyoriy ä vektor uchun 1-5 = 5, - 1 - 5  =  -5 .
g) a va A -5  vektorlaro'zaro kollineardir.
Vektorni songa ko'paytirish quyidagi xossalarga ega:
a) a(ßa) = (aß)a (gruppalash qonuni);

b) a(ä + b) = aä + ab (vektorlarni qo'shishga nisbatan taqsimot qonuni) 
v) (a + ß )5  = aa + ßa (skalyarni qo'shishga nisbatan taqsimot qonuni)4.

Chiziqli kombinatsiya. Ba'zis
Bizga 5[, a2, 53,...,5t  vektorlar A1,...,Ak haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin.

Ta'rif: /1,5, + X,a, + ... + Akak ifoda 5,, 52, 5,,...,5t  vektorlarning chiziqli 
kombinatsiya deyiladi5.

Agar a vektor 5,, 52, 53,...,5t. koeffisiyenti chiziqli kombinatsiyasi shaklida ifodalangan 
bo'lsa, 5 vektor shu vektorlar bo'yicha yoyilgan deyiladi, ya'ni quyidagi tenglik o 'rin li bo'ladi:

5  = At3l + ^ 2  +-1,3, + ... + A.käk (2)
Agar kamida bittasi noldan farqli /?,, X2,...,Xk sonlar ma'lum tartibda tanlab olinganda 

+ A2C2 + = 0 (3)
tenglik bajarilsa, 5 „  52, 53,...,5t. vektorlar chiziqli bog'liq deyiladi. Agar (3) munosabat 

faqat \  = ... = Xk =  0 da o 'rin li bo'lsa, 5 „  5,, 5,... vektorlar chiziqli bog'lanmagan deyiladi

yoki chiziqli erkli deyiladi. Ikki a va b vektorlar kollinear bo'lsa ular chiziqli bog'liq bo'ladi. 
Uchta vektor chiziqli bog'liq bo'lishi uchun ularning komplanar bo'lishi zarur va yetarlidir.

Ma'lum tartibda olingan e „ e2,....,ek vektorlar sistemasi chiziqli erkli bo'lib, boshqa har 

qanday vektorni e2,....,et lar orqali chiziqli ifodalansa bu vektorlar sistemasi bazis deyiladi va 

B = {?„ e2,....,ek} ko'rinishda belgilanadi. Agar bazisning har bir vektori birlik vektor bo'lib, 
ularning har ikkitasi o'zaro perpendikulyar bo'lsa, bunday bazis ortonormallangan bazis 
deyiladi. Bazis tashkil etuvchi vektorlar soni qaralayotgan fazoning o'lchovi deyiladi. Istalgan a 
vektorni berilgan E = {e,, e2,....,ekj bazis vektorlar bo'yicha yoyish mumkin:

5 =  a,e, +  a2e2 + aß, (4) 

yoyilmadagi a„ a2 a3 sonlar a vektorning E = {e„e2, e}} ortonormal bazisiga nisbatan 
koordinatalari deyiladi. Bu qisqacha 5 = {a,, a2, a,} ko'rinishida belgilanadi6.

Vektorlar orasidagi burchak. Vektorlarning o'qdagi proyeksiyasi
Ikki vektor hamda vektor va o'q orasidagi burchak tushunchalarini kiritamiz. Aytaylik a va 

b vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlar boshini biror 0  nuqtaga joylashtiramiz, boshqacha 
aytganda OA = a va OB =  b vektorlarni yasaymiz.

A

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 85-86.
5 Jo'raev T.J. va boshqalar. Oliy matematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 57.
6 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 88.



U holda AAOB ning ichki AOB burchagi a va b vektorlar orasidagi burchak deyiladi 
hamda (aAè) ko'rinishda yoki a,ß,y,... harflar bilan belgilanadi. a va b vektorlar orasidagi 
burchak deb, vektorlardan birini soat strelkasiga teskari yo'nalishda ikkinchi vektor bilan ustma- 
ust tushguncha aylantirishdan hosil bo'lgan burchaklarning kichigiga aytiladi. Vektorlar 
orasidagi burchak, 0° dan 180° gacha oraliqda bo'ladi. Bundan ko'rinadiki bir xil yo'nalishdagi 
kollinear vektorlar orasidagi burchak 0°ga, qarama-qarshi yo'nalishdagi kollinear vektorlar 
orasidagi burchak esa 180° ga teng bo'ladi. Agar vektorlar orasidagi burchak 90° ga teng bo'lsa, 
ular perpendikulyar yoki ortogonal vektorlar deyiladi va â ± b  kabi belgilanadi.

Aytaylik, 1 o'q va uning birlik vektori ? berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy 5 * 0  vektorning birlik 
vektori 5 quyidagicha aniqlanadi: ar0 = 5 / |ä | .  < 5^0  tekislikdagi ixtiyoriy vektor bo'lsin. a  
vektor bilan 1 o 'q orasidagi burchak deganda, 1 o'qning birlik vektori 5 bilan ä  vektor 
orasidagi burchak tushuniladi. ä  vektor 1 o'q bilan cp burchak tashkil qilsin7.

T a r if: Vektorlarning o'qdagi ortogonal proyeksiyasi deb vektor uzunligini shu vektor bilan 
o'q orasidagi burchak kosinusiga ko'paytmasiga tengsonga aytiladi8.

z L
O A, B

à  vektorning 1 o'qdagi proyeksiyasi Tlpfl ko'rinishda belgilanadi. Ta'rifdan:

ripß  = |a]cos(Z>

â  vektorni bu o'qdagi ortogonal proyeksiyasi quyidagicha aniqlanadi:
OA, = UP f i  -  \&\ aoscp -OAf 

Bu yerda ç  = nuqta A nuqtaning 1 to 'g 'r i chiziqdagi proyeksiyasi.
Agar B va S vektorlar orasidagi burchak o'tmas bo'lsa

Tlpfl = -|a[ ms(ZBOÀ) = -|«| cos(ZA OAt ) = -OA,

A

Ai O B

Agar (5AF =  90° bo'lsa (â ± ë ) ,  ITpfi = \â\ cos90° =  0. Ixtiyoriy b va c vektorlar uchun 

IIp' {b + c )=  IIpp + ripfi (4)

Koordinatalari bilan berilgan vektorlam i qo'shish va ayrish
a va b vektorlar E = {e,, e2, ë3} bazisga nisbatan quyidagi koordinatalarga ega bo'lsin:

a = {av a2, a3} = a^{ +a2ë2 +a,ë,; b = {è,, b2, è3} = 6,e, + b2ë2 +b,ër
1) a va b vektorlarni qo'shishda (ayirishda) ularning mos koordinatalari qo'shiladi 

(ayriladi):

7 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 89.
8 Jabborov N.M. O liy m atem atika va uning tatbiqlariga doir masalalar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 94.



I tm j

a + b =  (aft +  a2e2 + a3e3) +  (bft +  b2e2 + b3e3) =  (a , +  £ , ) ? ,+  (a 2 +  b2)e2 +  (a3 +  b3)e,

a -b  = (£([£, + a2e2 + a,e3) - (bft + &,?,+ 63e3) = (a, -6,)?, + (a2 - b2)e2 + (a3 - b,)e3
2) Vektorni songa ko'paytirishda uning barcha koordinatalari shu songa ko'paytiriladi.
a =  aft +  a2e2 +  a,e, bo'lsin. U holda Xd = X(a,e, + a2e2 + a3e3) = 

=  (Aj,)?, + (M2)e2+(Xa3)e3 ga ega bo'lamiz.

Misol. a = {3;—2;l}; b = {0;3;-2} c  =  {l;0;5} bo'lsa a) a + b, b) a + c, s) 5a + 2 b -3 c  
vektorlarning koordinatalarini aniqlanadi.

a) a + b = {3 + 0; - 2  + 3; 1 - 2 } =  {3; l ; - l } .
b) a + c  =  {3 -1 ; 2 -0 ;  1 -5 }=  { 2 ; - 2 ; - 4 } .

s) 5a + 2 b -3 c  =  {15 + 0 -3 ;  -1 0  + 6 - 0 ;  5 - 4 - 1 5 } =  {1 2 ;-4 ;-1 4 }.

Vektorlarning skalyar ko'paytmasi
Ta'rif: Ikkita a va b vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusining 

ko'paytmasidan hosil bo'lgan son shu vektorlarning skalyar ko'paytmasi deyiladi9.
Skalyar ko'paytma a*b ko'rinishda belgilanadi:

Demak, a*b = |5| * | i |  *cos(p, <p = 5A5 (8)

(8) formula fizikada o'zgarmas F  kuchning boshlang'ich B nuqtadan C nuqtagacha to 'g 'ri 

chiziqli harakati davomida bajargan ishi A =  |.f| * |s c | * cos^ ni ifodalaydi.

Misol. |a| = 2, |£| = 3 hamda a va b vektorlar orasidagi burchak ^135° ga teng bo'lsa,

a*b  skalyar ko'paytma topilsin. »
Yechish: _

a*b  = \a\ *  |&| *  cos^? = 2 *3 *co s l3 5 ° = 6*cos(90° + 45°) = -6 *  sin 45° = - 6 *  V 2 /2  = -3-72.

Xossalari.
1. a * b = b * a  (9)
2. (kS)b=k(a*b ) (10)

3. a(b + c ) — a * b + a * c  (11)

4. a *a  = \af (12)

5. Ortonormallangan E =  {e „e2, e3} bazis uchun

__fO, / * j ,  -------------
e ,e .= {  i j  = 1,2,3.

1 \l ‘ = j
Teorema. Nol bo'lmagan ikkita vektorning skalyar ko'paytmasi nolga teng bo'lsa, bu 

vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'ladi va aksincha10.
Agar a va b vektorlar ortonormallangan E = |f ,J ,£ }  bazisda a =  {a,, ay, a j  va 

b = [bx, by, 6-} vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsin.

U holda a va b vektorlar a =  ax - i , ay - j , az k, b =bx -i,b y - j ,  b2 ■ k, yoyilmalarga ega 

bo'ladi.
Koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar ko'paytmasi bu vektorlar mos 

koordinatalari ko'paytmalarining yig'indisiga teng, ya'ni

9 Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiqlariga do ir masalalar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 95.
10 Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiqlariga doir masalalar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 96.



a*b  = axbx +  ajbv +  azb_ a * 3  = axax + avay + a2a2, a1 -  a2 + a2+a] (12)11
Ma'lumki,

\a\ = •Jä* = (5)

Demak, koordinatalari bilan berilgan a vektorning uzunligi uning koordinatalari 
kvadratlarining yig'indisidan olingan arifmetik kvadrat ildizga teng.

4-misol. Koordinatalari bilan berilgan 5  =  2/— 3 j+ k , b = 3 i + j - 2 k  vektorlarning 
skalyar ko'paytmasi hamda uzunliklari topilsin.

5 * ï  =  2 * 3 - 3 * 1  +  1* (-2) =  6 - 3 - 2  = 1.

|5| = V22 + (—3)2 + 12 = %/4 + 9 +1 =Vm , |*| = ^32 + 12 + (-2 )2 = ,/9  + 1 + 4 = VÏ4.

Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, skalyar ko'paytmadan foydalanib, 
vektorlar orasidagi burchakni, vektorlarning o'qidagi proyeksiyalarni hisoblash mumkin.

5-misol. Berilgan ä = {l;3;—2} va b = {3;1;3} vektorlar orasidagi burchakni toping.
l * 3 + 3 * l - 2 * 3  0 cos (p — I--------- I-------— I— j— — 0

Yechish. -Jl2 +  32 + ( - 2 ) 2 * ^ 3 2 +  l2+ 3 2 V Ï4V19

cp =  arccos 0 =  90°.

Odatda vektorning koordinata o'qlari bilan tashkil qilgan a, ß, y burchaklarning kosinuslari 
uning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi.

ä = {x ,y ,zj vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari orqali quyidagicha 
aniqlanadi.

Cosa =

Cosß-

I 2 2tJx + y  +Z

y

yjx2+ y 2+ z2

Cosy =  -
,Jx2 + y 2 + z 2

Birlik vektorning koordinatalari uning yo'naltiruvchi kosinuslaridan iborat, ya'ni agar 
|5°| =  1 bo'lsa, 5° =  {cosa,cosß ,cosy]

cos2 a  +  cos2 ̂  +cos2/  =  1 bo'ladi12.
Vektorial ko 'paytm a va uning xossalari. Ikkita a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi 

natijasida son hosil bo'lishini ko'rib o 'td ik. Endi bu vektorlarning shunday ko'paytmasini 
aniqlaymizki, natijada yana vektor hosil bo'lsin.

Ta'rif. Fazodagi a va b vektorlarning vektorial ko'paytmasi deb, quyidagi uchta shart bilan 
aniqlanuvchi yangi c vektorga (3.1-shaklga qarang) aytiladi:

1. c vektorning moduli a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuziga teng bo'lib, 
I c I = I a I I b Isin<p formula bilan aniqlanadi. Bunda <p berilgan a va b vektorlar orasidagi burchakni 
ifodalaydi.

2. c vektor a va b vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar, ya'ni c_La va c_L b bo'ladi.

11 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011, P.92
12 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011, P.93



3. c vektor shunday yo'nalganki, uning uchidan qaraganda a vektordan b vektorga eng 
qisqa burilish soat mili harakatiga teskari bo'ladi.

a va b vektorlarning vektorial ko'paytmasi a x b  yoki [a,b] kabi belgilanadi.
Vektorial ko'paytma ta 'rifi fizikadan kuch tushunchasi bilan bog'liq masaladan kelib 

chiqqan. Agar radius vektori r bo'lgan moddiy A nuqtaga f  kuch ta 's ir etayotgan bo'lsa, unda fx r 
vektorial ko'paytma f  kuchni A nuqtaga nisbatan momentini ifodalaydi.

Vektorial ko'paytma xossalari.
1. Vektorial ko'paytmada ko'paytuvchilar o'rni almashsa, natijada faqat ishora o'zgaradi,

ya'ni
a x b =  b x a.

Bu tasdiq vektorial ko'paytma ta 'rifin ing 3-shartidan bevosita kelib chiqadi. Demak, 
vektorial ko'paytma uchun kommutativlik qonurfi bajarilmaydi.

2. Vektorial ko'paytmada o'zgarmas X ko'paytuvchini tashqariga chiqarish mumkin, ya'ni
[Aa, b]=[a, Ab]= A[a, b],

Jumladan, A=0 holda har qanday a vektor uchun [a,0]=[0, a]=0 ekanligini ko'ramiz.
3. Vektorial ko'paytma uchun taqsimot qonuni o'rinli, ya'ni

a x ( b  +  c) =  a x b  + a x c .
4. Agar a va b kollinear vektorlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi axb=0 bo'ladi. 

Aksincha noldan farqli a va b vektorlar uchun axb=0 bo'lsa, bu vektorlar kollinear bo'ladi.
Isbot: 1) a va b kollinear vektorlar bo'lsin. Bu holda ular orasidagi burchak (p=0 yoki (p=n 

va shu sababli sin<p=0 bo'ladi. Unda vektorial ko'paytma ta'rifin ing 1-shartiga asosan
|axb I = I a I -1 b I -sin(p= | a | - 1 b | -0=0 => axb=0.
2) axb=0 va |a | * 0 , |b |*0  bo'lsin. Unda
I a I • I b I -sin<p= I axb | =0 => sin<p=0 => <p=0 yoki <p=7i.
Bundan a va b kollinear vektorlar ekanligi kelib chiqadi.
Natija: Ixtiyoriy a vektor uchun axa=0 bo'ladi.
Misol: (a — 2b) x  (2a +  b) ko'paytmani soddalashtiring.
Yechish: Vektorial ko'paytmaning ko'rib o'tilgan xossalariga asosan (a -  2b) x  

(2 a + b ) = 2 - a x a  +  a x b  — 4- b x  a — 2 - b x b  =  2- 0 +  a x b  + 4- a x b  — 2 -0  =  5 - 
a x b .

Vektorial ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi
Endi fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(xi,yi,zi) va b=(x2,y2,Z2) vektorlarning vektorial 

ko'paytmasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz. Dastlab i, j va k ortlarning vektorial 
ko'paytmalarini hisoblaymiz. Vektorial ko'paytmaning 4-xossasidan kelib chiqqan natijaga 
asosan



■
i X  i =  0 ,j  x  ;  =  0 , k x  k =  0 .

Vektorial ko'paytma va ortlar ta'riflaridan (3.2-shakl) quyidagi tengliklar kelib chiqadi:
i x  j  =  k ,j x  k =  i,k x  i =  j.

Yuqoridagi natijalarni 3.2-shakldan topish uchun vektorial ko'paytmadagi ikkinchi 
ko'paytuvchidan soat miliga teskari yo'nalishda burilib, vektorial ko'paytmani topamiz. 
Masalan, i x j ko'paytmani topish uchun j ortdan soat miliga teskari yo'nalishda burilib, k ort 
vektorga kelamiz.

Vektorial ko'paytmaning 1- xossasiga binoan
j  x  i =  —k, k x  j  =  —i,i x  k =  —j  

tengliklarni olamiz. Bu natijalarni yuqoridagi rasmda soat mili bo'yicha burilib topishimiz 
mumkin.

Yuqoridagi ortlar uchun tengliklar va vektorial ko'paytma xossalaridan foydalanib ushbu 
natijaga kelamiz:

a x  b =  (x1i +  y-J +  zt k) x  (x2i +  y^j +  z 2 /c) =  x 1x2i x  i +  x1y 2i x j  +  x 1z2i x  k +  
+ y ix 2j  x  i +  y^y-J x j  +  y tz2j  x k  +  z2x2k x  i +  zty 2k x  cj +  z xz 2 i =  

=  x xy 2k -  x t z j  -  y tx2k +  y j z 2 i +  zxx j  -  z xy 2i =  
=  O l z 2 -  2 ^ 2 ) 1  +  ( z l * 2  -  x & y  +  (xty 2 -  y tx2) k =  

=  (yiz 2 -  ZiVz, Z jX 2 -  x1z2, xty 2 -  y tx 2). ,
Demak, a=(xi,yi,zi) va b=(x2,y2,Z2) vektorlarning vektorial ko'paytmasi axb=(x, y, z ) 

koordinatalari
x  =  y  1^ 2  -  z xy 2,y  =  z , z 2 -  x , z 2, z  =  Xly 2 -  y ^ 2 

formulalar bilan topiladi. Ammo bu formulalarni esda saqlab qolish oson emas. Shu 
sababli bu natijalarni qulayroq ko'rinishda yozish maqsadida koordinatalar uchun topilgan 
natijalarni ikkinchi tartibli determinantlar orqali ifodalaymiz:

(6)

y\ zi xi zix = y xz2 - z xy 2 = ; y = z lx2 - x lz2 = -
y2 z2 x2 z2

=xly 2 - y lx2 =
y  1

y2
Laplas teoremasidan foydalanib, ushbu uchinchi tartibli determinantga kelamiz: 

a x  b =  x i 4- y j +  zk=
i j k

y1 z> x, z , X, y,
i — j+ k  = *1 y, 

y 2

z,
y-L Z2 x 2 z 2 x , y 2

*2 Z 2

Demak, a=(xi,yi,zi) va b=(x2,y2,z2) vektorlarning vektorial ko'paytmasini determinant
orqali

i j k
a x b= *1 y\ z\ (7)

x2 y 2 z2
formula bilan topish mumkin.



Misol. a=(2; 3; -1 ) va b=(3; -1 ; -4) vektorlarning vektorial ko'paytmasini toping. 
Yechish: (7) formulaga asosan

i j  k
- 1  = —13 i +  5; -  l i fe  =  (-1 3 ,5 , -1 1 ) .  (8)a x  b- 2 3

3 - 1

Vektorial ko'paytmaning tatbiqiari
Endi vektorial ko'paytmaning tatbiqiari sifatida quyidagi masalalarni yechamiz.
Masala. a =  ( * i> y i.Z j)  va b =  (x2,y2,z2) vektorlardan hosil qilingan Parallelogramm 

yuzini toping.
Yechish: Vektorial ko'paytma ta 'rifin ing 1-sharti va (6) formulaga asosan Parallelogramm 

yuzi S quyidagicha topiladi:

S =  la  x - y 2 + z 2 = + H yi

y i
(9)

yi z i

V y i  z2
Misol: a=(2; 3; -1 ) va b=(3; -1 ; -4) vektorlarga yasalgan parallelogramm yuzasini toping. 
Yechish: Bunda (8) tenglikdan a x  b =  —13/ +  5; — Ilk  =  ( —13,5, —11) ekanligi 

ma'lum. Shu sababli (9) formulaga asosan

S = V (-13)2 + 5 2 + ( - l l ) 2 = V l6 9  + 2 5 +  121 =  7 3 1 5 = 3 ^ 3 5  
Natija. a va b vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi

S , = i | a x è | = i y I

y2
(10)

rV y2 z2
formula bilan topiladi.
Masala. a = (x1,y 1,z1) va b =  (x2,y 2,z2') vektorlarning kollinearlik shartini toping. 
Yechish: Oldin ko'rilgan vektorial ko'paytmaning 4-xossasiga asosan a =  ( x ^ y t .z j  va 

b =  (x2,y 2,z2) vektorlar kollinear bo'lishi uchun ularning vektorial ko'paytmasi a x b  =
0 bo'lishi kerak. Unda (7) formuladan quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

x  = y lz2 - z ly 2 = 0 ;  y  = zxx2 - x xz2 = 0 ; z = x ly 2 - y lx2 = 0=>

- s  Ü - Ü  £ l _ A - £ l
y 2 z2 x2 y 2 y-1

Demak, a =  vab  =  (x2 ,y 2 ,z2) vektorlar kollinear bo'lishi uchun

( 11 )
i ±  =  ü  =  i L 
x2 y 2 z2

shart bajarilishi, ya'ni ularning mos koordinatalari proporsional bo'lishi kerak.
Misol. a=(m,3,2) va b=(4,6,n) vektorlar m va n parametrlarning qanday qiymatlarida 

kollinear bo'lishini aniqlang.
Yechish: (6) kollinearlik shartiga asosan

m 3 2
7

= — = — => m = 2,n = 4.

Vektorlarning aralash ko'paytmasi va uning xossalari
Uchta a, b, c vektorlarni o'zaro ko'paytirish masalasini ko'raylik. Agar a Ba b vektorlarni 

skalyar ko'paytirib, natijada hosil bo'lgan sonni c vektorga ko'paytirsak, u holda c vektorga 
kollinear vektor hosil bo'ladi. Agarda birinchi ikkita vektorni vektorial ko'paytirib, natijada hosil



bo'lgan vektorni uchinchi c vektorga yana vektorial ko'paytirsak, unda yangi bir d vektor hosil 
qilamiz. Bundan tashqari uchta vektorni quyidagi usulda ham ko'paytirish mumkin.

Ta'rif: a, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasi deb dastlabki ikkita vektorlarning axb 
vektorial ko'paytmani uchinchi c vektorga skalyar ko'paytmasi kabi aniqlanadigan songa 
aytiladi.

a, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasi abc kabi belgilanadi va , ta'rifga asosan, ushbu 
ko'rinishda bo'ladi:

abc =  ( a x b )  - c (12)
Bu yerda ham vektorial, ham skalyar ko'paytma qatnashgani uchun (12) aralash 

ko'paytma deb atalgan.
Aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini ko'rib o'taylik. Buning uchun komplanar 

bo'lmagan a, b, c vektorlarni qaraylik. Ma'lumki, axb uzunligi a va b vektorlardan tuzilgan 
parallelogrammning yuzasiga teng va Parallelogramm tekisligiga perpendikulyar yo'nalgan 
vektordan iborat bo'ladi. Agar axb vektorga c vektorni proyeksiyalasak, u holda shu proyeksiya 
Parallelogramm tekisligiga perpendikulyar bo'lib, uning moduli a, b, c vektorlarga qurilgan 
parallelepiped balandligi H qiymatini ifodalaydi. Unda bu parallelopiped hajmi uchun
V =  Sasos ■ H =  I (a x  b) ■ c I =  \abc\ (13) formulaga ega bo'lamiz. Shunday qilib, abc aralash 
ko'paytmaning absolut qiymati a, b, c vektorlarga qurilgan parallelepiped hajmini ifodalar ekan.

Endi aralash ko'paytmaning xossalarini ko'rib o'tamiz:
❖ Aralash ko'paytmada vektorial va skalyar ko'paytma amallari o 'rnini almashtirish 

mumkin, ya'ni
(a x  b) ■ c =  a ■ (b x  c).

Shu sababli aralash ko'paytmada amallarni ko'rsatmasd'an, qisqacha abc kabi yozish 
mumkin.

❖  Aralash ko'paytmada ko'paytuvchilar o 'rnini soat miliga teskari yo'nalish bo'yicha 
..doiraviy ravishda almashtirilsa, uning qiymati o'zgarmasdan qoladi, ya'ni -

abc =  cab =  bca =  abc.
Bunga aralash ko'paytmaning aylanma xossasi deb aytiladi.
❖ Aralash ko'paytmada yonma -  yon turgan vektorlarning o 'rn i almashtirilsa, uning 

ishorasi qarama-qarshisiga o'zgaradi, ya'ni
abc =  —bas = bca =  —cba.

Skalyar (vektorial) ko'paytmani qaysi hollarda nolga (nol vektorga) teng bo'lishini tahlil 
qilgan edik. Bu savolni endi aralash ko'paytma uchun ko'rib chiqaylik. Aralash ko'paytma 
quyidagi hollarda nolga teng bo'ladi:

1) ko'paytuvchi vektorlardan kamida bittasi nol vektor;
2) ko'paytuvchi vektorlardan kamida ikkitasi kollinear;
3) ko'paytuvchi vektorlar komplanar bo'lsa.
Birinchi holda aralash ko'paytmaning nol bo'lishi o'z-o'zidan kelib chiqadi. Ikkinchi holda, 

ya'ni ikkita vektor kollinear bo'lsa, unda ularning vektorial ko'paytmasi nol va shu sababli 
aralash ko'paytma ham nolga teng bo'ladi. Uchinchi holda axb va c vektorlar perpendikulyar 
bo'ladi va shu tufayli ularning skalyar ko'paytmasi, ya'ni aralash ko'paytma nolga teng bo'ladi.

Natijada quyidagi tasdiqni olamiz:
Teorema. Noldan farqli uchta vektorning komplanar bo'lishi uchun ularning aralash 

ko'paytmasi nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Aralash ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi
Endi koordinatalari bilan berilgan uchta a = (x1,y 1, zx), b = (x2,y2,z2) va c = 

(x3,y 3,z3) vektorlarning aralash ko'paytmasini hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz.



Vektorial ko'paytmani hisoblash formulasidagi determinantni Laplas teoremasiga asosan 
birinchi satr bo'yicha yoyilmasini qaraymiz:

axb :

i j  k
y\ z\ x \ z, y\x, yi zl — i - j +
J;2 z2 x2 z2 x2 y 2

x2 y 2 Z2

k = Xi + Yj + Zk.

Skalyar ko'paytmani hisoblash formulasi va yuqoridagi tenglikka hamda determinantning 
satr bo'yicha yoyilmasiga asosan

(14)

Demak, abc aralash ko'paytma birinchi, ikkinchi va uchinchi satrlari mos ravishda a, b va c 
vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan III tartib li determinant kabi hisoblanadi.

Masalan, a = (3,1, —2), b =  (4,0,1), c =  (0,2, —1) vektorlarning aralash ko'paytmasini 
(14) formula bo'yicha topamiz:

3 1 - 2

*3 ys z3 X, yi z l
abc =  ( a x  b)- c = Xx3 + By3 + Cz3 = X, y\ = x2 y j z 2

x 2 y 2 z2 x3 y$ z3

abc= 0 1

2 -1
-18.

Aralash ko'paytm aningtatb iq lari
Aralash ko'paytmaning tatbiqlari sifatida quyidagi masalalarni qaraymiz.
(Viasala, Koordinatalari bilan berilgan uchta a — b =  (.x2,y 2,z2) va c —

(x3,y 3,z3) vektorlarning komplanarlik shartini toping.
Yechish: Yuqorida ko'rib o'tilgan teorema va (14) formulaga asosan bu vektorlarning 

komplanar bo'lishi uchun
X, y\ z i

abc= x2 y i z 2 = 0 (15)

^3 ys z3
shart bajarilishi zarur va yetarli.
Misol. a =  (m, —12, —2) ,b =  (0 ,m, 1) v a c  =  (1,2,3) vektorlar m parametrning qanday 

qiymatlarida komplanar bo'lishini toping .
Yechish: Komplanarlikning kordinatalardagi (15) shartiga asosan 

m —12 — 2
. 2abc= m

2

= 0=>3 m —l2 + 2m — 2m = 0 - - m2 = 4 - ■ m = ±2.

Masala, Koordinatalari bilan berilgan uchta a = (x^y^z-J, b = (x2,y 2^ i )  va c =  
(x 3,y 3,z 3) vektorlardan yasalgan parallelepipedning V hajmini toping.

Yechish: Aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosini ifodalovchi (12) tenglik va (13) 
formulaga asosan

X, y  l z i

V = \abc\ =  ±abc  = ± x2 y 2 z 2 (16)

x3 ys ZS



Wisest a =  (3, —1,2), b =  (0,3,1) va 
parallelepipedning V hajmini toping.

Yechish; (16) formulaga binoan
3 - 1 2

v= 0 3 1

1 2 3

V =  V0/6 =  \a b c\/6 = ± -  
6

x x y\ z i

x 2 y i z 2
x 3 y s z 3

c =  (1,2,3) vektorlardan yasalgan

=  14.

Masala. Koordinatalari bilan berilgan uchta a = (x1,y 1,z1),b  = (x2,y 2,z2) va 
c =  (x3,y 3,z3) vektorlardan tuzilgan piramidaning V hajmini toping.

Yechish: Berilgan a, b va c vektorlardan tuzilgan piramidaning asosidagi a va b vektorlar 
hosil qilgan uchburchak yuzasini S, balandligini h va hajmini V deb olsak, V=Sh/3 tenglik o'rinli 
bo'ladi. Shu vektorlardan tuzilgan parallelepiped asosining yuzasi 2S, balandligi esa h bo'ladi. Bu 
parallelepiped hajmini V0 deb olsak, VQ =  2Sh =  \ab c\ bo'ladi.

Bu holda piramida hajmi

(17)

formula bilan hisoblanadi.
Masala. Fazodagi to 'rtta  M1 (x1,y 1,z1),M2 (x2,y 2,z2),M3 (x3,y 3,z3) va M4{x4,y4,z4) 

nuqtalarni b irtekislikda yotish shartini toping.
Yechish: Mlt M2, M3 va M4 nuqtalar bir tekislikda yotishi uchun

M XM % = (x2 - x x,y2 - y v?z2 - z x) ,  M XM 3 = (x3 —xx,y3 - y x,z3 - z x) ,

M xM4={x4- x x,y4- y x,z4- z l) 
vektorlarni komplanar bo'lishi zarur va yetarli. Shu sababli, (4) formulaga asosan, bu 

to 'rtta  nuqtani b irtekislikda yotishi uchun
X2 — x x y 2 — y x z 2 — Zj

x3 ~ x i y ^ - y i  z3 - z l = 0 ( i8 )

* 4 - * l  y  4 y\ Z4 - Z l  
shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
Masala. M 1( l,m ,  —1), M2 =  (0,1,2m +  1), M3 =  (—1 ,m, 1) va M4 =  (2,1,3) nuqtalar 

m parametrning qanday qiymatlarida bir tekislikda joylashgan bo'lishini toping.
Yechish: (18) shartdan foydalanib, ushbu natijani olamiz:

— 1 1 — m 2 (m + 1)

- 2  0 2 =0 = > 4 (l-m )(2 -m ) = 0=>mt =1, m2 =2.
1 1 — m 4

Demak, m = l yoki m=2 bo'lganda yuqoridagi to 'rtta  nuqta bir tekislikda yotadi va ular 
M2 =  (0,1,3), M3 =  ( -1 ,1 ,1 ) va M4 =  (2,1,3)(1 ,1 ,-1 ) ,

yoki
(1 ,2 ,-1 ) ,  

ko'rinishda bo'ladi.
M7 (0,1,5), M3 =  (-1 ,2 ,1 ) va M4 =  (2,1,3)

Nazorat savollari
1. Qanday vektorlar kollinear, komplanar, teng deb ataladi?
2. Vektorning moduli nima?



3. Vektorlar ustidagi qaysi amallar chiziqli amallar deb ataladi.
4. Qanday vektorga chiziqli bog'liq va qanday vektorlar chiziqli erkli deb ataladi?
5. Fazoning bazisi va o'lchami nima?
6. Vektorning o'qdagi tashkil etuvchisi nima?
7. Vektorning o'qqa proyeksiyasi nima?
8. Vektorlar ustida chiziqli amallarga ularning koordinatalari ustida shunday amallar mos 

kelishini isbotlab bering.
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FUNKSIYA HAQIDA 
TUSHUNCHA. 

CHIZIQLI 
FUNKSIYALAR VA 

ULARNING 
GRAFIKLARI. 

CHIZIQLI 
TENGLAMALAR



REJA

Chlziqli funksiyalar va ularning grafiklari

Darajali, tregonametrik, ko'rsatgichli va logorifm ik funksiyal;

Funksiya tushunchasi va uningt

Funksiyani lim iti. Lim itlarni hisoblash

Tayanch iboralar: Funksiya. Chiziqli funksiyalar va 
ularning grafiklari. Chiziqli tenglamalar. To'g'ri chiziqning 
burchak koeffitsienti. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va 
logarifmik funksiyalar. Funksiyani lim iti.

Funksiya tushunchasi va uning ta 'r ifi

Matematik analiz haqli 
ravishda matematik fanlar 

ichida birinchisi bo'lib 
hisoblanadi. 

Appel P.E.

Tabiatda ikki xil miqdorlar uchraydi, o'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Bizga bir necha 
to'rtburchak berilgan bo'lsin. Ularda quyidagi miqdorlar qatnashadi. Tomonlarning uzunliklari, 
burchaklarning kattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu miqdorlardan ba'zilari o'zgarmaydi, 
ba'zilari o'zgarib turadi. Masalan, qaralayotgan hämma to'rtburchaklarda burchaklarining 
to 'g 'rilig i, ularning soni to 'rtta  bo'lishligi va yig’ indisi 360° ga tengligi o'zgarmaydi. 
Tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o'zgarib turadi. Xuddi shuningdek, bir necha 
doira chizsak, ularda aylana uzunliklarining o'z diametrlariga nisbati hammasida bir xil bo'lib, n 
ga teng, lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari o'zgarib turadi.

Ma'lum sharoitda faqat bir xil son qiymatlariga ega bo'lgan miqdorlar o'zgarmas 
miqdorlar deyiladi. Ma'lum sharoitda har xil son qiymatlariga ega bo'lgan miqdorlar o'zgaruvchi 
miqdorlar deyiladi. Odatda o'zgarmas miqdorlarni a, b, c, d , ...., o'zgaruvchi miqdorlarni x, y, z,
u, v , ... harflari bilan belgilaydilar1.

Matematikada ko'pincha o'zaro bir-biriga bog'liq ravishda o'zgaradigan miqdorlar bilan 
ish ko'riladi. Yuqoridagi misollarimizda doiraning yuzi uning radiusining o'zgarishiga qarab 
o'zgaradi, ya'ni doiraning radiusi ortsa, yuzi ham ortadi, kamaysa kamayadi. Xuddi shuningdek, 
kvadratning tomoni bilan yuzi orasida ham shunday bog'lanish bor. Kvadratning yuzi uning 
tomoniga bog'liq ravishda o'zgaradi.

Ta'rif: Agar x miqdorning X sohadagi har bir qiymatiga biror f  qonuniyatga ko’ ra y 
miqdorning Y-sohadan aniq bir qiymati mos keltirilsa, y m iqdor x miqdorning X-sohadagi 
funksiyasi deyiladi va y=f(x) kabi yoziladi2.

Bu holda x - argument yoki erkli o'zgaruvchi, y - esa funksiya yoki erksiz o'zgaruvchi 
deyiladi. Agar y x ning funksiyasi bo'lsa, u holda x va y lar orasidagi bog'lanish funksiyali 
bog'lanish deyiladi va quyidagicha yoziladi: y=f(x), y=q(x), y=cp(x) va hokazo. Agar yuqoridagi 
misollarga e 'tibor bersak, doiraning yuzi radiusning funksiyasi, kvadratning yuzi tomonining 
funksiyasi ekan.

1 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 27. 
z Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 28.



Argument qabul qilishi mumkin bo'lgan qiymatlari to'plami funksiyaning aniqlanish 
sohasi, funksiyaning o'zi qabul qilishi mumkin bo'lgan qiymatlari to'plami funksiyaning o'zgarish 
sohasi yoki qiymatlari to 'p lam i deyiladi3.

Bizga bir necha to'rtburchak berilgan bo'lsin. Ularda quyidagi miqdorlar qatnashadi. 
Tomonlarning uzunliklari, burchaklarning kattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu miqdorlardan 
ba'zilari o'zgarmaydi, ba'zilari o'zgarib turadi. Masalan, qaralayotgan hamma to'rtburchaklarda 
burchaklarining tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o'zgarib turadi. Xuddi 
shuningdek, bir necha doira chizsak, ularda aylana uzunliklarining o'z diametrlariga nisbati 
hammasida bir xil bo'lib, n ga teng, lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari 
o'zgarib turadi.

V; ■ ■' . ..  . . ............... ■ ' '  : ■
Funksiyaning berilish usullari

Funksiya sharoitiga qarab jadval, analitik va grafik usullar bilan berilishi mumkin.
Funksiya jadval usulida berilganda, argumentning ma'lum tartibdagi xi, X2 , X3,... xn/... 

qiymatlari va funksiyaning ularga mos keluvchi yi, y2, ... ,yn, ... qiymatlari jadval holida 
beriladi:

Funksiyalarning jadval usulida berilishiga misol qilib kvadratlar, kublar, kvadrat ildizlar 
jadvallarni ko'rsatish mumkin. Bu usuldan ko'pincha miqdorlar orasida tajribalar o'tkazishda 
foydalaniladi.

X X l X2 X3 Xn

Y Yi Y2 Yb Yn

To'g 'ri burchakli koordinatalar sistemasi. Ma'lumki, sonlar o'qida nuqtaning vaziyati bir 
son uning koordinatasi bilan aniqlanar edi. Endi to 'g 'r i burchakli koordinatalar sistemasi 
tushunchasini kiritamiz.

Tekislikda sanoq boshlari ustma-ust tushadigan va o'zaro perpendikulyar bo'lgan OX va 
OY sonlar o 'q in i chizamiz. Gorizontal holda tasvirlangan sonlar o'qi ordinatalar o'qi, ularning 
kesishgan nuqtasi koordinatalar boshi deyiladi. Hammasi birgalikda to 'g 'r i burchakli 
koordinatalar sistemasi deyiladi.

To'g 'ri burchakli koordinatalar sistemasida nuqtaning vaziyati quyidagicha aniqlanadi. 
Faraz qilamiz, to 'g 'r i burchakli koordinatalar sistemasi olingan tekislikda ixtiyoriy M nuqta 
berilgan bo'lsin. Shu nuqtadan koordinata o'qlariga perpendikulyarlarning absissalar o'qidagi 
proeksiyasiga mos keluvchi son uning absissasi, koordinatalar o'qidagi proeksiyasiga mos 
keluvchi son esa uning ordinatasi deyiladi va M(x,y) tartibida yoziladi (4.1-shakl).

3 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 29.



M ( x ,y )

4.1-shakl
Demak, to 'g 'ri burchakli koordinatalar tekisligida har qanday bir ju ft ma'lum tartibda 

berilgan son bilan aniqlanar ekan. Xuddi shuningdek, har qanday bir ju ft songa koordinatalar 
tekisligida bitta nuqta mos keladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi

y=f(x) funksiyaning grafigi deb koordinatalari y=f(x) ni to 'g 'ri tenglikka aylantiruvchi 
tekislikdagi barcha nuqtalar to'plamiga aytiladi. Agar funksiyaning grafigi tasvirlangan bo'lsa, 
funksiya grafik usulda berildi deyiladi4.

Endi savol tug'iladi,-fiar qanday egri chiziq biror funksiyani ifodalaydimi? Buni aniqlash 
uchun egri Ou o'qiga parallel to 'g 'ri chiziqlar chizamiz, agar bu to 'g 'ri chiziq egri chiziq bilan 
kamida ikki nuqtada kesishsa, grafik funksiyani ifodalamaydi, agar bitta nuqtada kesishsa 
funksiyani ifodalaydi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi

Formula yordamida berilgan funksiyalarga analitik usulda berilgan deyiladi. Masalan, 
y = x 2,y  = kx +  b,y  =  ax,y  =  lgx,y =  sin x .y  =  tg x ,y  =  2x3 —x +  4 funksiyalar analitik 
usulda berilgan. Agar analitik usulda berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi to'g'risida alohida 
shart qo'yilmagan bo'lsa, u holda y=f(x) da o'ng tomonda turuvchi ifoda ma'noga ega 
bo'ladigan x ning qiymatlari olinadi. Masalan, agar y=x2 ni kvadratning tomoni bilan yuzi 
ifodalovchi bog'lanish sifatida olsak, u holda aniqlanish sohasi barcha musbat sonlardan iborat 
bo'ladi.

Funksiyaning aniqlanish sohasini topishga doir misollar ko'raylik. Quyidagi funksiyalarning 
aniqlanish sohasini toping:

3
1. y  = —. Yechimi. Ma'lumki, kasr ma'noga ega bo'lishi uchun uning maxraji noldan farqli

x
bo'lishi kerak. Demak, x^O yoki xe(-°o;0XX0;+°o).

4 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 31.



2. y  = ^ ( x - 1) Yechimi. Xuddi yuqoridagidek muhokama yuritsak, 2x-1^0 yoki 2x^1,

x . Demak, aniqlanish sohasi ;+co) dan iborat.

3. y  =  -J3x + 2 . Yechimi. Kvadrat ildiz ma'noga ega bo'lishi uchun ildiz ostidagi ifoda
2 2 

manfiy bo'lmasligi kerak, ya'ni 3x+2>0, bunda jc> - j . Demak, aniqlanish sohasi [ - —,+<»)

dan iborat.

4. y  =  ̂ . Yechimi. Agar yuqoridagidek muhokama yuritsak, u holda 4x-5>0 bo'ladi.
V 4 x -5

Bundan x > —. Demak, aniqlanish sohasi (—,+oo) dan iborat.
4 4

5. y  =  lg ( 2 j r - l ) . Yechimi. Logarifmik funksiya faqat musbat sonlar uchun aniqlangan.

Demak, (2x-l)>0 bo'lishi kerak. Bundan x > - i . Demak, aniqlanish sohasi (^ ,+ o o ) dan iborat.

6. y  = ■------ ^ _ Yechimi. Agar yuqoridagidek muhokama yuritsak, 2x — 1 >  0,
lg(2jc — 1)

2x — 1 ^  1 bo'ladi. Bundan x > x ^ l kelib chiqadi. Demak, aniqlanish sohasi

(■^; +1) u  (1; +  oo) dan iborat.

A) analitik usul funksiyaning o'rganish jarayonida juda ko'p uchraydigan usuldir, lekin 
ba'zi xollarda funksiyaning qiymatini topish murakkab hisoblashlarga olib keladi:

B) y=f(x) yozuv hali funksiyaning analitik usulda berilishi bo'lmasligi mumkin. Masalan, 
ushbu Dirixle funksiyasini olaylik:

1, agar x  — ratsional son bo'lsa 
, agar x  — irratsional son bo'lsa 

Demak y=f(x) funksiya berilgan, uning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to'plamidan 
iborat, ammo funksiyaning analitik ifodasi berilgan emas5:

V) funksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki bir necha qiymatlar topilgan 
bo'ladi, lekin funksiyaning sohasi cheksiz to'plam  bo'lganda, uning barcha qiymatlarini ko'rsatib 
bo'lmaydi:

G) funksiyaning grafik usulda berilishi uning o'zgartirishlarini ko'rgazmali qilish imkonini 
beradi.

Funksiyaning grafigi -  egri chiziq (hususiy holda to 'gri chiziq), ba'zi hollarda biror nuqtalar 
to 'p lam i bo'ladi.

Funksiya grafigini chizish

y=f(x) funksiyaning grafigini hosil qilish uchun M(x,f(x)) nuqtalarni hosil qilib, ular bir-biriga 
juda yaqin bo'lganda, silliq chiziq bilan tutashtiriladi.

M isol. 1) y  = — funksiyaning grafigi chizilsin. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi x^O
x

haqiqiy sonlar to 'p lam i, ya'ni J-°°, o p ]  0, +°o[ dan iborat.
Endi, aniqlanish sohasidan x ning bir necha qiymatlarini olib, y ning ularga mos keladigan 

qiymatlarini topamiz.

Ht;

5 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011.P.30



X 1 2 3 -1 -2 -3
1

2
1

2

f(x) 1
1
2

1

3 -1
1

2
1

3 2 -2

Koordinata tekisligida M,( 1;1), Мг(2;-), М3(зф,....

nuqtalarni hosil qilamiz. Bir biriga yaqin turga nuqtalarni uzluksiz chiziq yorlamida 
tutashtirsak, funksiyaning grafigini ifoda qiladigan egri chiziq giperbola hosil bo'ladi (4.2-shakl).

2) y=x2 ning grafigi chizilsiiï;

Jadval tuzamiz:

4.2-shakl

4.3-shaki 4.4-shakl

X 0 1 2 3 -1 -2 -3
y=x2 0 1 4 9 1 4 9

Af,(0 ;0), M2( 1; 1), M 3(2;4),.... nuqtalarni hosil qilamiz. Ularni silliq chiziq bilan 
tutashtirsak, parabola egri chizig'i hosil bo'ladi (4.3-shakl)

3) 4.4-shaklda



( 1, agar x >  0 bo'Isa,
0, agar x =  0 bo'lsa,

—I, agar x <  0 bo'lsa
funksiyaning grafigi ko'rsatilgan.
Aksincha, agar tekislikda biror egri chiziq berilgan bo'lib, abssissalar o'qiga tik  bo'lgan har 

qanday to 'gri chiziq bu egri chiziq bilan bittadan ko'p bo’ lmagan nuqtada kesishsa, u hoida bu 
egri chiziq funksiyani ifoda qiladi.

Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar

Atrofimizdagi turli jarayonlarni matematik usullarda tadqiqot qilayotganimizda o'zgarmas 
va o'zgaruvchi miqdorlarga duch kelamiz.

Ta'rif: Faqat bitta sonli qiymat qabul qiladigan kattaliklar o'zgarmas m iqdorlar deyiladi.
Masalan, yorug'lik tezligi c, erkin tushish tezlanishi g, aylana uzunligini uning diametriga 

nisbati Ti, izotermik jarayonlarda harorat t° o'zgarmas miqdorlardir.
Ta’ rif: Turli sonli qiymatlar qabul qila oladigan kattaliklar o'zgaruvchi m iqdorlar deyiladi.
Masalan, tekis harakatda v tezlik o'zgarmas miqdor bo'lib, vaqt t  va bosib o'tilgan masofa 

s o'zgaruvchi miqdorlardir.
Biror jarayonni o'rganayotganimizda bir nechta o'zgaruvchi miqdorlar o'rtasidagi o'zaro 

bog'lanishlarga duch kelamiz.

Masalan, tekis harakatda tezlikni v, vaqtni t  va bosib o'tilgan masofani s desak, u holda t 
va s o'zgaruvchilar o'zaro s=v-t ko'rinishda bog'langan bo'ladi. Bunday bog'lanishlarni juda ko'p 
keltirish mumkin va shu sababli ularni atroflicha o'rganish maqsadida funksiya tushunchasi 
kiritiladi.

Ta'rif: Agarda x o'zgaruvchining biror D sonli to'plamga tegishli har bir qiymatiga ma'lum 
bir qonun-qoida asosida y o'zgaruvchining biror E to'plamga tegishli yagona bir qiymati mos 
qo'yilgan bo'lsa, ya'ni f : D E bo'lsa, unda y o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Biror y o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi ekanligi y=f(x) kabi belgilanadi (f harfi 
o'm iga F, h, g, <p kabi boshqa harflar ham qo'llanilishi mumkin). Bu yerda x erkli o'zgaruvchi 
yoki argument, y esa erksiz o'zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

Masalan, y  =  2x +  3 ,y  =  3x2 +  4x — 1 ,y  =  2 /x ,y  =  5xex +  6 funksiyalarga misol 
bo'ladi.

Ta 'rif: Berilgan f  : D -> E funksiyada D -  funksiyaning aniqlanish sohasi, E -  o'zgarish yoki 
q iym atlar sohasi deyiladi.

y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi D{f}, qiymatlar sohasi esa E{f} kabi belgilanadi. 

Masalan, f ( x )  =  sinyfx funksiya uchun D{f}=[0,°°), E{f}=[—1,1].

Shuni ta'kidlab o'tish lozimki, oldingi paragrafda ko'rilgan {an} sonli ketma-ketlikni 
aniqlanish sohasi D{f}=N-natural sonlar to'plam i, qiymatlar sohasi esa f(n)= a„ , neN, haqiqiy 
sonlardan iborat funksiya deb qarash mumkin.

Matematik analiz fanida asosan funksiyalar va ular bilan bog'liq bo'lgan tasdiqlar 
o'rganiladi.



Funksiya grafigi

Funksiya haqida geometrik tasawur hosil etish uchun uning grafigi tushunchasi kiritiladi.
Ta'rîf: XOY koordinata tekislikdagi (x ,y )  =  ( x , / ( x ) ) , x  € D {f), koordinatali nuqtalarning 

geometrik o'rni y=f(x) funksiyaning grafigi deyiladi.
Masalan, y=x2 funksiya grafigi paraboladan, y=cosx funksiya grafigi sinusoidadan, y=2x+5 

funksiya grafigi esa to 'g 'ri chiziqdan iboratdir.
Turli masalalarni yechishda berilgan y=f(x) funksiyaning Lgrafigini ma'lum bir ko'rinishda 

o'zgartirishga to 'g 'ri keladi.

>  y=f(x+a) funksiyaning grafigi L chiziqni OX o 'q i bo'yicha |a| birlik chapga (agar a>0 
bo'lsa) yoki o'ngga (agar a<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan hosil bo'ladi (4.5-shaklga qarang).

>  y=f(x)+b funksiyaning grafigi L chiziqni OY o'qi bo'yicha |b | birlik yuqoriga (agar 
b>0 bo'lsa) yoki pastga (agar b<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan hosil bo'ladi (4.6-shaklga 
qarang).

>  y=otf(x) funksiyaning grafigi L chiziqni OY o 'q i bo'yicha a marta cho'zish (agar a> l 
bo'lsa, 4.7-shakl) yoki qisish (agar 0<a<l bo'lsa, 4.8-shakl) orqali hosil bo'ladi. Agar a<0 bo'lsa, 
unda L chiziq OX o'qiga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.



>  y=f(kx) funksiyaning grafigi L chiziqni OX o'qi bo'yicha k marta cho'zish (agar k> l 
bo'lsa, 4.9-shakl) yoki qisish (agar 0<k<l bo'lsa, 4.10-shakl) orqali hosil bo'ladi. Agar k<0 bo'lsa, 
unda L chiziq OY o'qiga nisbatan simmetrik ravishda akslanadi.

Funksiyani berilish usullari

Turli masalalarni qarashda funksiya asosan to 'r t usulda berilishi mumkin.
❖  A nalitik  usui. Ko'p hollarda funksiyalar analitik usulda, ya'ni x argument ustida 

bajariladigan matematik amallarni formulalar orqali ifodalash orqali beriladi. Masalan, aylana 
radiusi x va uning yuzasi y orasidagi bog'lanish funksiyasi y=7ix2 formula orqali analitik usulda 
aniqlanadi.

❖  Jadvai usuli. Bu usulda funksiya

Xi X i X 2 X3 X n-1 Xn

y.=f(Xi) yi Y2 Y3 Y n-1 Yn

ko'rinishdagi jadvai orqali beriladi. Masalan, Bradisning to 'r t  xonali matematik jadvallar 
kitobchasida funksiyalarning qiymatlari shunday ko'rinishda berilgan. Odatda x argument va y 
funksiya orasidagi bog'lanish tajriba yoki kuzatuvlar asosida o'rganilayotgan bo'lsa, funksiya 
qiymatlari jadvai ko'rinishda ifodalanadi.



❖ Grafik usul, Bunda x argument va y funksiya orasidagi bog'lanish bu funksiyaning 
grafigi orqali beriladi. Masalan, yurak faoliyatini ifodalovchi funksiya kardiogramma orqali grafik 
ko'rinishda ifodalanadi. Shuningdek bu usuldan tenglamalarni grafik usulda yechishda harn 
foydalaniladi.

❖ Ta'rif usuü. Bu usulda funksiya qiymatini aniqlash qonuni uni ta'riflash orqali beriladi. 
Masalan, Dirixle funksiyasi deb ataluvchi va [0,1] kesmada aniqlangan D(x) funksiyani analitik, 
jadval yoki grafik ko'rinishlarda ifodalab bo'lmaydi. Bu funksiya qiymatlari ta 'r if bo'yicha 
quyidagicha aniqlanadi:

. . _  f  1, agar x — ratsional son bo'lsa 
(0, agar x — irratsional son bo'lsa

Funksiya ko'rinishlari

Funksiyalar u yoki bu xususiyatlariga qarab turli ko'rinishlarga ajratiladi.
Ta'rif; Berilgan y=f(x) funksiya biror DcD{f} sohaga tegishli ixtiyoriy xi, X2 eD va xi<x2 

nuqtalar uchun f { x x) <  / ( x 2) \f(x i )  ^  / ( * 2) ]  shartni qanoatlantirsa, u shu D sohada o'suvchi 
(kamaymoqchi) funksiya deyiladi.

Masalan, y=x3 funksiya oraliqda, y=x2 funksiya esa aniqlanish sohasining (0,°°)
oralig'ida o'suvchi bo'ladi. Ant'ye funksiya deb ataladigan y=[x] funksiyaning qiymati argument 
x qiymatiga eng yaqin va undan katta bo'lmagan butun son kabi aniqlanadi. Masalan, [1.2]=1, 
[2.98]=2, [12]=12, [—1.5]=—2. Bu holda f(x)=[x] funksiya uchun D{f}=(-°°;°°) va E{f}=Z={0,±l, 
±2,- } bo'lib, u aniqlanish sohasida kamaymoqchi funksiya bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya biror DcD{f} sohaga tegishli ixtiyoriy Xi, x2sD va xi<x2 
nuqtalar uchun / ( x j ) .  >  / ( x 2) [ / ( x j )  >  / ( x 2) ]  shartni qanoatlantirsa , u shu D sohada 
kamayuvchi (o'smoqchi) funksiya deyiladi.

Masalan, y=-2x funksiya oraliqda, y=x2 funksiya esa aniqlanish sohasining (~°°,0)
oralig'ida kamayuvchi bo'ladi. y = l—[x] funksiya esa (-°°;°°) oraliqda o'smoqchi bo'ladi.

O'suvchi yoki kamaymoqchi, kamayuvchi yoki o'smoqchi funksiyalar birgalikda monoton 
funksiyalar deyiladi.

Ta'rif: Aniqlanish sohasi D{f} nol nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan y=f(x) funksiya 
ixtiyoriy xsD{f} uchun f ( - x )  =  f ( x )  [ / ( —x )  =  — / ( x ) ]  shartni qanoatlantirsa, u ju ft [toq] 
funksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x2 - ju ft  funksiya, f(x)=x3 esa toq funksiya bo'ladi. Lekin har qanday funksiya 
ju ft yoki toq bo'lishi shart emas. Masalan, / ( x )  =  x z — 3x +  1 yoki / ( x )  =  2x — 3 funksiyalar 
na ju ft va na toqdir.

Ta'rifdan ju ft funksiya grafigi OY koordinata o'qiga, toq funksiya grafigi esa 0  koordinata 
boshiga nisbatan simmetrik bo'lishi kelib chiqadi.

Teorema: Agar / ( x )  va g (x )  ju ft funksiyalar bo'lsa, uiarning umumiy D aniqlanish 
sohasida f ( x ) ± g ( x ) , f ( x ) - g ( x )  ^  0 bo'lsa, f(x )/ g (x )  funksiyalar ham ju ft funksiyalardir. 
Agar f ( x )  v a g {x )  toq funksiyalar bo'lsa / ( x )  ±  g(x), to q , / ( x )  ■ g (x )  va f(x )/ g (x )) 
funksiyalar esa ju ft funksiya bo'ladi. Agar f(x) ju ft va g(x) toq funksiya bo'lsa, uiarning 
ko'paytmasi va bo'linmasi toq funksiya bo'ladi.

Isbot: Misol sifatida faqat bir hol uchun isbotni keltiramiz, chunki boshqa hollar ham xuddi 
shundek ko'riladi. Masalan, qaralayotgan f(x) va g(x) ju ft funksiyalar, ya'ni f(—x)=f(x) va g (-
x)=g(x) bo'lsin. Bu holda F(x)=f(x)±g(x) funksiya uchun

F ( - x )  =  / ( - x )  +  g ( - x )  = f ( x )  ±  g(x) = F(x)
tenglik o'rinli va , ta'rifga asosan F(x) ju ft funksiya bo'ladi.



Izoh: Agar f(x) aniqlanish sohasi D{f} koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan 
ixtiyoriy funksiya bo'lsa, unda F(x) =  f ( x )  + / ( —x)juft,G(pc) = f ( x )  — / ( —x) esa toq 
funksiya bo'lishini ko'rish qiyin emas.

Ta’ rif: Agar y  =  f ( x )  funksiya uchun shunday T>0 son mavjud bo'lsinki, Vx e D{f} uchun 
x ±  T 6 D {f } bo'lib, f ( x  ± T )  =  f { x )  shart bajarilsa, u davriy funksiya deb ataladi, Bu shartni 
qanoatlantiruvchi eng kichik musbat T soni shu funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y=sinx davri T =  2n,y  =  tg x esa davri T=7i bo'lgan davriy funksiyalardir. y  =  
{x} =  x — [x] funksiya qiymati argument x qiymatining nomanfiy kasr qismiga teng bo’ ladi. 
Masalan, {1.2} =  0.2, {2.98} =  0.98, {± 8 } =  0, { -1 .7 }  =  0.3 (bunda -1.7= -2+0.3 deb 
qaraladi). Bu holda D [f} =  (—oo; °°) va E {f} =  (0,1) bo'lib, ixtiyoriy x G D {f] va n e N =  
{1 ,2 ,3 ,...} uchun [x +  n] =  {x } bo'ladi. Bundan f ( x )  =  {x} davri T=1 bo'lgan davriy funksiya 
ekanligini ko'rish mumkin. y  =  x 2 yoki y  = ex funksiyalar esa davriymas funksiyalarga misol 
bo'ladi.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya uchun shunday M >0 soni topiisaki, ixtiyoriy xeD uchun 
| / ( x ) |  <  M shart bajarilsa, u D sohada chegaralangan funksiya deyiladi. Aks holda y=f(x) 
chegaralanmagan funksiya deb ataladi.

Masalan, y=sinx chegaralangan funksiya, chunki barcha x uchun |sinx|<1. y=2x funksiya 
( - ~ ,0) oraliqda chegaralangan va 2X<1, ammo bu funksiya (0,°°) oraliqda chegaralanmagan, 
chunki ixtiyoriy M>0 katta soni uchun x>log2M bo'lganda 2X >M bo'ladi.

Ta'rif: Agar y=f(x) funksiya biror D sohaning har bir x nuqtasida o'zgarmas C soniga teng 
bo'lsa, u D sohada o'zgarmas funksiya deyiladi.

Masalan, x  e ( —oo, oo) sohada f i x )  =  sin2x  +  cos2x =  1, x 6 (—oo, 0) sohada 
f i x )  — x/\x\ =  —1 o'zgarmas funksiya bo'ladi.

Murakkab va teskari funksiyalar

Funksiyalar bilan bog'liq yana ikkita tushunchani kiritamiz.
Ta 'rif: Agar z=<p(x) funksiya X->Z , y=f(z) esa Z->Y akslantirishni ifodalasa , unda y=f(<p(x)) 

funksiya X->Y akslantirishni ifodalaydi va murakkab funksiya deb ataladi. Bu yerda <p ichki, f  esa 
tashqi funksiya deyiladi. y=f(<p(x)) murakkab funksiya f  va <p funksiyalarning superpozitsiyasi 
deb ham aytiladi.

Masalan, y=sinx2 murakkab funksiya bo'lib, unda <p(x)=x2 ichki, f(<p)=sin<p esa tashqi 
funksiya bo'ladi. y=sin2x murakkab funksiyada esa <p(x)=sinx ichki, f(<p)=<p2 tashqi funksiya 
bo'ladi.

Ta'rif: Aniqlanish sohasi D{f} va qiymatlar sohasi E{f} bo'lgan y=f(x) funksiya uchun har bir 
yeE{f} soniga f(x)=y shartni qanoatlantiradigan yagona xeD{f} sonini mos qo'yadigan x=cp(y) 
funksiya mavjud bo'lsa, u berilgan f  funksiyaga teskari funksiya deb ataladi.

Berilgan f  funksiyaga teskari funksiya f " 1 kabi belgilanadi. Bunda f_1 faqat belgilash bo’ lib, 
u 1 /f degan ma'noni ifodalamasligini ta 'kidlab o'tamiz.

Odatda argument x, funksiya esa y orqali belgilanganligi uchun, y=f(x) funksiyaga teskari 
x=<p(y) funksiya y=cp(x) yoki y=f-1(x) ko'rinishda yoziladi.

Agar y=f(x) funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, unga teskari funksiya y=f"1(x) 
mavjudligini va uni f(y)=x tenglama yechimi kabi topishimiz mumkinligini isbotlash mumkin. 
Masalan, f(x )= 3x-l bo'lsa, unda 3 y - l= x  tenglamadan teskari funksiya f” 1(x)=(a+l)/3 ekanligini 
aniqlaymiz.



Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, o'zaro teskari funksiyalar uchun D [f} =  va E {f } =
D { / -1 } . / I / _1(X)] = xv a  f ” 1 \f(x)\ =  x  munosabatlar o'rin ii bo'ladi. Bundan tashqari 
ularning grafiklari y=x to 'g 'ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo'ladi

Asosiy elementar va elementar funksiyalar

Maktab matematikasidan bizga ma'lum bo'lgan quyidagi funksiyalarni eslatib o'tamiz:
❖ Darajaii funksiya. Bu funksiya y=x“  ko'rinishda bo'lib, o’zgarmas daraja ko'rsatkichi 

a  e R bo'ladi. Masalan,

1 0 2 r  9 1 - 1y  = \ = x  , y  = x  , y  = y l x = x z , y  = — = x
X

darajaii funksiyalardir. Darajaii funksiyaning xossalari a  daraja ko'rsatkichi qiymatiga 
bog'liq bo'ladi. Masalan, a  musbat butun son bo'lsa, f(x)=x“  aniqlanish sohasi D{f}=(-°°,°°), 
qiymatlar sohasi esa toq a  uchun E{f}=(—00,°°), ju ft a  uchun E{f}=[0,°°) bo'ladi. Agar a  manfiy 
butun son bo'lsa, f(x)=x“  aniqlanish sohasi D{f}={x: x*0}, qiymatlar sohasi esa E{f}=(-°°,°°) 
bo'ladi. Bundan tashqari a  ju ft son bo'lsa, f(x)=x“  ju ft, a  toq bo'lsa toq funksiya bo'ladi.

❖ Ko'rsatkichli funksiya. Bu funksiya y=ax ko'rinishda va unda daraja asosi a>0 va a ^ l 
shartni qanoatlantiruvchi o'zgarmas son bo'ladi. Masalan, y=3x, y=(l/10)x, y=eK ko'rsatkichli 
funksiyalardir. Bu funksiya uchun D{f}=(-“ >,°°), E{f}=(0,°°) bo'ladi. Agar a> l bo'lsa, f(x)=a* 
o'suvchi, 0<a<l bo'lsa kamayuvchi funksiyaga ega bo'lamiz.

❖ logarifm ik funksiya. Bu funksiya y=logax, (a>0, a ^ l), ko’ rinishda bo'lib, y=ax 
ko'rsatkichli funksiyaga teskari funksiyani ifodalaydi.

Masalan, y=log2X, y= log o.s x , y= logmx =lgx, y= logex =lnx logarifmik funksiyalardir. 
Logarifmik f(x)=logax funksiya uchun D{f}=(0,°°), E{f}=(-»°,o=) bo'ladi. Agar logarifm asosi a>l 
bo'lsa, f(x)=logax o'suvchi, 0<a<l holda esa kamayuvchi bo'ladi.

❖ Trigonometrik funksiyalar. Bular y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctgx funksiyalardan 
iborat. Bu yerda f(x)=sinx va f(x)=cosx funksiyalar uchun D{f}=(— va E{f}=[0,l] bo'lib, ular 
T=2n davrli va chegaralangan bo'ladi. Bunda f(x)=sinx-toq, f(x)=cosx-juft funksiyalardir.

f(x)=tgx va f(x)=ctgx funksiyalarning aniqlanish sohalari mos ravishda D {f} =  {x :x  
(2fc +  1)tt/2 , fe e  Z }  v a  D { /}  =  { x :  x  fc7r,fc 6  Z } ,  qiymatlar sohasi E{f}=(-°°,°°) bo'ladi. Bu 
funksiyalar T=n davrli, toq va chegaralanmagan bo'ladi.

❖ Teskari trigonometrik funksiyalar. Bularga y =  arc sin x ,y  = arc cos x, y  — 
arc tg x ,y  =  arc ctg x  funksiyalar kiradi. Ular mos trigonometrik funksiyalarga teskari 
bo'ladi. f(x)=arcsinx va f(x)=arccosx uchun D {f}= [- l, l] ,  qiymatlar sohasi esa mos ravishda 
E {f] =  [—n/2,n/2]va E {f] =  [0,n] bo'ladi. f ( x )  =  a r c c t g x v a f ( x )  =
arc ctg x  uchun D{f}=(—°=>,<=>), qiymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=(-n/2, n/2) va E{f}=(0, 
Ti) bo'ladi. Bundan tashqari / ( x )  =  arc sin x  v a f (x ) =  arc tg x  toq funksiyalardir.

Ta’ rif: 1-5 funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi.
Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida chekli sondagi arifmetik va 

superpozitsiallash amallari orqali hosil qilingan funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi. 
Masalan, y  =  21nsinx +  x 2/5 , y  =  ax ln(x ±  1) elementar funksiya bo'ladi. y={x} va y=[x] 
elementar bo'lmagan funksiyalarga misol bo'ladi.



Funksiyalarning ayrim iqtisodiy tatbiqlari

Iqtisodiyotning nazariy va amaliy masalalarini o'rganishda funksiyalardan keng 
foydalaniladi. Masalan, ishlab chiqarish funksiyasi (ishlab chiqarish natijalarini tu rli omillarga 
bog'liqligi), xarajatlar funksiyasi (ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi bilan xarajatlar o'rtasidagi 
bog'lanish), talab funksiyasi (mahsulotga talab hajmi va narx, foyda kabi turli omillar orasidagi 
bog'lanishlar) kabi funksiyalar iqtisodiyotda ko'p qo'llaniladi.

Yana bir misol sifatida aholining daromadi x va uning turli tovarlarga ehtiyoji y orasidagi 
bog'lanishlarni o'rganish uchun shved iqtisodchi olimi Tornkvist tomonidan taklif etilgan 
quyidagi funksiyalarini qaraymiz:

a(x -  b)
■ y  = -------------- (X > b) , y -  inson hayoti uchun I navbatda zarur bo'lgan oziq-ovqat

X — C
mahsulotlari, kiyim-kechak kabi tovarlarga ehtiyoj ;

a ( x - d )  . ..
■ y  = ------------  (X > d > b ) , y -  inson hayoti uchun II navbatda zarur bo'lgan

X — C
televizor, mebel, kosmetika kabi tovarlarga ehtiyoj ;

X — ÏYI
• y  = ax--------  ( x > m > d > b ) ,  y-avtomobil, tilla bezaklar, dala hovlisi kabi

X — C
qimmatbaho buyumlarga e h tiyo j.

Bu funksiyalar quyidagi iqtisodiy qonuniyatlarni ifodalaydi:
S  Daromad x ma'lum bir b, d yoki m qiymatdan oshgandan keyin tegishli tovarlarni 

xarid etish mumkin ;
■S Daromad x oshib borishi bilan I va II navbatda zarur bo'lgan tovarlarga ehtiyojni 

ifodalovchi y funksiya o'sishi sekinlashadi ; _
•/ I va II navbatda zarur bo'lgan tovarlarga ehtiyojni ifodalovchi y yuqoridan a soni 

(to'yinish nuqtasi) bilan chegaralangan, chunki ularning iste'moli cheksiz o'sishi mumkin emas;
Daromad x oshib borishi bilan qimmatbaho buyumlarga ehtiyoj ham o'sib boradi va 

yuqoridan chegaralanmagan.

Nazorat savollari
1. Funksiyaga tushunchasiga ta 'r if bering.
2. Chiziqli funksiyalar grafiklariga ta 'rif.
3. Darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va logorifmik funksiyalarga ta 'r if bering.
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Elementar funksiyalar, ularning aniqlanish va 
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Funksiyaning hosilasi. Hosilani hisoblashning 
sodda qoidalari

Tayanch iboralar: Elementar funksiyalar. Funksiyaning aniqlanish va o'zgarish sohalari. 
Funksiyaning o'sishi va kamayishi. Funksiyaning maksimumi va minimumi. Hosila. Funksiya 
differensiali.

Funksiyaning hosilasi
Aytaylik, y  = j\ x )  funksiya (<7,6) da berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning orttirmasi

4v = / ( * o +A* ) - / ( * o )  
ni argument orttirmasi A r  ga bo'lib,

Ay
Ax

nisbatni qaraymiz1.
Agar

l i m di n/ ^
av-xi Ax At->0 Ax

mavjud bo'lsa, bu lim it y  =  f { x ) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi va y  yoki 

/ ’ ( xq)  kabi belgilanadi:

lim  — —
A)

ft/itsol. FHosila ta'rifidan foydalanib ushbu

Urn - £  =  /  =  / ' ( * „ ) .  
Ax

2x +  l 
y ~ 3x  + l

funksiyaning hosilasi topilsin.
Ay

Funksiya argumenti x  ga Ax orttirm a berib funksiya orttirmasi Ay hamda —̂  ni
Ax

topamiz:
2 (x  +  A x ) +  l 2 x  +  l _  Ax

^ 3 (x  +  A x ) +  l 3x  +  l [ 3 ( *  +  A x) +  lJ (3 x  +  l)

unda

1 Jabborov N.M. Oliy matematika va uning ta tb iq la riga  doir masalalar to 'p lam i. 1-qlsm, 2014. -  B. 181.



Ay
Ax

Ax

[3  (x  + Ac) +  l ] ( 3 x  + 1)

bo'ladi.
Keyingi tenglikda A x  —> 0 da limitga o'tsak, unda

_______ 1
Ar->o Ay ax->o [̂ 3 (x  +  Ax) + 1] (3x +1)

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
1

y  =  -
(3x + l )2

bo 'lad i.►

(3x + l ) 2

Funksiyaning x 0 nuqtadagi o 'ng va chap hosilalari

Ushbu l im  — , l im  —
Ar—>0+0 /\ y  Ax-» 0 -0  /\ y

lim itlar mavjud bo'lsa, ular mos ravishda . / ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng va chap 

hosilalari deyiladi23:

/ ' ( x o + 0 )=  lim —  , / ' ( x o - 0 ) =  lim — .
V 0 > a.M o+o A x  V ’  ^ - » o - o A x

2-M isol. Ushbu 4
y  = f ( x )  = \x\ 

funksiyaning x0 =  0 nuqtadagi o'ng va chap hosilalari topilsin.
«IRavshanki, —

A /(0 )  = / ( 0  + Ax) - / ( 0 )  = |Ax|
bo'lib,

A /(0 )  = |Ax|
Ax Ax

bo'ladi. Limitga o 'tib  topamiz:

lim ,im Ax = 1#
Ax—>0+0 /\y  Ar—>0+0 \ x

A /(0 )  -A x  , 
lim Um ------= -1 .

Ax—>0-0 A X  Ax—>0-0 A X

Demak, berilgan funksiyaning x0 =  0 nuqtadagi o'ng hosilasi

/ ' ( 0  +  0 ) =  l
chap hosilasi

/ ' ( 0 —0 ) = —1
b o 'la d i.^

Eslatma. Yuqorida qaralgan f  ( x )  =  |x| funksiya X =  0 nuqtada hosilaga ega bo'lmaydi4.

2 Jabborov N.M. O liy m atematika va uning tatbiqlariga do ir masalalar to 'p lam i. 1-qlsm, 2014. -  B. 182.
3 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 102.
4 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 103.



Hosilaning geometrik va mexanik ma'nolari

y  =  f ( x )  funksiyaning x 0 nuqtadagi f ' ( x 0) hosilasi bu funksiyasi grafigiga ( x ^ y , , )  

nuqtada o'tkazilgan urinmaning (to 'g 'ri chziqning) burchak koeffitsentini ifodalaydi. Urinma va 
normal tenglamalari mos ravishda ushbu

У =  У0 + Г { х й) ( х - х а) ,  (1)

у ‘ л - Ж ) ( х - х° )12 '
ko'rinishda bo'ladi.
Moddiy nuqta harakati qonuni ushbu ,s =  ,s (/) funksiya bilan berilganda (bunda s -  

o'tilgan yo'l, /-vaq t) funksiyaning /„nuqtadagi ^ '( / 0)  hosilasi t0 momentdagi xarakat tezligini 

ifodalaydi5.
Misoi. Ushbu

y  = 2x2 - 6 x  + 3

parabolaga M 0( l ; l )  nuqtada o'tkazilgan urinma va normalning tenglamasi topilsin.

-4Bu tenglamalarni topishda yuqoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanamiz. Bu holda 
/ ( x )  = 2x 2 - 6 x  + 3, x 0 = 1, y 0 = —1, / ' ( x 0)  = / ' ( l )

Bo'ladi. Hosila ta'rifidan foydalanib _ /~ '(l) ni topamiz.

/ ' ( 1) l im / ( 1 + Ax) ~ / ( 1) . i im 2( 1 + A^)2- 6 - (1 + A^ )  + 3 - ( 2 - 1- 6 -1 + 3)
Дх->0 Ду Л*->(> Дx

= lim  - = lim  (2Ах -  2) =  -2 .
Дх-»0 Дд- Дх->0 7

Demak, izlanayotgan urinmaning tenglamasi

у —( —1 ) = —2 ( x  — l ) ,  ya'ni 2 x  +  j '  —1 =  0, 

normalning tenglamasi esa

y+\ = ̂ (x -\ ) ,  ya'ni x  -  2_y -  3 =  0

bo'ladi. ►
g t 2

Wlisol. Bo'shliqda erkin tushayotgan jism S =  ——  qonun bo'yicha harakatlanadi, bunda

g ^ g ~ 9 8 0 CJy /  erkin tushayotgan jismning tezlanishi. t =  l0ceK  da harakat tezligi 

topilsin.
-«(Ravshanki, bu masala S "(lO ) ni topish bilan hal bo'ladi.

Hosila ta'rifiga ko'ra

S ! « ± ^ k S ! ä
-̂>0 At

bo'ladi. Bu tenglikdagi limitni hisoblaymiz:

S(iO+&t)-S(lO) -g-(lO  + to) 10' д /.(20 + Л/) g
hm—----------------- -— - = U m ---------------------------------= — lim------ ----------- -  = — -20 = 10g.
д*—»o Д / a i Д / 2 äHO Ы. 2

Demak, harakatning /  =  10 сек  momentdagi tezligi

3 Jabborov N.M. Oliy matematika va uning tatbiqlariga doir masalalar to 'p lam i. 1-qlsm, 2014. -  B. 183.



S'(lO ) = 10-g«10ceK-980-^ = 9800—  = 98M/  , 
cex ce K  '  ce ‘

bo'ladi. ►

Hosila hisoblashning sodda qoidalari
Hosila hisoblashning sodda qoidalarini keltiramiz.
Aytaylik, f ( x )  va _§■(*) funksiyalar ( a ,b ) da berilgan bo'lib, nuqtada

f '  ( x )  va g ’ ( x )  hosilalarga ega bo'lsin6. U holda:

1) y  =  c -  / ( x )  bo'lsa, y ' =  c - f ' ( x )  bo'ladi, c  —const;

2) y  =  f ( x ) ± g ( x )  bo'lsa, y ' =  ( f ( x ) ± g ( x ) )  = f ' ( x ) ± g ' ( x )  bo'ladi;

3) y  =  f ( x ) - g ( x )  bo'lsa, y ' = ( f ( x ) - g ( x ) )  =  f ' ( x ) - g ( x ) ± f ( x ) - g ' ( x ) 

bo'ladi;

f ( x )  /  /  \  \  f ' ( x ) - g ( x ) - f ( x ) - g ' ( x )
4) y  =  ~ - x ,  ( g ( x ) *  0 )  bo'lsa, y  =  ^ - 1 .- /  J  L J . S \ ..I  bo'ladi;

g \ x ) g  ( x )

5) u — (p {x )  va y  =  f ( u )  lar yordamida tuzilgan y  =  / ^ $ > ( x ) )  funksiyaning hosilasi 

y  =  / ' ( « ) '  u'(x )  =  f ' {< p {x ) )  • <p'(x) bo'ladi;

6) Agar y  =  f ( x )  funksiyaga nisbatan teskari funksiya x  5= (p [y )  bo'lsa,

<7/ (  y )  =-=—~—— bo'ladi;

/r(X)
Ko'pincha hosilalarni hisoblashda quyida keltirilgan jadvaldan foydalanish mumkin:

1) ( * “ ) = a ■ jc'm , (« “ )

2 ) ( a ' )  =  a * l n a ,  ( a " )  = a “ l n a - « '

3) (e*) = e x, (e") = e" ■ u'
' 1  ' 1

4) (lo g^ jc ) = —log0 e, ( lo g 0 « )  = —log  ae-u'

5) (tn jc ) = —, (In ;/ ) =  — u

6 ) ( s in * )  = cos.x, ( s in « )  = co s  u -u '

7) (c o s x )  =  —s in *, (co sw ) = - s in  u-u'

8 ) ( tgx)  = — V - ,  (tgu) = — ^— u
COS X cos ' u

9)  ( ctgx)  = — ( ctgu)  = — — u
sin" X sin" 11

10) (a rc s in * ) = -  ..(a rc s in « ) = -  *

c> Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 104.



1 * 4

11) (arccos x) = — . (arccosw)'= — , 1...
s/l—x 1 * 7 1 — и 2

12) (arc/gx)' = ——y ,  (arc/g«)’ 1
l  + x  1+M

13) (arcc/gx) = ------(arcctgu) = ------------- W -и'
1 + *  1 +  гГ

Miso!. Ushbu

y  = tgx + —
1 + x

funksiyaning hosilasi topilsin.
-^Yig'indinig hamda nisbatning hosilasini hisoblash qoidasidan hamda jadvaldan 

foydalanib topamiz:

1 (l + x )ex - e *  1 xex --------l- i -------L---------- = ---------- -̂---------
™  ■* ( l  +  Д:)“1 COS2 *  (1 +  x ) 2

Funksiya limiti
Biz sonli ketma-ketlik uchun oliy matematikaning poydevorida yotgan asosiy 

tushunchalaridan biri bo'lgan lim it tushunchasini kiritgan edik. Endi bu tushunchani funksiya 
uchun umumlashtiramiz.

Ta'rif: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy s>0 son ucKun unga bog'iiq shunday 8=8(s)>0 
son topilsinki, 0< Ix-a |<S shartni qanoatlantiruvchi har qanday xeD{f} va biror-A soni uchun 
I f(x)—AI <s tengsizlik o 'rin ii bo'lsa, A soni y=f(x) funksiyaning x->a bo'lgandagi lim iti deb 
ataladi.

Ta'rifdagi tasdiq
lim f ( x )  = A

ko'rinishda yoziladi. Misol sifatida,

lim x 2 = 9
x —>3

ekanligini ta 'r if bo'yicha ko'rsatamiz. Bu yerda x->3 bo'lgani uchun 2<x<4, ya'ni |x+3|<7 
deb olishimiz mumkin. Bu holda ixtiyoriy e>0 uchun

I /O )  -A \  =  \x2 -  9| =  \x +  3\\x -  3| <  7\x -  3| <  s 
tengsizlik o 'rin ii bo'lishi uchun |x —3| < s / 7 , ya'ni 5(s)=e/7 deb olish mumkin. Demak, lim it

ta'rifiga asosan, lim x 2 =  9 tenglik o 'rin ii bo'ladi.
x->3

Ta'rif: Agar har qanday katta N>0 son uchun shunday 5=8(N)>0 son mavjud bo'lsaki, 
0< I x—a I <S shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy xeD{f} uchun |f(x)|>N tengsizlik o'rinii bo'lsa, 
unda y=f(x) funksiya x->a (a-chekli son) bo'lganda cheksiz limitga (+<*> yoki -° ° )  ega deyiladi. 

Ta'rifdagi tasdiq lim f(x)=±a> ko'rinishda yoziladi.

Masalan,

lim — --------r- =  +œ



ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu yerda x->2 bo'lgani uchun l<x<3 deb olishimiz mumkin. 
Bu holda berilgan N>0 soni bo'yicha 8=8(N)>0 sonini quyidagicha aniqlaymiz:

1  1_________ _________ 1__________
(x3- 8 ) 2 ~ ( x - 2 ) 2(x2+2x + 4)2 > ( x - 2 ) 2(32 + 2-3 + 4)2 "" 

=    ->  N =^>(x-2)2 < —-— =>Ijc—2|< — \= = S(N) .
3610-2 ) 361N 1 1 19jN

Demak, ta 'rifga asosan, yuqoridagi lim it cheksiz bo'ladi.
Ta'rif: Agar har qanday kichik e>0 soni uchun shunday katta M=M(e)>0 son mavjud 

bo'lsaki, Ix j>M  shartni qanoatlantiruvchi barcha xsD{f} va biror chekli A soni uchun |f(x)-A |<e 
tengsizlik o 'rin li bo'lsa, y=f(x) funksiya x-»±co bo'lganda chekli limitga ega deyiladi.

Bu tasdiq l im  f(x)=A ko'rinishda yoziladi.

Masalan,

l i m ± ± I  =  l
* - > o o  x

ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy kichik s>0 uchun
X + l  J 1 ] 1 1

— — <  s  => be >  —
X X s

- M {e ) ,

ya'ni M(e)=s_1 deb olishimiz mumkin. Bu yerdan, ta'rifga asosan, yuqoridagi lim it qiymati 
haqiqatan ham birga teng ekanligi kelib chiqadi.

Ta'rif: Agar har qanday katta N>0 soni uchun shunday l\^l=M(N) son mavjud bo'lsaki, 
IxI>M  shartni qanoatlantiruvchi barcha xsD{f} uchun |f(x)|>N tengsizlik o 'rin li bo'lsa, y=f(x) 
funksiya x->±°o bo'lganda cheksiz limitga ega deyiladi,

Ta'rifdagi tasdiq l im  f(x)=±co ko'rinishda yoziladi.
.r —> ± c o

Masalan, ta 'rifdan foydalanib, lim  x3=±°o, lim  x2=+oo ekanligini ko'rsatish mumkin.
JC-»±CO X-»±CO

Teorema: Agar x-»a bo'lganda y=f(x) funksiya lim iti mavjud bo'lsa, u holda bu lim it 
yagona bo'ladi.

Isbot: Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni y=f(x) funksiya x-»a bo'lganda ikkita A va B limitlarga 
ega bo'lsin. Unda, lim it ta 'rifiga ko'ra, har qanday kichik s>0 son uchun shunday 8i=8i(e)>0 va 
82=82(s)>0 sonlar topiladiki, 0< |x -a  |<8i  va

0< Ix—a I<82 shartlarda |f(x) —A|<s/2 va |f(x) —B | <s/2 tengsizliklar bajariladi. Agar 
8=min(8 i, 82) deb olsak, unda 0< |x-a |<5 bo'lganda yuqoridagi ikkala tengsizlik ham bajariladi va 
shu sababli, absolut qiymat xossalariga asosan,

\A-B\ =  \ A - fix ') +  f i x )  -  ß | <  I/ 0 )  -A \ +  I / O )  -  B\ <  e/2 +  e/2 =  £
tengsizlik o 'rin li bo'ladi. Bu yerda e>0 ixtiyoriy kichik son bo'lganidan va A, B sonlar x ga 

bog'liq emasligidan |A -B |=0, ya'ni A=B ekanligi kelib chiqadi. Demak funksiya lim iti mavjud 
bo'lsa, u faqat yagona bo'ladi.

Ba'zi hollarda funksiyaning chap va o'ng lim iti tushunchalari kerak bo'ladi.
Ta'rif: y=f(x) funksiyaning argumenti x qandaydir chekli a soniga faqat chap (x<a) yoki o'ng 

(x>a) tomondan yaqinlashib borganda (x->a-0  yoki x->a+0 kabi belgilanadi) funksiya lim iti biror 
A i yoki A2 sonidan iborat bo'lsa, bu sonlar funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o 'ng lim iti deb 
ataladi.

y=f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o'ng limiti
lim f ( x )  = f ( a - 0) yoki lim f ( x )  = f ( a  + 0)

x-+a-0 x-¥a+0
kabi belgilanadi. Masalan, signum funksiya deb ataladigan ushbu



l^**J

Г 1, jc > о
sgn(.r) = |  0 ,jf = О (3)

[ -  I,jc< О
funksiya uchun x=0 nuqtadagi chap va o'ng lim itlar mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

sgn(0 - 0) =  lim sgn(x) = lim (—1) =  —1,
*->o-o x->0-0

sgn(0 +  0) = lim sgn(x) =  lim 1 =  1.
*->0+0 Jt—>0+0

Teorema: Biror a nuqtada y=f(x) funksiya x->a bo'lganda chekli A limitga ega bo'lishi 
uchun uning shu a nuqtadagi chap va o'ng lim itlari o'zaro teng va f(a-0)= f(a+0)=A shart 
bajarilishi zarur va yetarlidir.

Teoremaning isboti bevosita yuqorida ko'rib o'tilgan lim it ta'riflaridan kelib chiqadi va 
o'quvchiga havola etiladi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, funksiya lim iti har doim ham mavjud bo'lavermaydi. 
Masalan, y=sgn(x) funksiya x—»0 bo'lganda limitga ega emas, chunki bu holda

sgn (0 — 0)  =  —1 va sgn (0 ±  0) =  1 bo'lib, sgn (0 — 0) =£ sgn ( 0 ±  0).

Cheksiz kichik m iqdorlar va ularning xossalari
Limitlarga doir turli tasdiqlami isbotlashda cheksiz kichik m iqdor va ularning xossalari 

muhim ahamiyatga ega.
Ta'rif: Agar a(x) funksiya uchun

lim a (x ) = 0
j :—>a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x-»a (a—ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son) bo'lganda 
cheksiz kichik m iqdor deb ata ladi.

Masalan, a(x)=x2 funksiya x->0, a(x)=(x-3)2 funksiya x->3 va a(x)=x~2 funksiya x->±°° 
bo'lganda cheksiz kichik miqdor bo'ladi.

Teorema: Agar x—>a bo'lganda a(x) va P(x) cheksiz kichik miqdorlar bo'lib, f(x) esa 
ixtiyoriy chegaralangan funksiya bo'lsa, u holda x->a bo’ lganda a (x ) ±  /?(x), a W  • 
/?(*)> f ( x )  ■ a(x), Ca(x) (C =  conct, ya’ni o'zgarmas son) funksiyalar ham cheksiz kichik 
miqdorlar bo'ladi.

Isbot: x-»a bo'lganda a(x) va (3(x) cheksiz kichik miqdorlar, ya'ni 
lim a (x )  = 0 , lim /3(x) = 0
лг->а x-+a

bo'lgani uchun, lim it ta'rifiga asosan, ixtiyoriy kichik e>0 soni uchun shunday 5>0 soni 
topiladiki, 0<|x-a |<5 shartda | a(x) | <s/2, |P(x)|<e/2 tengsizliklar bir paytda

o'rin li bo'ladi. Agar |f(x)|<M  (M -b iro r chekli son) bo'lsa, unda 0<|x-a|<5 shartda 
|a (z )  ±P(x)\ <  |a (z ) | +  |/?0 ) l <  0 / 2) =  £,

|aQc) ■ p(x)\ =  |a (x )| ■ |/?(x)| <  (e /2 ) • (e/2) =  e2/4 ,
1 f ( x )  ■ a(x)\ =  |f(x)\ ■ \a(x)\ <  \M\e/2, \Ca(x)\ = \C\ ■ \a(x)\ <  |С |г /2  

tengsizliklar o 'rin li bo'ladi. Bu tengsizliklar va funksiya limiti ta'rifiga asosan 
lim [a (x ) ±  /?(x)] = 0 , lim [a(x) ■ /3(x)] = 0 ,
x —>a x —>a

lim [ / (x) • a(x)\ = 0 , lim C a(x)  = 0
x ->a x-ю

natijalarni olamiz. Bu yerdan, cheksiz kichik miqdor ta'rifiga asosan, teorema isboti kelib 
chiqadi.

Natlja: Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlarning algebraik yig'indisi, ko'paytmasi yana 
cheksiz kichik miqdordan iborat bo'ladi.

Bu natijaning isboti oldingi teoremani bir necha marta qo'llash orqali keltirib chiqariladi.



Izoh: Agar x-»a bo'lganda a(x) va ß(x) cheksiz kichik miqdorlar bo'lsa, unda ularning 
nisbati a(x)/ß(x) cheksiz kichik miqdor bo'lishi shart emas.

Masalan, x-»0 bo'lganda a(x)=Axn va ß(x)= Bxm (n,m-natural, A,B- noldan farqli ixtiyoriy 
haqiqiy sonlar) cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi va

10 , n > m ;

A/B, n = m ;

± 00, n<m .
Bu yerdan ko'rinadiki, yuqoridagi misolda a(x)/ß(x) nisbat faqat n>m bo'lganda cheksiz 

kichik m iqdor bo'ladi.
Ta'rif: x—>a bo'lganda a(x) va ß(x) cheksiz kichik miqdorlar va

lim  ^  = A 
x->a ß (x )

bo'lsin. Bunda A=0 bo'lsa, a(x) x-»a bo'lganda ß(x) ga nisbatan yuqori ta rtib li cheksiz 
kichik m iqdor deyiladi va <x(x)=o(ß(x)) kabi belgilanadi. Agar A*0 va chekli son bo'lsa, unda a(x) 
va ß(x) b ir xil ta rtib li cheksiz kichik m iqdorlar deyiladi va a(x)=0(ß(x)) kabi belgilanadi. 
Jumladan A=1 bo'lsa a(x) va ß(x) ekvivalent cheksiz kichik m iqdorlar deyiladi va ct(x)~ß(x) kabi 
belgilanadi. Agar A=±°° bo'lsa, a(x) x->a bo'lganda ß(x) ga nisbatan quyi ta rtib li cheksiz kichik 
m iqdor deyiladi va ß(x)=o(a(x)) kabi belgilanadi.

Cheksiz katta m iqdorlar
Endi cheksiz katta m iqdor tushunchasi va uning xossalari bilan tanishamiz.
Ta'rif: Agar f(x) funksiya uchun

lim  / (x )  =  ±00 
x—>a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x—>a (a-ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son) bo'lganda 
cheksiz katta m iqdor deb ataladi.

Masalan, f(x)=tgx funksiya x->n/2, f(x )= (x -l)-3 funksiya x—>1 va f(x)=x2 funksiya x - » ± tc 

bo'lganda cheksiz katta m iqdor bo'ladi.
Teorema: Agar f(x) va g(x) funksiyalar x->a bo'lganda cheksiz katta miqdorlar bo'lsa, unda 

x->a shartda quyidagi tasdiqlar o 'rinlidir:
1) 1/ 0 )1  +  1,0 0 )1  va f ( x )  ■ g (x )  cheksiz katta miqdor bo'ladi;
2) Agar lim  h {x ) =£ 0 bo'lsa, unda f(x)-h(x) va f(x)/h(x) cheksiz katta miqdor bo'ladi;

x^a
3) Ixtiyoriy C o'zgarmas soni va chegaralangan cj>(x) funksiya uchun Cf(x) va (p(x)f(x) 

funksiyalar cheksiz katta m iqdor bo'ladi.
Teoremaning isboti bevosita ta'rifdan kelib chiqadi va uning ustida to 'xta lib o'tirmaymiz.
izoh: Yuqoridagi teorema shartlarida |f(x ) |- |g (x )| va f(x)/g(x) funksiyalar cheksiz katta 

m iqdor bo'lishi shart emas. Bu funksiyalar x->a bo'lganda mos ravishda va
ko'rinishdagi aniqmasliklar deyiladi va ular kelgusida (Vill bob, §6) to 'liqroq ko'rib chiqiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik miqdorlar orasidagi bog'lanish quyidagi teorema orqali 
ifodalanadi.

Teorema: Agar f(x) funksiya x->a bo'lganda cheksiz katta miqdor bo'lsa, unda shu holda 
l/ f(x )  funksiya cheksiz kichik m iqdor bo'ladi. Aksincha, agar a(x) funksiya x->a bo'lganda cheksiz 
kichik m iqdor bo'lsa, unda shu holda l/a (x ) funksiya cheksiz katta miqdor bo'ladi.

Bu teoremani ham isbotsiz qabul etamiz. Masalan, f(x )= (x -l)-3 funksiya x -> l bo'lganda 
cheksiz katta miqdor, a (x )= l/f(x )= (x -l)3 funksiya esa x -» l bo'lganda cheksiz kichik miqdor 
bo'ladi. Shu sababli kelgusida biz asosan cheksiz kichik miqdorlar bilan ish ko'ramiz.



Funksiya lim itin i hisoblash qoidalari
Funksiya lim itini uning ta 'rifi bo'yicha hisoblash har doim ham oson emas. Shu sababli 

funksiya lim iti asosan uni hisoblash qoidalari yordamida topiladi.
Lemma: y=f(x) funksiya x->a bo'lganda chekli A limitga ega bo'lishi uchun uni f(x)=A+a(x) 

ko'rinishda bo'lishi zarur va yetarli. Bunda a(x) funksiya x->a bo'lganda biror cheksiz kichik 
miqdorni ifodalaydi.

Lemma isboti lim it va cheksiz kichik miqdor ta'riflaridan kelib chiqadi.
Asosiy teorema: Agar x—>a bo'lganda f(x) va g(x) funksiyalar chekli A va B limitlarga ega 

bo'lsa, unda
Km [ / ( • * ) ± £ ( * ) ]=  lim  f ( x ) ±  lim g{x) = A ± B  (4)

lim Cf(x) =  C  lim  f i x )  = CA (C=const.) (5)
x—>a x—>a

lim / ( x)g (x ) =  lim f ( x )  • lim g(x) = A B  (6)
x —>a x—>a

va, agar l im  g(x)=B^O bo'lsa,
x->a

g (x )  lim g(x) B
x—>a

tengliklar o'rinlidir.
Isbot: Teorema shartlari va lemmaga asosan f(x)=A+a(x), g(x)=B+p(x) tengliklami yoza 

olamiz. Bu yerda a(x) va p(x) funksiyalar x->a bo'lganda cheksiz kichik miqdorlardir. Bu 
tengliklardan foydalanib

f i x )  ±  g (x )  =  [A +  a ix ) ]  ±  [B ±  Pix) ]  = (A ± B ) + [a (x )±  p (x)]
natijani olamiz. Cheksiz kichik miqdorlar xossasiga asosan bu yerda y(x)=a(x) ±p(x) 

funksiya x-»a bo'lganda cheksiz kichik miqdor bo'ladi. Bu holda yuqoridagi tenglikdan va 
lemmaga asosan

lim [ / (x )  ±  g (x )] = A ±  B =  lim f i x )  ±  lim g (x )
x->a x->a x—>a

tenglik o 'rin li ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
Teoremadagi qolgan tengliklar ham shu tarzda isbotlanadi.
Asosiy teoremada keltirilgan lim it hisoblash qoidalari va f(x)=C (C-const) o'zgarmas 

funksiyaning lim iti shu sonni o'ziga teng bo'lishidan foydalanib, murakkabroq limitlarni 
soddaroq limitlarga keltirish orqali hisoblash mumkin.

Masalan,
lim x 2ex =  lim x 2 -l im e x = l - e  =  e ,  lim (x 2 + e JC) =  lim jc2 +  lim e ’t = l  +  e ,
X —>1 X —>1 X —»1 X —>1 J t-» 1  JC-»1

lim e’  g  ? t - 3  3 3
lim -r- = -£=!!—- = — - e ,  Jim r z — £ =  l im ( 2 - —) =  lim 2 -lim  — =  2 -  0 = 2 . 

x  lim x  1 x x x*-»1

Funksiya lim itining mavjudlik shartlari
Yuqorida ko'rsatilganidek, funksiya har doim ham limitga ega bo'lavermaydi. Shu sababli 

funksiya lim itini hisoblashdan oldin uning mavjudligini tekshirib ko'rishga to 'g 'ri keladi. Oldin bu 
savolga chap va o'ng lim itlar orqali (2-teoremaga qarang) javob berilgan edi. Endi bu savol 
bo'yicha quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

Teorema: Agar x=a nuqtaning biror atrofida (p(x)<f(x)<v|/(x) qo'sh tengsizlik o'rinli bo'lib, 
x->a bo'lganda tp(x) va v|/(x) funksiyalarining chekli lim itlari mavjud va

lim <p(x) = lim 'Vix) = A



shart bajarilsa, u holda x->a bo'lganda f(x) funksiya uchun ham chekli lim it mavjud bo'lib, 
lim  f ( x )  = A munosabat o 'rin li bo'ladi.

x -> a

Masalan, barcha x*0 uchun
1 sin x  1 ,  1 . .. 1 sin *  „

— r- <  — t— < — , lim (— - )  = hm —  =  0 => lim — —  =  0 •
X X X X x-KB x z

Teorema: Agarda x=a nuqtaning biror atrofida y=f(x) funksiya o'suvchi (yoki kamayuvchi) 
bo'lib, yuqoridan (yoki quyidan) biror M (yoki m) soni bilan chegaralangan bo'lsa, u holda bu 
funksiya x—>a bo'lganda limitga ega va bu lim it uchun

lim f ( x )< M  (yok i lim f (x )> m )
x -± a  x —

munosabatlar o 'rin li bo'ladi.
Masalan, x> l bo'lganda

„  ,  2.x:4 + 3x2 „  . 3
/ ( * )  = -------4----- = 2 + -T

X X
funksiya kamayuvchi va quyidan m=2 soni bilan chegaralangan. Bu yerda

lim f(x )=  lim (2 + -^-) = 2
>oo x —>oo %

bo'lib, teorema tasdig'i o 'rinlidir.

Ajoyib lim itlar
Turli funksiyalarning lim itini hisoblashda quyidagi tengliklardan foydalanish mumkin: 

I i m ^ ^  = l (I), lim f 1 + —1 = l im f l  + - )  =e = 2,718281.... (»)-
jc->0 X x->±x>\ X J n-*x\ n

|iraJn (l+£x) a(lll), ljm£^ l  = Jna (IV),

A->0 X x->0 X

lim ( l + JC)g - l = a (V).
x->0 X

Bu tengliklar matematikada ajoyib lim itla r deb ataladi va ularning isboti keyinchalik 
beriladi.

Funksiya lim itin ing  b ir iqtisodiy ta tb ig 'i. Endi funksiya limiti tushunchasini bir iqtisodiy 
masalani yechish uchun tatbiq etamiz.

Bankka yillik R foiz ustama to'lash sharti bilan omonatga qo'yilgan jamg'armaning 
boshlang'ich qiymati ao bo'lsa, ustama n-marta hisoblangandan keyin uning qiymati 

an — (1 +  i)na0, n =  1, 2,3,...
formula bilan topilishi ko'rsatilgan edi. Bunda i=R/k bo'lib, k-yillik R foiz ustama 

jamg'armaga yil davomida necha martada hisoblanishini ifodalaydi.
Endi bank jamg'armaga R foiz ustamani yil davomida uzluksiz ravishda hisoblab borganda, 

jamg'arma qiymati qanday aniqlanishini ko 'rib chiqamiz. Bu holda k -> “  bo'ladi va har qanday 
k uchun t=n /k omonatga jamg'arma qo'yilgandan keyin o'tgan yillar sonini ifodalaydi. Bu holda 
yuqoridagi a„ uchun formula va (II) ajoyib lim it yordamida quyidagi natijani olamiz:

R I R ~
a, =  lim an = lim (1 + i)"ao = ao 0  H— )" = ao l‘m 10  + — )R

k —> oc  k—*ao  k —>co /c k —too k

R-
k

R . i f  I.. .. I . ’ *-~a0\ lim (1 + —)«  > = a 0< lim (1 + —)*  ̂ =a0e
I k —>oo K I x >co X

Rt



Bu yerda k/R = x , k —>o o = > x —>co ekanligidan foydalanilgan. Demak, jamg'armaga 
bankning yillik R foiz ustamasi uzluksiz tarzda hisoblab borilsa, uning t  yildan keyingi qiymati 
at=a0eRt formula bilan aniqlanadi va ko'rsatkichli funksiya orqali ifodalanadi.

Funksiyaning differinsiali
Agar / ( x )  funksiya x e . (a ,b )  nuqtada chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo'lsa, u shu 

nuqtada differensiallanuvchi funksiya deyiladi.
Aytaylik, y  = f{x^j funksiya x  nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. Unda bu funksiya 

ortirmasi
Ay =  / ( x + A x ) - / ( x )  (8)

ni quyidagicha yozish mumkin:
Ay = f ' ( x ) - A x  + a -A x

bunda A x —>0da a 0 7.
(8) munosabatdagi f ' ( x ) - A x  ifoda y  =  /(x )fu n ks iya n in g  differensiali deyiladi va dy 

yoki d f ( x )  kabi yoziladi:

dy = y' ■ Ax (Ax = dx), dy =  y' -dx
Funksiya differensiali urinma orttirmasi bo'ladi. Bu differensialning geometrik ma'nosidir 

(5.1-shakl).

Funksiya differensialining asosiy xossalari
Differensial hisob oliy matematikaning eng asosiy va eng kuchli, samarali usullaridan biri 

bo'lib hisoblanadi. Matematik tahlilning bu bo'limi nisbatan yosh bo'lib, uning dastlabki 
kurtaklari XVII asrda Ferma, Paskal, Dekart kabi matematiklarning ishlarida shakllangan va XVIII 
asrda buyuk ingliz olimi Nyuton (1642-1727) va mashhur olmon matematigi Leybnits (1646- 
1716) tomonidan unga asos solingan va tu rli masalalarni yechish uchun keng qo'llanilgan.

Hosila tushunchasiga olib keladigan amaliy masalalar. Differensial hisob asosida funksiya 
hosilasi tushunchasi yotadi va u tarixan quyidagi amaliy masalalarni yechish jarayonida paydo 
bo'lgan.

❖ Oniy tezlik masalasi. Bizga ma'lumki, to 'g 'ri chiziq bo'yicha tekis harakat qilayotgan 
moddiy nuqtaning ixtiyoriy t  vaqtdagi tezligi v(t)=vo=const, ya'ni o'zgarmas bo'ladi. Bunda 
harakat boshlangandan keyin t  vaqt o'tgach nuqtaning bosib o'tgan masofasi S(t)=vt funksiya

7 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 105.



bilan aniqlanadi va harakat tenglamasi deb ataladi. Endi bu nuqta to 'g 'ri chiziq bo'yicha notekis 
harakatda bo'lgan holni qaraymiz. Bu holda moddiy nuqtaningtezligi t vaqt o'tishi bilan o'zgarib 
boradi va biror v=v(t) funksiyani hosil qiladi. Moddiy nuqtaning t vaqt momentidagi tezligi oniy 
tezlik deb ataladi. Biz notekis harakat tenglamasi S=S(t) ma'lum bo'lgan taqdirda moddiy 
nuqtaning biror t 0 vaqtdagi Vo=v(to) oniy tezligini topish masalasini qaraymiz. Buning uchun 
ikkinchi bir t= t0+At vaqtni qaraymiz. Unda moddiy nuqtaning ko'rilayotgan ( t0, t)  =  
(t0, t0 +  A t)  vaqt oralig'ida bosib o'tgan masofasi

S(t) -  S(t0) =  S(t0 + At) -  5 ( t0) =  AS,
ya'ni harakat tenglamasini ifodalovchi S=S(t) funksiyaning orttirmasiga teng bo'ladi. Agar 

notekis harakatdagi moddiy nuqtaning bu vaqt oralig'idagi o'rtacha tezligini v(A?)deb 

belgilasak, uning qiymati v(At)  =  AS/At formula bilan aniqlanadi. Bu holda v(to) oniy tezlik 
v (A / )  o'rtacha tezlikning t->to , ya'ni At->0 bo'lgandagi limiti kabi aniqlanadi. Demak, notekis 
harakatda v(to) oniy tezlik

v(t0) =  lim v (A /)=  üm —  (9) 
д/->о At-*о At

lim itn i hisoblash orqali topiladi.
❖  Urinma masalasi. Dastlab tekislikdagi berilgan L chiziqning M D(xo, yo) nuqtasiga 

o'tkazilgan urinma tushunchasini kiritamiz.
Berilgan L chiziqda yotuvchi ikkita Mo va M i nuqtalarni tutashtiruvchi M0M 1 kesma vatar 

deb ataladi (5.2-shakl).

Bu vatar yotgan to 'g 'r i chiziq Mo nuqtadan o'tgani uchun uning tenglamasi (9)

\ш \\_ У\-Уо _ 4 у  
INM01 xl - x 0 Ax 

ko'rinishda bo'ladi.

У-Уо - k ( x - x 0), к = tga =

Ta'rif: Agar L chiziqning M 0M 1 vatari yotgan I to 'g 'ri chiziq M i nuqta L chiziq bo'ylab Mo 
nuqtaga cheksiz yaqinlashib borganda (Mi->Mo) biror lo to 'g 'ri chiziqqa cheksiz yaqinlashib 
borsa (l->lo), unda lo berilgan L chiziqning Mo nuqtadagi urinmasi deyiladi.

Egri chiziqning M0(x0, yo) nuqtadagi urinmasi shu nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziq bo'lgani 
uchun (5.3-shakl) uning ham tenglamasi vatar tenglamasi singari y-yo=ko(x-xo) ko'rinishda



bo'ladi. Bu tenglamadagi ko burchak koeffitsiyentini topish uchun L chiziq tenglamasini 
ifodalovchi y=cj)(x) funksiya berilgan deb hisoblaymiz. Urinma ta'rifiga asosan 

—> M 0 => Xj —> x0 , y x —> y 0 => Ax —> 0 , Ay —> 0 

bo'lgani uchun M0M 1 vatarning k burchak koeffitsiyenti uchun yuqorida keltirilgan 
formulaga asosan

k0 =  lim k =  lim tga=  Iim —  =  lim —  (10)
Ml ->M0 ->A/ 0 A*->0 Ax Ax—>G Ax

natijani olamiz.

❖  Mehnat unumdorligi masalasi. Ishchining ish kuni davomidagi mehnat unumdorligi 
o'zgaruvchi miqdor bo'ladi. Ertalab ish kuni boshlangach, ma'lum bir paytgacha u ishga kirishish 
jarayonida bo'lib, bu davrda uning mehnat unumdorligi oshib boradi. So'ngra ma'lum bir vaqt 
davomida ishchi deyarli bir xil mehnat unumdorligi bilan ishini davom ettiradi. Ish kuni oxiriga 
yaqinlashgan sari toliqish natijasida ishchining mehnat unumdorligi pasayib boradi. Shunday 
qilib, ish kuni davomida t  vaqt o'zgarib borishi bilan ishchining mehnat unumdorligi biror z=z(t) 
funksiya orqali ifodalanadi. Uni topish uchun ishchining ish kuni boshlangandan keyin t  vaqt 
o'tgach ishlab chiqargan mahsulot hajmini ifodalovchi h=h(t) funksiya ma'lum deb olamiz. Bu 
funksiya yordamida ishchining t=to vaqtdagi z0=z(to) mehnat unumdorligini topamiz. Bu 
maqsadda ish kunining t0 va tt =  t0 +  At vaqt oralig'ini qaraymiz. Bu vaqt oralig'ida ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmi h(t0 +  A t) — f t ( t0) =  Ah kabi aniqlanadi. U holda uzunligi At 
bo'lgan bu vaqt oralig'idagi ishchining o'rtacha mehnat unumdorligi z(A t)  =  Ah/At nisbat 
orqali aniqlanadi. Bu yerdan ishchining t=to vaqtdagi zo=z(to) mehnat unumdorligini topish 
uchun At-»0 deb olishimiz kerak va natijada

A h
z(Ja)= lim z (A t)-  lim —  (11) 

u dt—>o M A /
formulaga ega bo'lamiz.
Bu uchala masala mazmunan turlicha bo'lsa ham, ularni yechish bir xil matematik usulda 

amalga oshirilganligi va bu yechimlar (9 )-( ll)  formulalar orqali bir xil ko'rinishida 
ifodalanganligini ta'kidlab o'tamiz.



Hosila ta 'r if i va uning amaliy ma'nolari
Yuqoridagi masalalarni yechish uchun amalga oshirilgan ishlarni umumiy holda qaraymiz. 

Bizga biror y=f(x) funksiya berilgan. Bu funksiyaning aniqlanish sohasiga kiruvchi xo va x=xo+Ax 
argument qiymatlarini qaraymiz, ya'ni xo nuqtada argumentga Ax orttirma beramiz. 
Argumentning bu Ax orttirmasiga mos keluvchi y=f(x) funksiyaning Ay =  A /  =  f ( x 0 + Ax') — 
/ ( x 0)  orttirmasini topamiz. So'ngra A f funksiya orttirmasining Ax argument orttirmasiga 
nisbatini Ax->0 holdagi lim itini hisoblaymiz.

Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiyaning A f orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbati 
A x-K ) bo'lganda chekli limitga ega bo'lsa, bu lim it qiymati funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi 
deb ataladi.

Berilgan y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi f  '(xo) yoki y'(x0) kabi belgilanadi va, 
ta rifg a  asosan,

/ ' ( * „ )  =  lim —  =  lim (12)
Ax->o Ax Aa >o A x

tenglik orqali aniqlanadi.
Misol sifatida f(x)=x2 funksiya hosilasini uning ta'rifiga asosan topamiz:

A /  =  / ( x  + Ax) — /(x )  =  (x + Ax)2 — x2 = 2xAx + (Ax)2 =>

/ ' ( x )  = lim —  =  lim (2x + Ax) = 2x
Ax—»0 Ax-»0

Demak, (x2)'=2x. Shunday tarzda x '= l va (x3)'=3x2 ekanligini ko'rsatish mumkin.
Oldin ko'rilgan masalalarning javoblarini kiritilgan hosila tushunchasi orqali ifodalaymiz. 

Harakat tenglamasi S=S(t) funksiya bilan ifodalanadigan notekis hafakatda to vaqtdagi oniy tezlik 
uchun topilgan (9) natijadan

AS
v(t0)=  lim —  = S'(t0) (13)

A/->0 At
formulani hosil qilamiz.
Demak, y=f(x) funksiyaning hosilasi uning o'zgarish tezligini ifodalaydi va bu hosilani 

mexanik ma'nosi deyiladi. Nyuton hosila tushunchasiga mana shu yo'nalishdagi tadqiqotlari 
orqali kelgan va uni "flyuktsiya" deb atagan. Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, bu yerda "tezlik" 
tushunchasi faqat harakat tezligini ifodalamasdan, u keng ma'noda tushuniladi. Masalan, 
ximiyaviy reaksiya tezligi, texnologik jarayon tezligi, iqtisodiy islohotlarni amalga oshirish tezligi 
va hokazo.

Endi y=4>(x) funksiya orqali berilgan L chiziqning M0(xa,y0) =  M0(x0, <p(x0))  
nuqtasiga o'tkazilgan l0 urinmaning k burchak koeffitsiyenti ifodalovchi (10) formulani eslab, 
undan

k=  lim ^ -  = <p'(x0) (14)
Ax-»o Ax

natijaga kelamiz.
Demak, y=f(x) funksiyaning hosilasi uning grafigini M0(x0,y0) =  M0(x0, / ( x 0) )  nuqtasiga 

o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi va bu hosilani geometrik ma'nosi 
deyiladi. Nyutonning hosila bo'yicha ishlaridan bexabar holda Leybnits mana shunday 
geometrik masalalarni yechish jarayonida hosila tushunchasiga kelgan.

Shunday qilib, y=f(x) funksiya grafigining Af0(x0,y 0)  =  M0(x0, / ( x 0))  nuqtasiga 
o'tkazilgan urinma tenglamasi

y  ~  f i x  o ) =  f \ x Q ) (x  -  x 0 ) >y =  f ’(x0 ) (x  -  x 0 ) +  f ( x 0 ) (15)
ko'rinishda topiladi.



Misol sifatida f(x)=x2 parabolaning xo=3 abssissali nuqtasiga o'tkazilgan urinma 
tenglamasini topamiz. Bunda / ( x 0) =  / ( 3 )  =  32 =  9, f ' ( x 0) =  2 x ° =  2 -3  =  6 va 
shu sababli, (12) formulaga asosan, izlangan urinma tenglamasi

y=6(x-3)+9 => y=6x-9
ko'rinishda bo'ladi.
Mehnat unumdorligi to'g'risidagi masalaning (11) javobini hosila orqali

Ah
z(t0)=  lim —  = h\t0) (16)

J/-> o  Д  t

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, y=f(x) funksiya x vaqtgacha ishlab chiqarilgan 
mahsulot hajmini ifodalasa, uning hosilasi f '(x ) shu x vaqtdagi mehnat unumdorligini ifodalaydi 
va buni hosilaning iqtisodiy ma'nosi deb qarash mumkin.

Differensiallanuvchi funksiya va uning uzluksizligi
Dastlab differensiallanuvchi funksiya tushunchasini kiritamiz.
Ta'rif: Agar y=f(x) funksiya x nuqtada chekli f  '(x) hosilaga ega bo'lsa, u shu nuqtada 

differensiallanuvchi deyiladi. Aks holda y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanmovchi deb 
ataladi. Funksiyani f'(x ) hosilasini topish amali differensiallash amali deb ataladi.

Funksiyaning differensiallanuvchiligi va uzluksizligi orasidagi bog'lanish quyidagi teorema 
orqali ifodalanadi.

Teorema: Agarda y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u shu nuqtada 
uzluksiz bo'ladi.

isbot: Teoremani isbotlash uchun, funksiyaning uzluksizligi ta'rifiga asosan,
lim A /  =  0 (17)

Д х - > 0

shart bajarilishini ko'rsatish kifoya. Hosila ta 'rifin i ifodalovchi (11) tenglik va lim itnh 
mavjudligi haqidagi oldin ko'rib o'tilgan lemmaga asosan

~~  = f\ x )  + a(Ax) => A f  =  ( / ' ( x )  + a(Ax))Ax 
Ax

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda Ax->0 bo'lganda a(Ax) cheksiz kichik miqdor bo'ladi. 
Bu holda, lim it hisoblash qoidalariga asosan,

lim Af = lim ( f ' (x ) + a(At))Ax = f ’(x) lim Ax + lim a(Ax)Ax = f ( x )  -0 + 0 = 0.
Дх-*0 Ax->() Дх—>0 /к->0

Demak, (16) shart o 'rin li va shu sababli f(x) funksiya x nuqtada uzluksiz bo'ladi.
Izoh: Teoremadagi tasdiqning teskarisi umuman olganda o 'rin li emas. Masalan, f(x)=|x| 

funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, ammo bu nuqtada differensiallanuvchi emas. Haqiqatan ham, 
x=0 nuqtada argumentga Ax orttirma berganimizda funksiya orttirmasi uchun Af=f(0+Ax)-f(0)= 
f(Ax)= I Ax I tenglik o 'rin li bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki

lim A f  =  lim  |Ax| =  0 ,
Aï->0 Д*->0

ya'ni f(x)= I x I funksiya x=0 nuqtada uzluksiz. Ammo
A f  |Дх| Ax , A f .. \Ax\ - A x , 

lim —  =  lim J— -=  lim —  =  1 , lim —  =  lim 1— i =  lim --------=  - 1 .
Д х - » 0+0  A x A x - > 0+0  Ax A x —>0 Ax A x - > 0 - 0  Ax A x - > 0 -0  Ax A x -> 0  Ax
Bu yerdan ko'rinadiki Ax-MD bo'lganda Af/Ax nisbat limitga ega emas va shu sababli x=0 

nuqtada f '(0) hosila mavjud emas.
Ta'rif: Berilgan y=f(x) funksiya (a,b) oraliqning har bir x nuqtasida differensiallanuvchi 

bo'lsa, u shu oraliqda differensiallanuvchi deb ataladi.



Masalan, y=x2 funksiya har qanday (a,b) oraliqda differensiallanuvchi. y=|x| funksiya esa 

x=0 nuqtani o'z ichiga olmaydigan barcha oraliqlarda differensiallanuvchi, ammo x=0 nuqtani 
o'z ichiga oluvchi oraliqlarda differensiallanuvchi bo'lmaydi.

1) =  с  • dy, c  =  const

2) d { y ± u ) =  d y ±  du,

3) d{y-u)

Î+fII

4) d ( y \ = udy-ydu, (иф0)

5) II

'V

f ( u ) d u .
Hosilalar jadvali va hosila hisoblash qoidalaridan foydalanib quyidagi funksiyalarning 

hosilalari topilsin.
1. y  =  x 4+ 2x3—6x2 +2x + l

2. y  = -7 x 2 +  6

3 . V =  — X 1 +  4л: +  17
2

4 . y  = — x "+ n x  + n
n

5. y  = -  + ln3
X

1 1 ,6. y  = —  + — + l
X '  X

2  4  6  87. у  =  _  +  —  - _ ---------T
X  X  X  X

8. V — 2  ~sfx +— 7=r +  10
4x

3 5

9. у  = 3x3 - 2 x 2 + x~3
a b10. y = —j = + —j =

\ [7  s4 7
X 4 4u .  j ,  =  - _ + _
4  X

12 .
2x3 + 3 x 2 + 4 x  + 5 

y  =  — 5
13. j ; =  x 3( 2 x 2 + x  + 1)
14. y  = (x3+  5)(5x2 -  7)
Murakkab funksiyalarning hosilalarni hisoblash qoidasidan foydalanib quyidagi 

funksiyalarning hosilalari topilsin.
1. y =  ( l + 3x)25
2. =  (3 +  2x2) 10

3. у  = л/1 — X2 , b) _y =
5

л /х 2 + 4

Л. у  = Л — ,Ь) y  = Mx2-6 x
V x  + 3



5. у =  2 *,Ь ) у  = еГх

Nazorat savollari
1. Funksiyaaning hosilasiga ta 'r if bering.
2. Hosili hisoblashning sodda qoidalarini aytib bering.
3. Funksiyaning differinsialiga ta 'r if  bering.
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Integral -  har xil jarayon va hodisalarning 
hajmdor quyilmasi bo'lib, bu mo'jizani 
yaratgan Leybnits va Nyuton ijodiy 
fantaziyasining aqlga sig'maydigan 
portlashining mevasidir.
Feynberg E.L.

Tayanch iboralar: Boshlang'ich funksiya. 
Aniqmas integral. Integrallash jadvali. 
Bo'laklab integrallash. Trigonometrik 
funksiyalarni integrallash. Aniq integral. Aniq 
integralning geometrik ma'nosi. Nyuton- 
Leybnits formulasi.

Boshlang'ich funksiya 
Bizga y = f(x) funksiya berilgan bo'lsin. 

Bu funksiyaning hosilasini topish amaliga 
funksiyani differensiallash deyiladi. Masalan, 

harakatning s = f(t) berilgan bo'lsa, buni t bo'yicha differensiallash bilan tezlikni topamiz. Yana 
bu tezlikni t  bo'yicha differensiallasak v  = v(t) tezlanishni topamiz. Biroq, amalda teskari 
masalani ham echishga to 'gri keladi: ya'ni a = a(t) tezlanish t  vaqtning funksiyasi sifatida 
berilgan bo'lib, t  vaqtda o'tilgan s yo'lni va v tezlikni aniqlash so'raladi.

Shunday qilib, bu yerda hosilasi a = a(t) bo'lgan v  = v(t) funksiyani topib, so'ngra hosilasi 
v bo'lgan s=s(t) funksiyani topish kerak1.

Ko'p masalalarda noma'lum funksiyaning berilgan hosilasi bo'yicha o'zini topishga to'gri 
keladi.

Agar f(x) funksiya berilgan bo'lsa, shunday F(x) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi 
berilgan funksiyaga teng bo'lsin, ya'ni

F'(x) = f (x )
Ta'rif; Agar [a, b\ kesmaning har bir nuqtasida F'(x) = f ( x )  tenglik o 'rin li bo’ lsa, u holda 

F(x) funksiya berilgan f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi2.
Agar f(x) funksiya F(x) boshlang'ich funksiyaga ega bo'lsa, bunda f(x) ning boshqa xar 

qanday boshlang'ich funksiyasi F(x) dan o'zgarmasga farq qiladi.

1 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 109.
2 Jabborov N.M. O liy matematika va uning ta tb iq lariga doir masaialar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 212.



Masalan, F(x) berilgan f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo'lsin. F(x) f(x) ning 
boshqa boshlang'ich funksiyasi bo'lsin; bunda F(x) = F(x) + C bu yerda C-o'zgarmas miqdor. 
Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar F(x) f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda 
F(x) + C ham f(x) ni boshlang'ich funksiyasi bo'lib, u f(x) ning barcha boshlang'ich funksiyalar 
to 'p lam ini tashkil etadi. Bundan kelib chiqadiki f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalari 
cheksiz ko'p bo 'lar ekan3.

Endi aniqmas integral ta 'rifin i keltiramiz.
Ta'rif: Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda 

F(x) + C ifoda ham boshlang'ich funksiya bo'lib, f(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va

J f{x)dx  ko'rinishda belgilanadi4.

Bunda f(x)-integral ostidagi funksiya, J belgi integral belgisi deyiladi. Shunday qilib, 

aniqmas integral y  = F(x) + C funksiyalar to'plamidan iborat bo'ladi.
Aniqmas integralning geometrik ma'nosi, tekislikdagi chiziq (to'gri yoki egri chiziq)lar 

oilasidan iborat bo'lib, bular bir chiziqning o'ziga parallel holda OY o'qi bo'ylab, pastga yoki 
yuqoriga siljitishdan iborat bo'ladi. (argumentni manfiyyoki musbat qiymatlarni qabul qilishiga 
qarab).

Har qanday uzluksiz funksiyani boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'ladi. Demak bunday 
funksiyani aniqmas integrali mavjuddir.

Funksiyani integrallash deyilganda uning boshlang'ich funksiyasini topish tushuniladi. Shu 
sababli biror funksiyani integrallaganda topilgan boshlang'ich funksiyasidan hosila olib, 
integrallash natijasi tekshiriladi. j

& ' ' if ^ *’<' U ®* mm St ■ ' 5 j« if®"- ’■ -fe® 7̂3
Aniqmas integralning xossalari

1. d^f(x)dx = f(x)dx

2. jd f(x )= f(x ) + C

3. \f(ax + b)cbc = — F(ax + b) + C, (a,b — const)
J a

4 . ( ( f  f(x)dx) =  (F(x) + C) = f(x )
5. Bir necha funksiyalar algebraik yig'indisining aniqmas integrali, shu funksiyalar 

integrallarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni

J I / iO )  + / 2(jc) + ... +  / „ W ] *  = | / i < *  + | / 2<& + ... + J / „ *
6. O'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.

J af (x)dx =  aj f(x)dx
Bu xossalarni integral ta 'rifidan foydalanib osongina isbotlash mumkin. Buni isboti 

talabalarga topshiriladi.

Integrallar jadvali
Endi integrallar jadvalini keltiramiz. Xosilalar jadvalidan integrallar jadvali bevosita kelib 

chiqadi. Jadvalda keltirilgan tengliklarni to'grilig ini differensiallash yo'li bilan tekshirish, ya'ni 
tenglikni o'ng tomonidagi funksiyaning hosilasi integral ostidagi funksiyaga tengligini aniqlash 
mumkin5.

3 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 112.
aJabborov N.M. O liy m atem atika va uning tatbiqlariga do ir masalalar to 'p lam i. 1-qism, 2014. -  B. 212.
5 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 114.



"Integral" mavzusi bo'yicha asosiy formulalar
r  x "  r I--------

1. \x"dx = —----- fC , ( « * - 1 ) ;  j ylx'"dx = -
J n + 1 J I

2. f —  = ln U  + C; \—̂ — = — in\a + bx\ + C;
1 x 11 J a + bx b 1 1

’ +C:

3. \exd x - e x +C; f a*dx = -^— + C:
1 J ln a

4. Jsin;ra&c = —cosx + C; ^sm(a + bx)dx = — ̂ -sin(a + &c) + C;

5. J* cos xdx — sin *  + C\ ^cos(a + bx)dx = — cos(a + bx) + C

6. f  dx =-ctgx + C; f —
J e i n  v  J c i i

dx 1 , , „
. ----- —  -  ~ ~ ctsx(a + bx) + C;

sin (a + bx) b
r dx „  r dx 1 . , „ _

7. J -----— =tgx + C; I-----—----- - -  = -tg (a  + bx) + C;
cos x J cos ~(a + bx) b

dx

C dx
' l + x 2

arcsin x + C
-  arccos x + C’ 1 yla 2 _  x 2

arctgx + C dx
-arcctgx + C ’ a2 + x 2

arcsin —+ C
a
x rl-  arccos — + C 
a

1 x _ 
—arctg — + C 
a a 
1 x ’

-----arcctg — + C
. a a

10.
c dx | r i  f l  r dx —1 , x - a

■; ■ = ln l* + \x  + 0T \+C; —:------7 = — ln -------
■Jx2 ± a2 ' ' x - a  2a x + a

+ c ■

11. J dx = Inj/(jc)| + C; jtgxdx =  - ln |cos*| + C; Jc/gK&; = ln|sinx| +  C; 
J \x)

12

13.

14.

.Agar J/(x)<£c = F(x) +  C bo'lsa, J f (a  + bx)dx = ̂ F (a  + bx) + C ;

. J \lx2 ± a 2dx = ̂ ylx2 ± a 2 ± ~ l n ( x  + ̂ x2 ± a 2) + C\

r n  2 j  x  r~i 7 a2 . x  _. V a " - x  d x -  — Va - *  + —  arcsin —+ C;
J 2 2 a

. J  s h i t  =  chx + C; J chxdx = shx + C; J tlixdx = In chx + C; J cthxdx = ln|.sfct| + C;15.

Yuqorida keltirilgan aniqmas integralning xossalaridan va integrallar jadvalidan foydalanib, 
aniqmas integralni hisoblash mumkin.

liqmas integralni hisoblash usullari
Aniqmas integralni hisoblashda integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich funksiyasi 

topiladi. Bu boshlang'ich funksiya yuqorida keltirilgan integral xossalaridan hamda integrallar 
jadvalidan foydalanib topiladi. Bundan tashqari integrallashda o'zgaruvchini almashtirish va 
bo'laklab integrallash usullaridan foydalaniladi6.

6 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011.P. 115



O'zgaruvchini almashtirish yoki o'rniga qo'yish usuli 
Bu usul bilan integrallashda o'zgaruvchi x yangi o'zgaruvchi t bilan ma'lum munosabatda 

shunday almashtiriladiki, natijada oddiy integralga ega bo'linadi.

Bizga J  f(x )d x  berilgan bo'lsin. x = <p(t) almashtirishni olaylik. Bundan dx = <p'(t)dt ni 

topib, uni berilgan integralga qo'ysak, quyidagini hosil qilamiz:

J  f(x )d x  = J f[tp(t)]<p' (t)dt
Bu esa berilgan integralga nisbatan ancha sodda bo'ladi. Umuman intégral hisoblanganda 

turli almashtirishlar yordamida berilgan intégral, jadvaldagi integrallardan birortasiga keltiriladi. 
So'ngra jadvaldan boshlang'ich funksiya aniqlanadi.

Ba'zan berilgan integralda x  =  cp{t) o'rniga t =  t//(x) almashtirish yaxshi natija beradi.

Agar intégral f  ^  ^  dx ko'rinishda berilgan bo'lsa, bunda t = i//(x) almashtirish bilan intégral
J V(x)

juda soddalashadi. Haqiqatdan,

t =  y/(x) dt = y/1 (x)dx

J = J 7 = ln|f|+C=lnl K*)l+c-
Bundan ko'rinadiki o'zgaruvchini almashtirish bilan integrallaganda, chiqqan natija yana 

avvalgi o'zgaruvchi yordamida ifodalanar ekan, ya'ni t  o'zgaruvchidan x o'zgaruvchiga o 'tilar 
ekan.

M isoi. Quyidagi intégral hisoblansin: 
sinxdx 

'J ï+2œ sx  
Bu holda -2 sinxdx=dt bo'ladi. Demak,

f — bunda l+ 2cosx=t deb olamiz.J . /1 _1_ O -v- ©

r sin xdx 1 r dt 1 r -1/2 f I - 1/2 ^  r  ^ n— ^ ^j —,• ......— —  ! —y= — —  j t dt — —  21 + C — —"v t + C — —V1 + 2 cos x  +  C
3 Jl + ïc o s x  2 3 4t 2 J 2

Bo'laklab integrallash usuli 
Bizga ikkita diferensiallanuvchi u(x) va v(x) funksiyalar berilgan bo'lsin. Bu funksiyalar 

ko'paytmasi (uv) ningdifferensialini topaylik. Bu differensial quyidagicha aniqlanadi7:
d(uv)=udv+vdu

Buni ikki tomonini hadma-had integrallab, quyidagini topamiz:

uv = J  udv + 1 vdu 

J udv = uv — J vdu 
Oxirgi topilgan ifoda bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.

Bu formulani ko'llab intégral hisoblaganda J udv ko'rinishdagi intégral, ancha sodda 

bo'lgan |  vdu ko'rinishdagi integralga keltiriladi.

Agar intégral ostida u=lnx funksiya, yoki ikkita funksiyaning ko'paytmasi, hamda teskari 
trigonometrik funksiyalar qatnashgan bo'lsa, bunda bo'laklab integrallash formulasi qo'llaniladi. 
Bu usul bilan integrallaganda yangi o'zgaruvchiga o'tishning hojati yo'q.

7 Jo'raev TJ. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 219.



Umuman aniqmas integralni hisoblaganda topilgan natija yoniga o'zgarmas (S=const) ni 
qo'shib qo'yish shart. Aks holda integralning bitta qiymati topilib, qolganlari tashlab yuborilgan 
bo'ladi. Bu esa integrallashda xatolikka yo'l qo’yilgan deb xisoblanadi8.

Misol. J xarctgxdx ni hisoblang.

u = arctgx dv = xdx du = ------— v = J xdx = x 1 /  2

(bunda S=0 deb olindi) formulani qo'llaymiz.

J xarctgxdx = - —arctgx -  f  * ..T ~dx
J 2 J 2(1 + x )

f x 2I ------ rdx ni alohida hisoblaymiz
J l + x~

r x 2 rl + x 2- l  r 1
\— £ dx = \ - — r -dx = ) ( \ - j ^ ; ) d x  = x -arctgx + C

buni (*) ga qo'yamiz.
r x 2 x 1 1 x 2 +1
J xarctgxdx = —  a r c t g x - arctgx + C =  - — +  — - —  arctgx +  C

Lemma: Agary=Q(x) funksiya biror (a,b) oraliqda differensiallanuvchi va bu oraliqning har 
bir nuqtasida uning hosilasi Q'(x)=0 bo'lsa, unda bu funksiya (a,b) oraliqda o'zgarmas, ya'ni 
Q(x)=C (C - const) bo'ladi.

Isbot: Qaralayotgan (a,b) oraliqdan ixtiyoriy ikkita x i va X2 ( x i ^ )  nuqtalarni olamiz. Unda 
y=Q(x) funksiya olingan [xi,x2] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi va shu sababli

Q(x2) -  <?(%) = “( ? '© (x2 -  x j . x i  <  4 <  x 2, 
tenglik o'rinli bo'ladi. Lemma sharti bo'yicha (a,b) oraliqning barcha nuqtalarida Q'(x)=0 

bo'lgani uchun E, nuqtada ham Q'(4)=0 bo'ladi. Bu yerdan, oldingi tenglikka asosan, Q(x2>- 
Q(xi)=0, ya'ni Q(x2>=Q(xi) tenglikka ega bo'lamiz. Bu esa Q(x)=C ekanligini ifodalaydi. Lemma 
isbot bo'ldi.

Endi quyidagi teoremani qaraymiz.
Teorema: Agar F(x) va O(x) berilgan f(x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita boshlang'ich 

funksiyalari bo'lsa, u holda biror C o'zgarmas sonda <J>(x)=F(x)+C tenglik o 'rin li bo'ladi.
Isbot: Teorema shartiga asosan F(x) va <!>(x) berilgan f(x) funksiyaning boshlang'ich 

funksiyalari bo'lgani uchun F'(x)=f(x) sa <t>'(x)=f (x) tenglik o 'rinlidir. Bu yerdan Q(x)=®(x)-F(x) 
funksiyaning hosilasi

Q'(x) =  [ip(x) -  F (x ) ] '  =  cp'(x) -  F '(x) =  f ( x )  -  f ( x ) =  0 
ekanligini ko'ramiz. Unda, oldingi lemmaga asosan, Q(x)=C natijani olamiz. Demak, 

Q(x)=<I)(x)-F(x)=C va haqiqatan ham 0(x)=F(x)+C tenglik o'rinli.
Bu teoremadan ushbu muhim xulosa kelib chiqadi: agar F(x) berilgan f(x) funksiyaning 

birorta boshlang'ich funksiyasi bo'sa, uning barcha boshlang'ich funksiyalari F(x)+C (C-ixtiyoriy 
o'zgarmas son) kabi aniqlanadi. Demak, f(x) funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalarini 
topish uchun uning birorta F(x) boshlang'ich funksiyasini topib, unga C o'zgarmas sonni qo'shib 
qo'yish kifoyadir. Masalan, f(x)=2x funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalari x2+C 
ko'rinishda bo'ladi.

Ta'rif: Agar F(x) biror (a,b) oraliqda f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda 
F(x)+C (C -  ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar to'plam i shu oraliqda f(x) funksiyaning aniqmas 
integrali deyiladi.

8 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. — P. 116.



Berilgan f(x) funksiyaning aniqmas integrali \f(x)dx  kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan, 

birorta F(x) boshlang'ich funksiya bo'yicha

J  f(x)dx = F(x) + C (1)
tenglik bilan aniqlanadi. ßunda С ixtiyoriy o'zgarmas son ekanligini yana bir marta eslatib 

o'tamiz.

(1) tenglikda J - integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi 

ifoda, x esa integrallash o'zgaruvchisi deyiladi. Berilgan f(x) funksiyaning j f (x )dx  aniqmas 
integralini topish amali bu funksiyani integrallash deb ataladi.

Izoh: Berilgan f(x) uchun qaysi shartda F(x) boshlang'ich funksiya, demak \f(x)dx  
aniqmas integral, mavjud bo'lish masalasi kelgusida qaraladi.

Yuqorida topilgan boshlang'ich funksiyalar bo'yicha quyidagi aniqmas integrallarni yozish 
mumkin:

*  5 7
\axdx = —  + C- fx 4dx = -  + C - fixdx = x -+ C  
J In a 1 5

Aniqmas integral ta 'rifin i ifodalovchi (1) tenglikdan ko'rinadiki, aniqmas integral 
y=F(x)+C(C-ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar sinfini ifodalaydi. Shu sababli, geometrik nuqtai- 
nazardan, aniqmas integral y=F(x) funksiya grafigini OY koordinata o’qi bo'ylab parallel 
ko'chirishdan hosil bo'ladigan chiziqlar sinfidan iborat bo'ladi (6.1-shakl).

V

6.1-shakl

Aniqmas integral xossalari
Aniqmas integral ta 'rifidan uning quyidagi xossalari kelib chiqadi:
Aniqmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng, ya'ni

(J f(x)dx)' = f ( x )  (2)
isbot: Aniqmas integral va boshlang'ich funksiya ta 'rifin i ifodalovchi (2) va (1) tengliklarga 

asosan
(J Д х у ь у  = (F (x ) + С)' = F'{x) =  f ( x ) .

Aniqmas integral differentsiali integral ostidagi ifodaga teng, ya'ni
d (\ f  (x)dx) = f  (x)ctx.



Isbot: Differensial ta 'r ifi va oldingi xossaga asosan
d(j f(x)dx) =  (J f(x)dx)'dx =  f(x )d x .

Izoh: Bu yerdan differentsiallash amali integrallash amaliga teskari amal ekanligini 
ko'ramiz.

Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shu funksiya bilan ixtiyoriy C 
o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya'ni

fF\x)dx = F(x) + C-
Isbot: Agar F'(x)=f(x) deb belgilasak, unda F(x) hosil qilingan f(x) funksiya uchun 

boshlang'ich funksiya bo'ladi. Unda, aniqmas integral ta ’ rifiga asosan,
j F\x)dx =  J /  (x)dx = F(x) +  C  •

Biror funksiyaning differentsialidan olingan aniqmas integral shu funksiya bilan o'zgarmas 
yig'indisiga teng, ya'ni

\dF(x) = F(x) + C- 
Isbot: Differensial ta 'r ifi va oldingi xossaga asosan

|  dF(x) = J F'(x)dx = F(x) + C .
Izoh: Bu yerdan integrallash amali differentsiallash amaliga o'zgarmas son aniqligida 

teskari amal ekanligini ko'ramiz.
O'zgarmas k ko'paytuvchini integral belgisidan tashqariga chiqarish mumkin, ya'ni

J kf(x)dx = k J" f(x )d x .
Bu tenglik o'zgarmas son aniqligida tushuniladi.
Isbot: I xossaga asosan ikkala aniqmas integral bir xil kf(x) hosilaga ega. Demak, bu 

aniqmas integrallarning ikkalasi ham kf(x) uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi va shu sababli 
ular bir-biridan faqat o’zgarmas songa farq qilishi mumkin.

Masalan,
J\0xdx = J5 • 2xdx =5J2xdx =5(x2 + C) = 5x2 +5C = 5x2 + C ■

Bu yerda C ixtiyoriy o'zgarmas son bo'lgani uchun 5C ham ixtiyoriy o'zgarmas son bo'ladi 
va shu sababli uni yana C deb belgilash mumkin.

Ikkita funksiya algebraik yig'indisidan olingan aniqmas integral shu funksiyalarning har 
biridan olingan aniqmas integrallarning algebraik yig'indisiga teng, ya'ni 

S lf(x )±g (x )]d c  = j f (x )d x  ±\g(x)dx.
Bu yerda ham tenglik o'zgarmas son aniqligida tushuniladi.
Isbot: Aniqmas integralning I xossasiga asosan

( f t /O )  ±  g(x)]dx)' = f ( x )  ±  g ( x ) .
Algebraik yig'indining hosilasi va I xossaga asosan

(J f (x )dx  ± |g(x)dx)' = (J f (x )dx ) ' ± (Jg(x)dx)' = f ( x )  + g (x ) .
Demak, VI xossadagi tenglikning ikkala tomonidagi funksiyalar bir xil hosilaga ega va shu 

sababli ular o'zgarmas son aniqligida teng bo'ladi.
Masalan,

1(5*+2x)dx=j5xdx + j2xdx=—  + xz +C
ln5

Izoh: VI xossa chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig'indisi uchun ham o 'rin li bo'ladi. 
Ta'rif: V va VI xossalar aniqmas integralning chiziqlilik xossalari deyiladi9.
Aniqmas integralning chiziqlilik xossalarini bitta

I \Af(x) + Bg(x)\h =  A\ f(x)dx + B\g(x)dx (3)

9 Jo'raev T.J. va boshqalar. Oliy m atematika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 220.



tenglik orqali ham ifodalash mumkin.
Agar a va b o'zgarmas sonlar bo'lsa, unda quyidagi tasdiq o'rinlidir:

j/(x)cir = F(x) rC=> \f{ax + b)dx = —F(ax + b) + C ■

isbot: Ikkinchi integral javobi to 'g 'rilig in i differensiallash orqali ko'rsatamiz. Shartga ko'ra 
F'(x)=f(x) bo'lgani uchun va murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan

-F (ax  + b) 
a

= -F '(ax + b)-(ax + b)' = —f{ax + b)-a = f(ax  + b) ■ 
a a

Masalan,
r 4 / X 5 ^  r , „  „ 4 j  1 ( 2 * - 3 ) 5 (2jc — 3 )5fx dx = — + C=> Г(2л: — 3) dx = — •----------  + C = ----------  + C -
1 5 J 2 5 10

Integrallar jadvali. Hosilalar jadvali, oldin hisoblangan hosilalar va aniqmas integral 
ta 'rifidan foydalanib, asosiy integrallar jadvalini yozamiz. Bunda aniqmas integral javobining 
to 'g 'rilig in i tenglikning o'ng tomonidan hosila olish orqali tekshirish mumkin. Natijada integral 
ostidagi funksiya hosil bo'lishi kerak. Masalan,

f == = lnlx + Jx2 ± a21 + С
Ч 7 ± 7  1 1

integral javobi to 'g 'rilig in i tekshiramiz. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan

(Ink- + -Jx2 ±a21 + C)' = ------ ...........  ■ (x + 4x2 ± a2)' =
-  4x ± a z

[1+ . ;  - - (xz ± az)'] = ------  -0  + - - 2— ) =
x + f T T a 2 2 4 7 1 a 2 x + 4 7 1 2

1 Vx2 ± a 2 + x 1
\lx2 ±a

Differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya hosil bo'ldi. Demak, integral javobi 
to 'g 'ri ko'rsatilgan.

Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masalalar
Bir qator matematik, fizik, mexanik va iqtisodiy masalalarni yechish uchun aniq integral 

tushunchasi juda katta ahamiyatga ega. Bu tushunchani kiritishdan oldin unga olib keladigan 
ayrim masalalarni qaraymiz.

•  Egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblash masalasi10. Turli geometrik shakllarning 
yuzalarini topish masalasi matematikaning eng qadimgi masalalaridan biri bo'lib hisoblanadi. 
Qadimgi Vavilon va Misrda ko'pburchaklarning yuzalarini hisoblay olganlar. Buyuk yunon olimi 
Arximed parabola segmentining yuzasini hisoblashni bilgan.O'rta Osiyolik yurtdoshlarimiz 
Beruniy va Al-Xorazmiy doira va doiraviy sektor yuzalarini topa olganlar. Ammo bu geometrik 
shaklarning yuzalari o'ziga xos usullarda aniqlangan bo'lib, ixtiyoriy geometrik shaklning 
yuzasini hisoblashga imkon beradigan umumiy usul ma'lum emas edi. Differensial va integral 
hisob yaratilgach bu masala geometrik shakllarning nisbatan keng sinfi uchun o'z yechimini 
topdi.

Ta'rif: Berilgan y=/(x) uzluksiz funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal to 'g 'ri chiziqlar hamda 
OX o'qi bilan chegaralangan geometrik shakl egri chiziqli trapetsiya deb ataladi11.

Quyidagi 6.2-shaklda ko'rsatilgan aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasini topish 
masalasini qaraymiz.

10 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athem atics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 117.
11 Jo'raev T.J. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 223.



Buning uchun dastlab aABb egri chiziqli trapetsiyaning asosini ifodalovchi [a,b] kesmani 
x i<  X2 <...< xi < ... < Xn-i bo'lgan ixtiyoriy n-1  ta nuqta yordamida bo'laklarga ajratamiz. Bu 
nuqtalarga a=xova b=x„ nuqtalarni birlashtirsak, [a,b] kesma ular orqali

[Xo.Xtl [X±,X2]......f c - ! , x j,... , [xn-b  Xn]
n ta kichik kesmachalarga bo'linadi.
So'ngra Xi, i= l,2 , ..., n-1 bo'linish nuqtalaridan OY o'qiga parallel to 'g 'ri chiziqlar o'tqazib, 

berilgan aABb egri chiziqli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalarga (yuqoridagi 6.2- 
shakl) ajratamiz. Ravshanki aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasi n ta kichik egri chiziqli 
trapetsiyalarning yuzalari yig'indisiga teng bo'ladi.

6.2-shakl

Shu sababli, agar asosi [x,-i, Xi] (i=l,2,3...., n) bo'lgan egri chiziqli kichik trapetsiyalarning 
yuzalarini ASi kabi belgilansa, quyidagi tenglik o 'rin li bo'ladi:

S =  ASl + A S 2 + -~  +  ASi + - -  +  AS„ =  f tASi (4)
/= i

Bu yerda AS, (i= l,2, ... , n) ham egri chiziqli trapetsiyalarning yuzalari bo'lgani uchun 
ularning aniq qiymatlarini topa olmaymiz. Bu yuzalarning taqribiy qiymatini aniqlash uchun [x,-i,
xi) ( i= l,2, ... , n) kesmalarning har biridan ixtiyoriy ravishda îji nuqtalarni tanlab olamiz. 
Tanlangan £i nuqtalarda AB egri chiziqni ifodalovchi y=f(x)>0 funksiyaning f(£,,) qiymatlarini 
hisoblaymiz. Endi har bir AS, ( i= l,2 ,..., n) yuzalarni asoslari Ахрх—хм  va balandliklari h,= f(iji)>0 
bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchaklarning yuzalari bilan almashtirib, quyidagi taqribiy tengliklarga ega 
bo'lamiz:

ASi « f(^ i)A x i, AS2 ~ f(^2)Ax2..... ASi » f(£,)Ax........ ...  « f(^„)Ax„ .
Bu taqribiy tengliklarni (4) yig'indiga qo'yib, berilgan aABb egri chiziqli trapetsiyaning 

izlanayotgan S yuzasi uchun ushbu taqribiy tenglikka ega bo'lamiz:

S v î f i ^ A X ' . l S )  
i=1

taqribiy tenglikning geometrik ma'nosi shundan iboratki, biz hozircha hisoblay olmaydigan 
egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasi to 'g 'r i to'rtburchaklardan hosil qilingan pog'onasimon shakl 
yuzasi bilan almashtirildi. Bunda bo'laklar soni n qanchalik katta qilib olinsa, pog'onasimon



shaklning yuzasi egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasini shunchalik darajada aniqroq ifodalaydi. Bu 
mulohazadan izlanayotgan S yuzaning aniq qiymati

5 =  lim t m ) A X i  (6)
n-±OOj—1

lim it bilan aniqlanishi mumkinligini ko'ramiz.
•  O'zgaruvchi kuch bajargan ishni hisoblash masaiasi12, Yo'nalishi va kattaligi o'zgarmas 

bo'lgan kuch ta'sirida moddiy nuqta L to 'g 'ri chiziq bo'ylab harakat qilayotgan bo'lsin. Bunda 
kuch yo'nalishi bilan moddiy nuqtaning harakat yo'nalishi bir xil deb olamiz. Agar bu shartlarda 
kattaligi f  bo'lgan kuch ta'sirida moddiy nuqta L to 'g 'r i chiziq bo'ylab a nuqtadan b nuqtaga 
ko'chirilsa, ya'ni b-a masofaga siljigan bo'lsa, unda bajarilgan ish A=f-(b—a) formula bilan 
aniqlanishi bizga maktab fizika kursidan ma'lum13.

Endi yuqoridagi shartlardan kuch kattaligi o'zgarmas degan shartdan voz kechib, u 
harakatning har bir x nuqtasida biror uzluksiz f(x) funksiya bo'yicha o'zgarib boradigan 
umumiyroq holni qaraymiz. Bu holda kuch moddiy nuqtani [a,b] kesma bo'yicha 
harakatlantirganda bajarilgan A ishni hisoblash masaiasi paydo bo'ladi. Bu masalani yechish 
uchun moddiy nuqtani bosib o'tgan yo'lini ifodalovchi [a,b] kesmani oldingi masaladagi singari n 
ta bo'laklarga ajratib, har bir [xn , Xj] ( i= l,2, ... , n) kichik kesmada o'zgaruvchi kuchning 
bajargan ishini AA, deb belgilaymiz. Bu holda [a, b] kesmada bajarilgan umumiy A ish qiymatini

A = AAj + A,42 + ■ • • + A4n = £ A 4  (7)
/=i

yig'indi ko'rinishida ifodalash mumkin. Bu yerda ham AA, ishning aniq qiymatini hisoblay 
olmaymiz. Ularning taqribiy qiymatlarini hisoblash uchun [x h , xi}‘ kesmachalarning har biridan 
ixtiyoriy tf nuqtani tanlab olamiz va unda kuchning f(£,i) qiymatini hisoblaymiz. Uzunligi Axi=x- 
Xi-1 bo'lgan bu kichik kesmada kuch kattaligi o'zgarmas'va f(£,i) deb hisoblab, ushbu taqribiy 
tengliklarni yoza olamiz:

A A i« f(^ i)-  A x i, AA2« f(^ 2)- A x2, ..., AAi » f(E,r)- Axj ; ..., AA„ « f(£,n)- Axn .
Bularni (7) yig'indiga qo'yib, izlanayotgan A ishning taqribiy qiymatini topamiz:

A « £ / ( & ) Ax,. (8)
;=i

Bu yerda ham [x h , x,] bo'laklar soni n oshib borgan sari (8) taqribiy tenglik xatoligi tobora 
kamayib boradi deb kutish mumkin. Shu sababli A ishning aniq qiymati

A =  lira S / ( f , ) A x ,  (9)
n—>a>

lim it orqali ifodalanadi.
•  Mahsulot hajm ini topish masaiasi. Agar ish kuni davomida mehnat unumdorligi 

o'zgarmas, ya'ni ixtiyoriy t  vaqtda uning kattaligi f  bo'lsa, unda (Ti,T2) vaqt oralig'ida ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmi V=f-(T2 -T i) formula bilan hisoblanadi. Masalan, sozlangan 
avtomatik qurilma uchun bu holni o 'rin li deb olish mumkin.

Ammo ishchining mehnat unumdorligi to 'g 'risida bunday deb bo'lmaydi. Masalan, ish 
kunining boshlang'ich davrida {ishga ko'nikish) uning mehnat unumdorligi ma'lum bir 
vaqtgacha o'sib boradi. So'ngra, ishga kirishib ketgandan keyin, ma'lum bir vaqt oralig'ida bir xil 
unumdorlik bilan mahsulot ishlab chiqaradi. Ish kuni oxiriga yaqinlashgan sari, charchash tufayli, 
mehnat unumdorligi pasayib boradi. Shunday qilib mehnat unumdorligi o'zgaruvchan va t 
vaqtga bog'liq ravishda biror uzluksiz f(t) funksiya orqali aniqlangan bo'ladi. Bu holda (T1J 2) 
vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi V uchun yuqoridagi formula o 'rin li bo'lmasligi

12 Rupinder Sekhon. Applied Finite M athematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 117.
13 Jo'raev TJ. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 225.



ravshandir va uni topish masaiasi paydo bo'ladi. Bu masala ham oldingi masalalardagi 
mulohazalar asosida quyidagicha yechiladi. (Ti,T2) vaqt oralig'ini ixtiyoriy ravishda tanlangan

Ti=to< ti<  t2< -  t i< -  t„-i<  t„=T2
nuqtalar bilan n ta (ti-i, t,) (i=l,2,3, -  , n) vaqt oraliqchalariga bo'laklaymiz. Bu vaqt 

oraliqchalarida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmini AV, (i=l,2,3, , n) deb belgilasak, unda 
butun vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi

V = AV1+AF2 + -  + AV„ = XAV/ (10)
/=i

yig'indi kabi ifodalanadi. Bu yig'indidagi qo'shiluvchilarning taqribiy qiymatlarini topish 
maqsadida (ti_i, tr) (i=l,2,3, , n) vaqt oraliqchalaridan ixtiyoriy bir §  vaqtni tanlab olamiz va 
unda f ( y  mehnat unumdorligini aniqlaymiz. Kichkina (ti-i, ti) oraliqda uzluksiz f(t) funksiya o'z 
qiymatini unchalik ko'p o'zgartira olmaydi va shu sababli bu yerda mehnat unumdorligini 
o'zgarmas va uning qiymati f(E,i) deb olishimiz mumkin. Shu sababli Ati= t . - t i - i  vaqt ichida ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmi uchun

AV,- = f ( y -A t i, i= l,2,3, -  , n, 
taqribiy tengliklarni yozish mumkin. Bu taqribiy tengliklarni (7) yig'indiga qo'yib,

^ “ £ / ( 6 )^  ( ID
J=I

taqribiy natijaga ega bo'lamiz. Bu holda mahsulot hajmining aniq qiymati

V =  lim t m m  <l2 >n—>00 ;=j
lim it orqali topiladi.
Yuqoridagi geometrik, fizik va iqtisodiy mazmunli uchta turli masala bir xil matematik 

usulda o'z yechimini topib, (6), (9) va (12) ko'rinishdagi bir xil lim it orqali ifodalandi. Shu sababli 
bu usul va lim itni umumiy holda qarash ma'noga egadir.

Aniq in teg ra ting  ta 'r if i va mavjudlik sharti 
Berilgan y=f(x) funksiya [a, b] kesmada aniqlangan bo'lsin. Bu kesmani ixtiyoriy 

a=x0<xi<x2 <...< Xi <... xn- i  < xn =b 
bo'linish nuqtalari yordamida n ta

[X0,XX], [X1,X2],... x j , . . .  , [Xn-v xn]
kichik kesmachalarga ajratamiz. Hosil bo'lgan har bir [xt-i, x,] ( i= l, 2, 3, ..., n) kichik 

kesmachalardan ixtiyoriy bir ^ nuqtani tanlaymiz. Tanlangan ^  nuqtalarda berilgan f  (x) 
funksiyaning f(£,i) (1=1, 2, 3, ..., n) qiymatlarini va [xi_i, x,] kesmachalarning xr-Xi-i=Ax, (i= l, 2, 3, 
..., n) uzunliklarini hisoblaymiz. Bu qiymatlaridan foydalanib ushbu yig'indini tuzamiz:

sn(/ )= tm )A * ,  <13>
(=i

Ta'rif: (13) tenglik bilan aniqlanadigan Sn(f) yig'indi y=f(x) funksiya uchun [a,b] kesma 
bo'yicha integral yig'indi deb ataladi14.

S„( f  ) integral yig'indi ta 'rifidan ko'rinadiki uning qiymati [x h , x ,] kichik kesmachalar
uzunligi Ax, , ularning soni n va tanlangan ^  nuqtalarga bog'liq bo'ladi. A w = m a x A x ;

1 </</;
belgilash kiritamiz.

Ta 'rifi Agar Sn( f  ) integral yig'indilar ketma-ketligi n - } 00 va A„->0 bo'lganda x, bo'linish 
nuqtalari hamda [x,_i, x,] kichik kesmachalardan olinadigan ^  nuqtalarning tanlanishiga bog'liq

14 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 118.



bo'lmagan biror chekli S( f ) limitga ega bo'lsa , bu lim it qiymati S( f ) berilgan f(x) funksiyadan 
[a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral deyiladi.

b
Berilgan f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral \ f(x )d x  kabi

a
belgilanadi va ta'rifga asosan quyidagicha aniqlanadi:

\f(x)dx = S (f)=  lim S „(f)=  lira £ / ( £ ) Ax, (14)
n — >00, » -> 0 0 , / = J
A „-> 0

Bu yerda a -  aniq in teg ra ting  quyi chegarasi, b -  yuqori chegarasi, [a, b] -integrallash 
kesmasi, x-integrallash o'zgaruvchisi, f(x) -  integral ostidagi funksiya, f(x)dx -  integral ostidagi 
ifoda deyiladi.

b
Ta'rif: Agar f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral J f  (x)dx  mavjud

a
bo'lsa, unda f(x) bu kesmada integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Izoh: Aniq in teg ra ting  yuqorida keltirilgan ta 'rifi olmoniyalik buyuk matematik Riman 
(1826-1866 y.) tomonidan taklif etilgan va shu sababli Riman integrali deb yuritiladi. Bundan 
tashqari aniq in teg ra ting  Koshi, mashhur farang matematigi Lebeg (1875-1941 y.) va 
niderlandiyalik matematik Stilt'yes (1856-1894 y.) tomonlaridan kiritilgan ta 'rifla ri ham mavjud 
va keng qo'llaniladi.

Oldin ko'rilgan masalalarga qaytsak, (6) va (14) tengliklarga asosan egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzasi

b
S = \ f (x)dx •

a
49) va (14) tengliklarga asosan o'zgaruvchi kuch bajargan ish

b
A — \ f  (x)dx,

a
(12) va (14) tengliklarga asosan ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi

b
V = jf(t )d t

aniq integrallar orqali ifodalanishi kelib chiqadi. Bu tengliklarni aniq in tegrating 
geometrik, mexanik va iqtisodiy ma'nolari deb olishimiz mumkin.

Aniq integral ta 'rifidan ko'rinadiki, berilgan f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi 
bo’ lishi uchun ancha og 'ir shartlarni qanoatlantirishi kerak. Haqiqatan ham, qaralayotgan [a,b] 
kesmani bo'linish nuqtalari x, ( i= l,2, —, n) va [xi-i, x,] kesmalardan tanlanadigan ^  nuqtalar 
qanday bo'lmasin aniq integralni ifodalovchi (11) lim it qiymati S(f) bir xil bo'lishi kerak. Bu esa 
har qanday funksiya uchun bajarilavermaydi. Masalan, [0,1] kesmada aniqlangan D(x) Dirixle 
funksiyasi uchun integral yig'indini qaraymiz. Agar [x,_i, x,] kesmachalardan olinadigan Ej 
nuqtalar ratsional sonlarni ifodalasa, unda D(^i)=l va integral yig'indi

S„(D)=£D(£,)Ax, = £1-Ax, = £ * * = 1 - 0  = 1 J 
/=1 i=i i=i

agar nuqtalar irratsional sonlarni ifodalasa, unda D(E,i)=0 va integral yig'indi

S.(D)=tD($i) Ax, =  S O -A x ,  = 0
1=1 i=i

bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki, n->°<> bo'lganda Sn(f) integral yig'indi lim itining qiymati £i 
nuqtalarning tanlanishiga bog'liq. Bundan esa D(x) funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi 
emasligi kelib chiqadi.



b
Shu sababli (14) lim itni, ya'ni \ f(x )d x  integralni qaysi shartda mavjud bo'lishini

a

aniqlashimiz kerak. Bu savolga javob isbotsiz beriladigan ushbu teoremalarda keltiriladi.
Teorema: Berilgan [a,b] kesmada chegaralangan va unda chekli sondagi uzilish 

nuqtalariga ega bo'lgan f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi,
Natija: Berilgan [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi 

bo'ladi.
Haqiqatan ham, Veyershtrass teoremasiga asosan [a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya shu 

kesmada chegaralangan bo'lib, oldingi teorema shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli bu 
kesmada integrallanuvchidir.

Bu tasdiqlardan funksiyalarning nisbatan keng sinfi uchun ularning aniq integrallari 
mavjud ekanligini ko'ramiz. Aniq integrallarning qiymatini topish (integralni hisoblash) 
masalasini kelgusiga qoldirib, bu masalani yechish uchun kerak bo'ladigan aniq in tegra ting 
xossalari bilan tanishamiz.

Aniq in teg ra ting  xossalari. Avvalo yuqorida ko'rib o'tilgan aniq integral ta 'rifiga ikkita 
qo'shimcha kiritamiz.

❖ Aqar aniq integralda quyi a va yuqori b chegaralar (a<b) o 'm i almashsa, unda
b a
J/ (x)dx = —Jf  (x)dx (15)
a b

tenglik o'rinli deb qabul etamiz. Bunday qarorni quyidagicha tushuntirish mumkin. (15) 
tenglikning chap tomonidagi integralda x integrallash o'zgaruvchisi OX o'qda x=a nuqtadan x=b 
nuqtaga qarab o'sadi va shu sababli Axpx—xi-i>0 bo'ladi. O'ng tomondagi integralda esa 
aksincha bo'lib, x integrallash o'zgaruvchisi x=b nuqtadan x=a nuqtaga qarab kamayib boradi va 
unda 6xi= Xi-i-XF -A x i< 0  bo'ladi. Demak, (15) tenglikdagi integrallar uchun ularning integral 
yig'indilari faqat ishoralari bilan farq qiladi. Bu yerdan, lim it xossasiga asosan, (15) tenglikni 
qabul etish mumkinligini ko'ramiz.

❖ (15) tenglikdan

]f(x )d x  = 0 (16)

deb qabul qilishimiz mumkinligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham bu holda

J /  (x)dx =  -\ f  (x)dx =>2 \ f (x)dx =  0 => \ f  (x)dx =  0 •
a a a a

Izoh: Aniq integral ta 'rifin i ifodalovchi (11) tenglikdan ko'rinadiki, uning qiymati biror 
sondan iborat bo'ladi. Bu son faqat integral ostidagi f(x) funksiya va [a,b] integrallash kesmasiga 
bog'liq bo'lib, integrallash o'zgaruvchisiga bog'liq emas. Shu sababli aniq integralda integrallash 
o'zgaruvchisini har xil belgilash mumkin, ya'ni

{  f(x)dx  =  | f(t)dt = J f(s)ds = ■■■ ■
a a a

I xossa15: Aniq integralda o'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin, ya'ni k o'zgarmas son bo'lsa, unda

b b
|  kf(x)dx = f(x)dx  (17)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Aniq integral ta 'rifi va lim it xossasiga asosan

15 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 118.



I

\kf(x)dx = iim  Ytkf(£i )Axj = k  lim X /(£ )A x ,.  = £ J / ( jc ) A  •
a «-*». /=1 /=1 a

A „-> 0  A „-> 0

II xossa: Ikki yoki undan ortiq funksiyalar algebraik yig'indisining aniq integrali 
qo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga teng bo'ladi, ya'ni

jL / i  (■*) ± /2  ( * )  ± • •' ±  f m (* ) ]< * =1 /1 i.x)dx ±  I / 2 (x)dx ± ■ ■ • ±  J/ „ ,  (*)<& (18)
a a a a

tenglik o 'rin li bo'ladi. Bunda tenglikning o'ng tomonidagi aniq integrallar mayjud deb 
hisoblanadi.

Isbot: Aniq integral ta 'r if i va lim it xossasiga asosan

\ [ M x ) ± f 2( x ) ± - - - ± f m(x)]dx=  lim S [ / 1( ^ ) ± / 2( ^ ) +  - ± / m(^ ) ]A x , =
a '7“ >00> /=1

A „ —>0

=  l>m Z /i(£ ,)A x , ' ±  lim Z / 2(£,)Ax, ± - - - ±  lim Z / m(£ )A x ,=
« —>QO, « —>00, / = J n -> ° 0 ,  /  =  j
A „ ->0  A „ —>0 A „ ->0

=  J y i( x )< * ± J /2( x ) A + - - ± } / „ ( j c ) A .
a a a

Hi xossa: Agar [a, b] kesmada f(x)>0 va integrallanuvchi bo'lsa, unda uning aniq integrali
uchun

]f(x )d x > 0 № )
a

tengsizlik o 'rin li bo'ladi.
Isbot: Bu holda integral yig'indida f(y>0 , Ax,>0 (i=l,2,3,—, n) bo'lgani uchun va aniq 

integral ta 'r ifi hamda lim it xossasiga asosan

s„ (/) = i m  )Ax, > 0 => f f{x )d x  = lim sn (/) > 0.
,_1 a 

ya'ni (19) tengsizlik o 'rin li ekanligi kelib chiqadi.
iV xossa16: Agar [a, b] kesmada f(x) va g(x) funksiyalar integrallanuvchi hamda f(x)< g(x) 

bo'lsa, unda ularning aniq integrallari uchun

j f{x)dx < j g(x)dx№ )
a a

tengsizlik o 'rin li bo'ladi.
Isbot: II xossaga asosan h(x)=g(x)-f(x) funksiya berilgan [a,b] kesmada integrallanuvchi 

bo'ladi. Bundan tashqari f(x)<g(x) shartdan h(x)>0 ekanligi kelib chiqadi. Unda, IV va II 
xossalardan foydalanib, (20) tengsizlikka quyidagicha erishamiz:

Jh(x)dx > 0 => j[g (x )-  f(x)]dx  > 0 => 
a a

= >  1 g(x)dx -  J  f(x )dx  >  0  = >  ]f(x)dx<\g(x)dx ■
a a a a

V xossa: Agar acccb va f(x) funksiya [a,c], [c,b] kesmalarda integrallanuvchi bo'lsa, unda u 
[a,b] kesmada ham integrallanuvchi va

16 Jo'raev T.J. va boshqalar. Oliy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 225.



b c b

| /  (x)dx =  | /  (x)dx + 1 /  (x)dx(21)
a a c

tenglik o'rin li bo'ladi.
Isbot: Bu xossani qat'iy matematik isbotini keltirmasdan, uni integralning geometrik 

mazmuniga asoslangan (6.3-shakl) talqinini keltirish bilan chegaralanamiz.

(21) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integral y=f(x) funksiya grafigi orqali hosil 
qilingan aACc egri chiziqli trapetsiyaning Si yuzasini, ikkinchi integral cCBb egri chiziqli 
trapetsiyaning S2 yuzasini ifodalaydi. (21) tenglikning chap tomondagi integral esa y=f(x) 
funksiya grafigi orqali hosil qilingan aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasini ifodalaydi. Bu 
yerda S=Si+S2 tenglik o'rinli va uni integrallar orqali ifodalab, (21) tenglikni hosil etamiz.

tzoh: III xossani ifodalovchi (21) tenglik c<a va c>b holda ham o 'rin li bo'ladi. Masalan, c>b 
holda' a<b<c bo'lgani uchun (21) tenglik yuqoridagi mulohazalar va (15) tenglikka asosan 
quyidagicha keltirib chiqariladi:

\f(x)dx  = \f{x)dx + \f(x)dx \f(x)dx = \f(x)dx -  \f(x)dx  =>
a a b a a b

=> \f(x)dx = \f(x)dx + \f(x)dx-
a a b

VI xossa: t-lar qanday [a,b] kesmada o'zgarmas f(x)= l funksiya integrallanuvchi va
b b
| / (x)dx = \dx = b - a  (22)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.
isbot: Bu holda integral yig'indida f(fj)= l, AXi=Xr-X i-i (i=l,2,3, "/ n), xo=a va xn=b bo'lgani 

uchun
n tt

s„ (1) = I  /(£ , )A, = H A/ = {.Xy -  x0 ) + (x2 - x ,) + ■ ■ ■ + (x„ -  x„_x ) = xn - x 0 = b - a .
/=1 i= l

Bu yerdan integral ta 'rifi va lim it xossasidan (22) tenglik kelib chiqadi:
b
\dx= lim 5 „(1 )=  lim ( b - a )  = b - a -

«->00, 00,
A „-> 0  A „-> 0

izoh: Integralning geometrik ma'nosiga ko'ra (22) tenglikdagi aniq integral asosi [a,b] 
kesmadan iborat va balandligi f(x)= l bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchak yuzasini ifodalaydi va bu yuza 
S=l-(b—a)= b-a ekanligidan ham (22) tenglikka ishonch hosil etish mumkin.



VII xossa: Agar [a,b] kesmada (a<b) integrallanuvchi y=f(x) funksiyaning shu kesmadagi 
eng kichik va eng katta qiymatlari mos ravishda m va M bo'lsa, unda aniq integral uchun

b
m (b - a ) < \ f  ( x)dx < M (b  -  a )  (23)

a

qo'sh tengsizlik o 'rin li bo'ladi.
Isbot: Shartga asosan [a,b] kesmada m<f(x)<M bo'lgani uchun IV xossa va (22) tenglikdan 

hamda I xossadan foydalanib, quyidagilarni olamiz:
b b b b h b 
J mdx < \ f  (x)dx < J Mdx =>m\dx< jf (x )d x  < M\dx =>

b b b 
=> |  f(x)dx <M\dx=> m(b — a) < { / (x)dx < M(b — a) ■

a a a

Bu xossaning geometrik ma'nosi shundan iboratki (6.4-shakl), [a,b] kesmada y=f(x) 
funksiya grafigi orqali hosil qilingan aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi asoslari b-a, 
balandliklari esa mos ravishda m va M bo'lgan

aAiBib va aA2B2b to 'g 'ri to 'rtburchaklar yuzalari orasida joylashgan bo 'lad i.

VII! xossa17: Agar |f(x)l funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, unda f(x) funksiya 
ham bu kesmada integrallanuvchi va quyidagi tengsizlik o 'rin li bo'ladi:

\f(x)dx < J | / ( 4 & ( 2 4 )

Isbot: |f(x)|<  f(x)<|f(x) | qo'sh tengsizlikni hadlab integrallab, bu tasdiqqa quyidagicha 
erishamiz:

-  \\f(x)\dx < J f(x)dx < \\f(x)\dx: \f(x)dx : \\f(x)\dx

IX xossa (O 'rta qiymat haqidagi teorema)18: Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz 
bo'lsa, bu kesmada shunday (, nuqta mavjudki, unda

]f(x )dx  = f ( Z ) (b -a )  (25)

tenglik o 'rin li bo'ladi.

17 Rupinder Sekhon. Applied Finite Mathematics. Rice University, Houston, Texas. 2011. -  P. 119.
18 Jo'raev T.J. va boshqalar. O liy m atem atika asoslari. 1-qism. Toshkent, 1995. -  B. 226.



Isbot: Berilgan f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgani uchun, Veyershtrass 
teoremasiga asosan, u bu kesmada o'zining eng kichik m va eng katta M qiymatlarini qabul 
etadi. Shu sababli bu funksiya uchun VII xossani ifodalovchi (23) qo'sh tengsizlik o'rinli va uni 
quyidagicha yozish mumkin:

1 h
m < :-------\f(x)dx<M -

b-a a
Bu qo'sh tengsizlik orasida turgan sonni |i deb belgilasak, unda kesmada uzluksiz funksiya 

xossasiga asosan, [a,b] kesmada shunday f, nuqta mavjudki, unda f ( f ; ) = n  bo'ladi. Bu yerdan, 
belgilashimizga asosan,

— j f(x)dx  = n  = / ( £ )  => J f(x)dx = f(£ )(b  -  a)
b ~ a a

ekanligi kelib chiqadi.
Ta'rif: (22) tenglik orqali aniqlanadigan

№ ) = ->— ]f(x)dx  
b - a a

soni f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi o 'rta  qiymati deb ataladi.

Mustaqil bajarish uchun berilgan topshiriqlam i hisoblash usuli

. . .  , r3jc2 - 5 x ^ + 2  , . . . .Misol. -----------pr--------ax integralm toping.
Mx

Yeehish. Suratni hadma-had maxrajga bo'lib, integral ostidagi funksiyani qo'shiluvchilarga 
ajratamiz va integralni topamiz.

^ 2 — z [~  i o  f  1 1  zi^\ 1°  2  i
J — -----X---------- dx = j  3x3 - 5 x 6 + 2 x 3 nx = j3 x 3d x - j5 x 6dx+ j2x~3dx =

-+i 13
r — r - t - X 3 X 6 X - 3  9 - 30 -

-3 \ x 3dx-5\x6dx + 2\ x~3dx = 3—------5—— 1-2----------- 1-c = - x 3 ------ x 6 +3x3 +c
1 1 } 1+, 1+, 1 8 13

3 6  -------- +  1

3

f.3*2- -J x f*  + 2A  = 9 3/7 - + 3^7  -
J ?/7 r  n

Aniqmas integralning umumiy yechimi

r 3x2 -  5xJx  + 2

\Tx 8 13 
ga teng bo'ladi.

Misol. J^/(l + jc)2dx. integralni toping.

Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun aniqmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni 
almashtirish yoki o'rniga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

\\J(̂  + x f  dx. bunda 1 + x = t deboiamiz. Bu holda dx = dt bo'ladi.

Demak,
______  2 - ,5

\][^+x)2dx = \34 ? d t  = j t ’ dt = +  C 

Aniqmas integralning umumiy yechimi

jV(l + x)d x  = +C

ga teng bo'ladi.



Misol. f — integralni toping.
J 2 + 3x

Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.
dx 1

f -------- = —In|foc+i>| + CJ f-r j. h lr 1 11 kx+ b k
Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.

f — = - ln |2  + 3x| + C
'2 + 3x 3

Demak, aniqmas integralning umumiy yechimi

f— = -ln|2 + 3*| + C 
J 2 + 3x 3 1 1

ga teng bo'ladi.
Misol. Jcos(5jc- 8)dx integralni toping.

Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.

J  cos (kx+ b)dx = ~-s'm(kx+ b) + C 

Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.

J cos(5jc- 8 )dx = isin(5jc -  8) + C 

Demak aniqmas integralning umumiy yechimi

j" cos(5x -  8 )dx = -  sin(5x -  8) + G

ga teng bo'ladi.
. ,  r 3xdx . . .
(Vfisai. — ------ . integralni toping.

J 9x +2
Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun aniqmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni 

almashtirish yoki o'rniga qo'yish”  usulidan foydalanamiz.

C- 3f fa . bunda 9x2+2 = t deb olamiz. Bu holda 18xdx = dt 3xdx = —dt bo'ladi. 
J 9x - +2  6

Demak,
r 3xdx 1 rdt 1 ,
J 9x2 +2 6 J t 6 6

Aniqmas integralning umumiy yechimi

In < + C  = — In 9.x: + 2 + C

9x + 2 6
ga teng bo'ladi
. . .  , , dx 
M is o I. f  ------ integralni toping.

W  5x2- l
Yeehish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.

f  , = InLc + -v/jc2 ± a 21 + C 
U x 2± a 2 1 1

Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.
dx

■JSx2 -1
Demak, aniqmas integralning umumiy yechimi

= lnpc + V5x2 -1  + C



r ...........  _  jnL  + _  J + £  
J V5x2-1 1 1

ga teng bo'ladi.
Misol. J e5~2xdx integralni toping.

Yechish. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanamiz.

\ehc+bdx = - e tx'b 
J k

Formulaga asosan integral quyidagichi hisoblanadi.

f e 5~2xdx = - - e s-2x +C
2

Demak aniqmas integralning umumiy yechimi

\e5-2*dx = - - e i-2x +C  
3 2

ga teng bo'ladi.
, r dx 

Misol. 7------------------7T integralni toping.
J (jc +1) In (jc +1)

Yechish. Bu integralni hisoblash uchun aniqmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni
almashtirish yoki o'miga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

r dx ]
bunda ]n(x + V) = t debolamiz. Bu ho lda ------ dx = dt bo'ladi. Demak,

3 (x +1) In (x + 1) x + 1
r dx rdt 1 1----------- --------- — j — -------- 1- C —---------------1- C
J (jr + l) ln 2(jc + l) 3 12 t ln(* + l)

Aniqmas integralning umumiy yechimi

-  f _____ * ______ = _____ L— + c
J (x +1) In2 (JC +1) ln(jc + 1)

ga teng bo'ladi.
rijctg 3x

Misol. - —j— dx. integralni toping.
J sin 3x

Yechish. Bu integralni hisoblash uchun aniqmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni 
almashtirish yoki o'miga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

r\lctg 3x 3
----- ;---- dx. bunda ctg3x = t deb olamiz. Bu ho lda --------r— dx = dt bo'ladi. Demak,

3 Sin 'S* _____ sin 3x
r \fctg3x

-dx = - - f iftdt = -~ \ f5dt = 4 ?  + C = - — ■{/clg63x +C 
IS  18J sin 3x 3 J 3 J 18 18

Aniqmas integralning umumiy yechimi

J sin 3x 18 v
ga teng bo'ladi.

r Jarctg63x
Misol. - --------- r— dx. integralni toping.

J l + 9x
Bu integralni hisoblash uchun aniqmas integralni hisoblashning "O'zgaruvchilarni 

almashtirish yoki o'rniga qo'yish" usulidan foydalanamiz.

r Jarctg6 3x 3
----------- r— dx. bunda arete3x = t deb olamiz. Bu ho lda-------- -dx  = dt bo'ladi. Demak,

J 1 + 9x £ l + 9x2



r ^ ^ (fc=I r ^ =l (4+c, l  43x + c
j  1 4 -  Ov 1 ?  1?l + 9x2 3J 12 12

Aniqmas integralning umumiy yechimi

ga teng bo'ladi.

! 1 r 4x, - - J x + 4 ^x 
J ’Jx
r%[x-2x2 + 5 ,

1.2. I --------- j --------dx
1 x "
rlfx  + 4x2-S

1.3.  5-------<&
J 2x2

„ „ r V 7 - 2 x 2 + 3 J
1.4.  A

J *

1.5. f| 2jc3 —3a/jĉ  + — la&c

f ^ 4  = V 3 i  + C
J l  + 9x2 12

Mustaqil yechish uchun mashqlar

l 6 ,
J a:

-  _  (-3 +*fx* -  2*1.7.  = ---------dx
1 'Jx
r 2x2 + 3Vx - 1  ,

1.8.  dx
} 2x
r l j x  +4x2 - 5  ,

1.9. f ----------- =-------dx
J 2x

r 2x3 -  -v/x + 4 ,
1.10.  -̂-------dx

3 X “

„ „„ f V ? - 5 x 2 + 3 J
1.11.  dx

} x

1.12. J^xVx --^== + lja!x

1.13. J ^x 2 — — sjotc

r lfx 2 - 2 x 5 + 3
1.14.  dx

J x

1.15. f| ^ £  + 2x’ - 4  late
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TO'PLAMLAR 
VA U LAR 
USTIDA 
ÄMALLAR



TO'PLAMLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga to'plamlar va ular ustida amallar bajarishda 
bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

To'plam tushunchasi matematikaning boshlang'ich va muhim tushunchalardan biridir. 
Masalan: Natural sonlar to 'plam i, auditoriyadagi talabalar to 'plam i, bibleotekadagi kitoblar 
to 'plam i, bir nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziqlar to'plam i biror xildagi mahsulot ishlab 
chiqaruvchi korxonalar to'plami va boshqalar.

To'plamni tashkil etgan narsalar to'plamning elementlari deyiladi. Matematikada
to'plam lar bosh harflar bilan, masalan: A,B,X,Y,...... uning elementlari esa kichik harflar,
masalan: o, a, *, y,.... bilan belgilanadi.

To'plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, unga chekli to'plam  deb 
ataladi. Masalan, bibleotekadagi kitoblar soni yoki guruhdagi talabalar soni chekli bo'ladi. 
Cheksiz elementlardan tashkil topgan to'plam  cheksiz to'plam deb ataladi. Masalan, natural 
sonlar to'plam i, bitta nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziqlar to'plam i va boshqalar.

* element X to'plamga tegishli bo'lsa, * e X  deb belgilanadi, aks holda * t X  yoziladi. 
{ * e  X /P (x)} belgi P xossaga ega bo'lgan * e  X lar to'plam ini bildiradi. Bo'sh to'plamni
0  =  { » e 0 / » # 4  deb yozish mumkin.

Misol. Quyidagi xossalarga ega bo'lgan to'plam lar elementlarini aniqlang.
l)A  = {*e  A /|*< 5 } ;2 )  B=  {x 6 /V|x < o }; 3) C = { * e Z | * |< 2 }

Yechish: 1) To'plam 5 dan kichik va teng bo'lgan natural sonlardan iboratligini bildiradi, 
ya'ni A=  {l,2,3,4,5}. Manfiy natural son yo'q shuning uchun B = 0  ;

bu holda |* |< 2  tengsizlikni qanoatlantiruvchi faqat butun sonlar olinadi, bu [ - 2 ;  2] 

kesmada bo'ladi. Shunday qilib, C —{ - 2; — 1; 0; 1; 2}.

Misol. /4 = {l, 2} to'plamning hamma qism to'plamlaridan iborat bo'lgan B  to'plamni 
tuzing.

Yechish: Qism to'plam ta'rifiga asosan, 0 e A ,  { l}e  A, {2}eA, {l, 2je. A, Demak, 
5 = {0 ,{1 } ,{2 } ,{1 ,2 }} .

Misol. A = (4, 8) va B=(1, 4] bo'lsa, ularning birlashmasini va kesishmasini toping.
Yechish: Birlashmaning ta'rifidan A \ j  B=(  1,8) bo'lib kesishmaning ta'rifidan 

/ü'r  ̂ ^ b o 'la d i.

Misol. ^ “ (“ 3, 7] va 6] bo'lsa, ularning birlashmasi va kesishmasini toping.
Yechish:Ta'rifga asosan A<j B={-3,  7} A r\B =  [5,6] bo'ladi.
Misol. Ushbu A= {l,2,3,4,5,6}, S={2,4,6,8}, C = {l,3 }
to'plamlarni qaraylik. Bu to 'plam lar uchun

A u  B= {1,2,3,4,5,6,8},
An, S =  {2,4,6},
A \B =  {1,3,5},

B\ /4= {8},
A*~j C= {l,2,3,4,5,6},

A n  C= {l,3},
B n C  = 0 ,

f ix  C = {(2,1), (2,3), (4,1), (4,3), (6,3)(8,1), (8,3)}.



bo'ladi.
Yuqorida keitirilgan ta'riflardan

F u F = f ,  f n f = F ,  E\E=<Z,
shuningdek F c  F  bo'lganda

E<j  F =  F, E n F = E
bo'lishi kelib chiqadi.
Barcha 1, 2, 3, n,... - natural sonlardan iborat to'plam  natural sonlar to 'plam i deyiladi 

va u N harfi bilan belgilanadi:
/V= {l, 2, 3,..., „,...}•

Barcha -2, -1, 0 , 1, 2,... - butun sonlardan iborat to'plam butun sonlar to 'p lam i deyiladi 
va u Z harfi bilan belgilanadi:

Z  =  2, -1 , 0, 1, 2,...}
Ravshanki, N c  Zbo 'lad i.

Tartiblangan to 'p lam lar
Agarb iror E  to 'p lam ning elementlari uchun quyidagi tasdiqlar:
1 )n = m , n> m, n < m munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o'rinli;
2) n< m, m< p tengsizliklardan n< P tengsizlik o 'rin li bo'lsa, E  to'plam  tartiblangan 

to'plam  deyiladi.
Tartiblangan to'plamlarga dastlabki misol, /V = {l, 2, 3,..., n,...} natural sonlar to'plam i 

bo'ladi. Bundan tashqari butun, ratsional, haqiqiy sonlar to'plamlari ham tartiblangan 
to'plamlarga misol bo'laoladi.

To'plamlarning ekvivalentligi
Ixtiyoriy ikkita E va F  to 'plam lar berilgan holda, tabiiyki, ularning qaysi birining elementi 

«ko'p» degan savol tug'iladi. Natijada to'plam larni solishtirish (elementlar soni jihatidan 
solishtirish) masalasi yuzaga keladi. Odatda bu masala ikki usul bilan hal qilinadi: to'plamlarning 
elementlarini bevosita sanash bilan ularning elementlari soni solishtiriladi; biror qoidaga ko'ra 
bir to 'plam ning elementlariga ikkinchi to 'plamning elementlarini mos qo'yish yo'li bilan 
ularning elementlari solishtiriladi.

Masalan, £T={l, 2, 3}, F = {1, 4, 9, 16} to'plamlarning elementlari sonini solishtirib, F 
to ’plamning elementlari soni E to 'plamning elementlari sonidan ko'p ekanligini aniqlaymiz. 
Yoki, E to 'p lam ning har bir elementiga F to 'plamning bitta elementini

1 ->  1, 2 -> 4 , 3 —»9
tarzda mos qo'yib, F  to'plamda E to 'p lam  elementiga mos qo'yilmay qolgan element 

borligini (u 16) hisobga olib, yana F  ning elementlari soni E ning elementlari sonidan ko'p 
degan xulosaga kelamiz. Agar to'p lam lar cheksiz bo'lsa, ravshanki, ularni 1- usul bilan solishtirib 
bo'lmaydi. Bunday vaziyatda faqat 2 - usul bilangina ish ko'riladi. Masalan, N = {l, 2,..., n,...} 
natural sonlar to 'p lam ining har bir n  elementiga {n  =  1, 2 , . . . )  ju ft sonlar to 'plam i 
A/, = {2 , 4...., 2n,...} ning 2 n elementini (n =  l. 2,...) mos qo'yish bilan (n—>2n) solishtirib, 
ularning elementlari soni «teng» degan xulosaga kelamiz.

Misoi. Ushbu

E=  {1, 2, 3, 4, 5}, - ,  - ,  -
[  2 3 4 5

to 'p lam lar ekvivalent to 'p lam lar bo'ladi. Bu to'plam  elementlari orasida o'zaro bir 
qiymatli moslik mavjud. Uni quyidagicha



1<н>1, 2 3 e - ,  4 « - ,  5
2 3 4 5

o'rnatish mumkin. Demak, E~ F . 
Misol. Ushbu

E = {2, 4, 6, 8}, F= {2, 4, 6, 8,10},
to 'plam lar ekvivalent to 'plam lar bo'lmaydi. Chunki bu to'plam  elementlari orasida o'zaro 

birqiym atli moslik o'rnatib bo'lmaydi.
Misol. Ushbu

to'plam lar ekvivalent to'plam lar bo'ladi. Bu to'plam elementlari orasidagi o'zaro bir 

qiymatli moslik har bir „  ga ( n e /V )— ni (—s F) mos qo'yish bilan o'rnatiladi. Demak, E~ F. 

Misol. Ushbu

to'plam lar o'zaro ekvivalent bo'ladi. Bu to'plam elementlari orasida o'zaro bir qiymatili 
moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin: har bir natural „ ( „ e  /V)songa 2 n son (2л,е Л/,) mos 
qo'yiladi n<->2n). Demak, E = N ~ N t .

Ravshanki, Л/, с  N. Bu esa to'plamning qismi o'ziga ekvivalent bo'lishi mumkin ekanligini 
ko'rsatadi. Bunday holat faqat cheksiz to'plamlargina xosdir.

Yuqorida keltirilgan ta 'r if va misollardan ikki chekli to'plamning o'zaro ekvivalent bo'lishi 
uchun ularning elementlari soni bir-biriga teng bo'lishi zarur va yetarli ekanligini ko'ramiz.

Ekvivalentlik munosabati quyidagi xossalariga ega:
1) E~ E  (refleksivlik xossasi) ;
2) E~ F  bo'lsa, F ~  E bo'ladi(simmetrik xôssasi) ;
3) E~ F, F~ G bo'ladi (tranzitivlik xossasi).
To'plamlarning ekvivalentlik tushunchasi to'plamlarni sinflarga ajratish imkonini beradi.
Masalan,

Mïsof. A={juft sonlar}={2,4,6,8,10,12...}
B={3ga bo'linadigan sonlar}={3,6,9,12...}
А П  B={6,12,18,...}={6 ga bo'linadigan sonlar}
A={talabalar}, V= {futbolchilar}, А П  V={futbol bilan shug'ullanuvchi talabalar}
Arifmetikada sonlarni ko'paytirish uchun kommutativlik va assotsiativlik qonunlari o'rinli. 

To'plamlar ko'paytmasi ta'rifidan bu qonunlar bu yerda xam saqlanib qolishini ko'rish mumkin, 
ya'ni A P iV = v n A ,(A n v )  H S = A n (v n s )

Arifmetikada qo'shish va ko'paytirish amallari o'zaro distributivlik qonuni bilan 
bog'langan.

E= N =  { 1 , 2 , 3 , . . . . Л/,= {2,4,6,,...,2n,...... }

/V, ={2,4,6,.... 2n,...},
N2 ={l,3,5,...2n —1,...},

to 'plam lar sanoqli to'plamlardir, chunki
/V,~ /V ( 2 » « » ,»  =  Щ . . . ) ,  

N2~ N  (2n — 1 <-> n, n = 1,2,3,...),

/V3~ /V (— <-> n,  n = 1,2,3,....).

(a+v)s=as+vs.



Bu qonun to 'p lam lar uchun xam o'rinlidir.
(AuV)nS=(AnS)u(VnS).

Shu tenglikni isbotlaymiz: Bu munosabatni isbotlash uchun
xe A U  V va xeS. xe A U  V=> x e A yeki x eV yeki x e(AnV) x e A bo'lsin=> x e AnS =J> 

x e (A n V )u  (VnS). 
x eV=>xeVnS=> xe (A nS )u  (VnS). 

x e A v a x  eV=> x e A n S , xeVnS => xe(A nS )u  (VnS).
Shunday qilib, => x e(A uV )nS  => xe (A n S )u  (VnS).
Ya'ni (A uV )nS c (AnS)u (VnS).
Endi u s  (A nS )u (VnS) bo'lsin. Unda u e  (AnS) yoki u e  (VnS) yoki u e (AnS) va u e  

(VnS).
u e  (AnS) bo'lsin. Bu xolda u e A, u 6 S => u e(AuV) ,u eS

=>u e(AuV)nS. 
u e AnS, u e  VnS=> u e  A, u e V,u eS => u e(A ^V) ,u eS 

=>u e(Ai~V)nS.
Demak, (A nS )u (VnS)c: e(AuV)nS.
Demak, (AuV)nS = (AnS)u (VnS) ekanligi kelib chiqadi, Xuddi shunday qilib yana bir 

distributivlik qonunini isbotlash mumkin.
(AnV)uS= (AuS)n(VuS) (*)

M isol. 1. Korxonada 10 erkak va 8 ayol ishlasa bir erkak va bir ayol xodimdan iborat 
ju ftlikn i n (a  va p) = 10 ®  8 = 80 usulda tanlash mumkin.

2. 10 talabadan iborat guruxga ikkita yo'llanma berildi. Bd yo'llanmalarni necha xil usulda 
tarqatish mumkin? a  - 1 yo'llanma, p - Il yo'llanma n (a) = 10, n ( P) = 9, chunki bitta talabaga I- 
chi yo'llanma berildi. Demak, "

n (a va p) = 10.® 9 = 90 
Umumiy xolda a  i, a  2 ....am tanlovlarni mos ravishda n (a 1), n ( a  2 )....n (am) usullarda 

amalga oshirish mumkin bo'lsa,
n (a 1 yoki a  2 yoki....yoki a m ) = n (a 1)+ n ( a  2 )+....+n (am) 
n (a 1 va a  2 va....va a m ) = n (a 1) ®  n ( a  2 ) ®,....,®n (am) 

formulalar o 'rin li bo'ladi.
M isol. 1) Z={butun sonlar}, V={juft sonlar}, Z \  V={toq sonlar).
2) A={barcha talabalar}, V={l kurs talabalar}, A\V={II -  V kurs talabalar}.
3) A={1,2,3,4,5}, V={1,3,7,9}, A\V={2,4,5}, V\A={7,9}.

Mavzuga doir misol va masalalar
1. N  natural sonlar to 'p lam i va Z  butun sonlar to'plami birlashmasini toping.
2. G ratsional sonlar to 'p lam i, R haqiqiy sonlar to'plam i bo'lsa G n R ni toping.
3. Ratsional va irratsional sonlar to 'p lam i birlashmasini toping.
4. A to 'g 'r i to 'rtburchaklar to 'plam i, f i  romblar to'plam i bo'lsa, A n  f in i toping.
5. A ju ft sonlar to 'plam i Z  butun sonlar to'plami bo'lsa, ularning kesishmasini toping.
6. A ju ft sonlar to 'p lam i B toq sonlar to'plam i bo'lsa, A va B laming kesishmasini 

toping.
7. {0; 1,2} bo'lsa hamma qism to'p lam lar to'plamini toping.

8. A ju ft sonlar to 'plam i, f i  toq sonlar to'plam i, C tub sonlar to'plam i bo'lsa, AkjB, 
A n B ,  A n C  toping.

9. {l,2.4,6,9}, 5 =  {3,4,5,8,10} bo'lsa A \B  va f i \  A larni toping.



10. toping. G ratsional soniar to'plam i, R haqiqiy sonlar to 'plam i bo'lsa G\R  ni 
toping.

11. A = { a , b , c ) ,  B = { d , s, r , g }  va C = {a , r , g , k, c} to'plamlardan har ikkitasining 
kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

12. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3 ga teng doiralar 
nuqtalaridan iborat to'plamlarning kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.

13. To'plamlarning ayirmasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
14. Ushbu amallar natijalarini aniqlang: 0 f | { 0 } ,  { 0 } f l { 0 } ,  { 0 }U { 0 } ,  { 0 , { 0 } } - { 0 } ,  

{ 0 , { 0 } } - 0 ,  { 0 { 0 } } - { { 0 } } .
15. Ixtiyoriy /1 to'plam uchun A U 0 ,  A f1 0 , / 1 - 0 ,  A - A ,  0 - A  to'plamlarni 

aniqlang.
16. A— B= B— A tenglik o 'rin li bo'ladigan A va B to'plamlarga misollar keltiring.
17. O'zaro kesishmaydigan to 'plam lar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
18. O'zaro kesishadigan to'plam lar bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
19. Ixtiyoriy A to'plam uchun A\JA = AU A = U  bo'lishini ko'rsating.
20. Ixtiyoriy A  va B  to 'plam lar uchun quyidagi tasdiqlaming o 'rin li bo'lishini ko'rsating:
a) A\ 6 = 0 = >  A ç  B;
b) A c  B=> A\ B = 0  - a )  banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
d) A \B =  B \A  = 0=> A = B;
e) A =  B=> /4\ B= B\ A =  0  -  d) banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
f) /4\ B= Af) B, ya'ni ayirish amali kesishma va to'ldirish amallari yordamida ifodalanishi 

mumkin;
g) 0 c A f ) B c A \ J B .
21. Chekli A va B to 'plam lar uchun \A\, \B\, |/4U £j va sonlar orasidagi 

bog'lanishni toping.
22. Ixtiyoriy A, B va C to 'plam lar uchun quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
a) A\J B ç C = > ( A ç C  va B ç C ) ;
b) ( A ç C  va B ç  Q=> A\J B ç  C -  a) banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
d) A c  B f)C =>{Aç B va AçC)-,
e) ( A ç  B va A ç  C)=> A c  B f IC  -  d) banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
f) A çB = >  A\JCçB\JC-,
g) AçB=*A Ç \C çB Ç \C )
h) A c B = > A \C ç B \C ;
i) A ç B ^ > C \B ç C \ A .
23. 12-topshiriqning f), g), h) va i) bandlaridagi tasdiqlarga teskari tasdiqlarni tahlil qiling 

va ular bajarilmaydigan hollarda A, B va C to'plamlarga misol keltiring.
24. Ixtiyoriy », b va = sonlar uchun to 'g 'ri bo'lgan s < o Cï> o + c < o + c,

o <  b <=> o — c <  b - c  va «. <  *  <=> c - b <  c -  a munosabatlardagi a ,  s va c sonlarni A ,  B  va 
C to 'plam lar bilan, "< ", "+" va belgilarni “ c " ,  "U "  va " \ "  belgilar bilan mos ravishda 
almashtirib, hosil bo'lgan munosabatlarning to 'g'rilig ini tahlil qiling.

25. 0 = { * e N | * 3 £ p  bo'Iinadi} bo'lsin. N  to'plamni universal to 'plam  deb hisoblab, 
B  to'plamni toping.

26. Natural, butun, haqiqiy va irratsional sonlar to 'plam lari bilan bog'liq universal 
to'plamlarga misollar keltiring.

27. /4 = { a,ü,c, d,«,} to'plam  uchun 2Â buleanni aniqlang.



28. Bir uyda yashovchi oilada ota ( t), ona ( „ ) va to 'r t nafar farzand (1,2,3,4) bo'lsa, oila 
a'zolarining uyda bo'lishlari vaziyatlariga mos barcha imkoniyatlarni to'plamlar ko'rinishida 
yozing va bu imkoniyatlar to 'plam lari to'plam ining quwatin i aniqlang.

29. Universal to 'plam  tushunchasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.
30. Bulean tushunchasi bilan bog'liq masala o'ylab toping va uni hal qiling.

Mavzuga oid testlar to 'p lam i
1. To'plamlar nazariyasining asoschisi kim?
A) Pifagor;
B) Dekart;
C) Kantor;
D) Ferma ;
E) Gauss.

2. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri bo'sh to'plam  emas?
A) Kvadrati manfiy bo'lgan haqiqiy sonlar;
B) sinx = 2 tenglama yechimlari to 'plam i;
C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami;
D) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to 'plam i;
E) Ikkiga bo’ linmaydigan ju ft sonlar to 'plam i.

3. Qachon A to 'p lam  B to'plamning qismi deyiladi?
A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
C) Agar B to'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli bo'lsa.
D) Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamga tegishli bo'lsa.
E) To'g 'ri javob keltirilmagan.

4. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto'g 'ri?
A) bo'sh to 'p lam  barcha to'plam larning to'plam  ostisi bo'ladi;
B) har bir to 'p lam  o'zining to'plam  ostisi bo'ladi;
C) Agar A cB  va CcA bo'lsa, unda C<zB bo'ladi;
D) Agar BcA bo'lsa, unda AoB=B bo'ladi;
E) Agar BcA bo'lsa, unda AuB=B bo'ladi;

5. A va B to'p lam lar birlashmasi amali qayerda ifodalangan?
A )A u B ;
B) A r , B;
C) A c  B;
D) A 3B;
E )A \B .

6. Agar xeA vj B bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o 'rin li emas?
A) x e A , xgB ;
B) x g A , xeB ;
C) xgA , xgB ;
D) xeA , xeB ;
E) barcha tasdiqlar o 'rin li b o 'la d i.



7. To'plamlar birlashmasi amalining xossasi qayerda noto 'g 'ri ko'rsatilgan? (CÎ 
universal to'plam, 0  -  bo'sh to'plam)

A) A u  B =  B u  A,
B )A u0 =A;
C) Л и  A= Д
D) / 4 u Q  =  f l ,
E) Barcha xossalarto'g'ri ko'rsatilgan.

8. A = [-3; 0 ] va В = (-1; 5 ] to 'plam lar birlashmasi qayerda to 'g 'r i ko'rsatilgan?
A) [-3; 5];
B) [-3, -1 ];
C) (-1; 0);
D )(0; 5];
E) [-1; 5].

9. A va В to'plamlar kesishmasi amali qayerda ifodalangan?
A) А о  В;
B) А о  В;
C) А с  В;
D) А зВ ;
E) А \  В.

10. A g a rxe A n  В bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o 'rin li bo'ladi?
A) xe A ,x g B  ;
B) Х0 А , xeB ; . —
C) x g A , xgB ;
D )x s A ,x s B ;
E) barcha tasdiqlar o'rinli emas .

11. Agar universal to'plam <*>) va A=(2,5] bo'lsa, C(A) to'plam  qayerda to 'g ' 
ifodalangan ?

A) C(A)=[ -°°,2 ] ;
B) C(A)=(5, °o] ;
C) C(A)=[0,2] u(5, <*>) ;
D) C(A)= (-<*>, 2] u(5, oo) ;
E) to 'g 'r i javob keltirilmagan.
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KOMBINATORIKADA KO'P QO'LLANILADIGAN USUI VA QOIDALAR

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga kombinatorikada ko'p qo'llaniladigan usul va 
qoidalar amallar bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Misol, 1) {a;v;s} n=3, k=2 =>{a;v},{a;s},{v;s},{v;a},{s;a},{s;v}=> A 4 = 6

2) {a;v;s;d} n=4,
Umumiy holda
2) {a;v;s;d} n=4, k=3 =>{a;v;s},{a;s;v},{v;a;s},{s;a;v},{s;v;a} ...=> A^= 16

a ;  = -  n' (1)
" (n-k)\

Masala. Talaba 8 kunda 4 ta imtixon topshirishi kerak. Buni necha xil usulda amalga 
oshirish mumkin.

Yechish: Kunlarni 1,2,3, ... ,8 kabi nomerlab chiqsa, imtixonlar qo'yilish kunlari {1;2;3;4}, 
{1;3;2;5} kabi to'rtliklardan iborat va ularning soni

A 4, = 1680

S* sonlari yordamida quyidagi formulani yozish mumkin

(a+v)n = S° a"v° + S,J a"'1 v1 +...+ S* a"-kvk+...+ s;; a°vn= Y^Ckna"~kbk (2)
k=0

Bu Nyuton binomi formulasi deyiladi, S* binomial koeffitsentlar deb ataladi. Nyutondan 
oldin bu formulani Umar Xayyom (1048-1131), G'iyosiddin ali-Qushchi (1430) ham bilishgan. 
Nyutonning xizmati shuki, u (3) formulani nafaqat natural n soni uchun, balki kasr sonlar uchun 
ham o 'rin li ekanligi ko'rsatgan.

Nyuton binomidan va ta'rifdan S* uchun quyidagi munosabatlar kelib chiqadi

1) a = v = l  £ c *  = 2 "
k=0

2) 2 ) a= l, v= -1 ^ ( - 1 ) ‘ C* = 0
k=0

3) S‘ = s r *  4) S°„ = S" = 1  munosabatlarning to'g'rilig ini tekshirishni talabalarga xavola 
qilinadi.

Misol. Beshta odamdan uchta kishidan iborat komissiyani necha xil usulda tuzish mumkin:
5!

3!<8>2! ’
S:-= ——— = 10

Misol. 1) n = 2 => {a;v},{v;a}=> R2=2
2) n = 3 =>{a;v;s},{a;s;v},{s;a;v},{v;a;s},{v;s;a},{s;v;a}=> R3=6
Umumiy xolda

Rn= n! (2)
formula o'rinli.

Misol. Navbat kutib turgan 5 ta odamni Rs= 5! = 120 usulda navbatga joylashtirish 
mumkin.



Ta'rif: m elementni n tadan o'rinlashtirish deb, shunday birlashmalarga aytiladiki, 
ularning har birida berilgan m elementdan olingan n ta element bo lib, ular bir- birlaridan yo 
elementlari bilan, yoki elementlarining tartib i bilan farq qiladi(n< m bo'lishi shart).

m ta elementdan n tadan tuzulgan o'rinlashtirishlar soni A" simvol bilan belgilanadi.
(A fransuzcha "arrangement", ya'ni o'rinlashtirish degan so'zning bosh harfidir.) 
A"u= m (m -\ )(m -2)....(m -n  + l). Bu o'rinlashtirishlar sonini topish formulasi 

hisoblanadi.
M isol. A* =  7 ■ 6 ■ 5 • 4 =  840

IWIso!. Sinfda 10 fandan dars bo'lib har kuni 5 xil usul bilan dars o'tiladi. Bir kunlik dars 
necha xil usul bilan taqsimlanishi mumkin?

Yechish: Masala o'rinlashtirishlar sonini aniqlash bilan yechiladi.
A*io =10  * 9 * 8 *7  * 6 = 30240 usul bilan taqsimlab qo'yish mumkin.
O 'rin  almashtirish.
Ta’rif: Faqat elementlarning tartib i bilangina farq qilgan(yani n=m) o'rinlashtirishlar o'rin 

almashtirishlar deyiladi.
M elementdan tuzilgan o 'rin almashtirishlar soni Pm simvol bilan belgilanadi.
(P fransuzcha "Permution", ya'ni o 'rin almashtirish so'zining bosh harfidir.)

Pln= l-2 -3 - .. .(m  — 2)-(m — l) m .
Bu formula o 'rin  almashtirishlar sonini topish formulasi hisoblanadi.
Misollar. P3 = l-2 -3  = 6;P6 = 1- 2-3 • 4 -5 -6  =  720; P5 = 1 • 2 - 3 4  • 5 = 120 va hokazo.

Masala. 8 ta stol qo'yilgan; unga 8 kishini necha xil usul bilan o'tqazish mumkin.
Yechish: Bu masala o 'rin almashtirishlar sonini aniqlash bilan yechiladi.

P% =  l - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7  =  4 0 3 2 0 xil usul bilan.
Gruppalash.
Ta'rif: m ta elementdan n tadan tuzilgan gruppalash deb, m elementdan n tadan tuzilgan 

o'rinlashtirishlardan bir- biridan eng kamida bitta elementi bilan farq qiladigan 
o'rinlashtirishlarga aytiladi.

M elementdan n tadan gruppalash soni C” simvol bilan belgilanadi.
(C-fransuzcha "Combinasion" ,ya'ni gruppalash degan so'zning bosh harfi).

ç,n _ A", _ m(m - 1  )(m — 2 -  n +1)
P„~  I -2 -4 -....-«

Bu formula gruppalashlar sonini topish formulasi hisoblanadi.

Misollar. 1) Cl = 9 ' 8 ' 7 ' 6 ' 5 =126.
; 1 -2 -3 -4 -5

2 5 .2 4 .2 3 -r>  |26, ()
25 1 - 2 - 3 - 4

3)C\X = 1 tenglamani yeching.

C\x =  ^X — — =  1 y o k i l x 1 -  x  - 1  = 0, bu n d an  :
Yechish: | ^

1± V l+ 8  1±3 , Ix. , = ------------ = -------;x  = l.x , = —
4 4  2 .



Bulardan yolg'iz x , =l  berilgan tenglamani qanoatlantiradi,jr = - i  berilgan

tenglamaning chet ildizidir.
4) C ::i + C , i  *  C £ | =  5 + 5 + 3 berilgan. nva m sonlartopilsin.
Yechish:

(m + 1) - m ■ (m -1 )  ■... • (/и +1 -  n + 1) • (m +1 -  n)
5 C"t! 1 -2 -3 -...п (и  + 1) m — n + l1 =  — =.—sii- = --------- -------—--------------—— ---------—---------= --------------yoki.n + l = m — n + l,
5 C ^ +I ( w  + 1 )  • »1 • ( «  - 1 )  ■ — - (m  + 1  -  n + 1 ) и  +  1

1- 2 - 3 - ...- л
Bundan: m = 2-n.

Yana:
(m  + 1)  • /и ■ (m - 1)  ■... • (/n  +1 -  n +  2)  - (m  +1  -  n + 1)

5 C tl 1-2-3-...-(я —1)-л m -n  + 2— = , = — ------ ------—----- --------- ~ —----------- —--------- = ------------yoki.Sn = 3m-3n + bbiinaan :
3 C ”;5 ( m  + 1 )  ■ m  ■ ( m - 1 )  ■ ■  ( m + 1  -  и +  2 )  „  ^

1 - 2 - 3 - . . . . ( / 7 - 1 )

3m + 6
8

Endi bundagi m ning o'rniga topilgan m=2n ni qo'ysak:
3 • 2 ■+■ 6

« = — -— yokiln  = 6,.n = 3bo'ladi. Bu holda m — 2-3 =  6.

5)12C*“j  = 5 5 ^ 2+1 tenglamani qanoatlantiruvchi x ning qiymatini toping. (Bu misolda 

С" = С Г  formuladan foydalandik bu formulaning isboti keyinchalik beriladi.)
Yechish:

_I+3-*+i __ j 2 C 4 _ 12 (x + 3)-(x + 2)-(x + V)-x _ (x + 3)-(x + 2)-(x + l)-x _
*+3 ’ 1-2-3 f4 2

4 2t l =(.s + l ) - ; t ; (*  + j ) ' (* +22 ) ' (x + 1)' * =55(;r + l ) - *  yoki (x +  3 )-(x  +  2 )=110 ,

x2 + 5 x - 104 = 0,xl2 = ~ 5 ± ^ 2 5 +  4 1 6 ^ - 5  +  V i i l  ^ _5 | _21 _ ^ = g  ; ^ = _ 13 (chet

ildiz).
|c ,v = c t 2

6M c 2 =153 niyecWng- 

Yechish: c  r  ^
1-2-3-... - ^
CJ.+2 _  X -{x-\ )-...{x-y  + \) {x - y )  { x - y -\ )

1 - 2 • 3 •... • • (y  + 1)- (y  +  2)
C2 _  * ( x - l )

1-2
Bularni o'rinlariga qo'yib soddalashtirsak:

j( ;t  -  ;y) • (x -  y -1 ) = (y +1) • (у + 2), 

j x 2 - * - 3 0 6  = 0
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi. Ikkinchi tenglamadan : x=18 bo'lib, buni birinchi 

tenglamaga qo'ysak: (I8 ~ y )(l7 -y ) = y 2 +3y + 2 yoki 38>" = 304;>> = = 8.

C" = C ;;r  tenglikning isboti. Buning uchun quyidagi ishlami bajaramiz .



ç,„ _ т-(т — \)-(т — 2)-...-(т — п + \) m ■ (m -1 )  •... • (m - n  + 1) • 1 ■ 2- 3-... • (ni -  ri) _
”  ~  1 - 2 • 3 -... - /7 “  1 • 2 • 3 • •  и • 1 • 2 • 3 •... • (то — л)

1 • 2 - 3...(m -  и) • (»г — и + 1) -... - («г — I) -от _  Рт

Р„'Рт-п ~ ,Р„-Рт-п. '

Bu gruppalashlar soni formulasining boshqacha ko'rinishi. Endi chiqarilgan formulada n ni 
(m-n) bilan almashtirsak:

C """ = F" =C"nt 
P„-n-P„

hosil bo'ladi. Demak, C” =  C ” “ " .

Misol. C “  =  C22t 23 =  C?5 = =  300.25 .5  b 2

Mavzuga doir misol va masalalar

l).Quyidagiiarni hisoblang:

-̂■18. /-.45.^110. + Д; . 2 • /j, + ЗЛ4
2i’ 50’ 120’ A,42 ’ 5-P5- P l

2 ).Ushbu tenglamalar yeching:

A; = 0 ; A] = 4 ■ *  -  6;Q4 =  0; C 2_3 = 21; C5X+I =

3).Tenglamalar sistemasi yechilsin:
fC^+1= 2 5 - j:,  ГЛГ3 :Л Г 2 =  1 : 8,

a n  1 ’ -b) 1
[C^L, = 10. (С ,^3 : C1; ' 2 = 5 :8 ,

4) Ushbu tengliklarning to 'g 'rilig in i isbotlang .
a) c : + c r  =  c ;,+1 ;b ) c :+1 =  c : +-s.
5) Uch o'sm ir va yetti qiz ikkita qayiqda daryo bo'ylab suzishga otlanishdi. Ularni ikkita 

qayiqqa har qaysi qayiqda hech bo'lmaganda bir o'smir bo'ladigan qilib necha xil usul bilan 
joylashtirish

mumkin.
6 ) Tekislikda 15 ta nuqta berilgan. Ularning hech bir uchtasi bir to 'g 'r i chiziqda yotmaydi. 

Bu to 'g 'r i chiziqlar nechta turli to 'g 'r i chiziqlar va aylanalarni aniqlaydi?
7) To'garak qatnashchilari bir o'yin uchun uch xil rangdagi raqamlardan no'merlar 

yozishga kelishdilar. Birinchi o'ringa uchta qizil rangdagi raqam, ikkinchi o'ringa ikkita sariq 
rangdagi raqam, uchinchi o'rindagi 4 ta ko'k rangdagi raqam yoziladi. Agar qizil rangdal,2,3,4,6 
raqamlarni, sariq rangda 0 ,2 ,5,7 raqamlarni va ko'k rangda 1,3,5,6 ,7,8 ,9 raqamlarni yozish 
mumkin bo'lsa, hammasi bo'lib necha xil nomerlar yozish mumkin?

8 ) Tenglamani yeching:

a) 5 ± i  = 72; b) A4X = 6 -A2X_2

c) C'-2 = 45.

d) P'+2 =132.
К  ■ Px-n

e ) C ? J  =13 -A2x+6

f) c r ’ + c ; - 2 =  15 (jc—i>



s) C41" 11 = 5 -A3o l  4.V+9 4.V+7

9) Tenglamalar sistemasini yeching:

P € ^ ' C ‘>=3 lAl 2 'A2x3=S
a) ” ' 2 m - b) 2

lc , : . 2 : c ; : ’ = 0 >6; | c 2”; 2 :C ";3 + 2 j

Mavzuga oid testlar to 'p lam i

1. Ota bog'dan olmalar keltirdi. Bolalari undan nechta olma keltirganini so'rashdi. Otasi 
ularni sanamaganini, lekin ularni 2 talab, 3 talab, 4 talab, 5 talab, 6 talab va 7 talab qo'yib 
chiqqanida har gal bitta olma ortib qolganini aytdi. Ota kami bilan nechta olma keltirgan bo'lishi 
mumkin?

A) 421 B) 214 C) 412 D) 124 E) 241
2. O n ikki do'st maktabni bitirgach har yili bitta kafeda uchrashishga kelishdilar. Ular 

taasurotlari bilan o'rtoqlashish va suhbatlashish uchun stollar atrofida 4 tadan o'tirish qulay 
deb hisobladilar? Ularning har biri boshqa do'stlarining har biri bilan birorta stol atrofida o'tira 
olishiga necha yil kerak bo'ladi?

A) 165 B) 651 C) 156 D) 561 E) 516
3. Shahmat musobaqasida 130 partiya (o'yin) o'ynaldi. Barcha qatnashchilar bir-birlari 

bilan bittadan partiya o'ynashdi, biroq ikkita o'yinchi har biri 5 tadan o'yin o'tkazgach, 
musobaqadan chiqib ketdi. Musobaqada dastlab qancha o'yinchi bo'lgan?

A) 14 B) 15 C) 16 D) 17 E) 18
4.10  ta raqamdan avtomashinalarning nechta har xil uch xonali son tuzish mumkin?
A) 10 000 B) 1000 C) 100 D) 100 000 E) 1
5JL)shbu 0,l/2,3,4,5 raqamlardan nechta har xil uch xonali son tuzish mumkin?
A) 180 B) 170 C) 801 D) 810 E) 710
6. Gruppada 30 o'quvchi bor. Ularning ichida 3 kishini EHM da ishlash uchun ajratirish 

kerak. Buni necha xil usul bilan bajarish mumkin?
A) 4060 B) 460 C) 4600 D) 6040 E) 6400
7. Turli rangdagi 5 to 'p  mato bor. Bu matolardan har bir mato faqat bitta polosani 

egallaydigan qilib nechta turli besh rangli bayroqlar tayyorlash mumkin?
A) 120 B) 210 C) 200 D) 1200 E) 201
8. Xokkey komandasi tarkibida 3 ta hujumchi, 2 ta himoyachi va 1 darvozabon bo'ladi. 

Agar trener ixtiyorida 6 ta hujumchi, 4 ta himoyachi va 2 ta darvozabon bo'lsa, u nechta turli 
hokkey komandasi tuzishi mumkin?

A) 240 B) 420 C) 402 D) 204 E) 400
9. 1 dan 100 gacha bo'lgan sonlar orasida, 2 ga ham , 3 ga ham bo'linmaydiganlari 

nechta?
A) 33 B) 30 C) 32 D) 21 E) 19
10. Shaxmat turnerida ishtirok etayotganlarning har biri qolgan o'yinchilar bilan 2 

partiyadan shaxmat o'ynadi. Agar turnerda hammasi bo'lib 462 partiya o'ynalgan bo'lsa , turner 
ishtirokchilari necha kishi bo'lgan?

A) 18 B) 20 C) 22 D) 24 E) 25
11. Har qanday 3 tasi bir to 'g 'r i chiziqda yotmaydigan 6 ta nuqta berilgan. Shu 6 ta 

nuqtalar orqali nechta turlicha to 'g 'r i chiziq o'tkazish mumkin?
A) 6 B) 12 C) 10 D) 36 E) 15
12. Kitob betlarini sahifalab chiqish uchun 1012 ta raqam ishlatildi. Agar sahifalash 3 

betdan boshlangan bo'lsa, kitob nechta betdan iborat?



A) 374 B) 400 C) 506 D) 421 E) 434
13. Futbol chempionatidagi komandalarning barchasi bir-biri bilan bir martadan 

o'ynagandan keyin hammasi bo'lib 120 match o'tkazildi. Chempionatda nechta komanda 
ishtirok etgan?

A) 12 B) 14 C) 15 D) 16 E) 20
14. 13 kishi bir - biri bilan salomlashganda qo’ l berib ko'rishishlar soni qancha bo'ladi?
A) 169 B) 156 C) 78 D) 130 E) 143
15. Qaysi masala kombinatorik bo'lmaydi?
A) To'plam elementlaridan ma'lum sondagi elementli barcha qism to'p lam lar sonini 

topish;
B) To'plam elementlaridan ma'lum sondagi elementlami tanlab olishlar sonini topish;
C) To'plamning ma'lum sondagi bir qism elementlari o 'rnini almashtirishlar sonini topish;
D) To'plamdagi barcha elementlar o'rnini almashtirishlar sonini topish;
E) To'plamning eng katta va eng kichik elementlarini topish.
16. Kim birinchi bo'lib kombinatorikani mustaqil fan sifatida o'rgangan?
A) Dekart; B) IMyuton; C) Kantor; D) Leybnits; E) Paskal.
17. Agarda a  tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish mumkin 

bo'lsa, kombinatorikaning qo'shish qoidasi qayerda to 'g 'r i ko'rsatilgan?
A) n (a yoki P)= n(a) + n((3); B) n (a va p)= n(a) + n((3);
C) n (a yoki P)= n(a) +n(p)-n (a va (3);
D) n (a yoki P)= n(a) +n(p)+n (a va P);
E) n (a+p)=  n (P) + n(a).
18. Agarda a  tanlovni n(a) usulda, p tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish mumkin 

bo'lsa, kombinatorikaning ko'paytirish qoidasi qayerda to 'g 'r i ko'rsatilgan?
A) n (a yoki P)= n(a) ■ n(P);
B) n (a va p)= n(a) ■ n(P );
C) n (a- P)= n(a) ■ n(P);
D) n (a va P)= n(a)en(P)-n (a  yoki p);
E) n (a va P)= n(a)en(P)+n (a  yoki p).
19. I o 'quv guruhida 20, II o'quv guruhida esa 25 talaba o'qiydi. Kengashga ikkala 

guruhdan bitta talabani vakil sifatida tanlash kerak. Buni necha usulda amalga oshirish mumkin?
A) 20 ; B) 25 ; C) 35 ; D) 45 ; E) aniq ko'rsatib bo'lmaydi.
20. Mahsulotlar partiyasida 20 ta mahsulot bor. Bu partiyadan ikkita mahsulotni necha 

usulda tanlab olish mumkin?
A) 20 ; B) 40 ; C) 85 ; D) 240 ; E) 380 .
21. I qutida 8 dona oq , II qutida esa 7 dona qora sharlar bo'lib, ular nomerlangan. Oq va 

qora sharlardan iborat ju ftlikn i necha usulda tanlab olish mumkin?
A) 8 ; B) 7 ; C) 15 ; D) 56 ; E) 72 .

22. Berilgan n ta elementdan k tadan kombinatsiyalar soni C n qaysi formula bilan
topiladi?

A ) C k„
n\

k\(n + k)\

n\ „ i -  n\
B )C *  = - ; C  ) C *

D ) C kn

k\ k\(n -  k)\ 
k\ 

n\(n + k)\



E) C ” = -------- :— .
n \ (n  -  k )\

Mustaqil ish topshiriqlari

1. n(n>2) ta elementdan n—3 tadan kombinatsiyalar va o'rinlashtirishlar sonini aniqlang.
2. (2+en)5 binomning yoyilmasini yozing.
3. (x—3)n (n>5) binom yoyilmasidagi x4 daraja oldidagi koeffitsiyentni toping.



MATRITSA
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AMALLAR



MATRITSA USTIOA AMALLAR

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga matritsa ustida amallar bajarishda bilim, malaka 
va ko'nikmalarini shakllantirish.

Matritsa deb sonlarning to 'g 'ri burchakli jadvaliga aytiladi.
'a ,, a., ... a,

A =

‘ 11 “ 12

a,, <z,.

u m\ m 2  inn /
Belgilashlar: a - matritsa; „  - matritsa elementlari; i - berilgan element joylashgan satr 

raqami; j  - unga mos ustun raqami; m - matritsadagi satrlar soni; n - undagi ustunlar soni.
Agar m = n bo'lsa matritsa kvadrat matritsa deb ataladi. n - soni matritsaning tartibi 

deyiladi.
Bir xil o'lchamga ega bo'lgan matritsalarning mos elementlari o'zaro teng bo'lsa, bunday 

matritsalar o'zaro teng matritsalar deb ataladi.
Agar matritsaning barcha elementlari nollardan iborat bo'lsa, bunday matritsa nolli 

matritsa deb ataladi.
Agar kvadrat matritsaning asosiy diagonalidagi barcha elementlari 1, qolganlari 0 bo'lsa, 

bunday matritsa birlik matritsa deb ataladi.

Matritsalar ustida chiziqli amallar 
Matritsalarni qo'shish

Bir hil MX« o'lchamli a va b  matritsalarning yig'indisi deb, huddi shunday o'lchamli <- 
matritsaga aytiladiki, bu matritsaning har bir elementi a va b  matritsalarning mos 
elementlarining yig'indisidan iborat bo'ladi:

Cij =a] + b'/> i = l7m, j  = l,n

A = f t  - 3 > M B J ~ '  4 0 - i
Misol. 4 ~2 va v2 -2 5 7 ) mat ritsalarning yig'indisini toping.
Yeehish; Berilgan matritsalarning bir xil joyda turgan elementlarini qo'shib, S = A + V 

matritsa elementlarini hisoblaymiz.
cn =fl|]+JM =2-1 = 1; cn =-3+4 = 1; cl3 = 1+0=1; c14 = 1-1 = fr,

Cj, =0+2=2; c22 = 4—2=2; c32 = —2+5=3; c,4=8+7 = 15.
Cl 1 1 0>A + B--

Shunday qilib, S = 2 2 3 15

Matritsani songa ko'paytirish
Matritsani songa ko'paytirish deb, o'lchami berilgan matritsa o'lchamiga teng bo'lgan, har 

bir elementi berilgan matritsa elementini berilgan songa ko'paytirishdan hosil bo'lgan 
matritsaga aytiladi.

MisoL Agar a = \ 2 3 1 B = \ 4 3 2 I bo'lsa, S A -2V  matritsani toping.
1,-1 0 - 2 /  1,-3 1 ■ 1

Yeehish;



Shunday qilib, 5A -  2V =
2 - 2 1  

1 - 2  -

Matritsalami ko'paytirish
O'lchami m x p  bo'lgan a  matritsa va ulchami p x n  bo'lgan b  matritsalarning 

ko'paytmasi deb o'lchami mxn bo'lgan shunday c  matritsaga aytiladiki, uning har birelem enti 
C# quyidagi formula bilan aniqlanadi:

P

cii= i=l
Shunday qilib, c tj element a  matritsaning i - chi satrini B matritsaning unga mos j - chi 

ustuniga ko'paytmasining yig'indisidan iborat ekan.
Matritsalami ko'paytirish amali kommutativ emas, ya'ni A B *  BA. Haqiqatdan ham, AB 

ko'paytma mavjud bo'lsa, o'lchamlari to 'g 'ri kelmasligi sababli ba ko'paytma umuman mavjud 
bo'lmasligi mumkin. Agar a b  va b a  lar mavjud bo'lsa ham, ularning o'lchamlari har hil bo'lishi 
mumkin.

Bir hil o'lchamli kvadrat matritsalar uchun a b  va ba ko'paytmalar mavjud va ular bir hil 
o'lchamga ega bo'ladi, ammo umuman olganda mos elementlari teng bo'lmaydi.

Misol. Quyidagi matritsalami bir-biriga ko'paytirish mumkinmi yoki yd'qm i? Shuni 
aniqlang. Agar ko'paytma mavjud bo'lsa, uni hisoblang.

A =

Yechish: A va b  matritsalarning o'lchamlarini taqqoslaymiz. ^[3* 2], #[2x2]- Bundan « = /, 
m * k , shuning uchun a b [ 3 x 2 ]  mavjud, ko'paytma BA esa mavjud emas. 

a b  ko'paytma elementlarini topamiz:
( a b ) l l  = 0 • 5 + 3 • 7 = 21; (ab)12 = 0 • 6 + 3 • 8 = 24; (ab)21 = 4- 5 -  2 - 7 = 6;
(ab)22 = 4 - 6 -  2 - 8 = 8; (ab)31 = 1 • 5 - 1  • 7 = -2; (ab)32 = 1 ■ 6 - 1  • 8 = -2.

2 4 '
, ba mavjud emas.

'  0 3  ̂

4 - 2 *1I?
J  L K

Shunday qilib, ab  =
21

6
- 2

Misol. Agar A =
2
- 3

-2 1 0 
1 - 1  1

bo'lsa, a b  va ba ni toping.

Yechish: matritsalami ko'paytirish mumkinmi yoki yo'qligini bilish uchun ularning 
o'lchamlarini aniqlaymiz.

A[2x4], B[4x2]. Bundan n = I = 4, m = k = 2, shuning uchun AV va VA matritsalar mavjud, 
hamda AV[2x2], BA[4x4].

S = AV matritsaning elementlarini hisoblash uchun A matritsaning satr elementlarini unga 
mos bulgan V matritsaning ustun elementlariga ko'paytiriladi.

s l l  = 2 • 2 + (-2K-1) + 1 1  + 0 - 2 = 9



(A ning birinchi satr elementlarining V ning birinchi ustun elementlariga kupaytmasining 
yig'indisi; hisoblanayotgan elementning birinchi indeksi A matritsaning satrini, ikkinchi indeksi 
esa V matritsa ustunini bildiradi).

s l2  = 2 ■ 2 + (-2) 0 + l  l  + 0 - 4 = 5; 
s21 = -3 • 3 + 1 • (-1) + (-1) • 1 + 1 • 2 = -9; 
s22 = -3 -2  + 1 0  + (-1_ • 1 + 1 • 4 = -3.
9 5

Shunday qilib, C = AB = I
-9  -3 )

D = BA matritsa elementlarini hisoblayotganda V ning satr elementlari A ning ustun 
elementlariga ko'paytiriladi.

d l l  = 3 • 2 + 2 • (-3) = 0; d l2  = 3 • (-2) + 2 ■ 1 = -4; d l3  = 3 • 1 + 2 • (-1) = 1; 
d l4  = 3- 0 + 2 1  = 2; d21 = -1 • 2 + 0 • (-3) = -2; d22 =-1 ■ (-2) + 0 • 1 = 2; 
d23 = - 1 1  + 0- (-1) = -1; d24 = -1 • 0 + 0 • 1 = 0; d31 = 1 • 2 + 1  • (-3) = -1; 

d32 = 1 ■ (-2) + 1 • 1 = -1; d33 = 1 • 1 + 1 • (-1) = 0; d34 = 1 ■ 0 + 1 • 1 = 1; 
d41 = 2 • 2 + 4 • (-3) = -8; d42 = 2 ■ (-2) + 4 ■ 1 = 0; d43 = 2 • 1 + 4 • (-1) = -2; 

d44 = 2- 0 + 4 - l  = 4.
(  0 - 4  1 2'

-2 2 - 1 0 .
- 1 - 1 0  1 
-8 o - 2  4,

Transponirlangan matritsa deb, ularning joylanishlari saqlangan holda satr va ustunlarini 
almashtirishdan hosil bo'lgan matritsaga aytiladi. Natijada A matritsaga nisbatan 
transponirlangan A' matritsa hosil bo'ladi, uning elementlari ^m atritsa  elementlari bilan 
quyidagi munosabatda bog'lanadi: ■>

a'ij = aji.

Shunday qilib, D_ BA -

Determinantlar
likinchi tartib li determinant deb, ikkinchi tartibli kvadrat matritsa elementlari yordamida 

aniqlanuvchi quyidagi songa aytiladi.
Q I .  Cl. -

A =
a, ~ a\ia22 a\ Ia21 •

Determinantning bosh diagonalida joylashgan elementlar ko'paytmasidan, yordamchi 
diagonalda joylashgan elementlar ko'paytmasi ayiriladi.

1 - 3
= 1-8 —5 - ( —3) = 8 +  15 =  23.Misol.

5 8

Uchinchi tartibli determinant deb, uchinchi tartibli kvadrat matritsa elementlari 
yordamida quyidagicha aniqlanuvchi songa aytiladi.

4 =
"12

"21 «22 “25
°31 <>,2

+ ai2a2Sa31 - aiS°22aSl -°12a21°M ~aiP2lPir
Bu formulani eslab qolish uchun uchburchaklar qoidasidan foydalanish mumkin. U 

quyidagilardan iborat: ko'paytmasi determinantga «+» belgisi bilan kiruvchi elementlar 
quyidagicha joylashadi:



Bosh diagonalga simmetrik bo'lgan ikkta uchburchak hosil qiliriadi. Ko'paytmasi 
determinantga «-» belgisi bilan kiruvchi elementlar ham, huddi shu kabi, yordamchi diagonalga 
nisbatan joylashadi.

M isol. Determinantni hisoblang.
2 - 3  5 

Д  =  1 0 - 4

2 1 -1

Yechish: B-chi tartib li determinantni uning qoidasidan foydalanib hisoblaymiz.
Д = 2 0 (1) + (-3) (-4)-2 + 5 1 1  - 2-0-5 -l-(-4)-2 - (-l) l (-3) =

= 0 + 24 + 5- 0  + 8- 3 = 34.

Determinantlarning asosiy xossalarini berishdan oldin transponirlangan matritsa 
tushunchasining ta 'rifin i keltiramiz.

Determinantlarning asosiy xossalari
1. Transponirlash natijasida determinant o'zgarmaydi, ya'ni

all an an «П «21

a ll a22 «23 = a l2 «22 «32

«31 «32 «33 «13 «23 Ö3,

2. Determinantning satr(yoki ustun) elementlari biror songa ko'paytirilsa, 
determ inantning qiymati shu songa ko'paytiriladi, ya'ni

ка, г kau a u « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3 = « 2 1 « 2 2 « 2 3

а ъ\ « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

3. Nolli satr(yoki ustun)ga ega bo'lgan determinant nolgateng
«11 «12 «13
0 0 0 = 0
«31 «32 «33

4. Ikkita bir hil satr(yoki ustun)ga ega bo'lgan determinant nolga teng

« i l « 1 2 « 1 3

« h « 1 2 « 1 3

оII

« 3 1 « 3 2 « 3 3

5. Ikkita satr(yoki ustun)i o'zaro proporsional bo'lgan determinant nolga teng
a\ 1 я11 12 

kall k q 2 к(\ъ 

a ,, a.

=  0 .

“ 31 32
6. Determinantda ikkita satr(yoki ustun)i o'zaro almashtirilsa, uning qiymati (-l)ga 

ko'paytiriladi.

« 2 1 « 2 2 « 2 3 « п « 1 2 « 1 3

« 1 1 « 1 2 « 1 3 =4 « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3



6 , + c , b 2 +  c 2 b 3 + c 3 A b 2 b 3 C, c 2

a 2 \ a 22 « 23 = «21 « 2 2 « 2 3 + « 21 « 2 2 « 2 3

^31 a 32 a 33 «31 « 3 2 « 3 3 «31 « 3 2 « 3 3

8. Determinantning biror satr(yoki ustun) elementlarini biror songa ko'paytirib, ikkinchi 
satr(yoki ustun)ning mos elementlariga qo'shilsa, determinantning qiymati o'zgarmaydi.

0 , 1  +  k a 2l a n  +  k a 22 ö ,  3 +  k& i3 « 1 1 « 1 2 « 1 3

O j , « 2 2 a 23 = « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 ! <*32 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

Chiziqli tenglamalar sistemasiga tabiiy yoridoshish uchun quyidagi sport 
mashg'ulotidagi o'lchash natijalari masalasini ko'raylik: Kurashchilarning tezkorlk sifatini 
rivojlantirish mashqni bajarish uchun sherikni 20 marta tashlashda tezkorlik va kuch sifatlari 
uchun 30 sek vaqt ajratdi. Tezkorlik va kuch sifatlarini rivojlantirishda kutiladigan natijalar mos 
ravishda 2,5t va 4.

Har bir mashqni bajarish uchun SO sek, tezkorlikga 15 sek. Barcha sifatlar uchun 
foydalaniiladigan variant yechimi topilsin.

Yechish: x va u orqali tezkorlik va kuchning umumiy xajmini belgilab olamiz. Mashqni 
bajarish uchun taksimlash tenglamalarini tuzamiz:

\ ~  + Z  = 202.5 4 [8 *  + 5.y = 8000

—  ■30 + —-15 = 300 ^  j112-*: + l5>’ = 900 0 0
2.5 4

Bu tenglamalar sistemasini yechishdan avval chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer usuli 
yordamida yechish usulini ko'raylik. Ikki noma'lumli ikkita tengamalar sistemasi berilgan bo'lsin.

=  a xb 2  —  a 2 b x 7 *  0 ;
\ a , x  +  b , y  =  c ,

^  1 1 1 = > A  =
a i

\ a 2 x  +  b 2 y  =  c 2 a 2  /,)2

A , =  

A

=  C l b 2

A .,

' C2̂ \ —

x  =  - - ! - ; y = —
A  A

Chiziqli tenglamalar sistemasini determinantlar yordamida bunday yechish usuli Kramer 
usuli deyiladi.

Endi yuqorida ko'rilgan masalani Kramer usulida yechamiz:
5

A =
112 15 

A, = -330000; = 

— 330000

120 -5 6 0  = -4 4 0 *0 ; 

176000:

x  =  •
— 440

=  7 5 0 ;  y  =  1 7 6 0 0 0  _  4 Q Q  

-4 4 0

Mavzuga doir misol va masalalar
Berilgan matritsalar ustida talab qilingan amallani bajaring.

2A-B=?
'1 5 ' ‘3 2"

A= B=
2 - 4 4 1

■



2. А=

" 7 0"

3. 3 1 -3

-1 2

4. С= (1 2 3), F=

В=

л/2
-1

О

- 3

2

2

0 3 2 

-1  4 1

1 VÏ8

4 - 5  

3 1

C*F=?

ЗА-2В=?

2 1 -1" "1 -1"

5. А= 0 1 0 , в= 0 1

0 0 -1 1 0

6. А=

7. А =

8. А=

9. А=

1 -1  2
2 3 4

-4  5 1

'3 2

"3 4 Г

, в = 0 2 5
1 -1 4

А*В=?

А*В=?

1 4. 
1

3 

1

4 

0

, А2 =?

E-birlik matritsa 2А2+ЗА+5Е ;

10. А=

2 0"

1 3

0 5

Т

, в= 2
1

, С=
■1 3 

О 4
А*В-С2=?

, С=(2 0 5), Е- birlik matritsa А*В*С-ЗЕ=?

'  2 0 п С °— J 1 0^
11. А= - 2 3 2 , в= 0 2 1 А*В=?

V 4 -1 5, ^ 0 -1 3J

12.

13.

14.

- 3
- 4

- 5

-1
- 2

V
3
4 

- 2  
-1

- 3  
- 4  - 5  

- 3  - 2  

- 6  - 1

5 6
2 5

3 2/
(1 8 

5 7 

3 4 
2 1

2

= ?



ГЗ 5̂ \
15. А= , В=

14 l j
'3 5 7

16. А= 2 - 1 0

к4 3 2

'2 3 
1 - 2

2А+5В=?

1 2 4 'i

2 3 - 2  

- 1 0  1 ;

А+В=?

'Г
f l - 1  ЗА

17. А= с= 2
1 5 j

А*С=?

'1 3 - 1 л '1 Г

18. А= 2 1 2 F= 2 3 A*F=?

vO 1 <Ъ ,1 о,

19. А=

20. А=

21. А=

4 3 

2 1
В=

- 3  о 

5 1

22. А=

23. А=

24.

("1 3 1

2 0 4

1 2 3,

2 1 1Л 

1 2 1

1 1 2

4 3

5 7 
- 1 2 

Го - 1  з
3 5 2

4 - 2  ^

2 1 0\ 
1 -1  2 
3 2 1

А2-А*В+2ВА=?

А*В=?

V

В= А*В=?В*А=?

V

17 5

■J

В=(

А2+А+Е=?

-2 8  93 

38 -12 6

7 3 
2 1

А*В*С=?

'1 3 ' -1 0  - 9 7'

2 0 f
- 2  ЗА +

1 5 8 =?

,1 " I
4 Oj

ч - 1  - 3 6,

25.

26.

2.7.

(  5 8 -4>

6 9 - 5 *

,4 7 - 3 ;

4 3] . г -
28

J ^ 38

'5 2 - 2 3

6 4 - 3 5

9 2 — 3 4

6 - 4 7

'3 2 5s! 
4 - 1 3  
9 6 5 

93 7 3 
2 lv 

' 2 2  2 2  л 

-1  - 5  3 11 

16 24 8 - 8  

ч 8 16 0 -1 6

=?



28.

" 1 1 1 - Г ' 1 - 2 3 44

-5 — 3 -4 4 * 11 0 3 4

5 1 4 -3 5 4 3 0

-16 -11 -15 14, 22 2 9 8,

= ?

29.

30. А=

А+В =

31. А= 

А.В =

-C i ) л 20 = ?

-1 2

7

В=

0
1

в=

2 1 
1 2

1

2 
45 
26

А+В matritsani toping.

2 + 0 
- 1  + 1

4 + 2  1+1

0 + 1  2 + 2

2 6  2

О 1 4

А.В matritsani toping.

'  7 -1 2 ‘26 45" '7.26+ (-12). 15 7.45 + (-12).26" 2 3 '
- 4  7 15 26 -4 .2 6  + 7.15 -4 .4 5  + 7.26 1 2

Mavzuga oid testlar to'plam i
1. Matritsa mazmuni qayerda to 'g ’ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi;
B) sonlar ko'paytmasi;
C) sonlar to 'p lam i; *.
D) sonlar jadvali;
E) sorflar birlashmasi.

- 1 0  5)
matritsaning tartibini aniqlang.

. 2  1 3 )
A) 2x2; B) 2x3; C) 3x2; D) 3x3; E) 2x3=6.

3. Elementlari a,y bo'lgan matritsa qachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha a,yelementlarning yig'indisi nolga teng bo'lsa;
B) Barcha a,yelementlari nolga teng bo'lsa;
C) Barcha ayelementlarning ko'paytmasi nolga teng bo'lsa;
D) Biror satridagi barcha o.yelementlar nolga teng bo'lsa;
E) Biror ustundagi barcha o.yelementlar nolga teng bo'lsa.

4. Quyidagi matritsalarning qaysi biri nol matritsa bo'lmaydi?

A) B)(0 0  о ) ;  C ) D)
0 0 

0 0
E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.

5. Elementlari a,у bo'lgan kvadrat matritsa qachon birlik matritsa deyiladi?
A) Barcha o,yelementlar birga teng bo'lsa;
B) o/, = l  va о,y =0 (i*j) bo'lsa;
C) Barcha an diagonal elementlar birga teng bo'lsa;
D) Biror satrdagi barcha o,yelementlar birga teng bo'lsa;
E) Biror ustundagi barcha o.yelementlar birga teng bo'lsa.



6. Birlik matritsani ko'rsating. 

A)

7. Birlik matritsani ko'rsating.

l 0' Г1 °  1 (1 1 > "O 1 4 '0 O '1
; c) ; в) ; °) J  0 ;

; e)
,0 К1° 0, lo  i J ,1 h

A)
f l 1

%
J 1 и
( l 1 n

B)
0 0 ,

'0 0 oN
C)

1

(  1 0 oN
D)

,0 1 0 ,
E) bu yerda birl

8. Qaysi shartda Amn va Bpq matritsalarni ko'paytirish mumkin?
A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q; E) mq=np.

9. Quyidagi A va В matritsalar ustida qanday amallar bajarish mumkin?

A =

A)A -B ; B) A B ; С) В-A ; D) В-A ; E) A+B.

Mustaqil ish topshiriqlari
1. A va B matritsalar bo'yicha (n+2)A, (l-n )B , A+B, A-В  va лА+(л-3)В matritsalarni 

toping:

a \\ «12 «13
5  = y

ч«21 « 2 2  « 2 3 , 4^21 ^ 2 2 ;

A =
V

n 1 — n n + 1 

2n + 1  n 2n - 1
B  =

2 n n + 3 n — 2 

n + 1 и  -  4 1 -  2и

2. Berilgan A va B matritsalar bo'yicha A B va B A matritsalarni toping hamda A B=B A 
yoki A B*B A ekanligini aniqlang:

f n W +  l n -  Г '  3 2 1 N

A = 1 2 3 , 5  = 2n 2n + l n

2w 2 n - 3 и +  5^ n - \ n n +



CHIZIQLI
TENGLAMALAR
SISTEMAWI MATRITSA 
YORDAMIDA YECHISH



CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMANI MATRITSA YORDAMIDA YECHISH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa 
yordamida yechishni bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Bizga uchta noma'lumli uchta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin.
f anx, + a 12x 2 + a13x 3 = bt 
^a21x, + a22x 2 + a ,,x 3 = b2 
[a 3lx, + a32x 2 + a33x 3 = è3 

Bu sistemaning yechimini topish uchun bir necha usullar mavjud, bu usulllarni alohida 
alohida qaraymiz.

1-usul (Kramer qoidasi).
Aytaylik, berilgan sistemaning asosiy determinanti noldan farqli bo'lsin, ya'ni

a \2. а \з
A  — a 21 a 7.1 a 2.3 Ф О

а зх а Ъ1 а зз
Bu holda uning qolgan uchta yordamchi determinantlarini topamiz. Buning uchun asosiy 

determinantdagi ustun elementlarini navbatma - navbat ozod hadlar bilan almashtirib uchta 
sistemaning yordamchi determinatlarini tuzish mumkin.

2 . ^ 1  3 a \  1 ^ 1  2 в 1

= ^ 2 ^ 2 2 ^ 2 3 , ^  = d  2  i < > 2  3 , = ^ 2  1 ^ 2 2 ^ 2

c z 3  ^ а з з a 3  xa 3  2 ^ 3

Endi berilgan sistemaning yechimini ya'ni ildizlarini:
AA

X ,
Х л = ------ L1 A  

tengliklar orqali topish mumkin.
Masalan:

x  : 
A  3

=  - 1 0  - 1 - 1 2  + 5 + 6 + 4 = - 8  * 0 .

A. = - 1 5 +  1 -1 2  + 5  + 9 - 4  = - 1 6 ^ 0 ,

= —2 + 1 + 9 + 1 — 6 — 3 = 0,



2-usul (Matritsalar yordamida).
Yuqoridagi tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

A  =
'an an

N
« 1 3

/  \ 
* 1 V

« 2 1 “ 22 « 2 3 , X  = * 2 B= « 2

^a 51 « 3 2 a 3 3 y * 3 . « 3 ,

Demak AX=B yoki

a 2

a , .

B

A =

A ,
A

A x
A

A l
A

Agarbundan X n itopsak, X  = — = A_1B.
A

Sistemani matritsalar yordamida yechish uchun sistema matritsasiga teskari bo'lgan 
matritsani topish talab etiladi.

A matritsaga teskari bo'lgan matritsa
f  A11

A 
A\ 2 

A 

As 
< A

ko'rinishda topiladi.
Bu erda Ay lar a,, elementlarning algebraik to'ldiruvchilari, berilgan matritsa 

determinantidir. Endi matritsani matritsaga ko'paytirish amalidan foydalanib, berilgan 
sistemasini yechimini topish mumkin.

Masalan:
(2 x -4 y  + z = 3 
l x - 5 y  + 3z = - l  
[ x - y  + z = 1 

- 4  1

! = —10—12 —1 + 5 + 4 + 6 = -8det A- -5 3 

-1 1

Ah  = (-1)1+1M u  = (-1)2 

A2i =(-1)2+1M 2i =(-1)3

- 5  3 
-1  1 
- 4  1 

1 1

= -5+ 3 =-2

= -(-4 +1)=3



A3i  = ( - l) 3 tIM3i= ( - l ) 4 

Ai2 = ( - l) 1+2M i2 = (- l) : 

AZ2 = (-1)2+2 M22 = (-1)4 

A32 = (- l)3+2 M 32= (-1)5 

A13 = (- l)1+3M 13= (-1)4 

A23 = (-l)2+3 M 23= (-1)

- 4  1 

- 5  3 

1 3

2 1 

1 1

2 1 

1 3 
1 - 5  
1 -1  

2 - 4  

1 -1

= -12 +5  = -7 

= - (1 -3 )  = 2 

= 2 - 1 = 1  

= -(6-1) = -5

= -1+5 = 4

= -(-2+4) = -2

Chiziqli tenglama deb,
a + a 2x2 +...+a„xn = b, 

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda a, va b -  sonlar, xr  noma'lumlar. Shunday 
qilib, chiziqli tenglamaning chap tomonida no'malumlarning chiziqli kombinatsiyasi, o'ng 
tomonida esa son turadi.

Agar b=o bo'lsa, chiziqli tenglama bir jinsli, aks holda, ya'ni b* 0 bo'lsa, bir jinsli 
bo'lmagan tenglama deyiladi.

Chiziqli tenglamalar tizimi deb quyidagi ko'rinishdagi tizimga aytiladi:
‘i 1̂ 1 ■ 12 1 n 

a2,x,+a22x2+... + a2„;c„=62

a„,x,+an„ x ,+ ...+ a x = b

(1)

bu yerda a#, b ,-  sonlar, jc; - noma'lumlar, n -  noma'lumlar soni, m -  tenglamalar soni

( i = y = l,n).
Chiziqli tenglamalar tizimining yechimi deb shunday ... sonlarga aytiladiki, bu

sonlarni noma'lumlar o'rniga qo'yilganda, tizimning har bir tenglamasi o 'rin li tenglikka aylanadi.
Agar chiziqli tenglamalar tizimi hech bo'lmaganda bitta yechimga ega bo'lsa birgalikda 

bo'lgan, aks holda, ya'ni yechimga ega bo'lmasa, birgalikda bo'lmagan tenglamalar tizimi 
deyiladi.

Shuningdek, agar birgalikda bo'lgan tenglamalar tizimi yagona yechimga ega bo'lsa 
aniqlangan, bittadan ko'p yechimga ega bo'lsa, aniqlanmagan tenglamalar tizimi deb yuritiladi.

1. Gauss usuli
Faraz qilaylik (1) tizimda au *  0 bo'lsin (bunga tenglamalar o 'rnini almashtirish 

yordamida doimo erishish mumkin). Birinchi tenglamani har ikkala tomonini avval au ga 
bo'lamiz, so'ngra anga ko'paytiramiz, bu yerda i-navbatdagi tenglama tartibi.

Hosil bo'lgan tenglamalarni tizimning qolgan har bir mos tenglamasidan ayiramiz.
Ma'lumki, hosil bo'lgan yangi tenglamalar tizimi berilgan tenglamalar tizimiga teng kuchlidir.
Hosil bo'lgan yangi tizimda birinchi tenglamadan boshqa barcha tenglamalarda ^  = 0 bo'ladi, 
ya'ni tizim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:



Agar yangi hosil bo'lgan tenglamalar tizimida x,ning oldidagi koffitsiyentlar hammasi 
nolga teng bo'lmasa shu asnoda x2 ni ham yo'qotish mumkin.

Bu jarayonni tizimdagi barcha noma'lumlar uchun davom ettirib, berilgan tenglamalar 
tizim ini quyidagi uchburchak shakliga keltirish mumkin:

xl +aI2x2+... + atl,x„ = b,

(2)

x„ —

Bu yerda va 6, belgilar biian almashtirishlar natijasida hosil bo'lgan sonli

koeffitsiyentlar va ozod xadlar belgilangan. (2) tizimning oxirgi tenglamasidan xn ni topamiz. 
So'ngra ketma-ket o'rniga qo'yish yordamida qolgan noma'lumlarni topamiz.

M isol. Tenglamalar tizimini Gauss usulida yeching:
f 3 x -y  + 2z = 9 
< x + 4 y + z= 4  .
(2x -3y  + 3z = U

Yechish: Gauss usuli berilgan tenglamalar tizimidagi noma'lumlarni ketma-ket 
yo'qotishdan iboratdir. Bu usulni qo'liash oson bo'lishi uchun 1-chi va 2-chi tenglamalarning 
o 'm in i almashtiramiz.

1x + 4 y + z =4 

3 x -y + 2 z  = 9 ■

2x-3y+ 3z  = 11

Endi 2-chi va 3-chi tenglamalardan x ni yo'qotamiz. Buning uchun birinchi tenglamani 3 ga 
ko'paytirib, ikkinchi tenglamadan, 2 ga ko'paytirib, 3-chi tenglamadan ayiramiz va quyidagiga 
ega bo'lamiz:

Ix + 4 y + z = 4
— l3y — z = —3 •

- l l y  + z = 3
2-chi tenglamaga 3-chi tenglamani qo'shib, 3-chi tenglamadan z ni yo'qotamiz:

I r̂ + 4^ + z = 4 
-1 3 j/-z .=  -3-

— 24y — 0
Oxirgi tenglamadan y = o ekanligi kelib chiqadi. Bu qiymatni 2-chi tenglamaga qo'yib z ni 

aniqlaymiz. Topilgan y va z ni 1-chi tenglamaga qo'yib topamiz. z = 3, x = 1.
Shunday qilib, x = 1, u = 0, z = 3.

2. Kramer usuli
No'malumlar soni tenglamalar soniga teng bo'lgan quyidagi chiziqli tenglamalar tizimini 

qaraylik:



anxl +al2x1+...+ aXnxn = b, 
a2lxt + a22x2 +... +a2lIxn = b2

a„,x. +a„,x, + ...+ax„
Elementlari noma'lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan iborat A determinatni asosiy 

determinant deb ataymiz.
au «12 ■ «1»

A = «21 «22 • ■ «2» ,(4)

«„1 «„2 ■ «™
determinantda xj noma'lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan ustunni ozod 

hadlardan iborat ustun bilan almashtirishdan hosil bo'lgan determinantni Ax bilan belgilaymiz.

U holda:Agar A * 0  bo'lsa, (3) tizim quyidagi formulalar bilan aniqlanuvchi yagona
A. A. AX|
A ‘ A ' " ' ~ Â  

Agar A = A I  =0 bo'lsa, tizim cheksiz ko'p yechimga ega.

Agar A= 0, va Ax lardan hech bo'lmaganda bittasi noldan farqli bo'lsa, tizim yechimga 

ega emas.
Misol. Tenglamalartizimini Kramer usulida yeching:

Ax-y+z=2  
x + y -2 := l  

2x + 3y-4z = 6 
Yechish: Asosiy determinantni hisoblaymiz:

4 - 1  1
A = 1 1

2 3
= 9*0 ,

demak, tenglamalar tizimi yagona yechimga ega. 
Ax, Au i Az -  larni topamiz.

2 - 1  1 4 2 1 4 - 1  2

1 1 - 2 =  9, A , = 1 1 - 2 =  36, A, = 1 1 1

6 3 - 4 2 6 - 4 2 3 6

Bundan

A . =

A, 9 Ax = —  = -  = 1, V =  —  = 
A 9 A

= 18.

—  = 4, A; = ^  = H  = 2. 
9 - A 9

3. Chiziqli tenglamalar tizim ini teskari matritsa yordamida yechish 
Chiziqli tenglamalar tizimi (3)-ni qaraylik va quyidagicha belgilashlar kiritaylik:

'au «12 -  « ,„ '
a,, a,, ... a ,m

A =

a„2

tizimning matritsasi,



noma'lum lar ustuni,

\ и/ 

(  b, 
b,

\b.j

ozod hadlar ustuni. U holda (3) tizimni matritsaviy tenglama ko'rinishida

quyidagicha yozish mumkin:
AX = V. (5)

Faraz qilaylik^ - xosmas matritsa bo'lsin, u holda unga teskari A~' matritsa mavjud 
bo'ladi. (5) tenglamaning har ikki tomonini A"' ga chapdan ko'paytiraylik.

A~'AX = jT'B.
Ma'lumki A~'A = E, u holda EX = A~'B, EX = X ekanligidan x =a~'b.
Shunday qilib, (5) -  matritsaviy tenglamaning yechimi, A matritsaga teskari matritsaning 

(3) tizimning ozod hadlaridan iborat ustun matritsa ko'paytmasiga teng ekan.
Misol. Tenglamalar tizimini teskari matritsa yordamida yeching.

f x -3 y + z = l  
•j 2 x + y -z = 6  
[5 x -4 y -7 z  = 4 

Yechish: Tizimning matritsasini tuzamiz.
' 1 - 3  1 'j 

A= 2 1 - 1
5 _ 4  —7^

ДА = -51 *  0, demak, tenglamalar tizimi yagona yechimga ega.
A - l matritsani topamiz:

4 ,  = - 1 1  4 ,  = - 2 5  A3I = 2 

Au=9 An = “ 12 Aj2 =3 

4 ,  = - 1 3  A2 j  = -11 л „ = 7

U holda д -i ___ L
51

M l
9

- 1 3

- 2 5  2 

-1 2  3 

-11 7

Y f* ïB = 6 , x  = У
A

ekanligini e'tiborga olsak, berilgan tenglamalar tizimi yechimi X = A-

IV  bo'lgan AX = V matritsaviy tenglamaga aylanadi. 
Shunday qilib,

ya 'n i X = 3, u = 1, z = 1.

'-11 -25 2'f 0 -11-150 + 8 Г- I5i\ '3'
X m -1 . 9 -12 3 6 1 9-72 + 12 1 -51 L 151 ~—sT 51

- 13 -11 1 jw -13-66 + 28̂ 1-51J 1,

Mavzuga doir misol va masalalar
Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer va matritsa usulida yeching.



5.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

2*| +  2jc2 =  2

— X, +  2* 2 — 2*з =  3

2.x, — 2* 2 +  Зх3 =  0 

2*, + 2x3 =  —1

5*, — 2*2 +  5*3 =  2

2 * j  +  2 * 2 + 5*з =  0

5*, +  2*2 — 2*3 =  0 

3*, — 3*2 —*3=1

2*, +  4*2 — *з = — 1

3*, + 1 2 * 2  — 5 * 3  =  1 

3*, +  5*2 — 2*3  =  1

— * , +  2 * 2 —*3 =  1 

10*, — * 2 +3*з =  —1

8* [ +  7*2 + 2*3  =  0 

6*[ +  6*2 +  2 * 3  =  2

6*, +12*2 + 7*з =  3

— 3*, — 5*2 +  * , = — 2 

2*, + 4*2 +  2*3 =  — 1 

3*, +  4*2 + 7*з =  1

5*[ + 7*2 +  12*з = 0 
2*, — 3*2 + *з =  2

— 4*, +  6*2 +  2*3 =  5 

3*, — 4*2 — *3 =  —2 

2*, — 3*2 — 2*3 =  —2

— 3*[ + 2*2 — 4*з = 1

— 7*, + 6*2  — 10*3  =  1
— 4*, +  5*2 — 6*3 =  0 

5*, +  *2 — 3*з =  1

2 * , +  5*2 —* 3 = 0

— 3*[ +  2 *2 + 2 * , =  —1 

2*, — 3*2 + 3*3 =  0

3*, +  5*2 + 2*3 =  1

* i — * 2 + 6*3  =  —1

* ,  — 3 * 2  +  3 * 3  =  1 

5*, + 2*2 + 12*3 =  0 

3*| + 20*2 + 4*з =  2

15*, -  2* 2 —* 3 = 0

2*, — *2 — *з =  -1

2 * , — 4*2 — 8*3 = 1

15*, -  2*2 +  * з = 2

2 * , — *2  +  *з =  — 1

1 в*, — 8*2  + 4*з =  0

12 *, — 2 * 2 +  5*3  =  2

— 2*, +  3* 2 + 6*3  =  —1 

—10*, + 1 2 *2 — 4*з = 2

(5*, +3*2 -  2*3  =  -1

2*, +  *2 — *з =  0

3*, — 2*2 — Эх, =  2 

Г 7*, — 3* 2 +  2 *з =  1 

10. <j *, — 8*2 + *3 = 1  

[б * ,  — 6 *2  +  2 *3  =  — 1

I— *, +  7* 2 + 5 *, =  —1 

2*, +  4* 2 +  3*з =  1 

5*, -  3*2 -  2 *, =  0

16*, +  4*2 — 2*з = 1

4*, +  3*2 +  2*з =  0

— 2*, — *2 +  5*з = —1

i6*, — *2 +  4*з = 1 

8*, —*3  =  1 

-  4*, +  3*2 -  3*з =  1 

f  2 *, + 3*3  =  0

18. < — *, +  5*2 +  2*3  = —2 

[3*| +  * 2  +  5 * з  =  1

I
— 3 * ,  +  2 * 2  +  5 * 3  =  0

— 2*, + 1 0 *2 + 4*з =  2 

2 * , + 2 * 2 — 3*3 =  1 

f— *, +  2 * 2  +  3*3  =  1

22. -12*, +  3* 2 +  4*з = 0 

[* ,  — 3*2 — 5*з =  —1

- 2 *, + *2 + 3*з =  2

24. •{ 6 * , + 9*2 + * з = 1

- 3*, + 2*2 + 5 *, =  1



14х, — Зх2 + Ix з =  —1 

13x, — 2x3 = —1 

2 x, + 2 x2 +  Зх3 =  0

(7x, +  4 x 2 +  Эх, =  1 

Злг, +  2хг +  x3 =  - 2  

5xt +  2 x 2 + 2x3 = 0

- Зх, +  2 х г + 5x, =  2

29. "j — 5x, +  3x2 +  8x3 =  —1

- 2x, — x2 +  3x, =  — 1

5x, — 2x2 +  4x3 =  —3

26. -j 2x, - 3 x2 + 7x3 =  1 

8x, -  5x2 + 1 Ix, =  1 

3x, + 7x2 + 5 x, =  —1

1

2x, + 9x2 + Эх, =  0

| 3x, +  x 2 +  5X3 =  0 

5X[ +  4x2 +  9x3 =  0 

2X[ + 2 x 2 + 4x3 =  — 1

28. •, 4x, + 3 x 2 -X .

Mavzuga oid testlar to  plami
1. Quyidagi IА I determinantning au va a32 elementlari yig'indisini toping:

1 - 4  7

И  = 0 3 5 

- 2  6 3
А) 5; В) 2; С) 7; D) -  6; Е) 6.

2. Quyidagi IА | determinantning diagonal elementlari yig'indisini toping:

7

lV
1 - 4  

0 9 

- 2  6
5

- 1 0
A) 14; В) 0; C) 20; D) -6 ; E) 4.

3. Quyidagi determinantni hisoblang:

A) 14; B) -26; C) 26; D) -14; E) 0.

4. Ushbu determinantni hisoblang:

A) 0; B) -12 ; C) 12; D) 2; E) 3.

5. Quyidagi tenglamani yeching:

A) x=7; В) x= -1 ; C) x=2; D) x=4; E) x=8

5 - 2  

3 4

3 - 3  

2 - 2

X -  1 

2
=  0

6. Tenglamani yeching: =  1
3 x  + l 

X - 2 1
A) Xi=4; x2= l ; B) Xi=-2; x2=3 ; C) x i= l; x2= - l  ;



D) tenglama yechimga ega emas; E) tenglama cheksiz ko'p yechimga ega.

7. Ushbu determinantni hisoblang:
1 3  2 

2 2  4

3 1 6
A) 1; B) 0; C) -2 ; D) 4; E) 12.

8. Ushbu determinantni hisoblang:
3 - 5 1 2

0 4 5 - 7

0 0 - 1 11

0 0 0 1
A) 0; B) 12; C) 10; D) -10; E) -12.

Mustaqil ish topshiriqlari
1. II tartibli determinantni hisoblang:

2n + 1  n + 3 
A,  = 

2 n - 2  2 «  + 3

2. Ill tartibli determinant qiymatini toping:
n n + 1 n + 2 

A3 = 2 «  - 1  n + 3 n — 4 

3 - 2  1

3. laplas teoremasi yordamida IV tartib li determinantni hisoblang:
n n + 1 n + 2  n + 3  

3 2  1 0  

«  — 1 n — 2 n — 3 « - 4  

1 2  3 4

A4 =



VEKTORLARNI
QO'SHISH VA AYIRISH. 
VEKTORLARNI SONGA 
KO'PAYTIRISH



VEKTORLARNI QO'SHISH VA AYIRISH. VEKTORLARNI SONGA KO'PAYTiRiSH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga Vektorlami qo'shish va ayirish. Vektorlarni 
songa ko'paytirish bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

O'zlarining son qiymati va yo'nalishi bilan aniqlanadigan miqdorlar vektorlar deb ataladi. 

va M2Qc2,yj,zj nuqtalar mos ravishda a  vektorning boshi va oxiri bo'lsin. U holda a  
vektorning koordinatalari quyidagicha aniqlanadi.

a  = MtM2 = (x 2 - x x,y2 —yl,z2 - z , )

a  vektorning uzunligiga teng bo'lgan son uning moduli deyiladi va quyidagicha 
aniqlanadi.

H  = V ( * 2 -  xi )2 + (>2 -  y t f  + (zi ~ zi )2 

Agar a  vektor koordinata o'qlari bilan mos ravishda a ,P  va y burchaklar hosil qilsa, u 

holda cosa,cos/?va cos/, a  vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi va quyidagicha 
aniqlanadi:

Bu yerda: x = * ,-xvy =y2-y„z = z1-zx

Vektorning o'qqa proyeksiyasi

a  vektorning U o'qqa proyeksiyasi, uning moduli va U o'q bilan tashkil qilgan burchagi cp 

orqali quyidagicha aniqlanadi. nplta  =  |a|cos^>

Ixtiyoriy a  vektorning berilgan koordinatalar sistemasiga proyeksiyasini X,Y,Z orqali 

belgilaylik. U holda a = X,Y,Z  va |a =  V X 1 + Y1 + Z21 bo'ladi.

Mlsol. a=(6;3;-2) vektorning modulini toping.

Yechrsh: Modulnitopish formulasiga asosan

a  = ^62 + 3 2 + (—2)2 = ^ 3 6  +  9 +  4 = ^ 4 9 = 7

Misol. A(3;-l;2) va V(-1;2;1) nuqtalar berilgan. a b  vektorning koordinatalarini toping.

Yechish: a b  vektorning koordinatalarini topish uchun mos ravishda V nuqtaning 
koordinatalaridan A nuqtaning koordinatalarini ayiramiz.

AB = (—1 — 3;2—(—1);1—2) = M ;3 ;- l)

Misol. a = (12;—15;—16) vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini aniqlang.

Yechish: a =  ^(122+ (-15 ): + (-1 6 )2 = -J\44 + 225 + 256 = 25



Endi x=12; y=-15; z=-16 ekanligini e'tiborga olib yo'naltiruvchi kosinuslarni aniqlaymiz.
12 • _ 15 3 •  16

cos cc =  —  ' c os  p  = -------= ------' COS Y = -------
25 25 5 25

Vektorlar ustida amallar 
Vektorlarni qo'shish va ayirish

Agar a  va b vektorlar koordinatalari berilgan bo'lsa, ya'ni a=(xl,yl,zl) va b = (x2,y1,z1) 
u holda

a +  b =  (x, + x 2;y, + y 2;z , + z 2) 

a - i  =  (x,- x2;y l-y2;zI-z2)

Vektorlarni songa ko'paytirish

Agar a = (xI,y,,zl) bo'lsa, u holda har qanday a son uchun quyidagi formula o'rinli

a a  = (cDcvayl,azl).
Vektorlarning kolleniarlik sharti, Bir to 'g 'ri chiziqda yoki parallel to 'g 'r i chiziqlarda 

yotuvchi vektorlar kolleniar vektorlar deb ataladi.
a = (xl,yl,zl) va b = (x2,y2,z2) vektorlarning kolleniarlik sharti qmyidagicha bo'ladi:

h. = h.r*h.
xi y\ zi

Vektorlarni bazis koordinatalari bo'yicha yoyish. i, j ,  k uchlik vektorlar bazis 
koordinatalari deyiladi, agar quyidagi uchta shart bajarilsa,

1) i vektor OX o'qida, j  vektor OYo'qida, k vektor OZ o'qida yotadi.

2) har bir i ,  j , k vektorlar o'z o'qlarida musbat tomonga yo'nalgan bo'ladi.

3) i, j ,  k vektorlar, birlik vektorlar, ya'ni p |_  1; p|=1, |̂ | = 1

a  vektor qanday bo'lishidan qat'iy nazar uni har doim ! , J , k  bazislar bo'yicha yoyish 
mumkin, ya'ni a  = x,i + y j  + zxk

Bu yerda x„y„z, - a  vektorning koordinatalari.

IVlisol. a  = i + 3 j  — k  va b = 2i+J+4k vektorlar berilgan 2 a + 3 i vektorlar yig'indisini 
toping.

Yechish: a  koordinatalari , a  = ( l;3 ; -2 )  xuddi shuningdek £ = (2;1;4). Endi 2 a  va 3b 
vektorlarni aniqlaymiz.

2 a =(2; 6; -2); 36 =(6; 3; 12)
Demak, 2 a +3£ =(2+6; 6+3; -2+12) =(8; 9; 10).

IVlisol, a  vektorni P = = (2 ,2 ,-1 ) vg r  =  (3 ,7 ,-7 ) ve|<tor[ar bo'yicha
yoying.



Yechish: a  vektorni P’l  va r vektorlar bo'yicha yoyish, a  vektorni chiziqli kombinatsiya 
ko'rinishida ifodalash demakdir.

a  = ctp + c 2q + c ,r

bu yerda c' ,c2va - topilishi kerak bo'lgan sonlar.
Koordinata ko'rinishida bu quyidagicha bo'ladi.

4/+2]+ 0  • k = (c, + 2c2 + 3c3)/+ (-c, + lc2 + 7c3 ) j+(2c, -  c2 -  7c, )A 
Natijada quyidagi tenglamalar tizimini hosil qilamiz.

c, + 2c2 + 3c3 = 4

-  c, + 2c2 + 7c3 =  2 

2c, —c2 - 7 c 3 = 0

Buni yechib, c, = 3 ;c2 = — l;e3 =  1 ekanligini topamiz. Demak, a  = 3 p - q  + r .

Misol. a  =  (6;—2;—3) vektorning birlik vektorini toping.

Yechish: Birlik vektorni quyidagicha yozish mumkin.

a0 =  ;cosar +  j  cos ß  + k co sy
cos or, cos ß j cosy larni topamiz

o  a y a -cos or =  - p r ; cos /? =  -j=r; cos /  = -prU M H
|ä| = V(62 +  (~2f + (-3)2 =  -V49 = 7 

Bundan cosa=6/7; cos/?=-2/7; cos^=-3/7.

, T  , 6  2 3 ,Demak, a = ( —;— ;— ).
7 7  7

Vektorlarni qo'shish va ayirish

Agar A, B, C ixtiyoriy nuqtalar bo'lsa, u holda AB + BC = AC bo'ladi.
Vektorlarini qo'shish:
1-usul. Uchburchak usuli (yohud uch nuqta qoidasi), Birinchi vektorning tugash nuqtasiga 

ikkinchi vektorning boshlang'ich nuqtasi ko'chiramiz va birinchi vektorning boshi bilan ikkinchi

vektorning tugash nuqtalarini to 'g 'ri chiziq bilan tutashtiramiz. Hosil bo'lgan vektor ® teng 
bo'ladi.

2-usu!. Parallelogramm usuli. Ikkala vektorning boshlarini bir nuqtadan o'tkazib ularni 
parallel chiziqlar yordamida parallelogrammgacha to'ldirsak, shu parallelogramning diagonali
-4 -+
a va o vektorlariningyig'indisi bo'ladi.

- 4  —J-

a  va b vektorlarning ayirmasi deb, shunday C vektorga aytiladiki, uning & vektor

O ’ a, —!>bilan yig'indisi vektorni beradi:
Songa ko'paytirish: 

b (x; y; z) vektorning A songa ko'paytmasi deb b (Ax; Ay; Az)ga aytiladi.



Skalar ko'paytma:

Nol bo'lmagan ikkita «  va 6 vektorning skalar ko'paytmasi deb, bu vektorlar
uzunliklarining ular orasidagi burchak kosinusiga ko'paytmasiga aytiladi:

, a  ^  ^  ^  COj^  bunda <j) - a  va ^ vektorlar orasidagi burchak.
ABC uchburchak medianalari kesishgan 0(x,y,z) nuqta koordinatasi:

Z j  +  +  « 3  V I + V 2 + V 3  Z1 + Z 2 +  Z3 *  = ------------ -- ------------, y = ------------ ----------------------------

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Berilgan a  = (2; — 1; — 2) va b = (8 ; -4 ;  0) vektorlar bo'yicha quyidagilarni toping:

a) c =  2a va d  = b - a ;  b) c va d  vektorlarninguzunliklarini;

c) d  vektorning skalyar kvadratini;
d) (c, d) vektorlarning skalyar ko'paytmasini

e) c va d  vektorlar orasidagi burchakni
2. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chiziqli 

kombinasiyasi c vektor koordinatalarini va uzunligini, a va A vektorlarning skalyar 
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniqlang:

3. a  -  (2 ; i ;  -1 )  vektorga kolleniar va (a,b) = 3 shartni qanoatlantiruvchi b vektorni 
toping.

4. a =  (5; 2; 5) vektorning A =  (2;—1; 2) vektor o'qidagi proyeksiyasini toping.

5. Agar a + 2b va 5 a -4 6  vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa, a va b birlik vektorlar 
orasidagi burchakni toping.

6. Quyidagi b =(8; - 3 ;  -1 0 ; 10) vektorni
a, =  (1; 0; 4; 3>, a2 = ( -2 ;  3; 1;4> a, = (l; 1; - 4 ;  5>;

a4 = ( l ; —2; 0; 3 )vektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida yoyish 
mumkin yoki yo'qligini tekshiring.

7. a = (5; 1; -2) va b = (1; 5; -2) vektorlar berilgan. 3 a - b  vektorning
a) 3 a - b  vektorning koordinata o'qlarida hosil qilgan proeksiyalarini;
b) uzunligini;
c) yo'naltiruvchi kosinuslafini toping.
8. Quyidagi a va i  vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chiziqli 

kombinasiyasi c vektor koordinatalarini va uzunligini, a va b vektorlarning skalyar 
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniqlang:

a) a =  (0, 0 ,-1 ,1 ) ,  b = ( 1,1,1,1) c = 2a + b.
b) a  = ( 1 ,2 ,3 ), b = ( - 5, 3, 2 ), c  = ̂ ia  + 3b.
9. a  = 2m+4n  va b = m - n  vektorlar berilgan, bu yerda m van  birlik vektorlar, ular 

orasidagi burchak 120‘ . a va b vektorlar orasidagi burchakni toping.



10. Tekisiikda uchta a ,b , c  vektorlar berilgan. Ma'lumki |<ar| = 2, |£?| = 3, |c| = 3 (ab )= 6  0°,

(fe c)=60°, d  = - a  + i> -c  vektorning uzunligini toping.

11. a  va p  ningqanday qiymatlarida a  = —2 i+ 3 j  + J3k va b = a i~ 6 j  + 2k vektorlar
a) kolleniar, b) ortogonal.

12. OA vektor OX, OY va OZ o'qlari bilan mos ravishda —, y , ~  burchaklar hosil qiladi.

Agar s(2; 2 ;-2 4 2 )  bo'lsa, OA va OB vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang.

13. Uchta a(2 ;-2 ), b(2 ;- l ) ,  c(2; 4) vektorlar berilgan. p  = 2 a -b + c  vektorning 
koordinatalarini toping hamda a va b vektorlar bo'yicha yoying.

14. To'rtta vektor berilgan:
a = ( 2 ; l ;0 ) ,  b - ( 1; —1; 2), c = ( 2 ; 2 ; - l ) ,  = (3, 7, - 7 ) .  a  vektorni b ,c ,d  

vektorlar bo 'yicha yoying.
15. a  = 2 i + 3 j - 6 k  vektorning uzunligini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

16. m ning qanday qiymatlarida a  = m i—3 j + 2k va b=  i + 2 j - m k vektorlar o'zaro 
perpendikulyar bo'ladi.

17. a=  i + j  + 2k vektorning b=  i -  j  + Ak vektor yo'nalishidagi proyeksiyasini toping.

18. a = 3 i - 6 j - k , b=  i + 4 j - 5 k  va c = 3 i + 4 j + 2k vektorlar berilgan. a + c  vektorni

6 + cvektorga proyeksiyasini toping.



Mavzuga oid testlar to 'p lam i

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?
A) Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
B) Faqat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
C) Ham son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.
E) Har qanday kattalik skalyar deyiladi.

2. Vektor kattalik deb nimaga aytiladi?
A) Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
B) Faqat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
C) Ham son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.
E) Har qanday kattalik vektor deyiladi.

%
3. Quyidagi kattaliiklardan qaysi biri vektor bo'ladi ?
A) sirt yuzasi;
B) jism hajmi;
C) kesma uzunligi;
D) kuch;
E) Birorta ham kattalik vektor bo'lmaydi. J

4. Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi ?
A) Sir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.
B) Har qanday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.
C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar kollinear deb aytiladi.
D) Bitta to 'g 'r i chiziqda yoki parallel to 'g 'r i chiziqlarda yotuvchi a va b vektorlarga 

kollinear vektor deb aytiladi.
E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a va b vektorlarga kollinear vektor 

deb aytiladi.

5. Qachon vektorlar teng deb aytiladi ?
A) Bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.
B) Bir xil uzunlikli a va b vektorlarga teng vektorlar deb aytiladi.
C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar teng deb aytiladi.
D) a va b vektorlar kollinear, b ir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lsa, ular teng vektorlar 

deb aytiladi.
E) Kollinear va bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

6. Ta'rifn i to 'ld iring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar ular ••• joylashgan bo'lsa.
A) bitta to 'g 'r i chiziqda ;
B) bitta tekislik yoki parallel tekisliklarda ;
C) parallel to 'g 'r i chiziqlarda ;
D) o'zaro perpendikulyar to 'g 'r i chiziqlarda ;
E) o'zaro perpendikulyar tekisliklarda.

7. Fazodagi ort vektorlar qanday aniqlanadi?



A) OX, OY, OZ koordinata o'qlarida joylashgan, musbat yo'nalishda ega va uzunliklari birga 
teng bo'lgan vektorlar;

B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektor;
C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektor;
D) O'zaro kollinear bo'lgan uchta birlik vektor;
E) Uchta komplanar birlik vektorlar.

8. a=(2, -5) vektorning i va j ortlar bo'yicha yoyilmasi qayerda to 'g 'r i ko'rsatilgan ?
A) a= 2 i-5 j;
B) a= -5 i+ 2 j;
C) a= -2 i+ 5 j;
D) a=5i—2 j ; E) a=2i+5j.

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Boshi A(n, 2n+3, 5-2n), uchi esa B(2n+3, 2 n -l, n) nuqtada joylashgan a vektorning 
koordinatalarini toping.

2. Berilgan a=(n-2, n+3, n-1) va b=(n, n-4, n+2) vektorlar bo'yicha na, a+b, a-b va 3a+nb 
vektorlarni toping.

3. Boshi A(n-2, n+3, n) va uchi B(n+1, n-3, n-1) nuqtada joylashgan vektorning 
koordinatalarini toping.

4. Uchlari A(n-2, n+3, n) va B(n+1, n-3, n-1) nuqtalarda joylashgan AB kesmani A=(n-1): 
(n+2) nisbatda bo'luvchi C(x,y,z) nuqta koordinatalarini aniqlang.



IKKI VEKTORNING
SKALYAR
KO'PAYTMASEWI
TOPISH



IKK! VEKTORNING SKALYAR KO'PAYTMASINi TOPISH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga Ikki vektorning skalyar ko'paytmasini topishda 
bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi

o va i  vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb, bu vektorlar uzunliklari ko'paytmasi bilan 
ular orasidagi burchak kosinusining ko'paytmasiga aytiladi va ( a ,b )  shaklda belgilanadi.

( a ,^ )= |a | - |ö |c o s ^

a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasini quyidagicha ham yozish mumkin.
(a,Ä)=|a|-«p; 6 yoki ( a ,£)= |a|-np-ba

Agar a  va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, ya'ni a = (x[,yl,zl) va 
b = (x2,y2,z2), u holda ularning skalyar ko'paytmasi quyidagi formula bilan hisoblanadi. 
(a,b) = (xl -x2;y, -y2;z ,-z 2)

Bundan vektorlarning perpendikulyarlik sharti kelib chiqadi, ya'ni
x l - x 1 + y l - y 2 + z i - z 2 = 0

Koordinatalari bilan berilgan a = {xv yv zx) va i  = (^2,^2,r2)vektorlar orasidagi f  burchak 
quyidagicha aniqlanadi:

(a,b) cosw =  |V p i
m  n

Yoki koordinatalar shaklida
X,-X2+yry2+Z,-hcos <p =

+ z f-Jx 2 +y22 + z

(VHsol. Agar p  = a - b ; q  = a  + 2b;\a\ = l;\b\ = 3;(a b) = -^7i bo'lsa, p + 2q vektorning 

uzunligini toping.

Yechish: Vektorning moduli ta 'rifiga ko'ra: | / ’ +  2g,| =  'Jip  + Z qJ . (p  + 2q)2 ni 

hisoblaymiz.
(p + 2q)2 = (a - b  + 2a + 46)2 =

9(a2 + 2ab+b2) = 9(l + 2-3cos^-?r+9) = 63

Bundan |p +  2#| =  V63 = 3%/7 .

Misol. x  = (2 ,l,-2 )  vektorga kollinear va (x -a )  =  27shartni qanoatlantiruvchi a  
vektorni toping.



Yechish: Kollinearlik shartidan foydalanib a  vektorni quyidagicha yozish mumkin. 

a  =  A x , bu yerda X - noma'lum ko'paytuvchi. a  vektorni topish uchun quyidagi shartdan 

foydalanamiz: (x a ) = Act2 = /1(4 +1 + 4) = 9 A = 27.

Bundan A = 3 va x  = 3a  = (6 ,3 ,-6 ).

IViiso!. Agar a  =(1,-3,4) , ft =(3,-4,2) va c =(-1,1,4) bo'lsa, a  vektorning 6 +  c vektorga 
proyeksiyasini hisoblang.

Yechish: Quyidagi formuladan foydalanamiz:

rr_ -  ä (b + c)  
nPr„ca  = -\f--\

a(b+c) va ft + c ifodalarni hisoblaymiz.

a ( b + c )  = 1(3 - 1 )  -  3(—4 + 1 )+ 4 (2 + 4 ) = 35 

|£ + c | = ^ /(3 - l)2+ M + l ) 2 + (2 + 4)2 =7

Bundan n Pb+ca - 5

Ikki vektorning vektor ko'paytmasi

Ikki a  va ft vektorning vektor ko'paytmasi deb shunday c, vektorga aytiladki, bu vektor 
a  va ft vektorlarga pernpendikulyar bo'lib, uning moduli a va ft vektorlardan yasalgan 

Paralle logram m  yuziga teng, <yo'nalishi esa c uchidan qaraganda c vektor atrofida a  
vektordan _ vektorga eng kichik burchak bilan aylanishi soat strelkasiga teskari

bo'lishi kerak.

a  vektor bilan va ft vektorning vektor ko'paytmasi a x h  yoki [o - i ]  shaklida yoziladi va 
quyidagicha belgilanadi.

c =[a ö], Bu vektor uzunligi a v a ft vektorlardan yasalgan parallelogrammning yuziga 
teng; ya'ni

= |[or • ftj = jar) • |ft| • sin(ai, ft)

Vektor ko'paytm aning xossalari:
1. Vektor ko'paytmadagi ko'paytuvchilar o'rnini almashtirsa, vektor ko'paytma (-1) ga 

ko'payadi.
[a ■ i]= - p> - a]

2. Skalyar ko'paytuvchiga nisbatan vektor ko'paytma gruppalash qonuniga bo'ysunadi,
ya'ni:

[Xa, Z>] — [ajlö] =  x\a ■ ft]
Proyeksiyalari bilan berilgan vektorlarning vektor ko'paytmasi.
a(xlylzl) va b(x1y2z2) vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarning vektor ko'paytmasi 

quyidagicha bo'ladi.
‘ j  k 

[ab\ =x , y\ z,

* 2  y2 Z 2

Bu tenglamadan [a -fi] vektor ko'paytmani tasvirlovchi vektorlarning koordinata 
o'qlaridagi proyeksiyalari



y\Z2 Z0>2̂  ZlX2 X1Z2> ^1̂ 2 yiX2>
bo'lishini ko'ramiz.

Agar a  va b vektorlar kolliyenar(bir-biriga parallel) bo'lsa, ularning mos proyeksiyalari 

proporsional bo'ladi, ya'ni —  = —  = — .
X2 y2 -2

Miso!, Agar A (1,1,1), V (2,0,1) va S (1,2,-1) bo'lsa, AVS uchburchakning yuzini hisoblang.

Yechish: Vektor ko'paytmaning moduli son jihatdan, tomonlari shu vektorlardan qurilgan 
uchburchakyuzining ikkilanganiga teng:

a  = A B  =  (-1,1,0) va b = A C ={0,1,-2) v e |<t0 | .|a m j kiritamiz.
Bu vektorlarning vektor ko'paytmasi.

i j  k
1 -1  0
0 1 - 2

2i + 2 j  + k 

a i]= V 4  +  4 + l= 3
Bundan S=l,5 kv.bir.

|x| =  V6 ,Misol. Agar 1 bo 'lsa ,0 0»1>1) va (2>0,1) vektorlarga perpendikulyar va OX

o'qi bilan o'tmas burchak hosil qiluvchi x  vektorni va 

Yechish: c vektorni kiritamiz

r=M vektorni toping.

/ j  k 
l l  l 
2 0 1

=  / +  j - 2 k

x vektor a  i b vektorlarga perpendikulyar bo'lsa, u holda c  vektorga kollinear bo'ladi. 
Bundan kelib chiqadiki, x =  Äc = (A, A,-2A)

\x\ = -Jx2+ä2+4ä2 = J6A. = J 6 —>>/X = ± l 

x vektor OX o'q bilan o'tmas burchak tashkil qiladi, shuning uchun uning OX o'qdagi 

proyeksiyasi manfiy bo'lishi kerak. Bundan A. = —l va •* — —1c — (— 1 ,-1 ,2 )

Misol. B (5,1,0) nuqtaga qo'yilgan ^  kuch vektorining yo'naltiruvchi
kosinuslarini va shu kuchning A(3,2,-l) nuqtaga nisbatan momentini toping.

Yechish: kuch vektorining yo'naltiruvchi kosinuslarini topamiz.
F„

cos a  = = —== cos ß  = =  -
1 F_ I

COS y  ~  =  —=
\F\~Ji \f \ ' | f |  $

Kuch momenti a b  = (2, - 1, i) va F  vektorlarning vektor ko'paytmasi kabi aniqlanadi.



m = \ABF\=
j

1 -1 1
1 -1 1

=  -J-k

ya mI m = ( 0 ,—1,—1)

Uch vektorning aralash ko'paytmasi

Uchta ~a,b~c vektorlar berilgan bo'lsin. \a-b\ vektor ko'paytma bilan c vektorni skalyar 
ko'paytirish aralash ko'paytma deyiladi va [a b ]c  yoki axbxc  yoki (ax ixc)ko 'rin ishda 
yoziladi.

Aralash ko'paytmaning xossalari.
1. Ko'paytmada ikki qo'shni vektor o 'rn i almashtirilsa, aralash ko'paytma ishorasini 

almashtiradi.
[a-b]-c = —[c -b\-a 

[a-b] c  =  — [a-c]-b va h.k.
2. Agar ~a,b~c vektorlardan istalgan ikkitasi bir-biriga tengyoki parallel (kolliyenar) bo'lsa, 

ularning aralash ko'paytmasi nolga teng, xususiy holda
[a ■ a] ■ c = [a ■ b] ■ a -  [b ■ a] ■ a  = 0
3.Agar a ,̂b,c vektorlar komplanar (bir tekislikda yotuvchi) vektorlar bo'lsa, ularning 

aralash ko'paytmasi nolga teng.
Proyeksiyalari bilan berilgan vektorlarning aralash ko'paytmasi.
<j(r,y,i,)/ b(x2y2z,) va c(x,y3z0vektorlar berilgan bo'lsin. Bu vektorlarning vektor 

ko'paytmasi quyidagicha bo'ladi.

[ab\c = y, y 2 y3

a , b , c  vektorlar komplanar bo'lishining zaruriy va yetarli sharti.

= 0

Tenglik bajarilishi bilan ifodalanadi.

IVlisol. Agar A(2,3,l), B(4,l,-2), C(6,3,7) va D(-5,-4,8) nuqtalar piramidaning uchlari bo'lsa, 
D uchidan AVS yoqqa tushirilgan balandlikning uzunligini toping.

Yechish: ~äb=(2.-2.-3); ac = (4,0,6); va ^Z>=(—7,—7,7)-
Vektorlarni topamiz. ä b , a c  va ÄD vektorlarga qurilgan piramidaning hajmi, shu vektorlar 

aralash ko'paytmasi modulining oltidan bir qismiga teng.
1

■h

F  = -\ ABAC AD 6< 1
Buyerda Stx = i | [Ag.Äc, 

Quyidagilarni hisoblaymiz

bundan
\aB-AC\

AB ■ AC ■ AD = 2 -2  -3= 
4 0 6



[а в -а с \=

' j  к
2 - 2  3
4 0 6

= -12/ + 24у+8£

\[AB-AC\ = yl\22+242+S2 =28

* Л “ _ ц
Bu yerdan 28 

Ikkita a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi (a ,  è )deb

(a, Ъ) = а-Ъ = |öjp|-cos<2> 

songa aytiladi. a = (xv yt, z,) va b = (x1, y2, z2) vektorlarning skalyar ko'paytmasi:

(a, b) = a  ■ b = X,хг + yty2 +  z,z2
formula bilan aniqlanadi.

Vektorning skalyar kvadrati, (a ,a )  = a =  U  = x 2+ y2+z2 yoki |я| = -У?"

Misol. Piramida ucharining koordinatalari berilgan A( 0; 0; 1), B( 2; 3; 5), 
C (6; 2; 3), £>(3; 7; 2).

Quyidagilarni topish talab etiladi:

1) AB, AC vektorlarni va ularni modullarini |ля |,|лс |;

2) AB, AC vektorlar orasidagi <A burchakni;

3) AB, AC vektorlarning skalyar ko'paytmasini;

4) AB, AC vektorlarning vektorli ko'paytmasining modulini.

5) С nuqtadan o 'tib, AB vektorga perpendikulyar bo'lgan, Qtekisliktenglamasini tuzish.

Yechish: 1)ЛЙ, AC, AD vektorlarni va ularni modellarini topamiz. Vektorlarga doir 
yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy vektorni ax. ay, аг

o'qdagi proeksiyalari hamda birlik i, j ,  к vektrlari (ortlari) yordamida yagona usul bilan 
yoyib yozish mumkin.

a  = a j  + ayj  + a: k , AB =  (2 - 0 ) ;  + (3 - 0 ) /  + (5 -1  )k = 2/ + 3 /  + 4 k ,

ÂC = (6 -  0)/ + (2 -  0)ÿ + (3 -  l)k = 6i + 2 j + 2k,
~AD =  ( 3 - 0)/ +  ( 7 - 0)ÿ + (2 - l) k  = 3i + 7 j  + lc.

Bu vektorlarni modullari |a| = a2 + a2 + a 2 formulaga asosan

|Zë| = V22+ 3 2 + 4 2 =j29,\Âc\ = sl62 + 22 + 22 = л/44 = 2л/П,

|2d | = %/32 + 72 +12 = V 5 9 .

2) AB va AC vektorlar orasidagi ç> burchakni hisoblaymiz.

ÄB-AC  2 -6  + 3-2  + 4-2 13
C osç = 7— F = r = ----- r = ----- r = —  = - 7—  « 0,728

\a b \a c \ V29-2 VU V319

Bradis jadvalidan ^ « 4 3 ° .

3) XD  vektorni AB vektordagi proeksiyasi
Z D - I b 2-3 + 3-7 + 4-1 31

np-^AD = —i = i —  = ----------r= --------ю -------
Æ \a b \ л/29 5,39



4) Piramidaning ABC tomoni, uchburchak yuzasini hisoblaymiz

- I '
' v

'-Ia b x a c I.

Bu erda ikki vektorni ko'paytmasi

\a b x a c ]=
i j  k 
2 3 4 

6 2 2
= -2 /+  2 0 /-1 4 *

I[AB x A c]  = V (-2 )2 + 202 + (-1 4 )2 =  -J4 + 400 +196 = V6ÖÖ =  loVö ,

5". = —-10%/6 = 5a/ ö kvadrat birlik.
2

5) Piramidaning xajmini uchta komplanar bo'lmagan AB, AC, AD vektorlarni aralash 
ko'paytmasiga asosan hisoblaymiz:

V = — a x e d  = + —
a x ay a.

= + I  
6

2 3 4

s, ey 6 2 2

cx °y Cz 3 7 1

=  -•1 2 0  = 20 kub birlik.6

Mavzuga doir misol va masalalar

1. a  =  ( * , ,  >>,, z,) va h  =  (x ,, _y2, z2) vektorlar orasidagi bufchak
. (a, b) _  x ^  + y ^ + Z fa

cos g> = -
■> /  2 , J  I 2 2  2 yx, +y, +z, ^x, + y2 + z2

formula orqali aniqlanadi.
2. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini, ularning chiziqli 

kombinasiyasi c vektor koordinatalarini va uzunligini, a va A vektorlarning skalyar 
ko'paytmasini, ular orasidagi burchak kattaligini, o'zaro ortogonalligini aniqlang:

a) a =  (0, 0, -1 ,1 ) ,  b = (1,1,1,1) c = 2a + b .
b) a = ( 1,2, 3 ) ,  b = (-5 , 3, 2 ), c = -4 a  + 36.

3. <3 =  2/w +  4h va b - m - n  vektorlar berilgan, bu yerda m va n birlik vektorlar, ular 

orasidagi burchak 120". a va J vektorlar orasidagi burchakni toping.

4. Tekislikda uchta a ,~b ,c  vektorlar berilgan. Ma'lumki |<ai| = 2, ]Ä| = 3, |c| = 3 (ab)=  60°,

( i  c) = 60", d  = - a  + b - c  vektorning uzunligini toping.

5. a  va ß  ningqanday qiymatlarida a = - 2 i+ 3 j+ ß k  va b = a i —6 j + 2k vektorlar 
a) kolleniar, b) ortogonal.

----- 71 71 71
6. OA vektor OX, OY va OZ o'qlari bilan mos ravishda —, —, — burchaklar hosil qiladi.

3 3 4
Agar ß(2; 2; - 2 yu) bo'lsa, OA va OB vektorlarning perpendikulyarligini isbotlang.

7. Uchta a(2; -2 ) ,  6(2; - l ) ,  c(2; 4) vektorlar berilgan. p = 2a - b + c  vektorning 
koordinatalarini toping hamda a va b vektorlar bo'yicha yoying.
8. To'rtta  vektor berilgan:



a = (2; 1; O), b = (1 ;-1 ; 2), c =  ( 2 ; 2 ; - l ) ,  d  = (3, 7 , - 7 ) .  a v e k to rn i 6 ,c ,r f  
vektorlar bo'yicha yoying.

9. a = 2 i + 3 j - 6 k  vektorning uzunligini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

10. m ning qanday qiymatlarida a  = m i - 3 j  + 2k va b = i + 2 j - m k vektorlar o'zaro 
perpendikulyar bo'ladi.

11. a =  i + j  + 2k vektorning b=  ; - _ /  +  4Æ vektor yo'nalishidagi proyeksiyasini toping.

12. a  = 3 i - 6 j - k ,  b=  i+ 4 j - 5 k  va c  = 3 i+ 4 j+ 2 k  vektorlar berilgan. a + c  vektorni 

b + c vektorga proyeksiyasini toping.
13. Tekislikda A(0; - 2 ) ,  B(4; 2) va C (4; -2 )n u q ta la r berilgan. Koordinatalar 

boshidan 0/4, OB va OC kuchlar qo'yilagan. Ularning teng ta 'sir etuvchisi OM yasalsin va 
uning o'qlardagi proeksiyalari hamda uzunligi topilsin. OA, OB , OC va OM kuchlar i va j  
birlik vektorlar orqali ifodalansin.

14. Uchta komplanar m, n va p  birlik vektor berilgan, w ,a « = 3 0 ° va («/?) = 60° 
u = m + 2 n -3 p  vektor yasalib uning moduli hisoblansin.

15. Uchta komplanar bo'lmagan OA = a ,  OB = b , OC = c vektorlarda parallelepiped 
yasalgan. Uning mos ravishda a + b - c ,  a - b  + c , a - b - c  va b - a - c  larga teng vektor -  
diagonallari ko'rsatilsin.

16. Tekislikda A(3; 3), B(— 3; 3) va C(—3; 0) nuqtalar berilgan, koordinatalar 

boshidan OA, OB va OC kuchlar qo'yilgan. Ularning teng ta'sir etuvchisi OM yasalsin va 
uning o'qlardagi proeksiyalari hamda kattaligi topilsin. OA, OB , OC va OM vektorlar 
o'qlardagi ; va j  birlik vektorlar orqali ifodalansin.

17. M(5; - 3 ;  4) nuqta yasalsin va uning radiusi-vektorining uzunligi hamda yo'nalishi 
aniqlansin.

18. r = OM = 2i+6k  vektor yasalsin va uning radius- vektorining uzunligi hamda 
yo'nalishi aniqlansin ( cos2 a  + cos2 ß  + cos2/  = I formula bo'yicha tekshirilsin.)

19. A(l; 2; 3) va B(3; - 4 ;  6) nuqtalar berilgan. u = AB vektor va uning koordinata 
o'qlaridagi proeksiyalari yasalsin hamda uning uzunligi va yo'nalishi aniqlansin. «vektorning 
koordinata o'qlari bilan tashkil etgan burchaklari yasalsin.

20. A(2; 1; -1 )  nuqtaga R = 7 kuch qo'yilgan. Bu kuchningikki koordinatasi X  = 2 va 
Y =  -3 ; o'sha kuchni ifodalovchi vektorning yo'nalishi va oxirgi nuqtasi aniqlansin.

21. Paralelgrammning ketma-ket uchta ^ , B(3; 2; 1) va 
C (6; 4; 4) uchlari berilgan. Uning to 'rtinch i uchi D topilsin.

22. a  = - i  + j  va b = i - 2 j  + 2k vektorlar orasidagi burchakaniqlansin.
23. Uchlari A(2; -1 ; 3), B(l; 1; 1) va C(0; 0; 5) nuqtalarda bo'lgan A ABC ning 

burchaklari aniqlansin.
24. a  = 2i + j  va b = - 2 j  + k  vektorlarda yasalgan parallelgramm diagonallari orasidagi 

burchak topilsin.
25. a  = i + j  + 2k va b = i - j  + 4k vektorlar berilgan. npaè aniqlansin.

26. 1) Agar m va n o'zaro 30o burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo'lsa, (m + n)2 
hisoblansin; 2) agar a  = 2yfï va b = 4 hamda (a ,A b ) = 135o bo'lsa, (a - b f  hisoblansin.

27. Agar m va « - oralaridagi burchagi 60o ga teng birlik vektorlar bo'lsa, a  = 2m + n va
6 =  m -2«vekto rla rda  yasalgan parallelgramm diagonallarining uzunliklari aniqlansin.



28. a  = 2 m -n  vektor berilgan bo'lib, bunda m va n oralaridagi burchagi 120o ga teng

birlik vektorlardir.
cos (a  m )va  ccw (a ,AH)topilsin.
29. A(3; 3; - 2 ) ,  B(0; - 3 ;  4), C (0; - 3 ;  0) va £>(0; 2; - 4 )  nuqtalar berilgan.

AB = a  va C D -b  vetorlaryasalsin hamda topilsin.
30. Agar 1) a = 3i; b = 2k\ 2) a  = i + j ; b = i - j ;  3) a  = 2i + 3j; b = 3 j + 2k bo'lsa, 

c = a x b  vektor aniqlansin va yasalsin. Har bir hoi uchun berilgan vektorlarda yasalgan 
paralelgramm yuzi hisoblansin.

31. Ushbu
1) i x ( J  + k ) —j x ( i  + k) + k x ( i  + j  + k );
2) (a  + b + c )x c  + {a + b + c )x b  + (b -c )x a - ,
3) (2a  + b) x (c — a) +  (b + c) x (a + b ) ;
4) 2/ ■ ( J x  k) + 3 j ■ ( j  x k) + 4k(ix j )  ifodalar qavslarni ochib soddalashtirilsin.
32. a  = 3k — 2 j ,  b = 3i—2 j  va c = a x b  vektorlar yasalsin. c vektorning moduli hamda 

a va b vektorlarda yasalgan uchburchak yuzi hisoblansin.
33. Fazoda A{x{,yx\zl) , B(x2;y2;z2), C(x,-,y3;z,) nuqtalar koordinatalari bilan berilgan. 

Quyidagilarni topish talab etiladi:

1) AB,AC vektorlarni va ularni modullarini j^ß |,|^ c j;

2) AB, AC vektorlar orasidagi <A burchakni;

3) AB,AC vektorlarningskalyarko'paytmasini;

4) AB, AC vektorlarning vektorli ko'paytmasining modulini.

5) S nuqtadan o 'tib , AB vektorga perpendikulyar bo'lgan, Q tekislik tenglamasini tuzish.

Mavzuga oid testlar to 'p lam i

1. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi qayerda to 'g 'r i ifodalangan ?
A) a-b= I a I • j b I ; B) a-b= [a | -1 b | cos<}>; C) a-b= | a | ■ | b | sin4>;
D) a-b= I a I -1 b I tg4>; E) a b = |a |- |b | ctg4>.

2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi |a b | = |a |- |b | satrni 
qanoatlantiradi?

A) a va b b irx il uzunlikka ega bo'lsa;
B) a va b ort vektorlar bo'lsa;
C) a va b orthogonal bo'lsa;
D) a va b kollinear bo'lsa;
E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.

3. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi qayerda noto 'g 'ri ifodalangan ?
A) a-b=b-a ; B) a-a= |a | 2; C) a-(b+ c)= a-b+ a-c;
D) (Aa,b)= (a, Ab)= A(a, b); E) Barcha xossalar to 'g 'ri.

4. i, j, k ort vektorlarning skalyar ko'paytmalari boyicha quyidagi tasdiqlardan qaysi biri 
o 'rin li emas ?

A) i - i= l , i-j=0 , i-k=0 ; B) j j = l , j-i=0 , j k=0 ; C) k -k = l, k-i=0 ,k-j=0 ;
D) j (i+ k)=0 , i- (k+j )=0 , k- (i+ j)=0 ;



E) j-(i+ k+j)=0, i- {k+j+i )=0 , k- (i+ j+k)=0 ;

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Berilgan a=(n, n+1, n-2) va b=jn+2, n, n-1) vektorlar orasidagi cf> burchakning 
kosinusini toping.

2. A parametrning qanday qiymatida a=(Xn, n-2, n+1) va b=(n-3, Xn, n-1) vektorlar 
orthogonal bo'lishini aniqlang.

3. Fazodagi A(n+2, n+4, n-3) va B(2n+1, n+1, 2 n - l)  nuqtalar orasidagi masofani toping.
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TO'G'RI CHIZIQNING BURCHAK KOEFFITSIYENTI

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentini 
aniqlashda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Chiziq va uning tenglamasi haqida. Analitik geometriyaning eng muhim tushunchalaridan 
biri, chiziq tenglamasi tushunchasidir. Tekislikda to 'g 'ri burchakli koordinatlar sistemasida L 
chiziq berilgan bo'lsin (7.1-shakl).

L chiziqda yotuvchi istalgan M (x ,y )  nuqtaning koordinatlari
F {x ,y ) =  0 (1)

tenglamani qanoatlantirib, unda yotmagan nuqtalarning koordinatlari qanoatlantirmasa, 
bu tenglama L chiziqning tenglamasi deyiladi. Bundan L chiziq, koordinatlari (1) tenglamani 
qanoatlantiruvchi barcha nuqtalar to'plamidan iborat ekanligi kelib chiqadi. Chiziqning 
tenglamasini tuzish deganda unga tegishli ixtiyoriy M (x ,  y ) nuqtaning koordinatlari orasidagi 
munosabatni(bog'lanishni) tenglama ko'rinishida ifodalashdan iborat. Topilgan chiziq 
tenglamasi uchun: chiziqdagi istalgan nuqtaning koordinatlari uni qanoatlantiradi va aksincha, 
nuqtaning koordinatlari tenglamani qanoatlantirsa, bu nuqta shu chiziqda yotadi.

To'g 'ri chiziq va uning tenglamalari

To'g'ri chiziq tushunchasi analitik geometriyaning asosiy tushunchalaridan biridir. Quyida 
har xil holatlarda to 'g 'ri chiziqning analitik ifodalarini (tenglamalarini) keltirib chiqaramiz va ular 
yordamida to 'g 'ri chiziqning tekislikdagi vaziyatlarini o'rganamiz.

To'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

To'g'ri chiziqning OX  o'qi musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan burchagi a  va to 'g 'ri 
chiziqning ordinatlar o'qidan ajratgan kesmasining kattaligi b berilganda, uning tekislikdagi

holati aniq bo'ladi. Masalan, b - 3, a  =  125° bo'lsa, uning holati aniq bo'ladi (7.2-shakl).

7.2-shakl 7.3-shakl



Yuqoridagi miqdorlar berilganda to 'g 'r i chiziqning tenglamasini keltirib chiqaramiz. 
M (x ,y )  to 'g 'r i chiziqqa tegishli ixtiyoriy nuqta bo'lsin (7.3-shakl). AMB to 'g 'ri burchakli 
uchburchakdan

------= tea , bundan BM  = ABtga
AB

7.3-shakldan y = BC + B M ;  yoki y = A B tga+b , AB = x bo'lganligi uchun y - x t g a  + b 
bo'ladi. tga  to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyenti deyiladi va tga = k bilan belgilaymiz. 
Shunday qilib,

y  =  kx+b  (2)
munosabat kelib chiqadi. Bunga to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi 

deyiladi. b =  0 bo'lsa, to 'g 'ri chiziq koordinatlar boshidan o'tib, tenglamasi y = kx bo'ladi. 
k = \ bo'lsa, y = x bo'lib, bu birinchi koordinat-lar burchagining bissektrisasi bo'ladi.

M isol. OX  o 'qi bilan 120° burchak hosil qiluvchi va OY  o'qini /1(0; 3)nuqtada kesib 
o 'tuvchi to 'g 'r i chiziqni yasang va uning tenglamasini yozing.

Yechish: Shartga ko'ra, to 'g 'r i chiziq OY  o 'qini A (0; 3) nuqtada kesib o'tadi, demak

b =  3 . Bu nuqtadan O X  o'qiga parallel chiziq o'tkazamiz, hamda shu to 'g 'ri chiziq bilan 120° 
burchak hosil qiluvchi tomon, yasalishi kerak bo'lgan to 'g 'ri chiziq bo 'lad i.

Endi shu to 'g 'r i chiziq tenglamasini yozamiz. Bu holda k = tg 1 2 0 ° = -V 3 , b =  3 

bo'lganligi uchun, y = —J3 x +3  to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo'ladi.

Berilgan bitta nuqtadan o 'tuvchi to 'g 'r i chiziqlar dastasining tenglamasi

Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziq tenglamasi. A(xl,xl), B(x2;y2)  nuqtalar 
berilgan bo'lsin.

y =  kx+b  (3)

to 'g 'r i chiziq /4 nuqtadan o'tsin. Bu holda A  nuqtaning koordinatlari to 'g 'r i chiziq 
tenglamasini qanoatlantiradi, ya'ni >>, = kxv+b  bo'ladi. (3) tenglikdan oxirgi tenglikni ayirsak:

y -y ,  = k (x - x t)  (4)
hosil bo'ladi. (4) tenglamaga berilgan bitta nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar dastasining 

tenglamasi deyiladi.
To'g 'ri chiziq B(x2;y2) ikkinchi nuqtadan ham o'tsa,

y2-y ,  =k (x2- x i )
bo'lib,

k = ^ L
X2—X\

bo'ladi. k ning yuqoridagi qiymatini (4)ga qo'yib,

y~y\ = (5) 
y2~yi X2 ~ XI

tenglamani hosil qilamiz. (5) berilgan ikki A(xt,yt)  va B(x2,y2) nuqtalardan o'tuvchi 
to 'g 'r i chiziq tenglamasi deyiladi.



Misoi. Biror xil mahsulotdan 100 donasini ishlab chiqarishga 300 ming so'm xarajat 
qilinsin. 500 donasi uchun esa xarajat 1300 ming so'm bo'lsin. Xarajat funksiyasi chiziqli (to'g 'ri 
chiziq) bo'lsa, shu mahsulotdan 400 dona ishlab chiqarish xarajatini toping.

Yechish: Masala sharti bo'yicha /1(100, 300 ) va B = (5 0 0 , 1300) nuqtalar berilgan. 
Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasiga asosan, 

y -300 _  *-1 0 0  yoki y  _  2,5x  +  50 
1300-300 500-100

tenglik o 'rin li bo'ladi. Oxirgi tenglamadan x = 400 uchun, ^  = 1050 ekanligini topamiz. 
Demak, mahsulotdan 400 dona ishlab chiqarish uchun 1050 ming so’m xarajat qilinadi.

To'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi va uning xususiy hollari

Ikki noma'lumli
Ax + By + C  - 0

tenglamani qaraymiz.

Bundan, By = -A x -C , v = _ d I _ £  bo'lib, * = _ d , h=-— bilan belgilasak, y  = lcx+b 
B B B B

tenglama hosil bo'ladi. Shunday qilib, Ax + B y+C  =  0 tenglama ham to 'g 'r i chiziq tenglamasi 
ekanligi kelib chiqadi.

Ax + By + C  = 0 (6) 
tenglamaga to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
To'g'ri chiziq umumiy tenglamasining hususiy hollari:
1 )A * 0 ,  5 ^ 0 , C = 0 bo'lsa, Ax + By = 0 bo'lib, to 'g 'ri chiziq koordiriatlar boshidan 

o'tadi, chunki 0(0;0) nuqtaning koordinatlari tenglamani qanoatlantiradi;
C C

2) ,4 = 0, B*- 0, C ^ 0 ,  bo'lsa, y~~~^  bo'lib, OY  o'qdan - — kesma ajratib, OX

o'qiga parallel to 'g 'ri chiziq tenlamasi bo'ladi;
C C

3) B = 0 , A *  0, C * 0  bo'lsa, x = -----bo'lib, OX  o 'q d a n --------kesma ajratib , OY
A A

o'qiga paralllel to 'g 'r i chiziq tenglamasi bo'ladi;
4) A =  0 , C =  0 , Bl= 0 bo'lsa, y =  0 bo'lib, OX  o'qiningtenglamasi hosil bo'ladi;
5) B = 0, C = 0, A ^ 0  bo'lsa, x = 0 bo'lib, OY  o'qining tenglamasi hosil bo'ladi;
6) A = 0, B = 0, C *  0 bo'lsa, C = 0 bo'lib, o'zgarmas miqdor, bir paytda 0 dan farqli 

hamda 0 ga teng kelib chiqadi, bunday bo'lishi mumkin emas.

Misol, x -2 y + 6  = 0 to 'g 'r i chiziq uchun k va b parametrlarni toping.

Yechish: Buning uchun berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz: 

2y  =  x  +  6, y  =  1 / 2 - X  +  3 bundan (2) tenglama bilan taqqoslab k =  1 /2 ,  b =  3, 
ekanligini topamiz. Shunday qilib, to 'g 'ri chiziq umumiy tenglamasini burchak koeffitsiyentli 
tenglamaga keltirib k va b parametrlarni topdik.



To'g 'ri chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasi

x - a  y _  x  + j 
- a b a

To'g'ri chiziq koordinat o'qlaridan mos ravishda a va i  kesmalar ajratib o'tsin (7.4- 
shakl). To'g 'ri chiziq A (a : 0) va B (Q ,b )  nuqtalardan o'tadi. Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi 
to 'g 'r i chiziq tenglamasiga asosan

y - 0  _  x - a  y 
' ~b 

x у
yoki — + — =  1 (7) tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamaga to 'g 'ri chiziqning kesmalarga 

a b
nisbatan tenglamasi deyiladi.

M isol. 3x + 5y - 15 =  0 to 'g 'r i chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasini yozing va uni 
yasang.

Yechish. 3x + 5y—l5 = 0 to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasini (7) ko'rinishdagi 
tenglamaga keltiramiz.

У3jt+5v = 1 5 , ------1------= 1 ёки — + — =  1
15 15 5 3

bu to 'g 'r i chiziqning kesmalarga nisbatan tenglamasi bo'ladi. Endi koordinat o'qlaridan
mos ravishda 5 va 3 kesmalarni ajratib, ajratilgan kesmalar oxiridan yasalishi kerak bo'lgan
to 'g 'r i chiziqni o'tkazamiz.

To'g 'ri chiziqning normal tenglamasi

To'g 'ri chiziqqa koordinat boshidan tushirilgan perpendikulyarning (normal) uzunligi va 
uning O X  o 'q i musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan burchagi a  berilganda to 'g 'r i chiziqning 
tekislikdagi holati aniq bo'ladi (7.5-shakl) va uning tenglamasi

xcosa  +  >>sma-/7 =  0 (8)



bo'ladi. (8) tenglamaga to 'g 'r i chiziqning normal tenglamasi deyiladi. Ma'lumki, 
sin2a  +  cos2 or =  1. Normal tenglamada shu shart bajarilishi kerak. To'g'ri chiziq umumiy 
tenglamasini normal tenglama keltirish uchun

+
normallovchi ko'paytuvchini hisoblab, uni

Ax + By + C  =  0
tenglamaga ko'paytiramiz. Bu holda

A B C A 
— , x + — , y + — . ........... = 0
±ylA2+ B 2 ± 4 A 2 + B2 ± 4 a 2 + B2 

normal tenglama hosil bo'ladi. Normallovchi ko'paytuvchining ishorasi ozod had 
ishorasiga teskari olinadi.

Misol. Normalning uzunligi /7 = 3 va uning OX  o'qi bilan hosil qilgan burchagi 3 0 °  
bo'lsa, to 'g 'ri chiziqni yasang va uning tenglamasini yozing.

Yechish: Shartga ko'ra normal OX  o 'qi bilan 3 0 °  li burchak tashkil etadi. Bu burchakni 
yasaymiz va uning qo'zg'aluvchi tomoni normal to 'g 'ri chiziq bo'ladi. Shu to 'g 'ri chiziqda p  =  3 
kesma ajratib uning oxiridan unga perpendikulyar to 'g 'ri chiziq o'tkazamiz. Bu yasalishi kerak 
bo'lgan to 'g 'ri chiziq bo'ladi . Endi to 'g 'r i chiziqning tenglamasini yozamiz. Shartga ko'ra 
normalning uzunligi va uning OX  o 'q i bilan hosil qilgan burchagi berilgan, bu holda ma'lumki,

to 'g 'r i chiziqning (8) normal tenglamasini yozamiz. /7 = 3, oc = 3 0 °  bo'lganligi uchun

xcos30® +  jy s in 3 0 ® - 3  =  0 eKii -J 3 l2 -x  +  \ l2 -y — 3 =  0 

Natijada -J lx + y -d  = 0 tenglama hosil bo'ladi.

•Ja 2 + B2

Misol. 4 x -3 y -5  =  0 to 'g 'ri chiziq tenglamasini normal tenglamaga keltiring.

1 1¥echish: Normallovchi ko'paytuvchini topamiz: M  -  ~r  2— ~2 -  — bo ladi.
V 4  + 3  5

Berilgan tenglamani M  =  1/5 ko'paytirib, 4 /5 - x  — 3/5-_y —1 =  0 tenglamani hosil 
qilamiz. Bu to 'g 'r i chiziqning normal tenglamasi, chunki

4 ? ,  3,2 16 9 25 2 2 n  
( - )  +  ( — )  =  —  +  —  =  —  =  1 ,  ( s i n  a  + c o s  a  = 1 )  edi.

5 5 25 25 25

Mavzuga doir misol va masalalar

1. OY  o'qidan b = 4 kesama ajratib OX  o'qi bilan 135° burchak tashkil etuvchi to 'g 'ri 
chiziqni yasang va uning tenglamasini yozing.

2. OY  o'qidan b = —2 kesma ajratib OX  o'qi bilan 60° burchak tashkil etuvchi to 'g 'ri 
chiziqni yasang va uning tenglamasini yozing.



3. Koordinatlar boshidan o'tib, OX  o 'qi bilan:
1). 45°, 2). 120°, 3). 60°, 4). 90° burchak tashkil etuvchi to 'g 'ri chiziqlarni yasang 
va ularning tenglamalarini yozing.

4. 1) 3jc + 5>’ +  15 = 0; 2) 3x + 2y = 0; 3) >» = - 2 ;  4) jc /4  + _y/4 = l to 'g 'ri chiziqlar uchun 
k va b parametrlarni aniqlang.

5. 1) 4x + 3y -12  = 0 ; 2)4x+3y = 0; 3 ) 2 * - 7  = 0 ; 4) 2y + 1 = 0 to 'g 'ri chiziqlaming 
kesmalarga nisbatan tenglamalarini yozing va ularni yasang.

6. A  (2; 3) nuqtadan o 'tib , OX  o 'qi bilan 60° burchak hosil qiluvchi to 'g 'r i chiziqni 
yasang va uning tenglamasini yozing.

7. 1) 2 x -3 y -6  =  0 ; 2) 3 x -2 y  + 4 =  0 to 'g 'r i chiziq tenglamalarini, kesmalar bo'yicha 
tenglamasiga keltiring.

8. Ax + 5 y -4 0  = 0 to 'g 'r i chiziq A ning qanday qiymatlarida koordinat o'qlaridan bir xil 
kesmalar ajratadi.

9. Uchlari A (3; 4), ,5(3; 2) va C ( - l ;  2) nuqtalarda bo'lgan uchburchak tomonlarining 
tenglamalarini yozing.

10. To'g 'ri chiziqning koordinatlar boshidan uzoqligi 3, unga koordinatlar boshidan 
tushirilgan perpendikulyar O X  o 'q i bilan a  = 45° burchak hosil qilsa, to 'g 'ri chiziq tenglamasini 
yozing.

11. x —y +  3 =  0 to 'g 'r i chiziqqa koordinatlar boshidan tushirilgan perpendikulyarning 
uzunligini va uning OX  o 'qi bilan tashkil qilgan burchagini toping.

12. Ushbu 1) - x + - y - 6  = 0 ,2 ) — — - 7  = 0
5 4 13 13

3) - x  + —y - 2  = 0, 4) - x + —y - 4 = 0 to 'g 'r i chiziq tenglamalaridan qaysilari normal
5 4 3 3

ko'rinishda?
13. Ushbu 1) 5jc +  1 2 ^ -2 6  =  0, 2) 3 x -4 .y  + 10 = 0,
3) y  =  3jc +  5 ,4 )  2jc +  2>’ + 7 =  0 to 'g 'r i chiziq tenglamalarini normal ko'rinishga keltiring.

Mavzuga oid testlar to 'p lam i

1. Analitikgeometriyada chiziq nima asosida o'rganiladi?
A) tenglama; B) chizma; C) proyeksiya; D) ta 'r if  ; E) To'g'ri javob yo'q.

2. Tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasidagi A va B 
koeffitsiyentlar qanday shartni qanoatlantirishi kerak ?

A) A B>0; B) A+B=0; C) A-B<0 ; D) A2 +B2*0 ; E) A2 -B 2*0.

3. Tasdiqni yakunlang: Tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasi 
bo'yicha tuzilgan n=(A,B) vektor bu to 'g 'r i chiziqqa.

A) parallel bo'ladi; B) tegishli bo'ladi ; C) perpendikulär bo'ladi ;
D) perpendikulär bo'lmaydi; E) og'ma b o 'la d i.

4. Tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning umumiy 3x+5y+2=0 tenglamasi bo'yicha uning n =(A,B) 
normal vektorini toping.

A) n =(5,2); B) n =(3,5); C) n =(3,2); D) n =(2,5); E) n =(5,3).



LiBöj

5. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini ko'rsating. 
X  V

A) y  =  kx +  b; ß) — +  — =  1 ; C) Ax + By + C = 0; 
a b

x  — xn y  — Vn
D) x c o s a  +  y s m a - p  =  0-, E )-------- - = - — .

m n

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Tekislikdagi to 'g 'r i chiziq (n+2)x+(n+3)y+(2n-l)=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan. 
Quyidagilarni aniqlang:

a) to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini
b) to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasini
c) to 'g 'ri chiziqning normal tenglamasini
d) to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasini
e) to 'g 'r i chiziqni koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini

2. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziq (n-5)x+(n+l)y+(3n+2)=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan. 
Quyidagilarni aniqlang:

a) to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini
b) to 'g 'r i chiziqning kesmalardagi tenglamasini
c) to 'g 'ri chiziqning normal tenglamasini
d) to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasini
"e) to 'g 'r i chiziqni koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini
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DARAJALI, TRIGONOMETRIK, KO’ RSATGICHLI VA LOGARIFMIK FUNKSIYALAR

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga darajali, trigonometrik, ko'rsatgichli va 
logarifmik funksiyalarni bajarishda bilim , malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Darajali funksiya

Bu funksiya y=xa ko'rinishda bo'lib, o'zgarmas daraja ko'rsatkichi a e R bo'ladi. Masalan,

1 o 2 r~ i  l - iy =  l = x  , y  =  x  , y  =  ̂ Jx =  x z , y  =  — =  x 
x

darajali funksiyalardir. Darajali funksiyaning xossalari a  daraja ko'rsatkichi qiymatiga 
bog'liq bo'ladi. Masalan, a musbat butun son bo'lsa, f(x)=xa aniqlanish sohasi D{f}=(-°°,~), 
qiymatlar sohasi esa toq a  uchun E{f}=(-°°,°<>), ju ft a  uchun E{f}=[0,°°) bo'ladi. Agar a  manfiy 
butun son bo'lsa, f(x)=xa aniqlanish sohasi D{f}={x: x*0}, qiymatlar sohasi esa E {fH -°°,°°) 
bo'ladi. Bundan tashqari a  ju ft son bo'lsa, f(x)=xajuft, a  toq bo'lsa toq funksiya bo'ladi.

Ko'rsatkichli funksiya

Bu funksiya y=ax ko'rinishda va unda daraja asosi a>0 va a * l  shartni qanoatlantiruvchi 
o'zgarmas son bo'ladi. Masalan, y=3x, y=(l/10)x, y=ex ko'rsatkichli funksiyalardir. Bu funksiya 
uchun D{f}=(-o°,°°), E{f}=(0,°°) bo'ladi. Agar a> l bo'lsa, f(x)=ax o'suvchi, 0<a<l bo'lsa 
kamayuvchi funksiyaga ega bo'lamiz.

Logarifmik funksiya

Bu funksiya y=logax, (a>0, a ^ l) , ko'rinishda bo'lib, y=ax ko'rsatkichli funksiyaga teskari 
funksiyani ifodalaydi.

Masalan, y=log2x, y= log 0.8 x , y= loglOx =lgx, y= logex =lnx logarifmik funksiyalardir. 
Logarifmik f(x)=logax funksiya uchun D{f}=(0,°°), Etfj^f-o»,“ ) bo'ladi. Agar logarifm asosi a>l 
bo'lsa, f(x)=logax o'suvchi, 0<a<l holda esa kamayuvchi bo'ladi.

Trigonometrik funksiyalar

Bular y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctgx funksiyalardan iborat. Bu yerda f(x)=sinx va f(x)=cosx 
funksiyalar uchun D{f}=(-°°,°°) va E{f}=[0,l] bo'lib, ular T=2rt davrli va chegaralangan bo'ladi. 
Bunda f(x)=sinx-toq, f(x)=cosx-juft funksiyalardir.

f(x)=tgx va f(x)=ctgx funksiyalarning aniqlanish sohalari mos ravishda D{f}={x: x*(2k+l)n/2, 
ksZ} va D{f}={x: x^kn, keZ }, qiymatlar sohasi E ffH -o “ ,““ ) bo'ladi. Bu funksiyalar T=n davrli, toq 
va chegaralanmagan bo'ladi.



Teskari trigonometrik funksiyalar

Bularga y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx funksiyalar kiradi.Ular mos 
trigonom etrik funksiyalarga teskari bo'ladi. f(x)=arcsinx va f(x)=arccosx uchun D{f}=[—1,1], 
qiymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=[-n/2, Tt/2] va E{f}=[0, tx] bo'ladi. f(x)=arctgx va 
f(x)=arcctgx uchun D{f}=(-°°,°°), qiymatlar sohasi esa mos ravishda E{f}=(-n/2, n /2) va E{f}=(0, 
re) bo'ladi. Bundan tashqari f(x)=arcsinx va f(x)=arctgx toq funksiyalardir.

Funksiya tushunchasi matematikaning eng asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, uning 
yordamida tabiat va jamiyatdagi ko'p jarayon va hodisalar modellashtiriladi.

Matematik tahlilda elementlari haqiqiy sonlardan iborat, bo'lgan to'plam larni qaraymiz.

X  va Y  lar haqiqiy sonlarto 'p lam i bo'lsin. X & X  to'plamda, ^ e  ^  to'plamda o'zgarsin. 
Ta'rif. x e X  har b ir x ga biror qoida yoki qonun bo'yicha y e Y  dan bitta y mos

qo'yilsa, X  to'plamda funksiya berilgan (aniqlangan) deb ataladi va u

y = m
simvol bilan belgilanadi. Ayrim hollarda y = x f  ham deb belgilanadiki, bunda 

kompyuterda oldin x qiymati olinib, keyin hisoblanadigan simvol olinadi. Bunda X  to'plamga 

funksiyaning aniqlanish sohasi, Y to'plamga o'zgarish sohasi yoki qiymatlar to 'p lam i deyiladi. 
Odatda funksiya aniqlanish sohasini D ,  qiymatlar to'plam ini E  bilan belgilanadi.

Shunday tqilib, har bir element x e X g a  bitta va faqat bitta y e Y  moslik o'matilgan, 

bo'lsa, bu moslikka X  to 'plamda funksiya aniqlangan deyiladi. x ga erkli o'zgaruvchi yoki 

argument, y  ga esa erksiz o'zgaruvchi yoki x  ning funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo'lishi uchun: 1) X  to'plam berilishi kerak (ko'p 
hollarda uni x bilan y  o'zgaruvchilarning bog'lanishiga ko'ra topiladi); 2) x  o'zgaruvchining 

X  to'plamdan olingan har bir qiymatiga unga mos qo'yiladigan y  ni aniqlaydigan qoida yoki 

qonun berilishi kerak. (ta'rifda uni /  simvol bilan belgiladik).

Masalan; 1) /  X  =  (-oo, +oo) to'plamga tegishli bo'lgan har bir songa uning o'zini

o'ziga ko'paytirib, ya'ni kvadratga ko'tarib mos qo'yuvchi qoida bo'lsin. Bu holda y = x 2 

funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya ( -o o ,  + 00)  oraliqda aniqlangan; 2) /  har bir x e [ 0 ,  + 00)  

songa shu sondan olingan kvadrat ildizni mos qo'ysin. Bu y = Jx  funksiyani ifodalaydi. Uning 

aniqlanish sohasi [0, +oo)bo'ladi.

1-misol. y  =  ■ jx - ' i  +  —. - — - funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
V 4 - x

Yechish. Ma'lumki, funksiyaning aniqlanish sohasi x ning shunday qiymatlari to 'plam iki, bunda 

y  funksiya haqiqiy son qiymatlarga ega bo'lishi kerak. Berilgan funksiyada
x - 3 > 0 ,
4 - x > 0

bo'lgandagina x  ning har bir qiymatiga mos keladigan y ning qiymati haqiqiy bo'ladi. Bu



tengsizliklar sistemasidan, * > 3 ,  jc< 4 bo'lib, ya'ni 3 < jc< 4 bo'lishini topamiz. Demak, 

berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi [3, 4) bo'ladi.

3. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya ta'rifida keltirilgan x o'zgaruvchining har bir 

qiymatiga mos qo'yiladigan y  ni aniqlovchi qoida yoki qonun turlicha bo'lishi mumkin. Demak, 

funksiyaning berilishi ham turlichadir. Funksiya analitik, jadval va grafik hamda kompyuter 
usullari yordamida berilishi mumkin:

1) funksiyaing analitik usul bilan berilishida, x o'zgaruvchining har bir qiymatiga mos 
keladigan y ning qiymati, x argument ustida algebraik amallaming bajarilishi natijasida, ya'ni 

formulalar yordamida beriladi. Masalan,

y = S + 1, / = 4 ^ ,  y  = 3 '+I, y =  Iog2( *  + 3); 
x  - 3

2) o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish jadval ko'rinishida berilishi mumkin. Masalan, 
kuzatish natijasida sutni yopiq idishda qizdirilganda Px bosim ostida uning qaynash

t Ptemperaturasi >’ J bosim ostida qaynash temperaturasi va h.k. bo'lishini topganda 

qo'yidagi jadval kelib chiqadi.

Bosim P P, P2 Pn

Temperatura t t, h K

Bundan ko'rinadiki P  bosim bilan t temperatura orasida bog'lanish bo'lib, P  argument, - 

t funksiya bo'ladi. Funksiyaning bunday berilishiga jadval usulda berilgan deyiladi. Bunday usul 
ko'proq tajribalarda ishlatiladi.

3) Funksiyaning grafik usulida berilishida, x va y  o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish 

tekislikdagi biror chiziq yordamida beriladi. Bunda X  va Y to'plam lar orasidagi moslik grafik 
bilan beriladi. XOY tekis-likda / chiziq berilgan bo'lsin. x ning qiymatiga mos kelgan y ning 

qiymatini, topish uchun x nuqtadan O X  o'qiga perpendikulyar o'tkazamiz. U l chiziqni bitta 
A nuqtada kesib o'tadi. A nuqtadan OY  o'qiga perpendikulyar o'tkazamiz, bu 
perpendikulyarning OY  o 'qi bilan kesishish nuqtasi, y  ning x ga mos qiymati bo'ladi. 

Ma'lumki, bunday moslik l chiziq yordamida bajariladi. Funksiyaning bunday berilishi, grafik 

usulda berilgan deyiladi. Funksiyaning grafik usulida berilishidan, uni analitik usul bilan ifodalash 
qiyin bo'lgan hollarda va funksiyaning sifat o'zgarishi grafik usulda yaxshi ko'rinadigan hollarda 
foydalaniladi. Masalan, fizikaviy tajribalar jarayonida ossillografdan olinadigan grafik.

4) algoritmik yoki kompyuter usuli. Funksiyaning bunday usulda berilishida x  ning har bir 
qiymati uchun, y = f ( x )  funksiyaning qiymatini hisoblaydigan algoritim yoki programma 

berilgan bo'ladi. Bunday programma EHMga qo'yilgan bo'lib funksiyaning qiymati avtomatik 
hisoblanadi.



Funksiyaning ayrim hollari

1. Oshkor va oshkormas funksiyalar. Funksiya y -  f ( x )  ko'rinishda, ya'ni y ga nisbatan 

yechilgan bo'lsa, unga oshkor funksiya deyiladi. Funksiya F(x, y ) = 0 ko'rinishda berilgan 

bo'lsa, ya'ni y  ga nisbatan yechilmagan bo'lsa, oshkormas funksiya ko'rinishda berilgan 

deyiladi. Masalan, y = 3x2+5, y =  sinx, y = 4x funksiyalar oshkor ko'rinishda; 

2x—3y + 6 = 0, x2 + e v  +3 = 0 funksiyalar oshkormas ko'rinishda berilgan. Shuni 

ta'kidlaymizki hamma F (x , y ) =  0 ko'rinishdagi tenglik ham funksiyani ifodalay bermaydi. 

Masalan, x 2 + y 2 +  4 =  0 tenglama funksiyani ifodalamaydi, chunki x ning har bir qiymatiga y 

ning haqiqiy son qiymatini mos qo'yish mumkin emas.
2. Murakkab funksiY. y = f ( u )  bo'lib, u = tp(x) funksiya berilgan bo'lsa, y  funksiyaga 

cp(x) funksiyaning funksiyasi yoki y ga x  ning murakkab funksiyasi deyiladi. Masalan, 

y  =  lg(x2+ l )  funksiyada u =  x 2+ 1 bo'lib. y x ning murakkab funksiyasi bo'ladi. Bundan 

tashqari y  =  sin(x2 +1), y  =  3*+:>, y  = ̂ (x z - l ) 2 va h.k. lar ham, murakkab funksiyaga misol 

bo'la oladi.
3. Teskari funksiY. y = f ( x )  funksiya berilgan bo'lsin. y funksiyaning qiymatlar 

to'plamidagi har bir qiymatiga x argumentning aniqlanish sohasidan bitta qiymati mos 
qo'yilgan bo'lsa, berilgan funksiyaga teskari x = d (y ) funksiya tierilgan bo'ladi va D ( f )  = E(d ) 

va E ( f )  =  D (d )  har bir x0e D ( f )  = E (d ) va y0 = E ( f )  = D (d ) bo'lib. y0 = f ( x 0) faqat 

x „= d (y 0) uchun bajariladi. Masalan y =  2x-3  funksiyaga teskari funksiya 2x = y  + 3, 

x =  (y  +  3)/2 bo'ladi. y = x 3 funksiya x = \[y teskari funksiyaga ega bo'ladi. O'zaro teskari 

bo'lgan funksiyalarning grafiklari y = x to 'g 'ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo'ladi.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. / (x ) =  x2+ 1 funksiya berilgan:l) / ( 4 ) ;  2) / ( V 2 )  ; 3)/ (a + l) ;

4) / ( 2 a )  larni hisoblang.

2. Quyidagi funksiyalarning D ( f )  aniqlanish sohasini va £ ( / )  qiymatlar to'plamini 

toping:

1) / (x ) = ln(x + 3); 2) / ( x )  = a/5-2x; 3) f ( x )  =  ^jl-\x\.

3. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:

1) f ( x ) =  -J3 + x  + M l - x  ; 2) / (x ) = (a  + x )/ (a -x );

3) / (x ) = lg (5 x -x 2 - 6 ) ;  4) / (x ) =  2"raos<1-') .

4. Hajmi v = l birlikka teng bo'lgan silindr asosining radiusi r va balandligi h orasidagi 
funksional bog'lanishni toping.

5. l)/ (w ) = l-w , u = x 2; 2) f ( u )  = 1/(1-m), m(x) =  x -  1/x;



u»<tj

3) f ( u )  =  u2, u(x) = 4x

funksiyalardan x  ning murakkab funksiyalarini tuzing.
6. Quyidagi funksiyalarga teskari funksiyalarni toping va topilgan funksiyalarning 

aniqlanish va o'zgarish sohalarini aniqlang:

1) f ( x )  =  x 2- l ,  *e [0 , + °o); 2 )f (x )  =  2x+3 ,xe(-co ,+co )-,

3) f ( x )  =  ( x - i y ,  x e (-co ,  +co); 4) f ( x )  = x 2 -1 , * € ( - 00, o].

7. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalarini toping va ularning grafiklarini yasang.

1 ) y  = - ' ,  2 )y  = - ~ ;  3 )y  =  2 - i ;  4)y = ~ .
X X X  x - l
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liyb j

FUNKSIYALAR LIMITLARINI HISOBLASH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga funksiyalar lim itlarini hisoblashda bilim, malaka 
va ko'nikmalarini shakllantirish.

Funksiyaning lim iti va uning asosiy xossalari

y = / ( x )  funksiya x = a nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo'lib, istalgan s > 0  son 

uchun shunday £ > 0  son mavjud bo'lsaki, |jc — gt| < <? tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha 

x ^ a  nuqtalar uchun \ f (x ) -y ^ < s  tengsizlik bajarilsa, A chekli son y =  /(x)funksiyan ing 

x = a nuqtadagi lim iti deb ataladi va quyidagicha yoziladi
lim f ( x ) - A  eKu x~>a  da f ( x ) —> A (  1)
x—>a

Funksiya lim itining ta'rifidan kelib chiqadiki x - a ~ a  cheksiz kichik bo'lganda f { x ) - A  
ham cheksiz kichik bo'ladi.

y -  f ( x ) funksiya, x ning yetarlicha katta qiymatlarida aniqlangan bo'lib, istalgan s > 0

son uchun shunday, N  > 0 mavjud bo'lsaki, M > ^  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x  lar 
uchun \ f(x )-A \ < s  tengsizlik bajarilsa, o'zgarmas A son, y = f ( x )  funksiyaning x ->oo  dagi 
lim iti deyiladi, va

lim f ( x )  =  A (2)
x - x »

bilan belgilanadi.
Faqat x < a  yoki x > a  bo'lgan qiymatlar qaralsa, funksiyaning chap yoki o'ng lim it 

tushunchasi kelib chiqadi va
lim  f ( x ) ,  lim f ( x )  (3)

x -*a - 0 .v-mi+O

bilan begilanadi.
Limiti A =  0 bo'lgan funksiyaga cheksiz kichik funksiya (ch. kich. f.) deyiladi.
Limiti ,4 = +a> yoki A = -ao bo'lgan funksiyalarga cheksiz katta funksiya (ch. kat. f.) 

deyiladi va
lim f ( x )  = +co lim f ( x )  = + 00 

x -> a x ->  a
bilan belgilanadi.
Limitning ta'rifidan kelib chiqadiki y  =  C o'zgarmas miqdoming lim iti o'ziga teng.

Funksiya limitining asosiy xossalari:
1) yig'indining lim iti. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining lim iti, qo'shiluvchi 

funksiyalar limitlarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni f ( x )  va f 2(x ) funksiyalarning x —>a 
dagi limitlari mavjud bo'lsa,

lim [/i (x) + / 2(x )] =  lim  f  (x) ±  lim  f 2 (x) (5)

2) chekli sondagi funksiyalar ko'paytmasining lim iti funksiyalar lim itlarining ko'paytmasiga 
teng, ya'ni

lim [ / iW  / 2W ]=  l im / ( x )  l im /2(x) (6)
x— x -*a  v->a

Natija: O'zgarmas ko'paytuvchini lim it belgisidan tashqariga chiqarish mumkin, ya'ni, 
lim [c/i(x)] = c lim y ;(x ) (7)
x— x -*a



3) Ikkita funksiya nisbatining limiti, maxrajning limiti no'ldan farqli bo'lsa, bu funksiyalar 
lim itlarining nisbatiga teng, ya'ni lim  / 2( x ) *  0 bo'lsa,

x —>a

f i x )

lim 7 7 T  =  F T n  <8)lim  / 2{x)
X-MI

bo'ladi.
Limitlarni hisoblashda quyidagi limitlardan foydalaniladi:

lim  — = 1;(9)
*-*■ x

l im f 1 + —1 = lim ( l + a)Va=e,  e = 2,71828... (10)
*->»V x )

Bu limitlarga mos ravishda birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar deyiladi.

Aniqmasliklar va ularni ochish

f  00Aniqmasliklar. lim  ■■■ ■ -  lim itni hisoblashda f ix ) ,  (p{x) funksiyalar ch.kich.f. lar
x)

bo'lsa, fix)/<p{x) nisbatga x — da (0/0) ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi. f i x ) ,  <pix) 
funksiyalar ch.kat.f. lar bo'lsa, f{x )/ ip ix ) nisbatga x  —>a da (oo/oo) ko'rinishidagi aniqmaslik 
deyiladi. Xuddi shunga o'xshash oo-co, O-co, 0°, oo° aniqmasliklar

lim  [/;(*)-<z>(x)], lim |/(x )-<p (x)] ea l im f / ( x ) fw
x -H i x—>a x -*a

lim itlarni hisoblashda kelib chiqadi. Bunday hollarda limitlarni hisoblashga aniqmasliklarni 
ochish deyiladi.

(0 /0 ) va (oo/oo) ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochishda quyidagi xossadan foydalaniladi:
/ ( x ) v a  <p{x) funksiyalar x  = a nuqtaning biror atrofidagi hamma nuqtalarda o'zaro teng
bo'lsa, ularning x —>a dagi lim iti ham teng bo'ladi.

x 2 —9 x  +  3
Masalan, f i x )  = ----------- va <p(x) = --------  funksiyalar x  ning

2 (x -3 )  2
x  = 3 dan boshqa hamma qiymatlari uchun teng, chunki

x 2- 9  _  ( x -3 ) (x  + 3) _  x  + 3 
2(x -  3) “  2(x -  3) “

Yuqoridagi xossaga asosan,
lim  /  (x ) =  lim  ip{x)
x -*a  x -*a

bo'ladi, ya'ni
x 2- 9  x  + 3 6

lim -----------=  l im --------= — = 3
*->3 2 (x -3 )  «3  2 2

natijaga ega bo'lamiz.
Funksiyalarning lim itini topishga bir necha misollar qaraymiz.

ft/lisol. lim  + - = — ekanligini funksiya lim itin ingta'rifidan foydalanib isbotlang.
*->“  6x 6

Yechish: Buni isbotlash uchun / ( x )  =  (5x + 6 )/6 x  o'zgaruvchi m iqdor va .4 =  5 /6  
o'zgarmas m iqdor orasidagi farq x —>co da cheksiz kichik funksiya ekanligini ko'rsatish kifoya. 
Demak,



5x + 6 5 _  5x + 6 -  5.r _  6 1 
6x 6 6x 6x X 

l/x o'zgaruvchi m iqdor j c— da cheksiz kichik funksiyadan iborat. Shunday qilib,
lim (5 x+ 6 )/6 x  =  5 /6 ..
X—

Misol. lim (2x2- 5 x  + 4) = 7 ekanligini isbotlang hamda x va (2x2- 5 j  + 4) laming 

qiymatlari jadvali bilan tushuntiring.

Yechish: x —>3 bo'lganligi uchun x —3 - a  cheksiz kichik miqdordir. 
x = 3+a  ni (2x2- 5 x  + 4 ) - 7  ayirmaga qo'yib,

2(3+ a ) 2 -  5(3 + cr)+ 4 - 7  = 2(9 + 6or + o,2) -1 5 -5 o ' + 4 - 7  =

= 18 + 12or + 2or2-1 5 -5 o r  + 4 - 7  = 2o'2 + 7a 
natijaga ega bo'lamiz.
a  cheksiz kichik funksiya bo'lganligi uchun 2 a 2 + 7 a  ham cheksiz kichik bo'ladi. Shunday 

qilib, lim (2x2 -  5jc + 4) = 7 isbot bo'ldi.
x->3

Endi yuqoridagi holatni x argument, I x 1 -5 jc  + 4 funksiya qiymatlari jadvali bilan 
ko'rsataylik. Ma'lumki j r - > 3  intiladi.

X 2 2,5 2,8 2,9 2,99 2,999 ->3
2x2-5 x + 4 2 4 5,68 6,32 6,9302 6,993002 —>7

Bu jadvaldan ko'rinadiki, argumentning 3 ga yaqinlashib boruvchi qiymatlari uchun, 
funksiyaning mos qiymatlari 7 ga yaqinlashib boradi, ya'ni x -3  cheksiz kichik miqdorga 
2x2-5 x + 4 -7  ayirmaning ham cheksiz kichik miqdori to 'g 'r i keladi. Yuqoridagi jadvalda jc < 3 
bo'lib, x -> 3  holni qaradik. x > 3  bo'lib, x -> 3  holni o'quvchiga mustaqil ko'rsatishni tavsiya 
qilamiz.

(Mssol. lim (4x2-6 jc  + 3) lim itni hisoblang.
x -*2

Yechish: Algebraik yig'indining limiti, (5) formula, o'zgarmas ko'paytuvchini lim it 
ishorasidan chiqarish (7) formulalarga asosan:

lim(4jc2 -  6x+3) = lim 4x2 -  lim 6x + lim lim 3 = 4 lim x2 -  6 lim x + lim 3 =
x-*2 x-*2 x->2 x->2 x-*2 x->2 x-*2

= 4(lim jc)2 - 6 lim jc + 3 = 4• 22 -6 -2 +  3 = 7J~>2 v >2
hosil bo'ladi.
Yuqoridagi misolda, lim itlarning xossalariga asosan, argument x  ning o'rniga uning lim itik 

qiymatini qo'yishga olib keldi.

Misol. lim(3.r2 — 4jr + 7 )/(2x2- 5 x  + 6) limitni hisoblang.

Yechish. Ikkita funksiya nisbatining lim iti (8) formula hamda oldingi misolda foydalanilgan 
limitlarning xossalarini qo'llasak,



bo'ladi.
Ratsional funksiyaing lim itini hisoblash shu funksiyaning argument x ning lim itik 

qiymatidagi, qiymatini hisoblashga keltirildi.
Eslatma. f ( x )  elementar funksiyalarning x -± a  intilgandagi lim iti ( a aniqlanish 

sohasiga tegishli) funksiyaning x  = a nuqtadagi qiymatiga teng bo'ladi. Masalan,

lim [lg (rW r! +8o)+  V/2 -i- 8 J= lg( 1 + a//2 + 80) +  V ïT8  = lg l0 + 3 = l + 3 = 4.

3x2 — x  — 2IVHsol. lim — -------------  lim itni hisoblang.
*->i 4 x "-5x  + 2

Yechish: x = l da surat ham, maxraj ham nolga aylanib (0 /0 ) ko'rinish-dagi aniqmaslik 
hosil bo'ladi.

Surat va maxrajni ax2 + bx+c =  a (x -x l) ( x - x 1)  formula yordamida chiziqli 
ko'paytuvchilarga ajratamiz. Bunda x, va x2 lar ax2 +ba + c =  0 kvadrat tenglamaning ildizlari. 
Demak, J

3x 2 - x - 2  .. 3(x-l)(jc + 2/3)
Jim-— -----------  =  l im - ----- —---------- -
° *-*i 4x2 -  5x +1 *->' 4(x -  1)(jc -1 /4 )  

3 (, + 2 /3) = j f l+ 2 / 3 )  = g/3 
-4(jc —1/4) 4 (1 -1 /4 )

bo'ladi.

. . .  ■ 6x" + 5x + 4 .. ..  . . ,M isol. lim  — -------------  lim itni hisoblang.
3x + 7 x -2

Yechish: x —»<» da (co/co) ko'rinishdagi aniqmas ifodaga ega bo'lamiz. Bunday
2

aniqmaslikni ochish uchun kasrning surat va maxrajini x ning eng yuqori darajalisiga, ya'ni x
ga bo'lamiz, hamda lim itlarning xossalaridan foydalansak

.. 6x2+5x + 4 6 + 5 /x  + 4 /x 2 
lim — :------------  = lim -
«-” 3x + 7 x - 2  « * 3 + 7 / x - 2 / x

lim (6 + 5 /x  + 4 /x 2) ,
6 + 0 + 0 ^

lim (3 + 7 / x - 2 / x ‘ ) 3 + 0 + 0
X-»oo

bo'ladi. Bunda 5/x, 4 /x 2 7 /x , 21 x 2 lar x — da cheksiz kichik funksiyalardir.

x  — 9
Misol. lim  ..........  lim itni hisoblang.

*-3 Æ + Ï - 2



Yechish: x  = 3 da surat va maxraj 0 ga teng bo'ladi. Maxrajda Vx + 1 irratsional ifoda

mavjud, uni suratga o'tkazamiz, buning uchun kasrning surat va maxrajini -Jx+1 + 2 ga 
ko'paytiramiz.

lim (x2 -9)(>fc+I + 2) |  ljm (x -3 )(x  + 3 ) ( Æ  + 2) = 

« M V ^ + ï - 2 ) ( V x + T  + 2) «3 yl(x + l )2 - 2 2

^  (x -3 ) (x  + 3)(%/x + l + 2) _  ^  (x -3 ) (x  + 3)(Vx + l  +2)
*->3 x  + 1 -4  *->■’ (*~ 3 )

= lim (x  + 3) • (Vx + 1 + 2) = (3 + 3)(Vx + l  + 2) = 6 • 4 = 24.

Misol. lim  sm~T—cos lim itni hisoblang.
*->«74 coS 2x

Yechish; cos2x =  cos2x - s in 2x bo'lganligi uchun
.. s in x -co sx  .. - (c o s x -s in x )
lu îi ------------------  =  lira —— ----------- r—i  =

*-+*/4 cos2x *-*»•/« cos“ x -s in  x

.. cosx -s in x  1 
=  -  lim ----------- ;---------------- ------ = -  hm

*->*/4 (cosx-s inx)(cosx + sinx) cosx + sinx

_________ 1 = ________1_____  ____ 1_
cosTr/4 + sin;z74 V2/2 + V2/2 Æ  

natijani olamiz. °

sin 5x
Misol. lim ------ - lim itni birinchi ajoyib limitdan foydalanib hisoblang.

x

Yechish; 5x = a ,  deb almashtirsak, bundan x  = a/5, x —»0 a —»0 bo'ladi.

eu • u r  sinSx s in a  s in a  , s ina  , Shuning uchun, hm --------  = lim ------- = 5hm -------- = 5• 1 =  5 , chunki lim -------- = 1.
*-+0 x  a / 5 “ ->« a  «-*> a

Misol. Iim (l + 3 /x )*  lim itni ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib hisoblang.
Jt-X»

Yechish: x -> œ  da limitga o'tsak, 1" ko'rinishdagi aniqmaslik kelib chiqadi. 3 lx  = a  
bilan almashtirsak, bu yerdan x  = 3 la  hamda x —>°o da a —>0 bo'ladi..Demak, 

lim (l + 3 /x )1' = lim (l + a )3/a = llim ^  + a )17“ f = e3
X—Ko a -*0  *w->0 •*

kelib chiqadi.
Shundayqilib,lim (l + 3 /x )> = e3.

1 2Misol. lim  (------------5---- ) lim itni hisoblang.
*“►> x — 1 x  -1

Yechish: x - > ld a  l / ( x - l ) —>00 va 2 /(x2-1 )  —»00 bo'lib, (00- 0 0 ) ko'rinishdagi 
aniqmaslik kelib chiqadi.



_ l ______2 _ _  *  +  1 -2  _  x-\_

x —1 x 2 —1 x2—I x2—I
Oxirgi ifoda x —>1 da (0 /0 ) aniqmas ifoda bo'ladi. Shunday qilib,

lim  ( - 2 ) = lim  —— = lim ——  = —.
*-*i x -1  x  — 1 -r->f x — 1 *-» x + l  2 

Misol. lim  (V x2 +  3x - x )  lim itni hisoblang.

Yechish: x —»+<» da oo—oo ko'rinishdagi aniqmaslik kelib chiqadi. Quyidagi shakl 
almashtirishni bajaramiz:

(4 x 2 + 3x -  x )(Vx2 + 3x + x) _  (V x2 + 3x)2 -  x2 _
■Jx2 +3x - x  = - 

x2 + 3 x - x 2
V x2 + 3x +x  

3x

ylx2 + 3x + x

■Jx1 + 3x + x ■Jx2 +3x + x  
Oxirgi ifoda x —><*> da (co/oo) ko'rinishdagi aniqmaslik bo'lib, misoldagidek x ning

yuqori darajalisiga surat va maxrajini bo'lib,

- = lim  -
3x/x

lim  (-Jx2 + 3 x -x )  = lim  . ^X -------  mu ,........ ...........
v-v“ Vx2 +  3x + x  ^ y l x 2/x2 + 3 x lx2+ x lx

-  lim 3 3 
= -  = 1,5

-J 1 + 3 /x  + 1 1 + 1 2 
bunda x ->+co da 3/x —>0 bo'ladi.

Muhim lim itlar

lim (l + ka )',a = lim f 1 +
x-+0  v~-'

MmtoO±fO = 1

lim —— - = 1
x

a* - I  . lim --------= m a
*-*» x

. . .  , sin5x 5sin5x sin5x ,  , 
Misol. lim -------- =  lim ----------- = 51im--------- = 5-1 = 5

5x *-x> 5x

Misol.

l i m f ^ i ^ l  = l i mf— -1 = limf 14— -—1 =lim 
*-\2 x  + l )  2x + l J *->■< 2x + }J 1 + -,2x + l 

2

-  lim 1 + - .2x + l 
2



4X
Miso!, lim —  =  ln4

»-*0 x

x 2x

*->° sinjr + sin7x

mO 4X2

9.1im (3x-2)'-'

2 * - 2  
10. lim -— -

ln je

Funksiyaning uzluksizligi

Agar Xo va uning atrofida aniqlangan u=f(x) funksiya shu nuqtada x=xo limitga ega bo'lib,

bu funksiya Xo nuqtada uzluksiz deyiladi.
Agar u=f(x) funksiya Xo nuqtada va uning atrofida aniqlangan bo'lib, argumentning cheksiz 

kichik orttirmasiga funksiyaning cheksiz kichik ortirmasi mos kelsa, ya'ni J j j j j  bo'lsa u holda

funksiya XO nuqta uzluksiz deyiladi. bu yerda Ax = x —x0 va A_y = f ( x a + A x ) - f ( x 0)  mos 
ravishda argument va funksiya orttirimalari.

f(x) funksiyaning X0 nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun uzluksizlikning quyidagi shartlari 
bajarilishi zarur va yetarlidir.

a) funksiya Xo nuqta atrofida aniqlangan.
b) funksiyaning X=Xo nuqtasi chap va o'ng limtlari teng f ( x 0-  0) = f (x „  +0)
v) X=Xo nuqtadagi b irtom on li lim itlar /(.x )ga  teng, ya'ni / ( x 0- 0 )  = / ( x 0 +0 ) = f { x n)

f(x) funksiya Xo nuqtaning atrofida aniqlangan, ammo bu nuqtaning o'zida uzluksiz 
shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa, bu funksiya Xo nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Agar f(xo-0) va f(xo+0) lim itlar mavjud bo'lsa va shu bilan birga f(x0), f(xo-0), f(xo+0) sonlar 
o'zaro teng bo'lmasa, u holda xo nuqta 1-tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Agarflxo-Ojsffxo+O)^ f(xo) bo'lsa u holda xO bartaraf qilinadigan uzilish nuqtasi deyiladi.
Agar f(x0-0) yoki f(xo+0) bir tomonli limitlardan aqalli bittasi coga teng bo'lsa, xo nuqta 2- 

tu r uzilish nuqtasi deyiladi.
6.V

Misol. y = — 1— funksiya va x argumentning ikkita xi=5 va X2=6 qiymatlari berilgan.
x + 6

Bu funksiyaning berilgan Xi va x2 qiymatlarida uzluksizligini yoki uzilishga egaligini 
aniqlang: uzilish nuqtasida b irtom on li lim itlarni xisoblang: sxematik chizmani chizing.

xi=5 qiymatida uzilishga ega emas, chunki

bu lim it funksiyaning XO nuqtadagi qiymatiga teng, ya'ni bo'lsa, u holda



5 + 6 11 x~>5 x  +  6 11
Bu funksiya X2=-6 qiymatda aniqlanmagan, demak bu nuqtada funksiya uzilishga ega.
Endi funksiyaning X2=-6 nuqtadagi chap va o'ng lim itini xisoblaymiz.

.. 6x
lim ------ =  +oo

*->-6-0jc + 6
6x

lu n ------ = -0 0
X-+-6+0 x + 6

|
3x + l , agar x < 0  bo'Isa 

x2 +1, agar 0 < x < 1 bo'Isa 

1 agar x> \  bo'Isa 

Funksiya berilgan, bu funksiyaning: uzilish nuqtalari bor bo'lsa, ularni toping va turini 
aniqlang: uzilish nuqtalarida bir tomonli limitni toping va sakrashini aniqlang. Sxematik chizmani 
chizing.

Yechish: 1) funksiyani x=0 va x= l nuqtalarda tekshiring. 
x=0 bo'lsin, u holda

/ ( x )  =  1; lim / (x)  =  lim (3x + l )  =  l;
x->0 -0  x -> 0 -0

lim f  (x)  =  lim ( x 2 +1 ) =  1
.r->0+0 at—>0+0

Dem ak,/ ( 0 —0) = / ( 0 + 0 )  va f ( x )  x  = 0 nuktada uzluksizdir

x = lb o 'lg a n d a /(1 )  =  12 + 1 = 2 ;  l im / (x )  =  lim ( x 2 + 1 ) =  2 ; lim  1 =  1
x—>1-0 x—>1+0

D em ak,/ ( 1 - 0 )  = / ( 1 ) * / ( 1  +  0 )  v a  f ( x )  X =  l  

Nuqtada 1-tur uzilishga ega. Bu nuqtada u chapdan uzluksiz ekan.
2. f(x) uchun f(l-0)=2 va f( l+ 0 )= l; f(x) funksiyaning x= l nuqtadagi sakrashi 
|/(1 +  0) — /(1 -  0)| = |l -  2| =  1 bo',adj

3. f(x) funksiyaning sxematik grafigini chizamiz.
lim / (x )  =  lim 1 =  1
X—>+00 X—>+oc

lim / (x) = lim (3x +1) =  —oo

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Funksiyalarni uzilishi nuqtasini toping va uzilish turin i aniqlang.

r 4x „ 2x
1-y = — - 3 y  = ---- - 5.y = 7 3“*

x — 1 x + 2
1

2.y = — —  4 .y = —  6.y = 6 " 3
x —3 x+1

2. y=f(x) funksiya va x argumentning ikkita xi,x2 qiymati berilgan. Argumentning berilgan 
qiymatlarida funksiyaning.

Uzluksiz yoki uzilishga ega ekanligini aniqlang: uzilish nuqtalarida bir tomonli lim itlarni 
xisoblang. Sxematik chizmani chizing.
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JX

4x ' 

x —2 5
X

Jc -3 ’
5*

x -5  ’

1.y =•

2 .y  =■

3 .y

4 .y  =

5 f  ( j c )  =  2*-5; л:, =1;

II x2 = 3

x, = 2; ^2 = 5

x, = -2 ; jc2 = 3

II 1 и

x , = 5

6 .f (x) = 4*+3;x  = 2; x2 = -3
3. y=f(x) funksiya x argumentning har hil o'zgarish oralig'ida turli analitik ifodalar 

yordamida berilgan funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping (agar mavjud bo'lsa) va ularning 
turlarini aniqlang uzilish nuqtalarida bir tomonli limitlarni xisoblang va sakrashini toping. 
Sxematik chizmasini chizing.

[ - 2 x,agar x < - l  bo'lsa

-1  < x  < 2 bo'lsa 

x  > 2 bo'lsa

x  < -2  bo'lsa 

x - 2 < x < 3  bo'lsa 

x  > 3 bo'lsa 

x < —1 bo'lsa 

- l < x < 2  bo'lsa 

x > 2 bo'lsa

3)y =

4 )y  =

x +1, agar 

cos x, agar

x < 0 bo'lsa 

0 < x  < — bo'lsa

2, agar x  > — bo'lsa

4. 1) lim
4x + 3

«-*”  5x 5 
3) lim (5x + 8) = 3,

2 ) lim (4 x -7 )  = 5,
x —>3

4) lim (3x2 ) -  4x + 6 = 10
x -> - l '  '  x —>2 4

ekanligini funksiya limiti ta'rifidan foydalanib isbotlang xamda x  va berilgan funksiyalar 
kiymatlari jadvali bilan tushuntiring.

5. Quyidagi limitlarni, limitlarning xossalaridan foydalanib hisoblang:
1) lim (2x2 -  7x + 6); 2) lim (3x4 -  5x3 + 6x2 -  4x + 7);

4x2 -  5x + 2 
*->33x2- 6 x  + 4 ’ 

x 2 - 7 x  + 12

4) lim
x - 5 x  + 4 
x 2 - 7 x  + 6 ’

3) lim
x->3

5) lim  ,
x  -  6x + 5 ' '->3 L 

6. Ushbu (010) va (œ/co) ko'rinishdagi aniqmasliklarni oching:

6) lim 2г +  л/?2 - 8  + Ig(3/ +  \/r - 8 )  .(-*3 L J



1) f ( x ) >  0 2) li
x~*2 4X - 5 ^ - 6

x 2 - 3 x  + 2  10x3-6.x2 + 7x+5
3) lim — ------------- ; 4) lim-------------- ;------r ;

*->1 x 4 — 4 X +  3 *-*“  8 -  4x + 3x~ -  2x

2x4-5 x 3+ 7 x2+ 8 x -9  r . x7 +8x6 +5x4-3 x 2-1 2
5) lim — 7------- ; ;------------- ; 6) l i m— z ; ------- r------------- .

*-»=°3x+6x + 4 x - 2 x  + l l  *->” 10x + 7 x  - 6 x ‘ - 4 x - 1 7
7. Quyidagi lim itlarni hisoblang:

.. x 2 - 2 5  x
1 l im -------. ■ ; 2) lim  .------ — ;

*->52 -V x - l  J£-*° -v/l + x -1

.. V l + J C - V l- x  . . . .  *gx3) lim ----------------------; 4) lim — — ;
«-*o x *-»* sin 2x
,. 9 - x 2 ,. 2 - V x -3

5) lim —; = -----; 6) lim — ;--------- .
* ^ s [3 i -3  *~>7 x  - 4 9

8. Quyidagi lim itlarni birinchi va ikkinchi ajoyib limitlardan foydalanib hisoblang:
, s in4x s in x /3  .. sin2x /2  

1) lim ---------; 2) l im -----------; 3) lim -------?---- ;
x—*0 X *->0 X J‘->0 X"

1 — cos 2x sin3x . .
4) lim ------------- ; 5) lim —= ---------- 6) lim x s m l/x ;

x s in x  *->0Vx + 2 - v 2

7 ) lim (l +  2 /« )" ; 8) l im ( l-3 x )1/>;; 9) l im ( l-5 /« ) " ;
n—>00 x—>0 i/->oo

10) lim (l-l/3«)"; 11) lim(l + 2x)l/i:; 12) lim[«/(n + l)}'.
M-»oo ;/->oo /1—>co

9. Quyidagi aniqmasliklarni oching:

1) lim (x — -Jx2—x + l\  2) lim  ( x - V x 2 -  a 2 IX-»oo ' 7 ' '

3) lim f—---------— j; 4) lim
1 6

* -* \ x -2  x3 —8 /  JC ->3^x-3  x 2 - 9 ,

Mavzuga oid testlar to 'plam i

1. Funksiya lim iti ta 'rifin i to 'ldiring: y=f(x) funksiya x->a bo'lganda A soniga teng limitga 
ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e > 0 soni uchun shunday 8 > 0 son topilsaki , | x—a | < 8 
shartni qanoatlantiruvchi barcha x uchun ... bo'lsa.

A) | f(x)+ A | < e ; B) | | f(x) —A | > s ;C ) |f(x)+A| >8 ;
D) |f(x) —A| < e ; E) |f(x )-A | = £ .

2. y=2x2+ 5 x - l funksiyaning x->2 bo'lgandagi lim iti topilsin.
A) 10; B) 12; C) 17; D) 21; E) -1 .

X3 -  8
lim  —z-------lim itn i hisoblang:

3 x—>2 x  — 4

A) 0; B) oo; C) -  D) 3; E) —1.

4. Ushbu funksiyaning x= l nuqtadagi chap lim itini toping:



j  3x -1 , x  <  1;

^  [2 x  +  l, x>\.
A) -2 ; B) -1 ; C) 1; D) 2; E) 3.

5. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng lim itini toping:

_  [3 x 2 + 2 x - l ,  x < 0;

[  2x2 +1, x > 0.

A) -2 ; B) -1 ; C) 1; D) 3; E)

6. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri x -^0  bo'lganda cheksiz kichik miqdor emas ?
A) s inx; B) x3 ; C) 2X- 1 ; D) cosx;
E) keltirilgan barcha funksiyalar cheksiz kichik miqdor bo'ladi.

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi lim itlarni hisoblang:

2. Quyidagi funksiyaning x=0 nuqtadagi chap va o'ng lim itini toping:
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FUNKSIYALAR H0SILALAR1NI HISOBLASH. HOSILANI HISOBLASH QOIDALARI

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga funksiyalar hosilalarini hisoblash. Hosilani 
hisoblash qoidalarini bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Hosilaga keltiriladigan masalalar haqida

Oniy tezlik haqidagi masala. Amaliyotda har xil jarayonlarni tekshirishda birinchi 
navbatda, shu jarayonning kechishi tezligini aniqlash kerak bo'ladi. Tezlikni aniqlash haqidagi 
masala fan va texnikaning eng asosiy masalalaridan biridir.

Ma'lumki, tekis kechadigan jarayonlarda uning kechishi tezligi o'zgarmasdir. Masalan, 
tekis harakatda o'tilgan yo'lning shu yo'lni o'tishga ketgan vaqtga nisbati uning tezligini bildirib 
u o'zgarmasdir.

Lekin tabiatdagi yoki jamiyatdagi ko'pchilik hodisalar notekis kechadigan jarayonlardir. 
Masalan, og'ir moddiy nuqtaning bo'shliqda og'irlik kuchi ta'sirida erkin tushushi masalasini 
qaraylik. Fizikadan ma'lumki, bo'shliqda moddiy nuqtaning erkin tushishi qonuni

6- = ̂ / 2( l)
2

munosabat bilan ifodalanib, bu yerda t erkin tushish boshlanishidan hisoblangan vaqt, 
S t vaqtda o'tgan yo'l, g erkin tushish tezlanishi, g  » 9 ,8 \м/сек1. Bu harakat notekis bo'iib, 
uning tezligini topish masalasini qaraymiz.

Vaqtning biror aniq t momenti (oni)ni qaraylik. Bu momentda moddiy nuqta A holatda 
bo'lsin. OA yo'lning miqdori (1) formula bilan topiladi. Vaqt Al miqdorga ortsin, ya'ni t , Дt 
orttirma qabul qiladi. t + At momentda nuqta В holatda bo'ladi. А В , vaqt At orttirma 
olgandagi yo‘ î orttirmasi, uni AB = AS bilan belgilaymiz. (1) formulaga f  + A fqo 'y ib ,

S + A S ^ O  + AO2, bundan AS = ^ ( t  + At)1 -

yoki AS = ^-(2tAt + At1) .

Oxirgi tenglikni At ga bo'iib,

—  = ^ ( 2 /  + Дг) (2) 
At 2 '

natijani olamiz. Oxirgi tenglikdan ma'lumki, AS/At nisbat t va Al ga bog'liq. Masalan: 
At = 0,1 sek, t = lsek bo'lganda,

— (2-1+0,1) = 1,05g bo'iib, t =  3 sek bo'lganda
At 2

------- —(2- 3 +  0,1) = 3,05g bo'ladi.
At 2

Shuning uchun, notekis harakatning tezligi faqat vaqtning aniq momentiga tegishli bo'ladi. 
Shunday qilib, vaqtning har bir momentidagi oniy tezlik haqida gapirish kerak bo'ladi.

Oniy tezlik tushunchasini qanday aniqlash kerak?
(2) tenglikdan ma'lumki, t o'zgarmas bo'lganda, AS /  At A dan В holatgacha oraliqdagi 

o'rtacha tezlik bo'iib, uni bilan belgilaymiz. Ma'lumki, At qancha kichik bo'lsa, t 

momentdagi tezlikni shuncha yaxshiroq ifodalaydi. Bundan shunday xulosaga kelamizki, erkin 
tushayotgan nuqtaning t momentidagi oniy tezligi v ni v o'rtacha tezlikning Д /-> 0  dagi 
lim iti kabi aniqlaymiz, ya'ni



v = lim  vAi—>0 >p
Shunday qilib, oniy tezlikni hisoblash uchun qo'yidagi ko'rinishdagi lim itni hisoblash kerak 

bo'ladi.

v = lim  —  (3)

(3) ko'rinishdagi lim itni hisoblashga ko'p sondagi amaliy masalalarni yechishda to 'g 'ri 
keladi.

Umuman, o'zgaruvchi m iqdor o'zgarish tezligini topish masalasi, matematika fanining eng 
ahamiyatli tushunchalaridan biri - hosila tushunchasiga olib keladi,

Shuning uchun (3) ko'rinishdagi lim itlarni hisoblashni umumiy holda qarash zarur bo'ladi.

Funksiya hosilasi

y = f ( x )  funksiya (a, b) intervalda aniqlangan bo'lib, x„ nuqtadagi funksiya 
Ay orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbatining, argument orttirmasi nolga 
intilgandagi limitiga, y = f ( x )  funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi deyiladi. Bu lim it

ax ax
simvollardan biri bilan belgilanadi.
Shunday qilib, ta'rifga asosan

/ ' ( * „ )  = lim  ^  = lim  / f a + A x ) " / ^ )  
ir^o Ax i*-*0 Ax

bo'ladi, bu lim it mavjud bo'lsa, hosila x0 nuqtada mavjud deyiladi.
Hosilani topish jarayoni differensiallash deb ataladi.
Biz o'rganayotgan y = f { x )  funksiya orqali qanday jarayon tavsiflan-masin, uning hosilasi 

y  = f ( x )  fizik nuqtai nazardan shu jarayon kechishining tezligini ifodalaydi.
Chunonchi, t  vaqt, Q  biror reaksiya natijasida olingan moddaning r  momentdagi 

miqdori bo'lsa, demak Q T  ning funksiyasi bo'ladi. Q dan olingan hosila, reaksiya kechishining 
tezligini ifodalaydi. r  vaqt, O biror o'tkazgich kesim yuzidan vaqt birligida o'tayotgan elektr 
miqdori bo'lsa, Q hosila tok kuchining o'zgarish tezligini ifodalaydi. O isitilayotgan jismning 
o'zgaruvchi temperaturasini tavsiflasa, Q' hosila isish tezligini ifodalaydi.

Funksiya hosilasini hosila ta 'rifiga asosan topishga bir necha misollar qaraymiz;
M isol. y  = x 3 funksiyaning hosilasini hosila ta 'rifiga asosan toping.

Yechish: lim  —  lim itni hisoblaymiz.
Ax—»0 A X

Ay = (x  +  A t)3 — x 3 =  x 3 + 3.x2Ax + 3xAx2 + Ax3 - x 3 = 3x2A x+ 3xAx2 + Ax3
Ay .. 3x2Ax + 3xAx2 + Ax3 Ax(3x2) + 3xAx + A x2

ltm —  = l im ----------------------------- = lim  — -------------------------- =
Ax V: A t  Ax

= lim  (3x2 + 3xAx + Ax2) = 3x2.
v.->:

Shunday qilib, ÿ  = 3x2.
WlisoL y =  s inx funksiya hosilasini hosila ta 'rifiga asosan, toping.
Yechish; Argument x ,  Ax orttirma olganda, funksiya Ay orttirma oladi.

Ay =  sin(x + Ax) — sinx = 2cos(x + A x /2 )s inA x /2 ;
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Ak _  2cosr , + ^ ! 5 C ^  = c o s f ^ V ^ 2) .
Ax v 2 J Ax v 2 )  (A x /2 )

f  Ax') sin(Ax/2) 
A x - »0  da cos xh------»co sx . lim — ---------- -  =  1.

2 )  4«o (A jt/2 )

Shundayqilib, lim  — = cosx, >/ = (sinx) = cosx
4x-»0 Ax

bo'ladi.
Umuman, x  va y  o'zgaruvchilarning fizik, iqtisodiy, kimyoviy ma'nolaridan voz kechsak, 

y  dan x  bo'yicha olingan hosila, y  ning x ga bog'liq boTib o'zgarishiningtezligini ifodalaydi.

Hosilaning geometrik ma'nosi

Hosila muhim geometrik ma'noga ega. Bu funksiyariing x0 nuqtadagi hosilasi uning 
grafigiga M (x 0, / ( x 0)) nuqtada o'tkazilgan urinmaning OX  o'qining musbat yo'nalishi bilan 
hosil qilgan burchagining tangensiga teng. y = f ( x )  egri chiziqqa M 0(x0, y0) nuqtadan 
o'tkazilgan urinma tenglamasi

y -y „  = f 'M ( x ~ x 0)
bo'ladi, bunda y0 = f ( x 0) . Funksiya grafigiga urinish nuqtasi M 0{xa, y0)  da o'tkazilgan 

normalning tenglamasi

y-y<> =  , ( *  -  ), ( / '( • *o) *  °)
/  (*o)

bo'ladi. . ■ ■ »
3X

Miso!. _y = - — + 4 egri chiziqqa abssissasi x0 = 2 nuqtada o'tkazilgan urinma va

normalning tenglamasini yozing.
20 20

Yechish: y0 = — , y '(2 ) = 22 = 4, y — — = 4 (x -2 )

yoki
3 jy -2 0  =  1 2 (x -2 ) , 12x-3y — 4 =  0 , bu M o(2,20/3) nuqtadan o'tkazilgan urinmaning 

tenglamasi. Normalning burchak koeffitsiyenti
1 1 20 1 .------------ = — , demak, y -------= —  ( x -2 )

/ ' ( * „ )  4 3 4 V
yoki

1 2 y -8 0  = - 3 ( x - 2 ) ,  3x + 1 2 y -8 6  =  0 
bo'lib, bu M 0 nuqtadan o'tkazilgan normalning tenglamasi bo'ladi.

Murakkab funksiya hosilasi va hosilalar jadvali

1). Agar y = f ( u ) ,  u = <p(x), ya'ni y = f\<p(x)\ murakkab funksiya bo'lsa, y = f (u ) 
funksiyaning x  o'zgaruvchi bo'yicha hosilasi

y '= f '(u ) -u
bo'ladi.
Agar y ~  f ( x )  va x  = ip(y) lar o'zaro teskari funksiyalar bo'lsa,

f ' ( x ) = -TTT
<p(y)



bo'ladi.
Differensiallash qoidalari:
x erkli o'zgaruvchi, u = u(x) va v = v(x) uning differensiallanuvchi funksiyalari bo'lsin.
1. C  =  0 C -o 'zgarm as miqdor.
2. x' =  1.
3. (u ± v ) ' =  u ± v ' .
4. (u ■ v)' =  uv  + uv'.
5. (cu )' =  c -u  .

( u\ u 'v -u -v 'UJ V 2

Murakkab funksiya uchun hosilalar jadvaii quyfdagicha bo'ladi:
1) (u " ) '—nu"~ -u' n eR , u >  0;
2) (au) ' =  a“ ■\na u

3) (e " ) ' =  eu -u ;

4) (logau)' =  — |-----u' ;
u-lna

5) (Ina)' = — ■«';
u

6) (sin«) = cosu-u ;

7) (cosiz)’ =  -s inw -z/ ;

» 8 ) ( t g u ) '  =  —
cos u

9) (c tg u ) '= — r V -  « ';
sin“ u

10) (arcsin u) '  =  . ■ u ;
V I- u 2

11) (arccos u)' = — .  ̂ • u ' ;
y l l -u 2

12) (arctg u)' = — L r  • u ';
1 + u2

13) (arcctg u)' = ---------5- • u ';
1 + u

14) (uv) ' =vu"~' -u' + u“ -Xnu v '.

Yuqori tartib li hosilalar

y = f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartib li hosilasi deb, uning hosilasidan olingan hosilaga, 
ya'ni ( y ' ) f ga aytiladi. Ikkinchi tartib li hosila quyidagilarning biri bilan belgilanadi:

/ ,  /" (- * ) . d2y ld x 2.
y  = f ( x )  funksiyaning «-ta rtib li hosilasi deb uning ( n - 1) tartibli hosilasidan olingan 

hosilaga aytiladi va quyidagilarning biri bilan belgilanadi y{"\ / ^ ( x ) , d "y !dx". Ta'rifga ko'ra

y » ’ = [ /» - » ! .

Misol. y = (2x2 - 7 ) 3 funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.



Yechish:

/  = [(2.x:2 - 7 ) ’ ]  = 3(2x2 —l ) 2( l x 2-1 ) '  = 3(2x2- l ) 2-4x = U x(2x2- I ) 2 ; 

y" =  (y ') ' = [l 2x (2x 2 - 1 )2 J = 12{x'(2x2 - 1 )2 + x [(2x2 -  i f  j =
= I2[(2x2 - 7)2 + 2x(2x2 - 7)■ 4 *] = I2(2x2- 7){2x2 -  7 + 8 *2) =

= \2(2x2 - l ) ( l 0 x 2 -7 ).

Demak, ÿ  = \2(2x2 -7 )(1 0x2 - 7 ) .
Misol. y = x" funksiyaning n —tartibli hosilasini toping.

Yechish: ÿ -nx"~l , y " = « ( « - l )x x~2, y "  = n(n- V)(n- 2)x"“3, 

y w = n (n - l ) (n - 2 ) (n -3 )x “~4,....., y ' ’-1’ =

= M (« - l) ( « - 2 ) ( f l - 3 ) ... [n - ( « -2 ) ]x " _<"_1) = » ( n - l ) ( w - 2 ) ( « - 3 ) ... 2x 
/ " >  = n(n-  l(n -  2)(n —3) ... 3 -2 -1 £ « !

(«!) 1 dan « gacha bo'lgan sonlar ko'paytmasining qisqa yozilishi).

Oshkormas va parametrik berilgan funksiyalarning hosilalari

x o'zgaruvchining y funksiyasi oshkormas ko'rinishda F (x , y ) =  0 berilgan bo'lsa, ÿ  

hosilani topish uchun F(x, >0 = 0 tenglikni x bo'yicha differensiallab, so'ngra hosil bo'lgan 
tenglamadan y' ni topamiz. Ikkinchi va undan yuqori tartibli hosilalar ham shu kabi topiladi.

Misol. x 2+_y2=100 oshkormas ko'rinishda berilgan, y funksiyaning ikkinchi tartibli 
hosilani toping.

Yechish: 2x + 2y-y' =  0; 2yy' =  -2x, y ' =  -x/y ; keyingi ifodadan yana hosila olib,
x 'y -x (y ) ' y~xy '

0 0 '= -

X
Endi, y  = —  ni xisobga olsak,

y

yoki

y

y ~ x(~x/y) 

y- /

x2 + y 2 „ 100

bo'ladi, chunki, x2+ y 2 =100 edi.
Funksional bog'lanish parametrik

jx  = x(t)

l.J ' =  y(‘)
ko'rinishda berilgan bo'lsa, dy/  dx, d2y j  dx2 hosilalar

dy d2y dx d2x dy

= d ly = ~dt2 'Y t~ h t2 '~dt
dx dx ’ dx2 (dx ']

\dt
formula bilan topiladi.

(1)



x = acost 

|y  = as'mt

parametrik ko'rinishda berilgan, y  funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.

dx . d2 x dy d2y . _
•—  = -a s m /, — t- = -acost, —  =  acost, — -  = -a sm t 
dt dt~ dt dt

(1) formulaga asosan,
d2y  _  -a s in /- ( -a s in O - (-a c o s /) 'a c o s «  _  a2sin2/ + a2cos2< _  
dx2 ( -a s m *)3 - a ’ sin3/

a2(sin2/ + cos2/) _  1

Demak,

a‘ sin t asm t
d 2y _  1
dx asm t 

bo'ladi.
Misol. Ushbu

y = f { x )  =  \x\

funksiyaning X0 = 0  nuqtadagi o'ng va chap hosilalari topilsin.
«(Ravshanki,

A / ( 0 )  =  / ( 0  +  A x ) - / ( 0 )  =  |Ax| 

bo'lib, j

A/(0) N
A x Ax

bo'ladi. Limitga o 'tib  topamiz:

,im v i a ,  , im
Al->0+0 ^ X  A*->0+0 A x

A / ( 0 )  - A x  
lim  — — =  h m  -------=  - 1 .

A x  Ax-*O-0 A x

Demak, berilgan funksiyaning x 0 =  0 nuqtadagi o'ng hosilasi

/ ' ( 0  +  0 )  =  l
chap hosilasi

/ ' ( 0 - 0 ) = - 1

bo'ladi. ^
Eslatma. Yuqorida qaralgan f { x )  =  |x| funksiya x  =  0 nuqtada hosilaga ega bo'lmaydi. 

Misol. Ushbu
y  =  2 x 2 -  6x +  3

parabolaga M 0 ( l ; l )  nuqtada o'tkazilgan urinma va normalning tenglamasi topilsin.

Bu tenglamalarni topishda yuqoridagi (1) va (2) formulalardan foydalanamiz. Bu holda 

/ ( x )  = 2x2 - 6 x  + 3, x0 = 1, y0 = —1, / ’( x 0)  = / '(  1)
Bo'ladi. Hosila ta 'rifidan foydalanib / ’( l ) n i  topamiz.



g

/ ' ( 1 )  =  lim  / ( 1 +  A* ) - / ( P  =  lim  2(1 +  A x )2 - 6 ( 1  +  A x ) +  3 -  (2  ■ 1 -  6 I +  3) =
ta-»0 Д* Лг->0 Дх

2Ax2- 2 A x  , „ ч 
= lim ---------------= lim (2 Л х - 2 )  =  -2 .

A r—>0 Д х  Ax'->0 v y

Demak, izlanayotgan urinmaning tenglamasi

>> —( —l )  =  —2 ( x  —l ) ,  ya'ni 2 x  +  y - l  =  0, 
normalning tenglamasi esa

j  +  l  =  i ( x - l ) ,  ya'ni x - 2 y - 3  =  0

bo'ladi. ►
g t2

Misol. Bo'shliqda erkin tushayotgan jism S = — qonun bo'yicha harakatlanadi, bunda

“ 9 8 0 c^ / ^ 2j  erkin tushayotgan jismning tezlanishi. /  =  10ce/c da harakat tezligi 

topilsin.
-^Ravshanki, bu masala S " ( l0 )n i topish bilan hal bo'ladi.
Hosila ta'rifiga ko'ra

v 7 ^  At
bo'ladi. Bu tenglikdagi lim itni hisoblaymiz:

S(10 + A < )-S (10 ) | g - ( l 0  + A«)2- | g - 1 0 2 At-(20 + At) g
lim — ----------------— ’-  = lim — -----------------------------= — lim ----- i — -20 =  10?.
*-*> Д/ ü/->0 At 2 4'->» At 2
Demak, harakatning t =  10 сек momentdagi tezligi

S "(1 0 ) =  10 • g  «  Ю сек • 9 8 0 - ^  =  9 8 0 0 — =  98 V  
v ’  сек2 сек '  сек

bo'ladi. ►

Hosila hisoblashning sodda qoidalari

Aytaylik, f ( x )  va g ( x )  funksiyalar ( a,b)  da berilgan bo'lib, x e ( a  ,b ) nuqtada 

f ' ( x ) va ^ ' ( x )  hosilalarga ega bo'lsin. U holda:

1) y  =  c-  / ( x )  bo'lsa, У  =  c - / ' ( x )  bo'ladi, c —const-,

2) ,y =  / ( x ) ± g ( x )  bo'lsa, /  =  ( / ( x ) ± g ( x ) )  = / ' ( x ) ± g ' ( x )  bo'ladi;

3) ,V =  / ( * ) - g ( x )  bo'lsa, y  =  ( / ( x ) - g ( x ) )  = f ' ( x ) - g ( x ) ± f ( x ) g ' ( x )

bo'ladi;

4) ( # ( * ) * ° )  b° ' lsa< У =  — — —  -у ,  Л  ------—  bo'ladi;
g ( x )  g ( x )

5) U =  ^ ( x )  va y  =  f  ( и )  lar yordamida tuzilgan >> =  /(^ z > (x ))  funksiyaning hosilasi 

У  =  / ' ( m ) - m '( x ) =  / '( < p (x ) ) - ^ > '( x )  bo'ladi;



6) Agar y =  f  ( x )  funksiyaga nisbatan teskari funksiya x  =  <p(y) bo'lsa, 

tp '(y ) =  — 7—r  bo'ladi;
y ’ f ( x )

Ko'pincha hosilaiarni hisoblashda quyida keltirilgan jadvaldan foydalanish mumkin:

1) (x “ ) =  a - x “~\ ( u“ ) = a u “~'-ii

2) ( V )  = a x \na, (a " )  = a u-laa-u

3) (ex)  = e x, ([e" )  =e"-u

4) (lo g  x ) =  — log e, (log  au) =  —log ae-ii
x u

5) ( ln x ) = —, (k u ;) =  — -it'
X u

6) (sin x ) =  cos x, (sin u) =  cos u ■ ii

7) (cosx

8 ) (tgx)

7) (c osx ) =  -s in x , (cos!<) =-sin!<-w ' 

1 , 1

9) (c tgx)

cos"x

1

10) (arcsinx) =

11) (arccosx) ;

sm 'x  

1

(ctgu) = — r
1

V l- . l
(arcsinw) =

% /l- ir
1 ,  v 1 
— = ,  (arccos u) = — p =

2 -J\^i

1 2 )  (arcigx)' (arc t g u ) '= - ^ T -u',
1 -f- JC I “f" U

13) ( arcctgx)’ (arcctgu
1 + u-

Misol. Ushbu y  =  tgx +
1 +  x

funksiyaning hosilasi topilsin.

^Y ig 'ind in ig  hamda nisbatning hosilasini hisoblash qoidasidan hamda jadvaldan 
foydalanib topamiz:

tg x -
1 +  x

= (tgx)' ■
1 | ( l  +  x ) ( e * )  - ( l  +  x ) ' ( e * )

1 +  x J  COS2X 0  +  X)*

1 ( l  +  x )e x - e x

( l  +  x )

1 xex
— r -  +  -

COS X ( 1  +  x )



Mavzuga doir misol va masalalar

1. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

l ) y  = xlnx: 2) у =  ̂+  ■ 3) = lg(5x). 
x

4 )y  = \nx- —— 5) _v = ^ ^ ;  6) у = \n(x2 + 2x).
x  2x x~

7 )y - ln(l + cosjf); 8) y  = tasm x--^sm 2x.

9) у = ]n(-Jx + Jx  + l); 10) у =  In a , +X  ; 11) у = lg(5* +  3).
ar—x

I----------  r 2
12) у = in(x + yla2 + x 2); 13) у =  ln . '  ; 14) у  =  ln(/gx).

л/1 -а х

2. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

I )  у =  -Jl—x2 +  arcsin x; 2) у =  arcsin V l —4jc.

X
3)у =  x —arctgx; 4) j ' =  arcsin —.

а

5 )y  = arctg—; 6) >’ =  arccos(l-2x).
а

7) у = x \ l l - x 2 +arccos.ic; 8) у = arcsin(e3*).

9) у = xarctgx + ln

I I )  у = arcsin лfx; 12) у = arctg j& x-  1.

13). у = .*arccos(l-.x2); 14) у =  arctgx——.
x

15) у = arccos -Jl—Зх + V2 x -4 x 2;

3. 1) y  =  sin2jr; 2 ) y  = tgx; 3) у = -j\ + x2 funksiyalarning 2-tartibli hosilalari topilsin.
,  1

4. l)_y = cos x; 2) y  = — ; 3) y = jcsin.t funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin.
x

5. l ) y  = xlnx: 2) y  = te~'; 3) y = arctg— funksiyalarning 3-tartibli hosilalari topilsin.
а

6. V)y = \nx; 2) y  =  e 3) y = 4x  funksiyalarning n -tartibli hosilalari topilsin.
7. l ) y  = x"; 2 )y  = smx; 3) у =  cos2 x funksiyalarning ^  -tartibli hosilalari topilsin.

П +  Х 1
I----- ; , 10) у = arccos —j=.
П - x  ylx
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ANIQMAS INTEGRALLARNt HISOBLASHGA DOIR MiSOLLAR YECHISH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga funksiyalar hosilalarini hisoblash, hosilani 
hisoblash qoidalarini bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Ma'lumki matematikada amallar ju ft-ju ft bo'lib uchrab keladi. Jumladan, qo'shish va 
ayirish, ko'paytirish va bo'lish, darajaga ko'tarish va ildiz chiqarish va boshqalar. Funksiya 
hosilasini topishga yoki differensialash amaliga teskari amal bormikan degan tabiiy savol 
tug'iladi.

Differensial hisobda funksiya berilgan bo'lsa, uning hosilasini topishni qaradik. Haqiqatda 
ham fan va texnikaning bir qancha masalalarini hal etishda teskari masalani yechishga to 'g 'ri 
keladiki, berilgan f ( x )  funksiya uchun shunday, F (x ) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi 
berilgan f ( x )  funksiyaga teng bo'lsin. Ma'lumki, bundayF(jt) funksiyaga berilgan f ( x )  
funksiyaning boshlang'ich (dastlabki) funksiyasi deyiladi.

Aniqmas integral va uning xossalari
F (x ) funksiya biror oraliqda f ( x )  funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, F (x ) + C  

(bunda С ixtiyoriy o'zgarmas) funksiyalar to'plam i shu oraliqda f ( x )  funksiyaning aniqmas 
integrali deyiladi va

bilan belgilanadi. Bu yerda / ( x ) integral ostidagi funksiya, f (x )d x  integral ostidagi ifoda, 
X integrallash o'zgaruvchisi, /  integral belgisi deyiladi.

belgilaydi.
Berilgan funksiyaning aniqmas integralini topish amaliga integrallash deyiladi.
Aniqmas integralning xossalari:
1) aniqmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga, differensiali esa integral 

ostidagi ifodaga teng, ya'ni

2) biror funksiyaning hosilasidan hamda differensialidan aniqmas integral shu funksiya 
bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya'ni

Bu xossalar aniqmas integralning ta'rifidan bevosita kelib chiqadi. Haqiqatan, 1-xossadan

havola etiladi).
Bu xossalardan differensiallash va integrallash amallari o'zaro teskari amallar ekanligini 

payqash mumkin.
3) o'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi tashqarisiga chiqarish mumkin, ya'ni

К  = const Ф 0 bo'lsa,

F '(x )  = (-;-) ' = X* = f ( x )  bo'ladi.

I  /  (x)dx =  F (x ) + С

Demak, J f (x )d x  simvol, f ( x )  funksiyaning hamma boshlang'ich funksiyalari to'plamini

ea

f ' ( x )d x -  f ( x )  + C  ea §dF(x ) = F (x )+ C .

( f  f (x )d x )  = (F (x ) + c j  = F '(x ) + 0 =  f ( x )  bo'ladi. (Qolganlarini keltirib chiqarish o'quvchiga



jK f (x )d x  = K jf (x )d x ;

4) chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining aniqmas integrali, shu funksiyalar 
aniqmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng, ya'ni

J [/I O) + fi O) “  /3 (*)] dx = J /  (x)dx + J / 2 (x)dx -  J /3 (x) A.

Asosiy integrallar jadvali
Berilgan funksiyaga asosan uning boshlang'ichini topish, berilgan funksiyani 

differensiallashga nisbatan ancha murakkabroq masaladir. Differensial hisobda asosiy 
elementar funksiyalarning, yig'indining, ko'paytmaning, bo'linmaning hamda murakkab 
funksiyalarning hosilasini topishni o'rgandik. Bu qoidalar istalgan elementar funksiyalarning 
hosilasini topishga imkon berdi. Elementar funksiyalarni integrallashda esa 
differensiallashdagidek umumiy qoidalar yo'q. Masalan, ikkita elementar funksiyalar 
boshlang'ichlarining ma'lum bo'lishiga qaramasdan, ular ko'paytmasining, bo'linmasining 
boshlang'ichini topishda aniq bir qoida yo'q.

Integrallashda integral ostidagi ifodaning muayyan berilishiga qarab, unga mos individual 
usullardan foydalanishga to 'g 'r i keladi. Boshqacha aytganda, integrallashda ancha kengroq fikr 
yuritish kerak bo'ladi. Funksiyani integrallash ya'ni boshlang'ich funksiyani topish metodlari bir 
qancha shunday usullarni ko'rsatadiki, ularyordamida ko'p hollarda maqsadga erishiladi.

Integrallashda maqsadga erishish uchun quyidagi asosiy integrallar jadvalini yoddan bilish
zarur.

,;+ l 1

1) \x"dx = ------ + C, « * - 1 ;  2) f dx = x + C\ 3) f —dx = \n\x\ +C\
J n + 1 J 1 X

4) ^s'mxdx = — cosx + C; 5) Jcosjrcfo = sinx + C; 6) je ’dx = ex+C;

7 ) f  axdx = —— 1-C, (0 < a ^  1); 8) f - y - —jd x  = — arctg— + C;
J In a J a~ +x a a

9) f  - = = L =  dx = arcsin — + C; 10) f — \ —dx = tgx + C\ 
j  J 1/a 2 - x 2 a 1 cos *

11) f — \~dx = -ctgx+C\  12) f  f *  . = —  l n ^ -  + C, a *  0;
J sin x 3 x - a  2a x +a

13) f  , ^  =\nx + ilx 1-k + C .  
y]x2 —k

Bu formulalarning to 'g 'rilig in i, tekshirish tengliklarning o'ng tomonidagi ifodalar 
differensiali integral ostidagi ifodaga teng ekanligini ko'rsatishdan iboratdir. Masalan,

x" + \ A 4 —  + c\ d x  = ̂ ^ d x  = x"dx.
n + 1 J ^ n + l J n + \

Integrallashga bir necha misollar qaraymiz.
IVIisol. J (x 3+5sinx-9)fi6c integralni hisoblang.

Yechish: Integralning 4 va 3 xossalariga asosan,



J (x ’ + 5 s in jf -9 ) ( if  =  J jr3 dx + 5^smxdx-9^dx

bo'ladi. Asosiy integrallar jadvalidagi 1), 2), 4) formulalarga asosan,
4

j x 3dx = —  + Cl, 5 js in  Jobe = 5(-cos jc + C2), -9 jd x  = -9 (x  +  C}).

Demak,
r  X4
J (x3 + 5sinx-9 )cà  = —  -5 œ s x -9 x  + (CI + 5C2 - 9  C3).

Yuqoridagi integralni hisoblashda har bir uchta integralda o'zining ixtiyoriy o'zgarmasini 
qo'shdik, lekin oxirgi natijada bitta ixtiyoriy o'zgarmasni qo'shamiz, chunki C„ C2, C3 ixtiyoriy 
o'zgarmaslar bo'lsa,

C  =  C, +  5C2-9 C 3 ham ixtiyoriy o'zgarmas bo'ladi, shuning uchun, oxirgi natijani 
quyidagicha yozamiz:

Г '  x4J (x  +5s\nx-9)dx =  —  -5cos .x -9 .x  + C .

Integralning to 'g 'ri hisoblanganligini tekshirish uchun oxirgi tenglikning o'ng tomonini 
differensiallash bilan ko'rsatish mumkin (buni bajarishni o'quvchiga havola etamiz).

J ._l_f|
Yechish. Manfiy daraja xossasidan, hamda 4) xossadan foydalanib, jadvaldagi 1) 

formulaga asosan,

2-misol. J \dx integralni hisoblang.

l
X  z X 3

~2 Г
V

dx = — j x  2d x - ^ f x 3dx =
2

--- Hi ----hi I--  I--
1 x  2 l x 1 1 Vx 1 Ух _ г  r.

2 3 2
bo'ladi.

3 dx
Misol. f — —------r— integralni hisoblang.

J sin“ x cos x

Yechish: sin x  + cos x - \  ayniyatdan hamda integralning 3) va 4) hossalaridan 
foydalanib hisoblaymiz:

г 3dx _ rs in 2jc + cos2x , _ r sin2*  , „
— ------- —  = 3 —— ------- -— dx = 3\— ------- -—dx + 3

1 sin xcos x J sin xcos x J sm ic o s  j

f — f os X , dx = 3 f  — \— cbt  + 3 f — dx = 3(tgx-ctgx) + C.
1 sin .rcos'.x J cos jc J sin x

Misol, J . ^  integralni hisoblang.
dx

1 JJ^c‘
Yechish: Jadvaldagi 9) formulaga asosan,

f (*x—  = f ^  =  arcsin + C. 
yfs—x^ ^ ( S f - x 2 V5

O'zgaruvchini almashtirish



Ko'p hollarda yangi o'zgaruvchi kiritish bilan integralni hisoblash, jadval integraliga 
keltiriladi. Bunda ç (x ) = t almashtirish olinib, bunda t yangi o'zgaruvchi bo'lib, o'zgaruvchini 
almashtirish formulasi

j  f[<P{x)\p\x)dx = J  f (t )d t

ko'rinishda bo'ladi.
O'zgaruvchini almashtirish usuliga birnecha misollar qaraymiz
1-misol. J(3x + 1 Ydx  integralni hisoblang.

Yechish. 3x + l =  t deb 3dx = dt yoki = ~  ekanligini hisoblasak.

r , .7 _ r 7 dt 1 ( '  ^  f  „  (3.ï +  l ) ? 
(3jt +  l ) 7a&r= \t —  = -------+ C =  —  + C -

J J 1 1 R 9 4
+ C

24
bo'ladi.

2-misol. J \ ll+ x2 xdx integralni hisoblang.

Yechish. 1 + x 2= t  o'zgaruvchi bilan almashtiramiz. Bu holda 2xdx = dt yoki xdx = -
~2 

bo'lib,

\\ll + x 2 •xdx= [^ ■  —  = - \ t i dt = - ~  + C  = - i i4 t+ C  = - (\  + x1fl\  + x1 + C  bo'ladi.
J 2 2 J 2 4 8 8

3
3-misol. J casmxdx integralni hisoblang.

Yechish. Bunda dx = — d(mx) o'zgartirish olib, 
m

fcos mxdx =  —  [  cos mxd(mx) =  — s'mmx+C 
J m J m

natijaga ega bo'lamiz. Bunday integrallashga bevosita integrallash deb ataladi. Chunki 
mx = t bilan o'zgaruvchini almashtirib ham shu natijaga kelish mumkin edi. Yuqoridagi 
integralda o'zgaruvchini almashtirib o'tirmasdan uni fikrda bajardik.

3 dx .
4-misol. j"(ln jc)3 —  integralni hisoblang.

x
dx

Yechish. ln x = t bilan yangi o'zgaruvchini almashtirib, —  = dt
x

ekanligini hisobga olsak,

J(ta x y f  = j t3.dt = ï  + C = ̂  + C

bo'ladi.

5-misol. r s'n 4x  integralni hisoblang.
•Jx

Yechish. x = t2 bilan yangi o'zgaruvchi kiritamiz oxirgi tenglikdan differensial topib, 
dx = 2tdt bo'lganligi uchun, 

r s in ï .J —j^ —dx = J --- 2 tdt = 2j"sinfcfr = -2cost + C  = -2 œ s jx  +C
\x t

bo'ladi. —
6-misol. Je8"1* -cosxdx integralni hisoblang.

Yechish. cosxdx = d (sm x) ni hisobga olib,



J e'"'x ■ cos xdx = Jes“"'c/(sinx) = e51'“  + C

natijaga kelamiz.
Shunday qilib, oddiy hollarda

xdx = —d (x2), cos.xdx = d(sinx ), —  = d(hxx), dx = —(ax + b),....2 x a
tengliklardan foydalanib, o'zgaruvchini almashtirishni fikrda bajarib, bevosita integrallash 

ham mumkin.
2. Bo'lakiab integrallash. Bo'laklab integrallash usuli differensial hisobning ikkita funksiya 

ko'paytmasi differensiali formulasiga asoslangan.
Ma'lumki, d(uv) = udv + vdu, bundan udv = d(uv) -  vdu. Oxirgi tenglikni integrallab,

J udv =  J d(uv) -  J vdu =  uv -  J vdu 

natijaga ega bo'lamiz. Shunday qilib,
J udv =  uv -  J vdu (1 )

formulani hosil qildik. (1) formulaga bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
Bu formula yordamida berilgan J udv integraldan ikkinchi J vdu integralga o'tiladi.

Demak, bo'laklab integrallashni qo'llash natijasida hosil bo'lgan ikkinchi integral, berilgan 
integralga nisbatan soddaroq yoki jadval integrali bo'lgandagina bu usulni qo'llash maqsadga 
muvofiqdir. Bu maqsadga integral ostidagi ifodani u va dv ko'paytuvchilarga qulay bo'laklab 
olish natijasida erishish mukmin. Berilgan integral ostidagi ifodaning bir qismini u va qolgan 
qismini dv deb olgandan keyin (1) formuladan foydalanish uchun v va du larni aniqlash kerak 
bo'ladi. du ni topish uchun u ning differensiali topilib, v ni topish uchun esa dv ifodani 
integralaymiz, bunda integral ixtiyoriy o'zgarmas C ga bog'liq bo'lib, uning istalgan bir 
qiymatini xususiy holda C =  0 ni olish mumkin.

Shunday qilib, integral ostidagi ifodaning bir qismini u deb olishda u differensiallash bilan 
soddalashadigan, qolgan qismi dv bo'lib, qiyinchiliksiz integrallanadigan bo'lishi kerak.

Bo'laklab integrallash formulasi ko'proq:
1) jp (x )e “ dx, J p(x)smmxdx, J p (x )cosaxdx ea

2) J p(x) ln xdx, J p(x) arcsin xdx,j p(x)arccosxdx,j p(x)arctgxdx, J p(x)arcclgxdx

(bularda p (x ) biror darajali ko'phad) ko'rinishdagi integrallarni hisoblashda ishlatiladi. Bu 
integrallarni hisoblashda 1) guruh integrallarda u uchun p (x ) ko'phad, qolgan qismi dv uchun 
olinib, 2) guruh integrallarda u uchun mos ravishda 

Inx, arcsin x, arccos x, arctgx, arcctgx lar, 
qolgan qismi dv uchun olinadi.
Bo'laklab integrallashga bir necha misollar qaraymiz.
1-misol. ^xcosxdx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi ifodani u = x, dv = cosxdx deb 

Bo'laklasak, du = dx, v = JcosxiA = sinx bo'lib, (1) formulaga asosan,

Jxcosxatc = x s in x -J s in x tix  = xs in x  + cosx + C

u dv u v v du 
natijaga ega bo'lamiz.
Bu integralda (1) formuladan foydalanish natijasida ikkinchi integral ^s\nxdx hosil 

bo'ldi, bu jadval integrali bo'lganligi uchun osongina topildi.
2-misol. J x 1eSxdx integralni hisoblang.



Yechish. Yuqorida eslatilganidek u = x 1, d v - e 3xdx ko'rinishda bo'laklab olsak,

du = 2xdx, v = | e'^dx =  — J e3xd(3x) = - e 3x

hosil bo'ladi. (1) formulaga asosan

f JC2e3xdx = x 2 - e 3x -  f - e 3x2xdx = ~ e 3x- - [ x e 3xdx J 3 J % 3 t, J
£ > _ 2 i  
3 3-

bo'ladi. Oxirgi hosil bo'lgan integral berilgan integralga nisbatan soddalashdi (berilgan 
integralda x ning 2- darajasi, ikkinchisida buning darajasi bittaga kamaydi). Keyingi integralda 
yana (1) formulani qo'laymiz.

u = x, du = dx

dv~ v = - e 3 
3

|  xe3xd x -

^  1 3,  1 f= x —e —
3 3 J

ihunday qilib, r

f  x 2e3xdx = —  e3* -  -  f  xe3xdx = — e J Q a j  ^

\e,xdx = - e 3 
3

- — ■—e3x +C, = —e3 
3 3 1 3

+ C,
2x 2 ) _

----- + -  \ +  C
3 9 J

3 3 J 3 3 3 3 V 3
Shunday qilib, natijada

— e3x- ~ ( x e 3xdx = — e3x- - l - e 3{ x - - )
3 3 J 3 3(_3 V 3 J

hosil bo'ladi.
3-misol. J"x3 cos 2xdx integralni hisoblang.

Yechish. Yuqorida eslatilganidek emas, teskarisini ya'ni u =  cos2x, dv = x3dx bo'laklab 
olaylik; bu holda

d u~-

keyin

■2 s in 2x A , v =  —  bo'lib (1) formuladan foydalangandan 
4

[x 3cos2xdx = <x>s2x- —  + \ --2 sm 2 xd x  = - — cos2x + 
J 4 J 4 4

I f  t  .
+  — J *  SBsm.2xdx

ifoda hosil bo'ladi. Keyingi | * 4sin2xdx integral berilgan j x 3 cos2xdx integralga 

nisbatan murakkabroqdir(jc ning darajasi bittaga ortdi). Demak, bunday bo'laklab olish 
maqsadga muvofiq emas, ya'ni u = x3, dv =  cos2xdx deb olish kerak edi. (Bu integralni 
hisoblashni o'quvchiga havola qilamiz).

4-misol. Jarccosxrft integralni hisoblang.

Yechish.



|  arccos xdx -
u = arccos x, du -

y [ l - x 2dx

l - x  = t

-  2xdx = dt 
. dt

xdx = -----
2

dv = dx, v = x 

dt

= jcarccos.x+ f  —j2- = x arccos x
J Jt

=  .xarccos x +
xdx

■Jl — x7

, j .  
- - \ t  2dt =

—+1 
1 t 2^  arccos x ---------- r — + Bu
2 - I  + l

2

1 t2
+ C =  jca rccos*— - ~  + C = x arccos x - J l - x 2 +C.

2 1

integralda bir marta bo'laklab integrallangandan keyingi hosil bo'lgan integralda o'zgaruvchini 
almashtirish usulidan foydalanib integralladik. Integrallash usullarini qo'llashda o'zgaruvchini 
almashtirganda yoki bo'laklab integrallaganda yozuvda tartib bo'lishi uchun yuqoridagi 
integralni hisoblangandagidek yozishga odat qilishni tavsiya etiladi.

5-misol. J  =  Je* cosxdx integralni hisoblang.

Yechish. Bo'laklab integrallasak
u = cos*, du = -sinxdx

J  = Je ” cos xdx =
dv = exdx, v = ex

= e* cos j  +  J > s m  xdx,

hosil bo'ladi.
Keyingi intégral, berilgan intégral bilan o'xshashdek tuyuladi, lekin oxirgi integralda

bo'laklab integrallash formulasini ikkinchi marta qo'llash bilan quyidagiga ega bo'lamiz:
u =  sinx, du = cosxdx r

= e * s m x - le  cosxdx _J V s in  xdx = 

Shunday qilib,
dv = exdx, v = ex

J  = ex cosjr +  e * s in x -  J

J  hisoblanishi kerak bo'lgan integralga nisbatan oddiy chiziqli tenglamaga keldik. Oxirgi 
tenglamadan

2./ = eï cosjc + e*s in jt ëKU J  = ̂ e*(cosx + smx) + C 

natijaga ega bo'lamiz.

Mavzuga doir misol va masalalar

2. [ (  4 - 4  )dx; 3 . f f 4 ------ 4
1 xA * 2 * 3 V ïJ  J \ [7

9 + x1 ^ 4 -x2
)dx

9 .f  — — ; io. \—£—— ; i l .  f (j V 2 -dQ J V 2 4-1 fi J V
dx

x1 -4 9  J ;t2 + 16 ^ 9 -x 2 V *2 + 3
) * ; 12 . J( ~J 4x ^ + l  x - 3

)dx.



1. a) jx^dx , b) \~^~dx / c) J— dx 2. a) jyfxdx , b) |Xfxdx , c) Ja/x’ iä

3. a) j ( x - l)(.r + l)dx , b) j (J x -x ) ( -J x + x )d x

4. a) j (3 x 2 - 3 x  +  l)dx , b) J (;t4 - ^ x 2 + x +  \)dx

5. a) \(хг +\)2ск ,b ) f( .ï  + l ) ( . t - l ) 2ûCï 6. a) Æ  , b) dx
J J J 4 x  1 y x3

7. a) \ - ^ - d x  , b) f  f ~ X dx 8. a) dx , b) f - £ — dx
* л /х - 2  V + . ï  + l  J Jf3 X +1

l . f s in 3 « fe .  2. —- — dx.
J >хг -1 х  + 5

X2 , ,  ! ,  * TXs , S r dx3. je  ' x2dx. 4. J X—3dx. 5. j (e x+e 2)dx. 6. J
+ x J J sin 5jc 

7. J(5 — 2x)9dx. 8. j\ l l-3 x d x . 9. j j j = = d x .  10. Jcos(l-3x)A. 

11. jsin(5x+7)dx. \ 2 . j - ~ d x .  13.j3Æ^ .  I-I.j J  ' ' " Л ,й. 

1 5  j l _ _ 3 ^ n x ^  16. J ■ 17. Jx2sinjcaÈc. 18. Jx lnx iÄ . 19. jarctgxdx . 

20. Jarcsinxtfe. 21. j x 2e2xdx. 22. JVsinx<&. 23. J(x+3)sinxa!x.

Mavzuga oid testlar to 'p lam i
1. Aniq integralning geometrik ma'nosini ko'rsating.
A) egri chiziqli trapetsiyaning og'ma tomoning burchak koeffitsiyenti;
B) egri chiziqli trapetsiyaning perimetri ;
C) egri chiziqli trapetsiyaning o 'rta chizig'i uzunligi ;
D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi ;
E) to 'g 'r i javob keltirilmagan.

2. Aniq integralning mexanik ma'nosini ko'rsating.
A) o'zgaruvchi kuchning eng katta qiymati;
B) o'zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati;
C) o'zgaruvchi kuchning momenti;
D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish;
E) o'zgaruvchi kuchning o 'rta qiymati.
3. Aniq integralning iqtisodiy ma'nosini ko'rsating.
A) mahsulot ishlab chiqarishda mehnat unumdorligi;
B) ishlab chiqarilgan mahsulot tannarxi;
C) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi;
D) ishlab chiqarilgan mahsulot chakana narxi;
E) mahsulot ishlab chiqarishda sarflangan xomashyo.
4. [a, b] kesma bo'yicha y=f(x) funksiya uchun S„(f) integral yig'indi tuzishda 

quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) [a, b] kesma Xi (i= l, 2, —, n-1) va xo=a, xn=b nuqtalar bilan n bo'lakka ajratiladi;
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B) [xi-i, Xi] ( i= l, 2, —, n) kesmalardan ^  nuqtalar olinadi;
C) tanlangan nuqtalarda f(x) funksiya qiymatlari hisoblanadi;
D) [x h , xi] ( i= l, 2, n) kesmalarning uzunliklari x, -Xi_i=Axi topiladi;
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
5. [a, b] kesmada aniqlangan y=f(x) funksiya uchun tuzilgan

s , ( / ) = X / f e K
k= 1

integral yig'indi orqali uning aniq integral qanday aniqlanadi?

b b b 

A) \ f (x )d x  = S„ ( / ) ;  B) {  f ( x )d x  =  m ax S„ ( / ) ;  C) J f { x )d x  =  m in  S„ ( / ) ;
a a a

b
D) j  / (x)dx  =  lim  Sn ( f ) ; E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

a ” _>cc’max A x—>0

b
6. [a, b] kesmada aniqlangan y=f(x) funksiya uchun j f (x )d x  aniq integral qanday

a

shartda doimo mavjud bo'ladi?
A) yuqoridan chegaralangan;
B) quyidan chegaralangan;
C) o'suvchi;
D) kamayuvchi;
E) uzluksiz.
7. Aniq in tegra ting  xossasi qayerda xato ko'rsatilgan? ...

b h b

A) |  [/(*)  + g(x)\dx = J f(x )dx + J  g(x)dx;
a a a
b b b

B) J [ f ix )  -  g(x)]dx = J  f(x )dx -  J  g{x)dx;
a a a

C) J / ix)g{x)dx = J  f(x )dx ■ J g{x)dx;
a a a

b b
D) Jkf(x)dx =  k \ f (x)dx ( k — const.)-,

a  a

E) barcha qoidalar to 'g 'ri ko'rsatilgan.
8. Aniq integral xossasini ifodalovchi

b c  b

J /  (x)ctx =f f  (x)dx + \ f  (x)dx
a a c

tenglik bajarilishi uchun c nuqta qanday shartni qanoatlantirishi kerak?
A) c< a; B) c> b; C) c=a yoki c=b; D) a< c<b;
E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.
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ANIQ INTEGRALLARNI HISOBLASHGA DOIR MISOLLAR YECHISH

Amaliy mashg'ulot maqsadi. Talabalarga aniq integrallarni hisoblashga doir misollar 
yechish bajarishda bilim, malaka va ko'nikmalarini shakllantirish.

Aniq integral va uning xossalari

Aytaylik, y = f { x )  funksiya [a ,A ] segmentda berilgan va chegaralangan bo'lsin. Bu 

segmentni
x (),x , ,x 2,...,x „_p x „  ( x 0 =  a, x „  = b ,  x 0 < x ,  < . . . < x „ )  

nuqtalar yordamida n ta
[ x 0,X, ] , [ x 1,x 2] , . . . , [x t ,x ifc+1] , . . . , [ x )1_1,x )l] 

bo'lakka ajratib, har bir bo'lakda ixtiyoriy ravishda bittadan

nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalardagi funksiyalarning qiymatlari
/ ( 4 ) , / ( # , ) , . . . , / (4),...,/(£ , ,_>)

ni mos bo'lakchalar uzunliklari

Л^о =  X[ -  x 0 (x 0 = a ) ,  

Ax, = x 2 —X,,

&xt = x M - x k,

A * „- i ( x „ = b )
ga ko'paytirib, quyidagi

с  = / ( ^ o  )  • A x0 + / ( ^ ,  )  • Ax, + ... + / ( ^  )  • A x , +  
n-\ (1)

+••• +  / ( 4 - 1  )  • =  Z / ( 4  )  • Ax*
k=0

yig'indini tuzamiz.
(1) yig'indi integral yig'indi deyiladi.
Integral yig'indi a  ning

m ax Ax, —» 0
к K

dagi lim iti mavjud bo'lsa, / ( x )  funksiya [<7,6] da integrallanuvchi, limitning qiymati esa
h

/ ( x )  funksiyaning \a,b\ bo'yicha aniq integrali deyiladi va J / ( x ) c &  kabi belgilanadi:

a t *=0
Agar / ( x )  funksiya [а ,й ]  segmentda



1) uzluksiz bo'lsa,

2) [a ,è ]  segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega va qolgan barcha 

nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, u [a,Z>] da integrallanuvchi bo'ladi.

Aniq integral quyidagicha xossalarga ega:
a

1) J / (x ) = 0,
a
b a

2) J/(x)aïx = -J / (x )& ,
a b

b b

3 ) \ c - f ( x ) d x  =  c - ^ f ( x y i x ,  c = c o n s t ,
a a
b b b

4) / [/ ( * )  + g{x)~\bc = J f(x )d x  + j  g(x )dx,
a a a
b с b

5) J/(x)afc =  J/(x)£& +  \ f (x )d x ,  ( o < c < Z > ) .
a a с

Misol. Ushbu
b j  

^c-dx = c - ( b - a )  ( / ( x )  =  с  -  const )
a 0

tenglik isbotlansin.
*4Bu tenglikni aniq integral ta'rifidan foydalanib hisoblaymiz.
[a , ^ ]  segmentni ixtiyoriy ravishda n ta

[x 0, x, ] ,  [ x , , x 2 ] , . . . , [x /;,xh l [x „_ ,, x „ ]  ( x 0 =  a ,x „  =£»,) 

bo'lakka bo'lib, har bir bo'lakda ixtiyoriy

nuqtalarni olib f  ( x )  =  с  funksiyaning integral yig'indisini hisoblaymiz.

О- =  / ( 4 ) - ^ 0 + / ( ^ ) - Д * 1 + / ( Й ) - Д ж2 + -  +  / ( ^ ) - Л^ * + -  +  / ( С 1) Д^ я-1 =

Ravshanki,
/ ( # * )  =  c , Л х ,= х * +1- х „  = 0 ,1 ,2 ,... ,«  —l )

Bu tengliklarni e'tiborga olib topamiz
a  =  с  ■ Л х0 +  с ■ AXj +  с  - Лх2 + . . .  +  с  ■ Axk + ... +  с  ■ Â xn_, =  

=  с (Д х 0 +  Ax, +  Àx2 +  ... +  Дх* + . . .  +  Лх(1_,) =  

=  c ( x , - a  +  x 2 - x ,  + x 3 - x 2 + . . .  +  x 4+1 - x k + ... +  b - x n_l )  =  

=  c - ( b  — a ) .

Undan
l im  c r=  l im  c - ( b  — a ) =  c - ( b -  a ) 

max Ax*—>0 max Ax* ->0
bo'lishi kelib chiqadi. Ta'rifga binoan
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jc-dx = c - ( b - a )

bo'ladi. !►

Aniq integralni hisoblash usullari

Aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulas! yordamida hisoblash. Aytaylik, f { x )  

funksiya \a,b\ da uzluksiz bo'lib, F (x )  esa uning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin 

( F ' ( x )  =  f ( x ) ) . Unda

b b 
\ f {x )dx  = F ( b ) - F { a )  = F ( x )  (2)
a

bo'ladi. (2) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi. Uning yordamida aniq integrallar 
hisoblanadi.

Misol. Ushbu.

dxl + e4
I v

integral hisoblansin.
-<<Bu integralni aniq integral xossalari hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 

topamiz.
4 / i \  4 4 £ 4
H l +  e4 wx = J dx + 1 e4dx = +  4J 
oV )  o o o

e4d  | — | =  4 +  4 = 4 e >

Aniq integrallarni o'zgaruvchini almashtirish usuli bilan hisoblash.
Agar f { x )  funksiya [a ,6 ] da uzluksiz, x = cp(t)  funksiya esa [a ,/?] da uzluksiz, 

uzluksiz <p (t) hosilaga ega va cp(oi) =  a, ç(/3^ =  b  bo'lsa,
b /3

|  f { x )d x  =  |  fU p ( t ) )  ■ (p\t)dt (3)
a a

bo'ladi. (3) formula aniq integrallarda o'zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu.
l
|  x\Jl +  x 2dx
o

integral hisoblansin.
■^Bu integralni o'zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblaymiz.
Berilgan integralda

x/i +  x  -=t ya'ni x
deylik. Unda

x  =  0 da t =  1 

x  =  1 da t =  y[2



bo'lib.

dx = dt -
s [t^ I

dt

bo'ladi. Natijada berilgan integral quyidagi ko'rinishga keladi:
42

jx\Jl + x2dx = J sjt2 -1 - f ■ . 1 dt= J t
o i y t 2 — 1 i

n/2 2yf2—l

dt

Nyuton-Leybnits formulasiga ko'ra

J ̂  =- 
l -  

bo'lib,
l
Jx-v/l +  x 2dx =

bo 'lad i.►

Aniq integrallarni bo'laklab integrallash usuii yordamida hisoblash

Agar f ( x )  va g ( x ) funksiyalar [a ,è ]  segmentda uzluksiz hamda uzluksiz f ’( x )  va 

g ' ( x ) hosilalarga ega bo'lsa,

b b ^
J f ( x ) '  g (x )d x  =  / ( x ) - g ( x )  - \ f ( x ) - g ' ( x ) d x  (4)
a a  a

bo'ladi. (4) formula aniq integrallarda bo'laklab integrallash formulasi deyilib, uni 
quyidagicha

J f ( x ) d g ( x )  =  f ( x )  ■ g ( x )  b - 1g ( x ) d f ( x )
a a

ham yozish mumkin.

Misol. Ushbu
jL

Jxlog 2xdx

integral hisoblansin.
-*Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib hisoblaymiz. Berilgan integral 

ostidagi x  log0 xdx  ifodada

u =  log2 x ,  dv =  xdx

deymiz. Unda

a?w =  — —̂ dx, v  =  =  —  
x In 2 2

bo'lib, bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra
2

J x log2 xdx =  - x 2 log2 x -  J
2 In 2

bo'ladi. Ravshanki,



Demak,

—X1 lo g ,x  

f xdx

*  =  I . 4 1 o g 22 - ~ l I o g 2l  =  2,

1

2 In 2 2 In 2 2
2 1 ( 4  1 

1 _ 21n2l 2 2 41n2

fx lo g ,  xdx = 2 ---- -— . ►
J 2 4 In 2

Misol. Aniqmas integrallarni hisoblang.

» i f
x3 + 6x2 + 13x+9 

(x + l)(x  + 2)3
dx.

Yechish: a) Bunday integralda integrallash qoidalaridan foydalanib jadvaldagi integralga 
keltiriladi.

rftx—arclglxЯ l  +  4x2 ldX = = \ d\ ~ ^ + \ a rc tg 2 x d (a rc tg 2 x )  =

= ln |l + 4x2| -  — arctg12x + C.

b) Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanamiz: judv = iiv -jvd u

J" ln(4x2 + \)dx -
и = ln(4x2 + 1) dv = dx

, 8x 
au =

4x2 +1
1

= xln (4x2 +1) — 8 f —* — dx = 
J 4 x +1

4x2 + 1.

= x ln (4x2 +1) + arctg2x -2 x  + C.

\dx = x ln (4x2 + 1 )-2 | x - —arctg2x | + C = .

v )J
X3 + 6x2 +13x + 9

dx. Integral ostidagi
. r ’ + 6хг + 13x + 9

(x + l) ( x  + 2)3 
kasrlarga ajratamiz:

X 3 +6x2 + 13x + 9

(x + l)(x  + 2)3
kasrni sodda

A B C
- + -----+ -------r +  -

D

(x + l)(x + 2)3 x + 1 x + 2 (x + 2)2 (x + 2)3 

1 A (x+ 2 )3 + B ( x + 1 ) ( x  + 2)2+ C ( x  + l)(x  + 2) + D (x  +1)
(x + l)(x + 2)3

A(x + 2)3 +  B(x + l ) (x + 2 )2 +  C(x  -I l)(x  4- 2 ) 4- D (x  + 1 ) =  x3 +  6x 2 +  13x +  9 

O'rniga qo'yish usuli: x = -1  da, A =  1; 
x = —2 da, — D  = — 1 => D  =  1;
Noma'Ium koeffitsiyentlar usuli:

x3: Л + Й = 1=>В = 0; 

x°: 8/1 + 45  + 2C +  D  = 9 => С  = 0;



Bundan, | ï —!— f------!— r  \dx = lnlx + i l -------- !— T + C.J ^  +  l  (x  +  2 ) J 1 1 2(x + 2)

IVIisol. Qutb koordinatasida berilgan chiziqlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang:
;• =  4 cos 3 ( 3  •

1 ^
Yechish: S = — j r 2(çj)dip,

4cos3<p> 0, 

21 "  ' 7 ’ cos3<p>0.

---- + 2nn <3<p< — + 2m,n 6 Z
Bundan, 2 2

n 2m n 2 m „---- + ----- <q>< — + ----- ,« e Z,
6  3 6  3 US«

” ......«0

.... /  \  30

\  \
V C  'K / 7 '210 \  x i / V - . . \  /  /  330

240 ' .... - 300 '*

1  o o j

S =  6 -— f  \6cos23tpdq> = 24 f (1 + cos6ç)d<p = 24(<p + —sinôÿi) 
?. J J 6 “

= 24(0 + 0 + — + — -0) = 4;r.
6 6

Misol, Parametriktenglama orqali berilgan chiziqning yoy uzunligini hisoblang.
Jjt = 4(cosz + /s in 0 ,
[jK =  4 (s in /- (c o s /) ,

0 < t  <2.
Yechish:

x' = 4 (-s in / + sirw + ïcos0  = 4<cosï, 
ÿ  = 4 (co s /-co s i + /sin<) = 4fsin/.

1 = |  -J (X',Ÿ +  (y'tŸ<*t,
2   ?

/ =  | -J 16t2 cos 3 1 + 16/2 sin 2 tdt =  1 4 tdt =  2 < 2 = 2 - 2 = 8 .

Misol. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figuraning Ox o'qi atrofida aylanishidan 
hosil bo'lgan jism hajmini toping.

y  =  7.x—x2,y  = — x+2.

Yechish: Berilgan funksiyalar kesishish nuqtalarini topamiz:



"2 а

V = n j у2 dx.

2 2 /Г
V = 7rj ((2х—х2)2 —(2—x)2)dx = пj  (У  — 4х3 + Ах2 —x2 +4х — 4)dx = j

t 1

= 7rj (x4 — Ах3 + Ъх2 + Ах -  4)dx -  х5 -  х4 + х3 + 2х2 -  Ах j  =

= J —  -16 + 8 + 8 -8 —1 + 1 -1 -2  + 41 = - .
1 5 5 J 5

Mavzuga doir misol va masalalar

Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib quyidagi integrallar topilsin:
4 36

1. a) ^x2cbc b) ^Jxdx ( Javob: a) 21, b) 144)

2х—х = 2 —х; x —Зх + 2 =  0=>х1=1;х2 =2.
X

2. a) f \ d x  b) j* —rdx ( Javob: a) —, b) 24— )
J, x \x  4 3

4

8 1 3 Ы
3. a) f ji=dx  b) j Ц &  ( Javob: a) 4,5, b) 2 )

, y/X 1 X

2 2 j j

4. a) f cos xdx b) | — -— dx ( Javob: a) —, b) 1)
J J Ч1П r  7I s™ x 2
1, 7

O’zgaruvchilarini almashtirish usulidan foydalanib quyidagi aniq integrallar hisoblansin:

1. j\l5x + 2dx (Javob: 9,75)

2. f ----- -— -dx  (Javob: —)
J (1 + 2л:)2 9
1 1

3. J (x 3 - l ) 2-x2dx ( Javob: - )  
о 9
0 2 i

4. f ———r-dx (Javob: — In 5)
-, 1 — 4x 12

°'5 V  7Г
5. f  ——— dx (Javob: ------- )

_ |51 + 9* 6In3

£.

6. f —- г т А  (Javob: 4(л/з — 1))
t  sin" X -

h

7. f — — dx (Javob: 2 -У З -2 -  — ) 
Jjc + 1 6



Bo'laklab integrallash usulidan foydalanib quyidagi aniq integrallar hisoblansin:
1C

1. J.xcos.x6fo (Javob: - 2 )
o
7C

2. Jxsinx^ù: (Javob: % )
o
5

3. jx e xdx (Javob: 4e5+1)
0
e

4. j ln  xdx ( Javob: 1 )
1
2*

5. | xsm2xdx (Javob: — n )
o

Mavzuga oid testlar to 'p lam i

1. Agar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, 
unda aniq intégral uchun Nyuton-Leybnits formulasi qayerda to 'g 'r i ifodalangan? 

b b b 
A) \ f  (x )d x  =  F ( x )  ; B) J / (x )d x  =  F (a )  ■ F (b )  ; C) \ f  (x )dx  =  F (b )/ F (a )  ;

a a a  ‘

b b 
D) J  f (x )c b c  =  F (b )  -  F (a )  ; E) j  f ( x ) d x ^  F (b )  +  F ( a ) .

a a

2. J s in 2 xdx aniq intégral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida toping.
o

A) n; B) n /2 ; C) n/3; D) rt/4; E) n/6.

3. Jco s2 xdx  aniq intégral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida toping.
0

A) n; B) n/2) C) ti/3; D) n/4; E) n/6.

4. Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini ko'rsating.
b  ̂ b b  ̂ b b b 

A) J udv =  uv\’a -  J vdu-, B) J udv =  uv\a +  J v d u ; C) J udv =  J vdu ;
a a a a a a
b ^

D) J udv =  UV| ; E) To'g 'ri javob ko'rsatilmagan.
a



l^ b j

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasi bo'yicha hisoblang:

1 -1  K a) \[nx" + (n  + \)x -  2n\dx ; b) J[sin(2« + l)x  + ncos2nx]dx .
0 о

2. Quyidagi aniq integrallarni bo'laklab integrallash usulida hisoblang:
1 e 7i

a) Jxemdx ; b) \xn In xdx ; c) \em c o s (n + 1  )xdx . 
о l о

3. Quyidagi aniq integrallarni o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida hisoblang:

'I x  +  n , ”. л15пх +  4n2 , I  dx 
a) J .............—  d x ;b ) J -------------------- d x ;c ) J —

Oyln2 +3nx  oi x  i/nxyln2x 2 + l
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Termin
Aksioma

Algebra
(aljabr)

O zbek tilidagi sharhi 
(yun. axioma) — o'z- 
o'zidan ravshanligi, 
ayonligi sababli is- 
botsiz qabul qilinadigan 
holat, tasdiq, fikr. 
Deduktiv quriladigan 
ilmiy nazariyalarda 
asosiy
tusbunchalarning 
boshlang'ich xossalari. 
Aksiomalar tizimi bilan 
kiritiladi va boshqa 
hamma xossalar, 
tasdiqlar (teoremalar) 
ulardan foyda-lanib 
mantiqiy isbot qilinadi. 
Ayniyat qonuni, 
ziddiyat qonuni, 
uchinchi istisno qonuni 
mantiqiy aksioma 
hisoblanadi

(arab. л  "Al-Jabr")
— matematikaning bir 
sohasi. Algebraning 
asosiy masalasi - 
to'plamlarda kiritilgan 
matematik amallarni 
o'rganish. Shunday 
matematik amallar 
borki, ular butunlay 
arifmetik amallarga 
o'xshamaydi (mas., 
o'rin almashtirish yoki 
assotsiativlik qonuniga 
bo'ysunmaydigan 
amallar mavjud). 
Arifmetikadan tayin 
sonlar ustida birinchi 
to 'r t amal o'rganiladi. 
Algebrada esa bu 
amallarning har qanday 
son va son bo'lmagan 
boshqa matematik

Rus tilidagi 
sharhi 

(др.-греч. ÇLtonot — 
утверждение, 
положение), 
постулат — исходное 
положение какой- 
либо теории, 
принимаемое в 
рамках данной 
теории истинним без 
требования 
доказателства и 
исползуемое при 
доказателстве 
других её
положений, которие, 
в свою очеред, 
називаются 
теоремами

(от араб, -?■ И, «ал- 
джабр» — 
восполнение)— 
раздел математики, 
которий можно 
грубо
охарактеризоват как 
обобщение и 
расширение 
арифметики. Слово 
«алгебра» также 
употребляется в 
названиях различних 
алгебраических 
систем. В более 
широком смисле под 
алгеброй понимают 
раздел математики, 
посвяшённий 
изучению операций 
над элементами 
множества

Ingliz tilidagi sharhi 
an axiom or postulate 
as defined in classic 
philosophy, is a 
statement (in 
mathematics often 
shown in symbolic 
form) that is so evident 
or well-established,

| that it is accepted 
w ithout controversy or 
question. Thus, the 
axiom can be used as 
the premise or starting 
point fo r further 
reasoning or 
arguments, usually in 
logic or in
mathematics.[l] The 
word comes from the 
Greek axioma (aijuopa) 
that which is thought 

worthy or f i t ’ or 'that 
which commends itself 
as evident
(from Arabic ■=>■ 1' ‘'al­
jabr" meaning "reunion 
of broken parts") is one 
o f the broad parts of 
mathematics, together 
w ith number theory, 
geometry and analysis. 
In its most general 
form, algebra is the 
study of mathematical 
symbols and the rules 
fo r manipulating these 
symbols; it is a unifying 
thread of almost all of 
mathematics. As such, 
it includes everything 
from elementary 
equation solving to the 
study of abstractions 
such as groups, rings, 
and fields. The more 
basic parts o f algebra
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Chiziqli
algebra

Algebraik
ifoda

ob'ektlar uchun o'rinli 
umumiy xossalari 
tekshiriladi. Biinday 
hosil qilinadigan 
natijalarning umumiy 
bo'lishiga erishish 
uchun miqdorlarning 
qiymatlari harflarbilan 
belgilaninib, harfiy 
ifodalar ustida 
bajariladigan 
amallaming qoida va 
qonunlari ko'rsatiladi, 
ifodalar shaklini 
o'zgartirish va 
tenglamalarni yechish 
qoidalari o'rganiladi.
Chiziqli algebra - 
o'rganish Vektorii, 
vektor yoki vektor 
bo'shliqlar, chiziqli 
o'zgarishlar va chiziqli 
tenglamalar tizimini 
algebra qismi. Chiziqli 
algebra ham 
omillaridan 
nazariyasini, matrix 
nazariyasi, shakllarini 
nazariyasi (masalan, 
kvadrat), (qismi) 
o'zgarmas nazariyasini, 
(qismi) tensor 
matematikadan o'z 
ichiga oladi. Zamonaviy 
chiziqli algebra vektor 
bo'shliqlar o'rganish 
aratilgan

произволнои 
природи, 
обобшаюший 
обичние операции 
сложения и 
умножения чисел

Algebraik amallar 
(qo'shish, ayirish, 
ko'paytirish, bo'lish, 
butun darajaga

Ли нёйная алгебра — 
часталгебри, 
изучающая вектори, 
векторние, или 
линейние 
пространства, 
линейние 
отображения и 
системи линейних 
уравнений. К 
линейной алгебре 
также относят 
теорию
определителей,
теорию матритс,
теорию форм
(например,
квадратичних),
теорию инвариантов
(частично),
тензорное
исчисление
(частично).
Современная
линейная алгебра
делаэтакцент на
изучении векторних
пространств
Алгебраическое
(сложение,
вичитание,
умножение,

are called elementary 
algebra, the more 
abstract parts are 
called abstract algebra 
or modern algebra. 
Elementary algebra is 
generally considered to 
be essential fo r any 
study of mathematics, 
science, or engineering, 
as well as such 
applications as 
medicine and 
economics.

Linear algebra - algebra 
part o f studying 
vectors, vector, or 
vector spaces, linear 
transformations and 
systems o f linear 
equations. By linear 
algebra also include the 
theory of determinants, 
matrix theory, the 
theory of forms (eg, 
quadratic), the theory 
of invariants (in part), 
tensor calculus (in 
part). Modern linear 
algebra focuses on the 
study of vector spaces

Algebraic (addition, 
subtraction, 
multiplication, division, 
and the level o f the
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Algebraik son

Algoritm

Algoritm

Analiz (tahlil)

Kombinatorika

ko'tarish va butun 
ko'rsatkichli ildiz 
chiqarish) ishoralar va 
ehtimol, bu amallarning 
ketma-ket bajarilishini 
ko'rsatuvchi ishoralar, 
ya'ni qavslar bilan 
biriktirilib, harf va 
sonlardan tuzilgan 
ifoda.

деление, и уровен в 
целом и вес корен 
указател) и, 
возможно, это 
реализация ряда 
показаний, которие 
прикреплени 
кронштейни, букви и 
цифри заявленних.

whole and the whole 
root pointer) and, 
perhaps, this is the 
implementation of the 
series of indications 
that brackets are 
attached, letters and 
numbers stated.

Butun ratsional 
koeffits ien tli: 
ko’phadning ildizi. 
(masalan: harqanday 
ratsional ^  son algebrik 

sondir.

Все рационалние 
корни полинома 
коэффициентов. 
(Например: любая 
рационалная 
алгебра числа. ^

All the rational roots of 
the polynomial 
coefficients. (For 
example: any rational 
algebra in number^.

Algoritm so'zi IX asrda 
yashagan ulug' o'zbek 
matematik olimi 
Xorazmiy ismining 
buzib olinishi natijasida 
kelib chiqqan (arabcha 
al Xorazmiy degani- 
xorazmlik degan 
ma'noni bildiradi yoki 
latinlashtirilgani 
Alogorithmi).

Математический 
алгоритм жил в 
девятом веке, слово 
великого узбекского 
ученого Хорезми 
резултате 
нарушения имени 
(что означает на 
арабском язике Ал- 
Хорезми означает 
физическое или 
латинские 
Алогоритми).

Mathematical 
algorithm lived in the 
ninth century, the word 
o f the great Uzbek 
scientist Khwarizmi 
result o f the violation 
o f the name (which 
means in Arabic al- 
Khwarizmi means the 
natural or 
latinlashtirilgani 
Alogorithmi).

Biror jarayonlar tizimini 
ma:lum tartibda 
bajarish haqidagi aniq 
qoyda (qat'iy ketma- 
ketlik) bo'lib, ma lum 
sinfga oid masalalarni 
echish imkoni beradi.

Сохраняя четкое 
представление о 
виполнении заказа, 
системние процесси 
(последователности) 
, что позволяет 
определенний класс 
задач.

Keeping clear about the 
execution of an order, 
the system processes 
(sequence), which 
allows a certain class of 
problems.

Noma'lumdan 
ma'lumga, 
izlanayotgandan 
berilganga o'tish yo'li 
bilan fikr yuritish yoki 
isbotlash metodi 
(usuli).

Что-то думат 
определенним 
образом отказалис 
от поиске, или 
доказат, метод 
(метод).

Something to think a 
certain way given up 
searching for, or to 
prove the method 
(method).

matematikaning bir 
bo'limi bo'lib, bunda 
chekli to'plamlar uchun 
elementlarning 
kombinatsiya,

это раздел 
математики, 
элементи конечного 
множества для 
комбинации, такие

is a branch of 
mathematics, the 
elements o f a finite set 
fo r the combination, 
such as o'rinlashtirish
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Matritsa

Ehtimollik

To'plam

Kasr

o'rinlashtirish, o'rin 
almashtirish kabi harxil 
birlashmalari, 
shunirigdek barcha bu 
biriashmalar-ning 
takroriy turlari va 
shunga o’xshash 
tushunchaiar 
o'rganiladi; 
ixtiyoriy tabiatli 
elementlardan tuzilgan 
to 'gb ri burchakli jadval;

как различних 
ассоциаций, а также 
все эти типи 
ассоциаций во 
втором и 
аналогичних 
понятий изучаются;

доброволний 
характер элементов 
в прямоуголной 
таблице;

various associations, as 
well as all o f these 
types of associations in 
the second and similar 
concepts are studied;

the voluntary nature of 
the elements in a 
rectangular table;

Cheksiz ko'p maria 
takrorlanishi mumkin 
bo'lgan voqealar 
majmuida biror tayinli1 
voqea yuz berishi 
imkoniyatining sonli 
xarakteristikasi

To'plam
matematikaning 
boshlangbich, ayni 
paytda muhim 
tushunchalaridan biri. 
Uni ixtiyoriy tabiatli 
narsalarning 
(predmetlarning) 
mablum belgilar 
bo'yicha birlashmasi 
(majmuasi) sifatida 
tushuniladi. To'plamni 
tashkil etgan narsalar 
uning elementlari 
deyiladi. Matematikada 
to 'p lam lar bosh xarflar 
bilan, ularning 
elementlari esa kichik 
xarflar bilan 
belgilanadi. Masalan, 
A,B,C - to'plam lar, a,b,c
-  to'plamning 
elementlari

Неограниченное 
| количество раз, вы 
: можете установит 

определенное 
Iсобитие 

восползовалься 
возможностю, чтоби 
указиватчисло 

: характеристике 
| Пакет начиная в то 
: же время одной из 

самых важных 
понятий математики. 
Это доброволний 
характер вешей 
(пункт) Бренди 
Ассоциация 
(комплекс) 
присутствует. 
Коллекция объектов 
називается ее 
элементов. В 
математике, 
элементи их 
коллексии букв и 
маленкими буквами. 
Например, А, Б, С 
пакет, а, б, в -  
элементы коллекси

' An unlimited number 
of times, you cari set a 

; certain event took the 
opportunity to  mention 
the number xarakteris

Package starting at the 
same time one of the 
most important 
concepts of 
mathematics. Its 
voluntary nature of 
things (the item) 
Brands Association 
(complex) is present. 
Collection o f objects 
called its elements. In 
mathematics, the 
elements o f their 
collections letters and 
small letters. For 
example, A, B, C 
package, a, b, c - the 
collections elementry

Arifmetikada kasr 
birning teng 

; qismlarining butun 
sonidan iborat bo'lgan

Квинт десятичной 
арифметики это 
число равно числу 
всех компонентов. В

Fifths decimal 
arithmetic is a number 
equal to the number of 
all the components.
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Kvadrant

| son. Umumiy holda 
i kasrni-ko'rin ishda

ч
; yozish mumkii:, bunda 

butun p son kasming 
; surati, q esa uning 
: maxraji deyiladi. P surat 

birlik qismlarining 
qancha olinganini, q :s 
maxraj birlikning 
qancha qismga 
bo'linganini ko'rsatadi

обшем случае, селое 
число, форма, со 
всей р фракцией -  

назиыаеггя 
знаменател. р, q 
посмотрет 
фотографию, 
сделанние многие 
компонента блока 
разделени эдиници 
знаменатель

-Photo taken manyi
components of the unit 
p, q, the denominator 
unit is divided into 
several

!;

Ikki perpendikulyar 
koordinata o'qi hosil 
qilgan to 'rtta  to 'gri 
burchakdan biri

Двухкоординатное
ось
перпендикулярна к 
одной из четирех 
под прямим углом

Two-coordinate axis is 
perpendicular to  one of 
the four right angle


