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KIRISH
Nagoya Universiteti Pre-kollej matematikasi

Sizga havola etilayotgan o*quy qo'llanma uchta qismdan iborat bo'lib,
ular quyidagicha:
I-kurs: Funksiyalar va tenglamalar;
2-kurs: Hisoblashlar;
3-Kurs: Chizigli algebra.

I kurs. Har bir mavzu ikki gismdan iborat bo‘lib, ma'ruza A va ma'ruza B
za bo'linadi. Ulaming har birida avval mavzu tushuntiriladi, so'ngra misollar
vechib ko'rsatiladi. Barcha ma’ruzalardagi misol va mashglar imkon
darajasida amaliyolga yaqin qilib tanlangan.
1-kurs quyidagi mavzulardan tashkil topgan:

1. Ko'phadlar va birhadlar
. Algebraik tenglamalar va funksiyalar
. Chizigli va kvadratik tengsizliklar
. Trigonometrik funksiya (1-qism)
. Trigonometrik funksiya (2-gism)
. Trigonometrik funksiya (3-qism)
. Kompleks sonlar
. Eksponensial funksiyalar
9. Kasr va irratsional funksiyalar
10, Teskari funksiyalar
11, Logarifm va uning xossalari
12. Sinus va kosinus teoremalari
13. Trigonometrik funksivalaming grafiklari
14. Funksiyalar va tenglamalar (1-qism)
15. Funksiyalar va tenglamalar (2-gism)
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2-kurs. l-kursda biz trigonometrik funksiyalar, ko‘rsatkichli va
logarifmik funksiyalar kabi turli xil funksiyalarni o'rgangan edik. Ushbu
funksiyalami bilish 2-kursni tushunishda juda muhim hisoblanadi. 2-kurs
hisob-kitob (calculus) larga boag'ishlangan.

Birinchidan, biz hisob-kitob (calculus) so‘zi hagida tushuntirish
beramiz. Hisob-kitob (calculus) matematikaning funksiyalar, limitlar,
hosilalar, integrallar, sonli gator va hoshgalarga yo'naltirilgan bo'limi
hisoblanadi, Masalan, harakatlanayotgan to*pning holatini bilsangiz, hisobni
aniglash orgali uning qanchalik tez harakatlanishini va to'p qayergacha
borishini topishingiz mumkin. Qisqa gilib aytganda, hisoblash o‘zgarishlarni
o'rganadi. Xuddi shu tarzda, "geometriya" - shaklni o‘rganish, "algebra" - bu
ishlashni o rganishdir.
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Hisob-kitob (calculus) fan, texnika, igtisodiyot, biologiya va boshqga
sohalarda keng go‘llaniladi. Hisob-kitob (calculus) ikki tarmogqa ega. Ular
differensial va integral hisob. Oddiy gilib aytganda. differensinl hisoblashda
"o'zgarish" va integral hisoblashda "yig'ish" muhokama gilinadi.

2-kurs quyidagi mavzulardan tashkil topgan:
1. Funksiyalar limiti va hosilalari.
2. Hosilalar va grafiklar.
3. Differensiallash formulalari.
4. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.
5. Loparifmik funksivalar va eksponentalar hosilalari.
6. Hosilaning tenglama va tengsizliklarga tadbigi.
7. Fizikaga tadbig etish,
8. Funksiyaning yaginlashishi.
9. Boshlang®ich funksiya.
10. Aniq integrallar.
| 1. To'rtburchaklar bo'yicha yuzani tagribiy hisoblash.
12, Integrallarni tadbiglari (1-gism).
13. Integrallarni tadbiglari (2-qism).
14. Differensial tenglamalar (1-gism).
15. Differensial tenglamalar (2-gism).

3-kurs quyidagi mavzulardan tashkil topgan:
I. Vektorlarning asosiy qoidalari.
2. Skalyar ko*paytma.
3. Vektor tenglamalar.
4. Marrisalarning asosiy qoidalari.
5. Matrisalarmi ko' paytirish.
6. Teskari matrisa va birgalikdagi tenglamalar sistemasi.
7. Chizigli aimashtirish.




I-KURS. FUNKSIYALAR VA TENGLAMALAR

1.1. Ko*phadlar va ularni ko*paytuvchilarga ajratish
1A. Ko*phadlarni qo‘shish, ayirish va ko*paytirish

Chekli sondagi birhadlar yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasidan tashkil
topgan ifodaga ko'phad deyiladi. O*zgaruvchilaming ko'paytmasidan iborat
ifodaga esa birhad deyiladi.

Kophadlar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish amallarni bajarish
mumkin.

Dastlab quvidagi savollarga javob topamiz:

Savol: Radiusi r sm bo'lgan doiraning yuzi nimaga teng?

f ) 1 mr? (sm®) bu birhadga misol.

Savol: x yenalik tort bo‘lagidan S tasi va v yenalik batonlar
ikkalasining birgalikdagi narxi gancha?
"ur-r »
ik I 5x +2Zy
o "ﬁ 2
Mana endi ba’zi matematik terminlar bilan tanishamiz:
—5x*y%. bu birhad, bu yerda -5 soni birhadning koeffitsiventi, darajadagi
3 soni x ning darajasi, 2 esa y ning darajasi deyiladi.
Endi ba'zi qo’shimeha ma’lumotlami keltiramiz.
l-eslatma: Ko'phadning darajasi — darajasi eng yugori bo'lgan hadning
darajasi. M: 2x'+2x+1 darajasi- 3.
1
2-eslntma: Quyidagi ifodalar ko'phad emas 3xt (=W +1),

=

bu esa ko' phad.

-

=

Biz yuqorida ifoda ko'phad bo‘lishi uchun unda yig'indi, ayirma va
ko'paytma bo'lishi kerakligini ko'rgan edik. Keltirilgan ifodalaming ko'phad
bo‘Imasligiga sabab darajada manfiy yoki kasr son turganligi, bu esa bo'lish
amali degani.

3-eslatma: Ko'phad ifodalarning kombinatsiyasidan tuzilgan bo*hishi
ham mumkin: sx' +2551-22" 42 > 52" = 22" + 32+ ]

4-eslatma: Odatda, ko‘phadlarning darajalarini kamayish tartibda
yoziladi va unga standart shakl deyiladi: 2x' 4 2x+1-2" <2<~ 2% 2241



Endi ko'phadni ko'phadga ko'paytirishni ko'rib chigamiz: (1-ifoda
)%(2-ifoda).

el

Gix+p)cr+d) = aex” + adxc+bex + bd = acx® +(ad +bc)x +bd

1 |
Uni quyidagicha talqin gilishimiz mumkin:
I-bosqich: 1-hadlar
2-hosqich: tashqgi hadlar
3-bosqich: ichki hadlar
4-bosqich: oxirgi hadlar

Ko'paytinishda odatda dismbutiviik xossasidan va guruhlashdan
fowdalaniladi.

I-misol. Ushbu (2¢° + x—3)(x+2) ko'paytmani toping.

Yechimi: l-usul

-

=

2-usul;

Qisga hisoblash uchun quyidagi qisqa ko‘paytirish formulalarini eslab
goling.




1-mashq. Berilgan Ko'phadlar uchun quyidagi amallami bajaring:
A=2x"—x' +1, B=-x" +2x+1,
1) A va B ko' phadlarni qo*shing hamda ayiring,
2) A ko'phadni B ko*phadga ko® paytiring.
1B. Ko'phadlarni ko*paytuvchilarga ajratish usullari

Ko pavtuvehiga ajratish goidalari
Ko'phadni ko'pavtuvchiga ajratish, bu ko'paytmani yoyishga teskari
amal hisoblanadi.
K.o*phadlarga yoyish

& -

(x+2Wx+3)=x" +5x+6
- 7F

Ko'paytuvchilarga ajratish
Ko'phadlarga yoyishni yuqorida garagan edik. Endi teskari amalni qarab
chigamiz. Buning uchun eng sodda holdan boshlaymiz.
Sonni tub ko' paytuvchilarga ajratish.
Tty solay

- L L

BIFS XY 13 S0y 12238003
5 r

rab qn'p;n:qlrh rhflart

Ko'phadni ko' paytuvchilarga ajratish:

- =1y —2¥x di=ia =4 =2 = 2

l..'u'inulnrll.i'l:i:-p ujiotikiz
Ko‘paytuvchilarga ajratish uslubi mukammal emas, ya'ni ko*paytuv-
chilarga ajratishning anig uslubi yo'q. Ba'zan o'ylab topish yordam berishi
mumkin. Buning uchun bir nechta foydali qoidalar bor. Ular quyidagicha:
7



1) Ko'paytmadan umumiy ko'paytuvchini gavsdan tashgariga olib
chigish:
20 + 1027 + 125 =25( 2" + 55+ 6)
2) Quyidagi formuladan foydalanish mumkin:
{1~ &) 1-noida

[
{r

el ) o s e 3 v W ST R B Y

iy = 20+ 30
i H

3) Eng past darajali birhadni qavsdan chigarib qgayta guruhlash:

el = P P o =y Y .
! i =h LN ] =it pEd i 1 s R | 1-ijofela
Tl 31 o -
=iy LR T ! 2oqoktla
. . 1]
1. = LT %} 3 ﬂ[l'."ll't'f

Ko'payima goidasidan foydalanib yechishni keyinrog ka'rib chigamiz.
2-misol. Quyidagi ko'phadiami ko' paytuvchilarga ajrating
1) 25* 4500+ 3y* - 32 -5y -2
2) = -10:"+9
Yechimi: 1) bir xil darajali o'zgaruvchilarni yonma-yon yozamiz
quyidagicha shakl almashtiramiz:

X w33y -3k =5 -2
= 24" $ (3 -+ (F” - Sy =2 i =3 A ¥r-d
[ ] - i

=387 = (3y 3w+ {2 -2U3y + 1)
=&y = 2)2a ¢ {3y 1))
=y y-D2x+31v+])
2) bu ko'phad 4-darajali bo'lgani sababli, unda darajani pasaytirish qoidasini
qo‘llaymiz. Bu yerda quyidagi belgilashni kiritib hisoblaymiz:
YRS i
o =l 9= X =Y 28V =1 -

T

= =1 == ix e Iy - D=3y - %)
Ko'paytuvchilarga ajratish tearemausi:
J(x) ko'phad uchun r(ky=0 tenglik o'rinli bo‘lsa, uniry (:-k)
ko' paytuvchisi ham bo*ladi.




Bu teoremaning ishotini ko'phadli tenglamalar mavzusida keltiramiz.
Bu teoremani tadbig qilish quyidagicha:
1) riky=0 bo'ladigan & soni topiladi;

2} six) funksiya (x—4)ga bo'linadi va gj;x1=r:—{'-? topiladi;

3) Kevin six) funksiva f(x)=(x—&ig(x) kabi yoziladi.
4)  Endi f(x) funksiyaga garaganda g(x) funkssiyai ko'paytuvchilar-
g ajratish osonlashadi.
J-misol. Ko‘phadni ko' paytuvchilarga ajrating:
flx)=x*+4x*+ x—6.
Yechimi: f(1) = 0 tenglikdan foydalanamiz:

»¥Wraxttx—06= P +axt+x—-6 [x—1
=(x—1)(x*+5x+6) = X =t ¥ +5x+6
= (x = 1)(x—2)(x —3). _Sx*hx—6
5x* — 5x
6x—6
6x—6
0
4-misol. Quyidagi ko'phadlarni ko' paytuvchilarga ajrating:
1) 4x* + 8x — 21; ¥+ Txt+8x+2,
Yechimi:
1) (ax + b)cx + d) = acx® + (ad + bc)x + bd tormuladan

foydalanamiz. Bu yerda koeffisiyentlar @ = 2,b = —3,c = 2,d = 7 bo'ladi.
O'ng tomondagi hisoblashlar orgali quyidagi ko' paytmani hasil ailamiz-
4 +8x—21=(2x—3)(2x + 7). 2 3 — b
¥

2) Ko'paytma teoremasidan foydalanamiz.
x = —1 nuqtada funksiya nolga aylanadi: f(—1) = 0. Shuning uchun
berilgan x* + 7x* 4 Bx + 2 ko'phadni x + 1 ikki hadga bo’lamiz:
x¥ 4+ 7x*+8x+2

=x? 4 6x+ 2.
x+1

Demak,
34 7xt4B8c+2=(x¥+6x+2)(x+1).



1.2. Algebraik tenglamalar va funksiyalar
2A. Alpgebraik tenglamalar

Chizigli tenglamalar.  Kvadrat tenglamalar.

Dastlab ushbu masalani qaraylik: gutida 1500 gr lik 8 ta olma bar. Qu-
tining bo'sh holatidagi og'irdigi 300 gr bo'lsa. har bir olmaning og ' irligini
foping.

Javob: lta olmaning og'irligini x deb belgilaylik va shu tariga 8x +
300 = 1500 tenglama hosil bo*ladi. Bu tenglamada noma’lum x = 150 gr
ga teng bo'ladi.

Tenglama- deb ikkita mulohazaning harfli yoki sonli tengligiga
aytiladi: £(x) = g(x).

Tenglamaning turlari ko'p bo'lib, agar f(x) va g(x) lar ko*phadla
bo'lsa, bu holda tenglama algebraik voki ko‘phad ko'rinishidagi tenglama
deyiladi.

ag X" +a; x" 4o T4 ey xta, =0

Eng sodda tenglama bu birinchi tartibli ko'phadli tenglama bo'lib, u

chizigli tenglama deviladi,
ax+b=0 (az0)

Bu tenglamani yechish uchun, dastlab o*zgarmasni tenglamaning o'ng

tomoniga o'tkazib keyin a koeffisiyentga bo' lamiz.

b
= —h ==
a

x= —E giymat tenglamaning ildizi deyiladi.

Endi birgalikda bo*lgan chizigli tenglamalar sistemasini garaymiz,

Uni o'rpanishda quyidagi misolni qaraymiz:

1-misol. Quyidagi tenglamalr sitemasini yeching. {
Bu sistemani yechishda bir necha usullar mavjud.

Yechimi: l-usul. O'mmniga go'yish usuli: bunda 2-tenglamadan
¥ =—x+6 ni topamiz, va |-tenglamadagi ¥y noma'lum o'miga qgo'yamiz
Natijada 2x + (—x + 6) = 8 ni hosil gilamiz. Bu bir noma’lumli tenglama-
dan x = Z giymat hosil bo'ladi, bu giymat yordamida y = =2 +6 — y =4
kelib chigadi.

2-usul. Qo'shish usuli: bunda tenglamalmi go'shish orgali bir noma’-
lum yo'qgotiladi, ya'ni tenglamalardagi noma’lumlar sonini kamaytiriladi. Bu
misolda biz I-tenglamani 2-tenglamadan ayiramiz. Natijada x = 2 (englik
kelib chigadi.

Tkkinchi tartibli ko'phad ko'rinishidagi tenglamaga kvadrat tenglama
deyiladi.

2x+y=8
x+y=06

ax*+bx+c=0, (a#0)
10




bu yerda x noma'lum, a, b, c koeffisiyentlar esa o*zgarmas sonlar va a = 0
sonlar.

Kwvadrat tenglamani yechishning 3xil usuli bor.

Birinchisi ko payvtivchilarga ajratish usuli.

Agar biz tenglamadagi kvadrat uchhadni ko'paytuvchiga ajratsak,
tenglama a(x —p)(x —q) =0 ko'rinishga keladi. Demak, bu kvadrat
tenglmaning ildizlari ¥ = p, x = q sonlari bo'ladi.

Lshbu misolni quraylik.

2-misol. Quyidagi tenglamani yeching:

Dx*+8x+12=0 2) 6x?—x—15=10 :

Yechimi: -tenglamada p + q = B, pq = 12. Biz ular orqali 1-
tenlamani (x + 2)(x + 6) =0 kabi ko'paytuvchiga ajrata clamiz. Bundan
teng lamaning ildwzlar:
x+2=0 x+4+6=0 x3==—2, x3=-0 kelib chigadi.

Ikkinchi tenglamani biz (2x + 3)(3x—5) =0 kabi ko'paytuvchiga
ajrata olamiz. Bundan ildizlar

2x+3=0, 3x-5=0 x,=-
qiymatlarga teng bo'ladi.

Endi ko'paytuvchiga ajratmasdan kvadrat tenglamani yechamiz.

Mana bu tenglamani garaylik,

2 +5x4+3=0
Uni yechish uchun quyidagi formuladan foydalanamiz:
ax?*+bx+c=0 (a=0)
Agar b® — 4ac > 0 bo'lsa, ikkita ildizi bor:

3 5

3 2B

—b + b2 - 4ac
X = 2[1
Agar b* — 4ac = 0 bo'lsa, bitta ildizi bor(ikkita ildiz bir xil)
b
X=——

a
Agar b* —4ac < 0 bo'lsa hagigly ildiz yo'q (buni keying darslarimizda
ishotlaymiz).
Endi kvadratik formulani keltirib chigaramiz.
ax* +bx+c=0
Bu tenglamani barcha koeffisiyentlarini @ ga bo'lsak, va ozod hadni
tenglamaning o'rg tomoniga o°tkazsak
1 b .«
X t—x=—
a a
tenglik hosil bo*ladi.
Endi bu tenglamzni to*la kvadrat tenglamaga keltiramiz.
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T, c+b’_b=—4ar
[x+ﬂ) " a 4a?  4ad?
Tkkala tomonini ildiz ostiga olsak,
b V¥ —3ac —b+Vhi-4ac
e xX=
2a 2a 2a
kvadrat formula kelib chigadi.

3-misol. Uzunligi 100sm bo'lgan ipni yuzasi 400sm’ bo'lgan to'g'ri
to'rtburchak shaklga keltirildi. Hosil bo'lgan to'g'ri to‘rtburchakning eni va
bo'yini toping.

Yechimi: To'g'ri to'riburchakning bir tomonini x deb belgilavlik,
ikkinchi tomonini esa perimeter formulasidan fovdalanib aniglasak 50 — x ga
teng bo*ladi. 17 holda yuzani topish formulasidan

x(50 —x) = 400
kvadrat tenglama kelib chigadi. Bu kvadrat tenglamani kvadrat formuladan
foydalanib yechsak, x = 10, 40 giymatlari kelib chigadi. Bu ukkala giymatlar
ham kvadrat tenglamani ildizi yoki to*g*ri to'rtbuchak tomonlarining uzunligi
bo*ladi.

Eslatma: Agar shunday kvadrat tenglamaga keladigan wzunlifni
aniglovehi noma lumlarda ikkita givinat har gemday chigganda ham uning
giymatlari 0, 50 o ‘riasida bo lishi kerak Chunki uzunlik nol bo'la olmaydi
agar () bo'lsa u kesma emas nugta bo'lib goladi.

2B. Funksiya tushunchasi

Chizigli funksiyalar. Kvadratik funksiyalar.

1

ey I ideal
Dastlab, funksiya nima degan savolga javob topamiz Matematikada,
funksiya —deb y qiymal x ga bog'lig voki x ning x,, ¥5, x3, ....x,
qiymatlari orqali aniglanadigan qiymatga aytiladi.
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v giymatni x voki Xy, X3, X5, ... X, qiymatlarning funksiyasi deb
aytamiz. ¥ = f(x) tenglikda y o‘zparuvchini x o'zgaruvchining funksiyasi
deyiladi yoki y = f(x;,%:, X3 ......%,) tenglikda esa y ozgaruvchini
Xy, Xz, X, ... X, 0'zgaruvehilaming funksiyasi deyiladi.

Bu yerda y —erksiz o'zgaruvchi x- ¢sa erkli o' zgaruvchi deyiladi. Endi
mana bu misolni qaraylik.

4-misol. Uzunligi 100sm bo'lgan ipdan to'g'ri to*rtburchak shakli
yasaldi. Bu to‘g'ri to*riburchakning y yuzini to'g'ri to‘rtburchak tomonini x
uzunligining funksiyasi sifatida aniglang,

1 i
| 3 pa

Yechimi: To'zg'ri to*riburchakning bir tomoni x bo‘lsa ikkinchi tomoni
50 — x ga teng bo'ladi. Endi yuzani topish formuladidan
y=x(50—-x)=—x"+50x (50>x>0)
tenghikni hesil gilamiz, Bu yerda y to’g'ri to'riburchakning yuzasi x esa
tomon uzunligini aniglaydi.

Aniglanish sohasi deb, erkli o‘zgaruvchilar qiymatlari to‘plamiga
aytiladi.

Qiymatlar sohasi deb esa, barcha erkli o'zgaruvchilari orgali
aniglanadigan y ning giymatlar to‘plamiga aytiladi.

e

{f * iy '-,,“ x A

¥ b — e

_n.""‘-.

aniqlanish sohast

Agar funksiva birinchi darajali ko'phaddan tashkil topgan bo'lsa,
bunday funksiya chizigli funksiya deyiladi.
Chizigli funksiyaning bir necha shakllari bor.
1) Burchak koeffisiyentli Ko‘rinishidagi funksiya I
y=mx+b(m=#0)

13



bu yerda m — giyaligi,b — esa y bo"yicha siljishi

2) Koordinatada ajratgan nuqgtalari bo'yicha y—b=m(x—a) m = 0.
Bu to'g’ri chizig o*tadigan nuqta (a: b).

3) Umumiy tenglama ko*rinishi ax 4+ by + ¢ =0,

Qisqa qilib ayvtganda, uchinchi ko'rinishi to'g'ri chizig tenglamasi, lekin
funksiya emas. Funksiya y = f(x) kabi aniglanadi, ya'ni xdan y kelib
chigishi kerak.

Agar funksiya ikkinchi darajali ko‘phad ko'rinishida aniglangan bo'lsa,
unga kvadrat funksiya deyiladi.

| %
“ L
| o
o o
“
L

L7
e c
Bu to'lgin biz uchun juda yaxshi tanish, chunki uming trayektoriyasi
ofilgan topning harakatini aniglaydi.
Kvadrat funksiyaning ham bir necha xil ko*rinishlari bor.
1) Umumiy holatda kvadrat funksiyaning ko'rinishi quyidagicha
14




y=ax*+bx+c (a=0)
Shuningdek, umumiy ko'rinishni biz tenglamaning xarakteristik shakli, ya'ni
standart shakliga aylantirib o*rganamiz,
2) Standart shakli y=a(x—p)*+¢q (a=0), bu yerda p va g lar
berilgan parobalaning uchini aniglaydi.

sy = favizantal uela

= VERE) ek

Grafikdan ko'rinib turibdiki, p- gorizontal o*qdagi nuqtasi g —esa vertikal
o' qdagi nugtasi,

Kvadrat funksiyvaning umumiy ko'rinishidan standart shakldagi formulani
keltirib chigaramiz va parabola uchining koordinatalarini aniglaymiz:

b
nx’+bx+r=a(x’+;x)+c=
2 2

ofervatine (B <)o cmof(c ) -2

by\* b®—4ac
= (.-:+-) =

2a 4a?
S =0
P="2a 1= 4a7

Endi funksiyaning grafigi va tenglamasi orasidagi bog®lanishni ko' ramiz.
Aytishimiz mumkinki, tenglamaning ildizlari funksiyaning x o‘qdagi
kesishish nuqtalarini aniglaydi. Chizigli funksiya uchun

..1. =

l'r+ il 2

-. ez l) 3 _,,:‘*
il o
e =g+ b
.f‘
.-"
..}II
7 0 Ty
7 fltizt
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Endi kvadrat funksiyani qaraymiz. Lekin bizda 3xil shartlar bor edi.
Shu bo*yicha grafiklar chizamiz.
p= b [

Agiro- 0 i i by | [ o
N i i vl
1=l ¥ = I.."--'f = | iy
L
oy ‘
W | T SN
bz '-'ir"'. T
r== S ‘“'-'“k“" Banigiy i g R lomiady % 0tk
i bo'la ha'lgand aie 1| e :
vy helar

1} Agar D > 0 bo'lsa, tenglama ikkita yechimga ega bo'ladi va parabola x
o'qini ikkita nugtada Kesib o'tadi.
2) Agar D = 0 bo'lsa, x o*qini bitta nuqtada kesib o'tadi(va’ni urinadi).
3) D <0 bo'lganda, xo°qda haqigiy yechim yo'gligi uchun kesib
o'tmaydi.
Endi funksiya grafigini koordinata o'glari bo'ylab parallel ko*chirish
formulalari va chizmalarini keltiramiz.

ekl w'gga nisbatan paralicl SrrlAGATE o s inketai neativl
d I \ i
% FEY |
R Y,
L (13 BTN B TN L Il'\ 2
1 . & d E \ Fi k
§=5 r O B ;
| Finy \'l\/' L ¥
i = = =

Quyidagi 31a grafik esa 0'qqa nisbatan simmetriklikni ko*rsatadi.

L}
*‘di-rhﬂli: B BB aiai VORFG 07 ga nivEaTaD e R
Akmmrtri dmmeril atrditaiar bowpiya
fbshalay vimmctik

g .

f_{ “: F1x) va i 44
| ' Y o
= ;
1) Funksiya grafiklari x o'qqa nisbatan simmetrik
2}1 Funksiya grafiklari y 0*qqa nisbatan simmetrik
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3) Funksiya grafiklari (0;0) nugtaga nisbatan simmetrik bo*ladi.
Yuqorida qaralganiami misolda ko‘ramiz.
S-misol. Quyidagi funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini
toping.
y=x"—4x+9 (0=x<3)
Yechimi: Bu funksiyani standart shaklga keltiramiz:
y=x2—4x4+9 =(x2—4x+H)+5=(x—2)2+5
Bu shakldan bizga ma'lumki, parobalaning uchi (2;5) nuqtada bo*ladi.
Funksiva aniglanish sohasining chap chegarasiga mq;,_kulquhi Vi 0'ng
chegarasiga mos keluvchi nugtalar, hamda parabola uchi koordinatalariga
ko‘ra funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini aniq topishimiz
mumkin.
yal

o
(4]

- >3 N

Demak. eng katta givinati 9 ga teng, eng kichik giymati 5 ga teng.
6-misol.
1) y = 2x* — 4x + 5 parabola uchining koordinatalarini toping.
)y =ax®+bx+c kvadrat funksiyaning grafigidan foydalanib,
koeffisiventlarini toping.

Yechimi: 1’y Bu misolda biz standart shakliga keltiramiz.
R G TN | QR P T BT T RS T S T S
Demak, parobala uchi (3:-1)

2) Koordinata uchini grafik orgali topadigan bo‘lsak, (-2;5). Shu orqali biz
englamani y =a(x+2)°+5 kabi yo

TEXNOLOGIYA INSTITUT!
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topish goldi. Uni topish uchun vertikal o'qni (0:-3) nuqtani kesib o*(ganidan
foydalansak, —3 = a(0 + 2)* + 5 a = —2 ekani kelib chigadi.
Demak, y = —2(x + 2)* 45 y=—2x*—8x—3

1.3. Chizigli va kvadral tengsizliklar
3A. Sonli tengsizliklar. Chizigi tengsizliklar

Matematikada ikki sonni tagqoslaganda biz  tengsiziklardan
foydalanamiz. Bunda 4 xil ko' rinishdagi tengsizliklardan foydalaniladi:
a < b bu tenpsizlik @ migdorning giymati b migdoming qiymatiga
garaganda Kichik;
a < b esa a migdorning qiymati b migdoming giymatidan kattn emas,
a > b esa a migdorning qiymati b migdorning qiymatiga qaaganda
katta;
i = b esa a migdorning qiymati & migdoming qiymatidan kichik emas
Sonli oraliq - ikki sonlar orasidagi yotgan hagigiy sonlar. Oraliglar
quyidagi turlarga ajraladi:
Yopiq oralig-kesma —[a, b];
Ochiq oralig —(a, b);
Yarim ochiq oralig —[a, b];
Yarim ochiq oraliq —(a, b].
[ ] gqavs—oxirgi nugtalari kirishini ham bildiradi.
{ ) qavsesa- oxirgi nuqtalardan tashqari barcha nugtalar kirishin
bildiradi.
Bu intervallar sonlar o‘gida quyidagi tengsizliklar kabi belgilanadi.
{rER: a<x=b} g b
(xeR: a<x<b} b
[xER: a=<x<b) 8 o
g B
@ o

[xER a<x<b}
e

Endi tengsizliklar hagida ba'zi xossalami ko'rib chigamiz.
1) Tranzitivlik xossasi: agara > b. b > ¢ bo'lsa, u holda a > ¢ bo'ladi.
2) Qo'shish xossasi: agara > b bo‘lsa, u holda a + ¢ > b + ¢ bo'ladi.
3) Ayirish xossasi: agara > b bo‘lsa, uholda a — ¢ > b — c bo'ladi.
4} Ko'paytirish va bo'lish xossasi: agar a > b, ¢ = 0 bo'lsa, u holda

ac = bc, E}%

Bu xossalar juda muhim, shuning uchun ularni yaxshi eslab qolishingiz
kerak.




Umchinchi xossada, b = ¢ deb olsak, @ > ¢ ekanligidan a —¢ > 0
o‘rinli bo‘ladi. Boshgacha gilib aytganda, sonni bir tomondan ikkinchi
tomonga o' tkazganda o° zining ishorasini o' zgartiradi.

I-misol. Quyidagi tengsizlikni isbotlang:

a+b
3 =vab (a=0 b=0)
Bu yerda a,b sonlar musbat sonlar yoki nolga teng bo® lishi mumkin.

Yechimi: Bu masalani yechish uchun quyidagilarmi bajaramiz:

- _I ‘- - z
a+h Job ath 221'-‘75 _va hl"l_i: b _ {JE;"FJ = 0.
lldiz belgisi ostidagi son ham, ularning ayirmasining kvadrati ham musbat,
shuning uchun oxirgi ifoda ham musbat.
Demak,

at+b
> >vab

Agar a = b bo'lsa, tenglik o'rinli bo' ladi.
Marermatikada, "Tma'rtn arifmetik, vavab esao'ria geometrik giymat
deyiladi.
a # b bo'lganda, har doim o'rta arifmetik giymat o‘rta geometrik giymatga
garaganda katta bo'ladivaa = b bo'lgandagina teng bo' ladi.

So'ngi tasdiqni quyidagi misollarda siz yaxshi tushunib olishingiz
mumkin:

12+3=?,5 Vv12x3=6

2
+ 7
E—g-z——=?',ﬁ vBx7 =748

?JE + ;E
—— =75 J7.5 % TR =75

Tengsizlikka doir bitta misol keltiramiz. Mana bu rasmga garang.




Bir toshning og'irligi 100gr ga teng. Biz bunda ko'rishimiz mumkinki,
bitta olma va bitta tosh uchta toshga qaraganda og'riroq. Agar bitta olmaning
og'riligini x deb belgilasak, ushbu tengsizlikka ega bo'lamiz.

x+ 100 > 3 x 100

100 ni o'ng tomonga o'tkazib ayiradigan bo'lsak, x > 200 kelib chiqadi.
Bu tenglikka chizigli tengsizlik deyiladi.

Umumiy holda ax+b > cx+d chizigli tengsizlikni yechihda,
noma’ lumlami bir tomonga sonlarni bir tomonga o'tkazamiz. ax —cx > d —
b

: (a=c)x>d—b

Keyin, tengsizlikning ikkala tomonini (a@ — ¢) ko'paytuvchiga bo'lamiz; agar
(a—c¢) koeffitsiyent manfiy bo'lsa, tengsizlik qarama-garshi tomenga
o'zgaradi.
Mana bu misolni qaraylik.

2-misol. 4x — 2 > 10 tengsizlikni yeching.

Yechimi: Tengsizlikning ikkala tomoniga ham 2 ni qo*shsak,

4x > 12
Keyin ikkala tomonini ham 4ga bo' lamiz
x>3

& A

Bu oraliq sonlar o'qidagi x ning gabul gilishi mumkin bo‘lgan qiymatlarni
ko'rsatadi.
Endi tengsizlik va grafiklarlami orasidagi bog'lanishni qaraymiz.
2-Misoldagi 4x —2 > 10 tengsizlikga mos ravishda y = 4x — 12
funksiyani yozsak, va y >0 sohani chizadigan bo‘lsak, Ox o'qda x =
3 bo'lsa, ¥y = 0 bo'ladi va y > 0 tengsizlikga mos soha x > 3 bo'ladi.



f a0

/o
RS 7%
} X

Shuning uchun, yechim x > 3 bo'ladi.
3-misol. Tkkita tengsizliklarni (tengsizliklar sistemasini) yeching:
Tx=1Zdx="7
{x+ 5>3(1+x)
Yechimi: Bu sistemani yechish uchun har bir tengsizlikni o*zini
alahida alohida yechib olamiz.
Dastlab, biz har bir tengsizlikni yechib olamiz:
N7x—124x—7 = Ix—4x=2-7+1 =3x=-6 =x=-—12
Nx+5>3(1+x)=22x>-2 =x<1

&y
2 1
e ] =
A

2 i

- ‘n.‘.

Demak, bu ikki tengsizliklarning umumiy sohasi [—2,1) yarim ochig
oraligdan iborat bo*ladi.

3B. Kvadrat funksiya va uning ildizi
Kvadrat tengsizliklar

Kvadrat tengsizliklar qu

yidagi ko'rinishlarda bo'ladi.

b g el

Chap tomondagi ko'phad ikkinchi darajali bolgani uchun unga kvadrat
tengsizlik deyiladi. Biz yuqorida kvadrat funksiya va kvadrat tenglamaning
ildizlari orasidagi bog'lanishni o*rgangandik.

ik
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Birinchi qatordagi grafiklar a > 0 holat uchun, bunda parobalaning shoxlari
yuqoriga qaraydi.
Dely =5a¢ 0 Dt frer n

thkita yechim Bitta yechim hagigiy yechim Yo'y

Ikkinchi gatordagi grafikda esa a < 0 holat uchun, bunda parobalaning
shoxlari pastga qaragan.

x - o‘qdag: kesishish nuqtalari kvadrat funksiyaning ildizlari nechta
ekanligini ko'rsatadi.
1) D > 0 holatda ikkita ildizga ega.
2) D =0 holatda bitta yechimga ega.
3) D < 0 bunda esa hagigiy yechim ega emas.
Endi kvadrat tengsizlikni yechish bosqgichlarini ko'rib chigamiz.
1-bosqich. Kvadrat tengsizlikni standart shaklga keltiramiz.

ax®+bx+c>0
2-bosqich. Kvadrat funksiyaga mos grafik chizamiz.

y=ax*+bx+c=alx—p)*+gq
3-bosqgich. ax® + bx + ¢ = 0 kvadrat tenglamani yechib va x, va x,
yechimlarini topamiz.
4-bosqich. Son o'qini kvadralt tenglamaning x; va x, ildizlari
yordamida oraliglarga ajratamiz va har bir oraliqda y o'zgaruvchining

ishorasini aniqlaymiz va ax? +bx + ¢ > 0 tengsizlikni ganoatlantiradigan
oraliglami tanlaymiz.

e i
eyt by <o \L f

"E‘E‘J‘“‘\'/;(T
Endi har bir bosqichni quyidagi misol orqali tushunib olamiz.
@a>0 va D>0 holatdagi misolni qaraylik,
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4-misol, x* —4x + 3 > 0 tengsizlikni yeching.

Yechimi: Tengsizlikni yechish uchun biz kvadrat tenglamani mos
standart shaklga keltiramiz. ¥ = (x — 2)* — 1 standart shakli.

Funksiyva grafigi Ox o*qni abssissasi | va 2 bo'lgan nuqtalarda kesib
o‘tadi. Bundan, kesmadagi bo'yalgan soha yechim ekanini ko'rishimiz
mumikin,

Biz kvadrat funksivani y = (x — 1)(x — 3) kabi vozib olishimiz
mumkin.

Grafikdan berilgan tengsizlikning yechimi x < 1,x > 3 ekanligi ko'rinib
turibdiki.

Endia >0 va D=0 bo'lgandagi misolni ko'raylik.

S-misol. x* — 4x + 4 > 0 tengsizlikni yeching.

Yechimi: Kvadrat funksivani mos standart shaklga keltiramiz:
y = (x — 2)* Demak, funksiya grafigi Ox o°qqa abssissasi x = 2 bo'lgan
nugtada urinadi.

Ko*paytmaga ajratish formulasi orgali, biz x = 2 ekanligini hosil
gilamiz.
Shuningdek, x = 2 dan tashqari barcha hagigiy sonlar tengsizhk yechimi
bo*ladi.

b

-

Endia>0 va D<0 holatni garaylik.
6-misol. x* — 4x + 5> 0 tengsizlikni yeching.
Yechimi: Uni ham standart shaklga keltiramiz. y = (x — 2)* + 1
23



Bundan ko*rinadiki, funksiya grafigi Ox o'qini biror nuqtada ham kesib
o'tmaydi. Ya'ni tengsizlikning yechimi barcha hagiqiy sonlar.

\ 0/
N4 /
T
| v
= !
O 2 X

T-misol. Quyidagi tengsizliklarni yeching:
1) —x*—2x+2<0

2)x:+x+2<0
Yechimi: 1) Dastlab kvadrat tengsizlikga mos —x* —2x+2 =10

kvadrat tenglamaning yechimlarini aniglaymiz:
_2% J(=2)% - 4(-1)(2)
2(-1) =i

Grafik asosida qaraydigan bo'lsak, x < -1 -3 x> 1443
2) Kvadmt funksiyaga mos ravishda hisoblasak D = —7 < 0 bo'ladi.
Grafikni chizsak, u Ox - o'qni kesib hech bir nuqtada kesib o‘tmaydi.
Qo'shimcha giladigan bo'lsak, parabola shoxlari yuqoriga garaydi. Umumiy
qilib ayiganda, berilgan tengsizlikning hagiqiy yechimi yo'q.
8-misol. Quyidagi bu-gx.llkdngl tengsizliklarni yeching:
[ x*+4x+3>0
2" +x— 6 < x* 4+ 2x
Yechimi: Birinchi tengsizlikni ko'paytuvchilarga ajratsak, x* + 4x +
3 =(x+3)(x + 1) > 0 bo'ladi. Uning yechimiesax < -3, x> —1
bo*ladi. Uni grafikda qora chiziq bilan chizamiz.
Ikkinchi tengsizlikni ham ko‘paytuvchilarga ajratsak,
2 4 x—6-—x*—2x=x2—x—6=(x+2)(x—3) <0
24




Uning yechimlari esa —2 < x < 3 imervalda yotadi. Uni esa chizmada ko'k

bilan chizamiz.
B

2 : :
S Ry R R e e

Bu ikkala tengsizlikning yechimlarini kesishish nugtalami birga
yazsak, sistemaning vechimi —1 < x < 3 bo'ladi.

1.4. Trigonomeirik funksiyalar (1-gism)
4A Burchakning trigonometrik funksivalari

» O*tkir burchaklaming trigonometrik funksiyalari
* Trigonometrik funksiyalar o‘rasidagi ba'zi munosabatlar
* sinfl, cost), 1g6 larming o*zaro bog'ligligi.
Balandlikni o ‘lchash masalasi
Qivalik burchagi I
ma’lum bo‘lsa, katetni
o'lchash orqali

"7 balandlikni topishimiz
o mumkin. 20
1B.7Tmm
Masala:

Daraxtning balandligi # gancha?

(L masofani va balandlik burchagini ¢ ni o'lchab topishimiz mumkin.)

Bu masalani hal qilish uchun burachaklar uchun maxsus tushunchlarga
eza bo'lishimiz zarur bo'ladi. Biz hozir ular bilan tanishamiz.

O'tkir burchakning trigonometrik funksiyasi

Sinus funksiyasi sin@= %
Kosinus funksiyasi  cos# ‘%

Tangens funksiyasi g 5%




Mixcsus trigonometrik givmatlar
Yodda saqlash uchun maxsus holatlarni garab chigamiz.

:gai:r'=il,;: gds =1, rgﬁﬂ'snﬁ.

Trigonometrik funksivalar orasidagi ba'zi bog*larishlar.
Trigonometnk funksiyalar ta'rifiga ko'ra

snl= =
h |
a . :
ﬂ'ﬂﬂni _. mﬂgmnﬂ {l] .'r/:”‘
b cios i |
170 = = { |
,
Pifagor teoremasidan foydalanamiz s

g i — 'ﬁn'ﬂi-m‘ﬂ-ll (2)

Yuqoridagi ikki formuladan foydalanib quyidagi formulani hosil gilamiz:
1), 0y —

ST

Tzoh.,

(sin8)" ni odatda qulaylik uchun s’ e kabi
yoziladi.

sind, cosd, 1gf laming teskari shakllari.

Har bir ¢-burchakda sin#, cosd, 0 larga teskani qiymat gqabul
giladigan quyidagi trigonometrik funksiyalarni garab chigamiz:
& - burchakning kosekansi deb, biming siné ga nisbatiga aytiladi, ya'mi

c::ﬂw_l—.'
gin i
# -burchakning sekansi deb, biming cos® ga nishatign aytiladi, ya'ni
“ﬁﬂ-;;
cosfl

1




@ - burchakning kotangensi deb, biming ¢ ga nisbatiga aytiladi, ya'ni
Y e
il

l-misol. Yuqorida berilgan masala uchun quyidagicha masalalar tuzish
mumkin.

(1) Biz balandlik burchagini 20 m uzoglikdan o‘lchab, 43" ekanligini
topdik. Keyin biz shunga o'xshash burchagi 8 = 43" va mos kateti 20 mm
bo‘lgan kichik uchburchakni tasvirladik. Ushbu kichik uchburchakning
berilgan burchagiga qarama-qarshi tomonni o' Ichab, u 18,7 mm bo’lganligini
anigladik, Daraxining balandligi qanchﬂ‘

(2) Balandlik burchagi 60° bo'lgan joyni
qidirdik. Keyin, biz ushbu joy bilan daraxt
orasidagi masofani o'lchadik va uning 108 m 4=
ekanligini bildik. Bu daraxtning balandligi qancha? o

Yechimi:

(1) ‘20« Ii’—?ﬂs-r

(2} mr.i:ﬂ
L

H =L tgf =108 =10.8x3 =108x1.732=18Tm
2-misol. Biz balandlik burchaklari 30° va 60°
bo'lgan ikkita A va B pozitsiyalarini gidirdik. A va
B orasidagi masofn 12,6 m edi. Ushbu daraxting
balandligi gancha¥

4

rap e
O

Yechimi: BD va PQ mos ravishda a va i Po : =
- [ o - i ¥
bo'lsin. 3
- [ I ' ] h
3t = = a+126= =ul'3.i va mhl'=—= = goe———
. a+l26 .- 130" f ol a o0 3
I 3 1.73

Z126=v3h = II—IZEH--—RIZFI'!:—I:],I 0
o3 2

4B. Trigonometrik funksiyalar. Umumiy burchak

Umumiy burchakka ega trigonometrik funksiyalar
Uimumiy burchak

Bosh o*q- bu burchak boshlangan o°q.
Terminal o'g- bu aylanadigan nur.
» Agar ¢ >0 bo'lsa, burchak soat strelkasi haraka-
‘. tigagqarama-qarshi yo'nalishda ochiladi.
hy " gco bo'lsa, burchak soat strelkasi harakati
yo*nalishi bo*yicha ochiladi.
P Misol:
/‘"\_ s « va ¢ lar koterminal burchaklar bo'lsa,
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F=a+360" en
(n=0.%)%2..)

Umumiy burchakka ega bo‘lgan trigonometrik fu nksiyalar

P{x, y) nugta @-burchakli terminal o'gdagi nugta bo'lsin. OF kesma-
ning uzunligi esa: r= /s + 5.
Ixtivoriy burchak uchun trigonometrik funksiya- ZEi

larni quyidagicha aniglaymiz: f ¥
np=2, B
F L__I-*' AN ;n'
X i e A i 4
cosll = ;, S "E e
gh=2. :
X
Aniglanishiga ko'ra trigonometrik funksiyalarning ishoralari:
Chorak 14 i I 5 i e
x>0, p>0 x<0, p=0 x<0, ¥y=0 x>0, y<0
gind + + - s ]
cosd =+ o = +
g i = ER

3-misol. (1) 570 ° va (2) -405 ° burchaklaming trigonometrik
funksiyalarining giymatlarini toping.
Yechimi:

570" = 360° +210°

& sin 570" = sin(180° + 30°) = —sin 30° =~ ¢
£ 570" = cos(1 807 +30°) = —cos 30° == g;
1
370° =i (180" +30% )= 1g30" =
g izl +30)=1g ;E

405" = —360° - 43"
|in{-405"}-—.sm{-—45°1= ——J_I,;

nnrs[r-ﬂ]S']-= cos{~457) =%;




g (405" )= rg(-45") =~ 1.
4-misol. Faraz qilaylik, - burchak IV-

. 3 .
chorakda bo'lib, cosé= % san@ va fgd i
givmatlarini toping. o o
L VE 3
.a-"'"#-" h
L I ! B
Yechimi:
7
) o ANVALS
s ¥ =1-o05* @ = t-[;] o -2—5
@ - burchak IV-chorakda jovlashganligi sababli,
sl =— rﬁ_ﬁ -
snil< == “ 5 3
sin & A
{] I‘,ﬂ = = ——
= cos i 3

1.5. Trigonometrik funksiyalar (2-gism)

S5A Burchakning radian o*lchov birligi.
Trigonometrik funksiyalar grafiklari
Gradus (°) - aylananing to'liq aylangan markaziy burchagi 1/360 qismi-
dir.
Radian (o‘lchovsiz)- burchak yoyining radiusga
nishati bilan tavsiflanadi.
ixr

60" <=> 2w = =
(Aylana vzunligining radiusga nisbati).
Radianda birlik yo'q, lekin "rad" belgisi ishlati-
ladi.

Irad = 57.29 =++° (360 ° = 25 rad yodlang).

Radianning qo®lanilishi
I-misol. Radianning oddiy ifodalarda go*llanili-
shi. 4
Burchagi # va radiusi r bo*lgan sektorning yuzi: € ]

7]
¢ [gradus]: ='—;
[eradus]: =7 <%

o [radian): r* [m*ij.

F ;
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2-misol. Kichik burchakli trigonometrik funksiyalaming giymatlarini
taqribiy hisoblang.

Yechimi: Burchak @ kichik bo'lganda
BH arcdB
gnifs—s——=1,
o8 (8
Masnlnn sin 2wt —u 21416

= = . u__; ; 5
T e LTS, (Jadvaldan, 1"=0.0175)

Sinus va kosinus funksiyalarning grafiklari

Bu funksiyalaming aniqlanishidan fovdalanib ularning grafiklarini
quyidagicha quramiz:

= I |
v Lt y=rsind v =sini

P s ¢
I,""-n'J sl - 1 Jo= reaaf! \ LS e,
L3

0




Tangens funksivasining grafigi

# AT .
!J ; Gh = . ¥ =tand?
# oy L

——a

Davriy funksiya
Agar
Jiz+p)=fix)
tenglik o'rinli bo'lsa, fts) funksiyaga davriy funksiya deyiladi. Bu yerda p-
davr.
Davriv funksiva qiymatlari muntazam ravishda takrorlanib turadi.
3-misol. y = sin x funksiyaning davrini toping.
Yechimi: sin(x+2x)=sinx , Dawr=2x

Lk

4-misol. Quyidagi funksiyalami tasvirlang va ulaming davrlarini
ko'rsating.
1) y=2sinx; 2) p=sinzx; 3) ]Fsﬂn{:---;}
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Yechimi:
(1) Bu funksiyaning grafigi y- 0'q
bo'yicha 2 marta kengayadi,
shunung uchun uning davri 2x

(2) Uning grafigi x- o°'q bo'yicha (3 ;. 5:q bo* :,-'icha ~ ga o'nga siljiydi
2 marta sigiladi, shunung uchun
uning davri Sin ning davridan ikki  va davri Sin funisiya L‘J.hl 2m ga teng.

marta kichik va n ga teng. = ¥
‘=8I x ¥ =sm 3y l ___l’ ? ‘JI=S“{"-_E‘]

y=sinx

S-misol. Quyidagi funksiya haqgida berilgan savollarga javob bering:
y=25in[1x—'—;), (0sx<2x)

(1) Ushbu funksiya qachon nolga teng bo‘ladi?
(2) Ushbu funksiyaning x=0.2= nugqtalardagi giymatlari qanday?
(3) Ushbu funksiyani tasvirlab bering.

Yechimi:
(1) Berilgan funksiya argumenti o'zgarish oralig‘ini topamiz
O<x<2r, . 0s2csdr, - —%sh—%f.ur—%

demak. uning nollari quyidagicha bo'ladi

1:—-—:-‘—-0,.7,2;,3: h :

AR
3

=J

x

"6

(2) Bu nugtalardagi giymatlarni bevasita hisoblab topamiz
x=0; ¥ =?.sin[—§)=—-ﬁ:

’
x=2x: Jlﬂlsin[ilngr]= lsint—;}—— /5.

a-‘{ E]

S5
3

(3)

e

-

R
-r-u.? T

-
=
=

_..__..p'-..-- - -
R
[




5B. Trigonometrik tenglama.Trigonometrik tengsizlik

Trigonometrik  tenglama- bu noma'lum trigonometrik  funksiya
gatnashgan har qanday tenglamadir.

Masalan: 2sin’ x4+ 3cosx-3=0.
Bunday tenglama, albatta barcha tenglamalar kabi, ma’lum burchaklar uchun
o'rinli bo'ladi.

lzoh. Har gqanday burchak wchun to'g'ri keladigan trigonometrik
tenglikka
trigonometrik aynivat deb ataladi.

Keyingi darslarda biz bu ularni o‘rganamiz.

Ba'zi trigonometrik tenglamani algebraik usullar yordamida oson
yechish mumkin, ba’zilarini esa tagribiy hisoblash orgali hal gilish mumkin.

6-misol, 2sinx—x=0.

Yechimi: Bu tegnlamani grafik usulda yechib x wva x, tagribiy

ildizlarini topish mumkin

7-misol. 25inx—1=0.
Yechimi: l-qadam. Biz avval sinx ni tenglamaning o‘zgaruvchisi
- ; 1
sifatida olamiz va unga nisbatan yechamiz sin X
2-gadam. v =sinx grafigidan yoki birlik aylanasidan 0 dan 2r gacha
bo‘lgan oraligda yugoridagi tenglikni qanoatlantiradigan x ning giymatlarini
topamiz.




aadait,
Davriylikni hisobga olgan holda, 2zn ni qo‘shamiz, u holda

x Sz
. x=—42xn, —+2xn
6 fi

Trigonometrik tengsizlik

Trigonometrik tengsizlik deganda, trigonometrik funksiya noma’lum
bo‘lgan har qanday tengsizlik tushuniladi. Uni trigonometrik tenglama
asosida yechish mumkin.

8-misol.. Quyidagi trigonometrik tengsizlikni yeching: 2sinz-1-0

Yechimi: 1-gadam. Berilgan tengsizlikni, tengsizlik belgisini tenglik
belgisiga almashtirish orqgali

trigonometrik  tenglamaga aylantiramiz
2smx=1=0

2-qadam. Hosil bo'lgan tenglamani [0,25] oralig'ida yechamiz

3-gqadam. Olingan ildizlar orqali ajralgan intervallar orasidan
trigonometrik tengsizlikni ganoatlantiradigan intervallari topamiz:

i 4 Sx
e

6 L
4-gadam. Yechimni butun o’q bo‘yicha yoyib chigamiz
T 42mmex -:S—l-r?.rn
6 6
9-misol. Quyidagi trigonometrik tenglamani yeching:
25in’ x+3cosx—3=0.
Yechimi: Quyidagi almashtirishni bajaramiz: X =cosx.
Natijada quyidagi kvadral tenglama hosil bo"ladi

1
2(1-X*)43X-3=0 = 2X7-3X +1a 0 (X =1)(2¥ -1) =0, .~——x g
Xl X=z. \
-mqrnl'ﬂm oox=l 2 — “.- : .:
m:--l-z— dan .. ::%. ST;r ______..-.'/




10-misol. Quyidagi trigonometrik tengsizlikni yeching: rgx=>-3.
Yechimi: Tengsizlik belgisining o'miga tenglik qo‘yib, tenglama
tuzamiz:
g =—J3,
1

Tangens rasmda ko‘rsatilgandek » davrga ega. U holda .-c=-§ ildiz [—% E]

oralig®idagi ildiz bo' ladi.
Grafikdan va davriylikni hisobga olgan holda, yechimni quyidagicha

topamiz: —%+ an< xc%+ xn.

|
a

1.6. Trigonometrik funksiya (3-gism)

6A. Trigonometrik ayniyatlar.
Ba’zi trigonometrik funksiyalarning aniq giymatlari

Biz bu mavzuda trigonometrik funksiyalar uchun muhim tengliklarni
keltirib chigramiz. Dastlab burchak yig'indi va ayirmasining sinus va
kosinuslarini qaraymiz.

Ayniyat - bu o'zgaruvchining har ganday qiymati uchun o‘rinli
bo*ladigan tenglik.

Hisoblashlarni bajarishda biz tenglamaning har qanday gismini boshga
o'zgaruvchiga almashtirishimiz mumkin. Ifodani qulayroq shaklga keltirish
uchun bizga ma’lum bo‘lgan ayniyatlardan foydalanamiz.

sin{a+ ) =sinacos #+cosasin
:iim{a-ff] = 5in @ cos f = cosa sin [f
cos (e + ) = cosa cos f~sinasin f
cos (e — #) = cosacos f + sina sin fF

Ushbu formulalar muhim hisoblanadi, chunki trigonometriyagi qolgan
barcha ayniyatlar shu formulalardan foydalangan holda keltirib chigariladi.

I-misol. Isbotlang: sin(& + ) = sina cos f+cosasin 5,
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Yechimi:
Chizmadan foy'&élﬂnib DE ni topamiz:
DE= ADsin(a+ f)=FG+DH =
= FAsing+ DF cosa = ADcos fsina+ ADsin ffcosa .
Demak,

sin{a+ f#) =sinacos f+cosasin f.

Biz ma’lum burchaklar uchun ba'zi
trigonometrik funksiyalarning qiymatlarini topishimiz mumbkin.
2-misol. (a) sin15* va (b) cos15° giymatlarini toping.

Yechimi:
sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45°sin 30° =
= Hﬁ-— L b -thl \"E—ﬁ

1 T
e P mi—— = |
N2 2 2 2 4 = :

eosl5’ =r-=n'.l[45°-3»ﬂ"]= cos45” cos 30° +5in 45" sin 30" =
O I W L [ s J_
T 2 ?i' 2 27
3-misol. Burchak yig*indisi va ayirmasining mngenslanm toping.
Yechimi: Sinus va ’kusmus formulalaridan foydalanamiz.

sine smﬁ'

k{ﬂ*ﬂ]uﬂ_“""WJﬂ*mmmﬁ_ cosex  cosf

= o Jec +fg 7
(a+p) mamﬂ—mnnnﬂ_l_slnaﬁnﬁ |—tgatef *
' 08 (I cos fi
sing g ff
E‘_ﬂ"“'ﬂ} Smia ﬁ] Imﬂmﬁ—ma:xnﬁ COS mﬁ fgﬂ__;ﬁ_
cos (- ﬂ] mamﬂ+sma:mﬁ o Smasinfl o 1y igaigp
mamﬁ
. H{ﬂi-ﬂ}.M E{ -—ﬂ‘j-—mﬁ.
L=tgeaigh’ 1+ gatg
4-misol. (a) sin75°, (b) coe75* va (c) 175" qiymatlarini toping.
Yechimi:

(@) sin75" = sin (45 +30°) =sin 45" cos 30" + cos 45 sin30° =

lﬁ L) Ji+1 J'-lﬁ

R TR o Tl 1
(h)m!!‘-m[4f+!ﬂ'}-m45'm3ﬂ'-smi5‘m3ﬂ =
3 -.6— _f6-2.



1
14+—=
tg 45° + tg30° v3 V3+1
5° = tg(45° + 30°) = = - :
V3
S-misol. y=3x-] va _1.'=-I;.x+| ikkita - r.-'j
to‘g'ri chiziglar berilgan. ,r':
Quyidagi savollarga javob bering. P=
(1) Ushbu chiziglar va x o°qi orasidagi a va FU o
burchaklami aniglang; i i
(2) Ushbu ikki to‘g'ri chiziq orasidagi = -7 7
i} [ﬂ i< :-] burchakni toping. . ,-;f'r
f;

Yechimi:

(1) To'gri chiziq burchak koeffisiyentli tenglamasidan (ger=3, fg/1=7 larga

ega bo®lamiz;
(2) Chizmaga ko'ra uchburchak ichki va tashqi burchaklarini bog*lasak

Bmy=fF
LI holda

|
[ P—
g ft
jFﬂ:fgh;—ﬂ];M=_l_=L o E=% <

lsigaigh | 3.0
2

6B. Trigonometrik ayniyatlarni keltirib chigarish.

Biz yuqorida isbotlangan ayniyatlardan foydalangan holda quyidagi
avniyatlami Keltirib chiqaramiz:
+ lkkilangan burchak;
» Yarim burchak;
= Yig‘indini ko*payunaga o‘tkazish;
* Ko®payvtmani yig'indiga o' tkazish;

Trigonometrik ayniyatlarni keltirib chigarish

I Uchlangan burchak Ikkilangan burchak Yarim burchak
!' formulalari: formulalari: formulalari;

| sin3a=—tsin* a+3sina cos 2 = 005° @ ~sin’ & X _I-cosa
: va boshqalar va boshqalar. 2 2

- : va boshqalar.
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f=2x , a=f
sin(a+ f}=sinacos f +cosasm ff
cos(a + ff)=cosacos f¥sinasin f

Teskari hisoblash e+ f=4, a- =5

Ko'paytmani yig'indiga o'tkazish Yig'indini ko‘paytmaga o‘tkazish
formulalari: ‘ formulalari:
sinacos _—.%[:r'm{a + f)+sin(z- ) sin A+ 5in B = 2sin 'JE B o8 A:E
va boshgalar. va boshgalar.

Ikkilangan burchakli
formulalaridan kelib chigadi:
sin2a = 2sina cosa,

trigonometrik ayniyatlar bevosita yig‘indi

cos 2a = cos® a — sin?

a=1-2sin"a
=2cosa—1
2tga
gea=a— g a
6-misol. r32¢=l—_2’-i—':s ni isbotlang.

Yechimi:

mm‘nnla uiill[ﬂ-l-d':l _ 2sinacosa g
T o — o A T
cos cos{a+a) cos'a-sin'a l-igla

Yarim burchakli trigonometrik ayniyatlar
m=ﬂ5=j-:ma ml%:h:;m e L

-

2 l+cosa
T-misol. sin22.5, cos22.5, 225 larning qiyvmatlarini toping.

Yechimi: 22.5° burchak I-chorakda bo'lgani uchun, bu giymatiarming
barchasi musbatdir.

e lmoosdST 0 LNL MBS 242 o Lo 242
ﬁm:’*“:ﬁnzfi muls_uﬂiz;ﬁ
Shuning uchun

]
g5 =522 _V2=V2 {252)
mnr 1“.'1+Ji 4-2 " h -I =i m
Yig'indini ko'paytmaga o‘tkazish bo'yicha ayniyatlami hosil gilish
uchun mos funksiyalar yig*indisi va ayirmasini go*shish yoki ayirish kerak

22 =
-T=J§ te



sinacnsﬁ=%{sin{a+ B)+sin(a—B))
cosa sin = %{sin{_a+ B)—sin(a - ,ﬂ)}
mscr-;:osﬂ=£{_ms[a+ﬂ]+ ms(a—ﬁ]}

sinarsin f= ~%{m5[ﬂ'+ 3]—"“5(”'-3:}}

8-misol. sini5 sin75 ning giymatini toping.
Yechimi:
mﬂﬁnm?Frr%{msﬂf+T5]-mmUT—T5w=
= - %icu&‘iﬂ' —m.s[—ﬁﬂ"}} = %cus[ﬁﬂ‘]: :::
Ko'paytmani yig'indiga o'tkazish bo'yicha ayniyatlarni hosil gilish

uchun @+ fi= A, @—4=4# kabi almashtirishlarni bajarish zarur bo*ladi.

A+8  A=8
cos—

gin A+ sin 8= 23in

A+B . A-B
sin

sin A —sin B=2cos

A+ B A—R
cos A+ecosB= Zcﬂﬁ—rﬂtm =

A+B . A=-8
sin
2
9.misol. cosl0 +cost 107 +eas230° giymatini toping.
Yechimi:
cosl0" +eosl 10" +cos230° = {mall:l' +¢m23ﬂ')+c-.\51 1=

cos A—cos B=-2%in

™ ztoxlzll':m[-llﬂ'}-r:ml 10° =

=—cosi 10" +ensl 10" =0

10-misol. s=sin@ va c=cosd kabi belgilash berilgan. Quyidagi
funksiyalami & va ¢ orgali ifodalang. ‘
(1)sin4@; (2) cos46.
Yechimi: Tkkala hol uchun ham ikkilangan burchak formulalaridan
foydalanamiz.
(1) sin40 = sin (2x20) = 25in 20 c0s20 = 45¢ (1-25*)
(2) cos 40 = cos(2x2) = 2c0s* 20 ~1 = 2(2c0s* 0-1) =1 =

=1[2u’-lf—l= = 1[4:'—-4::’-!- If"t =8c¢'-8c'+1,
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11-misol, ggr=-2 bo'lsa, sin2x+cos2rning qiymatini toping.
Yechimi: sin’ x+cos x=1 ayniyatdan foydalanamiz.

; sin2?x+cos2x 2sinxcosx+cos’ x—sin’ x
sin2x+coslx= = : : =
I SIN° X+CO08 X
ugxwl-tg'x 2(2)+1-(-2) 7
l+1g'x (-2)" +1 5

L.7. Kompleks sonlar
TA. Kompleks sonlar. Kvadrat tenglamalar

Bizga ma'lumki kvadrat tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
bo‘ladi:
a +bx+c=0.

Bu tenglamaning ildizlari uchun quyidagilar o'rinli edi:

Agar D=b"—4ac>0 bo'lsa, kvadrat tenglama ikkita har xil hagiqiy
ildizlarga ega bo'ladi: x,, = :b—i;aﬂ

Agar D=b"~4ac=0 bo'lsa, kvadrat tenglama bitta hagigiy ildizga ega
bo'ladi: x=-—i.

2a

Agar D=b"-dac<0 bo'lsa, kvadrat tenglama haqigiy ildizga ega
emas

Oxirgi holda ham tenglamaning ildizlari mavjud bo'lsin degan shartni
qo'ysak, quyidagi yangi kompleks son tushunchga kelamiz.

Biz shunday i sonni kiritamizki, uning kvadrati -1ga ya’'ni

i=+=1

bo'lsin. Bu i sonini mavhum birlik, deb ataymiz.

Bu tushunchadan foydalangan holda

ax’ +bx+ec=0

kvadrat tenglama uchun quyidagi xulosaga Kelamiz:
Kvadrat tenglamaning ildizlari

o —b b —dac
2a
ko'rinishda topilar edi.
Agar D=b —4ac>0 bo'lsa, kvadrat tenglama ikkita har xil haqigiy
ildizlarga ega bo'ladi.

Agar D=k —4ac=0 bo'lsa, kvadrat tenglama bita haqgiqiy ildizga ega
bo' ladi.



Agar D=hb"—4ac<0 bo'lsa, kvadrat tenglama ikkita har xil kompleks
ildizlarga ega bo'ladi.
Kompleks son

a+hi ko'rinishdagi ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda a va b
hagigiy sonlar bo'lib, a —kompleks sonning hagigiy qismi, b — kompleks
sonning mavhum qismi, { —esa mavhum birlikdir.

Maxsus holatlar:

a: hagiqiv son (a=0, b=0 bo'lsa);

a+ bi: mavhum son (b# 0 bo'lsa);

Ai : sof mavhum son (a=0, bh=0 bo'lsa).

Demak: Kompleks son=haqiqiy sontmavhum son

Kompleks sonlar ustida amallar
Tengliklar
a+bi=c+di bo'lsa,uboldaa =¢cvab = d bo'ladi.
a+bi=0 bo'lsa, u holdaa = 0 va b = 0 bo'ladi.

Qo'shish
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
Ayirish
(a+bi}—(c+di)=(a-c)+(b=d)i
Ko'paytirish
(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(ad + be)i
Bo“lish

(c+di) _(actbd) (ad—be)

(a+bi) a+b  a +b

Qo*shma kompleks son

a—hi kompleks son a+ b kompleks sonning qo*shmasi deyiladi.

Bu yerda a kompleks sonning haqiqiy qismi, —bi esa mavhum
gismining garama-garshisidir,

Odatda, z=a+hi kompleks songa qo‘shma kompleks son T=a-bi
ko‘rinishida belgilanadi.

Kompleks sonni kompleks songa bo‘lganda maxrajdagi kompleks
sonning qo‘shmasini surat va maxrajiga ko‘paytiramiz (qo‘shma kompleks
son haqida quyida ma'lumot beramiz),

Qo‘shma kompleks sonning afzalligi
Kompleks sonni o’ zining go‘shmasiga ko' paytirsak, haqiqiy son hosil
bo’ladi;
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= :{tH- ﬁf}{a —bi'}= a —(bl'}.: =a +&
Shuning uchun, kompleks sonlami bir-biriga bo' lishda yugoridagi
formuladan foydalanish qulay.
Masalan,
(c+di) rh (c+di){a—bi) (ac+bd) ; (ad - h},
(a+bi) (a+bi)(a-bi) a +b a + b
1-misol. x’ —2x+d4=0ko'rinishdagi kvadrat tenglamani kompleks

sonlarda yeching.
Yechimi: Kvadrat tenglamani yechish formulasidan foydalanamiz:
+244/2" —dx1x4 :
"x1,t - o =] 3‘.

2-misol. ax’ +bx+c=0 ko'rinishdagi kvadrat tenglama va uning ikkita
a va g ildizlari berilgan bo'lsin. Quyidagi tengliklami isbotlang:
a+ﬁ=—£, aﬂ=5_
& &
Yechimi: Kvadrat tenglamaning ildizlari formulasidan foydalanamiz:

_=bafb’—dac pob= *~dac b

asf e
2a 2a “
afi= =b +1.||£:|1—-4n: —b —+fb? —dac _':—Hl ~(b" —dac) s
= 2 RS

Misol
3-misol. Quyidagi ifodalarni soddalashriring:

) {ﬁJ'J__E){&“ﬁ} (2) 14iti* 44 (3) %;:_:
Yechimi:
() () 2+5) (1 2 2=
=[ﬁﬁ+ﬁﬁ)+(ﬁﬁ_ﬁ_ﬁ)f=zﬁ_f
(2) it oot 2(14i= =)+ (14 i=1=i) + 1 ti-1=i

. e 3 d - £ .
(3) 1+{+3-{= {2_+a] i {3_—:] 34 86 _7+i
2=i 3+i (2-i)(2+1) (3+0)(3-i) s 0. 5

7B Kompleks sonlar tekisligi

Biz bu mavzuda kompleks sonning geometric tasviri, kompleks
sonlaming afzallilar hagida to*xtalamiz.
Kompleks sonlar tekisligi (Argand diagrammasi)
42
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Kompleks sonlar tekisligi kompleks sonlar orqgali tasvirlanadi.
Kompleks sonlar tekisligida haqigiy va mavhum o'qlari asos qilib olinadi.
Kompleks son Kompleks sonlar tekisligi
x o'gida ko'chish
y o'qida keo'chish

stz

z=x+ | =

I

ol ¥ Kz

Kompleks sonlar ustida amallar bajarishning eng qulay shakli uning
trigonometrik  ko'rinishidir. Buninh uchun sonni qutb koordinatalar
sistemnasida ifodalaymiz

Outh koordinata sistemasida ifodalanishi

{x, rr:l =X+ ﬁklgcbdﬂik ifodalanishi

- [.1 = rcost, y ;:éinﬁ]

(r.1) z=r(cosf+sind)  Qutb koordinata sistemasida ifodalanishi

Kompleks sonning moduli deb

ga aytiladi.

# ga kompleks sonning argumenti deyiladi va
Py JL. va sing=2%
tengliklardan aniglanadi. " f
Agar ikkita kompleks sonlar
2, =r(cosd, +isinf, ). 2, =r,(cos@, +fsinﬂ;)
trigonometrik shaklda berilgan bo*lsa, ularning ko'paytmasi quyidagicha
bo'ladi:

22 =11 {eos(6, +6,) +isin(6,+6,)}.
Kompleks sonlar tekisligida
fmiz) ikkita kompleks son ko 'paytmasi-
' ning moduli shu kompleks sonlar mo-
dullarining ko ‘payvimasiga teng;
ikkita kompleks son ko'paytmasi-
ning argumenti shu kompleks sonlar
argumentlarining yig ‘indisiga teng.

1

=

i |
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4-misol. Ko'paytma formulasini isbotlang.
Isbot:

2.z, = hir (cos@, +isin6, ) (cos#, +isind, )=

= 17, (cosB, cosf, —sin g, sin, ) +i(sin 6, cos e, +cosé sind, )=
=nr

nh {cus[ﬁ*, +8, ) +isin(6, +6.)}.

[ ga ko' paytirishning
geometrik ma’nosi:
=z, H=I ya'ni
z=r(cosd +sind), r'znxls% H‘sin% 2
baotIsin, :

Ularning ko’ paytmasi B 2
quyidagicha bo‘ladi:

zi= r{m(& 4 g J+ isin [E-"+ E]} O

Demak kompleks sonni, “i" ga
ko ‘paytirish degani modulini
o'zgartirmasdan  90° ga  burish
tushuniladi

Muavr formulasi
Ko'paytirish qoidasidan, quyidagiga ega bo'lamiz:
2* =r(cosf +isin@)r(cosf+isinf)=r*(cos28 +isin26).
Xuddi shunday,

= =r*(cos28 +isin 28 r(cosf +isin@) =r’ (cos3F +isin36).

Natijads, quyidagi formula hosil bo'ladi:

(cosd +isin@) "= cosn +isinnd

Muavr formulasi

Bu tenglik kompleks sonlami va trigonometriyani bog'laydi.

S-misol. Quyidagi qiymatni toping: e
t izl
(1+i) .

Yechimi: Kompleks sonlar tekisligi- T S S =

dagi joylashgan o‘midan quyidagini topa-

miz:
I+I=Ji[m%+l‘sin%].

‘Muavr formulasiga ko'ra quyidagiga ega
bo' lamiz;

o
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]
=2 T pisinZ =I([mﬁ-§£+i5in£{r—]=
(1+1) =2 (cm‘l +rsnn4] ) ¢ 3

=16{cos 27 +isin2x)=16.
6-misol. Quyidagi giymatni loping:
L]
(ﬁ + l'} .
Yechimi: Kompleks sonlar tekishgidagi hjt=====2 =
joylashgan o'midan quyidagini topamiz:

faei =)

|

'

v :
Vi+i=2 L.na—+f.5rn—-] b . S
h h (]‘ i3 :Tq'il :."

Muavr formulasiga ko'ra quyidagiga ega
bo*lamiz:

|
(J-Ea: + .i}Ih = 1‘[:;15% + .‘sin%] = 25155[ I}B-‘;—E+tﬁm4§]

= zf.a[—-% -‘—"rij]= 12812831,

7-misol. Quyidagi tenglikni qanoatlantiruvchi A, B, C koeffisientlami

giymatlarini toping:
cos38= Acos’ @+ Beos’ 8+ C cos.
Yechimi: Muavr formulasiga ko*ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
(eosf + isinf) = cos 56 + isin 36.
lkkinchi tomondan
(x+y) =x" +5x'y+10y* +10x"y" + 520" 4y

formulaga Ko'ra,
(cos@+isin @) ’= [cm:ﬁ'}’ +:‘i[cns£}‘ (isin@)+1 t}{cmﬁ}’ (isin E}' +
+10(cos8)’ (isin@) +5(cos@)(isind)’ +(isin8) =
= cos’ @ —10cos’ @sin’ @ +5cosfsin' 0+
+i(5cos' @sin@—10cos’ Hsin’ @+ sin’ 8).
bo*ladi. _
Yuqoridagi ikki tenglikning o*ng tomonlarini tenglashtirsak,
cos 56 = cos’ @—10cos’ @sin® &+ Scosfsin' 6=
= cos* —10cos’ (1~ cos’ ) +5cos8 (1~ cos’ 6) =
=16¢c0s" @~ 20cos" 8+ Scosf = A=16, B=-20, C=5.
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1.8. Ko*rsatkichli funksiya
SA Ratsional va irratsional sonlar

Biz dastlab haqiqiy sonlar haqida to*xtalamiz.
Natural sonlar

Sanashda ishlatiladigan sonlar: 1, 2, 3, 4, 5, ...
Butun sonlar

Natural sonlardan tashkil topgan sonlar, ularning manfiy sonlari
vanol:...,=3,-2.-1,0,1, 2, 3, ...

Butun sonlar sonlar o‘gida quyidagi nugtalar bilan ifodalanadi.

R

=4 =3 =2 =1 O 1 2
Ratsional sonlar
Ratsional son bolishi mumkin bo*lgan har ganday son ikkita butun
sonning bo'linmasi sifatida ifodalanadi: =
n

Maxraj n nolga teng bo'Imasligi kerak:
[Masalan]: l=(3} 3
2 \4) 7

Har ganday butun son maxraji 1 ga teng bo'lgan ratsional sondir.

Har qanday ratsional son o'nli kasrda ikki xil ko'rinishda ifodalanadi:

Cheklli o'nli kasr [Masalan]: %: 0.04.
3

—

-

Davriy o'nli kasr [Masalan]: ;—? =0.037|037|037|037....

Irratsional sonlar

* Har ganday irratsional son ratsional son emos, ya'ni irratsional sonni
i:i. kasr ko' rinishda yozib bo'Imaydi.

* Irratsional sonlaming o‘nli kasr ko*rinishi cheksiz bo'lib, hech
qachon davriy kasr ko'rinishda yozib bo‘lmaydi.

[Masalan]: V2 =1,41421356....w = 3,14159265...

Hagiqiy sonlar

g _" Hagiqgiy sonlarga barcha ratsional sonlar va barcha irratsional sonlar

kiradi.
* Haqiqiy sonlar son o'qi bilan ifodalanadi.
mhhlunaﬂmda bizga ma’lum sonlami quyidagicha tizimlashtirish
mumkin.

aG




Sonlar sistemasi

— nalural sonlar
e
[_'— manfiy riatural sontar

|
bulun -——i

0 haniiiy davriy o'nli kastlar

L&irratsional sonlar

komoleks sonlar
1-misol. V2 ni irratsional son ekanligini isbotlang.
. . m s s 5
Yechimi: Agar J2 ratsional son bo‘lsa, uni — ko*rinishdagi kasr
]

orgali ifodalashimiz mumlkin.
U holda
ﬂ = “IIE —a, E_E - ﬂ U
1 n n an
Lekin, m van | dan tashqgari umumiy bo‘luvchiga ega emas, bundan
tashqari, mm va nn hech ganday umumiy bo'luvchisi yo*q. Shuning uchun,
i

—3

nn
bo‘lishi mumkin emas. Shunday ekan, 2 ratsional son emas, ya'ni
irralsional son.

2-misol. Quyidagi davriy o'nli kasmi oddiy kasr sifatida ifodalang:

0.037037037037......

Yechimi: Ragam har uchta ragamda takrorlangani uchun, biz x va
1000x o‘rtasidagi farqni ko'rib chigamiz. {

1000x=37.037037037037...

- x=0.037D037037037...

000x=37

37 1

Shuning uchun, x=—=—.
999 27
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Maxrajni irratsionallikdan qutgarish

Ifodani sodda va hisoblashni osonlashtirish magsadida. maxrajdagi
irratsionallikni quyidagi tarzda bartaraf etiladi.

3f*ltllstlﬂ Quyidagi sonlarning maxrajni irratsionallikdan qutqaring:

{l] T——, (2] %{1

Yechimi: (1) J_ }“‘:, ﬁx;r_ 3J2.

(a+b)(a—b)=a’ —b* munosabatdan foydalansak, u holda
2+J'_ U—*’J_:I (V2 +43) s
-B (2-8) (f2-B)2++5)
=‘-TZJ_\E+3

— =-5-2./6.

4-misol. Quyidagi ifodani hisoblang:
5B
33-—1 35«'-33

Yechimi:

E B BB B(E-B)
BB B-B+) (B B)5-5)

545 A5-3 3445
2 2 z

8B. Ko'rsatkichli funksiyalar
Butun musbat ko‘rsatkichli daraja

Asoslari teng bo*lgan ko'paytma. el | .
[Masalan]: phe AT =4
2 =2,
2 =2x2=4, 3 iy I
P a2uIxd=1 o .i =1
daraja ,
E|
s ARt %0 LTINS < ER S T

4s0s butun son




Daraja haqidagi teoremalar

Ko®paytirish
a"a” =a"", (u"}. =a™, (ab)" =d"b".
Bo‘lish
g’ ", agar B> m,
a” i a”
—= ron<m = |—=d""}
a” a™ e a”
ik agar n=m;
L a 1 a’
[Mﬂsalﬂnl. E—.:di ;i—‘::;i-. a-_‘=II
Butun manfiy ko*rsatkichli daraja
£= A e
a"
Agarm = n bo'lsa, a?m:" gaega 3
2 3
bo'lamiz.
Shuning uchun, «" =1 deb aniglaymiz.
ik
Agarn :ﬂbn‘l:;a,a—_=u'“ 2a ega ff e
o =
bo*lamiz. AT ---—:w
Shuning uchun, ™ =irr deb aniqlaymiz. il _[ ‘
4 il
= e ) W l
Masalan]: 2°=1, 27'==, 27=—=_, s E=—Ti) b
[ e 2 =1, 2 3 iR o s
Ratsional ko*‘rsatkichli daraja
ratsional son
d o

(ﬂ" _]' =a™ qoidadan, quyidagiga ega bo'lamiz: [a'

Shuning uchun,

[Masalan]:

a

] o

() =

2 =J2=1414..

25 =2 =22 =2,828..




Irratsional ko‘rsatkichli daraja

irratsipnal son i xy
= T
Irratsional ko'rsatgichli darajaning giymat S
ratsional ko' rsatgichli darajaning limiti s
sifatida aniglanadi [Masalan]: . S
2 = 2 AW .._.I-' e
. e \

Ko‘rsatkichli funksiya

Musbat hagigiy son Barcha hagiqiy son

\\\‘y=ﬂs/[l£’:{l.. a#l)

Xossalari
> 1 F‘ /‘T”. y=u')
1r1 o \

( X
“l LI ;[T

Ko‘rsatkichli o‘sishga ega bo‘lgan hodisalar (1)
Kovid holati (Virus)

2002-11 Xitoyda birinchi bemor topildi

2003-03 1622 ta bemorlar (58 ta vafot etgan)

2003-05 5860 ta bemorlar (792 ta vafot etgan)
TkKi barobar o'sish y=2"

Taxmin: har bir bakteriyalar har bir soatda ikki hujayraga bo'linadi.

peApp e m Ty Yy 1 & i
bV 1 N ) T oS

o b Gald tad Lol bl heeA bl wite |




Murakkab foizlarni hisoblash | e
v=y,(1+2) il yeaanl ——

S08iV 0lz i
[Masalan] A
Asosiy S1000 ke
Yillik aralashma foiz stavkasi 5 % 3
Lyilotih  $1050.00 oot
10 yil o*tib  $1628.89 1

20 yil o°tib  $2653.30
30 yil o'tib  $4321.94

5-misol. Eeril gan koordinatalar bo'yicha aﬁjiél;ﬁ'i-qﬁi_n_fr:iyalnming
erafiklarini chizing va ular orasidagi munosabatlami muhokama qiling:
21

! p=2" (2 p=
(1) . (2) »y=3

Yechimi:

9 : "
}‘="T=;'“' bo'lgani uchun p=2° o [
grafigidan 2 birlik o'ng tomonidan
joylashgan bo'ladi, wva'mi =2 | Z !
funksiya grafigini 2 birlik o'ngea b Tl - <o '
surishdan hosil bo* ladi. é__..—- ‘

W T 3 1 x

1.9. Ratsional va irratsional funksiya

9A. Chizigli ratsional funksiya. Oddiy ratsional funksiyva. Tengsizlik
Ratsional funksiya quyidagi ko*rinishdagi funksiyaga aytiladii:

=)
fix)
bu yerda, g(x) va f(x) ko'phadlar.
Chiziqli ratsional funksiya quyidagi ko'rinishda bo®ladi:
ax+b

£ (ad —be 20, ¢=0),

ad —be =0 bo*lganda,
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chkx+dk
cx+d

3 = k -o*zgarmas funksiyaga aylanib goladi.

¢ =0 bo‘lganda esa,

y=21+2 chiziqli funksiya hosil bo'ladi.

k

E:%{- k)=>a=ck, b=dk=y=
¢

= %-ku‘riniﬁhd agi funksiya
U ham ratsional funksiya bo‘lib, bu holta=0.4 =0
Jr'=£ funksiyada ikki o'zgaruvchi o'zaro teskari proporsionaldir.
x

* Bi funksianing ikkita asimptotasi bo‘lib, x = 0 gorizontal asimptola,
y = 0 vertikal asimptota hisoblanadi.

* Grafigi giperboladan iborat, k ning giymatiga qarab [ va ITI yoki Il va
IV choraklarda joylashadi.

ke A - I°

=ZD _ |otrinishdagi funks
et = ke rinishdagi funksiya

Funksiyani quyidagicha o‘zgartiramiz:

ax-+b e Bouiy
ex+d |7 x—p ,

Unga chizigli ratsional funksiyaning standart shakl deb ataladi. Standart

ghakldan quyidagilami xulosa gilishimiz mumkin:
* x = p vertikal asimptota y = g gorizontal asimptota hisoblanadi.
* Aniglanish sohasida x # p, qiymatlar sohasida ¥ # ¢ bo'ladi.

I-misol. ¥= 3x=6

x—1
bosqich bajaring:
{1-bosgich] Funksivani standart shaklga aylantiring;
[2-bosgich] Gorizontal va vertikal asimptotalarni toping;
[Qadam 3] Ox o'qi va Oy oqi bilan kesishish nugtalarini toping;

}P=—

ratsional funksiyada quyidagilarni bosqichma-




[4-bosqich] Grafigini chizing. o \

Yechimi: .

(1) Funksiyani standart shaklga k
keltiramiz: . £ . S
3x—=6 dx-—-3-3 3 b [ =5

FERSG A=l = x=1 \ R

(2) Demak standart shaklga ko'ra ;\ o o
y = 3 gorizontal asimptotasi, y o g2

x = 1 esa vertikal asimptotasi bo'ladi.
(3) ¥y =0niqo'yib,x =2 niva

x = 0 ni gqo*yib, ¥ = 6 ni topamiz.
(4) Yugoridagilarga ko'ra grafikni chizamiz.

Tengsizlik
Z-misol. Quyidagi tengsizlikni
veching:

3x-6

x-1

Yechimi: |-misolning natijasiga ko'ra
bizda tengsizlikning chap tomonida turgan
funksiyaning grafigi bor. Shuning uchun
3x—-06
x=1
grafiklarining keshishgan nugtasini topamiz:
3x=06
x-1

S xx=-4)=0=2x=0,x=4.
Funksiyalar grafigi joylashuvi va kesishish nuqtalaridan tengsiziik

yechimi haqgida quyidagiga ega bo'lamiz:

> —x+0.

va V=—X+606 funksiya

=-x+ﬁ:>3.r-6=(:-1](-—x+6] -

0=x=l4=x
3-misol. Tengsizlikni yeching:
x+1
—>x+l,
x=—1
: W ; i - x+1 2
Yechimi: Ikkita funksiyani ko'rib chigqamiz: y= e +1 va

y=x+1,
Birinchi funksiya uchun gorizontal va vertikal asimptotalar mos
ravishda y=1 va x=1] bo'ladi.
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x+1 2

y=——=——+1 funksiya uchun x=-1 bo‘lganda y=0,
-1 x-1

y=x+1 funksiya uchun esa x=-1 da y=0 bo'ladi.
Ularning kesishgan nugtalarini topamiz:

x+]

—=Xx+

: 1= (x+1)(x=2)=0=>x=-12.
x—.

Funksiyalar grafiklari joylashuvidan berilgan tengsizlik yechimi
x<—Ll<x<2
ekanligini hosil gilamiz.

9B. Irratsional funksiyalar

Irratsional funksiyaning qat’iy ta'rifi yo'q, chunki bu ko‘rinishdagi
funksiyalarning sinfi keng. Irratsional funksiya deb, ikki ko'phadning ko'-
paytmasi shaklida yozib bo®Imaydigan funksivalari tushunushimiz mumkin.
lldizda o'zgaruychilarni o'z ichiga olgan
funksiyaga misol bo'la oladi.
Misol.

funksiya irratsional




¥ =+ax ko‘rinishdagi funksiya

ie L )
1 ¥V
o ol
_'1.1I|. r!' ‘r"
I
147 J (¥ | N1 g

Aniglanish sohasi +<0 Aniglanish sohasiz 0
Qiymatlar sohasi  »=0 Qiymatlar sohasi=0

y=+ax+b+q ko‘rinishdagi funksiya
Standart ko‘rinishi quyidagicha bo*ladi:

y=vNm+b+g=|v=\ja(x-p)+q

Tenglama va tengsizlik

4-misol. Quyidagi savollarga javob
bering:
(Ny=+v2=x vay=-=x+ N2 funksiyalarning
grafiklarini chizig,
(2) Tenglamani yeching: v2—x =-x+ V2
(3) Tengsizlikni veching: v2—x 2—x +2;
Yechimi: (1) Ulaming  grafiklari
parabolaning qisini va to’g’ri chiziq bo'ladi.

(2) V3=3 m—x4 I = 2-x=(-x442) =

2:(.1—Zvﬁj+l)=ﬂ=x, =0, » =E\E—].
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Grafikdan ko'rinadikiyz0 ), ildiz fagat
x=0 bo'ladi.
(3) (1) va (2) dan quyidagiga ega
bo'lamiz: 0Sx<2.
S-misol. Tengsizlikni  yeching:
Jx+2>x

Yechimi: Ikkita funksiyani
garaymiz: ¥ =vx+2 va y==x.

y=vx+2 funksiya grafigi
parabolaning gismi bo'lib

x=0=y=+2 va y=0=x=-2 bo'ladi.
y=Jx+2 va y=x funksiyalaming o‘zaro kesishish nugqtalarini
topamiz:

Jxi2=x=x42=x"=

= (x+1)(x-2)=0=x ==, x,=2.
Fagal x = 2 bu shartni qanoatlantiradi.
Grafikdan ko*rinadiki tengsizlik yechimi, —2 < x <2 bo'ladi.

1.10. Teskari funksiya

10A Teskari funksiya. Ko*rsatkichli funksiya va logaritmik funksiya

Misol. Ushbu - _{{,}=11.H1ﬁmksiyani qaraylik. Teskari funksiya X

va y ni almashtirish orqali topiladi. , 1, ) bundan esa y = g(y) = 2x-2
b )

L5= {1}
L

1 1.5

%
‘rF
T

“ I=gt} 5)

Teskari g(x)funksiya f(1)ni 1 ga qaytaradi.
%6




Teskari funksiya

Teskari funksiyaning ta'rifi. Agar aniglanish sohasiga kiruvchi
barcha x lar uchun f(g(x))=x va g(/(x))=x tengliklar bajarilsa, f(x) va
¢(x) funksiyalar bir-biriga o zaro teskari funksiyalar deyiladi.

O*zaro teskari bo*lgan f(x) va g(x) funksiyalar shunday xususiyatga
egaki, birining aniglanish sohasi ikkinchisining qiymatlar sohasi bilan ustma
ust tushadi va aksincha. Bundan tashqari o‘zaro teskari funksiyalarning
erafiklari v = x t0'g'ri chizigga nisbatan simmetrik.

Teskari funksiya ganday topiladi?

e

. O'zgaruvchilar almashtiriladi: y = f(x) — x= f(y).

. O*zgaruvchilar gayta almashtiriladi (ya’ni tenglamadan y topiladi):
x=f(y) - y=glx)

. g(x) ning aniqlanish sohasi f(x)ning qiymatlar sohasi bilan bir
xilligini tekshirish kerak.

I~

fad

et abmnelidll

]
"-}:2.1

fial mind
L]
Qi ot 4 L

I
j
A

i) ning

duiglminivh volissg

Teskari funksiya

Parabola _
1. Quyidagi y=+ funksiyaga teskari funksiya mavjud emas chunki, (b)
funksiya emas.
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L1 | ;! o =
i P
‘IL‘ 1!-{" L)
\“ 4 . !
Nl — =
X X
{a} it
2. y= x*, x=0 ning esa teskari funksiyasi mavjud.
; 1 In.
¥ f =

(c

Ko‘rsatkichli funksiya. Logarifimik funksiya

Ko'rsatkichli funksiva y=&" (a>0, a# 0) ning teskari fuksiyasi
logarifimik funksiya deyiladi va ushbu y = log_ x ko‘rinishda yoziladi:

¥ .[:u_p--_l "
".. i
. X
/} ! AN %
v v=hoe / -
/ I—||-|,[ (3

-

Logarifimik funksiya xossalari:
1. Aniglanish sohasi barcha musbat hagiqiy sonlar.
2. Qiymatlar sohasi barcha haqigiy sonlar.
3. Grafigi doim (1, 0) nugtadan o*tadi.

I-misol. y = ¥1-x funksiyani va unga teskari funksiyani kordinafa
tekkisligida tasvirlang.

Yechimi: a) Funksiya grafigidan nugtalami topamiz

x| 1 0 -1 -2 -3
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(L T 5 a2 an
b) Ularga ¥ = ¥ ga nishatan simmetrik nugtalami olamiz, yva’ni ularni
giymatlarini almashtiramiz
x| 0 1 va 3 2
4y ey 0 -1 =2 -3

/ .I
2-misol. 1) Ushbu = % = {x=0) funksiyani tasvirlang.
x+2
2) y = x simmetrik akslantirish yordamida teskari funksiyani

tasvirlang.
3) Teskari funksiya aniglanish sohasini toping.
4) x va ¥ nio‘rini almashtirib teskari funksiyani toping.
Yechimi: 1) Funksivani quyidagicha almashtiramiz —"'=]_‘2_—, va
XL
uning grafigini chizamiz .
2) Uning grafigiga simmetrik qilib grafik yasaymiz

3) Grafikden foydalanib topamiz: Aniqlanish schasi 0 < x <1, qiymatlar
sohasi y = 0.
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4) Berilgan funksiyadan x va ¥ ni o‘mini almashtiriramiz - IF A

bundan esa y:i i

x—1
10B. Zanjir chizig. Giperbolik funksiya

Zanjir chizig- bu giperbolik kosinusning grafigi

§ .". I Easnala

.Zp“irﬂlnrn' D .

Giperbaolik funksiyalar
.sh.r=£1_= : i +e . I.Fu':E — g
2 2 e +e "

Giperbolik funksiyalarni trigonometrik nomlar bilan atalishining
sababi, ularning ko'pchilik xossalari o' xshsashdir. Masalan:

Trigonometrik funksiya
zsmxr msix+5il11:=l. ]+I‘g:_'{z
COS X cos° x
Giperbolik funksiya
L] 3 ;] |
the=—"", chix=sh'x=1, —thty=
s 1—th*x s

Quyida giperbolik funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

4

.
L L%




Tkki parametrli ifodalarni tagqoslash
l. (x.y)=(cost, sinf)
Paramelrni yo'qotib, biz quyidaginga ega bo*lamiz
»¥+yi=1
Bu esa aylanani ifodalaydi;

L& r.l i

2. (x,¥) = (che, sht)
Oldingi ayniyatdan fovdalanib biz quyidaginga ega bo lamiz

? | 1
x =y =l
Bu esa giperbolani ifodalaydi:
{
% -
S #J;P
-"‘:\-. 1.."-,"
~ .
b g il
=, i
PP s v
s "
L L~

Yugorida o'rganilganlarga asoslanib quyidagi xulosalarga kelishimiz
mumkin:

> Shaklidagi o'xshashlikka asoslanib, ularni giperbolik funktsiyalar
deymiz.

> Xarakterdagi o' xshashlikka asoslanib, biz shcva boshqa belgilaridan
fovdalanamiz.
3-misol. Quyidagi qo‘shish formulasini isbotlang

eh(x + v)=chxchy + sheshy .

Yechimi:

eh(x -+ 1r‘.l=[E' +e” }[ﬂr 4"‘!-r]+{""l S ][H—r" )5
i 2 2 2 2

i(:r: e’ +e'e™ +e'e’ +e'e ‘J') .:{ e —te” —g e e _,.}_
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4-misol. Quyidagi formulalamni isbotiang
1) ch’x—sh’x=1
2) sh(x + ) = shxchy +chxshy.

Yechimi:

T . L - Y
1 s 1 = L ] _[E‘ = ] -
) ch'x—sh'x [ : 2

l- =75 l In —a
=E(e"+2+f2}-i{f ~24€™)=1.

oS )

1 : - S
= l{e'e" fetgt =gt —p g }+ -(e'e‘ — e e —e e ] =
4 4

EJd

- %{e”’ - e"'*] =shix+ ¥}

1.11. Logarifm va o'nli logarifm

11A. Sonning logarifmi. Logarifmni afzalliklari. Logarifim xossalari

M = a” berilgan bo'lsin.

Ta'rif. M sonining a asosli logarifmi deb, bu sonni hosil gilish uehun
a asosni ko'tarish kerak bo'lgan p darajaga aytiladi va u quyidagicha
yoziladi

p=log. M.

Boshgacha qilib aytganda, p ning qiymati * M ni hosil qilish uchun @

ni qanday darajaga ko'tarish kerak?7" degan savolga javobdir.

Logarifralar juda ko*p masalalami yechishni yengillashtiradi, xususan
ulaming ba’zi afzalliklarini keltiramiz:
* Logarifm katta sonni kichik son bilan ifodalashi mumkin.

———— e



Misol uchun, x=100000 log, x=5

= Laogarifmik o'lchov turli xil tafsilotlar bilan katta o*lchamdagi
giymatlarni ifodalashda yordam beradi.

Logarifm xossalari

1) log, MN=log M +log N
2) log, % = log, M —log, N
3) log, M" =klog, M
1-misol. Yugoridagi 1) Ko paytirish xossasini isbotlang.
Yechimi: Aytaylik M =a” va N =a" bo'lsin. U holda p=log, M,
ff = I'G-gu N .

Ularni ko*paytmasini hisoblaymiz M - N =a" .a' =a"".

Shuning uchun,
log, MN =log, M +log, N .
Maxsus giymatlar
a=a - log,a=|
a'=1 - log,1=0
I I
=]
a =— - log,—=-l.
a ™ a
Maxsus xossalar

A 1
1'1'31.}; =log, M —log, N, M=], log,F =—log, N
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| ; 1
log, M* =klog, M. k=;_. lugnJH:EInng.

2-misol. a(# 1), b(# 1), ¢(21) musbat hagigiy sonlar uchun quyidagi
formulani isbotlang

log, b
log. o -
Yechimi: p = log, b bo'lsin, u holda b = a” o'rinli bo'ladi. Tenglikni
ikki tomonini casosga ko'ra logarifmlasak, biz quyidaginga ega bo'lamiz
log. p=log.a”, log.p=plog.a
a1 dabiz log_a # 0ekanligini ko'rishimiz mumkin. Shuning uchun
log b
log_a ;
3-misol. Quyidagi tenglamalami yeching
1} log,x=3 2) log,(x+3)+log,(2x-1)=2

Yechimi: 1) Logarifmning bevosita ta'rifidan topsak x = 2 =8

log b=

p=

i
2) Aniglanish sohasiga ko'ra x+3 >0 va 2x—1>0., Shuning uchun x >—

So*ngra logarifmni xossalaridan foydalanib quyidagilami bajaramiz
log,(x+3)(2x—1) =log, 4
(x+3X2x-1)=4,

(x—IN2x+7) =0,

2% +5x—=7=0

7
X—L _1:—-';'

""‘]E ekanligidan biz berilgan tenglamani yechimi x =1 ekanligini topamiz.
4-misol. Quyidagi tengsizlikni veching
log, x <3
Yechimi: Ushbu log, x <3 =log, 2" =log, 8 tengsizlikka ega

bo'lamiz. y = log, x funksiyaning grafigidan biz 0 < x <8 ekanligini hosil
gilamiz.

v 1 K v
| rtﬁm._,;



S-misol. Quyidagilari giymatini toping
1) log, 125 2) log,, 10410

Yechimi: 1) Biz log, 125 = p deb belgilaylik. U holda biz quyidagiga
ega bo'lamiz

5 =125=5", p=3
_|

2) log,, 10+/10 = log,, 102 —ingm 10=2

6-misol. Quyidagi amalia.l ni ba_;armg
1) log,,2+log,,5 2) log, 7 - log, 63

Yechimi: 1) log,, 2+ log,,5=log,(2-5)=log, 10=1

7 ! -1
2) log,7—log,63=log,—=log,—=log,3™ =-2,
]' ﬂgl ﬂg'l. ﬂgl ﬁ3 =3 '5} j:.l

7-misol. 1) Quyidagi amalini bajaring
(log, 9 +log, 3)(log, 2+ log, 4)
2) Quyidagi logarifmik tenglamani yeching
log, x+log,(x-7)=3

Yechimi:
log,3 | log.2 log, 4
7} = : . e
1) (log, 9 +log, 3)(log, 2+ log, 4) ['“ngﬂ“;ugﬂ][mgla log, 9

log, 3 i 2 5 2
=| 2log, : + =—log, 3 =5
{“’"-3* 2 ][lug,a zlng,?,] 2 8 Jog,3

2) log, x + log,(x =7) = 3 tenglamaning aniglanish sohasi x>0 va
x—7>0 dan x> 7 ekanligini topamiz,
So'ngra
log, x(x=T)=log, 2", x(x=7)=8, (x+1)}(x-8)=0
bundan, x=—1 va x=8. Aniqglanish sohasidan foydalanib x =8 ekanligini
topamiz.



11B. Maxsus logarifm. O‘nli logarifm

Turli ko' rsatkichli funksiyalar Turli logarifmik funksiyalar

i : ;/.

Yugorida bir necha logarifmik funksiyalar grafiklari keltirilgan.Ulardan gaysi
birini ishlatamiz?

»  Bizo'nli kasmi yaxshi bilamiz, ya'ni ixtiyoriy sonni yoyishimiz
mumkin, masalan.

2356=2-10"+3:10" +5-10 +6.
Suning uchun logarifm xossalarini e’tiborga olib maxsus logarifmni
kiritamiz.
O‘nli logarifm
a=10, y=log,,x yoki y=lgx

» Buning ilm-fan va muhandislik sohalarida qo’llanilishi mavjud.
Natural logarifm

a=e=2718.., y=log,x yoki ¥=Inx
# Bu y=Inx ko'rinishda yoziladi
»# Bu sof matematikada qo*llaniladi.
» Bu keyinchalik differensiyallash darsida tushuntiriladi.
Ikkilik logarifm

a=12, y=log, x
¥ Bu kompyuter fanida qo*llaniladi.

O*nli logarifm
¥ O'nli logarifm qiymatlari logarifimik jadvalda keltirilgan.
# Bu jadval 1 < M <9.99 uchun berilgan.

> Ixtivoriy M =a-10" (1 =n <10) uchun, quyidagi formula bo'yicha
topiladi

log,, M =log, (avll‘.}”) =n+log,a.

1]




O*nli logarifm jadvali
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8-misol. Quyidagi sonlaming o*nli logarifmini toping
0.01, 0.1, I, 10, 100.
Yechimi: log,, 0.01 =log, 107 ==2. log,, 0.1=~-1
log,1=0, log,l0=1, log,I00=2,
9-misol. Logarifmik jadvaldan 11910 ning o’nli logarifmni toping.
Yechimi:
log,, 11910 =log,, (1.191:10") = 4+ log,, 1.19 = 4 + 0.0755 = 4.0755.

[0-misol. 6*° ning ragamlari sonini toping. Bunda quyidagi tenglikdan
foydalaning
log,,2=0.3010, log,3=0477]
Yechimi: N =6 deb belgilaymiz va ikkala tomondan o*nli
logarifmini topamiz.
log,, N =log,, 6™ = 25(log,, 2+ log,, 3) =
=25(0.3010+0.4771)=19.4525.

U holda N =10"**_ Shuning uchun 10" < N <10%. Bu esa 6" ni
raqamlari soni 20 ekanligini bildiradi.

Logarifmning afzalliklari

Biz ko'paytirish qoidasiga ko'ra, log, MN =log, M +log, N ni
ko' paytirishni oson go‘shish bilan almashtirishimiz mumkin.

[1-misol. x = 123111, v=9663189 lar berilgan. Logaritmik jadval
yordamida X ning tagribiy giymatini toping.

Yechimi:
x=123111-10°, log,, x=log;,1.23111+log,,10° = 5+log,,1.23
»=9.663189-10°, log,, y=log,, 9.663189 +log,, 10° =6 +log, 9.66
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Jadvaldan log,,1.23=0.0899, log,;9.66=0.9830
Shuning uchun

log,q 5y = log,, x -+ log,, ¥ = (log, 123+ 5)+(log,, 9.66 +6) =
(|
~5.0899 +6.9850 ~ 12+ 0.749 = 12 + log,, 1.19 = log, (1.19-10%)
Demak, xy=1.19:10"
Logarifmik lineyka
e — Lﬂﬂi'y"l _..--.-.. .-.:.-.. A

DR b 5 g

b tog(x) —d 18] T
e g.] — Lﬁq'::"-f! - '1.

1 shakl
e
2 shakl

12-misol. Biz 5% stavka bilan | million yenni bankda
saglaganimizda, 5 yildan keyin qancha pul olishimiz mumkin? Jadvaldan
foydalaning.

Yechimi: y =1000000-1,05"

log,, ¥ =6+log,,1.05° =6+5log,,1.05=6+5-0.0212=6+0.106
Jadvaldan 0.106 = log,,1.28. U holda

log,; = 6+ log ;1.28 = log,;(1.2810°) = log,, (128-10")
Taxminan 1.28 million yenani olishimiz mumkin.

Aniq qiymat 1000000-1.05° =1276281.5

13-misol. log,,2=0.3010 va log,,3 =0.4771 berilgan.
Quyidagilami qiymatini toping

1) log,, 125 2) log, 5
Yechimi:

1) log,, 125 =1log,, 5" =3log,, 5=3log,, (10/2) =
=3(1~log,, 2) =3 (1-0.3010) = 2.0970



N log,, 5 1} | —log,, 2 - 1-0.3010 =2.322
log,, 2 log,,2 0.3010

2) log, 5

1.12. Sinuslar va kosinuslar teoremasi
12A Uchburchaklarning asosiy xossalari. Sinuslar gonuni

Ixtivoriy uchburchak uchim o ‘rinli
ha lgan xassalar
1) ZA+£B+ Z2C=180°.
2) a<b+e, bca+e, c<a+b ‘
Ietiyvariv wuchburchakni quyidagilar s :
bo ‘yicha aniglash mumkin: 4 =
1) Uch tomon bo'yicha;
2) Ikki tomon va ularga yopishgan
burchak bo'yicha;
3) Ikki ichki burchak va yopishgan
tomon bo‘yicha;

O*xshash va teng uchburchaklar

" a { A u e
{7 't
Sinuslar teoremasi
Uchburchak tomoni uzunligining u tomonga qarama-garshi
burchakning sinusiga nisbati barcha tomonlar va burchaklar uchun bir xil
oL (4] et
sind sinB sinC




Sinuslar teoremasi isboti

1. Uchburchakning burchaklari o*tkir bo*lgan hol.
Uchburchakka tashqi aylana chizamiz.  Ushbu
aylananing diametri BD ga teng bo'lsin. Bita vatarga
tiralgan burchaklar tengligidan, biz D= A, < BCD =50°
ega bo‘lamiz. Shuning uchun biz quyidagi tenglikni
olamiz

a=2RsinD=2Rsin 4 - bi
Shunga o'xshash b =2Rsin B, ¢ =2RsinC . Hosil gilinganlardan biz
quyidagi tenglikka ega bo'lamiz
@ - b x el IR
sind sinB sinC
1-misal. A=90° uchun a=2Rsin 4 tenglikni isbotlang.
Yechimi: Biz O markazidan o*tgan BD chiziqni chizamiz:

U holda ABCD to*riburchak aylanaga ichki chizilganligi uchun
<BCD=90° va 4+ D=180° ga teng.

Shuning uchun
a=2Rsin D=2Rsin(180°— 4)=2Rsin 4.

Quyida uchburchakning ikki burchagi va bir tomoni berilganida.
beshqa tomonlarini topish mumkinligi hagida misol keltirilgan.

2-misol. ABC uchburchakda £/ 4 =45, ZB=60° vaa=10
berilgan. b va ¢ tomonlami toping,

Yechimi: Z£C =180°—60°—45° = 75°_ Sinuslar teoremasidan

10 b (]

Sinds® sin60°  sin75°
Har bir sinusning giymatini hisoblaymiz

: 3 - >
sindse ==, smﬁﬁﬂz{?u $in75° = sin(30°+ 45°) = V6 +\2

b=5J6, c=5(3+1).



Agar "ikki tomon va ular orasidagidan fargli burchakni" bilsak, oxirgi
tomonni aniglay olmaymiz.

Burchak £A va a,b tomonlar berilgan bo‘lsin. Lekin bu ucburchak
ABC voki AR'C shaklida bo'lishi mumkin:

A B B’
Ya'ni uchinchi tomon bir giymatli aniglanmaydi.
3-misol. ABC uchburchakda b=12, ZC =135 va tashqi chizilgan
avlana radiusi R =12 gateng. Burchak £B va ¢ tomonlarni toping.
Yechimi: Sinuslar teoremasi va tashqi chizilgan aylanani radiusiga
bog'langan formuladan
a 12 c

sind sinB sinl35°

=24

Shuning uchun
sin B=% = ZB=30° c=245in135°=245in45"°= 1242.

-

128 Kosinuslar teoremasi

Agar biz uchburchakning ikkita tomoni va ular orasidagi burchakni
bilsak, bu burchakka garama-garshi tomonni topishimiz mumkin ekan. U
quyidagi tengliklar bilan aniglanadi.

Kosinuslar teoremasi

a’=b"+c*—2bccos A,

b =a*+c* -2accos B

e =a" +b -2abecosC

A
Boshga tomondan esa biz uch tomonga N h
ko'ra burchaklarni topishimiz mumkin:
_’5:+‘:1 —a a +ot=b
cos A= 2he v oos = ——Zm . 3 = C
G~ a +b -t
2ah
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Kosinuslar teoremasi isboti

T : P __.._L-...IL . T " -

A nugtadan BC' tomonga balandlik tushuramiz va bu nugtani orgali
belgilaymiz.

a=CH + BH =bcosC +ccos B (n

Shunga o' xshash .
b=ccosAd+acosC (2)

c=acos B+ hcas 4 )

Agar (2)xb+(3)xc—(1)xa kabi amalni bajarsak biz quyidagiga egd
bo* lamiz
-b:'i'ﬂl—-ﬂzlbccus,of = (]'E:hz +:_':-—2bl."EDSA.
4-misol. ABC uchburchakda b=2, c=1++3 va LA=60"kr
berilgan. a tomon va burchak ZB, ZC larni toping.
Yechimi: Kosinuslar teoremasidan

@ =:’-+(1+J§]2—2-1(1+Ji]msﬁn°=ﬁ = a=46

Sinuslar teoremasidan
-JE 2 1
=—— sinB= = 45° yoki £B =135
e snE = = LB=45"Y0

Biz a=+6>b=2 dan ZB < /A = 60° olamiz Shuning uchun,
£B=45° va Z/C=180°-/4-/B="T75°.

S-misol. 4 va B nuqtalar orasidagi masofa 2 km. Tog'ning P
tepasidan garaganimizda ZPAB=75°, ZPBA=60°. Bundan tashqari,

tog' cho'qqisi P ning A nuqtadan ko'tarilish burchagi 30 ° ga teng.
Tog'ning balandligi gancha?

T



B
B <
-.—-{F};
\
Yechimi: ZAPB =180° -75° - 60° = 45°, Sinuslar teoremasidan
AP 2

T = AP=+6.
sin60°  sin45°

Uchburchak APH to'g'ri uchburchakli bo*lgani uchun,

Y6 i

PH = APsin30° = >

1.13. Trigonometrik funksiyalarning tadbiqi
13A Uchburchaklarning yuzalari. Geron formulasi.
Tashqi chizilgan aylana. Ichki chizilgan aylana

Uchburchakning yuzasi

Berilgan ikki tomon va ular orasidagi burchakka '
ko‘ra v \
5= 2 besind = 1 casin B = 2 absin
2 2 2

Isbot.
Ong tomonda ko' rsatilgan belgilashlardan
foydalangan holda uchburchak balandligini
topamiz.
h=csinB (0" < B<=90") yoki
fi = esin(180° = B) = csin B (90° < B5180%)
U holda

N =—=pli=—=acdinf

Id | =
1| =
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Geron formulasi
1-misol. Uchburchak yuzasi uchun
quyidagi formulani isbotlang

&= Jsi:—-a}{:—b}[:*c] bu erda -i‘=%|:ﬂ+~'?+ﬂ ; . b

Yechimi: Kosinuslar teoremasidan 2
b +c* —a’ F A S
A ———
ST

Unga asosan

5i|'|.|‘= Ji‘:u-;?: o J4b=f: _{hi _'_.:!I _ﬂg}}

2he
Bu giymatni yuzani hisoblash formulasiga qo'ysak

Sr%bcsinﬂ =+1\Ir4b’c= (b4’ -a’) =

‘liw.fmc-{b‘w’-aﬁnm-r (b +¢* —a*)) =

== fs(s—als—b}s—c)
Ushbu formula — Geron formulasi deb nomlanadi.

a Tashgi chizilgan aylana N H".
2-misol. Quyidagi formulani isbotlang %L
bu erda a,b va ¢ uchburchakning tomenlari, R esa
tashqi chizilgan aylana radiusi.
Yechimi: Sinuslar teoremasidan
—— =28
sin.l

Bu yerdan SinA ni topib yuza formulasiga qo'yib topamiz

Ichki chizilgan aylana
3-misol. Quyidagi formulani ishotlang
=y
Bu erda r ichki chizilgan aylana radiusi va

1
5 =—1{a+b+c], a,b va e uch tomonning vzunliklari.
Yechimi: Aylana markazini I nugta deb belgilasak, uchburchak yuzasi
quyidagi yig'indi ko*rinishiga keladi.

S =8 e+ 8+ 8 =%m+%rb+}im= rs

T4




13B Fazoviy jismlarga doir masalalar

To'g'ri parallelepiped
4-misol. ARCD-EFGH to'g'ri
parallelepipedda ACF uchburchakning yuzasini
toping.
(1) Kosinuslar teoremasidan foydalaning
(2) Geron formulasidan foydalaning
Yechimi: (1) Pifagor teoremasidan CF =3,.4F =4,4C = 23

S ¢ e o
Kosinuslar teoremasidan 23 =4* +5' —=2-:4-.5c0s8 . cosf “'ﬁ

Shunda sin@ = +i-cos’ @ = J;_:'E

Yuza esa § = ; lmuﬁi‘:i-?'_'jl ga teng bo'ladi.
@Y el paceellintd
-—#_'L'I-JF] s—A(‘:-'-fﬂ-Jz_?-}

=Jipim};{fﬁ-x} b+ vm)Lb-vm3)= 21
Konus sirtidagi eng qlsqa egri chmq

5-misol. Konus quyidagi o*lchamlar bilan berilgan: 7N
Asosnig diametri A8 = 20ca, yasovchi OB = 30ew, OC = 10cu [
Konus sirtidagi 4C ikki nugtani bog'lovchi eng qgisga egri L4 1
chizig uzunligini toping.

Yechimi: Konusning voyilmasini qaraymiz T

Sektor burchagini quyidagi nisbatlardan topamiz

20%/,

g =at2, o=60°
60" 2x-30

Kosinuslar teoremasidan <% = 107 +30% = 2:10-30coas0” = 700
Demak, x =107 = 26.5¢x

Sfera va muntazam to‘rtburchakli piramida
6-misol. Sfera muntazam to*rtburchakli piramidaga ichki chizilgan.
Piramida asosinig yuzasi 4 ga, yon yog'inig yuzasi 5 ga tengligi ma’lum.
Sfera radiusining uzunliga nimaga teng?

15



Yechimi: Asosdagl Kvadrat tomom 2 ga va Emt
pirnmndaning von  vog i host! nhaveln
uehburchakome balandligh (piramidaning apofemasi) S
gin leng, Piromndanmg qiail bilan belgidangan o'qg .
Kesuminmg balandhim N 2

- _
li=+5 -1" =26 “

ga teng. Uchburchak yuzasi uchus 1-misoidagi formuladan foydalanami

y _ \ i £ & =
RO f -0y {: XS0 =5 = " = 4 pa
Sfera va uchburchukli to*g*ri prizma {

7-misol. Sfera uchburchakli w'g'n prizmaga
whki chizilgan, Prizmaning usosi to'2'ti burchakli teng
vonli uchburchak.
(1) sfera radimsining nzunligi ganday?
(2) sfera suti youzasining qivinati mmaga teng?
(3) shaming hajmi nimags teng?
Yechimi:
1) G-misoldagi kabi sfera radiusini topamiz

s L CE N 1) A ROy
z 1 - | 22
Uholda 2
(2) S=dz =424 - 2037 =32-3-27) /x ;
il = ~, 8 - i AR T S
(3} ¥ = A=Y =20~ T2) W2 AR
18




L.14. Grafik va tenglamalar

14A 1kki nugta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatda
bo‘lish. To*g'ri chiziglar

Masofa formulasi ’
Agar ikkita a(x.v) va  B(x, » ) nugtalar ,”‘_
berilgan bo°lsa, ular orasidagi masofa |
quyidagi formula bilan topiladi

Al = 1‘][ll'_l.': =x)" +0n -y s h

Kesmani berilgan nisbatda bo'lish

Ko'p geometrik masalalarda kesmalarni biror nisbatda bo'lish holatlari
uchraydi. Bizga ikkita A(x,.»,) va B8(x..y,)nugtalar berilgan bo‘lsin.

Ichki bo*luvchi nugta. Tashqgi bo*luvchi nugta.
P - %
;"Jf ” ";lli
I.-II ¥ ._ E"_T r
) %
..l(.-' i .-|| |./
| b
1l B 3 4 Al A e
] Iy - 1 Ch 4] Xy

Uchburchaklarning o*xshashligi formulalaridan foydalansak

(x=x )iz —-xV=mn (x=x) (x—x)=m'n

=n)ya—y)=m:n (v=w)ily—yl=m:n

Bu tengliklardan x va y ni topsak

= ¥ I, 1=—mrl+mx;
man =7

y=”l';+'“"::_ -“:—H_'P'i 'I'ﬂ'ﬂ"
m+nN m==n

1-misol. X o‘qida A(-13) va B(2.4) nuqtalardan bir xil vzoglikda
Joylashgan C nuqtani toping,



Yechimi: C nugtaning koordinatalari (x.0) bo'lsin. U
holda masofalar tengligiga asosan
Je 1Y +(0-3) = J(x—2) +(0-4)
Tkkala tomonni kvadratga oshirsak (x+1)' +9={x—2)" +16 va

x==,
3

To'g ri chiziq

To'g'ri chiziq tenglamasining turli ko*rinishlari bor bo'lib.
ax+by+e=10

ga to'g'ri chizigning umumiy tenglamasi  deyiladi. [.’.'.iri_nchi d't‘lrﬂj:i!i h:il‘
qanday axtby+c=0 tenglama Dekart koordinatalar sistemasida [ogn
chizigning tenglamasidir.

Boshga ko‘rinishlari

(1)Berilgan nugtadan o*tuvchi va berilgan burchak koeffisientli ko' rinishi

Berilgan nugta (x,.y,) va burchak koeffitsienti m bo"lsin. To'g'ri
chizigdagi ixtiyoriy nugta uchun
sz_y1 = y=y=mx—x)
X=X,

(2) Burchak koeffitsientli berilgan ordinatali ko'rinishi s
¥ o'gini (0.n) nugtada kesuvchi va m burchak koeffisientli to*g*ri chiziq
uchun

b=
=

m=

X
(3) Ikkita (x,,»,) va (

= y=mx+n

(=

T,,¥,) nugqtadan o"tuvchi to’g'ri chizig
tenglamasini burchak koeffisiyentli tenglamadan topamiz
y=¥ =‘“‘—'i'~u-:,1 (bu yerda x, #x,)
- i
chunki burchak koeffitsienti m= 22—
Iy — X,

Agar oxirgi tenglamada xususan
x;=x, bo'lsa, x=ux, (vertikal to'g'ri chiziq)

7
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v, =¥ bo'lsa y =y, (gorizomal to*g'ri chiziq)
kabi tenglamalar hosil bo*ladi.

2-misol. lkkita (40) wva (0-3) nugtadan o‘tuvchi to’g'ri chizig
tenglamasini tuzing,.
Yechimi: Yuqorida Keltirilgan tenglamadan

~3—0 :
(INIL [ e = l" = .- . _"'I' 3 K
foydalanamiz > o % ) & A%
£ T S I |
Shunda 3x - 4y=12 }"TJI'LI 3 + l"_]: =1 G, 13)

Endi to*gri chizigning kesmalardagi tenglamasini keltiramiz.
Agar to*gri chiziq X o*gidan a-kesma, Y o*qidan b-kesma ajratsa uning

XY
tenglamasi —+-—=1
ENgLam Iﬂ b

bo* ladi.
3-misol. Uchta A(=L1).8(3.a),Cla+37) nuqtalar [ to*gri chiziqda shu
ketma-ketlikda joylashgan. @ ning giymatini va [/ to'gn chizigning
tenglamasini quydagicha toping:
1) Tenglamani y = mx+# ko'rinishda qidiring va nuqtalar bir to*gri chiziqda
Joylashish shartini toping;
2) Shu shartni ganoatlantiruvehi a,m, » qiymatlarini toping;
3) Misolga to*g*ri keladigan qiymatlarni tanlang,
Yechimi: 1)To'g'ri chiziq 4, 8, C nugtalardan o*tganligi uchun, ularni
l==m+n
to*g’ri chiziq tenglamasiga qo'ymiz a=3m+n
T=mla+3)+n
a=dm+1
6= mia+4)

tenglamalarni hosil hosil gilamiz. Ularni yechib (m+2)dm-3)=0 ga kelamiz

2) Ikkinchi wva wuchinchi tenglamalardan birinchini ayirib

va uchala parametrlarni topamiz {m.a.n)=(-2.-7~1) [:‘}-1 E]
3) Nugtalar ketma-ketligi sababli « +3 >3 bo'ladi. Faqat ikkinchi javob to'g'ri
keladi ,va a=4. y= %: +§ to'gri chizigning kabi tenglamasiga ega bo®lamiz.



14B Parallel to‘g‘ri chiziglar. Perpendikulyar
to‘g'ri chiziglar. Simmetriya
To'g'ri chiziggacha bo‘lgan masofa

¥ =L m, :

y=m.x+n, [ Lan
Berilgan ikki to'g"ri chiziglar uchun | . .
paralellik sharti m, = m, "

Berilgan ikki to'g'ri chiziglar uchun ;
perpendikulyarlik sharti m, . m, = -1

Ishot:

AABC: AR+ BCY = A0 (]

AABL: AR =BD*+ AD*=1-+m! (i)

ABCD: BC'=1+{(-m) (i)
Bu uchta tenglikdan x
-!+m==+1+l-\lﬂljt=<mj —m-._}’ ey oty = —1 I X -

Simmetriya
4-misol. P(23) nugtaga y=2x+5 to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik
nugtaning keordinatalarini toping.
Yechimi: O(x,.y,)bo’lsin. PO t'o'g'ri chizig berilgan to*g'ri chiziqga
perpendikulyar, shuning uchun

1.[)'*_'?']:_1 (i1.
x,—2

FO kesmaning o°rtasi berilgan to'g'ri chizigda yotaganligi uchun
ﬂ—z. .:"_t"_". +3 (i
E | %

() va (i) dan 5, =32, =%




o SN

= PR

To*g*ri chiziggacha bo‘lgan masofa

S-misol. Koordinatalar boshidan ax + by + ¢ =0to*g'ri chizigqacha
bo®lgan masofani toping.

Yechimi: To'g'ri chiziq tenlamasini y = —E_t .-i' ko'rinishida yozib
olamiz.
Shu to*g'ri chiziqdagi koordinatalar boshiga eng yaqin A(x,.»,) nugtani
tanlaymiz.
Shunda ax, +by, +c=0 (i) ST Y
()4 kesma to'g'ri chizigga perpendikulvar bo'lgani uchun

(s

(i) va (ii) tenglamalardan x = —C—, pm—e. Kelib

e+ T gt +h?
chigadi.
Masofa esa d = i§ 437 = . - £a leng.
va b

6-misol. Uchburchakning yuzasini quyidagi qadamlar bilan toping.
1) Uchburchakni bir birlik chapga siljiting va

vangi koordinatalarni aniglang: eaa
2) 5-misolni go'llab AH kesmaning vzunligini it

toping: 1 /} ‘\J‘u.;:.n
3) BC tomonning uzunligini toping; o

4) UchburchaX yuzasini toping. Aoy ¥

Yechimi: Nugtalarning yangi koordinatalari ,ﬁu,ﬂ:.ﬁtls.u.cu.ah

Bl



CiL4)

B M
e
[f : ’ ‘\,_\E.H'. I
1} BC ning tenglamasi y—#:L:T [x=1) ~3x+dy=19=0
2) 5-misolni qo'llab AH ning uzunligini topamiz, d - J'q_j‘.‘i"____ ’ %
3) Tkki nugta orasidagi masofani topsak BC = [(5-1) +(1=2F =s.

4) Uchburchak yuzasi esa =1 =-5=2 bo'ladi.

7-misol. (4,0) va (0,-3) nuqtalardan o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini
tuzing,

Yechimi: Yugorida keltirilgan tenglamadan y — 0 =
:.-E:E- (x — 4] ‘M
— it
Shunda 3x — 4y = 12 yoki
+E=1

1.15. Grafik va tenglamalar
I5A Aylana. Aylana va to*g‘ri chizig

Aylana ta'rifidan J(x-a) +(y=bF =+ (r>0) yoki

G=aP+ly=E) =+
hosil bo*ladi, unga aylananing kanonik tenglamasi 3 Lw
deb ataladi. 2 i
Soddalashtirishlardan so'ng I X
x‘—‘lat+y1 -—2by+a: b=t i
2oy tlrimyen=0 (' +m’ > 4n)
1 1 ] b

(x+3) o[rrg) Lrmmt

ga umumiy tenglama deyiladi.



Aylanaga doir tushunchalar

Chizigl Qismlar Sekrar

NG o

(1) A(-L7). B(2.-2}, €(6,0) nuqtalardan o‘tuvchi aylana
tenglamasini tuzing.
(2) Aylana markazini toping.

Yechimi: »° + Vil emyn=10
(1) Aylana 4. B.C nuqtalaridan o'tgani uchun ularning koordinatalari aylana
tenglamasini ganoatlantiradi.

I-misol. Quyvdagi misollarni veching. ‘
I

=i+ Tm+n==50
W=2m+n==§
6 +n==306
Uholda t=-4,m=-6n=-12 va ¥* + 3’ ~dx-6y-12=0
(2) Bu tenglamani kanonik ko'rinishga Keltirsak
(2 =4+ )4 (3" -6p49)-4-9-12=0
mx=2F +(y=3F =3’
Demak aylana markazi (23 nuqgtada bo*ladi.
Aylana va to‘g'ri chiziq joylashuvi
Ularning o*zaro joylashuvi uchun uchta holat mavjud;

IJ o -‘-\",. I/ ‘\\ r""” H\‘H
T g i3 | |
e B / o [
‘x:_{_!_./} : \\{.—]’fr/ _ \l/
{a) Kesib o'tadi (b) urinadi  (c) kesib o*tmaydi

Joylashuv masalzsini aniglash uchun ularning tenglamalarini birgalikda
yechamiz:



Aviana: x* +y° +£x+m;u+n=0} - o
= ax +hx+c=10

To'g'richiziq: y= px+q
Demak, kvadrat tenglamaga keldik, uning ildizlari diskriminant D= 5" - 4ac
ga bo*g‘lig. Shunday gilib:
(a) D= 0da ikki nugtada kesib o‘tadi. (b) O =o0daurinadi, (c) D <0 kesib
o' tmaydi

2-misol. Quyidagi berilgan to'g'ri chiziglar va aylananig kesishish
nugqtalarini toping
{n x* +y= =5 () alana va w=x-1 (i) ta'g'richizig
(2) *+y* =5 (i) aylana va 2x—y+5=0 (iv) 1o'g'richizig

Yechimi; (1) (ii) tenlamani (i} tenglamaga go° }b-ﬂ-l\
3 —x—2=(x-2)x+1)=0

wx=—L2 Ly=-%l .?f_r______\ Ir;"
Aylana va to'g'ri chizigning umumiy nugtalari = -;_*"‘ N
(=1-2) (1.2). - At
{2) (iv) tenlamani (iii) tenglamaga qo'vsak Lo S _‘,:" A

£ +dx4d=(x+2)} =0 PRy T
Lx==2 sy=l >~

Demak, to'g'ri chizig aylanaga urinadi va urinish
nuglasi (-2,1).
Z-misol. y=-2x+1to*g'ri chizig x* + »* =1 aylanani kesib o' tadi. Hosil
bo*lgan vatar uzunligini toping.
Yechimi: Ikki tenglamadan y
o' zgaruvehini yo'qotsak

2 4 (-2x4 1) =1 '/’ N
e

: 4
nS—4x=5x-=|=0
¥ 1 X { 5‘]

4
Lx=0—= \
5 W

Shriida krasshiph fuatalict (o) (% —-J bo'ladi. |, \

Vatar wznlig esa [ %]:( *Elln%g

5 = {// .




I5B Aylanaga urinma.Berilgan nugtadan o*tuvchi to*g‘ri chiziq.
Berilgan nugtadan o‘tuvchi aylana. Tengsizlik bilan berilgan soha

Urinma quyidagi xossalarga ega

* Urinma aylanani bir nugtada kesib o'tadi /

¢ Llrinma aylana radiusiga pcrp:ndikuiynr

« Uinma tenglamasi y=y= —Tlx L /
shunda “--..

_'I'I'L-'I + .J.Tl" = F:
4- misol, x* + " =2 aylanaga (3.1) nugladan
o'tuvechi urinma tenglamasini tuzing.
Yechimiz ywy, +xx, =2 urimma (3,1) nugtadan

o'teani uchun J/’F \J\l .
¥+35=2 (). : 1

Aylana ham shu nugtadan o"tgani uchun \
H H 5
Iy =2 (f).

(i) va (ii) dan Sx? - 6x, +1=(5x ~INx, ~11=0 |

X = IE I shunda urinish nuqmtu.ritx,.yl}-(é g} {i.=1).

Urinmalar tenglamalari ﬁl.a. -Ev- 2, x=y=2 kabi bo’ladi.

Berilgan nuqtadan o*tuvehi aylana va to*g*ri chiziq

[ickei '
ar+hyv+e, =0 (1) -"'-1,__‘ -
dyx4+biy+e, =0 (1) -
to‘g’ri chiziq berilgan.
Bir nugtadan o‘tuvehi to*g’ri chiziglar dastasi Gh A

tenglamasi '

MHax=by+roltaathrre, =0

[kki A
flx=x I-J'l-rfl.rd-ml_ll-i-n, =0 (1) o - t
Bl yi=x> +3" +hix+my+n, =0 (2) - o ;
aylanalar berilgan. ; ~——
Ikki nugtadan o’ tuvchi aylanalar tenglamasi

K fix )+ g(xy) =0
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Smisol. (12)nuqgtadan va «' + 3 —2:-4y+4=0, ** £y —dx-2y=0
aylanalar kesishgan nuqtalardan o'tuvchi aylana tenglamasini tuzing,
Yechimi: Ikki nugtadan o*tuvchi aylana tenglamasi
lr-L'r2 +y=—2.t—¢y+-1}+ 4yl —dx-2y=0 l v
Berilgan nuqtaning koordinatalarini tenglamaga qo‘ysak b
—k-3=0 k=3 ‘h
va k ni tenglamaga gaysak
—El--E;rt +y° -h-#y-'-d-:!-l-:’ #37 =dx =Ty =0
Xy —x-Spa6=0

kabi aylana tenglamasi bhosil bo'ladi.
Tengsizlik bilan berilgan soha

l: p=na+n to*g'n chizig tekislikni ikkita yarim 1ekislikka boladi. Ular
tengsizliklar bilan ifodalanadi.

P it s
s X

Aylana
(x=a) +(y=bf =r?
¥ e ; A : :
(=gl =+rE=—ni= oy f g™ oy =f1y®
4 |
e | 9
I'D X l:}l 5

6-misol.  x' 43’ —4x-6y+9<Otengsizlik  bilan

berilgan sohani chizing.

Yechimi: Ifodani kanonik ko'rinishga keltirib olamiz
 ==2F +(-3) =2

Soha radiusi 2 ga teng bo*lgan, markazi (2.3) nugtada

yotuvchi aylana bilan chegaralangan ekan. Bu

B6




bo'yalgan soha chizmada ko'rsatilgan doiradan
iboral.
7- misol. (y—x+3)fx* + y' - 12x - 6y +20)< 0 tengsizlik bilan berilgan
sohani chizing.
Yechimi:
AB <0 & A>0,B<0 yok A<08=0Demak,
) prax=3 [z=6F+(p-3' =5t
(2) ypex=3 [(z-6F +(y-3P =5
v = x~3chegarani / deb belgilaymiz
(r—&) +1p=3)" = 5" chegarani (' deb belgilaymiz
Shunda soha
(1) I dan yuqori va C ning ichi,
(2) I dan past va C ning tashgarisidan iborat.

Ay




2-KURS. HISOBLASHLAR

2.1. Funksiya limiti va hosilasi
1A. Limit ta’rifi

Agar x—+a (x o'zgaruvchi a songa yaqinlashganda) bo'lganda, f(x)
funksiya L qiymatga yaginlashsa, u holda biz * f(x)funksiya x—a
yaqinlashganda L limitga ega ** deymiz va
ko'rinishda yozamiz

Biz yuqoridagi limitni, shunday o'qishimiz mumkin: & ozgaruvchi @
songa yaqinlashganda f(x) funksiya L qiymalga yaginlashadi.

Misol. f(x)=x" funksiyaning x=2 nuqtadaga yagin giyvmatlarini
hisoblashlarni tekshirib ko'ramiz. x ning l1<x<2 va 2<x<3 oraligdagi
qiymatlarida funksiyaning qiymatlari quyidagi jadvalda keltirilean.

x fix) x S(x)
1.0 | 1.000000 |3.0 |9.000000 Jxi [
1.5 2250000 [ 2.5 6250000 /
1.8 [3.240000 |22 |4.840000
1.9 3.610000 (2.1 4410000
1.99 |3.960000|2.01 |4.040100
1.999 | 3.996001 | 2.001 | 4.004001

o - :

Shunday qilib, biz ayta olamizki, f(x)=x" funksiya x argumem 2 ga
yaqinlashganda funksiya giymati 4 ga teng bo'ladi.




Limitlar hagida ba’zi tushunchalar (izohlar)

Birinchidan, @ nuqtaga yaginlashishning ikkita yo'nalishi mavjud.
“a—"" belgi, x chap tomondan a nuqtaga yaqinlashishini va “a+" belgi x
0*ng tomondan a nugtaga vaginlashishini anglatadi.

L-izoh, Funksiva limiti mavjud bo lishi uchun funksivanin chap va o ‘ng
iomorlamea limitlari teng bo lishrai zarur, ya'ni

“EI fixi=L va JIEI f(x)=L.

Misol. Grafikda ko‘rsatilgan funksiyaning x = 2 nugtada limiti mavjud

emas.

Ushbu misolda funksiyvaning chap limiti | ga va o'ng limiti 3 ga teng. Chap
va o'ng limitlar teng bo' Imaganligi uchun x = 2nuqtada limit mavjud emas.
1-izoh. Limitning givmati har doim

ham funksivaning shu mugtadagi giymali ey

fla) ga teng bo 'Imaydi. ATLL NS
Quyidagi  rasmda  keltirilgan- ' :

misolda fix) funksiya limiti mavjud va _ / <=1t

I.: L g.!: Lu:.ug_ Birog, bu giymat f{a)dan ﬁ“\-..._..a"/
farq giladi.

I+ a 1
I-misol. Quyidagi funksivaning . T
limitini hisoblang. 3 /
. X —x p
lim ! i
=l - | ! o e .
Yechimi: i
fim > = lim XD i1, A
e I . | il = B=il

Ushbu misolda keltirilganidek, funksiya x=a nugtada giymatiga ega
bo*lmasa ham, uning limiti mavjud bo*lishi mumkinligi ko‘rsatilgan,



1]

Anigmasliklar. u‘-‘_%_]'rm-.m_f,ﬂx:ﬂ,ar va boshqa shakllarda

o
limitning qiymatini aniglab bo'lmaganligi uchun. ularga anigmaslikiar
deyiladi. Bu ko'rinishdagi limitlami hisoblashga esa aniqmasliklarni ochish
deyiladi.
2-misol. Quyidagi funksiyaning limitini hisoblang:

e
. Ax+1=1
lim ——.
£-40 ¥

Yechimi: Irratsionallik qalnﬁshg:-an bu anigmasliklarni ochish uchun,
suratning qo‘shmasiga quyidagi tarzda ko'paytirib, limitni topishimiz
mumkin.

.okl =1 [d"‘+l“l](“-“+|+l} ; x+1-1
lim = lim = |lim —
B X o J.'[J-x+l +1J - '“:r(-,u"x+| - IJ

; | 1
B 2
Yuqoridagi ikkita misol yordamida biz noanig shak! 0/0 ning limit
qiymatini topishning ikkita usulini o*rganib chigdik.
3-misol. Quyidagi ifodani ganoatlantiruvchi @ va & ning giymatlarini
aniglang:

lim r4+x-2 o
el fax b
Yechimi: x—1 da ifodaning surati ¥ +x—2—0 va maxraji esa
¥ tax+b—>1+a+b ga yaqinlashadi. Shu sababli, limit mavjud bo‘lishi
uchun I+a+b nolga teng bo'lishi kerak. Ya'ni, b=—a—1. Buni ifodaga
qo‘yib, shakl almashtiramiz:
Xax=2 . (x=1}x+2) . x+2 3

lim =lim = lim =,
el x* 4 ax+ b ={x—Ilxta+l) *x+a+l a+2

a4 3
Shuning uchun, T:_-{E:l' buyerdan a=1va b=-2.

4-misol. Quyidagi munosabaini qanoatlantiruvehi @ va & ning
giymatlarini aniqlang:
? ax’ +bhx+ 1
im———————=
[ —
Yechimi: Ushbu misolni quyidagicha yechishimiz mumkin. x —1 da
x—| maxraj 0 ga yaginlashadj va a +bx+1 surat 1+a+4 ga yaginlashadi,
Limit mavjud bo'lishi uchun, a + b + 1 nolga teng bo'lishi kerak, ya'ni,
:=—a-l. Buni ifodaga qo'yib, shakl almashtirishdan quyidagiga ega
otlaiais:

=

90




2
[£2 8 +b‘I+I =Iim{.¥-—”{ﬂx'—”= Ii[‘:{m"l}:a_‘l*

lim

Lad :;-I =] 1'—1
a—1=3,buyerdan a=4 va b=-5.

LB. Funksiyaning hosilasi

Ushbu grafikda, x erkli o'zgaruv- e AR,
chi, x, dan x, gacha o‘zgarpanda, ¥
o'zgaruvchi, » dan y, ga o‘zgaradi. Bu
verda x, —x ayirmani Ac bilan, p -y

o zgarishni esa Ay bilan belgilaymiz. - :
Ay ning Axga nisbati o‘rtacha =
o'zgarish  tezligidan iborat.  Ushbu . : -

grafikda dy/ de giyalik o'rtacha o*zgarish
tezligini aks ettiradi.

4 r.'J"_,__.
Il 1
u f@)=f(a) ifodn Pilan  ham  ifodaianish e Ay
b—a !
munkin. ' , :
Bu yerda, biz A va B nugtady egn chiziqui kesib o | "‘j ]
o'tuvchi to'g'ri chiziqui ko'rib chigamiz, Bu Y
chizigning qiyaligi vim  o'zoanshi - quyidags 7 l/'/
=£t%‘i%? nisbat bilan amiglanad! - ?--.-I;--" = L,*_'?._f
Hosila

Agar B nugta A nuqlaga yaqinlashsa, bu kesuvchi chizig wrinish
chizig'iga yaqinlashadi va uning qiyaligi
i o ¥ |

deb yvoziladi.
Ushbu limit giymat f(x) funksiyaning o nugtada hosilasi deb
nomlanadi va /Ya)bilan belgilanadi.

o

g1



Agar b=a+h deb olsak, hosila

Jysll

a)

kabi yoziladi.

S-misol. f(x)=x"funksiya haqida quyidagi savollarga javob bering.
(1) x=1 va x =2orasidagi o‘rtacha o‘zgarish tezligini toping.
(2) x=a bo'lgan momentdagi o'zgarish tezligini toping.
(3) O°zgarish tezligi x=1 va x=2 o‘nasidagi o'rtacha o‘zgarish tezligiga
teng bo'lgan nuqtani toping.

Yechimi: (1)

‘rtz)“‘f{!}nﬂ—lzl
2-1

(2)

vy gk —at »
fa)= ’,,'_’_“-,‘h—— {#g(?.aﬂ;; =7a.
{3] {I} va (2) nmljﬂ]ﬂl‘ldﬂ.l’l f{:}'daiaﬂih, biz 2a4=3 ega bo‘lamiz, bundan
2=3/2bo'ladi.
Funksiya hosilasi

Chizigning qiyaligi, agar "a" ning vaziyati o‘zgarsa o' zgaradi,

Agar a giymatni o'zgaruvchan deb uni x bilan almashtirsak. u holda
o Sx+h) = fix)
f1x)= ilﬂ—T-"

Sfx) hosila f(x) funksiyaning hosilasi yoki f(x)ning hosila funksiyasi

deyiladi.

Funksiya hosilasini belgilanishing turli ko'rinishlari mavjud.
Ko'pincha quyidagi belgilashlar ishlatiladi:

f'{l‘]:}r‘=%=%=%f{_f} =M{x}=—-ﬂ1f[x:l

Ta'rif bo'yicha dy/dx, “dy ning dx ga nisbati”, "dy dan dx" yoki "dy dx"

sifatida o'qiladi.

a3




6-misol. Ushbu funksivalar hosilasini toping:
() flx)=x (2) flx)=x" (3) f(x)=2x.
Yechimi: Bu yerda biz ta'rifdan foydalanamiz.
fx0)= ffxﬂr} S

_'T:lirn[I}:T,

in f'{-';'}:{'i_mI”
+hY -

(2} Fi{x)= i'rm - — ~J|mt._x+J:} X
1]
(3) fT-l'I=LimLtt-£I‘]l-;-=Lim{3I:+3.1:h+ Wy=3%2,
- ald l - alt

Ushbu turdagi funksivalarni hosilasini topish tez-tez uchrab turganligi
sababli, ushbu x" funksiyaning hesilasini
{—II{_x"] s
e
formulasi sifatida gabul qilamiz.

Y uqori tartibli hosilalar
SUx)ham xning funksiyasi bo‘lgani uchun, u ham o'z hosilasiga ega
bo‘lib,
f
SL= 0=,

bilan belgilanadi. Bu hosila funlmlyumng ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi.
Biz ushbu operatsivani dmrc:rm ettirishimiz mumkin va

"———I'{x} Sx)

ega bo'lamiz. Umuman nlgundu. funksiya hosilasini topish jarayoni
differensiallash deb ataladi.

T-misol. Agar f{x)=x'-x  bo'lsa,
S "(x) toping va izohlang.

Yechimi:

3
i.-r r«{I} f'“[x,}

formulasidan foydalanib, /{x)=3x"-1 va
[ *(x)= 6x ni topamiz. ; :
Ushbu funksiva hosilalari grafigi  quyidagi -
rasmda tasvirlangan.
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Ushbu grafiklarni ko'rib turganingizdek,
F7(x)- v=r(x) egri chiziqning qiyaligi,
£ (x)- y=/(x) ning o'zgarish tezligi.
8-misol. f(x)=x"+ax’ +bx+c funksiya f(D)=3, f(0)=1 wva
£'(~1) =16 shartlarini qanoatlantirsa a,b,c —o'zgarmaslarni toping?
Yechimi: Funksiyaning hosilasi
S{x)=3x" + 2ax+ b teng. Berilgan shartlardan
fiy=l+a+b+ec=35,

J0)=c=l,
S{-1)=3-2a+h=16
aniqlaymiz. Ushbu tenglamalardan !

a=—4, b=35, ¢ =1 ekanligini topamiz.

Ushbu funksiyaning grafigi qizil egri chizig §
bilan rasmda ko'rsatilgan. :

2.2. Hosila va Grafiklar
2A Funksiya grafigiga urinma chiziglar

Urinma tenglamasi »
To'g'ri chizig m giyalik bilan p(a.b) nugtadan  *
o'tsa, S
=l
I—a

Shuning uchun y—b=m(x—a).

y=f(x) funksiyaning (a. f(a)) nuqtadan o*tuvchi

urinma tenglamasi y- f(a)= f'(aXx~a) kabi

bo'ladi.

] 1-misol. y=f(x)=x'+1 funksiyaning x =1 nugtada urinma tenglamasini

: _].5 yuhy-ﬁﬂxbﬂ'hdr
I-mel. y=x +4 ﬁm]rmymmg (l 1) nugtadan o'tuvchi urinma
tenglamalarini va urinish nuqtalarini toping.

Yechimi: (a,a*+4) urinish nugtasi bo'lsin. Berilgan funksiya
fi(x) =2x.
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Shuning uchun, urinma tenglamasi

y—(a* + 4) = 2a(x — a)
kabi bo*lib, urinma to'g*ri chizig'i (1,1) nugtadan o*tgani uchun

1—(a®+4) = 2a(1 — a),

at—2a-3=0,
a=-1,3.

a = —1 da urinish nugta (-1,5) bo'ladi, urinma tenglamasi esa y = —2x + 3.
a = 3 da urinish nugtasi (3,13), urinma tenglamasi y = 6x — 5 bo*ladi.

Funksiva grafigining uning hosilalariga bog'lig o‘zgarishi

A va C ochiq kesmada f'(x) > L=

0va f(x) o'suvchi. Bcontt [ /

B ochiq kesmada ['(x) < Dva f(x) ; / Ny MR L5 Lo
_- : 1r\ f

kamayuvehi. i
/ | N

3-misol. y = x* + 3x? — 2 funksiyaning o'zgarishini o'rganing va
grafigini tasvirlang.

Yechimi: Funksiya hosilasi y' = 3x? + 6x.
Funksiya hosilasining ishorani saglash oraliglarini
topamiz: e

y'=3x(x+2)=0x=-20,
y'>0agarx <—2,x>0,
y<Oagar —2<x<0.
Grafikning ¥ o'qini Kesish nuqtalari: (0,2) va (0,-2).
x o*gini kesish nugtalari: |
y=x +32-2=(x+1)(x*+2x—-2)=0 i
Demak (—1,0), (=1 + V3, U)J (— 1 -3, ﬂ}. Shunday i

qilib quyidagi jadvalni hosil gilamiz.
[ (A -2 |... 4]
¥ + 0 - 0 +
y | 2 2 b -2 s

3-misol. y = x* — 2x® — 3x funksiya haqida quyidagi savollarga javob
bering.

a5



1) Funksiyaning (-1,0) nugtada urinma tenglamasini
fuzing, % .
2) Funksiya va urinmaning kesishish nuqtasini toping.
Yechimi: 1) Funksiva hosilasi y' = 3x% —4x — 3,
Berilgan nuqtadagi giymati [(—1) = 4.
Formulaga ko'ra urinma tenglamasi y — 0 = 4{x + 1)
yokiy = 4x + 4.
2) Urinma va egri chizigning kesishgan nuqtasi x* — 2x* — 3x = 4x + 4

Bu yerdan, (x + 1)*(x — 4) = 0. Shuning uchun, x = 4 va kesishish nuqtasi
(4;20).

2B. Lokal ekstremum. Global ekstremum.
Ikkinchi tartibli hosilaning go*lanilishi

Funksiyaning ¢ nuqtadagi qiymati x = ¢ nugta
atrofida eng katta (kichik) bo'lsa, ya'ni bu nug-
tada maksimal (minimal) giymatga ega bo'lsa,
funksiya f(c) lokal maksimumga (lokal mini- o s
mumga) ga ega deviladi. ;P
Maksimum va minimum nuqtalarga ekstrmum b
nugtalar deyiladi.

Agar f(c) lokal ekstremum bo‘lsa u holda
f'(c) = 0 ba'ladi.
Absolyut maksimum (yoki global maksimum)-
bu butun [a, b] sohadagi maksimal giymatdir.
Absolyut minimum (yoki global minimum) - bu
butun [a, b] schadagi minimal giymatdir.
Lzohlar:

(1) Hosila nolga teng f () = 0 bo'lishi, funksiya albatta, nugtada
lokal maximum yoki minimumga ega ekanligini anglatmaydi;
(2) Agar f (c) = 0 yoki f'(c) mavjud bo‘lmasa, ¢ son f(x) ning

kritik nugtasi deyiladi. _
fiey! g clexal max, fliei=0
1 - jre.
l e !,E'r:ﬂ! mire, dsdia masud =mas
IR ===




4-misol. —1 < x < 2 sohada f(x) = 2x* + 3x% — 12x + 1 ning
maximum va minimum qiymatini toping.

Yechimi: (1) Extremumlarini topamiz: —
6xf+6x—12=6(x+2)(x—-1D.x=-2val. e

Ulardan fagat x = 1 berilgan oraliqda yotadi, :
f(1) = —6. — i
(2) Omliq chetidagi giymatlarini topamiz: ;

fF(—1) = 14, f(2) = 5.

(3) ¥ -to'g'ri chiziqni kesish nuqtasini topamiz:

¥= =1
{4)Jadval tuzamiz:
x ~1 L
| _fix) E = 0
Local
f&) 18 ¥ Min.—6

(5) Grafikni chizamiz.

(6) Maksimum va minimum giymatlami topamiz:

Maksimum givmati 14 (x=1 da erishadi), Minimum qgiymati -1 (x>=1 da
erishadi).

Grafikning qavarig va botiqligi

s

Y s J"t'? g |

L) <0 F(B)=0-> F(x) >0
£6)>0
x = b da botig

Six)> 0= ) =0 f(x) <0
[{a)<0
x = a da gavarig
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Tskinchi tartibli hosila yordamida funksiyani tekshirish

Axuwii, x = ¢ da f'(c) = 0 bo'lsin. U holda: Agar

£ () > 0 bo'lsa. x = ¢ da f(x) local minimumga

Agar Fici<0 bo'lsa, x = ¢ da f(x) local maksimumga

erishadi;

Agzar f(x) = 0 bo'lsa, u holda ckstremum mavjudligi
- anigmas. Masalan, x=0 nugtada

| ¥=x LN
| \'=—x¢" LMagks;
| = ‘:"I Haamg
Egilish nugtasi

'l‘l’uquﬁdsgilmdan xulosa gilishimiz mumkinki, shunday
i nugta mavjudki, bu nuqtada funksiya o‘zining gqavariq ) >,
yoki botigligini o'zgartiradi. Agar funksiva gavariglak- }
dan botiglikka o'tsa yoki aksincha bo‘lsa, unga egilish | ~% - 845
nuqtasi deb ataladi. AT :
S5-misol. Shaklda ko'rsatilgandek qalin kvadrat
gogozning to‘rita burchagini kesib kvadrat chashka
tayyorlandi. Ushbu idishning hajmi gachon maksimal

=2 E =G
Bu funksiyaning maksimumini topsak
V(2) = 128,V (6) = 0. Demak maksimum qiymat 128.

1.3. Differensiallash formulalari

- 3A. Daraja pasaytirish va chiziglilik xossasi.
Ko'‘paytma va bo'linmadan hosila olish qoidasi

Daraja pasaytirish xossasi. Darajali funksiya uchun hosila olishning
quyidagi xossasi o'rinli:




d
— =™

Ushbu qoida ixtivoriy haqigiy sonlar uchun o*rinli bo*ladi.
1-misol. Quyidagi funksivalar hosilasini toping.

I }‘{.r]:%d 2. F(x)=¥

Yechimi:
D fo()=d (%) = 2e ™ =2 =2
d - g [ 2 3. L 3
D ()= 4(F)- 4+ |24 -1k

Chiziglilik xossasi
f(x) va g(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin. U holda hosila olish
uchun quyidagi formulalar o*rinli:
1. Konstantani hosila belgisidan chiqarish mumkin (¢f)'=¢/"

1

Yig'indining hosilasi: (_f‘+g‘)=:-;..+g.
3. Ayirmaning hosilasi: (/-g)'=/f"-g'
Yig*indi hosilasining isboti. Ta'rifga ko'ra
{f[.r]+g[x”*=1iﬂ (Fx+m)+g(x+M)=(F(x)+g(x))

h
Limit ostidagi ifcdani shakl almashtirsak,

/eyl = i LSy L1 0)

h
ga ega bo'lamiz.

=1'(x)+g'(x)

Ko*paymadan hosila goidasi
f(x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin, u holda

(f2)'=f'g+fe'

Isbot.
{f{x}g{x]}- = Liﬂ Sx +ﬂ]g(x+;] - f{-")gi-‘} =

(LHLE) oy S50

£8

=i
At

=f(x)e(x)+/(x)g'(x)



2-misol. Berilgan funksiyaning hosilasini toping Ai{ x)=3x" (5x+1).
Yechimi: Ko'paytmadan hosila olish qoidasiga ko'ra,
B(x)=6x(5x+1)+3x°(5) =455 +6x

B> bnmad

= e A= TR hoalda! !*

Ikkinchi formulani quyidagi tartibda isbot gilamiz.

1 vy 1 19
lﬁl - iﬂi [g[.r +i) g(x}] =
= it _alx+h) - g(x) 1 }z_y'{ﬂ
A0 h glx + Mg(x) g*(x)
Yuqoridagilardan !‘oydalunib

[@] rw ) =L 4 . —22D -

g(x) 9@ ~ g (g(x))
_ () = f(x)g'(x)
(g(=x)) |
3-misol. Berilgan funksiya hosilasini toping f(x)= =

x+1
Yechimi: Bo'linmaning hosilasi formulasiga ko'ra

I(x+1)-x(1) 1
Jr{ } { ]]1 I:I"‘I}J
4-misol. Quyida berilgan funksiyalaming hosilalarinini ikki xil usulda

hiscblang:
x +2x +3x7 =
D g(x)=  h(1) ==

x
Yechimi:
1) Bo'linma hosilasidan foydalansak
o (3xt—dx—3x)x~(x*+2x?+3x7) 1
g'(x) = o =
= L”::-:‘f'—’zx +2—6x2,
Yig'indining hosilasidan fovdalansak,
gx) =(x*+2x+3x7%) =2x+2—6x73,
2} Bo'linma hosilasidan foydalanamiz,
_atfe=)—{?—1)1  t-ar4r  (—1)
h'(®) = (1) (=1 (-1
Yig'indining hosilasidan foydalanamiz,
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M)y=(r+1)' =L
3B. Zanjir qoidasi. Oshkormas funksiyalarni differensiallash qoidasi

= f(u) va u = g(x) funksiyalar berilgan bo‘lsin. U holda y =
f(g(x)) ga murakkab funksiya deb ataladi,
Agar f(x) va g{x} dilferensiallanuvechi funksivalar bo®lsa, murakkab
funksiyadan quyidagi formula yordamida hosila olish mumkin:

df (g(x)) _df(g) dz(x)
dx de dx
u= g(x) belgilashni kiritib yuquridugini quyidagicha ham yozish mumkKin:
n"}r dy ﬂ d'_n
=/ ‘:I dx  du dx

S-misol. E-.:nlgan funksiya hﬂsilaﬁini toping y=vx +1.
Yechimi: Quyidagicha almashtirishlarni bajarib,
f{u]=-um va u=g(x) =x" +1
f(u)= -I_,"'-I:: v g'(x)=3x" lardan va murakkab funksiya hosilasi
fumlulasi-(iﬂn foydalangan holda

dJ_——— "—(3x]=—(r r1) (32%) = —\rﬁrmuhmm

Funksiyalarning ikki xil ko*rinishi
Biz yugorida oshkor y = f {x:l kabi

funksiyalamni o' rgangan edik, masalan gl "‘-._¥'
b ot X I_Ff Ty
Agar erkli va erksiz o*zgaruvchilar o'zaro =} 1

oshkor bog' lanmagan bo*lsa, unga
oshkormas funksiya deyiladi: f(x,)=0,

masalan x* + y* =1.
Hosilalarini hiscblashning ikki xil usuli
Misol uchun, aylana x* + 3 =4 tenglama bilan berilgan bo'lsin.
(1) w ganisbatan yechib differensiallaymiz
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dy - x X

=4Ja- , Z=|1 ==

z dx { u'd—le y

(2) Zanjir qoidasini qo‘llab har bir had hosilasini olamiz x* + y~ =1.
Ikkala tarafidan ham differensial - :
olib,

dif g .2y d
—(x*+y )=—(]
d dy
2x+—(y*)—=0
x+dx[y )d:
Zanjir qoidasini qo’llab topamiz

6-misol. Berilgan funksiyalar hosilalarini toping:
D) y=(x+2x-1),
s
(3x-2)"

Yechimiz y'=2(x* +2x—1)(2x+2) =4(x* + 2x — 1) (x +1),

1) :[(3::—2)']}' =-2(3x-2)3=-6(3x~2).

T-misol. Funksiya hosilasini toping:
E‘. ¥ _J.i =1 2 :

5 " s
Yechimi: / B

2) y=

Ikki tarafdan ham x bo'yicha hosila olib "\ " y5

"\M -
E'?;}—ﬂ:ﬂ ga ega bo'lamiz. =10
9 4 dx
Yuqgoridagidan y#0 da & & ga cga ¢
dx Iy = 5%
bo'lamiz. ;,.f" '""‘-\
.| |
-1\',\ { A i
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2.4.Trigonometrik funksivalarning hosilalari
4A. Asosiy rrigonometrik funksivalar hosilalari. HTM- ning limiti

Sinus funksivasining hosilasi

Grafikdagi ko'k chizig sinus
funksiyani aks ettiradi. Chiziglaring
o'zgarishiga e'tiborimizni  qaratsak. 1
Grafikga berilgan nuqgtada o'tqazilgan T 7 v
urinma  hosilaring shu  nugtadagi
ishorasini  aniglab beradi. x =0 da
urinmaning burchak koeffisiventi 1 ga
teng, x = = da esa kichikrog, x == da

esa 0 ga teng.
Shu tarzda davom ettirib funksivaning hosilasini ko‘rishimiz mumkin. Bu
holda hosilani kosinus funksiyaga oxshatishimiz mumkin.
Endi esa hosilaga berilgan tarifga asosan sinus funksiyaning hosilasini
hisoblaymiz, Hosila ta'rifi bo'yicha
veon o f+R)—f(x) sin(x+h)—sinx _
flx) = lim h = fffﬁ 2 =
~ sinx-cosh + cosx - sinh — sinx
= lim = i
e h i 1=tz =
5 Kin = 1 i
= fql—ﬂ}{ COSX *——— sinx *—-h—b-).
Demak, hosilani hisoblash sin x / x ning
limitini, ya'ni anigmaslikni hisoblashga kelar
ekan.
Markaziy burchakka ega bo’lgan sektorni
ko'rib chigib AOAB, sektor OAB, va AOAT Y
yuzalarini solishtiromiz:
3 - 2y ks
E-." sinx < {mwi”) H{EF g

Bu yerdan - sinx<x<(gx
yinx=0(x=0) da
i fq:_'__:-_r_.I__
sinx cosx

sine
I:J—;L > cosx

Agar oxirgi tengsizlikda x—0 da limitga o'tsak
Sinx

lim——=1
x—0 x

ni hosil gilamiz.
(1-cosh)(1+cosh) _ 1—cos*h _ sinh sink
n(i+cosh)  h(1+cosh)  h (1+cosh)
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Demak, sinus funksivasining hosilasi uchun,
| sinh 1 = cosh
f'(x) = llm (:asx — sinx —-——-—) =

h h
=T (l’_‘I}SJ'.' nh Lin sinh simh )
i hl_[ﬂ h kR (14cosh)/’

Shuning uchun,
(sinx)' = cosx.

I-misol. cos x va tg X ning hosilasini toping. ],
Yechimi: :

(1) o'ng tarafdagi uchburchakdan
m
cosx=gEin(—— x)
Shuning uchun

(cosx)' = (sin(—— x)) = cos|=— x) (—— 1)

—sinx (- 1)——smx
2) Bo'linmaning hosilasi formulasidan
Sinx y __ Cosx-cosx —sinx(—sinx) cos?x + sin’x
(tgx)' = ( =

coS x cosix = cos2x

Asosiy trigonometrik hosilalar

e d .
I:’-::..""ﬁll'lf-\f—'IZIZ!IS.'-!\' dxCDSI— s5inx
(2) Boshga stnndart munosabatiar
—tgx = sec’x, %serx =secxtgx,
i d
o= —cosectz, i Cosecx = —cosecx ctgx
2-misol. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping;
1)y = cos*x, (2) y = xsinx + cosx.

Yechimi: 1) Darajaning hosilasi va murakkab funksiya hosilasi
fomulasiga ko'ra, y' = 2cosx - (cosx)' = 2cos x- (—sinx) =
—2sinxcosx = —sin 2x
2) Ko'paytmaning hosilasi bo'yicha

y' = (x+sinx)’ + (cosx)’ = (1 sinx + xcosx) - sin x = xcos X

3-misol. Quyidagi funksiyalaming hosilalarini f oping:
My=sinax’, @y==. @) y=cosG-D,
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T L BN o et CRe Y o : o
Yechimi: (/) —=sin(ax®) = —=sinu - (ax?) = cosu * (2ax)

2axcos(ax?)

e ({'t.lj t') [= sinix) sin r-—cnsr{can} fs!n’1+cn_-.-:'z] _ 1
T Nsinx sintx sintx  sin?x
" mintx
i d ol (I Fr) 1 s A .
pl = — —|=+=] = ==sin(=+=).
(3 ¥ ocosu —|>+= 38 (z+a}

4B. Hosilalar va harakatlar

Vazivat, tezlik va tezlanish. Oddiy tebranma harakat. Tezlik va tezlanish

.

P nugta to'g'ri chizig bo*ylab
harakatlanadi. Uning vaziyati:
Bu holda tezlik va tezlanishlarni
quyidagicha aniglaymiz:

1; va t2 orasidagi o'rincha tezhk

ﬂx J.‘z—in
v=—=
At rz—tl

T=t; da bir oniy tezlik
t)
y= e i :

vit;) = hm

M

T=t, da oniy tezlanish a = i" = ()
4-misol. X o'qi bo'ylab harakatlanadigan nugtaning vaziyati

s(t) = t7 — 3t* — 9t + 10 tenglama bilan berilgan.

(1)t = 2 nuqtada tezlik va tezlanishni toping:

(2) =2 = t < 4 vaqt davomida harakatni o*rganing.

Yechimi: (1) tezlik: v = %E =3t2 —6t—9 =3(t+ 1)(t— 3)
L v(2)=-9
Tezlanish: a = %E = 6(t—1) 2 al2)=6
(2)



e

Oddiy tebranma harakat

_l'\ .’l\.JA‘

1
i

[}

e el Ty
//é”'— :a;r\ 1:'._-'_
J' r’:{;’ lli
i
\

Nl

Prujinaga osilgan nugta vertikal harakatlahmoqda. Uning holat, tezlik
va tezlanishi quyidagicha aniqlanadi:
Vertikal holat: y = Asin{wt + a)
Tezlik: v == Awcos(wt + @)
Fa de _ d¥ Ty
Tezlanish: a= == ga = —Aw’si n(wt + a).
S-misol. P nugta x o'qi bo'yicha harakatlanmoqda. Uning vaziyali
x = 2t + cost kabi aniglanadi. Nugta maksimal tezligi va uning maksimal
tezlikka ega bo'lgan vaqtini toping.
Yechimi. _
Tezlik G L
dx . A
u=-&}-—2-smt
Maksimal tezlikka [ A ST 20
sint=—1 /
da erishadi, shuning uchun &

3
==i“+ 2nm "t : i3
Maksimal tezlik esa 3 ga teng,




2.5. Logarifmik va ko‘rsatkichli funksiyalar hosilasi
S5A. Logarifmik fumksiyaning hosilasi. Ko*rsatkichli funksiya

Ko‘rsatkichli
y=a* [(a>0, a#1l)
funksiya berilgan bo'lsin. Unga teskari bo'lgan funksiani topamiz. U
logarifmik funksiya deb atalib, quyidagicha aniqlanadi:

y=a*
dan x ni topamiz
x=a”
va x bilan y ning joyini almashtiramiz
y = log.x.
it L | =Tog A
ny ; 3
!
et !
3 rasm

Logarifmik funksiyaning hosilasi

Ta'rifga ko'ra

log,(x + h) —log, x

Uuﬂux} = H—E%
= Tin o (14 ) = B e (1+h)]
= R0 h Dg"( +x) _hi—r-rél;."_l i< ik
Quyidagi belgilashni kiritamiz
ey
x
h—=0da k—=0,uholda
11
(log. x)' = Ef-'-‘ﬁ [;Iingatl + k)]
1 1 1 1
= - k== i 13
~ lim log(1 + ¥ = Zlog, [lim(1 +K)%|
Oxirgi limit ostidagi ifodaning givmatlarini garaymiz va jadval tuzamiz
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- 1|__ (&) s ___i s 8 Sl
5. | 259574+ -0 286797
661 | 270481 § —0m 2 33199
2.001 1 271692 ~0.080 {2718
D061 | ZTiEIf- ~ {06 5]
(00001 | 271526 000001 | 271529

Demak ular biror sunga vaginlashar ekan. irnﬂa e soni yoki Neper
o'zgarmasi deb ataladi.

€ soni
n

1
e = lim (1 +;!-) = 2.7182B18B28459045 ...

Sunday qilib quyidagi tengiikka ega bo’ldik
1

1
(log,x)' = ;Ingae =

xlog,a
Logarifn asosini ¢ ga tenglasak

] 1
(log. x)' = ;Iug, e
ga ega bo'lamiz
Asosi e ga ting bo'lgan logarifmga natural logarifm deb aytiladi
Ya'ni:
log,x =Inx
Eslatma.
1
{Iugﬂ ¥ )= o
1
—-{In x)=—
I-misol. Berilgan funkswalarmng hnsﬂasmi hisoblang
(1) ¥y=In2x,
(2) y=1log,(3x+2),
(3) y=xIn3x
Yechimi.
1 2wty
1) y'=—QRx) =—=-
0y Zx( xi ix =x 3
2) Y= (3x42) =——
@ v (3x+2]!n2{ Lt &) GBx+2)In2
— ¥ i 3
(3) ¥ =x'ln3x + x(In3x)' = [n3x + T In3x + 1
Eslatma:  soni limy..o (1+2)" = e = 27182 ..
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2-misol. Berilgan funksiyalarni hosilasini hisoblang.
(1) y = (Inx)*
(2) y=xInx
(3) y=logwx
Yechimi.
2Inx

(1 < =20 -ilnx"
) bty e

- 1
(2) E(rlnx} =) hx+x(nx) =hx+x-= e, X

Inx
(3) IUE'ux_ln 10
| _\ d Inx & 1 d] 13 1
dx CB10X =10 Inl0dx . (In10)x

SB. Ko*rsatkichli fumksivaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi

Bizga, f va g o‘zaro teskari funksiyalar berilgan bo'lsin. U holda
y=fx) — x=g0)
Bu tengliklarni har ikkala tomonini differensiallaymiz va quyidagilarti olamiz
| _df(x) _dfodx _df(x)dg)
dy dx dy dx dy
. _ @) dg)
dx dy

df(x) * 1

D

Demak

yoki

dy 1

)

Ko*rsatkichli funksiyaning hosilasi
Asosi e bo*lgan ko'rsatkichli funksiyani qaraymiz

et

)= flx)=¢e
Unga teskari funksiya
x=g0) =y
Demak, yuqoridaginga ko‘ra
EZ _df(x) 1 1

=y
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d XY o= ak
e Ll
Endi y = a® ni qaraymiz.

Agar a = e* bo'lsa, x = Ina bo'ladi, Demak.
y = aF = {E!rm}: = gXina
Qoidaga ko'ra
—d'“(ﬂ’} = i{e““"} = e’“““i[xfnaj = a*lna
dt dt dt

—(a*) = a*lna

dt
3-misol. Berilgan funksiyalarni hosilasini hisoblang.
(1) y=e* (@) y=a™
Yechimi.
(1) Qoidaga ko'ra

yi=gtx.(2x) = Ze*
(2) Qoidaga ko'ra

y' =(a*loga) - (—2x) = —2a **loga
4-misol. Berilgan funksiyalarni hosilasini hisoblang. -
Dy = xa* (2)y =2 @)y =
Yechimi.
y' = (@)™ +x(a*)' = a* + x-a*loga = a*(1 + x loga)
1y 2"*m2

= ginx =)=
}rZInZ(x} -

s fe¥te)t=i@F—eN)? 4
= (e* +e~%)? ~ (e + e )T

2.6. Hosilaning tenglama va tengsizliklarga tadbigi
6A.Grafikiar va tenglamalar (Parametrsiz hol)

Ushbu f(x)=g(x) tenlikning ildizlari f(x) ¥y TS
va g(x) funksiyalarining kesishish nugtalari \ f;’
koordinatalarini ko*rsatadi.

Xususiy hollar i / TRt s )
Agar f(x)=g(x) tenglama parametrli /‘\\/;)

bo'lmasa, uning yechimini toppish uchun biz 517
y=f(x)-g(x) funksiva grafigining Ok
o'qi bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini
Qs
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Boshqacha qilib aytganda £ (x)—g(x)=0 ni yechib nollarini topamiz.

O‘rta giymat haqidagi teorema

Avtaylik  y= f(x) tenglama bilan Y
berilgan egri chiziq [a,.’:] intervalda uzluksiz
bo*lsin va m nugta f{a) va f(b) lar orasida
bo'lsin, U holda [a.B] intervalda f(c)=m
tenklik bajariladigan shunday ¢ nugta albatta
topiladi, i

[zoh. Agar funksiya [H,b]dn monoton

o‘ssa yoki kamaysa ¢ son yagonadir.
I-misol. Berilgan tenglamaning hagqigiy sonlardagi yechimlari sonini

toping:

x' =3x-1.
Yechimi. Biz ushbu v =x" —3x+1 tartibda funksiya yasab olib, undan
¥'=3x"-3=3(x+1)(x—1) ni olamiz va y'=0 tenglikni x, =1, x, =1

yechimiarni olamiz.

Bu funksiyaning grafigi (% o'gi bilan 3 ta nugtada kesihsadi. Bundan kelib
chigadiki yugorida berilgan tenglama 3 ta haqiqiy ildizga ega.

Grafiklar va tenglamalar (Parametrli hol)

S (x)=g(xk)

y= x5




Aytaylik tenglama quyidagi ko'rinishda bo'lsin
fix)=k-g(x)= -%‘—‘k-(ﬂ[-ﬂ + 0)
tenglikdan & nitopib
x
yz_f{}l
g(x)

y=k
sistemani yechib grafiklari kesishish nuqtalarini topish mumkin.

2-misol. @ ning qanday giymatlarida x’ +3x° = a kubik tenglama 3 ta
haqigiy yechimga ega bo'ladi?
Yechimi. Ushbu x’ +3x" =a

|
e =ty i
T | e =0 lssmardl O | Fansess e T T
_..'r. i :__ —— T FEREREA S R | _J: I". ' i
¥ o { o -+ . | |
— {'_ — i : S . ..,j. —— | \ 4|r
¥ v Mav | Al L S X1
R [ ol B e ok Y S . 1Y
| I 4 - {i | ] [
et s ! e N L J‘
tenglikdagi x* +3x” funksiya haqida

quyidagilarni aytish mumkin.

Yugorida berilgan funksiyaning grafigidan O <a <4 da funksiya
grafigi y=a chiziqni 3 ta nuqtada kesib o'tishi kelib chigadi.

3-misol. Berilgan  tenglamaning
ildizlari sonini toping.

e =x+a
Yechimi.
y=e=x ok
y'=e' -1 T
x=0day'=0 ‘
X | I : o PRt
S losaga kelamiz: tenglamaning ildizlari
a V' = 0
oy
a2 i

Smusol. Ayraynk m haqiqiy son bo'lsin. m ning qiymatiga qarab
y=x -x-1 va y=2x+m tenglamalaming kesishish nuqtalari sonini
toping.
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Yechimi.
¥ =x-1=3x+m
Y =3x—l=m
Biz ikkita y = x' —3x—1 va y=m funksiyalami qaraymiz.
Yugoridagidan: y'=3x" -3 = 3(.‘r- I}(J; + 'I]

Grafikka asosan, tenglamaning ildizlari soni:
me<=3 m>1dalta

m=-=31da2ta

-3 <m<| da 3 ta yechimga ega. -

6B. Grafik va tengsizliklar (Parametrsiz hol)

Ushbu
f(x)>g(x)
tengsizlikning yechimlari y = f(x) ¥
funksiyaning grafigi y = g(x) chizigdan .

._.. ) ke
== B

yugorida bo*lgan  x o°qi sohasida bo*ladi. \ {4
v = f(x) = g(x) almashtirish bajarib y > 0 A / L
gismini topamiz. \ ) ;r S

S-misol. Quyidagi tengsizlikni isbotlang. -~ =

x>0 da x—l-c:lr’ |
3

Yechimi. oY N

1 5
=—=x. —Xx+1
773

y=xt—l=(x=1)(x+1)
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Yuqoridagi funksiya minimum % givmatga x = | nuqtada erishadi.

T I
x>0 da y > 0, demak barcha x>0 larda x — | < —x bajariladi.

3
6-misol. Quyidagi tengsizlikni isbotlang.

x>0da ¢ >1+x
Yechimi.
y=e'—(l+x)
funksiyani qaraymiz
x>0da y'=e'-1>0
¥ monoton o'suvchiligidan x=0da y=0 .

N0 - |
Lo+ 3
2l

Yuqoridagilardan x>0 da e® > 1 + x bo‘lishini topamiz.

Grafik va tengsizliklar (parametrlik hol)
k ning qanday giymatida

f(x)>g(x.k) |
tengsizlik bajarilish nm.-mjas;ii :
X|> X = f = = X
J(=)>he(x)= 2y >k (2(x))
=_@ : -.'-i
"8 ()

y=k

\

1\
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sistemadan & ni > k ekanini topamiz.

f(x)
2(x)
7-misol. Quyidagi tengsizlik bajariladigan a ning giymatlari to*plamini

toping.

ax zInx (x=>0) v :
o
Yechimi.
_Inx V=l & I e, T
az— 6 b s =
x tl. 3 % .1‘
Inx I
Y= — i
x
. -Ex-ln X1 i=lnx
P et =z
x=eday' =
voOslvge C |ty i
0 /i o i s
r -‘-‘-r.#‘
; B . -
N TR ek, | HI| o

Ya'ni x = e da funksiya eng kichik
giymatga erishadi.

Javob: a = l

¢
8-misol. Quyidagi tengsizlikni isbotlang.
x20 da x'—9x+2723x
Yechimi. Quyidagicha almashtirish bajaramiz
y=x3—3x*—9x+27
' =3x" —6x=9=3(x+1)(x+3)
x==1;3da y'=0

= - i

e iR

Yugoridagi jadvaldan x' —9x+27 = 3x” tengsizlik x =0 da bajarilishini
ko*rishimiz mumkin.



2.7. Fizikaga tadbiglani
7A. Zarraning tezligi va tezlanishi. To‘g‘ri chizigdagi harakat. Tezlik

Ox—o'qidagi harakat
O

i

T,

x=0 X=% x=x, =x +Ax
=0 t=t r=n=hK+4&
[1; , t:] oraliqdagi o' rtacha tezlik quyidagiga teng
F=£1:£LE [m-,:".'-']
Ei vy lrl N
t nuqtadagi oniy tezlik esa
. Ax dx :
v=lim—=— mfl s
a0 A ot |‘ ]
To'g'ri chiziqgdagi harakat: Tezlanish
Yugoridagi kabi: \ et
O'rtacha tezlanish Joylashuvi I
g=t U B g - ' \
lz"'lri ﬂ.l' B =
(] '::‘H'“'RLH_H_
Oniy tezlanish Tezlik h
T
a-ﬂ;-ﬁr [m/! 5] i
Vektor va skalyar

Vektor — qiymati va yo'nalishi bilan tavsiflanadigan, aniglanadigan kat-
talik. Skalyar — yo*nalishga ega bo‘Imagan va fagat son bilan ifodalanadigan
kattalik.

Tezlik va texlik

Y
Tezlik (ko‘chishning) - Obyektning qanchalik '
tez va gaysi yo'nalishda harakatlanishini anglatuvchi
vektor kattaligi,

Tezlik (yo'lning) — Obyektning qanchalik tez V- '
harakatlanishini anglatuvchi skalyar kattalik. .
Rasmda A va B avtoulovlar mavjud bir xil tezlik s
bilan
turli tomonga harakatlanmogqda
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Harakat tashkil etuvchilari
Q nugia Ox o‘qgi bo'ylab, R nugta esa Oy o'qi bo'ylab harakatlansin.
Shuningdek Q va R lar P ning koordinatalari bo*lsin. U holda

v
O nugtaning tezlig: : B P
ar {
: .o dy
R nuqtaning tezligi : — ;
alt Py
. - o dx J‘u el -
P t rector tezl V= = =R :
nugtlaning vector tezligi: v d d = :
: irs dr Y -
P nugtaning skalyartezligi : 1‘ ?

Tezlanish

P nugtaning tezlanishi : &:[

L dr
Tezlanish kattalisi a= ‘f"ﬁ _‘".f_
e’ de?

Doimiy tezlanish holati
I-misol. Boshlang*ich tezligi 25 m /& bo'lgan to’p yugoriga tik otildi.
Boshlang‘ich nuqtasi sifatida y—o‘qi bo‘ylab yuqgoriga yo'nalishini olamiz.
Agar { vagini to'p go'yib yuborilgan vagtdan hisoblansa, u holda uning
holati quyidagicha beriladi:

|
Y1) =y + vl -EHJ"

Bunda v, =0m, v,=25m/s va g=98m/s’. To'p eng baland nuqtaga
yetgandagi vaqt va uning balandligi gancha?

Yechimi. Tezlik v= E’E = v, — g/ . Eng baland nuqtada tezlik nolga teng,
bundan kelib chigadi v, - g1, =0 ‘

g ‘}Bmh =

_i’ff.]=ﬂ+25-: 2,&—%39_3:153 =32 'm

2-misol. Zarrachaning x— o‘qidagi harakat tenglamasi quyidagicha
berilgan
x(t)y=t" =60 +9r+2
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(1) =2 datezlik va tezlanishni toping. j
(2) Harakatni 0<r=<4 mobaynida o‘rganing. ° e

‘-\ f
Yechimi. / \ ;I,'
() wO=2=32-120+9=3(~ R "/
1)(t—3) _
(2) a{f}:% =6f—12 shuning uchun, y !
W2)=-3, a(2)=0 e
] [ (T e 1 [ O
o e D e ] N sl
21216 |N]2]|.7]66

7B. Bog'liq masalalar

3-misol. Bir kishi arqon yordamida gayigni tepalik tepasidan tortib
olmogda. Odam suv sathidan 9 m balandlikda va arqonning o' zgarish tezligi
2 m/s. Arqonning uzunligi 15m bo'lganda gayiqning tezligi gancha?
Yechimi. Arqon uzunligi [ [m], qayiq va tepalik orasidagi masola

u [m]
"E+gi=l;1
Il
=
[ - 18
T PR
“im

jm -
1

Bu tenglikni 1 bo'yicha differensiallasak
2 _
dl it
Shartga ko'ra,

%z-ﬂ mis, [=15m u=+15-9" =12

du du
bundan HKE 15x(=2) E—wlfma’s.

4-misol. Balandligi 16 sm, asosining radiusi 8sm bo'lgan konus
shaklidagi idishga 3.sm' /s hajmdagi suv quyilmogda. 6 sm chuqurlikda suv
-sathi balandligi o*zgarish tezligini toping.

Yechimi. Suv hajmi ¥ =%x‘r=&
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Uchburchaklar o*xshashligidan 8: 7 =161, shuning uchun .-%n

V=—nr k- b |
12 3
£ | lf
Differensiallasak 1: %?— =z:rh’—d7 -

Natijada:
¢

|
Bundan esa '*—Ea-‘r x 6 x

S-misol. To*rtburchak shaklidagi suv idishi
doimiy ravishda 20 firr / s tezlikda to'ldirilmogda.
Idishning o Ichamlari w=1m va /=2 m. Idishdagi
suv x» balandligining o*zgarish tezligi qanday?

Yechimi. Yasalishiga ko'ra

Uni ¢ bo*yicha d!ﬁerenm'illaym:z %

(t.l!t

yoki

ﬂ.’r =3sm’ | 5, h=6sm

Vi0) =wix(t)

i

ot

Berilganiga ko'ra: ‘% =20 Jitr | 5 =20000 s’ / &

Bundan quyidagi kelib chigadi,
dv_
el

wi

(

1.8.

dr

20000
100- 200

ay =lsmis

]=

Funksiyaning yaginlashishi

8A. Chizigli yaginlashish

Hﬂsilaning ta'rifiga ko‘ra
fia+fﬂ S@_ rvm

h-ﬂ-
Kichik |ﬁ| Iar uchun

fla +.‘;;:~f{a‘.l ~ fa)
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Bundan esa
fa+h)y= fla)+ fHa)h
a+h=x belgilashni go‘ysak,
fx) = fla)+ faXx—a)
1-misol. f[,r]=-.|"; ning a=1 bo'igandagi tagribiy qiymatini
hisoblang.

' fixp
Yechimi. f‘{x]=%x_= a=1da : _
Ji l : %
l=Al=I "y=— 3
S va f1) 3 : //"’
Shuning uchun v

el |
JE fO+f =D =Tz -D=gxss 101 2 3
Masatan: x=1.1 kalkulyatorda 1.1 =1.0488...

Bu taqribiy hisoblashda Vil=-«1.1+2=105. Bunda xatolik 1.1%
bo' ladi.
Z-misol. (1) A kichik bo‘lganda, sin(@a+h) ning chizigli
yaginlashishini toping.
(2) sin31° ning taqribiy qiymatini toping.
Yechimi. (1) f(x)=sinx f{x)=cosx. Formulagako'ra
sinfa+h)= fla+h= f{a)+ f(aYh=sina+ heosa

2 AP Ty b= Nixsoridai tenglikk qo'ysak
(2) ﬁ+IEU bundan, T80 Yugoridagi tenglikka qo'ysak

LT L X X r 1
Sin| —+— @ §iN— 4+ —— 0§ — = — = - ——
[E IW) e T80 "6 27180 2

r=3.142, +/3=1732 deb olsak.
1 3.142 1.

sindl'=—4+—=. =0.
Hz 180 2 0.5151

o
£

]1| Kichik bo‘lgan holat

a+h=x [f(x)=fla)+ falx—a) Jovs
x kichik bo*lganda Biz a=0 ni go'yamiz i

S(xy=f(0) + £(0)x /
3-misol. |a| yetarlicha kichik bo‘lganda, .-

e
V1+x ning tagribiy qiymatini toping. 1
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Yechimi. [v14x)] = ! shuning uchun
EJI+I 5

J(xX)= i+ f({x=1+ %::

4-misol. cos29" ning taqribiy qiymatini ikkita usulda toping.
fx)=fla+i)y= fla)+ f(ah (1Y formuladan foydalaning
Sx)= (0 + 0)x (2) formuladan foydalaning

Yechimi. f(x)=cosx ni(l) ga qo‘yamiz, I}unda.-n f(x)==sinx

cos29° = cos (E —m ~ cos (ﬁJ IEDS n(—) -

i £ 1 Lyaz 3142 1
L e S W v
Z. 18D 2 z 180 2

g(x) = cos (:E k3 x) ni (2) ga qo*yamiz, bundan g'(x) = — sin (E.i_ x)

cor2? =3 (- ) =0 () -0 () (- 5) =

v3 @m 1 1732 3142 1
Stz "z T im0 2z 085

8B. Tevlor gqatori
Aytayvlik. f(x) ning voyilmasi quyidagicha bo'lsin:
f{xj——-i;a_{x—c}" =g, +a (x—c)+a(x—€)" +a,(x=c) +...
Bu tenghikni ketma ket differensiallasak
(x)=a, +2a. (x—c) +3a,(x—¢)" +4a,(x~c) +
[*(x)=2a, +23a,(x~¢) +3-4a,(x—c) +

x=c bo*lganda, bizda quyidagi h;:tsrl bo*ladi
fle)=a, f'(c)=a; £(e)=2a5 i M e)=klay, e
ya'ni bunda koeffitsivenlari quyidagicha yozish mumkin ekan:

(L]
&
ﬂ‘, =J—_E.E—l .
¢ nuqta atrofida f(x) funksiyaning Teylor qatoriga yoyilmasi quyidagicha

j-{x:,=§__{_f::}ﬂ':](x-c]" =;{p]+;-r(c](x_c)+%[lﬂ[x-c]* +f—{~;ﬂ(.r—c}‘ o
¢ =0 uchun Makloren qatori hosil bo*ladi:

_r(x}=§ﬂ;!ﬂx- - 7(0)+ 1 (0)x+L ;{:’:‘x’ L
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S-misol. sinx uchun x=0 da yettinchi tartibgacha tagribiy yoyilmasini
toping.

Yechimi. Biz yoyilmaga
f(x)=sinx ni qo’*yamiz | P
f(x)=cosx f(x)=-sinx... A
Umumiy holda ) \

f(znl [’x) = (_I‘Jn sin x, ? \

flanty) = (—1)"cosx, P : :
f‘j||{ﬂ]=ﬂ \‘_/ 'y

x =0 uchun: SHL 4

S (0)=(=1)" L

Bu giymatlardan foydalanib quyidagiga ega bo'lamiz

I] Iﬁ x?
sinx=xy——4———,
[ 51T T

6-misol. f(x)=¢" uchun Makloren gatorini toping.

Yechimi. Bu funksivaning barcha m—tartibli hosilalari f"'(x)=¢" ga
teng bo'ladi. Shunday gilib bu giymatlar x=0 da quyidagiga teng bo'ladi

F(0)=£(0)= £*(0) == =1,

Koeffitsiyentlari esa

Shuning uchun

2.9. Boshlang‘ich funksiya
9A Boshlang‘ich funksiya

Biz funksiya berilganda uning hosilasini topishni o‘rgandik. Masalan
harakat tenglamasi berilganda tezlikni toppish mumkin. Endi teskari masalani
garavmiz. Hosila berilganda funksiyani toppish masalasini qaraylik:

Tezlik ma'lum ba'lsa vl,f",l(: f?] — (1) bosib o'tilgan yo'l boshlang’ich
bo*ladi.
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F{x) funksiva f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi agar
FYx)= f(x) bo'lsa.
Misol. F(x)=x" funksiya 7{x)=3x" ning boshlang'ichidir, chunki

L .r‘} =3y’
el
Anigmas integral : Vi it
x%,x* = 2,2% + 2 lar 3 ning boshlang‘ich funksiyasi. | 1
Teorema. Agar F'(x)= f(x) bo'lsa. har ganday e E
boshlang*ich funksiva F(x)+C (C :0'zgarmas) J vl s |
shaklga ega bo'ladi. | :
Bu Fix)+C funksiva f(x) ning aniqmas L e e R
integrali deyiladi. Berilgan funksiyaning N
anigmas integrali I Sx)dx kabi belgilanadi |
va teoremaga asosan, birorta F(x) boshlang'ich 'r paly” =1 ;

funksiyn bo*yicha quyidagi tenglik
bilan aniglanadi

[/ (x)dx=F(x)+C
Asosiy anigmas integrallar

Hasila
._..._}
i | %
X+ g e e I’

Alpebraik funksiyalar

<Hosila> <Integral>=

mel
-‘f-.r""={n+l}x" - fx'dr:x #+C n#-=1 uchun
H+1

dx

|
1-misol. |x’dv==x"+C
miso j <

Eslaima. n = —1 uchun
~1+1 (1]
ldr="— 4+ C=24+C ma'noga ega emas
'[r e =1+1 0 B4 e5a
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Grafik usuli

Differensial
Grafik: Og'shi:
O df(x}
y=flx) — e
Dg'u:l‘il I
o=y
Integral
Og'ishi: Grafik:

Differensialni grafik talgin qilish
Qanday qilib grafik orqali y=Inx dan y=— hosilani topish mumkin.
x

'

i \""-..._.

» *',}i HIS TS ."
1
Sofa
d |
=—Inr=—

g v Tt

Integralning grafik talgini
|
¥ =; dan anigmas integralni qanday topish mumkin
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= . ¥ 1 R | i 8
— ¢ | ‘

l
."r = —
X
Algebraik hosila
x>0 uchun ( v=Inx aniglanish sohasi)
ilmr=—l- ] Jnl—sbr=Lnx+C
cle X x
x <0 uchun B
Grafik ko‘rinishidan, faraz qilaylik y=Inx x=-u (¢>0) ni go'yamiz,
Differensiallash qoidasidan
dy_d(inpx) dlinw)au 1
dx dx di de

Barcha x# 0 uchun I;I:frzln|x|+£‘

X
X

Asosiy anigmas integrallar — davoms

isinx=ﬂasx = Icnﬂxcb'=sinx+£'
i

d : 5 :
—COsX=—510% = Ism.uirz-msxﬂﬁ

o

o l 1 :
el = di=tanx+C
mlmx cos’ x = jm&’x

Ko‘rsatkichli funksiyalar integrallari — davomi
Eksponensial funksiya integrali
wi-e' =e¢' = Ie'ﬂ&==' +C

d a
Ea’w‘ma = Id’#:—hﬁ+£‘
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Integralning asosiy xossalari
Umumiy qoida

() + g(x)} ae=[ £ () e+ [ (x)atx
O‘zgarmasni integral belgisidan tashqariga chigarish mumkin
Icf[x]dr::[f{x}rﬂ

Misol
Z-misol. Quyidagi funksivalar anigmas integralini hisoblang.
(1) (x#1)(x-2)
(2) sinx+2cosx
Yechimi.

(1) jl:xﬁ-l](r—?.)ifrj-{l ~x—2)dx —}'x rI:—-J.x.—h - 7fd.t = % - 1'?—ETH c
(2) I[mnx+1mxx]d.r J"'-m:+"fmudr— —cosx+ 2sinx+ €
3-misol f(x)=3x" funksiyaning (1,2) nugtadan o‘tuvchi boshlang®ich
funksiyasini toping.
Y echimi. T
J(x)=3x" T
f(x)=[3ra=x+c e
Ushbu chiziq (1,2) nuqtadan o'tganligi sababli,
f)=14C=2 C=1
y=x"+1

9B. O'rniga qo‘yish usuli. Bo‘laklab integrallash
O‘rniga qo‘yish usuli (1)

Integral ostidagi fimksiya f(w(x))u'(x) ko'rinishga ega bo‘lganda,
quyidagicha belgilashlar qo‘llaniladi
Masalan

| 4 w A
{r +i) X SN XCosx

p=x" ¥1 u'=2y H=sinx u'=cosy
F'(u)= f (u) bo'lsin, bunda

)= ) )
Differensiallash goidasiga ko'ra %F(n (x))=F'(u)u'(x)= F(w)u(x)
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F(nfx]}:ff[u}u'{x}df (2)

(1) va (2) imtegral orgali biz quyidagini yozamiz

'rniga qo‘yish usuli

[ £ (o)) (x) e = [ 1 (u)

Differensiallar yordamida almashtirish
Differensial

\

u=u({x) — %zu'{x} — du=1u'(x)dx

il
i =—dx
el

Masalan agar u = ', bundan die =3k
If{lf}pf'{r]dt =jf{r.-}ﬂ'u
it

du= En‘x
d-misol. Quyidagi funksivalarning anigmas integralini toping.
M [(x+1) as (2) [sin'xcosxdr
Yechimi. (1) Biz x* + | =u b=ni qo'yamiz, bundan
21‘% =1 _mh*=%du

O*miga go'yamiz
2 l|,|. l & v, I_ 2 i .
“x’ﬂ] x:it=lu -z-du=ﬁu 4+ -—E(.t +1} W+
(2) Biz sinx=u

dx 1 e : ;
cosx—=1 cosxedv=——ndu o'miga qo’yamiz
cli COoS X

. ] b
sin’ xcosxde= |irdu=—u" + C=—sin"x+C
| [wdu=c ﬁ

O rniga go‘yish usuli (2)
I[{.r_}:.‘x =If(x{1}]x‘[r}dr
Buni quyidagicha yozamiz
[ ()= [ 1 (x(0) S

S-misol. Quyidagi funksiyaning anigmas integralini toping
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I.tmd'-:

Yechimi. J1—x=1r deb belgilaymiz, bunda x=1-¢ va —=-2.
Shuning uchun

Irm¢h = [(1=2)r(=21) e = [(1—1* e (=20 )t =
=2f(r' — )t = 1[";5 —i;-}r G ,% (243x)(1=x)Vi-x+C

Bo‘laklab integrallash
Biz ko' paytmaning hosilasini bilamiz
(/e =r(x)glx)+7(x)e(x)
Bundan esa biz quyidagini hosil gilamiz
F(x)g'(x)={r(x)g(x)) -/ (x)&(x)

Bu tenglikni integrallab, biz quyidagi bo‘laklab integrallash
formulasini olamiz

1) & (x)te = 7 (x) () = [ () ()
6-misol. Quyidagi integralni hisoblang.
I.rcasxn!r
Yechimi: Ixms::fr:xsin:r'—jl-sin:rctr:,tsin,t+m5:r+f'
7-misol. Quyidagilarni hisoblang.
(0 [cos? xsinxdx (2) [xetax

Yechimi,
(1) (cosx)'=-sinx bundan, cosx=w ni qo‘yamiz —sinx= %
Shuning uchun Im‘.minxdc=ju’{-—¢m}=-§u’+C=—l]ms‘r+(‘

(2) j.'re"’dx :r[ ) fl[ ] ';“' ;’r“'l-('

2.10. Aniq integral
10A.Yuzani aniglash va boshlang'ich funksiya.
Egri chizigli sohaning yuzasi

ABQP sohaning vuzasi S(x) bo'lsin x - h ga ortirilsa, yuza esa
quyidagicha ortadi
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dS = 8(x + h) - S(x) » Wf (x)
S(x) ning hosilasi esa
as S(x+ h) —S(x)
_ ‘ dx JI‘:i-u h > f(x)
S(x) funksiyvaning yuzasi- flx) funksiyaning boshlang'ichlaridan biriga
teng bo‘ladi, ya'ni

S'6) =)
P [ —
p ]T/
{~)
\ r
[ Ls L]
Sl

Aniq integral va yuza

F(x) funksiya berilgan funksiyaning boshlang'ichi bo'Isin.
S(x) = Flx)+ C
Berilganlarga ko'ra  x = a da yuza nolga teng S(a) = 0. U holda
0 = Ma)tC
" =-Fla)
Demak, S{x) = Fx) - Fla)
Agar x = b bo*lsa. biz 10'lig sohaning yuzini hosil gilamiz

S = F(b) - Fla)

=t = s { ¥ o el — f; v
F(b) — F(a) ga; (x)- ning [a.b] dagi aniq integrali deyiladi va
b
f fx)dx

yoki
F(h) — F(a) = [F(0)]a
kabi belgilanadi.
Shuningdek
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b
f f)dx = F(B) — F(a) = [F ()2

kabi yoziladi.
Aniq integralning xossalari

Aniq integralning chiziglilik xossasi
(O], kf)dx =k [ FG)dx
@) + g@dx = [1 F)dx + [ g(x)dx

(3)Teskari integrallash xossasi " e S
2 fe)de = — [ f(x)dx : /
(4)Additivlik xossasi T i P I/
[P f(dx = [ fdx + [° F(x)dx |
[
|
|

I-misol. Aniq integralni hisoblang.
L]
j (x* = 3x + 1dx
-z

Yechimi. [,(x? — 3x + 1)dx = [*, x%dx — 3 [ xdx + [, 1dx =

apt 214 3 3 2 2
43 (-2 42 — (=2
-[5] 3] roa -t S o
= =

2
=42
2-misol. Aniq integralni hisoblang.
) 2 xdx — [* xdx
(2) JZsin26d6
Yechimi.
Q) P = [ xde = [ xdx+ §7 xdx =
a 22 i
= J xdx = [—] =4
L 2 i
- i
— [-ees28]: _ —(-1) “ﬂ =
) [ sin26d0 = |2 ];_ DDy




J-misol. Anig imegralni hisoblang.
1 1
f (x? — x)dx — f (x? — x)dx
0 1

Yechimi.

1 1 3 34 212
L[Iz—x}dx—L (Iznx)dx=j; (x> —x)dx == [%L—[%]u = ;

10B. Bo‘laklab integrallash.
O'zgaruvchilarni almashtirib integrallash (1)

Aniq integralni quyidagi usullarda o'zgaruvchini almashtirib integarallash
mumkin.
{1)Funksiyani x = g(t) kabi belgilaymiz. Agar
a=gla)vab = g(p)

b B
f Flayie = f Flg() g'(Ode

(2)Belgilab integrallash
Agara = ula) vaff = u(b) u holda

b A
f flulx)u'(x)dx = j- f(u) du

RN

4-misol. Quyidagi aniq integraini belgilash orqali yeching.

1
f (2x + 1)%dx
0
Yechimi. Belgilash kiritamizZ2x +1=¢
U holda
X
o ) ax '.E‘r..l f"_“ -
. jauw--z:l:_-
l .r'l"7'i
Demak, - f;}--"" ] 5 <
By e (R T e R
\ (2241 )da "1‘-,’ ydt=-y 5‘ et —-:_;-[—ﬁ--]ln 10
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5-misol. Quyidagi aniq integralni hisoblang
2
J x%Jx3 + 1dx
i ]

Yechimi. Agar u = x> + 1 kabi belgilasak, bunda du = 3x*dx
I holda

Enta g e | % Lo =
1 A Al _-j Wf =l == ‘ =ty =
el | = J £ 5=

Bo‘laklab integrallash
Bizga quyidagi tenglik ma’lum
I Fle)e'(xke = flx)elx)- _[_f Ykl b
Aniqg integral holida esa quyidagi hosil bo®ladi

[ £ (ke = (e, - [ 1 (et

6-misol. Anig integralni hisoblang

S
J:.'a (2x +1)*
Yechimi. Belgilash kiritamiz 2x 4+ 1 = t. U holda
x= 5-;—14 dx = %dt va integralni chegaralari o zgaradi

t(—3) = -5, t(—1) = —1.
Demak

T e S S 7 e T -
25

L @xr1? ) 207 2[=2) T

7-misol. Quyidagi integralni hisoblang.

2
J- x*e* dx
o

Yechimi. Bo'laklab integrallash formulasidan foydalansak,

3 % -2 i re i 3 .
2% 2 aF : ¥ : ]

-[1 Xt dt={t it = I 2eealv=dc" =3 !uw 1 - [ ¢ x|
Jn : ]

=l

=4 - z{m-’-‘ -ir-']",\]zJ.,-’ =4+ 2F - 1)= :[_.--‘- '__fl

&

2.11. To'g'ri to‘riburchaklar yordamida soha yuzini baholash
L1A. To*g'ri to‘*rtburchak yordamida soha yuzini baholash

y=x"+1 va y=0 to'gri chiziglar bilan chegaralangan A4 sohaning
[0,2] kesmadagi yuzini hisoblang. (Aytaylik, aniq integralni bilmaymiz).
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Ushbu masalani yechish uchun berilgan [0,2] kesmadagi sohani ushbu
tartibda 4 ta gismga bo'lamiz va quyidagi hisobni amalga oshiramiz.

= t(3Je3r031(3 )+ 5370=

2

=%[£)*§{1}+2[T}+ (5)=5.75 l_..'f_}—TJ

]
So‘ngra berilpan A sohani yana ushbu tartibda 4 ta gismga ajratib
quyidagi hisobni amalga oshiramiz.

T

.;L=lzf[u]+lf[%]+l.1'(§]= | “_./_'.._I.
=-.I- = +={2 = =
(1) [ ] .,“ ( ] 375 ; — !r _LJ

Demak, berilgan A sohaning yuzi 3.75 < A <35.75 oraliqda ekan.

Endi esa aynan shu hisobni berilgan sohani aynan 8 ta bo’lakka bo*lib amalga
oshiramiz. U holda hisob-kitoblardan so'ng berilgan sohaning yuzi
41875 < A<5.1875 oraligda ekanligini topamiz.

Aniq givmat esa Yl ¥

A =j:(x1 +l}a’x=['§—;+x.|

ga teng bo'lar ekan.

- E = 4.600
S 3

Teorema. Agar [ {x} [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, o'ng va chap chegara
nugtalar bo'yicha olingan yuzalar N —3 00 da bir hil giymatga yaginlashadi,
ya'ni

limA,=limA4, =L,

N Nwu

133



I-misol. y=x" wva y=0 chiziglar bilan
chegaralangan sohaning [0.1] Kesmadagi yuzini
H[ﬂ —®) ta bo'lakka bo‘lish orgali hisoblang.
Quyvidagi formuladan foydalaning.

Pgotiat, a3 nin+1)(n+2)
E 6

Yechimi. [0.1] kesmani » ta bo‘lakka bo'lib, |

rasmda keltirilgan to*rtburchaklar bo*yicha
yig'indi tuzamiz i

o 2 ps.
S_:—]—{ﬂ+[l) +[1] +...+(n+l] }: Pl
n n n n A5 4

|

=?{]= o1 +.‘.+{n—]_}z] =

...-H'__": T e 1

='-::?‘El[n—1}ﬂ{2;r—1)

4 | ’ 4. e
Bu yerdan esa, limS§, = Agar bu giymatni integarallash yo'li bilan

1aqgosiasak

s-jeu-[2]

Aniq integralning ta’rifi

]

[a, b] kesma teng ravishda n ta bo*lakka ajratilgan bo'lsin:
A=X,, Xy X3 ... X, =b vaorttirma Ax ={.f:r-—n}f i bo'lsin, U holda o'ng
chetki nuqtalarining yaqinlashtirishdagi taqribiy qiyvmat




A =[x )Ax+ f(x,)Ax+ ..+ f(x,)Ax=
= z_ﬁxt },ri'..x
bl
ga teng bo'lar ekan ( / ning [a,b] intervaldagi Riman yig'indisiga ko'ra).

] =i
Chap chetki nuqtalar bo‘yicha olingan limit: Jf{x]dx = Iimz_,"(.r. ) Ax
el PR kg

» "
Ong chetki nuqgtalar bo*yicha olingan limit: f_f[x)d.r = limz;"{x* )m
- el

Agar bu limitlar o‘zaro teng bo'lsa, unga J funksiyadan [a.b] kesma
bo‘yicha olingan aniq integral deyiladi.

11B. Integral osti ifodaning ketma-ketlik giymatini toppish
Agarbiz a=0,b= lqivmullami qo‘ysak

f fa)de= H:-n—-z () Chapichet t mgtalar hayichs

j flx)dx = IIHI-E)“( ) 0'ng chetki nuqtalar bo'yicha

ekanligini topamiz. Bu munns:lb'i.t'iar ba'zida cheksiz gatorlarning qiymatini
topishda ishlatiladi.
2-misol. Berilgan limitni toping

. | | 1 1
& =lim @ + F et — |
ol mil n+2 n+3 n

Yechimi. Barcha qo'shiluvchilardan L ni chiqarib olamiz
n

2] | | | | | <= l
$=lim— - - +o.+ —ilm—E .
n--lu:n :"_. H #Mn
4= 1+= 1+= I+ — B 14—
1 n n n n

E ni x bilan almashtirsak, bu llmli — ﬁ.tnkslynmng integral yig*indisi
n

akanllglm ko'ramiz. Demak mtegml ta nﬁga ko'ra

1 o .
8= T—;;_ In(l+:cj]|ﬂ=ln2 ekanini topamiz.
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3-misol. Limitni hisoblang

; W - . 3 . nT
Ne= l:m—[sm—+sm—- e ain—— ]
n—m n n 7 n
Yechimi. Yuqoridagi kabi

= PEnZsm(” J:‘ri;si:l{mv)dr'—{—mj‘. =

T
=_[-:D$:'r-—l]_£
T -;IT-

2.12. Integrallarning tadbiqglari (1-gism)
I2A. Tekislaikda yassi sohalar

Strixlangan to'g'ri to*rtburchak yassi sohaning yuzi AS = f(x)dx by
erda, /(%) >0 U holda [a, b] kesma ba'yicha umumiy yuza uchun

S=Y fAx . S=|[f(x)dx
Agar [a, b] kesmada f(x)2 g(x)

bui!ﬂ' i _.,..II-' HI‘.:
b L~
= [[f() - g} _ .|
Isbot. ¥ = f(X) +k, y=g(x)+k e

A b h
S =8,~8, = [Lf)+ kkte—[[g () + klx = [[£(x) - g() |t




i v Srys =4 Vet k
| = Pad i T i |
{ [ % I 4 I
o | = & #
1 o o r o
i ; ) A J./
- I 1
1 - i ol g it
" | — "
1 1 ~ I 2 .
| ¥ — - —
i1 A LI | i 3 [ i

fa. 5] kesmada F(x) < 0 ho'lsa,
vugorsdng: formulags aseaan

§ = [[o- s =— [ /(x)dx

l-misal, v =47 =2=2 va ¥ o'gi hilan chezaralingun sohaning - =-2

va ¥ = 3 puotalar omsidagl gisminitg ynzini oping.

! By~
Yechimi, y =y —p=2=(x-2yrsl) :
sobalor ,'\1]. .‘1I:"il F-‘-‘ 11‘I.l'|ﬁin '%1 f
\ {
. ST QD : | =5 a3 Nl ,j
S = | —s—2kh fi?‘?‘”i—-z‘" = RN

5= -j"[ o == 2l =d S
al

5= "j"[-": — =2l =1 433
Orznavbatida S =5 =8, =8, = 1833 - 4.5 L33 = R166

2-misol 1'=y¥ va »=a" funksivalar bilun chegsralangan sohaning
VUZInl toping

Yechimi. Chizmads soha ko'k shivix chiziq bilan berilzan Kesishish
muptasing wpaniz



|

"?
_.-""' '

/r-' f‘ :_'_.

(] by

J; =:r:',_t=x'_ _1.(1—”{.1:? +x+1)=10.
Bu yerdan kesishish nugtasu (0.0), (11) Yumesa

s ey

Funksiva grafigi va y o'qi bilan chegaralangan soha
x=g{y) funksiya grafigi va y o*qi bilan chegaralangan soha yuzi

il

:
3

\
y
_.-I?.i =
)
S =[g(y)dy

formula bilan hisoblanadi.
3-misol. y=sin2x va ¥ =COSX

funksiyalar bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping, bu yerda o < :,f.%.

Yechimi. sin2x=cosx deb tenglashtiramiz
cosx(2sinx-1)=0
- cosx=0yokisinxr =172
Bu yerdan ko'rsatilgan kesmadagi ildizlar x =n/2, n/6

i =4
=(0S X o
(i = g=sinix

f--‘_. - IL.
z 4
Demak, rasn / 6 ‘\,L/




(cos x—sin 2x)dx + f{smh cosx )dx =

'=‘—I"|'I

5 =
! i !
=[sin.r~—cnslx E-&[-—mﬂx-sinx -
_ g2 2

12ZB. Aylanma jismlarning hajmiari

i Wt
Silindming hajmi AV = S(x)Ax ga teng bo‘ladi. x=a va x = horasidagi
umumiy hajm esa, limil yordamida hisoblanib, quyidagi integralga teng
b
=3 S(x)Ax - F=!S{.r]¢t:
4-misol. Asosi radiusi » va balandligi & konusning hajmini toping.

Yechimi. x o*qini rasmdagi kabi olamiz. Pastki asosning yuzi S(h) ==’

Konuslar o*xshasjligidan S(x): S(h) = x* :#* yoki S{x) =% ¥
T

e
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S-misol. Gorizontal kvadrat kesimga ega bo'lgan piramidaning hajmin:
toping. Pastki asosning tomoni a va balandligi & ga teng

Yechimi. z o'qini vertikal gilib olamiz. z ga perpendikulyar kesim uchun:

Sz} a* 2.5z I:I'_:]Ia: : ‘vi
(z):a* =(h—z) : K?, S()= . Barcha parallelepipedlar bo'yicha

yig'sak,

_"'{JI-—-}"a
F-;['_J;‘_'t

3 & -
as a .z T SEP T S
[ — :" g N — - o =-—f.h
i j( -2k + = [ 1= ] \ ¢

1 it

wf

Umumiy holda aylanma jismning hajmi
Jism x o'qi atrofida aylanganida

V= jsum =]ar1=t = ni[ﬂx}:ﬁ.ﬁ

L Y= rix
i i'! ’ =
5 o LT r %
0 k:.- T':- l,|E- v I
y 1 f
- '__,,_.-—NK\“
S‘l.l.J ‘x""-\-.-\'w.




t-misal. # radius!i shisnnng hagmum oping 1-

1
Yechimi. » radivsh avlann vugon gism _ir Sy
v = NI X
tenglamas i N
S N R gl : e
: x Cals . ¢ i.] 1 5
dan thorat. Bu vanm dopam aylaniinib shar hosil
qilaiz N

Bu sharming hapni yvugondag: fonmulaga asosan

; = I T
- A
f o e —avlh s g A= ==
.J 1 : =) 3 _-:—r k|
T-misol. f1v)=vyr va b o= xohiziglar bilan chegaraimzon sohat Ox

oqi atrolida avianbrishdan hmll bo*lgan jismatiz hajmini (oping.

Y echimi, ye
J ./f:ﬂ-f-

i Pt ;
I - P
7 :
A :
!'} [ ¥ '_I' 1

Bu hajmni kkita avlanma jismiar haymlan A dan B ni avinshidan
hiosil qilish mumban. Bu vepda & /=43 1L B esa y=xm Ox 0'gi
atrofida aylantrshdan hostt bo‘lgan jisn.

[T 4T
Al J'ﬂ_.r|h .:~.-_.-.-51',' ”"I‘:__
- L I
t;—'llﬂ}rﬂ-'rl—'.l === \
3. L2052 Q
4= —i'.;-——l,‘:—’—;,';-l—;;‘
3 2 b 6

2,13, Integrallarning radbiglawd (2-gism)
13A Egri chizig vovi uzunligi.
¥
Teislikdagi egyi ciizig

¥ = fix) lunksiva bertigan boclsin, Uning
wrafizining A v B nuglala emsidagi yovim
qaraviniz Pova I, ncialar orasidag) A5
vovi naunlign tagriban

(L] g




g anne Usseenty uzunligl esa

Ay :
=Y ase ;+[_J Ax
Bu vovming aniq qivmati quyidagi
=wEmg s
- Py e s
=1+ =| &= [1+( () e
_l‘ ,dx,l [*u (f'(x))
I-misol. = <" =r aylana vzunligini
Yechimi. | chorakdagi uzunligini qaraymiz.
Buerda y=vr —x', Yuqoridagi formulaga asosan

oo

Chunki oshkormas funksiya hosilasiga ko'ra
dy

2x+ E}II =
d}r x
dx ¥
Qutb koordinatalarida x=rcos8, y=rsiné

o 0
5= 1+[ SE) {—rsin@)d8 = —rj-n’é' = r9‘£= Ty
sin 2 5 &

3

el | 38 Ny,

Jami aylana uzunligi s =45, = 2w .
Tekislikdagi egri chiziq parametrik tenglamasi bilan berilgan bo’sin.
x=fl1), y=glt)
Uning kichik bo'lakdagi yoyi uzunligi ] T
3 3 | {x
e SR

Umumiy yoy uzunligini integrallash yoli bilan | i
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ST o - .
s=| =1 <l dr= ]‘,;{_Ir' () (g (i)

N o) o

2 misal Quyndagi sikloidaning 3
wrunligie topg
a2 —amt). p=2l-costl [U=7=23) e -
[Eslatma] Sikloida  bu gtk w'g'u | 4 . : i3
chizigh harakal gilzamda g'ildicok chetdagi "0 N\ W AT o S 4
g taning goldicgam 21 - :

Yechimi
ofi o e

—:::;—.;HLFEI —_—= _ il

ar or

Yovaing umunny nrenliel esa

- - e i S
e J\r-v”:a—-..-,ﬁl'_ll -v-l.\l:l'r‘lfu':’l";:j.-,.!'zil—C;Hr":l-t'-l"f='1-.|'1;.‘sl:lt' -_;r.rr

50 < 2= Kesmada l-m - 20, Shunne uchun

\
i

3 "j i S = "’| Zeds in

3-misol. r=2sn#  (0£4 < pichizig hogida savolga javob bermg.
(1) Chizigai (x. v) to'g 1 clizigh koordinatalar sistemasida thsviriang.
(23 Chizig uzunligini loping.
Yechimi
(11 x=reosd=2umecpsilasin 2y
=73y =T3in 8 =1 —cng 20
Bt chizig tatkizs (0, 1) nugeada botlaan aylami, chionki
e I'II‘ =sin’ 2+ =t

2

El

..," f ey [ m:j JRwae2 ﬁl’ﬂ:&m-rru,#n"jdﬂﬂ"
'-,l' Jat Ll

13B. Aniq integralning fizikaga tadbiglari
Horakar, tezlik va rezlanish

P it a0 qi o'y lab haralatlanmodgda

)

T} -
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R Ty T Ligsi'Ls
P nuglaning Larakati
. 3 =

T4




= {hu’r] l.':ﬂ'

- g G )
Tezlik [;,a.- M]

Baosib o'tilgan yo'l /= Ilvi-ﬂ’r f1‘ - d'f

4 misol. Yerdan ti:pagﬁ garab E'EH rru’s boshlang‘ich tezlikda otilgan
sharni qaraymiz. x o'qini vertikal tarzda, boshlang‘ich nuqtani yerda deb
olamiz. Tezlanish 9.8 m/s*. Quyidagi savollarga javob bering.

(1) Tezlikni vagtning funksiyasi kabi ifodalang.

(2) Shar gachon yuqori nuqgtaga erishadi?

(3) Shar gachon erga tushadi? v{i)
tushadi?

(4) Umumiy bosib o’tilgan yo'Ini toping.

Yechimi. (1) Tedk v(t) =29.4—9.8¢t
(2) Eng yuqori nuqtgda tezlik nolga teng, shuning uchun
vif1=29,4-9% =0 dan {=3sek

(3) Harakat tenglamasi x = 29,41 — 4.9, shuning uchun
r=—491-6)=0 yoki =6
{4) Umumniy bosib o'tilgan yo'l

i L ] [
I = [|vid =[ (29.4~9.80de + [ (=29,4 +9. 80t =88, 2m
' " »

S.misol. x o'qi bo'vlab harakatlanayotgan P nuqtaning fezligi
v(1)=1*—4r+3. 1 =0va ¢ =6 vaqtlar orasida bosib o'tilgan yo'Ini toping.
Yechimi. v(¢) = (¢=1) —3) = 0 dan topsak
v(t)z0 agar t<lvat 23
v(t) =0 agar 1<r<3
'z navbatida v(!) = |r’ —4.'+3|

u i 1 L 62
. Sil § e = l" (= ginad
Bosib o*tilgan yo'l f='i-|rv|-rf-‘ -Iu’-a;ﬂﬁ-}:{:’ u+3_l:h+!'[r Ar+ Il 5
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2.14. Differensial tenglamalar (1-qism)
14A. Asosiy Tushunchalar

I-misol. Erkin tushayotgan sharning harakatini
qaraymiz.

5,

isiier v ; ax
Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan: m-— =—img

Bu tenglamada noma’lum funksivaning hosilasi paydo boldi.

Differensial tenglama- funksiya o‘zi va uning har xil tartibli hosilalarini
bog‘laydi.

Differentsial tenglamaning ma'nosi
2-misol. y':-f- differensial tenglamani
y

o'rganamiz,
¥ =-§ (x. ¥) nugtada % og ishni beradi.

Agar oglishlar silliq tutashtirilsa, x* +)* =C*
tenglamaga ega bo'lamiz. (C: erkli constanta)
Chegaraviy shart :=3, y= y bitta yechimni
aniglab beradi. (Xususiy yechim)

Differensial tenglamalar bo‘yicha ba'zi atamalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

Differensial tenglama faqat birichi tartibli hosilalarini 0"z ichiga olsa.
MES-‘EIIEI'I}!* =y—-x

Ikkinchi tartibli differensial tenglama

Differensial tenglama fagat ikkinchi tartibli hosilalarini o'z ichiga olsa.
(va birinchi hosilalami ham) 3"+ y=14+y"+x

Chizigli differensial tenglama

n-tartibli chizigli differensial tenglama umumiy ko‘rinishi
¥ 4P ik Bix)Y + Blx)y = O(x)

Chiziqli bo*'lmagan differensial tenglamn

Fhiijgli I_:l::‘"l_magm differensial tenglama nochizigli differensial
tenglama deyiladi.

w+5x=0, &' +5sinf=0
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Qanday qilib diffrensial tenglama yechiladi: Oddiy ish

Eng sodda differensial tenglamalar ' = £(x).
Bu holda yechim f(x) funksiyaning boshlang®ichidir. y=If{,r}rh,
3-misol. Quyidagi savollarga javob bering.
(1) 3'==75ning umumiy yechimini toping.
(2) v0)=3 boshlang®ich shartni ganoatlantiradigan xususiy yechimini
toping.
Yechami.

T a
b1 r= | (=Tx e =——x" ('
(a) » J- x) 2-.

(b) x=0, y=3. chegaraviy shart.

7
3=ﬂ+t'._r=-:;x’+3

=

yid)s 3

4-misol. Quyvidagi differensial tenglamalarning xususiy yechimini

toping.
(1) »'=5, x=0, v=2 boshlang’ich shart
(2) »' =cosix, ¥=0, y=0 boshlang*ich shart
Yechimi.

(1) Ikkala tomonini x bo'yicha integrallaymiz va y=f5dr. y=5x+Cpgaegn
bo'lamiz.
Boshlang'ich shartlarni go'llasak. 2=5%0+4C, y=5x+2

(2) _1-":m5."-.\'.:.f-.:j-m53mfr+ﬁ‘. y:%sinx-lv('
Boshlang*ich shartlarni qo‘llasak x=0, y=0

| L
=—s5in3dx
5
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14B. Birinchi tartibli differensial tenglamning ba’z turlari.
O*zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

0*zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama deb

2
&= (x)20)
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.Uni shakl almashtirib

i =f{x}{£1;
£(y)

en ega bo'lamiz. Uning ikkala tomonini integrallaymiz
¢F
——= | fx)dx
£(y) j '

Integrallashdan so'ng, biz umumiy yechimga ega bo'lemiz (oshkormas
ko‘rinishda).

S-misol. %:-% bilan bog'liq quyidagi savollarga javob bering.

(1) Umumiy yechimini toping:
(2) x=0, y=Ildan o*tadigan xususiy yechimini toping.
Yechimi.

(1)tenglamani quyidagicha ydy=—xdx yoza olamiz. Uni integrallasak

1 1
o j}rdy = j{-—x}d.r E}'z = —Ext +C,
Agar biz € = 2C;ni go'ysak, bizda umumiy yechim paydo bo*ladi

teyl =
(2) x=0, y=1 ni qo‘ysak biz C =2ni topamiz.
Shuning uchun, x*+y* =1 bo‘ladi.

6-misol. Quyidagi differensial tenglamani yeching %::: =6)"x.

Boshlang'ich shart x=1, y=%
Yechimi. Tenglamani shaklini almashtirib,
dy
? = fHixelc
ko'rinishda yozib olamiz.

Buni integrallaymiz, I;f;— = Iﬁm‘.': va -lv =3x* + C ga ega bo' lamiz.
Boshlang'ich shartni qancatlantirib, ¢ =28 ega bo*lamiz.
Xususiy yechim --:;=a:’ —28:. y= bo'ladi.

28—-3x!
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Bir jinsli differensial tenglama

Bir jinsli differensial tenglama

@ (1]
o -
ko'rinishdagi tenzlamaga aytiladi.
Agar izﬁl‘liqﬂ'ﬂmk, V=% -‘ﬁ’-:u-u-—f
3 d dr

X
o' zgartirish orgali

H+x‘—:r-{=f{u}

ga ega bolamiz U ozgaruvchisi ajraladigan tenglama, chunki
du  dx

flw)—u x
Eslatma. Quyidagi oddiy differensial tenglama ham bir jinsli
differensial tenglama deyiladi. Ulaming ma'nolari butunlay boshgacha.
P4 Py 4w B(x)y + B(x)y=0

-

T7-misol. v'= 1-51 ning umumiy yechimini toping.
'I11|
e ., b(pix)
Yechimi. Biz tenglamani ' = YT ko'rinishda yoza olamiz,
vi/x

L = i deb belgilaymiz, y=wx almashtirishdan so’ng
X

r.r+rn’2l+" ; j £ :."r J'-{h' InPJ’-lF-—*lnixi+C

i M‘ =

ega bolamiz,
+¢' = (" deb olib,
x(ut—1)=C

[(~ T

—x*=Cx.
ga ega bo'lamiz.
Agar C=] bo'lsa
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VL, ; A -
8-misol. y/="—2 ning umumiy yechimini toping.

Yechimi. > =u deb belgilaymiz. yv=x almashtirishdan keyin,
x
u+au'=1+u
du

T
xdx

1
j du= f —dx
X
ga ega bo' lamiz.

Uni integrallab, u = In|x| + €

= Inlx| + C

H %=

ni hosil gilamiz.

2.15. Differensial tenglamalar({2-gism)
I5A. Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama
3"+ Px)y = O(x) ko'rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli dif-
ferensial tenglama deviladi. Agar Q(x)=0 bo'lsa bir jinsli birinchi tartibli
chizigli differensial tenglama hosil bo* ladi.
Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamani yechish yo'larini gqaraymiz:
1-ish, Bir jinsli differensial tenglama yechimi topiladi.
{ Bir jinsli bo‘lgani uchun differensial tenglama o* zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglama bo'ladi, shu sababli biz oldingi tushunchalari go‘llab
yecha olamiz)
2-ish; Bir jinsli bo'lmagan differensial tenglama yechimi topiladi.
(Bir jinsli differensial tenglama yechimidan foydalanib)

Bir jinsli differensial tenglama yechimi
Birinchi tartiblibli chizigli differensial tenglama

¥4+ Pix)y=0
O zgaruvchilarini ajratamiz



—Idv =—Px)dx
=

So'ngra bu tenglikni inmgralla}';niz
1
—dhv==| P(x)le - Inlyl=] Plxkdc+C
[La=—frns - <[
Shundan
y= ge i

bo* ladi.
Bir jinsli bo'lmagan differensial tenglama yechimi

Bir jinsli bo'lmagan chiziqli differensial tenglama berilgan bo*lsin
¥+ Pix)y =Q(x)
Yechimni quyidagi ko'rinishda faraz gilamiz
V= u[.t}f_lﬂ'“

va'ni bir jinsli tenglama ¥ = (‘ellmm yechimida C ni funksiyva deb olamiz.
Lini berilgan tenglamaga qo'yamiz

[% l_.J'rrn.rs —H[III.IF’[J.'}E_IH'M ] . P[.I’}Hﬂ-'l']l:fﬂlw - Ox)
X

(AT
ey V] Blx)clx
=5 Q(x)e

u(x) = I[Q{x)e”f’”"‘}n‘x T
U holda umumiy yechim

e {_I‘(Q[I]cj i )d: + c}f‘f”ﬂ*

kabi bo'ladi.
1-misol. ' = 2xy = 2x ning vechimini toping.

Yechimi. Birinchi ish: ~E'r-—-2r}':[l
[

d

I-—F=I2:m'x
Y

Inly] = x* + €,

y= Ex*h’.‘; = {:EH
[kkinchi ish: v =u(x)e" ni go‘yamiz.
[u'es + 2uxe* |} — 2xy = 2x

u'e™ = 2x
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U= _[Zx e dx+C=—e* +C
Uni olib borib go'ysak .
y=(—e™ +C)e* =Ce* —1
2-misol. Massasi m bo*lga jism ko*prikdan tashlab yuborildi. Havoning
garshiligi cv tezlikka to*g'ri proporsional. Nyuton gonuniga asosan harakat

tenglamasi M'ﬁl:*ﬂ-l'-’ﬂg bo'yicha berilgan. v tezlikni ¢ vaqgt funksiyasi
sifatida toping.

Yechimi. » =£ ni berilgan tenglamaga go’yib
m

£+ F
& V=g
ga ega bo'lamiz.
: dav
1=izh: — 4w =1
3 i
dv
=yl
]
Inlv|=—yt+C,

v=¢"e% =Ce

2-ish. Yechimni v = u(r)e™™ deb faraz gilamiz. Bu almashtirishdan biz
(e ™ —uye ™) +yue ¥ = g
u = ge""

u=4g j e¥dt
ga ega bo'lamiz.
Umumiy yechim esa

¥= (g[e“'d’:)e“" - (-En“" + C]e‘” =&, o
g ¥
t=0 da v =0 boshlang®ich shartini qo‘yamiz.
0=24+c - c=-£
B

Y
Shunda yechim

pgi_gdﬁ nﬂ[,_f—_l’}
LARD e
bo'ladi.
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Ikkinchi tartibli differensial tenglama

O zearmas koeffitsentli ikkinchi tartibli differensial tenglama
Ikkinchi tartibli o*zgarmas koeffisiyentli bir jinsli bo*lmagan tenglama-
ning umumiy ko'rinishi

fﬂ
+hy=f(x)
dr"' g 4
Uning umnumiy yechimi
Y=Y+ Y,

ko‘rinishda bo*ladi. Bu yerda
v, - Qo*shma bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi;
v, - Differensial tenglamaning biror xususiy yechimi.
Differensial tengfamaga mos bir jinsli tenglama

d ‘:' - ai 4 by =10

el e
Faraz gilaylik uning yechimi y = Ce**ko'rinishda.
Uni tenglamaga qo'ysak

C(A* + ak + b)e™ =

ga ega bo'lamiz, Bu yerdan
at Vb’ —dac

3 (=4,.4)

v Albad+h=0 o A=

Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y = Cye* ¥ + Cree®
dan iborat bo*ladw.

Bir jinsli bo*lmagan differensial tenglamaning umumiy yechimi.
i‘r +a%w—br=ﬂx}

tenglamaning umumiy yechimi
y=Ce' +Cie™ +y,
bo*ladi. ( y = ¥, xususiy yechim)
[Eslatma] D. T. aks ettiradigan holatlarni tushunish uchun, biz quyidagi
uchta holatga mos keladigan natijalarni muhokama qilishimiz kerak
(1) 4,vad,ikki turli haqigiy ildiz;
(2) 4,vad. ikxi kompleks ildiz;

@) 2,va 4, karrali ildiz.
1
3-misol. Tenglamaning umumiy vechimni toping. % —ay=sin3x

153



Yechimi. (1) Bir jinsli tenglamani gqaraymiz
d’y
A=A
Faraz gilaylik yechim y = ("«**ko'rinishida bo‘lsin. Uni tenglamaga go'ysak,
u holda
(A -ne* =0
A=2 -1
Yechim y = Ce™ + Ce™%F
(2) Xususiy yechimni y, = Asin3xko'rinishida gidiramiz. Uni berilgan
tenglamaga qo’yamiz, shunda
(=9=4)4sin3x =sin3x
Demak xususiy yechim

¥ =——sinix
13

bo'ladi.

(4)Umumiy yechim esa
y=Ce"'+Ce" - I—l?;sin 3x

dan iborat.




11 KURS. Chixigli algebra

3.1. Vektorlarning asosiy qoidalari
IA. Vektorning ta'rifi. Asosiy goidalar. Vektorlarning koordinatalari

Son qiymali orgali ifodalanadigan miqdorga ckalyay migdor deyiladi.
Masalan: yuza s, harorat ¢, tezlik qiymati v, burchak # va hokazolar
skalyarga-misol bo'la oladi.

Vektor kattalik

Son giymati va yo'nalishi bilan tavsiflanadigan karrannk sekrop
karranuk apeiimnann. Masalan: kuch, tezlik .

Vektor umumiy holda strelka bilan voziladi. Yozilishi: a, @, OF

Vektorning son giymati fa| yoki a orgali belgilanadi.

‘L-’el»zturlnr_ui::g as0siy xossalari:
1. Tengligi. a=b son qiymati va yo'nalishi bir x:!
bo'lgan vekiorlar teng bo'ladi.

2. Vektomi songa ko'paytirish  [ka| bu kning il
ishorasi va moduliga bog'liq: k musbat bo'lsa  « ..y Wk il
vo'nalish o'zgarmaydi, manfiy bo‘lsa garama . :

garshiga o'zgaradi. k ning moduli cho'zilish e s
koeffisientini anglatadi. gL A

i H‘
3. Qo’shish . 7
Vektorlar yig*indisi geometrik jihatdan parallelogrim- : ol
ning diagonalira teng. Yoki vektorlarni uchbuchak - 5
usulida ham qo'shish mumkin,
4. Ayirish Bl
Vektorlami ayinshni qo'shish yordamida hesil qilish /'
mumkin. rd by
b+ BA=a Shuning uchun BA=i—b U
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Vektorlarning asosiy gonunlari

id

1. O‘rin almashtirish gonuni. @+ 5 = b+ad h /et /

i b ]

2. Guruhlash gonuni (ﬁ + E]'-f- E=d+ (H +¢)

3. Tagsimot qonuni k(&+5}=ﬁ+t§ d #8525 5

I-misol. p=33+2b va §=-2i+b bo‘lsin. Quyidagi savollarga javob
bering.
(1) 3(x—g)=2p+ ¥ tenglamani ganoatlantiruvchi ¥ ni toping.
@) {15-3P’=ﬁ ()
X+y=q (i)
Yechimi. Tenglikka p va g ni qo'yib,

ni ganoatlantiradiagan ¥ va ¥ ni toping.

3-3(-2a+b)=2(3a+2b)+%, = =%E
ga ega bo‘lamiz.
(1) (i)}-2x(ii) dan -5y =p—23
ﬁ=——%ﬁ+%§ =}5(3ﬁ+25}+%(=20 +b)=——a

ga ega bo'lamiz. (ii)
£=§_p=(“za+5 -{-%a):-%mﬁ
ni hosil gilamiz.
2Z-misol. Quyidagi tenglamani qanoatlantiruvchi X va ¥ ni toping.
3x+2y=a (i)
43 =3p=>b (ii)
Yechimi. (i) ni 3 ga ko‘paytirib, tenglamadan 9x +6y=3a4 ga cga
bo‘lamiz.
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"o B AT a bo'lamiz:
(ii) ni 2 ga ko*paytirib, tenglamadan 8% — 63 = 2h gacs

Ulami qo*shib, 173 =3a + 25, yoki y
s=—a+—b
25 17

o LR T G T N R R
.1'=“§l+iﬂ—-i-[1—_fﬂ+ﬁb)+ga 17 17

IB. Vektorlarning koordinatalari. Birlik vector

Uzunligi 1 ga teng bo*lgan vectorga birlik vektor deyiladi.
= =

i )
, E=— 1*:|=| | Bhn. o)
|a] . _
i =(1,0) va j=(0,1)lar birlik vektor bo‘lib, !
birlik bazis vektorlarni hosil giladi. =
d = a,l + a,j = (a,,a;) bo'lsa, (a;,a,) e

vektor koordinatalari bo‘ladi.
A va B nuqtalami tutashtiruvchi vector uchun:

Ez_ﬁ_ﬁﬁ:{xr.}ﬁj-—('ﬂ'}’h}
-—'{.t,—x”y:—y,} | / )

AB vektor uzunligi: 1,4_'}?]: J{xl ~x) +(3n =)

kabi topiladi. ‘// ;
i

Vektorning joylashuvi

Agar dastlab vektorning boshini tanlasak, vekior yordamida nuqta
belgilangan bo*ladi.
A va B nuqtalami tutashtiruvchi vektor: 4B =5b—a

LB ,
)

g

tf
Bagde

|
|

J"r.

O X
3-misol. Yuu A va B uykranapaa bo‘lgan kesmani m:n
bo*luvchi € nuqta orgali hosil bo'lgan vektorni toping.
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Yechimi. AC va CB bir xil yo'nalishga ega bo'lsin.

Berilganiga ko‘ra son giymatlari uchun: E.'ﬁ'."|: B

= mn
Shuning uchun,
n{i—ﬁ].-_m(f;—f) =l
Bu yerdan N - -
. =_na+ mj \
© T men) i

4-misol. AABC ning og'irlik markazi Gynran g vektorning
joylashuvini toping. Oxirlari 4,8 va C bo'lgan vektorlar 4.5 va & O¥ncuH.

BC tomonning o'rtasi bo‘lgan M nugta orqali, AM kesmani 2:1
nisbatda bo'ladigan berilgan o'girlik markazini toping.

Yechimi. BC tomon o'rtasi m= a¥e  .a og'irlik markazi AM
A
kesmani 2:1 nisbatda bo*lgani uchun .
y :. Yl
472 b+e . P&
= a+2m 2 d+haé o
X= = — ’ !
241 3 3y e N
£a ega bo' lamiz: gL &

3.2. Skalyar ko‘paytma

2A. Skalyar ko'paytma ta’rifi
Asosiy goidalar.

O'tgan mavzuda biz vektorlami qo'shishni o'rgangan edik. Ushbu
mavzuda esa biz amaliyotda ko'p foydalaniladigan vektorlarning ko' paytma-
sini o'rganamiz. Vektorlar ko'paytmasining ikkita turi mavjub bo‘lib, ular
skalyar va vektor ko'paytmalardir. Skalyar ko‘paytma ichki ko'paytma ham
deyiladi. 2A darsda biz skalyar ko‘paytmaning asosiy xossalarini ko‘rib
chigamiz.

Dastlab-misol sifatida, o'zgarmas F  vektor holida bajarilgan ishni
garaymiz.

Misol. O'zgarmas kuch momenti. Ma'lumki, bajarilgan ish

"”H'HME Skalyar ko'paytma F -a
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F kuch bajargan ish 1" =|F| |alcos@ formula orqali topiladi. Bu erda 6
kuch va a vektor bo'ylab ko'chish orasidagi burchak, H-ko':hish. F
kuchning gorizontal komponeniasi ]ﬂ-uuﬁf) ckanidan ish bu ’?"I-cosf? kuch
va a ko'chish orqali ifodalanadi, ya'ni H'=F';,-H¢ns£*.

F va a vektorlarning skalyar ko'paytmasi F -a kabi belgilanadi.

Skalyar ko'paytma ta’rifi.

dvab vektoriarning skalyar ko'paytmasi deb 2
c_.--fr=|.r:|-l!;1-:ns.t? L‘
2a aytiladi {bu erda Dstsx). b
Ikkita a=|a, a.,a,) va b=|h b, b, vektorlarning skalyar ko'paytmasi
vektorlar orasiga () qo'yish orqali bilan yoziladi. a =| |~|b|r.us§. bu erda
& ikki vektor orasidagi burchak va D<@ <x.

Ushbu-misolni o'rganamiz.

1-misol. Quyidagi ko' paytmalarni toping, 1&':‘2 va Ibla 3

5

Yechimi.
(1) a-bh=3-2cos60" =3
(2) a-b=3-2cos90" =

(3) ;}-.‘_':=3~2m5135“=-3ﬁ



Xossalar va goidalar
Skalyar ko'paytma quyidagi xossalarga ega.
1. Perpendikulyarlik sharti a-5=0
2. Pasallellik sharti a-b=|a]-
3. Birlik basis vektorlar uchun i-j=0 i-i= J' J=1

1.  Ikkita vektor perpendikulyar bo'lganda a-5 =0 o‘rinli, chunki 6=90" va

cas90° = 0.
2. Ikkita vektor paraliel bulganda aE=:t|::||5| munosabat o°rinli, chunki
8 =0° yoki 8=180" = cos0" =1 yoki cos180" =—1.
3. Birlik vektorlar bazisi uchun i- j=0 va i-i=j- j = lo‘rinli
Muhim goidalar
1. Kommutativlik qoidasi a b=5-u
2. Distributivlik gonuni E-(E+E)=E-5+-§-'ﬁ
3. Skalyar songa ko*paytirish k(E-E):kﬂ-&:&}-ié
Koordinatatalar orqgali tasvirlash
Agar a={g,a) va b={b,b,} bo'lsauholda a-b=a,-b +a,-b, bo'ladi.

Isbot. o va b vektorlardan qurilgan QAR uchburchakni garaymiz
Kosinuslar teormasiga ko'ra

AB* = 04® + OB* =204 0B cosé £ f it
|b-.? “F'r +F||z —2a-b 2]
Pifagor teoremasiga ko'ra

- A
(o) G-a) m(at o) (st 228 ~  °
Bu tenglikni soddalashtirib biz quyidagiga ega bo*lamiz:
a rB:—ﬂ.b. +a,b,
2-misol. Quyidagi vektorlarning skalyar ko'paytmasini va ular
orasidagi burchakni toping
(1) a={2,1}, b={-31} (2)a={-13}, b={6,2)
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Yechimi. (1) lehki ko paytmani hisoblasak
arb=ab +ah=2.(-3)+1:1==5
Faraz gilavlik vektorlar orasidagi burchak # bo'lsin, u holda

V241 J(<3) +1F cos@ =35

o —5 | .,

Shunday qilib ,f}-;?ﬁ:;___ d=135".
v qilib cos =i .
{2:.-:4'-!1=0th+.:1:b}=—1r6+3.1.—.ﬂ_

Demak, bu vektorlar perpendikulyar, ya'ni #=90".

3-misol. :‘}Z{qﬁ.-— I] vektorga perpendikulyar bo'lgan birlik vektorlami
toping.

Yechimi.

(1) Aytaylik ¢=(cosf,sind) birlik vektor bo'lsin,
Shartga ko'ra e-a = J3cosB—sind =0
Bu yerdan tgé = V3,
8 = 60" yoki 8=240".
tand

.

/-
|
H\'L
_-.-_|---_-_
Nl
3
I
S b
N

2B. Skalyar ko' paytmaning tadbiqi.

Uchburchakning yuzi
Keling, @ va & vektorlar orqali aniglangan (/B A ning yuzi uchun
formulani keltirib chigaraylik. Faraz gilaylik bu & va b vektorlar orasidagi
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burchak @ bo'lsin. B nuqtadan dan OA4 tomonga tushirilgan balandlik asosi
H bo'lsin. Perpendikulyar kesma: BH  BH =|b|sin®

Di:mak,yl.tza.'i‘—lH m::-HHsmn--luH» l—cos' @ =— j |“,:- |;~| @ h

3=5vﬂ“f B ~(a-8) -

4-misol. .
1. Ikkita a={a,a) va b={b, b }vektordan qurilgan uchburchak yuzasini
toping. . ‘ .
2. Uchta 4(2,1), B(7,2), €(4.3) nuqgtalar berilgan. ABC A ning yuzim
toping

Yechimi. 1. Vektorlarning modullari

H=.,[‘nf+af, |E-]=..||i.!:f+b§

dan topamiz. Skalyar ko'paytmani a b =ab, + «,b, kabi hisoblaymiz.
U holda s:l.ﬂ.;ﬂsr_[;.a;* :l,j(u:ﬂf )5 +8)~(ah + )
i =
=E“i"i o} -(a-3) ——1.|! ab; —ab ) ial.e- ~ b
a=48=(712)- [zu (5.1), =AC=(4.5)-(2.1)=(2.9)
S=-£|n,h_.nu,!lt|=—2-lj~4—l 2|=9
S-misol. Tekislikda uchta A(4,1), B(5.4), €(2.3) nuqtalar berilgan.

Quyidagi savollarga javob bering.
(1) £BAC =6 bo'lsin. cosf va siné nitoping.
(2) ABC A-ning wzini toping.
Yechmi. (1) a=AB=(54)—(4,1)=(L3), b= AC =(2,3)-(4.1)=(-2.2

Demak, [4B|=+1"+3" = i0, [AC|=(-2) +2° =242
AB-AC=1:(-2)+3.2=4
AB-AC 4
[ﬁ [ac] Vio2Js T \
sind>0 ekanidan, sing =1 —cos*6 = ;.._ = J

3) szi-lm-[d_qmﬂ=;+fﬁrlﬁvﬁ=2
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3.3. Veldtor tenglamalar
3A. To'g'ri chizigning vektor tenglamasi

A(d) nuqtadan o‘tuvchi va d 5
vektorga parallel to'g'ri chizig tenglamasi : T =
quyidagicha o _
= = — _‘\‘. ;‘
p=a+rd ! 8\,
Bu yerda [ : parameter, d: 2

yo'naltiruvchi vektor '
Koordinatalarda ifodalanishi

a=(x,Y,). p=(x,y) va d= (cﬂ,cfj, ) bo'lsa, u holda yugoridagi

tenglama quyidagicha bo’ladi :
(x,3) = (%5, 50) + H(dy,d,, jl

Vektor tenglamadan: :
(x,3) = (xg. vg ) +1(d,,d ) B 7

l -- i}\ :I-:
(40

Parametrik tenglama hosil bo*ladi:
x =X, + 1,
Y=y, +id,

A(a) va E'(f;) nuqtalardan o*tuvchi to’gri chizig lenglamasi

7 (0 R if

.‘i_!__..'-:.a-i—rllar? '-.'JI\I '::}'.‘.F.‘.:'_..--""r

. o \ 7 5
yoki _."‘=|]_”=" Ltk h;\\ f}/ &
kabi bo'ladi. ;3'
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1-misol. A(1,2) va B(-2,5) nuqtalardan o*tuvchi to'g'ni chizigning
vektor tenglamasini toping.

Yechimi. A va B nuqgtalarni tutashtiruvchi A8  vektor
AB=(-2-1,5-2)=(-3.3) bo'lgani uchun. (x,v)=(12)+ t(—3.3) bo'ladi.
To*g'ri chiziq va normal vektor

A(@) nuqtadan o*tuvehi va 71 vektorga perpendikulyar to'g'ri chiziq
tenglamasi AP 1 1 bo‘lgani uchun 1

]
i
L

| #(p-a)=0 T

bo'ladi. 71 ga normal vektor deyiladi.

Koordinatalarda ifodalanishi

Agar @ =(In:J’n)- ;3=(x,y) va H =(”p”-,) normal vector bo‘lsa, u
holda

bo‘ladi.

2-misol. A(3,5) nugtadan o‘tuvchi va d = [—2. 4} vekiorga parallel
bo*lgan to'g'ri chiziq hagidagi quyidagi savollarga javob bering.
(1) Vektor tenglamasini toping;
(2) Parametrik tenglamasini toping:
(3) Parametrdan qutulish orgali to*g'ri chizig tenglamasini keltinib
chiqaring.
Yechimi. To'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy nugtaning
koordinatalari (x,y) bo'lsin. U holda
(1) (xy) = (3,5) +1(=24);
(2)x=3-2t. y=5 +4¢,
(3)2(3 —x) =y —5 va bundan y = Ix+11.

3B. Aylananing vektor tenglamasi

Aylana radiusi r vamarkazi C (€) nuqtada bolsin.
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Aylananing ta’rifiga ko*ra ’t_ﬂ =r |

Binobarin, '\I |

p=2l=r
i
[kki tomonini kvadratga oshiramiz: P

(p—ef =,
U holda, skalyar ko*paytmaning xossasiga ko'ra:

(p=2)-(p-2) ="

Aylananing vektor tenglamasi (2)
Avlana diametri A8, A [r._f]l va B [5) aylanada yotuvchi nugta.

Aylana diametriga tortilgan ichki burchak

o
90 gradus bo'lganligi uchun, /\
Izt = R,
f{ﬂ_”}'(f-’_’b]=EJ A L g

Aylana radiusini r bo'lgani uchun

(i-¢)-(a-¢)=|a—¢&f =+
(5-a)-(3-2)={p-3~(a-2)}-(5-2) =
=(p—-¢)-(a-c)=la—cf =(p-¢€)-(a=¢c)-r'=0

munosabatlar o' rinli ekanligidan,

(5-2)-(a-2)=r
kelib chiqadi.

3-misol. Aylanaga A (a) nugtada urinuvchi urinma to*g'ri chizigning

vektor tenglamasini toping. Bu aylananing radivsi r va markazi C (€)

nugqtada joylashgan,
Yechimi. AP va CA vektorlar o*zaro perpendikulyar bo'lganligi
uchun
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G-a)@-0)=0

Aylana radiusi r bo'lgani uchun
(@-¢)-(a—¢)=la—cf =r X

O'rniga qo'yish orqgali =

(5-a)-@a-2)={p-&~(a—2)}-(a—¢)=

=(p-2)-(@a—¢)—fa—ef =(p-¢)-(d—¢)-r* =0
munosabatga ega bo*lamiz va bundan

(p-2) (a-¢)=r]

4-misol. Quyidagi vektor tenglama qandny shaklni ifodalaydi?

ip-2a|-3
Yechimi. Berilgan tenglama quyidagicha yozilishi nmlen
Pp—2a|=3 = o i
—_ 2 - _,"r - I'l
= |p——aj=1 { SO

Demak, vektor tenglama radiusi 1 ga teng bo‘lgan va markazi 2 da
3

Joylashgan aylanani ifodalar ekan.

3.4. Matrisaning asosiy qoyidalari
4A. Matrisaning ta'rifi.
Turli xil matrisalar
Ta'rif. Matrisa deb- satr va ustunlarida sonlar bo'lgan to'g'ri
to’rtburchak shakidagi jadvalga aytiladi.

Misol.
TERTTH oy
nacaRla L Juiisl LRI il
[ )
. & | | ' 34922 |
r‘l' R 1253 3
| 1 { I|.

-

166




A4S 4 Hn 4 Hy
Gy Gn Gy ay
Matritsaning turlari:

Kvadrat matrisa- satr va ustunlari soni teng bo'lgan matrisaga aytiladi.

12 5 7
Masalan,| 3 5 6
132

Diagonal matrisa- kvadral matrisaning diagonal elementlaridan boshqga

b =

o o0
Satr matrisa- | satrdan iborat bo®lgan matrisaga aytiladi. (12 5 7)

1200
barcha elementlari nolga teng bo'lgan matrisaga aytiladi. Masalan: [u 5 ]

12
Ustun matrisa — | ustundan iborat bo*lgan matrisaga aytiladi, [S J
i

A matrisaga transponirlangan matrisa 4" - bunda ¢ -satr elementlari -
ustun elementlari bilan almashib yozilgan matrisaga n}'titndi

2 s
iy lz A
gt Y e 543

Birlik matrisa- diagonal clcmemTan Iga teng bo'lgan va boshqa
elementlari nollardan tashkil topgan kvadrat matrisaga aytiladi va 7 harfi

oo
bilan belgilanadi. Masalan uchinchi tartibli birlik matrisa I={0 | 0
o 01
Simmetrik matrisa deb- transponirlanganda yana o‘sha matrisaga aylanadigan
128750
kvadrat matrisaga aytiladi. o =a, [5 4 3]
5 30

Qarama-qarshi  simmetrik  matrisa  deb- matrisaning  elementlarini
transponirlaganda manfiy ishorali bo'lib goladigan matrisaga aytiladi.

0" 5 =7
CREET N =5 0 3
y (T S

Bir xil matrisalar - 8w 4 matrisalarning satr va ustun elementlari bir xil

bo'lsa,
b 253 Y
AE[S 10 q] R=[5 10 9]
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Teng matrisalar- matrisaning, barcha elementiari mos ravishda bir xil bo'lsa,
ular teng deyiladi.

B=A o = .FJI
1-misol. Quyidagi matrisada x y,»v laming giymatlarini toping.

Xy xX—y _[l 3]
=1 )2 4)

Yechimi. Mos elementlarning tengligidan,
shywml x=y=l w-1=2 Zv=4  of eya bo'lamiz.

Bu tenglamalamni yechgak, x=1 y=-1 u=3 v=2
2-misol.

1) 2x3 lik matrisaning elementlarini quyidagi formula yordamida toping.
n'-!i-l;

2) Quyidagi tenglikdan noma'lumlarni toping. [; ; ]-[ g :I]

r—y
Yechimi.

1 a,=3xl-2xl=] a,=3x1-2x2=-1
a,y =3%x2-2xl=0 a, =3x2-21x1=1

Demak, ,.-|=[' = ‘3]

"

ay =3xl-2x3=-3

ay, =3x2-2x3=0

4 2 0
2) S=x+4y, x=2 =2l x_y=|
Bu tenglamalar sistemasini yechsak, x =3,y =2,z = 2.

4B. Matrisalarni qo‘shish.
Matrisalarni ko‘paytirish. Skalyarga ko‘paytirish

Matrisa quyidagi ikkita asosiy afzalliklarga ega:

1.  Tenglamalamni va ma’'lumotlarni ixcham shaklda yozish mumkin.
2.  Tenglamalarni yechishning va ma’lumotlarni almashishning eng

qulay usulidir.

Matrisalarni go‘shish va ayirish

Matrisa m ta satr va n ta ustundan iborat bo*Isa, u mxn tartibli deyiladi.
Ikkita matrisani ularning tartiblari bir xil bo‘lsagina qo‘shish va ayirish
mumkXin va uni quyidagicha amalga oshirish mumkin.

[ﬂll By "u]‘_[hn b, &, ]‘[ﬂn""!'u a,+h. a,+b, ]
% On fp y by By ay+by  ay+hy a,thy,

[ﬂll hy ‘u]__[‘ﬁl 'bl.t 1!'4.! )u[”n'bu ﬂu"bu .u”-ﬁ" ]
8y 8 Oy b, b, b, an~by  ap-by a,-b,

I'hh"“ni, biror songa ko‘paytirish uchun uning barcha elementlarini shu
songa ko' paytirish kerak.
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fa. . 3 L ki
-4=L 5 Hl J keyin i.-r:[ L I”J
oy ko, kay

wl ”

Matrisalarni hisoblashda asosiy qoidalar

1. Kommutativlik xossasi A+ B=8+4
2. Assotsiativlik xossasi (4+8)+C=d+(8+C)
3. Distributiviik xossasi k(A+ B)=ki+ k8
4. Skalyarga ko' paytirish haqidagi xossasi (K)4=k(i1)
72 -
3-misol. Quyidagi matrisalar berilgan A= [; I : :]} va

(=1 2 4 . e :
Bz[ ] Quyidagini toping 2(34-28)-3(4~-8).

2 3 =2

Yechimi.

4-misol. Ushbhu A=[; “;J va Bzﬁ _;] matrisalar yordamida

quyidagi tenglamaning noma’lum hadini toping 24+ X =8,

3.5. Matrisalar ko'paytmasi
SA. Ustun-vektor va gator-vektor ko'paytmasi.
Matrisalar ko*paytmasi. Ko'paytmaning asosiy qoidalari

a=(a.a,) va b=(1,b,) vektorlarning skalyar ko' paytmasi; a-b=a,b,+a, b
kabi edi. Ustun-vektor va gator-vektorlar mos ravishda quyidagicha
belgilanadi:
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(o, a,-a,),
hld-
Ustun-vektor va qator-vektorlarda elementlar soni bir xil bo'lsa ularni
quyidagi goidaga asosan ko' paytiramiz
B

b,

l:a, t:r;---ﬂ']- : =g B b D

[

1-misol. Quyidagi ko®paytmalarni hisoblang:

] 8
1. {163}-[1 2.z r.su}-[tJ
4 4

Yechimi.

2
1. [?.éi]-li]: 2.8+6:1+43-4=34 2. Bu ko'paytma mavjud emas, chunki
4

ulardagi elementlar soni turlicha.
Ikki matrisaning ko'pavtmasi
* A matrisani B matrisaga ko'paytirish mumkin bo‘lishi uchun A (/xm)
matrisaning ustunlar soni B (==s) matrisaning qatorlar soniga teng
bo*lishi kerak.
= Ko'payimaning ¢, elementi A matrisaning i- qatori va B matrisaning j-
ustuni elementlarining ko' paytmasiga teng.

IXm mn f=n
o b ,-' ; : al *: -
1 = 1
f .................. I\ 2 B b T AR PP
1 @y g Oia : 2 fis I, ........ =
1‘ ..................... : ,I ||| |
i Frre et Tl W : b | keiins
b a he Sveien U,

2-misol. Quyidagi ko*paytmalarni hisoblang

B )
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Yechimi.
1 (mu-: m'+fur] (2-i+s-9+1-ﬁ 2748:(=2)+1-3) (80 1
’ 3 146:944.6 3.7+6:(-2)+4-3) |81 21

 EX = ¥ +lb )
Ko*paytmaning asosiy qoidalari
Quyidagi gqoidalar bajariladi.
1. Skalyarga ko' paytirish uchun (k68 = A(kB) = A(AB)
2. Assosiativlik (AB)C = A(BC)

v e aey AFBC = AC+HEBC
3. Distribut
Istributivlik B+ CY)= AR+ AC

Lekin matrisalarni ko*paytirish uchun kommutativlik bajarilmaydi.
Al B

[1 zIz 3)_5?) [lser_?s
2 1h2 2) la 8 2 202 Ll l6.6
Birlik matrisa, nol matrisa

Asosiy diapgonalidagi elementlar birga, qolganlar elementlari nolga teng
bo'lgan matrisaga birlik matrisa deyiladi

Misol

10 0
f={0 1 0
00 1)
Huamma elementlari nolga teng bo'lgan
‘0 0 0)
O='0'0 0
0 0 0
matrisaga nol matrisa deb ataladi.
Xossalari
1. Al=i4=4
2. AQ=04=0C

Mol emas matriszlarning ham ko'paytmasi nol matrisa bo'lishi mumkin
Misol {2 —le 1y (0 u) 1 =)
1 -1A1 ~1) Lo o
3-misol. Quyidagi ko' paytmalarni hisoblang
45 B R
H}[4 EI_I ”] {z][u 1 1fo 11
3 1L5 -1
00 1A0 O }
Yechimi.
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4 2‘I—s ﬂl_[d.-{—mz-j 4-ﬂ+l-q-l}]_{ﬁ -z']
3 1AS5 -1 3(=N+1-5 3.0+1-{-1) 2 -1)
1 1+0+0 1+1+0 [+1+1
11=1 04040 04140 0+l+l]=[
1

0+0+0 0+0+0 0+0+1

=0 =
== THIL
- b

5B. Determinant ta’rifi. Determinantni hisoblash

e Determinant deganda matrisa orqali hisoblanadigan aniq son
tushuniladi.

Chizigli tenglamalar sistemasini o‘rganishda, chizigli akslantirishlarda
va boshqa masalalarda bu tushuncha go*llaniladi.
* Determinant fagat kvadrat matrisa uchun mavjud,

Belgilanishi
a b a b
"I=[,; d] = |4 L 4 det A

a b
2«2 determinantni hisoblash, Az(c d’] Determinant |4 = ad—be

Mﬁ 2;11: 2:5=3.1=7

a b ¢
3 % 3 determinantni hisoblash, A=[d e ;]

g h i
Determinant |4 = atei— fh)—b{di— fig) + c{dh~eg)
o 3] £
- : = : ™
+ Iy .r= Xy L il g et O
:"'l Els ke

Minor va algebraik to*ldiruvchi
) Gy a4,

S @y fy ot dy
s+ n matrisa uvchun

ﬂn‘l Hu:'. B <
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Minor. M, minor (n-1)x(n-1) determinant bo'lib, berilgan matrisaning
i-nchi qator va f~inchi ustunini o*chirishdan hosil bo'ladi.

Algebraik to‘ldiruvchi.
Algebraik to*ldiruvchi €, — bu ishorasi bor minor (6y muopacu i+j ra

Sornuk G¥nran MuHOpANp)
Co =M Cp =M. C, =M, -

Determinant 4] = a,C, #a,C; + 0,0+
4-misol. Matrisaning determinantini hisoblang:

2 1 =1
A=| 0 4 3
—5g =3/
Y echimi.
,:["'Halu_ﬂ Jua." e o
|l =|0 !; 3-_—:;_:0 -E_--S -—Ii,”_l!—.‘ Hil-..q.-S!—l-i.‘Su-'l'l-.ﬂ .|
5 =

S5-misol. Quyidagi matrisalarning determinanting hisobling

La2 ) 2 [ ol

’ LU |

Yechimi,

[2 1
{1]H=F—| J.E-J--I-f--l} 7

|~ SO |
- (O ST R T
{EJIAi—-i'ri1 :‘I l|l: ,.In :I JI" JII‘I y "l 2 A

L
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3.6. Teskari matrisa va birgalikdagi tenglamalar sistemasi

Berilgan a son uchun teskari son x = i— = a~! kabi aniglanar edi.
Berilgan a sonning teskarisiga ko'paytmasi birga teng xa = 1.

Teskari matrisa tushinchasini kiritamiz. A kvadrat matrisa berilgan
bo‘lsin.

Agar AX=XA=I bo‘lsa X matrisa A matrisa uchun teskari matrisa deb
ataladi. A matrisaga teskari matrisani A~* kadi belgilash gabul gilingan

(2x2) kvadrat matrisaga teskari matrisani hisoblash.

A= (i g kvadral matrisaga teskari matrisa quyidagicha aniqlanadi.
Berilgan matrisani determinantini hisoblaumiz

lAl=ad —bc20
Teskan matrisa

Lrd —b
a-.: 2T
A= )
Berilgan matrisaning determinanti |Aj=ad-bc=0 bo'lsa, ~ A™* mavjud emas.
1-misol. A = (i ;) matrisaga teskari matrisani loping.

Yechimi. Faraz gilaylik, X = (;
matrisa bo*Isin.
Demak AX=] shart bajarilishi shart, ya’ni

(u b)G z)___ ax + by zaz+ bw __(1 U)
c w w

z - "
w) matrisa A matrisaga teskarn

ex+dy cz4+dw/) N0 1
Demak
ax+by=1 az+dw=10
cx+dy=0 cz+dw=1

x(ad —be) =d z(ad — bc) = —b
ylad —bc)=—¢ wlad—bc)=a
(ad-bc)0 bcélganda

c b a
x

“@d—-bo) ?° ad—bc' T ad—be' ¥ ad—be
(ad-be)=0 bo'lganda esa

a=b=c=d = 0 bo'ladi, va AX=T shart bajarilmaydi.
Z-misol. A = {i i) matrisaga teskari matrisani toping.
Yechimi. A matrisani determinantini hisoblaymiz:
A
a1 = 4l—z 4—1:4=4
Teskari matrisani topamiz
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41 =}_| 4 —1|=[1 -1/4
q4l=4 2 -1 1/2
3-misol. Matrisaga teskari rgatrisani toping
3 4 4
”‘4“(2 :-4) Z:"q:(3 6
Yechimi.
1) Determinant
|A|=]3 4 =3xF3—-—4uZ2=1=0
2 3

Demak
1 - - .,
A ZE’—EE 34|= fz 34|
2) Determinant
|| =]§ g|=2x6—4x3=ﬂ

Demak matrisags teskari matrisa mavjud emas.
Tenglamalar sistemasi

ax + by = p]
ex+dy=4¢q
tenglamalar sistemasi berilgan bolsin.

Ya'ni gisqacha yozsak: (Z 3) (:,] = (E)
Ushbu belgilami Kiritamiz:

a b (X _ [P
"4:{:: d)' X_(y)' P'(q)
U holda berilgan sistemani ko'paytirish qoidasidan foydalanib, ushbu

ekvivalent shaklda yozish mumkin:
AX=P
Apar A mairisa xosmas, va'ni ad — bc # 0 bo*lsa, u holda
ATIAX = AP
X=A-'P
ni topamiz. Bu esa berilgan tenglamalar sistemasi yechimining matrisali
yozuvini beradi.
Agar ad — be = 0 bo'lsa u holda berilgan sistema yechimga ega emas yoki
cheksiz ko'p yechimga ega (misollarda ko'ramiz)
4-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini yeching:
Ix+y=3 }
9x + 4y = 6)'
Yechimi. Eerilgan sistemani quydagicha y;mb olamiz:
3 1y xy _
(g 4) (y) a (5)
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Asosiy matrisaning determinant: |A] = g ;‘ =
Asosiy matrisaga teskari malrisa*

(3 D 1(_9 —1) (4{3 —1,!3]

Aniglangan leskari matrisani P matrisaga ko* gayuraném
x =)
(y) = (4_? 11f3) (5) = (_3)

x=12, y==-3
5-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini yeching:
1) 2x—y=-5 1

Demak,

—bx +3y =15
2) Ix+y=12
4x+2}r=3}

Yechimi. 1) Asosiy matrisaning determinanti
at= —zﬁ _31|:'{JJ
Agar 1) sistemaning ikkinchi tenglamasini har ikkala tomonini —3 ga
bo'lamiz va quydagiga ega bo‘lamiz
2x—y=—h .
Demak ikkinchi tenglama birinchi tenglamaga teng. Bu yerda, berilgan

sistema, 2x —y = —5 tenglamani ganoatlantiruvchi, cheksiz ko'p (x,¥)
yechimga ega.

2) Sistemani asosiy malrisasi determinanti
2 1
la=|z 5|=0
Sistemaning birinchi tenglamasini hnr ikkila tomonini 2 ga ko‘paytirib
4x + 2y = 4 ga kelamiz.
Bu esa ikkinchi tenglikga zid. Demak, sistema yechimga ega emas.
6-misol. Tenglamalar sistemasini yeching:
Ix~y=13 }
~2x+ 3y =5
Yechimi. Berilgan sistemani matrisa ko'rinishida yo'zib olamiz:
-1
(5 3)6)=6)
Sistemani asosiy matrisasi dﬂm‘mmmﬂ
1Al | 7#0
( _1_ = g In 3/7 1!'?)
-2

“g\2 3/ \2/7 3/7
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Demak
X 3/7 7
(.v) - (z:::r' ;::?) @ = @

3.7. Chizigli akslantirish
7A. Chiziqli almashtirish. Geometrik almashtirishlardan nugta
koordinatalarini o*zgarishi.

Bu mavzu davomida chizigli akislantirish vya'ni  geometrik
almashtirishlar bilan yaqindan tanishamiz. Quyidagi variantlar bilan tanishib
chiqamiz.

Agar P(x.y) nugta Q(x', ¥') nuqtaga ko'chsa, bu hol chizigli almashtirish
deviladi.
Ixtiyoriy almashtirish quyidagicha ifodalanadi:
fi(xy) = (x,y")
Chiziqli akislantirish gquyidagicha bo'lib, uni matrisa yordamida yozib

olamiz:
x'=ax + by X'\ _ra bygx
y' =ex+ dy}_' (y) = J6)
(S 3) matrisa, chizigli almashtirishning asosiy matrisasidir. Berilgan nuqta

koordinatasiga qaytish uchun, asosiy matrisaga teskari bo'lgan matrisaga,
tenglikni har ikkala tomonini ko'paytiramiz.

¥ 1 d —b\(fx

(J") ~ad—ch (—‘r:' a ) (,‘H')

Bir necha xil chizigli almashtirishlarni ko'rib chigaylik:
1. Ox ogiga nisdatan simmefrik almashtirish

f:(xy) = (x,—y)
Bu verda, quyidagidek almashtirishdan foydalanamiz
x 1 0Oy rE
(}r') = (ﬂ -rl) (J')

gl

2. Oy oqiga nisdatan simmetrik almashtirish
. filx,y) = (=x,y)
Bu verda, quyidagidek almashtirishdan foydalanamiz
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3. Koordinata boshiga nisdatan simmetrik almashtirish
fix.y) = (—x,—y)
Bu almashtirish quyidagicha ifodalanadi

(=G 26

4. x = yto'g'ri chizigga nisdatan simmetrik almashtirish
f:(x,y) = (y,%)
Bu almashtirish quyidagicha ifodalanadi

5)=G 96
3 '. < ‘,.f
1-misol. (’;) = (‘; 3) (;) almashtirish yordamida (1,1) va (2,1)

nugtalami (3,2) va (7,0) nugtaga almashtirish.
Yechimi. Quydagicha almashtirishlardan foydalanamiz

2= Q)
(0)=C 20
Bu ifodalami birlashtirib

G 0=C G 1
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tenglikga ega bo'lamiz.
Dastlabki nuqtalar koordinatalaridan tuzilgan matrisa determinant noldan
fargli, ya'ni

p I et - =

|} fl=1x1-2x1=-120

Demak. ushbu matrisaga teskari matrisa mavjud.
Teskari matrisa

1aRyE 1 r1 =2 -1 2
(1 1) ‘(—1}(—1 1 )'( 1 —1)
Almashtirishimizni har ikki tomonini teskari matrisaga ko’ paytiramiz:

G G =€ 26 G 2

Demak
a by_(3 N1 2ZN_(4% -1
e d=CG JG 5)=(5 %)
2-misol. P(=2;2), Q(0;2) va R(2;—2) nugtalar, ya'ni uchburchak
uchlari berilgan. x" = x 4 y va y' = x — y almashtirish yordamida, qanday
P'Q'R" uchburchak hosil bo*ladi.
P’ nuqta koordinatalarini hisoblaymiz:
Xpy (1 N2 _ (D
(yp) i (1 —1]( 2 ) o (—-;)
(' nugta koordinatalarini hisoblaymiz:
Yo _f1 1y _r2
(}'g) - (1 _1} (2) = (-_z)
R' nuqta koordinatalarini hisoblaymiz:
Ry 1 1 2y _¢D
(:fn) b (1 ~1) (—2] - (4)
Shunday gilib, quyidagi uchburchak hosil bo'ladi:

¥

TB. Chiziqli akslantirishlarning qo*llanilishi. Burish
Bu mavzu davomida, chizigli akslantirishlardan biri bo‘lgan, burishni
o'rganamiz. Koordinata bo‘shiga nisbatan, soat strelkasiga qarshi, 8
burchakga burishni o‘rganamiz.
P(x, ¥) nugta koordinatalari
ira



TR BURISH

peees T P Sl L

ol S|

X = 71005
y = rsina
berilgan bo‘lsin. Burish natijasida burchak & + 8 ga teng bo*lganligi sababli,
hosil bo'ladigan @ nuqta koordinatalari quyidagiga teng bo*ladi
x' = rcos(a + 0) = r(cosacosf — sinacosd)
¥' = rsin(a + #) = r(sinacosf + cosasind)
Trigonometrik aynivatlardan foydalanib, quyidagini olamiz
x' = xcosf — ysinﬁ'}
¥y = xsinf + ycos@
Matrisa ko‘rinishida yozib olamiz
x* cos@ —sin@y (X
(}f') - (sinﬁ cos® ) (P) “_}
3-misol. Berilgan nuqtani berilgan burchakga, soat strelkasiga garshi.
burishdan hosil bo*lgan nuqtaning koordinatasini to*ping.

1) (2.4), 60° 2) (V3,1), 120°
Yechimi. (1) burish formulasidan foydalanib, quyidagini yozamiz:
(;) _ (€0s60° —sin60" (z) » _1_( 1 —JE) (2) i (—zﬁ)
'} \sin60"  cos60" / \4 4) = \y3+2/)

L=y o). (r =B =7)

Mualliftar tarjima gqilishda yordam bergan Abdukarimoyv .,
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