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Введение

Пористые среды встречаются во многих отраслях техники и тех­
нологии, промышленности и в других сферах человеческой дея­
тельности, в частности в сельском хозяйстве, химической техноло­
гии, нефтегазовой, пищевой промышленности, гидрогеологии [103, 
112, 130], экологии [104,116] и др. В течение нескольких последних 
десятилетий наука о пористых средах развивалась весьма интенсив­
но. С появлением точных инструментов и новых эксперименталь­
ных методов стало возможным измерение широкого разнообразия 
физических свойств пористых сред, движения жидкости и газа, пе­
реноса различных веществ в них. С развитием новых вычислитель­
ных методов и технологий появились возможности математического 
моделирования различных явлений в пористых средах, и тем самым 
глубже понять их природу и механизмы реализации.

Можно выделить два основных подхода к моделированию яв­
лений движения жидкости и переноса веществ в пористых средах 
[169]. Первый подход связан с использованием континуального при­
ближения, соответствующие модели пазываются континуальными. 
Эти модели в значительной степени основаны на классических урав­
нениях движения и переноса вещества, выводимых на основе базо­
вых физических принципов, в частности, законов сохранения. Кон­
тинуальные модели широко используются в инженерной практике.

Второй подход основывается на дискретные модели, в которых 
пористая среда представляется дискретным набором элементов и ис­
пользуется крупномасштабное моделирование Монте Карло, а также 
различные статистические методы. Дискретные модели не так ши­
роко используются как континуальные, но в ряде случаев они дают 
ценную информацию об изучаемом явлении. Много новых идей и 
понятий было развито в результате использования этого класса мо­
делей, новые результаты позволили достичь намного лучшего по­
нимания пористых систем. Кроме того, такие идеи и понятия как 
процессы перколяции, универсальные законы масштабирования и 
фракталы -  основные инструменты дискретных моделей [168], по­
степенно занимают значительное положение в науке о пористых сре­
дах [93, 176, 177, 178].
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В данной работе мы в основном используем первый подход, хотя 
многие положения, утверждения и результаты могут быть интерпре­
тированы и с точки зрения методологии и идей второго подхода.

Заметим, что отмеченные подходы в равной мере используются 
и при исследовании процессов движения жидкости и переноса ве­
ществ в трещиновато-пористых средах [2, 3, 4, 37, 49, 71, 75, 90, 117, 
169, 188J.

Процесс фильтрации коллоидной суспензии в пористой среде 
имеет ряд особенностей и встречается во многих отраслях техники 
и технологии. Целью процесса может быть как перенос частиц через 
пористую среду, так и предупреждение их движения. Физические и 
химические силы между взвешенными частицами и зернами пори­
стой среды, размер частиц, скорость жидкости и размер зерен игра­
ют важную роль в выпадении частиц от суспензии в поры. Выпа­
дение частиц может изменить морфологию пор, следовательно, по­
ристости среды и местного градиента давления. Это может вызвать 
снижение проницаемости и поэтому, потерю производительности 
фильтрующих элементов [181,182, 193]. При фильтрации суспензий 
важными показателями, характеризующими процесс работы филь­
тра, являются: 1) Концентрация взвешенных частиц на выходе филь­
тра, которая описывает качество фильтрата; 2) Перепад давления в 
фильтре, через которого пропускается суспензия. Увеличение пере­
пада давления через фильтр ограничивает продолжительность филь­
трации и эффективность фильтра.

Размеры дисперсных частиц могут меняться в широких пределах, 
начиная от нескольких долей миллиметра до размеров макромоле­
кул. Обычно различают коллоидные и взвешенные частицы, отли­
чающиеся средним размером, приблизительно 1цж. Частицы с раз­
мером менее 1 \im относятся к коллоидным, и более -  взвешенным 
(суспендированным), хотя эта граница сугубо условная [115]. Кроме 
того, нельзя указать четкую границу и физические условия перехода 
от одного типа в другой, скорее всею , уместно говорить о последо­
вательном, плавном переходе.

С суспендированными частицами происходит два основных фи­
зических явления — агрегация и осаждение [115, 181, 182]. Эти яв­
ления имеют много общего и, в то же самое время, важные отли­
чия. При агрегации частицы ассоциируясь, образуют кластеры. При 
осаждении же, частицы, двигаясь к поверхности породы среды, там
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Введение

фиксируются, т.е. задерживаются. В данной книге мы рассматри­
ваем только второе явление, т.е. осаждение, и зачастую используем 
термин «кольматация», широко используемый в технической ли­
тературе, означающий забивание пор частицами суспензии при ее 
фильтрации. Аналогично, для обратного явления, т.е. освобождения 
захваченных частиц и последующего перехода их в суспензию, ис­
пользуем термин «суффозия».

Процесс переноса вещества, в частности взвешенных в жидко­
сти частиц, в пористой среде определяется множеством факторов, 
таких как конвективный перепое, диффузия, гидродинамическая ди­
сперсия, адсорбция, осаждение в порах, освобождение их с перехо­
дом в мобильное состояние и др. Конвективный перенос, диффузия, 
гидродинамическая дисперсия, локальное изменение концентрации 
можно описать уравнением сохранения массы. Осаждение и захват 
частиц в порах, освобождение их под действием различных сил пред­
ставляет собой кинетический процесс и зависит от количества ча­
стиц, доступных для осаждения, то есть концентрации взвешенных 
частиц, а также от концентрации осажденных частиц. Предложено 
множество кинетических уравнений, соответствующих различным 
условиям фильтрации [100, 101, 102, 125, 126, 127, 129, 147, 152, 
161, 181, 183]. В данной монографии развиваются некоторые новые 
идеи и подходы для описания процессов осаждения и освобождения 
частиц, в частности предложены кинетические уравнения, учитыва­
ющие предельный суффозионный градиент давления, динамические 
эффекты и др. Обоснование этих подходов и построенные модели 
можно найти в [38 - 4 1 ,  45, 50, 61, 63 -  66, 69, 70, 72, 74, 76, 78].

Наряду с неоднородностью жидкости интересно исследовать не­
однородность структуры самой пористой среды. Природные резер­
вуары -  водоносные пласты, нефтяные и газовые месторождения, 
имеют микро -  и макромасштабную неоднородность, как следствие 
различных геологических процессов — седиментации, литогенеза, 
диагенеза, катагенеза, метаморфизма, тектонических деформаций и 
др. Учет неоднородности пористой среды осуществляется с помо­
щью статистических методов. Зональную, крупномасштабную неод­
нородность можно смоделировать и на основе детерминистического 
подхода, рассматривая пористые среды с различными структурами, 
с определенной геометрией, каждая структура которой имеет свои 
фильтрационно-емкостные свойства. Эти свойства иногда могут
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М.нематические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

быть резко контрастными. Одной из таких является двухзонная сре­
да, одна из зон которой является хорошо проницаемой, следователь­
но, жидкость в ней можно считать подвижной, а другая -  плохо — 
или малопроницаемой с неподвижной жидкостью. В таких средах 
перенос вещества и движение жидкости происходит с проявлением 
специфических эффектов. Исследование таких эффектов является 
одной из основных задач, включенных в данную монографию.

В монографии рассмотрены прямые задачи фильтрации и пере­
носа вещества в пористой среде, где входящие в модели параметры 
считаются известными, а неизвестные функции определяются как 
решение соответствующих дифференциальных уравнений. В по­
следнее время начаты исследования по обратным задачам, где те или 
иные параметры модели определяются из значений решения (пони­
маемого как в прямой задаче) в некоторых точках области опреде­
ления задачи. Полученные результаты показывают, что используя 
методологии решения обратных некорректных задач [1, 6, 14, 34,
35] можно с достаточной точностью, определяемой погрешностью 
исходной информации, идентифицировать параметры модели [31,
36]. Здесь эти результаты не приводятся, они могут быть предме­
том отдельной работы. Отметим, что некоторые результаты решения 
обратных задач по переносу вещества в пористых средах с использо­
ванием простой кинетики осаждения частиц приведены в [81 — 84].

Здесь приводятся исследования в рамках феноменологических 
моделей фильтрации и переноса вещества. Для пористых сред опре­
деленной структуры, например рандомизированной или периодиче­
ской, весьма эффективным инструментом может стать макроскопи­
ческое моделирование. Используя методологию [85 — 88] в [49, 133, 
134] построены макроскопические модели для некоторых задач пе­
реноса вещества и движения жидкости.

В книгу вошли результаты авторов, полученные за последние 
годы. Методология исследования достаточно обоснована в работах 
[38, 41, 43, 50, 61, 64, 65, 66, 69, 70, 72, 73, 74, 76, 78, 132, 133, 134. 
136, 137, 139, 141, 142, 143].

В главах 4 и 5 приведены материалы исследований, выполненных 
совместно с Ш.Х. Зикиряевым и Ф.У. Сулаймоновым. Материалы 
включаются в книгу с их согласия, за что авторы выражают им свою 
признательность. Авторы благодарят ответственного редактора кни­
ги проф. Акилова Ж.А., чьи советы и предложения позволили улуч­
шить содержание книги.



ГЛАВА 1. Колматационно-суффозионная 
фильтрация в пористой среде с 
подвижной и неподвижной жидкостью

В первом параграфе данной главы рассмотрен краткий обзор 
подходов, использованных при моделировании движения неодно­
родных жидкостей в пористых средах. Определены наиболее общие 
характерные особенности использованных до сих пор подходов. В 
частности, установлено, что феноменологические подходы модели­
рования основаны на использование уравнений баланса вещества, 
кинетики процессов осаждения частиц {изменения характера запол­
нения порового объема частицами, сорбции, десорбции и др.), а так­
же обобщенного закона Дарси. Аналогичный подход используется 
и здесь в процессе моделирования кольматационно-суффозиоцной 
фильтрации дисперсных систем в пористых средах.

Во втором параграфе дается краткий обзор работ, посвященных 
двухзонным моделям переноса веществ.

Роль поперечной диффузии анализирована в параграфе 1.3. На 
основе существующих экспериментальных данных определены ха­
рактерные значения отношения продольной диффузии к попереч­
ной. Далее это соотношение использовано при проведении конкрет­
ных расчетов решения задач.

В 1.4 рассмотрена задача кольматационно-суффозионной филь­
трации в среде, состоящей из двух зон: с подвижной и неподвижной 
жидкостью. Задача решена численно. Определен ряд характеристик 
задачи: двумерные поля концентрации, пористости, проницаемости, 
градиента давления, зависимости относительного расхода, общего 
и суммарного относительного расхода вещества через границу зон, 
положение и скорость фронта локального максимума относительно­
го расхода и др. На полученные новые результаты даны соответству­
ющие физические интерпретации.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

1.1. Фильтрация неоднородных жидкостей в пористой среде

Проблемы переноса неоднородных жидкостей в пористых средах 
в последние годы приобретают все большее значение в связи с ши­
роким применением третичных методов воздействия на нефтяные 
пласты, более широким внедрением способов утилизации различ­
ных отходов бытового и промышленного происхождения, исследо­
ванием подземных резервуаров путем закачки жидкостей с различ­
ными добавками, служащими как меченые вещества и др.

В последнее время вопросы математического моделирования 
процессов переноса вещества развиваются интенсивно в основном 
за рубежом. Можно показать ряд работ, посвященный этой темати­
ке. В принципе, подходы к моделированию основываются на законе 
баланса вещества в некотором контрольном объеме с использова­
нием некоторых дополнительных феноменологических соотноше­
ний. Можно разделить вопросы изучения переноса растворенных 
веществ в пористой среде без учета изменения фильтрационных 
свойств среды и случаи, когда струкгура порового пространства из­
меняется в процессе переноса за счет осаждения части растворенно­
го (или взвешенного) вещества, что приводит к непременному изме­
нению фильтрационных свойств среды. Подходы к моделированию 
обоих случаев, в принципе, аналогичны. Однако во втором случае 
необходимо учесть изменение коллекторских свойств пористой сре­
ды за счет изменения структуры порового объема.

Ниже отметим некоторые работы, посвященные этой тематике. В 
[166] рассмотрена двумерная задача дисперсии от дискового источ­
ника совместно с уравнениями сорбции в частицах. Задача решена 
путем применения преобразований Лапласа и Ханкеля и решение 
выражено в виде несобственных двойных интегралов. В предыду­
щей статье [167] исследована модель диффузии и сорбции в части­
цах и продольная дисперсия в упакованном слое. Основным допу­
щением существующих методов моделирования являются:

1) размеры частиц (эффективный диаметр) намного меньше ма­
кроскопического расстояния и пористая среда является макроскопи­
чески однородной;

2) сорбция является равновесной, линейной, что связывает кон­
центрацию внутри частицы как функция концентрации вещества 
вне частицы;

3) быстро достигается локальное равновесие сорбции;
8
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4) движение вещества внутри частицы описывается диффузион­
ным уравнением типа фиковского закона с некоторым эффективным 
коэффициентом диффузии, не зависящим от концентрации;

5) частицы для процессов внутренной диффузии могут быть рас­
смотрены как сферические.

В [166] задача переноса вещества рассмотрена с учетом попереч­
ной диффузии.

В практике нефтегазодобычи известны случаи, когда гонкие ча­
стицы песка отлагаясь в призабойной зоне создают дополнительные 
фильтрационные сопротивления, что приводит к резкому, аномально­
му уменьшению дебита добывающих скважин [128, 151, 155,157, 159, 
179, 189, 190, 192]. Некоторые вопросы гидродинамического описа­
ния песконроявления обсуждены в [11, 12, 42, 43, 44, 68, 77, 79, 135, 
136, 141]. В [123] описаны результаты исследований, определяющих 
факторы, влияющие на это явление. Приводились экспериментальные 
исследования, которые затем использованы как основа предложенной 
феноменологической теории входа и осаждения частиц в пористой 
среде. Основа теории заключается в разделении размеров как частиц 
так и размеров пор на любом поперечном сечении среды на закупори­
вающиеся и незакупориваютциеся параллельные пути. Эта простая 
модель способна адекватно объяснить широкий класс фильтрацион­
ных явлений. Показано также, что явления переноса и осаждения тон­
ких частиц могут быть рассмотрены как механизмы, присущие к неко­
торой призабойной зоне скважин и приводящие к резкому аномально­
му уменьшению дебита скважин. Обычно предполагается, что тонкие 
частицы в среде с крупными порами не отлагаются. Имея в виду это 
предположение эксперименты проводились в искусственной пори­
стой среде, сложенной из песка со средними диаметрами зерен от 840 
до 2000 |лт с суспензиями СаСО, в воде, где средний размер частиц 
был в пределах 8,0 \хт. Эксперименты осуществлялись в две серии: 
в первой первоначально в «чистую» колонку закачивалась «грязная» 
жидкость, а во второй -  наоборот в насыщенной с «грязной» жидко­
стью колонку закачали «чистую» жидкость.

Уравнение баланса для частиц имеет вид
— ( е с  +  е 0с т ) + м —  =  0 , ( 1 - 1)
д Г  0 ’ дх

где £, £0 — текущая и первоначальная пористость среды, с — концен­
трация частиц в жидкости, а —объем частиц, осажденных в единице
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объема пор среды, и — скорость потока смеси, х — расстояние вдоль 
образца.

Для описания кинетики осаждения частиц использовано уравнение
до?  = Р с, (1.2)
от

где р  — постоянная, соответствующая поверхностному осаждению  
частиц.

Используя £ = е 0(1 — ст)в (1.1) получим

<>.з)
ОТ OX Ot

Предполагая с, а  «  1 из ( 1.3) получим
дс дс да л\
от сх ot

Отмечено хорошее совпадение экспериментальных результатов с 
теоретическими данными, полученными на основе (1.4).

В [191] предполагается, что имеется два класса в темпе измене­
ния деградации проницаемости пористой среды за счет осаждения 
частиц: 1) осаждение частиц, и следовательно уменьшение проница­
емости локализовано в группах, растущих ортогонально к осреднен- 
ному локальному направлению движения жидкости, 2) деградация 
проницаемости происходит в полосках, параллельных локальному, 
осредненному направлению движения жидкости. Эти полоски пока 
развиваются не оказывают существенного влияния на общее изме­
нение проницаемости. В работе анализировано, как различные ус­
ловия течения, такие как постоянный расход, постоянное давление 
влияют на процесс осаждения частиц. Установлено, что режим с по­
стоянным давлением по сравнению с режимом с постоянным расхо­
дом является более щадящим в смысле уменьшения проницаемости. 
Основные выводы по работе получены на основе численного моде­
лирования на простом образце по миграции и осаждению частиц.

Пусть с -  массовая концентрация взвешенных частиц, .у -  концен­
трация осажденных частиц, v -  средняя скорость движения суспен­
зии в пористой среде (скорость фильтрации), е -  пористость среды, 
D, -  продольный коэффициент дисперсии, D , -  поперечный коэффи­
циент дисперсии. Тогда общее уравнение переноса вещества в пори­
стой среде может быть записано в виде

С? 1— (c + s)+ -v- Vc = D,Ac+ D2Ac . (1.5)

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах
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В принципе, уравнение ( 1.5) справедливо в случае, когда прони­
цаемость не изменяется в процессе переноса вещества и движения 
жидкости. Однако в работе предполагается, что эго уравнение спра­
ведливо и в случае изменения проницаемости. При этом предпола­
гается, что характерное время изменения проницаемости гораздо 
больше характерного времени диффузии и конвекции. Полученные 
результаты подтверждают данное предположение. В процессе про­
качки жидкости в нескольких единиц объема пор характерное вре­
мя конвекции имеет порядок 0(1). Характерное время же изменения 
проницаемости за счет осаждения частиц имеет порядок — сотни и 
тысячи от объема прокачки в долях объема пор. К уравнению ( 1.5) 
должно быть добавлено конституционное уравнение, определяющее 
процесс осаждения частиц

—  + /?(е, v, с, j ) = 0 , (1-6)
dt

где v = |v |, R — функция темпа осаждения часгиц.
Скорость фильтрации определяется на основе закона Дарси

v =  V/>, (1.7)
Ц

где кЩ} — проницаемость, // — вязкость жидкости, р  — давление.
Функция R принимается в виде

Д(е, v, с, s ) =  , '' г с , О-8)
Дф,

где /(cp,v,s) — характерный масштаб длины, описывает среднюю ди­
станцию, которую частицы преодолевают прежде чем осаждаются, 
1'р = 1'/ф — средняя скорость движения жидкости в порах (поровая 
скорость). Отношение //v ;i определяет «времени жизни» движущих­
ся частиц.

Проницаемость изменяется как функция пористости
к = as” , а, т=  const. (1-9)

Вход твердых частиц в пористую среду составляет основу многих 
технологических процессов нефтегазодобычи. В частности, глини­
стые растворы, используемые в процессе бурения нефтяных и га­
зовых скважин, могут образовать корку на стенке скважины и по­
ступать в приствольную часть и мигрировать по пласту. Такое явле­
ние довольно часто возникает и при заводнение нефтяных и газовых 
залежей. Поступающие вместе с водой различные частицы могут 
образовать пробку на забое скважин, поступать в пласт и дальше
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продвигаться в глубь пласта. В любом случае внедрение и осажде­
ние частиц в пласте приводит к изменению структуры порового про­
странства, и следовательно, уменьшению проницаемости и пористо­
сти. В свою очередь, это приводит к уменьшению продуктивности 
добывающих скважин и приемистости нагнетательных скважин. 
Вопросам математического моделирования образования слоя частиц 
на поверхности пористой среды у входа к ней посвящена работа 
[108]. Для этого в работе сначала даётся определение и идентифи­
кация соответствующих механизмов, вносящих вклад образованию 
корки и осаждению частиц в пористой среде. Затем с целью получе­
ния количественной оценки указанных механизмов используя фун­
даментальные принципы сохранения, составлена соответствующая 
математическая модель, состоящая из системы дифференциальных 
уравнений в частных производных. Чтобы получить аналитические 
выражения, предсказывающие толщину корки как функцию от кон­
центрации твердых частиц, объемов закачки жидкости за единицу 
времени (темна закачки) и времени, система уравнений осреднена. 
Теоретические оценки сравнены с результатами экспериментальных 
данных других авторов и получено хорошее их соответствие.

Проведенные ранее исследования показали, что в фильтрацион­
ной корке и в самом фильтре пористость уменьшается во времени, а 
потери давления, наоборот, увеличиваются во времени. Кроме того, 
выход фильтрата и толщина корки при постоянном перепаде давле­
ния являются параболическими функциями времени. Несмотря на 
большое количество исследований по образованию корки и оса­
ждению частиц, только впервые, по-видимому, в [108] использован 
подход, основанный на осреднение уравнений по толщине корки. В 
работе получено выражение для образования корки путем осредне­
ния уравнений сохранения массы для твердых частиц и жидкости по 
толщине пласта.

Из приведенного выше краткого обзора видно, что подходы к мо­
делированию переноса вещества в пористой среде в большинстве 
своем основываются на использование уравнений баланса вещества, 
конституционных соотношений, выражающих динамику осаждения 
(или сорбции в задачах сорбционного переноса веществ в пористой 
среде), а также обобщенного закона Дарси. В задачах сорбционного 
переноса обычно предполагается, что сорбция частиц на поверхно­
сти скелета пористой среды не изменяет структуру порового про­

12



ГЛАВА 1. Колматационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

странства и следовательно проницаемость и пористость среды не из­
меняются. В данном случае обычно нет необходимости использова­
ния закона Дарси. Из приведенного обзора также видно, что задачи в 
основном рассматривались в одномерной постановке. Многомерные 
задачи, когда гидродинамическая дисперсия в различных направле­
ниях протекает с различной интенсивностью, исследовались мало. 
Кроме того, задачи многомерной кольматационно-суффозионной 
фильтрации на основе модели [13, 38, 66, 132] не исследовались до  
настоящего времени. Помимо этого, как показано в [107, 134, 160, 
187], наличие зон с плохой проницаемостью в макроскопически не­
однородных средах существенно влияет на процессы движения жид­
кости и переноса вещества. Как правило, в этих зонах жидкость ма­
лоподвижна или неподвижна, что позволяет трактовать эти зоны как 
застойные. При фильтрации жидкости с взвешенными частицами в 
таких средах движение происходит обычно в высокопроницаемых 
зонах. Однако, наличие зон с неподвижной жидкостью оказывает 
существенное влияние на процессы переноса вещества, т.к. проис­
ходит диффузионный перенос вещества из зон с подвижной жид­
костью в зоны с неподвижной жидкостью. Такие вопросы для задач 
кольматационно-суффозионной фильтрации до сих пор не исследо­
вались.

1.2. Двухзонный подход в процессах переноса веществ в 
пористой среде

Ниже дадим краткий обзор исследований, посвященных учету 
неоднородной струкгуры порового пространства, а именно, нали­
чию зон с подвижной жидкостью. Обзор не претендует на полноту, 
но даст достаточное обоснование необходимости и важности учета 
неподвижных зон при исследовании процессов переноса в пористых 
средах.

Работы в данном направлении начаты после опубликования ра­
боты [107]. Предположение о существовании зон с неподвижной 
жидкостью оказались исключительно полезной для объяснения ряда 
аномальных явлений, наблюдаемых в процессе переноса веществ в 
пористой среде. Чтобы раскрыть сущность сказанного, ниже приве­
дем краткий обзор тенденции развития исследований по изучеиито 
роли зоны с неподвижной жидкостью.
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Для описания процессов переноса веществ в пористых средах и 
грунтах обычно используется классическое уравнение

= (1.Ю)
St дх~ ох

где с  -  массовая или объемная концентрация вещества, D  -  коэффи­
циент дисперсии, м2/с, v — скорость движения жидкости — истинная 
физическая (поровая) скорость, которая выражается через скорость

W
фильтрации w  как v = — в  — насыщенность среды движущемся жид-

0
костью, I -  время, х  -  линейная координата.

Когда используется уравнение (1.10) никаких предположений от­
носительно физического или химического взаимодействия жидко­
сти с пористой средой не делается. Однако, для многих жидкостей, 
особенно с химическими добавками, это предположение не всегда 
справедливо. Взвешенные в жидкости частицы или растворенные 
вещества могут адсорбироваться или десорбироваться, часть пори­
стой среды может быть застойной зоной и не участвовать в процес­
се фильтрации. Эти явления ограничивают использование (1.10). В 
качестве одного из обобщений уравнения (1.10) предложено учиты­
вать наличие зоны с пеподвижпой жидкостью [107]. В этой рабо­
те показано, что асимметрическое поведение кривых вытеснения 
может быть объяснено наличием зон с неподвижной жидкостью. 
Аналогичный подход был использован в [187], где описан процесс 
адсорбционного переноса химических веществ в среде с зоной не­
подвижной жидкости. В [ 120] экспериментально изучается влияние 
неподвижной зоны, образованной наличием аэрированной части по­
рового объема среды. На основе экспериментальных данных показа­
на возможность использования модели [107] и оценены параметры 
этой модели. Отмечается, что наличие зоны с неподвижной жидко­
стью (мертвые зоны) не является единственно возможной причиной 
асимметрии кривых вытеснения (КВ). Капиллярные модели с косым 
распределением скоростей движения также показывают асимме­
трию КВ.

Уравнения переноса веществ при наличии мертвых зон может 
быть в одномерном случае (полубесконечная среда) написаны так:

+ 0 ™— . ( i n )м dt " dl т дх2 т дх

0 ^ к  = а (с _ с ), (1.12)mi . \  т uti /  * v JCt
и
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где индексы т, im соответствуют зонам с подвижной и неподвижной 
жидкости, а — диффузионный массообменный коэффициент.

В модели [187] в уравнениях (1.11), (1.12) дополнительно учиты­
ваются сорбционные явления. Для полубесконечной среды началь- 
н ые и граничные условия для ( 1.10), (1 .11) могут быть заданы в виде

где с() — входная постоянная концентрация, t/ — время, в течении кото­
рого подается концентрированная жидкость на границе х=0.

В [94] показано, что в агрегированных средах существует бимо­
дальное распределение размеров пор: с большими порами между аг­
регатов и малыми порами в самих агрегатах. Движение жидкости и 
перемешивание веществ имеет доминирующее значение в больших 
порах, а поры в агрегатах действуют как стоки или источники.

В [113] показано, что условия неполной насыщенности пористой 
среды приводит к бимодальному распределению пор даже для од­
нородных сред. КВ и концентрационные профили в колонне могут 
быть смоделированы при предположениях о движении жидкости в 
подвижной зоне с диффузией вещества в направлении зоны с непод­
вижной жидкостью.

В [165] КВ для 36С/ и ЪЯ 20  в пористой среде с агрегатами и без 
агрегатов были измерены в диапазоне скоростей движения (поровая 
скорость) от 2 до 96 см/час. Эти КВ были использованы для уста­
новления справедливости двух концептуальных моделей переноса 
вещества, в которых поровая жидкость разделена на меж -  и внутри- 
агрегатные зоны. В межагрегатной зоне предполагается осуществле­
ние конвективно-дисперсионного переноса, в то время как йвграаг- 
регатная зона действует как источник/сток для переноса вещества. 
Интенсивность переноса вещества между двумя зонами описана ли­
бо вторым законом диффузии Фика (модель I), либо принимается 
пропорциональной разности концентраций в двух зонах (модель II). 
Вычисленные по результатам модельного описания и физические 
КВ хорошо согласуются для обеих моделей. Значения потока массо- 
переноса в модели II зависят от радиуса агрегатов, времени и скоро­
сти движения жидкости. Условия, при которых диффузия вещества

О  [vc0 при 0 < / < г,,

дх 1° при f > , i’ 
с ',п ( ' > о о )  =  0 , 

С т ( 0 ) Л )  =  с 1т ( О ,  Х )  =  0 ,
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внутри агрегатов приводит к хвостообразовапию или асимметрии в 
измеренных КВ (в условиях насыщенного течения), были определе­
ны из анализа чувствительности используя модель I. Для некоторых 
радиусов агрегатов, скоростей течения, источник/сток эффекты аг­
регатов могут быть включены в коэффициент дисперсии. Такой под­
ход был использован для описания измеренных КВ.

В работе [153] КВ катиона 45Са2+, аниона 36С/ и 3Н гО  были из­
мерены при смешивающемся вытеснении через водонасыщенный 
грунт с агрегатами из Оксисола. Две концептуальные модели были 
использованы для описания полученных КВ, в частности асимме­
трию и хвостообразование, вызванное кажущейся неравновесной 
ситуацией в пористой среде. В обеих моделях обменные процессы в 
одних местах среды предполагались мгновенными, в то время как в 
других местах интенсивность обмена изотопов была либо диффузи­
онно-контролируемый процесс (модель I), либо обратимый кинети­
ческий процесс первого порядка (модель II). Обмен изотопов в обе­
их моделях описан с линейной изотермой. Показано, что обе модели 
математически эквивалентны по отношению к выведенным КВ.

Авторы [118] показали возможность применения решения двух- 
местных/двухзонпых моделей переноса при анализе одновременной 
сорбции и деградации пестицидов в почвах. Проводились экспери­
менты по вытеснению ЪН 20 ,  С1 и атразина в образцах почвы в стаци­
онарных условиях для двух скоростей течения и двух концентраций 
веществ. Экспериментальные данные использовались для того, что­
бы проверить возможность использования аналитических решений, 
а также методы оценки параметров моделей. Для каждой скорости 
течения оценена возможность использования лабораторных данных 
по равновесной сорбции для описания сорбционных явлений в усло­
виях течения. Обсуждены также преимущества и недостатки моде­
лей и предложения по дальнейшим исследованиям.

Экспериментальному исследованию переноса вещества в пори­
стых средах посвящена также работа [95]. Эксперименты проводи­
лись в среде с тонким песком в присутствии неподвижной жидкости 
и в условиях неполного насыщения для различных режимов течения. 
Рассмотрены стационарные и нестационарные режимы течения, од­
нако в каждом режиме средняя поровая скорость и содержание во­
ды были одинаковыми. В стационарных условиях течения получено 
строгое влияние присутствия неподвижной воды на распределение
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концентрации вещества, но в нестационарных условиях такое явное 
влияние не установлено.

В [174] была предложена модифицированная двухзонная мо­
дель, учитывающая химическую и физическую неравновесность ве­
щества в почвах. Химическая неравновесность описывается через 
двухместную модель второго порядка, в то время как физическая 
неравновесность вводится через двухзоннуто модель (подвижная — 
неподвижная зоны). Справедливость модели была проверена с по­
мощью экспериментов по смешивающемуся вытеснению атразина 
в глинистой почве Шаркей (очень топкая, монтмориллонитовая, не­
кислая глина) дам различных режимов течения, размеров агрегатов, 
длин колон, прерывания течения и др. Были оценены две модель­
ные формулировки: Модель I была известной двухфазной моделью, 
учитывающая наличие неподвижной зоны. В модели II предполага­
ется, что скорость реакции вещества с почвой в каждой зоне явля­
ется функцией общего числа свободных мест почвы. Таким обра­
зом исчезает необходимость введения коэффициента /! учитываю­
щего долго насыщения подвижной водой, трудного для измерений. 
Таким образом, количество вещества, задерживаемого каждой из 
зон является только функцией коэффициента реакции. Модель I с 
f  = F, F = 0„ /О, 0т -  насыщенность подвижной водой, в  -  общая 
насыщенность водой, дает необходимую оценку переноса атразина. 
Более того, оценки на базе модели I с /  -  0 и / =  1 показали, что зна­
чение физической неравновесности были зависимы от эксперимен­
тальных условий, таких как размеры агрегатов, скорости течения и 
др. Используя метод наименьших квадратов показано, что модель II 
наилучшим образом описывает экспериментальные данные. Сделан 
вывод, что модель II, который включает небольшое количество па­
раметров, является предпочтительным, чем модель I в смысле опи­
сания процессов переноса веществ.

Такое обобщение модели является очень продуктивным. Поэто­
му ниже более подробно рассмотрим подходы, использованные при 
таком обобщении. Сначала приведем модель [187], считающейся 
обобщением модели [107]. Как уже отмечалось выше, при исполь­
зовании двухфазного подхода жидкость в пористой среде подра­
зделяется на подвижную и неподвижную зоны. Соответствующие 
зоны пористой среды называются динамическими и застойными 
зонами. В динамической части вещество взаимодействует с поро­
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дой только динамической зоны, а в застойной -  только с породой 
застойной зоны.

В динамической зоне перенос активной примеси в одномерном

где sm, s  — количество вещества, сорбированного в динамической и 
застойной зонах мг/кг.

В (1.13), (1.14) предполагается, что как в подвижной, так и в не­
подвижной зонах происходит химическое взаимодействие вещества 
с породой среды, т.е. адсорбция и десорбция. Ниже приводим двух­
местный неравновесный подход второго порядка для описания сорб­
ционных процессов. Он основан на введении понятия максималь­
ной адсорбции (адсорбционной емкости), что представляет собой 
максимальное (общее) место для адсорбции на поверхности породы 
среды. Это — свойство каждой среды, таким образом он характери­
зует ее внутренное поведение и как правило считается постоянной 
величиной. Такой подход в [187] не был использован, а предложен в 
[например, 119, 170, 175].

Приближение второго порядка учитывает две обратимые кинети­
ческие реакции и одну необратимую [148]. В соответствии с этим 
приближением скорость реакции не является только функцией кон­
центрации вещества, но и числа возможных мест на поверхности 
матрицы, задерживающих вещество. В процессе задерживания ве­
щества на поверхности матрицы, концентрация свободных, т.е. не 
занятых веществом мест, которая обозначается через , мг/кг, стре­
мится к нулю. Тем временем, концентрация задержанного вещества 
матрицей почвы достигает общей емкости или максимальной сорб­
ции, s1 max

Когда учитывается приближение второго порядка в двухзонной 
модели реакция в динамической зоне описывается уравнениями

случае описывается уравнением
(1.13)

(1.14)

(1.15)

dsm
- +  = ^ тс „ Ч > „ - к Х - к А т, dl

(1.16)
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ds'" , т
i f  (U 7 > 

Соответствующие кинетики реакции в неподвижной зоне даются 
уравнениями

~dt~ ~ k ] ’ (1.18) 
_  и о (1-19)

ОТ
Яс,л1
% = М Г . О-20)от

В предыдущих уравнениях 5™, s ” -  величины обратимо адсор­
бированного вещества в динамической зоне, s” -  величина необрати­
мо адсорбированного вещества в динамической зоне, s'” -  величины 
обратимо адсорбированного вещества в неподвижной зоне, s'" — ве­
личина необратимо адсорбированного вещества в неподвижной зо­
не, /с,, к} -  коэффициенты способствующие реакции, к2, кА -  коэф­
фициенты, тормозящие реакции, к- -  скорость необратимой адсорб­
ции, ф,„, Ф„„ (мг/кг) -  количество свободных мест в динамической и 
неподвижной зонах.

Справедливы следующие соотношения
ф,„ = * “ - ( * :  + * ; ) = / * «  - ( с + * г ) ,  ч (1.21) 

ф™ -  с  -  к ' + *г ) = 0 -  -  ( с + « г ).
где 5'"' , s m . -  общее количество мест адсорбции в динамической и- ГШ1Х
неподвижной зонах. Очевидно, что

Afflux ^nuix  ̂ ^тих ~ fem ax * О f  Vrttfic 1
где f  представляет собой долю максимальных мест адсорбции в 
динамической зоне в общем месте максимальной адсорбции, т.е.
f  =  s m /тJ  '  max / max*

Если в (1 .15) и (1.18) к, и к, очень большие, довольно быстро до­
стигается квазиравновесное состояние и эти уравнения приводятся к

<  = К ш6шся^ я, s?  = K $ imcimф1И, 
где K t, = k j k 2 -  константа равновесной адсорбции. В этих условиях 
модель становится «равновесно-кинетической», которая учитывает 
эффекты необратимой адсорбции.

В модели [174] указанный выше подход второго порядка моди­
фицируется путем рассмотрения динамической и застойной зон как 
один континуум. Задержка вещества может происходить как в дина-
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мическои, так и в застойной зоне, причем конкурентно, до тех пор, 
пока равновесное состояние не достигается, т.е. все свободные места 
не заполняются. Основное допущение в модифицированной модели 
заключается в том, что скорости реакции в динамической и застой­
ной зонах являются функциями общих свободных мест в почве. Дру­
гими словами в уравнениях (1.15), (1.16), (1.18), (1.19) не делаются 
никаких отличий относительно свободных мест в динамической и 
застойной зонах, так что исчезает необходимость на использование 
долевого коэффициента /

Учитывая это, уравнения переноса вещества (1.13), (1.14) могут 
быть записаны так

—  + Р—  = D ~ —  -  п(сяг — с, j , ( 1 -22)
" dt dt дх2 т дх

9 + p ^ L  = а (с _  с ) . (] .23)т д (  И д{  V ™ ,т )

Пусть <р -  общее количество свободных для реакции мест. В ди­
намической зоне уравнения реакции в «равновесно-кинетическом» 
подходе записываются в следующем виде

* : = К гв тся Ф, (1-24)

гЧ т
'■ - к  s'”. (1.26)

dt 5 *
Для застойной зоны соответствующие уравнения имеют вид

-С  = К ,.е ш]с,„,ф, ( 1.27)

~ = М л ч »  -  М Г  -  M f , 0  ■28>at

^ = М Г .  ( ! -29)
dt *

В (1.24) — (1.29) максимальная адсорбционная емкость. s„w , с об­
щими свободными местами связан так

*—гь Ф + * Г + * Г + * Г  +*Т-
Уравнения (1.22) -  (1.29) представляют модифицированную мо­

дель. Для постановки задач для этой модели в конечной одномерной 
среде [О, L ]  могут быть заданы следующие начальные и граничные 
условия

ст = с*т=0> 1 = О < x < L  ,
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„ т п1 и т  .im im _im /л *  s\ л  .  „   ̂ гS f  = s n =  .у, = S', = s k = s = 0, t  = 0, 0 < * < £ . ,  
dc

vcn = ~QmD ~ + vcm> x = 0, t < t  ,
OX

dc
G = -Q»D - r r + v c m’ * = o, t > t ,

OX

^ -  = 0, x  = Lc, t >  0, 
dx

где t -  продолжительность времени, в течении которого продолжа­
ется подача вещества через границу х  = 0, сп -  подаваемая концент­
рация вещества.

Методам решения уравнений переноса веществ в двухзонной пори­
стой срсдс посвящена работа [106]. Для решения системы уравнений, 
состоящую из уравнения баланса и уравнения массообмена ((1.21), 
(1.22) или (1.13), (1.14)) могут быть применены различные методы, в 
частности, 1) непосредственное решение системы; 2) дискретизация 
уравнения кинетики и подстановки алгебраического решения в урав­
нение баланса; 3) аналитическое решение кинетического уравнения и 
подстановка его в уравнение баланса, т.о. получение интегро-диффе- 
ренциального уравнения; 4) использование преобразования Лапласа. 
Сделан вывод, что метод алгебраической подстановки является очень 
эффективным методом. Метод интегрально-дифференциальных урав­
нений также является эффективным после метода алгебраической 
подстановки, однако требуется очень мелкий шаг по времени, когда 
коэффициент массопереноса является большим.

В [122] обсуждается поведение параметров (3 = 0Г„ /0  и коэффи­
циента массопереноса между подвижной и неподвижной зонами а. 
Анализируя целый ряд опубликованных работ установлено, что о. 
линейно зависит от скорости движения жидкости v. Для того, что­
бы развивать подход, справедливый для большого класса пористых 
сред, масштаб времени переноса вещества сравнен с масштабом 
массапереноса \/а. Было найдено, что локальный адвекционный 
масштаб времени наилучшим образом характеризует масштаб вре­
мени массопереноса. Для агрегированных насыщенных пористых 
сред найдено, что /? либо является константой, либо линейно изме­
няется от v, а для ненасыщенных сред Р — либо константа, либо уве­
личивается с увеличением насыщенности.

Многочисленные исследования показывают, что простой коэф­
фициент скорости сорбции недостаточно хорошо описывает нерав­
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новесную сорбцию и перенос органических веществ в почвах [99]. 
Чтобы исследовать эффект неоднородности скорости сорбции (во­
обще сорбционных мест) на перенос вещества в работе предложе­
на модель, учитывающая гамма-распределение и скорости сорбции 
и параметра разделения. Модель проверена проведением многочи­
сленных экспериментов на колонках в различных масштабах вре­
мени используя атразин. Полученные асимметрические поведения, 
сдвиг налево в КВ с увеличением скорости течения (с 0,51 до 21,3 
см/час) или уменьшением длины колонны (от 15,5 до 6,0 см) удачно 
описаны предложенной моделью, причем адсорбционные параме­
тры определены на основе независимых экспериментов. Показано 
также, экспериментальные данные плохо описываются ранее из­
вестными моделями: 1) двухместной первого порядка сорбции; 2) 
двухместная со сферической диффузией.

Ненасыщенность пористой среды также приводит к ряду ано­
мальных явлений [156]. Чтобы исследовать это явление в работе 
экспериментально исследовано содержание воды в среде на перенос 
NaCI в стационарных условиях. Насыщенность водой была от 15% 
до полного насыщения. Эксперименты проводились на колонке дли­
ной 25 см, заполненной гомогенным песком. Результаты показывают, 
что при переносе в ненасыщенных средах вариация скорости более 
выражена, а перемешивание вещества происходит медленнее. В ре­
зультате КВ для NaCI подходят к концу колонны быстрее, проявляя 
более выраженное хвостообразование по мере уменьшения средней 
насыщенности водой. Все это показывает, что в условиях экспери­
ментов процессы переноса вещества при малых водонасыщенностях 
не подчиняется закону Фика. При этом классическое конвективно- 
дисперсионное уравнение пе способно адекватно описать процессы 
переноса, известная модель «подвижная-неподвижная жидкость» 
была использована для описания экспериментальных данных. Ре­
зультаты показали, что при малых водонасыщенностях среда про­
являет более высокую фракцию неподвижной воды, более высокую 
дисперсию и более медленный массоперенос между подвижной и 
неподвижной зонами. Следовательно дисперсивность среды являет­
ся функцией не только свойств среды, но и водосодержания.

В подходе, использующем «подвижная-неподвижная» жидкости, 
хе. в двухзонном подходе, параметр массообмена а, как правило, 
считается константой. Однако многочисленные данные показывают,
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что этот коэффициент не является зачастую постоянным. В [149] на 
основе многочисленных данных показано, что коэффициент массо- 
обмена зависит от системных параметров, таких как норовая ско­
рость жидкости, масштаба длины, ретардациош-шй коэффициент, 
размер агрегатов и частиц и др., установлена зависимость а  от вре­
мени пребывания вещества в пористой среде. Зависимость адекват­
но описывает ранее определенные в полевых условиях значения а.

Как видно из приведенного краткого обзора, наличие застойных 
зон в пористой среде в корне меняет характеристики переноса веще­
ства. Данный подход является весьма продуктивным для объяснения 
различных аномальных явлений, таких как хвоетообарзовапие в КВ, 
преждевременный прорыв КВ к выходу из пласта, массообменные 
явления между подвижной и неподвижной зонами в пористой среде 
и др. Анализ источников показывает, что этот подход в основном ис­
пользован при анализе переноса растворенных в жидкости веществ. 
Для процессов переноса взвешенных в жидкости твердых веществ, 
таких как тонкие пылинки, песчинки, глины и т.д. данный подход не 
был использован. Далее, в последующих параграфах, мы обобщим 
модели кольматационно-суффозионной фильтрации в средах, часть 
из которых является застойной для движения жидкости. Жидкость с 
взвешенными твердыми частицами (суспензии) двигается в другой 
части среды. Между подвижной и неподвижной (застойной) зонами 
среды происходит диффузионный обмен твердыми частицами. Как 
будет показано далее, наличие застойных зон приводит к существен­
ному изменению характеристик переноса. Массообмен между под­
вижной и неподвижной зонами имеет' ряд особенностей, определяе­
мых параметрами переноса и свойств среды.

1.3. Поперечная конвективная диффузия

Для исследований намечалось решение двумерных задач кольма- 
тационно-суффозионной фильтрации. В связи с этим возникает во­
прос использования коэффициента поперечной конвективной диф­
фузии в уравнениях переноса наряду с коэффициентом продольной 
диффузии. Чтобы оцепить относительное влияние коэффициента 
поперечной диффузии D ,  на характеристики переноса необходимо 
оценить ее роль по сравнению с коэффициентом продольной диф­
фузии D r
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Коэффициент продольной диффузии в задачах переноса ве­
ществ в пористой срсдс определялся многими исследователями на 
основе различных экспериментов. Все эти эксперименты подтвер­
ждают основные положения теории переноса вещества в пористой 
среде и фундаментальную зависимость D, = Х,,м, где Я — продоль­
ный параметр рассеивания, и -  средняя скорость движения смеси  
в порах.

По определению коэффициента поперечной диффузии D,  также 
проводились многочисленные экспериментальные исследования. 
Необходимость проведения этих исследований в первую очередь 
продиктована интересом к исследованию перемешивания неодно­
родных жидкостей в пористой среде. Но и для перемешивания од­
нородных жидкостей эти исследования имеют немаловажную роль. 
Основное внимание в исследованиях было уделено на влияние ско­
рости течения жидкости, размеров частиц на значение D На основе 
анализа и обобщения результатов исследований в [26] относительно 
влияния и на D , сделаны следующие выводы.

1. Скорость движения жидкости очень мала, т.е. du < Dn, где d — 
средний диаметр частиц, D0 -  коэффициент молекулярной диффу­
зии. В этом диапазоне движения конвективная диффузия незначи­
тельна и преобладающую роль в механизме перемешивания играет 
молекулярная диффузия. В опытах М.И.Миркина [26] этой области 
движения соответствует du/D0 < 0,51, что соответствует скорости 
г /< 2 1 0 " 6 - 4 - 1 0 -6 м/с. В указанной области D 2/D 0 меняется в ин­
тервале 0,57 -  0,60, что позволяет отнести влияние D,  к влиянию 
молекулярной диффузии D() с учетом коэффициента извилистости. 
Отмеченное означает, что при du/D0 <0,51 поперечная диффузия не 
зависит от скорости течения и полностью определяется молекуляр­
ной диффузией.

2. Скорость движения жидкости мала (du и Dn), но конвективный 
перенос уже играет заметную роль в механизме перемешивания. И 
в данном случае коэффициент поперечной дисперсии определяется 
порядком молекулярной диффузии, тем не менее в механизме пере­
мешивания может превалировать тот ил иной фактор в зависимости 
от значения вязкости жидкостей, диаметра и распределения частиц 
по размерам в упаковке, и наконец, величины скорости движения 
жидкости. Границы этой области задаются интервалом значений чи­
сла Пекле 0,51 < Ре < 50 4- 55, Ре  = ud/Dn.
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3. Скорость движения жидкости значительна, du > Dw однако кон­
вективная диффузия все еще связана с молекулярным перемешива­
нием. В этой области конвективный перенос уже играет существен­
ную роль и значения коэффициента поперечной дисперсии D,  на по­
рядок выше значения D n. Границей этой области является Ре = 10\

4. Скорость еще более значительна, du > Ц„ однако закон Дарси 
не нарушается. В этом режиме молекулярная диффузия не влияет на 
поперечную дисперсию, которая определяется только конвективным 
переносом. Эта область называется областью чистой конвективной 
диффузии и является областью предельной автомодельности по чи­
слу Re и, следовательно, параметр рассеивания является постоян­
ным д., =  D, /и  = const. Этой области соответствуют Ре  > 10’.

Экспериментальные результаты представлены в виде зависимо­
сти

—  = с Re", (1.30)
V

где v — коэффициент кинематической вязкости с = с(Рг) (Рг = v/ Д — 
число Прандтля), п — эмпирические параметры.

Заметим, что в области чистой конвективной диффузии (Ре  > 102) 
зависимость (1) является линейной, т.е. п =  1. В эксперимен­
тах М.И.Миркина [26] в области 4 был определен параметр 
рассеивания X2 = D 2/u , который для опытов с диаметрами ча­
стиц (/, = 2 ,0  10'4, с/2 = 3,15 • 10~\ с/3 = 4,0-10^ м оказался равным 
2,5-10-5, 2,7• 10-5, 3,2• 10“5 м соответственно. Эксперименты также 
показали, что коэффициент с определяется размером и, возможно, 
структурой фракции (форма частиц и их распределение). При этом 
результаты показывают, что по мере роста d  коэффициент с снижает­
ся. Величина же п, по видимому, определяется параметрами жидко­
стей, т.е. п является функцией числа Прандтля Рг = v/Z)0.

Влияние размера частиц на величину коэффициента D , иссле­
довалось также многими авторами, но представить универсальную 
зависимость не удалось. Отмечается тенденция увеличения D,  в за­
висимости от увеличения d. Однако есть данные, утверждающие со­
вершенно противоположный вывод: с ростом размера частиц коэф­
фициент D „ уменьшается. В опытах М.И.Миркина [26] обнаружено 
увеличение D , с ростом размера частиц.

Определенный интерес представляет определение соотношения 
Г>1 / /) ,. Данный вопрос исследовался тоже многими исследователя­
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ми, в частности [7], где моделировался мгновенный точечный источ­
ник динамически нейтральной примеси. Результаты экспериментов 
подтвердили наличие зависимостей D, =  , 132 = Х 2и в диапазоне 
течений, подчиняющихся закону Дарси. При этом получены следую­
щие значения параметров рассеивания: Х1 = 1,27 • I (Г3 м, Хг = 8,9 ■ 1 (Г5 
м, а отношение X J Хг = 14,3. Вообще, отношение Я,,/Л,2 изменяется в 
довольно широких пределах. Есть экспериментальные данные, где 
это отношение достигает значений 50 -ь 60.

Как видно из представленного материала поперечная дисперсия 
(диффузия) в пористой среде может иметь существенное влияние па 
процесс переноса вещества. Отмеченные значения Z)/ и D  будут ис­
пользованы в следующем параграфе при решении конкретных задач.

1 Л . Кольматзционно-суффозионная фильтрация в пористой 
среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Здесь дадим постановку и решение задачи кольматационно-суф- 
фозионной фильтрации в среде, состоящей из двух зон, в одной из 
которых жидкость подвижна, а в другой -  неподвижна. Задача рас­
сматривается в двумерной постановке [19, 22, 23, 24, 50, 51, 52, 53. 
62, 1371.

Пусть область исследования задачи состоит из двух частей: 
R~ {О < х < ос, 0 < у  < И) и R~ {О < X < оо, — оо < у  < 0} (Рис. 1.1). В области 
R жидкость подвижна, а в Я  — неподвижна. Первоначально области 
R  и R заполнены жидкостью без частиц. В область R' начиная с t  >
О через границу х - 0, 0 < y < h  поступает жидкость с концентрацией 
твердых частиц с0 = const. Движение жидкости в R осуществляется 
постоянной скоростью и. Продольный и поперечный коэффициенты 
диффузии, как и прежде, обозначим через D t и £>„ соответственно.

Рис. 1.1. Схема копьматационио-суффозионного переноса вещества в двумерной
области
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Диффузионный перенос частиц осуществляется по классическо­
му закону Фика

q = - D V c , (1.31)
где в общем случае тензор диффузии D для плоского переноса веще­
ства имеет вид

D Ц I °12
v D21 ^22 У

q -  поток вещества, с -  концентрация вещества.
Пусть направление движения вещества совпадает с главными 

осями, что дает £>,, = D ,, D,, = £),, = 0 , D 22 = D V т.е.
'  D x 0

0 ZX
D =

2 /
Тогда величины продольнохо и поперечного потока вещества вы­

ражаются как

(132)дх оу
Верхняя граница области R' непроницаема для жидкости и ча­

стиц. Жидкость движется только в направлении х в области R+. В R+ 
по мере продвижения взвешенных частиц в глубь области происхо­
дит их осаждение (кольматация), частичный их срыв из захваченно­
го (осажденного) состояния и дальнейший перенос в другие поры 
(суффозия). Примем, что кинетика процесса кольмагации и суффо­
зии описывается уравнением, предложенным ранее в [13, 38] и ис­
пользованным при решении конкретных задач [70, 142]. При этих 
предложениях процесс кольматационно-суффозионного переноса 
вещества в области R* с учетом (1.31), (1.32) можно описать урав­
нениями

дс дс _ д2с _ д2с 1 дг ,,—  + и —  = D ,— 5- + Д — 7  + — — , (1.33)
dt дх дх~ ~ ду е0 dt

^  = ю,(е0-е)|Ур|-со2ес, (134)
dt

где е0, е — первоначальная и текущая пористости, со,, со2 — коэффи­
циенты, характеризующие интенсивность суффозии и кольматации 
пор, |Ур| -  модуль фадиента давления p , t -  время.

В области Rr происходит только диффузионный перенос веще­
ства. Учитывая плохую проницаемость этой области предположим,
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что процесс переноса вещества происходит с некоторым эффектив­
ным коэффициентом диффузии D}, отличающимся от молекулярно­
го коэффициента диффузии D n. Кроме того, в этой области попереч­
ным коэффициентом диффузии, что характеризует перенос вещест­
ва в направлении х, пренебрегаем.

Тогда процесс переноса вещества в Rr можно описать обычном 
уравнением диффузии

С-35)
ot д)>

Движение жидкости в области R' происходит с постоянной ско­
ростью и. Поскольку рассматривается движение неоднородной жид­
кости и пористость среды изменяется под влиянием кольматацион- 
но-суффозионных эффектов в R 1 образуется неоднородное поле ско­
рости фильтрации w  = и -е, что в свою очередь создает неоднородное 
поле давления р. Пусть справедлив обобщенный закон Дарси

w = — K{z)Vp,  (1.36)
где АГ(е) -  коэффициент фильтрации.

Этот коэффициент может быть задан в виде линейной или нели­
нейной функции от пористости [13, 38, 66, 132]. В линейном слу­
чае принимается АГ(е) = /г0е, А'п = const, а из нелинейных зависимо­
стей наибольшее распространение нашел закон Кармана-Козени

Представляя АГ(е)= кпр /ц , где кпр— проницаемость среды, fi -  вяз­
кость жидкости, зная поле пористости можно определить к„„ что в 
общем случае также является неоднородным полем. Отметим, что 
вязкость жидкости является постоянной величиной р = const. В об­
щем случае вязкость смеси является функцией концентрации дис­
персной фазы с. Наиболее простой случае для малых с  описывается 
уравнением Эйнштейна Р =  Цо0 + 2,5с где ц Г] — вязкость дисперсной 
фазы. Для простоты здесь такими зависимостями пренебрегаем.

Через общую границу областей /?+ и R~ происходит перенос мас­
сы вещества (частиц). В R+ когда х —» да, и в R~ когда у  —» -по счита­
ем, что потоки вещества отсутствуют. Это по сути дела означает, что

чаем поле градиента давления 
закона Кармана-Козени имеем

о, а в случае использования

( 1.3 7 )
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рассматривается такой начальный этап распространения примеси по 
пласту, когда концентрационные профили еще не достигают границу 
х —> оо в R +h у  —> -оо в R . На общей границе областей R' и R~, т.е. на 
у  =  0 , потребуем непрерывность изменения концентрации и потока 
вещества. При сформулированных условиях начальные и граничные 
условия задачи имеют вид

В данной постановке концентрация вещества в R + U R  является 
функцией с = c{t,x,y).

Задача (1.33) -  (1.45) решена методом конечных разностей. Не­
смотря на линейность уравнений (1.33), (1.35) даже при линеариза­
ции (1.34) решение задачи одним из аналитических методов сопро­
вождается рядом трудностей и, как правило, применение аналитиче­
ских методов приводит к громоздким решениям, расчег характери­
стик по которым представляет собой нелегкую задачу. Для этого, по-

В этой сетке: й; — шаг сетки по направлению х, /г, -  шаг сетки по на­
правлению у в R", h2 — шаг сетки по направлению у  в R~7 г — шаг сетки 
по времени, Т-  максимальное время, в течение которого исследуется 
процесс, К  — количество интервалов сетки по t, ,Г -  количество ин­
тервалов сетки по у  в R '.

На этой сетке аппроксимируем уравнения (1.33), (1.35) следую­
щим образом

с = 0 в R 'U  R при t — 0 , 
£ = е0 в R" при t =  О,

(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)

с = с0 , * = 0 , 0 < y < h ,
—  = 0, х  = оо, 0<>><А,
дх

—  =  0 , у  =  h, 0 < х  < оо,
ду

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)
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г м 1г - г к „*+1/2_„*+1/2 . *+|/2 _  к
см — см .+ и Su.— cj ± l. = дл ,с* ;'/2 + д л ;  с * + -  ^ ^  

0,5 х Л, 1 ' ,J 2 2  " о0

/ =  1 ,7 -1 , j  = \,J* — 1, £ = 0,1,... , (1 .46)
* + l _  * t l / 2  , M i  _  k+l/2

" + и =  D,A,c*;iy2 + а л +2c*;1 + -  ,
0,5 т A, 1 1 " 2 2  " £q 0,5т

i = 1 ,7 -1 , j  =  1 ,7 * -1 , * =  0,1.... , ( l .47) 
c * + 1/2 _ c * _________ ___________  ___________

/j = A A -c^ '/2, i = 1,/ - 1, j  =  \,J~ + 1, k = 0 , K - \ , (1.48) 

= А Л #  Г , i = 1 ,7 -1 , j  =  1 .У  + 1, к = 0 , K - \ , ( 1.49)
0 ,5t

где

T * I * r k — 1rk + r k
A c* = c^ r 2c‘i + c ^.J A+2c* =  :  %

A,2 ’ ~ '  { h l j

А А У-  (a.J2

— значения сеточной функции на половинном временном слое 
‘к*Чг ~ 1к + ° ’5т-

Уравнение (1.34) на аппроксимируем следующим образом
И!/2 * ' __  ___  _____
"()5 т  ^  =<0'(e° ~ < l/2W - (0^ < -  ' = 0 ,/, j  = 0.7*, ^ = 0, AT -1  , (1 .50)

eft1 -efrV2 '/ i/05т = 4 - С Н Г - «  i = 0 ,/, j=0 .J * ,  k = 0 ,K —l. (1.51)

Начальные и граничные условия аппроксимируются следующим 
образом

c . j =  0всо*|М, (1.52)

£ly =  £0 ® (1.53)
<  =  Co. j  =  е й 7 , * =  О^К, ( 1.54)

7 =  0 ,У +, А' = 0 , ^  (1 .55)

c *r_. = c/,j *’ ,‘ “ 0*1.......  * = 0.*~. (1.56)
/ =  0 ,1 ,. . . ,  * = 0 7 к , (1.57)
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ГЛАВА 1. Колмзтационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

В 2 Л °  = А С|'Ц,- С,,~ '. '- = 0 ,1 ,..., к = 0 ,К ,  (1.58)
К  К

*'=-0,1,-.., к = 0 Л ,  (1.59)
где I, J~ -  берутся достаточно большими, чтобы концентрационные 
профили не доходили до выбранных условных границ областей. 

Уравнения ( 1.46), (1 .47) приводятся к виду 
Afig*  - B r f *  + = - i f , / = U ^ T . У -  V +- l ,  /с = 0,АГ-1. ( 1.60) 

- B t f '  + £ г<#|, = < = U - 1 ,  J = 1 ,^ - 1 .  А = 0 ,^ -1 ,  (1.61)
где

Л, = 0,5т ^ г  + f l  Е, = 0 ,5 x 4  
v К л, )  А,

Jr+V2 _
'' О’= <  + 0 , 5 ^ , . ,  -  2с*. + с*у+1)+  -

А2 =  0,5т А » н—
(/с/ л,

. Вг = 14- 0,5т
f  Щ  и_Л

М +А. , £, = 0 ,5 т ^

/#>  = с ^  + 0,5т — 2c*J^2 + # * ) +
t+1 _  .*+1/2

Уравнения (1.48), (1.49) приводятся также к виду
Ы/2 i+V 2 *+1/2 (3)

^3Cl./-L ? ̂ 7/ + ̂ , ,+ .  — ^  >
*+1 *+1 4+1 (4)

4 с >,;-1 В,с , + Е^с{^  — F., ,
(1.62)

(1.63)
где

/I, = 0 .517^ 5-. /(, = I + т . £ , =  0,5t ’

лз) * г (з)

Уравнения (1.58), (1.59) определены в « \ v , а (1.60), (1 .6 1 )-в ® * |АгТ. 
Из ( 1.37) можно получить поле градиентов давления

w r r j-»  / = ^ 7 ’ 7 = 0 ^ .  * = 0 Х  (1-64)

что используется при вычисление е ^ |/2 и ef+l согласно (1.50), (1.51).

1 4 * ' = '
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Поле проницаемости определяем из соотношения
к = Щ .  (1-65)

Устанавливается следующая последовательность расчета. Вычи­
сляя по (1.64) |Vp|*. по (1.50) определяем с*,и/г. Затем решаем (1.60),

. I |А + |/2
(1.62) и определяем c f /l/2. Определив поле градиента давления |Vp|., 
согласно (1 .64) (используя А: + 1/2 вместо А' + / )  и используя эти зна­
чения в (1 .5 1) определяем £*+1 в ш* А t. Решая (1 .6 ]), (1 .63) находим c j  
в (,:>h.h2L- Поле проницаемости определяется из (1 .65).

Уравнения (1 .60) и (1.61) решаются методом прогонки по направ­
лениям j и/соответственно. Для этого используем следующие соот­
ношения

i =  0 J Zr\, j  = U ^ l ,  (1-66)

+ i =  j  = 0 , J + - l ,  (1.67)

где а;15, p f’.ajr*, {^2) -  пригоночные коэффициенты.
Для решения (1.62), (1.63) также применяется метод прогонки, 

но только по направлению изменения j ,  для чего используем соот­
ношения

< Г 2 = + РуВ д .  i = b j>  j  = 0 ../- 1, (1-68)
< "  = aW + pwc*;|,, / = 0Т; j  = 0 , 7 —1. (1 .69)

В принципе, уравнение (1.35) может быть аппроксимировано на 
& + 7 слое одним уравнением, минуя аппроксимацию на £ + 1/2 слое.
_ *+1/2 +Однако для сращивания решения ci} в оэЛ Й Т с соответствующим ре­

шением в необходимо определить с*;+1,~ в Поэтому исполь­
зуется аппроксимация уравнения (1.35) на к + 1/2 слое тоже, гак что 
использование (1.48), (1.49) диктуется этими соображениями. При 
использовании (1.66) из (1.60) получаем следующие рекуррентные 
формулы для определения ирогоночных коэффициентов aj'1, (З*1'

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

/гО) + А . р  
а °  = Ч f 1 “ Г1, р «  = ------ i = I — 1. (1.70)

- А  - Эй ’ А - Д - Р Й
Аналогичным образом получаем следующие рекуррентные фор­

мулы для других ирогоночных коэффициентов в (1.67) -  (1.69)
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ГЛАВА 1. Колматационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

а у  = -

/Г<2 ) I Л ™ ( 2 )  т-т

; в2- л , - 1̂ \ в2- А -  РЙ
/ г О )  ^  . г , й  17

=  ф ) = ------- у  =  1 ( 1- 72)
J J Д з - ^ - Р Й

+  о(4) e ^ _____ , = 1 7- _ ,  1.73)

^ - Л г Р Й  •
Стартовые значения прогоночных коэффициентов а)'/, и pf  ̂опре­

деляются исходя из граничного условия (1.54) на к + 1/2 слое, т.е.
a J W ,  pi° = 0 . (1 .74)2) у.

Стартовые значения ссу  в (1.67) определяются из условия
*41 *+1 * + 1

С- +0 =  С) _о. где с) _ц известно как решение задачи (1.60), что дает
P f  = 0- (1-75)

При определении стартовых значений а 0 > Ро в ( 1.68) использу­
ем условие *+1/2 * *+1/2 *+!/2 

Ci\ ~ С,0 г, CiO — C/.-l
А  + = А -

А2 А2
что используется при решении (1.62). Это дает

^ 3) =  ̂ - # f e +V2- 4 ) ,  Pi3) = l .  (1.76)
А  й2

Наконец, при определении а*,4*, (З*,'11 для решения (1.63) использу­
ем условие

*+1 _  * +1/2 *+1 *+1 
L;o _  n  Чо 4.-1А  —-----—  = А

^  /г:~
Из этого условия получаем

„(Р  _  А  ^  Q +I t+i/2'i «(*)_! (1-77)
а ~ д+ Vhi So Ь Но ~  1 ■

В частном случае, когда рассматривается только область R ' гра­
ница областей R+ и R~, т.е. у  - 0 ,  считается непроницаемой грани­
цей, где можно принимать дс/5у = 0, что приводит к с*+1/2 = c,*+Vi и

Аг-И fr+t 
îO “  *41 * к

Кроме полей cf,, ef;., |Vp|.., к,д и  определялся относительный рас­
ход вещества через границу у  =  О
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Q = D ,

что после аппроксимации дает

е = д

дс
~ду

у -О

Граничные условия (1.55), (1-56), (1.59) используются при опре­
делении решений по (1.66) -  (1.69) в процессе обратной прогонки. 
Для приведенной процедуры расчетов полей с*у, |V/?|*, ккя ir  Q  со­
ставлена специальная программа в среде Турбо-Паскаль. В практи­
ческих расчетах использованы следующие значения исходных пара­
метров: и = 6 • 10"4 м/с, к0 = 10 " м/(МПахс), Ц = Ю-9 МПахс, h = 1 м, 
с0 = 0,01 и различные значения D r  D „ D р со р со,.

Рис.1.2. Поверхности относительной концентрации с/с. при си =0,1 м/(МПа • 
с): ю  =0.3 с ‘; D = 5  I0 5 м!/с; D=10's мЧс; D,=10 s m 2/c ;  a) t=2000 с; б) 1=4000 с.
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ГЛАВА 1. Колмзтационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

Результаты некоторых расчетов приведены на рис.1.2 -  1.12. На 
рис.1.2 отражены поверхности относительной концентрации с/с0 
при двух временах t = 2000 (а), 4000 (б) с. На поверхностях можно 
заметить увеличение концентрации вещества в области Rr, причем 
при малых л: переход вещества в Rr становится значительным. Д е­
формация концентрационных поверхностей не доходит до грани­
цы у  = h в R .  Однако расширение зоны с уменьшением с/с0 в R' 
в сторону больших у  заметно. По-видимому, при больших / мож­
но ожидать достижение фронта уменьшения с/са за счет диффузи­
онного перехода вещества из R~ в R~ до границы у  =  h в R \  За 
счет диффузионного переноса вещества из в Rr при малых у  в 
R ' концентрационные поверхности уменьшаются по сравнению с 
относительно больших у.  С увеличением времени можно заметить 
продвижение поверхностей концентрации по направлениям х, у  и 
-у .  Можно заметить также продвижение области относительного 
уменьшения концентрации в сторону больших у  в /<" . На рис. 1.3, 
1.4 представлены результаты при уменьшении а>7 и увеличении <о[ 
по сравнению с рис. 1.2. Как видно из этих рисунков, ослабление 
эффекта кольматации и усиление эффекта суффозии существенное 
влияют на распределение концентрации вещества в R и следова­
тельно в R r  На рисунках 1.3, 1.4 можно заметить существенное 
продвижение поверхностей концентрации в сторону больших х. 
При малых у  е  R концентрации существенно больше, чем в слу­
чае рис. 1.2. Как следствие этого концентрационные поверхности 
в R~ внедряются значительно глубже и шире. С физической точ­
ки зрения это объясняется тем, что при слабых эффектах кольма­
тации и относительно сильных эффектах суффозии относительно 
мало частиц отлагается в порах, следовательно относительно боль­
шая часть частиц остается во взвешенном состоянии в движущей­
ся жидкости. Это отражается на степень заполнения порового про­
странства частицами. В рамках предложенной модели осаждение 
частиц приводит к закрытию проходов для жидкости и частиц в 
поровом объеме. Следовательно, явления кольматации и суффозии 
прямым образом влияют на активную пористость. Динамика пори­
стости в указанных выше трех режимах кольматации и суффозии 
показана на рис. 1.5. Сравнивая представленные результаты можно 
заметить уменьшение пористости в зоне кольматации и суффозии
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в /?'. При этом за счет диффузионного переноса вещества из /?+ 
в R~ при малых у  е  R уменьшение £ не столь уж сильно как при 
относительно больш их^. Такая задержка в уменьшении с наблю­
дается при определенных х  начиная от х = 0, где интенсивность 
диффузионного переноса вещества из R' в R достаточно высока. 
При достаточно больших х, куда зона изменения концентрации не 
доходила, следовательно эффекты диффузионного переноса веще­
ства из Л* в Rr незначительны, такая динамика е не наблюдается. 
Исходя из этого можно сделать вывод о значительности влияния 
диффузионного переноса вещества из Я' в R на кольматационно- 
суффозионные явления в /?+.

Рис. 1.3. Поверхности относительной концентрации с/с0 при (о =0,1 м/(МЛа ■ с); 
со=0.1 с'; D = 510  s мг/с; D = 1 0 5 м-Vc; D = 1 0 s м2/с; а) 1=2000 с; 6) 1=4000 с.
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ГЛАВА 1. Колматационно-суффозианная фильтрация в пористой среде

Рис. 1,4. Поверхности относительной концентрации c/cfl при со =9,3 м/(МПа ■ с); 
(о =0.I с 1; Dl =51 O'5 мЧс; D =10 s м-/с; D=10'! м2/с; а) 1=2000 с; б) t=4000 с.

На рис. 1.6 представлены результаты расчетов поил проницаемости 
для двух значений времени t  и различных со,, Поскольку в расчетах 
используется закон Кармана-Козени, что устанавливает монотонную за­
висимость проницаемости среды от пористости при постоянной вязко­
сти ц, динамика к в целом повторяет динамику е. Однако пропорцио­
нальной зависимости между к и г. нет, поэтому в динамике кпр можно 
заметить некоторые особенности, не характерные дггя е. В частности, 
вблизи у  — 0 значения к не так относительно высоки по сравнению с не­
сколько отдаленной по у  зоне, как это характерно для соответствующей 
динамики е. Наряду с другими характеристиками определено поле гра­
диентов давления в R+, что для некоторого набора исходных параметров 
представлено на рис. 1.7. Анализируя данные заметим, что при значи­
тельных эффектах кольматации образуется зона с высокими значениями 
градиента давления. Размеры этой зоны определяются размерами зоны 
изменения концентрации и зонами проявления эффектов кольматации и 
суффозии. В областях, близких к границе у  — 0  в R ", значения |Vp| ниже.
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чем в более отдаленной no v областях. Это объясняется опять влиянием 
массопереноса вещества из R+ в Rr. Сравнивая данные на рис. 1.7а, б, в. 
обнаруживаем заметное продвижение зоны увеличения |V/?| в направле­
нии х  при ослаблении эффектов кольматации и усилении эффектов суф­
фозии. Одновременно происходит уменьшение значений jV/j при осла­
блении эффектов кольматации и усилении эффектов суффозии. Физиче­
ская интерпретация этого очевидна, при постоянной скорости движения 
смеси, чем меньше кольматация и чем выше суффозия, тем меньше ги­
дравлическое сопротивление среды. Полученная здесь закономерность 
полностью согласуется с приведенными в §1.1 сведениями.

Рис. 1.5. Поверхности пористости в /Г  при D = 5 I 0 ' лг/с; О ,=105 м2/с;
0 = 1 0  * м2/с; a) a j= 0 ,1 м/(МПа-с); <о2=0,3 с ‘; б) со=0.1 м/(МПа с); а>=0,1 с ';

в) (oj=0,3м/(МПа-с); си,-0,1 с 1.
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ГЛАВА 1. Колкагационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

Рис. 1.6. Поверхности проницаемости к в К' при D=5-10s м2/с; D, /О-5 лг/с; 
D,=/() '• м!/с; а) со=0,1 м/(МГ1а-с); ш=0,'з с'1; б) со =0,1 м/(МПа'с); со =0,1 с 1; 

в) со =0,3 м/(МПа с); со =0,1 с'.
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: V»

Рис.1.7. Поверхности градиента давления в Я 1 при 0 = 5 1 0  *м2/с; О,--10 ' м2/с;
D = I0  5 м2/с; а) со =0,1 м/(МПа-с); тг=0,3 с 1; б) со =0,1 м/(МПа-с); со =0,1 с ';

в) со =0,3 м/(МПа с); со,=0,1 с '.
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ГЛАВА 1. Колматациочно-суффозионная фильтрация в пористой среде

10*Ц?, м/с а)

Рис. 1.8. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей R 
и R ч различные моменты времени при 0  =5-10 '' м:/с; D,=10~3 м!/с; D=10's мг/с; 

а) со =0,1 м/(МПа с); со^О.З с 1; б) со=0,1 м/(МПа с): а>=0,1 с 1; 
в) (и =0,3 м/(МПа-с); шг=0,1 с '.

При проведении численных расчетов оценивался еще относи­
тельный расход вещества Q  через общую границу R* и R \  т.е. у  — 
0. Результаты расчетов представлены на рис. 1.8. Анализ графиков 
показывает, что ослабление эффектов кольматации и усиление эф­
фектов суффозии приводят к продвижению зоны диффузионного 
массопереноса через у =  0 в относительно большие расстояния по х. 
При этом при малых х  значения Q после резкого увеличения умень-
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шаются по t, а при больших jc — увеличиваются. Такая динамика Q  в 
фиксированных точках покачана на рис.1.9. Как видно из этого ри­
сунка в фиксированных точках Q  достигает локального максимума, 
и причем этот максимум в точках, близких х =  0, более ярко выражен. 
С увеличением эффектов суффозии и уменьшением эффектов коль- 
матации значения максимума увеличиваются, и они наступают при 
относительно меньших временах. Это объясняется более интенсив­
ной динамикой концентрации вещества в R ' и увеличением темпа 
массопереноса через у  — 0.

Ю‘С, м/с “)

10г,-<2, м/с б)
6 -

5 -
-------х~0Д5 м
------ х=0т1 м

4 •

3 ■
------ ----- — _ —

100 900 1700 2500 3300

иг

Рис.!. 9. Изменение Q по I в различные х при D=5-10s лг/с; D = 1 0 : м2/с;
О , 10smVc; а) со =0,1 м/(МПа-с); со =0,3 с’1: б) со =0,1 м/(МПа-с); со =0,1 с ';

в) со =0,3 м/(МПа-с); со =0,1 с'1.



ГЛАВА 1, Колматационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

На основе кривых рис. 1.8 оценивался также общий относитель­
ный расход Qlj6,4 через у  = О

Q ^ = \ Q d x
О

для каждого момента времени t, который характеризует общий пере­
нос массы через у  =  0 в заданный момент времени. На рис. 1.10 от­
ражены графики изменения от времени 1. Можно заметить, что 
относительный кумулятивный расход монотонно растет по времени. 
При этом с ослаблением эффектов кольматации и усилением эффек­
тов суффозии Qofm имеет более ускоренный темп роста.

10f’ £ W  м2/с

Рис. 1.10. Изменение по t при D=5-10's мг/с; 0=10~'м2/с;
0 = 1 0 5 лг/с; со =0,1 м/(МПа-с); со,=0,3 с '  (1); со=0,1м/(МПа-с); со =0,1 с_/ (1): 

со=0,3 м/(МПа-с); со2=0,1 е ‘ (3).

хФг- м

Рис. 1.11. Изменение хл< no I при D = 5 ’10'5 м2/с; 0 = 1 0 ’ м2/с;
О =10,J мг/с; со -0,1 м/(МПа-с);\о=0,3 с '(1); а  =0,1 м/(МПа-с); со2=0,1 с 1 (2); 

со =0,3 м/(МПа с); со =0,1 с ‘ (3).

Из рис. 1.9 видно, что в процессе массопереноса через у  = 0 обра­
зуется фронт локального максимального значения Q, который рас-
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пространяется в направлении роста дт. Положения фронтах показа­
ны на рис. 1.11. Видно, что фронт локального максимума Q распро­
страняется начиная с х =  0 в сторону роста х. При этом с ослабле­
нием эффектов кольматации и усилением эффектов суффозии этот 
фронт распространяется более интенсивно.

106- Ифр, м/с

Рис. 1.12. И'шенеиие и .} по I при 0 = 5 1 0 '  лг/с; О =10* мЧс;
D = 1 0 лг/с; и>=0,1 м/(МПа-с); со =0,3 с '  (1); со =0,1 м/(М11а с); со =0,1 с 1 (2); 

со=0,3 м/(МПа-с); со =0,1 с ' (3).

На рис. 1.12 показаны графики скорости распространения этого 
фронта м по времени. Из представленных графиков видно, что ско­
рость фронта уменьшается по времени. При ослаблении эффектов 
кольматации и усилении эффектов суффозии скорости фронтов уве­
личиваются.

Наряду с отмеченным выше, рассмотрим случай, когда D} мень­
ше чем D,. Результаты серии расчетов показаны на рис. 1.13 — 1.21. 
Сравнивая поверхности концентрации вещества, представленные на 
рис. 1.1 За с 1.26, 1.136 с 1.36, 1.13с с 1.46 заметим, что уменьшение 
D  ̂ приводит к замедлению переноса массы из R ' в R~ через у  = О, 
вследствие чего концентрационные поверхности в R' претерпевают 
существе иные изменения при одних и тех же временах и значениях 
других параметров задачи. В зоне, близкой к у  =  0 в R+ концентрации 
вещества относительно выше при меньших Dp что также объясняет­
ся уменьшением эффектов диффузионного переноса вещества через 
у  = 0 из Л+ в Rr. Распределение концентрации в R~ и зона ее измене­
ния в направлении —у  относительно уменьшаются. Зона уменьшения 
г. и кп при меньших D, приблизительно одинакова в направлении дс 
в R' ^Рис. 1.14, 1. 15), а относительное увеличение их значения вбли­
зи у  =  0 менее ярко выражено. Следует отметить, что при малых D,  
значения с и кп/> при соответствующих временах относительно вы-
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ГЛАВА 1. Колматационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

ше. Соответствующие поверхности градиента давления показаны на 
рис. 1.16. Характерным является тот факг, что за счет уменьшения 
массопереноса черезj  = 0 из R + в R~ значения |Vp| вблизи у = О суще­
ственно изменяются.

Рис. 1.13. Поверхности относительной концентрации с/с(1 при Dl~510 > м!/с; 
П = 1 0 Л м2/с; П =0.510 * м2/с; 1=4000 с; а) со=0.1 м/(МПа с); (о,=0,3 с 1: 

б) со =0,1 м/(МПа с); ш=0,1 с 1; в) со =0,3 м/(МПа с); со,=0,1 с 1.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Рис.1.14. Поверхности пористости в R при D .5 -1 0 1 лг/с: D=10't лл2/с;
D t -0,5-10 6лг/с; а) со =0,1 м/(МПа-с); со2=0,3 с ’; б) ш=0,1 м/(МГ1а с); со; 0,1 с ’;

в) со=0,3 м/(МТ1а-с); ы2=0,1 с ’.

Л=’00(>с
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ГЛАВА 1. Колматационно-суффозионная фильтрация в пористой среде

: IUUO

М-

Рис. 1.15. Поверхности проницаемости кн в R при D=510~! лг/с; D„=10~6 м2/с;
D=0,5-1Q'6m2/c; а) со =0,1 м/(МПа с); с»,-5 ,3  с'1; б) (о=0.1 м/(МПа с); со2=0,1 с ';

в) 0 = 0 ,3 м/(МПа-с); со =0,1 с'1.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

ifyl.se**

О.М

I ¥р\, ЩЗ&'м
/'*4000 с

/~4№сI V/i {. МШ/м

Рис, 1.16. Поверхности градиента давления в R* при 0 = 5 1 0 '  лг/с; D = l( )1' м2/с:
D=Q,510'6 м!/с; а) со =0,1 м/(МПа-с); со =0,3 с '; б) ы. 0,1 м/(МПащс); со=0,1 с';

в) (о=0,3 м/(МПас): а>=0,1 с'.
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ГЛАВА 1. Колмзтациожо-суффозионнзя фильтрация в пористой среде

Общими в динамике к , £, |Vp| является тот факт, что на х - 0  с 
концентрацией вещества с0 довольно быстро устанавливается стаци­
онарный режим, который зависит от выбора значений со,, со,. Стаци­
онарное значение пористости может быть определено из уравне­
ния кинетики при dzjdt  = О

®| («О _  £ <m ) J , /  \ _  — О-
Йи/

Стационарные значения кп , |V/?| определяются из соответствую­
щих значений р- К(е11п) и  \v/к ( г ст). На рис.1.5 — 1.7, 1.14 — 1.16 можно 
увидеть, что на х =  О при t  =  2000и 4000 с имеем уже стационарные 
значения е, к  и |V/j|.

На рис. 1. 17— 1.21 представлены графики Q, QaW хфр, ифр для дру­
гих значений D 7 и Г)} по сравнению с рис.1.8 -  1.12. Из представлен­
ных данных видно, что при уменьшении D , и £>, расход вещества 
через у  =  0 из R+ в R уменьшается, скорости фронта локального 
максимума относительной концентрации меньше чем в случае от­
носительно больших D } и D.- В отличие от предыдущих случаев в 
динамике общего расхода обнаружена немонотонность (рис. 1.19). 
По-видимому, при относительно меньших D ,  и D, с ростом t в зо­
не с меньшими х темп снижения Q становится преобладающим, 
чем темп его повышения при относительно больших х. Сравнивая 
рис. 1.21 с рис. 1.12 можно обнаружить относительное уменьшение 
скоростей фронта локального максимума Q  в случае относительно 
малых D, и D,.

Кроме того одни и те же значения и/)(1 при относительно меньших 
D„ D } и одинаковых других параметрах достигаются при значитель­
но больших временах I.

На рис. 1.22 представлены графики изменения суммарного отно­
сительного расхода вещества через у  — 0 из R в Rr

Q ^  = \Q„o,4d t= ' \ ]Q d x d t
О 0 0

от времени. Из графиков видно, что Q  монотонно растет во време­
ни. При этом ослабление эффектов кольматации и усиление эффек­
тов суффозии способствует увеличению Qc . Уменьшение же зна­
чений £>, и D,  от 10-5, 10-5 м2/с до 10 *, 0,5-10"5 м2/с соответственно 
при водит к уменьшению Q  почти на порядок (сравните рис.1.22а 
с рис. 1.226).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

|0‘ С. м/с а)

Рис.1.17. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R+ и R- в различные моменты времени при D=5-10's м ’/с; D,=10 ‘ м2/с;

D =0,5-10 6 м2/с; а) со =0,1 м/(МПа-с); со=0,3 с 1; б) со =0,1 м/(МПа-с); со =0,1 с ': 
в) со =0,3 м/(МИа-с); со2=0,1 с'1.

Чтобы оценить наличие зоны с неподвижной жидкостью на пе­
ренос вещества в зоне с подвижной жидкостью проводились рас­
четы с D } =  0. Некоторые сравнительные поверхности показателей 
фильтрации жидкости и переноса вещества показаны на рис. 1.23. Из 
представленных на рисунке поверхностей можно четко обнаружит!, 
влияние наличия зоны R на перенос вещества и фильтрацию жид­
кости в R \  Вблизи у  =  0 в /?' видим зону с пониженной с/си, |Vp| и 
повышенной е и к .*Р
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ГЛАВА 1. Колматзционно-суффозионная фильтрация в пористой среде

Рис. 1.18. Изменение Q по ( в различные х при D = 510  5 м!/с; D2=10~6 м3/с;
D =0.5-10'6м1/с; a) со-0.1 м/(МПа-с); со =0,3 с'; б) со=0,1 м/(МПа-с); со2-0,1 с ’; 

п) ю=0,Зм/(МПа с); со,=0,1 с'.

Рис. 1.19. Изменение no t при D=5-10'5 м2/с; D=10r6 м2/с; D=0,5-10~5 мУс; 
со =0,1 м/(МПас); а) =0,3 с ' (1); со,=0,1 м/(МПас); со =0,1 с-1 (2); <о,=0,3м/(МПа с);

'со=0,1 с-' (3).
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м

Рис.1.20. Изменение х. по t при D=5-10'! м2/с; D2=10'n м2/с; 0  -0,5-К)" м2/с; 
ы =0,1 м/(МПа с); со= 0 ,3<r'(1); со=0,1 м/(М11а-с); со =0,1 с 1 (2); со =0.3 м/(МПа с);

со =0,1 с4 (3).
Ifl*- ифр* м/с

Рис. 1.21. Изменение и. по / при 0= 5-10' м2/с; D =10 f,M2/c; О =0,5-106 лг/с; 
ш=0,1 м/(МПас); и>,г 0 ,3 с ' (1); со* 0,1 м/(МПа-с); o j ,= 0, 1 с 1 (2); со =0,3 м/(МПа-с);

со =0,1 с ‘ (3).
1

10‘с̂ .»’ б)

Рис.1,22. Изменение Qcvt no t при a) D=5-105M2/c; D,=10 s ж/с; D = 1 0 ! м2/с;
б) 0 = 2 ,510  ' м2/с; 0 = 1 0  ’’м2/с; D = 0 ,5  W 'м2/с; <0,-0.! м/(МПа-с); со =0,3 с 1 (1);

со =0,1 м/(МПа с); со =0,1 с 1 (2); со=0,Зм/(МПа с); о),=0,1 с-1 (3).
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Рис. 1.23. Поверхности с/с0 (а), е(6), кпр(в), | Vp \ (г) при t=4000 с, D = 510~sm2/c;
D;=I0 ! лг'/с; to =0, f  м/(МПа-с); со=0,! с 1.

Обобщая полученные результаты можно заключить, что нали­
чие зоны с неподвижной жидкостью при переносе вещества в среде, 
включающей такие зоны, существенно меняет как фильтрационные 
характеристики среды, так и параметры переноса вещества. Явле­
ния кольматации и суффозии пор в зоне с подвижной жидкостью не 
только влияют на фильтрационные характеристики этой зоны, но и 
показывают существенное воздействие на диффузионный перенос 
вещества из зоны с подвижной жидкостью в зону с неподвижной 
жидкостью.



ГЛАВА 2. Решение двумерных задач фильтрации 
суспензии и переноса вещества 
в пористой среде с подвижной и 
неподвижной жидкостью с точечным и 
полосообразным источниками

В этой главе приводим некоторые результаты исследований за­
дач движения жидкости и переноса вещества в двумерной пористой 
среде, состоящей из двух зон с различными фильтрационно-емкост­
ными свойствами. Как следствие этого, в зонах среды как движение 
жидкости, так и перенос вещества происходит с различной интен­
сивностью. Между зонами возможен обмен веществом, что может 
привести к изменению общей картины переноса вещества. Рассмо­
трены различные случаи задания режима подачи жидкости и веще­
ства в среду. Решены задачи с учетом нового параметра — предельно­
го суффозионного градиента давления.

2.1. Кольматационно-суффозионная фильтрация в двумерной 
области с точечным источником

Здесь рассмотренная ранее задача переноса вещества в двумер­
ной области исследуется в случае точечного источника [24]. Поста­
новка задачи схожа с той, которая была исследована в гл.1.

Пусть рассматривается области R* {О < х  <  оо, 0 <  у  < /;} и 
R~{0 < д- < оо, -о о  < у  < 0} (Рис.2.1). R' представляет собой область с 
подвижной жидкостью, a R~ — с неподвижной. Первоначально об­
ласть R ' U R была заполнена чистой (без частиц и примеси) жидко­
стью. Начиная с t > 0 в центре левой границы /?“, т.е. .г = 0, 0 < y < h  
подается жидкость, содержащая твердые взвешенные частицы с кон­
центрацией с0. Движение жидкости в R* происходит с постоянной 
скоростью и. Таким образом, в R* осуществляется конвективный пе­
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ренос твердого вещества, сопровождающийся продольной и попе­
речной диффузией. Продольная и поперечная диффузия происходит 
с постоянными коэффициентами Dj и D,, соответственно.

В R происходят кольматационно-суффозионные явления, кото­
рые как показывают предыдущие исследования [13, 38, 66 , 70, 132], 
существенно влияют на процесс переноса вещества в пористой сре­
де. При этом происходит значительное изменение всех показателей 
переноса вещества и фильтрации жидкости в пористой среде: полей 
концентрации вещества в жидкости, давления, пористости, прони­
цаемости и др. Здесь мы используем те модельные подходы, предло­
женные в работах [13, 38, 66, 70, 132].

Рис.2.1. Схема кодълштационно-суффозиониого переноса вещества в двумерной
области

Таким образом в R рассматриваются уравнения
дс 8с п д2с „  82с 1 дг-----h U---—
dt ох дх ду: Е0 Ct

Se
—  =  co1(e 0 -e )| V j? | -(o 2E c 5

(2.1)

(2.2)

где с — концентрация вещества, е0, г -  первоначальная и текущая по­
ристости, о},, со, -  коэффициенты, характеризующие интенсивность 
суффозии и кольматации пор, |V/?[ -  модуль градиента давления, t -  
время.

В R~ происходит только диффузионный перенос вещества в про­
дольном направлении. Заметим, что в продольным направлением в 
R~, в отличие от R ‘, считается направление от 0 к —у. Диффузия ве­
щества происходит с некоторым эффективным коэффициентом Df, 
который из-за извилистости пористой среды (области R ) отличается

С=С[| —>
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от коэффициента молекулярной диффузии D0. Как правило, /), < D(). 
Так что процесс переноса вещества в R описывается уравнением.

(2.3)
ot ду

В R' процесс движения смеси подчиняется обобщенному закону 
Дарси

w = -K(e.)Vp, (2.4)
где w -  скорость фильтрации, р -  давление, К(в) — коэффициент 
фильтрации.

Коэффициент фильтрации в неоднородном поле пористости в об­
щем случае определяется как нелинейная функция [16, 18]. Как по­
казали расчеты [38, 66, 70, 132], наиболее подходящей зависимостью 
является закон Кармана-Козени

M s) = 7 7 !' % ' const. (2.5)(1- е )
В принципе можно использовать и другие зависимости К от по­

ристости с, например [18]:
— формула Крюгера-Цункера

к ( е)= 7ГЦ г ,
(1- с )  ц

-  формула Зауэрбрея:

^ (£) = 7 ^ 2 ’ 135<р, <350 ,
(1- е )

— формула Замарина:

к . . ™ * .
(1- е )  р

В представленных формулах: d -  эффективный диаметр, /г — вяз­
кость жидкости.

Из закона Дарси можно определить модуль градиента давления

M = s § f  в «
Учитывая известную зависимость w = и - е из (2 .6) можно полу­

чить различные зависимости, соответствующие различным К(е)
-  для линейного закона К(е):

ки

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах
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ГЛАВА 2. Решение двумерных задач фильтрации суспензии и переноса вещества в пористой среде

■ для закона Кармана-Козени:

М =
« d - . у

/с0С
(2.7)

-  для закона Крюгера-Цункера

•для закона Замарина:

М = -
и (l -  е)1

к0£2(1,275-1,5е)г '
Как и в ранее решенной задаче, в R1 при х —*■ оо, и в R при у  —*■ -  со 

считаем, что потоки вещества отсутствуют. Эти условия соответст­
вуют закрытым бесконечным границам или этапу исследования за­
дачи, когда концентрационные профили не достигают х = да в А4 и 
у  =  -  со в R~.

При сформулированных условиях начальные и граничные усло­
вия задачи имеют вид

с=0 в / г 'и л  при t = 0, (2 .8)
е = Е0в/?+ при t = 0, (2.9)

с  = с„ при х  = 0 , у  = /т/ 2 , с  = 0 при х  = О, y&h/2 , (2 .10)

( С = 0 ,  х  =  оо, 0 < y < h ,  ( 2 . 1 1 )

>, (2 .12)

(2.13)

(2.14)

м. (2.15)

дх
дс
ду

дс

>, у  = 1

с ,v=+0
дс
¥ и=+0

>' = -

= с у=-0’

= D,—
ду

Концентрация вещества определяется как двумерное нестацио­
нарное поле в R'lJR \ т.е. с = c(t, х, у).

Для решения этой задачи применяем метод конечных разностей 
[28,28]. Для этого построим сетку в области R+\JR~, ti)Vb, = а>:̂ _ U 
где ={(̂ ,х,-,.>’Д  h =т/(, х  =И\, у, =]К , к =0.А; i=0,1,.., j= 0,1, - ,  Л  т =т(к, 
t^=hjr\, а^ = | с* ,х (,.У/)> tk =тк, х( =U\, у} = -K j, к = 0,К, / = 0,1,...,
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/=0,1,..., х = Т/к\. В этой сетке: p t -  шаг сетки по направлению х, /г3'
— шаг сетки по направлению у  в Д ', /С -  шаг сетки по направлению 
у  r  R \ т -  шаг сетки по времени, Т- максимальное время, в течение 
которого исследуется процесс, К  — количество интервалов сетки по 
t, J + -  количество интервалов сетки по у  в R+.

На этой сетке аппроксимируем уравнения (2.1), (2.3) следующим 
образом

SlL------сЛ . + и СЛ ----- StbL. = Д Л ,с*+,/2 + D.A\ с* + -  3*----- 2L ,
0,5 т \ 1 ' "  2 2 " £0 0,5т

I = 1,7—1, j  = l , J +-\, к = 0,1,... , (2Л6)
*+1 *+1/2 *+1 _  к+\ . *+1 _  *+1/2 

- 1-- + и  ̂ = d m ; ' 12+а л ;  с*;' + -  -7 ,
0,5 т Л, ' 1 °  2 * 17 е0 0,5т

i = 1 ,1 -1 , j  —i ,J + -1 , А = 0,1,... , (2.17)

с/у '
0,5т

= D3A*2cf;|/г, I = 1,/ -1, j  = 1,Г  +1, к = 0,К -1  , (2 .18)

с*+| - с *+1/2Ч  I J  _ 1 = 1,/ -1 , у = 1 ,У -1 , * = 0,АГ-1, (2.19)
0,5т

где
* i * Гк —2гк 4■ Гк

Л с * = с- ./ ~ 2% ± 5Ч /- л;< - = Г '4  ^ 41 , 
и; ’ ;  f e )2

cs _ 2с* + г*
л ;г ‘ . =2 х>

с, . 1,2 -  значения сеточной функции на половинном временном 
слое tk, i/2 = tk + 0,5 т.

Уравнение (2.3) в аппроксимируем следующим образом
р*+|/2_..* ,  ̂ _- __ -
" 0 -5т—  = «>,(?„-ef;,/2)| V/>(- « ^ .с * , i= 0,/, j  = 0,J*, k = 0 ,K -l, (2.20)

pW.-W/l , ___  ____
— Q5" = < ■ > , ( < = , ' = 0,/, / = 0,./\ t  =0, ^ - 1. (2 .2 1)

Начальные и граничные условия в сеточной форме имеют вид
cij = 0 в toAiAjT, (2 .22)
е,.;  =ейвсо ;м , (2.23)
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c*0J = с0, j  = J'/2, к = 0 ,к  , с,*, = 0. j * J +/2, к = 0,К, (2.24)
(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)

(2.29)
где 1, J  -  берутся достаточно большими, чтобы концентрационные 
профили не доходили до выбранных условных границ областей.

Здесь сетка строится таким образом, что j  =./ * / 2 соответствует 
точке у = А/2 .

Уравнения (2.16), (2.17), а также (2.18), (2 .19) приводятся к систе­
мам разностных уравнений с трехдиагональными матрицами коэф­
фициентов [46]. Эти системы решены методом прогонки.

Из (2.7) можно нолучить поле градиентов давления

Поле проницаемости определяем из соотношения
/ = 0 Д , j  = 0,J+; k = 0 ,K - l .  (2.31) 

Методика расчета решения аналогична [46]. Для расчета полей

[46] модифицирована. В расчетах использовались следующие значе­
ния параметров: и = 6 ■ КГм/с, кп =10 м/(МПахс), (.i = 10”‘J МПахс, А 
= 1 м, с-0 = 0,01 и различные значения £>,, D2, Д , to,, ш2.

Результаты отдельных расчетов приведены ниже на рис.2.2 -  2.6. 
Как видно из рис.2.2, кольматационно-суффозионные эффекгы ока­
зывают значительное влияние на распределение концентрационно­
го поля. С уменьшением суффозионных эффектов и с увеличением 
кольматационных эффектов можно наблюдать отставание распро­
странения концентрационных пространственных профилей. Соот­
ветственно можно наблюдать изменение концентрационного поля в 
R . Особо следует отметить характер изменения с/с0 при и ~ р  в R'. 
На л- = 0, 0<y<h/2, h/2<y<h работает обычное диффузионное

что используется при вычисление ' и efj1 согласно (2 .20), (2 .2 1).

• 4  l^ tj*  Q составленная ранее программа в среде Турбо-Паскать
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уравнение
5 с  t f c  
dt ~ 1 дуг

Рис. 2.2. Поверхности относительной концентрации с/с9 при D =5-10 s м!/с;
D=10'sm2/c; D =10 ' м'/с; и а) а) =0,1: со2=0,3; б) со =0,1; а >,-0,3;

а) со=0,1 мЦМПас); со =0,3 с 1.

60



ГЛАВА 2. Решение двумерных задач фильтрации суспензии и переноса вещества в пористой среде

В области же R работает уравнение (2.1), где наряду с конвек­
цией и диффузией (как продольной, так и поперечной) кольматаци- 
онно-суффозионные эффекты выступают в роли источника (стока) 
концентрации. Поэтому при у = h можно наблюдать немонотонное 
изменение концентрации по х. Но эта немонотонность менее ярко 
выражена при ослаблении суффозии и усилении кольматации (срав­
ните профили а, б, в). Можно также обнаружить характер уменьше­
ния профилей в разные направления от точечного источника концен­
трации, расположенного в точке (0, /г/2).

За счет кольматационно-суффозионных эффектов в R ' образует­
ся поле уменьшения пористости е от первоначального значения 
(Рис.2.3). С увеличением времени эта зона прогрессирует в Я~. Осла­
бление суффозионных и усиление кольматационных эффектов при­
водит к более значительному уменьшению е . Однако при этом зона 
уменьшения в занимает относительно меньшую область в R~. Это, 
по-видимому, объясняется тем, что за счет увеличения кольматации 
относительно большее количество частиц отлагается в порах, что 
уменьшает концентрацию взвешенных частиц в потоке жидкости. 
Другими словами, при увеличении кольматации взвешенные части­
цы не успевая продвигаться в глубь пласта относительно интенсив­
но отлагаются в порах. То же самое можно говорить относительно 
уменьшения эффектов суффозии.

Аналогичную с распределением концентрации структуру имеют 
профили jVpj в R'. Уменьшение в в соответствии с законом Кармана- 
Козени приводит к уменьшению проницаемости пласта, соответст­
венно и коэффициента фильтрации. При заданной скорости филь­
трации это приводит к увеличению фильтрационного сопротивле­
ния пласта, что отражается на профили |V/»| (Рис.2.4). Усиление эф­
фектов кольматации и ослабление эффектов суффозии приводит к 
относительному увеличению значений |Vp| в R\ Однако тенденция 
уменьшения размеров зоны изменения |Ур| в R 1 за счет усиления эф­
фектов кольматации и ослабления эффектов суффозии сохраняется 
и в этом случае.

На рис.2.5 представлены графики изменения относительного рас­
хода вещества Q через границу областей R+ и R~, т.е. у  = О
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Р и с .  2 . 3 . П о в е р х н о с т и  п о р и с т о с т и  в  Л *  п р и  D = 5 -1 0 S м 2/ с ;  D = 1 0  - m : / c ;

D } = I O ' s м ? / с ;  а )  с о ~ 0 , 5 м / ( М П а с ) ;  с о  = 0 ,1  с ' ;  б )  с о  = 0 ,1  м / ( М П а - с ) ;  со  = 0 ,1  с ' ' ;

в )  с о  = 0 ,1  м / ( М П а - с ) ;  с о = 0 ,5  с ' .
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I Vp\, МПа/м

Рис. 2.4. Поверхности |Vp| « R' при D=5-I0'sм2/с; D2=10 sм 2/с;
D = 10 ! лг/с; а) ш=0.5 м/(МПас); о>=0,1 с '; б) си =0.1 м/(МПа-с); а>,=0,1 с 1;

к) ш =0,1 м/(МПа-с); си,= 0 ,5  с ‘.
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I O - 0 ,  м / с

Ю* О, м/с
0.7 ■ б)

0,6 ■Ч ------- 1=4000 с

0,5 • V*. -  -  - 1-6000 с

0.4 ■ \
0,3 • \ ч .

0.2 ■ ' ч

0.1 ■
S4s '% “ч.

1 ^  .....
0 ■------------- . 1 " - ч ш т ш н

0,25 0,5 0,75 1,25 1,5

10 6 Q ,  м / с

0,7

0 ,6  ■ ч

0,5  - \
0,4  • V

> у

0 ,3  ■ 

0  2 -

0,1  • 

0  ■

ЧХ х -

0,25
-

0.5 0,75

— 1=4000 с

—  —  — 1 - 6 0 0 0  с

—  t = l0000  с

1,25 1,5
х , м

Рис. 2.5. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R' и R~ в различные моменты времени при D =510’5 м2/с; D = 1 0 5 m 2/c ;  

D=10 5 м2/с; а) со =0,5 м/(МПа с); со2=0,1 с 1; б) со=0,1 м/(М11а с); со =0,1 с'1; 
в) со =0,1 м/(МПа-с); си =0,5 с 1.
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Uf-Q, м/с

'■ t '500 с
- - - 1 = 2 0 0 0  с
............ .... 1=40(10 с

I О6- Q. м/с

I06 Q, м/с

Рис. 2.6. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
К' и R~ я различные моменты времени при D =510 * м2/с; 0= Ш 5 м2/с; 

D = 10s м‘/с; а) со =0,1 м/(МПа-с); со,=0,3 с ‘;  б) со=0,1 м/(МПа-с); co,-0.J с 1; 
в) с»t = 0,3 м/(МПа-с); ш,=0,1 с 1.
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106-Q, м/с а)

106 0 , м/с
6)

в)
10'’ Q, м/с

Рис. 2.7. Изменение Q not в различные х при D .~ 510' лг'/с: D ,~10' м2/с;
П = 10 ! м:/с; а) ш=0,5 м/(МПа-с): о)=0.1 с ’: 6) со =0,1 м/(МПас); <и=0,1 с ‘;

в) со=0,1 м/(МПа-с): си,=0,5 с 1.
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Ю6-е, м/с а)

106 £>, м/с б)

106 0 ,  м/с

Рис. 2.8. Изменение Q по t в различные х при D=5 I0 ' м 2/с: D2~10'5 м г/с;
D =10'5 м 2/с; а) со =0,1 м/(МПас); со =0,3 с '; С>) со=0,1 м/(МПас); со=0,1 с ';

я) со=0,Зм/(МПас); со =0,1 с'.
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1 0 4 W  м2/с

Uf-Qcy„, м-

Рис. 2.9. Изменение Q ( (a), Q щ (б) по I при D=5-J0's мг/с; D,=10'! мг/с;
D3—I0's м2/с; о> =0,5 м/(Шас), со=0,1 с 1 (1); ыГ 0.1 м/(МПа-с). со =0.1 с ' (2);

<-»=0,1 м/(МПа с), m=Q,l с ‘ (3).
Расчетные значения Q после разностной аппроксимации опреде­

ляются как
0  = D — 1с*+! -  сш IИ  3 ,  _  S .O  i. + l •

К
Профили Q для различных времен t показывают, что усиление 

кольматационньтх и ослабление суффозионных эффектов приводит к 
уменьшению массообмсна вещества через границу у — 0 в отдельно 
взятых точках х. Кроме того, продвижение профилей в глубь пла­
ста замедляется. Так, при ю, =0,1 м/(МПа с), со, =0,5с"' с' 1 за 10000 
с зона массообмсна достигает приблизительно 0,75 м, при со, =0,5, 
ю2 =0,1 -  более 1,5 м, а при со, = 0,1, ш2 = 0,1 -  приблизительно 1,25 
м. Отметим, что в пределах исследованных времен не наблюдается 
немонотонное изменение О, что было обнаружено в задаче, когда 
смесь входила в область R' по всей ширине 0 < у < h, х~0. Графики 
немонотонного изменения Q показаны на рис.2.6 [46].
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С)

Рис. 2.10. Поверхности с/с.. (а), е (б), |Vp| (в) при D -5-I0  ' м 2/с, D^-IO 5 м 2/с,
D}=6-I0 6 м 2/с и ш~0,1 м/(МПа с), со=0.1 с'.
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к / 'О .  м/с

Рис.2.11. Изменение Q (a), Qo6 (6), Qcu (e)npu D =510'5 м2/с; D..=10s м2/с;
D=610~6 м?/с; со=0,1 м/(МПа-с); со =0.1 с 1.
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Динамика Q в отдельных точкахх показана на рис.2.7. В пределах 
исследованного времени можно наблюдать монотонное увеличение 
Q. Усиление эффектов кольматации и ослабление эффектов суффо­
зии приводит к относительному уменьшению О в отдельно взятых 
точках .к, что особенно заметно при больших х. В задаче, когда смесь 
входила в область Кг по всей границе л- = 0, 0 <y<h  [46] была об­
наружена немонотонная динамика Q (Рис.2.8). Отсутствие немоно­
тонной динамики в данной задаче, по-видимому, можно объяснить 
тем, что в пределах исследованного времени профили концентрации 
до у  = 0 доходит не сразу, а по истечении определенного времени. 
За это время профили в определенной степени формируются и ха­
рактер дс/ду вблизи у  — 0 резко не изменится. На рие.2.7 нетрудно 
обнаружить начальную фазу, когда Q во всех исследованных точках 
равна нулю.

На рис.2.9 приведены графики общего относительного

= { №
О

а также суммарного относительного
г

О
расхода вещества через общую границу областей R' и R~ для не­
скольких значений параметров (о; и су,. Из графиков можно заметить 
увеличение Q..-iW и Qc н при усилении суффозионных и ослаблении 
кольматационных эффектов.

Проводились также численные расчеты в случае, когда D. меньше 
чем продольный коэффициент диффузии в R т.е. Dr  Как и следова­
ло ожидать, при этом происходит излом поверхности с/сп на линии 
л- > 0, у = О- В характере изменения профилей г., Vp не происходит 
существенных изменений (Рис.2 .10). Уменьшение D. существенно 
отразится на относительные расходы через границу у  — 0. Для од­
них значений о>1 и со, графики Q, Ом.щ, Qc ii приведены на рис.2.11. 
Сравнивая эти графики с соответствующими графиками рис.2.5 б, 
2.9, можем заметить относительное уменьшение значений Q, Qo6 , 
Q в данном случае. Однако следует помнить, что значения Q за­
висят не только от значений D?, но и от градиента концентрации на 
у  = 0, х > 0. Последнее определяется, помимо прочих параметров, 
распределением с/с0 в  R~. Влияние сог со2 на с/с0 исследовалось вы­
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ше. Следовательно, Q, , Qcyu определяются также кольматацион- 
но-суффозионными эффектами в R\

2.2. Двумерная задача с полосообразным источником

Здесь рассмотренная в §2.1 задача обобщается на случай полосо­
образного источника на границе х = 0 , 0 < у  < h области R .

Уравнение (2.1), (2.2), а также (2.3) §2.1 решались при тех же 
условиях за исключением следующего

Г 0, если х = 0, 0 < у < у,#, y2/i < у  <h,
|с0, если д = 0, Yj/г < у < у2h, с0 = const, у , ,у, < 1.

Кроме того предполагаем, что в областих= 0,0 < у < у th,y2h < у <h 
работает обычное уравнение диффузии с коэффициентом П„ а в 
jc= 0. -оо < у <. О — уравнение диффузии с коэффициентом Dv

Методика решения задачи аналогична той, что была рассмотрена 
в §2 .1. Не останавливаясь на алгоритме получения численного реше­
ния приводим анализ результатов.

На рис.2.12 представлены пространственные профили относи­
тельной концентрации с/с0 для двух моментов времени и различных 
значений параметров сор а>г По сравнению с точечным источником 
(§2. 1) здесь профили с/с0 занимают более широкую область как в 
R\ так и в R . От граничной полосы х = 0, у,/; < у  < у,/?, где концен­
трация постоянна, за счет конвекции в направления х, продольной и 
поперечной диффузии в R' профили с/сд развиваются в областях R' 
и R . 11рогрессирование профилей в Я ' и R~ нетрудно обнаружить на 
рис.2 Л 2. Кол ь матацион но-суффоз ио иные явления действуют таким 
же образом, как в случае точечного источника. При уменьшении па­
раметра суффозии со1 и увеличении параметра кольматации о:>? кон­
центрационные профили становятся менее размытыми. Этот факт 
может быть интерпретирован как относительное уменьшение про­
дольной и поперечной диффузии в R\ За счет относительно широко­
го развития профилей с/с0 в R' в случае полосообразного источника 
в R также можем заметить относительно большее развитие с,/с0 по 
сравнению с случаем точечного источника. На границе у = h, х > О 
можно заметить немонотонную динамику с/с(). Это, по-видимому, 
происходит за счет того, что на границе х = 0, 0 < у < у. А, у2/г < у  </г 
происходит обычный диффузионный перенос вещества без каких- 
либо процессов массообразования (кольматация, суффозия и др.), а 
во внутренних точках R+ тахше процессы происходят.
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‘■Шъ ^. .
■ ■ ■< 'г1'  V'.V'

100W с 

г мин» с

У, м

Ш -v-

С/Со

< гМ | 1

«)

-saSRSsSgS»
.V, м

Рис. 2.12. Поверхности относительной концентрации с/сн при Г) =5-10 * м ;/с;
D2-J0  s m 2/ c ;  D=10~} м 2/с ; и а) со =0,5; со =0.1; б) си =0,1; со,=0.1;

в) со=0,1 м/(МПа-с); со=0.5 с ' .
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/-5000 с 
МОООО
у, м

Рис. 2.13. Поверхности пористости в R" при 0 = 5 1 0  ’ м ’/с; D=10'5 м'/с;
0 = 1 0  ! м-'/с: и а) ш=0,5м/(МПа с); (о2=0,1 с 1; б) (о =0.1 м/(МПа-с); m. O.I с ‘;

в) со =0,1 м/(МПа с); ш=0,5 с ’.
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На рис.2.13 представлены профили За счет кольматационных 
эффектов происходит значительное уменьшение пористости в R'. 
При этом, чем

значительнее эффекты кольматации и чем слабее эффекты суффо­
зии, тем значительнее уменьшение в. Однако, размеры зоны измене­
ния пористости уменьшаются. Сказанное можно интерпретировать 
еще и так: кольматационные эффекты действуют как противополож­
ный, суффозионные эффекты как благоприятствующий фактор диф­
фузионному переносу вещества в пористой среде. Уменьшение по­
ристости приводит к уменьшению проницаемости среды, что в свою 
очередь означает рост фильтрационного сопротивления среды.

Поскольку здесь рассматривается задача с заданной постоянной 
скоростью движения жидкости, а это в случае использованных здесь 
законов изменения коэффициента фильтрации равносильно заданию 
переменной скорости фильтрации для определенного поля пористо­
сти, рост фильтрационного сопротивления среды отражается на по­
ле градиента давления в R' (Рис.2.14). Отмеченные выше тенденции 
влияния сиг о)п на профили с/с() и е здесь также сохраняют свою силу.

На рис.2.15. отражены профили относительного массообмена 
вещества через границу областей R~ и Я , т.е. у  =0, для различных 
времен t. По сравнению с задачей с точечным источником, здесь мы 
увидим увеличение значений Q, что особенно заметно при малых х. 
Причиной этого является тот факт, что источник поступления сме­
си в область R~ в данном случае находится ближе к границе у  = 0. 
В предыдущей задаче смесь поступала в область R+ в точке х = 0, 
у  = Л/2, а в данном случае ближайшей к у  = 0 точкой источника яв­
ляется V = 0, у = }'//г. За счет этого на границе у  = 0 в данном случае 
образуются более высокие градиенты концентрации, что, естествен­
но, дают относительно высокие потоки вещества. Глубина проник­
новения вещества в R+ и длина образования ненулевого градиента 
концентрации на у = 0 в случае полосообразного источника остают­
ся практически такими же, как в случае точечного источника.

На рис.2.16 показана динамика Q в отдельно взятых точках гра­
ницы у  -  0 . Анализируя кривые заметим, что в данном случае на­
чальное время, в течение которого Q является нулевым, является 
относительно малым по сравнению со случаем с точечным источни­
ком. Значения Q также выше, чем в случае точечного источника. Все 
это можно объяснить отмеченным выше фактом, т.е. более быстрым 
подходом изменения концентрации к границе у  = 0 и образованием 
более заметных концентрационных градиентов.
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Рис. 2.14. Поверхности |Ур| в R' при D = 510 > лг/с; D}=IOs м'/с;
D, 10's л г/с; и a) т =0,5 м/(МПа-с); о>=0,1 с '; б) со=0,1 м/(МПас); (о =0,1 с'1;

в) (о=0,1 м/(МПа с•); со2=0,5 с '.
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106-(3 , м/с а)

Ю'ЧЛ м/с

Рис. 2.15. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R* и R « различные моменты времени при 0= 510'' мг/с; D=10  ■’ м2/с; 

D=10's м2/с; и а) ы=0.5 м/(МПа с); ш=0,1 с 1; б) со =0,1 м/(МГ1а-с); ы, -О,1 с 1; 
в) (о=0.1 м/(МПа с); ы=0.5 с '.
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106 £>, м/с а)

1О6-0,м/с

106 {Л м/с в)

Рис. 2.16. Изменение Q not в различные х при D =5-105 лг/с; D = 10 ' м'/с;
D =10 ! м 2/с; и а) ш=0.5 м/(МПа с); ш = 0,1 с  '; о) т = 0 ,1  м/(МПа с); со=0,1 с  ';

в) со—О, I м/(МПа с); со,=0,5 с'1.
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it? 'Qm*.., )&.

iQ"-0:Vl,r

Рис. 2.17. Изменение Q (a), Q m (б) по I при D=5-IO  ̂лгУе; D,=l()'s мг/с;
D=l() - аг/с; со =0,5 м/(МПа-с), т= 0 ,1  с' (1); ю=0,1 м/(МПа-с), со2~0,1 с ‘ (2); 

т~ 0,1 м/(МПа-с), го,=0,5 сг‘ (3).

На рис.2.17 отражены графики 0 о6щ, 0  , построенные на основе 
Q (Рис.2.14). Как и в случае точечного граничного режима здесь ха­
рактерно монотонное увеличение Qv{im, Q . Можно заметить увели­
чение значеп ий Оойщ, Q в данном случае по сравнению со случаем 
точечного источника (§5.1).

Анализировался случай, когда D, меньше чем Dг На рис.2.18 
приведены поверхности с/с(), е, Vp для одних значений «о , а>2, а на 
рис.2.19 показаны Q. Qu,.t4, Q для тех же параметров задачи. Здесь 
отмечаются те же явления, что и в случае точечного источника. Од­
нако, уменьшения Q, QmW Q за счет уменьшения D s не столь су­
щественны как в случае точечного источника. Значения 0 , 0  , 0j  zls. -х-'оОщ7 сум
выше, чем соответствующие величины в случае точечного источни­
ка (Рис.2.11).
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моооо с 

/-5UOO с

Рис. 2. IS. П оверхност и с /с .  (а), е  (6), |Ч7р| (в) при D -5-I0~ s м 2/с, D2—10's m 
D = 6 1 0  6 мЧс и О) =0.1 м /(М П ас), со =0,1 с  '.
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10" О , м /с

О 0,25

Ю'О*»,, м7с 
0,4 ■

0,35 - 

0,3 - 

0,25 •

0.2 •

0,15 •

0,1 
0,05 

О
О 2000

— I t, с 
10000

Рис.2.19. Изменение Q (a), Q :- (б), О (в) при 0 = 5 1 0 '’ м г/с; 0 = 10 'sм !/с;
Dr 610"  м'/с; “со =0,1 м/(МПа с); со=0.1 с 1.
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2.3. Перенос вещества в двумерной области с учетом
предельного суффозионного градиента давления (ПСГД)

Здесь исследуется задача, рассмотренная в §2.1, с учетом пре­
дельного суффозионного градиента давления (ПСГД). ПСГД впер­
вые был введен в работах [38, 67], затем оценивалось его влияние 
па фильтрационные показатели [20, 61, 74, 76]. В случае, когда в ка­
честве уравнения баланса принимается уравнение Ю.М.Шехтмана 
[80], уравнения кольматационно-суффозионной фильтрации с уче­
том нового кинетического уравнения осаждения частиц в порах 
имеет вид

где <5 -  объемная концентрация взвешенного твердого вещества 
в движущейся смеси, С ~ насыщенность порового пространства 
осевшими частицами в рыхлом теле, а -  насыщенность порового 
пространства взвешенными частицами, т 0 -  первоначальная пори­
стость грунта, е — пористость осевшей массы, v — скорость фильтра­
ции, S/p -  градиент давления, Vpa -  предельный градиент давления 
по потоку.

Так как а  = 8(1 -  С), первое уравнение системы (2.32) можно запи­
сать в виде

(2.32)

v = К (т  )(jVpj -  [Vp0|X К (т) = кат  = кат 0 ( l  -  ф  -  е)),

v0 =K(m o ( l - C ( l - £))

(2.33)

Когда учитываются эффекты ПСГД — Vpc вторые уравнения в 
(2.32), (2.33) заменяются на

(2.34)
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Здесь модель кольматационно-суффозионной фильтрации в дву­
мерной области рассматривается с ПСГД. В качестве балансово­
го уравнения для простоты принимаем обычное уравнение балан­
са вещества. Схема заполнения пустотного пространства среды по 
Ю.М.Шехтману [80] используется в гл.З.

Итак систему уравнений кольматационно-суффозионной филь­
трации в R1 можно записать в виде (2 . 1) §2 . 1, а в качестве (2 .2) (§2 .1) 
принимаем

Эе (со,(е0 - e)(jVp|- |Vpc|)— ш2ес , если |Vp|>|V>r|, 

dt |-со2£с, если |Vp|<|Vpc|. (2.35)
В такой постановке задача решается для случая точечного источ­

ника. Следовательно рассмотренная в (§2.1) задача решается заме­
няя уравнение (2.2) (§2.1) уравнением (2.35).

Не приводя дискретизацию задачи переходим к анализу числен­
ных результатов. Численные результаты получены для тех же исход­
ных данных, что в (§2.1), с Vpc = 0,75 МПа/м. На рис.2.20 приведены 
поверхности с/с() для различных значений со{, а>2. Из представленных 
данных видно, что Уpt существенно не меняет распределение с/с0, 
что неоднократно ранее подтверждалось при решении одномерных 
задач [20, 61, 74,76]. Параметры суффозии и кольматации <о,, ^ д е й ­
ствуют аналогичным образом, как в случае отсутствия Vpc.

На рис.2.21 представлены поверхности с при различных <о(, со2и 
для двух значений времени t. В отличие от случая Vpt = 0 здесь мы 
можем отличить две зоны с разными темпами изменения е . В пер­
вой зоне значения г. за счет кольматационных эффектов значительно 
уменьшаются, а во второй -  можно наблюдать незначительное изме­
нение е. Общая граница зон на поверхностях характеризуется рез­
ким скачком значений е . При относительно малых временах общая 
граница зон менее ярко выражена. Кольматационно-суффозионные 
эффекты действуют на е  таким же образом, как в предыдущих слу­
чаях.

Текущий градиент давления V/; в случае учета ПСГД претерпева­
ет такие же изменения, ч то  и е  (Рис.2.22). М ожно условно выделить 
две зоны, в одной из которых Vp значительно выше, чем в другой. 
Большие значения Ур соответствуют зоне с \Ур\ > |Урс|. Колъматаци- 
ониые эффекты за счет осаждения частиц в порах приводят к увели­
чению фильтрационного сопротивления, что при заданной скорости 
течения жидкости соответствуют росту Vp (Рис.2.22).
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г- №000 с 

г- fООО с

Рис. 2.20. Поверхности относительной концентрации с/с(1 при D = 510 '■ дгУс;
D2-10's м г/с; D =I0'5 м2/с; и а) о  =0,5 м/(МПа с); со=0,1 с'1; б) т = 0 ,1 м/(МПа с);

со =0.1 с~!; в) со =0,1 м/(МПа с); со, 0,5 с 1.
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г=5ОО0 с ---- -
/=10000 с 
}\ м

Рис. 2.21. Поверхности пористости в R при D=5-10 s м2/с; D =10 мЧс; D ( 10 s
м 2/с; и а) со ,=0,5 м/(МПа-с); со̂ =0,1 сш'; б) <о=0,1 м/(МПа-с); т = 0 ,1  с '; в) со=0,1 м/

(МПа-с); со=0.5 с
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X, М

| V/» | . МПа/м

<=10000 с

V 10000 с

С

IV/)! , МПа/м

Рис. 2.22. Поверхности |Vp| в R* при D = 510's м2/с; D2=10~S м 2/с;
D = 105m2/c; и а) (0=0.5 м/(МПас); со,=0,1 с 1; б) со=0,1 м/(МПас); си ,=0,1 с 1;

в) со =0,1 м/(МПа-с); со,=0,5 с 1.
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юб-е, м/с

1 м/с б)

ю'.&м/о в)

Рис, 2.23, Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R и R~ в различные моменты времени при D=5-I0's м2/с; 0 , 1 0 s м2/с;

0 = 1 0 5 м2/с: и а) со =0,5 м/(МПа-с); со=0,1 с'; б) со =0,1 м/(МПа-с); со3=0,1 с'; 
в) (0=0,1 м/(МПа с■); <о=0,5 с'.
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10*0, м/с

10° £>, м/с б)

106 £?, м/с »•

Рис. 2.24. Изменение Q not в различные х при D=5-10'* м2/с; D=10
D3=10~s м2/с; и а) со=0,5м/(МПа-с); ы,=0,1 с~‘; б) ы =0.1 м/(МПа-с); (о =

в) oj=0,1 м/(МПа с); со,=0.5 с'.

’ м2/с;
0,1 с 1;
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I м'

Рис. 2.25. Изменение О , - (a), Qc и (б) по I при 0 = 5 1 0  * м !/с; D=10 - мЧс;
П =10’ м!/с: о) =0.5 м/(МПа с), (о=Ъ.1 с '(1); о),=0,1 м/(МПа с). ш=0,1 с ‘ (2); 

(о=0.1 м/(МПа с). ш =0.5 с ‘ (3).

На рис.2.23,2 .24 приведены графики относительного массообме- 
на Q через у  = 0 в различные моменты времени и в различных точ­
ках у  = 0. В характере изменения Q можно обнаружить относитель­
ный излом, что объясняется достижением фронта превышения | Ур I 
над |V/?J границы >> = 0. При малых временах, когда фронт |Vp| > |V/?| 
еще не достиг границы у  = 0. темп изменения Q является относи­
тельно однородным (см. линии при t = 2000, 4000 с на рис.2.23). В 
зоне отсутствия суффозии (зона с чистой кольматацией) |Vp| < 
относительный массообмен Q существенно меньше, чем в зоне с 
|V/?| >|Vpc|. При уменьшении эффектов суффозии и увеличении эф­
фектов кольматации в точках х > 0 значения О уменьшаются. Кроме 
того, массообменный поток образуется при сравнительно меньших 
с. Последнее объясняется уменьшением зоны распространения с/с, 
при уменьшении суффозии и увеличении кольматации.
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I Vp | . МПа/м

/=10000 с 

/=5000 с

Рис. 2.26. Поверхности с/с0 (а), е (б), \Vp\(e) при D=5 I0 5 лг/с, ' м-/с,
D =6-10 6м :/с и со =0,1 м/(МПа с), (0=0,1 с  '.
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мУс

Рис.2.27. Изменение Q (a). Qof (б). Q (в) при D=510'} м:/с; D = 1 0 s м!/с; 
D = 6 1 0 < лг’/с; ш=0.1 м/(МПас); со=0,1 с ‘.
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Хй
ц-'п

|V/>|.
МПа/м

1 Ъ чЛ 
:

2 <;.ЭД

! -5 <Л9Н

I * 0..8 78

! > OS\9
б
7 «,75
8

0.57
10 i*.

Hs
п/п

|V/;|}
МПа/м

1 1.544
2 1 439
3 1335
4 1.253
5 1,139
6 1,054
7 0,98
S 0.867
9 0,75
10 0.623
u 0.56

Рис. 2.2S. Линии равных уровней |Vp| при I = 5000 с; и ч) (о =0,5 м/(МПа с);
со =0,1 с '; б) ш=0,1 м/(МПа с); со=0,1 с '; в) со=0.1м/(МПа с); со =0,5 с"'.
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В отдельно взятых точках общей границы R' и R можно наблю­
дать увеличение Q. В точке х = 0, у -  0 наблюдается равномерное 
увеличение Q, в то время как в точках х > 0, у  — 0 получен пульси­
рующий темп роста Q. Такая динамика объясняется тем, что |Ур| в 
различных точках R преодолевая | V/jJ переходит на другой режим, 
что отразится на поля с, Vp. Это приводит к пульсирующему темпу 
роста Q в различных точках общей границы R' и R' за исключени­
ем точки (0, 0). Сравнивая различные графики нетрудно обнаружить 
уменьшение значений Q с ослаблением суффозионных и усилением 
кольматационных эффектов.

На основе графиков Q (Рис.2.23) построены Q , Q,vu от времени 
(Рис.2.25). Пульсирующий темп изменения Q отражается на дина­
мику Qti6ui, однако суммарный относительный расход QcyM малочув­
ствителен пульсирующий динамике Q, т.е. пульсации темпа увели­
чения О в О в значительной степени сглаживаются за счет интег-З-’СуМ
рирования.

Как и в предыдущих случаях анализировалась задача с меньши­
ми значениями D} чем D,. Результаты представлены на рис.2.26 -  
2.28. С уменьшением значения D, за счет отличия его значения от 
£), на х > 0, у  = 0 происходит излом поверхности с/с1Г а на поверхно­
стях £, Vp характерных изменений не происходит, за исключением 
изменения самих значений (Рис.2.26). За счет уменьшения D, отно­
сительный поток Q уменьшается по сравнению с случаем /), = £>, 
(Рис.2.23б), что, естественно, приводит к занижению значений Qu6ui, 
Q (Ср. рис.2.25 и рис.2.27). На рис.2.28 приведены кривые равных 
уровней |V/?| при различных значениях о>1 и сог Из представленных 
кривых можно четко прослеживать характер распространения фрон­
та смены режима |V/?| <|V;?.| на |V/?| > |. Ослабление суффозион­
ных и усиление кольматационных эффектов приводит к замедлению 
распространения этого фронта.

2.4. Двумерная фильтрация с ПСГД в случае полосообразного 
источника

Здесь рассмотренная в §2.3 задача решается в случае полосоо­
бразного источника, т.е. граничного режима, заданного на полосоо­
бразной границе. Как и в §2.2, граничный режим на х = 0 , 0 <y<h  
задается так
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= \со> *  = У|Л^ .V^у 2Л ,
[О, дг = О , 0 < у  < у, Л , у 2h < y < h ,

где У|, у2 -  заданные числа, 0 < у, < 1, у, < у 2, i = 1,2, с0 = const.
Методика численного решения данной задачи не отличается от 

методики, ихтоженной в §2.1, 2.2. Поэтому не останавливаясь на 
ходе получения решения приводим только результаты. Численные 
расчеты проводились при тех же исходных данных как в §2.3 и при 
у, = 0 ,4 , у, = 0,6.

На рис.2.29 показаны поверхности относительной концентрации 
с/с0 при различных а>{, а>2. Роль Yp(., как и в предыдущих случаях, 
здесь особо не проявляется. Можно заметить относительно большее 
изменение с/с0 в /Г, что объясняется более близким расположением 
границы источника к линии у  = 0, х > 0.

По сравнению с точечным граничным источником (§2.3) здесь по­
ристость уменьшается в относительно большей зоне, ширина зоны 
значительно больше (Рис.2.30). На поверхностях можно обнаружить 
четкую границу, разделяющую области с |Vp| > |V/?t.| и |V/j| < |V/jt.|. Поле 
градиентов давления также занимает более широкую область в R и 
значения Vp в соответствующих точках больше, чем в случае точечного 
источника (§2.3) при одинаковых других параметрах задач (Рис.2.31). 
Относительный массообмен через общую границу R и R\ т.е. у  = О, 
показан на рис.2.32. Сравнивая графики с соответствующими графика­
ми рис.2.23 заметим, что здесь Q имеет большие значения, чем в слу­
чае точечного источника. Можно наблюдать также более значительное 
внедрение в глубь пласта зоны появления Q. Так в случае полосообраз­
ного источника при t = 10000 с зона изменения Q доходит до х — 0,5 
в то время как в случае точечного источника — до ~0,4 м. В отдельных 
точках границы у  = 0, х > 0 Q (Рис.2.33) имеет такую же динамику, как 
в случае точечного источника (Рис.2.24). Однако здесь можно заметить 
увеличение значений Q и более раннее появление потока при соответ­
ствующих временах по сравнению со случаем точечного источника.

Общий и суммарный относительные потоки через границу R" и 
R показаны на рис.2.34. В обоих потоках можно наблюдать увели­
чение значений при усилении суффозионных и ослаблении кольма- 
тационных эффектов в R+. Пульсирующий темп увеличения Q на­
блюдается для Qo6ui, а для Q пульсации достаточно сглажены. Но 
во всех случаях отмечается монотонный рост 0 , 0  .Т е немоно-J 1 пощ7 *--сум
тонные изменения, что были получены в задачах с входом смеси по 
всей границе х = 0, 0 < у  < h (§ 1.4) здесь не отмечаются.
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г-5000 с 
Н  01)00 с 

>% м

Г“5000 с 
М 0000 с

/=5000 с 
/=10000 с

У у М

Рис. 2.30. Поверхности пористости в / Г  при D = 5 1 0 s m2/c ; D = ]0 5 м 2/с;
D=IQ~5м 2/с; и а) со =0,5м/(МПа с); со =0,1 с'1; б) со=0,1 м/(МПа с); со =0,1 с'1;

в) со =0,1 м/(МПа с); со =0,5 с ’.
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X, М

I V p  |, МПа/м

t=  IОООО с 

г 5000 с

I V p  |, М Пш 'м

г 10000 с

Г^5000 с

Рис. 2.31. Поверхности градиента давления в R при D=5-I0 S м'/с; D2=10's м2/с;
П=1(У’лг/с: и а) (о =0,5лi/(MПа с): со =0.1 с '; б) (о =0,1 м/(МПа-с■); со =0,1 с 1;

в) со=0.1 м/(МПа с); со,=0,5 с~‘.
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106£, м/с а)

10 " Q, м/с

io6e, м/с ®)

Рис. 2.32. Изменение относительного расхода вещества О на границе областей 
R' и R в различные моменты времени при D=510~s м2/с; D =10' м2/с; 

D}=10 ' м:/с; и а) ш =0,5 м/(М11а-с); ы =0,1 с'; б) а) =0,1 м/(МПа с); ы~0,1 с'1; 
в) 01=0,1 м/(МПа с■); со =0,5 с  '.
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ю ‘ -о, м/с 
1

0,8

0.6

4000 6000 SOOO 10000

10*41, м/с 6)

Рис. 2.33. Изменение Q no t в различные хпри D=5 I0~5 м 7/с; D2=I()S м~/с;
D =l() ' лг'/с; и aj <о- 0.5 м/(МПа-с); со2=0,1 с 1; б) со=0. / м/(МГ1сгс); (и=0.1 с ’;

в) со1 -  0. / м/(МПа-с); а>=0,5 с'.
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10* <w «7=

Рис. 2.34. Изменение Q (a), Q (б) по t при D=5 I0'S мЧс; D = 10s м'/с;
D=10's мг/с; О) =0,5 м/(МПа-с), со=0,1 с 1(1);си=0,1м/(МПа-с), со2 0,1 с 1 (2); 

со=0,1 м(МПа с), 0= 0 ,5  с ' (3).

Исследован случай, когда D, меньше, чем D,. Некоторые резуль­
таты приведены на рис.2.35. На поверхностях концентрации с/с0 на 
у = 0 можно заметить разрыв градиента концентрации, т.е. dcjdy тер­
пит разрыв. Поля пористости и градиента давления существенно не 
изменяются. Выборочно, для одних значений a>v to, графики Q, Оивщ- 
QcfM приведены на рис.2.36. Сравнивая графики с соответствующи­
ми графиками для случая D2 = Df (Рис.2.32-2.34) заметим сущест­
венное уменьшение Q, О.,0иГ QiyM ■ За счет уменьшения D, поток ве­
щества через v = 0, т.е.

уменьшается, что в результате приводит к уменьшению Qlif , QcyM 
также.
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I V/)!, МПа/м

(=10000 с

г- 5000 с

Рис. 2.35. Поверхности с/с, (а), е (б), |Vp| (в) при D=510 sм2/с, D=10'sM1/c, 
D =610* лг/с и си =0,1 м/(МПа-с), со=0.1 с '.
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ю’ о. м/с а)

iob-<v, мг

Рис.2.36. Изменение Q (a), (б), Qrvu (в) при D=5-IO'3M2/e; D,=I0' м'/с;
D -61Q  6 /с; ы=0,1 м/(МПа с): со =0,1 с 1.
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Р ш ’ . 237. Линии равных уровней |Vp| при I = 5000 с; и а) а>=0,5 м/(МПа-с); ы3=0. /
с’1; б) т  =0,1 м/(МПа с); а>2=0,1 с '; в) со =0,1 м/(МПа с); со =0,5 с'.
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Из представленных результатов видно, что в случае полосообраз­
ного источника процесс распространения концентрационного по­
ля в R+ и RT интенсифируется по сравнению со случаем точечного 
граничного режима. Роль ПСГД сводится к образованию двух зон 
с различными значениями Vp (|V/j[ < |V/?| и |Vp| > |V/?|) где (фильтра­
ционные характеристики имеют различные динамики. Концентра­
ционное поле по сравнению с другими характеристиками реагирует 
слабо на переход режима с |V/?| < |V/?| на |Vp| > |V/>| . Это, но-видимо- 
му, объясняется влиянием диффузионных эффектов Dt и D„ учиты­
ваемых в уравнении баланса в R+.

На рис.2.37 показаны линии равных уровней поверхности Vp. 
Сравнивая результаты с соответствующими графиками рис.2.28 за­
метим, что в случае полосообразного источника фронт изменения 
Vp от |V/?| < |Vp| на |V/?| > |Vp| значительно быстрее распространяется 
в R'. Сдвиг равных уровней в сторону фаницы у = А объясняется 
неймановским граничным режимом на этой границе. На границе у  = 
О за счет массопереноса из R’ в R кольматационные эффекты осла­
блены, что приводит к меньшим фильтрационным сопротивлениям 
в зоне, близкой к границеу  = 0.



ГЛАВА 3 . Решение задач фильтрации суспензии 
в пористой среде с подвижной и 
неподвижной жидкостью на основе 
обобщенного уравнения

В данной главе процесс фильтрации суспензий изучается на ос­
нове схематизации насыщения порового объема по Ю.М.Шехтману. 
В отличие от предыдущих исследований здесь вводятся различные 
поля концентраций осевшей массы. Уравнение баланса массы запи­
сывается относительно концентрации твердого взвешенного веще­
ства в движущейся смеси с учетом кинетики насыщенности осев­
шими частицами в рыхлом теле. Рассмотрены различные варианты 
подачи смеси в пористую среду: точечная, по всей ширине среды, по 
полосе. В нескольких параграфах исследуются задачи с учетом пре­
дельного суффозионного градиента давления.

3.1. Кольматационно-суффозионная фильтрация в пористой 
среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Дадим постановку и решение задачи кольматационно-суффози- 
ониой фильтрации в среде, состоящей из двух зон, в одной из кото­
рых жидкость подвижна, а в другой -  неподвижна. Задача рассма­
тривается в двумерной постановке.

Пусть область исследования задачи состоит из двух частей: 
R ' {0 < * < оо, 0 < у < h) и R' {О < х < оо, — оо < у  < о}. В области R ' жид­
кость подвижна, а в й  -  неподвижна. Первоначально области R' и 
R заполнены жидкостью без частиц. В область R ' начиная с t > О 
через границу дг = О, 0 < y< h  поступает жидкость с концентрацией 
твердых частиц 6 0 = const. Продольный и поперечный коэффициен­
ты диффузии, обозначим через Dj и D,, соответственно.

Пусть жидкость движется в области R 1 параллельно оси Ох со 
скоростью фильтрации v0 = const. Тогда коэффициент Df нужно рас­
сматривать как коэффициент гидродинамической дисперсии
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D,=D 0 + a A ,  (3.1)
т

где D0 = const, X = const — коэффициент рассеивания, v0/m — физиче­
ская скорость движения жидкости.

Верхняя граница области R+ непроницаема для жидкости и ча­
стиц. В R~ по мере продвижения взвешенных частиц в глубь области 
происходит их осаждение (кольматация), частичный их срыв из за­
хваченного (осажденного) состояния и дальнейший перенос в дру­
гие поры (суффозия). Баланс вещества (частиц) в пористой среде для 
обобщенной схемы заполнения порового пространство дается урав­
нение Ю.М.Шехгмана [80]. Примем, что кинетика процесса кольма­
тации и суффозии определяется уравнением, предложенным ранее в 
[38, 66]. При этих предложениях процесс колъматационно-суффози- 
онного переноса вещества в области R можно описать уравнениями

+  А 0 , ( 3 .2 )
/ \58 г г /. /, „\56 дW )— = К ь ~ (1 “ е)]— -  w0(l -  ; ) — + —дх dt ot дх

Л I 1 u iirivu i и

b +- ] f  V т  )ох

$  = — (3. 3) 
от 1 + у|ур|

vft = К (;/. Xj V/?| — |V/;01), tf(w) = *0m = V " o ( l-C ( l- e ) ) .  (3.4) 
где С — насыщенность осевшими частицами в рыхлом теле; <5 — объ­
емная концентрация твердого взвешенного вещества в движущейся 
смеси; т 0, т  — первоначальная и текущая пористости среды; су(), со] — 
параметры, характеризующие интенсивность кольматации и суффо­
зии, соответственно; V/; — градиент давления; Vp0 — предельный гра­
диент давления по потоку; q(t) -  суммарный расход жидкой и твер­
дой фаз через единичную площадь поперечного сечения пористой 
среды; у -  параметр, характеризующий интенсивность влияния Ур 
на кольматацию; v — скорость фильтрации, е  — пористость осевшей 
массы.

В области Rr происходит только диффузионный перенос веще­
ства. Учитывая плохую проницаемость этой области предположим, 
что процесс переноса вещества происходит с некоторым эффектив­
ным коэффициентом диффузии D , отличающимся от молекулярно­
го коэффициента диффузии D(l. Кроме того, в этой области попереч­
ным коэффициентом диффузии, что характеризует перенос вещест­
ва в направлении х, пренебрегаем. Этот коэффициент определяется 
через коэффициент молекулярной диффузии Dg [91]
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D, = xl\ ,
где г — коэффициент извилистости. Обычно этот коэффициент мень­
ше молекулярного коэффициента диффузии.

Тогда процесс переноса вещества в R можно описать обычном 
уравнением диффузии

?  = (*,.у)е/Г. (3.5)
dt ду

Через общую границу областей R* и Rr происходит перенос мас­
сы вещества (частиц). В R' когда х—>», и в  Rr когда у—*~со счита­
ем, что потоки вещества отсутствуют. Это по сути дела означает, что 
рассматривается такой начальный этап распространения примеси по 
пласту, когда концентрационные профили еще не достигают границу 
х—»оо в / ! ' и у— в Rr. На общей границе областей R+ и R~, т.е. на 
у — 0, потребуем непрерывность изменения концентрации и потока 
вещества. При сформулированных ограничениях начальные и гра­
ничные условия задачи имеет вид:

6 = 0 в R U R при t = 0 ,  (3.6)
£ = 0 в /?' при t-0 , (3.7)
8 = 5„, х = 0, 0 < y < h , (3.8)
?  = 0 , х — оо, 0  <y<h,  (3.9)
дх
ЛЯ
— = 0, y  = h, 0 < х <оо, (3.10)
д у

8 U = 5 U ’ (3. 11 )
88D2—

~ду '  дУ
(3.12)

— = 0, у = -оо, 0<х<оо. (313 )
ду

В данной постановке концентрация вещества в R* \JR~ является 
функцией 5 = 5(?,.v,^).

Задача (3.2) -  (3.13) решена методом конечных разностей [29]. 
Для этого построим сетку в области R~ \JR \ ®у.,т =C0W  U °V ,t где 
Ц*гт=к>д'.’>;Д xt=if\, У ,= Ж , к=0,К, /=0,1,.., j = 0X - ; A  Т=т/к, 
К  =V*/+i  = h x> =,А» У) =~KU k=0,K, / = 0,1,...,
/ = 0,1,..., х=Т/к). В этой сетке: hl -  шаг сетки по направлению .v, III
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— шаг сетки по направлению у в Л1, К  — шаг сетки по направлению 
у ъ R , г -  шаг сетки по времени, Т- максимальное время, в течение 
которого исследуется процесс, К  — количество интервалов сетки по
1, Т  — количество интервалов сетки по у  в R*.

Уравнение (3.2) представим в следующем виде
= _ [ 6 _ ( 1_ е ^ - Л 2( ; )  — н -^ (с )—  +D, —  + (3-14)

дх v0 dt S t дх дх су

где Лг(0" 1-С

4(0=
A,(l - е )

D\ =

wo [i — ~ e)]2 ’

n  ^v°

LX o 2.

Уравнение (3.14) преобразуем так:
n , /vyi^S , (г\д& l Гс r> 5"5 э 1
D- 4 ( 0 h r :  + 4 ( 0 т Г “ — + + О, —j  + ° 2^ГТ> (3.15)от о t v„ cu йс су

На введенной сетке аппроксимируем уравнения (3.15), (3.5) сле­
дующим образом

cfc+l/2 я*+1/2 цк+1/2И\15|/ " 5HJ Г^ин\0; , —Ь, ;
■+л (с я р ^ ^ =0,5тЛ.

£+1/2 jj* £
=- к Г +«- Ф — 1  * а  ( С "  К С * + o ,a - ,s ;,

/ = u - i ,  7 = i,j + -1, Аг=о,1,...л:,
5 W/2_gW /2 5*+._g*+V2

[l-A,fcr)P + 4(C)- У__ _
0,5т

=J - [ s y +£- i ] ^ /  ^  + d ,(C ;') a ,  5‘; ,/a + а л ;  8,4
v0 0 ,5 т

* = 1 ,7 -1 , 7  = l,./+ “  1, Jfc = 0J f..JC*

(3.16)

Jfc+I
J

(ЗЛ7)
Â'Hrl/2 ___________________________________ _

---- ^  = Z>,A;5f;,/2, i = 1 ,7 -1 , У = 1,J~ +1, * = 0 , K - l ,  (3.18)
0,5t
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\-*+1 1/2 
8 ,/ ~ои

где
0,5т

Л,5‘,

= £)3д - с ; ;1. /=1.7—1, j - \ , j  +\, к = о .к - 1 ,  (3.19)

5 ^ - 8 <  + 5*+и _ 8*у-, -28* , + 8*ун.,
=---------- ’ 2 " A..V

8*.. , -28 *у + 8*у+1

fcf
е*-И/2 — значения сеточной функции на половинном временном

слое ft+l/, = tt + 0,5т.
Уравнение (3.3) на аппроксимируем следующим образом

/
^н0,5т|

С  = С  +0.51

ч
| + г И ,

|=о./, ./=о../', *=o,a - i, (3.20)

, |=о,/, i=oj\  а-=о,л:-1,(з .2 1 )

Уравнение (3.4) в дискретной форме имеет вид:

V » o ( l-C X l- e ) )
(3.22)

(3.23)

Начальные и граничные условия аппроксимируются следующим 
образом

8^ 0 в и ^ ,  (3.24) 

С,- = ___  (3-25)
(3.26)
(3.27) 
(3.26)
(3.28)

8 о ,= 8 0, 7 = 0,.Г ,  * = М \  

8лу= 8Ц у, y - 0, J +, * = 0,А,  

5^ - . =8v -  * = 0, 1, . . . , * = 0,А,
8*^ = 8*_0, / = 0, 1, —  * = 0,А ,

8* .- 8* 8* - 8* n  _iJ-----_ д  —>,-1
К

8* = 8* .y,j у  -I •

/ = 0,1.......  jt= 0 ,A ,

1 = 0 ,1 ,..., А = 0, А ',

(3.29)

(3.30)
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где I, J  -  берутся достаточно большими, чтобы концентрационные 
профили не доходили до выбранных условных границ областей. 

Уравнение (3.16) приводится к виду
, i = 1,1—1, J  = I J ' - 1, * = 0 -1 ,(3 .3 1 )

где

4 = ^ A ( f t * l/̂ ^ [ ' - ^ f t ‘'1)],

1 1 9 Л ({'к+У'2- \ f£+l/2 _ г к
в ^ Ц - А , ) ) + ~ а 2k ’l f 2)+ ' ^ ,, \ \ j  j  п  А _ г\г> t j  / г 2 а с  —

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Е , =
o , f e r )

^  ■ о л ^  + ( v f 1^  ■ 26‘J  + 5 ; '*' ̂
1 _  (Г*+|/2

л (с;,/2к

4 ( С “)-

1 c r  - f t
0,5т О- е ) ,

vo
>,(] -  е)

где

а (С;"!)=— f а  и- г , i

Уравнение (3.17) также имеет трехточечный вид
45*;;, - й25‘" + Е2б ^ , = - i f ], г = Г7^1, J  = 1 ,.Г -1 , А- -  О.ЛГ-1,(3.32)

А7 = t - V a ,  Е. —
(* гГ

jt+i _ j-Jt+i/2

/7(2) = _ L  
"  0,5т

W
я  - _ L „  ( r - 0 ,  2°> 1 f t '

' ■ а д 4 1 5 " ' f e e  v„ o .5 , ■

, (С <fS5 -  2C - a“ /
V
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1 Г —Г
J_2U___2LL
v0 0,5т

А'М,1 ) 2р *+j/ чр '
« о Р - С О - е ) ]
г

vnmn D„ +■
A.vn

Уравнения (3.18). (3.19) аналогично приводятся к  виду
- в # ; 112 +E}5*jlf = ~ F f,

;i+1 + Е 5м  = -F (4)
(3.33)
(3.34)

где
= 0,5т А А

/ Г .;(3) = б"1
( к !

рМ — g*+V2

Е} = 0,5т А

Устанавливается следующая последовательность расчета. Вычи­
сляя по (3.22) |У/?|*у' по (3.20) определяем С*,+1/2- Затем решаем (3.16), 
(3.18) и определяем Sfj12. Определив поле градиента давления |V/?[. 
согласно (3.23) и используя эти значения в (3.21) определяем С,к*х в 
®vv - Решая (3.18), (3.19) находим б*+| в ш ^т.

На рис.3.1 -  3.6 приведены результаты расчетов для некоторого 
набора параметров задачи. Как видно из рис.3.1 в R+ формируется 
зона увеличения концентрации, которая увеличивается с увеличени­
ем времени. При увеличении эффектов суффозии, уменьшении эф­
фектов кольматации зона продвижения 5/80 заметно расширяется. 
Это можно объяснить тем, что при уменьшении эффектов кольмата­
ции относительно больше частиц остается во взвешенном состоянии 
и эти частицы за счет конвекции и гидродинамической дисперсии 
переносятся в направлении движения жидкости. Аналогично, уве­
личение эффектов суффозии приводит относительно большее коли­
чество частиц во взвешенное состояние и повторяется отмеченное 
явление. В уравнении кинетики явления кольматации и суффозии
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имеют конкурирующий характер, и это в полной мере отражается на 
распределении концентрации в среде. В  соответствии с распределе­
нием концентрации, а точнее с ее градиентом при у — 0, происходит 
перенос массы из R ' в R . На поверхностях концентрации видна об­
ласть в R~, где концентрация увеличивается. Это увеличение особен­
но заметно при малых х.

Концентрация осевшей массы отражена на рис.3.2. Анализируя 
представленпые поверхности можно сделать выводы относительно 
действия параметров кольматации и суффозии. Зона увеличения 4 
продвигается в направлении движения жидкости, увеличение эф­
фектов кольматации способствует относительно большему осажде­
нию частиц, а увеличение эффектов суффозии, наоборот, приводит 
к уменьшению значений поля <f. Вблизи у  =  0 можно заметить зна­
чительные деформации поверхностей С, что обусловлено массопе- 
реносом из R+ в R~. В  отличие от предыдущих результатов здесь С 
представляет собой концентрацию осевшей массы -  осевших частиц 
вместе с неподвижной жидкостью между ними. Поверхности теку­
щего градиента давления (Рис.3.3) имеют аналогичную динамику. 
По характеру задачи |V/?| представляет собой гидравлическое сопро­
тивление среды на движение жидкости. Это сопротивление помимо 
прочих факторов определяется также кольматационно-суффозион- 
ными эффектами. Очевидно, кольматационные эффекты за счет за­
полнения порового пространства осевшими частицами при задан­
ной скорости фильтрации должны привести к росту фильтрацион­
ных сопротивлений, а эффекты суффозии, наоборот, уменьшению их 
значений. Отмеченное полностью подтверждается на поверхностях 
|V/?|. Вблизи v =  0 в R1 можно отметить значительное изменение |Vp| 
по сравнению в другой части R+. Такое изменение обусловлено пере­
носом массы через у = 0. Хотя в R движение жидкости отсутствует, 
и следовательно, не образуется поле градиентов давления, за счет 
изменения степени заполнения порового пространства поле гради­
ентов давления претерпевает существенные изменения.

Специально исследовался относительный поток массы частиц че­
рез у=0. На рис.3.4, 3.5 приведены динамика в отдельно взятых точ­
ках и профили относительного расхода через прямой у—О

112



ГЛАВА 3. Реиение задам фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Рис. 3.1. Поверхности S/Sn при D0=106 мг/с; D=10'5 мг/с;
D=S-10-6m}/c;  t=3600 с., а) т =0,1 с  '; со =0.05 м/(МПас); 6) ш =0.05 с ';

(о =0,05 м/(МПа с); в) ы 0=0,05 с ' ; со =0,1 м/(М11а-с).
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в>

Рис. 3.2. Поверхности С в R' приD: =10~‘ лг/с; D,=I0 'лг'/с;
D =5-106 м2/с; а) со =0,1 с 1; со=0,05м/(МПа-с); б) с о 0,05 с 1; со=(),05м/(МПа-с);

в) со0=0,05 с 1; со =0.1 м/(МПа-с).
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ГЛАВА 3. Ранение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

(=1800

(=1800

1

|Vp|, МПа/м

Т.414

(=1800

Рис. 3.3. Поверхности |V/>[ в R* при D0=IO-t м2/с; D2=10~s м'/с;
1)! --5-10° лг/с: а) со0=0,1 с ' ; ш=0,05м/(М Пас); б) то=0,05 с ' ; со-0 ,05  м/(МПас);

в) 0)0=0,05 с  '; со =0,1 м/(МПа с).
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ю'чл м/с

106 Q, м/с

106 У , м/с

Рис. 3.4. Изменение Q по I в различные х при D0=10‘ м2/с; D2=W'S лг’/су
D =510 6 м2/с; а) ш0=0,1 с  ' ;  си=0,05м/(МПас); б) шо=0,05 с 1; ы =0,05 м/(МПа-с);

в) юо=0,05 с 1;  со =0,1 м/(МПа с).
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IО''Q, м/с а)

Рис. 3.5. Изменение относительного расхода вещества О на границе областей 
R1 и Rr « различные моменты времени при Du-10't‘ мг/с; D.—10' м2/с;

I) ,  5 -10" лг/с; а )  со =0.1 с  '; со=0.05м/(МПа с); б )  с о =0.05 с ‘; со=0,05м/(МПас): 
в) бo lt=0,05 с'1; со =0,1 м/(МПа с).
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106 м2/с а)

K/'-ft,,,, м2 б)

Рис, 3.6. Изменение Qo[1 (a), Q и (б) по I при Dg=I0 6 м2/с; D2=105 лгУс; 
D=5-10 6 m 2/ c ;  I -  а>0=0.1 с ‘;  оГ=0.05 м/(МПагс); 2—ео11= 0 ,0 5 с‘; со=0,05м/(МПа-с);

3 -  шд=0,05 с 1; ш =0,1 м/(М11а с).

Результаты показывают, что на массоперенос значительное вли­
яние оказывает кольматация и суффозия пор в R '. С увеличением 
эффектов суффозии (уменьшением эффектов кольматации) зона 
образования Q продвигается в направлении х. Сначала образуются 
большие Q при малых х, с увеличением t эти значения постепенно 
уменьшаются, в то время как при относительно больших х  увеличе­
ние Q продолжается. Такая немонотонная динамика Q хорошо видна 
на рис,3.5. На границах можно заметить увеличение Q при усилении 
(уменьшении) эффектов суффозии (кольматации). Это происходит в 
соответствии с распределением концентрации, а также с образова­
нием градиента концентрации na v=0.

На рис.3.6 приведены графики общего (Qofr)  и суммарного (QCVJ  
от носительного расхода
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00 СО ® f

воби, = |  Qdx - Qcy* = j  Qoй„* = Я  Qdxdt ■
О О 0 0

Отмеченными выше немонотонные явления в динамике Q в Оо6щ 
и Q не отражаются. Это можно объяснить тем, что Qo6ui и Q.,vM 
представляют собой интегральные характеристики и немонотонно­
сти сглаживаются. Можно заметить разницу в харак тере изменения 
О . ч О , хотя обе величины монотонно увеличиваются со време- 
нем. Темп увеличения постоянно уменьшается, а в темпе Q 
наблюдается постоянное увеличение. Кольматация задерживает,"а 
суффозия способствует переносу массы через у=0. Это объясняется 
аналогичным образом, как это было сделано для характера измене­
ния Q.

Исследовались характеристики переноса частиц для несколько 
других значений параметров D , Dy На рис.3.7 — 3.12 приведены 
соответствующие характеристики для значений D? D}, на порядок 
меньших чем в предыдущих случаях. Уменьшение коэффициента 
диффузии в R‘, а также D . в Rr уменьшает поперечное рассеивание 
(Уда в R+, а также перенос частиц в Rr. Зона уменьшения д!ё() вбли­
зи v= О в R' значительно сокращается, что объясняется ослаблением 
поперечного переноса. Зона изменения S/S0 в R' также значительно 
сокращается. Можно наблюдать повсеместное уменьшение Q за  счет 
уменьшения коэффициентов Dy D ? (Рис.3.10, 3.11 сравните с рис.
3.4, 3.5). Это соответствующим образом отражается на значениях 
Оопщ, Qcyv- Однако характер изменения всех характеристик остается 
без изменения.

3 .2 . Ф ил ьтрация в случае то чечн о го  р е ж и м а  под ачи  смеси

Здесь рассмотрим задачу фильтрации в среде, когда в R+ жид­
кость с взвешенными частицами подается через одну точку границы 
х~(), 0<у < И, а именно (0, h/2). Остальные параметры задачи оста­
ются без изменения. Изменение граничного режима подачи должно 
привести к другому распределению вещества в среде, что изменяет и 
остальные характеристики переноса. Это является основной целью 
материала данного параграфа.

Итак в постановке задачи §3.1 изменяем только условие (3.8) в 
следующем виде

<5=<50 при х=0, y=h/2; <5=0 при х=0, уфН/2. (3.35)
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Рис. 3.7. Поверхности 3/6а при D=10 '‘ лг/с. D,=5 IO f' лг/с;
D =2,5-10 6мг/с; 1=3600 с.. а) ш0=0,1 с'; со =0,05 м/(М11а с); б) то=0.05

со =0.05м/(МПа-с); а) ы0=0 05 с 1;  (о=0,1 м/(МПа-с).
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1=1800

г-1800

г- 1800

Рис. З.Я. Поверхности С « /Г при D = W 6 м2/с; D = 5 1 0 6 м2/с; D = 2 ,5 1 0 мЧс;
а) с о =0.1 с  ‘; ш=0,05м/(МПа с); б) ы = 0 .05  с ' : ю =0.05 м/(МПас): в) со,=0,05 с

а)'—0,1 м/(М11а-с).
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Математичесние модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

|Vp|, МПа/м

/=1800 е

(-1800

|V/>|, МИа/м 

1,014

Рис. 3.9. Поверхности |V/?| в R* при D0=10'6 м2/с; D=510'' лг/с;
D =2,510° лг/с; а) ь>=0.1 с ' ; а>~0,05 м/(МПас); б) ш0=0,05 с 1; а>=0,05 м/(МПас);

в) ыа=0,05 с ' ; (о=0,1 м/(МПа-с).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

106-<2, м/с б)

Рис. 3.10. Изменение Q по t в различные х при D=lO  4 м2/с; D ,= 5 I0 й м!/с:
D =2,5-10'' м'/с; а) а>д=0,1 с 1; си =0,05 м/(МПа с); б) еод=0,05 с-1; а ) =0,05 м/(МПа <■);

в) ш =0,05 с ’: <о = 0 .1 м/(МПа с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

юЧлм/с

IO“ g ,  м/с б)

106 е ,  м/с

Рис. 3.11. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R' и R~ в различные моменты времени при D(=10 '‘ лг/с; D,=5-10t’ м'/с;

D =2.510 * м2/с; а) (о= 0 .! с ’; (о =0.05 м/(МИа с); б) ш0=0.05 с 1; ш=0.05м/(МПа с); 
в) соа=0,05 с ' ;  (о =0,1 м/(МПа с).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

10 м/с а)

ЮЧЛ,». м2 б)

Рис. 3.12. Изменение (a). Qcyu (б) по I при D=H) r‘ м'/с; D=5-10 6мг/с;
D,=2.5-10''' л^/с; 1— а>0=0,1 с 1; о>=0,05 м/(МПа-с); 2— ш0=0,05 с 1; со, =0,05 м/ 

(МПа-с); 3 - (о =0,05 с'; со =0.1 м/(МПа с).

Ход численного решения задачи остается прежним. Только необ­
ходимо построить сетку в области IV таким образом, чтобы точка 
(0, h/2) попала в узловую точку сетки. Тогда в этой узловой точ­
ке задается значение сеточной функции в соответствии с условием 
(3.35). При построении сетки, таким образом./+ выбирается как чет­
ное число, так что .772 является целым. Итак вместо (3 .35) имеем

5L*/2 = 5 »> < / = ° ’ / = 0 ,./ \  j * r / 2 , k  = 0 j -  (3.36)
Условие (3.36) заменяет (3.26) §3 .1 .
Ниже приведем результаты численных расчетов решения задачи 

и других характеристик переноса, определяемых через это решение 
(рис.3.13 — 3.18) На рис.3.13 отражены поверхности относительной 
концентрации д/ди для различных значений параметров ш() и со . Сво­
еобразным свойством распространения концентрационных поверхпо-
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Математичесние модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

стей является тот факт, что из-за подачи жидкости и взвешенных ча­
стиц через одну точку границы х—0 в R :, поверхности S/S0 достига­
ют у=0 через определенное время, пройдя путь h/2. В  первую очередь 
концентрационная поверхность достигает точку (0,0), затем по мере 
продвижения поверхностей в направлении х на у=0  также отмечается 
сдвиг повышения поверхностей. Кольматация и суффозия пор дейст­
вует таким же образом, как в предыдущем случае. Величина осевшей 
массы имеет такую же динамику (рис.3.14). Текущий градиент дав­
ления показан на рис.3.15. За счет кольматационных эффектов мож­
но заметить рост гидравлического сопротивления среды по всей зоне 
распространения примеси. Динамика в отдельных точках, а также про­
фили относительного массопереноса показаны на рис.3.16, 3 .17. В  от­
личие от предыдущих случаев, здесь получена монотонная динамика
О в отдельных точках. ГТо-видимому, запаздывающий подход поверх­
ностей концентрации к у—0 является основной причиной отсутствия 
немонагонной динамики. Профили же Q и данном случае имеют яр­
ко выраженный максимум в определенных х, который с течением вре­
мени продвигается вдоль оси х. Сравнивая графики рис.3.17 нетрудно 
убедиться, что кольматационно-суффозионные эффекты действуют, 
как в предыдущих случаях, уменьшая и увеличивая Q, соответственно. 
В  исследованном диапазоне времени и Q монотонно возраста­
ют (рис.3.18). Однако, при этом в отличие от предыдущего случая (см. 
§3.1) как , так и Qiy4 имеют возрастающий темн изменения. Коль­
матация и суффозия значительно (намного больше чем в случае §3.1) 
влияет на Qofjuf, Qcvu- По-видимому, здесь это также можно интерпре­
тировать следующим образом. Поверхности концентрации развиваясь 
от точки (0, h/2) пока дойдут до у=0  уже подвергаются действию колъ- 
матации и суффозии. Поэтому на развитие профилей t5/<50 на у=0  отно­
сительно дольше действуют кольматационно-суффозионные эффекты.

На рис. 3 .19 -  3 .24 приведены результаты расчетов при уменьшен­
ных значениях D, и D.. При этом тенденции изменения всех характе­
ристик остаются без изменения. Однако поперечное распределение 
концентрации, и как следствие этого, изменение градиента концен­
трации на у=0 значительно уменьшается. Это отражается на массо­
обменные показатели через у=(). Переход вещества через у=0 про­
исходит существенно позже, чем в предыдущем случае. Значения 
остальных показателей переноса в этом случае существенно меньше 
(рис.3.21 -  3.23).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

S/So

X, м

Рис. 3.13. Поверхности д/6 0 при D=10~6 м2/с; D —10's мг/с;
D = 510 r'M2/c; 1=3600 с., а) со0=0.1 с ' ; со=0,05м/(М11ас); б) ш0=0,05 с 1;

со =0,05 м/ШПа с); в) ы = 0 ,05  с 1: с о =0,1 м/(МПа с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

(=1800 с 0.'

Рис. 3.14. Поверхности С в R* при Do=10 * м2/с; D,=10~s лг’/с ; D =510''мЧс;
a) cot=0,l с ' ; со=0,05м/(МПа-с); б) ш0=0,05 с ' ; о>=0,05 м/(МПас); в) ю0=0,05 с 1

си =0,1 м/(МПа-с).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

0,810

л-1800

j V/;|, МПа/м 

0,828 -
Л 3600 с

|Vp|, МПа/м

0.819

0,8114

/ 1800 с

<=3600 с

Рис. 3.15. Поверхности |V /j| в R' при DQ=10 6 м2/с; D = 10s м2/с;
D =5 J0'6 м2/с; a) o j 0= 0, I с'1;  а) =0,05 м/(МПа с); 6) со0=0,05 с 1; со =0,05 м/(МПа• с);

в) со0-0,05  с ;; (о=0,1м/(М11а с).
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!()'’■£>, м/с а)

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

10‘ б , м/с 6)

1 ()"■£>, м/с

Рис. 3.16. Изменение Q по t в различные х  при D0=10f м~/с; D=10 S мг/с;
В  =5-10 6 мг/с; а) ш0=0,1 с 1; со =0,05 м/(МПа-с); б) to =0,05 с'1; (и =0,05 м/(МПа-с);

в) со0=0,05 с 1; о>.=0.1 м/(МПа с).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

10('-0, м/с

106 Q, м/с б)

1О6-0. м/с

Рис. 3.17. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
IV и R~ в различные моменты времени при D0=IO~6 м2/с; D = !О 5 м2/с; 

D=5-I0'6 м2/с; а) си( 0,1 с ' ; а)=0,05 мЦМПа-с); б) а>0=0.()5 с'; со =0,05 м/(МПа с); 
в) и>0=0,05 с ' ; (ч=0, / м/(МПа-с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

106 mVc а)

Рис. 3.18. Изменение Qo6m (а), (а) по I при D = 1 0 b мг/с; 0 = 1 0  ’ м'/с; 
D3=5-I0~6 лг/с; 1- а>=0,1 с'1; аз =0,05 м/(МПа-с); 2— (я =0,05 с-'; со =0,05 м/(МПа с); 

3 -  со 0~ 0,05 с 1; со=0,1 м/(МПа с).

3 .3 . Ф ильтрация при по д аче  нео д но р о д но й  ж и д к о с ти  чер ез  
полосу

В  данном параграфе исследуем задачу, когда жидкость с взвешен­
ными частицами подается в R" через полосу определенной длины на 
границе х=0. Эта задача соответствует промежуточному случаю по­
дачи между рассмотренными выше (через всю границу х -  О области 
R' и через одну фиксированную точку). В постановке задачи только 
условие (3.8) §3.1 заменяется на

S=dn при х-0, h < y  < h2, (3.37)
где 0 < h r  h < h .
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в гористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

дг. м

Рис. 3.19. Поверхности <VSn при Dg=IO '’ м2/с; D = 510’6 м2/с;
D =2,510 "м-’/с; 1=3600 с.. а) ш0=о',1 с  '; со =0,05м/(МПас); 6) со =0,05 с ';

<о=0,05 м/(МПа-с); в) со =0,05 с'; со=0,1 м/(МПа-с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

а)
U)1 с

Рис. 3.20. Поверхности (Г о R' при Db=HV'м2/с; D2= 510t‘ мг/с; D =2,510 '’м2/с;
а) со ,=0.1 с ' ; со =0,05 м/(МПас); б) соо=0,05 с 1; со =0,05 м/(МПа-с); в) со, =0,05 с-1;

со =0.1 м/(МПас).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

|Vp|, МПа/м 

0,828 -

а)

1*3600 с

у. М

0.8102
0,81

/=1800 с

|V/>j, МПа/м 

0,819

/=1800 с

IKS 104

t=3600 с

У, м

|V/jj* МПа/м 

0,8145-

/=1800 с

f J ,8 l 0 6

Рис. 3.21. Поверхности С в R при Df =I0'6 м2/с; D =5-10'6 м2/с;
D3=2,5 I0 6 мг/с; а) <»0~0,1 с  '; со =0,05 м/(МПа-с); б) со0=0,05 с ‘; со=0,05м/(МПас);

в) cot~0,05 с 1; а> =0,1 м/(МПа е).

135



Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

106 £ , м/с а)

106 £?,м/с б)

106 g,M/c

Рис. 3.22. Изменение Q по /  в различные х при Du=lO * м2/с; D=5-10't м2/с;
D =2,510 '’ м2/с; а) <'>„=0,1 с ';  со =0,05 м/(МПа-с■); в) со =0,05 с '; со =0,05 м/(МПа-с);

в) со0=0,05 с ': ш=0,1 м/(МПа с).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой соеде с подвижной и неподвижной жидкостью

106-{?, м/с в)

Рис. 3.23. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R~ и /?“ в различные моменты времени при Do=10J‘ м2/с; D = 5 I 0 “ м2/с; 

0= 2 .5 1 0  6 м-’/с; а) <х>=0,1 с ‘; со =0,05 м/(МПа с); б) ы„=0.05 с'1; со =0,05 м/(М11а с); 
в) со, =0,05 с ' ; ( о =0,1 м/(МГ1а-с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

M' &s* м!/с а)

I О*' М3 '|

Рис. 3.24. Изменение (a), Qc м (б) по I при Da=10 ‘  лг/с; D,=5-I0 ‘ mVc;
D = 2 ,5 - 1 0 ~ 6 m 2/ c;  1— со|(=0,/ с ш  =Ъ,05 м/(МПа-с); 2 — о>=0,05 с~‘; со t~ 0.05 м/  

(МПсгс); 3—соо=0,05 с '; ы = 0 ,! м/(МПа-с).

При численном решении задачи, как и в §3.2, сетку необходимо 
построить таким образом, чтобы точки х=0, у = hг /г, совпали с уз­
ловыми точками.

Ниже приводим результаты расчетов. На рис.3.25 -  3 .30  отраже­
ны характеристики переноса частиц: поверхности относительной 
концентрации частиц осевшей массы С, поле текущих гради­
ентов давления |V/;|, текущей, кумулятивный, суммарный относи­
тельные расходы частиц через у=0. Результаты показывают, что ког­
да жидкость с частицами подается через полосу границы х—0 в R ' 
характеристики переноса увеличиваются по сравнению со случаем 
точечного режима подачи. Однако характеристики при этом меньше, 
чем в случае подачи через всю границу х=0, 0 < у < h. Детально не 
анализируя все особенности характеристик переноса отметим, что 
при полосаобразной подаче жидкости с частицами те явления, кото­
рые происходили при внедрении жидкости через всю  границу х~0, 0 
< У < К  ослабевают, а те явления, которые были присуще для точеч­
ной подачи, усиливаются.
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Г ЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидностъю

Рис. 3.25. Поверхности S/S0 при D = 1 0 6 м2/с; D2=IO~s лг/с;
D = 5-10*m2/c;  1=3600 с., а) (0= 0.1  с  '; из =0,05 м/(МПа с); 6) со =0.05 с  ';

ш =0,05 м/(МПа с); в) шо=0,05 с ' ;  ы = 0 ,1  м/(МПа с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

П 8<

1=1КОО с М

(-IXOO

Рис. 3.26. Поверхности (  к  R  при Dn=lO'6 м!/с; D = 1 0 ’s m 2/ c ;  D = 5 1 0  '1 м 2/ с ;
а) ( о ,=().! с '; ш = 0 ,0 5  м/(МПа-с); б) с о 0 , 0 5  с 1; с о = 0 , 0 5  м/(МГ1а-с); в) ы 0 0 ,0 5  с  '

о)=0,1 м/(МПас).
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

|У/>|, МПя/м 

1,028

IV». МПа/м

1.01» ->

Г=1800 с ".О

Рис. 3.27. Поверхности |V /j| в R' при D=lOrb м2/с; D=1Q5 м:/с;
D = 5 - I 0 - 6 m 2/ c ;  а )  со = 0 .1  сг‘; со = 0 , 0 5  м/(МПа с); б )  со = 0 ,0 5  с ‘; со = 0 ,0 5  м/(МПас);

в) с о = 0 .0 5  с ‘: со = 0 .1  м/(МПа с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

10('Q , м/с
0,12 I

0.1

0,08

0,06

0.04

0.02

О
О

Ю6 0 , м/с 
0,14 1  

0,12 

0.1 
0,08 

0,06 
0,04 

0,02

О
о 600 1200 1800 2400 3000 3600

1200 1800 2400 3000 3600

(, с

Л с

Рис. 3.28. Изменение Q по I в различные х при D0=IO 6 м:/с; D = !0 S м:/с:
П =510 6м2/с; а) с о =0,1 с 1; ш=0,05м/(МПа с); 6) со =0,05 с  '; со=0.05м/(МПа с);

в) с о 0.05 с 1; at =0,1 м/(МПа-с).

Ю60. 
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0,1 
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Ю6-(?, м/с 
0,14

0,12

0.1
0,08

0.06

0,04

0,02

О

Рис. 3.29. Изменение относительного расхода вещества Q на границе областей 
R* и Rr в различные моменты времени при Df)=10'6 м2/с; D2=10 s м2/с; 

D = 510 6 m 2/ c ;  а) со =0,1 с >: со=0,05м/(МПас); б) с о =0,05 с 1;  с о -0,05 м/(МПас); 
в) о  =0,05 с 1;  со =0,1 м/(МПа с).



Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

2400

Рис. 3.30. Изменение Q . (a), Q м (б) по I при й = И У ‘ лг/с; D ,-10 - лг/с; 
0 = 5 1 0 *  м2/с; J -  ш = 0 .1 с'1; т=0,05 м/(МПас): 2 -  ш =0.05 с со=0.05 м/(МПас);

3 -  соо=0,05 с '; (о.=0,1 м/(МПа-с).

Как и в предыдущих случаях можно рассмотреть другие значения 
D ,, Dv Уменьшение их значении приводит к общему ослаблению по­
перечного переноса вещества, в частности, через границу у=0.

З.Д. Кольм атационно-суф ф озионная  ф ильтрация с учетом  
п р ед ел ьн о го  суф ф озионного гр а д и ен та  д авл ени я

Рассмотренная в [48] задача колъматационно-суффозионной 
фильтрации в пористой среде, состоящей из двух зон, в одной из ко­
торых жидкость подвижна, а в другой -  неподвижна, обобщается на 
случай наличия ТТСГД.
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ГЛАВА 3. Решение задач фипырации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Исследуется задача, рассмотренная в §3.1, с учетом ПСГД. Здесь 
в задаче (3 .2) -  (3 .13) изменяется только уравнение (3 .3) в виде [20, 
61, 74, 76]

dt
1+ y|Yp |

5 -co,(|Vp|-|V/7t.|)C; соли \Vp\ > |Vpc
(3.38)

если
1 + y|Vp|

где [V/?J -  модуль параметра ПСГД.
Задачу (3.2), ( 3 .4 ) -  (3.13) и (3.38) решаем также методом конеч­

ных разностей.
Уравнение (3.38) на cdLt аппроксимируется как:

(

С  =
С+0,5т

Cf;1'2 +о,5х 

С*;|,г+а,5т

i +yN ;

rSf. |Vp|<|VP c[,

(3.39)

С 2- 4 C  ~\МХГ «Ч*НГ * 1 ’
(3.40)

1+ у Н ;
екЮ Г О, , № Ы

i =  0,1 , j  =  0 , J +, k =  0 , K - l .
Алгоритм численного решения осуществляется как в §3.1.
На рис.3.31 -  3.36 приведены харакгеристики фильтрации и пере­

носа частиц в пористой среде для определенного набора исходных 
параметров. Поверхности 5/да, С |V/j|настроены для трех пар значе­
ний m(t со., сопоставление которых позволяет установить влияние 
кольматации и суффозии пор на показатели фильтрации. Как и в рас­
смотренных ранее задач без учета ПСГД в R+ U  R~ формируется об­
ласть увеличения <5/<50, а в R\ где происходит движение жидкости 
и кольматационно-суффозионные явления, -  область увеличения С 
и |Vp|. Поскольку здесь в качестве нового параметра используется 
|VpJ, основное внимание уделим на его влияние. Из рис.3.31 видно, 
что на поле S/SQ влияние |VpJ не очень заметно. Это подтверждает 
ранее обнаруженный эффект [61, 74, 76], где слабое влияние V/j | на 
<5/<5(| было объяснено диффузионным размытием поля концентрации.
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Как в случае |V/?J=0 (§3.1), увеличение эффектов суффозии и умень­
шения кольматации зона продвижения профилей д/дп заметно рас­
ширяется в направлении движения жидкости и переноса вещества в 
среде. Механизм такого явления объяснен в §3.1. Градиенты концен­
трации, возникающие нау=0  приводят к образованию потока частиц 
из R ' в Rr. На ри с.3.31 видна область повышения концентрации в R 
за счет переноса частиц из R в Rr. Учет [V/jJ приводить к задержке 
продвижения поверхностей как в R ", так в R~.

На рис.3 .32  показаны поверхности насыщенности осевшей 
массой С> для различных пар значений ojg7 сог За счет кольматации 
поле насыщенности увеличивается. Как и в предыдущих случа­
ях уменьшение коэффициента кольматации, увеличение коэффи­
циента суффозии приводит к уменьшению области распростране­
ния С- С физической точки зрения это вполне объяснимо, т.к. поле 
образуется за счет кольматации, а суффозия наоборот препятству­
ет осаждению частиц в порах. За счет переноса частиц через у=0  
вблизи этой границы можно заметить уменьшение значений С по 
сравнению с областями с относительно большим у. В  отличие от 
результатов |V/? J =0 (§3 .1 ), можно заметить существенного увели­
чение значений С Так, если при |V/? | =0 максимальное значение С 
в случае а) было равно ~ 0 ,0176  (рис.3 .2), то в данном случае име­
е м '-  0 ,1513 . Аналогично, в случае о) имеем -  0 ,1216  вместо 0 ,0089 
и в случае в) —  0 ,1009  вместо 0 ,0045. В  настоящем случае дейст­
вие |V/jJ проявляется еще и в виде резкого уменьшения С на фрон­
те возникновения суффозии (Рис.3 .32). Поверхности текущих |Vp| 
показаны на ри с.3.33. Динамика \Ур\ в целом похожа на динамику 
С Действие |VpJ отражается на резком изменении \\'р] при перехо­
де суффозионного фронта. Сами значения |V/>| также значительно 
увеличивается. Сравнительный анализ показывает, что при учете 
|VpJ максимальные значения |V/j|, которые достигаются на линии 
х -0 , 0 < v <  А, в рассмотренных случаях равны а) ~ 1 ,48; б) ~ 1,43; 
в) ~ 1,39. Соответствующ ие значения при |V/?.| =0 равны а) ~ 1,03; 
б) ~ 1,02; в) ~ 1,014. Значительное увеличение |V/;| при |V p J ^0 и 
тех же остальных параметрах, что при | V/? ,| = 0, показывает на рост 
фильтрационного сопротивления среды при учете ПСГД. Задер­
жка появления суффозии в кинетическом уравнении, таким обра­
зом, приводит к существенному росту фильтрационного сопротив­
ления среды.
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ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

Рис. 3.31. Поверхности S/Snnpu Do~10'6 м2/с; D=10 5m2/c;
D ~510'/’ м‘/с; 1-3600 с.. а) со0=0,1 с''; со=0,05м/(МПа-с); 6) ти=0,05 с 1;

о)=0,05м/(МПа-с); а) сои=0,05 с 1; со =0,1 м/(МПа с).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Рис. 3 .3 2 .  Поверхности С в  R *  при D = 1 0  6 м2/с; I ) ,  /О  'лг/с: D = 5 1 0 6 m 2/ c ;
а) а 0= 0 ,1  с 1;  со1 —0 ,0 5  м/(МПа с); б )  с о д= 0 ,0 5  с'1; со = 0 ,0 5  м/(МПа с); в) ш 0- 0 , 0 5  с ' ;

( 0 = 0 , !  м / ( М П а  с ) ;  Зо = 0 ,0 1 :  \ V p \ = I ,3 5  М П а /м .
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I Vp |, МПа/м г -=3600 с

1,37

/= 1800 с

б
| Vp \, МПа/м /=3600 с

I
МШс

Рис. 3.33. Поверхности |V/?| в R+ при D = I О'6 м7/с; D =10'5 м?/с;
D =5-10'6лг/с; а) а)0=0,1 с~}; со =0,05м/(МПа с); б) со0= 0,05 с'1; со=0,05м/(М11сгс):

в) со =0,05 с 1; со=0, /  м/(МПа-с); 3(~0,01; \Vp\=l,35 МПа/м.

I
/=1800 с

I Vp |, МПа/м /=3600 с
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

10b Q, м/с

106-0, м/с

Рис. 3.34. Изменение Q но х в различные t при D0=10'6 м2/с; D = l ()'5 м ’/с: 
D}=5-10'6м2/с; а) шо=0,1 с 1; со—0,05 м/(МПа с); б) со0-0,05 с 1;  ы=0,05 м/(МПат); 

н) to0=0,05 с 1; ш=0,1 м/(МПа с); t=2400 (I), 3600 (2) с;
------- |VpJ=7.35 МПа/м,-------- |VpJ=0.
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ГЛАВА 1  Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

10* 2 ,  м/с

Юй О, м/с

-------MTIa/м ,-----------------------|Vpc\=0

Рис. 3.35. Изменение Q в различных точках х при D = I 0 6 м'/с; D2=105 м2/с;
D.—5-J0'6 м2/с; а) ы о=0,1 с 1;  со=0,05м/(МПа с); б) год=0,05 с  ‘; со = 0,05м/(МПа с);

в) с о =0.05 с 1; со =0,1 м/(МЛа с); 1=2400 (1), 3600 (2) с;
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ю-е»*,, мг/с

/, с

Рис. 3.36. Изменение (2о6щ (a), Q (б) по I при Dl)=IO'’ м2/с; 0 2=10'} м:/с; 
D=5-10'‘ лг/с; ы 0=0,1 м/(МПа-с), со =0*05 с '  (1); соt =0,05м/(МПа-с), со =0.05 с 1 (2); 

со =0,05 м/(МПа с), со=0.1 с *  (3);-------\Vpt\=l,35 МПа/м.-------- |Vp |=0.

На рис.3.34 показаны графики распределения

55
А

ду у=—О
для двух значении времени. Анализ результатов показывает, что 
учет |VpJ приводить к значительному сокращению распространения 
Q вдоль х. Как в случае |VpJ фО, так и \S/p J  =0 ослабление кольма- 
тационных и усиление суффозионных эффектов приводить к замет­
ному продвижению зоны изменения Q вдоль х. В  случае [V/) | /0 в 
профилях Q можно заметить перемену знака в темпе изменения, что 
не наблюдается при |VpJ =0. Характер немонотонного изменения Q 
в фиксированной точке сохраняется как при |V/?J Ф0, так и в |S/p | =0. 
Такая немонотонность обнаружена и объяснена ранее (§1.4, гл.2 и 
§3 .1 -3 .3 ) [46, 47, 48]. Немонотонность четко видно на рис.3.35, где 
показана динамика Q в фиксированных точках.
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Рис. 3.37. Поверхности д/д0при Dt=106м2/с ;D,=10'sмг/с;
0 = 5 1 0  '' м2/с; 1=3600 с.. а) со =0.1 с '; со=0.05 м/(МПа с); в) со =0,05 с 1;

со=0,05 м/(МПа-с); в) с о =0,05 с 1; со =0,1 м/(МПа с); 6=0,01; \Vpc\=1,265 МПа/м.
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юЧ

Рис. 3.38. Поверхности С при D(=l(t'‘ м2/с; D=10~5 м2/с; 0 = 5 -1 0 6 м2/с:
а) со,=0.1 с '; (о =0,05м/(МПа-с); б) а>0= 0,05с'; а>=0,05м/(МПас); в) со0=0.05 с  ';

со=0,1 м/(МПа-с); 6=0,01; \Vp\= 1,265 МПа/м.
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I Vp |. МПа/м

|V/)|, МПа/м "

Рис. 3.39. Поверхности |Vp| в R* при D0=10‘ м*/с: D2=10'5мг/с; D = 5 1 0 6м!/с; 
а) ы = 0 ,1  с-'; о )=0,05 м/(МПас); 6) и) =0.05 с ': си =0.05 м/(МПас), в) т =0,05 с  '; 

(о=0.1 м/(МПас); S=0,01; \Vp}=1,265 МПа/м.

На рис.3.36 показана динамика общего и суммарного относитель­
ного расходов

00 t t 

Qo6,„ =\Qdx, Qm, =  J Qo0tll dt = \\Qdxdt.
0  0 0 0
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Отмеченные выше немонотонные явления сохраняются и в дина­
мике О,-,, с |VpJ ^0, однако это мало заметно в динамике О . Благо­
приятное влияние суффозии и задерживающее влияние кольматации 
на Q проявляется и в динамике Оо0щ, Qcvm.

3 .5 . З ад ан а  с то чечной п о д ачей  смеси с учетом  ПСГД

В рассмотренной в §3.4 задаче изменим граничное условие, соот­
ветствующие режиму подачи смеси через границу области фильтра-

h
ции х=0. Предложим, что смесь подается через одну точку х -0 , у = —

со скоростью фильтрации vu и с постоянной концентрацией твердой

фазы г)=с)0. Подобная задача была рассмотрена в [48], но без учета 
ПСГД- Как было отмечено там, изменение режима подачи смеси 
приводит к другому распределению частиц среде, из-за этого изме­
няются все остальные характеристики переноса.

К новому граничному режиму соответствует <5=<50 при х-0, y~h/2.
Алгоритм решения задачи остается неизменным. Только при по­

строение сетки необходимо следить за тем, чтобы при дискретиза­
ции области точки х-0 , y=h/2 соответствовала узловая точка сетки. 
Следовательно имеем

к = °'К -
Остальные условия задачи не изменяются.
Приведем результаты численных расчетов. Они представлены в 

графическом виде на рис.3.37 -  3.42. Подача жидкости и вещества че­
рез одну точку границы области существенно изменяет распределе- 
ние концентрации и других характеристик переноса по сравнению с 
предыдущим случаем. Максимальное значение концентрации О уста­
навливается, естественно, в точке подачи (Рис.3.37). Подход к липни 
у -0  концентрационных поверхностей задерживается, на прохожде­
ние пути от точки подачи до у -0  затрачивается определенное время. 
Распространение поверхностей д/д0 с течением времени как по л*, так 
и по у приводит к тому, что на у=0 образует ся ненулевой градиент 
с)’, т.е. дд/ду, за счет чего образуется поток частиц через эту линию. 
Кольматация и суффозия действует таким же образом, как в преды­
дущих случаях. Точно так же слабо влияние ПСГД на 5/д0. Сравнивая 
результаты со случаем jVpJ =0 обнаруживаем ограниченное распро-

156



ГЛАВА 3. Решение задач фильтрации суспензии в пористой среде с подвижной и неподвижной жидкостью

странеыис поверхностей 5!5Ь в случае |V/> | # ). Задержка происходит 
из-за того, что эффекты суффозии наступаю! не с самого начала про­
цесса, а по истечении определенного времени, когда V/>| становится 
большим, чем jVpJ. Поверхности С , в целом аналогичны г5/<50. Срав­
нивая их с предыдущим случаем (§3.4) заметим прогрессирование 
распространения поверхностей С в направлении х. Это происходит 
потому, что здесь значение |Vpc| меньше, чем в сравниваемом случае 
(Рис.3.38). Поверхности |Vp| также, в принципе, повторяют вид д/6и и 
С Роль кольматации и суффозии аналогична предыдущим результатом 
(Рис.3.39). На рис.3.40 показаны профили Q для двух значений вре­
мени. Кроме отмеченного выше сокращения зоны появления Q мож­
но заметить только уменьшение самих значений Q. Кольматационные 
эффекты, происходящие до наступления момента |V/j| >  |V/jJ сущест­
венно уменьшают поле концентрации, включая ее градиент на у=0. В 
отдельно взятых точках х, у —0 изменение О показано на рис.3.41. При 
отсутствии Г1СГД фронт Q относительно быстро достигает фиксиро­
ванную точку х, у=0. При I V/j j ^0 достижение фронта до заданной 
точки х, у=0 значительно задерживается и сами значения существен­
но уменьшаются. На рис.3.42 показаны зависимости 0 , 0  от г. 
В отличие от предыдущего случая, когда жидкость подавалась через 
всю левую границу R ', ступенчатые изменения Q здесь не заметны. 
По-видимому в процессе достижения концентрационного фронта из 
точки подачи до границы у=0 эти ступеньки сглаживаются. Можно 
заметить уменьшение Q и Qcxv на несколько порядков при [VpJ /0.

Подытоживая отмеченные выше результаты, можно отметить, что 
когда жидкость подается из одной точки границы области, по срав­
нению со случаем сплошной подачи через левую границу области R' 
профили S/S(), С , |V/? |, а также завииш ости Q и QCVM, значительно 
деформируется, отмечается задержка в переносе массы через общую 
границу областей R+ и R~.

3 .6 . П о д ача ж и д ко с ти  чер ез  о тр езо к  границы  области с 
учетом ПСГД

Рассмотренные выше задачи теперь исследуем для случая, когда 
жидкость подается через определенный отрезок границы R, а не че­
рез всю границу или через фиксированные точки границы. В  поста­
новке задачи изменяется только условие на границе

§ = 8„ при х = 0 , А, < у < И2, 0 < Л,, h2<h.
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D - 1 0 - м'/с;Рис.3.40. Изменение Q по х в различные I при Df =10'6 лг’/с; _  ..........
D=5-10+ м-/с; 1=2400 (1), 3600 (2) с; а) с о =0.1 с 1. со=0,05м/(МПа с); 

б) с о =0.05 с '. со=0,05 м/(МПа с); в) с о =0,05 с ’, со=0.1 м/(МПа с); 
------- \Vpc\= 1,265 М Па/м.-------- |V/>.|=0.
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Q. м/с

I. с

Q, м/с

101Q, м/с

t, с

Рис.3.4]. Изменение О в различных точках х при D!=10 t м2/с; и 3/с; 
D =510 '6 м'/с; а) <о„--0,1 с ', со =0,05 м/(МПсгс); б) сод=<),05 с ', т~0,05 м/(МПа-е); 

в) а>о=0,05 с со =0,1 м/(МПашс ) ; ------- \Ур\=1,265 МПа/м, --------|YpJ=0.

При дискретизации области удобно ввести сетку таким образом, 
чтобы то же (0, й;), (0 , h ,) оказались условными. Алгоритм расчета
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остается прежним, за исключением задания граничного режима. Ни­
же приводим результаты расчетов (Рис.3.43 — 3.48).

QcyMi м

Рис.3.42. Изменение Qt6 (a), Qcyu (б) по / при Df =10 6м2/с; D2~l()'5лг/с;
D =510° м-/с: <о=0.1 м/(Ш1а с). со =0.05 с ' (1); со=0,05 м/(МПа с). ш =0.05 с '  (2); 

(о=0.05 м/(МПас), ш=0,1 с ' (3);------- \VpJ4.265 МПа/м. -------- IYpJ=0.

Поверхности 6U50, С |VpJ в целом имеют те же закономерности из­
менения, как в предыдущих случаях. Однако область их изменения 
значительно быстрее доходят до границы у=0, чем по сравнению с 
случаем точечной подачи жидкости. В  то же самое время модно за­
метить, что значение концентрации и £  соответственно и |VpJ нау=0 
меньше чем в случае сплошной подачи жидкости через всю границу 
области IV . Характер изменения Q, Qo6l4, Q остается аналогичным 
как в случае точечной подачи жидкости через границу области R ' . 
Однако можно заметить увеличение их значений, а также более бы­
стрый подход фронтов S/<50, С, |V/?J к границе Следовательно, за 
относительно более ранние периоды времени появляется поток мас­
сы через у=0. Роль ПСГД аналогична предыдущему скучаю, когда 
жидкость подавалась через фиксированную точку границы R .
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Рис. 3.43. Поверхности S/Sg при Df= I0 6м2/с; D = 1 0 'лг/с; D3=5-10~6м2/с; 1—361)0 с..
а) оз =0,1 с 1; со =0,05м/(МПа-с); б) ш0-0.05 с'1; со =0,05 м/ШПа с); в) ш0-0,05 с 1;

со =0,1 м/(МПа с); 8=0,05; \Vpc\=l,265 МПа/м.
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f=- J 8(10 с

24,66-

12 .33-

г 1800 с

!0Ч

18,22' 

9.11 -

1*3600 с

V, м

/=1800 с 6.66 -

X, м

Рис. 3.44. Поверхности С в R* при Du~106 лг/с; D -1 0  ' м2/с; D =5-I0 6 м2/с;
а) со =0,1 с  '; со=0,05 м/(МПа с): б) с о =0,05 с 1; со =0,05 м/(МПас); в) со =0.05 с 1;

со =0.1 м/(МПа с); 8=0.05; \Vp}=1.265 MIIa/м.
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/=1коо с

. МПа/м
t  3600 с

IV/. | 

1,66- 

1,46 -

Г-1800 с

I V/;|, МПа/м

1.45'

1,35 -
>

-

1,2

у, м

X, м

Рис. 3.45. Поверхности |V/?| в Rr при Do=10'6м2/с; D=10 5 м-/с; D =5*lfr6 м*/с;
a) oj(=0,J с'1; со =0,05м/(МПа-с); б) cof=0t05 с'1; а>}= 0,05м/(МПа• с); в) а)п~0,05 с *;

о>=0,1м/(МЛа с); S=0,Q5; \Vpc\=1,265 МПа/м.

| V/j |, МПа/м
/=3600 с

у , М
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О 0,2 0,4 0.6 0,8 I 1,2 1,4

107-б, м/с

Рис.3.46. Изменение Q по х к различные 1 при D0-IO~6 м2/с; D =10~s м2/с; 
D =5-10 6 м2/с; 1=2400 (1), 3600 (2) с; а) со =0,1 с 1, со =0,05 м/(МПа с);

6) о](=0.05 с:1, ш =0,05 м/(МПа-сj; в) aia=0.05 с 1, со =0,1 м/(МПа-с); 
------- \Урс\=1.265 МПа/м,-------- |VpJ=tt
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Q, м/с

д, м/с

lO’-Q, м/с в

Рис.3.47. Изменение Q в различных точках х при DB=10'6 м2/с; D = 103 м2/с: 
D. - 510“ лг/с; а) со =0,1 с'1, со=0,05 м/(МПа с); б) со„—0,05 с ’1, со =0,05 м/(МПа-с); 

в) со =0,05 с', со=0,1 м/(МПа с); х-0,05 (I), 0,15 (2) м;
-------\Vp}= 1,265 МПа/м. -------- |Vp}=0.
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Q,

Рис, 3.48. Изменение (a), Q щ (б) по t при Df =I() f' лгУс; D,=10 'м2/с; 
D=5-lOf,M:/c; а>0=0,1 м/(МПа-с), (0=0,05 с ' (I); c»t=0,05 м/(МПас), ш~0.05 с ‘ (2); 

(о=0,05м/(МПа с), о> =0,1 с ‘ (3);------- \Vp \=l,265 МПа/м. -------- |V/j .|=0.

Таким образом, при полосаобразной подаче жидкости через гра­
ницу те явления, которые происходили при подаче жидкости через 
всю х=0, 0 < у < h  ослабевают, а те явления, которые происходили 
при точечной подаче, усиливаются. Следовательно по своим харак­
теристикам полосаобразная подача жидкости занимает промежуточ­
ное положение между точечной подачей и подачей через всю грани­
цу области.



Г лава U. Ф ильтрация суспензии и перенос
вещ ества в гетер огенной  пористой среде  
со связанной водой и транзитны ми  
порами с учетом равновесной и 
неравновесной адсорбции

В  начале главе даны краткие сведения об адсорбции вещества в 
процессе конвективного-диффузионного переноса в пористых сре­
дах. Затем рассмотрена задача переноса вещества в пористой среде, 
насыщенной неподвижной и подвижной жидкостью для различных 
законов адсорбции и внутреннего массообмена ( линейный, нелиней­
ный, равновесный, неравновесный). Задача решена численно. Опре­
делены профили концентрации вещества в зоне с подвижной жидко­
стью, адсорбированного вещества и массообмена между зонами для 
различных значений исходных параметров.

В  отдельном параграфе исследована задача с двухместной ад­
сорбцией, где общая площадь адсорбции разделена на две части, 
в одной происходит равновесная адсорбция, а в другой — неравно­
весная. Оценена роль двухместности адсорбции на характеристики 
переноса вещества. Далее исследована задача с данными на фронте 
смачивания. Определены различия данной постановки от постанов­
ки в нолубесконечном пласте.

4 .1 . А д сорб ция при ко н в екти вн о го -д иф ф узи о н н о м  переносе  
вещ еств  в пористой среде

В  последнее время вопросы утилизации различных загрязняю­
щих веществ (примесей) путем закачки их в подземные резервуары 
(проницаемые пласты) вместе с водой приобретают все большее зна­
чение. Техническая реализация метода тесно связана с разработкой 
методов оценки и расчёта показателей процесса, что в свою очередь,
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позволяет оценить риск в смысле экологической безопасности. Из­
учение переноса вещества в пористой среде важно и с точки зрения 
анализа и проектирования вторичных и третичных методов добычи 
нефти, определения характеристик подземных водоносных пластов 
путем закачки различных трайееров, подземном выщелачивании 
пластов и др. [32, 103, 116, 130, 171]. Для качественный и количест­
венный оценки характеристик переноса веществ в пористых средах 
важное значение имеет адекватное математическое моделирование, 
учитывающее основные характерные особенности процесса. Вопро­
сам математического моделирования переноса веществ в пористых 
средах посвящен ряд работ [26, 91, 92, 105].

Как показывает практика эксплуатации нефтяных месторожде­
ний с неоднородными коллекторами, отбор воды из неоднородных 
пластов, в определенных зонах с плохими фильтрационно-емкост­
ными свойствами флюиды могут оставаться неподвижными или ма­
лоподвижными даже при значительных градиентах давления. Такие 
зоны обычно считаются застойными, а поры в таких зонах счита­
ются «мертвыми». Математическое моделирование процессов пере­
носа вещества в таких средах впервые осуществлено в [107, 187]. 
Массообмен между зонами с подвижной и неподвижной жидкостью 
в этих моделях описывается с помощью кинетического уравнения 
первого порядка. Дальнейший анализ с помощью альтернативных 
подходов, использующих определенную геометрию зон с неподвиж­
ной жидкостью и диффузионное уравнение в них [163, 171], а также 
экспериментальные работы [118, 120] показали, что в раде случаев 
модельный подход [107, 187] дает хорошие результаты. Примени­
тельно к задачам миграции солей при промывке почв данный подход 
применен в [8, 27]. В  этих работах в зоне с подвижной жидкостью 
поры считаются транзитными, а зона с неподвижной жидкостью 
трактуется как зона, насыщенная неподвижной, связанной водой.

В  работе [10] рассмотрена роль сорбционных процессов при дви­
жении полимерных растворов в пористой среде. Водные растворы 
полимеров привлекают внимание как эффективный агент для вытес­
нения нефти из пористой среды, однако принципы выбора техно­
логической схемы процесса не вполне ясны, поскольку для описа­
ния движения полимеров используются с незначительными измене­
ниями обычные теории движения вязких жидкостей. В то же время 
анализ имеющихся экспериментальных данных показывает, что при
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движении полимерных растворов весьма существенно взаимодейст­
вие растворенного полимера со стенкам пор. Полимерное вещество 
способно накапливаться в пористой среде, изменяя се фильтраци­
онные характеристики, при этом полимерный раствор также меняет 
свои свойства. Вне зависимости от его детальной природы этот об­
мен полимерным веществом далее называется сорбцией.

Сорбционные явления приводят кряду интересных особенностей 
движения полимерных растворов в пористых средах, в частности, 
к изменению расхода при постоянном перепаде давления и измене­
нию гидравлической проводимости, заполненной полимерным рас­
твором пористой среды после «отдыха» [5, 17,25, 114, 121].

Эти явления могут быть объяснены тем, что часть полимера пра­
ктически необратимо адсорбируется скелетом пористой среды (и 
именно эта часть определяет повышенное сопротивление последу­
ющему движению воды), а часть полимера удерживается обратимо, 
причем распределение этой «рыхло-удержаниой» части полимера 
внутри порового пространства определяется не только термодина­
мическим состоянием (температурой и средним количеством поли­
мера в единице объема среды), но и интенсивностью фильтрацион­
ного движения.

Адсорбцию подра зделяют на два вида [9]: физическую и химиче­
скую. Физическая адсорбция в основном обусловлена поверхност­
ными вандерваальсовыми силами, которые проявляются на расстоя­
ниях, значительно превышающих размеры адсорбируемых молекул, 
поэтому на поверхности адсорбента обычно удерживаются несколь­
ко слоев молекул адсорбата. При химической адсорбции поглощае­
мое вещество вступает в химическое взаимодействие с адсорбентом 
и образованием на его поверхности обычных химических соедине­
ний.

Определенные химические вещества могут различным образом 
реагировать составляющими грунта и вступать в различные реак­
ции. В [98] предложена комбинация равновесной и кинетической 
моделей адсорбции чтобы описывать общую реакцию. Дано анали­
тическое решение одномерного КД У с комбинацией линейной изо­
термы Фреггдлиха и обратимой кинетической адсорбции первого по­
рядка. Анализировано отдельное или комбинированное влияние мо­
дельных параметров на КВ и на профилей задерживания. Показана 
применимость комбинированной равновесно-кинетической модели
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к описанию переноса пестицидов, нитратов и тяжелых металлов в 
почвах. Этот подход позже был назван двухместной моделью рав­
новесной и кинетической адсорбции (сорбции) (М РК А ). Аналогич­
ный подход можно найти в [158, 162, 173]. Как обобщение М РК А  
предложена модель двухместной кинетической адсорбции (сорб­
ции) (М Д К А ) [97]. Эта модель относится к классу многопроцессных 
неравновесных моделей. М Д К А  предполагает, что возможные места 
адсорбции можно подразделить на две группы, каждая группа всту­
пает в реакцию в соответствии с кинетическим процессом первого 
порядка, но с разной интенсивностью кинетики сорбции.

Адсорбция вещества при переносе веществ в пористой среде зна­
чительно влияет на характеристики переноса. При переносе веществ 
в пористой среде обычно учитываются явления конвекции, конвек­
тивной диффузии и др. Однако явление адсорбции вещества в пори­
стой среде при этом изучено слабо. Предложен ряд математических 
моделей для описания адсорбции химических веществ на стенках 
породы [109, 124, 145, 146, 150, 154]. Для равновесной адсорбции 
одно из первых решений задачи было представлено в работе [144]. 
Далее аналогичные задачи были решены в [110, 124, 131, 146]. Об­
щее заключение отмеченных работ сводится к наличию так назы­
ваемого ретардационного фактора, замедляющего процесс переноса 
вещества за счет адсорбционных явлений. Однако, предположение 
о равновесности адсорбции в ряде случаев может быть не совсем 
корректным, В [110, 131] показано, что теоретические результаты, 
основанные на равновесную адсорбцию [124], значительно могут 
отличаться от соответствующих экспериментальных, особенно при 
относительно больших скоростях переноса. Показано, что при боль­
ших скоростях переноса для описания адсорбционных явлений не­
обходимо использовать неравновесную (кинетическую) адсорбцию. 
По сравнению с обратимой, необратимая адсорбция изучена слабо. 
В [180] изучен перенос атразина через различные образцы почв и 
получена неоднозначная зависимость «адсорбция — десорбция». 
Изотермы адсорбции и десорбции подчинялись закону Френдлиха, 
но с разными коэффициентами. В [184] для описания эксперимен­
тальных данных использован ряд моделей адсорбции, проведены 
теоретические расчеты для грех моделей адсорбции -  из [145, 154 ) 
и равновесной адсорбции по изотерме Френдлиха. Теоретические 
результаты сравнены с экспериментальными, полученными при пе­
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реносе циклорама через насыщенные водой глинисты породы пло­
щади Норж.

Адсорбционный перенос веществ через пористые среды в одно­
мерном случае обычно описывается следующим дифференциаль­
ным уравнением [91]

+  *  =  (4.1)
0 dt dt дх' дх 

где с -  концентрация растворенного вещества, кг/м', S -  количест­
во адсорбированного вещества в одном килограмме породы, кг/кг, 
D  -  коэффициент дисперсии, мг/с, v -  осредненная поровая скорость 
движения раствора, м/с, р -  общая плотность породы, кг/м5, 0 — по­
ристость (активная, насыщенная водой), х  — расстояние (координата 
), м, t -  время, с.

Точные решения уравнения (4.1) возможно получить при некото­
рых предположениях, касающихся механизма адсорбции и диспер­
сии [124, 144, 146,154]. В общем случае для решения (4.1) необходи­
мо задать зависимость адсорбции от концентрации в виде

~  = f { c ,S ) ,  (4.2)
ot

где/ — заданная, в общем случае нелинейная функция.
В [184] использованы следующие модели адсорбции.
Модель I. Интенсивность адсорбции, учитывающая как благопри­

ятствующую, так и неблагоприятствующую кинетику, а также веро­
ятность прилипания веществ на поверхность породы рассмотрена в 
[145]

— - S  , (4.3)~  = [к2 exp(b S ) f  j -  ехр(- 2bS )—  -
dt \к 2 р

где к1 и /с, — благоприятствующий и неблагоприятствующий коэффи­
циенты кинетики, не зависящие от концентрации с, с 1, b -  коэффи­
циент, аналогичный коэффициенту поверхностной активности кг/кг. 

При равновесной адсорбции из (4.3) получаем

S =  ^ ' С ехр (_2bS). (4.4)
Р кп

Ok
Параметры b и L в (4.4) могут быть определены из зависимости 

Р 2
InfiS / с )—*S’ на основе углового коэффициента и отрезка, отсекаемого 
на оси ln(,S7e) для различных равновесных концентраций с.
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Коэффициенты кр к, и b могут иметь разные значения в процессе 
адсорбции и десорбции, т.е. их значения не однозначны. В зависимо-

dS
сти от знака —  можем иметь два значения коэффициента b

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

ес™  Т 7 > 0 ' dt

U SS АЬ,..  ̂если —  < 0, 
dt

где Ьтк и bits представляют значения Ь в процессе адсорбции и де­
сорбции, соответственно.

Модель II. Кинетика адсорбции в этом случае имеет вид

dS . ■ 
—  = *? dt 2

/

. f H -  (4-5)
где kv кг-  благоприятствующие и неблагоприятствующие адсорбции 
коэффициенты, п — показатель степени.

Уравнение (4.5) иногда называется уравнением кинетики первой 
степени. При равновесной адсорбции из (4.5) получаем

S =  Kc", К  =  М .  (4.6)
к2 р

В (4.6) К  называется коэффициентом распределения.
Модель III. Эта модель соответствует равновесному случаю (4.5), 

т.е. (4.6). В [111, 131] показано, что изотерма Френдлиха (4.6) хоро­
шо описывает перенос некоторых органических пестицидов. Диф­
ференцируя (4.6) относительно t получим

—  = Кпс"~' — . (4-7)
dt dt

Подстановка (4.7) в (4.1) приводит к уравнению относительно од­
ной неизвестной — с.

В [98] предложено комбинированное использование равновесной 
и кинетической адсорбции для описания общего процесса переноса 
веществ. При использовании линейной изотермы Френдлиха и ки­
нетического уравнения первой степени получено точное решение 
уравнения одномерного конвективного — дисперсионного переноса в 
пористой среде. Показано, что комбинированная модель адсорбции, 
в последующем получившая иазвапие двухместной адсорбции, мо­
жет быть применена для описания переноса пестицидов, нутриентов 
и металлов в почвах.
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Использованы два типа адсорбции:
1) Линейная изотерма Френдлиха (закон Генри)

5 =  Аг3\ ;  (4.8)

2) Кинетическое уравнение обратимой адсорбции первой степени

?  = (4.9)
а р

Когда член k2S  в (4.9) намного меньше чем 'м ~  с получаем нео­

братимую кинетическую модель первой степени, где интенсивность 
изменения адсорбированной массы зависит только от константы кч и 
с, а не от количества адсорбированной массы.

Сгенки порового пространства могут состоять из различных 
химических веществ, минералов. Например, поверхность породы 
может состоять из органических материалов, глин, алюминия, же­
леза, кварца и др. в различных сочетаниях. Химическое вещество 
при движении в порах с различными компонентами среды может 
взаимодействовать различным образом, т.е. с различной интенсив­
ностью. Вещество может быстро адсорбироваться органическими 
компонентами поверхности пор (мгновенная, равновесная адсорб­
ция), а различными минеральными компонентами среды -  медленно 
(кинетическая адсорбция), или наоборот.

Еще одним предположением работы [98] является то, что равно­
весная и неравновесная адсорбции считаются взаимно независимы­
ми. Общая адсорбция получается суммированием неравновесной 
адсорбции S, и равновесной -  S,, а производная по времени общей 
адсорбции определяется как

BS _  dSl  ̂ dS2 (4.10)
dr 8t ей

С использованием (4.8), (4.9) из (4.10) имеем 
5S . 0 0 5с
—  — к,—с —'kjS, к->—-— . (4.11)
8t 1 р 2 1 р dt

Общая равновесная адсорбция при больших временах, т.е. после
завершения кинетических процессов имеет вид

\
с .  (4.12)

' к  ̂К\ I /-
к 3 К2 у
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В соответствие с (4.1) и (4 .11) имеем
В SS. /, , \дс r .5 2c дс , л
e l f + ( u i >) a - i> a ? - v & -  <4|3)

^  = L - c - k 2S. (4.14)
dt 1 р 2

В [98] получено общее аналитическое решение (4.13), (4.14) для 
некоторых начальных и граничных условий, установлено влияние к г  
кр к} на процесс адсорбированного транспорта, показаны возможно­
сти применения комбинированной модели для описания некоторых 
известных экспериментальных результатов.

В [186] представлены решения двух уравнений конвективной 
диффузии, используемых для изучения переноса пестицидов с уче­
том сорбции и десорбции. Первое уравнение соответствует двух­
местной модели адсорбции [184], ще, как уже говорилось выше, 
в одной части поверхности породы происходит неравновесная, а 
в другой -  равновесная адсорбция. Другое уравнение -  известное 
двухзонное (двухрегионное) уравнение переноса [107], где в одной 
части среды жидкость подвижна, а в другой — неподвижна, часто ис­
пользуемое для описания переноса в агрегированных или трещино­
вато-пористых средах. Уравнения учитывают деградацию в обеих 
фазах -  мобильной и сорбированной. Показано, что с математиче­
ской точки зрения обе модели (двухместные и двухзонные) экви­
валентны -  они описываются безразмерными уравнениями одного 
вида. Помимо других параметров рассмотрена деградация вещества 
как в подвижной части, так и в сорбированной.

Когда процесс адсорбции линейный, равновесный с S = кс, то 
уравнение переноса вещества принимает вид

дс д 2с дс 
R—  =  £ > t - t - v — -и * ', (4.15)

ot ох" их

где R = 1 + — , Ц =  ц, + М, — коэффициенты деградации веще-
0 У

ства в подвижной и сорбированной части.
Если процесс происходит по одноместной кинетической адсорб­

ции, то уравнение переноса имеет вид
дс р dS ,~д2с дс pu. „
—  + - —  = D — -—  у----- u c - i - ^ S ,  (4.16)
dt 0 dt дх2 дх с 0
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^  =  o t (k c -S )-ix sc, (4.17)
от

где а -  коэффициент кинетической интенсивности.
В случае двухместной адсорбции мы имеем часть поверхности/ 

с равновесной адсорбцией 5, (тип 1), а другая часть 1 —/ с неравно­
весной (тип 2) -  S,. (В [98] обозначения S, и S, -  наоборот). В рав­
новесном состоянии, т.е. после завершения кинетических процессов 
имеем

Л\ =Jkc, (4.18)
S2 = ( l - f ) k c .  (4.19)

Общая адсорбция представится в виде суммы (4 .18) и (4 .19), т.е.
S=kc.

Поток вещества из мобильной части в адсорбирующие поверхно­
сти типа 1 и 2 обозначены через ./я1 и ,/а2. Тогда кинетика адсорбции 
описьюается уравнениями

Р ^ ~  = *̂ ui — > (4.20)
ot

Р “^ "  =  *Aj2 — PHi’2*̂ 2> (4.21)

где PS1, M.V2 -  коэффициенты деградации вещества для мест 1 и 2 .
Общее уравнение переноса с учетом (4.1), (4.20), (4.21) при рав­

новесной адсорбции Sl -  fkc принимает вид

+ = ,4.22)

яс
~ ~  = a [ ( l - / ) f a : - s j - p s252. (4.23)

В [96] предложена модель, которая в явном вида учитывает мно­
жество неравновесных источников. Мультипроцессная неравновес­
ная модель (М Н М ) сформулирована для случаев, когда неравновес- 
ность вызвана комбинацией процессов переноса и сорбции. Прово­
дился анализ чувствительности, определялись условия, когда М НМ  
приводится к биконтинуальной и локально равновесным моделям. 
Эти условия строю определяются значениями безразмерных пара­
метров интенсивности. М НМ  оцеиеиа с помощью опубликованных 
экспериментальных данных. Для определения параметра интенсив­
ности сорбции в М Н М  модели успешно использовано регрессион­
ное уравнение.
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В работе [118] двухмсстная/двухтонная модель переноса исполь­
зована для равновесной сорбции и десорбции пестицида. Лабора­
торные эксперименты проводились с Н ,0 , С1 и атразином при двух 
значениях скорости течения жидкости и концентрации. Получена 
хорошая корреляция между расчетными и лабораторными данными. 
Обсуждены преимущества и недостатки модели.

Серьезной проблемой моделирования подвижности веществ в 
почвах является учет временно-зависимую задержку реактивных 
веществ в моделях переноса что может быть оценено на основе не­
зависимых экспериментов [172]. В [172] исследована кинетика за­
держки и перенос кадмия (СУ) в двух образцах почвы. Предложен 
многокомпонентный подход, учитывающий обратимую и необрати­
мую задержку Cd в процессе транспорта в почвах. Механизм задер­
жки включает равновесный ионообмен и специфичный сорбцион­
ный процесс, основанный на кинетическую реакцию второго поряд­
ка (Ленгмтор). Многокомпонентная модель хорошо описывает полу­
ченные кривые вытеснения. Использование кинетику ионообмена и 
специфическую сорбцию в целом лучше описывает результаты.

Из представленного краткого образа становится очевидным, что 
для описания адсорбционного переноса веществ могут быть исполь­
зованы различные подходы, основанные на равновесные -  неравно­
весные, линейные -  нелинейные, одноместные -  двухместные, одно- 
зонные -  двухзонные представления пористой среды и адсорбцион­
ного процесса. Математические модели реализованы для наиболее 
простых случаев, как правило, решены только одномерные задачи с 
рядом упрощающих предположений. При определении направлений 
новых исследований и постановки задач это обстоятельство должно 
быть учтено.

А.2. Перенос вещества в пористой среде, насыщенной 
неподвижной и подвижной жидкостью

В данном параграфе рассмотрим задачи переноса вещества в 
двухзонном пласте с учетом адсорбции вещества в зоне с подвиж­
ной жидкостью. Адсорбцию считаем неравновесной, описываемой 
кинетическим уравнением первого порядка [109, 150, 33].

Рассмотрим пористую среду, состоящую из двух зон: 1) зона с 
пористостью тг  где поры являются транзитными для жидкости -

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах
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зона с подвижной жидкостью; 2 ) зона с неподвижной жидкостью (с 
неподвижной, связанной водой), пористостью /и, (Рис.4.1) [54, 55, 
56, 140]

О х
Рис.4.1. Пористая среда с двумя зонами: с транзитными норами (C l j  и связан­

ной, неподвижной жидкостью (О. ).

Пористую среду считаем полубесконечной, одномерной, зону ft, 
равпомерно распределенной в f t r Последнее предположение позво­
ляет не сделать никаких допущений относительно геометрической 
формы агрегатов зоны ft2. Элементы зоны ft, с определенной гео­
метрической формой и вопросы переноса веществ, как указывалось 
выше, исследовались в [163, 164]. Считаем также, что адсорбция ве­
щества происходит только в зоне ft,, хотя в более общем случае не­
обходимо учитывать адсорбционные явления в обеих зонах, где ки­
нетика адсорбции может значительно отличаться [164]. В зоне f t ( за 
счет неоднородности распределения скоростей движения ж идкости 
в порах обычно происходит гидродинамическая дисперсия вещест­
ва, что приводит к линейной зависимости коэффициента дисперсии 
от скорости движения жидкости в порах [91, 92]. Здесь для простоты 
принимается постоянный коэффициент дисперсии D , что, очевидно, 
следует понимать как некоторый эффективный коэффициент.

4.2.1. Линейная кинетика адсорбции и внутреннего массообмена

В рамках сделанных допущений уравнение переноса вещества в 
ft, можно записать в виде

дс дс dN dS д 1 с /4  24)
т. —  + v—  + /я,----+ СЗ—  = D — г,

dt дх ” dt dt 6х 
где с -  концентрация вещества, м:’/м\ v -  скорость фильтрации, м/с, 
D  -  коэффициент дисперсии, м 2/с, N —концентрация вещества в зоне 
ft,, м7м\ S -  концентрация адсорбированного вещества, м3/кг, Д -  об­
щая плотность пористой среды, кг/м3.
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В (4.24) член с —  характеризует внутридиффузионный массооб-
dt

мен из зоны П. в Q .̂ Для его оценки можно использовать решение 
задачи диффузии из Ц  в О,, представленную как геометрические те­
ла определенной формы (цилиндры, шары и др.) [163, 164]. Здесь мы 
используем подход, когда массообмен определяется как кинетиче­
ский процесс первого порядка [8, 89, 107, 187]. Таким образом, вну­
тридиффузионный массообмен определяется кинетическим уравне­
нием

8N
а  — - = кс -  N , (4.25)

dt
где к, а -  const,

В зоне П, происходит неравновесная адсорбция вещества, кине­
тика которой определяется, как и внутридиффузионный массооб- 
мен, уравнением первого порядка [109, 150]

-  =  k ^ c - k ?S, (4.26)
d t 1 р  ’

kr к2 -  const.
Пусть в первоначально насыщенную чистой (без вещества) жид- 

к о с т ь е о  среду с начального момента времени закачивается жидкость 
с постоянной концентрацией вещества hQ. Рассмотрим такие перио­
ды времени, где концентрационное поле не достигает правой грани­
цы среды, х = со. При отмеченных допущениях начальные и гранич­
ные условия для задачи имеют вид

с(0,х) =  0, Лг(0, х) = 0, 5(0,х) = 0. c(t,О) =  с0, с(*,оо) = 0. (4.27)
Необходимо определить поля концентрации, адсорбированного 

вещества, диффундированного вещества из £2, в
Задача (4.24) -  (4.27) хотя и является линейной, получение анали­

тического решения является сложным, т.к. необходимо найти однов­
ременно три поля. Поэтому для решения задачи применяем метод 
конечных разностей [29]. В рассматриваемой области 

Q = {(?, х), 0 < t <  Г, 0 < х < со} 
введена равномерная по направлениям сетка

сот/, = |(Г,, X;); tj = у ,  х. =  ih, x =  j , i  =  0,I, j  =  0, J  j ,

где / -  достаточно большое целое число, выбираемое так, чтобы от­
резок [О, х, ], х; —ih, перекрывал область расчетного изменения полей
с, S и N, h -  та г  сетки по направлению х.
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В открытой сеточной области

н =  j(*>> Л',); 0 = У . xi = ih> x = J '  i =  [ ’ ' = Г~ 1, |

аппроксимировались уравнения (4.24), (4.25), (4.26) следующим 
образом:

с/+|-с /  c ^ '- c / V  n ' + ' - n ;  n s r - s l
тл —-------- - +  v — ------*-*- +  т г — --------- -- +  р ~ ----------  =

т 2h '  т Т

су+| -  2с '41 +
— /) J-I * Ci4l

(4.28)

/?2

L.=klB.cf-k2sr, (4-30)
р

где г/, Л'/, 5/ -  сеточные значения функций e ft  х), N(7, * ), S(t, х ) в 
т очке (У,, х ,).

Из явных сеточных уравнений (4.29), (4.30) определяем N.i+\ S/ +1
N f+i =  p yN j  + p 2, (4.31)

S r = qiS (+ q 2, (4.32)

где p{ = a (a  + т)-1 , p2 =  xkc! (a  + t ) ' 1,

qf = (1 + &,t)~ 1 , q2 = T̂ |W| с/.
Vl 2 p(l + т/с, ) '

Сеточные уравнения (4.5) приводятся к виду

+  F />  (4.33)
где

D t xv 2Dx Dx t v

y'=V +Th’
F /  =  mtcj -  m2 (/V f1 -  N /  ) -  p(s / +1 -  Sf ).

Устанавливается следующий порядок расчета решений. По
(4.31), (4.32) определяются /V/ 5/+1, затем решая систему линейных 
уравнений (4.33) методом прогонки-с / +1. Поскольку ql <1, схемы
(4.31), (4.32) устойчивы, а для (4.33) условия устойчивости метода 
прогонки выполняются.

В расчетах использованы следующие значения исходных параме­
тров: v = 5 -1 ()"' м/с, D  = 3-1СГ1 м2/с, сй =0,01, /и, = 0,3, тг = 0,2, к = 5 • 10 Л  
Р = 2000 ю /м’ и различные значения кр к2, а.
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Некоторые результаты расчетов для определенного набора зна­
чений исходных параметров приведены на рис.4.2 — 4.9. Анализ 
графиков показывает, что за счет поступления вещества в среде 
формируются три поля с, S, N , которые продвигаются по пласту 
с течением времени. Можно наблюдать увеличение концентра­
ции адсорбированного вещества и внутреннего массообмена в ка­
ждой точке пласта, включая точку х=0. Вещество попадая в сре­
ду вместе с несущий жидкостью может находиться во взвешен­
ном состоянии (поле c(t, х )),  адсорбироваться (поле S(t, х ) )  или 
диффундировать в зону с неподвижной жидкостью (поле N(t, х) ) .  
Взаимораспределение этих полей отражены на графиках (Рис.4.2
— 4.9). Сравнивая графики рис.4.2-4.4, построенные для различ­
ных значений параметра а (при неизменных других параметрах) 
можно заметить запаздывающую динамику развития профилей N. 
С увеличением значения а переходной процесс затягивается. На 
рис.4.5, 4.6 отражены результаты при увеличении значений пара­
метра кг

Сравнивая рис.4.3, 4.5, 4.6 заметим увеличение значений концен­
трации адсорбированного вещества. Аккумуляция вещества в пласте 
за счет адсорбции приводит к уменьшению c(t, .г) и следовательно 
N(t, х). Вследствие этого продвижение фронтов с, S, N  в направлении 
движения жидкости замедляется (рис.4.3,4.5,4.6). На рис.4.7, 4.8 от­
ражены результаты при увеличении значений кг  Сравнивая графики 
рис.4.3,4.7,4.8 можно обнаружить уменьшение значений адсорбции 
с увеличением к . Одновременно при этом продвижение профилей 
в направлении движения жидкости ускоряется. Обобщая сказанное, 
можно заключить, что влияние к, и к2 на процесс адсорбции, и вооб­
ще на перенос вещества, взаимообратно.

При t со из (4.26) получаем

S =  k3^ - c ,  (4.34)
Р 2

— равновесной закон адсорбции Генри. Характерным временем 
перехода от (4.26) к (4.34) является к~\

Для больших I из (4.27) получаем
N  =  кс (4.35)

-  линейный равновесный закон внутреннего массообмена. Ха­
рактерное время перехода от (4.25) к (4.35) -  а.
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Глава 4  Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/со

-V, м

х, м

Рис.4.2. Профили концентраций с/с0 (a), S (б), N  (в) при k=2 I0~} с 1, к =5-10 '4 с '1,
а = 500 с в различные моменты времени.

I 0s-S, м3/кг 
0,6

■ 1 = 1 soo с. 
_ _ _ t =  3600 с. 
......... t - 7200 с.

—  • ■ I -  10800с.

К)S-/V, м3/м5 
0,5
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Математические модели фильтрации неоднородных жидностей в пористых средах

с/со а

105 S, м3/кг ft

lO'-.V, м'/м' в

Рис.4.3. Профили концентраций с/с0(а), S (б), N  (в) при к =2-10 ‘ с ',  k = 5 -t(t ‘ с ',
а = 2000 с « различные моменты времени.

182



Глава k Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

(7Г '„ к: м ; а

I n5 .S’. м3/кг 5

( О5-ЛГ, и Л м 3 в

Рис.4.4. Профили концентраций c/cja), S (б), N  (в) при к —2-10 ‘ с '1, кг—5'10~4 с 1,
а =  5000 с в различные моменты времени.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/со а

105'S, м3/кг б

Рис.4.5. Профили концентраций с/с0(а), S (б), N (в) при kt=4-I0 3 с 1, k2-5 ’IO~* с '1,
а =2000 с № различные моменты времени.



Глава k Фильтрация суспензии и перенос вещества з гетерогенной пористой среде со связанной водой

С/С(1 а

105\S, м3/кг б

1 ( ) ' Л!. м3/м3

Рис.4-6. Профи.пи концентраций с/сп (a), S (б), N  (в) при к —610 с 1, к2—5-10 4 с '1,
а ~ 2000 с « различные моменты времени.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/со а

105Л/, м3/м3 в

Рис.4.7. Профили концентраций с/с0 (a). S (б), N  (в) при kj—2-IO 3 с '1. к,-7.510 4 с 1,
а = 2000 с в различные моменты времени.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

105-S, м'/кг

lO ' /V. м3/м3

Рис.4.8. Профили концентраций с/с0 (a). S (б), N  (в) при к =2-10 3 с '1, к=10~' с'1,
а — 2000 с в различные моменты времени.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/с,

IQ’ S, м 3/кг

105 ■«, кг/м"'

Рис.4.9. Профили концентраций с/с0(а), S (б), N  (в ) для равновесной адсорбции 
(штриховые кривые) и неравновесной адсорбции (сплошные кривые) при I =  3600 

с (1), JOSOO с (2), 14400 с (3). к,. к:. а -  см. рис.4.3.

188



Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

В зависимости от значений характерных времен AJ1 и а  имеем 
переходные процессы с различной продолжительностью. Однако, 
здесь мы имеем сложный процесс переноса вещества, где переход к 
установившемуся состоянию концентрации -  с определяется поми­
мо прочих факторов кинетикой внутреннего массообмена (4.25) и ад­
сорбции вещества (4.26). Для того, чтобы исследовать влияние кине­
тики адсорбции на характеристики переноса веществ решалась зада­
ча с равновесной адсорбцией (4.34) вместо (4.26). Сопоставительные 
графики задач (4.24), (4.25), (4.26) и (4.24), (4.25), (4.34) показаны на 
рис.4.9. Как видно и рис.4.9б даже при временах t, значительно пре­
вышающих характерные времена к~' и а  есть заметное расхождение в 
значениях равновесной и неравновесной адсорбции. В свою очередь, 
это отражается на графиках с и N  (Рис.4.9а,б), что показывает выше- 
отмеченный сложный характер переходного процесса, где установле­
ние полей с, S, N  взаимодействуют друг с другом.

4.2.2. Нелинейная кинетика адсорбции и линейная кинетика 
внутреннего массообмена

Здесь вместо линейной кинетики адсорбции (4.26) рассмотрим

—  =  k ,^ -c ', - k 1S , 0 < и < 1 , (4.36)
dt ' р 2 v '

-  нелинейную кинетику.
При t —> *  из (4.36) получим

S =  к\— с",  кг =  —  . (4.37)
Р *2

-  изотерму Френддиха (равновесную).
Результаты численного решения уравнений (4.24), (4.25), (4.36) 

показаны на рис.4.10-^4.12. Как видно из представленных результа­
тов, с уменьшением п значения адсорбции в среде увеличиваются 
(сравните рис,4.106, 4.116, 4.126). За счет аккумуляции вещества в 
пласте, как и в случае линейной кинетики адсорбции, продвижение 
концентрационных профилей с, S, N  в среде замедляется. Получен­
ные результаты показывают, что при прочих равных условиях в слу­
чае нелинейной кинетики адсорбция протекает более интенсивно, 
чем в случае линейной. На рис.4.13 сравнены численные решения 
задач (4,24), (4.25), (4.36) и (4,24), (4.25), (4.37). Те сложности пере­
ходного процесса, отмеченные для линейной кинетики адсорбции, 
полностью сохраняются и в случае нелинейной кинетики.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

—  t-Ч 800с 

- - - t - 3 6 0 0 c  

-------- t=7200 с

—  • * 10800 с

-------  1=1800 с

-  -  -1=3600 с

....... ..1=7200 с

----- - t~l 0800 с

105 5, м3/кг 
1

FS

—  1- 1800 с 

•  • • (= 3 6 0 0  с 

«•«***» 1-7200 с

—  •* 1=10800 с

10S N, м3/м3 
0,5

0.4

0,3

Рис. 4.10. Профили концентраций с/са (a), S (б), N  (в) при п =0,9 в различные мо­
менты времени. kr k.„ а -  см. рис.4.3.
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Глава Ь. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

105\Г, м ’/кг 
1,6

—— 1=1800 с

------ t= 3 «0 0 c

..........t-7200 с

— 1-10800с

10s-jV, м ’ / м 3 я

Puc-4.ll. Профили концентраций с/сд (a), S (б), N  (в) при п = 0.8 в различные мо­
менты времени. kf  kr  а -  см. рис.4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/с„ а

105 -Дг, м3/ м 3 в

Рис.4.12. Профили концентраций с/с0(а), S (б), N  (в) при п = 0,75 в различные мо­
менты времени, kj, k„ а — см. рис.4.3.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

c/fc о

io ’-n, « у * л !  й

Рис. 4.13. Профили концентраций с/с0(а), S (б), N  (в) для равновесной адсорбции 
(штриховые кривые) и неравновесной адсорбции (сплошные кривые) при п =  0,8 
в различные моменты времени I =  3600 с (I ). 10800 с (2), 14400 с (3). kr к,, а —см.

рис. 4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

4.2.3. Линейная кинетина адсорбции и нелинейная кинетика 
внутренного массообмена

Примем, что внутренний массообмен между зонами пласта е 
транзитными порами и застойной жидкостью происходит по нели­
нейной кинетике

dN
а — - =  kcm- N ,  0</>/<1. (4.38)

dt
В случае т =  1 из (4.38) получаем линейную кинетику (4.25).
Адсорбция происходит по линейной кинетике (4.26).
Для равновесного внутреннего массообмена из (4.38) получаем

N  -  кс"1. '  (4.39)
Для оценки нелинейной кинетики внутреннего массообмена урав­

нение (4.24) рассматривалось вместе с (4.38) и (4.26). Задача реша­
лась для условий (4.27). На основе численных расчетов определя­
лись профили с, S и N  для различных значений исходных параметров 
(Рис.4.14-4.16). С уменьшением показателя нелинейности т можно 
заметить увеличение внутреннего массообмена N  (Рис.4.14в-4Лбе). 
В отличие от предыдущих случаев изменение с и S за счет увеличе­
ния N  менее заметно. Как и в случае нелинейной кинетики адсорбции 
нелинейная кинетика внутреннего массообмена при тех же осталь­
ных параметрах приводит к интенсификации массообмена. Сопоста­
вительные результаты при использовании (4.39) вместо (4.38) приве­
дены на рис.4.17. Как и в предыдущих случаях можно заметить затя­
гивание нестационарного переходного процесса.

4.2.4. Нелинейные кинетики адсорбции и внутреннего 
массообмена

Теперь рассмотрим случай, когда адсорбция и внутренний массо­
обмен происходят по нелинейной кинетике. Уравнение (4.24) рассмо­
трим вместе с (4.36) и (4.38). Результаты численных расчетов приве­
дены на рис.4.18—4.20. С уменьшением показателя п можно заметить 
увеличение значений S. Это отражается на профили с и N; они отно­
сительно уменьшаются и интенсивность их распространения в среде 
ослабевает. Рассматриваемый здесь случай характеризуется наиболь­
шей интенсивностью процессов адсорбции и внутреннего массообме­
на по сравнению с предыдущими случаями (4.24) -(4.26). Использо­
вание нелинейной кинетики адсорбции по сравнению с §4.2.3 привело 
к интенсификацию процесса адсорбции. Сравнительные результаты 
при использовании (4.36), (4.37) приведены на рис.4.21.
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Глава к. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

Рис. 4.14. Профили концентраций с/с0 (a), S (б'), N  (в) при га = О,9 в  различные мо­
менты времени, к,, к ,, «  -  см. рис.4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

105-5 , м 3/кг  С>

10S\Y, м’ /м'

Рис. 4.15. Профили концентраций с/с() (a), S (б), N  (в) при т — 0,8 в различные мо­
менты времени, kj, а — см. рис.4.3.
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Г лава L Фильтрация суспензия и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

103 А', м '. к г  ( j

10s ■ V, м3/м3

Рис. 4.16. Профили концентраций с/с{> (a), S (б), N  (в) при т = 0,75 в различные мо­
менты времени. kjf к,, а -  см. рис. 4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/с0 а

105 S, м9/кг

IO-jV, м 3/м ’

Рис.4.17. Профили концентраций с/с0 (a), S (б). N  (в) для равновесной адсорбции 
(штриховые кривые) и неравновесной адсорбции (сплошные кривые) при т =  0,S 
в различные моменты времени t =  3600 с (1), 10X00 с (2), /4400 с (3). kr А „  а — см.

рис.4.3.
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Г лава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

105 ,V, м’/кг б

105-Лг, кг/м3

Рис.4.18. Профили концентраций с/с0 (а), 6’ (б), N  (в) при т = 0,5, п = 0,9 в различ­
ные моменты времени. kf. k2, а — см. рис.4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с!Си а

105 S, m V k t 6

105 (V, кг/м3

Рис.4.19. Профили концентраций с/сд (a), S (в), N  (в) при т = 0,8, п =  0,8 в различ­
ные моменты времени. кс к „ а -  см. рис. 4.3.
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Глава U. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/с„ а

105 S, м ’ /кг б

105 Л', м'/м1

Рис. 4.20. Профили концентраций с/с. (a), S (б), N  (в) при т = 0,8, п — 0,75 в различ­
ные моменты времени. kr ky а -  см. рис.4.3.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

X, м

Л', м

Рис.4.21. Профили концентраций с/с0 (a). S (в), N  (в) для равновесной адсорбции 
(штриховые кривые) и неравновесной адсорбции (сплошные кривые) при т =  0,8, 
н — 0,8 в различные моменты времени I =  3600 с (1), 10800 с (2), 14400 с (3). kjt А „

а -  см. рис.4.3.

105-S, м'/кг 

1,6

105-iV, м3/м3 

1,4 

1,2

I
о, а 

0,6 

0.4 

0,2 
0
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

Д.З. Перенос вещества в гетерогенной пористой среде в 
случае двухместной адсорбции

Здесь рассмотрим задачу переноса вещества для случая двух­
местной адсорбции (см. раздел 4.2.1). Уравнение переноса записы­
вается в виде

дс дс dN dS д 2с .. . .
w?'^ -  + v^-  + ,,b -T -  + P ^ - :=£)T-T> (4 '40)д( дх dt dl дх

S = Sl + S 2, (4.41)
d S  m \ f  „  с  , i .  ' « , ( ! - / )  S c

(4.42)

= k {4h Lc - k 2S„  (4.43)
dt p

52 ^ , ^ p c .  (4.44)

С учетом (4.41) -  (4.44) уравнение (4.40) запишем в виде [57, 58]

п / (л /У|3с дс dN dS. д 2с т, [l + (1 -  / ) ]—  + V —  + т2 —  + р— L = D — . (4.45)
ot дх dt dt ox

Кинетику внутреннего массообмена принимаем в виде
dN

сс —— =  k c - N  (4.46а)
ot

или

а —— = кс’“ — N , 0 < /и < 1. (4.466)
dt

В случае использования нелинейной кинетики адсорбции прини­
мается

- к ^ , 0 < п < \ ,  (4.47)
dt Р

которое в равновесных условиях имеет вид

S ,= t 1 2 £ < r > . t , . i .  (4 4 8 )
|* ъ

При т =  1 из (4.48) получаем линейную изотерму Френдлиха

S > = k A ,  (4.49)

что соответствует равновесной линейной изотерме, получаемой из 
(4.43) при t —> оо.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Начальные и граничные условия примем в виде
с(0,х) = 0, N(0,x )  = 0, 5 ,(0 ,* )=  0, c(t,О) = с „ , с{г,оо)=0. (4.50) 

Для решения (4.45) с (4.43), (4.46), (4.47) при условиях (4.50) ис­
пользуем метод конечных разностей. Сетку введем таким же обра­
зом, как а разделе 4.2.1

Уравнение (4.43) аппроксимируем так

W ' - s  Ч = к » Ы с ! _ к Ж ^
X Р

откуда получаем

I- 0hL,J л. >
/

51/+| =| т * ,^ -с / + 5 1 /
Р

Уравнения (4.46) аппроксимируем как
N J+1 - N J

а — ----- —  =  кс\ -  У/
х

/(1 + х£,). (4.51)

или

откуда получаем

или

У 7+1 -  У: 
а —;—

х

ЛГ/+1 = Г —  c/ +  y / l / f l  + - |  (4.52a)
а  )  V а ,

У/и = [  — (с/)Г + У/ / ( 1 +  - I. (4.526)
тА' |

а ' ' 7/ V
Уравнение баланса (4.45) аппроксимируется следующим образом

„ у +ч  _ «У+1 _  , . j +l  —  C W 11 _  C l '

,„,[1 + * 4{ 1 -/ ) ]£ ;—  — + у  + " 4 — — ^ + p ^ — ^ _ =
x 2h x x

= D
clV -  2c/+1 + c/,,'

что приводится к виду
А с£  -  В с Г  + Сс£ ' =  , (4.53)

где
. Z)x xv 

А = — + — ,
А 2й

2Dx
В  = w, [1 + £4(1 -/ ) ]+
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Глава k Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

_  £)т tv

F /  = щ [1 + кА(] - /)]е| - -  JV/) - P(S1/ +1 - Sl { ).

Схема расчета сеточного решения следующая. По (4.51), (4.52) 
определяются Sij" '  и N ! ' затем используя метод прогонки из (4.53) 
определяется С /*1. Условия устойчивости метода прогонки для (4.53)

vh
выполняется, если локальное число Пекле Р е -  —  удовлетворяет 

условию Ре < 2.
При использовании нелинейной кинетики сорбции (4.47) расчет 

сеточного решения SI/*1 осуществляется по

SlJ« ,= ̂  4h. (с/ у  + SV.+1 j  j ( l  +  ik2).  (4.54)

Рассмотрим несколько случаев, определяемых видом кинетики 
адсорбции и внутреннего массообмена.

4.3.1. Линейные нинетини адсорбции и внутреннего массообмена

В этом случае используем линейную кинетику адсорбции (4.43) 
и линейную кинетику внутреннего массообмена (4.46а). Результаты 
расчетов решения представлены на рис.4.22-4.25. Поскольку/озна­
чает долю поверхности пористого пространства, где происходит не­
равновесная адсорбция, рост его значений означает рост доли нерав­
новесной адсорбции. Сравнивая графики заметим, что для выбран­
ного набора значений исходных параметров увеличение доли нерав­
новесной адсорбции уменьшает общую адсорбцию. Однако, профи­
ли концентраций с, S, N  становятся более продвинутыми в глубь пла­
ста. Значения с и N  претерпевают некоторые изменения, связанные с 
опережающим продвижением профилей в сторону больших х.

4.3.2. Линейная нинетичесная адсорбция, нелинейный 
нинетичесний внутренний массообмен

В данном случае используем уравнения (4.40), (4.43), (4.466). Резуль­
таты численных расчетов показапы на рис.4.26 — 4.29. С ростом/отме­
ченные в разделе 4.3.1 явления здесь тоже повторяются. В отличие от 
разд.4.3.1 можно отметить увеличение значений N. Нелинейная кине­
тика, при всех равных других параметрах, приводит к интенсификацию 
внутреннего массообмена, что согласуется с выводами раздела 4.3.1.

205



Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

С/Со

!0 5 £ ь  мя/кг б

Ц>\9, и 3/кг

I м3Л.г

Рис. 4.22. Профили концентраций c/c(l (a). St (б), S2 (в), S (г), N  (д) при f=0.2, к=210 *
с ',  к~5-10~’1 с ', к у -10, а=2000 с в различные моменты времени.

-------- 1=1800 с ; --------- 1=3600 с; —  1=7200 с ; ------- 1=10800
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Глава Д. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/сщ а

\0-Su м3/кг

0.25 •

0.2 - Л\
0,15 «

»  \ \
0.1 -

0,05 ■ V \
0 -v ИГ ~ I

О 0,2 0,4 0,6 0.8 Х’ М 

105 Я2, м’/кг “

ll)\V. м!/кг

10S-N, м’/м’  о

Рис. 4.23. Профили концентраций с/са (а), 5 , (б), S, (в), S (г), N  (д) при/=0,4 в раз
личные моменты времени. kr k2, k4. а — см. рис. 4.22.

-------- 1=1800 с ; ...........1=3600 с; ■■ t=7200 с; —  t=10S00
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/с'о ц

I05'S;, mVki б

lO5-^  м’/кг «

нГЛ'. м3/кг

UT’ jV, m V m 3

Рис.4.24. Профили концентраций c/cfl (а), (б). S\ (в), S (г), N  (д) при/= 0,6 в раз­
личные моменты времени. kr к,, кг  а -  см. рис. 4.22.

-------- 1=1800 с ; ........... t=3600 с; -  ■ t=7200 с ; -------1=10800
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/со а

1QS,5|, м 3/кг

K)5'i*2, м̂/кг

io 5-s, Л г

itf-J/.uV

Рис. 4.25. Профили концентраций с/си (а), .S', S2 (в), S (г), N  (д) при f —0,8 в раз­
личные моменты времени. kr k„ к4, о. -  см. рис. 4.22.

-------- 1=!800 с : ...........1=3600 с; ■— 1=7200 с ; ------- 1=10X00
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

105-iS, м3/кг
1,4
1.2 ■ 

1 ■\ Л \

0,8 ■ \% -•
0.6 ■ \ V

0,4 ■ \
0,2 ■

io4v, m-V

Рис.4.26, Профили концентраций с/сп (a), St (6), S, (в), S (г), N  (д) npuf=0,2, т-0,75
в различные моменты времени. к{. к „  кг  о. -  см. рис. 4.22.
-------- 1=1800 с ; ........... t=3600 с; -  -  Г 7200 с ; ------- I=10800
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Глава 4  Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

cJcq а

1055|,м3/кг 6

I М 7м «

I05S, м’/кг г

105-Л', mj/m5

Рис.4.27. Профили концентраций с/с{) (a), S, (б), S', (в), S (г), N  (д) при f=0,4, т=0,75
в различные моменты времени. kv k„ kr  а -  см. рис. 4.22.
-------- t=l,W0 с ; ........ -  1=3600 с ; -------  t=7200 с ; ------ t=10H00
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/са а

|(У'5|. м*/кг

l0 5- i j ,  и ‘/кг в

lO’ S, м’/ш-

105-jV. mj /m3 д

Puc.4.2S. Профили концентраций с/сд (а), 5 ; (б). .S', (в), S (г), N  (д) при[=0,6, т-0,75
в различные моменты времени. kr А „ к4, а -  см. рис. 4.22.
-------- 14800 с ; ........... г. =3600 с; - ........1=7200 с ; -------1=10800
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Г лава Д. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

ска

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 
0,1  • 

0
о

i* * п
0.2  0,-1 0,6  0.8

105-.?, м3/кг
0 ,8  -V

0,6 

0,4 

0,2 ■ 

0

\\ \ \
\  \  N 

N W
-Т-

О 0,2 0,4 0,6 0,8 

105ЛГ,м3/м3 д
1.6
1.2

0,8
0,4

О —т у ч *  • ■
U 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Рис. 4.29. Профили концентраций с/с0 (а), St (б), S, (в), S (г), N (д) при f —0,8, ч
в различные моменты времени. kr k„ kf  а -с м . рис. 4.22.

-------- t=I800 с ; ...........t=3600 с : .........  1=7200 с ; ------1=10800

’ 0,75
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

4.3.3. Нелинейная кинетика адсорбции, линейная кинетика 
внутреннего массообмена 

Здесь уравнение (4,40) рассматривается вместе с (4.46а) и (4.47). 
Равновесная адсорбция при / —* °с также соответственно принима­
ется в виде (4.48). Равновесная адсорбция S2 определяется по нели­
нейной изотерме

Основные результаты приведены на рис.4.30-4.33.
Сравнение данного случая с результатами разд. 4.3.1 показывает, 

что при использовании нелинейной кинетики и линейной равновес­
ной изотермы при прочих равных параметрах адсорбция интенсифи­
цируется. Это приводит к значительной задержке распространения 
профилей с, N  и самих $r S„ S. С увеличением доли мест с неравно­
весной адсорбцией общая адсорбция уменьшается, профили с, N , S 
распространяются глубже в пласт.

4.3.4. Нелинейные кинетики адсорбции и внутреннего 
массообмена

В данном случае решается (4.40) вместе с (4.466), (4.47). Резуль­
таты расчетов приведены на рис.4.34 -  4.37. По сравнению с резуль­
татами раздела 4.3.3 наблюдаем увеличение значений N. С  увеличе­
нием /  отмечается небольшое прогрессирование продвижения про­
филей по пласту. Как и в предыдущих случаях при прочих равных 
параметрах нелинейность кинетики массообмена приводит к увели­
чению его значений.

4.4. Задача с условием на фронте смачивания

В разделе 4.2 задача переноса вещества в полубесконечной пори­
стой среде исследовалась с условием г(/, со) =  0. Однако в некоторых 
случаях считается, что в зоне с подвижной жидкостью образуется

vt
условный фронт смачивания, движущийся с законом х0 (/) = — . По-

т\
зади этого фронта происходит перенос вещества, а при .v > х0 (?) кон­
центрационные профили всюду точно равны нулю. Расчетная схема 
практически остается такой же, как в разделе 4.2, только для задан­
ного времени t определяется x()(t), где ставится условие нулевой кон­
центрации [2 1 ].
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/сп а

I г:' л,, \г х; б

К ) ' 5 ;. иАкг «

105 S. м3/кг г

itf-N , м5/м3 а

Рис.4.30. Профили концентраций с/с0 (а), Л’( Щ  .V, (в), S (г), N  (д) при f —0,2, и-0 ,8  я
различные моменты времени. кр к., к4, а -с м . рис. 4.22.

-------- 1=1800 с ; .......— 1=3600 с ; —  1=7200 с ; ------ t=l0800
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Г'С'1 «

10' Л';, M'VkT

105\У~, мЭЛ;г я

103 -Л', (А кт  г

lO’ -JV, м3/м5 ()

PucA .il. Профили концентраций с/сд (a), St (б), S, (в), S (г), N  (д) при/=0,4, п-0 ,8  в
различные моменты времени. k;, к „ k f а — см. рис. 4.22.

-------- (=1800 с : ...........1=3600 с; *....—  #«7200 с ; ------ 1=10800
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/Со а

Ш 5-.!?!, м'/кг

10S'̂ 2sM3/Kr н

]Os-S. м3/кг г

10! Л н 3/м5 д

Рис.4.32. Профили концентраций с/сд (a), S’, (6), .5', (в), S (г), N  (д) при / - 0.6. п 0,8 к
различные моменты времени, к,. к„ к., а -с м . рис. 4.22.

. . . .  1=1800 с ; -------- 1=3600 с ; ----------1=7200 с ; ------1=10800
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с!с®

10s-Si, m'Vkt

105-l52, м 3/кг 

0,8

4 x, м
О 0}1 0,2 0,3 0,4 0,5 

10s .S', m V k t  г

io5#  mVm1

Рис.4.33. Профили концентраций с/сп (a), (б), Sy (в), S (г), N (д) при f=0,8, п=0,8 в
различные моменты времени. к}, ку кг  а — см. рис, 4.22.

-------- t=/800 с ; ........... t=3600 с ; ---------1=7200 с; ------- t=J0800
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества з гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/со

Ш5 51!, лг'/кг

ю - ■&, m 'Ve t

3 -I

2,5 ■

2 ■ \\Ч'
1,5 ■

\  ч
\  %

0,5 *

О 0,1

105-6', m V k f

0,2
•— . х , м 

0.3 0,4

Рис.4,34. Профили концентраций c/cf) (a), S; (6), S2 (в), S (г), N  (д) при f=0,2, т-О.Н,
н—0,8 в различные моменты времени. kf, к,, кг  а -  см. рис. 4.22.

--------1=!800 с; ...........t=3600 с; ---------t=7200 с ; -------1=10800
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/со а

l 0 5'S i ,  MJ/icr б

I O м!/кг

105 5, м'/кг

105Л', м’/м1 д

Рис.4.35. Профили концентраций с/сп (а), 5 ( (в), S, (в), S (г), N  (д) при f —0,4. т—0.8,
п=0,8 в различные моменты времени. kr к,. а —см. рис. 4.22.

-------- 1=1800 с ; ...........1=3600 с; t=7200 с ; ------- 1=10800
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Глава U. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной зодой

с/со а

МЭ/К!

105 iS2, mVkt в

10J S, м3/кг

Рис.4.36. Профили концентраций с/с0 (a), Sf (б), S2 (в), S (г), N  (д) при f=0,6, т=0.8.
п=0.8 в различные моменты времени. kr k2, k4, а — см. рис. 4.22.

-------- 1^1800 с ; ........... t=3600 с ; --------- 1=7200 с ; -------t=10800
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/се

! 05Su ь̂ /кг

Ю5'52, m Vkt

0,8

0,6 •

0,4 ■

0,2 - Ч %

Ч X, м

 ̂ fcM, х, м
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Рис.4.37. Профили концентраций с/с() (a), S/ (6), S3 (в), S (г), N  (<)) при/=0,8, т-0,8,
п~-0,8 в различные моменты времени. kf, k2, kr а — см. рис. 4.22.

-------- *« /4 0 0  с ; .......— t=3600 с; ~ ......1=7200 с ; ------- (=10800
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Г лава k Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/са Я

105S, м3/кг б

10* N, м3/м3

Рис.4.38. Профили концентраций с/с0(а), S (6), N  (в ) при к=210~' с 1, к =51 0  4 с 1, 
а=2000 с  в различные моменты времени.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с!са

10s S, m ’Vk t

103- Л/, м3/м3

Рис.4.39. Профили концентраций с/с0(а), S (б). N  (в) при п=0,Н с в различные мо­
менты времени. к., к,, а -  см. рис.4.38.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/с„

I05 S, м3/кг fi

\Os-N, m V m 1

Рис.4.40. Профили концентраций с/сп (a), S (б), N  (в) при т = 0,8 с в различные мо­
менты времени. к{, к2, а — см. рис.4.38.

225



Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с/с0 а

103-5, м3/кг б

103 ■ JV, м3/м э в

Рис.4-41. Профили концентраций c /c ja ), S (б), N  (в) при т=0,8, п=0,8 с в различ­
ные моменты времени, kг к,, а — см. рис.4.38.
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Глава к Фильграция суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с/с„

10! S, м3/кг

Ю5 М м’/м3

Рис.4.42. Профили концентраций с/с0 (a), S  (б), N (в) при 1=1800 (1), 1=3600 (2),
7200 (3) с. (■---------) с  условием c(t, x jt))= 0 , (-----------) с условием с(1, со)~0.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Некоторые результаты расчетов приведены на рис.4.38-4.42. 
Первый случай соответствует линейной кинетик адсорбции и вну­
треннего массообмена (Рис.4.38). На графиках в отличие от случая 
раздела 4.2 можно заметить точное обнуливание профилей по мере 
простирания их в пласте. При использовании нелинейной кинети­
ки адсорбции с показателем п=0,8  при прочих равных параметрах 
адсорбция усиливается (Рис.4.39). Когда внутренный диффузион­
ный массообмсн происходит по нелинейной кинетике с показателем 
нелинейности т =0,8  массообмен значительно интенсифицируется 
(Рис.4.40). На рис.4.41 показаны графики, когда обе кинетики не­
линейны с п=0,8, т=0.8. Отмеченное выпге факторы, связанные с 
нелинейностью кинетик суммируются. Этот случай соответствует 
наиболее интенсивной адсорбции и массообмену среди рассматри­
ваемых случаев.

На рис.4.42 даны сравнительные результаты с условиями c(t, со) =  О 
и с(а,х0(/)) = 0. Из результатов видно, что разница чувствуется для 
начального этапа развития профилей. С увеличением времени обе 
результаты приближаются. Следовательно, сравнительное влияние 
условия, заданного на фронте смачивания, чувствуется только в диа­
пазоне относительно малых времен.



ГЛ АВА  5. Перенос вещества в неоднородной 
цилиндрической среде

В этой главе поставлены и численно решены задачи движения 
жидкости и переноса вещества в цилиндрической двухслойной сре­
де, где внутренняя цилиндрическая область принимается как ма- 
кропоры, а внешняя цилиндрическая — как микропоры. В параграфе 
5.1 сначала решается задача переноса вещества в цилиндрической 
пористой среде с центральной цилиндрической макропорой в диф­
фузионной постановке. Затем та же задача анализируется на основе 
кинетического уравнения массопереноса из макропоры в цилиндри­
ческую окружающую среду. Определяются такие значения коэф­
фициента кинетики массопереноса, для которых оба подхода дают 
близкие результаты. В отдельном параграфе эти задачи решаются с 
учетом адсорбционных явлений по изотерме Генри. В 5.3 решаются 
и анализируются задачи переноса веществ в цилиндрической двух­
слойной пористой среде с учетом неравновесных адсорбций. Далее 
в 5.4 рассматриваются задачи с нелинейной адсорбцией.

5.1. Перенос вещества в цилиндрической среде с 
цилиндрической макропорой с использованием 
диффузионных и кинетических подходов

Как и в [187] рассматривается цилиндрическая пористая среда с 
цилиндрической макропорой в центре, т.е. область исследование за­
дачи состоит из двух частей: I) макропористая среде (макропора), 
имеющая радиус а, с большими порами, характеризующаяся отно­
сительно высокой пористостью и средней скоростью в пей; 2) окру­
жающая цилиндрическая микропористая среда (микропора), име­
ющая низкую или нулевую пористость и, соответственно, скорость 
потока (Рис.5.1) [30, 60, 138].

Используем следующие соотношения [185]
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а 2V = —  V - \ - V  0 = F 0 О = V  0Vf  ~  , 2 ’ а ) ’ f  f *  ™ г « « ’

где Vf  V -  объемные долы макропоры и микропоры в единице объе­
ма среды; 6L вд -  локальные коэффициенты пористости макропори­
стой и микропористой сред; вт, в  -  относительные коэффициенты 
пористости макропористой и микропористой сред.

Перенос вещества в макропоре считается одномерным, что по­
зволяет ввести понятие осредненной по поперечному сечению вну­
треннего цилиндра концентрации -  ст.

В макропоре перенос вещества описывается уравнением
(5.1)п дс дс 

" dt
=  0  о  ^ - % - 0  V ^ 2 -  

1а д( дх2 " " дх
где с.т -  средняя концентрация вещества в окружающей цилиндри­
ческой среде

2 *
С„„ = - - - -2 I rca ( t,X, r )d r , (5.2)

п ~а а
D m -  коэффициент гидродинамической дисперсии, vm -  средняя 

скорость вещества в макропоре, са — локальная концентрация веще­
ства в окружающей цилиндрической среде, / — время, х —расстояние.

Средняя концентрация с  представляет собой осреднение ло­
кальной концентрации в окружающей цилиндрической среде. Рас­
пространение вещества в этой части среды описано уравнением 
обычной диффузии

« < г < ь - <-5-з>ct г  d r \  or J 
где D a является коэффициентом эффективной диффузии. Уравнение 
(5.3) дополняется условием непрерывности концентрации на общей 
границе микро- и макропористой сред

c j t ,x ,a )  = cm(t, х ). (5.4)
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества а гетерогенной пористой среде со связанной водой

В цилиндрической окружающей среде продольное распростране­
ние вещества не учитывается и внешняя граница (г=Ь) является не­
проницаемой для вещества

dca( t ,x ,b)  0 ( 5 5 )
дг

В точке х= 0  по всей площади поперечного сечения 0 < г  < а начи­
ная с / > 0 в среду поступает неоднородная жидкость с постоянной 
концентрацией вещества с0 и со средней постоянной скоростью vm. 
Начальные и граничные условия принимаются в виде [59]

ся (О,*) = 0, (5.6)
= (5-7)

са(0,лг,г) = 0, (5.8)
Ст (*>°) = С'о ’ С0 = COnSt' (5 -9)
*=.(/,«,) = 0. (5.10)
дх

Для решения задачи применяем метод конечных разностей. В об­
ласти Q, = {(l,x ,r),0< t< Т, 0<х<сс, 0</ <«}иП2={0,дг,/'),0</<7’, 0<х<ос, 
а<г<Ь} введена равномерная по направлениям сетка

Q t/., =  {(** > Х> ‘к = Zk’ Xi =  ih \ >Т =  * =  0 ’ / |  •

°х*,Аз =  | ( (*' ХЬГ) )5 ‘к = хк~ х, = |А1 > О = А -  т = -^ , / = о, / ,  у = о ,. / 1 .

Уравнение (5.1) аппроксимируется на сетке П т/||, а уравнение (5.3)
-  на следующим образом [15]:

/ = 0,Л у = 1, У —1,

где (с„ )*, (с„„ )f, М ,  — сеточные значения функций cm(t, л), с(т(/, х), 
t'„(/, jc,/-) в точке (/*, W y),
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0 -  ’ Vj -  2 (̂ /+1/2 “  '7-1/2 )- ГЯМ2 -  f t 2 + f  ■

Начальные и граничные условия (5.4) -  (5.10) аппроксимируются 
в виде

i = W ,  7=0.  * = О,
(г У — (г У

^  *■>/ ^  t \  '  Г \ Т " Т /  А----- ^ ^ — = 0, ] = J ,  k - O . K ,
h 2

{ c j  = 0 , / = <П, fc = 0,
(*Л=<>- «=<и, * =
(с Д у = 0 , i = 0 ,I , j  - 0 ,  J , к = 0 ,

{ c j  =c „ =  const, i = 0, k = l , K ,

( O f  - { cmti- 1

(5.13)

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)
(5.18)

(5.19)

Уравнения (5.11), (5.12) приводятся к следующему виду 
A i c X - B X c T + E f c X ^ t ,  к = 0 ,К - \ ,  (5.20)

= - W .  f=o,/; y = u - i ,  *= o ,* -i, (5 . 2 0
где

а = ^  + ̂ ,  В, = 2 %  + ̂ -  + - ,  £, = Д
,2 '

, . . ■|/; (Gm)j 0// ;1 у.’ |
U u  =---------- - w j f  ь

xD„
А2 = 0 (2 j —l) , В2 = 4 jD  + l ,  Е-, = D{2j  + 1). D = —

l jh 2

Для решения уравнения (5.20) я  (5.21) используем метод прогон­
ки

к „ Г  = а м (с»>t !  + Р;+1 - 
(с„„ y,j = а "у+1 (с,„ + р '/+1, I = 0,/, у = 0,У, 

где а ( j ,  р, , ,  а* . .  р; _  прогоночные коэффициенты.

(5.22)

(5.23)
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Для определения пригоночных коэффициентов в (5.22), (5.23) по­
лучаем следующие рекуррентные формулы

„ _ Ех___ .  .М + Л .Р ,
В{ —  S ]  —

* 4  п* ('El)i,j + AlPi j  Л 
1 = -  —L — ", P,-J+1=— ---- — S----. 1 = 0 ,/, J  = \,J . (5.25)

В2 -  E2a ,J  В2 - Е 2CLij

Стартовые значения прогоночных коэффициентов а ( / , р , а ' г  Р', 
определяются из граничных условий (5.18), (5.13), т.е.

[а,- =0, р. =Сц при г=1,

Ку Р*.; =(c«)f яри 1=0,1, у=1, к=1,К.
Сначала решаем уравнение (5.20) и определяем (са)■ .. После это­

го определяем с из (5.2) путем численного интегрирования. Затем 
решается уравнение (5.19), определяется с .

В расчетах использованы следующие значения исходных параме­
тров: Da = 2,5-10~7 м2/с, Dm = 10-5 м2/'с, vm =10-4 м/с, с0 =0,01, 0f =  1,0, 
0а =  0 ,6 ,  а  =  0,05 м, b  -  0,25 м.

На основе результатов численных расчетов определены поля 
местной концентрации с в зоне с неподвижной жидкостью (Рис.5.2
-  5.5, в), а также концентрации с.т и ст (Рис.5.2 -  5.5, а, б). С воз­
растанием времени t, концентрация вещества линейно распростра­
няется по цилиндрической макропоре и в цилиндрической окружа­
ющей среде происходит радиальный перенос, соответствующий из­
менению с . С увеличением коэффициента эффективной диффузии 
D 7 (Рис.5,3) в окружающей среде поверхность са распространяется 
более широким фронтом по направлению г  и это приводит к увели­
чению значения концентрации вещества в окружающей цилиндри­
ческой среде. Профили относительной концентрации сJc.g и с.т ста­
новятся более размытыми при увеличении значения коэффициенты 
гидродинамической дисперсии D m (Рис.5.4), а также при увеличении 
скорости фильтрации у (Рис.5.5) замечается ускоренное продвиже­
ние фронта по направлению д\

Теперь проанализируем задачу на основе кинетического уравне­
ния массопереноса из макропоры в цилиндрическую окружающую 
среду
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9
dt

(5.26)

т.е. вместо (5.2), (5.3) используется кинетическое уравнение массо- 
переноса.

cjco  а

0,01

лг, 1

Рис. 5.2. Профили концентраций cju ), с.т (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при v^ I0 ~ 4 м/с, D ~2,510~7 м2/с, D m=10~s мг/с.
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1 0 й -Cim, M 3/ M J

3/ 3 с„^м /м

Рис. 5.3. Профили концентраций с Jo), сш (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при vn=10~4м/с, D a=4'J0~7м2/с, Dj=10~5м2/с.
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а
cjcu

Рис. 5.4. Профили концентраций c ja ) , см (б) и поверхности ся (в) в различные
моменты времени при vm=I0 ~4 м/с, Ъ=2,5-10~7м?/с, D m=2,5'IO~5 мг/с.
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а
cjcn

I06 -с,т. mj/m3

Рис. 5.5. Профили концентраций ст(а), с.т (б) и поверхности си (в) в различные
моменты времени при v  =210 4м/с, D  =2,5-10~7м 2/с, D m=10~s м ’/с.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Уравнение (5.26) па сетке Пт?1 аппроксимируется в виде:

Это уравнение приводится к следующему виду
(5.28)

где

На основе полученных численных результатов определены такие 
значения коэффициента массопереноса а, для которых оба подхода 
дают близкие результаты. Из рис.5.6 можно заметить, что оба под­
хода дают очень близкие результаты при о=2.8*10'6 с"1. При малых 
значениях времени (/<900 с) в цилиндрической окружающей среде 
оба подхода дают близкие результаты, но с возрастанием времени 
отличие возрастает. Распространение концентрации в неподвижной 
зоне при диффузионном подходе для малых х  отстает от соответст­
вующих данных по кинетическому подходу.

Рис. 5.6. Профили относительной концентраций Ст (а) и с.т (б) к различные мо­
менты времени при v =10~4 м/с, D =2,5-1 f t 1 м2/с, Dm=IO~5 м2/с для диффузионного 

подхода (сплошные линии) и кинетического подхода (штриховые линии),
1 - 1=450 с, 2 -1=900 с, 3 - 1=1800 с, 4 - 1=2700 с.

о
о 0,2 0,4 0,й 0,8

б
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5.2. Перенос вещества в цилиндрической среде с 
цилиндрической макропорой с учетом равновесной 
адсорбции

Здесь рассматривается задача §5.1 с учетом адсорбции [30, 60]. 
Для этого случая уравнения переноса имеют вид [185]

о £̂"L + р + 0. ^ 2 -  + р. ^ ^ -  = 0 D 0 V (5 29)
т dt р"' dt ш dt p,m dt т т дх2 т я dx ’ ( ’

*im = ,2 2 2 !/*«  (*»Г’1 ’ (5 • 3°)Ъ - a 1 ia

( 5 3 , )
где sm, s.m -  концентрации адсорбированного вещества в макропоре и 
окружающей среде, s — локальная концентрация адсорбированного 
вещества в окружающей цилиндрической среде, р т, р.т — относитель­
ные объемные плотности макропоры и микропоры.

Используются следующие соотношения [185]
Рт = VfPj • Р,„, = КРа > Р = Рп, + Рт . 

где р г р а -  локальные плотности макропористой и микропористой 
сред.

В этом параграфе используются изотермы Генри в виде
■'/н к т  ̂т ' s a ’ $ im ~  (5.32)

где кт, к.т — адсорбционный коэффициент вещества в макропоре и 
окружающей среде.

Поставляя (5.32) в (5.29) и (5.31) получаем

QmRm%  + 0„,Д„, = QmDm ^ - - 0 Л % Ц  (5.33) 
dt dl dx dx

R. ^  = D  (5 34)
dt " r d r  I dr J

где Rm, R.m -  коэффициенты ретардации

Лт = 1 + 4 ^ .  k = kn ,= k im, Rim= l + ( [ - f m) pk/-. 1 Ш in  I - irri V 7 AУI1T '■*11im

Ra = \ + ^ - ,  Л = 1+ ^ ,  е А  + е л - и .

f  -  доля адсорбционной поверхности, находящейся в прямом кон­
такте с подвижной частью жидкости (среды).
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Для решения (5.33), (5.34) используем начальные и граничные ус­
ловия из предыдущего параграфа ((5.4) -  (5.10)).

Уравнения (5.33), (5.34) решаются численно методом конечных 
разностей [15] в сочетании с методом прогонки.

Введем сетку в области со =  { ( / ,х,г), 0 <  I <  Т, 0 <  j t  <  со, а  <  г  < b )  в 
виде

Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Соответствующая разностная схема для уравнения (5.33) имеет 
вид

Уравнение (5.35) приводится к системе линейных алгебраиче- 
ских уравнений (СЛАУ)

Система (5.36) решается методом прогонки с условиями (5.15), 
(5.18), (5.19). Таким образом, определяем распространение сп. 

Уравнение (5.34) аппроксимируется в виде

где

i = \ , N - 1,

(5.35)

где

/ / \i + l  ̂
' С a f i j - 1 у  a h , j

(5.37)
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где / \

г

После простых преобразований (5.37) приводится к СЛАУ

где

Система уравнений (5.38) решается методом прогонки.
В расчетах использованы следующие значения исходных параме-

На основе результатов некоторых численных расчетов определе­
ны поле местной концентрации си (Рис.5.7в, 5.9«), местная концен­
трация адсорбированного вещества sa (Рис.5.8<?) в зоне с неподвиж­
ной жидкостью, а также профили изменения концентраций ст, с.т 
(Рис.5.7 а—б, 5.9 а—б) и концентрации адсорбированного вещества 
s , s.m (Рис.5.8 а -б ). Можно заметить ограниченное рапростране- 
ние фронтов концентраций ст и с.т, а также поверхности местной 
концентрации са по сравнению с результатами предыдущей задачи, 
решенной в параграфе 5.1. Так, если значение концентрации ве­
щества в окружающей цилиндрической среде с.т в точке х=() было 
приблизительно равным 110 1 м3/м3 (Рис.5.26), то для этой задачи 
значение cjm в точке х= 0  приблизительно равно 40-10 '’ м3/м3. Срав­
нивая Рис.5.1а с Рис.5.2д наблюдаем, что фронт распространения 
концентрации с  также отстает по направлению х. Увеличение ад­
сорбционного коэффициента к приводит к уменьшению значения 
с.т (Рис.5.96) и увеличению значения концентраций адсорбирован­
ного вещества s  , s . Область распространения местной концентра­
ции адсорбированного вещества sm при £ = 7,5- КГ* больше чем при 
к =  510^.

Теперь уравнение (5.33) решаем совместно с кинетическим урав­
нением

тров: Da =2,5-10-7 м2/с, Dm = 10“5 м2/с, v„, = 10^ м/с, с0 = 0,01, 0/ = 1,0, 
0а = 0,6, р, = 2000 кг/м3, р„ = 2500 кг/м3, а=0,05, />=0,25.

(5.39)
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В случае линейной изотермы Генри из (5.32) получаем

в .* »  %■•=■»(<»- О -  <5 4 °)dt
Эго уравнение решается с (5.33) при начальных и граничных 

условиях (5.4) -  (5.10).
а

OlJeо

Ю6 -с,„, м7ы3

Рис. 5.7. Профили концентраций c ja ) , cjm (б) и поверхности са (в) в различные мо­
менты времени при v  =10~1 м/с, D = 2 ,5 1 0~7м2/с, Dn=10~5м~/с, к=51(1~4м ,/кг.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

106 -S,„, м3/м3

• О6 м’/м’ ®

Рис. 5.8. Профили концентраций s ja ) ,  sM (б) и поверхности sо (в) в различные м о­
менты времени при Vm=10~4 м/с, D = 2 ,510~7 м2/с, Dj=10~5 м /с, к=5-10~>м 3/кг.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

Ст/Сч

106 м3/м3

iwmV  
0,01 j

Рис. 5.9. Профили концентраций c ja ) , с.т (б) и поверхности са (в) а различные м о­
менты времени при vm= 1 0 4 м/с, £>о 2,5-10 ' лг/с. Dm= l0  ' м2/с, к=7,5щ10~4м 3/кг.
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Глава Ь. Фильтрация суспензии и перенос вещестеа в гетерогенной пористой соеде со связанной водой

cjcu а

10" -с1т, м7м3

Рис. 5.10. Профили относительной концентраций ст (а) и 'с (б) в различные мо­
менты времени при vn= 1 0 4 м/с, Da=2,5-l(V!мЧс, D=10~s м /с, k=5 I0~> для диф­
фузионного подхода (сплошныелинии) и кинетического подхода (штриховые ли­

нии). 1 -1=450 с. 2 -1=900 с, 3-1=1800 с, 4 - 1=2700 с.

Уравнение (5.40) аппроксимируется в виде

е , А  ^  1 —  = 4 c j  - 6 ь Г ) .  i = O J , k  = o jr r u  (5.41)Т
и приводится к следующему виду

(сш Г ' = Ч сш,) + л(с* )*. (5-42)
где

х = ®,Л,п та
0. Л„ + та ’ в,т R, + та1ЯГ !ТН Ifil 1>п

Из рис.5.10 можно заметить, что оба подхода дают очень близкие 
результаты при а=3 10'6 с-1. При малых значениях времени (/<900 с) 
в цилиндрической окружающей среде оба подхода дают близкие ре­
зультаты, но с возрастанием времени отличие возрастает. В этой за­
даче значение а  больше, чем в предыдущей задаче, когда адсорбци­
онные явления не учитываются.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

5.3. Перенос вещества в цилиндрической среде с 
цилиндрической макропорой с учетом неравновесной 
адсорбции

В этом случае кинетические уравнения адсорбции используются 
в виде

= (5.43)
at

Яс
P -d f-= (5.44)

ot

Р ̂ -  = kca-sa, (5.45)
где /> -  коэффициент характерного перехода времени от неравновес­
ного к равновесной адсорбции.

Начальные условия для концентраций адсорбированных веществ, 
принимаются в виде

sm (0, х) = 0, (5.46)
s,„,(<U) = 0, (5.47)
s„(0,x,r) = 0. (5.48)

Уравнения (5.43) -  (5.45) после аппроксимации принимают вид

<5-49>

(5.50)

(s- C  ■ р + Л ^ + { г Ь <:(с' ^  ■ |5 -51>
Уравнение (5.29) после аппроксимация приводится к СЛАУ 
4 ( c J « - B A c J ; ' + E A c X = ^ > i  =  U Z i> k = 0 j z T l ,  (5.52)

где
4  + Я, = 2 %  + ̂  + - ,  Я , = % ,

Л, A, А,2 Ai т А2

w = ^ - - k r  - - w K H '- r  -м).т т В(11т Нит
Уравнение (5.31) также после аппроксимация преобразуется к 

СЛАУ
М с аI-}', - S2(c„)*;’ + Е2(са =- { F2)l j ,  i = 0 , I ,  j  = (5.53)
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

где
х D

A2 = D { l j - \ ) ,  В2 = 4 jD  + 1, E2 = D ( l j  + \), D = — ^ ,
2 jh 2

Для решения уравнений (5.52), (5.53) используем метод прогон­
ки. Схема расчета следующая. Сначала из (5.49)—(^5.51) определяют­
ся значения (■?„,),* '> (sim)‘+l, {saftj- Решаем СЛАУ (5.53) методом про­
гонки и определяется (са )к. \  После этого определяем с.т из (5.2). За­
тем решается уравнение (5.52) для определения ст.

Результаты некоторых численных экспериментов представлены 
на рис. 5.11 -  5.16. Сравнивая рис. 5.14 и рис. 5.8 можно отмстить, 
что в точке дс= 0  значение адсорбированного вещества в равновес­
ном режиме не изменяется по времени. В случае, когда использова­
но неравновесное кинетическое уравнение в точке х= 0  количество 
адсорбированного вещества до некоторого значения времени увели­
чивается. Если коэффициент //=1000 с, тогда значение s  i в точке х=0  
через 2700 с. будет равным приблизительно 4,6 10'* м3/м' (Рис.5 .14а). 
При /9=600 с (Рис.5.16а) значение sm приблизительно доходило до 
5-10"6 м3/м3 при 1=2700 с. Таким образом, уменьшение значения /? 
приводит к ускорению процесса формирования равновесного режи­
ма адсорбции.

Теперь уравнение (5.29) решается совместно с уравнением (5.39). 
Уравнение (5.39) после аппроксимации примет вид

( с „ Г  ♦ ■ К а - ф . Г - М ) .  (5-54)
где

Х е*п _ р,„,
0/т + т а ’ 0,„, + ха ’ 0,.,,,+та'

Сначала из (5.49), (5.50) определяются значения •
После этого из (5.54) вычисляются значения (с,.,)*'1. Решая систему 
(5.52) методом прогонки определяются сеточные значения ст.

На рис.5.17 представлены результаты обоих подходов. Здесь 
как и для равновесной адсорбции значение а равно 3 • 10'6 с '1. При 
больших значениях времени (/ > 900  с) эти результаты отличают­
ся.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

с„,и, х)/са

10 -cim(l, .?), м7м

От?' ' м

8 §1||n

' • ч .  . ; ;

ПО-. х, м
"'i

Рис. 5.11. Профили концентраций c ja ) ,  с.т (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при v =10 4 м/с, D  =2,5-10 7 м-’/с, D  =10 5 м2/с. к=510~4.

0=1000 с.
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Глава к. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

х)1с0 а

10й х ), м’/м’

3 / э с„̂ м /м

Рис. 5,12. Профили концентраций с (а), сы (б) и поверхности са (в) в различ­
ные моменты времени при v =10~4 м/с, D=2,51()~1 лг’/с, D v =10~5 м 2/с, k=7,5 IO~4,

0=1000 с.



Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

c„(t, х)/с0

106 с,т(1. л), м3/м1

са!км3/м3 в

Рис. 5.13. Профили концентраций с Jo), с,т (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при v =10 ‘‘ м/с, D =2,5-l<) 7 м~/с, Dm=10~5 м /с, /3=600 с.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

10е s„(t. .г) . м3/м3

-------- t=900c
-------- 1=1R00 с
...........t=2700 с

Рис. 5.14. Профили концентраций s ja ) ,  sjm (б) и поверхности sa (в) в различные
моменты времена при v =10^ м/с, D  =2,5-10~7М*/с, D n=10~s м2/с, к=5-10~*,

0=1000 с.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

10° -sunit, .v), м /м

10 *jra, м /м
А

6,991.

02-'’
Ц?, 1=2700 с4,44h l  1=2700 с

t—900 с

1 . х, м

Рис. 5.15. Профили концентраций s ja ) , sUn (б) и поверхности до (в) в различ­
ные моменты времени при v =10~<м/с, D =2,510~7м ’/с, D m~lO ' м 2/с, к=7,510~\

/1=1000 с.
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Глава U. Фильтрация суспензии и перенос вещества з гетерогенной пористой среде со связанной водой

10'’ яг), м3/м3 б

ЮЧ„ м3/м3

Рис. 5.16. Профили концентраций s ja ) ,  s.m (б) и поверхности sn (к) в различные
моменты времени при v  =2-10~4м/с, Da~2,5 l0~7м:/с, Dm=10 м2/с, к=5-10~>.

(1=600 с.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

cjco а

10” ст, м3/м}

Рис. 5.17. Профили относительной концентраций ст (а) и с.т (б) в различные мо­
менты времени при vm=10~4 м/с. Da=2,5-I0~7 м-'/с, Dm=)0~5 м2/с, к=510~4, 0=1000 с. 
для диффузионного подхода (сплошные линии) и кинетического подхода (штри­

ховые линии). /  —1=450 с, 2 -1= 900  с. 3 -  t=1800 с. 4 —1=2700 с.

5.4. Перенос вещества в цилиндрической среде с 
цилиндрической макропорой с учетом нелинейной 
адсорбции

Теперь эту задачу решаем для равновесной адсорбции по изотер­
ме Фрейндлиха

s = кс", 0 < л < 1. (5.55)
В этом случае в уравнениях (5.33), (5.34) изменяются только ре- 

тардационные коэффициенты

К=1+/яР̂ С:\  (5.56)
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Глзва 4  Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной зодой

Rm = 1 + ^ , (5.57)
9/т

R + ' (5.58)
в„

В этом случае также анализируется задача на основе кинетиче­
ского уравнения (5.40), в которой ретардационный коэффициент Rjm 
определяется из соотношения (5.57). Результаты численных расче­
тов представлены на рис. 5.18 -  5.20. На рис.5.19 приведены резуль­
таты адсорбированного вещества в макропоре sm и в окружающей 
среде s t при различных временах. Сравнивая рис.5.19 с рис.5.8 мож­
но сказать, что в случае изотермы Фрейндлиха значение концентра­
ции адсорбированного вещества намного больше, чем по линейной 
изотерме Генри. Эго приводит к тому, что значения и профили из­
менения концентраций вещества с и с меньше, чем но изотермы 
Генри (Рис.5.18).

На рис.5.20 представлено сравнение результатов диффузионного 
и кинетическою подходов. В этом случае, когда значение коэффици­
ента массопереноса а  равно 3.64-10'6 с-1 оба подхода дают близкие 
результаты при малых значениях времени.

Теперь решаем задачу с использованием нелинейных кинетиче­
ских уравнений адсорбции

Р ̂  <5-59>

Р (5.60)
ot

P ^ L  = A c ; - v  (5.61)
at

Эти уравнения после аппроксимации примут вид

<м*>

w = ^ c a ^ 4 d .  <5.63)

(5.64)
Схема расчета аналогична второму случаю, только для вычисле­

ния значений (О**1, (5«Л; используются соотношения (5.62) 
-(5.64).
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

c j t .  х)/с0

to" -ctaU х), м3/м3 б

Рис, 5.18. Профили концентраций cjci), сы (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при v^—lO^ м/с, Dj=2,5-10~7 м г/с, D t = 1 0 5 мЧс, k=5-If)J, п=0,95.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной зодой

10Л л*), м3/м3

10* .г), м3/мэ б

106 М7М3 е
л

Рис. 5.19. Профили концентраций s ja ) ,  s.m (6) и поверхности sa (в) в различные
моменты времени при v^—10~4 м/с, Dа—2,510~7м2/с, D m=IO~5 м 2/с, к=510~4, п—0,95.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей в пористых средах

CnJCq Cl

Ю6 -сш, м3/м3 б

Рис. 5.20. Профили относительной концентраций от (а) и с.т (б) в различные 
моменты времени при vm=IO~'1 м/с, D=2,510~7м2/с, Dm~I0 - мг/с, к=510~\ 

н=0,95 для диффузионного подхода (сплошные линии) и кинетического подхода 
(штриховые линии), 1 - 1-450 с, 2 -1= 900  с, 3 -  t=IH()0 с. 4 -  1=2700 с.

Результаты решения задачи представлены на рис.5.21 -  5.22 при 
п—0,95. В этом случае, когда использовано нелинейное неравновес­
ное кинетическое уравнение, в точке х=0  значение концентрации ад­
сорбированного вещества sm и s jm, а также в точке (0, а) значение sa до 
некоторого значения времени относительно увеличиваются.

На рис.5.23 представлено сравнение результатов диффузионного 
и кинетического подходов. При значении коэффициента массопере- 
носа а равно 3,335-10"'’ с-1 оба подхода дают близкие результаты при 
малых значениях времени.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества в гетерогенной пористой среде со связанной водой

с„,(Л х)/с0

Ю” -с,т(1, х), m V

vvv/'v Г̂-‘'<4'

ЙХ<: , * х &$<'■?'&' *<?"

>.<;̂  ■’->< 
1*й>, х, м

х , м

Рис. 5.21. Профили концентраций c ja ) ,  с. (б) и поверхности са (в) в различные
моменты времени при vm=IO~J м/с, Da=2,5-10~7 м2/с. Dm~l0~s м2/с. к=510 *.

Р=1000 с, п=0,95.
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Математические модели фильтрации неоднородных жидкостей s пористых средах

с,„(Л х )/са

106 л), м /м

X, м

ПД-'г. м

Рас. 5.22. Профили концентраций sja ), (б) и поверхности sa (в) в различные 
моменты времени при vm=10~4 м/с, Da=2,5l0~7 м /с, Dm=10~s м /с. k—5-I0~4,

рчооо с, п=0,95.
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Глава 4. Фильтрация суспензии и перенос вещества з гетерогенной гористой среде со связанной водой

10̂  -CV, м7м’
45 
40 
35 
30 
25 
20 
15 
10

5
О -М------ ~~i- ---~~----— •----г X, м

О 0,2 0,4 0,6 0,8
Рис. 5,23. Профили относительной концентраций Ст (а) и с1т (б) в различные 

моменты времени при Vm=I0~’ м/с, Da~2,510~7 м2/с, Dtrt=10'"' м2/с, к=51(У'‘, 
«=0.95. р=1000 с. для диффузионного подхода (сплошные линии) и кинетического 

подхода (штриховые линии), 1 —1-450 с, 2 —1=900 с, 3 — t=l800 с. 4 - 1=2700 с.
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В. Kh. Khuzhayorov, J. M. Makhmudov. Mathematical models 
of non-homogeneous liquids filtration in porous media 
(Summary)

The book is devoted to the mathematical modeling of filtration of non- 
homogeneous liquids in porous media. In the consecutive order several 
filtration problems of non-homogeneous liquids in porous media are con­
sidered. At the beginning of the Chapter 1 a brief review of the approaches 
used at modeling of non-homogeneous liquids filtration in porous media 
is given. It is established that phenomenological approaches of modeling 
are based on the use of balance equations, kinetics of particles deposition 
processes, as well as generalized Darcy’s law. The similar approaches are 
used here at the modeling of colmatation-suffosion filtration o f disperse 
systems in porous media. In the second paragraph some descriptions of 
works devoted to models of two-zone filtration and solute transport are 
given. To estimate the role of transversal diffusion on the basis of existing 
experimental data characteristic values of the ratio of longitudinal diffu­
sion to transversal one are given. A problem of filtration of non-homoge- 
neous liquids in porous media consisting of two zones, in one of which 
liquid is mobile, and in another one -  is immobile, is numerically solved.

In the Chapter 2 two-dimensional problems of non-homogeneous liq­
uids (suspensions) filtration in two-zone porous media with different fil­
tration-capacity properties of zones and saturated with initially pure mo­
bile and immobile liquid, respectively, are investigated at different liquid 
inlet conditions on the boundary of the considering area, in particular, 
point-like and strip-like inlet sources. As a consequence, in the zones of 
the media both fluid flow and solid particles transport occurs with different 
intensity. Between the zones particles exchange, but not fluid exchange, 
can occur and it usually leads to the considerably change of filtration and 
particles transport characteristics. Several cases of the non-homogeneous 
liquid inlet through boundaiy of the filtration domain are considered. For 
the point-like and strip-like liquid injection regimes two-dimensional col- 
matation-suffosion filtration problems are numerically solved. Problems 
with the new parameter -  limiting suffosion pressure gradient (LSPG) are 
also numerically solved.

273



Mathematical models of non-homogeneous liquids filtration in porous media

In the Chapter 3 suspension filtration problems in two-zone porous 
media are analyzed on the basis of generalized balance equations offered 
earlier by Y.M.Shekhtman that use more general schematization of po­
rous volume saturation. In distinguish of previous works here various 
deposited mass volumes and correspondent concentration fields are intro­
duced. Mass balance equation with respect suspended solid particles con­
centration in the moving liquid is written w'ith taking into consideration 
kinetics of deposited mass in the friable body. Various regimes of fluid 
inlet through boundary of the medium are considered: point-like, strip­
like injection, inlet through alt width of the boundary etc. In several para­
graphs some cohnatation-suffosion problems are considered with LSPG.

In the beginning of Chapter 4 a brief review on adsorption phenome­
na at the convective-diffusive solute transport is presented. Then solute 
transport problems in porous media saturated with mobile and immobile 
liquid are numerically solved for various laws of adsorption and intrinsic 
mass-exchange (linear, nonlinear, equilibrium, non-equilibrium). Solute 
concentration profiles in the moving liquid, adsorbed mass concentration, 
solute mass-exchange between two zones and other filtration and trans­
port characteristics are determined. In the separate paragraph a solute 
transport problem with two-site adsorption is investigated, where the total 
area of adsorption is divided into two parts, in one of which the adsorp­
tion is equilibrium and in another one —non-equilibrium. The influence of 
two-site adsorption on solute transport characteristics is estimated. In the 
end of Chapter a problem with a given condition on the wetting front is 
investigated. Distinctions of this problem from conventional statements 
are discussed.

In Chapter 5 non-homogeneous fluid flow and solute transport in 
non-homogeneous cylindrical medium with a cylindrical macropore are 
investigated. The medium consists of two concentric cylinders in which 
the interior cylinder has relatively high filtration and transport properties 
(macropore), and the external one, in contrary, -  relatively low proper­
ties (micropore). Solute transport problems are considered by using two 
approaches — diffusional and kinetic. Such values of the rate coefficient 
in the kinetic equation for which both approaches yield close results are 
determined. In the following paragraphs these problems are solved for 
different adsorption laws, linear and non-linear equilibrium, linear and 
non-linear non-equilibrium.

To solve problems numerical methods, namely the finite differences
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Summary

method, are used. Numerical solutions and corresponding algorithms are 
constructed with controlling their stability, for two-dimensional problems 
economic finite difference schemes are composed. To make easy under- 
studying of received results a large number of figures for the wide range 
of initial parameters are placed.

This book is intended for scientists and researchers in fluid and gas 
mechanics, applied mathematics, petroleum, chemical, and environmen­
tal engineers, physicists involved in mathematical modeling of filtration 
processes, and for the undergraduate senior and graduate applied math­
ematics, mechanics students. The book can be used in special training 
courses for B.S. and M.S. students, and at the preparation of graduate 
qualification works and Masters degree theses in “Numerical mathemat­
ics” and «Applied mathematics», “Mathematical modeling”, “Mechan­
ics” etc.
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